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FONTOSABB JELOLESEK

Az A pont és az e egyenes tavolsaga: d(A; e) vagy
d(A, e) vagy Ae vagy Ae

Az A és B pont tavolsdga: AB vagy AB vagy d(A; B)

Az A és B ponton atmené e egyenese: e(A; B)

Az f, és f, egyenesek szoge: <L(f,; f,) vagy (f,; f,) <

A B cstcspontl szog, melynek egyik szaran az A,
masik szaran a C pont talalhaté: ABC<(

A C csticspontt szog: C<L

Szog jelolése: a, B, 7, ...

Az A, B és C csticsokkal rendelkez6 haromszog: ABCA
vagy ABC,

Az ABCA teriilete: T(ABC) vagy T,

Az a, b és c oldald haromszog félkeriilete:

_a+b+c
2

A derékszog jele: b

N

Az e egyenes merGleges az f egyenesre: e L f
Az e egyenes parhuzamos az f egyenessel: e || f
Egybevagosag: =; ABC, = A'B'C’,
Hasonlésag: ~; ABC,, ~ A'B'C’,,
A hasonldsdg aranya: A
Az A pontbdl a B pontba mutaté vektor: AB
Az A pontba mutaté helyvektor: a, a vagy A
A v vektor: v vagy v vagy v
A v vektor hossza: |v|
A természetes szamok halmaza: N; {0; 1; 2; ...}
Az egész szamok halmaza: Z {...; =2; -1;0; 1; 2; ...}
A pozitiv, a negativ egész szamok halmaza:
Z5, 77 {1;2;3;..), {-1,-2;-3; ..}
A raciondlis, az irraciondlis szamok halmaza: Q, Q*
A pozitiv, a negativ raciondlis szdmok halmaza: Q*, Q
A valés szamok halmaza: R
A pozitiv, a negativ valds szimok halmaza: RY, R
Eleme, nem eleme a halmaznak: €, &, 5 €N, -2 ¢ Z*
Részhalmaz, valédi részhalmaz: =, C; A S R, N C Q
Nem részhalmaza a halmaznak: ;Z € Q*
Halmazok unidja, metszete: U,N; AUB,ANB
Halmazok kiilonbsége: \; A\ B
Ures halmaz: @, {}
Intervallumok: [a; b], ]a; b, [a; b], Ja; b]
x€la;b[,haas=x<b

Az A halmaz komplementere: A

Az A halmaz elemszama: |Al; |{0;1;2}|=3
Végtelen: co; IN|= oo
Az x szam abszolut értéke: | xI; |-3,1|=3,1

Az f fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete:
Df/ Rf

Az f fliggvény hozzdrendelési szabdlya:
fix—f(x); fix—2x+3
f(x)=y; f(x)=2x+3

Az f fliggvény helyettesitési értéke az x, helyen:
f(x,); f(5), hax,=5

Az f fiiggvény inverze: f'

Az a osztdja b-nek, b tobbszorose a-nak: a|b; 2|8

Az a és b legnagyobb k6zos osztdja (LNKO): (a; b);
(4,6)=2

Az a és b legkisebb k6z6s t6bbszordse (LKKT): [a; bl;
[4;6]=12

n faktoridlis:n!; 41=4.3.2.1=24

Az X sokasdg atlaga: X

Az X sokasdg szordsa: o

Az Osszegzés jele: 2 ix, =X +X+ . X

i=1
Permutaciék: P; P, =n!, P, = 4! =24
Ismétléses permutacidk: P'™, (k+ 1+ m < n);

Pnk,/,m _ n! ; P52,2 _ 5! =30

T klI-m) 2121
Varidciok: V5, Vi=n-(n=1)-(n=2)- ... -(n—k+1);
V2=5-4-3=60

Ismétléses variaciok: V', VE = p*; v =57 =125
ST k n _ n! .
Kombinaciok: C, vagy (k) =0T
«_n(n=1)...-(n—k+1) ., 5.4
Cn_ k| /C5—21—10

2 2-1
Allitasok tagaddsa (negécija): —

Binomialis egyiitthaté: (Z)/ <5> _54_1p

Allitasok diszjunkciéja, konjunkciéja: v, A
Kovetkezmény és ekvivalens dllitasok: =, < vagy —, <>
Univerzdlis kvantor (minden ...) V¥V

Egzisztencidlis kvantor (létezik ...) 3

Kizaré vagy mivelet: @

Kovetkezmény:



A TANKONYV HASZNALATAROL

Atankonyv elsGsorban a k6zépszinti érettségi vizsga tananyagat tartalmazza, de megtalalhaté benne
néhdny olyan kiegészités is, amely az emelt szintli érettségi vizsga kdvetelményrendszeréhez tartozik.

A tankonyvben a matematikai szemlélet fejlesztése a definiciékhoz és a fogalmakhoz kapcsol6do
tananyagelemek kidolgozasaval torténik. A matematika megértéséhez, sikeres tanuldsahoz feltétlendl
hozzétartozik a bizonyitdsi készség kialakitasa és fejlesztése. Minden lecke végén 6sszegyijtottiik a fon-
tosabb (j fogalmakat. Kiegészit anyagként ajanljuk az olvasmanyok és matematikatorténeti ismerteté-
sek, érdekességek elolvasasat.

A tankonyvben m-tel (és apro bettivel), jol elkulonitve jeldltik azokat a kiegészitéseket,
amelyek csak az emelt szintii érettségi vizsgan kérhet6k szamon.

A tankonyvben a definiciok és a tételek fejléccel ellatott keretbe keriiltek. Abban az esetben, amikor
nincs fejléc, fontos gondolatokat emeltiink ki.

A konyvben szerepl6 Olvasmanyok altaldban érdekességeket, az érettségi vizsga anyagan tilmutato
kiegészit6 anyagrészeket tartalmaznak.

Szamos kidolgozott példa taldlhaté a kdnyv minden leckéjében, amelyek fokozatosan vezetik be a
tanulokat az elsajatitand6 tananyagba. A tananyag gyakorlasat, elmélyitését, az otthoni tanulast és az
érettségi vizsgara vald felkésziilést a leckék végén kitlizott feladatok segitik. Ezeket a nehézségi szintjiik
szerint is csoportositottuk:

“ = kozépszint, konnyebb; = kozépszint, nehezebb;
= emelt szint, kdnnyebb; ﬂ = emelt szint, nehezebb;
- = kiegészit6 anyag.

Az érdekl6dsk vagy gyakorolni vagyék szamara a leckék végén még tovabbi feladatokat is ajanlunk,
amelyeket a kiadé6 MATEMATIKA Cyakorlo és érettségire felkészitd feladatgydjtemény csaladjabdl jelol-
tlink ki.

A tankonyv végén kozépszintli gyakorl6 érettségi feladatsorok talalhatok.

A felkésziiléshez ajanlott példatarak:

Gerdcs Laszl6 — Orosz Gyula - Paréczay Jozsef — Szaszné dr. Simon Judit:
16125/NAT (+CD-n a megoldasok) ~ MATEMATIKA Gyakorlé és érettségire felkészitd feladatgyGjtemény 1.
16126/NAT (+CD-n a megoldasok) ~ MATEMATIKA Gyakorlé és érettségire felkészitd feladatgyGjtemény II.

Czapiry Endre — Czapary Endréné — Csete Lajos — Hegyi Gyorgyné — Ivanyiné Harr6 Agota —

Morvai Eva — Reiman Istvan:

16127/NAT (+CD-n a megolddsok)  MATEMATIKA Gyakorl6 és érettségire felkészité feladatgyGjtemény I,
Geometriai feladatok gy(jteménye



I. GONDOLKOPASI

,A helyiségben nem volt mds, csak egy asztal, és rajta hét, kiilonb6z6 alakd kis palack, szépen
sorba allitva. [...]
Hermione egy papirtekercset fedezett fel az lvegek mellett. Kezébe vette, és olvasni kezdték

Harryvel:
Fordulj meg, s menekdilj, vagy lépj be a vészbe; Egy: ravasz a méreg, de gondolj csak arra,
Két iiveg megsegit, azokat vedd kézbe. Mindkét bor mérget lat, ha elfordul balra.
Az egyik visszakuld, a masik elére: Kett6: a két szélsé mas izt rejt, meglatod,
Atkelhetsz a tiizon, ha iszol beldle. De ha tovabbmennél, egyik sem baratod.
Hétbdl két ivegben jambor csalanbor van, Harom: killemében mindegyik palack mas,
De harom méreg is rejtézik a sorban. Tudd meg, nem rejt mérget se térpe, se orias.
Valassz! Csak dgy vethetsz rabsagodnak véget. Négy: a két masodik balrél s jobbrol nézve
Segitségtil kapsz, im, j6 tandcsot, négyet. Hasonlé ned(it rejt — vésd ezt, vandor, észbe.

Hermione megkonnyebbiilten felséhajtott, s Harry csoddlkozva latta, hogy a lany mosolyog
— Csodds! — lelkendezett Hermione. — Ez nem mdgia, hanem logika. Egy egyszer( rejtvény! Sok
hires varazsl gyenge matekbél, és a logikai feladvanyokhoz hozza se tudnak szagolni. Ok aztan itt
alldogalnanak itéletnapig!”
(J. K. Rowling: Harry Potter és a Bolcsek Kove, forditotta: Toth Tamas Boldizsar)

A kiilonb6z6 gondolkodasi médszereket és kovetkeztetési szabalyokat nemcsak a matematika-
ban, de a gyakorlati élet tobb teriiletén is sikeresen alkalmazhatjuk.

s

:
{
!




1. VEGYES FELADATOK

1. VEGYES FELADATOK

A 10. osztalyban megismerkedtlink néhany egyszer(i logikai alkalmazassal. Megvizsgaltuk a mate-
matikai allitasok tulajdonsagait, az allitasok megforditasat és tagadasat, és elemeztiik az egy- és kétval-
tozos logikai miveleteket. Ebben a leckében vegyes feladatokat vélogattunk a tagabb értelemben vett
logika témakorébdl.

Nagy Kéroly német-rémai csaszar udvardban élt Alcuin (735-804), koranak hires tudésa. O volt a csdszar kor-
nyezetében €6 ifji nemesek nevelGje, és a lovagi erények tanitasa mellett a gondolkodas mivelését is fontosnak
tartotta. Egyszerdi, j6zan ésszel megoldhaté problémadkat tizott ki, amelyek szerinte ,élesitik az ifjak elméjét”.
A feladatok koziil j6 néhany a mai napig friss maradt, s része lett a matematikai folklérnak; mdasokkal pedig a
rejtvényirodalomban talalkozhatunk, leginkabb a talalés kérdések mifajaban.

1. példa

Alcuin egy kozismert feladata a farkas, a kecske és a kaposzta athajézasarél szol.

Egy révésznek kis csénakjan at kell szallitania a folyon egy farkast, egy kecskét és egy kosar
kdposztat. Sem a farkas és a kecske, sem a kecske és a kaposzta nem maradhat egyitt Grizet-
lendil. A csénakban pedig egyszerre csak egyiklk — vagy a farkas, vagy a kecske, vagy csak a
kdposzta — fér el a révész mellett. Mit tegyen a révész?

Megoldas

Az egyszer( algoritmus els6 |épése adodik: el6szor a kecskét kell atszéllitani. (Egyébként
a parton maradok valamelyike megenné a masikat.) Ezutan viszont tgy tlinik, megakadtunk:
akar a kaposztat, akdr a farkast viszi at a révész, a tilparton Osszeférhetetlenség alakul ki.
A triikk az az észrevétel, hogy a révész visszafelé is szallithat a csonakjan.

A kecske atszallitasa utan két lehetGsége van a révésznek.

. Atviheti a farkast, visszahozza a kecskét, 4tviszi a kaposztat, majd visszatér a kecskéért.

[l. Vagy az el6z6 eset ,szimmetrikus parjat” hajtja végre: atviszi a kaposztat, visszahozza a
kecskét, atviszi a farkast, majd visszatér a kecskéért.

Alcuin

Angol szarmazasu egy-
hazi matematikus, kora-
nak kiemelked6 tudésa.
Megjegyzés 775 kﬁri{l latip nyelve,n
Az algoritmust szimbdlumokkal is leirhatjuk. Ha F, K, k jeldli rendre a farkast, a kecskét és megirt k(fnyverjt.ek acime
a kosar kaposztit, és a — és « nyilak a csonak két mozgasiranyat, akkor a megolddsok a E}robliefrr_;alf ?Z,"C/U e/;nle—
kovetkezSképpen formalizalhatok: Jenek frissitéscre. A fel

adatok egy része keleti
[ (K=), (&), (F =), (K<), (k =), (<), (K—). eredet(, gnZér kordbban

. (K =), (&), (k =), (K<), (F =), (&), (K-). ismert volt. A m{ sokdig
[Itt természetesen («—) az Ures jaratot jelenti.] mintaként szolgalt a

késGbbi tankonyviroknak.




I. GONDOLKODASI MODSZEREK

Egy kicsit nehezebb Alcuin kovetkezg feladata.

2. példa

Harom féltékeny férj, mindegyik a feleségével, at akar kelni egy folyén, ahol az atkeléshez egyetlen
kétszemélyes csénak all rendelkezésiikre. Hogyan keljenek at a tdls6 partra, ha a férjek ragaszkodnak
ahhoz, hogy feleséglik ne maradjon nélkilik férfi tarsasagaban?

Megoldas

Jelolje A, B és C a férjeket, a, b, c a megfelel6 feleségeket; valamint a
csonak mozgasanak két iranyat a — és «— nyilak. Néhany sikertelen pro-
balkozas utan most is nyilvanvaléova valik, hogy a feladat csak Ggy oldhat6
meg, ha a visszalton alkalmanként két személyt utaztatunk a csénakkal.

Tobbféle megoldas van, egy lehetséges eljaras a kovetkez6: (A, a —),
(« A), (b,c =), «a), (B, C—) « B, b), (A B=), (« 0, (a b —),
(« O), (C, ¢ —). Erdemes az algoritmus lépéseit papiron, ceruzaval
végigkovetni, s ellendrizni, hogy a két parton valéban teljesiilnek a sze-
mélyekre vonatkozé feltételek.

Két tipikus logikai feladat kovetkezik, egy Ggynevezett elemi 6sszetartozasos probléma, valamint egy
szamitogépes jaték elemzése.

Egy Pécsr6l Budapestre tartd vonat flilkéjében négy lany dl: Anna, Bea, Cili és Déri. A négy utas
lakhelye — valamilyen sorrendben — Pécs, Budapest, Mohacs és Dombévar.

Az aldbbi (1)—(4) kijelentések alapjan allapitsuk meg, hogy ki hol lakik!

(1) D6ri mar tobbszor jart latogatoban Pécsett.

(2) Bea idGsebb a Pécsett laké lanynal.

(3) Annat a végallomason varja a baratja, aki betegség miatt maradt otthon k6zos lakasukban.

(4) D6ri a buséjarasra megy haza.

Megoldas

Az egyszer( feladatra tobbféle megoldas adhat6. Ezek kozos jellemzdje, hogy a kdzolt informaciok
segitségével folyamatosan sz(kitjik a lehetGségeket. Az alabbiakban a jol hasznalhaté tdblazatos mod-
szert alkalmazzuk.

Ennek az a |ényege, hogy az adatokat és Osszefliggéseket egy 4x4-es tablazatba foglaljuk tgy, hogy
az Osszetartozo elemparokat valamilyen jellel, mondjuk egy 1-essel jel6ljik. Példaul megtehetjiik, hogy
a tablazat soraiban a lanyokat, az oszlopokban pedig a varosokat soroljuk fel (kezd&bettikkel); s a tab-
lazat ,A” sordba és ,Bp” oszlopaba irt 1-es jel azt jelenti, hogy az ,A” lany a ,Bp” varosban lakik. Ekkor
tehdt a tdblazatban 6sszesen négy 1-es jel lesz: minden sorban és minden oszlopban pontosan egy
darab. A maradék mezd&ket pedig kitolthetjik O-val, ami arra utal, hogy a megfelel személy és varos
kozott nincs kapcsolat.

El6szor megallapitjuk, hogy a vasttvonalon az allomasok sorrendje Pécs, Dombévar, Budapest; s erre
a vonalra csatlakozik a mohacsi utas. Ezutan az (1)-(4) informaciok segitségével folyamatosan noveljiik
a kizarasok szamat.
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(1) miatt Déri, (2) miatt Bea nem lakik Pécsett, (3) miatt Anna budapesti. Ezen informacidkat jeloltiik
az 1. tablazatban.

P D |[Bp | M P D |[Bp | M P D |Bp | M
A 1 A 0 0 1 0 A 0 0 1 0
B 0 B 0 0 B 0 0
C C 0 C 1 0 0 0
D 0 D 0 0 D 0 0
1. tablazat 2. tablazat 3. tablazat

Mivel Anna budapesti, az ,A” sor és ,Bp” oszlop tovabbi celldit nullakkal tolthetjiik ki. igy kapjuk a
2. tablazatot. (Anna mar nem lakhat mashol, és mds nem lakhat Budapesten. Altalaban is igaz, hogy ha
valamelyik sorban vagy oszlopban szerepel 1-es, akkor a tovabbi sor- és oszlopmezdk nullakkal t6lthe-
ok ki.)

Most észrevehetjiik, hogy Cili Pécsett lakik, mert a ,P” oszlopban P D |Bp | M
kell lennie 1-esnek, és eddig harom O szerepel. Ebben az esetben az Al o 0 1 0
elemi kizarasok tehat eldontd informaciéva alltak dssze. A 3. tablazat-
ban jeléltiik az eldonts informdacié miatti kizdrasokat. B |1 O[O0 | 0|1

Végiil (4) miatt Déri nem mohdcsi, igy a befejezés egyértelmd: Dori C 1 0 0 0
dombévari, Bea mohdcsi (4. tabldzat).

Az Osszetartoz6 lany-varos értékparok tehat (A, Bp), (B, M), (C, P) D 0 1 0 0
és (D, D). 4. tablazat

Megjegyzés

Ennek a régi 8. osztalyos felvételi feladatnak csak akkor van egyértelm( megoldasa, ha a szévegdsz-
szefliggés alapjan feltételezziik, hogy Anna is pesti lakos, csakdgy, mint a baratja. Szigordan véve a (3)
allitasbol ez nem kovetkezik.

Az ismert szamitogépes jaték, az Aknakeresd egyik részallasa a kovetkez6:

Jaték Sugo

1

©|

9 O YR
EECOARNREE
1 2
1 31 2 EE
N E\RIESESENINE Z 1
1 1 1 oz i (1] 3
o 1(1/1] [4
1

Itt az 1 és 2 szamok azt mutatjak, hogy az adott mezének hany olyan szom-
szédja van, amely aknat (bombat) tartalmaz. (A cstcsbeli szomszédsag is szamit,
tehdt a tabla belsejében egy mezének nyolc szomszédja van.) A szlirke szin pedig
mdr a biztonsagos mezéket jelzi, azaz azt, hogy ezeken nincsen akna. A feladat
annak meghatdrozasa, hogy a maradék nyolc mez& melyike tartalmazhat még
bombat.
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Megoldas

Matematikai szempontbol példaul a kovetkezéképpen formalizalhatjuk a feladatot.

Bevezetjiik az abra szerinti a, b, ¢, d, e, f, g, h valtozokat; ezek értéke 1, ha a mezgjiikdn akna talal-
hatd, egyébként 0.

Mivel az els6 1-es mezd pontosan egy bombaval szomszédos, ezért a vagy b koziil pontosan az
egyiken van bomba, igy dsszegiik pontosan 1. Ezért felirhatjuk, hogy (1) a + b = 1.

1
1
2
1
1 1 1

8

@)
|||

Ugyanezt az egyenletet kapjuk a sorban masodik 1-es miatt is, de a harmadik 1-es Gj informaciét ad:
(2) b= 1. (Hiszen ez a mez6 1 aknas cellaval szomszédos, és csak a b johet széba.)

A harmadik oszlopban, lentrél folfelé haladva tovabbi négy Gsszefiiggés irhaté fel, igy az alabbi
egyenletrendszert kapjuk:

()a+b—1,
)b
(3)b+d—1
@ b+d+f=2,
G)Yd+f+h=1,
6)f+h=1.

Az egyenletrendszer megoldasa a {0; 1} halmazon egészen konny(. (2)-t felhasznélva (1)-b6l és
(3)-bdl a = d =0, (4) és (5) killonbségébdl h = 0, végil (6)-bol f= 1 adddik. Els6 kozelitésben bombdk
(B) tehat a b és f mez6kon vannak, az a, d és h mez6kon pedig nincsenek.

g 1
B 1
C 2
B 1

1 1 1

Ha tovabbi informaciénk nincs, akkor a c, e és g mez6k mindegyike két-két allapotu lehet (vagy
tartalmaznak aknat, vagy nem), igy a bombék a kezd@dllasban 6sszesen 2° = 8-féleképpen helyezked-
hetnek el.

Persze a kezdGallasban lehetnek segit6 informaciok. Ha példaul a jaték végén tartunk, akkor tudjuk,
Osszesen hany aknat kell még megtalalnunk. Ha ez a szam 2 vagy 5, akkor készen vagyunk: a tovabbi
c, e, g mezGk allapota egyértelmdien ismert.

A jaték folytatasa soran a jobb egérgombbal jel6ljik a b és f helyen az aknat (bombat), valamint a
bal egérgombbal rakattintottunk az a, d és h mez&kre. Ekkor a gép kiirta, a jatékszabalynak megfelelGen,
hogy a kérdezett mez6kkel hany bomba szomszédos, és a kovetkez6 abrat kaptuk:
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1 Innen a jaték konnyen befejezhetd. A két bom-

2 B 2 1
& ba kozotti mezd — ezt korabban d-vel jeldltik —
B | 1 2-es jelzést, tehdt két bombdval szomszédos. | 2 | B | 1
c | 2 2 Ezeket a bombakat mar meg is taldltuk, a mez6 2 b 2
alatt és folott, ezért (7) c + e =0, azazc=e = 0.

! B ! A masik észrevétel, hogy a kordbban h-val jelolt ! B !
1 1 1 mez0 is két akndval szomszédos, s ezekbdl csak 1 1 1
egy ismert, az alatta levs. Igy (8) e +g=1.

A két egyenletbdl c = e = 0, g = 1 adaodik,

készen vagyunk.

5. példa

Andras, Béla és Csaba jaték kozben betort egy ablakot.
Keresték a tettest, ezért mindegyikiiket megkérdezték, hogy
kinek a lelkén szdrad az ablak betorése. A kovetkezd (1)—(3)
valaszokat kaptak:

(1) Andrds: Béla volt.

(2) Béla: Csaba torte be az ablakot.

(3) Csaba: Nem én tortem be az ablakot.

Ki volt a tettes, ha tudjuk, hogy az artatlanok igazat mon-
danak? (A biings igazat is mondhat, de hazudhat is.)

Megoldasok

Ebben az egyszer( példaban attekintjiik azokat a megol-
déasi médszereket, amelyeket a hasonlé feladatokban alkal-
mazhatunk. A megoldasok leirasa el6tt az allitasokat egysze-
riibben fogalmazzuk meg:

(1) A: B blnos;

(2) B: C blinos;

(3) C: C nem biinos.

— R - ._ — .

Els6 megoldas (hipotézis felallitasa, esetszétvalasztds)

Ebben a megoldasban két esetet kiilonboztetlink meg, példaul A dllitasatdl fliggen.

1. eset: Tegyiik fel, hogy A igazat mond, azaz szerinte B a blints. Ekkor a (2) dllitassal B hazudik (ez
nem mond ellent a feltevésiinknek), és a (3) allitas is (C artatlansaga) megerGsiti a feltevést. Tehat egy
lehetséges megoldas, hogy B torte be az ablakot.

2. eset: Meg kell még vizsgalni azt a lehetSséget, ha A hazudik, azaz 6 a blinos. Ekkor dllitasa szerint
B artatlan (ez igaz allitas), ezért (2) igaz. Itt ellentmondast kaptunk: B szerint C a b(inds, de két blinés
nem lehet.

Vagyis ez az eset nem lehetséges.

Masodik megoldas (logikai kapcsolatok elemzése)

Bonyolultabb feladatokat érdemes azzal kezdeni, hogy az allitasok kozott logikai Osszefliggéseket
kerestink. Ezek megtaldlasa lesz(ikiti a lehetGségek szamat. Kereshetiink ellentmondé vagy egymast
kizaré allitasokat, tovabba kovetkezmény- vagy ekvivalens allitasokat.
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Néhany kiindulasi lehet6ség, ahonnan a megoldds mar kénnyen befejezhet6:

— (1) és (2) ellentmondé allitasok, nem teljesiilhetnek egyszerre. Legaldbb egyikiik hamis — ezért (3)
biztosan igaz. (Tehat rogton adodik, hogy C artatlan.)

— (2) és (3) egymast kizaro allitasok, pontosan egyikiik igaz. Ebb6l ismét az kdvetkezik, hogy a har-
madik allitas, (1), csak igaz lehet. (Tehat B a b(inos.)

— (1)-nek (3) kovetkezménye: ha (1) igaz, akkor (3) is. (S6t azt is megjegyezhetjiik, hogy ha (3) nem
igaz, akkor (1) sem igaz.)

Itt tulajdonképpen harom megoldasi lehetGséget mutattunk, ezek igazi haszna (az esetsz(ikités) a

nehezebb feladatoknal mutatkozik meg.

Harmadik megoldas (6sszes eset megvizsgaldsa az igazmondok ,,eloszldsa” alapjan)

Négy lehetGség adddik: vagy valamelyik fid hazudik (3 eset), vagy mindegyik igazat mond. Ezeket
az eseteket rendszeresen végigprébalva kapjuk az egyetlen megoldast. (Persze a probalkozasok szama
jelentdsen csokkenthets, ha figyelembe vessziik példaul a masodik megoldas megszoritasait.)

Részletezve:

1. Andras hazudik: ekkor 6 a blints, de ennek (2) ellentmond.

2. Béla hazudik: itt nem talalunk ellentmondast, ez egy lehetséges megoldas.

3. Csaba hazudik: ez ellentmond (1)-nek.

4. Minden fil igazat mond: ez az eset nem lehetséges (1) és (2) ellentmondé volta miatt.

Negyedik megoldas (Gsszes eset vizsgalata a biinos személye alapjan)
Harom eset lehet, attdl fliggéen, hogy ki a biinds. Ezeket rendszeresen megvizsgdlva kapjuk a meg-
oldast.

Megjegyzés

Ne becsiiljiik le az 6sszes eset végigprobalasan alapul6 utolsé két modszert. Egyrészt ez az eljaras
mindig alkalmazhatd; masrészt a bonyolultabb feladatokat gyakran csak igy lehet befejezni; harmad-
részt pedig ez a megoldasi médszer kdnnyen algoritmizalhaté és szamitégépre vihets.

Otodik megoldas (specidlis médszerek)

Néha a feladat sajatossagai alapjan is sz(kit6 észrevételeket tehetiink. Ebben a feladatban ilyen pél-
daul az (1) A: B biinos allitas. Mivel csak egy biinds van (ez a feladat specialitasa), igy ez vagy B, akire
az allitas vonatkozik; vagy A, aki az allitast teszi. Mindkét esetben kideril C artatlansaga.

Vagy ilyen allitas lehetne példaul C: A nem biin6s. Az dllitas nem lehet hamis (A és C is b(inds lenne),
tehat az allitas igaz: A artatlan, igy igazat mond stb.
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Rejtvény

Egy ismert magyar szépirodalmi m@bé! val6 az alabbi részlet.
Melyikbél?

[...] A masodik kérGje Roézsikanak egy nagyvallalkozé volt
Briinnbdl, aki mint tizletember, azt a mellékjogot se tagadta, hogy a
Rézsika hozomanyaval egész Kozép-Eurdpadra kiterjeszti a vallalatat.

Az Oreguirnak tetszett a nyilt beszéd, és azt mondta szokott
mokazé modordval:

— Igen helyes, nagyon helyes, és szivesen adom a leanyomat
véllalkozénak, mert magam is az voltam. Hanem taldn hallotta is
6n, hogy én bizonyos fokig bolond ember vagyok. Sohase tessék ellenkezni. Tudom, hogy mondték 6nnek, és
igazuk volt. En csakugyan bolond vagyok. De ez nem veszedelmes &riiltség, ne féljen t6lem. Fz csak egy rog-
eszme. En ugyanis egy kérdést szoktam foltenni ahhoz, aki a lanyomat ajanlataval megtiszteli. Es ettdl fiigg aztan
a tovabbi. Tudom, hogy ez bolondsdg, eszeveszettség, de nem tehetek rola.

— Igen, hallottam mar ilyesmit.

— Nos, hat mondja meg nekem, hogy ha Pozsonybdl Brasséba mindennap két postakocsi kozlekednék, Bras-
s6bdl Pozsonyba pedig ugyanannyi, ha marmost foltessziik, hogy az (t tiz napig tart, mennyi kocsival talalkozik
on atkozben, mig Pozsonybdl egy postakocsin tilve Brasséba ér?

Nevek
A rejtvény megoldasa a 24. oldalon taldlhaté. Alcuin;

Fibonacci.

FELADATOK

Egy napon két vandor kozdsen nekilatott a falatozasnak, egyikiiknek 2, a masiknak 3 cipéja
volt. Arra jott egy harmadik utazé is, igy harmasban fogyasztottak el a cipékat. Amikor végez-
tek, a harmadik utazé fizetségll otthagyott 5 krajcdrt. Hogyan tud a két vandor igazsagosan
megosztozni a pénzen, ha mindenki ugyanannyit evett a cip6kbdl?

(Ezt a szép feladatot mar a kozépkori matematikus, Leonardo Pisano [ismertebb nevén Fibo-
nacci, 11752-1250] is kitlizte. Idén még fogunk talalkozni a nevével.)

1. K2

m Seholsincs szigeten egy szobdban 6sszegydilt 11 lakos. (Ezen a szigeten mindenki vagy igaz-
mondo, vagy hazudés, tehat vagy mindig igazat mond, vagy mindig hazudik.) A lakdkat egye-

sével megkérdezték, hany igazmondé van kozottiik. A kdvetkezé véalaszokat adték:

a)5,3,9,4,3,6,5,3,2,5,7;

b)1,5,8,3,7,4,1,0, 6. (Most ketten nem valaszoltak.)

Hany igazmond¢ lehet a szobaban? (A lakék ismerik egymast.)

Egy osztdlyban a matematikat, kémiat, fizikat, biol6giat, magyart és németet Kovacs, Novak
és Varré tandr urak tanitjak.

a) Mindegyik tanar pontosan két tantargyat tanit.

b) A kémiatanar ugyanabban a hazban lakik, mint a matematikatanar.

c) Kovacs tanar Ur a legfiatalabb.

d) A matematikatandr és Varré tanar Gr gyakran bilidrdoznak.

e) A fizikatandr id6sebb a bioldgiatandrnal, de fiatalabb Novak tanar drnal.

f) A legidGsebb tavolabb lakik az iskolatdl, mint két kollégdja.

Melyik tanar melyik tantargyakat tanitja?

3. K2
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n A [3000; 9000[ intervallumban hany olyan egész
szam van, amelyik
K1 a) oszthaté 3-mal és 5-tel; — Azt még megértem, hogy a szeme jobb, mint az
K2 b)oszthaté 3-mal vagy 5-tel; enyém, hiszen fiatalabb — mondta Sam Hawkins. — De
hogy tudta kitalalni, mit csinaltak ezek az indianok?
— Logikai levezetés Gtjan — feleltem mosolyogva.

Old Shatterhand logikai levezetése

E1 ¢) 3 és 5 kozil pontosan az egyik szammal

oszthato; e csoda?
E1 d) 3 és5 kozil legfeljebb az egyik szdmmal Ma az Miesodas (déval " .
ossthaté: — Megmagyardzom egy példaval. Hawk annyit tesz,

mint sélyom. A s6lyom mezei egereket eszik. Hawkins
— s6lyomfajta. Tehat Sam Hawkins mezei egereket eszik.

(Karl May: Winnetou)

E1 e) ha oszthatd 3-mal, akkor oszthato 5-tel is?

5. K2 Egy téglatest élei 1-nél nagyobb egész szamok,
térfogata V=72 egység. Anna megmondja
Bélanak a felszin szamjegyeinek Osszegét, de
Béla nem tudja megmondani, mekkorak az
élek. Ezutdn Anna azt is elarulja, hogy a legro-
videbb él figgtleges helyzetd.
Vajon mi most mar meg tudjuk mondani, hogy
mekkordk a test élei?

A kovetkezé feladat is — csakdgy, mint az els6 —
kultdrtorténeti érdekességi.

m (Arany Déniel Matematikaverseny, 1964)
Fogadjuk el igaznak a kovetkez6 éllitasokat:
a) Vannak Beatles-frizuras huliganok.
b) Minden huligdnnak nyegle a modora.
Dontsiik el és indokoljuk meg, hogy kévetkeznek-e ebbdl az aldbbiak:
¢) Van olyan nyegle modori huligan, akinek Beatles-frizurdja van.
d) Minden nyegle modoru huligdnnak Beatles-frizurdja van.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyGjtemény 1. 1-24.
Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytjtemény Il. 23-27, 36-39, 45-46, 48-49.

2. A MATEMATIKAI LOGIKA ALKALMAZASAI

Hogyan alkalmazhatjuk a mindennapi életben a logikat? A kovetkez6 példaban részleteket olvasha-
tunk a Bergengéc Nyomozoképzs vizsgajarol. (Emlékeztetsiil: a matematikai logikaban olyan allitasok-
kal vagy kijelentésekkel foglalkozunk, amelyekrél egyértelmien eldonthetd, hogy igazak vagy hamisak.)

A rend6rségen 6t embert (A, B, C, D és E) gyanusitanak egy blinténnyel, és tudjak, hogy koziiliik pon-
tosan egy vagy két személy kovette el a blintényt. A kihallgatds soran feltételezhetjiik, hogy az artatlanok
mindig igazat mondanak.

Az egyes feladatokban a kihallgatasi jegyz6konyv egy-egy részlete olvashaté. A leendé nyomozok-
nak ez alapjan kell eldonteni, hogy az 6t személy kozil ki a blinds, és ki az artatlan. Ha az informacidk
nem elégségesek a dontéshez, akkor feltehetnek személyenként tovabbi egy-egy eldontendd kérdést.
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(Természetesen igazi nyomozéként arra kell torekedniiik, hogy minél kevesebb kérdéssel oldjak meg a
bliniigyet.)

1. példa

(1) A szerint B és C artatlan. (Az allitdsokat a tovabbiakban igy jeldljik: A: ,B és C artatlan.”)

(2) D: ,A igazat mond.”

Tudjuk még, hogy a blindsok mindig hazudnak, hogy félrevezessék a nyomozokat. Ki lehet a blinds,
és ki az artatlan?

Megoldas

. eset: Ha (2) igaz, akkor (1) is, tehdt D és A artatlan. Az (1) allitas tartalma szerint B és C is artatlan.
Mivel tudjuk, hogy a blinés az 6t személy kozétt van, ebben az esetben ez nem lehet mds, csak E.

[I. eset: Ha (2) hamis, akkor tartalma alapjan (1) is hamis, vagyis D és A biinds.

Mit jelent az, hogy az (1) allitds hamis?

(1) Gsszetett allitas, a logikai ,és” kotészéval kapcsoljuk 6ssze a ,B artatlan”, X Y | XAY
valamint a ,C artatlan” kijelentéseket. A ,logikai és” mUvelet igazsagtablazata
alapjan X A Y akkor hamis, ha legaldbb az egyik allitas (X vagy Y) hamis; azaz

B és C kozil legalabb az egyikiik blings. i h
Ez az eset azonban nem lehetséges, mert mar tudjuk, hogy D és A is blinos, h i

és a blindsok szama legfeljebb kettd.
Osszefoglalva: azt kaptuk, hogy E b(inds, a tobbiek artatlanok.

> || T

Megjegyzés
A kapott = (X A Y)=(—=X) V (—Y) Osszefliggés az egyik korabban tanult De Morgan-azonossag.

(1) A: ,B és C artatlan.”

(2) D: ,A artatlan.”

Ebben az alfeladatban a bilintsok igazat is mondhatnak, és hazudhatnak is. Hany tovabbi kérdés
szlikséges a blinds(6k) azonositasahoz?

Megoldas

[smét esetszétvalasztast végziink.

. eset: Ha (2) igaz, akkor A igazat mond, tehat (1) is igaz. Ekkor A, B és C is artatlan. Sajnos D-r6l és
E-r6l nincs tovabbi informacionk, igy harom eset lehetséges: vagy D a blin6s; vagy E; vagy pedig mind-
ketten blindsek. Egy elddntend kérdésre adott valasz csak két esetet kiilonbdztet meg, ezért legaldbb
két tovabbi kérdésre van sziikség. Ennyi elég is: megkérdezhetjiik példaul A-t6l, hogy D biinds-e, és
B-t6l, hogy E bilinds-e.

Tehat két tovabbi kérdés sziikséges ebben az esetben.

[l. eset: Ha (2) hamis, akkor tartalma alapjan D és A biinds. B, C és E csak artatlan lehet, és (1) igaz.
Ebben az esetben tovabbi kérdésre nincs sziikség.

Ha a két esetet egyiitt vizsgaljuk, akkor 4 lehet6ség adédik. Vajon tudunk-e két olyan kérdést fel-
tenni, amire a valaszok mind a négy esetet megkiilonboztetik?
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A B @ D E
1. | artatlan | artatlan | artatlan | biinos blinos
2 artatlan | artatlan | artatlan | artatlan | biinos
3. | artatlan | artatlan | artatlan | blinés | artatlan
4 blinés | artatlan | artatlan | biinds | artatlan

Igen, ez lehetséges. Mivel B és C mindig igazat mond, megkérdezhetjiik pl. B-t, hogy E artatlan-e.
Ha igen, akkor a 3. és 4. eset all fenn, tehat megkérdezziik C-t vagy E-t, hogy A artatlan-e. Ha viszont B
nemmel valaszol (E blinds), akkor az 1. és 2. eset alapjan C-t vagy A-t kérdezziik meg, hogy D értatlan-e.

3. példa

(1) A: B vagy C artatlan.”
(2) D: ,Olyan vagyok, mint B.” (Az artatlansagot tekintve.)
(3) E: ,En viszont killonb6zom C-t6l.”

Visszatériink az alaphelyzethez: az artatlanok igazat mondanak, a blindsok mindig hazudnak. Ki
lehet a blinds, és ki az artatlan?

Megoldas

El6szor elemezziik a (2) allitast!

Ha D igazat mond, akkor & is és B is artatlan. Ha viszont (2) hamis, akkor D biints (hiszen hazudik),
és (2) tagadasa lesz igaz. Ekkor is azt kapjuk, hogy B artatlan.

X Y | XV Y
i i i
i h i
h i i
h h h

) A: B blinGs.”

(2)-b6l tehat B artatlansaga adodik. Ebbdl a ,logikai vagy” mivelet igazsag-
tablazata alapjan az kovetkezik, hogy az (1) is igaz allitas, azaz A is artatlan.

Ha (3) igaz, akkor E artatlan, és C b(inds. Ha viszont (3) hamis, akkor E b{inos,
és (3) tagadasa alapjan C is az. Vagyis (3)-bdl az kovetkezik, hogy C minden-
képpen biinos.

Tehat A és B artatlan, C biinds. D és E esetében harom lehetGség maradt:
kozilik vagy D biints, vagy E, vagy egyikik sem. A helyzet tisztazasara két
kérdés elegendd, pl. A-t6l és B-t6l megkérdezziik, hogy D, illetve E blinos-e.

(1

(2) C: ,2 blinos van kozottunk.”

(3) D: ,Ha A biinos, akkor E artatlan.”

Az artatlanok igazat mondanak, a bin6sok hazudnak. Ki lehet a blin6s, és ki az artatlan?

Megoldas

Ha (1) igaz, akkor B biinds (A artatlan), ha (1) hamis, akkor A biinds, B artatlan. Vagyis A és B kozdl
pontosan az egyikiik blinds.

Ha (2) hamis lenne, akkor C blinds lenne. De 6 mar a masodik blinds (A vagy B utan), tehat (2) telje-
slilne. Ez ellentmondas, tehat (2) igaz, C artatlan, és D vagy E koziil pontosan az egyikik b(ings.
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A (3) allitas ,ha ..., akkor ...” tipusd. Az igazsagtablazatbdl lathatd, hogy az
ilyen Osszetett allitasok csak akkor hamisak, ha az el6tagjuk igaz, és az utétag-
juk hamis. (Az ilyen dllitasokat feltételes allitdsoknak is nevezziik.) i i i

Ha tehat A bilinos, és E blinds, akkor (3) hamis, azaz D is blnos lenne, de

X Y | XV

[ h h
ez nem lehetséges. Tehat (3) igaz, D artatlan, ekkor pedig a korabbiak miatt : :
P h i i

E biinos.
Meg tudjuk mondani, hogy A és B kozil melyikik a b(inds? h h i

Az alabbi tablazatban megvizsgaljuk, hogy a két lehet&ség hogyan befolya-
solja (3)-at.

A B C D E 3)
binos artatlan artatlan artatlan bilinos hamis
artatlan biinos artatlan artatlan blinos igaz

Lathat6, hogy (3) akkor igaz, ha A drtatlan, és B b{inos.
A tablazat masodik sora adja a megoldast.

A matematikai logika ismerete nagyon fontos az allitasok és tételek megértéséhez. Ezen ismeretek
nélkil nehezen boldogulunk olyan egyszer( feladatokkal is, hogy példaul fogalmazzuk meg egy allitas
tagaddsat (ellentettjét, negacidjat) vagy egy allitas megforditasat.

ALLITASOK TAGADASA

5. példa

Fogalmazzuk meg a kovetkezg allitasok tagadasat!

A = A suliban mindenki szereti a fagyit.

B = A Foldon van olyan ember, akinek tdmege nagyobb 500 kg-nal.

C = Iskolankban minden osztalyban van kit(in6 tanulé.

D = Iskolankban van olyan osztdly, ahol minden diak tanulja az angol és a német nyelvet is.

Megoldas

Allitasainkban logikai kvantorokat hasznéltunk, a ,minden”-t (a logikai jele: V/, forditott nyomtatott
A) és a ,létezik’-et (logikai jele 3, forditott nyomtatott E). A ,minden” (barmely, Gsszes) és a ,léte-
zik” (van olyan, taldlhatd) kifejezések a logikai allitdsok épitSkockai, a legtobb allitasban megtalalhaté
valamelyikik.

A logikai kvantorok haszndlataval mar Arisztotelész is foglalkozott. Nézziink egy klasszikus példat,
hogyan kezd6dhet a kdvetkezd kijelent6 mondat: ... halandé.”

Minden ember halandé. Van olyan ember, aki halandé. Ezer ember halandé.

Az els6ben az univerzalis kvantort (), a masodikban az egzisztencialis kvantort (3), a harmadikban
pedig egy numerikus kvantort (ezer) hasznaltunk.

Ha egy kijelentés az alaphalmaz minden elemérdl allit valamit, akkor az csak akkor igaz, ha kivétel
nélkdl minden elemre igaz. Ha talalunk akar csak egyetlen elemet, amire az allitas hamis (Iétezik olyan
elem, amire nem igaz), akkor a teljes allitas hamis.
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Tehat, ha a suliban van legalabb egyvalaki, aki utalja a fagyit, akkor az ,A” allitds hamis.

—A = {A suliban van olyan ember, aki nem szereti a fagyit.}

Az ,A" és ,—A” allitasok kozil pontosan az egyik igaz, a masik hamis kell legyen. Meggondolhat-
juk, hogy jelen esetben ez teljesdil.

Hasonléan, ha a F6ldén minden ember témege kevesebb, mint 500 kg, vagy éppen 500 kg, akkor a
,B” allitds hamis.

— B = {A Foldon minden ember tomege kisebb vagy egyenld, mint 500 kg.}

A ,C”" dllitas az iskola minden osztalyarol allit valamit. Ha taldalunk legalabb egy osztalyt (van olyan),
ahol nem igaz az eredeti dllitas (van olyan didk, aki kitting tanuld), akkor a ,C” allitas hamis. A (van
olyan diak, aki kitin6 tanul6) allitas tagadasa: (minden didkra igaz az, hogy nem kitling tanulé) = (senki
sem kit{ing tanulo).

—C = {Az iskoldban van olyan osztély, ahol senki sem kit(inG tanulé.}

A ,D” allitasban éppen az ellenkez6 kvantorok szerepelnek.

—D = {Az iskoldban nincsen olyan osztdly, ahol mindenki tanulja az angol és a német nyelvet.} =
= {Az iskola minden osztdlyaban van olyan diak, aki nem tanulja az angol és a német nyelvet egyszerre.} =
= {Az iskola minden osztdlydban van olyan didk, aki nem tanulja az angol vagy a német nyelvet.}

AZ ALLITASOK MEGFORDITASA

Megforditani csak az A = B (A-bdl kovetkezik B; ha A, akkor B) tipusu allitasokat lehet. Az is el6-
fordulhat, hogy egy mas szerkezet( allitast megfogalmazhatunk A = B alakban is, és ezutan mar meg
tudjuk forditani.

6. példa

Fogalmazzuk meg a kovetkez6 allitas megforditasat, és vizsgaljuk meg mindkét allitas igazsagtartal-
mat! ,Ha egy szam nullara végzédik, akkor paros.”

Megoldas

,Minden nullara végz6d6 szam paros.”

Halmazok segitségével is megfogalmazhatjuk allitasunkat.

Legyen P = {nullara végz6d6 pozitiv egész szamok}, S = { pozitiv paros szamok}.

Tehatazallitas: Vxe P = xe& S. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy P < S.

A nullara végz6d6 pozitiv egész szamok halmaza részhalmaza a pdros
szamoknak.

Most mar megfogalmazhatjuk az allitas megforditasat:

Ha tovabb boncolgatjuk az allitast, akkor a kovetkezé modon irhatjuk at:

a)s < P.

b)VxeS = xeP.

c) Minden paros szam nullara végzaodik.

d) Ha egy szam paros, akkor nullara végzodik.

Mind a négy allitas az eredeti allitas megforditasa. Ez esetben az eredeti allitas igaz, a megforditasa
pedig hamis.



2. A MATEMATIKAI LOGIKA ALKALMAZASAI

Allités: Minden derékszog(i haromszogben az atfogé négyzete megegyezik a befogok négyzetének
Osszegével. (Pitagorasz-tétel)

Megforditas: Ha egy hdaromszdgben az egyik oldal négyzete egyenld a masik két oldal négyzetének
Osszegével, akkor a leghosszabb oldallal szemben derékszog van. (Ez a Pitagorasz-tétel megforditasa.
Jegyezziik meg, hogy a feltételben nem hasznalhatjuk az ,atfogé” és a ,befogd” szavakat!)

Nézziik a tételnek egy masik megfogalmazasat! (A szokasos jeloléseket hasznaljuk.)

Allitas: Ha egy haromszégben y = 90°, akkor ¢* = a* + b’.

Megforditds: Ha egy haromszégben ¢* = a* + b*, akkor y = 90°.

Ebben az esetben az allitas és a megforditasa is igaz. Ekkor az allitast megfordithaténak mondjuk.

Ha az eredeti dllitas és a megforditdsa is igaz, akkor a két allitast ekvivalensnek tekintjiik. Halmaz-
elméleti megfogalmazdasban, ha az A halmaz részhalmaza a B-nek, és a B halmaz részhalmaza A-nak,
akkor a két halmaz megegyezik.

SZUKSEGES ES ELEGSEGES FELTETELEK

Gyakran talalkozunk ,Ha ..., akkor ...” szerkezetl kovetkeztetésekkel. Ilyen példaul a kovetkez6
F és G allitas:

F: ,Ha egy természetes szam oszthaté 3-mal és 4-gyel, akkor oszthaté 6-tal is.”

G: ,Ha egy természetes szam nem oszthat6 3-mal, akkor a szamjegyeinek az 6sszege nem oszthatd
9-cel sem.”

Legyen A és B tetszbleges allitas. A ,ha A, akkor B” tipusi
kovetkeztetések sszetett allitasok, hiszen az A és B kijelentéseket
a ,ha ..., akkor” mivelettel kotjik 6ssze. A miveletet jel6lhetjik
A = B mddon. Ekkor az A el6tag neve feltétel (premissza), a B
utétagé pedig kévetkezmény (konklizio). Megallapodas alapjan
az A = B allitas akkor hamis, ha A igaz, és B hamis; minden mas
esetben az A = B kifejezés igaz.

Szoros a rokonsag az A = B feltételes kovetkeztetés, valamint
a ,minden A egyuttal B” tipust kijelentések kozott. Legyen X és
Y az A, illetve B tulajdonsagd objektumok halmaza. Ekkor a kap-
csolat halmazalgebrai érvekkel tgy jellemezhets, hogy teljesiilése
esetén mindkét allitas az X < Y relaciot irja le.

Példaul az F allitasban jel6lje X a 3-mal és 4-gyel, Y pedig a 6-tal oszthaté szamok halmazat. Ekkor
F alakja: (n € X) = (n €Y). Ennek halmazelméleti megfelelGje: az abra szerinti (2)-es tartomdny nem
tartalmaz elemet, azaz X \ Y = @, vagy masképpen X < Y.

De ugyanerre az eredményre jutunk akkor is, ha a ,minden X (tulajdonsagi elem) egydttal Y (tulaj-
donsagu) is” formulat vizsgdljuk. Az F allitds egy lehetséges atfogalmazasa tehat: ,Minden 3-mal és
4-gyel oszthatd természetes szam oszthatd 6-tal is.” G atfogalmazasa pedig ez lehet: ,Minden 3-mal
nem oszthaté természetes szamra teljesiil, hogy szamjegyeinek az 6sszege nem oszthaté 9-cel.”

Hogyan szél a ,ha A, akkor B” tipusd allitds tagadasa? Mivel ez a kovetkeztetés tartalmilag meg-
egyezik a ,minden A egydttal B” kijelentéssel, tagadasat a ,hagyomanyos” médon, a kvantor (azaz a
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,minden” és ,létezik” kifejezés) cseréjével végezhetjik. Az eredmény: ,van olyan A, ami nem B”. F és
G tagaddsa:

F: ,Van olyan 3-mal és 4-gyel oszthat6 természetes szam, ami nem oszthaté 6-tal.”

G: ,Talalhat6 olyan 3-mal nem oszthat6 természetes szam, amelyben a szamjegyek 6sszege oszthatd
9-cel.”

Tegytik fel, hogy egy A = B feltételes allitas igaz. Ekkor azt mondjuk, hogy A-nak sziikséges feltétele
B, illetve A elégséges feltétele B-nek. (Az elnevezések értelemszeriiek: A-nak sziikséges kdvetkezménye
B, illetve ha A igaz, akkor ez elegendd feltétel ahhoz, hogy B is teljesiiljon.)

Az F dllitds A = B szerkezet(, ahol A: ,Az n természetes szam oszthaté 3-mal és 4-gyel.” B: ,Az n
természetes szam oszthaté 6-tal.” A-nak tehat szlikséges feltétele B, és A elégséges feltétele B-nek.

Az A = B allitas megforditsa egyszerl formalis eljaras, amit B = A mdédon jeldlhetiink. Példaul F
megforditasa: ,Ha egy természetes szam oszthat6 6-tal, akkor oszthat6 3-mal és 4-gyel is.”

A G allitas megforditasa: ,Ha egy természetes szam szamjegyeinek az 0sszege nem oszthat6 9-cel,
akkor a szdm nem oszthat6 3-mal.”

F megforditasa hamis, egy ellenpélda a 6. G megforditasa sem igaz, ellenpélda a 3.

8. példa

Vizsgaljuk meg a kévetkez6 allitast és a megforditasat! ,Ha n oszthat6 9-cel, akkor n szamjegyeinek
az dsszege is oszthatd 9-cel. (n természetes szam.)”

Megoldas

Jel6ljik a mondatbeli két allitast (tulajdonsagot) A-val és B-vel, vagyis legyen A: ,n oszthaté 9-cel.”;
és B: ,n szamjegyeinek az dsszege oszthat6 9-cel.”

A ,ha ..., akkor ...” tipusi éllitisnak A = B a szerkezete. Az allitas igaz: A-bdl kovetkezik B. igy A
elégséges feltétele B-nek, ugyanakkor B sziikséges kdvetkezménye A-nak.

A B = A megforditas: ,Ha n szamjegyeinek az Osszege oszthatd 9-cel, akkor n oszthaté 9-cel.
(n természetes szam.)” Ez a kijelentés is igaz.

Tehat ebben az esetben A = B és B = A is teljesil.

A matematikaban fontos szerepet téltenek be azok a ,ha ..., akkor ...” tipust allitdsok, melyek meg-
forditasa is igaz.

Ha A = B és B = A is igaz, akkor azt mondjuk, hogy A sziikséges és elégséges feltétele B-nek. Az
elnevezést az indokolja, hogy ha A = B teljesiil, akkor az A allitas csak akkor lehet igaz, ha B igaz, tehat
az A allitas igaz voltanak sziikséges feltétele a B igaz volta. (A relacié szimmetrikus: ekkor B is szlikséges
és elégséges feltétele A-nak.) Ekkor A és B Gn. ekvivalens allitasok, s ezt A < B médon jel6ljik.

Az A < B ekvivalens dllitasokat az ,akkor és csak akkor” vagy a ,pontosan akkor” kifejezésekkel
adjuk meg: A akkor és csak akkor teljestl, amikor B.

Az ekvivalens allitasok fontos tulajdonsaga, hogy logikai értékiik megegyezik: vagy mindkét allitas
igaz, vagy mindkett§ hamis.
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9. példa

Az A-A,, B,-B,, C,-C,, D,-D, allitasok kozil melyek ekvivalensek?
,,Az n természetes szam oszthaté 3-mal.”

,Az n természetes szam szamjegyeinek Osszege oszthat6 3-mal.”
Az ABC haromszogben ACB <L = 90°.”

,Az ABC haromszdg oldalhosszaira a* + b* = ¢ teljesiil.”

UUOUN)>)>

N

C,: ,nosztja (a + b)-t. (a, b, n természetes szamok.)”
C,: ,nosztja a-t és b-t. (a, b, n természetes szamok.)”
D;: ,a<b”

D,: ,a < b

Megoldas

Fogalmak
A, © A,, aszamjegyek 6sszegére vonatkozé oszthatésagi szabdly egyszerre sziikséges és éll?tés tagaddsa;
elégséges feltétel is. Az n természetes szam akkor és csak akkor oszthat6 3-mal, ha a szam-  numerikus kvantor;
jegyeinek Osszege is oszthat6 3-mal. logikai kvantorok:
B, < B,, a Pitagorasz-tétel megforditasa is igaz. minden (tetsz6-
C, = C,, ez ismert oszthatésagi tétel. A tétel megforditasa nem igaz, C, elégséges, de leges), )
nem sziikséges feltétele C,-nek. Egy ellenpélda: n =2, a=3, b =5. ‘Z’?IS.OIYan (Iéte-

D,-bdl nem kovetkezik D,, ellenpélda a = —3 és b = 2. Es D,-b6l sem kovetkezik D;,
mint példaul az a = 2 és b = —3 valasztas mutatja. Ezért D, és D, nem szlikséges és nem is
elégséges feltételei egymasnak.

allitds megforditasa.

FELADATOK

PR Melyik igaz, melyik hamis az alabbi allitasok koziil?
a) Barmely A, B, C halmazra (A U B)\ C=(A\ C) U (B\ O).
b) A haromszog kordilirt korének kozéppontja nem lehet a haromszogon kivil.
c) Van olyan x pozitiv szam, amelyre %/'x > */x.
d)Ha n > 1 pozitiv egész szam, akkor n* — 1 oszthat6 (n — 1)-gyel.
e) Van olyan primszam, amely nagyobb, mint 22°%,

m Melyik igaz, melyik hamis az alabbi allitasok kozil? Fogalmazzuk meg az allitasok tagadasat!
a) (10" = (10°)"
b) A hdromsz6g magassagvonalai a hdromszog belsejében vagy hatdrdn metszik egymast.
¢) Van olyan hdromszdg, melynek az oldalhosszaira a* + b* < ¢* teljesiil.
d) Barmely valds x szam esetében 2* < 3*.
e) Minden 3-ndl nagyobb pozitiv egész szam el&all (pozitiv) primszamok 6sszegeként.

WO Melyikigaz, melyik hamis az alabbi ,ha ..., akkor ...” tipusd dllitasok kozil?
a) A, B halmazok. Ha A\ B= @, akkor A = B.
b)Ha a (sikbeli) ABCD négyszdgnek van harom derékszoge, akkor az ABCD négyszog pa-
ralelogramma.
c) Az ABC haromszdgben ha sin a = sin j, akkor @ = £.
d)Haa < bésc < d, akkora—c < b—d.
e) Ha 5 objektum kozott vannak egyformak is, akkor legfeljebb 60-féleképpen rendezhetjiik

Oket sorba.
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Hatarozzuk meg az aldbbi allitdsok logikai értékét (igaz vagy hamis)! Fogalmazzuk meg az allitasok
megforditasat! Melyik igaz, és melyik hamis a megforditasok koziil?

a) Ha egy négyszog atloi mer6legesen felezik egymast, akkor a szemkozti oldalai parhuzamosak.

b) Ha harom pozitiv egész szam Osszege paros, akkor a szorzatuk is paros.

c)Haa > 7, akkor |a| > 7.

d) Ha egy négyszog atloi felezik egymast, akkor a szemkozti szogei egyenl6k.

e) A koordinatasikon e és f kiilonb6z6 egyenesek. Ha e és f meredeksége egyenld, akkor parhuzamosak.

4. K2

5. E1 Ekvivalensek az alabbi A és B allitasok?
a)A: 4> < 4% B:5 < x.
b)A: 5" < x% B: 5 < x.
c)A:lal=|bl;B:a=b.
d) A: Az ABCD négyszog paralelogramma. B: Az ABCD négyszdgnek van két parhuzamos oldala, és van
két egyenl§ oldala.
e) A: a oszthat6 6-tal, és b oszthat6 8-cal; B: a- b oszthaté 48-cal.

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészit6 feladatgyjtemény 1. 76-95.

A 15. oldalon Iévé rejtvény megoldasa
A részlet Mikszath Kalman: Kilonos hazassag c. mévébdl valé. A megoldas is szerepel a regényben:

A briinni véllalkozo egész nap szamitott, Griilten szamitott, teleirt szamokkal vagy tiz iv papirt, a homlokarél csurgott az
izzadsag, annyit szamitott, de nem boldogult, mindig mas-mas eredmény jott ki. Végre egy szakajté babot kért a szakacsnétal,
a babszemekbdl aztan kirakta az indulé postakocsikat a pozsony-brasséi vonalon, de csak még jobban belezavarodott az
egészbe.

Mikor aztan latta Horvath, hogy semmire sem megy, megszabaditotta a bizonytalansagtol.

— Hat lassa, 6nb&l nem lesz j6 vadllalkozd, mert 6n nem latja tisztan maga el6tt a dolgok kdvetkezményeit mar a masodik
fokon sem. A pozsony—brassoi Gton ott vannak az el6z6 tiz napon elindult szekerek is, meg a mostani tiz napon elindultak.
Eszerint a pozsony—brassoi Gton negyven szekér van. Ami pedig az 6n mostani Gtjat illeti, ne haragudjék, de azon csak egy
kosar van.

llyen eszelGs ember volt ez a bizonyos Horvath.

AZ OKORI FILOZOFUSOKTOL A DIGITALIS
SZAMITOGEPEKIG (Olvasmany)

A matematikai logika alkalmazasaira mar a korabbi leckékben is lattunk példakat. Ebben az olvasmanyban a matematikan
kivili alkalmazéasok kozil néhany kultdrtorténeti jelentségtit emlitiink meg.

Mint emlitettiik a bevezets leckében, a logika mint tudomany legkordbban az 6kori gérog matematikusok és filozéfusok
munkaiban jelenik meg. (A ,filozéfus” a gorog id6kben eredetileg kutaté embert jelentett; filozéfus volt tehat a matematikus
és a természettudos is.) Az antik gondolkodas egyik csticspontjat Arisztotelész (Kr. e. 384-322) munkassaga jelentette, aki az



AZ OKORI FILOZOFUSOKTOL A DIGITALIS SZAMITOGEPEKIG ...

Organon ciml mivében rendszerezte a deduktiv kovetkeztetéseket, azaz mai értelemben megalapozta a logikat.
Természetesen az Arisztotelész el6tti filozofusok is foglalkoztak egyes logikai kérdésekkel, ilyen volt példaul Platén
(Kr. e. 427-347), Arisztotelész mestere. (Arisztotelész fiatal koraban két évtizedig Platon Akadémidjan tanult.) Az Ariszto-
telészt kovet6 id6kbd| pedig nevezziik meg Eukleidészt (Kr. e. 300 kordil), akinek Elemek cimi konyve a deduktiv felépités
mddszertani mestermunkdja.

A késdbbi korok filozofusai korében is gyakorta jellemzd volt a természettudomanyos vagy
matematikus ,végzettség”. Az aldbbiakban felsorolunk néhany nevet a legnagyobbak koziil,
munkassaguk egy-egy jellemz6 darabjat kiragadva. (Kordbbi leckékben mar talalkoztunk néha-
nyuk nevével.)

René Descartes (1596-1650) Eszérvek c. irisdban axiémak és tételek, bizonyitasok segitsé-
gével, ,geometriai médon elrendezve” mutatta meg a test és a lélek kiilonb6zGségét.

Blaise Pascal (1623-1662) Isten |étezését valdszinliségszamitasi elemzéssel vizsgalta.

Benedictus Spinoza (1632-1677) Etika c. miivét definiciokra és tételekre alapozva épitette
fel, hasonléan Eukleidész munkajahoz.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) hires kovetkeztetésére, mely szerint ,Isten alakitotta ki,
ezért ez a vilag a lehetd vilagok legjobbika (lex optimi)”, egyfajta optimumszamitasi modell elem-
zésével jutott.

Immanuel Kant (1724-1804) nevét 6rzi — egy fiatalkori irasa alapjan — a Naprendszer és a
Tejdtrendszer kialakulasara vonatkozé Kant-Laplace-elmélet.

Utolsé példank Ludwig Wittgenstein (1889-1951), aki felvazolta a logikailag tokéletes, ide-
alis nyelv koncepcidjat, a matematikai logika nyelvezete alapjan.

A matematikai logika algebrai alapjait George Boole (1815-1864) ir matematikus fektette
le. (Az & nevével jelzik a halmazelméletre és a matematikai logikdra érvényes Boole-algebrat.)
A XX. szdzad elején a matematikai axiomarendszerek tulajdonsagaival kapcsolatban szamos
logikai jellegl probléma vetodatt fel, ezért egyes matematikusok Ggy gondoltak, hogy a mate-
matikdt precizen csak a logikara alapozva lehet felépiteni. Tobb évtizedes kutatds indult a mate-
matika megalapozasdara (halmazelmélet, aritmetika, geometria), komoly eredményekkel. Kurt
Godel (1906-1978) osztrak matematikus 1931-ben publikalta a hires nemteljességi tételét. Ennek
a nehéz tételnek ,népszerl” (tehat nem szabatos) alakja kb. a kovetkez&: ha egy axiémarendszer
ellentmondasmentes, és ,nem til egyszerd”, akkor megfogalmazhaté benne olyan allitds, amely
sem nem bizonyithatd, sem nem céfolhaté az axiémarendszerben. (Egy masik megfogalmazas:
barmilyen matematikai rendszerben vannak olyan kijelentések, amelyek igaz vagy hamis volta
nem donthetd el matematikai bizonyitassal maganak a rendszernek a keretei kozott.) E

Godel negativ eredménye mérfoldkének bizonyult; filozéfiai, ismeretelméleti jelentSsége oriasi. George Boole

A matematika alapjaival kapcsolatos kutatasok inditottak el a matematikai logika dj aganak, az algoritmuselméletnek a
kialakulasat. Szintén a XX. szazadra esett a logika és filozofia egy hatarteriiletének, a formalis nyelvek elméletének a kidolgo-
zasa. Az (j tudomanyteriiletek fejl6dése, valamint a XX. szazad kozepére jellemzd, robbanasszer(i elektrotechnikai haladas
lehet6vé tette a mai formajid szamitégépek megjelenését. De ahhoz, hogy a jelenlegi gépeken dolgozhassunk, még valamire
sziikség volt.

Az 1930-as évek kozepétdl jelentek meg olyan kozlemények, amelyek a matematikai logika eszkozeinek az aramkorok
lefrdsaban val6 felhasznalhatosagardl szoltak. A digitdlis szamitogépek felépitésének legkisebb aramkori egységei kétalla-
poti rendszerek, példaul olyan aramkori elemek, amelyeken vagy folyik at aram, vagy nem. A kétallapoti rendszerekre a
matematikai logika mdveleti szabalyait alkalmazhatjuk: a ,van—-nincs”, az ,igaz—hamis”, az ,1-0” parhuzam kézenfekvad.
A logikai fiiggvények segitségével a legkisebb aramkori elemekbdl Gsszetett egységek, Gn. logikai kapuk épithet6k (példaul
ES-, VAGY-, NEM-kapu); a logikai kapuk dsszekapcsolasaval pedig megnyilik a lehetség a bonyolultabb, nagyobb kapacitést
szamitogépek épitésére.

Igy lett napjainkban a matematikai logika leggyakoribb alkalmazdsa a digitalis szamitégépek teriilete. A fentiek miatt
érthet, hogy a gépi aritmetika a szamabrazolasra a 2-es szamrendszert hasznalja, és a logikai miiveleteket (OR, AND, NOT,
XOR) alkalmazza. A gépre irt mesterséges programnyelvek szintaktikdja pedig az absztrakt szimbolikus nyelvek egy-egy
megvalositasanak felel meg.



I. GONDOLKODASI MODSZEREK

3. KOMBINATORIKAI GYAKORLOFELADATOK

Egy északi orszag néhany felsGoktatasi intézményében 750
hallgato részvételével felmérést végeztek, melyben a sz&ke
hajszin és a kék szem kapcsolatat vizsgaltak. Az eredmények
szerint a kék szem{ek kozott kétszer annyi a sz6ke, mint a
nem szGke hallgat6; valamint a sz6kék kozott a kék sze-
mdek 105-tel tobben vannak, mint azok, akiknek a szeme
szine nem kék. Mennyi az egyes tipusba tartozé hallgatok
szama, ha pontosan 66%-uk nem sz&ke?

Megoldas

ElsG megoldas

A megoldas els6 [épéseként az adatokat tablazatba foglaljuk.

Legyen a kék szem(i, nem sz6ke hallgatok szama x; ekkor a kék szemtiek és sz6kék szama 2x, és
azok szama, akik sz6kék és nem kék szemiek, 2x — 105.

Jelolje tovabba a nem sz6ke és nem kék szemtiek szamat y. Ekkor 6sszesen

— a kék szemiiek szama 3x;

— anem kék szemiek szama 2x — 105 + y;

— a szO6kék szama 4x — 105;

— a nem sz6ke hajdak szama x + y.

kék szem( | nem kék szem(i| Gsszesen
szbke haju 2x 2x — 105 4x —105
nem szbke hajui X y X+y
Osszesen 3x 2x— 105 +vy

Az adatok persze nem fliggetlenek. Két feltételt irhatunk
fel:

(1) 5x—105 + y = 750 (az Osszlétszam),

(2) x+y=0,66"750 =495 (a nem sz6kék szama).

A masodik egyenletb6l y = 495 — x, ezt beirva az els
egyenletbe

4x + 390 = 750,

és innen x = 90.

Visszahelyettesitve (2)-be, y = 495 — x = 405.

A tablazat most mar kitolthetd, ez alapjan az egyes tipu-
sokbdl rendre 180, 75, 90 és 405 hallgaté van.

kék szem( | nem kék szem(i| Osszesen
szbke haju 180 75 255
nem szd6ke haju 90 405 495
0sszesen 270 480 750
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Masodik megoldas

Alkalmazhattuk volna a hagyomanyos Venn-diagramot is. Ha
a sz6kék és kék szemiiek halmazat Sz, illetve K jeloli (abra), akkor
az egyes részhalmazok elemszama most is x, 2x, 2x — 105 és y.
A két feltétel hasonléan irhaté fel, mint az el6bb, s a megoldas is
ugyanugy fejezhets be.

Egy szamitégépes kft. zaszIl6 alakd emblémdkat tervez. Hogy a zaszlok esztétikailag milyenek, azt
csak akkor allapitja meg a kft. vezetSje, ha mdr latta a zaszl6 konkrét, szinesben abrazolt tervét. A ter-
vezés kozben persze kiilonb6z6 feltételeknek kell eleget tenni.

Hany zaszlétervet kell megnéznie a vezetSnek, ha az alabbi esetekben az 6sszes lehetséges tervet
meg kivanja tekinteni?

a) A haromsava zaszIlok szinezéséhez hat kilonb6zé szint hasznalhatnak fel, de minden szint csak
egyszer.

b) Harom savhoz négy szint hasznalhatnak a tervezok, és egy-egy szint tobbszor is felhasznalhatnak.

c) Harom savhoz hat szint haszndlhatnak, egy-egy szint tobbszor is, de a szomszédos savok nem
lehetnek azonos szinGek.

d) Négy savhoz hat szint hasznalhatnak, de megkotés, hogy kell ismétl6d6 szinnek lennie.

e) Négy savhoz hat szint haszndlhatnak, (pontosan) két egyforma szinl savnak kell lennie, de ezek
a savok nem lehetnek egymas mellett.

Megoldas

a) Fentr6l lefelé haladva, az egyes savok rendre 6, 5 és
4 szinnel szinezhetSk. Az igy kapott zaszlék mind kiilon-
b6z6k, szamuk —a szorzasi szabaly miatt—6 - 5 - 4 = 120.

b) Minden sav 4-féle lehet, 6sszesen 4 - 4 - 4 = 64-féle
lehetGség van.

c) Az elsd sav 6-féle lehet, a masodik 5 (nem lehet
az el6z6), a harmadik szintén 5 (nem lehet a k6zEépsd).
Eredmény: 6 - 5 -5 = 150.

d) Osszesen 6* = 1296-féle zaszl6 készithets, de ezek
kozil nem jok azok, amelyekben nincs szinismétl6dés.
Ezek szama 6-5-4 -3 =360, igy 1296 — 360 = 936-féle
megfeleld zaszI6 van.

e) Tegylik fel, hogy az els6 és a harmadik sav azonos
szinl, ezek 6-féle szinnel szinezhetSk. Ekkor a maéso-
dik sav szinezésére 5, a negyedikre 4 szin maradt. llyen
zaszl6 tehat 6 - 5 - 4 = 120-féle van.

A savok szimmetrikus szerepe miatt hasonlé ered-
ményre jutunk, ha az elsd és a negyedik vagy a maso-
dik és a negyedik sav azonos szinl. Osszesen tehdt
120 -3 =360 a zaszl6ok szama.
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3. példa

Andrés egy érmét egymds utan feldob hatszor. Ugy emlék-
szik, azt hallotta az iskoldban, hogy az eredményeket tekintve
barmely fej-irds sorozat egyforma eséllyel kovetkezik be. Ezért
a hat dobasbol — gondolja & — ugyanakkora eséllyel kap valami-
lyen sorrendben 3 fej, 3 irast, mint példaul 2 fej, 4 irast. Igaza
van Andrdsnak?

Megoldas

Valéban, barmely fej-iras sorozat egyforma eséllyel kovetkezik be. Ugyanolyan valészinGi az F F F F F F
hatos, mint példaul az F I F I F I vagy az F F | F | | sorozat. Abban azonban téved Andras, hogy tetsz&leges
sorrendben a 3 fej, 3 iras és a 2 fej, 4 iras ugyanannyiféleképpen kovetkezhet be.

A 3 fej, 3 iras <6>: CEEEE 20-féleképpen allhat el6 (ennyiféleképpen lehet a 6 dobasbdl a

3 3!
ej helyét kivalasztani, és ekkor az irds dobasok helye mar adott); a 2 fej, 4 irds viszont csak

3 fi
(g) — % = 15-féleképpen. Tehat gyakoribb a 3 fej, 3 iras eredmény.

Megjegyzés 6
Az 1 fej, 5 iras (1 ) = 6-féleképpen, a 0 fej, 6 iras pedig (O) = 1-féleképpen allhat el6. A 4 fej, 2 iras

megegyezik a 2 fej, 4 iras gyakorisdgaval, és a tobbi kimaradt lehet&ség is a szimmetrikus parjaval meg-
egyez6 esetben kovetkezik be.

4. példa
a) Hanyféle lanc készithets 3 piros és 4 kék tiveggolyobol? (Az azonos ....
szinl golyokat nem kilonboztetjik meg; sem most, sem a b) és c) részben.)

b) Hanyféle karkots készithet6 az a) kérdésben Gsszedllitott tiveggolyok-
bol? (A karkotd forgdsszimmetrikus; korbeforgatasdval természetesen nem ...
kapunk djabb karkotét.)

c) Hanyféle lanc készithetd 3 piros, 4 kék és 2 zold tiveggolyébol? “
Megoldas
a)

Els6 megoldas
A feladat az el6z6 példa fej-irds sorozatara emlékeztet, s hasonlé gondolatmenetet alkalmazunk.
Ha a 7 golyébdl rogzitjik, hogy melyik 3 golyé piros, akkor a kék golydk helye mar adott. A 7 hely-

- 7
bsl 3-at (3

ennyiféle lanc készithets a golyékbal.

): 35-féleképpen vélaszthatunk ki (hiszen a helyek kivalasztasanak sorrendje k6zémbos),

Masodik megoldas
Az el6z6 megoldas az elemek kombindcidjat szamolta ki, most az ismétléses permutacié alkalma-
zasaval ériink célt.
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Ha a golydk kiilonboznének, akkor 7!-féle sorrendijiik lenne. A 3 piros golyé azonban egyforma, egy-
mas kozott cserélgethetd, igy a sorrendek szamat osztanunk kell 3!-sal. (Ha a golyokat a, b, c jeldli, akkor
e harom elem 0Osszes sorrendje ugyanazt az egy megoldast adja: abc <> acb < bac < bca < cab < cba.)

A 4 kék golyé miatt 4!-sal is osztanunk kell, igy az eredmény: 3'7—'4' = 35.

b) Minden karkétSnek 7 [anc feleltethetd meg: példaul a pppkkkk — ppkkkkp < pkkkkpp < ... &
— kpppkkk lancok ugyanazt a karkét6t adjak. A [ancok szamoldasakor a forgasszimmetria miatt minden

karkotét 7-szer szamoltunk, igy 0sszesen 35 _ 5 karkéts készithetd. Ezek:

5
7

BISISISIe

c) Az a) feladat gondolatmeneteit alkalmazzuk.
Az ottani els6 megoldas szerint a 9 helybdl kivalasztunk 3-at a piros golyék szamara, majd a mara-
dék 6 helybdl kett6t a zoldeknek. Az utolsé négy hely mar adodik a kék golydknak. Eredmény:

(9)'(6>:9.8.7.6'_5=126O.

3/ \2 3! 2!

Természetesen ugyanerre az eredményre jutunk, ha példaul el6szor a kék golyok helyét, majd a zol-

st valacotik ki (2).[2) - 9:8:7:6 5-4 _
dekét valasztjuk ki: (4> <2> == & 1260.

A masodik megoldasban elGszor feltessziik, hogy a golyék mind kiilonboznek. Ekkor 9!-féle sorren-
det kapunk. Ezt azonban az egyforma szin goly6k miatt osztani kell 2!-sal, 3!-sal és 4!-sal, igy Gsszesen
9!
203141

Az A és B halmazokra |A| = 6, |B| = 6. Hany olyan f fliggvény van, amelyre
a) D;=A, R, =B;

b) D,= A, és f képhalmaza B;

c) D;= A, és f kdlcsonosen egyértelm(i?

(Dy és R, az értelmezési tartomany, illetve az értékkészlet.)

Megoldas

a) Az f fliggvény értékkészlete csak akkor lehet B, ha a fiiggvény minden B-beli értéket pontosan
egyszer vesz fel. Ekkor A els6 eleméhez 6, masodik eleméhez 5, ..., végiil az utols6 eleméhez mar csak
1-féle elemet rendelhetlink. Eredmény: 6! = 720.

=1260 esetet kapunk.

b) Most minden A-beli elemhez 6-féle B-beli elemet rendelhetlink, ezért a keresett fliggvények
szdma 6° = 46 656.

c) A megoldas ugyanaz, mint az a) feladatban.
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6. példa

Kun Erzsébet A rejtvény ciml mvében (Gondolat Kiad6, Budapest, 1966) olvashatjuk, hogy az
okori és kozépkori babonds emberek szentil hittek a misztikus torténetekben, a blivos amulettekben, a
varazserdvel biro targyakban. llyen volt az abran lathatd, az 6kori keletr6l szarmaz6 Abracadabra blivos
haromszoge is. Az emberek hittek abban, hogy a betlihdromszdg a nyakba akasztva megvéd a betegsé-
gektdl, a falra festve tavol tartja a haztél a gonosz szellemeket, és igy tovabb.

Egy kozépkori francia szerzetes kiszamolta, hogy az Abracadabra sz6 1024-féleképpen olvashato ki
az abran (természetesen mindig szomszédos betlire épkedve). A szerzetes a pogdny jelkép ellentétele-
zéseként elkészitette sajat tablazatat, amelyben — a k6zépsd S betlibdl kiindulva és szomszédos betkre
|épkedve — reményei szerint 1024-nél joval tobb iranyban lehetett kiolvasni a Sancta ecclesia ('Szent
egyhaz’) feliratot. Igaza volt a szerzetesnek?

Abracadabra

Abracadabr
Abracadab
Abracada
Abracad
Abraca
Abrac
Abra
Abr
A b
A

Megoldas

1023, 1024...
...Sancta ecclesia...

1025, 1026

{
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Az els6 dbran a b betlikh6z 2 szomszédos A bettir6l vezet az
at, igy minden b bet(ih6z pontosan 2-féleképpen juthatunk el.
Az r betlikh6z szintén két b bet(ibdl juthatunk, igy ezek mind-
egyikéhez mar 2 -2 =4 Gt vezet. A sort folytathatjuk: a kdvet-
kez6 a betlikre két r betlir6l Iéphetiink, igy az a betlikhoz mar
4 - 2 = 8 Gt vezet. Hasonl6an a c-khez 2%, az Gjabb a-khoz 2°, a
d-khez 2°, az a-khoz 27, a b-khez 2°, az r-ekhez 2°, végiil a zar6
a bet(ihz valéban 2" = 1024-féle Gton juthatunk el.

A masodik abra kozépsd S bettijébdl valamelyik sarok felé
haladva 6sszesen 13 |épést kell tenniink. Ha a jobb alsé sarkot
valasztjuk, akkor a 13 1épésbdl 6-ot jobbra és 7-et lefelé kell
megtenni. Ha a 13 [épésbdl kivalasztjuk azt a 6-ot, amelyiket
jobbra tesszlik meg, akkor ezzel a teljes utat megadtuk, mert a
lefelé |épések mar kotottek. A 13 [épésbdl 6-ot <163)-féleképpen

valaszthatunk ki Ggy, hogy a kivalasztas sorrendje nem szamit; s
. P . - 13
mivel négy irdny van, az 0sszes bejards szama ( 4 )-4 = 6864.

A szerzetesnek tehdt igaza volt.
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FELADATOK

1. K2

5. K2

Egy teleplilésen 6sszesen 2160 betdltdtt munkahely van. A dolgozék 20%-anak a jovedelme

az orszagos atlag alatt van; ez az adat kiilén-kilon a nékre 22,5% és a férfiakra 18,75%.

a) Hany n6 és hany férfi dolgozik a varosban?

b) Legyen A a dolgoz6 férfiak és B az orszagos atlag vagy afelett keresé személyek halmaza.
Készitstink A-t és B-t tartalmazé halmazabrat, amelyben feltlintetjik az egyes részhalma-
zok elemszamat!

c) A b) feladat alapjan az informaciokat adjuk meg a megfelel6 tdblazatban is!

Pista azokat a természetes szamokat vizsgalja, amelyek nem tartalmaznak 1-es szamjegyet.
Ugy dént, a jobb éttekinthet6ség kedvéért az Gsszes ilyen szamot lefrja 2-t61 9999-ig, de el6tte
azért megbecsili a tevékenység idGtartamat. Pihendket is feltételezve egy-egy szam leirasara
atlagosan 5 masodpercet szamit.

a) Hany 6rdig tartana a munka?

b) Ek6zben hdny szamjegyet irna le Pista?

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2005.) Egy zeneiskola minden tanuléja szerepelt a
tanév sordn szervezett harom hangverseny, az &szi, a téli, a tavaszi koncert valamelyikén.
20-an voltak, akik az 6szi és a téli koncerten is, 23-an, akik a télin és a tavaszin is, és 18-an,
akik az 6szi és a tavaszi hangversenyen is szerepeltek. 10 olyan névendék volt, aki mindha-
rom hangversenyen fellépett.

a) Készitsen halmazabrat az iskola tanul6irdl a feladat adatainak feltiintetésével!

A zeneiskolaba 188 tanul6 jar. Azok koziil, akik csak egy hangversenyen |éptek fel, kétszer
annyian szerepeltek tavasszal, mint télen, de csak negyedannyian Gsszel, mint tavasszal.
b) Szamitsa ki, hogy hany olyan tanulé volt, aki csak télen szerepelt!

(Erettségi feladat alapjan, emelt szint, 2006.) Egy szabdlyos jatékkocka két oldaldra O-t, két
oldalara 2-est, két oldaldra 4-est irunk. A dobodkockat 6tszor egymds utan feldobjuk, és a
dobdsok eredményét rendre feljegyezziik.

K2 a) Hanyféle szamo6tost jegyezhetlink fel?

E1 b) Hanyféle szamotos esetében lehet a dobott pontok dsszege 10?

Egy 52 lapos franciakdrtya-csomaghdl kezdéskor 5 lapot osztunk. Hany esetben fordulhat elg,

hogy a lapok kozott

a) van a pikk kiraly és a karé 4-es;

b) a legkisebb lap a treff 3-as (azaz minden mas lap 3-nal nagyobb értékd);

c) a legkisebb lap valamely 3-as;

d) a legkisebb lap 5-6s, és a legnagyobb lap ddma (azaz minden mas lap kisebb, mint a
dama);

e) van pikk, és nincs kér?

Egy angol varosban nyolc klub miikédik. Egy tarsasdgban 11 vendég talalkozik, akik mind-
egyike éppen hdrom kiilénbozé klubnak a tagja. Mikor ezt John meghallja, igy sz6l:

,Milyen érdekes! Igy biztosan vannak k& zéttiink 6ten, akik ugyanannak a klubnak a tagjai!”
Hogyan allapitotta ezt meg John, ha nem is ismerte a tobbieket?
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7 E1 a) Egy urnaban 3 piros és 4 kék, egyforma méretli golyo van. KihlGzunk 6t goly6t egymas utan sorban,
. visszatevés nélkiil. Hany esetben fordulhat el, hogy az 6todik golyé piros? (Az azonos szinl goly6-

kat nem kilonboztetjik meg egymastol.)

b) Oldjuk meg a feladatot a kdvetkez6 adatokkal is! Egy urnaban 2 piros, 3 kék és 4 sarga goly6 van, és
azt vizsgéljuk, hogy hany esetben lehet a hatodik golyé piros.

m Oldjuk meg az el6z6 feladat a) és b) részét, ha visszatevéssel hizunk! (Ekkor a kihizott golyé szinét
minden hizas utdn lejegyezziik, majd a golyot visszatessziik az urnaba.)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgydjtemény Il. 258-342.

4. VEGYES FELADATOK A GRAFOK TEMAKOREBOL

1. példa

Nyolc érme kozil hét valédi, ezek tomege 4 dkg, mig az egyik hamis,
ennek csak 3 dkg a tdmege. Rendelkezésiinkre all egy digitalis mérleg,
amely kijelzi a ra rakott érmék témegét. Hogyan tudnank a lehet6 legke-
vesebb méréssel megtaldlni a hamis érmét? (Tegyiik fel, hogy a digitalis
mérdeszkdz hasznalata nem olcsé mulatsag.)

Megoldas

Kezdetben 8 lehetGség van a hamis érmére.

A 8 érmét két egyenl6 elemszamd, 4-4 darabbdl all6 részre osztjuk, és az egyik csoport tome-
gét megmérjlik. Ekkor — az eredménytdl fliggéen — valamelyik 4-es kupacban lesz a hamis érme. (Ha
nem egyenl6 ardnyban osztanank két részre az érméket, példaul 3 és 5 darab lenne a két csoportban,
akkor ,balszerencsés” esetben a nagyobbik halmazba kerlilne a hamis érme, s ekkor 5 darabbdl kellene
tovabbi mérésekkel megkeresniink a hamisat.)

A felezéses technikat folytatva a 4 lehetséges érmét ismét 2-2 elemszamu csoportra osztjuk. Valame-
lyik csoport megmérése utdn megtudjuk, melyik 2 érme kozott van a hamis. (Ha a mérleg 2 - 4 = 8 dkg-
ot mutat, akkor a hamis érmét nem mértiik meg; mig ha a mérési eredmény csak 7 dkg, akkor a hamis
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érme a mérlegre feltett kett6 kozul valamelyik.) Végiil egy
tovabbi mérés elegend6 ahhoz, hogy a két lehetséges érme
kozil kivalasszuk a hamisat.

Osszesen tehat 3 mérésre volt sziikség.

Sorszamozzuk be az érméket 1-t6l 8-ig! Az elsé mérés
lehet példaul az {1; 2; 3; 4} érmék megmérése. Ha ezek
tomege 4 -4 =16 dkg, akkor az {5; 6; 7; 8} halmazzal
folytatjuk a keresést, példaul {5; 6} mérésével; mig ha
{1; 2; 3; 4} tdmege 16 dkg-nal kisebb, akkor megmérhetjiik
{1; 2}-t, és igy tovabb. A mérési eredményeket graffal szem-
|éltethetjiik, a grafok végpontjaiban a hamis érme sorszama
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szerepel. (Itt az ,igen” 4g azt jelenti, hogy a mért érmék
kozil mind valédi.) 11234

Ha tehat az els6 mérésre 4 - 4 = 16 dkg eredményt kap- I X | X
tunk, akkor az {5; 6; 7; 8} érmékkel folytatjuk a keresést;
mig ha az els6 mérés eredménye 15 dkg lett, akkor az - X
{1; 2; 3; 4} érmékkel. De észrevehetjiik, hogy a két folytatds | III. X X X
egymastol fliggetlen, a két mérés akar dssze is kombinal-
hato. Vagyis mindkét agat folytathatjuk az {1; 2; 5; 6} méréssel. A tablazat mutatja, hogy ezt az étletet a
tovabbi mérésekre alkalmazva elGre rogzitett 3 mérés is elegendd.

A rogzitett méréseket I-111. jeldli, ezek: {1; 2; 3; 4}, {1; 2; 5; 6}, {1; 3; 5; 7}. Minden méréssel tehat az
1-8 szamok egy négyelem{ részhalmazat mérjik meg. Az egyes méréseknél X jelet tettiink azoknak a
szamoknak az oszlopdba, amelyek nem tartoznak a mért halmazba.

A 8 kiilonb6z6 valaszlehetGségnek megfelelGen a 8 oszlop kiilonbozik egymastdl. A tablazat alap-
jan konnyen algoritmizalhaté a hamis érme azonositasa. Ha példaul a 3 mérés eredménye ,igen, nem,
igen” (azaz 16, 15, 16 dkg), akkor a 6. oszlop valaszait kaptuk; a keresett érme sorszama 6.

X[ X | X | ®

Megjegyzés

Az azonositdshoz valéjaban még a tdblazatra sincs sziikségiink, ha segitségiil hivjuk a 2-es szam-
rendszert. A hdrom igen—nem valaszt megfeleltethetjiik egy olyan binaris kédnak, amely harom darab
0-1 jelbol all; példaul dagy, hogy az ,igen” valaszhoz rendeljiik az 1 szamjegyet, a ,nem” valaszhoz a
0-t. Ha példaul a harom vélasz sorban ,igen, nem, igen”, akkor az igy kapott I-lll. szamjegyek rendre
1,0, 1. A haromjegy( 2-es szamrendszerbeli szam értéke 0-t6l 7-ig terjedhet, nekiink pedig az 1-t6l 8-ig
terjed6 szamokra lenne sziikségiink. Ezen a problémdn Ggy segithetlink, hogy a kapott 2-es szamrend-
szerbeli szamhoz még hozzaadunk 1-et. Az ,igen, nem, igen” védlaszok bindris kédja tehat 101; az igy
kapott 2-es szamrendszerbeli szam értéke 101, = 5. A +1 hozzaaddsaval megkapjuk a keresett szamot:
5+1=6.

Minden mérés legfeljebb felezi a lehetséges esetek szamat, ezért 3 mérésre biztosan sziikség van.
(Ha valamelyik mérés nem felezi az esetszamot, akkor balszerencsés esetben a nagyobbik elemszamu
esethalmazzal kellene folytatnunk a mérést.) A 2-es szamrendszerbeli kédolas is mutatja az esetek fele-
zését, amikor mérésenként a 0 vagy 1 szamjegyet kapjuk meg.

Tiz kiilonb6z6 tomegl érmébdl (A, B, ..., J) egy kétkard mérleg segitségével néhany part 6sszeha-
sonlitottunk. Az egyes mérések eredményei a kdvetkezok voltak:

A>D, A<ZE B>C, B<E B<H B>A C>F C<| D<E E<G, F<I

a) Szemléltessiik iranyitott graffal az eddigi méréseket!

b) Hany tovabbi mérés sziikséges ahhoz, hogy meg tudjuk mondani, melyik a legnehezebb, illetve a
legkonnyebb érme? Melyik érméket kell dsszehasonlitani?

c) Ha a legnehezebb érmét keressiik, akkor a korabban lezajlott mérések kozott vannak-e ,felesle-
gesek”?

Megoldas

a) Az iranyitott grafban az érméknek pontokat feleltetiink meg, s mutasson a nyil mindig a nehezebb
érme felé. A mérések eredményeit szemléltethetjiilk példaul gy, hogy egy szabalyos tizszog megfe-
lel6 éleit és atloit irdnyitjuk (els6 dbra). Az 6sszehasonlitasok eredményei azonban jobban attekinthe-
t6k a masodik dbran. Itt olyan lancokat dbrazoltunk, amelyekben nagysag szerint névekvé sorrendben

helyezkednek el az érmék, s a nyilak mar nem metszik egymast.
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o)

b) A legnehezebb érme pontjaba csak bemend nyil mutathat, onnan nem indulhat ki nyil. A C, H
és | érmék ilyen tulajdonsaguak; valamint még / is lehet a legnehezebb, hiszen ezt az érmét még seme-
lyik masikkal nem hasonlitottuk &ssze. A legnehezebb érme kivalasztasdhoz harom tovabbi mérés kell.
Példaul két méréssel sszehasonlitjuk G és H, valamint / és / érméket; s a harmadik mérés lesz a két
nehezebb érme 6sszehasonlitasa.

A legkdnnyebb érme lehet D vagy F (a grafban ezen pontokbdl csak kimend nyilak indulnak), illetve
J. Koziltk a legkonnyebbet két méréssel kivalaszthatjuk. ElGszor példaul dsszehasonlitjuk D-t és F-et;
majd a konnyebbik érme és / 6sszehasonlitasa megadja, melyik a legkénnyebb érme.

c) ,Felesleges” egy X < Y mérés, ha a tobbi mérés eredményébdl mar kovetkeztethetlink X és Y
nagysagrendi viszonyara. Példaul D < A és A < E miatt a D < E mérés felesleges, eredménye elGre
megjosolhat6. Egy masik lehetGség a ,feleslegességre”, ha a célfeladat szempontjabél nem ad dj infor-
maciét a mérés. Példaul, ha a legnehezebb érmét keressiik, az A < E és B < H miatt az A < B mérés
ilyen, hiszen sem A, sem B nem lehet a legnehezebb érme. Végiil F < | eredménye is kovetkezik az
F < Cés C < | mérésekbdl.

3. példa

1998 6ta a labdartgo-vilaghajnoksagokon részt vevs 32 csapatot nyolc darab 4-es csoportba sorsol-
jak. El6szor a csoportokon beliil kormérkézéses rendszerben meghatarozzak a csoportbél tovabbjuté
els6 két helyezettet, majd a 16 tovabbjuté csapat kieséses rendszerben donti el, melyikik a legjobb.
Osszesen hany mérk&zést jatszanak a csapatok, mig kideriil, melyikiik a vilagbajnok?

Megoldas

Egy-egy 4 csapatos csoportban dsszesen 6 mérkGzésre keril sor. (A csapatoknak pontokat, a mér-
kézéseknek éleket megfeleltetve a 4 pontu teljes graf éleinek szama 6.) 8 csoport esetében ez Gsszesen
8 - 6 = 48 mérkdzést jelent.

A 16 tovabbjuto6 csapat el6szor 8 mérkdzést jatszik, majd a legjobb 8 csapat tGjabb 4 meccset jatszik
(ekkor kialakul a legjobb 4 mez&nye), ezutan kovetkezik a 2 el6donts, végiil a donts. Igy az egyenes
kiesési agban 8 +4 +2 + 1 =15 mérk6zésre van szlikség, Osszesen pedig 48 + 15 = 63 mérkszésre.
(Ha jatszanak a harmadik helyért is, akkor a bronzmérk6zés miatt 64 a vilagbajnoksag mérkGzéseinek
szama.)

Megjegyzés
A kieséses rendszer(i versenyeken altalaban is igaz, hogy n szamu csapat esetén n — 1 mérk&zés
sziikséges a legjobb egylittes meghatarozdsahoz. Gondoljunk arra, hogy minden mérk6zésen egy csapat
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esik ki, és 6sszesen n — 1 csapatnak kell kiesnie. (Fliggetleniil a sorsolas technikai részleteit6l: mely csa-
patokat emelik ki, kik az esetleges er6nyerdk, stb.)

Az els§ dbran az ikozaéder képe lathat6. Ennek a szabalyos testnek 20 darab egybevagé szabalyos
haromszdglapja van, és minden cstcsaban 5 lap talalkozik.

Ha az ikozaéder minden csdcsat lemetssziik a csticsbdl kiindul6 élek felezGpontjain atmend sikok-
kal, akkor az ikozaéder cstcsainal szabalyos 6tszog alaku lapok keletkeznek, mig a korabbi haromszog-
lapok tovabbra is (kisebb méreti) haromszdgek maradnak. Hatarozzuk meg, hany cstcsa, éle, lapja van
az igy kapott csonkolt ikozaédernek!

1)

Megoldas

Ha az ikozaéder cstcsait és éleit egy sikra vetitjik, akkor a test sikba rajzolt grafjat kapjuk. (A harma-
dik abran az ikozaéder egyik lapjara vetitettiik a tobbi csicsot Ggy, hogy a grafban az élek nem metszik
egymadst.) ElGszor hatarozzuk meg, hany éle van az ikozaédernek!

Mivel egy haromszdéglaphoz 3 él tartozik, igy 20 - 3 = 60 élhez jutunk. De minden élt kétszer sza-
moltunk (hiszen minden él két laphoz tartozik), igy az élek szama 60 : 2 = 30.

A cstcsok szamat hasonléan kaphatjuk meg. A 20 hdaromszogh6z 20 - 3 = 60 cslcs tartozik; de min-
den csticsot 6tszor szamoltunk (minden csticsban 6t lap talalkozik), igy a csticsok szama 60 : 5 = 12.

(Egy masik 6sszeszamlalasi lehetGség: minden élhez 2 csics tartozik; a 30 élhez igy 30 -2 =60
cstcs; de minden cstcsot 0tszor szamoltunk, mert minden csticsba 6t él fut.)

Az ikozaédernek 20 darab haromszoglapja volt, igy a csonkolt ikozaédernek is 20 haromszoglapja
van. Az 6tszoglapok szdma annyi, ahany csticsa volt az ikozaédernek, azaz 12. A csonkolt ikozaéder
lapjainak szama tehat 20 + 12 = 32.

A csonkolt ikozaédernek annyi cstcsa van, ahdny éle volt az eredeti ikozaédernek, mert minden
korabbi él felez&pontjaban keletkeztek az Gj csticsok. A csticsok szama tehat 30.

(Egy masik lehet&ség: a 20 haromszoghoz 20 - 3, a 12 6tszoghdz pedig 12 - 5 cslics tartozik, ez
Osszesen 60 + 60 = 120 cstics. De minden csdcsban négy lap taldlkozik [dbra], igy a csticsokat négy-
szer szamoltuk. Osszesen tehat 120 : 4 = 30 a cslcsok szdma.)

Végll észrevehetjik, hogy a csonkitds utan minden él pontosan egy haromszoghtz tartozik. A 20
haromszoget 20 - 3 = 60 él hatarolja, az élek szama ezért 60.

ety D
Mi csak a grafelmélet alapjaival ismerkediink meg, és ehhez elegend6 az eddig tanult defini-
ciok ismerete. A bonyolultabb, Gsszetett problémdk elemzését azonban nagyban megkonnyiti, ha
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tovabbi fogalmakat is bevezetiink. llyen fogalom példaul az 6sszefligg6ség vagy a komponens defini-
cioja.

| M
D C
H
F J @2
5 G
A F OK

Az dbran lathaté grafok kozil az elsd ketté 6sszefiiggd, a harmadik nem: hdrom komponenshdl all.

(Az els6 két graf egyszer(i, a harmadik nem, mert hurokélt és tobbszoros éleket is tartalmaz.)

Utnak nevezziik a graf egymdashoz csatlakozé éleinek olyan sorozatat, amely egyetlen ponton sem

megy at egynél tobbszor. Az A és C pontok kdzott tobb (Gt is vezet, ezeket a cstcsok felsoroldsaval
megadhatjuk ADC, ABC, ADBC, ABDC médon. Egyetlen (Gt vezet E-b6l F-be, de J-b6l M-be mar kettd,
a kétszeres élek miatt.

A (grafelméleti) kor olyan Gt, amelynek kezd6- és végpontja megegyezik; azaz élek olyan sorozata,

amely a kezdGpontjaba tér vissza, és benne minden pont és él csak egyszer szerepel. Az elsG grafban
harom kor is van: ABCDA, ABDA, BCDB. A masodik grafban nincs kor; a harmadikban ismét kett&t
talalunk, a hurokél és a kétszeres él miatt.

Végil megemlitjiik, hogy fanak (vagy fagrafnak) nevezziik azt az 9sszefliggé grafot, amely nem tar-

talmaz kort. (A fa tehat sziikségképpen egyszer( graf.) Az abran a masodik graf fa.

Az (j definiciék felhasznaldsaval egyszer(i megéllapitasokat tehetiink. Néhanyat felsorolunk; ezeket

most nem bizonyitjuk, de az allitasokat érdemes konkrét grafokon ellenérizni.

Az Osszefligg6 graf barmely két kiilonb6z6 pontja kozétt van (t.

Ha egy graf két pontja kozott tobb (Gt is megadhatd, akkor a grafban van kor.

Egy fa barmely két pontjat pontosan egy Ut koti 6ssze.

Ha egy Osszefliggs grafban egy kor tetsz6leges élét elhagyjuk, akkor a graf 6sszefliggé marad.
Ha egy fa valamely élét elhagyjuk, akkor a kapott graf nem lesz 6sszefliggs. (Az élek végpontjait

nem hagyjuk el.)

Fogalmak

at;

kor;

fa, fagraf;

fagraf éleinek
szama.

Ha egy fa valamely két pontja kdz6tt nincs él, akkor ezt az élt behdzva a grafban keletkezik kor.

Néhany Osszefliggés a fokok és élek szamaval kapcsolatban:

Ha egy grafban minden pont fokszama legaldbb kettS, akkor a grafban van kor.
Ha egy n pontd graf éleinek szama n, akkor a grafban van kor.

Az n pontd fagrafban az élek szama n — 1. (Az egyetlen pontbdl all6 graf is fa.)
Ha egy fa legalabb kétpontd, akkor van elséfokd pontja.
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FELADATOK

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2005.) Egy osztilyban a kdvetkezS haromféle sportkort
hirdették meg: kosérlabda, foci és roplabda. Az osztaly 30 tanuléja kozil kosarlabdara 14,
focira 19, roplabdara 14 tanuld jelentkezett. Ketten egyik sportra sem jelentkeztek. Harom
gyerek kosarlabdazik és focizik, de nem roplabdazik, hatan fociznak és roplabdaznak, de
nem kosaraznak, ketten pedig kosarlabdaznak és roplabdaznak, de nem fociznak. Négyen

mind a hdromféle sportot Gzik.

a) Irja be a megadott halmazabréba a szévegnek megfelel6 szamokat!

b) A focira jelentkezett 19 tanulébdl oten vehetnek
részt egy edzétaborban. Igazolja, hogy tobb mint
10 000-féleképpen lehet kivalasztani az 6t tanulét!

c) Az iskolak kozotti labdarigé-bajnoksagra jelentke-
zett 6 csapat kozott lejatszott mérk&zéseket szemlél-
teti az dbra. Hany mérk&zés van még hatra, ha min-
den csapat minden csapattal egy mérkézést jatszik a
bajnoksagban?

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2008.) Az abran

lathato térképvazlat 6t falu elhelyezkedését mutatja. Az

ot falu kdzott négy olyan Gt megépitésére van lehets-
ség, amelyek mindegyike pontosan két falut kot dssze.

Ezekbdl két Gt mar elkésziilt.

a) Rajzolja be a tovabbi két Gt egy lehetséges elhe-
lyezkedését Ggy, hogy barmelyik falubol barmelyik
faluba eljuthassunk a megépiilt négy dton!

b) Hany megoldas van?

Izomorfak-e az alabbi grafok? (Emlékeztets: Két grafot izomorfnak neveziink, ha pontjaik és
éleik kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethet6k egymasnak gy, hogy az egyik graf barmely
két pontja kozott pontosan akkor van él, ha a masik graf két megfelel pontjat is 6sszekotottiik.)

O L ¥ H
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4. K2 Dontsiik el, melyik igaz, és melyik hamis az aldbbi allitasok kozil!
. 1. Ha két grafban a megfelel6 csticsok fokszama egyenld, akkor a két graf izomorf.
n(n—1)

2. Ha egy n pontu grafban az élek szama 7

, akkor a graf teljes.

3. Ha egy n pontl egyszer( grafban az élek szama M, akkor a graf teljes.

4. Egy 5 cslcsU, egyszer(i grafnak nem lehet 11 éle.

5. Egy 3 pontul grafot a fokszadmai egyértelmiien meghataroznak.

6. Egy 3 pontl egyszer(i grafot a fokszamai egyértelmiien meghataroznak.

7. Ha az n csticst 0sszefiiggd grafnak n-nél kevesebb éle van, akkor a grafnak van els6fokd cstcsa.
8. A legaldbb két pontu grafban van két azonos fokszamu pont.

9

0.

E1 9. A legalabb két pontl egyszer( grafban van két azonos fokszami pont.
E1 10. C kiegészit6 grafjanak a kiegészitd grafja izomorf C-vel.

m Az iranyitott grafokban az egyszer(i fokszamok helyett az adott pontba befutd, illetve pontbdl kifutd élek
szamarol beszéliink. Mi jellemz6 a kifutd élek és a befut6 élek fokszamainak dsszegére?

m Nyolc, paronként kiilonb6z6 tomegli érme koziil szeretnénk megkeresni a legkdnnyebb és a legnehe-
zebb érmét. Rendelkezésiinkre all egy kétkard mérleg, amellyel barmely két érme tomegét 6sszehason-
lithatjuk. Elegend6-e 10 mérés a két érme megkereséséhez?

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2020.) B
. Az A pontbol a G-be kell eljutnunk dgy, hogy az egyes E

pontok kozott csak a berajzolt szakaszokon mozogha-
tunk, és mindig csak olyan pontra léphetiink tovéabb,
amelynek bet(ijele a magyar 4dbécében az elhagyni A
készilt pont betjele utan helyezkedik el. (Tehat példaul

C-r6l D-re vagy F-re léphetiink, de A-ra vagy B-re nem.)
Hanyféle kiilonb6z6 dtvonalon juthatunk el ilyen médon
A-bdl G-be?

m Bergengdciaban egy kis étszamu parlamenti frakcio tagjai négy bizottsag munkajaban vesznek részt.
A frakcié minden tagja két bizottsdgban dolgozik, és barmely két bizottsagnak egy kozos tagja van a
frakciébol. Hany tagl a frakcio?*

(Zrinyi llona Matematikaverseny, 2010, megyei forduld, 7. osztaly) Egy 7 x 7-es pontrdcs mind a
49 pontjat kékre vagy pirosra szineztiik Ggy, hogy a négy sarokban |évs pont piros szinl lett. (Egy
racspont sarokban van, ha széls6 sorra és széls6 oszlopra illeszkedik.) A szinezés utan a pontok kozott
14 volt kék szind, ezek koziil 7 a pontracs valamelyik sz€ls6 soraban vagy szélsé oszlopdban helyezke-
dett el. ElGszor egy-egy szakasszal 0sszekdtottiik az azonos sorban 1évé szomszédos pontokat, majd az
azonos oszlopban lév szomszédos pontokat Gigy, hogy az azonos szin( pontokat veliik egyez6 szind, a
kiilénb6z6 szinl pontokat fekete szin(i szakasszal kotottitk 6ssze. Hany fekete szin(i szakaszt rajzoltunk,
ha a piros szinii szakaszok szama 50 lett?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytjtemény Il. 407-425, 426-463.

* A Kozépiskolai Matematikai Lapok C.102. feladata
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NEHANY ERDEKES GRAFELMELETI PROBLEMA
(Olvasmany)

A XVIII. szazadi Konigsberg (ma: Kalinyingrad) varosat atszel6 Pregel folyén hét hid
vezetett at. A hidak 6sszekototték a négy varosrészt, a folyd két partjat és a két szigetet.

A varos lakéi érdekes problémat vetettek fel: [ehet-e olyan sétat tenni a varosban,
amelynek soran minden hidon pontosan egyszer kelnek at, majd visszatérnek a kiin-
dulasi helylkre?

KONINGSBERGA

Leonhard Euler
(1707-1783)

A svdjci sziiletésl mate-
matikust és fizikust

sziilei eredetileg papnak
szantdk, de matematikai

)
ﬁ : AR -

{: 78D tehetsége mar gyerekko-
RLTT LIRS ‘* _ \ . ‘ "1J 5 g gy
e i —».— AL TEY S o raban feltlint. Az egyetem

tﬁ{;ﬁ‘ “W* g lﬂ D) elvégzése utan, 1727-ben

T, ' elfogadta a szentpétervari
akadémia meghivasat,
amelynek haldlaig tagja
maradt. Paratlan energia-
val, 6riasi munkakedvvel
a matematika szinte min-
den tertiletén jelentGset
alkotott. Tarsadalmi meg-
becstilésére jellemzg,
hogy mig 1741-t6l

i

Kraher hid
Schmiede h

prege! 1766-ig a berlini
akadémian dolgozott,
= a pétervari akadémia
o — mint tiszteletbeli
g tagjanak — tovabbra is

folydsitotta a fizetését.
530 konyve és értekezése
A kérdést Leonhard Euler svajci matematikus vdlaszolta meg  jelent meg életében.
A 1735-ben. A pétervari akadémiahoz benyuijtott dolgozata megve- e . o
tette a grafelmélet és a topoldgia alapjait, sokan ma is ett6l az id6-
t6l szamitjak a grafelmélet keletkezését.
B b A varos akkori térképe négypontd, hétéld graffal modellezhetS. (A pontok az egyes
varosrészeknek, az élek pedig a hidaknak felelnek meg.) Ekkor a feladat tisztan grafel-
méleti jellegli problémava fogalmazhaté at: bejarhatok-e az adott graf élei gy, hogy
¢ minden élen pontosan egyszer haladunk at, és visszaérkeziink a kiindulasi pontba?
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Euler megmutatta, hogy a kivant séta lehetetlen. Gondolatmenetének [ényege a kdvetkezé volt:

Ha a graf bejarasa soran valamelyik élen at egy kozbiils6 pontba érkeziink, akkor egy masik élen
keresztiil el is kell hagynunk azt a pontot. Ha a bejaras lehetséges, akkor a ponthoz pérosaval csatla-
koznak az élek, azaz a pont fokszama — s igy a tobbi pont fokszama is — paros kell hogy legyen. (Ez
igaz a kiinduldsi pontra is, mert azt elhagyjuk, majd oda vissza is kell térnlink.) A varos hidjai tehat nem
jarhatok be a kivant médon, mert a graf mind a négy pontja paratlan fokd.

Megmutathaté, hogy a fokszamok parossaga az élek bejardsanak nemcsak sziikséges, hanem elég-
séges feltétele is. (Ha az élek bejarasa soran a kezd6- és végpont nem egyezik meg, akkor ez a két pont
[és pontosan ez a kettd] paratlan fokd.)

Az Euler-féle bejarasi tétellel gyakran talalkozunk a modern rejtvényirodalomban. Az ,Euler-rajzok”
mifajabol négy kozismert rejtvény lathaté az dbran. A feladat: egyetlen vonallal, a ceruza felemelése

nélkil kell az dbrakat megrajzolni.

Egy masik gyakori rejtvénytipus, a labirintus-fejtork témakare is grafelméleti jellegti.

Mar az 6korban is épitettek labirintusokat, az egyik leghiresebb ezek koziil a gorog mondakbol jol ismert
krétai Kndsszosz varosaban volt. A monda szerint Minész kirdlynak bikafej fia sziiletett, s & szégyenében fidt,
Minétauroszt egy kiilon e célra tervezett Gtveszts legmélyén rejtette el. (A mondanak van valésdgalapja: a mdalt
szazad elején feltart, 6ridsi méretd kirdlyi palota alaprajza labirintus-rendszer( volt.)

A labirintusok csomépontjai egy graf pontjainak, Gtszakaszai pedig a graf éleinek tekinthetSk, és ekkor a
matematikai feladat tulajdonképpen két pont (a bejarat és a labirintus legbelsé pontja) kozotti, éleken at vezetd
Gt megtaldlasa. Mas kérdéseket is feltehetlink: hogyan torténhet a teljes labirintus bejarasa, hogyan haladjunk
az Gtveszt6ben, hogy ne tévedjiink el, stb. A matematikusok a problémak megolddsara tobb mddszert is kita-
laltak, ezek kozul néhdny kozismert. llyen példaul a ,jobbkéz-szabdly”, mely szerint tgy kell az GtvesztSben
haladni, hogy a jobb keziinket folyamato-
san a falon tartsuk. Ha a szabalyt kifelé és
befelé haladva egyarant betartjuk, akkor
nem tévedhetiink el. (Persze mas eljara-
sok is haszndlhatok. A gérég mondai hés,
Thészeusz egy fondlgombolyagot kapott
szerelmét6l, Ariadnétél. A legombolyitott
fonalat visszafelé kovetve taldlta meg a
labirintus kijaratat, miutan megolte a szorny
Minétauroszt.)

Végiil emlitsik még meg, hogy maga a
labirintus tervezése is komoly matematikai
feladat. A mitosz szerint a krétai labirintus
tervezGje, Daidalosz hires épitész és felta-
1al6 volt. (Fianak, Ikarosznak is 6 készitette
el a replilésre alkalmas szarnyakat.)
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3. példa

Szintén régi rejtvényfeladat a ,harom haz — harom kdat” probléma. Kérdés,
hogy harom haztulajdonos (az dbran A, B, C) tud-e a harom kit mindegyi-
kéhez (az abran: 1, 2, 3) Ggy Osvényeket épiteni, hogy azok ne keresztezzék
egymast. Az dbran lathat6, hogy az A1, A2, A3, B1, B2, B3 és C2, C3 utakat
sikeriilt megépiteni, de C1 kimaradt.

Barhogyan is prébalkozunk, belathatd, hogy a feladat nem oldhaté meg.
A grafok nyelvén megfogalmazva a harom haz — harom kut grafja nem rajzol-
haté sikba. (Egy graf sikba rajzolhat6, ha van olyan, vele izomorf graf, amely-
nek a cslcsai a sik pontjai, és az élei nem metszik egymast.)

Példaul a négyszog és két atldja sikba rajzolhatd, ha az abra szerinti BD élt H c H
,ugyesen” vessziik fel.

A sikba rajzolhaté grafok témakorének sok-sok alkalmazasa van. Megmu-
tathaté példaul, hogy a sokszdglapokkal hatérolt, egyszer(ibb testek cstcsai-
bol és éleibdl allo grafok mindig sikba rajzolhaték. Erre mar korabban is lat-
tunk példakat, alabb megadjuk néhany test sikba rajzolt grafjat vagy halézatat.

&B W

A testek sikba rajzolt gréfjai felfoghatok egy-egy térképnek, ahol az egyes lapok kiilénb6z6 orszago-
kat jelolnek (a végtelen kiils6 tartomany lehet példaul a tenger).

1852-ben egy londoni didk az Anglia megyéit abrazolé térkép szinezése kozben tgy talalta, hogy a
megyék ,helyes” szinezéséhez altalaban harom szin sziikséges, a bonyolultabb esetekben pedig négy
szin kell; viszont a négy szin mindig elegendd. A térképeket az attekinthet&ség kedvéért tgy szokas szi-
nezni, hogy a k6z0s hatarszakasszal rendel-
kez6 orszagok kiilonbozd szinliek legyenek.
,Helyes” szinezés alatt ezen feltétel mellett
még azt is megkivanjuk, hogy a kiils6 tarto-
manyt, a ,tengert” is beszinezziik; de azt nem
koveteljik meg, hogy két tartomany kilon-
b6z6 szinl legyen, ha csak véges sok kdzos
pontjuk van. (Az els6 abran A és B tobb tar-
tomanynak is k6z0s pontja, de ett6l még a T,
és T, tartomanyok lehetnek azonos szindek.)
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A négyszin-probléma megtetszett a Clifton College igazgatéjanak, igy ennek megoldasat 1866 szeptembe-
rében versenyfeladatként kitlizte a didkjainak. Persze komoly formai kovetelményeket tdmasztott: a megoldds
nem haladhatja meg az 1 oldalt (30 irott sor), valamint 1 oldal terjedelm{ dbrat.

A feladat azonban vératlanul nehéznek bizonyult, senki sem tudta megoldani. A fellépé bonyodalmakra
egyszer( példa lathaté a masodik dbran. Itta T,, T,, T;, T, és T, tartomanyok mindegyikének csak két szom-
szédja van, mégsem elegend6 két szin az 6t tartomany helyes szinezéséhez.

A feladat grafelméleti jellegét hamar felismerték. (Az egyes orszagok a graf pontjai, a kozos hatarsza-
kasszal rendelkez6 orszagokat kotjiik ossze élekkel, és a kozos éllel rendelkez6 pontokat kell kiilonb6z6
szin(ire szinezni. Persze, a geometriai feltételek miatt a graf nem lehet tetsz6leges, sikba rajzolhaténak
kell lennie.) Hiaba probalkozott azonban sok neves matematikus is a sejtés bizonyitasaval, a végleges
megolddasra tébb mint szaz évet kellett varni. Appel és Haken matematikusok 1980-ban jelentették
be, hogy megoldottdk a problémat: sikeriilt bizonyitaniuk, hogy barmely térkép négy szinnel helyesen
szinezhet6. A megoldasuk meglehet6sen hosszadalmas: 100 gépelt oldal az 6sszefoglalas, 100 oldal a
részletezés, 700 oldalnyi segédtételt hasznalnak fel, és 1200 6ranyi szamitégépiddre volt sziikségiik.
A bizonyitas éppen azért volt ilyen hosszl, mert a sikba rajzolhaté grafok kiilénb6z6 tipusaira kellett
ellendrizni az allitast.

A térképeket altalaban 4 szinnel
szinezik.

A hdlézatok modern elmélete szerint — amelyet elsGsorban az internet inspiralt — a Foldon barkit barkivel
olyan emberlanc kot 6ssze, melyben rajtuk kivil legfeljebb 6t személy van, és a szomszédos személyek ismerik
egymdst. De vajon ez csak a mi szazadunkra jellemz6? Az alabbiakban Karinthy Frigyes: Lancszemek cim(
frasabol idéziink.

,A nehezebb feladatot: egy szogecsel6 munkast a Ford-mivek mhelyébdl, ezek utdn magam vdllaltam, és
négy lancszemmel szerencsésen meg is oldottam. A munkas ismeri mihelyfénokét, méhelyfénoke magat Fordot,
Ford jéban van a Hearst-lapok vezérigazgatéjaval, a Hearst-lapok vezérigazgatojaval tavaly alaposan Gsszeismer-
kedett PAsztor Arpad dr, aki nekem nemcsak ismer&sém, de tudtommal kit(ing bardtom — csak egy szavamba keriil,
hogy slirgdbny6zzon a vezérigazgaténak, hogy széljon Fordnak, hogy Ford széljon a mihelyfénoknek, hogy az a
szogecsel6 munkas stirgbsen szogecseljen nekem Gssze egy autét, éppen sziikségem lenne ra.

Igy folyt a jaték, és bardtunknak igaza lett — soha nem kellett 6tnél t6bb lancszem ahhoz, hogy a Féldkerek-
ség barmelyik lakosaval, csupa személyes ismeretség révén, osszekattetésbe keriiljon a tarsasag barmelyik tagja.
Mérmost felteszem a kérdést — volt-e valaha kora a torténelemnek, amikor ez lehetséges lett volna?”
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HOGYAN SZABADULT KI HARRY POTTER ES
HERMIONE A CSAPDABOL? (Olvasmany)

A fejezet kezd6 oldalan olvashattunk arrél, hogy Hermione és Harry hogyan estek csapddba. Hét
palack kozul kellett kivalasztaniuk azt a két varazsitalt, amellyel el6re-, illetve visszajuthatnak a bezart
helyiségbdl, s ehhez segitséglil egy tekercsen lévd versikét taldltak.

Oldjuk meg a feladatot: melyik a két varazspalack? (A palackok alakja fontos, képiik a kezd6 oldalon
lathato.)

Megoldas

Jelolje a palackokat A, B, C, D, E, F, G. Az alapinformacidk szerint:

(0) 2 Gvegben (semleges) csalanbor van (jelolése: b); 3 livegben méreg (m); 1-1 tivegben pedig elGre-,
illetve visszasegitd varazsital (—; <).

A négy segitség informdcioi roviditett formaban:

(1) (m, b), (m, b) egymas mellettiek (kétszeres szomszédsag).

2Q)A+F G A+ >, C+ —.

(3 )C i m, F#+ m.

(4)B

A (4) lnformaao szerint B és F egyformak (0) alapjan vagy mindkett6ben méreg van, vagy mindket-

t6ben bor. De (3) szerint F-ben nincs méreg, igy B-ben és F-ben is bor van.

VanTovabba az (1) miatt ekkor A-ban és E-ben méreg A B . D £ F G

m b m

Maradt egy mérget és a két varazsitalt tartalmazo tiveg.

(3) miatt C-ben, (2) miatt pedig G-ben nincs méreg, igy csak D lehet az az iiveg, amelyben a harma-
dik méreg van.

Végiil (2) alapjan C nem az elGresegits vardzsital; igy ez csak a maradék C lehet, mig G a visszautat
segiti.

A megoldas:

A B C D E F G

Vagyis a C, illetve G palackot valaszthatjak h&seink. - . b

Hogyan oldotta meg Hermione a rejtvényt?

— Itt van a papiron minden informacié, amire szlikséglink van. Hét tiveggel van dolgunk — haromban
méreg van, kett6ben bor; egy atsegit a fekete tlizon, egy pedig szabadda teszi az utat visszafelé.

— De honnan tudjuk, melyiket kell meginnunk?

—Varj egy percet.

Hermione tobbszor egymas utan elolvasta a rimbe szedett sorokat. Fel és ala jarkalt a palackok mentén,
motyogott magdban, és idénként ramutatott egy-egy livegre. Végiil Gsszecsapta a tenyerét.

— Megvan! — kialtott fel izgatottan. — A legkisebb fiola tartalma juttat at min-
ket a fekete tlizon tdlra — ahol a kovet talaljuk.

Harry a paranyi tvegre nézett.

— Ez csak egyikiinknek elég — szolt. — Alig egy korty van benne.

A két bardt egymasra pillantott.

— Melyikkel lehet atmenni a biborszin( tlizén?

Hermione a sor jobb szélén all6, gombolyded palackra mutatott.




A sakk feltalaléjanak megjutalmazasaval kapcsolatos sorozat 2000 éves mudiltra tekint vissza, de az
altalunk ismert legrégibb sorozat targyt feladat minden bizonnyal a Kr. e. 2000. év tdjardl szarmazo
an. Rhind-papiruszon olvashaté. Ezt Ahmesz, a farad frnoka masolta egy még régebbi irasrél. Az
irnokiskolai feladat — mai megfogalmazasban — kb. igy szdl: ,Szaz cipét tgy kell elosztani 6t ember
kozott, hogy a masodik ugyanannyival kapjon tébbet az els6nél, mint amennyivel tobbet kap a har-
madik a masodiknal, a negyedik a harmadiknal és az 6t6dik a negyediknél. Tovabba a két kisebb rész
hétszer kevesebb legyen, mint a harom nagyobb.”
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5-6. A SOROZAT, SZAMSOROZAT FOGALMA

1. példa

Irjuk fel a pozitiv paratlan szamokat!

Megoldas

1;3,5; ...

Mivel végtelen sok pozitiv paratlan szam van, valamennyit felsorolnunk nem sikeriil. Meg tudjuk
azonban mondani, hogy a szazadik a 199, az 500-adik a 999, stb. Altalanosan felirhatjuk, hogy az
n-edik pozitiv paratlan szamot dgy kapjuk meg (n pozitiv egész szamot jel6l), hogy a 2n szambdl egyet
levonunk.

Ezt réviden a kévetkez6képpen fogjuk jeloini:

1,3;5 ...2n—1); ...

2. példa

frjuk fel a —2 pozitiv egész kitevds hatvanyait!

Megoldas
=2;4;=8; ...; (=2)"; ... (n pozitiv egész szam)

Kozvetlen behelyettesitéssel itt is ki tudjuk szamolni a sorozat akarhanyadik
elemét.

3. példa

frjuk fel a primszémokat!

Megoldas

2;3;57; ...

[tt nem irhatunk képletet, pedig 11. osztalybdl tudjuk, hogy végtelen sok primszam van, de sajnos
a matematika jelenleg nem ismer olyan képletet, amivel — a fentiekhez hasonlé médon — kiszamithatjuk
a sorozat elemeit.

Ennél tobb is igaz: nem is ismerjlik az 6sszes primet, csak nagyon sokat; de a matematikusok renge-
teg idGt és faradsagot 6lnek egy-egy Gjabb prim megtaldlasaba.

4. példa

Folytassuk a kovetkez6 sorozatot: 1; 1,4; 1,41; 1,414; ...

Megoldas

J6 szemiiek észrevehetik, hogy a /2 kozelits tizedes tort alakjat adjuk meg egyre pontosabban. ltt
sem tudunk képletet megadni, amely megadja az elemeket, de elvileg ki lehet szamolni barmelyiket.
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Fliggvénynek neveziink minden olyan hozzarendelést, amely egy nem ires halmaz minden eleméhez
egy masik halmaz egy-egy elemét rendeli hozza.

Ezekben a fenti felsorolasokban is hozzarendelésrél, fliggvényr6l van sz6. Amikor a pozitiv paratlan
szamokat soroljuk, tulajdonképpen az x — 2x — 1 fliggvény helyettesitési értékeit szamitjuk ki az 1, 2,
3, ... helyeken.

A fliggvény értelmezési tartomanydba a pozitiv egész szamok, értékkészletébe a pozitiv paratlan
szamok tartoznak.

A hasonlé példakban is a fliggvények értelmezési tartomanyaba — a kikotések miatt — csak a pozitiv
egész szamok tartoznak bele. A példaban szerepld fliggvények specialis fliggvények, Gn. szamsorozatok.

Szamsorozatot kapunk, ha minden pozitiv egész szamhoz egyértelmiien egy szamot rendellink. Az
igy kapott szamok a szamsorozat elemei vagy tagjai.

Nyilvan lehetetlenség lenne egy szamsorozat minden elemét felirni. Ezért célszerli megallapodni a
szamsorozat jelolésében.

Azt, hogy az els6 pozitiv egész szamhoz, az 1-hez az 1-et rendeltiik hozz3,
a kovetkezképpen jeldljik: a, = 1. Hasonl6képpen a, = 3, a, = 5, a, = 7 stb.

Az n-edik pozitiv egész szamhoz, az n-hez rendelt elemet altalanosan a,-nel
jeloljiik.

A szamsorozatot koordindta-rendszerben is abrazolhatjuk.

Huazzunk merGlegeseket az x tengelyre a pozitiv egész szamoknak megfeleld
pontokban. Az y = 2x — 1 képlettel megadott ponthalmaz grafikonja valameny-
nyi merGlegest metszi. A metszéspontok ordindtai az 1, 3, 5, 7, ..., 2n — 1, ...
a szamsorozat elemei. Az a, = 2n — 1 képlettel megadott sorozat egy olyan fligg-
vény aminek a grafikonjat a piros pontok alkotjak.

A szamsorozatnak mint fliggvénynek a grafikonja nem folytonos vonal,
hanem dgynevezett diszkrét pontokbél all.

Rogton leszogezhetjik azt, hogy ahanyféleképpen az x tengelyre a pozitiv
egészeknél dllitott merGleges egyeneseken 1-1 pontot kijeldlhetlink, annyiféle
szamsorozat adhaté meg.

Az els két példdban az a, =2n — 1, illetve az a, = (—2)" képlettel, Ggyneve-
zett explicit definicidval adtuk meg a szdmsorozatokat.

Szamsorozatot csak olyan képlettel definidlhatunk, amelynek az értelmezési tartomanyaba minden
pozitiv egész szam beletartozik.

Definicio

Sorozatnak nevezziik azokat a fliggvényeket, amelyeknek értelmezési tartomanya a pozitiv
egész szamok halmaza.
Ha a sorozat értékkészlete a valos szamok halmaza, akkor szamsorozatrél beszélink.

Megadhatunk pontsorozatot is. Példaul egy AB szakasz A, felezGpontja az elsG elem, és utdna a
kovetkezd elemet Ggy kapjuk meg, hogy az AB szakasz A-hoz kodzelebbi A, negyedelGpontjat, majd az
A, nyolcadolépontjat vessziik, és igy tovabb.

Ha n pozitiv egész szam, akkor az n — % fuggvénnyel definidlhatunk, mig az n — v 49 —n* fiigg-

vénnyel nem definialhatunk szamsorozatot, ha kikétjiik, hogy az n pozitiv egész szam legyen. Ugyanis
az elsd kifejezés értelmezési tartomanyaba minden pozitiv természetes szam, a masodik kifejezés értel-
mezési tartomanyaba csak a 7-nél nem nagyobb pozitiv egész szamok tartoznak bele.
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Szamsorozatot definidl a kovetkez& képlet is:
Legyenaza,=a,=1ésaza,=a,_;+a,_, aholn = 3.
[rjuk fel a szamsorozat néhany elemét!

a, =1,

a,=1,
a,=a,+ta=1+1=2,
a=a;ta,=2+1=3,
as=a,ta;=3+2=5,
és igy tovabb.

Azt mondjuk, hogy az 1,1, 2,3,5, 8,13, 21, ... szamsorozatot rekurziv definiciéval
adtuk meg. A szamsorozatot az a, =a, =1ésaza,=a,_,+ a,_, (n = 3) feltételek
egyértelmiien definidljak. Ez a sorozat a Fibonacci-szamok sorozata.

Megjegyzés

A témahoz kapcsoldddan érdemes elolvasni dr. Rényi Alfréd: Valtozatok egy Fibonacci-témdra cim(

cikkét. (Rényi Alfréd: Naplo az informacicelméletrél, Gondolat Kiad6, Budapest, 1976.)

A rekurziv definiciét altalaban konnyebb felirni, megérteni, hatranya viszont, hogy pél-
daul a szazadik elem felirasahoz ismerni kell az el6z6eket, amelyekre a rekurzié hivatkozik.
Az is lehet, hogy mind a 99 elemet meg kell hatdrozni a 100-adik kiszamitasahoz. Fontos
tovabbd, hogy meg kell adni annyi indulé elemet, ahdnyra a rekurzié hivatkozik. A Fibo-
nacci-szamsorozatnal ez az els6 két elem.

A rekurziv szdamsorozatnak a 4, 5, 6, ... természetes szamokhoz rendelt elemeit a meg-
el6z6 elemek egymds utan torténd fokozatos kiszamitasaval hatarozhatjuk meg.

A tovdbbiakban a szamsorozatot réviden sorozatnak nevezziik, és csak ilyenekkel fog-

lalkozunk, azok koziil is csak két specialis sorozattal.

FELADATOK

Fogalmak
sorozat;
szamsorozat;
elem (sorozaté);
explicit megadas;
rekurziv megadas.

1. K Ertelmezheték-e az alabbi fliggvények a pozitiv egész szamok halmazan Ggy, hogy szémso-

rozatot kapjunk?

a) X — x%; b) x—vx; c) X~ tgx; d) x— 200 —x.

K Irjuk fel az x — ~ fliggvénnyel meghatarozott szamsorozat els6 5 elemét!

N
.
- -

3. K1 Egy szén‘}sorozatban a, =3 és a, = 2a
10. elemét!

n—1

és otodik elemét a, és a, segitségévell

+ 1 (n = 2). Szamitsuk ki a szamsorozat

Egy szamsorozat els6 két eleme, a, és a, adott. A harmadik elemt&l kezdve minden elem
egyenld a két elGtte all6 elem szamtani kozepével. Fejezziik ki a sorozat harmadik, negyedik

5. E1 Egy szamsorozatban barmely hdarom szomszédos tag &sszege 2. A sorozat 10. tagja 3, a 200.

tag 8. Mi a sorozat 333. tagja?

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészit6 feladatgydjtemény Il. 854; 856; 858-862; 868.
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7-8. SZAMTANI SOROZAT

SZAMTANI SOROZAT

1. példa

Egy henger alaku tartérddra feltekertiink egy hosszd szovetet. Hogyan hatarozhatjuk meg a szovet
hosszat, anélkiil hogy letekernénk a rddrél? Nagyon fontos, hogy a sériilékeny, finom szdvetet ne teker-
juk le, nehogy véletlenil megsériiljon. A rdd 1,5 m hosszd, és a henger keresztmetszetének atmérgje
4 cm. A ratekert szdvettel egyiitt az atmérd 30 cm. Megmértiik a szovet méreteit: vastagsaga 2 mm, a
szélessége pedig 140 cm.

Megoldas

A feltekert szovetet egymasra helyezett vékony hengereknek tekintjiik. Az els6 henger keriiletét egy
21 mm sugarl kor keriiletével kozelitjiik. A masodik hengert pedig egy 23 mm sugari kor keriiletével
stb. A legnagyobb kor sugara 149 mm lesz. Az 6sszes ilyen kor keriiletét 0sszeadva megkapjuk, hogy
milyen hosszu a szovet. Ez csak egy kozelit6 érték lesz, de a gyakorlatban jol haszndlhat6 az eljaras, ha
a szOvet elég szorosan van feltekerve, és a vastagsaga is allando.

Hogyan tudnank kénnyen kiszamitani a korok keriiletének az 6sszegét? Még azt sem tudjuk, hany
kor van. A korok kertiletének az 6sszege:

2-21-n+2-23-7+...+2-149 -7 =2 -7 - 21 +23 + ... + 149)

Hany szamot kell 6sszeadni? A21 =2 - 11 — 1, tehata 11. paratlan szdm. 149 pedig 2 - 75 — 1, tehat
a 75. paratlan szam, 11-t6l 75-ig pontosan 65 db szam van. Tehat 65 szamot kell 6sszeadni. Irjuk le az
Osszeget és ald ugyanazt, csak forditott sorrendben.

21+23+ ...+ 148+ 149 =5
149 + 147 + ... + 23 + 21 =5

s o

Az egymas alatt [év6 szamok 6sszege mindig 170. A fels6 6sszegben az dsszeadanddk mindig 2-vel
nonek, az alséban pedig 2-vel csokkennek. A két egyenletet Gsszeadva a 65 - 170 = 2s egyenlethez
jutunk. Ez alapjan s = 65 - 85 = 5525.

A szovet hossza 2 - 7 - 5525 =~ 34,715 m.

Egy masik médszert is alkalmazhatunk. Megmérjiik egy négyzetméter szovet tomegét, és megmérjik
a nagy tekercs tomegét is. Ha levessziik belGle a tekercs tartéjanak a tomegét, akkor megkapjuk a szovet
nettd tomegét. Ha ezt elosztjuk az egy négyzetméter szovet tomegével, akkor maris ismerjik a szévet
tertiletét. Azt is tudjuk, hogy a tekercsen 1,4 m széles tekercs van.

A tekercs 6ssztomege 23,1 kg. A papirtekercs tomege, amire feltekertiik a szovetet, 1,5 kg. A szovet
egy négyzetméterének tomege pedig 44,75 dkg.

Ezek alapjan a szovet netté tomege 23,1 — 1,5 = 21,51 kg.

A szdvet feliilete 21,51 : 0,4475 = 48,07 m’.

A szovet hossza pedig 48,07 : 1,4 = 34,34 m.

A mérések pontatlansaga miatt a két eredmény nem pontosan azonosnak adédott. A tekercs leteke-
rése nélkiil megallapithatjuk, hogy kb. 34,5 m hosszi szévetiink van.

A gyakorlatban nagyon sok esetben csak kozvetett médon kovetkeztethetiink bizonyos mennyisé-
gekre, ezért kreativnak kell lenniink.
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Szamlalaskor Ggy kapjuk a pozitiv természetes szamokat, hogy — kiindulva az 1-b6l — a megel6z6
szamhoz mindig 1-et adunk hozza.

Ezt az eljarast altalanosithatjuk. Adjunk meg egy tetsz&leges szamot, és ebbdl kiindulva, tetszéleges
szam ismételt hozzdadasaval képezziink Gj szamokat.

Példaul a 2-b6l kiindulva a 2-nek ismételt hozzaaddasaval nyerjiik a pozitiv paros szamok sorozatét, a

2,4,6,8, ..., 2n, ... szamokat.

Az 1-bél kiindulva, ugyancsak 2-nek ismételt hozzaaddsaval nyerjiik a pozitiv paratlan szamok soro-
zatat, az

1,3,5,7,...,2n—1, ... szamokat.

Adott szamnak ismételt hozzaadasaval képezhetSk a kévetkez6 sorozatok is:

T 1
2,22,3/32/4,...

3,3,3,3,3,...
8,52, —1,—4, ..

Az els6 sorozat els6 eleme 2. Ebbd| kiindulva, 1? ismételt hozzaaddsaval kapjuk a sorozat tébbi ele-

mét. A masodik példaban 0-nak, a harmadik példdban (=3)-nak ismételt hozzaadasaval kapjuk 3-bdl,
illetve 8-bdl kiindulva a sorozat tobbi elemét.

A felirt sorozatokat szamtani sorozatoknak nevezziik.

A szamtani sorozatot — a bemutatott példak alapjan — a kovetkez6képpen definialhatjuk:

Definicio

A szamtani sorozat barmelyik elemét (a 2. elemtS| kezdve) a megel6z6b6l Ggy kapjuk, hogy a
megel6z8 elemhez ugyanazt, a sorozatra jellemz6 szamot hozzaadjuk.

Ez azt is jelenti, hogy ha adott szamtani sorozatban a masodik elemt6l kezdve barmelyik elembél a
megel6z8 elemet kivonjuk, akkor mindig ugyanazt, az adott sorozatra jellemzé szamot kapjuk.

A szomszédos elemek fenti kiilonbségét a szamtani sorozat kiilonbségének vagy differenciajanak
nevezziik, és d-vel jeloljik.

A szamtani sorozat definiciéja szerint:

a,=a,_,+d,
ahol a, az n-edik, a,_, az (n — 1)-edik elemet jelenti (n = 2, 3, ...).

Miért nevezzik a sorozatot ,szamtani”-nak? Az elnevezés megértése céljabdl tekintsiik példaul a
8,12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, ...
szamtani sorozatot. Itt példaul a 3. elem a két szomszédos elem szamtani kozepe:
12+ 20
16 = =1-==.
6 2

16 + 24 . _ 20+ 28
5 ; 24 = > .

Altalanosan is igaz, hogy a szdmtani sorozat barmelyik eleme (a 2. elemt&| kezdve) a szomszédos
elemek szamtani kozepe. A leirt tulajdonsag miatt nevezték el a sorozatot ,szamtani” sorozatnak.

Hasonléképpen: 20 =
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Egy szabadtéri szinpad néz&terének 1. sordban 20 személy iilhet. Hany embert Ultethetiink le a
nézGtér 25. soraba, ha minden sorban a megel6z6nél 4 személlyel tobbet helyezhetiink el?

Megoldas

Rogton lathatd, hogy az egyes sorokban elhelyezhetd néz6k szama olyan szamtani sorozatot alkot,
amelynek els6 eleme a, = 20, és a kiilonbség d = 4. Ki kell szamitani a sorozat 25. elemét.

Igen hosszadalmas és kényelmetlen eljaras lenne, ha a rekurziv definicié szerint jarnank el:

a,=a, +4 =24,

a;=a,t+4=28
és igy tovabb.

Célszerli lenne a szamtani sorozat tetsz6leges elemét kifejezni a, és d segitségével.
A kovetkezSképpen jarhatunk el. A szamtani sorozat képzési szabdlya szerint:
a,=a, +d,

a,=a,+d=(@,+d+d=a, +2d,

a,=a,+d=(a, +2d)+d=a, +3d

Folytatva az elemek képzését megallapithatjuk, hogy példaul:

a;=a,+7d,

a,, = a, +29d.

Altalanosan a szamtani sorozat n-edik elemét (igy kapjuk meg, hogy az elss elemhez (n — 1)-szer
hozzaadjuk a differenciat. Képletben:
a,=a,+(n—1)d.

A felirt képlet segitségével a szamtani sorozat elemeit megkapjuk, ha az n helyébe rendre az
1,2,3, 4, ... természetes szamokat helyettesitjik.

Alkalmazzuk a képletet a kitlizott példa megoldasara:

a,,=20+24-4=116.

A nézéGtér 25. sordban tehat 116 ember dlhet.

3. példa

Bizonyitsuk be, hogy minden trapézban az egyik alap, a k6zépvonal és a masik alap hossza ebben
a sorrendben tekinthet6 egy szamtani sorozat harom egymast kovets elemének!

Megoldas

Tudjuk azt, hogy a trapéz alapjainak hossza (a és b) és kbzépvonaldnak hossza (k) kdzott a

_a+b
k= 2

Osszefliggés all fenn. Ezért a, k és b tekinthetd egy szamtani sorozat harom, egymdst kdveté elemének,
mivel a k6zéps6 a két kozrefogd elem szamtani kdzepe.
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Egy hires torténet, amely a szajhagyomany Gtjan atalakult, arrél szél, hogy Gauss altalanos iskolai
tanara, J. G. Bittner didkjait azzal akarta lefoglalni, hogy 1-t6] 100-ig adjak 0ssze az egész szamokat.
A fiatal Gauss mindenki megdobbenésére masodpercek alatt elGrukkolt a helyes megoldassal, megyvil-
lantva matematikai éleselméjliségét. Vajon hogyan gondolkodott?*

Megoldas

Gauss észrevette, hogy a sor ellenkezé végein [év6 szamok parokba allitasaval azonos Osszegeket
kap: T +100=101,2 +99 =101, 3 + 98 = 101 stb. A 100 db szamot 50 db parba tudjuk allitani, ami
Osszesen 50 - 101 = 5050-et eredményez.

A pozitiv egészekre szamtani sorozatként is tekinthetiink, amelynek elsé eleme 1, és differencidja is 1.
A Biittner tandr Ur altal feladott feladat ezek alapjan dgy is megfogalmazhatd, hogy hatarozzuk meg
ennek a szamtani sorozatnak az elsé 100 elemének az Osszegét.

Ha s,.,-zal jel0ljiik az 6sszeget (s a latin summa, 'Gsszeg’ kezd&betlije, az index pedig arra utal, hogy
hany elemet adunk &ssze):

So=1+2+3+...4+99+100=50-101 = 5050.

A szorzatban szerepl 101 a sorozat els6 és szazadik elemének az 6sszege, 50 az 6sszeadandé ele-
mek szamanak a fele.

Konkrét példank azt sejteti, hogy talan dltaldnosan is igaz az, hogy a szamtani sorozat elsé n elemé-
n
5

Ezt egyszer(ien igazolhatjuk geometriai meggondolassal, ha a sorozat elemei pozitiv szamok. Emel-
jlink az egységnyi szakaszok folé rendre a,, a,, ..., a, magassagu téglalapokat. Ekkor a bal oldali abran
lathat6 1épcsds idomot kapjuk.

A téglalapok teriiletének mértékszama rendre a,, a,, a,, ..., a,, tehat a [épcs6s idom teriilete s,..

Ezutan készitstik el azt a |épcsGs idomot, amelyben az els6 téglalap a,, a masodik a, _,, az n-edik
téglalap a, terliletl (k6zépsd dbra). Ennek a 1épcsds idomnak a teriilete is s,,.

Kovessiik Gauss gondolatmenetét.

A két idomot helyezziik egymasra a jobb oldali abran lathaté médon.

nek az Osszege: s, = 5-(a, + a,), ahol a, az els6, a, az n-edik elem.

T 1 1 1 1 T 1 1 1 1

a,

A3 a

a,, a

Ay

a,

* A nevezetes tOrténet egy masik valtozatdval mar kordbban talalkoztunk.
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A kapott téglalap terlilete egyrészt n(a, + a,), masrészt a |épcsds idom teriiletének a kétszerese:
2s,=nla, + a,).

n(a1 + an)

s

Most igazoljuk az Osszegképletet tetszGleges szamtani sorozatra!

A szamtani sorozat elsé n tagjanak Gsszege: s, = %(a1 +a,).

Tehat s, =

Bizonyitas

irjuk fel az elsé n elem 6sszegét:

s,=a, ta,ta,+..+a,_,+a,!

A sorozat elemeit kifejezhetjiik a, és d segitségével:

*s,=a, +(@, +d+(@ +2d) + ...+ [a,+ (n—2)dl + [a, + (n — 1)dI.

A sorozat elemeit képezhetjiik dgy is, hogy kiindulunk az utolsé elembdl, a -bdl, és ebb6l a d-t
ismételten kivonjuk.

Azs,=a,+a,, +...+a,+a,+ a, 6sszeg ekkor a kdvetkez6képpen irhato:

(**s,=a,+@,—d) +(a, —2d)+ ... + [a, — (n — 2)d] + [a, — (n — 1)d].

Megfigyelhetjiik, hogy ha a (*) és a (**) 6sszegét vessziik, akkor a d-t tartalmazé tagok kiesnek:

2s,=(a, +a,) t (@ +a,)+t@+a,)+t..+(@+a,)+@+a,).

Mivel az (a, + a,) Osszeg pontosan n-szer szerepel, azért

n

s, = 7(&11 + an),

és ezt akartuk bizonyitani.
Ha a szamtani sorozat n. elemérdl tanultakat felhasznaljuk, a képletbdl az
n n n
o= H(a+a,)= 7(a1 +(a+(n— 1)d)) = 5[2a1 +(n—=1)d]
alakot kapjuk. Legtobbszor ezzel egyszeriibb szamolni.
A szamtani sorozatra megismert két 6sszefliggésben a sorozat 6t jellemzd adatat taldltuk (a,, d, n,

a,, s,). Ha ezek koziil harom adatot ismertink, a hianyzd két adatot els6fokd vagy masodfokd egyenlet-
rendszerrel mindig meghatarozhatjuk.

Aprilis 1-jén a nap 5 éra 24 perckor kel, és a hénap folyaman
naponta kortlbeliil 2 perccel korabban van napkelte. Korilbelil hany
orakor kel a nap aprilis 25-én?

Megoldas

Meg kell hatdrozni annak a szamtani sorozatnak a 25. elemét, amely-
nek az els6 eleme 5 6ra 24 perc = 324 perc, és a kiilonbsége —2:

ay, =324 + (25 — 1)- (=2) = 324 — 48 = 276.

Aprilis 25-én a napkelte 4 6ra 36 perckor lesz.
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6. példa

Egy konyhakert 30 veteményesagybdl all. Mindegyik veteményes-
agy 16 m hosszul és 2 m széles (abra). A kert 6ntdzéséhez sziikséges
vizet a kertész egy, a konyhakert szélét6l 20 m-re fekvd kithol ved-
rekkel hordja. A veteményesagyakat a kertész gy ont6zi, hogy kordl-
megy az egyes agyak kozotti utakon, és kozben a vizet ralocsolja a 16 -
veteményesagyra. Egy forduléval hozott viz egy agy megdntozésére
elegend6. Milyen hosszl utat tesz meg a kertész, amig az &sszes ° 20
veteményesdgyat megontozi? Az Gt a kdatnal kezdédik, és a katndl kat 222222 2

végzbdik. (A veteményesagyak kozotti Gt szélességét elhanyagoljuk.)

Megoldas

Az els6 veteményesagy megontdzésekor a kertész

20+16+2+16+2+20=76m
utat tett meg.

A masodik veteményesagy megontdzésekor 4 m-rel tobb utat tett meg.

A harmadik veteményesagy megontozésekor 4 m-rel tobb utat kell megtennie, mint a masodik alka-
lommal, és igy tovabb.

Az 6ntozéskor bejart utak tehat szamtani sorozatot alkotnak. Meg kell hataroznunk a

76, 80, 84, ...
sorozat els6 harminc elemének 6sszegét. Jeloléseinket alkalmazva: a, = 76, d = 4, n = 30,

30(76 + ay) .

30 db

Sy 3 .
De
a,,=76+29-4=192,

tehat

30-(76 + 192)
S0
A kertész az egész kert megdntozésekor kb. 4 km utat tett meg.

7. példa

Egy vetélked6n 3750 eurd jutalmat osztottak ki. Az elsé helyezett 600 eurdt, minden tovabbi helye-
zett 50 eurdval kevesebbet kapott. Hany versenyzot jutalmaztak meg?

Megoldas

Meg kell hatarozni azt, hogy a 600-zal kezd6d6 szamtani sorozatban hany elem 6sszege 3750, ha a
kilénbség —50. Jeldljik n-nel a versenyz6ék szamat.

= 4020 m.

Az
600
. n(a, + a,) B n( +a,) _ 3750
i 2 2
és az

a,=a,+((n—1d=600+(n—1)-(=50)
Osszefliggések felhasznalasaval n-re a kovetkezé masodfokd egyenlet adodik:
n*—25n+ 150 = 0.
A gyokok:
n,=15,n,=10.




I1. SOROZATOK

A feladatnak n, = 10 felel meg. Ellenérizhetjiik, hogy

600 + 550 + 500 + 450 + 400 + 350 + 300 + 250 + 200 + 150 = 3750.

Az n, = 15 nem felelhet meg, hiszen a sorozat 14. elemétd| kezdve minden elem negativ (a,, = —50).
Negativ jutalomnak nincs értelme. Ha eltekintiink att6l, hogy a feladatban szereplé szamok mit jelente-
nek, akkor konnyen meggy&z6dhetiink arrél, hogy az adott szamtani sorozat elsé 15 elemének Osszege
is 3750 lenne.

Ugyanis

600 + 550 + ...+ 150+ 100 + 50+ 0 — 50 — 100 = 3750,

els6 10 elem

600+ 550+ ...+ 150+ 100+ 50+ 0 — 50 — 100.

els6 15 elem
8. példa

Pitagorasznak tulajdonitjak azt az érdekes megfigyelést, hogy kiindulva az elsé paratlan (természe-
tes) szambdl, az 1-b6l, az egymas utan kovetkez6 paratlan szamok 6sszege mindig négyzetszamot ad.

Megoldas

T 3 5 7 9 - 2n-1

Prébaljuk ki, igaz-e az éllitas az els6 néhdny természetes szamra!

— 1+3=2%
! 1+3+5=3
3 T+3+5+7=4.
5 Azt, hogy ez mindig igy van, jol szemlélteti az egységnyi
7 oldalhosszisagl, négyzetekbdl 6sszerakott, n oldalhosszi- ~ Fogalmak, nevek
5 sagli négyzet teriilete (dbra). Ezen szemléletesen latszik, ~ szamtani sorozat;
hogy az els6 n pératlan szam dsszege n’. kiilonbseGHEIREY
Igazoljuk az allitast algebrai dton is! A pdratlan szamok Tenciss
2n—1 2 : " z szamtani sorozat
olyan szamtani sorozat elemei, amelynek els6 eleme a, = 1, n-edik clo
a kulonbsége d = 2. Az n-edik elem Galis §
a,=1+n-1-2=2n-1. szamtani sorozat
Az elsé n elem Osszege: elsG n tagjanak
S, = %(ah +a,)= %(1 +2n—-1)= LA '22'7 = n?. Az allitast belattuk. OsSzSa
FELADATOK

Abrézoljuk koordinata-rendszerben a szamtani sorozat elsé 10 elemét, ha adott a sorozat elsé eleme és
a kilonbsége! Legyen példaul:
@%:;d=%; b)a,=8,d=-2; c)a,=-2,d=0.

Melyik ez a sorozat?

Egy szamtani sorozat elsé harom elemének Gsszege 12, a harmadik, negyedik, 6tddik elem dsszege 30.

Egy szamtani sorozat els6 10 elemének 6sszege feleakkora, mint a kévetkez6 10 elem Gsszege. Az els6 15
elem 6sszege 375. Mekkora az els6 elem és a differencia?



4. K2

5. K2

7. K2

8. K2

9-10. MERTANI SOROZAT

Egy derékszogli haromszog oldalhosszai egy szamtani sorozat egymdast kovet6 elemei. A ha-
romszog teriilete 600 cm” . Mekkorék a haromszog oldalai?

Hany jegy(i szam 10 elsG 25 pozitiv egész kitevdjl hatvanyanak szorzata?

Egy szamtani sorozat elsG két elemének négyzetdsszege 52, a masodik és harmadik négyzet-
Osszege 100. Melyik ez a sorozat? Mennyi az elsé 20 elem 6sszege?

Hany oldalt az a sokszdg, amelynek a szogei egy olyan szdmtani sorozat egymast kovets
tagjai, amelynek az els6 tagja 100°, a differencidja pedig 10°?
(Ne feledkezziink el az ellenérzésrél!)

Oldjuk meg a bevezets részben [évs feladatot!

Ahmesz, a farad irnoka masolta egy még régebbi irasrél. Az irnokiskolai feladat — mai megfo-
galmazdasban — kb. igy szél: ,Szaz cipét tgy kell elosztani 6t ember kdzott, hogy a masodik
ugyanannyival kapjon tobbet az els6nél, mint amennyivel tobbet kap a harmadik a masodik-
nal, a negyedik a harmadiknal és az 6t6dik a negyediknél. Tovabba a két kisebb rész hétszer
kevesebb legyen, mint a hdrom nagyobb.”

Ki mennyi cip6t kapott?

Ajanlott feladatok

Gyakorlé
923-926.

9-10.

és érettségire felkészits feladatgy(Gjtemény Il. 874, 877, 882, 890-898, 901-913, 916,

MERTANI SOROZAT

A szamtani sorozatban Ggy képeztiik a sorozat elemeit, hogy az els6 elemhez ismételten hozzaad-
tunk egy allandé szamot. Ebben a fejezetben mds tipust sorozatokkal ismerkediink meg.

1. példa

A 4 dm oldalhosszi ABC szabalyos haromszog oldalait megfelezziik.
A felezéspontok A,, B,, C,. Az A,B,C, haromszdg oldalait ismét megfelez-
ziik, a felezéspontok A,, B,, C,. Folytassuk tovabb az eljarast (dbra). Szamit-
suk ki az ABC, A,B,C,, A,B,C,, A;B,C,, ... haromszdgek keriiletét.

Megoldas
Az egymas utan adodo A,B,C,, A,B,C,, ... hdromszdgek szabalyosak, és
AB, = %, A,B, = A1ZB1 és igy tovabb. Tehat a haromszdgek oldalainak

a hosszlsaga rendre:

4,2,1

A keriiletek pedig: 12, 6, 3,

1 Sl
/2/ 4/ 8/"'

’ !

N Lo
Njw

3
8

y e
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Valaki 1 000 000 Ft-ot 3%-0s kamatra elhelyez takarékpénztarban. Mennyit ér a betét a kamatokkal
egylitt 3 év milva? A kamatot évenként az dsszeghez csatoljak (tGkésitik), azaz kamatos kamattal sza-
molnak a takarékpénztarban.

Megoldas

1 év mulva a takarékpénztar az 1 000 000 Ft-hoz hozzacsatolja a 3%-0s kamatot.
1 év mulva a megndvekedett 6sszeg:
t, = 1000 000 + %3 =1000 000(1 + %): 1000 000 - 1,03
forint lesz. A masodik évben mar 1 030 000 Ft 6sszeg kamatozik tovabb.
2 év mulva az 6sszeg az 1 030 000 Ft 1,03-szorosa lesz:
t,=1030000- 1,03 =1 000 000- 1,03".
Hasonlé meggondolassal adodik, hogy 3 év mdlva az &sszeg, a betétkonyv értéke:
t,=1000 000 - 1,03’ =~ 1 092 725 forint lesz.

A két példaban szerepl6 szamokbol kiindulva sorozatokat irhatunk fel:

11 1 1
42,1, g g A

3 3 3 S
12,6,3, 5 50 g oo 12750

1000 000; 1 000 000 - 1,03; 1 000 000 - 1,03% 1 000 000 - 1,03’ ...; 1 000 000- 1,03""; ...

Ezeknél a sorozatoknal azt figyelhetjiik meg, hogy az els6 elemet ismételten szorozni kell egy allandé
szammal, hogy megkapjuk a sorozat elemeit.

Példaul az els6 és a masodik sorozat elemeit Ggy képezhetjiik, hogy a 4-et, illetve a 12-t ismételten
1.
2
zuk 1,03-dal.

szorozzuk —--del. A harmadik sorozat elemeit Ggy képezhetjiik, hogy az 1 000 000-t ismételten szoroz-

Egy alland6 szammal torténd ismételt szorzassal adédnak példaul a kovetkezd sorozatok is:
1,2,4,8,16,32,...,2" " ..
2,6,18,54,162,...,2-3""" .
11 11 _ 1y
¥ 2747 8" 16’ '( 2) re
1,=1,1,=1,1,=1, ..., (=1, ...
A felirt sorozatok els6 eleme rendre 1, 2, 1, 1. Az allandd, amellyel ismételt szorzassal elGallithatjuk

a sorozat elemeit, rendre 2, 3, — =, —1.

1
2 !/
A felirt sorozatokat mértani sorozatoknak nevezzik.

Definicio

A mértani sorozat barmelyik elemét (a 2. elemt&l kezdve) a megel6z6bdl Ggy kapjuk, hogy a

megel6z6 elemet egy, a sorozatra jellemz6 nem nulla dllandé szammal megszorozzuk.

Ez azt is jelenti, hogy ha egy mértani sorozat barmelyik elemét a megel&z6vel elosztjuk, mindig
ugyanazt a szamot kapjuk. (Természetesen ez aldl kivétel az elsG elem, hiszen annak nincs megel6zéje.)
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A két tulajdonsag kozott van egy kis eltérés, mivel az elsé tulajdonsdg megengedné, a masodik
viszont nem példaul a kdvetkezé sorozatot:

7,0;,0;0; ...,
mivel 0-val nem szabad osztani.

Mi ezt a tipust a tovabbiakban kizarjuk.

A mértani sorozatra jellemz6 hanyadost a mértani sorozat kviciensének nevezzik, és g-val jeldljik.
(A latin nyelvben a hanyados: ,quotiens”.)

Az el6bbi négy mértani sorozat kvociensei rendre 2, 3, —1—, -1.

2

A mértani sorozat definiciéjabdl kovetkezik:
a

n

= g, ahonnan
an—1

a,=a,_, g, ahol a, és g adott,
és a, az n-edik, a,_, az (n — 1)-edik elemet jelenti
(n=2,3,...).

Miért nevezziik a sorozatot ,mértaninak”? Az elnevezés megértése céljabol tekintsiik példaul a
12,6,3,3,3,3, 3 3

2748716327
mértani sorozatot. Itt példaul a masodik elem a két szomszédos elem mértani kozepe:
6=+v12-3.

A pozitiv elemekbdl allé mértani sorozat barmelyik elemére teljesiil (a 2. elemtdl kezdve), hogy a
szomszédos elemek mértani kozepe: a,= /a, ,-a,, .

Ez azonban nem lehet dltaldnosan igaz, hiszen mértani sorozatban szerepelhetnek negativ szamok,
mig a mértani k6zép mindig nemnegativ. Ezt lathattuk az utolso6 két felirt sorozatnal.

AT . a a L .
Mindig igaz viszont, hogy ;—” =3 ", ezért érdemesebb ezt az alakot (vagy a szorzdssal kapott

n n—1

al=a,,, -a, , formét) haszndlni és megjegyezni.

3. példa

Van-e olyan mértani sorozat, amelyben

a) a harmadik elem pozitiv, a tizedik nulla;
b) a hetedik és a huszadik tag is negativ;
c) az elsG tag negativ, és a hetedik pozitiv;
d) az els6 tag pozitiv, a huszadik negativ?
Indokoljunk!

Megoldas

a) Mértani sorozatnak nincs nulla eleme, ezért nincs ilyen mértani sorozat.

b) Van. Ha példaul az els6 elem negativ, és a kvéciens pozitiv, akkor a sorozat minden eleme negativ.

c) Nincs, mivel az els6 elemet a kvociens hatodik hatvanyaval kell szorozni, hogy a hetedik elemet
kapjuk, de g° > 0. Ezért az els6 és a hetedik elem mindig azonos elgjeld.

d) Van ilyen sorozat; példaul ha a sorozat els6 eleme pozitiv, és a kvéciens negativ.
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Szamitsuk ki az 1. példaban emlitett haromszogek koziil a 12. haromszog kertiletét!

Megoldas

Ki kell szamitani az a, = 12-vel kezd6d6 és a g = — hanyadossal képzett mértani sorozat 12. elemét.

1
2
Ha a rekurziv definicio szerint jarnank el, akkor

dip = dyy '%/ g = 310'%
és igy tovabb, hosszadalmas szamitast kellene kovetni.
Célszerli lenne a szamtani sorozathoz hasonléan a mértani sorozat tetsz6leges elemét kifejezni a,
és q segitségével.
A definicio szerint:
4 = 4q,
a,=a,q=(aq) q=aq,
a,=a,q=(@,q) q=aq.
Folytatva az elemek képzését, példaul a 14. elem:
13

Ay = q
Fogalmak
Az n-edik elem kiszamitasara ezt hasonléan folytatva mértani sorozat;
a,=a,-q" 'adddik, aholn=1,2, .... hanyados
(kvociens);
mértani sorozat
1 1 3 n-edik eleme.

=—— dm.

A 12. haromszog kerilete: a,, = 12 -<?)ﬂ =3 7= 512

FELADATOK

Egy mértani sorozat harmadik eleme 36-tal nagyobb a masodik elemnél. E két elem szorzata —243.
Mennyi a mértani sorozat elsé eleme és kvociense?

Egy mértani sorozat masodik eleme négyszerese a negyediknek. A harmadik és az 6todik szorzata 100.
Melyik ez a sorozat?

Egy mértani sorozat els6 és harmadik elemének 6sszege 25, a masodik és negyedik elem Gsszege 50.

3. K2
Melyik ez a sorozat?

Van-e olyan (nem alland6) mértani sorozat, amelynek minden eleme négyzetszam? (Azaz egész szam
négyzete.)

5. K2 Van-e olyan (nem allandé) mértani sorozat, amelynek minden eleme irraciondlis szam?

Van-e olyan mértani sorozat, amely szamtani sorozat is egyben?

Az ABC haromszog oldalhosszai mértani sorozatot alkotnak, ¢ < b < a és 19b — 15¢ = 6a. Mennyi
lehet a sorozat hanyadosa? (Ne feledkezziink el az ellenérzésrél!)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytjtemény 1. 934, 938, 941-943, 956-959.

7.K

|

8
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11. A MERTANI SOROZAT ELSO n ELEMENEK AZ
OSSZEGE

Szamitsuk ki az el6z6 lecke 1. példajdban emlitett haromszogek kozil az els6 10 haromszog kerdi-
letének az Osszegét.

Az Osszeget s,,-zel jelolve: s, =12+ 6+ 3 + %-ﬁ- %+ %-‘r %Jr 3%+ 63_4+ %

Néhany elem Osszeaddsa kiilénosebb faradsagot nem igényelne, de itt kényelmetlen szamolds varna
rank, ha a szokdsos médon jarnank el. Ezért célszerlinek mutatkozik a mértani sorozat elsé n elemének
Osszegére valamilyen egyszer( képletet keresni.

Tekintstk el6szor azt a mértani sorozatot, amelynek az elsé eleme 1, és a hanyadosa g. A sorozat
elsé n elemének az osszegét jeloljik s -nel. Ekkors, =1+qg+q + ... +q" " +q" .

Az bsszeg g-szorosa (G # 0):s,-q=q+q +...+q" ' +q".

Célszerl a két 6sszeg kiilonbségét kiszamitani, mivel sok azonos tagot taldlunk. Vonjuk ki az als6
egyenletbdl a felsét:

s,g—s,=q"—1,azazs(g—1)=q"— 1.

Ebbdl az s, = ?7__11 Osszefliggés adodik, ha g #1.

Ha g = 1, akkor mindkét oldalon nulla all, és nem szabad (g — 1)-gyel osztani.

Ha a mértani sorozat elsé eleme nem 1, hanem altalanosan a,, akkor minden elem és igy az 6sszeg
is a fenti Osszefliggés a,-szerese lesz. Tehat:

A mértani sorozat els6 n elemének az Gsszege:

__11/haqi1.

Ha g = 1, akkor a mértani sorozat minden eleme a,, tehat az els6 n elem Osszege: s, = na,.

s:a1q

n

Az elsé 10 haromszog keriiletének az 6sszege:

5= 1212 :12,<1024_ ):124( _1024>:]2_1oz3 — 3069 _ 53125 4o,
1 :

1 1 1 512~ 128 128

2 2 2
Megjegyzés
Nem célszerl alkalmazni az Gsszegképletet akkor, ha g = —1. (Osszegképlettel is kijon

. 1 P L 2o . ogalmak
az eredmény, csak nélkiile egyszer(ibben célt érlink.) Ekkor a sorozat elemei: mértani sororaar

ay, ~ay, &, Tay, - n elemének (tag-
Tehdt: janak) 6sszege.

n

0, hanparos,
a,, hanparatlan.
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FELADATOK

Egy mértani sorozat 6todik eleme —12, a tizedik eleme 12. Mennyi az els6 20 elem Osszege?

Egy mértani sorozat 6todik eleme —12, a hetedik eleme —12. Mennyi lehet az els6 20 elem Gsszege?

nyi az els6 7 elem 6sszege?

Egy mértani sorozat els6 eleme 0,1, az els6 négy elem &sszege eggyel nagyobb a sorozat kviciensénél.
Hatarozzuk meg a sorozat els6 négy elemét!

Hany elemet kell 0sszeadni az els6tél kezdve az a, = 3 - 2" sorozatbdl, hogy az dsszeg 1 millionadl
nagyobb legyen?

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészit6 feladatgy(jtemény Il. 951-953, 963, 968-970, 975, 996.

Egy mértani sorozat els6 harom elemének 6sszege 105, az els6 és a harmadik elem szorzata 400. Meny-

Tudod-e?

Fibonacci nevezetes sorozata (1, 1, 2, 3, 5, 8, ...) eredetileg egy nyiltenyésztési probléma megoldasa volt. A soro-
zat elemeivel a természetben is talalkozunk: egyes névények leveleinek elhelyezkedése vagy pl. a napraforgo-
magok spirdlis elrendezdése hasonlé mintat kovet. (Ez a sorozat se nem szamtani, se nem mértani.) A sorozat
szomszédos tagjainak hanyadosa egyre jobban megkozeliti a hires ,aranymetszési” aranyt, amely az épitészetben,
szobraszatban, festészetben vagy akdr a zenemdivészetben is gyakran alkalmazott szerkesztési modszer. (A mate-
matika és a mivészet e hires kapcsolodasi pontjardl az interneten béven talalsz tovabbi szakanyagot.)

Fibonacci tizleti Gtjain megismerte a Foldkozi-tenger és a Kelet matematikajat. Az 6sszegydiijtott és altala kiegé-
szitett algebrai és geometriai ismereteket tobb konyvben kiadta, igy jelentGsen kozrem(ikodott a hindu-arab
helyi értékes szamiras eurdpai elterjesztésében is.

12. PELDAK MERTANI SOROZATRA

A mértani sorozatra talalt két dsszefliggésben a sorozat 6t jellemz6 adata szerepel (a,, g, n, a,, s,).
Ezek koziil bizonyos adatok meghatarozhaték a tébbiek ismeretében. El6fordulhat az is, hogy harom
ismert adatbol csak egy ismeretlen adatot kell meghataroznunk, és ilyenkor egyetlen Gsszefliggés is ele-
gendd lehet az ismeretlen kiszamitasahoz.

Egy téban az algak gyorsan szaporodnak. Tegyiik fel, hogy mindennap megkétszerezédik az altaluk
befedett tertlet.

a) Mahoz egy honapra éppen a t6 feliiletének felét fedik be. Mikor fedik be az egész tavat?

b) Ha a szaporodas egy algabdl indul ki, és az egész tavat egy honap alatt lepik be, mennyi id6re van

sziikség a 16 teljes befedéséhez, ha kezdetben két alga volt? (Ez a hénap 30 napbdl all.)
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Megoldas

a) Nyilvan 1 hénap és 1 nap mdlva.
b) Az egyik alga szaporodasabdl kiindulva ennek utédai a t6 fellletének felét 29 nap alatt fedik be.
Kiindulva két algabdl a t6 teljes felliletét az algak 29 nap alatt fedik be.

A kb. 1400 évvel ezelttt keletkezett sakkjaték eredetérl tébb mitosz is fennmaradt. Nagyon szép legendat
jegyeztek le Perzsidban a XlII. szazadban. Eszerint az uralkodét rendkiviil elbiivolte a jaték szépsége, ezért
maga elé hivatta a jaték feltalalojat, hogy személyesen jutalmazza meg talalmanyaért. A ,szerény” bolcs azt
kérte, hogy helyezzenek a tabla els6 négyzetére egy szem bizat, a masodikra két szemet, a harmadikra négyet,
a negyedikre nyolcat és igy tovabb: minden mezére kétszer annyi bizaszem keriiljon, mint az el6z6re. Ha ezzel
elkésziiltek, akkor ezen bizaszemek Gsszege legyen a jutalma.

A torténet szerint az uralkodo tlistént hozatott két zsak bizat, de a kérést nem tudta teljesiteni.

2. példa

Becsiljik meg, hogy mennyire volt szerény a feltaldl6 kérése!

Megoldas

Az egyes négyzetekre kért blizaszemek szama mértani sorozatot alkot, amelyben a, =1, g =2, n = 64.
A sorozat els6 64 elemének 6sszege, az ajandék mennyisége:

Ses = 2°* — 1 blzaszem. Ez koriilbelil 1,844 - 10", azaz kb. 18,5 trillié bizaszem. Ha egy biza-
szem silya 0,03 gramm, akkor 18,4 trillié bizaszem kériilbeliil 5,5 - 10" vagonban helyezhetd el, ha
1 vagonra 10 tonna bizat szamitunk. Egy vasuti szerelvényre 55 vagont szamitva az ,ajandékot” 10
milliard tehervonattal szallithatnank el.

A kérést a kiraly valoban nem teljesithette.

3. példa

A 45°-0s sz6g egyik szaran a cslcstdl a tavolsagban kijel6liink egy P pontot.
A P pontbdl hdizzunk mer&legest a masik szarra! A meréleges talppontja legyen
P,. A P, pontbdl hizzunk meré6legest az el6bbi szarra, a talppont legyen P,.
Tovabb folytatva a mer6legesek rajzolasat, hatarozzuk meg az elsé tiz szakasz
hosszanak 6sszegét (dbra)!

Megoldas

Az els6 merGleges szakasz hossza: PP, = a, =

a

V2
A masodik mer6leges szakasz hosszat a PP, P, egyenl6 szarl derékszogl haromszoghdl fejezhetjiik ki:
a, = %. Hasonloképpen a, = %.




I1. SOROZATOK

Lathat6, hogy mindegyik szakasz a megel6z6nek 1 _szerese. Vagyis a szakaszok hosszai mértani

V2
sorozatot alkotnak, amelynek elsé eleme: a, = —2—, a hdnyadosa: q = 1 Az elsé tiz szakasz hosszénak
Ssszege: V2 V2
ge:
%((%)1‘)_1) L(L_U _a_ 31
2 2 32 2 32
S10 = 1 ’ S10 = \/51 | ;VegUI 510:1\/571‘
72 72 /2
Szorozzuk meg a szamlalét is és a nevez6t is v2 -vel, majd gyoktelenitsiik a nevezét:
a-3L A ol
_ 32 _ " 32 V2+41_31 (/53,1

Si0= = =
V21 V2-1 V241 32

Az elsd tiz szakasz hosszanak Osszege tehdt: s, = %(/5 +1)a.

Egy mértani sorozat els6 eleme 2, n-edik eleme 32, és az elsé n elem Osszege 22. Irjuk fel a sorozat
elsé négy elemét!

Megoldas

A sorozat elemeit akkor képezhetnénk, ha ismernénk a sorozat hanyadosat.
Az a, képletébe helyettesitve:

32=2.q""".
Mivel az egyenletben két ismeretlen is szerepel, azért helyettesitsiink az s, képletbe is. Ekkor
22 = M (
qg-—1
A q" értékét az els6 egyenletbdl kifejezhetjiik. Szorozzuk meg az els6 egyenletet g-val, és egyszer(-
sitstink 2-vel! Ekkor

Mivel az els6 és az n-edik elem nem egyezik meg, ezért g + 1.)

qg'=16g.
Helyettesitsiink be a masodik egyenletben g" helyébe (16 q)-t.
2y — 2:16g-1)
qg—1
11-(g-1=16qg-1.
Ebbdl
q= _2/
és a
(=2)" =16 - (—2) egyenletbdl
n=>5.
Tehat a mértani sorozat elsG négy eleme:
2,—4,8, —16.

Ellendrzés: Az els6 ot elem 2, —4, 8, —16, 32 és ezek Osszege valdban 22.
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Egy mértani sorozat 6todik és hatodik elemének 6sszege is, a hetedik és az 6t6dik elemének kiilonb-
sége is 48. Az els6 elembdl kiindulva hany elemet kell 6sszeadni, hogy az 6sszeg 1023 legyen?

Megoldas

A feladat szerint

as +a, =48,

a,—as = 48.

Egyenletrendszeriinkben harom ismeretlen szerepel. Elérhetjiik azt, hogy csak két ismeretlen szere-
peljen. Fejezziik ki az egyenletrendszerben el6fordulé elemeket a sorozat elsé elemével és a hanyados-
sal. Ekkor

a,q" +a,q° =48,

a,q° - a,q* = 48.

Célszerlinek mutatkozik a két egyenlet megfelel6 oldalait elosztani egymassal. Ekkor ugyanis egy-
szer(sithetiink a,-gyel (a, # 0).

Ezutan

7q:+ T _y
qa-q
Vagy
q'(g+1) _,
q'(qg’=1)
De q értéke nem lehet sem 0, sem +1, sem —1. (Ha g = 0 vagy 1 lenne, akkor példaul a, — a; = 0;
ha g = —1 lenne, akkor a; + a, = 0 adédna.)
Egyszer(sitsiik egyenletiink bal oldalat, g*(g + 1)-gyel!
Ekkor
1 —
qg-—1
és innen
q=2.
A sorozat els6 elemét példaul az els6 egyenlet segitségével hatarozhatjuk meg:
16a,+ 32a, = 48.

Ebbél

a,=1.

A sorozat els6 n elemének 6sszege 1023. Innen
2"—1

S = =1023,

2"=1024,

n=10.

Tehat a sorozat els6 10 elemét kell sszeadnunk, hogy az dsszegiik 1023 legyen.

Ellen6rzés:
Valéban a kapott sorozat esetében

10
a1=1,q=2,n=1O,a5+a6=16+32=48,a7—a5=64—16=48,s10=%=1023.
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6. példa

Egy Uj gép ara 42 300 Ft. A gép haszndlat kovetkez-
tében kopik. Mennyi lesz a gép értéke 5 év mdlva, ha
minden évben az el6z6 évi értéknek a 8%-at leirjuk?
Az egyszerlség kedvéért az inflaciotdl eltekintiink.

Megoldas

Ebben a feladatban értékcsokkenésrél van szo.
Az Uj gép értékét jeldljik e,-val. Egy év milva a gép

értéke, az e, 8%-aval, vagyis e,-nak % részével lesz
kevesebb. Tehdt 1 év mdlva a gép értéke e,-nak %
része lesz:
e = e0~—]902o :
A kovetkez6 évben az e, érték 92 14s7ére csok-
2 100
ken. Tehat
— .92 _ 92
&= €700 = *(700) -
Hasonldan folytatva a gép értéke 5 év mdlva:
- ORI
&= e(700)

forint lesz. lde e, értékét behelyettesitve:
e.=42300-0,92°
e. ~ 27 880 Ft.
Tehat a gép értéke 5 év milva kozelitSleg 27 880 Ft lesz.

FELADATOK

Egy mértani sorozat harmadik tagja 6, hatodik tagja 96. Hatarozzuk meg a sorozat kezd6 tagjat és
hanyadosat!

Mennyibe keriilne egy 16, ha csak a patkészegekért kellene fizetni? Mégpe-
dig az elsG patkdszegért 1 forintot és minden kovetkezGért kétszer annyit,
mint a megel6z&ért. Egy patkéhoz 8 szeg tartozik.

3. K2 Egy mértani sorozat els6 harom tagjanak 0sszege 21. A harmadik, negye-
dik és otodik tag Osszege 84. Hatarozzuk meg a sorozat els6 elemét és
hanyadosat!

Egy 3 méter hosszl és 0,5 mm vastag vaszon 4 cm atmérdjii henger alaku
ridra csavarodik. Hany réteget alkot, amikor teljesen racsavarodik a radra?
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5. K2 Egy mértani sorozat elsé tagja 2. Els6 néhany tagjanak Osszege 42.

Ugyanezen tagok reciprokdnak dsszege pedig % Melyik ez a sorozat?

m Egy populacio6 egyedszamat kozelit6leg leiré modell szerint generacion-
ként 4% a szaporodasi és 2% a halalozasi arany. Hany generacié alatt né
a kezdeti egyedszdm a masfélszeresére?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgytjtemény Il. 938, 944, 946, 957, 958,
975, 978, 991.

13. VEGYES FELADATOK

Egy szamtani sorozat elsé harom elemének 0sszege 15. Ha az els6hdz 1-et, a masodikhoz 4-et, a
harmadikhoz 19-et hozzaadunk, akkor a kapott szamok egy mértani sorozat egymas utan kovetkez6
elemei. Hatarozzuk meg a szamtani sorozatot!

Megoldas

Célszer( a szamtani sorozatbdl kiindulni. Jel6ljik a szdmtani sorozat masodik elemét x-szel, kiilénb-
ségét d-vel. Ekkor a sorozat elemei: (x — d), x, (x + d), Osszeglik 15. Tehat
x—d+x+x+d=15.

EbbS| x = 5.
Megjegyzés

Ha a szamtani sorozatnak paratlan sok egymast kovet6 eleme adott, mindig a ko6zéps6t célszer(
ismeretlennek valasztani, mert akkor a szimmetria miatt a legegyszer(ibb egyenletet kapjuk.

A szamtani sorozat els6 harom eleme d-vel kifejezve: (5 —d), 5, (5 + d).

A feladat szerint (5 —d + 1); (5 + 4); (5 + d + 19) egy mértani sorozat egymas utan kovetkezd elemei.
Ez azt jelenti, hogy két-két szomszédos elem hanyadosa allandé.

T~ 9 _ 24+d

Tehat: = (d + 6).

[A d = 6 nem lehet megoldds, mert akkor a mértani sorozat minden eleme 0 lenne, ami a feladat
szerint lehetetlenség. Ezért (6 — d)-vel szabad osztani.]

Rendezziik az egyenletet: d* + 18d — 63 = 0.

Az egyenlet két gyoke: d, = 3 és d,= —21.

Két megoldas van. Ha d = 3, akkor a szamtani sorozat els6 harom eleme: 2, 5, 8, és a mértani sorozat
szomszédos elemei: 3, 9, 27.

Ha d = =21, akkor a szamtani sorozat elsé harom eleme: 26, 5, —16, és a mértani sorozat szomszé-
dos elemei: 27, 9, 3. A két mértani sorozat elsG harom eleme megegyezik, csak forditott sorrendben,

mas a kvécienstik.
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Egy mértani sorozat els6 harom elemének 0sszege 26. Ha az els6 elemhez 1-et, a masodikhoz 6-ot, a
harmadikhoz 3-at adunk, egy szdmtani sorozat harom egymast kdvet6 elemét kapjuk. Irjuk fel a mértani
sorozatot!

Megoldas

Koénnyebb itt is a szamtani sorozatbdl kiindulni. Jeldljik a,, a,, a;-mal a szamtani és b,, b,, b,-mal a
mértani sorozat elemeit. A feltételek szerint a szamtani sorozat harom elemének Gsszege

a,ta,+a;,=b,+1+b,+6+b,+3=236.

Tehat a szamtani sorozat k6zéps6 eleme a, = 12. Az el&tte allé elemet irjuk a, = (12 — d), az utana
allét a; = (12 + d) alakban.

[gy a mértani sorozat elemei:

b, = (11 —d); b, = 6; by = (9 + d). Felirva a kvocienst: g = % = %,

2 1
9+d _ _ 6
6 11—d’
Rendezve és megoldva a masodfoku egyenletet d, = 9 és d, = —7 adddik.
Tehat a keresett mértani sorozatok:

2; 6; 18 vagy 18; 6; 2, amelyek valéban megfelelnek a feltételeknek.

Ellen6rzés:

Az els6 esetben 2 +1=3, 6 +6 =12, 18 + 3 = 21, a kapott harom szam egy 9 differencidji szam-
tani sorozat egymast kovetd tagja.

A masodik esetben 18 +1=19, 6 + 6 =12, 2 + 3 =5, a kapott szamok egy —7 differenciaji szam-
tani sorozat egymast kovetd tagjai.

3. példa

Harom szam, amelyek 0sszege 114, lehet egy mértani sorozat elsé harom eleme, de tekinthets egy
szamtani sorozat elsg, negyedik és huszonétddik elemének is. Melyik ez a harom szam?

Megoldas

Legyen a harom szdm a, aq és ag’, mivel tekinthet6 egy mértani sorozat hdrom egymas utani elemé-
nek. A feltételek szerint ag = a + 3d és ag® = a + 24d.

Innen
3d=a(qg—1) és
24d = a(g* - 1).

Ha g # 1, akkor a masodik egyenletet az elsével osztva azt kapjuk, hogy

24d _ a(@’=1) _a(g=1)(g+1)
3d a(g—1) a(g—1)

A hdrom szam Osszege 114, azaz

a+aq+aq’ =114, és mivel g = 7, igy a = 2. A keresett szdmok tehdt 2; 14; 98.

Ne feledkezziink meg azonban a kikétéstinkrél! Mi a helyzet akkor, ha g = 12

Ekkor a harom szam egyenl6, tehdt 38; 38; 38.

Mindkét megoldas kielégiti a feladat feltételeit.

, ahonnan g + 1 =8, tehat g = 7.
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FELADATOK

1. K1 Egy mértani sorozat elsé harom elemének 0sszege 35. Ha a harmadik szamot 6ttel cskkent-
. juk, egy szamtani sorozat elsé harom eleméhez jutunk. Hatarozzuk meg a mértani sorozatot!

K2 Egy szamtani sorozat masodik eleme 7, és e sorozat els§, harmadik és nyolcadik eleme egy
mértani sorozat egymast kovetd elemei. Mennyi a mértani sorozat hanyadosa?

Egy mértani sorozat elsé harom elemének szorzata 216. Ha a harmadik szdmot 3-mal
csokkentjiik, egy szamtani sorozat szomszédos elemeit kapjuk. Hatdrozzuk meg a mértani
sorozatot!

Héarom pozitiv szam egy mértani sorozat harom egymast kovet6 eleme. Ha a masodikhoz
4-et adunk, akkor szdmtani sorozat egymas utani elemeit kapjuk. Végiil, ha a harmadikat is
megndveljik 32-vel, akkor Gjra egy mértani sorozat harom egymast kovet6 elemét kapjuk. Mi
volt a kiindulé szamharmas?

Négy szam koziil az elsé harom egy szamtani, az utolsé harom egy mértani sorozat harom
egymast kovet6 eleme. A két sz€Is6 szam bsszege 22, a két kozépsté 20. Melyik ez a négy
szam?

= B
o)
¢

Ajanlott feladatok

Gyakorlo és érettségire felkészitd feladatgyGjtemény II. 981-985, 991, 993.

14-15. KAMATOSKAMAT-SZAMITAS

A kortlottiink [évé vilag valtozdsa sordn az utolsé 10-20 évben megnétt az érdekl6dés minden a
pénzzel kapcsolatos ismeret, szamitds irant. Ez nem is csoda, hiszen a bankok példaul a hitelek nydjtasa
esetén fantasztikus kamatcsokkentéssel, betétlekotés esetén pedig fantasztikus kamatemeléssel kapraz-
tatnak el mindenkit. K6zben altaldban nem tulajdonitunk jelentGséget a kdvetkezd rejtélyes betlikombi-
nacioknak: THM vagy EBKM, melyek az 6sszehasonlithat6sagot szolgdljdk. ATHM jelentése teljes hitel-
dijmutat6, amely nagyjabol azt mutatja meg, mennyibe keril valéjdban a hitel. Ez a szam a hitel kama-
tanal altaldban jéval nagyobb szam, hiszen a hitelen kiviil megfizetjiik az elbirdlasi koltséget, a kezelési
koltséget, az éves zdrasi koltségeket és esetleg egyéb banki koltségeket.

Az EBKM jelentése egységesitett betétikamatlab-mutaté. Az EBKM és a pénzintézet altal meghir-
detett betéti kamatldb annyiban tér el egymastdl, hogy mig az éves banki kamatlabak altalaban 360
napra vetitve keriilnek megallapitasra, s egy évnél rovidebb futamidd esetén a kamat visszaforgatasat,
t6késitését nem veszik figyelembe, addig az EBKM egy adott év, azaz 365 nap elteltével mutatja az elhe-
lyezett betét utan fizetendS kamatdsszeg nagysagat. Elképzelhetd azonban az is, hogy a bank nem éves,
hanem révidebb vagy hosszabb idGszak kamatlabat kozli. Betétlekotés esetén érdemes tehat a bankok
kinalataban ezt a mutatot keresni.

Most lassunk néhany példat!
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50 000 forintot szeretnénk 7 évre befektetni. Harom befektetés koziil valaszthatunk:

a) minden év végén hozzatesznek a pénziinkhdz egy fix Osszeget, 7500 forintot, ami az eredeti
0sszeg 15%-a;

b) 11%-0s kamatos kamatot fizetnek;

c) az els6 évben 17% kamatot kapunk, majd évente 2%-kal csokken a kamat, mig eléri a 7%-ot, és
ennyit kamatozik az utolsé évben is.

Melyik befektetés a legkedvez&bb?

Megoldas

Az els6 esetben 52 500 Ft a kamat, azaz 102 500 forintunk lett.

A mésodiknal az 6sszeg az eredeti 1,117 = 2,076-szorosa lesz, ami 103 808 Ft.

A harmadik esetben a betett 6sszeg 1,17-1,15- 1,13+ 1,11- 1,09 1,07> = 2,106-szorosa lesz, azaz
105 505 Ft, tehat ez a legjobb.

Megjegyzés
Ha az utols6 évben is 2%-kal csokkenne a kamat, akkor mar a masodik eset a legjobb, de ha csak
6%-ra csokken, hajszallal akkor is a harmadik befektetés nyer.

2. példa

Hany év alatt duplazodik meg évi 5%-os kamat mellett
a) T, =10 000 Ft; b) T, =2 500 000 Ft; c) T, = 1,5 milliard Ft?

Megoldas

TetszGleges T toke esetében n év milva T, = T - 1,05" forintunk lesz, és ennek kell az eredeti t6ke
kétszeresének lennie. Tehat

2T=T-1,05".

T-vel lehet egyszerGsiteni, tehat a megduplazédashoz sziikséges id6 nem fiigg a téke osszegétdl,
csak a kamatlabtol.

Mindkét oldal 10-es alapl logaritmusat véve: n-lg1,05 = Ig2, ahonnan n = 14,2. Ez azt jelenti,
hogy t6kénk a 14. év végén még nem lesz kétszerese az eredetileg betett 6sszegnek, de a 15. év végén
tobb mint kétszerese lesz.

Hany év alatt duplazodik meg 2 500 000 Ft évi
a) 2%-0s; b) 5%-o0s; c¢) 10%-o0s; d) 15%-0s
kamat mellett?

Megoldas

Az egyes kamatlabakhoz tartoz6 kozelitd értékek:

a) 35 év (1,02" = 2 kozelité megoldasa, az el6z6 példa
alapjan);

b) 14,2 év; c) 7,27 év; d) 4,96 év alatt.
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GYUJTOJARADEK

Az emberek — lehetGségeik szerint — takarékoskodni szoktak. A csalad havi jovedelmének egy részét
nem koltik el a mindennapos sziikségletek kielégitésére, hanem késébbi felhasznalasra félreteszik. Tehe-
tik ezt egy konkrét cél érdekében (gépkocsi- vagy hdzvasarlds) vagy a jov6beli vdratlan kiadasok fede-
zésére (temetés, betegség miatti jovedelemkiesés, egy haztartasi gép pétlasa).

[lyen esetekben fontos a rendszeresség. Ha tudjuk, hogy havonta példaul 30 000 Ft-ot tudunk félre-
tenni, akkor maris belekezdhetiink a takarékoskodasba.

Ha 6t éven keresztlil minden hénap elején betesziink a bankba 30 000 Ft-ot, akkor mennyi pénziink
lesz az 6todik év végén? A bank a havonta lekotott pénziinkre minden hénapban 0,1% kamatot fizet.

Megoldas

A bankban elhelyezett pénziink minden hénapban kamatozik. Kiszamitjuk kiilon-kilon az Gsszes
befizetett részlet értékét az 6todik év végén. Ezeket Gsszeadva kapjuk meg a takarékoskodasunk végén
Osszegy!lt pénziinket.

Az elst részlet 5 - 12 = 60 honapon keresztiil kamatozik. A masodik részlet csak 59 honapot és igy
tovabb. Az utolso részlet csak egyetlen hénapot.

Jeloljuk t-vel a havonta befizetett Gsszeget és T-vel a megtakaritasunk végén kapott 6sszeget.

A havi kamat p = 0,1%. A havi kamattényez6 g =1 + 700 80 =1,001.

Felhasznaljuk a kamatoskamat-szamitas alapképletét, ami megadja, hogy mennyit ér a pénziink n db
kamatperiédus eltelte utan.

_ P\ _.

tn—to(] +100) =9,

T=tg® +tq”° +tg>* + ... + tq.

Ez egy mértani sorozat elsé 60 elemének az 6sszege, aminek els6 eleme a, = tg, hanyadosa pedig g.

Az Osszegképlet alapjan:
qf)() —
T=tq q=T

Ezzel az 6sszeggel mar kezdhetiink valamit.

~ 1 856 000 Ft.

A feladat eredményét altalanosithatjuk. Ha n-szer helyeziink el a bankban t Ft-ot minden kamatpe-
riédus elején, akkor az n-edik periédus végén

T =tq- qq__: Ft lesz a szamlankon.
Ittg=1+ P ahol p a kamatperiédusra es6 kamat, g pedig a kamattényezé.

100’
A képletet megtaldljatok a fliggvénytablazatban is.
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5. példa

A 0,1 szazalékos havi kamat hany szdzalékos éves kamatnak felel meg?

Megoldas

A havi kamattényezs g, = 1,001. Ebbdl kiszamithatjuk az éves kamattényez6t.

ge=1,001"=1,01207, ami 1,207%-0s éves kamatnak felel meg.

A banki matematikaban hasznalatos képletekben mindig a kamattényez& szerepel. Ez nagyon hasz-
nos fogalom, hiszen a segitségével egyetlen szorzas elvégzése utan megkapjuk, hogy mennyi pénziink
van egy kamatperiodus eltelte utan a bankban.

6. példa

Evente 1 millié Ft-ot tudunk megspérolni. Mennyi id6 alatt lesz a megtakaritdsaink értéke 10 milli6 Ft,
ha minden év elején betessziik az 1 milli6t a bankba, és ott éves 2% kamatot kapunk?

Megoldas

A gyijtGjaradék képletét ismerjik. Ebbd! kiindulva:

qg"—1
Iv_tqq_‘] /(q_1)
(a-1)=tq(q"=1)  /:(tq)
LG=1) _ .
q =g =1 (=1l
LG=1) | _
q +1=q
Ide beirjuk a mi adatainkat. Az egyszer(iség kedvéért szamolhatunk millié Ft-ban.
10-(1,02-1) _
1,961 =1,02" /1g0)
Mindkét oldal tizes alapi logaritmusat véve, majd n-et kifejezve kapjuk
_ g 1,961
lg1,02 '

ahonnan n = 9.
Ez azt jelenti, hogy a kamatok miatt 9 évig kell takarékoskodni, hogy meglegyen a 10 milli6 Ft.

EVES TORLESZTORESZLET KISZAMITASA. EVEN BELULI TOKESITES

Féléves tGkésités esetében a félév végén és az év végén is jovairjuk a kamatot. llyenkor az éves kamat
felével szamolunk mindkétszer. Havi t6késités esetében egy évben 12-szer irjuk jéva a kamatot, de az

éves kamat ——-ével szamolunk.

12
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Melyik befektetés a legelGnyosebb?

a) A befektetett pénziink évi 21%-ot kamatozik, és évenként t6késitenek.
b) A befektetett pénziink évi 20%-ot kamatozik, és félévenként tGkésitenek.
c) A befektetett pénziink évi 19,5%-ot kamatozik, és havonta tGkésitenek.
d) A befektetett pénziink évi 20%-ot kamatozik, és naponta t6késitenek.

Megoldas

A pénzdsszeg nagysaga év végén az egyes esetekben:

a)121;  b) (1 + oéz )2 =1,21; ¢ (1 + 0/11;5 >12 ~1,2134;  d) (1 + 3625 )365 ~1,2213.

Lathatd, hogy el6nydsebb, ha 19,5%-0s kamat mellett havonta t6késitenek, az évente egyszer téké-
sitett 21%-0s kamatndl. Legel6nydsebb, ha naponta t6késitenek 20%-o0s kamat mellett.

Felmeriilhet a kérdés, hogy ha, mondjuk, percenként t6késitenének 20%-os kamat mellett, akkor
elérjiik-e a 23%-ot. A vdlasz sajnos az, hogy nem.

8. példa

Egymillié forint Osszegli jelzalogkodlcsont vesziink fel 20 évre 15%-os kamatra. Mennyi az évi
torlesztérész, ha évente torlesztiink egy év tiirelmi idével? Minden torlesztGrészlet egy része a kamattor-
lesztés, a tobbi pedig toketorlesztés. Kezdetben sokkal nagyobb rész megy a kamattorlesztésre. Abrazol-
juk grafikonon a két mennyiség valtozasat az id6 fliggvényében!

Megoldas

Ha semmit nem torlesztenénk, akkor a tartozasunk 20 év malva 10°-1,15%° forint lenne.
A visszafizetett 6sszeg mar nem kamatozik (azt a bank djra ki tudja adni hitelként). A torlesztések
miatt a tartozasok osszértéke mashogyan szamithat6, de ugyanennyinek kell lennie.

20

Az évente fizetendd részlet (x) kiszamitasa: 10°-1,15*° = x-(1 + 1,15+ ...+ 1,15") = x-11’11557__1] =
=x- 102,44, ahonnan x = 159 761,5 Ft = 160 000 Ft.

Erdemes itt megkérdezni, vajon hanyadik évben fogja a t6ketorlesztés meghaladni a kamattérlesztést.

A kozel 160 000 forintos torlesztésbdl el6szor mindig a tartozasunk kamatat szamitjak fel, és csak a
maradék forditodik a t&ke torlesztésére. Ezért a kovetkezd évi t6ketartozasunk 6sszege csokken.

Persze az elején nagyon kis mértékben, hiszen egymilli6 forint 15%-0s kamata egy évre 150 000
forint, igy a téketorlesztésre kevesebb, mint tizezer forint jut.

Abrazoljuk a kapott eredményt grafikonon!

év | hiteldllomany kamat hiteltorlesztés év | hitelallomany kamat hiteltorlesztés
1 1000 000,00 | 150 000,00 9761,47 11 801 805,86 120 270,88 39 490,59
2 990 238,53 148 535,78 11 225,69 12 762 315,26 114 347,29 45 414,18
3 | 979012,84 | 146 851,93 12 909,54 13 | 716901,08 | 10753516 | 52226,31
4 966 103,29 144 915,49 14 845,98 14 664 674,77 99 701,22 60 060,25
5 951 257,32 142 688,60 17 072,87 15 604 614,52 90 692,18 69 069,29
6 934 184,44 140 127,67 19 633,80 16 535 545,23 80 331,78 79 429,69
7 914 550,64 137 182,60 22 578,87 17 456 115,54 68 417,33 91 344,14
8 891 971,77 133 795,77 25 965,71 18 364 771,40 54 715,71 105 045,76
9 866 006,06 129 900,91 29 860,56 19 259 725,64 38 958,85 120 802,62
10 836 145,50 125 421,83 34 339,65 20 138 923,02 20 838,45 138 923,02
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A bankok persze nem két tizedesre szamolnak
1 000 000 Ft egyenld Gsszegl éves torlesztése p i

Ft de itt a feladat szempontjabdl elég ez a pontossag,
160 000 1 maga az elszamolds nem fillér-, hanem forintalapd.
120 000 Kolcsontorlesztés

80 000 - Tehat a 16. évben majdnem egyenld a kamat-
és a tOketorlesztés, utoljara ebben az évben volt
40 000 - nagyobb a kamattorlesztés a tGketorlesztésnél.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1,
17234567 8910112131415 16 17 18 19 20 Ev
kamattorlesztés
t6ketorlesztés

BANKI KAMAT, INFLACIO, PENZROMLAS MERTEKE

Mi az inflacié?

Egyszer(i valasz: Az drak széles kor(i emelkedése.

Egy piacgazdasagban a termékek és szolgdltatasok drai sziintelendl valtoznak, bizonyosak nének,
masok csokkennek. Inflaciérdl akkor beszéliink, ha nem csak egy terméknek az dra emelkedik meg,
hanem sokféle arué és szolgaltatdsé egyidejlleg. Ez azt jelenti, hogy ma kevesebbet vasdrolhatunk
100 Ft-ért, mint tegnap. Mas széval az inflacié idével csokkenti a fizetGeszkdz értékét.

Hogyan szamoljuk ki az inflaciot?

Az inflacio kiszamitasanal figyelembe kell venni, hogy milyen termékekre koltjik a pénziinket és azt
is, hogy mib&l mennyit vesziink. Ennek érdekében a statisztikusok dsszedllitanak egy fogyasztéi kosarat,
ami az orszag lakossaganak fogyasztasi szokasait jol tikrozi.

A fogyasztoi kosar tartalmaz napi fogyasztasi cikkeket (élelmiszer, benzin, Gjsag), tartés fogyasztasi
cikkeket (moségép, szamitogép, ruhanemd) és szolgdltatasokat (fodrdsz, telefon, biztositas). Azt is meg-
hatarozzak, hogy az egyes elemek milyen szazalékban képviselik magukat a kosarban.

A fogyasztoi kosar elemei arnovekedésének a sulyozott atlaga adja a fogyasztéiar-indexet vagy az
éves atlagos inflaciot.

Példa az inflaci6 szamitasara

Egy egyszer( fogyasztdi kosarat alkalmazunk. Itt most a stlyozas gy tortént, hogy meghataroztuk,
hogy évente atlagosan mennyit fogyasztanak az emberek az adott termékbdl. (A példa az Eurépai Koz-
ponti Bank hivatalos honlapjan jelent meg.)

DAAas e Ar (bézisév) Ar (1 év mulva) Ar (2 év mulva)
megvasarolt mennyiség | eovséoar | dsszesen egységar | Osszesen egységar | Osszesen
150 vekni kenyér 1,50 € 225 € 1,30 € 195 € 1,60 € 240 €
100 csésze kavé 2,40 € 240 € 2,40 € 240 € 2,15 € 215 €
12 hajvagas 20,00 € 240 € 22,00 € 264 € 23,00 € 276 €
1 télikabat 145,00 € 145 € 176,0 € 176 € 160,00 € 160 €
A kosar teljes dra 850 € 875 € 891 €
Arindex 100,0 102,9 104,8
Inflacios rata 2,9% 1,8%
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Az inflacids ratat altaldban az el6z6 év azonos idGszakahoz viszonyitva adjék meg.

Beszélhetiink személyes inflaciorél, amikor az altalunk vésarolt termékek arvaltozasat vessziik
figyelembe.

Beszélhetlink a magyar lakossag atlagos fogyasztasi szokdasain alapul6 orszagos inflaciorél vagy
éppen az eurddvezetben lakok dtlagos fogyasztasi szokasain alapuld eurédvezeti inflaciordl.

Az inflacié nem feltétleniil rossz a gazdasag szempontjabdél. A kiszamithatéan alacsony inflacié (2%
koriil) kifejezetten j6 novekedésosztonzs.

Az inflacio ellentéte a deflacié, ami az arak széles korl csokkenését jelenti.

Befektetések:
A megtakaritott pénzt tébbféle formdban is be lehet fektetni. A befektetés célja, hogy a megtakaritott
pénz megtartsa az értékét.
. Megtehetjiik, hogy otthon tartjuk egy széfben.
. Betehetjik valamelyik bankba, ahol lekothetjiik egy bizonyos id6re a nagyobb kamat reményében.
. Vasarolhatunk értékpapirt (kdtvény, kincstarjegy, részvény, befektetési jegy stb.)
. Felkereshetiink egy alapkezel6t, ahol a befektetni kivant 6sszeg ismeretében a kockazatmegosztas
segitségével stabilabb hozamot érhetiink el.
. Véasarolhatunk valutat, amellyel az arfolyamvaltozas révén érhetiink el nyereséget.
. Vasarolhatunk ingatlant, melynek forgalmi értéke megvaltozhat, amin esetleg nyerhetiink is.
Természetesen még szamtalan lehet&ségiink van.

DW=

o U1

Ha a befektetett pénziink utan kapott nominalis kamat kisebb, mint az inflacié mértéke, akkor a real-
kamat értéke negativ, tehat az dltalunk befektetett 6sszeg vasarloértéke csokken. Tehat, ha a bank 2%
kamatot ad egyéves lekotésre, és az éves inflacio 3%, akkor ez azt jelenti, hogy ami egy éve 100 Ft-ba
keriilt, azt most 103 Ft-ért vehetjiik meg, de nekiink csak 102 Ft-unk van erre. Amit a bank kifizet, jelen
esetben a 2%, az a nominalis kamat. Ha a nominais kamatbdl kivonjuk az inflaciét, akkor kapjuk a
realkamatot. Ez mutatja, hogy a pénziink vasarléértéke csokkent vagy nétt.

Ha a befektetett pénziink utan kapott nominalis kamat nagyobb, mint az inflacié mértéke, akkor a
realkamat értéke pozitiv, tehdt az dltalunk befektetett 6sszeg vasarléértéke né.

Anna, amig kozépiskolaba jart, minden héten kapott zsebpénzt a sziileitdl. A négy év alatt a masodik
évtdl kezdve az inflacié rendre 5%, 4%, 4,5%. A zsebpénze az els6 évben heti 2000 Ft volt, és hogy az
inflaciét ellenstlyozzak, minden évben megnovelték 100 Ft-tal. Hogyan alakult Anna zsebpénzének a
realértéke a négy év alatt?

Megoldas

Az els6 évet tekintjiik bazisévnek. A masodik évben &t szazalékkal magasabb drakkal kell szamolni.
Viszont a zsebpénz is 5%-kal nétt. Tehat a zsebpénz vasarléereje nem valtozott.
A harmadik évben az arak atlagosan négy szazalékkal néttek a masodikhoz képest. A zsebpénz pedig
< 100
2100
ereje megnott.

)~ 100 = 4,76%-kal nétt. Mivel a zsebpénz nagyobb litemben nétt, mint az inflacié, a vasarlo-

104,76

Egészen pontosan BT

~ 1,0073-szorosdra. Ami azt jelenti, hogy 0,7%-kal tobb arut tudott vasa-

rolni a pénzébdl.

A negyedik évben 4,5% volt az inflaci6, de a zsebpénz novekedése <2120(§)O ) 100 = 4,55%, ami még

mindig magasabb, igaz, csak nagyon minimalis mértékben.
Elmondhatjuk, hogy Anna sziilei gondoskodtak arrél, hogy lanyuk zsebpénzének vasarléereje ne

csokkenjen.
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10. példa

Harom testvér egy altaluk 6rokolt ingatlan eladdsabdl fejenként 10 millié Ft készpénzhez jutott.
Mindharman Ggy gondoltak, hogy a pénzt megtartjdk, és igyekeznek annak befektetése révén redlka-
matra szert tenni.

Imre 6téves Magyar Allampapirt véasarolt, fix évi 5%-o0s kamatozassal. A vasérlas évében 2% volt az
inflacio, és kedvezdnek tlintek a kilatasok a kovetkezd évekre is.

Tamas szintén allampapirt vasarolt, de 6 a prémium vaéltozatot vasdrolta, ami az éves inflacié felett
+1%-0s kamatot biztosit évente. Tamds a biztonsdgra torekszik, azt szeretné, hogy mindenképpen min-
den évben a befektetés redlkamata pozitiv legyen.

Sziszi pedig Ugy dontott, hogy eur6t vasarol, és nyit egy devizaszamlat egy banknal, ahol évi 1%
kamatot tud realizalni.

Hogyan alakultak a befektetések redlkamatai az 6tddik év végén a kezdetekhez képest, ha az éves
inflacié rendre 2%, 2%, 4%, 6%, 7% volt? Sziszi 362 Ft-ért vasarolta az eurdt, és az 6todik év végén
385 Ft-ért tudta volna atvdltani Ft-ra.

Megoldas

Imrének az 6todik év végén 10 - 1,05° = 12,76 milli6 forintja van.

A 10 milli6 Ft-ért megvasarolhaté termékek dra az inflacié kovetkeztében 6t év utan
10-1,02-1,02-1,04-1,06-1,07 =12,27 millié Ft.

12,76
12,27

Ez azt jelenti, hogy Gtéves viszonylatban a pénzéért megvasarolhatd termékek mennyisége =~ 1,04-

szeresére nétt. Ez négy szazalékos realkamat-novekedést jelent.
Tamas szamlajan 6t év malva 10- 1,03 - 1,03 - 1,05 - 1,07 - 1,08 = 12,87 millié Ft van.
fgy & 12,87
12,27
Ez 4,9%-0s novekedést jelent.
10 000 000
362
Ez 6t év alatt 27 624,1 - 1,01° = 29 033,4 eurdra novekedett.
Ha ezt ekkor visszavaltotta volna forintra, akkor 29 033,4 - 385 =~ 11,178 milli6 Ft-ja lenne.
11,178
12,27
Ez 8,9%-0s csokkenés. Ez tlinik messze a legrosszabb eredménynek.

~ 1,049-szeresére novelte a megvasarolhato termékek mennyiségét.

Sziszi =27 624,1 eurdt kapott a pénzéért.

~ 0,911-ed részére csokkent.

Tehat a Sziszi altal megvasarolhat6 aruk mennyisége

PENZUGYI SZAMITASOK II.

11. példa

A Z6ld Bubd Konzervipari Kft. altal gyartott konzervdobozos kukoricanak az elGallitasi koltsége
100 Ft.

Az elGallitasi koltség a kukorica 50 Ft-os és a konzervdoboz 35 Ft-os bekeriilési arabél és tovabbi
15 Ft egyéb koltségbdl tevidik dssze.

A kft. gazdasagi osztalyan a dobozos kukorica kovetkezd évi drazasanak tervezésekor az alapanyag
valtozasat az alabbiak szerint becsiilték meg:
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40% az esélye, hogy a kukorica ara 15%-ot, és 60% az esélye annak, hogy 35%-ot emelkedik, mig

65% az esélye, hogy a konzervdoboz dra 50%-ot, és 35% az esélye, hogy 40%-ot emelkedik.

a) Mi a kukoricakonzerv el@allitasi koltségének varhat6 osszege, ha az el6bb emlitett két alapanya-
gon kivil mas koltségelemek valtozasaval nem kalkulalunk?

b) Mekkora dsszeghen kell a termék nett6 eladasi arat meghatarozni, hogy az arvaltozas legkedve-
z6tlenebb alakulasa esetében is maradjon legalabb 10% haszon?

Megoldas

a) A kukorica és a konzervdoboz aranak varhaté értékét a lehetséges Gj arak stlyozott atlagaként
szamitjuk ki, ahol a stlyok az egyes drakra es6 esélyek lesznek. Tehat a kukorica aranak varhaté értéke

50-(1+0,15)-0,4+50-(1+0,35)-0,6 =63,5 Ft.

A konzervdoboz aranak vérhato értéke

35-(1+0,5-0,65+35-(1+0,4)-0,35=51,275 Ft.

A konzervdobozos kukorica elallitasanak varhaté koltsége tehat 63,5 + 51,275 + 15 = 129,775.

b) A kérdés megvalaszolasahoz ki kell szamolnunk a legkedvez&tlenebb arakat.

Ez a kukorica esetében 50 - 1,35 = 67,5 Ft, mig

a konzervdoboz esetében 35 - 1,5 =52,5 Ft

A legrosszabb esetben az el&allitasi koltség 67,5 + 52,5 + 15 = 135 Ft.

Tehat a termék eladasi arat a 135 Ft 10%-kal novelt 6sszegén, 148,5 Ft-ban kell meghatarozni ahhoz,
hogy az elvart, 10%-os nyereséghdnyad a legrosszabb esetben is meglegyen.

A vallalatok sokszor a legrosszabbra szamitanak, és ez alapjan alakitjdk ki az drakat. Ha mégsem
ez kovetkezik be, legfeljebb némi extra profitra tesznek szert. Ez persze elég veszélyes, mert lehet, hogy
a konkurencia alacsonyabban drazza be a termékét, és ezzel a mi forgalmunkat csokkenti. A feladat a)
részének megolddsaval éppen arra a kérdésre kaptunk valaszt, hogy meddig vehetjiik lejjebb észszer(
keretek kozott, hogy ne szenvedijiink el veszteséget.

12. példa

Agota 100 000 Ft 8sszegli személyi kdlcsont szeretne felvenni 12 hénapos futamidére, és az aldbbi
két ajanlatot kapja:

A hitel: a kdlcson kamata évi 15%, és semmilyen mds dij nincs. A kamatot a futamid6 felénél és a
futamid6 végén kell fizetni, a t6ke és az éves kamat felét az elsé félév végéig kell visszafizetni.
kamatot és a t6két egy sszegben, a futamid6 végén kell megfizetni.

Melyik ajanlat esetén alacsonyabb a THM (teljes hiteldijmutat6)?

Megoldas

Az A hitel esetében a 6 honap utan fizetend6 kamat Osszege

2
w = 3750 Ft, 0sszesen 11 250 Ft.
A B hitel esetében a fizetendd kamat Gsszege 100 000 - 0,1 = 10 000 Ft. A kamat mellé ki kell fizetni
1500 Ft folydsitasi jutalékot és 1000 Ft szerz&déskotési dijat. Igy Gsszesen 12 500 Ft a teljes koltség a
hitelen.
Az A hitel esetén a teljes hiteldijmutatd 11,25%, mig a B hitel esetében 12,5% annak ellenére, hogy
az A hitel kamata joval magasabb volt, mint a B hitelé.

100000-015 _ 7500 Ft, mig a

12. hénap utan fizetend6 kamat
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13. példa

A Risky Zrt. 6 évre szeretne 6 milli6 Ft hitelt felvenni. A szamlavezet6 banktdl két ajanlatot kaptak.

A hitel: A teljes futamid6 alatt minden évben azonos t6kedsszeget kell torleszteni, a 8,05%-0s kamat-
lab az els6 3 évben nem viltozik.

B hitel: Evente 1,3 milli6 forintot kell fizetni, ami tartalmazza a kamat- és a t6ketdrlesztés 6sszegét
is. A 8,05%-o0s kamatldb az els6 3 évben nem valtozik (ez az Un. egyenld [vagy fix] torleszt6részletes
konstrukcio).

a) Melyik hitel kockazatosabb a kamatlabvaltozas lehetGségének szempontjabol?

b) Mennyi kamatot kell fizetni az els6, és mennyit a masodik ajanlat esetén, ha a kamatlab a teljes

futamidd alatt véltozatlan?

Megoldas

a) A kamatldbvaltozas azt a hitelt érintheti kellemetlenebbiil, amelyik esetében a valtozas id6pont-
jaban nagyobb a tSketartozas. A kezdeti t6ketartozas maga a hitel 6sszege. Minden torlesztérészletbdl
le kell vonni az aktualis t6ketartozas kamatat, majd a megmaradt résszel csokkentjiik a t6ketartozast.

Az A hitel esetében a t6ketartozas egyszerlien szamolhatd, hiszen a harmadik év végéig 3 - 1 M Ft
tokét torlesztenek, igy a téketartozas kereken 3 M Ft.

A B hitel esetében:

Az els6 évben 1300 — 6000 - 0,0805 = 817 ezer Ft t6két torlesztiink.

A masodik évben 1300 — (6000 — 817) - 0,0805 = 882,77 ezer Ft t6két torlesztiink.

A harmadik évben 1300 — (6000 — 817 — 882,77) - 0,0805 = 953,83 ezer Ft t6két torlesztlink.

A futamidd els6 3 évében Gsszesen 817 + 882,77 + 953,83 =2 653,6 ezer Ft t6két torlesztiink, igy
a t6ketartozas 3 346,4 ezer Ft.

Ebb6| kovetkezGen a kamatlabvaltozas tekintetében a B hitel a kockazatosabb.

b) Az A hitel esetében Osszesen

6000 - 0,0805 + 5000 - 0,0805 + 4000 - 0,0805 + 3000 - 0,0805 + 2000 - 0,0805 + 1000 - 0,0805 =
= 21000 - 0,0805 = 1 690,5 ezer Ft kamatot kell fizetni.

A B hitel esetében az 6sszesen fizetend6 kamat 6sszege 6 - 1300 — 6000 = 1 800 ezer Ft.

Az egyenl6 tOketorlesztés esetén a futamids els6 felében magasabb a torlesztérészlet, de a konst-
rukcié hamarabb ,dolgozza le” a t6ketartozast, és ennek az lesz az eredménye, hogy a futamidd végéig
Osszesen kevesebb kamatot kell fizetni, mint az egyenl6 torlesztGrészletes konstrukcié esetén. Ennek az
az ara, hogy kezdetben magasabb torlesztérészlettel kell szamolni.

Baldazsnak van egy kis spérolt pénze, és tgy dontott, hogy befekteti. Két lehetdség kozil szeretne
valasztani. Az egyik a Sztar Bank évi 2% kamatot igéré bankbetéte, a masik a DKJ221015 kédjeld disz-
kontkincstarjegy. A Diszkont Kincstarjegy egy olyan — 3, 6 és 12 hénapos futamidej, Gn. rovid lejarati
— értékpapir, amelynél az Allamkincstar a futamidé lejartakor a névértéket fizeti ki, kamatot nem fizet.
A 10 000 Ft névértékl Diszkont Kincstarjegyet Balazs 2022. mdarcius 31-én venné meg 9920 forintért,
lejarata 2022. oktober 15. Balazs kiszamolta a Diszkont Kincstarjegy hozamanak szazalékban kifejezett
értékét, azaz azt, hogy mennyi jovedelemhez jutottunk a befektetési id6szak végén a befektetett pén-
zlinkhoz képest. Melyik befektetést valasztotta?
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Megoldas

A DK] vasarlasa és lejarata kozott eltelt napok szama 198.

Az id6szak hozama (10 000 _ ) 100 = 0,8065%.

9920
Ebbsl éves hozamot (éven beliil) aranyositassal szamolunk, azaz ezt az értéket meg kell
szorozzuk 392 _cal. Az éves hozam 0,8065 - 365 _ 1,49% lesz, ezért Balazs a bankbeté-

198
tet valasztotta.

198

FELADATOK

—
A

forintjuk legyen a gyerek egyetemi tanulmanyaira, ha a kamat 5%?

B -
A
- -

népszaporulat?

Egy erdS él6fakészlete 5000 m’. A mindenkori fadllomdny
3%-kal szaporodik évente. Ritkitjak az erd6t, ezért kétévente a
meglévé dllomany 4%-at kivagjdk. Hany m’ fa lesz az erd6ben
20 év malva?

&
o)
¢

Kinek lesz tobb pénze 8 év milva:
a) annak, aki 1 milli6 forintot tesz takarékba 5%-0s kamatra,

vagy
b) annak, aki 800 000 forintot tesz be 8%-os kamatra?

kozott!

masik bank ajanlatat térképezze fel.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgydjtemény 1. 1107, 1111, 1112, 1115, 1124, 1137.

Idézet

Fogalmak

THM (teljes hiteldij-
mutato);

EBKM (egyesitett
betétikamatlab-
mutato);

kamatos kamat;

évkozi tokésités;
torlesztGrészlet.

Mennyi pénzt kell most félretenni egy Gjsziil6tt szlileinek ahhoz, hogy 18 év mdlva 5 000 000

Egy orszag lakossaga 15 millié, 100 évvel ezel6tt 9 millié volt. Hany %-os az évi atlagos

Nézzetek utana, hogy mi a lényeges kiilonbség az allamkaotvény és a diszkontkincstarjegy

Nézzetek utdna, milyen feltételek mellett lehet kdlcsonhoz jutni az egyes bankoknal! Pré-
baljatok 6sszehasonlitani az egyes ajanlatokat. Erdemes csoportokat kialakitani, és mindenki

[...] De a matematika nem valami tavoli érthetetlenség, amelyhez kiilon ész kéne, ugyanavval az (egy szal)
esziinkkel kozelitiink a regényhez, mint 6hozza. A matematika is a létezéstinkr6l, annak gazdagsagardl ad hirt.

Mindig ugyanarrél beszéliink, hol Flaubert, hol Bolyai, hol Pilinszky, hol Gédel hangjat halljuk.
Ha fiileltink.

(Esterhazy Péter)



MINTEREGEGMETRIA

Korabbi tanulmanyaink soran rendszeresen talalkoztunk térgeometriai problémakkal. A fontosabb
térbeli objektumokat és jellemz&iket mar az altalanos iskoldban megismertiik, de a kdzépiskolaban
is alkalmaztunk térbeli vektorokat vagy trigonometriai szamitasokat. Most rendszerezetten attekintjiik N
7 az alapvets térgeometriai ismereteket, valamint a terilet- és térfogatszdmitdsi modszereket. :

A térgeometriai problémdk altalaban dsszetettek és nehezen szemléltetheték. Eredményes vizsga-
latukhoz sziikségiink lesz a korabban elsajatitott sikgeometriai dsszefliggések (egybevagosag, hason-
l6sag, vektorok, trigonometria) ismeretére.

Székesegyhaz (Braziliavaros, Brazilia), Oscar Niemeyer (1907-2012) brazil épitész alkotasa.

A AT
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A természet bamulatos objektumokkal tolti ki a teret, amelyben éliink. Az emberi
kéz altal emelt mesterséges targyak, az utak, a kozlekedési eszk6zok, az épiiletek és
egyéb mérnoki létesitmények is mindennapjaink részét képezik. Térbeli miivészeti ag
példaul a szobraszat, de a fest6k, fényképészek vagy akar a filmmdivészet mesterei is a
minket korllvevd teret abrazoljdk a sajat eszkozeikkel.

Atudésok a tér alkotéelemeinek egyre kisebb és kisebb épitckockait fedezik fel, ugyan-
akkor a Naprendszer, s6t a vilagegyetem szerkezetét is egyre pontosabban tudjék jelle-
mezni. Mi a kdzépiskolaban csak a legegyszer(ibb térbeli objektumokkal foglalkozunk,
de ezek azok a modellek, amelyek a fels6bb matematikai vizsgalatok alapjaul szolgalnak.

TERELEMEK KOLCSONOS HELYZETE

A legegyszeriibb térelemek a pont, az egyenes és a sik.

Két kiilonboz6 pont egyértelmlien meghatdroz egy egyenest, harom nem egy egyenesen lévé
pont pedig egy sikot a térben.

Ha a harom pont egy e egyenesen van, akkor erre az egyenesre végtelen sok sik illeszthetd. (Eze-
ket a sikokat tgy képzelhetjik el, hogy elGszor felvesziink egy S sikot, mely az e egyenesen dthalad;
majd az e egyenes koriil megforgatva a sikot, S barmelyik elforgatottja megfeleld.)

Egy egyenesre és egy ra nem illeszked6 pontra egyetlen sik illeszkedik.

Kordbban lattuk, hogy a sikban két kiilénb6z6 egyenes vagy metszi egymdst, vagy parhuzamosak.
Térben a helyzet bonyolultabb, konnyen elképzelhetlink két egyenest, amelyek nem parhuzamosak, de
kozos pontjuk sincs.

Két kiilonb6z6 egyenes helyzete haromféle lehet a térben:

— metszhetik egymast;

— lehetnek parhuzamosak;

— lehetnek kitérék: ekkor nincs k6zos pontjuk, de nem is parhuzamosak.

Az elst két eset ,sikgeometriai”, azaz van olyan sik, amely tartalmazza az egyeneseket. A harmadik
esetben ilyen sikot nem talalunk.

Definicio

Két egyenes kitérd, ha nincsenek egy sikban.

Ha e és f parhuzamos egyenesek, akkor eltolhatjuk 6ket — nmagukkal parhuzamosan - Ggy, hogy
képeik egybeessenek. Belathatd, hogy ha az e és f kitér6 egyeneseket egy kdzos sikba toljuk el, akkor a
képeik metszG egyenesek lesznek, azaz pontosan egy kozos pontjuk lesz. (Az eltolas soran az egyenesek
képe az eredeti egyenessel parhuzamos marad.)

Vajon a parhuzamossdg és mer6legesség egyenesekre vonatkozd, sikban megszokott tulajdonsagai

érvényesek maradnak a térben is?
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a) A sikban megszoktuk, hogy ha az e, f, g kiilonb6z6 egyenesekre e f és f || g, akkor e| g is teljesiil.
Igaz-e a térben is az allitas?

b) Hasonl6an, ha sikban az e, f, g kiilonb6z6 egyenesekre e L f és g L f, akkor ell g is teljesiil. Igaz
marad a térben is az allitds?

Megoldas

Az a) pontban megfogalmazott dllitas térben is igaz. Indoklasul ele-

gendd arra gondolnunk, hogy az eltolas az egyeneseket veliik parhu- D c
zamos egyenesekbe transzformalja, és két eltolas egymasutanja is elto- S e
las. (Ugy is fogalmazhatunk, hogy a parhuzamossag tranzitiv relacio.) A== ___ B

A b) pontban megfogalmazott allitas a térben nem all fenn. Tekint- :
siik példaul az dbra szerinti ABCDA’B'C’'D’ kockét. Ebben az AA’ :
egyenesre AB és A'D’ is mer&leges, de AB és A’D’ nem parhuzamosak. :

(Ha az A'D’ egyenest elforgatjuk az AA” tengely koril, akkor az [ c
AA’, valamint A’D” képe tovabbra is mer6leges marad; ellenpéldaként
tehat A’D” helyett mondhattuk volna A’C"t is. Ugyanakkor AB és A’B’ -

parhuzamosak AA’-vel, de ezek az egyenesek specidlis helyzetiiek,
hiszen mind az ABB’A’ sikban vannak.)

Egyenes és sik kolcsonos helyzete a térben haromféle lehet:

—az egyenes illeszkedhet a sikra;

— az egyenes egy pontban metszheti a sikot;

— az egyenesnek és a siknak nincs kdzos pontja, azaz az egyenes és a sik parhuzamosak.

Két kiilonboz6 sik lehet parhuzamos (ekkor nincs k6zos pontjuk), vagy metszhetik egymast. A met-
sz6 sikoknak pontosan egy kozds egyenesiik van, ezt nevezziik a két sik metszésvonalanak.

Vizsgdljuk meg a parhuzamos és meréleges sikok tulajdonségait is!

2. példa

Melyik igaz, melyik hamis az aldbbi allitasok koziil?
a)Haaz S, T, U kiilénb6z6 sikokra S| T és T||U, akkor S|l U.
b)Ha az S, T, U kiilénb6z6 sikokra S L T és U L T, akkor S| U.

Megoldas

a) Az allitas igaz, ismét hivatkozhatunk arra, hogy az eltolas a sikokat veliik parhuzamos sikokba
transzformalja. (Haromnal tobb sikra is kimondhatjuk az allitast.)

b) Az allitas nem igaz. Az el6z6 abra jeloléseit haszndlva legyen példaul a T sik az ABCD, az S sik
a BCC'B’, az U sik pedig az ABB’A’ pontok altal meghatdrozott. Ekkor S és U is mer6leges T-re, de S
és U nem parhuzamosak. (Eppen meréleges helyzetiiek: a hdrom sik paronként meréleges egymadsra.)

Megjegyzés
Ha az U(ABB’A’) sikot az AA” egyenes koril elforgatjuk, akkor az U L T feltétel megmarad, de S és
U hajlasszoge megvaltozik. [Specidlisan az U(ADD’A’) sik parhuzamos az S(BCC'B’) sikkal.]
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3. példa

Harom sik egymashoz viszonyitva tobbféleképpen is elhelyezkedhet a térben.

5 /\

T S \/ ‘\\

\ )

1. abra \/

2. dbra

.
%
5. 4bra

Egyszer( eset, amikor a harom sik parhuzamos (7. abra).

Ha két kiilonbz6 parhuzamos sikot metsziink egy harmadikkal (2. dbra), akkor észrevehetjik, hogy
a keletkezett metszésvonalak parhuzamosak. (Ez abbdl kovetkezik, hogy egyrészt a két metszésvonal
egysikd (mindkett6 az U sikban van), masrészt a metszésvonalaknak nem lehet koz6s pontjuk, mert
S-nek és T-nek sincs kdzos pontja.)

Vajon igaz a fenti allitas megforditasa? Azaz ha az S és T sikokat tgy metszi el egy U sik, hogy a
keletkezett metszésvonalak parhuzamosak, akkor S és T is parhuzamosak?

A 3. abran lathatjuk, hogy a megforditas nem igaz, a harom sikbol barmely kett6 egy-egy parhuza-
mos metszésvonalban metszi egymadst, és semelyik két sik nem parhuzamos. (Eszrevehetjiik, hogy ha
a metszésvonalak irdnyabdl tekintlink a sikokra, akkor a vetiileti abran a képiik egy-egy egyenes lesz, a
metszésvonalak képe pedig egy-egy pont.)

A 4. dbran az U sik egy pontban metszi S és T metszésvonalat, a harom siknak egy k6z6s pontja van.
Ilyen helyzetliek példaul egy tetraéder cstcsaba befutd lapok sikjai.

Az 5. dbra azt a helyzetet mutatja, amikor a harom sik metszésvonala kdzos, azaz végtelen sok k6zos
pontjuk van. (A metszésvonal iranyabol nézve a vetiileti dbra harom, egy ponton atmené egyenes lesz.)
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Megjegyzések

1. Az alakzatok kozos pontjainak szdma alapjan tehetiink néhany egyszerli megallapitast, amelyek
a feladatmegoldas soran fogodzok lehetnek. Példaul ha egy egyenesnek és egy siknak van két k6zos
pontja, akkor az egyenes minden pontja illeszkedik a sikra; vagy ha két siknak van kozds pontja, akkor
végtelen sok kozos pontjuk van.

2. Egyes szakkonyvekben a parhuzamossagot tgy definialjak, hogy az egyenest, illetve a sikot 5nma-
gaval pdrhuzamosnak tekintik (e] e, S|S). Mi nem ezt a definiciét kovetjiik.

TERELEMEK HAJLASSZOGE

Egyenesek és sikok térbeli hajlasszogének a meghatarozdsa nem konny( feladat, a gyakorlatban
maga a mérés végrehajtasa is gyakran nehézségekkel jar. Miel6tt pontositjuk a hajlasszogekkel kapcso-
latos fogalmakat, nézziink egy csapatmunkaban is elvégezhets feladatot!

4. példa

(6ndlléan elvégzendG gyakorlati feladat, projektmunka)

Prébaljatok meghatarozni, milyen magas lehet az iskola legnagyobb tanterme, el6adéterme vagy
szinhazterme! Téglatest alakd terem esetében milyen hosszi a terem alaplapjénak egy atl6ja? Es a test-
atléja? Es mekkora széget zar be a terem testétl6ja a talaj vizszintes sikjaval?

Megoldas

A mérések elvégzésére néhany oOtletet mutatunk.

D’ C’

B’

Ha az dbra szerinti ABCDA'B’'C’'D’ téglatest modellezi a tantermet, akkor a testatlé hosszanak, illetve
a DBD, < = @ hajlasszogének a meghatarozasa tlinik a legnehezebb feladatnak. Azonban a magas-
sagmérés is problémat jelenthet, ha nincs kell6 hosszdsagd létrank, a tavolsagmérések esetében pedig
lehetséges, hogy nem fériink hozza az objektumokhoz.

Ha tudunk kell6 pontossaggal szoget mérni, akkor a testatlé esetében csak az jelenthet nehézséget,
ha a D vagy B ponthoz nem tudunk hozzaférni (vagy nem lathatdk, pl. a D’), mert példaul el6tte all egy
szekrény. Ekkor megvizsgalhatjuk a masik harom testatlét, de ha egyik sem hozzaférhets, akkor mas
modszert kell keresniink. Persze a BD' testatl6 kozvetlen mérése is széba johet, pl. egy kifeszitett kotél-
lel, de a sajat sdlya alatt meghajlik a hosszi kotél, ez is neheziti a pontos mérést.
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Altalaban is igaz, hogy tavolsagmérésekkel kivdlthatjuk a szégmérést, és forditva is — a sz6gméré-
sek és tavolsagmérések sszefliggnek. Ha példaul a BDD’ derékszogli haromszdgben két oldal hosszat
ismerjiik, akkor a megfelel6 szogfliggvénnyel mar kiszamithatjuk a-t.

A 10. osztalyban a Magassdg- és tavolsagmérések a szabadban c. olvasmanyban tobb mérési lehett-
séget is felsoroltunk, most néhany tovabbi &tletet adunk.

AB és AD mérésébdl mar kiszamithaté BD. Ha pedig valamelyik magassag is mérhetd, pl. AA” = DD,
akkor a BDD' haromszogben kiszamithaté BD' és a is. (Természetesen a terem magassagat a fal tetsz6-
leges pontjanal vagy akar a terem belsejében is megmérhetjiik, ha elég hosszu a létrank, és egy fligg6ont
készitiink.)

Ha BD mérése mellett nehézséget jelent a magassagmérés is, akkor egy
tovabbi lehet&ség, hogy a BD szakasz valamely bels6 E pontjabol is megmérjiik a

DED' < = [3 szOget (lasd dbra). Az dbra jeldléseit alkalmazva ekkor tg o = xTa
m
és tg f = % Ha az £B = a tavolsagot megmérjiik, akkor a két egyenletbdl a két
B o
ismeretlen (m, x) mar meghatarozhato. D X 3 2 B

Végezetiil egy tipikus mérési eljarast mutatunk be, amikor csak az AB él hosz-
szat kell megmérniink (tehdt nincs sziikség AD és BD ismeretére sem). Ennek
kiilonb6z6 valtozatait a gyakorlatban srlin hasznaljak.
Megmérjik a DBD' <L = @ és a DAD' <L = y szogeket, valamint az AB tavolsagot. Ekkor felirhatok a
m m
DB DA
latot: DA® + AB” = DB’. A hdrom egyenletbdl a harom ismeretlen mar meghatarozhato.

tga = éstgy = egyenletek, és a harom ismeretlen kdzott a Pitagorasz-tétel ad tovabbi kapcso-

Lattuk, hogy az egyenesek és sikok egymashoz viszonyitva tobbféle helyzetet is felvehetnek a térben.
A hajlasszogeik definidlasa ezért elég aprolékos munka lesz, hiszen minden lehetséges esetet meg kell
vizsgalnunk.

Két parhuzamos egyenes, két parhuzamos sik, valamint parhuzamos egyenes és sik hajlasszogét
0°-nak tekintjik. (Ha az egyenes illeszkedik a sikra, bezart szogiik szintén 0°.)

Két metsz6 egyenes metszéspontjanal két-két egyenld nagysagi csticsszog keletkezik. A két egyenes
szogének ezek kdziil — ha van — a kisebbik szoget tekintjiik; tehat két egyenes szoge legfeljebb 90° lehet.
Ha mind a négy szog egyenl6, azaz 90°, akkor a két egyenes merdleges.

Két kitér6 egyenes hajlasszogét megkaphatjuk, ha az egyeneseket 6nmagukkal parhuzamosan
eltoljuk Ggy, hogy metsszék egymdast. Az igy kapott metsz8 egyenesek szoge lesz a kitéré egyenesek
hajlasszoge. (A hajlasszog allandé; nem fligg attél, hogy mi médon, a tér mely pontjaba toljuk el az
egyeneseket.)

Definicio

Két kitéro egyenes hajlasszogének nevezziik a tér egy tetsz6leges pontjan dtmend, az eredeti
egyenesekkel parhuzamos egyenesek hajlasszogét.

Metsz6 helyzet( sik és egyenes hajlasszogét tobb 1épésben definidljuk, attdl fiiggben, hogy az egye-
nes merGleges a sikra, vagy sem.

Egy, a sikot metsz6 egyenes merGleges a sikra, ha mer6leges a sik minden egyenesére.
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A gyakorlatban persze nem lehet az 6sszes egyenessel vett merd-
legességet ellendrizni. Ha az f egyenes mer&leges az S sikra (az abran
f merGleges a g, g, h egyenesekre), akkor elegends az f és S metszés-
pontjan dtmend egyenesekre teljesiilni a mer6legességi feltételnek; st
az is igazolhat6, hogy mar a metszésponton athaladé két egyenesre
teljesiil6 merGlegesség is elégséges feltétel. (Ha tehdt f mer6leges g-re s
és h-ra, akkor merGleges az S sikra is.) A gyakorlatban dltaldban ezt a
tételt haszndljuk a mer&legesség eldontéséhez.

Két metszG egyenes egyértelmiien meghatarozza a rajuk illeszked6 sikot. Ez alapjan belathatd, hogy az
f L Sfeltételhez mar az is elegendd, ha f merGleges S két metsz6 (de egyébként tetsz&leges) egyenesére.
Ezt a gyakorlatban fontos, a feladatmegolddsok soran jol haszndlhaté tételt kiilon is megfogalmazzuk.

A sikra merdleges egyenes tétele: Egy egyenes akkor és csak akkor meréleges a sikra, ha meréle-
ges annak két metszG egyenesére.

l

Definicio

Ha az e metsz6 egyenes nem merGleges az S sikra, akkor jel6ljik
e’-vel az egyenes merdleges vetiiletét a sikon. A sik és a metszo (de

nem merdleges) egyenes hajlasszogén az egyenesnek és a sikra es6 / 2 /
merdleges vetiiletének hajlasszogét értjiik. AR
Jeloléssel: (e; )<L = (e; e') <. A /

Ha a metszs egyenes nem mer&leges a sikra, akkor meréleges vetii-
lete egyenes; mig ha az egyenes merGleges a sikra, akkor meréGleges
vetiilete egyetlen pont.

Definicio

Végezetiil két metsz6 sik hajlasszogét tgy definialhatjuk, hogy
metszésvonaluk tetsz6leges pontjaban mindkét sikban mer6leges 5
egyenest allitunk a metszésvonalra. Az igy kapott egyenesek szoge
a két sik hajlasszoge.

Az dbran az S és T sikok metszésvonala m, a metszésvonalra allitott
két merGleges s és t; tehat (S, T)<L = (s, t)<L.

5. példa

Az ABCDA'B'C’'D’ téglatest egy cstcsbdl kiindulé éleinek hossza AB =6 cm, AA”=8 cm és
AD =24 cm. (Az AA’, BB’, CC’, DD’ élek merélegesek az ABCD lapra.) Mekkora szoget zar be

a)az AB és a CC’ él; e) a BC’ lapatlé és az ADD’A’ lap;
b)az A’B” él és a BC' lapétlé; f) a BC’ lapatl6 és az ABCD lap;

c) az AC" testatl6 és a CD él; g) az AC' testatl6 és az ABCD sik;
d)az AB’ lapatl6 és a BC' lapatlo; h) az AC’ testatlo és a BCC'B’ sik?
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Megoldas

a) A CC’ él merbleges az ABCD lapra, azaz annak minden egyenesére, igy az AB egyenesre is.
Masképpen: A CC’ egyenest eltoljuk a B csticsba (CC” — BB’), igy a keresett sz6g ABB’<{ = 90°.
b) Az A’B” él merGleges a BCC'B’ lapra, tehdt annak BC” egyenesére is.
Masképpen: Az A’B” egyenest eltoljuk a B csticsba (A'B” — AB), igy a keresett
sz6g ABC’< = 90°. A
c) A CD egyenest eltoljuk az A cstcsba (CD — BA), igy a keresett szog a BAC’
haromszdg A cstcsnal 1évE szoge. AB merGleges BC-re (mert AB merGle- 6 F\

ges a BCC'B’ sikra), ezért egyszer( sikgeometriai feladatot kaptunk (abra):

tg(BAC'X) = ?L\CB BC’" meghatdrozhat6 a BCC’ derékszogli haromszoghdl,

Pitagorasz tételével: D’
BC? = BC* + CC? = 24> + 8* = 640, ebbdl BC' = Y640 (cm). Tehat ] .
/[

tg(BAC' <) = Y640 s innen BACY ~ 76,7°. o+ o
d) BCt eltoljuk az A cstcsba (BC"— AD’), igy a B’AD” haromszog A-ndl 1évé 4

szOge a kérdés (dbra). A harom oldal hosszat Pitagorasz tételébd| kiszamithat- A W A @

juk. AB' = v AB*+ BB? = /6> + 82 =10 (cm); AD’ = BC' = Y640 (cm); ,

végill BD' = VAB?+ AD? = V6> + 24> = /612 (cm). Z

Ha adott a haromszog harom oldala, a koszinusztétellel meghatarozhatjuk

a szogeit.

A B'D”=AB” + AD” —2 - AB" - AD’ - cos(B’AD’<) egyenletbdl

ATy AB” + AD” — B'D” _ 100+ 640 — 612
cos(B'AD'X) = : 2 ~ 0,253,
( ) 2-AB"-AD 2-10-/640
sinnen B'’AD’< = 75,3°.

e) Mivel BCC'B"és ADD'A’ lapok parhuzamosak, és BC'illeszkedik a BCC'B’

lapra, igy BC" és ADD’A" is parhuzamos. (Bezart szogiik 0°.) V640 V612
f) Az egyenes és sik hajlasszogének a definiciéjat alkalmazzuk. BC’

mersleges vetiilete az ABCD sikon BC, ezért a keresett szég C'BCL.

A C’BC derékszogli haromszogben tg(C'BCX) = % % —, ebbdl
C'BCY ~ 18,4°, AT
g) Az AC  testatlo vetlilete az ABCD sikon AC, az (AC’, AC) < pedig az ACC” derék-
szogli haromszog segitségével hatdrozhaté meg. Az ABC derékszogl héromszég-
ben AC=vAB + BC* = V6> + 24 = V612 (cm), tg(C'ACL)=EE =8 0,323, innen

C'AC =~ 17,9°. ac V612

h) Az AC” testatlé és a BCC'B’ sik hajlasszoge megegyezik az AC'B szbggel. Ez a ¢) feladatban kiszamolt
BAC’ szbg potszoge, azaz =~ 90° — 76,7° = 13,3°.

6. példa

Az el6z6 példaban szerepl6 ABCDA'B'C’'D’ téglatestet elmetssziik egy olyan S sikkal, amelyik atha-
lad a C" és D’ csticson, valamint a BB’ él F felezGpontjan. Mekkora szoget zar be az S metsz6 sik a
téglatest lapjaival?
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Megoldas

Az S és a CDD’'C’ sikok metszésvonala C'D’. Mivel az ABB’A’ lap parhu-
zamos a DCC'D’ lappal, S az ABB’A’ sikot C'D’-vel parhuzamos egyenesben

D
4 ¢ metszi. Jeloljik C-vel az AA” él felezGpontjat, ekkor S a téglatestet a GFC'D’
g ! téglalapban metszi.
Y / : Ha a C'D’él irdnyt oldalnézetbdl vizsgaljuk a téglatestet, akkor az S sik képe
% B az FC’ egyenes, az ABB’A’ sik képe a BB’ egyenes, valamint az A’B’C'D’ sik
y D képe a B'C’ egyenes lesz.
Gk 1 ¢ Igy az S és A’‘B'C’D’ sikok hajlasszoge kdzvetlendl leolvashaté a sikbeli abra-
rél: mivel a két sik C'D” metszésvonala mer6leges az abra sikjara, FC'B” az
egyik keresett szog. (Es persze ugyanekkora az ABCD és S sikok hajlasszoge is,
A ’
b mert ABCD és A'B’C’'D’ parhuzamosak.) tg(B'C'F<L) = % = % = %, innen
B'C'F =~ 9,5°.
p IR o o . Fogalmak
B oD Az S és ABB’A’ sikok haJlaészoge ,en,nek“ POtSZO8€, | itérs egyenesek;
’ ’ azaz = 80,5°. (Ugyanekkora S és DCC'D’ szbge is.) metszésvonal
GF S Végil S a BCC'B” (valamint ADD’A’) sikra merGle-  egyenesek haj-
ges, hiszen vetiilete ezen sikon az FC’ egyenes. lasszoge;
AB cD egyenes és sik haj-
lasszoge;
két sik hajlasszoge;
sikra mer&leges
egyenes tétele.
FELADATOK i

n K1 a) Hany egyenest és hany sikot hatarozhat meg négy pont a térben?
E1 b) Oldjuk meg a feladatot 6t pont esetében is!
2. K1

Hany részre osztja a teret egy téglatest hat lapjanak a sikja?

W2 2 A talajhoz képest milyen magasan van egy toronyhéz ablaka, ha az ablak alja 80 méter tévolsaghdl
kb. 14°-o0s emelkedési szogben latszik?
b) A talajhoz képest milyen magasan van egy toronyhdz ablaka, ha az ablak alja egy adott tavolsaghdl
kb. 20°-0s, mig 20 méterrel kdzelebbrsl mérve kb. 29°-os emelkedési szogben latszik?
c) A toronyhaz egyik oldalara egy nagy méretdi, téglalap alaki plakatot feszitettek ki. Mekkora a plakat
magassaga, ha 56 méter tavolsagbdl a plakat alja 15°-o0s, a plakat teteje pedig 17,5°-0s emelkedési
szbgben latszik?

m Az ABCDA'B'C’'D’ téglatestben az AA’, BB, CC’, DD’ élek merGlegesek az ABCD alapra. A téglatest
egy csticsbdl kiindulé éleinek hossza AB =10 cm, AA”= 8 cm és AD = 12 cm. Mekkora szdget zar be
az AC’ testatld
a)a DD’ éllel; b)a DC’ lapatléval; c)a DCC’D’ sikkal; d)a D'C lapatléval?
5. k2 FE el6z6 feladatban szerepl6 ABCDA'B’'C’D’ téglatestet elmetssziik egy olyan S sikkal, amely athalad
a C és C’ csticson, valamint az ADD'A” lap F kdzéppontjan.
a) Mekkora szoget zar be az S sik a téglatest lapjaival?
b) Mekkora szbget zar be az S sik a téglatest A csticsbdl kiindulé éleivel?
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Az ABCD négyzet alapu, E cstcst egyenes gula alapélei 10 cm, oldalélei 13 cm hosszuak.
a) Mekkora szbget zarnak be egymdssal az oldalélek?

b) Mekkora szoget zarnak be az oldalélek az ABCD alaplappal?

c) Mekkora szoget zarnak be az oldallapok az ABCD alaplappal?

6. K2

7 K1 Igaz vagy hamis a kovetkezé két allitas?
. a) Ha az a egyenes mer6leges az S sikbeli b és c egyenesekre, akkor mer6leges az S sikra is.

b)Ha az a és b egyenesek parhuzamosak, akkor az S sikra es6 vetiileteik is parhuzamosak.

Az e egyenes és az S sik hajlasszoge @. Mutassuk meg, hogy az S sik barmely f egyenesére e
és f szOge nagyobb vagy egyenl6, mint !

Adjunk meg a tér egy pontjabdl kiindulé

K1 a) 3; K2 b)4; E1 ¢)5
félegyenest Ggy, hogy koziilik barmelyik ketté ugyanakkora szbget zarjon bel!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytjtemény IlI. 1586-1608.

17. TERELEMEK TAVOLSAGA

A sikgeometriai tanulmanyaink soran mar taldlkoztunk a tavolsag fogalmaval.

— Két pont tavolsaga alatt az 6ket 6sszekots szakasz hosszat értettiik;

— pont és egy rajta at nem haladé egyenes tavolsaga a pontbdl az egyenesre merdlegesen dllitott
szakasz hossza;

végiil két parhuzamos egyenes tavolsagat annak a szakasznak a hosszaként értelmeztiik, ame-
lyet az egyik egyenes valamely (tetszGleges) pontjabdl a masik egyenesre mer6legesen bocsa-
tottunk. (Vagy elegansan azt is mondhattuk volna, hogy két parhuzamos egyenes tavolsaga
megegyezik az egyiken 1évG tetszGleges pont és a masik egyenes tavolsagaval. Ekkor a defini-
ciét visszavezettiik pont és egyenes tavolsaganak — mar ismert — meghatdrozasara.)

Két tetsz6leges ponthalmaz, A és B tavolsagat dgy értelmeztik, hogy a két halmaz pontjait minden
lehetséges mddon Osszekotottiik, és a kapott szakaszok koziil a legrovidebb hosszat tekintettiik A és B
tavolsaganak. [A tavolsag jelolése: d(A; B).] Ennek megfelel6en mondtuk ki a fenti tavolsagdefinicidkat

is, és ezt az altalanos meghatarozast alkalmazzuk a térben is.
P

Megjegyzés ,”7?
Sajnos a tavolsag fenti definiciéja nem mindig hasznéalhaté. llyen e
-, I'
I
I

7,
4

R4 /

médon példaul az abran lathaté AB nyilt szakasz (a végpontok nem R

tartoznak a szakaszhoz) és a P pont tavolsaga sem hatarozhaté meg. RV
2 . s . oy o e . 7

Ekkor AB bels6 pontjai és a P pontot 6sszekotd szakaszok kdzott nincs T .

legrovidebb. Ilyen ponthalmazok esetében a tavolsagfogalom alta- . !

o—e—+6—0

[anositasara van szlikség, ami magasabb matematikai eszkozokkel A B

adhaté meg.
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Ha két alakzatnak van kozds pontja, akkor tavolsaguk értelemszer(ien 0. A tovabbiakban elegend6
tehdt a kozos pont nélkili térelemek tavolsagat meghataroznunk.

Pont és rajta at nem haladé sik tavolsagan a pont sikon levé mer&leges vetiiletének és a pontnak
a tavolsagat értjik.

Sik és vele parhuzamos egyenes tavolsaga megegyezik az egyenes egy (tetsz6leges) pontjanak és
a stknak a tavolsagaval.

Végiil két parhuzamos sik tavolsagan az egyik sik (tetsz6leges) pontjanak és a masik siknak a
tavolsagat értjik.

Ezek a definiciok elég szemléletesek, a kordbban két ponthalmazra kimondott
A f ~ , . s e . , . . , s P4
/ tavolsagdefiniciok kovetkezményei. Kissé nehezebb lesz a dolgunk két kitéré egye-
I ' nes tavolsdgdnak a meghatarozasaval. A kovetkez6képpen jarhatunk el.

Legyen e és f a két kitérs egyenes. Vegyiink fel egy e egyenest tartalmazé S sikot,
és ezt forgassuk az e egyenes mint tengely koril. Az S sik elforgatottjai kozott bizto-
san lesz egy olyan S’ sik, amely parhuzamos az f egyenessel (és mivel e és f kitérd
egyenesek, pontosan egy ilyen sik lesz). Vegyik fel az f egyenest tartalmazo, S'-vel
parhuzamos T sikot; ekkor az e és f egyenes a parhuzamos S’ és T sikokban levg,
egymassal nem parhuzamos egyenesekként képzelhetSk el.

Az e és ftavolsagat az S” és T sikok tavolsagaként definialhatjuk, de ez a tavol-
feltilnézet sag masképp is elGallithat6. Ha példaul az S’ sikra mer&leges vetitést alkalmazunk,

akkor az f-nek egyetlen olyan A pontja lesz, amely képe az e egyenesre kerdl. (Az
abran A képét B-vel jeloltiik; a vetités iranyabdl torténd ,feliiinézetb6l” tehat A és B egybeesik.) Ez az
AB szakasz mer6leges az S’ és T sikokra, tehat merGleges az e és f egyenesekre is. Azaz AB megadja a
keresett tavolsagot: d(A, B) = d(§’, T) = dl(e, f).

Két kitérG egyenes tavolsagan annak a szakasznak a hosszisagat értjiik, amely a két kitér6 egye-

nest metszd és mindkettére merdleges egyenesen, a két kitéré egyenes kozott van.
Ezt az egyenest a két kitérd egyenes normaltranszverzalisanak nevezziik.

A d(A, B) mellett mas jel6lések is elfogadottak. Példaul AB jelentheti az A és B tavolsaga mellett az
A és B pontokon atmené egyenest, az AB szakaszt, vagy ennek hosszat is. (Ha hangsulyozni kivanjuk,
hogy a szakasz hosszarél van sz6, alkalmazhatjuk az AB alakot is.) A tébbféle jelolés altaldban nem
okoz gondot, a szovegkdrnyezetbl azonosithatéd a konkrét jelentés.

Gyakorlasképpen az el6z6 lecke példajaban szerepld téglatestben meghatarozunk néhany térelem
kozotti tavolsagot. (Felhasznalhatjuk a kordbban kiszamolt értékeket is.)

1. példa

Az ABCDA’B'C'D’ téglatest egy cslicsbol kiindul6 éleinek hossza AB=6 cm, AA"=8 cm és
AD =24 cm. (Az AA’, BB’, CC’, DD’ élek mer&legesek az ABCD alapra.) Mekkora a tavolsaga

a) az A és C’ pontoknak; e) a B pontnak és az AA'C’ siknak;
b)a C" pontnak és az AB élnek; f) a BB” élnek és az AA'C’ siknak;
c) a D" pontnak és az AB” lapatlénak; g) az ADD’ és A’C'C sikoknak?

d)az AA’ és BC’ egyeneseknek;
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Megoldas

a) Az ACC’ derékszogli hdromszdgben AC™? = AC* + CC”, az ABC derék-
szogli haromszdgben pedig AC* = AB® + BC”. A két egyenletbdl
AC™ = AB? + BC> + CC™, s igy

AC' = V6% + 24° + 8° = 26 (cm).

Megjegyzés

A kapott AC”* = AB* + BC* + CC"” alak segitségével altaldban is megha-
tarozhato két térbeli pont tavolsaga. Az Gsszefliggést néha térbeli Pitagorasz-
tételnek is nevezik, arra utalva, hogy az egyenletet két Pitagorasz-tétel
Osszekapcsolasaval kapjuk.

b) ABC” derékszogli haromszog (B<L = 90°), mert AB mer6leges a BCC'B’ A

sikra. A C” pont és az AB él tavolsaga tehat megegyezik a BC’ szakasz %
hosszaval. 6
BC' = VAC?— AB? = /267 — 62 = /640 (cm). B ¢

c) A D’ pont és az AB’ lapatlé tavolsaga az AB’D’ haromszog D’ cstcsabdl
hizott D'E = m magassagaval egyezik meg. A haromszog oldalait mar
meghataroztuk az el6z6 leckében: AB” = 10 cm, B'D’ = v612 (cm) és
AD’" = v640 (cm), s szintén itt kiszamoltuk, hogy B’AD’< = 75,3°.
lgy az AED’ derékszdg(i hdromszdgbdl sin (B'AD ) = %, s innen
m =AD" sin(B’AD’<X) = v640 - sin 75,3° = 24,47 (cm).

d) Az AA” és BC’ egyenesek egy-egy parhuzamos sikra illeszkednek, az ADD’A’ V640 V612
és BCC'B’ sikokra. Igy a két egyenes tavolsaga megegyezik a két sik tavol-
sagaval, azaz AB = 6 cm-rel. (Ekkora az AA” és BC’ szakaszok tavolsaga is.)

e) A téglatestet az AA'C” sik az AA'C'C téglalapban metszi. A metsz6 sikra A
merGleges az ABCD lap, igy ha B-b6l mer6legest bocsatunk az ACC’A”
metszG sikra, ennek hossza megegyezik az ABC haromszog B-bdl hizott BF 10 £
magassagaval.

Az ABC derékszog(i haromszogben AC = v AB? + BC? = V612 (cm). A ha- D’ c

_ AB-BC _ AC-BF ;

2 2 7 g

AB-BC _ 6-24 _ 5 g (cm). A :

romszog teriiletét kétféleképpen is felirhatjuk: ¢

innen BF =

&

AC V612
f) A BB" él és az AA'C'C sik parhuzamos (mindkett6 merSleges az ABCD | | 12
lapra), ezért tavolsaguk megegyezik a B pont és az AA'C'C sik tavolsagaval. AT =
Ezt pedig épp most szamitottuk ki: k-
d(AA'C’C, BB) = d(AA'C'C, B) = 5,82 (cm). =

Megjegyzés AT

Az ABCD sikra merGleges iranybdl (az dbra szerinti fellilnézetbdl) tekintve, B V612
az AA'C'C sik képe az AC egyenes, a BB’ egyenes képe pedig a B pont. Igy 6l

a BF szakasz kozvetlenil, valodi hosszisagaban megadja a BB’ egyenes és B
az AA'C'C sik tavolsagat.

g) Az ADD’A’ és A'C'CA sikok kozods metszésvonala AA’, igy a két sik tavolsaga 0.
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Panni és Pisti az orszagut egyik oldaldn egy tavoli templomtornyot vett észre. Ugy gondoltak, a gya-
korlatban is alkalmazzak a szogfliggvényekrdl tanultakat, és megprobaljdk meghatarozni, korilbeldl
milyen tavol lehetnek a templomtdl, és mekkora lehet a templom magassaga.

ElsG lépésként megmérték, hogy a torony az orszagithoz képest mekkora szdgben latszik. Gondolat-
ban 6sszekototték sajat helyzetiiket és a torony aljat egy egyenessel, s ennek az egyenesnek az orszag-
attal bezart szogére kozelit6leg 52°-ot kaptak.

Ezutan megmérték, hogy a foldfelszinhez képest a torony mekkora emelkedési szogben latszik.
A gondos mérés eredménye kozelitSleg 8°-nak adédott.

Az egyenes Uton tovabbhaladtak 100 1épést, folyamatosan kozelitve a templomhoz, s ekkor Gjra
megmeérték az emelkedési szoget. Az Gj helyzetiikbdl a torony kb. 10°-0s emelkedési szogben latszott.

Meg lehet-e ezekbdl az adatokbdl hatarozni, hogy milyen magas a torony?

Szamitsuk ki azt is, mekkora volt Panni és Pisti tavolsdga a templomtdl az elsé méréskor, illetve hogy
milyen messze volt a torony az egyenes orszaguttol!

Megoldas

A feladatot el6szor modellezziik. Jelolje A a torony aljat, B a tetejét, az els6 és a masodik mérési
helyet C, illetve D. A mérési szogeket BCA<L = @, BDA<X = f és ACD<L = y mddon jeldlhetjik; vala-
mint legyen a templom magassaga AB =m, és CD = a, AC =, és AD = b (dbra).

A terepet siknak tekintjik; a modell igy olyan haromszog alapd gila,
amelynek AB alkotdja egydttal a testmagassag is. A konkrét szamadatok:
a=8° [ =10°y=52°a=100 |lépés.

1

A CAB derékszogli haromszdghdl ¢ = m- Ta a DAB derékszogl
haromszogh6l b = m- tg17 A CDA haromszog két oldalat tehat egyel6re

m fliggvényében ismerjiik. A CD oldal, valamint y ismeretében azonban
felirhatjuk a koszinusztételt a haromszdgben; ebben az egyenletben csak
az m lesz az ismeretlen, igy meghatarozhaté.

A térgeometriai probléma tehat sikgeometriai feladatta egyszerlisodott.

lrjuk fel tehdt a koszinusztételt a CDA haromszégben! Ez alapjan

AB b*=a"+c*—2-a- c- cos 7, helyettesités utan
m- =2+ —2.am L cosy.
tg’ B tg’ tga 4
Az egyenletet redukaljuk:
2 1 1 1 2
m- - — —2-a-m-——-cosy+a =0.
<tg2a tg2,8> tg @

Az egylitthatok elég ,cstinya” szamok, a tovabbiakban kozelits értékek-
kel dolgozunk.

A szamadatokat (@ = 8°, f = 10°, y = 52°, a = 100 [épés) helyettesitjiik:
m*- 18,47 — 876,13 - m + 10 000 = 0.
Az egyenlet diszkrimindnsa
D =876,132 — 4- 18,47 - 10 000 ~ 28 803,78, megoldasai
_ 876,13+169,72 _ . _ 87613 169,72 _
m, = 36,94 ~ 28,31, illetve m, 36,94 = 19,12

A templomtorony lehetséges magassaga tehat kozelitéleg 28 vagy 19 [épés.
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Mindkét érték redlisnak tlinik, elfogadhatd. Egy 1épés hosszat 75 cm-nek becsiilve a nagyobb szam-
érték is 21 m korili, ami egy hatemeletes haz magassaga. Vannak hasonlé magassagt templomtornyok.

Kérdés, hogy valamilyen tovabbi feltétel nem zarja-e ki az egyik esetet. Példaul a feladat sz6vege
szerint Panni és Pisti folyamatosan kozelit a templomhoz, emiatt CDA <. tompaszdg.

122014, ésc,=m,- t 18 ~ 136,0, azaz kb. 201 vagy 136 lépés
g

A c tavolsagra ¢, = m, -
80 o

tavolsag adodik.
Bar nem kérdezte a feladat, szamitsuk ki a b oldal hosszat is a két esetben, és ellendrizziik, hogy

CDA<L > 90° teljesiil-e!

1

Az els6 esetben b, = m,- ~160,6. A CDA szoget kifejezhetjiik a koszinusztételbdl:

tg 10°
2 2 2
cos CDAS = L —;1$866 1_6301 = —0,148, innen CDA<L =~ 98,5°. Ez tompaszog, tehat megfelelS.
A masodik esetben b, = m, 1~ 108,4. Ekkor viszont cos CDA< =

tg 10° Fogalmak

N 100% + 108,4% — 136° tavolsag

~ 0,15, pozitiv szam; igy CDA<L < 90°, vagyis ez az eredmény

2-100-108,4 (térelemeké);
nem felel meg a feltételeknek. normaltranszver-
Végll az orszagit és atemplom h tavolsagata h=c, - sin y 6sszefliggésb6l szamithatjuk ki. ) Zall.'s? ]
c,-siny = 158,7, a keresett tavolsag kb. 159 |épés. tertt)?tllPutagorasz-
Eredmények: A templomtorony magassaga 28 [épés, Panni és Pisti kezdeti tavolsaga a i
templomtol 201 1épés, és az orszaglt és a templom tavolsaga 159 |épés.
FELADATOK
1 Legfeljebb hany pontot adhatunk meg a térben Ggy, hogy barmely két pont tavolsdga egység-

nyi legyen?

Az A, B, C pontok nem esnek egy egyenesbe. Hany olyan sik van, amely az adott A, B, C
pontok mindegyikétdl egyenls tavolsagra halad, és nem parhuzamos az ABC sikkal?

a E
N

Az ABCDA’B’C’'D’ téglatestben az AA’, BB’, CC’, DD’ élek merGlegesek az ABCD alapra.
A téglatest egy csticsbdl kiindulé éleinek hossza AB = 10 cm, AA” =8 cm és AD = 12 cm.
Jeloljiik H-val az AA” él felez6pontjat. Mekkorak az aldbbi pont, egyenes és sik tavolsagok?
a) d(H, C; c) d(H, BCY; e) d(H D’, BCC));

b) d(H, BO); d) d(H D’, ABO); f) d(H D’, BC).

3. K2

Az el6z6 feladatban szerepl6 ABCDA'B'C'D’ téglatestet elmetsszlik egy olyan S sikkal, ame-
lyik athalad a C és C’ csticson, valamint az ADD’A” lap F kdzéppontjan.

K2 a) Mekkora a téglatest csticsainak és az S siknak a tavolsaga?

K2 b) Mekkora a téglatest A cstcsbol kiinduld élegyeneseinek és az S siknak a tavolsaga?

K1 c) Mekkora F és a téglatest csticsainak a tavolsaga?

K1 d) Mekkora F és a téglatest tobbi lapkozéppontjanak a tavolsaga?
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5. K2 (Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2011.)

Az

juk. A vasalédeszka a padléval parhuzamos. Az egyik tartérid

114 cm hosszd.

a) Hany cm a masik tartérdd hossza?

b) Hany cm magasan van a padléhoz képest a vasaléfeliilet, ha
a vasalédeszka 3 cm vastag?

m Mekkora a 10 cm oldalél{i szabalyos tetraéder két kitéré élének

tavolsaga? (A szabalyos tetraéder minden éle egyenl6 hosszu.)

7. K2 -
tég

vasalofeliilet

abran egy vasalddeszka tartészerkezetének méreteit lathat-

//////

Jeloljik H-val és C-vel a 3. feladatban szerepl6 ABCDA'B'C’'D’

latest AA’, illetve C'D’ élének felezGpontjat. Mekkora szoget

zar be EG
a) a BB’ éllel; b)a BC’ lapatléval; c)a CDD’C’ sikkal?
d) Mekkora a HG egyenes és a C” cslics tavolsaga?

m Adott a térben négy pont, A, B, C, D Ugy, hogy semelyik harom pont nincs egy egyenesen. Hany olyan

sik

van, amelytdl a négy pont ugyanakkora tavolsagra van?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytjtemény Ill. 1609-1675.

f

Hogyan oldjunk meg térgeometria-feladatokat? (Néhany jé tandcs.)

Az els6 két lecke példaibdl lathatjuk, hogy igen nehéz a térbeli alakzatokrél sikbeli dbrat készi-
teni, vagy nehéz akar csak szemléltetni is a testeket. (Elképzelni 6ket pedig még nehezebb, sze-
rencsére a térlatas gyakorlassal fejleszthetd.) Ezért nagyon fontos a definiciok ismerete, megér-
tése. Ha példaul egy bonyolult feladatban kiilsé ponton at olyan egyenest hiizunk, amely nem
parhuzamos egy adott sikkal, akkor — a definiciék alapjan — tudjuk, hogy az egyenes metszeni
fogja a sikot. Fs azt is tudjuk, hogy pontosan egy pontban metszi; s ez még akkor is igaz, ha nem
Jlatjuk”, vagy nem tudjuk abrazolni a metszetiiket. Vagy két parhuzamos egyenes tavolsaga kény-
nyen szemléltethet6 a kozos sikjukban; de ha a térben két kitér6 egyenes tavolsaga a kérdés — itt
mar inkdbb a definiciéra kell tdamaszkodnunk.

A térbeli problémakat igyekezniink kell tehat sikbeli feladatokra visszavezetni, de ez néha csak
tbb lépésben lehetséges. Erdemes ezért a megfeleld sikmetszeteket kiilon megrajzolni, ezzel is hang-
stilyozni, hogy a feladat ett6l kezdve ,csak” sikgeometriai jellegl. Es ha valaki nehezebben It a tér-
ben, akkor megteheti — ha sziikséges —, hogy minden egyes 1épéshez kiilon-kiilon sikbeli abrat rajzol.

A sikgeometriai kiemelésen kiviil vannak még mas eljarasok is (abrdzolé geometriai médsze-
rek, analég feladatok alkalmazasa stb.), de egyik sem poétolja a sikgeometriai eszkozok készség-
szintli haszndlatat. Az eredményes térgeometriai feladatmegoldasokhoz sziikség van az elemi
geometriai, a vektorgeometriai és a trigonometriai ismeretekre.

\N

\

g
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A felszin- és térfogatszamitasi eljardsok attekintése el6tt a keriilet- és teriiletszamitassal kapcsolatos
ismereteinket rendszerezzik.

Barmely két tetsz6leges A és B ponthoz hozzarendelhetiink egy d(A; B) nemnegativ valés szamot,
a pontok tavolsagat. A tavolsag mér6szama nemnegativ val6s szam, és teljesiti az alabbi feltételeket:
1. Ha A és B megegyezik, akkor d(A; B) = d(A; A) = 0.
2. d(A; B) = d(B; A).
3. Harom pont esetében a kozottiik fellép6 harom tavolsag kozil barmely kett6 6sszege legaldbb
akkora, mint a harmadik tavolsag. Formulaval: d(A; B) + d(B; C) = d(A; C), s hasonlé igaz a
masik két esetben is.

Az elsG feltételt természetesnek érezziik, csakdgy, mint a masodikat, ami annak a megfogalmazasa,
hogy a tavolsdg szimmetrikus relacié. A harmadik feltétel a jol ismert hdromszdg-egyenlGtlenség; itt
példaul a d(A; B) + d(B; C) = d(A; C) egyenlGség csak akkor teljesiilhet, ha A, B, C egy egyenesen van
agy, hogy B az A és C pontok kozé esik.

Az egységszakasz rogzitése utdn az AB szakasz hossza d(A; B) szamértéke, igy a sokszogek kertilete
az Gket hatdrolé szakaszok hosszanak 6sszege. Sajnos gorbe vonall alakzat keriilete csak bonyolult
médszerekkel hatarozhaté meg. Ennek sordn a gorbe ivhosszat egyre rovidebb, egyre jobban ,simulé”
egyenes szakaszok 0sszegével prébéljuk kozeliteni, de az ehhez sziikséges er6sebb matematikai eszko-
z6kkel mi nem foglalkozunk.

Megjegyzés

A fenti feltételeknek eleget téve mas tavolsagfogalmat is kidolgozhatunk. Célszer(iségi okokbdl el6-
fordulhat, hogy a tavolsagokat iranyitjuk, azaz negativ értéklek is lehetnek. Ezeket elGjeles tavolsagnak
nevezziik. Példaul a derékszogli koordinata-rendszer pontjainak koordinatdit definialhatjuk el6jeles
tavolsagként.

A TERULET

A sokszogek terliletfogalmat hasonlé elvek alapjan formalizalhatjuk.

Barmely sikbeli A sokszdghoz hozzarendelhetlink egy t(A) pozitiv valés szamot, a sokszog terii-
letét. A hozzarendelés tulajdonsagai:
1. Egybevag6 sikidomok teriilete egyenld. [Ha A = B, akkor t(A) = t(B).]
2. Ha egy sokszoget két sokszbdgre bontunk, akkor ezek teriiletének az 6sszege megegyezik az
eredeti sokszog teriiletével.
3. Megallapodunk abban, hogy az egységnyi oldald négyzet teriilete legyen 1 teriiletegység.

A tulajdonsagokat ismét természetesnek érezziik, csak néhdny megjegyzést tesziink veliik kapcso-
latban.

A felbontast a kapott részsokszogek barmelyikével, tetszélegesen sokdig folytathatjuk. Ezért (2)-nél
tobb is igaz: ha a sokszoget véges szami sokszdgre bontjuk, akkor az egyes sokszogek terileteinek
Osszege megegyezik az eredeti sokszog teriiletével.
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Az allitas forditott irdnyban is teljesiil: ha két (vagy véges sok) sokszoget egyesitiink, az igy kapott
sokszdg teriilete az eredeti sokszogek teriiletének 6sszegével egyenld. (Persze vigyazni kell arra, hogy a
sokszbgek ne fedjék egymast az egyesitéskor.)

Végil megjegyezziik, hogy az S alakzat (pl. egy ABCD négyszog) teriiletére tobbféle jellés is elfo-
gadott, példaul

t(S) = TAABCD) = T,5cp, stb.

SOKSZOGEK TERULETE

Az a és b oldali téglalap teriilete ¢ = ab. (Specidlisan az a oldali négyzet teriilete t = a°.)

Ha a és b pozitiv egész szam, akkor az allitas nyilvanval6 (a téglalapot felbontjuk a - b darab egység-
négyzetre). A bizonyitas akkor sem nehéz, ha a és b raciondlis szamok (ldsd 1. példa). Ha valamelyik
oldal mérgszama irracionalis szam, akkor a bizonyitas bonyolultabb matematikai eszk6zoket igényelne;
ezt az esetet nem bizonyitjuk.

ma

2

y . P .. .. a
Az a oldald és az oldalhoz tartoz6 m, magassagi haromszog teriilete t =

A bizonyitds az dbrakrol leolvashato.
Ha a hdromszog a oldalahoz tartozé magassagvonala nem halad a hdromszégon kiviil,
akkor a haromszoget befoglalhatjuk egy a és m, oldald téglalapba. Az egybevagé részha-

a-m 0 . .
3 2. (Itt valamelyik részteriilet esetleg nulla is lehet.)

romszogek miatt t = T, + T, =

Ha az a oldalhoz tartozé magassagvonal a hdromszogon kiviil halad, akkor

_(a+x)'m, _(a+x)m, xm, am, _. . .
= 5 T= > 5= szintén igaz.

Mivel a gondolatmenetet a haromszog barmelyik oldaldra alkalmazhatjuk, a kapott 6sz-
a-m, b-m, cm,

2 2 2

t

szefiiggés mindegyik oldalra igaz. Tehat a haromszog teriilete ¢ =

Ha egy trapéz parhuzamos oldalainak hossza a és ¢, a hozzajuk tartozé magassag hossza pedig
(a+c) m

m, akkor a trapéz teriilete t = 7

(Speciélisan a paralelogrammaban a = ¢, igy a teriilete t =a - m.)

A trapézt — egyik atl6janak behizéasaval — két részharomszdgre bontjuk
: . a+c)m .
m,cm_@+o , tehat

(dbra). Ezek teriiletosszege t=T,+ T, = a2 + 5 5

az allitas valoban igaz.
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Végezetiil a merGleges atl6ju négyszogek teriile-
tét vizsgaljuk meg.

Ha a konvex ABCD négyszbgben e és f a merGle-
ges atlok hossza, akkor a négyszoget egy e, f oldald
téglalapba foglalhatjuk. Ebben az oldalak és az atlok
négy egybevagé haromszogpart hataroznak meg,
ezért a négyszog teriilete a téglalap teriiletének a

fele: t=t,+ t,+ t,+t, = eT‘f.
A képlet konkdv négyszog esetében is igaz. Az
abran x-szel jeloltiik az e atlé meghosszabbitasat, és az ABCD konkav négyszog kdré most az (e + x) és

f oldald téglalapot irtuk.

2

fle+x) f. f.
Tasco = Tage = Tapc = T TX =Lt

Ha a meréleges atléja négyszog atldinak hossza e és f, akkor a négyszog teriilete t = eT-f.

Megjegyzés
Ez utébbi eredmény a négyszogekre ismert trigonometrikus teriiletképlet specidlis esete. A 11. osz-
talyban mar lattuk, hogy ha egy négyszog atldinak hossza e és f, az atloék hajlasszoge pedig @, akkor
teriilete t = &1 SM & f~25m ¢

A specialis négyszogekre kapott teriiletképleteket tablazatba foglalhatjuk. (a, b a négyszog oldalai-
nak, m a megfelel6 magassdganak, e és f az atléinak hosszat jelenti.)

. Ha pedig ¢ = 90°, akkor visszakapjuk a fenti eredményt.

négyzet téglalap paralelogramma trapéz deltoid rombusz
a-m
teriilet a’ a-b a-m, (a+c)m ef o f
2 § 2

A rombusz paralelogramma és deltoid is, igy ra két képletet is felirtunk. Persze tovabbi teriiletképle-
tek is adhatok, az oldalak, atlok és bezart szogeik segitségével.

A sokszogeket (a konkavokat is) atléik segitségével mindig felbonthatjuk haromszdgekre, igy a sok-
szog teriilete a részhdromszogek teriiletének osszegeként allithatd eld. A sokszogek teriiletének a meg-
adasa tehdt altalaban nem jelent elvi nehézséget. A teriiletek el6éllitdsaban a haromszogek viszont
egyfajta épit6kockaként szerepelnek, ezért teriiletiikre érdemes minél tébb Osszefliggést felirni. Az alab-
biakban felsoroljuk a haromszog leggyakrabban haszndlt teriiletképleteit. (Ezekkel kordbban mar talal-
koztunk. A Hérén-képlet és a beirt kor sugaraval megadott teriiletképlet emelt szintli, mig az utols6 két
formula kiegészit6 anyag.)

A haromszog teriilete:
a-m, b-m, cm
2 2 = 27
ab-siny _a-csinf _b-csina
2 2 2

o t=,/s(s—a)(s— b)(s— c), ez a Hérén-képlet, ahol s a hdromszog félkeriilete;

o=

o=

, a trigonometrikus teriiletképlet;

o t=r- s, ahol r a beirt kor sugardnak hossza;
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abc

4R’

et=r,-(s—a=r,-(s—b)=r.-(s—0),aholr,r, r jelenti az a, b, c oldalhoz hozzdirt kor
sugaranak hosszat.

ot= ahol R a korlirt kor sugaranak hossza;

Tovabbi teriiletképletek is [éteznek (erre lattunk példat a 11. osztalyban), most csak a legismerteb-
beket soroltuk fel.

8

A teriletfogalom 1-3. tulajdonségait felhasznalva mutassuk meg, hogy az a = = b= % egység

oldalhosszu téglalap terlilete ab =

Megoldas

A téglalapot felbontjuk 8 - 7 = 56 darab egybevagé téglalapra, melyek oldalai % és

1 5 teruletegyseg

1

3
3 egység hossziak. (Az a oldalt 8, a b oldalt 7 egyenl6 részre osztjuk fel parhuzamos egyene-
5
sekkel.) Egy-egy ilyen téglalap terilete %1?— 115 terliletegység, mert bel6lik 5- 3 = 15
% darab fedi le az egységnégyzetet. Az eredeti téglalap teriilete igy 8-7 - 115 15g valéban.

Egy masik megoldasi lehetdség, hogy a-t és b-t kdzos nevezbre hozva, a teglalapot egység oldal-

hosszi négyzetekre bontjuk fel. Ezek teriilete ( teriiletegység, mert 15° darab fedi le bel&liik az

15)
egységnégyzetet; és 8 - 3 - 7 - 5 darab fedi le bel&lik a téglalapot.

2. példa

A derékszogl koordinata-rendszerben adott egy négyszog négy csticsa: A(—6; 2), B(—1; 10), C(5; 7)
és D(6; 3). Mekkora a négyszog teriilete?

Megoldas

Els6 megoldas:

Megtehetnénk, hogy a négyszoget kisebb részekre daraboljuk,
de elegansabb megoldas a kdvetkezd. A négyszoget befoglaljuk egy
(—=6; 2), (=6; 10), (6;10), (6; 2) csticsu téglalapba, s ennek teriiletébdl
levonjuk az abra szerinti t,, t,, t;, t,, t; (kdnnyen szamolhato) teriilete-
ket. A bennfoglal6 téglalap teriilete T =12 - 8 = 96 (terliletegység), az

egyes részterlletek rendre t, = 52'—8/ fty = 62'—3, = 13, e %/
12-1
&= 2 lgy

R O ) = 96 — 20— 9 -3 -2 - 6=
= 56 (terliletegység).
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Masképpen (Gitmutatas):

Az A, B, C, D cslicsok merSleges vetiiletei az x tengelyen legyenek A’, B/, C’, D’. Ekkor ha az
A’ABB’, B'BCC’, C'CDD’ trapézok teriileteinek 6sszegébdl levonjuk az A’ADD’ trapéz teriiletét, az
eredeti ABCD négyszog terliletét kapjuk. A trapézok teriilete egyszerlien szamolhato, példaul

Tyns = %;BB)-A’B’ = (22710) 5 = 30 (teriiletegység) stb.

3. példa

Az ABC haromszogben a 10 cm hosszi BC oldalon gy vesziink fel egy P pontot, hogy PA = 8 cm
és CPA<L = 55°. Mekkora a haromszdg teriilete?

Megoldas

Els6 megoldas:

Jeloljiik a CPA szbget ¢-vel, a BC oldalt a-val, a hozza tartoz6 magassagot
m-mel, a PA szakasz hosszat pedig h-val (dbra). Az m magassag a megfelel6
derékszogli hdromszdgben megadhaté: m = h - sin @. A keresett teriilet tehat

a-h-sing ~ 32,8 (cm?).

t= 5

Masodik megoldas:

Kissé bonyolultabb, de talan tobbet arul el a kdvetkezé gondolatmenet. Jelolje
x a BP szakasz hosszat, ekkor PC = a — x. Az ABC haromszdg teriiletét az APB és
(a—x)-h-sing -~ . x-h-sin(180° — )

APC haromszogek terlletének dsszegeként irjuk fel: ¢, =

2 APB T 2 .
a—x)-h-sin h-si h-si
Mivel sin ¢ = sin(180° — @) minden szdgre, gy t,pc + typs = ( )2 2, it 2sm ¢ _ah Zsm ¢
adodik.
Megjegyzés

Akdr a kapott eredményt is nevezhetnénk ,terliletképlet”-nek; f6leg akkor, ha a PA szakasz a harom-
sz6g valamelyik nevezetes vonala (stlyvonal, szogfelez&). Specidlis esetként, ha PA a magassag, akkor

. . . a-m
sin @ =1, és visszakapjuk a t = 2

képletet.

Egyébként a formula a négyszogek t = e fsing

7 tertiletképletére emlékeztet (nem véletlendl), ahol

@ az e, f atlok altal bezart szog.

Az ABC haromszogben F a BC oldal felez6pontja, H pedig az AC oldal A-hoz kdzelebbi harmadol6-
pontja. Az AF és BH szakaszok négy részre osztjak a haromszoget. Mekkora ezen részek teriilete, ha
T.pe = 60 cm*?

Megoldas

Az AF és BH szakaszok metszéspontja legyen D, és a DC szakasz behtzasaval kapott részharomszo-

gek terliletét jeldljik az dbra szerint a, b, c, d, e-vel.
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Az 6t ismeretlen miatt megprobdlunk 6t egyenletet felirni (a mértékegység
cm?), ezekhez az ismert tételeket hasznalhatjuk fel:
— az azonos magassagl haromszogekben a terliletek aranya megegyezik a harom-
szbgek alapjainak aranyaval; illetve
—az azonos alapl haromszogekben a teriiletek aranya megegyezik a haromszdgek
alaphoz tartozé magassagainak aranyaval.

A terliletre adott feltétel szerint (1) a + b + ¢ + d + e = 60.

A BFA és CFA haromszogek teriilete megegyezik, mert BF és FC alapjuk egyenld,
és a hozzajuk tartozé A csticsbol hizott magassaguk kozos. (Maris alkalmaztuk a
fenti tételt!) Innen (2) a + e = 30. (A b + ¢ + d = 30 egyenletet nem irjuk fel, mert
nem ad tovabbi informaciot: (1)-bdl és (2)-bol kovetkezik.)

Ugyanigy tA:Z = ’é—ﬂ = 17, mert a két haromszdgben a B-b6l hizott magassag k6zos. Innen tehat

(3) d + e = 20 adddik.
Mivel F a BCD haromszogben is oldalfelezd pont, Ty, = T4, igy felirhaté (4) a = b.
Hasonléan az ADC haromszogben (5) 2d = ¢ adédik.
A megoldandé egyenletrendszer tehat a kovetkez6:
Ma+b+c+d+e=60,

(2) a +e =30,

3)d+e=20,

(4)a=>bés

(5)2d =

(4) és (5) segitségével kikliszoboljuk b-t és c-t, kapjuk:
(1):2a+3d+ e =60,

(2) a +e =30,

B)d+e=20

Végiil (2)-bdl és (3)-bol felhasznalhatjuk e-t, s ezt (1)"-be helyettesitve

(1): 230 — e) + 3-(20 — e) + e = 60.

Ennek megoldasa e = 15; rendre visszahelyettesitve pedig négyzetcentiméterben az (a, b, ¢, d, e) =
= (15, 15, 10, 5, 15) megoldast kapjuk. A kérdésben szerepl6 négy rész teriilete tehdt a = 15 cm’,
b+c=25cm? d=5cm? e=15cm’.

Megjegyzések

Erdekes, hogy a kapott eredmény nem fiigg a haromszog konkrét oldalaitdl
és szogeitdl (csak a teriilettdl, illetve a szakaszok osztasaranyatdl). tavoleas

Az azonos magassagl haromszbgekre vonatkozdé fenti tételt forditott irany- eléjeles tavolsag:
ban is alkalmazhatjuk. Mivel a = e, és a DFB és DAB haromszogek B-b6l hiizott  erijlet.
magassaga kozos, ezért sziikségképpen FD = DA adédik. Vagyis a terlletszami-
tasi modszerekkel azt a mellékeredményt is megkaptuk, hogy D az AF szakasz
felezGpontja.

Fogalmak

A kor keriiletét az Skori Kelet népei (Egyiptom, Mezopotamia, Kina, India) kiilonb6z6 pontossaggal hataroztak
meg. A gorog Arkhimédész (Kr. e. 287-212) a kort egyre nagyobb oldalszamu, beirt és koriilirt szabalyos sok-

szogekkel kozelitette, s a kor k keriiletének és d atmérGjének aranydra a 3 17(1) < 5 < 3 egyenlGtlenségeket

kapta. Ma ezt az aranyt z-vel jeloljik.
A kor teriletét — kielégit pontossaggal — szintén a kétoldali kozelités médszerével hatarozta meg.
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FELADATOK

1. K2

3. E1

5. K2

7. K2

Az egységnyi teriileti ABC haromszog AB, BC és CA oldalegyenesein,
azonos koriiljarasi iranyban, rendre felvessziik a C’, A" és B” pontokat
. AC _ BA _ CB _ o wfiociiiin s )

agy, hogy AE = BC-CA ™ 3 teljesiljon (dbra). Mekkora az igy

kapott A’B’C” haromszdg terlilete?

Az ABC haromszog teriilete 11 cm”. A hdromszog tetszSleges P belsé
pontjat tikrozziik

—a haromszdg oldalaira, kapjuk az A,, B, és C, pontokat;

—a haromszdg cslcsaira, kapjuk az A,, B, és C, pontokat;

— a haromszog oldalainak felez6pontjaira, kapjuk az A,, B, és C,
pontokat.

Milyen hatarok kozott valtozhat az a) A,B,C, és b) A,B,C, haromszogek teriilete?

Mekkora lehet az el6z6 feladatban kapott BA,CB,AC,, illetve BA,CB,AC, hatszogek teriilete?

Mutassuk meg, hogy az egyes dbrakon a kétféle
szinezett rész teriilete egyenlG!

P a hdromszog AF sulyvonalanak, illetve a parale-
logramma atl6janak tetsz6leges pontja. (A méso-
dik abran a paralelogramma oldalaival hdztunk
parhuzamosakat.)

Az egyes abrakon a konvex négyszog oldalfelezé  p F
pontjait, illetve cstcsait kotottik ossze, kilon-

b6z6 médszerekkel. Mutassuk meg, hogy mind-

harom esetben a szinezett és szinezetlen részek

teriilete egyenld!

Az ABCD paralelogramma AB oldalan felvettiik az
E és F harmadol6pontokat. Az EC és FD szakaszok

a paralelogrammat négy részre osztjak. Mekkora 2
ezen részek teriilete, ha T,,, = 120 cm??

Az ABCD trapéz két parhuzamos oldaldnak hosz-
sza 15 cm és 5 cm, szdrai 6 cm és 8 cm hosszdak.
Mekkora a trapéz teriilete?

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2010.) Az
alabbi abran egy négyszog alaku telekr6l készi-
tett vazlat lathat6. Hany négyzetméter a telek

terlilete? Valaszat szazasokra kerekitve adja meg! 16 m

b) o)
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(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2020.) Egy sétaléutca diszburkolatat 6tszog alapi egyenes hasdb
alakd kovekkel készitik el. (Az dbran négy ilyen kovet lehet latni a burkolaton megfigyelhets elrende-
zésben.) A k& alapjat képez6 ABCDE 6tszog tengelyesen szimmetrikus (egy, a D cstcson dtmend egye-
nesre), négy oldala 10 cm hosszd, harom szoge 120°-0s, az abranak megfelelGen.

a) Szamitassal igazolja, hogy az AED és a BCD haromszdg derékszogti!

b) Szamitsa ki az ABCDE 06tsz0g teriiletét!

9. K2

D

PN,

10 10

Ajanlott feladatok

Gyakorlo és érettségire felkészitG feladatgyljtemény Il. 1456-1481, 1484-1494, 1502-1506,
1508-1510.
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Rendszeresen taldlkozunk kiilénbozé rejtvényijsagokban
(és altalanos iskolds feladatsorokban is) az itt lathaté abrakhoz
hasonlékkal.

Altaldban az egyes részek keriilete, teriilete vagy ezek
egymashoz viszonyitott nagysagrendi kapcsolata a kérdés.
A hasonl6 feladatok megoldasahoz gyakran van sziikséglink
arra, hogy kiszamoljuk a kor egyes részeinek a keriiletét és a
teriiletét.

Mar lattuk, hogy — a sokszdgekkel ellentétben — a gorbe
vonalu alakzatok kerliletének meghatdrozasa nehéz probléma.
Ez igaz a gorbékkel hatdrolt sikidomok tertiletére is. Arkhimé-
dész a mar emlitett médszerével — amikor a kort egyre nagyobb
oldalszamu, beirt és korilirt szabalyos sokszogekkel kozelitette
— nagy pontossaggal meg tudta hatdrozni a kor teriiletét. Ebben
a konyvben komolyabb matematikai eszk6zok alkalmazasara
nincs lehetSséglink, igy a kor keriiletére és terliletére vonat-
koz6 képleteket nem bizonyitjuk.

9. osztalyban mar foglalkoztunk a kor részeivel. Megalla-
pitottuk, hogy:

o)

Az r sugard kor keriilete K = 27, teriilete T = rr.

Lattuk, hogy egy korben az ivek hosszanak ardnya megegyezik a hozzajuk tartozé kézépponti szo-
gek aranyaval, ezért az dbra szerinti

a sz6gl AOB korcikk ivének hossza i, = K- —4_ = 2I7Q _ I

360° 360° 180°°

2
A korcikk t_ teriilete is ardnyos a kozépponti szoggel, foy t = T-—4 =L &
a y Pp ggel, 18y L, 360°  360°
L P L < . . . 2rra . a
A korcikk ivhosszat és teriiletét radianban is megadhatjuk: i, = o = illetve t,=T- =
rra,  ra
=5 L= 7 L. (Itt @, azt jelzi, hogy a kozépponti szoget radianban adtuk meg.)
Ez utébbi formulat atalakithatjuk, felhaszndlva az ivhosszra levezetett i, = ro, 6sszefiiggést. Kapjuk,

hogy a korcikk teriilete ¢, = Il

, amely alakot kdnny(i megjegyezni, hiszen a haromszogek teriiletkép-

letére hasonlit (,alap - magassag/2").

Az édbra szerinti § kdzépponti szogli COD korcikk két részbdl all: a COD egyenl6 szard harom-
sz6gh6l és a CD hdrra illeszked6 korszeletbdl. A korszelet teriilete a korcikk és a hdromszog teriileté-
nek kiilonbségeként irhato fel, ez utobbit pedig egyszerlien megadhatjuk a trigonometrikus képlettel:
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2 2 2 .
teop = ~ sn2nB' A korszelet teriilete tehat fokokban, illetve radianban megadva: t = ;678[5 . snan/
2 2 H
. _ B, r’sinf, _ , (B.—sinB)
illetve t = 5 5= 5 .

Hasonléan szdmithatjuk ki a kor tovabbi részeinek a teriiletét is. Példaul a korgy(ird teriilete kon-
centrikus korok teriileteinek kiilonbségébdl szamithato; vagy a két parhuzamos hdr altal hatérolt sav két
korszelet teriiletének kiilonbségébdl — ezekkel majd a konkrét feladatmegoldasok soran foglalkozunk.

a) Mekkora kertilet(i és teriiletl korcikk tartozik az r sugart kérben a = 240° nagysagu kozépponti
sz6gh6z?
m b) Mekkora kertiletti és teriilet(i korcikk tartozik az r sugaru korben az @ = 1 radian nagysagui kozépponti
sz6ghoz? Adjuk meg a megfelel6 korszelet keriiletét és teriiletét is!

Megoldas

a) A korcikk tertlete % ~ 2,097, keriilete 2r+i= 2r+ % ~ 6,19r. (Természetesen a

terlilet nagyobb, mint a félkéré, mert f > 180°.)
b) Az egység sugarl korben @ = 1 radian kézépponti szoghdz i = 1 egység hosszdsagu iv tartozik. Az

: 2
r sugard kérben i = ra = r. A kércikk teriilete tehat 71 = rj/ keriilete pedig i + 2r = 3r. A korszelet

2
hatarol6 hdrja h = 2rsin% hosszisagu, igy keriilete h +i=2rsin 0,5+ r=r(2sin 0,5+ 1) = 1,96r.

2 2 . .
Teriilete r7_ L onie Sém —p2.1=sinl —25|n1 ~ 0,08r°.

2. példa

Oldjuk meg a lecke bevezetGjében emlitett rejtvényeket! Legyen mindhdrom feladatban a négyzet
oldala egységnyi, s hatarozzuk meg, hogy mekkordk a kiilonb6z6 szinnel jelolt részteriiletek, illetve hogy

hany szazalékat fedik le a négyzet tertiletének! |A koncentrikus korok sugarai r, = Lp=Llgs = 1?

6”72 3
Megoldas

a) Abelss kor teriilete r’w =

% (teriiletegység), a korgydiriik teriiletét pedig altalaban két kor terii-

letének kiilonbségeként szamlthatjuk ki. Terliletegységekben szamolva a zold korgy(irl teriilete

i = g = A akéké pedig r2r — iz = £ — L = 2T \igiil a négy sarokrész teriilete

9 36 12’ 4 9 36°
4—7

egyiittesen a négyzet és az érint6 kor teriiletének kiilonbségével egyenld: 12 — rlzr = 1 — Z =

T . A megfelel& szazalékokat kénnyen kiszamit-

és egy ilyen sarokrész teriilete ennek negyede: 41_6

hatjuk, hiszen a négyzet teriilete, amihez VlSZOl’]yltunk egységnyi. Ezért a harom korgy(iri teriilete

rendre ——-100 = 8,7%-at, 12 100 = 26,2%-at és =~ 36 -100 = 43,6%-at, a kimaradé részek egyditt
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el o T.100 =~ 21,5%-4t, kiilén-kiilon 2 1—6” -100 = 5,4%-at adjak a négyzet teriiletének. (A kdzelits

értékek hasznalata miatt a részek 6sszege a kerekitéstdl fliggben nem sziikségképpen lesz 100%.)

Megjegyzés
A korgy(rlk terlletét megkaphatjuk a kozépkor keriilete és a gylirli szélességének szorzataként is.
(A kozépkor mindkét hatarolo korivtsl egyenl6 tavolsdgban halad.) Példaul a kilsé korgy(rG kozép-

1.1
— + —_
LHh 3 2 _ 5  4lessé PR N B ¥ D g 151
korének sugara I I DY szélessége 1, — 1, = >3 =g 8y tertilete 2 5T T 36
b) Jeldljik A-val a korok és a négyzet két oldala altal hatarolt (zold szind) teriilet nagy-
sagat; B-vel annak a (kék szin) teriiletnek a nagysagat, ami két koriv és a négyzet egy / \/ \
oldala kozé esik; végiil C-vel a négy kor dltal kozrezart (piros szin() teriilet nagysagat
(abra). Ha egy kor terliletét T jeloli, akkor a teriiletek 6sszege egységnyi: 4A + 4B + & %K /
C+4T=1. \
A két kbzépvonalat behtlzva a négyzetet négy korre és 16 darab A tipusu alakzatra
bontjuk fel. Elegend6 tehat az A teriiletet meghatdrozni, a tébbi rész teriilete ebbdl K /K /
kifejezhetd. A
1-Z
_l . " . o =4i=£ _ 4:4_71-
Akordk sugara r = 4 Anegy kor tertilete 4r° 7z 6= 4" Innen A 6 = eq
B=2A= 43_2” és C = 4A = 41_6” . A korok altal fedett rész tertlete % 100 = 78,5%; az A tertile-
tek Gsszesen 4 - 46_47T 100 = 5,4%, a B terliletek pedig 4 - 43_27[ 100 = 10,7%-at fedik le a négyzet
terliletének. C = 4A miatt a C teriilet ardnya is = 5,4%.
c) Tobb — nem lényegesen kiilonb6z6 — gondolatmenet is célhoz vezet, ezekbdl néha- b N
nyat megmutatunk.
Els6 megoldas: Jeloljiik a négyzet csticsait A, B, C, D-vel, a kdozéppontjat O-val, az
AD oldal felezGpontjat F-fel. Kézenfekvé lehetdség az AO ,szilvamag alakd”, két
korivvel hatarolt teriilet nagysaganak a meghatdrozasa. [ S
N , -7 /// II, N . \‘\\\
AFO 90°-0s korcikk, teriilete t, = <22 = % Az AFO derékszogl harom-
s60 teril _(2)(2)_]_ , il . . S A B
g teriilete t, = =552 = o A két teriilet kiilonbsége a ,szilvamag” teriile
tének a felét adja, igy a ,szilvamag” teriilete t, = 2(%— %): ”g 2 A kere-
sett szinezett terlilet pedig az AB atmérgji félkor és a ,szilvamag” terliletének a kiildnbsége:
’I 2
=)z
_(2) .. _rT=2 _ 1 .. p
= 7 L=g = (teriiletegység).
Masképpen is meghatarozhatjuk a ,szilvamag” teriiletét. Példaul az AB, BC, CD, AD oldalakra befelé
ik
megrajzoljuk a félkdroket. Ezek teriiletdsszege 4 - ZT = %, s ez éppen 4 ,szilvamag”-gal tobb a
L]
s . s . ” .. 2 T —2
négyzet terlileténél. Igy a ,szilvamag” teriilete ST =8

103
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Masodik megoldas: A BO ,fél szilvamag” alakd terlilet (tehdt, amit a BO szakasz és a
BO iv hatdrol) atdarabolhaté az AO ,fél szilvamag”-ba. Igy a szinezett teriilet nagy-

\ N / saga megegyezik az AOB derékszogli haromszdg teriiletével, ami az ABCD négyzet
N ¥ # terliletének a negyede.

Z Harmadik megoldas: Legegyszer(ibb taldn a transzformaciés gondolatmenet alkalma-

/ N ) zasa. Az AOB szinezett teriiletet haromszor elforgatjuk O koril 90°-kal. Az eredeti

i % ‘ alakzat és a harom kép egyiittesen lefedi (hézagmentesen és atfedés nélkiil) az ABCD
A B négyzetet, igy az AOB satirozott teriilet negyede a négyzet teriiletének.

3. példa

Egy kozépkori gotikus templom épitémestere négyzet alaki keretbe eredetileg két negyedkor alakd
ablakelemet tervezett (a negyedkorok kdzéppontja az ablak két als6 csticsa). Az épittets kérésére azon-
ban végil is csak két kor alakd ablakot épitettek be. Ezek érintkeznek az eredeti also, illetve felsG keret-
tel, valamint a két merevit6 negyedkorrel Ggy, hogy az egyik ablak mindkét korivet belilrél, a masik
pedig mindkett6t kivilrdl érinti. A két ablakfeliilet egylittesen hanyad részét fedi le a négyzet alaku keret
terliletének?

Megoldas

Jeloljiik az ABCD keret szélességét, azaz a négyzet oldalat a-val,
a keresett ablakkorok kdzéppontjat O-val és K-val, sugarukat R-rel
és r-rel, s az abra szerinti érintési pontokat £, F, G, H-val. Erintkez6
korok esetében felhasznalhatjuk, hogy
— az érintkezési pontba hdzott sugar merdleges az érintdre;
valamint
— az érintkez6 korok kozéppontjait sszekotd egyenes athalad a
korok kozos érintési pontjan.
Ezen feltételek miatt az abra szimmetrikus az EH k6zépvonalra,
és a B, O, F, valamint B, G, K pontok egy egyenesen vannak.

A BOE derékszogli hdromszdgben igy BO = a — R, BE = %/
OE = R. Pitagorasz tételébdl (a — Ry = (%)Z + R?, innen R = %a adodik.

A BKE derékszogli haromszdgben BK = a + r, BE = %, KE = a —r. Pitagorasz tételét ismét felirhatjuk:

2= (Y — Y i -1
(a+r) —(2> +(a—ry,innen r= T
9 2 1 2
P > AT+ -ar
A keresett arany R ZLLT 64 2256 = 37T (454,
Fogalmak a a 256
kor kertilete; Az ablakiiveg a keret terliletének kb. 0,454 része.

kor terillete;
korcikk ivének
hossza;
korcikk tertlete;
korszelet tertlete.



19. A KOR ES RESZEINEK TERULETE

FELADATOK

Az abran lathat6, harom darab negyedkorivbdl allo logd egy kereskedelmi cég
1. K2 L . < . . .
emblémdja. Mekkora az idom kertilete és terlilete, ha a négyzet oldala 10 cm?

m Mekkora az abrakon lathaté szinezett és szinezetlen teriiletek ardnya? (A két
abran 6sszesen hat negyedkoriv és egy félkoriv van.)

Negyedkoriv harmadolépontjaibél merélegeseket bocsatottunk az egyik hata-
rol6 szogszarra. Mutassuk meg, hogy a két szinezett teriilet egyenld!

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2016.) Egy 19 méter sugard korben az AC hir 40°-os
szoget zar be az AB atmérével. Az AB és az AC szakaszok a korlapot harom részre osztjak.
Szamitsa ki mindharom rész teriiletét! Vélaszait m*-ben, egészre kerekitve adja meg!

(Erettségi feladat alapjan, kézépszint, 2020.) Az dbrdan mindharom
kor sugara 3 cm, és mindegyik kor athalad a masik két koér kozép-
pontjan. Szamitsa ki a harom korlemez k6z0s részének teriiletét!

=
o)
¢

m Egy hdz épitéséhez a négyzet alakd ablakkeretekbe olyan ,propeller-
szer(”, szines liveghdl késziilt diszitéelemeket terveztek, amelyeket
négy félkoriv hatdrol (dbra). Az ablakkeretek oldala 60 cm. Mekkora

felszinG szines ablakiivegre van Osszesen szilikség, ha 12 diszablak

lesz az épliletben, és a gyartas soran 30%-os veszteséggel szamolnak?

B0l Mekkoraaz 1 méter sugard korbe irt szabdlyos n oldalt sokszég keru-
. lete és teriilete?

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészit6 feladatgyGjtemény Ill. 1515-1517, 15211527, 1543-1544, 1553-
1554, 1559.
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Vajon jo6l szamoltak Jack London hosei?

»Autok és hataslovak a tejgazdasagon tal vagy két kilométernyire vitték a tarsasagot, ahol egy négyzet alakd sik
foldrész be volt keritve. Dick megjegyezte, hogy ez éppen huszonét hold. [...]

A sik rész kozepén egy legalabb tizenkét méter magas, egész alacsonyan megerGsitett acélpozna allott. A p6zna
tetején lévé dobbdl vékony dréthuzal futott a fold legszéle felé és ott egy kis benzines lokomobil egyik kor-
mdnycsapjahoz kapcsolddott. A lokomobil mellett két szerel6 alldogalt. Dick intésére meginditottak a motort
és Utnak inditottak. [...]

Az acélpdzna cstcsan Ul6 dob lassan gombolyitotta fel a dréthuzalt és a gép, amelyet a huzal korben engedett,
kor alakd barazdat szantott, vagy nem is kor alakdt, hanem befelé torekvd spirdlis-alakdt.

— Nincs 16, nincs hajté, nincs munkds. Csak a farmer kell, hogy meginditsa a motort és elinditsa az dtjan. [...]
— Most mar minddssze az hianyzik, — mondta Graham — hogy ezt a kort négyszogesiteni lehessen.

— Ugy van, — helyeselt Gulhuss Gr — a négyszdgbe helyezett kor levag a foldbdl néhany holdat.

Graham arca egy pillanatig a fejszamolds jeleit arulta el. Aztdn kimondta:

— Huszon6t holdanként dtlag hét hold a hozzavetSleges veszteség.”

(Jack London: A Lady, Fiesta / Saxum, 1996)

20. A TERULETSZAMITAS NEHANY ALKALMAZASA

Teriiletszamitasi médszereket mar az 6kori matematikusok munkaiban is tala-
lunk. Nagyobb kiterjedés(, sokszog alaku foldteriiletek — szant6foldek, erdék vagy
parlagon maradt teriiletek — méretét a gyakorlatban a mai napig Ggy hatarozzak
meg, hogy a foldeket hdromszdg alaki részekre osztjdk, s ezek teriiletosszegét
szamoljak ki. (Régen aranyos méreti térképeken dolgoztak, ma esetleg miholdas
felvételeket alkalmaznak.)

A fizikai mennyiségekkel valé szamolas soran is gyakran van sziikségilink vala-
milyen gorbe alatti terlilet meghatarozasara. Példaul az abrdn egy test sebesség-id6
grafikonja lathat6. Kérdés: mekkora a test altal megtett Gt?

A grafikon alapjan a mozgast harom részben érdemes vizsgalnunk.

Az els6, t, ideig tartd szakaszon a test egyenletes v, sebességgel halad, megtett Gtja s, = v,t,, ami
az abran éppen a v, és t, oldalu téglalap teriilete. A masodik t, ideig tarté szakaszon a test egyenletes

1
1
1
i
1
S, ]
1
1
1
1
T

a gyorsulassal mozogva eléri a v, sebességet, a megtett Gtja s, = v,t, + %Iﬁ, ami a megfelel§ trapéz

teriilete. Végll a harmadik t, szakaszon a mozgas gyorsuldsa nem dllandé. Belathatd, hogy az s, utat
— hasonléan az els6 két szakaszhoz — most is a gorbe alatti terlilet nagysaga adja meg. Ennek meghata-
rozasa ez esetben bonyolultabb matematikai feladat.

A terliletszamitas matematikan belili alkalmazasait mar az el6z6 leckékben is lattuk. Példaul meg-
allapitottuk a fontos és jél haszndlhato tételt: az azonos alapi haromszogek teriilete ardnyos a magas-
sagaikkal (illetve az azonos magassagi haromszogek teriilete aranyos a megfelel6 magassaghoz tartozé
oldalaik hosszaval). Ez a tétel alkalmas volt arra is, hogy a haromszdgek teriiletaranydbdl meghatarozzuk
az oldalak vagy magassagok hosszdnak ardnyat (alap nevi oldala az egyenl6 szart haromszognek van).

Ez utébbi tipikus alkalmazasi méd arra, amikor az egyenl§ teriiletek felirasdbdl valamilyen egyéb
objektum (alap, magassag) nagysagara kovetkeztethetiink. Néhany tovabbi példat felsorolunk, illetve az
aldbbiakban kidolgozunk.
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1. Mar tdbbszor lattuk, hogy ha az a, b befogéju, c atfogdji derékszogl haromszog-

ben kétféleképpen felirjuk a teriiletet, kozvetlenll megkapjuk az atfogéhoz tartozé m_ LAy
magassagot. ab _ Me innen m, = ab Egy téglalap alaka kar-
2 2 C tonpapirbol kivagtunk
2. Kordbban a nevezetes korok sugarai segitségével is megadtunk néhany harom-  egy kisebb téglalapot
szog-teriiletképletet. Kézenfekvs lehetdség tehdt a teriiletbdl kovetkeztetni a korok — (dbra). Hogyan tudnank
sugarainak a hosszara. a maradék papirlapot

egyetlen (egyenes) vagas-
sal két egyenld teriletl

A terlletszamitas alkalmazasara gyakran van sziikség a térgeometridban, akar a ) .
részre darabolni?

felszin-, akdr a térfogatszamitas soran. (A kovetkezd leckékben a témat részletesen
targyaljuk.) Végul megemlithetjik még, hogy teriiletszamitasi modszerekre nemcsak a
geometridban, hanem a matematika egyéb teriiletein is sziikség van. Néhany példa (bar :

a sort most is sokaig folytathatnank):

— Kordbban teriletek segitségével is igazoltunk vagy szemléltettiink algebrai azo-
nossagokat.

— A statisztikdban alkalmazott oszlopdiagramok terlilete aranyos az dbrazolandé
mennyiség értékével, s hasonlét allithatunk a kordiagram kércikkeinek tertiletérdl
(szO0gérdl) is.

— Egyes valdszinliségszamitasi feladatokban olyan események szerepelnek, ame-
lyek a hozzajuk rendelt teriilettel ardnyos valészinGségtek.

1. példa

Egy legel6 alakja jol kozelithetd olyan derékszogi trapézzal, amelyben a parhuzamos oldalak hosz-
sza 220 méter és 80 méter, a rajuk nem mer&leges szar hossza pedig 260 méter. (A meré6leges oldal
hosszat nem tudjuk megmérni.) Hany hektar teriletl a legel6?

2 D 80 C
Megoldas D g

Jelolje a legelé csicsait A, B, C, D, legyen AB és CD parhuzamos,
BAD< = ADC< = 90°. Vegyiik fel az AB alapra mer6leges CE magassagot
(dbra). Az EBC derékszogli haromszogben CE* = 260° — 140° = 48 000, s innen
CE =219 (m). A legeld teriilete
(AB+ CD)-CE _ (220 + 80)-219

> ~ 32 850 (m®) = 3,285 hektdr. B
A

2

Tudjuk, hogy barmely haromszog szogfelezGje a szemkoztes oldalt a szomszédos oldalhosszak
aranyaban osztja. Adjunk erre a szogfelez6tételre teriiletszamitason alapuld
bizonyitast!

Megoldas

Az ABC haromszogben az AD szbgfelez6 a, és a, hosszisdgu szakaszokra
osztja a BC oldalt (dbra). A BDA és DCA haromszogek A cslicsbol hizott
magassaga kozos, igy terlletik ardnya az alapok hosszanak aranyaval egyezik

) B

723DA

a . . . L . .
= =L Mivel D az A cslicshdl hizott szogfelez6 pontja, ezért az AB

meg:
8 Ipca &,
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és AC oldalakt6l egyenld tavolsagra van: m, = m,. [gy a BDA és DCA haromszogek teriilete az AB és AC

alapok hosszanak aranyaval egyezik meg, hiszen a D cstcsbol hizott magassaguk egyenlé: Tgﬂ = %
DCA
. " PRI -~ . .+ A ' "y
A két egyenlet Osszevetésébdl a—‘ = % adodik; azaz a terlletszamitas segitségével Gjabb bizonyitast
2

adtunk a tételre.

Igazoljuk a haromszdg t = r,(s — a) teriiletképletét! (A haromszdg BC oldaldhoz irt kor sugarat jeloli
r,, @ haromszog félkeriletét pedig s.)

Megoldas

Jelélje O a BC oldalhoz irt kér kbzéppontjat (dbra). Az ABC harom-
szog teriiletét tgy allitjuk el6, hogy az ABO és ACO haromszogek teri-
leteinek Osszegébdl levonjuk a BCO haromszog terliletét. T, = %

2 AC-r p .. N 2
és T,co = —=—= (a haromszogeken kiviil halad az r, magassag), illetve

2
BC z
Moo = 5 Alkalmazzuk az oldalakra vonatkozé AB = ¢, BC = a,

AC = b helyettesitést:

cr, b-r, ar o r,
t:TABO+TACo_7:9CO: 5 + 5 3 27(C+b—a)=7(25—2a)=I’a(S—a).

Az allitast igazoltuk.

4. példa

Az ABCD trapéz parhuzamos oldalai AB és CD, atl6inak met- D c
széspontja M. Bizonyitsuk be, hogy az ADM és BCM haromszogek
tertilete megegyezik!

Megoldas M

Mivel AB és CD parhuzamosak, az ABD és ABC haromszogek
terilete megegyezik. (AB alapjuk kozds, és a D-bdl, illetve C-bdl
hizott magassagaik ugyanakkorak.) Ha az egyenld teriletekbdl
kivonjuk a kozds ABM haromszdg teriiletét, a maradék tertileteknek
is meg kell egyeznitik.

Taso = Tasne = Tage = Taswr 3ZAZ Ty = Tyepn
s ez éppen a bizonyitandé allitas.

Megjegyzés

Az allitdas megforditasa is igaz: ha az AC és BD szakaszok tgy metszik egymast az M pontban,
hogy T.py = Tscre @kkor AB és CD parhuzamosak. Ugyanis a T,,,, = Ty, egyenlGségbdl kovetkezik
Tisp = Tase (mindkét oldalhoz hozzaadtuk T, -et); ebbdl kovetkezik, hogy az azonos AB alaphoz
ugyanakkora magassdg hiizhaté C-bél és D-bdl; innen pedig mar adédik AB és CD parhuzamossaga.
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FELADATOK

1. K2

2. K1

3. K2

5. K2

Oldjuk meg a leckében kitlizott rejtvényt! (Lyukas kartonlap felezése egyetlen véagassal.)
Hogyan altalanosithatnank a feladatot? (Segitség: gondoljunk a k6zéppontos szimmetriara!)

A Szdmbkivetett (2000, rendezte Robert Zemeckis) cim( film
f6hése (Tom Hanks) repiil6gép-szerencsétlenséget szenved.
A gép a viharban egy ora alatt kb. 400 mérfolddel letért Gtja-
rél, s a tlléls szerint ezért az 6t keres6k ,sosem fogjak meg-
talalni”. Szamitasai szerint egy ekkora sugard kor terllete
mintegy félmillié négyzetmérfold, ami kétszer akkora, mint
Texas. Jol szamolt?

(Nézz utana az interneten: pontosan hany méter egy angol
[szarazfoldi] mérfold, és mekkora Texas teriilete!)

Egy haromszog oldalai AB = 6 cm, BC = 10 cm és AC = 8 cm. A haromszogbe olyan félkort
rajzolunk, amelynek atmérGje a BC oldalra esik, és az AC és AB oldalakat érinti.

a) Hogyan szerkeszthetjiik meg a félkort?

b) Mekkora a félkor sugara?

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2015.) Az egyszemé-
lyes haztartasok szama 1990-ben 946 ezer volt, majd 2011-re
ez a szam 1 317 ezerre nétt. Szeretnénk ezeket az adatokat
egy plakaton két olyan korlappal dbrazolni, amelyek teriilete
az adatok nagysagaval egyenesen aranyos. Az 1990-es év
adatat egy 4,5 cm sugard korlappal jelenitjik meg. Mekkora
legyen a 2011-es adatot abrazol6 korlap sugara?

Egyszemélyes
héaztartasok szama

1990 20M

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2011.) Dani Brigitta rombusz alakd siiteményeibél
megprébdlt minél tobbet Ggy elhelyezni kérben egy stiteményes talon, hogy mindegyik stite-
ménynek az egyik hegyesszogil cslicsa a tal kozéppontjaban legyen (a siitemény méretei az
abra szerintiek). Sem élére nem allitott, sem egymasra nem rakott siiteményeket.

a) Legfeljebb hany stitemény fér el igy egy korben?

Andrea linzerkarikatészta-szaggatot hasznalt a siiteménye elkészitéséhez.
A rombusz alaku siitemény és a linzerkarika fellilnézetben ugyanakkora teriiletdiek.
b) Hany cm a linzerkarika bels6 korének a sugara?

4 cm
4 cm @
4 cm
4 cm
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m (Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2009.) Egy dobozban 100 darab azonos méretii goly6 van: 10
fehér, 35 kék és 55 piros szinl. Abrazolja kérdiagramon a 100 goly6 szinek szerinti eloszlasat! Adja meg
fokban és radianban a korcikkek kozépponti szogének nagysagat!

Mutassuk meg, hogy az dbran lathaté szabdlyos sokszogekben a kétféle szinnel szinezett teriiletek
. egyenl6k! (A szabalyos hatszégben oldalfelez6 pontokat kotottiink &ssze a csticsokkal; a szabalyos
haromszogben pedig tetsz6leges belsé pontbdl merélegeseket bocsatottunk az oldalakra.)
F E

C

E D

G D @ \
lg
F C ‘
H C ‘
!
A G B .

3. E2 Az ABC hegyesszogli haromszog tetszbleges P belsé pontjanak az a, b, ¢ oldalaktél mért tavolsagai

a megfelel& magassagok pedig m,, m,, m.. Mekkora lehet a %+ % + %

rendre legyenek d,, d,, d,

c’
C

Osszeg!?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgydjtemény Ill. 1482-1483, 1495-1501, 1507, 1511-1514,
1518-1520, 1528-1542, 1545-1552, 15551558, 1560-1584.

21-22. A FELSZIN ES A TERFOGAT;
A HASAB ES A HENGER

Mindennapjaink soran gyakran talalkozunk felszin- és
térfogatszamitasi problémakkal. Az élelmiszerboltokban egyes aru-
cikkeket a térfogatuk alapjan vasarolunk (tej, tejtermékek, tditSk
és szeszes italok); a haztartasi boltokban példaul a vasarolando fes-
tékmennyiséget adott nagysagu feliiletre szamitjuk ki; az adott id6-
szakban fizetend6 viz- és gdzszamla pedig kozelitGleg a fogyasz-
tott mennyiség térfogataval ardnyos. (Persze ha egy tizemben ki
akarjak festeni a csarnok falait, a feliilet nagysaganak ismeretében
a szlkséges festékmennyiséget gy is meghatdrozhatjak, hogy a
festéskor felvitt anyag vastagsagat becstilik meg.)

A szakemberek a nagy épitkezések soran szamtalanszor végez-
nek térfogatszamitasokat, gyakran azért, hogy ennek ismeretében
tomeget becsiilhessenek. (A tomeg a slrlség és a térfogat szor-
zataként szamithatd ki.) Egy-egy utkeresztez&dési csomépont, hid
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vagy vaslt épitésekor nagyon nagy mennyiségii foldet kell meg-
mozgatni. Tudni kell, hogy adott kdbméter térfogati (vagy adott

tonndnyi) foldet mennyi id6 alatt lehet elhordani kiilonb6z6 mun- ' -
kagépekkel, vagy hogy egy kijelolt Gtszakaszhoz mekkora mennyi- - — =
ségli aszfaltot vagy betont kell szallitani. - — =
Az épliletek tervezésekor is kiilonb6z6 szempontokat kell figye- =
lembe venni. Példaul a lakétér térfogatanak (,légkobméter”) meg- - = =
felelGen kell a f(itést tervezni (ne legyen se sok, se kevés radiator). = —
Vagy ha el&irt 0sszeg kolthetd egy-egy épliletrészre, példaul a koz- = — =
falakra, akkor — ismervén a falak &ssztérfogatat — megdllapithato, = I

hogy milyen arfekvés( épitdanyag alkalmazésara lesz elegend6 a
koltségvetési keret.

A mindennapi életben persze nekiink, atlagpolgaroknak ritkan
van sziikségiink konkrét szamoldsokra, inkabb csak egyszer(i becs-
|éseket végezhetiink. A felszinnel és térfogattal kapcsolatos tippelésekkel azonban évatosan kell banni:
a térbeli ardnyok megallapitdsa nem mindig konnyd feladat, a térszemléletiink gyakran cserben hagy
minket. Egy érdekesség példaul, hogy hasonlé testek felszine a hasonlésag aranyanak a négyzetével,
mig térfogatuk a hasonldsagi arany kébével aranyos. (Vagyis egy kétszer akkora atmérgjli dinnye mar
kb. nyolcszor nehezebb az el6z6nél, ezért nem biztos, hogy el tudjuk cipelni.) A mértékegység-atvalta-
sokndl is vigyaznunk kell a nagy szamokkal: egy méter ezer milliméterrel egyenld, de egy négyzetméter
mar egymillié négyzetmilliméterrel, egy kobméter pedig mar egymilliard kébmilliméterrel!

Altalaban azt mondhatjuk, hogy a térgeometriai becsléseket érdemes kozelité matematikai szamita-
sokkal ellen&rizni, becsiilni. A térszemlélet csalafintasdagaira, meglepd becslési eredményekre a késbbi
leckékben is mutatunk példédkat.

TESTEK TERFOGATA ES FELSZINE

A testek felszinének, illetve térfogatdnak jelolésére a hagyomanyos A, illetve V betlket hasznaljuk.
(Ezek a megfelel§ area (‘teriilet’) és volumen (‘térfogat’) latin szavak kezd&betdi.) Az ABCDEFGH kocka
térfogatat tehdt VIABCDEFGH) vagy Vcpercy Modon jelolhetjik. A tovabbiakban sziikségiink lesz a
poliéderek fogalmara.

Definicio

A sokszoglapokkal hatdrolt testet poliédernek nevezziik.

Tanulmanyaink soran mar sokféle poliéderrel talalkoztunk. Poliéder példaul a téglatest, a hasab és a
glla, vagy a szabalyos testek. Nem poliéder példaul a kip és a henger, hiszen ezeket nem sokszoglapok,
hanem gorbiilt feliletek hatdroljak.

A testek térfogatat — a sokszogek teriiletéhez hasonlé médon — néhany szemléletes tulajdonsag segit-
ségével hatarozhatjuk meg. Az egyszerliség kedvéért el&szor a poliéderek térfogataval foglalkozunk.

Kultartorténet

,Minden dgon egy méré makk a Bakonyban” — énekli Hary Janos. Nézz utana az interneten, melyek voltak a
fontosabb régi magyar hig és szaraz Grmértékek (példaul mérs, véka, ako, pint, icce, messzely)! Mekkora az

értékiik mai mértékegységekben kifejezve? Hogyan valtottak at ket?
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Barmely A poliéderhez hozzarendelhetiink egy V(A) pozitiv valés szamot, a test térfogatat.
A hozzarendelésts! elvarjuk a kovetkez6 tulajdonsagok teljestilését:
1. Egybevagé poliéderek térfogata egyenl6. [Ha A = B, akkor V(A) = V(B).]
2. Ha egy poliédert két poliéderre darabolunk, akkor ezek térfogatanak az 6sszege megegyezik
az eredeti poliéder térfogataval.
3. Megallapodunk abban, hogy az egységnyi oldalél(i kocka térfogata legyen 1 térfogategység.

A teriiletszamitashoz hasonléan a 2. darabolast ismételten alkalmazhatjuk a részpoliéderekre. Ezért
az is igaz, hogy ha a poliédert véges szamu poliéderre daraboljuk, akkor az egyes poliéderek térfogata-
nak az 0sszege megegyezik az eredeti poliéder térfogataval.

1. példa

A fenti tulajdonsagok alkalmazasaval hatarozzuk meg annak a téglatestnek a térfogatat, amelynek

egy cstcsbol kiindulé éleia=2, b = % ésc= 3 egység hosszuiak!

Mekkora a téglatest felszine?
El6szor megmutatjuk, hogy n természetes szam esetén az % oldaléld kocka térfogata V' = %, s
ehhez az egységkockat % élG kisebb kockdkra daraboljuk. (A darabolast egy-egy lapsikkal parhuzamos,

egymastol % tavolsagban halado sikokkal tehetjik meg.) A kis kockakbdl minden sorban és minden

oszlopban n darab van, igy egy rétegben (n - n) darab (dbra). S mivel n szamu réteg helyezkedik el
egymason, ezért a kis kockdk darabszéma n’.

5
3 e
/
L~
//
L
//
// 7
L
/// // Ean
1 P g 2
0 - -~
1 1
n 2 6

A kis kockak egybevagok, térfogatuk egyenld, és térfogatuk dsszege a nagy kocka egységnyi térfoga-

tat adja. A felirt 1-3. tulajdonsdgokbdl tehat valéban adédik a V' = 1—3 Osszefliggés.
n
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Mivel 2 és 3 legkisebb kdz0s tobbszorose 6, a téglatestet érdemes 1 oldalélii kisebb kockdkra

6
7
darabolnunk. Ekkor az dbra szerint egy-egy sorban % =12 darab, minden sorban % = 21 darab kis
6 6
51
kocka van, rétegenként tehat 12 - 21 = 252 darab. A rétegek szama % =10, a kis kockak szama igy
6

252 - 10 = 2520. Egy-egy kis kocka térfogata a fenti eredménybdl adédéan %, a téglatest térfogata

3
A felszin meghatarozasa tulajdonképpen teriiletszamitdsi feladat, nem jelent Gj elvi nehézséget. A tég-
latestet hatdrol6 feliilet hat téglalapbdl all, ezek koziil kett6-kett6 egybevagd. Az a és b oldald téglalap
terlilete t, =a - b, a b és c oldali lapok teriilete t, = b - ¢, végiil az a és c oldald lapok teriilete t, = a - c.

pedig 2520~# =33 térfogategység (ami éppen a harom élhossz szorzata).

A téglatest felszine igy A = 2(t, +t, +t)=2@-b+b-c+a-c = 2~<2~%+ %%+2%) = 93—7
(teriiletegység).

Altaldnositas:
A fenti térfogatszamitasi eljardas minden esetben alkalmazhat6, amikor a téglatest a, b, ¢ oldal-
éleinek hossza raciondlis szam. Ekkor mindig taldlunk olyan n értéket, amelyre a téglatestet feldara-

bolhatjuk % élG kisebb kockakra. A kis kockakbdl — a megoldasban leirt gondolatmenetet kovetve —

%%% = abc-n’ darabra van sziikség, s mivel egy kis kocka térfogata 1—3, a téglatest térfogatdra a
r 1 1 n
n n n

jol ismert V = abc-n’ # = abc képletet kapjuk.

Ha az oldalélek kozdtt van olyan, amely hosszanak irraciondlis a mértékszama, akkor a fenti eljaras
nem alkalmazhaté. A téglatest térfogata ekkor bonyolultabb médszerekkel hatarozhaté meg. A V = abc
0Osszefliggés ekkor is igaz marad, de ebben a kdnyvben ezt nem bizonyitjuk.

A téglatest felszinére kapott A = 2(ab + bc + ac) Osszefliggés minden a, b, c esetén teljesll. Tetsz6-
leges poliéder felszine megegyezik a poliéder lapjai teriiletének 6sszegével, s mivel ezek sokszdgek,
tertiletiik kiszamitasa altalaban sem okoz elvi nehézséget. A szamolast megkonnyitheti a szemléltetés:
esetleg érdemes a poliéder lapjait a sikba kiteriteni. (A kiterités soran kapott sokszoget nevezziik a poliéder
hdléjanak [hal6zatanak].)

Az a, b, c éli téglatest térfogata V = abc, b
felszine A = 2(ab + bc + ac). c

Specialisan az a oldaléli kocka térfogatara
V = a’, felszinére A = 6a* adédik.
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Egy téglatest egy cstcsbol kiinduld éle, egyik lapatldja és testatloja (ebben a sorrendben): 2, v/29 és
V78 cm hosszlsagl. Mekkora a téglatest felszine és térfogata?

Megoldas

Jel6lje az egy csticsbdl kiindulé harom él hosszat a, b, ¢, és legyen pl. a = 2 egység. Ha az adott
lapatlét az a és b élek fogjak kozre, akkor a téglatest b oldalélét a lapatléra felirt Pitagorasz-tétel, mig a
c oldalélét a testatlora felirt térbeli Pitagorasz-tétel segitségével hatdrozhatjuk meg. A két egyenlet:

() Ya’+ b’ =+29,

(2) VYa'+ b’ + ¢ =V78.

Az egyenleteket négyzetre emeljiik, és alkalmazzuk az a = 2 helyettesitést:

(1) 4 + b> = 29,

)4+ b*+ =78

(1)-b6l b = 5, ezt (2)-be helyettesitve ¢ = 7 adddik. A téglatest élei tehdta =2 cm, b =5 cm és
¢ = 7 cm hosszuak. A téglatest felszine A = 2(ab + bc + ac) = 118 cm?, térfogata V = abc = 70 cm’.

A HASAB

Huazzunk az S sikban 1év6 Q sokszog hatarol6 vonalanak pontjain keresz-
til olyan, egymassal parhuzamos egyeneseket, amelyek nem parhuzamosak
az S sikkal. Az igy kapott fellletbdl egy S-sel parhuzamos S, sik a Q-val egy-
bevagd Q, sokszdget metszi ki. A Q és Q, sokszogek, valamint a parhuzamos
egyenesek altal hatarolt poliédert nevezziik hasabnak.

Tovabbi elnevezések:
A Q és Q, sokszbgek a hasab alaplapijai,
a tobbi lapot a hasab oldallapjainak nevez-
D, zlik. Az alaplapok tavolsaga a hasab magas-

G w saga, a parhuzamosaknak az S és S, sikok

B, kozé es6 darabjai az alkoték. Ha az alko-
tok merGlegesek az alaplapokra, akkor egyenes hasabrél, egyébként
ferde hasabrol beszéliink. A szabalyos hasab olyan egyenes hasab,
| amelynek alaplapjai szabdlyos sokszogek; ekkor az alaplapok kdzép-
pontjait 6sszekotd egyenes a szabalyos hasab tengelye.
Az dbran egy OtszOg alapl egyenes és egy Otszog alapd ferde
hasab lathato.

Néhany megjegyzés az elnevezésekkel kapcsolatban:

1. Specialis hasab a kocka és a téglatest: a téglatest téglalap alapt egye-
nes hasab, a kocka pedig olyan négyzet alapl egyenes hasdb, amelynek
alkotdi és alapélei egyenld hossziak.

2. A paralelepipedon paralelogramma alapd haséb. (Minden oldallapja
paralelogramma, és k6zéppontosan szimmetrikus.) Paralelepipedon
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3. A szabalyos hasdb magassaganak hosszdra nincs megkotés, alkotoi is tetszGleges hosszisa-
gliak lehetnek.
4. Ha a szabalyos hasab alaplapjai szabalyos n-szogek (n = 3 egész szam), akkor a hasab tenge-
360°
n

lye egyuttal (térbeli) forgastengely: a tengely kordili szogl forgatds a hasabot 6nmagaba viszi.

A szabdlyos hasabok tehat forgasszimmetrikus testek.

5. A hasabokat eltoldssal is szarmaztathatjuk. Ha példdul az dbran lathaté Q és Q, 6tszogek meg-
felel6 cstcsai A, B, C, D, E, illetve A,, B,, C,, D,, E,, akkora v = AA, = BB, = ... = EE, vektoru eltolas
a Q otszoget Q,-be viszi, s kdzben az 6tszdg pontjai az oldallapokat futjék be.

6. Barmely hasdbra igaz, hogy az alaplapokkal parhuzamos sikmetszetei az alaplapokkal egybe-
vagoé sokszogek.

A HASAB TERFOGATA

Hasabok térfogatanak kiszamitdsara a gyakorlati életben is gyakran van sziikség. Két egyszer( érett-
ségi feladat:

3. példa

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2006.) Egy téglatest alaki akvarium belsé méretei (egy cstics-
bol kiindul6 éleinek hossza): 42 cm, 25 cm és 3 dm. Megtelik-e az akvarium, ha beletoltiink 20 liter
vizet?

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2019.) A strandon 1évé egyik Gszémedence 50 méter hosszi
és 16,5 méter széles, az egyik végén 130 centiméter, a masik végén 210 centiméter mély. A medence
egyenletesen mélyiil az egyik végétsl a masikig. Legfeljebb mennyi viz fér el a medencében? Valaszat
tiz kobméterre kerekitve adja meg!

50 m

130 cm

210 cm

Az Uszomedence olyan egyenes hasdbnak tekinthet6, amelynek alaplapja derékszogl trapéz.
Hogyan szamithatjuk ki a térfogatat?

A hasdbok térfogatat tobb Iépésben hatarozhatjuk meg.
1. lépés:

Megmutatjuk, hogy a haromszog alapl egyenes hasdb térfogata V=T - m, ahol T az alaplap terlilete,
m a hasab magassaga.
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_______ ——— Az ABC haromszoget belefoglaljuk példaul az ABDE téglalapba (ezt mindig
megtehetjlik), s igy az abra szerint az ABC haromszog alapu egyenes hasab is

belefoglalhaté az ABDE alapu egyenes hasdbba, ami egy téglatest.
Az ABC haromszdg CF magassaga segitségével négy haromszogre bontjuk az
Eloeeeef Sl 0D ABDE téglalapot, amik kozil 2-2 egybevagd. Az abra szerinti teriiletekre teljesiil,
/ I AN I hogy t, =t, ést, = t,. (Igy bizonyitottuk kordbban, hogy az ABC hdromszdg terii-
ST 4 N7 lete fele az ABDE téglalap teriiletének.) Az ABDE alaplapra merGleges, CF-en
A F B athaladé sik felvételével négy hdromszog alapi egyenes hasdbra bontjuk az
ABDE alapi hasabot, ezek koziil 2-2 egybevago egymassal: a t, és t,, valamint a
t, és t, alaptiak. Az ABC alapu egyenes hasab a t, és t, alapl hasdbok Gsszeillesz-
t t, tésével keletkezik, térfogata e két hasab térfogatanak Gsszege. De ez a fentiek miatt
t | ¢ éppen az ABDE alapu téglatest térfogatanak a fele. A téglatest térfogata T,,,, - m,

B az ABC alapul egyenes hasab térfogata igy %TABDE - m. Es mivel T, = ;—TABDE,

az ABC alapu egyenes hasab térfogatara valéban teljesiil, hogy V = T,,.-m.

2. lépés:

Megmutatjuk, hogy a sokszdg alapui egyenes hasab térfogata V.= T- m, ahol T az alaplap terlilete,
m a hasab magassaga.

Mivel az alaplap valamely Q sokszdg, ezt mindig felbonthatjuk H,, H,, ..., H, részhdromszo-
gekre; ezdltal pedig a Q sokszog alapl egyenes hasdbot felbonthatjuk a H,, H,, ..., H, haromszog
alapu egyenes hasabokra. A sokszog teriiletére teljesiil, hogy a hdromszbgek teriileteinek Osszege:
t(Q) = t(Hy)+t(H,)+ ... + t(H,); a térfogatdra pedig, hogy a haromszog alapi egyenes hasabok térfo-
gatainak dsszege: V(Q) = V(H,)+ V(H,)+ ...+ V(H,). A hdromszog alapi egyenes hasdbok térfogatai
(az 1. 1épés alapjan)

V(H,)=t(H,)-m, V(H,)=t(H,)-m, ..., V(H,) = t(H,)-m. Ebbdl kévetkezik, hogy

V(Q) = t(H, ) m+t(Hy) m+ ...+ t(H,)-m = m(t(H, )+ t(H,) + ... +t(H,)) = m-{(Q) =m - T,

s ez éppen a bizonyitandé allitast adja.

(Lehet, hogy a jelolések alkalmazasa miatt kissé bonyolultnak tlinik a levezetés, de egyszer(i gondo-
latrél van sz6: a sokszog alapu egyenes hasab térfogatat a haromszog alapu egyenes hasabok térfogata-
inak 0sszegeként kapjuk meg.)

3. lépés (kiegészitd anyag):
Megmutatjuk, hogy a ferde haséab térfogata is V=T - m alakban adhaté meg, ahol T az alaplap teri-
lete, m a hasab magassaga.

Felhasznaljuk Cavalieri (1598-1647) itdliai matematikus nevezetes eredményét. A Cavalieri-elv a
kovetkezs:
— Ha két test alapteriilete egyenld, tovabba
— az alaplapjukkal parhuzamos 6sszes sikmetszetiik teriilete paronként megegyezik, akkor a két test
térfogata egyenld.

A Cavalieri-elv szemléltetésére képzeljiink el két
azonos szamu lapbdl allé kartyacsomagot (dbra). Az
egyik csomag hagyomanyos médon, egyenesen all, a
masik ferdén. Ennek ellenére természetesnek érezzik,
hogy ,mindkét csomag térfogata ugyanannyi lap”.

A Cavalieri-elvet jol haszndlhatjuk a kozépiskola-
ban vizsgdlt testek esetében. Fontos megjegyezniink
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azonban, hogy az elv ebben az alakjaban még hianyos; a mélyebb matematikai targyalas
soran pontositasra, kiegészitésre szorul.

A Cavalieri-elv segitségével konnyen igazolhatjuk a ferde hasabra vonatkozé V=T - m tér-
fogatképletet. Tekintsiink egy olyan egyenes hasabot, amelynek alaplapja egybevagé a ferde
hasab alaplapjaval, és magassaga ugyanakkora (dbra). A két testnek az alaplappal parhuza-
mos sikmetszetei egybevagd sokszogek, vagyis azonos teriiletliek. A Cavalieri-elv feltételei
teljestilnek, igy a két test térfogata azonos. Ha az alaplap teriilete T, a hasdb magassaga m,
akkor az egyenes hasab térfogata V=T - m. Ennyi a ferde hasab térfogata is; ezzel igazoltuk a
ferde hasab térfogatképletét. (A bizonyitashoz a hasabok alaplapjainak egybevagdsaga helyett
elegend® lett volna azok egyenl§ teriiletét megkovetelni.)

|

\

\
\
- =
7
’

|/
\

Megoldas

A 3. és 4. példa megoldésa ez alapjan:

3. Az akvdrium térfogata 4,2 - 2,5 -3 =31,5 dm’, tehdt nem telik meg, ha beledntiink
20 liter (= 20 dm?) vizet. e
4. Az Gszémedence trapéz oldallapjanak teriilete T:%

=1402,5 m’, ami a kért kerekitéssel kb. 1400 m°.

Francesco Bonaventura
Cavalieri (1598-1647)

Az itdliai szerzetes

nevét matematikai és
csillagaszati munkai
tették ismertté. Galilei
ajanlasara lett 1629-

ben a bolognai egyetem
matematikatandra. A geo-
metridban kidolgozott
GUjszerli médszerével fon-
tos problémakat tudott
megoldani. Eljarasa sok
matematikust 9sztonzott
tovabbi kutatasokra.

.50 =85 m’, térfogata T-16,5 =

A hasabok felszinét a hatdrolé lapok teriiletének 6sszegeként kapjuk meg. Az alaplap tetsz6leges
n-szog lehet, az oldallapok paralelogrammak. (Ha a hasab egyenes, akkor az oldallapok téglalapok.)

Az oldallapokat egyiittesen palastnak is nevezzik.

Osszefoglalva:
A T alapteriletl, m magassagu hasab térfogata V=T - m.
A hasab felszine A = 2T + P, ahol P az oldallapok (a palast) terilete.

Szabalyos hdromszog alapt egyenes hasdb minden éle a = 10 cm hosszd. Mekkora a haséb térfogata

és felszine?

Megoldas

Az alaplap a oldalhosszi szabalyos haromszog, melynek teriilete T =

2 4

(cm’). A hasab oldalélei merélegesek az alaplapra, igy a testmagassag hossza is m =a = 10 cm.

2 L o 2
a S|n60 = 510 %43,30
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A hasdb térfogata V=T- m =~ 433,0 cm’.

A haséb oldallapjai egyenl6 oldald téglalapok, azaz négyzetek. A hasab felszine
A=2T+P=~2-4330+3 10> ~ 386,6 cm’.

6. példa

Egy négyzet alapl, a = 6 cm alapéll hasabot egyik
oldallapjara mer6leges iranyban deformaljuk (,nyiras”).
lgy olyan négyzet alapu ferde haséb keletkezik, amely-
nek b =4 cm hosszu oldalélei @ = 72°-0s szdget zarnak
be az alaplappal. Rajzoljuk meg a test hal6jat! Mekkora

a test térfogata és felszine?

Megoldas

B’ A
D
A B’ 6

< 6

D 4 v

° A 6 Zg 4
6
. C 6 D
D 6 c
Rejtvény

Az dbra szerinti ABCDA'B'C’D’” hasab el6Inézete az
ABB’A’ paralelogramma, az ADD’A’ és BCC'B’ oldal-
lapok a és b oldali téglalapok. Ez a két oldallap az
alaplappal @ = 72°-0s szbget zar be; mig az ABB’A” és
DCC’D’ lapok az alaplapra mer6legesek. Ezért az A’
cstcsbdl hizott A’E testmagassag egydttal az ABB'A’
paralelogramma magassaga is.

A testmagassag hossza az AEA” derékszogl harom-
sz0gbdl hatarozhaté meg: m = b - sin @. A hasab térfo-
gata V=a’-b-sina =6 4-sin 72° = 136,95 cm’.
A hasab felszine 2-2 négyzethdl, téglalapbdl és parale-
logrammabdl all, nagysaga

A=2T+P=2a"+2ab+2am=2a’+2ab+2absin a=
=2-62+2-6-4+2-6-4-sin72° =~ 165,65 cm’.

A test haldja tobbféleképpen is megrajzolhatd, az
egyik lehetGség az abran lathato.

Az alabbi torténet egy szigetre vet6dott hajotorottrol szol, aki csatornat as, hogy vizre bocsdthassa a kenujat.

Melyik kényvbél valé az idézet?

,Nagyon boldog voltam, amikor munkamat befejeztem. Valéban, nagysaga feltilmdlt barmely mas kenut. Sok
faradsagba keriilt, az bizonyos, de ha sikerdl vizre juttatnom, barmily vad utazast megkockaztathatok vele.

De hiabavalonak bizonyult minden faradozdsom, hogy a vizre bocsdssam, noha rengeteget vesz&dtem.
Pedig nem volt messzebb a tengert6l, mint j6 szaz [épés. [...] Ugyanis ezt a kenut sem tudtam megmozditani,
akarcsak a ment&csénakot. Aztan megmértem a talaj magassagat, és elhatdroztam, hogy olyan mély csatornat

asok, melybe a viz is bedmélhet.

Tehat dolgozni kezdtem. Kiszamitottam, milyen mélyre és milyen szélesre kell dsnom, hova kell sz6rnom
a foldet. Rajottem, hogy nem lévén tobb, mint két kezem, legaldbb tizenkét évre lenne sziikség, mert a part
tdlsdgosan magas, €s legaldbb hdszlabnyira kellett volna leasnom.”

(A konyv cime és néhany kapcsolodo kérdés a kitlizott feladatoknal talalhato.)
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A HENGER

A hengerszer(i testeket a hasabokhoz hasonléan szarmaztat-
juk, azzal a kiilonbséggel, hogy a Q alaplap gorbe vonald, zart
sikidom.

Huzzunk az S sikban 1évé Q gorbe vonald sikidom hatarvo-
nalanak pontjain keresztiil az S sikot metsz8, egymassal parhu-
zamos egyeneseket. Az igy kapott fellletbsl egy S-sel parhuza-
mos S, sik a Q-val egybevagd Q, sikidomot metszi ki. A Q és
Q, sikidomok, valamint a parhuzamos egyenesek altal hatarolt
testet nevezziik hengernek.

Talalkozunk a hasabhoz hasonlé elnevezésekkel is:

A Q és Q, sikidomok a henger alaplapjai, az alaplapokat
0sszekots gorbe feliilet a henger palastja. Az alaplapok tavolsaga
a henger magassaga, a parhuzamosaknak az S és S, sikok k6zé es6 darabjai az alkotok. Ha az alkotok
merGlegesek az alaplapokra, akkor egyenes hengerrdl, egyébként ferde hengerrél beszéliink. Kérhenger
esetében az alaplap kor; egyenes korhenger esetében a korlapok kdzéppontjait 6sszekots egyenes a
henger tengelye.

Néhdny megjegyzés az elnevezésekkel kapcsolatban:

1. Kozépiskolaban elsGsorban (majdnem mindig) az egyenes korhengerrel, illetve
részalakzataival talalkozunk. Gyakori el6fordulasa miatt az egyenes korhengert — meg-
allapodas alapjan — egyszeritien csak hengernek nevezziik.

2. A koznyelvben és a matematikai nyelvezetben mast jelent a henger sz6. A min-
dennapi életben leginkdbb az egyenes korhengert nevezziik hengernek; ez is indokol-
hatja az 1-es pontban jelzett ,lazasagot”.

3. Néha haszndljak az egyenld oldald egyenes korhenger elnevezést; ekkor a henger
magassaga megegyezik az alapkor atmérgjének a hosszaval.

4. Az egyenes korhenger tengelye — csakdgy, mint a haséb esetében — térbeli for-

gastengely: a tengely korili tetsz6leges szogl forgatas a hengert 6nmagaba viszi. Az
egyenes korhengerek tehat forgasszimmetrikus testek. (Az egyenes korhengert forgas-
hengernek is nevezziik.)

5. A hengereket is szarmaztathatjuk eltolassal. Mikdzben példaul a v vektor a Q
alaplapot Q;-be viszi, Q hatarolé vonalanak pontjai befutjak a henger palastjat.

)

6. Barmely hengerre igaz, hogy az alaplapokkal parhuzamos sikmetszetei az alapla-
pokkal egybevagé sikidomok.

7. A hasdbokat és hengereket azonos médon szarmaztatjuk, igy kozos elnevezésiik
hengerszertii testek.

Hogyan szamithatjuk ki a henger térfogatat? Erre a gyakorlatban is sziikségiink lehet. Két egyszer(
példa:
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(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2005.)

a) Egy henger alaku fazék belsejének magassaga 14 cm, bels6 alapkorének atmérgje 20 cm. Meg
lehet-e f6zni benne egyszerre 5 liter levest?

b) Egy henger alaki bogre belsejének magassaga 12 cm, bels6 alapkdrének atmérgje 8 cm. Belefér-e

egyszerre 1? liter kaka6?

A T alapteriletli, m magassagl henger térfogata V = T - m, felszine pedig A = 2T + P, ahol P a
palast tertilete. Specidlisan ha az egyenes korhenger alapkorének sugara r, magassaga m, akkor tér-
fogata V = 'z - m, felszine A = 27 + 2rz - m [= 2rz(r + m)].

ismeretekre lenne sziikség. (Annyit persze mi is megallapithatunk, hogy a képlet

A térfogatra vonatkozod tételt nem bizonyitjuk, ehhez mélyebb matematikai
< > nem mond ellent a Cavalieri-elvnek: az azonos alaptertiletli és magassagi hen-

.
gerek térfogatanak meg kell egyeznie.) A tétel ismeretében azt is kimondhatjuk,
hogy a V. =T- m, illetve A = 2T + P képletek dltaldban is igazak a hengerszerdi
testekre.
Korabbi tanulmanyaink soran lattuk, hogy ha az egyenes korhenger palastjat
2rn egyik alkot6ja mentén ,elvagjuk”, akkor a paldst kiterithet6 a sikba (dbra). A kite-
.

( } ritett palast olyan téglalap, melynek egyik oldala az alapkér 2rz hosszdsaga keri-

lete, a masik oldala pedig az alkot6 hossza, azaz a henger magassaga. A téglalap
terlilete P = 2rz - m, s ebbdl adddik a fenti felszinképlet.
Megoldas
A 7. példa megoldasa ez alapjan:

a) A fazék térfogata 17 - = - 1,4 = 4,4 dm3, tehét nem fér bele 5 liter leves.
b) A bogre térfogata 0,4* - 7 - 1,2 = 0,6 dm’, igy a fél liter kaka6 belefér.

Egyenes korhenger alapkdrének sugara r = 8 egység, kiteritett palastja pedig olyan téglalap, amely-
ben az oldalak hosszanak aranya 1 : 2. Mekkora a henger térfogata és felszine?

Megoldas

Ha a henger magassagat m-mel jel6ljik, akkor a kiteritett palast téglalapjanak két oldala m és 2rz
hosszisagu.

1. eset: Ha m : 2rr = 1 : 2. Ekkor a henger magassaga m = 22£: rr; térfogata V = Pz - rr =
~ 5053,2 térfogategység; felszine pedig A = 2rz(r + m) = 2rz(r + ) = 1665,4 teriiletegység.

2. eset: Ham : 2rr = 2 : 1. Ekkor a henger magassdga m = 4rz; térfogata V = r’z - 4rr ~ 20 212,9

térfogategység — az el6z6 érték 4-szerese; felszine pedig A = 2rz(r + m) = 2rz(r + 4rx) ~ 5455,4
teriiletegység.
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9. példa

Az ABCDA’B’C’D’ téglatestben az AA’, BB’, CC’, DD’ élek mer6legesek az ABCD alapra. Ismerjiik
a téglatest egy cstcsbol kiinduld éleinek hosszat: AB = 5, AA” = 14 és AD = 8 egység. A téglatestet
elmetssziik egy olyan S sikkal, amely az ABCD alaplappal 24°-os szoget zar be, és az ABB’A” lapot az

AB oldallal parhuzamos kézépvonaldban metszi.
a) Mekkora térfogatd részekre osztja a metszd sik a téglatestet?
b) Mekkora a keletkezett poliéderek felszine?
(A vélasz egy tizedesjegy pontossagu legyen.)

Megoldas

Jelolje EF az ABB’A’ téglalap AB oldallal parhuzamos kézépvonalat. Ha S elmetszi a
DCC’D’ lapot, akkor a két sik GH metszésvonala parhuzamos az EF kozépvonallal (mert az
ABB’A’ és DCC'D’ sikok parhuzamosak), igy EFGH téglalap (dbra).

Az S metsz6 sik és az alaplap @ hajlasszoge — a BCC'B’ lap iranyl oldalnézethdl —
a BC és FG egyenesek bezart szogeként jelenik meg. HGzzunk ezért az F ponton keresztiil
parhuzamost BC-vel, ez a CC’ élt az F’ pontban metszi. Az FF'G derékszogl haromszog-
ben ismeriink harom adatot (a szogek és FF'), igy a haromszog 6sszes tobbi jellemzGjét
meghatarozhatjuk.

F'G=FF-tga=8-1tg24° = 3,56 (egység). (FFG < F'C’, G a CC’ bels6 pontja.) Az
ABCDEFGH poliéder olyan egyenes hasab, amelynek alapja a BCGF derékszogi trapéz,
magassaga pedig AB.

a) A trapéz teriilete Ty, = BF'E CC pc= 7+ 120’56
térfogata pedig V, = T, AB = 70,24 - 5 = 351,2 térfogategység. A ,fels6” poliéder
térfogatat megkapjuk, ha a téglatest térfogatabdl kivonjuk az ,als6” hasab térfogatat:
V,=AB- BC- AA'-V,=5-8- 14 —351,2 = 208,8 térfogategység.

-8 = 70,24 teriiletegység, a hasab

FE. FF__ 8
@ cosa@  cos 24°
~ 8,76 (egység). Az EFGH téglalap terilete T,.,=EF-FG = 5-8,76 =~ 43,8
terliletegység.

b) Az FF'G derékszogli haromszoghdl cos o = innen FG =

Az ,alsé” hasab felszine a hatarol6 lapok (négy téglalap és két egybevago trapéz) teri-
letének Osszege: A, = Ty + Tpcoy + Tasen T 2Tpccr + Tegpey =57 +5- 10,56 +5 - 8 +
+ 270,24 + 43,8 = 312,1 terliletegység.

A fels6 hasab felszine hasonl6an szamolhato:

Ay = Tgga+ Tuceo+ Tageo+ 2Tcen + Tercn =
=5-74+5-(14-10,56)+5-8+2- (8- 14 —70,24) + 43,8 = 219,5 teriiletegység.

Megjegyzések

Masképpen is eljarhattunk volna. Példaul a két részpoliéder egyiittes felszine az EFGH
téglalap kétszeres terliletével tobb, mint a téglatest felszine.

A feladat 1 tizedesjegy pontossagl eredményt kért, ezért a részszamitasok sordan egy
tobblet tartalékjeggyel dolgoztunk.

Fogalmak

poliéder;

térfogat;

felszin;

hasab;

henger;

alkoto (hasab,
henger);

halo (halozat);

alaplap;

magassag (hasab,
henger);

palast (hasab,
henger);

paralelepipedon;

egyenes hasdb,
henger;

ferde hasab,
henger;

szabalyos hasab;

tengely (hasab,
henger);

korhenger;

hengerszer( testek;

Cavalieri-elv.
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FELADATOK

Egy kocka A csticsbél kiindulé élei AB, AC és AD. Az AB él hosszat (és a vele parhuzamos éleket) 10%-
kal noveljik; az AC irdnyu élek hosszat 20%-kal noveljik; végil az AD iranyu élek hosszat 30%-kal
csokkentjiik. [gy egy téglatestet kapunk. Hogyan (hany szdzalékkal) valtozott a kocka

a) élei hosszanak dsszege;

b) felszine;

c) testatléjanak hossza;

d) térfogata?

Egy téglatest felszine 2232 m?*, egy csticsbol kiindulé élei hosszanak aranya 2 : 3 : 5. Hatdrozzuk meg
a téglatest éleinek hosszat és a térfogatat!

Ha figyelmesen nézel&diink, a mindennapi életben nagyon kénnyen botlunk térgeometriai problémaba.

Néhany egyszer( gyakorlati feladat a hasabok térfogata témakorbdl:

K1 a) Az 1 literes dobozos tartds tej tobbféle csomagoldsban kaphaté. Az egyik doboz alakja — hazi
mérés alapjan, jo kozelitéssel — olyan téglalap alapud egyenes hasdb, amelynek alapélei 6,5 cm és
9,5 cm, oldaléle 16,5 cm. Milyen magas a liternyi tej szintje a dobozban?

K1 b) Allapitsuk meg (méréssel vagy becsléssel), hogy mekkora témeg(i levegé van egy kivalasztott
tanteremben! (A levegd s(irlisége 1,3 kg/m’.)

(Egy konkrét tanteremre példa: 12,6 méter és 5,4 méter hosszl az alaptéglalap két oldala, és a
terem magassaga 3,8 méter.)

K2 c) Egy tarsashdz lakoi a haz oldalfala mellett 1 méter széles és 12 cm magas betonjardat épitenek.
Hany kobméter sédert rendeljenek, ha a jarda teljes hossza 28 méter lesz, és a betonozas soran
a séder térfogata hatodrészével csokken? (1 m?® betonhoz 1,2 m? séder kell.)

K2 d) Két meréleges ltszakasz taldlkozasakor az utak szintkilonbségét folddel toltik fel. Az egyik dat
3 méterrel magasabban halad a mdasiknal, ezért tgy dontenek, hogy az alacsonyabban haladé
utat 10°-os emelked6vel csatlakoztatjak. Hany kobméter foldre van sziikség ehhez, ha az it szé-
lessége 4,4 méter? Mekkora tomeg(i foldet kell a munkateriiletre szallitani, ha — ebben az esetben
— a fold atlagos sirtsége 1700 kg/m*?

Egy téglatest alakd, felll nyitott doboz alaplapjanak méretei 6 cm, illetve 8 cm, magassdga 24 cm.

A dobozba 40 cm hosszu, vékony pélcat helyeziink. Legaldbb milyen hosszi része ,16g ki” a palcanak

a dobozbdl?

Andras mUszaki rajzot készit egy rogzitett helyzetl palcardl. A palca harom vetiiletének hossza (el6lrdl,
oldalrdl és feliilr6l nézve) rendre 6,0 cm, 8,0 cm és 9,0 cm hosszdnak latszik. Milyen hosszu valéjaban
a palca? (A valasz milliméteres pontossagu legyen.)

Henger alakd, felll nyitott festékes fémdoboz alapkorének

13,6 cm az atmérdje, és térfogata 3 liter.

a) Mekkora a doboz kiilsé palastfeliilete? (A doboz vastagsa-
gat most és a b) feladatban is elhanyagolhatjuk.)

b) Hasznalat utan a dobozban eredetileg meglévé 2,4 liter
festék szintje 4 cm-rel csokkent. A kezdeti mennyiség
hany szazalékat hasznaltak el ekkor?

c) Becsiiljik meg, kb. mekkora témeg(i lehet az ires festé-
kes doboz, ha atlagosan 1T mm anyagvastagsdggal szamol-

s r

hatunk, és a doboz fémanyaganak s(r(isége 7800 kg/m’!
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21-22. A FELSZIN ES A TERFOGAT; A HASAB ES A HENGER

A henger térfogatdval kapcsolatban is b&ven taldlunk gyakorlati feladatot. Néhany példa:

K1 a) Egy vastag réz anyagl kabel keresztmetszete kozelit6leg olyan kor alakd, melynek
atmérdje 1 cm. Mekkora tomeg( 80 méternyi vezeték? (A réz siirlisége 8920 kg/m’.)

K1 b) A frissen kivdgott fa strlisége 800 kg/m’. A favago a kivagott, henger alakd, hosszu
fatdrzset olyan kisebb részekre vagja, amelyeknek a tomege legfeljebb 40 kg. (A gy(ij-
t6hely nagyobb tavolsdgra van, a nehezebb darabokat médr nem tudja elég messzire
hordani.) Legfeljebb milyen hosszi részekre vaghat egy olyan torzset, amely kereszt-
metszete — jO kozelitéssel — 20 cm atmér6jl kor? (Persze a gyakorlott favagé mérés
nélkdl is pontosan tudja, mekkora darabokat bir el.)

K2 c) A kerti kithdl szivattylzott vizzel a 100 literes hordét 6 perc alatt lehet megtdlteni.
Mennyi ideig tartana feltdlteni vizzel egy 4 x 4 x 1,4 méteres hazi medencét? Mekkora

a kat vizhozama? Mekkora a kb. 3 cm’ keresztmetszet(i tomlén atfolyo viz sebessége?

Anna, Béla és Csaba érdekes feladatot taldltak az egyik rejtvényijsaghan.

Az ABCDEFGH kocka éle 12 cm. (Az AE, BF, CC, DH élek merGlegesek az ABCD lapra.)
Az AB él P felez&pontjan all egy pok, mig a G cslicshban van egy légy. A pdk el akarja kapni a
legyet, ezért a kocka felszinén haladva, a lehets legrovidebb Gton prébal a 1égy felé haladni.
Milyen irdnyban induljon el?”

Anna szerint a legrévidebb Gt a PB, majd BC csticsok kozott vezet.

Béla szerint rovidebb az F csiicson dthaladé PFG torottvonal.

Csaba szerint a BF él Q felez6pontjan keresztiil kell haladni: legrévidebb a PQG dtvonal.
Melyikiknek van igaza?

Az el6z6 feladathoz hasonlé problémat a hengerfeliileten is megvizsgalunk. Legyen adott egy
egyenes korhenger, alapkorének sugara r = 10 cm, magassaga m = 50 cm. A henger feliiletén,
az alapkor egy P pontjdban all a pok, mig vele atellenes helyzetben, a fed6kor L pontjdban a
légy. (P és L tehat tikros helyzetli a henger kozéppontjdra.) Legalabb mekkora utat kell meg-
tennie a poknak a henger feliiletén, mig a légyhez ér? Milyen iranyban induljon el?
(Segitség: a henger palastjat teritsiik ki a sikba.)

Az asztalon 4ll6 egyenes korhengert (alapkorének sugara r = 10 cm, magassaga m = 50 cm)
elmetssziik egy olyan sikkal, amely az asztallappal 40°-os szoget zar be. A maradék ,csonka”
henger legrévidebb alkotéja 7 cm hosszisagl. Mekkora a maradék test térfogata?

Egy téglalap két oldala a =5 és b = 12 egység hosszlsagl. A rovidebb oldala mint tengely

koriil megforgatjuk a téglalapot.

a) Mekkora az igy kapott forgastest felszine és térfogata?

b) Hatdrozzuk meg annak a testnek a felszinét és a térfogatat, amelyet akkor
kapunk, ha a téglalapot a hosszabbik oldala kéril forgatjuk meg!

Tudod-e?

A leckében kitlizott rejtvény idézete Daniel Defoe: Robinson Crusoe c. regényé-
b6l vald. Prébéljuk megbecsiilni, hogy Robinson helyesen szamolt-e! (Valéban
évtizedes munka lenne egy embernek a csatorna kétkezi kiasasa?)

Becsuljik meg, egy nap atlagosan hany é6rét dolgozhat (az dsas, foldhordas nehéz
fizikai munka; napkozben egyéb sziikségleteirdl is gondoskodnia kell, pl. vada-
szat, hazimunkak, ellen&rzg kordt); egy évben hany napot szanhat atlagosan a
munkara (pl. es6s évszakban kevesebbet tud dolgozni); mekkora foldtomeget tud
megmozgatni adott id6 alatt; és milyen alaki csatornat érdemes asnia!

12. K2

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgydjtemény Ill. 1676-1714 (kocka),
1715-1743 (téglatest), 1744-1780 (hasab), 1971-2025 (henger).

A rakoskeresztdri

Uj Koztemetd 300-as
parcellajaban talal-
hat6 egy fekete granit
emlékmd. Ennek az
alakja szabalyos
hatszog alapu egye-
nes hasab,

és a magassaga
pontosan 1956 mm.
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23. A GULA ES A KUP

Gardonyi Géza: A lathatatlan ember cim{ mive az 6kori Réma idejében, Attila [Atilla] hun kiraly taboraban
jatszodik. A regény egyik részében a f6hGs Zéta, Csath f6ir rabszolgdja mesél egy tdbori mulatsagrol.

,Sétéltunk a fényben, vigalomban. Meg-megallottunk egy-egy mulaté
csoportnal. Néztiik, mint porgetik a telt képl hun menyecskéket a fiatalok.

- Tyuhaj!

Vagy dalt hallgattunk az itdliai hadjaratrél. Egyik dal ma is az eszemben
van. Arrol szolt, hogy az itdliai siksagon Atilla satoranak kerestek helyet.
Valami domb kellett volna, de nincs.

»Hat legyen — mondta a f6vezér —, hozzon mind6tok egy siivegnyi
foldet.«

Aznap estére hegy keletkezett ottan.”

Ez a dombépités a keleti népek Gsi legenddja, mas mivekben is talalkozunk hasonlé torténettel.
A legendak alapja megtortént esemény lehet, de vajon mekkora dombot hordhatnak 6ssze puszta kéz-
zel a katondk, a hadat kisér6k és a szolgak?

Hogy a domb magassagat megbecsiilhessiik, a hasab és a henger utan tovabbi testeket vizsgalunk.

A KUPSZERU TESTEK

A gllat és a kipot egylittesen kipszerii testeknek nevezzik, mert azonos médon szarmaztathatok.
Mar korabbi tanulmanyaink soran is talalkoztunk ezekkel a testekkel — csakigy, mint a hasdbbal és a
hengerrel —, most 6sszegy(ijtjik, pontositjuk és bovitjik a veliik kapcsolatos fogalmakat.

Tekintstink egy S sikban 1év6 Q sikidomot és a sikon kiviil rogzitett P pontot. Ha a Q sikidom hata-
rol6 vonalanak pontjain keresztil a P ponton atmend egyeneseket hizunk, akkor egy véges térrészt
kapunk.

A Q sikidom, valamint a P ponton dtmend egyenesek altal hatarolt testet nevezzik
— gulanak, ha Q sokszog;
— kdapnak, ha Q gorbe vonalu sikidom.

A tovabbi elnevezések koziil tobbet a hengerszer( testek esetében is hasznalunk.
A Q sikidom a gula vagy kip alaplapja, a rogzitett P pont a csticsa. Az alaplap sikja és a rogzitett
pont tavolsaga a glla vagy kip magassaga. A gula tobbi lapjat oldallapoknak vagy egyiittesen palastnak
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nevezzlk. Az alaplap élei az alapélek, a tobbi él pedig oldalél. A kip csdcsat az alaplap hatérolé vonala-
nak pontjaival 6sszekotd szakaszok a kip alkotéi, az ezek altal meghatarozott gérbe feliilet a kip palastja.

Ha a gula alaplapja szabdlyos sokszog, és az oldalélei egyenl6 hosszdak, akkor a gtla szabalyos. Ha
a kap alaplapja kor, akkor korkuaprél beszéliink; és ha az alapkér kdzéppontjat a kap csticsaval dssze-
kotd egyenes mer6leges az alaplapra, akkor egyenes korkipot kapunk.

Néhany megjegyzés az elnevezésekkel kapcsolatban:

1. Kozépiskoldban a kipok koziil altalaban az egyenes korkuppal, illetve részalakzataival fog-
lalkozunk. Gyakori el6fordulasa miatt az egyenes korkipot — kissé pongyola médon — egyszer(ien
csak kdpnak is nevezziik; és a ferde kip elnevezést inkabb csak akkor hasznaljuk, ha hangstlyozni
kivanjuk, hogy a korkip nem egyenes.

2. A gula oldallapjai mindig olyan hdromszdgek, melyek kozos cstcsa a rogzitett pont.

3. A szabalyos gula oldallapjai egyenl6 szard, egybevagd haromszdgek. (Hangstlyozzuk, hogy a
szabalyos gula oldaléleire nincs megkdotés, tehat tetsz6leges hosszisaglak lehetnek.)

4. Néha talalkozhatunk az egyenes gila elnevezéssel. Nem szerencsés a haszndlata; ha az alap-
lap szabdlyos sokszog, akkor hasznalhatjuk a szabalyos gula elnevezést.

5. A haromoldalt galat masképpen tetraédernek nevezziik.

6. Szabalyos tetraéder az a haromszdg alapt gila, amely-
nek lapjai egybevagd szabalyos haromszogek. Vigyazat: ez
mast jelent, mint a haromoldali szabalyos gila! A szaba-
lyos tetraéder minden éle egyenld, mig a haromszdg alapu
szabalyos gula tetsz6leges magassagu lehet. (Tehat oldalélei
altalaban nem egyenl6k az alapélekkel.)

7. Az egyenes korkip tengelye a kip csticsat az alapkor
kdzéppontjaval 0sszekots egyenes. Az egyenes kip alkotoi
egyenl6 hossziak, tengelymetszete egyenld szard harom-
sz6g, melynek magassagvonala a tengely. (A tengelymetszet
a tengelyen dathaladd, az alapsikra mer6leges sik és a kip
metszete.)

8. Az egyenes korklp tengelye forgastengely: koriilotte megforgatva a tengelymetszetet megkap-
juk a kipot. Az egyenes korklpot ezért forgaskiapnak is nevezzik.

Szabélyos Haromoldald
tetraéder szabalyos giila

A KUPSZERU TESTEK TERFOGATA ES FELSZINE

Barmely T alaptertiletl és m magassagi kipszerd test térfogata V = TTm
2
Specialisan ha a korkdp alapkorének sugara r, akkor térfogata V = #

A tételt nem bizonyitjuk részletesen, de vazoljuk a bizonyitas [épéseit.

Megjegyzés
1. El&sz6r meg kell mutatni, hogy a hdromszog alapt gllara, azaz a tetraéderre igaz a képlet. Ehhez
a tetraédert kiegészitjiik vele azonos alapi és magassagi haromszog alapd hasabba (ehhez két tovabbi
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tetraéder sziikséges); majd a Cavalieri-elv segitségével igazoljuk, hogy a tetraéderek térfogata megegye-
I-m
53

2. Ezutan igazoljuk, hogy tetsz6leges sokszog alapd gadlara is teljesil a
térfogatképlet.

Ehhez a gulat felbontjuk vele azonos m magassagli haromszog alapu
részgulakra, amelyek alaplapjainak teriilete ¢, t,, ..., t,. A felbontas miatt
t,+t+...+t, =T az eredeti gila alaplapjanak teriilete. (Az abran 6tszog
alapud gadlat latunk, amelyre n = 3.) A részgulak térfogatdsszege az eredeti
glla térfogatat adja: V, + V, + ... + V., = V. A haromszog alapu guldk térfo-
gatat mar ismerjiik (lasd el6z6 pont), igy

GTer t23m ot t"3m =(t+t+... +tn)-%=TTm

valéban. (Az alaplapot tetsz6legesen bonthatjuk fel részharomszogekre, a
bizonyitasban csak azt haszndltuk ki, hogy teriiletosszegiik T.)

3. Végiil azt az esetet bizonyitjuk, amikor az alaplap gorbe vonali sikidom, azaz a test kip. Akarcsak
a hengerek esetében, itt is kozelitd modszereket kell alkalmazni, de ehhez magasabb szintli matemati-
kai eszkozok kellenek.

zik. A hasab térfogata T - m; a tetraéder térfogata ennek harmada, tehat V =

(Az azonos alapterdiletli és azonos magassagu egyenes és ferde korkiap
térfogata megegyezik. Ez a Cavalieri-elvbdl kovetkezik, és a térfogatkép-
lettel is Osszhangban van.)

A guldk felszine értelemszeriien a hatarol6 sokszoglapok teriiletének
a Osszege. (A glla paldstjat haromszogek alkotjak; ezek teriiletosszegéhez
adodik még az alaplap tertilete.)
A kapok kozil csak az egyenes korkiap felszinével foglalkozunk. Ha
a kartonpapirbdl készitett egyenes korkip paldstjat egyik alkotéja men-
Sl tén szétvagjuk, akkor a paldst kiterithet6 a sikba. A sikba kiteritett palast
korcikket hataroz meg, hiszen a kdp minden alkotdja azonos hosszisagu.
A korcikk ivhossza az alapkor kerlilete, a korcikk sugara pedig a kap
alkotoja.
Ha r és a jeloli a forgaskip alapkorének sugardt, illetve az alkotdja hosz-
szat, m pedig a forgaskip magassagat, akkor a palast P = 22# =r-zm-a
tertletd. (It felhasznaltuk a korcikk tanult teriiletképletét.) Ezzel a keresett

felszint meghataroztuk.

A forgaskup felszine az alaplap és a palast teriiletének Gsszege:
A=T+P=r-m+r-7-a.
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Mekkora az a = 10 cm él{i szabdlyos tetraéder felszine és térfogata?

Megoldas

Az ABCD szabdlyos tetraéder minden éle azonos hosszisagu, lap-
jai egybevagd szabdlyos haromszogek. Egy ilyen haromszog (barmelyik)

a3,
magassaga @a hosszu, igy teriilete t = + = gaz. A szabdlyos

tetraéder felszine A = 4t = v3 a* ~ 173,21 cm’.

A térfogat kiszamitdsdhoz sziikségiink van a tetraéder testmagassa-
gara. Jelolje az ABC lap sdlypontjat S, ez egydttal a magassagvonalak met-
széspontja is. AS éppen kétharmada az A cslicsbdl hizott magassagnak,

32 /3

haromszdgben felirt Pitagorasz-tétel segitségével hatarozhatjuk meg:

. Az SD = m testmagassagot az ASD derékszog(i

2
m=a-AS=a-2 =22 tehdt m=,/ %a. A szabdlyos tetraéder térfogata

3 3
V3 2. /2
% t-3m: 4 5 3 :%a3z117,85cm3.

A gtla alakd épitmények kozil a leghiresebbek taldan az 6kori egyip-
tomi piramisok, illetve a piramisszer(i kozép-amerikai épitmények;
valamint a modern id6kbdl a parizsi Louvre ,livegpiramisa”.

A monumentalis egyiptomi piramisok épitését szamtalan rejtély
ovezi. Nehéz elképzelni, hogy az akkori id6k technikai tudasdval
hogyan sikerilt [étrehozni ilyen csodalatos alkotasokat, hogyan oldot-
tak meg az évtizedekig tarté munkaval kapcsolatos élelmezési, szalli-
tasi és szervezési problémakat.

Hérodotosz gorog utazd és torténetird Kr. e. 450 koril azt irta,
hogy az egyiptomi papok felfedték el6tte a piramisok épitésének
néhdny titkat. Azt allitottdk példdul, hogy a piramisok mérete olyan,
hogy magassaguk négyzete megegyezik az oldallapjaik teriiletével.

A legnagyobb gizai piramis (a Hufu- vagy Kheopsz-piramis) alakja szaba-
lyos négyzet alapl gula, melynek alapéle ~ 232 méter, magassaga ~ 147 méter.
(A szakirodalomban tobbféle szamérték talalhatd, az eredeti méreteket ma mar
csak becsilni tudjuk.) Teljesiil-e erre a piramisra a Hérodotosz altal leirt feltétel?
Mekkora a piramis oldallapjanak a d6lésszoge?

Megoldas

Jelolje a az alapél, m a testmagassag és b az oldallapok alaphoz tartoz6 magassa-
ganak a hosszat (dbra)! Pitagorasz tételébsl b = /(%)2 +m? =vV116%+ 147 = a
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~ 187 (méter). Az oldallapok teriilete %

~ 21 700 m’, a magassag négyzete 147> ~ 21 600 m’.

A papok altal ismertetett Osszefliggés igen j6 kozelitéssel igaz. (Persze a tokéletes egyezést nem is var-
hatjuk, hiszen az eredeti méretek akar tobb méterrel is eltérhetnek a fenti értékektdl.)

Az oldallap-alaplap ¢ hajlasszogére tg ¢ = 1 = 2Tm a %23 ’

3 innen ¢ =~ 51,7°. Ez j6 kozelitéssel
2

megegyezik a gyakorlatban mért értékkel.

3. példa

Andras A4-es kartonpapirbdl 28 cm atmér6ji félkort vagott ki, ebbdl késziti majd el egy egyenes
korkdp palastjat. Mekkora sugart alapkort vagjon ki? Mekkora lesz a papirokbdl 6sszeragasztott kip
nyildasszoge és térfogata?

Megoldas

Ha a kip harom paraméterébdl (r: alapkor sugara, a: alkotd, m: magassag) kett6 ismert, akkor a
harmadik kiszamithat6, és meghatarozhato a kip felszine és térfogata is. Jelenlegi adatainkkal az alkoté
a =14 cm hosszl, mig az alapkor keriilete megegyezik a palést félkorének ivhosszaval. 2rr = ar, innen
r=7 cm: ekkora az alapkor sugara.

2 /
Az elkésziilt kap magassdga m = va*> — r* = V14> — 72 = Y147 (cm), térfogata V = % =
~622,1 cm’.
Jelolje @ a kip nyilasszogének a felét, ekkor sina = é = 0,5. Innen @ = 30° (@ csak hegyesszog

lehet), a kip nyilasszoge tehat 2a = 60°.

4. példa

Egy derékszogli haromszog két befogdja a = 3 és b = 4 egység hosszl. Megforgatjuk a haromszoget
a térben

a) az a oldal;

b) a b oldal;

c) az atfogo
egyenese mint tengely koril. Mekkora az igy kapott forgastestek térfogata?

Megoldas
Mint az abran lathato, az els6 két esetben forgaskipot, a harmadik

L NS W esetben pedig Gn. kettds kdpot kapunk.
: 1 a) A keletkezett kip alapkorének sugara b, magassaga a. A kip térfo-

"""""" b= EV g N gata V, = bzgi-a = 167 = 50,27 térfogategység.
. b) A keletkezett kip alapkorének sugara a, magassaga b. A kip térfo-

gata V, = az73r7-b =127 = 37,70 térfogategység.
c) A derékszogii haromszog atfogéja c = v'a’+ b*> = 5 (egység). Az atfogohoz tartozé magassag m
hosszat a tertilet kétféle felirasabol kaphatjuk meg: aé—b = C'Zm ,innen m = % = 2,4 (egység). Ha
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az m magassag ¢, és ¢, hosszlsagu részekre osztja az atfogot, akkor a kettds kip térfogata a ¢, és c,
magassagu kdpok térfogatainak 6sszegeként kaphaté meg. (A két kip kézos alapkdrének m a sugara.)
m*r-c, mPm-c, mMT(G+GC) mlr-c

= 9,67 =~ 30,16 térfogategység.

A lecke elején Gardonyi Géza regényébdl idéztiink. Prébaljuk megbecsiilni, hogy mekkora lehet a

katonak stivegeivel hordott ,hegy” magassagal

Megoldas

A hegyet modellezziik egy olyan egyenes korkdppal, amelynek az alkotéi az alappal
45°-0s szoget zarnak be. (Ha a kdp laposabb, kisebb magassdgot kapunk; ha pedig 45°-nal
nagyobb a hajlasszog, akkor a fold kénnyebben lecsiszik, leszorédik a tetejérdl.) A kip tér-

2
fogata V= %, ahol m a kip magassaga, r az alapkor sugara. A 45°-0s hajlasszog miatt
r=m;a % ~ 1 becslést alkalmazva V =~ m?, azazm = %'V .

Tegyik fel, hogy szdzezernyi katona fejenként 3 liter foldet hordott Gssze. Ekkor
V =300 000 dm® = 300 m?, s ebbsl m = V'V = 6,7 méter adédik.

Nos, vezéri satorhelynek megfelel6, de ,hegynek” azért nem nevezhet6 a magaslat.
Ha maximalis becslést alkalmazunk, azaz kétszer akkora térfogati siivegekkel és négyszer
annyi katonaval szamolunk (egyes torténelmi forrasok szerint Attilanak volt ennyi embere),
akkor a magaslat térfogata 8-szoros, igy a magassdga — a becslés miatt — /8 = 2-szeres.
A 13,4 méteres magassag persze mar csak hegynek kevés, épitménynek nem.

Ebbd&l a példabdl is latszik, hogy mennyire 6vatosan kell alkalmazni a térfogati becsléseket.

FELADATOK

1. K2
meg

a) a gala felszinét és térfogatat;

b) az oldalélek és az alaplap bezart szogét;

c) az oldallapok és az alaplap hajlasszogét;

d) valamint azt a hat szoget, amit egy oldalél bezar egy-egy alapéllel!

Fogalmak

kdpszer( test;

glla;

kap;

alaplap (gdla, kap);

magassag (gula, kap);

alkoté (kdp);

palast (gdla, kap)

szabdlyos gula;

tetraéder, szabadlyos
tetraéder;

korkdp;

egyenes, ferde
korkap;

forgaskup;

tengely (kap).

Hatszog alapl szabdlyos gula alapélei a = 6 cm, oldalélei b = 10 cm hossztak. Hatarozzuk

3. K2

Béla egy tomdr sargarézbdl késziilt kulcstartét [atott a kirakatban, s rogton megtetszett neki.
A kulcstarté alakja szabdlyos 6tszog alapl egyenes gula, az alapélei 6 milliméteresek, mig az
oldalélei 42 mm hossztak. Béla csak attdl tart, hogy tdlsagosan stlyos lesz a disz. Mennyi a

s s

kulcstarté tomege? (A sargaréz siirisége 8500 kg/m”.)

Egy forgaskip harom paramétere (r az alapkdr sugara, m a magassag és a az alkotd) egész
szam, nagysagrendi viszonyuk r < m < a, és a szomszédos paraméterek kozotti kiilonbség
éppen 2 egység. Hatdrozzuk meg a kip felszinét és térfogatat! (Milyen érdekességet vehetlink
észre a felszin és a térfogat szamértékét osszehasonlitva?)
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5. K2

7. E2

IIl. TERGEOMETRIA

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2005.) Egy vallalkozas reklamajandéka szabélyos hatszog alapd
egyenes gula, amit fabol készitenek el. A gila alapélei 4,2 cm hossziak, magassaga 25 mm.

a) Hany cm’ faanyag van egy elkésziilt gildban?
b) A cég bejaratanal az elébbi targy tizszeresére nagyitott valtozatat helyezték el. Hanyszor annyi fat
tartalmaz ez, mint egy ajandéktargy?

Egy forgaskip alapkorének sugara r = 7,2 cm, alkotéja a = 23,1 ¢cm hosszd. A kdpot kettévagjuk a
csticsan atmend, az alaplapra mer&leges sikkal. Rajzoljuk le az igy kapott egyik test halojat! Mekkora
a keletkezett részek felszine és térfogata? (A valasz mm?, illetve mm’ pontossagu legyen.)

Egy hdromszog harom oldalaa=5cm, b=12 cm és c = 15 cm. A hdaromszdget az a oldala mint tengely
koril megforgatjuk. Mekkora az igy kapott forgdstest felszine és térfogata?

Az ABC haromszdg alapt, D cstcsu glla alapélei AB = 50 cm, BC = 48 cm és AC = 14 cm, oldalélei
DA = DB = DC = 65 cm hossztak. Mekkora a gula térfogata?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészitG feladatgyGjtemény Ill. 1781-1843 (tetraéder), 1844-1893 (gila),

2026-2081 (kdp).

24. HASONLO SIKIDOMOK TERULETENEK ARANYA;
HASONLO TESTEK TERFOGATANAK ARANYA

Tegytik fel, hogy egy hasonldsagi transzformdcié az S sokszoget az S’-be viszi. A 10. osztélyban
mar l4ttuk, hogy ha a hasonlésagi transzformdacié ardnya A, akkor S’ keriilete | A |-szerese S kertiile-

A
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B
C

tének: k' =[A|-k. (Ennek az az oka, hogy a képalakzat minden oldala
| A]-szerese S megfelel6 oldalainak.) Nem bizonyitjuk, de a gérbe vonald
alakzatokra is igaz az allitas: a képalakzat keriilete | A|-szerese az eredeti
alakzat keriletének.

Vajon mit allithatunk a hasonlé sikidomok teriiletének vagy a hasonlé
testek térfogatanak aranyarél? Az abran lathatjuk, hogy a tétel véltozatlan
formaban biztosan nem lesz igaz. Az ABC hdromszoget kozépvonalaival
négy egybevagd részharomszogre bontottuk, amik hasonlék az eredeti
haromszoghoz. A hasonldsdg aranya 1:2, de a részharomszogek teriilete
nem fele az ABC haromszog teriiletének, hanem csak negyede.

Epitsiink 2; 3; 4 egységnégyzethd| négyzetet!

Megoldas

A feladatot 2 vagy 3 négyzetbdl nem lehet megoldani, 4 darab egységnégyzetbdl egy kétszer kettes
négyzet rakhat6 Gssze. A 2 egység oldali négyzet teriilete tehat négyszerese az egységoldali négyzet

tertletének.



24. HASONLO SiKIDOMOK TERULETENEK ARANYA; HASONILO ...

2. példa

Hany kockacukorbdl lehet egy 2, illetve egy 3 kockacukor élG nagyobb kockat kirakni?

Megoldas

A 2 kockacukor éli kockahoz 8 darab, a 3 kockacukor éll kockahoz 27 darab cukor kell.

ElGbbi észrevételeink a kovetkez altaldnos tételnek a specidlis esetei:

Teétel

Hasonlé sikidomok teriiletének ardnya egyenl6 megfelel§ szakaszaik négyzetének ardnyaval.
Hasonl6 testek térfogatanak aranya egyenl6 megfelel6 szakaszaik kobének aranyaval.

Bizonyitas

Ezt a tételt csak hasonlé hdromszdgek esetére bizonyitjuk be.
Legyen a két haromszdghen a megfelel§ szakaszok aranya A. Ekkor a megfelel& szakaszhosszak négy-
. . T e L4 .. ) s p t
zetének ardnya A°. Jeloljiik a két hdromszog teriiletét t,-gyel és t,-vel. Meg kell mutatnunk, hogy t—2 =A%
1
Mivel
a-m
t1 = T es
go= My (ﬂa1)(ﬂm1) 24 m
L= = =

2 2 2

. . t
tehat valoban t—z =
1

=A%t

Megjegyzés

Kénnyd belatni, hogy barmely két hasonlé sokszog terliletére is igaz a tétel. Ha mindkett6t egymas-
nak megfelel6 médon haromszogekre bontjuk, akkor az egyik sokszogben a megfelelé haromszdgek
részteriileteit darabonként kell szorozni A*-tel. Mivel a haromszogek teriiletdsszege egyenl a sokszogek
teriiletével, és A* kiemelhetd, igy a mdasik sokszog teriilete is A*-szerese az els6nek.

Tekintettel arra, hogy A éppen a hasonldésag aranyaval egyenld, az el6bbi tételt a kdvetkez6képpen
is megfogalmazhatjuk:

2 9 ol . p S L 2 % z U
Hasonl6 sikidomok teriiletének aranya a hasonlésag aranyanak négyzetével egyenl6: t_2 =2
1

Hasonlo testek térfogatanak ardanya a hasonlésagi arany abszoldt értékének kobével egyenl6: Vz =1
1

3. példa
Milyen (pozitiv) aranyl hasonlésdgi transzformacié az, amely a sikidomok teriiletét

a) kétszeresére; b) harmadara; c) %—ére valtoztatja?
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IIl. TERGEOMETRIA

Megoldas

Mivel a teriiletek aranya a hasonlésdg aranyanak a négyzete, ezért most:
a)A*=2,1A1=V2, azaz a hasonlésag ardnya v'2 ;
pa=1 1= /T4

1
3

2 _ 3 — /3 v5
C)ﬂ—5,|ﬂ|— =

Adott az ABC haromszog az AB =12 cm, @ = 120°, m_= 8 cm adataival. Mekkora annak a szakasz-
nak a hossza, amelyik parhuzamos az AB oldallal, és felezi a haromszdg teriiletét? Szerkessziik is meg
ezt a szakaszt!

Megoldas

Az dbra jel6lése szerint a megfelel6
parhuzamos egyenes a hdromszog AC,
illetve BC oldalat a P, Q pontokban met-
szi, az eredeti haromszoget pedig egy kis
haromszogre és egy trapézra bontja. A fel-
tétel szerint

/3

, azaz a hasonlésag aranya *->-;

v15
5

, azaz a hasonldsag aranya

12 cm

trac = tasar:
Ez azt jelenti, hogy a PQC haromszog teriilete fele az eredeti haromszdg teriiletének. A PQC és ABC

haromszogek hasonlésdganak aranya tehat: A = /;— = g

Ezért PQ = /— Y2 A= /2— =6v2.

A PQ szakaszt példaul dgy szerkeszthetjik meg, ha megszerkesztjiik a CP szakasz hosszat, ezzel a
P pontot. Ezen a ponton at kell parhuzamost hizni az AB oldallal.

CP= QCA. A CA szakasz g—szeresét legkonnyebben gy szerkeszthetjik meg, hogy az AC
oldal felezbmer6legesére az F felezGpontjabol 15AC hosszisagt szakaszt mériink f6l. Ennek végpontjat
jelolje D. Az ADC derékszogl haromszdg, mert FA = FD = FC, tehat a haromszog koré irt kor kozép-
pontja F, és egyenl6 szard, mert FD szimmetriatengely. Igy Pitagorasz tétele szerint CD = QAC/ ezért

egy C kozéppontd, CD sugart kor kimetszi AC-b6l a P pontot.

Egy UditGitalt 2 literes palackokban arusitanak, amelyek magassaga
34 cm. A 0,5 literes és az 1 literes palackok milyen magassaguiak, ha a
haromféle palack ,hasonl6” egymashoz?

Megoldas

Legyen a 0,5 literes palack m,, az 1 literes pedig m, magassagu.
Alkalmazhatjuk a hasonl¢ testek térfogatara tanult tételt:

132



24. HASONLO SiKIDOMOK TERULETENEK ARANYA; HASONILO ...

(ﬂ)3_0/5
34) 7 2~

Ebbdl azt kapjuk, hogy m, = 21.

3
A masik magassag esetében is felirhato: (—2> -

34 2
Ebbdl kapjuk: m, =~ 27.
A 0,5 literes palack 21 cm, az 1 literes pedig 27 cm magassagu.

Megjegyzés

A szamolasunk soran felhaszndltuk, hogy a palackok hasonléak, azonban ezekre inkabb csak a ,hason-
litanak” kifejezés lenne alkalmazhat6. Gondoljunk arra, hogy ezeknek a palackoknak a kupakja altaldban
egyforma, ezért matematikai értelemben nem lehetnek hasonléak, mert kisebb palackhoz kisebb kupak
kellene a hasonlésaghoz. Szamolasunk kozelits értékeit azonban ez érdemben nem befolyasolja.

6. példa

Egy képen valamely teriilet adott idGszakra vonatkozé allatallomany-csokkenésének szemléltetését
latjuk. A grafikon készitGje jelezni kivanta, hogy az dllatallomany a vonatkozé id6szakban a felére csok-
kent, ezért az allatok linearis méreteinek aranyat 2 : 1-nek dbrazolta. Helyesen jart el a szerz6?

(érvelés, projektfeladat) A linedris, a terileti vagy a térfogati arany legyen 1 : 2?2 Beszéljétek meg a
lehetdségeket, és lehetbleg érvekkel tamasszatok ald a véleményeteket! Melyik abrazolasi méd a helyes?
Hogyan lehet manipulélni az abrazolassal?

Megoldas

Ezzel az dbrazoldssal a rajz nem val6saghl. Ha a hasonlé testek linedris méreteinek ardnya 1 : 2,
akkor térfogatuk aranya 1° : 2°, azaz 1 : 8. Az dllatokat térben elképzelve a nagyobbik térfogata nyolc-
szorosa a kisebbikének — nem pedig kétszerese. Mi lenne tehat ezt figyelembe véve a helyes ardny?

Ha a nagyobbik dllat linedris mérete x-szerese a kisebbnek, akkor térfogata x’-szoros. Az x> =2

egyenletbdl x =2 = 1,26, tehit ennyiszer kell nagyobbnak lennie az dllat képének.
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Megjegyzés

Persze a szemléletlink szdmara ekkor csal6ka lenne a két kép Ossze-
vetése: az 1,26-szor akkora méretd allat nem tdinik 2-szer akkora térfo-
gatdnak. Térbeli testek sikbeli abrazolasakor mindig fellépnek hasonlé
problémak, a képek tartalmilag félreérthetSk (és igy lehet&séget adnak
a manipulaciora is). Ha nem jel6lik szammal is az értékeket, akkor
nem tudhatjuk, hogy a képek — a szerz6 szandéka szerint — linearis
vagy térfogati ardnyokra vonatkoznak.

S6t, még az is el6fordulhat, hogy a linearis vagy térfogati aranyok
helyett a képek teriilete aranyos a hozzajuk tartozé értékkel. (Hasonlo
a helyzet példaul az oszlopdiagramokkal is; csak ekkor az oszlopok
alapja azonos hosszu, igy teriiletiik a magassagukkal aranyos.) Ha
két hasonlé sikidom esetében a hasonlésag aranya x, akkor a tertile-
teik ardnya x°; vagyis a kétszer akkora dllat képe (mint teriilet) 4-szer
nagyobb, mint a kisebb allaté.

A kovetkez§ dbran két falu vizfogyasztasat hasonlitjuk dssze. A fel-
felé tagulé poharak (tdlcsérek) azt prébaljak szemléltetni, hogy az
egyik falu fogyasztasa kétszerese a masiknak. Melyek a kétszeres tér-
fogatot abrazold helyes képek?

Természetesen az A és a C pohar képe a megfelelS. Ha az m magas-

3
sagl pohar félig telt vizzel, akkor a vizszint h magassagara (%) =2,
m m : 4 ‘o
L~ =~ 0,79m. Vagyis csaknem *magassagig telt
3o 1,260 m. vagyl 5 Magassaglg
a pohar, ha félig van — bar szemléletiink nem ezt sugallja. llyen abrat
tehat akkor érdemes felvenniink, ha azt kivanjuk hangsdlyozni, hogy
a kétszeres fogyasztas nem is olyan sok. Ha pedig forditva, a kétszeres
mennyiség nagysagat szeretnénk kiemelni, akkor példaul felfelé kes-
kenyedd gulat valaszthatunk.

sinnen h =

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a térfogat felét akkor kapjuk meg, ha kb. a magassag 6todéig telt a

glla. Ha tehat egy aruhazban a gulaba rakott konzervdobozok magassaganak % része leddlt, akkor

nincsen ,olyan” nagy baj: a dobozok kozel fele a helyén maradt.

Herbert George Wells angol it Az Sslények szigetén cim(i novelldjaban az elbeszél6 egy ép Aepyornis-
tojast talal. (Az Aepyornis egy mdra mar kihalt, strucchoz hasonlé ériasmadar.) A tojasbhol kikel az Gsma-
dar egy ivadéka, és a tudomanyos-fantasztikus elbeszélésben megkezd6dnek a kalandok...

A tydktojas atlagos hossza 5-6 cm. A strucctojds hossza ennek nagyjabdl 2,5-szerese, az Aepyornis
tojésénak hossza pedig — a régészeti leletek alapjan — a 28 cm-t is elérhette. Tegytik fel, hogy egy
csalad négy tagja feJenkent két tydiktojasbol rantottdt eszik. Tippeljiik meg, vajon elegendd-e ennek
a csaladnak egyetlen strucctojasbol késziilt reggeli! Es mit tippeliink,
hany ember reggelizhetne meg egy Aepyornis tojasabél?

A tojasok térfogatai, igy a tomegeik is, a hosszisaguk kobével
aranyosak. A tydktojashoz viszonyitva a strucctojas esetében ez az

e

‘-o — v“ \(n \\
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: H. G. Wells
arany (%) ~ 15, az Aepyornis esetében pedig kozelitéleg 5° = 125. (1866—-1946)

Tehat egy strucctojas tomege 15 tylktojaséval egyezik meg, igy majdnem két csalad is meg-
reggelizhetne belGle. Az Gsmadar tojasara az eredmény még meglepGbb: egyetlen tojasabol
tobb mint 60 ember reggelizhetne egy kiaddsat. (A tomege akar a 8-9 kg-ot is elérhette.)
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A GULA ALAPPAL PARHUZAMOS SIKMETSZETEI [ Emelt szint ]

Az abran egy glla és annak az alappal parhuzamos sikkal
valé egyik metszete lathat6. A metszetsokszog oldalai rendre
parhuzamosak az alap megfelel oldalaival, ugyanis parhu-
zamos sikok egy harmadik sikot parhuzamos egyenesekben
metszenek.

Tekintslik azt az O kdzéppontd hasonldsagot, amelyik az
A pontot az A’ pontba viszi at. EI6bbi megfigyelésiink értel-
mében példaul a B pont képe B’, igy az alapsokszdg képe a
sikmetszet.

Ez azt jelenti, hogy:

Ha egy gulat az alappal parhuzamos sikkal metsziink,
akkor az alaphoz hasonl6 sokszoget kapunk.

A hasonlésag ardnyat megadhatjuk barmely két megfe-
lel§ szakasz ardnyaval, igy %—mel is, ahol m’, illetve m a

glla csticsanak a metszGsiktdl, illetve az alapsiktdl valo tavolsaga. Ha a gula alapteriiletét t-vel, a met-
szet teriiletét t’-vel jeldljiik, akkor a korabbiak szerint:

v (m’)z _m”
t m rn2 '

A gila alappal parhuzamos metszete teriiletének és az alap tertiletének aranya egyenl6 a metsz6-
sik és az alapsik csticstl mért tavolsagai négyzetének az aranyaval.

A metsz6sik a gllabdl az eredetihez hasonl6 kis gulat metszett le. Ha ennek a térfogatat V'-vel, az
eredeti glla térfogatdt V-vel jeldljiik, akkor az el6bbi fejezet szerint

vV _m®

Vi om?

Ezek az allitasok kap esetében is érvényesek.

FELADATOK
1. K1 Hogyan valtoztatja meg a sfkid;)mok teriiletét a
— 1. 1. -3
a) A =3; b) A= ) A==

aranyu hasonléségi transzformacié?

m Hogyan valtoztatja meg a testek térfogatat a

a)d=-2; b) A=3; c) A= d)A:%.

1.
7/
aranyu hasonlésagi transzformacié?
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Ea

5. K2

7. K2

8. K2
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Egy haromszog minden oldalat osszuk 5 egyenld részre!l Az
abranak megfelel6 vonalkazott sokszog teriilete mekkora
része az eredetinek?

Osszuk fel egy kor teriiletét vele koncentrikus korrel két
egyenld részre!

Egy trapéz alapjai 15 cm és 21 cm hossziak. Hanyszorosa a
kiegészitd haromszog teriilete a trapéz teriiletének?

Rajzoljuk meg egy haromszog silyvonalait! Az AB oldal

felez6pontjabol hlizzunk parhuzamost az egyik stlyvonallal

a masik sdlyvonalig (dbra)!

a) Mekkora része a vonalkdzott haromszog teriillete az
eredetinek?

b)lgazoljuk, hogy a hdromszdg sulyvonalaibdl szerkeszt-
heté haromszog!

c) A stlyvonalakbdl szerkesztett haromszog teriilete mek-
kora része az eredetinek?

Négyszog alapli gila alapteriilete t=20cm’, térfogata
V=60 cm’. Agildt az alaplappal parhuzamos sikkal ket-
tévagtuk Ggy, hogy keletkezett egy V'=10cm’ térfogatd
darab. Mekkora lehet az alaplap és a metsz& sik tavolsaga?

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2021.) A szabvanyos
jégkorong egy olyan vulkanizalt gumihenger, amelynek
magassaga 2,54 cm (1 inch), alapkorének atmérgje 7,62 cm
(3 inch). Az egyik csapat a palya bejaratdhoz egy olyan nagy
méret{ korongot terveztet, amely (matematikai értelemben)
hasonlé6 a szabvanyos jégkoronghoz. A tervben szerepl& nagy
méret(i korong térfogata 1 m’. Szamitsa ki a nagy méretii
korong magassaganak és alapkore atméréjének a hosszat!

GULLIVER GEOMETRIAJA (Olvasmany)

Jonathan Swift (1667—1745) angol ir6 két hires torténete az Utazas Lilliputba és az Utazas Brobdingnagba.
Az el6bbiben az elbeszél6 a térpék orszagaba kerdil, az utébbiban pedig az ériasok foldjére.

A szerz6 mind a két elbeszélésében a 12-es valtészamot alkalmazta: a lilliputiak 12-szer kisebbek
az embernél, mig az dridasok ennyiszer nagyobbak. A méretaranyok megvaltozéasa |épten-nyomon furcsa
kalandokba sodorja Gullivert, és sok érdekes geometriai problémat vet fel.

Swift nagyon 6vatos volt, igyekezett nem belebonyol6dni a geometriai aranyokba. Bar miiveiben |épten-
nyomon rékényszeriilt, hogy szamitdsokat végezzen, ezek nagy részét kifogastalanul oldotta meg. Elve-
zetes olvasnivalé példaul, ahogyan leirja Gulliver ebédjét vagy a ruhdjanak készitését Lilliputban. Mirdl
is van sz6?



GULLIVER GEOMETRIAJA (Olvasmany)

Az élelmiszer mennyisége a térfogattal aranyos, igy a f6hdsnek 12° = 1728 lilliputi adagot kellett
egy-egy étkezéskor fogyasztania. A ruhdzat szovete pedig a test feliiletével aranyos, igy 12° = 144-szer
nagyobb feliiletl anyagra volt sziikségiik a lilliputi szabdoknak. (Persze a ruha vastagsagat is ndvelniiik
kellett.)

Elképzelhetjiik, hogy Gulliver ellatasa milyen ériasi terhet rétt a lilliputi lakossagra. Ha példaul Gul-
liver napi 3 liter vizet fogyaszt, lilliputi mértékkel nézve ez napi 1728 - 3 = 5184 liter, azaz tobb mint
5 m’ viz rendszeres napi szallitasat jelenti.

Swift természettudomanyos tévedései nem is annyira matematikai, mint inkdbb biolégiai jellegliek.
Az él6 izom viselkedése hasonl6 a rugalmas szaléhoz (nyugodtan elképzelhetiink egy egyszer( rugot
is mint modellt). A szalakat sorba kotve a maximalisan felemelhet6 tomeg, azaz a teherbirds nagysaga
ugyanakkora marad, csak magasabbra sikeril felemelniink a testet, mert a megnyulasok 6sszeadédnak.
Ha azonban a szdlakat parhuzamosan kotjiik, az eredeti teherbirds ennek megfelelGen tbbszorosére
nd. (A rugdhasonlatnal maradva, a parhuzamosan kétott rugok direkcios ereje 6sszeadédik.) A koznapi
értelemben vett izomerd tehat az izomzat keresztmetszetével aranyos.

Ennek alapjan nyilvanvald, hogy emberériasok nem élhetnek a Féldon. Brobdingnag lakéi példaul
12° = 1728-szor nehezebbek nélunk, de ekkora stlyhoz csak 12° = 144-szeres izomer&vel rendelkez-
nek. Relativ értelemben tehat 12-szer nehezebb terhet cipelnek, mint mi — és ahogy mi nem birunk el
12 - 80 = 960 kg-ot, tgy 6k sem képesek erre. Az 6ridsok sajat stlyuk alatt 6sszeroskadnanak.

Az emberi test felépitése olyan, hogy sajat stlyunkkal azonos nagysagrendii tdmeget birunk el. (Az
arany atlagemberek esetében 1,5-2, sportolék esetében felmehet 3-ra is.) Persze vannak él6lények, ame-
lyek Iényegesen sulyosabbak, mint az ember. De ezek csontszerkezete nem emberszer( (ilyen példaul
egy elefant); vagy mas kozegben mozognak (példaul a balna vizi kérnyezete megnoveli a felhajtéer6t).
A fentiek ismeretében azt is kdnnyebb megérteniink, hogy egyes rovarok hogyan birnak el teststlyuknal
30-40-szer nehezebb targyakat.

A biolégia még egyéb érveket is felsorakoztat a lilliputi torpeemberek és emberéridsok [étezésének
lehetetlensége mellett. llyen példaul a szervezet h6haztartasi egyensilya, a mozgékonysag, a csontok
szilardsaga vagy akar a taplalék megemésztése, a zsirok emulgedlasa a szervezetben.

(A témardl az interneten tovabbi érdekességeket olvashatunk.)

. 5181..5182...53183...
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25. A CSONKAGULA ES A CSONKAKUP

Az el6z6 leckében mar vizsgaltuk a gula A alaplappal parhuzamos
A’ sikmetszeteit. Megallapitottuk, hogy A és A” hasonléak, hiszen a gila
O cslicsabol megfelel§ hasonlésagi transzformdciéval egymasba vihe-
t6k. Kénnyen belathatd, hogy a fenti allitasok a kdpszer( testekre is iga-
zak. EbbSl mar kovetkezik, hogy ha egy gulat vagy kdpot elmetsziink
az alaplapjaval parhuzamos sikkal, akkor a két keletkezett test koziil a
,fels6” hasonlo az eredetihez. (Az az O centrumd hasonlésag, amely A’-t
A-ba viszi, egydttal a felsd testet az eredetibe transzformdlja.)

Az ,alsé” testek elnevezése csonkagiila, illetve csonkakip, az A és A’
lapokat pedig alaplapnak és fed6lapnak nevezziik.

Megjegyzések

Természetesen igyeksziink meg6rizni a ,teljes” gulaval és kuppal kapcsolatos elnevezéseket.
A csonkagtla és a csonkakip magassaga az alaplap és a fed6lap sikjainak a tavolsaga.

A csonkagtla palastja az oldallapokbdl all, ezek trapézok. A szabalyos glla metszésével keletkezik
a szabalyos csonkagila.

A csonkakup alkotdi értelemszer(ien az eredeti teljes kip alkot6inak a csonkakdp palastjara illesz-
kedd szakaszai. Az egyenes korkip metszésével keletkezik az egyenes csonkakip, ami forgdstest. A for-
gastengelyen atmené sikmetszetek neve tengelymetszet; ezek egyenl6 szaru trapézok.

A héztartasi boltokban tobbféle mianyag vodor kaphatd. Az egyik tipus j6 kozelitéssel csonkakdp
alakdnak tekinthetd, hazi mérésiink alapjan méretei mm pontossaggal a kovetkezdk: az alapkor atmé-
r6je 20,0 cm, a fed6koré 25,0 cm, az alkoté hossza pedig 25,2 cm. Vajon mennyi viz t6lthets a vodorbe?

Az ilyen és ehhez hasonlé hétkdznapi feladatok megoldasahoz sziikségtlink van valamilyen eljarasra,
amellyel kiszamithatjuk a csonkagtla és a csonkakup felszinét és térfogatat.

A CSONKAGULA ES A CSONKAKUP FELSZINE

A csonkagila felszine az alaplap, a fed6lap és az oldallapok (a paldst) teriiletének Gsszege. Ezek
sokszogek, tehat a jellemzGik ismeretében a felszin meghatdrozasa a sokszogek teriiletének a meghata-
rozdsara vezethets vissza.

A csonkakup felszine szintén az alaplap, a fed6lap, valamint a palast teriiletének Gsszege. Egyenes
csonkakup esetében az alaplap és a fed6lap kor, a kiteritett palast pedig korgy(rtcikk. Ez utébbi tertile-
tét — jellemzGi ismeretében — mar szintén meghataroztuk korabban.



25. A CSONKAGULA ES A CSONKAKUP

Egy négyzet alapu, szabalyos csonkagtla alapélei a = 15 cm, fed6lapjanak élei b = 5 cm, mig az
oldalélei ¢ = 13 cm hossztak. Hatarozzuk meg a csonkagtla felszinét!

Megoldas

Ha az alaplap, a fed6lap és egy-egy oldallap teriilete rendre T, t és t’,
akkor a felszin A = T + t + 4t/, mert a csonkagula oldallapjai egybevagd
hdrtrapézok. T = a°, t = b?, hiszen az alaplap és a fed6lap négyzet. Kérdés
tehat a hdrtrapézok terilete.

Ha az dbra szerinti ABCD hdrtrapézban behlzzuk a DE magas-

sagvonalat, akkor AE = a;ib =5 (cm). DE = d hossza tehat az AED

derékszogli hdromszogben felirt Pitagorasz-tételb6l meghatarozhato.

d= /c*— a_bzz«/132—52:x/144/azazatra ézok magassaga
E p gassdg

d =12 cm. Egy-egy trapéz teriilete t’ = a'; b.g= 152+ 2 .12 =120 (cm?). A csonkagtila felszine

A=T+t+4t'=225+25+4-120= 730 cm’.

Szabalyos csonkakup alapkorének sugara R = 12 cm, fed6kdrének sugara r = 4 cm, alkotéinak hosz-
sza a = 10 cm. Hatarozzuk meg a csonkakdp felszinét!

Megoldas

Jelolje az alapkor, a fed6kor és a palast teriiletét rendre T, t és P. Ekkor

afelszinA=T+t+P=Rzx+rr+P R
A kiteritett palast korgydr(icikk, melynek ivei 2Rz, illetve 2rz hosszudak. a 2

Ennek teriiletét Ggy kaphatjuk meg, hogy az dbra szerinti teljes (a + a,)
sugaru korcikk teriiletébdl kivonjuk a kiegészits a, sugaru korcikk teriiletét.
A teljes korcikk és a kiegészit6 korcikk hasonlék, a hasonlésag ara-

_ 2Rm _ 12 _ % < ko
nya A= T 3. A megfelel6 sugarak aranya ezzel megegyezik: 2R
A= a+a1/sinnen Eh— == 5 (l
a, 2
A korgyrdcikk teriilete P = Rr(a + a,) — rra, = 12z - 15 — 47 - 5 = 1607 (cm?);
afelszin A= R’z + Pr + P= 1447 + 167 + 1607 = 3207 =~ 1005,31 cm”.
Megjegyzések
1. A feladatmegoldasok sordan nincs szikség a hosszadalmas levezetésre, a szabalyos csonkakip
palastjat egy képlettel is felirhatjuk. A A =%=§ Osszefliggésbdl a, = Rarr’ igy at+a, =
] —
_aR—ar+ar __aR (o p— _ _Rr-a_rr-a =a~7z-(R+r)(R—r) .
=R _R_r.ApaIastP Rz(a + a,) — rra, R—; R_r R_r alak

ban is irhatd, és innen a szabalyos csonkakip palastia P =a-7-(R+r).
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2. Egy lépésben is célt érhetiink, ha emléksziink arra, hogy a korgy(rl terlletét megkaphatjuk a

2Rm + 2rr .
2

kozépkor keriilete és a gyirli szélességének szorzataként is. Ez alapjan P = a=a 1 (R+r)

kozvetlenll adodik.

A CSONKAGULA ES A CSONKAKUP TERFOGATA

3. példa

Probaljuk meghatarozni az 1. példaban szerepl6 csonkagtila térfogatat!

Megoldas

A csonkagulat kiegészithetjiik teljes galava Ggy, hogy a fed6lap-
jara illesztjik a kiegészitd gulat (dbra). Természetes gondolat, hogy a
csonkagula térfogatat az igy kapott teljes gdla, valamint a kiegészitd gula
térfogatanak kilonbségeként allitjuk eld.

Meghagyjuk az 1. példa jeloléseit, és bevezetjik a csonkagila
magassagara az m, a kiegészité gila oldaléleire a c,, magassagdra az
m,, valamint csticsara az O jeloléseket. A kiegészit6 gula és a teljes gula
hasonlék, mert az O pontbdl t6rténé nagyitas a kiegészits gulat a teljes

glldba viszi. A hasonlésag aranya A = % = 1?5 =3,igy3m,=m+m,és
~ 3c,=c+c,. Innenm, = % ésc, = % = 6,5 (cm) kozvetlenil adodik.

A csonkagula magassagat kétféleképpen is meghatarozhatjuk. Tekint-
hetjiik azt az alaplapra mer&leges sikmetszetet, amelyik a szemkdzti csu-
csokon halad at: ez a csonkagiildbél olyan hirtrapézt metsz ki, amelynek parhuzamos oldalai v2 a és

v'2 b hossziak (a megfelels négyzetek &tl6i), szarai hossza pedig c (a csonkagiila oldaléle).

Egy masik lehetGség, ha az alapra mer&leges metszé sik az alaplap (és fed6lap) kzépvonalan halad
at. Ekkor is hurtrapéz a sikmetszet, ennek parhuzamos oldalai a és b, szarai pedig d hossziak. (A lap-
magassag d = 12 cm hosszat az 1. példdban meghataroztuk.)

Ez utébbi tengelymetszetnél maradva, az m magassagot Pitagorasz
tételével hatdrozzuk meg (abra):

A csonkagila térfogata a két gula térfogatanak a kilonbsége:
a':(m+my) b>m _ 225-3m;  25-m; _ 650-/119 N
’ 3 3 3 3 32
~ 1181,78 cm’.

b
2
| m’ = d* - <a5_b> =12*-5°=119, igy m = V119 cm, és a hasonl6-
i sag miatt m, = % = —‘1219 cm hosszu.
a
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A CSONKAGULA ES A CSONKAKUP TERFOGATKEPLETE

(Kiegészits anyag) Az el6z6 példaban alkalmazott tipuseljards nem volt nehéz, de elég sok rész-
szamitds elvégzését igényelte. Célszer(i megprobalkoznunk az ltalanos eset levezetésével (tehat olyan
mobdszerrel, amelyet tetszGleges csonkagulara alkalmazhatunk), ekkor ugyanis csak egyszer kell elvé-
gezni a szamitasokat, mig az eredmény — ami remélhet&leg egy térfogatképlet — minden csonkagulara
alkalmazhato lesz.

Legyen tehdt a csonkagdla alaplapjanak T, fed6lapjanak t a teriilete, mig a magassaga m. Ha sike-
ril ezzel a hdrom paraméterrel megadni a csonkagila térfogatat, akkor a kapott képletet minden
csonkaguldra alkalmazhatjuk, hiszen a T, t, m értékekre semmilyen megszoritast nem tettiink.

A 3. példa gondolatmenetét kovetjiik. Jelolje m, a kiegészit6 gila magassagat; ekkor a kiegészité
glla és a teljes gila hasonlék. Ha a hasonldsag aranya 4, akkor felirhaté, hogy

() mEm A, és
1
@ L=2.
A teljes glla és a kiegészits gula térfogatainak kiilonbsége adja meg a csonkagula térfogatat:
T'(m+m1) t-m . P . P e P m
V= 3 -3 . Tulajdonképpen készen vagyunk, mert (1)-b6l m, kifejezhets: m, = YRR

ezt helyettesitve a térfogatképletben csupa ismert mennyiség szerepel. Erdemes azonban kicsit csinosi-
tani a formulan.
Irjunk m + m, helyére A - m,-et, és (2)-b3| T helyére A* - t-t! Ekkor a
2 . . . . . .
oA t; m _t 3m1 = m13 t(ﬂ3—1):m1Tt(/1—1)(ﬂz+/1+1) alakhoz jutunk. (Felhaszndltuk
az x’ =y’ = (x — y)(X’ + xy + y*) azonossagot.) Ezutdn m-et visszahelyettesitve

V=3(’A”7'_t1)(ﬂ—1)(/12+A+1)=mT't(AZ+A+1)

adaodik. Végil (2)-bdl kikiiszoboljik A-t: A = /%, és A-t=+T-t.Ezeket helyettesitve végil megkapjuk

a csonkagtla térfogatképletének altalanos alakjat: V = %(TJF VT t+1t).

A kipszer( testek a galakhoz hasonlé médon szarmaztathaték. A csonkakip alap- és fed6lapjai is

T-m

V=
3

modon adhaté meg, ezért a csonkagla térfogatara kapott, fent levezetett képlet a csonkakip esetében

hasonl6 alakzatok, és a csonkakdpot is kiegészithetjik teljes kippa. Sét, a kipok térfogata is

is érvényes.
Kozépiskoldban elsésorban az egyenes korkipbdl szarmaztatott csonkakippal foglalkozunk. Ha
ebben az alapkor és a fed6kor sugara R és r, akkor térfogata

V:%(T+«/T-t+t) = %(R%Jr Rz -r'z +r27r)=%(R27r+R<r~7t+r27r) = mj”(R2+R-r+r2)

alakban is irhato.

A csonkagila és a csonkakip térfogata V = %(T"' YT-t+t), ahol T az alaplap, t a fed&lap
terlilete, m pedig a test magassaga. Specialisan az egyenes csonkakorkip térfogata

V= %(RZJr R-r+r%).
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Megjegyzés

A fenti formulak a feladatmegoldasokban jol hasznalhatok. El6fordulhat, hogy a T, t, m paraméterek
helyett a csonka testek mds jellemz6i ismertek. Altaldban ekkor is Ggy jarunk el, hogy elébb megha-
tarozzuk a képletben szerepl6 paramétereket, majd ezek ismeretében alkalmazzuk a térfogatképletet.

4. példa

Szamitsuk ki a lecke elején vizsgalt haztartasi miianyag vodor térfogatat! Vajon belefér 10 liter viz a
vodorbe?

Megoldas

A csonkakdp alakd vodor alaplapra mer6leges sikmetszete az ABCD hirtrapéz, el6-

A E B . ) . .
szor ennek DE magassagat szamitjuk ki (dbra). Az alap- és fed6kor sugara 10 cm, ill.
12,5 cm, igy AE = 2,5 cm. Az ADE derékszogli haromszoégben AE = /25,2° —2,5° =
~ 25,1 cm. A vodor térfogata 25’3#(1 02+10-12,5+12,5%) ~ 10 021 cm’. A méré-
seink alapjan tehat (éppen csak) befér 10 liter viz a vodorbe.
. 2 2 AR 2 Fogalmak
(Figyelembe véve a lehetséges mérési pontatlansagokat, cson
a vodrot nagy valészinliséggel éppen 10 liter térfogatira K E ¥
2 csonkakup;
tervezték.) alaplap;
D C fed6lap.
FELADATOK

3. E1

E

5. K2

42

Mekkora szoget zarnak be az 1. példéban szerepl6 csonkagtla szemkoztes oldallapjai egymassal, illetve
az alaplappal?

Mekkora a 2. példaban szerepl& csonkakup térfogata?

Haromszog alapl szabélyos gula alapéle a = 6 egység, magassaga m = 15 egység hosszi. A gulat két,
az alaplappal parhuzamosan haladé sikkal harom egyenl6 magassagui résztestre daraboltuk. Mekkorak
az egyes részek élei, felszine és térfogata?

Egy acélbol késziilt, szabdlyos Otszog alapi csonkagulédt levélnehezéknek hasznalunk. Mekkora a
tomege, ha az alapéle a = 2,5 cm, magassaga m = 6,2 cm hosszd, és az oldaléle ¢ = 72°45 "-es szbget
zér be az alaplappal? (Az acél s(ir(isége o = 7,2 g/cm’.)

Egy csarnok kupoldja csonkakip alakd, mely alapkdrének atmérGje 60 méter, a fed6kor atmérGje
54 méter hosszu, az oldalfalak pedig 80°-os szogben d&lInek a talajhoz képest. Hany kobméter a kupola
térfogata? Hany négyzetméter a kupola oldalfala (a csonkakip palastja)?

Egy 5 dI térfogatd, csonkakip alakd tejfolospohar alapkorének (belsS) atmérdje 6 cm, fed6korének

atmérgje 9 cm hosszd.

K1 a) Mekkora a pohar magassiga?

K2 b)Mennyi tejfol van a poharban, amikor az eredeti magassag felénél, illetve harmadanal van a tejfol
szintje?



A TESTEK CSOPORTOSITASA (Olvasmany)

(Erettségi feladat, kozépszint, 2008.) Egy facolop egyik végét csonkakdp alakdra, mésik végét
forgaskip alakdra formaltak. (Igy egy forgdstestet kaptunk.) A k6zéps6, forgashenger alakd
rész hossza 60 cm, és atmérgje 12 cm. A csonkakip alakd rész magassaga 4 cm, a csonkakdp
fedGlapja pedig 8 cm atmérgji. Az elkésziilt c6l6p teljes hossza 80 cm.

a) Hany m’ fdra volt sziikség 5000 darab colop gyértdséhoz, ha a gyartaskor a felhasznalt
alapanyag 18%-a a hulladék? (Valaszat egész m’-re kerekitve adja meg!)

Az elkésziilt colopok feliiletét vékony lakkréteggel vonjak be.

b) Hany m’ feliiletet kell belakkozni, ha 5000 c6l6pét gyartottak? (Vilaszat egész m*-re kere-
kitve adja meg!)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészitd feladatgyGjtemény Ill. 1894-1903 (csonkagula), 2082-2115 (csonka-
kap).

A TESTEK CSOPORTOSITASA (Olvasmany)

Mar emlitettiik, hogy a minket koriilvevd teret a  FF
legkiilonfélébb objektumok toltik ki, s ezekkel nap
mint nap taldlkozunk. A bonyolultabb targyak gyak-
ran egyszer(ibb testekbdl épiilnek fel, illetve — esetleg
csak gondolatban — ezekre bonthaték. A mesterséges
épitmények és a természetes képz&dmények egyes
részei is jo kozelitéssel egyszeriibb testekkel model-
lezhet6k. Erdemes tehat a legegyszer(ibb ,épitékoc-
kakat” elnevezni, tulajdonsagaik alapjan csoporto-
sitani. Ekkor mar azonosithatjuk, jellemezhetjiik az
objektumokat, ha talalkozunk veliik. Az alabbiakban
megprébaljuk néhany jellemzé tulajdonsaguk alap-
jan osztalyozni a testeket. (Hasonl6 csoportositast a
sikgeometridban is tettlink, példaul a csticsok szama
vagy a szimmetriatulajdonsagok alapjan: a targyalt alakzatok a haromszog, sokszdg, kor stb. voltak.)

Egy fontos osztalyozasi szempont, hogy a test konvex vagy konkav.

Konkav alakzat példaul az abran lathaté térbeli kereszt vagy az ,atfart” hasab.
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Egy masik szempont lehet a testeket hatarol6 alakzatok valamely tulajdonsdga. A poliédereket sok-
szbglapok hataroljak, mig vannak testek, amelyeket gorbe vonali sikidomok is hatarolnak, mig masokat
esetleg gorbiilt feliiletek. A poliéderek feliilete kiterithetd a sikba, az utébbiaké nem biztos. (A kovet-
kez6 leckében targyalt gomb feliilete sem terithets ki a sikba.)

Ha az dbran lathato ferde korkdp paléstjat a leghosszabb a alkot6ja mentén elvagjuk, a sikba teritett
palast szamunkra ismeretlen alakzat, k6zépiskoldban nem vizsgaljuk.

&

A térgeometriai leckékben a testeket szarmaztatdsuk szerint osztalyoztuk. (Ennek el6nyei elsGsorban
a felszin- és térfogatszamitds sordn mutatkoztak meg.) Részletesen vizsgaltuk a hengerszerii testeket
(hasab, henger) és a kapszerti testeket (gula, kap).

A poliédereket a csticsokban talalkozé lapok szimmetriatulajdonsdgai alapjan is osztalyozhatjuk.
Bizonyithatd, hogy otféle szabdlyos poliéder létezik. (Ezek olyan konvex poliéderek, amelyeknek min-
den lapjuk egybevago, szabalyos sokszog, és minden cstcsukban ugyanannyi lap talalkozik.) Az dbran
az Otféle szabalyos test lathato.

7

tetraéder kocka oktaéder dodekaéder ikozaéder
tetraéder kocka oktaéder dodekaéder ikozaéder
csucs 4 8 6 20 12
él 6 12 12 30 30
lap 4 6 8 12 20




A TESTEK CSOPORTOSITASA (Olvasmany)

A szabdlyos testeket mar az okori gorogok ismerték. A Kr. e. VI. szazadban Piithago-
rasz és tanitvanyai vizsgaltak a testek geometriai tulajdonsagait, Eukleidész Elemek c.
munkdjdban Kr. e. 300 koril be is bizonyitotta, hogy pontosan 6t szabalyos test léte-
zik, Héron Kr. u. 60 koril pedig kiszamitotta a szabdlyos testek térfogatat. De megem-
lithetjiik Platont (Kr. e. 427-347) is, akinek kozmoldgidjaban a szabélyos testek elmé-
lete kozponti helyet foglalt el. Négy szabalyos testnek az Gselemeket (fold, levegd,
viz, tliz) feleltette meg; végiil az 6t6dik dodekaédert Arisztotelész (Kr. e. 384-322) az
éterrel azonositotta.

Eukleidész

Erdekességképpen megemlitjiik még a félig szabalyos testeket. Fzek a konvex testek kétfélék lehet-
nek, attél fliggben, hogy hogyan enyhitiink a szabalyos test definiciéjan.

Egyik lehetGség, hogy a szabdlyos szoglet mellett csak egybevago lapokat koveteliink meg. (A szaba-
lyos szbglet [vagy cslcsalakzat] azt jelenti, hogy egy-egy cstcsban egyforma szogi lapok talalkoznak.
Vagy mésképpen: minden cstcsra teljesiil, hogy az oda befuté élek forgatassal egymasba vihetdk.) llyen
testet kapunk példaul, ha két egybevagd n-szog alapu szabalyos gulat az alaplapjukkal egymasra illesz-
tlink dgy, hogy a csticsok fedésbe kertiljenek.

Az dbran egy szabalyos 0tszog alapu kettds gila lathat6. Kénnyen igazolhatd, hogy az
Otszoglapokon 1évE csticsokba futd élek negyedrendlien, mig a masik két csticsba befuté élek
otodrend(ien forgdsszimmetrikusak. (A megfelel6 csticsokon atmend tengelyre vonatkoztatva.)

A félig szabdlyos testek elGallitdsanak masik lehet6sége, amikor az egybevagd szogletek
mellett csak szabalyos (de nem sziikségképpen egybevagd) lapokat kdvetellink meg. Ezekkel

az Gn. arkhimédészi testekkel mar tavaly is tdbbszor talalkoztunk. Ilyenek voltak a szabé-
lyos poliéderek kiilonb6z6 csonkitasaval kapott testek, példaul a ,focilabda-poliéder” vagy a
,csonkolt kocka”.

Az alsé abran sorban egy csonkitott tetraéder és a haldja, valamint egy négyszog és egy
haromszog alapu antiprizma lathaté. A csonkitott tetraéder minden csticsaban egy szabalyos
haromszog és két szabalyos hatszog talalkozik, ezt a csticsokra vonatkozé (3. 6. 6) kédoldssal
jelolhetjik.

A szabalyos n-szog alapl hasabot kissé eltorzitva kapjuk az n-szog alapl antiprizmat. A hasab ten-
180°

n

gelye korll az egyik alaplapot a kdzépponti szog felével, nagysagu szoggel elforditjuk, majd

a két alaplapot 2n szamu egyenld szar( haromszoggel kapcsoljuk Ossze. A hasab magassaga mindig
megvalaszthatd dgy, hogy az egyenld szari haromszogek szabalyosak legyenek, s ekkor félig szabalyos
testeket kapunk.

Eszrevehetjiik, hogy a szabélyos haromszdg alapt antiprizma mdr ismert test: ez az oktaéder.

QD 5 2
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Oseink mér évezredekkel ezel6tt taldlhattak szabalyos vagy félig szabalyos test alakd kris-
talyokat. Szintén csaknem hdromezer évesek azok a régészeti leletek is, melyek szerint
a hasonl6 testeket magikus és diszitGelemként hasznaltdk. Tudjuk, hogy a félig szabalyos
testek tulajdonsagait Arkhimédész (Kr. e. 287-212) is targyalta egy elveszett munkdjaban,
de a testek teljes lefrdsa a nagy német természettudds, Johannes Kepler (1571-1630)
nevéhez fliz6dik. Kepler megallapitotta, hogy az antiprizmakon kiviil 13 félig szabalyos
(arkhimédészi) test van, s ezeket egyfajta periédusos rendszerbe is sorolta.

Kepler misztikus 6sszefiiggéseket is leirt az 6t szabalyos test és az akkor ismert 6t Fol-
don kiviili bolygé palyaja kozott. A Naprendszer modelljét a szabalyos testekbe és azok
koré irhaté gombok segitségével szerkesztette meg. [A szabalyos és félig szabalyos
(arkhimédészi) testekrdl, valamint Platon és Kepler munkassagarol béséges anyag talal-
haté az interneten.]

L RN MR ) -
. ’ Arkhimédé
Kepler Naprendszer-modellje rkhimedesz

Fogalmak, nevek
Eukleidész;

Héron;

Platon;
Arisztotelész;

félig szabalyos test;
Arkhimédész;
Kepler.

Kepler

Az alabbi kitlizott feladatokban szerepl6 Osszetett testek egyszeriibb testekb&l épiilnek
fel. Az ,épit6kockak” tulajdonsagait (felszin, térfogat) mar korabban elemeztiik.

FELADATOK

m A ,térbeli keresztet” alkoté egybevagd kockdk éle a = 10 cm. Hatarozzuk meg a kereszt felszinét és
térfogatat!

2. K1 Ot egybevagd, 1,5 cm élhosszisagl kockabdl az dbran lathaté alakzatot
épitettik.
Rajzoljuk le, hogyan néz ki oldalrél nézve a test! Mekkora a felszine és a I
térfogata?

3. K2 (Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2008.) Egy fa épitSjaték-készlet
négyféle, kiilonboz6 méretl téglatestfajtabol all. A készletben a kiilon-
b6z86 méretli elemek mindegyikébdl 10 db van. Az egyik téglatest, nevez-
zlik alapelemnek, egy cstcsabdl indulé éleinek hossza: 8 cm, 4 cm, 2 cm.
A tobbi elem méreteit Ggy kapjuk, hogy az alapelem valamelyik 4 parhuzamos élének a hosszat meg-
duplazzuk, a t6bbi él hosszat pedig valtozatlanul hagyjuk.

a) Mekkora az egyes elemek felszine?
b) Rajzolja le az alapelem kiteritett halézatanak 1 : 2 aranyd kicsinyitett képét!
c) Elférhet-e a jatékkészlet egy olyan kocka alakd dobozban, amelynek belsé éle 16 cm?




5. E1

7. K2

A TESTEK CSOPORTOSITASA (Olvasmany)

Egy téglatest egy csticsbdl kiinduld élei a =9 cm, b = 11 cm, ¢ = 13 cm hosszuak. A tégla-
testet ,kifarjuk” a c élével parhuzamos, 1 x 1 x 13 cm méret(i négyzet alapd hasdbbal. (A lap
kozepén flrunk, azaz az eredeti téglatest és a hasab tengelye egybeesik.)

a) Mekkora az igy kapott lyukas tégla felszine és a térfogata?

b) A b éllel parhuzamosan is flrunk egy masodik lyukat, a 9 x 13 cm méretd lap koze-
pébe. A lyuk alakja T x 1 x 11 cm méret(i négyzet alapi hasab. Mekkora ennek a , két-
lyukd” testnek a felszine és a térfogata?

E1 ¢) Hasonl6 médon kifarjuk az a éllel parhuzamos, 1 x 1 x 9 cm méreti lyukat is. Mek-
kora a ,haromlyuki” test felszine és térfogata?

Egy ferde korkdp alapkdrének sugara r = 7 cm, a leghosszabb alkotéja a = 15 cm és a leg-
rovidebb alkotéja b = 13 cm. A kipot az alaplappal parhuzamos sikkal, 4 cm magassagban
kettévagjuk. Mekkora a két keletkezett rész térfogata?

Mekkora az x élhosszisagl oktaéder két szemkoztes (k6zos pont nélkdili) lapjanak a tavolsaga?

Az x élhosszlsagu kocka lapjaira kifelé egy-egy szabalyos galat illesztiink Ggy, hogy a gula
alaplapja egybeesik a négyzet lapjaval, és a gula oldaléleinek hossza x.

a) Hany cscsa, éle, lapja van ennek a testnek?

b) Mekkora a felszine és a térfogata?

X
2
sagl szabdlyos guldkat emeliink. (Ekkor persze a lapokra emelt gila oldallapjai egyenl6 szard,
de nem szabdlyos haromszogek.)

a) Hany cslcsa, éle, lapja van ennek a testnek?

b) Mekkora a felszine és a térfogata?

Az el6z6 feladatot annyiban médositjuk, hogy az x élhosszlsagl négyzetlapokra 5- magas-

Egységkockakbol épitett alakzat eldInézeti és oldalnézeti vetiilete is 2 x 2-es méretli négyzet.
Mekkora lehet a test térfogata?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgydjtemény lll. 1904-1970 (poliéderek).

Tudod-e?

Manapsag mdr nagyon sok szdmitégépes geometriai alkal-
mazds érheté el. Ezekkel kényelmesen, interaktive médon
szerkeszthetlink sikgeometriai és térgeometriai dbrdkat. A fel-
haszndlébarat programok elvégzik helyettink az alapvet6é
miveleteket (pl. kerllet-, teriilet- vagy térfogatszamitas),
élményszerlien szemléltetik a kilénb6z6 transzformacidkat.
A hagyomanyos térbeli modellez&készletek is nagyon jol fej-
lesztik a kéziigyességet és a térszemléletet, térlatast (ide sorol-
hatok a ,klasszikus” Babylon-eszk6z6k, a Rubik-kocka vagy a
Polydron-készlet is).
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26-27. A GOMB

A gbmb sok szempontbdl kiilonleges test. Végtelen sok forgastengelye és végtelen sok szimmetria-
sikja van, ezért tokéletessége mar Gsid6k ota megragadta az emberek képzeletét. Gyakran misztikus
tulajdonsagokkal ruhdztak fel, a szépség és a harménia megtestesiilését lattdk benne, s a gomb alaku
(vagy ahhoz hasonld) talizmdnoknak, blivos targyaknak magikus erét tulajdonitottak.

A gbmb érdekes tulajdonsaga, hogy az azonos térfogati testek koziil a gdmb felszine a legkisebb,
ezért a természetben is taldlkozunk gdmbszer objektumokkal. J6 kozelitéssel gdmbnek tekinthetSk a
bolygok, holdak vagy példaul a hullé esécseppek; de gombhullamok alakjaban terjednek az elektro-
magneses hullamok vagy a leveg6ben a hanghullamok is. (Tudomanyos-fantasztikus filmekben is latni
néha, hogy a sdlytalansag allapotaban kioml6 folyadék gombokbe rendezédik.)

A koznyelvben a gomb sz6 egyszerre jelenti a gombfeliiletet és a gombtestet is; altalaban a szoveg-
kornyezetbdl deriil ki a pontos jelentés. (Csaklgy, mint ahogy a sikban a kor jelenti a kdrvonalat és a
korlemezt is.)

A gomb definiciéjaval mar talalkoztunk.

A gombfeliilet a térben egy adott ponttdl megadott tavolsagra 1évé pontok halmaza; a gombtest
pedig egy adott pontt6l a megadott tavolsdgnal nem nagyobb tavolsagra [év6 pontok halmaza.

Megjegyzés

A G gémb pontjait megadhatjuk halmazelméleti jel6lésekkel is.

Ha az R sugard gomb kozéppontja O, akkor a V térben 1évé P pont pontosan akkor van rajta a gomb
feliletén, ha OP = R, azaz G = {P € V|OP = R}; és a B pont pontosan akkor tartozik a gombtesthez, ha
OB < R,azazG={Be€ V|OB < R}.

A gombon kiviil 1évé C pontok halmaza pedig {C € V|OC > R}.

A GOMB ES SIKMETSZETEI

A gémb barmely pontjdban egyetlen érint6sik fektethetS. Jel6lje
O a gomb kozéppontjat, S az érintGsikot, £ az érintési pontot. Szim-
metriatulajdonsagok miatt OF mer&leges az S sikra, de igy merdle-
ges annak minden egyenesére is. Ebb&l kovetkezik, hogy az E pon-
ton athaladé, S sikbeli e egyenesek mindegyikének egyetlen k&zos
pontja van a gdbmbbel (az E pont), és mindegyik e egyenes merdleges
az érintési pontba hizott OF sugdrra. Az e egyenesek a gdmb érint6i,
érintGegyenesei. (Tehat barmely gomb tetsz6leges pontjan keresztil
egyetlen érintGsik és végtelen sok érintGegyenes hizhato.)

Barmely metszGsik a gombot egy korben, a gombfeliletet egy kor-
vonalban metszi. A gyakori hasznalat miatt kitlintetett szerepe van annak a sikmetszetnek, amit a kozép-
pontra illeszked6 sik metsz ki a gombbdl: ennek neve fékor.

A f6kor sugara megegyezik a gdmb sugaraval. (Es csak a f6kor sugara egyenld a gomb sugaraval; ha a
sikmetszet nem f6kor, akkor sugara kisebb ennél.) A tér barmely O-t6l kiilonb6z6 P pontjara illesztheté
olyan sik, amelyik a gombot f6kdrben metszi, s6t ilyen sik végtelen sok van: minden olyan sik megfeleld,




26-27. A GOMB

amelyik tartalmazza az OP egyenest. Viszont csak egyetlen olyan sik
van, amely tartalmaz egy adott e érint6t, és a gdmbot f6kdrben metszi. S

Ha a gdmbtestet két parhuzamos sikkal harom részre vagjuk, akkor / b
a két sz€IsG test elnevezése gombszelet, a kdzépss test a gombov. }
A gombszeleteket pedig egy-egy korlap és a gombsiiveg hatarolja.

1. példa

A Fold jé kozelitéssel R, = 6370 km sugartd gombnek tekinthetd. Ez alapjan rogzitették a Fold felszi-
néhez a szélességi és hosszisagi fokok gombi koordinata-rendszerét. (Ennek modjara emlékezhetiink
példaul a foldrajzorakrél. Csak ismétlésképpen: a hosszisagi korok vagy masképpen délkérok az Eszaki-
és a Déli-sarkon athalad6 f6korok, a szélességi korok pedig a rajuk merGleges iranyd sikmetszetek.
A szélességi korok kozil egyedil az Egyenlitd a fokor, ezt tekintjik a 0° szélességi kornek, mig a délko-
rok kozil a londoni Greenwichen dthalado kapta ezt a kezdGértéket. A hosszisagi és szélességi koroket
természetes modon (a teljes kornek megfelelGen) 360°-ra osztottak.)

Budapest helyzete példaul: északi szélesség 47°30" és keleti hossztsag 19°05".

a) Mekkora a 47°30" szélességi és a 19°05" hosszisagi korok keriilete?

b) Mekkora a budapesti szélességi kdron két olyan szomszédos hosszisagi kor tavolsaga, amelyek

fokokban mérve egész szamértékiek?

c) Mekkora két szomszédos, fokokban mérve egész szamértékli szélességi kor tavolsaga a Fold

felszinén?

d) Az angol és a nemzetkozi tengeri mérfold hossza megegyezik két olyan szélességi kornek a Fold fel-

szinén mért tavolsagaval, amelyek kiilonbsége 1’. Kb. hany méter hosszu egy angol tengeri mérfold?

Megoldas

a) A hosszisagi kor f6kor, igy kerlilete k,, =2 - R, - 7 = 40 020 km. (KozelitSleg
ennyi az EgyenlitS hossza is, ha a Foldet tokéletes gombnek tekintjtik.)
Az dbrardl leolvashaté a ¢ szélességi kor szemléletes jelentése. Ekkor az S szé-
lességi kor R, sugara R = R, - cos ¢ modon szamolhat6. A Budapesten athaladé
szélességi kor keriilete kg =2 R;- 7 =2- R, cos ¢ © = 8607 km. (Ha Buda-
pestr6l pontosan kelet felé indulunk, ekkora tavolsagot kell megtenniink a Fold
felszinén haladva, mig ismét Budapestre ériink.)

b) Legegyszerlibben Ggy jarhatunk el, ha az el6bb kiszamolt szélességi kor keriile-

8607

360

c) Az egész szamértékli szomszédos szélességi korok tavolsaga allandd, a Fold egy

2Ry
W~111,2 km.

d) A ¢) pontban kiszamolt érték 60-ad részét kell venni. A méterben kapott érték

tét 360 részre osztjuk: ~ 23,9 km a keresett tavolsag.

hosszisagi korének 360-ad része, kb.
2 R-m
360-60
ez j6 kozelitéssel megegyezik a tengeri mérfold ,hivatalos”, de orszagonként kissé eltéré hosszaval.

-1000 = 1853 m;
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A gulat targyal6 korabbi leckében Ggy becsiiltiik, hogy Attila hun kiraly emberei a stivegiikben kb.
6,7 méter magaslathoz elegendd foldet tudtak 6sszehordani.

a) Adjuk ehhez hozza Attila magassagat, s becsiljik meg, hogy kb. mekkora a latétavolsag a 8,5

méteres magassagbol!

b) Mekkora a latétavolsag egy dtemeletes haz (kb. 18 méter magas) tetejér6l?

c) Mekkordra ng a latétavolsag, ha egy tengeri vilagitétorony 25 méteres magassagabdl néziink szét?

(Persze feltételezziik, hogy a Fold kellGen sima, idedlis gobmb, és a tiszta id6ben semmilyen para vagy
por nem akadalyozza a kilatast.)

Megoldas

Hasonl6 feladattal mar a 11. osztalyban is taldlkoztunk. Ha a Fold
torony magassagat m-mel, a latétavolsagot d-vel jel6ljik, akkor d

Pitagorasz tételébdl (R, + m)> — R,>=d’, innend = /2 -R,-m + m”.
Az m” tagot elhanyagolhatjuk, mert joval kisebb, mint 2 - R,- m.

A latétavolsag tehat d =~ /2 - R.-m . (A Fold felszinén mért tavolsag

m torony

jo kozelitéssel megegyezik d-vel.) /! R
a)m = 8,5 méter, igy d = 2 -R.-m = 10,4 km. (MeglepGen .~
sok.)
Megjegyzés

Ha nem hanyagoljuk el az m* tagot, akkor pontosabb értékkel szamolva a 10,40624812 helyett a
10,40625159 eredményt kapjuk. Csak a hetedik értékes jegyben van eltérés, de ekkora pontossagi
becslés nyilvan értelmetlen.

A lecke végén egy hasonlo feladatot szogfliggvények segitségével is megoldunk.

b)m =18 méter, d =~ /2 -R,-m =~ 15,1 km.
c)m=25méter,d=~ /2 -R,-m =~ 17,8 km.

3. példa

a) Legalabb hany mdholdat kell palyara allitani ahhoz, hogy egy bolygé minden pontja latsszon vala-
melyik méholdrél?

b) Hany mholdat kell ,latnunk” egy adott pillanatban, ha meg akarjuk hatarozni a helyzetlinket a
bolygo felszinén? (Egy méholdtél azt az informaciot kapjuk, hogy mekkora tavolsagra van téliink.)

Megoldas

a) Harom miihold még nem elég. Jel6lje a miholdakat A, B, C,
a bolygd kozéppontjat O. Hlzzuk meg O-bél az ABC sikra
merdleges atmérdt. Konnyen lathatd, hogy ezen atmérd X és
Y végpontjai kozil legalabb az egyik nem lathaté a mihol-
dakrdl. (Ha A, B, C egy egyenesen van, akkor barmelyik raj-
tuk athalado sik megfelel6.)

Szemléletesen azt is mondhatjuk, hogy az ,Egyenlit6vel parhu-
zamos sikokbdl az Fszaki- és a Déli-sark nem lathat6 egyszerre”.




26-27. A GOMB

Masképpen: Hizzuk meg O-bdl az AOB sikra merGleges atmérét. (Ha A, O, B egy egyenesen van,
akkor barmelyik AB-re mer6leges atmér6é megfelel6.) Az &tmér6 X és Y végpontjainak megfigyelésé-
hez még tovabbi két mthold kell.

Négy mihold viszont mar elég, ha a bolygé a négy mhold altal meghatarozott tetraéder belsejében
van.

b) Az A miholdtél adott tavolsagra 1évs pontok halmaza a bolygé felliletén egy kort hatdaroz meg. (Ez
a kor felfoghat6 egy A csticst kip alapkdrének, a kiap alkotéi pedig a tavolsagok, azaz a miholdtol
a bolygo felszinéig hizott egyenld hosszisagu szakaszok.) Két kor a bolygé felszinén még metszheti
egymast két pontban, ezért legaldbb harom mihold sziikséges a helymeghatarozashoz. Ez elegend6
is, ha a méholdak nincsenek egy egyenesen, és a rajuk illeszkedd sik nem megy at a bolygd kozép-
pontjan. (Ekkor ugyanis nem fordulhat el6, hogy a harom kornek két kozos pontja van.)

A GOMB FELSZINE ES TERFOGATA

A gomb térfogatanak és felszinének a meghatarozasa nehéz feladat, a kozépiskolds eszkozeink erre
nem is elegend&ek. (A térfogat meghatdrozasa er6sebb matematikai modszerekkel vagy a Cavalieri-elv
segitségével torténhet, mig a felszin kiszamitasakor az okoz nehézséget, hogy a gémb felszine nem
terithets ki a sikba.)

A térfogatszamitasi problémak GsidSk ota foglalkoztattdk az embereket, s ezen a teriileten mar az ékori tudé-
sok is szép eredményeket értek el. Az egyiptomiak elsésorban a gyakorlati szamitdsokban jeleskedtek, egyik
matematikai csticseredményiik a csonkagla térfogatanak a meghatarozasa volt. (A Kr. e. 2000 koriil keletkezett
moszkvai papirusz tartalmaz hasonl6 feladatot.) Tudomanytorténeti érdekesség, hogy a kip térfogatat megado
képletet Démokritosznak (kb. Kr. e. 460-370) tulajdonitjak. Démokritosz neves filozéfus volt, az atomelmélet
megalkotdja, akinek hires volt a matematikai iskoldja is.

A gomb felszinének és térfogatanak a meghatarozasa az 6kor legnagyobb matematikusa, Arkhimédész

o

(Kr. e. 287-212) nevéhez f(iz6dik. Bebizonyitotta, hogy a gémb felszine megegyezik a koré irt hengerpalast

terliletével, és a térfogata a koré irt henger térfogatanak % része. Egy masik nevezetes tétele szerint az egyenl6

oldald henger, a bele irhaté gémb és a hengerbe irhat6 egyenes korkip térfogatainak aranya 3 : 2 : 1.
Arkhimédésznek annyira tetszett a gomb, valamint a koré irt henger felszine és térfogata kozotti elegans dssze-
fuggés, hogy azt kivanta, a sirkovére is ezt a két testet véssék. A nagy romai allamférfi, Marcus Tullius Cicero
(Kr. e. 106-43) sziciliai tartozkodasa alatt felkutatta Arkhimédész elfelejtett sirjat, s a felirat alapjan sikertilt azt
azonositania.
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Milyen képleteket kapott Arkhimédész — mai jel6léssel irva — a gébmb felszinére és térfogatara?

Megoldas

Jelolje R a gobmb sugarat, ekkor a koré irt henger, valamint a hengerbe irt kip alapkoré-
nek sugara szintén R, mig magassaguk 2R. (Ezt a hengert nevezik egyenl6 oldaltnak.) A kdp

2 3 g
térfogata V, = R37T 2R =2 § T ahengeré V,= R°r-2R=2-R’x, s ez alapjan a gdmb

4-Rr
3
egyezik meg: A, = 2Rr-2R=4-R’~.

térfogata V, = 2-V, = . A gomb felszine a koré irt henger paldstjanak teriiletével

4-Rr
3

Az R sugard gomb felszine A = 4-R’ 7, térfogata VV =

A képleteket nem bizonyitjuk.

Négyzet alapl szabadlyos gula alapéle 10 cm, magassaga 12 cm. Mekkora a gula lapjait érint6, illetve
a glla cstcsain athaladé gomb sugara?

Megoldas
E

Altaldban a testek lapjait érint6 gombot beirt gombnek, mig a csdcsokon
athaladé gombét a test koré irt gdmbjének nevezziik. Jellje r a galaba, R pedig
a gula koré irhat6é gomb sugarat, valamint A, B, C, D a négyzet csucsait, £ a gila
cslcsat, F pedig a négyzet kdzéppontjat.

A gula beirt gdmbje biztosan létezik. Ugyanis a gula forgasszimmetrikus az
EF tengelyre nézve, tehat olyan gémb, ami a gdla oldallapjait érinti, kénnyen
felvehetd. (A tengely barmely pontja lehet gdmbkozéppont.) Ezutan pedig az £
pontbdl addig nagyitjuk vagy kicsinyitjik a gdmbot, amig az a gula alaplapjat
is érinteni fogja.

A beirt gdmb a gula oldallapjait az alaphoz tartozé6 magassagvonalaikban
érinti. Vegyik fel ezért azt a gdla tengelyén atmend, az alaplapra mer6leges
sikot, amely példaul parhuzamos az AB és CD élekkel. Ez a sik athalad az AD
oldal G és a BC oldal H felez6pontjan, valamint a beirt gomb O kézéppontjan. A sik a beirt gdmbbdl
egy f6kort metsz ki, azaz a beirt gomb sugara megegyezik a GHE haromszog beirt korének sugaraval.

lgy egy stkgeometriai feladatot kapunk. A HFE derékszog(i haromszoégben HE = v FH? + FE* =
= + =13 cm. aromszog beirt korének sugarat pl. az r = — képlettel hatarozhatju
V524 12% = 13 cm. A GHE hi 6g beirt korének sugarat pl ; képlettel hatdrozhatjuk

.__GH-FE___10-12 _10
Mee = 3 (FH+ HE)  2-(5+13) 3

(Mas lehet6ségek: hasonlésag vagy trigonometria alkalmazasa.)

cm.
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A korilirt gomb is létezik. Szemléletesen példaul azt mondhatjuk, hogy felve-
sziink egy olyan gombot, amely atmegy az ABCD négyzet cslcsain (ilyen végtelen
sok van); majd ennek a gémbnek valtoztatjuk (csokkentjiik vagy noveljik) Ggy a
sugarat, hogy — mikdzben az A, B, C, D pontokat tovabbra is tartalmazza — athalad-
jon az E ponton is.

Vegylik fel az alapra mer6leges, az AC atlén athaladé sikot! Ez a gilabdl az ACE
haromszoget metszi ki, és tartalmazza az FE tengelyt, azaz a kordlirt gomb Q kozép-
pontjat is. A gdbmbi sikmetszet ezért f6kor, vagyis a gula koré irt gomb sugara meg-
egyezik az ACE haromszdg koré irt korének sugaraval.

A QFC derékszogli haromszogben

QC = R, QF = FE — R és FC = AC = 42 AR e e e R

2-"2 "2
2
Pitagorasz tételéb6l: R* = (12 — Ry + &, Innen Ry
8 2 12

Megjegyzés

A fentiekhez hasonlé megfontoldsokbdl kovetkezik, hogy minden szabdlyos gildnak van beirt
gombje, és van korilirt gobmbje is. S6t, minden tetraédernek is Iétezik beirt gombje, és létezik korilirt
gombije is.

Matematika az osztalykirandulason

A fertbozi Gloriette egy 186 méter magas dombra épilt kilato, grof
Széchényi Ferenc épittette 1801-ben Jézsef nddor tiszteletére. Az Gtikdny-
vek szerint tiszta id6ben akar Pozsonyig ellathatunk a kilatébol.

A kirandulason sajnos borult id6 volt, de az osztaly lelkesen elhata-
rozta, hogy megprébalja kiszamitani a latétavolsagot. A tanuldk gondolat-
menete a kdvetkezs volt (R, jeldli a Fold sugarat, m a gloriett tengerszint
feletti magassagat, / pedig a Fold felszinén mért tavolsagot):

Fold

A derékszdgl haromszdgben cos @ = TF, a szam-

7 R-+m
. —_ 6370 4l o ~ o e
 domb adatokkal cos a = 6370187 ebbdl @ =~ 0,4378° ad6

dott. A keresett i ivhossz pedig a-val ardnyos:
i=—%—-2R.x, ebbdl i~ 48,7 km.
360
Fert6boz és Pozsony tavolsaga 64 km, a szamolas
tehdt nem erGsitette meg az Gtikonyv allitasat.

Fogalmak
gombfelilet;
gombtest;
fokor;
gombszelet;
gombov;
goémbsiiveg.
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IIl. TERGEOMETRIA

FELADATOK

Az R = 20 cm sugart gdmbot elmetssziik a gomb kdzéppontjatél 14 cm-re haladé sikkal. Mekkora a
gombbdl a sik altal kimetszett alakzat kerlilete és teriilete?

a) Milyen hossz( a Raktérit6? (Eszaki szélesség 23,5°)

b) Mennyi a Raktérit6 és az Egyenlit pontjainak a Fold forgasabdl szarmazé keriileti sebessége? (A Fold
1 nap alatt tesz meg egy fordulatot, tehat ezek a pontok 1 nap alatt a Raktérit6, illetve az Egyenlité
hosszat teszik meg.)

Becsiiljiik meg a 2. példa alapjan, hogy kb. mekkora a latétavolsdg a leckében vizsgdlt 8,5 méteres,
18 méteres és 25 méteres magassaghbdl, ha a Holdon vagyunk! (A Holdat 1738 km sugard, sima gomb-
nek tekinthetjik.)

Hatszog alapu szabdlyos gula alapéleinek hossza 14, magassaga 20 egység. Mekkora a gilaba és a gila
koré irt gomb sugara?

Jules Verne: Kétévi vakdcio c. regényében a szigeten rekedt hajotorott diakok egy 1éghajoként haszndlhaté sar-
kanyt készitenek. Azt remélik, hogy ezzel a vezetdjiik, Briant a magasba emelkedhet, és nagyobb tédvolsagban
felderitheti a sziget kornyékét.

A kotél hosszisagat ezerkétszaz labnyira allapitottak meg tgy, hogy a késziilék a behajlast ideértve, korilbelil
hét- vagy nyolcszaz labnyira emelkedhessék fel. [...]

Az egész nyolcszogletes sarkdny feliilete hetven négyzetméternyire rigott. Szilard szerkezetével és vizhatlan
vasznaval konnyen folemelhetett szaz-szazhdsz fontnyi sdlyt. [...]

Ha Briant a felszallast fényes nappal hajtotta volna végre és a szemeit a vildgossagban Uszé lathatdron jartathatja
végig, talan megpillantott volna akdr mas szigeteket, akar szarazfoldet is — ha ugyan létezett ilyen negyven vagy
otven angol mérfoldnyi keriiletben — mert a latkore ilyen terjedelm( lett volna.”

Ellenérizziik Verne latétavolsag-szamitasat! (Egy angol 1ab 30,48 cm, az angol (szarazfoldi) mérfold
hossza pedig 1609,3 méter.)

Képzeljik el, hogy a Fold EgyenlitGje mentén szorosan kifeszitiink egy acélhuzalt. (A Fold ebben a

modellben természetesen R = 6370 km sugaru tokéletes gomb.)

a) Ha a drét hosszat megnoveljik 1 méterrel, és Gjbol kor alakdra feszitjik ki, akkor vajon a drét és
a Fold felszine kozott atsurranhat-e egy kisegér?

b) Mi torténik, ha a meghosszabbitott acélhuzal hémérséklete 1 °C-kal csokken? Ekkor elfér egy kisegér
a drét alatt? [Az acél linedris hétaguldsi egyiitthatdja @ = 1,6 - 107 1/K; az L hossza drét hossza AT
(Celsius- vagy Kelvin-fokban mért) hmérséklet-valtozds hatasara Ly; = L - (1 + @AT) lesz.]

Egyenes korkdp alapkorének dtmérGje 12, magassaga 8 egység hosszu.

a) Hatarozzuk meg annak a kapba irt gombnek a sugarat, amely érinti a kip alaplapjat és az alkotéit is!
(Ez a kap beirt gombije.)

b) A kidp koré irt gomb athalad a kip csdcsan, valamint az alapkér pontjain. Szamitsuk ki a kdp koré irt
gomb sugarat!

Rézb8l 1 méter atmérdj, tireges blvargdmbot készitenek. Milyen vastag lehet a gdmbhéj, hogy a buvar-

gdébmb {resen ne siillyedjen el a vizben? Es milyen vastag lehet a gdmbhéj, ha aluminiumbdl készitik?

(A viz, a réz és az aluminium s(rGsége o, = 1000 kg/m’, o, = 8920 kg/m’, o, = 2702 kg/m’.)
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9. K2 Egy babu R = 8 cm sugard, gomb alaku fejére kip alakd sapkat terveziink tgy, hogy a
. sapka cstiicsa m = 7 cm-re legyen a fejtet6tdl, és az alkotok a gomb érintsi legyenek.

Mekkora legyen a kdp a alkot6ja? Mekkora legyen a kiteritett palast korcikkének a y \

kozépponti szoge? e

m A fuggvénytablazatban megtalalhatjuk a gdbmb egyes részeinek felszin- és térfogatkép-
letét. Egy érdekes Osszefliggés szerint az R sugard gdbmb m magassagl gombdovének a
felszine (a hatarol6 korlapok nélkiil): A =27 - R- m. Mi az érdekes ebben a képlet-

ben? (MitSl nem fligg a felszin?)

(feladat 6nallé6 munkara) Az dbran egy kb. fél méter magas, j6 kozelitéssel félgomb alakd
hangyaboly lathatd. Becsiiljétek meg, hany homokszemet kellett a hangydknak 6sszehordani,
mig a domb elkésziilt!

-
.*.,hq\‘ i

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészit6 feladatgyGjtemény Ill. 2116-2161.
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CI=D 28. ALAKZATOKBA (RT ALAKZATOK

Az el6z6 leckében érintettiik a testekbe és testek koré irt gombok témakorét. Megallapitottuk, hogy
a tetraédernek, a szabalyos guldknak, valamint az egyenes korkdpoknak mindig van beirt és kordlirt
gombijik. Természetesen, valamely testbe és a test koré nemcsak gomboket, hanem egyéb testeket is
irhatunk. Példaul a négyzet alapu szabalyos guldba vagy a forgaskipba irhatunk veliik kozds tengelyd
négyzetes oszlopot vagy forgdshengert; a félgémbbe irhatunk kockat, vagy a félgomb koré hatszog alap
szabalyos gulat, és igy tovabb. (A ,beirt” és ,korilirt” jelz6k altalaban dudlis fogalmakat takarnak, de
a konkrét értelmiiket esetleg pontositani kell. Példaul a félgombbe irt kocka alaplapja a félgomb alap-
lapjan, mig a masik négy cstcsa a félgomb gombi fellletén van; a hatszog alapu szabalyos gulaba irt
félgdmb alaplapja pedig a hatszog alaplapjara esik, és a félgémb a hatszog minden oldallapjat érinti.)

Miel6tt néhdny példat néziink, érdekes dsszefliggést vehetiink észre azon poliéderek felszine és tér-
fogata kozott, amelyekbe gomb irhato.

1. példa

Tekintsiink egy A felszinl és V térfogatu tetraédert, amelybe R sugard gomb irhat6. Milyen 6sszeflig-
gés adhat6é meg A, V és R kozott?

Megoldas

Megjegyzés

Analég sikgeometriai feladatot keresiink. Ez a kévetkezd, mar bizo-
nyitott tétel lehet: ha egy haromszog félkertilete s, teriilete ¢, és a bele irt
kor sugara r, akkor t =r - s.

Hogyan is igazoltuk ezt a tételt?

A beirt kor kdzéppontjat 6sszekotottiik az a, b, ¢ oldald haromszog
cstcsaival. Az igy kapott részharomszogek teriiletdsszege a hdromszog

St adia fou r af  br cr_ _ (a+b+c
teriiletét adja, igy t = Sttt = r~< 5

A BCDE tetraédert négy kisebb tetraéderre bontjuk, ha beirt gombjé-
nek O kozéppontjat 0sszekotjiik a csticsaival. A térbeli abrat nem min-
dig konny( elképzelni, illetve szemléltetni, de a BCDO, BCEO, CDEO,
BDEO tetraéderek biztosan léteznek (még akkor is, ha ,nem latjuk” Sket).
A résztetraéderek térfogatdsszege a teljes térfogatot adja:

tsep R tger R tepe Rty R

SR - -

R R
= ?(tBCD + lgep + lepe + tBDE) = ?'A-

(Itt kihasznaltuk, hogy a beirt gmb kézéppontja mindegyik oldallap-
tol R tavolsagra van, azaz mindegyik résztetraéder magassaga R.) Készen
is vagyunk, megkaptuk a keresett 0sszefliggést, ami mas alakban frva

_3V
R = A

>: r-s valéban.

Eszrevehetjiik, hogy a bizonyitasunk minden olyan poliéderre altalanosithaté, amelyiknek van beirt
gdmbje. Valoban: a poliéder részgildkra bonthaté fel, melyek alaplapjai a poliéder lapjai, csticsai pedig a

beirt gomb kdzéppontja.
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A részglldk térfogatdsszege pedig V = ¥+ t23-R +...+ t”BIR = g(q +h+ .+ t) = Ra—A (Itt
t, t,, ..., t, a poliéder lapjainak terlilete.) Ha tehat egy A felszinl és V térfogatd poliédernek van beirt
goémbje, ennek sugara R = %

Adott egy a = 20 cm alapél(i és m = 24 cm magassagd négyzet alap szabalyos gila. Irjunk a gdldba
vele azonos tengelyl négyzetes oszlopokat Ggy, hogy a négyzetes oszlop alaplapja a gutla alaplapjan
legyen, fed6lapja cstcsai pedig a gula éleire essenek!

a) Milyen Osszefliggés irhato fel a négyzetes oszlop b alapéle és c oldaléle (magassaga) kdzott?

b) A gllaba olyan négyzetes oszlopot irunk, melynek c oldaléle a b alapél

kétszerese. Hatdrozzuk meg b és c hosszat!
c) A guldba hasonlé médon kockat irunk. Mekkora a kocka éle?

Megoldas A,

A beirt négyzetes oszlop fed6lapja a gula alaplapjaval egyditt csonkagulat
hatdroz meg. Alkalmazzuk az abra szerinti betzést; ekkor a gula E csticsabol
torténd alkalmas nagyitds a beirt oszlop fed6lapjat a gula alaplapjaba viszi.

a) Tekintsik az abra szerinti EAC sikmetszetet! (Ezt érdemes kilon sikbeli abra- A,

ként is megrajzolni, mint ahogy a szemléltetést megkonnyitheti példaul a AT a B

feltlnézeti rajz is.)

AC=+v2a és A,C,=+v2b hosszi, mert a megfelel6 négyzetek atléi. Az

™

O TT--uT

)I—_
1
!

’

i\

.
AT
\

(@)

EA,C, és EAC haromszdgek hasonlék, ezért felirhaté a kovetkezd aranypar:

A,
mn: € - Ajgz = ‘/gg = %. Innen megkaptuk a b és c kozotti kapcsolatot: /
a-m-—a-c=m- b. Egy egyenletben két ismeretlen szerepel, tehat kiilon-
b6z8 b alapélekhez mas-mas hosszlsagud c oldalél tartozik. (Persze a b < a,
illetve ¢ < m korldtozo feltételek mellett.)

Konkrét szamértékekkel: 20 - 24 — 20c = 24b, azaz 120 = 6b + 5c¢. A A, G
b) Ebben az esetben alkalmazzuk a ¢ = 2b helyettesitést! Innen
a-m—a-2b=m- b, azaz

R P X

__am _ 20-24 _ be ~— : St
b_2a+m_40+24 7,5 cm és ¢ = 15 cm. Vagyis egyetlen, a feltéte D

leknek megfelel6 négyzetes oszlop van.
c) A kocka olyan négyzetes oszlop, amelynek élei egyenlGek. A b = c helyettesités- 7

a-m _ 20-24 _ 480
a+m 20+24 44

sela-m—a-b=m-b,azaz b= ~ 10,91 cm, és

a c oldalél is ilyen hossz.

Irjunk a fenti négyzet alapu szabélyos giléba félgémbét Ggy, hogy ennek alaplapja a gila alaplapjara
essen, és a félgdbmb a gula minden oldallapjat érintse! Mekkora a félgémb sugara?
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Megoldas

Els6 megoldas:

Szimmetriaokok miatt a félgdbmb O kdzéppontja megegyezik az ABCD
négyzet kbzéppontjaval, és a félgdmb a gila oldallapjait azok szimmetriatenge-
lyében érinti. Jeldlje F és G az AD, illetve BC oldalak felez6pontjat, és tekintsiik
a glla FGE sikmetszetét.

Ez a sik atmegy az O ponton, ezért a félgombbdl egy fél f6kort metsz ki,
vagyis a félkor és a gobmb R sugara megegyezik. Az igy kapott FGE hdromszog
EF és EG oldalait pedig a félkor érinti.

Az EG lapmagassag / hossza az EOGC derékszogli haromszogben

158

/= /(%)Hm2 = /10> + 24%> = 26 cm.

Ha az £G magassagon H jeldli az érintési pontot, akkor megallapithatjuk, hogy
az EOH és EGO haromszdgek hasonlok, mert szogeik megegyeznek. Innen a meg-

_m-a_ 24-20 _ 120 _
2.1 =226 i3 ~H23cm

s 2

Egy masik lehet6ség R meghatdrozasara a teriilet kétféle felirasabol adédik:

felel6 oldalak aranya % =

C 2 2
Masodik megoldas:
Ha 6sszekotjiik az O pontot a glla cstcsaival, akkor a gdlat négy egy-
bevagé tetraéderre bontjuk. Ezek alaplapjai a gula oldallapjai, testmagassaguk pedig R. Az oldalla-
a’-m — 4 I-R

-——_ Innen

pok terlilete T = aT'/, tehdt a térfogatot kétféleképpen is felirhatjuk: V = 3 3

R—a-m_2-a-m_am
4.

T 4-a-] = 21"

Egy forgaskip alapkorének sugara R = 10 cm, magassdga M = 24 cm hosszi. A kipba vele k6z6s
tengelyl forgashengert irunk Ggy, hogy a henger alaplapja a kip alaplapjan van, és a henger fed6kore
a kdp minden alkotéjat érinti.

a) Milyen kapcsolat irhaté fel a henger alapkorének r sugara és m magassaga kozott?

b) Mekkora a beirt henger térfogata, ha a magassaga éppen 3-szorosa az alapkére sugaranak?

c) Mekkora a beirt henger magassaga és alapkorének a sugara, ha a paldstja P = 60 cm??

Megoldas

A kip (tetszbleges) tengelymetszete a hengert olyan téglalapban metszi,
melynek oldalai 2r és m hosszdak. Alkalmazzuk a sikmetszetre az abran lathaté
jeloléseket!

a) Az dbra szerinti CFE és COB haromszogek hasonlok (szogeik megegyeznek), M
igy % = %, azaz m = % Innen felirhaté az r és m kozotti kapcesolat:

r-M=R-M—-R-m.

(Konkrét szamadatokkal: 24r = 240 — 10m, azaz 12r =120 — 5m.)
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b) Az m = 3r helyettesitéssel 12r =120 — 5 - 3r, innen r = % = 4;_0 (cm).
Atérfogat V= r’r-m=r’r-3r= 3t ~ 827,42 cm’.

c)Ha P= 2rr-m = 60, akkor meg kell oldani az egyenletrendszert:

(1) 12r =120 — 5m,
(2) 2rr - m = 60.

(M)-b6l m = QOSA, ezt (2)-be helyettesitjik: 2r7r~1205¢ = 60, azaz 2r’r — 20r + 25 = 0.

A masodfoki egyenlet két gyoke r, ~9,58cm és r,=~ 0,42 cm. A megfelel6 magassagok az

m = 1205¢ egyenletb8l m; = 1,01 cm és m, = 23,0 cm. Vagyis egy ,lapos” és egy ,sovany” beirt

henger is megfelelG.

Végezetiil megemlitjiik, hogy a testekbe és a testek koré nemcsak térbeli, hanem sikbeli alakzatokat
is irhatunk. Ezzel a témaval kapcsolatos a 8. kitlizott feladat.

FELADATOK

Egy tomor, egyik vége felé keskenyed6 vasrdd alakja olyan szabalyos hatszdg alapi egyenes gula,
melynek alapéle 1 cm, oldaléle pedig 62 cm hosszu. A ridba a gulaval k6zos tengely(, 0,8 cm
atmérdji lyukat farnak. Mekkora az igy kapott vascsd tomege? (A vas sir(isége 7870 kg/m’.)

Haromszdg alapl szabdlyos gila alapéle 11 cm, oldaléle 24 cm. A gilabdl azonos tengely(
forgaskdpot csiszolnak. Legalabb hény cm’ (és legalédbb hdny szdzalék) az anyagveszteség?

cstcsa pedig a félgomb gombi feliiletén legyen! Mekkora a kocka éle?

frjunk az R sugard félgombbe kockat gy, hogy alaplapja a félgémb alaplapjan, a masik négy
m Adott R = 12 cm sugaru félgémb koré forgaskdpot frunk gy, hogy a kip magassaga kétsze-
rese az alapkore atmérGjének. (A kdp alaplapja a félgémb alaplapjan van, és a félgémb a kip
minden alkotéjat érinti.) Milyen magas a kap?
m (Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2010.) Az
egyik csokoladégyarban egy uijfajta, kip alaki desz-
szertet gyartanak. A desszert csokoladébdl késziilt
vaza olyan, mint egy tolcsér. (Lasd abra.)
A kiils6 és bels6 kip hasonlé, a hasonlésag ardnya
6
=
magassaga 2,5 cm hosszu.
a) Hany cm’ csokolddét tartalmaz egy ilyen csokolddévaz? A vélaszt tizedre kerekitve adja
meg!

A kisebb kip adatai: alapkorének sugara 1 cm,

Az elkésziilt csokoladévaz lireges belsejébe marcipdngdmbot helyeznek, ezutdn egy csokola-

débdl késziilt vékony korlemezzel lezarjak a kipot.

b) Hany cm a sugara a lehet legnagyobb méret( ilyen marcipangdmbnek? A vélaszt tizedre
kerekitve adja meg!
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Hatarozzuk meg az 6tszog alapu szabalyos gula beirt és korilirt gdmbjének a sugarat, ha
alapélei 20 cm és oldalélei 32 cm hossztak!

Egy asztalra 3 darab R sugart gombét helyeziink Ggy, hogy kozéppontjaik 2R oldalhossz
szabdlyos hdromszog csticsainak felelnek meg. Mekkora annak a gémbnek a sugara, amely
érinti mindegyik gobmbot és az asztalt is?

Egy 5 m €l kocka belsejében vagy a
feltletén valasszunk ki harom pontot
Ggy, hogy a belélik alkotott harom-
szog teriilete a lehetS legnagyobb
legyen!

(Segitség: mutassuk meg, hogy ha a
maximalis terlletd haromszog vala-
melyik pontja a kocka belsejében
lenne, akkor — a masik két pontot
rogzitve — elmozgathatnank a kocka
hatarara, illetve valamelyik kocka-
cstcsba dgy, hogy a haromszog teri-
lete kozben novekedne.)

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészit6 feladatgydjtemény Ill. 2173-2257.

m
-

29. OSSZETETT FELADATOK

Osszetett feladatokrol tobb értelemben is beszélhetiink.

1. Az Gn. tobblépcsos feladatok esetében tobb, esetleg egymasra épiilé kérdéssel egy adott problé-
makort részletesen vizsgalunk. (Az irasbeli érettségi vizsgan jellemzGen ilyenek a magasabb sorszamd
feladatok.)

2. Elképzelhets, hogy a feladat nehéz; gondolatilag, illetve megoldasi eszkdzhaszndlatat tekintve.
Az elsG esetben a sziikséges gondolkoddsi mélység, a masodikban a technikai alkalmazasok sokfélesége
okozhat nehézséget.

3. Médszertani szempontbdl ide sorolhatjuk azokat a feladatokat is, amelyekre tobbféle megoldast
adunk.

4. lde tartoznak a matematika mas teriiletével kapcsolatos problémak, a matematikan beliili alkal-
mazasok is. (A feladatok kdzott kitliztlink néhdnyat.)

5. Es végiil a mds tudomanyteriileteket is érint6 problémédk, a matematikan kiviili alkalmazasok
emlithet6k meg.

(Persze a fenti kategorizalas nem kizaré jellegl. Alkalmazdasokat, gyakorlati feladatokat példaul min-
den leckében targyaltunk.)
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Az a élti ABCDEFGH kockéaban az AE, BF, CG, DH élek mer&legesek az ABCD lapra.
Mekkora aranyd részekre osztja az U(BDE) sik az AG testatlot?

Megoldas

Els6 megoldas: Az U(BDE) sik a kockat a BDE szabdlyos haromszégben metszi.
A kocka szabadlyos test, ezértaz AB, AD, AE élek az AG testatléra forgasszimmetrikusan Z
helyezkednek el. (Ugyanez igaz a GC, CF, GH élekre is.) Az AG testatl6 koriili 120°-0s == i
forgatds a BDE haromszoget dnmagdba viszi, ezért AG és U metszéspontja a BDE N A
haromszog S kdzéppontja, és AG merdleges az U sikra. PSS
Jelolje M az ABCD négyzet kozéppontjat, ez egyittal a BD szakasz felez6pontja |
(abra). ES a BDE haromszdg EM sulyvonalanak a kétharmada. A haromszog oldala Y2a, 3 I"‘T\'?'M' A

igy ES = %-@-ﬁa = %a. AS merGleges a BDE sikra, igy mer6leges annak min- = D
den egyenesére, tehat ES-re is. Az ASE derékszogl hdromszoghdl AS = v AE* — ES* =

= Ve %az = % = /%-a . A testatlé hossza AG = v/3 a, tehdt S az AG atlé A-hoz kézelebbi
harmadolépontja.
Masodik megoldas: Tekintsiik az ACGE sikmetszetet, illetve az AEG derékszogl haromszoget. Ebben

ES éppen az AG oldalhoz tartozé magassag, igy AS meghatarozasa elemi sikgeometriai feladat. Példaul

2 2
a befogétételbsl AS-AG = AE?, innen AS= AL — & _ a
& AC~ /32 /3

Megjegyzés
Ha sikeriilt szerencsés sikmetszetet valasztanunk, akkor tobbféle megoldast adhatunk. Példaul az
ES-AG _ AE-EG
2 2 (
haté meg). Vagy egy masik lehetGség az ACGE téglalapban EM és AG szakaszok osztdsaranyanak meg-
hatarozasara, ha az AEC haromszdget emeljiik ki. Ebben EM és AG sdlyvonalegyenesek, tehdt osztasara-
nyuk szamithat6 (a sdlyvonalak egymast klcséndsen harmadoljak). Végiil egy utolsé megoldds (nyilvan
még tovabbiak is adhatdk): az AMS és GES haromszdgek hasonldk, a hasonlésag aranya 1 : 2, és igy
tovabb.

innen ES hatdroz-

el6z6 megoldast folytathattuk volna a tertilet kétféle felirdsaval:

Harmadik megoldas: Elegans megoldas adhaté a kordbban targyalt térfogati elv segitségével. Az
ABDE tetraéder térfogatat kétféleképpen felirhatjuk, kihaszndlva az AB, AD, AE élek mer6legességét:
AB-AD ﬁa-ﬁa-@, a-a.
Tspe - AS 2 e 4 - _ 2 a a

3 = 3 . Innen 3 = 3 azaz AS = ﬁ

Negyedik megoldds: A BDE haromszdg S sdlypontjaba mutaté vektor 0S =

OB + ()3D+ OE . tet-

sz6leges origd esetében. Ha most az A csticsot valasztjuk a koordindta-rendszer kezd6pontjanak, akkor

—

AS = W Mivel AG = AB + AD + AE, igy AS = TG valéban.

Megjegyzés
Ez utébbi megoldds mutatja, hogy kocka helyett téglatestre is igaz az allitas (azaz ennek az AG test-

atlojat is harmadolja a BDE sik).
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Mekkora az el6z6 feladatban szerepl6 kockaban a BD és CF kitérd egyenesek tavolsaga?

Megoldas

ElGsz6r a CF lapatlét 6nmagaval parhuzamosan eltoljuk Ggy, hogy legyen k6zos pontja BD-vel. Ezt
sokféleképpen megtehetjiik; ha példaul a CD vektorral tolunk el, akkor CF atkeriil DE-be.

Ezutan észrevehetjlik, hogy az igy kapott U(BDE) sik és a CF él parhuzamosak. (CF és DE parhu-
zamossaga miatt csak ugy lehetne CF-nek és U-nak k6z0s pontja, ha CF minden pontja az U sikhoz

tartozna.)

2o

CF és U(BDE) parhuzamossaga miatt a feladat tobbféleképpen is atfogalmazhat6. Ugyanakkora

1. a BD és CF kitér6 egyenesek tavolsaga;

2. a CF egyenes és az U(BDE) sik tavolsaga;

3. a C(vagy F) pont és az U(BDE) sik tavolsaga;

4. a CF egyenes tetsz6leges Q pontjanak és az U(BDE) siknak a tavolsaga is.

Kényelmi szempontbdl a 3. atfogalmazassal folytatjuk, azaz a C pont és az U(BDE) sik tavolsagat

. ®
c \o'm 2
(G2 ’
3 \2'
/o\ A

Megjegyzés

hatarozzuk meg. Egyik modszer példaul a térfogati elv alkalmazasa lehet, az 1. feladat
3. megoldasahoz hasonléan. Egy masik gyakori médszer, amikor alkalmas sikmetszeten
allitjuk el6 a keresett tavolsagot.

Tekintsiik a kocka CAEG sikmetszetét. Ezt az U(BDE) sik az EM egyenesben metszi, s
mivel BD mer6leges EM-re, igy a CAEG és U(BDE) sikok is mer6Glegesek. (A meré6leges-
ség kozvetlenil adodik abbdl is, hogy a CAEG sik a kocka szimmetriasikja.)

A CAEG sikmetszeten igy C és az U sik tavolsaga kdzvetlendl el6all, mint a C pont és
az ME egyenes tavolsaga. Az abran ezt a keresett tavolsagot CC-vel jeloltiik, amit egy-
szerlien meghatarozhatunk példaul a CMC’ derékszogli haromszoghdl. Az M cstcsnal
[év6 ¢ cslicsszogek miatt tg ¢ = % =+/2 az MAE haromszogben, innen ¢ =~ 54,7°; a
CMC’" haromszogben pedig CC"= CM - sin ¢ = 0,577a.

[N

Hegyesszogek esetében, ha tg ¢ =+v/2, akkor megmutathaté, hogy sing =/

w

I\

3
Eszrevehetjiik, hogy ez éppen a testatlé hosszanak harmada. Az eredmény ismeretében

ccd Ahra) fov 4 tivolca oy e M sino=Y2 .. /2 _ a _¥3
(lasd abra), igy a tavolsag pontos értéke CC'= CM - sin ¢ = 5@/ 3 = 75"

mar kdnnyebb megtaldlni a magyardzatot:

Az 1. példaban megmutattuk, hogy az A cstcs és az U sik tavolsaga egyenlS a
testatlé harmadaval. Mivel az U sik athalad az AC szakasz M felezGpontjan, igy A és C
U-t6l valé tavolsaga megegyezik. Készen vagyunk: C és U tavolsaga is a testatlé hosz-
szanak harmadaval egyenl6.

3. példa

Az ABCD négyzet alapd gula alapéle 20 cm hosszu, oldallapjai 60°-0s szoget zarnak be az alaplap-
pal. Hany cm” a gula paléstjanak felszine?
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Megoldas

Jelolje E a gila cstcsat, O a négyzet kozéppontjat, F pedig a BC él fele-
z6pontjat (dbra). A BCE oldallap m = FE lapmagassagat az FOE derékszog
hdromszogbdl hatdrozhatjuk meg. Az oldallap és alaplap hajlasszoge éppen

OFE< = 60°, igy cos 60° = FO innen FE= LO, a glla palastjanak fel-

FE cos 60
7 5
szine pedig P= @M .4 — _ 2:c0s60° 4 _ _ a =2a’ = 800 cm®.
pecis 2 2 cos 60°

Megjegyzés
Szép kerek értéket kaptunk, mi lehet ennek az oka?
_FO

Ha a 60°-0s hajldsszog helyett tetszleges ¢ paraméterrel dolgozunk, akkor FE = oS és a

2
P = coas ” eredményt kapjuk. A BCO és BCE haromszogek teriiletét 6sszehasonlitva megéllapithatjuk,

hogy BC alapjuk koz0s, teriletiik ardnya tehat az o aranytél figg, ami éppen cos ¢-vel egyenld.

FE
Vagy gy is fogalmazhatunk, hogy ha a BCE haromszdget merGlegesen vetitjiik az ABCD sikra, akkor a

. .. .. T,
haromszog teriilete -£9¢

T =cos p-szeresére valtozik. Ugyanez elmondhaté a masik harom oldallapra is
BEC

2
(mindegyik ¢ szdget zar be az alaplappal), igy valéban % = % = cos ¢ adddik eredményil.

KIEGESZITO ANYAG

Legyen két sik (S és U) hajlasszoge ¢ (ahol 0° < ¢ < 90°), egy U sikbeli alakzat
terlilete T,, az alakzat S sikon 1év6 merGleges vetliletének teriilete T,. Altaldban is igaz

a kovetkezd tétel: a két teriilet aranya % = Cos @.
U

A bizonyitas f6bb |épéseit az alabbiakban vazoljuk.

Az allitas teljestl ¢ = 0° és ¢ = 90° esetében, ezért feltehetjiik, hogy 0° < ¢ < 90°.

ElGsz6r megmutatjuk, hogy az allitds igaz hdaromszogekre. Ehhez az U sikbeli
ABC haromszog koré olyan téglalapot irunk, amelynek oldalai parhuzamosak a két
sik metszésvonaldval, illetve mer6legesek ra. (llyen téglalap mindig létezik. Az abran
az a, a,, a, szakaszok parhuzamosak a metszésvonallal, a b, b,, b, szakaszok pedig
ra merGlegesek.) Az ABC haromszog teriiletét megkapjuk, ha a bennfoglal6 téglalap
teriletébdl levonjuk a kiegészité derékszogl haromszogek teriiletét. Az dbra esetében
ab, a-b, a,b

2 22

A vetiileti A’'B'C” haromszog koré irt téglalap az ABC haromszog koré irt téglalapjanak a vetiilete.
A metszésvonallal parhuzamos szakaszok hossza (a, a,, a,) a vetités soran ugyanakkora marad, a met-
szésvonalra mer&leges szakaszok hossza viszont cos @-szeresre valtozik. Az A’B’C” haromszdg teriilete

2 2 2
aébl _ ébz - a22‘b)' Vagyis valoban: a vetiileti haromszog teriilete cos g-szeresre

Tpe=a b-—

= COS(p(a'b—
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valtozik. (A bizonyitast a konkrét ABC haromszdgre alkalmazzuk, de az dltalanos esetben is hasonléan
jarunk el.)

Ezutan megmutatjuk, hogy a tétel tetszGleges sokszogre igaz. Ez abbdl kovetkezik, hogy a sokszogek
részharomszogekre darabolhatok, ezek vetiileteinek teriilete cos g-szeresre valtozik, a vetiiletek 6sszege
tehdt — ami a vetlileti sokszog terliletét adja — szintén cos @-szeresre valtozik.

Végiil igazolni kell, hogy a tétel gorbe vonalu alakzatok terliletére is teljesil. Ehhez azonban tanulma-
nyainkon tilmutaté matematikai médszerekre lenne szlikség, mint példdul a teriiletszamitas esetében.

4. példa

Az ABCD haromszog alapt gdla D csticshdl hdizhaté magassdaga m = 18 cm hosszd, az ABC harom-

szogben pedig AB = 12 cm, BC = AC = 6+/5 cm. A glla AD, BD, CD oldalélei egyenl& hossziak.
Mekkora a gula térfogata, és mekkorak az oldalélei?

Megoldas

El6szor kiszamitjuk az ABC egyenl6 szarG alapharomszog teriile-
tét. A C csticsbdl kiindulé CF magassag hossza Pitagorasz tételébdl d =

J(6v/5) — 6% =12 (cm). Az ABC haromszég teriilete igy t = % =
72 (cm?), a glla térfogata pedig

v:-2§2:=432(cm%.

Ha a gula D csticsbol hizhaté testmagassaganak talppontjat E-vel
jeloljuk, akkor az AED, BED, CED haromszogek egybevagdk, mert meg-
egyezik két oldaluk hossza és a nagyobbik oldallal szemkozti derékszo-
glik. Ezért AE = BE = CE, vagyis E az ABC haromszog koré irt kor kdzép-
pontja. (Kénnyen lathat6, hogy ABC haromszog hegyesszogli, ezért £ a C
haromszog belsé pontja lesz.)

Jelolje az ABC haromszdg koré irt kor sugaranak hosszat R. Ekkor az AFE
derékszogl hdromszogben R* = AF? + (d — R), azaz R* = 6 + (12 — R)’.

Innen R = 7,5 (cm) adédik.

A glla AD oldaléle pedig az AED derékszogli haromszog atfogoja, igy ‘
AD = VR + m? =19,5. B ? 5

A harom oldalél hossza tehat 19,5 cm.

Megjegyzés

A megoldasbdl kitlinik, hogy ha egy tetszGleges hdromszog alapu gula oldalélei egyenld hosszdak,
akkor a koré irt gomb kdzéppontjanak az alapra es6 mergleges vetiilete az alaphdromszog koré irt koré-
nek kdzéppontja.

S6t, az allitas kiterjeszthetd az n-szog alapu gulakra is: ha az n-szog alapd gula oldalélei egyenlGek,
akkor van kordilirt gdmbje; és a gdmb kozéppontjanak az alaplapra esé merGleges vetiilete az n-szog
koré irt korének kdzéppontja. (Vagyis az alaplap sziikségképpen hdrsokszog.)
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FELADATOK

<D
oD
o

6. K2, E1

7. K2

Egy téglatest alaplapja az ABCD, fed6lapja az A'B'C'D’ téglalap; az AA’, BB’, CC’, DD’
élek parhuzamosak. A téglatest éleinek hossza AB = 8, AD = 12, AA" = 10 egység. Rendre
felvessziik az AB, C'D’, A’D’, CC’ éleken az E, F, G, H pontokat gy, hogy AE =5, C'F = 4,
A’G =2, CH = 4 egység legyen. Mekkora az EF és GH szakaszok hajlasszoge?

Az ABC hdromszdg alapl, D cstcsl szabalyos gula alapéleinek hossza 30 cm, az oldallapjai
pedig 70°-0s szbget zarnak be az alaplappal.

a) Hatarozzuk meg a gula felszinét és térfogatat!

b) Mekkora az AB és CD élek hajlasszoge?

c) Mekkora az A cstics és a BCD sik tavolsaga?

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2018.) Egy gazdasagban géppel kaszéljak a fiives terii-
letet. A megszaritott fiivet (szénat) egyforma, henger alakid baldkba toméritik, majd korbefoli-
dzzak. A hengerek dtmérdje és magassdga is 1,2 méter. A bdldzégép 1 m’ térfogatba koriilbe-
[l 160 kg szénat tomorit bele.

Hany kg tomeg(i egy szénabadla? Valaszat 10 kilogrammra kerekitve adja meg!

Igaz-e, hogy ha az ABCD szabalyos tetraéder A, B, C csticsat a D cstcsbdl kiindulé magassag-
vonal F felezési pontjaval 6sszekotjiik, akkor harom, egymasra paronként meréleges szakaszt
kapunk?

(Adjunk tobbféle megoldast! Kiszamolhatjuk példaul az FA, FB, FC szakaszok hosszat, majd
felirhatjuk a Pitagorasz-tételt; vagy alkalmazhatjuk a vektorok skaldris szorzatat.)

(Erettségi feladat, kozépszint, 2009.) Egy cirkuszi sator felallitva olyan szabalyos hatszog

alapu egyenes glla, amelynek alapéle 12 méter, magassaga 16 méter hosszu. A sator felal-

litasakor 13 rudat hasznalnak. Hat merevit6rdd a hat oldalél teljes hosszaban fut. Van még

7 fliggGlegesen 4ll6 tartérad. Egy az alap kozéppontjaban, a teljes magassagban tartja a sat-

rat. A talajon all6 hat kisebb pedig egy-egy oldalél talajhoz kozelebbi harmadolépontjaban

tamaszt.

a) Hany négyzetméter a satrat alkoté ponyva feliilete (a gula palastja)? (A végeredményt
egészre kerekitve adja meg!)

b) Osszesen hdny méter a 13 rdd hossza?

c) Koérbevezetiink egy kifeszitett kotelet a hat kisebb tdmasztérid felsé végpontjain at. Milyen
hosszu ez a kotél?

(Erettségi feladat, emelt szint, 2011.) Egy fabol késziilt négyzetes oszlop minden élének hosz-
sza centiméterben mérve 2-nél nagyobb egész szam. A négyzetes oszlop minden lapjat befes-
tettiik pirosra, majd a lapokkal parhuzamosan 1 cm élG kis kockdkra vagtuk. A kis kockdak
kozil 28 lett olyan, amelynek pontosan két lapja piros. Mekkora lehetett a négyzetes oszlop
térfogata?

Mekkora az R sugard gomb koré irt csonkakip felszine és térfogata, ha alapkorének sugara
kétszerese a fed6kor sugaranak?
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m Mi lehet a hiba az aldbbi, 1935-b6l szarmazé feladat megolddsaban?

Feladat: Egy téglatest egyik csticsdban 6sszefuté harom hatarlap atl6i 18 dm, 28 dm és 38 dm hosszuak.
Mekkora a testatl6?
,Megoldas” (hibas)
Jelolje a téglalap egy csticsba futé éleinek hosszat a, b, c. Ekkor Pitagorasz tételébdl a lapatlok hosszara
(1) &+ b* =18’
(2) &+’ =28,
(3) b+ =38
teljesdl.
Az (1) — (3) egyenletek 6sszeaddsabdl 2(a* + b* + ) = 18” + 28” + 38* = 2552, innen a* + b* + ¢ =
= 1276. A térbeli Pitagorasz-tétel szerint a testatlé hossza d = va>+ b*+ > = Y1276 =~ 35,72 dm.

m Egy kocka éleit mint vektorokat tetsz6legesen iranyithatjuk. Legfeljebb hany kiilonb6z6 ered6je lehet az
igy kapott 12 vektor 6sszegének?

PPl Mora ferenc: Tetrakontaoktaéderek cimi novelldjban elmeséli, hogyan kellett gyerekkordban, nagy
nehézségek dran, szimmetrikus testeket késziteni papirbol.

,Legfoljebb én voltam a malac, mire elkésziiltem egy-egy testtel. De azért megcsinaltam Gket, ha nyakig bele-
csirizesedtem is az igyekezetbe. A hexaéder, az oktaéder, az ikositetraéder, a pentagondodekaéder mind ott
merészkedett mar a kemencenyakon. Igazsag szerint nem ott lett volna a helyiik, de szegény anyam igy konnyeb-
ben folhivhatta rdjuk a szomszédasszony figyelmét. Még most is hallom, ahogy mondja panasznak dlorcazott
szemérmes kevélységgel:

—Nézze mar, Agneskam, milyen bolondokat csinéltatnak a szegény diakfiammal azok a kérsgos profesztorok.
Nagy ész kell ehhez, tudja, meg az a temérdek petréleum, mikor hajnalig is elkinlodik veliik.

Hat még mikor a rettenetes tetrakontaoktaéder jott! A negyvennyolclapi, a hetvenél(, a huszonhatsarkd
allat. A gyémant kristalyalakja!”

Nézz utana, mi is az a tetrakontaoktaéder! (A térbeli kristalyszerkezetekkel foglalkoz6 asvanytanban a

test masik elnevezése hexakiszoktaéder.) Hany cstcsa, éle, lapja van ennek a testnek? (Es persze a rovid
novellat is érdemes elolvasni.)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgydjtemény . 2162-2172, 2258-2281.
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Térgeometriai problémdkra visszavezethet6 gyakorlati feladatokkal szinte mindennap taldlkozunk.
A korabbi leckékben rendszeresen elemeztiink hasonlé modelleket, s ezen olvasmany végén is kitliztink
néhdny gyakorlati, alkalmazas jelleg(i feladatot.

A térgeometriai modellek matematikai vizsgalata mds tudomanyteriileteken is megvalésul. Példaul
a térbeli mozgas vizsgalataval foglalkozik a csillagdszat vagy az asztronautika; a geoldgia, az asvanytan
egy terlilete a kristalyszerkezetek leirdsa; a kémidban egyes molekuldk térbeli szerkezeteit elemzik, és
igy tovabb. Az aldbbi idézet egy szép bioldgiai példaval, a méhek épitészetével foglalkozik.

A MEHEK LEPSEJTJEI

,Az hiszem, egészen érzéketlen ember lehet, aki képes lelkes
csodalat nélkil vizsgalni a [ép finom szerkezetét, amely gyonyoriien
alkalmazkodott a maga céljdhoz. A matematikusoktdl azt halljuk,
hogy a méhek gyakorlati megoldast adtak egy igen nehéz problé-
mara: a lép sejtjeit a lehetd legkevesebb értékes viasz felhaszna-
lasaval olyan alakura készitik, hogy azok ugyanakkor a lehet6 leg-
nagyobb mennyiségli mézet fogadjak be. Azt is megjegyezték mar,
hogy még egy megfelel szerszamokkal és méréeszkdzokkel felsze-
relt Ggyes mesterember is nehezen tudna elkésziteni a megfelel6
alakd viaszsejteket, holott a méhek csapata a s6tét kasban is képes
erre. Barmilyen 6sztonoket tételezziink is fel ndluk, el6szor teljesen

és lapokat, vagy egyaltalan hogyan érzékelik, hogy helyesen készi-
tették-e el ezeket.”
(Charles Darwin: A fajok eredete, 8. fejezet, Az 6szténrél)

felfoghatatlannak tlinik, hogyan dolgozzdk ki a sziikséges szogeket @

109°28’

A XVIII. szazadi természettuddsok felfigyeltek arra, hogy a 1ép- |
sejtek alakja olyan szabdlyos hatszog alapi hasab, amelynek aljat i
a méhek nem az oldallapokra mer&leges sikkal fedik le, hanem A el
harom egybevag6 rombuszlappal. (Ezt Ggy képzelhetjik el, mintha -
egy ceruzat harom forgasszimmetrikus vagassal meghegyeznénk.)

Réaddsul e lapok egymdssal bezart szoge j6 kozelitéssel allandd

érték, azaz nem fligg a méhek fajtajatol, a méhcsalddoktdl, a kaptartol. Az észrevétel alapjan Réaumur
(1683-1757) hires francia természettudds Ggy gondolta, hogy a furcsa épitkezésnek az az oka, hogy
igy a méheknek — a lépsejt azonos térfogata mellett — kevesebb méhviaszt kell felhaszndlniuk a sejtek
épitéséhez. Darwin hires kdnyvében arra utal, hogy a matematikusok igazoltak ezt a sejtést: a méhek
valéban ugy ,valasztjdk meg” az épitend6 rombuszok kb. 70,5° és 109,5°-0s sz6gét, hogy igy minimalis
anyagfelhaszndlassal zarhassanak be adott térfogatot.
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EPITESZET

,~Amikor a mérndk befejezte szerepét, az épiilet funkcidjanak és szerkezetének megallapitasat, meg-
kezdheti munkdjat az alakité mivész. A forma kialakitasa az épitész tehetségének probakéve. Ekkor
tlinik ki, hogy mivésze-e hivatasanak, vagy sem. Az épitészet nem mas, mint az épllettdomegeknek
tudatos, pontos és nagyszer( jatéka a fényben. A forma sem mds, mint a fénynek és az arnyéknak mivé-
szi, pontos és pompas jatéka az épiilet testén. A mérnok, a tisztan intellektualis ember nem alkalmas
formaalakitasra — ehhez érz6 és alakitani tudé miivészre van sziikség.”

(Le Corbusier [1887—-1965] svdjci szarmazasu francia épitész)

Sydney-i Operahaz (tervezte Jorn Utzon dan épitész)

A sokszin( természet szamtalan ,térgeometriai remekmdivet” hozott és hoz létre. Az Skori és kdzép-
kori monumentalis épitészeti csodak (példaul az egyiptomi és kdzép-amerikai piramisok, a kinai nagy fal,
Eurépa gotikus katedrélisai) megvaltoztattak bolygonk arculatét, alakitottak a kultirtorténetiinket.

Hasonlé nagysagrendl a mesterséges tdj XX. és XXI. szazadi atalakitdsa is. A modern utak, vasutak,
hidak; a lako- és lizleti épliletek, a szalaghazak és a toronyhazak; a sport-, a kulturdlis- és a vallasi |éte-
sitmények pdratlan sokszinlséglikkel az elmélet és a technika hatalmat hirdetik.

A matematika segitsége nélkiil elképzelhetetlen a modern épitészet (anyagszerkezet, terhelésvizsga-
lat, kivitelezés). A szazad nagy épitészeinek munkdiban megtalalhaté a forma és a funkcié egysége, az
esztétikum és a praktikum parhuzama — mig az elmélet oldalarél nézve azt is megallapithatjuk, hogy az
épiiletek tervezése egy-egy nehéz matematikai probléma megoldasai.

Nagyboldogasszony és Szent Adalbert Fészékes- A Bélna épiilete Budapesten
egyhaz (esztergomi bazilika)
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KEPZOMUVESZET

,Haromdimenziés terlink az egyetlen realitas, amit
ismeriink. A kétdimenzids éppugy fikcié, mint a négydi-
menziés, mert semmi sem sik, még a legfinomabban csi-
szolt tikor sem. De ha tartjuk is magunkat ahhoz a meg-
allapitashoz, hogy egy fal vagy egy darab papir sik fellilet,
csodalatraméltd, hogy — magatdl értet6dGen — egy ilyen
sikon térbeli illGzidkat abrazolunk. Nem abszurd, hogy raj-
zolunk egy-két vonalat, majd azt mondjuk: ez egy haz?”

(M. C. Escher: Grafikék és rajzok, IX. Konfliktus a sik
és a tér kozott)

Természetesen az épitészet mellett a képz&miivészet
kilénb6z6 agaiban is alkalmaznak geometriai elemeket
az alkotok. A térgeometria szerepe egyértelm(i a szob-
raszatban (vagy a rokon teriileteken: dombormdvek,
plasztika). A festészet (grafikak, metszetek) mivel&inek mar nehezebb dolguk van, mint erre a fenti
Escher-idézet is utal, hiszen két dimenziéban kell haromdimenziés abrakat szemléltetnitik. Kilonb6zé
matematikai alapu aranyelméletek ismertek a kozépkorbdl és az Gjkorbdl is (aranymetszés, Vitruvius-
tanulmany), de a perspektivikus dbrazolas els6 torvényeit festSk fedezték fel a XV. szazadban. A pers-
pektiva neves kutatéi kozil emlitsiik meg Leonardo da Vincit (1452-1519) és a magyar szarmazasu
Albert (Albrecht) Diirert (1471-1528). (A f6varosi Varosliget utcaneve, az Ajtési Diirer sor, az § apjanak
a nevét Orzi.)

A mai idGkben a festSk ,rokonai”, a foté- és filmmdivészek is torekednek a térbeli effektusok alkal-
mazasara. Megjelentek a 3D-s filmek, a szamitgépes animacidk, a komplementer szinek és a hologra-
fia alkalmazasai.

Néhany abrazolasi tertletnek kilon fontossagot ad, hogy hatterlikben matematikai érdekességek
hizédnak meg. Tipikus példak

az optikai csalédasok (illetve ezek tudatos miivészi alkalmazasa);

— a szabdlyos feliiletfelosztasok (mozaikok, periodikus parkettazas

vagy nem periodikus sikkitoltések);

— alehetetlen dbrak, paradox képek;

— és dltaldban a szamitogépes grafika (amely példaul fraktdlgeomet-

riat alkalmaz).

Az alabbi képek a fenti témakbdl adnak valogatast.

Victor Vasarely (1906-1997)
kltéri alkotdsa Pécsett




1. K1

aa

3. K2

4. K2

a

IIl. TERGEOMETRIA

FELADATOK

Az iskolai menzén régen négy gombdcot adtak ebédre, most tobbet, hatot adnak. Igaz, valamivel kiseb-
bek a gombdcok: régen 5 cm atmérgjliek voltak, most csak 3,5 cm az atlagos atmérgjiik. Vajon jobban
jarnak most az étkez6k?

Andras rajzot készit egy rogzitett helyzet(i palcardl. A 24 cm hosszi palca két vetiiletének hossza (el6l-
r6l és feltlrsl nézve) rendre 13 cm és 20,5 cm. Mekkora a pélca oldalnézeti hossza, és mekkora szoget
zar be a palca a talajjal?

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2014.) Egy cirkuszi sator egy forgdshenger paldstjabdl és egy erre
illeszkedd forgaskdp paldstjabdl all. A henger és a kip alapkorének a sugara egyarant 18 méter. A sator
teljes magassaga 10 méter, oldalfalanak magassaga 4 méter. Egy biztonsagi el6irds alapjan az ilyen
tipust sdtorban a maximdlis néz&szamot gy hatdrozzak meg, hogy egy nézdre legaldbb 6 m’ Iégtér
jusson. (A teljes légtér nagysagat a sator Ures allapotaban kell kiszamitani.)

Mekkora a maximalis néz8szam ebben a satorban?

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2018.) Cili — hogy segitse szervezete

regeneralédasat — vitamincseppeket szed. Naponta 2 x 25 csepp az adagja.

Korilbelil 20 csepp folyadék térfogata 1 milliliter. A folyadék milliliteren-

ként 100 milligramm hatdanyagot tartalmaz.

a) Hany milligramm hatéanyagot kap naponta Cili cseppek formajaban?

A vitaminoldatot olyan tvegben aruljak, amely két henger alaki és egy

csonkakup alakd részbdl all. A folyadék a csonkakdp alaki rész fedGlapjaig

ér. Az Uveg belsé méreteit az dbra mutatja. A nagyobb henger dtméréje

3 ¢cm, magassaga 7 cm. A csonkakdp fed6lapjanak atmérGje 1 cm, alkotéja

2 c¢cm hosszd.

b) Hany napig elegend6 Cilinek az livegben |évd vitaminoldat, ha mindig
az elGirt adagban szedi?

Szemestakarmany tarolasara fémbdl egy tartalyt készitenek. (A tartaly alakja

cstcsaval lefelé forditott, feltl nyitott, alul pedig nyithatd tetraéder.) A tet-

raéder oldalélei egyenl6 hossziak, alapja pedig olyan derékszogl harom-

szog, melynek befog6i 3 m és 4 m hossziak.

K2 a) Milyen magas a tartaly, ha 10 m’-nyi a térfogata?

E1 b)Milyen hossziak az oldalélek?

E1 c) Kb. mekkora a tartaly elGallitasahoz sziikséges fém mennyisége (tér-
fogata), ha a tartaly oldalai 3 mm vastagok?

PezsgGspoharunk csonkakip alakd, az alapkdr sugara 1 cm, a fedSkor
sugara 4 cm, a magassaga 6 cm (dbra). Milyen magassagig kell tolteni a
poharat, ha egy fél pohar italt szeretnénk inni? (KOMAL, a Kozépiskolai Mate-
matikai Lapok C. 1079. feladata.)

ElGregyartott kabinokbdl lakast épitenek az Girben. A lakasrél a kovetkezo-
ket tudjuk:

a) Barmely két kabin kozott legfeljebb egy zsilip van.

b) Barmely kabinbdl legfeljebb egy zsilip nyilik a lakason kiviili Grbe.

c) A lakasban 6sszesen 21 zsilip van.

d) A kabinok egybevagé téglatestek.

Legalabb hany kabin van a lakasban?
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MAGYAR SZARMAZASU MATEMATIKUSOK
A XVIHI-XX. SZAZADBAN (Olvasmany)

Az utébbi hdrom évszazadban a magyar vagy magyar szarmazasi matematikusok jelentésen hozza-
jarultak a matematika fejlédéséhez, kultartdrténetéhez. Ebben az olvasményban igyeksziink felsorolni
azokat a nemzetkdzi hirli matematikusainkat — kutatékat, pedagégusokat —, akik a XIX. szazad végén
és a mult szazadban nemzetkdzileg is szamottevs eredményt értek el munkdassagukkal. (Megemlitjiik
a korabbi évek nagy neveit is.) Sajnos terjedelmi okokbdl még a nevek kapcsan sem torekedhetiink a
teljességre, és csak egy-két mondattal jellemezhetjiik tuddsaink életét, tevékenységét. (Aki a témaban
részletesebben szeretne elmélyiilni, konnyen taldl megfelel szakirodalmat és friss internetes frast.)

Segner Janos Andras (1704-1777) volt az els6 magyar szarmazasd, nemzetkdzileg ismert tudosunk,

aki onallé matematikai eredményeket ért el. Iskolait Pozsonyban, majd Gyérott végezte,
ezutan Jéndban szerzett orvosdoktori oklevelet, és rovid debreceni mikodése utan kilonféle
német egyetemeken tanitott.

Bolyai Farkas (1775-1856) gottingeni didkként életre sz616 baratsagot kotott Gauss-szal, a
,matematikusok fejedelmével”. Matematikai eredményeit a marosvasarhelyi reformatus kol-
légium tandraként érte el. Legismertebb tétele talan az azonos teriiletli sokszogek egymdsba
darabolhatésagaval kapcsolatos.

Fianak, a rendkivil tehetséges Bolyai Janosnak (1802-1860) a nevével mar a 9. osz-
talyban taldlkoztunk. A Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometria az 6 nevét viseli, annak egyik
megalapozdja.

A budapesti miegyetem tanarai, Hunyadi Jené (1838-1889) az algebra, mig a sokoldald
Kdnig Gyula (1849-1913) a halmazelmélet mellett a matematika szinte minden teriletén
jelent&set alkotott. A Kénig-féle egyenl&tlenség egy alkalmazdsa a maga idejében matemati-
kai vilagszenzacio volt.

A kolozsvari tudomanyegyetem két tandra koziil Farkas Cyula (1847-1930) az elméleti
mechanika ismert tudésa volt, de fiatalkori matematikai eredményei a linedris programozas
teriiletérsl utélag fontosnak bizonyultak. Vélyi Gyula (1855-1913) a parcidlis differencial-
egyenletek elmélete és a variacidszamitas témakdorében publikalt kiemelked6 tanulmanyokat.

A budapesti tudomanyegyetem professzora, Beke Mand (1862-1946) a differencidlegyen-
letek elméletében ért el eredményeket; de rendkiviil jelentds a hazai matematikaoktatas job-
bitasara iranyulé munkdssaga is.

A budapesti miegyetem kiemelked6 matematikaprofesszora volt Kiirschak Jozsef (1864
1933), aki elsGsorban az absztrakt algebra teriiletén dolgozott. A Miszaki Egyetem K6zgazda-
sagtudomanyi Karan tanit6 Jordan Karoly (1871-1959) nevéhez pedig a valdszinliségszamitas
és a matematikai statisztika hazai meghonositasa fliz6dik. Fontos vizsgélatai kapcsolédnak a
matematikai statisztika meteoroldgiai és szeizmolégiai alkalmazésaihoz.

Csaknem egy id6ben sziiletett harom vilaghirli matematikusunk: Fejér Lipot (1880-1959) a
budapesti, Riesz Frigyes (1880-1956) és Haar Alfréd (1885-1933) pedig a szegedi tudomany-
egyetemen vilagszinvonald tudomanyos munkat végeztek.

Sz6kefalvi-Nagy Gyula (1887-1953) Szegeden, Kénig Gyula fia, Kénig Dénes (1883-1944)
pedig a Budapesti Miszaki Egyetemen ért el jelentSs eredményeket. (O volt a grafelmélet
vildgviszonylatban elsé monogréfidjanak a szerz&je; nevéhez f(iz6dik a grafelméleti ,magyar
iskola” megalapozasa, amely azéta is nemzetkdzi hird.)

A mult szazad derekan tobb tudésunk is kilféldre tavozott, a vilaghirt mar az idegen
orszagbeli eredményeikért érdemelték ki.

Karman Tédor (1881-1963) az Egyesiilt Allamok legnagyobb tudomanyos kitiintetését
(National Medal of Science, USA, 1963) hidro- és aerodinamikai munkdssagaét kapta, de

A Bolyai testvérek
szobra

Beke Mano
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vizsgdlataival kapcsolatban matematikai jellegli eredményei is vannak. Dienes Pal (1882-1952) 1919
utdn Anglidban telepedett le, Pélya Gyérgy (1887-1985) Svéjcban, majd az Egyesiilt Allamokban tevé-
kenykedett. Matematikai eredményeik mellett driasi hatdstiak voltak a matematika tanuldsat és okta-
tasat elGsegité konyveik. Riesz Marcell (1886-1969) Svédorszagba kerlilt, batyjaval, Riesz Frigyessel
és G. A. Hardy angol matematikussal kozosen irt cikkei az analizis alapveté munkdi. Lanczos Kornél
(1893-1974) matematikai, f6ként differencidalgeometriai eredményeinek lényeges kévetkezményei vol-
tak a relativitdselméletben.

Mar a XX. szazadban szliletett Neumann Janos (1903-1957), talan a legismertebb magyar
szarmazast matematikus. Nevével mar talalkoztunk a 11. évfolyamon. A matematika tobb
fejezetében és az alkalmazasok teriiletén is kdprazatos eredményeket ért el, és benne tisz-
telhetjiik a jelenlegi szamitogépkorszak egykori ttnak inditéjat. Lakatos Imre (1922-1974), a
matematikai filozofia egyik Gj irdnyzatanak megalapozéja 1956-ban Anglidba emigralt, lon-
doni és amerikai egyetemeken volt vendégtanar.

A szegedi egyetem sokoldald professzorainak, Kalmar Laszlonak (1905-1976) és Székefalvi-
Nagy Bélanak (1913-1998) talan a matematikai logikat, a kibontakoz6 szamitogép-tudomanyt,
illetve az analizist és a geometriat tekinthetjiik a legf6bb érdekl&dési korének. Az Edtvos Lorand
Tudomanyegyetemen pedig 1945 utan harom nemzetkozi hir(i matematikusunk is tevékenyke-
dett: Turan Pal (1910-1976), Hajos Gyorgy (1912-1972) és Rényi Alfréd (1921-1970).
Neumann Janos Nagyjaink kozil tobben eredményesen végeztek oktaté-nevel6i és pedagogiai-

moédszertani munkat. Emlitettiik Beke Manét; Polya Gydrgy heurisztikdval foglalkozé kény-

C veit (A gondolkodas iskoldja, A problémamegoldas iskoldja) vagy Dienes Pal fianak, Dienes

Zoltannak (1916-2014) a konyvét, a Dienes professzor jatékait az egész vilagon ismerik.
A XX. szdzad masodik felének legkivalobb svéd matematikusai Riesz Marcell tanitvanyai.
Fejér Lipot kornyezetében ,matematikai iskola” alakult (Csillag Pal, Egervary Jend, ErdGs Pal,
Fekete Mihaly, Kalmar Laszl6, Lukacs Ferenc, Neumann Janos, Polya Gyorgy, Radé Tibor, Riesz
Marcel, Szasz Ott6, Szeg6 Gabor, Szidon Simon, Turan Pal és sokan masok). Kalmar Laszlo,
Varga Tamas (1919-1987) vagy Péter Rozsa (1905-1977) rengeteget tett a kdzépiskolai mate-
matikaoktatas javitasaért (Jaték a végtelennel); Hajos Gydrgy egyetemi geometria-tankonyve
pedig még ma is ,A Konyv”. Rényi Alfréd matematikat népszerdsits irasai szépirodalmi szem-
pontbdl is értékesek; és a 10. osztdlyban talalkoztunk mar Erdds Pal (1913-1996), az ,utazé
matematikus” nevével, aki szintén sokat tett a matematika terjesztéséért, népszerdisitéséért.
A magyar szarmazasi matematikusok napjainkban is a vilag élvonaldba tartoznak. A legnagyobb
szakmai-tudomdnyos elismerést tébben is megkaptdk kozilik: Abel-dijat kapott 2005-ben az Egyesiilt
Allamokban él6 Lax Péter, 2012-ben Szemerédi Endre, 2021-ben Lovasz Laszl6 (aki 2014-t6] 2020-ig a
Magyar Tudomanyos Akadémia elndke volt); Wolf-dijat 1983-ban Erdds Pal, 1987-ben Lax Péter, 1999-
ben Lovasz Laszl6, 2000-ben a magyar-osztrak Bott Raoul. Godel-dijat nyert matematikusaink: 1993-ban
Babai Laszl6, 2001-ben Lovdsz Laszl6 és Szegedy Mari6, 2005-ben Szegedy Mari6, 2012-ben Tardos Eva.

Rényi Alfréd

Piheno

Karman Tédor egy id6ben volt az aacheni egyetem professzora és Pasadenaban a Kaliforniai Miszaki
Egyetem elGadoja is. Mint neves reptil6mérnck és szamos légitdrsasag tandcsadoja, ingyen repiilhe-
tett azok jaratain. fgy rendszeresen ingazott a két varos kozott, és mindkét helyen ugyanarrél adott
el6. Egyszer Pasadenaban észrevette, mikozben az aacheni jegyzeteket hasznélta, hogy a hallgaték
arckifejezése még a szokdsosnal is értetlenebb. Ekkor débbent ra, hogy mindeddig németiil beszélt!
Zavartan fordult a hallgatésagéhoz:

— Figyelmeztetnitk kellett volna — miért nem szdltak?
Nagy csend, majd valaki felallt:

— Ne zavartassa magat, professzor Ur. Beszélhet angolul, beszélhet németl, ugyanannyit értiink

Kadrmén Todor beldle.
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Alcuin 9

Arisztotelész 19, 24, 145
Arkhimédész 145, 151
Boole 25

Cavalieri 116

Cicero 151
Démokritosz 151
Descartes 25
Fibonacci 15, 47, 60
Gauss 51

Godel 25

Héron 145

Kant 25

Kepler 146

Leibniz 25

Pascal 25

Platén 25

Spinoza 25
Wittgenstein 25

FOGALMAK

akkor és csak akkor (logikai
miivelet) 22

alaplap (csonkagula,

csonkakdp) 107

alaplap (gula, kap) 125

alaplap (hasab, henger) 117, 119
alkoté (hasab, henger) 117, 119
alkotd (kdp) 124

allitas (kijelentés) 18

allitas (tétel) tagadésa 19

Cavalieri-elv 116
csonkagdla, csonkakip 138

De Morgan-azonossagok 17
differencia (kiilonbség) 49

egyenes és sik hajlasszoge 83

egyenes hasdb, henger 114, 119

egyenes, ferde korkdp 125

egyenesek hajlasszoge 83

egységesitett betétikamatlab-
mutaté (EBKM) 67

elem (sorozaté) 46

ellentett (allitas) 19
elGjeles tavolsag 93

és (logikai mivelet) 17
explicit megadas 46

fed6lap (csonkagtila,
csonkakdp) 138

félig szabalyos test 145

felszin (gdbmbé) 152

ferde hasab 114

forgaskap 125

fokor 148

gombfeliilet 148
gombov 149
goémbsiiveg 149
goémbszelet 149
goémbtest 148
gila 124

ha ..., akkor ...

(logikai mivelet) 19
hajlasszog (térelemek) 79
halé (halozat) 113
hanyados (kvociens) 57
hasab 110
henger 110
hengerszer(i testek 119

kamatos kamat 56
két sik hajlasszoge 84
kitér6 egyenesek 83

konkldzié (kovetkezmény) 21

kor kertlete, tertilete 101
korcikk ivének hossza 101
korcikk tertilete 101
korhenger 119

korkdp 125

korszelet teriilete 102
kovetkeztetési szabdlyok 8
kdpszerd test 124
kiilonbség (differencia) 49
kvociens (hdanyados) 57

létezik (van olyan)
(logikai kvantor) 19

logikai kvantorok 19

logikai miveletek 25

FOGALOMTAR

magassag (gula, kdp) 101
magassag (hasab, henger) 125
mértani sorozat 56
mértani sorozat n-edik

eleme 57
mértani sorozat elemeinek
(tagjainak) 6sszege 50
metszésvonal 80
minden (tetszGleges)

(logikai kvantor) 19

normaltranszverzalis 88
numerikus kvantor 19

palast (gula, kip) 126, 137
palast (hasab, henger) 117, 119
paralelepipedon 114
poliéder 144
pontosan akkor

(logikai mtvelet) 22
premissza (el6zmény) 21

rekurziv megadds 47

sem ..., sem ...
(logikai mtvelet) 25

sikra mer&leges egyenes
tétele 84

sorozat 45

szabalyos haséab, gila 114, 125

szamsorozat 46

szamtani sorozat 49

szamtani sorozat n-edik

eleme 50

szamtani sorozat tagjainak
Osszege 52

tagadas (dllitas, tétel) 19
tavolsag (térelemek) 87

teljes hiteldijmutaté (THM) 67
tengely (hasab, henger) 93, 96
tengely (kap) 126

térbeli Pitagorasz-tétel 166
tétel (allitds) megforditasa 21
tetraéder 93, 102, 125
torleszt6rész 76

vagy (logikai mivelet) 18
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Az ismétlés fontos gondolkodasi miivelet, ennek sordan mélyebben rogzithetjik a mar elsajatitott
ismereteket. Ha pedig valamely témakor attekintésekor felkésziltséglinkben hianyossagokat tapasz-
talunk, ezeket lehetGségiink van pétolni.

A kovetkezG leckékben Osszefoglaljuk a kozépszintli matematika-tananyagot, és alkalmanként
kiegészitéseket is teszlink. Az Osszefoglalds témakorok szerint rendszerezett, tehdat a mar ismert
anyagrészek attekintését teszi lehet6vé. Az Gsszefoglalassal — az ismétlés mellett — az is a célunk,
hogy bemutassuk az egyes témakorok illeszkedését és kapcsolatat, az 6sszefliggések rendszerét, vala-
mint a matematikai gondolkodas folyamatat.

Az Osszefoglalas, az ismétlés és rendszerezés segiti az érettségi vizsgara valo felkésziilést is. A tan-
konyv végén taldlhaté gyakorlé feladatsorok — amelyek a kozépszintti érettségi vizsgan kitlizottekhez
hasonléak — szintén ezt a célt szolgaljak.




1. HALMAZOK

GONDOLKODASI MODSZEREK

1. HALMAZOK

Ismétlés

9/1.; 10/1.; TOVIL;
T1/VIIL; 12/1.

(9. osztalyos tankonyy,
I. fejezet stb.)

A halmaz fogalma és az eleme relacié nem definialt alapfogalmak; az azonos tulajdonsagt objektumok
Osszességét (H), illetve az ezekbe val6 tartozast (€) jeldljik x € H médon. (Fontos, hogy a halmazba tartozas
barmilyen objektum esetében elvileg egyértelmiien eldonthetd legyen.) A halmazokat tobbféleképpen adhat-
juk meg, leggyakrabban utasitassal, felsoroldssal, Venn-diagram segitségével vagy algebrai alakban.

Példaul:

A={aeN |5 < a < 20} atermészetes szamok {5; 6; 7; ...; 19}, mig B={b € Z; |b—9| < 7} az

egész szamok {3; 4; 5; ...; 15} részhalmazat jeloli.

Két halmaz egyenld, ha megegyeznek az elemeik. Ha egy G halmaz minden eleme egydttal a H
halmaznak is eleme, akkor G € H (azaz G része vagy részhalmaza H-nak), mig G C H a valédi rész-

halmazt jeloli (ekkor G + H).

Két halmaz egyenlGségét a részhalmaz relacioval is megfogalmazhatjuk: G = H akkor és csak akkor,

haGC < Hés H < G.
A fenti példak esetében {4; 5; 6} S B vagy {4; 5; 6} C B, mig {4; 5; 6} T A.

A leggyakrabban hasznalt halmazmiiveletek az unié vagy egyesités (jele: U), a metszet- vagy
kozosrész-képzés (), a kiilonbség (\), valamint az adott alaphalmazon értelmezett H komplemen-

terképzés.

A fenti példakban:

AUB ={3;4; ..; 19}, azaz ebbe a halmazba azok az elemek tartoznak, melyek
A-nak vagy B-nek elemei;
AN B =1{5;6;..; 15}, azaz ebbe a halmazba azok az elemek tartoznak, melyek

A-nak és B-nek is elemei;

A\ B ={16; 17; 18; 19}, azaz olyan szamok tartoznak ebbe a halmazba, amelyek
elemei A-nak, de B-nek nem;

B\ A ={3; 4}, azaz ezek a szamok elemei B-nek, de A-nak nem.

A természetes szamok halmazan A = {0; 1; 2; 3; 4} U {20; 21; 22; ...}, de példdul
aH={1;2;3;...;20} alaphalmazon A, ={1; 2; 3; 4; 20}.

A halmazok elemszamat |H| médon jeldljik: |[A| =15, |A\ B| = 4, [N| = .

Fontos tétel vonatkozik a részhalmazok szamara: az n elem(i halmaznak 2" darab
részhalmaza van (n € N).

AT ><TE] A~ L

5]

175



176

IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

Leggyakrabban szamhalmazokkal (valés szamok, egész szamok az algebraban, szamelméletben) és
ponthalmazokkal (geometria, koordinatageometria) talalkozunk, de a halmazok elemei nemcsak sza-
mok vagy pontok lehetnek. A gyakran hasznalt intervallumok szamhalmazoknak és ponthalmazoknak
is tekinthet6k. Emlékeztet&iil:

Intervallum-alaptipusok (x € R):

X E [a, bl © a < x < b (zart intervallum);

x €la, bl < a < x < b (nyilt intervallum);

x €la, bl & a < x =< b (félig nyilt vagy félig zart intervallum).

A halmazokat rendszeresen alkalmazzuk a mindennapi életben (azonos tulajdonsagu adatok csoporto-
sitasa, osztalyba soroldsa, szlrése), valamint a matematika szinte minden részteriiletén. A szam- és pont-
halmazok mellett minGségi jellemz&k alapjan is képezhetiink halmazokat, ilyen adathalmazokkal dolgo-
zik a leiro statisztika is. (Bar ezeket célszer(ibb adatsokasagnak nevezni, hiszen a halmazok elemeit csak
egyszer soroljuk fel, mig a statisztikai mintdkban egy-egy azonos objektum tobbszor is szerepelhet.)

Az aldbbiakban a halmazok sokréti alkalmazasara mutatunk példakat.

Egy munkahelyen 100 f6 megkérdezésével felmérést végeztek a teazasi szokasokrol. A megkérdezet-
tek kozott 53 volt a férfi, és 28-an fogyasztottak tedt rendszeresen. Eszrevették még, hogy a tedzé nok
éppen harmadannyian voltak, mint a tedzo férfiak.

a) Hany teazo né vett részt a felmérésen?

b) Az adatok alapjan toltstik ki a tablazat hianyzé celldit!

férfiak n6k Osszesen
teazok 28
nem teazok
0sszesen 53 100

c) Abrézoljuk a férfiak és teazok halmazat Venn-diagramon! (Az egyes tartomanyokba az elemsza-
mokat irjuk!)

d) Melyik nagyobb: a tedaz6 n6k ardnya a n6k korében, vagy a teaz¢ férfiak aranya a férfiak korében?

e) Allapitsuk meg, milyen feltétel esetében teljesiilne a kovetkezé allitas: ,Ha egy személy teazik,
akkor az férfi.”

Megoldas

a) Legyen x a tedz6 n6k szama, ekkor a teazo férfiak szama 3x. Az x + 3x = 28 egyenletbdl x = 7.
b) A teazé férfiak szama 3 - 7 = 21, a nem tedzoké 53 — 21 = 32, s mivel 47 n6 van, a nem tedz6 nék
szama 47 — 7 = 40.

férfiak nék Osszesen
teazok 21 7 28
nem tedzok 32 40 72
0sszesen 53 47 100




1. HALMAZOK

c) A megkérdezettek alaphalmazat H-val jel6lve, az egyes részhalmazok
elemszama a fenti tdblazat alapjan adhaté meg. (F a férfiak, T a tedzok hal- i
mazat jelenti.)

7

d) A teazé n6k aranya a7 = 14,9%, ugyanez az arany a férfiakndl magasabb:
21 o . - IT\F| . ITNF| 2
=3~ 39,6%. (Halmazjelolésekkel a ZAVal illetve 7] aranyokat sza
moltuk ki.)

e) Az allitas szerint aki tedzik, az férfi — vagy masképpen: mindenki, aki teat
fogyaszt, férfi. Ez halmazalgebrai jel6lésekkel a T < F tartalmazast jelenti.
Az allitas igaz lenne, ha nem lennének teazé n6k, azaz T\ F = @ teljesiilne.

2. példa

Mutassuk meg, hogy tetsz6leges A, B és C halmazok esetében
ANB)NC#+ A\NBNO!
Milyen feltétel esetében teljesiilne az egyenlGség?

Megoldas

AVenn-diagramon jel6ljiik az egyes tartomanyokat (1), (2), ..., (7) médon!

Ekkor A\ B a (3) és (5) részhalmazokat adja meg, a bal oldalon (A \ B)n C
eredménye (3).

A jobb oldalon B n C az (1) és (4) részhalmazokbdl all, igy A \ (B n C)
eredménye a (2), (3) és (5) részhalmazok unidja.

Az egyenlet tehat altalaban nem igaz. Egyenl6ség akkor van, ha (2) és (5)
tres halmazok. Halmazalgebrai jelléssel AN B)\ C= @ ésA\ (BUC) = ©
vagy A\ C = Q.

3. példa

Legyen fix) = x> — 16x és g(x) = x¥* — x — 2. Hatdrozzuk meg az alabbi egyenletek megoldasainak a
halmazat:

a) fx) = 0; d) () + g = 0;
b)gx) = 0;
c) fix) - glx) = 0; e) ;i(();)) - 0!

Megoldas

a) Eszrevehetjiik, hogy f(x) kiemeléssel és nevezetes azonossagok segitségével szorzattd alakithato:
X —T6x=x(x"=16) = x(x* + 4)(x* — 4) = x(x* + 4)(x + 2)(x — 2). Egy szorzat akkor lehet nulla,
ha valamelyik tényezGje nulla; igy az f(x) = 0 egyenlet gyokeinek a halmaza F = {-2; 0; 2}.

b) A masodfokd egyenlet megoldoképletébdl x* — x —2 =0, ha x; = —1 vagy x, = 2. A g(x) = 0 egyenlet
megoldasainak a halmaza G = {-1; 2}.

c) f(x) - g(x) = 0, ha f(x) = 0 vagy g(x) = 0. A megoldasok halmaza FuU G = {-2; —1; 0; 2}.

d) Mivel mindkét tag nemnegativ, °(x) + g°(x) = 0 csak akkor teljesiilhet, ha f(x) = 0 és g(x) = 0. A meg-
oldasok halmaza Fn G = {2}.

e) ;((i)) = 0, ha flx) = 0, de g(x) # 0. A keresett halmaz F \ G = {-2; 0}.
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IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

A 32 lapos magyarkdrtya-csomagbdl egymas utdn egyesével, visz- PS4 3 i%%
szatevés nélkul kihdzunk két lapot (szamit a hizas sorrendje). A P hal- E \w
mazba soroljuk azokat a kétlapos hizasokat, amelyek tartalmaznak : Agiiﬁ

i ' |‘

piros lapot; a K halmazba pedig azokat, amelyek tartalmaznak kiralyt. E ;S
a) Hatarozzuk meg a P és K halmazok elemszamat! £

b) Hany olyan kétlapos hizas lehetséges, amely tartalmaz pirosat F ﬂ 5 f ¢,
vagy kirdlyt? % ').l.l-l-l“‘.

c) Hany olyan kétlapos hizas lehetséges, amely tartalmaz pirosat és
kirdlyt?

Megoldas

a) A komplementer 6sszeszamlalas moédszerét alkalmazzuk.
Az Osszes hizas 32 - 31 = 992-féle lehet. A piros lapokat nem tartalmazé hidzasok szama
2423 =552, igy |P| = 992 — 552 = 440.

Ha az 6sszes kétlapos hizas alaphalmazat H-val jel6ljiik, akkor a |P|=|H \ P |= |H |- | P | &sszefiig-
gést alkalmaztuk.
A kirdlyt nem tartalmazé hizasok szama 28 - 27 = 756, igy |K| = 992 — 756 = 236.

b) Az 6sszes lehetséges hizasbdl ki kell hagynunk azokat, amelyek sem pirosat, sem kirdlyt nem tartal-
maznak. llyen lap 21 van, igy ezekbdl kell 2-t kihGzni: 32 - 31 — 21 - 20 = 572.

Halmazjelolésekkel: |[PUK|=|H |- |PUK|.

c) Alkalmazzuk a szita formulat! Ha az 6sszes lehetséges hizasbol kivonjuk azokat, amelyekben nincs
piros, majd kivonjuk azokat, amelyekben nincs kiraly, akkor a sem pirosat, sem kiralyt nem tar-
talmazo6 hdzasokat kétszer vontuk ki. Helyes eredményt tehat
akkor kapunk, ha ezeket a hizésokat egyszer még hozzaad-
juk az 6sszeghez. fgy 32 - 31 — 24-23 — 2827 + 21-20 =
= 104 a pirosat és kiralyt tartalmazé hdzasok szama.
Halmazjelolésekkel: |[PNK|=|H|—|P |- |K|+|PUK]|.

Az eredmények alapjan kitolthetjik a P és K halmazok Venn-
diagramjan az egyes részhalmazok elemszamat is (abra).

Természetesen masképpen is eljarhatunk. Kevésbé ,elegans”
példaul az a moédszer, amikor a lehet&ségeket kilon részekre
bontva vizsgaljuk:

420

Masodik megoldas a c)-re:

Esetszétvalasztast végziink els6 lap alapjan.

Ha az els6 lap

I. piros kiraly, akkor a masodik barmi lehet: 31 lehet&ség.

II. piros, de nem kirdly (7 eset), akkor a masodik lapnak kiralynak kell lennie (4 eset): 7 - 4 = 28
lehetGség.

Il kiraly, de nem piros (3 esetben), akkor a masodik lap piros kell hogy legyen (8 eset): innen adédik
3 - 8 =24 lehetbség.

IV. nem kiraly és nem piros (21 eset), akkor a masodik lap a piros kiraly (1 eset): 21 lehet&ség.

Osszesen tehdt 31 + 28 4+ 24 + 21 = 104 a megfelel6 hizdsok szdma.
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1. HALMAZOK

VEGTELEN HALMAZOK

A végtelen halmazok tébb szempontbdl is ,furcsan”, a véges kdrnyezetben megszokott tapasztalata-
inktdl eltérGen viselkednek. Ha végtelen halmazokbdl véges sok elemet elhagyunk, a maradék halmaz
elemszama ugyanugy végtelen lesz (azaz nem lesz kevesebb); vagy végtelen halmazok esetében ha
A C B, ebbdl nem kovetkezik, hogy | A| <|B|. Ezért végtelen halmazok esetében csak megszoritasok-
kal van értelme arrél beszélni, hogy ,melyik halmaz elemszama a nagyobb”; Gj fogalom bevezetésére
van sziikség.

A halmazok szamossaga az elemszam fogalmanak a kiterjesztése. Véges halmaz szamossaga meg-
egyezik az elemszamaval; mig két végtelen halmaz szamossaga akkor tekinthet§ egyenlének, ha ele-
meik kozott kdlcsdndsen egyértelm(i megfeleltetés létesithetd.

Példaul a négyzetszamokat tartalmazé A ={0; 1; 4; 9; ... } és a 4-nél nagyobb egész szamokat tar-
talmazé B = {5; 6; 7; ...} halmazok, valamint a természetes szamok halmazdnak megegyezik a szamos-
saga. Konnyl megadni a halmazok elemei kdzotti kolcsondsen egyértelmi hozzarendelést:

n € N <> n’ € A; valamint n € N <> n + 5 € B mutatja, hogy N és A, valamint N és B szamosséga
megegyezik. EbbS| pedig mar kovetkezik, hogy A és B szamossdga is ugyanaz: b € B <> (b — 5)° € A.

Azokat a halmazokat, amelyek szdmossaga megegyezik a természetes szamok halmazanak a sza-
mossagaval, megszamlalhatéan végtelen halmazoknak nevezziik. Megmutathat6, hogy ilyen az egész
szamok vagy a racionalis szamok barmely végtelen elem( részhalmaza. Nem megszamlalhat6an végtelen
halmazokra példa az irraciondlis szamok vagy a pozitiv valés szamok halmaza vagy a [0; 1] intervallum.

FELADATOK

K2 Igazak vagy hamisak az alabbi allitdsok? (Indokoljunk!)

a) Van olyan halmaz, aminek 2022 darab részhalmaza van.

b) Van olyan halmaz, aminek van 2022 darab részhalmaza.

¢) Minden halmaznak van legaldbb két részhalmaza (az tires halmaz és 6nmaga).

d) Egy 8 elem(i halmaznak ugyanannyi 3 elem{ részhalmaza van, mint ahany 5 elemd.

‘
.

Milyen A, B, C halmazokra teljesiil a C\ A= (AUB)\ C 0Osszefliggés?

Bergengo6ciaban a tarsashdzak 86%-a legaldbb hdromemeletes; 82%-a fehér szind; és
93%-aban legaldbb 6 lakds van. A bergengéc hazak hany szdzaléka rendelkezik biztosan a
harom felsorolt tulajdonsag mindegyikével?

Adott a sikon az A és B pont, valamint négy ponthalmaz:

—a H, halmazba olyan P sikbeli pontok tartoznak, amelyekre APB<( = 90°;

—a H, halmaz az AB atmérgji kor pontjaibdl all;

—a H, halmaz elemei olyan P sikbeli pontok, amelyekre APB derékszogii haromszog;
— végiil a H, halmaz olyan P sikbeli pontokbdl all, amelyekre AP* + PB> < AB”.
Milyen kapcsolat van — tartalmazas szempontjabdl — a négy ponthalmaz kozott?

Az {a; b; c; d; e; f halmaznak hany olyan részhalmaza van, amelynek
a) eleme a és b; c) eleme a vagy b;
b) eleme a és b, de nem eleme ¢; d) eleme a, b vagy c valamelyike?

Hany elem( lehet a H halmaz, ha 5-tel t6bb haromelem{ részhalmaza van, mint kételem{i?

=
o)
N
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IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

Adottak az A ={5;7;9; 11; ...} és B ={22; 28; 34; 40; ...} végtelen halmazok. Adjunk meg egy kolcso-
7. K2 N . PN SN T N . ] e
nosen egyértelm{i leképezést A és N*, B és N*, valamint A és B elemei kozott!

Ajanlott feladatok

Gyakorlo és érettségire felkészitd feladatgyGjtemény I. 166-170, 227-230, 239-243.

2-3. KOMBINATORIKA, GRAFOK, LOGIKA

KOMBINATORIKA

A sorbarendezési és 6sszeszamoldsi feladatok megoldasaban nagy segitségtinkre volt a kombinato-
rika dsszeadasi és szorzasi szabalya:

Ha egy A objektumot m-féleképpen, egy masik fliggetlen B objektumot n-féleképpen vélaszthatunk
ki, akkor a ,vagy A, vagy B” kivédlasztds (m + n)-féleképpen, mig az (A, B) par kivalasztasa (,A és B”)
(m - n)-féleképpen torténhet.

Az Osszeadasi és szorzasi szabaly segitségével igazolhatok a ,klasszikus” 6sszeszamlélasi struktd-
rakra vonatkozé formulak.

c sz

Osszes permutacidjanak a szama n! (n faktorialis). (n! =1-2-.... n)
El6fordulhat, hogy az elemek kozott k,, k,, ..., k,, szaml egyforma szerepel, ekkor az elemek
ismétléses permutaciéjardl beszélink (k, + k, + ... + k, < n). Az ismétléses permutaciok szama
n!
kl-k ek
Példak:

Az {a; b; c} harom elem( halmaz elemeit 6sszesen 3! = 6-féleképpen sorolhatjuk fel: (a; b; ¢),
@ ¢ b), (b; a; o), (b; ¢; a), (c; a; b), (c; b; a).

Ha 1 fehér, 2 piros és 3 kék, egyforma méretli golyot minden lehetséges médon sorba rendeziink,

6!

5137 © 60-féle sorrendet kapunk.

Ha n kiilonb6z6 elembdl k darabot kivalasztunk, és sorba rendeziink, akkor az elemek egy vari-
aciéjat kapjuk (k < n). Az 6sszes variacié szaman-(n—1)-(n—2)-...- (n —k + 1).

Ha egy-egy elemet tobbszor is kivalaszthatunk, akkor az elemek egy ismétléses variaciéjarol
beszéliink. Az &sszes ismétléses variaci6 szama n".

Példak:

Egy dobozban 5 céduldn rendre egy ajandéktargy neve szerepel. Hanyféleképpen oszthatunk ki
harom személynek egy-egy ajandékot?

Ha minden cédulat csak egyszer hizhatunk, akkor az ajandékozasi lehet&ségek szama 5 - 4 - 3 = 60.
(Az elsG személy 5-féle, a masodik mar csak 4-féle, végil a harmadik 3-féle ajandékot kaphat.)

Ha az egyes ajandékokbdl 2-nél tobb darab van, akkor a sorsoldst visszatevéses hiizassal végezhet-
jik. Ekkor minden személy 5-féle ajandékot kaphat, a lehet&ségek szama 5° = 125.
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Ha n kilonb6z6 elembdl k darabot kivdlasztunk gy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje
nem szamit, akkor az elemek egy kombindcidjat kapjuk (k =< n). Az sszes kombindcié szama

el — )i i')'"-'(”‘ ) . (:'_ or ami Z) médon is jelslhetink.

Példak: (352) =201 376-féleképpen oszthatunk ki a 32 lapos kdrtyacsomaghdl 5 lapot egy személy-

nek; vagy ennyi 5 elem(i részhalmaza van egy 32 elem( halmaznak.
A legtdbb 6sszeszamlalasi feladat valamilyen korlatozast vagy specidlis feltételt tartalmaz, az 0ssze-
tett feladatokban tobbféle struktira is szerepelhet egyszerre stb.

A0, 2,2, 2,3, 4 szamjegyekbdl hatjegyli szamokat készitiink.

a) Osszesen hany szam készithet6?

b) Hany paros van kozottiik?

c) Hany olyan van kozottiik, amelyben a 3 és a 4 nem szomszédos szamjegyek?
d) Hany olyan van, amelyben a 0 és a 4 szomszédosak?

Megoldas

a) Ha a szamjegyek kiilonbozék lennének, akkor 5 - 5!-félét készithetnénk (0 nem lehet az els6 szam-

jegy). A hdrom egyforma 2-es miatt az 6sszes lehetGség 53—?' =100.

Masképpen: Ha a 0 el6l is lehetne, g’—%-féle szamot kapnank. Ebbdl kivonjuk azokat az eseteket, amikor a

0 eldl van; ezek szama g—: Eredmény: g’—i— g—: = 63!5! - g: = 53;5! .
b) Esetszétvalasztast végziink az utols6 szamjegy alapjan.
Ha az utolsé szamjegy 4, akkor a maradék 0O, 2, 2, 2, 3 szamjegyek Osszes megengedett sorrendje
4-4] _
31 - 16.

4 -4
21

Ha pedig az utols6 szamjegy 0, akkor a 2, 2, 2, 3, 4 szamjegyek 6sszes lehetséges sorrendje g—: = 20.

Eredmény: 16 + 48 + 20 = 84.

c) El6sz6r meghatarozzuk azon esetek szamat, amikor a 3 és 4 szomszédos. Ekkor a 0, 2, 2, 2, (34)
4.4
3!
utolsé 2-es tényez6 azért szerepel, mert a 3 és 4 kétféle sorrendben allhat egymas mellett.) Az Gsszes

lehetGség 5'—?!, igy a 3 és 4 nem szomszédos 53"5! - 43_7“2 = 68 esetben.

d)Ha az els6 helyen megengedjiik a 0-t, akkor a 2, 2, 2, 3, (04) elemek &sszes permutaciéjanak szama
5! 41

il. Ezekbdl el kell hagynunk a 04 kezdetlieket; a 2, 2, 2, 3 folytatas 3

Ha az utolsé szamjegy 2, akkor a 0, 2, 2, 3, 4 szamjegyekbdl = 48-féle szamot készithetiink.

6t objektumot kell minden lehetséges médon sorba rendezni; erre

-2 lehet6ségiink van. (Az

-féleképpen rendezhetd.

SLoy_ 4l _ 3¢

Eredmény: 3273
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Ot tanul6 kozétt 3 ajandékot sorsolunk ki. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg, ha
> 3 a) az ajandékok egyformak, és minden tanulé legfeljebb egy ajandékot kaphat;
Eﬂf b) az ajandékok egyformdk, és a tanuldk tobb ajandékot is kaphatnak;
c) az ajandékok kiilonb6zok, és egy tanuld legfeljebb egy ajandékot kaphat;
d) az ajandékok kiilonb6zok, és egy tanuld tobb ajandékot is kaphat?

e) Most a haromféle ajandék mindegyikébdl pontosan két darabunk van. Ezekbdl osztunk ki 3-at
gy, hogy egy tanulé 2, egy masik pedig 1 ajandékot kap. Hanyféleképpen tehetjiik meg ezt?

Megoldas

a) 3 tanulét kell kivalasztanunk az 5-bdl Ggy, hogy a sorrendjiik nem szamit. Ezt (?) = 10-féleképpen

tehetjiik meg.

b) Az el6z6 eset mellett lehetséges, hogy mindharom ajandékot ugyanaz a személy kapja (5 lehetGség),
valamint hogy ketten kapnak 2—1 megoszlasban ajandékot. Ez utébbi 5 - 4 = 20-féleképpen valdsit-
haté meg. Eredmény: 10 + 5 + 20 = 35.

c) Az els6 ajandékot 5, a masodikat 4, a harmadikat 3 tanulé kaphatja: 5 - 4 - 3 = 60 lehetGség.

d) Mindegyik ajandékot 5-felé oszthatjuk, ezt 5° = 125-féleképpen tehetjilk meg.

e) Az els6 tanulot, aki 2 ajandékot kap, 5-féleképpen, a masodikat 4-féleképpen valaszthatjuk ki, ez
Osszesen 5 - 4 = 20 lehetGség.

Ha az els6 tanuld két egyforma ajandékot kap, akkor a masodik ezektdl kiilonboz6t: az (aa, b) kiva-
lasztas 3 - 2 = 6-féleképpen lehetséges. Ha pedig az els6 ajandékai kiilonbozék, akkor 6 3-féle ajan-
dékpart, tarsa 3-féle ajandékot kaphat. Innen tehat 3 - 3 = 9 esetet kapunk.

Osszesen 20 - (6 + 9) = 300-féle kiosztas lehetséges.

INVARIANS MENNYISEGEK KERESESE, SKATULYAELV

A feladatmegoldds soran igen hatékonyan alkalmazhatjuk ezeket a médszereket.

A koordindta-rendszerben bolyongé hangya az origébdl indul, és minden 1épésben egy egységnyit
halad vizszintes vagy fligg6leges iranyban.

a) Hanyféleképpen juthat el 12 Iépésben a (3; 4) pontba?

b) Hanyféleképpen juthat el 7 Iépésben a (3; 4) pontba?

Megoldas

a) Minden egyes lépés soran pontosan az egyik koordindta véltozik meg, éspedig csokken vagy n6
eggyel. Kezdetben mindkét koordinata paros volt, az els 1épés utan az egyik koordinéta paritasa meg-
valtozik. A masodik 1épés utan olyan pontba érkezik a hangya, amelynek ismét két egyforma paritasu
koordinataja van; a harmadik lépés utan az egyik paritasa ismét megvaltozik stb. Azaz paros szamd
|épés utan a koordinatak paritdsa megegyezik, paratlan szamd lépés utan a paritasok kilonboznek.
Ebbdl kovetkezik, hogy 12 lépésben csak olyan pontba érkezhet a hangya, amelynek koordinétai azo-
nos paritastak. A (3; 4) pont nem ilyen; a hangya tehat nem juthat el 12 1épésben ebbe a pontba.



2-3. KOMBINATORIKA, GRAFOK, LOGIKA

A megoldas soran észrevettiik, hogy a paros szamu lépéshez tartozé koordindtak azonos paritasdak.
A koordinatak azonos paritdsa Gn. invarians (megmarad6) mennyiség volt. A kezdeti és a célallapotban
ez a mennyiség kiilonbozott, emiatt nem volt lehetséges az Gtvonal bejarasa.

(Invaridans mennyiségnek valaszthattuk volna a koordinatak dsszegének a paritasat is, ami szintén
[épésenkeént valtozik.)

b) A hangyanak minden |épésben kozelednie kell a (3; 4) ponthoz, tehat — valamilyen sorrendben —

7!

31-4!
szamolva). Kombindciéval is szamolhatunk: a 7 |épés kozil 3-at kell kivalasztani, amikor jobbra lép

3-szor jobbra és 4-szer felfelé kell 1épnie. Ezen Gtvonalak szama = 35 (ismétléses permutaciéval

7
a hangya, s ez a kivalasztas a teljes Gtvonalat megadja. Eredmény: <3> = 35. (Ugyanezt az eredményt

kapjuk, ha a 7 1épés koziil a 4 felfelé 1épést valasztjuk ki: <Z> = <7).)

3

Igazoljuk, hogy barhogyan is adunk meg 13 paros szamot, lesz kozéttiik 3 olyan, hogy barmely ketté
kiilonbsége 10-zel oszthatd!

Megoldas

Minden paros szam oszthat6 2-vel, elegend6 tehat az 5-tel valé oszthatésagot vizsgalni.

Az egész szamok 5-tel osztva 5-féle maradékot adhatnak, igy a 13 szam kozott biztosan lesz harom
olyan, amelyik 5-tel osztva ugyanazt a maradékot adja. (Ha minden maradékosztalybdl csak legfeljebb
2 szamunk lenne, akkor legfeljebb 5 - 2 = 10 szamunk lenne.) Ez a harom szam megfelel6: mindegyik
paros, és barmely kettS kiilonbsége oszthatd 5-tel, tehat a kiilénbségek 10-zel is oszthatok.

A skatulyaelv dltalanos alakjat hasznaltuk (n =5, k=2, m = 3):
Adott n szamu skatulya és (k- n + m) darab targy (k, n, m pozitiv egészek). Ha a targyakat a skatu-
lyakba helyezziik, akkor lesz legaldbb egy olyan skatulya, amelybe legaldbb (k + 1) targy kertil.

GRAFOK

Grafokkal bizonyos objektumokat és a kozottiik 1€évé kap-
csolatokat jellemezhetjiik. Leggyakrabban grafikus médon
(pontokkal és a kozéttiik hdzott vonalakkal) szemléltetjiik
ezeket a kapcsolatokat, de a grafokat megadhatjuk tdblazat-
tal, az élek felsorolasaval stb.

A pontok (csticsok) és az Sket 6sszekdtd élek a grafok
legegyszer(ibb alkotéelemei.

A grafok fontos osztalyat alkotjdk az egyszerii grafok. Az egyszer( grafban nincs hurokél és tobb-
szoros él sem. (A hurokél kezdd és végpontja megegyezik; tobbszoros élt kapunk, ha két pont kozott
egynél tobb élt hdzunk be.)

Két graf izomorf, ha pontjaik és éleik kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethet6k egymasnak
Ggy, hogy az egyik graf barmely két kivalasztott pontja kdzott pontosan akkor van él, ha a masik graf
két megfelel6 pontjat is 0sszekotottiik. (Az izomorf grafokat altalaban nem tekintjiik kiilonbdzéknek.)

183




IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

Ismerniink kell két fontos tételt, a teljes grafok éleinek szamdra vonatkozé
Osszefliggést és a fokszamtételt.

A teljes graf olyan egyszer(i graf, amelyben minden csticsot minden cstics-
csal 6sszekotottiink.

(n-1)

c ol ’ . ., N
Az n pontd teljes grafban az élek szama 7

A graf egy-egy pontjanak foka (fokszama) a pontbdl kiindulé élek szama.

Barmely grafban a fokszamok dsszege paros szam, az élek szamanak a kétszerese.

Ez utébbi tétel nemcsak az egyszer( grafokra igaz.

A feladatmegoldas soran tobbféle grafmodellt is alkalmazhatunk. Felvehetiink iranyitott grafokat
(ekkor az éleket iranyitjuk), stlyozott grafokat (az élekhez szamokat rendeliink), vizsgalhatjuk a sikba
rajzolhaté grafokat, és igy tovdbb. Altalaban a feladat tipusa dénti el, hogy mikor melyik modellt cél-
szer(i alkalmaznunk.

Az alabbi tablazatban az A, B, C, D, E, F csapatok kdrmérk&zéses versenyének aktudlis allasat adtuk
meg. Mérk6zésenként a nyertes csapat 3, a vesztes O pontot kap, mig dontetlen esetén 1-1 pontot kap-
nak a csapatok. Példaul a B sor D oszlopaban 1évé 3-as azt jelenti, hogy B legy6zte D-t.

A B C D E F
A - 1 0 1
B 1 - 0 3 0
C 3 3 - 3 1
D 1 0 - 1
E 3 0 - 3
F 1 1 0 -

a) Melyik csapatnak hany pontja van, és hany mérk6zést jatszottak eddig?

b) Abrazoljuk iranyitott graffal az eddigi mérk6zéseket! (Az irdnyitott é| a gy&ztes felé mutasson, a
dontetlent jel6ljik pl. szaggatott éllel.)*

c) Melyik csapat nyerheti meg a versenyt, ha az élen nem lehet azonos pontszimmal holtverseny?

d) A hatralévé mérkézések eredményét tekintve hanyféleképpen fejezédhet be a verseny?

Megoldas

a) A pontszamok: A: 2 pont, B: 4 pont, C: 10 pont, D: 2 pont, E: 6 pont, F: 2 pont. Eddig tiz mérk&zést
jatszottak.

* gy vegyes grafot kapunk, mert az irdnyitott grafban minden élnek van irdnyitésa.
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c) C-n kiviil még E is nyerhet, ha az utolsé két mérk6zését megnyeri
(ekkor 12 pontja lesz), és C utols6 mérk&zésén veszit D ellen.

d) Osszesen 62—5 = 15 mérk6zést jatszanak a csapatok, eddig 10 taldlkozo zajlott le. A hatralévs 5
mérk&zés mindegyike 3-féle végz6dési lehet (a két csapat valamelyike nyer, illetve dontetlen), tehat

3° = 243-féle befejezése lehet a versenynek.

6. példa

Igazoljuk, hogy egy 9 pontl, 14 éli grafban biztosan lesz olyan pont, amelynek legalabb 4 a
fokszamal

Megoldas

A fokszamtételt és a skatulyaelvet alkalmazzuk. A 14 élnek 28 élvége van, a pontok fokszamainak
Osszege tehat 28. A skatulyaelv miatt ekkor biztosan lesz egy (legaldbb) negyedfokd pont; ha ugyanis
minden pont legfeljebb harmadfoku lenne, akkor a fokszamok 6sszege legfeljebb csak 9 - 3 =27 lehetne.

7. példa

a) Hany 5 pontd, 3 élG egyszer( graf van?
b) Hany 12 pontd, jeldlt csticst egyszer( graf van?

Megoldas

a) Kiindulhatnak az élek egyetlen pontbdl (ekkor ez harmadfokd), ilyen graf 1 darab van.

Ha a grafban nincs harmadfokd pont, akkor tekintsiink egy masodfokd pontot, példaul A-t (dbra).
Ebbdl két él indul ki, B-be és C-be. A harmadik élt haromféleképpen vehetjik fel: 6sszekothetjik B-t és
C-t; csatlakoztathatunk példaul B-bdl; vagy 6sszekothet-
jik a maradék két cstcsot. 3 grafot kaptunk.

A A A
Lehetséges, hogy a grafban nincs masodfokd pont? A B /\
Nem; a 3 élnek 3 - 2 = 6 végpontja van, tehat a skatulya- B c c B C
elv miatt nem lehet mind az 6t cstcs foka 2-nél kisebb.
o o o o o0——o0

Osszesen tehat 4 megfeleld graf van.

b) A jeldlt cstcst grafban megkiilonbdztetjiik a csticsokat (szamozassal vagy betlizéssel), tehat nem
mindegy, hogy egy-egy élt melyik két cstics kozdtt hdzunk be.
% = 66 éle lehet. Ezek mindegyike kiilénb6z6 (mert mas-mas jel6lt
cstcsot kot 6ssze), és mindegyiket vagy behlzzuk, vagy nem. A kétféle lehetGség miatt a keresett grafok
szdma 2%, beszdmitva az Ures grafot is.

A 12 pontd teljes grafnak L2
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Egy kis szamolas

Mekkora szam ez a 2°°? A szamot logaritmdlva megkaphatjuk a nagysagrendjét. Ig 2°° =66 - Ig 2 ~ 19,87, tehét
2% = 10", a szdm 20-jegy. Ha mondjuk minden grafot le szeretnénk rajzolni, és 4tlagosan 10 mésodpercet
szanunk erre a mveletre (vannak egyszer(ibbek és bonyolultabbak is), akkor mennyi ideig tartana a grafok
abrazolasa?

Az eredmény kis kozelitéssel 10°”®” masodperc, amit atszamolhatunk nagyobb egységekbe:
20,87 < - 1020’87 - ) 13 2 . .. . P oMfee 2. .o L
10 masodperc = 506024365 ~ 2,35 - 10" év. Kiolvasva tébb mint hiszbillié évig tartana a munkank.

Egyébként a vildgegyetem becsiilt (és szamitott) életkora kb. 10" sec; azaz a grafok lerajzolasdhoz tébb mint
szaz vilagegyetem-életkornyi idGre lenne sziikség.

Ez az egyszer(i szamolas is mutatja, hogy a matematikdban — mar egyszer( feladatok esetében is — milyen
konnyen botlunk ilyen irdatlan nagy szamokba.

MATEMATIKAI LOGIKA

A matematikai logika az allitasok és kovetkeztetések igazsagtartalmat vizsgalja. A korabbi években
és idén is elemeztiink 4llitasokat, foglalkoztunk az allitasok megforditasaval, tagadasaval. A vizsgalatok-
ban a logikai miiveletek segitettek minket. Egyvaltozos logikai mivelet a tagadas, fontosabb kétvéltozds
mivelet a logikai ,és”, a (megenged®) ,vagy”, a ,ha ..., akkor ...” és az ,akkor és csak akkor”. Gyakran
hasznaljuk még a ,kizar6 vagy” és a ,sem ..., sem ...” miiveleteket is.

A matematikaban fontos szerepet jatszanak azok a ,ha A ..., akkor B ...” tipusu allitdsok, amelyek-
nek a megforditdsa is igaz. (A megforditas ,ha B ..., akkor A ...” alakd.) Ekkor az A-t és a B-t ekvivalens
allitasoknak nevezziik.

8. példa

Melyik igaz, melyik hamis az alabbi allitasok koziil? Fogalmazzuk meg az e) és az f) feladatbeli
allitas megforditasat, és ezekrdl is dontstik el, hogy igazak vagy hamisak!

a) Konvex sokszog bels6 szogeinek 6sszege mindig 180° tobbszorose.

b) x* < x* minden pozitiv x esetében.

¢) Van olyan halmaz, amelynek pontosan 8 részhalmaza van.

d) A koordinatasikon van olyan kor, amely atmegy az A(0; 0), B(1; 1) és C(2; 2) pontokon.

e) Legyen n pozitiv egész szam. Ha 3|n és 4|n, akkor 12|n.

f) Haa < bésc < d, akkora—d < b —c.

Megoldas

a) Az dllitas igaz; konvex n-szog belsd szogeinek 6sszege (n — 2) - 180°.
4 5
b) Nem igaz, 0 < x < 1 esetében a relaciés jel megfordul. (Példéul (%) = 11_6 > <17> = 31—2)
c) Igaz, ha a halmaz 3 elemd, példaul {a, b, c}.
d) Hamis. Az A, B, C pontok egy egyenesre esnek, és egy kornek és egy egyenesnek legfeljebb két
koz6s pontja lehet.
e) Az dllitas és a megforditasa (,Ha 12|n, akkor 3|n és 4|n.”) is igaz, mert 3 és 4 relativ primek.
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f) El6szor az allitast ekvivalens médon atfogalmazzuk:a —d < b—c © a+c < b + d. A feladat
tehat arra kérdez ra, hogy egyenl&tlenségek 6sszeadasakor megmarad-e a reldcios jel — errél pedig
tudjuk, hogy igaz.

Az éllitas megforditasa: Haa —d < b — ¢, akkor a < b és ¢ < d. (Vagy az ezzel ekvivalens ,Ha
a+c < b+d akkora < bésc < d.”) Ez a megforditas viszont nem igaz, egy ellenpélda a = 2,
b=1,c=3ésd=5.

FELADATOK

n Az 6kori kockajatékokat altalaban a birka bokacsontjai-
bol késziilt négy csontkockaval jatszottak. A kb. nyolcas

alakd csontocskak a négy hosszabbik oldalukon tudtak

megallni, a dobasértékeket rendre 1, 3, 4, 6-tal jelolték.

Dobjuk fel a négy kockat!

K1 a) Osszesen hanyféle kimenetele lehet a négy kocka

dobasanak?

Hany esetben fordulhat el6, hogy

K1 b) minden kockaérték egyenld;

K1 ¢) csupa kiilénb6z6 értéket kapunk;

K1 d)a harmadik kockaval paros szamot dobunk;

K2 e) a dobott szamok kozott van 1-es;

K2 f) a dobott szamok kdzott pontosan harom 1-es van;

K1 g) minden dobas 1-es vagy 3-as;

K2 h) a dobott szamok kdz6tt van 1-es vagy 3-as?

2

Adottak az A ={1; 2; 3; 4, 5} és B={1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8} halmazok.

a) Hany olyan f fliggvény van, amelynek értelmezési tartomanya A, képhalamaza B?
b) Es ezek koziil hany fiiggvény kélcsondsen egyértelm(i?

c) Es hany szigordan monoton novekvé?

Fogalmazzunk meg egy olyan feladatot, amelynek eredménye (g) : <6>!

&
A
N

Hany olyan 6toslott6-hizas lehetséges, amelyben

K1 a) a legkisebb szam 50;

K1 b)a hizott szamok a 22 és 74 kozé esnek (a hatarokat is beleértve);
K2 c) a nagysag szerint k6zéps6 szam 33;

K1 d) a legkisebb és a legnagyobb szam kiilénbsége 4;

K2 e) a legkisebb és a legnagyobb szam kiilénbsége 10?2

W7 Melyikigaz, melyik hamis az aldbbi allitdsok koziil? Fogalmazzuk meg a d), e) és f) allitasok
. megforditasat, és ezekrél is dontsiik el, hogy igazak vagy hamisak!
a) (AANB)VC=(AVC)A(BVC). (A, B, Cllitasok.)
b) Van olyan primszam, ami oszthaté 2-vel vagy 3-mal.
c) A mer&leges szari szogek egyenldk.
d) Ha egy négyszog téglalap, akkor atloi felezik egymast.
e)Haa < b, akkor |a| <|b|.
f) Ha egy haromszdgnek van 90°-os kiils6 szdge, akkor a haromszog derékszog(i.
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7. K2

Az A =8 és D = 32 768 szamok kozé iktassunk be két szamot, B-t és C-t tgy, hogy A-nak
tobbszordse legyen B, B-nek C és C-nek D! Hany megoldas van?

Hét jatékos egyfordulds, kormérkGzéses sakkversenyen vesz részt. Hany pontja volt a jatéko-
soknak a mérk&zés végén, ha pontszamaik szamtani sorozatot alkottak? (A nyertes 1 pontot
kap mérk&zésenként, dontetlen esetében 1/2 — 1/2 pont jar.)

A koordinata-rendszerben bolyongé hangya az A(0; 0) pontbdl indul, és a D(10; 10) pontba

érkezik. Minden Iépésben egy egységnyit halad vizszintes vagy fligg6leges irdanyban, és min-

den lépésben kozeledik céljdhoz (6sszesen tehat 20 |épést tesz meg.)

K1 a) Hanyféleképpen juthat el A-bdl D-be?

K2 b) Hanyféleképpen juthat el A-bdl D-be, ha kozben a B(3; 4) ponton nem halad at?

E1 c¢) Hanyféleképpen juthat el A-bSl D-be, ha kozben a B(3; 4) és C(6; 7) pontokon nem
halad at?

Egy ismerkedési esten minden meghivottnak legalabb két ismer&se volt a tarsasagban. Igaz-e,
hogy a grafmodellben (a pontok felelnek meg a vendégeknek, az élek az ismeretségeknek)
van zart torttvonal?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgydijtemény 1. 50-178, 346-394.

SZAMELMELET

11/11.

4. SZAMHALMAZOK, MUVELETEK
ES TULAJDONSAGAIK

Kozépiskolai tanulményaink sordn bevezettiink négy alapveté szamhalmazt:

természetes szamok halmazat, jele: N;

egész szamok halmazat, jele: Z; ﬂ I_RJ I&

— racionalis szamok halmazat, jele: Q;

— valés szamok halmazat, jele: R.
Ezekre teljesil: N € Z C Q C R. @




4. SZAMHALMAZOK, MUVELETEK ES TULAJDONSAGAIK

A szamhalmazokon értelmeztiink alapmiveleteket:

— Osszeadast;

— kivonast;

— szorzast;

— osztast.

Az Osszeadds és a szorzas nem vezet ki a természetes szamok halmazabdl (a miiveleteket elvégezve
az eredmény is természetes szam), mig a kivonas elvégezhetGsége érdekében bivitettitk a szamhalmazt
az egész szamok halmazdra. Igy a kivonds mar értelmezhets (azaz az egész szamok halmaza zart a
kivonas mveletére).

Az osztas mivelete miatt — amely kivezet az egész szamok halmazabdl — vezettiik be a raciondlis
szamok halmazat. Ezen a halmazon az alapmdiveletek értelmezhetSk.

A négyzetgyok, majd az n-edik gyok fogalmanak bevezetésével, valamint a 7 szam és a végtelen, nem
szakaszos tizedes tortek megismerésével ismét boviilt a tanult szamok halmaza, ezittal az irraciondlis
szamok halmazaval. Ennek jele: Q* (Id. az 4bran). Igy jutottunk el a valés szdmok halmazahoz.

Megjegyzés
Negativ szam négyzetgyokének értelmezésével a szamkor tovabb bévithets, mégpedig a komplex
szamok halmazdnak bevezetésével, de ez mar tilmutat a kdzépiskolai kovetelményeken.

Vizsgaltuk a legfontosabb mdiveleti tulajdonsagokat. Ha megfigyeléseinket a szamhalmaz minden
elemére igazoltuk, akkor allitasainkat gyakran betiikkel, valtozokkal fogalmaztuk meg.

Az Osszeadas és a szorzas kommutativ miivelet, mivel
a+b=b+a,ésa-b=>b-a, a, beR.

Az Osszeadas és a szorzas asszociativ miivelet, mivel
a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+c,ésa(b-c)=(a-b)-c=ab-c,ab ceR.

A szorzas az 6sszeadasra és kivonasra nézve disztributiv miivelet, azaz
a-(bxc)=a-bxa-c;a b,ceR.

[smerjlik a miveletvégzések sorrendjét befolyasolé tényezdket és jeleket, amelyeket az alabbi pél-
dan mutatunk be.

Tegylink ki zéaréjeleket a mdlveletsorba, amelyek
megvaltoztatjak, illetve nem befolyasoljak az ered-
ményt: 2 +2-2—2:2! A Sierpinski-csaldd dj lakéhelyre koltozott. Felesége a nem

tal gyakorlatias professzorra bizta a tiz b6rondjiiket, szinte

Megoldas minden mast magara vallalt. A koltozési folyamat azon-

ban megszakadt, mert az induldskor a professzor csak
Zéréjel hasznélata nélkiil: kilenc b6rondot talalt. Pedig tobbszor is megszamolta 6ket:
242:2-2:2=5. Ly gdpeeg st .
Nem véltozik az eredmény példdul: (Wactaw Sierpinski (1882-1969) lengyel matematikus)
24+(2-2-2:2)=5;
24+(2:2)—2:2 =5;
24+2-2—-(2:2)=5.

Piheno
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Viltozik az eredmény példaul:
(2+2)2-2:2=7,
(24+42:2-2):2=2;
242-(2-2:2)=4.

2. példa

Milyen egész szamot irhatunk a bet(ik helyére, hogy a kifejezés értéke is egész szam legyen?
2. b. /e, od (neN,n>2)

a’ 6’

Megoldas

17262, ha a osztéja 12-nek, a = £1, £2, =3, £4, £6, =12.

%ez, ha b tobbszérdse 6-nak, b =0, +6, +12, =18, ... b= 6k k € Z.

JceZ hac négyzetszam,c=0,1,4,9, ...
deZ (neN,n=>2),had > 0,ésn-edik hatvany. Példaul d =0, 1, 2", 3", ...

3. példa

Végezziik el a miveleteket! Melyik az a legszlikebb szamhalmaz (a lecke elején felsoroltak kozl),
amelynek eleme az eredmény?

a)5—(=3)4-(20-6):(=2); c) 4,2-(

LS}

%—5>:(6:0,2).

b)2—

1

2.
e

-5

Megoldas

a)5—(=3)4—(20—6):(-=2)=5—(=12)— 14:(=2)= 17— (=7)= 24 N.
Az eredmény a természetes szamok halmazanak eleme.

1 3
_Z 2 _ 9 2 _9 3.9_9_3-_
b)2-—4=2-4=2-252=2-3=-1€Z

2 2

Az eredmény az egész szamok halmazdanak eleme.

_(L_2y.6. — 42— (=1 V.30=42—
c) 4,2 (3 5).(6.0,2) 4,2 ( ]5).30 4,2 (
= 4,202 € Q.
Az eredmény a racionalis szamok halmazanak eleme.

_ >:£+ 1 _1891 _, 91 _
450/~ 10 " 450 ~ 450 450
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FELADATOK

1. K1

3.K

.

Végezziik el a miiveleteket!
a) 1+ 171; b)1— 171
1+ 1 1- 1
T+ T 1+ T

Megvdltoztathaté-e bizonyos szamu 6sszeaddsjel kivonasjelre Ggy, hogy igaz allitast kapjunk?
a)1+2+3+4+..+2009 + 2010 + 2011 = 2017;
b)1+2+3+4+..+4+2009 + 2011 + 2011 + 2012 = 2012.

Melyik szam nagyobb?

2 4 4 1
+ vagy F?

7318F

Két természetes szam Osszege 58 608. Az egyik szam végén 0 all, ha ezt elhagyjuk a szam
végérdl, akkor a masik szamot kapjuk. Melyik ez a két szam?

,Gondoltam egy szdmot, levontam belGle tizet, majd amit kaptam, osztottam tizzel. Az ered-
ményt csokkentettem nyolccal, és a kapott szam tizedéhez hozzdadtam egyet, majd az ered-
ményt megszoroztam Ottel, igy 1000-et kaptam” — meséli Péter. Melyik szamra gondolt Péter?

Egy ifji matematikus talalkozik egy csinos lannyal, és — a sajat médszerével — el is kezdi
rogton az udvarlast.

— Melyik a kedvenc egyjegy(i szamod? — kérdezi.

— A 6-os! — valaszolja a lany.

— Csodalatos a matematikai izlésed! Szorozd csak meg a 6-osodat 9-cel! J6, és most szo-
rozd meg a kapott szamot 12 345 679-cel is! Mi az eredmény?

Hosszas szamolds utan a lany meglepetten vette észre, hogy a végeredmény olyan szam,
amelyben minden szamjegy az 6 kedvence.

Mi volt a matematikus triikkje? Hogyan ,m{ikodik” ez a matematikai blivészmutatvany?
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5. SZAMELMELETI ALAPFOGALMAK,
OSZTHATOSAGI SZABALYOK

A szamelméleti (oszthatésagi) dsszefliggéseket a természetes szamok halmazan vizsgéltuk, ezért ha
kiilon nem jeldljiik, akkor a feladatokban szerepld betlik a természetes szamok halmazanak tetszéleges
elemét jelentik.

Megjegyzés
A vizsgalatokat kiterjeszthetjiik az egész szamok halmazara is.

A maradékos osztas:
Barmely a és b pozitiv egész szamhoz taldlhaté olyan q és r nemnegativ egész szam, amelyekre
a=bqg +r, ahol 0 = r < b. Az r szamot maradéknak nevezziik.

Az oszthatésag fogalma:

Tekintsiik a maradékos osztaskor azt az esetet, amikor a maradék, vagyis r = 0.

Ekkor az a és b egész szamhoz taldlhat6 olyan g egész szam, melyekre b =a - q.

Ezt rovidebben igy jel6ljik: alb, és igy olvassuk: a oszt6ja b-nek (vagy b tdbbszdrose a-nak).

Az oszthatésag tulajdonsagai:

ala. (Az oszthatésag reflexiv tulajdonsaga.)

I|a, és 2|0 minden a-ra.

Ha a|b és bla, akkor a = b. (Az oszthat6sag antiszimmetrikus tulajdonsaga.)
Ha a|b és b|c, akkor alc. (Az oszthat6sdg tranzitiv tulajdonsaga.)

Ha alb és a / ¢, akkor a f (b = ).

Ha a|b és a|c, akkor a|(b % ¢).

Ha a|(b + ¢) és a|b, akkor a|c.

Ha a|b, akkor a|bc.

Ha a|b és c|b, valamint a és b relativ primek, akkor ac|b.

Leggyakrabban hasznadlt oszthat6sagi szabalyok:

— Atizes szamrendszerbeli k egész szam akkor oszthat6 10™-nel, 2"-nel, 5"-nel, ha utolsé n szamje-
gyébdl képezett szam oszthaté 10"-nel, 2"-nel, 5"-nel.

— A tizes szamrendszerbeli k egész szam akkor oszthaté 9-cel, 3-mal, ha k szamjegyeinek Osszege
oszthatd 9-cel, 3-mal.

— A tizes szamrendszerbeli k egész szam akkor oszthat6 11-gyel, ha szamjegyeinek véltakozo el6-
jell 6sszege oszthatd 11-gyel. (Nem érettségi-tananyag.)

(A megismert oszthatdsagi szabalyok nemcsak annak eldontésére hasznosak, hogy egy szam oszt6-

ja-e egy masik szamnak. Ha nem teljesiil az oszthatésagi feltétel, akkor a maradékok is megallapithatok.)
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5. SZAMELMELETI ALAPFOGALMAK, OSZTHATOSAGI SZABALYOK

PRIMSZAM, OSSZETETT SZAM

Azokat a pozitiv egész szamokat, amelyeknek pontosan két pozitiv osztéja van, primszamoknak
nevezziik.

Azokat a pozitiv egész szamokat, amelyeknek legalabb hdrom pozitiv oszt6ja van, osszetett szamok-
nak nevezziik.

Két fontos tétel az oszthat6sagi feladatokhoz:

Nincs legnagyobb primszam, azaz végtelen sok primszam van.

A szamelmélet alaptétele:

Barmely 1-nél nagyobb egész szam a tényezdk sorrendjétsl eltekintve egyértelmien felirhatd
primhatvanyok szorzataként. (A primszamok felirasat ,egytényezs szorzatnak” tekintjiik.)

A primtényezss felbontas segitségével meghatarozhato6 két vagy tobb szam legkisebb koz6s t6bbszo-
rose, illetve legnagyobb kozos osztdja.

Legkisebb kozos tobbszoros:

Két vagy tobb pozitiv egész szam legkisebb kdzos tobbszorose az a szam, amely tobbszérose az adott
szamoknak, és minden mds kozos t6bbszorosnek osztdja. ElGallithatd a kovetkez6 médon: a szamok
primfelbontasa utan, minden primtényez6bdl az el6fordulé legnagyobb hatvanydakat szorozzuk dssze.

(Az eljaras lehetGséget ad akar tobb szam legkisebb kozos tobbszordsének meghatarozasara is.)

Legnagyobb kozos oszté:

Két vagy tobb pozitiv egész szam legnagyobb kdzos osztéja az a pozitiv egész szam, amely osztdja
az adott szamoknak, és minden mas kozos osztonak tobbszorose. ElGallithatd a kovetkez6 mddon:
a szamok primfelbontdsa utan a kozds primtényezdket az el6forduld legkisebb kézds hatvanyon dssze-
szorozzuk.

(Az eljaras lehetGséget ad akar tobb szam legnagyobb kozos osztéjanak meghatarozasara is.)

Ha két vagy tobb szam legnagyobb k6z0s osztéja 1, akkor a szamokat relativ primeknek nevezziik.

Igazak-e az alabbi allitasok?

a)Ha 7|(a + b), akkor 7]a és 7|b. d)Ha 7|ab, akkor 7|a és 7|b. Rejtvény
b)Ha 7|(a + b), akkor 7|a vagy 7|b. e) Ha 7|ab, akkor 7|a vagy 7|b. A P(n)=n*+n + 41
c)Ha7|@a+ b), akkor 7 faés 7t b. polinomra P(0) = 41,

P(1) =43, P(2) =47,
P(3) =53, P(4) =61

Megoldas rendre primszamok.

Lehetséges-e, hogy

a) Hamis, példaul a = 3 és b = 4. a polinom minden

b) Hamis, példéu| a=3ésb=4. természetes szamra

c) Hamis, példaul a =7 és b = 14. primszamérték?
d)Hamis, példaul a =7 és b = 3. A rejtvény megoldasa a
e) Igaz, mivel a 7 primszam, igy legalabb az egyik szimnak osztdja. 198. oldalon taldlhaté.

2. példa

Szamologép hasznadlata nélkiil dontsiik el, hogy a szam négyzetszam-e!
a) 88 200; b) 66 566; c) 107 343; d) 57 600.
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Megoldas

a) Primfelbontdssal: 88 200 = 2*-3%-5%-7%. Nem négyzetszdm, mivel 2 nem paros hatvanyon szerepel
a primfelbontasban.

b) Nem négyzetszam, mivel 3-mal osztva 2 a maradék, és a négyzetszamok 3-mal osztva O-t vagy 1-et
adhatnak maradékul.
((3k)* = 9k*, 0 a maradék. (3k 1) = 9k* +6k+ 1, 1 a maradék.)

c) Nem, mert a négyzetszamok nem végz6dhetnek 3-ra, csak O-ra, 1-re, 4-re, 5-re, 6-ra vagy 9-re.

d) Igen, a primfelbontas alapjan: 57 600 = (2*-3-5).

3. példa

Mit irhatunk a és b helyére, hogy az aldbbi dllitas igaz legyen? Hany megoldds van?
6|2ab, ahol 2ab haromjegydi, tizes szamrendszerbeli egész szamot jeldl.

Megoldas

Els6 megoldas
6|2ab, ha 2|2ab és 3|2ab, mivel 2 és 3 relativ primek.
Az a és b egyjegyli szamok, b pdros, ezért véges sok eset megvizsgalasaval felirhaté az 6sszes eset.

b 0 0 0 2 2 2 4 4 4 4 6 6 6 8 8 8
a 1 4 7 2 5 8 0 3 6 9 1 4 7 2 5 8

Tehat 16 megoldas létezik.

Masodik megoldas N
A feltétel teljesiil, ha 0 < ab < 99, b paros, és 3-mal osztva 1 a maradék. Minden 6. szam ilyen tulaj-
donsagg; a legnagyobb koziliik a 96. Mivel 96 : 6 = 16, igy 16 megfelel6 szam van.

Egy kerékpar nagyobbik fogaskerekén 35 fog, a kiseb-
biken 15 fog van. Hanyszor kell a pedalt korbeforgatni,
hogy mindkét fogaskerék djra a kiindulasi helyzetbe
kertiljon vissza?

Megoldas

A fogaskerekek akkor kertilnek djra a kiindulasi hely-
zetbe, ha egyszer vagy t6bbszor teljesen kérbefordulnak,
azaz a lanc valahanyszor 35, illetve valahanyszor 15 fogat halad az elsg, illetve hatsé fogaskerekeken.
lgy olyan szédmot kell keresniink, amely t6bbszérése 35-nek és 15-nek is. Lkkt[35, 15] = 105, ekkor a
pedal haromszor fordul kérbe. Tehdt a pedal korbeforgatdsara megfelel minden 3-mal oszthat6 szam.

Mely pozitiv egész szamok teszik igazza az allitasokat?
a) Lkkt [n; 24] = 72. b) Lnko (k; 72) = 24.
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Megoldas

a) 24 =2%-3 és 72 = 2°-3”. Mivel 72 oszthaté 3%-nal, de 24 nem, igy tehat 3%|n.
fgy n lehetséges értékei: 9, 18, 36, 72.
b) 24 =273 és 72 =237, tehdt 24|k.
lgy k minden olyan pozitiv egész szém lehet, amely nem tébbszérdse 3°-nak, és oszthaté 24-gyel.

FELADATOK
1. K1 Milyen szamjegyet irhatunk a betiik helyére, hogy igaz allitast kapjunk?
. a) 6|14652A ; c) 25/4397C0;
E1 b)11|108B036; d)36|63369D .

K2 Melyik} az a legkisebb hatjegyli pozitiv egész szam, amely 2022-vel osztva 2021-et ad
maradékul?

K2 Héarom pozitiv egész szam szorzata 5880. Ha az egyik szamot 15-tel, a masik szamot 21-gyel,
a harmadikat pedig 5-tel megszoroznank, akkor ugyanazt a szdmot kapnank.
Melyik ez a harom szam?

Adjuk meg az 0sszes haromjegy(i primszamot, amely szamjegyeinek szorzata 10!

3n+ 11

A0 Mely negész szam esetében lehet a "

tort értéke is egész szam?

Egy kocka kiilonb6z6 csdcsaiba a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamokat szeretnénk irni tgy, hogy
a kozos cstcsi éleknek kiilonbdz6 végeihez irt szamok 6sszege mindig harommal oszthatd
legyen. Elérhet6-e célunk?

7 K2 Két természetes szam legnagyobb koz6s osztdja 43-mal kisebb, mint a legkisebb k6zos tébb-
szorostk. Mi lehet a két szam?

6. SZAMELMELETI FELADATOK

Melyik szamnak van tébb pozitiv oszt6ja: a 60-nak vagy a 182-nek?

Megoldas

Az osztok megkereséséhez alkalmazhatjuk az ,osztoparok” moédszerét.
Ennek Iényege: ha a|b, akkor g b (a # 0). Ekkor a és g Un. tarsosztok.
60 osztdi: 1 és 60; 2 és 30; 3 és 20; 4 és 15; 5 és 12; 6 és 10, tehat 12 osztdja van.

182 oszt6i: 1 és 182; 2 és 91; 7 és 26; 13 és 14, tehat 8 osztdja van.
A 60-nak van tbb osztéja.
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2. példa

Hanyféleképpen tudja Peti 80 6lomkatonajat téglalap alakd
alakzatba felsorakoztatni, ha azt szeretné, hogy minden sorban és
minden oszlopban legyen legalabb 2 katona?

Megoldas

Nyilvan 80 osztoparjait keressiik, ahol mindkét tényezé leg-
aldbb 2.
Az alabbi tablazat szemlélteti a megoldasokat:

Soronként 2 | 40 4 | 20 8 | 10 | 16 5
Oszloponként | 40 2|20 4110 8 51| 16

Mds megoldds nincs, mert 80 = 2*- 5, az osztok szdma 10. A megoldasok szdma 8.

3. példa

k*+ 4 + 5k

Milyen k egész szam esetében lesz a I

tort értéke is egész szam?

Megoldas

2 2
W=%+%+%=k+5+%aholkio.

Az utolsé taghdl lathatd, hogy k|4 esetében teljesiil a feltétel, igy k = =1, £2, £4.

4. példa

Igaz-e, hogy ha a pozitiv egész szamokat 6sszeadjuk 1-t61 1000-ig, akkor az 6sszeg oszthat6 11-gyel?

Megoldas

Parositsuk a szamokat: 1T + 1000; 2 + 999; 3 + 998; ...; 500 + 501. Minden parban az 6sszeg 1001,
1001 = 91 - 11. Mivel az 6sszeg minden tagja oszthat6 11-gyel, igy az 6sszeg is, vagyis az allitds igaz.

5. példa

Létezik-e olyan egész oldalhosszisagu téglalap, amelyre a teriilet és a kerlilet mérészama megegyezik?

Megoldas

A feltétel szerint keressiik az a és b egész szamokat, amelyekre
ab = 2(a+ b). Rendezziik az egyenl|Gséget:

ab = 2a+ 2b,

ab—2a—-2b=0,

ab—2a—2b+ 4 =4,

(a—2)b-2)=4.



6. SZAMELMELETI FELADATOK

A bal oldalon két egész szam szorzata all, tehdt (a—2)|4 és (b—2)|4, vagyis a—2 =4 és
b—2=1,vagyb—2=4ésa—-2=1,vagya—2=b—-2=2.

Két ilyen téglalap van. Az egyik oldalai 6 egység és 3 egység hossziak; mig a masik minden oldala
4 egység (azaz ez egy négyzet).

Szambajnok Béla elfelejtette afrikai baratjanak hatjegy( telefonszamat. Arra emlékszik, hogy az els6
szamjegy 7, az 6todik 2, és a szam paratlan. Arra is emlékszik, hogy a telefonszam 3-mal, 4-gyel, 7-tel,
9-cel, 11-gyel és 13-mal osztva ugyanazt a maradékot adja. Mi lehet a barat telefonszama?

Megoldas

A felsorolt szamok legkisebb kdz6s tobbszorése 4-7-9-11-13 = 36 036. Ennek 20-szorosa mar
7-tel kezdédik, 6todik szamjegye 2; 36 036-20 = 720 720.

Mivel a szam paratlan, és a maradékok megegyeznek mindegyik tényezére, igy a maradék csak 1 lehet.

Az elfelejtett telefonszam: 720-721.

A kilonboz6 szamrendszerek kozotti konverzidt (egyik szamrendszerbeli szam atirasat a masik
szdmrendszerbe) mindig megtehetjiik a tizes szdmrendszer kdzbeiktatasaval. Példdul 4055, =4 - 6’ +
+5-6'+5=2899,, és 899 a 3-as szamrendszerben 1020022,. (Ellendrizziik!)

Ugyanezt a kozbeiktatdst megtehetjiik akkor is, ha a tizes szamrendszert6l kiillonb6z6 szamokkal
végzlink miveleteket, de tigyesebben is eljarhatunk. Ugyanis a tizes szamrendszerbeli szamtani alap-
miveletek algoritmusa mas szdmrendszerekben is ,m{kodik”, csak a helyi értékek kozotti atvitelre
kell figyelnlink, ez a szamrendszer alapszamatdl fligg. Példaul: az 5, + 4, Osszeg 12, alakd, hiszen
9=1-7+2;vagy 7,4+ 65,+5,=22, mert 18=2-8+ 2.

A kivondsnal a helyzet hasonlé.

Végezziik el a kovetkez6 miveleteket!
a) 44055, + 5314, b) 1020022, — 201102,

Megoldas

a) A 6-os szamrendszerben dolgozunk:

5 3 4 1 3

54+4=9=3+1-6,azaz1azatvite; 5+1+1=7=1+1-6, 1 az atvitel, és igy tovabb.

b) A 3-as szamrendszerben dolgozunk: 1 0 ) 0 0 ) )

- 2 0 1 1 0 2
1 1 1 2 2 0

(EllenGrzés: 44055, + 5314, = 6083 + 1198 = 7281 = 53413;
1020022, — 201102, =899 — 524 =375 =111220,.)
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FELADATOK

Teofil a 37 -ab szorzat helyetta 37 - ba szorzatot szamolta ki, igy a szorzat az eredetinél 666-tal kisebb
lett. Teofil arra is emlékezett, hogy a rosszul irt tényez6 egyik szamjegye kétszerese a masiknak. Mi lett
volna a helyes tényez6?

Mark egy papirlapot tetsz6leges médon felosztott 19 részre, majd az egyik részt 43 részre, ezutan a meg-
levs részek valamelyikét ismét 19 részre, és igy valtogatva végezte a felosztast. Bizonyos szamu felosz-
tas utdn megszamolta a kapott részeket, allitasa szerint 2013 darabot kapott. Helyesen szamolt-e Mark?

3. K Igaz-e a kovetkez6 allitas? ,Minden 3-nal nagyobb primszamnak valamelyik szomszédja oszthat6 6-tal.”

Kifizethet6-e 500 Ft pontosan 20 db pénzérmével, ha az érmék 50 Ft-os, 20 Ft-os és 5 Ft-os értékiiek?

g B
A
= ¢

Az 1, 3,4, 5 és még egy tetszblegesen vélaszthaté szamjegy segitségével irjuk fel azt a legnagyobb 6t-

5. K2
jegyl szamot, amelyik oszthat6 12-vell
%I Melyikazakétjegyiszam, amely 6-szor akkora, minta néla 7-tel nagyobb szam szamjegyeinek 6sszege?

A 193. oldalon talalhat6 rejtvény megoldasa:

Mivel Pn) =n* + n + 41 =nn + 1) + 41, a polinom értéke biztosan nem prim, ha n(n + 1) oszthat6 41-gyel.
Ilyen értékek példaul n = 40, 41, 81, 82 stb.

Erdekesség viszont (szamitégéppel igazolhaté), hogy k = 40 a legkisebb természetes szdm, amelyre P(k) 6ssze-
tett. Ezt az érdekes ,primszampolinomot” (amely tehata 0, 1, 2, ..., 39 helyeken mindig primszamot vesz fel)
Leonhard Euler (1707-1783) svdjci matematikus talalta.

ALGEBRA ismetés

9/, VIL; 10/11., 11

7. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

A HATVANYOZAS AZONOSSAGAI EGESZ KITEVO ESETEBEN

Az a-a-a-...-a szorzatot, ahol a tényez6k szdma k, felirhatjuk a* hatvany alakban. Az a val6s szam
a hatvany alapja, a k pozitiv egész szam a hatvany kitevgje.

Ha a k pozitiv egész szam, akkor: ak= % (a#£0).

Definici6 szerint a” = 1, de a 0° hatvanyt nem értelmezziik.
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Bizonyitottunk a hatvanyozassal kapcsolatosan néhany alapvet6 azonossagot, ezek a kovetkezok:

1. Azonos alapu hatvanyok szorzata:
a"a"=a"", aeR a#0,mnel.
2. Szorzat hatvanyozasa:
(a-by=a"-b", abeR a#0,b#0,neZ.
3. Azonos alapu hatvanyok hanyadosa:

m

an =a""", aeR a#0,mnel.

a
4. Tort (hanyados) hatvanyozasa:
ay_ a”
(E) = abeR a#0,b#£0,neZ.

5. Hatvany hatvanyozasa:
(a")"=a"", a€eRa#0,mnelZ.

AZ n-EDIK GYOK ES AZONOSSAGAI
A gyokvonas definicidja:

1. eset: Ha n pozitiv paros szam, akkor az a nemnegativ szam n-edik gyokén azt a nemnegativ
szamot értjiik, melynek n-edik hatvanya a.
(Va) =a, ahol a=0, a >0, és n pozitiv paros szam.

2. eset: Ha n = 3 pozitiv paratlan szam, akkor az a valés szam n-edik gyokén azt a valés szamot
értjiik, melynek n-edik hatvanya a.
(Va) =a, ahol a R, ésn > 2, paratlan szam.

A definicié szerint: (V'x)' = x, x=0,n €N, n = 2.

Az n-dik gyokokkel valé miiveletek elvégzéséhez bizonyitottuk és hasznaltuk az alabbi azonossago-
kat. (Alkalmazéasuk nem kozépszint( tananyag.)

Az n-edik gyok azonossagai

1. Szorzat n-edik gydke egyenl6 a tényezbk n-edik gydkének szorzataval.
Haa>0,b>0ésneN, n=>2, akkor ¥ab =%a-Vb.

2. Tort (hanyados) n-edik gyoke egyenld a szamlalé és a nevezd n-edik gyokének hanyadosaval.

p . /a_a
Haa=>=0,b>0és neN, n=2, akkor \/%_"/B'
3. Egy pozitiv szam n-edik gydkének egész kitevGjl hatvanya egyenld a szam ugyanazon kitevgjl
hatvanydnak n-edik gyokével.
Haa>0,neN,n=2és keZ, akkor ("x/g)k:”«/?.
4. Az n-edik gyok k-adik gyokét felirhatjuk dgy is, hogy a gyok alatti kifejezés (n - k)-adik gyokét
vesszik.
Haa>0,neN, n=2é keN, k=2, akkor ¥Va ="%a.
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5. Hatvany alaku kifejezés gyokénél a hatvanykitevd és a gyokkitevs egyszer(sithet, bovithets.
Haa>0,neN,n=2 keN, k=2, meZ, akkor "a™* ="/a" .
A racionadlis kitevdjii hatvany definicidja

Egy tetsz6leges pozitiv x szam %-edik hatvanya az x szam m-edik hatvanyabdl vont n-edik gyok,
azaz

xm="%x", ahol x>0, meZ, neN, n£0, n#1.

Racionalis kitev&jl hatvanyokra ugyanazok az azonossagok érvényesek, mint egész kitevs esetében.
A logaritmus definicidja

A b pozitiv szdm a alapu (a > 0, és a # 1) logaritmusanak nevezziik azt a kitevst, amelyre a-t
emelve b-t kapunk.

A kitevd jelolése: log, b.

Tehét a definici6 szerint: 2" = b.

Ha a logaritmus alapja 10, akkor révidebb jel6lést hasznalunk: log,, b helyett Ig b-t.

Megjegyzés

A matematikdban fontos egy specialis alapu logaritmus hasznalata, ez az e alapd logaritmus, mely-
nek jel6lése log, x helyett In x.

Foto logaritmikusan csékkend méretd levelekrél

A logaritmus azonossagai

m log, (bc) = log, b+ log, c,haa > 0,a+ 1,b>0,c > 0;
m log, (b*) = k-log, b, haa > 0,a # 1,b > 0,k €R;

Iogcbzlz—?,haa>0,a#1,b>0,c>0,c¢1.
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Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok, gy6kok, logaritmusok értékét!

2\73, 53 =il 0,2
a) (?) ’ (2 2 2 ) / 5,3/
. - 3\ ST
w23 V%
c) log, 6]_4; lg0,1; log, 1;

Megoldas

-3 3
o3 -3 =%

(2 ‘23‘2—4)—1 - (20)—1 — 1—1 . 1;

(3 o2 :
b) V2 V18 = V36 = 6;
3y SR
V(7) =(3) =76
R _64: 4.
3/

5./ 243 - \/35 e
f.sf: Mf:bfxwa.
k- —6_ 1
c)|0g264— 6, mert 2 = 5q

. =i _ 1
g 0,1T=~1, mert 10 =30

log,1=0, mert 7°=1.

Dontslik el, melyik allitas hamis, melyik igaz!
2 (3)=(5)  blog16="16;

Megoldas

a) lgaz, mert <—

NN
~—
w
I
—

c)5*+5%=5%

=2
(3] 9

_5
2 (3 o
5 /243, V232,

32
log, 25 Iog161—.
T 2
Rejtvény

Az 500 darabos, A4-es papircsomag vastagsaga 5 cm.
Ha egy A4-es papirlapot elég sokszor sikeriilne ismé-
telten félbehajtani, akkor tetszGleges magassagi
papiroszlopot eléallithatnank. Vajon hanyszor kellene
félbehajtani egy papirlapot ahhoz, hogy elérjiik pél-

——4. ddul a 10 méteres magassagot? Es hogy elérjiik a Fold—

Hold tavolsagot (386 000 km)?

UDZS-ZH OMID|[I 19ZS-/ | :SBPJOSIN

Iog1 25 =-2, mert (%)
6-% 1 1

log,e 1? = —17, mert 1

d) (V2 +v3Y=5+/6.
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b) Hamis, mert log, 16 = 4 és %/16 = 2.
c) Hamis, mert 5% + 572 = 625 + 0,04 # 25.
d) Hamis, mert (V2 +vV3Y =2+2v/2-3+3=5+2/6 #5+ 6.

Vigylk be a tényez6t a gyf/')l_(jel ala!
g 3

5-v2; 2-°
Megoldas
5v2=+52=450; 2-%3=%23=%24.
FELADATOK
1. K1 Szamoldgép hasznalata nélkil hatarozzuk meg a tort legegyszer(ibb alakjat:
18225-20*-18%,
180° '
Szamitsuk ki az alabbi kifejezések pontos értékét!
K1 a) V75 — V147 + /12 K1 ¢) vVV/41 + 23 -VVa1 - /12 ;
K1 b) V18 + Y98 — V50 + //8; E1 d)< ! >3—< ! )3.
/5 -2 /542

3. K1 Melyik szam nagyobb?

a) Y4 vagy 5; vagy (=2)W7?

1
b=l

8. ALGEBRAI KIFEJEZESEK, AZONOSSAGOK

Feladatmegoldasok soran sokszor van sziikségiink algebrai atalakitasokra. Ezeket az atalakitasokat
egyszer(ibben oldhatjuk meg, ha algebrai azonossagokat alkalmazunk.

Leggyakrabban hasznalt azonossagok; a, b, c tetsz6leges valds szamot jeldlnek:

(a+ b)a—b)=a’— b’ (a+ by = a’+3a’b+ 3ab’ + b’
(a+ by = a’ + 2ab+ b’ (a— by = a’-3a’b+ 3ab’ - b’
(a— by =a’—2ab+ b’ (a+ b)a’—ab+b’)=a’+ b’
(a+ b+ cf=a’+b*+c’+2ab+ 2ac+ 2bc (a—b)a’+ab+b’)=a’- b’
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(Felhivjuk a figyelmet arra, hogy nehezebb feladatok megoldasaban az dsszegalakbdl sziikséges a
szorzatalakot megtaldlni, ez pedig az azonossagok nagyon preciz ismeretét igényli. A felsorolt azonos-
sagok segithetnek szamelméleti feladatok megoldasaban is.)

1. példa

Alakitsuk szorzattd az alabbi kifejezéseket!
52(x+y)+y+x;, 7a°—7b*  4a’+4a+1; c(a—b)+d(b-a).

Megoldas

52(x+y)+y+x=5z(x+y)+ (x+y)=(x+y)5z+1); 7a°—7b°=7(a—b)(a+ b);
42"+ 4a+1=2a+1y; cla—b)+d(b—a)=c(a—b)—d(a—b)=(a—b)c—d).

2. példa

Végezziik el a miiveleteket a valtozok lehetséges értékei esetében!

12-V3); (fBr/2-1); /@B fath

Megoldas

(V12 =/3Y=12-2-Y/12 /3 +3=15-2-V/36 = 3;
(V3472 -1 =3+V/2-2/3+V2 +1=4+/2-2/3+2;

V- b 2t - faibya=b)- /2=b = s bya—bp 1, =

at+tb a+b

=,/(a-by =|la—b|, a#b, a+b#0.

3. példa

Igaz-e, hogy két szomszédos pdratlan szam négyzetének kiilonbsége oszthat6 8-cal?

Megoldas

Legyenek a szamok: (4k + 1) és (4k + 3), ahol k € Z. Ekkor
(4k + 37 — (4k + 17 = 16k* + 24k + 9 — 16k* — 8k — 1 =16k + 8 = 8(2k + 1).
8(2k + 1) oszthaté 8-cal, mivel 2k + 1 egész szam, tehat az allitas igaz.

4. példa

Mely valds szamok esetében lesz az x* — x kifejezés értéke 0?

Megoldas

X =x=x(x*=1)=x(x+ 1)(x=1).
Egy szorzat akkor O, ha valamelyik tényezGje 0, igy x megfelel6 értékei: O, 1; —1.
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Az a mely val6s értékei esetében lesz negativ a 3a* — 2a° + 1 kifejezés?

Megoldas

Alakitsuk at a kifejezést: 3a* — 2a® + 1 = a* — 2a’ + 1+ 2a* = (a® — 1)’ + 2a*.
Mivel az 6sszeg tagjai paros hatvanyon szerepelnek, ezért a kifejezés semmilyen valés szam esetén
sem negativ.

FELADATOK

R Végezzik el a miveleteket!
a) (5—v2)(7++18);
b) (V18 —v/2).

2. K2 Mennyi a kovetkez6 miveletsor eredménye?

(121 212 =17 — (242 424 + 1)(242 424 — 1)+ 3121 212>
121 211 '

I !sazoljuk, hogy minden k pozitiv egész szam esetében a (2k + 1)* + (2k+ 2)* + (2k + 3)* Osszeg felir-
. haté négy kilonboz6, pozitiv egész szam négyzetének Osszegeként!

m Igaz-e az alabbi egyenl6ség minden a, b, ¢, d valés szamra?
(a’+ b*)(c* + d”) = (ac + bd ) + (ad — bc ).

(f;/\utassulk meg, hogy ha egy 5-re végz6ds egész szamot négyzetre emeliink, akkor négyzetének végzs-
ése 25!

6. K2 Figyeljiik meg a kovetkez6 szorzdsokat! Altalanositsuk észrevételiinket!
52-58=100-5-(5+1)+2 8 = 3016;
23-27=100-2-(2+1)+3-7 = 621;
61-69=100-6(6+1)+1-9 = 4209;
44-46=100-4-(4+ 1)+ 4-6 = 2024!

YA VI Szimitsuk kit V7 — V48 + /524 +/3 - /8!

Az algebra megalkotéjanak, Muhammad ibn Misza
Al-Hvérizminek (780 kériil-850 kériil) szobra
Uzbegisztanban
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9. ALGEBRAI KIFEJEZESEK ERTELMEZESI
TARTOMANYANAK, ERTEKKESZLETENEK
VIZSGALATA

Az értelmezési tartomany, illetve az értékkészlet vizsgalata fontos része a fliggvényvizsgalatnak,
egyenletek, egyenl6tlenségek megolddsanak. Ennek segitségével nehezebb egyenletek megoldasat egy-
szer(sithetjiik, néhany esetben elkerilhetjik példaul a tobbszoros négyzetre emeléseket is. A vizsgalat
azonban nem helyettesiti a megoldasok ellen6rzését. Az ellen6rzésrél részletesebben olvashatunk a
242. oldalon.

1. példa

Adjuk meg avalés szamoknak azt a legb6vebb részhalmazat, amelyen az adott kifejezés értelmezhetd!

a) XA 5 . x—3 .
X2 — 4x’ X+ 4x+ 4’ X+ 5x+ 6
b) v5 - 2x; Vx—3; x(x—%);
c) lg(7x—6); log, 8; log, , (x+ 3).
Megoldas
a) 5 X—= X, a kifejezés értelmezhetd minden valés x-re, ha x # 0, és x # 4.
XX—4x  x(x—4)
5 5 = 5 >, a kifejezés értelmezhetd minden val6s x-re, ha x #—2.
X +4x+4  (x+2)
X=3 X—3 a kifejezés értelmezhet minden valés x-re, ha x #—2, és x #—3.

X+5x+6 (x+2)(x+3)’
b) ¥5 — 2x értelmezhet6, ha 5 — 2x = 0, vagyis ha % > X.

%/x — 3 minden x € R esetében értelmezhets.

4

x<x = %) értelmezhetd, ha x(x — 7) >0, azaz ha x <0, vagy x > 4

>
c) Ig(7x — 6) értelmezhetd, ha 7x — 6 > 0, vagyis ha x > g

log, 8 értelmezhets, hax > 0, és x # 1.

log, . (x+ 3) értelmezhet6, ha 2 — x>0, 2—x#1, és x+ 3 > 0. A feltételrendszer teljesiil, ha

—3 < x<2,ésx#1.

2. példa

Hatdrozzuk meg a kifejezések értékkészletét, ha az értelmezési tartomanyuk a valés szamok legh6-
vebb részhalmaza!
a) a(x)=(x—3yY-38;
_ 1
b) b(x)= 5 15
c)c(x)=4—vx+1.
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Megoldas

A

a) a(x) = (x— 3)*— 8 minden valés szdmon értelmezhetd, értékkészlete a(x) > —8.

b) b(x) = 2x1+ 5 értelmezett, ha x # — %, értékkészlete b(x) # 0, mivel az osztas eredménye barmely

0-t6l kiilonb6z6 szam lehet.
c)c(x)=4—+vx+1 értelmezett, ha x =—1, értékkészlete c(x) <4, mert a 4-b&l nemnegativ szamot
kell elvenni.

3. példa

Mutassuk meg, hogy az egyenletnek, egyenl6tlenségnek nincs megoldasa az adott halmazon!
a)vx—3=2-x,xeQ;
b) x> — 6x+14<0, xER;

c)%s*so, XxER.

Megoldas

a) Az egyenlet értelmezhet6, ha x—3 =0 = x= 3. A négyzetgyok definiciéja alapjan 2 —x=0 =
= x < 2. Az egyenlGtlenségnek egyetlen racionalis szam sem felel meg.
b) x> — 6x+ 14 = (x— 3 + 5, azaz az egyenlGtlenség bal oldalanak minimuma 5.

c) Az 1?3* =< 0 egyenlGtlenségnek nincs megoldasa, mert minden val6s x esetében 3* > 0.

4. példa

Oldjuk meg az egyenletet a val6s szamok halmazan!
(C+17+(*+27=0.

Megoldas

Az egyenletnek nincs megolddsa a valds szamok halmazan, mivel négyzetes tagok 0sszege csak tgy
lehet 0, ha a tagok mindegyike 0. Ez viszont lehetetlen, mert x>+ 1 > 0, és x*+ 2 > 0 minden valds
szam esetében.

Az egyenlet bal oldaldnak értékkészlete az 5 és a nala nagyobb val6s szamok halmaza.

Lehet-e egy konvex sokszdg belsd szogeinek 6sszege 2490°?

Megoldas

A bels6 szogek 6sszege (n— 2)-180°, ahol n = 3, egész szam.
2490° : 180° ¢ Z, igy nincs ilyen sokszog.



9. ALGEBRAI KIFEJEZESEK ERTELMEZESI TARTOMANYANAK, ...

6. példa

Szét lehet-e osztani az elsé 10 pozitiv egész szamot két csoportba Ggy, hogy az egyes csoportokba
kertil6 szamok 6sszege egyenl6 legyen?

Megoldas

A szamok Osszege: W

egész szamok Osszege egész szam, és két egyenlG egész szam Osszege paros szam.

= 55. Mivel az 55 paratlan szam, nem létezik ilyen szétosztds, mert

FELADATOK
1. K1 Adjuk meg a valds szamoknak azt a legb6vebb részhalmazat, amelyen az adott kifejezés értel-
. mezhetd!
7 . 7 . 7/7—C. d—7

7—a’ b-7"' 7 7

2. K1 Melyik halmaz lehet az gx—_Si kifejezés értelmezési tartomanya?
3 5
A=R; B={xeR x=5}; C {XER/X?'ZS}, D {XER,X¢3}.

Adjuk meg a valés szamoknak azt a legb6vebb részhalmazat, amelyen az adott kifejezés
értelmezhetd!
a) log, (8 — 5x);

E1 b)log, ) x;
c) Vhx—7;
d) V6 —7x;

x+1
R

3. K1

e)

m Mi lehet a kifejezés legkisebb, legnagyobb értéke,

és hol veszi fel ezt, ha x eleme a valds szamok
halmazanak?
a) (x—101Y;

b)7 + (2x+1);
c)—(5—xy;
d) (3x+ 3y + (4x+ 4).

Mutassuk meg, hogy az aldbbi egyenleteknek

> K2 nincs megolddsa a valds szamok halmazan! Carl Friedrich Gauss a matematikusok
5 ) fejedelme(1777-1855). Szertedgazo
a) V2x—=7=3-Xx; munkdssaganak egyik fontos eredménye,
3, X hogy pontos képtink van a magasabb foku
b)=+4=1. L
X 3 egyenletek megoldasairdl.
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10. MUVELETEK ALGEBRAI KIFEJEZESEKKEL

1. példa

Az a és b valés szamokrdl tudjuk, hogy

Megoldas

2024 =2 =b" _(
a

a+b)a—b)

+b a+b

2. példa

Megoldas

1_

X

Behelyettesitve: x =

ty

@ =l
a+b

Adjuk meg x pontos értékét, ha y = v2, z= —— & L =1
J gxp y /2 Xy
P . . 2 oy
. Az egyenlGség reciprokat véve: x = S
/2 =
1 1 2 3 3
B
V2 2 V2 V2

3. példa

Mely valés szamokra teljesiil az egyenlet?
(x—4)Y =x—4.

Megoldas

Mivel barmely szam négyzetébdl négyzetgydkat vonunk, akkor az eredeti
szam abszolit értékét kapjuk eredményiil, ezért ,/(x — 4)* = |x — 4|, tehat
akkor igaz az egyenl6ség, ha |[x — 4|= x— 4. Ekkor x— 4 >0, azaz x = 4.

4. példa

Irjuk fel egyetlen gyokjel segitségével, illetve hatvany alakban az

alabbi kifejezéseket!

Va-Wa;

2
b® Vb -

1

3\/5'

Megoldas
o /@ =5 Naa =/ =%a

2
b Vb -

1
¥b

2 1
=b’-b*-b

1
3=b

2
5+

(SIE

“=

1
a’;

5
=b*=%b",hab > 0.

=2024. Mennyi (a — b) értéke?

=a—b, ezért (a—b)=2024, haa+b#0.

Egyszerii rejtvények
I.
(1) 2 6ra = 120 perc,

1
2) -
Osszeszorozzuk a két
egyenletet:
1 6ra = 3600 perc. (?)
Hat ez hogy lehet?

6ra = 30 perc.

1 -
Négyzetgyokot vonunk:

/ 17 kg = /25 dkg, azaz
15 kg = 5 dkg. ()

Hat ez hogy lehet?
(Segitség a 209. oldalon.)



11. EGYENLETEK MEGOLDASI MODSZEREI

FELADATOK

Végezziik el a miveleteket, keressiik meg a kifejezések legegyszer(ibb alakjat!
a) (x+3y)y = By —x);
b)(a+b+cy+(a—b+cy+(a+b—cy+(b+c—ay.

Mutassuk meg, hogy minden a € R esetében igaz: 2a*+ 6a+ 10> 5a* — 1!

Mely valés szamokra teljesiil:
a) J(x=5y)=x-5;
b) J/(x—=5)y =5-x?

Allapitsuk meg a kifejezés értékét, ha x = 9!
51 + log,; x

w -
A A
— -—

Segitség az Egyszerd rejtvényekhez

A mértékegységekkel is el kell végezniink a miveletet. Pl. 6ra - 6ra = 6ra® = (60 perc)* = 3600 perc’; vagy

y1kg = /100 dkg = 10-/dkg .

11. EGYENLETEK MEGOLDASI MODSZEREI

Az egyenletek megolddsa soran arra torekszlink, hogy az egyenlet alakja minél egyszer(bb legyen,
olyan alakd, amelybdl a megoldas mar ,lathaté”, konnyen megéllapithatd. Ehhez ekvivalens atalakita-
sokat végezhetlink. Ha az atalakitds nem ekvivalens,

— akkor hamis gyokot is kaphatunk, ezért nagyon fontos a megolddsok behelyettesitéssel t6rténé

ellenGrzése;

— gyokot is veszithetiink, példaul ismeretlennel torténé osztds vagy négyzetgydkvonds esetében.

Leggyakrabban hasznalt médszerek:
— mérlegelv (ekvivalens atalakitasok);
— értelmezési tartomany vizsgdlata;
— értékkészlet vizsgalata;

— Uj ismeretlen bevezetése;

— grafikus megoldas.

Oldjuk meg az egyenletet az egész szamok halmazan!

3X—5_2X—5:-]
x—1 xX—2 ’
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IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

Megoldas

Az egyenletet a mérlegelv segitségével oldjuk meg.

Az egyenlet értelmezhet, ha a nevez6 nem 0, azaz x # 1, és x # 2.
Szorozzunk be a k6z0s nevezivel:
(Bx=5)(x=2)—(2x=5)(x—=1)=(x—=1)(x—=2).
Zarojelfelbontds és 0sszevonas utan:

x> —4x+5=x*—3x+2,

Xx=3.

A kapott gyok eleme az értelmezési tartomanynak.
s 4ee I—5  6-5_ 5 41 _ <

EllenGrzés: 371 3.9 2 —1 =1 valéban.

1. K1

EE

210

Mutassuk meg, hogy az [2012x — 2011 |+ 7 = 3 egyenletnek nincs val6s gyoke!

Megoldas

Vizsgaljuk az egyenlet bal és jobb oldalanak értékkészletét!
A bal oldalon [2012x — 2011 | barmely x esetében nemnegativ szam, ezért |[2012x — 2011 |+ 7 = 7.
Tehat az egyenletet valéban semelyik szam sem teszi igazza.

3. példa

Mutassuk meg, hogy egyetlen valds szam esetében sem igaz az egyenl&ség!
V2-3x=+7x-8.

Megoldas

Vizsgdljuk az egyenlet értelmezési tartomdnyat!
A gyok alatti kifejezés akkor értelmezhets, ha

2-3x>0 :%Zx,és 7X—8>0 :ng.
Lathato, hogy nincs olyan valés szam, amely mindkét feltételnek megfelel.

|

\ 4

Nl

i 4

FELADATOK

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!

) 5(x—2)— 3(x—1)= 6(x— 4)— 4(x+ 4); 0Bl -g-X.

bﬂ?(4x+ 6)+1§~(6x— 3)+12=3(x=7)+2;
Oldjuk meg grafikusan az egyenletet a val6s szamok halmazdn: —2(x— 3y + 2 =|x—3|-1!

Mely egész szamokra teljesil?
K1 a)|x+2|=5; K2 b)|x+2|=x; K2 c)|x—2|=x.



12. ELSOFOKU EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

Oldjuk meg az egyenleteket a valés szamok halmazan:
a) 5x* = 5=0; b) (X’ =1V =x*+1=0; c) (7x=5)(5x—3) = (5x— 3)(2x+ 1).

Miért nincs az 5x — 25y = 107 egyenletnek megoldasa a természetes szamok halmazan?

Oldjuk meg az egyenleteket a val6s szamok lehetd legb6vebb részhalmazan! (Alkalmazzuk
az értelmezési tartomdny és az értékkészlet vizsgalatat, illetve a grafikus megoldast!)

a) logs (7—x)+vx—8 =3;
b) V2x—8+|x—-3|=1;
c)=2|x[+2=vx-1.

= >
A A
N -

12. ELSOFOKU EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

Gyakoroljuk az egyenletek, egyenl6tlenségek megoldasat! Keressik meg, melyik médszer alkalma-
zasa a legcélszer(ibb!

1. példa

Oldjuk meg az egyenleteket!

(x+3)(X* + 4x + 4)
a) =
X+ 2

b) 22+ 271 _20= 2%, x€Q.

Megoldas

a) Ertelmezési tartomdny: minden egész szam, de x #—2.
Nem célszer(i a szorzast elvégezni, mert harmadfoki egyenlethez vezet. Vegyiik észre:
x>+ 4x+ 4 = (x+ 2), tehat
(x+3)(x+2)Y 1
X+ 2 N
(x+3)(x+2)=1.
Mivel x € Z, ez csak Ugy teljesiilhet, ha mindkét tényez6 1 vagy (—1). Ez lehetetlen, igy nincs az
egyenletnek megoldasa az egész szamok halmazan.
b) A hatvanyozas azonossagai alapjan:

21 2.2 20=2"

1, xeZ;

4
Az y = 2" helyettesitéssel els6fokd egyenlethez jutunk:
Y 4 2y—20=

4 +2y—-20=vy,

5y = 80,

y=16.

Visszahelyettesitve: 2* =16 = 2*. Felhaszndlva, hogy az f(x)= 2* exponenciilis fliggvény szigo-
rdan monoton nG: x = 4.
A 4 eleme a racionalis szamok halmazanak.
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Oldjuk meg az egyenl6tlenségeket a valos szamok halmazan!
a)1-3X=88 > 5y

b)ﬂgu
v3x—7

Megoldas

a)l— @ > 5x, rendezésekkel:

7 — 3x+ 88 = 35x%,

95 = 38x,

2,5 =x.

Az egyenl6tlenség megoldasa eleme az értelmezési tartomanynak.

b) —2020 <. A nevezs nem lehet 0, a gyok alatt nem allhat negativ szam, ezért 3x — 7 > 0, azaz

V3x—7
X > % A négyzetgyok definicidja alapjan v3x— 7 = 0. Mivel a szamlalé negativ, igy az egyenl6t-
lenség pontosan akkor igaz, ha x > %

FELADATOK
Oldjuk meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!
a)]_¥—32—xzo; d) x(x+ 1)+ x(x+2)=2x—=1)(x+ 3);
X+4 x+4 x—1_4. 9—-2x _ .
b) =3 4 7 © Sxz3 -0
—(1— _ . x=1 _ 1
c) x(3x+ 1) = (1 = x)(5 — 3x); ) exs5= 72"

Oldjuk meg az egyenlGtlenségeket a valds szamok legb6vebb részhalmazan!
a) 4(6— 5x)>5; o) (x+3)(x=2)<0;

b) (—4)(6 — 5x) = 5; d) 3X+ 1<q,

1
- Van-e gyoke az egyenletnek az egész szamok halmazan?

x—5 +X+6_2x+23x+61_0
5 =0.
X+ 6 5 X"+ x—30

Adjuk meg az aldbbi egyenl6tlenségek kozos megoldashalmazat!

X+3 o x=3 _ <
7 : +1; =3(x+2)=<0.

Hany megoldas van a pozitiv egész szamparok halmazan?
a)8x—22y=9; b)2x + 3y = 42; c)2x + 3y < 42.



13. SZOVEGES FELADATOK

m Hany olyan kétjegy(i pozitiv egész szam van, amelyre az x < 73 és |x— 31| < 14 egyenl6t-
lenségek kozil teljesdl
a) legalabb az egyik; b) legfeljebb az egyik; c) pontosan az egyik?

13. SZOVEGES FELADATOK

Gyakorlati, életkozeli feladatok esetében gyakran logikai kovetkeztetésekkel is valaszt adhatunk a
feltett kérdésekre. Osszetett feladatokban joI megvalasztott jeldlésekkel egyenletek, egyenl6tlenségek
felirasa vezethet eredményre. Minden esetben irjuk le, mi az ismeretlen, és mivel jel6ljiik (a valtozok
azonositasa), és irjunk valaszt a feltett kérdésre!

Ha 130 kTm atlagsebességgel kozlekediink, akkor a gépkocsi
4 _
fogyasztasa 8,2 T00km "

Ha 110 kTm atlagsebességgel kozlekediink, akkor a fogyasztas

_ D
er 100 km *

Hany perccel tart tovabb az Gt az alacsonyabb sebesség esetében Budapest és Fonyod kozatt (kb.
150 km)?

Mennyi tizemanyagot takarithatunk meg az alacsonyabb sebességgel ezen a tavon oda-vissza? Ebbdl
a megtakaritash6l még hany km-t tehetnénk meg ugyanezzel a sebességgel? (A benzin ara kozelitGen

Nl
a liter )

Megoldas

Kovetkeztesstink!
1 6ra alatt 130 km, akkor

x 6ra alatt 150 km.
150

Egyenes aranyossag miatt: x = 130 6ra= 1,15 ora.

Hasonléan gondolkodva 110 kTm esetében =~ 1,36 6ra. Az Gt kb. 13 perccel tart tovabb.
130 kTm esetében 8,2 + 4,1 = 12,3 (liter) benzinre van sziikség, ara: 8733 Ft.

110 kTm esetében 9,15 (liter) benzin ara: 6497 Ft.

A megtakaritds: ~ 2236 Ft, ezzel 6,%2% 100 = 51,6 km tehet6 még meg.
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Egy akci6 soran a sportcip6 arat 20%-kal csokkentették, majd az akcio lejartaval 25%-kal névelték.
Péter Ggy vélekedik, hogy a nagyobb szazalékd emelés utan a cipd ara magasabb lesz, mint az arcsok-
kentés elGtt volt. Igaza van-e Péternek?

Megoldas

Jel6ljik a sportcip6 arat x Ft-tal.

Csokkentéskor a cipét x- 0,8 Ft-ért arultak.

Noveléskor az ara (x-0,8) 1,25 Ft-ra valtozott, azonban (x-0,8)- 1,25 = x miatt ez az eredeti arral
egyezik meg. Péternek tehat nincs igaza.

3. példa

Két pozitiv egész szam koziil az egyik a masik haromszorosandl 357-tel nagyobb. Melyik ez a két
szam, ha kiilonbségiik 4269?

Megoldas

Jeloljiik a kisebbik szamot x-szel. Ekkor a nagyobbik szam 3x + 357.
(3x+ 357)— x = 4269,
2x = 3912,

x = 1956.
A keresett két szam: 1956 és 6225.

4. példa

Egy el6adasra minden asztalhoz 5 széket tettek a szervez6k. Miutan megérkeztek a vendégek, kevés
volt az tl6hely, igy minden asztalhoz még egy széket tettek. Ezek utdn mar csak két érdekl6dé leiilte-
tését kellett megoldani. Ha még 3 asztalt hoztak volna be, és minden asztalndl 5 szék lett volna, akkor
minden ulShelyet elfoglaltak volna a vendégek. Hany vendégre szamitottak eredetileg a szervez6k?

Hany vendég érkezett 6sszesen az elGadasra?

Megoldas

Legyen az asztalok szama x db, tehat eredetileg 5x vendégre terveztek. A tényleges érdeklGddk
szama 6x + 2 f6. A masik lehetGség szerint a vendégek szama 5(x + 3) f6. Egyenlettel:
6x+ 2 = 5(x+ 3),
6x+ 2 = 5x+ 15,
X =H3"
Eredetileg 13 asztal volt a teremben, és legfeljebb 65 f6re szamitottak. A tényleges érdekl6d6k szama
80 volt. (Az ellenGrzést a szovegbe vald helyettesitéssel végezhetjiik el.)



13. SZOVEGES FELADATOK

5. példa

A gimnaziumban a szilSk kérése alapjan 3 idegen nyelvet (angolt, németet, franciat) tanita-
nak. Minden tanulé legaldbb két idegen nyelvet tanul. Angolt és franciat a tanulék 30%-a, angolt
és németet 40%, mig németet és franciat 50% tanul. A tanulék 10%-a mind a hdarom nyelvet
tanulja, igy 448-cal tanulnak tébben két nyelvet, mint 3-at.

Hanyszorosa a pontosan két nyelvet tanulék szama a harom nyelvet tanul6kénak?

Hany tanul6 jar a gimnaziumba?

N/
/

Megoldas

Legyen a tanulék szama x f6.

Pontosan két nyelvet tanul6k szama: x-0,3 + x-0,4+ x-0,5— 3 -x-0,1 = 0,9x, mert a harom
nyelvet tanulékat haromszor szamoltuk igy be.

A feltétel miatt:  0,9x = 0,1x + 448

x = 560
9-szer tdbben tanulnak pontosan két nyelvet, mint harmat. A gimnazium létszama 560 f6.

FELADATOK

1. K1 Egy jaték arat kardcsony el6tt 20%-kal felemelték, majd az tGinnep utan 25%-kal csokkentet-
v ték, igy 5220 Ft-ért druljak. Mennyi volt a jaték ara eredetileg? Hany szdzaléka a mostani ar
az eredetinek?

2. K1 Egy kiskeresked6 felvasarolt 200 kg almat 120 F/kg egységaron. Az els6 nap eladott 52 kg-ot
180 Ft/kg aron, a masodik nap 40 kg-ot 160 Ft/kg aron, a harmadik nap 68 kg-ot 140 Ftkg
aron. Hany forintért adja el a maradékot — feltéve, hogy mind elfogy — ahhoz, hogy az 6sszes
alma eladdsa utdn 30%-os nyereséget tudjon elérni?

Egy kg bandn a szomszédos z6ldségesnél 320 Ft, egy kg alma pedig 220 Ft. Ugyanezek a
14 km-re levé piacon 280 Ft/kg, illetve 180 F/kg-ba keriilnek. Erdemes-e autéval a piacra
menni — csak a koltségeket figyelembe véve —, ha 4 kg banant és 6 kg almat szeretnénk vasa-
rolni? Ha autéval megyiink, akkor 1 km Gt megtétele 32 Ft-ba keril.

3. K2

4. K Hatarozzuk meg azt a haromjegy(i szamot, amelyrdl a kovetkezSket tudjuk:

— szamjegyei a feliras sorrendjében egy szamtani sorozat egymast kovetd tagjai;

— aszam értéke 53,5-szerese a szamjegyei dsszegének;

— ha kivonjuk bel6le az els6 és utolso jegy felcserélésével kapott haromjegy( szamot, akkor
396 az eredmény.

.
‘

— Ha négyszer annyi pénzem lenne, mint amennyi van, akkor vagyonom annyival lenne tobb
10 000 Ft-ndl, mint amennyi most hianyzik ahhoz, hogy 10 000 Ft-om legyen — mondta Péter.
Mekkora Péter vagyona?

Akos 5 targybol érettségizett. Atlageredménye 3,4 volt, semelyik targybSl nem bukott meg,
nem volt egynél tobb kettese, és nem kapott ketténél tobb azonos osztalyzatot. Milyen jegye-
ket kapott Akos az érettségin?

.

N
A

A Mikulds az évodascsoportban szaloncukrot szeretne osztani a gyerekeknek. Ha minden
gyereknek 4-4 szaloncukrot adna, akkor 16 hianyozna. Ezért minden gyereknek 3-3 szalon-
cukrot ad, igy megmarad 8. Hany gyerek van az évodascsoportban?
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IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

m Bergengdciaban a gazda szolgat fogadott fel, megigérve neki egy évre 100 aranyat és egy lovat szolgéla-
taért. Hét honap elteltével azonban a szolga elment, tdvozdsakor megkapta jogos bérét: a lovat és még
20 aranyat. Hany aranyat ért a 16?

14. MASODFOKU ES MASODFOKURA
VISSZAVEZETHETO EGYENLETEK

Az ax’+ bx+ c= 0, a #0 egyenletet mdsodfoki egyenletnek nevezziik. Az egyenletben sze-
repl6 a, b, ¢ valés szamok az egyiitthatok.

Az egyenlet diszkrimindnsa a D = b” — 4ac kifejezés.

Ha D = 0, akkor az egyenletnek két egybeesd gyoke van (x, = x,).

Ha D > 0, akkor az egyenletnek két kiilonboz6 valés gydke van (x, # x,).
Ha D < 0, akkor az egyenletnek nincs valés gyoke.

2
A fenti mdsodfokd egyenlet megoldéképlete: x, , = @‘

Ha D =0, akkor ax* + bx+ ¢ = a(x— x,)(X— X,),
a masodfoku egyenlet gyoktényezds alakja: a(x — x;)(x — x,) = 0.

A gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefliggések (Viete-formulak): x, + x, = —2, X% =<

Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valés szamok lehet legbGvebb részhalmazan!

a) —4x*+10x— 6 = 0; C)1Zx2+x+4=0;
2 o 2x—5 _ 5x—3
b) 28x~—28x+ 7 =0; d) T o

Megoldas

a) —4x*+10x— 6= 0.

Egyiitthatok: a=—-4, b=10, c=—6.

D = b*>— 4ac = 4. Mivel D > 0, ezért két kiilonb6z3 gyok van:
7_10_%‘/2 =x=1,5= 3.

Xi 2= 2
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14. MASODFOKU ES MASODFOKURA VISSZAVEZETHETO ...

b) 28x* — 28x+ 7 = 0.
Egyiitthatok: a = 28, b = =28, c = 7.
D = b*— 4ac = 784 — 784 = 0, két egybeest gyok van:
2 1
c) %x2+x+4= 0.
Egydtthatok: a = %, b=1c=4.
D=b’—4ac=1-4=-3. Mivel D < 0, ezért az egyenletnek nincs val6s gyoke.
2x—5 _ 5x—=3
e x—1  3x+5

Ertelmezési tartomany: x € R, x #+ 1 és x ;é—%. Rendezésekkel:

(2x=5)(3x+5)=(5x=3)(x—1),

6x*— 5x— 25 = 5x* — 8x + 3,

x*+3x—28=0,

=4, x,=—7.

A kapott gyokok elemei az értelmezési tartomanynak.

Mely pontokban metszi egymast a két fliggvénygorbe?
fix)=8x—x*—12, g(x)= 8—x!

Megoldas

Keressiik azokat az x valés szamokat, amelyekre a két fliggvény értéke egyenld, azaz teljesiil:

8x—x"—12= 8- x.

Rendezve: x* — 9x+ 20 = 0.

Dolgozhatunk a megoldéképlettel is, de gyorsabban jutunk eredményhez, ha észrevessziik, hogy
szorzatta alakithatunk: x* — 9x + 20 = (x — 4)(x — 5).

Tehat x, = 4, ekkor behelyettesitve y, = 8 — 4 = 4; illetve

X,=5,y,=8—5=3.

A metszéspontok: P, (4; 4), P,(5; 3).

3. példa CXEID
Oldjuk meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) v2x—3 +2x+1=10;
b)x*—2x*-8=0.

Megoldas
a) Irjuk az egyenletet més alakba!

Vv2x—34+2x—3+4=10.

Vezessiik be a v2x — 3 = a 4j ismeretlent. Ekkor az egyenlet
a+a’+ 4 =10 alakd lesz.

a’+a—-6=0,

ennek gyokei a, = 2; a, =-3.

217




IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

v2x—3 = 2 megoldasa x = %, v2x— 3 =—3 nem lehetséges.

Az egyenlet megolddsa tehat x = Z . (Ne feledkez-

. 2 2 2 Mi lehet a hiba?
zunk el az ellen6rzésral!)
,Bebizonyitjuk”, hogy minden x szam 0-val
b) x®—2x* — 8=0. egyen]ﬁ.
Vegylk észre, hogy (példaul Gj ismeretlen bevezetése x=y |- x
esetében) mdsodfokdra visszavezethet§ az egyenlet. < x° =xy -y
Legyen: y = x’, ekkor x° = y°. e X -y =xy-y
y'—2y—8=0, yy=4;y,=-2. & k+yx=y) =ylx-y) [+ x=y)
Visszahelyettesitve: < Xry=y -y
< x=00)

X=4=x=%4; X}=-2=x="-2.

A k valtozé milyen értékeinél lesz az

a) x> + kx — 24 = 0 egyenletnek két kiilonb6z8 gyoke;
b) X* + kx+ 15 = 0 egyenletnek az egyik gyoke: x, = 5;
c) x>+ kx+ 30 = 0 egyenlet gyokeinek sszege 132

Megoldas

a) Akkor van az x* + kx — 24 = 0 egyenletnek két kiilonb6z6 gyoke, ha a diszkriminansa pozitiv.
D = k* + 96 minden k esetében pozitiv, igy az egyenletnek minden k-ra két kiilonboz6 gyoke van.
b) Helyettesitsiik be az x = 5-6t. Ekkor 25 + 5k+ 15 =0 = k=-8. Tehat k =—8 esetében lesz az
egyenlet egyik gyoke 5.

(Segitség a 235. oldalon.)

c) Hasznaljuk a Viete-formulakat: Ha D = 0, akkor x, + x, = —g.

D=k*-120=0, ha |k|=+120. Ekkor x, + x, =13 =—k = k=-13, ami megfelel a diszkrimi-
nansnal vizsgalt feltételnek: |[—13 |=+120 valéban.

FELADATOK

n Oldjuk meg az egyenleteket a valés szamok lehet6 legb&vebb részhalmazan!
K1 a) 4 = 17x—15=0; E1 d) (X’ + 2x) = 14(x* + 2x) = 15 = 0;
K1 b) (x—=3Y + (x+4) — (x— 57 =17x+ 24; El e)3x"=7x*+2=0.

3x—7 _ x=3.
E1 o) X+5  x+2'

Hogyan vélasszuk meg a p valés paraméter értékét, hogy a 3x* — x+ p = 0 egyenlet egyik gyoke a 2
legyen? Adjuk meg a masik gyokét is az egyenletnek!

Milyen szdmot irhatunk p helyére, hogy a 4x* + px — 3 = 0 egyenlet gyokeinek dsszege —1 legyen?

Egyenértékiiek-e az aldbbi egyenletek a valés szamok halmazan?

a) X>—5x+6=046s2x—6=0; c)x'—=1=0éx*—1=0;
=1 _ 44 _ . X =9 _ fde 3
b)7X_1_4esx+1—4, d)x+3_ 6 és x—3=—6.
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15. MASODFOKU EGYENLOTLENSEGEK

Masodfoku egyenl6tlenségek vizsgalatanal gyakran hivatkozunk a masodfokd fliggvény tulajdonsa-
gaira, elsésorban szélsGértékének tipusdra és a monotonitasara.

Minden ax’ + bx + c alaku kifejezés (a # 0) felirhaté a(x — p)? + q alakban. A teljes négyzetté
alakitasbol lathatd, hogy az f(x) = a(x — p)* + q flggvény a szélsGértékét az x = p helyen veszi fel,
és értéke q.

Egyenl6tlenség esetében gyakran célszer( elGszor azt vizsgalni, hogy mikor teljesiilne az egyenlség.

1. példa

Oldjuk meg az egyenl&tlenségeket a valés szamok halmazan!
a) xX*—8x+7=>0; b)3x* — 4x+ 5<0.

Megoldas

a) Az x* — 8x+ 7 = 0 egyenl8ség teljesiil, ha x, = 7, vagy x, = 1. Az f(x) = x’ — 8x + 7 fliggvénynek
minimuma van, mert a f6egy tthat6 pozitiv, ezért az egyenl6tlenség pontosan akkor all fenn, ha x <1,
vagy x=7.

b) Mivel a diszkriminans negativ (—44), ezért az f(x) = 3x* — 4x + 5 fliggvény grafikonja nem metszi az
x tengelyt. A féegyiitthatd pozitiv, ezért minden x-re 3x* — 4x + 5 > 0, tehdt az egyenl&tlenség soha-
sem all fenn.

Oldjuk meg a kovetkez& egyenl6tlenség-rendszert a valés szamok
halmazan!
X¥=7x+10<0 é —xX—-x+12>0

Megoldas

Az elsG egyenlGtlenség bal oldaldn egy olyan masodfokd kifejezés
all, amit ha abrazolunk a koordinata-rendszerben, akkor egy felfelé nyi-
tott parabolat kapunk. Ebben az esetben a két gyok kozott a fliggvény
negativ értékeket vesz fel (a grafikon az x tengely alatt van).

X=7x+10=0, x,=2,x,=5

X —7x+10<0 © xel2;5]

A masodik egyenl&tlenség bal oldalan 1évé kifejezéshez tartozé gra-
fikon egy lefelé nyitott parabola, ezért a két gyok kozott vesz fel pozitiv
értékeket.

- —x+12=0, x,=-4,x,=3.

X -x+12>0 © xel-4;3]

Mivel a két egyenl6tlenséget az ES logikai mdivelettel kapcsoltuk
Ossze, ezért csak akkor igaz az dsszetett allitds, ha mind a két részallitas

y=x'=7x+10

y==x"—x+12

oA 4
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teljesiil. Ez azt jelenti, hogy olyan értékeket keresiink, amelyek mind a két egyenlGtlenséget kielégitik, a
feladat megoldasa igy a két megoldashalmaz metszete lesz.
x € [2; 5] N 1-4; 3[ = [2; 3[ balrdl zart, jobbrdl nyilt intervallumnak.

FELADATOK

Abrézoljuk az f(x) = x* — 4 fiiggvényt a valés szamok halmazan!
a) Hatdrozzuk meg a fliggvény zérushelyeit!
b) Mely x értékek esetében lesz f(x) < 0?

Abrézoljuk a valés szamok halmazan az f(x) = (3 — x)(x + 2) fiiggvényt! Hatirozzuk meg azokat az
x értékeket, ahol f(x) = 0!

Oldjuk meg a kovetkezd egyenlGtlenségeket a valés szamok halmazan!
a) x> = 14x+ 45 > 0; b)3x*=11x—=4<0; c) =5+ 4x—3x>>0.

Abrézoljuk az aldbbi egyenl6tlenségek valés megoldasait a szamegyenesen!
— — 2
a) (X 3)(X 5) +18 > 0; c) X"+ 5x+4 <0.

. x> — 6x
X—2 >0 b 6+ 5x—x"

Mely valds szamokra értelmezhetdk az alabbi kifejezések?

a) v3xX*— 4x+5; b)lg(x*— 6x+9).

16. SZELSOERTEK-FELADATOK, NEVEZETES KOZEPEK

SzélsGértékkel (minimdlis, ill. maximalis érték keresésével) kapcsolatos feladatok megoldasaban
gyakran segithet a mdsodfoku egyenl6tlenségek vizsgdlata vagy a nevezetes kozépértékek ismerete.
Legyenek a és b pozitiv szamok. Ertelmezziik e szamok nevezetes kdzepeit:

Mértani (geometriai) kozép: G = Yab.

Szamtani (aritmetikai) kozép (atlag): A = a;ib.

P

A szamtani és mértani kozép kozotti Gsszefliggés nagyon hasznos ismeret a szélsGérték-feladatok
megoldasaban. Eszerint barmely két pozitiv szamra

5"'2'7[7 >vab, a;b>0.AzegyenlGség pontosan akkor teljestl, ha a = b.

Idézet

Ha messzebbre ldttam, mint masok, csak azért tehettem,
mert oriasok vallan alltam. (Newton)

Megjegyzés
Feladatmegolddsokban segithet még két
nevezetes kozép ismerete.
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Harmonikus kozép: H=—1 = 2ab_ 3> 0¢sp > 0.
1,1 a+ b
a b
2
Négyzetes kozép: N = aszr b’ 2> 06sh > 0.

A bevezetett kdzepek kozott a kévetkezd Gsszefliggés all fenn:

2 2
H<GC=<AS<N, azaz 2ab_< /ah < anrb <,/ 2 'Eb . Az egyenlGség pontosan akkor

teljestl, ha a = b.

(Megjegyezziik, hogy a kdzepek tobb szam esetén is haszndlatosak, és a kdzottik levs nagysagvi-
szony akkor is fenndll. Példaul: G, = %/a,a,...a, SM: A,, ahol a,> 0, k=2 egész szam,

egyenldség pedig a, = a, = ... = a, esetén all fenn.)

Szélséérték-feladatoknal gyakran haszndlhatjuk a masodfokd fliggvényeknél tanultakat is, hiszen
ezek széls6értékét konnyen tudjuk vizsgalni.

Két pozitiv szam sszege 52. Hogyan valasszuk meg a szamokat, hogy a szorzatuk maximalis legyen?

Megoldas

Els6 megoldas
Mivel 0sszeget ismeriink, és szorzatot becsiltnk, igy gondolhatunk a kozepek hasznalatara. Legye-

nek a keresett szamok: a, b. Tudjuk, hogy

J/ab sf“zr—bz%z%,

ab <26° = 676.
Tehat az ab szorzat legfeljebb 676. A vizsgalt kdzepek kozott pontosan akkor all fenn az egyenl6ség,
ha a tagok egyenl6k, igy a = b = 26 esetében lesz a szorzat maximalis.

Masodik megoldas

Jeloljik a szamokat x-szel és (52 — x)-szel. Ekkor szorzatuk:

x(52 — x)=—x>+ 52x =—(x— 26 + 676.

Lathatd, hogy a szorzat maximuma 676, és ezt akkor veszi fel, ha x = 26 az egyik szam, a masik
pedig 52 — 26 = 26.

2. példa

Két pozitiv szam szorzata 40. Hogyan valasszuk meg a szamokat, hogy az 6sszegiik a lehet6 legki-
sebb legyen? Mennyi ez az 6sszeg?
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Megoldas

Legyenek a szamok x és y. Mivel szorzatot ismeriink, becsiljik az 0sszeget ismét a kozepekkel.

VXY < xer Y. aszorzat alapjan:

/40 s’”zr—y,

2v40 =x+y.
Tehat x és y 0sszegének minimuma 2+v'40 = 4V 10 . Ezt akkor veszi fel, ha x és y egyenl6k, vagyis

x=y=2Y10.

3. példa

Legyen f:]0; o[ — R, f(x) = x+ % Hatarozzuk meg a fliggvény minimumat! Hol veszi fel ezt a

minimumot?

Megoldas

Valasszuk a vab = a;_b egyenlGtlenségben az a = x és b = % pozitiv szamokat.

- X+ 5
Ekkor x-;=/§§ 2X,rendezve2-«/§Sx+

7

Tehét az f(x) fiiggvény minimuma 2+/5 . A minimumot akkor veszi fel a fliggvény, ha a tagok egyen-
6k, azaz

x:%, x*=5, x=+5.

Figyelembe vettiik, hogy a feladatban x > 0.

4. példa

A rendelkezésiinkre all6 1080 méter hosszu keritéssel szeretnénk egy téglalap alakd részt koriilkeri-
teni egy nagy legel6n. Hogyan valasszuk meg az oldalak hosszat, ha a legnagyobb teriiletet szeretnénk
elérni?

Megoldas

Jeloljuk a téglalap oldalait: x méter, y méter. Ekkor a keriilete 1080 = 2(x + y), a teriilete xy. Becsdl-
juk a teriiletet ismét a kozepekkel:

Vry <22, és mivel 1080 = 2(x+y), 540 = x+ y.

Ezt behelyettesitve:
Jxy < 5;‘70 =270, xy <72900.

Az elérhetd legnagyobb teriilet 72 900 m*. Ez akkor valésul meg, ha az oldalak 270 m hosszdak.
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FELADATOK

2. El

3. E1

5. E1

Szamitsuk ki a kovetkezd szamok szamtani és mértani kozepét!
a)2; 8. b) 10; 90. c) 5; 15.

Két pozitiv szam &sszege 100. Mekkorak a szamok, ha tudjuk, hogy a szorzatuk maximalis?
A Nagy Honfoglalok stratégiai jatékban a jatékosok téglalap alakd telket szerezhetnek. 240 m

hosszu kételiik van, amivel azt korbekerithetik. Hogyan valasszdk meg a téglalap méreteit, ha
a maximalis terllet elfoglaldsara torekszenek?

Honfoglalas,
Munkécsy Mihaly festménye (1893)

Egy téglalap alakd, kell6en nagy méretli vaszon révidebb oldala 80 cm. Két négyzet alakd
darabot szeretnénk levagni belGle tgy, hogy a két négyzet oldalanak sszege a vaszon rovi-
debb oldalaval egyenld legyen, és a lehets legtobb anyag megmaradjon. (A legkisebb dara-
bokat kapjuk.)

Hogyan valasszuk meg a négyzet oldalait?

Mi az ab szorzat legnagyobb értéke, ha 2a + 5b = 12

17. SZOVEGES FELADATOK

Két egymast kovets természetes szam szorzata 992. Melyik ez a két szam?

Megoldas

Kétféle médon is elindulhatunk.

1. lehetGség

A természetes szamok halmazanak tulajdonsagait felhasznalva probalgatassal is megoldhatjuk a fel-
adatot. Nagysagrendeket becstilve 30 kortili értékeket kell keresniink. Valéban, a 31 és 32 j6 megoldas
megtalalhaté. Mas megoldds nincs, mert a nagyobb szamok szorzata nagyobb, a kisebb szamok szor-
zata kisebb lesz.

2. lehetGség

Jeloljik x-szel a kisebb szamot, ekkor a sz6veghdl felirhaté egyenlet:

x(x+ 1) = 992. Atrendezve és megoldva
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X +x-992=0,
x; = 31, x, =—32. A természetes szamok halmazan az x, = —32 nem megoldas.
Igy a keresett két szam a 31 és 32.

Az 6sz kozeledtével egy 20 000 Ft-os kabat arat valahany szaza-
lékkal megemelték, majd harom hét elteltével ennél kettSvel nagyobb
szazalékkal csokkentették. [gy a kabat ara 19 090 Ft lett. Hany szdza-
lékkal emelték a kabat arat?

Megoldas

Jeloljiik az emelést x%-kal. Ekkor a kabat Gj ara 20 000 - (1 + ﬁ)

A csokkentés mértéke (x + 2)%. A csokkentés utani ar
X Xk 2

20000-(1+=35)(1 = %55 )-

A szbvegbdl felirhat6 6sszefliggés:

20000 (1 + 725)(1 - £52)=19.090, ahol x > 0.

Zarojelfelbontds és rendezés utan kapjuk, hogy

2x* + 4x— 510 = 0.

Az egyenlet gyokei x, =15, x, =—17.

Az x > 0 miatt csak az x, = 15 a megoldas.

A szbvegbe torténé behelyettesitéssel igazolhatjuk, hogy a meg-
oldas jo.

Valasz: a kabat arat 15%-kal emelték.

Egy sifelvond kozelében trapéz alaki parkolét alakitanak ki. A legtébb auté elhelyezésére kialaki-
tott sorban 30-cal tobb auté fér el, mint a legkevesebb auté parkoldsara készitett sorban. A mdsodik
sort6l kezdve minden sorban ugyanannyival tébb auté helyezhetd el. A sorok szama ugyanannyi, mint
a legrovidebb sorban elhelyezett autok szama. Hany sort alakitottak ki, ha dsszesen 250 aut6 fér el a
parkoloban?

Megoldas

Legyen a sorok szama n. A sorok férGhelyei szamtani sorozat egy-
mast kovetd elemei, ahol az els6 elem n, az utolsé n + 30.
A szamtani sorozat 6sszegképletét alkalmazva:

’7‘*’7274‘30.”: 250.

Atalakitva a 2n”+ 30n— 500 = 0 egyenletet kapjuk, melynek
gyokei:

n=-—25; n,=10.

A szbveg feltételeinek az n = 10 felel meg.

A parkoléban 10 sort alakitottak ki. (Ne feledkezziink meg az
ellenérzésral!)
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Egy termék arat az a(x) = 500 — x fliggvény adja meg euréban, ahol x a gyartott darabszam. A gyarté
legfeljebb 450 darabot tud el6allitani.

x darabszam esetén a gyartds koltségét a k(x) =—0,5x* + 110x + 73 600 fiiggvény irja le.

a) Szamitsuk ki a termék arat, valamint az igy elért bevételt x = 150 db esetén!

b) Irjuk fel x figgvényeként a bevételt!

c) Hany darab esetén lesz az elérhetS bevétel maximalis?

d) Szamitsuk ki a gyartas koltségét és az elért nyereséget x = 150 db el&allitasa esetén!

e) Milyen darabszam esetén lesz az elérhetd nyereség maximalis?

Megoldas

a) A termék ara novekvs darabszam mellett csokken. a(x) = (500 — x) (euro).
x = 150 esetén 350 euro lesz darabonként.
A bevétel 150350 = 52 500 (eurd).
b) A bevétel a darabszam fliggvényeként b(x) = (500 — x) - x (eurd).
c) A bevétel maximdlis, ha b(x) = (500 — x)-x maximalis. Ez egy masodfoku fliggvény, alakitsuk teljes
négyzetté.
b(x) = (500 — x)-x = —x> + 500x = —[(x — 250)* — 62 500 ]= —(x — 250)? + 62 500.
Ez a kifejezés akkor maximalis, ha a négyzetes tag 0, azaz x = 250. Ekkor lesz a legtobb a bevétel.
d) A gyartas koltségét a k(x)=—0,5x>+ 110x+ 73 600 fiiggvény irja le. x =150 esetén a koltség
78 850 eurd.
Az elért nyereség a bevételnek és a gyartas koltségének a kiilonbsége.
150 db esetén ez 52 500 — 78 850 = —26 350 (euro), ami azt jelenti, hogy még veszteséges a gyartas.
e) Az elérhet6 nyereség az x fliggvényeként n(x) = b(x)— k(x), azaz
n(x)= (500 — x)-x—(=0,5x* + 110x + 73 600) = —0,5x* + 390x — 73 600.
Teljes négyzetté alakitds utan kaphatjuk meg a maximumot.
Az n(x)=-0,5(x— 390) + 2450 fliggvény maximuma 2450, és ezt x = 390 esetén veszi fel.
A legnagyobb nyereség 2450 eurd, ez 390 db gyartasa esetén érhets el.

FELADATOK

1. K1 Két egymast kdvet6 paratlan szam szorzata 59 535. Melyik ez a két szam?

Egy szamrendszer x alapszama egyjegy(l pozitiv egész szam. Hanyféle érté-
ket vehet fel x, ha tudjuk, hogy 144 négyzetszam?

5 B2 |5
4 HE

3 Egy barati tarsasag 0sszejovetelén a belépd az volt, hogy mindenki készitsen
valamilyen ajandékot a tobbi vendégnek. Hanyan voltak a tarsasdgban, ha
mindenki teljesitette a kérést, és 210 ajandék kerdilt kiosztasra?

Egy téglalap alakd kertet, amelynek egyik oldala 10 m-rel hosszabb a masik-
4. K1 > >, ) . .. p 2
nal, tujakkal keritenek korbe. A teriilet nagysaga 1200 m*.
Mekkora a kert oldalainak hossza?
Mennyi tujat kell vasarolni, ha egymast6l 80 cm tavolsagra szeretnének tuja-
kat Ultetni?
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Egy unids orszagban két egymas utani évben ugyanakkora szazalékban emelték a nyugdijak 6sszegét
vagy értékét. Igy az 500 eurds nyugdij a kétszeri emelés utdn 605 euro lett.
Mekkora volt a nyugdijemelés mértéke?

5. K1

m 1 000 000 Ft-ot tettiink kiilonb6z6 megtakaritasi formakba. Az egyik része a pénznek 30 000 Ft-ot, a
masik része 24 000 Ft-ot kamatozott egy év alatt. A masodik rész kamatlaba 1%-kal nagyobb, mint az
els6é. Hany %-os kamatot hoz a pénz egyik, illetve masik része?

7 K2 Egy elektronikai kiscég a nagykeresked6tdl vasarolt drut 100 eurd haszonnal adta el. A befolyt 6sszegen
ismét arut vasarolt, amelyet ugyanakkora szazalékd haszonnal adott el, mint az els6 alkalommal. Ekkor
1210 eurdt kapott. Mekkora 6sszegért vasarolt arut el6szor?

18. ELSO- ES MASODFOKU EGYENLETRENDSZEREK

Szoveges feladatokban gyakran nem tudunk a feltett kérdésre egy egyenlet segitségével vdlaszt adni,
a tobb ismeretlen tényez6 miatt. Ekkor tobb egyenlet felirdsaval, egyenletrendszerrel kereshetjiik a meg-
oldast. Egyenletrendszerek megoldasa soran behelyettesitéssel, Gj ismeretlen bevezetésével vagy az
azonos egyiitthatok médszerével jarhatunk el. Ezekre mutatunk példakat a kovetkez§ feladatokban. Az
ellen&rzés elvégzésekor a kapott gyokoket mindegyik egyenletbe be kell helyettesiteni.

Oldjuk meg az els6foki egyenletrendszereket a rendezett valés szamparok halmazan!
a) (1) 3x—5y =35, b) (1) 4y + 9x=-5
2) 2x+3y=-2]' (2) 15x— 12y =—13["

Megoldas

a) Fejezziik ki az els6 egyenletbdl x-et, majd a kapott kifejezést helyettesitsiik be a masodik egyenletbe:
i) s R0

3
) 72(35; 5y)+
Rendezésekkel:
70+ 10y + 9y =—6,
19y =—76,
y=—4.

Jy=-2 .

35+ 5-(—4)
3

Az egyenletrendszer megoldasa: x = 5; y = —4.

Ellen6rzés:

(1) 3-5—5-(-4):15+20=35}

Behelyettesitve: x = =5.

2) 2:5+3(-4)=10-12=-2
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b) Alkalmazzuk az azonos egyiitthatok médszerét. Szorozzuk meg az els6 egyenletet 15-tel, a masodi-
kat 9-cel, ekkor az x egyiitthat6i egyenl6k lesznek:
(1) 60y + 135x =—75
2) 135x—-108y::—117}'
Az x egylitthat6i megegyeznek; ha kivonjuk az elsé egyenletb6l a masodikat, akkor csak egyismeretlenes
egyenletet kapunk:
(1)—(2):168y = 42,

Y=
Behelyettesitve az els6 egyenletbe:

(U4~%+9x:—&
9x =—6,
S
X = 3"
Az egyenletrendszer megolddsa: x = —%; y = }T
A kapott gyokok kielégitik az egyenletrendszert.

2. példa

Oldjuk meg a masodfoki egyenletrendszereket a rendezett valés szamparok halmazan!

a)(1) y—x=5 . b) (1) xy+x=-16
(2) yz—x2:105 ! (2) xy=-14 '

Megoldas

a) Els6 megoldas
Fejezziik ki y-t az els6 egyenletbdl, majd helyettesitsiik a masodik egyenletbe:
(1) y=5+x,
2) (5+x)*—x*=105,
(2) 10x+ 25 =105,
x = 8.
Behelyettesitve az els6 egyenletbe: (1) y—8=5 = y=13.

Masodik megoldas

Eszrevéve a nevezetes azonossagot:

(2) (y—=x)(y+ x) =105, dsszevetve az els6 egyenlettel:

(1 y—x=5,

105

T . 21 .

Az egyenleteket dsszeadva: (1) + (2) 2y =26 = y=13; x = 8.

2) y+x=

b) Helyettesitsiink az els6 egyenletben xy helyére (—14)-et. Ebbd| egyszer(i szamoldssal:

X=-—2 jyz—%z 7.

A kapott gyokok megfelelnek a feltételeknek.
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FELADATOK

Abrazoljuk az aldbbi egyenlettel megadott ponthalmazokat koordinata-rendszerben, majd hatdrozzuk
meg az alakzatok metszéspontjanak koordinatait!

X+y=06| y=11-2x
a)x—y:2}’ b)Sx—4y:8 '

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a rendezett valés szamparok halmazan!

_ 3y = 1) — 2x+3 _
2 3y—_4 }; b)3(X 1): 4y+1}; ) 3y—2 1 }
5x =3y =-1 S(y=T1)=x+1 X(2y = 5) = 2y(x+ 3) = 2x+ 1

Egy zOldségkereskedd cég 25 kg malnaért és 30 kg szederért 54 eurd
kifizetésében allapodott meg. Az atvételkor azonban minGségi kifo-
gas miatt egy kg-mal kevesebb malndért és egy kg-mal kevesebb
szederért fizettek. Ekkor a kifizetett 6sszeg az el6zetesen megallapi-

tott végosszeg % része volt. Mennyibe keriilt a malna és a szeder
kg-ja?

Ha egy derékszogl haromszog egyik befogojat 2 cm-rel, a masik
befogdjat 3 cm-rel megndveljiik, az igy keletkezett haromszdg terii-
lete 82%-kal né. Ha mindkét befogét 2 cm-rel csokkentjiik, akkor a
keletkezett haromszog teriilete 13 cm’-rel kisebb lesz.

Mekkorak a hdromszdg befogai?

Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert!
X +y*=16
x=—4-y |

Egy téglalap alakd koncertteremben 320 szék van. 420 érdekl&dének adtak el jegyet, igy minden sorba
4-gyel tobb széket tettek, és eggyel t&bb sort alakitottak ki.
Hany sor lett a kib&vités utan?

Mi a hiba az alabbi feladat megoldasaban?

Feladat: Hatarozzuk meg y értékét az aldabbi egyenletrendszerbdl!

X+y—4=0 }

2% +3y—13=0

»Megoldas” (hibas):

(1)-bsl x* = 4 —y, ezt (2)-be helyettesitve 2(4 — y)+ 3y — 13 = 0, innen y = 5 adddik.
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19. NEGYZETGYOKOS EGYENLETEK

Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) /2x—3 =5; b) V24 —13x = xv/2.

Megoldas

a) Ertelmezési tartomany: Csak nemnegativ val6s szamoknak van négyzetgyoke, ezért 2x — 3 > 0, ren-

3
. > 2
dezve: x > IR

Négyzetre emeléssel, rendezéssel: 2x — 3 = 25, x =14.
A kapott gyok eleme az értelmezési tartomanynak.

Ellen6rzéssel: v2-14 -3 = v 25 = 5.

b) Ertelmezési tartomdny: 24 — 13x >0, x < % A négyzetgyok definiciéja alapjan xv'2 =0, azaz x = 0.
Emeljiink négyzetre:

24 —13x = 2x?%,
2x*+13x—24=0=x,=1,5 és x, =—8.

A kapott gyokok koziil az x = 1,5 eleme az értelmezési tartomanynak. Az x, = —8 nem pozitiv, igy
hamis gyok.

Ellendrizziik, hogy x = 1,5 megoldasa-e az eredeti egyenletnek!

Tekintsiik az f(x) = v—2x* — 16x + 256 fiiggvényt.
a) Adjuk meg a valés szamoknak azt a legh&vebb részhalmazat, ahol a fliggvény értelmezhetd!
b) Hatarozzuk meg az értelmezési tartomanynak azt az elemét, amelyhez tartozo fliggvényérték 4!

Megoldas

a) A fliggvény értelmezhetd, ha a gyok alatt nem all negativ szam:

—2x* = 16x+ 256 = 0. Keressiik meg a zérushelyeket:
_16+v256+4+ 2048 _ 16+48
—4

X; = x,=-16; x, = 8.

Mivel a g(x)=—2x"—16x+ 256 fiiggvénynek maximuma van, igy az egyenl6tlenség teljesiil, ha
—-16 =x =8, x € R. Ez egyben az f(x) fliggvény értelmezési tartomanya.
b) Keressiik az értelmezési tartomdny azon elemét, amelyre a fliggvény értéke 4!
V=2x* = 16x + 256 = 4, rendezésekkel:
—2x*—16x+ 256 = 16,
—2x*—16x+240 =0,
D= 256+1920= 2176.

X 5 = 16i_vj176 = 16if4”36 = x,=—4— 136 ~—15,66; x,=—4+ v136 ~ 7,66.

A kapott gyokok elemei az értelmezési tartomanynak.
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Oldjuk meg a valds szamok lehetS legh6vebb részhalmazan a kdvetkezé egyenlétlenséget!

V2x—7 - (x*~3x-10) < 0.

Megoldas

Az egyenlGtlenség értelmezési tartomdnya x = 3,5.

Egy kéttényezGs szorzat csak Ggy lehet negativ, ha a
tényezdk ellentétes elGjelliek. Mivel a négyzetgyok értéke
nem lehet negativ, ezért a mdsodfokd kifejezésnek kell
negativnak lennie.

A feladat ekvivalens a kovetkez$ egyenlGtlenség-rend-
szerrel:

V2x=7>0 é (¥-3x-10)<0.

Az els6 egyenlGtlenség akkor teljesil, ha x > 3,5.

A masodik a zardjeles egyenl6tlenség két gydke egybe-
esik a neki megfelel6 masodfokd fliggvény zérushelyével.
A masodfoku fliggvény elGjele a két zérushelye kozott lesz
negativ, ezért a fenti egyenlGtlenségnek is ugyanazon az
intervallumon lesz negativ az elGjele.

(x*=3x=10)=0, x,=-2, x,=5, tehat a masodik
egyenl6tlenség kiilon az 1-2; 5[ intervallumon teljesdil.

Az eredeti egyenl6tlenség megolddsa a két intervallum
metszete lesz.

x€13,5; [ N 12; 5[=13,5; 5.

yA

y==x"-3x-10

ol 4
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FELADATOK
1. K1 a)f=|x\;
b)vVx+2=2-x;

) Vx—1==x>+4x+1.

Igazoljuk, hogy az alabbi egyenleteknek a valds

2. K szamok halmazan nincs megoldasa!
a)l—|x+2|=vx—2+3;
b)vx=3++v2—-x=1.

W7 Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket!
a)V4—x=1,5;
b)Vx+5=—4;

Cc)2v7—2x=6;

d)5-2/x+25=-1;
e) vV1—=2x+x>=2x+5.

Oldjuk meg grafikus médszerrel a kovetkez6 egyenleteket a val6s szamok halmazan!

Mi lehet a hiba?

,Bebizonyitjuk”, hogy 3 = 4.
Tudjuk, hogy 9 - 21 =16 — 28.

- 1_16- 1
9-21+12,=16-28+12,

2 9.3 7 IV 42947 (7Y
3 232+<2)_4 242+<2>,

VA RRAY
B-2)=(-3)-

el s a7 a7
Gyokat vonunk: 3 2_4 5
innen 3 =4.(?)

(Segitség a 235. oldalon.)

20. EXPONENCIALIS EGYENLETEK

Exponencidlis egyenletrél akkor beszéliink, ha a hatvanykitevében szerepel az ismeretlen. (Lehet,
hogy a hatvany alapjaban is van ismeretlen, ennek megolddsa 6sszetettebb feladat.)

Az exponencidlis egyenletek megolddsa sordn is arra toreksziink, hogy [épésrél 1épésre egyszer(ibb
egyenletekhez jussunk, ahonnan a megoldds mar kénnyen adddik. A hétkoznapokban exponencidlis
egyenletek megolddsara lehet szlikséglink példaul banki tgyleteknél, kamatszamitas esetén.

Az ilyen tipusi egyenletek megoldasahoz tudnunk kell, hogy az exponencialis fliggvények kolcso-
nosen egyértelmiiek, az egyenl6tlenségek megoldasahoz pedig ismerniink kell ezek monotonitési tulaj-

donsagait.

Azf:R - R, f(x) =

a* fliggvény szigorian monoton novekedd, ha a hatvanyalap 1-nél nagyobb

(@ > 1), és szigorian monoton csokkend, ha a hatvanyalap 1-nél kisebb pozitiv szam (0 < a < 1).

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valés szamok halmazan!

a) 3= 243;
b) 5% =4/125;
(V2) _

8 .
c) 64 ~— 92’

d)2-v/8 " =16;
e) (71 49*3 = (1_)

343
: .
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Megoldas

a) 3= 243.
A legegyszeribb tipusokndl mindkét oldalt azonos alapra hozzuk: 3* = 3°.
A 3" fliggvény kolcsondsen egyértelmd, ezért x = 5.
A behelyettesitéssel kapjuk, hogy a megoldas helyes.

b) 5% = /125.

3
[rjuk fel mindkét oldalt 5 hatvanyaként: 5% = 5°.

Az 5" fliggvény kolcsondsen egyértelm(, ezért x — 2 = %, melynek megolddsa x = %
Behelyettesitve az eredeti egyenletbe, lathatjuk, hogy a megoldas jo6.
o W2y _ 8
64 272"
Minden hatvanyalakban szerepl6 szam felirhat6 2 hatvanyaként:
2§ 2’
s
Az azonos alapu hatvanyok osztasara vonatkozé azonossagot hasznalva
2%’6 — 23-(2)
Az x = 2" exponencialis fliggvény kolcsondsen egyértelmiisége miatt
%— 6 = 5, amelybdl
X =122
d)2-/8 " =16.
[rjuk mindkét oldalt azonos alapra:
3\3-7x
2422) =2
Hatvany hatvanyozasa miatt
3.(3—7x)
202 5 A
A bal oldalon azonos alapt hatvanyok szorzdsat az azonossdg alkalmazasaval atirhatjuk:
3-(3—7x)
1+
2 ? =2* amelyb6l x = 2* exponencidlis figgvény kdlcsondsen egyértelmiisége miatt
9—21x
(RIS
T

Innen mar mérlegelvvel meghatarozhatjuk a megoldast: x = L

=
Szamolassal ellenérizhets, hogy a kapott érték gyoke az egyenletnek.
2x+1)\2 | x—=3 _ l1—2x.
e) (757Y 4970 = (2} 343,
Atalakitva az egyenletet a hatvanyozds azonossagainak felhasznaldsaval
74x+2 ) 72x—6 — 72x—1 . 73
76)(—4 — 72x+2
Az x = 7" exponencialis fliggvény kolcsondsen egyértelmd, amelybdl kovetkezik a kitevSk egyenls-
sége.
bx—4=2x+2,x=1,5.
Az x = 1,5 igazza teszi az eredeti egyenletet.
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Osszetettebbek azok az exponencidlis egyenletek, ahol hatvdnyok 6sszege szerepel az egyenlet
valamelyik oldalan. Ezekben az esetekben vigyazni kell az 6sszevondsokra. Célszer(i Gj ismeretlent
bevezetni, hogy atlathatébb legyen a miveletvégzés sorrendje. llyen tipusi egyenleteknél gyakran van
sziikség a hatvanykitevd szétbontdsara a megfelel6 hatvanyazonossag alkalmazaséval.

Emlékeztetaiil:

an+m _ an . am
- ’
n
g " = am , a# 0 (n, mvalés szamok mindkét esetben).
a

Oldjuk meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) 3"+ 37 4 3¥*2 = 39;
b) 25— 5*"4+ 10 = 3-5*— 5;

x+1

c)4? +2°7=17.

Megoldas

a) Hasznaljuk fel az el&bb elsGként felirt azonossagot:
3"+ 33+ 3%-9=39.
Kiemelve 3*-t:
3(1+3+9)=39,

3*-13 = 39.
A 3" = 3 tipusu alapegyenletet kapjuk, amelybdl
=1l .

Behelyettesitéssel igazolhatjuk a megoldas helyességét.

b) A hatvanyok mindegyike étirhaté 5* segitségével:
25x - (52))( - 52x — (5x)2,
(5% — 5% 5 (IR,
Vezessiink be Gj ismeretlent: y = 5*. Igy az egyenlet
y*— 8y + 15 = 0 alakd lesz.
A masodfoku egyenlet megoldasai:
=295, y,=3.
Az x értékét megkaphatjuk, ha visszahelyettesittink.
Ha5'=5 = x=1.
Ha 5* = 3, akkor a jobb oldal nem irhat6 fel egyszertien 5 hatvanyaként, ezért az ilyen tipusi egyen-
leteknél logaritmus segitségével hatarozzuk meg x értékét.
lg5*=1g3 = x-Ig5b=1g3 = x= :g—zzo,6826.
Mindkét megoldas j6, a masodik gyoknél kozelits értékkel tudunk szamolni.
(Alkalmazhatjuk kozvetlenil a logaritmus definiciéjat is: 5= 3 = x = log; 3.)
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c) Az azonossagok felhasznalasaval atirjuk a bal oldalt:
x+1 9 x+1

4% =2 % =2-(29,
23
2-(2*)+?=17.

Vezessiik be az y = 2*-t, ekkor az egyenlet
2~y+%= 17 alakd lesz.

Atalakitva
2.y +8=17y,
2.y —17y+8=0

egyenletet kapjuk, melynek gyokei y, = 8, y, = ;—

Visszahelyettesitve

2X=8 = x:3,i|letve2*=17 = x=-1.

Az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve meggy6z6dhetiink a gyokok helyességérdl.

3. példa

A PP Bank kedvez§ ajanlatot kinal a naluk pénzt elhelyezni kivané

tgyfeleknek.
A bank évi 18%-o0s kamatot ajdnl, és félévente tSkésitik a kamatot.
2:n
A megnovekedett pénzosszeget az A, = A, - (1 + %) képlet segit-

ségével szamolhatjuk, ahol:
A, az n. év végén (idGszak végén) esedékes pénzdsszeg,
Ao: a kezdeti pénzosszeg,
p: az éves kamatlab,
n: az évek szama.
a) Mennyi pénzre szamithatunk, ha 4 évre szeretnénk lekotni
1200 000 Ft-ot?
b) Mennyi id6 elteltével lesz 2 000 000 Ft a bankban elhelyezett
pénzbdl?

Megoldas

a) Helyettesitsiink a megadott képletbe.

A, = 1200 000-(1 + %)ﬂ = 1200000-1,4221 = 1706 520 Ft lesz az elhelyezett 6sszeg kamat-

tal megndvelt értéke.
b) Hasznaljuk a megadott képletet. Ekkor az alabbi exponencialis egyenlethez jutunk:
9 2:n
2000 000 =1200000-(1+ 55} -
Ennek megoldasat prébélgatassal is meghatarozhatjuk, hiszen pozitiv egész szamokrél van szé, és az
évek szama 4-nél nagyobb.
Megoldhatjuk azonban a mar mutatott logaritmusos eljardssal is.

2=1,2 -(1 _ Zgﬁ)“, azaz 1?2 = (1 + %)Zn
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Vegylk mindkét oldal tizes alapd logaritmusat.
WA oo, el
g7 5 = 2n-1g(1+555).
lg 2 231. oldal: alkalmazzuk a v'x* = | x| azonossagot.

2n=mz11,60, " »”* P

n=5,8.
6 év elteltével lesz 2 000 000 Ft a bankban.

Segitség a hibas ,bizonyitasokhoz”

218. oldal: 0-val nem szabad osztani.

FELADATOK
1. K1 Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a val6s szdamok halmazan!
. a)7"=7-7% d) 117 % =1;
b) (5*) = 5%; e) 11> =0;
c) 2= %; fH V37 =27.

OB Van-e az alabbi egyenleteknek megolddsa az egész szamok halmazén?

g 5=
N

x+2 X _ . ;2x75_ 137x

a) 27+ 2 = 640; b(Z) =(5) -

3. K Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) 272" = 41 b) (V3P =1,

4. K1 Az erd6k természetes szaporulata 1,5%. Ez azt jelenti, hogy egy év alatt a faallomany 1,5% -kal
. novekszik. Feltételezve, hogy szamottevé fakipusztulds nincs, mennyi id6 alatt névekedne
50%-kal egy 200 000 kbbméteres allomany?

5. K1 Egy 1 000 000 f6s véros lakossaga 0,1%-kal cs6kken évente. 10 év mdlva mennyi lesz a varos
. lakossaga szazasokra kerekitve?
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€D 21. LOGARITMUSOS EGYENLETEK

Logaritmusos egyenletek megoldasandl is sziikséges az értelmezési tartomany vizsgalata, azaz a kiko-
tés megtétele. Az azonossagok alkalmazasa sordn nem biztos, hogy ekvivalens [épéseket végziink, ezért
az ellendrzésnek is fontos szerepe van. A megoldas soran tudnunk kell a logaritmus definicidjat és az
azonossagokat. Sokszor haszndljuk a logaritmusfiiggvény kolcsondsen egyértelmiségét.

f:R" > R, f(x) = log, x fliggvény szigorian monoton novekvg, ha a > 1; és szigortan monoton
csokkend, ha0 < a < 1.

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valés szamok lehet6 legb6vebb részhalmazan!

a) logy, x=2; b) |og9X=—%; c) log, (x*+2)=2; d)log; x=-2.
Megoldas
Alkalmazzuk a logaritmus definiciéjat!
_1
a) x=322=1024; b)x=9 *=1. c) X +2=6% d)x=v272=1,
3 2
x=%v34;

Adjuk meg az alabbi egyenletek val6s megoldasait!

a) log: (x—2)+ log; 8 = 2;

b)log,(x* — 7x+ 9) = 3; Az alabbi exponencialis, logaritmusos fel-
adatok megoldasdahoz specialis médszere-
ket kell alkalmazni. (Az eredmények a 238.

Megoldés oldalon taldlhatok.)

a) Kikotés megtétele utdn alkalmazzuk a logaritmusok 1. ¥5—2x = log,,(x—3,5)
Osszegére vonatkoz6é azonossdgot. (Az azonossagok 2.6— log,(x+5)=x
megtalalhaték a tankonyv 200. oldalan.) 3.03" % =—|2x+ 1]
x —2 > 0, amelybdl x > 2. 4.377=-2x+9

logs ((x—2)-8) =2, 5. —|x|+11 = log, x

6
7
8

Rejtvény — triikkos feladatok

]ogS((x—2)-8)=|Og5 25. .2—+vx—3 = log, (12x)

Az 6t6s alapt logaritmusfliggvény szigordan monoton 24 Vx=3 = log,, X

novekeds, ezért ” 12
.3 Tt log, (x+ 1) =11

9.3-2(x+17=27"+vx
A kapott eredmény a kikotésnek megfelel, és behelyet- 10. 2 '+ /x—4 <8
tesitve igazolhatjuk, hogy j6 a megoldas. 11.1— 2 = 514

12. 2(x= 1P+ 3/y+2 +3F' =3

(x—2)-8 =25, amelybdl x = %
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b)x*~7x+9=0,hax,= 7% V13

x> — 7x+ 9 pozitiv, ha x < % V13 vagy ha
X > 7% ‘,[3_

log, (x> — 7x+ 9) = log, 27.

A logaritmusfliggvény szigorian monoton névekva:

X —7x+9=27,

X==2;x%=9.

Mindkét megoldas az eredeti egyenletnek is megoldasa.

3. példa

Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valés szamok lehetd leghévebb részhalmazan!
a)2*=100;

b)lgix—=2)+1gBx+1)=1;

c)2-log,(x+3)—log,(x—1) = 4.

Megoldas

a)2*=100
Mindkét oldalt 10-es alapi logaritmusra emelve:
lg2*=1g 100,
amelybdl

SN
X=132 ~ 6,64.

b)lgx—2) +IgBx+1) =1
Mivel csak a pozitiv szamoknak van logaritmusa, ezértaz x —2 > 0 és a 3x + 1 > 0 egyenl6tlensé-
geknek teljesiilnie kell. Ezért az egyenlet értelmezési tartomanya x > 2.
A logaritmus azonossagainak és definicijanak felhasznalasaval elérjik, hogy mindkét oldalon egyet-
len kifejezés tizes alapu logaritmusa szerepeljen.
lg(x —2) - Bx + 1) = Ig 10.
A logaritmusfiiggvény kolcsondsen egyértelmdi, tehat
x—2)-GBx+1)=10,
3x¥ —5x—12=0.
4
7
Az egyenlet értelmezési tartomanya miatt x, nem megoldas. Az x, megoldasa az egyenletnek, err6l az
eredeti egyenletbe torténé behelyettesitéssel meggy6z6dhetiink.

A masodfoku egyenlet megolddképlete alapjan x, =3, x, = —

c)2-log,(x+3)—log,(x—1) =4
Mivel csak a pozitiv szamoknak van logaritmusa, ezért x +3 > 0 és x —1 > 0. Ezért az egyenlet
értelmezési tartomanya x > 1.
A logaritmus azonossagait felhasznalva:

3 2
log, ();Jr_1)

= log, 16.
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A logaritmusfliggvény szigorian monoton névekedése miatt

fennall A 236. oldal feladatainak eredményei:
(x+3)° _ . Nincs megoldas.
——==1,

x—1 X =4.

. Nincs megoldas.

amelybdl x* + 6x + 9 = 16x — 16, ;
o X = o

ahonnan x> — 10x + 25 = 0.

Az egyenlGség bal oldala teljes négyzetté alakithato: x=8
(X - 5)2 = O/ = 3
x—5=0,

x =5, ez megfelel a kikotéstinknek.
Behelyettesitéssel ellendrizziik, hogy tényleg az egyenlet
megoldasat kaptuk meg.

A_
—ovmENoUAEWN =
>
|
(6F)

._\
N
=
S
N
|
=
|
~
S

Hény jegy(l a jelenleg (2022. janius) ismert legnagyobb primszdm, ami 2%°% % — 12 Ez egy ugy-
nevezett Mersenne-prim, ami azt jelenti, hogy 2" — 1 alakd, ahol az n is primszam. Ilyen példaul a 31,
ami 2° — 1-gyel egyenl6. A primszéamok keresése a legnagyobb teljesitményi szamitogépek segitségével
folyamatosan torténik.

Megoldas

Minden haromjegy( szamra igaz, hogy 10° < abc < 10°, és altaldnosan is igaz, hogy egy n jegyi
szam nagyobb, mint 10" ", és kisebb vagy egyenld, mint 10".

Ha az egyenl6tlenség mindharom elemének vessziik a tizes alapd logaritmusat, akkor az egyenlét-
lenség iranya nem valtozik, hiszen a 10-es alapu logaritmus x fliggvény szigordan monoton ndvekvé.
Tehat, ha meghatarozzuk a szam tizes alapu logaritmusat, akkor megtudjuk, hogy hany jegy.

lg (2527999 — 1) = [g 2%2°%%° = 82 589 933 - Ig 2 ~ 24 862 047 (az eggyel kisebb szam logaritmusa
|ényegében ugyanennyi).

Tehat 24 862 048 jegyl ez a szam. Ha ezt a szamot lefrnank a szokdsos betlimérettel, akkor egy
124 km hosszl szamot kapnank.

FELADATOK

Hatarozzuk meg az alabbi egyenletek valés megoldasait!

1.

a)log, x=2; b)[ogmx:?, c)lgx=-

;—; d)log,(x*—4)=5.

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a val6s szamok halmazan!
a)log,(x— 1)+ log, 6 = 2;
b)log,, (x*+ x+5)=1.
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22. GYAKORLATI FELADATOK

Az egyenletek megoldasa éltaldban nem 6ncéldan torténik. A miszaki, kdzgazdasagi tudomanyte-
rileteken vagy a tarsadalmi folyamatok elemzésekor a vizsgélt Osszefliggések gyakran egyenletek segit-
ségével irhatok fel.

Nézziink ezekre példat. Lesznek olyan feladatok is, amelyekben a valésagot leir6 6sszefliggést koze-
litettlik, modelleztlik, mert igy a szamolds egyszerlibb. A valodi 6sszefiiggéseket tartalmazo egyenlete-
ket gyakran csak szamitogépek segitségével lehet megoldani.

Egy laboratériumban egy virus szaporodasat figyelték meg. 20 edény-
ben kiilonb6z6 fényviszonyokkal, de egyébként azonos feltételek mel-
lett vizsgaltdk a virusok szaporodasat. Kideriilt, hogy a fénymennyiségtdl
fliggetlen a szaporodasi sebességlik, és 1 hét alatt haromszorozddnak.
A kisérlet 8 hétig tartott.

a) Hany virus volt a tarol6edényekben a kisérlet végén, ha eredetileg

minden edényben 1 virust helyeztek el?

b) Irjunk fel 6sszefiliggést a virusok szama és az eltelt id6 kozott, ha t a

hetek szama, V, jel6li a kezdeti virusszamot, V(t) a t hét elteltével
€16 virusok szamat!

Megoldas

a) Irjuk fel, hany virus volt az egyes eltelt hetek végén!

1. hét végén: 20-3 = 60 db;
2. hét végén: 20-3-3=20-32=180 db;
3. hét végén: 20-3-3-3 = 20-3 = 540 db.

Hasonl6an adédik, hogy a nyolcadik hét végén:  20-3° = 131 220 db virus volt.
Lathat6, hogy a nyolcadik hét végén 20-3° = 131 220 db virus volt Gsszesen, igy egy-egy tarol6ban

6561 virus volt.
b) A keresett Osszefliggés V(t) = V,-3‘, mint ldthatd, az edények szamdatdl fuggetlendil.

2. példa

A Karcsusité Bank a lekotott betétek utdn minden év végén p = 7% kamatot fizet. 2021. janudr els6
munkanapjan 1 200 000 Ft-ot tettiink be a bankba.

a) Mennyi pénziink lesz 5 év elteltével?

b) Hany év elteltével duplazédik meg a betett pénziink?

Megoldas

Hasznaljuk fel a kovetkez& dsszefliggéseket:

100
A, az n. év végén (id6szak végén) esedékes pénzosszeg;
Ay: a jelenlegi pénzosszeg;
p: a kamatlab;
n: az évek szama.

A = AO-<1 +-P ) (a kamatos kamatozas alapképlete);
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5
a) A=Ay <1+180)

A;=1200 OOO~<1 =1 683 062 Ft.

5
100>

b) 2 400 000 = 1200 000 - ( 100)

ahonnan 2 =1,07".
Mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat véve kapjuk: n = |gl§—207 ~ 10,24.
Tehat tiz év kevés ahhoz, hogy megduplazédjon a pénziink, de 11 év b&ven elegendd.

A Fold légkorében a nyomdst a magassag fliggvényében
kozelits dsszefiiggést a p(h) = p,-2,7""*" fiiggvény adja meg,
ahol a p, =10’ Pa a tengerszinten mért légnyomds, h-t pedig
km-ben mérjiik.

a) Mekkora a [égnyomas 3600 m magassagbhan?

b) Hany %-kal csokken a rank nehezed6 légnyomas, ha a
tengerszint felett 1150 méter magasan fekvé taborhelyrél
felmegyiink a Magas-Tatraban 1évé Gerlachfalvi-cstcsra
(amelynek tengerszint feletti magassaga 2655 m)?

Megoldas

a) Valtsuk at a megadott magassagot km-be, majd hasznéljuk a képletet:
p(3,6)=10%-2,7"%*%° =~ 4,910 Pa-ra csokkent a nyomds. (Ebben a magassagban feleakkora a nyo-
mas, mint a tengerszinten.)
b) Az el6z6 részben alkalmazott képletet haszndlva szamitsuk ki mindkét magassagban a nyomast.
1150 m-en a nyomds: p(1,15) = p,-2,7 **""” =~ 7,96 - 10" Pa.
2655 m-en a nyomds: p(2,655)=p,-2,7 %**** =~ 5,90-10" Pa.
A két légnyomas kiilonbsége 2,06 - 10* Pa.
2,06-10"
7,96 -10"
26%-kal csokkent a nyomas, amikor felértiink a cstcsra.

A radioaktiv bomldsok soran a tudésoknak tudniuk kell, hogy az
id6 malasaval hany darab elbomlott, illetve el nem bomlott atom
van az adott kdzegben. Ha a 0 id6pontban N, szdmud bomlatlan
atomot tartalmazott a radioaktiv anyag, akkor t id6 mdlva a még

~0,26.

t
bomlatlan atomok széma N(t)= N,-2 ' lesz. T az adott anyagra
jellemzé felezési id6.
A polénium-210 felezési ideje 136 nap.
a) 1 év alatt hanyad része bomlik el a poléniumatomoknak?
b) Mennyi id6 alatt bomlik el a poléniumatomok 40%-a?




22. GYAKORLATI FELADATOK

Megoldas

a) Az elbomlatlan atomok szama:
_ 365

N(1év)= N, 2 T N,-0,1556. Tehat 15,6% maradt elbomlatlan.
b) A megismert képletben az el nem bomlott atomok szdmdra vonatkozé Gsszefliggés szerepel, ezért

ezzel kell dolgoznunk. A bomlatlan atomok szama ekkor 60%. A feltételek szerint N(t) = N,-0,6,
t

ezért N,-0,6 = /\/0-27m.
__t
Oldjuk meg az egyenletet: 0,6 = 2 "°.
lg 0,6

]gz =~ 100.

Mindkét oldal tizes alapu logaritmusat véve, majd t-t kifejezve kapjuk: t=—136-

A poléniumatomok 40%-a kordilbelil 100 nap alatt bomlik el.

FELADATOK

A bankba tett 500 000 Ft utan évi 9%-os kamatot irnak jova.
a) Harom év utan hany Ft-ot ad a bank?
b) Hany év mulva né 1,5-szeresére a betett Osszeg?

A csaladi banknal lekétottiink T 000 000 Ft-ot éves lekotésre.
Mennyi volt az éves kamat, ha 4 év elteltével ezresekre kerekitve 1 286 000 Ft-ot vehettlink
fel a banktol?

hogy a lakossaga 9 milliard f6 lesz.
Hany szazalékos az évi novekedés, ha feltételezziik, hogy a novekedés mértéke egyenletes?

Hazank 2010-ben 9,99 milliés lakossdga az el6rejelzések szerint 2050-ben mar csak 7,6
milli6 6 lesz. Milyen mértékil a csdkkenés %-ban megadott értéke, ha a csdkkenést egyenle-
tesnek feltételezziik?

A térium-234 radioaktiv anyag, amelynek felezési ideje 24 nap. (A T felezési id6 az az idGtar-
tam, amely alatt a radioaktiv anyag atomjainak a fele bomlik el.) Ha egy adott id6pontban N,

szamu bomlatlan atomot tartalmazott a radioaktiv anyag, akkor t id6 mdlva a még bomlatlan
t

atomok szama N(t) = /\/0~27T lesz, ahol T az adott anyagra jellemz& felezési idG.

2011-ben a Fold lakossaga kb. 7 milliard f6. Egyes elGrejelzések szerint 2050-ben varhato,

a) 120 nap alatt hanyad része bomlik el a tériumatomoknak?
b) Mennyi id6 alatt bomlik el az atomok 75%-a?
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IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

AZ IRASBELI MUNKA NEHANY JELLEMZOJE:
ELLENORZES, VALASZ, VEGEREDMENY, PONTOS
ERTEK AZ ERETTSEGI VIZSGAN (Olvasmany)

Az ellen6rzés fogalmat tobbféleképpen haszndljuk. A mindennapi munkank soran ez jelentheti a
szamolasi prébadt, a hibakeresést, a megerdsitd példak alkalmazasat, de matematikai értelemben altala-
ban ennél tobbrél van sz6.

A matematikafeladatok egy részét egyenletek, egyenlGtlenségek, egyenletrendszerek lancolatanak
felirasaval oldjuk meg. A megoldas zaré 1épéseként elvileg mindig meg kell gy6z&dniink arrél, hogy a
feladat kérdésére adott valaszunk megfeleld.

Az A=0 = B =0 egyenletek kovetkezményatalakitasa soran hamis gyokok keletkezhetnek, igy az
eredménydil kapott szamokat ellendrizni kell. Ekkor a B = 0 megoldasait visszahelyettesitjiik az eredeti
A =0 egyenletbe, s meggy6z6diink arrol, hogy teljesiil-e az egyenlet.

Az A=0 < B =0 ekvivalens atalakitas soran nem veszitlink gy6kot, és nem kapunk hamis gyokot
sem. Ekkor a kapott megoldasok az eredeti egyenletnek is gyokei. A feladatmegoldast ilyenkor kétféle-
képpen fejezhetjlik be. Alkalmazhatjuk most is a visszahelyettesitést, vagy megallapithatjuk az ekviva-
lens atalakitasok tényét.

Az ellendrzés szlikebb értelmezése a visszahelyettesitést jelenti, de tagabb értelemben ellendrzés-
nek nevezziik az ekvivalens atalakitasokra valé hivatkozast is. Példaul ezzel 6sszhangban az irasbeli
érettségi vizsgan a kikotésért (alaphalmaz meghatdrozasa) és az ekvivalenciara val6 hivatkozasért jaro
pontot visszahelyettesités esetében is megkapja a vizsgazo.

A Ltiszta” (nem szdveges feladathdl szarmazo) egyenletek megoldasa esetében a fenti eljards egy-
értelmd, de szoveges feladatok esetén a helyzet bonyolultabb. Ekkor ugyanis a szoveg ,kédolasaként”
kapjuk a megoldandé egyenletet, egyenletrendszert, és ez a kédolasi [épés altalaban nem ekvivalens.
(Egy feladatot és egy egyenletet ekvivalensnek neveziink, ha a megoldashalmazuk megegyezik.)

A szOveg alapjan tehat felallitunk egy modellt; az itt felirt egyenlettel kezeljiik a problémat; majd a
kapott eredményt ellendrizziik. De hogyan?

Nyilvdan nem elegendd a felirt ,tiszta” egyenlet megoldasat ellendrizni (visszahelyettesitéssel vagy
ekvivalenciahivatkozassal), hiszen el6fordulhat, hogy a kapott eredmény nem értelmes a modellben.
(Ekkor a feladat szovege és az egyenlet nem ekvivalensek.) Ezért az ellen6rzést a szovegbe valé visszahe-
lyettesitéssel tehetjiik meg.

A matematika minden témakorében vannak olyan feladatok, ahol az egyenleteket eszkozként alkal-
mazzuk, kiilondsebb modellalkotas nélkiil (szinusztétel alkalmazasa, alakzatok metszéspontjanak megha-
tarozasa, val6szinliségi egyenlet felirasa stb.). Az egyenletekkel altaldban mar létez6 objektumok kozotti
kapcsolatokat irunk le. A kialakult gyakorlat alapjan az érettségi vizsgan ilyen-
kor nem végziink ellen6rzést, hiszen az sem szerencsés, ha az ellenérzés tdl-
reprezentdlt a feladatmegoldas soran.

A modell érvényességének vizsgalatdra ekkor is sziikség lehet, és ez néha
egyaltalan nem konnyd.

EgyenlGtlenségek esetében az eredmény altalaban egy intervallum, tehat a
gyokok halmaza végtelen. Mivel ezek ellen&rzése nem lehetséges, igy a meg-
oldas soran sziikségképpen ekvivalens Iépéseket kell tenni. (A kovetkezmény-
atalakitasok elvi hibasak.) Tehat minden |épésben vizsgalni kell az alaphal-
maz valtozasat (ha felvet6dik a kikotés lehetGsége, akkor az elengedhetetlen),
az atalakitasok ekvivalens voltat stb. Mivel a megoldasi sorok egymas utan
irasa megallapodas alapjan kdvetkezménylépéseket jelent, igy az ekvivalens
[épéseket kiilon jelezni kell a megoldas kdzben, szoveggel vagy jeloléssel.




AZ iRASBELI MUNKA NEHANY JELLEMZOJE ... (Olvasmany)

Egyenletrendszerek esetében az egyenletekbdl leggyakrabban egyenletet allitunk el6. Ez a [épés
altalaban nem ekvivalens, még a legegyszer(ibb esetekben sem (egyik valtozo kifejezése, egyenletet add
linedris kombinaciék alkalmazdsa stb.). Az egyenletrendszerek ekvivalencidja nehéz témakor, elmé-
lete tilmutat a kozépiskolas tananyagon; ellenGrzéskor ezért az osszes eredeti egyenletbe vissza kell
helyettesiteniink.

Az érettségi dolgozatok el6lapjan szerepel a kdvetkez6 mondat: ,A feladatok végeredményét (a fel-
tett kérdésre adando valaszt) szoveges megfogalmazasban is kzélje!”

Alapelv, hogy szoveges kérdésre szoveges valaszt kell adni, de egyébként az utasitds nem irja eld,
hogy egész mondattal kell valaszolni. Altalaban elegendd a megoldas utols6 1épését néhany széval
kiegésziteni. Ekkor persze az ellen&rzés csak a vélasz megadasa utan lehetséges, de ez a kis logikatlan-
sag elfogadott.

A feladatok végeredménye lehet pontos érték (pl. %, 1+ +v2), de viszonylag egyszer(i alakinak kell

lennie, és nem tartalmazhat tdl sok miveleti jelet. Elfogadott a kdzelit6 (kerekitett) értékek megadasa is,
de ellen&rzésként visszahelyettesiteni csak pontos értéket lehet. A koze-

P

lit6 értékekkel torténd ellendrzés ,kb. egyenld” eredménye nem fogad-

Idézet
haté el teljes értékli megoldasnak. Példaul egy trigonometrikus egyenlet

~ T Lok sotel (. dménvét elvil k ebb S Javitasra id6det ne sajnald. A javitas
X = 5+ 2kx (végtelen szamd) eredményét elvileg csak ebben azirracio- e o6 TR T
nélis alakban és csak a periddussal egyiitt helyettesithetjiik vissza. Mivel ~ borsényi is, értékesebb magdnal a koro-

hasonl6 esetekben a visszahelyettesités nagyon nehézkes, ezért érdemes ~ ndndl. S ha egy nap csak egy gyémant-
inkdbb az ekvivalens atalakitasokra hivatkozni. (Szerencsére a tilsdgosan ~ szemetalkotsz is, egy mondatban vagy

s o2

egyszer{ vagy tdl bonyolult visszahelyettesitéseket dltaldban nem kovete-

lik meg az érettségi vizsgan.) dragakovet

Az aldbbi gyakorlofeladatokban fontos a modell érvényességének az
ellendrzése.

FELADATOK

K1 a) Harom vasti kocsiban 6sszesen 26 utas van. Tudjuk, hogy a harmadik kocsiban a maso-
dikban lévék kétszeresénél 6-tal vannak kevesebben; valamint azt, hogy ha az els6 kocsi-
bol atszall 5 ember a masodikba, akkor a masodik és harmadik kocsiban ugyanannyian
lesznek. Hany utas van a masodik kocsiban?

b) Ugyanez a feladat, csak most a harom vastiti kocsiban 6sszesen 30 utas van.

‘
.

Egy haromszog oldalainak hosszai szamtani sorozatot alkotd, kiilénb6z6, egyjegyi egész sza-
mok. Hanyféle értéket vehet fel a haromszog kerlilete?

Az ABCD négyszog oldalhosszai a, a, b, ¢, ahol az a < b < c oldalak mértani sorozatot
K2 . P .
alkotnak. Mennyi lehet a mértani sorozat hanyadosa, ha 4c + 15a = 16b?

aa

4. K2 Egy stadion B lelatéjanak a nézGtere szimmetrikus trapéz alaprajzd, a széksorok a jatéktértsl
tavolodva révidiilnek. A leghatso sorban 237 szék van, és minden megel6z6 sorban 3-mal
kevesebb, mint a mdgotte [évSben. A preciz szervez6k pontosan megszamoltak, hogy a
B lelatén 9435 nézd fér el. Hany széksor taldlhat6 ezen a teriileten?

Hatarozzuk meg b értékét az aldbbi egyenletrendszerekbdl!

a) |a—2|=5; b) |a—2\=b; < \b—2|=a.
3a—b=0 2a+b=0 2b+a=0

csak egy szoban: gy(ir(be illesztettél

(Gardonyi Géza Titkos napl6jabol)
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GEOMETRIA ismétlés

9/LI., VI.; 10/IV., VI.;
T1/IL; 12/11, 1V.

23. GEOMETRIAI ALAPFOGALMAK,
PONTHALMAZOK

A geometriai 6sszefoglaldas megkezdésekor elGszor a felépitésrdl szolunk néhany szot.

Felsoroljuk az alapfogalmakat, amelyeket nem definidlunk, de azt varjuk, hogy mindenki ugyanazt
értse rajtuk. llyen alapfogalmak: a pont, az egyenes, a sik és a tér, valamint az illeszkedés fogalma.

Kimondunk rajuk a szemléletiinkkel megegyezé allitasokat, amelyeket elfogadunk bizonyitas nélkiil.
Ezeket az allitasokat axiémaknak nevezziik.

Mi az euklideszi axiémarendszert haszndljuk. Ennek leghiresebb axiémadja a parhuzamossagi axioma, amely
azt mondja ki, hogy egy egyenessel egy adott, ra nem illeszked6 ponton at csak egy parhuzamos egyenes
hiazhaté. Bolyai Janos (1802—1860) ennek az axiomanak az ellentettjét feltételezve — azaz axiémanak tekintve —
fedezte fel az 6 4j vilagat, a Bolyai-geometriat. Vele egy id6ben hasonlé rendszert épitett fel Nyikolaj Ivanovics
Lobacsevszkij (1792—1856) orosz matematikus is.

Az alapfogalmak és az axiomak segitségével definidlunk Gj geometriai fogalmakat, mint példdul a
félegyenes, szakasz, szog, hdromszog, sokszog, kor stb. Ezek szarmaztatott fogalmak, de mi réviden
csak fogalmaknak nevezziik majd Gket.

Ezekre az Gj fogalmakra is kimondhatunk allitasokat, de ezeket mar bizonyitani is kell. Ezek a téte-
lek. Kozépiskolaban ez a preciz, aprélékos Ut tdl nehéz lenne szamunkra, ezért nem definialunk minden
Gj fogalmat (példaul szakasz), és nem bizonyitunk minden tételt.

NEVEZETES PONTHALMAZOK A SIKON

Felsoroljuk a sik fontosabb, nevezetes ponthalmazait.

1. Egy megadott ponttél megadott tavolsagra levé pontok
halmaza a sikon a kor.
A koron beliili pontok az adott tavolsagnal kisebb tavol-
sagra (kozelebb), a koron kiviili pontok az adott tavol-
sagnal nagyobb tavolsagra (messzebb) vannak a megadott
ponttol.

K

2. Egy megadott egyenest6l megadott tavolsagra levé pon-
tok halmaza a sikon egy, az adott egyenessel parhuzamos
egyenespar.




23. GEOMETRIAI ALAPFOGALMAK, PONTHALMAZOK

3. Két adott ponttdl egyenld tavolsagra Iévé pontok halmaza e
a sikon a két pont altal meghatdrozott szakasz felezg-
merolegese. A
B
4. a) Két adott egyenestdl egyenl6 tavolsagra [évé pontok 2
halmaza a sikon, ha a két egyenes parhuzamos, akkor 2
a két egyenes kozépparhuzamosa.
b
b) Két adott metsz6 egyenest6l egyenld tavolsagra 1évé ;
pontok halmaza a sikon a két egyenes két szogfelezd i
egyenese.
e
b
B

5. Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyekbdl egy 6‘
adott AB szakasz derékszog alatt latszik, az AB atmérdgji " <\

kor (Thalész-kor), kivéve az A és B pontokat. ’/ \

Z

S

A

Megjegyzés

Az 6todik ponthalmaz altalanositasa, ha keressiik azoknak a pontoknak a halmazat a sikon, ame-
lyekbdl egy adott AB szakasz tetsz6leges @ szog alatt latszik. Ha 0 < @ < 90°, akkor a keresett ponthal-
maz két — az AB-re szimmetrikus — félkdrnél nagyobb ivhosszi koriv, mig ha 90° < @ < 180°, akkor a
két szimmetrikus koriv félkorivnél kisebb ivhosszu.

FELADATOK

1. K1 Adott egy konvex szog és szarai kozott egy pont. Szerkessziink a szog belsejében olyan pon-
tot, amely a két szogszartdl egyenld tavolsagra van, a megadott ponttdl pedig 3 cm-re!

Szerkesszlink egyenest, amely egy megadott egyenessel parhuzamos, és egy megadott ponttél
4 cm-re van!

Szerkessziink egyenl6 szarti haromszoget, ha adott az alapja és a szarhoz tartozé magassaga!
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4. K1 Szerkesszlink egyenl6 szari haromszoget, ha adott a szdra és a hozza tartoz6 magassaga!

Adott egy AB szakasz a sikon.
. K1 a) Hol vannak azok a pontok a sikon, amelyek az A végponthoz kézelebb vannak, mint B-hez?
K2 b)Hol vannak azok a C pontok a sikon, amelyekre az ABC haromszog hegyesszog(i?

24. A GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOKROL

A geometriai transzformaciok olyan kolcsondsen egyértelmi fliggvények, amelyeknek értelmezési
tartomanya és értékkészlete is ponthalmaz.

Tanulmanyaink soran a tengelyes tiikrdzést, a kozéppontos tlikrozést, sikban a pont korili elforgatast
és az eltolast részletesen targyaltuk. Rovidebben vizsgaltuk a sikra torténd tiikrozést és a tengely kordli
forgatast. Ezeket mint tavolsagtarté transzformacidkat foglaltuk dssze.

A tavolsagtarté transzformaciokat egybevagosagi transzformacioknak nevezzik.

Egybevagosagi transzformaciok egymasutanja (szorzata) ismét egybevagosagi transzformacié, mert
kozben két adott pont tavolsaga nem valtozhatott meg.

TENGELYES TUKROZES

Tengelyes tiikrozésnél adott a sik egy t egyenese.
A sik P pontjéhoz lgy rendeljik a képét, hogy ha P p .
illeszkedik a t egyenesre, akkor a képe 6nmaga. Ha \
P nem illeszkedik a t egyenesre, akkor P képe olyan
P’ pont, hogy a PP’ szakasz felez6mer&legese a t i
egyenes legyen. N

Tulajdonsagai:

— E leképezés szimmetrikus: ha P — P’, akkor P* — P;

— az egyenes képe egyenes;

— a szakasz képe vele azonos hosszulsagl szakasz (azaz tavolsagtarto);

— két egyenes képének a hajlasszoge egyenld az egyenesek hajlasszogével (azaz a transzformacio
szogtarto);

— egy sikidom és a képe egybevago;

— egy sikidomnak és a képének a koriljarasi iranya ellentétes.
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KOZEPPONTOS TUKROZES

Kozéppontos titkrozésnél adott egy O kozéppont. Egy tetszleges P pont-
hoz ugy rendeljik a P” képpontot, hogy ha P nem azonos az O-val, akkor a
PP’ szakasz felez6pontja O. Ha a P azonos az O-val, akkor a képe 6nmaga.

Tulajdonsagai:

— E leképezés szimmetrikus: ha P — P’, akkor P* — P;

— az egyenes képe vele parhuzamos egyenes;

—az O-n atmend egyenes képe 6nmaga;

— a szakasz képe vele azonos hosszlsagl szakasz (azaz tavolsagtarto);

— két egyenes képének a hajldsszoge egyenld az egyenesek hajlasszogével (azaz a transzformacio
szogtarto);

— egy sikidom és a képe egybevago;

— egy sikidomnak és a képének a koriiljarasi iranya azonos.

PONT KORULI ELFORGATAS

Pont koriili elforgatasnal adott a sik egy fix O pontja, valamint nagy-
sagaval és iranydval adott egy « szog. Pont korili elforgatasnal a sik P ﬁ
pontjahoz Ggy rendeljik a P” képpontot, hogy ha P azonos az O-val, =
akkor képe 6nmaga; ha nem, akkor a P pont képe az a P’ pont, amelyre o
OP’ = OP, és a POP’ sz0g nagysaga és iranya az adott @ szog. ~) ;

Tulajdonsagai:

— Az egyenes képe egyenes;

— a szakasz képe vele egyenl hosszlsagl szakasz (tavolsagtarto);

— két egyenes képének a hajlasszoge egyenld az egyenesek hajlasszogével (a transzformacio
szogtarto);

— egy sikidom és a képe egybevago;

— egy sikidomnak és a képének a koriiljarasi iranya azonos.

ELTOLAS

Adott egy a vektor. Eltolasnak azt a geometriai transzformaciot nevezziik, pr
amelynél barmely P ponthoz a P kezdGpontd a vektor P’ végpontjat rendeljiik. /
P
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Tulajdonsagai:

— Az egyenes képe vele parhuzamos egyenes (az a vektorral parhuzamos egyenes képe 6nmaga);

— a szakasz képe vele azonos hosszlsagl szakasz (tavolsagtarto);

— két egyenes képének a hajlasszoge egyenlé az egyenesek hajlasszogével (a transzformacio
szogtarto);

— egy sikidom és a képe egybevago;

— egy sikidomnak és a képének a koriiljarasi iranya azonos.

Megjegyzés
Vizsgalhatjuk a térnek dnmagdra torténd tavolsagtartd leképezéseit is. Ezek kozil megemlitettiik az
identitast (helybenhagyas), a sikra val6 tlikrozést, az egyenes koriili forgatast és az eltoldst.

FELADATOK

K Szerkessziink egyenld szard haromszoget, ha adott a szimmetriatengely, az azon év6 csdcs,
tovabba a masik két cstcsara illeszkedd egy-egy egyenes! Oldjuk meg a feladatot akkor is, ha
a két egyenes helyett példaul egy kor és egy négyzet adott!

1.

Egy haromszognek két csticsa és a harmadikbdl induld bels6 szogfelezGje van a rajzlapon.
Szerkessziik meg a haromszoget!

Tiikrozzlink egy szabdlyos haromszdget a kozéppontjara! Mi lesz az eredeti és a tikrozott
haromszog kozos része?

Egy szOg szarai kozott adott egy A pont. Szerkessziik meg azt a szabdlyos ABC haromszoget,
melynek B és C cslcsai a szog szdrain vannak!

Vegylink fel két egyenlG hosszisagl szakaszt, amelyek nem parhuzamosak. Szerkessziink

5. K2
olyan pontot, amely koriil az egyik szakaszt elforgatva annak képe a masik lesz!

Szerkessziink trapézt, ha adott a négy oldal hossza!

5
o
— —

Idézet

A matematikai tudomanyok kiilo-
nosen a rendet, a szimmetriat és
a hatart mutatjak meg; és ezek a
szépség legkiemelked6bb formai.
(Arisztotelész: Metafizika)

FAS
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25. ALAKZATOK EGYBEVAGOSAGA

25. ALAKZATOK EGYBEVAGOSAGA

Egybevagdsagi transzformaciok segitségével definidljuk az alakzatok egybevagésagat.

Egybevagonak neveziink két alakzatot, ha van olyan egybevagésagi transzformacio, amely egyi-
ket a masikhoz rendeli.
Az egybevagosag jele: =.

HAROMSZOGEK EGYBEVAGOSAGA

Haromszogeket vizsgdlva az alapadataikbdl (oldalaikbdl és szogeikbdl) az egybevagdsagukat a
kovetkez6 modon allapithatjuk meg.

A haromszogek egybevagosaganak alapesetei:

Két haromszog akkor és csak akkor egybevago, ha a
kovetkezd feltételek valamelyike teljesdil:

1. oldalaik hossza paronként egyenl6;

2. két-két oldaluk hossza paronként egyenld, és az ezek
altal kozrefogott szogek egyenldk;

3. egy-egy oldaluk hossza és a rajta fekvd két szogiik
egyenlG;

4. két-két oldaluk hossza paronként egyenld, és e két-
két oldal koziil a hosszabbikkal szemkozt levé szo-
gek egyenlok.

SZIMMETRIKUS ALAKZATOK

Az identitas (helybenhagyds) esetén minden alakzat képe 6nmaga. (Az alakzat minden pontja fix-
pont.)

Bizonyos alakzatokkal meghatarozott transzformdcidkat végezve elérhetjiik, hogy az alakzat képe
akkor is 6nmaga legyen, ha nem minden pontja fixpont. (Ezeket nevezziik invaridns alakzatoknak.)

Tanulmanyaink soran a sikban részletesen foglalkoztunk a tengelyes szimmetriaval, a kbzéppontos
szimmetridval, és a térben megemlitettiik a sikszimmetriat.
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TENGELYESEN SZIMMETRIKUS ALAKZATOK

Egy alakzat tengelyesen szimmetrikus, ha létezik olyan tengely, amelyre vonatkoz6 tiikr6zésnél
az alakzat képe 6nmaga.

A tengelyesen szimmetrikus haromszog egyenl6 szard, szimmetriatengelye
az alap felezémerdlegese. Mivel a hdrom cstics koziil egynek a tengelyes tiikor-
képe a haromszog egy masik cstcsa, a harmadik cstcs csak a tengelyen lehet.

Az egyenl6 oldald haromszognek harom szimmetriatengelye van.

Milyen négyszog lehet tengelyesen szimmetrikus?

Ha az ABCD négyszog tengelyesen szimmetrikus, és az A cslcsa nincs a
szimmetriatengelyen, akkor annak az A” képe az ABCD négyszognek egy masik AT
csticsa. Igy a tengelyen kiviil levs csticsok szama péros. Emiatt a szimmetrikus
négyszognek vagy 0, vagy 2 cslicsa van a tengelyen.

A tengelyesen szimmetrikus négyszog

a) hartrapéz vagy b (g

b) deltoid. ! A

Ezek specialis esetei: a)-bdl téglalap, b)-bol
rombusz, illetve mindkett6b6! a négyzet.

Egy alakzatnak tobb szimmetriatengelye is lehet.

Beldthat6, hogy az n oldali szabdlyos sok-
szognek n darab szimmetriatengelye van. C

A kor kozéppontjan atmend barmely egyenes a
kor szimmetriatengelye.

KOZEPPONTOSAN SZIMMETRIKUS ALAKZATOK

Egy alakzatot kozéppontosan szimmetrikusnak neveziink, ha létezik olyan pont, amelyre vonat-
koz6 tlikrozésnél az alakzat képe 6nmaga.

Haromszog nem lehet kzéppontosan szimmetrikus.

Milyen négyszog lehet kdzéppontosan szimmetrikus? Egy négyszog akkor és csak akkor kozéppon-
tosan szimmetrikus, ha az paralelogramma.

Belathat6, hogy a paros oldalszami szabdlyos sokszogek kozéppontosan szimmetrikusak.

A kor (kdzéppontjara) kdzéppontosan szimmetrikus.

FELADATOK

Igaz-e, hogy két haromszog egybevagd, ha AB=A'B’ ; AC=A'C’, és az A-bdl, illetve az A’-b6l induld
magassaguk is egyenl6? Indokoljunk!

Igaz-e, hogy két haromszog egybevagd, ha egy-egy oldaluk és két-két szogiik egyenls?
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Melyik igaz, melyik hamis az aldbbi éllitasok koziil? Indokoljunk!

S 12 a) Van olyan haromszog, melynek oldalfelez6 mer&legese és szimmetriatengelye egybeesik.
b) Nincs olyan haromszog, amelynek pontosan két szimmetriatengelye van.
c) Az egyenl§ szar( haromszog magassagai a haromszogon beliil vannak.
4. K1 Melyik igaz, melyik hamis az alabbi dllitasok koziil? Indokoljunk!
a) Minden deltoidnak van szimmetriatengelye.
b) Van szimmetriatengellyel rendelkezé trapéz.
c) Minden deltoid felbonthaté — valamelyik atl6janak behtzasaval —
két egyenl6 szard haromszogre.
d) Ha egy négyszognek van harom derékszoge, akkor az atléi felezik
egymast.
\..M__‘__,/
5. K2 Egy szabalyos hatszog cstcsai kozil hagyjunk el kett6t. Milyen négy- S“""

szogek keletkezhetnek? Hatarozzuk meg ezen négyszogek szogeit!

26. HASONLOSAG

Az egybevagodsag utan akozéppontos hasonldsdggal és a hasonldsagi transzformacidval foglalkoztunk.

KOZEPPONTOS HASONLOSAG

A kozéppontos hasonlésag definicidja:

Legyen adva egy O pont és egy A (4 # 0) valds szam. A sik egy tetsz6leges P pontjahoz a kovet-
kez6 médon rendeljik a képét:

ha P = O, akkor a P pont képe 6nmaga;

ha P # O, akkor a P pont képe legyen az OP egyenesnek az a P’ pontja, amelyre

OP”=| A |- OP, azaz az OP’ szakasz hossza | 4 |-szerese az OP szakasz hosszanak.

Ha A pozitiv, akkor a P” pont az OP félegyenesen van, azaz az O ponttél azonos iranyban van P
és P’; ha pedig A negativ, akkor P” és P pontok az O ponttél ellentétes iranyban vannak.

Az O pontot kdzéppontnak, a A-t a kozéppontos hasonldsag aranyanak nevezziik. A definicié alap-
jan egyértelmden kaphatjuk meg a sik barmely pontjanak a képét. Az értelmezési tartomany a sik pont-
jainak a halmaza, de lehet a tér pontjainak halmaza is.
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Tulajdonsagai:

— A kozéppontos hasonldsagnal megadott kozéppont fixpont.

— Egyenesnek kdzéppontos hasonlésaggal kapott képe az eredetivel parhuzamos egyenes. Ha az
egyenes illeszkedik a hasonldsdg kbzéppontjara, akkor képe 6nmaga.

— A kozéppontos hasonldsdg szogtarto.

— A kozéppontos hasonlésdg | A | #+ 1 esetben nem tavolsagtarto.

Kozéppontos hasonlésagnal minden szakasz képének a hossza az eredeti szakasz hosszanak

| A |-szerese.
A kozéppontos hasonlésag specidlis esetei:
A =1 esetében az identitasrél (helybenhagyds) van sz6, mig A = —1 esetén kdzéppontos tiikrozésrol.

Hasonlésagi transzformacidnak az aranytarté transzformaciokat nevezziik.

Barmely hasonldsagi transzformacio el6allithaté egy egybevagosagi transzformacio és egy kozép-
pontos hasonlésag egymds utani alkalmazasaval (szorzataként).

Két alakzatot hasonlénak neveziink, ha hasonlésagi transzformacioval egymasba vihet6k.

A hasonlésag jele: ~.

A hasonlé6sagi transzformacié tulajdonsagai:
— Egyenes képe egyenes.
— Ahasonlésagi transzformacio szogtarto.
— A hasonlésdgi transzformacié arany-
tart6, azaz barmely két szakasz hosz-
szanak ardnya megegyezik a képeik
hosszanak aranyaval.
a_AB_ AB _Jda_a
b AC  AC Ab b

Két hasonlo sikidomban a megfelel6 szakaszok aranya egyenl6.
A haromszogek hasonlésaganak alapesetei:

Két haromszog hasonld, ha c

1. megfeleld oldalaik hosszanak aranya egyenld,

2. egy-egy szoglk s az ezt kozrefogd megfeleld oldalaik b Aa
hosszanak aranya egyenlg,

3. két-két szogiik paronként egyenld, B

4. két-két megfelels oldal hosszanak ardnya és e két-két A Ac
oldal kozil a nagyobbikkal szemkozt levé szogiik @
egyenlG.
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A kritériumokban a haromszogek egybevagdsaganak alapeseteivel Osszevetve a szogek egyenl&sége
megmarad, a szakaszok egyenlGsége helyett szakaszhosszak aranyanak egyenl@ségét koveteljiik meg.

Fontos Osszefliggés igaz a hasonlé alakzatokra. Ha hasonlé sikidomok esetében a hasonlésag aranya
A, akkor a sikidomok keriiletének ardnya | A |, teriiletének ardnya A°. Ha pedig két test hasonld, és a
hasonl6sdg ardnya 4, akkor felsziniik ardnya A°, térfogatuk aranya | A |°.

FELADATOK

A
N

w
A
N

N —
A
—

=
A
-

o
o)
¢

7. K2

Egy hdromszog oldalhosszainak az ardnya 2 :4:5. A hozz4 hasonlé hdromszog kerlilete
55 cm. Hatdrozzuk meg a hasonlé haromszog oldalainak hosszat!

11
13

Egy haromszog kerlilete a hozza hasonlé haromszog kerliletének a ——--a. Két megfelel6 oldal

hosszanak kiilénbsége 1 m. Milyen hosszi ez a két oldal?

Szerkesszilink egyenld szar( haromszoget, ha adott a szarak szoge és a szdrakhoz tartozo
stlyvonal hossza!

Adott paralelogramméhoz illessziink hozza egy paralelogrammat tgy, hogy a ketts egyditt az
eredetihez hasonlé legyen!

Két egymast metsz4 kor metszéspontjan at szerkessziink szel6t Ggy, hogy a nagyobb és a
kisebb korbe esé hdrok hosszanak aranya a) 1:1; b) 3 : 2 legyen!

Egy trapéz parhuzamos oldalai 4 cm és 9 cm hosszuak.

a) Milyen aranyban osztjdk egymast az atlék?

b) Mekkora az atlok metszéspontjan at az alapokkal parhuzamosan hizott, a trapézt ketté-
0szt6 szakasz hossza?

Két kor sugara r = 4 cm és R = 6 cm, kdzéppontjaik tavolsaga 15 cm. Hol helyezkednek el a
korok hasonlésagi pontjai? Szerkessziik meg a pontokat!

Az ABCD paralelogramma teriilete 60 teriiletegység. Az AB [

oldalon felvessziik az dbra szerinti £ pontot tgy, hogy AE = 3EB

teljesiljon.

a) Milyen ardnyban osztja az AC és DE szakaszokat az M met-
széspontjuk? M

b) Az AC és DE szakaszok négy részre osztjak a paralelogrammat.

Mekkora ezen részek tertilete? A
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27. A HAROMSZOGEKROL

Minden haromszogre érvényes, hogy harom cstcsa, harom oldala és harom szoge van.

Fontosabb tételek:

A haromszog harom bels6 szogének 6sszege 180°, kiilsé szogeinek 6sszege 360°.

A haromszog kiilsé szoge egyenl6 a nem mellette fekvé két belsé szog Osszegével.

A hdromszog oldalaira érvényes a haromszog-egyenlGtlenség, amely azt mondja ki, hogy a ha-
romszog két oldalhosszanak 6sszege mindig nagyobb a harmadik oldal hosszanal.

Ez egydttal azt jelenti, hogy a haromszdg mindegyik oldalhossza nagyobb, mint a masik két oldal-
hossz kiilonbségének abszolit értéke, de kisebb, mint a masik két oldalhossz 6sszege. Képletben:

la—b|<c<a+b.

A hdromszog oldalai és szogei kozti viszonyt fejezi ki a kdvetkezd tétel.

A haromszogben egyenl6 hosszi oldalakkal szemben egyenl6 szégek vannak, és viszont; hosz-
szabb oldallal szemben nagyobb sz&g van, és nagyobb szoggel szemben hosszabb oldal talalhato.

Azokat a haromszogeket, amelyekben van két egyenl$ hosszi oldal, egyenl6 szari haromszogek-
nek nevezzik. Ha mindhdrom oldal egyenl6 hosszisagu, akkor egyenl6 oldald, mas néven szabalyos
haromszogekrdl beszéliink. A szabalyos haromszog minden szége 60°-0s.

Osztalyozhatjuk a haromszdgeket legnagyobb szogiik szerint is. Ekkor tompaszogti, derékszogti és
hegyesszogli haromszogekrdl beszéliink.

A HAROMSZOGEK NEVEZETES VONALAI ES PONTJAI

Kozépvonal:
a haromszdgben két oldalfelez pontot 6sszekots szakasz.

A haromszog kézépvonala parhuzamos a nem felezett oldallal, és feleolyan hosszu.

Salyvonal:
a hdromszog cstcsat a szemkdzti oldal felez6pontjaval koti dssze.

A hdromszog stlyvonalai egy ponton mennek at, ez a pont a haromszég stlypontja.
A hdromszog barmely silyvonaldn a silypont az oldalhoz kézelebb esé harmadolo-
pont.




27. A HAROMSZOGEKROL

Oldalfelez6 merdleges:
az oldalfelezd pontban a hdaromszog oldalara allitott meréleges egyenes.

A hdromszog oldalfelez6 mer6legesei egy ponton mennek ét, ez a pont a haromszog
koré irt kor kozéppontja.

Magassagvonal:
a haromszog cslicsabdl a szemkozti oldal egyenesére allitott merGleges egyenes.

A haromszog magassagvonalai egy ponton mennek at, ez a pont a haromszog
magassagpontja.

Szogfeleza:
a haromszog két oldalegyenesétdl egyenld tavolsagra levs pontok halmaza.

A hdromszog bels6 szogfelez6i egy ponton mennek at, ez a pont a haromszogbe irt
kor kbzéppontja.

Minden haromszdgben barmely bels6 szog szogfelez6je a szemkozti oldalt a szom-
szédos oldalak hosszdnak aranydban osztja két részre (szogfelezotétel).

Megjegyzések

Hasonl6 tétel igaz a kiils6 szogfelezére is.

A matematikai szovegekben a sz6hasznalat (fogalomhaszndlat) nem egységes. Példaul a ,stlyvonal”
vagy ,magassag” jelenthet egyenest és szakaszt, s6t, jelentheti a szakasz hosszat is. A pontos jelentés a
szovegkornyezetbdl derdl ki.

CSAK DEREKSZOGU HAROMSZOGBEN
ERVENYES TETELEK

Két derékszogli haromszdg hasonld, ha egy hegyesszogiik megegyezik.
Az alabb felsorolt tételek kozil az elsé kett6 emelt szintli tananyag.

1. Magassagtétel

Minden derékszogl haromszégben az atfogéhoz tartozé magas-
sag két olyan részre osztja az atfogét, amelyek hosszanak mértani

kdzepe a magassag hossza: m = /pq .

2. Befogotétel
A derékszogl haromszog befogdjanak hossza mértani kozepe az
atfogénak és a befogé atfogora esé merdleges vetlilete hosszanak:

bZ\/E; a:/&. C
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2
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B

3. Thalész-tétel

Barmely kor AB atmérGje a koriv pontjaibol derékszogben latszik,
kivéve az A és B pontokat.

A Thalész-tétel megforditasa is igaz: derékszogl haromszog koril-
irt korének kozéppontja megegyezik az atfogo felezpontjaval.

4. Pitagorasz-tétel

Egy haromszog akkor és csak akkor derékszog(, ha két oldal hosz-

szanak négyzetdsszege egyenl6 a harmadik oldal hosszanak négyze-
tével:

ct=a*+ b°.

SZOGFUGGVENYEK DEREKSZOGU HAROMSZOGBEN

d

sin o =

Cos o :?
B
c go=j
’ ctga = %
o - c
FELADATOK

256

Mivel egy @ hegyesszog egyezése esetében a két derékszdgli harom-
szog hasonlé, ezért az oldalak aranya csak a-tél fliigg. Ezeket az ardnyokat
definialtuk a kovetkez6k szerint:

Az a hegyesszog szinuszanak nevezzik, és sin a-val jeldljik az
@ szoget tartalmazo tetsz6leges derékszogli haromszogben az a szoggel

szemkozti befogo és az atfog6 hosszanak az aranyat. sin @ = %

Az a hegyesszog koszinuszanak nevezziik, és cos a-val jeloljik az
szoget tartalmazé tetszSleges derékszogl haromszdgben a szog melletti

befogé és az atfogd hosszanak az aranyat. cos a = %

Az @ hegyesszog tangense az @ szoget tartalmazo tetszGleges derék-
szogli haromszogben a szoggel szemkozti befogd és a szog melletti
befog6 hosszanak az aranya. Jele tg a. tg @ = %.
A tg a reciprokat kotangens a-nak nevezziik, és ctg a-val jeldljik.

Igaz vagy hamis? (Indokoljunk!) A haromszog kordilirt és beirt korének kozéppontja:
a) mindig a hdromszog belsejében van.

b) van olyan haromszog, amelyben az egyik magassagvonalon van.

c) mindig valamelyik szogfelezére esik.

d) nincs olyan hdromszog, amelyben valamelyik stlyvonalra esik.

e) van olyan haromszdg, amelyben valamelyik k6zépvonalra esik.
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28. TETELEK, AMELYEK MINDEN HAROMSZOGRE ERVENYESEK

Mekkora atmérgji fatorzsbdl lehet kivagni olyan gerendat, amelynek téglalap alakid kereszt-
metszete 36 cm hosszu és 22 cm széles?

Mekkorak a derékszogli haromszog befogdi, ha atfogéjanak hossza 4 m, és teljesiil, hogy az
atfogohoz tartozo stlyvonal hossza mértani kbzepe a két befogd hosszanak?

Egy derékszogl haromszog atfogbhoz tartozé magassaga az atfogét harmadolja. A hdromszog
legkisebb oldala 8 cm hosszi. Mekkora a t6bbi oldal és a haromszog szogei?

A 40 m magas vilagitétoronyrél a hajé 4,5°-o0s depressziészog alatt latszik. Milyen messze
van a hajo?

Mekkora szoget zar be a szabalyos négyoldald gula oldaléle az alaplap sikjaval, ha a gula
magassaga 8 cm, és oldaléle 10 cm?

A hegy tetején van egy 25 m magas kildtétorony. A volgy egy pontjabdl a torony alja 57°18,
teteje 59°6’ emelkedési szog alatt latszik. Milyen magasan van a volgy folott a hegy csticsa?

Egy éplilettdl 35 m tavolsagbdl az épiilet egyik ablakdnak teteje 32°12'-nyi, alsé széle 28°45'-nyi
emelkedési szog alatt latszik. Milyen magas az ablak?

Egy foldbdl ferdén kiallé, 4 m hosszi oszlop eldlnézeti vetiilete 2,5 m, oldalnézeti vetiilete
3,7 m hosszl. Mekkora szoget zar be az oszlop a talajjal?

28. TETELEK, AMELYEK MINDEN HAROMSZOGRE
ERVENYESEK

A derékszogl haromszogekre érvényes, az el6z6 leckében felsorolt tételek koziil az elsé kettének
nincs altalanos megfelelgje.

A Thalész-tétel altaldnositasa (latészogtétel) azt mondja ki, hogy ha adott a sikon két pont, A és B,
akkor azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyekb6l az AB szakasz & szog alatt latszik, két, AB-re
szimmetrikus koriv, kivéve az A és B pontokat. Ha @ hegyesszog, akkor a két koriv félkérnél nagyobb
ivhosszu, ha a tompaszdg, akkor félkérivnél rovidebb ivekrél van sz6.

A Pitagorasz-tétel altalanositasa a koszinusztétel.

c Koszinusztétel
A szokdsos jeloléseket hasznalva: ¢ = a® + b* — 2ab cos 7.
a (Természetesen az a és a b oldalra is hasonléan irhatjuk fel a tételt.)
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A szamitasok soran szintén jol hasznalhaté6 a szinusztétel.

Szinusztétel

A szokasos jeloléseket hasznalva: a: b : ¢ =sin @ :sin S : sin 7.
a __b __c
sina  sinf  siny

haromszog koré irt kor sugara.)

(A tételt szokas = 2R alakban is kimondani, ahol R a

A haromszog teriiletét is megadhatjuk szogfliggvény segitségével.

A haromszog trigonometrikus teriiletképlete:

a-b-siny

a szokasos jeloléseket haszndlva t = 7

Fontos megjegyezniink, hogy ezeket a tételeket tompaszogli haromszdgekben is hasznéalhatjuk.
[EmlékeztetSil: ha @ tompaszog, akkor sin @ = sin(180° — @) és cos @ = —cos(180° — @).]

FELADATOK

Egy haromszog két oldala 10 cm és 6 cm hosszd. A harmadik oldalhoz tartozé stlyvonal hossza 4,4 cm.
Mekkora a harmadik oldal?

Egy hdromszog két sdlyvonaldnak hossza 6 cm és 9 cm, az altaluk bezart szog 75°-0s. Mekkora a
haromszog teriilete és a hdromszog koré irt kor sugara?

Egy R sugard korbe irt ABC haromszogben AB = 0,5R és AC = +/3 R. Mekkora a BC oldal?

Egy hdromszog két oldala 5 cm és 8 cm hosszl. A hdromszog teriilete 12 cm’. Mekkora a harmadik
oldal, és mekkorak a haromszog szbgei?

Egy folyod partjan all egy éplilet, amelynek két, egymas fol6tt 1évE ablaka 15 m-re van egymastél. Milyen
széles a folyo, ha az ablakokbdl a tdlsé partot 13,3°-0s, illetve 6,6°-0s depresszidszog alatt latjuk?

Egy kor alaki Gszémedence egy pontjabdl két egymassal 36,6°-0s szoget bezaré kotelet hiztak ki, hogy
a kiilonb6z6 edzések ne zavarjak egymast. Mekkora a medence sugara, ha a kihdzott kotelek hossza
20 méter és 26 méter?



29. NEGYSZOG, SOKSZOG

29. NEGYSZOG, SOKSZOG

A NEGYSZOGEK ATTEKINTESE

A négyszogeket az oldalaik parhuzamossaga szerint is, oldalaik egyenl&sége szerint is attekinthetjik.

I. Azokat a négyszbgeket, amelyeknek van két parhuzamos oldaluk, trapézoknak ne-
vezziik.

Kozilik azok, amelyeknek a parhuzamos oldalakra merGleges szimmetriatengelyiik
van, hartrapézok; azok, amelyeknek két-két oldaluk parhuzamos, paralelogrammak.

A paralelogramma definicidjdra tébb, egymdssal ekvivalens megfogalmazast adhatunk
(barmelyik tulajdonsaghol mar kovetkezik a tébbi):

Az a négyszog paralelogramma, amelynek

— két-két szemkozti oldala parhuzamos;

— két-két szemkozti szoge egyenld nagysagy;

— barmely két szomszédos bels6 szogének dsszege 180°;

— két-két szemkozti oldala egyenld hosszu;

— két szemkozti oldala parhuzamos és egyenl6 hosszdsagy;
— két atléja felezi egymast;

— van szimmetria-kozéppontja.

Azok a négyszbgek, amelyeknek minden oldala egyenlé hosszd, a rombuszok. A rombuszt négyzet-
nek nevezziik, ha minden szdge is egyenld (90°).

Il. Az a négyszog, amelynek van szimmetriadtldja, a deltoid.
Az a négyszog, amelynek két-két szomszédos oldala egyenld hosszd, deltoid.

Vannak négyszdgek, amelyeknek harom oldaluk egyenlé hosszi, masoknak csak két
oldaluk egyenl& hosszu, ezeknek a négyszogeknek azonban mar nem ezek a tulajdonsa-
gok a f6 jellemz&i, ezekre kiilon elnevezést nem vezetiink be.

Valamennyi négyszog belsé szogeinek dsszege 360°. A konvex sokszog kiilsé szo- I3
geinek osszege 360°. a c b
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A NEGYSZOGEK KOZEPVONALAI

Négyszog kozépvonalainak a szemkozti oldalak felezGpontjat
0sszekotd szakaszokat nevezziik. Minden négyszdgnek két kdzépvo-
nala van.

Barmely négyszog két kozépvonala kdlcsondsen felezi egymast.

A paralelogramma két szemkozti oldaldnak felezSpontjat 6ssze-
kotd kozépvonala parhuzamos a paralelogramma masik két oldalaval,
és azokkal egyenl6 hosszusagu.

A trapéz két szaranak felezGpontjat 0sszekoté kdzépvonala par-
huzamos a trapéz parhuzamos oldalaival, és hossza a parhuzamos
oldalak hosszanak szamtani kdzepe.

A SOKSZOGEK ATTEKINTESE

Az n oldald konvex sokszog egy csticsabdl hiizhaté atlok szama n — 3,
ezek a sokszoget n — 2 haromszogre bontjak.

Az n oldald konvex sokszdgbe hidzhat6 atlék szama M

Az n oldald sokszog belsd szogeinek dsszege (n — 2) - 180°.

FELADATOK

m Mit irhatndnk az tresen hagyott helyekre az alabbiak kozil, hogy igaz allitasokat kapjunk?
szlikséges és elegendd; sziikséges, de nem elegendd; elegendd, de nem sziikséges; nem sziikséges és
nem elegendd.

a) Ahhoz, hogy egy négyszog téglalap legyen, hogy atléi egyenld
hossztak legyenek.

b) Ahhoz, hogy egy négyszog téglalap legyen, hogy szogei egyenl6k
legyenek.

c) Ahhoz, hogy egy négyszog paralelogramma legyen, hogy oldalai
egyenld hossziak legyenek.

d) Ahhoz, hogy egy négyszog paralelogramma legyen, hogy szem-
kozti oldalai egyenl6 hossziak legyenek.

e) Ahhoz, hogy egy négyszog paralelogramma legyen, hogy atloi

egyenld hossziak legyenek.
m a) Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges négyszog oldalfelezd pontjai paralelogrammat hataroznak meg!
b) Sikbeli konvex négyszog esetében az eredeti négyszog teriilete hogyan aranylik az a) feladatban

kapott paralelogramma teriiletéhez?

Mekkorak a szogei annak a szimmetrikus trapéznak, amelynek szarai akkordk, mint a rovidebb parhu-
3. K2 ] . . o
zamos oldala, magassaga pedig feleakkora, mint a hosszabbik parhuzamos oldala?

m Egy 17 oldald sokszoget felbonthatunk-e 14 darab haromszogre?



30. KOR ES RESZEI. iVHOSSZ

Egy trapéz egyik alapja és egyik szdra egyenl6 hosszd, a bezart szogiik 120°. A trapéz masik
szara egyenls hossz( az egyik atléval. Hatarozzuk meg a trapéz teriiletét!

0sszekotd szakasz hossza?

m Egy trapéz parhuzamos oldalai 8 cm és 12 cm hosszdak. Mekkora az atlok felezGpontjait

Egy szabalyos sokszognek 54 atl6ja van. Mekkora a sokszog egy szoge?

m (Erettségi feladat, kozépszint, 2020.) Egy tedskanna j6 kozelitéssel cson-
kakdp alakd. A teaskanna alapkdrének atmérGje 18 cm, fedSkorének atmé-
r6je 8 cm. A kanna oldalan az aljatél a tetejéig mért tavolsag (a csonkakdp
alkotéja) 14 cm. A kanndban magassaganak feléig all a tea.

a) Szamitsa ki, hogy hany deciliter tea van a kanndban!

Ismert tény, hogy magara hagyva a forré tea elSbb-utébb a kornyezé levegd
hémérsékletére hiil le. Ez a h6mérséklet-cskkenés exponencidlis jelleg(i.
Egy kisérlet soran egy kanna forr6 teat egy 23 °C-os helyiségben magara
hagytak, majd id6r6l idére megmérték a hémérsékletét. Az eredményeket
szamitégépbe tapldlva a tea T hémérsékletére (°C-ban) a kovetkezd Ossze-
flggést kaptak:

Tea) =23 + 56 - 0,96', ahol t a mérés kezdete 6ta eltelt id6 percben.

tea

b) A megéllapitott Osszefliggés szerint hany °C lesz a tea hGmérséklete negyeddra elteltével?
c) Szamitsa ki, hogy a fenti Osszefliggés szerint hany perc alatt csokken a tea h6mérséklete
37 °C-ral

30. KOR ES RESZEI. iVHOSSZ

A kozépponti szog csticsa a kor kozéppontja, szarai sugarak.

Az dbra mutatja, hogy két sugarral két szoget hataroztunk meg. Mindkét szog szarai
kozott egy-egy koriv van. Szokasos széhasznalat, jeldlés: i, iv az @ kézépponti sz6ghdz
tartozik, vagy f az iy iven nyugszik.

A két sugarral és egy korivvel hatarolt korlaprészt korcikknek nevezziik.

Egy korben a kozépponti szogek nagysagai és a hozzajuk tartozé korivek hosszai
egyenesen aranyosak.

Egy korben a kozépponti szogek nagysagai és a hozzajuk tartozé korcikkek terii-
letei egyenesen aranyosak.

A tétel alapjan a fokos és 360°-0s kdzépponti szogekkel irjuk fel az aranyokat.

Az a fokos kdzépponti sz6ghoz tartozo ivhosszat jel6ljik i,-val, a korcikk teriiletét
t,-val.

A 360°-0s kizépponti sz6ghoz tartozo ivhossz a kor keriilete: 217, a korcikk teriilete a kor teriilete: 7.
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A korivek hosszanal: —%— = lo ,  ebbdli, = e
360° 2rm 180° o
2 = 187000{0
A korcikkek teriileténél: —& —= 2" , ebbdl t, = r ”Oa/. A‘
360 r'w 360

A fenti két arany &sszehasonlitdsa is mutatja azt — ami kordbbi gon-
dolatmenetiinkbdl kévetkezik —, hogy egy korben a kérivhosszak és a
hozzdjuk tartoz6 korcikkek teriilete kozott egyenes aranyossag van.

A két 6sszefliggésbol t, = I“Z—r

A kozépponti szog és a hozza tartoz6 korivhossz egyenes aranya lehet6vé teszi, hogy a szogek méré-
sét mas médon is végezhessiik.

Az ivmérték (radian) a kozépponti sz6g nagysagat azzal jellemzi, hogy megadja a hozza tartozé
koriv hosszanak és a kor sugaranak az aranyat.

Foknak radidnba 4tszamitdsa: @, = =&,
180
oz s 180°- &
radiannak fokba atszamitasa: o = T’

KORT ERINTO EGYENES

Azt az egyenest nevezziik a kor érintGjének, amely a kor sikjaban van, és a korrel pontosan egy
kozos pontja van.

A kort érint6 egyenes merdleges az érintési ponthoz hizott sugdrra.

Egy kiils6 pontbdl a korhoz hizott két érintGszakasz egyenld hosszisagu.

FELADATOK

Egy hir a korvonalat két olyan ivre osztja, amelyek aranya 11 : 7. Mekkora a hirhoz tartozé kézépponti
sz0g?

Az ABC haromszog csticsai a haromszog koré irt korivet 5 : 6 : 7 aranyd részekre bontjak. Mekkordk a
haromszog szogei?

Egy korhenger alaku fekvd kazan belsé atmér6je 150 cm, hossza 500 cm. Mennyi viz van benne, ha a

viz magassaganak % részéig tolti meg?
Hany szazaléka egy korbe irt szabalyos hatszog teriilete a kor teriiletének?

Mekkora tertilet(i részekre bontja a 12 cm sugard kort az a hirja, amelyikhez tartoz6 kozépponti szoge
150°?

Két kor sugaranak hossza r = 4 cm és R = 6 cm, kdzéppontjaik tavolsaga 8 cm. Mekkora a két kor kozos
részének a teriilete?



31. VEKTOROK

31. VEKTOROK

Ha egy szakasznak irdnyitast adunk (azaz megmondjuk, hogy melyik legyen a kezd6pontja, és
melyik a végpontja), akkor azt iranyitott szakasznak nevezziik. Ha két irdnyitott szakasz ugyanazt az
eltolast adja meg, azaz hosszuk és iranyuk is megegyezik, akkor azt mondjuk réluk, hogy ugyanazt a
vektort reprezentaljdk. A vektor hosszan és iranyan egy tetszGleges reprezentansanak a hosszat, illetve
iranyat értjik. A vektorokkal valé miiveleteket mindig a reprezentansaikkal, azaz iranyitott szakaszokkal
végezziik el, de az egyszerliség kedvéért a szohasznalatban a reprezentans helyett is legtébbszor egy-
szer(ien vektort mondunk.

Két vektor egyenld, ha hosszuk és iranyuk megegyezik.
A vektor hosszat a vektor abszolut értékének is nevezzik.

Azt a vektort, amelynek abszoldt értéke 0, nullvektornak nevezziik. A 0 irdnya tetszGleges.
Adott az a és b vektor. Mérjlik fel az a vektor végpontjdba a b vektort!
Ekkor az a + b dsszegvektor az a kezdSpontjabol a b vektor végpontjaba mutat.
A vektorok Osszegezése kommutativ (felcserélhets) és asszociativ (csoportosithato)

mivelet.

Az egyenl6 hosszl, de ellentétes irdnyl vektorokat ellentett vektoroknak nevezziik. a

-b
Az a és b vektor kiilonbségének nevezziik azt a vektort, amit Ggy kapunk, hogy az
a vektorhoz hozzaadjuk a b vektor ellentettjét (Id. abran).
[Gt értéke | A |- |a] és irdnya A
A > 0 esetében az a vektor iranyaval megegyezd;
A < 0 esetében az a vektor iranyaval ellentétes;

A =0 esetében da = 0, irdnya tetsz6leges. a
Ha a =0, akkor Aa = 0. %

Vektorok szammal (skalarral) t6rtén& szorzasara fennallnak az aldbbi tulajdonsagok:
a) a(Ba) = (af)a; b) (@ + f)a=aa+ Ba; c)ala+ b) =ca + ab.

a
Ha a + 0, akkor az a vektor és a A szam szorzata (da) az a vektor, amelynek abszo- @
a+

b
a
b
-b
(=b)

al|lb, A<O0

EGYERTELMU VEKTORFELBONTASI TETEL

Ha adottak az a és b nullvektortdl kiilonb6z6, nem parhuzamos vektorok, akkor barmely, veltk
egysiki v vektor egyértelmiien felbonthaté az adott vektorokkal parhuzamos Osszetevékre, azaz
egyértelmden felirhaté v = aa + fb alakban, ahol @ €R, és 5 €R.

Fontos miivelet a vektorok skaldris szorzasa. m

Két vektor skaldris szorzatanak nevezziik azt a szamot, amelyet (igy kapunk, hogy b
a két vektor hosszanak szorzatat megszorozzuk a kézbe zart szog koszinuszaval.

A skaldris szorzat kommutativ (felcserélhetd a két vektor).
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A skalaris szorzat nemcsak akkor nulla, ha valamelyik tényezgje nulla; hanem akkor is, ha egyik
vektor sem nullvektor, de a két vektor merGleges egymasra, mivel cos 90° = 0. Mivel a nullvektort tekint-
hetjik barmely vektorra mer&legesnek, ezért dsszefoglaléan kimondhatjuk, hogy

két vektor akkor és csak akkor merGleges egymdsra, ha a skalaris szorzatuk nulla.

Egy vektor 6Gnmagaval valé skaldris szorzatat a vektor négyzetének nevezziik.

FELADATOK

Vegyiink fel a flizetbe egy tetsz6leges v vektort! Szerkessziink hozza harom kiilénb6z6 vektorpdrt, ame-
lyek 0sszege az adott v vektor!

Az ABCDEF szabélyos hatszog kdzéppontja O. Irjuk fel az OA =aés OB = b vektorok segitségével az
E, ﬁ, f, DF vektorokat!

Egy kocka kdzéppontjabdl harom, k6zos csticcsal rendelkezd lap kdzéppontjaba mutaté vektor a, b, c.
Fejezziik ki a csticsokba mutaté vektorokat a, b és ¢ segitségével!

Adott az a(2; 1) és a b(—3; 2) vektor. Allitsuk el6 a v vektort a-val és b-vel parhuzamos vektorok dssze-
geként, ha a) v(12; —1); b) v<—%; %) ) v(6; —4)!

Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges paralelogramma atléi hosszanak négyzetosszege egyenld az oldalak
hosszanak négyzetdsszegével!

Milyen vektorokra igaz, hogy a-b =|a|-|b|?

Hatarozzuk meg az a és b egységvektorok szogét, ha a + 4b és —a + b vektorok merélegesek egymasral

TRIGONOMETRIA fsmeétls

11/1V., V.

32. TRIGONOMETRIAI ALAPISMERETEK

A derékszogl hdromszdgek ismétlésekor mar emlitettiik a szogfliggvényeket: az @ hegyesszdgli
derékszogli haromszdgben definidltuk sin @, cos @ és tg @ értékeit. Ezek csak a szdg nagysagatdl fligge-
nek (azaz nem fliggnek attdl, hogy mekkorak az @ hegyesszoggel rendelkez6 derékszogl haromszog
oldalai). A hegyesszdgek szogfliggvényeinek ismeretében, ha ismerjik egy derékszogl haromszog egyik
hegyesszogét és valamelyik oldalanak hosszat, akkor a masik két oldal hossza kiszamithato.

Derékszogre is kiterjeszthetjik a definiciét: sin 90° =1, cos 90° =0. Ha pedig o tompaszog
(90° < @ < 180°), akkor sin@ =sin(180° —a) és cosa =—cos(180° — @) a szamolasi szabaly.



32. TRIGONOMETRIAI ALAPISMERETEK

sina
cosa’
marad a sin’@ + cos’ @ =1 pitagoraszi dsszefiiggés.

A derékszogli haromszogek ismétlésekor lattunk egyszer(ibb, szogfliggvényeket alkalmazé feladato-
kat. Fontos és a szamolasos feladatokban jol hasznalhaté 6sszefliggések még a szinusztétel, a koszinusz-
tétel és a trigonometrikus teriiletképlet.

A tovabbiakban néhany osszetett példat oldunk meg.

Az ABC haromszog alaku specialis asztallap A cstcsanal 1évé szoge 70°-o0s, két oldalanak hossza
c=180cmés b =150 cm.

a) Mekkora az asztallap a oldala?

b) Szamitsuk ki az asztallap tobbi szogét is!

c) Mekkora terliletli az asztallap?

d) Az asztallapon egy CD csikot hizunk Ggy, hogy a feliiletet két egyenld részre osztjuk. (D az AB
oldalon van.) Milyen hosszl a CD szakasz?

e) Az asztalt egy kor alaku teritével leteritjiik. Legalabb mekkora a kor sugara, ha teljes egészében
lefedi az asztalt?

f) Most egy olyan kor alakd terit6t helyeziink az asztalra, amely sehol sem l6g le az asztalrdl. Leg-
feljebb mekkora a kor sugara?

g) Szamitsuk ki az ABC haromszog C cstcsbdl hiizhaté magassaganak és szogfelez6jének a hosszat is!

Megoldas

a) A koszinusztételt haszndljuk: a* = b> + c*—2-b-c- cos @, az adatokkal (méterben szamolva)
a’=15"+1,8"-2-1,5-1,8-cos 70° innena =~ 1,91 m.

b) A szinusztételbdl —512’8 = sir;a ,innen sin B = b sina s;n @ Az adatokkal sin 8 = —1,5i5|9r} 20
amib6l S~ 47,6°. (8, =132,4° nem lehetséges: b < a miatt S <a@. De a haromszdg szogeinek
Osszege is tdl nagy lenne 3, esetében.)
y=180°—a - f ~ 62,4°.

c) Az ABC haromszog teriiletét tobbféleképpen kiszamithatjuk (pl. Héron-képlet), de egyszer( lehetGség

Mivel tg a = igy tompaszogre tg @ = —tg(180° — @) adodik. A kiterjesztés utan is érvényben

~ 0,738,

a trigonometrikus terlletképlet alkalmazasa: t = bczﬂ ~1,2686, azaz kb. 1,27 m*.

d) CD a haromszog sdlyvonala, ami azért felezi a teriiletet, mert az ADC és DBC haromszogek
alapja egyenl6 (AD = DB), a hozzdjuk tartoz6 magassaguk pedig
kézés. AD=0,9, az ADC hdromszogben felirjuk a koszinusztételt:
CD*=1,5"4+0,9°-2-1,5-0,9-cos 70°, innen CD =~ 1,46 m.

e) Az ABC haromszog koré irt korének a sugara a kérdés. Az éltalanos szi-

nusztételbsl —2

z =2R, innen R=1,02m. A teritd6 sugara legalabb

ekkora.
f) Az ABC haromszog beirt korének a sugara a kérdés. Ha s a haromszog
félkeriilete, akkor rz%, innen r= 0,49 m. A terité6 sugara legfeljebb

ekkora lehet.

g) A CE magassag hosszat kiszamithatjuk példaul a teriilet vagy az AEC derék-
szOgli haromszdgben felirt szogfliggvény segitségével is.
CE=b-sina=1,41 m.
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Jelolje a szogfelez6t CF. Az AFC haromszogben ACF <L = g ~ 23,8°, AFC<L = 86,2°. Felirjuk a szi-

seali. CF b . .
nusztételt: sing = Sin AFCS inen CF=1,41 m.

Megjegyzés

Az f) pontban felirt t = r - s teriiletképlet kdnnyen igazolhaté.

Ha a hdromszog beirt korének kdzéppontjat 6sszekotjik a cstcsokkal, akkor az ere-
deti hdromszoget harom kisebb haromszdgre bontottuk (dbra). A harom kis hdromszog
terliletének 6sszege az eredeti haromszog teriiletével egyenlé:
ar br cr_,a+b+c_
2 T2t T T

t= r-s.

Adjuk meg az a oldali szabalyos nyolcszog beirhato és korilirhato
korének a sugarat és a tertiletét!

Megoldas
360°

A sokszog egy AB oldala az O kézéppontbdl AOB<L = =g nagy-

sagl kozépponti szogben latszik. Ha F az AB szakasz felez6pontja,
akkor a koré irt kor sugara R=AO, a beirt kor sugara r= OF, és

AOF< = ¢ = 180° _ 22,5°. A sugarak és az a oldal kdz6tti kapcsolat:

8
. a - a 2 a a A a B
sing =-5,innenR=———4éstgp ==, azazr=——5"——.
=R Msin225°  B° - 2r 218 22,5°
A nyolcszog terlilete az ABO haromszog tertiletének 8-szorosa:
fmal g a’ 8
2 4-1g 22,5°
Megjegyzés

Hasonléan igazolhat6, hogy az a oldald szabalyos n-szog teriilete t = -n, ahol ¢ =

3. példa

Az ABCD derékszogl trapézban DAB<C = ABC<{ =90°, AB=8, BC=2, AD =7 egység. Szerkesz-
sziik meg az AB szakaszon az E pontot Ggy, hogy a DAE és EBC haromszdgek hasonlok legyenek! Sza-
mitsuk ki az AE szakasz hosszat és a DEC haromszog keriletét!

Megoldas
C-b6l parhuzamost hdzunk AB-vel, ez az egyenes AD-t G-ben metszi. A DGC derékszog( harom-

s26gbSl DC =/ (7 —2) + 8> =/89.

A DAE és EBC haromszogekben jelolje a és [ a két hegyesszbget (ezek potszogek), ekkor o + 5 = 90°.
Két lehetGség adddik attdl fliggden, hogy a hasonlé haromszogekben az E csticsndl egyenl6 vagy kiilon-
b6z6 nagysagl hegyesszogek vannak.

a 180°
4-tgo n
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1. eset: Legyen AED<{ = BEC<L = a (elsé abra).

C-ttikrozzlk az AB egyenesre, a tikorképét jelolje C'. Ekkor az £ pont DC’
és AB metszéspontjaként dll el6 (az abran E,-gyel jel6ltiik). Ugyanis a tiikr6zés
miatt BEC' <L = «, és igy AED<L és BEC' < cslcsszogek.

Az AED és BEC haromszdgek hasonlok (szogeik megegyeznek), igy % = %,
innen AE = Z.-8 =20 DE+ EC = DE+ EC' = DC a tiikrézés miatt.

DC' = v9° + 8% =145, a DEC hdromszog keriilete v89 ++/145 ~ 21,48
egység.

2. eset: AED< = @, BECX = 8 (masodik dbra).

@+ =90° igy DECX =90° azaz E rajta van a CD szakasz Thalész-
korén. AThalész-kor és az AB szakasz 2, 1 vagy O pontban metszheti egymast.

Ha E egy metszéspont, akkor harom Pitagorasz-tétel 6sszevonasaval szamit- D
hatjuk ki a helyzetét: (DA + AE?) +(EB? + BC?) = DC2. Legyen AE = x, ekkor

a7’ +x*+(8—x) +2% = 89 egyenlet irhat6 fel. Atrendezve x* — 8x+14 = 0,

a két gyok 4 +v2 . AE, =~ 2,59, AE, ~ 5,41 egység. F
Az AEC haromszog kertilete az els6 esetben
V72 +2,597 +./5,412+ 2> + /89,

ami kb. 22,67 egység; a masodik esetben ¢

V72 45,412 +2,59* + 22 + /89 ~ 21,55 egység. 2

FELADATOK

1. K2 Egy derékszogli haromszdgben a = 10 cm az egyik befogd, ¢ = 26 cm az atfogd hossza. Sza-
. mitsuk ki a befogéhoz tartozé magassag, stlyvonal és szogfelez6 hosszat!

Mekkora az egyenl6 szar( haromszog alapon fekvs szoge, ha a haromszdg magassagpontja
felezi az alaphoz tartozé magassagot?

Egy hdromszog két oldalanak hossza a = 5 cm, b = 8 cm, a harmadik oldalhoz tartozé f_ szo6g-
felez6 hossza 6 cm. Mekkora a haromszdg ¢ oldala?

A 10 cm sugard korbe irt egyenld szarG haromszogben az alappal szemben fekvd szog
80°-0s. Szamitsuk ki a haromszdg kerliletét és teriiletét!

Szamitsuk ki a paralelogramma oldalainak hosszat és szdgeinek nagysagat, ha tudjuk, hogy
egyik szoge 108°-0s; a szoggel szemkozti atlé hossza 15 cm; és ez az atl6 a paralelogramma
hegyesszogét 3 : 5 aranyban osztjal

Egy trapéz alaka telek teriilete 3600 m’. A telek egyik atlos Gtja a telket egy szabdlyos és egy
nem szabalyos hdromszdg alakd részre osztja. A két rész teriiletének aranya a megadott sor-
rendben 5 : 4. Mekkorak a trapéz oldalai és szdgei?

=
o)
¢
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CEDD 33. FORGASSZOGEK SZOGFUGGVENYEI

Az el6z6 ismétl6 leckében a hegyesszogek szogfliggvényeinek definicioit derékszdgre és tompaszo-
gekre is kiterjesztettlik. Most tetszGleges forgasszogre elvégezziik a kiterjesztést.

Adott a sikon egy félegyenes, ez a forgasszog egyik szara. Ezt a félegyenest a kezdGpontja mint
origé koril elforgatjuk egy « iranyitott szdggel (pozitiv irdny az dramutaté jarasaval ellentétes irany).
A félegyenes dltal sdrolt sikrész a szdgtartomany, és az eredeti félegyenes a masik szdgszar. A forgas-
sz6g nagysaga 360°-nal nagyobb is lehet, ilyen esetben a félegyenes tobbszor is sdrolhatja ugyanazt a
sikrészt.

& Q)

480°

cstics szar

A definici6 kiterjesztését az a szogli egységvektor (az x tengely
pozitiv felével @ iranyitott szoget bezaré vektor), e, segitségével
fogalmazzuk meg. A koordinata-rendszerben az i bazisvektort az

1 origd korul @ iranyitott szoggel elforgatva kapjuk az e, egység-
------ vektort, ennek végpontja mindig az origd kdzéppontl egységsu-
sina gart koron van. Az dltalunk vizsgalt szog egyik szara mindig az x
tengely pozitiv fele, a masik szara pedig az @ szogl egységvektor
meghosszabbitasa.

cosa |O 1 :;
Forgasszog szogfiiggvényeinek definicidja:
sin a: az x tengely pozitiv felével @ szoget bezar6 egységvek-

tor (e,) masodik koordinataja.

cos a: az x tengely pozitiv felével @ szoget bezaré egységvek-
tor (e,) els6 koordinataja.

Osszefoglalva: e, = (cos @; sin a).

Y A
1 Az Uj definicié a hegyesszogek esetében ugyanazt az eredményt
______ adja, mint a korabbi. Az abran lathat6 derékszogli haromszdgben az
sno | 1 sino atfogé egységnyi hosszisagu. gy S|r11_a/ =sina és (:(’1& = cos «.
o \ Mivel az e,(cos «; sin @) egységvektor hossza 1, igy
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Vsin’a +cos’e =1, azaz sin’a + cos’a =1. A pitagoraszi dsszefiig-
gés tehat érvényben marad, tovabbd —1 < sina, cos @ < 1 minden
forgdsszogre.
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TetszGleges szOg szogfliggvényeit visszavezethetjiik a hegyesszo-
gek szogfliggvényeire.

Ha az @ szogli egységvektor a masodik siknegyedbe esik, akkor az
egységvektort tiikrozziik az y tengelyre.

A tiikrozés miatt a kapott vektor e, . _ . Tehat e, és e, .., masodik
koordinataja megegyezik, e, 4. _, €lsé koordinataja pedig (—1)-szerese

1 sin (180°— o) =sin a

e, els6 koordinatajanak. Innen

I. sin(180° — @) = sin @, cos(180° — &) = —cos «. 050 Ol cos 180 ) 1 T
(Ezeket az sszefliggéseket allapitottuk meg a derékszogli és tom-
paszogl kiterjesztés esetében is.)
Hasonléan hatarozhaték meg a harmadik és a negyedik sikne-
gyedbe ess egységvektorok esetében is a szogfliggvények.
Il. sin (@ — 180°) = —sin «, cos (@ — 180°) = —cos «,
1. sin (360°— @) = —sin @, cos (360° — @) = cos «a.
A fenti 6sszefliggések tetsz6leges alfa szogre érvényesek.
Yy A Y A
1 1
______ €. w0 /—______ €360-a
sin (o ~180°) i sin (360°- &) i
Collad N\ e\
1\cos o/ cos (o —180°) ] ; Q COS 0. = COS '(36()”— o) ;
i sin a ) i
1 sin o |
e~ - |~ e,
A tg a ES ctg o ALTALANOSITASA
A tg a definicidja forgasszogekre is megfelel, ha kikotjik, hogy v A ;
cosa # 0: A
1
tga= SN2 hag+90°+ k- 180° k € Z. . g o
cos a e/
o | P1;0
Hogyan szemléltethetjik tg @ értékét az egység sugarl kor segit- o 1 X
ségével? Az egységkor P(1; 0) pontjaba hdzott érintébdl az e, egység-
vektor egyenese metszi ki tg « értékét. (Az érintS pozitiv iranya az y
tengellyel megegyezG.)
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v A ny Az abran az OEQ, ~ OTP,, tehat
. sina _ Y
’ _ = = = t a.
1 cosa 1 V7%
E/
e N tgo Az elGjeleket vizsgalva lathatjuk, hogy az els6 és harmadik
: siknegyedben a sin @ és cos @ ugyanolyan elGjeld, tehat a hdnyadosuk
1sin 1 1 H A i 1 1 At Arté
AN p/ozmv.”/f‘\ nlasodl/k és rjegyedlk SIknegy,edben pedig a két érték ellen-
ol a g ; T tétes eIOngu/ tehat a h/anyadosuk negativ.

Van két olyan egységvektor, amelyek parhuzamosak az (1; 0) pontba
hizott érintGvel. Ezek természetesen pontosan azoknak a szogeknek
felelnek meg, ahol a tg @ nincs értelmezve.

_ sin(@+180°) _

tg @ = tg (@ + 360°), de tg (@ + 180°
8 8 ) 8 ) cos (a + 180°)
= =sina _ sina _ g 4

—cosa  cosa

1 €90° k3600

Ez azt jelenti, hogy a tangens szOgfliggvény értékei nem csak
360°-onként, hanem 180°-onként ismétlédnek.

Minden sz6ghdz egyértelmien tartozik egy egységvektor, de az
egységvektor nem hatarozza meg egyértelmiien a szoget:

270

=V

(€, =€, ) 3600)-

Ha tehat egy szognek csak valamelyik szogfliggvényét ismerjiik, ez
nem hatarozza meg egyértelmlien magat a szoget, s6t legtobb esetben
magat az egységvektort sem.

A szOgek nagysagat radianban (ivmérték) is meghatarozhatjuk. Ha
egy rsugarl kor a kdzépponti szogéhez i hosszisagu iv tartozik, akkor

a,= % (@, jelenti a szog radianban kifejezett értékét, forgasszog is

r

lehet.) Ez a hanyados nem fiigg a kor sugaratol; egy mértékegység nélkili viszonyszam, ami megmutatja,
hogy a koriv hanyszorosa a sugarnak.
Néhany egyszerl esetben konnyl a fok-radidan atvaltds. Mivel a teljes szogre i=2rz, igy

360° = 2% = 27 radidn. A tobbi ,nevezetes” szoget pedig az egyenes aranyossag segitségével valthat-

juk at, példaul 180° = z radian, 90° = % radian, —270° = —37” radian stb.

A trigonometrikus fiiggvények értelmezési tartomdnya altaldban a valés szamok halmaza (illetve
annak egy részhalmaza), igy a szogeket radianban értjiik.

A trigonometrikus egyenletek megoldasat — hacsak nincs kilon elGirds vagy valamilyen korlatozo
feltétel — fokokban és radianban is megadhatjuk. Az ,oldjuk meg a val6s szamok halmazan” felszélitas
radianban vdrja a megoldast, mig a geometriafeladatok végeredményét tovabbra is inkdabb fokokban
adjuk meg.

Rejtvény

Egy repiilégépen Budapestrdl (E. sz. 47°307, K. h. 19°05’) 555 km-t repiiltiink északi irdnyba, majd ugyanennyit
nyugatra, ugyanennyit délnek, végiil ismét 555 km-t keleti irdnyban. Hova érkeztiink?

(-o4-wy |9 “qy ueqAuei nesSnAu joryunAy 1sginpulry v)
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TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valés szamok halmazan!
sina = —-0,5.

Megoldas

A sin @ = —0,5 egyenlet azt jelenti, hogy az & szog( egységvektor
masodik koordinataja (—0,5). Két ilyen vektor is van, ezek tiikrosek az
y tengelyre.

a,=—-30°+ k- 360° ke Z.

a,=210°+n-360°=(180°—a,) + n-360° ne€Z.

Radidnban: «, = —% +k- 27w, ke Z.

a2=7—”+n-27r,n€Z.

6
2. példa

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan!

V2
e

Megoldas

a,=135°+ k- 360° k€ Z (dbra).
a,=-135°+n-360°=—a,+n-360° necZ.

Radidnban: «, = %+ k-2r, ke Z.

_3r
4

cos a =—

a,= +n-2r,nel.

3. példa

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valés szamok halmazan!
tgx = 2.

Megoldas

X = 63,43° + k- 180°, k € Z, radianra attérve
x=0352n+ k-7, keZ.

(Itt a megoldast radianban kérte a feladat.)

210°
@)

Y A

1

>

>
—30° ] .
-05
eZ‘\U‘+k$60: efm k-360°
: y A
I
I 1
|
eliS‘nk%ﬂ“ I
|
| 135°
1 1 [
= f >
I 2 O X
: 2 —135°
I
e 135°+ k-360°
|
I
|
|
Y A Y
1
‘e 2
X A -
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sin @ = sin 3, sin @ = cos 3, cos a = cos [ ES tg a = tg 5 ALAKU
EGYENLETEK

A konnyebb attekinthet&ség kedvéért most egy ideig fokokban dolgozunk. Ha sziikséges, a végén
atirhatjuk a végeredményt radianba. Ha a feladatban eleve fokban adnak meg egy szoget, akkor mi is
szamolhatunk fokokban, és ebben az alakban adhatjuk meg a valaszt is.

sin a = sin 3 ALAKU EGYENLETEK

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!
sin (2a — 30°) = sin (@ + 30°).

Megoldas

A 2a — 30° és az a + 30° forgasszogl egységvektor masodik koordinatdja egyenld. Két eset lehet:
a két egységvektor vagy egybeesik, vagy egymads tiikorképei az y tengelyre. EIGbbi esetben szogeik kozt
k- 360° a kiilonbség, a masodikban szogeik 6sszege 180° + k- 360°.

(2a —30°) — (@ +30°) =a — 60°=n-360° = @ =60°+n-360°, ne Z.

vagy

(2a —30°) + (@ + 30°) =3a =180° + k- 360° = @ =60°+ k- 120°, ke Z.

Tehat @ = 60° + k- 120°, k € Z, mert a masodik megoldas tartalmazza az els6t.

sin @ = cos 8 ALAKU EGYENLETEK

Ezt példaul a cos B = sin(90° — [5) Osszefliggés alapjan visszavezethetjiik az el6z6 esetre.

cos @ = cos 3 ALAKU EGYENLETEK

Oldjuk meg az alabbi egyenletet!
cos Ba — 60°) = cos 2a + 30°).

Megoldas

A3a — 60° és a2a + 30° forgasszogli egységvektor els6 koordinataja egyenl6. Két eset lehet: a két egy-
ségvektor vagy egybeesik, vagy egymas tiikorképei az x tengelyre. El6bbi esetben szogeik kozt k- 360°
a kiilonbség, a masodikban szogeik 6sszege k- 360°.

(Ba —60°) — 2a +30°) =a —90°=k-360° = @ =90°+k-360°, ke Z,

vagy

(Ba —60°) + 2a +30°) =5 —30°=n-360° = a=6°+n-72° ne Z.

Osszefoglalva:
@=90°+k-360° vagy @=6°+n-72° k,ne Z.



33. FORGASSZOGEK SZOGFUGGVENYEI

tg @ = tg 8 ALAKU EGYENLETEK
Ekkor az & és B hajlasszogli egységvektor egyenese egybeesik. Milyen Osszefliggés van « és S kdzott?

Két eset lehet: a két egységvektor vagy egybeesik, vagy ellentétes iranytak. Az utébbi esetben a sz6-
geik kozti kiilonbség k- 180°, k € Z.

6. példa
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet: tg(4e — 30°) = tg(e + 30°)!

Megoldas

(4a — 30°) — (@ + 30°) = 3a — 60° =k - 180°, ke Z.
a=20°+ k- 60°, ke Z.
(Ellen&rizhetd, hogy sem 4 — 30°, sem @ + 30° nem lehet 90° + k - 180°, k € Z.)

MASODFOKURA VISSZAVEZETHETO EGYENLETEK

7. példa

Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a val6s szamok halmazan!
2sin® x —cos x — 1 =0.

Megoldas !

Yy A

el)l)“ + k-360°

2(1 —cos’x) —cosx—1=0, !
2cos’ x+cosx —1=0. y = cos x helyettesitéssel: 1500 [
2y +y—1=0, 60° ! _
~6091 1 %
COos X = 1? vagy cosx=—1. Conwinr O 2 )0 X
|
Tehat x1:i§+k-27r vagy x,=7+k-2r, ke L |
ef(v(\b+k 360°

(Ekvivalens atalakitasokat végeztiink.)

Trigonometrikus egyenlGtlenséget altalaban dgy oldunk meg, hogy az egyenl&ség megoldasa utan
kivdlasztjuk a megfelel6 intervallumokat.

8. példa

Oldjuk meg a cos @ > —0,5 egyenl6tlenséget a valés szamok halmazan!
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Megoldas

Meg kell adnunk azokat a szogeket, amelyekhez tartozé egységvektorok
elsé koordinataja nagyobb —0,5-nél.

A feltételnek megfelel§ vektorok végpontjai a satirozott részben és az egy-
ségkoron vannak. Jeloljik ki ezeket a pontokat! A koriv két vége nem jo, ezt
ures karikaval jel6ljik. Rajzoljuk be a két végpontba mutaté egységvektort is.
Az egyik a 120°-0s, a masik a 240°-0s sz6ghdz tartozik. Szokasos jeldlésiik:
€., €5 €,,... Természetesen irhatunk a 240° helyett —120°-ot. Ezekhez a sz6-
gekhez barmely egész szamszor 360°-ot adva szintén megfelel6 intervallumo-
kat kapunk.

Ezek alapjan a megoldas:
—120° + k- 360° < @ < 120° + k- 360°, ke Z.

_23_7f+/<.27r<a<23—7[+k-27r, ke Z.

Nézziik meg, hogy grafikusan ez mit jelent:

YA

2. E1
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FELADATOK

2 4n 81
3 3 3
| | |
1 1 - I

Adjuk meg az 6sszes olyan szoget fokban és radidnban is, amelyre

a)sin x=0,5773;

b) sinx=—1;

c) sinxz—g; e) cos x=0,5; gtgx=2;

d)cosx=1; f) cos x =—0,6342; h) th=—\/§!

Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) sin(x + 60°) = sin(90° — 4x); C) COS X = —sin X;

b) cos(3x) = cos x;

d) tg 2x = tg(3x — 45°).

Oldjuk meg a kévetkezd egyenleteket a valés szamok halmazan!

a)sin’x —cos x = 1;

c)sin*x — cos*x=0,5;

b)2cos’x —3cos x+ 1 =0; E2 d)sin*x — 2sin x cos x + 3cos*x = 0.

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlGtlenségeket a valés szamok halmazan!

a)cos x = 0;

b)sin x < @; c)sin*x = 1Z

Az ABC haromszog teriilete 20 cm?, AB = 7 cm, AC = 8 cm. Mekkorék a haromszog szdgei és a har-

madik oldala?



34. VEKTOROK A KOORDINATA-RENDSZERBEN

m Az alabbi fliggvényeket a valds szamokon értelmezziik. Hatarozzuk meg a fiiggvények legki-
sebb és legnagyobb értékét!

a) 1—,2; c) sin* x—cos* x; E2 f) sinx - cosx;
5—4sin” x d) cos® x+sin x+3; E2 g)sin x + cos x.
b) v8—cosx; e) 2sin’ x—3cos® x;

KOORDINATAGEOMETRIA

11/VL, VII.

34. VEKTOROK A KOORDINATA-RENDSZERBEN.
A PONT KOORDINATAGEOMETRIAJA

ALAPOSSZEFUGGESEK

Olyan 6sszefiiggéseket, egyenleteket fogunk haszndlni, amelyeket az alakzat pontja-
inak a koordinatdi igazza tesznek, de semmilyen mas pont koordinatdi nem elégitenek
ki. Az ilyen 6sszefiiggést az alakzat egyenletének nevezzik.

Két alakzat (kdrok, egyenesek stb.) metszéspontjainak koordinatdit Ggy hatdrozzuk
meg, hogy a két alakzat egyenletébdl all6 egyenletrendszert megoldjuk.

Vegylik fel az origd kezd&pontbdl kiindulva az i és j alapvektorokat. Egy tetszGleges
a vektor koordinatait a,-gyel és a,-vel jelélve a = a,i + a,j.

Korabban bizonyitottuk, hogy két vektor dsszegének koordindtai az Osszetevs vektorok meg-
felel6 koordinatainak Gsszegei, és a vektor szamszorosanak koordinatai a megfelel6 koordinatak
szamszorosai.

Az a(a,; a,) vektor hossza |a|= y/a; +a; .

Ha az origébdl kiindulva vesziink fel (az i és j vektorok sikjaban) egy az a vektort reprezental6 iranyi-
tott szakaszt, akkor annak végpontja mar egyértelmiien meghatdrozott. Az origébdl indulé vektorokat
helyvektoroknak nevezziik.

Az AB vektor koordinatait gy kapjuk meg, hogy a végpontba mutaté helyvektor koordinataibdl
kivonjuk a kezd6pontba mutaté helyvektor koordinatait.

Barmely vektor koordindtdinak ismeretében Ugy irhatjuk fel a ra merdleges és vele egyenld hosszi-
sagu vektor koordinatdit, hogy az adott koordinatakat felcseréljiik, és az egyikiik elGjelét megvaltoztatjuk.
Az a(a,; a,) vektor +90°-os elforgatottja ay,.(—a,; a,), —“90°-os elforgatottja a_y.(a,; —a,).
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FELEZOPONT, SULYPONT

y A B, y) Egy szakasz felezGpontjanak koordinatai a végpontok megfelel6 koor-

dindtainak szamtani kozepével adhaték meg.

Haromszog sulypontjanak koordinatai a csicspontok megfelel6 koordina-
tainak szamtani kbzepével egyenldk.

Megjegyzés
Tetraéder sdlypontjanak koordinatai is a csticsok megfelel6 koordinatainak
szamtani kozepével adhatok meg.

CETD SKALARIS SZORZAT KOORDINATAKKAL

=
=
o

Legyen a(a,; a,) és b(b,; b,) két vektor.

......... A,; a,) Definici6 szerint két vektor skalaris szorzata:
a-b=|al|b|-cos 7, ahol 7 a két vektor altal bezart szog.
(0°< 7 <180°).

O e

Y
N ..
<Y

A koordinatas felirasbél bizonyithaté, hogy
a‘b=lal|b| cosy=a b, +a,b,.

Két vektor skalaris szorzatat kiszamithatjuk Ggy is, hogy a vektorok megfelel& koordinatdit 9ssze-
szorozzuk, és a kapott szorzatokat sszeadjuk.

Mivel egy vektor négyzete egyenl a hosszisaganak a négyzetével, ezért a vektor hosszat kiszamit-
hatjuk dgy is, hogy az 6nmagaval vett skaldris szorzatabdl négyzetgyokot vonunk.

|v|= m, ha v(v,; v,).
Ebbé kovetkezik, hogy ha adott két pont, A(x;; v,) és B(x,; y,), akkor az AB tavolsagot kiszamithatjuk
az | AB| = JO6o =X )+ (v,— v, ) képlettel.
A skalaris szorzat kétféle kiszamitasa médot nydjt két vektor szogének a meghatarozasara is:
XXt iy
Sy Gy

Ccos ¢ =

FELADATOK

Egy haromszdg oldalfelezé pontjainak koordinatai: (—4; 0), (— %; 1) és (— %; 2). Szamitsuk ki a harom-
szog sulypontjanak koordinatait!
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35. AZ EGYENES KOORDINATAGEOMETRIAJA

Egy négyszog cstcspontjainak koordinatdi (—6; 4), (4; 2), (3; —3) és (—6; 0). Igazoljuk, hogy a
négyszog oldalfelezd pontjai egy paralelogramma cstcspontjail

Hatarozzuk meg az a(—7; 24) vektorral parhuzamos egységvektor koordinatait!

Az a(7; —24) és b(x; 14) vektorok mer&legesek egymasra. Szamitsuk ki, hogy az a hossza
hanyad része a b hosszanak!

Milyen aranyban osztja a P(3; 4) pont az AB szakaszt, ahol A(5; 6) és B(0; 1)?

Mekkora a hdromszdg A cstcsanal 1év6 szoge, ha a csticsok koordinatai A(=2; 1), B(4; —3),
C(6; 3)?

Az a(—12; —5) és b(1; y) vektorok 60°-os szoget zarnak be egymassal. Mekkora az y?

irjuk fel egy olyan vektornak a koordinatait, amely parhuzamos az a(—3; 4) és b(5; —12) vek-
torok altal bezart szog szogfelezGjével!

35. AZ EGYENES KOORDINATAGEOMETRIAJA

Az egyenessel parhuzamos, nem nulla hosszisagi v(v,; v,) vektort az
egyenes iranyvektoranak nevezziik. (Minden egyenesnek végtelen sok
irdnyvektora van.)

Ha az egyenes nem parhuzamos az y tengellyel, azaz v, #+ 0, akkor az

Vy L. ‘ )
m = V—Z érték az egyenes meredeksége, amely az egyenes x tengellyel bezart

1

szogének tangensét adja meg. Az m = tg @ értéket az egyenes iranytangensé-
nek vagy irdnytényez6jének is nevezziik.

Egy P(x; y) pont pontosan akkor illeszkedik a Py(x, y,) ponton athaladé

v(v,; v,) iranyvektor( egyenesre, ha PyP parhuzamos a v iranyvektorral.

Az egyenes egyenlete kétismeretlenes els6foki egyenlet. Az y=mx+b
egyenlet a (0; b) ponton atmend, m meredekségli egyenes egyenlete.

Altaldnosan: az adott P(x, ; y,) ponton dtmend, adott m meredekségii
egyenes egyenlete: y — y, = m(x — x,).

Két ponton atmend egyenes egyenletét Ggy irjuk fel, hogy el6szor megha-
tarozzuk a pontokat sszekotd vektort, ez az egyenes (egy) iranyvektora. Az
iranyvektorb6l meghatarozzuk a meredekséget (amennyiben létezik), és a fenti
egyenletbe behelyettesitjiik valamelyik pont koordinatdit.

Ha az egyenes az y tengellyel parhuzamos, akkor nincs meredeksége, és
egyenlete x = ¢ alaku (c allandd).
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A PARHUZAMOSSAG ES A MEROLEGESSEG FELTETELE

Két, a koordinatatengelyekkel nem parhuzamos egyenes akkor és csak akkor parhuzamos egy-
massal, ha meredekségiik egyenl6.

Ha az egyenesek parhuzamosak az x, illetve y tengellyel, akkor egyenletiik y = c, illetve x = c alakra
hozhaté (c allando).

Két, a koordinatatengelyekkel nem parhuzamos egyenes akkor és csak akkor merdleges egy-
masra, ha meredekségeik szorzata —1.

FELADATOK

frjuk fel a haromszog nevezetes vonalainak (oldal, k6zépvonal, magassagvonal, sdlyvonal, oldalfelezé
merdleges) egyenleteit, ha A(0; 2), B(1; 1) és C( 2; —2)!

Mekkora szoget zarnak be a 3x + 9y =7 és x — 2y = 5 egyenletli egyenesek?

lrjuk fel azoknak az egyeneseknek az egyenletét, amelyek dtmennek a (2; —3) ponton, és irdnyszogiik
a) 30°; b) —45°; c) 90°; d) 120°!

Egy négyzet egyik csticspontja A(12; 7), egyik atl6janak egyenlete 5x + y = 28. Szamitsuk ki az oldal-
egyenesek egyenletét!

lrjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely &tmegy a P(—4; 1) ponton, és parhuzamos a
2x + 3y = —4 egyenletl egyenessel! Irjuk fel az (5; —4) ponton 4thaladé és a megadott egyenesre merd-
leges egyenes egyenletét is!

Adott két pont: A(4; 6) és B(6; —2). Keressiik meg az ordinatatengelyen a P pontot gy, hogy az APB
torottvonal hossza a lehets legrovidebb legyen!

Egy haromszog cstcspontjainak koordindtai (—3; 1), (4; 5) és (6; —3). rjuk fel a leghosszabb oldalhoz
tartozo sulyvonal egyenletét!

Egy hdromszog egyik cstcsa az A(6,5; —2) pont, két magassagvonaldnak egyenlete: y — x = 4 és
7x + 2y = 7. Irjuk fel az oldalegyenesek egyenletét!

Egy paralelogramma két szemkdzti csticsanak koordinatdi A(—4; 2), C(6; 4). Egyik atléjanak meredek-

sége m = —2 A Ccsticshél indulé egyik magassag egyenesének egyenlete 8x + y = 52. Hatarozzuk

3
meg a paralelogramma hidanyzé csticspontjainak koordinatait!

Az A(0; 5) ponthdl induld, 3 egység sebességgel haladd, pontszeriinek tekinthet6 test a —x + y =5
egyenlet(i egyenesen halad. Milyen tavolsagban lesz az origétdl 10 idGegység mulva?



36. A KOR KOORDINATAGEOMETRIAJA

36. A KOR KOORDINATAGEOMETRIAJA

A C(u; v) kozéppontd, r sugari kor egyenlete
(x—uP+(y—vy=r.

Ha a nulldra rendezett kor egyenletébe (mindkét oldalbdl kivonunk r-et)
tetszGleges pont koordinatait behelyettesitjiik, akkor belsé pontra negativ,
kiils6 pontra pozitiv értéket kapunk, csak a kor pontjaira kapunk nullat.

A kétismeretlenes masodfoku egyenlet csak akkor lehet kor egyenlete, ha
az x* és y* egyiitthat6ja egyenld, és nem szerepel benne xy-os tag. Ez a feltétel
sziikséges, de nem elégséges.

1. példa

Hatdrozzuk meg az x* +y” + 8x — by = 0 egyenlet(i kor kbzéppontjat és sugardt, valamint az x és y
tengellyel vett metszéspontjait! Mekkora a kor kerilete és teriilete?

Megoldas

Teljes négyzetté alakitunk: (x+4)' =16 +(y—3Y -9 =0, azaz (x+4) +(y—3) = 25. Az egyen-
letbdl leolvashatjuk, hogy a kor kozéppontja (—4; 3), és sugaranak hossza 5.

Az x és y tengelymetszeteket az y = 0, illetve x = 0 helyettesitéssel kapjuk meg. (Erdemes az eredeti
egyenletbe helyettesiteni.) Ha y = 0, akkor x* +8x =0, innen x, =0 és x, = —8. A kor az x tengelyt a
(0; 0) és (-8; 0) pontokban metszi.

Ha x =0, akkor y* —6y =0, innen y, =0 és y, = 6. A kor az y tengelyt a (0; 0) (ezt mar az el6bb is
megkaptuk) és (0; 6) pontokban metszi.

A kor keriilete 2 -5 -7 ~ 31,42 egység, teriilete 5° - 7 =~ 78,54 teriiletegység.

EGYENES ES KOR KOLCSONOS HELYZETE

Egy egyenesnek és egy kornek 0, 1 vagy
2 kdzos pontja lehet. Ezt (ezeket) Ggy hata-
rozzuk meg a kor és az egyenes egyenle-
tébsl allo egyenletrendszerbdl, hogy az
egyenes els6foki egyenletébdl kifejezziik
valamelyik valtozot, és azt behelyettesitjlik a
kor mésodfokl egyenletébe. A valés megol-
dasok szama mutatja meg, hogy hany k6zos
pontja van az egyenesnek és a kornek.

ERINTOK
Ha egy egyenesnek és egy kornek egy kdzds pontja van, akkor az egyenes a kor érintgje.
Egy kor adott pontjaba hizott érint6é egyenletét Ggy irjuk fel, hogy el6sz6r meghatarozzuk a kor
kozéppontja (C) és az érintési pont (E) kozotti CE vektort. Erre mer6leges vektor a keresett érintd
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iranyvektora, mert az érint6 mer&leges az érintési pontba hizott sugarra. Az irdnyvektorb6l szamolt
meredekség és az érintési pont segitségével fel tudjuk irni a keresett érint6 egyenletét.

A kor adott irdnyd (adott e egyenessel parhuzamos) érintGjét egy példa segitségével mutatjuk be.

2. példa

Irjuk fel az x* + y* — 4x + 2 = 0 egyenlet(i kornek az x + y = 1526 egyenessel parhuzamos érintGit!

Megoldas

Tekintsiik az adott egyenessel parhuzamos Osszes egyenes egyenletét! Tudjuk, hogy mindegyiknek
van olyan egyenlete, amelynek bal oldala x + y, és csak a jobb oldali konstansban térnek el egymastél.
Keressiik az érint6 egyenletét x + y = c alakban! Azokat a c értékeket keressiik, amelyre a kérnek és
az egyenesnek egy k6z0s pontja van. Az egyenes egyenletébdl y értékét kifejezve és a kor egyenletébe
helyettesitve azt kapjuk, hogy x* + (¢ — x)* — 4x + 2 = 0. Kifejtve 2x* — x - (2c+ 4)+ (2 + ¢*) = 0.

Egy megoldasa akkor lehet egy masodfoku egyenletnek, ha a diszkriminansa nulla, ezért

b*— d4ac=(2c+4Y—-4-2-(2+ c*) = 0.

Rendezve és megoldva

—4c¢®+16¢ =0, innen c =0 vagy c=4.

A keresett érintGk egyenletei tehat

e:x+y=06ése,:x+y=4.

Masképpen: Ugy is eljarhattunk volna, hogy el6szér az érintési pontokat hatarozzuk meg.

Ekkor az adott kort (x — 2 + y* = 2 alakra hozzuk, leolvassuk a kor kozéppontjdnak koordinatdit:
(2; 0), és a kdzépponton at a keresett érintére merdlegest allitunk: x — y = 2. Ennek az egyenesnek a
korrel valé metszéspontjaiban hizunk érintSket az el6z6 pontban ismertetett médon. (Metszéspontok:
E(3;1) és E,(1;-1).)

CXED KET KOR KOZOS PONTJAINAK MEGHATAROZASA

A két kor egyenletét sziikség esetén atalakitjuk Ggy, hogy a jobb oldalon
nulla dlljon. Igy egy kétismeretlenes masodfokii egyenletrendszert kapunk,
amelyben az egyenletek kiilonbsége els6fokd. Ebb&l az elséfoki egyenlet-
b6l fejezziik ki az egyik ismeretlent, és azt az egyik (egyszerlibb) masodfokd
egyenletbe helyettesitve szamithatjuk ki a kozos pontokat.

Bolyai Janos (1802—1860) egyik levelébdl idéziink:

Olyan felséges dolgokat hoztam ki, hogy magam elbdmultam, s 6r6kés kdr volna elveszni; ha meglatja Edes
Apam; megesmeri; most tébbet nem széllhatok, csak annyit: hogy semmibdl egy dj, mas vildgot teremtettem:
mindaz, valamit eddig kiildottem, csak kdrtyahaz a toronyhoz képest.



37. ALAPFOGALMAK. A LINEARIS FUGGVENY

FELADATOK

1. K1

A
N

= B
o)
¢

N
m
—

Hatarozzuk meg a kovetkezs egyenletekkel megadott korok kozéppontjanak koordinatdit és
sugarat!

a)xX+y —6x+ 10y —2=0;

b)x* + y* + 3x — 7y = 14,5;

)X +y'—12x — 12y =25,

Hatarozzuk meg annak a kérnek az egyenletét, amely koncentrikus a
4 + 4y* — 28x + 44y — 86 =0
egyenlet(i korrel, és sugara feleakkora!

Hatarozzuk meg az x> +y* —16x—12y +19 = 0 egyenletl kor x és y tengellyel vett metszés-
pontjait! Mekkora a kor keriilete és teriilete?

Milyen hosszd hdrt metsz ki az (x — 1)* + (y + 2)> = 25 egyenlet(i kor az y = 2x + 1 egyeneshd|?

Az (x — 4)* + (y — 3)° = 16 egyenlet(i kornek van-e olyan pontja, mely egyenld tavolsagra van
a (=3; 2) és (1; 0) koordinataju pontoktol?

Az (x — 5 + (y — 12)* = 169 egyenlet(i kérhéz a P(10; 24) pontjdban érintét hizunk. [rjuk fel
az érintd egyenletét!

Az ABC haromszog két csticsa A(2; —1) és B(11; 2), a C cstics pedig rajta van a 3x — 4y = 0
egyenesen és az x> + y* = 25 egyenletl koron is. Hatérozzuk meg C koordindtdit! (Ne feled-
kezziink el az ellendérzésrdl!)

FUGGVENYEK

37. ALAPFOGALMAK. A LINEARIS FUGGVENY

Mint azt mar az el6z6 években lattuk, a hozzarendelések, fiiggvények vizsgdlata a mate-

INV., X.; TONVIL; T1/111.

matika egyik legfontosabb teriilete. A fliggvény mai értelemben is haszndlatos megfogalma-
zasa Dirichlet-t6| szarmazik (1805-1859): ,ha az y és x valtozék olyan viszonyban vannak
egymadssal, hogy x valamely szamértékéhez barmilyen torvény (szabaly) hozzarendeli y-nak
egy szamértékét, akkor azt mondjuk, hogy y az x fliggetlen valtozé fliggvénye”.

Az A és B nem ures halmazok kozott hozzarendelést |étesitiink, ha meghatarozzuk, hogy az

A halmaz egyes elemeihez a B halmaz mely elemeit rendeljiik hozza.
Jelolése: f: A > B, a€ A és b € B esetében a— b.

A hozzarendelés egyértelmii, ha az A halmaz minden eleméhez pontosan egy B halmazbeli ele-

met rendellink. Az egyértelml hozzarendelést fiiggvénynek nevezziik.
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Egyértelm{ hozzarendelés esetében az A alaphalmazt a fliggvény értelmezési tartomanyanak nevez-
zlik. Az f fliggvény értelmezési tartomanyat D-fel jel6ljik.
A hozzarendelés kdlcsonosen egyértelmii, ha mindkét iranyban egyértelmdi.

A fliggvény értékkészletét azok a B halmazbeli elemek alkotjak, amelyeket az A halmaz valamelyik
eleméhez rendeltiik hozza. Az f fliggvény értékkészletét R-fel jeloljik.

Ha az f fliggvény értelmezési tartomanyanak eleme az x valés szam, akkor az x helyen felvett fligg-
vényérték jelolése f(x).

Az f: x — f(x) flggvény esetében a koordinata-rendszerbeli (x; f(x)) pontok halmazat az f fiiggvény
képének, grafikonjanak nevezziik.

Az f:x — f(x) flggvény zérushelye az értelmezési tartomanyanak azon a értéke, melyre f(a) = 0
teljesdil.

Az aldbbi hozzarendelések koziil melyek fliggvények, melyek kdlcsondsen egyértelmtiek?
a) Minden valés szamhoz rendeljik hozza az ellentettjét!

b) Adott t tengely esetében a sik pontjaihoz rendeljik hozza a tiikorképiket!

¢) Minden filmhez rendeljiik hozza a rendezgjét!

d) Minden pozitiv egész szamhoz rendeljik hozza az osztéit!

e) Minden valés szamhoz rendeljik hozza a négyzetét!

f) Minden racionalis szamhoz rendeljik hozza az egészrészét!

g) A pottyos labdakhoz rendeljiik hozza péttyeiknek szamat!

h) Minden sziil6hoz a legid6sebb gyerekét rendeljik.

i) A Fold orszagaihoz az orszag nemzetkozi betdjelét rendeljiik.

Megoldas

Nem fliggvény: d), mert egynél tobb osztdja is lehet egy pozitiv egész szamnak.
A tobbi hozzarendelés egyértelmdi, azaz fluggvény.
Kolcsonosen egyértelmi hozzarendelések: a), b), i).

Adjuk meg a valos szamoknak azt a legb6vebb részhalmazat, amelyen az aldbbi fliggvények
értelmezhetdk!

da)=—5;  9c)=V4=3;  Idézet
b) b(x) = ;X2; d) d(x)= lg(xz —4). Egy latogato azt allitotta, hogy neki nincs szliksége az
7 igazsag keresésére, mert mar megtaldlta a sajat valla-

sdban. A Mester viszont ezt mondta:

Megold;is — Volt egyszer egy didk, aki sosem lett matematikus,

mert vakon hitt a matematikakonyv végén taldlhato
a)D,={xeR x#3}; valaszokban. A helyzet irénidja az, hogy a valaszok
b) D, = R; helyesek voltak.

c) D, = {X ER x< %}; (De Mello: Tantétel)

d) D, = {—=2-nél kisebb vagy 2-nél nagyobb

valos szamok}.
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3. példa

Hatarozzuk meg a fliggvények értékkészletét!
a) a(x) = x*, D, = {egész szamok]};

b)b(x):%, D, ={x€R, x #0};
c)d(x)=vx-5,D,={xeR, x=5}.

Megoldas

a) R, = {négyzetszamok};
b) R,={b(x) €R, b(x) # 0};
c) R,={d(x) e R, d(x)=0}.

LINEARIS FUGGVENYEK

Az f: x — mx+ b alakd hozzdrendeléssel megadott fliggvényeket linedris fiiggvényeknek nevez-

zuk.

I. Ha m = 0, akkor a fliggvény nulladfok, konstans fiiggvény. Mivel minden x valés szamhoz a
b értéket rendeli, ezért grafikonja az x tengellyel parhuzamos egyenes.

Abrazoljuk a valés szamok halmazan értelmezett fiiggvényeket!
fix—4; g:x~0; hix——+2.

A
A konstans fliggvények képe az x tengellyel parhuzamos 4 f
egyenes; y tengelymetszetiik a konstans érték.
: i LN
4% 1 X

Il. Ha m # 0 és b = 0, akkor a fliggvény az egyenes aranyossagot leiré fliggvény. Az egyenes ara-
nyossag grafikonja egyenes, mely athalad az origén, valamint az (1; m) ponton. Az m értékét a grafikon
meredekségének nevezzik; teljestil az m = tg @ Osszefliggés, ahol @ a fliggvény grafikonjanak az x

tengely pozitiv iranyaval bezart szogét jelenti.
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5. példa

Abrézoljuk a valés szamok halmazan értelmezett fiiggvényeket:

fix—x; g X~ 2X; h:x»—»—%x.

Megoldas

Az f, g és h fuggvények képe az origon athaladd egyenes.

A megfelel6 meredekségek értéke rendre 1, 2 és _3

2

Hl. Ham # 0 és b + 0, akkor az els&foku fliggvény grafikonja athalad a (0; b), (1; m + b ) ponto-
kon, meredeksége m.
(Természetesen az egyenes aranyossag is els6foku fliggvény.)

6. példa

Abrazoljuk a valés szémok lehets legb&vebb részhalmazan értel-
mezett fliggvényeket!

f:x»—»%x—S; g X——2x+3; h:x—

Megoldas

Az f, g, h fuggvények képei az abran lathatok.
-4 _ (x+2)(x=2)

x—2 (x—2)
egy ,lyukas” egyenes.

X’ —4
x—2"

=x+2, hax # 2; a h fliggvény képe tehat

FELADATOK

m Adjunk meg egyértelml hozzdrendelést az aldbbi két halmaz elemei kozdtt (A-bdl B-be torténjen a
hozzarendelés)!
a) A = {A hét napjai.}; B = {Az egyjegy(i természetes szamok halmaza.};
b)A={1;5; 6}; B={2; 4};
c) A = {Egy adott S sik pontjai.}; B = {Az adott S sik pontjai.}.
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37. ALAPFOGALMAK. A LINEARIS FUGGVENY

Az aldbbiakban felsorolt hozzarendelések kozil melyik fliggvény, és melyik nem? Valaszun-

kat indokoljuk!

a) Minden sokszdghoz hozzarendeljik az atléinak szamat.

b) Minden nemnegativ szamhoz hozzarendeljik a négyzetgyokét.

¢) Minden természetes szamhoz hozzéarendeljik a primosztéit.

d) A kor minden hurjdhoz hozzarendeljik a felez&pontjat.

e) A kor minden belsé pontjahoz hozzarendeljiik azt a hiart, amelynek a vizsgélt pont felezs-
pontja.

Egy zoldség-nagykereskedésben 20 kg narancs dra 14 000 Ft.
Adjuk meg azt a fiiggvényt, amely leirja a narancs témege (m) és ara (A) kozotti 6sszefliggést!

Adjuk meg a valés szamoknak azt a legb6vebb részhalmazat, amelyen az aldbbi fliggvények
értelmezhetdk!

a) f(x) = 2 — 5x; c) h(x)= +§’
b) g(x)=(x—3)Y—5; d) k(x)=vx—1+2.

Adottaz f: (R*U{0}) — R, f(x) =— v x fliggvény. Hatarozzuk meg az értelmezési tartomany-
nak azt az elemét, amelyhez tartozé fiiggvényérték —2; 0; illetve 6!

Adottaz f:R\{0} - R, f(x) = X=3 49 flggvény.

a) Mely fliggvényértékek tartoznak a —3; 2; illetve 5 szamokhoz?
b) Adjuk meg az értelmezési tartomany azon elemeit, amelyekhez tartozé fliggvényértékek a
0; —1; illetve 2!

Abrézoljuk a kdvetkezd, a valés szamok halmazan értelmezett fiiggvényeket!

f(x)=3x—2;  g(x)=—x+3; h(x)=3x—1; l(x)=—%x+2.

Dontsiik el, hogy az aldbbiakban megadott fliggvények koziil melyek linearis fliggvények!

a) Adjuk meg a valés szamok halmazanak azt a legb6vebb részhalmazat, amelyen a megadott
fliggvények értelmezhetGek!

b) Allapitsuk meg a lineéris fiiggvények meredekségét'

6—3x. x —6x+9 .
a(x) = —5—, c(x)= 2 =2XT 7
) 2 = s
_ (X2 —(x=1) _ X —4
b(X)_ 3 ’ d(X)— 2X+4.
Abrazoljuk a kévetkez6 fiiggvényeket!
1 ha x> —2x+1, ha-3 <x<-1
fix)={g Xt % hax=2, h(x) =13, ha—1<x<2
2x—1, hax<2 2x—1, ha2<x<3
17x—|—4 ha x <- 2
g(x)=1"»

_ 2412 >_
3x-i—3,hax 2




IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

Abrézoljuk a kévetkezd, a valés szamok lehetd legb6vebb részhalmazan értelmezett fiiggvényeket!

f(x):37x; g(x):><2;4_7x2+4; h(x): );2_::?; i(x):2x—3 +§.

m Adjuk meg azokat a fiiggvényeket, amelyeknek a grafikonjai az abran lathatok!

f(x)

I(x)

Yy

Yy

g(x)

38. SZAMHALMAZON ERTELMEZETT NEMLINEARIS
ALAPFUGGVENYEK ES GRAFIKONJAIK

Igen sok gyakorlati probléma vizsgalataban segithetnek a fliggvények. Ezek a problémdk altalaban
Osszetett, bonyolult megfogalmazasok, vizsgalatukhoz az egyszer(i fliggvények ismerete, ezek jellem-
zése, majd fliggvénytranszformaciok hasznalata szlikséges. Az alabbiakban éttekintjiik a megismert leg-

egyszer(ibb fuggvényeket és tulajdonsagaikat.
Egyéb jelolés hijan a fiiggvényeket a valds szamok lehets leghGvebb részhalmazan értelmezziik.

NEMLINEARIS ALAPFUGGVENYEK,
GRAFIKONJAIK, TULAJDONSAGAIK

lLa) fix—x°

A fliggvény grafikonja parabola.

Legfontosabb tulajdonsagai:

— értelmezési tartomdnya a valés szamok halmaza;

— értékkészlete a nemnegativ vals szamok halmaza;

— zérushelye: x = 0;

— minimuma 0, ezt az x = 0 helyen veszi fel;

— szigorGan monoton csokkend, ha x < 0;

— szigorGan monoton novekvs, ha x > 0;

— paros fliggvény; vagyis az értelmezési tartomany minden x
eleme esetében —x is eleme az értelmezési tartomanynak, és
f(x) = f(—x).
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I.b) f:x—x", n = 2 paros szam. A

Legfontosabb tulajdonsagai: /

— értelmezési tartomdnya a valés szamok halmaza;

— értékkészlete a nemnegativ valds szamok halmaza;

— zérushelye: x = 0;

—minimuma 0, ezt az x = 0 helyen veszi fel;

—szigorGan monoton csdkkend, ha x < 0;

—szigorGan monoton ndvekvé, ha x > 0;

— paros fliggvény; vagyis az értelmezési tartomdny minden x eleme eseté-
ben —x is eleme az értelmezési tartomanynak, és f(x) = f(—x). ol

I.c) f:ix—x", n =1 pératlan szam.

Legfontosabb tulajdonsagai:

— értelmezési tartomdnya a valés szamok halmaza;

— értékkészlete az Gsszes szam;

— zérushelye: x = 0;

—szigorGan monoton ndvekvd,

— paratlan fliggvény; vagyis az értelmezési tartomany minden x eleme ese-
tében —x is eleme az értelmezési tartomanynak, és f(x) =—f(—x).

I g x—+x

A flggvény képe egy félparabola.

Legfontosabb tulajdonsagai:

— értelmezési tartomdnya a nemnegativ val6s szamok halmaza;
— értékkészlete a nemnegativ valés szamok halmaza;

— zérushelye: x = 0;

— minimuma 0, ezt az x = 0 helyen veszi fel;

— szigordian monoton novekvé fliggvény.
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s

all.
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IV. j:x — a" exponencidlis fiiggvény, haa > 0,a + 1.

=W

(a = 1 esetében konstans fliggvény.)
Legfontosabb tulajdonsagai:

értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza;
értékkészlete a pozitiv valés szamok halmaza;
minimuma, maximuma, zérushelye nincs;
szigorian monoton csokkend, ha0 < a < 1;
szigorGan monoton névekvg, haa > 1.

V. k:x—log, x,haa > 0,a+ 1,ésx > 0.
Legfontosabb tulajdonsagai:

értelmezési tartomanya a pozitiv valés szamok hal-

maza;

értékkészlete a valos szamok halmaza;
zérushelye: x = 1;

minimuma, maximuma nincs;

szigorGan monoton csokkend, ha 0 < a < 1;
szigordan monoton névekvs, ha a > 1.

. 1
y4 Hl. h:x — "
A fliggvény grafikonja hiperbola, mely két aghdl

Legfontosabb tulajdonsagai:

értelmezési tartomanya a 0-t6l kilonbdz6
valos szamok halmaza;

értékkészlete a 0-t6l kiilonb6z6 valds szamok
halmaza;

zérushelye: nincs;

minimuma, maximuma nincs;

paratlan fliggvény; vagyis az értelmezési tarto-
many minden x eleme esetében —x is eleme az
értelmezési tartomanynak, és f(x) = —f(—x).
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VL. [:x — sin x m
Legfontosabb tulajdonsagai:

értelmezési tartomanya a valés szamok halmaza;
értékkészlete a [—1; 1] intervallum;
zérushelye x = kz, ke Z;

minimuma y = —1, ezt az x = 37T 2km, k € Z helyen veszi fel;

2

§+ 2kr, k € Z helyen veszi fel;
periodikus fiiggvény, peridédusa: 27;
paratlan fliggvény, vagyis az értelmezési tartomany minden x eleme esetében —x is eleme az értel-

mezési tartomanynak, és /(x) =—/(—x).

maximuma y = 1, eztaz x =

Y A
1 sin x

-z z T e 21 X
,1..

Emelt szint
Legfontosabb tulajdonsagai:

értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza;
értékkészlete a [—1; 1] intervallum;

zérushelye x = (2k + 1)%/ kez;

maximuma 1, ezt az x = 2k, k € Z helyen veszi fel;

minimuma —1, ezt az x = (2k+ 1)x, k € Z helyen veszi fel;

periodikus figgvény, periédusa: 27;

paros figgvény, vagyis az értelmezési tartomany minden x eleme esetében —x is eleme az értelme-
zési tartomanynak, és m(x) = m(—x).
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FELADATOK

Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben az alabbi fliggvényeket, és hatdrozzuk meg a fiiggvények
metszéspontjanak elsé koordinatdjat!

a) f(x)=x"és g(x)=2—x;

b) f(x)=x" és g(x)=2x—1;

c) f(x)=x" és g(x) = %x— 4.

Abrazoljuk koordindta-rendszerben a megadott fiiggvényeket, majd adjuk meg, hol szigordan monoton
novekvdek, és hol szigordan monoton csokkendk!

2x+ 3, ha x <-1 —3x—2, hax<-2
a) f(x)= | x* ha—1<x<2; b) g(x)=1x ha—2<x<T1.
X"2'6, hax>2 %x, ha x > 1

Az dbrakon fliggvények grafikonjai lathatok. Hatdrozzuk meg a fliggvények
— értelmezési tartomanyat és értékkészletét;

— zérushelyeit;

— szélsGértékeit!

YA a)

|[x—1]-2]-1

ol 4

Oldjuk meg grafikusan az aldbbi egyenleteket,
egyenl&tlenségeket a valés szamok lehet6 legh&vebb
részhalmazan!

a) Vx = x;
b)Vx —1==3x+3;
c) %XS&.
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39. FUGGVENYTRANSZFORMACIOK

Képlettel megadott, bonyolultabb fliggvények vizsgalataban, tulajdonsagaik megéllapitasaban, grafi-
konjaik megkeresésében segitséget nyuijt, ha tudjuk, hogy a megfelel6 alapfiiggvényb6l milyen , 1épések”
egymads utani alkalmazasaval juthatunk el az adott hozzarendelési szabédlyhoz. Ezekkel a ,[épések”-kel
az Uj flggvény képét az el6z6 képbdl valamilyen geometriai transzformaciéval kaphatjuk meg. A hozza-
rendelés ilyen tipust valtoztatasat fiiggvénytranszformacionak nevezziik. A fliggvénytranszformdacidkat
osztalyozhatjuk, egymds utan tobbszor is végrehajthatjuk. Az alabbiakban megadott minden fliggvény
esetén az értelmezési tartomanynak a valés szamok lehet6 legb&vebb részhalmaza tekintendg.

A FUGGVENYERTEK TRANSZFORMALASA

I. Legyen adott az f: x — f(x) alapfiiggvény.

A g:x—f(x)+c, D,=D, c €R flggvény az f fliggvénytdl egy dlland6 konstans érték hozzdaddsa-
val kiilénbozik.

Ezért az f fuggvény grafikonjabdl a g grafikonja a v(0; ¢) vektoru eltoldssal kaphaté meg.

Abrazoljuk a kovetkezs fliggvényparokat!
f(x)=sinx, g(x)=sinx+3;

fx)=x,  gx)=x"—4;
f(x)=1gx, gx)=Igx+5;
=1,  gx=1-2.

X ’
Megoldas

YA

sinx + 3

U Y
0 ,

o /

a
ol

2n
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y A

Il. Legyen adott az f: x — f(x) alapfliggvény.
A g:x ——f(x) (D, = D) fuggvény grafikonja az f grafikonjabdl egy x tengelyre vonatkozd tiikrozéssel
kaphaté meg.

Abrézoljuk a kovetkezé fiiggvényparokat!
f(x)=x%, g(x)=—x%

CED) W=x  s=-kx
m f(x)=cos x, g(x)=—cos x.

Y A
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I1l. Legyen adott az f: x — f(x) alapfliggvény.
A g:x—c-f(x), ahol D,=D, c€R, c > 0 fuggvény képe az f képébsl egy y tengely iranydban
torténd c-szeres nyijtassal (zsugoritdssal) kaphaté meg. (,Hivatalos” elnevezése a meréleges affinitas.)

Abrazoljuk a kévetkezd fliggvénypdrokat, az értelmezési tartomdany legyen minden esetben a valds
szamok lehet6 legh&vebb részhalmazal

fix)=Vx, g(x) = 4vx;
f(x) = x, g(x)= %XZ}

f(x) = cos x, g(x)= %COS X. m
Megoldas

vA
A T
27X X y A
%COS X
|
COS X
0 m N
fx) s x N / 3 2n x
3 f(x) 1 1l 300
0 1 X
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A VALTOZO (x) TRANSZFORMALASA

I. Legyen adott az f: x — f(x) alapfliggvény.

A g x — f(x+ c) fliggvény képe az f képébdl eltolassal szarmaztathatd, az eltolas vektora v(—c; 0).
(Figyelem! A g fliggvény értelmezési tartomanya nem biztos, hogy megegyezik az f értelmezési tarto-
manyaval.)

Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényparokat, a fiiggvényeket értelmezziik a valés szamok lehetd leg-
b6vebb részhalmazan! Figyeljik meg, hogyan véltozik az értelmezési tartomany az egyes esetekben!

f(x) = x*, g(x)=(x+4);
fix)=vx, g(x)=vx—3;
fiy="1, 80 =15

m f(x) = sin x, g(x) = sin(x—%).

y A

1] sinx

I
i
NI S
a
~R
)

a
s Y
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39. FUGGVENYTRANSZFORMACIOK

Il. Legyen adott az f: x — f(x) alapfliggvény.
A g:x — f(—x) fliggvény képe az f képébdl az y tengelyre vonatkozé tiikrozéssel kaphaté meg.

Abrézoljuk a kovetkezé fiiggvényparokat, értelmezziik a fiiggvényeket a valés szamok lehetd leg-
bGvebb részhalmazan! Figyeljik meg, hogyan véltozik az értelmezési tartomany az egyes esetekben!

f(x)=Vx, g(x)=v—x;
f(x)= 3%, g(x)=37".

Megoldas

N—X

8 4

11l. Legyen adott az f: x — f(x) alapfliggvény.
A g:x+—f(c-x), ahol ceR, ¢ > 0 flggvény képe az f fliggvény képébdl az x tengely iranyaban,

%-szeres nyujtassal (zsugoritassal) kaphaté meg.
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IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

6. példa
Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényparokat, a fiiggvényeket értelmezziik a valés szamok lehets leg-

b6vebb részhalmazan! Figyeljik meg, hogyan véltozik az értelmezési tartomany az egyes esetekben!

=2, g00=(3x);
Emelt szint f(x) = sin x, g(x) = sin(2x);
f(x) = cos x, g(x)= cos(;—x).

Emelt szint
Megoldas

Y A
1 sin x sin (2x)
1 X K
X
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39. FUGGVENYTRANSZFORMACIOK

FELADATOK

Legyen f:x —+/x, x=0.Az a) abrdn a g, h, k fliggvények grafikonjai lathatok.
Hatarozzuk meg a hozzarendelési szabdlyaikat! Ne feledkezziink meg az értelmezési tarto-
many megadasarél sem!

1. K1

b)

2. K1 Legyen,f:)fh:xz, Xx€ R. A b) dbran a g, h, k f(]ggv,éj
nyek képei lathatok. Hatdrozzuk meg a hozzarendelési
szabalyaikat!

'R Lesyen fix »(%)X, xE€R. A c) dbrin a g, h, k fuggvé-

nyek képei lathatok. Hatdrozzuk meg a hozzdrendelési

szabdlyaikat!

4. K1 /\bralzo!lj'uk“az f:x H.I.g X, X >0 f%lggv'é/nyt!

a) Tukrozziik az f fliggvény grafikonjat az x tengelyre!
Adjuk meg a tiikorkép hozzarendelési szabalyat!

b) Tikrozzlk az f fliggvény grafikonjat az y tengelyre!
Adjuk meg a tiikorkép hozzarendelési szabalyat!

c) Toljuk el az f fliggvény grafikonjat ,felfelé” 4 egység-
gel! Adjuk meg az eltolt kép hozzarendelési szabalyat!

d) Toljuk el az f fliggvény grafikonjat a v(3; 0) vektorral!
Adjuk meg az eltolt kép hozzarendelési szabalyat!

5. E1 OIdjEJk meg a kovetkez6 egyenletet a valés szamok hal-
mazan!
X+ 2x+4=—Vx+1+3
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IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

40. FUGGVENY ABSZOLUT ERTEKE,
FUGGVENYTRANSZFORMACIOK ALKALMAZASA

Tobb fuggvénytranszformacié egymdas utani alkalmazasaval osszetett fiiggvényekhez jutunk. Ezeket
kdnnyebben jellemezhetjiik, grafikonjaikat pontosabban megrajzolhatjuk, ha a megfelel& geometriai
transzformacidkat alkalmazzuk. Erre mutatunk néhany példat.

Egyenletek, egyenl6tlenségek grafikus megoldasa soran is célszer(i az dbrazolaskor transzformacio-
kat alkalmazni.

Emelt szint

Legyen adott az f: x — f(x) alapflggvény.

A g:x—|f(x)|, D, = D, fuggvény grafikonjat az f fliggvény grafikonjabdl Ggy kaphatjuk meg, hogy az
f figgvény grafikonjanak x tengely alatti részét tiikrozziik az x tengelyre.

Abrézoljuk a kdvetkezd fiiggvényparokat!

fx)=x=4, glx)=|x-4]
f(x)=sinx, g(x)=[sin x|.

Megoldas
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40. FUGGVENY ABSZOLUT ERTEKE, FUGGVENYTRANSZFORMACIOK ...

Tekintsiik a val6s szamok halmazén értelmezett f: x — x° fliggvényt.

Abrézoljuk, majd a grafikonon rendre hajtsuk végre az alabbi
utasitasokat, végil allapitsuk meg a transzformaciék utan kapott
hozzarendelést!

a) Toljuk el f képét a v(=3; 0) vektorral, legyen ez a g fliggvény

grafikonjal

b) Tiikrozzlik g grafikonjat az x tengelyre, legyen ez a h fliggvény
grafikonjal

c) Toljuk el h képét a v(0; 5) vektorral, legyen ez a k fliggvény
grafikonjal!

Megoldas

A transzformaciok sorozataval a kovetkez6 fliggvényeket kaptuk:
f(x)=x*;

g(x)=(x+3);

h(x)=—(x+3);

k(x)=—(x+3)+5.

3. példa

Ertelmezziik az f fiiggvényt a [—5; 0] intervallumon. Allapitsuk meg a fiiggvény zérushelyeit! Hol
veszi fel a fliggvény a legkisebb, illetve legnagyobb értékét, melyek ezek az értékek?
fix—x"+6x+5.

Megoldas

Megallapithat6, hogy az f fliggvény masodfokd fliggvény, tehat
képe parabola, és az x* grafikonjdbol szarmaztathato.

Alakitsuk at a hozzdarendelési utasitast teljes négyzet és konstans
tag Osszegére!

fix—x"+ 6x+5=(x+ 3) — 4, ebbdl leolvashato a két transzfor-
macibs lépés:

Az x* grafikonjat toljuk el az x tengely mentén negativ iranyba 3
egységgel, majd a kapott grafikont az y tengellyel parhuzamosan nega-
tiv irdnyba 4 egységgel.

Most arra kell még figyelniink, hogy az f a [-5; 0] intervallumon ér-
telmezett, vagyis a grafikonnak csak ezen része tartozik a fliggvényhez.

Leolvashatjuk, szamoldssal ellen&rizhetjiik a valaszokat.

Zérushelyek: x, ==5, x, =—1.

A fliggvény a legkisebb értéket az x = —3-ndl veszi fel, ez a mini-
mum: —4.

A fliggvény a legnagyobb értéket az x = 0-nal veszi fel, ez a maxi-
mum: 5.
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IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

Ertelmezziik a fiiggvényeket a [2; 11 ] intervallumon!

fix—>vx—24+1,

gx—2

Abrézoljuk kézos koordinata-rendszerben a fiiggvényeket, majd vélaszoljunk a kérdésekre!
a) Mennyi az f figgvény minimuma, maximuma?
b) Mely x értékek esetén igaz: 3 < f(x) < 4?

c) Miamegoldasaa vx—2 +1= % egyenletnek?

d) Mikor teljesdl: % SVYx—=2+12

/

300

[ 1

2,
o
o
I I I I I I I I
T T T T T T T T
2

.
Ly
X

A grafikonok alapjan valaszolhatunk a kérdésekre.

a) Az fminimuma 1, ezt x = 2 esetében veszi fel; a maximuma 4,
ezt x = 11-nél veszi fel.

b) 3 < f(x) =<4 teljestl, ha6 <x<11.
(Ezekre a kérdésekre a grafikon nélkiil is valaszolhatunk, hiszen
f szigordan monoton novekvo fliggvény.)

c) Az egyenlet megoldasa: x, =2 és x, = 6. (A gyokoket behe-
lyettesitéssel ellendrizhetjiik.)

d) gsm—z +1igaz,ha2<x<6.

Oldjuk meg grafikusan az egyenl6tlenséget a valés szamok halmazan!
|2x—4|=—(x—2)+3,haxe[0;5]

Megoldas

[o¢}

Abrazoljuk transzformaciok segitségével az f:x—|2x— 4| és a

g:x——(x—2) + 3 fuiggvényeket a [0; 5 ] intervallumon!

Az ffuggvénytaz x — 2x — 4 grafikonjabdl a negativ értékek x ten-

gelyre torténd tlikrozésével kaptuk.

A g fliggvényt az x — x* grafikonjabdl harom Iépésben kaphatjuk

meg:

- v(2; 0) vektoru eltolassal, majd

— x tengelyre vonatkoz6 tiikr6zéssel, végiil a

- v(0; 3) vektord eltolassal.

Leolvashaté a valasz: 0 <x <1, vagy 3 <x <5.
A megoldast ellenérizziik szamoldssal!



40. FUGGVENY ABSZOLUT ERTEKE, FUGGVENYTRANSZFORMACIOK ...

FELADATOK

A jobb oldalon lév& koordinata-rendszerben masodfoku fiiggvényeket
abrazoltunk, és megadtunk néhany hozzarendelési szabdlyt. Adjuk
meg, melyik grafikonhoz melyik hozzarendelési szabdly tartozik!
f(x)=x"—4;

g(x) = (x+3);
h(x)=(x—1)-3;
I(x)=—(x=2y+1.

2. K1 Abrézoljuk az alabbi fiiggvényeket fiiggvénytranszforméciok segitsé-
gével, a fliggvényeket értelmezziik a valds szamok lehetd leghGvebb
részhalmazan!

a) h(x)=2(x+1y—4;
b)I(x)=|x—2|-3;
c) k(x)=vx—2+1.

Abrézoljuk kézds koordinata-rendszerben az aldbbi fiiggvényeket, a

3.K1 L . . P . P .
fliggvényeket értelmezziik a valés szamok lehetd legh6vebb részhal-
mazan!

f0=Yx;  R0=vox; (==X, f(x)=-v-x.

u Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket, a fiiggvényeket értelmezziik a valés szamok lehet6 legb6-
vebb részhalmazan!
K1 a) a(x) = x> — 6x+ 4; K2 ¢) c(x)=—x"—5x—3;

K2 b) b(x) = 2x* + 8x+ 6; K2 d)d(x):%x2—2x+1.

Abrazoljuk az f:[2; 5] — R, f(x) = 2x* — 12x + 16 fiiggvényt!

Hatarozzuk meg a zérushelyeit!

Vannak-e széls6értékei a fiiggvénynek? Ha igen, hol, és mennyi az értékiik?

Hatarozzuk meg, hol szigordan monoton névekedd, és hol szigordan monoton csokkend a
flggvény!

Mely x értékékre teljesil az f(x) = 0 egyenl&tlenség?

m Az origdbdl induld, 2 egység sebességgel haladd, pontszerlinek
tekinthetd test az x tengely pozitiv irdanyaban halad. Milyen tavol-
sagban lesz t id6 mulva a
a) (10; 0) ponttdl; b) (0; 5) pontt6l?

Idézet

Matematika.
Rémiiletesen hangzik.
Mintha megoIné a kéltészetet.
Pedig a koltészet maga.
(Le Corbusier)

Le Corbusier (1887-1965)




IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

41. GYAKORLATI FELADATOK

Végezetiil tekintsiink néhany gyakorlati (geometriai) feladatot, ahol a megismert fliggvények, fligg-
vénytranszformaciok segitenek a feltett kérdések megvalaszolasaban.

Egy egyenld szard haromszog szara 10 egység, a valtozé alapja a egység (a < 20).
a) Adjuk meg a keriiletet a fliggvényében!

b) Hatarozzuk meg az alapon levé szog koszinuszat a fliggvényében!

c) Adjuk meg a tertiletet a fliggvényében!

Megoldas

a) A kertilet K= a + 20, tehat k:a — a+ 20.

a
— 2 _ 2 iahj -
b) cos @ = 10 20,tehat Cos@:ar 5.
2
c) Az alaphoz tartoz6 magassagra alkalmazzuk Pitagorasz tételét: m =,/ 100 — aT’ tehat a terilet:
2
a+,/100— <~
B3 @l = —
2

2. példa

Egy téglalap alaki mezGgazdasagi teriiletet alakitunk ki, amelynek a keriilete 1200 egység. Adjuk
meg a mez6gazdasagi telek teriiletét az egyik oldal fliggvényeként! Abrazoljuk a figgvényt!
Hogyan érhetjiik el, hogy a teriilet a lehet legnagyobb legyen?

Megoldas

Jeloljik az egyik oldalt x-szel, a mésik oldalt y-nal. Ekkor a kerii-

letre: !
1200 = 2(x+ y); és az egyik oldal: 90 000
y = 600—x.

A teriilet t = xy = x(600 — x), 0 < x < 600, vagyis az x valtozo
masodfokd fliggvénye.

Vizsgdljuk a t: x — x(600 — x) fliggvényt.

x(600 — x) = —x* + 600x = —(x — 3002 + 90 000.

Abrazoljuk a t: x ——(x— 300) + 90 000 fiiggvényt a [0; 600]
intervallumon.

Lathato, hogy a fliggvény maximuma 90 000, és ezt akkor veszi
fEI, ha x = 300. I '0 1(:)0: 3'

A tertilet akkor a lehetd legnagyobb, ha az egyik oldal 300 egy- ]l
ség; ekkor a masik oldal is 300 egység, tehat a téglalap négyzet.
A teriilet 90 000 teriiletegység.

i 4
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41. GYAKORLATI FELADATOK

3. példa

Az amerikai telepesek mindegyike 800 m drétkeritést kapott a préri meghdditasakor. Mindenki egy
téglalap alaku telket kerithetett korbe maganak. Ha egy foly6 partjara koltdztek, akkor a folyét termé-
szetes keritésnek hasznalhattak. Mekkora a legnagyobb teriilet, amit elkerithettek maguknak egy folyd
egyenes partszakaszan?

Megoldas

Ha tdl hossza partszakaszt vesziink, akkor a vele szemben y
[év6 oldalra sok drétot kell felhasznalunk, de ha tdl kicsi a
folyopart, az sem jo! T=xy

Meg kell taldlnunk az idedlis aranyokat. K=2x+y

Leforditjuk a problémat a matematika nyelvére. Mivel a kije-

[6lt teriilet egy téglalap, ennek oldalainak hosszat méterben jelol-

foly6
juk az x és y bettikkel. A folyd melletti oldal hossza legyen y. o

A téglalap teriilete T = xy.

Mivel a kerités 800 m hosszu, ezért

2x +y =800,
amelybdl y = 800 — 2x.

Ezt felhasznalva T = x - (800 — 2x).

Ennek a fliggvénynek a maximumat keressiik a [0; 400] inter- y
vallumon, hiszen a téglalap oldalainak hossza csak pozitiv értékdi
lehet.

T=-2x"+800x = —2[x* — 400x] =

= —2[(x — 200)> — 40 000] = —2(x — 200)* + 80 000

Mivel a lefelé nyilé parabola tengelypontja T(200; 80 000),
ezért a fiiggvény maximuma 80 000 m’, és ezt x = 200 m eseté-
ben veszi fel.

T(200; 80 000)

A legnagyobb teriilet(i telek egy olyan téglalap lesz, aminek 10 000
az oldalai 200 m és 400 m hosszudak. Természetesen a 400 m a O] 200 400 X

vizparton van.

4. példa

Egy derékszogli haromszog alakd fémlemezbdl a lehet6é
legnagyobb teriilet(i téglalapot szeretnénk kivagni, aminek az
egyik cstcsa a haromszog derékszogl cstcsaval egyezik meg.
A lemez befogéi 30 cm és 40 cm hossztak. Hol kell elvagni a
lemezt? 30.em X

Megoldas y

Egy lehet&ség a probléma kezelésére, hogy az atfogénak azt 40 cm
a pontjat keressiik, amelyen keresztiil a befogékkal parhuza-
most hiizva a lehetd legnagyobb teriilet(i téglalapot kapjuk.
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IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

A lemezhez régzitsiink egy koordinata-rendszert, az dbran lathaté

. madon.
x A keresett P pont koordinatdit jel6ljik x-szel és y-nal. Ekkor a tég-
lalap teriilete T = xy lesz.
A terlilet két értéktdl is fligg. Adjuk meg azt az els6fokd fliggvényt,
20T y=- %x +30 aminek a képe az atfogora illeszkedS egyenes! Ennek segitségével az
y helyébe f(x)-et helyettesithetiink, és igy mar csak egy véltozdja lesz
0+E Po y) a teriiletfliggvénynek.
y{ Az egyenes két tengelypontja: f(0) = 30, f(40) = 0.
D : : ™, » A fliggvény meredeksége: m = 74—30 = —%.
10 20 0 30 40 N\ X
Rx/—/ \ Ezek utan

f(x) = —%x + 30, ahol D, = [0; 40].
A grafikon x koordinataju pontjdhoz tartozé fliggvényérték

y =f(x) = —3x + 30.

4
Mivel T = xy, igy
T= x~<—ix+ 30) =3 430x = —3[x2—40x] =
4 4 4

- _%[(X —20) —400] = —%(x —20) +300.

A lefelé nézG parabola tengelypontja a T(20; 300) pont.
Tehat a legnagyobb terilet( téglalapot akkor kapjuk, ha az
atfogd felez6pontjan keresztiil hdzunk parhuzamost a befo-
gokkal. A kapott téglalap oldalai a haromszog két kozépvo-
nala és a befogdk egy-egy darabja.

A legnagyobb teriilet T=20 cm - 15 cm = 300 cm’.

Egy lovedék roppalydjanak a foldfelszintél mért magassagét az f(x) = x — 0,2x* figgvény irja le.
Hatarozzuk meg a |6tavolsagot!
Mekkora a I6vedék altal elért legnagyobb magassag?

Megoldas

Az f figgvény masodfoku fliggvény, tehat a roppélya parabola.

Abrézoljuk a roppalyat, ehhez alakitsuk at a hozzarendelési sza-
balyt:

f(x)=x—0,2x* =—0,2(x*— 5) =—0,2[(x— 2,5 - 6,25]=

=—0,2(x—2,5¢+1,25.

Leolvashato:

A I6tavolsag 5 egység.

Az elért legnagyobb magassag 1,25 egység.
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41. GYAKORLATI FELADATOK

6. példa

Egy fapados légitarsasag olyan repiil6gépeket hasznal, amelyeknek
befogaddképessége legfeljebb 80 f6, de nem inditjak el a jaratot, ha nincs
legaldbb 40 utas. Egy jaratra a jegy 55 eurd. A jobb kihasznaltsag érde-
kében az egyik munkatarsuk azt javasolja, hogy igy reklamozzak az utat:

,Ha 60-nal tobb utas van egy jaraton, akkor mindenkinek a jegyébdl
annyiszor 1 eurét engediink el, ahdnnyal t6bb utas van, mint 60 f6.”

a) Mennyi a bevétele a légitarsasagnak egy tton 50, illetve 70 f6 ese-

tén, ha

— az eredeti valtozat szerint kozlekedik;

- ha a tervezett valtoztatas szerint kozlekedik?
b) Legyen az utasok szama x. Adjuk meg a bevételt a 40 < x < 80 valtozo fliggvénye szerint!
c) Eszszer(i-e a javaslat?

Megoldas

Jel6lje a bevételt b, (x) az els6, mig b, (x) a masodik esetben.
a) Ekkor b, (50) = b, (50) = 5055 = 2750 eurd, b, (70) = 70-55 = 3850 eurd,
b,(70)= 7055 — 70-(70 — 60) = 3150 eurd.
b) A bevétel fliggvénye a
b, (x)= 55x és a b,(x) = 55x — x-(x— 60) = —x" + 115x fliggvényekbdl tevidik éssze, azaz
b(x) = {55)(, ha 40 < x < 60
T |=x*+ 115x, ha60 < x<80°

c) Vizsgaljuk meg, hogy a masodik elképzelés szerint mikor hogyan alakulna a bevétel!

b,(x) =—x*+ 115x = —(x— 57,5 + 3306,25.

Jol lathato, hogy a bevétel akkor lenne maximalis, ha pontosan 57,5 f6vel kozlekednének. (Ez termé-
szetesen elméleti érték, nincs benne a vizsgalt intervallumban). Minden mdés esetben kevesebb lenne,
mint 3306,25 eurd.

A vizsgalt b(x) fliggvénynek akkor van maximuma, ha x = 60, és ez a maximum 3300 eurd.

Jobban jarnak, ha nem valtoztatnak a feltételeken, igy a javaslat teljesen észszerditlen.

FELADATOK

PRI Tekintsik a 20 egység atfogdju derékszogii haromszégeket. Hogyan vélasszuk meg az atfogo-
. hoz tartoz6 magassagot, hogy a haromszog teriilete a lehetd legnagyobb legyen?

Egy 40 cm-es szakaszt (AB) egy bels6 P pontjaval 2 részre bontunk. AP és BP f6lé négyzeteket

rajzolunk.

a) Irjuk fel az AP szakasz hosszanak fiiggvényében a négyzetek teriiletének 6sszegét!

b) Hogyan valasszuk meg a szakaszok hosszat, hogy a négyzetek teriiletének 6sszege mini-
malis legyen?

3. K2 Egy rendezvényszervezd cég sziiletésnapi estet szervez. Legfeljebb 100 {6 kiszolgdlasat vallal-
jak. Ha a résztvevsk szama 70 vagy annal kevesebb, akkor 5000 F/f6 a vendéglatas dija, ha
ennél tobb, akkor annyiszor 50 Ft kedvezményt adnak, ahanyan 70 f6 f6l6tt vannak.

Adjuk meg a bevételt a résztvevok fliggvényében!
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4. K1

5. K2
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Egy fligglegesen felhajitott k& foldtdl valo tavolsdgdt az s = —5 - t* + 12¢ fuiggvény irja le, ahol t az eltelt
id6 masodpercben mérve.

a) Mennyi lesz a foldtél mért magassag 2 masodperc mulva?

b) Abrézoljuk az idé fliggvényében a k6 magassagat!

c) Mikor lesz a legmagasabban a k&?

d) Milyen magasra dobhato fel a k&?

Egy internetes cégnél 7000 el&fizets van. Az el&fizetés havi dija 4000 Ft. Az el&fizet6k szamanak nove-
|ése érdekében csokkentik a dijakat. A felmérések azt mutatjak, hogy a havi dij 200 Ft-tal torténé csok-
kentésének hatdsara 500 Uj el6fizetd jelenik meg a rendszerben.

a) Mennyi lesz a bevétel, ha 200 Ft-tal csokkentik az el6fizetési dijat?

b) Irjuk fel a csokkentés mértékének fliggvényében a bevételt!

c) Milyen esetben lesz a bevételiik maximalis?

A radioaktiv anyagok bomlasit az N = N,-2 ' 0Osszefliggés irja le, ahol T az anyag felezési ideje
(az az id6, amennyi alatt a részecskék fele elbomlik), N, a kezdeti részecskeszam, N az el nem bomlott
részecskék szama, t az eltelt id6.

a) Abrazoljuk N-t az eltelt id6 fliggvényében, ha tudjuk, hogy a radioaktiv anyag felezési ideje 2 éra, és

L
T

a kezdeti részecskeszdm 6-10* db!
b) Hatarozzuk meg, mennyi id6 telik el, mig a részecskék 75%-a elbomlik!

STATI SZTI KA ; Ismétlés
VALOSZINUSEGSZAMITAS B
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A mindennapok soran sokszor taldlkozunk adatokkal, amelyekkel mindenféle cégek, hivatalok és a
média bombaz minket. Ahhoz, hogy ezeket kdnnyen, gyorsan megértsiik, tisztaban kell lenntink a sta-
tisztikai fogalmakkal. Az el6z6 harom évben sok tapasztalatot szerezhettiink ebben a targykorben. Most
atismételjik az eddig tanultakat, és megnézziik, hogyan segithetnek valdszinliségszamitasi ismereteink
a statisztika nydjtotta adatok felhasznaldsaban.

LEIRO STATISZTIKA

A leir6 statisztika azzal foglalkozik, hogy egy adott elemekbdl all6 adatsokasagot kiértékeljen. Ezek
az informaciok legtdbbszor persze szamokat jelentenek, hiszen ezek a matematikai médszerekkel leg-
kdnnyebben kezelhet6 objektumok, azonban nem kell szigorGan ezekhez ragaszkodnunk. Olyan adat-
sokasagokat is kiértékelhetiink, melyek nem szamokbdl allnak. Természetesen a kiértékelés mikéntjét
tekintve ez utébbi esetben a lehet&ségeink korlatozottabbak.
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AZ ADATOK GRAFIKUS ABRAZOLASA

Az adatok szemléltetése, kiértékelése gyakran grafikus megjelenités segitségével torténik. A rajzok
nagyon sokfélék lehetnek, itt most a gyakrabban hasznalt tipusokat mutatjuk be. Az adatok abrazoldsa-
nal legtobb esetben az adatsokasagban valé el6forduldsi aranyt szoktak abrazolni (relativ gyakorisag).

Egy adat relativ gyakorisagat Ggy kaphatjuk meg, hogy az adat el6fordulasi szamat osztjuk az
adatsokasagban levs elemek szamaval. Ezt a relativ gyakorisdgot meg lehet adni szdzalékos forma-

ban is.

Ezen kivil, ha sok adat van, és ezek esetleg mind kiilonb6zGek, de minket az adatok nagysaga csak
bizonyos pontossaggal érdekel, akkor szokds az adatokat ,adatsavokba”, osztalyokba sorolni. (Tehat
nem az egyes értékeket vessziik figyelembe, hanem csak bizonyos, pl. 10-es vagy 100-as pontossaggal
abrazoljuk 6ket.) Ekkor az egyes adatsavokban (osztalyokban) talalhaté elemek szamat jelenitjiik meg.

OSZLOPDIAGRAM

Ebben az dbrazoldsi médban az adatokat mint kis palci-
kakat jelenitjiik meg. A palcikdk magassaga aranyos az adat
nagysagaval. (A negativ adatokat lefelé rajzolhatjuk.)

Nagyon gyakran el6fordul, hogy nem magukat az ada-
tokat abrazoljdk az oszlopdiagramon, hanem a gyakorisa-
gukat. Ebben az esetben az oszlopok alatt fel kell tiintetni,
hogy melyik adathoz tartozé relativ gyakorisdagot mutatjak.
Esetleg az adatok szamdt is érdemes megadni, hiszen nem
mindegy, hogy ezer vagy szazezer adat felhaszndlasaval
késziilt a diagram.

VONALDIAGRAM

A sokszbgvonalas abrazolasi méd hasonlit az oszlopdi-
agramos modszerhez. Koordinata-rendszerben abrazoljuk
az adatsavoknak és a benne levé adatok szamanak (illetve
az adatok nagysaganak) megfelel6 pontokat, majd ezeket
egy torottvonallal 6sszekétjik. Ennek az abrazoldsi mod-
nak az az el6nye, hogy kiemeli a védltozasok mértékét, mert
az 0sszekoté vonalak meredeksége dominal a rajzban;
éppen ezért ezt a diagramot valamely adat véltozasanak
szemléltetésére haszndljdk leginkabb. Hatranya viszont
az, hogy a vonalak folytonossaga valamiféle folytonossag-
érzetet kelt a szemlél6ben, tehat azt gondolhatja, hogy a
valtozas folyamatos volt. (Példaul egy kisebb értékr6l egy
nagyobb értékre folyamatos novekedéssel jutottunk el.) Ez
lehet csaldka, hiszen ha pl. minden mésodik évben szerzett
adatokat abrazolunk, akkor a kozbensé években az el6z6
adatsor novekedésétdl fuiggetlendl lehet relativ csokkenés a
kordbbi évek eredményéhez képest.

Oszlopdiagram

Vonaldiagram

354
3 +
251
2 +
151
‘I 2
05+

307



23%

6%

6%
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KORDIAGRAM

A kordiagramot 4ltaldban az adatok relativ gyakorisaga-
nak abrazolasara hasznaljak. A teljes kor jelképezi a 100%-
ot, és az egyes adatok relativ gyakorisagat dbrazolé korcikk-
hez tartoz6 kdzépponti szog ardnyos a relativ gyakorisaggal.

Ezen a kordiagramon az el6z6 vonaldiagramon szerepld
adatok relativ gyakorisagat jelenitettik meg. Az egyes ér-
tékek el6fordulasi gyakorisagat is szokds feltiintetni. A kor-
diagram el6nye, hogy a rész és egész, valamint az egyes
részek egymashoz valé vi-
szonya jol lathato, viszont

Térbeli kordiagram ..
8 ha nem tiintetjik fel a sze-

1 5 letek mellett az elGfordulasi
6% 2% aranyokat, akkor nehéz pon-

tosan megbecsiilni az egyes
adatok nagysagat.

Kordiagramok  esetében
szoktak térbeli dbrat is ké-
sziteni (az ilyen diagramot
néha tortadiagramnak ne-
vezik). Ez ugyan latvanyos,
de a perspektiva miatt nagy-
mértékben eltorzithatja az aranyokat, raadasul szintén a
perspektiva miatt manipulaciéra ad lehet&séget.

A, hengerszer(” tortadiagramon példaul ugy tinik,
hogy az eldl dbrazolt, kékkel jelolt adatok relativ gyakorisa-
ga (18%) a legnagyobb — pedig két nala nagyobb, 23%-os
adat is szerepel.

23%

18% 6%

SAVDIAGRAM

Savdiagram

Kordiagram
1
60
8 A 2
23% 2%
7
6% 3
23%
6
6%
5 4
18% 6%
A
\///

f } } }
0% 20% 40% 60%

1
100%

A sdvdiagramban az adatok relativ gyakorisagat egy savon abrazoljuk. A megjelenitésnél az egyes
részsavok hosszlsaga aranyos a megjelenitett adat relativ gyakorisagaval.
A savdiagram el6nye, hogy a rész és egész viszonya jol lathaté, azonban az egyes részek egymashoz

valé viszonya nem igazan szemléletes.

Létezik savdiagram 6sszehasonlit6 valtozatban is, amikor az egyes adatok véltozasat egymas mellé
helyezett, fiigg6leges helyzet(i savdiagramokon (ligynevezett halmozott oszlopdiagramokon) szemlél-
tetik. Ha az oszlopok magassdga aranyos az 6sszmennyiséggel, akkor a szemléletesség torzul: sem az
nem lathato j6l, hogy az egyes mennyiségek aranya az egészhez képest hogyan valtozott, sem az, hogy

a mennyiségek abszoldt nagysaga hogyan valtozott.
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Halmozott oszlopdiagram 100%-ig halmozott oszlopdiagram

100% T
0T 90% 1
2+ 80% T
70% T
207 60% T
50% T
15T

40%
0T 30% T
s 20% +
10% T

0 } i 0% } i

1 2 1 2

Az oszlopok magassaga lehet egyenl& (100%-ig halmozott oszlop), ebben az esetben a szazalékos
arany valtozasa nyomon kdvethetd.

Tavaly részletesen vizsgaltuk a dobozdiagramot vagy mds, az alakjara utal6 talalé elnevezéssel sod-

réfadiagramot. Késébb egy példa segitségével ismételjiik at a hozza kapcsolédoé fogalmakat.

MANIPULACIOS LEHETOSEGEK AZ ADATOK GRAFIKUS MEGJELENITESEVEL

Az adatok grafikus megjelenitésekor az adatsor abrazoléjanak nagy lehet&sége van manipulativ
moédszerek kivélasztdsara: pusztan a megjelenités soran sugallni tud valamit az adatsorrél. Az el6z6
években erre b&ségesen lattunk példakat. Szoktak mondani: statisztikai adatokkal mindent be lehet
bizonyitani, és mindennek az ellenkezgjét is.

A kiilonboz6 Gjsagokban megjelend grafikonok elemzése soran a mindennapokban rengeteg rossz
grafikonnal és ezek alapjan félreértelmezett kovetkeztetéssel lehet talalkozni.

A statisztikai adatok megjelenitésének médja nagyon fontos. Ha sok adatot akarunk megjeleniteni,
akkor jol kell megvalasztanunk a savhatarokat, hogy az adatok eloszlasa jol érzékelhetd legyen. A statisz-
tikai jellemz&k kiszamitasanal az egy savba es6 adatokat a savkozéppel helyettesitjiik.

Erdemes tudatosan elemezni a médidban megjelend hirdetéseket, az utcai figyelemfelhivé tdjékoz-
tatokat vagy a plakatokat. Tudsz emliteni olyan manipulativ grafikont, amivel az utébbi napokban
talalkoztal?

KOZEPERTEKEK

Sok esetben valami szamszer( jellemz6t keresiink, amely valahogy jellemzi a sokasagot. Milyen
adatok segitségével tehetjiik ezt meg?

Jellemezhetjiik a leggyakrabban el6fordulé elemével, ezt médusznak nevezziik. (Ha tébb olyan
szam van, ami azonos gyakorisaggal fordul el6, akkor ezek a méduszok halmazat alkotjak. Ebben az
esetben a sokasagnak nincs egyértelml mddusza. Ennek megadasa valamit elarul a sokasagrdl, de ha
minden elem csak egyszer-kétszer fordul el& benne, akkor a méduszok halmazanak megaddsaval elég
kevés és viszonylag rosszul kezelhetd informaciohoz jutunk.

Bizonyos sokasagokrol valamivel tébbet mond a sokasag kozépso értéke (természetesen ez a megha-
tarozas megkivanja, hogy az adatok rendezhetGek legyenek). Vagyis rendezzik nagysagrendi sorrendbe
az adatokat, és valasszuk ki a k6zéps6 elemet; ha nincs kbzépsd elem, mert paros szamd adatunk van,
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akkor a kdzéps6 két elem szamtani kdzepét vegyiik. Az igy kapott szamot mediannak nevezziik. [Azaz
ha az adatsokasag 2k + 1 elembdl all, akkor a sorba rendezés utan a (k + 1)-edik elem a median, ha
pedig 2k elembdl all, akkor a median a sorrendbe allitott elemek kozil a k-adik és (k + 1)-edik elem
Osszegének fele.] A median mar egyértelmlien meghatarozott, de még mindig viszonylag kevés infor-
maciot hordoz a sokasagrél, hiszen az elemek soranak elején és végén a mediantél nagyon kiilénb6z6
elemek is allhatnak.

A median altal megadott informaciot kiegésziti az alsé és felsd kvartilis értékének megaddsa. Ezek
meghatarozasa a gyakorlatban kiilonb6z6 médszerekkel torténik, az dltalunk hasznalt definicié a kovet-
kezd:

Ha a nagysag szerint novekvé sorba rendezett sokasdg paros elemszamd, akkor kozépen kettéva-
lasztjuk az adatokat; ha pedig az elemszam paratlan, akkor a kozépsé elemet (a mediant) elhagyjuk az
adatok kozil. Az igy kapott ,alsé” és ,fels6” rész medianja az alsé, illetve felsG kvartilis. Az alsé kvartilis
a negyedeld, a felsG kvartilis pedig a haromnegyedel6 értéke (vagy alsé negyedel6, felsé negyedeld
értéke) az adatsokasagnak. Ha az adatokrdl azt is szeretnénk tudni, hogy mennyire térnek el a kbzépen
|év6tsl, szokas még az alsé és felsd decilist haszndlni, amelyek a sorba rendezett adatok egytizedénél,
illetve kilenctizedénél helyezkednek el.

A median esetében fellép az a probléma, hogy a sokasag tobbi tagjanak csak a sorrendje hatarozza
meg, de a tagok nagysagrendje nem szerepel benne. Ebb&l a szempontbdl még tobb informaciot kap-
hatunk a sokasagrél akkor, ha minden benne szereplé szamot figyelembe vesziink, tehat a szamok
Osszegét osztjuk a darabszamukkal. Az igy kapott értéket nevezziik a sokasag atlaganak vagy szamtani
kozepének. Ez a kozépérték azonban megint csaloka lehet: ha van egy, a tobbiekhez képest nagyon
nagy vagy nagyon kicsi szam a sokasagban, akkor az adatok jelents része dont&en eltérhet az atlagként
kapott adattol.

Lathato, hogy a fent meghatarozott kozépértékek mas-mas jellegli informaciét adnak a sokasagrol,
de egyik sem kielégit6 dnmagédban. Nézzlink néhany példat ezek alkalmazasaral!

Egy osztdlyban felmérjiik azt, hogy a gyerekek koziil kinek mi a kedvenc itala. Milyen adattal jelle-
mezhetjik a kapott adatsokasagot?

Megoldas

Egyértelmd, hogy ennél a feladatnal csak a médusz johet széba. Ugyanis nem szamszer(i és nem
is rendezhet6 adatokbdl all6 adatsokasagrél van szé, igy a median és az atlag nem létezik. A modusz
megadasa azt jelenti, hogy az osztalyban melyik italt szeretik a legjobban.

Az olyan adatsokasagoknal, melyek kvalitativ (min&séget kifejezs) és 6sszehasonlithatatlan adatok-
bol allnak, a jellemzés csak a modusszal torténhet.

Egy munkahelyen 0sszeirjuk mindenkinek az iskolai végzettségét. Arra a kérdésre szeretnénk valaszt
kapni, hogy ez egy magasan kvalifikdlt emberekbdl all6 hely-e, vagy pedig csupa alacsony iskolai vég-
zettségli ember dolgozik itt. Milyen adattal jellemezhetjiik a kapott adatsokasagot?
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Megoldas

Nyilvanvalé, hogy mivel nem szamszer( adatokrol van sz6, az atlag nem szamithaté ki, de az adatok
rendezhet6ek, tehat a median, illetve a médusz is meghatdrozhaté. A médusz megadasa nem mond el
semmit, hiszen lehet, hogy legtobb a nyolc osztalyt végzettek szama, de az érettségizettek, diplomasok,
doktorok egyiitt mar jéval tobben vannak. Alkalmasabb a median ezen adatsokasag jellemzésére, mert
itt azt tudjuk megmondani, hogy a dolgozok kdzépvégzettsége mekkora. Ha ez alacsony, akkor itt nem
tal sok magas iskolai végzettségli ember van, ha magas, akkor sokan dolgoznak itt pl. diplomaval.

Felmérjiik, hogy egy adott osztalyban a tanulék melyik telepiilésekrél jarnak be, ezért mindenkitdl
bekérjiik a lakohelyiik szerinti iranyitészamot. Milyen adattal jellemezhetjiik a kapott adatsokasagot?

Megoldas

A kapott adatok szamok, tehat kiszamithat6 az atlaguk, azonban eléggé egyértelm, hogy ez itt sem-
miféle informaciét nem ad. Nyilvan nincs értelme az olyan tipusu kijelentéseknek, hogy ,A gyerekek
lakéhely szerinti irdnyitészama atlagosan 6722,5.” Hasonléan nem sok informaciét hordoz a median
megaddsa, és itt a médusz sem olyan nagyon informativ, bar mégis ez a legalkalmasabb a sokasag
jellemzésére.

A KOZEPERTEKEK ,JOSAGANAK” MEROSZAMAI

A fentiekben lathattuk, hogy a leggyakrabban hasznalatos kozépértékek a médusz, a median és az
atlag. Természetesen az adatsokasagot barmilyen mds, egyéb modon definialt kozépértékkel lehet jelle-
mezni, hiszen nagyon sokféle szempont dominalhat ennek megaddsaban.

Felmeril viszont az a kérdés, hogy egy adott kozépérték mennyire jellemzi j6l az adatsokasagot,
mennyire nagy az egyes elemektsl valo eltérése. Ennek megaddsara djabb mérGszamot vagy mérdsza-
mokat kell bevezetniink.

Els6ként megadhatjuk az adatsokasag terjedelmét, azaz a legnagyobb és legkisebb elem kiilonbsé-
gét. Ha ez kicsi, akkor gyakorlatilag barmelyik kozépérték jol jellemzi az adatsokasagot, ha pedig nagy,
akkor nem lehet eldonteni, hogy mi mennyi informdacioét szolgaltat. A terjedelem masik nagy problé-
mdja, hogy egy-egy adatra nagyon érzékeny. Tehdt nagyon nagy lehet, ha van egy kiugré adat a tébbi
kozott, amely a tobbihez képest nagyon nagy vagy nagyon kicsi, holott az adatok Iényegében egy szam
kornyékén tomoriilhetnek. Ezt szoktak Ggy kikiiszobolni pl. fizikai kisérletek eredményének kiértékelése-
kor, hogy a legnagyobb és legkisebb adatot kihagyjak az értékelésb&l, azonban ez nem minden esetben
tehet6 meg. (Természetesen ez a modszer a tobbi kozépérték esetében is javitja az értékelés josagat.)

A kiugré adatokat kikiiszoboli a félterjedelem is, a fels6 és alsé kvartilis kiilonbsége. Ez a mérészam
azt mutatja meg, hogy az adatok k6zépsé fele mekkora skdlan helyezkedik el.

Vizsgalhatjuk azt is, hogy atlagosan mekkora eltérései vannak az adatsokasag elemeinek a megadott
kdzépértéktdl, ezt nevezziik atlagos eltérésnek. Az atlagos eltérés képlettel megadva (X jeloli az adott
kozépértéket):

(X, = X)+ (= X)+ ...+ (x,— X)

n

Ennek a mérGszamnak azonban van egy 6ridsi hatranya: mivel a megadott kozépértéknél feltehetGen

vannak nagyobb és kisebb adatok is az adatsokasagban, az 0sszegben szerepelnek pozitiv és negativ
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tagok is. Ezek viszont 6sszességében eredményezhetnek nagyon kicsi szamot, holott 6k maguk abszolut
értékben lehetnek nagyok. Példaul konnyen belathatd, hogy a fenti kifejezés az atlag esetében mindig
0, fuggetlendl attél, hogy mik az adatsokasag tagjai.

Ki kell tehat kiiszobolni az elGjelproblémat az adtlagos eltérésbél. Erre a legegyszerlibb médszer, ha
az eltérések abszoldt értékét atlagoljuk, ennek neve atlagos abszoldt eltérés.

Atlagos abszolit eltérés az eltérések abszoldt értékének az atlaga:
|, = X|+ %= X|+ ... +|x,— X]|

n
Ez a kifejezés a median esetén lesz minimalis.

A masik médszer az elGjel kikliszobolésére a négyzetre emelés. Tehat megadhatjuk az atlagos négy-
zetes eltérést, ami az eltérések négyzetének atlaga.

(= XY+ (= XV + ...+ (x,— XY
n

o (X) =

Az étlagos négyzetes eltérés akkor lesz minimalis, ha X helyébe az 4tlagot helyettesitjiik. Az
atlagos négyzetes eltérést a szamtani kzépre felirva empirikus szérasnégyzetnek nevezziik, a négy-
zetgyokét empirikus szérasnak, jelolése o, .

Felmeriilhet az a kérdés, hogy ezen mérGszamok koziil melyiket érdemes hasznalni a gyakorlatban.
J6 tudni, hogy az atlagtél az adatok legfeljebb 25%-a térhet el a sz6ras kétszeresénél jobban, legfeljebb
10-11%-a térhet el a sz6rds haromszorosandl jobban, és legfeljebb 5-6%-a a sz6rds négyszeresénél
jobban. Altaldban a sz6rds négyszeresénél jobban nem térnek el az adatok az atlagtél, de az 5-6%-ot
biztosan allithatjuk barmilyen adatsokasag esetében.

Ez az eredmény konkrét adatsokasagokra vonatkoztatva az Ggynevezett empiri-
kus Csebisev-torvény vagy az dtlag korili szérds empirikus torvénye.

P. L. Csebisev (1821-1894) kival6 orosz matematikus.

Csebisev elGszor otthon tanult édesanyjatol és unokatestvérétsl olvasast, irast,
francia nyelvet és szamtant. A francia nyelv alapvet6 szerepet jatszott késGbbi éle-
tében, mivel a matematika nemzetkdzi nyelve ez volt akkoriban. A matematika sok
tertiletével foglalkozott, példaul bebizonyitotta, hogy minden természetes szam és

kétszerese kozott létezik primszam.

2 42

Egy évfolyam didkjainak magassagat mértiik fel. A kovetkezd tablazatban lathatjuk az eredményeket.

Abrazoljuk oszlopdiagramon az adatokat! Hatdrozzuk meg az adatok méduszat, medidnjat, alsé és
fels6 kvartilisét, terjedelmét és félterjedelmét is! Szamitsuk ki az atlagot, az atlagos abszolit eltérést a
mediantdl és az atlagtdl is! Allapitsuk meg az adatok empirikus sz6rdsnégyzetét, sz6rasét, valamint azt,
hogy az adatok hany %-a tér el az atlagtél a szoras kétszeresénél jobban!

A tablazat utolsé két sordban kiilon dbrazoltuk a lanyok és a fiik magassagat.
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Szamitsuk ki kiilon a fidk és a lanyok magassaganak atlagat! Hogyan lehet ezekbdl az egyesitett adat-
sokasag jellemzéit kiszamitani? Abrazoljuk ugyanazon a diagramon a két adatsokasdgot!

A magassagokat cm-re kerekitve adtuk meg. Az adatokat mar nagysag szerint sorba rendeztiik, és
megallapitottuk az adatfajtakat. A 90 diak esetében 13-féle magassagértéket talaltunk. Az egyes adat-
fajtakat x-vel, az adatfajtdk gyakorisagat k-vel, relativ gyakorisagat pedig n-vel jeloltiik. Jelen esetben
i=1,2,3,.., 13 lehet.

X; 165 168 | 170 | 172 173 174 | 175 179 180 | 182 185 189 195
k; 3 4 5 8 12 8 7 9 12 8 7 5 2
3 | 4 | 5 | 8 (12 8 |\ 7 | 9 | 12 8 | 7 | 5 | 2
M1 90 | 90 | 90 | 90 | 90 | 90 | 90 | 90 | 90 | 90 | 90 | 90 | 90
! 3 4 4 6 9 6 3 2 2 0 1 0 0
f 0 0 1 2 3 2 4 7 | 10 8 6 5 2
Megoldas
15 O lanyok
O fidk

O egyiittesen - I

HHHHHH HHnlat] AL 1 m

165 1 173 174 175 179 180 182 185 189 195

10

Médusz: a leggyakoribb elem. Ebben az esetben két ilyen is van, ezek alkotjak a méduszok halma-
zat, m = {173 cm, 180 cm}.
Median: a kozépso elem. Ebben az esetben, mivel paros szama adat van, ezért a két kozéps6 elem

(a 45. és 46.) atlaga. M = W =175 cm.

Alsé kvartilis: az als6 negyedeld, jelen esetben a 23. elem, Q, = 173 cm.
Fels6 kvartilis: a fels6 negyedel& elem, jelen esetben a 68. elem, Q, = 180 cm.
Terjedelem: a legnagyobb és legkisebb elem kiilénbsége 195 — 165 = 30 cm.

Félterjedelem: a fels6 és az alsé kvartilis kiilonbsége, azaz 180 — 173 = 7 cm.
Atlag: % = kixi + koXo + o+ kX kx+kx kX, ,
' ki + ky+ ...+ ki n :

X; + MyXy + oo 4 Ny3Xpy =
. . . ) k;
=177,14 cm, mivel k, + k, + ... + k;; = n =90 az 6sszes adat darabszama, és n, = F’

A mediantél valé atlagos abszoldit eltérés:

ki|X — M+ kX — M+ ...+ ks xis = M| _ k|x— M|+ K |x, = M|+ ... + ks | X5 — M| _
k+k+...+k; n

=X = M|+ n,|x,— M|+ ...+ n5|x; — M| = 5,23 cm.
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Az atlagtol valo atlagos abszoldt eltérés:

k| X — X[+ ky| X, — X[+ ...+ ki3 | x5 — X| _ k| X — X[+ ky| X, = X[+ ...+ kyg| x5 — X
ki+ky+ ...+ ki3 n

= 0| X — X[+ ny| X, = X|+ ...+ N5 x5 — X| = 5,41 cm.

Empirikus szorasnégyzet (roviden szérasnégyzet):

o = BRI OO .+ K5 (X3 — XY _ B OO X ..+ K5 (X5 — XY
" ki + Kk, + ...+ ki3 n

=0, (X; = XP+ Ny (X, — X+ .o 4 N5 (x5 — XP = 44,01 (cm?).

A szérasnégyzet kiszamithaté Ggy is, hogy az adatok négyzetének szérasabdl levonjuk az atlag

négyzetét.
k X2+ ko x2+ ...+ k. x? .
= SR - = 401 o)
1 2 F ooo 13

Empirikus sz6rds (roviden szords): o, = /0> = 6,63.

15 7

4 O lanyok

i O fidk ] ]

10 A

i ﬂ

0Hllﬂl.l....lllv.l.ll.lll.lllllm
165 170 175 179180 185 190 195

Nézziik az [X— 20,; X+ 20,]= [179—-26,63; 179+ 26,63 | = [165,7;192,3 | intervallumon kiviil
es6 elemek szamat. Jelen esetben ez csak a két legnagyobb és a harom legkisebb adat, vagyis 6sszesen
5 adat, ami jéval beliil van a 25%-on.

Szamitsuk ki a fidk és a lanyok esetében kiilon-kiilon az atlagot!

X, = 172,7cm; x;, = 180,7 cm.

Az egyesitett minta atlagat kiszamithatjuk a két minta sdlyozott atlagaként, a sdlyok az egyes részek-
ben az adatok darabszamat jelentik.

X+% _ 172,7+180,7

X = e = 90 =177,14 (cm).

5. példa

Készitsiik el az el6z6 feladat adatainak jellemzésére a sodréfadiagramot!

Megoldas

A sodréfadiagram (dobozdiagram) megrajzolasahoz szilikséglink van a medianra, az als6 és felsG
kvartilisre, valamint a legkisebb és a legnagyobb elemre. Ezeket fent kiszamoltuk:

a median 175 cm,

az also kvartilis 173 cm,
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a fels kvartilis 180 cm;
a legkisebb és a legnagyobb elem 165 cm, illetve 195 cm.
Ezen értékek alapjan megrajzolhatjuk a sodréfadiagramot (dobozdiagram):

6. példa

Egy osztdlyban 16 tanulé irt matematikadolgozatot. Az atlag kerekitve 3,81 lett. Senki nem kapott egyest.
a) Maximum hany 6t6s lehetett?

b) Lehetséges-e, hogy senki nem kapott 6tost?

c) Tudjuk, hogy 11 négyes volt. Hogyan alakulhatott a tobbi jegy?

d) Szamitsuk ki az el6z6 esetben kapott adathalmazok szdrasat!

e) Lehetséges-e, hogy a médusz 5 és a median 4 legyen?

Megoldas

Szamitsuk ki a jegyek 6sszegét! A kerekitési szabalyok miatt:
X+ X, + Xy +
16
60,88 < X, + X, + ... + x;, < 61,04.
A kapott két szam kozott csak egy egész szam van, a 61. Tehat a tizenhat szam 6sszege 61.
a) A legtobb o6tos akkor lehetne, ha csak kettesek lennének mellette. Legyen x darab &tos és
(16 — x) darab kettes, akkor
5x + 2(16 — x) = 61,
5x + 32 — 2x = 61.
3x = 29, de sajnos ez nem lehetséges, mert x nem lenne egész szam. Tehdt legalabb két harmas
vagy egy négyes kell legyen, ekkor
5x + 2(15 — x) + 4 = 61,
5x + 34 — 2x = 61,

3,805 < =t X6 < 3815

3x =27,
X=9.
[gy a megoldas:
1 2 3 4 5 A statisztika humora
0 6 0 1 9 1. Statisztikailag bizonyitott: a valdsok 100%-a
hazassaggal kezdddik.
b) Lehetséges, hogy senki nem kapott 6tdst, ehhez 2. ,Csak annak a statisztikdnak hiszek, ame-
elegend6 mutatnunk egy megfelel6 adathalmazt. lyet magam hamisitottam meg.”
Példaul a kovetkezd megfelel: (Mark Twain, Winston Churchill)
3. ,Haromféleképpen lehet hazudni: igennel,
1 2 3 4 5 nemmel és statisztikaval.” (Napdleon)

0 0 3 13 0
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c) Tudjuk, hogy 11 darab négyes volt. Ez azt jelenti, hogy a maradék 6t jegy vagy kettes vagy harmas
vagy 0t0s. Legyen x darab 6t0s, y darab harmas és z darab kettes.
5x + 3y + 2z = 17, és tudjuk, hogy

X+y+z=5,
X, ¥, z € N. Vonjuk ki az els6 egyenletbdl a masodik egyenlet kétszeresét!
Ix+y=7.

Ha x = 0, akkor y = 7 lenne, ami nem lehetséges, mert mindharom ismeretlen csak kisebb vagy
egyenld lehet oOttel.

Hax =1, akkory =4 ész = 0. Hax = 2, akkor y = 1 és z = 2. Ha x = 3 lenne, akkor az y mar
negativ lenne, ami nem lehetséges.

Osszefoglalva:

1 2 3 4 5
0 0 4 11 1

0 2 1 11 2

(3~ 2 (4 — 2 _ >
dJ Az els6 esetben ¢* = 4-(3-3,81)y+11 (4]16 3,81y +(5—3,81)
A masodik esetben
2 2:(2-381P+(3—381P+11-(4—3,812+2(5-3,81)
- 16
e) Ahhoz, hogy a mddusz 6t legyen, legalabb 5 darab 6tosnek kell lennie. Ha a median négy, ez azt

jelenti, hogy az adatokat nagysag szerint sorba rakva a 8. és a 9. elem is négyes. Ezek utdn egy
lehetséges megoldas:

1 2 3 4 5
0 3 4 2 7

Harom osztaly év végi dsszefoglalé matematikadolgozatanak eredményeit tartalmazza a kovetkezd
tablazat. Irjunk harom révid értékelést a modusz, a median és az atlag segitségével az osztalyfGnokok
szemszogébol, amelyekben Gsszehasonlitjuk a harom osztalyt!

=~ 0,27735, 0 = 0,527.

o ~ 0,65235, 0 = 0,808.

Dolgozatjegyek | A osztaly B osztaly C osztaly
5-0s0k szama 4 2 4
4-esek szama 5 10 5
3-asok szama 7 6 1
2-esek szama 1 3 1
1-esek szama 2 3 6

,Alapigazsag, hogy ha nincs médunkban meghatarozni, mi az, ami igaz, akkor azt kell kévetniink, ami a leg-
valdszinlibb.” (Descartes)
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Megoldas

A osztaly: ,legjobb”, mert az osztalyatlag a legmagasabb: 3,42, szemben a B osztaly 3,21 és a
C osztaly 3-as atlagaval. B osztaly: ,legjobb”, mert az osztaly jegyeinek modusza a legmagasabb: 4-es,
szemben az A osztaly 3-as és a C osztaly 1-es méduszaval. C osztdly: ,legjobb”, mert az osztaly medi-
anértéke a legmagasabb: 4-es, szemben a B osztaly 3,5-0s és az A osztaly 3-as medianjaval.

8. példa

Egy dzsiai orszaghan a szavazasi hajlanddésagot mutatja a szavazéképes lakossag korében a kovet-
kez6 tablazat.

Mindig szavaz Néha szavaz Csak egyszer szavazott Soha nem szavaz
Férfi 43% 32% 22% 3%
NG 30% 42% 20% 8%

A felnétt lakossag 52%-a n6. Az sszlakossag 32 millié. Ezeknek 25%-a nem szavazhat (feltételez-
zlik, hogy ezek kozott a n6k ardnya szintén 52%).
a) Abrazoljuk oszlop- és kordiagramon a szavazéképes lakossig nemekts| fiiggetlen szavazdsi
hajlanddsagat!
b) Kik vannak tobben: a mindig szavaz¢ férfiak vagy a néha szavaz6 nék?

Megoldas

a)
Mindig szavaz Néha szavaz Csak egyszer szavazott Soha nem szavaz
43% - 0,48 +30%- 0,52 =[32%- 0,48 + 42%- 0,52 =|22%- 0,48 + 20%- 0,52 = 3% - 0,48 + 8% - 0,52 =
=36,24% =37,2% =20,96% =5,6%
40 1 %
Soha
35T nem
Szavaz
30 1
25 T
Csak
o7 SEr Mindig
5T szavazolt szavaz
10+
Néha
5T Szavaz
0 f f f i

Mindig szavaz ~ Néha szavaz ~ Csak egyszer Soha nem szavaz
szavazott

b) Mindig szavazé férfiak: 32 - 0,75 - 0,48 - 0,43 = 4,95 millié vagy 48% - 0,43 =~ 20,64%. Néha sza-
vazé ndk: 32 - 0,75 0,52 - 0,42 = 5,24 milli6 vagy 52% - 0,42 = 21,84%, tehat az utébbiak van-
nak tobben.
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44 . VALOSZINUSEGSZAMITASI ALAPISMERETEK

Az elmult években megismerkedtlink a valészinliségszamitas alapfogalmaival és alaptételeivel. EI6-

szor ezeket foglaljuk dssze.

Véletlen kisérlet: olyan kisérlet, aminek a kimenetele a véletlentdl fiigg, vagyis olyan
sok tényez6 befolydsolja a végeredményt, amelyek szambavétele szinte lehetetlen, vagy
olyan hosszi ideig tartana, hogy az mar nem érné meg szamunkra.

Elemi esemény: a véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleit nevezziik elemi eseményeknek.
Biztos esemény: olyan esemény, ami a kisérlet elvégzésekor mindig bekovetkezik. Jele: H.
Lehetetlen esemény: ami a kisérlet elvégzésekor biztosan nem kovetkezik be. Jele: @ .
Eseménytér: az 6sszes elemi esemény halmaza.

Esemény: az eseménytér részhalmaza (akar tébb elemi eseménybdl is allhat).

Az eseményekkel tudunk mdiveleteket végezni.

Két esemény Osszege:

Az A+ B esemény akkor kovetkezik be, ha az A és B események koziil legaldbb az egyik
bekovetkezik.

Két esemény kiilonbsége:
Az A — B esemény akkor kovetkezik be, ha az A esemény bekdvetkezik, de a B nem.

Két esemény szorzata:
Az AB esemény akkor kovetkezik be, ha az A és a B esemény is bekovetkezik.

Komplementer esemény:
Az A esemény akkor kovetkezik be, ha az A nem kovetkezik be.

Az esemény valdsziniiségét P(A)-val jeloltik, és tudjuk, hogy 0 =< P(A) < 1.
Egymast kizaré eseményekrs| akkor beszéliink, ha a szorzatuk a lehetetlen esemény, tehat egy-
szerre nem kovetkezhetnek be.

Az egymast kizar6 események 0sszegének a valdszintisége a valoszintiségek Gsszege.
P(A + B) = P(A) + P(B), ha AB = @.

Abszolut gyakorisag
Ha n-szer elvégezziik a kisérletet, és megszamoljuk, hogy hanyszor kovetkezett be az A esemény,
akkor megkapjuk az A esemény abszoldt gyakorisagat.

Relativ gyakorisag

Ha a kisérletet éppen n-szer végeztiik el egymastdl fuggetlendl, akkor kiszamithatjuk, hogy a
kisérletek hanyad részében kovetkezik be az A esemény, és igy megkapjuk az A eseménynek erre
a kisérletsorozatra vonatkozo relativ gyakorisagat.

A P(A) val6szinliség az a szam, ami koril a relativ gyakorisdg ingadozik a kisérletek szamanak a
novelésekor.

Ez nem jelenti azt, hogy a relativ gyakorisag tart a valészinlséghez a kisérletek szamanak néve-
lésével.
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Klasszikus valésziniiségi mez6

Ha egy kisérlettel kapcsolatban ismerjik az elemi események szamat, és feltételezhetjiik, hogy
azok bekovetkezésének valdszinlisége megegyezik, akkor alkalmazhatjuk a klasszikus modellt. Bar-
mely esemény valdszintisége
_ kedvezs esetek szama

P(A) = z
Osszes eset szama

A gyakorlatban felmeriilé problémédk esetében egydltalan nem biztos, hogy az elemi események
egyforman valészinlek, vagy hogy meg tudjuk szamolni &ket. Ezekben az esetekben mas médon
hatarozzuk meg az egyes események val6szintiségét.

Események fiiggetlensége klasszikus valészintiségi mezében
Legyenek az A és B események a H eseménytéren értelmezve, az elemi események valészinlisége
legyen egyenl6. Tudjuk tovabbd, hogy a B esemény valdszinlisége nem nulla.

|AB |
_ 1Al _1ABI _ THI _ P(AB) _ . Sy B
Ha P(A) = IH1= 18] = 181 = PB) ’ azaz, ha P(AB) = P(A) - P(B), akkor az A esemény fiig

IH
getlen a B-t6l. Vagyis az egész eseménytéren ugyanolyan aranyban fordulnak el az A esemény
elemei, mint a B-hez tartozé elemek kozott.

Visszatevéses mintavétel: Binomidlis eloszlas: Ha egy kisérletet n-szer végziink el, és a megfigyelt
A esemény valdszinlisége p, akkor annak a val6szintisége, hogy A k-szor kdvetkezik be:

2= (Z)Pk'(1 —p) "

Jatékok elemzése: Ha egy jatékban az egy jatékra juté atlagos nyereményiink pozitiv vagy nulla,
akkor érdemes jatszani.

Az atlagos nyereményt az egyes kifizetések és a hozzajuk tartozé valdszinlségek szorzatanak az
elGjeles 6sszege adja.

1. példa

A véletlen kisérletiinkben feldobunk két darab, kilonb6z6 szinli dobokockat. Tekintstk a kovetkezd
eseményeket:

A = {a dobott szamok 6sszege kisebb, mint 6};

B = {a dobott szamok 6sszege legalabb 5};

C = {a dobott szamok szorzata 6};

D = {a dobott szamok mindegyike kisebb haromnal}.

Hatarozzuk meg a kovetkez6 eseményeket:

A+B A+D,B+D,B+C, AB, AC, AD, BC, BD, CD, A, B,C,D.

Megoldas

A dobott szamparokat egy rendezett szamparral jellemezhetjiik. Az els6 szam mindig az egyik szinG
kockaval dobott szamot, a masodik tagja pedig a masik szinl dobokockaval dobott szamot jelenti.

A+B=H A+D=AB+D=H\{(1;3),3; 1)}, B+ C=8B,

AB = {a dobott szamok 6sszege pontosan 5}, AC = {(2; 3), 3; 2)}, AD = D, BC = C,

BD=©,CD= 0.
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A = {a dobott szimok 6sszege legalabb 6}.

B = {a dobott szamok 6sszege kevesebb, mint 5}.

C = {a dobott szimok szorzata nem 6}.

D = {a dobott szdmok legaldbb egyike nagyobb vagy egyenld, mint 3}.

2. példa

Véletlenszerdien kivalasztunk a haromjegyl szamok koziil egyet.
a) Mennyi a valészinlisége, hogy a kivalasztott szam minden szamjegye paros?
b) Mennyi a valészintisége, hogy a szamjegyek kozott szerepel legaldabb egy prim?

Megoldas

910109
b) Az A esemény jeldlje azt, hogy legalabb 1 szémjegy prim. Ennek az ellentettje, A azt jelenti, hogy
nincs a szamjegyek kozott prim. A nem prim szamjegyek: 0, 1, 4, 6, 8, 9, 6sszesen 6 db.

R 66 1 _ 4
P(A)=1-P(A)=1-5208b —1_1- 42

p— 455 _1

3. példa

Megoldas

Tudod-e?

A modern, gyors szamito-
gépek kivaléan alkalma-

Egy vasuti fiilkében két lés van egymdssal szemben, egyenként
ot-0t hellyel. A helyet foglalé tiz utas koziil négyen menetirannyal
szemben szeretnének Ulni, harman menetiranynak hattal, a tobbi
haromnak k6zémbos, hogy hol il. Ha véletlenszer(en foglalnak helyet
a fiilkében, mennyi lesz annak a val6szintisége, hogy mindenki a neki
megfelel6 helyen Gl?

Hasznalhatjuk a klasszikus modellt, az sszes eset szama 10!. A tiz
ember barmely sorrendben elfoglalhatja a vagonban |évé tiz helyet.

A kedvez6 eseteket Ggy kapjuk, hogy elGszor leiltetjiik a négy
embert a menetirdnyban 1év6 &t hely valamelyikére. Utdna a masik
harmat a szemben [évs 6t hely valamelyikére. Végiil
a maradék harom embert a megmaradt harom helyre
valamilyen sorrendben.

Kedvezé esetek szama:

sak a véletlen jelenségek (5-4-3-2)-(5-4-3)(3-2-1).
szimuldldsara. Ma mar -
a legtdbb zsebszamolé- p— kedvezé esetek _ (5-4-3-2)(5-4-3)-(3-2-1) _ 1

gépen is megtalalhatok

Osszes eset 10! 84"

az an. véletlen szamokat
adé <Rnd> vagy <Ran>
billentyk.
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Egy 20 f&s matematika-tanul6csoportnak a hét minden napjan van egy matematikadraja. A tanar egy
hiszoldald, szabalyos ikozaéder feldobasaval valasztja ki az aznapi felel6t. A diakok k6zott 12 fid és 8
lany van.

a) Mennyi a valészintisége, hogy senki nem felel kétszer a kovetkezd héten?

b) Mennyi a valészinlisége, hogy a kdvetkezd héten csak fitk felelnek?

c) Mennyi a valészin(isége, hogy a kovetkezd héten legaldbb egy lany felel?

d) Mennyi a valészinGisége, hogy a kovetkezd héten pontosan két lany felel?

Megoldas

Definialjuk a kovetkezd eseményeket:

A = {mindenki maximum egyszer felel a j6v6 héten}
B = {csak filk felelnek a jov6 héten}

C = {legalabb egy lany felel a jov6 héten}

D = {pontosan két lany felel a jov6 héten}

a) Els6 megoldas
A klasszikus val6szintiségi modellt alkalmazva feltételezhetjiik, hogy mind a 20’ felelési sorrend egy-
forman valdszind. Ebbdl kedvezé szamunkra, ha senki nem felel kétszer, ezek szama
20-19-18-17 - 16.

_ kedvezb esetek ~ 20-19-18-17-16 _
PA) = — = £ =
Osszes eset 20

0,5814.

Masodik megoldas
Minden dobas eredménye fliggetlen a tobbitdl, és mindennap eggyel kevesebb didk felelhet, ha azt
akarjuk, hogy senki ne feleljen kétszer.

—~20.19 18 17 16 _
PA=20"20 20 20 20 ~ 2>81%

b) Annak a valészinisége, hogy egy bizonyos napon fit lesz a felel6, p = 12 _3
) . 2l A 4 20 5
Ez mindennap igaz egymastol flggetlendl, tehat

3 5
P(B):(§> —0,07776.

c) A ¢) alfeladatban megadott esemény az ellentettje a b) alfeladatban megadottnak.
C=B, ezért P(C)=P(B) = 1 — P(B).

5
PCO)=1- (%) =1-0,07776 = 0,02224.

d) Annak a valészinlisége, hogy az els6 két nap lany felel, a kdvetkezd harom napon pedig fit:

=;,;.;.;.;=<;>2.<;>3
P=5%555 5 \5)\5/)
A mi szempontunkbdl nem csak ez az egy j6 sorrend van, a két lany az 6t nap barmelyikén felelhet,

. 5 "y
egészen pontosan (2> lehetGség van.

P(D) = (3) : (%)2 (%)3 — 0,3456.

321




w

2. K1

3. K2

5

22

K

2

IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

5. példa

Egy 100 db televiziobdl all6 raktarkészletben 5 db olyan van, aminél aprébb mUikodési problémak
tapasztalhatok. Egy kiskeresked6 megvasarol 10 db-ot a teljes készletbdl.

a) Mennyi a valdszintisége, hogy az dltala megvasarolt késziilékek mindegyike probléma nélkil mékodik?

b) Mennyi a valészinlisége, hogy tébb mint egy hibasat vasarolt?

Megoldas

a) Visszatevés nélkili mintavételrSl van sz6. A feladatban feltételezziik, hogy barmely 10 televizié meg-
vasarldsa egyforman valészinG. Alkalmazhatjuk a klasszikus modellt.

o)
kedvez§ esetek _ \10

P(mind a 10 j6) = —
osszes eset (1 OO)

=~ 0,584.
10
Tehét joval tébb mint 50% a valészinlisége, hogy minden késziilék jol fog mikodni.

b) Legyen az A = {legaldbb két késziilék hibas}. Akkor A = {0 vagy 1 hibas}.

95 95
PA)=1—PA) =1 <1O> <9>.<1)—1 0,923 = 0,077
() (%)

Tehat elég kicsi az esélye, hogy tobb mint egy hibas lesz.

FELADATOK

Hatarozzuk meg az 1. példaban szerepl6 A, B, C, D események val6szindiségét!
Héarom dobokockat feldobva mennyi a valészinlisége, hogy legalabb két azonos szamot dobunk?

A kettes és a harmas szamjegyek felhasznaldsaval felirunk egy tizjegyl szamot, Ggy, hogy minden helyi
értékre 0,5 valdszinliséggel irunk kettest vagy harmast. Mennyi a valdszinGisége, hogy az igy kapott szam
oszthat6 lesz hdrommal?

Harmincf6s osztalyban hdsz fid és tiz lany van. Az osztalyt véletlenszerien két 15 {&s részre bontjuk.
a) Mennyi az esélye, hogy az egyik csoportban tobb lany lesz, mint fiG?
b) Mennyi az esélye, hogy az egyik csoportban csupa fid lesz?

Egy 32 lapos magyar kartyabol visszatevés nélkiil kivesziink négy lapot egymas utan.
a) Mennyi a valészin(isége, hogy az els kihidzott lap piros?

b) Mennyi a valészinlisége, hogy a masodik kihizott lap piros?

¢) Mennyi a valészintisége, hogy a negyedik kihtdzott lap piros?

Egy dobdkockat haromszor feldobunk egymas utdan. Minden dobds utan lejegyezziik a dobott szam
néggyel val6 osztasi maradékat. Mennyi a valdsziniisége, hogy harommal oszthaté haromjegyl szamot
kapunk?
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45. JATEKOK ELEMZESE, VARHATO ERTEK

JATEKOK ELEMZESE

Nézzilink néhany példat.

1. példa

Egy szabalyos dobdkockat tobbszor feldobva szamitsuk ki a dobott szamok atlagat!
Hogyan tudnank elméleti becslést adni az atlagra?

Megoldas

Egy szabalyos dobodkocka feldobasa utdan mindegyik szam ugyanolyan valdszinlséggel johet ki.
Készitslink egy tablazatot az eredményeinkrél! Tegyiik fel, hogy n darab kisérletet végeztiink.

lehetséges eredmények

valészintiség

abszolit gyakorisag

SIS o= | w
SH Rl FON EENE RN
S|IF (S o= | o
SIF (S |ol=]| o

relativ gyakorisag

3|}~ o= =
SIE [ (o=~

A valészinliség definicidja alapjan 71 ::% és hasonldan a tobbi relativ gyakorisag is az % kordil

ingadozik, ha egyre tdbb kisérlet utan szamitjuk ki a relativ gyakorisdagokat. Ha ezt figyelembe vessziik,
akkor mar készithetlink egy elméleti kozelitd értéket a varhaté eredményrdl.
A= Tk +2-k+3 ki+4-k+5 ki +6-Kk _ 1 »ﬁ+2-ﬁ+3-§+4-ﬁ+5-£+6-ﬁz
n n n n n n n
1 6 L-1+2+3+4+5+6 _35

A9 121 401 .1 1
16+26+36+46+56+ 3 6 ,

Mennyiért érdemes megvasarolni a kdvetkez6 pénzszerzési lehetdséget a banktél? (A jatékok egy

részében a jatékos jatszik a bank ellenében.)
Feldobunk két darab dobdkockat, és annyiszor 100 Ft-t kapunk, amennyi a dobott szamok szorzata.

A megoldas el6tt érdemes tippelni arra, hogy mennyi az a maximalis 6sszeg, amit megadnank a
banknak azért, hogy dobhassunk egyet.

i

— 5

Q
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Megoldas

A dobas eredménye Nyeremény | A hozza tartozé valészinliség
1
1-1 100 Ft L
I 2 2 200 Ft Z
/ 36
1-3,3-1 300 Ft 2
/ 36
1-4,2-2,4-1 400 Ft 2
’ ’ 36
1-5,5-1 500 Ft =z
/ 36
1-6,2-3,3-2,6-1 600 Ft A
’ ’ ’ 36
2.4 4.2 800 Ft £
/ 36
1
3.3 900 Ft L
o 5 1000 Ft 2
/ 36
4
2-6,3-4,4-3,6-2 1200 Ft =
3.5 5.3 1500 Ft Z
/ 36
1
4.4 1600 Ft L
3.6,6-3 1800 Ft 2
/ 36
4.55-4 2000 Ft £
/ 36
4:6,6-4 2400 Ft 2
/ 36
1
5.5 2500 Ft L
5o G0k 3000 Ft 2
/ 36
1
6-6 3600 Ft L

dsszesen 36 eset ezek Osszege 1

Az €el6z6 példa alapjan a harmadik oszlopban Iévé valészinliségek éppen azt mutatjak, hogy 36
jatékonként kb. hanyszor kévetkeznek be az adott események. Ezért az atlagos nyereményt az egyes
Osszegek sulyozott atlagaként szamolva éppen a val6szintiségek lesznek a sdlyok.

100-1+200-2+300-2+400-3+500-2+600-4+800-2+900-1+1000-2+1200-4 ,
36
1500-2 +1600-1+1800-2 +2000-2 4+2400-2 +2500-1+4+3000-2 +3600-1 _
e 36 =1225.

)2:
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Ha sok jatékot lejatszunk, akkor az egy jatékra juté atlagos nyeremény 1225 Ft koril ingadozik.

Mi kéze van ennek az eredménynek az el6z6 feladathoz?

1225 =100-12,25 =100 - 3,5%.

Ez nem véletlen. Egy darab dobodkocka feldobasakor a dobott szamok atlaga 3,5 koril ingadozik.
Két darab dobdkocka feldobdsakor a dobott szamok szorzata 3,5 - 3,5 = 12,25 koriil ingadozik. A két
eredmény szorzatanak az atlagat Ggy is megkaphatjuk, ha az egyes eredmények atlagat 6sszeszorozzuk.
Ez mindig igy van, ha a két atlag egymastol fiiggetlen kisérletek eredménye.

Ha 1225 Ft-ot kell fizetni egy dobasért, akkor ez egy igazsagos jaték. Lesz olyan, hogy a bank all
nyerésre, és lesz olyan is, amikor a jatékos. Ez hosszabb tavon kiegyenlitédik. Ha ennél kevesebbet kér
a bank, akkor hosszabb tavon a jatékosnak kedvez a jaték.

Ha példaul 1200 Ft-ért dobhatunk egyet, akkor 100 dobas utan mar el6relathatolag kb. 100 - 25 =
= 2500 Ft nyerésben lesziink. Ez nem garantalja, hogy legaldbb ennyi pénziink lesz, hiszen lehet, hogy
egy hosszabb rossz sorozatban vagyunk benne, és éppen a banknak kedvezg, alacsonyabb érték felé
mozdult el az atlag.

A befektetések is hasonléan mikodnek. Ha nagyobb haszonra szeretnénk szert tenni, akkor nagyobb
kockazatot kell vallalni, ami azt jelenti, hogy az is megtorténhet, hogy a tékénk egy része is elvész.

FELADATOK

1. K1 Két dobdkockat feldobva a nyereményiink a dobott szamok 6sszegének 100-szorosa forint-
. ban. Mennyit fizetnétek maximum egy ilyen dobds lehet&ségéért?

m Két jatékos felvdltva dob fel egy szabdlyos dobdkockat. Az nyer, aki elsének dob olyat, amit
mar valaki dobott. Az els6 dobd A, a masodik pedig B. Ha A nyer, akkor x forintot kap B-t&l.
Ha B nyer, akkor y forintot kap A-tél. Hogyan alakuljanak a nyeremények, hogy igazsigos

legyen a jaték?

VARHATO ERTEK

Az el6z6 leckében az egy jatékra juté atlagos nyereményekkel foglalkoztunk.

Az egyik jatékos szemszogébdl figyeltiik az eseményeket. Meghataroztuk a nyeremények lehetséges
értékeit, az elGjeleket is figyelembe véve. Utdna pedig a hozzdjuk tartozé valdszinliségeket. Az egy
jatékra juto atlagos varhatd nyereményt ezek segitségével szamitottuk ki. Jel6ljik a lehetséges nyeremé-
nyeket x;-vel és a hozzajuk tartozo valésziniiségeket p,-vel.

Az egy jatékra jut6 atlagos varhaté nyereményt a matematikaban varhaté értéknek nevezziik, és
E(x)-szel vagy M(x)-szel jeloljik.
Ha n-féle kimenetel és igy n-féle nyeremény lehetséges, akkor

EX) =X, py+ X Pyt X ps+ .. + X, P,
Ez a lehetséges nyeremények siilyozott atlaga, a stlyok pedig a valészintiségek.

Ezek utdn beszélhetiink a nyeremény vdrhato értékérél. Ha ez nulla, akkor igazsagos a jaték. Nem-
csak akkor igazsagos egy jaték, ha mindenkinek ugyanannyi a nyerési esélye, hanem a nyeremények
nagysagat is figyelembe kell venni. Ez az, amit a varhat6 érték segitségével megtehetiink.
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Nem csak a jatékok esetében beszélhetiink varhatod értékr6l. Ha egy véletlen kisérlet lehetséges
kimenetelei szamok, amelyek kozil pontosan egy kovetkezik be a kisérlet elvégzése soran, akkor ezek-
nek beszélhetiink a vdrhato értékérdl.

1. példa

Egy sportlévd a versenyen 0,8 valészintiséggel 16 tizest minden l6vésekor egymastdl fiiggetleniil. Ot
|6vésenként atlagban hany tizest szokott 16ni?

Megoldas

Az 5 16véshdl a tizesek szamanak lehetséges értékei O, 1, 2, 3, 4 vagy 5.

Az ezekhez a szamokhoz tartozé valészintségeket jelolje p,, pi, P2, P3r Par Ps-

Az el6z6 tanévben megismerkedtiink a visszatevéses mintavétel kapcsan a binomidlis eloszlassal.
Ott is azt vizsgaltuk, hogy hanyszor kdvetkezik be egy esemény.

Egészen pontosan:

Ha egy A esemény bekovetkezésének a valoszinlisége p, és egymds utan elvégziink n db fliggetlen
kisérletet, akkor annak a valdszintisége, hogy az A esemény k-szor kovetkezik be:

n k n—k
P =<k)~p (1=p) .
Ebben az esetben n = 5, mert 6t [6vés van, p = 0,8, mert 0,8 valdszinliséggel |6 tizest, és (1 — p) = 0,2,
ez annak a valdsziniisége, hogy nem tizest 6.

Pe=0,8 p, = (?) -0,8*-0,2", p,= (;) .0,8-0,2%, p,= (g) -0,8%-0,2%,

4

A talalatok szamanak a varhato értéke, vagyis hogy atlagban hany tizest 16 5 16vésenként
EX)=0-py+1-py+2-p,+3-p;+4-p,+5-p;

Ex)=0-0,8 +1 -(?)-0/84-0/21+2-(g)-0/83-0,22+3-(§) -0,8%-0,2° +

p,= (5) -0,8'-0,2%, p;=0,2".

+4-(i)-0,81-0,24+5-o,25=4.

Bonyolult szamitasaink végén egy szép egyszerl eredmény sziiletett.

Ex)=5-0,8=4

Binomialis eloszlas esetében, ha n db kisérletet végziink el, és arra vagyunk kivancsiak, hogy atlag-
ban ezekbdl hanyszor kovetkezik be az A esemény, vagyis mennyi a bekovetkezések szamanak a var-
hato értéke, akkor

Ex)=n-p.

Ha példaul hat db dobdkockat dobunk fel, és arra vagyunk kivancsiak, mennyi a hatbdl a hatos
1

dobasok szamanak a varhato6 értéke, akkor ez 6 - 6= 1 lesz.
Ez 6sszhangban van a valészintiségrdl alkotott képtinkkel. Ha a hatos dobds valészintisége %, akkor

eléggé valoszinl, hogy hosszu tavon hat dobasonként atlagosan 1 hatost dobunk. Ez semmit nem jelent
egy konkrét hatos dobdssorozatra nézve. Itt mindig sok kisérlet eredményére vonatkozdan allitunk
valamit.
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Egy biologiadolgozat 10 kérdéshdl all. Mindegyik kérdés esetén négy lehetséges valaszbdl kell kiva-
lasztani a jot. Csak a helyes valaszok bettijelét kell beadni a dolgozat végén. Egy didk a tobb témakort
felolels teszt els6 négy kérdésére tudja a helyes valaszt. A kovetkezd hatndl a lehetséges négy valaszbol
egyet ki tud zarni. Mennyi lesz a taldlatai szdamanak a varhaté értéke ilyen felkésziiltség esetén? Hanyas
jegyre szamithat, ha 50%-t6l kettes, 70%-t6l harmas, 80%-t6l négyes, 90%-t6l pedig 6tds a dolgozat?

Megoldas

Els6 megoldas
Mivel az eredmény csak a talalatok szamatol fugg, ezért ennek a varhato értéke lesz az, ami megmu-
tatja, hogy mire szamithatunk. Az els6 négy kérdésre p =1 valdsziniséggel tudjuk a valaszt. A kovet-

kez& hat kérdés esetén pedig p = 1? A lehetséges taldlatok szama: x,=0, 1, 2, ..., 10.

A hozzajuk tartozé valészintségek: mivel az elsé négy kérdésre tudja a valaszt, legalabb négy tala-
lata lesz. A kovetkezd hat kérdés esetén pedig a binomidlis eloszlas segitségével hatdrozhatjuk meg

a valészinliségeket: n =6 a kisérletek szama, p = ;’— a talalat valészin(sége, és (1 —p) = % annak a

valészinlisége, hogy nem talal.

en=enmon=(B.oe () 33

=[S ] (31:0= (5] 3] opam(8] =05 1510,

Masodik megoldas
Két részre bontjuk a problémat. Az els6 négy kérdés esetén 4 lesz a varhat6 érték. A kovetkezé hat

kérdésnél pedig a binomialis eloszlas varhaté értéke miatt 6 - 1 =2 Az eredeti kérdés ennek a két

3
szamnak az 6sszege volt. Tehat E(x) = 4 + 2 = 6. Ez 60%-0s teljesitmény, tehdt kettes érdemjegyre sza-
mithat. llyen felkésziltséggel nem szabad vizsgazni.

Sok esetben egy véletlen kisérlettel kapcsolatban nem sokat tudunk, csak az altalunk vizsgdlt szdm
varhato értékét. A kovetkez6 példa ezt mutatja be.

Befektetésalapu életbiztositas
Egy negyvenot éves csalddapa szeretné biztonsagban tudni a csaladjat. Olyan biztositast szeretne kotni,
amely 5 millié Ft kifizetését garantdlja a csaladja szamdra esetleges haldla vagy tartés munkaképtelensége
esetében. Ha ez nem kovetkezne be, akkor a nyugdijba menetelekor megkapnd az 5 millié Ft Gsszeget.
A bank ajanlata az volt, hogy havonta fizessen 14 000 Ft-ot, és megkapja a kért szolgdltatast. Felté-
telezziik, hogy 65 éves korban megy nyugdijba.
a) Ha csak siman, megtakaritasi céllal betennénk a bankba ezt a pénzt, akkor mennyi id6 alatt
gy(lne 6ssze az 5 millié Ft? Feltételezziik, hogy a bank a tartés betétekre évente 1% kamatot ad.
b) Mennyire kedvezd a bank ajanlata? Mit6l kedvezd egy ilyen ajanlat? Milyen szempontok alapjan
lehet ezt eldonteni? Az a) kérdésre adott valasz mennyiben segit a b) kérdés megvalaszoldsaban?
c) Vajon miért éri meg a banknak ilyen ajanlatot tenni?
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Megoldas

a) Az egyszer(iség kedvéért az évente befizetett pénzt kamatoztatjuk.

t,=12 - 14 000 = 168 000 Ft-ot fizetiink be évente.
Tegytk fel, hogy n év alatt gylik 6ssze az 5 milli6, akkor az els6 évben befizetett 6sszeg ekkorra

t,=168 000 - 1,01" " Ft-ot fog érni a kamatos kamat (tn = fiy° (1 +(%) )) képlete szerint.

Az els6 évben befizetett 6sszeg n — 1 évet kamatozik. A méasodik évben befizetett Gsszeg egy évvel
kevesebbet, és igy tovabb. Az utolsé évben befizetett Gsszeg mar nem kamatozik.
Ezeket az 6sszegeket Gsszeadva kapjuk meg az 5 milliét az

5000 000 = t, +t,- 1,01 + t,1,01% + ... +4,- 1,01 ' =¢,- +2"=1 _ 165 ggg . 1OT"—1

1,01 =1 0,01
a mértani sorozat 6sszegképlete alapjan.

5 000 000=168000-% /168 000
625 _ 1,01"—1
51 = 0,01 , ahonnan
12976 ~1,01".

Mindkét oldal tizes alapt logaritmusat véve
lg 1,2976 ~ Ig 1,01", amelybdl
n=~262.

Tehat ha simdn betennénk a bankba ezt az 6sszeget, tobb mint 26 év kellene, hogy meglegyen az
5 milli6 Ft.

b) Elég kedvezbnek tlinik az ajanlat. Ha az a tragikus esemény kovetkezne be, hogy az apa &t éven belil

meghal, akkor azonnal megkapjdk az 5 milliét, vagy ha nyugdijba megy, akkor is kevesebb mint 26
év milva megkapjak a kért 6sszeget.

Miért éri ez meg a banknak? A bank az ajanlat megtételekor figyelembe veszi az ajanlatkérd varhaté
élettartamat. Ezt a haldlozasi statisztikak tanulmanyozasaval, pillanatnyi egészségi allapot, az 6rokolt
betegségek és egyéb életmddbeli szokasok figyelembevételével a statisztikai hivatal becslése alapjan
allapitja meg. Ebben az esetben azt dllapitotta meg a bank, hogy az ajanlatkér6é nagy val6szind-
séggel a teljes 25 évben fizetni fog a banknak. A varhaté élettartama bGven meghaladja a 65 évet.
A balesetek és egyéb nem vart rendkiviili esetek gyakorisagat is figyelembe veszik az egyes esetek
megitélésekor.

c) A szamitasaiknak akkor van értelme, ha sokan kotnek életbiztositast, tehat nem torekedhetnek tul-

zottan nagy haszonra, mert akkor a konkurencia elviszi a lehetséges jelolteket. Ez az életbiztositasi
ajanlat sokkal kedvezébb, mint ha csak beraknank a megtakaritdsainkat a bankba. Viszont éppen
emiatt lehet, hogy olyanok is élnek ezzel a lehetGséggel, akik a tartds betét helyett masfajta befekte-
tést valasztananak. Mdrpedig a banknak a sok tigyfél a legfontosabb.
Mib6l lesz a banknak a haszna?
A bank Ggy szamol, hogy a befolyt 6sszeget befekteti egy jobban jovedelmezd tevékenységbe, pél-
daul kdlcsénadja mas tigyfeleknek jéval nagyobb kamatra.
Ha csak 5%-0s haszonnal tudja befektetni a kapott pénzt, akkor

1,012 1
T=168 000 - T05-1
a bejovo Osszeget. Nem okoz gondot kifizetni az 5 milliés 6sszeget a 25. év végén.

=9 811 634 Ft-ra tehet szert. Ami azt jelenti, hogy majdnem megduplazta
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Egy banki ajanlat akkor nevezhetd jonak, ha az mindkét fél szamara kolcsonos elényokkel jar. Jelen
esetben ez megvaldsulni latszik. llyen ajanlatok esetében a bank és az tigyfelek is jol jarnak hosszu
tavon.

FELADATOK

Egy Gjonnan megvasarolt telefon esetében 0,1 a valdsziniisége, hogy a belizemeléskor vala-
milyen apré gond van vele. A céglink flottakedvezménnyel 10 db telefont vasarolt.

a) Mennyi a valészintisége, hogy legaldbb két telefonnal lesz valamilyen apré probléma?

b) Mennyi a problémas telefonok szamanak a varhato értéke?

1. K2

Egy telefontipusb6l 100 db van az egyik tizlet polcan. Kozottiik 10 olyan van, amelynek
2. K2 - . -y . . Py

tizembe helyezésekor apro hiba Iéphet fel. Egy cég megvasarol 10 db-ot.

a) Mennyi a valészintisége, hogy legalabb két telefonnal lesz valamilyen apré probléma?

b) Mennyi a problémas telefonok szamanak a varhato értéke?

¢) Mi a kiilonbség az els6 és a masodik feladat kozott?

Egy biolégiadolgozat 10 kérdésbdl all. Mindegyik kérdés esetében négy lehetséges valaszbol
kell kivalasztani a jot. Csak a helyes valaszok bet(jelét kell beadni a dolgozat végén. Egy didk
a tobb témakort feloleld teszt elsé négy kérdésére tudja a helyes valaszt. A kdvetkez6 harom
esetében a négybdl kett6t ki tud zarni. Az utolsé hdrom esetében pedig csak egyet tud kizarni.
A maradék lehet6ségbdl pedig taldlomra valaszt egyet. Mennyi lesz a taldlatainak a vdrhat6
értéke ilyen felkésziiltség esetén? Hanyas jegyre szamithat, ha 50%-t6l kettes, 70%-t6l har-
mas, 80%-t6l négyes, 90%-t6l pedig 6t6s a dolgozat?

Egy dobdkockaval addig dobunk, mig olyat nem dobunk, amit mar kordbban dobtunk.
Mennyi a szlikséges dobasok szamanak a véarhaté értéke?

Befektetési céld életbiztositast szeretnénk kotni 10 éves idGtartamra. Haldlunk esetén 10 mil-
li6 Ft-ot szeretnénk utaltatni a csaladnak. A 10 év letelte utan szeretnénk megkapni a 10 millis
Osszeget. A bank évente 1%-os kamatot fizet a hosszi tavi betétekre. Mekkora havi befize-
téssel lennénk elégedettek?

329



IV. RENDSZEREZO OSSZEFOGLALAS

46. GEOMETRIAI VALOSZINUSEGI MEZO

A gyakorlatban olyan problémak is felmeriilnek, amelyek megoldasa soran a klasszikus megkoze-
[ités, azaz a kisérlet kimeneteleit tekintve a kedvezs esetek és az Osszes esetek szamanak Osszevetése
nem alkalmazhato.

Ennek a kozépiskolaban leggyakoribb esete, ha az 0sszes elemi eseményt egy geometriai alakzaton
tudjuk szemléltetni.

Geometriai valészintiségi modellrdl akkor beszéliink, ha az eseménytér egy geometriai alakzattal
szemléltethetd, Ggy, hogy egy esemény val6szintisége a neki megfelel6 alakzat méretével (hosszu-
sag, terlilet, térfogat) aranyos.

Az allatkertben a medve mindennap 12 és 13 6ra kozott teljesen véletlenszer(i id6pontban kijon
a barlangjabdl, hogy bevigye aznapi ebédjét. Barmennyire is igyekeztiink, csak haromnegyed egyre
érkeztlink a barlang elé. Mennyi a valészinisége, hogy latjuk a medvét kijonni?

Megoldas

Elemi eseménynek tekinthetjiik azt az id6pontot, amikor a medve megjelenik a barlang bejaratanal.

A megjeldlt egy oraban ebbdl végtelen sok van. Mit értsiink azon, hogy 12 és 13 éra kdzott teljesen
véletlenszer(ien torténik valami? Annak a valészinlisége, hogy az altalunk figyelt esemény egy adott
idGintervallumban kovetkezik be, az adott intervallum hosszaval

¢ ° egyenesen aranyos. Egészen pontosan az adott intervallum és az
; ; ; ; ; egész intervallum hosszanak a hanyadosa.
2% 2" 12° 12° 13 15 1

Az adott esetben p = 0=
Ha azt vizsgaljuk ezek alapjan, hogy mennyi a valészin(isége,
hogy pontosan 12 6ra 30 perckor jon ki a medve, akkor egy nulla hosszdsagud intervallummal van dol-

gunk, igy
-0 _
P=%0="

Itt egy olyan eseményrél van sz, aminek nulla a valészinlisége, és mégis bekovetkezhet. Véges sok
elemi esemény esetén ez nem lehetséges.
(Jegyezziik meg: a lehetetlen és a nulla valésziniiségii esemény kiilonbozik.)

Ha egy korlemez belsejében véletlenszerlien elhelyeziink egy pontot, mennyi az esélye (val6szind-
sége) annak, hogy kozelebb van a kozéppontjahoz, mint a széléhez?

Megoldas

Itt most a megfelel6 val6szinliség nem az intervallumok hosszanak a hanyadosa, hanem a megfelelé
tartomanyok teriiletének az aranya lesz. Ha megrajzoljuk azokat a pontokat, amelyek kézelebb vannak
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a kézépponthoz, mint a korvonalhoz, akkor egy az eredeti korrel megegyezd
kozéppontd, feleakkora sugard kort kapunk. Ennek a teriilete negyede az ere-

deti kor teriiletének, tehat a keresett val6szinliség 17

_ (05rYm
rr

3. példa

Egy 2 cm oldalhosszlsagli kocka belsejében véletlenszerlen felvesziink Tem  1am
egy pontot. Mennyi a valdszinlisége, hogy ez a pont tébb mint 1 cm-re van a S <

- > _ 1
= (057 =1.

kocka minden csticsatol? @\ 1cm
O é(‘
L N
Megoldas Tecm A 1cm 1cm
Tcm
Mivel most térbeli ponthalmazok alkotjdk a kedvezd és Osszes esetet, o
ezért a valészinlséget ezek térfogatanak hdnyadosaként kaphatjuk meg. 1 em N
Azon pontok, amelyeknek a csticsoktSl mért tavolsaga kisebb vagy egyenld, <
mint T cm, 8 db egység sugard gombnyolcad hataran, illetve ezek belsejében Tem  Tem

helyezkednek el. A gémbnyolcadokat (melyeknek kézéppontjai a kocka csi-

csai) a kocka szimmetria-kdzéppontjaba tolva, egy egész, 1 cm sugari gom-

bot kapunk. Ha ennek a gdmbnek a térfogatat kivonjuk a kocka térfogatabdl, akkor kapjuk a kedvezd
pontok halmazanak térfogatat.

7 % Pr
P= 0 0,4764. Ez azt jelenti, hogy ha a kockdban véletlenszeriien valasztunk egy pon-

tot, akkor az kevesebb mint - valdszinlséggel lesz tavolabb a cstcsoktol, mint 1 cm.

2

J6 Daniel nem til messze lakik az iskoldtol. Trolibusszal és villamossal is mehet suliba egyetlen
atszallas nélkil. Reggelente 7 6ra és fél nyolc kozott teljesen véletlenszerlien érkezik a megalléba.
A buszok 12 percenként kovetik egymadst, a trolik pedig 9 percenként. Az els6 busz 7 éra 1 perckor, az
els6 troli pedig 7 éra 5 perckor érkezik a hdz el6tti megalléba. Mennyi a valészintisége, hogy Daninak
tobb mint két percet kell varakoznia a megdlléban?

Megoldas
A buszok 7.01, 7.13, 7.25-kor érkeznek. A trolik 7.05, 7.14, 7.23-kor érkeznek.

B T BT T B

Az abran pirossal jeloltiik azokat az intervallumokat, amikor kevesebb mint két percet kell varakozni
a megdlléban.

7.01-7.03, 7.05-7.11, 7.14-7.21, 7.25-7.30 kozott érkezve tobb mint két percet kell varakozni. Ez
20 _2

Osszesen 20 perc. Tehdt p = 30 -3
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5. példa
A darts jaték legjobbjai elég nagy szazalékban talaljdk el a

Dupla szektor g 20 7 Tripla szektor| tibldn a nekik megfelels szektort.
N <, Egy atlagos jatékos viszont csak a tabla egy szektorat taldlja
el elég nagy eséllyel, azon beliil viszont Iényegében egyenlete-
sen oszlanak el a dobdsok. A tablan 1-t61 20-ig vannak a szek-
torok, mindegyik egyforma méret(i. Minden szektoron beliil van
dupla és tripla pontokat érd terilet.
. A tabla méretei: a tabla sugara 168,25 mm, a dupla Bull
— S szektor sugara 6,35 mm, a kiils6 Bull széle 15,9 mm-nél van, a
tripla szektor 95,25 mm-re kezdddik, és 104,8 mm-re végz&dik,
A~ a dupla szektor 15 875 mm-nél kezdddik.
= a) Mennyi a valészintisége a Bull dobdsnak (legbelsé piros
szektor), ha egy jatékos a 31,8 mm atmérgjt korbe 0,3
valdszinlséggel talal bele, és azon belil egyenletesen
oszlanak el a dobasok?
/ 61 b) Egy atlagos jatékos 0,9 valdszintiséggel taldlja el a megfe-
Szimpla szektor € lel6 szektort. Mennyi a valészinlisége a tripla 20-as, azaz

60-as dobasnak?
Megoldas

a) A dupla Bull dobasnak két feltétele van:
1. Talaljuk el a sima Bull mezét, ennek valészindisége 0,3.
2. A Bull mezében talaljunk bele a dupla Bull mez6be, ennek valészinliségét a dupla Bull mez6
terliletének és a Bull mez6 teriiletének a hanyadosaként kaphatjuk meg.
6,35 1 _
P 15077 0,1898.
A két eseménynek egyszerre kell bekdvetkeznie: p = 0,3 - 0,1898 ~ 0,05695.

b) A teljes tabla teriilete: 168,25 - = ~ 88 932,40119 mm”.
Egyetlen szektor teriilete ennek pontosan a huszad része:
t, ~ 88932,40119 : 20 ~ 4446,6200595 mm’.

104,82 -7 —-92,25% 1

20

A tripla 20-as dobashoz két dolognak egyszerre kell teljesilnie:

1. El kell talalnunk a 20-as szektort, ennek a valészintisége 0,9.

2. A szektoron beliil a tripla szektorba kell betalalni, ennek a valészinlisége

t 300,0971039

= 1 = S e
ot 4446,6200595 RE°Z4-

SZ

_ L. N ~_ 6 _ 3
P(tripla 20-as) = 0,9 - 0,06749 = 0,06074 ~ <& = <5

A tripla 20-as teriilete t, = ~300,0971039 mm’.

Ez kicsit nagyobb, mint a tripla Bull valészin(isége, pedig ennek nagyobb a pontértéke.

A megoldas soran a kor teriiletképletével szamoltunk, de a végén a darts hivatalos szabalykényvé-
ben |év6 méreteket hasznaltuk, ami picit eltérhet a szamolas eredményétél, mivel a szektorok elva-
lasztasara fémdrétokat hasznalnak, aminek szintén van egy kis vastagsaga. Ez befolyasolja a pontos
tertiletet.
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A mezdk hivatalos mérete:

* Tabla teljes teriilete: 88 932,40119 mm’ e Tripla: 300,0971039 mm’
e Dupla Bull: 126,6768698 mm’ e Dupla: 487,9678789 mm’
e Bull: 667,549169 mm? e Szimpla: 3619,843775 mm®.

6. példa

Az egyetemi menzan szoktam ebédelni, ami egy negyedorat vesz igénybe. A baratom szintén ugyan-
igy van vele. Mindketten teljesen rendszerteleniil érkeziink a menzara 1 és 2 6ra kdzott. Mennyi a valo-

szinlisége,

hogy 6sszefutunk ebéd kdzben?

Megoldas

Tegytk fel, hogy 1 6ra x perckor érkezem, a baratom pedig 1 6ra y perckor. Mivel mindketten egy
negyedorat tartézkodunk a menzan, ezért akkor taldlkozunk, ha ketténk érkezési ideje kozott kevesebb
mint 15 perc telik el. Tehat, ha |x— y|<15, ahol 0 < x, y < 60. Az ilyen tulajdonsagu x, y valtozoknak
egyértelmiien megfeleltethetiink egy P(x; y) pontot a koordinatasikon (természe-

tesen ezen pontok egy 60 x 60-as négyzet belsé tartomanyanak pontjai). Ezek

a pontok

hanyadosaként kapjuk. Pl.: P(12; 36) azt jelenti, hogy én 1 éra 12 perckor, a
bardtom pedig 1 6ra 36 perckor érkezett a menzara. Ekkor nem taldlkozunk.

Alakitsuk

y <x+ 15 és y = x— 15 Osszefliggéseket kapjuk. A megfelel6 koordinatakkal
rendelkez6 pontok halmazat az dbran piros szinnel jeloltiik. A kedvezd pontok
egy hatszoget alkotnak, melynek teriilete:

T

satirozott hatszog —

alkotjdk az eseményteret. A keresett valdszinliséget itt is a terlletek

at az |[x—y|=<15 egyenlGtlenséget: —15<x—y=<15. Innen az

— 2Tyt = 607 — 2- 42245 = 1575,

! 2

négyzet

p = Loioson _ 1575 _ 0,4375. Tehét 43,75% az esélye, hogy taldlkozunk.
Tgyzee 3600
FELADATOK

1. K2

Egy 3 cm oldalhosszisagu négyzet belsejében véletlenszer(ien felvesziink egy pontot. Mennyi
a valdszinlisége, hogy ennek a pontnak a négyzet valamelyik atl6jatdl vett tavolsaga kisebb
lesz, mint 1T cm?

Egy 2 cm sugaru kor belsejében véletlenszerlien felvesziink egy pontot. Mennyi a valészin(-
sége, hogy az ezen a ponton atmendé legrévidebb hir hossza kisebb, mint 2 cm?

Egy 200 km hosszu elektromos tavvezeték felligyeletét a Biztos Villany Kft. latja el. A vezeték
barmely pontjan azonos valészintiséggel fordulhat el elektromos zarlat. A vezeték mentén
harom helyen van iroddjuk, a kiinduldsi ponttdl 20 km-re, 80 km-re és 150 km-re. Ha az
irodaktol kevesebb mint 30 km-re torténik probléma, akkor azt a megrendeld altal megadott
szintidén belil mindig kijavitjdk. Ha viszont ennél tavolabb van a hiba, akkor kicstszhatnak
a szintid6bdl, és kotbért kell fizetnilik. A kft. vezetése bevallalja ezt a kockdzatot. Mennyi a
valészinlisége, hogy a kovetkezd hibandl kotbért kell fizetnitik?

Magyarorszag terlletén barhol egyenletes eloszlasban el6fordulhat villamcsapas. Mennyi a
valdszinlisége, hogy a kovetkezd villamcsapas Budapesten vagy Pest varmegyében torténik?
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MIRE JO A MATEMATIKA? (Olvasmany)

Ha a matematika hasznat kérdezziik, a vélasz a hagyomanyos
moédon kezd6dhet.

Mar az okori gorogok is tudtak, hogy a matematika mive-
|ése fejleszti a gondolkodast, frissen tartja az elmét. Ez persze
igaz mas tudomanyteriiletekre vagy mdvészetekre is; de ebbdl
a szempontbol a matematikai gondolkodas soran alkalmazott
miveletek tlinnek a leghatékonyabbnak. (Még a szérakoztatd
rejtvényirodalomban is a matematikai alapu, egyszer( rejtvények
a legnépszer(ibbek.)

A matematika ,kiszolgalja” a tarstudomanyokat. A termé-
szettudomanyok (fizika, kémia, csillagaszat, foldrajz, bioldgia),
a kozgazdasagtan, a mérnoki-technikai, a szamitastechnikai

A nagytétényi dsatasokon talalt rémai Vagy az orvosi tudomdnyok alkalmazdsa manapsdg elképzel-
eredetd csont jatékkocka hetetlen megfelel6 matematikai alapok és apparatus nélkil. Ide

sorolhatjuk a mindennapjainkat behdl6zé elektronikus-digitalis
eszkodzoket is; az informatikai rendszerek matematikai alapokon
mikodnek, programozéasukhoz elengedhetetlen az algoritmikus
gondolkodds elsajatitasa.

A tarsadalomtudomanyok és a miivészetek korében is jelen-
ts a matematika alkalmazasa. A torténelmi és szocioldgiai elem-
zések egy része statisztikai megkozelitéseket alkalmaz, csakigy,
mint egyes irodalmi munkék vizsgalata is. A kiilénb6z6 kozvé-
lemény-kutatasok alapja a valészinliségszamitds, éppen dgy,
mint a gazdasagi vagy kereskedelmi folyamatok esetében (de ide
sorolhatnank példaul a meteorolégiat is). A perspektiva matema-
tikai elemzése a kozépkorban megljitotta a képzémiivészetet,

A szddvari dsatasokon talalt manapsag pedig a mlivészet szinte minden teriiletén taldlkozha-
kozépkori eredetd csont jdtékkocka tunk geometriai irdnyzatokkal. T6bb jeles filozéfus egyuttal mate-

matikus gondolkodo is volt.

Aligha kétséges — és ezzel a matematika egyediilallé a tudomanyagak kozott —, hogy az egyszerd,
elemi matematika minden teriiletének jelentds gyakorlati haszna van. A mindennapjainkat atszovik
a napi pénziigyi szamitasok, a geometriai mérések, a valészinliségi becslések és statisztikai atlagok
szamitdsa; naponta taldlkozunk fliggvényekkel, grafikonokkal. A kiilsé tarsadalmi-gazdaségi-technikai
folyamatok pedig fejlesztd hatdssal voltak a fels6bb matematikara is. Néhany egyszer(i példa: a keres-
kedelem fejl6dése Gj objektumokat hozott létre (a logaritmus miivelete vagy a gébmbi koordinatdk), a
valtozds, mozgas leirdsanak igénye hivta életre az analizist, a differencialszamitast; a (szerencse)jatékok
elemzésébdl fejlédott ki a valdszinliségszamitas.

A matematika fejl6dését jol példazza a trigonometria teriilete.

A trigonometriai ismeretek alapjai az 6kori Mezopotdmidban, a csillagaszat segédeszkdzeiként
alakultak ki. A trigonometria egyik korai irasos emléke (Kr. u. 150 koril) Ptolemaiosz gorog csilla-
gasz Almageszt (,Nagy gyljtemény”) cim{ konyvében maradt rank. Ebben példaul megtalaljuk a mai
szinusztablazat 6sét: a kdnyv 0°-t6l 90°-ig, fél fokonként tartalmazza az egységsugari korben a sz6ghoz
tartoz6 hdrok hosszat. Kés6bb az arab vilagban kapott lendiiletet a trigonometria fejl6dése, a nagy arab
matematikus, al-Hvarizmi (820 koril) tdblazatai mar tangensértékeket is tartalmaztak.



MIRE JO A MATEMATIKA? (Olvasmany)

Evszézadokon keresztiil a foldmérés, a hosszisdg-, szog- és teriiletszamitds nélkiilozhetetlen eszkdze
lett a trigonometria; a tudomanyos életben pedig a csillagaszat és a geodézia a trigonometria alkalma-
zasaval ,folmérte a vilagot”.

Fizikdbdl a szogfliggvények segitségével leirtak az egyenletes kdrmozgdst; innen csak egy 1épés volt
a periodikus mozgasok elemzése (rezg6mozgas, hulldmmozgas, hangtan), és el is jutottunk az elektro-
dinamikdhoz, az elektromos és magneses jelenségek elméletéhez.

Matematikabdl is sziilettek Gj alkalmazasok (komplex fliiggvénytan, differencialegyenletek). Kiderdilt,
hogy trigonometrikus fliggvényekkel mds figgvények is jol kdzelithetSk, és a szogfliggvény-alkalmaza-
sok megjelentek a legmodernebb tudomanyteriileteken: a kvantumfizikdban, a relativitaselméletben, a
nemeuklideszi geometridk vizsgdlataban.

A XX. szazad egyik nagy matematikusa, Geoffrey Harold Hardy (1877-1947)
még Ggy gondolta, hogy a felsGbb, ,tiszta” matematika nagy részét kevesen
értik, mivelése csak a legkiemelked6bb tuddsoknak nydjt élményt. Bar az
alkalmazasi teriilete jelentGs (relativitaselmélet, kvantummechanika), a felsGbb
matematika nagy része — az emberiség mindennapjai szempontjabdl — teljesen
haszontalan.

Hardy tévedett. Halala utan néhany évtizeddel példaul kedvenc teriilete, a
szamelmélet rendkiviili gyakorlati szerephez jutott. Kiderilt, hogy szamelméleti "
modszerekkel lehet megoldani az adatok kényelmes és megbizhaté titkositdst. G- H. Hardy, angol
Nem is gondolnank, hogy a mindennapokban, mikor bejelentkeziink egy sza- matematikus
mitégépre vagy egy haldzatra, vagy valamilyen nyitokéddal elinditunk egy okostelefont, elektroniku-
san vasdarolunk vagy bankkartyaval fizetiink a boltban, akkor bizony matematikai médszerekkel védett
(jelenlegi tudasunk szerint feltorhetetlen) titkositasi médszereket alkalmazunk.

(Forrds: Sain Marton: Matematikatorténeti ABC. Tankényvkiado, 1974)

Erdekesség

Raymond Queneau francia kolté 1961-ben jelentette meg Szdzezermilliard kéltemény cim( kotetét (Cent Mille
Milliards de Poémes). Ez 10 klasszikus szonettet tartalmazott, dm a kiadéval soronként csikokra vagatva. Az
olvaso igy egy-egy szonett 14 sorat a meglévé 10 szonett barmely megfelel6 sorszami sordbdl maga allithatja
Ossze; azt a valtozatot ,hajtogathatja” ki a sorcsikokbdl, amely neki tetszik. A szerzg dllitasa szerint ,ha az
ember az év valamennyi napjan naponként 24 6ran at olvasnd ezt a mivet, valamennyi lehetséges vers elolva-
sdsa csaknem 200 millié évet venne igénybe”.

(A szonett és tobbnyelvi forditdsa megtalalhaté az inter-
neten.)

Vajon jol okoskodott Queneau? Erdemes ellenérizni a
szamitasait!

(A szonettek barmely sora 10-féleképpen olvashato, igy
dsszesen 10'*-féle — ,szdzezermillidrd” — szonett hajtogat-
hat6 ki. 200 millié év kb. 200-10°-365-24 =~ 1,8-10"
orat tartalmaz, ez alapjan 6ranként mintegy 50 szonett
olvashato el. A kolt6 tehdt jol szamolt.)
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V. KOZEPSZINTU GYAKORLO
ERETTSEGI FELADATSOROK

1. FELADATSOR

I. RESZ: 12 FELADAT, 30 PONT (45 PERC)

18

1. Adjon meg kdzonséges tort alakban egy olyan racionalis szamot, amelyik % és —= kozé esik! (2 pont)

19

2. A valés szamok halmazén értelmezett g(x) = x°* fliggvény grafikonjat az dbra szerint eltoltuk gy,
hogy a minimumhelye az A(4; —3) pontba keriilt. Adja meg az igy kapott f(x) fliggvény hozzarende-

[ési szabalyat! (2 pont)
3. Milyen hosszu iv tartozik a 12 cm sugard kor 120°-os kdzépponti szogéhez? (2 pont)
4. Az e egyenes atmegy a derékszogil koordinata-rendszer A(5; 7) és B(9; 3) pontjain. Hatdrozza meg

az egyenes egyenletét! (3 pont)
5. Hany olyan x természetes szam van, amelyre 3x — 119 < 0? (3 pont)
6. 2= 64. Mi lehet x értéke? (2 pont)
7. Mekkora szoget zarnak be a 7 cm és 10 cm oldalhosszdsagu téglalap atl6i? (2 pont)
8. Egy 6 pontl egyszer( graf csticsainak fokszamai rendre 1, 2, 2, 3, 3, 5. Hany éle van a grafnak? (3 pont)
9. A valés szamok halmazan értelmezziik az fix) = 3x — 1 és g(x) = —x + 2 fliggvényeket.

Mennyi f(5) - g(2)? (2 pont)
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1. FELADATSOR

10. Az ABC derékszogli haromszdghen ACB<L = 90°, az atfogd hossza 26 cm, AC = 10 cm. Milyen

hosszi a B csticsbol hiizott magassag? (2 pont)
11. Egy dobozban piros és kék golydk vannak. Tudjuk, hogy a kék golydk szama 16-tal kevesebb, és
— véletlenszerlien hdzva — piros golyét haromszor akkora valészinliséggel hdzhatunk, mint kéket.
Hany golyé van a dobozban? (3 pont)
12. a) Mennyi a7, 11, 15, ... szamtani sorozat 50. tagja? (2 pont)
b) Mennyi az els6 50 tag 6sszege? (2 pont)
1. RESZ (135 PERC)
A. RESZ (3 FELADAT) (3-12=36 PONT)
13. Az aldbbi tablazatban 1990 és 2002 kozotti néhdny évben a kiilonb6z6 tipusu oktatasi intézménye-
ket elvégzett didkok szamat tiintettiik fel.
Végzettség (ezer f0) 1990 1999 2001 2002
8 évfolyam 172,9 119,1 119,3 118,8
gimndziumi érettségi 27,3 36,3 38,0 40,2
szakkozépiskolai érettségi 40,6 53,3 50,9 50,2
fels6fokd oklevél 24,1 42,3 47,4 50,5
a) Hany tanul6 szerzett kdzépiskolai érettségit az egyes években? (2 pont)
b) Az Osszes végzettséget szerzett tanuléknak ez hany szazaléka volt? (2 pont)
¢) Hatarozza meg az alap- és fels6foku végzettséget szerzett didkok szazalékos aranyat is! (2 pont)
d) A kozépiskolai érettségit kapd diakok korében mekkora a gimnaziumi, illetve szakkozépiskolai
érettségit szerzettek szazalékos aranya? (3 pont)
e) Milyen tendenciak figyelhet6k meg a tablazat alapjan? (3 pont)
14. Az ABC derékszogl haromszogben ACB<L = 90°, az atfogd hossza 20 cm, AC = 12 cm.
a) Milyen hosszd az A csticsbdl hiizott belsd szogfelez6? (6 pont)
b) Milyen hosszd a C csticsbdl hizott belsé szogfelez6? (6 pont)
3 2
15. Adott az f(x) = % fiiggvény, ahol x € 1—1; 0[ U 10; 9].
a) Hatdrozza meg a fliggvénygorbe tengelymetszeteit! (4 pont)
b) Abrazolja a fliggvényt a derékszogi koordinata-rendszerben! (4 pont)
c) Hatdrozza meg a fiiggvény értékkészletét! (4 pont)
B. RESZ (A3 FELADATBOL 2-T KELL MEGOLDANI) (2-17 =34 PONT)
16. A derékszog(i koordindta-rendszerben adott a k: x* + y* + 4x — 6y = 12 egyenlet( kor.
a) Hatdrozza meg a kor Q kozéppontjat és sugaranak a hosszat! (4 pont)
b) Hatarozza meg azokat az A és B pontokat, amelyekben a kor az x tengelyt metszi! (3 pont)
c) Mekkora a (kisebbik) QAB korcikk terilete? (10 pont)
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V. KOZEPSZINTU GYAKORLO ERETTSEGI FELADATSOROK

17.Az 1,2, ..., 12 egész szamok kozlil véletlenszerlien generdltunk 16-ot. Az adatok nagysag szerint
rendezve a kovetkezSk voltak:
1,2,3,4,4,4,5,x,6,6,6,y,8,9,9, z
Mi lehet a hidnyz6 harom x, y, z érték az alabbi esetekben? Hany megoldds van?
a) Az adatsokasdg medianja 5,5.
b) Az adatsokasdag médusza 6.
c) Az adatsokasag atlaga 5,625.
(Ez hdarom kilonbozé feladat!)
d) Mi lehet a hidnyz6 harom x, y, z érték, ha a fenti harom feltételnek egyszerre kell teljesiilnie?

18. Egy élelmiszeriizletben a konzervdobozokat olyan haromszdg alakba szeretnék pakolni az eladok,
hogy a gula legfels6 soraban 1, az alatta 1év6 sorban 2, alatta 3 stb. doboz legyen, minden sorban
a felette [évGnél eggyel tobb. A vezetd tart attdl, hogy az épitmény nem lesz elég stabil, igy azt kéri,
hogy a legfels6 sorban 5 doboz legyen (alatta persze minden sorban eggyel tébb). S6t, a biztonsag
kedvéért két épitményt épittet, amelyek kissé egymdsnak donthetsk, s igy nehezebben borulnak fel.
a) Hany dobozzal kell kezdeni az épitést a legalsé sorban, ha 6sszesen 200 darab van? (Nem prob-
[éma, ha a felsd sorok esetleg nem lesznek teljesek.)

b) Hany doboz hianyzik a felsé sorokbdl, ha nem teljesek?

c) Miutan eladtak a konzervek 40%-at, Gj épitményt készitenek. Ennek legfelsd soraban 1, alatta 3,
azalatt 5 sth. doboz van (minden sorban 2-vel t6bb, mint a felette levében.) Ez az épitmény hany
sorbdl fog allni? (Csak egy réteget épitenek.)

2. FELADATSOR

I. RESZ: 12 FELADAT, 30 PONT (45 PERC)

1. Hany olyan n természetes szam van, amelyre |n — 123| < 112

2. lllesszen be a 8 és 18 kozé egy szamot Ggy, hogy a harom szam egy mértani sorozat egymast koveté
harom tagja legyen!

3. A nemnegativ valés szamok halmazan értelmezett fix) = v'x fiiggvény grafikonjét az dbra szerint
eltoltuk dgy, hogy a minimumhelye az A(=3; —1) pontba keriiljon. Adja meg az igy kapott g(x) fligg-
vény hozzéarendelési szabdlyat!

4. A derékszog(l koordinata-rendszerben adottak az A(=5; —1), B(—1; 6) és C(8; 2) pontok. Hatdrozza
meg a D pontot tgy, hogy AB =— CD teljesiiljon!
5. log, x = log, x. Mi lehet x értéke?
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(3 pont)
(5 pont)
(7 pont)

(2 pont)

(7 pont)
(4 pont)

(6 pont)

(2 pont)

(3 pont)

(2 pont)

(3 pont)
(2 pont)



2. FELADATSOR

. Mekkora a derékszogli haromszog legkisebb szbge, ha befogdinak hossza 5 és 7 egység?

7. lgaz vagy hamis?

11.

12.

A. RESZ (3 FELADAT)
13.

14.

15.

a) A tompaszogli haromszog magassagvonalai a hdromszdgon kiviil haladnak.
b) Tompaszogl haromszog koré irt kdrének a kdzéppontja a haromszogon kivilre esik.
¢) Van olyan haromszog, amelynek a magassagpontja a haromszog valamelyik oldalan van.

. Hatdrozza meg a 72 és a 4°* 5 szamok legnagyobb kdzos osztéjat és legkisebb kozos tobbszordsét!

. Hatarozza meg az a: y = x — 2 és b: y = 2x + 3 egyenletl egyenesek metszéspontjat!

. Egy szabalyos dobdkockat haromszor feldobunk. Hanyféleképpen kaphatunk harom kiilénb6z6

paros szamot?
(A dobasok sorrendjét is vegyiik figyelembe!)

Az ABC egyenl6 szarl haromszogben az AB alap 20 cm, a hozza tarozé magassag 30 cm hosszu.
Mekkora a B csticshoz tartozé magassag?

A valés szamok halmazan értelmezziik az f(x) = —2x + 3 és g(x) = x — 4 flggvényeket.
Oldja meg az f(x) - g(x) = 0 egyenletet!

RESZ (135 PERC)

(2 pont)

(1 pont)
(1 pont)
(1 pont)

(3 pont)

(3 pont)

(2 pont)

(3 pont)

(2 pont)

(3-12=36 PONT)

Egy 8 pontu egyszer( graf 6t csticsanak ismerjlk a fokszamat, ezeket felsoroltuk az alabbi tablazatban:

cstcsok A B C D E F G H
fokszamok 7 3 7 2 6

Mik lehetnek az F, G és H cstcsok fokszamai? Hany éle lehet a grafnak?
Szemléltesse rajzzal a lehetséges eseteket!

A kozség vezetGsége fel akarja mérni az erdGszélen lévé, két it és a folyo altal hatdrolt, parlagon
heverd terllet nagysdagat. Az ABCD négyszog alakd, mivelhetd terllet két oldala megkozelitSleg
AB = 440 méter és BC = 620 méter hosszl, az AB és BC oldalak bezart szoge 110°-0s. A masik két
oldal hosszat nem lehetett megmérni, de a CD oldal A-bdl kb. 70°-o0s, mig az AC szakasz D-b6l
kozelitéleg 75°-0s szogben latszik.

Hany hektar az ABCD négyszog alaku teriilet nagysaga?

Az {a,} szamtani sorozat 5. tagja 5, 13. tagja 11. A {b,} szamtani sorozat 10. tagja 30, 20. tagja 35.
a) Mely n értékekre lesz a, > 10%?

b) Mely n értékekre lesz S(a,) > 10

c) Mely n értékekre lesz a, > b,?

d) Mely n értékekre lesz S(a,) > S(b,)?

(S az elsG n tag Gsszegét jelenti.)

(12 pont)

(12 pont)

(3 pont)
(3 pont)
(3 pont)
(3 pont)
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16.

17.

18.

3.

V. KOZEPSZINTU GYAKORLO ERETTSEGI FELADATSOROK

RESZ (A 3 FELADATBOL 2-T KELL MEGOLDANI) (2 - 17 = 34 PONT)

Egy kozépkori gotikus katedralis épitémesterei a 2 méter x 1 méte-
res téglalap alakd ablakkeretekbe két, negyedkdr alakid ablakele-
met terveztek Ggy, hogy az 1 méter sugard negyedkorok érintkez-
nek, kozéppontjaik a téglalap cslcsaival esnek egybe. Az épitteté
kérésére tovabbi harom kor alaki diszitGelemet is be kellett épi- K /
tenitik minden ablakba Ggy, hogy ezek érintkezzenek az eredeti

ablakkerettel, valamint a negyedkorokkel is. (Az dbrdn piros vonal

jeloli a harom diszitGelemet.)

Mekkora a diszit6 korok sugara?

Az egyetemi évfolyamon eddig 16 dolgozatot javitott ki a tandr, az eredmények a kovetkezdk lettek:
osztalyzat 1 2 3 4 5
f6 3 3 2 5 3

a) Mennyi az adatok médusza, medianja és atlaga?

b) Szamitsa ki az adatok sz6rasat!

c) 10 Gjabb dolgozat kijavitasa utdn az Gj atlag 3,5 lett. Mennyi volt a 10 dolgozat atlaga?

d) Miutan a tandr tovabbi dolgozatokat is kijavitott, észrevette, hogy az atlag 4,1-nél nagyobb lett.
Legalabb hany dolgozatot kellett ehhez kijavitania?

a) Egy bridzsverseny sordn Andras és Bea ellenfele Cili és Dezs6. A licitalas, majd a jaték kezdete
utan Andras megtudija, hogy a pikk aduszinbdl ellenfeleiknél 6sszesen 4 darab van. Mi a valészi-
niibb: Cilinél és Dezs6nél is 2-2 pikk van, vagy valamelyikiiknél 2-nél t6bb? (A kartyacsomagban
Osszesen 52 lap van, ebbdl 13 pikk; osztaskor Cili és Dezs6 is 8-8 lapot kapott.)

b) Véletlenszerlien kihGzunk az 52 lapos kdrtyacsomaghdl 3 lapot visszatevéssel (azaz a kihizott
lapot visszatessziik, és a kartyacsomagot megkeverjiik). Melyik eseménynek nagyobb a valészin(-
sége: annak, hogy a kihuzott lapok kozott van pikk, vagy annak, hogy nincs?

c) Szamitsuk ki az el6z6 valdszinliségeket, ha visszatevés nélkiil hizunk!

FELADATSOR

I. RESZ: 12 FELADAT, 30 PONT (45 PERC)

1.

2.

3.

4.

A2,3,4, 4,5 szamjegyek mindegyikének egyszeri felhasznalasaval hany kiillonb6z6 6tjegyl szamot
képezhetiink?
Adott két halmaz: A = {kétjegyi, pozitiv, 4-gyel oszthat6é szamok}; B = {10-nél nagyobb, legfeljebb
27-tel egyenl6 pozitiv egészek].
Hatarozza meg az AN B és a B \ A halmazokat!
Mennyi v'2 — 1 reciproka? Adja meg a helyes vélasz betjelét!
a)1—+v2; b) 1 ; o) V2+1; d) Egyik sem.
V241 &
Kokoska O koézéppontjabdl Péter Ablonc (A) felé, Pal Béles (B) felé indul el egy-egy egyenes szakasz

mentén. Mekkora szoget zar be egymdssal a két Gt, ha a(& 5) és ﬁ(—h 7)?

340

(17 pont)

(4 pont)
(3 pont)
(4 pont)

(6 pont)

(8 pont)

(5 pont)
(4 pont)

(2 pont)

(2 pont)

(2 pont)

(3 pont)



3. FELADATSOR

5. A 12. C osztaly matematikadolgozatdnak eredményei: jeles 4, j6 11, kdzepes 8, elégséges 5, elégte-

len 2 dolgozat. Mennyi a dolgozatok osztalyzatainak médusza, medianja és atlaga? (3 pont)
6. Abrézolja a [-3; 5] intervallumon értelmezett f(x) = | x| + 2 fiiggvény grafikonjat! (2 pont)
7. Fels6baboska 46 500 lakosanak 36%-a kiskoru. A kiskortak 55%-a lany. Hany kiskord lany él Fels6-
baboskan? (2 pont)
8. Egy derékszdgli haromszog két befogdja 23 cm és 31 cm hosszi. Mekkorak a hdromszog szbgei
egész értékre kerekitve? (3 pont)
9. Mely valés szamokra lesz az x(10 — x) szorzat pozitiv? (2 pont)
10. Egy dobozban 8 fehér goly6 van. Hany zold golyét kell a dobozba tenni, hogy a golydk szamanak
60%-a zold legyen? Irja le a megoldds menetét is! (3 pont)
11. [rja fel az A(5; 2) ponton &tmend, m = 0,8 meredekség(i egyenes egyenletét! (3 pont)

12. Mekkora az 1 cm sugard kérben a 120°-os kdzépponti sz6ghdz tartozd kisebbik korszelet tertilete?
Irja le a megoldds menetét is! (3 pont)

Il. RESZ (135 PERC)

A. RESZ (3 FELADAT) (3- 12 =36 PONT)
13. Oldja meg a kovetkezs egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) vab —x =x—-3; (5 pont)
b) 3IX‘+2:22+33+6‘4_0'5_7- (7 pont)
14. Melyik allitas igaz, és melyik hamis az aldbbiak kozul?
a) Létezik két primszam, melyek 0sszege 2021. (3 pont)
b) Van harom olyan primszam, melyek 0sszege 102. (3 pont)
¢) Ha harom primszam 6sszege 284, akkor szorzatuk 35 421. (3 pont)
d) Ha egy primszam oszt6ja egy N négyzetszamnak, akkor oszt6ja v/ N -nek is. (3 pont)

15. Egy 33 fGs tarsasag tagjai kozil naponta 22 tancol, és 22 focizik. Mindenki mindennap legalabb
az egyik foglalkozason részt vesz. Azok koziil, akik ma fociznak, tegnap 15-en tancoltak, és 15-en
fociztak, és ugyanez a helyzet azoknal is, akik ma tancolnak. Hanyan vannak azok, akik mindkét

napon csak tancolnak? (12 pont)
B. RESZ (A3 FELADATBOL 2-T KELL MEGOLDANI) (2-17 =34 PONT)
16. Kertlink hirtrapéz alakd, parhuzamos oldalai 24 méter és 18 méter hosszlak. Be szeretnénk keriteni.

a) Hany méter hosszu keritést kell vasarolnunk, ha a kert teriilete 147 m?? (6 pont)

Az eredményt két tizedesjegyre kerekitve adja meg!
b) Mennyivel t6bb keritésanyagot kell vasarolnunk, ha az atl6ja mentén ketté is akarjuk valasztani? (6 pont)
c) Igaz-e, hogy a trapéz alaku kert hegyesszdge 60°-nal nagyobb? (5 pont)

17. Egy autdalkatrészeket gyartd cég tengelyeket készit. A tengelyek 5%-a selejtes. A napi termelés
500 darab. A min&ség-ellenrzéshez kivalasztunk 20 darabot visszatevés nélkiil.
Mennyi a valészintisége, hogy a kivalasztott tengelyek kdzott

a) nincs selejtes, (4 pont)
b) 6 darab selejtes lesz, (5 pont)
c) legfeljebb két selejtes lesz? (Az eredményeket tizedes tort alakban is adja meg!) (8 pont)
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18.

4.

V. KOZEPSZINTU GYAKORLO ERETTSEGI FELADATSOROK

a) Egy vitorlazérepild tavrepiilést hajt végre. A-bdl kiindulva el6szér B pontig halad egyenesen,
majd innen C felé fordul, ahol ABC<L = 42°. C-b6l A felé fordul, BCA<L = 68°. Az egész Ut
hossza 150 km. Milyen hosszlak az egyes Utszakaszok? A védlaszokat km-ben, egy tizedesjegyre
kerekitve adja meg!

b) Melyik nagyobb: a 150 km keriletli szabalyos hdromszog teriilete vagy a 150 km keriletd,
egyenl§ szard, derékszdgli haromszog tertilete?

FELADATSOR

I. RESZ: 12 FELADAT, 30 PONT (45 PERC)

1.

. Hany terliletegység az ABCD négyszog teriilete?

Hozza egyszer(ibb alakra a kovetkez8 kifejezést!

VIV
<x+y>2xy<x Y haxy £0.

. Hatarozza meg a kovetkez6 szamsokasag medianjat és atlagat: 4; 5; 3; 3; 1; 2; 7; 9!

. Egy 32 f6s osztaly a kozelgs iskolanap rendezvényeinek megszervezésére ttagl bizottsagot valaszt.

Hanyféleképpen tehetik ezt meg, ha a bizottsagban minden tag egyenrangti?

. Abrézolja a [—1; 4] intervallumon értelmezett f(x) = —(x — 2 + 4 fliggvényt a koordinata-rendszerben!
. Oldja meg a val6s szamok halmazan a 4°*' = 128 egyenletet!

. Hatdrozza meg a val6s szamok lehetd leghbGvebb részhalmazat, melyen a v'16 — x* kifejezés értel-

mezve van!

. Irja fel a 3x — 5y = 7 egyenesre mer6leges, az A(4; 7) ponton dtmend egyenes egyenletét!

9. Feldobunk két dobdkockat. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a dobott szamok 6sszege 3-mal

10.
11.
12.

oszthat6? irja le a megoldas menetét is!
Egy mértani sorozat 5. tagja 3, 7. tagja 18. Mennyi a sorozat 9. tagja?
13 l6nak és néhany libanak 6sszesen 74 laba van. Hany fejiik van 6sszesen?

Egy zsdkban 3 pdr piros, 2 par kék és 4 par fehér zokni van pdrositatlanul. Hany darab zoknit kell
kivenniink csukott szemmel, hogy biztosan legyen kozéttiik egy par fehér zoknink?
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(9 pont)

(8 pont)

(2 pont)
(2 pont)

(2 pont)
(2 pont)

(2 pont)
(3 pont)

(3 pont)
(3 pont)

(4 pont)
(2 pont)
(3 pont)

(2 pont)



A. RESZ (3 FELADAT)

13.

14.

15.

B. RESZ (A 3 FELADATBOL 2-T KELL MEGOLDANI)

16.

17.

18.

4. FELADATSOR

RESZ (135 PERC)

Az 1,2, 4,5, 9 szamjegyekbdl otjegyl szamokat allitunk el§, minden szamjegyet egyszer felhasz-
nalva.

a) Hany 6tjegy(i szamot kapunk?

b) Ezek kozil hany oszthato 12-vel?

¢) Mi a valészinlisége annak, hogy egy otjegy(i szamot véletlenszer(ien kivalasztva nem oszthat6 12-vel?
d)Igazolja, hogy az adott szamok egyike sem négyzetszam!

Egy foldbe dsott tartaly henger alakd, aljan félgomb végz&déssel (a tartdly helyzete fligg6leges).
A henger atmérGje 12 m, a hengeres rész magassaga 8 m. Milyen magasan all a viz a tartdlyban az
aljatol szamitva, ha térfogatanak kétharmadaig toltik meg?

Egy 60 lakésos térsashdzban 50 m*-es lakéds 22 darab, 66 m*-es 11 darab, 70 m*-es 17 darab, 75 m*-es
10 darab van. Szamolja ki

a) a kiilonboz§ alapteriiletd lakasok relativ gyakorisagat;

b) a lakdsok atlagos alapteriiletét!

c) Mennyi a lakasok alapteriiletének médusza és medianja?

d) Abrézolja sodréfadiagramon a lakéasok eloszlasat!

a) Egy 80 cm széles vaslemezbdl felll nyitott téglalap keresztmetszetli vizelvezetd arkot készitenek.
Mekkorak legyenek a téglalap oldalai, hogy a lehets legtdbb vizet vezesse el az arok?

b) Egy masik, 12 méter hosszi arok keresztmetszetét az f(x)=|x — 3|, 0 < x < 5 fliggvény grafi-
konja adja meg (az egység méter). A C(3; 0) pont az arok aljan, az A(0; 3) és B(5; 2) pont az arok
fels6 szélén van. Az arkot folddel temetik be lejtGsen Ggy, hogy az AB szakasz (lejtd) lesz a bele-
hordott fold tetejének a szintje. Hany m’ féldre van sziikség ehhez?

Egy hdromszog harom cstcsanak koordinatai A(6; 5), B(4; —7), C(—4; —1).
a) Hatdrozza meg a haromszog sdlypontjat!

b) irja fel az a oldalhoz tartozé magassagvonal egyenletét!

¢) Hatdrozza meg a c oldallal parhuzamos kézépvonal hosszat!

d) Hatarozza meg a haromszog keriletét két tizedesjegyre kerekitve!

Egy fiatalember 2022 decemberében toltdtte be 22. évét, ezért elhatdrozta, hogy 2023. janudr else-
jétdl 2063. december 31-ig, varhat6 nyugdijaztatasanak id6pontjaig takarékoskodik. Az egyik bank
azt javasolta, hogy tegyen be minden év elején 180 000 forintot, és évi 6%-os kamatot kinalt.

a) Mekkora 6sszeget vehet fel 40 év mulva?

Egy masik bank azt javasolta, hogy minden hénap elején tegyen be 15 000 Ft-ot, és havi %%
kamatot kinalt. (Ez is tehat évi 6%-nak felelne meg, de nem évente, hanem havonta irjak hozza a
kamatot a tGkéhez.)

b) Milyen 6sszeghez juthat ennél a banknal 40 év mdlva?

c) Melyik ajanlat a kedvez&bb?

(3-12=36 PONT)

(2 pont)
(3 pont)
(3 pont)
(4 pont)

(12 pont)

(3 pont)
(3 pont)
(2 pont)
(4 pont)

(2- 17 =34 PONT)

(7 pont)

(10 pont)

(2 pont)
(5 pont)
(5 pont)
(5 pont)

(6 pont)

(8 pont)
(3 pont)
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5.

V. KOZEPSZINTU GYAKORLO ERETTSEGI FELADATSOROK

FELADATSOR

I. RESZ: 12 FELADAT, 30 PONT (45 PERC)

1.

10.

11.
12.

. Adja meg az dbran lathat6 linedris fliggvény hozzdrendelési szabalyat!

A boltban 2400 Ft-ért 12 kg kenyeret tudunk venni. Hany kilogramm kenyeret tudunk vasarolni
ugyanennyi pénzért, ha a kenyér arat felemelik 20%-kal?

. Hatdrozza meg a valés szamok legh6évebb részhalmazat, melyen a /51—x kifejezés értelmezhetd!

. Egy urndba helyezziink el 6 darab golyét, 1-t6l 6-ig szamozva. Hizzunk ki két golyét egymas utdn

visszatevés nélkiil, és a rajta |év6é szamokat irjuk le a hiizas sorrendjében! Mennyi annak a valészi-
nlisége, hogy ilyen médon 8-cal oszthaté kétjegy (i szamot kaphatunk? Irja le a megoldds menetét!

. Adott a koordinata-rendszerben az A(4; —5) és a B(8; —2) pont. Hatdrozza meg az AB atmérgjti kor

sugarat és kdzéppontjat!

. Kisorszagnak 6sszesen 7 telepiilése van. A f6varost minden telepiiléssel &sszekoti egy (t, a févaroson

kivil pedig minden telepilésrél két masikba lehet kozvetleniil eljutni kdzdton. Rajzoljon le egy
olyan grafot, amely Kisorszag tthalézatat szemlélteti!

. Mely allitasok igazak, melyek hamisak az alabbiak koziil?

a) Paratlan szamu paratlan szam 6sszege pératlan.

b) Két primszam Gsszege nem lehet prim.

c) Harom egymast kovetd paros szam 0sszege mindig oszthaté 6-tal.
d) Két négyzetszam Osszege nem lehet négyzetszam.

. Mekkora szoget zar be az egységnyi oldaléli kocka egy csticsabdl kiinduld két lapatldja?

. Egy raktdr drukészlete 672 kg-mal csokkent, ez a készlet 12%-a. Hany kg aru volt eredetileg a rak-

tarban?

A = {4-gyel oszthato kétjegyl pozitiv egész szamok}
B = {10 és 40 kozé es6 6-tal oszthatd pozitiv egészek}
Hatarozza megaz A N B és az A \ B halmazt!

A 11 cm sugarl kérben mekkora kézépponti szog tartozik a 4 cm hosszi hirhoz?

Egy csaladban az apa 540 ezer Ft-os fizetését 10%-kal emelték, az anya pedig részmunkaid6t vallalt,
ezért teljes allasd 520 ezer Ft-os keresetét 40%-kal csokkentik.
Hogyan valtozott a két sziil6 dsszjovedelme?
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(2 pont)

(2 pont)

(3 pont)

(2 pont)
(2 pont)

(2 pont)

(1 pont)
(1 pont)
(2 pont)
(2 pont)

(2 pont)

(2 pont)

(2 pont)
(2 pont)

(3 pont)



A.

13.

14.

5. FELADATSOR

RESZ (135 PERC)

RESZ (3 FELADAT) (3- 12 =36 PONT)
Tekintse az f(x) = v x+2 és g(x) =—x+ 4 fliggvényeket a [-2; 7[ intervallumon.

a) Abrézolja a megadott fiiggvényeket! Adja meg a transzformécios |épéseket! (5 pont)
b) Oldja meg grafikus Gton az f(x) < g(x) egyenl6tlenséget! (4 pont)
c) Oldja mega v'x+2 =2 egyenl6tlenséget! (3 pont)
Egy szekrény tervezéséért 25 000 Ft-ot kell kifizetniink. Az anyagkoltség 30 000 Ft, a munkadij

20 000 Ft az els6 50 darab szekrénynél, utana mar csak 18 000 Ft, a szallitas pedig 4000 Ft dara-
bonként. Egy szekrényt 55 000 Ft-ért lehet eladni. Hany darab szekrény esetén lesz gazdasagos a

gyartas? Mikor éri el a hasznunk a 100 000 Ft-ot? (12 pont)
15. Egy derékszogli haromszog atfogdja 15 cm, a hozza tartozé magassaga pedig 6 cm hosszu.
a) Mekkorak a befogéi? (6 pont)
b) A magassag két részre osztja a hdromszoget. Milyen tavol van egymdstdl a két kis haromszog koré
irhat6 korének a kdzéppontja? (6 pont)
B. RESZ (A 3 FELADATBOL 2-T KELL MEGOLDANI) (2-17 =34 PONT)
16. a) A horgdszversenyen Osszesen 113 halat fogtak. Az els6 csapat tagjai atlagban 13 halat, a maso-
dik csapat tagjai 5, a harmadiké pedig 4 halat fogtak. Osszesen 16-an vettek részt a versenyen.
Hanyan voltak az egyes csapatokban? (10 pont)
b) A tablazatban az 1 kg és 4 kg kozotti tomeg(i kifogott halak szama lathato.
stly (kg) 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
darab 23 26 9 10 8 2 2
Szamitsa ki az adatok szérasat! (3 pont)
c) Abréazolja az adatokat sodréfadiagramon! (4 pont)
17. a) Az ABC egyenl6 szarG haromszog alapja 10 cm, az alaphoz tartozé magassaga 30 cm hosszu.
A haromszogbe beirtuk a DEFG téglalapot Ggy, hogy D és E az AB alapra, F és G pedig a harom-
szog szdraira kerlilt, és a DE oldal éppen fele a DG oldalnak. Mekkorak a téglalap oldalai? (10 pont)
b) Véletlenszerlien kivalasztunk egy pontot a haromszog belsejébdl vagy hatararél. Mennyi annak a
valdszinlisége, hogy ez a pont a téglalapnak is pontja? (7 pont)
18. Egy haz tetejének cserepezéséhez vasarolunk tetGcserepet. A tetG négyzetes gila alakd, melynek

alapélei 10 méteresek. A tetd oldallapjanak és alaplapjanak hajlasszoge 25°-os.
a) Hany m’ teriilet(i a tets? (5 pont)
b) A cserepek 40 cm és 55 cm oldaléli téglalapok. A cserepeket lgy kell felhelyezni, hogy 15%-ban

atfedjék egymast (azaz egy cserép 15%-a mds cserepek alatt helyezkedik el). Hany darab cserépre

van sziikség a tet6fedéshez? (12 pont)
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V. KOZEPSZINTU GYAKORLO ERETTSEGI FELADATSOROK

6. FELADATSOR

I. RESZ: 12 FELADAT, 30 PONT (45 PERC)

1. Legaldbb hanyan vettek részt egy kirandulason, ha biztosan van a személyek kozott 5 olyan, akik

azonos hénapban sziilettek? (2 pont)
2. Hanyszorosara n6 egy kor teriilete, ha sugarat 3-szorosara noveljiik? (2 pont)
3. Adja meg 2024 primtényez&s felbontasat, valamint (pozitiv) osztéinak a szamat! (3 pont)

4. Adja meg az abran lathatd, a valés szamok halmazan értelmezett fliggvény hozzdarendelési szabalyat! (2 pont)

5. Adja meg a val6s szdmoknak azt a leghGvebb részhalmazat, amire értelmezhetd a v/8 —x* kifejezés! (3 pont)
6. Mennyi a 2x* — 6x + 3 = 0 egyenlet gyokeinek a szorzata? (2 pont)
7. Hany éle van egy 15 cstcsu teljes grafnak? (2 pont)
8. Egy hurtrapéz két alapja 18 cm és 12 cm, magassaga 4 cm hosszu.

Mekkorak a trapéz 18 cm-es alapon fekvd szogei? (3 pont)
9. Adja meg az AB szakasz felez6merGlegesének egyenletét, ha A(5; 3) és B(1; —1)! (3 pont)

10. lllesszen be az 5 és a 8 kdzé harom szamot lgy, hogy azok az adott szamokkal egyiitt egy szamtani
sorozat egymast kovetd tagjai legyenek! (2 pont)

11. Fanni, Tomi, Dani és Marci egyiitt mennek egy mérk&zésre. Hanyféleképpen tlhetnek egymas mellé,
ha Dani és Marci egymas mellett szeretne ilni? (3 pont)

12. Adja meg a kovetkez6 szamsorozat atlagat, méduszat és medianjat:
1,1,2,2,3,4,5,5,5,6,7,7! (3 pont)

1. RESZ (135 PERC)

A. RESZ (3 FELADAT) (3- 12 =36 PONT)

13. A 180 méter magas megfigyelGtoronyban 1évé &r gyanis csonakot vesz észre a tengeren, 29°-0s
depresszioszog alatt. Kis id6 elteltével 200 m-rel kozelebb van a csénak a torony labdhoz. Mekkora
most a depresszidszog? (Valaszat egy tizedesjegyre kerekitve adja meg!) (12 pont)
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6. FELADATSOR

14. A 2-es és a 3-as szamjegyek felhaszndlasaval irjunk fel taldlomra egy tizjegy( szamot! (A csupa azo-
nos szamjegyeket tartalmazé szamok is megengedettek.)
Mennyi a valészinlsége annak, hogy
a) 3-mal oszthat6 szamot kapunk; (6 pont)
b) 9-cel oszthat6é szamot kapunk? (6 pont)

15. Az {a,} mértani sorozat harmadik tagja 9, hanyadosa 1,5. A {b,} mértani sorozat elsé tagja 2000, de
a hanyadosa csak 1,3.

a) Mely n értékekre lesz a, > 10 (4 pont)
b) Mely n értékekre lesz S(a,) > 10° (4 pont)
c) Mely n értékekre lesz a, > b,? (4 pont)

(S az els6 n tag Osszegét jelenti.)

B. RESZ (A 3 FELADATBOL 2-T KELL MEGOLDANI) (2- 17 =34 PONT)

16. a) Egy fabdl késziilt ajandéktargy alakja derékszogl haromszog alapl guila. Az alap derékszogi
haromszogének befogdi 6 cm és 8 cm hossziak, és a gila mindharom oldaléle 13 ¢cm hosszu.

Mekkora a targy tomege, ha a fa s(irdisége 700 kg/m’? (11 pont)
b) Egy tetraéder egy cstcsbdl kiindul6 harom élének hossza 6 cm, 8 cm és 13 cm. Legfeljebb mennyi
lehet a tetraéder térfogata? (6 pont)

17. Adott az a(7; —2) és a b(—1; 14) vektor.
a) Adja meg a két helyvektor végpontjat 6sszekots egyenes egyenletét! Igazolja, hogy a két helyvek-

tor végpontjat 0sszekotd szakaszon rajta van a C(4; 4) pont! (6 pont)

b) Milyen aranyban osztja a C pont a helyvektorok végpontjat 6sszekots szakaszt? (6 pont)

c) Mekkora az OAB,, teriilete, ha A és B az a és b helyvektorok végpontjai, O pedig az orig6? (5 pont)

18. Hany olyan hdromjegy(i szam van, ami nem oszthaté sem 2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel? (17 pont)
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