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Kedves Végz6s Olvasonk!

A kozépiskola utolso éve all el6tted, karnyujtasnyira téled
az érettségi. Végzosként, az érettségire késziilve egyre ma-
gasabb nézépontbdl tekinthetsz a vildgra, a természetben
eléforduld folyamatokra és ezek matematikai modelljeire
is. A tankonyvi feladatokat igyekeztiink olyan szinesen sz-
szevalogatni, hogy az élet sokféle teriiletéhez és tobbféle tu-
domanyhoz kapcsolodjanak. Szeretnénk bemutatni, a ma-
tematika milyen modon valaszol a valos élet problémara, és
azt, hogy ez a rendszer 6nmagdban is érdekes, nyitottsagra
nevel, csodalkozast és kérdéseket valt ki.

Ebben a tanévben harom 4j témakor kertil eld.
A leckék tagolasa megegyezik az eddigiekkel. A kovetkezd
tipust részekkel talalkozhatsz a konyvben:

BEVEZETO _ mely §ltaldban egy gyakorlati problémén keresz-
till mutat ra az alkalmazasok lehetségére;
mely [épésrol [épésre megmutatja a meg-
oldds egy-egy utjat;
melynek kereteben rendszerezziik a matematikai
tartalmakat, fogalmakat es tételeket;
| _FeLaoar PN melyek megoldasaval elsajatit-
hatod a sziikséges ismereteket.
melyben megmutatjuk a tananyag néhany érdekes
tovabbgondolasat és alkalmazasat.

A tankonyv madsodik része a rendszerezd Osszefoglalas.
Ot témakorbe rendezve taldlod meg a kozépiskolai mate-
matikai ismereteket. A konyv végén néhany kozépszintl
probaérettségi feladatsort talalsz.

Ha tartos tankonyved van, amit vissza kell adnod az is-
kolanak a tanév végén, akkor ne irj a tankonyvbe, dol-
gozz a fiizetedben! Tablazatok esetén segitségedre lehet
egy Ontapadods jegyzettomb: egy Ontapadds lapot tegyél
a tablazat mellé, s arra irhatod az eredményeket.

Kivanunk Neked erre az évre j6 munkat, kitartast és sikeres
érettségit!

3.STATISZTIKAESVALOSZINUSEGSZAMITAS

1. TERGEOMETRIA

- Testek térfogata és felszine
Dinnyék, sajtok, fagylaltok

Epitkezés és darabolas
Gulak és kupok, egészben és csonkan

- Hajlasszogek, sikmetszetek
Lejtok és haztet6k
Forgassunk meg egy haromszoget!

2. SOROZATOK

- Szamtani sorozatok
Nézotér és tetGcserepek
A kis Gauss triikkje

- Mértani sorozatok
Kamatos kamat és amortizacio
Rajzolj bele még egyet!
Buzaszemek a sakktablan

- Adatsokasagok és jellemz6ik
Diagram a dobozban
Osztalyok nem csak tanul6kbél
Szoérodas és kockazat

- Események térben és idében
Az eseményeket is 6ssze lehet adni
Fiiggetlen torténések

- Mennyire valészint?
Céltabla és szerencsekerék
Dobokocka, lotto és mas érdekes jatékok
Részvény és mindségellendrzés




Terelemek tavolsaga Cisméties)

Hétkoznapi targyakkal (golydkkal, kavicsokkal, palcikékkal, lapokkal, dobozokkal stb.) készits modellt a feladat sz6vegének
megfelel6en! Mutasd meg, mondd el részletesen tarsaidnak a megolddsra vonatkozé otleteidet!

Négy hajo ugy helyezkedik el, hogy barmelyik kett6 egymastol 40 méter tavolsagra van. A négy koziil harom vitorlas.
Milyen hajé lehet a negyedik? (A hajokat pontszertinek tekintjiik.)

Megoldds

El6szor probaljuk meg a harom ismert jarmtre megoldani
a problémat! Ezek a viz felszinén vannak egy 40 m oldalhosz-
szusagu szabalyos haromszog csticspontjaiban.

A negyedik jarmid nem helyezhet el ugyanebben a sikban,
ezért a vizfelszin f6lott vagy alatt tartézkodhat, ezért az csak
tengeralattjar6 vagy léghajo lehet.

Egy pok a szoba egyik sarkabdl a téle legtavolabbi sarokba szeretne eljutni. A téglatest alaku helyiség szélessége 2 mé-
ter, hossztisaga 4 méter, és magassaga 2,5 méter.

Mekkora a legrévidebb ut, ha a pok barhol, akér a levegében kifeszitett fonalon is haladhat?

Mekkora a legrévidebb ut, ha a pdk csak az oldalfalakon, a plafonon és a padléon maszva tud haladni?

Megoldds

a) A két pont kozott a legrovidebb ut a pontok altal meghatarozott szakasz, vagyis ha a pok pl. az E cstucsbol a C csticsba
szeretne eljutni, akkor az EC testatld hosszanak megfeleld utat kell megtennie (a levegében halot szovogetve). Az EC
szakasz az ACE derékszogi haromszog atfogoja, ezért hosszanak meghatarozasahoz sziikség van az AC szakasz hossza-
nak ismeretére. Az AC szakasz az ABCD téglalap egyik atloja. Az eldbbiek figyelembevételével a Pitagorasz-tétel ABC,
majd ACE haromszdgekre valé felirasdval: AC* = AB* + BC? valamint EC* = EA> + AC’, igy EC* = EA’ + AB’ + BC.
Ez alapjan EC = v/2,5? + 2% + 4% = /26,25 = 5,12.
Tehat a legrovidebb ut hossza koriilbelil 5,12 méter.

Keress még olyan derékszogti haromszogeket, amelyekben ugyancsak atfogé az EC testatlo! Végezd el abban a harom-
szogben is a szamitasokat!
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TERGEOMETRIA



b) A podk utja jobban étlathato, ha kiteritjiik egy sikba azt a két szomszédos oldalfalat (vagy plafont, vagy padlot), amelyen
a pok halad. A lehetséges sikba teritések torténhetnek a 2 m, a 4 m, valamint a 2,5 m hossztsagu ¢l mentén:
I. Ha a pék a HG élen keresztiil halad:

H

A c B

2
B 4 F 4 G 2,5 C

Ekkor az EFCD téglalapon a legrovidebb ut az EC atlé hosszaval egyenlé. Az EFC derékszogii haromszogre felirt
Pitagorasz-tétel felhasznaldséval EC* = EF* + FC? igy EC = v 2> + (4 + 2,5 = v/46,25..

I1. Ha a pok az AD élen keresztiil halad:
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Ekkor az EBCH téglalapon a legrovidebb ut az EC atlé hosszaval egyenld. Az EBC derékszogli haromszogre felirt
Pitagorasz-tétel felhasznaldséval EC* = EB* + BC?, igy EC = v/ (2,5 + 2 + 4° = /36,25 .

III. Ha a pék a HD élen keresztiil halad:
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Ekkor az EACG téglalapon a legrévidebb ut az EC 4tlé hosszaval egyenld. Az ACE derékszogii haromszogre felirt Pita-
gorasz-tétel felhasznalasaval EC* = EA* + AC?, igy EC = v/ 2,5 + (4 + 27 = /42,25

A szamitasokbdl az lathatd, hogy a II. esetben lesz a megtett tavolsag a legkisebb. Tehat, ha a pok a falakon halad, akkor
alegrovidebb ut hossza v 36,25 =~ 6 méter.

Merre mehetett még a pok, hogy ugyanilyen révid uton érjen E-bSl C-be?
Milyen tavolsagban lesz a pék az A csucstol, amikor éppen ,,befordul” az AD él mentén?
Vajon miért az lett a legrovidebb tt, amelyik a leghosszabb élt metszette?




Térelemek: pont, egyenes, sik, tér.

Térelemek kolcsonos helyzete (ismétlés)

Két egyenes metsz6, ha pontosan egy kozos pontjuk van.

Két egyenes parhuzamos, ha egy sikban vannak, és nincs kzos pontjuk (vagy ha egybeesnek).

Két egyenes kitérd, ha nincs olyan sik, amelyre mindkét egyenes illeszkedik.

Egy egyenes illeszkedik egy sikra, ha minden pontja a sikon van.

Egy egyenes metsz egy sikot, ha pontosan egy kozos pontjuk van.

Egy egyenes parhuzamos egy sikkal, ha nincs kozos pontjuk (vagy ha illeszkedik rd).

Két kiilonboz6 sik metszi egymast, ha a két siknak van kozos pontja. A kozos pontok altal alkotott egyenes a két sik met-
szésvonala.

Két sik parhuzamos, ha nincs kozos pontjuk (vagy ha egybeesnek).

Térelemek tavolsaga (ismétlés)

Két pont tavolsaga a pontok altal meghatarozott szakasz hossza.

Két ponthalmaz tavolsagat a ponthalmazok pontjai kozo6tt mért tavolsagok minimuma adja.

Ha két térelemnek van kozos pontja (metszik egymast, vagy illeszkednek egymasra), akkor tavolsaguk 0.

Pont és egyenes tavolsaga a pontbdl az egyenesre allitott merdleges szakasz hossza.

Két parhuzamos egyenes tavolsaga az egyik egyenes egy tetsz6leges pontjanak a masik egyenest6l vald tavolsaga.
Pont és sik tdvolsaga a pontbdl a sikra allitott merdleges szakasz hossza.

Sik és egy vele parhuzamos egyenes tavolsaga az egyenes tetsz6leges pontjanak a siktol valo tavolsaga.

Két parhuzamos sik tavolsaga az egyik sik egy tetszéleges pontjanak a masik siktol valo tavolsaga.
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Lapatlo, testatlo:

Egy sokszoglapokkal hatarolt test (un. poliéder) két csucsat osszekotd szakasz lehet a test egyik éle vagy egyik atloja. Ha
egy atlo illeszkedik a test valamelyik lapjara, akkor az lapatlo, ha nem ugyanazon a lapon 1év6 csticsokat kot ossze, akkor
testatlo.

testatld

lapatlo él

TERGEOMETRIA



Megjegyzés

1. A téglatest testatlojanak hossza meghatarozhat6 ugy, hogy az egy csucsbdl

indul6 élhosszak négyzetosszegének vessziik a négyzetgyokét:

e=val+b+¢c

2. Aza élhosszusagt kocka lapatljanak hossza f= av/'2,
testatljanak hossza e = av'3 .

Egy kocka lapétl6jénak hossza v/10 egység. Mekkora

2N

»
4

a kocka testatlojanak hossza?

Tekintsiik az ABCDA'B’'C'D’ téglatestet (ldsd az éb-
rat)! Eleirél tudjuk, hogy AD =7 m, AB =12 m, va-

lamint AA"=5m. D’ c’
Milyen tavolsigban A T
vannak a téglatest

AD &étél a tégla- 2 c
test élei? A B

Milyen tavol van a kocka egyik testatloja a kocka csu-
csaitdl, ha a kocka élének hossza 8 cm?

HAZI FELADAT

1y

A kocka testatlojanak hossza v 30 egység. Mekkora a
kocka lapatloinak hossza?

(Erettségi feladat, 2007)

Egy fuggolegesen allo radidantennat magassaganak

2 részénél négy egyenld, egyenként 14,5 m hosszu

3
drotkotéllel rogzitenek a talajhoz. A rogzitési pontok

a foldon egy 10 m oldalhosszu négyzetet alkotnak.

a) Milyen magas az antenna?

b) Reklamcélokra a drotkotelek kozé satorszeriien
vasznakat feszitenek ki. Mekkora ezek egytittes
teriilete?

1. lecke | TERELEMEK TAVOLSAGA (ISMETLES)

Egy téglatest alaku terem plafonjanak kozepérdl

w
Y

»
Y

lelégatnak egy 40 cm hosszlisagu zsinéron 1évé,
pontszert lampatestet.

A terem 0Osszes élhosszanak 0sszege 53,2 méter.

A terem magassaganak, szélességének és hossza-
nak aranya ilyen sorrendben 4: 6 : 9.

Milyen tavol van a lampatest

a) apadlotdl;

b) alegkisebb teriile- !
td faltdl;

c) aleghosszabb éltol?

Egy téglatest alaku terem 5 m széles, 8 m hosszu és
3 m magas. A termet ugy valasztjak ketté, hogy a
padlolap egyik atloja mentén allitanak egy fiiggé-
leges falat (ez az tigynevezett atlosik). Milyen tavol
van az elvélasztofal a terem fiiggéleges éleit61?

a) Egy kocka két szomszédos lapkozéppontjanak
tavolsaga 21,92 cm. Mekkordk a kocka élei?

b) Ha a kocka lapkézéppontjait osszekotjitk az
Osszes szomszédos lap lapkozéppontjaval, ak-
kor a kapott szakaszok egy ujabb testet alkot-
nak. Hany cstcsa, hany éle, hany lapja van en-
nek a testnek?



? A hasab

BEVEZETO

A képen egy érdekes formaju logikai
jaték lathato. A kialakitott test ugy jott
létre, hogy egy 3 egységnyi élhosz-
szusagu ,,buvos kocka” (Rubik-kocka)
csticsaiban, a fed6lapon 1évé négyzete-
ket elmetszették egy-egy atlojuk men-
tén fiiggdleges vagassal (az eredeti bu-
vos kockabol 4 haromszog alapu hasab
lemetszését hajtottak végre).

Sorold fel a levagas utin megmaradt mértani test tulaj-
donsdgait! Hany csticsa, hany éle, hany lapja van a testnek?
Az élek, valamint a lapok milyen kapcsolatban vannak egy-
massal?

A testnek 16 cstcsa, 24 éle (az abran 16 ,vizszintes”, 8 ,,fiig-
gOleges”), 10 lapja (az abran 2 ,yvizszintes”, 8 ,fiiggdleges”)
van. A test als6 lapja (az un. alaplapja) olyan nyolcszog,
amelynek 4 oldala olyan hossztisagu, mint az eredeti blivos

kocka lapjait ad6 kis négyzeteknek az oldalhossza, masik
4 oldala pedig akkora, mint egy ilyen kis négyzet atlojanak
hossza. A test feliil 1év6 lapja (az Gn. fed6lapja) az alaplap-
pal egybevago, és ezek sikjai egymassal parhuzamosak.
A testnek nyolc oldallapja van, ezek merdlegesek az alaplap
és a feddlap sikjara. Az oldallapok koziil 4-4 egybevago (az
abran a sotétkék a vilagoskékkel, valamint a rézsaszin a pi-
rossal). Az oldallapok fiigg6leges éleinek hossza 3 egység, a
vizszintes éleinek hossza megegyezik az alaplap egy-egy ol-
dalanak hosszaval. A test egy nyolcszog alapti egyenes hasab.

’
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A hasab olyan test (poliéder), amelyet a kovetkez lapok hatarolnak (ldsd az dbrat):

— alaplap: tetszéleges sokszog;

- feddlap: az alaplappal egybevagd sokszog, amelyet az alaplapbdl parhuzamos eltoldssal kapunk (az eltolas iranya nem

parhuzamos az alaplap sikjaval);

- oldallapok: paralelogrammak, amelyeknek egy-egy parhuzamos oldalparjat az alaplap és a fedlap megfelel6 élei alkotjak.

Az alaplap oldalai a hasab alapélei, a fed6lap oldalai a feddélek, a tobbi él az oldalél. A hasab barmely két oldaléle egyenld

hosszt és parhuzamos egymassal.

Ha egy hasab oldallapjai téglalapok, akkor a test egyenes hasab. Az egyenes hasab oldalélei merdlegesek az alaplap és a

fed6lap sikjara, ezért az egyenes hasab testmagassaga (roviden: magassag) az oldalélek hosszaval egyenld. Amelyik hasab

nem egyenes hasab, az ferde hasab.

oldalél

alapél

i

ferde
hasab magaEa'g

fed6lap sikja
egyenes
hasab
Sb az alaplap sikja

négyzetes oszlop

TERGEOMETRIA



A négyzet alapu egyenes hasabot négyzetes hasabnak vagy négyzetes oszlopnak nevezziik.
A téglatest téglalap alapu egyenes hasab.
A kocka olyan téglatest, amelynek élei egyenlé hosszuak.

Megjegyzés: A hasabok elnevezését az alaplapok alakja és az oldalélek alaplapra valé merdlegessége alapjan végezziik.
(Példaul: szabalyos hatszog alapti egyenes hasab; rombusz alapti ferde hasab stb.)

1y Valaszolj a bevezetSben szerepld testtel kapcsolatos (all6 helyzetben akar hdrom) oldalan helyeznek el
alabbi kérdésekre! hirdetést.
a) Hany olyan atl6 van a test fed6lapjan, amelynek Az egyik ilyen szabalyos hdromszog alapu oszlop
az egyik csticsa A"? Mekkora ezek hossza? alapéle 90 cm, oldaléle 300 cm hosszu.
b) Haény testatlo indul az A” csucsbol? Melyik milyen a) Milyen magas egy hirdet6tabla, ha - mint aho-
hossztsagu? gyan a képen - az oldallapjan helyezziik el a ta-
~ ) . lajon?
I8 Egy tartdszerkezet alakja szabalyos hatszog alapu

egyenes hasab. A stabilitds fokozasa érdekében me-
revit6 rudakat helyeznek el a szerkezet testatléi men-
tén. Milyen hossztak lehetnek ezek a rudak, ha a test
alapéle 4 m, magassaga pedig 5 m hossza?

<50 Gyakran haszndlnak olyan egyedi megjelenést biz- b) Milyen hasabot kapunk, ha két ilyen hirdet6-
tositd hirdetési feliileteket versenypalyak, rendezvé- tablat oldallapjai mentén Osszeillesztiink? Mi-
nyek helyszinein, amelyek alakja szabdlyos harom- lyen tavol van a kapott hasab két egymastol
sz0g alapu egyenes hasab. A szerkezet egy vagy két legtavolabb esd csticsa?

HAZI FELADAT

Valaszolj a bevezetében szerepl6 testtel kapcsolatos Egy nagyon finom svajci csokoladé doboza olyan

alabbi kérdésekre! egyenes hasab, amelynek alaplapja egy 3 cm és
a) Hany atléja van Osszesen a hasab alaplapjanak? 8 cm oldalhosszusagu téglalapbol és két egybevago,

Hanyféle hossztisagtiak ezek az atlok? egyenl6 szaru, 120°-os szarszogli haromszogbal all
b) Hany testatléja van Osszesen ennek a testnek? (lasd az abran). A doboz magassaga 15 cm.

Hanyféle hosszusagu fordul el6 ezek kozott?

N
Y

Igaz vagy hamis?
a) Minden hasabnak paros szamu lapatldja van.
b) Van olyan hasab, aminek nincs testatldja.

c) A hasab oldaléle legalabb olyan hosszu, mint a R

hasab magassaga.

d) A szabalyos hétoldalt sokszog alapu, egyenes ha- Ha a dobozbdl a csoki kifogy, akkor tjrahasznosit-
sbnak 18 test4tléja van. haté, példaul tarolasra is hasznalhato.

Legfeljebb milyen hossztsagt kotéta fér el teljes
hosszaban a dobozban?
Valaszod centiméterben, egy tizedes jegyre kere-

kitve add meg!

2. lecke | A HASAB



KIDOLGOZOTT FELADAT
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m3

stiriségli vasbdl késziilt kalapacsfej, amelynek b

Hény kg tomeg( az a 7,87
c

adatait az abran jeloltik, és tudjuk, hogy a fejbe beillesztett kalapacsnyél a fej  m
23%-at foglalja el?

Megoldds
d=0,5cm A kalapacsfej tomegének meghatarozasahoz ki kell szamitani a test térfogatat.
A kalapacs feje egy olyan M magassagu egyenes hasab, amelynek alaplapja egy téglalapra (oldalai a és b) és
¢ | oem  egyszimmetrikus trapézra (alapjai b és d, szdra c) bonthatd. Ezért az alaplap teriilete a téglalap és a szim-
2,540,5
2

1 metrikus trapéz teriiletének 6sszegével egyenlo: T, = 82,5+ 5=275cm’

aplap

A hasab térfogatdt az alapteriilet és a testmagassag szorzata adja:

. s om Viasio = Tataplap - M = 27,5 - 3 = 82,5 cm”. A kalapdcsfej térfogata a hasab térfogatanak 77%-a:
Viaapicsiey = 82,5 cm” - 0,77 = 63,53 cm”
Igy a vasbol késziilt kalapacsfej tomege:
b=25cm My rapicste; = Vialapicsfej * Ovas = 63,53 cm’ 7,87 -8 5+ = 500 g, tehdt a kalapacsfej tomege koriilbelil fél kg.
M=3cm cm

A hasab felszine és térfogata

Az egyenes hasab felszinét a lapok teriiletének 6sszegeként kapjuk meg. Az alaplap tet-

sz6leges sokszog, az oldallapok téglalapok. Az oldallapok egyiittesen alkotjak a palastot. [~/ N
Tehdt a hasdb felszine: A =2 T\ + T 4 M
Egyenes hasab oldallapjai sikba teritve egy olyan téglalapot alkotnak, amelynek az egyik

oldala az alaplap keriiletével, az arra meréleges oldala pedig a hasab magassagaval (jel6-

a c
lése: M) egyenld. 7
7 , s e
Ezért T, = Kyppprp - M igy a felszint A =2- T, .+ Ky M
Az egyenes és a ferde hasdb térfogatat az alaplap
teriiletének és a testmagassag szorzatanak értéke adja: Aegyenes hasib = 2 Talaplap + Kalaplap "M
V= Talaplap M ‘/haséb = Talaplap M

Megjegyzés

1. Az a éli kocka térfogata: V = @’
2. Haatéglatest egy csticsbol indul6 éleinek hossza a, b, ¢, akkor a téglatest térfogata: V = abc
3. A ferde hasab felszine ugyancsakaz A =2-T, . + T

aaplap T Thasee Képlet alapjdn szamithato, de ebben az esetben paralelog-

rammak teriiletének Gsszege adja a palast tertiletét.



Hérom egyenes haséb oldalélei 85 mm-esek. Alap- | <i38" A 2. leckében megismert test egy nyolcszog ala-

lapjukat az dbrak mutatjak (szabalyos hatszog, derék-
sz0gu haromszog és rombusz).

45 mm

60°
52 mm

24 mm 28 mm

Mekkora ezeknek a hasaboknak az alapteriilete, ma-
gassaga, felszine és térfogata?

4
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Egy 6 méter hosszi tomor

fémgerenda keresztmetsze-

tének adatait latod az abran,
milliméterben mérve.

a) Hatarozd meg a gerenda 110
anyaganak stirtiségét, ha

a gerenda tomege 96 kg!

b) Hény négyzetcentiméter

egy ilyen gerenda felszine?

HAZI FELADAT

Egy téglatest egyik lapjanak teriilete 192 cm’, a lap

két oldalhosszanak kiillonbsége 4 cm. A téglatest har-

madik élének hossza az el8bbi két él szamtani kozepe.

a) Mekkora a test éleinek hossza?

b) Mekkora a test térfogata?

c) Hanyszorosara valtozik a test térfogata, ha mind-
egyik él hosszat megnoveljitk 2 cm-rel?

Y

Egy - a sportversenyek eredményhirdetésén haszna-
latos — dobogdt tigy készitenek el, hogy egy-egy oldal-
lap mentén egymas mellé illesztenek harom négyze-
tes oszlopot. Az aranyérmes centiméterekben mérve
egy 50 x 50 x 60, az eziistérmes egy 45 x 45 x 40,
mig a bronzérmes egy 40 x 40 x 35 méretd négyzetes
oszlopra édllhat. Mekkora egy ilyen Osszeillesztett do-
bogo felszine, ha az alap-

lapok (egy-egy négyzet) f :H. /] :
teriiletét nem szamitjuk? Z,/J J = | &

3. lecke | A HASAB FELSZINE ES TERFOGATA
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pu egyenes hasab. A testmagassag 3 egység hosz-
szusagu, az alaplapot a rajzon lathaté médon egy
3 egység oldalhosszuisagt négyzetbdl hoztuk létre.
Hatarozd meg a test felszinét és térfogatat!

1

Egy szabalyos haromszog alapti egyenes hasab palast-

janak teriilete v/3 -szorosa az alaplap teriiletének.

a) Igaz-e, hogy a testmagassag 4-szerese az alap-
élnek?

b) Mekkora a hasab térfogata, ha az alapél hossza
8 cm?

c) Hogyan valtozik a hasab felszine és térfogata,
ha a testet 3-szorosara nagyitjuk?

Egy vizelvezets keresztmetszete olyan egyenlé sza-

ru trapéz, amely alapjainak hossza 3 m és 2 m, sza-

rainak hossza 62,5 cm.

a) Milyen mély az
arok?

b) Hany liter viz fér
el az arok 120 mé-
ter hosszu egye-

nes szakaszaban?

Egy koztéri szokékut medencéje szabalyos hatszog
alapu egyenes hasab. A hasab magassaga feleakko-
ra, mint az alapél. A medencébe 2240 liter viz fér.
a) Mekkora a szokoékut alapélének hossza?

b) Milyen hatdsugarura allithatjak a medence ko-
zéppontjaban, a viz felszinén elhelyezett locso-
lofejet, ha azt szeretnék, hogy a szétlocsolt viz
a medencébe hulljon vissza?

11
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BEVEZETO

A fazék, a cilinder, a jéghoki korongja, a hirdetéoszlop egé-

szen mds-mds funkciot tolt be, mégis van ezeknek a tar-

gyaknak egy ko6zos tulajdonsaguk: mindegyiknek ugyan-
olyan mértani test az alakja. Ez a test az egyenes korhenger.

Hajtsd végre a kovetkezoket!

a) Vegyél el6 egy konnyen formalhato téglalap alaku pa-
pirlapot, és illeszd 6ssze (vagy ragaszd 6ssze) a két ro-
videbb oldalat! Ekkor egy hengerszer(i test jon létre.
A keletkezd test egyenes korhenger, ha ugy jartal el,
hogy a papirlap szabadon maradt (6ssze nem illesztett)
oldalai kort formalnak. Ha az Osszeragasztast sikeriil
atfedés, illetve hézag nélkiil megvaldsitani, akkor a pa-
pirlap szabadon maradé (9ssze nem ragasztott) oldala-
nak hossza megegyezik a kialakult kor vagy gérbe vo-
nal hosszaval. A henger magassaga akkora, amekkora
az Osszeragasztott oldalak hossza.

b) Tizz be egy kisebb téglalap alaku lapot (pl. névjegykar-
tya, didkigazolvany) a tollad szardba a hosszabbik oldal
felezdmer6legese mentén! Forgasd meg a lapot a toll
- mint tengely - koriil!

A téglalap megforgatasaval egy egyenes korhenger kelet-
kezik, amit az eljaras miatt forgashengernek is neveziink.

Az egyenes korhengert (forgashengert) két egymassal egybevago és parhuzamos sikban
1év6 korlap (az alaplap, illetve fed6lap) és egy gorbe feliilet (palast) hatarolja.

Az egyenes korhenger paldstja a sikba kiteritve egy olyan téglalap, amely egyik oldalanak
hossza az alapkor keriiletével, masik oldaldnak hossza pedig a henger magassagaval (az
alaplap és fed6lap tavolsagaval) egyenld. Az alaplapra (és feddlapra) merdleges, palastra
illeszked6 szakaszok a henger alkotdi. Az egyenes henger alkotdinak hossza a testmagas-
sag hosszaval egyenld. A két korlap kozéppontjait 6sszekotd egyenes a henger tengelye.

SRS
%

c) Hozz létre tjabb hengereket az el6bbi papirlapok segit-
ségével a hosszabb oldalak mentén torténd sszeillesz-
téssel, a rovidebb oldalra meréleges szimmetriatengely
koriili megforgatassal, majd a hosszabb, valamint a ro-
videbb oldal koriili megforgatassal! Jellemezd a papir
oldalainak hosszaval a kapott hengerek adatait!

d) Probald ki a papirlap teherbir6 képességét! Tekerj ossze
egy atlagos vastagsagu, A4 méretli lapot hengerré ugy,
hogy keletkezzenek atfedések is, és rogzitsd osszeko-
tozéssel vagy ragasztassal! Tedd 6vatosan a létrehozott
henger fed6lapjara a matekkonyved!

Ha jol dolgoztal, akkor a vékony papirlapbodl készitett pa-
pirhenger nem roskad 6ssze a teher alatt.

A papirnak ezt a kivételes teherbir6 képességét probaljak
egyre inkabb kihasznalni a kornyezetbarat, modern lakbe-

rendezésben és épitészetben.

: tengely
Ifedglap

tengelymetszet alkotd

4laplap//
|

A henger tengelymetszete egy olyan téglalap, amelyet az alap- és fed6kor egy-egy, egymassal parhuzamos atmérdje és az

ezek végpontjéba allitott két alkotd hoz létre.

TERGEOMETRIA



FELADAT

Az A4 méretl papirlap kozelit6leg 29,5 cm-szer

N
4

w
Y

21 cm-es téglalap. A lap két hosszabb oldaldnak 6sz-
szeragasztasaval egyenes korhengert hozhatunk létre.
Mekkora az igy keletkez6 henger tengelymetszetének
a tertilete, ha a ragasztasndl nincs atfedés?

Igaz vagy hamis?

a) Ha egy egyenes korhenger tengelymetszete négy-
zet, akkor az alapkor sugaranak és a testmagas-
sagnak az ardnya 1 : 2.

b) Az egyenes korhenger esetén a palast, illetve az
alapkor teriiletének hanyadosa kétszerese a test-
magassag és az alapkor sugara hanyadosanak.

c) Ha egy forgishenger tengelymetszetének és alap-
korének teriilete egyenlé nagysagu, akkor a test-
magassag az alapkor sugaranak %-szerese.

Legfeljebb milyen hosszisagu fakandl fér el teljes
hossztisdgaban egy forgashenger alaku fazékban, ha
a fazék alapkorének sugara 8 cm hosszi, a magassaga
pedig 32 cm?

HAZI FELADAT

Egy téglalap oldalainak hosszisaga 2,6 cm, illetve

N
Y

4,5 cm. Megforgatjuk ezt a téglalapot a

a) rovidebb oldalanak egyenese;

b) hosszabbik oldaldnak egyenese koriil.

Melyik esetben mekkora a keletkezé henger alapko-
rének tertilete?

Négyzet alaka védofoliaval akarjuk bevonni egy ré-
tegben kiilonb6z6 forgashenger alaku csévek pa-
lastjat a folia feldaraboldsa nélkil. Milyen atmérd-
j8, milyen hossztisagu csére elegendd ez a folia, ha
a négyzet oldaldnak hossza 32 cm?

4. lecke | A HENGER

A hengeres lampaerny6 a minimal stilusban beren-

dezett lakdsok kedvelt vildgitastechnikai formdja,
melyet eldszeretettel valasztanak févilagitasként
vagy kiegészit6, dekoracios vilagitasként is. Az
egyik ilyen lampaban a ldimpaerny6 vésznat a fels6
sz€lénél egy fémkeretre feszitik. A fémkeret kiilsé
része kor alaku (erre fesziil a lampaernyd vaszna),
és a kiilsé kor harom, sugariranyban elhelyezett,
egymassal 120° nagysagu szoget bezard, 12 cm
hossza fémpalcaval kapcsolodik egy kisebb, belsé
korhoz. A belsé kor koncentrikus a kiilsé korrel.
A belsé kor illeszkedik a foglalathoz (amelybe az

2

izz6t helyezik).

Mekkora a foglalatként
elhelyezett kor atmérdje,
ha tudjuk, hogy a lampa-
erny6 palastjanak tertilete
1885 cm’, a ldmpaernyd
magassaga pedig 20 cm?

Egy forgashenger alakd torta tetejét kakaoporral,
oldalat fehér mazzal boritottak. A tortat fiiggdle-
ges vagasokkal 8 egyenl6 cikkre vagtak. Mekkora
az egyes cikkek kakadporos, illetve fehér mazas
bevont részének teriilete, ha a torta fedékorének
atmeérdje 16 cm, és magassaga 10 cm?

13



KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy cég kétféle mérett majkrém-
konzervet forgalmaz. Mindkét do-
boz henger alakd, a kisebbik sugara
2,5 cm, magassaga 3 cm, a nagyob-
bik konzerv mindkét mérete ennek

dupldja.

a) Hany cm’ aluminiumlemez sziikséges a kisebbik kon-
zervdoboz elkészitéséhez, ha eltekintiink a forrasztas-
nal, rahajtasndl felhasznalt anyagtol?

b) Hanyszor akkora a nagyobbik konzervdoboz felszine,
mint a kisebbiké?

c) Hany gramm majkrém fér a nagyobbik dobozba, ha
a kisebbikben 65 g van?

Megoldds

a) A konzervdoboz felszine a két kor és a hengerpaldst te-
riiletének az 9sszege.
Az alapkor teriilete 2,5°7 = 6,257 cm’, a feddlapé
ugyanennyi. A két kor teriiletének Osszege tehat
12,57 cm’,
A hengerpalast kiterithet6 a sikba. Ekkor egy olyan
téglalapot kapunk, amelynek két szemkozti oldala az
alapkor keriiletével egyenld, vagyis 57 cm, a masik két
oldala pedig akkora, mint a konzervdoboz magassiga,

vagyis 3 cm.

Az egyenes korhenger paldstja gorbiilt feliilet, de kiteritheté a sikba.

Igy adédik, hogy az egyenes korhenger felszine:
A=2-T .+ K M,

alaplap aplap ’

részletezve: A =2 -’ + 2r7- M.

A henger térfogatat az alapteriilet és a magassdg szorzata adja:

V=T,

— 2.
aaplap M azaz V=r"1-M.

b)

<)

Eszerint a hengerpaldst teriilete 57 - 3 = 157 cm’.

2,5cm

Tehat a kisebb dobozhoz sziikséges aluminiummennyi-
ség: 12,57 + 157 = 27,57 ~ 86,4 cm’

A nagyobb konzervdoboz felszine hasonlé szamolassal
257+ 107 - 6 = 1107 cm’.

A felszinek nagysaganak aranya 1107 _ 4

27,57

A nagyobb konzervdoboz térfogata 5’7 - 6 = 1507 cm’.
A kisebbnek a térfogata 2,5°7 - 3 = 18,757 cm’. A tér-

150
18,757

bozba 8-szor annyi majkrém fér, mint a kisebbe, ez te-
hat8-65g=>520g.
Azt tapasztaltuk, hogy a testek kozott a hasonldsag ard-

fogatok ardnya = 8. A nagyobbik konzervdo-

nya 2, a felszinek ardnya 2°, a térfogatok aranya pedig
2°. Bzt az dsszefliggést késobb altaldnosan is megfogal-
mazzuk majd.

M —> M
egyenes henger =2 Talaplap + Ka.laplap M
‘/henger = Talaplap M
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Egy téglalap oldalainak hosszusaga 2,6 cm, illetve

4,5 cm. Megforgatjuk ezt a téglalapot. A forgatas ten-

gelye

a) arovidebb oldalegyenese;

b) ahosszabbik oldalegyenese. Melyik esetben mek-
kora a keletkez6 henger felszine és térfogata?

Egy 2 cm sugard, 20 cm széles fest6hengerrel dol-

gozva egy teljes fordulattal koriilbeliil 3 ml festéket

visziink fel a falra.

a) Hany liter festéket vegyiink egy 40 m” falfeliiletti
szobahoz, ha a falfeliiletet csak egyszer kell lefesteni?

b) Milyen magasan dll ennyi festék a 16 cm atméro-
j, henger alaku festékes vodorben?

Egy A4-es méretti vékony kartonlap méretei:

29,7 cm x 21 cm. Bence egy forgashengert akar

késziteni, ezért az abra szerint két korlapot és egy

megfelel6 méretl téglalapot vag ki a kartonlapbdl.

(Az dbran r a korok sugarat jelenti.)

a) Lehetnek-e a korlapok 3 cm, 4 cm, illetve 5 cm su-
garuak? Ha igen, akkor mekkora felszinti a hozza-
juk tartozé henger? Ha nem, akkor miért nem?

HAZI FELADAT

Egy mobil kerti medence forgashenger alakd. Az at-
mérdje 3 méter, a medencét 1,2 méter magassagig
toltik fel vizzel.

a) Mennyi id6re lenne elegendd ennyi viz egy 4 tagti
csaladnak, amelynek havi dtlagos vizfogyasztasa
18 m*?

b) Mennyibe keriil a kerti medence egyszeri feltolté-
se, ha az adott telepiilésen a vizdij és a szennyviz-
dij egytittes 0sszege kobméterenként 620 forint?
(A csapbol kiengedett vizért vizdijat és szennyviz-
dijat is fizetiink.)

c) A medence belsd feliiletét vizlepergeté réteggel
vonjak be. Hany négyzetmétert vonnak be ossze-
sen, ha a medence 160 cm magas?

5. lecke | A HENGER FELSZINE ES TERFOGATA
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b) Ha a kiteritett palast egyik oldala éppen 29,7 cm,
akkor mekkora az A4-es kartonbol készithetd
henger sugara? Hany szazalék hulladék keletkezik
ebben az esetben? (A henger paldstja és alapkorei
az abranak megfeleléen vannak kivagva.)

L

21 -2r

21

Egy koncertterem alaprajza egy téglalapbol és az
ahhoz illesztett félkorbol all (Iasd az dbran).
A terem magassiga 4,5 méter.

Hany négyzetmétert kell lefes- 12m

teni a terem renovalasakor, ha a
terembe 4 olyan ajté nyilik, ame-
lyek 2 méter széles, 2,5 méter ”m
magas téglalapok? (Az oldal-

falakat és a mennyezetet kell

lefesteni.)

Ugyanazt a fajta mézet a termeld kétféle henger
alaka tvegben hozza forgalomba. A magasabb
liveg magassdga pontosan kétszer akkora, mint
a kisebbiké, viszont az atméréje csak feleakkora.

A magasabb liveg mézet 230 Ft-ért, az alacsonyab-
bikat 430 Ft-ért arulja.

Melyik a jobb vétel, ha mindkét iiveg dra 20 Ft?

Egy téglalap egyik oldala 4-szer olyan hosszt, mint
a masik oldal. Igazold, hogy 4-szer akkora térfogata
forgashenger keletkezik, ha ezt a téglalapot a rovi-
debb oldalanak egyenese kortil forgatjuk meg, mint
ha a hosszabb oldalanak egyenese koriil forgatjuk!

Egy forgashenger alakia edény fenekének kertile-
te 37,7 cm. Az edény magassaga 18 cm, és 12 cm ma-
gassagig viz van benne. Milyen magasan fog dllni a
vizszint, ha beletoltiink az edénybe még 4,5 dl vizet?

15



KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy 8 cm atmérdjii narancsot kettévagtunk. Nem lett egyforma a két rész, mert
a gobmb alaku narancsot a kozéppontjatdl 2 cm-re vagtuk el. A vagas mentén
keletkez6 metszési feliiletek kor alakuak. Mekkora lett a metszetkor sugara?

Megjegyzés: Természetesen senki sem gondolhatja, hogy léteznek tokéletesen
gomb alaku narancsok, de a felvetett problémaban a narancsot gémbbel model-
lezziik, a gobmbot vélasztottuk matematikai modellként.

Megoldds

Egy pont és egy sik tavolsaga a pontbdl a sikra allitott meréleges

szakasz hossza. A narancsot modellezé gomb O kozéppontjanak a
metszési feliiletre esé meréleges vetiilete legyen Q, a gombfeliilet
és a metsz6 sik egy kozos pontja pedig P. A rajzon 1évé OQP de-
rékszogli haromszogre a Pitagorasz-tétel alapjan:
r=4-2"=16-4=12,

igy r = v/12. Tehét r ~ 3,5 cm.

A tér egy adott pontjatdl adott tavolsdgra 1évé pontok halmaza a gombfeliilet.

A gombfeliilet altal hatarolt test a gomb. Az adott tavolsag a gobmb sugara.

Barmely metsz6 sik a gombot egy korben, a gombfeliiletet egy korvonalban metszi.

Ha a sik illeszkedik a gomb kézéppontjara, akkor a keletkezd kort a gomb fokorének nevez- P
ziik. A f6kor sugara egyenld hossziisagti a gomb sugaraval. ///lzézéppor:t
A gombot barmely sikmetszete két gombsiivegre bontja. X

@ollmetszetsugara g o sikmetszet nem fokor, ak-
VA a “;‘i:sz"i stk és kor a metszetkor sugara kisebb
a gombkozéppont [ .. . ..
§ PP a gomb sugaranal. Ekkor a gémb sugara, a kimetszett kor su-
tévolsdga gombsugr . o .. . sis Lz ‘
gara és a metsz0 siknak a gobmb kozéppontjatdl valo tavolsaga
egy derékszogt haromszoget hataroz meg.

FELADAT

‘[ Egy gomb alaku dinnyét egymadssal parhuzamos sika Egy gombot a kozéppontjatol 3 cm tavolsagra léve sik-
vagasokkal 5 azonos magassagu részre vagtunk szét, kal elmetszve egy 4 cm sugart metszetkort kapunk.
igy az egyes részek magassaga 4 cm lett. Mekkora su- a) Mekkora a gomb sugara?
garu korok hataroljak az egyes részeket? b) Mekkora sugaru koroket metsz ki az elsé met-

sz6 sikkal parhuzamos, attél 1 cm-re 1évé két
sik a gombbol?




»
2

pontja egy 8 cm
élhosszusagu kocka
testatldinak ~ met-
széspontjaban van.

A gomb érinti a
kocka éleit.

Mekkora 0Osszesen
azoknak a sikido-
moknak a tertlete,

amelyek a kocka lapjan, de ugyanakkor a gombon
kiviil helyezkednek el?

A Raktérité a Foldon koriilbelill az északi szélesség
23°26" mentén halad korbe. (Ez azt jelenti, hogy
a Fold kozéppontjat a Raktéritd barmely pontjaval

HAZI FELADAT

Egy 12,8 cm sugaru gomb egyik sikmetszetének az

N
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atmérdje

a) 10,2 cm; b) 21,7 cm; ¢) 25,6 cm.

Mekkora tavolsagra van a metsz6 sik a gomb kozép-
pontjatol?

Mekkora tertilet(i a 3,2 dm sugaru gombnek az a sik-
metszete, amely az egyik sugar felez6merdleges sik-
jaban van?

Egy 6,2 cm sugarti gomb
egyik atmérGjére olyan
szamegyenest fektetiink,
amelynek az egységei

1 cm-esek, és a 0 pontja a
gomb kozéppontjaban van.

RAADAS

A

Déli-sark kozvetlen kozelében épiuilt Amundsen-Scott

tudomanyos kutatdallomdsnak sokaig meghatarozé része

volt a képen lathaté gombsiiveg alaku kupola, melynek

alapkore 50 méter atmérdjii, magassaga pedig 16 méter

volt. Mekkora sugart lenne az a gomb, amelybdl ez a ku-

pola szarmazik?

6. lecke | A GOMB, A GOMB SZELETELESE

Y

Osszekotd  szakasz
az Egyenlit6 sikja-
val 23°26" nagysa-
gu szoget zar be.)

A Réktérit6 a Fol-
don annak a sav-
nak az északi ha-

tarvonala, ahol az
év bizonyos nap-
jain bekovetkezhet
az, hogy a Nap éppen a fejiink f6lott delel (ett6l
északra ez sosem torténik meg). A Raktériton ez
éppen a nyari napforduld napjan kévetkezik be.
Mekkora sugart kort alkot a Raktérit6?

Milyen hossza a Raktérit6?

A Foldet tekintsd 6371 km sugart gémbnek!

Erre a szamegyenesre az egész szamokat jelzd

pontjain 4t merdleges sikokat allitunk.

a) Hany olyan sik keletkezik, amely metszi a gombaot?

b) Melyik sikmetszetnek mekkora a sugara? Ké-
szits tablazatot!

c) Melyik sikmetszetnek mekkora a teriilete? Ké-
szits tablazatot!

d) Abrazold azt a fiiggvényt, amelynek értelmezési
tartomanya az egész szamok halmaza, és amely
az értelmezési tartomany elemeihez a megfelel$
korok teriiletét rendeli hozza! Sorold fel ennek
a figgvénynek néhany tulajdonsagat!

Két gomb kozil az egyik f6korének a keriilete
10 cm-rel nagyobb a masik fékorének keriileténél.

Mekkora a két gomb sugaranak kiilonbsége?

17



KIDOLGOZOTT FELADAT

A gorogdinnye 90-95%-a viz, ezért a dinnye atlagstirtisége kozelitéleg annyi,
mint a viz strtsége (err6l meggy6éz6dhetsz, ha egy kad vizbe teszel egy diny-

nyét: a dinnye tszni fog, de alig latszik ki a vizbdl).

a) Mekkora lehet egy 8 kg tomegti dinnye térfogata? Adj becslést!

b) Mekkora lehet egy 20 cm atmér6jl dinnye tomege, ha az jé kozelitéssel
gomb alaku?

c) Koriilbeliil mekkora lehet egy 8 kg tomegti, gomb alaka dinnye atméréje?

Egy 2 cm sugart 6lomgolyobol 1 mm sugart dlomsoréteket (6lombdl 6ntétt aprd, gomb alakua 16vedék) ontenek.
a) Hany darab sorét készithet6?
b) A golydbol készitett Osszes sorét egyiittes felszine hanyszorosa a goly6 felszinének?

A feladatok megolddsahoz sziikség van a gomb felszinének és térfogatanak meghatarozasara.

A gombfeliilet nem terithetd ki sikba.
2
Felsébb matematikai modszerekkel igazolhato, Agompy = 41T
3 _4rrw
hogy az r sugart gomb felszine az A = 4r°rr, térfogataa V = MT” képlettel szamolhato. gomb =~ 3
KIDOLGOZOTT FELADAT
Megoldds

1. a) A dinnye térfogata kozelitdleg annyi, mint 8 kg viz térfogata, vagyis 8 dm’.
3
b) A gémb sugara 10 cm, ezért a dinnye térfogata: V = % ~ 4189 cm’ = 4,2 dm’.

Ennek a dinnyének a tomege koriilbeliil 4,2 kg (hiszen 4,2 liter ,viznek” a tomege 4,2 kg).
ar’n
3

c) A 8 kg-os dinnye térfogata koriilbeliil 8 dm’. Ha a gdmb sugara r, akkor = 8. Az egyenlet rendezése utdn:

3

r= % =~ 1,91. Kétféleképpen is jeldltik azt az r pozitiv szdmot, amelynek 1,91 a harmadik hatvanya: r =~ %/1,91,

1
illetve r = 1,912. Szdmoldgéppel azt kapjuk, hogy r = 1,24 (dm). A dinnye atméréje tehat koriilbeliil 2,5 dm, azaz 25 cm.

2. a) A sorétek szamat megkapjuk, ha kiszamoljuk, hogy a goly6 térfogata hanyszorosa egy sorét térfogatanak.

4-20°z
Mivel 2 cm = 20 mm, igy a térfogatok arédnya: —2* = ﬁ = 20° = 8000. Tehat 8000 darab sorét készithetd.
sOrét /4
3

b) Az rsugart gdmb felszine az A = 4r’x képlettel szamolhaté ki. Igy a 8000 darab sorét és az dlomgolyé felszinének
8000 Ay _ 8000-4-1% 7
6lomgolyé 4- 202 T

hanyadosa: = 20. Tehat a sorétek egyiittes felszine 20-szorosa a goly¢ felszinének.



A gorogdinnye héja 1-2 cm vastagsagt. Egy gombolyt, kortlbeliil 24 cm atmérdjt dinnye esetében a teljes térfogat-

nak koriilbeliil hany szazaléka az ehetd bels6 rész térfogata? Toltsd ki a tablazatot!

a bels6 rész sugara
(cm)

1 cm vastag héj

2 cm vastag héj

A gorogdinnye jelent6s mennyiségli cukrot, kismér-
tékben asvanyi anyagot és vitamint tartalmaz. Az
ehetd rész energiatartalma 100 gramm esetén 30 ki-
lokaléria, azaz kb. 130 kilojoule.

Maté egy 20 cm atmérdju gorogdinnye felét megette.
Haény kilojoule (hany kilokaldria) energiat vihetett be
a szervezetébe ezzel, ha a dinnyehéj vastagsaga 1 cm
és 2 cm kozotti érték?

Nem hivatalos adatok szerint a 2012-es év legne-
hezebb dinnyéje az ormansagi Vajszlén termett, és
53 kg-ot nyomott.

HAZI FELADAT

Két dinnye kozelitéleg gomb alaku, az atméréjiik

36 cm. Az egyiknek 1 cm vastag a héja, a masiknak
2 cm. Hasonlitsd 6ssze, hogy a dinnyék hany szdza-
léka eheté! Mennyivel tobb ez a vékony héju dinnye
esetén?

Egy 4 cm sugart és egy 3 cm sugaru gombgyertyabol

egyetlen nagyobb gombgyertyat ontenek.

a) Mekkora lesz az Gj gombgyertya sugara?

b) Hany szazaléka a két eredeti gyertya egyiittes fel-
szine az azokbol 6ntott egyetlen, nagyobb gomb-
gyertya felszinének?

a bels6 rész térfogata
(cm’)

ehetd

mennyiség (%)

a dinnye teljes
térfogata (cm’)

Koriilbelil hany kg lehet a dinnye ehet6 része, ha
a héjat 2 cm vastagnak, stirtiségét a viz strtiségével
egyezOnek, az alakjat pedig gombnek tekintjiik?

Mekkora 10 darab, egyenként 30 mm atmérdji,
gomb alaku szappanbuborék egyiittes felszine?
Mekkora annak az - ugyancsak gomb alakd -
szappanbuboréknak a felszine, amely ugy jott
létre, hogy a fenti 10 kis szappanbuborék 6ssze-
kapcsolodott egyetlen nagy buborékka, amely-
nek akkora a térfogata, mint a 10 buborék tér-
fogata egyttt?

Foldiink feliiletének koriilbeliil 70,8%-4t viz borit-

'S
Y

ja. Hany négyzetkilométernyi teriiletet borit viz, ha
a Foldet 6371 km sugarti gombnek tekintjiik?

A kilonb6z6 miiholdaknak és szonddknak ko-
szonhet6en a 2000-es évek eleje Ota egyre tobb
ismeretet szerziink a Mars felszinér6l. Vajon hany-
szor annyi idébe telne egy mutiholdnak feltérképez-
ni a Mars felszinét, mint a Foldét, ha tudjuk, hogy
a Mars térfogata a Foldének kortilbeliil 15,1%-a?
Mindkét bolygot gomb alakinak tekintjiik, és fel-
tessziik, hogy a feltérképezéshez szikséges id6
egyenesen aranyos a bolygé felszinével.

7. lecke | A GOMB FELSZINE ES TERFOGATA
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Gyakorlas

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy falfesték ,kiaddssagat” igy adta meg a gyartd: 8-9

a)

b)
c)

mZ
liter *
Hény m’ feliilet festéséhez elegendé festék van egy
15 literes vodorben?
Milyen vastag festékréteggel szamolt a gyartd cég?
A szobafest6k gyakran nem méricskélik a falfeliiletet,
hanem azt mondjak, hogy a kifestendé lakas alapterii-
letét meg kell szorozni 3-mal (az oldalfalakat és a meny-
nyezetet le kell festeni, az ajtokat és az ablakokat pedig
nem).
Hény vodor festékre van sziikség a szobafestd szerint
egy 53 m’-es lakas kifestéséhez, ha egy vodorben 15 li-
mZ

; és
liter’

ter falfesték van, a festék ,kiadossaga” 8-9

minden feliiletet kétszer kell lefesteni?

Megoldds

a)

b)

A 15 liter festék 15-sz0r akkora teriiletre elegendd, mint
az 1 liter, tehat 120-135 m*-re.

Az 1 liter festék térfogata 1 dm’, a 8-9 m’ teriilet
800-900 dm’. Ha mindeniitt azonos vastagsigu fes-
tékréteget képzeliink el, akkor a befestett feliiletet te-

FELADAT

A Velencei-t6 vizfeliilete koriilbeliil 26 km?, a té atla-

N
4

20

gos mélysége 1,5 méter. Becsiild meg, hany kobméter
viz lehet 6sszesen a téban! Az eredményt normal-
alakban add meg!

Koriilbeliil hany kébméter vizet kellene beleenged-
ni a Balatonba ahhoz, hogy a viz szintje mindeniitt
15 cm-rel emel-
kedjen, ha a Bala-
ton vizfeliiletének
teriilete koriilbe-
lil 590 km’? Vé-
laszodat normal-
alakban add meg!

<)

kinthetjiik egy olyan hengernek, amelynek a térfogata
éppen 1 dm’, az alapteriilete pedig 800-900 dm” kériili
érték. A henger térfogatat az alaplap alakjatdl fiiggetle-
nila V=T,

alaplap

M képlettel szamolhatjuk ki, amely-
bdl most a test magassagat szeretnénk meghatarozni,
|4

alaplap
Ha 800 dm’-nek vessziik az alaplap teriiletét, akkor

ezértaz M =

Osszefiiggéssel fogunk szamolni.

M= glm = 0,00125 dm-t kapunk, ami 0,125 mm.

Ha 900 dm*-nek vessziik az alaplap teriiletét, akkor az
el6bbihez hasonlo szdmitdssal 0,111 mm-t kapunk.
A gyart6 tehat korilbeliil 0,11-0,13 mm-es festékréteg-
vastagsaggal szamolt a kiaddssag megallapitasakor.

A szobafest6 szerint (a kétszeres festést is figyelembe
véve) 6 - 53 m> = 318 m’ feliiletre kell festék. A feladat
a) részében kiszamitottuk, hogy 1 vodor festék 120-
135 m” feliiletre elegendd. Ha 135 m*-rel kalkulalunk,

akkor 318 ~ 2.4 védor, ha pedig 120 m’-rel, akkor
318

135

120 © 2,7 vodor festékre van szitkség. Tehat 3 vodor

festéket kell vasarolni.

ﬁ Egy 7,2 cm bels6é atmérdjii, 3,5 deciliteres, henger

alakd bogre dll a polcon.

a) Mekkora a bogre (belsd) magassaga?

b) Mekkora magassagban all a viz a bogrében, ha
1,5 dl-t toltottiink bele?

¢) Hany mm-rel emelkedik meg a viz szintje, ha a
bogrében 1,5 dl viz van, és egy 3 cm atmér6ji
vasgolyot tesziink bele?

Egy ipari forréviz-kazan alakja félgomb alaku vé-
gekkel ellatott henger. (A henger alap- és fedékore
egybeesik a félgombok fékorével.) A henger ma-
gassaga 3,5 méter, alapkorének atmérdje 4 méter
hosszt. Mekkora a kazantest felszine és térfogata?

TERGEOMETRIA



HAZI FELADAT

Egy gomb felszine 1675,5 m”. Egy egyenes henger [}

N
Y

w
Y

olyan test, amelyet egy szaba-
lyos hatszog alapt hasabbdl egy
henger alaku véjat kimetszésével

kaphatunk meg. A két test alap-

és fedélapjanak sikjai, valamint a

hatszog és a henger alapkorének

kozéppontja egybeesik. Az M10 tipusi anyacsavar-

ban a szabalyos hatszog egy oldaldnak hossza, vala-

mint a henger alapkoérének atmérdje egyarant 10 mm,

a test magassaga 7,8 mm.

a) Az anyakhoz tartozé un. kulcsokat aszerint sza-
mozzak, hogy mekkora az anyacsavar két, egy-
massal parhuzamos oldallapjanak tavolsaga. Ha-
nyas kulcs tartozik az M 10 tipusu anyacsavarhoz?

magassaga egyenlé a gomb atmérdjével, és térfoga-
ta egyenl6é a gomb térfogataval. Mekkora teriiletd a
henger palastja?

Egy haromszog alapt egyenes hasab alapélei 8 cm,
15 cm és 17 cm hossztiak. A hasdb magassaga ugyan-
akkora, mint az alaplap legrévidebb magassaga. Ha-
tarozd meg a hasab felszinét és térfogatat!

Egy négyzetes oszlop testatldja 8 cm, magassaga
6 cm hosszi. Mekkora a test felszine és térfogata?
A vélaszt két tizedesjegyre kerekitve add meg cm’-
ben, valamint cm’-ben!

RAADAS

A gomb sok szempontbdl kiilonleges test. Végtelen sok forgastengelye és végtelen sok szimmet-
riatengelye van, igy ez tlinik a tokéletes formanak. Felszinét és térfogatat mar az 6kor legnagyobb
matematikusa, Arkhimédész (Kr. e. 287-212) is meghatarozta.

»A gombrol és hengerrél” cimii miivében megallapitotta, hogy a gomb felszine egyenlé a koré irt
egyenes korhenger paldstjanak teriiletével, a térfogata pedig ugyanazon henger térfogatanak két-
harmad része. (A koré irt henger alaplapjat és palastjat érinti a gomb.) Szamitassal igazold az el6bbi

allitasokat!

8. lecke | GYAKORLAS
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b) Hany kg 200 darab ilyen anyacsavar tomege, ha

azokat 8,73
tak?

e stiriségli sargarézbdl gyartot-

Egy tivegvaza egy 17 cm atmér6jii gomb elmetszé-
sével késziilt. A stabil tartoban elhelyezett vaza nyi-
lasa 15 cm tavolsagra van a vaza legalsé pontjatdl.
a) Belefér-e a vazaba 3 liter viz?

b) Ha a vazat 15 cm magassagig vizzel toltjiik — és
a viz felszine parhuzamos az edény nyilésaval -,
akkor mekkora a szabadon 1évé viz feliiletének
nagysaga?

A bob kalapot egy félgombbdl és egy korgytirtibél,
mig a cilindert egy hengerbdl és egy korgytirtibol
allitjak ossze. Mindkét esetben a korgytriit alko-
to kisebb kor atméréje 19 cm, a kiilsé koré pedig
24 cm. A kisebb méreti kor adja a félgomb fokorét,
valamint a henger alapkorét. Tudjuk, hogy a cilin-
der magassaga 14 cm. Melyik kalap elkészitéséhez
hény cm” anyagra van sziikség, ha mindkét esetben
10 szazalékos hulladékkal szamolunk?

21
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A Rubik-kocka (vagy mas néven biivos kocka) egy haromdimenzids mechanikus logikai jaték,
amit ifjabb Rubik Ernd alkotott meg 1974-ben. A jaték szabadalmi leirdsa szerint: ,,A talalmany
lényege abban van, hogy a nagy kockat alkotd 27 elem, szétszedés tehat a nagy kocka megbontasa
nélkil hozhaté Gj helyzetbe, aminek eléréséhez egyetlen homoldg mivelet: a nagy kocka barme-
lyik lapjat alkotd kilenc kis kockanak elforgatésa sziikséges.” Az elmult kozel 50 évben a kockanak
Ujabb valtozatait hoztak létre. Az eredeti 3 x 3 x 3-as valtozat mellett létezik példaul 2 x 2 x 2-es
tipus, a ,,Rubik bosszuja” elnevezésii 4 x 4 x 4-es, valamint a ,,Professzor kockdja” fantazianevi

5 x 5 x 5-0s valtozata is. A legnagyobb forgalomban 1év6 termék a 25 x 25 x 25-9s kocka.

Képzeljiink el a Rubik-kockakhoz hasonlo, kis kockakbdl felépitett testeket. Tekintsiink egy kis kockat 1 x 1 x 1-es
tipustinak, és allitsuk el csakis ilyen darabokbdl a nagyobb kockakat. (Az eredeti Rubik-kocka kockaelemeit olyan
alakura formaltak, hogy azok az alakjuknal fogva tartsak 6ssze magukat.)

Hany kockdra van sziikségiink a bevezet6ben emlitett tipusok el6allitdsahoz? Hanyszorosa lesz az igy létrehozott koc-
kak felszine és térfogata az eredeti kis kocka felszinének és térfogatanak?

Megoldds

A 2 x 2 x 2-es kocka felépitésekor egy nagy kockalap 2 - 2 darab négyzetlapot tartalmaz, igy a 6 lapon 6sszesen 6 - 2 - 2 négy-
zetlap van, ami miatt 4-szerese lesz a kapott kocka felszine az eredeti 1 x 1 x 1-es kis kocka felszinének. Mivela 2 x 2 x 2-es
kocka 2 sorban egymds f616tt 2 - 2 darab kis kockat tartalmaz, ezért annak felépitéséhez dsszesen 8 kis kocka sziikséges. Igy

a 8 kis kockabol allé 2 x 2 x 2-es kocka térfogata 8-szorosa az eredeti 1 x 1 x 1-es kis kocka térfogatanak. A tobbi kocka
felszinérol és térfogatardl hasonlod megallapitasokat tehetiink. Foglaljuk tablazatba az eredményeket!

A kocka Egy élen elhelyezett ~ Egy lap Akocka A testetalkoto 1 x 1 x 1-es Ada Veoda
mérete négyzetek szdma teriilete  felszine kockék szdma A Vixixt
I1x1x1 1 1 6 1 1
2X2x%x2 2 4 24 8 4 8
3x3x%x3 3 9 54 27 9 27
4x4x4 4 16 96 64 16 64
25 x 25 %25 25 625 3750 15 625 625 15625

Az 1 x 1 x 1-es tipust kocka kézéppontos nagyitasaval kapjuk a tobbi kockat. Vizsgéljuk meg, milyen kapcsolat van a ha-
sonlosag ardnya és a kockdk felszin-, valamint térfogataranya kozott!

A hasonldsdg ardnyaaz 1 x 1 x A felszinek ardnya: Aroas A térfogatok ardnya: Vioda

1 kockéhoz képest (k) Apaxa Vikixa
2x2x2 2 4 8
3x3x%x3 3 9 27
4x4x4 4 16 64
25x 25 %25 25 625 15625

Eszrevehetjiik, hogy a kockak felszinének aranya egyenld a hasonlésagi arany négyzetével, a térfogataik ardnya pedig a ha-
sonldsagi arany kobével.

TERGEOMETRIA
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Hogyan valtozik egy henger felszine, valamint térfogata, ha a hengert k-szorosara nagyitjuk?

Megoldds

Legyen a henger alapkorének sugara r, a test magassaga M. Ekkor a nagyitdssal kapott henger alapkérének sugarar’' =k - r,

amagassaga M’ =k - M.

A hengerek felszinének ardnya:

2-Pr+2rm- M

A _2GPr+2r'n M _ 2 Gk rPr42korm kM _ K -Q P2 M) _ g2

2-Pr+2rm M 2-PT+2rm- M

V _&PrM _kerPrkM_ KM s

A hengerek térfogatdnak aranya: =
8 & VY oM rr-M r*r-M

Tehat a henger felszine a k’-szeresére, a henger térfogata a k’-szorosira novekszik.

N
4

Emlékeztetd: Ha két sikidom hasonld, és a hasonldsag aranyszama k, akkor a sikidomok
keriiletének ardnya k, a sikidomok teriiletének ardnya k’.

. Hakét test hasonld, és a hasonlésag aranyszdma k, akkor a testek felszinének arénya k’,

a testek térfogatdnak aranya k’.

Egy 1,26 m élhossztsagu betonkockabol kivajtak egy
olyan kocka alaka iireget, amelynek az élei

a)2l cm; b)42 cm; ¢) 63 cm hosszusaguak.
Hényad része az iireg térfogata a megmaradt beton-
tomb térfogatanak?

Ivett a nyari sziinet egy részében a Marcipan cukra-
szatban dolgozott. Legutébb 340 darab 22 mm at-
mérdji marcipangolyobdl kellett csokoladémazzal

bevont 30 mm atmérdjli, gomb alakd bonbonokat
készitenie.

HAZI FELADAT

N
Y

Egy 2 cm sugart 6lomgoly6bdl 1 mm sugaru 6lom-

soréteket ontenek.

a) Hany darab sorét készithetd?

b) A golyobol készitett Gsszes sorét egyiittes felszine
hanyszorosa a goly6 felszinének?

Ez volta 7. lecke 2. kidolgozott feladata. A megoldast

most hasonlé testek felszinére és térfogatdra vonat-

kozo gondolatmenet segitségével végezd el!

A Marcipan cukraszatban késziil6, téglatest alaku cso-
kis minyon méretei: 4 cm, 3 cm, 2,5 cm. Sziiletésnapi
meglepésként elkészitik ennek a 3-szoros nagyitasat.
a) Mekkordk ennek az ,,6rids minyonnak” az élei?

K _ A 2
K_k A_k
T ;2 V' 3
T—k V—k

a) Hany dm’ volt a 340 marcipan-
golyo egyiittes térfogata?

b) Hényszor annyi lett a 340 bon-
bon térfogata, mint a marci-
pangolydké?

c) Hény dm’ csokolddét hasznélt

) 30 mm )

fel a mazhoz? : :
d) Mekkora lett volna egy bonbon atméréje, ha 5,2 dm’
csokoladét hasznalt volna fel?

e) Mekkora a példaban emlitett haromféle gomb felszine?

b) Mekkora a nagyitott véltozat felszine, és ez
hanyszorosa egy kis minyon felszinének?

c) Mekkora a nagy minyon térfogata, és ez hany-
szorosa az eredeti kis minyon térfogatanak?

w
Y

Egy forgashenger térfogata nagyitas soran 4-szere-

sére novekedett. A nagyitott test alapkorének suga-

ra 7 cm, a testmagassag 3 cm.

a) Hanyszorosara novekedett ugyanakkor a hen-
ger felszine?

b) Add meg az eredeti henger adatait cm-ben, egy

tizedesjegy pontossaggal!

9. lecke | HASONLO TESTEK FELSZINE, TERFOGATA
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Egy téroldlada alakja olyan téglatest, amelynek magassaga 5 cm, alaplapjanak oldalai pedig 6 cm, valamint 30 cm hosszuak.
Elfér-e két olyan vékony fémpalca ebben a laddban, amelynek hossza 31 cm? Ha elfér a két pélca, akkor az elhelyezés utan
mekkora szoget zarnak be egymassal, valamint a lada legnagyobb teriileti lapjaval?

Megoldds
A ladaban elhelyezhetd palca nem lehet hosszabb, mint a testatld. A testatld hossza (e) kiszamithato az élek hosszanak isme-
retében: ¢* = 5° + 6° + 307, ebbdl e = 31 cm, tehat elhelyezhetdk a palcék a testatlok mentén.
K Ha a két palcat ugyanazon testatlo mentén helyezziik el, ak-
H G kor hajlasszogiik nagységa 0°.

Ha a két palcat két kiilonbo6z6 testatlé mentén helyezziik el (az

s
>
NIQ

abra jeloléseivel példaul AG, valamint HB testatlok mentén),

> K akkor azok - a téglatest kozéppontos szimmetridja miatt —

6 (]

A 30 B H P 4 palca dltal bezart sz6g a HAK egyenld szart haromszog szar-

felezve metszik egymast, ezért HK = AK = 15,5 cm. A két

sz0gének nagysaga.
A HAKA HA oldala az ADHE téglalap lapatléja, mely a Pitagorasz-tétel alapjan AH =+v'5°+6” = V61 =~ 7,81 (cm).
A HAK egyenl6 szart haromszog szarszogének felezd egyenese az AH alapot a P pontban metszi.

A HPKA-bél: sind = HP._ 31’;055 ~0,2519, ebbsl & ~ 146", igy @ ~ 29,2°
A két palca tehat kozelit6leg 29,2° nagysagu szoget zar be egymassal.
H G A legnagyobb tertilet(i lap az ABCD téglalap. Tekintsiik az AG
E F ¢  testatloban elhelyezett palcat. Ez az alaplappal éppen akkora
szOget zar be, mint a palca és a palca ABCD lapra esé mer6le-
5 ges vetiilete (,,arnyéka”) egymassal, vagyis a GAC<( nagysa-
Ve — > ¢ 5 gat (B) keressiik.
N " B 6 " P : ¢ A GACA derékszogli, mert a téglatest CG éle merbleges az
ABCD lapra, igy annak AC egyenesére is. A GAC derékszog
haromszdgben: sin/f = % = % ~ 0,1613, ebbdl 5 = 9,3°. Az AG testatlo mentén elhelyezett pélca tehdt kozelit6leg 9,3°

nagysagu szoget zar be a legnagyobb teriiletd lappal.
Az egybevagdsag miatt, ha barmelyik mdsik testatlé mentén helyezziik el a palcat, ugyanezt a hajlasszoget kapjuk.

FELADAT

Az ABCDEFGH négyzetes oszlop alapéleinek hossza 5 cm, a test ma-  E (e E g
gassaga 9 cm hosszu (1d. abra).

a) Milyen sikidomok az ABGH, valamint ACGE négyszogek? o o

b) Mekkora az ABGH, valamint ACGE sikidomok tertiletének
nagysaga? D D

c) Mekkora szoget zar be az ABGH, valamint ACGE sik a négyzetes

oszlop alaplapjaval, valamint oldallapjaival? A 5 B A 5 B
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Térelemek hajlasszoge

1. Két egyenes hajlasszoge
Két metsz6 egyenes hajlasszoge a két egyenes altal meghatdrozott két-két egyenld szog koziil a nem nagyobbik (legfel-
jebb 90°). Két parhuzamos egyenes szoge 0°.

2. Egyenes és sik hajlasszoge
Egy egyenes meréleges egy sikra, ha merdleges a stk minden egyenesére (ekkor az egyenes

5 -

sikra es6 merdleges vetiilete az egyenes és a stk metszéspontja).
Belathato, hogy egy egyenes és egy sik mer6legességének elegendé feltétele, ha az egyenes 7
merdleges az egyenes és sik metszéspontjara illeszkedd, a sikban 1év6 két egyenesre.
Egy (a sikra nem meréleges) egyenes és egy sik hajlasszogén az egyenesnek és az egyenes sikra esé¢ meréleges vetiileté-
nek a hajlasszogét értjitk. Ha egy egyenes parhuzamos egy sikkal, akkor az egyenes és a sik szge 0°.

3. Két sik hajlasszoge

Két metsz6 sik hajlasszoge megegyezik azzal a szoggel, amit a két sik metszésvonaldnak

tetszdleges pontjaban a metszésvonalra merélegesen allitott egyik, illetve masik sikra illesz- ){a
L=

kedé egyenesek hataroznak meg. Parhuzamos sikok szoge 0°. ’

Megjegyzés:

1. A fentiek szerint két egyenes, egyenes és sik, illetve két sik hajlasszoge sem lehet nagyobb 90°-nal.

2. A hajlasszogek meghatdrozasahoz a szoget tartalmazo, alkalmas derékszogti haromszogben végezhetjiik a szamolast a
hegyesszogek szogfiiggvényei segitségével.

FELADAT

Az ABCDEFGH kocka élhosszisaga 6 cm. 3> Egy szabdlyos hatszog alapu egyenes hasab leg-
a) Jelold a-val az AG egye- H G hosszabb testatlojanak hossza 14 cm, és ez a test-
nes és a BCGF sik hajlas- . atlé 60° nagysagu szoget zar be az alaplap sikjaval.
szO0gét! Hatarozd meg az F a) Mekkora a hasab alapélének és magassaganak
o értékét! hossza?
b) Jelold S-val az BDG sik és D C b) Mekkora a rovidebb testatlé hossza?
az ABCD sik hajlasszogét! N f
Hatdrozd mega [3 értékét!
H G
Egy téglatest ¢leinek hosz- F P Az ABCDA'B’'C'D’ négyzetes oszlop alaplapjanak
sza 5,18 cm, 3,75cm és teriilete 1 dm’, paldstjanak teriilete 280 cm”. A test
9,92 cm. ABCD alaplapjanak A csucsat kossiik Ossze az
a) Mekkora az AG testatld 9,92 A’B'C’D’ fed§lap K lapkdzéppontjéval!
és az alaplap sikjanak a a) Hany cm hosszuségu az AK szakasz?
szoge (@)? D c b) Hany fokos szdget zir be az AK szakasz az AB
b) Mekkora az AG testatlo 2 518 B 75 alapéllel?
és az AE él szoge? c) Hany fokos szoget zar be az AK szakasz az
c) Mekkora az AG és a CE testatl6 szoge? ABCD alaplappal?
d) Igaz-e, hogy az AG és a CE testatld szdge éppen Vélaszod két tizedesjegy pontossaggal add meg!
2-szerese az EAG szognek?
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BEVEZETO

Egyiptom f6varosa, Kaird kozvetlen kozelében talalhatok a — tobb mint 4 ezer évvel ezel6tt épiilt — gizai piramisok. A pira-
misok koziil Kheopsz farad piramisa az 6kori vilag hét csoddjanak az egyetlen még ma is lathat6 darabja. A piramis tajoldsat
illetden tobb elméletet gyartottak, de mindegyikben koz6s, hogy a modszer alapvetSen csillagaszati alapokon nyugszik.
A piramis az emberiség torténetének egyik épitészeti remeke, megtervezéséhez és elkészitéséhez alapos matematikai isme-
retekre volt szitkség. A piramis alakja szabdlyos négyoldala gula, méretei leny(igozdek.

a gila csticsa A gula olyan siklapokkal hatarolt test (poliéder), melyet egy sokszog és annyi

haromszog hatdrol, ahany oldalt a sokszog.
magassag A gula cstcsanak az alapsiktol valo tavolsagat a gula testmagassaganak
(réviden: magassagnak) nevezziik.
Az abran lathatok a szokasos elnevezések. Ebben az esetben a gula alaplapja
6tszog, ezért ezt otoldalii guldnak mondjuk. Az 6toldala galanak 6 lapja van (az
Otsz0g az alaplapja, és 5 haromszog az 6t oldallapja).
Ha a gula alaplapja szabélyos sokszog, és minden oldaléle egyenlé hosszusagu, akkor szabalyos gulanak nevezziik.
Bizonyithatd, hogy ha egy gula minden oldaléle egyenl6 hosszu, akkor a gula alaplapja kérbe irhat6 sokszog, és a kor ko-
zéppontja a gula csicsanak az alapsikon 1év6 mer6leges vetiilete.
A haromoldalu gulat, aminek tehat az alaplappal egytitt négy lapja van, gorog eredetii szoval tetraédernek nevezziik. A tet-
raéder 4 lapja koziil barmelyik tekinthet alaplapnak.
A szabalyos haromoldalu gula alaplapja szabalyos haromszog, oldallapjai egyenlé szart haromszogek.
A szabilyos tetraéder olyan szabalyos haromoldalt gula, amelynek mind a 4 lapja szabalyos haromszog.

DB »

haromoldalu gtla szabdlyos haromoldalti gala  szabélyos tetraéder




1>

A Kheopsz-piramist egy szabalyos négyoldala gula-
val modellezhetjiik. Ezt lathatod az dbran.

zetméterben, ezresekre kerekitve ugyanazt az
értéket adjal
c) Mekkora az oldalél és az alaplap hajlasszoge?

E
d) Mutasd meg, hogy az oldallap és az alaplap haj-
lasszoge koriilbeliil 10°-kal nagyobb az oldalél
és az alaplap hajldsszogénél!
C
B "33 Egy szabélyos hatoldalu gula oldalélének hossza
B ~ 7 7v/2 egység hosszu. Az oldalél az alaplappal 45°-

Végezz szamitasokat a piramis eredeti adatainak is-
meretében: az alapél hossza AB = 232,4 méter, a ma-
gassag FE = 146,7 méter.

a) Mekkora az oldallap magassaganak és az alapél
felének hanyadosa? (Erdekesség: ez az ardnyszdm
az un. aranymetszés esetén adodo allando.)

b) Igazold, hogy a piramis egyik oldallapjanak a te-
rillete és a gtla magassaganak a négyzete négy-

HAZI FELADAT
Igaz vagy hamis?

A: A gula magassiga nem lehet hosszabb a gula
egyetlen oldalélénél sem.

B: Ha a gula egyik oldallapjan 6sszekotjitk a két
oldalél felez6pontjat, akkor biztosan van olyan
alapél, amely kétszerese a felezGpontokat Gssze-
koté szakasz hosszanak.

C: Van olyan gula, amelynek van testatldja.

D: Egy szabalyos tizoldalu gula alaplapjanak tertilete
kisebb, mint az oldallapok teriileteinek 6sszege.

Y

Egy szabalyos négyoldala gula oldallapjai szabalyos
hiromszogek. A gula alaplapjanak teriilete 100 cm®.
a) Mekkora a gula magassaga?

w
Y

w
Y

os szoget zar be.

a) Mekkora az alapél hossza?

b) Hany fokos szoget zar be egymassal a gula ol-
dallapja és alaplapja? A valaszt egy tizedesjegyre
kerekitve add meg!

Egy szabalyos tetraéder alapélének hossza 8 cm.
Mekkora szoget zarnak be egymassal a tetraéder
lapjai?

b) Hatarozd meg, hogy mekkora szoget zar be az
oldallap az alaplappal!

c) Mekkora szoget zar be egymassal a gula oldal-
éle és alaplapja?

Egy gtla alapja egy olyan derékszogli haromszog,
amelynek befogéi 5 cm, valamint 12 cm hossztak.
A gula 12 cm hosszisagu oldaléle az alaplap derék-
sz6gU csticsabol indul, és merdleges az alaplap sikjara.
a) Hatarozd meg a test ismeretlen éleinek hosszat!
b) Készitsd el a test sikba teritett hdldjanak vazla-
tos rajzat!
c) Melyik a gila legnagyobb teriiletti lapja, és mek-
kora ez a teriilet?

RAADAS

Az egyiptomi piramisok évezredek 6ta amulatba ejtik az embereket. De pira-
misok, halomsirok mashol is vannak. Példaul Kinaban talalhatok csonkagtla
alaku, hatalmas piramisok. Nem kell azonban messzire menniink, nalunk is
talalhatok kap alaka halomsirok, amelyek joval kisebbek: ilyenek a kunhal-
mok. Tovabba hiresek a Krakko kozelében 1évé kup alaka halomsirok is.

Keress az interneten tovabbi informdciot a téméban!
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Néhany tejterméket (példaul tejet, tejszint, madartejet) idénként lehet kapni ,,haromszog- 4b
—l

letli” csomagolasban. 10 cm 10 cm

A

tartodoboz valdjaban egy térbeli alakzat, egy gula, és mivel haromszog alapt, ezért tetraéder.

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy egy ilyen doboz egyik lapja szabalyos haromszog, a

masik harom pedig egy-egy 10 cm befog6ju, egyenl6 szart derékszogli haromszog.

a)

b)

Megoldds 10 cm

a)

b)

Mennyi karton sziikséges egy ilyen doboz elkészitéséhez?
Szamitsuk hozza az Gsszeallitas elvégzése miatt még a felszin 5%-at!
Mennyi tejszin fér ebbe a dobozba?

Az dbra a tetraédernek azt az elhelyezését mutatja, amikor az alaplap a szabalyos harom-

sz0g. A derékszogli haromszogek teriilete egyenként: t = % =50 (cm?).

A héromszogek atfog6ja 10v/2 ~ 14,1 (cm), igy az alapot alkoto szabélyos haromszog
2
w ~ 86,6 (cm?).

tertlete: T, . =

Igy a négy lap egyiittes teriilete koriilbeliil 236,6 cm®. A felhasznéland6 karton mennyisége ennek a 105%-a, vagyis ké-
zelitéleg 236,6 - 1,05 ~ 248 cm’.

A térfogat kiszamitdsdhoz tekintsiik a gula alaplapjanak valamelyik derékszogt haromszog alaku lapjat! Az alaplapra mer6-
leges 10 cm hosszasagu él ekkor a gtila magassaga. A gula térfogata az alapteriilet és a magassag szorzatanak a harmadrésze,

vagyis V = y ~ 166,7 (cm’). A dobozba tehét koriilbeliil 1,7 dl tejszin fér.

A gula felszine a gulat hatarol6 lapok tertiletének sszege.
T .
A gula térfogatat az alaplap és a testmagassag szorzatanak harmadrésze adja meg. Veita = ~dleplep

Megjegyzés:

1. Egy gula térfogata a gulaval azonos alapteriilet(i és magassaga hasab térfogatanak a harmadrésze.

2. A tetraéder térfogatanak meghatarozasakor barmelyik lap tekinthet6 alaplapnak, de az fontos, hogy a kivalasztott
laphoz tartozé magassaggal végezziik a szamitdst.

FELADAT

Hérom gula 15 cm magas, alaplapjukat az abrdk

mutatjdk. A rombusz alapu gula alaplapjanak atl6i
18 cm, illetve 15 cm hossztak, a gula cstcsabdl indi-
tott magassaga a rombusz kozéppontjaban végzddik.

A misik két gula szabalyos gula. A harom gula koziil

9cm 17 cm

melyiknek a legnagyobb, és melyiknek a legkisebb

a) atérfogata, b) a felszine?




doboz tervét mutat-
ja. A doboz alakja egy
olyan tetraéder, amely-
nek mind a négy csu-
csa egy 10 cm éld koc-
ka egy-egy csucsaval
esik egybe.
a) Igaz-e, hogy a tetraéder mindegyik lapja derék-
sz0gl haromszog?
Vélaszod indokold!
b) Mekkorak a tetraédert hatarolé haromszogek ol-
dalai és szogei?
c) Rajzold meg a tetraéder haldjat!
d) Szdmitsd ki a tetraéder felszinét!
e) Szamitsd ki a tetraéder térfogatat!
f) Mekkora a tetraédernek az a magassaga, amelyik
a BCD lapjahoz tartozik?

HAZI FELADAT
Az abran egy négy-

N
Y

zet alapu gula halo- 30 cm

zata lathatd.

30 cm
a) Igaz-e, hogy ez

a gula tetraéder, 30 cm

négyoldala gila,

30 cm

szabalyos gula?

b) Hany éle és hany S0.em
csucsa van ennek
a testnek?

c) Szamitsd ki a gula felszinét és térfogatat!

d) Gondolatban ragassz Ossze az alaplapjanal két
ilyen gulat ugy, hogy a két alaplap csucsai illesz-
kedjenek egymasra! Hany lapja, hany éle és hany
csucsa van az igy kapott testnek? (Melyik szaba-
lyos testet kaptuk meg?) Szamitsd ki ennek a test-
nek a felszinét és a térfogatat!

Egy szabalyos hatoldala gula alapéle 12 cm, oldaléle

13 cm hosszu.

a) Szamitsd ki a gala magassagat és térfogatat!

b) Szamitsd ki a gula oldalélének és alaplapjanak
a szoget!

c) Szamitsd ki a gula oldallapjanak és alaplapjanak
a szogét!

d) Szamitsd ki a gula felszinét!

12. lecke | A GULA FELSZINE ES TERFOGATA
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A haztet6 ,alapja” téglalap, amelynek szomszédos

oldalai 10 méter és 7 méter hossziak. Az EP és GQ

fiiggoleges tartogerendak 3,2 méteresek, az EG te-

tégerinc 6 méter hosszu, és a téglalap kozépvonala

felett huzédik.

a) Mekkora szoget zarnak be a vizszintes sikkal a
tetd killonboz6 sikjai?

b) Mekkora szoget zar be egymassal a két trapéz
alaka rész sikja?

c) Mekkora a tetStér térfogata?

G
6

10

Mekkora szoget zar be az dbran lathaté 20 cm éli
kockaba rajzolt haromszog sikja és a kocka alap-
lapjanak sikja? Mekkora térfogatt részekre bontja
a sik a kockat?

Egy szabalyos négyoldal gula magassaga 8 cm

hosszt, az oldallapok pedig 57°-0s szoget zarnak

be az alaplap sikjaval.

a) Mekkora a gula alapéle?

b) Mekkora a gula felszine és térfogata?

c) Mekkora szoget zarnak be az oldalélek egyene-
sei az alaplap sikjaval?

d) Mekkora szoget zarhat be két oldalél egyenese?
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A forgdskitp

BEVEZETO

A triangulum (fém haromszog) olyan {it6s hangszer, amely rezgés révén hoz létre
- méretétdl és anyaganak vastagsagatol fiiggden mély vagy magas — zenei hangot.
A szerkezet egy fémradbdl hajlitott szabalyos haromszog, amelynek oldalhossza élta-
laban 10 és 30 cm kozott van. Az egyik csticsanal lazan felfiiggesztve szdlaltatjak meg
egy hozza hasonlé anyagu és atmérdjii rudbdl késziilt titével.

Képzeld el (vagy probald ki), hogy egy ilyen fém haromszoget megforgatunk a fel-
fuggesztésre illeszkedd tengely mentén. Minél gyorsabban forog a test, szemiink te-
hetetlensége miatt anndl inkdbb egybefiiggd térbeli alakzatként érzékeljiik az eredeti

sikbeli haromszoget. Ez az alakzat egy forgaskup.

Ha egy egyenl6 szaru haromszoget megforgatunk a szimmetriatengelye ko- G2 a kip csticsa
riil, forgaskup (mds néven: egyenes korkup) keletkezik.

A forgaskupot egy korlap (a kup alapkore) és a kappalast hatarolja.

A kap cstcsat az alapkor pontjaival 9sszekotd szakaszok a kup alkotoi (a). alkoto

A forgaskup minden alkotéja egyenld hosszu.

magassag
_

, . Lo 4o P L oL ‘ .. v magassdg
A kup alapkorének az atmérdje egyenld hosszusagu a haromszog alapjaval,

sugdr /7

alkotoi pedig akkordk, mint a haromszog szarai. p alaplap
A megforgatott egyenld szaru haromszoég szarszogét a forgaskup nyilas- '

szogének nevezzik ().

A kup cstcsat az alapkor kozéppontjaval 6sszekotd szakasz merdleges az alapkor sikjara, ez a forgaskup testmagassaga
(réviden magassaga: M). A testmagassag hossza egyenld az egyenl6 szart haromszog alaphoz tartozé magassaganak hosz-
szaval.

A megforgatott egyenld szart haromszog a forgaskup tengelymetszete.

RAADAS

Elemi geometriai és koordindtageometriai ismeretekkel igazolha-

hiperbola

parabola

t6, hogy ha egy forgaskup paldstjat olyan sikkal metssziik, amely
kor

ellipszis
parabola ellipszis

nem megy at a kup csticspontjan, és

a) merdleges a tengelyre, akkor a sikmetszet kor;
kor

(N
hiperbola \\j

b) minden alkotét metsz, de nem merdleges a tengelyre, akkor
a sikmetszet ellipszis;

c) egy alkotoval parhuzamos, ak-
kor a sikmetszet parabolaiv;

d) két alkotdéval parhuzamos, ak-

kor a sikmetszet hiperbolaiv.
Keresd meg az interneten az emli-

tett ponthalmazok fogalmat!
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Ha egy derékszogli haromszoget megforgatunk az
egyik befogdjanak egyenese koriil, akkor is forgasku-
pot kapunk. Készits rajzot! Jellemezd a kip adatait a
haromszog adatainak segitségével!

Felfiiggesztése korill megforgatunk egy triangulu-
mot. A hdaromszog minden oldalanak hossza 20 cm.
Mekkora a keletkezett forgaskiip magassaga, alapko-
rének keriilete és teriilete?

HAZI FELADAT

2>

Igaz vagy hamis?

A: Ha egy forgaskipot haromszorosara nagyitunk,
akkor a nyilasszoge haromszorosara nd.

B: A forgaskup alkotdja és alaplapja altal bezart szog
potszoge a nyilasszog felének.

C: Egy forgaskup alkotdjanak hossza mindig na-
gyobb, mint az alapkor atméréjének hossza.

D: Egy forgaskup alapkorének sugara mindig révi-
debb a kup testmagassaganal.

Egy derékszogli haromszog atfogdjanak hossza 51 cm,
egyik befogdjanak hossza 24 cm. A haromszoget
megforgatjuk a hosszabbik befogdja mentén. Mekko-

RAADAS

Eléfordul, hogy olykor olyan hihetetlennek tind jelenség tarul elénk, ami latszolag el-
lentmond a fizikadrakon tanult térvényeknek. Ilyen példaul a kett6s kup lejtén torténd

,felfelé gurulasa”

A felfelé szélesedd, ék alaku sinparbdl allé emelkedé aljara helyezett kettds kup alaku
targy a sinpar kiszélesedd, magasabban 1év$ vége felé tart, ebbdl uigy gondolhatjuk,
hogy a test valdjaban a lejt6n felfelé halad. A jelenség azonban azzal magyarazhato,
hogy a mozgas soran a kettés kup tomegkozéppontja lesiillyed (vagyis az valdjaban
lefelé halad), mig a szélesedd, ék alaku lejtén gordiilve a kupok alatamasztasi pontjai

egyre kozelebb keriilnek a csucsokhoz.

13. lecke | A FORGASKUP
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Egy egyenes korkup alkotdjanak hossza 24 mm,
alapkorének atmérdje 2 cm. Mekkora a kap nyilas-
szoge? Valaszod fokban, egy tizedesjegyre kerekit-
ve add meg!

Egy forgiskip alapkorének teriilete 1256,6 cm’.
A kap magassaganak hossza negyede az alapkor
keriiletének. Mekkora a kip nyilasszoge? Valaszod
fokban, egy tizedesjegyre kerekitve add meg!

ra az igy kapott forgaskuap nyilasszoge és alaplapja-
nak teriilete?

Egy egyenes korkup alkotdjanak hossza 2 dm,
nyilasszoge 40°. Mekkora annak az egyenld szaru
haromszognek a keriilete és a teriilete, amelynek
megforgatasaval kaptuk az eredeti kipot?

Ha egy rombuszt az egyik atléja mentén megforga-
tunk, akkor két, azonos alapkorrel rendelkez6 ka-
pot (ugynevezett kett6s kiapot) kapunk. Mekkora
annak a rombusznak az oldala, amelynek megfor-
gatasaval kapott két kup nyilasszoge 50°, és a kozos
alapkorok teriiletének nagységa 1964 cm®?
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Arkhimédész nevéhez kapcsolodik a — mar korabban is emlitett — hires dbra, amelyik egy forgas- ——
hengert, egy ebbe irt gombét és forgaskupot mutat. A gomb sugara ugyanakkora, mint a henger
alapkorének sugara. A henger magassaga az alapkore atméréjének hosszaval egyenld. A forgaskup
alapkore a henger alapkorével egyezik meg. A kup csucsa a henger fedSlapjanak kozéppontja.

Szamitsuk ki a harom test térfogatanak aranyat!
Szamitsuk ki a henger, a gomb és a kup felszinét, ha a henger alapkorének sugara 5 cm!

Megoldas T M
a) A forgaskup térfogatat ugyanugy szdmolhatjuk ki, mint a gulak térfogatat: V,,,, = %, amely az M = 2r kapcsolat
2 3
. _rm2r _2rzw
miatt Vi, = =T
3

A gomb térfogata: V= 4”777, tehat éppen kétszerese a kup térfogatanak.

{\ forgashenger térfogata: Vi ., = Ty M = 7 - 2r = 21’ 7, tehat éppen haromszorosa a kip térfogatanak.

Igy ‘/kﬁp : \/gémb : ‘/henger =1:2:3.

b)

A henger magassaga 10 cm, ezért a felszine:
Apenger = 2 Typiap + Kopgprap M = 2 5°7 + 25710 =1507 cm’

henger alaplap alaplap
A gomb sugara 5 cm, ezért a felszine: Ay, =4 r*7 = 4-5°7 =100z cm”. Ez pontosan kétharmada a henger felsziné-
nek.
A kap felszinét az alaplap teriiletének és a kappalast terii- a a

letének 0sszege adja:
Aklip = ,I;laplap + ’Iz)alést
A kup alapteriilete: T, .. = 257 (cm’)

A forgaskup kiteritett palastja olyan korcikk, amelynek a
sugara a forgaskup alkotoja, korivének hossza pedig a kup a
alapkorének keriiletével egyenld. 2rn

A kup alkotéjanak hosszét Pitagorasz-tétellel szdmithatjuk ki: a = v/'5% + 10? = +/125 (cm)

Az alapkér keriilete 107 (cm), tehét a kiteritett paldst egy olyan korcikk, amelynek a sugara +/125 cm, ive pedig 107 cm

hosszu.

A korcikk teriiletét kiszémithatjuk a T, = w képlettel, tehat T, . = 10% V125 _ 257 -4/5 (cm?)

aldst —

A kup felszine: A, = 257 + 257 /5 = 257(1 ++/5) (cm?)
Kozelits értékekkel adodik, hogy a henger felszine 471 cm?, a gémb felszine 314 cm’, a kuip felszine pedig 254 cm”.

kap

Megjegyzés

Arkhimédész észrevette, hogy a forgashengerbe irt gomb és a henger felszinének aranya minden eset-
ben 2 : 3, ugyandgy, mint a térfogatuk ardnya. Erre a felfedezésére nagyon biiszke volt.

Kivansdga szerint sirkévére a hengerbe irt gomb és kup kérvonalait vésték. Halala utan 150 évvel a hires
abra alapjan sikeriilt azonositani a sirjat, melyet Cicero iré és allamférfi kutatott fel Sztirakuszaiban.

TERGEOMETRIA



A forgaskup palastja sikba kiteritve egy korcikk, amelynek sugara
a kap alkotojaval, hatarold ive pedig a kap alapkorének keriiletével
megegyez6 hosszusagu.

Ebbél adodik, hogy a forgaskup felszine, ha az alapkor sugaranak
hossza r, és alkotdjanak hossza a:

Ay = Toapiap + Tt = 7' 7 + 1700 = 170(r + @)
A forgaskup térfogatat az alapteriilet és a magassag (M) szorzatanak
Tala M 2
. P _ plap . _rm- M
harmadrésze adja: Vi, = 3 VagYIS Ve = 5

Megjegyzés: Egy kip térfogata a kippal azonos alapteriiletli és magassagt henger térfogatanak a harmadrésze.

Agyrgisiiy = 7T + 170 = 170(r + a)
V — 7‘271' 3 M
forgaskup — 3

Emlékeztetd: A korcikk teriilete: T, = —<orcikk Koreikke

Egy forgaskup alapkorének az atméréje 7,5 cm, a ma-
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gassaga pedig 9 cm hosszi. Mekkora

a) afelszine;

b) atérfogata;

c) anyilasszoge;

d) szoget alkotnak a forgaskup alkotoi az alapsikkal?

Egy egyenld szard haromszog alapja 4,2 dm, szdra

2,9 dm hosszu. A haromszoget megforgatjuk a szim-

metriatengelye koril, igy egy forgaskupot kapunk.

a) Mekkora a kup nyilasszoge?

b) Mekkora a kup térfogata?

c) Mekkora a kap kiteritett palastjanak kozépponti
szoge?

d) Mekkora a kap felszine?

HAZI FELADAT

Egy derékszog haromszog befogdinak hossza 35 mm ﬂ
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és 84 mm. Ezt a haromszoget megforgatjuk a hosz-
szabbik befogd egyenese koril 360°-kal. Szamitsd ki
a keletkezett test felszinét és a térfogatat!

Egy 88 mm magassagu forgaskuap alkotdi 45°-0s sz6-
get alkotnak az alapkor sikjaval. Mekkora a kup fel-
szine és térfogata?

Egy épitkezéshez 2 kobméter sodert rendeltek.

F'S
Y

14. lecke | A FORGASKUP FELSZIiNE ES TERFOGATA

A rendelt aru meg is érkezett.

A teherautérdl leboritott séderkupac nagyjabél
kap alaku, az alaplapja 3 m atmér6ji kornek lat-
szik, a kupac magassaga pedig 80 cm koriil van.
Szamitsd ki az adatokbdl, hogy koriilbeliil meny-
nyi a sdderkupac térfogata! Megérkezett-e a kivant
mennyiség?

Egy forgaskup alaku sziiletésnapi pa-
pircsakot egy olyan korcikkbol készi-
tettek el, amelynek kozépponti szoge
132° nagysagu, ive 44 cm hosszu.
Hany cm magas a papircsakd? Vila-
szod egészre kerekitve add meg!

Egy pattogatott kukoricat drusité helyen olyan
forgasktp alaka papirtolcsért adnak, amelynek
paldstja egy 20 cm suga-
ru korbdl kivagott kor-
cikk, és a korcikk ivének
hossza 60 cm. Mekkora
a korcikkbdl készitett kap
térfogata?
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Gyakorlas

FELADAT

Egy forgaskup alapkorének a sugara 24 cm, magassa-
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ga 45 cm. Ezt a forgaskapot a testmagassag egyene-
sére illeszkedd, alaplapra merdleges sikokkal szétvag-
juk 4 olyan testre, amelyek alaplapja egy-egy korcikk.
A korcikkek kozépponti szoge 30°, 45°, 120° és 165°.
Mekkora a keletkezett kiipszer( testek

a) felszine;

b) térfogata?

Egy hatoldalu egyenes gula alapélének hossza 8 mé-
ter, az oldallapoknak az alaplappal bezart szoge 40°.
Mennyivel lesz magasabb a gtlanal az a kap, amely-
nek térfogata egyenld a gulééval, és alaplapja a gtla
alaplapjaba beirt kor?

»Finom csemege” néven 16 cm magas, forgaskup
alakil csomagolasban egy kiilonleges édesség kap-

12 cm

hat6, amelyben ,leg-

alul” mazsola, majd foldimogyord

mandula és ,legfelil”
foldimogyord talalhato. mandula
Az egyes OsszetevOk elhe-

lyezkedését és mennyiségét mazsola

a mellékelt abra szemlélteti.

a) Szamitsd ki a teljes csomag térfogatat!

b) A teljes térfogatnak hany szazalékat tolti ki a ma-
zsola, a mandula, illetve a foldimogyor?

c) A mazsola egységara 1000, a mandula egység-
ara 3900, a foldimogyord egységara 1200 forint
kilogrammonként. Az egységarak ismeretében
hogyan indokolhatd a gyarté csomagolasi techni-
kaja?

d) Ha a fenti csomagolasndl kiszamolt mennyiségii
foldimogyoré lenne legalul, akkor mekkora ma-
gassagu részt foglalna el a kiipban?

Egy foldbe asott vajat alakja olyan szabalyos négyol-
dala gula, amelynek alaplapja a vizszintes talaj sik-
jaban van, az alapéle 1 méter hosszusagu, a legala-

csonyabban 1év6 pontja pedig a talaj alatt 80 cm-re
talalhato.

~
N -

”,,—""’&F)I\gi) cm

Laoait

a) Mekkora teriilet(i részt kell vizhatlan anyaggal
bevonni, ha a vdjat egészét szeretnék szigetelni?

b) Mennyi vizzel lehet a vajatot 40 cm magassa-
gaig megtolteni?

c) A talaj alatt hol lesz a vizszint, ha a véjat térfo-
gata felének megfelel6 vizmennyiséget toltenek
bele?

E Hivatalokban, tizletekben

is egyre tobbszor latha- y
tunk !
takat, amelyekbdl egy kis

dsvanyviz-automa-

[

kar lenyomaséaval egy papirpohdrnyi vizet tolthe-

tink magunknak. Egy dizajner kup alaku, egyszer

hasznalatos papirpoharakat tervez, melyek magas-
sdga 9 cm, atméréjiik pedig 6 cm hosszu.

(A poharak ,alja” a kup csticsanal van.)

a) Legfeljebb mennyi vizet tolthetiink egy ilyen
kap alakd papirpohéarba?

b) Hény dm’ anyag kell egy 100 darabos poharkész-
let gyartasahoz? Az atfedések miatt szamolj az el-
méleti értéknél 5%-kal nagyobb mennyiséggel!

c) Haaz egyik hivatalban egy 20 cm sugard, gomb
alaku viztartalyt helyeznek el, akkor hany po-
hérnyi vizet tud szolgaltatni egy ilyen teljesen
tele 1év6 tartdly, ha a poharakat minden alka-
lommal 8,5 cm magasan toltik meg?

d) Hany poharnyi vizet biztositana egy olyan
gomb alaku tartaly, aminek a sugara a c) eset-

ben leirt gomb sugaranak masfélszerese?

TERGEOMETRIA



HAZI FELADAT

1y

a) Mekkora a tet6 légterének térfogata?
b) Mennyibe keriil a tet6t borité badoglemez javitasa, ha négyzetméterenként 9600 forintot kér érte a badogos?

Egy meteorit becsapddasa szabalytalan alaku, nagyjabdl kapszer(i kratert hagyott maga

L

utan, amelyet kés6bb a beledml6 patak kratertova toltott fel.
Kériilbeliil hany kobméter viz lehet a toban, ha a viz feliilete 2,4 km®, és a legnagyobb mély-

sége 6 méter?

Egy templomtorony teteje szabalyos hatoldalu gtla, melynek alapéle 2 méter, magassaga 6 méter hosszu.

Egy szabalyos négyoldalu gula alakt aluminium papirnehezék alapéle és az oldallap magassaga egyarant

cm

3>
8 cm hosszu. Szamitsd ki,
a) hany fokos szoget zarnak be az oldallapok az alaplap sikjaval;
b) anehezék tomegét, ha az aluminium strtisége 2,7 %!

a>

a) A mellékelt abra és grafikon alapjan t6ltsd ki a tablazatot a Fold bels6 szerkezetérdl, a Fold tomegének koriilbeliili

eloszldsarol! A Fold tomege kozel 5,97 - 10* kg.
b) Abrazold kdrdiagramon a térfogateloszlast és a tdmegeloszlast is!

tiinteti fel!
mélység:
kéreg ————— Okm
felsé kopeny /33 km

400 km

. 1000 km
kopeny
2000 km
mag
5100 km
6371 km
A réteg
A réteg neve vastagsdga
(km)
kéreg
tels6 kopeny
dtmeneti zona
als6 kopeny
kiils6 mag
belsé mag 1271

(A grafikonok forrasa és a felhasznalasi engedélyhez a tulajdonos altal kért hivatkozas: dr. Volgyesi Lajos (2002):
Geofizika. Mtegyetemi Kiado, Budapest)

15. lecke | GYAKORLAS

A réteg
térfogata

"o

c) Készits olyan grafikont, amely a Fold stiriségének valtozasat a Fold kozéppontjatol valo tavolsag fiiggvényében

stirtiség
(kg/ m’)

15 000

10 000

5000

meélység

1 1 1 1 1 1 A -
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 (km)
A stirliség valtozasa a Fold belsejében

A réteg térfogata  Mekkora aréteg A réteg tomege
hany %-a a Fold tomege? hany %-a a Fold
(km?) térfogatanak? (kg) tomegének?
8,610 0,8 1,1-10% 2
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BEVEZETO

»Steinmann felel.

Ez kiilonleges, tinnepélyes pillanat. [...] Maga a tanar is
tinnepélyes. Oldalt il le a székre, Osszetett ujjakkal gondol-
kodik. A jé tanul6 a tabldhoz megy, és kezébe veszi a krétat.
A tanar gondolkodik. [...]

- Hat - mondja a tanar, és gondolkodva huzza a szot -,
majd valami érdekes példat vesziink...

A j6 tanul6 udvariasan és végtelen megértéssel kohog. Ter-
mészetesen valami érdekes példat, az érdekes helyzetnek
megfelel6t. [...]

- Vegyiink egy kupot... [...]

- Egy kupot - mondja Steinmann... De mar ezt is ugy
tudja mondani, ez a Steinmann, annyi megértéssel, olyan
okosan: csak & tudja, mennyire kip az, amit vesziink. En,
Steinmann, a legjobb tanul6 az egész osztalyban, veszek egy
kapot, mivel engem, mint az erre legalkalmasabbat, megbi-
zott a tarsadalom. Még nem tudom, miért vettem a kupot,

Ha egy gulat/kapot az alaplapjaval parhuzamos sik-
kal elmetsziink, akkor két test keletkezik. Egy olyan
gula/kup, amely kozéppontosan hasonlé az eredeti-
hez, tovdbba egy masik test, amelyet csonkagulanak /
csonkakdpnak neveziink.

A csonkagulat / csonkakupot két kézéppontosan ha-
sonld sikidom - a test alaplapja és feddlapja —, tovab-
b4 a test palastja hatarolja.

de nyugodtak lehettek mindannyian, barmi torténjék ezzel
a kuppal, én is ott leszek a helyemen, és megbirkdzom vele.
- Kiilonben - mondja a tandr hirtelen -, vegytink inkabb
egy csonka gulat.
- Csonka gula - ismétli a jo tanuld, ha lehet, még értelme-
sebben. O a csonka gtilaval éppen olyan hatérozott, barat-
sagos, bar folényes viszonyban van, mint a kippal. Mi neki
egy csonka gula? O nagyon jol tudja, 6t nem lehet félreve-
zetni, a csonka gula is csak olyan gula, mint mas, normalis
gula, egyszer(i guila, amilyent egy Eglmayer is el tud képzel-
ni - csak le van vagva beldle egy masik gula.
A felelés rovid ideig tart. Félszavakban beszélnek egymas-
sal, értik egymast, lassanként intim dialdégus alakul ki tandr
és a jo tanul6 kozt: mi mar nem is értjiik, ez az 6 kettejikk
dolga, két rokon lélek, mely itt elSttiink egyestil, a differen-
cidlegyenletek éteri légkorében.”

(Karinthy Frigyes: A jo tanulo felel — részlet)

A
kiegészit6 kup,” \
s D\

AN Lt A ip 4 oot
/ ‘\‘\\klegeszuo gla

alkoto

A csonkagtla palastjat annyi trapéz alkotja, ahany oldala van az alaplapnak.

Az alaplap és a fed6lap sikjanak tévolsagat a csonkagula / csonkakdap magassaganak nevezziik.

A csonkakup alkotoi az eredeti ,,teljes” kup alkotdinak a csonkakup paldstjara illeszkedd szakaszai.

Megjegyzések

- Ha a csonkagula egy szabélyos # oldalt gulabél szarmazik, akkor a neve: szabalyos # oldalt csonkaguila.

— A csonkagulat sokszogek hataroljak, ennek megfelel6en hasznalhatjuk az alapél, oldalél, oldallap elnevezéseket.

— A lemetszett gula / kup a kapott csonkagula / csonkakup kiegészité gulaja / kiegészit6 kupja.

- Ha a forgaskupbol keletkezé csonkakipot a tengelyére illeszkedd sikkal metssziik, akkor a sikmetszet szimmetrikus

trapéz. Ezt a sikmetszetet tengelymetszetnek is nevezziik.

TERGEOMETRIA



Egy szabalyos négyoldalu gila magassaga 8 dm, alap-
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élének hossza 5 cm. A gulat a gtila csticsatdl 2 dm ta-
volsagban az alaplappal parhuzamos sikkal elmetsz-
sziik.

Milyen hosszti a keletkezett csonkagtla alapéle,
fedGéle, magassaga?

Egy szimmetrikus trapéz egyik alapjanak hosz-
sza 16 cm, masik alapjanak hossza 10 cm. Az egyik
alapon fekvd két szog nagysaga 30°. Jellemezd a tra-
péz szimmetriatengelye kortli forgatassal kapott
csonkakupot!

Milyen hosszt a csonkakip

a) alapkorének sugara;

b) feddkorének sugara;

c) testmagassaga;

d) alkotdja?

HAZI FELADAT

Egy derékszogt trapézt megforgatunk a derék-
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szOgu szara koril. Jellemezd a forgatassal kapott
csonkakdpot, ha tudjuk, hogy a trapéz alapjainak
hossza 16 cm, valamint 11 cm, a hosszabb szar pedig
12 cm hosszu.

Milyen hosszu a csonkaktipban S|°
a) az alapkor sugara;

b) afed6kor sugara;

C) atestmagassag; L]
d) az alkot6? |

Egy szabdlyos négyoldala gula magassaga 20 cm,
alapélének hossza 6 cm. A gulat a gula alaplapjatél
2 cm tavolsagban, az alaplappal parhuzamos sikkal
elmetssziik.

Milyen hosszti a keletkezett csonkagula alapéle,
fedGéle, magassaga?

Egy internetes ruhaportélon az egyik eladé egy hen-
ger alaku dallvanyon helyezte el az eladasra kinalt
A vonalu szoknyéjat, és az dllvany hengerének atmé-
réjét (23 cm) adta meg.

16. lecke | A CSONKAGULA ES A CSONKAKUP

- derékvonal

" csipévonal
— _—
!' |

A csokoladék alakja rendkiviil valtozatos, szinte

minden tanult test alakjanak megfelel6 megtalal-
haté kozottiik. Egy kézmives csokiboltban aru-
sitott, csonkakdp alaku bonbon alapkorének at-
meérdje 3,3 cm hosszu, fedékorének atmérdje és az
alkotdjanak hossza ugyancsak 1,5 cm. Milyen ma-
gas diszdobozban helyezhetd el egymas f6lott két
rétegben sok ilyen bonbon (ha az elvalaszto réteg
olyan vékony selyempapir, hogy annak a vastagsa-
gat nem kell figyelembe venni)?

Mellékelte a szoknya szabasmintajat is, amely két

azonos méretezésti korgyurticikkbol all.

A leirasban megadta, hogy a szoknya derékvo-

naldnak és csipévonalanak tavolsiga (AB szakasz

hossza) 20 cm, a szoknya hossza (AC szakasz hosz-

sza) 80 cm, valamint csip6vonalanak teljes hossza

91 cm.

a) Mekkora a derékbdsége annak a lanynak, aki-
nek éppen j6 méretd a szoknya?

b) Mekkora sugaru korbdl lehet kivagni a szok-
nyahoz sziikséges korcikkeket?

c) Milyen hosszu a szoknya aljanak vonala?

szoknya alja
e

héta

S

eleje



BEVEZETO

Szotyi kutyusnak védégallért kell viselnie néhany napig, hogy ne raghassa le a kotést, amelyet
az allatorvos tett a labara. A véddgallér alakja olyan, mint egy lampaernyd, egy csonkakup

palastja.

A csonkagtla és a forgaskipbodl szarmaztatott csonkakup felszine az alaplap, a fed6lap és
a palast teriiletének Gsszege:

A= Talaplap * Loy T Tpalést
A csonkakup haldja két korlapbol és a kiteritett palastbdl all. A palast egy korgytrticikk.
Legyen a csonkakup alapkorének sugara R, a fed6korének sugara r, és az alkotdja a hosz-
szusagu.

Bebizonyithatd, hogy egy korgytrticikk teriiletét megadja a hatarolé korivek hossza
szamtani kézepének és a korgytirt szélességének a szorzata:

st = -a, ami egyszertsités utdn: T, = (R+1)7 - a

T = 2R7r;2r7r

Igy az egyenes csonkakup felszine:

2R7 Ay =Rr+rr+R+n7-a=7rlR+7+R+1r)al

Megjegyzés:
1. A palast tertiletének kiszdmitasi modja nagyon hasonlit a trapéz teriiletképletéhez (a két alap hosszanak szamtani

kozepét megszorozzuk a trapéz magassagaval).
2. A szabalyos n oldalt csonkagula héléja két n oldalt szabalyos sokszogbdl és a kiteritett palastbol all. A palastot n darab
egymassal egybevdg6 szimmetrikus trapéz alkotja. A felszint A =T+t +n- T,

Ha a csonkagula szabalyos 4 oldalu, az alaplap éle a, a fedSlap éle b

hossztsagu, és az oldallap magassaga m, akkor az egyenes csonkagula

b A =rlR+7+®R+1)al
felszine: A_ . . . =g’ +b'+4- 20 4y
szabalyos négyoldald cs.g. 2 Aszabélyos négyoldali g, = aZ + bz +2(a+b)-m

egyszeriibben: A =a’+b’+2a+b) m.

szabélyos négyoldal cs.g.

FELADAT

(Javasoljuk paros munkéban végezni.)
Két barat, Antal és Bandi terveket készit Szotyi kutyus véddgallérjanak elkészitéséhez. El6sz6r megmérik, hogy

milyen hosszt a kutyus nyaka koriil a pant, amihez a gallért rogzitik. Ezt 47 cm-nek talaljak, ami azt jelenti, hogy

a csonkakup fed6korének sugara 47 7,5 cm.

27
Ugy gondoljak, ahhoz, hogy a fejét tudja valamennyire mozgatni, az alapkér atméréjének 35 cm-nek kell lennie, és

kb. 20 cm széles gallér elég ahhoz, hogy a kétéséhez ne férjen hozza.
Ezek utan Antal terve a kovetkez6: az egyszertiség kedvéért felvazol egy 35 cm-es oldalhosszu szabalyos haromszo-
get. Ha ezt megforgatja az egyik szimmetriatengelye koril, egy forgaskapot kap.



Ebbdl levag egy 7,5 cm alapkor sugaru kis kupot, és a megmaradt G >

egyenes csonkaktp paldstjabol lesz Szotyi gallérja. Vajon mekkora a N 5
’ \ cm
7 . ? // \\
gallér teriilete? 5o
a) Indokold, hogy az abran szereplé adatok (15 cm és 20 cm) helye- i
sek!
b) Mi a hasonlésag aranya a levagott kis kuap és a teljes kiip kozott? B

Ezek utan Antal felvazolja a teljes kup palastjat, és szétvagja két rész-
re: a kis kup és a csonkakup palastjara.

c) Készitsd el te is a palast vazlatat, és szamitsd ki, hanyad része a kis kup paldstja a teljes palastnak!
d) Hanyad része a csonkakup paldstja a teljes paldstnak?

Ezutan Antal kiszamitja a teljes kup palastjanak a teriiletét, amib6l konnyen megkapja a csonkakup palastjanak a
teriiletét.

e) Mekkora Szotyi gallérjanak a teriilete?

Készitsd el te is Antal vazlatrajzait, és végezd el a szamitasait!

Bandi terve a kovetkezé: felvazol egy 35 cm sugaru félkort.

a) Mekkora lesz ennek a félkorivnek a hossza?

b) Mekkora sugart, vele koncentrikus félkort vagjon ki beléle, hogy annak az iv-
hossza megegyezzen a csonkakup fed6korének kertiletével?

A megmaradt korgytrticikkbél csonkakupot formal.

c) Mekkora a keletkezett csonkakup alapkorének és fed6korének a sugara, mekkorak az alkotok?
d) Mekkora a nagyobbik félkor, és mekkora a kisebbik félkor teriilete?

e) Mekkora Szotyi gallérjanak (vagyis a csonkakup palastjanak) a tertilete?

Készits vazlatrajzokat Bandi elgondolasahoz, és végezd el a szamitasait!

Hasonlitsd ssze a két fitl szamitasainak eredményeit!

N
4

Egy szabalyos négyoldalti csonkagla felszine 274 cm’. Az alapél hossza 11 cm, a fed3él hossza 5 cm. Mekkora a
csonkagula oldallapjai magassaganak és oldalélének hossza? Mekkora szoget zar be az oldallap az alaplappal?

HAZI FELADAT

A kovetkez6 tablazat harom egyenes csonkakip néhdny adatat tartalmazza. R az alapkor sugardnak, r a fedékor
sugaranak, a az alkotoknak a hosszat jeloli cm-ben. Az alapkor tertilete T, a fed6kor teriilete ¢, a palast teriilete P, a
csonkakup felszine A cm®-ben.

R r a T t p A
L 12 6 10
II. 12 3 10
I11. 6,15 4,76 3,11

a) Toltsd ki a tablazat tires cellait!
b) Hatarozd meg a tablazatban megadott csonkakipok magassagat és térfogatat!

Egy szabalyos négyoldald csonkagula felszine 914 cm®. Az alapél hossza 17 cm, az oldallapjai magassigénak hossza
12 cm. Hatdrozd meg a fed6él hosszat, az oldalél és az alaplap hajlasszogét!

17. lecke | A CSONKAGULA ES A CSONKAKUP FELSZINE



BEVEZETO

A franciaorszagi Valencay (ejtsd vélanszé) nevii kecskesajt csonkagula alakd. Egy legenda sze-
rint ennek a formanak ,,térténelmi magyarazata” van. Napdleon — kudarcba fulladt egyiptomi
hadjaratabdl visszatérve Valencay varosaba — allitolag annyira feldith6dott az akkor még pira-
mis formdja sajt 1attdn, hogy egy kardcsapassal levigta a tetejét. Az ilyen modon ,,megcsonki-
tott” formdt a mai napig 6rzi ez a sajt.

KIDOLGOZOTT FELADAT

A bevezetdben emlitett sajt alakja a ,,napdleoni vagas” elStt szabalyos négyoldalt gula volt,
amelynek - tegyiik fel, hogy - alapéle 4 cm, oldaléle pedig 7 cm hosszu volt. Az alaplapjaval
parhuzamos vagassal keletkezd kisebb gtila magassaga az eredeti gila magassaganak 60%-a.
A gula masik része egy csonkagula. Szamitsd ki a csonkagula térfogatat!

Megoldds
A lemetszett kisebb gula kézéppontosan hasonld az eredeti gulahoz. A hasonldsag aranya

k = 0,6, ezért a térfogatok aranya: % =k’ =0,6"=0,216.
nagy
A csonkagula térfogatat megkapjuk, ha az eredeti gula térfogatabol levonjuk a levagott gula

Vii = Ve — 0,216 - V. =0,784 -V,

nagy nagy nagy

térfogatdt: Vi, = V0o —

Az eredeti ,nagy” glila magassigét az dbra szerint Pitagorasz-tétellel szimolhatjuk: M = v/ 7> —(2v/2 P =V41 ~ 6,4 (cm).

_16-6,4
agy 3

A nagy gula térfogata: V, = 34,1 (cm’). A csonkagtla térfogata: V. = 0,784 - 34,1 = 26,7 cm’.

1. A csonkagtla / csonkakup térfogata kiszamitdsdnak egyik modja: az eredeti gala/kup és a lemetszett, hozza hasonlo
gula/kup térfogatanak kiilonbsége.

2. Bebizonyithato, hogy ha egy csonkagtla / csonkakup alaplapjanak teriilete T, fe-
délapjanak teriilete t, magassaga pedig M, akkor a térfogata: Vonka = % AT+VT-t+1)
M /
Vcsonka:T.(T-’_ T t+1) Vcs.k.=%'7l’(R2+Rr+TZ)
Egy szabalyos négyoldalt csonkagtla esetén, ha az alaplap éle a, a fedSlap éle b

hosszisagu, és a test magassaga M, akkor az egyenes csonkagula térfogata:

Vi = % (@’ +ab+b*)

Ha a csonkakup alapkorének sugara R, a fe-
o ¥

a  dékorének sugara r, és a test magassaga M

hossztsagu, akkor a csonkakup térfogata:

Vo, = % -7(R*+ Rr+1%)




FELADAT

Egy szabdlyos négyoldalu gula magassdga 8 cm, az

oldallapjai pedig 45°-0s szoget zarnak be az alaplap

sikjaval. Ebbdl a gulabol - egy, az alaplapjaval parhu-

zamos sikkal - levagunk egy 6 cm magas gulat.

Szamitsd ki

a) azeredeti és alevagott gula alaplapjanak tertiletét;

b) az eredeti és a levagott gula térfogatat, valamint
a keletkez6 csonkagula térfogatat is;

c) a levagott gtila és a megmaradt csonkagula fel-
szinét!

Egy szabalyos négyoldali csonkagula alaplapja

12 cm oldalu négyzet, fed6lapja 8 cm oldalu négyzet,

magassaga 6 cm.

a) Szamitsd ki a csonkagula kiegészité gulajanak
magassagat!

b) Szamitsd ki a csonkagtla térfogatat!

HAZI FELADAT

Egy szabalyos négyoldalt gula oldalélei 10 cm hosz-

szuak, az oldalélek az alaplap sikjaval 52°-o0s szoget

zarnak be.

a) Szamitsd ki a gula magassagat és az alapélének
hosszat!

b) Mekkora térfogatu részekre vagja a gulat az a sik,
amelyik parhuzamos az alaplapjaval, és attdl 2 cm
tavolsagra van?

Egy egyenes csonkakup alapkorének sugara 10 cm,

fedékorének sugara 4 cm, magassaga 5 cm.

a) Milyen magas az a kup, amelybdl ez a csonkakuip
szarmazik?

b) Szamitsd ki a kiegészit6 kup és a csonkakip térfo-
gatat!

RAADAS

»Az érettségi vizsgalat tételei az 1894-95. iskolai év végén.

Kecskemét. Ev. ref. fdgymnasium. (Csabai Imre)

Egy forgaskup alapkorének sugara 3 cm, magassaga

12 cm. A kup csticsatol 4, illetve 8 cm tavolsagban
elmetssziik a kupot az alaplapjaval parhuzamos két
sikkal. Igy egy kis kup és két csonkakup keletkezik.
Szamitsd ki mindhdrom test térfogatat!

4 cm

12 cm

Van olyan zselés cukorka, amely kozelitéleg csonka-

kup alaku. Egy szem cukorka alaplapja

310 mm’, fedSlapja 180 mm? teriilet(i sikidom, a ma-

gassaga 17 mm hosszu.

a) Szamitsd ki egy darab zselés cukorka térfoga-
tat!

b) Szamitsd ki a zselé stirtiségét, ha egy 10 dkg-os
zacskoban 16 darab cukorka van!

L T

Valamely csonka gula alapjai szabélyos nyolczszogek; a nagyobb alaplap oldaltavola r = 72 dm., az oldallapok hajlasszoge

[az alaplaphoz] @ = 75°. a csonka gula magassaga m = 96 dm - szamitassék ki a gula feliilete és tomorsége [= térfogata]

»

(Forras: KoMalL 1896. februar, 97. oldal)



A Rio de Janeir6-i Szent Sebestyén-székesegyhaz

csonkakup alaku épitmény, alapkore 96 méter atmé-

réjl, magassaga 75 méter, az alkotok 65°-0s szoget

zarnak be a vizszintes sikkal.

a) Készits 4brat!

Rajzold le a csonkakup sikmetszetét!

b) Mekkora a fed6kor atméréje?

c) Hany kobméter a csonkakup térfogata?

d) Hany négyzetméter a csonkakip paldstjanak te-
riilete?

Egy fabol késziilt, 24 cm magas szabalyos gula alap-

lapja 14 cm-es oldalt haromszog. Ezt a gulat az alap-

pal parhuzamos sikokkal harom egyenlé magassagu

részre vagjuk.

a) Hanyszor akkora az egyes csonkagulak térfogata,
mint a kis gulaé?

b) Mekkora a kis gula térfogata?

¢) Mekkora az egyes csonkagulak térfogata?

Egy derékszogli trapéz alapjai 9 cm és 6 cm, a hosz-

szabbik szara 10 cm hosszu.

a) A trapézt megforgatjuk a derékszogu szar koril.
Mekkora a létrejott forgastest felszine és térfogata?

b) A trapézt megforgatjuk a hosszabbik alap koriil.
Mekkora a létrejott forgastest felszine és térfogata?

(Erettségi feladat, 2015)

Egy miianyag termékeket gyartd tizemben szaba-
lyos hatoldalu csonkagula alakd, feliil nyitott virdg-
tartd dobozokat készitenek egy kertészet szamara.
A csonkagula alaplapja 13 cm oldald szabalyos hat-
sz0g, fedblapja 7 cm oldalu szabélyos hatszog, az
oldalélei 8 cm hosszuak.

Egy mtianyagonté gép 1 kg alapanyagbdl (a virag-
tarté doboz falanak megfelel$ anyagvastagsag mel-
lett) 0,93 m” feliiletet képes késziteni. Szamitsd ki,
hany viragtarté doboz készithetd 1 kg alapanyag-
bol!

ﬁ Egy fagyitolcsér alakja olyan testhez hasonlo,

amely két egymashoz illesztett csonkakupbol all.
Az 6sszeillesztésnél a korlapok (egy fedélap és egy
alaplap) egyenld teriilettiek. A tolcsér legalsd ré-
sze 4 cm széles, a két csonkakip Osszeillesztésénél
5 cm széles, a legfelsé rész szélessége pedig 6 cm.
A tolcsér teljes magassaga 7 cm.

Mekkora az egyes részek magassaga, ha mindkét
részbe ugyanannyi csokikrémet lehet tolteni?

TERGEOMETRIA



HAZI FELADAT

Egy szabalyos négyoldali csonkagula alapélei 63 mm,

N
Y

fed6élei 27 mm hossztiak. Az oldalélek 60°-o0s szoget

alkotnak az alaplap sikjaval.

a) Készits abrat a csonkagula azon sikmetszetér6l,
mely két szemkozti oldalélre illeszkedik!

b) Milyen hosszuak a sikmetszetet alkot6 hurtrapéz
parhuzamos oldalai?

c) Mekkora a csonkagula magassaga?

d) Szamitsd ki a csonkagtila térfogatat!

Gabi kivancsi volt a csonkakup alakd, asztali sotar-
to térfogatara, ezért lemérte annak néhany adatat.
Megtudta, hogy az alaplap keriilete 9,4 cm, a fedélap
kertilete 6,3 cm, és a csonkakup magassaga 4,5 cm.
Ezekbdl mar konnyen ki tudta szamolni, hogy az 1 kg

& 5 stirtiségd konyhasobol hdnyszor
cm

tudja teletolteni a tartot. Végezd el te is a szamitdso-
kat!

tomegt, kb. 2

RAADAS

Szabalyos testek azok a testek, amelyek rendelkeznek az aldbbi tulajdonsagokkal: min-
den élitk egyenld hosszt; minden lapjuk egybevagd szabalyos sokszog; a csticsokbdl
ugyanannyi €l indul ki, és a szomszédos élek sz6ge mindenhol ugyanakkora. Meglep6
modon (szemben azzal, hogy végtelen sokféle szabalyos sokszog létezik) mindossze
otféle szabalyos test van. A szabalyos testek elnevezéseit és adatait tartalmazza az alabbi

Két darab margarinkockat szeretnénk dttenni egy

F'S
Y

tablazat.

Tetraéder Hexaéder (kocka)
szabalyos

A lapok alakja négyzet

3 ) haromszog BY

A lapok szama 4 6

A csucsok szama 4 8

Az élek szama 6 12

19. lecke | GYAKORLAS

ires margarinos csészébe. A kockak oldalélei ko-
rilbelil 63 mm hosszuak, a csésze alapkorének
atmérdje 10 cm, fedékorének atmérdje 11,4 cm,
alkotdja 5,6 cm hosszu.

Vajon sikertiil-e az ,,atdarabolas’? Ellenérizd a meg-
felel6 térfogatok 6sszehasonlitasaval!

Dani és Domi osztozkodik
egy olyan forgaskdap alakd
tolcséres édességen, amely-
nek alaplapja 7 cm atmé-
r6ji, a magassiga pedig
15 cm. Az édesség teteje
étcsokival van bevonva, de
Dani azt nem kedveli, ezért

nem a tengely mentén fog-

jak elvagni a tolcsért.

Dani azt javasolja, hogy gy osztozzanak, hogy

a magassag felezGpontjan atmend, az alaplappal

parhuzamos sikkal vagjak el a finomsagot.

Domi szerint ez nem lenne igazsagos, ezért szami-

tasokba kezd.

a) Milyen ardnyban osztoznanak, ha Dani javasla-
ta szerint darabolnak az édességet?

b) Az alaplaptdl szamitva milyen tavolsagban kell
elvagniuk az édességet az alaplap sikjaval par-
huzamosan ahhoz, hogy megfelezzék az édes-
séget (annak a térfogatat)?

\ 2

Oktaéder Dodekaéder Ikozaéder
szabalyos szabalyos szabalyos
haromszog Otszog haromszog
8 12 20
6 20 12
12 30 30
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Egy kiallitason régi, diszes kapuk masolatat akarjak
bemutatni. Az egyik kapu mellett kétoldalt eredetileg
egy-egy kobol késziilt gomb és egy-egy forgaskup he-
lyezkedett el. A kiallitasra ezek feny6fabol késziilnek.
A gombok atméréje 4,2 dm, a kipok alapkorének at-
mérdje ugyanennyi, magassaguk 5,4 dm.

a) Mennyi e négy targy egylittes tomege, ha a feny6-

fa stirisége 0,43 %?
cm

b) A két gombot és a kiipok palastjat viztaszit6 festék-
kel vonjak be. Mekkora a befestend® teljes feliilet?

Egy sziiletésnapi torta tésztdjat egy négyzet alapu

egyenes hasabbdl és egy kettévagott forgashengerbdl

illesztették ossze. A forgashenger alapkore atmérdjé-

nek hossza egyenl6 a négyzet oldalhosszaval. Becsiil-

jitk meg, hany embert kindlhatunk meg a tortaval, ha

tudjuk a kovetkezdket:

- a négyzet alapd részt egy 20 cm oldalhosszasagu
formaban siit6tték;

- atorta magassaga 8 cm;

- egy személyre egy atlagos, téglatest alaku, koriil-
beliil 3 x 8 x 5 cm-es szeletnek megfelel6 mennyi-
séggel szamolunk!

(Erettségi feladat, 2007)

Egy gyertyagyarban sokféle szin(i, formaju és mére-

t gyertyat készitenek. A folyékony, felhevitett viaszt

kiilonféle formakba ontik. Az &ntShelyek egyikén

négyzet alapt, egyenes gulat ontenek, melynek alap-

éle 5 cm, oldaléle 8 cm hosszu.

a) Szamitsd ki ennek a gula alaku gyertyanak a tér-
fogatat! (Az eredményt cm’-ben, egészre kerekit-
ve add meg!)

Tergeometria a hetkiznapi elethen

b) Ezen az 6ntShelyen az egyik muszakban 130 da-
rab ilyen gyertyat gyartanak.
Hany liter viaszra van sziikség, ha tudjuk, hogy
a felhasznalt anyag 6%-a veszteség? (Az ered-
ményt egy tizedesjegyre kerekitve add meg!)

c) A gula alaku gyertyakat egyenként diszdobozba
csomagoljdk. Hiny cm’ papir sziikséges 40 da-
rab diszdoboz elkészitéséhez, ha egy doboz pa-
pirsziikséglete a gula felszinének 136%-a?

Forgaskup alaku farsangi kalapot szeretnénk készi-
teni. A kalap 40 cm magas lesz, és ,fejkorfogata”
(az alap kertilete) 54 cm.
a) Hény cm’ karton sziikséges az elkészitéséhez?
b) Az abran a kalaphoz sziikséges korcikk két le-
hetséges kivagasi modjat abrazoljuk.
Milyen széles és milyen magas téglalap alaka
kartonlap sziikséges az egyik, illetve a masik
esetben?

Egymadsra merdleges vagy egymassal ferde szogben
talalkozd tengelyek esetében az erdatvitel egy lehet-
séges modja a kupos fogaskerekek alkalmazasa. Az
abran lathaté fogaskerekek modellezhet6k olyan
csonkakuapokkal, amelyek alapkore 1,5 cm, fed6ko-
re 1 cm sugard. Mekkora az egyes fogaskerekeken
a kopasnak kitett feliilet (a fogak kiilsé feliilete), ha
az a modellként hasznalt csonkakip paldstjanak
koriilbeliil 40%-a, és az alkotd az alapkérrel

a) 45°-os;

b) 50°-0s szoget zar be?

TERGEOMETRIA



HAZI FELADAT

Egy homokkup alakja jé kozelitéssel 80 cm magassa- b) Mekkora a 200 gramm tomegti darab térfogata?
gu, 120° nyilasszogt forgaskup. c) A 200 gramm tomegl darab csomagolasanal
a) Mennyi a homokkup térfogata? a teljes felszinre még 25%-ot ra kell szamitani.
b) Hanyszor kell fordulnia egy teherauténak, ha Mekkora teriiletli csomagoléanyag kell a becso-
minden alkalommal ugyanannyi homokot tud magolasahoz?

szallitani, mint amennyi ebben a homokktpban

van, és az épitkezésen 12 m’ homok sziikséges? PR A viztarold kozépsé része egy 6 m atmérdjd,
b 8 m magassagu forgashenger, als6 része félgomb,
fels6 része forgaskap alaku.
A kaip magassaga 3 m.
a) Mekkora a tartaly teljes (bruttd) térfogata?
b) Mekkora feliiletet kell bevonni a tartaly kiilsé
feliilletének festésekor?
Egy vizelvezet6 arok aljat és oldalait a kidsas utan
30 cm oldalhosszuisagl, négyzet alaka kélapokkal
szeretnék burkolni, ezért 4sds kozben az arok ke-
resztmetszetét id6r6l id6re ellenérzik. Ehhez az db-
ran lathaté fabol késziilt keretet hasznaljak, melyet
egy darab 60 cm és 5t darab 30 cm hossz(i falécbdl CR Kristalycsillarokon sokszor lathato olyan iivegdisz,

allitottak Ossze.
a) Hany kobmeéter foldet kell kidsni a 24 m hossza
arok elkészitéséhez?

amelynek alakja két talpaval egymasnak forditott,
azonos alapu, de eltéré6 ma-

assagu szabalyos gula. E
b) Hany kélapra van sziikség a tervezett burkolds- 529598 o 8 &y

ilyen disz két guldjanak k6zos
hoz?

alapja 1 cm oldald hatszog, a
gulak magassaga pedig 2, il-
letve 5 cm. Milyen nehéz egy-
egy ilyen iivegdisz, ha tudjuk,
hogy a készitéshez hasznalt

P k
iiveg strlisége 3,1 —ga?
dm

(%)
Y

Egy 3 cm vastagsagt, 16 cm sugart, forgashenger
alaku sajttombot 15°-os kozépponti szogt korcikkek
mentén 200 gramm tomeg( darabokra vagnak szét.

15°

L s

16

a) Mekkora tomegti volt a teljes sajttomb?

20. lecke | TERGEOMETRIA A HETKOZNAPI ELETBEN 45



Gyakorlas, tufasproha

FELADAT

Az Antarktika jéggel boritott teriilete kb. 13,8 millié

Y

km’, a jégréteg 4tlagos vastagsdga 2200 méter. Hany
kobméter jég boritja ezt a kontinenst? Ez a térfogat
hény szazaléka a Fold teljes vizkészletének, ami kb.
1,46 milliard km’?

Egy négyzetes k6oszlop alapélei 12 dm-esek, a ma-

gassaga 18 dm.

a) Mekkora tavolsagra van egymastdl a kdoszlop két
legtavolabbi csticsa?

Az oszlopbdl kifaragjak a lehet6 legnagyobb térfoga-

ta szabalyos négyoldalu gulat.

b) Hogy aranylik egymashoz a gula és az oszlop tér-
fogata?

c) Mekkorak a gula oldalélei?

d) Mekkora a gula egy oldalélének az alapsikkal al-
kotott szoge?

e) Mekkora a gula egy oldallapjanak az alapsikkal
alkotott szoge?

TUDASPROBA I.

Egy ladika téglatest alakd, az alapélei 3,2 dm és

46

Y

3,7 dm, az oldalélei 6,8 dm hosszuak.

a) Hany olyan 6,7 dm hosszu fémpalca fér el benne,
amelynek az alapja 15 mm-es oldalt négyzet?

b) Elfér-e aladikdban egy 8,3 dm hossztisagu, nagyon
vékony fémpalca?

Egy 18 cm atmér6jli fazékban 12 cm magasan all a le-

ves.

a) Hany liter leves van a fazékban?

b) Hany adag levest lehet kimerni egy 8 cm atmér6-
ji, félgomb alaku merékanallal?

Az dbran egy forgasszimmet- 11

'S
K4

rikus tolcsér keresztmetszete

lathatd. A kiilonboz6 atmérdk 9
felilrdl lefelé haladva: 11 cm,

9 cm, 2 cm, 1 cm; az egyes ré- 2

szek magassdga rendre: 0,5 cm

(felsd, csonkakap alaku rész), !
5 cm (hengeres rész), 2,5 cm (csonkakup alakt
rész) és 4,5 cm (csonkakup alaku kifolyorész). Tal-
folyik-e a tolcsér felsé peremén a méalnaszorp, ha a
nyilast alul befogjuk, és a tolcsérbe fél liter szorpot

toltiink?

Egy kap palastja sikba teritve egy 210° kozépponti

sz0gu, 18 cm sugaru korcikk.

a) Mekkora a kap felszine?

b) Mekkorak a kap alkotdi, magassaga és térfo-
gata?

c) Mekkora a kap nyilasszoge?

Egy forgashenger alapkorének az atmérdje 72 mm,
a térfogata pedig ugyanakkora, mint a 72 mm-es at-
mérdjli gomb térfogata. Milyen magas ez a henger?

[\

—

80 cm hossztsagura darabolt, 10 cm atmér6jt
fahengerekbdl olyan colopoket esztergalnak,
amelyeknek a hengeres része ugyancsak 10 cm
atméréji (dbra). Egy colop hossza 78 cm, a
csonkakup alakd rész 5 cm magas, a henger
alakt rész 60 cm hosszi. A c6lop csonkakuap
alakd végén 1év6, kor alaka rész 6 cm atmérd- | __

ji. Hany szazalék hulladék keletkezik a c6lo-
pok gyartasakor?

TERGEOMETRIA



CBR A képen lathat6 ,felforditott” szabalyos négyoldalu giila alaku szokékut alapélei 40 centi-
méter hossztiak, magassaga 70 cm.
a) Hény dm’ rozsdamentes acéllemez boritja a szokékut belsd feliiletét?
b) Hany liter vizet tartalmaz a gula, ha teljesen megtelik?
c) Mekkora szoget zarnak be a gtla élei a vizszintes sikkal?

TUDASPROBA II.

a) Becsomagolhaté-e egy 53 cm hosszura Ossze-

Y
H

Egy nyerscsavar (még nincs rajta me- 11 |

csukhatd horgaszbot egy 30 x 40 x 20 cm-es 1a- net, és a csavarfejen sincs bemélye- T3
dikaba? dés) hossziranyu keresztmetszetét és
b) Egy négyoldald gula alaplapja megegyezik a mm-ben megadott méreteit mutatja
30 x 40 x 20 cm-es téglatest egyik oldallapjaval, az abra. Mekkora tomegti nyersanyag- 20
az ezzel szemkozti oldallapon van a gula csucsa. ra van sziikség 1,5- 10° darab nyers-
Mekkora a gtla térfogata? csavar elballitasahoz, ha a gydrtas
soran 17,8% veszteség keletkezik, és a
N L1 s . Lo 3
Egy forgaskap alapkorének az atmérdje 54 mm, a csavar anyagénak stir(isége 8700 k_gs? i
m -

térfogata ugyanakkora, mint az 54 mm-es atmér6jl
gomb térfogata. Milyen magas ez a kap?

o
Y

A parizsi Louvre muzeum 1989-ben atadott 6j f6-
bejarata egy olyan {ivegpiramis, amelynek alapja

w
Y

Egy 22 cm-es dtmérdji fa fel- 35 méter oldalhosszusagu négyzet, magassaga pedig

20,6 méter.
a) Mekkora szoget zdrnak be a vizszintes sikkal a pi-

gombbdl kivajtak egy feleakkora
atmérdjii félgombot.

a) Mennyi viz fér az igy kifara- ramis oldalélei?
gott talba? b)
b) Mekkora feliiletet kell befesteni, ha a talat teljesen

be akarjdk vonni mtianyag alapu festékkel?

Mekkora szoget zarnak be a vizszintes sikkal a pi-
ramis oldallapjai?

c) Hany m’ az {ivegfeliilet nagysiga? (Az iiveglapo-
kat tart6 keretek teriiletétdl tekintsiink el!)

21. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA
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Epitékockdk méreteit ldtod az abrdn. Szdmold ki
a felszintiket és a térfogatukat!

a) b)

4 cm

4 cm

Ennek az épitéjatéknak az elemei forgdsszimmet-
rikusak. Szamold ki, mennyi az egyes elemek felszine
és térfogata!

a) c)

8 cm

Egy bolygé sugara 2440 km.
a) Milyen hosszli ezen a bolygon az egyenlit6?
b) Mekkora a bolyg6 felszine és térfogata?

Egy2 cm x 3 cm X 5 cm-es, téglatest alaka gyurmabol

a) egy nagy gombot formazunk. Mekkora a gomb
sugara és felszine?

b) 6t egybevago, kisebb gombot formazunk. Mek-
kora egy kis gobmb térfogata és sugara? Mekkora
Osszesen az 5 gomb felszine?

Egy 7,2 cm sugart gombot félbevagunk a kozéppont-
jan atmend egyik sikkal. Mennyi a keletkezé részek
felszine és térfogata?

Egy gomb alaka gytimoélesben kozépen gomb alaka

mag van. A mag atmérdje 1,4 cm, a teljes gyiimolcs

atmérdje 4,2 cm.

a) Hany cm” a gyiimélcs héja?

b) Hany cm’ a gyiimélcs hiisa, ha a héj vastagsagatdl
eltekintiink?

Mennyi az dbra szerinti egyenes hasabok felszine és

térfogata?
a) b)

4 cm

c)

4 cm 3cm

3cm

Négyoldalu szabalyos gula alapéle 32 mm, magassaga

40 mm.

a) Mekkora a térfogata?

b) A gula tetejérél az alaplappal parhuzamos sikkal
levagunk egy 8 mm magassagu kis gulat. Mekko-
ra a levagott kis gula és a keletkez6 csonkagula
térfogata?

Egy forgaskup alapkorének atméréje 6,8 cm. Magas-
sdga 5,4 cm.

a)
b)
c)

Mekkora a térfogata?

Mekkora a felszine?

Ez a forgaskap tgy keletkezett, hogy egy egyenld
szaru hdromszoget megforgattunk a szimmetria-
tengelye koril. Mekkordk voltak a haromszog ol-
dalai?

L8 Egy forgaskap alapkérének atmérdje 6,8 cm. Ma-
gassaga 5,4 cm. A forgaskup tetejérdl, az alaplappal
parhuzamos sikkal levagunk egy 0,9 cm magas kis
forgaskupot.

a) Mekkora a levagott kis kip térfogata és felszine?
b) Mekkora a keletkez6 csonka kuap térfogata és fel-
szine?

Egy téglatest alaplapjanak két éle 12 cm és 16 cm, a
téglatest testatloja 60°-os szoget zar be az alaplap sik-
javal.

a) Mekkora a téglatest testatlojanak hossza?

b) Mekkora a téglatest ismeretlen hosszusagu éle?
c) Mekkora szoget zar be egymassal két testatlo?
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Az abrén lathaté kocka élei 10 cm hosszuak.

a) Szamitsd ki az EBD, APH és QPR haromszogek
oldalainak hosszat és szogeinek nagysagat! (P,
Q, R pontok a kocka dbra szerinti éleinek felez6-

pontjai.)

b) Mekkora szdget zarnak be az EBD és PQR harom-
szogek sikjai a kocka ABCD alaplapjaval?

Egy téglatest élhossztisagainak ardnya 1:2: 3. A tég-
latest cm’-ben mért felszinének mérészdma meg-
egyezik a cm’-ben mért térfogat mérészdmaval. Ha-
tarozd meg a téglatest éleinek hosszusagat!

Egy négyzet alapu egyenes hasab testatléja 25 cm,

alapéle feleakkora, mint az oldaléle.

a) Mekkora szoget zar be a testatld a hasab éleivel?

b) Mekkora szoget zar be a testatld a testet hatarolo
lapok sikjaival?

c) Mekkora tavolsagra vannak a testatlotol a hasab
csucsai?

A 8 cm élti kocka csticsai koziil véletlenszertien kiva-
lasztunk kett6t. Mennyi a valdszintsége annak, hogy

a kivalasztott csucsok kozotti tavolsig 8v/2 cm?

Kocka alaku, 10 mm élhosszusagu kis kockacukrok-

bdl 135 db kertiil egy téglatest alaki dobozba.

a) Milyen méretti dobozokba csomagolhatjak a kocka-
cukrot, ha a doboznak nincs 3 cm-nél kisebb éle?

b) Melyik doboz elkészitése igényel kevesebb cso-
magoldanyagot?

Egy szabalyos nyolcszog alapt egyenes hasab alapéle

6 cm, oldaléle 0,7 dm. Milyen hossztsagu a legrovi-
debb testatldja? Mekkora szoget zar be a leghosszabb
testatlo az alaplap sikjaval?

Egy lakohaz bejaratanal a mellékelt abran lathato lép-
cs6t akarjak kidnteni betonbél. Hany m’ betont kell

hozz4 keverni?

Egy 12 cm magassagi egyenes hasab alapja egy
egyenl6é szari hdromszog. A hasab valamelyik két
oldallapjanak hajlasszoge 70°, térfogata 360 cm’.
Mekkordk a hasab alapélei?

Egy haromoldalt guala alaplapjanak ismerjiik két ol-
dalanak hosszat és az altaluk kozbezart sz6g nagysa-
gat:a =8 cm, b = 13 cm, y = 50°. A gula 10 cm-es
magassaganak talppontja az a oldal felezdpontjaban
van. Hatdrozd meg a gula tobbi élének a hosszat!

Egy 20 cm magas egyenes hasab alaplapja olyan sza-
balyos nyolcszog, amely koré 8 cm sugaru kor irhato.
Szamitsd ki a hasdb felszinét és térfogatat!

Egy 9 dm’ térfogatu szabélyos hatoldald gula oldaléle
az alapsikkal 72°-0s szoget zar be. Milyen hosszisagu
az oldaléle? (Gimndziumi érettségi feladat — 1988)

Az egyik husiizemben olyan hengeres alaku felvagott-
rudakat gyartanak, aminek a két vége félgombben
végzodik. Egy ilyen rad teljes hossza 22 cm, kereszt-
metszete pedig 8 cm atmér6jli kor.

a) Mekkora egy ilyen rud térfogata?
b) Mekkora a rajta 1év6 fdlia teriilete?



Egy szabélyos otszog alapt gula alapéle 5 cm. Ha a [£5E88 Mekkora annak a kupnak a nyildsszoge, amelynek
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gulat az alaplappal parhuzamos sikkal elmetssziik,
a sikmetszet teriilete harmadrésze az alaplap teriileté-
nek. A metszdsik alaplaptdl mért tavolsaga 4 cm. Sza-
mitsd ki az eredeti guila térfogatat és felszinét!

Egyenes korhenger alapkoérének sugara 5 cm, kiteri-
tett palastja pedig olyan téglalap, amelyben az oldal-
hosszak aranya 2 : 3. Mekkora a henger felszine és
a térfogata?

Egy henger alaku sajtkorong 1,2 kg, a korong atmé-
réje 18 cm, magassaga 6 cm. Ebbdl egy 15 dkg-os
cikket vagnak le. Mekkora a sajtdarabon 1évé piros
muanyag fdlia teriilete?

Egy henger alaku fadarabot, aminek magasséga 30 cm,
alapkorének atmérdje 21 cm, az alaplapokra merdle-
ges, két egymassal parhuzamos siku vagassal harom
darabra hasitunk. A sikok az alapkor atméréjét ha-
rom egyenld részre osztjdk. Mekkora a keletkezett
fadaraboknak a térfogata és a felszine?

Egy pok egy forgashenger alakd helyiség mennyeze-

tének peremérél a padlé atellenes pontjaba kétféle-

képpen is eljuthat ugyanakkora tton:

- fuggolegesen leereszkedik, majd a padlé atméréje
mentén folytatja atjat, vagy

- végig a palaston halad ugy, hogy a palastot sikba
kiteritve utja egy egyenes szakasz.

Szamitsd ki a henger magassdganak és atméréjének

aranyat!

Egy forgaskap nyilasszoge 60°, magassaga 10 cm.
Mekkora a kiteritett paldstjanak a kozépponti szoge
és a teriilete?

Egy forgaskap alapkorének sugara 7 cm, alkotdja
25 cm hosszt. A kiapot kettévagjuk a csticsan atme-
nd, az alaplapra mer6leges sikkal. Mekkora a keletke-
zett részek felszine és térfogata?

34>
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palastja haromszor akkora teriiletd, mint az alapkor
tertilete?

A béabszinhazban jelmezeket készitenek egy meseja-
ték szerepléinek. A kiralylany ruhajat eredetileg egy
8000 cm” teriiletti anyagbdl szabtak ki, de a szabds-
varras soran 21,5%-os volt az anyagveszteség. Az el-
készitett ruha csonkakdp-palast alakd, melynek nya-
kanal mért atmérdje 10 cm, a legaljan mért atmérdje
30 cm. Milyen magas a kiralylany, ha a ruhagallértdl
a feje bubjdig mért tavolsag 30 cm, a ruha aljatdl a
talpaig mért tavolsag 44 cm?

Egy korgytirti két korének atmérdje 204 mm, illetve
30,6 cm. A korgytir sikjaban, a kdzéppontjabdl indulo
két félegyenes 120°-o0s szoget alkot. Készits abrat!

a) Mekkora a korgytirti két részének (a két korgytrt-
cikknek) a teriilete?

b) Mindkét korgytirtcikkbdl egyenes csonkakup-
palastot készitiink. Mekkora a csonkaktpok alap-
korének és fedékorének a sugara?

c) Mekkora a b) feladatban szerepl6 két csonkakuip
magassaga és térfogata?

Egy egyenes korkup felszine 314 cm”, a kip alkotéja-
nak és az alapkor sugardnak dsszege 20 cm. Szamitsd
ki a kup térfogatat!

1 literes, csonkakup alaku tejf6lospohdr alapkorének
(bels6) atméréje 9 cm, fed6korének atmérdje 11 cm
hosszu. A poharban 8 dl tejfol van. Milyen magasan
all a tejfol a poharban?

Egy 10 cm oldala szabalyos haromszoget megforga-
tunk az egyik oldalegyenese koriil. Hatarozd meg az
igy keletkezett forgastest felszinét és térfogatat!
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Egy henger alaku fazék belsé atméréje 20 cm, ma-
gassaga 28 cm. A fazékba hat liter vizet tettiink. Hany
darab turégombdcot tehetlink egyszerre a vizbe, ha
azt szeretnénk, hogy utdna a viz szintje a fazék fel-
s6 peremétdl szamitva legalabb 2 cm-re legyen? Egy
tarégombdc atmérdje 4 cm. (A vizbe helyezett trd-
gombdcok teljesen elmeriilnek a vizben.)

Az abran lathato test Ggy
keletkezett, hogy egy for-
gaskapbdl kivagtak egy
kisebb forgaskapot. A két
kap tengelye egybeesik,
nyilasszogiik egyenld, és
a kisebb kup térfogata
27-ed része a nagy kup
térfogatanak. A két kuap
csucsanak tavolsaga 8 cm,

a nagy kup alkotéja 20 cm. Hatdrozd meg a keletke-
zett test felszinét!

Milyen tavol van a 15 cm sugaru gomb kézéppont-
jatol az a sikmetszete, amelynek teriilete % része a

fékor tertletének?

Egy 20 cm atmérdji gombot harom, paronként egy-
masra merdleges, a gomb kozéppontjan athalado sikkal
elvagunk. Mennyivel valtozott meg az igy kapott testek
egyiittes felszine az eredeti gobmb felszinéhez képest?

Egy 12 cm élhosszusagui kocka minden cstcsanal
levagunk a kockabol egy olyan haromoldala gulét,
amelynek oldalélei a kockaélek 4 cm hosszu darabjai.
a) Hany lapja, csucsa, éle van a visszamarado testnek?
b) Mekkora a megmaradt test térfogata és felszine?
(Szakkozépiskolai érettségi feladat — 1988)

Egy recept alapjan annyi tésztat gyurtunk, ami 50 db

3 cm atmér6ji kokuszgolyd elkészitéséhez elegen-

dé. Mi ennél nagyobb, 4 cm atméréjii golyokat for-

mazunk, és a maradékbol is készitlink egy gombét.

a) Hany darab kokuszgolyonk lesz?

b) A kdkuszreszelék mennyisége, amiben a golyokat
megforgatjuk, egyenesen aranyos a golydk felszi-
nével. A kisebb méretti (3 cm) golydkhoz sziiksé-
ges kokuszreszelék hany szazalékdra lesz sziiksé-
glink a nagyobb golyok készitése soran?

Egy szabalyos hatszog alapu gula alapéle 15 cm, ma-
gassaga 20 cm. Hatdrozd meg a gulaba irhaté gomb
sugarat!

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY
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Kardcsony eldtt egy gyertyakészité az egyenes kor-
henger formaju gyertyakat négyesével szeretné do-
bozolni. Erre tobbféle lehetdség is kindlkozik:

- téglatest alaka dobozokba;
YN

sooolee

Y N
- henger formaji dobozba cso-

N N

magolja a gyertyakat. (A do-
bozokat gyertydkkal egytitt
feltlnézetbdl dbrazoltuk.)

A gyertyak atméréGje 6 cm, magassaga 9 cm, és ugy
kell a dobozokban elhelyezni 6ket, hogy ne 16tyog-
jenek.

a) A dobozokat kartonpapirbol készitik. Melyiknek
legkisebb az anyagsziikséglete?

b) Szamold ki, hogy az egyes esetekben a doboz tér-
fogata hany szdzaléka a gyertyak egyiittes térfoga-
tanak!

c) Szamold ki, hogy az egyes esetekben a doboz tér-
fogatanak hany szazaléka iires!

Egy 50 cm’ térfogatti egyenes csonkaktp alapkoré-
nek a sugara 25 mm, fed6korének sugara 13 mm. Mi-
lyen magas a csonkakup?

»Azirasbeli érettségi vizsgalat tételei az 1892-93. isk. év
végén. Esztergom. Szt. Benedekrendi fégymnasium.
(Borosay David)

Valamely harom oldalu gula alapjanak, mely egy
6,8 m kiill6jii [sugart] korbe van beirva, egyik olda-
la 13 m. s ezen oldal mellett fekvé egyik szoge 25°26%;
az oldalélek mindegyike 9 m. A csucsponttdl milyen
tavolsagban kell az alappal parhuzamos sikkal met-
szeniink a guldt, hogy azt két egyenl6 részre osszuk?”
(Forras: KoMaL 1894. februdr, 23. oldal)

»Az érettségi vizsgalat tételei az 1894-95. iskola év
végén. Kalocsa. Jézus-tdrsasagi érseki f6gymnasium.
(Strobl Antal)

Valamely nyolczoldalu szabalyos egyenes gulanak
oldalsikja az alapsikhoz 60°32’-nyi sz6g alatt hajlik:
mekkora ennek feliillete és kobtartalma [térfogata],
ha az alap sikja kortl leirt kor sugara egyenl$ azon
gomb sugaraval, melynek feliilete 380,13 m?”
(Forras: KoMaL 1896. januar, 78. oldal)
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Ha felfelé megyiink egy lépcsén, és minden 1épésnél felfelé lépiink 1 vagy 2
fokot, akkor hanyféleképpen juthatunk fel a 1épcs6é masodik, negyedik, illetve
nyolcadik fokara?

Megoldds
Az elsé 1épcséfokra egyféleképpen léphetiink: ha els6 1épésben 1 fokot 1épiink.
A masodik 1épcs6fokra kétféle mddon érkezhetiink, ha elsére 2 fokot 1épiink,

vagy ha elsdre és masodikra is 1-1 fokot 1éptink. Ha a,-nel jel6ljiik az n-edik
lépcséfok esetén a lehetdségek szamat, akkor a, = 1 és a, = 2.

A harmadik lépcséfokra érkezhetiink a masodik 1épcséfokrol egy utolso 1-es 1épéssel vagy az elsé 1épces6fokrol utoljara 2-t
lépve. A harmadik lépcséfokra a lehet6ségek szama tehat megegyezik a masodik és az els6 1épcséfokhoz tartozé lehetdségek
Osszegével: a, = a, + a;; vagyisa, =2 + 1 =3.

A lehetéségek szdma eddig igy alakult: 1; 2; 3. (Vajon hogyan folytatddik ez a sorozat? ... Ovatosnak kell lenniink a vélasszal.
Most nem az lesz a folytatds, ami err6l az 1; 2; 3 szamokat hallva elséként esziinkbe jut. T )

A negyedik 1épcséfokra érkezhetiink a harmadik 1épcséfokrdl egy utolso 1-es 1épéssel vagy a masodik 1épcséfokrdl utoljara
2-tlépvera,=a,+a,=3+2=5.

Vegyiik észre, hogy minden Iépcséfok esetén, han > 2, akkor a lehetéségek két jol elkiiloniild csoportra bonthatok: az egyik
lehet8ség az, hogy az utolsé lépésben 1-et, a mésik lehet8ség az, hogy az utolsé 1épésben 2-t lépiink. Altalanosan felirhato,
hogy n > 2 eseténa, =a,_, +a,_,. A sorozat minden tagja meghatdrozhato az el6tte allé két tag segitségével. Ez alapjan
ki tudjuk tolteni az alabbi tablazatot.

a, = 34, a nyolcadik 1épcséfokra tehat 34 kiilonbz6 mddon juthatunk fel.

A sorozat fogalma

Sorozatrél (vagy szamsorozatrol) beszéliink, ha valds szamoknak egy végtelen sok tagbdl 4ll6 felsorolasat adjuk meg.
A sorozat olyan fiiggvény, amelynek értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza, képhalmaza pedig a valos
szamok halmaza. A sorozat az 1-hez a sorozat elsé tagjat rendeli, a 2-h6z a sorozat 2. tagjat, a 3-hoz a sorozat 3. tagjat, és
igy tovabb, az n-hez a sorozat n-edik tagjat: n — a,.

Jelolés: a sorozat jele: {a,}, a sorozat tagjai: a,, a,, 4, ..., az n-edik tag: a,,.

{a,} as; ay az; a;
1. tag 2.tag 3. tag n-edik tag



15 A kovetkezd grafikonok olyan fiiggvényeket dbrézolnak, amelyek értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok
halmaza. Add meg a fiiggvények hozzarendelési szabalyait!
a) b) c) [,A
yﬂ
yﬂ
° ° It
L] ° It
1 L] ° 1 !
0] 1 > 0l 1 X 0f 1 4
“J3 Felfelé haladunk egy 1épcsén tgy, hogy 1 vagy 2 fokot léphetiink egyszerre (lasd Kidolgozott feladat).

a) Ertelmezd, hogy mit jelent a Kidolgozott feladatban hasznalt jelolésekkel az a4 a,, és az a,,!
b) Annak ismeretében, hogy a,, = 4181 és a,, = 10 946, hatirozd meg a,, és a,, értékét!

ER Az % tizedes tort alakjdban milyen szamjegy 4ll a tizedesvessz6 utani 8-adik, 90-edik, illetve a 970-edik helyen?

A {k,} sorozat elsé tagja k; = 0, minden tovabbi tagja k, = (Z)

a) Add meg a sorozat els6 hat tagjat!
b) A kovetkez§ fiiggvények koziil van-e olyan, amelyik megegyezik a {k,} sorozattal, ha n € Z'?

(n+1)!

. 2_ . nn+1)
HOESS glm =-"—1 h(n) == i(n) ="1—-+ jn)=—-—

2

!
2

HAZI FELADAT

Hajni vasarnap kitalalt egy jo viccet, hétfén elmondta harom baratnéjének. Kedden mindegyikiik elmondta harom-
harom masik lanynak, ezutan mindenki, aki ismerte a viccet, a kovetkez6 napon tovabbmondta harom olyan
személynek, aki még nem hallotta. Toltsd ki a tablazat iires helyeit!

hétfén kedden  szerddn = csiitortokon pénteken szombaton
Hanyan ismerték meg a viccet? 3

Hanyan ismerték a viccet Osszesen? 1+ 3 =4

N
Y

Egy nemzeti park dllatgondozoi a kovetkezé egyszert szabaly segitségével modellezik az allatallomany novekedését
egy hiill6faj esetében: a kezdetben 201 egyedbdl allé allomany minden évben megduplazodik, azonban e duplazo-
dast kovet6en évente atlagosan 200 egyed elpusztul, igy az allomany létszama évrél évre kozel azonos marad.

a) Toltsd ki a tablazatot! Valoban kozel azonos marad az dllomdny létszama?

Evek szama 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Egyedszam 201

b) Adj meg olyan képletet, amellyel az adott évi egyedszambol kiszamithato a kévetkezd!

Sorold fel a sorozatok els6 6t tagjat! a,= GOnJ b, = . j_ 1 ¢, =log, n

22. lecke | SZAMSOROZATOK 53
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BEVEZETO

Ha 6sszeadjuk az elsé néhany pozitiv paratlan szamot, akkor a kovetkez6ket kapjuk:

1 1+3=4 1+3+5=9 1+3+5+7=16

Megfigyelhetjiik, hogy ezekben az esetekben az els§ n darab pozitiv paratlan szdm sszege egyenlé n’-tel. Bebizonyithatd,
hogy ez a megfigyelés dltalanosan is teljesiil. Adj magyarazatot az abrak alapjan arra, hogy tovabbra is teljesiil az 6sszefiiggés!
Ez alapjdn az 1;4; 9; 16; ...; n’; ... sorozat tobbféle médon is megadhaté. A kovetkezd leirasok ugyanazt a sorozatot hataroz-
zak meg. (Felhasznaljuk, hogy az n-edik pozitiv paratlan szam 2n — 1.)

a,=n a,=1+3+...+02n—1) a,=1ésa,=a, +@2n—1)
A sorozat megadasa
Egy sorozat megadhato:
> képlettel A sorozat n-edik tagjanak megaddsa n fiiggvényében (n € Z*). Példdul: a, = 3n + 2
» rekurziv médon A sorozat n-edik tagjanak megadasa az el6tte allo tag vagy tagok ismeretében. Ekkor a

sorozat els6 vagy elsé néhdny tagjat is meg kell adni (annyit, hogy a rekurzidval a tagok
kiszamolhatdak legyenek).
Példdul: a,=1,a,=2ésn > 2eseténa,=a, ,+a, ,

> utasitassal, koriilirassal Példdul: pozitiv négyzetszamok novekvd sorozata;

a % tizedes tort alakjdban a tizedesvesszd utan az n-edik helyen all6 szamjegy.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Add meg rekurziv médon, illetve képlettel a 8-cal osztva 5 maradékot ad6 pozitiv szimok névekvd sorozatat!

Megoldds

A sorozat elsé néhany tagja: 5; 13; 21; 29; 37.

Ha elkezdjiik felirni a sorozat tagjait, akkor észrevehetjiik, hogy az egymas utdn kovetkez6 tagok kiilonbsége alland6. Ha
egy szam 8-cal osztva 5 maradékot ad, akkor a nala 8-cal nagyobb szam lesz a kovetkez6 olyan szam, amely 8-cal osztva 5
maradékot ad. Ez alapjan a sorozat rekurziv megadasa: a,=5ésn > leseténa,=a,_, + 8.

A 8-cal osztva 5 maradékot ad6 szamok 8k + 5 (k € N) alakuak. Azonban a sorozat elsé tagja a k = 0 esetében kapott 5, ez
tartozik az n = 1-hez. Ezért helyettesitiink a képletbe k helyére n — 1-et. a,=8(n—1)+5=8n—8+5=28n—3.
Ugyanehhez a képlethez jutunk, ha észrevessziik, hogy a sorozat tagjait megkaphatjuk a 8n alakd szamokbdl (8; 16; 24; 32; ...)
ugy, ha mindegyikbdl levonunk 3-at. A sorozat tehat:  a, = 8n — 3.



Ird fel a sorozat elsé 6t tagjat, majd add meg képlettel I Adott az a, =8 (—1) sorozat (n € N").

4

is és rekurziv modon is a sorozatot!

a) A paros pozitiv egész szamok novekvo sorozata.

b) A természetes szamok n6vekvd sorozata.

c) 3-mal osztva 1 maradékot add pozitiv egész sza-
mok novekvd sorozata.

d) 7-tel osztva 4 maradékot ado6 pozitiv egész sza-
mok novekvé sorozata.

Ird fel annak az {a,} szdmsorozatnak az els§ nyolc
tagjat, amelyet igy adunk meg:
a) a,=3,éshan > l,akkora, =2-a, ,—4;

b) a,=+v3,éshan > 1,akkora, =2++v3 -a,_,.

Ird fel, és dbrazold a sorozatok elsé hat tagjat! Az {a,}
és {b,} sorozatot add meg képlettel, a {c,} sorozatot
pedig utasitéssal is!

a) Az {a,} sorozat els6 tagja 5. A masodik tagtél
kezdve a sorozat barmely tagja ugy kaphaté meg,
hogy az 6t megel6z6 taghoz hozzaadunk 2-t.

b) A {b} sorozat els tagja 8. A mdasodik tagtol
kezdve a sorozat barmely tagja ugy kaphaté meg,
hogy az 6t megeldz6 tagot elosztjuk 2-vel.

c) A {c} sorozat els6 tagja 3, masodik tagja 1. Ha
n > 2,akkor ¢, =¢,_

17 Ci2-

HAZI FELADAT

vonatkozik. Toltsd ki az tires helyeket!
g 10 C100

n 1 10 100

74 602

A két sorozat koziil melyiknek nagyobb a 4. tagja?

a) a, =12 —5n,illetve b, = 10 — n’
b) a,=n’+n,illetve b, = 35 — n’

23. lecke | SOROZATOK MEGADASA
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a) Add megaza,, a,, a,, a, a,,, a,, tagokat!

b) Hany elemt halmaz a megadott sorozat érték-
készlete?

c) Hatarozd meg a sorozat els6 25 tagjanak ossze-
gét!

(Erettségi feladat nyoman, 2021)

Egy biztonsagi 6r el6szor 4 egymdas utani napon

dolgozik, utdna 2 napot pihen, majd Gjra 4 nap

munka és 2 pihenénap kovetkezik, és igy tovabb.

Ha az 6r janudr elsején kezdett dolgozni, akkor

a) dolgozik vagy pihen az év 100. napjan?

b) az év 100. napjanak reggelén hany ledolgozott
munkanapja van mar az évben?

c) az év 125. napjanak reggelén hany ledolgozott

munkanapja van mar az évben?

A kovetkezd téblézat a ¢, = n(n — 1) + 2 sorozatra (Erettségi feladat, 2021)

Egy sorozat els6 tagja 5. A masodik tagtdl kezdve
minden tag az el6z6 tag (—2)-szeresénél 1-gyel na-
gyobb szam. Add meg a sorozat masodik, harma-
dik és hatodik tagjat!

Egy szamsorozatnak minden paratlan sorszamu
tagja 24, minden péros sorszamu tagja —23. Meny-
nyi az elsé tiz tag Osszege? Mennyi az elsé tizenot
tag Osszege?
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BEVEZETG A vilag gabonatermelése (milli6 tonna)
2500
A vildg gabonatermelése 1960 és 2010 kozott évente atlagosan koriilbeliil 5, |
27 millié tonnéval novekedett. 1960-ban a termelés koriilbelil 824 mil- /_ il
li6 tonna volt. Ezt a folyamatot modellezhetjiikk egy olyan sorozattal, 1390
melynek elsé tagja 824, és minden tag 27-tel nagyobb, mint az elétte ., _
allé tag. Azon sorozatokat, amelyek esetében az egymas utan all6 tagok l
kiilonbsége, azaz a, — a,_, allando, szdmtani sorozatnak nevezziik. (Az 500
abran a piros vonal mutatja a szamtanisorozat-szer( trendet. A narancs- ol
sargaval jelolt valodi termelési adatok kissé eltérnek ett6l.) greEiRgzeagese
2222222222888

A szamtani sorozat

Definicio: Az {a,} sorozatot szamtani sorozatnak nevezziik, ha a masodik tagtol kezd-

Forrés: Earth Policy Institute
www.earth-policy.org (U.S. and World Grain Production,
1960-2012)

ve barmely tag és az el6tte 4ll6 tag kiilonbsége dllandd, vagyis n > 1 eseténa, —a, |, a,

értéke allando.
Ez az éllando a sorozat differencidja (kiilonbsége). Jele: d.

A szamtani sorozat n-edik tagjat (n > 1 esetén) megkapjuk, ha az el6tte 4ll6 taghoz a

differenciat adjuk, vagy ha az els6 taghoz (n — 1)-szer adjuk hozza a differenciat.

Ha ismert egy szamtani sorozat két tagja (és mindkettérdl tudjuk, hogy hanyadik ta-

a,=a, +(n—1)d

gok), az egyértelmiien meghatarozza a szamtani sorozatot. A differenciat a tagok kiilénbsége segitségével meghatarozhat-

juk.

Példdul: a,,=40; a,;,=46 = a;—a,=3d = 46—40=3d = d=2

Megjegyzés: Ha egy feladatban egy szamtani sorozat harom egymast kovet6 tagja szere-

pel, akkor érdemes ,,szimmetrikus” jel6lést hasznalni:

KIDOLGOZOTT FELADAT

—-d  +d
¥ NN

a—d a a+d

Tibor januar elsejétdl kezdve minden hdnapban 100 forinttal tébbet tesz be a perselyébe, mint az el6z6

hénapban. Tudjuk, hogy az aprilis—jinius honapokban 6sszesen 8100 forintot tett a perselybe. Mennyi
pénzt tett Tibor a perselybe januarban?

Megoldds
Tibor juniusban 100 forinttal tobbet, aprilisban pedig 100 forinttal kevesebbet tett a perselybe, mint

¢+ 100

amennyit mdjusban. Ha a mdjusban betett 6sszeg forintban ¢, akkor az dprilisi ¢ — 100, a juniusi ¢ + 100.
(¢—=100) + c+ (¢ +100) =3¢ = 3c¢=8100 = ¢=2700
A mijusban betett pénz 2700 Ft, a januari 400 Ft-tal kevesebb, azaz 2300 Ft.

¢—100

< > Ellendrzés: A perselybe tett 6sszegek janudrtol juniusig: 2300; 2400; 25005 2600; 2700; 2800 Ft. Az utols6
8100 haromnak az dsszege 2600 + 2700 + 2800 = 8100 Ft.
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A 33-nal nagyobb paros szamokat névekvé sorba 4l-
litva szamtani sorozatot kapunk.

a) Melyik szam ennek a sorozatnak az els6 tagja?

b) Mennyi a differencia?

c) Melyik szam e sorozat 77. tagja?

d) Hanyadik tagja ennek a sorozatnak az 19482

Egy szamtani sorozat 10., 11. és 12. tagjanak Gsszege 63.

a) Szamitsd ki a sorozat 11. tagjat!

b) Szamitsd ki a sorozat elsd tagjat, ha 5 a sorozat
differencidja!

c) Szamitsd ki a sorozat 10. és 12. tagjat, ha 7 a soro-
zat differencidja!

d) Mutasd meg, hogy a 11. tag a 10. tag és a 12. tag
szamtani kozepével egyenld, akarmennyi is a dif-
ferencia!

A {b,} szamtani sorozatrol tudjuk, hogy

b,—b,=24ésb,+b =4.
a) Mennyi a differencia?
b) Mennyi az elsé tag?

c) Mennyi a hetedik tag?
d) Mennyi a negyedik tag?

HAZI FELADAT

Iktass be 4 szamot 5 és 8 kozé gy, hogy a hat szam

egyltt egy szamtani sorozat hat egymas utani tagja
legyen!

Y

(Erettségi feladat, 2017)

A tapasztalatok szerint egy Balaton-parti stran-
don jaliusban folyamatosan né a strandolok szama.
Ezért a strandbiifében bevalt rendszer, hogy a juli-
us 1-jei megrendelést kovetden julius 2-t6l kezdve
julius 31-ig mindennap ugyanannyi literrel novelik
a nagykereskedésb6l megrendelt tiditd mennyiségét.
A konyvelésbdl kideriilt, hogy julius 1-jén, 2-an és
3-an Osszesen 165 litert, julius 15-én pedig 198 litert
rendeltek. Hany litert rendelnek julius 31-én?

24. lecke | SZAMTANI SOROZATOK
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ran lathat6 szabdly sze-

rint hatszog alaka kéla-

pokkal burkoljak.

a) Milyen sorozatot al-
kot a mds-mds szi-

nt kélapok szama
beliilrél kifelé haladva, a kozéps6 fehér lapot
kivéve? (A sorozat elsé tagja a rozsaszin hatszo-
gek szama.)

b) Hany darab kélap van a beliilrél szamitott 12-
dik ,,kérben”?

c) Hany kélappal van tobb a 20-dik ,korben’,
mint a 15-dik ,,kérben”?

d) Hany szin van, amelybdl 100-nal kevesebb ko-
lap kell, ha minden ,,kér” szine kiillonb6z6?

Egy szdmtani sorozat 28. tagja 96, 32. tagja 112.
Hanyadik tagja ennek a sorozatnak a 192?

(Erettségi feladat, 2022)

Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak 6sszege
18. A harmadik és a negyedik tag Osszege 28-cal
nagyobb az elsé és a masodik tag Osszegénél. Ha-
tarozd meg a sorozat elsé tagjat és a kiilonbségét!

A 37-tel osztva 3 maradékot ad6 pozitiv egész sza-

mok novekvé sorozata egy szamtani sorozat.

a) Melyik a sorozat legkisebb tagja, amely na-
gyobb, mint 999?

b) Melyik a sorozat legnagyobb tagja, amely ki-
sebb, mint 10 000?

c) Hany négyjegyl tagja van a sorozatnak?

Egy szamtani sorozat 6t6dik és hatodik tagjanak
Osszege 60. A nyolcadik, kilencedik és tizedik tag
Osszege 69. Hatdrozd meg a sorozat elsé tagjat és
differencigjat!
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BEVEZETO

- Hogyan lehet a legegyszer(ibben megfogni egy oroszlant?
-

aAn

- Fogunk kett6t, és elengediink egyet. &5

Sokat segit ez a gondolat, ha egy szdmtani sorozat tagjainak 6sszegét keressiik.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy tér egyik részét 50 sorban diszkével boritottak. Az els6 sorba 26 diszkovet tettek, és minden kovetkezo sorba 2-vel tob-
bet, mint az el6z6 sorba. Hany diszké van a téren?

Megoldds

A sorokban a diszkovek szdma: 26; 28; 30; 32; ... . Az utolsd, 50. sor-  Lsor | 26 | 124 dsszesen 150
ban 26 + 49 - 2 = 124 diszké van. 2.50r | 28 | 122 Ssszesen 150
Gondolatban egészitsiik ki mindegyik sort! Az elsé sort annyi diszké- 3. sor . 30| 120 | Osszesen 150
vel, amennyi az utolsé sorban van, a masodik sort annyival, amennyi i i

az utolsé el6tti sorban van, és igy tovabb. Ezzel az eljardssal min- i i

den sorban ugyanannyi, 150 diszkd lesz. Ez 6sszesen 50 - 150 = 7500  50. sor 124 | 26 | Osszesen 150

darab. De ekkor kétszer szdmoltunk minden diszkovet. A diszkovek

szdma ennek a fele: W = 3750.

Megjegyzés: Ezzel a mddszerrel altaldnosan is kiszamolhatjuk a szdmtani sorozat els6 n tagjanak 6sszegét.

A szamtani sorozat els6 n tagjanak az dsszege

az elso taggal és az n-edik taggal g =Ata
" 2

2a,+(n—1d
=

Jelolés:

p 1 kifejezve (n; a, és a, ismeretében
sorozat elsd n tagjanak sszege: S, ) (5,650, )

az elsd taggal és a differenciaval

S,=a,ta,*a,+..+a, S
kifejezve (1, a, és d ismeretében) ! 2
. ; ‘ . " .z .. a +a
Bizonyitsuk be, hogy a szamtani sorozat els6 # tagjanak Gsszege S, = % n

Bizonyitds

Irjuk fel az els6 n tag dsszegét el6bb az indexek névekvé,
majd csokkend sorrendjében!

S,=a,ta,+...+ta,_ +a,

+..+ta,+aq

Adjuk 6ssze a két egyenletet!
2.S,=(a,+ta)+(a+a, )+..+(a +a)

Ebben a kifejezésben n darab zardjeles tag van.

S,=a,ta

n—1

Megfigyelhet6, hogy ezek a tagok egyenldk, hiszen

» az a, d-vel nagyobb az a,-nél, az a, | d-vel kisebb az

n—1

=a,—d),
» az a, 2d-vel nagyobb az a,-nél, az a,_, 2d-vel kisebb az

a,nél; (a,=a, +désa,_,
a,nél; (a,=a, +2désa, ,=a,—2d),
> ésigy tovabb.

Tehét2-S,=n-(a,+a). = §, = a,ta, n

2



150 Hatérozd meg a szémtani sorozatok hidnyzo6 adatait! | 'J3%" Egy Kis iizlet tulajdonosa 5 lada soletkonzervet sze-
retne elrendezni gula alakban. Mindegyik ladaban
& d i a, Sh 24 konzerv van. Mindegyik sorba 1-gyel kevesebbet
129 ~10 13 tesz, mint az alatta lévébe. El tudja-e rendezni a kon-
zerveket ugy, hogy a legfelsé sorba egyet tesz? Ha
e 21 12 igen, hanyat tegyen a legals6 sorba? Milyen magas

-8 22 77 lesz a gtildja, ha egy konzerv 12 cm magas?

. - i Hany konzerv kellene egy 3 m magas gulahoz?
~ ) . o o (Erettségi feladat, 2015)
25 Egy szamtani sorozat elsd tagja —65, n-edik tagja 65.

] ; ) ) Zsuzsa nagysziilei elhatarozzak, hogy Zsuzsa 18.
Mennyi a sorozat elsé n tagjanak osszege, ha

sziiletésnapjara 90 000 Ft-os vésarlasi utalvanyt
a)n=3 bn=8 c)n=11; d) n=27?

adnak neki ajandékba. Ezért 18 honapon keresztiil
(Erettségi feladat, 2006) minden honapban félretesznek valamekkora 6sz-

w
Y

55 darab egymast kovetd pozitiv paratlan szam 6sz- szeget gy, hogy a 18. sziiletésnapon éppen 90 000

szege 3905. Melyik az sszegben az elsé, illetve az 55. forintjuk legyen erre a célra. Az els6 honap utdn

paratlan szdm? mindig 200 forinttal tobbet tesznek félre, mint az

el6z6 hoénapban. Mennyi pénzt tesznek félre az

S
Y

Bizonyitsd be, hogy az elsé n darab pozitiv paratlan szam els6, és mennyit az utols6 alkalommal?

dsszege n”. (Ezt szemléltette a 23. lecke Bevezetdje.)

HAZI FELADAT

1> Y {a,} szamtani sorozatban az els6 tag 15, a differen- Egy stadion nézdterén az elsé sorban 340 tilés van,

cia —1,2. Mennyi a sorozatban minden kovetkezd sorban 30 tiléssel tobb, mint az
a) azelso 10 tag Osszege? el6z6 sorban. Hany nézének van til6hely a stadion-
b) az elsé 16 tag Osszege? ban, ha a sorok szama 6sszesen 27?2

c) azelsd 26 tag Osszege?
a) Egy szamtani sorozatban a, = —5, a, = 5. Sza-

Mennyi az eredmény, ha 6sszeadjuk mitsd ki d, a,; és S, értékét!
a) a pozitiv egész szamokat 100-t6l 1000-ig; b) Egy szdmtani sorozatban a, =6, a,,= —15.
b) a pozitiv paratlan szamokat 45-t8l 945-ig? Szamitsd ki d, a,, a,, és S, értékét!

c) a paros szamokat —14-t6l 132-ig?

RAADAS

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) német matematikusrél maradt fenn az a torténet, hogy kis-
gyermek koraban a tanitdja azt a feladatot adta fel az osztdly egy részének, hogy adjak 6ssze a
szamokat 1-t6l 40-ig. A tanité arra gondolt, hogy amig ezen dolgoznak, 6 foglalkozhat a tobbi
diakkal. De a kis Gauss pillanatok mulva mér jelentkezett is az eredménnyel. Igy gondolkodott:

1+40=41

1+39=41

20 +21 =41 Vagyis az 0sszeg 41-nek a 20-szorosa, azaz 820.

25. lecke | A SZAMTANI SOROZAT ELSO n TAGJANAK O0SSZEGE



Mertani sorozatok

Egy 8 cm oldalhosszisagu négyzet oldalfelezd pontjait sorban 6sszekétjiik. Mivel a
kapott alakzat olyan négyszog, amelyet az eredeti négyzet kozéppontja koriili 90°-os
elforgatds onmagaba visz at, ezért az oldalfelez6 pontok dsszekotésével kapott alakzat

is egy négyzet. A belsé négyzet oldalfelezé pontjait 9sszekotve ujabb négyzetet ka-

punk, és igy tovabb, az abra szerint. Ha ezt az eljarast folytatjuk, akkor mennyi 8 cm 8 cm
a negyedik négyzet kertilete és teriilete; az n-edik négyzet kertilete és teriilete?
Megoldds

Az egymasba irt négyzetek hasonlék. Mennyi a hasonl6sag aranya (1) az elsé két négyzet esetében?
Ha az els6 négyzet oldalanak hossza a,, és a masodik négyzet oldalanak hossza a,, akkor Pitagorasz

2 2 2 2
tétele alapjdn a; = <&> + <&) =244 Ebbdl: L g e A=-L. a

. a, = 1 a,
2) T2 =T /2 /2 :

Megfigyelhet, hogy barmely két egymds utdni lépésben kapott négyzet esetén a hasonldsag ardnya szin-

al
tén A =L 2

/2

A négyzetek oldalhosszai tehat egy olyan sorozatot alkotnak, melyben az egymads utan all6 tagok hanyadosa éllando.

Ha a hasonldsag ardnya A, a hasonl6 alakzatok keriileteinek aranya is 4, a teriiletek ardnya pedig A°. Igy a négyzetek keriiletei
és teriiletei is olyan sorozatot alkotnak, amelyben az egymads utan all6 tagok ardnya éllando. Az oldalhosszak és a kertilet

esetében ez a szorzészdm A = %, a teriiletek esetében pedig A* = % (Jol lathato, hogy a beirt négyzet teriilete fele az

eredeti négyzet teriiletének.)
Az elsd (eredeti) négyzet oldaldnak hossza a, = 8, keriilete K, = 32, és teriilete T, = 64. (Az egységek cm, illetve cm®.)

A masodik négyzetre a,=A-a K,=1-K T,=A"T
A harmadik négyzetre  a,=A-a,=1""q, K=1-K=1K T,=A"T,=A"T,
A negyedik négyzetre a,=A-a,=A-aq K,=4-K,=1K T,=A2T,=2°T,

A negyedik négyzet keriilete tehat ~ 11,31 cm, és teriilete 8 cm”.

Hasonlé moédon, [épésrdl 1épésre jutunk el a sorozatok n-edik tagjaig.

Az n-edik négyzetre: a,=A""aq K =A"K T =()"1

.05 Zoltan 3 millié Ft-ot helyez el a bankban, kamatos ['“I5°" Egy erdé fadllomanya 2005 és 2020 kozott min-

60

kamatra. den évben az el6z6 évhez képest 2%-kal csokkent.
a) Mennyi pénze lesz ezen a szamlan 6 év mulva, ha 2010-ben 12 000 m’ volt a fadllomény.

az éves kamat 3,5%? a) Mennyi volt a fadllomany 2005-ben?
b) Mekkora az éves kamat, ha 3 840 000 Ft lesz b) Mennyi volt a fadllomany 2020-ban?

a szamldjan 6 év mulva? c) Melyik évben csokkent a fadllomany el8szor
(A kamatot évente irjak jova. Zoltan a 6 év alatt nem 10 500 m”’ al4?
nyul ehhez a szamlajahoz.)

SOROZATOK



A mértani sorozat

Definicio: Az a, sorozatot mértani sorozatnak nevezziik, ha a masodik tagtdl kezdve barmely tag és az el6tte allo tag

hanyadosa 0-t6l kiilonb6z6 allando, vagyis n > 1 esetén L ¢rtéke allando.
n—1
Ez az alland¢ a sorozat kvociense (hanyadosa). Jele: g.
)
.q .q .q .q -q .q a?l — q
A YA YAV VA a4y
a a, a, a, 4. a; Q... —
A mértani sorozat n-edik tagjat (n > 1 esetén) megkapjuk, ha az el6tte 4ll6 tagot megszorozzuka ¢ )
_ n—1
kvécienssel, vagy ha az els6 tagot megszorozzuk a kvédciens (n — 1)-edik hatvanyaval. 4, =9
—

A mértani sorozatnak tehat semelyik tagja és a kvdciense sem lehet 0.

Megjegyzés: Ha egy feladatban ismert egy mértani sorozat két tagja (és mindkett6rdl tudjuk, hogy hanyadik tagok), akkor
lehetséges, hogy a feladatnak két megoldasa van.

Példdul: a,=10; a,,=40 = % =q = 4= =  q=2vagy-2.
12

FELADAT

Egy mértani sorozat elsd tagja 7. Mennyi a hanyados
és a hatodik tag, ha a negyedik tag
a) 189 b) —0,875¢

Egy mértani sorozat masodik tagja 1600, negyedik
tagja 4. Mennyi lehet a sorozat

a) kvociense; b) elsé tagja?

Egy mértani sorozat els6 tagja 8. A masodik és a har-
madik tag 0sszege 16. Mennyi lehet a sorozat negye-
dik tagja?

HAZI FELADAT

Létezik-e olyan mértani sorozat, amelynek a tablazat
egy soraban szerepl6 két szam a két adott sorszamu
tagja? Toltsd ki a tablazatot! Melyik esetben nincs
megoldas? Melyik esetben van két megoldas?

a, a, a, a, q
L 4 —16
IL. 9 81
111 500 —864
Iv. 400  —320

Egy vallalkoz6 2021-ben vett egy 21,5 milli6 forint

értékd gépet. Ennek értéke évente az el6z6 évi ér-

tékének 15%-aval csokken. Amikor az értékcsok-

kenés eléri az 55%-ot (azaz a gép értéke kevesebb

lesz, mint az eredeti ar 45%-a), a gépet értékesitik,

és tjat vesznek helyette.

a) Mennyit ér ez a gép 3 év mulva? (Figyelj! Itt a
valaszt a, értéke adja meg!)

b) Melyik évben kell értékesiteni?

c) Oldd meg a b) feladatot gy is, hogy nem hasz-
nélod fel a 21,5 milli6 forintos adatot!

Egy mértani sorozat harmadik tagja 32 és hato-
dik tagja 108. Hany olyan tagja van a sorozatnak,
amely kisebb, mint 1 000 000?

Egy mértani sorozat elsé tagja 10, és kvdciense
0,001.

a) Hanyadik tagja a sorozatnak a 100?

b) Hany olyan tagja van a sorozatnak, amely na-

10?

gyobb, mint 10



) T g

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy jarvany csokkend fazisaban egy modell szerint az j megbetegedések szama mindennap az el6z6 napi szam 90%-a. Ha

ebben a fazisban a honap elsé napjan 600 uj megbetegedés van, akkor a modell szerint 6sszesen mennyien betegednek meg

a honap elsé 20 napja alatt?

Megoldds

Mivel a modell szerint a betegek szdma naprol napra
ugyanannyiszorosara véltozik, ezért a modell egy mértani
sorozattal irja le a folyamatot, melyre a, = 600, és g = 0,9.
Az elsd 20 tag Osszegét keressiik.

S,y =600+ 0,9 - 600 + ... + 0,9 - 600

Nagyon hasonlé ehhez a 0,9 - S, kifejezés.
0,9-S,,=0,9-600+ 0,9 600 + ... + 0,9” - 600

Mértani sorozat els6 n tagjanak osszege

Ha képezziik 0,9 - S,, és S,, kiilonbségét, akkor a tagok
egyezbsége miatt a jobb oldalon két tag marad.

0,9 - S,y — S, = 0,9” - 600 — 600

S,y (0,9 — 1) =600 - (0,97 — 1)

. 20 —
Ebbél: S, = % ~ 5271.

Tehat 20 nap alatt a modell szerint 9sszesen 5271 megbe-
tegedés torténik.

a mértani sorozat elsé tagja a,, és kvociense g

hag #1, akkor S, = M

hag=1,akkor S ,=n-a,

Bizonyitds

Ha a sorozat kvdciense g = 1, akkor a sorozat minden tag-
ja egyenld az els taggal, ezért S, =n - a,.

Ha a sorozat kvdciense g # 1, akkor irjuk felaz S, ésq - S,
kifejezéseket!

S,=a,+q-a+q a+..+q9" " q
q:S,=qa+q a+q a+..+q q

FELADAT

Egy mértani sorozat els6 tagja 18, masodik tagja 27.
Szamitsd ki a sorozat elsé négy, elsé tiz és els6 hu-
szonot tagjanak 6sszegét!

»Jy Egy mértani sorozat elsé tagja 49, kvociense —1.
Mennyi az elsé n tag dsszege, ha

a) n=5; b) n=10; c) n=792

Vonjuk ki g - S,-bdl S -t! Ekkor a jobb oldalon két tag ma-
rad: q"-a, — a,.

q.sn_sn=qn.al_a1

S,(g-1)=a(q"-1)

Mivel g # 1, ezért oszthatunk (g — 1)-gyel.

S = al'(qn_l)
n q_l °

Sok ember érdekes hobbija — sét, Gjabban mar
komoly szolgaltatasként is elérheté — a csaladfa-
kutatés. Osszesen hany dsiinket kellene felkutatni,
ha tiz generaciora, vagyis kortilbeliil 200-250 évre
visszamendleg mindegyikiikrél szeretnénk meg-
tudni valamit?



5 Egy mértani sorozat els tagja 2, és kvociense 3. Mek- (Erettségi feladat, 2007)
kora az n, ha az els6 n tag 6sszege 88 5747 Szabd nagymama salat kotott egyetlen lany unoka-
janak. Az els6 napon 8 cm késziilt el a salbdl, és
15 Mennyi lehet egy olyan mértani sorozat els hat tag- a nagymama elhatarozta, hogy a tovabbi napokon
janak az 6sszege, melynek masodik tagja 20, és a ne- mindennap 20 szazalékkal tobbet kot meg, mint
gyedik tagja 500? az el6z6 napon. Ezt az elhatdrozasat tartani tudta.
Hany nap alatt késziilt el a 2 méter hosszura terve-
zett sal?
B Toltsd ki a téblazat iires mezdit
(a, egy mértani sorozat elsé tag- % 1 " @ S
ja, q a hanyadosa, a, az n-edik a) 1 2 1024
tagja, S, az els6 n tag dsszege)! b) 5 4 300
c) 512 0,5 1023

(%)
'Y

»
'Y

Egy 120 kg-os ember orvosi tanacsra szigora diétaba kezd, igy hetente stlyanak
1,5%-at tudja leadni. Hany kilot tud lefogyni

a) 5 hét alatt; b) 15 hét alatt; c) 20 hét alatt?

Hany hét mulva lesz 85 kg-os?

Egy hosszt betegség utan 42 kg-osra lefogyott ember szeretné visszanyerni eredeti
salyat, 65 kg-ot. Ha hetente stlyanak 1%-at tudja visszanyerni, hany hét utan lesz

ismét a régi formaban?

Egy tartomanyban a sz4j- és koromfajassal fertdzott sertések szama az elsé héten 520. Az 1j fert6zések szama hetente
korilbeliil 35%-kal haladja meg az el6z6 heti 4j fert6zések szamat. Ha a fert6zés terjedésének iiteme tartdsan meg-
maradna, akkor megkozelitéleg hany sertés fertéz6dne meg 6sszesen

a) 5 hét alatt; b) 15 hét alatt; c) 20 hét alatt?

RAADAS

Egy megfizethetetlen jaték

Egy legenda szerint volt Indiaban egy kiraly, aki annyira unatkozott, hogy belebetegedett. Ud-
varabdl az egyik bolcs, Sissa ibn Dahir ekkor kitalalt egy jatékot, a sakkot. A kiraly alig jatszott
le egy partit, maris meggyogyult téle. Annyira megoriilt, hogy megkérdezte Sissat: - Mit ki-
vansz jutalmul?

A bolcs igy valaszolt:

- Tégy a sakktabla els6 kockajara egy buzaszemet, a masodikra kett6t, a harmadikra négyet, és

igy tovabb, minden kockara kétszer annyit, mint az el6tte [évén volt. Ez legyen a jutalmam!

A sakktabla els6 kockaira még alig keriil valami. De vajon mekkora lenne Sissa ibn Dahir jutalma, ha a sakktabla mind a 64

mezdjére teljesiilne a kérése?

Az 14244+ ... + 2% egy mértani sorozat elsd 64 tagjdnak dsszege, ami kozelitéleg 1,84 - 10" db biizaszem!

Ez 700 millidrd tonna buzanak felel meg, ami koriilbeliil 1000-szer annyi, mint az egész Fold éves buzatermése.
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Egy szamtani sorozat elsé tagja 5, differencidja 2. Az els6 taggal kezdve dsszeadtuk a sorozat egymast kovetd tagjait,
igy 357-et kaptunk eredménytil. Hany tagot adtunk dssze?

Egy mértani sorozat elsé tagja 16, kvdciense 1,07.
a) Hany olyan tagja van a sorozatnak, amely kisebb, mint 1000?
b) Osszeadtuk a sorozat elsé n tagjt, és a kapott dsszeg kisebb, mint 1000. Legfeljebb hény tagot adhattunk §ssze?

A {b,} mértani sorozat elsé tagja 1, hanyadosa 4

2
a) Szamitsd ki az elsé 5, 10, 15, 20 tag dsszegét! Pontos értéket adj meg!
b) Kerekitsd az a) feladat eredményeit ezredekre!

c) Rajzolj olyan szdmegyenest, amelyen 4 cm-esek az egységek! Abrdzold ezen az 1 + SR Osszeget!

2 4 8 16
d) Bence azt allitja, hogy akarhany tagjat adod is 6ssze a {b,} mértani sorozatnak, az 6sszeg sohasem éri el a 2-t. Mi

a véleményed errdl az allitasrol?

Csilla rajzolt egy 30 cm oldalhosszisagu szabalyos haromszoget, majd el-
harmadolta az oldalait, és az dra jarasanak megfelel6 iranyban haladva 6sz-
szekototte a csticsoktol szamitott elsé osztopontokat. Igy ismét egy szabélyos
haromszoget kapott. Ezt ismételte 6sszesen 3-szor. Annyira megtetszett neki
a minta, hogy elhatdrozta, ilyen alaku emeletes tortat készit Hajninak a szii-
letésnapjara. A haromszogek oldalait szines cukrokkal disziti. Milyen hosz-
szli lesz ez a cukordiszités, ha négyszintes tortat készit? Osszesen hany cm’
1 cm vastagra nyujtott tésztara lesz sziiksége, ha az 9sszegyurt tésztanak kb.
10%-a lesz hulladék?

A cukordiszités el6tt a torta feliiletét marcipannal szeretné beboritani. Hany

cm’ 1 mm-re nydjtott marcipénra lesz sziiksége, ha a torta oldaldt is marcipannal fogja bevonni?

(Erettségi feladat, 2009)

Angéla a pihendkertjiik egy részére jardlapokat fektetett le. Az els6é sorba 8 jarélap keriilt, minden tovabbi sorba
kett6vel tobb, mint az azt megel6zébe. Osszesen 858 jardlapot hasznalt fel. Hany sort rakott le Angéla?

A jarolapokat 225-6s csomagolasban arusitjak. Minden csomagban bordé szinii a jarélapok 16%-a, a tobbi sziirke.
Angéla 4 csomag jarélapot vasarolt. Csak bordé szint lapokat rakott le az elsé és az utols6 sorba. Ezenkiviil a tobbi
sor két szélén levs 1-1 jarolap is bordd, az dsszes tobbi lerakott jardlap sziirke. Hany sziirke és hany bordo jarélap
maradt ki a lerakds utan?

(Erettségi feladat, 2006)

Egy mértani sorozat els6 tagja 5, hanyadosa q. Egy szamtani sorozatnak is 5 az els6 tagja, a sorozat kiilonbsége d.
Hatarozd meg d és g értékét, ha a mértani sorozat harmadik és 6todik tagja rendre megegyezik a szamtani sorozat
negyedik és tizenhatodik tagjaval!

SOROZATOK



HAZI FELADAT

EI A mellékelt grafikonon egy y A . W Egy faiskolaban egy trapéz alaku teriileten tSbb
szamtani és egy mértani sorba {iltettek barackfakat. Az els6 sorba 40 cse-
sorozat els6 3-3 tagjat abra- mete kertilt, minden kovetkez6 sorba pedig 4-gyel
zoltuk. Hatdrozd meg a so- J tobb, mint az el6zébe. Osszesen 1020 facsemete
rozatok elsé és tizedik tag- =~ ! van ezen a részen. Hany sorba tiltettek barackfakat?
jat, valamint az els6 25 tag ol 1 >
Osszegét mindkét sorozat IR Osszeadtuk egy sorozat elsé n tagjat. A sorozat elsé
esetében! tagja 10. Legalabb hany tagot adtunk Ossze, ha az

Osszeg nagyobb, mint 1000, és a sorozat
Mennyi lehet annak az {a,} mértani sorozatnak a) szamtani sorozat, ahol d = 2;
a 7. tagja, amelynek b) mértani sorozat, ahol g = 1,2?

a) az5.tagja —4, ésa 9. tagja —49;
b) a4.tagja —18, ésa 10. tagja —2;

c) kvociense —3, az els6 10 tag Gsszege —7381?

RAADAS

1. A szamtani sorozat és a szamtani kozép

Ha {a,} szamtani sorozat, ésn > 1,akkoraza, ,,a,ésa,,  tagokra (vagyis tetsz6leges harom egy-

mas utani tagra) teljestil, hogy a kozépsé tag szamtani kozepe az azt kozrefogd két tagnak. a,= Ba-1 —; 8!
. a,_,+a a,—d)+(a,+d) 2a
Hiszen: n—lz n+1 =( n )—;( n+ ) =Tn= -

Altaldnosan is teljesiil, hogy egy szamtani sorozatban minden tag az attél szimmetrikusan elhelyezkedd két tag szdmtani
kozepe. A szamtani sorozat errdl a tulajdonsagarol kapta a nevét.

2. A mértani sorozat és a mértani kozép

Ha {a,} mértani sorozat, és n > 1, akkoraza, ,, a,és a, ., tagokra (vagyis tetszéleges harom egy-
mds utani tagra) teljesiil, hogy a kozépsé tag négyzete egyenld az azt kozrefogo két tag szorzataval. Gy =Gy g Gy yy

g 2
1 . . f— n_. . f—
Hiszen: a,_,-a, , = a, q=a,.

q
Altalanosan is teljesiil, hogy egy mértani sorozatban minden tag négyzete egyenlé az attél szimmetrikusan elhelyezked§
két tag szorzataval. Amennyiben a tagok pozitivak, akkor minden tag egyenlé az azt kozrefogé két tag mértani kozepével.
A mértani sorozat errél a tulajdonsagarol kapta a nevét.

3. A négyzetszamok dsszege

A képen egy tokpiramis lathato, mely a legfels6 szintjén 1 darab, feltilrél lefelé

szdmolva az n-edik szinten pedig n” darab tokot tartalmaz.

a) Hany tok van Osszesen a felsé négy sorban?

b) Hany tok van Osszesen az abran lathaté tokpiramisban?

c) Hany olyan tok van, amely a piramis belsejében helyezkedik el, és kiviilrél
nem lathat6?

d) Bebizonyithat6, hogy 1-t6l n-ig a négyzetszamok Osszege:

P+2+... +n'= w Ellenérizd a képletet 9-re és 7-re!

e) Mennyivel egyenlé az 1> + 2° + ... + 25" 6sszeg?
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A pénziigyi szamitasok alapja, hogy a pénz értéke valtozik, ahogy telik az id6. Ha ma van 10 000 Ft-om, az az inflacié miatt

»tobbet ér” (nagyobb a vasarloértéke), mint ha 3 év mulva van 10 000 Ft-om.

Toékebefektetés
Egyszer(i kamatozas: a kamat nem
Kamat = az a pénzosszeg, adodik a tékéhez (pl. kivessziik,
amivel a téke megnd atvezetjitk masik bankszamlara)

T6ke = a bankba tett,

lekotott pénzosszeg Kamatlab = ardny (%), amely

megadja, hogy a kamat hany- Kamatos kamatozas: a kamat a

szorosa a tékének tékéhez adodik, és azzal egyfitt
(t8keként) kamatozik tovabb

Az sszehasonlithatosdg érdekében a bankoknak torvény irja el6, hogy a kamatlébat éves id6tartamra és egyszer(i kama-
tozas esetére adjak meg. Példaul ha a negyedévre lekotott téke kamata 3%, akkor a kamatlab évi 12%. Emiatt havi, negyed-
éves vagy féléves kamatos kamatozas esetén a valodi névekedés (hozam) nagyobb, mint a kamatlab.

Példdul:

negyedéves jovairasi periodus, a negyedéves kamatlab : 1,02* = 1,0824,
8y ) P > 8Y > egy év alatt 1,0 08

kamatos kamatozds, évi 8% 8:4=2% azaz 8,24%-0s a novekedés

(A magyar szabalyozas szerint banki kamatjovairaskor az allam felé kamatadot kell fizetni, melyet a banknak kell levonnia
és befizetnie az allam felé. A feladatokban ettdl a tételtS] altalaban eltekintiink.)

Gyitjtéjaradék

A megtakaritas egy gyakori moédja, hogy egyenld idészakonként, példaul havonta azonos dsszeget helyeziink el egy bank-
szdmlén (gy(ijtészdmldn). Igy a t8ke nemcsak az eredeti t6ke kamatos kamatéval, hanem a kozben ujra és tjra betett
pénzosszegekkel és azok kamatos kamataival novekszik.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Dalma elhatdrozza, hogy havonta 20 000 Ft-ot megtakarit a keresetébdl, és azt minden hénap elején bankbetétbe, egy gytj-
tészamldra helyezi. A betét kamatos kamattal kamatozik, az éves kamat 6%, és havonta, a honap végén torténik a jovairas.
Mekkora 6sszeg lesz Dalma ezen bankszamlajan 2 év mulva?

Megoldds
Az éves 6%-0s kamat havi kamatozas esetén % = 0,5%-0s kamatozast jelent.

A folyamatot végiggondolhatjuk gy, mintha kiilon-kiilén bankbetétbe helyeznénk havonta a 20 000 Ft befizetéseket. Az elsé

befizetés 24-szer kamatozik, a masodik mar csak 23-szor, a harmadik 22-szer, az utolso, 24. befizetés csak egyszer.

Az bsszeg tehdt igy szamolhaté: 20 000 - 1,005** + 20 000 - 1,005 + ... + 20 000 - 1,005

Ez az 6sszeg tekinthet6 egy mértani sorozat els6 24 tagja dsszegének. Ha forditott sorrendben vessziik a tagokat, akkor kény-

nyebb felismerni és kezelni a mértani sorozatot: az elsé tag 20 000 - 1,005, és a kvociens 1,005.

1,005 —1
1,005 -1

Tehat a 24. honap végén 511 182 Ft lesz Dalma szamldjan. (Ez 31 182 Ft-tal tobb, mint a bankba tett 24 - 20 000 = 480 000 Ft.)

S,, =20000- 1,005 - Zsebszamologéppel kiszamolhatjuk: ~ S,, =511 182
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Egy hazaspar 6t évvel ezel6tt 6 milli6 forintot helye-
zett el a bankban, kamatos kamatra. A kamatlab az
6t év alatt nem valtozott, és a kamatot évente irtak
jova. Az ot év elteltével 7 milli6 forintot vehettek fel a
banktdl. Hany szazalék volt az éves kamatlab?

(Erettségi feladat, 2022)

Az 4j autdk értéke a megvasarlas pillanatatél kezdve

csokken. A csokkenés mértékét kiilonbozé model-

lekkel lehet becsiilni.

a) A linedris becslési modszer szerint az autd min-
den hénapban ugyanannyi forintot veszit az érté-
kébél. Egy Gjonnan 6 milli6 forintba kertil6 autd
értéke a linedris becslési modszer szerint 5 év alatt
csokken a felére. Hany forinttal csokken az autd
értéke egy honap alatt?

b) Az exponencidlis modell szerint az 0j auto értéke
havonta 1%-kal csokken. Hany forintra csokken
a 6 milli6 forintba kertil6 4j autd értéke két év
alatt az exponencidlis modell szerint, és ez hany
szazalékos csokkenést jelent az Uj kori értékéhez
képest? Hany honap alatt csokken a felére az autd
értéke ezen modell szerint?

HAZI FELADAT
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Melyik kamatos kamatozasu befektetés lenne el6nyo-
sebb kétéves idtartamra?

A: 9,8%-0s éves kamatlab, a kamat jovairasa évente
torténik.

B: 9,6%-0s éves kamatlab, a kamat jovairasa havonta
torténik.

Miklés bankba tesz 3 millié Ft-ot. A bank kamatos
kamatozassal szamol, évente torténik a kamatjova-
iras. Mekkora a kamatlab, ha 12 év mulva 4,7 millié Ft

lesz Mikl6s szamléjan?

(Erettségi feladat, 2008)

Csilla és Csongor ikrek, és sziiletéstikkor mindkett6-
jik részére takarékbetétkonyvet nyitottak a nagyszii-
16k. 18 éves korukig egyikéjiik szamlajardl sem vettek
fel pénzt.

'S
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Ferenc gyujtdszamlat nyitott. Az elsé két évben
az év elején 200 000 Ft-ot fizetett be a szdmldjara,
ezekben az években a kamatlab 7% volt. A kovetke-
26 két évben megemelkedett a kamatlab 9%-ra. Fe-
renc megoriilt a lehetdségnek, és ebben a két évben
300 000 Ft-ot helyezett el a szamldjan. A szamla ka-
matos kamatozast, és évente egyszer, az év végén
irjak jova a kamatot. Mekkora Osszeg gytlt Ossze
Ferenc szamlajan a negyedik év végére?

Egy fiatalember dohdnyozni kezdett, és havon-
ta 10 000 Ft-ot koltott cigarettara. Elgondolkodott
azon, mi torténne, ha ezt a pénzt inkdbb bankban
helyezné el. Mekkora 6sszeg gytilne dssze 10 év alatt,
ha minden hoénap elején befizetne egy gytijt6szam-
lara 10 000 Ft-ot, a kamatldb végig évi 6% lenne, és
a kamatot havonta, a hdnap végén irnak jova?

David négy éven at minden év elején ugyanakko-
ra Osszeget helyezett el a bankban a gy(ijtészamla-
jan. Az éves kamatlab 7% volt, a bank évente irta
jova a kamatot, és kamatos kamatozassal szamolt.
Mekkora volt a négy egyenld 6sszeg, ha a négy év
leteltével, a negyedik kamatozas utdn a szamlan
1 140 000 Ft gytlt 6ssze?

a) Csilla szamlajara a sztiletésekor 500 000 Ft-ot
helyeztek el. Ez az 6sszeg évi 8%-kal kamatozik.
Mekkora 0sszeg gytult ssze Csilla szamldjan
a 18. sziiletésnapjara, ha a kamat mindvégig 8%?

b) Csongor szamldjara a sziiletésekor 400 000 Ft-
ot helyeztek el. Ez az 6sszeg félévente kamato-
zik, mindig azonos kamatlabbal. Mekkora ez
a félévenkénti kamatlab, ha tudjuk, hogy Cson-
gor a szamldjardl a 18. sziiletésnapjan 2 millié
forintot vehet fel?

Zsuzsa gyUjtészamlat nyit, és 6t éven at minden
év elején 350 000 Ft-ot helyez el rajta a bankban.
Az éves kamatldb 7,5%, a bank évente, minden év
végén irja jova a kamatot, és kamatos kamatozassal
szamol. Mekkora 0sszeg lesz Zsuzsa szamldjan ot
év mulva?

29. lecke | PENZUGY!I FELADATOK I. - TOKEBEFEKTETESEK
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— hitelek es kockazatok

Hitelfelvétel

Ha hitelt vesziink fel egy banktol, akkor szerzédés szabalyozza, hogy milyen iitemben, milyen
kamatozdassal kell visszafizetniink a felvett hitelt (t6két) és annak kamatait. Minden idStartam

végén elGszor az esedékes kamat hozzdadodik a tartozashoz, majd utdna a torlesztérészlet ] —
befizetésével a torlesztorészlettel csokken a bank felé a tartozasunk.

A hiteltorlesztés egyik gyakori moddja, hogy egyenld id6kozonként és egyenld részletekben
fizetink. A hitel torlesztése soran a bank nem szamol fel kamatot a mar kifizetett rész utan.
Az egyenl§ torlesztérészletek meghatdrozasa az egyre csokkend tartozas figyelembevételével,
egy mértani sorozat segitségével torténik. (Tehat nem gy szamoljak a torlesztorészletet, hogy

egyenld részekre osztjak azt az Osszeget, ami az egyosszegu torlesztés esetén lenne esedékes.)

Megjegyzés:
A torvény kiilon szabélyozza a kamatra és kiilon a tékére vonatkozo eljardsrendet. A hiteltorlesztés sordn ezért kiilon ke-
zelik a t6két, és kiilon a kamatot. Minden torlesztéskor kifizetjiik az adott idészakban keletkezett kamatot, és a t6kébdl is

torlesztiink. (Ez utdbbi nélkiil a tartozasunk sosem fogyna el.)

Tamas egy banknal 2 000 000 Ft hitelt vesz fel 3 évre, évi 10%-os kamatra.
Mekkora 6sszeget kellene visszafizetnie, ha a tartozast egy dsszegben fizetné vissza, kamatos kamattal, 3 év mulva?
Mekkora a torlesztOrészlet, ha évente, 3 egyenld részletben fizeti meg a tartozast?

Megoldds

a) Egyosszegi visszafizetésnél 3 év elteltével a visszafizetendd 6sszeg 2 000 000 - 1,1° = 2 662 000 Ft lenne.

b) Ha évente, 3 egyenld részletben fizeti vissza a hitelt, akkor minden év végén megnd a tartozasa a 10% kamattal, majd
lecsokken a tartozasa a fix torlesztérészlettel tigy, hogy az utolso részlet utan mar a tartozas 0 Ft.
Kovessiik tablazatban a tartozds alakuldsat, a torlesztérészletet jelljiik x-szel!

Eltelt id6 Tartozds Befizetés Befizetéssel csokkentett tartozas
1év 2000000 - 1,1 =2 200 000 X 2200000 — x
2 év (2200 000 — x) - 1,1 =2 420 000 — 1,1x X 2420000 — 1,1x — x
3év (2420000 — 1,1x — x) - 1,1 =2 662 000 — 1,21x — 1,1x X 2662000 —1,21x— 1,1x — x

A 3 év elteltével a tartozas 0, ezért 2 662 000 — 1,21x — 1,1x —x = 0.
Atrendezve: 2662000 =121x+ 1,1x + x
2662 000 =3,31x Ebbdl x = 804 230.
A hérom egyenld torlesztorészlet tehat 804 230 Ft.
(A visszafizetett 3 - 804 230 = 2 412 690 Ft joval kevesebb, mint az a) esetben szamolt 6sszeg. Ennek oka, hogy a mar
befizetett részletek csokkentették a hiteltartozast, és arra a bank mar nem szamit fel kamatot.)

SOROZATOK



FELADAT

Egy cég 2 000 000 Ft hitelt vesz fel 1 évre, a kamatlab 8%. Mekkora 6sszeget kell visszafizetnie a cégnek, ha egy év
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leteltével, egy Gsszegben fizeti meg a tartozasat?

Egy cég 2 000 000 Ft hitelt vesz fel 2 évre, a kamatlab 8%. Mivel a cég ezt az 6sszeget olyan fejlesztésre forditja, ami
csak a masodik évben kezd megtériilni, ezért ugy allapodnak meg a bankkal, hogy az elsé év végén csak az éves
kamatot fizetik vissza, és majd a masodik év végén a tobbi tartozast. Mekkora Osszeget fizet a cég az elsd, illetve a
masodik év végén?

Egy cég 2 000 000 Ft hitelt vesz fel 3 évre, a kamatlab 8%. Mivel a cég ezt az Gsszeget olyan fejlesztésre forditja, ami
fokozatosan fog megtériilni, ezért tigy allapodnak meg a bankkal, hogy az elsé és a masodik év végén 500 000 Ft-ot
fizet vissza, a harmadik év végén a fennmaradé tartozast. Mennyit kell visszafizetniiik a harmadik év végén?

Antal 200 000 Ft hitelt vett fel, a kamatlab 10%. A hitelt 4 év alatt, 4 egyenl6 részletben torleszti, az allando6
torlesztérészlet 63 095 Ft. Kovesd végig a tablazat segitségével, hogy az egyes torlesztések utain mennyi forditédott a
kamat torlesztésére, és mennyi a fennmaradé téketartozas!

. ; . o ebbdl a téketorlesztésre fennmarado
t6ketartozas ~ kamat torlesztérészlet ., )
marad toketartozas
1. év végén 200 000 20 000 63 095 43 095 156 905
2. év végén 156 905 63 095
3. év végén 63 095
4. évvégén 63 095

Kélman 1 000 000 Ft hitelt vesz fel a banktol egy évre, a kamatlab évi 12%. Minden negyedév végén, 4 egyenld rész-
letben torleszti a felvett hitelt. Mekkora az allandé torlesztérészlet?

HAZI FELADAT

Judit 350 000 Ft hitelt vett fel a banktol, melyet 2 év Szilard 500 000 Ft hitelt vesz fel a banktol, melyet 3
alatt fizet vissza. A szerz8dése szerint az els6 év végén év alatt, 3 egyenl6 részletben torleszt.
csak az esedékes kamatot fizeti vissza, ami 38 500 Ft. a) Mekkora a torlesztOrészlet, ha a kamatldb 13%?
a) Mennyi az éves kamatlab? b) Foglald tablazatba, hogy az egyes évek végén
b) Mekkora Gsszeget fizet a masodik év végén? hogyan alakul a téketartozds, a kamat, a téke-

torlesztés és a fennmarado téketartozas!

Kockazatok

A befektetési dontéseknél a kamatok (hozamok) mellett feltétleniil figyelembe kell venni a kockdzatokat is. A kockazatokat

az okozza, hogy nem ismerjiik el6re a késébb lezajlé torténéseket és gazdasagi folyamatokat, amelyek a pénz (vagy egy

befektetés) értékét majd meghatarozzak.

Kockazatos lehet példaul kiilfoldi pénznemben hitelt felvenni, ha forintban kapjuk a fizetéstinket, mivel a kalfoldi pénz-

nem arfolyama késobb jelentdsen megvaltozhat. Kockdzatos lehet példaul olyan termékbe befektetni, amelynek vélto-

zékony az értéke (pl. deviza, részvény, startup). A kockdzat matematikai mérésére a szoras szamitasa ad egy lehetGséget.

(Erre a statisztika témakorben talalsz példat.)
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CSOPORTVERSENY

Alkossatok 4 fés csoportokat! Oldjatok meg az 1-8. feladatokat, a 8. feladat eredményét irjatok fel a tablara! Az a csoport
nyer, amelyik el8szor irja fel a j6 eredményt. A verseny addig tart, amig mindegyik csoport felirja eredményét a tablara.

1. feladat

A kapott szdmot jeloljétek a K be-
Mennyivel nagyobb az a, = 51 — 4 sorozat hetedik tagja a harmadiknal? Apott szamot jeioyetek a £ ve

tifvel!
2. feladat
Egy mértani sorozat harmadik tagja is és kvdciense is % Hany tagot kell dsszeadni az Az eredményt jeloljétek
els6tdl kezdve, hogy az 6sszeg 3,8-nél nagyobb legyen? az L betiivel!
3. feladat ; o
. 4l e et B oy s v . . A kapott szamot jeloljétek M-mel!

Mennyi az 50-nél kisebb kétjegyli pozitiv egész szamok Gsszege?
4. feladat
Egy szamtani sorozat negyedik tagja 31, a hatodik tagja pedig 51. Szamitsd ki a sorozat A kapott szamot jeloljétek N-nel!
elsé tagjat!
5. feladat ; o

. s : . . . , A kapott szdmot jeloljétek P-vel!
Hény olyan mértani sorozat van, amelynek a negyedik tagja 20, és a hatodik tagja 5?
6. feladat

Elhelyeztiink a bankban 80 ezer forintot évi 6%-os kamatos kamatra. Hany év alatt n6 A kapott szamot jeloljétek Q-val!
ez az 6sszeg 80 - 1,06 ezer forintra?

7. feladat

Osszeadtuk az a, = 0,08 - 2"~" sorozat elsd tizenot tagjat. Mennyi az 6sszeg legkisebb A kapott szdmot jeldljétek R-rel!
helyi értékd szamjegye?

8. feladat A kapott szdmot irjdtok fel a tdb-
Szamitsatok ki, mennyi az %xz —(R-Q+3)x—2(L-N+ P)=0 masodfoku egyenlet ldra! Zdrdjelben tiintessétek fel a

pozitiv gyoke! felirds id6pontjt!

(Erettségi feladat, 2017)

Egy matematikaversenyen 25 feladatot kell a résztvevéknek megoldaniuk 75 perc alatt. A felkésziilés soran Vera azt
tervezgeti, hogy mennyi id6t toltson majd a konnyebb feladatok megoldasaval, és mennyi id6t hagyjon a nehezeb-
bekre. Az elsé feladatra 1 percet szan. A versenyfeladatok altaldban egyre nehezedd sorrendben vannak megadva;
Vera ezt ugy veszi figyelembe, hogy a masodik feladattol kezdve mindig ugyanannyival noveli az egyes feladatok
megoldasdra fordithatd id6t. Vera a rendelkezésére all¢ teljes idGtartamot szeretné kitolteni a feladatok megoldasa-
val. A terv szerint Osszesen mennyi id6t szan Vera az utolso 4 feladat megoldasara?

N
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Anikoé gytjtészamlat nyit. Minden év elején 250 000 Ft-ot helyez el a szamlajan, amelyen évente egyszer, az év végén
van a kamatjovairas.

a) Mekkora az éves kamatlab, ha két év elteltével 560 000 Ft van a szamlajan?

b) Hany év utan gytlik 6ssze 1 600 000 Ft a szamlan, ha a kamatlab 9%?
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Egy szamitogép ugy van bedllitva, hogy ha a webszerver tulterheltség miatt elutasitja a csatlakozasi kérelmét egy

bizonyos weboldalhoz, akkor el6szor 1 masodperc utan probal ujracsatlakozni, majd — hogy a tulterheltséget enyhit-

se — Gjabb 3 masodperc utan, és igy tovabb, fokozatosan, mindig 2 masodperccel novelve a varakozasi idot az egyes

probalkozasok kozott.

a) Hany masodpercet fog varni a gép a tizedik Gjraprobalkozas el6tt?

b) Osszesen hdny masodperccel hosszabbitja meg a csatlakozési kisérleteket a tiz varakozas?

c) Hany masodpercet fog varni a gép a tizedik jraprobalkozas el6tt, ha gy allitottak be, hogy az elsé 1 masodperc
utan a varakozasi id6t mindig 10%-kal n6velje?

d) Osszesen hdny mésodperccel hosszabbitja meg a csatlakozési kisérleteket a tiz vérakozas ebben az esetben?

(Erettségi feladat, 2021)

Anna szeretne részt venni a Balaton-atiszason, amelyhez két kiilonb6z6 21 napos edzéstervet készit. Elhatarozta,
hogy az els6 napon 200 métert, az utolso, 21. napon pedig az atszas teljes tavjat, 5200 métert uszik. Az egyik edzés-
tervben a napi uszasmennyiségek egy szamtani sorozat egymast kovet6 tagjai, a masik valtozatban pedig (jo kozeli-
téssel) egy mértani sorozaté. A teljes felkésziilés alatt Gsszesen hany métert tiszna Anna az egyik, illetve a masik val-
tozatban?

A modern matematika egyik érdekes dga a fraktalok elméletével foglalkozik. A fraktélok olyan alakzatok, amelyek-
nek barmilyen kicsiny részletét kinagyitva az eredetihez hasonld alakzatot kapunk. Az egyik legegyszertibb és leg-
hiresebb fraktdl az ugynevezett Sierpiriski-hdromszog. Hazzuk meg egy teljesen feketére festett szabalyos haromszog
kozépvonalait, és az igy keletkezett bels6 haromszoget fessiik fehérre! Ismételjiik meg az eljarast az 6sszes megmaradt
fekete haromszoggel Gjra és tjra! Az eljaras soran kapott alakzatok koziil az elsé hatot lathatod a mellékelt abran.

A LS S0
ABLD  AnAn A% A%

a) Hany fekete haromszog lesz a 20. dbran?

b) Adj meg rekurziv képletet, amellyel az el6z6 dbra fekete részének teriiletébdl kiszamithatd a feketén marado rész
tertilete!
c) Az eredeti haromszog teriiletének mekkora része fekete a 20. abran?

RAADAS

Mennyit ér Manhattan?

A holland nemzeti levéltarban 6rzik azt a dokumentumot, amely szerint
1626-ban a hollandok 60 guldenért (24 dollart ér6 holland pénzért) vésarol-
tak meg a mai Manhattan szigetét az indian Gslakosoktol. Torténészek vitatjak
ugyan, hogy hogyan értelmezhették akkor ennek a szerz6désnek a szovegét,

de a tényeknél maradva: 24 dollarba keriilt akkor a mai Manhattan.

Warren Buffett, aki 2008-ban a vildg leggazdagabb emberének szamitott, befektetési stratégidkat magyarazd, humor-

ral atszott irdsai egyikében a kovetkezd példat hozta fel a befektetdi tiirelem és a kamatos kamat illusztralasara. Ha ezt
a 24 dollart az indian 6slakosok befektették volna évi 6,5%-0s kamatra, akkor az 1626-ban kapott 24 dollar a cikk irdsa
idején 24 - 1,065°* = 4,2 - 10" dollart (42 milliard dollart) ért volna. Ha kiharcoltak volna a 7%-os kamatot, akkor pedig
24-1,07°* = 20,5 - 10" (205 milliard) dollart. Erdemes tehat hosszti tdvon gondolkodni. Vajon mikor irhatta ezt?
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Gyakorlas, tudasproba

FELADAT

.03 Egy szamtani sorozat tizenstodik tagja 21. Mennyi az m

'Y

elsé tagja, és mennyi a differenciaja, ha az els tizenot
tag Osszege
a) 52,5; b) —52,5¢?

A kovetkez6 feladatokban {b,} egy-egy mértani so-

rozatot, n egy pozitiv egész szamot jelol, g a mértani m

sorozat hanyadosa, S, pedig az els6 n tagjanak az 6sz-
szege. Toltsd ki a tablazat iires helyeit!

b, q n b S

120 0,5 10
=5 3 8
=2 4 72
2 5 155

TUDASPROBA

Egy szamtani sorozat masodik tagja 5, nyolcadik tag- ﬂ

72
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ja 14. Hatarozd meg a sorozat differencidjat és az elsé
20 tag Osszegét!

A vasarban ugy kinaljak el-
adasra a Betyar nevi lovat,
hogy csak a patkdszegekért
kell fizetni, a 16 ingyen van.
Az els6 patkdszeg ara 1 fillér,
minden tovabbi patkdszeg
ara kétszer annyi fillér, mint

az el6z6é. Betyar pataiba Osszesen 32 patkodszeget ﬁ

vertek. Mennyiért lehet megvenni Betyart?

Egy szamtani sorozat elsé tagja 8, és a differencia-
ja 1,5. Hany tagot adtunk ossze, ha a tagok Osszege
12332

Egy vetélkedén 29 000 forint jutalmat osztottak
ki. Az els6 helyezett 3800 Ft-ot kapott, a tovabbi
helyezettek rendre 200 Ft-tal kevesebbet, mint a
versenyben kozvetleniil el6ttitk végzé versenyzo.
Hény versenyz6t jutalmaztak?

(Erettségi feladat, 2016)

A kereskedelemmel foglalkoz6 cégek kozott tobb
olyan is van, amely allanddan emelked6 fizetést ki-
nal. Péter munkat keres, és két cég ajanlata koziil
valaszthat:

L. ajanlat: Az indul6 havi fizetés 200 000 Ft, amit
havonta 5000 Ft-tal emelnek négy éven 4t.

II. ajanlat: Az induld havi fizetés 200 000 Ft, amit
havonta 2%-kal emelnek négy éven at.

Melyik ajanlatot valassza, ha azt az ajanlatot szeret-
né valasztani, amelyik négy év alatt nagyobb 0ssz-
jovedelmet kindl?

Egy gazdanak 7 fia van. Az ember ugy rendelkezik,
hogy alegid6sebb fit kapja meg a vagyonanak a 20%-
at, a korban utana kovetkezd a vagyonbdl igy meg-
maradd 80%-os rész 20%-at, és igy tovabb a tobbi fid,
utoljdra a legkisebb is megkapja a megmarado6 rész
20%-at. Az ezutan megmaradé vagyonrészt jotékony
célra szanja a gazda.

a) A vagyon hany szazalékat kapja a kozépsé fiu?

b) A vagyon hany szazalékat kapja a legkisebb fiu?

c) A vagyonnak mekkora része jut jotékony célokra?

Kinga gytijtészamlat nyit, és 6t éven keresztiil min-
den év elején 450 000 Ft-ot helyez el rajta. A kamatlab
9%, és évente egy Osszegben, az év végén irjak jova.
Mekkora 0sszeg lesz 6t év utan Kinga gy(ijtészamla-
jan?

SOROZATOK



RAADAS
A Fibonacci-sorozat

Egy 800 éves feladat:

Hany nyul szarmazik egy év alatt egy par nyultél, ha mindegyik par
két honapos koratol kezdve havonta egy Uj part hoz vilagra, és koz-
ben egyetlen nyul sem pusztul el?

Megoldds

Tegyiik fel, hogy januarban sziiletik az els6 megfigyelt nyulpar. Ek-
kor 6k februdrban még nem szaporodnak, de a kovetkezé honapok
mindegyikében szarmazik télitk egy 4j nyutlpar. Tehat februarban
1 nytlpar, mérciusban azonban mar 2 par van. Aprilisban 1 par szii-
letik a januari nyulaktol, és megvan még a marciusi 2 par.

Jeloljik f,-nel az n-edik hénapban él6 nyutlparok szamat. Ekkor
afentiek szerint f=f=1; f=2; f,=14+2=3.

Mely nyulak szaporodnak majusban? Azok, amelyek legalabb 2 hénaposak, vagyis azok, amelyek mar éltek marciusban.
Ilyen pér 2 van. Tehat majusban él a 2 Gjsziilott par és még a 3 aprilisi par: f=f+f=2+3=5.

janudr

februar

marcius

s Q. Oo

Tovabb hasonléan haladva azt tapasztaljuk, hogy minden hénapban annyi nyulpar él, amennyi az el6z6 két honapban élt
parok osszege. Igy f=f+f£=3+5=8; f=f+f =5+ 8 =13. A sorozatot folytatva azt kapjuk, hogy f = 21; f = 34;
fo=55; f,=89; f, =144, igy f, =f, +f, = 233.

Tehat megfigyelésiink kezdete utan egy évvel 233 par nyul élt, az eredetin kiviil még 232 par, vagyis 464 nyul. Ennyi szar-
mazott az eredeti partol.

Ez az érdekes probléma Leonardo Pisano itéliai (pisai) matematikus nevéhez ftiz6dik, aki apja, Bonacci utan a Fibonacci
nevet kapta haldla utan. O 1200 kériil élt, a matematikdnak igen sok teriiletével foglalkozott eredményesen. Réla nevezték el
az itt szerepld {f,} sorozatot Fibonacci-sorozatnak. A sorozat rekurziv meghatarozasa: f=f=1; f =f_,+f_,,han > 2.

Megjegyzés

A Fibonacci-sorozat sok helyen felfedezheté a természetben is, példaul a napraforgémagok
elrendez8désében vagy a feny6toboz szerkezetében. A Fibonacci-sorozathoz kapcsolddik pél-
daul az a feladat is, hogy hanyféleképpen mehetiink fel egy 1épcsd n-edik fokara, ha egyszerre
egyet vagy kett6t 1éphetiink. (Ez a feladat szerepelt a 22. lecke Bevezet6jében.)

Leonardo Fibonacci (kb. 1170 - kb. 1250) itdliai matematikus
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Hatdrozd meg az alabbi sorozatok hatodik, illetve
tizedik tagjat!
a) a=3n"+n—4 b) b=2"-3

Hanyadik tagja az alabbi sorozatoknak a 17?
a) a,=5n—43; b) b,=3"- 64

3n+2

Tagja-e az a,=0,5n"—9, valamint b, = 5

sorozatoknak a —9,5?

Egy szamsorozat elsé tagja 3. Add meg a sorozat elsé
hat tagjat, ha tudjuk, hogy a, ., , = 3a, — 2, ahol n po-
zitiv egész szam!

Egy szamtani sorozat hetedik tagja 503, harminchar-
madik tagja 399. Hatarozd meg a sorozat els tagjat
és differenciajat!

Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak dsszege 12,
valamint tudjuk, hogy az 6todik tag tizenkett6vel ki-
sebb a nyolcadik tagnal. Melyik ez a sorozat?

A 7 és 35 kozé iktass be hat szamot gy, hogy a meg-
adott szamokkal egyitt egy szdmtani sorozat nyolc
egymast kovetd tagjat kapjuk!

Egy szamtani sorozat harmadik tagja —17,5. A soro-
zat els nyolc tagjanak 0sszege kétszer akkora, mint a
kovetkezd nyolc tag dsszege. Hatarozd meg a sorozat
els6 tiz tagjanak Osszegét!

Hatarozd meg a hdromjegyt paratlan szamok Gssze-
gét!

Egy szamtani sorozat els§ tiz tagjanak Osszege 20;
ezek koziil a paratlan indext tagok 6sszege 5. Melyik
ez a sorozat?

Egy szamtani sorozat els6 harom tagjanak Osszege
21, ugyanezen tagok szorzata 231. Hatdrozd meg a
sorozat nyolcadik és kilencedik tagjanak szorzatat!

Hatdrozd meg azoknak a négyjegyli szamoknak
az Osszegét, melyek harommal osztva 2 maradékot
adnak!
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Egy szamtani sorozat elsé tagja 8; differencidja 3. Az
els6 tagtdl kezdve hanyat kell 8sszeadni, hogy a ka-
pott dsszeg legalabb 1000 legyen?

(Erettségi feladat, 2005)

a) Iktass bea 6 ésaz 1623 kozé két szamot gy, hogy
azok a megadottakkal egyiitt egy szamtani soro-
zat szomszédos tagjai legyenek!

b) Szamitsd ki a 6 és az 1623 kozotti néggyel osztha-
t6 szamok Osszegét!

Milyen valés k esetén lesz az alabbi harom kifejezés
értéke egy szamtani sorozat harom egymast kovetd
tagja?

3k—1; 4k+2; 7—5k

Faronkoket rakunk ,,gulaba” ugy, hogy a legalso sor-
ban 16 farénk van. A masodik sor faronkot az elsd
sor szomszédos faronkjei kozotti mélyedésekbe he-

lyezziik, és igy tovabb. Az utols6 sorba egy faronk jut.

Hany far6nk van az egész halomban?

Golydkat helyeziink el ,haromszog” alakban ugy,
hogy az elsé sorban egy golyo van, a masodikban ket-
t6, a harmadikban harom, és igy tovdbb. Hany sorban
tudunk elhelyezni 28 goly6t?

Egy sokszog kertilete 158 c¢cm. Oldalhosszai olyan
szamtani sorozat egymast kovetd elemei, amely-
nek kiillonbsége 3 cm. A sokszog leghosszabb oldala
44 cm hosszu. Hany oldald a sokszog?

SOROZATOK



Egy derékszogli haromszog oldalhosszai szamtani [<[USSS Evi hdny szazalékos atlagos novekedés mellett vélto-
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sorozatot alkotnak. A haromszog keriilete 84 cm.
Mekkora a haromszog teriilete és a legkisebb szoge?

Add meg az n-edik tagjat a mértani sorozatoknak!
6.12, 24, 5.5.5. ._9.27.
a) 5,5,5,---b) 2,4,8,...0) 3;—9;27; ...

Szémitsd ki a mértani sorozatnak a hatodik elemét,
ha az els§ eleme és a hanyadosa a kovetkez6:

a) a1=6;1 q=0,5;
b) a1:_5; q=4>
c) aIZ%; qZ—%!

Szamold ki a mértani sorozat elsé elemét, ha
a) ay= 256;
4 1
J =g 477y
c) a,=2,25;

9=4%

q=15!

Hatarozd meg a mértani sorozatok hanyadosat!

a) a,=4 a; =64
_2 _ 1

Pra=gs o 4= g5

c) a1=x/§; a5=—1

/5

Hatarozd meg n értékét, ha {a,} mértani sorozat, és

a) a,=3; a, = 243; q=73;
b) a,=0,6; a,=0,075 g=0,5;
c) uIZ%; a,=0,1; q= %!

160 és 5 kozé iktass be négy szamot ugy, hogy egy
mértani sorozat egymas utani elemeit alkossa a hat
szam!

31>
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Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak Osszege [<ii3)

168, az ezt koveté harom tag Osszege 21. Hatarozd
meg a sorozat els6 hat tagjat!

Egy mértani sorozat elsé eleme 0,5, kvdciense -2.
Hatarozd meg a sorozat els6 hat elemének szorzatat!

Egy mértani sorozat elsé tagja 1, hanyadosa 0,5.
A sorozatnak melyik két szomszédos tagja kozé esik
a 0,000 001?

Egy berendezés értéke évente atlagosan 6%-kal csok-
ken. Mennyit ér egy félmilli6 forintos berendezés
12 év mulva?

LI
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zik az eredetileg 6800 m® mérték(i faallomény meny-
nyisége 20 év alatt 12 260 m’-re?

Haény év alatt duplazédik meg a betett pénz abban a
pénzintézetben, melyben a kamat mértéke évi 5%2

Tiz éven keresztil minden év elején elhelyeziink
a bankban 100 000 forintot. Mennyi pénziink lesz
a tizedik év végén, ha a kamat mértéke 5,5% évente?

Egy autd jelenlegi értéke 4,5 millié forint. Mennyit
ért az aut6 7 évvel ezel6tt, ha tudjuk, hogy az évi
amortizacié (értékromlas) mértéke 4%?

Zsof ugy szamol, hogy negyedévente 120 000 Ft-ot
tud megtakaritani. Ezt az 0sszeget minden negyed-
év elején befizeti egy bankszamldra, amelyen a pénze
kamatos kamattal kamatozik, évi 8%-os kamattal, és
a kamatot évente négyszer, a negyedévek végén irjak
jova. Mennyi pénz gytlik igy 6ssze Zsofi szamldjan
3 év alatt?

Gergely 400 000 Ft hitelt vesz fel 2 évre, a kamatlab
évi 10,5%. A szerz6dése szerint az elsé év végén csak
az els6 éves kamatot fizeti vissza, a masodik év végén
a tobbi tartozast. Mekkora sszeget fizet vissza az els6,
illetve a masodik év végén?

Mennyi annak a hatmillié forintos hitelnek az éven-
kénti torlesztérészlete, melyet tiz éven keresztil tiz
egyenld részletben szeretnénk visszafizetni, ha a
bank a hitelért 10% kamatot szamol évente?

Egy szamtani sorozat masodik tagja 5. Ezen sorozat
els6, harmadik és tizenegyedik tagja egy mértani so-
rozat harom egymast kovetd tagja. Hatdrozd meg a
mértani sorozat hanyadosat!

Egy mértani sorozat els6 harom tagjanak 6sszege 52.
Ha a harmadik szamot 16-tal csokkentjiik, egy szam-
tani sorozat elsé harom tagjahoz jutunk. Hatdrozd
meg a mértani sorozatot!

Egy szamtani sorozat els, masodik, illetve hetedik
tagja egyuttal mértani sorozatot alkot. Tudjuk, hogy
ezen tagok Osszege 93. Hatdrozd meg a szamtani so-
rozat els6 hét elemét!



A XX. szazad els évtizedeiben népszerti amerikai magazin volt a The Literary
Digest. Ismert volt kozvélemény-kutatasairdl, és négyévente megbizhato eldre-
jelzést adott az amerikai elnokvalasztas kimenetelérdl. Ennek ellenére 1936-ban
nagyot tévedtek. A felvett 2,4 milli6 valasz alapjan magabiztos (+19%) befuto-
nak vélték Alfred Landont, am Franklin Delano Roosevelt elsépré folénnyel
(+24%) gy6zott. Mi okozhatta a kozvélemény-kutatds ekkora tévedését?

A hibahoz tobbek kozétt az is hozzajarult, hogy a sajat olvaséikat, illetve
az autd- és telefontulajdonosokat kérdezték meg. Mindhdrom csoportba a
vagyonosabb amerikaiak tartoztak, igy a felmérés nagyon erésen torzitott.
Ugyanekkor a Gallup, egy amerikai elemz8- és tanacsaddcég mar 50 000 f8s

reprezentativ minta alapjan pontos becslést adott a végeredményre.

Reprezentativ minta

A statisztikai adatgy(ijtés soran gondosan meg kell hatarozni a gytjtés kortilményeit, a gytjtés modszertanat és a kivalasz-
tott mintat. Akkor mondunk reprezentativnak egy mintavételt, ha a mintahoz tartozé adatok megfeleld médon titkrozik
a teljes adatsokasagot.

Tobb kritériumnak is teljesiilnie kell ahhoz, hogy reprezentativ mintarél beszélhessiink. Fontos kritérium, hogy ha a vé-
laszaddkat tobb, egymastdl elkiiloniilé csoportba tudjuk sorolni (példéul életkor, iskolai végzettség, lakokornyezet szerint
stb.), akkor a csoportokra jellemz6 1étszamaranyok kozelitéleg ugyanazok legyenek a mintdban, mint a teljes adatsokasag-
ban. A minta nagysaga is l[ényeges szempont.

FELADAT

Egy varos onkormanyzata az aldbbi statisztikat készitette a helyi lakossagrol:
Legmagasabb iskolai végzettség Legfeljebb alapfoki ~ Szakiskolai ~ Erettségi Fels6foku
N6k 1927 1281 2271 1121
Férfiak 1610 1963 1845 982

Ez a tablazat 8 osztalyba sorolta a lakossagot.

a) Allits 6ssze ezeknek a szempontoknak megfelel6- ¢) Mennyi annak a valdszintisége, hogy a 2000 {Gs
en a teljes lakossagbdl egy 2000 f6s, a tablazattal mintadbdl véletlenszertien kivalasztott személy
megadott 8 osztalyba sorolt reprezentativ mintat! férfi, és a legmagasabb végzettsége szakiskola?
Eredményeidet tablazatban add meg! d) Mennyi annak a valdszintisége, hogy a 2000 {Gs

b) Mennyi annak a valdszintsége, hogy a varos teljes mintadbdl véletlenszertien kivalasztott személy
lakossdgabol véletlenszertien kivélasztott személy érettségizett n6? (Vigydzz, nem biztos, hogy az
férfi, és a legmagasabb végzettsége szakiskola? érettségi a legmagasabb végzettsége!)

76 STATISZTIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS



"33 Egy élelmiszer-aruhaz reprezentativ felmérés kereté-

ben arrdl kérdezte meg vasarloit, hogy van-e torzsva- m
sarloi kartyajuk, illetve hogy igénybe veszik-e az dru-
haz altal felkinalt kuponokat. A vélaszadok 60%-anak
van torzsvasarloi kartyaja, 25%-uk haszndlja a ku-
ponokat. A felmérésben részt vevék 12%-a valaszolt
igennel mindkét kérdésre.

a) Készits Venn-diagramot a vasarlokrol, koztitk
a torzsvasarlokrdl és a kuponhasznalokrél! Ird a
Venn-diagram megfelel6 tartomanyaiba, hogy
a vasarlok hany szazaléka tartozik a felmérés sze-
rint ahhoz a csoporthoz!

b) Mennyi a valdszinlisége, hogy egy véletlensze-

riien kivalasztott vasarlé hasznalja a két kedvez-

mény valamelyikét?

c) Az aruhéz becslése szerint koralbelil 10 000 va-

sarléjuk van. Koziliik hanyan nem élnek a fenti

lehetdségek egyikével sem?

HAZI FELADAT

Az aldbbi tablazat a KSH 2021-es adatai alapjan késziilt. A kilfoldi latogatok szamat
tartalmazza (ezer f6re kerekitve) 15 osztalyba sorolva. 2021-ben a tabldzatban meg-

adott orszagokbdl érkezett a legtobb latogaté Magyarorszagra.

Romadnia Szlovakia
1 napos latogatok 8528 5710
1-3 éjszakat eltolt6k 458 492
4 vagy tobb éjszakat eltoltok 274 93

Osszesen

Egy biztosit6 a naluk biztositott 5000 személygép-
kocsirol baleseti statisztikat készitett 5000 tigyfe-
lik megkérdezésével. Megéllapitottdk, hogy ezen
tgyfelek 72%-a napi rendszerességgel vezet gépko-
csit. Az elmult 12 hénapban az 5000 tigyfél koziil
6% volt érintett kulonféle gépjarmibalesetekben.
A statisztikabol azonban az is kideriilt, hogy a nem
rendszeresen vezetok kozott ez az ardny 9%.

a) A nem rendszeres vezetk koziil hanynak volt

balesete?

b) Hany rendszeresen vezeté tigyfél volt érintett
autébalesetben az elmult évben?

c) Mekkora a valdszintisége, hogy a balesetben
érintett tigyfelek kozil egyet tetszélegesen ki-
valasztva éppen egy rendszeres vezet6t valasz-

tunk?

Ausztria Lengyelorszdg ~~ Németorszag
4800 1167 1038
520 82 540
409 233 910

Az alabbi 1000 f6s minta azt mutatja, hogy a magyarorszagi tapasztalataikrél hany latogatot kérdeztek meg az egyes

osztalyokbdl.
Romadnia Szlovakia
1 napos latogatok 293 188
1-3 éjszakat eltoltok 38 52
4 vagy tobb éjszakat eltolték 34 10

Osszesen

a) Toltsd ki a tablazatok utolso sorait!

Ausztria Lengyelorszdg ~ Németorszag
160 35 69
34 9 10
32 16 20

b) Keress érveket amellett, hogy az 1000 f6s minta nem reprezentativ!

¢) Mutasd meg, hogy a latogatok nemzetek szerinti eloszlasat tekintve a minta reprezentativnak tekintheto!

d) Ha véletlenszertien kivélasztunk egy olyan latogatdt, aki legfeljebb 3 éjszakara marad (az dsszes latogatobdl, az

els6 tablazat adatai szerint), akkor mennyi a valészintisége, hogy német?

33. lecke | STATISZTIKAI ADATGYUJTES
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A szérast gyakran alkalmazzak a befektetések (pl. részvények) kockazatanak mérésekor, mi-
vel a valtozékonyabb arfolyamok, amelyek szérasa nagyobb, tobb bizonytalansagot hordoz-
nak. (A multbeli hozamok és szorasok a jovbeni arfolyamokat illetéen azonban nem adnak
egyértelmi informaciot.)

Ha egy részvény arfolyama az egyik évben 5%-kal emelkedik, akkor azt mondjuk ra, hogy
a hozama 5%. Ha 5%-kal csokken, akkor a hozama —5%.

Ha egy részvény hozama harom egymas utdni évben 6%, 4%, 5%, akkor az atlagos hozam
ebben a harom évben 5%.

Ha egy masik részvény hozama ugyanekkor 10%, —2% és 10%, akkor az atlagos hozam 6%, ami magasabb, mint az els¢
részvény esetében, de joval nagyobb a hozam szoérasa. Ez a részvény kockazatosabb, mint az elsé.

Tablazatba foglaltuk két részvény éves zaré arfolya- v 2018 2019 2020 2021 2022
mat 5 egymast kovetd évben. Kiszamoltuk, hogy a

részvények arfolyama hany szézalékkal nétt vagy A részvény arfolyama (Ft) 2600 2756 3060 3000 3150
csokkent az el8z6 évhez viszonyitva. Ezt a szaza- A részvény hozama 6% 1% —2% 5%
lékban megadott értéket nevezik (éves) hozamnak.  p részvény arfolyama (Ft) 4700 5170 4963 5560 5670

Hatarozd meg az egyes részvények esetében a hoza- .,
L, ] ., o B részvény hozama 10% —4% 12% 2%
mok szdrasat! Ezen mutatd alapjan melyik részvény

szamit kockazatosabbnak?

Megoldds

Egy adatsokasdg szorasat megkapjuk, ha meghatarozzuk az adatok atlagat, majd az adatoknak az atlagtol vald eltérését.
Utdana ezen eltéréseket négyzetre emeljitk, majd meghatarozzuk ezek atlagat, végiil gyokot vonunk. A szamolasban segitsé-
gilinkre lehet egy olyan tablazat, amely tartalmazza az adatokat (x,), az adatoknak az atlagtol valo eltérését (x; — X), valamint
az 4tlagtdl valo eltérés négyzetét ((x, — x)°).

A hozamok atlaga az A részvény esetében x = % =5, a B részvény esetében x = W =5.
A részvény 2019 2020 2021 2022 B részvény 2019 2020 2021 2020
X, 6 11 -2 5 x, 10 —4 12 2
X, —X 1 6 =7 0 58, = 3% 5 =9 7 =3
(x,— %)’ 49 0 (x,— %) 25 81 49 9

/1+36+49+0 = /21,5 ~ 4,64 g. = [25+81+49+9 _ /4y 640
= B = = =~ 6,
4

Az A részvény eseteben az atlagos hozam 5%, és a hozam szorasa 4,64%.

A B részvény esetében az atlagos hozam ugyancsak 5%, de a hozamok szoérasa nagyobb, 6,40%.

Ha két részvény esetén az atlagos hozam megegyezik, akkor azt tekintjitk kockazatosabbnak, amelyiknek nagyobb a szdrasa.
Tehat ezen mutat6 alapjan a B részvény a kockazatosabb, mivel éves hozama valtozékonyabb volt.

Megjegyzés: Ha két részvény atlagos hozama kiilonb6z6, akkor a relativ szorast szoktak figyelembe venni, amit Ggy kapunk
meg, hogy a szdrast elosztjuk az atlaggal.

STATISZTIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS



A szdéras meghatarozasa (ismétlés)

(Jelolések: X: az adatok atlaga, O: az adatok szoérasa)

Szadmitsd ki az

adatok atlagat!

Vedd az adatok és az
» atlag kiilonbségének
négyzetét!

f= o (6 = %)% (%, = %)

n

» Szamold ki ezek atlagat
(ez a szOrasnégyzet)!

» Vonj gyokot
a szorasnégyzetbol!

FELADAT

Tablazatba foglaltuk egy részvény éves zaro arfolya-

mat forintban 6t egymads utdni évben.

2015 2016 2017 2018 2019
6150 7380 7011 8063 8789

a) Hatarozd meg (a masodik évtdl kezdve) a rész-
vény hozamat, vagyis azt, hogy hany %-kal nétt,
illetve csokkent az arfolyam az el6z6 évhez viszo-
nyitval

b) Hatarozd meg a hozamok atlagat és szérasat!

(Erettségi feladat nyomén, 2017)

Egy fizikadran a didkok a nehézségi gyorsulds, a g
értékét hataroztak meg. 40 mérés eredményét tartal-
mazza a kovetkezd diagram.

12
10

A mérések szama
(=2 S A

m
970 975 98 = 98 99 995 ()

Készits gyakorisagi tablazatot, majd hatarozd meg a
40 mérési eredmény moduszat, medidnjat, atlagat és
szOrasét!

HAZI FELADAT

Egy részvény arfolyama négy egymas utani évben

15; 12; 3 illetve 8%-kal nétt. Ezt ugy is megfogalmaz-
hatjuk, hogy a részvény hozama ebben a négy évben
15%, 12%, 3% és 8% volt.

Hatdrozd meg a hozamok atlagat és szorasat!

(Erettségi feladat, 2022)

Az dbran lathaté diagram egy végzds évfolyam
négy osztalydban mutatja a fiak és a lanyok szamat.
25

20

15

B Fiuk
B Linyok

10

12.a 12.b 12.¢c 12.d

a) A legkisebb létszamu osztalyban a lanyok sza-
ma hany szazaléka a fittk szimanak?

b) Toltsd ki a tabldzatot, majd hatdrozd meg a 4
adat terjedelmét, atlagat és szorasat!

Osztaly 12.a 12.b  12.¢ 12.d
Lanyok
létszama

c) A 12. b osztalyban év végén a lanyok matema-
tikajegyeinek dtlaga 4,5, az egész osztily mate-
matikajegyeinek atlaga pedig 4,1 volt. Mennyi
volt év végén a 12. b osztalyban a fiuk jegyeinek
atlaga matematikabol?

A tablazat egy serdiil6-roplabdacsapat jatékosai-
nak testmagassagat tartalmazza.

Adat (cm) 168 170 171 172 175
Gyakorisag 2 3 4 3 3

Hatarozd meg az adatok atlagat és szorasat!
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BEVEZETO

Egy mosépor-forgalmazé kisvallalatnal kimutatast készi-
tettek a havi eladdsokrol. Az adatokat oszlopdiagramon
abrazoltak.

arueladds

9120-4D—
9110+—1—

T T T T
janudr  februar madrcius dprilis

méjus | junius
Els6 rdnézésre az a benyomasunk tamad, hogy az elada-
sok az év elsé 6 hénapjaban erételjesen novekedtek. Am ha
figyelmesebben megnézziik a diagramot, akkor lathatjuk,
hogy az eladott termék mennyisége a janudri 9114 kg-rél
juniusra csak 9185 kg-ra novekedett, ami mindossze 0,8%-
os novekedést jelent.

egyik keriiletében. Ugyanezeket az adatokat két napilap is megjelentette, de nem

pontosan ebben a formaban.
a) Egyértelmii-e, hogy mit abrazolnak a diagramok?

b) Hogyan befolydsolja a diagram léptéke az adatok értelmezését? Milyen masfé-
le diagramot hasznalhatunk, hogy realis képet kapjunk illetve, hogy elfedjiik a

realis képet?

Az unids pénzbdl feldjitott jatszoterek szamardl vonaldiagram készilt a fGvaros

Mi okozza a félreértést? Az, hogy a fiiggdleges tengelyen
nem a 0-tdl indul a beosztas. Emiatt a diagram nem aranyos,
vagyis az egyes honapokban eladott mosépormennyiségek
aranya torzitva jelenik meg a szemlélé szamara.

Ha megrajzoljuk azt a diagramot, amelyen az oszlopok te-
riilete (és magassaga) ardnyos az eladott termék mennyisé-
gével, az jol szemlélteti, hogy a havi eladasok nem valtoztak
lényegesen. Ezen a diagramon azonban alig lathat6 a hat
hoénap alatt bekovetkezé kismértékd novekedés.

arueladds

10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000+

eladasok (kg)

janudr  februdr marcius dprilis  mdjus  janius

eredeti diagram
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Az oszlopdiagram egy varosi mozi bevételét dbrazolja.
a) Mi a félrevezet6 az oszlopdiagramban?

b) Mbddositsd ugy a diagramot, hogy jobban abrazolja a tény-

leges viszonyokat!

4900

4800

4700

4600

4500
4400
4300
4200
4100

bevétel (ezer Ft)

—

4000

. 3 T “ T . . T 3 T T
januar  februdr marcius  dprilis

” T
majus

janius

»A munkanélkiiliség folyamatos csokkenése varosunkban” cimmel jelent meg egy tjsagcikk a varos helyi lapjaban.
A cikk szerint a munkanélkiiliség folyamatosan csokkent, amit az olvasok a mellékelt diagramon meg is tekint-
hetnek. A valésagban a masodik diagram szerint alakult a munkanélkiiliség. (A kék jelek a kozbiils6 évek adatait
mutatjak.)

a) Milyen modszerrel érte el az Gjsagcikk irdja azt, hogy a cimben megjelent allitasat alatdmassza?

b) Hogyan kellene médositania a szerzének az tjsagcikk cimét?

14% 14%
12% 12% - L
b " o " n
U U = n
10% — 10% 1w . -
| -
n ™ [ n
8% . 8% LR .
"
6% 6%
4% 4%
2% 2%
0% LI N N I N N N N N BN N I BN I N BN NN B B 0% T 1 T 1+ rrrrrr 11111 r T+ 11717
S a4 ¥ vV ® o & ¥ Vv © o S a4 ¥ VW ® o & ¥ Vv © O
S 8 & & &3 2 = 2 2 =2 ] S 2 S & & =2 = = = = &
S 8 3 8 8 3 2 2 2 © 9 S 8 3 8 8 2 3 2 2 ©o 9
N N N N [\ (] N N (] N N N N N N N [\ (] N N (] N

Tamas uszéversenyzd. A felkésziilési idény egyik honapjaban sok-
szor leuszta azt a versenytavot, amelyikben a versenyen indulni fog.
Az edzések soran elért, masodpercben mért idéeredményeirél do-
bozdiagram késziilt. A diagram alapjan vélaszolj a kérdésekre!

Ebben a hénapban mekkora volt Tamas legjobb ideje?

50,55 50,60 50,65 50,70

Igaz-e, hogy a mérések 60%-aban jobb id6t uszott, mint 50,7 s?

Igaz-e, hogy a mérések 40%-aban gyengébb eredménnyel tszott, mint 50,76 s?

Lehetséges-e, hogy eredményeinek atlaga 50,71 s? Ha igen, akkor adj meg egy ilyen adatsokasagot!

Megoldds

a) A legjobb id6 az adatsokasag legkisebb eleme, tehét 50,59 s.

b) és c) Ha nagysag szerint novekvd sorrendbe rendezziik az adatokat, akkor a dobozdiagramot meghatarozé 6t adat a
minimum, az alsé kvartilis, a medidn, a fels6 kvartilis és a maximum. Ezek ugy osztjak négy csoportra az adatokat, hogy

mindegyik csoportba az adatok koriilbeliil 25%-a esik.

Az adatok legaldbb 50%-a nagyobb vagy egyenld, mint a medidn, ezért nem lehetséges, hogy a mérések 60%-aban

50,7 s-nél jobb id6t uszott.

Az adatok legaldbb 75%-a kisebb vagy egyenld, mint 50,56 s, ezért nem lehetséges, hogy a mérések 40%-aban 50,76 s-nél

jobb id6t uszott.
d) Lehetséges. Egy ilyen adatsokasag példaul:

50,75

50,80

50,85

50,59; 50,62; 50,62; 50,7; 50,7; 50,7; 50,76; 50,76; 50,76; 50,79; 50,81.

(Az adatok Osszege 557,81, atlaga 50,71. A 3. adat az alsé kvartilis, a 6. adat a median, a 9. adat a fels6 kvartilis.)

35. lecke | DIAGRAMOK
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A dobozdiagram jellemz6i és készitése (ismétlés)

- A dobozdiagram készitéséhez az adatokat névekvd sorrendbe kell allitani. Az adatelemzd kihagyhatja a szélsdséges
értékeket, ezeket hivjuk kiugré adatoknak. A tovabbiakban az igy kapott sztikebb adathalmazzal dolgozik tovabb.

- A figyelembe vett adatok koziil a legkisebb adat a minimum (Q,), a legnagyobb adat a maximum (Q,).

- Paratlan elemszam esetén a kozépsé adat, paros elemszam esetén a két kozépsé adat atlaga a median (Q,).

- A mediannal kettéosztjuk az adatsokasagot (paratlan elemszamnal a mediant elhagyjuk).

- Kilon-kilon vessziik a két részsokasag medidnjat, ezek az alsé kvartilis (Q,) és a fels kvartilis (Q,).

maximum Q, A
fels6 kvartilis Q, '|' 0 I Kl I
median Q, Q, mmmm e
alsé kvartilis Q Qo
minimum Q, Q e I I i
15l
LLLLLLL

Ezzel az eljarassal négy, koriilbelill azonos szamu adatot tartalmazo részre vagtuk az adatsokasagot.
A maximum és a minimum kiilénbsége a terjedelem, az also és a felsé kvartilis kiilonbsége a félterjedelem.

Kiugro adat ]

A statisztika kiugré adatrol beszél, ha egy adat jelentSsen eltér a tobbi adattdl. Sokszor van kiugré adat

abban az esetben, ha az adatoknak nagy a szdrasa, de keletkezhet ilyen adat mérési hiba folytan is. 19

Kiugré az az adat, amely s

- a fels6 kvartilisnél tobb, mint a félterjedelem masfélszeresénél nagyobb;

- azalso kvartilisnél tobb, mint a félterjedelem masfélszeresével kisebb. = =
16 T —

Ha egy adatsokasag kiugré adatot (vagy adatokat) is tartalmaz, akkor a dobozdiagramon a dobozbol ki-

indul6 vonal addig az adatig tart, amelyik még nem kiugré adat, vagyis kevésbé tér el az als¢ kvartilistél 15

lefelé, mint a félterjedelem masfélszerese, vagy kevésbé tér el a fels$ kvartilist6l felfelé, mint a félterjedelem 14

masfélszerese. A kiugré adatokat kiil6nallé pontokkal jeldljiik.

FELADAT

A budapesti 2022-es Gsz6-vildgbajnoksagon Milak Kristof remek id6vel, vilagestcesal nyerte a 200 méteres pillango-
uszast. Készits dobozdiagramot az el6dontében elért legjobb 8 eredményrdl, illetve a dontében elért 8 eredményrol!

Figyelj a kiugr6 adatokra! (Az adatok perc : ma E16d6ntd (tovibbjuték) Dénté

Kristéf Mildk 1:52,39 Kristof Mildk 1:50,34
Tomoru Honda 1:54,01 Léon Marchand  1:53,37

sodpercben vannak megadva, az 1:52,39 jelentése 1

perc és 52,39 masodperc.)

Noé Ponti 1:54,20 Tomoru Honda 1:53,61
Léon Marchand  1:54,32 No¢ Ponti 1:54,29
Luca Urlando 1:54,50 Luca Urlando 1:54,92

Tamds Kenderesi  1:54,79 Tamas Kenderesi  1:55,20
Alberto Razzelli  1:54,87 Alberto Razzelli  1:55,52
James Guy 1:54,91 James Guy 1:55,54




15 Az atlétikai sportagak koziil a férfi tavolugrés vildg-

csucsanak van a leghihetetlenebb torténete.

Az 1968-as olimpian Mexikévarosban Bob Beamon
a masodik helyezettnél 71 cm-rel ugrott tavolabbra.
8,90 m-es ugrasaval 55 cm-rel dontétte meg a korab-
bi vilagesucsot. Fantasztikus vildgcstcsa szinte meg-
donthetetlennek tlint. A kévetkez6 54 évben (e konyv
megirasaig, 2022-ig) megengedett hdtszél mellett
egyetlen versenyen tudtak ennél nagyobbat ugra-
ni, 1991-ben. A vilagestcs azdta 8,95 m. (2022-ben

HAZI FELADAT

8,36 m volt a gydztes eredmény az atlétikai vilag-
bajnoksagon.)

Tablazatba foglaltuk az 1968-as olimpia férfi tavol-
ugras dontdjében sziiletett eredményeket méter-
ben. Abrazold az adatokat dobozdiagramon!

8,90 5 8,09 9. 794 13. 7,71
8,19 6. 8,02 10. 7,93 14. 7,66
8,16 7 7,97 11. 790 15. 7,51
8,12 8 7,94 12. 7,89 16. 7,44
(Forrés: https://olympics.com)

E HOCN A

EI A magyar labdarigé-bajnoksag 2021-22-es

idényében a gollovélista érdekes eredménnyel
zérult. A gélkiraly ugyanis Adam Martin lett
31 gollal, és hatalmas folénnyel utasitott maga
mogé mindenkit. 11 jatékos volt, aki legalabb

10 golt ért el. Készits a 11 jatékos eredményérol

10. Nikolics Nemanja és Ugrai Roland - 10 gél

1. Addm Martin - 31 gél

2. Kenan Kodro és Nenad Lukics - 15 gél

4. Ryan Mmaee, Varga Barnabas és Budu Zivzivadze — 13 gdl
7. Claudiu Bumba, Marin Jurina és Koszta Mark - 11 gél

dobozdiagramot! Figyelj a kiugré adatra!

Az oszlopdiagramrdl egy szabaduldszoba latogatdinak életkorat és 6
létszamat olvashatod le. Készits tdbldzatot és dobozdiagramot az >
adatokrol! 4
3
Nagyobb cégek, véllalkozasok szdmara kotelez8, hogy minden hénap- 2]
ban 6sszesitést készitsenek dolgozdik szamarol, szaknyelven az atlagos (1):
allomanyi létszamrél. A Kozponti Statisztikai Hivatal altal kozzétett 15 16 17 18 19 20  21(¢év)

utmutatd pontosan leirja, hogyan kell szimolni ezt az adatot.

Sze 38 »Az atlagos allomanyi létszam

a munkavallalok folyamatosan vezetett létszamnyilvantartasa

Cs 37 alapjan szamitott mutatd. Az atlagolast havonta kell elvégezni az adott hénap naptari napja-

P 35 inak figyelembevételével, vagyis a naponkénti allomanyi létszamok Osszegét, a munkarend

1
2
3
6 H 36
7
8
9

szerinti pihenénapokra és tinnepnapokra az azt megel6z6 munkanap létszamat véve figye-

SI; ig lembe, el kell osztani a hénap napjainak szamaval. [...]

Cs 39 A statisztikai adatgytijtésekben, ha erre eltér6 utalas nincs, az adatokat tizedes nélkiil, a kere-
10 P 38 kités altaldnos szabalyainak figyelembevételével, egész szamban kell k6zolni.”
12 ;I jg (Utmutaté és annak mddositésa, kiegészitése a munkaiigy-statisztikai adatszolgaltatdshoz)
15 Sze 41
~ 1 = | Egy cég februari létszamnyilvantartasa lathaté az oldalsé tablazatban.
17 P 37 a) Az utmutat6 szovege alapjan allapitsd meg a létszamadatokat a hdnap mind a 28 napjéra!
20 H 39 b) Készits gyakorisagi tablazatot és kordiagramot az adatokrol!

21 K 40
22 Sze 39
23 Cs 39
24 P 39
27 H 37
28 K 37

35. lecke | DIAGRAMOK

c¢) Szamitsd ki a februari atlagos allomanyi létszamot!
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elemezni adatokat.

Az osztélyba sorolas segitségével dttekinthetGen lehet rendezni, dbrazolni, 1 AT Mﬂl - -

i

Ha osztalyba sorolast alkalmazunk, akkor ugy kell létrehozni osztalyokat,
hogy semelyik két osztdlynak nem lehet kozos része, és egylitt az osztalyok
fedjék le az Osszes adatot. Torzithat az adatsokasagon, ha tul kevés osztalyt
hozunk létre, és neheziti az adatsokasag elemzését, ha tul sok az osztély. (Dol-
gozatok osztalyzasanal példaul 5 osztalyba sorolja a tanar a dolgozatokat.)
Osztalykozépnek nevezziik az adott osztalyt hatarold két érték szamtani
kozepét. Osztélyokba sorolt adatok statisztikai jellemz6it tgy szdmoljuk ki,
mintha minden adat a hozza tartozé osztalykozéppel lenne egyenld.

(Erettségi feladat, 2020)

84

4

Megkértiink 50 embert, hogy egy barkacsboltban vegyenek egy-egy marék (kb. 10 dkg) acélszoget ugyanabbdl a faj-

tabol, majd megszamoltuk, hogy hany darab szoget vasaroltak. Tablazatba foglaltuk a darabszdmok eloszlasat.
Vasarolt szogek szama (db) 120-124 125-129 130-134 135-139 140-144 145-149 150-154 155-159
Gyakorisaga 1 2 6 17 10 7 5 2

a) Készits oszlopdiagramot a tablazat alapjan!

b) Szamitsd ki az 50 adat medidnjat és atlagat!
Mindkét esetben az osztalykozepekkel (az egyes osztalyok alsé és felsé hataranak atlagaval) szamolj!

A kovetkezd tablazat a Békéscsaban 2020-ban és 2021-ben mért havi csapadékmennyiséget mutatja:

2020 jan.  febr. marc. dpr. md. jan. jal.  aug. szept. okt. nov. dec.
Csapadék (mm) 13 68 60 12 38 133 74 46 37 95 20 50
2021 jan.  febr. madrc. dpr. md. jun. jul.  aug. szept. okt. nov. dec.

Csapadék (mm) 63 28 13 34 47 22 19 34 26 14 53 67
a) Toltsd ki a kévetkezd tablazatot a 24 honap adatai segitségével, és készits gyakorisagi diagramot!
Osztalyok 1-25 mm 26-50 mm 51-75 mm 76-100 mm 101-133 mm
Gyakorisag
Osztalykozép
b) Szamitsd ki az a) feladat eredményei alapjan az 4tlagos havi csapadékmennyiség kozelit6 értékét!
c) Szamitsd ki a szérast az osztalykozepek felhasznalasaval!

d) Az eredeti, 24 adatot tartalmazoé tabldzatban szerepld értékek hany szazaléka van a b)-ben kapott atlaghoz
a ¢)-ben kapott szorasnal kozelebb? Valtozik-e a valasz, ha az osztalykozepekkel szamolsz?

STATISZTIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS
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Egy matematikatanar minden 4ltala tanitott 12. osztalyos tanuldval (6sszesen 50 £6) ugyanazt a dolgozatot iratta meg.
Az elért pontszamokat a tablazat

Elért
I 030 31-40 41-50 51-60 61-70 71-80 81-90 91-100
Az osstdlykozepek felhasznliss  Pomoram
Z 0SZ ay OZepe elnasznalasa- Gyak()riség 0 2 8 21 9 9 1 0

val szamitsd ki a pontszamok atla-
gat és szOrdsat!

Egy elektromos paneleket gyartd A puzaldarab

iizemben az egyik robot felada-  pocon(mpy | 1V87128 129139 140-150 151-161 162-17.2

ta az, hogy 14,5 mm hosszusagu Gyakorisiga 5 4 13 5 1

vékony huzaldarabokat vagjon le,

amelyekkel egy panel két forrasztasi pontjat kotik majd dssze. A robot miikodését a levagott huzaldarabok hossza-

nak mérésével rendszeresen ellenérzik. Az egyik ellendrzés adatait mutatja az alabbi tablazat.

a) Ha a gyartasnal az el6irt hossztdl valé megengedett legnagyobb eltérés (a tiirés) £1,6 mm, akkor az ellenérzott
huzalok hany szazaléka felel meg ennek az el6irasnak?

b) Mennyi az ellen6rzott huzaldarabok hosszanak atlaga (az osztalykozepekkel szamolva)?

c) Ha a tlirés helyett a legfeljebb 1,2 mm-es szdras lenne a mindségi eldirds, akkor a minta alapjan itélve kellene-e
allitani a robot mtikodésén? Az osztalykozepekkel szamolj!

(Erettségi feladat, 2018)

w
Y

Egy iskolaban érettségiz6 100 tanulé matematika irasbeli érettségi vizsgajanak pontszamairdl késziilt az alabbi tablazat.

Pontszam 0-20 21-30  31-40  41-50 51-60  61-70  71-80  81-90  91-100
Tanul6k szama 0 8 12 8 18 20 12 16 6
a) A tablazat alapjan mennyi a 100 tanul6 pontszamanak lehetséges legmagasabb atlaga?

b) Osztalykozepekkel szamolva mennyi a 100 tanulé pontszamainak atlaga?

A tojasokat a tomegiik alapjan 4 osztalyba soroljak. A hatdron 1évé

Méret jele Tojas tomege
tojasokat mar a felsébb kategéridba teszik, tehat ha a tomeg 63 g, S (kics) Kevesebb, mint 53 g
akkor a tojas L-es besorolast kap.
Egy farmon az egyik hénapban 1200 tojast termeltek. A legkisebb M (kdzepes) el
tojas tdmege 45 g volt, a legnagyobbé 81 g. Az osztélykozepekkel L (nagy) 63-73 g
szamolva hatarozd meg a tojasok tomegének atlagat és szorasat! XL (extra nagy) tbb, mint 73 g
Az emberek szellemi teljesitoképességének (intelligencidjanak) a  praor S M L XL

szintjét egy-egy szammal, az intelligenciahdnyadossal (1Q-val) szok- )
o o 7 ; Darabszam 90 452 563 95
tuk kifejezni. Ennek mérését alkalmas kérdéssorozatokkal, un. IQ-

tesztekkel végzik, és un. 1Q-pontokkal értékelik. Egy modern IQ-tesztet a szakemberek akkor tekintenek szabvany-
szerlinek, ha az atlagos varhaté eredmény 100, mig a széras 15 IQ-pontnak felel meg. Egy frissen elkésziilt teszt elsé

1000 kitoltéjének eredményeit a mellékelt tablazat szemlélteti.

Elért pontszam 75-84 85-94 95-104 105-114 115-124 125-134
Gyakorisaga 17 132 225 468 130 28

Az osztalykozepek segitségével szamitsd ki a fenti 1000 f6s minta atlagat és szorasat! Megfelel-e ez a teszt a szakem-
berek kivanalmainak?

36. lecke | SZAMITASOK 0SZTALYKOZEPEKKEL
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Feldobunk harom kiilonb6z6 pénzdarabot, egy 10 forintost, egy 20 forintost és egy 50 forin-
tost. Feljegyezziik (ilyen sorrendben), hogy a pénzérméknek a fej vagy az iras oldala lathato.
Az FIF leiras példaul azt jelenti, hogy a 10 forintosnak a fej, a 20 forintosnak az irds, és az 50
forintosnak a fej oldala lathatd.

a) Soroljuk fel a kisérlet lehetséges kimeneteleit!

b) Hany olyan lehet6ség van, amikor t6bb fejet dobunk, mint frast?

c) Hany olyan lehet6ség van, amikor ugyanannyi fejet dobunk, mint irast?

Megoldds

a) A dobas utan mindharom pénzdarabon fej vagy iras lithaté. Ez 2° = 8 lehetdség. A lehetsé-
ges kimenetelek tehat: FFE, FFI, FIF, FII, IFF, IFL IIF, II1.

b) Azok alehetdségek, amikor tobb fej van, mint irds: FFE, FFL, FIE IFE Ez Gsszesen 4 lehetdség.

c) Mivel a fejek és irdsok szamanak Gsszege 3, és mindkettd egész szdm, ezért nincs olyan

lehet6ség, amikor a fejek és irdsok szama egyenld.

Elemi események egy véletlen kisérlet lehetséges kimenetelei csem én;seménytér elemi események
Eseménytér az elemi események halmaza ‘
Esemény az eseménytér részhalmaza

Biztos esemény olyan esemény, amely biztosan bekovetkezik

Lehetetlen esemény olyan esemény, amely nem kovetkezhet be

Jelolés: Az eseményeket nagybetiikkel (A; B; ...), az eseményteret H-val jeloljiik.

Egy A esemény komplementere az az esemény, amely pontosan akkor kovetkezik be,
amikor az A esemény nem kovetkezik be. Jele: A.
Az A és B események egymast kizaré események, ha egyszerre nem kovetkezhetnek be.

Példdk abban a kisérletben, amikor feldobunk 3 kiilonb6z6 pénzérmét

Elemi esemény a 10 Ft-ossal és a 20 Ft-ossal fejet, az 50 Ft-ossal irast dobunk: FFI
Eseménytér a 8 elemi esemény halmaza {FFE FFI, FIF, FII, IFF, IFI, IIF, IIT}
Biztos esemény a fejek szama kisebb vagy egyenld, mint 3

Lehetetlen esemény a fejek szama és az irasok szdma egyenld

Egy a esemény a 10 Ft-ossal fejet dobunk {FFFE, FFI, FIE, FII}

Az a esemény a 10 Ft-ossal irast dobunk {IFFE, IFL, IIF, III}

Egymdst kizdr6 események A és A




Az iskolaban az egyik nyelvtanar szervezett egy kii- Az egyik jatékban két dobdkockaval dobnak. Az
lonfoglalkozast. A foglalkozason részt vevok koziil 13 egyik dobdkocka fehér, a masik fekete. Tablazatban
diak tanul olaszt, 10 diak tanul spanyolt, 7 didk pedig abrazoltuk a lehetséges elemi eseményeket.

N
4

olaszt és spanyolt is. Véletlenszertien kivalasztunk

négy részt vevd didkot. Melyik lehetetlen esemény, E] C] @ C]

melyik biztos esemény? Vialaszodat indokold!

A: Mind a négyen tanulnak olaszt.

B: Van koztiik olaszos.

C: Egyikiik sem tanulja mindkét nyelvet.

D: Mind a négyen tanulnak spanyolt, de olaszt nem.

Anna, Bea, Csaba és Dénes rendszeresen 0sszejon-

nek tarsasjatékozni. Azt, hogy ki a kezdd jatékos,

egy mobilalkalmazas segitségével dontik el. Ez az

alkalmazas véletlenszertien adja valamelyikiiknek az
egyes sorszamot. . . ;
gy a) Hany elemi esemény van?

Egyik nap két menetet terveznek, mindkét alkalom- b) Hany elemi eseménybdl allnak a kovetkezé ese-

mal ezzel az alkalmazassal valasztjak ki, hogy ki kezd. .
mények?

A: A fehér dobas hatos.

B: Pontosan az egyik dobas hatos.

C: Van hatos dobas.

D: Mindkét dobas hatos.

E: Egyik dobas sem hatos.

Egy elemi eseménynek tekintjiik, hogy konkrétan az
egyikiik (pl. Anna) kezdi az elsé jatékot, és konkrétan
valamelyikiik (pl. Bea) kezdi a masodik jatékot. (El6-
fordulhat az is, hogy mindkét jatékot ugyanaz kezdi.)
a) Hany elemi eseménybdl all az eseménytér?

b) Sorold fel annak az eseménynek az elemi esemé-

F: Van olyan dobas, amelyik nem hatos.

it by it Ll o el kol c) Vannak-e a b) részben felsorolt események ko-

©) Melyek egymést kizdrd eseme- z0tt komplementer események?
nyek a kovetkez6k kozil?
K: Bea kezdi a masodik jatékot.
L: Egyik jatékot sem Bea kezdi.
M: Mindkét jatékot Bea kezdi.
N: Dénes kezdi a masodik ja-
tékot.

d) Fogalmazd meg a c) pontban

d) Fogalmazz meg olyan eseményt, amelyhez 5 ele-
mi esemény tartozik!

e) Melyik lehetetlen esemény, melyik biztos ese-
mény?
K: A dobasok szorzata prim.
L: A dobasok 9sszege kisebb, mint 36.
M: A dobasok 6sszege 1.
N: A dobasok 6sszege kobszam.

felsorolt események komple-
menterét!

HAZI FELADAT

13

2>

Feldobunk egy pénzérmét haromszor egymads utan, és sorban feljegyezziik a dobas eredményét.

Sorold fel, melyik elemi események esetén kovetkezik be az adott esemény!

A: Pontosan az egyik dobas fej. B: Az els6 két dobds eredménye kiillonboz6.

C: Az els6 dobas fej, vagy a masodik dobas iras. D: Az els6 két dobas fej, és a masodik két dobas iras.

Két dobdkockaval dobunk. Keress egymast kizaro, valamint komplementer eseményeket az aldbbi események kozott!
A: A dobasok szorzata prim. B: Legalabb egy dobas egyes. C: A dobasok szorzata nagyobb, mint 16.
D: A két dobas egyenl6. E: Pontosan egy dobas egyes. F: A dobasok 6sszege kisebb, mint 9.

37. lecke | AZ ESEMENYTER

87



o} b

KIDOLGOZOTT FELADAT

Feldobunk harom kiilonb6z6 pénzdarabot, egy 10 forintost, egy 20 forintost és egy 50 forintost. Feljegyezziik (ilyen sorrend-
ben), hogy a pénzérméknek a fej vagy az iras oldala lathaté. Vizsgaljuk a kovetkezd két eseményt:

A: a 10 forintoson az iras oldal lathatd; B: az érmék kozott pontosan egy fej lathato.

Hény elemi esemény esetében kovetkezik be az A vagy B, illetve az A és B esemény?

Megoldas
Mivel mindegyik pénzdarab kétféleképpen érkezhet le, az eseménytér 2° = 8 elemi ese-

H

ménybol all. Az dbran ezeket az elemi eseményeket abrazoltuk.
Az A eseményhez azok az elemi események tartoznak, amikor a 10 forintoson az irds oldal
lathato. Ezek az III, IIF, IFI, IFF események, ez tehat 4 elemi esemény.

A B eseményhez azok az elemi események tartoznak, amikor az érmék kozott pontosan egy

fej lathato. Ezek az IIF, IFI és FII események, tehat 3 elemi esemény.

Az A vagy B esemény azt jelenti, hogy a 10 forintoson iras van, vagy pontosan egy fej van. Ehhez az dbra szerint 5 elemi
esemény tartozik. Az A és B esemény azt jelenti, hogy a 10 forintoson irds van, és pontosan egy fej van. Ehhez az abra szerint
2 elemi esemény tartozik.

Események Osszege és szorzata

» Az A és a B események Osszege az az esemény, amely pontosan akkor kévetkezik be,

ha az A és a B események koziil legalabb az egyik bekévetkezik. Jele: A + B.
A-B

» Az A ésa Besemények szorzata az az esemény, amely pontosan
akkor kovetkezik be, ha az A és a B esemény is bekovetkezik.
Jele: A - B.

Egymast kizar6 események szorzata a lehetetlen esemény.
Komplementer események 6sszege a biztos esemény.

FELADAT

Tablazatba foglaltuk egy hét id6jarasi jellemz6it.

hétfo kedd szerda  csitortok péntek  szombat vasarnap
atlagh6meérséklet 14 °C 18 °C 17 °C 10 °C 9°C 10 °C 12 °C
csapadék 0 mm 4 mm 12 mm 8 mm 0 mm 0 mm 6 mm
szélerdsség 5km/h  8km/h  2km/h 26km/h 18km/h 3 km/h szélcsend

Adott harom esemény:
A: Az atlagh6meérséklet tobb, mint 10°C. B: A csapadék tobb, mint 5 mm. C: A sz¢l er6sebb, mint 5 km/h.
Mely napokra igaz, hogy bekovetkezett a kovetkezs esemény? a)A+B b)B-C ¢)B+C d)A-B-C
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Egy elektromos dramkor vazlatat mutatja az abra. Le-
gyen az A esemény az, hogy az A kapcsolo zarva van,
a B esemény az, hogy a B kapcsold zarva van, a C ese-
mény az, hogy a C kapcsol6 zarva van. (Amikor egy
kapcsold zarva van, akkor rajta keresztiil tud folyni az
aram, azon a helyen zarédik az aramkor.)

R o
A

lampa
o
aramforrds
o

C

|

Vilagit-e a lampa a kovetkez6 eseményekben?
a)B-C b)A-B
c)A-B-C dA-(B+C)

Sandor, Jozsef és Benedek mindhdrman rendszeresen
lottéznak. Az 6toslotton jatszanak, ahol a lehetséges
lottoszdmok az 1; 2; 3; ... ; 89; 90 szamok. Sandor
kedvenc szamai a négyzetszamok és a kobszamok.
Jozsef kedvenc szamai azok, amelyek oszthatdk 5-tel
vagy 7-tel. Benedek kedvenc szamai azok, amelyek-

HAZI FELADAT

N
Y

Egy varosban minden héten szerddn és szombaton
van koncert, pénteken, szombaton és vasarnap van
szinhazi el6adas, és hétfét kivéve minden este filmve-
tités. Legyen K az az esemény, hogy egy adott napon
van koncert, S az az esemény, hogy van szinhdzi el6-
adas, és F az az esemény, hogy van filmvetités. 2023-
ban januar elseje vasarnapra esett. A felsorolt napok
kozil mely napokon kovetkezik be a K- (S + F), a
K+ S, illetvea K - S + F esemény?

januar 10.
februar 2.

januar 18.
februar 11.

januar 23.
februar 14.

Andras megallapitotta, hogy a nadragzsebében 1évo
pénz tobb mint 15 000 Ft, és csak papirpénz van nala.
Adottak a kovetkez6 események:

38. lecke | ESEMENYEK 0SSZEGE ES SZORZATA
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ben a szamjegyek Osszege 9 vagy 10. Mindharman

mindig a kedvenc szamaik koziil jelolnek meg 6t6t.

Legyen S az az esemény, hogy egy lottészam Sandor

kedvenc szdmai koziil vald, ] az az esemény, hogy Jo-

zsef kedvenc szdmai koziil valo, és B az az esemény,
hogy Benedek kedvenc szdmai koziil valo.

a) Az egyik héten a lottén a 42, 45, 49, 63, 64 sza-
mokat haztak ki. Ezek koziil melyik szamok ese-
tén kovetkezik be az S + J, illetve a J - B esemény?

b) Adj meg két-két olyan lottészamot, amelyre be-
kovetkezik az S - J, illetve az ] + B esemény!

¢) Hany olyan szam van a lottdszelvényen, amely
esetén bekovetkezik az S - B - ] esemény?

Az A esemény 18 elemi esemény esetén kovetkezik

be, a B esemény 15 elemi esemény esetén.

a) Legalabb hany elemi esemény esetén kovetkezik
beazA + B,az A - B, illetveaz A - B esemény?

b) Legfeljebb hany elemi esemény esetén kovetkezik
beaz A+ B,az A - B, illetve az A - B esemény?

Legalabb, illetve legfeljebb hany elemi esemény
esetén kovetkezik be az A, illetve a B esemény, ha
tudjuk, hogy az A - B 15 elemi esemény, az A + B
16 elemi esemény esetén kovetkezik be?

A: Andras zsebében ketté papirpénz van, és azok
ugyanolyan értékiiek.

B: Andras zsebében harom papirpénz van, és mind
kiilonboz6 értékiiek.

C: Andras zsebében kevesebb pénz van, mint
20 000 Ft.

Mennyi pénz lehet Andréas zsebében, ha bekovet-

kezik a kovetkez6 esemény?

a)A-B b)A+C ¢ B+C d)A-C

A H eseménytér 20 elemi eseménybdl all. Az A ese-

mény 12, a B esemény 16 elemi esemény halmaza.

Legalabb, illetve legfeljebb hany elemi esemény ese-

tén kovetkezik beaz A + B,az A - B, illetveaz A + B

esemeény?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Feldobunk hdrom kiilonb6z6 pénzdarabot, egy 10 fo-
rintost, egy 20 forintost és egy 50 forintost. Feljegyezziik
(ilyen sorrendben), hogy a pénzérméknek a fej vagy az irds
oldala lathat6. Mennyi a valdszintisége, hogy az A, a B, az
A + B, illetve az A - B esemény bekovetkezik?

Az A eseményhez 4 elemi esemény tartozik, a B esemény-
hez 3.
Ezek az elemi események egyforman valdszintiek, ezért az

A esemény valoszinliségét a kedvezd esetek (azaz az A ese-
ményhez tartozo elemi események) szamanak és az dsszes

A: a 10 forintoson az iras oldal lathato elemi esemény szdmanak a hanyadosaval szamolhatjuk ki.

B: az érmék kozott pontosan egy fej lathato A B esemény esetén ugyanigy jarhatunk el.

4 ; 3
P(A)=2=05 és P(B) ===0,375
Megoldds: 8 8

Az eseménytér 2° = 8 elemi eseménybél 4ll. Az dbran eze- Az A + B eseményhez az dbra szerint 5 elemi esemény, az

ket az elemi eseményeket abrazoltuk. A - B eseményhez pedig 2 elemi esemény tartozik.

A valdszintiségek tehat:

P(A+B) = % =0,625 6 P(A-B)= % =0,125.

1. Esemény valdsziniisége

Ha az elemi események egyforman kedvezd elemi események szama

Osszes elemi esemény szama

» P(4) =

valosziniiek (és a szamuk véges), akkor

A komplementer esemény valészintisége: P(A) = 1 — P(A).

Ha az A és a B események egymast kizar6é események (azaz nem kovetkezhetnek be egyszerre), akkor:
» P(A vagy B bekovetkezik) = P(A + B) = P(A) + P(B);

» P(A és B bekovetkezik) = P(A - B) = 0.

Megjegyzés:
Az A esemény szempontjabol kedvezd elemi eseménynek hivjuk az A eseménybe tartozd elemi eseményeket. Ezek
azok az elemi események, amikor az A esemény bekovetkezik.

2. Fiiggetlen események

Definicié: Az A és a B események fiiggetlenek, ha P(A - B) = P(A) - P(B).

A fiiggetlenség akkor teljestil, ha a B esemény valdszintisége ugyanakkora abban az esetben, ha az A esemény beko-
vetkezik, mint amikor az A kévetkezik be, és viszont. Fiiggetlenek példaul azok az események, amelyek esetében az
egyik bekovetkezése nem befolyasolja, hogy a masik bekovetkezik-e. Ha példaul feldobunk két dobdkockat, akkor az
az esemény, hogy az els6 kocka hatos, nincs hatassal arra, hogy a masodik kocka hatos-e.

Két esemény fliggetlenségét ugy bizonyithatjuk, hogy ellendrizziik, teljesiil-e a P(A - B) = P(A) - P(B) egyenléség.



A haromjegyl pozitiv egész szamok koziil véletlensze-

rlien kivalasztunk egyet. Mennyi a valdszintisége, hogy
a) egyik szamjegye sem 6t0s;

b) legaldbb egy szamjegye 6tos;

c) pontosan egy szamjegye 6t0s?

4

Egy tarsasjatékban a jatékos egyszerre két dobdkoc-
kaval dob, az egyik kocka fehér, a masik fekete. Ha
a fehér kockaval nem egyest dob, akkor annyit 1ép-
het el6re, amennyi a két dobas 6sszege. Ha azonban
a fehér kockéval egyest dob, akkor meg kell forditani
a fehér kockat, igy az egyesbdl hatos lesz, és azt kell
hozzdadni a fekete kockaval dobott szimhoz. (Ha
példaul a fehérrel egyest és a feketével négyest dob,
akkor a fehér kockat hatosra forditja, igy az Gsszeg
6+4=10.)

Foglald tablazatba, hogy az egyes elemi események
esetén mennyit 1ép eldre a jatékos!

JICJICTEIE-I)E 8

Mennyi a valdszintisége, hogy a jatékos
a) hatot;
b) nyolcat vagy kilencet; d) legalabb tizet 1ép el6re?

c) legfeljebb négyet;

HAZI FELADAT

A haromjegyti pozitiv egész szamok koziil véletlen-

szertien kivalasztunk egyet. Mennyi annak a valdszi-
ntisége, hogy a kivalasztott szam

a) szamjegyei kiilonbo6zok;

b) mindharom szamjegye kisebb, mint 4?

Y

Egy haz 67 lakéja koziil 15 gyerek, a felnéttek 57,7%-
a nd, a gyerekek 40%-a fid. Mennyi a valészinisége,
hogy ha a lakok névsorabdl véletlenszertien kivalasz-
tunk valakit, akkor 6 egy

a) gyerek; b) felnétt né; c) felnétt vagy fi; d) lany?

39. lecke | ESEMENY VALOSZINUSEGE

FS
Y

Egy technikum tanuléira vonatkozik a tablazat.

Lanyok Fiuk Osszes
A tanulok szama 165
A tanuldk %-os aranya 75

A kosarlabdazok szama 270
A kosarlabdazok %-os aranya
s, Memea it o [
a) Toltsd ki a tdblazatot!
b) Mennyi annak a valdszintisége, hogy egy vélet-
lenszerten kivalasztott kosarlabdazo
A) lany; B) fiu?
c) Mennyi annak a valdszintsége, hogy egy vélet-
lenszerten kivalasztott diak
A) kosarlabdazo;
C) kosarlabdazo lany vagy nem kosérlabdazo fivi;

B) nem kosarlabdaz¢ lany;

D) kosarlabdazo fit1 vagy nem kosarlabdézo lany?
d) Szamitassal igazold, hogy a kovetkezo két ese-
mény nem fliggetlen egymastol!
E: Egy véletlenszertien kivalasztott didk kosar-
labdazik.
F: Egy véletlenszertien kivalasztott didk fit.

Feldobunk harom szabalyos pénzérmét. Tekintsiik

a kovetkez6 eseményeket!

A: Mindharom érmével azonosat dobunk.

B: Tobb fejet dobunk, mint irast.

C: Ugyanannyi fejet dobunk, mint irast.

a) Mennyi az események valoszintisége?

b) Szamitassal igazold, hogy az A és B események
fiiggetlenek!

Y

Ot lany, Anna, Bea, Cili, Déri és Eszter véletlensze-
rli sorrendben érkeznek meg egy talalkozojukra.
a) Mennyi a kovetkez6 események valdszintsége?
A: Anna érkezik harmadikként.
B: Bea érkezik negyedikként.
C: Cili és Déri kézvetleniil egymas utan érkez-
nek.
b) Szamitassal igazold, hogy A és B nem fliggetlen
események!
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Az abra szerinti céltablan a bels6 kor atmérdje 10 cm. Mindkét korgytir( szélessége ugyancsak
10 cm. Ha véletlenszertien érkezik egy 16vés, amely eltaldlja a céltablat, akkor mekkora valdszi-
niiséggel talalja el a kozéps6 korlapot, a belsé korgytrit, illetve a kiilsé korgytirtit?

Megoldds

A feladat szovege alapjan feltessziik, hogy a 16vés a céltabla barmely pontjaba érkezhet. Az elemi eseményeknek megfeleltet-
het6k a céltabla pontjai. A kdrlapnak azonban végtelen sok pontja van, és hasonlé médon a kozépsé korlapnak is végtelen
sok pontja van. A val6szintiség eddig hasznalt (kombinatorikus) definicidja értelmében, amikor a kedvez6 elemi események
szamdt az Osszes elemi esemény szamaval kell osztanunk, végtelent kellene osztani végtelennel, amit nem tudunk értelmezni.
Ezért nem az elemi események szamat vessziik a szamitas alapjaul, hanem az adott esemény szempontjabol kedvezé teriilet-
nek és a teljes korlap teriiletének a hanyadosat.

belsd korlap teriilete 52,

teljes korlap teriilete 2527 ~ 25

bels6 korgyird teriilete _ 15% _ 5% _ 8

P(bels6 kort talalja el a golyo) =

P(bels6 korgytrtit taldlja el a golyo) =

teljes korlap teriilete 254 25
e .. _ kiils6 korgytrt teriillete 552, _ 152 16
P(kiils6 korgytirtt talalja el a golyd) = teljes Korlap terilete = 7;52” L= 25

(Az utdbbit kiszamolhatjuk ugy is, hogy a biztos esemény val6szintiségébdl levonjuk a komplementer esemény valdszinii-

soét: P=1— (L L)=ﬁ
ségét: P=1 <25+25 25.)

Geometriai valdsziniiség

Ha egy esemény bekovetkezését egy geometriai mennyiséggel (pl. hosszusag, teriilet, térfogat, szog) jellemezziik, akkor
a szemlélet alapjan belathato, hogy az esemény valdsziniisége aranyos az adott mennyiség mértékével. Ezért az esemény
valészintisége szamolhaté ugy, hogy az adott eseményhez tartozé mennyiség mértékét osztjuk a teljes eseménytérhez tar-
toz6 ugyanezen mennyiség mértékével.

Példdul: Egy szerencsekerék esetében az adott korcikk kozépponti szogének nagysagat osztjuk a teljes szerencsekerékhez
tartozd kozépponti szog nagysagaval, azaz 360°-kal.

FELADAT

Egy hangya maszkal egy méterrudon. A méterrud 1 m hosszi, és meg vannak jelolve a rid 0 cm, 10 cm, 20 cm, ...
100 cm-hez tartozé pontjai. Feltessziik, hogy egy adott pillanatban a hangya helyzete véletlenszer(i. Mennyi a valé-
szintsége, hogy az adott pillanatban a hangya

a) kozelebb van a rid 0-val jelolt végéhez, mint a 100-zal jelolt végéhez;

b) kozelebb van a méterrud kozéppontjahoz, mint valamelyik végéhez;

c) kozelebb van a rad 20 cm-es pontjahoz, mint a 100 cm-es végéhez?



w
Y
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a) Egy korlapon véletlenszertien kivalasztunk egy
pontot. Mennyi a valdszintsége, hogy a kiva-
lasztott pont kozelebb van a kér kozéppontjahoz,
mint a kérvonalhoz?

b) Egy gomb belsejében véletlenszertien kivalasz-
tunk egy pontot. Mennyi a valdszintisége, hogy
a kivalasztott pont kézelebb van a gémb koézép-
pontjahoz, mint a gombfeliilethez?

Egy padlozat négyzet alaka csempékkel van boritva.
A csempék oldalai 20 cm szélesek, és koztiik a fuga
mindenhol 0,5 cm széles. Ha leejtink egy 2,8 cm
atmérdja 50 forintost, és az véletlenszertien fekszik
el valahol a padlon, akkor mennyi a valdszintisége,
hogy tgy all meg, hogy nem érinti semelyik fugat?

Az dbra szerinti céltablat koncentrikus korokkel négy
tartomanyra osztottuk. A céltabla sugara 16 cm. Ha

HAZI FELADAT

13

Egy szamitogép monitorjat az abra szerint az egyik
atloval és a kozéppont koré rajzolt 8 cm sugart korrel
négy tartomanyra osztjuk. Ha a monitoron véletlen-
szertien felvillan egy pont, akkor mennyi a valészint-
sége, hogy a pont

a) az A vagy a B tartomanyba esik;

b) a Bvagy a C tartomanyba esik;

c) aD tartomanyba esik?

19,5 cm

34,5cm

Egy 20 cm x 30 cm nagysagu papirlapon véletlensze-
riien kivalasztunk egy pontot. Mennyi a valdszint-
sége, hogy a kivélasztott pont a papirlap mindegyik
csucsatol tavolabb esik, mint 10 cm?

Egy egyméteres méterrud 10 cm-es részenként fel-
valtva piros és fehér szinnel van befestve (lsd dbra).
A rud a 42 cm-t jel6lé pontjanal kettétort. Véletlen-
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egy nyilvesszd véletlenszerten eltaldlja a céltablat,
akkor egyes tartomanyokba érkezés valoszintisége
egyenl6 egymassal. Mekkora a korok sugara?

Egy viragcserép csonkakup alaku. Alapkorének
atmérdje 18 cm, fedékorének atmérdje 12 cm, az
alkot6 10 cm hosszu. A cserép tele van homokkal,
és véletlenszertien maszkal a belsejében egy apré
homoktir6 bogar. Mennyi a valészintsége, hogy
egy adott pillanatban a bogar legfeljebb 3 cm tavol-
sagra van a feddlap sikjatol?

szerlien maszkal egy-egy hangya a két darabon.
Szamitassal igazold, hogy melyik ridon nagyobb a
valdszintisége annak, hogy a hangya piros részen
jar!

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Az abran lathato céltablat véletlenszertien eltalalja
egy nyilvesszo.

10 20
ﬂ m
Q y

20 10

Mennyi a valdszintisége, hogy a 16vés értéke
a) 10; b) 40; c) legalabb 40?

(A céltabla belsé korének atmérdje feleakkora,
mint a kiils6 kor atmérdje, az atmérék merdlegesek
egymasra.)
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Az dbra szerinti szerencsekereket egy vurstliban mtikddteti egy vallalkozo.

a) Mennyi a nyeremény varhatd értéke, ha egyszer porgetjilk meg a szerencsekere-
ket?

b) Mennyi a szerencsekereket mikodtetd véllalkozoé varhato nyeresége egy porgeté-
sen, ha egy porgetés a vurstliban 500 Ft-ba keriil?

Megoldds
a) Tablazatba foglaltuk a nyereményeket és a hozzajuk tartozo6 valdszintiségeket.
Nyeremény (Ft) 0 100 200 900 1200
. 2 1 1 1 1
Valsziniiség 6 6 6 6 6 E=2.04+[F 10041 200+ 900+ 1200 = 400

A varhat6 értéket megkapjuk, ha a lehetséges nyereményeket megszorozzuk a hozzajuk tartozd valdszintiségekkel, és
ezeket 0sszeadjuk. A varhaté nyeremény tehat 400 Ft.
b) A villalkozo varhat6 nyeresége egy porgetésen 500 — 400 = 100 Ft.

Varhato érték (ismétlés)

A varhato érték csak olyan esetben értelmezhetd, amikor minden elemi esemény kimenetele valos szammal jellemezhetd.
Ilyen esetben, ha nagyszamu kisérletet végziink, akkor a kisérletek kimenetelének 4tlaga egy jol meghatarozhaté érték
kozelében lesz. Ez az érték a lehetséges kimenetelek valdszintiségébdl szamolhato, és varhaté értéknek nevezziik.
Varhato érték = a lehetséges kimeneteleknek a valdszintségekkel sulyozott atlaga. Jele: E .

Megjegyzés:
- A varhato érték nem azonos a legvaldsziniibb eredménnyel.
- Osszetartozé fogalompdarok:

statisztika valészintiségszamitas
relativ gyakorisag P valdsziniiség
atlag, sulyozott atlag P varhaté érték

FELADAT

IS5 Mennyi a nyeremény varhato értéke, ha egyszer megpérgetjiik az dbra szerinti szeren-

csekereket? 30°
900 Ft 7o

Nyeremény (Et) 300 400 900 2000 3000 892000 Ft

Val6szintiség




"33 Egy gazdasdgi elemz6 két részvény esetében mo- Arészvény B részvény

dellezte, hogy ugyanolyan gazdasagi és kornyezeti hozama hozama
véltozdsok esetén milyen hozamokra szdmit a ko- ¢ et, valészintisége 0,5 22% 29
vetkezé évben. Tablazatba foglaltuk a modell ered- o

.. 2. eset, valdszintsége 0,4 —12% 16%
menyeit.
a) Hatérozd meg, hogy mekkora a vérhaté hozam ~ 3- €s€b valoszindsége 0,1 8% 10%

az A, illetve a B részvény esetében!
b) Egy befektetd ugy dont, hogy pénze felét az A, felét a B részvénybe fekteti. Mekkora igy a varhat6 hozam?
(A hozam azt jelenti, hogy a kovetkez6 évben hany %-kal nd, illetve csokken a részvény arfolyama.)

0
7

Mennyi a dobott fejek szamanak varhaté értéke, ha
a) egy pénzérmét dobunk fel; b) két pénzérmét dobunk fel; c¢) harom pénzérmét dobunk fel?

HAZI FELADAT

Egy elemz6i modell szerint egy részvény arfolyama a kovetkez6 évben 0,3 valdszintiséggel 5640 Ft, 0,6 valoszintség-
gel 5710 Ft és 0,1 valoszintiséggel 5120 Ft lesz.
a) Hatarozd meg a részvény jovo évi arfolyamanak varhato értékét!
b) Mekkora a varhaté hozam (azaz a jovo évi arfolyam hany %-kal tobb, mint a jelenlegi), ha a részvény jelenlegi
arfolyama 5330 Ft? Két tizedesjegy pontossaggal szamolj!

Mennyi egy véletlenszer(i talalat varhatd értéke az el6z6 lecke 4. hazi feladatdban
emlitett céltabla esetén?

10 20
Talalat 10 20 40 50 ﬂ x
Valdszintiség
40 | 50
20\/10

RAADAS

A lecke 2. feladataban azt kaptuk, hogy az A részvény varhaté hozama a nagyobb. Egy befektetés soran azonban nemcsak
a varhat6 hozamot kell figyelni, hanem a kockézatot is. Az A részvény esetében nagyobb a hozamok ingadozasa, ezért koc-
kazatosabb. (Az esetek 40%-aban komoly veszteséggel jar.)

A statisztikdhoz hasonldan a valészinliségszamitasban is értelmez- fele A
hetd a szoras fogalma, és ezzel szoktdk mérni egy befektetés kockaza- A fele B

tat. Kiszamoltuk, és tablazatba foglaltuk a varhat6 hozamot és a koc- vérhaté hozam 7.0% 6.4% 6.7%

kazatot, ha csak A, csak B, illetve felerészt A és felerészt B részvényt ,
szoras (kockdzat) 16,0% 8,6% 3,85%

vasarolunk. Figyeld meg, hogy a 3. esetben sokkal kisebb a kockazat,

mint az elsé két esetben!

Fontos kozgazdasagi elv szerint, ha kétféle (vagy tobbféle) befektetést alkalmazunk, akkor a befektetés kockazata sokszor

csOkkenthetd akar mindkét kockazati szint ala. (Ezt diverzifikdcios hatdsnak nevezik.)

a) Gondold végig, hogy a 2. feladatban vajon mivel lehet magyarazni ezt az eredményt!

b) A szérasnégyzetet tigy szamolhatjuk, hogy a lehetséges kimeneteleknek a varhat6 értéktdl valo eltérését figyeljik. Az el-
téréseket négyzetre emeljiik, majd ezek (valdszintiséggel) stlyozott atlagat vessziik. Ellendrizd ez alapjan a tablazat ered-
ményeit!
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BEVEZETO

Mennyi a valdszintsége az 6tos lottoban a kéttalalatos szelvénynek?

5 db nyerd 85 db nem
szam nyerd szam

Az Osszes eset szamat az adja, hogy hanyféleképpen valaszthatunk ki 90 elem Q

A kéttalalatos szelvény azt jelenti, hogy azon a héten 2 szamot eltalaltunk az
6tbél, és harmat nem. Vagyis két szam a kihuzott 5 koziil kerdil ki, és 3 szam
a tobbi koziil, azaz a maradék 85 koziil.

1 . . 90
koziil 5-6t, ha nem szamit a kivalasztas sorrendje. Ez ( 5 ) Bsszes eset: innen (90-bé1) vélasztunk 5-6t

5 db nyerd 85 db nem
szdm nyerd szam
mely 3 nem nyer$ szamharmassal parosithatom, ezek szorzata adja meg a

kedvezd esetek szamat: (g) . (85). : :

5
A kedvez6 esetek szama: 5 elem koziil kivalasztunk 2-t, ez ( 2) db lehetdség,

85
és 85 elem koziil kivalasztunk 3-at, ez ( 3 ) lehetdség. Mivel a 2 talalatot bar-

3 kedvezd eset: innen (5-bél) és innen (85-bdl)
(5 ) (8 5) valasztunk 2-t valasztunk 3-at
2 3 .
A valdszintiség: ( % = ig 9?3 7276% =~ 0,0225.
5)

Mintavételek (ismétlés)

A mintavétel sorén kivélasztunk néhany elemet egy halmaz elemei koziil. Altaldban azt vizsgaljuk, hogy a kivélasztott
elemek kozil hany rendelkezik egy adott tulajdonsaggal. A kivalasztas torténhet visszatevés nélkiil vagy visszatevéssel.
Visszatevés nélkiili mintavétel (ismétlés)

Legyen N darab elem, melyek kozil M darab rendelkezik és N — M darab
nem rendelkezik egy bizonyos tulajdonsaggal. Visszatevés nélkiil kivélasz-

az adott
tulajdonséaggal

az adott
tulajdonsaggal
rendelkezé: / nem rendelkezd:
M db N-Mdb

darab pedig nem rendelkezik): O O

tunk Osszesen n darab elemet. Annak a valdszintsége, hogy a kivalasztott
elemek koziil pontosan k darab rendelkezik az adott tulajdonsaggal (n — k

(M)(N—M) innen k db innen n—kdb
P(k) =




Visszatevéses mintavétel — a binomialis eloszlas (ismétlés)

A visszatevéses mintavétel esetén a mar vizsgalt elemeket visszatessziik az eredeti halmazba, igy minden egyes kivalasztas
soran ugyanazt a kisérletet ismételjiik.

Ha n-szer ismétliink egy kisérletet (pl. visszatevéses mintavételt), és minden kisérlet p valdszintséggel kedvezd, akkor
annak a valoszintisége, hogy az n db kisérlet koziil pontosan k db lesz kedvezé:

P(pontosan k kedvezd) = (Z) e (=-pyt

Egy kozépiskoldban két végzios (12-es) osztaly van. A 12. a osztélyba 11 lany és 13 fit, a 12. b osztalyba 15 lany és 10 fit
tanuld jar.
Az érettségielnok a 12. a osztalybdl és a 12. b osztalybdl is véletlenszertien kivalaszt egy-egy diakot, akinek a dol-
gozatait jogszerliség szempontjabdl ellendrzi. Mekkora annak a valdszintisége, hogy mindkét kivélasztott tanuld
lany?
Egy ujsagird interjut készit az érettségir6l. Véletlenszertien kivalaszt két végzos didkot. Mekkora a valdszintsége,
hogy mindkét tanulé lany?

Megoldds
a) Az A osztaly létszama 24, a B osztalyé pedig 25. Az elndk 6sszesen 24 - 25 = 600 kiilonb6z6 moédon valaszthat a két
osztalybol egy-egy didkot. Az A osztalybol 11-féleképpen, a B-b6l 15-féleképpen vélaszthat lanyt, vagyis a két lany va-

lasztasara 11 - 15 = 165 lehet6ség van. A valoszintiség tehat % =0,275.

49
b) Az ujsagird a 49 tanuld koziil vélaszt ki kettét, tehat a lehetségek szama ( 5 ) = 1176. A két osztalyban dsszesen 26 lany

van, koziiliik barmelyik kettd egyenld valoszintiséggel valaszthato, tehat a kedvezd esetek szama ( N ) = 325. A valoszi-

325
1176
Ez a feladat a visszatevés nélkiili mintavételre mutat példat.

niliség tehat =~ 0,276.

Az egyik gyogyszer esetében Ugy tapasztaltak, hogy minddssze 3% annak valdszintsége, hogy a gyogyszer szedése
kozben valamilyen mellékhatas 1ép fel. Ha a gyogyszerrel kezelt betegek koziil 100 alkalommal megvizsgalnak egy-egy
véletlenszertien kivélasztott beteget (akar ugyanazt tobbszor), akkor mennyi a valoszintisége, hogy

egyik esetben sem; éppen harom esetben; haromnal kevesebb esetben
voltak mellékhatasok?

Megoldds

A feladat sz6vege olyan helyzetet mutat be, amikor ugyanaz a kisérlet ismétlddik egymads utdn 100-szor. Ilyen helyzetben a

binomialis eloszlés irja le a keresett valoszintiségeket.

a) 0,97 annak a valdszintisége, hogy egy kivalasztott betegnél nem tapasztalhaté mellékhatas. Ha a kivalasztast 100 alka-
lommal ismételjiik, akkor a kérdezett val6szintiség 0,97'" = 0,048, azaz kb. 5%.

100
b) Abinomidlis eloszldsra adott képlet szerint a kérdezett valoszintiség: {5 |- 0,03%-0,97” = 0,227, vagyis kb. 23%.
c) Ossze kell adni azokat a valdszintiségeket, amikor pontosan 2 esetben, pontosan 1 esetben, illetve egyszer sem voltak

100 100
mellékhatdsok: < ) >~0,03»2~0,9798 +< ]

>~ 0,03-0,97%° + 0,97'° =~ 0,420, azaz kb. 42%.

42. lecke | MINTAVETELEK
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FELADAT

Az 6tos lottoban Sandor kedvenc szamai azok, amelyek négyzetszamok vagy kobszamok. A lottohuzaskor (visz-

98

Y

4

Y

4

szatevés nélkiil) véletlenszertien hiiznak 6t szamot az 1; 2; 3; ...; 90 szamok koziil. Mennyi a valdszintisége, hogy
a kihuzott 6t szam kozott

a) mind az ot szam Sandor kedvenc szamai koziil valo;

b) pontosan harom valé Sandor kedvenc szamai koziil;

c) pontosan egy valé Sandor kedvenc szamai kozil?

Anna palacsintat sit. Tegyiik fel, hogy minden alkalommal, az el6z6 palacsintaktol fiiggetleniil, 0,1 valoszintiséggel
elszakad a palacsinta. Mennyi a valdszintsége, hogy 8 palacsinta koziil

a) pontosan 1 szakad el; b) pontosan kett6 szakad el; c) legfeljebb kettd szakad el?
Egy szerencsekerék 0,25 valdszintiséggel a ,,Nyertél!”, a tobbi esetben a ,,Saj-
nos most nem nyertél” feliratnal all meg. 10-szer megporgetjiik a szerencse-
kereket. Mennyi a valészintisége, hogy

a) pontosan kétszer nyeriink;

b) pontosan haromszor nyeriink;

c) kétszer vagy haromszor nyeriink?

Egy 36 f0s osztaly tanuldit megkérdezték, hogy 3 féle pizza kozil
(Margherita, Carbonara, pepperénis) melyiket szeretik a legjobban. Kordi-
agramon dbrézoltuk a valaszokat.

Ha véletlenszertien kivalasztunk 5 tanuldt, akkor mennyi a valdszintsége,

hogy
a) mind az 6ten a Margherita pizzat jelolték meg;

b) pontosan ketten valasztottak Carbonara pizzat; Bl Masgherita [l Carbonara [l Pepperénis

c) koziliik egy ember valasztotta a pepperonis pizzat?

Parositsd a kérdést a hozza tartozo6 valasszal és a binomidlis egytitthatot annak értékével! Az egyik feladatra hianyzik
a valasz, add meg a megoldast!

9 dobasbdl 3 talalt a kosarba. Hanyféleképpen alakulhatott, hogy (12) 15
melyik dobasok voltak sikeresek? 3
9 dobds mellé ment, és 3 talalt a kosarba. Hanyféleképpen alakulha- (13) "
tott, hogy melyik dobasok voltak sikeresek? 4
12 dobas mellé ment, és 3 talalt a kosarba. Hanyféleképpen alakulhatott, (9) 220
hogy melyik dobasok voltak sikeresek? 4
9 dobasbdl 4 talalt a kosarba. Hanyféleképpen alakulhatott, hogy (9) 126
melyik dobasok voltak sikeresek? 3

9 dobas mellé ment, és 4 talalt a kosarba. Hanyféleképpen alakulha-
tott, hogy hanyadik dobasok voltak sikeresek?

STATISZTIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS



HAZI FELADAT

LIS (Erettségi feladat, 2021)

Az {1; 2; 3; 4; 5} halmaz elemei koziil véletlenszer(ien
kivalasztunk két killonbo6z6t. Mennyi a valdszintisé-
ge, hogy a két kivalasztott szam atlaga egész szam?

Y

Egy tarsasjatékban a jaték elején mindenki dob a koc-
kaval. Ha valaki legaldbb harmast dob, akkor htzhat
induldskor egy szerencsekartyat. Ha négyen jatsza-
nak a jatékban, akkor mennyi a valdszintisége, hogy
a) mindenki huzhat szerencsekartyat;

b) két jatékos huzhat, és két jatékos nem huizhat sze-

rencsekartyat?

w
Y

Egy szamitdgépes jaték tigy van beallitva, hogy min-
dig, amikor 4j mezdre kattint a jatékos, ugyanolyan

RAADAS
»AZ élet nem igazsagos...”

A binomialis eloszlassal kapcsolatos egyik gyakori félreér-
tés, hogy a kisérlet az esetek tobbségében az eloszlas ,,csu-
csahoz” tartozd, azaz a legnagyobb valdszintiségli esemény
bekovetkezésével zarul. Ez azonban éltaldban nem igaz.

Tegyiik fel példaul, hogy Bence és Hajni 4 elvégzendé hazi-
munka esetében mindegyik alkalommal pénzfeldobassal
donti el, hogy melyikiiknek kell azt elvégeznie. Bence min-
dig a fejjel, Hajni az irassal jatszik.

Azt varnank - és a grafikon is azt sugallja —, hogy az esetek
tobbségében az egyébként is legigazsdgosabb 2-2 eset fog

megvaldsulni.
0,40 0,375
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& 0,25 0,25
Z 025
g
5 020 —
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< 015 —
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Ennek a valészintisége azonban csak 0,375, mig annak az
esélye, hogy NEM az igazsagos 2-2-es eset kovetkezik be,

42. lecke | MINTAVETELEK
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valoszintséggel megné a pontszama. 0,64 annak
a valoszindsége, hogy két 0j mezdre lépve mind-
kétszer megnd a pontszama. Mennyi annak a valo-
szintisége, hogy egy 1j mezére lépve megné a pont-

szama?

(Erettségi feladat, 2022)

Egy szallodaban 20 db egyforma fedett edényben
kétféle miizlikeveréket tartanak. 5 edényben na-
tar, 15 edényben csokis miizli van. Egy alkalma-
zott a reggeli sietségben véletlenszer(ien valaszt ki
az edények koziil 4-et, és ezeket egy talcara teszi.
Mekkora a valdszintisége annak, hogy a 4 edény
koziil egyben natdr, haromban pedig csokis miizli

lesz?

0,625, azaz tobb mint masfélszer annyi! Vagyis az esetek
nagyobb részében az sszes vagy majdnem az Osszes hazi-
munkat - nagy valdsziniiséggel — ugyanaz a személy fogja
végezni. Barmelyikiik legyen is az, Ggy fogja érezni, hogy
»az élet igazsagtalan”.

Nagyobb szamu kisérlet esetén még jobban latszik, hogy
hidba az ,igazsagos” kimenetel a legvaldszintibb, mégis
legtobbszor egy ,igazsdgtalan” kimenetel valésul meg. Ha
nem 4, hanem példaul 100 feladat elvégzésérdl dontenének
pénzfeldobassal, akkor csupan 0,08 koriili annak a valo-
szinlisége, hogy 50-50 feladat jut Hajnira, illetve Bencére.
Majdnem 12-szer akkora (0,92) az esélye annak, hogy va-
lamelyikiik szamara kedvez6tlen lesz a kimenetel.

.E A probléma tablazatkezel6 programmal is vizsgal-

haté.
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Melyik valoszintiség a nagyobb? Allapitsd meg, hogy milyen relaci6 4ll fenn az A4, illetve a B esemény val6szintisége

kozott! A helyes valaszhoz tartozd betiikbdl egy magyar varos neve rakhaté ki.

A esemény B esemény P(A) > P(B) P(A)=P(B) P(A) < P(B)
Hat szabalyos dobdkockaval do-  Egy szabalyos dobdkockaval
bunk. A dobasok kozott pontosan hatszor dobunk. A dobasok kozott P S D
két dobas hatos. pontosan négy dobds négyes.
Az egyjegyl pozitiv egész szamok Az egyjegyQ pozitiv egész sza-
halmazabdl véletlenszertien mok halmazabél véletlenszertien
kivélasztunk hetet. A kivalasztott kivalasztunk hatot. A kivalasztott P Z A
szamok koziil pontosan négy szamok koziil pontosan kettd
paratlan. oszthat6 3-mal.

Az 6t6s lottoban a j6vé héten
a2; 5; 15; 60; 75 szamotos legfel-  Feldobunk 10 szabalyos pénz-

jebb két talalatot ér. érmét. A dobasok kozott van
(Otés lottd:az 1, 2,3, ..., 90 sza- legaldbb egy fej.
mok koziil htiznak ki 6tot.)

Egy szabalyos pénzérmét feldo- ~ Egy gép 0,015 valdszintiséggel

bunk 8-szor. A dobasok kozotta — gyart selejtes terméket. A kovet-

fejek szama tobb, mint az irasok  kez6 140 termékébdl legfeljebb 1

szama. selejtes.

(Erettségi feladat, 2012)
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A tablazat Andras és Bea érettségi érdemjegyeit

Andrds Bea Cili

mutatja.
a) Szamitsd ki Andras jegyeinek atlagat és szora- My inyely £ fipdhln 3 4
sat! Matematika 4 5
b) Cili érettségieredményérdl azt tudjuk, hogy je-  Torténelem 4 4
gyeinek atlaga Andras és Bea jegyeinek atlaga Angol nyely 3 5
kozé esik, tovabba Cili jegyeinek a szoérasa 0. e
Foldrajz 5 5

Toltsd ki a tablazatot Cili jegyeivel!

c) David is ebb6l az 5 targybdl érettségizett, az
5 targy az 6 bizonyitvanyaban is a fenti sor-
rendben szerepel. Eredményeirdl azt tudjuk,
hogy jegyeinek medidnja 4, atlaga pedig 4,4
lett. Hatdrozd meg David osztalyzatait! Hany-
féleképpen lehetne ezekkel az osztalyzatokkal
kitolteni az érettségi bizonyitvanyat?

d) A kordiagram a 24 f8s osztaly érettségiered-

kozepes

ményeinek megoszlasat mutatja matematikabol. Tudjuk, hogy jeles osztalyzatot 4 tanuld ért el. Az osztaly tanul6i

koziil hanyan érettségiztek kozepes eredménnyel matematikabol?

STATISZTIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS
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Egy sorsjegyb6l 1000 darabot nyomtattak. A sorsjegyek 80%-a nem nyer, 10%-an a nyeremény 700 Ft, 9%-an 2000 Ft,
és a tobbi sorsjegyen a nyeremény 10 000 Ft.

a) Ha egy darab sorsjegyet vasarolunk, akkor mennyi a nyeremény varhaté értéke?

b) Egy sorsjegy ara 500 Ft. Mennyi a kereskedd haszna, ha minden sorsjegyet elad?

Két szabalyos dobokockaval dobunk. Legyen az A esemény az, hogy legalabb az egyik dobds hatos, a B esemény az,
hogy legalabb az egyik dobas oszt6ja az 5-nek. Készitsd el a valészintiségeket bemutato tablazatot a fiizetedbe, és
hatarozd meg a kovetkez6 valdszintiségeket!
P(A) P(B) P(A+B) P(A-B) P(A-B)

HAZI FELADAT

Egy biztositotarsasagnal olyan modellel szamolnak, amely szerint minden tigyfél egymastdl fiiggetleniil 0,005 valo-

N
Y

w
Y

»
Y

szintiséggel szenved el kareseményt a kovetkezd év soran. Mennyi a valdszintisége, hogy a veliik szerzédésben all6
1200 iigyfél koziil a kovetkezd év soran
a) pontosan 3 szenved el kareseményt; b) legfeljebb 1 szenved el kareseményt?

Egy kozépiskola 582 didkja koziil 120-an kollégistak, 373-an helyben laknak, a tobbiek bejarok.

Helyben lakok Kollégistak Bejarok
Létszam 373 120
Félévi atlageredmény 3,11 4,12 3,78

a) Mennyi volt a tanulok félévi atlageredménye?

b) Mennyit kellene év végéig javitaniuk a helyben lakoknak, hogy a masik két csoport valtozatlan eredménye mel-
lett az iskola 4tlaga elérje a 3,5-et?

c) Ha véletlenszerten kivalasztunk 6 tanuldt, akkor mennyi a valdszintisége, hogy koziiliik pontosan harman kol-
légistak?

Teri néni elfelejtette a mobiltelefonjanak a PIN-kodjat. Arra emlékszik, hogy a 3; 6; 6; 9 szamjegyekbdl allt valami-

lyen sorrendben.

a) Ha véletlenszerten iiti be ennek a négy szamjegynek egy sorrendjét, akkor mennyi a valdszintsége, hogy a helyes
kodot irja be?

Ha haromszor préobélkozhat, mennyi a valdszintisége annak, hogy

b) elsore eltaldlja,

c) csak masodikra talalja el,

d) csak harmadikra talalja el?

e) Mi a valdszintisége annak, hogy harom prébalkozasbdl eltalalja?

Tablazatba foglaltuk, hogyan valtozott egy részvény arfolyama négy egymas utani honapban.
(A részvény hozama azt adja meg, hogy hany %-kal nétt vagy csokkent az arfolyam az el6z6 honaphoz képest.)

H¢ marcius orili . L -l
onaj aprilis méjus unius ulius
P (indul6 dr) P ) ) )
Arfolyam (Ft) 25 600 26 624 28 179
Hozam 8% —4%
a) Toltsd ki a tablazat hianyzo adatait! b) Hatarozd meg a hozamok szorasat ebben a 4 honapban!

43. lecke | GYAKORLAS
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(Erettségi feladat, 2021)

a) Davidnak ebben a félévben harom darab 3-as és két darab 5-6s érdemjegye van angolbdl. Janosnak is 6t jegye
van angolbol. Az 6 jegyeinek medianja 1-gyel nagyobb, mint Dévid jegyeinek medidnja, az 4tlaga viszont 1-gyel
kisebb David jegyeinek atlaganal. Hatdrozd meg Janos angoljegyeit! (A jegyek egész szamok.)

b) Eszter az elsé félévben 9 jegyet szerzett angolbdl, és ezek atlaga pontosan 3. A masodik félévben 6 jegyet szerzett,
ezek atlaga pontosan 4,5. Mennyi Eszter egész évben szerzett angoljegyeinek az atlaga?

Dobozdiagramon dbrazoltak egy nagyszamu adatsokasag elemeit. Az :  —

elemzok azzal a modellel dolgoznak, amely biztositja, hogy a diag- \ \ T T

ram alapjan az adatok négy osztélyba sorolhaték gy, hogy minden (L/_/L,_/L,_/&,.?‘

osztalyba az adatok negyede esik. (Ez a modell azt feltételezi, hogy £ E © =
pontosan a hatarra nagyon kevés adat esik — szamos esetben ez a kozelités kell6 pontossagti eredményekhez vezet.)
Az osztalyokat az abran A, B, C és D bettivel jeloltiik.

A B C D
Q, =x<Q Q =x<Q Q,=x<Q Q=x=Q,

Visszatevéses mintavétellel véletlenszertien kivalasztunk 12 adatot. Mennyi a valdszintisége, hogy
a) mindegyik adat a félterjedelemhez tartozo két osztaly, B és C valamelyikébe esik;

b) az adatoknak pontosan a negyede kisebb, mint az alsé kvartilis;

c) az adatok kozill legfeljebb 2 adat nagyobb vagy egyenld, mint a felsé kvartilis?

Két részvény néhany jellemz6 adatat tartalmazza a tablazat, ugyanarra az id6szakra vonatkozodan. Az adatok alapjan
melyik részvényt tartod kockazatosabbnak? Vélaszodat érvekkel tdmaszd ald!

A részvény B részvény
atlagos arfolyam 12 500 Ft 1840 Ft
atlagos hozam 13% 24%
hozam szorésa 3% 6%
A hatoslotton az 1; 2; ....; 45 szamok kozil sorsolnak ki véletlenszertien hat kiilonb6z6 szamot. Mennyi a valoszind-

sége, hogy egy adott héten a hatoslotton kihdzott hat szam kozott pontosan kettd olyan van, amelyik oszthat6 6-tal?

Egy bolthaldzat azoknak, akik legalabb 30 000 Ft értékben vasarolnak, egy kupont ad ajandékba. A kuponok értéke
azonban nem azonos, az 9sszes kupon 90%-a 1000 Ft, 8%-a 2000 Ft, a tobbi pedig 8000 Ft értékd. A vasarlok vé-
letlenszertien kapjak a kupont, a kupon értéke csak akkor deriil ki, ha lekaparjak a fed6réteget. Mennyi egy kupon
varhato értéke?

STATISZTIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS
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Egy adatsokasagrol dobozdiagramot készitettiink. A diagram alap- LI TTTTTT]
jan valaszolj a kérdésekre!

I |
_ . r 4 ? T T T Ll
a) Van-e kiugré adat az adatsokasagban? 21 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 43

A

b) Mennyi az adatsokasag medianja?
c) Hanyszorosa az adatsokasag terjedelme a félterjedelemnek?
d) Az adatok negyedének legalabb mennyi az értéke?

PR Két szabalyos dobokockéval egyszerre dobunk. Jeldlje A azt az eseményt, hogy a dobott szdmok Osszege 5, B azt az
eseményt, hogy a dobott szdmok szorzata 4. Hatarozd meg a P(A), P(B), P(A + B) és a P(A - B) valoszintségeket!

B Egy szamitogépes jatékban egy 8serddbdl kell megtalalni a kivezetd utat, sokféle akadaly kozott. A jaték ugy van be-
programozva, hogy az erdé egyik teriiletén 0,7 valdszintiséggel megcsipi a jatékost egy mérges pok, ezért amig nem
talalja az ellenszert, addig csak lassabban tud tovabb haladni. Andras a jaték soran 5 alkalommal tévedt erre a teriiletre.
Mennyi a valdszinisége, hogy
a) egyszer sem csipi meg a pok;

b) legfeljebb egyszer csipi meg a pok?

L Mennyi az ébran lathat6 szerencsekerék egy porgetése esetén a nyeremény varhatd
értéke?

R Probaérettségit tart egy torténelemtandr. A 20 szdbeli tétel koziil 9 tétel a XX. szézadi
torténelemhez kapcsolodik. Az elsé csoportban 6 vizsgazé huz tételt, a kihuzott téte- | 200 Ft  120° A 150°

leket nem teszik vissza. Mennyi a valoszintisége, hogy a 6 vizsgazé koziil

a) aki elsének hiz, az nem XX. szdzadi tételt hiz;

b) pontosan 2 didk hiz XX. szazadi tételt;

c) legfeljebb 2 diak hiz XX. szazadi tételt?

RAADAS

Egy teriiletfoglalos tarsasjatékban az titkozetek kimenetelét

kockadobassal dontik el. Mindkét jatékos katonai ereje az 1, 2,
3, 4, 5, 6 értékek valamelyike lesz. Ha egy jatékos tobb kocka-
val dob, akkor a dobdsok maximuma hatdrozza meg a katonai
er6t, azaz kiilonboz6 dobasok esetén a legnagyobb dobas sza-
mit, egyenléség esetén a kozos maximalis érték szamit. Fontos
tehat, hogy melyik jatékos hany dobokockaval dobhat.

Az egyik jatékos harom dobokockaval dobhat.

a) Sorold fel azokat a dobasokat, amelyek esetén a katonai ere-

je 2 lesz! (Ne felejtsd el megkiilonboztetni a kockékat!)
b) Ha kil6nb6z6k a dobokockak, akkor hany olyan dobds van,

amely esetén a katonai erd 3?
c) Mennyi a valészintisége, hogy a katonai ereje 2 lesz?
d) Mennyi a valdsziniisége, hogy a katonai ereje 3 lesz?
e) Mennyi a valdszintsége, hogy a katonai ereje 4 lesz?
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Tablazatba foglaltuk, hogy egy kézilabdamérkézésen
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a palyara 1ép6 20 jatékos hany golt dobott. Mennyi
a 20 adat medianja, modusza, atlaga és szdérasa?

Golok szama 0 1 2 4 5 6 7
Gyakorisag 6 5 2 3 2 1 1

Egy kis vallalkozasban 10 ember dolgozik. Koziilitk
5 embernek 580 000 Ft, 3 embernek 720 000 Ft és
a két vezetének 1 080 000 Ft a havi fizetése. Meny-
nyi a cégnél a fizetések medidnja, mdédusza, atlaga és
szorasa? Melyik kozépérték jellemzi a legjobban a fi-
zetéseket?

Mennyi a kovetkez6 sorozatok elsé 6t tagjanak atlaga
és szOrdsa?

—1ésd=0,5
=—5¢éqg=-1

a) {a,} szamtani sorozat, a, =
b) {b,} mértani sorozat, b,

(Erettségi feladat, 2021)

Egy kosarlabdacsapat az el6z6 6t mérkézésen 77, 60,
83, 73, illetve 90 pontot szerzett. Hany pontot kell
szereznie a kovetkezé mérkézésen ahhoz, hogy a hat
mérkézésen szerzett pontjainak atlaga 75 legyen?

Mennyi a 10 legkisebb természetes szam medianja,
atlaga és szorasa?

Egy szamtani sorozat hdrom egymas utdni tagjabol
allo adatsokasag szorasnégyzete 24. Mennyi lehet
a sorozat differencidja? Hatdrozd meg az elsé 6t tag-
bol all6 adatsokasag szorasat!

Bencének nyolc jegye van matematikabol. Ezekrol

tudjuk, hogy az atlaguk 3,75, a médusz 4, a median

4, és a terjedelem 2.

a) Hatarozd meg, milyen osztélyzatai lehetnek Ben-
cének! Keress tobb megoldast is!

b) Szdmitsd ki Bence jegyeinek szérasat legalabb két
megtalalt megoldas esetére!

Az olimpidn a fejl6d6 orszagokat azzal tamogatjak,
hogy un. szabad kartyaval indithatnak versenyzét
néhany szamban akkor is, ha a versenyzéjiik nem

©
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éri el az olimpiai szintidét. Igy fordulhatott el6, hogy
Egyenlit6i-Guinea versenyzdje, Eric Moussambani
is indult 2000-ben a 100 méteres gyorsuszasban. (Az
olimpia el6tt soha nem latott 50 méter hosszu meden-
cét, csak egy szalloda 12 méteres medencéjében edzett.)
Tobb mint kétszer annyi id6 alatt ért célba, mint a nyer-
tes id6, a kozonség oridsi biztatasa kozepette.

A 100 méteres férfi gyorsuszasban a 2000-es olimpi-
an 71 id6eredmény sziiletett. A nyertes id6 masod-
percben mérve 48,64; a 18-dik id6 49,93; a 36-dik id6
51,52; az 54-dik id6é 52,58. A hat leggyengébb id6-
eredmény: 54,33; 58,79; 59,26; 60,39; 62,45 és 112,72.
Készits dobozdiagramot az adatokrol!

Egy adatsokasagrél tudjuk, hogy terjedelme 12,

félterjedelme 8, medidnja 25, alsé kvartilise 22, és

maximuma 33.

a) Készits dobozdiagramot az adatokrol!

b) Adj meg 7 olyan egész szamot, amely megfelel
a feladatban felsorolt lefrasnak!

Egy mérést 50-szer elvégeztek, majd a mérés eredmé-
nyeit osztalyokba soroltdk.

Eredmény 20-22 22-24 24-26  26-28
Gyakorisag 2 4 4 8
Eredmény 28-30 30-32 32-34 34-36
Gyakorisagg 15 12 3 2

a) Készits a tablazat alapjan dobozdiagramot!
b) Hatarozd meg az adatok szordasat!

Feldobunk egy piros és egy fekete dobokockat. Te-

kintsiik a kovetkez6 eseményeket!

A: A piros kockaval 6tost dobunk.

B: A fekete kockaval legfeljebb kettest dobunk.

C: A két dobas koziil az egyik dobds értéke primszam,
a masik dobas értéke Osszetett szam.

Sorold fel, melyik elemi események tartoznak a ko-

vetkezd eseményekhez!

a) A+B b) B-C c)A-C

STATISZTIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS



Egy A esemény 18 elemi esemény esetén, egy B ese-

13>

16>

8>

mény 25 elemi esemény esetén kovetkezik be. Leg-
feljebb, illetve legalabb hany elemi esemény esetén
kovetkezik be az A + B és az A - B esemény?

Feldobunk egy piros és egy fekete dobdkockat. Te-

kintsiik a kovetkezé eseményeket!

A: A piros kockaval 6t6st dobunk.

B: A fekete kockaval legfeljebb kettest dobunk.

C: A két dobas koziil az egyik dobas értéke primszam,

a masik dobas értéke dsszetett szam.

a) Hatarozd meg az A, B és C események valdszint-
ségét!

b) Szamoldssal igazold, hogy az A és a B események
fiiggetlenek egymastol, a B és a C események
azonban nem fiiggetlenek egymastdl!

Egy szabalyos pénzérmét haromszor feldobunk, és
feljegyezziik, hogy a dobas eredménye fej (F) vagy
iras (I). Tekintsiik a kovetkezé eseményeket!

A: A harmadik dobds iras.

B: Pontosan kétszer dobunk fejet.

C: A mésodik dobastol kezdve minden dobas kiilon-
bozik az elStte levotol.

a) Fliggetlen-e az A és a B esemény?

b) Fiiggetlen-e a B és a C esemény?

c) Fliggetlen-e az A ésa C esemény?

Feldobunk négy szabélyos érmét. Szamolassal iga-
zold, hogy A és B események fliggetlenek, B és C ese-
mények nem fiiggetlenek egymastol!

A: A masodik dobas fej.

B: A harmadik és a negyedik dobas kiilonboz6.

C: A dobasok kozott tobb a fej, mint az iras.

Taldlomra kivalasztunk egy négyjegyli szamot.
Mennyi annak a valoszintisége, hogy ennek

a) egyik jegye sem 5;

b) legalabb egy jegye 5;

c) pontosan egy jegye 5¢

Talalomra kivalasztunk egy kétjegy(i szamot. Mennyi
annak a valdszintisége, hogy ennek mindkét szamje-
gye kisebb 4-nél?

Papirlapokra irjuk egyenként az dsszes olyan 3 jegyti
szamot, amelyben a 0, 2, 4, 5 szamjegyek szerepelhet-
nek, de mindegyik legfeljebb egyszer.

19>

20>

21>

22>

23
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a) Hany papirlapra van sziikségiink?

Kivesziink taldlomra egyet a lapok koziil. Mennyi
a valdszintisége, hogy a lapra irt szam

b) elsé jegye 5;
c) 5-tel oszthato;

d) 4-gyel oszthato;
e) 3-mal oszthat6?

Oldd meg a 18. feladatot azzal a valtoztatassal, hogy
az Osszes olyan haromjegyt szamot irjuk fel a lapokra,
amelynek minden szdmjegye eleme a {0; 2; 4; 5} hal-
maznak!

Egy futarszolgalat azt nyilatkozza, hogy madsnap
10:00 ora és 15:00 6ra kozott szallitja ki a megrendelt
csomagot. Tekintsiik véletlenszertinek a futar érkezé-
sét az adott idésavban. Mennyi a valdszintisége, hogy
a) acsomag még délelott megérkezik?

b) acsomag 10:15 és 11:30 kozott érkezik?

Egy méterrudon egy hangya mészkal. Tekintsiik vé-
letlenszertinek, hogy egy adott pillanatban a méter-
rud mely pontjan tartézkodik. Mennyi a valdszintisé-
ge, hogy egy adott pillanatban kézelebb van a 20 cm-t
jelz6 vonalhoz, mint a 60 cm-t jelz6 vonalhoz?

Egy derékszogli haromszog befogoéi 5 cm és 12 cm
hossztak. A haromszog belsejében véletlenszertien
kivélasztunk egy pontot. Mennyi a valdszintisége,
hogy a pont a haromsz6g mindharom csticsatol tavo-
labb van, mint 2 cm?

Az 6téves Julika homokvarat készit. A var ugy késziil,
hogy megtolti a homokozévodrot, majd megforditja,
és 6vatosan leemeli a vodrot a homokrol. Igy a vodor
alakjanak megfelelé csonkakup alaku var keletkezik.
Az alaplap atmérdje 12 cm, a fedSlapja atméréje 10 cm
hosszt, a csonkaktp magassaga 16 cm.

Sajnos a homokvodorbe és igy a homokvarba bele-
keriilt Julika apré fiilbevaldja. Tekintsiik ugy, hogy
a fiillbeval6 véletlenszertien talalhaté valahol a homok-
varban. Mennyi a val6szintisége, hogy a homokvarnak
abban a részében van, amely a talajtol tavolabb van,
mint 10 cm?




Feldobunk egyszerre egy piros és egy fehér, szabalyos [=ii5 Egy dobozban 2 piros és 5 fehér goly van. Véletlen-
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dobokockat.

a) Hanyféleképpen kaphatunk a két kockan kiilon-
boz6 szamot?

b) Mekkora a valdszintisége, hogy a fehér kockan
nagyobb szam lesz, mint a piroson?

Egy dobokockat egymas utan haromszor feldobunk.
Mennyi annak a valdszintsége, hogy

a) mindegyik esetben ugyanazt a szamot dobjuk;

b) harom kiillonboz6 szamot dobunk;

c) aharom szam kozott pontosan kettd ugyanaz;

d) a dobott pontok szdmdnak Gsszege 162

Mennyi a valdszintsége, hogy egy szabalyos dobd-
kockaval hatszor dobva a dobasok kozétt mind a hat
lehetséges szam el6fordul?

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Legyen az
A esemény az, hogy a dobott szdamok kozott van
primszam, a B esemény az, hogy a dobott szamok
Osszege négyzetszam. Hatdrozd meg a kovetkezd va-
l6szintiségeket!
P(A) P(B) PA+B) PA-B) PA-B)
Egy elorejelzés szerint a kovetkezd napon 0,4 valdszi-
nuséggel 45 mm, 0,3 valdszintséggel 30 mm, 0,2 va-
16szintiséggel 10 mm és 0,1 valdszintséggel 0 mm
csapadék fog esni. Hany mm a csapadék varhaté ér-

téke a kovetkez6 napon?

Egy aruhazi akcié keretében az egyik napon minden
vasarlé kap egy kupont. Az akcidhoz a cég 1000 ku-
pont készitett, melyek koziil 800 db kupon 200 Ft,
120 db kupon 600 Ft, 75 db kupon 1500 Ft, a tobbi
pedig 5000 Ft értékd. A kupon értéke csak egy kapa-
rds réteg eltavolitasa utan dertl ki, és véletlenszer(i-
nek tekinthetd, hogy ki milyen kupont kap. Mennyi
egy kupon vérhato értéke?

Egy szakért6i modell szerint egy 4520 Ft-os részvény
arfolyama a kovetkez6 honapban 0,2 valdszintiséggel
4560 Ft, 0,3 valdszintiséggel 4910 Ft, 0,4 valdszinii-
séggel 4320 Ft és 0,1 valdszintiséggel 3760 Ft lesz.
Mennyi a részvény arfolyamanak varhato értéke a
kovetkezd honapra?

2
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szertien kihtizunk harom golyét. Mennyi annak a va-
l6szintisége, hogy a hdrom kivélasztott goly6 kozott
a) nincs fehér; c) egy piros van;
b) nincs piros; d) egy fehér van?

Egy osztalyba 36 tanulo jar, koziilitk 20 lany és 16 fia.
Egy farsangi osztalyfénoki 6ran minden tanulé nevét
beletették egy kalapba, és véletlenszertien kisorsoltak
6t tanuldt egy jatékos feladatra. Mennyi a valdszint-
sége, hogy az 6t kisorsolt didk koziil

a) pontosan harom lany;

b) legfeljebb egy fiu;

c) tobb alany, mint a fiu?

Egy szabalyos dobokockéval 10-szer dobunk. Meny-
nyi a valdszintisége, hogy legfeljebb két dobas ered-
ménye hatos?

1
Egy szerencsekerék 3 valdszintiséggel all meg a

NYERT feliratndl, % valoszintiséggel a NEM NYERT

feliratnal. Megporgetjiik 6-szor a szerencsekereket.
Mennyi a valdszintisége, hogy

a) pontosan 2 forgatasnal nyeriink;

b) pontosan 3 alkalommal nem nyeriink?

Hanyszor kell dobni a szabalyos dobdkockaval, hogy
annak a valoszintisége, hogy a dobasok kozott nincs
hatos, kisebb legyen, mint 0,000 01?

(Erettségi feladat, 2016)

Szab¢ tanar urnak ebben az évben Osszesen 11 darab

kozépszinti matematika érettségi dolgozatot kell ki-

javitania. Az el8szor kijavitott kilenc dolgozat pont-

szamai: 35, 40, 51, 55, 62, 67, 72, 84, 92.

a) Szamitsd ki a kilenc dolgozat pontszamanak atla-
gat és szOrdsit!

Szabé tandr Ur a javitas utan a kilenc dolgozat koziil

harom tanulé dolgozatat véletlenszer(ien kivalasztja.

b) Szamitsd ki annak a valdszintiségét, hogy a ha-
rom kivalasztott dolgozat koziil legalabb kettének
a pontszama legaldbb 60 pont!

Az utolsé két dolgozat kijavitasa utan Szab¢ tanar ar

megallapitja, hogy a 11 dolgozat pontszamanak me-

didnja 64, 4tlaga 65 pont lett.

c) Hatarozd meg az utoljara kijavitott két dolgozat
pontszdmat!

STATISZTIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS
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SZAMTAN, ALGEBRA FUGGVENYEK, SOROZATOK

STATISZTIKA,

VALOSZINUSEGSZAMITAS

A fenti 6t témakorbe rendezve ismételjiik at a kozépiskolai matematika-tananyagot.
A témakorokon beliil a rendszerezd 6sszefoglalds felépitése:

Osszefoglalé tablazat A témakorhoz tartozé definiciok (D), tételek (T) és mddszerek (M) felsorolasa.
Kidolgozott feladatok Néhany feladat esetében a megoldas bemutatasa.

45 percre tervezett feladatsor, egyszertibb feladatokkal.
Feladatok 1. rész A kozépszintli matematika érettségi vizsga I. részében 1év6 feladatokkal azonos ne-
(A, B, C és D jelti) hézségi szintd, rovid feladatok. Ha a feladat szovege nem ir mast, akkor elegend6

megadni a végeredményt.
Részletes kidolgozasra szant, nehezebb feladatsor.

) A kozépszintli matematika érettségi vizsga II. részében 1évé feladatokkal azonos nehéz-
Feladatok 2. rész

o ségi szintli, Osszetett feladatok. Minden esetben részletezni kell a feladat megoldasat.
(P, Q Rés Sjelth)

Az érettségi vizsgan 6 feladat lesz ebben a részben, ezek koziil 6t6t kell megoldanod, ami-
re 135 perc dll majd rendelkezésedre.

JO TANACSOK A MATEMATIKAERETTSEGIHEZ

Ha a feladat jellege lehet6vé teszi, készits abrat! Az dbra ne legyen tul kicsi, legyen jol lathat6 és jol hasznalhato!
Jelold be rajta a feladatban szereplé adatokat!

Figyelj arra, mit kérdeznek a feladatban! Valaszolj a kérdésre!

Figyelj ra, hogy a megoldashoz nem kell-e mértékegységet is megadnod!

Figyelj ra, emlitik-e, hogy hany tizedesjegy pontossaggal kérik a végeredményt!

Egyenlettel, egyenletrendszerrel torténé megoldas esetén végezz ellenorzést! A szoveges feladat ellendrzését
a szOveg szerint végezd el!
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Halmaz

k, logika, kombinatorika, grafok

A halmazelmélet szamos tudomanyteriilet alapjat képezi. Halmazokra épiil a bioldgidban a rendszertan. A fizika és a kémia

is csoportositja és halmazokba sorolja az anyagokat. A matematikan beliil a szimhalmazokat az algebra, a ponthalmazokat

a geometria vizsgalja. A fliggvények esetében két halmaz elemei kozotti hozzarendelésrél beszéliink.

A kombinatorikaban olyan feladatokkal talalkozunk, ahol egy véges halmaz elemeit rendezziik sorba, vagy egy véges hal-

maz elemei koziil valasztunk ki néhanyat. A grafokat Ggy hatarozzuk meg, mint pontok (mas széval csticsok) és bizonyos

pontokat 6sszekotd élek halmaza.

A matematikdban a halmaz és a halmaz eleme alapfogalmak. Ez azt jelenti, hogy ezeket a fogalmakat nem vezetjiik vissza

egyszer(ibb fogalmakra, azaz nem definidljuk.

FOGALMAK, TETELEK, MODSZEREK

Alapfogalmak

M Halmaz megadasa

D Halmazok egyenlGsége
D  Ures halmaz

D Véges halmaz

D Végtelen halmaz

Véges halmaz

D 4 14
szamossaga

D Részhalmaz
Val6di részhalmaz
Unio

D s
(egyesités)

halmaz, halmaz eleme

Jelolés: A = {2;3;5; 7} esetén 2 € A, 12 & A

Akkor mondjuk, hogy megadtunk egy halmazt, ha minden dologrdl eldonthet6, hogy
eleme-e a halmaznak, vagy sem. Egy halmaznak nincs két azonos eleme.

Egy halmaz megadhaté példaul:

- annak megfogalmazasaval, hogy milyen tulajdonsagu elemek tartoznak a halmazba;
— az elemek felsoroldsaval;

- jelekkel, abrakkal;

- halmazok és halmazmiiveletek segitségével.

Példdul: A = {egyjegyti primszdmok} = {2; 3; 5; 7} = {n € N |n prim és n < 10}

A halmazokat szokas Venn-diagrammal szemléltetni.

A szamhalmazok hagyomanyos jelolését a Szdamtan, algebra témakorben talalod.

Két halmaz pontosan akkor egyenld, ha ugyanazok az elemeik.

Ha a halmaznak nincs eleme, akkor tires halmaznak nevezziik. Jele: @ vagy { }

Ha egy halmaz elemeinek szama megadhat6 egy természetes szammal, akkor véges hal-
maznak nevezziik.

Olyan halmaz, amely nem véges. Vagyis barmilyen természetes szamot adunk meg, a hal-
maznak tobb eleme van ennél. Végtelen halmaz példaul az egész szamok halmaza, egy
korvonal pontjainak halmaza, a koordindta-rendszer racspontjainak halmaza.

Véges halmaz szamossaga egyenlé az elemeinek a szdmaval. Jele: | A |

Egy A halmaz részhalmaza egy B halmaznak, 8] 5]
ha az A halmaz minden eleme egyuttal eleme ..
a B halmaznak is. Jele: A & B (Az A és a B hal-

maz lehet egyenld.) AcB AcB

Ha az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, és B-nek van olyan eleme, amely nem eleme
A-nak, akkor az A valodi részhalmaza B-nek. Jele: A C B.

Az A és a B halmaz unidja azoknak az elemek-
nek a halmaza, amelyek legalabb az egyik hal-
maznak elemei (azaz benne vannak az A vagy
a B halmazban). Jele: AU B

RENDSZEREZO O0SSZEFOGLALAS



Metszet
(kozos rész)

Kiilonbséghalmaz

Komplementer halmaz

Szitaformula

Allitds, kijelentés
Allités logikai értéke

Allitas tagaddsa
(negacio)

VAGY mivelet
(diszjunkcio)

ES mivelet
(konjunkcio)

Kizaré vagy

»Ha ..., akkor” muvelet
(implikacio)

»Akkor és csak akkor”
miuvelet

(ekvivalencia)

Az A és a B halmaz metszete azoknak az elemeknek a hal-
maza, amelyek mindkét halmaznak elemei (azaz benne

vannak az A és a B halmazban is). Jele: A N B

Az A és a B halmaz kiillonbséghalmaza azoknak az elemek-
nek a halmaza, amelyek elemei az A halmaznak, de nem

elemei a B halmaznak. Jele: A \ B

Ha az A halmaz részhalmaza a H halmaznak, akkor

a H\ A halmazt az A halmaz H-ra vonatkozé komplemen-

ter halmazanak nevezziik. Jele: A

|

Két véges halmaz unidjanak elemszamat megkapjuk, ha a halmazok szamossaganak 6ssze-
gébdl kivonjuk a metszet szémossagéat. |[AUB|=|A|+IBI—| AN BI

Harom véges halmaz esetén:

|AUBUCI=I|AI+IBI+ICI-IANBI-IANCI-IBNCI+IANBNC|
A logikaban azokat a kijelentd mondatokat, amelyekrél egyértelmten eldonthetd, hogy

a tartalmuk igaz vagy hamis, éllitdsoknak vagy kijelentéseknek nevezziik. Egy allitas igaz

vagy hamis, harmadik eset nincs.

Az igaz, illetve a hamis megjel6lés az allitas logikai értéke.

Egy A dllitas tagaddsa az az allitds, amely akkor és
csak akkor igaz, ha az A dllitas hamis. Jele: = A

Ha A és B egy-egy allitas, akkor A vagy B azt az al-
litast jelenti, amely igaz, ha A és B koziil legalabb az
egyik igaz, és hamis, ha A és B is hamis. Ez a miive-
let a ,megenged6 vagy” mivelet. Jele: A \V B

Ha A és B egy-egy allitas, akkor A és B azt az allitast
jelenti, amely igaz, ha A is és B is igaz, és hamis, ha
A és B koziil legalabb az egyik hamis. Jele: A A\ B

Ha A és B egy-egy dallitas, akkor a ,vagy A, vagy B”
azt az allitast jelenti, amely igaz, ha A és B koziil
pontosan az egyik igaz, minden mas esetben hamis.
Ez a muvelet a ,,kizard vagy” mtvelet. (Jele: A P B.)

Ha A és B egy-egy allitas, akkor a ,ha A, akkor B”
allitas pontosan akkor hamis, ha A igaz, és B hamis,
minden mas esetben igaz. Jele: A > B

Ha A és B egy-egy allitas, akkor az ,, A akkor és csak
akkor, ha B” azt az allitast jelenti, amely pontosan
akkor igaz, ha A és B logikai értéke azonos, azaz
vagy mindketté igaz, vagy mindkett6 hamis. Min-
den mas esetben hamis. Jele: A < B

HALMAZOK, LOGIKA, KOMBINATORIKA, GRAFOK

A
igaz
hamis

A
igaz
igaz

hamis
hamis

A
igaz
igaz

hamis
hamis

A
igaz
igaz

hamis
hamis

A
igaz
igaz

hamis
hamis

A
igaz
igaz

hamis
hamis

—A
hamis
igaz

B
igaz
hamis
igaz
hamis

B
igaz
hamis
igaz
hamis

B
igaz
hamis
igaz
hamis

B
igaz
hamis
igaz
hamis

B
igaz
hamis
igaz
hamis

AV B
igaz
igaz
igaz

hamis

ANB
igaz
hamis
hamis
hamis

vagy A, vagy B
hamis
igaz
igaz
hamis

A—B
igaz
hamis
igaz
igaz

A<B
igaz
hamis
hamis
igaz
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H O O 4

Allitds megforditésa

Faktoridlis

Sorba rendezés

Kivalasztas, ha szamit
a kivélasztott elemek
sorrendje

Binomialis egyiitthatd

Kivélasztas, ha nem
szamit a kivalasztott
elemek sorrendje

Osszefiiggések
binomialis egytitthatok
kozott

k elemti részhalmazok
szama

Osszes részhalmaz
szama

Graf

Fokszam

Fokszamok Gsszege

Egy »ha A, akkor B” (A — B) dllitds megforditdsa a ,,ha B, akkor A” (B — A) allitas.

Az eredeti és a megforditott allitas igazsagértéke fliggetlen egymastol.

Példdul:

allitas: Ha egy négyszog téglalap, akkor atldi felezik egymast.

megforditasa: Ha egy négyszog atloi felezik egymast, akkor téglalap.

(Most az els6 allitas igaz, a masodik hamis.)

n=1.2.....n (meZ’)

Ertelmezziik a 0!-t is: 0! = 1.

n darab kiilonbozd elem lehetséges sorba rendezéseinek szdma: n!  (n € Z%)

(n darab elem egy lehetséges sorba rendezését az n elem egy permutacidjanak nevezziik.)

Példdul: 5 kiilonboz6 elem lehetséges sorba rendezéseinek szama

5.4.3.2.1=5!=120 > st g3 g 2 gl

n darab kiilonb6zé elem koziil kivalasztunk k darabot, és szamit a kivalasztott elemek sor-

(n,keZ',n=k)

- Ha minden elemet legfeljebb egyszer valaszthatunk, akkor a lehet6ségek szama:
n-n—1)-...-(n—k+1)

- Ha az elemek akar tobbszor is kivalaszthatok, akkor a lehetéségek szama n*.

rendje.

(Ha n darab elem kozil kivalasztunk k darabot, és szamit a kivalasztott elemek sorrendje,
akkor egy lehetséges kivalasztast az n elem egy k-ad osztalyu varidcidjanak nevezziik.)
Példdul:

8 versenyz6 kozott az elsé harom helyezett 8 - 7 - 6 = 336- 8 «:n 7 o9 6
féleképpen alakulhat ki, ha nincs holtverseny.

Ha haromszor dobunk egy dobdkockaval, és a dobasok ered- 6 o9 6 v 6
ményét sorban felirjuk, akkor a lehetéségek széma 6° = 216.

Az (Z) kifejezéseket binomialis egyiitthatéknak nevezziik. (n, k €N, n = k)

-
k]~ k-(n—FK)!

n darab kiilonb6zd elem koziil kivalasztunk k darabot, nem szdmit a kivalasztott elemek
sorrendje, és minden elemet legfeljebb egyszer valaszthatunk. (1, k€ N*, n = k)

A lehet8ségek szama: (Z)

(Ha n elem koziil kivalasztunk k darabot, és nem szamit a kivélasztott elemek sorrendje,
akkor egy lehetséges kivalasztast az n elem egy k-ad osztalyt kombinacidjanak nevezziik.)

Példdul: 8 gyerek koziil <§> =38 37' E

all6 csoportot, ha a csoport tagjainak sorrendje nem szamit.

B=20) G)= (6)=r ()=

Egy n elemt halmaz k elem{ részhalmazainak szama <Z>
(n,keN,n = k)

Egy n elemt halmaz 6sszes részhalmazainak szama 2".
(neN)

Pontok (mas széval csticsok) és bizonyos pontokat 6sszekotd élek halmaza.

= 56-féleképpen valaszthatunk ki egy 3 gyerekbdl

Egy cstcs fokszama egyenl6 az adott csticsbol kiindulé élek szamaval.
Minden gratban a pontok fokszamanak osszege egyenld az élek szamanak kétszeresével.
Ebbél kovetkezik, hogy a fokszamok 6sszege mindig paros.

RENDSZEREZO O0SSZEFOGLALAS



Egy osztalyban 17-en vannak, akik lattdk az Avatar, 18-an, akik lattak a Matrix, és 13-an, akik lattak a Gladiator cim(
filmet. Ugyanannyian vannak azok, akik mindharom filmet lattak, akik a harom koziil pontosan két filmet, akik pon-
tosan egy filmet, és akik egy filmet sem lattak. Hanyan vannak az osztalyban?

Megoldds

Legyen A azok halmaza, akik lattak az Avatart, M azok halmaza, akik lattak a Martixot,
és G azok halmaza, akik lattdk a Gladiatort. Venn-diagramon abrazoltuk a harom
halmazt. Jeloljiik x-szel azok szamat, akik mindhdrom filmet lattak.

Ekkor azok, akik pontosan két filmet lattak, a Venn-diagramon z6ld szinnel jelolt
részbe tartoznak, az 6 szamuk is x. Azok, akik pontosan egy filmet lattak, az abran
sarga szinnel jelolt részbe tartoznak. Az ¢ szamuk is x. Ha 0sszeadjuk az A, M és G
halmazok szamossagat, akkor kétszer szamoljuk azokat, akik két filmet lattak, és ha-
romszor azokat, akik harom filmet lattak.

Ezért 17 4+ 18 + 13 = x + 2x + 3x. Ebbdl 48 = 6x, és x = 8.

A filmek kozill 8 tanulé hdrom filmet, 8 tanul6 pontosan 2 filmet, 8 tanul6 pontosan

1 filmet, 8 tanuld pedig egy filmet sem latott. Az osztalyban tehat 32 tanul6 van.

Hany olyan 5 jegy(i szam van, amelynek az utolsot kivéve mindegyik szamjegye nagyobb, mint a rakovetkez§?

Megoldds

A keresett szamok 5 kiilénboz6 szamjegyet tartalmaznak, a legkisebb szamjegy az egyes helyi értéken all.

Ha tetsz6leges mddon megadunk 5 kiilonb6z6 szamjegyet (példaul a 4, 8, 0, 7 és 3), akkor ezekbdl pontosan egy olyan Gtje-
gyl szam képezhetd, amely megfelel annak, hogy az utolsét kivéve mindegyik szamjegye nagyobb, mint a rakévetkezé (ez
most a 87 430).

Ezért a megfelel$ 5 jegyt szamokbol pontosan annyi van, ahdnyféleképpen a 10 szamjegy koziil 5 kiilonboz6t ki tudunk

valasztani, ha a kivalasztds sorrendje nem szamit. Ennek szama (150 > =252.

Megjegyzés

Az (Z) kifejezés a zsebszamoldgépek nCr felirati gombjaval kozvetleniil kiszamolhato.

Egy hivatalos megbeszélésen 6 cégvezetd talalkozott egymassal. Erkezéskor mindenki mindenkivel kezet fogott pon-
tosan egyszer. Minden kézfogast megorokitett egy hivatalos fotos.
Hény kézfogas tortént dsszesen?
A rendezvény honlapjara fotédokumentacio is felkerilt a kézfogasokrdl. Hanyféleképpen valaszthattak ki a szer-
keszt6k, hogy melyik képeket teszik a honlapra, ha az is lehet, hogy minden kézfogasrol felteszik a képet, az is lehet,
hogy kevesebbrél? (Legalabb egy képet mindenképpen feltesznek, és a kivalasztas sorrendje nem szamit.)

Megoldds
a) Minden résztvevo kezet fogott a tobbi 5-tel. 6 résztvevd esetén ez 6 - 5 = 30, de igy minden
kézfogast kétszer szamoltunk. A megoldas ezért: 15 kézfogas tortént.
A feladat szemléltethet6 egy 6 pontu graffal, amelyben barmely két pont kozott pontosan
egy él fut. Ez a 6 pontu teljes graf, éleinek szama 15.
b) A szerkeszt6k a 15 fénykép mindegyikérdl eldonthetik, hogy felkeriil-e a honlapra, vagy
sem. Ez 2"° = 32 768 lehetdség. Ebbdl ki kell vonni azt a lehetdséget, amikor egyik kép sem
keriil fel. Ezért a megoldas 32 767.
A feladat 6sszekapcsolodik azzal, hogy egy 15 elem(i halmaznak 2'° darab részhalmaza van. Ebbe beletartozik az iires
halmaz is és maga a 15 elem teljes halmaz.

HALMAZOK, LOGIKA, KOMBINATORIKA, GRAFOK

111



FELADATOK I. RESZ
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Az A halmaz elemei a 120 pozitiv osztdi, a B halmaz elemei pedig a 150 pozitiv osztéi. Elemei felsorolasaval add meg
az A N Bésaz A\ B halmazokat!

A felsorolt halmazok koziil melyek a végtelen halmazok?
NNR NUR N\R R\N

Az A és B halmazokrol tudjuk, hogy |A| =10és | B| = 13.
a) Add meg A N B szamossaganak legnagyobb lehetséges értékét!
b) Add meg B\ A szamossaganak legkisebb lehetséges értékét!

Rajzolj egy olyan grafot, amelynek 5 csticsa és 7 éle van, és minden cstics fokszama kisebb 4-nél!

Hét ember érkezik egy terembe (kozottiik Péter), és egyesével, egymas utan lépnek be az ajton. Hanyféle sorrendben
léphetnek be, ha tudjuk, hogy kéziiliik Péter nem masodikként 1ép a terembe?

Hany olyan négyjegyti pozitiv egész szam van, amelyben szerepel az 6tds szamjegy?

Egy hazban nyari szallashelyként két killonallé apartmant alakitottak ki. Egyik héten az egyik apartmant a négytagt
Sallai csaldd, a masik apartmant az 6ttagi Kemény csalad vette ki. A két csalad tagjai a héten megismerkedtek egy-
massal, és Osszebaratkoztak, annak ellenére, hogy korabban senki nem ismert senkit a masik csaladbdl. Ha senkit sem
tekintiink 6nmaga ismerdsének, akkor hany ismeretség van a 9 ember kozott

a) anyaralas kezdetekor; b) anyaralas végén?

Hany részhalmaza van a 15-nél kisebb pozitiv paros szamok halmazanak? Indokold a véalaszodat!

Hany pontja és hany éle van annak a grafnak, amelynek pontjai megfelelnek egy kocka oldallapjainak, és két pont
kozott pontosan akkor fut él, ha a lapok szomszédosak?

Aniko a kovetkez6t allitja: Minden orszagban él kenguru.

Az alabbi négy allitas koziil valaszd ki az sszeset, amely Aniko allitasanak tagadasa!

A: Semelyik orszagban sem élnek kenguruk. C: Van olyan orszag, amelyben él kenguru.
B: Van olyan orszag, amelyben nem él kenguru. D: Nem minden orszagban él kenguru.

Hatdrozd meg az A, a B, az A/\ —B és az AV — B allitasok logikai ér-
tékeét!

A: Van olyan halmaz, amelynek a szamossaga 0.

B: Van olyan graf, amelynek ugyanannyi éle van, mint pontja.
Valaszodat indokold!

Egy kerékparos lampaban 5 LED (LED = fényt kibocsaté diéda) van.

A LED-ek egymastol fiiggetleniil miikodhetnek, legalabb egy LED min-

dig vilagit, ha a lampa be van kapcsolva.

a) Hany kiilonb6z6 médon vildgithat a ldampa, ha két vilagitast akkor
tekintiink kiilonbozének, ha nem ugyanazok a LED-ek vilagitanak?

b) Hany lehetéség van akkor, ha mindegyik LED fehéren vagy pirosan

vilagithat?
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m Az A és a B halmazokrdl tudjuk, hogy A U B = {egyjegyl pozitiv egész szamok}, A N B = {6 pozitiv osztdi} és
A\ B = {4; 5}. Elemei felsorolasaval add meg az A és a B halmazokat!

Legyen az A halmaz a [2; 6] zart intervallum, a B halmaz pedig a [3; 10] zart intervallum. Hatarozd meg az A U B és
az A N B halmazokat!

Az dbran lathat6 grafot hany éllel kell kiegésziteni ahhoz, hogy
a) barmely két csticsa kozott pontosan egy él fusson;

b) minden cstcsanak a fokszdma 5 legyen? - %

Hatarozd megaz A, a B és az A N\ — B dllitasok logikai értékét! Indokold a valaszodat!

A: Minden deltoid tengelyesen szimmetrikus.
B: Minden paralelogramma tengelyesen szimmetrikus.

Egy héttagti csoportban minden tagnak pontosan két ismerése van a csoport tagjai kozott. Szemléltess graffal egy ilyen
ismeretségi rendszert! (Az ismeretség kolcsonos, és senki sem ismerdse sajat maganak.)

Egy 8 f6b6l allo bardti tarsasag moziba megy. Arnold a tarsasag egyik tagja. Hanyféleképpen tilhetnek le egy 8 iilésbél
allo sorba ugy, hogy Arnold iiljon a sor valamelyik szélén?

Legyenek a és b valos szamok. Adott a kovetkez6 allitas:

»Ha a abszolut értéke és b abszolut értéke egyenld, akkor a és b egyenld”
a) Hatarozd meg az allitas logikai értékét!

b) Fogalmazd meg az allitas megforditasat!

c) Hatarozd meg a b)-ben kimondott 4llitas logikai értékét!

B8 Mely halmazok végtelenek az alabbiak kozott?
RNZ ZNN RN O R\ @ AR

Egy 10 elemii halmaznak hany olyan részhalmaza van, amelynek legaldbb 7 eleme van?

Egy kotélen néhany zokni szarad. Tekintsiik a kovetkez6 allitast: A kotélen minden zokni fekete.
Valaszd ki az alabbiak koziil az 6sszes allitast, amely tagaddsa a fentinek!

A: A kotélen minden zokni fehér.

B: A kotélen nincs fekete zokni.

C: Van olyan zokni a kétélen, amely nem fekete.

D: A kotélen nem minden zokni fekete.

Egy 34 fos osztaly 2 képvisel6t valaszt a didkonkormanyzatba és 4 felel6st az iskolai kozosségi szolgalatot szervezd

csoportba. A 2 képvisel6 sorrendje és a 4 felelés sorrendje nem szamit. Hanyféle lehet a vélasztds eredménye, ha senkit
sem valasztanak meg két tisztségre?

Hany olyan 6tjegyti szam van, amelynek
a) mindegyik szamjegye paros;
b) mindegyik szamjegye kiilonb6z6?
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Egy gyogytornasz minden hétfén, szerdan és pénteken tart szasfoglalkozast gyerekeknek. Nincs olyan tanitvanya,

aki mindharom nap jar Gszni. Hétfén és szerdan 14-en jarnak, szerdan és pénteken 18-an, hétfén és pénteken 8-an.

Osszesen 65 gyerek jar hozza tszni, és ugyanannyian jarnak hétfén is, szerdén is és pénteken is.

a) Hanyan vannak, akik csak pénteken jarnak hozza uszni?

b) A gyogytornaszt felkérték, hogy tartson egy rovid bemutaté foglalkozast. Hanyféleképpen valaszthat ki az tszasra
jaré tanitvanyai koziil egy 5 gyerekbdl allo csoportot, akikkel a bemutato foglalkozast tartja?

c) Az egyik alkalommal az tszason részt vevok koziil 5 gyerek (koztiik Anna és Péter) megkérte, hogy hadd verse-
nyezzenek. Hanyféle végeredmény sziilethetett a versenyen, ha tudjuk, hogy Anna el6rébb végzett, mint Péter, és
a versenyen nem volt holtverseny?

Egy pozitiv egész szam pozitiv osztdi abrazolhatok graf segitségével gy, hogy a graf

csucsai az 0sztok, és két cstics kozott akkor fut él, ha az egyik csticsban 1év6 szam osz-

toja vagy tobbszordse a masik csticsban 1évé szamnak.

a) Helyezd el a 63 pozitiv osztéit az abra szerinti graf cstucsaiban a leirt szabalynak
megfelelGen!

b) Hényféle szabdlyos kitoltése van az abra szerinti grafnak a 63 pozitiv osztéival
a leirt szabalynak megfeleléen? Valaszodat indokold!

c) Hanyféleképpen valaszthatunk ki a 63 pozitiv oszt6i koziil valahdny osztdt, ha legalabb egyet kivalasztunk, és a ki-
valasztas sorrendje nem szamit?

Egy édesipari cég olyan dobozba csomagolja az egyik termékét, amelynek az alakja

négyoldala szabalyos csonkagula.

a) A cég ugy dont, hogy a doboz fedédlapjat és az oldallapokat kék, zold, lila vagy /
sarga szintire szinezik olyan mddon, hogy a szomszédos oldallapok kiilonb6z6 \/
szintiek. Hany kilonb6z6 doboz készithetd e négy szin hasznalataval? (Minden

lap egyszindi, az alaplap fehér, a doboz mérete adott, és két dobozt kiilonbozének
tekintiink, ha forgatassal nem vihet6k egymasba.)
b) Déntsd el az alabbi allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Indokold a valaszodat!
Ha egy test csonkagula, akkor van két olyan lapja, amelyek teriilete kiilonbozé.
c) Fogalmazd meg a b)-ben megadott allitds megforditésat, és add meg a logikai értékét! Indokold a vélaszodat!

Egy dobokockat egymas utan haromszor feldobunk. Ha a dobasok sorrendjét is figyelembe vessziik, akkor hanyféle-
képpen fordulhat el, hogy

a) mindegyik esetben ugyanazt a szamot dobjuk; c) ahdrom szam kozott pontosan kettd ugyanaz;

b) harom kiilonb6z6 szamot dobunk; d) adobott pontok dsszege 162

Egy zsakban 30 darab szamozott goly6 van. Az 1-t6l 10-ig szamozott golydk szine fehér, a 11-t6l 20-ig szamozottak

szine fekete, és a 21-t6l 30-ig szamozottak szine zold. A golyok tapintasra egyformak. Becsukott szemmel, visszatevés

nélkil kihizunk a zsakbdl néhany golyot. A kihazott golyok sorrendje nem szamit. (Két huzas azonos, ha ugyanazokat

a golyokat huztuk ki.)

a) Hany golyo6t kell kihtizni a zsakbol, hogy biztosan legyen a kihuzott golyok kozott fekete vagy fehér?

b) Hany golydt kell kihtizni a zsakbol, hogy biztosan legyen a kihtzott golydk kozott fekete és fehér?

c) Ot golyot huzunk ki. Hany olyan huizds van, amelyben mindegyik goly6 fehér?

d) Ot golyot huzunk ki. Hiny olyan huzds van, amelyben a golyok koziil legalabb kettd fehér?

e) Ot golyét huzunk ki. Hény olyan htizds van, amelyben a golydk koziil pontosan kettd fehér, és pontosan kettén
10-zel oszthat6 szam all?
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m a) Az A halmazban a kételemi részhalmazok szdma 1575-tel tobb, mint az egyelem( részhalmazok szamanak 50-
szerese. Hany elemt az A halmaz?

b) A Bhalmaz elemei azok a 100-nal kisebb pozitiv egész szimok, amelyek nem oszthatok sem 2-vel, sem 7-tel, sem
11-gyel. Hany elem( a B halmaz?

m Egy sakkversenyt kormérkdzéses rendszerben bo-
nyolitanak le, azaz mindenki mindenkivel pontosan
egy partit jatszik. Tabldzatba foglaltuk, hogy eddigki ~ Anna - Anna Ede Feri

kivel jatszott, a partit ki nyerte, vagy a parti dontet-  Bgla -- Béla dontetlen
lenre végz3dott. (Példaul a tdblazatba dolt bettivel irt o -
N | i
Anna azt jelenti, hogy Anna és Béla mar jatszott egy-
massal, és azt a partit Anna nyerte.) ---- dontetlen
a) Szemléltesd graffal a versenyen lejatszott partikat de ----- Feri
ugy, hogy a graf pontjai jelentsék a versenyzoket, Feri ------
eri
a graf élei pedig az eddig lejatszott partikat!

b) A versenyen hetente egy forduldt rendeznek meg. Egy forduléban mindenki pontosan egy partit jatszik. Hany

Anna Béla Cili Dani Ede Feri

fordul6 van még hétra a versenyb61?

c) A gy6zelemért 1 pont, a dontetlenért 0,5 pont, Név Anna Béla Cili Dani Ede  Feri

a vesztes partiért 0 pont jar. Kinek hany pontja

; C 114k Pontszdm
van a verseny jelenlegi allasaban?

Hany olyan hatjegyt szam van,

a) amelyben szerepel a nyolcas szamjegy;

b) amely haromféle szamjegyet tartalmaz, mindegyik szamjegybdl kett6t;

c) amelyben a szamjegyek kiillonb6z6k, és novekvo sorrendben kéovetik egymast?

Egy 30 {8s érettségizd osztilyban 18 tanuldnak van kozépfoka nyelvvizsgaja angol nyelvbdl vagy német nyelvbél,

koziilitk 3 tanulonak mindkét nyelvbdl. Az angol nyelvvizsgaval rendelkez6k szama kétszerese a német nyelvvizsgaval

rendelkezd tanulék szamanak. Mas nyelvbdél nem tett senki nyelvvizsgat az osztalyban.

a) Hany tanulénak van német nyelvbél kozépfoka nyelvvizsgaja?

b) Hanyféleképpen valaszthato ki az osztaly tanuloi koziil négy gy, hogy legalabb kettének legyen nyelvvizsgaja, ha
a kivélasztas sorrendje nem szamit?

c) Hanyféle sorrendben hivhatjak be a szobeli érettségi vizsgara a didkokat, ha el8szor azokat hivjak, akiknek két
nyelvvizsgdjuk van, utdna azokat, akiknek egy, végiil azokat, akiknek nincs nyelvvizsgajuk?

m Egy cégcsoport égisze alatt 7 vallalkozas miikodik. A szervezet olyan forrasokra
pélyézhatott, amelyeket egyiittmiikodés keretében hasznalhatnak fel. Ugy dén-
tottek, hogy mindegyik palyazatukban pontosan 2 vallalkozas dolgozik egyiitt.
a) Az egyik megbeszélésen mind a 7 vallalkozasbdl egy-egy ember vesz részt.

A talalkozd elején mindenki koccint a tobbi emberrel, mindenkivel pontosan
egyszer. Hany koccintas torténik?

b) Bizonyitsd be, hogy nem lehetséges, hogy mind a 7 vallalkozas pontosan 3
projektben vesz részt!

c) Az év végén a forrdst biztositd szervezet ellendriz néhany befejezett projektet. Hanyféleképpen vélaszthat ki
4 projektet a szervezet projektjei koziil, ha a véllalkozasok koziil 4 véllalkozas 3 projektben, 3 vallalkozas pedig
2 projektben vett részt?



A szamtan - a szdmok és a szamolds tudomdnya - a matematika legrégebbi és egyik legszertedgazobb teriilete. Fejlddése
nyomon kovethetd az ujjakon végzett egyszerli szamoldsokt6l egészen a napjaink szuperszamitégépeivel végzett szamitaso-
kig. A szamokkal valé miveletek alapos ismerete, a betlis kifejezések hasznalataban vald jartassag, az egyenletek, egyenlet-
rendszerek megolddsa nemcsak a matematikaban fontos, hanem a tobbi tudomanyagban, valamint a hétkéznapi életben is
(pl. pénziigyi szamitasok, lakdsfeltjitas, konyhai miiveletek).

FOGALMAK, TETELEK, MODSZEREK

N = természetes szamok halmaza Z = egész szamok halmaza
Q = racionalis szamok halmaza Q* = irracionalis szamok halmaza
R = valos szamok halmaza

‘| raciondlis szamok halmaza (Q) |7‘| irraciondlis szamok halmaza (Q’ )|‘

| egész szamok halmaza (Z) |

| természetes szamok halmaza (N)

D A valds szamkor

I valds szamok halmaza (R) li

Természetes szamok: 0; 1; 2; 3; ...

Egész szamok: ... —=2; —1; 0; 15 2; ...

Racionalis szamok: a két egész szam hanyadosaként eldallithaté szamok.
Példdul: 25 2,03; —5; 3,405

Irracionalis szamok azok a (valds) szamok, amelyek nem allnak el6 két egész szam hanya-
dosaként. Példdul: V2 ; 1g3; 7
A racionalis és az irraciondlis szamok halmazanak uniéja a valés szamok halmaza.
A valés szamok kolcsonosen egyértelmitien megfeleltethet6k a szimegyenes pontjainak.
Minden racionalis szam tizedes tort alakja véges vagy végtelen szakaszos.

1

Példdul: 3 = 0,6; L = 0,1¢
élddu - 0,6 ¢ 0,16

Minden irracionalis szam tizedes tort alakja végtelen nem szakaszos.
Azoknak az x valés szamoknak a halmaza, amelyekre az a és b valos szamok esetén

Valds szamok tizedes
tort alakja

a < x < b, az a; b nyilt intervallum, jele: ]a; b[;
a =< x < b, az a; b balrdl zart, jobbrol nyilt intervallum, jele: [a; b[;
a < x = b, az a; b balrdl nyilt, jobbrdl zart intervallum, jele: ]a; b];
a < x < b, az a; b zart intervallum, jele: [a; b];

D Intervallum Ja; oo jeloli azon valds szamok halmazat, melyekre a < x;

YV VV VY V V

]—o0; b[ jeldli azon valés szamok halmazat, melyekre x < b.

Példaul: az , B=[2;4[, C = [5; 6] intervallumok a szdmegyenesen:
B C
o0 *—

=2 =l 0 1 2 3 4 5 6
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D Oszthatésag

D Primszamok

D Osszetett szamok

5 Legnagyobb kozos
0sztd

M A legnagyobb kozos
osztdé meghatarozasa

o Legkisebb kozos tobb-
SzOros

M A legkisebb ko6zos tobb-

sz0ros meghatdrozasa

D Relativ primek

T Miiveleti tulajdonsagok
(a, b,ceR)

S Valés szam egész
kitevéju hatvanyai

T A hatvényozas
azonossagai

D A négyzetgyok

A négyzet-
T gyokvonas
azonossdgai

D n-edik gyok

SZAMTAN, ALGEBRA

Az a természetes szam oszthato a b természetes szammal, ha van olyan ¢ természetes szam,
hogy a = bc. Ekkor b osztéja az a-nak, az a szdm tobbszorose a b-nek. Jele: b|a

Példdul: 2|6; 00, vagyis a 0 osztéja 0-nak, azaz a 0 tobbszorose a 0-nak.

Megjegyzés: Az oszthatdsag egy relacié két természetes szam kozott. Nem tévesztendd osz-
sze az osztas miivelettel.

Azok a pozitiv egész szamok, amelyeknek pontosan két pozitiv osztéjuk van.

Példdul: 2;3;5;7; 11 A definici6 szerint az 1 nem primszam.

Azok a pozitiv egész szamok, amelyeknek kettdnél tobb osztéjuk van.

Példdul: 4; 15;26; 49 A definici6 szerint az 1 nem Osszetett szam.

Két vagy tobb pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztoja a kozds osztok kozil a legna-
gyobb. Jele: (a; b)

Két vagy tobb pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztojat a szamok primtényezés fel-
bontasabol megkapjuk, ha a kozos primtényezdket az eléfordulé legkisebb kitevjii hat-
vanyra emeljilk, majd ezeket 6sszeszorozzuk. Ha nincsenek kozos primtényezok, akkor
a legnagyobb kézos oszté 1. Példdul: (2°-3;2°-3%) =2.3;(2°.3;5.7) =1

Két vagy tobb pozitiv egész szam legkisebb kozos tobbszorose a pozitiv kozos tobbszorosok
koziil a legkisebb. Jele: [a; b]

Két vagy tobb pozitiv egész szam legkisebb kozos tobbszorosét megkapjuk, ha a szamok
primtényezds felbontasdban az eléforduld Osszes primszamot az eléforduld legnagyobb
hatvanyon 6sszeszorozzuk. Példdul: [2° - 5;2°-3']=2°.3".5

Két pozitiv egész szam egymassal relativ prim, ha a legnagyobb k6zos osztojuk 1.
Kommutativitas, felcserélhetéség: a+b=b+a ab=ba
Asszociativitds, csoportosithatosag: (a+b) +c=a+ (b + ) (ab)c = a(bc)
Disztributivitas, széttagolhatésag:  a(b + c) = ab + ac

ac€RésneZ" \ ({1} esetén a" egy olyan n-tényezds szorzat, melynek minden tényezéje a.
aEReseténa' = a.

1

7 ©

a

acR\{0})ésneEZ eseténa " =
ac R\ {0})esetén a’ = 1.

A 0-nak nem értelmezziik sem a nulladik, sem negativ kitevéjt hatvanyat.

Minden olyan a, b, m és n esetében, amelyekre értelme van a kovetkezo kifejezéseknek,
igaz, hogy:

an_am =aw+m; a =an—m; (an)m

anvm; a-b”:a”vb“; <£)n=i
( ) b bn

Az a nemnegatfv valés sz4m esetén v'a jelenti azt a nemnegativ valés szamot, amelynek a

négyzete a-val egyenld, azaz (\/g )2 =a. Péddul: v'9 =3, mert3 = 0, és3*=09.

Béarmely valés a esetén: va® =lal. Példdul: V(57 =|-5|=5

Minden olyan g, b nemnegativ valds szam és k egész szam esetén, amelyekre értelme van
a kovetkezd kifejezéseknek, igaz, hogy va b =va vVb; _/ % = %; Jat =(Wa).
Példdul: v200 = v100 - v2; v25° = (/25)

Ha a nemnegativ valés szam, és n paros pozitiv egész, akkor v'a jelenti azt a nemnegativ
valés szamot, amelynek n-edik hatvanya a, azaz ('"Va ) = a.

Ha a val6s szam, és n 1-nél nagyobb paratlan pozitiv egész, akkor Va jelenti azt a valés
szamot, amelynek n-edik hatvanya a, azaz (Va)' = a.

Példdaul: %/'8 = 2; 4/625 = 5; ¥/—32 =—2

Ha a valos szam, és n péros pozitiv egész szam, akkor 'va" =la .

Ha a valos szam, és n 1-nél nagyobb pératlan pozitiv egész szam, akkor 'va" = a.

Példaul: ¥/(=5) =|-51=5; ¥/2> =2;5/(-7f = -7
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Tortkitev6jii hatvany

A logaritmus

Attérés mas alapt
logaritmusra

Nevezetes azonossdgok
(a, b€ R)

Egyenlet alaphalmaza

Egyenlet megoldashal-
maza

Mérlegelv

Ekvivalens é4talakitas

A masodfoku egyenlet
altalanos alakja

A miésodfoku egyenlet
megoldoképlete

A miésodfoku egyenlet
diszkrimindnsa
(a,b,ceR,ésa + 0)

A miésodfoku egyenlet
gyoktényezds alakja
(a,b,ceR,ésa #+ 0)

n alapu szamrendszer
(neN,n =2)

b
Ha az a pozitiv valds szam, p és q egész szamok, és g > 1, akkor a1 =/ a’.

2 1
Példdul: 5° =%/5%; a2 =%a =vVa; 775 =¥7".
Ha a, b pozitiv valos szam, és a # 1, akkor az log, b jelenti azt a valds hatvanykitevét,
amelyre az a-t emelve b-t kapunk, azaz a'®" = b. A log, b-t igy olvasssuk: a alapt logarit-

mus b. Az g alogaritmus alapszama. A 10-es alapti logaritmus jele: Ig.
Példdul: log, 8 = 3; log, 3 = %; log, % =-1; lg100=2
Ha a pozitiv valds szam, és a + 1, akkor log, a = 1, valamint log, 1 = 0.
Ha a, b és ¢ pozitiv valos szamok, a + 1, és ¢ # 1, akkor

log b log,3 _log,3

log, b = s Példdul: log, 3 = og, 4 >

(a+b)’=a*+2ab+ b

(a—b)’=a*—2ab+ b

(a+ba—b)=a"—1
A valés szamok halmazanak az a részhalmaza, amelynek az elemei kozott a megoldasokat
keressiik.

Az alaphalmaz azon elemeinek Osszessége, amelyek igazza teszik az egyenletet.

Az egyenletek megoldasa soran nem valtozik meg az egyenlet megoldashalmaza, ha az
egyenldségjel két oldalan allo kifejezést ugyanazzal a valds szammal vagy kifejezéssel no-
veljiik vagy csokkentjiik, illetve ugyanazzal a nullatdl kiillonb6z6 valds szammal vagy kife-
jezéssel szorozzuk vagy osztjuk.

Azok az atalakitdsok, amelyek nem jarnak gyokvesztéssel, és nem adodik olyan megoldas,
amely nem gyoke az eredeti egyenletnek. Nem ekvivalens atalakitas lehet pl. ismeretlennel
vald szorzas vagy osztas, hatvanyozas, gyokvonas.

ax* +bx+c=0 (a,b,cER,ésa + 0)

—b+Vb*—4ac

Az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenlet esetén az egyenlet megoldsai (gydkei): x, , = 2

(a,b,ceR,ésa #+ 0)

Az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenlet megoldoképletében a négyzetgyokijel alatt 1évé kifejezés:
D=10b"— 4ac.

Ha D > 0, két kiilonb6z6 valds gyoke van az egyenletnek,

ha D = 0, egy valds gyoke (két egyenl6 valds gyoke) van az egyenletnek,

ha D < 0, nincs valés gyoke az egyenletnek.

Ha az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenlet valos gyokei x, és x,, akkor
ax’ + bx + c = a(x — x,)(x — x,).
Példdul: A 3x* — 2x — 1 = 0 egyenlet valos gyokei x, = 1 és x, = — %, ezért

37— 25— 1= 3(x—1)<x+%>.

Az n alapu szdmrendszerben:

n db szamjegy hasznalhato, a 0; 1; 2; ...; n — 1 szamjegyek (ha n > 10, akkor A = 10,
B=11...),

a szamjegyek helyi értéke jobbrol balra haladva 1; n'; s 1’ ...

Példaul: A hatos szamrendszerben a szamjegyek 0; 1; 2; 3; 4 és 5. A helyi értékek jobbrol
balra haladva 1; 65 6% 6°.

2304,=2-6"+3-6"+0-6"+4-1, tehat 2304, = 544.
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D Egyenes ardanyossag

D Forditott aranyossag

D Szazalék

Két valtozé mennyiség kozott egyenes aranyossag van, ha osszetartozo értékeik hanyadosa
0-td1 kiilonboz6 allandé.

Egyenes aranyossag van példaul: egyenletes mozgas esetén a megtett ut és a kozben eltelt
id6 kozott; orabér esetén a ledolgozott munkadrak és az azokért kapott fizetség kozott; a
négyzet oldalhossza és a keriilete kozott.

Két valtoz6é mennyiség forditottan aranyos, ha teljesiil a kovetkezd: ahanyszorosara valto-
zik az egyik mennyiség, annyiad részére valtozik a masik. Ekkor a valtozé mennyiségek
oOsszetartozo értékeinek szorzata allando.

Forditott ardnyossag van példaul: adott mennyiségti pénzbdl vasarolhat6 azonos termékek
egységara és darabszama kozott; adott teriiletd téglalap oldalhosszai kozott; adott meny-
nyiségll anyag elszallitasahoz sziikséges teherautok szama és az azok altal megtett forduldk
szama kozott.

Ha egy k mennyiség az a mennyiségnek p szazaléka, akkor k = —%—- p.

100

Példaul: 72-nek a 15%-a egyenl6 72 szazadrészének a 15-szorosével, % 15 =10,8-del.

Alakitsd szorzattd az alabbi kifejezéseket!

3x* — 12x

3% — 12 3x°— 12x + 12

Oldd meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!

3x* —12x=0

Megoldds

3x*—12=0 3 —12x+12=0

a) Mindharom kifejezés esetében alkalmazhato a kiemelés modszere, majd a masodik és harmadik esetben nevezetes azo-

nossagok is.
3x* — 12x = 3x(x — 4)

3 —12=3(x*—4) =3(x— 2)(x + 2) 3% — 12x+ 12 =3(x* — 4x + 4) = 3(x — 2)*

b) Az egyenletek bal oldalat az a) feladatrészben megkapott szorzatalakban irva és felhasznalva, hogy egy szorzat értéke

akkor és csak akkor nulla, ha az abban szerepl$ valamely tényez6 értéke nulla, adédik:

3 —12x=0
3x(x—4)=0
I eset vagy II eset
3x=0 vagy x—4=0
x =0 vagy x=4
M = {0; 4}

3 —12=0 3 —12x+12=0
3x—2)(x+2)=0 3(x—2)'=0
Leset  vagy IL eset (x—2=0
x—2=0 vagy x+2=0 x—2=0

x =12 vagy x=-2 x=2
M ={2; -2} M={2}

A kapott eredmények az eredeti egyenlet megoldasai, mert ekvivalens atalakitasokat végeztiink. (Ha nem csak ekvivalens
atalakitasokat végeztiink, mindenképpen ellenérizziik a megoldasokat behelyettesitéssel.)

Alakitsd szorzattd a 3x* — 8x — 35 kifejezést!

Oldd meg a 3x* — 8x — 35 < 0 egyenlétlenséget az egész szamok halmazan!

Megoldds

a) A 3x’ — 8x — 35 masodfoku kifejezés szorzatté alakitisa a gyoktényezds alak felirdsdval végezhetd el.

A 3x* — 8x — 35 = 0 egyenlet gydkei:

.2 23

_ —(=8)*/(-8P—4-3(=35) _ 8+22
6

,amibdl x, = —%, valamint x, = 5, ezért a gyoktényezds alak:

3x° — 8x — 35 = 3<x+%>(x— 5)

SZAMTAN, ALGEBRA
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b) Elsé megoldds (grafikus médszer)

Tekintsiik a val6s szdmokon értelmezett f (x) = 3x* — 8x — 35 mésodfoku fliggvényt.

A fuggvény grafikonja a masodfoku tag egytitthatéjanak pozitiv elgjele miatt felfelé nyitott (konvex) parabola.

A 3x° — 8x — 35 = 0 egyenlet gyokei megadjak az f fiiggvény zérushelyeit, tehét a fiiggvény grafikonja az abszcissza-

7

tengelyt az x, = -5 valamint az x, = 5 helyeken metszi.

Elébbiek felhasznalasaval a fiiggvénygorbe vazolhatd, és a fliggvény grafikonjarol leolvashaté az egyenl6tlenség megol-

désa.

y A
20 A

Masodik megoldds (algebrai mddszer)

Az eredeti egyenl6tlenség megfelel az f(x) < 0 egyenldtlenség-
nek, vagyis azt kell meghatarozni, hogy a fliiggvény altal felvett
értékek hol negativak. Az dbran piros szinnel jelolt intervallum
megadja az egyenlGtlenséget teljesitd valos x értékek halmazat, de
mivel az egyenlétlenség alaphalmaza az egész szamok halmaza,
ezért a megoldashalmaz elemei a jelolt intervallumba esé egész

szamok, tehat ]—%; 5[ € Z, vagyis:
M ={=2;—1;0; 1; 2; 3; 4}.

A 3x* —8x — 35 < 0 egyenlétlenség megolddsa elvégezhetd a b) feladatrészben felirt szorzatalak segitségével is.

A 3<x + %)(x —5) < 0 egyenl6tlenség bal oldala egy hiromtényezds szorzat, amelynek egyik tényezdje (a 3) pozitiv

elgjelti, ezért elegendé az (x + %)(x — 5) szorzat el8jelének vizsgalata.

(x + %)(x — 5) szorzat akkor negativ, ha egyik tényezGje sem 0, és a két tényez§ eldjele egymadssal ellentétes.

A tényezdk értékének eldjelvizsgalatdhoz célszer(i un. eldjeltablazat készitése, melybdl a megoldds leolvashatd. Mivel

(x —+ %)(x - 5) = 0 akkor teljesiil, ha x, = ER vagy x, = 5, ezért:
7 7 7
< —Z =L —L L w< =
X 3 X 3 3 x<5 x=5 5<x
x+ % értéke negativ 0 pozitiv pozitiv pozitiv
x — 5 értéke negativ negativ negativ 0 pozitiv
(x 4 %)(x —5) értéke pozitiv 0 negativ 0 pozitiv

A tablazatbol kiolvashatd, hogy a szorzat negativ, ha —

7

3 < x < 5, de az alaphalmaz miatt ennek az intervallumnak csak

az egész elemei tartoznak a megoldashalmazba, igy: M = {—2; —1; 0; 1; 2; 3; 4}.

Ird 4t 6-0s szdmrendszerbe a 3014, szdmot!

Megoldds

Elészor atirjuk az adott szamot 10-es szamrendszerbe:

3014,=3-5+0-5+1-5+4=
=3-1254+0-25+1-5+4=384

Ezutdn a 10-es szimrendszerbdl tériink 4t a 6-osra.

A 6 legkisebb hatvanyai: 1, 6, 36, 216, 1296. Koziiliik a 216 még kisebb a 384-nél, de az 1296 mar nagyobb néla.

384=1-216 + 168; 168 =4-36 + 24; 24=4-6
Tehat 3014,=384=1-216+4-36+4-6+0- 1, vagyis

384 = 1440,.
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Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) v3—7x =-2 b) vdx—3 =x—-6

Megoldds

a) Egy valds szam négyzetgyoke nemnegativ szam, ezért
nem lehet az értéke az egyenlet jobb oldalan allo —2.
Tehat az egyenletnek nincs megoldasa a valos szamok
halmazan.

b) A négyzetgyokvonds mivelete a nemnegativ valos sza-
mokon értelmezett, és eredményként nemnegativ valds
szamot ad a kifejezés.

A bal oldalon allé kifejezés értelmezési tartomanyat
a4x — 3 = 0 egyenl6tlenség megolddsa adja: x = %
Mivel a bal oldal értéke nemnegativ, ezért a jobb oldal-
ra is teljesiilnie kell az x — 6 = 0 relaciénak, amib6l
x = 6.
A két egyenl6tlenség egyidejiileg akkor teljesiil, ha
x = 6.
Ezt kovetden (ezen a halmazon) ekvivalens atalakita-
sokkal az egyenlet megoldasa:
Vax—3 =x—6 107

4x —3=x"—12x+36

0=x"—16x + 39

. = —(=16) £/ (-16’—4-1-(39) _ 16+10
127 2-1 R
amibdl x, = 3, valamint x, = 13.

Az elézetes feltételeket x, = 3 nem teljesiti, ezért nem
megoldasa az egyenletnek, x, = 13 teljesiti, ezért meg-
oldasa az egyenletnek, igy a megoldédshalmaz M = {13}.

Megjegyzések:

1. A feladat megoldhaté az értelmezési tartomany és
értékkészlet vizsgalata nélkill is, de ezek elhagyasakor
a kapott gyokok mindegyikét ellendrizni kell az eredeti
egyenletbe valé visszahelyettesitéssel.

2. Az egyenl6tlenség megoldasa soran kapott relaciokat
érdemes szamegyenes mentén abrdzolni, ez megkony-
nyiti a feladat atlathatdsagat, konnyebbé teszi a halmaz-
metszetek létrehozasat.

Péld4ul a b) feladatrészben:

4x
- ——++++++++++++++++

N+ w

X
———————————— o+ + + + + + +

vV +

o
v

t
3 6
4
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Két cég, az Egyik Kft. és a Masik Kft. kozosen villalta

el egy termék mintadarabjainak elkészitését. Ha az
Egyik Kft. az eredeti vallalasnak csak % részét tel-
jesiti, a Masik Kft. pedig 10%-kal felilmulja a ter-
vet, akkor kozdsen 4300 darab terméket készitenek.
Viszont ha az Egyik Kft. az eredeti tervek % részét
tudja legyartani, és a Masik Kft. 5%-os termelésno-
vekedésre képes, akkor 4230 darab terméket tudnak
kozosen gyartani. Eredetileg hdny termék gyartasat
vallalta az Egyik Kft. és a Masik Kft.?

Megoldds
Legyen az Egyik Kft. eredeti tervének megfelel darabszam
x; a Masik Kft. esetében pedig y.

Az viltozat szerint: x4 110 y = 4300

5 100
4 int: x4 105,
A 1I. valtozat szerint: ¥t 1007 4230

A Kkét egyenlet egyiitt egy kétismeretlenes egyenletrend-
szert alkot.
Célszer(i a megoldast az egyenld egyiitthatok mddszerével
végezni, ezért az L. sort szorozzuk %—del, a Il sort g-del.
I x+ 1,375y = 5375

II. x+ 1,26y = 5076
Az és 1. sor kiilonbsége: 0,115y = 299, ebbdl y = 2600.
Az y = 2600 valamelyik tetsz6leges sorba valo visszahelyet-
tesitésével x = 1800 adodik.

Ellendrzés a szoveg szerint:

L. véltozat esetén: Az Egyik Kft. eredeti vallalasa 1800 da-
rab, ennek % része 1440, a Masik Kft. eredeti vallalasa
2600 darab, ennek 110%-a 2860, igy egylitt 4300 darabot
tudnak gyartani.

I1. valtozat esetén: Az Egyik Kft. eredeti vallalasa 1800 da-
rab, ennek % része 1500, a Masik Kft. eredeti vallalasa

2600 darab, az 5%-os ndvekedés miatt 105%-ot, vagyis
3120 darabot gyartanak, igy a két cég 4300 darabot.
Valasz: Az Egyik Kft. eredetileg 1800, a Masik Kft. 2600 da-
rab termék el@dllitasat vallalta.
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Egy ingatlanbecslé szerint Kovacs ar lakdsanak je-
lenlegi értéke (2022 januarjaban) 7,8 milli¢ forint.
Kovacs tr azt tervezi, hogy eladja lakasat, és helyette
egy kisebbet fog vasarolni. Az 4j lakas ara 5,2 millié
forint, és az adasvétellel kapcsolatos koltségek varha-
téan 400 000 forint koril lesznek. Az ingatlan elada-
sa ado befizetésével jar (mivel ilyenkor a tulajdonos
bevételre tesz szert). Az adé az addalap 15%-a, és az
addalapot az ,.eladasi ar — (vételar + koltségek)” kép-
let alapjan szamitjak.

a) Mennyi addt kell fizetnie Kovacs trnak, ha az in-
gatlan-adasvétel a terv szerint zajlik?

b) Mennyit fog érni a jelenlegi lakas 4 teljes év eltelte
utan, ha a lakas értékcsokkenésének mértéke évi
3% (és id6kozben nem végeznek lakasfelujitast)?

Megoldds

a) A képlet szerint az add
7,8 -10° = (5,2 - 10° + 0,4 - 10°) = 2,2 - 10° forintnak
a 15%-a, vagyis 2,2 - 10°- 0,15 = 330 000 forint.

b) A 3%-os csokkenés miatt a lakas értéke az el6zé évinek
mindig a 97%-4ra, vagyis 0,97-szorosara esik vissza. Igy
a 4 teljes év alatt dsszesen 0,97"-szeresére csdkken a la-
kas értéke. Tehat 7,8 - 10° - 0,97* =~ 6,9 - 10° forint lesz
a lakas értéke 4 teljes év elteltével.

P— J-{*_ e

A Fold népessége 2020 év végén kozelitdleg
7,753 milliard volt. 2022 jalius végén mar koriilbeliil
7,963 milliard ember élt a Foldon.
a) Hany szazalékos volt a népesség havi atlagos no-
vekedése ebben az id6szakban?

b) Ugyanilyen ritmust novekedés mellett milyen
népesség varhatd 2022 év végére?

c) Ilyen mértéki novekedés mellett mikor éri el a
vilag népessége a 9 millidrdot?

Megoldds

a) A szoveg alapjan az eltelt 19 honap alatt bekovetkezett
valtozésra felirhat6 egyenlet: 7,963 - 10° = 7,753 - 10°- ¢,
ahol g a novekedésre vonatkozé aranyszam. Az egyenlet
oldalainak 7,753 - 10°-nel val6 osztdsa utén 1,027 =~ g"°,

ahonnan 19. gydkvonassal (vagy mindkét oldal %—re
torténé hatvanyozasaval) adodik: g = 1,0014, ami
100,14%-nak felel meg, ezért atlagosan kozelitéleg havi
0,14%-0s novekedést jelent.

b) Az a) feladatrészben megkapott 0,14%-o0s novekedéssel
szamolva 2022 év végére (ami a julius utan 5 honappal
kovetkezik be) felirhaté: A = 7,963 - 10° - 1,0014°, ami
szamolds utan A = 8,018 - 10° értéket ad. A 2022 év vé-
gére varhat6 népesség tehat kozelitéleg 8,018 millidrd
f6.

c) Jelolje a 2022 év vége Ota eltelt honapok szamat x, igy
9.10°=7,753 - 10’ - 1,0014". Az egyenlet oldalainak
7,753 - 10°-nel val6 osztdsa utdn 1,161 ~ 1,0014". Ezek
utan azt keressiik, hogy 1,0014-nek hanyadik hatva-
nya lesz kozelitéleg 1,161-del egyenld. A logaritmus
definicidjanak felhasznaldsaval a keresett hatvanyki-
tevo értéke: log, ., 1,161. A szamérték meghatdro-
zasat a logaritmus Uj alapra atirdsaval végezhetjiik el:

Ig 1,161

1g 1,0014

utan kozel 107 honapnak kell eltelnie, hogy a népesség

10g, o014 1,161 = =106,7 ~107. Vagyis 2020

elérje a 9 millidrdot, tehat varhatéan 2029 év végén

(novemberben) kovetkezik be.




RAADAS

Oldd meg az egyenl6tlenségeket a valds szamok hal-
mazdn! Ird fel az egyenl6tlenségek megoldéshalma-
zat intervallumokkal! Adj meg legalabb két olyan sza-
mot, amely igazzd teszi az egyes egyenlétlenségeket!
a) lg(5—6x) <-2 b) 0,3*7' < 0,097

Megoldds
a) A bal oldal értelmezési tartomanya adodik az
5 — 6x > 0 egyenldtlenségbdl, igy % > Xx.

A jobb oldal 10-es alapu logaritmusra atirasaval:
lg(5—6x) <1g10~

A 10-es alapt logaritmusfiiggvény szigor monoton
novekvd tulajdonsaga miatt a logaritmus elhagyasakor
a reldcidjel megmarad, igy:

5—6x <10
A kapott els6foku egyenl6tlenség megoldasahoz célsze-
rli az oldalakat (mindig) ugy rendezni, hogy az isme-
retlen egyiitthat6ja pozitiv legyen. Igy:

5-107 < 6x

% =x

Ekvivalens atalakitasokat végeztiink. Tehat a megoldas-

halmaz a [@ 2| intervallum.

600’ 6
Az egyik szam, amely teljesiti az egyenl6tlenséget, az
intervallum legkisebb eleme, a % Egy Gjabb szamot
kénnyebb valasztani, ha az intervallum hatarait bévit-

jitk példéul ugy, hogy a tortek nevezdje 1200 legyen. Igy

998 . ; 1000 1 1i
2 7500 nal nagyobb és ugyanakkor az 1200 nal ki
sebb szamot valaszthatunk, aminek megfelel a %

Ujabb szamok tjabb tortbdvitéssel konnyen meghaté-

rozhatok.

b) Az egyenl6tlenség értelmezési tartomanya a valos sza-
mok halmaza.
A jobb oldal 4tirdsa utan:

0,3%7 < (0,3°)”

0,3%71 <(0,3)°°
A 0,3 alapt exponencialis fiiggvény szigora monoton
csokkend tulajdonsaga miatt az alapok elhagyasakor
megfordul a relécidjel, igy:
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4x—1>—-6
_5
x > )

Ekvivalens atalakitasokat végeztiink. Tehat a megoldas-

halmaz a ]—%; oo[ nyilt intervallum.

Barmelyik —%—nél nagyobb szdm benne van a megol-

dashalmazban, igy példdul a —1, valamint a 3 teljesiti az
egyenl6tlenséget.

Oldd meg az x**’ = x” egyenletet a valés szdmok
halmazan!

Megoldds
Végezziink esetszétvalasztast aszerint, hogy a hatvanyalap
pozitiv, nulla vagy negativ!

L. eset

Ha 0 < x, akkor vagy mindkét oldalon 1 a hatvanyalap
(mert 1 minden hatvanya 1), vagyis x = 1,

vagy egymassal egyenld a két hatvanykitevé (mivel egy po-
zitiv szam hatvanyai akkor egyenlék, ha kitevéik egymaéssal
egyenl6k), vagyis x + 3 = 7, ebb6l x = 4. Visszahelyettesi-
tés utan mindkét esetben fennall az egyenléség.

II. eset

Ha x =0, akkor visszahelyettesitéssel 0°"* = 0" adddik.
Mindkét oldal értéke 0 (mert a 0 minden pozitiv kitevds
hatvanya 0), igy fennall az egyenléség. Tehat az egyenlet-
nek megoldasa az x = 0.

II1. eset

Ha x < 0, akkor az x + 3 kitev$ csak egész szam lehet
(mert negativ szam tortkitevés hatvanyat nem értelmez-
tiik).

Az x*"?=x" egyenlet mindkét oldalat x"-nel osztva
x**=1 adddik. Ha x=—1, akkor visszahelyettesités-
sel (—1)""* =(-1) adddik, de igy a bal oldal értéke 1,
a jobb oldalé —1, tehat nem 4all fenn az egyenl6ség. Ha x

—4 .
"% =1 csakis

a —1-t8l killonb6z6 negativ egész, akkor x
akkor all fenn, ha x — 4 = 0, amibdl x = 4, de ez nem telje-

siti az x < 0 feltételt.

Az egyenlet gyokei tehat: 0; 1; 4.
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FELADATOK I. RESZ

Dontsd el az alabbi allitasok mindegyikérdl, hogy igaz vagy hamis!

A: Ha két szam abszolut értéke egyenld, akkor harmadik hatvanyaik is egyenlok.

B: A kettes szamrendszerben felirt 101111 szam a tizes szamrendszerben 47.

C: Barmely 6t primszam Osszege paros.

D: A 90 és a 75 legkisebb kozos tobbszordse a 900.

E: A primszamok kozil ki tudunk valasztani 6t6t gy, hogy az 6sszegiik paros legyen.

Egy aut6 értéke egy év alatt 6%-kal csokkent, igy jelenleg 2 280 000 Ft-ot ér. Mennyi volt az értéke 1 évvel ezel6tt?

Pista a bankkartydja négyjegyli PIN-kodjabol két dologra emlékszik. Az egyik, hogy benne van a 123 haromjegyt
szam, a masik, hogy a kdd olyan szam, ami oszthato 4-gyel. Mi lehet a PIN-kdéd? Valaszod indokold!

p . [ 9
A 3-nak hanyadik hatvanya ?
y Y 7
Adott a (2x — 1)’ — 3x(2x — 4) méasodfoku kifejezés. Rendezd a masodfoku kifejezést 4ltalanos alakra (ax® + bx + ¢,

ahol g, b, c € R), majd szamold ki a kifejezés helyettesitési értékét x = —% esetén! Megoldasod részletezd!

Hany olyan természetes szam van, amelyre értelme van a v/ 47 — 3x kifejezésnek?

Az alabbiak kozill melyik kifejezés értéke racionalis szam?

A =log, V5 B=log9% C=n’ p=(7)"(/77
[rd fel a —2x” + 4x — 3 = 0 mésodfoku egyenlet diszkriminanséat! Hiny valés gyoke van az egyenletnek?

Mely val6s szimpdrok teszik igazza az egyenletrendszert?  (4x — 3y =—10
2x+6y =10

[rd fel szorzat alakban a kovetkezd kifejezéseket!
a) 6ab’—9b b) 3x’—12x+12

Egy tizem 21 egyforma teljesitményti gépe 4,4 Ora alatt gyartana le a megrendelt mintadarabokat. 18 ugyanilyen telje-
sitményti gép hany perc alatt tudja legyartani a megrendelést?

Huzd ald a megfelel6t a vastagon irt lehetéségek koziil ahhoz, hogy igazak legyenek az llitasok!

a) Ha két kilonboz6 pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztoja 1, akkor azok egyik osztdja a masiknak / relativ
primek.

b) Ha egy nem nulla valés szamnak van négyzetgyoke, akkor értelmezziik / nem értelmezziik a 10-es alapu logarit-
musat.

c) Azonos alapu hatvanyok szorzésat gy is elvégezhetjiik, hogy a kézos alapot a kitevSk dsszegére/kilonbségére/
szorzatéra emeljik.

d) Ha egy szam racionalis, akkor biztosan eleme a természetes/egész/irracionalis/valos szamok halmazanak is.



FELADATOK I. RESZ

Valaszd ki azokat az egyenldségeket, amelyek minden a; b € R esetén igazak!

A: VJab=vVa Vb C.-%:ﬁ

a
B: (a—by=a’—ab+ b’ D: log,,,(a+b)=1

Adj meg novekvd sorrendben négy olyan racionalis szamot, amelyek elemei a ]—2; 0] intervallumnak!
A megadott szamok koziil legalabb kett6t két egész szam hanyadosaként irj fel!

Antal édesanyja hdrom és félszer olyan idés most, mint Antal. 8 év mulva életkoraik hanyadosa 2,5 lesz. Hany éves
most Antal? Megoldasod részletezd!

Milyen szamjegy allhat az A és a B helyén, ha a négyjegyt 5A7B szam oszthat6 15-tel?

Egy iskola tanul6inak 28%-a végzss, a végz6sok 75%-a, vagyis 168 diak egyetemen kivan tovabbtanulni. Hany diak jar
Osszesen ebbe az intézménybe?

Oldd mega (2x —1)(2x +1) = 8 egyenletet a valos szdmok halmazan!

Igaz vagy hamis?

a) Van olyan valos szam, amelynek masodik hatvanya nagyobb a harmadik hatvanyanal.
b) Egy negativ szam negativ kitevés hatvanya lehet pozitiv.
c¢) Van olyan nullatol kiilonb6z8 valds szam, amelynek ellentettje egyenld a szam abszolut értékével.

Add meg a val6s szamoknak azt a legb6vebb részhalmazat, amelyre a Ig(7 — 3x) kifejezésnek értelme van!
Add meg kettes szamrendszerben az 1234, szamot!

Hény természetes szam teszi igazza az egyenl6tlenséget? Vélaszod indokold! 2x—7 <0

72

frj a négyzet helyére olyan szamjegyet a 4

tortben, hogy az 1-nél nagyobb értéki, véges tizedes tort legyen!

3
m A 2-nek hanyadik hatvanyaval egyenld 8 +?

RAADAS

Melyik az a legkisebb, 6-ra végz6dé természetes szam, amely a négyszeresére valtozik, ha az egyesek helyén all6 6-os
szamjegyet a szam végérol athelyezziik a szam elejére?

Legyen a k egész szam. A k melyik értékeire lesz a k2—4 1 tort értéke
a) természetes szam; c) egész szam; e) negativ szam; g) 3-nal kisebb?
b) nulla; d) pozitiv szam; f) 5-nél nagyobb;



FELADATOK II. RESZ

2x
m a) Oldd meg az egyenletet a racionalis szamok halmazan! 3*-9™ =27- (%)

b) Milyen egész szdmok esetén teljesiil az egyenldtlenség? (x —17 +(x—3)(x+3) < 4
c) Bizonyitsd be, hogy az | x — 6|+ (x + 6)* = 0 egyenletnek nincs megoldésa a valés szimok halmazén!

m Két hajo, az AngryMan és a BigBlue ugyanabbdl a kikotébdl in-
dul dtra marcius 1-én. Ezt kovetéen ugyanebbdl a kik6tébdl az
AngryMan 18 naponként, a BigBlue pedig 20 naponként indul
Ujra Gtjara, majd mindig Gjra visszatér.

a) Ugyanebben a naptari évben melyik napokon fognak ismét
egyiitt indulni a kikot6bol?

b) A két hajo egyik alkalommal ugyanabban az iranyban, egy-
massal parhuzamos utvonalon indul el. Az AngryMan éppen

délben 35 % sebességgel, a BigBlue azt kévetéen 45 perc-
km

cel, 45 h sebességgel indul. Hany 6ra mulva és milyen ta-

volsag megtétele utan éri utol a BigBlue a masik hajot?

c) Az AngryMan hajoskapitanya és kormanyosa életkorainak dsszege 92 év. Ha az életkoraik 6sszege megduplazodik,
akkor a kapitdny 4 év hijan 100 éves lesz. Hany évesek jelenleg?

A Foldon, a tengerszinten mért légnyomds értéke kozelitdleg p, = 10° Pa (pascal). A légnyomas mértékét a tenger-
0,1275h =

szintt6l h km magassagbana p = p,- 2,718~ Osszefiiggés adja meg.

a) Mekkora a légnyomas a tengerszint f616tt 100 méterrel?
b) A tengerszint fol6tt milyen magassdgban lesz a 1égnyomas értéke 0,9 - 10° Pa?

Egy barati tarsasdg egynapos kirandulast tervez. A kozos koltsé-
gekre 12 000 Ft-ot szednek 0ssze fejenként. A nap végén kidertiil,
hogy 4000 Ft-tal kevesebb pénzt szedtek ssze, mint amennyire
sziikség volt. Ha 13 000 Ft-ot szedtek volna, akkor pontosan any-
nyival gyult volna 6ssze tobb pénz, mint amennyivel kevesebbet
szedtek Ossze eredetileg.

a) Hany f6s ez a barati tdrsasag?

b) A tarsasag tagjai emlékeznek ra, hogy a kozos hajokirandulas
két éve Gsszesen 23 000 Ft-ba keriilt. Ez az érték egy év alatt
20%-kal nétt, és az azt kovetd évben 30%-os volt az aremel-
kedés. Mennyi lett a hajokirandulas ara a két év eltelte utan?

Hany szazalékos két év alatt az arndvekedés?

m Aprilis 11-re, a koltészet napjéra egy iskola kozossége flashmobeléadassal késziil. Az iskola minden didkja részt vesz
az eseményen. Az el6adds sordn olyan téglalap alakzatban szeretnének felallni, ahol soronként 6; 8; 9 vagy 10 didk
helyezkedik el, de igy az utolsé sorra minden esetben 4 diak marad.

a) Hany didk tanul az intézményben, ha tudjuk, hogy 500-nal kisebb az 6sszlétszam?
b) Hogyan tudjak létrehozni a téglalap alakzatot, ha azt szeretnék, hogy minden sorban ugyanannyi diak legyen, és
soronként legalabb 6, de kevesebb, mint 11 diak alljon?
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Add meg az alabbi kifejezések helyettesitési értékét kozonséges tort alakban, ha a = 0,3 és b = %!
21 3
a) (“)T'“ b) V10-b-a’ c) 0,5-log, 10a

Informatikai eszkozok tervezésekor fontos szempont, hogy egy
bizonyos feladat elvégzése mennyi id6t vesz igénybe. Ez részben
az eszkoz fizikai tulajdonsagaitdl, részben a feladat bonyolultsa-
gatol fiigg. Példaul ,,az egérrel rimutatni egy kivant ikonra” egy
olyan mozdulatsor, amelynek a ,,bonyolultsagi indexét” (ID) az

ID = log, %Tx Osszefiiggéssel szamitjék ki. A képletben x a kiin-

duldpont és a célpont tavolsaga a monitoron, d pedig a célpont
atmérdje azonos mértékegységben kifejezve.
a) Mekkora ID-érték tartozik egy olyan mozdulathoz, amely so-

ran egy 0,5 cm atmérdjii ikonra 8 cm tavolsagrodl indulva kell
rdmutatni?

b) Hényszorosara né ez az érték (azaz hanyszor annyi id6 kell a feladat elvégzéséhez), ha ugyanezt az ikont 4-szer
tavolabbrol probaljuk eltaldlni?

Oldd meg az egyenleteket a negativ valds szamok halmazan!
a) 2x>—x—1=0 b) v2x+11 =x+4 c) «/;+|x|+x2=0

a) Mi a szamrendszer # alapja, ha: 20123, = 539 teljesiil (n egész szam, és 1 < n)?
b) Melyik a nagyobb értékii? A legkisebb négyjegyti szam a harmas szamrendszerben vagy a legnagyobb haromjegyti
szam a négyes szamrendszerben?

A sarki boltban egy allattarté6 minden héten 5 doboz macska-
eledel-konzervet és 3 doboz kutyaeledel-konzervet vasarol, és
minden alkalommal 2250 forintot fizet. Arvéltozdsok miatt a
macskaeledel 20%-kal olcsdbb, a kutyaeledel pedig 10%-kal dra-
gabb lett, de az dllattartd tovabbra is 2250 forintot fizet a 8 doboz
konzervért.

a) Mennyibe keriilt eredetileg egy-egy konzerv?

A bolt tulajdonosa a riasztoberendezés kodjaként mindig olyan
négyjegyl szamot valaszt, amelynek primtényez6s felbontdsaban
szerepel mindegyik egyjegyt primszam.

b) Van-e olyan szamjegy, ami benne van minden ilyen médon
megalkothaté kédban?

c) Adj meg négy lehetséges kddszamot!

d) Van-e a lehetséges kodok kozott négyzetszam?
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Fiiggve nyek, sorozatok

A felismerés, hogy a koriilottink 1évé vildg jelenségei egymassal osszefiiggnek, egyidds az emberiséggel. A matematikaban

azonban a fiiggvény fogalma (legaldbbis mai formdjaban) viszonylag kés6n alakult ki: a kifejezés Gottfried Leibniz német

matematikus egy 1673-ban irt levelében bukkant fel el6szor. Az azéta eltelt harom és fél évszazad alatt a fiiggvények vizsga-

lata a matematika egyik leglatvanyosabb és leghasznosabb teriiletévé nétte ki magat. Fliggvényekkel dolgozik a Mars-jarot

célba juttaté mérnok, a tézsdei elemzd, a virusok fert6zési gyorsasagat vizsgald virologus. A hétkoznapi, gyakorlati életben

is fontosak a fiiggvénytani alapismeretek, hiszen azok nélkiil nehezen lehetne megérteni példaul a heti idéjaras-elérejelzést,

vagy gondot okozna a hivatasos soférok vezetéssel kapcsolatos informacidkat tartalmazé tachograf (menetird-késziilék)

elemzésének elvégzése.

FUGGVENYEK

Figgvény
D Ertelmezési tartomény
Ertékkészlet

D Hozzarendelési szabaly

Legyen A és Bkét — egymastol nem feltétlentil killonb6z6 — nemiires halmaz. Fliggvénynek
nevezziik azt a hozzarendelést, amely az A halmaz minden eleméhez a B halmazbdl pon-
tosan egy elemet rendel.

Ekkor a fuggvény értelmezési tartomanya az A halmaz, képhalmaza a B halmaz.
Ertékkészlet: a B halmaz azon elemeinek halmaza, melyeket hozzérendeliink valamely ér-
telmezési tartomanybeli elemhez.
Megjegyzés: A figgvény tehat

egyértelmd hozzarendelés. Az Lyon

értékkészlet

A és B halmazok nem csak )
Magyarorszdg

szdmhalmazok lehetnek. Austria

Hollandia

Példaul: A Fold orszagaihoz

hozzarendeljiik a hivatalos Franciaorszdg

févarosukat. értelmezési tartomany
A = {avildg orszagai}

B = {a vilag varosai} képhalmaz

A hozzarendelési szabdly az az utasitas, amely egyértelmiien megadja, hogy az értelmezési
tartomdny egyes elemeihez a képhalmaz melyik elemét kell hozzarendelni.

A figgvényeket dltalaban az értelmezési tartomannyal és a hozzarendelési szaballyal szo-
kas megadni. (Ha a szamhalmazokon értelmezett fliggvényekre az értelmezési tartomanyt
nem adjak meg, akkor a valds szamoknak azt a legb6vebb részhalmazat tekintjiik értelme-
zési tartomanynak, amin a hozzarendelésnek értelme van.)

Példaul:

f: Rendeljiik hozza minden pozitiv egész szimhoz a haromszorosat. Ekkor a hozzarendelés
szabalya a haromszorozas; az értelmezési tartomany a pozitiv egész szamok halmaza; az
értékkeészlet a harommal oszthaté pozitiv egész szamok halmaza.

g Rendeljiik hozza minden valds szamhoz az abszolut értékét. Ekkor a hozzarendelés sza-
balya az abszolutérték-képzés; az értelmezési tartomany a valds szamok halmaza; az érték-
készlet a nemnegativ valés szamok halmaza.

RENDSZEREZO O0SSZEFOGLALAS



A fiiggvények jele altaldban f, g, h ...
Ertelmezési tartomanya: D;, D, D, ...
Ertékkészlete: R, R, R, ...
A hozzarendelést a — szimbdlum jeloli. Az értelmezési tartomany és a képhalmaz kozé —
Fiiggvénytani jelolések ~ szimbolum kerdl.
Példdul: Az el6bbi példak jelolésekkel:
fiN >R x = 3x D, =N; R, ={0;3;6;9 ...} = {3x| x € N}
g:R>R x~ |x[; D,=R; R, =R,
Leirhatok a hozzarendelések f: N = R; f(x) =3x; g: R = R; g(x) = | x| médon is.
Ha x, az f fliggvény értelmezési tartomanyanak eleme, akkor a fiiggvény x, helyen felvett
helyettesitési értéke (roviden: fiiggvényértéke): a képhalmaznak az az eleme, amit a fiigg-
vény x,-hoz rendel. Jele: f(x,)
Példaul:
Az f(x) = 3x fiiggvénynek az 5 helyen felvett helyettesitési értéke f(5) =3 - 5 = 15;
ag(x) = |x| fiiggvény értéke a —7,2 helyen g(—7,2) = | -7,2| =7,2.

D Helyettesitési érték

Ha egy fuggvény az értelmezési tartomany barmely két kiillonboz6 eleméhez az értékkész-
let kiilonb6z6 elemeit rendeli, akkor a fiiggvény kolcsonosen egyértelmdi.

Kolcsonosen o
D egyértelmii Példaul:
fiiggvény Az f:N — R; f(x) = 3x fiiggvény kolcsonosen egyértelmd;
ag:R — R; g(x) = | x| fiiggvény nem kélcsondsen egyértelmii, mert példaul a —3-hoz és
a 3-hoz ugyanazt az értéket, a 3-at rendeli.
Legyen f az A halmazon értelmezett kolcsonosen egyértelmt fiiggvény, melynek érték-
készlete a B halmaz. Az f figgvény megforditasa (inverze) az a g fiiggvény, amely minden
B halmazbeli y elemhez azt az A halmazbeli x elemet rendeli, amelyre f(x) = y.
Az f fiiggvény megforditasat az f ' szimbélummal jeldlik.
Példaul:
1. Legyen A = {kémiai elemek} és B = {vegyjelek}. Ekkor f: A - B minden elemhez
Figgvény a vegyjelét rendeli, példaul: vas — Fe, eziist > Ag. A fliggvény megforditidsag: B > A, a
megforditésa vegyjelekhez az elemeket rendeli, példaul: S —» kén, Ra — rddium.

2. Ha az f fiiggvény minden valds szamhoz a ha- 4 f B

romszorosat rendeli, akkor az f fliggvény megfor-
ditasa az a g fliggvény, amely minden valds szam-
hoz a harmadrészét rendeli:

f(x) = 3x, és g(x) = %x.

Ha az értelmezési tartomany és az értékkészlet is A
szamhalmaz, akkor a fiiggvény grafikonnal szem-
1éltethetd a derékszogli koordinata-rendszerben. /
%, BNy /
o . Legyen az f fliggvénynek az x, helyen felvett fiigg- ol | 7 >
M A figgvény grafikonja vényértéke y, (azaz y, = f(x,)). Az egymashoz | Y
tartozd x, és y, szamokbdl alkotott (x,; y,) koor- f(;u)

dinatdja sikbeli pontok Osszessége adja a fiiggvény

grafikonjat (masképp: a fiiggvénygorbét).

FUGGVENYEK, SOROZATOK 129
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D Figgvény zérushelye,
szélsOértéke

Monotonitas,

a fliggvény menete

(monoton novekvd;
D monoton csokkend;

szigortian monoton

novekvo; szigortian

monoton csokkend)

Zérushely: az értelmezési tartomany azon x, eleme (helye), amelyre f(x,) = 0, azaz ahol

a fiiggvényérték 0 (zérus).

Maximum: az értékkészlet legnagyobb eleme, ha ez létezik.

Maximumbhely: az értelmezési tartomany azon eleme, amelyhez a maximum van hozza-

rendelve.

Minimum: az értékkészlet legkisebb eleme, ha ez létezik.

Minimumbely: az értelmezési tartomany azon eleme, amelyhez a minimum van hozza-

rendelve.

Megjegyzés: Egy fiiggvénynek lehet tobb zérushelye, maximumbhelye, minimumbhelye.

[yaA T T T 11 ‘yf“‘ [JA T T 1

zérushely: x, =—4; x,=3 —

- zérushely: nincs

szélsoeérték: | | zérushely:x,=3 7’  szélserték:
\ minimumhely: x=-3 sdebionsle nilnes . minimum nincs
\ minimum: y = =5 P / . maximumbhely: x =2
\ maximum nincs — . maximum: y=—1 ]
AT s J |2 N
o] 1 X ol L+53 [x o 1 x
\ L
\ /] v N
\ =
. /

Egy fiiggvény az értelmezési tartomanyanak egy adott intervalluman

- monoton novekvd, ha az adott intervallum barmely két eleme koziil a nagyobbikhoz
legalabb akkora helyettesitési érték tartozik, mint a kisebbikhez;

- monoton csokkend, ha az adott intervallum barmely két eleme koziil a nagyobbikhoz
legfeljebb akkora helyettesitési érték tartozik, mint a kisebbikhez;

- szigoruan monoton novekvé, ha az adott intervallum barmely két eleme koziil a na-

gyobbikhoz nagyobb helyettesitési érték tartozik, mint a kisebbikhez;

- szigortian monoton csokkend, ha az adott intervallum barmely két eleme kozil a na-
gyobbikhoz kisebb helyettesitési érték tartozik, mint a kisebbikhez.

Példaul:

Az f fuggvény a ]—6; 2] intervallumon monoton
novekvd, ezen belill a |—6; —2] intervallumon
szigorian monoton novekvd, a [—2; 2] interval-
lumon mondhatjuk monoton névekvének vagy
monoton csokkendnek is.

Az f figgvény a [2; o[ intervallumon szigortian
monoton csokkend. Ez teljestil a [2; oo interval-
lum részhalmazaira is, példaul a ]2; oo[ interval-
lumra is.

A gfiggvény a |—00; —1] intervallumon szigoru-
an monoton csokkend.

A g fuggvény a [—1; 8] intervallumon szigortian
monoton novekvo.

Megjegyzés: A monotonitas értelmezhet6 akkor is,
ha a fiiggvény értelmezési tartomanya nem inter-
vallum, hanem mds szamhalmaz, példaul a ter-
mészetes szamok halmaza.

y A

[
%
=)

[\ "]
2y

0.

yA
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Azf:R—~> R f(x)=ax+ b(a, b €R) fiiggvényt linedris fiiggvénynek nevezziik. A fiigg-
vény grafikonja egyenes, amelynek a meredeksége a, és az egyenes az y tengelyt a (0; b)
pontban metszi.

Ha a = 0, akkor f(x) = b konstans fiiggvény (nulladfoku fiiggvény);
ha a + 0, akkor f(x) = ax + b els6foku fiiggvény;

haa + 0és b =0, akkor f(x) = ax az a aranyszamu egyenes aranyossagot leir6 fiiggvény.
D Linedris fiiggvény

yA PA yA
v =3 N="2xt3
y=0,5x
1 1 1
of 1 X o 1 x 1 X
kanstans fiiggvény elséfoku| fiiggvény egyerles drarfyossagot
lefro tiiggvérny

fiR\O} 2R f@=2 @ERa+0)

Az f(x)= % fuiggvény tu- y A s
lajdonsagai: \\ /I
Forditott ardnyossagot erltekkeszlet.: R\ {0} YTx SRE
leird fiigavén zérushely nincs 1 " o 1
S x < 0 esetén szigortian 0/ 1 x of L—1x

monoton csokken

0 < x esetén szigortan

[ m—

\
monoton csokken \\

szélsGérték nincs

—x, hax <0

f:R—>R f(x)=|x|,ah01|X|: x, ha0o<x

y A A fliggvény tulajdonsagai:
értékkészlet: R
zérushely: x, =0

D  Abszolutérték-fiiggvény

x = 0 esetén szigoruan monoton csokken

2y

0 =< x esetén szigortian monoton né
| minimumbhely: x =0

minimum: y = 0
alapfiiggvény:
f:R=>R f(x)=x
altalanos alak:
f:R>R f(x)=ax’+bx+c (a,bcERa+0)

Az alapfiiggvény tulajdonsagai: \\ 74 [\ / [
értékkészlet: R
D Masodfoku fiiggvény ) \ \
zérushely: x, =0 /
x = 0 esetén szigortian monoton csokken y=(r -1’2
0 =< x esetén szigoruan monoton né \ / A=A —8x 1
minimumbhely: x = 0 1 bAnkd
minimum: y =0 ol 1 g
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fiRF >R f(x)=vx

y A A fiiggvény tulajdonsagai:
értékkészlet: R™
D Neégyzetgyokfiiggveny — | zérushely: x, = 0
T | y=\x N 7
Tl szigoruan monoton no

Ry

ol 1 minimumbhely: x =0

\ minimum: y = 0

f:R>R f(x)=a" (@€R,a+1)

A fuggvény tulaj- y A / \[ A
donsagai:
értékkészlet: R*

a alapti exponencidlis  zérushely nincs

y=2" y=0,5"

fiiggvény szélséérték nincs | — : —

Ry

a monotonitas az a o| 1

of 1 x
|

értékétol figg
Ha a > 1, akkor a fiiggvény szigorian monoton né, ha 0 < a < 1, akkor a fiiggvény szi-
goruan monoton csokken.

Egy f fuggvény gorbéjének ismeretében wjabb fiiggvényeket tudunk abrazolni fiiggvény-
transzformaciok segitségével (a fiiggvénytranszformaciok hatdsa a fiiggvény grafikonjdra:
eltolas, nyujtas vagy zsugoritas, titkrozés).

Példdul:

\ [ 4] \
\ \ [/ QA
\ [ \fs=c-a] | |\
flx)=x" \ fx)=x
\
\

EZA\N|
flo)=x" /

—
—]

— —
ST |
—

1 1 1
Fuggvény- ol L1 1L [ 12 TN i/ ol L NL /12
transzformacio
\J \J
gx)=x"-3 g(x)=(x—4) -3

—
0q
=
<
Il
3o
=
N
—
~ |
—
—]
—
—
—

[
o

-
AV
o
Ry

X)=x"’ flx)=x"-3 g(fc)z\x

Ry




KIDOLGOZOTT FELADAT

Az abran az f linearis fliggvény grafikonjan jeloltiik a grafikonra illesz-

A y A
kedd A és B racspontot.
Olvasd le az A és B pont koordinatait, majd ezek segitségével hatarozd ‘\
meg a fiiggvény hozzarendelési szabalyat! \\ 7
Ennek ismeretében valaszolj az alabbiakra! \\
a) Milyen értéket vesz fel a fiiggvény x = 123-nal?
b) Hol veszi fel a fliggvény az f (x) = 456 értéket? 1 ‘\
c) Hol van a figgvény zérushelye? A zérushely ismeretében oldd meg o \\\ i
a valds szamok halmazan az f(x) < 0 egyenl6tlenséget! N

Megoldds
A pontok koordinatai: A(—5; 6) és B (5; —2), ez azt jelenti, hogy a fiiggvény az x = —5 helyen 6, valamint az x = 5 helyen

—2 értéket vesz fel. A linedris fliggvény képletét f(x) = ax + b alakban keressiik. Teljesill tehdt a kovetkezd két egyenldség:

6 =—5a + bés—2=>5a+ b. Az a és b ismeretlenekre az egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy a = —0,8 és b = 2. A li-

nedris fiiggvény tehat az f (x) = —0,8x + 2 hozzarendelési szaballyal megadhato.

a) x =123 esetén a fiiggvényérték helyettesitéssel szamolhatd: f(123) = —0,8 - 123 + 2, amibdl f(123) = —96,4. Tehat
a fuggvényérték a keresett helyen —96,4.

b) Ha a fiiggvényérték 456, akkor az x értéke a 456 = —0,8x + 2 egyenletbdl szamithato. EbbSl x = —567,5, tehat a —567,5
helyen lesz a fliggvényérték 456.

c) A zérushely meghatdrozasakor azt a helyet kell meghatarozni, ahol a figgvényérték 0, ezért a 0 = —0,8x + 2 egyenlet
megoldasat keressiik. Ebbél x = 2,5 a fliggvény zérushelye.
A fliggvény szigortian monoton csokkend, ezért az f (x) < 0 egyenl6tlenség megoldasa — az dbrardl is leolvashat6 — min-
den olyan val6s x, amelyre 2,5 < x.

Legyen f(x) = x’, valamint g az a fiiggvény, amelynek grafikonja a koordinata-rendszerben az f fiiggvény grafikonjé-
nak v(—3; —4) vektorral val¢ eltoldsaval kaphat6 meg.
a) Add meg a g fiiggvény hozzarendelési szabalyat!
b) Hatarozd meg mindkét fiiggvény zérushelyét! Valaszod szamolassal indokold!
c) Add meg mindkét fiiggvény széls6értékeinek helyét és értékét!
d) Add meg a fliggvények értékkészletét!
e) Jellemezd a fiiggvényeket monotonitds szempontjabol!
) Hol metszi a g fiiggvény grafikonja a h(x) = —3 fiiggvény grafikonjat? Valaszod szamolassal igazold!

Megoldds

a) Az ffiiggvény v vektorral valo eltoldsa utan kapott g fiiggvény grafikonja \ y/A
az dbréan lathato. \ \ / /
A transzformaci6 alapjén: g:R > R g(x) = (x+3)’—4 g\ / ¥

b) A fiiggvények zérushelye az abrardl leolvasva, majd szamoldssal ellen-

B

drizve: az f fliggvény zérushelye x = 0, mert £(0) = 0° = 0; a g fliggvény
zérushelye x, = —5, valamint x, = —1, mert g(—5) = (=5 + 3)*—4 =0, \ p/
valamint g(—1) = (=1 + 3)* — 4 =0.

¢) Mindkét fiiggvénynek van minimuma, egyiknek sincs maximuma.

Az f fiiggvény minimumanak helye x = 0, értéke f(0) = 0; ‘ T

a g fiiggvény minimumanak helye x = —3, értéke g(—3) = —4.
d) Az f fuggvény értékkészlete: R, = [0; oo[; a g fiiggvény értékkészlete: R, = [—4; o[
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e) Az f fiiggvény a ]—00; 0[ intervallumon szigoriian monoton csokkend, a [0; o°[ intervallumon szigortian monoton no-

f)

b)

o)

d)

e)

vekvd. A fiiggvény a ]—oo; —3[ intervallumon szigortian monoton csékkend, a [—3; o[ intervallumon szigortian mono-

ton novekve.

Abrézoljuk az el6bbi koordinata-rendszerben a h figgvényt is. Az abrardl
azt lathatjuk, hogy a g és h fliggvények grafikonjai metszéspontjainak elsé
koordinataja vélhet6en az x, = —4, valamint x, = —2. Ezt szamolassal el-
lendrizziik:

g(—4) = (—4 4+ 3)’ — 4 = -3, valamint g(—2) = (-2 + 3)’ —4 = -3,

azaz a felvett fliggvényérték az adott helyeken —3.

Tehat a g figgvény grafikonja a h fiiggvény grafikonjat az x, = —4 és az
x, = —2 helyeken metszi.

Megjegyzés:
A g és h fiiggvény grafikonjainak metszéspontjat meghatérozhatjuk a
g(x) = h(x), vagyis (x + 3)* — 4 = —3 mésodfoku egyenlet megoldaséval is.

ol 4

Abrézold az R \ {0} halmazon értelmezett f(x)= %+ 2 fuggvény grafikonjat!

Abrazold az R \ {0} halmazon értelmezett g =| f| figgvény grafikonjat!

Abrézold az [1; 4] halmazon értelmezett h(x) = %+ 2 fuggvény grafikonjat!

Hatarozd meg az f, g és h figgvények értékkészletét!

Az fés a g fiiggvény koziil melyiknek van szélséértéke? Hatarozd meg a szélséértéket, illetve a szélséértékhelyet!

G M
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A g fiiggvény grafikonjat az f fiiggvény grafikonjabdl ugy kapjuk, hogy a grafikonnak azt a részét, amelyik az x tengely

»ald” esik, titkrozziik az x tengelyre.

A h figgvény grafikonjat az f fiiggvény grafikonjabol ugy kapjuk, hogy a grafikonnak azt a részét jel6ljiik ki, amelyik

az 1 < x < 4 helyekhez tartozik.

A grafikonok alapjan meghatarozhatjuk a fiiggvények értékkészletét. A h fiiggvény esetében behelyettesitéssel tudjuk

kiszamolni, hogy x = 1 és x = 4 helyen mennyi a fiiggvényérték: h(1) = %

R=R\{2} R=R; R,=[2253]
A grafikonrol leolvashatd, hogy f fuggvenynek nincs széls6értéke.

+2=3,¢és h(4)=J+2=225.

A g fiiggvénynek maximuma nincs, de minimuma van azon a helyen, ahol a fiiggvényérték 0.

1

0= %4— 2, ebbdl % =-2, igy X =——. A minimumhely tehdtaz x =—

2

3)

L a minimuma pedigy = 0.
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FELADATOK I. RESZ

Fiiggvény vagy sem? Kolcsondsen egyértelmii vagy sem? A tablazat minden soraban tegyél X-et abba az oszlopba,
amelyik teljesiil az adott hozzarendelés esetében!

Fuggvény, de Kolcsonosen
Nem fiiggvény nem kolcs6nosen  egyértelmi
egyértelmu fiuggvény

Minden valés szamhoz hozzarendeljiik a négyzetét.

Minden haromszoghoz hozzarendeljikk azt a pozitiv valos
szdmot, amely megadja teriiletének nagysagat cm’-ben mérve.
Minden egész szamhoz hozzarendeljiik azt a valés szamot,
amelytdl 2 egység tavolsagra van a szamegyenesen.

Minden valés szamhoz hozzarendeljiik a hozza legkozelebb
esd egész szamot.

Minden valés szamhoz hozzarendeljiik a szamnal 5-tel na-
gyobb szamot.

Hatérozd meg a valds szamok halmazan értelmezett f (x) = 2x* — x — 1 fiiggvény zérushelyeit!

Add meg annak a linearis fliggvénynek a hozzarendelési szabalyat, amelynek grafikonjara illeszkedik az A(—3; 2),
valamint a B(5; 4) koordinataju pont!

Mennyi a helyettesitési értéke az x = —% helyen a valés szamokon értelmezett az f (x) = 9* + 5 fliiggvénynek?
a) Vilaszd ki az abran 1év6 grafikonhoz a megfelel6 hozzarendelési szabaly \ / A
bettijelét! \ /
A: f(x)=(x+5)7—-2 \ /
B: fx)=(x—2"-5
C fx)=(x+2)’-5
D: f(x)=(x—2+5 \ / 1
E f(x)=x"—2x+5 ol 1
F f(x)=(x+57+2
b) Add meg azt a legb6vebb intervallumot, ahol negativ az a) feladatrészben

abrazolt f fiiggvény értéke!
Szamitsd ki a valos szamok halmazan értelmezett f (x) = 0,5" — 8 fiiggvény zérushelyét!

Dontsd el az alabbi allitasok mindegyikérdl, hogy igaz-e, vagy hamis!

A: Minden, a valds szamok halmazan értelmezett masodfoka fiiggvénynek van szélséértéke.
B: Minden hozzérendelés fiiggvény.

C: Minden els6foku fiiggvény menete szigorian monoton.

D: Van olyan exponencialis fiiggvény, amelynek van zérushelye.

Jellemezd a valds szamok halmazan értelmezett f(x) = —Lx+22 figgvényt monotonitas szempontjabol!

3

Hol veszi fel a valds szamokon értelmezett f (x) = —7x + 16 fiiggvény a 13 értéket?

Hény olyan fiiggvény van, amelynek értelmezési tartomdnya az A = {1; 2; 3} halmaz, és értékkészlete a B = {5; 6; 7}
halmaz? Ezek koziil hany fuggvény kolcsonosen egyértelmti?



m Add meg képlet segitségével az aldbbi fiiggvényeket!
f: Minden valds szamhoz hozzarendeljiik az 5-sz6rosénél 2-vel kisebb szamot.
g Minden valds szamhoz hozzarendeljiik a szamnal 4-gyel nagyobb szdm négyzetét.
h: Minden valds szamhoz hozzarendeljiik az abszolut értékének az ellentettjét.
i: Minden val6s szamhoz hozzarendeljiik a négyzetgy6kénél 6-tal nagyobb szamot.

Az dbran egy f fliggvény grafikonja lathatd. Add meg az yA

|f| figgvény
a) minimumdt és minimumbhelyeit!

b) maximumat és maximumhelyét!

®Y

FELADATOK II. RESZ

m Az 4bran egy ferdén kil6tt, parabolapalyan haladd test mozgasat jelenitettiik meg.
A kilovés az idémérés kezdetén (x = 0 s) tortént a talajszintnél magasabban 1év6

y(m)A

helyrél.
Az x tengelyen az eltelt id6t (1 masodperc 1 egység), az y tengelyen a test talajtdl
mért magassagat (1 méter 1 egység) mérjiik. Kilivés
A palyagérbét leiro fiiggvény f(x) = —(x — 2)* + 9.
a) Igazold, hogy a test a kil6véskor 5 méter magasan volt!
b) A kilovéstdl szamitva mennyi idé mulva éri el a test a palya legmagasabb pont-

jat? Milyen tavol van ekkor a talajtdl?

c) A kil6véstl szamitva hany masodperc milva lesz a test 8 méter magasan?

\

d) A kilovéstdl szamitva hany masodperc mulva érkezik a talajra a test? ol 1 x

—~
»
=

m Az fés a g fiiggvény értelmezési tartomdnya az R, f(x) =3 —2x; g(x) =x".
a) Abrazold kozos koordinita-rendszerben az f és a g fiiggvény grafikonjat!
b) Olvasd le az abradrol, mely x-ekre teljesiil az f (x) = g(x) egyenlet!
c) Ellendrizd a b) részben kapott eredményt a masodfoku egyenlet megoldoképletével!
d) Oldd meg grafikusan az f(x) > g(x) egyenl6tlenséget!

m Egy internetes csomagkiildé szolgalatndl a csomagkiil-

dés dija egy fix csomagolasi dijbol és a csomag tome-
gével egyenesen aranyos szallitasi dijbol tevédik ssze.
Az x dekagramm tomegi csomagért (forintban) fizeten-
dé dijat az f (x) = 12x + 640 képlettel szamitjak ki.
Ha a csomag tomege eléri a 10 kg-ot, akkor az
f(x) = 12x + 640 Osszegen feliil csomagonként tovabbi
1100 Ft extra koltséget szamit fel a cég. 25 kg-nal nehe-
zebb csomag kiszallitasat nem vallaljak.

a) Mennyi a fix csomagolasi dij?




b) Mennyi az 1 dkg-ra juté szallitasi dij egy 10 kg-nal konnyebb csomag esetén?

c) Mennyibe keriil egy 450 grammos csomag kiildése?

d) Hany kilogramm annak a killdeménynek a tomege, amiért 6sszesen 1600 forintot kell fizetni?
e) Készits grafikont a csomagokért fizetendd dijrol a csomag tomegének fiiggvényében!

f) Milyen hatarok kozott mozoghat a csomagokért fizetend6 dij?

m Megadtuk hat fiiggvény hozzarendelési szabalyat és koziilik hdromnak yA
a grafikonjat. A fiiggvények értelmezési tartomanya a valos szamok hal- h

maza.

p: x»—»0,5~|x+2| s x'—»|x+2|
q: x»—»—2-|x\ t: xH—0,5-|x|
7 x»—>|x—2| u: xH0,5-|x—2|

®Y

a) Valaszd ki az adottak koziil az abran 1évé harom grafikonhoz tarto-

z6 hozzarendelési szabalyokat!

b) Hatarozd meg az abran 1évé fiiggvények 0-hoz rendelt értékét!

c) Add meg az abran 1év6 fiiggvények zérushelyeit!

d) Jellemezd az dbran 1év0 fiiggvényeket széls6értékek szempontjabol!

m Arnd Leike német fizikus - aki a miincheni Ludwig Maximilian Egye-
tem fizika tanszékének munkatérsa, és alapvetGen a részecskefizika a 6
kutatasi teriilete — a sorhab magassaganak valtozasara vonatkozo vizs-
galatot végzett a 2000-es évek elején. Haromféle 19 °C-os hémérséklett
sorrel kisérletezett. A sort az tivegbél egy 7,2 cm atmér6ji hengerbe
toltotte. A sorhab néhany masodperc alatt elérte maximalis magassagat,

majd kezdett fokozatosan leapadni. Leike 15 méasodpercenként mérte

meg a sorhab magassagat. Az egyik sor esetében azt tapasztalta, hogy a sorhab mm-ben mért magassaganak valtozasat

j6 kozelitéssel az f () = 14 - 0,991" fiiggvény irja le a [0, 360] idéintervallumban az eltelt ¢ (masodpercekben mért) id6

figgvényében.

a) Hany mm magas volt eredetileg ennek a sornek a habja?

b) Milyen magas volt a hab 1 perc eltelte utan?

c) Hany masodperc elteltével volt a hab magassaga 3 mm? A vélaszod egy tizedesjegy pontossiggal add meg!

d) Vézold a hab magassagara vonatkozé fliggvény grafikonjat a derékszogli koordinata-rendszerben az elsé 120 s-ra
vonatkozéan! Valaszd meg észszertien a koordinatatengelyek beosztasat!

(A sorhabbal kapcsolatos tanulmanyért Leike doktor késébb — a hasonlé nevli Nobel-dijtdl eltér6 - Ignobel-dijat ka-

pott, amit a meglep6, am haszontalan felfedezésekért itélnek oda.)

RAADAS

Azt, hogy a tengerszint felett h kilométer magassagban 1évé pontbol - a Fold

felszinén, a Fold gorbiiletét is figyelembe véve — legfeljebb hany kilométerre

Slathatunk el’, j6 kozelitéssel a D(h) = +/12 740 - h+ h*> (h € [0; 20]) fiigg-

vény segitségével szamithatjuk ki.

a) 2012-es megnyitasakor a tokidi Sky Tree kilato és tévétorony volt a vildg
masodik legmagasabb épiilete. Koriilbeliil milyen messzire lehet ellatni a
455 m magasan 1év§ kilatoszintrol?

b) Koriilbeliil mekkora magassagban haladhat az a repiil8, amelynek pilotaja

300 km-nyi tavolsagra lat el?

FUGGVENYEK, SOROZATOK
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SOROZATOK

D Szamsorozat

M A sorozat megadasa

D Szamtani sorozat

A szamtani sorozat

n-edik tagja

A szadmtani sorozat els6
n tagjanak Osszege

D Meértani sorozat

A mértani sorozat
n-edik tagja

A mértani sorozat elsd
n tagjanak Osszege

Kamatos kamat
szamitasa

Gytjtéjaradék

Allandé torlesztérészlet

Olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza
(képhalmaza a valés szamok halmaza). Jel6lése: {a,}; ahol a, a sorozat n-edik tagjat jeloli.
- Koriilirassal: a sorozatban szerepl6 szamok tulajdonsagaval
- Képlettel (altalanos taggal): az n-edik tag megadasa n fiiggvényében
- Rekurziv médon: megadjuk, hogy hogyan lehet kiszdmitani a sorozat n-edik tagjat az
el6tte 1évo egy vagy tobb tag ismeretében, valamint megadjuk a rekurziohoz sziikséges
els6 néhany tagot.
Példaul: a 2; 4; 6; 8; ... sorozat megadhaté az el6bbi harom médon:
koriilirassal: pozitiv paros szamok novekvé sorozata;
képlettel: a, =2n (n € N");
rekurziv médon: a, =2¢ésa,, , =a,+2 (neN")
Az {a} szamsorozat szamtani sorozat, ha a masodik tagt6l kezdve barmely tag és az el6tte
all6 tag kiilonbsége allando, vagyis 1 < n esetén a, — a, _, értéke allando.
Ez az allandé a sorozat differencidja (kiilonbsége). Jele: d
Példdul: 3; 9; 15; 21; ... egy olyan szamtani sorozat, ahola, =3, d =6
12; 7; 2; —3; ... egy olyan szamtani sorozat, ahol a, = 12, d = =5
Ha {a,} olyan szamtani sorozat, amelynek elsé tagja a,, és a differencidja d, akkor minden
neseténa,=a, +(n—1)-d.
Példdul: a; = a, + 4d

Az {a} szamtani sorozatban az elsé n tag 0sszege (S,=a, +a,+ ... +a,):

a,+a 1 2-a,+(n—-1)-d
S,=—="'n, masként §,=—~1———n
2 2
Az {a} szamsorozat mértani sorozat, ha a masodik tagtdl kezdve barmely tag és az el6tte

an

értéke allando.

allo tag hanyadosa 0-t6l kiillonboz6 allando, vagyis 1 < n esetén

n—1

Ez az éllando a sorozat kvdciense (hanyadosa). Jele: g
Példdul: 3; 6; 12; 24; ... egy olyan mértani sorozat, ahol a, = 3,9 =2
108; —36; 12; —4; ... egy olyan mértani sorozat, ahol a, = 108, g = —%

Ha {a,} olyan mértani sorozat, amelynek elsé tagja a,, és a kvociense g, akkor minden

n—1

neEN'eseténa, =a, - q
Példaul: a,, = a,q"

Az {a,} mértani sorozatban az els6 n tag 6sszege (S,=a, +a,+ ... +a,):

n

hag # 1, akkor S, = a, - Z__ll; hag=1,akkor S, =n-aq,.
Ha egy A, 6sszeg p%-kal kamatozik évente, akkor az n-edik év végére az 6sszeg:

p n
An=A0'<l+m>

A kamatozas iiteme éves iddszaktol eltérd is lehet (példaul: havi, napi stb.), ekkor figyelni
kell arra, hogy a p kamattényezé a megfeleld idGszakra vonatkozzon. (Az id6szakokat a
kamattényez6ben szerepld idészakhoz kell igazitani.)

Gytijtéjaradékrdl akkor beszéliink, ha ugy gytjtjiik a pénzt, hogy ugyanazon a szamlan
egyenld id6kozonként azonos Osszeget helyeziink el a bankban, azaz egy alaposszeget
egyenld id6kozonként ugyanakkora 6sszeggel noveliink.

Allandé (fix) torlesztérészletrdl akkor beszéliink, ha a banktl felvett hitelt ugy torlesztjiik,
hogy azonos id6k6zonként ugyanakkora 6sszeget fizetiink vissza.

RENDSZEREZO O0SSZEFOGLALAS



KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy mértani sorozat elsé tagja 6; masodik tagja 12.
a) Add meg a sorozat a, altalanos tagjat az n fiiggvényében a legegyszer(ibb alakban!

b) Mennyi a sorozat 10. tagja?
c) Mennyi az els6 30 tag 6sszege? Az eredményt normalalakban add meg!
d) Legalabb hany tagot kell 6sszeadni az elsé tagtol kezdve, hogy az dsszeg 10”-nél nagyobb legyen?

Megoldds
a) A feladat szovege alapjan a, = 6, és a, = 12. Ebb6l g = 2.

n

Az ltaldnos tag a, = 6 - 2", ami atalakitds utin a, = 6 - % =3.2"
b) A 10. tag szdmithaté az altalanos tagbdl: a,,=3-2'"=3072 (ami egyenértékti az a, = a,q" ~ ' képletbsl ad6do
a,,=6-2"""=3072 értékkel). A 10. tag tehat 3072.

c) Mivel g # 1, ezért hasznalhatjukaz S, = a, - 2

-1
=) osszegképletet, amibdl helyettesités utan kapjuk:

S. = 6-2°=1 _ 6442 450 938 ~ 6,44 -10°
30 — 2 1 - ~ 0O,

d A6 2 — L > 107 egyenlStlenséget teljesitd pozitiv egész szamok koziil keressiik a legkisebbet. Az egyenlGtlenség

rendezése utan 2" > 1(6) +1. A logaritmus definicidjat felhasznalva: 2" > 21°g2<_“) A 2 alapt exponencialis fiiggvény
szigorian monoton névekedése miatt a hatvanyalapok elhagydsa utan a hatvanykitevék kozotti relacié az eredetivel

10’
6

Ebbél zsebszamologéppel kapjuk, hogy n > 20,67.

(12 +1)

+ 1) amibdl 10-es alapu logaritmusra valo attéréssel adddik, hogy n > g2

megegyez0 marad: n > log2<

Az egyenlétlenséget teljesitd pozitiv egész szamok koziil a legkisebb a 21, tehat legalabb 21 tagot kell 6sszeadni az els6
tagtol kezdve, hogy az dsszeg 10”-nél nagyobb legyen.

Egy vallalkozasban hasznalatban 1évé nyomdagép értéke jelenleg 42 mil-
lié forint. A gép rendszeres haszndlata sordn az dllaga folyamatosan
romlik, igy az értéke atlagosan mindig az el6z6 évi 90%-dra esik vissza.
Az aktudlis karbantartasra a cégtulajdonos atlagosan évi 300 000 forin-
tot fordit, igy a gép értéke ennyivel megnd évente.

Mennyi lesz a berendezés értéke 8 teljes év mulva? Vélaszod szazezer
forintra kerekitve add meg!

(Egyéb gazdasagi befolyasold tényezSket ne vegyél figyelembe a feladat
megoldasa soran.)

Megoldds

Egy év mulva a gép értéke: 42 - 10° - 0,9 + 300 000

Két év mutlva a gép értéke: (42 - 10°- 0,9 + 300 000) - 0,9 + 300 000 = 42 - 10° - 0,9° + 300 000(0,9 + 1)

Hasonl6 gondolatmenettel felirhatd, hogy 8 év mulva a gép értéke:

42-10°-0,9° 4 300 000(0,9” + 0,9° + ... + 0,9 + 1), ahol a zaréjelben 1évé kifejezésrdl lathato, hogy egy mértani sorozat
els6 8 tagjanak az Gsszege, ahol a, = 1, és ¢ = 0,9.

n

8
Elébbiek miatt S, = a, - 2_ felhasznalasaval felirhato: 42 - 10° - 0,9° + 300 000 - 1 - %99 — 11

Ebbél szamoldssal 19 788 221 adddik, tehat 8 év mulva a nyomdagép értéke kozelit6leg 19 800 000 forint lesz.




Az egymastol 189 km-re 1évé A és B varosbol egy-egy kerékparos indul egymassal szemben, a B varos felé enyhén

emelkedd, egyenes tton. Az A vérosbdl éppen délben, a B varosbol délutan 2-kor indul a kerékparos. Az A varosbdl
indulé az els¢ éraban 21 km-t tesz meg, és — mivel egyre faradtabb lesz — a tovabbi 6rak mindegyikében 1,4 km-rel
kevesebbet, mint az azt megel6z6 6rdban. A B varosbdl induld, pihenés utdn 1év6 kerékparos az elsé drdban 18 km-t
tesz meg, majd minden d6raban 2-vel tobbet, mint az azt megel6zében. (A kerékparosok sebessége a teljes mozgas
soran pozitiv.)

a) Hany km-t tettek meg az egyes kerékparosok délutan 4 és 5 6ra kozott?

b) Mikor talalkozott a két kerékparos, és ekkor milyen tavol voltak az A varostdl?

Megoldds
A két kerékparos dltal éranként megtett Gt egy-egy szamtani sorozattal irhato le.

Jelolje a, az A varosbol induld, b, a B varosbdl indulé mozgasat jellemz6 szamtani sorozat tagjait, d,, és d,, pedig a sorozatok
differencidit km-ben.
Ekkor a, = 21, és d, = —1,4, valamint b, = 21, és d, = 2.

a)

A délutan 4-t6l 5-ig tartd szakasz az A varosbol indulénak a mozgas 5. 6rdja, a B varosbol indulénak a mozgas 3. 6rdja,
igy a megfelel szamtani sorozatok 5., valamint 3. tagja adja meg a vélaszt. Szamoljunk a szdmtani sorozat n-edik tagjara
felirhat6 Osszetiiggés felhaszndlasaval:

a;=21+(5-1)-(—14) = 15,4, valamint b, = 18 + (3 — 1) - 2 = 22. Tehat az A varosbol indulé 15,4 km-t, a B varosbdl
indul6 22 km-t tett meg ebben az 6raban.

A délben indul6 kerékparos #, a délutdn 2-kor indulé n — 2 éran keresztiil haladt a talalkozasig.
2-21 -1)-(-1,4
Az altaluk megtett utak hossza: az A varosbdl indulé megtett Gtja n 6ra alatt: S,,, = *(n=1)-( )'n,

2
2:184+(n—2-1)2
a B vdrosbdl indulé megtett Gtja n — 2 ora alatt: S, _, = (n2 )2, (n—2).

A két kerékparos 0sszesen megtett ttja éppen a két varos tavolsaganak osszege:
221 +(n=1)(-14) , 218+(n=2-1)2
n

5 5 (n—2) =189
A miiveletek elvégzése, 6sszevonas és egyenletrendezés utan: 0,3n° + 34,7n — 219 = 0 masodfoku egyenlet ad6dik,
amelynek gyokei n, = —365 valamint n, = 6. Az n, nem megoldasa a feladatnak.
3 2214 (6-1)-(—1,4)
Tehat délutan 6 orakor talalkoznak, és ekkor S, ) = 3 -6 =105 km-re vannak az A varostol.
2:-184+(6—-2-1)-2
Ellendrzés: Sy, = ( ) (6—2)=284




FELADATOK I. RESZ

m Iktass be a 2 és az 54 kozé két szamot ugy, hogy a megadottakkal egyiitt egy szamtani sorozat négy egymast kévetd
tagjat kapd eredményiil!

Egy szamtani sorozat harmadik, negyedik és 6todik tagjanak 6sszege 123. A sorozat differencidja 5. Mennyi a sorozat
hatodik tagja?

Egy szdmtani sorozat elsé tagja 7, differencidja —%. Mennyi a sorozat 20. tagja és az elsé 20 tag 6sszege?

Egy mértani sorozat masodik tagja —%, hanyadosa 3. Mennyi az 5. tag?

Hat sorozatot megadtunk az dltaldnos tagjéval. Irj az altalanos tagok ald S bettit, ha az szimtani, M bettit, ha az mértani
sorozatot hatdroz meg, és E betlit, ha az el6bbiek egyike sem érvényes! Minden helyre irj legaldbb egy betiit! (n € N*)
a,=6n b,=6 c,=n’ d,=6" e,=6+n f,=n—26

Mennyi lehet annak a mértani sorozatnak a hanyadosa, amelynek 3. tagja —7, 5. tagja —112?

Hatdrozd meg a kétjegy(i paratlan szamok 6sszegét! Megoldasod részletezd!

Melyik az 50. pozitiv egész szam, ami 7-tel osztva 3 maradékot ad?

Egy mértani sorozat elsé tagja 4, hanyadosa 2. Az els6 100 tag koziil hany olyan tagja van a sorozatnak, amelyik
a) 2-nek hatvanya? b) 4-nek hatvanya?

Egy sorozat els6 tagja —9, masodik tagja 4. Minden tovabbi tag a kozvetlentil elGtte alld két tag 6sszegével egyenld. Add
meg a sorozat tovabbi 6t tagjat!

Igaz-e, hogy a v'5; v/20; /45 lehetnek egy szdmtani sorozat egymast kiveté tagjai? Megoldasod részletezd!

Valaki a bankban 1 milli6 forintot helyez el kamatos kamatra, és a bank
évi 8% kamatot ad. Mennyi pénze lesz az illetének ezen a szamlan 2 tel-
jes év elteltével, ha mds dsszeget nem tesz be és nem vesz ki id6kozben?

RAADAS

Az irasbeli érettségi vizsgalat tételei az 1892-93. isk. év végén,
Szeged, Varosi fégymnasium. (Karatsonyi Miklos)

Egy mértani haladvany harmadik tagja 50, a hetedik tagja 31,250 [mai irdasmdddal: 31 250]; mily nagy az elsé tag, mily nagy

a hdnyados, mekkora a 10-ik tag és a 10 els6 tag osszege? [A haladvany kifejezés mai sz6hasznalattal sorozatot jelent.]
(Forras: KoMaL 1894. majus, 49. oldal; eredeti széveg alapjan)



FELADATOK II. RESZ

Adott négy szamsorozat (n €EN'): a,=5—2n;b,=3-0,8"¢c,=n(n+1); d, =7.
Toltsd ki a tablazatot a megadott sorozatokra vonatkozoéan! Az utols6 két sorba irt valaszaidat indokold!

a, b, c, d,
1. tag
2. tag
3. tag
4. tag
Szamtani sorozat? (igen/nem)

Mértani sorozat? (igen/nem)

m Egy cirkuszban a nézék dsszesen 12 sorban iilhetnek. Minden sorban az azt megel6z6
sorhoz képest 10 hellyel van tdbb. Az utolsé sorban 210 az {il6helyek szama.
a) Hany ember fér el a néz6téren?

Az egyensulyozomiivész egy iivegpoharat helyez el egy talcan, arra tesz egy Gjabb
talcat, amin aztan két ujabb poharat helyez el, majd arra egy Gjabb talcat, amire mar

hérom poharat tesz. Igy folytatva minden egyes ujabb télcara eggyel tobb poharat
helyez, mint az el6tte 1évén volt.
b) Hany talcat kell egymas f6lé halmoznia, ha 6sszesen 66 poharat akar elhelyezni?

A cirkusz vezetése ugy dont, hogy egy adott napon mindenkinek egységesen 1500 forintos kedvezményes aron kinalja

a belépét. Egy telt hazas el6adast kovetden a bevétel 25 szazalékat kifizetik a koltségekre, és a maradékot bankban

helyezik el. A bank havi 1%-o0s kamatos kamatozasu betétet biztosit.

c) Mennyi pénz lesz egy teljes év elteltével ezen a bankszdmlan, ha (az egyetlen telt hazas el6adasbol adodo nettd
bevételen kiviil) mas Osszeget erre a szimlara nem helyeznek el?

m Egy mértani sorozat harmadik tagja —2, hatodik tagja 250.
a) Hatarozd meg a sorozat tizedik tagjat!
b) Szamitsd ki a sorozat elsé tiz tagjanak osszegét!
c) Tekintsiik a sorozat els6 20 tagjat. E tagok koziil a paros indexti tagok Osszegét jelolje A, a paratlan indext tagok

"o

Osszegét B. Hatarozd meg az % hényados értékét! Valaszod tovabb mar nem egyszerusithetd valddi tort alakjaban

add meg!

m a) Mennyi pénzt helyezett el eredetileg egy befektet6 a bankban kamatos kamatra, ha 10 év letelte utan 7%-os éves
kamat mellett 32 milli6 forint volt ezen a szamlajan, és a 10 év sordn nem nyult ehhez a szamlédhoz?
b) A 6%-o0s éves kamatra elhelyezett kamatos kamatozast bankbetét értéke hany év alatt masfélszerez6dik meg, ha
kézben semmilyen tranzakciét nem hajtunk végre a szamlan?
c) Hany szazalékos éves kamatozast igéré bankban duplazédhat meg a pénziink 20 év alatt, ha kamatos kamatra kétjiik le?
d) Egy befektet$ 6 éven keresztiil minden év elején 1 200 000 Ft-ot helyez el a gytijtészamlajan, évi 8%-os kamatos
kamatra. Mennyi pénz lesz ezen a szamlan a 6. év végére?

m Egy szamtani sorozat elsé tagja 7, differencidja —9.
a) Tagja-e a sorozatnak a —472?
b) Legaldbb hany tagot adtunk 6ssze, ha az 6sszeg kisebb, mint —4300?
c) Hatarozd meg az els6 30 tag abszolut értékének az 9sszegét!
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FELADATOK Il. RESZ

A magyarorszagi autok rendszama 2022-ig 3 betiibél és 3 szamjegybdl 4llt.

Hany olyan rendszam létezett 2022-ig, amelynek

a) harom betlje SAM, és a 3 szam sorrendben egy novekvd szamtani sorozat egymast kovetd 3 tagja;
b) harom bettije MER, és a 3 szam sorrendben egy névekvé mértani sorozat egymast kovetd 3 tagja?

Néhany szakasz hossza (cm-ben mérve) olyan szamtani sorozat egymas utan kovetkez6 tagjai, amelynek differencidja 3,
és ezek koziil a legrovidebb szakasz hossza 2,3 cm. A szakaszok hosszanak 6sszege 158 cm.
a) Hany szakaszrdl van sz6? Milyen hosszt ezek koziil a leghosszabb?

Egy szamtani sorozat els6 és masodik tagjanak osszege 48. A masodik, harmadik és negyedik tagjanak 6sszege 54.
b) Hanyszorosa az els6 10 tag 0sszege a masodik 10 tag dsszegének?

Adott a valés szimok halmazan értelmezett f(x) = 2°~*, valamint g(x) = 2" — 4 fiiggvény.
a) Abrazold a megadott fiiggvények grafikonjat derékszogli koordinata-rendszerben!
b) Add meg a fiiggvények értékkészletét és zérushelyét! Jellemezd a fiiggvényeket monotonitds szempontjabdl!

Tekintsiik a pozitiv egész szdmok halmazara lesziikitett f és g fliggvényt. Vizsgdld az igy kapott a, = 2"~ *, valamint

b,=2"—4 (n € N") sorozatokat!

c) Meértani sorozat-e az {a,}, valamint a {b,} sorozat? Indokold a valaszod!

d) Amennyiben {a,} vagy {b,} mértani sorozat, akkor add meg a sorozat els6 10 tagjanak osszegét, valamint els6 10
tagjanak szorzatat!

Szerencsés Florian nyert a lottén 1 millié forintot, de annyira szeren-

csés, hogy az 5 év miulva esedékes nyugdijazasaig megél a jelenlegi kere-

setébdl. Azon tori a fejét, hogy mi legyen a nyeremény sorsa.

a) Otthon tartja 5 éven keresztiil a pénzt. Mennyi lesz a pénzének a
vasarloértéke 5 év mulva, ha az éves atlagos inflacié 6% (ami azt je-
lenti, hogy a pénz vasarléereje minden évben az el6z6 évhez képest

a 100 4 részére csokken)?

106
b) Bankba teszi a teljes Osszeget évi 8% kamatos kamatozasu betétre.

Mennyi pénzhez juthat igy 5 év mulva? Ennek az 6sszegnek mennyi
lesz a vasarléértéke az a) részben leirt feltételekkel?

¢) A nyeremény mellé felvesz 1 500 000 Ft hitelt, és ebbdl az 6sszegbdl napelemet csinaltat a haza tetejére. A hitelt 4
év alatt, 4 egyenlé részletben torleszti. Mekkora a torlesztOrészlet, ha a hitel kamata évi 9%?

(Kozépszintii érettségi feladat 2020 nyoman)

Egy kutatd (a 2000 6ta mért adatok alapjan tett) egyik feltételezése szerint a 2018 utani néhany évtizedben a globalis
éves kozéphémérséklet alakuldsat a kovetkezd fiiggvénnyel lehet elére jelezni: g(¢) = 15,92 - 1,002". Ebben a képletben
t jeloli a 2018 6ta eltelt évek szamat, g(t) pedig az adott év becsiilt kozéphémérsékletét Celsius-fokban (0 < t).

Ezt a modellt alkalmazva

a) szamitsd ki, hogy mennyi volt az éves kozéphémérséklet 2018-ban;

b) szamitsd ki, hogy mennyi lesz az éves kozéphémérséklet 2024-ben;

c) szamitsd ki, hogy melyik évben lesz az éves kozéphdmérséklet 16,7 °C!

Adott a [—2; 2] intervallumon értelmezett f(x) = 2* — 2 fuggvény.
d) Vazold a fiiggvény grafikonjat, majd hatarozd meg a fiiggvény zérushelyét és értékkészletét!

FUGGVENYEK, SOROZATOK
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Geometria

A geometria a matematikanak az az aga, amely kiilonb6z6 alakzatokkal, azok tulajdonsdgaival, formdjaval, méretével, kol-
csonos elhelyezkedésével foglalkozik. A testek, sikidomok ismeretlen adatainak meghatarozasa, a szimmetridk felismerése
és felhaszndlasa mar az si Mezopotamiaban és Egyiptomban is része volt a foldmérési, épitészeti, csillagaszati szamitd-
soknak. A geometria szabalyait Kr. e. 300 kornyékén Eukleidész ontotte szigoru formaba Elemek cimli munkajaban, amely
a kovetkez6 két évezredre megalapozta és meghatarozta a geometria szemléletét.

A XVII. szazad elején René Descartes és Pierre Fermat francia matematikusok a koordindtageometria bevezetésével lehet-
vé tették geometriai feladatok algebrai titon, egyenletek segitségével torténé megoldasat is.

A XIX. szazad matematikusai (kozottitk a magyar Bolyai Janos) a parhuzamos egyenesek Eukleidésztdl eltérd értelmezésével
Uj tipusu geometriakat hoztak létre, amelyek segitségével ma a tengeri szivacsok telepeinek alakjatol egészen az univerzum
lehetséges jovojéig terjedd kérdésekre keressiik a valaszt. A geometria él6, napjainkban is fejl6d6 tudomany. A felsébb
matematikdban érintett differencidlgeometria, a topoldgia vagy éppen a fraktdlgeometria miivel6i Gjabb és ujabb érdekes,
a természettudomanyok szempontjabol is fontos eredményekkel allnak elé.

A Klein-kancsé onmagdba Fraktdlok segitségével szamitogéppel generdlt ,tdj”
visszatérd feliilete
ELEMI GEOMETRIA
Alapfogalmak Pont, egyenes, sik (térelemek); illeszkedés

Két egyenes metsz8, ha pontosan egy kozos pontjuk van.

Két egyenes parhuzamos, ha egy sikban vannak, és nincs kozos pontjuk (vagy ha egybeesnek).
Egy egyenes illeszkedik egy sikra, ha minden pontja a sikon van.

Egy egyenes metsz egy sikot, ha pontosan egy kozos pontjuk van.

Térelemek kilcsénos ~ C8Y egyenes parhuzamos egy sikkal, ha nincs k6zos pontjuk (vagy ha az egyenes illeszke-
D dik a sikra).
helyzete
Két kiilonboz6 sik metszi egymast, ha a két siknak van kozos pontja. A kozos pontok altal
alkotott egyenes a két sik metszésvonala.
Két sik parhuzamos, ha nincs k6z6s pontjuk (vagy ha egybeesnek).
(Két egyenes kitérd, ha nem parhuzamosak és nem metsz6ék. Ekkor nincs olyan sik, amely

mindkét egyenest tartalmazza.)

Térelemek tavolsaga, ha
L . 8 Ha két térelemnek van k6zos pontja, akkor a két térelem tavolsaga 0.
van kozos pontjuk

RENDSZEREZO O0SSZEFOGLALAS



Térelemek tavolsaga, ha
nincs k6zos pontjuk

D Aszog

D A sz6g mértéke fokban

Nevezetes szogparok

D Térelemek hajlasszoge

GEOMETRIA

Két pont tavolsaga a pontokat 6sszekotd szakasz hossza.

Pont és egyenes tavolsaga a pontbdl az egyenesre allitott merdleges szakasz hossza.

Pont és sik tavolsaga a pontbdl a sikra allitott merdleges szakasz hossza.

Két parhuzamos egyenes tavolsaga az egyik egyenes egyik pontjanak a masik egyenest6l
mért tavolsaga.

Parhuzamos egyenes és sik tavolsaga az egyenes egyik pontjanak a siktél mért tavolsaga.
Két parhuzamos sik tavolsaga az egyik sik egyik pontjanak a masik sikt6l mért tavolsaga.

P o P P e
P
p e
P . —t Q @
Q g S N i’ g
Egy kozos pontbdl kiindul6 félegyenes a sikot két szogtartomanyra (szogre) bontja. A fél-

egyenesek a szog szarai, a kozos kezdépont a szog csucsa.
A teljesszog 360-ad része az 1° nagysagu szog. Az 1° 60-ad része 1 szogperc (1°), az 1 szog-
perc 60-ad része 1 szogmasodperc (17).
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@ és f egyalldsu szogek; @ = 5 @ és B merdleges szaru szogek; @ = 8
B és y csticsszogek; 5 = @ és y mer6leges szaru szogek; @ + y = 180°

a és y valtészogek; a = y

@ és 0 mellékszogek; @ + 6 = 180°

0 és y kiegészit$ szogek; 0 + 7 = 180°
7y és € potszogek; ¥y + & =90°
Egyenes-egyenes: Két metsz6 egyenes hajlasszoge a két egyenes altal meghatarozott két-két
egyenld szog koziil a nem nagyobbik (legfeljebb 90° nagysagti). Két parhuzamos egyenes
szoge 0°.

Egyenes-sik: Egy egyenes meréleges egy sikra, ha az egyenes
sikra es6 merGleges vetiilete az egyenes és a sik metszéspontja.

5 -

Belathato, hogy egy egyenes meréleges a sikra, ha az egyenes
merdleges az egyenes és sik metszéspontjara illeszked6, a sikban /
1év6 két nem egybees6 egyenesre.

Egy (a sikra nem merdleges) egyenes és egy sik hajlasszogén az egyenesnek és az egyenes
sikra es6 mer6leges vetiiletének a hajlasszogét értjiik. Ha egy egyenes parhuzamos egy sik-
kal, akkor az egyenes és a sik szoge 0°.

Sik-sik: Két metsz6 sik hajlasszoge megegyezik azzal a szoggel,
amit a két sik metszésvonalanak tetszéleges pontjaban a met-
szésvonalra merdlegesen éllitott egyik, illetve masik sikra illesz-

0

ked6 egyenesek hatdroznak meg. Parhuzamos sikok szoge 0°.
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A hiaromszog szogei

Haromszog-
egyenl6tlenség

A haromszog
szogei és oldalai

A haromszogek
osztalyozasa

Nevezetes
ponthalmazok

A haromszog
oldalfelezé merdlegesei

A haromszog
oldalfelez6 merélegesei

A haromszog belsé
szogtelez6i

A hiaromszog bels6 szogeinek Gsszege 180°.

A haromszog minden kiils6 szoge a nem mellette fekvé bels6 szogek dsszegével egyenld.
A haromszog kiils6 szogeinek 6sszege 360°.

Egy haromszog barmely két oldalhosszanak dsszege nagyobb a harmadik oldal hosszanal.
Ha egy haromszog oldalainak hossza: a, b, ¢, akkor fennall, hogy c < a+b; a < b+ ¢
b<a+ec

A haromszogben egyenlé hosszuisagt oldalakkal szemben egyenlé nagysaga szogek van-
nak, egyenl6 nagysagu szogekkel szemben egyenl6 hosszusagu oldalak vannak. Hosszabb
oldallal szemben nagyobb sz6g van, nagyobb szoggel szemben hosszabb oldal van.

Szogei szerint: Egy haromszog hegyesszogu, ha legnagyobb szoge hegyesszog; derékszogt,
ha legnagyobb szoge derékszog; tompaszogi, ha legnagyobb szoge tompaszog. A masik két
sz6g minden esetben hegyesszog.

Oldalai szerint: Egy haromszog egyenl szart, ha van két egyenlé hosszasagu oldala. Az
egyenld hosszu oldalak a szarak, a harmadik oldal az alap. A szarak altal bezart szog a szar-
sz0g, a masik két szoget alapon fekvd szognek nevezziik.

Egy haromszog szabélyos (egyenlé oldald), ha minden oldala egyenld hosszu (és igy min-
den szoge egyenld nagysagu).

A sik két kiilonb6z6 pontjatol egyenld ta-  Két metszd egyenestdl egyenld tavolsagban
volsagban 1év6é pontok halmaza a sikon a  1év6 pontok halmaza a sikon a két egyenes
két pont altal meghatarozott szakasz sza-  altal bezart szogek szogfelez6 egyenesei.

kaszfelez6 merélegese. (T: Két ilyen egyenes van, ezek merdlege-

sek egymasra.)

P @
/]
A F B
f
Q

A korvonal (roviden: a kor) a sik egy adott pontjatdl adott tavolsagra 1évé pontok halmaza
a sikon.

A gomb a tér egy adott pontjatdl adott tavolsagra 1évé pontok halmaza.

A haromszog oldalfelezé merdlegesei a haromszog egy-egy oldaldra merdleges és az adott
oldal felez6pontjara illeszkedd egyenesek.

A héromszog oldalfelezé mer6legesei egy pontban metszik egymast. Ez a pont a harom-
sz0g koré irhat6 korének kozéppontja (egyenld tavolsagra van a haromszog harom csu-
csatol). Hegyesszogt hdaromszog esetén ez a pont a haromszog belsé pontja, derékszogil
haromszog esetén az atfogo felezpontja, tompaszogli haromszog esetén a hdaromszogon
kiviil es6 pont.

A hiromszog belsé szogfelez6i a haromszog bels6 szogeit felezé egyenesek.

RENDSZEREZO O0SSZEFOGLALAS



A haromszog bels6

T
szogfelez6i
D A haromszog
magassagvonalai
T A haromszog
magassagvonalai
D A hdromszog
stulyvonalai
A haromszo
T g

sulyvonalai

T A négyszog szogei

D Trapéz

T Trapéz

D Paralelogramma

T Paralelogramma

GEOMETRIA

A haromszog belsé szogfelez6i egy pont-
ban metszik egymast. Ez a pont a harom-
sz0g beirhaté korének kozéppontja
(egyenl6 tavolsagra van a haromszog ha-
rom oldalegyenesétdl).

Ez a pont minden haromszog esetén

a haromszog belsé pontja.

A haromszog magassagvonalai a harom-
sz0g egy-egy csucsara illeszked6 és az az-
zal szemkozti oldalegyenesre merdleges
egyenesek.

A haromszog magassagvonalai egy pontban metszik egymast. Ez a pont a hdromsz6g ma-
gassagpontja. Hegyesszogli haromszog esetén a magassagpont a haromszog belsé pontja,
derékszogli haromszogben a derékszog

csucsa, tompaszogli haromszog esetén a
haromszog kiilsé pontja. }
T A /

A héromszog sulyvonalai a hdromszog egy-egy csucsara és a csticesal szemkozti oldal fele-

zOpontjara illeszkedd egyenesek.

A héromszog sulyvonalai egy pontban metszik egymast. Ez a
pont a stlypont. A stlypont a stlyvonal haromszogbe esé ré-
szének az oldalhoz kozelebb esé harmadolopontja. A stlypont
minden hdromszog esetén a haromszog bels6 pontja.

A négyszog belsé szogeinek dsszege 360°. A négyszog kiilsé szogeinek dsszege 360°.

A trapéz olyan négyszog, amelynek két oldala parhuzamos (ezek a trapéz alapjai, a masik
két oldal a trapéz két szara).

A trapéz egy szaron fekvé szogeinek 6sszege 180°.

A hurtrapéz alapon fekvé szogei egyenld nagysaguak.

A hurtrapéz tengelyesen szimmetrikus négyszog.

t
T N .
180°- o /

2

A paralelogramma olyan négyszog, amelynek szemkozti oldalai parhuzamosak.

a a \

trapéz hurtrapéz derékszogti trapéz

A paralelogramméban a szemkozti szogek egyenlé nagysaguak;

az egy oldalon fekvé szogek 0sszege 180°;
a szemkozti oldalak hossza egyenld;
az atlok felezik egymast.

A paralelogramma kozéppontosan szimmetrikus négyszog. a
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Deltoid

Deltoid

Rombusz

Rombusz

Téglalap

Téglalap

Négyzet

Négyzet

Sokszogek szogei, atloi

Szabalyos sokszog

Szabalyos sokszog

A deltoid olyan négyszog, amely tengelyesen szimmetrikus az egyik atlé egyenesére.

A deltoidnak két-két szomszédos oldala egyenl6 hosszu-
sagu.

A deltoidnak van két egyenld nagysagu (egymassal szem-
kozti) szoge.

A deltoid egyik atlojat merélegesen felezi a masik atlo
egyenese.

A deltoid tengelyesen szimmetrikus négyszog.

A rombusz olyan négyszog, amelynek oldalai egyenlé hossztsaguak.

A rombusz rendelkezik a paralelogramma, valamint a del-
toid Gsszes tulajdonsagaval.

A téglalap olyan négyszog, amelynek minden szoge derékszog.

A téglalap szemkozti oldalai egyenlé hosszuiak és parhu-

zamosak egymassal.

Atléi felezik egymast. t‘h 2 ;
A téglalap tengelyesen és kozéppontosan szimmetrikus : i\
négyszog. “l

A négyzet olyan négyszog, amelynek minden oldala egyenld hosszu, és minden szoge
egyenld nagysagu (szabalyos négyszog).

A négyzet rendelkezik a téglalap, valamint a rombusz 6sz- t,

szes tulajdonsagaval.

Az n oldalt konvex sokszog
egy csticsabdl indulé atldinak szama n — 3;
n-(n—3).
2 ;
belsd szogeinek dsszege (n —2) - 180°, aholn € N, ésn > 2;

osszes atloinak szama

kils6 szogeinek dsszege 360°.

Egy konvex sokszog szabalyos sokszog, ha minden oldala egyenl6 hosszt, és minden szoge
egyenld nagysagu.

A paros oldalszamu szabélyos sokszogek tengelyesen és kozéppontosan is szimmetrikusak,
a paratlan oldalszamu szabélyos sokszogek tengelyesen szimmetrikusak.

Az n oldalu szabalyos sokszog egy bels6 szogének nagysaga (H_Z% (neN;n > 2).

RENDSZEREZO O0SSZEFOGLALAS



Az ABC derékszogl haromszog AB atfogdjahoz tartozé magassagvonal 20°-0s szoget zar be a C cstcsbol indul6 szog-
felez6 egyenessel. Mekkorak az ABC haromszog hegyesszogei?

Megoldds

Az dbra jeloléseivel:

A feladat szovege szerint TCP<L = 20°. Mivel BCA <L = 90°, és CP felezi ezt
a szoget, ezért BCP<{ = PCA < = 45°. Ugyanakkor

BCT<{ = BCPL — TCP<L =45° —20° = 25°.

A TBC<L és BCT < a BCT derékszogli haromszog hegyesszogei, ezért egymas
potszogei, igy TBC<L =90° — 25° = 65°. A CAB derékszogti haromszogben
ABC< + CAB< = 90°, igy CAB<L = 25°.

Az ABC derékszogli haromszog hegyesszogei tehat 25° és 65° nagysaguak.

Megjegyzés: A feladat mas modon is megoldhato. Példaul, ha kihasznaljuk, hogy a TPC derékszogii haromszog P csticsanal
1év6 belsd szoge a CAP haromszog P cstucsandl 1évo kiilsé szoge, vagy észrevessziik, hogy a BCT<( és CAB <L meréleges
szart hegyesszogek, ezért CAB<L = BCT<{ = 25°. ABC<L + CAB<( = 90°, amib6l ABC<( = 65°.

Egy haromszog cm-ben mért oldalhosszusagai egész szamok. Két oldalanak hossza 35 cm és 91 cm.
Mekkora lehet a haromszog harmadik oldalhosszanak legkisebb, illetve legnagyobb értéke?
Hany, a feltételeknek megfelel, nem egybevagé haromszog létezik?

Van-e a hdromszogek kozott olyan, amelyben két belsé szog nagysaga egyenlé?

Megoldds

Jelolje ¢ a haromszog harmadik oldaldnak hosszat centiméterben.

A haromszog-egyenldtlenség miatt teljesiil, hogy ¢ < 35 + 91, és 35 < 91 + ¢, valamint 91 < 35 + c.

Ezek alapjan ¢ < 126, és —56 < ¢, valamint 56 < ¢, ezért 56 < ¢ < 126.

a) Mivel c egész szam, ezért legkisebb értéke 57, legnagyobb értéke 125 lehet.

b) 56-ndl nagyobb, 126-ndl kisebb egész szambdl 6sszesen 125 — 56 = 69 darab van, ezért két oldalhossz rogzitése mellett
a harmadik oldal hossza 69-féleképpen alakulhat. Tehat 69 ilyen haromszog van.

¢) A hdromszog két belsé szogének nagysdga egyenld, ha megegyezik két oldalanak hossztsaga. Az eredetileg adott 35 cm
és 91 cm oldalhosszusag koziil a harmadik oldal hossza 35 cm nem lehet, viszont 91 cm lehet, mert az teljesiti a ¢ oldal
hosszara érvényes egyenl6tlenséget. Tehat egy olyan haromszog van a lehetségesek kozott, amelyben két belsé szog
nagysaga egyenld.

Egy konvex sokszog esetében behuztuk az egyik cstucsdbdl indulé 6sszes atlot. Ezek az atlok a csticsnal 1évé belsd
szOget 23°, 42°, 30°, 47°, valamint 8° nagysagu szogekre bontjak. Hanyszorosa ennek a belsé szognek a sokszog belsé
szogeinek Osszege?

Megoldds

Ha az 4tlok 6t diszjunkt szogtartomanyt hoznak létre, akkor a cstcsbdl indulé atlok

szama 4.

Minden csticsbél a csticsok szamanal 3-mal kevesebb atl6 indul, ebbdl kovetke-

zik, hogy a sokszognek 7 csticsa van.

Mivel a bels6 szogek Osszege (7 — 2) - 180°, igy a keresett hanyados \
(7—2)-180°

= 6.
23°+42° 4+ 30° +47° + 8° 8 230

Tehat 6-szorosa a bels6 szogosszeg a szoban forgd belsé szognek.

GEOMETRIA
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FELADATOK I. RESZ

m Hany fokos szoget zar be az 6ra kismutatéja és nagymutatodja egymassal
a) 7 érakor; b) fél 4-kor?

Az ABCD konvex négyszog A cstucsanal 1évo kiilsé szoge 104°, a B csticsnal 1évé bels6 szoge 74°, a C csticsnal 1évo belsé

szoge 80° nagysagu. Hany fokos a négyszog D cstiicsanal 1év6 kiilsé szoge?

Az ABCDA'B’C’D’ kocka éleinek hossza 5 cm. D’ c’
Add meg
a)az A pont és a CC'D'D sik; AT B
b) a BD’ egyenes és az ABCD sik;

c)az AD’ egyenes és a CC’'B'B sik;
d) az ABCD sik és az A’B’CD sik tavolsagat! A 3

Déntsd el az alabbi allitasok mindegyikér6l, hogy igaz vagy hamis!

A: Minden paralelogramma trapéz.

B: Ha két sz6g egymassal valtoszog, akkor lehetnek egymas kiegészitd szogei.
C: Egy négyszognek lehet 180°-nal nagyobb belsé szoge is.

D: A rombusznak vannak egyallasa bels6 szogei.

Egy hdromszog kiils6 szogeinek ardnya 3 : 5 : 7. Mekkora a haromszog legkisebb bels6 szoge?
Egy konvex sokszog belsé szogeinek dsszege 1800°. Hany atl6 indul a sokszog egy csucsabol?

Mekkorak a paralelogramma szogei, ha az egyik belsé szog 23°-kal nagyobb, mint egy masik?

Irj mindegyik nyomtatott nagybetii alatt 1év6 vonalra legfeljebb egyet az aldbb felsorolt szavak koziil aszerint, hogy
az adott betliben megtalalhatd-e a megnevezett tipusu nevezetes szogpar! Az egyes nyomtatott nagybettikben jelold
a két megfeleld szoget  és [ bettikkel, és ird fel ezek kapcsolatit a vonal ald! (Tekintsd a betik felirdsahoz hasznalt
vonalakat a megszokott irasmod szerinti merélegeseknek vagy parhuzamosoknak!)

A felhasznélhato szavak: egyallasa szogek, csucsszogek, mellékszogek, valtoszogek, potszogek

AXFRZKTI

Egy derékszogli haromszog koré irhatéd korének kozéppontja 8 cm tavolsagra van a haromszog magassagpontjatol.

Mekkora a haromszog koré irhaté kor atméréje?
Egy szabalyos sokszogben Osszesen 65 4tlo huzhat6. Mekkora a sokszog egy belsé szogének nagysaga?
Van-e olyan haromszog, amelyben az oldalak hossza 3,8 cm, 0,29 dm, valamint 64 mm? Valaszod indokold!

Mekkora lehet az a két szog, amelyek

a) egymasnak potszogei, és az egyik a masiknak az 6tszorose;
b) merdleges szaru szogek, és az egyik 23°-kal nagyobb, mint a masik?



GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK, SIKBELI ES TERBELI ALAKZATOK

D

Geometriai

transzformécié

Egybevagosagi
transzformaci6

Tengelyesen
szimmetrikus alakzat
Tengelyesen
szimmetrikus
sikidomok
Kozéppontos
szimmetria
Kozéppontosan

szimmetrikus
sikidomok

Forgasszimmetria

Forgasszimmetrikus
sikidomok

Egybevagosag

Héromszogek
egybevagdsaganak
alapesetei

GEOMETRIA

Kolcsonosen egyértelmi leképezés, amelynek értelmezési tartomdnya is és értékkészlete is
ugyanaz a ponthalmaz.

Olyan geometriai transzformacio, amely tavolsagtartd, azaz barmely két pont tavolsaga
egyenld a képeik tavolsagaval.

A sik egybevagosagi transzformacioi: tengelyes tikrozés, pontra vonatkozo titkrozés, pont
kortiili elforgatas, eltolas, illetve ezek egymas utani elvégzése.

Ha egy sikidomhoz van olyan egyenes, amelyre tiikrozve 6nmagaba megy at, akkor a sik-
idom tengelyesen szimmetrikus.

Tengelyesen szimmetrikus sikidomok példaul: egyenl6é szart haromszog, szabalyos ha-
romszog, négyzet, téglalap, rombusz, deltoid, hurtrapéz, kor.

Ha egy sikidomhoz van olyan pont, amelyre titkkrozve onmagaba megy at, akkor a sikidom
kozéppontosan szimmetrikus.

Kozéppontosan szimmetrikus sikidomok példaul: négyzet, téglalap, rombusz, paralelo-
gramma, kor.

Ha van olyan 0°-nal nagyobb és 360°-nal kisebb szogli elforgatas, amely egy sikidomot 6n-
magaba visz at, akkor a sikidom forgasszimmetrikus. Ilyenkor a legkisebb alkalmas @ szog-
re hivatkozunk, és azt mondjuk, hogy az alakzat @ sz6gt forgasszimmetriaval rendelkezik.

Forgasszimmetrikus sikidomok: szabalyos haromszog, négyzet, téglalap, szabalyos sok-

> B <
A\ KR BR

Két alakzatot egybevagonak neveziink, ha van olyan egybevagosagi transzformacid, amely

sz0g, kor.

egyiket a masikba viszi.

Két haromszog egybevago, ha a két haromszog

— egy-egy oldaldnak hossza és az ezeken fekvd két szog nagysaga paronként egyenld;

— két-két oldaldnak hossza és az dltaluk kozbezart szog nagysaga paronként egyenld;

— két-két oldal hossza és koziiliik a hosszabbikkal szemben fekvé sz6g nagysaga egyenld;
- a harom oldaldnak hossza paronként egyenld.

A O\ N

b<a a

<A
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Kozéppontos
D hasonldsagi
transzformacio

Ko6zéppontos
hasonlésag

Hasonldsagi
transzformaécid

Hasonlésagi

transzformacio6
D Sikidomok hasonlésaga
T Sikidomok hasonldésaga

Haromszogek
T hasonlésaganak
alapesetei

Aranyok
T hasonl6 sikidomok,

hasonlé testek esetén

D A haromszog
T kozépvonala

Adott O pont (a hasonldsag kozéppontja) és k pozitiv valos szam (a hasonlosag aranya)
esetén: az O pont képe onmaga (azaz O = O); a tér — barmely O ponttdl kiilonboz6 -
P pontjahoz hozzarendeljikk a P’ pontot, amely az OP félegyenesének azon pontja, amelyre
OoP’

OP "

Ha 1 < k, akkor a transzformacié kozéppontos nagyitas, ha k < 1, akkor kozéppontos

igaz, hogy az OP’ szakasz hossza az OP szakasz hosszanak k-szorosa, azaz k =

kicsinyités, ha k = 1, akkor egybevagosag.
Ha k negativ valds szdm, akkor a transzformacié a | k| ardnyt, O kézéppontd kdzéppontos

hasonlésag és egy O kozéppontu titkrozés egymasutanja.
Példdul:

Két alakzatot kozéppontosan hasonlénak neveziink, ha a két alakzathoz van olyan kozép-
pontos hasonldsag, amely az egyiket a masikba viszi 4t.

Olyan geometriai transzformdcid, amely ardnytartd, vagyis amely transzformacio esetén
barmely két pont tavolsaganak és a képeik tavolsaganak az aranya allandd. A hasonldsag
aranyszamanak abszolat értéke megadja, hanyszorosara véltoznak az egyes tavolsagok
a transzformaci6 soran.

Minden hasonldsagi transzformacié eléallithaté egy kozéppontos hasonldsagi transzfor-
macid és egy egybevagosagi transzformdcié egymasutanjaként.

Két sikidomot hasonlonak neveziink, ha hasonlosagi transzformaciéval egymasba vihetok.

Barmely két azonos oldalszamu szabalyos sokszog hasonlé. Barmely két kor hasonlo.

Két haromszog hasonld, ha a két haromszogben

— két-két sz0g nagysaga paronként egyenld;

— két-két megfelel$ oldal hosszanak aranya és az altaluk kozbezart szog nagysaga egyenld;

— két-két megfelel6 oldal hosszanak aranya és koziilikk a nagyobbikkal szemben fekvd szog
nagysaga egyenld;

— a harom oldal hosszanak aranya paronként egyenld.

a k-a a b<a k-a

k-b

a k-a a k-a
Ha két sikidom hasonld, és a hasonlosag aranyszama k, akkor a két sikidom kertiletének
ardnya | k|, a két sikidom teriiletének aranya k’.
Ha két test hasonlé, és a hasonlésag ardnyszdma k, akkor a két test felszinének aranya k°,
a két test térfogatdnak aranya | k|’.
A haromszog egy kozépvonala a haromszog két oldalanak felez6pontjat 6sszekotd szakasz.
A hiromszog kozépvonala parhuzamos a szemkozti oldallal, és feleolyan hossza.
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T Pitagorasz-tétel

A Pitagorasz-tétel
megforditasa

T Thalész-tétel

A Thalész-tétel
megforditasa

T Korérintd, sugar
T Erintdszakaszok

D Kozépponti szog

Kozépponti szog, koriv,
korcikk teriilete

Hegyesszogek
tiggvényei

D (@ aderékszogt
haromszog egyik
hegyesszoge)

90°-0s s20g
szogfliggvényei

Szogfiiggvények
D Kkiterjesztése
tompaszogre

Pétszogek
szogfliggvényei
Ugyanazon szog

T szogfiiggvényeinek
kapcsolata

T Szinusztétel

T Koszinusztétel

GEOMETRIA

A derékszogli haromszogben a befogok hosszanak négyzetosszege egyenl6 az atfogd hosz-
szanak négyzetével.

Ha egy haromszog két oldalhosszanak négyzetdsszege egyenld a harmadik oldal hosszanak

7

A B

négyzetével, akkor a haromszog derékszogu.

A kor atméréje a korvonal barmely pontjabdl - kivéve az atmérd
két végpontjat — derékszog alatt latszik.

Ha az AB szakasz egy C pontbol derékszogben latszik, akkor a C pont rajta van az AB at-
mérdju kérvonalon.

A kor érint6je merdleges az érintési pontba huzott sugarra.

A korhoz egy kiils6 pontbdl huzott érintészakaszok egyenlé hosszuak.

Olyan sz6g, amelynek cstcsa a kor kézéppontja.

Adott korben a kozépponti szogek nagysaga és az ezekhez tartozd ivek hossza kozott egye-
nes aranyossag van. Adott korben a kozépponti szogek nagysaga és az ezekhez tartozo
korcikkek teriiletének nagysaga kozott egyenes aranyossag van.

a szoggel szemben 1év6 befogd hossza
atfogo hossza

sina =

a szog melletti befogd hossza

cosa =
atfogd hossza

_ a szdggel szemben 1évé befogd hossza

tga

8 a szog melletti befogd hossza
sin 90° =1
c0s90°=0

90° < a < 180° esetén: sin @ = sin(180° — @)
cos @ = —cos(180° — @)

tg @ = —tg(180° — @)

sin @ = cos(90° — @)

cos @ = sin(90° — @)

sin® @ + cos’ @ = 1

tga =L g 90°
osa

A haromszogben két oldal hosszanak aranya egyenld a veliik
szemben 1év6 szogek szinuszanak az aranyéaval.

A szokasos jelolésekkel: & = Sinicy

b sinf

A szokasos jelolésekkel: ¢ = a*+b*—2-a-b-cosy
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m . 2
T=a- 2“ , ahol m, az a oldalhoz tartozé magassag hossza.

A haromszog a-b-siny
tertiletképletei = 2
lak altal kozbezart szog.

, ahol a és b a haromszog oldala, 7 az a és b olda-

=a-m,

paralelogramma

ahol m, az a oldalhoz tartoz6 magassag hossza.
T

paralelogramma

altal kozbezart szog nagysaga.

=a- bsin 7, ahol a és b a paralelogramma oldalainak hossza, y az a és b oldalak

T setiod = %, ahol e és f a deltoid atldinak hossza.
Négyszogek
I teriiletképletei . a ’2" € . m, ahol a és c a trapéz alapjainak, m pedig a trapéz magassdgénak a hossza.
c
a f‘ b ]
b " 17 .
[ANDY a ‘ b

a

T A kor kertilete, teriilete Az r sugaru kor keriilete: K = 2r7; teriilete: T = '

_ ' . . 11 L )
T A Kércikk teriilete = e @, ahol r a kor sugardnak hossza, @ a korcikk kozépponti szogének fokban meg
adott nagysaga.

Hasab, gula, csonkagtla felszine: a testet hatarolo lapok teriiletének 9sszege.

Aforga’shenger = 2r2 T+ 2r-w-M Aforgéskﬁp = 72 TH+2r-mw-a
A onkakip = TR+ R+71)-a+7] Ay = 4P .
T Testek felszine
[
M M \?
S B
r r
T;la lap M M — 4
, Vhaséb = Talaplap "M Vg\ila = % Vcsonkagﬁla = T(T +VTt + t) Vgémb = §1’3 T
T Térfogat ,
forgéshenger — rom-M Viorgtskip = % V cconkakip = M3; R+ Rr+17)

Egy fiiggdhid tartdszerkezete korivet alkot. A hid
hossza (a koriv két vége kozotti tavolsag) 750 méter,
és az iv a legmagasabb ponton 120 méteres magas-
sagban emelkedik a hidpalya f6lé. Mekkora a hid ivé-
nek sugara?
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Megoldds

Készitstink abrat a feladathoz az adatok feltiintetésével!
A kor sugarit jeldlje r.

A Thalész-tétel miatt a CBD haromszog a B csticsanal de-
rékszogu.

Mivel az EDB < -nek potszoge a DBE <L, valamint a BCE <[,
ezért ezek nagysaga egyenld. Az el6bbiekbdl kévetkezik,
hogy az EBC, valamint EDB haromszogek szogeinek nagy-
saga paronként egyenld, ezért a két haromszog hasonlo.

(Ao mi A EB _ ED i
A hasonldsag miatt fennall, hogy FC = pp vasyis az
14 375 _ 2r—120
adatok felhaszndldsa utan 120 = 375
C
120 TR\ B
375 E[-/375 \y
2r—120
D
Ebbél beszorzés utdn: 375> = 120 - (2r — 120)
_ 375 ~ ~
2r—120 = 120 = 1172 2r=1292 r = 646 (m)

A hid ivének sugara tehdt koriilbeliil 650 méter.

Megjegyzés:

A feladatot Pitagorasz-tétellel is megoldhattuk volna.
Mivel OE = r —120, igy az OEB derékszogli haromszog-
ben igaz, hogy (r — 120 + 375% = r*.

A négyzetre emelést elvégezve és az egyenletet rendezve kap-

2 2
juk: 2407 = 375% + 1207, amibél r = % ~ 646.

Szamitsd ki az ismeretlen szakaszhosszokat és a
megjelolt szogeket! A keresett hosszusagokat két

tizedesjegy pontossaggal, a szogeket egy tizedesjegy
pontossaggal hatarozd meg!

GEOMETRIA

Q 6,4 cm R

Megoldds
a) A derékszogli haromszog hegyesszogeinek szogfiigg-
vényeit a haromszog oldalainak hanyadosaval is kife-

jezhetjiik. A DEG haromszogben: tg a = 2’; x~ 0,516,
amibdl o = 27,3°.
A DVG derékszogli haromszogben cos27,3° = 6p >

amibdl p = 6,2 c0s27,3° = 5,51 (cm).

Az ¢ és az @ merdleges szaru hegyesszogek, ezért ezek
egyenlék: € = 27,3°.

A GVE derékszogti haromszogben sin 27,3° =

3,2°
amibél g = 3,2 -sin 27,3° = 1,47 (cm).

b) A KLM haromszog egyenld szart, ezért az alapjan fek-
vO két szoge is egyenld: ¢ = 33,7°.
Ha megrajzoljuk a haromszog alapjahoz tartozé magas-
sagot, akkor a haromszoget két egybevagd derékszogi
haromszogre bontjuk. Ezekben felirhato:

c0s 33,7° = i, amibél d = — 3~ 3,61 (cm).
d cos 33,7°
c) Gyors szamolassal ellendrizhetjilk, hogy a PQR
héromszog nem derékszogt, hiszen
4,4’ +5,3" = 47,45 # 6,4” = 40,96.
A haromszogre alkalmazhat6 a koszinusztétel, amit cél-
szert a haromszog leghosszabb oldalara felirni:
6,4 = 5,3+ 4,4°—2-5,3 4,4 cos /3, amibdl
5,3 +4,4" — 6,4’
2:53-4,4
Tehat /5 ~ 82,0°.

cos B = ~ 0,139.

A 0 szoget célszer(i szinusztétellel kiszamitani:

sing _ 4,4
=——=0,6875,
sin82° 6,4
sin 0 = 0,6875 - sin 82° =~ 0,681, amibdl 6 =~ 42,9°.
(A O csak hegyesszog lehet, hiszen nem a haromszog

leghosszabb oldalaval van szemben.)

Megjegyzés:

A sin 0 = 0,681 egyenletnek megolddsa még a 137,1°, de
az nem felel meg a kittzott feladat feltételeinek, mert a ha-
romszog legrovidebb oldaldval szemkozti szog csak he-
gyesszog lehet.
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FELADATOK I. RESZ

m Egy épiilet tervrajzan egy 2 cm hossztisagu szakasz jeleniti meg az 5 m hosszu folyosot. Hany centiméter a rajzon a fo-
lyoso szélessége, ha a valdsagban 1,8 m széles?

Az r sugart korvonal egyik pontjabol kiinduld két meréleges hur hossza 5 cm, valamint 7 cm. Add meg az r értékét
cm-ben kifejezve két tizedesjegy pontossaggal!

Az ABCD téglalap AB oldalanak hossza 26 egység, az AC atl6 az AB oldallal 24,7° nagysagu szoget zar be. Mekkora
a téglalap BC oldaldnak hossza? A valaszt egy tizedesjegyre kerekitve add meg!

Egy kor keriilete 16 m. Mekkora kozépponti szog tartozik ebben a korben a 14 m hosszasagu korivhez?

Egy szabalyos négyoldala gula oldalélének hossza haromszorosa a gula alaplapjan 1év6 atlonak. Mekkora szoget zar be
az oldalél az alaplappal? Valaszod fokban, egy tizedesjegyre kerekitve add meg!

Déntsd el az alabbi allitdsok mindegyikérél, hogy igaz vagy hamis!

A: Ha egy haromszoget 4-szeresére nagyitunk, akkor a szogei is 4-szeresére ndvekednek.
B: Minden szabalyos sokszog kozéppontosan szimmetrikus.

C: Ha egy otszoget felére kicsinyitiink, akkor tertilete negyedére csokken.

D: A téglalapnak 4 szimmetriatengelye van.

Egy kor alakd, 3 méter atmérdjli viragagyast 0,5 méter szélességben ztzott kével vesznek korbe. Mekkora a zdzott
kével boritott rész tertilete?

Egy paralelogramma atldinak hossza 10 cm és 16 cm, az atlok altal bezart sz6g nagysaga 60°. Mekkora a paralelogram-
ma roévidebb oldaldnak hossza cm-ben kifejezve, egy tizedesjegy pontossaggal?

Egy henger alaku tartdlyba 37 700 liter vizet tolt6ttek, és igy a folyadék felszine 30 cm magasan van az alaplaptol sza-
mitva. Hany centiméter a tartaly bels6 atméréje?

Egy kocka nagyitasa soran a felszine a 64-szeresére novekszik. Hanyszorosara n6 ugyanekkor a kocka térfogata?

Egy haromszog oldalainak hossza 10 cm, 24 cm, valamint 26 cm. Derékszogili-e a haromszog kozépvonalai — mint
oldalak - 4ltal alkotott haromsz6g? Valaszod indokold!

Egészitsd ki a mondatokat a vonalakra irt szavakkal, kifejezésekkel vagy szamokkal ugy, hogy igazak legyenek az l-
litasok!

a) A 28° nagysdgu szog szinusza ugyanakkora, mint a nagysagu szog koszinusza.

b) A kor érintdje és az érintési pontba huzott sugar

c) Ha két haromszog két-két szogének nagysaga paronként egyenld, akkor a haromszogek egymassal

d) A tompaszogek koszinusza mint 0.



FELADATOK II. RESZ

As-8 5 stirtiségli nemesacélbol késziilt kézi stlyzok egyik tipusdnak marko-
cm
lata olyan forgashenger, amelynek atméréje 28 mm. A sulyzé egésze tomor

szerkezetd, és a stlyzovégek szorosan illeszkednek a markolatra. A sulyzé teljes

hossza 28 cm, ebbdl a markolat 18 cm hosszu. A stlyzo 6ssztomege 10 kg.

a) Hatarozd meg a henger alaku stlyzovégek atmérdjének nagysagat cm-ben,
egy tizedesjegyre kerekitve!

b) A kényelmesebb hasznalat érdekében a sulyzo teljes feliiletét specialis, b6r-
bardt lakkréteggel vonjak be. Mennyibe keriil egy ilyen stlyzé bevonasa, ha
mindenhol egyenletes vastagon vonjék be, és az 1 dm’-re szdmolt réteg dra
80 Ft?

Egy szabalyos nyolcszog oldalanak hossza 12 egység.

a) Szamitsd ki a nyolcszog legrovidebb és leghosszabb atldjanak hosszat!

b) Hogyan aranylik egymashoz a nyolcszogbe, valamint a nyolcszog koré irhatd kor teriilete?

c) Egy ilyen nyolcszog alapti egyenes hasab magassaga 10 egység hosszusagu. Mekkora a haséb térfogata?

Bendeguz egyik rajzorai feladatat nagyrészt vonalzd és korzd segitségével ké-
szitette. Szabadkézzel csak a virag levelét rajzolta. A cserepes novény viragzatat
egy 3 cm sugart korben egy 255° kozépponti szogl korcikkel formdzta meg.
A cserépedény alakjat ugy alakitotta ki, hogy két, egy-egy 7 cm hosszusagu
alapjaval egymashoz illesztett szimmetrikus trapézt rajzolt. Az als6 trapéz ma-
sik alapja 6 cm, a fels6 trapéz masik alapja 8 cm hossztusagu. Az alul 1év6 trapéz
rovidebbik alapjan 1évé szoget 95°, a felil 1évé trapéz rovidebbik alapjan 1évé
szOget 105° nagysagura szerkesztette.

a) Mekkora nagysagu teriiletet szinezett be dsszesen, ha a viragzat, valamint

a cserép szinezésével késziilt el?
b) Bendeguz késdbb eldrulta, hogy ugy vélasztotta meg a rajzon a cserép méreteit, hogy az minél inkabb hasonlitson

az anyukdja egyik kedvenc viragat tart6 cseréphez. Felhaszndlta ugyanis, hogy a cserép olyan csonka kapokbdl all

Ossze, amelyeknek a rajzon a tengelymetszetei jelennek meg negyedére kicsinyitett formaban.

Hany liter viragfold fér a kedvenc viragot tart6 cserépbe, ha azt éppen sziniiltig toltik?

Egy gomb sugara 10 cm hosszusagu.

a) Mekkora a gomb térfogataval megegyez6 térfogatu félgémb sugara?

b) Mekkora a gombkozépponttdl 5 cm-re 1év6 sikmetszet tertilete?

c) Milyen tavolsagban van a géomb kozéppontjatdl az a sikmetszet, amelynek feleakkora a keriilete, mint a gomb £5-
korének keriilete?

Az ABC haromsz6g BC oldalan ugy helyeztiik el a P, és P,, valamint AC oldaldn a Q, és Q, pontokat, hogy
BP, = PP, = P,C, valamint AQ, = Q,Q, = Q,C. Tudjuk, hogy AB = 6 cm.

a) Mekkora a P,Q,, valamint P,Q, szakaszok hossza?

b) Hényad része az ABC haromszog teriiletének a Q,Q,P,P, trapéz teriilete?

GEOMETRIA
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VEKTOROK, KOORDINATAGEOMETRIA

O U U O o

Iranyitott szakasz
Vektor

Vektor abszolut értéke
Vektorok egyenlésége

Nullvektor

Vektorok 6sszege

Vektorok kiilonbsége

Vektor szamszorosa

Ellentett vektor

Vektor koordinatai

Miiveletek vektorokkal
Vektor hossza

Pont koordinatai

AB vektor koordinatai

Két pont tavolsaga

Felezépont

Iranyitott szakaszt kapunk, ha egy szakasz két végpontjat megkiilonboztetjiik, egyik a kez-
dépont, masik a végpont.

Azonos iranyu, azonos hosszusagu iranyitott szakaszok ugyanazt a vektort hatarozzak meg.
A vektor kezdSpontjanak és végpontjanak a tavolsagat a vektor abszolut értékének (a vek-
tor hosszanak) nevezziik.

Két vektor egyenld, ha azok iranya megegyezik, és az abszolut értékiik egyenl6.

A nullvektor az a vektor, amelynek kezdd- és végpontja egybeesik, irdnya tetsz6leges.
A nullvektor abszolut értéke 0.

Ha egy vektor ugyanazt az eltoldst hozza létre, mint az a
vektorral és b vektorral vald eltolds egymasutanja, akkor ezt
a vektort az a és a b vektor 0sszegének nevezziik.

A ¢ = a — b vektor az a és b kiillonbségvektora, ha az a vektor
a b és c vektor osszege.

Az a vektor A valds szammal vett szorzata a A - a vektor, amely az a vektorral parhuzamos,
hossza az a hosszdnak | A |-szerese, iranya az a irdny4val megegyezik, ha 0 < A;az a iranya-
val ellentétes,ha A < 0; tetsz6leges, had = 0 (ekkora - a =0 - a = 0, vagyis a nullvektor).
Két vektor egymas ellentettje, ha hosszuk egyenld, iranyuk ellentétes.

Az a vektor ellentettje a (—1) - a vektor, rovidebben —a vektor.

A sikbeli derékszogt koordinata-rendszerben bazisvektorok-
nak nevezziik az origébdl az (1; 0) pontba mutaté i és a (0; 1)
pontba mutaté j egységvektorokat.

A sik barmely a vektora egyértelmten felirhat6 az i és j bazis-
vektorok segitségével a = a,i + a,j alakban.

Ekkor az a koordinatai: a(a; a,)

a(a;; a,) és b(b; b,) vektorok, ¢ valds szam:
a+b(a +b;a,+0b) a—b(a, —b;a,—b,)

A derékszog(i koordinita-rendszerben az a(a,; a,) vektor hossza: |a|= ./ a’ + a;
Egy pont koordinatdi megegyeznek az origobdl a pontba mutaté vektor (helyvektor)

c-alc-asc-a,)

koordinataival.

Az A(a;; a,) és B(b;; b,) pontok esetén AB (b, — ag; b, — a,). A A@sa)

—
AB(b17 a; b27 a_’)

2 B(b; b))

i 4

O

Az A(ay; a,) és B(b,; b,) pontok tavolsdga egyenld az AB vektor hosszaval:
AB=|4B|= /(b —a)+0,— oy

a,+b a2+b2>

Az A(ay; a,), B(b,; b,) végpontu szakasz felezGpontja: F( 7 g

RENDSZEREZO O0SSZEFOGLALAS



Egy alakzat egyenlete a sikban olyan x és y valtozokat tartalmazé egyenléség (vagy egyen-
D  Alakzat egyenlete l6tlenség), melyet azoknak és csak azoknak a P(x; y) pontoknak a koordinatai tesznek igaz-

z4, amelyek illeszkednek az alakzatra.

Minden, az y tengellyel nem parhuzamos egyenes egyenle-

te felirhaté y = mx + b alakban, ahol m az egyenes mere-

deksége (iranytangense), és az egyenes az y tengelyt a (0; b)

T Egyenes egyenlete pontban metszi (m € R, b € R).
Az y tengellyel parhuzamos egyenesek egyenlete >
x = c alaka (c € R). /]
Merdl ) Két egyenes parhuzamos, ha meredekségiik egyenld, vagy ha parhuzamosak az y tengellyel.
erélegesség,
T | . g’ Két egyenes meréleges egymasra, ha meredekségeik szorzata —1, vagy ha az egyik parhu-
parhuzamossag o,
zamos az x tengellyel, a mésik parhuzamos az y tengellyel.
T A Kkor egyenlete Ha a kér kézéppontja C(u; v), és sugara r, akkor a kér egyenlete: (x — u)* + (y —v)’ =71
Egyenesek metszés- Az egyenese.k ,eg’}.fenletéb(’)’l all6 kétismeretlenes eg?fenletrendsz,er megoldasai adjak a k6zos
M " pont koordinatait. (Ha az egyenletrendszernek nincs megoldasa, akkor az egyeneseknek
on
pony nincs kozos pontja.)
Adottak az ABC haromszog csucsai: A(—5; 3), B(—1; 0) és C(4; 12). 7 C
Hatarozd meg a haromszog oldalainak hosszat!
Szamitsd ki a B csticsnal 16v6 belsé szog nagysagat! /
Ird fel az A csticsbél indulé stilyvonal egyenesének egyenletét! /
/
Megoldds _AF
1
a) Az oldalhosszak meghatarozasahoz kiszamitjuk az oldalvektorok koordinatait. A /
Ezek: AB(4; —3), BC(5;12), valamint AC(9; 9). “
Az oldalak hossza: AB =|AB |= V421 (237 = 5, BC = 13, valamint AC = 9v/2.. Nt -
1 x
b) A keresett szog () nagysdga meghatarozhato a koszinusztétel segitségével. B[ |

(9v2) =5"+13"~2-5:13-cos

—32 = —130 - cos 3, amibdl cos S = 0,2462

Egy olyan sz4g van a ]0°% 180°[ intervallumban, amely megolddsa ennek az egyenletnek: 5 = 75,75°. A B csucsndl 1év6
bels6 sz0g nagysaga tehat 75,75°.

A haromszog sulyvonalat egyértelmtien meghatarozza a hdromszog egy csticsa (ebben az esetben az A cstcs), és a csucs-
csal szemkozti oldal (BC oldal) felezépontja. A felez6pont koordinatai: F(1,5; 6).

3 _6
6,5 13
A salyvonal y = mx + b alaku egyenletébe helyettesitve a ra illeszked$ A pont koordinatait, valamint a meredekség érté-

két,a 3 = % (=5) + b egyenlet adodik, amibdl a b értéke szamolhatd, igy b = (4]

13°
A stlyvonal egyenlete: y = %x + %

A stlyvonal meredeksége szamolhat6 az AF(6,5; 3) koordinétaibol: m =

Megjegyzés:

A feladat ugy is megoldhatd, hogy az y = mx + b alakul egyenletbe a stlyvonalra illeszkedé A és F pontok koordinata-
it helyettesitjiik, és az igy adodo6 (3 =—5-m + b és 6 = 1,5m + b), m és b ismeretleneket tartalmazoé kétismeretlenes
egyenletrendszert megoldjuk.

GEOMETRIA
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Az e egyenes meredeksége —3, és az y tengelyt a (0; 6) pontban metszi.
Ird fel az egyenes egyenletét!
[rd fel annak az f egyenesnek az egyenletét, amely merdleges e-re, és az x tengelyt a (—5; 0) pontban metszi!
Hatarozd meg az e egyenes és az y = 2x — 9 egyenlet(i g egyenes metszéspontjanak koordinatait!
Az e egyenes a koordinatatengelyekkel egyiitt egy derékszogli haromszoget hoz létre. Mekkora ennek a haromszog-
nek a tertilete?
Ird fel a d) részben leirt derékszogti haromszog Thalész-korének egyenletét! Szdmoldssal igazold, hogy az origd
illeszkedik erre a korre!

Megoldds hy
a) A szokasos jelolésekkel: m, = —3, b = 6, ezért az egyenes egyenlete y = —3x + 6. Q
b) Mivel az e és az f egyenesek nem parhuzamosak az y tengellyel, ezért akkor és csak \ . N =
akkor mer6legesek egymasra, ha meredekségeik szorzata —1, ezért az e egyenes N L~
. ok _ an 1 1Y
tm, - m=—1, lm,=—.
m, és az f egyenes m, meredekségére: m, - m, amibdl m, 3 — 1 -
Az f egyenes az x tengelyt a —5-ben metszi, vagyis az egyenesre illeszkedik az 0 P x
A(=5; 0) pont. Az el6bbi adatokkal az y = mx + b alaktl egyenletbe helyettesités- \
sel: 0 = %-(—5) +b adédik, igy b = %
Tehat az f egyenes egyenlete: y = % X+ % g
c) Azeésagegyenesek metszéspontjat jeloljitk B-vel! A B pont koordinatait az egye-
nesek egyenletébdl allo, \
ey=—3x+6
gy=2x-9

kétismeretlenes, elséfoku egyenletrendszer megoldasa adja.

Az egyenld egytitthatok mddszerét hasznalva, a két egyenlet kiilonbsége 0 = 5x — 15, amibél x = 3 adddik. Visszahelyet-
tesitéssel szamolhat6 a masik ismeretlen értéke: y = —3.

A metszéspont tehat: B(3; —3).

d) Az e egyenesnek az x tengellyel alkotott metszéspontja az egyenes egyenletébdl 6‘<W
az y = 0 helyettesitéssel szdmolhato, igy 0 = —3x + 6 miatt x = 2. A tengelyekkel
alkotott metszéspontokbol adéddan a létrejétt derékszogil haromszog befogodinak

hossza 6 és 2 egység, ezért a haromszog teriilete T = 62 _¢ teriiletegység.

2

1
2y

e) Aderékszogliharomszog atfogoja a Thalész-korének egy atmérdje, ezért a kor egyik \y
atmérdjének végpontjai az e egyenes tengelymetszetei, vagyis (az dbra jeloléseit
hasznalva) P(2; 0) és Q(0; 6). A kor C kozéppontja a PQ szakasz felez8pontja, igy
C(1; 3), valamint sugaranak hossza a PQ szakasz hosszanak felével egyenl6. A PQ
szakasz hossza a Pitagorasz-tétellel szimolva: PQ = v'2>+ 6> = v/40 = 2V/10,
vagyis a sugdr hossza r = v/'10 .

Az el6bbiek felhasznaldsaval a kér egyenlete: (x — 1)* + (y — 3)* = 10

Az origé koordinatait a kor egyenletébe helyettesitve

(0—1)>+ (0 — 3)* =10, amibél 10 = 10 adddik, vagyis fennall az egyenl8ség.
Ezzel belattuk, hogy az origé koordinatai kielégitik a kor egyenletét, tehat az origd

rajta van a koron.
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FELADATOK I. RESZ

Hatarozd meg az A(—3; 8) és B(7; —2) végpontu szakasz felezépontjanak koordinatait!

Adottak az a(—3; 8) és b(7; —2) vektorok. Szamitsd ki a 2a, az a + b, valamint a b — a vektorok koordinatait!

Ird fel annak a koérnek az egyenletét, amelynek kozéppontja a C(—5; 4) pont, és a korvonal egyik pontja az origé!
Milyen hosszt a PQ szakasz, ha P(—6; 9) és Q(—1; —3)?

Hol metszi az y = 4x — 3 egyenletli egyenes az x tengelyt?

Adottaze:y=5x—7ésazf: y=k-x+ 3 egyenletl egyenes. Milyen k valds szam esetén mer6leges egymasra a két
egyenes?

Valaszd ki, és jelold aldhtzassal a délten szedett szavak koziil azt, amely igazza teszi az allitast!

a) Az AB vektorban a B pont a vektornak a kezdbpontja / végpontja.

b) Ha egy kornek és egy egyenesnek egy kozos pontja van, akkor az egyenes a kort elkeriili / érinti / metszi.

c) Ha két vektor egymassal parhuzamos, akkor egymasnak biztosan az ellentettjei / a skaldrszorosai.

d) Az x*+ (y — 5)° = 100 egyenletti kor kozéppontja illeszkedik a koordinita-rendszer x tengelyére / y tengelyére /
origéjdra.

Az (x—2Y +(y+ 5) =9 egyenletli korvonalra illeszkedik-e a P(0; —3) pont? Valaszod indokold!

Az ABCD négyzet AB oldalvektorit jeldlje b, és AD oldalvektort jelélje d. Legyen H a BC oldal B-hez kézelebb 1évé
harmadoldépontja. Allitsd eld az AH vektort a b és d vektorok segitségével!

Dontsd el az alabbi 4llitasok mindegyikérél, hogy igaz vagy hamis!
A: Két vektor dsszege lehet rovidebb az eredeti két vektor mindegyikénél.
B: Ha két egyenes meredeksége egyenld, akkor az egyenesek parhuzamosak egymassal.
C: Ha egy pont egyenld tavolsagra van a két koordinatatengelytél, akkor a pont két koordinataja egyenld.
D: Egy vektor —3-szorosanak hossza az eredeti vektor hosszanak 3-szorosa.
2

Ird fel az m = ~5 meredekségt, P(4; —2)ponton dtmend egyenes egyenletét!

A rajzon 1év6 vektorok mindegyike racspontbdl indul, és racspontban végzé- a

Y

dik. Trd a pontok helyére egy-egy vektor betiijelét ugy, hogy helyesek legyenek e

az egyenl6ségek!
a) a+b=....

b) e—a=.... Mg
c) b=-2-.... d
d) a=0,5-....

N\
(o]
=

A

\ 4




FELADATOK II. RESZ
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A koordinatasik harom helyvektora a(5; 4), b(—1; 2) és c(—6; —3).

a) Rajta van-e az a végpontja az e: 7x — 8y = 3 egyenlet(i egyenesen?

b) Illeszkedik-e a b végpontja a k: (x — 2)* + (y + 3)* = 36 egyenletti kdrvonalra?
c) Melyik vektor hosszabb: az a + b vagy a ¢ — a?

Tekintsiik a koordinata-rendszer A(—17;9), B(12; 11) és C(7; —1) pontjait.

a) Szamitassal igazold, hogy a haromszog C csticsandl 1év6 szog derékszog!
b) Ird fel az AC oldal felez6merdlegesének egyenletét!

¢) Mekkora a haromszog és a haromszog koré irhatd kor teriiletének aranya?

Adott az e: 2x + 3y = 11 egyenletii egyenes és a k: (x — 6)* + (y + 9)> = 169 egyenleti kor.

a) Add meg a kor kozéppontjanak koordinatait!

b) Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik a kor kozéppontjara, és merdleges az e egyenesre!

c) Hol metszi a kor az x tengelyt?

d) Hatarozd meg annak a haromszognek a szogeit, amelyet a kor kozéppontja, valamint a kor x tengellyel alkotott
metszéspontjai hoznak létre!

A sik két egyenese:e:y =2x + 11ésfix+2y=7.

a) Szamitassal igazold, hogy a két egyenes mer6leges egymadsra!

b) Hatarozd meg a két egyenes metszéspontjanak koordinatait!

c) Tekintsd azokat a négyzeteket, amelyeknek két oldalegyenese az e és f egyenesek, és kozos csticsuk a két egyenes
metszéspontja! Hény ilyen 6 egység oldalhosszisagti négyzet van? Ird fel annak a kornek az egyenletét, amelyre
illeszkednek ezen négyzetek kozéppontjai!

Egy turazé csapat az indulasi és érkezési helyiik pozicidjat a térképhez rogzitett koordinata-rendszerben abrazolta.
A koordinata-rendszer egységei a valosagban 1 km-nek felelnek meg.

Az induldsi helytik a P(3; 2) pontban, az érkezési helyiik a Q(11; 17) pontban volt, és a kozbeesd utat egyenes vonal
mentén tették meg.

a) Hany kilométert haladtak, mig a P pontbdl a Q pontba jutottak?

Masnap, a tovabbhaladas el6tt tanacskozni kezdtek:
Aladar azt javasolta, hogy menjenek tovabb ugyanebben az iranyban, és tegyenek meg ugyanakkora tavolsagot, mint
eddig.
Béla azt mondta, hogy induljanak el az eddigi utiranyra merdlegesen, a foly6 iranyaba fordulva (a folyé a koordinata-
rendszer x tengelye mentén folyik), és menjenek el egészen a folyo partjaig.
Cecil azt szerette volna, ha a folyd egy olyan pontjdhoz jutnak el, ahonnan az eddig megtett PQ ttjuk derékszog alatt
latszik.
b) Van-e vajon mindhdrmuk 6tletének megfelel6 érkezési
pont a térképen?
Ha van ilyen pont, akkor hatarozd meg az egyes uti célok-
nak megfelelé pontok koordinatait!
Melyik esetben hany kilométert fognak megtenni a tdara
kévetkezd szakaszaban?
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FELADATOK I. RESZ

m Egy derékszogt haromszog atfogoja 25 cm, a hozza tartozd magassaga 6,72 cm hosszti. Mekkora a haromszog teriilete?

m Egy 18 cm sugart korben megrajzoltunk egy 18 cm hossza hirt. Mekkora a hir végpontjai altal meghatarozott kor-
ivekhez tartozoé kozépponti szogek nagysaga?

Egy kocka mindegyik sarkardl levagunk egy olyan gulat, amelynek az oldallapjai derékszogti
haromszogek, és alapélei kisebbek, mint a kocka élének fele (lasd az dbrat). Hany lapja, hany
csucsa és hany éle van a keletkezett testnek?

Szamitsd ki a 2x + y = —4 és a 3x — y = —1 egyenletl egyenes metszéspontjanak koordinatait!

Az 1:30 000 aranyu térképen egy t6 2 cm” teriiletii kék foltként van dbrazolva. Hany négyzetméter a valdsigban a té
viztiikrének a teriilete?

Adott az A(—3;5) és a B(4; 2) pont.
a) Szamitsd ki az AB szakasz hosszat! b) Add meg az AB szakasz felez6pontjanak koordinatait!

Dontsd el, hogy az alabbi dsszefiiggések koziil — amelyek a mellékelt dbréra vonatkoz-
nak - melyik igaz, melyik hamis!

a) a+c=b+d c) C+d=a’+2ab+

b) m*=c— b

Hanyszorosdra, illetve hany %-kal valtozik az egyenes hasab térfogata, ha

a) a magassagat felére csokkentjiik, de az alaplapjat valtozatlanul hagyjuk;

b) az alaplapjat 0,5-szeresére kicsinyitjiik, de a magassagat valtozatlanul hagyjuk;
c) ahasdbot 1,2-szeresére nagyitjuk?

Egy szabalyos sokszog egyik kiilsé szoge 15°-o0s. Hany oldalu ez a sokszog?

Add meg a kovetkez6 egyenesek meredekségét!
a) y=—4x+1,6 b) 9x—9y =9

Egy deltoidnak van két derékszoge. Melyik kijelentés igaz az aldbbiak koziil?
A: Ez a deltoid egy négyzet.

B: Ennek a deltoidnak pontosan hdrom derékszoge van.

C: Ebben a deltoidban a kiilsé szogek 6sszege 360°.

D: Ennek a deltoidnak van koriilirt kére.

E: Ebben a deltoidban a belsd szogek 6sszege 360°.

[rd fel annak a kornek az egyenletét, amelynek kozéppontja K(—12; 5), sugara pedig r = 13.

RAADAS

Az irasbeli érettségi vizsgalat tételei az 1892-93. isk. év végén. Budapest. VII. keriileti allami gymnasium. (Held Kéroly)

Egy henger-alaku rézcs6 4 m. hosszu és 90 kg. stlyos; a cs6 nagyobbik atmérdje 0,25 m.
Mily nagy a cs6 faldnak vastagsaga?
(Forras: KoMaL 1894. januar, 14. oldal)



FELADATOK II. RESZ

RAADAS

Egy hdromszog egyik oldala 8,5 cm hosszu, a rajta fekvé két szog 50°-os, illetve 66°-os.
a) Mekkora szogben latszanak a haromszog oldalai a beirt kor kozéppontjabdl?

b) Mekkora a haromszog masik két oldala?

c) Mekkora a haromszog tertilete?

80 cm hosszusagura darabolt, 10 cm atmér6jti fahengerekbdl olyan colopoket esztergalnak, amelyeknek a &
hengeres része ugyancsak 10 cm atmérdgjii (lasd az abrat).

Egy c6lop hossza 77 cm, a csonka kup alakt rész 5 cm magas, a henger alakd rész 60 cm hossza. A c6lop

csonka kup alakd végén 1évé kor 5 cm dtmérdjt. A colopok kiilsé felilletét vizallo lakkal vonjék be. Hany m*

feliiletet kell belakkozni, ha 15 000 darab c6l6pot gyartanak?

Valaszodat tiz négyzetméterre kerekitve add meg! v

Adott a sikban egy kor és rajta kiviil egy P pont. A P pont 34 cm tévolsagra van a kor kozéppontjatdl. P-bél a korhoz

érintéket hizunk, ahol az érintészakaszok hossza 30 cm.

a) Mekkora a kor sugara?

b) Mekkora szoget zar be egymassal a két érint6?

¢) Mekkora annak a sikrésznek a teriilete, amelyet a két érintészakasz és az érintési pontokat 6sszek6td rovidebb koriv
hatarol?

Egy hurtrapéz atloi merdlegesek a trapéz egy-egy szarara. A trapéz hosszabbik alapja 24 cm-es, egyik szoge 60°-o0s.
a) Mekkora a trapéz koré irt kor sugara?

b) Szdmitsd ki a trapéz kertiletét!

c) Szamitsd ki a trapéz teriiletét!

Az ABC héromszog két cstcsa A(—3; 5) és C(5; 1), az AB oldal felezdmerélegesének egyenlete —x + 3y = 3.
a) Ird fel az AB egyenes egyenletét!

b) Melyik pont az AB szakasz felezGpontja?

c) Hatdrozd meg a B pont koordinatait!

d) Ird fel a C-b8l indulé magassigvonal egyenletét!

Az irasbeli érettségi vizsgalat tételei az 1892-93. isk. év végén,
Beszterczebdnya. Kir. kath. fégymnasium. (Marcsiss Janos)

Valamely négyszog oldalai: 33 m., 63 m., 16 m., 56 m.

Az elsé és negyedik oldal kozti szog egyenld a masodik és harmadik
oldal kozti szoggel.

Mily nagyok a szogek, az atlok és a teriilet?

(Forras: KoMaL 1893. december, 7. oldal)




FELADATOK Il. RESZ

Az ABCD négyzet két szemkozti csticsa: A(—3; —2) és C(3; 2).
a) Mekkora a négyzet oldala, keriilete, teriilete?

b) Ird fel az AC egyenes egyenletét!

c) Ird fel a négyzet beirhato korének egyenletét!

d) Ird fel a négyzet koré irhat6 korének egyenletét!

Egy paralelogramma egyik oldaldnak hossza 13 cm, 4tldinak hossza 10 cm, illetve 24 cm.

a) Igazold, hogy a paralelogramma 4tl6i merélegesek egymasral!

b) Igazold, hogy ez a paralelogramma rombusz!

c) Igazold, hogy az oldalhosszak négyzetének Gsszege egyenld az atldhosszak négyzetének 6sszegével!
d) Mekkorak ennek a rombusznak a szogei?

e) Szamitsd ki ennek a rombusznak a magassagat!

Egy haromszog két oldalanak hossza 16 cm, illetve 7 cm. A 16 cm-es oldalhoz C
tartozo salyvonal hossza 9 cm.

a) Mekkora a sulyvonal és a 16 cm-es oldal altal bezart sz6g? Tem/
cm
b) Mekkora a hdromszog harmadik oldala? F
c) Mekkora teriilet(i részekre osztja a haromszoget a sulyvonal? A 16 cm B

Egy 10 cm bels6 atmér6jt, 15 dm magassagu forgashenger alaku tartaly tele van folyékony viasszal. A viaszbdl annyi
5 cm sugard gombat ontiink ki, ahanyat csak lehet. (A fagyas soran bekévetkezd térfogatvaltozastol eltekintiink.)

a) Hany gombot tudunk igy késziteni?

b) A henger térfogatanak hanyad része marad meg a gombok elkészitését kovetGen?

c) Hogy aranylik egymashoz a henger alaku tartaly felszine és a gombok felszinének az 6sszege?

Az ABC haromszog szabalyos, oldalhossza 12 cm, az AB oldaldnak felezépontja F. C

a) Mekkora tavolsagra van az F pont a BC oldaltdl?

b) Az A, B, C pontok koriil 6-6 cm sugart kort rajzolunk. A hdromszog teriileté-
nek mekkora része nem tartozik hozza egyik kérhoz sem?

c) AzA, B, Cpontok koriil egy-egy 12 cm sugaru kort rajzolunk. Mekkora annak
a sikidomnak a teriilete, amelynek pontjai mindharom kérhoz hozzatartoz-

A 12'cm B
nak? / \
C
12 cm
A \ } B

RAADAS

Az irasbeli érettségi vizsgalat tételei az 1892-93. isk. év végén,
Budapest. F6- és székvarosi IV. ker. f6redliskola. (Deme Laszlo)

Héarom gomb kobtartalma ugy aranylik egymdshoz, mint 2 : 7: 16 és kébtartalmuk egytittvéve 50 kobméter. Mily nagy
ezeknek radiusa? [A radius latin sz, jelentése: sugar.]
(Forras: KoMaL 1893. december, 8. oldal)
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Statisztika, valoszinusegszamifas

Az ezredforduld 6ta nagyon megnétt a statisztika jelentdsége. Az internet elterjedésével ugyanis rengeteg adat vélt elér-

hetévé, a nagy teljesitmény(i szamitogépek segitségével pedig kezelhet6vé. A vildgban 1évé 6riasi informaciomennyiség

feldolgozasahoz, a koriilottiink zajlé folyamatok megértéséhez, valamint szamos elméleti és gyakorlati probléma kezelé-

séhez ma mar nélkiilozhetetlen a statisztika tudomanya. A szamszer( informdciok osszegytjtését, majd azok feldolgoza-

sat kovetden elemzéseket lehet elvégezni, és ezek alapjan tudomanyos igényességgel kovetkeztetéseket lehet levonni. Sok

esetben a statisztika altal nyert informdciok biztositanak kiindulé adatokat a valdszintségszamitas szamara. A statisztika

és a valdszinliségszamitas kulcsfontossagu szerepet jatszanak a tudomanyos felfedezésekben, az objektiv mutatok alapjan

meghozhat6 dontések és az elérejelzések létrehozasaban.

FOGALMAK, TETELEK, MODSZEREK

D

Atlag

Mo6dusz

Median

Alsé kvartilis

Felsd kvartilis

Terjedelem

Félterjedelem

Szoéras

Relativ gyakorisag

Diagramok

Az adatsokasag elemeinek az 9sszegét elosztjuk az elemek szamaval: x = w
Az adatsokasagban a legtobbszor eléfordul6 elem (lehet tobb modusz is).

Olyan szam, amelynél az adatok fele kisebb vagy egyenlé. Az adatsokasdg nagysag szerinti
felsorolasaban pdratlan elemszam esetén a kozépen éllo szam, paros elemszam esetén a
kozépen allo két szam étlaga.

Olyan szam, amelynél az adatoknak (kozelitéleg) a negyede kisebb vagy egyenld. Paros
elemszam esetén a nagysag szerint sorba rendezett adatok also6 felének medidnja. Paratlan
elemszam esetén a mediant elhagyva az adatok als¢6 felének medianja.

Olyan szam, amelynél az adatoknak (kozelitéleg) a negyede nagyobb vagy egyenld. Paros
elemszam esetén a nagysag szerint sorba rendezett adatok fels6 felének medidnja. Paratlan
elemszam esetén a medidnt elhagyva az adatok fels6 felének medianja.

Az adatsokasag legnagyobb és legkisebb elemének kiilonbsége.
Az adatsokasagban a fels6 kvartilis és az also kvartilis kiilonbsége.
Az adatsokasagban az adatok szérddasat jellemzé szam.

Az adatoknak az atlagtol vald eltéréseit vessziik, ezek négyzetének atlaga a szérasnégyzet,
ennek négyzetgyoke a szoras.

Uz\/(x1—£)2+.1.1.+(xn—32)2

(az adatok: x,, x,, ..., x,, az atlaguk x)

Ha egy kisérletet n-szer végeztiink el, és k-szor kaptunk meg egy bizonyos kimenetelt, ak-

kor az adott kimenetel gyakorisdga k, relativ gyakorisaga %
E2E3E5E608 1]
12 :
10 !
8 ; N A >
6. e >
44 0 10 20 30 40 50 60 70 80
é i minimum medidn maximum
23 5 68 als6 kvartilis ~ fels6 kvartilis
Oszlopdiagram Kordiagram Dobozdiagram
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Elemi események

Eseménytér

Esemény

Események szorzata

Események sszege

Komplementer
esemény

Egymist kizard
események

A valdszintiség fontos
tulajdonsagai

A valészintliség
klasszikus modellje

Geometriai
valoszinlség

Fiiggetlen események

Viarhaté érték
Visszatevés nélkiili
mintavétel

Visszatevéses

mintavétel

Visszatevéses
mintavétel
(binomialis eloszlas)

Visszatevés nélkiili
mintavétel

Egy véletlen kisérlet lehetséges kimenetelei.
Példdul: Ha dobunk egy fehér és egy fekete dobdkockaval, akkor egy elemi esemény az,
hogy a feketével hatost, a fehérrel egyest dobunk.
Az elemi események halmaza.
Példdul: Ha két kockaval dobunk, akkor a 36 elemi esemény halmaza.
Az eseménytér egy részhalmaza. Az események kozott a biztos esemény az, amely biztosan
bekovetkezik, a lehetetlen esemény az, amely nem kovetkezhet be.
Példdul: Ha két kockaval dobunk, akkor egy esemény példaul, hogy két dobas 6sszege 7.
Az A és a B események szorzata az az esemény, amikor az A és a B események koziil mind-
kett6 bekovetkezik. Jele: A - B
Az A és a B események Osszege az az esemény, amikor az A és a B események koziil legalabb
az egyik bekovetkezik. Jele: A + B
Egy A esemény komplementere az az esemény, amely pontosan akkor kovetkezik be, ami-
kor az A esemény nem kovetkezik be. Jele: A
Az A és B események egymast kizar6 események, ha egyszerre nem kovetkezhetnek be.
Példdul: Két kockaval dobunk. Egymast kizard események, hogy az egyik dobas hatos,
illetve a két dobas Osszege 5.
Az A esemény valdszintségének jele P(A).
- Az A esemény P(A) valdszintségére 0 < P(A) =< 1.
— A biztos esemény valdszintsége 1, a lehetetlen esemény valdszintisége 0.
- Ha A és B egymast kizar6 események, akkor P(A + B) = P(A) + P(B).
— A komplementer esemény valoszintisége: P(A) = 1 — P(A).
Ha az elemi események egyforman valészintek, és szamuk véges:
az A eseményt ad6 elemi események szama

6sszes elemi esemény szama

P(A) =

Ha az események el6fordulasa egy geometriai mennyiséggel jellemezhetd, akkor az ese-
mény valdszintsége szamolhato gy, hogy az adott eseményhez tartozé mennyiség mérté-
két osztjuk a teljes eseménytérhez tartozé ugyanezen mennyiség mértékével.

Az A és a B események fiiggetlenek, ha P(A - B) = P(A) - P(B).

Példdul: Két kockaval dobunk. Fiiggetlen események, hogy az egyik dobas hatos, illetve
a masik dobas hatos.

A lehetséges kimeneteleknek a valészintiségekkel sulyozott atlaga.

Olyan mintavétel, amely soran, ha egy elemet kivalasztunk, akkor azt nem tessziik vissza,
az nem valaszthato ki djra. Ez torténhet tgy is, hogy egyszerre vesziink ki tobb elemet.
Olyan mintavétel, amely soran minden kivalasztds pontosan ugyanazon elemek koziil
torténik. Ha kivalasztunk egy elemet, akkor a kovetkez6 valasztas el6tt azt visszatesszitk
a tobbi kozé.

Egy kisérletet n-szer megismétliink, és megfigyeliink egy p valdszintiségti eseményt (pl. visz-
szatevéses mintavételt alkalmazunk). Annak a valdszintisége, hogy ez a p valdszintiségl

esemény az n kisérletbdl pontosan k-szor kovetkezik be: P(k) = (Z) (1 —py*

Adott N darab elemiink, melyek koziil M darab rendelkezik egy bizonyos tulajdonsaggal
(és N — M darab kulonbozik ettél). Visszatevés nélkil kivalasztunk n darab elemet.

Annak a valészindsége, hogy a kivalasztott elemek koziil pontosan k darab rendelkezik az
M\ (N-M
( k ) ' ( n—k )
N
()

adott tulajdonsaggal: P(k) =
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Egy osztaly 20 tanuldja irt meg egy dolgozatot. A dolgozatban elért pontszamok:

165 205 24; 28; 28; 32; 36; 37; 38; 39; 41; 42; 43; 44; 46; 46; 47; 48; 48; 50.
Készits dobozdiagramot az adatsokasagrol!
Sorold hat osztalyba az adatokat (16-20; 21-25; ...; 46-50), majd az osztalykozepekkel szamolva hatarozd meg az
adatok szorasat!

Megoldds

a) 16;20; 24; 28; 28;(32; 36; 37; 38; 39;|41; 42; 43; 44; 46;|46; 47; 48; 48; 50
Az adatok nagysdag szerint novekvé sorrendben vannak. A medidn [TITTTTTTTITTTI]

a10. ésa 11. adat atlaga, azaz 40. Az als6 kvartilis az 5. és a 6. adat

EENEENEENNENEN
20 30 40 50

atlaga, azaz 30, a fels6 kvartilis a 15. és a 16. adat atlaga, azaz 46.
A dobozdiagramot meghatarozo 6t adat tehat 16; 30; 40; 46; 50.

b) Erdemes tablazatba rendezni az adatokat. A tdblazat els§ sora tartalmazza az osztélyokat. Az

Osztal

osztalykozép az osztalyt hatarold két szam atlaga. Ha kit6ltjiik a tablazat 3. sorat, akkor az ott i
szerepld gyakorisagok segitségével kiszamolhato az adatok atlaga. Osztalykozép

Osztély 16-20  21-25  26-30  31-35  36-40  41-45  46-50 G

Osztélykozép 18 23 28 33 38 43 48 N

ey

Gyakorisag 2 1 2 1 4 4 6 =7

X, — X

(x,‘ - -7_‘:)2
- 2-18+1-23+2-28+1-33+4-38+4-43+6-48 _
x= =38

20

Az atlag ismeretében tudjuk kitolteni a tablazat 4., majd az 5. sorat. Az 5. sor segitségével szamolhatd ki az adatsokasag
szdrasa.

Osztaly 16-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50

Osztalykozép 18 23 28 33 38 43 48

Gyakorisag 2 1 2 1 4 4 6

=3 —20 —15 —10 =5 0 5 10

(x,— %)’ 400 225 100 25 0 25 100
g?=2400+1-225+2-100+1-25+4-0+4-25+6-100 _ 97 5 ebbél: 0 ~987

20 ’

Megjegyzések:

- Ha nem soroljuk osztilyokba az adatokat, akkor a 20 adat atlaga 37,65, szérasa pedig 9,70. Lathatd, hogy az osztalyba
sorolds utan kapott eredmények csak kismértékben killonboznek ettél. Sokszor nem ismertek az eredeti (nyers) adatok,
csak az osztalyba sorolt adatok, de az osztalyba sorolds utan kapott statisztikai jellemz6k kellé6 pontossaggal jellemezhe-
tik az adatsokasagot.

- Az atlag és a szoras a zsebszamologép statisztika iizemmddjaval is szamolhato.
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A téblazat két uszdcsoport 1étszamat és az egyik tavon elért idéeredményeik at- . )
. ) B e ., létszam  atlag (s)
lagat tartalmazza. Mennyi az 1, ha az dsszes id6eredmény 4tlaga 73,28 s?

1. csoport 12 72,6
Megoldds 3
Az 1. csoportban az 4tlag 72,6, ezért az id6eredmények 6sszege 12 - 72,6 = 871,2. 2. csoport n 74,3
A 2. csoportban az eredmények Osszege n - 74,3.
Az §sszes eredmény atlagara ezért felirhato: 73,28 = 871’;:#
Atrendezve: 73,28(n + 12) = 871,2 + 74,3n
Ebbél: 73,281 + 879,36 = 871,2 + 74,3n
8,16 =1,02n n =8, tehat a 2. csoportban 8 f6 van.
Egy jatékban két dobdkockéaval dobnak. Ha a két kockan kiilonb6z6 pontszam latha- GG

t6, akkor a nagyobbik érték szamit, ha azonos pontszam, akkor a kozos érték szamit.

Mennyi egy dobas varhato értéke?

Megoldds
Erdemes kitélteni a 6 x 6-os tdblazatot, akkor megtudhatjuk, hogy melyik értékhez hény ele-

mi esemény tartozik. Ennek segitségével felirhaté mind a hat eredmény valészintisége. A var-

haté értéket megkapjuk, ha ezekkel a valdszintiségekkel stlyozva atlagoljuk az eredményeket.

Eredmény 1 2 3 4 6
Valoszintisé L = = va = 2L
g 36 36 36 36 36 36
_ 1 3. 5. 7. 9. 11 o _ 161 _ ; 5 brté
E—36 1+36 2+36 3+36 4+36 5+36 6 36 4,47 A varhaté érték 4,47.

Az egyik iskolaban a magyar irodalom érettségi tételei koziil 6 kapcsolodik kiilfoldi és 14 magyar szerz6hoz. Ha vélet-
lenszertien kivalasztunk a 20 tétel koziil 5-6t, akkor mennyi a valészintisége, hogy az 5 koziil pontosan 3 kapcsolodik
magyar szerz6hoz, ha a kihuzott tételeket

hutz4s utdn nem tessziik vissza; minden huz4s utdn visszatessziik?
Megoldds
a) Visszatevés nélkiili mintavételr6l van sz6. A kedvezd b) Visszatevéses mintavételrdl van sz, ekkor a binomidlis
esetek azok, amikor a 14 tételbdl valasztunk 3-at, és a eloszlas adja meg a valoszintiséget. Mind az 5 huzas so-
s .y . 14\ (6 ) .14 e ; .
6 tételbdl 2-t. A lehetéségek szama 3L ) Az Osszes ran % = 0,7 a valoszintisége, hogy a szerzé magyar, és
eset szamdt az adja meg, hogy hanyféleképpen valaszt- 0,3 a valdszintsége, hogy kiilfoldi.

20 trdé Ssziniiség tehat:
hatunk 20 tételb6l 5-6t. Ez ( 5 ) A val6szintiség tehat: A kérdéses valosziniiség tehdt

14\ (6
[5)1z
T ~ 0,352
5)
Egy iizemben meghibasodik egy gép, ezért minden termék 0,015 valdszintiséggel selejtes lesz. Mennyi a valdszintisége,
hogy 200 termékbdl legfeljebb 2 lesz selejtes?

5
P(pontosan 3 magyar) = (3) -0,7°-0,3% = 0,3087

P(pontosan 3 magyar) =

Megoldds
Minden egyes termék 0,015 valoszintiséggel selejtes és 0,985 valoszintiséggel jo. Mivel ugyanaz a helyzet ismétlodik, ezért a
binomialis eloszlassal szamolhatunk. Legfeljebb 2 selejtes termék akkor lesz, ha a selejtes termékek szama 0; 1 vagy 2.

200
P(legfeljebb 2 selejtes) = P(0) + P(1) + P(2) = 0,985™" + ( .

~ 0,049 + 0,148 + 0,225 = 0,422 A valoszintiség tehat 0,422.

) - 0,015 - 0,985 + (200

5 ) - 0,015 - 0,985 ~

STATISZTIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS
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FELADATOK |. RESZ

m Hatarozd meg a tablazatban megadott adatsokasag mdduszat,
medidnjat és atlagat!

adat 14 15 16 17 18 19 20
gyakorisag 1 3 4 3 2 1 1

Abrazold kérdiagramon az adatsokasagot! Hatdrozd meg az egyes korcikkekhez tartozé kozépponti szogeket!
2545 555545 252,524 4 45

Allapitsd meg a dobozdiagram alapjan, hogy az adatsokasig [T T 11111

félterjedelme hany szazaléka a terjedelemnek!

S >

. o L, 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
Hatdrozd meg a tdblazatban megadott adatsokasag szdrasat!

adat 18 18,3 18,8
gyakorisaga 5 3 2

Egy csoportos utazason 45 6 vesz részt, a résztvevk 3 telepiilésrol jottek: Paparol, Zircrél és Veszprémbd6l. A 12 papai
résztvevo atlagéletkora 48 év. A 25 zirci atlagéletkora 42 év. A veszprémiek atlagéletkora 52 év. Mennyi a teljes cso-
portban az atlagéletkor?

Oszlopdiagramon abrazoltuk, hogy egy dolgozatra milyen osz- 12

talyzatok sziilettek egy osztdlyban. Ha véletlenszertien kivalasz- 10
tunk egy dolgozatot, akkor mennyi a valészintisége, hogy az E
eredménye legalabb harmas? 4
2
0

Négy barat, Kati, Laci, Méni és Nandi véletlenszer(i sorrendben
leiilnek egymas mellé egy padra. Mennyi a valdszintsége, hogy
a két lany nem egymas mellé iil?

Mennyi a valdszintsége, hogy két szabalyos dobokockaval dobva a dobott szamok dsszege 10?

Egy szabalyos dobokockaval kétszer dobunk. A dobott szamokat (a dobas sorrendjében) egymas utan irva egy kétje-
gyl szamot kapunk. Mennyi annak a valdszintisége, hogy a kapott szam oszthat6 3-mal?

Egy szerencsekerék % valoszintiséggel all meg a NYERT feliratnal, % valoszintiséggel a NEM NYERT feliratnal. Meg-

porgetjiik 6-szor a szerencsekereket. Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan 2 forgatasnal kapunk NYERT feliratot?

Egy szabalyos pénzérmét négyszer egymas utan feldobunk. A dobas eredményét az F és I betiikkel réviditve sorban
feljegyezziik (F = fej, I = irds). Legyen az A esemény az, hogy az els6 dobas fej, a B esemény az, hogy a dobasok kozott
tobb irds van, mint fej. A megfeleld dobassorozatok felsoroldsaval add meg az A + B és az A - B eseményeket!

Egy zsakban 3 piros és 5 sdrga, tapintdsra egyforma iiveggolyd van. Véletlenszer(ien huzunk egyszerre két golyot.
Mennyi a valdszintsége, hogy
a) mindkét goly6 piros; b) mindkét golyé sarga; c) egyik goly sarga, a masik piros?



FELADATOK I. RESZ

m Egy 12 f6s csoportban az atlagéletkor 24 év. A csoportban 1évé 8 férfi atlagéletkora 25,5 év. Mennyi a csoportban 1év
nok atlagéletkora?

m A tablazat egy nemzetkozi cég éves bevételeit mutatja millié dol-

; Afrika  Amerika  Azsia Eurdpa
larban, foldrészek szerinti bontasban. Abrazold kérdiagramon az

adatokat! Hatdrozd meg az egyes korcikkekhez tartozé kozéppon- >3 6.7 13,2 19.6

ti szogek nagysagat!

A 42; a; 30 adatok csokkend sorrendben kovetik egymast (30 < a < 42), és tudjuk, hogy a hdrom adat atlaga 2-vel
nagyobb, mint a medidnja. Hatdrozd meg a értékét!

11 darab, nem feltétleniil kiilonboz természetes szamrol a kovetkezdket tudjuk: a szamok egyetlen modusza 2, medi-
anja 3, 4tlaga 4, terjedelme 5. Adj meg 11 darab ilyen természetes szamot!

Egy zsdkban 12 piros és 3 kék iiveggoly6 van. Néhany zold szind iiveg-
golyot tettiink a zsakba, igy 0,3 lett annak a valészintsége, hogy ha vé-
letlenszer(ien hizunk a zsakbol egy iiveggolyot, akkor piros golyot hua-
zunk. Hany darab z6ld golyot tettiink a zsakba?

Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott kétjegyt szam oszthaté 8-cal?

Klari, Eszter és Hanna megbeszéltek egy talalkozot egymassal. Ha véletlenszert sorrendben érkeznek a talalkozé hely-
szinére, akkor mennyi a valdszintisége, hogy Klari hamarabb érkezik, mint Eszter?

Egy szamitdgépes jatékban 0,3 valdszintiséggel sériilést szenved, aki a jatéktér egy adott mezdjére 1ép. Ha a jaték fo-

lyaman 8 alkalommal 1ép valaki arra a mezdre, akkor mennyi a valdszintsége, hogy pontosan 3 alkalommal szenved
sériilést?

Egy szabalyos pénzérmét haromszor egymas utan feldobunk, és a dobas eredményét az F és I bettikkel réviditve sor-
ban feljegyezziik (F = fej, I = irds). Mennyi a valdszintisége, hogy az IFI sz6t kapjuk?

Az egyik héten az otoslottoban a kovetkezd 6t szam nyert: 10; 12; 40; 45 és 48. Ha véletlenszertien toltottitk ki a lotto-
szelvényt, akkor mennyi a valészintisége, hogy pontosan 2 talalatot értiink el? (Az 6toslottoban 90 szam koziil sorsol-
nak ki 5-6t, tekintet nélkiil a sorrendre.)

Egy részvény arfolyama 4200 Ft. Egy elemz6 modellje szerint a részvény ara egy hét mulva 0,5 valdszintséggel emel-
kedni fog 210 Ft-tal, 0,2 valészintiséggel csokkenni fog 400 Ft-tal, és 0,3 valdszintiséggel nem valtozik. Mennyi a rész-
vény arfolyamanak vérhatd értéke egy hét mulva ezen modell szerint?

Két dobokockaval egyszer dobva mennyi annak a valészintisége, hogy a dobott szamok 6sz-

) ™
iy @ '7 -
szege prim? ‘:"’ v (‘



FELADATOK II. RESZ

m Tanulok egy statisztikai kisérlet soran azt vizsgal-

172

Gyufaszalak szama 38 39 40 41 42 43

tak, hogy hany szél fa van egy-e fasdo-
8y S syesy 8Y4 Gyakorisag 22 33 42 12 13 3

bozban. Tablazatba foglaltdk a kapott adatokat.

a) Hatarozd meg a gyufaszélak szdmanak szérasat!

b) Ha véletlenszertien valasztunk egy gyufasdobozt, akkor mennyi a benne 1évé gyufak szimanak varhato értéke?

c) A gyufagyart6 cég el6irdsa szerint a csomagolas megfeleld, ha a gyufdk szamanak a 40-t6l valo eltérése a dobozok
98%-aban kisebb, mint 5%. Megfelel-e ennek az elvarasnak a kisérlet eredménye?

Egy kozépiskola évfolyamonként harom osztalyt indit: egy nyelvi, egy matematikai és egy informatikai tagozatot.
Az egyes évfolyamokon az egyes osztalyokba jard tanulok szamat a tablazat szemlélteti:

9. évfolyam  10. évfolyam  11. évfolyam  12. évfolyam

Nyelvi tagozat 36 33 30 28
Matematika tagozat 34 33 29 31
Informatikai tagozat 35 34 34 30

a) Készits kordiagramot, amely a didkok évfolyamonkénti eloszlasat abrazolja! Egy tizedesjegy pontossaggal hatdrozd
meg a kordiagramon a kézépponti szogeket!

b) Mennyi a valdszintsége, hogy két véletlenszertien kivalasztott didk koziil az egyik a 9., a masik a 11. évfolyamra jar?

c) Mennyi a valészintisége, hogy harom véletlenszer(ien kivalasztott didk mindegyike nyelvi tagozatra jar?

Egy pénzérmét 12-szer feldobunk, a ,,fej” dobdsat F-fel, az ,,iras” dobdsat I-vel jeloljik. Egymas utan felirjuk a dobasok
eredményét.

a) Hanyféle bettisort kaphatunk?

b) Mekkora a valdszintisége, hogy csak fejekbdl all majd a sorozat?

c) Mekkora a valdszintisége, hogy az elsé és az utolséd dobias is fej?

d) Mekkora a valdszintisége, hogy pontosan a dobasok fele lesz fej, a masik fele pedig iras?

Egy tarsasjatékban az abra szerinti szerencsekerék megporgetése mutatja meg, hogy el6re 1ép-

hetiink egyet, kett6t, harmat vagy négyet, vagy vissza kell [épniink egyet, kett6t vagy harmat. =3
4
A szerencsekeréken a (+4)-es 1épést jelentd korcikk 90°-os, a tobbi korcikk 45°-os. +2 ’

a) Ha egyszer megporgetjiik a szerencsekereket, akkor mennyi az eredmény varhato értéke?

b) A célig még 10 mez6t kell haladnunk eldre (a tizedikkel mar célba ériink). Mekkora a va-

l6szintisége, hogy a harmadik forgatas utan beériink a célba? (A célba nem kell pontosan w3

belépni, tul is haladhatunk rajta.)

Ismert tény, hogy az ugynevezett partidrogok (tudatmodositd szerek) fogyasztasa esetén a balesetveszély fokozodik.
Tegytik fel, hogy egy szombat éjszakan az orszagban 250 ezer fiatal vesz részt valamilyen partin, és ezeknek a fiatalok-
nak a 15%-a fogyaszt valamilyen partidrogot. A partirél tavozo fiatalok kérében 0,0008 valdszintiséggel kovetkezik be
valamilyen kozuti baleset, a tudatmodosito szert szed6k kozott ez a valdszintiség 0,0034.

Szamitsd ki, hogy egy ilyen éjszakat kovet6 hajnalon

a) hany baleset kovetkezik be a statisztikai adatok szerint a partirol tavozo fiatalok korében;

b) hany tudatmddosit6 szer hatdsa alatt all6 fiatallal torténik kozati baleset;

c) mekkora a valdszinlisége annak, hogy egy kozuti balesetet szenvedett fiatal tudatmodosito szert szedett!

RENDSZEREZO O0SSZEFOGLALAS



FELADATOK II. RESZ

m Egy népszavazason arrél donthettek a szavazok, hogy varosukban park, bevasarlokozpont vagy hangversenyterem

épiiljon; a harom lehetéség koziil mindenki egyet valaszthatott. A lakossag 54,6%-a szavazott, a szavazata mindenki-

nek érvényes volt. A szavazas eredményének néhany részletét életkori csoportok szerint mutatjuk be:

a)
b)
c)

Korcsoport A szavazc’)k”széma Parkra szavazott Bevasarlokozpontra ~ Hangversenyteremre
(ezer f6) szavazott szavazott

18-27 21 27% 57%

28-37 32 48% 15%

38-47 28 15% 53%

48-57 35 25% 25%

58-67 16 24% 50%

68 évtol 45 30% 26%

Hany lakosa van ennek a varosnak?

Melyik terv nyerte meg a népszavazast?
Haényan szavaztak az egyes tervekre az 57 évnél idsebbek koziil?

m Egy nagyvallalat vezetdsége Osszesitést készitett arrdl, hogy a dolgozdi kozott az egyes korcsoportokon beliil mennyi

a fels6foku végzettségli dolgozok aranya (relativ gyakorisaga).

a)
b)
c)

d)

e)

f)

b)
c)

Hanyan dolgoznak ennél a vallalatnal?

5 A diplomas dolgozdk
Toltsd ki az tiresen maradt rovatokat! Eletkor Létszdm

relativ gyakorisaga gyakorisiga

Mennyi a dolgozdk kozott a diplomasok relativ
gyakorisiga? 20 év alatt 420 0
Mennyi a diplomasok relativ gyakorisaga a 30 20-29 3645 0,75
év alattiak kozott? 30-39 5280 0,53
Mennyi annak a valdszintisége, hogy egy vé- 40-49 7013 0.32
letlenszertien kivalasztott dolgozé 30 és 49 év

50-59 4339 0,42

kozotti diplomas?
Ha véletlenszertien kivalasztunk harom dolgo- 60 évtdl 2106 0,95
z6t, akkor mennyi a valdszintsége, hogy ketten

30 és 49 év kozottiek, és egyikiik 60 évnél id6sebb?

Hatérozd meg a tabldzatba foglalt adatsokasdg atlagat és szo- Adat N a5 | a5 | 4z 5
rasat! S i ) - : 3
Készits dobozdiagramot az adatsokasagrol! yaxorisag

Ha véletlenszertien kivalasztunk az adatsokasag elemei koziil 8 adatot, akkor mennyi a valdszintisége, hogy legfel-

jebb két adat kisebb, mint 4,4?

STATISZTIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS
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m (Erettségi feladat, 2022) Andrea és Baldzs kockarulettet jatszanak. Egy jaték abbol 4ll, hogy két szabdlyos dobdkoc-
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kaval egyszerre dobnak. A dobas el6tt a jatékszelvényen megadott 6t eseményre lehet fogadni gy, hogy a jatékosok
minden jaték eltt beirjak a tétjeiket a jatékszelvény megfelelé oszlopaba. A tétként feltett pontokat levonjak a jatékos
pontszamabdl. A szelvényen lathat6 az egyes eseményekre a nyereményszorzo is, ami megmutatja, hogy a tétként fel-
tett pontok hanyszorosat kapjak meg nyereményként, amennyiben az esemény bekovetkezik.

A jatékosok 100 ponttal indulnak. A lenti abran Andrea jatékszelvényét latjuk. Az 1. jatékban 10-10-10 pontot tett fel
harom eseményre, és ezek utdn az 1 és 4 szamokat dobtak a kockakkal. Andrea az els6 téttel nem nyert, de a masik ket-
tével 3 - 10, illetve 2 - 10 pontot nyert. Osszesen 30 pontot tett fel, és 50 pontot nyert, tehat az 1. jéték utén 120 pontja
lett, ennyivel kezdi a 2. jatékot.

ESEMENY nyeremeényszorzo Tetele
1. jaték 2. jaték 3. jaték

A: két paros szamot dobunk 4 10
B: az egyik szam paros, a masik paratlan 3 0
C: a szamok 0sszege kisebb, mint 6 3 10
D: a szamok szorzata paros 2 10
E: dobunk 6-ost 3 0
Osszes tét 30
nyeremény 50
pontszam a jaték utan 120

dobott szamok 1és4

a) A 2.jatékban Andrea ugyanerre a harom eseményre fogadott 20-20-20 ponttal, és
mindharom tétjével nyert. Melyik szdamokat dobtak a 2. jatékban, és mennyi lett

Andrea pontszdama a 2. jaték utan?

b) A 3.jatékban Andrea az els6 harom eseményre fogadott 10-10-10 ponttal, de egyikkel sem nyert. Melyik szdmokat
dobhattak a 3. jatékban?

c) Balazs az egyik jatékban az A, a D és az E eseményre fogadott dsszesen 70 ponttal, és mindhdrom tétjével nyert.
Az E eseményre éppen kétszer annyi tétet tett, mint az A-ra. Hany ponttal fogadott Balazs az A eseményre, ha 6sz-
szesen 200 pont lett a nyereménye? Melyik szamokat dobhattak ebben a jatékban?

d) Egy masik napon mar harom, kiillonb6z6 szinti szabalyos dobokockaval dobtak egyszerre. Szamitsd ki annak az
eseménynek a valdszintségét, hogy a dobasok kozott eléfordul az 6tés dobas!

Egy gépsoron integralt aramkoroket gyartanak. A tapasz-

talat szerint a gépsoron gyartott aramkorok esetén 0,005

annak a valoszintisége, hogy egy legyartott d&ramkor hibds.

A minéség-ellenérzés soran a nagyon sok alkatrész koziil

100 alkalommal valasztanak ki egy-egy darabot.

a) Mekkora annak a valoszintisége, hogy a 100 alkalom
koziil egyszer sem taldlnak selejteset?

b) Mekkora annak a valdszintisége, hogy a 100 alkalom
koziil legaldbb egy selejtes darabot talalnak?

c) Hany alkalommal kell megismételni a mintavételt,
ha azt szeretnénk, hogy annak a valészintisége, hogy
legalabb az egyik darab selejtes, nagyobb legyen, mint
0,5?

RENDSZEREZO O0SSZEFOGLALAS



A kozépszintli matematika érettségi feladatsor két részbdl, ennek megfelelden két feladatlapbol all.

ELSO FELADATLAP (I.)

Rendelkezésre all6 id6: 45 perc -

Elérhet6 pont: 30 pont

Feladatok szdama: 4ltalaban 12

Ha kiilon felszolitas nem irja, akkor nem kell részletezni és indokolni a feladatok megoldasat.

A feladat végeredményét vagy a valaszt be kell irni az elére megadott tires keretbe.

A sziirkitett téglalapba nem szabad irni semmit, azt a javit6 tandr tolti ki.

Néhany esetben hozzateszi a feladat szévege, hogy ,,Megolddsat részletezze!” vagy ,Indokolja a valaszat!”, ekkor az
indoklast, illetve a szamitds menetét is le kell irni.

MASODIK FELADATLAP (Il.)

s s n A B részben kittiz6tt harom feladat koziil csak kettét kell megoldania. A nem va-
Rendelkezésre 4116 id6: 135 perc lasztott feladat sorszamat irja be a dolgozat befejezésekor az alabbi négyzetbe!
Elérhet6 pont: 70 pont Ha a javito tandr szdmédra nem deriil ki egyértelmiien, hogy melyik feladat értékelését
nem kéri, akkor a kit(iz6tt sorrend szerinti legutolso feladatra nem kap pontot.

A feladatlapon 6 feladat szerepel, amely tovébbi

két részre oszlik.
A TI. A részben 3 feladat szerepel.
AL B részben 3 feladat szerepel, amelybdl 2-t kell megoldani. Neked kell eldonteni, hogy melyik 2 feladatot valasztod.

Az értékelésnél csak ez a 2 feladat vehet6 figyelembe.
Annak a feladatnak a sorszamat, amelyet kihagysz, be kell irni a feladatlap 3. oldalan az erre kijelolt tires négyzetbe.
A feladatok rendszerint tobb alpontbdl allnak. Ezek a részfeladatok akkor is megoldhatok, ha az egyik részfeladatot
nem sikeriil megoldani. Az egyes részfeladatok eredménye nem sziikséges a kovetkezd al-
pontok megoldasdhoz — néhany esetben azonban ravezeté 1épésként is funkciondlnak, és
segitséget jelentenek a kovetkez6 részfeladatokhoz.

Minden feladat utan szerepel az is, hogy arra a feladatra, azon beliil az egyes alpontokra hany

pontot lehet kapni. Ebbe a részbe nem szabad beleirni, ezt a javitd tanar tolti ki. Tampontul
szolgalhat azonban a feladat nehézségét illetGen.

Hasznalhato segédeszkozok: zsebszamologép, fiiggvénytablazat, korzd, vonalzd, szogmérd. A zsebszamologép nem lehet

olyan, amely alkalmas sz6veges adatok tarolasara és megjelenitésére.

Ismerd meg a zsebszamologépedet!
Lapozd végig, tanulmanyozd a négyjegyt fiiggvénytablazatokban a matematikai ismereteket, azonossagokat, téte-
leket bemutaté részt!




1. FELADATSOR

L. rész
Egy szamtani sorozat méasodik tagja —42; differencidja 3. Mennyi az elsé tiz tag 9sszege?
Hany éle van annak az 6tponta grafnak, amelyben minden pontnak 2 a fokszama?

A [0; 10] intervallumban véletlenszertien kivalasztunk egy valds szamot. Mennyi a valdszintisége, hogy
a szam kozelebb van a 3-hoz, mint a 9-hez?

1o

Allapitsd meg az abrén 1év§ diagrammal megadott gyakorisgi diagram

adatsor atlagat, medianjat és moduszat!

Egy sportcipd eredeti dra 35 990 Ft. A nyar végi
arleszallitason 12%-os kedvezménnyel drusitjak.

gyakorisag
O =N Wk U1

Hany forint igy a cip6? Az eredményt tizesekre 1 5 3 4 5

kerekitve add meg! adat

Egy villanypdzna magassagat szeretnénk megmérni. Az internetr6l megtudtuk, hogy a mai napon,
deleléskor a nap 40°-os szogben siit (a napsugarnak a vizszintessel bezart szoge 40°). Mérés alapjan
megallapitottuk, hogy az oszlop arnyéka 6,7 méter. Milyen magas az oszlop? A vilaszt méterben, egy
tizedesjegyre kerekitve add meg!

Az dbran 1év6 dobozdiagram egy minta adatainak T

eloszlaséat szemlélteti.

\ 4

Hatdrozd meg a diagram alapjdn a minta elemei-
nek

a) medianjat;

b) alsé és felsd kvartilisét;

c) minimumat és maximumat!

Hany olyan tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szam van, amely 4 jegy(i, 5-tel oszthatd, és minden
szamjegye kiilonboz6?

Az dbran az f fliggvény grafikonja lathato.

Y
a) Rajzold meg az |f| fiiggvény grafikonjat!
b) Hatirozd megaz |f| fiiggvény értelmezési tar- [
tomdnyat és értékkészletét! 1 \
\/ >
0 1 \ x

2 pont

2 pont

2 pont

3 pont

2 pont

3 pont

3 pont

3 pont

3 pont



Az A és B halmazokrol tudjuk, hogy AU B ={a; b; ¢; d; e; f; g}, A\ B={e; g}, és AN B = {a; b}. Hany
eleme van a B halmaznak? Vélaszod indokold!

Mennyivel nagyobb az 1 egység sugarti gomb felszine, mint az 1 egység oldalélii kocka felszine?

Valaszd ki az alabbi 4llitasok koziil minden olyan éllitasnak a bettijelét, amelyik az A dllitas tagadasa!
A = Minden kutya ugat.

B = Nem minden kutya ugat.

C = Nincs olyan kutya, amelyik ugat.

D = Van olyan kutya, amelyik nem ugat.

E = Egyetlen kutya sem ugat.

II. rész , A’

n a) Oldd meg az egyenletet a valds szamok halmazan! v 4x+ 13 = 2x+5

b) Melyek azok az egész szimok, amelyek kielégitik a —x” + 5x > 0 és az x* — 0,5x — 3 < 0 egyenl6t-
lenséget is?

n Az ABCD paralelogramma harom cstcsa: A(—6; 0), B(2; 3), C(—2; 8).
a) Széamitsd ki a D cstcs koordinatéit!

b) Ird fel a C pontra illeszked®; 0,25 meredekségii egyenes egyenletét!
c) Hatarozd meg a paralelogramma keriiletét egy tizedesjegy pontossaggal!

d) Mekkora annak a kiipnak a térfogata, amelynek palastjat az AB szakasz x tengely koriili megforgata-
saval kapjuk?

E Egy biciklistiborban mindennap haromféle turat inditottak. A ,kis” tirara leginkabb a kezd6 bicajosok
jelentkeztek, vagy azok, akik az el6z6 nap nagyon elfdradtak. A ,kézepes” tirdn mar nagyobb tavol-
sagokat kellett megtenni, és nehezebb terepen, a ,,nagy” turan induloknak mar napi 100-110 km-t is
kellett tekerni, nem egyszer dimbes-dombos vidéken. 54 olyan bicajos volt, aki legalabb egyszer vallalta
a ,nagy” tara kihivasat, és 84-en vettek részt ,kis” tiran a tabor alatt. A ,kis” tirdn vagy ,nagy” turan
részt vevOknek a 15%-a ,nagy” turan és ,kis” turan is részt vett.

a) Hany olyan biciklis volt, aki részt vett a ,,kis” tdran, de a ,nagy” tdrdn nem?

A taborban volt 10 olyan ember, aki mindhdrom turat kiprobalta, és 12 olyan, aki csak a ,,kozepes” tarat.
A ,kozepes” turazok koziil 70-en mas tiran is részt vettek. A ,kozepes” tiran induldknak a fele a ,,kis”
taran is indult.

b) Hany olyan résztvevdje volt a tabornak, aki a ,,kozepes” tiran és a ,nagy” tiran is részt vett?
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II. rész ,,B”

m Egy fiukbol all6 10 fés barati tarsasag tagjainak ldbméreteirél a kovetkezdéket tudjuk: Aladar 42,
Brané 41, Cingar 44, Donci 42, Elemér 43, Furfang 42, Guszti 43, Huncut 42, Icurka 36. Janké labmé-
rete nem ismert.

a) Hatarozd meg Janko labanak nagysagat, ha tudjuk, hogy 41,8 a tiz fit labméretének atlaga!

b) A tiz fit [abméretének ismeretében hatarozd meg, mennyi a labméretek medianja!

A tiz ember nevét felirjuk egy-egy papirra, a papirokat bedobjuk egy kalapba. Véletlenszertien hizzuk
ki a neveket a kalapbdl.
c) Allitsd novekvd sorrendbe az alabbi események valoszintiségét!
A: El8szor egy legfeljebb negyvenes labméretti ember nevét huzzuk ki a kalapbol.
B: A kalapbol kihtzott nevek alapjan, balrdl jobbra sorba éllitva az embereket novekv labméret szerint
sorakoznak fel.
C: Négy név véletlenszert kivalasztasa esetén pontosan 2 embernek lesz koziiliik 42 a labmérete.
d) Legalabb hany nevet valasszunk ki a kalapbol, hogy biztosan legyen a nevek kozott maganhangzéval
kezd6d6?

A felsoroltak koziil Icurka a legfiatalabb, Cingar a legidésebb.
e) Szamitsd ki, hany éves Icurka és Cingar, ha tudjuk, hogy kettejiik életkoranak kiilonbsége 16 év, és
tudjuk, hogy 4 év mulva életkoraik hanyadosa 2,6 lesz!

n Egy vaza alakja szabalyos otszog alapi egyenes hasab, amelynek alapélei 12 cm-esek, magassa-
ga pedig 18 cm.
a) Hany dl viz fér a vazaba?

A vézaba vizet toltiink 12 cm magassagig, majd beleejtiink egy 6 cm atmér6jd, tomor gombot, ami telje-
sen elsiillyed a vizben.
b) Mennyivel emelkedik meg a vizszint?

A 25 °C-os szobaban a vazéba 50 °C-os vizet toltiink. A viz elkezd hiilni, hémérséklete t perc mulva
a kovetkezd osszefiiggés alapjan szdmolhatd: T(#) = 25 + 25 - k', ahol f az eltelt id6 percben mérve, k a
lehtlési tényez6 (k < 1), amely egy mértékegység nélkiili aranyszam, T pedig a viz hémérséklete °C-ban
mérve. Mérésiink alapjan a viz hdmérséklete 15 perc elteltével 35 °C-os lett.

c) Mekkora a k értéke? A valaszt két tizedesjegy pontossaggal add meg!

ﬂ Egy cég 3 000 000 Ft hitelt vesz fel egy banktdl. A hitelt 4 év alatt, 4 egyenlé részletben torlesztik, tehat
évente egyszer fizetnek torlesztérészletet. A hitel kamata évi 10%.
a) Mekkora a hitel torleszt6részlete?

A felvett 3 000 000 Ft-bdl a cég egy Uj gépet vasarol. A gép értéke az amortizacié miatt minden évben az

el6z6 évi értékének a 15%-aval csokken.

b) Jelolje a gép értékét az egymas utani években a,, a, és a, (a, = 3 000 000). Hany szazalékkal tobb a,
értéke, mint a,?

c) Hanyadik évben csokken a gép értéke 1 000 000 Ft ala?
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2. FELADATSOR

I. rész

Arnold és hat baratja moziba mennek. Hanyféle sorrendben tilhetnek egymas mellé a lefoglalt 7 helyen,
ha Arnold k6zépen ul?

Hatarozd meg annak a derékszogli trapéznak a keriiletét, amelynek alapjai 10, illetve 22 cm hossztak,
a derékszogt szar pedig 5 cm hossza!

Allapitsd meg az dbréan 1évé, grafikonjaval adott fiiggvény szélséér- y A

tékeinek tipusat, értékét és helyét!

Milyen szamjegyeket irhatunk a 367x2y hatjegyli szam is-

meretlen szdmjegyeinek helyére ahhoz, hogy a szam oszthato ! /
legyen 12-vel? Hatarozd meg az 6sszes lehetséges (x; y) rende- ol 1 7 >
. ‘ /
zett szampart! \
\] /

Hatarozd meg az alabbi allitdsok logikai értékét!

A: Van kozéppontosan szimmetrikus haromszog.
B: Minden szabalyos sokszog tengelyesen szimmetrikus valamelyik atlojara.
C: Van kozéppontosan szimmetrikus trapéz.

Egy részvény ara aprilis 30-dn 3670 Ft. A részvények ara nagyon sok 6sszetevotdl fiigghet. Egy elemz6
szerint ennek a részvénynek az dra harom hénap mulva 0,2 valdszintséggel 3690 Ft, 0,1 valdszintiséggel
3790 Ft, 0,4 valdszintiséggel 3680 és 0,3 valoszintiséggel 3650 Ft lesz. Ezen becslés adatai alapjan hdarom
hénap madlva mennyi a részvény ardnak varhato értéke?

Két dobdkockaval dobunk. Legyen az A esemény az, hogy a dobott szimok Osszege 4, a B esemény pedig
az, hogy az egyik dobas eredménye 3. A tablazat els6 oszlopaban két dobas eredményét latod. Jelold a

tablazatban az igen, illetve a nem szavak beirasaval, hogy bekovetkezik-e az A + B, illetve az A - B ese-
mény az adott esetekben!

8-
? .

Egy szabalyos dobdkockat kétszer feldobunk, és a kapott szamokat egymas utan irjuk. Mekkora a valo-

Bekovetkezik-e az A + B esemény?  Bekovetkezik-e az A - B esemény?

szinlisége annak, hogy 39-nél nagyobb, harommal oszthat6 szamot kapunk? Valaszod indokold!

Milyen hosszt az A(—4; 2), B(3; —=7) és C(1; —10) csticsokkal adott haromszog AC oldalaval parhuza-
mos kozépvonala?

Az ABCD téglalap oldalai 7 cm és 3 cm hossztak, az ehhez hasonlé A'B’C’D’ téglalap tertilete pedig 42
cm’. Add meg egy tizedesjegyre kerekitve, hogy hdny cm az A’B’C’D’ téglalap révidebb oldala! Ird le a
szamitas lépéseit!

2 pont

2 pont

2 pont

3 pont

3 pont

3 pont

3 pont

3 pont

2 pont

2 pont
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m Amikor a viz megfagy, térfogata L _ed részével megnd. Hényad részével csokken a jég térfoga-
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m Nyaranta Révfiilop és Balatonboglar kozott kerl

ta olvadéskor?

ﬂ Bizonyitsd be, hogy az alabbi egyenletnek a valds szamok halmazan nincs megoldasal!

(x—2P+|x—1|=0

II. rész , A’

sor a Balaton-4tuszasra. Mintegy tizezer ember o
Tapolca Révfilop,

ussza 4t a Balatont, és teszi meg a kb. 5,2 km-es ta- Fiilsp-hegy

volsagot. A két telepiilés egyébként is népszer ki-
randuléhely. Sokan keresik fel a révfiilopi kiindu-
lasi hely kilatéjat a Fiillop-hegyen, illetve a boglari
hegy csticsan a Xantus Janos Goémbkilatot. A két

kilato tavolsaga kozelit6leg 6 km.
Balatonboglar,

1998-ig visszamendleg elérhet6k az atuszas legér- o
Gombkilatd

dekesebb statisztikai adatai az interneten. Az alab-
bi tdblazatban a 2004-2020 kozétti iddszak legfia-
talabb és legiddsebb attszoit tiintettiik fel nemek

szerint (2005-ben és 2010-ben a sorozatos rossz
id6 miatt nem tartottak meg az attszast).

2004 2006 2007 2008 2009 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020
Legfiatalabbnéiuszo 9 8 7 8 7 9 8 8 9 8 8 6 8 6 8
Legfiatalabb férfivszo 6 7 8 8 8 9 8 8 8 8 7 7 7 7 8
Legid6sebbnéitsz6 69 72 73 74 73 77 78 76 80 78 79 80 81 82 75
Legidésebb férfiaszo 77 79 87 77 78 79 82 82 83 84 8 82 83 82 83

a) Készits gyakorisdgi tablazatot a legfiatalabb n6i tszok életkorardl!
b) Hatérozd meg a medidnt, az atlagot és a mdéduszt a legidésebb férfi tisz6 kategoriaban!

c) Készits dobozdiagramot a legidésebb néi usz6 kategoéria adatairol!

d) Milyen messze van Fonyod a Filop-hegyi kilatotdl, ha tudjuk, hogy a Gombkilaté 9 km-re van
Fonyddtdl, és a Fulop-hegyet Fonyoddal 6sszekotd egyenes 50°-0s szoget zar be a Fiillop-hegyet a
Gombkilatoval 6sszekotd egyenessel?

m Az egyetem egyik irodaja el6tt 6 diak varakozik: Anna, Béla, Csaba, Dénes, Elek és Fanni.

a) Megkérdezték 6ket, hogy a jelenlévék kozott kinek hany ismerdése van. Ezeket a véalaszokat kaptak:
2; 3; 3; 2; 1 és 2. Bizonyitsd be, hogy ezek a valaszok nem teljesiilhetnek egyszerre (tehat legalabb
egyikiik tévedett). (Feltessziik, hogy az ismeretség kolcsonos. )

b) Hanyféle sorrendben érkezhettek az iroda elé, ha egyesével érkeztek, és tudjuk, hogy Anna el6bb jott,
mint Béla?

c) A 6 varakozd ember koziil véletlenszertien kivélasztunk 3 f6t. Mennyi a valdszintsége, hogy ponto-
san egy lany van a kivalasztott 3 didk kozott?
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“ Andrasnak tavaly tobb volt a fizetése, mint Bélanak. Andras 11 havi fizetése volt annyi, mint Béla egész

éves keresete. Idén janudr elsejétl mindketten fizetésemelést kaptak. A szerzédésiik szerint idén januar

elsején és innentél kezdve minden év januar elsején egy adott szézalékkal emelkedik a fizetésiik. Igy

Andrasnak 2%-kal, mig Bélanak 3%-kal n6 minden év januar elsején a fizetése.

a) Ha megmarad ez a novekedési iitem, akkor hany év mulva fordul el6 el6szor, hogy Béla fizetése na-
gyobb lesz, mint Andrasé?

b) Andras cégénél 26-an dolgoznak, a dolgozok atlagfizetése 293 000 petak. Felvesznek a céghez egy
informatikust 352 000 petak és egy gazdasagi tigyintézdt 333 000 petak fizetéssel. Mennyi lesz ekkor
a fizetések 4tlaga a cégnél?

II. rész ,,B”

n Kérbe akarjuk biciklizni a Balatont. A Balatoni Korut hossza kb. 210 km. Ugy tervezziik, hogy minden-
nap 10 km-rel tobbet tesziink meg, mint az el6z6 napon.
a) Hany km-t tekerjiink els6é nap, ha 6 napra tervezziik a tarat?

b) Hany napig fog tartani a kor, ha elsé nap 60 km-t tekeriink?

Egy mésik baréti tarsasdg is korbetekeri a Balatont. Ok az alapjén tervezik meg az utat, hogy melyik tele-
piilésen talalnak maguknak kedvez6 aron szallashelyet. Révfiiloprél indulva az altaluk kiszemelt lehetsé-
ges szallasok kozti tavolsagok a kovetkez6k: Révfulop - 32 km - Balatonfiired — 31 km - Balatonkenese
- 41 km - Balatonfoldvér - 46 km - Balatonmariafiird6 — 28 km - Balatongy6rok — 32 km — Révfiilop.
Haényféle at lehetséges, ha Révfiiloprol indulnak, és egy nap

c) legfeljebb 70 km-t;

d) legalabb 70 km-t;

e) legfeljebb 90 km-t

akarnak tekerni, valamint nem feltétel, hogy minden széllashelyen éjszakazniuk kell?

n Bimbo, a tehén egy - siknak tekintheté — réten legelészik. T6le északra 9 méterre alldogal Riska,

a masik tehén.

Riskatol keleti iranyban, ugyanakkor Bimbotdl 15 méterre heverészik Kocos, a puli kutya.

Helyezd el egy derékszogili koordindta-rendszerben az allatokat jelz6 R; B; K (rendre Riska; Bimbo; Ko-

cos) pontokat ugy, hogy R legyen az origéban, B az ordinatatengely negativ felén, valamint K az abszcisz-

szatengely (x tengely) pozitiv agan! (Tekintsiik ilyen szempontbél pontszeriinek az allatokat. Eszak az y

tengely pozitiv iranydban, kelet az x tengely pozitiv irdnyaban van.)

a) Hatarozd meg az emlitett allatok helyének koordinatait rendezett valds szamparokkal, ha az egységet
egy méternek tekintjiik!

b) Az el6bbi koordinatdk figyelembevételével ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely mentén
Kécos és Bimbo elhelyezkedik!

Riska az origéban rogzitett, 7 méter hosszusagu kotéllel van kipanyvazva.
c) A hérom allat eredeti helyzetével létrehozott BRK haromszog teriiletének hany szazalékat tudja ilyen
modon bejarni? Az eredményt egy tizedesjegyre kerekitve add meg!

A nap folyaman legelészés kozben Riska az x tengely mentén haladt. Kdcos és Bimb6 az eredeti helyiikon
maradtak.
d) Az x tengelynek melyik az a pontja, amelyik egyenld tavolsdgban van Kécostél és Bimbotdl? Allhat-e

ebben a pontban Riska a kipanyvazas ellenére?
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Egy tszomedence 15 m széles, 50 m hosszu, és a hosszabb oldala men-
tén a vizmélység 170 cm-rél egyenletesen né 250 cm-ig.
a) Mennyi viz fér a medencébe?

b) Télen a medence folé az dbra szerint egy félhenger alaku satrat
hdznak, amelynek két végét fiiggbleges sika félkorokkel zarjak le.
A télhenger alaku sator alaplapja olyan félkor, amelynek sugara 9 m
hosszu, a sator hossza 54 m. Hany négyzetméter anyagot kellett ven-
ni a sator elkészitéséhez, ha a hulladék a felhasznalt anyag 15%-a
volt?

¢) A medencében 6 tszosavot alakitottak ki. Egy alkalommal négyen

érkeznek az uszoddba. Hanyféleképpen foglalhatjak el az Gszosavo-
kat?

RAADAS

(Erettségi feladat, 1981)

Hol helyezkednek el a Descartes-féle derékszogti koordinata-rendszerben azok a pontok, amelyek koor-
dinatai eleget tesznek a kovetkez6 feltételeknek?

a) [x|= |yl b) |x+y|=1

(Erettségi feladat, 1983)
Hany 3-mal oszthat¢ tizjegyt szamot tudunk felirni a 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9 szamjegyekbdl, ha minden
szamjegyet csak egyszer irunk fel?

(Erettségi feladat, 1988)

Egy 12 cm élhosszusaga kocka minden csticsanal levagunk a kockabdl egy olyan haromoldala gulat
(tetraédert), amelynek oldalélei a kockaélek 4 cm hosszt darabjai. Mekkora a megmaradt test térfogata
és felszine?

(Erettségi feladat, 1997)
Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak dsszege 28. Ha a masodik tagot megszorozzuk az els és a har-
madik tag 6sszegével, 160-at kapunk. Melyik ez a sorozat?

(Erettségi feladat, 2002)

Egy 2 m hossztisagu salat akarunk kotni. Ha az els6 napon 18 cm-t,
majd pedig mindennap az elz6 napinal 4 cm-rel hosszabb darabot
kotiink, akkor hany nap alatt késziil el a sal?




3. FELADATSOR
I rész
Hany olyan egész szam van, amelynek abszolut értéke nem nagyobb, mint 5? 2 pont

Egy rombusz 4tl6i 40 cm és 32 cm hosszuak. Milyen hosszt a rombusz oldala? Valaszod tizedes tort 2 pont
alakban, két tizedesjegyre kerekitve add meg!

Hatarozd meg, hogy a 3; 4; 6; 4; 5; 8; 10; 5; 4; 7; 10 minta esetében hany szazalékkal nagyobb a minta 2 pont
terjedelme a minta félterjedelménél!
a) belsé szogek Osszege; b) kiils6 szogek osszege?

Legyen x egy pozitiv egész szam. Tekintsd a kévetkez6 allitast: 3 pont

n Egy szabalyos tizennégyszog esetében mennyi a 3 pont

A: Ha x oszthatd 5-tel, akkor az 6t6s szamrendszerben az egyesek helyén 4ll6 szamjegye 0.
a) Miaz A 4llitas logikai értéke?

b) Fogalmazd meg az allitds megforditasat!

¢) Miab) részben megfogalmazott allitas logikai értéke?

Egy pénzérmét egymas utan hdromszor feldobunk. Mennyi annak a valdszintisége, hogy elészor fejet 2 pont
dobunk, utdna kétszer {rast?

Az A halmaznak 14 eleme van. Hany olyan részhalmaza van az A halmaznak, amelynek 3 vagy 4 eleme van? 3 pont
Egy szdmtani sorozat elsé tagja 6; differencidja 0,4. Hatdrozd meg az elsé 100 tag Osszegét! 3 pont
Az dbran egy masodfoku fiiggvény grafikonja lathat6. A parabolaiv ,,cstcs- yA 3 pont
pontja” racspont (mindkét koordinatdja egész szam), és a parabolara illeszke-
dik a (4; 0) koordinataju pont.
a) Add meg a grafikonjaval megadott masodfoku fiiggvény hozzarendelési | | | / \
szabalyat! oo >

b) Add meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat! \
¢) Add meg a fiiggvény értékkészletét! \\

n Legyen az A halmaz a [2; 6] zart intervallum, a B halmaz a ]3; 10[ nyilt inter- 2 pont
vallum. Add meg intervallumjel6léssel az A U B és az A \ B halmazokat!

n Pista 28 cm atmér6ji pizzat rendelt 2150 Ft-ért, de a kiszallitas utan lemérve a pizza atmérdje csak 25 cm. 3 pont

Hény szazalékkal kisebb teriiletti pizzat kapott Pista, mint amire szamitott? Ird le a szdmitds menetét!
A végeredményt egy tizedesjegyre kerekitve add meg!

Legyen az A esemény az, hogy két dobokockaval dobva a dobasok 6sszege 6. Vélaszd ki az alabbi esemé- 2 pont

nyek koziil az 9sszeset, amellyel az A esemény egymast kizard eseménypart alkot!
B: Az egyik dobas eredménye 6.

C: A két dobds szorzata 5.

D: A két dobas kiilonboz6, a nagyobbik és a kisebbik dobas kiilonbsége 4.




IL. rész ,,A”

m Adott a koordindta-rendszerben hdrom pont: A(=3; 2), B(5; 0) és C(2; 5)
a) Ird fel az AB atmérdjti kor egyenletét!
b) Bizonyitsd be, hogy az ABC haromszog derékszogi!

c) Az AB atmér6jli korlemezen véletlenszertien kivalasztunk egy P pontot. Mennyi a valdszintsége,
hogy a P pont az ABC haromszognek is bels6 pontja?

m Egy kozépiskolai kosarlabda-bajnoksagon 8 csapat kormérkézést jatszik, vagyis barmely csapat egy-egy
meccset jatszik minden masik csapattal. A mérkézések mind ugyanazon a palyan zajlanak, egymas utan.
Egy meccsre 15 percet szannak, és a meccsek kozt 5 perces sziinetet tartanak.

a) Mennyi ideig tart a bajnoksag lebonyolitasa?

b) Hanyféleképpen alakulhatott az els6 mérkdzés két részt vevd csapata, ha arra véletlenszertien valasz-
tottdk ki a csapatokat?

c) Déli 12 6rara mar 9 mérkdzés lezajlott a csapatok kozott. Igaz-e, hogy ekkor biztosan van olyan csa-
pat, amelyik mdr 3 meccsen is tul van?

d) Az egyik csapat a 12. a osztdly didkjai koziil allt 6ssze. Ha véletlenszer(ien vélasztjak ki a 8 csapat
szamara a romai szammal ellatott 6ltozéket (I.; IL; ...; VIIL), akkor mennyi annak a valdszintisége,
hogy az I, II. vagy IIL. 6lt6z6t kapja ez a csapat?

E Egy szabalyos sokszognek 25-tel kevesebb atloja van, mint az annal kett6vel nagyobb oldalszamu szaba-
lyos sokszognek.
a) Hany oldaldak ezek a sokszogek?

b) Mekkora az emlitettek koziil a kisebb oldalszamu szabalyos sokszog egy szogének nagysaga? A va-
laszt fokban, egy tizedesjegy pontossaggal add meg!

c) A nagyobb oldalszamu szabalyos sokszog oldalanak hossza 20 cm. Mekkora annak a hasabnak a fel-
szine és térfogata, amelyiknek az alaplapja egy ilyen sokszog, magassaga pedig 6 cm?

II. rész ,,B”

m Egy csomagoloiizemben meghibdsodott egy gép, és 0,2 valdszintséggel nem ragaszt matricat az éppen

oOsszeallitott dobozra.

a) Mennyi a valdszintisége, hogy a hibas gép 12 alkalom koziil legfeljebb 2 alkalommal nem ragaszt
matricat a dobozra?

Az tizem egyik alkalmazottja Gigy dont, hogy nyit egy Gj bankszamlat (egy gy(ijt6szamlat), és ezen

a szamlan gy(jti a megtakaritasait. Negyedévente befizet 120 000 Ft-ot erre a szdmlara. A szamla éves

kamata 8%, a szamlan negyedévente — az uj tétel befizetése el6tt — irjak jova a negyedéves kamatot.

(A kovetkez6 negyedévben minden alkalommal az addig bent 1év8 6sszeg, a jovairt kamat és az Gjonnan

befizetett 6sszeg is kamatozik.)

b) Mennyi pénz lesz a szamlan 3 év mulva, ha 3 év alatt a leirtakon kiviil mas pénzmozgas nem torténik
rajta?

c) Az lizem egy masik alkalmazottja néhany évvel ezel6tt bankbetétbe helyezte el 1 500 000 Ft-jat, éves
6%-o0s kamatos kamatra. Hany év telt el a lekotés 6ta, ha most 50%-kal tobb pénze van ezen a szam-

lajan, mint amikor lekététte a pénzét, és azdta nem nyult ehhez a szamlahoz?
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n Egy tarsasjatékban olyan dobdkockakat haszndlnak, amelyeknek egyik oldalan kettd, két oldalan négy és
hérom oldalan hat potty lathato.

a) Toltsd ki a tablazatot, majd hatarozd meg, hogy mennyi egy dobas varhaté értéke! 5 pont

8 B8 @

A dobds valdszintisége

b) Két ilyen dobokockaval dobva mennyi a valdszintisége, hogy a két dobas 6sszege 8? 6 pont

c) Az események fiiggetlenségének definicidja alapjan bizonyitsd be, hogy nem fiiggetlen egymastol 6 pont

a kovetkez6 két esemény!
A: Két ilyen kockaval dobva a dobasok 6sszege 8.
B: Két ilyen kockaval dobva pontosan egy dobas hatos.

m Egy laboratériumban az egyik napon husszor végeztek el egy mérést. Gyakorisagi tablazatba foglaltak
a mérési eredményeket.

Mérés eredménye (masodperc) 12,5 13 13,5 14 14,5
Gyakorisaga 3 6 5 4 2
a) Készits a mérési eredményekrol kordiagramot, és add meg az egyes korcikkekhez tartozo kozépponti
szogek nagysagat!
b) Készits a mérési eredményekrdl dobozdiagramot!
c) Hatarozd meg a mérési eredmények szorasat!
d) Masnap folytattak a méréseket. Azt tapasztaltdk, hogy ha a masnapi els6 két mérési eredménnyel ki-

egészitik az el6z6 napi eredményeket, akkor az eredmények atlaga 0,1-del megné. Mennyi a masnapi

két mérési eredmény atlaga?

n (Erettségi feladat, 1990)

6%-0s és 30%-o0s toménységli sdsavat dsszedntve 24 liter 15%-os toménységli sésavat kaptunk. Hany liter
sosavat ontottiink ossze a kétféle sosavbol?

n (Erettségi feladat, 1991)

Oldd meg a racionalis szamok halmazan a kévetkez6 egyenletet!
1—-3x 2x—1
—2x— =2_
7—2x - 3

“ (Erettségi feladat, 1992)

Egy hdromszog csucspontjainak koordinatai A(—2; —1), B(4; —3), C(4; 5). Szamitsd ki a B cstcsbol indu-

16 magassdgvonal és az AC oldal metszéspontjanak koordinatait!

n (Erettségi feladat, 1992)

Egy szabdlyos négyoldalt gula oldallapjai szabdlyos hdromszdgek, térfogata 408 cm’. Mekkora az alapéle?
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1.lecke: 1. v'15.2.0 cm: AB, AD, AA’, DD’, CD.
5cm: A’'D, A’B’, D’C’. 12 cm: BB’, CC’, BC. 13 cm: BC".

3.8 /% cm. 4.a) 2,4 m. b) 3,15 m. ¢) 3,2 m.

2. lecke: 1. a) 5; V5,3, V10, V8, V5. b) 5; V14,
V18,19, V17, /14.2. /89 més V73 m.
3.a) 45 V3 cm. b) Rombusz alapt hasab. 338 cm.

3. lecke: 1. Alaplap teriilete: 1496,5 mm’* 630 mm?’;
2341,73 mm’. Magassag: 85 mm; 85 mm; 85 mm.

Felszin: 15 233 mm? 11 970 mm?; 22 363,46 mm’.
Térfogat: 127 202,5 mm?; 53 550 mm?; 199 047,05 mm”.
2.a) 7,84 g/cm’. (acélbél van) b) 30 400 cm’. 3. 43 teriilet-
egység, 21 térfogat-egység. 4. a) nem. b) 55,4 cm”.

¢) 9-szeresére illetve 27-szeresére né.

4.lecke: 1. 197 cm’. 2. a) igaz. b) igaz. ¢) hamis. 3. 35,8 cm.
4.6 cm.

5. lecke: 1. a) 200,75 cm’, 165,4 cm’. b) 116,0 cm?,

95,57 cm’. 2. a) 4,774 liter. b) 23,7 cm. 3. a) r = 3 cm lehet,
a felszin 339 cm?, r = 4 cm lehet, a felszin 427 cm?, r = 5 cm
nem lehet. b) r = 4,7 cm, a hulladék 22,5 %. 4. 722 m®.

6. lecke: 1. 9,8 cm és 8 cm. 2. a) 5 cm. b) 4,58 cm és 3 cm.
3.82,4 cm’. 4. 5843 km, 36 713 km.

7.lecke: 1. 11 cm, 5575 cm?, 7238 cm’, 77%, 10 cm,

4189 cm’, 7238 cm’, 58%. 2. Ha a dinnyehéj 1 cm vastag:
1985 KkJ (458 kcal). Ha a dinnyehéj 2 cm vastag: 1391 kJ
(321 kcal). 3. 40,48 kg. 4. a) 283 cm”. b) 131 cm’.

8.lecke: 1.3,9 - 10’ m®. 2. 8,85 - 10’ m’. 3. a) 8,6 cm.
b) 3,7 cm. ¢) 3,5 mm. 4. 94,25 m’, 77,5 m’. 5. a) 17.
b) 2,469 kg. 6. a) Nem. b) 94 cm’.

. 1 1 41 3 _
9.lecke: 1. a) 215.b) 26.c) 7.2.a) 1,9 dm’. b) 2,5-szer.

¢) 2,85 dm’. d) 33 mm. e) 6082 mm? 11 310 mm’,
13 685 mm>.

10. lecke: 1. a) Téglalapok. b) 51,5 cm’, 63,6 cm’. ¢) 61°,
45°, 2. a) 35°.b) 55°. 3. a) 3,5 cm, 12 cm. b) 13,6 cm.

11. lecke: 1. a) 1,61. b) 21 741 m? 21 521 m’ c) 41,8°.
d) 51,5°. 2. a) 7 egység. b) 30°. 3. 70,5°.

12. lecke: 1. a) legnagyobb az 6toldalté, legkisebb a ha-
romoldalué. b) legnagyobb a haromoldalté, legkisebb az
otoldalué. 2. a) igen. b) 10 cm, 10 cm, 14,1 cm és 45°, 45°,
90°, illetve 10 cm, 14,1 cm, 17,3 cm és 90°, 54,7°, 35,3°.
d) 241 cm’. e) 166,7 cm’. f) 7,1 cm. 3. a) 42,44° és 57,99'.
b) 95,12". ¢) 97,07 m’.

13.lecke: 2. 10+/2 cm, 62,8 cm, 314,1 cm’. 3. 49,2°. 4. 65,0°.

14. lecke: 1. a) 159 cm® b) 132,5 cm’. ¢) 45,2°. d) 67,4°.
2. a) 92,8°. b) 9,24 dm’. ¢) 260,7°. d) 33 dm®. 3. 1,9 m’
4,18 cm.

15. lecke: 1. a) 1551 cm?, 1787 cm?’, 2965 cm?, 3672 cm’.
b) 2262 cm’, 3393 cm’, 9048 cm’, 12 441 cm’. 2. 0,6 cm.
3.2) 603,2 cm’ = 6 dl. b) 29,7%, 12,5%, 57,8%. d) 13,3 cm.
4.2) 1,9 m’. b) 33 L. ¢) 63 cm. 5. a) 0,85 dl. b) 93,88 dm”.
c) 469. d) 1582.

16.lecke: 1. 5 cm, 1,25 cm, 6 cm. 2. a) 8 cm. b) 5 cm.
9] V3 cm. d) 2v3 cm. 3.2,4 cm.

17. lecke: 1. Antal szamitdsai: a) 3 : 7. b) 20 cm. ¢) 49—9

d) % e) 15,71 dm’. Bandi szdmit4sai: a) 110 cm. b) 15 cm.

¢)17,5cm, 7,5 cm, 20 cm. d) 19,24 dm?, 3,53 dm®. e) 15,71 dm”.
2.4 cm, 5 cm, 41,7°.

18. lecke: 1. a) 256 cm?, 144 cm® b) 683 cm’, 288 cm’,
395 cm’. €) 348 cm?, 558 cm’. 2. 4,2 cm’, 29,3 cm’, 79,6 cm’.
3.a) 12 cm. b) 608 cm’.

19.lecke: 1. b) 26 m. ¢) 243 238 m’. d) 15 861 m>.

2. a) 8-szorosa, 18-szorosa. b) 25,15 cm’. ¢) 176,05 cm’;
452,7 cm’. 3. a) 1844 cm?, 3576 cm’. b) 783 cm?, 1795 cm’.
4.16db.5.4,2 cm.

20. lecke: 1. a) 54,8 kg. b) 187,25 dm’. 2. 47 embert.
3.a) 60 cm’. b) 8,3 1. ¢) 5494 cm®. 4. a) 1105 cm”.
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b) 40,9 cm és 39,6 cm, illetve 40,9 cm és 50,2 cm.
5.a) 2,22 cm> b) 2,44 cm”.

21. lecke: 1. 3,04 - 10"® m?% 2%. 2. a) 24,74 dm. b) 1 : 3.
) 19,9 dm. d) 64,8°. e) 71,6°. 3. 433 cm’. 4. a) 940,12 cm’.
b) 18 cm, 14,6 cm, 1688 cm’. ¢) 71,4°.

22.lecke: 2. b) 6765 és 2584. 3. 1; 5; 2. 4. a) 1; 3; 6; 10; 15;
21.b) igen, az i(n).

23. lecke: 2. a) 3; 2; 0; —4; —12; —28; —60; —124. b) «/?;
5, 2+5v3; sth. 4. a) —8; 8; —8; 8; 8 —8. b) 2. ¢) —8.
5. a) dolgozik. b) 67. c) 84.

24. lecke: 1. a) 34. b) 2. ¢) 186. d) 958. 2. a) 21. b) —29.
¢) 14; 28. d) 21. 3. a) 4. b) —10. ¢) 14. d) 2. 4. a) szdmtani
b) 72.¢) 30.d) 16.5.52.6.a,=—1,d="7.

25. lecke: 1. 9; 897; 6; 1239; 3; 11; 74; 1647. 2. mind 0.
3.17 és 125. 5. igen, 15 darab, 180 cm, 325 darab.
6. 3300 Ft, illetve 6700 Ft.

26. lecke: 1. a) 3 687 766 Ft. b) 4,2%. 2. a) 13 275 m’.
b) 10 847 m’. ¢) a 7. évben. 3. a) 3 és 1701. b) —0,5 és

—0,21875. 4. a) 121—0. b) +32000. 5. 8 vagy —64.
6. a) 13,2 milli6 Ft. b) 2026.

27.lecke: 1. 146,25; 2039,94; =~ 909 006. 2. a) 49. b) 0. c) 49.
3.2046.4.11.5. 15 624 vagy 10 416. 6. 11 nap.

1023 . 65534 .
512 7 32768’

.b) 1,938; 1,998; 2,000; 2,000. d) igaz. 4. 189 cmy

28. lecke: 1. 17. 2. a) 62. b) 24. 3. a) %;

2097150
1048 576

433 cm? 636 cm®. 5. a) 26. b) 12 sziirke és 30 bordo.
6.q==*2,d=549g==%1,d=0.

29. lecke: 1. 3%. 2. a) 50 000 Ft. b) 21,4%. 69 ho.
3.1190 598 Ft. 4. 1 646 987 Ft. 5. 240 000 Ft.

30. lecke: 1. 2 160 000 Ft. 2. 160 000 Ft, 2 172 800 Ft.
3.1 396 224 Ft. 4. A 2. év végén: 15 691, 47 404, 109 501,
3. év végén: 109 501, 10 950, 52 145, 57 356, 4. év végén:
57 356, 5736, 57 358, —2. 5. 269 027 Ft.

31.lecke: 1. 19 percet. 2. a) 7,8%. b) 5 év.

32. lecke: 1. a) —14; 2,5. b) —28; 1,75. 2. g; 15 63445;
—10 935; —16 400; —9; 45; 5; 80. 3. 10. 4. IL.
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33. lecke: 1. a) nék: 296, 197, 349, 172, férfiak: 248, 302,
284, 151. b) 0,15. ¢) 0,15. d) 0,26. 2. a) 48%, 12%, 13%.
b) 0,73. ¢) 2700. 3. a) 126. b) 174. ¢) 0,58.

34. lecke: 1. a) 20%; —5%; 15%; 9%. b) atlag: 9,75; szoras:
9,36. 2. modusz: 9,80; medidn: 9,85; atlag: 9,84, szoéras:
0,0725. 3. a) 125%. b) terjedelem: 11, atlag: 13, széras: 4,18.
c) 4.

36. lecke: 1. a) b) median: 137, atlag: 140,4. 2. a) gyako-
risagok: 7, 9, 6, 1, 1, osztalykozepek: 13, 38, 63, 88, 117.
b) 42,3 mm. ¢) 26,15. d) 70,8%, igen: 62,5%. 3. atlag: 59,1,
sz6rds:11,27. 4. a) 88%. b) 14,46. ¢) A szbrés 1, tehit nem.

37.1lecke: 1. B biztos, D lehetetlen. 2. a) 16.b) AA, AB, AC,
AD. c) K-L, K-N, L-M, M-N. 3. a) 36.b) 6, 10, 11, 1, 25, 10.
¢) B - E. e) L: biztos, M: lehetetlen.

38. lecke: 1. a) H, K, Sz, Cs, V. b) Cs. ¢) H, K, Cs, P, Sz.
d) Cs. 2. a) igen. b) igen. ¢) nem. d) nem. 3. a) 49, 64, illet-
ve 45, 63. b) 45, 63, illetve pl.: 38, 42. ¢) Egy. 4. a) 18, 0, 3.
b) 33, 15, 18. 5. legalabb 0 és legfeljebb 16, illetve legalabb
15 és legfeljebb 31.

. 1 1l o L
39.1ecke: 1. a) 0,72.b) 0,28. ¢) 0,25. 2. a) 5 .b) 6 <) TR

d) i 3. a) 495, 660, 25, 100, 28, 242, 49. b) 0,1 és 0,9.
¢) 0,41;0,21; 0,43;0,57.d) 0,41; 0,75; 0,31 és 0,37. 4. a) 0,25;
0,5; 0. b) 0,125; 0,125.

40. lecke: 1. a) 0,5. b) 0,5. ¢) 0,6. 2. a) 0,25.b) 0,125. 3. 0,7.
4,16 cm, 8v'3 cm, 8v2 cm, 8 cm. 5. 0,23.

41.lecke: 1. 0,22; 0,28; 0,19; 0,17; 0,14. Varhato érték 1109.
2.a) A 7%, B6,4%.b) 6,7%. 3.a) 0,5.b) 1. ¢c) 1,5.

42. lecke: 1. a) 1,0510°. b) 0,1157. ¢) 0,376. 2. a) 0,38.
b) 0,15. ¢) 0,96. 3. a) 0,28. b) 0,25. ¢) 0,53. 4. a) 0,002.
b) 0,36. ¢) 0,43. 5. 222

43. lecke: 2. a) atlag 3,8, sz6ras 0,75. b) mind 4-es. ¢) 10-fé-
leképpen. d) 7. 3. a) 350 Ft. b) 150 000 Ft. 4. 0,3; 0,56; 0,75;
0,1; 0,44.

44. lecke: 1. a) 1; 1; 4; 4; 4. b) 3,6. 2. a) 0,00024. b) 0,26.
) 0,39.4.0,19. 5. 1220 Ft.
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Halmazok, logika, kombinatorika, grafok

A 2.1.2. 4.3.a)10. b) 3. 4. A fokszamok 2; 3, 3; 3; 3.
5.4320. 6. 3168. 7. a) 16. b) 36. 8. 128. 9. 6 pontja, 12 éle.
10. B, D. 11. A A\ B:hamis, A V B:igaz. 12.a) 31.b) 242.

B 3.a) 19.b) 11. 4. Igaz. 6. 10 080. 7. a) Hamis. c) igaz. 8.
1.2.4.9.176.10. C, D. 11.20 173 560. 12. a) 4 - 5* = 2500.
b)9-9.8.7-6=27216.

P 1. a) 9. b) 8 259 888. ¢) 60. 2. ¢) 63. 3. a) 120. b) Igaz.
¢) Hamis. 4. a) 6. b) 120. ¢) 90. d) 6. 5.a) 11. b) 21. ¢) 252.
d) 78 552. e) 8262.

Q 1.a) 151.b) 39. 2. b) 2. ¢) 3; 4; 3; 5; 4; 6. 3. a) 427 608.
b) 10 770. ¢) 84. 4. a) 7.b) 22 950. ¢) 3! - 15! - 12!. 5. a) 21.
¢) 126.

Szamtan, algebra
A 1. A: hamis, B: igaz, C: hamis, D: hamis. 2. 2 425 532

1
Ft. 3. 1232, vagy 1236. 4. 32. 6. 16. 7. A, B, C. 8. D = =8,
0 megoldds. 9. (—1; 2). 10. a) 3b(2ab — 3). b) 3(x — 2)*.
11. 5,13 éra. 12. a) relativ primek. b) van. c) Osszegére.

d) valés.

B1.A B D. 2. Pl: —73; =3, -1.0.3.12. 4. B= 0 esetén

4’ 27
A=0,3,6,9.B=5esetén A= 1,4,7.5.800.6. +3.
7. a) igaz. b) igaz. ¢) igaz. 8. x < 7.9, 100110110,. 10. 4.

3
9
11.6.12. —=-.
6 4

P 1.a) 3. b) —2 <x < 3. 2. a) Aug. 28-an. b) 2,625 6ra,
118,125 km. ¢) 50 és 42. 3. a) 98 733 Pa.b) 0,8 km. 4. a) 8 {0.
b) 35 880 Ft, 56%. 5. a) 364.b) 7.

3
3.a) —0,5.b) —1 és —5. ¢) Nincs megoldas. 4. a) 4. 5. a) 500 Ft

és 150 Ft. b) A 0 szamjegy. ¢) A 210 barmely négyjegyt

Ql.a) % b) 10 9] —%. 2.a) 5.b) 1,4-szeresére.

tobbszorose. d) Nincs.

Fiiggvények, sorozatok

A2.1és—0,5. 3. f(x) = 0,25x + 2,75. 4. %. 5.a) A.

b) -5—v2 <x <-5++2.6. —3. 7. igaz, hamis, igaz,
igaz. 8. Szigoruan monoton csékkend. 9. %—nél. 10. 27; 6.
11. f(x) = 5x — 2, g(x) = (x + 4)%, h(x) = —|x|, i(x) = Vx +6.
12.a) x=2ésx=4,y=0.b) x=6,y=4.

P1.b) 2s.¢) Isés 3s.d) 5s.2.b) —3;1.d) |-3; 1[.
3.a) 640 Ft.b) 12 Ft. ¢) 1180 Ft. d) 0,8 kg.

f) 640 < x < 31740.4.a)f-q,g-u, h-s.b)0; 1; 2.
¢) 0;2; —2.5.a) 14 mm. b) 8,14 mm. ¢) 170,4 s.

58 110 _353 55 4 :
B1. 5% 55 2.51.3. -5, =22 4. -3.5.5, S &M, E,
M, S, S. 6. +-4.7.2475. 8. 346. 9. 100, 50. 10. —5; —1; —6;
—7; —13. 11. igaz. 12. 2 332 800 Ft.

Q 1. A tablazat oszloponként: 3; 1; —1; —3, igen, nem. 2,4;
1,925 1,536; 1,2288, nem, igen. 2; 6; 12; 20, nem, nem.
7;7;7; 7, igen, igen. 2. a) 1860. b) 11. ¢) 2 357 881.

3. a) 3906 250. b) 130 208,32. ¢) —%. 4.a) 16 267 177 Ft.
b) 7 év. ¢) 3,5%. d) 9 507 364 Ft. 5. a) nem. b) 105. ¢) 3719.

R 1. a) 20.b) 3. 2. a) 10 szakasz, 29,3 cm. b) —0,25.

3.d) S,, = 127,875, a szorzat: 2”°. 4. a) 3 736 291 Ft.

b) 7 346 640 Ft, 5 489 837 Ft. c) 463 003 Ft. 5. a) 15,92 °C.
b) 16,11 °C. ¢) 2042.d) x = 1, [—1,75; 2].

Geometria

A 1. a) 150°. b) 75°. 2. 50°. 3.a) 5 cm. b) 0 cm. ¢) 5 cm.
d) 0 cm. 4. igaz, igaz, igaz, hamis. 5. 72°. 6. 9. 7. 78,5°,
101,5°. 8. Egyallast szogek: F, csucsszogek: X, mellékszo-
gek: A, X, E H, K, T, valtészogek: X, H, Z, potszog nincs.
9.16 cm. 10. 152,3°. 11. Igen. 12. a) 15°, 75°. b) 78,5°, 10,5°.

B 1. 0,72 cm. 2. 4,30 cm. 3. 10,9 cm. 4. 315°. 5. 80°. 6. ha-
mis, hamis, igaz, hamis. 7. 5,5 m’. 8. 7,0 cm. 9. 1265 cm.
10. 512-szeresére. 11. Igen. 12. a) 152°. b) merdleges egy-

masra. ¢) hasonlok. d) negativ.

P 1. a) 12 cm. b) 780 Ft. 2. a) 22,2 egység, 31,4 egység.
b) r: R=0,9. ¢) 6953 térfogategység. 3. a) 71,3 cm’.
b) 17,5 liter. 4. a) 12,6 cm. b) 235,6 cm®. ¢) 7 cm. 5.a) 2 cm,

4 cm. b) Harmadrésze.

C1.(2,3).2.(—6;16), (4; 6), (10; —10)
3.(x+5)°+(y—4)’=41.4.13.5.0,75. 6. —0,2. 7. a) vég-

pontja. b) érinti. ¢) skaladrszorosai. d) y tengelyére. 8. Nem.

9.0+ % 10. igaz, igaz, hamis, igaz. 11. y =—%x +3.

12.a)c.b) h.c) e. d) f. :

Q1. a) igen. b) nem. ¢) ¢ — a. 2. a) CA(—24; 10), CB(5; 12),
ezek skalaris szorzata 0. b) —12x + 5y = 80. ¢) 0,25.
3.a) (6;—9)b) 3x —2y=36.¢) 6 £ v88.d)92°.

ORAl FELADATOK VEGEREDMENYE



4. a) n,(2; —1), n(1; 2). A két vektor skaldris szorzata 0.
b) (—=3;5).¢) 4. (x +3)° + (y — 5)* = 18.5.a) 17 km.

b) Aladar: (19; 32), 17 km, Béla: (42,875; 0), 36,125 km,
Cecil: nincs ilyen pont.

D 1. 84 cm’. 2. 60°, 300°. 3. 14; 24; 36. 4. (—1; —2).

5. 180 000 m>. 6. a) V58 b) (0,5; 3,5). 7. a) Igaz. b) Igaz.
c) Igaz. 8. a) Felére. 50%-kal csokken. b) Negyedére. 75%-
kal csokken. ¢) 1,728-szoroséra. 72,8%-kal né. 9. 24.

10. a) —4. b) 1. 11. A: hamis, B: hamis, C: igaz, D: igaz,
E:igaz. 12. (x + 12)* + (y — 5)* = 169.

R 1.a) 115° 122° 123°.b) 7,24 cm és 8,64 cm. ¢) 28,1 cm’.
2. 3360 m’. 3. a) 16 cm. b) 56,1°. ¢) 203 cm’. 4. a) 12 cm.
b) 60 cm. ¢) 187 cm’. 5. a) 3x + y = —4.b) (—1,5; 0,5).

c) (0;—4).d) x — 3y =2.

S 1.a) 5,10; 20,4; 26. b) 2x — 3y = 0.¢) x° + y* = 6,5.

d) X + y* =13.2.d) 45,2° és 134,8°. €) 9,23 cm. 3. a) 48,2°
b) 15,5 cm. ¢) mindkettd 26,8 cm® 4. a) 22. b) 41—5 része.
¢) 31:44. 5. a) 5,20 cm. b) 5,83 cm?, 9,35%. ¢) 101 cm’.

ORAI FELADATOK VEGEREDMENYE

Statisztika, valésziniiségszamitas
A 1. M6dusz:16, median: 16, 4tlag: 16,6.2. 111°,138°, 111°.

0 1 80
3.45,5%.4.0,3.5.45.6.0,7.7.0,5.8.0,08.9. 3 10. 243"

11. A + B: FFFE, FFFI, FFIF, FIFFE, FIIF, FIFI, FFII, FIII, 1111,
IFII, ITFL, IIIE. A - B: FIII. 12. a) 0,1. b) 0,36. ¢) 0,54.

B 1. 21. 2. 44°, 53,6°, 105,6°, 156,8°. 3. 33. 4. PL.: 2, 2, 2,
2,2,3,4,6,7,7,7.5.25.6.0,12. 7. 0,5. 8. 0,25. 9. 0,125.
10. 0,022. 11. 4225 Ft. 12. 0,42.

P 1. a) 1,28. b) 41,6. ¢) Nem. 2. a) 97,7°, 93°, 86,5°, 82,8°.
12

b) 0,13. ¢) 0,035. 3. a) 4096. b) (%) . €) 0,25. d) 0,226.

4.a) 1.b) 0,0742. 5. a) 200. b) 127-128. ¢) 0,6375.

Q 1. a) 324 ezer. b) bevasarlokozpont. ¢) 23 640; 21 5005
15 860. 2. a) 22 803. b) gyakorisagok: 0;2734; 2798; 2244;
1822;2001. ¢) 0,51. d) 0,67. €) 0,22. f) 0,08. 3. a) Atlag: 4,57,
szoras: 0,276. ) 0,68. 4. a) 2, 2 és 240 pont. b) A lehet-
séges dobasok valamilyen sorrendben: 1,5, vagy 3,3, vagy
3,5 vagy 5,5. ¢) 15. d) 0,42. 5. a) 0,61. b) 0,39. c) legalabb
139-szer.
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Legalabb
egyszer
prébald ki,

7 tanuldsho &L

- Ertsd meg a problémat!

« Készits tervet a probléma megoldasara!

+ Hajtsd végre a tervedet!

« Ellenérizd az eredményt, és gondold at, hogyan lehetne javitani rajta!

Pélya Gyorgy: A gondolkodas iskoldja

+ Olvasd el figyelmesen a tartalomjegyzéket! Milyen logikai rendezdelvet fedezel fel benne?
+ Keress a tankonyvben minél tobb segitséget ahhoz, hogy egy-egy témakor vagy lecke Hasznald ki

tartalmat gyorsan atlasd! (Példaul névmutato, kislexikon, kronolégia.) atankényv altal
+ Nézd at figyelmesen a tankonyv leckéit, hogy megértsd belsé szerkezetiiket! kinalt segitségeket!

+ Azonositsd azokat a részeket a leckében, amelyeknek a megértése nehézséget okoz a szamodra!

+ Ellendrizd, hogy van-e olyan sz6, amelynek a jelentése nem vilagos a szamodra! Ha van ilyen,
keresd meg a sz6 jelentésének magyarazatat a tankonyvben vagy egy lexikonban!

+ Fogalmazd meg kérdések formajaban is, mi az, amit nem értesz!

+ Olvasd el yjra aleckét, nézd meg figyelmesen az abrékat gy, hogy a problémat okoz6 kérdésekre
keresd a valaszt!

+ Keress egy masik konyvet (pl. lexikon, enciklopédia), vagy az interneten kulcsszavas kereséssel
probalj talalni egy olyan témaju oldalt, amelyrél tanulsz!

+ Ha igy sem sikertiil, kérj batran segitséget egy tarsadtol, a testvéredtdl vagy a tanarodtol!

Ne add fel, ha valami
nehezen érthetd!

Alakitsd at az alcimeket kérdésekkeé!

Ha valami érdekes és hasznos gondolat jut az eszedbe, rogton ird le!

A lecke elolvasdsa utan vedd szamba, mi volt az, amit mar korabban is tudtal!

Valaszd ki, mi volt a legérdekesebb tjdonsag! Fogalmazd meg, miért tartod ezt érdekesnek!
Gondold végig, mi volt az, amit kordbban masképpen tudtal vagy gondoltal!

Fogalmazz meg olyan kérdéseket, amelyek a lecke olvasasa kozben jutottak az eszedbe,
de amelyekre a lecke irdja nem tért ki! Ezeket a kérdéseket is érdemes emlékeztet6ként leirni!

+ Olvasas kozben készits magadnak jegyzetet!
+ A legfontosabb részletekrdl és dsszefiiggésekrol készits magadnak sajat vazlatot!

SERCIE © Készits kérdéskdrtyakat azokrdl az informaciokrol és kérdésekrél, amelyeket a legfontosabbnak tar-
P~ szeretnél pontosan tasz a leckébdl! Ezek segitségével teszteld a tudasod, és memorizald az ismereteket!
oA R |E [ r=& - Probalj emlékezetbdl egy dsszefliggésvazlatot késziteni, és annak segitségével elmagyardzni vala-
vele kiilon is! kinek azt, amirél tanultal!

Mik voltak a legérdekesebb dolgok?

Mi az, amit kedved lenne ebbdél masnak is megmutatni, elmondani és elmagyarazni?

Mikor és hogyan tudnad hasznositani a tanultakat?

Milyen korabbi ismeretek és tapasztalatok jutottak kozben eszedbe?

Mennyire vannak ¢sszhangban azzal, amit eddig tudtal? Ha egy lecke
Mik voltak azok az tj ismeretek, amelyekkel mar kordbban is talal koz tal? vagy egy témakor
Mit lenne j6 még megtudni vagy megtanulni e témaval kapcsolatban? végére érsz, értékelj!



