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1. TRIGONOMETRIA

- Derékszogii haromszogek nem csak nevezetes

szogekkel.

Milyen meredek? Milyen magas? Mekkora
pallo kell?
- Szamoljunk teriiletet!
Uj teriiletképlet a haromszoghoz. Szabalyos
és szabalytalan sokszogek teriilete.
- Haromszogeljiink! Ismerd meg a GPS-rendszer
alapjait!
Milyen tavol van? Mekkora szogben illeszke-
dik? Mekkora teriiletii?

2. KOMBINATORIKA, GRAFOK

- Allitsuk sorba! Valasszuk ki!
Fagyi, zenelejatszas, kartya, lotto, jelsza-
vak... Varialjunk, kombinaljunk!

- Hanyféleképpen lehet?
Nem mindegy, hogy szamit-e a kivalasztas
sorrendje.

- Abrazoljuk grafokkal!
Rajzoljuk a megoldast!

3. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

- Negyedik gyok? Hanyados a kitevében? Mi az
értelme?

- Exponencialis folyamatok.
Osztddas, népesedés, virusok, radioaktivitas.

- Mi all a kitevoben?
Kamatozas, az informacio mérése, pH-érték.

- Szamhalmazok.
Bent marad vagy kivezet? Hogyan épiilnek
egymasra a szamhalmazok?

— Primszamok, osztok és tobbszorosok.
Tudod, mi a titkos kodok alapja? Hallottal
mar Erathosztenész szitajarol?

- Szamrendszerek.
Hogyan szamol a szamitégép? Nem csak 10
lehet a valtoszam.

5.STATISZTIKA,VALOSZINUSEGSZAMITAS

- Adatsokasagok és jellemzéik.
Hogyan valasztanak baseballjatékost? A Big
Data kiilonleges vilaga.

- Tablazatok és diagramok.
Lathatova és atlathatova tessziik az adatso-
kasagot.

- Lehet, hogy lehetetlen, vagy biztos, hogy lehetsé-

ges? Mennyire valoszini?

Véletlen? Dobokockak, sorsolasok, jatékok,
hibas és hibatlan termékek.

6. KOORDINATAGEOMETRIA

- Vektorokrol régit és ujat.
Tobb hatas egy idében: hogyan szall le a
repiil6gép?
- Vektorok és koordinatak.
Nem csak a pontoknak vannak koordinatai.
- Korok és egyenesek a koordinata-rendszerben.
A szamitogép is érti a geometriat? ©




Beveretes

BEVEZETO

A matematika az élet szamos teriiletéhez kapcsolodik. Pél-
daul a természethez, a szaktudomanyokhoz, a mtivészet-
hez, a jatékokhoz, a sporthoz. Ebben a tanévben sok ilyen
alkalmazast, problémat vizsgdlunk majd meg, és megta-
nuljuk, hogy ezek modellezéséhez, megoldasahoz milyen
matematikai eszkozok allnak rendelkezésiinkre. Szeretettel
kivanunk neked kitartast, sikert és sok 6romet az idei tan-
évhez!

A leckék
galmak, tételek leirdsat és rendszerezését. Sok folyamatabra

részeiben talalod majd a matematikai fo-

illusztralja, hogy milyen lépésekbdl épiil fel egy matemati-
kai feladatmegoldas.

Egy-egy mutatja be az 4j ismeretek,

modszerek alkalmazasat.

A sok-sok kozott tobb korabbi érettségi feladat is
talalhato. Ha tartds tankonyved van, akkor ne irj a tablaza-
tokba, dbrakba, hanem dolgozz a fiizetedben! Segitségedre
lehet egy ontapados jegyzettomb (post-it), abbdl tegyél egy
ontapados lapot a tablazat vagy abra mellé, és arra irhatod
az eredményeket.

A részben taldlhaté feladatokat elsésorban
otthoni, egyéni munkdra, ismétlésre szantuk.

FELADAT

Néhdny lecke végén is taldlhatd, érdekességekkel,
kiegészitésekkel. Ezek a feladatok éaltalaban nehezebbek,
mint az drai feladatok. Ha hamar végzel az 6rai feladatok-
kal, érdemes megpréobalkoznod ezekkel is.

A témakérok végén 1évé TEMAZARO FELADATGYUJ-
TEMENY sok tovabbi feladatot tartalmaz.

A tankonyv a kozépszintl érettségi vizsgara készit fel. Az
emelt szintli matematikaérettségi ezenkiviil tovabbi isme-
reteket, mélyebb alkalmazasokat és Gsszetettebb feladato-
kat is tartalmaz, ezeket a tankényvcsalad masik kényvében
talalod.

Hatarozd meg a kovetkez6 éllitasok logikai értékét (igaz vagy hamis)! A helyes valaszhoz tartozé szavakat ird
a keresztrejtvény megfelel6 soraba! A rejtvény fiiggéleges oszlopa egy kis magyar falu nevét rejti. Mirdl hires ez

a telepiilés?

Minden masodfoku egyenletnek van megoldasa a valos szamok halmazan.
Van olyan masodfoka fiiggvény, amelynek grafikonja egy egyenes.
Ha két haromszog szogei paronként egyenl6k, akkor a két haromszog hasonlo.

Ha két haromszog hasonld, akkor szogeik paronként egyenlok.

A szabalyos haromszog magassaganak hossza az oldalhosszanak
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Igaz Hamis
EGESZ 0SzTO
VEKTOR LOGIKA
PONT SZOG
HASONLO MUVELET
KOR FOK

BEVEZETES



Megjegyzés: Ismert gotikus diszitéelem az egy kor-

be rajzolt négy egybevagd, egymast és a nagy kort

érint6 kis kor. A feladatban szereplé abra ennek

a gotikus diszitéelemnek a fele.
Egy félkorbe két egybevagé kis kort rajzoltunk az

abran lathaté moédon. A kis korok érintik egymast

is, a félkorivet is, és a félkort hatarold atmérot is.

a) Mekkora a félkoriv sugara, ha a kis korok suga-
ra5cm?

b) Mekkora a kis korok sugara, ha a félkoriv suga-
ra 10 cm?

HAZI FELADAT

0N Elevenitsd fel a masodfokd egyenlet megold6- Az ABC derékszogli haromszogben a befogok
képletét! Hatdrozd meg az 5x° + 17x — 12 = 0 hossza 5 cm és 12 cm. A hozza hasonlé EFG ha-
egyenlet megolddsait a valos szamok halmazan! romszogben az atfogd hossza 6,5 cm. Milyen hosz-

szuak az EFG haromszog befogoi és a korilirhato
korének sugara?

RAADAS

Az 6rai 2. feladat abrajat harom tovabbi kis korrel egészitettiik ki, melyek az dbra szerint érintik a korabbi koéroket, illetve a
félkort hatarold atmér6t. A félkor sugara 10 cm.

a) Mekkora az tjonnan berajzolt fels6 kor sugara?

b) Emelt szint(i feladat a két legkisebb kor sugaranak meghatarozasa. Mekkorak ezek a sugarak?

c) Szerkeszd meg az abrét szerkeszt6program segitségével (példaul GeoGebra)! @

BEVEZETES



Hegyessz0y tangense

BEVEZETO

Hogyan lehet megha-
tdrozni egy viztorony
magassagat, ha tudjuk,
hogy a toronytdl 30 m
tavolsagra 1évé hely-
16l 38°-os emelkedési
szogben latjuk a legfel-

s6 pontjat?

Kicsinyitéssel és méréssel dolgozunk. Milliméterpapirra
rajzolunk egy derékszogli haromszoget, amelynek az egyik
hegyesszoge 38°-0s. Haa szog mellettibefogd hossza 30 mm,
akkor ahany mm a szoggel szemkozti befogd hossza, annyi

FELADAT

1>

méter a viztorony magassaga. Pontosabb értéket kapunk, ha
nagyobbharomszoget vesziink fel. Rajzunkon a szog melletti
befogd 50 mm, a szoggel szemkozti befogd 39 mm hosz-
szusagu. Ez azt jelenti, hogy a 38°-o0s szoggel szem-
kozti befogd és a szog melletti befogd hosszanak aranya
39:50, azaz 0,78.

Hasonl6 haromszogek esetén a megfelelé oldalak aranya
egyenld. Ezért ez minden olyan derékszogii haromszogben
igaz, amelynek van 38°-os hegyesszoge, hiszen ezek a de-
rékszogli haromszogek mind hasonlék egymashoz.

A torony magassaga tehat 30 - 0,78 = 23,4, azaz kozelitSleg
23 méter.

Megfigyelés
Egyetlen derékszogli haromszog segitségével sokféle prob-

lémét megoldhatunk. Milyen derékszogi haromszogekre
vonatkoznak ezek? Olyanokra, amelyekrdl tudjuk, hogy
van 38°-os szOgiik, vagy azt tudjuk, hogy a két befogdjuk
aranya 0,78.

Példdul:
Ha egy derékszogli haromszog befogoinak hosszisaga
7,8 cm és 10 cm, akkor a kisebbik hegyesszoge 38°-os.

Olyan derékszogli haromszogeket rajzoltunk milliméterpapirra, amelyeknek szintén 50 mm az egyik befogéjuk.

Olvasd le a masik befogo hosszat, és szamitsd ki a két befogé aranyat! Toltsd ki a tablazatot!

Hegyesszog

5o

15°

25°

35°

ENCTH ] m 450

Szemkozti befogd Szog melletti

(mm) befogé (mm) Aranyuk
. 50 4,5:50 0,09
50
23,5 50 23,5:50 0,47
50
>0 50 50: 50 1

TRIGONOMETRIA



Hegyessz6g tangense

Hasonld haromszogekben a megfelel6 oldalak hosszanak aranya egyenld. Két
derékszogli haromszog hasonl6, ha egyik hegyesszogiik nagysaga egyenl6,
ezért ekkor a megfeleld befogok hosszanak aranya egyenld.

Az dbran példaul -~ = s Adott @ hegyesszog esetén ez az arany minden

a sz0gl derékszogli haromszogben ugyanekkora, azaz egy konkrét szam.

b

Ezt a szamot nevezzik az @ hegyesszog tangensének.

Definicio: hegyesszog tangense

Ha egy derékszogt haromszog egyik hegyesszoge @, akkor a vele szemben
1évS befogd és a mellette 1év6 befogd hosszusaganak a hanyadosat az @

tangensének nevezzik. Jelolése: tg a.

FELADAT

Az 1. feladatban készitett tablazat felhaszndaldsaval

valaszolj a kovetkez6 kérdésekre!

a) Egy derékszogl haromszog egyik szoge 35°-0s,
az egyik befogodja 5 cm hosszi. Mekkora lehet
a masik befogdja?

b) Egy téglalap oldalai 23,5 cm és 50 cm hosszusa-
guak. Hany fokos szoget alkot az atl6ja az olda-
lakkal?

Mely szogek tangense olvashatd le az 1. feladat
tablazatarol? Ird fel ezeket az j jel6léssel (példaul:
tg 25° = 0,47)!

A kék haromszog derékszogl, a sarga haromszog
egyenld szaru. Mennyi az @, f5, y szogek tangense?

HAZI FELADAT

Az 1. feladatban készitett tablazat felhasznaldsaval

2>

valaszolj a kovetkez6 kérdésekre!

a) Hany fokosak annak a derékszogli haromszog-
nek a szogei, amelynek az egyik befogéja 10 cm,
a masik 4,7 cm hossza?

b) Egy téglalap hosszabbik oldalai 35 cm-esek, és
35°-0s szoget zarnak be az atléval. Mekkorak
a téglalap rovidebb oldalai?

A sarga haromszog derékszogt, a zold egyenld ol-
dalt. Mennyi az @, a 5, a 7 és a 0 sz0g tangense?

1. lecke | HEGYESSZOG TANGENSE

3

3,2 cm

b
6 cm 38 cm 5cm 5 cm
o B Y\\ 5 /Y
6

cm

Egy derékszogli haromszog egyik befogdja 12 cm

hosszu. Ezzel a befogoval szemkozti szog tangense

0,75.

a) Készits abrat!

b) Szamitsd ki a haromszog ismeretlen oldalainak
hosszat!

c) Szamitsd ki a haromszog atfogohoz tartozé ma-
gassaganak hosszat!

5,5 cm

a B 7 ﬁ

7 cm

Egy derékszogli haromszog egyik hegyesszogének
tangense 0,55. Ezen hegyesszog melletti befogo
hossza 1,6 cm.

a) Készits dbrat!

b) Szamold ki a haromszog tobbi oldalanak hosszat!



BEVEZETO

A hegyesszogek tangensét zsebszamoldgéppel is kiszamit-
hatod, a (tan gomb segitségével. A legtobb szog esetén ez
kozelitd érték lesz.

Adjuk meg a kovetkez6 szogek tangensét szamologép
segitségével: 64° 14° 24",

Megoldds
A zsebszamologépek képe-
sek a szogek tangensének
nagy pontossagi megada-
sara. Figyelni kell azonban
arra, hogy a szogek mérése
nem csak fokban torténhet,
mas mértékegységek is hasz-
nélatosak. A szdmolas el6tt
ezért el6szor be kell allitani a
zsebszamologépen, hogy mi
fokokban szamolunk. Ennek
kozlésére sok gépen aDRG
gomb szolgdl, amelynek
tobbszori  megnyomadsaval
legtobbszor a kijelz6 legfel-
s6 soraban valtakozva a D,
illetve DEG (degree = fok), R, illetve RAD (radidn) vagy
G, illetve GRAD (gon; gradian) jelenik meg. Mas gépek
esetében ez a MODE gomb megnyomdsa utin a megfelel$
szambillentyi leiitésével, megint mas gépeken kiilon me-
niiben allithato be.
A 64° tangensének kijelzéséhez tehat allitsuk be a D jel-
zést a kijelz6n, majd nyomjuk meg a tan gombot, utdna
pedig irjuk be a 64-et. Ezutan az (= gombot megnyomva
2,050303842 jelenik meg a kijelz6n, vagyis
tg 64° =2,0503.

tan 64

TR N

Szamologéptdl fiiggben eldéfordulhat, hogy elébb kell
a 64-et beirni és csak utdna megnyomni a 'tan gombot (ez
f6leg egysoros kijelz6jli szamologépeknél fordul el6), mas
gépeknél zarodjel hasznalatat is kérheti a gép.

A 14° 24’ tangensének kiszamitasa a 64° tangenséhez ha-
sonlé mddon torténhet. A legegyszeriibb, ha a 14° 24 -et
14,4°-ra valtjuk at, és igy irjuk be: [tan 14,4. Eredményiil
0,25675636 =~ 0,2568 adddik. Van olyan szamoldgép, ame-
lyen kozvetleniil beirhaté a (tan| 14° 24" is. Tanulmanyozd
a géped hasznalati utmutatojat!

tan 14.4

R

Melyik az a sz6g, amelynek a tangense
0,2308;
5?

Megoldds

a) Ha ismert egy sz0g tangensének értéke, akkor a zseb-
szamologépen a [tan~! funkcio segitségével hatdrozhat-
juk meg annak a hegyesszognek a nagysagat, amelynek
ez a tangense.
Szamologéppel a kovetkez6 gombok megnyomasaval
kaphatjuk meg a vélaszt: 2ndf (tan 0,2308 (=. Ha a
kijelzé D éllast jelez, akkor fokban kapjuk a valaszt:
12,99629059. Tehat a kérdezett szog megkozelitdleg

3.. . :3’-8:0"'-8 A l

A [2ndf helyett a vele azonos hatdsu [SHIFT billenty(i
taldlhat6 egyes gépeken.

b) A 2ndf [tan 5 (= billentytik hasznalatdval kapjuk az
eredményt: 78,69°.

TRIGONOMETRIA



Hegyesszog tangense a zsebszamologépen

Ellendrizd, hogy a zsebszamoldégéped fokokban szamoljon!
(DRG funkcidban a D vagy DEG médot kell valasztani (degree = fok))

tan billentyt

adott sz0g nagysagahoz meghatdrozza a szog tangensét

tan ' funkcid

a sz0g tangensének ismeretében megadja a megfelelé hegyesszog nagysagat

Egy osztaly tanuléi egy torony magassagat szeretnék meg-
mérni. Gondosan kijelolnek egy pontot 30 méterre a to-
rony talpatdl, majd tobbszor is megmérik, mekkora emel-
kedési szogben lathaté a kijelolt pontbdl a torony csucsa.
Elég pontos a mérdeszkozik, igy a méréseik eredménye
36° és 38° kozott szorodik.

Mit mondhatnak a torony magassagarol?

Mi lenne a valasz, ha a mérési eredmények 36,5° és

37,5° kozott szorédnanak?

Megoldds
Ha a torony magassaga h és a mért szog @, akkor

ho_ is h =30
3O—tga/,vagylsh 30-tga.

30 m

a) Haa =36°, akkor

h=30- tg 36° ~ 21,8 méter,

ha @ = 38°, akkor

h=30-tg 38° = 23,4 méter.

Tehat 21,8 m és 23,4 m koz6tt van a torony magassaga.
b) Haa = 36,5°, akkor

h=30-tg 36,5° = 22,2 méter,

ha @ = 37,5°, akkor

h=30-tg37,5° ~ 23,0 méter.

Tehat 22,2 m és 23,0 m kozott van a torony magassaga.

2. lecke | SZAMOLAS SZOGEK TANGENSEVEL

Megfigyelés
A hétkéznapok soran a szogmérésnél nem szamit ritka ese-

ménynek 1-2 foknyi eltérés a mérési eredmények kozott.
Nincs értelme ilyen esetben a szamoldgép altal kijelzett sok
tizedesjegy kiirasanak. Lathat6, hogy még egy kisebb ta-
volsag esetében is akdr 1 méteres bizonytalansag lehet az
eredményben.

A csillagaszok nagyon pontosan mérnek szoget, am a fény-
években mérhetd hatalmas tavolsagok miatt 6k akar tobb
millié kilométert is tévedhetnek; mérésiiket mégis elég

pontosnak mondjak.




FELADAT

Add meg négy tizedesjegyre kerekitve a kovetkezd

"y

"y

"y

Y

szogek tangensét szamologép segitségével!
1,2°% 12° 24,6° 59,9° 78,3°; 88,4°; 89,9°

Hany fokos az a hegyesszog, amelynek a tangense:
94,5; 29,2; 8,4; 3,2; 1; 0,282

Az egyik csillagdsz egy galaxis tavolsagat 15,047
fényévnek mérte, mig egy masik csillagasz ugyanen-
nekagalaxisnaka tavolsagat 15,046 fényévnek. A két
mérést a ,,sok tizedesjegy miatt” pontosnak érez-
ziik. Vajon hany km eltérés van kozottik? (A fény
1 masodperc alatt 300 000 km-t tesz meg.)

Egy téglalap alaka kert egyik oldalanak hossza
25 méter. Az adott oldal és a kert atloja altal bezart
sz0g mérésekor 39,5 és 40,5 fok kozotti értékeket
kaptunk. Mekkora lehet a kert teriilete?

Megmértiik, hogy egy magas hegytetén allo kilatd
teteje mekkora emelkedési szogben lathatd. A mé-
rések 26° és 28° kozotti eredményeket adtak. Tér-
képen megmértiik, hogy a hegycsucs és a mi hely-
zetlink tavolsaga éppen 1 cm, ami a valdsagban
1 km-nek felel meg.

a) Milyen magasan lehet a hegycstics a mérést végzo

személy szintje felett?

HAZI FELADAT

10

1y

Készits tablazatot a flizetedben, és toltsd ki az abra
alapjan! Az oldalak hosszat cm-ben adtuk meg.

a
b
a b c a B
1. haromszog 5,8 25,4°
2. hdromszog 12,3 72,1°
3. haromszog 2 5
4. haromszog 12 13

)
Y

N
Y

w
Y

b) Valtoztat-e a valaszod ,pontossagan”, ha nem
a hegytet6n allo kilato tetejére vonatkozd szog
szerepel adatként, hanem a hegy ,valddi csu-
csa’? Ervelj az 4llitasod mellett!

A lejtés utak meredekségét ,szazalékban” adjak

meg. A 9%-os meredekség azt jelenti, hogy az tton

100 méternyi vizszintes elmozdulashoz 9 m fiig-

gbleges elmozdulas tartozik. Ezt most mar agy is

kifejezhetjiik, hogy a lejt6 vizszintessel alkotott he-

gyesszogének tangense 0,09. Mivel ez az érték az

5°-0s sz0g tangense, ezért a lejté 5°-os szoget zar be

a vizszintessel.

a) Hany szazalékos emelkedésti az a lejt6, amely
a vizszintessel 15°-os szoget alkot?

b) Egy 15°-0s emelkedésii egyenes uiton bizonyos
tavolsagot biciklizve az induldsi helytinknél
30 m-rel magasabban fekvé helyre jutottunk.
Hany métert bicikliztiink ezen az titon?

c) Egyenletesen emelked6 uton biciklivel 250 m-t
lefelé gurulva 23 méterrel lejjebb kertltiink
a kiindulasi szinthez képest. Hany szazalékos
lejtén gurultunk? Hany fokos szoget zar be
a vizszintessel a lejtés at?

d) Hany fokos emelkeddét jelentene a 100%-o0s me-
redekség?

Egy téglalap alaku viragoskertet az atldival négy
részre osztottunk az abra szerint.

127°

a) Mekkorak a téglalap ismeretlen oldalai?
b) Mekkora egy-egy rész teriilete?
c) Mekkorak a téglalap atloi?

Milyen hosszt az arnyékod, amikor a napsugarak

a) 57°-0s; b) 45°-o0s; c¢) 37°o0s; d) 20°-o0s
szoget zarnak be a vizszintes talajjal?

TRIGONOMETRIA



RAADAS

A fiiggvénytablazat hasznalata

A szamologépek megjelenése kiszoritotta azokat a tablazatokat, amelyeket tobb évszazados munkaval allitottak 6ssze mate-
matikusok, csillagaszok, ,,megszallottak”. A hatalmas munka eredménye ma egy aprd szerkezetbe van zarva, a kért értékek
»gombnyomasra” megjelenitheték. S6t, olyan pontossaggal irja ki a szdmoldgép az eredményeket, amelyrdl a tablazatok
készit6i almodni sem mertek.

Szogek tangense

lﬁ tg 0°—45° —>

tg
[ 0° ] 00000 | 0017 | 0035 | 0052 | od7o | 0087 | 0105 | o122 | ofwo | 0157 | 0175
1(]

0175 0192 0209 0227 0244 0262 0279 0297 03|14 0332 0349
2° 0349 0367 0384 0402 0419 0437 0454 0472 0489 0507 0524
3° 0524 0542 0559 0577 0594 0612 0629 0647 06p4 0682 0699
4° 0699 0717 0734 0752 0769 0787 0805 0822 0840 0857 0875

5° 0875 0892 0910 0928 0945 0963 0981 0998 10[16 1033 1051
6° 1051 1069 1086 1104 11p2 1139 1157 1175 1]?2 1210 1228
9 1370

7° 1228 1246 1263 1284 12099 1317 1334 1352 1388 1405
8° 1405 1423 1441 1459 1477 1495 1512 1530 1548 1566 1584
9° 1584 1602 1620 1638 1655 1673 1691 1709 1727 1745 1763
10° 1763 1781 1799 1817 1835 1853 1871 1890 1908 1926 1944
11° 1944 1962 1980 1998 2016 2035 2053 2071 2089 2107 2126
12° 2126 2144 2162 2180 2199 2217 2235 2254 2272 2290 2309
13° 2309 2327 2345 2364 2382 2401 2419 2438 2456 2475 2493
14° 2493 2512 2536 25492568 2586 2605 2623 2642 2661 2679
15° 2679 2698 2717 2736 2754 2773 2792 2811 2830 2849 2867
16° 2867 2886 2905 2924 2943 2962 2981 3000 3019 3038 3057

Hogyan hatarozhaté meg a tablazat segitségével példaul tg 14° 242
Igen egyszer(ien, ahogyan azt a rajz segitségével konnyen leolvashatjuk: 0,2568. Természetesen ez egy négy tizedes-
jegyre kerekitett érték, ahogyan azt a fiiggvénytablazat neve (Négyjegyti fliggvénytablazatok) is sugallja.

Melyik hegyesszog tangense a 0,1370? Ezt is konnyen leolvashatjuk: 7° 48" = 7,8°.

ER Ha olyan szoget keresiink, amely nem olvashato le a tablézatbol, akkor kézelitéssel tudjuk csak megadni az eredményt.
Példdul: Mennyi tg 11,55°?
Megoldas

11,55° = 11° 33". A tablazatbl ltjuk, hogy tg 11° 30" = 0,2035 és tg 11° 36" = 0,2053.

Amig a sz0g 6 -et né, addig a tangense 0,2053 — 0,2035 = 0,0018-del névekszik. Egy szogpercnovekedésre ezért (ha
egyenletesnek képzeljitk a novekedést) 0,0018 : 6 = 0,0003 névekedés ,jut” Igy 3" novekedésre 0,0003 - 3 = 0,0009 ndvekedés
jut. Ezért tg 11,55° = tg 11° 33" = 0,2035 + 0,0009 = 0,2044. A szamoldgépiink altal kijelzett tg 11,55°-ot négy tizedesjegyre
kerekitve az el6bb kiszamitott értéket kapjuk.

A leirt kozelit6 eljarast linedris interpoldcionak nevezik. Ennek jelentését és pontossagat csak a tangensfiiggvény megismerése
utan érdemes kutatni.

2. lecke | SZAMOLAS SZOGEK TANGENSEVEL
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FELADAT

Olyan derékszogli haromszogeket rajzoltunk millimé- |

terpapirra, amelyeknek 25 mm az atfog6juk. Olvasd \
le a két befogd hosszat, és mindkét befogo esetén sza- \
mitsd ki a befogd és az atfogo aranyat! Toltsd ki a tab-

lazatot!

(Szamits rd, hogy a leolvasasod pontatlan!)

25

50|

ey Szoggel szemkozti  Szog melletti  Atfogd  Szoggel szemkozti befogd — Szog melletti befogd

befogd (mm) befogd (mm) (mm) és atfogd aranya és atfogo aranya
5° 2 25 25 0,08 1
10° 4,5 24,5 25 0,18 0,98
20° 23,5 25
30° 12,5 21,6 25
40° 16 25
50° 16 25

PN Az el6z6 feladatban készitett tablazat felhasznalaséval valaszolj a kovetkez6 kérdésekre!
a) Egy derékszogt haromszog egyik szoge 40°-os, az atfogdja 14 cm hosszti. Mekkorak a befogdi?

14 cm

a
40° B

y 17,3 cm

b) Egy téglalap atldja 20 cm, egyik oldala 17,3 cm hossztusagu. Hany fokos szoget alkot az atl6 az oldalakkal?

12 TRIGONOMETRIA



ELMELET

1. Definicio: Ha egy derékszog(i haromszog egyik hegyesszoge a, akkor
- a szOggel szemben 1év6 befogd és az atfogd hosszlisaganak a hdanyadosat az c

- a szog mellett 1év6 befogd és az atfogd hosszasaganak a hanyadosat az .

a szinuszanak nevezzik, jel6lése: sin a;

a koszinuszanak nevezzik, jelolése: cos a.

sina =

cosa =

A szogek szinuszat, koszinuszat és tangensét a szogek szogfiiggvényeinek nevezziik.

2. A haromszog elhelyezkedése és betlizése sokféle lehet. A szogfiiggvények hasznalatakor mindig jelold be, hol van
a derékszog, és melyik a feladatban szerepld hegyesszog! Gondosan azonositsd be, hogy melyik oldal az atfogd, melyik

a hegyesszoggel szemkozti befogd, melyik a hegyesszog melletti befogd!

Az abra szerinti derékszogt haromszogekben:

sin @ = cosa = tga=

sin @ = Cos @ = tg o=

—= ==

§‘a~ o=
I~ o=

3. Hegyesszog szogtiiggvényei a zsebszamoldgépen

o s o8

El6szor ellendrizd, hogy a zsebszamoldgéped fokokban szamoljon! (D vagy DEG)

A sz0g szinuszanak meghataro-

sin  billentyGi . :
Y dsa (a szog ismeretében)

A sz6g koszinuszanak meghata-

cos  billentyt . . 2
VY rozdsa (a sz0g ismeretében)

FELADAT

3>

500 m hosszt egyenes tt vezet fel a turistahdztdl

a hegycsucsra. Az ut a vizszintessel kozelitdleg

15°-0s szoget zar be.

a) Mekkora szintkiilonbség van a kiindulasi és ér-
kezési hely kozott?

b) Mekkora tavolsagot mérhetiink a kiindulési he-
lytinket jelz6 pont és a hegycsticsot jelzé pont
kozott az 1 : 8000 aranyu turistatérképen?

HAZI FELADAT

1>

N
Y

Egy épitkezésen egy 0,5 m magas platohoz egy ko-
rtlbeliil 2 m hosszu pallét tamasztottak, hogy azon
toljak fel a talicskakat. Koriilbeliil mekkora szoget
zar be a pall6 a vizszintessel?

Egy derékszogli haromszog rovidebb befogodja
1,8 cm, atfogdja 4,7 cm hosszi. Hatarozd meg a
haromszog hegyesszogeinek szinuszat, koszinuszat
és tangensét!

3. lecke | HEGYESSZOG SZINUSZA, KOSZINUSZA

sin’ funkcié

Ccos~

4>

(0]
Y

w
‘Y

F'S
‘Y

! funkcié

(a szog szinuszanak ismeretében)

(a szog koszinuszanak ismeretében)

Indokold meg, miért nincs olyan hegyesszog, amely-
nek a szinusza vagy a koszinusza nagyobb 1-nél!

Egy egyenl szari haromszogben a szarak hossza
14 cm, és a két szar 44°-os szoget zar be egymassal.
a) Milyen hosszt a haromszog alapja?

b) Milyen hossztiak a haromsz6g magassagai?

Egy derékszogti haromszog atfogdjanak hossza
25 cm, az egyik hegyesszoge 35°-os. Mekkorak
a haromszog befogoi, és mekkora az atfogéhoz tar-
tozd magassaga?

Egy egyenl6 szart haromszog szarai 28 cm hosz-
szuak, alapja pedig 10 cm hosszi. Mekkorak
a szogei?

A hegyesszog értékének meghatarozasa

A hegyesszog értékének meghatarozasa

13
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KIDOLGOZOTT FELADAT

A szabalyos haromszog, valamint az egyenld szart derékszogli haromszog segitségével ha-

tarozzuk meg a nevezetes szogek (30°, 45°, 60°) szogfiiggvényeinek pontos értékét!

Megoldds g V2b
A szogfiiggvények értékét megkapjuk, ha a megfelel6 oldalhosszusagokat
elosztjuk egymassal. PL. sin 45° = — 2 = L — Q
Jcceym J2b V2 2 a 45° ]
. V3, ; b
a sin & cos @ tga . 2 !
W L. 5 A |
2 2 3 !
o \/E \/E \\\ i
45 — — 1 ~ i
2 2 ‘\\\\ !
. V31
60 5 > V3

A szogfiiggvények tulajdonsagai

1. Potszogek szogfiiggvényei
Az 4bra jeloléseivel: sin S = % =cosa és cos 8 = % =sin «.

Vagyis hegyesszog szinusza egyenlé potszogének koszinuszaval.

2. A tangens szogfiiggvény kifejezése a szinusz és koszinusz szogfiiggvényekkel

a
sina _ ¢ _a _ sin &
=L =9 _tgq > =
cosa b b 8 tg @ cos a
c
3. Tekintsiink egy olyan derékszogli haromszoget, melynek az egyik hegyesszoge @,
és atfogdjanak hossza 1 egység. a=sina b=cosa
. a 1 .
SIna& =75 ebb8l  a=sina; cosa=L2; ebbsl b=cosa. a
1
[rjuk fel erre a derékszogli haromszdgre a Pitagorasz-tételt!
a*+b* =1, azaz (sin @) + (cos @2 =1
Ha sin @, cos @ értékét négyzetre emeljiik, azt igy jeloljiik: sin @, cos’ @. (sin2 a+cos’a=1 )

Ennek az Osszefliggésnek a segitségével egy hegyesszog szinuszanak ismeretében kiszamithatjuk a sz6g koszinuszat és
viszont.

4. Milyen értékeket vehetnek fel a hegyesszogek szogfiiggvényei?

A hegyesszog szinusza, koszinusza, tangense a definici6 sze- 0<sinag <1
rint két hossztisag hanyadosa, ezért biztosan pozitiv. A derék- Ha o hegyesszog, akkor { 0< cosa < 1
sz0gli haromszog befogdja mindig kisebb, mint az atfogdja. 0<tga

Ezért a hegyesszog szinusza és koszinusza is kisebb, mint 1.




FELADAT

A feladatok megoldésahoz hasznalj szamologépet! Ugyelj

arra, hogy a szamoldgéped fokokban szamoljon (D vagy
DEG allasban legyen)!

1»

(%) N
Y Y

Egy Spanyolorszagrol szol6 ttikonyvben olvastuk:

»A Montserrat hegységben van a vilag legmere-

dekebb drotkotélpalyas felvondja. Emelkedése

82°-0s, hossza 680 méter, és Gtja soran 535 méter

szintkiilonbséget gy6z le”

a) Készits rajzot!

b) Mutasd meg, hogy ezek az adatok nincsenek
Osszhangban egymassal! Mi lehet a magyarazat?

Ellenérizd a nevezetes szogekre a sin” @ + cos’ @ = 1
azonossagot!

A motorcsonakos sikléerny6zés (parasailing) so-
ran egy motorcsoénakhoz rogzitett kotél segitségé-

HAZI FELADAT

1y

A Budavari Sikl6t grof Széchenyi Odonnek - grof
Széchenyi Istvan fidnak — kezdeményezésére épi-
tették. 1987 6ta az UNESCO vilagorokségi listdjan
szerepel. Palyaja a Lanchid budai hidf6jétél a bu-
davéri palota bejarataig tart. A két végpont szint-
kiilonbsége 50 méter. A siklo palyajanak hossza

95 méter.

Mekkora szoget zar be a vizszintes sikkal a sikl6
palyaja?

4.lecke | A SZOGFUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

'S
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vel emelkedik magasba az ejt6ernyds. Mikor szall
magasabban a sikloernyds, amikor 80 méteres a
kotél és 35°-os az emelkedési szog, vagy amikor
50 méteres a kotél és 58°-0s a sz0g?

Egy hegyesszdg szinusza 0,8. A sin” @ + cos’ @ = 1
azonossag segitségével hatarozd meg a szog koszi-
nuszanak és tangensének pontos értékét!

Mennyi sin’ 37° + sin 37° — cos 53° + sin® 53°2
Ne hasznalj szamoldgépet!

Folytasd a lecke orai 1. feladatat!

a) Mekkora lenne a fligg6vasut emelkedési szoge,
ha egyenletes emelkedéssel érné el 680 méteres
uton az 535 méteres emelkedést?

b) Mekkora utat tenne meg a fiiggévasut, ha
82°-0s egyenletes emelkedéssel 535 méter
szintkiillonbséget gy6zne le?

c) Mekkora szintkiilonbséget gydzne le a fiiggé-
vasut, ha 82°-os egyenletes emelkedéssel halad-
na 680 méteres uton?

Sandor 8 méterre all egy épulettol.

A szemmagassaga 1,6 méter. Az épiilet
tetejét a vizszinteshez képest 70°-o0s

emelkedési szogben latja. Milyen
magas az épiilet?

Egy 20 m hosszi medence az
egyik végénél 120 cm mély,
a masik végénél 160 cm

1,6 m

mély, és kozben egyen-
letesen mélyiil. Mekkora
szoget zar be a vizszin-
tessel a medence alja?

15



Tandcsok hosszusagok és szogek kiszamitasahoz

mlp-

mlp-

Legfontosabb ismeretek a hegyesszdgek szogfiiggvényeirél

. szoggel szemkozti befogd hossza

szog melletti befogd hossza

e a s

<in @ szoggel szemkozti befogd hossza

1 =
atfogo hossza
. J .
s a
sz6g melletti befogé hossza
cosa = —
atfogod hossza

\ J

[sinza +cos’a = 1]

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy egyenl6 szara haromszog alapja 12 cm hossza, a
hdromszog szardhoz tartozé magassag 10,8 cm.

a) Mekkordk a haromszog szogei?

b) Mekkorak a haromszog szarai?

Megoldds
a) Hasznaljuk az abra jeloléseit! Az ABD derékszogli ha-

romszogben az @ hegyesszoggel szemben fekvé AD
befogd és az AB atfog6 hosszat is ismerjiik. Ebbél arra

10,8
12

kovetkeztetiink, hogy sina = = 0,9. Szamold-

géppel kapjuk: @ = 64,2°.

Az egyenl szaru hdromszog alapon fekvd két szoge
egyenld, ezért a szarszoge:

ACB< =180°—2- 64,2°=51,6°.

64,2°

b) A szarak hosszanak kiszamitasahoz masik derékszogi
haromszoget valasztunk: megrajzoljuk az alaphoz tar-
tozd magassdgot (ez felezi az alapot). A BFC derékszo-
gl haromszogben ismerjiik a B-nél fekvd szoget (64,2°)
és a sz0g melletti BF befogo hosszat (6 cm). Ezek isme-
retében kell a BC atfogd hosszat (x cm) kiszamitanunk.

Cos 64,2° = ﬁ.
x

6
cos 64,2°

Szamologéppel kapjuk, hogy x =~ 13,8.

Ebbél x - cos 64,2° = 6, vagyis x =

A hdromszog szérai kozelitleg 13,8 cm hosszuak.

Megjegyzés

- A b) feladat megolddsaban hasznalhattuk volna a BFC
derékszogli haromszog C csucsandl fekvé szoget is
(25,8°).

- Hasznalhattuk volna az ABD és CFB haromszogek ha-
sonlosagat is a megoldas soran.




Az A telepiilésrél eddig csak a B és a C teleptilésen ke-
resztiil lehetett eljutni a D telepiilésre az dbra szerint.
A BC ut parhuzamos a tervezett Gj AD tttal.

B 25 km C

30 km 20 km

37° )
A D

Hany km-rel rovidebb az 4j ut, mint az eredeti
A - B-C- D utvonal?

A-bdl és D-bél egyszerre kezdik el megépiteni az
Uj utat. Mekkora legyen a CDA <(?

Megoldds

A két kérdésre a valaszt egyiittesen is megadhatjuk.
Rajzoljuk meg a trapéz két magasségat az dbra szerint! Igy
két derékszogli haromszogre és egy téglalapra bontottuk
a trapézt.

FELADAT

ﬂ .
30 Vesyis

m =30 - sin 37° = 18,05 ~ 18,1 (km), ebbél a Pitagorasz-
tétel alapjan az AP szakasz hossza kozelitéleg 24 km.

Az APB derékszogi haromszogbdl: sin 37° =

B 25 km C

37°

25km  [N\/6

Q D

A

A P

A CQD derékszogli haromszogbél sin 6 = ﬂo, ahonnan

0 = 64,5% QD =20-cos 0 = 8,6 (km).

Az AD szakasz hossza: 24 + 25 + 8,6 = 57,6 (km), azaz

kozelitéleg 58 km.

a) Az A-bSl B-n és C-n keresztiil D-be vezetd at hossza
30 + 25 + 20 = 75 (km), tehdt az 4j ut megépitésével
koriilbeliil 17 km-rel révidebb ut vezet A-bél D-be.

b) Az Gj at megépitését D-bol ugy kell megkezdeni, hogy
a CDA < 64,5°-0s legyen.

Melyik abrahoz melyik szogfliggvény tartozik? Parositsd a képleteket a hozzajuk tartozd abraval, majd jelold

a szogeket a megfelel6 gorog bettikkel!

R=4cm

Egy emelddaru teleszkdopos karjanak (gémnek) a hossza (k) 4 m és 12 m
kozott valtozhat, a karnak a vizszintessel bezart szoge (@) pedig 10° és

60° kozott allithato be.

targy?

Legfeljebb mekkora tavolsagra (d) lehet a darutdl a felemelendd

sina:%

tgﬁz%

tgy =4 3
tgﬁz%

tge:% ‘ 1
cosgoz%

b) Mekkora tavolsagra van a darutél az a legkozelebbi targy, amelyet a

daru fel tud emelni?

c) Legfeljebb mekkora magassagba (h) lehet ezzel a daruval felemelni a targyakat?

d) Mekkora magassdgba emelheti a targyat a daru, ha a gém a legrovidebb allasban van?

5. lecke | HOSSZUSAGOK ES SZOGEK KISZAMITASA
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szes sisakot terveztek.
A tervrajzon a toronysisak
forgastengelyén  atmend
sikmetszete lathaté. Mi-
lyen magas a diszit6 to-

ronysisak?

2,4 m

1,8 m

HAZI FELADAT

1y

N
Y

18

Egy 712 m magas hegy tetején allva nézziik a szom-
szédos hegy csucsat. A vizszinteshez képest lefelé
néziink, és a latosugar 6°-os szoget zar be a viz-
szintessel. A két hegycsucs tavolsaga légvonalban
435 m. Milyen magas a szomszédos hegy?

Egy hurtrapéz 8,4 cm hossztsagu alapjan fekvo
szogei 113°-o0sak, a trapéz magassaga 10,2 cm.

a) Szamitsd ki a szdrak és a mésik alap hosszat!

b) Szamitsd ki a trapéz teriiletét!

4>

]
Y

w
Y

Egy derékszogli trapéz alaka telek méreteit mutatja

az 4bra.
N k
12,5m
73,8° /39,10

a) Hany méter keritéssel lehet bekeriteni a telket?
b) Mekkora a telek tertilete?

A
New Yorkban egy 47 m

Szabadsag-szobor

magas talapzaton all, a
szobor maga 46 m ma-
gas. A talapzattol 70 m
tavolsagbol néziink a
szoborra, a talapzat
aljaval azonos magas-
sagban.

a) Mekkora

lathato a szobor alja?

szogben

b)
c)

Mekkora szogben lathato a szobor teteje?
Mekkora szogben lathaté maga a Szabadsag-
szobor? (Vagyis mekkora az a) és b) pontban
kiszamolt két szog kiilonbsége?)

Egy toronyantennahoz 230 m hosszu egyenes tt
vezet, melynek emelkedési szoge 21,3°. Az ut ele-
jérdl az antenna cstcsa 39,8° emelkedési szog alatt
latszik. Milyen magas az antenna?

TRIGONOMETRIA



RAADAS

Hegyesszog kotangense, a kotangens szogfiiggvény

1. Definicio: Ha egy derékszogii haromszog egyik hegyesszoge a, akkor a mel-

lette 16v6 befogd és a vele szemben 1év8 befogd hosszuisaganak hanyadosat az

« kotangensének nevezziik. Jele: ctg a.

Az ébra jeloléseivel: ctg @ = %

2. Tulajdonsagok

- Hegyesszog kotangense egyenlé tangensének reciprokaval.

- Hegyesszog kotangense egyenl6 koszinuszanak és szinuszanak hanyadosaval.  ctg @ =

— Hegyesszog kotangense egyenld potszogének tangensével.

b a
a
c
1

ctga =———

& tg a
cos a

sin @

ctg @ = tg(90° — @)

3. A kotangens szogfiiggvény értékének szamolasa zsebszamologéppel

A sz6g kotangensének szamoldsara a legtobb zsebszamoldgépen nincs kiilon billentyi. Meghatarozasahoz azt érdemes

felhasznalni, hogy értéke a szog tangensének reciproka.

Ellenérizd, hogy a zsebszamologéped fokokban szamoljon! (D vagy DEG tizemmdd)

@ tangense

tan | billenty(i
reciprok

1/x vagy | x' billentyt

FELADATOK

reciprok

1/x vagy x| billentyd
sz6g meghatdrozasa

tan”| billentyt

A kovetkez6 kifejezésekben az @ hegyesszoget jelol. Kosd ossze azokat a kifejezéseket, amelyek minden hegyesszog
esetén egyenldek! Az egyik kifejezésnek nincs parja, azt ird fel egyszer(ibb alakban!

tg a-cosa (1—cosa)-(1+cosa)

tg a sin &

1+tga 1
1+ ctg a cos’a

-1 (sin @+ cos @) —1

tg’a sin’@

Egy hegyesszog szinusza 0,55. A sz6g meghatdrozasa nélkiil szamold ki a szog koszinuszat és tangensét!

ERM Egy hegyesszog tangense 4. A szog meghatarozésa nélkiil szamold ki a szog szinuszét és koszinuszat!

5. lecke | HOSSZUSAGOK ES SZOGEK KISZAMITASA
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy viztarozoban 1év8 viz mennyiségét kell megbecsiil-

nlink. A térképen a tarozé alakja egy olyan paralelogram-
maval kozelithet6, amelynek oldalai 1,2 km, illetve 1,3 km
hossztak, a paralelogramma hegyesszoge pedig 41°-os.
A térozoéban a viz atlagos mélysége 2,5 m.

Megoldds

A viz mennyiségét egy olyan hasab térfogataval becsiil-
hetjiik, amelynek alaplapja a megadott paralelogram-
ma, magassaga pedig 2,5 méter. A hasab térfogatat a pa-
ralelogramma teriiletének és a viztdrozd mélységének
a szorzata adja meg. Figyelniink kell arra, hogy egyforma
hossztsagegységet hasznaljunk a teriiletszamitdsnal és
a mélység mérésénél.

1. Ha egy paralelogramma két szomszédos oldala g, illetve b hosszusagu, és az

A paralelogramma teriiletét egy oldalanak és az ehhez az
oldalahoz tartozé magassaganak szorzataként szamithat-
juk: T=1,3- m (4bra).

Az dbra szerint az 1,3 km hossza oldalhoz megrajzolt ma-
gassdg egy derékszogli haromszog egyik befogodja. Tehdt
m

= sin41°, amib6l m =1,2-sin 41°. A paralelogram-

ma terillete T=1,3- m=1,3- 1,2- sin 41°.
Szamolégéppel kapjuk, hogy T = 1 (km?).

A viztarozd mélysége méterben van megadva, ezért a tertiletet
is négyzetméterben fejezziik ki. Mivel 1 km® = 10° m’, ezért
a tarozéban koriilbeliil 2,5+ 10° m? (két és fél millié kobmé-
ter) viz van. Ez 25 millié hektoliter.

altaluk kozrefogott hegyesszog 7, akkor az abra jeloléseit hasznalva, a parale- b a b,

logramma magassdga m, = b - sin 7, és a paralelogramma teriilete

T=a-m,=a-b-sinv.

2. Ha egy haromszognek két oldala a, illetve b hosszusagu, és az altaluk kozrefo-
gott hegyesszog 7, akkor az dbra jeloléseit hasznalva, a haromszog a oldaldhoz
tartoz6 magassaga m, = b - sin 7, és a hdromszog teriilete

a-m, a-b-sin
T="pr =t
Példdul:
Haa=4,5cm, b=2,8 cm és y = 73°, akkor
T=(45-28"sin73°:2 = 6,0cm’.

rAWA




FELADAT

LB Egy kiilonos alaku szoba alaprajzat lathatod az

abran.
2,8m
? 5,0 m
30°
259 5,1 m
34m

a) Szamitsd ki a szoba alaptertiletét!

b) A valddi tavolsagok a megadott mérési eredmé-
nyektdl legfeljebb £1%-kal térhetnek el. Hany
négyzetméteres (és hany szazalékos) bizonyta-
lansagot okozhat ez a szoba alapteriiletének ki-
szamitasaban? (Hasznald a hasonl6 sokszogek
teriiletének ardnyarol tanultakat!)

N
Y

Egy 18 cm sugart koron felvettitk az A és a B pon-

tot ugy, hogy a tavolsaguk 30 cm.

a) Mekkora az AKB <, ha K a kor kozéppontja?

b) Mekkora ivekre bontja a kort a két megadott
pontja?

c) Mekkora az AKB korcikkek teriilete?

d) Mekkora az AKB haromszog tertilete?

HAZI FELADAT

a) Egy konvex deltoid két oldaldnak hossza 7 cm,
illetve 14 cm, és ezek 82,2°-0s szdget zarnak be.
Szamitsd ki a deltoid teriiletét!

b) Egy konvex deltoid két oldalanak hossza 7 cm
és 14 cm, és az egyik atlo hossza is 7 cm. Sza-
mitsd ki a deltoid szogeit, teriiletét és a masik
atl6 hosszat!

Y

o

Mekkora annak a kornek a sugara, amelyben
a 132,6°-0s kozépponti szoghoz 12 cm hossza
hur tartozik?

b) Milyen messze van ez a hir a kor kozéppontja-
tol?

6. lecke | UJ TERULETKEPLET

a) Egy paralelogramma teriilete 45 cm’, két olda-
lanak hossza 8 cm és 7,5 cm. Mekkora a para-
lelogramma hegyesszoge?

b) Egy paralelogramma hegyesszoge 40°-os, terii-
lete 0,3214 m’, keriilete 3 m. Mekkordk a para-
lelogramma oldalai?

a) Becsiild meg, mekkora teriileten fekszik a Pen-
tagon (ez az USA védelmi minisztériumanak

épiilete Washingtonban)! Hasznald a megadott
méretskalat!

b) Mekkora a Pentagon ,,udvaranak” teriilete?
/ = ‘_‘7,.—-————,,, = 5 &

* 7z

c) Mekkora annak az egyenld szaru haromszog-

nek a tertilete, melynek alapja ez a htr, harma-
dik csticsa pedig a kor kozéppontja?

w
Y

Szamitsd ki az alabbi dbran lathato, kozéppontosan
és tengelyesen is szimmetrikus hatszog tertiletét
ugy, hogy harom paralelogrammara bontod fel!
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Raadas Milyen magas a

Sik vidéken, egy folyé kozelében allé torony magassagat (AB) szeretnénk
megallapitani, de csak a foly¢ tuls6 partjan tudunk méréseket végezni.

Megoldds

Megallunk a toronnyal szemkozti parton egy K pontban, megmérjitk az AKB
szOget: 32°. Az ABK derékszogt haromszogrél leolvashatjuk, hogy

AB = AK - tg 32°.

Tehat el6szor az AK szakasz hosszat kell meghataroznunk. A folyé innensé part-
jan az AK-ra merdlegesen elmegyiink 250 méternyire, az L pontba, megmérjiik
az ALK szoget: 36°.

Az ALK derékszogti haromszogrél leolvashatjuk, hogy AK = 250 - tg 36° = 182 (méter), tehat
AB=AK- tg 32° = 182 tg 32° = 114 (méter).

Mekkora szogben latjuk a tornyot az L pontbol?

Megoldds

Az AB fiiggéleges, ezért minden vizszintes egyenesre meréleges, igy az AL egyenesre
is. Az LAB haromszog tehat derékszogli. Ennek a hdromszognek az L csticsanal
tekvé hegyesszogét kell kiszamitanunk.

Az AKL haromszogbdl kiszamitjuk az AL szakasz hosszat:

cos 36° = %, amibOl AL = 250 : cos 36° =~ 309 méter,

azutan pedig az LAB derékszogt haromszogbdl: tg y = AB 114 4 369,

AL ~ 309
Ebbél y =~ 20°. Az L pontbdl 20°-o0s szdgben latjuk a tornyot.

FELADAT

iINM a) Mekkora szogben ldtjuk a kidolgozott feladatban angol nevére utal). Ezeknek a csomagoldsan alta-
szerepl6 tornyot a KL szakasz felezGpontjabol? laban feltiintetik az ugynevezett ,vilagitasi szoget”

b) Milyen messzire menjiink a parton K-tél a KL (lasd az dbrat).
egyenesen, hogy onnan a tornyot 15°-0s szog- a) Két lampat vasaroltunk: az egyik vilagitasi szoge
ben lassuk? 40°, a masiké 110°. A lampdkat egy asztal lapja

folé, a laptdl 40 cm magassagban rogzitjik, és a
fénytiket figgolegesen lefelé iranyitjuk. Mekko-
ra atmérdjli korlapot vilagit meg az egyik, illetve

N
Y

Egyre jobban elterjednek
hazankban is az energia-
takarékos  fényforrasok, a masik LED-14mpa?

koztiik azok, amelyeket b) Legalabb mekkora vilagitasi szogti LED-lampat

LED-lampanak neveznek.

kell a 80 cm atmérGju kerek asztal lapjatél 0,6 m

(A LED bettisz6 a fény- magassagban felszerelni, hogy teljesen megvila-
kibocsito diéda kifejezés gitsa az asztallapot?

22 TRIGONOMETRIA



Egy 10 m x 10 m-es alap folé szabalyos négyolda- Mekkora szoget alkot a C

'S
Y

It gila alakd haztet6t emeltek. A teté oldallapjai
40°-os szoget alkotnak a vizszintes sikkal (lasd az
abrat).

10 m

a)
b)
c)

Milyen magas a tet6 (h)?

Hény m’-t kell cseréppel befedni?

Milyen hossztak az oldalélgerenddk (x), és
mekkora szoget alkotnak a vizszintes sikkal
()2

d) Mekkora szoget zar be két szomszédos oldalél-

gerenda? Es a két szemkozti?

Egy téglatest oldalai 3,2 m; 6,9 m és 8,4 m hossztak.
Mekkora szoget zar be a téglatest egyik testatldja az
oldallapokkal?

HAZI FELADAT

1>

N
Y

Ha Péter kinéz az ablakukon, akkor a szemmagas-
saga 6 méterrel van a jarda folott. A szemkozti ha-
talmas fa aljat 10°-os depressziészogben (mas né-
ven: lehajlasi szogben), a tetejét 22°-0s emelkedési
szogben latja. Milyen magas a fa? (A depresszio-
sz0g a megfigyel6tdl egy nala alacsonyabban fekvd
pontra irdnyuld latésugarnak a vizszintes sikkal
bezart szoge.)

.....

rendara rogzitettek 260 cm magasan, és ponto-
san fliggélegesen lefelé iranyitottak. Mekkora a
padlon megyvilagitott teriilet?
b) Milyen magasan legyen a lampa, ha azt szeret-
nénk, hogy legfeljebb egy 8 m*-es teriiletet vild-

gitson be?

RAADAS

Mekkora tavolsagbol latszik a legnagyobb szogben a New York-i Szabadsag-szobor? Az adatokat az 5. lecke 5. feladataban

taldlod.

6. lecke | MILYEN MAGAS A TORONY?

o
Y

w
Y
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‘Y

kocka pirossal rajzolt test-

atléjanak egyenese a fed6-

lap sikjaval?

a) Igazold, hogy az ABC _
haromszog derékszogu!

b) Mekkorak az ABC ha- A
romszdg oldalai, ha a

kocka éle 3,2 cm hosz-
szu?

c) Igazold, hogy az ACB sz0g adja meg a piros egye-
nes ¢és a fedSlap szogét!

d) Szamitsd ki az ACB szoget!

A szabalyos tetraédert négy egybevagé szabalyos ha-

romszoglap hatarolja.

Tekintsiik a szabalyos tetraéder egyik lapjat (nevez-

ziik ezt most alaplapnak), és egy olyan élét, amelyik

nem illeszkedik erre a lapra (oldalélét)!

a) Mekkora szoget zar be a tetraéder oldaléle
az alaplaphoz tartoz6é magassaggal?

b) Mekkora szoget zar be a tetraéder oldaléle
az alaplappal?

A 5. feladatban szerepl6 kocka A csucsat kosd 6ssze
a BC oldal felez6pontjaval (ezt jeloljik F-fel)!

a) Mekkora szoget zar be AF egyenese a kocka fe-
délapjaval?

b) Mekkora szoget zar be AF egyenese a kocka
alaplapjaval?

c) Mekkora szoget zar be AF egyenese a kocka

jobb oldali oldallapjaval?

Hatarozd meg a foly6 tulsé partjan allé torony ma-
gassagat (AB-t), ha a folyd innensé partjan 1évé K
pontbdl 28°-os szogben latszik, a K-tél 250 m-re
1évé L pontbdl 18°-0s szogben latszik! Tudjuk to-
vabba, hogy AKL sz6g derékszog, ahol A a torony
talppontja.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Mekkora annak a haromszognek a teriilete, amelynek két

oldala 26 cm, illetve 45 cm, az altaluk kozbezart sz6g pedig
a) 52%

h) 128°7

45cm
Megoldds
a) A 45 cm-es oldalhoz tartozé magassag hossza
m = 26 - sin 52°, ezért a haromszog tertilete:
T = 45-26~zsin 52° _ 461 cmd.

a

b) A tompaszogl haromszogben a 45 cm-es oldalhoz tar-
toz6 magassag hossza a haromszoghoz toldott derék-
sz6gli hdromszogben szamolhaté ki. Itt a magassaggal

1. Az dbra szerinti ABC és CBD haromszogek teriilete egyenld,
hiszen az AC és CD oldalak hossza egyenl6, és a hozzdjuk tar-
tozé magassdg hossza is egyenld. Ertelmezziik ugy a tompa-
szogek szinuszat, hogy tompaszogii haromszog esetén is alkal-

mazhato legyena T = ab-;—my teriiletképlet!
A CBD haromszogre: T = w.
Az ABC haromszogre T = abs%y

szemben fekv hegyesszog a 128°-0s szog mellékszoge.
Ennek a nagysaga 180° — 128° = 52°. Tehat a tompa-
szogli haromszognek ez a magassiga ugyanakkora,
mint az a) feladatbeli haromszogé: m = 26 - sin 52°.
Ezért ennek a tompaszogli haromszognek a teriilete
ugyanakkora, mint az a) feladatban szereplé hegyes-
sz6gli haromszog teriilete:
T,=T,= 45:26/ 552" 26;in 52° ~ 461 em’.

Megjegyzés

A fenti két haromszog az alabbi abra szerint is elhelyezhet6

egymads mellett.

45 cm 45 cm

Ebben az elrendezésben sokkal szemléletesebb a két hé-
romszog adatai kozotti kapcsolat.

A teriiletek egyenlSk. Akkor teljesiil az ABC tompaszogl haromszogre felirt teriiletképlet, ha y tompaszog szinuszat a

kovetkezé mddon értelmezziik: sin ¥ = sin (180° — ).

Definici6: Tompaszog szinusza egyenld kiegészité szogének szinuszaval.

2. Az dbra szerinti derékszogli haromszog teriilete T =

Ahhoz, hogy erre a haromszogre is teljestiljona T =
tertiletképlet, a derékszog szinusza legyen 1.

Definicio: Derékszog szinusza 1, azaz sin 90° = 1.

ab-sin y c

ab




3. A zsebszamoldgép | sin | gombja

a
sz0g szinuszat. he%\]essz'c')%?.
Vigyézni kell azonban, amikor a Melyik ez a szog? a
szinusz értékhez keressiik a meg- sin & sin”!) billentyti @
felel6 szoget! A (sin” funkcid @ tompy
hegyesszoget ad meg. Ha tom- 2607 180°
-a
paszoget keresiink, akkor ennek
kiegészit$ szoge a megoldas.
Eolltsd 'kl © (EbEbaT i 1. haromsz6g 2. haromszog 3. haromszog 4. haromszog 5. haromszog
elyeit!
Y a 38 cm 19 cm 49 mm

b 29 cm 17 km 54 mm 8 m

y 142° 150° 30° 90°

T 80,75 cm’ 80,75 km” 1323 mm’ 48 m’

N
Y

w
Y

megadja a tompaszog és a derék-

Déri figyelmetleniil valaszolta meg az el6z6 feladatban a 4. haromszogre vonatkozé kérdést. A megadott oldalhossz
(a = 49 mm) helyett a = 94 mm-rel szamolt, és igy a kovetkez6 eredményre jutott:

. _ 21323 _
sin y = 9454 0,5213.

A szamologépe segitségével azt kapta, hogy 7 =~ 31,4°. Hianytalanul oldotta-e meg Dori a feladatot a megvaltozta-
tott adatokkal? Indokolj!

Az abran lathaté ,nyilhegyet” gy rajzoltuk meg, hogy egy 4 cm sugart kort 16
egyenld részre osztottunk, és néhany osztopontot dsszekotottiink egymassal, illetve
a kor kozéppontjaval. Mekkora a nyilhegy keriilete és tertilete?

HAZI FELADAT

Egy vitorlas hajo6 egyik vitorlajanak alakja olyan ha- b) Egy haromszog két oldala 10 cm, illetve 12 cm
romszog, amelynek egyik oldala 9 m, egy masik ol- hosszy, a teriilete 36,1 cm”. Lehet-e ez a harom-
dala 4,4 méter hosszu, az altaluk bezart szog pedig sz0g tompaszogli? Ha igen, szamitsd ki egy le-
93°-0s. A vitorla azonban nem lapos, hanem enyhén hetséges tompaszogének nagysagat!
domboru, ezért a vitorlakészitd mester a sik harom-
sz0ghoz képest 12%-kal tobb anyagot hasznalt fel. Mekkora a paralelogramma teriilete, ha
Hany m’ anyagra volt sziikség a vitorla elkészitéséhez? a) oldalainak a hossztsaga 36 mm, illetve 54 mm,

23

a két oldal altal bezart sz6g pedig 145°

a) Egy hegyesszogh haromszog két oldala 10 cm, b) atléinak a hosszusaga 36 mm, illetve 54 mm, az
illetve 12 cm hosszua, az altaluk kozrezart szog 4tl6k 4ltal bezért szdg pedig 35°-0s?

37°-0s. Szamitsd ki a haromszog teriiletét!

7. lecke | A TOMPASZ0G ES A DEREKSZ0G SZINUSZA
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A szinusztetel

BEVEZETO

Pozsony egyik nevezetessége az Uj Hid (Novy Most),
amely a vilag egyik legnagyobb egypilléres kabelhidja.
A pillér kb. 109°-0s szogben d6l hatra, hogy megtart-

sa a hid palyatestét. A pillér labatol kb. 200 méterre van
a leghosszabb tartokabel rogzitési helye. A kabel kb.
16°-0s szoget alkot a hiddal. Milyen hosszu lehet ez
a kabel?

Megoldds

Ismerjiik egy haromszog egyik oldaldnak hosszat (200 m)
és a haromszog szogeit (109°, 16° és 55°). Keressiik (a jobb
fels6 abra jelolésével) a b oldal hosszat.

A haromszog teriiletét kétféleképpen is felirjuk:

T = 200~c-zsin109°’iuetveT= b-c-52in55°_

FELADAT

Szamitsd ki, milyen hosszu lehet a bevezetd feladatban emlitett Uj Hid pillérén a feladat megoldasdban c-vel jelslt

Szamitsd ki a bevezeté feladatban emli- A

26

szakasz!

tett Uj Hid mésik két tartokotelének (e, d)
hosszit, tovabba a BP, PQ és QC tavolsa-
gokat is!

A
i b
c
109° &
B a=200m ¢
Ebbél a bocosind5’ _ 200:-c-sinl09"  yerismeretle-

2 2

nes egyenlethez jutunk.
Ha mindkét oldalt megszorozzuk 2-vel, és elosztjuk a po-
zitiv ¢ szdammal, akkor mdr csak egy ismeretlen marad:
b - sin 55° = 200 - sin 109°.
Mindkét oldalt elosztva sin 55°-kal megkapjuk, hogy
p— 200:8in109° _ »3y

sin 55°
A tartokotél hossza kb. 231 méter lehet.

Megjegyzés
A b sin 55° = 200 - sin 109° egyenletet rendezve a

b sin109° .. . .
——— = >=—2— psszefiiggéshez jutunk.
200~ sin55° sEener)
Azt tapasztaljuk, hogy a haromszog két oldala hosszanak
hanyadosa (aranya) egyenld a veliik szemkozti szogek szi-

nuszanak hanyadosaval (aranyéval).

200 m

TRIGONOMETRIA



ELMELET

Szinusztétel: A haromszogben két oldal hosszanak ardnya egyenld a velik szemben 1év6 sz6-
a _ sina

b sinf’

gek szinuszanak az aranyaval. Az dbra jel6léseivel:

Bizonyitds

[rjuk fel kétféleképpen a vizsgalt hdromszog teriiletét:
acsin f _ besina

a _ sina
2 2 , . . b sinf
Ha az egyenlet mindkét oldalan 1évé kifejezést megszorozzuk 2-vel, utdna pedig elosztjuk
. ) . a _ sina
(be sin f3)-val, akkor azt kapjuk, hogy b= sin g

A szinusztételt altaldban akkor hasznaljuk, ha

- ismerjiik egy haromszog két szogét és egy oldalhosszusagat, és egy masik oldal hosszusagat keressiik;

- ismerjiik egy haromszog két oldaldnak a hossztisdgat és az egyik oldallal szemkozti szoget, és a masik oldallal szemkozti

‘Y

3

S
Y

szoget keressiik. (Vigyazat, egy szinuszérték hegyesszoghoz és tompaszoghoz is tartozhat!)

FELADAT

Egy hajé a nyilt vizen horgonyoz. A parti 6rség onkéntesei ki akarjak szami-

tani, hany méterre van a hajé a parttol.

hajé

Kijelolnek a parton egy 100 méteres szakaszt. Mérésiik szerint & = 74° és

B = 52°. Mekkora a haj6 és a part tévolsdga?

Egy haromszog két oldalhosszanak 6sszege 20 cm. E két oldallal szemkozti

szogek nagysaga 67° és 48°.
a) Mekkordk a haromszog oldalai?
b) Mekkora a haromszog tertilete?

HAZI FELADAT

1y

N
Y

Szamitsd ki a haromszog ismeretlen oldalhosszusa-
gait és szogeit!

)
: 3,5 cm @ b

32°

a

b)
3,5cm @ ©

7,5 cm

Pista evez8s csonakkal a folyé melletti P pontbdl
a tulso partra, a vele szemben 1év6 Q pontba akart
atjutni. Tudta, hogy a viz sodrasa miatt nem pont a
partra mer6legesen kell eveznie, ezért iranyzéknak

lecke | A SZINUSZTETEL

100 m part

kinézett egy magas nyarfat a talsé parton, kissé
feljebb (a rajzon a fat az A pont jeloli). A sodras
azonban a vartnal er6sebbnek bizonyult, igy végiil
sokkal lejjebb, a B pontban tudott csak kikotni.

A Q B
A3 \4\07 7
AN
> tervezett > \1 60m tényleges
sodras irdny AN f
N ttvonal
N
S
P

a) Mekkora utat tett meg a csonak?
b) Milyen széles a foly6?
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BEVEZETO

Egy repiilégép vizszintes sik terep felett repiil alland6 ma-
gassagban. A gép a repiil6tér kozelében telepitett f6ldi jel-
adé miszert egy adott pillanatban 27°-0s depresszi6szog
(lehajlasi szog) alatt ,latja’, tovabbi 3000 m repiilés utan
pedig 57°-os depresszidszog alatt. A két észlelés kozott
a gép nem repiilt 4t a jeladd felett, tovabbd a repiilégép és
a jeladé mindvégig ugyanabban a fiigg6leges sikban volt.

R, 3000 m R,

hi

PN

Mekkora tavolsagra volt a repiil6gép a jeladd toronytol

az elsé, illetve a masodik alkalommal?

Mekkora magassagban repiilt a gép?
A repiilégép modern fedélzeti miiszerei a tévolsagokat és
szdgeket igen pontosan mérik, ezért a tavolsagokat tiz mé-
terre kerekitve adjuk meg!

FELADAT

Egy hajo bent all a tengeren. A parti 6rség onkéntesei
kiszamitjak, hany méterre van a hajo a parttol (x).
A parton kimért 120 m-es tavolsag két végén meg-
mérik az @ és a [ szdget. Azt kapjak, hogy o =~ 73°
és B =~ 52°.
a) Szamitsd ki a szaggatottan rajzolt harom-

sz0g két ismeretlen oldalanak hosszat!

b) Hany méterre van a hajo

z
a parttol?
P ,&
_
-~ /
- /
-~ /
-~ !
- /
-~ /
-~ /
-~ / X
-~ /
-~ /
~ /
-~ /
~ /
/ﬁ'\- //
- a
S < S I 7 I
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Megoldds
Hasznaljuk az abra jeloléseit!
a) Az R R,] haromszdégben szinusztétellel dolgozhatunk.

d _ sin123°

= , amibél
3000 sin 30°

d = 3000- 80123 5030 (m),
sin 30

e _ sin27°

= , amibél
3000  sin30°

e = 30003027+ 3720 (m).
sin 30

b)

A h repiilési magassagot az R PJ derékszogli harom-
sz0gbdl célszerti kiszamitani, felhasznalva, hogy a J-nél
fekvé hegyesszog 27°-o0s (valtdszoge az R -nél fekvo
27°-0s szognek).

 h=d-sin27° ~ 5030 - sin 27° =~ 2280

Az dbran lathaté meteoroldgiai léggdmbat egy 98 és
egy 107 méteres drotkotél rogziti a domboldalhoz.
A rovidebbik ka-

bel a domboldal-

lal 136°-0s szoget M\

zar be. Mekkora a ‘\\‘\

két rogzitési pont
kozott mért x ta-
volsag?

TRIGONOMETRIA



Egy haromszogben a szokasos jelolésekkel a = 4,5 cm,

b = 6 cm és az a oldallal szemben 1év6 @ szog 45 fo-

kos. Lehetséges-e, hogy ez a haromszog
hegyesszogti? tompaszogii?

Ha a valasz igen, akkor adjuk meg a haromszog sz6-

geit!

Megoldas

Azt tudjuk, hogy ha van megfelel6 haromszog, akkor ab-

ban a 6 cm-es oldallal szemben 1év6 szognek 45°-nal na-

gyobbnak kell lennie. Az azonban egyaltalan nem biztos,

hogy van a megadott adatokhoz megfelel haromszog.

a) Ha van megfelel6 haromszog, akkor abban a b oldal-
lal szemben fekvd /5 szogre a szinusztétel miatt fennll,

hooy SR8 _ 6
&y sin45° 4,5
Ebbél sin /3 = %‘15450 ~ 0,9428.

Van olyan hegyesszog, amelynek 0,9428 a szinusza. Ez a
sz0g kozelitbleg 70,53°-0s.
Ha /S = 70,53°, akkor a haromszdg harmadik szoge:

y = 180° — (@ + f) =~ 64,47°.
Tehat van megfelel6 hegyesszogt haromszog.

b) Ha van megfelel6 hdromszog, akkor a szinusztétel
szerint mindenképpen igaz, hogy sin [ ~ 0,9428, 4m
ebbdl nem kovetkezik, hogy a [ szog csak hegyesszog
lehet. Ha /5 tompaszog, akkor a szinusza megegyezik
a 180° — [ hegyesszog szinuszdval. Az a) részben lat-
tuk, hogy ez a hegyesszog kozelitéleg 70,53°-0s, ezért
180° — S = 70,53°, amibdl azt kapjuk, hogy
B ~ 180° — 70,53° = 109,47°.

Ha f = 109,47°, akkor a hdromszdg harmadik szdge:
y = 180° — (a + B) =~ 25,53°.
Tehat van megfelel tompaszogli hdromszog is.

Megfigyelés
Két 1ényegesen kiilonb6zé (nem egybevagd) haromszog is
van, amelynek oldalai 4,5 cm, illetve 6 cm, és a kisebb ol-

FELADAT

Van-e olyan haromszog, amelyben a szokasos jelolésekkel

a) a=6cm,b =4,5cmésa = 45°%
b) a=5cm,b = 10cm ésa = 30°%

dallal szemben 1év6 szog 45°-0s. Az abran egymads mellé

illesztettiik ezt a két haromszoget.

Van-e olyan haromszog, amelyben a szokasos jelolé-
sekkel
a=2cm,b=7cm,a =68%
a=6,5cm,b=7cm,a = 68%
a=8cm,b=7cm, @ =687
Ha van, akkor hany ilyen (nem egybevag6) harom-
sz0g van, és mekkorak a szogei?

Megoldds
a) Ha van ilyen haromszég, akkor teljesiil rd a szinuszté-

Losinfl _ b M B i ego.
tel. Ez alapjdn sng = a.Ebbol sin 5 = sin 68 7 =

=~ 3,24. De a szinusz szogfiiggvény értéke nem lehet
nagyobb, mint 1, ezért ilyen sz6g nem létezik. Igy ilyen
haromszog nincs.

b) A fentiekhez hasonlé gondolatmenettel
n o ceo. T
sin A = sin 68 c5 = 0,9985.

>

Ez a szinusz szogfliggvényérték a 86,9°-os hegyesszog-
hoz és a 93,1°-0s tompaszoghoz tartozik. Két megoldas
van, és mindkettd 1étezik. A haromszog szogei lehet-
nek: 68°, 86,9°s 25,1°; illetve 68°, 93,1°és 18,9°.

¢) sin 8 =sin 68°- % =~ 0,811. Ez a szinuszérték az 54,2°-0s

hegyesszoghoz és a 125,8°-0s tompaszoghoz tartozik.
De haa = 68°és 5 = 125,8°, akkor a szdgek Gsszege na-
gyobb, mint 180°, ami nem lehetséges. Ezért ez az eset
nem valdsul meg.

Egyetlen megoldas van, s ennek szogei 68°, 54,2° és 57,8°.

c) a=6cm,b=75cmésa = 65°%
d) a=6cm,b=75cmésa = 30°?

Ha van megfelel6 haromszog, akkor hany ilyen (nem egybevagd) haromszog van, és mekkorak a szogei?

9. lecke | ALKALMAZASOK
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Egy cserkészcsapat egy hegy magassagat szeretné meg- Egy bilidrdasztal egyik sarokzsebétél 75 cm ta-

hatérozni. Ehhez a hegy labanal, vizszintes réten méré-
seket végeznek. Kijelolnek két pontot, A-t és B-t.

h=223m

Tobb mérés atlagolasaval azt kapjak, hogy az AB

szakasz h hossztisaga 223 méter, az ABH haromszog

két szoge: @ = 74°, illetve § = 51°, a BKH haromszog

B-nél 1év6 szoge: y = 11°.

A szintkiilonbséget m-mel jelolik.

a) Egyikiik szerint ha a BH hosszat kiszamitjak, ak-
kor a BKH haromszogb6l mar az m is kiszamitha-
t6. Vajon hogyan?

b) Keress olyan haromszoget, amelybél BH hossza
meghatdrozhat6! Mekkora a BH tévolsag?

c) Milyen magasan van a hegycsucs a rét felett?

HAZI FELADAT

A 2001-ben befejezddott stabilizacids program ota a

pisai ferde torony a fiiggélegeshez képest kozelit6leg
4°-kal d6l, majdnem pontosan déli iranyba. Milyen
magas lenne ,kiegyenesitve” a torony? Amint az dbra
is mutatja, a torony dél feldl tiz6, 77°-os emelkedési
sz6gl napsugarak esetén 9 méter hossza arnyékot vet.

2\

Y

volsagra egymas mellett all két egyforma golyo.
Ugy szeretnénk meglokni 6ket egy harmadikkal,
hogy a két golyo 130°-o0s szogben szétszaladva
pontosan a 120 cm-es oldalu asztal két szomszé-
dos sarokzsebébe guruljon. Tudjuk, hogy ilyen
lokéshez a harmadik golyot a 130°-o0s szog felez6-
jének iranyaban kell megcélozni. Mekkora legyen a
rajzon x-szel jelolt tavolsag, hogy sikeriiljon a mu-
tatvany? (A golyokat tekintsiik pontszertinek.)

120 cm

Egy Mars-szonda véletleniil éppen egy krater fene-
kén landolt. A szonda radarjanak mérései alapjan a
krater lejtéje 31 méter hosszu, és a marsbeli vizszin-
teshez képest 25°-0s szogben emelkedik. A szonda
ezutan felemelte a radart, hogy tjra bemérje a krater
peremét. A radarsugar vizszintessel bezart szoge ez-
uttal mar csak 22° volt. Milyen tavolsagra volt ekkor
aradar a krater aljatol?

Toltsd ki a tablazat tires helyeit! Vedd figyelembe az 6sszes lehetséges haromszoget!

30

a b
1. haromszog 6 cm 13 cm
2. haromszog 15 cm

@

9 cm

a B 4
48°

26°

TRIGONOMETRIA



RAADAS

Haromszogek szerkeszthetdsége és a szinusztétel

Legyen adott - a szokasos jelolésekkel — a haromszog a oldala, b oldala, valamint a 5 szog (0° < 5 < 180°).

a)

b)

Vizsgaljuk meg, hogy milyen adatok mellett van olyan ABC haromszog, amely ezekbdl az adatokbdl szerkeszthetd!
Legyen az 1.esetbena=10cm; S =30°ésb, =4 cm;
a2.esetbena=10cm; S =30°és b, =5 cm;

a 3. esetben a = 10 cm; 5 = 30° és

A szerkesztés menete:

- Vegyiik fel az a szakaszt, melynek végpontjai B, illetve C pontok!

- Szerkessziik meg a B csucsban a 3 szdget, melynek egyik szogszara BC!

- Szerkessziik meg a C kézéppontd, b sugaru kort!

- Hatdrozzuk meg a kapott kériv, valamint a f§ sz6g BC szératol killonbozd szaranak metszéspontjat!

A b, esetén nem jon létre metszéspont, azaz nincs a feltételeknek megfelel haromszog.

A b, esetén egy kozos pont adddik, azaz egyetlen olyan haromszog létezik, mely az adatokkal megszerkeszthetd
(ez a haromszog derékszogl, mivel egyik oldalegyenese a kor érint6je, masik oldala az érintési pontba huzott sugar).

A b, esetén két metszéspont jon létre, azaz az adatok két, nem egybevagd haromszoget hataroznak meg.

o]
2
a

Hatarozzuk meg szamitassal a fenti adatok mellett a haromszog ismeretlen szégeinek, illetve oldalainak hosszat!
Az 1. esetben a =10 cm; § =30°és b, = 4 cm.

A 2. esetbena =10 cm; f =30°és b, =5 cm.

A 3. esetben a =10 cm; 5 = 30°és

A szinusztétel értelmében

sina, _ g sina, _ g
sinf8, b’ sinf, b’ ’
melyekbdl atrendezéssel kovetkezik, hogy
. p .
. asin . asin
sina@, = Zh , sina, = b, ,
bl bZ
Az adatok helyettesitésével arra jutunk, hogy
. _5 . _
sin@, = sina, =1,

Ezekbdl kovetkezik, hogy

- nem létezik ilyen @ sz0g, azaz nincs az 1. esetbelinek megfelel haromszog;

- a,=90° azaz a 2. esetbeli adatokkal egy haromszog rendelkezik;

- a3.esetben vagy , azaz ilyen adatokkal két egymastol kiilonboz6 haromszog is 1étrejon.

A hédromszogek ismeretlen szogeinek nagysaga, oldalainak hossza kiszamithato a szinusztétellel.

9. lecke | ALKALMAZASOK
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BEVEZETO

A hegyesszogek mindegyikének van szinusza és koszinusza is, és mar értelmeztiik a derékszog és a tompaszog szinuszat is.
A tompaszog és a derékszog koszinusza is értelmezhetd ugy, hogy illeszkedjen az eddig tanultak soraba.

Helyezziik el az @ hegyesszoget a kovetkez6 modon a derékszogu y A

koordindta-rendszerben!
1

Vegyiink fel egy P pontot az I. siknegyedben ugy, hogy az OP tavol- — [ T~ P

0s o sin|@)

sag 1 egység, és az OP szakasz a szoget zar be az x tengely pozitiv

télegyenesével. Ekkor @ egy hegyesszog, és a P pont rajta van az

origd kozéppontu, 1 egység sugart koron. Az abran lathaté derék- / ) // sin a\
sz0gl haromszog befogdinak hossza megegyezik a P pont x és y 0:2 f \ /]
koordinatajaval. A befogdk hossza (azaz x és y) meghatérozhat6 az ol o2 | os ) x;
a szogtiggvényei és az atfogd hosszanak segitségével. \ cos /
sin @ = %, ezért y = sin & és cos @ = %, ezért x = cos . Vagyis
a P pont koordinatai: (cos @; sin ).
~— —
Definidljuk a tompaszog koszinuszat hasonléképpen!
Vegyiink fel egy Q pontot a II. siknegyedben ugy, hogy az OQ
tavolsag 1 egység legyen, az OQ szakasz pedig [ szoget zérjon be 1
az x tengely pozitiv félegyenesével. Ekkor S tompaszog. L,
Legyen cos S egyenld a Q pont x koordinétajéval, sin S pedig a Q" ™
Q pont y koordinatajaval!
Q pont koordinatai: (cos 3; sin 3) \\
Az dbra alapjan az is lathato, hogy: sin (1809-5) mna_’} \
cos 5 = —cos(180° — /3) BV _
ha f§ tompaszdg, akkor< os (180°-p) |° 0,6 ] x
sin 5 =sin (180° — f3) \ /

Derékszog koszinusza az abra szerinti M pont koordinatai alapjan

legyen 0. ~ 1

Igy ismét teljesiil, hogy M pont koordintdi (cos 90°% sin 90°).

Ebbél adédik, hogy

0 - 00° y A
€0s 90° = 0; sin 90° = 1.
L] M(os1
Ez a gondolatmenet tovabb is folytathato tetszéleges nagysagu
szogre, illetve forgasszogre. Fontos, hogy az a pont, amelynek a
koordinatait figyeljiik, 1 egység tavolsagra legyen az origotol, és
figyelembe kell venni a forgasszog iranyat is.
90°
0 1 x'

TRIGONOMETRIA



Definicio: Tompaszog koszinusza egyenl6 kiegészit6 szoge koszinuszanak ellentettjével. Vagyis ha @ tompaszdg, akkor
cos @ = —cos(180° — ).

Definicio: Derékszog koszinusza 0, vagyis cos 90° = 0.

Az @ akar hegyesszog, akar derékszog, akdr tompaszdg, teljesiil, hogy sin’ @ + cos’ @ = 1.

@ hegyesszdg f tompaszdg 7 és 0 kiegészit6 szogek
a B S Y
0<sina<1 0<sinf <1 siny =sin 0
0<cosa <1 -1 <cosB <0 cos y =—cos 0

A zsebszamoldgép megadja egy tompaszog koszinuszat a | cos | billenty(i hasznalataval. Visszafelé is egyszer(i a dolgunk:
ha negativ koszinusz szogfliggvényértéket adunk meg, akkor a zsebszamoldgép meghatdrozza az ehhez tartozé tompa-
szoget a [cos | funkcio segitségével.

FELADAT

13

Toltsd ki a tablazat iires helyeit a szamologéped segitségével!
a 92° 102° 112° 122° 132° 142° 152° 162° 172°
sin @
cos @

a) Egy haromszog két szogének koszinusza 0,5 és 0. Mekkora a harmadik szogének a koszinusza és a szinusza?

V3

b) Egy haromszog két szogének koszinusza N és —0,5. Mekkora a harmadik szogének a koszinusza és a szinusza?

ER Mennyi lehet cos @, ha sin @ értéke

a) @; b) 0,7355?

Y

Egy egyenl6 szart haromszogben
a) az egyik szog koszinusza -0,777; b) az egyik sz6g koszinusza 0,726; c) az egyik szog szinusza 0,428.
Mekkora lehet a tobbi szog szinusza és koszinusza?

HAZ| FELADAT

(BN A szdmologép szerint hény fokos szog az @, ha a ko- Egy paralelogramma egyik sz6gének a koszinusza
szinusza -0,591. Mekkora a tobbi szogének a szinusza és
a) 0,7924; c) 0,5; e) — g? a koszinusza?
b) -0,5; d) — V3 Mennyi lehet cos @, ha sin @ értéke
bl 2 b
a) 0,5; b) @; c) 0,4722

10. lecke | A TOMPASZOG ES A DEREKSZ0OG KOSZINUSZA 33
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Két kisrepiildgép Budapestrdl felszallva egyenesen Bécs,

illetve Zagrab felé indul. Budapest és Bécs kozott a fel- és
leszallohely tavolsaga légvonalban 233 km, a Budapest-
Zagrab-vonalon ez a tavolsag 309 km. A pilotak az irany-
tlirdl azt is leolvastak, hogy a két gép tutiranya kozott 60,9°
az eltérés.

Allapitsd meg ezekbdl az adatokbél, hogy mekkora a Bécs—
Zagrab-tavolsag (ugyancsak légvonalban)!

Megoldds
Bontsuk fel a térképre rajzolt haromszoget az egyik magas-
saga segitségével két derékszogli haromszogre!

309 - x x

A bal oldali derékszogli haromszogben a Pitagorasz-tétel

alapjan
F=h+ (309 -x)>=h+x*+309° - 2- 309 x.
Ha felhasznaljuk, hogy

W + x*= 233" és x = 233 - cos 60,9,

akkor azt kapjuk, hogy

¢* = 23324 309* — 2-309 233 - c0s 60,9°. = ¢ ~ 282 km.
Ez az utdbbi sszefliggés azt mutatja meg, hogyan szamit-
hatjuk ki a hdromszogben egy oldal hosszat a két masik
oldal hosszanak és a kozbezart szogiik nagysdganak az is-
meretében.

Koszinusztétel: Ha g, b és ¢ egy hdromszog oldalainak hossza, y pedig a ¢ oldallal szemkozti

sz6g nagysaga, akkor ¢ = a’ + b* — 2ab cos 7.

Megjegyzések

- A koszinusztétel igaz minden haromszogre, fiiggetleniil attdl, hogy a 7y hegyesszog,

derékszog vagy tompaszog.

- Ha a y derékszog, akkor cos y = 0, ezért ebben az esetben a koszinusztétel nem mds,

a

(c2=a2+b2—2abcosyj

mint a Pitagorasz-tétel: ¢ = a’ + b’. A koszinusztétel tehat a Pitagorasz-tétel dltalanosi-

tasa.

- A koszinusztételt akkor célszert haszndalni egy haromszogben, ha

o ismerjiik két oldalanak hosszat és az altaluk kozbezart sz6g nagysagat, és a harmadik oldalhosszat keressiik;

o ismerjitk mindharom oldal hosszat, és a haromszog szogeinek nagysagat keressiik; ebben az esetben célszerti a leghosz-

szabb oldallal szemkozti sz6get koszinusztétellel kiszamitani, egy tovabbi hegyesszoget pedig szinusztétellel érdemes meg-

hatarozni.




Folytassuk a Beveze-
t6 feladatot! Mekkora
szOget zarna be a re-

Megoldds

Alkalmazzuk a koszinusztételt:

3097 = 282% 4 233> —2-282-233 - cos @. Ebbél:
pilégépek tiranya,
ha mindkettd Bécs-
bdl szallna fel Buda-
pest, illetve Zagrab
felé?

_ 282*+233>—309 _ a1 rno
cos @ = 5282 233 =~ 0,292, amibdl @ =~ 73°.

Megjegyzés

Figyeld meg a f6ldgémbon, hogy sokkal nagyobb foldrajzi
tavolsagok esetén miért lesz pontatlan ez a szamolas! Vajon
milyen irdnyban van a ,legkozelebb” a Fold felszinén pél-

ddul Budapest és San Francisco?

FELADAT

Egy haromszog két oldalanak hosszisdga 53 mm, Egy vizmolekuldban a két oxigén-hidrogén-kotés
illetve 71 mm. Mekkora a harmadik oldala, ha a két
adott oldal altal bezart sz6g nagysaga
a) 60°% b) 147°?

altal bezdrt szog (kotésszdg) o8 pm 98 pm

98 pm (pm = pikométer, 1 pm = 10 " m).

104,5°, a tavolsag az oxigén- és
a hidrogénatommagok kozott
Egy haromszog oldalainak hossza Hany pm tavolsagra van egymastdl a két hidrogén-
a) 5cm, 6cm,7 cm;

b) 27,2 mm, 51,0 mm, 57,8 mm;

c) 13,2 m, 14,1 m, 24,5 m.

Szamitsd ki a hdaromszog legnagyobb szogének nagy-

atommag?

F'S
‘Y

Egy paralelogramma oldalainak hossztsdga 24 cm
és 32 cm, a hosszabbik atloja 42 cm-es.

a) Mekkordak a paralelogramma szogei?

b) Mekkora a rovidebbik atloja?

sagat!

HAZI FELADAT

Két vasuti sinpar 52°-0s szogben keresztezi egymést. [SeI Egy kis patak két partja nem azonos magassagu.

A keresztezddéshez legkozelebb fekvé megallok hely-
zetét az abra mutatja. Milyen messze esik egymastol

légvonalban ez a két megall6?

e

‘N

Egy haromszog oldalainak hossza

‘Y

a) 4,1 cm; 5,3 cm; 9,9 cm;
b) 14 m; 33,6 m; 36,4 m.
Szamitsd ki a hdromszog szogeinek nagysagat!

11. lecke | A KOSZINUSZTETEL

A magasabbik oldalon a patakpart lejtéje 4 méte-
res, mig az alacsonyabbik oldalon csak 1,3 m. A két
part a patakmederben 115°-o0s szogben talalkozik.
Milyen hosszt legyen a két partot 6sszekotd fahid?
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Egy egyenlé szaru héromsz('jg 42°-0s szérsz(jgét a/’ﬁ Az 4brin egy kavicsbénya daruja lathatd. A daru

36

Y

és y szogekre bontottuk. A szogszarak 40 m-es részek-
re osztjak a 120 m-es alapot.

40 m 40 m 40 m

a) Mekkorak a haromszog alapon fekvd szogei, és
mekkorak a szérai?

b) Igazold, hogy @ = 7!

c) Mekkora a és 5?

Egy vasuti toltés keresztmetszete trapéz alakud. A ko-
rona szélessége 4,5 m, a rézst 3,8 m, illetve 4,2 m
hosszd, a toltés alapja 10 m széles. (Azonositsd be
a hasznalt elnevezéseket az abran jelolt hossztusagok

segitségével!)
4,5m

10 m

a) Mekkora a rézsti emelkedési szoge a meredekebb,
illetve a lankasabb oldalon?

b) Milyen magas a t6ltés?

(Utmutatds: egy lehetséges megolddsi médszer, ha

a trapézt felbontjuk egy paralelogrammara és egy ha-

romszogre.)

4>

karja 15 m hosszi. A domb rézstije 12 m, és 42°-o0s
emelkedési szoget zar be a vizszintessel. Milyen hosz-
szu legyen a darurdl fiigg6legesen lefelé 16g6 drotko-
tél, ha le kell érnie a domb aljaig?

15m

12 m

42°

a) Szamitsd ki a Pécs-Budapest-Gyér ,,haromszog”
szOgeinek nagysagat!

b) Szamitsd ki az a)-beli haromszog teriiletét, és azt
is, hogy hany szazaléka ez a teriilet Magyarorszag
teriiletének! (Magyarorszag teriilete 93 030 km™.)

TRIGONOMETRIA



Tompaszog tangense

sin &
cosa’
A tangens szogfiiggvény kiterjesztéséhez ezt a képletet alkalmazzuk. Vigyazni kell azonban, hogy ez derékszog esetén nem

Az @ hegyesszogre teljesiil, hogy tg @ =

vezet eredményhez, mert cos 90° = 0, és 0-val nem lehet osztani. Ezért a 90°-nak nincs tangense.

Definicio: Az @ tompaszog tangense: tg o = .
cos @
HAZI FELADAT
Egy hdaromszog 48 cm-es oldala a hozza tartoz6 nalban! Egész kilométerre vagy inkdbb 10 kilomé-
39 cm-es sulyvonallal 48°-0s szoget alkot. terre kerekitve célszerti megadni ezt a tavolsagot?

b) Mekkora a Kaposvar-Tatabanya-tavolsag lég-
vonalban?

c) Szamold ki a foldrajzi atlaszban talalhatd tér-
kép segitségével is (a térkép méretaranyanak
felhasznélasaval) az a) és a b) feladatban kér-
dezett tavolsagokat! Hasonlitsd 0ssze a kétféle

4

uton kapott eredményeket!

24 cm 24 cm

a) Mekkora a haromszog tertilete?
b) Mekkora a hairomszog masik két oldala és a leg-
nagyobb szoge?

"IN Egy haromszog teriilete 60 cm?, két oldalanak hosz-

szusaga 15 cm, illetve 16 cm.
a) Mekkorak a szogei? (Két eset van!)
b) Mekkora a harmadik oldala?

I a) Szémitsd ki a térkép adatainak felhaszndldsaval,
hogy mekkora a Kaposvar—Miskolc-tavolsag légvo-

Kaposvar

RAADAS

A szinusztétel és a koszinusztétel alapvetd jelentdségti a helymeghatdrozasban. Ez a két tétel adja a geodéziai mérések és
szamitasok, a térképkészités elméletének egyik alapjat (haromszogelés), és (az idéméréssel kiegészitve) gyakorlatilag ezen
a két tételen alapul a jelenleg legmodernebb helymeghatarozé rendszer, a GPS miikodése is.
A helymeghatdrozas 1ényegét egy egyszer(i példaval is megvilagithatjuk.

Sik terepen vegyiink fel harom alappontot, amelyeknek ismerjiik a paronkénti tavolsagat, legyen
példaul AB = 200 m, BC = 300 m, AC = 250 m.

Ha a BC szakasz két végpontjabol szogmérés utjan meghatarozzuk a P tereptargy helyzetét (ez az
un. eléremetszés), akkor szamolassal meghatarozhaté a P pontnak az alappontoktdl valé tavolsa-
ga. B és C pontoktdl valo tavolsaga példaul szinusztétellel szamolhato:

d, = 300 060" 564 (m), d, = 300 S1040° 196 (m) 5
sin 80° sin 80° A 200 m

12. lecke | SOKSZOGEK ES SZOGFUGGVENYEK
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A kor es a szahalyos sokszogek

Gyakran latni az autok kerekein olyan disztarcsakat, ame- Megoldds

lyeknek a kordbban jellemzé 6 helyett 7, 9, 10, 11, 13 kiil- a) 360°:9 = 40°
lo]e/ van. H.a .kfpzelstltl)en osskzek“ot]ik akkullot szomszédos b) Elsé médszer
»csucspontjait’, szabalyos sokszogeket kapunk. Haszndljuk a koszinusztételt!
X’ =17,5+17,5 =2+ 17,5 17,5 - cos 40°.

x =~ 12 (cm).

Az abran lathato, szabalyos kilencszoget formal6 disztarcsa
OA sugara 17,5 cm.

Mdsodik médszer
Az APO derékszogl haromszogbdl:
x=AB=2-AP=2- (17,5 sin 20°) = 12 (cm).

¢) Az AOB haromszog teriilete:
T = % - 17,57 - sin 40° =
~ 98,4 (cm?).

A kilencszog teriilete ennek a
9-szerese, vagyis kozelitéleg
Mekkora az dbran jelolt AOB kozépponti szog? 886 cm’”.

Mekkorak ennek a szabélyos kilencszognek az oldalai?

Mekkora a szabélyos kilencszog tertilete?

FELADAT

Egy 8,4 cm sugaru korben az AB hur 1,6-szer akkora, Az Anglidban hasznalatos 50 pennys érme olyan

mint a sugar. egyenes hasabnak tekinthetd, amelynek az alaplapja
szabalyos hétszog. (Valojaban az élei nagyon eny-
hén domborutak, hogy ne akadjon meg az automa-
takban.) Szamitsd ki, hogy koriilbeliil hany gramm

fémotvozet szitkséges egy ilyen érme elkészitéséhez,
A ha a hétszog koré irhaté kor atmérdje 27,3 mm, az

A v B érme vastagsaga 1,8 mm, és az elkészitéséhez hasz-

nalt nikkel-réz 6tvozet stirtisége 8,7 ig'!
a) Mekkora az AOB sz0g? cm

b) Mekkora az AOB haromszdog teriilete?

c) Mekkora a keletkezett kisebbik koriv hossza?

d) Mekkora a keletkezett nagyobbik kériv hossza?

e) Mekkora teriiletli korcikkekre vagja a kort a két
piros sugar?

f) Mekkora az AB hur éltal 1étrehozott két korszelet
teriilete?

38 TRIGONOMETRIA



I Egy 140 cm széles és 160 cm-nél hosszabb teritot a) Az asztallapnak mekkora része marad fedetlen,
az abra szerint egy olyan kerek asztalra tettiink, ha a terit6 és az asztallap szimmetria-kozép-
amelynek az atméréje 160 centiméter. pontja azonos?

b) Mekkora a fedetlen rész teriilete, ha a jobb ol-

dali abra szerint teszik rd az asztalra a terit6t?

Egy 5,7 cm sugaru kor A pontjabol két hur indul.

»
Y

Hosszusaguk 6,5 cm és 8,3 cm.

a) Készits rajzot!
b) Mekkora teriileti részekre oszthatja a korle-

mezt ez a két hur?

1. Koriv és korcikk
Egy korben a kézépponti szogek nagysaga, a hozzdjuk tartozoé kérivek hossztisaga és a megfelel korcikkek teriilete
egyenesen aranyos.

Ha egy r cm sugart korben egy kézépponti szog fokokban mért értéke @, akkor a hozza tar-
toz4 koriv hossza a korkeriilet 360-ad részének az @-szorosa. Ha ennek a cm-ben mért hosz-

S o Qeeqese ._2771'. :rn'a/
szusagat i-vel jeloljiik, akkor i = 360 %= 180
Ugyanebben a korben az @ kozépponti szoghoz tartozd korcikk teriilete a korterdilet

360-ad részének az a-szorosa. Ha ennek a cm’-ben mért nagysagat t-vel jeléljiik, akkor

2 2
fo I, rwa
360 “ 7 360 '
A korcikk teriilete kiszamolhato a koriv hosszabdl és a kor sugarabol is: t = %
A
2. Korszelet teriilete % s
Az 4bran lathato korszelet teriilete kiszamithat6 gy, hogy az @ kozépponti szogl korcikk Qe

teriiletébdl kivonjuk az AOB haromszog teriiletét.
Az AOB haromszog teriiletének meghatdrozasahoz érdemes a szinuszos teriiletképletet al-

kalmazni: T = %
HAZI FELADAT
N Egy 60 cm atmérdji, 2,6 m d) A cs6 térfogatanak hany szazalékat foglalja el
hosszusagu, vizszintes helyze- a viz?

tl csészakaszban 20 cm ma-

gasan all a viz. Az dbra a cs6 ° Egy szabalyos 6tszog alaku teritd cstcsai 70 cm-re

keresztmetszetét mutatja. vannak az 6tszog kozéppontjatol.

a) Mekkora kozépponti szog \\J_Zoy a) Legfeljebb mekkora atmérdji kor alaku asztal-
tartozik a vizfelszint jelolé lap fedhet le teljesen ezzel a teritével?
hirhoz? b) A terit6 szélein diszzsinért akarnak végigvezet-

b) Mekkora a kék korszelet teriilete? ni. Mekkora hosszasagu zsinérra van sziikség?

¢) Mennyi viz van ebben a cs¢szakaszban? c) Mekkora az 6tszog atléinak hossza?

13. lecke | A KOR ES A SZABALYOS SOKSZOGEK



CSOPORTMUNKA

Alkossatok négyf6s csoportokat!

Oldjatok meg a 6 kijelolt feladatot, a 6. feladat eredményét irjatok fel a tablara! Az a csoport nyer, amelyik elszor irja
fel a j6 eredményt. A verseny addig tart, amig mindegyik csoport felirja eredményét a tablara. Ez alatt az id6 alatt
mindegyik csoport egyszer javithat.

Jotandcs: érdemes egy kicsit gondolkozni, miel6tt nekiugrotok a formalis szamoldsnak!

1. feladat

Egy paralelogramma atléinak hossza 30 mm és 50 mm, az altaluk kozrefogott A mm-ben megkapott keriilet egy
tompaszog pedig 120°-os. Szamitsatok ki mm-ekre kerekitve, hogy mekkorak 3 jegyil szdm. A szdmjegyeinek
ennek a paralelogrammanak az oldalai! Ezeknek a kerekitett szimoknak a se- dsszegét jeloljétek A betiivel!
gitségével dllapitsatok meg, hany mm a paralelogramma keriilete!

2. feladat A teriilet értéke egy 3 jegyii szam.
Hény mm” annak a paralelogrammanak a teriilete, amelynek az oldalai 10 mm A szdmjegyeinek szorzatdt jeloljétek
és 70 mm hosszuak, a két oldal altal bezart szog pedig 150°-0s? B betiivel!

T

Kerekitsétek egészekre a toron
3. feladat S 4

Hény méter magas a torony? A PQ szakasz hossza 15 m,
PQH< = 42°, QPH<L = 53°, TQH <L = 72°.

méterben kifejezett magassdgat,
a mérdszdamot jeloljétek
C betiivel!

4. feladat

Egy haromszognek ismerjiik két oldalat és az egyikkel szemkozti szogét: Jeloljétek a kapott szamot
a =50 mm, b =74 mm és & = 37°. Hany fok a b-vel szemkozti [ két lehetsé- D betiivel!

ges értékének Osszege?

5. feladat

Egy 20 cm sugard kort két korszeletre vagunk. A kozép- Jeloljétek a kapott szdmot

ponti szég 110°-0s. Hany cm” a kisebbik korszelet teriilete? E betijvel!

(Kerekitsetek egészekre!) v

6. feladat A kapott szdmot irjatok fel a tdbldra!

Zdardjelben tiintessétek fel a felirds

Szémitstok ki, mennyia (154 - 2) .C— B*+ E értéke! e
2 idépontjdt!

Az els6 3 helyezett csapat bemutatja, milyen egyszert mddszereket alkalmazott (példdul melyik feladatnal nem kellett
szamolni).
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HAZI FELADAT

.IN Egy trapéz alapjainak hossza 57 cm és 41 cm, a hosz-

szabb alapon fekvé egyik szoge 73 fokos. Ezen szog
melletti szar 38 cm hosszd. Szamitsd ki az 4tlok és
a masik szar hosszat!

N
Y

Az dbra szerinti kor kozéppontja a K pont, sugaranak

hossza 2 cm.

a) Mekkora az ABCD hutrnégyszog két-két szem-
kozti szogének Gsszege?

b) Mekkora a négyszog kertilete és teriilete?

c) Mekkora teriiletli korszeleteket vagnak le a kor-
bél a hurnégyszog oldalai?

d) Szamitsd ki a négyszog atldinak hosszat!

RAADAS

A szinuszgorbe

Abrazoljuk azt a fiiggvényt, amely a 0°-nél nagyobb és 180°-nal kisebb szogekhez hozzarendeli a szog szinuszat!
A zsebszamologép segitségével készitsiink tablazatot!

a 15° 30° 45° 60° 75° 90° 105° 120° 135° 150° 165°
sin & 0,2588 0,5 07071 0,866  0,9659 1 0,9659 0,866  0,7071 0,5 0,2588

Abrézoljuk az dsszetartozé értékeket!

Y y

° / \

Végezzétek el milliméterpapiron az abrazolast, még tobb ponttal!
Ha még tobb értéket berajzolunk, egyre pontosabban kirajzolédik annak a gorbének egy darabja, amit a matematikaban
szinuszgorbének neveznek.

Fizikatanulmdnyaid soran mar talalkozhattal a szinuszgorbével, hiszen példaul a rezgémozgast, illetve a valtakozé aramot
jellemz6 fizikai mennyiségek idébeli valtozasat ilyen fiiggvény segitségével lehet abrazolni és jellemezni.

Ay

1
T

ey
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FELADAT

42

1y

23

3D

a) Add meg egy olyan derékszogli haromszog
oldalainak hosszat, amelyben az egyik hegyes-
sz0g szinusza 0,6.

b) Mekkora ennek a szognek a koszinusza és a
tangense?

c) Mekkora a derékszogli haromszog masik he-
gyesszogének a szinusza, a koszinusza és a tan-
gense?

Egy haromszog egyik szogének szinusza 0,7642.
a) Mekkora lehet ez a sz6g?

b) Mennyi lehet a sz6g koszinusza?

c) Mennyi lehet a sz6g tangense?

Tinde megmérte egy négyszog alaku helyiség
egyik sarkdnal a négyszog belsé szogét. Tobbszori
mérés utan arra jutott, hogy a mért szog 86°-os.

- Ez a helyiség biztosan nem téglalap alaka - gon-
dolta —, mégis meg tudom allapitani az alapteriiletét.
Az dbra szerinti harom szakasz és két szog nagysa-
gat tobbszori gondos mérés utdn jegyezte fel.

a) Mekkora a helyiség alapteriilete?

b) Vajon paralelogramma-e a négyszog?
Igazold szdmitassal a valaszodat!

4>

)]
Y

)
Y

Egy 3,4 cm sugart kor két érintdje 56°-os szoget

alkot egymassal.

a) Mekkora tavolsagra van az érinték metszés-
pontja a kor kozéppontjatdl?

b) Mekkora annak a konvex sikrésznek a teriilete,
amelyet a kor egy ive és a két érint6 fog kozre?

Az ABCD konvex négyszog A cstcsnal 1évé szoge
104°-0s, C csucsnal 1évé szoge 95°-0s, az AC atldja
22 cm hosszi. Az AC atl6 a négyszoget két harom-
szogre bontja, ezek koziil az ABC haromszogben az
A csucsnal 1év6 szog 60°-0s, a C csucsnal 1évo szog
40°-0s.

a) Készits abrat!

b) Szamitsd ki a négyszog oldalainak hosszat!

¢) Szamitsd ki a négyszog teriiletét!

Egy apa és a fia egyiitt cipelnek egy vizzel teli vod-
rot. A vodorre hatd gravitaciés er6 100 N nagy-
sagu, az apa altal kifejtett erd 109 N nagysagu, és
az apa karja (az erd iranya) a fuggélegessel 35°-0s
szoget zar be. Mekkora F er6vel tartja a fia a vodrot,
és mekkora szoget zar be a fit karja (az er6 iranya)
a fuggolegessel, ha a vodrot igy kiegyensulyozva
tudjak vinni?

100 N

TRIGONOMETRIA



HAZI FELADAT

BN Milyen magas a Kristalysz4llo, ha 12 méter tavolsag- IS Albrecht Diirer, a XV-XVI. sz. fordul6jén élt német

bdl és 1,6 méter szemmagassagbol 65°-os emelke- reneszansz mester az oltarképei és vallasos téma-
dési szogben latjuk a vizszinteshez képest a szalloda ju festményei mellett elsésorban rézkarcairdl és
tetejét? fametszeteirdl ismert. Emellett behatoan foglalko-

zott matematikaval is. A szabalyos hétszog oldal-

Az abran lathaté otszognek két 30°-os, két 195°-0s hosszisagat példaul az ugyanakkora koriilirt kérbe
és egy 90°-0s szoge van. rajzolhat6 szabélyos haromszog oldalanak feleként
A harom ré6videbb oldal 2 dm-es. Mekkora a két adja meg.
hosszabb oldala?

Recvicri b i b kein g

2 2.001D.3.57.90D.-150 |
ber all gleick iffwic £ aufiger

g
wyffeniff.
Bnuoiljchduschden vosigen Deyangelond auffine
14 i in fiben ectmach?/ ich
T i Men D¢ lini. entvil.a.inden pit
g i O 3 it vort
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! fignrange 15t it i cfy

Szamitsd ki egy 1 m sugart korbe irt szabalyos hét-
sz0g oldalhossztisagat, illetve az ugyanabba a korbe
irt szabalyos haromszog oldalanak felét! Mekkorat
tévedett Diirer?

»
‘Y

Egy paralelogramma atléinak hossza 25 cm és
30 cm. Az atlok altal bezart szog nagysaga 46°.

a) Milyen hossztiak a paralelogramma oldalai?

b) Mekkorak a paralelogramma szogei?

c) Mekkora a paralelogramma teriilete?

RAADAS

A szinuszgorbe a mindennapokban

Barmilyen meglepd, de hétkoznapi targyak, eszk6zok is kapcsolatba hozhatdk a szi-
nuszgorbével.

Ha egy hengert ferde sikkal vagunk el, és utana
a palastjat Kkiteritjitkk a sikba, akkor a palast ha-
tarolé vonala éppen egy szinuszgorbe. Varrénok
szabasmintain latni ilyet, ott, ahol egy ingujjat
kell hozzaszabni az inghez. Ha egy ferdén elvagott
szalaminak lehtuzod a héjat, és kiterited a sikba,
ugyanezt tapasztalod. A badogosok az ereszcsa-

tornak illesztésénél talalkoznak ezzel a gorbével.

Ezt végja ki a bddogos, és a kozépsé cikkelyek hajlithaték belble

15. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA
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Az ABC egyenl6 szarti haromszog alapon fekvé sz6-
gei 70 fokosak, szarai 15 cm hosszuak.

a) Készits abrat!

b) Mekkora az alaphoz tartozé magassaga?

¢) Milyen hosszt a hdromszog alapja?

TetStér-beépitési terv vazlata lathaté a mellékelt raj-
zon. A tet$ alatt beépitendd tér 6tszog keresztmet-
szetl, a legalacsonyabb falmagassag 1,6 m, a helyiség
szélessége pedig 4,2 méter. A tetd sikja a vizszintes
sikkal mindkét oldalon 40°-os szdget zar be.

10 m

1,6 m

40°

/]

4,2 m

a) Milyen széles a tetd alapja?

b) Milyen magas a teté (h)?

¢) Mekkora az 6tszog alaku keresztmetszet teriilete?

d) Hany légkobmeéteres lesz a beépitett rész, ha a haz
hossza 10 m?

(Erettségi feladat, 2013)

3>

S
Y

o
Y

Egy 12 cm sugaru kort egy 16 cm hossza hurja két
korszeletre bontja. Mekkora ezek koziil a kisebbik
korszeletnek a teriilete?

Az ABC hiromszog AB oldala 17 cm hosszu.
Az A cstcsndl 1év6 szoge 78°-0s, a B csucsnal 1évo
szdge 36°-0s. Szamitsd ki a haromszog masik két ol-
daldnak hosszat!

Egy telek flivesitésérdl szol az alabbi feladat. A telek
négyszog alaku, méretei a rajzon lathatok. A telken
all egy haz, valamint faskamra és szerszamoskamra
is. Igy aztan 130 m*-nyi részt nem kell fiivesiteni.

36 m

22m 24 m

98°

33m

a) Hany m’-es teriiletre kell flimagot vasarolni?
b) Szamitsd ki, hogy mekkora szoget zar be a telek
33 méteres és 24 méteres oldala egymassal!

Az 4bran lathato ABC haromszogben a D pont felezi az AB oldalt. A hirom- C

szogben ismert: AB = 48 mm, CD = 41 mm, 0 =47°.
a) Szamitsd ki az ABC haromszog teriiletét!

b) Szamitassal igazold, hogy (egész milliméterre kerekitve) a haromszog

BC oldaldnak hossza 60 mm!

c) Szamitsd ki a haromszog B csticsanal 1év6 belsd szog nagysagat!

TRIGONOMETRIA



Egy négyzet alakd alap folé 4,2 méter magas szaba- Mekkora és milyen iranyt a labdéra hato két er¢ ere-
lyos négyoldalu gula alakd hdztet6t emeltek. A tetd déje? Az iranyt az abran jel6lt @ szog kiszamitasaval
oldallapjai 40°-o0s szoget alkotnak a vizszintes sikkal add meg!

(lasd az abrat).

R (Egy 800 éves feladat alapjan.) Két torony 4ll egymas-
tol 60 konyok tavolsagra. A két torony kozott, mind-
két torony cstcsatol egyenld tavolsagra, all egy kat.
Az egyik torony magassaga 50 konyok, ez a kuttdl
69°-0s szogben latszik.

a) Milyen messze van ez a kit a két torony alapjatol?
a) Mekkora a tetd alapéle (a)? b) Mekkora szdgben latszik a masik torony a kuattdl?
b) Hény m’-t kell cseréppel befedni? ©) Milyen magasa mdsik torony?
c) Milyen hosszuak az oldalélgerendak (x), és mek- N : el 34 es oldala a 38 )
kora szoget alkotnak a vizszintes sikkal (@)? : ] g},' P ara:: ogral?ma fes oldaia a o8 mi-es
d) Mekkora szoget zar be két szomszédos oldalélge- dtléval 56%-os szget alkot. o
renda? Es a két szemkéztiz a) Mekkora a paralelogramma tobbi oldala?
b) Mekkorak a paralelogramma szogei?
2> Egy futball-labdaba két jatékos ugyanabban a pil- ©) Mekkoraa mdsik dtlo? o
lanatban ragott bele az dbra szerinti erékkel: d) Mekkoraa paralelogramma teriiletef
Fy = 1500 NésF, = 2000 N. LR Egy tompaszogii hdromszog teriilete 6,65 dm’, két
oldalanak hossza 4,62 dm és 3,08 dm.
a) Mekkora lehet a két adott oldal altal kozbezart
s20g?
b) Mekkora lehet a harmadik oldal?
c) Mekkorak a haromszog ismeretlen szogei?
d) Hanyféle haromszog felel meg az adatoknak?

RAADAS

(Erettségi feladat, 2020)

Egy sétaloutca diszburkolatat 6tszog alapu, egyenes hasab alaku kovekkel készitik el.
(Az abran négy ilyen kovet lehet latni a burkolaton megfigyelhet6 elrendezésben.)

D

10 10

N

A B

a) Szamitassal igazold, hogy az AED és a BCD haromszog derékszogu!
b) Szédmitsd ki az ABCDE 6tszog teriiletét!
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Temazard

feladatgyijtemény

Hatarozd meg a kovetkezd szogek tangensét! Egy derékszogli haromszog egyik szoge 17°-os, atfo-

12° 38°% 82°% 73° goja 23 cm hosszu. Mekkorak a befogok?
N s a1 . g o
Pl Hatdrozd meg a kivetkezd szogek tangensét! K Egy derékszogti haromszog egyik szoge 31°-os, vele
16,8% 33,24°% 88,92°% 71,45° szemkozti befogoja 4,9 cm hosszi. Milyen hosszu
a masik befogd?
B Hany fokos az a hegyesszog, melynek tangense:
a) Oy2- & ¢) ?7. ’ ¥ iU Egy derékszogl haromszog egyik szoge 27°-0s, a szig
b) Zi ’ d) 7 8; melletti befogd 3,8 cm hosszu. Milyen hosszu az atfo-
' . goéhoz tartoz6 magassag?
N . . i
pilll [dny fokos az a hegyesszog, melynek tangense: AL Egy téglalap oldalai 46 mm és 79 mm hossztiak. Mek-
a) 0,33; c) 135 kora szoget zarnak be egymassal a téglalap atl6i?
b) 2,76; d) 85,3?
LR Egy derékszogl haromszog 26 cm-es befogéjan 32°-0s
LR Egy derékszogii haromszo ik h z0ge 72°-
: gY dCTeKsZOgU haromszog egylk NEgyesszoge /= 7-0s. sz0g nyugszik. Mekkora a haromszog koré irt koré-
A mellette fekvd befogdja 5,2 cm hosszu. nek sugara? Hanyszorosa a kér teriilete a hiromszog
a) Mekkora a masik befogdja? teriiletének?
b) Mekkora az atfogdja?
S LU A derékszogli haromszog atfogojahoz tartozé ma-
Rl Egy derélfsz?gu hér,(')mszog egyik hefg,yesszoge 27°-0s. gassaga 5 cm hosszu. A magassag az atfogobol egy
A szemkozti befogdja 34 mm hosszi. 12 centiméteres szakaszt vag le. Mekkorak a harom-
Milyen hosszt a masik befogo? szg oldalai és szogei?
7> Egyenes létrat timasztunk egy egyenes (fiiggéleges) A A 16 szara ha 5o alapi laph
D Yy gy €gy! ggoleg 18. z egyenl6 szard haromszog alapja 14 cm, az alaphoz
fahoz. A létra alja 48 cm-re van a fa aljatol, a létra tartozé magassag 12 cm hossza. Mekkorak a harom-
fels6 vége 208 cm magasan van. Mekkora szoget zar sz0g szogei? Mekkora a hdromszog teriilete?
be a létra a talajjal?
LG Egy hurtrapéz hosszabbik alapja 28 cm hosszi, a
C Egy kétagu létrat szétnyitunk és feldllitunk. Ekkor trapéz hegyesszogei 60°-osak, a szarak hossza 6 cm.
a legmagasabb pontja 185 cm magasan van. A létra két Mekkora a trapéz keriilete és teriilete?
szara 78 fokos szoget zar be a talajjal. Milyen hossztiak
alétra szdrai? PR Egy hurtrapéz alapjai 32, illetve 10 egység hosszuak,
~ a trapéz magassaga 5 egység hosszi. Mekkorak a tra-
CI  Hatdrozd meg a kovetkezd szogek szinuszat és koszi- o i . .
o ) péz szdgei? Mekkora a trapéz keriilete?
nuszat, harom tizedesjegyre kerekitve!
12°  38°% 82°% 73° o . P
PN Egy lejtds Gt hossza 246 méter, a vizszintessel alkotott
ELR  Hiny fokos az a hegyesszog, melynek szinusza: hajlasszoge 6,8°. Milyen magasra visz a lejt6?
a) 0,33; c) 0,811;
b) 0,76; d) 0,985? PP Egy kétag létra szdrainak hossza 2,3 méter. A biz-
tonsagos hasznalathoz legalabb 34°-ra kell nyitni
LEB  Hiny fokos az a hegyesszog, melynek koszinusza: a szarakat. Legalabb milyen tavol van ekkor a két 1ab
a) 0,122; c) 0,611; végpontja a talajon? Eléri-e a létrardl egy 170 cm ma-
b) 0,276; d) 0,885? gas ember a 3 méter magasan 1év6 villanykortét?
46 TRIGONOMETRIA



Egy rombusz alaku kert keriilete 200 méter, az atlok
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hosszanak aranya 3 : 4. Hany fokos szogben latja a
rovidebb atlot Balint gazda, ha a kert valamely csu-
csabol szemlélddik? Hany forintot kell a gazdanak
palantékra koltenie, ha négyzetméterenként 64 darab
palantat iltet el, és a palantdk darabja 140 forintba
keriil?

Az ABC haromszog A cstcsbdl huzott magassaga
36 cm hosszd. A magassag az @ szoget 10,5° és
52°-0s szogekre bontja. Mekkorak a haromszog olda-
lai és szogei?

Egy deltoid 4tl6i egyenld hosszuak, egyik atldja a ma-
sikat 3: 5 aranyban osztja. A deltoid teriilete 144 cm’.
Mekkora a deltoid keriilete?

Egy ablak mérete: 82 cm x 140 cm. Mekkora szoget
zarnak be az ablakra ragasztott, atlésan haladé egye-
nes ragasztoszalagcsikok egymassal?

Egy 16 cm sugaru korhoz egy kiils6 P pontbdl huzott
érint6k 48,5° nagysagu szoget zarnak be egymassal.
Mekkora tavolsagra van a P pont a kor kozéppontja-
tol, és mekkordk az érint6szakaszok?

Egy hegycstcsra egyenes ut vezet fel, ennek hossza
240 m és emelkedése 15° (15°-0s szoget zar be az ut a
vizszintessel). A hegy tetején all egy 32 m magas ki-
lat6. Mekkora szdgben latszik a kilato teteje a hegyre
vezet6 ut aljabol?

Mekkora szogben latszik a 3,6 cm sugara kor kozép-
pontjabol a kor 4,9 cm hosszu hurja?

Akadalymentesités miatt egy lépcsére rampat tervez-
nek. A 1épcs6k magassaga 22 cm, hosszuk 34 cm. A jar-
daszinttdl a bejaratig nyolc 1épcsd vezet. Milyen hosszu

legyen a rampa? Mekkora szoget zar be a jardaval?

Milyen messze van téliink az a 32 m magas épiilet,

amely 6,3 fokos emelkedési szogben latszik, ha a mé-
rést egy 1,5 m magas teodolitdllvannyal végezziik?

15. lecke | TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Egy 30 emeletes toronyhazbdl figyeljiik a talajon,

e

a haztdl 200 méterre allé szobrot. Mekkora depresszio-
szogben (lehajlasi szogben) latszik a szobor talapza-
tanak alja a hetedik, illetve huszonnyolcadik emeleti
ablakbdl, ha egy emelet magassaga 340 cm?

B’}

Egy toronyantennahoz olyan 230 m hossza egyenes

37

Y

ut vezet, melynek emelkedése 14°26". Az ut elejérél
az antenna csticsa 28°5” emelkedési szog alatt latszik.
Milyen magas az antenna?

Egy repiil allandé magassagban repiil egy autdpa-
lya egyenes szakasza felett, a palyaval parhuzamosan.
Az utat ativel6 feliiljaré 23°-os lehajlasi szogben lat-
szik. A repiil6 tovabbhalad a palyaval parhuzamosan
1250 m-t, és ekkor a feliiljar6 32°-os lehajlasi szogben
latszik. Készits abrat! Milyen magasan halad a repiil6?

Mekkora szoget zar be egymassal a kocka egy csticsa-
bdl kiindulo testatldja és lapatldja?

Egy hegy tetejét 26°-os emelkedési szog alatt lat-
juk. Ha 145 m-rel kozelebb megyiink, akkor 29°-os
emelkedési szogben latjuk. Milyen magas a hegy-

csucs?

Egy haztetd alakja szabalyos négyoldalu gula. Az
alapélei 12,3 m hossztiak, az oldalélei 9,8 m hosszuak.
a)
b)

Milyen magas a tet6?

Mekkora szoget zarnak be az oldalélek a vizszin-
tes sikkal?

c) Mekkora szoget zarnak be a tet6 oldallapjai a viz-
szintes sikkal?

d) Hany m’ cseréppel lehet befedni a tet6t?

a7



Egy haromszog két oldalhosszanak dsszege 15 cm, és
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e két oldallal szemkozti szogek nagysaga 49° és 73°.
Mekkorak a haromszog oldalai?

Egy haromszog két oldalhosszanak kiilonbsége 7 dm.
Az ezen oldalakkal szemkdzti szogek nagysaga 30° és
50°. Mekkorak a haromszog oldalai, és mekkora a ha-
romszog teriilete?

A tablazat egy-egy sora egy-egy haromszog adatait
tartalmazza a szokdsos jelolésekkel (az oldalak mér-
téke cm). Szamitsd ki a hianyzé adatokat!

a b c o B y

a) 6 9 62°

b) 37 22 30°
c) 14 250 43°

d 54 123 83°
e 6 8 13

Egy haromszog egyik szoge 94° nagysagu, a vele szem-
kozti oldal 25 cm hosszu. A hdaromszog egy masik olda-
lanak hossza 10 cm. Mekkora a hidnyzé oldal hossza és
a sz0gek nagysaga? Van-e a feladatnak tobb megoldasa?

Egy paralelogramma oldalainak hossza 10 cm és
16 cm, egyik szogének nagysiga 100°. Mekkordk
a paralelogramma 4tloi, és mekkora a tertilete?

Egy haromszog alaku kert egyik oldalanak hossza
50 méter, masik oldaldanak hossza 80 méter. Mek-
kora lehet a kert kertilete, ha ismert, hogy a tertilete
1000 m??

Egy haromszog keriilete 800 m, két szogének nagysa-
ga 30° és 50°. Mekkorak az oldalai?

Egy trapéz hosszabbik alapja 24 cm, az egyik szara
14 cm hosszt. Az ismert szar és a hosszabbik alap haj-
lasszoge 52 fokos, az alapon fekvé masik szog 65 fokos.
Mekkorak a trapéz ismeretlen szogei és oldalai?

Hatarozd meg annak az altalanos négyszognek az ol-
dalhosszait, melynek BD atldja 38 cm hosszu, és ez
az atlo a B-nél 1évo f szoget egy 49°-0s és egy 37°-0s
részre, a D-nél 1év6 & szoget pedig egy 51°-0s és egy
29°-o0s részre bontja ugy, hogy a 49°-os és az 51°-os
sz0g az atlé azonos oldalan van!

Szabdlyos 6tszog alakd, 24 cm oldalhosszisagu teritd-

50 >

51

Y

re — diszitésként — aranyhimzést készitiink. A himzést
az oldalak mentén és az atlok mentén helyezziik el.
Hény 6ran keresztiil késziil el a teljes munka, ha 10 cm
himzéshez atlagosan 30 perc munkaidé sziikséges?

24 cm

Egy haromszog két oldala 18 cm és 24 cm hosszu,
kozbezart szogiik 68 fokos. Milyen hosszi a 18 cm-es
oldalhoz tartozé sulyvonal?

Egy haromszog egyik oldala 20 cm hosszu, a masik
két oldal hosszanak kiilonbsége 4 cm. A 20 cm-es ol-
dallal szemben 1év6 szog nagysaga 120°. Mekkorak
a haromszog oldalai és szogei?

Egy kikotobol két hajo indul azonos idépontban.
Az egyik kelet felé halad 75 km

h
a masik pontosan délnyugati iranyba 69

sebességgel, mig

km

h
séggel. Milyen tavol lesznek egymastdl 80 perc mulva?

sebes-

A toronydra kismutatdjanak hossza 32 cm, nagymu-
tatdjanak hossza 46 cm. Milyen tavolsagban van az
ora két mutatdjanak végpontja egymastol

a) 3 orakor; b) fél 8-kor; ¢) 11 dra 20 perckor?

TRIGONOMETRIA



Egy trapéz két parhuzamos oldala 46 cm és 34 cm LN Egy korhoz egy kiilsé P pontb6l meghtizzuk az érin-
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hossza. Az egyik szar 52 cm-es. Ennek a nagyobbik
alappal bezart szoge 48 fokos. Hatarozd meg a trapéz
negyedik oldalat és a trapéz ismeretlen szogeit!

Mekkora szdget zar be egymassal a kocka két kiilon-
boz6 testatldja?

Igazold, hogy az r sugaru korbe irt szabalyos 12-sz6g
teriilete 3r°!

Egy haromszog alaku kertet szeretnénk felasni, mely-
nek oldalai 20, 48 és 60 méter hossztsagtiak. Tudjuk,
hogy 6t négyzetméter felasasa fél d6raba telik. Hany
oran keresztiil kell dolgoznunk a kert teljes felasasaval?

A paralelogramma 4tl6ja 16 cm hosszu. Ez az atlé a
paralelogramma egyik szogét 27 és 38 fokos szogekre
bontja. Mekkorak - egész szamra kerekitve — a para-
lelogramma szogei, oldalai, keriilete és teriilete?

(Erettségi feladat, 2006)
Az abran lathato AB vég-
pontu eserny6t falra akaszt-

25 cm A
/29
juk a koévetkezé modon: a
zsineg szdrai 120°-0s szoget
zarnak be egymassal, a zsi- !
neg teljes hossza 85 cm, és a
felfiiggesztési pontaz A vég-

ponttdl 25 cm-re van. K

a) Hany cm hosszu (egész szamban A
meérve) az eserny6?

Ugyanezt az eserny6t egy masik alka-
lommal ugy figgesztettiik fel, hogy a zsi-
neg szarai derékszoget zarjanak be.

b) Milyen tavolsagra van ekkor a derék-
sz0gl cstcs az esernyd A végpontja-
tol? (Az eredményt cm pontossaggal
adja meg!)

B

Egy kor sugara 8 cm hosszt. Hatdrozzuk meg annak
a hdrjanak a hosszat, melyhez tartozé kozépponti
sz0g nagysaga 84°! Mekkora a hur dltal a korvonalbdl
kimetszett fveknek a hossza?

Egy 41 egység sugart korbe berajzoltunk egy 18
egység hosszusagu hurt. Mekkora teriiletd részekre
bontja ez a hur a kér teriiletét?

15. lecke | TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY
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téket. A két érinté egymassal 54°-os szoget zar be.
Az érint6szakaszok hossza 7,4 cm. Mekkora a két
érint6 és az érintési pontok kozotti rovidebbik koriv
altal hatarolt sikidom teriilete?

Mekkora a 10 cm sugart korbe irt szabalyos 30-sz6g
kertiilete, tertilete? Hany szazalékkal kisebb ez a kor
keriileténél, illetve tertileténél?

Egy 6 cm sugaru korbe szabalyos 6tszoget rajzolunk.
a) Mekkora az 6tszog oldala?

b) Mekkora az 6tszog teriilete?

c) Mekkora a beirhat6 kor sugara?

A lejtore helyezett test mozgasanak vizsgalatdhoz gyak-
ran célszerd a test stlyat megado vektort két olyan vek-
tor Osszegeként eléallitani, amelyek egyike a lejt6vel
parhuzamos, a masik pedig a lejtére meréleges.

Hany newton nagysagu az F,, illetve F,, ha a test
70 newton sulyt, a lejté a vizszintes sikkal 28,5°-0s
szoget zar be?

Egy lejt6 hajlasszoge 42 fokos. A lejtére helyeziink
egy 89 N stilyt testet. Bontsd fel a stlyerdt lejtéiranyt
és lejtére merdleges Osszetevokre (azaz a 89 N nagy-
sagu, fiiggéleges vektort bontsd fel két olyan vektor
Osszegére, melyek koziil egyik parhuzamos a lejt6vel,
masik mer6leges rd)!

a) Készits abrat!

b) Mekkora a sulyerd két dsszetevéije?

Melyik allitas igaz, melyik hamis?

a) Ha a hegyesszog, akkor sin o = sin (180° — @).
b) Ha o tompaszog, akkor sin @ = sin (180° — ).
¢) Haa + B =180°, akkor sin @ = sin /5.

d) Haa + S =180°, akkor sin @ + sin 5 = 0.

e) Ha a tompaszog, akkor 0 < sina < 1.



Jelszavak

BEVEZETO

Nemcsak a lakasok, a széfek, de a szamitogépek és az in-

ternet vilaganak szamos teriilete is megkoveteli jelszavak

készitését. A sok jelszo miatt olykor bajba is keriilhetiink,

mert elfelejthetjitk 6ket. Bendi az egyik szamitogépes do-

kumentumat egy haromkarakteres jelszoval védte le. A jel-

szot elfelejtette, de arra pontosan emlékszik, hogy a jelsz6 a

{B;

e; m; 1; 7} karakterekbdl épiil fol. Hany kilonboz6 jelszo

létezik, ha

tudja, hogy harom kiilonboz6 karaktert hasznalt a jel-
sz6 elkészitéséhez?

nem tudja, hogy a harom karakter kozott voltak-e egy-
formak?

Megoldds

a)

Az esetek Osszeszamlalasat jol szemléltethetjiik, ha a
jelszo elemeinek egy-egy ,rekeszt” feleltetiink meg.
Hivhatjuk ezeket talcaknak, fiokoknak, celldknak, he-
lyeknek is, az a fontos, hogy rogzitett sorrendjiik van.
Az els6 ,rekesz” tartalmat (vagyis az elsé karaktert)
5-féleképpen valaszthatjuk ki. Barmit valasztottunk az

FELADAT

Hajni a {H; a; j; n; i; 1; 9} halmaz elemeibdl 4 karak-
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teres jelszavakat készit. Hanyféle jelszot gyarthat, ha
a) a4 karakter kozott nincs két egyforma?
b) a4 karakter kozott lehetnek egyformak is?

Csilla mas modszert valasztott: minden jelszava 10
karakter hosszu, és a karakterek a {C; a} halmaz ele-
mei kozil kertilnek ki. Hany kiilonboz6 jelszot ké-
szithet Csilla?

Egy teszt 6 kérdésbol all. Minden kérdésnél az A, B, C

és D betiik koziil kell egyet bekarikazni. Hany kiilon-

boz6 kitoltése van a tesztnek,

a) ha minden kérdésre bekarikdzzuk valamelyik va-
laszt?

b) ha az is lehet, hogy valamelyik (vagy akar az sz-
szes) kérdésre nem karikdzunk be semmit?

b)

elsd rekeszbe, a masodikba mar csak 4-féle elem keriil-
het, hiszen azt nem valaszthatjuk, ami az els6 rekeszben
van. Barmit valasztottunk az elsé két helyre, a harma-
dik rekeszbe hasonlé okokbol mar csak 3-féle elem ke-
riilhet.
o S5-féle ¢
1. karakter

2 4—féle [y
2. karakter

? 3-fé1€ [y
3. karakter

Az els6 karakter minden lehetséges valasztdsahoz 4-féle
masodik karakter tarsulhat. Mivel 5-féle elsé karakter
lehet, ez igy mar 5 - 4 eset. De minden ilyen esethez,
azaz minden rogzitett elsé és masodik karakterhez
Ujabb 3-féle harmadik karakter tarsulhat, igy a lehetsé-
ges jelszavak szama Osszesen 5 - 4 - 3 = 60.
Most a masodik és a harmadik karakter is 5-féle lehet,
barmit valasztottunk eldtte. A ,rekeszekkel” szemlél-
tetve:
o 5-féle ¢
1. karakter

2 5-fé1€ [y
2. karakter

? S—féle [y
3. karakter

Osszesen 5 - 5 - 5 = 125 ilyen jelszo 1étezik.

Egy tizemi étteremben 4-féle féétel és 3-féle desz-

o
Y

szert koziil lehet valasztani. Hanyféle leves szerepel
a kinalatban, ha egy 3 fogasos ebédre a lehet6ségek
szama tobb mint 50 és kevesebb mint 80?

Egy informatikai cégnek az dbra szerinti logoét
tervezik. A logén lévé 3 tartomany mindegyikét
a piros, sarga, kék, zold, narancssarga és lila szinek
valamelyikével szinezik ki.

a) Hanyféle szinezése lehet
a logonak, ha mind-

egyik tartomany mas
szind?
b) Hany szinezés koziil
valaszthatunk, ha a két

nyil akar egyforma szi-

nt is lehet?

KOMBINATORIKA, GRAFOK



Az el6z6 példakban n darab kiilonboz6 elembdl valasztottunk valahdnyat gy, hogy fontos volt a kivalasztas sorrendje.
Ekkor a lehet6ségek szama

ha az elemek ismétl6dhetnek:
v'7(1’l—1)v'7(}’1—2)v... i n $ 7 h $F 1 n § -

ha minden elemet legfeljebb egyszer valaszthatunk:
? n

1. Mit jelent az, hogy szamit a kivélasztas sorrendje?
Azt, hogy a kivalasztott elemek valamilyen szempontbol kiil6nb6z6 ,,szerepbe” keriilnek. Példaul:
- sorrendjiik van (jelszd, sorban allas, tobbjegyti szamot alkotunk, teszt kitoltése);
- mias feladatra vélasztjuk ki azokat, mashova kertilnek;
- kiilonbo6z6 dolgokkal parositjuk ket (kiillonboz6 nyeremények, tancpartnerek);
- érdemes egy alkalmas sorrendben végrehajtani dontéseket.
2. Sok feladatban alkalmazhato ez az 6sszeszdamlaldsi mdodszer (,,rekeszekkel’, ,tdlcakkal”) azzal a kiegészitéssel, hogy van
valamilyen megkotés. Hogy milyen szdmot irjunk az egyes helyekre, azt a konkrét feladat donti el. Példaul:
- ha szamot készitiink, akkor az elsé szamjegy nem lehet 0;
- kikothetik, hogy valamelyik helyre konkrétan melyik elem keriil, vagy két elemnek egymas mellé kell keriilnie;

- megtehetjiik, hogy nem az els6 helyen all6 ,,rekeszt” toltjiik ki el8szor.

FELADAT

Melyik feladathoz melyik szdamolds tartozik? Péaro-

sitsd a feladat bettijelét az abra bettjelével! Az egyik

feladatnak nincs parja — készitsd el a hianyzo abrat!

a) Hany négyjegyt szdm van?

Haény olyan négyjegyti szam van, amelyben

b) minden szamjegy kiil6nb6z6?

c) a szamjegyek ismétlédhetnek, és a harmadik
szamjegy a nyolcas?

d) minden szamjegy kiilonb6z6, és a harmadik
szamjegy a négyes?

e) aszamjegyek ismétlddhetnek, és minden szam-
jegy paros?

HAZI FELADAT
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A budapesti telefonszamok hétjegytiek és nem kez-
dddhetnek 0-val. Hany ilyen telefonszam létezhet?

A 26 bettibdl allé6 angol abécé bettiibdl (nincsenek
hosszt maganhangzok, sem kett6s betiik) hany jelszo
készithetd, ha a jelszo6 6 karakter hosszusagu,

a) és a karakterek kozott nincs ismétlodés?

b) és a karakterek kozott lehet ismétl6dés?

Hany olyan négyjegyt szam van, amelynek minden
szamjegye kiilonb6zo, és nem szerepel benne a hetes
szamjegy?

16. lecke | JELSZAVAK

f) minden szamjegy kiilonb6z6, és minden szam-
jegy paros?

A 19 ¢ 1% ¢ 85275

B 98 ¢78 g9 1 ¢ 75

C 29 ¢910¢- §:210 ¢

~
—

D 94 ¢ 74 ¢ 73 ¢22c5

E 99 §7910¢:9210 ¢-9 10 ¢

~

5 darab kiilonb6z6 sportszert sorsolunk ki 20 ta-

nulé kozoétt. Hany kilonboz6 eredménye lehet a

sorsolasnak, ha

a) egy tanulo legfeljebb egy sportszert kaphat;

b) egy tanul6 tobb sportszert is kaphat (akdr mind
az 5-0t);

c) Konrad egy darab sportszert kap, a tobbiek pe-
dig legfeljebb egy sportszert kaphatnak?

51
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BEVEZETO

Ezt a szorzatot igy jeloljiik: n! (kiolvasva: n faktorialis).

A faktorialist technikai okokbdl 0-ra is értelmezziik: 0! = 1.

. Sorba rendezés megkdtésekkel

A cirkuszban 5 vadallat vonul szorosan egymas utan: egy b) Ha az oroszlan kozvetleniil a tigris utan all a sorban, ak-

tigris, egy oroszlan, egy parduc, egy leopard és egy elefant. kor kettéjliket tekinthetjiik egy ,,objektumnak”. Rajtuk
kiviill még 3 ,,objektum” van, tehat sszesen 4 ,,objektu-
mot” kell sorba rendezni. Ezt4 - 3 - 2. 1 = 24 médon
tehetjitk meg (4 - 3- 2- 1 = 4!). A sorban az oroszlan
lehet kozvetlentl a tigris el6tt is, ez ugyancsak 4! = 24
lehet8ség. Osszesen tehat 2 - 4! = 48 olyan sorrendben
vonulhat az 5 allat, amelyben a tigris és az oroszlan koz-
vetleniil egymas utan allnak.

c) Ha az 0sszes lehetséges sorrendbdl levonjuk azoknak a
sorrendeknek a szamat, amelyekben a tigris és az orosz-
lan kozvetlentl egymas utan kovetkezik, akkor meg-
kapjuk azoknak a sorrendeknek a szamat, amelyekben

Hény kiilénb6z6 sorrendben vonulhat az 5 vadallat? ez nem teljesiil. A megfelel6 sorrendek szdma tehat:
Hény olyan sorrend van, amelyben a tigris és az orosz- 5/!—2-41=120— 48 = 72.
lan kozvetleniil egymas utén kovetkezik a sorban? d) Az ot allat 120-féle sorrendben haladhat egymas mo-
Hény olyan sorrend van, amelyben a tigris és az orosz- gott. A T-O-P-L-E sor azonban ezuttal ugyanaz, mint
lan nem egymas utdn kovetkezik a sorban? az O-P-L-E-T; a P-L-E-T-O; az L-E-T-O-P; valamint az
Hany kiilonb6z6 sorrendben vonulhatnak fel, ha kor- E-T-O-P-L sorrend. Hasonléan beldthat6, hogy min-
bevonulnak, és semelyikiiket nem tekintjiik ,,elsének™? den esetnek tovabbi négy, attdl lényegében nem kii-
16nboz6 valtozata van. Eszerint a 120 esetben minden
Megoldds esetet OtszOr is megszamoltunk. Az egymast6l nem kii-
a) AKkilonbozd sorrendek szdma 5-4-3-2-1 = 5! =120. 16nboz6 esetek szama tehat 120 : 5 = 24.
1. Sorba rendezés
Ha sorba rendeziink n darab kiilonb6z6 elemet, akkor a lehetséges sorrendek szaman-(n—1)-...- 1.

Vannak olyan feladatok, amikor az n kiilonb6z6 elem nem minden sorba rendezése megfelel. Néhany ilyen esetet — és

a megoldast segit otletet — sorol fel az alabbi tablazat.

»
»
»

Ha néhany elem helye meg van

hatdrozva:
Ha két elemnek egymas mellé kell

lyekre.

kertilnie:
Ha két elem nem keriilhet egymas
mellé:

Ezeket rogrzitjiik, és a tobbi elemet sorba rendezzitk a megmaradt he-

Ezeket egy elemnek tekintjiik. Sorba rendezziik az eggyel kevesebb ele-
met, majd figyelembe kell venni, hogy a két elem sorrendje kétféle lehet.
Az Osszes eset szamabol vonjuk ki azon esetek szamat, amikor a kérdé-

ses elemek egymas mellé keriilnek.

KOMBINATORIKA, GRAFOK
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(Erettségi feladat, 2015)

Az ottusa lovaglasszamaban, egy akadalypalyan ti-
zenkét kiilonboz6 akadalyt kell a versenyzének atug-
ratnia. Egy akadaly a nehézsége alapjan harom cso-
portba sorolhaté: A, Bvagy C tipust. Adém a verseny
el6tti bemelegitéskor eldszor az 6t darab A, majd a
négy darab B, végiil a harom darab C tipusu akada-
lyon ugrat at, mindegyiken pontosan egyszer. Beme-
legitéskor az egyes akadalytipusokon beliil a sorrend
szabadon megvalaszthat6. Szamitsd ki, hogy a beme-
legités sordn hanyféle sorrendben ugrathatja at Adém
a tizenkét akadalyt!

Testnevelésoran 10 tanuld il egy tornapadon.

a) Hanyféle sorrendben lehetséges ez?

b) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Csilla és Panni
egymas mellett akarnak tilni?

c) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Zoli és Gabor
nem akarnak egymas mellett éilni?

d) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Csilla és Pan-
ni egymas mellett akarnak iilni, de Zoli és Gabor
nem szeretnének egymads mellé keriilni?

Angoléra utdn 12 tanuld egyesével kimegy a terem-

bél.

a) Hanyféleképpen lehetséges ez?

b) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Csilla és Panni
szeretne lenni a ,,két utolsd™?

HAZI FELADAT
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a) A tornateremben 9 tanuld all egy sorban. Hany
kiilonboz6 médon lehetséges ez?

b) A 9 tanul6 ugy all sorba, hogy Andras a sor bal
szélén, Bence pedig a sor jobb szélén van. Hany
kiilonboz6 médon lehetséges ez?

(Erettségi feladat nyomdn, 2005)

Anna, Béla, Cili és Dénes szinhdzba megy. Jegyiik

a bal oldal 10. sor 1., 2., 3., 4. helyére szol.

a) Hanyféle sorrendben tudnak letilni a négy helyre?

b) Hanyféleképpen tudnak leiilni a négy helyre tgy,
hogy Anna és Béla egymas mellé keriiljenek?

c) Hanyféleképpen tudnak letilni a négy helyre ugy,
hogy Anna és Béla nem egymas mellett tilnek?

17. lecke | SORBA RENDEZES
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c) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Zoli, Gabor
és Peti szeretne lenni az ,,elsé harom”?

Harom fia és harom lany tgy tilnek le egymas mel-
1é a néz6téren, hogy az els6 helyre lany til, a maso-
dikra fit5, a harmadikra lany tl, a negyedikre fig, az
otodikre megint lany, a hatodikra pedig fia. Hany
kiilonb6z6 médon tehetik ezt meg?

Tiz kartyara felirtuk a szimjegyeket: mindegyik kar-

tydra egyet, mindegyik kartyara mas szamjegyet.

a) Hany killonb6z6 médon rakhatjuk sorba a tiz
szamjegykartyat?

b) Az a)-beli sorrendek kozott hany olyan van,
amelyikben a szdmjegyek csokkend sorrend-
ben kovetik egymast?

c) Hany olyan van az a)-beli sorrendek kozott,
amelyik tizjegy( szamot hatdroz meg?

d) Hany olyan van a c)-beli tizjegyt szamok ko-
z0tt, amelyik oszthatd 10-zel?

e) Hany olyan van a c)-beli tizjegyti szamok ko-
z0tt, amelyik oszthaté 3-mal?

Egy tanciskolaban 7 fit és 7 lany vesz részt az egyik
proban. Hanyféleképpen alkothatnak 7 tancold
part? (Minden lany fiaval tancol, és két esetet kii-
16nbozének tekintiink, ha van olyan résztvevo, aki-
nek mds a parja.)

Egy kiilvarosi gyorsvasuthalozatnak 35 allomasa

van. A fizetend6 viteldij attol fiigg, hogy melyik két

allomas kozott utazunk, ezért a vonaljegyekre ra-

nyomtatjak a kiindulo- és a célallomast is.

a) Hanyféle jegy létezik ebben a gyorsvasuthalé-
zatban?

b) Legfeljebb hany kiillonb6z6 4ru jegy lehetséges?
(A kiindulé- és a célallomads sorrendjétél nem
fiigg a fizetend6 djij.)

Szamitsd ki a szamoldogépeddel!

: 11! 19!
a) o ) it el 20!
11! 10! )
O se Do ) &Y
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Hany 4 elemt részhalmazavana H={a, b, ¢, d, e, f, & h, i}

halmaznak?

Megoldds
H-nak 9 eleme van. Hanyféleképpen valaszthatjuk ki ezek
koziil sorban a 4 elemet?

2 ¢ 8 s 7 g 6 ¢
2. hely 3. hely 4. hely

1. hely

Az n elemi halmaz k elemii részhalmazainak szama

Alehetdségek szama9 - 8 - 7 - 6. Egy halmaz (részhalmaz) ese-
tében azonban nem szamit az elemek kivalasztasanak sorrend-
je. Az imént megadott lehet6ségek kozott szerepel az 1-3-2-4
ésa4-2-3-1 eset is. Emiatt egy részhalmazt tobbszor is szamol-
tunk. Az {1; 2; 3; 4} részhalmazt példdul annyiszor szamoltuk,
ahanyféleképpen sorba tudjuk rendezni ezt a 4 szdmot, azaz
4! = 24-szer. Mivel minden részhalmazt 4! = 24-szer szamol-

9:8.7:6 _ 6.

tunk, a 4 elemi részhalmazok szdma 4l

Az n elem@ halmaz k elemi részhalmazainak a szamat (n és k pozitiv egész szamok, n = k) megkapjuk, ha:

- a halmaz elemei koziil kivalasztunk egy els6, egy masodik, ..
.., a k-adikat n—(k—1)=n—k+1 elem kozil vélasztjuk, ezért ezt megtehetjilk

a harmadikat n — 2,

n-m—1)-(n—2)-...-(n—k+ 1)-féleképpen;

., egy k-adik elemet. Az els6t n, a masodikat n — 1,

2 n ¢ 9 (n—l) ¢ 9 (1’1—2) ¢ z(n—k-i-l)y
1. hely 2. hely 3. hely k-adik hely

- majd ezt a szorzatot elosztjuk azoknak a lehetdségeknek a szamaval, ahanyféleképpen sorba rendezhetjiik a kivélasztott

k elemet, vagyis a k!-sal.
Példdul:

Egy 10 elemii halmaz 3 elemi részhalmazainak szama

Erre kiilon szimbdlumot vezetiink be.

10 elemd halmaz 3 elemd részhalmazainak szdma:

12 elem( halmaz 4 elemi részhalmazainak szama:

Altaldnosan:
n elem( halmaz k elem részhalmazainak szdma:

10-9-8
3 .

jele: igy olvassuk:
9. 10
1039' 8 <3) 10 alatta 3
.11-10- 12
2 () s
(Z) nalattak.



FELADAT

Az {A; n; d; 0; r} halmaznak hany olyan részhalmaza
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van, amely
a) 1 elemd; b) 2 elemd; ¢) 3 elemi; d) 4 elemii?

Hany 3 elemt részhalmaza van a B halmaznak, ha B
elemeinek szama
a) 3; b) 4; c) 5; d) 67

A roplabdabajnoksagra hat csapat nevezett. Minden
csapat minden csapattal pontosan egy meccset jat-
szik. Hany mérkézésre keriil sor?

A nagysziil6k egyhetes kempingezésre hivtak meg 9

unokdjukat. Azt kérték, hogy koziiliik harman joj-

jenek két nappal korabban, hogy a bevasarlasban,

csomagolasban, a taborhely el6készitésében segitse-

nek.

a) Hanyféleképpen vélaszthat6 ki ez a 3 unoka, ha
mindegyikiik mas feladatban segédkezik?

b) Hanyféleképpen vélaszthat6 ki a 9 unoka koziil az
a 3, aki a kempingben els6 este megf6zi a vacsora-
nak szant paprikas krumplit?

Apa a képen lathat6 6t
lapot tartja a kezében,
Csilla egyszerre kett6t
kihtz a lapok kozil
Hanyféle lehet a kihu-
zott két lap, ha a lapok

sorrendje nem szamit?

HAZI FELADAT

1y

N
'Y

a) Egy targyalds megkezdése el6tt a hét résztvevo
mindegyike kezet fogott mindenkivel. Osszesen
hény kézfogas tortént?

b) Hény Osszekotd szakasz (atlé vagy oldal) rajzol-
hat6 egy konvex hétszog csticsai kozé?

Egy 25 f6s osztaly 3 tagbdl all6 kiildottséget szeretne

kijelolni egy vetélked6re. Hanyféleképpen tehetik ezt

meg, ha

a) az egyik kiildott az irodalom-, a masik a torténe-
lem-, a harmadik pedig a foldrajzvetélked6n in-
dul;

b) mindhdrman a matematikavetélked6n indulnak?

Egy 12 fos tarsasag érkezik egy lifthez, amelyben

~
'Y

egyszerre csak 4 személy utazhat.

a) Hanyféle lehet az els6 utazé négyes?

b) Ha mar felment az elsd 4 ember, akkor a tobbi-
ek kozul hanyféleképpen vélaszthatjak ki, hogy
ki utazzon a masodik menetben?

c¢) Ha mar a masodik menet is elment, akkor
hanyféleképpen vélaszthatjak ki, hogy kik utaz-
nak a harmadik menetben?

d) Hanyféleképpen utazhat az emeletre a 12 f8s
tarsasag 3 menetben?

Két nyereményt sorsolnak ki egy parti 90 résztve-
véje kozott. Hanyféle lehet a sorsolds végeredmé-
nye, ha

a) két ugyanolyan nyeremény van, és mindenki
legfeljebb csak egy nyereményt nyerhet?

b) két kiillonb6z6 nyeremény van, és mindenki
csak egyet nyerhet?

c) két kiilonb6zé nyeremény van, és akar ugyan-
az a résztvevd is megnyerheti mindkét nyere-
ményt?

d) kétugyanolyan nyeremény van, és akar egy em-
ber is nyerheti mindkett6t?

Egy 8 elemt halmaznak hany olyan részhalmaza
van, amely legfeljebb 3 elemii?

A lyukasztoval miikodé buszjegy- SEY s
rendszerben a jegyet az utasok
a buszon 1év6 lyukasztogépbe he-
lyezték, amely néhany szam helyén Tl

kilyukasztotta a jegyet. A jegyen

9 szam szerepel.

a) Hany olyan lyukasztas van, amely soran 3 lyu-
kat vag a gép?

b) Hany olyan lyukasztas van, amely soran 4 lyu-
kat vag a gép?

18. lecke | AMIKOR NEM SZAMIT A KIVALASZTAS SORRENDJE
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Binomialis egyiitihatok

BEVEZETO

Anita salat kot ajandékba. Tudja, hogy sima és forditott szemek valtogatasaval
sokféle mintét kialakithat. Hétszemenként ismétl6d6é mintét vélaszt. Ugy dént, \ N m I II " " I |

hogy ezek kozill 3 sima, 4 pedig forditott lesz.
Hanyféle minta koziil valaszthat?

Megoldds

Anita 7 kis rekeszt rajzol, s elképzeli, melyik haromban lesznek a sima szemek:
XXIXE [ T[] IxEIxIX] [ ] ]
I} X[ T 1 I Ix] ] ] ]

Igy gondolkodik:

- Ez ugyanolyan, mint amikor kalapbdl huzunk ki neveket, csakhogy most nem a nevek vannak a kalapban, hanem a reke-
szek sorszama, és azt kell ezek koziil ,,kihtzni”, hogy hova tegyiink sima szemet. Az a kérdés, hdnyféleképpen vilaszthatunk

.6- 7
ki a 7 hely koziil 3-at, ahovd a sima szemet kell kotni. Ez pedig 7 ; > (3) = 35-féle lehet.

1. Ha n darab kiilonb6z6 elem koziil kivélasztunk k darabot (1, k € N*, n = k) ugy, hogy
- minden elemet legfeljebb egyszer valaszthatunk,
- nem szamit a kivélasztas sorrendje,

akkor a lehetdségek szama (Z)

Megjegyzés

Mit jelent az, hogy nem szamit a kivalasztds sorrendje?

Az el6fordulhat, hogy az elemeknek van sorszama vagy valamiféle sorrendje (pl. néz6téri helyek). A kivalasztast

ugyanakkor legtobbszor ugy végezziik, hogy egyesével kijeloliink ezek koziil néhanyat, példaul ramutatunk sorban

néhanyra, vagy megjel6liink néhanyat. Nem szamit, hogy a kivalasztds sordan milyen sorrendben jeloljiik ki az eleme-

ket. Ugyanazt az esetet kapjuk, ha példaul el6szor vélasztjuk A-t és utana B-t, mint amikor elészor valasztjuk B-t és

masodszor A-t. Ilyen helyzetek példaul:

— részhalmazt valasztunk ki;

- két elemet valasztunk ki, és az elemek kozétti kapcsolatban nincs jelentdsége a sorrendnek (pl. kézfogas, szakasz
végpontjai, két szam, amiknek csak az 6sszege érdekes);

- akivélasztott elemek ugyanolyan ,,szerepbe” kertilnek.

2. Kétféle elem sorba rendezése
Példaul:
Kétféle elemiink van, 3 darab egyforma piros és 5 darab egyforma sarga, és sorba rendezziik ezeket. Hanyféle sorrend
lehetséges? Minden eset egy 8 hely hossztisagu sorozat, amelyben 3 helyen piros elem all, a tobbi helyen sarga. Hany-
féleképpen valaszthatjuk ki azokat a helyeket, ahovd piros elemet rakunk?
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2 ) ? § ) 2 § )
1. 4. 5. 7. 8.

A 8 helybdl kivalasztunk 3 helyet. A helyeknek ugyan van sorszdma, az azonban nem szamit, hogy hanyadikként va-

lasztunk ki egy helyet. A 3-2-6 helyek kivalasztasa ugyanazt eredményezi, mintha 6-2-3 sorrendben vélasztottuk volna

8
ugyanezeket a helyeket. A kivalasztas sorrendje nem szamit, a lehetdségek szama tehat < 3> = 56.

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a 8 hely koziil azt az 5 helyet valasztjuk ki, ahovd a sarga elemeket rakjuk.

8 8 8
Ez <5> = 56. Azt kaptuk tehat, hogy (3> = (5>

FELADAT

Kamillanak az idén 11 tantargya van az iskolaban.

A hétféi napon 6 tantargybol van egy-egy oraja.

a) Hanyféleképpen valaszthato ki a 6 tantargy?

b) Hany kiilonb6z6 érarendje lehetne Kamillanak
hétfén?

‘Y

Melyiket szamolhatjuk 7-6-ként, és melyiket

\_76
2 2
feleld celldba!

A 7 ember koziil mindenki mindenkivel kezet

-ként? Ird a feladatok bettijelét a meg-

fog. Hany kézfogas torténik?

7 ember koziill mindenki mindenkinek kiild
egy SMS-t. Osszesen hany tizenetet kiildenek?
7 kosarlabdacsapat kozott minden csapat min-
den csapattal pontosan egy meccset jatszik.

Héany mérkézésre kertil sor?

1. Binomialis egyiitthatok

Az <Z> kifejezéseket (k, n € N, n = k) binomidlis egytitthatoknak nevezziik. Az (

- egy n elemi halmaznak hany darab k elemt részhalmaza van,

Felvesziink egy korvonalon 7 kiil6nb6z6 pon-
tot, és mindegyiket 6sszekotjiilk mindegyikkel.
Hany szakaszt rajzolunk?

7 ember koziil valasztunk egy titkart és egy
jegyz6t. Hanyféleképpen tehetjitk meg?

7 kiilonbozo kartyalap koziil osztanak nekiink
kett6t. Hanyféleképpen alakulhat, hogy melyik
két lapot kapjuk?

Egy orszag 7 szigetbdl all. Egyik reggel minden
szigetr6l minden masik szigetre indul egy hajo.
Hany haj6 indul aznap reggel a szigetek kozott?

n

k) megadja:

- hanyféleképpen valaszthatunk ki » kiillonb6z6 elem koziil k darabot, ha nem szamit a kivélasztas sorrendje.

Az (Z) értelmezhetd akkor is, ha k =0, illetve ha n = 0.

<(5)) Egy 6telemii halmaznak hany 0 elem részhalmaza van?
<g) Egy n elemt halmaznak hany 0 elemt részhalmaza van?
(8) Egy 0 elemt halmaznak hany 0 elem{ részhalmaza van?
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2. Binomialis egyiitthatok szamitasa zsebszamologéppel

Sok zsebszamoldgépen kiilon funkcié van az (Z

) kiszamitdsara, az nCr funkcio.

11
Példaul ( 6) igy szamolhat6: 11 'nCr 6.

3. Binomialis egyiitthatok egy kicsit masként

6!
tényez6ként, mert akkor felirhatjuk a szamlalot 11! alakban. Ehhez 5 -4 - 3 - 2 - 1 = 5!-sal kell béviteniink.
(11)= 11-10.9-8-7-6 _11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 _ 11!

11 .10-9-8-7-
Boévitsiik a ( 6 > =11:10:9-8:7:6 g5ptet ugy, hogy a szamlaléban 11-t6] 1-ig minden természetes szam megjelenjen

6 6! 6'-5-4-3-2-1 ~ 615!
N . . , A n!
Altaldnosan is felirhato: ( k) = bl

11 11
4. Milyen kapcsolat van < 6 ) és ( 5 ) kozott?
Ha 11 gyerek koziil kivélasztunk 6 gyereket, aki kimegy a terembél, ezt gy is megtehetjiik, hogy kivélasztjuk azt az

11 11
5-0t, aki bent marad a teremben. Ezért ( 6 ) és ( 5 ) egyenld.

Altalanosan is felirhato: (n) = ( " )
k n—k

FELADAT

R a) Széamitsd ki, hogy egy 7 elemti halmaznak hany a) A 32 lapos magyar kartyabol 3 lapot osztanak

0 elemd, hany 1 elemd, hany 2 elemt, hany
3 elemd, hany 4 elemt, hany 5 elemd, hany
6 elem és hany 7 elemt részhalmaza van!

7\ 7\ 7\ 7\ _ s

0 1) 2] 3/

7\ 7\ 7\ 7\

7] 6/ 5/ 4]

b) Igaz-e, hogy egymas alatt egyenlé szamok van-
nak? Miért?

c) Osszesen hény részhalmaza van egy 7 elemi
halmaznak?

Y

nekiink. Hanyféleképpen alakulhat ez a kezd6
3 lap?

b) Orémmel latjuk, hogy remek lapunk van: piros
asz, piros felsé és makk kiraly. A maradék pak-
libol ujabb két lapot huzunk. Hanyféle lehet ez
a tovabbi két lap?

Hany 4 jegyu pozitiv egész szam irhato fel a kovet-

kezd szamjegyek felhaszndldsaval:

a) 5db egyes és 1 db kettes;

b) 4 db egyes és 2 db kettes;

c) 3 db egyes és 3 db kettes;

d) 2 db egyes és 4 db kettes?
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(Kompetenciamérés alapjan, 2011)

A kovetkezd tablazat azt mutatja, hogy egy adott
napon az egyes orakban hany latogat6 érkezett
a Foldrajzi Muzeumba, és hany litogatd tavozott
onnan. A muzeum 10 drakor nyitott, és ezen a na-
pon 15:30-kor zart, ezért 15 6ra utdn mar nem en-
gedtek be Uj latogatot.

Egy riporter révid riportot készitett a muzeum
néhdny latogatdjaval. A riport még szerkesztésre
keriilt, ezért a készitésekor nem szamitott, hogy
a riporter milyen sorrendben szélitotta meg a la-
togatokat. Hanyféleképpen valaszthatta ki a riport-
alanyokat, ha

a) 3 embert valasztott ki azok koziil, akik 14 dra-

kor a muzeumban tartézkodtak;

Ora Erkez6k szdma  Tévozok szdma b) 4 embert kérdezett meg azok koziil, akik az
10.00-11.00 22 2 utolsd fél raban vagy zaraskor hagytak el a mu-
11.01-12.00 30 10 zeumot?
12.01-13.00 35 45
13.01-14.00 40 36
14.01-15.00 37 43

HAZ| FELADAT

1>

p W N
Y Y 'Y

Kamillanak kedden a 11 tanult tantargy koziil csak 5 tantargybdl van egy-egy drdja.

a) Az 5 keddi tantargy vagy a kimarad¢ 6 tantargy kivalasztasara van tobb lehet6ség? Miért?
b) Tobb vagy kevesebb keddi 6rarendet lehet késziteni az 5 kivalasztott tantargybdl, mint a hétféi 6-bol? Hanyat?

Csilla karkotoket készit gyongyokbdl. 15 szinbél vannak gyongyei, mind a 15 szinbdl nagyon sok. Hajninak

4 szintd karkotot készit. Hany kiillonb6z6 moédon valaszthatja ki a 15 szinb6l a 4-et?

Csilla lila és sarga gyongyoket valasztott a karkotéhoz. A karkoté minden sora 6 lila és 3 sarga gyongybdl all.

Hanyféle sort allithat 6ssze Csilla 6 lila és 3 sarga gyongybol?

(Kompetenciamérés alapjan, 2014)

Gerg6ék osztalyaban testnevelésoran a medicinlabda-hajitast mérték. A dobott tavolsagot 10 cm-es pontossaggal

meérték le. A kovetkez6 oszlopdiagram az elért eredményeket mutatja.

A

7
6
5
4
3

el
=%}

0-1,0 1,1-2,0 2,1-3,0 3,1-4,0 4,1-5,0 5,1-6,0 6,1-7,0 7,1-8,0 8,1-9,0 9,1-10,0
Tavolsag (m)

Hanyféleképpen valaszthatunk ki a medicinlabdak elpakolasahoz
a) 3 olyan tanulét, akik tobb mint 5 métert dobtak?
b) 4 olyan tanuldt, akik kevesebb mint 6,1 métert dobtak?
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BEVEZETO

Mekkora valészintiséggel lesz Bencének egyetlen kitoltott lottoszelvénnyel telitalalata az 6tos

lotton?

Az 6t6s lottén 90 szambol kell megjeldlni 5-6t. Nem szamit az, hogy melyik szamot jeldltitk

meg eldszor, melyiket masodszor, csak az, hogy melyik a megjeldlt 5 szam. Vagyis a kivalasz-
90

tas sorrendje nem szamit. A 90 szam koziil az 5 nyerd szamra ( 5 )—féleképpen lehet tippelni.

90
Mivel 5] = 43 949 268, ezért ha egy szelvénnyel jatszik Bence, akkor annak a valdszini-

sége, hogy telitalalata lesz, koriilbeliil 1 : 44 000 000, vagyis koriilbeliil 0,000 000 023. Még hét
tizedesjegyre kerekitve is éppen annyi a valdszintisége, hogy egy szelvénnyel telitalalatot ér el,

mintha egyaltalan nem t6lt ki szelvényt.

FELADAT

Ha Bence a hatos lottdval probélkozna, akkor mek-

kora esélye lenne a telitallatra, feltéve, hogy egy szel-
vénnyel jatszik? A hatos lottéban 45 szam kozil 6-ra
kell tippelni.

Hanyféle szabalyosan kitoltott 3 talalatos lottoszelvény 1é-
tezik az 6t0s lotton egy adott héten?

Megoldds

Egy lottdszelvény akkor 3 taldlatos, ha 3 szamot eltalaltunk,
és ugyanekkor 2 szamot nem talaltunk el. Ez ugy lehetséges,
hogy az 5 kihuizott szambol jeloltiink meg 3-at, ezt megtehet-

FELADAT

A didknapi vetélkedd zstirijébe 6 személyt kell kivalasztanunk 5 tandr és 8 diak koziil. Hanyféle kiillonb6z6 modon

60

allithatjuk Ossze a zstrit, ha

Egy nappaliba 7 lampatestet szereltek fel. Mind-
egyik kiilon-kilon kapcsolhatd. Hanyféleképpen
valosulhat meg, hogy legalabb 5 lampa vilagit?

5
tuk ( 3)-féleképpen, és ugyanekkor a 85 nem kihuzott szdm

85
kozil jeloltink meg 2-t, ezt megtehettiik < ) >-féleképpen.

Mivel barmely 3 eltalalt szimot barmely 2 nem eltalalt szam-
mal parosithattuk, a lehetségek szama

{5

a) a tanar-didk létszamarany kozombos a kivalasztds szempontjabol;

b) azstriben 3 tanarnak és 3 didknak kell helyet foglalnia?
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Egy 15 f6s bardti tarsasag egy 4 személyes, egy 5 személyes és egy 6 személyes bérelt autdval megy kirdndulni. Hany-
féle iilésrend lehetséges, ha mindenki tud vezetni, és
a) az egyes autokban az iilésrend Iényegtelen;
b) nemcsak az szamit, hogy ki melyik autdba iil, hanem az is, hogy pontosan melyik iilésre?
c) Oldd meg tgy is a feladatot, hogy a 15 f6 harom darab 5 személyes autéba tl! Az autok kozott nem tesziink
kiilonbséget (csak az szamit, hogy ki kivel il egy autéban), és az is mindegy, hogy az autén beliil ki hol iil.

90
LR Az 6t6s lotton 90 szambol kell 5 darabot kivalasztani, ezért < 5 ) kiilonboz6 szelvényt lehetne kitolteni. Egy adott

héten ezek kozott hany olyan van, amelyen a talalatok szama 5, 4, ..., 02 Toltsd ki a tablazatot!
Tal4latok szama 5 4 3 2 1 0

Szelvények szdma

G Egy 10 f6s csoportban két jutalomtargyat osztunk ki. Hanyféleképpen tehetjiik meg az egyes esetekben? Kosd
oOssze a feladatokat a hozzajuk tartozo helyes valaszokkal! (Az egyik valaszhoz nincs feladat.)
a) ajutalmak kiillonb6zdk, és egy ember csak egy jutalmat kaphat A 0
b) ajutalmak kiilonb6z6k, de egy ember akar tobb jutalmat is kaphat ig _+99
c) ajutalmak egyformadk, és egy ember csak egy jutalmat kaphat 10 + %
d) ajutalmak egyformdk, de egy ember akar tobb jutalmat is kaphat %

A a) Egy 9 elemii halmaz esetében melyikbél van tSbb: olyan részhalmazbél, amelynek az elemszama péros vagy

olyan részhalmazbdl, amelynek az elemszama paratlan? (Figyelj rd: a 0 is paros szam, ezért az iires halmaz is
péros elemszamu részhalmaz.)

b) Egy 10 elemt halmaz esetében melyikb6l van tobb: olyan részhalmazbdl, amelynek az elemszama paros vagy
olyan részhalmazbdl, amelynek az elemszdma paratlan?

c) Egy n eleml halmaz esetében melyikbdl van tobb: olyan részhalmazbdl, amelynek az elemszama paros vagy
olyan részhalmazbol, amelynek az elemszama paratlan (n pozitiv egész szam)? Vélaszodat indokold!

HAZI FELADAT

B8 Van olyan lott6jaték is, amelynél 35 szam koziil 7-re

kell tippelni.

a) Egy szelvénnyel jatszva mekkora a valdszintsége
a telitalalatnak?

b) Hany olyan kitoltés létezik egy adott héten, ame-
lyik 6 talalatos?

N
‘Y

Bence és Donci 32 lapos magyar kartyaval jatszanak.
El6szor Doncinek osztanak 5 lapot.

a) Hanyféle lehet Donci lapja?

Donci utdn Bencének osztanak 5 lapot.

b) Hanyféle lehet Bence lapja, ha tudjuk, hogy mar

Doncinél van a négy kiraly és a makk als6?
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Mikulas reggelén Panni 4 zselés és 10 marcipanos A falu — 1250 szavazo

szaloncukrot talalt a cip6jében. Elhatarozta, hogy

beosztja, és a kovetkezé két hét soran naponta 12%
egyet eszik meg ezek koziil. Hanyféleképp valaszt-
hatja ki azokat a napokat, amikor zseléset eszik? [J Tamogatja
[ ] Nem tamogatja
4> (Kompetenciamérés alapjan, 2012) B Mindegy neki

Az A falut és B falut 6sszekoté ut mellé szemétége-
tot szeretnének telepiteni. A szemétégetd felépité-
séhez azonban a két falu lakdinak beleegyezésére
van sziikség, ezért szavazast irnak ki. Akkor épitik ;

L , o B falu — 2600 szavazd
meg a szemétégetdt, ha azt a két falu szavazdinak
egylittesen tobb mint 50%-a tamogatja. Az oldals6 5%
diagramok mutatjak a szavazas végeredményét.
a) Megépiilhet-e a szemétéget6? [ Timogatja
b) Hanyféleképpen alakithatnak egy 4 f6s csopor- [] Nem tAmogatja

tot azok, aki nem tamogatjak a szemétégetot? B Mindegy neki

c) Hanyféleképpen alakithatnak ki a szavazok egy
olyan 6 f6s csoportot, amelyben 3 f6 van a ta-

mogatok és 3 f6 az ellenz6k koziil?

RAADAS

62

Alapesetek az dsszeszamlalas soran

Van n darab kiilonb6z6 elemiink (1, k €N, n = k). Hanyféle lehetdség van arra, hogy...

sorba rendezziik az dsszeset? kivalasszunk koziilik k darabot, kivalasszunk koziiliik k darabot, ha
ha szamit a kivalasztds sorrendje? a kivalasztas sorrendje nem szamit?
(permutdciok) (varidciok) (kombindcidk)
az elemek nem az elemek
ismétlédhetnek ismétlédhetnek
v v
nl=n-(n—1)-...-1 n\ nm-1-... (n—k+1)
k]~ k!
n-(n—1)-...-n—k+1) W=n.....n
Megjegyzés

Az n* esetben (ismétléses varidciok) az is el6fordulhat, hogy k > n. Ugyanis ha egy elemet tobbszor is kivalaszthatunk, akkor
nemcsak # tagu sorozatot allithatunk elé, hanem akar hosszabbat is. Ilyen eset lehet egy teszt feladatlap kitoltése, példaul
amikor 4 elem; az A, B, C és D koziil valasztunk mindegyik helyre pontosan egy elemet.
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FELADAT

Hanyféleképpen tudjuk kiolvasni az aldbbi képen Hanyféleképpen olvashaté ki a MATEMATIKA sz6 az

a TEGLALAP sz6t? (A kiolvasds bettinként balrél aldbbi képekrdl, ha a bal fels6 sarokbol indulva minden
jobbra vagy fentrdl lefelé haladva térténik.) lépésben vagy egyet jobbra vagy egyet lefelé léphetiink?
T E G L A M A T E M A
E G L Al AT EM A T
G L A L A T E M A T I
LoaLoa b E M A T I K
I. megoldds M A T I K A

A fels6 sor bettiihez csak egyféleképpen juthatunk el, akar-

csak a bal sz€Is6 sor bettithez. A masodik sor masodik osz- M A T
lopéban talalhato ,,G” bet(ihoz a felsé és a t6le balra 1év6 A T E
LE” bettibdl is eljuthatunk. Mivel mindkét ,,E” betiihoz T M
1-1 at vezetett, igy a ,G” bettthoz 2 vezet. A harmadik osz- A T I K
lop masodik soraban talalhato ,,L” bettih6z a téle balra és N I R

a folotte taldlhaté ,,G7-bél is eljuthatunk. Ez el6bbibe 2 1t
vezetett, utobbiba 1, igy az ,,I” betth6z 6sszesen haromfé-
le médon taldlhatunk el. Ezt a gondolatmenetet folytatva — Jarhatsz-kelhetsz a kastélyban, a legels6tl a legutol-

kitolthetiink egy tablazatot, amelyben mez6rél mezére (a soig bejarhatod az 6sszes termet, de a 13. terembe be
téle balra és a folotte 1év6 szamo- ne tedd alabad! - mondta a kiralyldny a szegényember
kat Gsszegezve) megkapjuk, hogy 1 1, 1 1 1 legkisebb fidnak. Fogta magat hat a szegénylegény, és
hany Gt vezet a bal fels6 sarokbdla | 5 5°53" 4 5 elsétalt a legelsé teremtdl a legutolsdig, de kihagyta

jobb alséba. Osszesen tehat 35-fé- 1 3 6 10 15 a 13. szobat. A térképen nézve csak lefelé vagy jobbra
leképpen olvashaté ki a TEGLA- haladt egyik teremb6l a masikba. Hanyféle atvonalon

LAP sz6. S]] juthatott el a legels6 szobatdl a legutolsdig?

II. megoldds

Ahhoz, hogy kiolvassuk a TEGLALAP sz6t, dsszesen 7 1¢-
pést kell tenntink. A 7 1épésbdl 4-et jobbra és 3-at lefelé kell
megtenniink, barmilyen sorrendben. Igy egyediil azt kell
eldonteniink, hogy melyik az a 4 1épés, amit jobbra tesziink
meg. (Pl az els6, masodik, 6todik és hatodik 1épésben 1¢-
piink jobbra, a tobbiben lefelé.) 7 dologbdl kell tehat 4-et

7
kivalasztanunk, amit < 4) = 35-féleképpen tehetiink meg.

Megjegyzés: Természetesen mindegy, hogy a 7 1épésbél a 4

7 7
jobbra lépést vagy a 3 lefelé 1épést valasztjuk ki: ( 4) = ( 3 )




Esetszetvalaszias

Hanyféleképpen oszthat6 ki 3 egyforma jutalom 12 diak
kozott, ha egy didk akar t6bb jutalmat is kaphat?

Megoldds

Az els6 jutalmat 12-féleképpen oszthatjuk ki. A masodik
és a harmadik dijat is kaphatja barmelyik diak, ezért ezeket
is 12-féleképpen oszthatjuk ki. Mivel azonban a jutalmak
azonosak, van olyan eset, amit t6bbszor szamoltunk. Saj-
nos azonban nem minden esetet szamoltuk ugyanannyi-
szor: van, amit egyszer (amikor mindet ugyanannak a di-
dknak adtuk), van, amit kétszer (amikor egy ember egyet,
valaki mas kett6t kapott), és van, amit 3! = 6-szor (amikor
mindegyiket mas kapta). Ezért ez az Osszeszamlalds nem
célravezetd.

FELADAT

Hanyféleképpen lehet A B C

elhelyezni az abra sze-

rinti 3x3-as tabla egy-

egy mezjébe

a) egy fehér és egy feke-
te bastyat gy, hogy

3
ne legyenek azonos

sorban vagy azonos
oszlopban (azaz ne
issék egymast)?
b) két egyforma bastyat gy, hogy ne legyenek
azonos sorban vagy azonos oszlopban?

N
Y

Hanyféleképpen lehet kiszinezni az abra szerinti
3 savos zaszIot a piros, sarga, zold és kék szinekkel,
ha a szomszédos tartoméanyok kiilonb6z6 szintek,
és piros szin csak a legfelsd savba kertilhet?

Valasszuk kiilon az eseteket!
1. eset: Mindegyik jutalmat ugyanaz kapja: ez 12 lehetéség.

2. eset: Egy didk egy jutalmat kap, egy masik didk pedig
két jutalmat. Ekkor 12-féleképpen valaszthatjuk ki, hogy ki
kapjon egyet, majd a tobbi 11 diak koziil valaszthatjuk mel-
1¢, hogy ki kapjon kett6t. Mivel a kivélasztott didkok kiilon-
boz6 moédon lesznek jutalmazva (egyik egyet kap, masik
kett6t), szamit a sorrendjiik. Ez 12 - 11 = 132 lehetdség.

12
3.eset: Hirom didk kapja a 3 azonos jutalmat. Ez ( 3 ) =220

lehet6ség, mivel a kivélasztas sorrendje nem szamit.

Az esetek egyszerre nem kovetkezhetnek be, ezért a lehetd-
ségek szama 12 + 132 + 220 = 364.

(Erettségi feladat, 2010)

Az dbran egy ejtéernyds
klub kittiz6je lathato. Ezt
a lapot fogjak tartoma-

nyonként szinesre festeni.

Hanyféle médon festhet

szinesre a kitliz6, ha min-

den tartomanyt a piros,

sarga, z0ld és kék szinek

valamelyikére festenek a kovetkezd két feltétel

egyiittes figyelembevételével:

- szomszédos tartomanyok nem lehetnek azonos
szintek;

— piros és sarga szind tartomany nem lehet egy-
mas mellett. (Szomszédos tartomanyoknak van
kozos hatarvonala.)

Y

Egy tarsasjatékban 22 lépésre allunk a céltol. Ha
még legalabb 22-t lépiink, akkor célba ériink. Sza-
bélyos dobokockaval dobunk, és annyit 1épiink el6-
re, amennyit a kocka mutat. Hanyféle dobassorozat
esetén sikertil 4 dobassal célba érni?

KOMBINATORIKA, GRAFOK



(Erettségi feladat, 2005) 5 néstény kolyoktigrist, melyeket egy kisebb és egy

A 4 x 100-as gyorsvalt6 hazi versenyén a dontébe
a Delfinek, a Halak, a Vidrdk és a Capak csapata

nagyobb kifutéban kivannak elhelyezni a kovetke-
z0 szabalyok mindegyikének betartasaval:

)
Y

kertilt.

a) Hanyféle sorrend lehetséges kozottiik, ha azt
biztosan tudjuk, hogy nem a Delfinek csapata
lesz a negyedik?

b) A verseny utan kideriilt, hogy az élen kettds
holtverseny alakult ki, és a Delfinek valdban
nem lettek az utolsok. Feltéve, hogy valakinek
csak ezek az informaciok jutottak a tudoma-
sara, akkor ennek megfeleléen hanyféle ered-
ménylistat allithatott ossze?

(Erettségi feladat, 2015)
Egy allatkert a tigrisek fennmaradasa érdekében
tenyésztéprogramba kezd. Beszereznek 4 him és

HAZI FELADAT

Egy 10 f6s tarsasag tagjai kozott 3 egyforma csokoladét sorsolunk ki. Hanyféle lehet a sorsolas eredménye,
a) ha egy ember nyeri mindegyik csokit;

w N
A B4

b) ha ketten nyernek csokoladét;

c) ha mindegyik csokit mas nyeri;

d) ha nincs semmi kikotés?

I. haromnal kevesebb tigris egyik kifutoban sem
lehet;
II. a nagyobb kifutéba tobb tigris keriil, mint a
kisebbikbe;
II. mindkét kifutéban him és néstény tigrist is el
kell helyezni;
IV. egyik kifutéban sem lehet tobb him, mint

ndstény tigris.

Hanyféleképpen helyezhetik el a 9 tigrist a két ki-
futéban? (A tigriseket megkiilonboztetjiik egymas-
tol, és két elhelyezést eltérének tekintiink, ha van
olyan tigris, amelyik az egyik elhelyezésben mas
kifutéban van, mint a masik elhelyezésben.)

Haény olyan négyjegyti pozitiv egész szam van, amely oszthatd 5-tel, és minden szamjegye kiilonb6z6?

Kosd Ossze azokat a feladatokat, amelyeknek ugyanaz a szdm a megolddsa! Hatdrozd meg a kozos megoldast!

Az egyiknek nincs parja — ehhez talalj ki olyan feladatot, amelynek ugyanannyi a megoldasa!

A) Hanyféleképpen rendezhetiink sorba 6 egyforma F) Hanyféleképpen valaszthatjuk egy 6 f6s cso-

almat és 3 egyforma kortét? portbol, hogy ki legyen az elnok, ki a titkdr és ki
a jegyzo6?

B) Hany 3 betis jelszo allithato ossze a MATEK ~G) Hanyféleképpen allhat sorba 7 gyerek, koztik
sz6 bettiibdl, ha a bettiket tobbszor is felhasznal- Zsuzsi, ha tudjuk, hogy Zsuzsi all el6lrdl a har-
hatjuk? madik helyen?

C) Egy 6 elemi halmaznak hany olyan részhalmaza H) Hanyféleképpen valaszthatjuk egy 9 fés cso-
van, amely 2 vagy 3 elem(? portbdl, hogy ki legyen az a 3 {6, akik képviselik

a csoportot?

D) A dobdkockaval hiaromszor dobtunk. Minden I) Hany olyan hiromjegyti pozitiv egész szam van,
dobés kiilonbozé lett. Hanyféle dobassorozat amelynek mindegyik szamjegye paratlan?
torténhetett?

E) Hanyféleképpen rakhaték sorbaa MODERN sz6 )

beti?

21. lecke | ESETSZETVALASZTAS
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Melyik a helyes valasz? Juss el a bal felsé sarokbdl a jobb alséba ugy, hogy mindig a helyes valasz irdnyaba 1épsz tovabb!

1 2 3
Egy 10 elem( Hanyféle 7 Hényféleképpen
halmaznak hany karakteres kod allhat sorba
A 4 elem 210 képezheté a 0; 1 64 5 gyerek?
részhalmaza van? szamjegyekbdl?
220 // 49 // 125
Egy dobdkockaval Hanyféleképpen Hanyféleképpen
3-szor dobunk. allithatunk sorba valaszthatunk ki
B | Hanyféle dobas- 216 3 fehér és 4 piros 70 10 gyerek koziil
sorozatot bébut? egy titkart és
kaphatunk? egy jegyz6t?
729 e 504 N 90
A 8 f6s dont6ben Hany 3 jegyti
hanyféle lehet az pozitiv egész
C els6 3 helyezett, 336 szam létezik? 27
ha nincs
holtverseny?

KIDOLGOZOTT FELADAT

n Hanyféleképpen szinezhetjiikk ki az abra szerinti négysavos zaszIot a piros, fehér, zold, kék,
sdrga, narancssarga szinek segitségével kétszintire gy, hogy két-két sav azonos szinti legyen?
(A szomszédos savok akar azonos szintiek is lehetnek.)

Megoldds
Kovessiik nyomon, hogy milyen valasztasok, dontések vezetnek egy konkrét szinezéshez!
Egy lehetséges gondolatmenet a kovetkezé:

1. Dontsiik el, melyek legyenek azonos szint » Valasszuk ki, melyik sav szine legyen megegye- » 3 Iehetdsé
savok! &

70 a fels6 savval!



A kiszinezhetd zaszlOk ilyenek lehetnek:

2. Szinezziik ki a kiva-
lasztott zaszl6t!

-
.

A sziirke savokra vélaszt-
hatunk 6-féle szint.

A fehér sdvokra valaszthatunk
5-féle szint.

6-5=30
lehet6ség

Mivel minden elrendezést 30-féleképpen szinezhetiink ki, a lehetdségek szama 3 - 30 = 90.

Otletek az 6sszeszamlalashoz

Bontsd fel az eseteket olyan csoportokra, amelyek
jol 6sszeszamolhatok, és nincs koztiik azonos!

Gondold végig, milyen lépések, milyen dontések ve-
zetnek egy konkrét eset 6sszeallitdsahoz!

A kedvezé vagy a kimarado eseteket konnyebb 6sz-
szeszamolni?

A targyakhoz vélasszuk az embereket, vagy az em-

Esetszétvalasztas: a kiilonallo csoportokban 1évé lehet6sé-
gek szamat ossze kell adni.

Ha egy lépésben minden dontést ugyanannyiféleképpen
folytathatsz, akkor a lehetdségek szamat ssze kell szorozni.

»JO esetek szdma =

= (sszes eset szama — ,,rossz” esetek szdma.

Néha érdemes nézGpontot valtani. A ,rekeszek” feliratat te

berekhez a targyakat?

Csak kevés szamu eset fordul eld.

Sok-sok elem szerepel a feladatban.

(Erettségi feladat, 2012)

Egy ajandéktargyak készi-

tésével foglalkozo kisipa-

ros csaladi vallalkozasa

keretében zaszlokat, ki-

tizoket is gyart. Az dbran

az egyik altala készitett ki-

tlz6 stilizalt képe lathato.

A kittizén 1év6 harom mez6 kiszinezéséhez 5 szin

(piros, kék, fehér, sarga, zold) koziil valaszthat. Egy

mez0 kiszinezéséhez egy szint hasznal, és a kiilon-

b6z6 mezdk lehetnek azonos szintiek is.

a) Hanyféle haromszint kittizét készithet a kisipa-
ros?

b) Hanyféle kétszint kit(iz6 készithet6?

22. lecke | GYAKORLAS

valaszthatod ki.

JoOl rendszerezve sorold fel az Gsszeset, és szamold 6ssze.

Gondold végig, hogyan oldanad meg a feladatot, ha csak

kevesebb elem szerepelne.

23

(Erettségi feladat, 2014)

A szokokutban hat egymas mellett egy vonalban
elhelyezett kiomlényilason keresztiil torhet a ma-
gasba a viz. Minden vizsugarat egy-egy szines
lampa vilagit meg. Mindegyik vizsugar megvilagi-
tasa haromféle szinti lehet: kék, piros vagy sarga.
Az egyik latvanyprogram gy valtoztatja a vizsu-
garak megvilagitasat, hogy egy adott pillanatban
harom-harom vizsugar szine azonos legyen, de
mind a hat ne legyen azonos szind (példaul kék-
sarga-sarga-kék-sarga-kék). Hanyféle kiilonbozd
latvanyt nyujthat ez a program, ha a vizsugaraknak
csak a szine valtozik?

67



(Erettségi feladat, 2018)

68

Y

Egy fagylaltozéban hatféle izt fagylalt kaphaté: va-
nilia, csokoladé, puncs, eper, malna és di6. Andrea
olyan hdromgombdcos fagylaltot szeretne venni
tolcsérbe, amely kétféle izt fagylaltbol all. Hany-
féle kiilonb6z6 haromgombocos fagylaltot kér-
het, ha szdmit a gombocok sorrendje is? (Példaul
a di6-dié-vanilia mas kérésnek szamit, mint a did-
vanilia-dio.)

(Erettségi feladat, 2018)
Egy iskolaban az irasbeli érettségi vizsgat olyan
teremben tartjak, amelyben 12 egyszemélyes pad

négy egymas melletti

La] () ] L]
lopban harom egymas L JLy Ly

oszlopba van rendez-

ve. Mindegyik osz-

mdgétti pad dll. Julesi ) ) ) [ )

és Tercsi jo baratnok,

elhatarozzak, hogy a vizsgan két egymas mel-
letti padba iilnek. (Példaul ha Julcsi a B-vel jelolt
padban iil, akkor Tercsi az A vagy C jelti padot fog-
lalja el.)

Hanyféleképpen iilhet le a 12 vizsgazé a teremben
ugy, hogy Julcsi és Tercsi valoban két egymas mel-
letti padban tljon?

Hény olyan 3 jegy(i sz4m van, amelyben szerepel a kilences szdmjegy? Allapitsd meg, hogy hol a hiba az alabbi gon-
dolatmenetekben!

Az els6 szamjegy legyen a kilences. A kovetkezd kettd helyre ekkor barmelyik szamjegy keriilhet, hiszen minden-

képpen van benne kilences. Ezért a lehetdségek szama 1 - 10 - 10 = 100. 1l g9 10 g9 105

Az els6 szamjegy 9-féle lehet, hiszen nem lehet 0. A masodik szamjegy barmi lehet, ez 10 lehet6ség. A harma-
dik szamjegynek bele kell tenniink a 9-est, hogy biztosan szerepeljen benne kilences. Ezért a lehet6ségek szama
9:10-1=90. 7.2 g9 10572 1 ¢

Bontsuk hdrom esetre! El6szor tegyiik a kilencest az elsé helyre, ekkor a masik két helyre barmelyik szamjegy
kertilhet. Masodik lehetdség az, amikor a masodik helyre tessziik a kilencest, ekkor az elsd helyre 9, az utolsd
helyre 10 szamjegy kertilhet (hiszen az els6 helyen nem allhat 0). Harmadik eset, amikor az utols6 helyre tesz-
szitk a kilencest, ekkor az els helyre 9-, a masodikra 10-féle szamjegy keriilhet. Ezért a lehetdségek szama
1-10-10+9-1-10+9-10-1 = 280.

2l ¢910 6910 ¢+9 9 g9 1 ¢:910¢+49 9 ¢:910¢-9 1 ¢

El8szor valasszuk ki, hogy hova tessziik a kilencest. Harom helyre tehetjiik, ez harom lehet6ség. Oda tegyiink
egy kilencest. Ekkor a tobbi helyre barmelyik szamjegy keriilhet, hiszen a kilences mar megvan. Nem jok azon-
ban azok a szdamharmasok, amelyek 0-val kezd6dnek, ezért ezek szamat le kell vonni. Ezért a lehet8ségek szama
3-10-10—1-10-10 = 200.

Megoldds

a) Nem szamoltuk azokat a szamokat, amelyekben az elsé szamjegy nem kilences, de a masodik vagy a harmadik szamjegy
kilences. Példaul 291, 319, 599.

Ha az elsé két szamjegy kozott szerepel a kilences, akkor nem kellett volna azzal befejezni. Igy nem szamoltuk azokat

b)

c)

d)

a szamokat, amelyek nem kilencesre végzédnek, de mégis van benniik kilences. Példaul 913, 290.

Tobbszor szamoltuk azokat a szamokat, amelyekben tobb kilences van. Példaul a 299-et szamoltuk akkor, amikor a ma-

sodik helyre tettiink kilencest és a tobbi helyre barmely szamjegy koziil valasztottunk, és szamoltuk akkor is, amikor a

harmadik helyet valasztottuk az elején, oda tettiink kilencest, majd a tobbi helyre barmit.

Tobbszor szamoltuk azokat a szamokat, amelyekben tobb kilences van. Példaul a 299-et szamoltuk akkor, amikor a

masodik helyet vélasztottuk el6szor, és utana a tobbi helyre barmely szamjegy koziil valasztottunk, és szamoltuk akkor

is, amikor a harmadik helyet vélasztottuk az elején. Masrészt a nulldval kezd6d6 szamok miatt nem 100-at kellett volna

KOMBINATORIKA, GRAFOK



levonni. Az els6ének 6sszedllitott 300 darab szamhdrmasban valoban szerepelnek olyanok, amelyek nullaval kezd6dnek,
de csak olyanok, amelyekben van kilences, hiszen els6 1épésben valahova kilencest tettiink.

Megjegyzés
- A feladat legegyszertibben a ,,rossz esetek” 6sszeszamlalasaval oldhaté meg. Haromjegyt szambol 9 - 10 - 10 = 900 darab
van. Melyek azok a haromjegyt(i szamok, amelyekben nincs kilences? Ekkor az els6 helyre 8-féle, a masik két helyre 9-féle
szamjegyet irhatunk, vagyis ezek szdima 8 - 9 - 9 = 648.
A ,j6 esetek” (kilencest tartalmazé haromjegyt szamok) szama tehat 900 — 648 = 252.
- Egy masik megoldas, ha esetszétvalasztast alkalmazunk. A kilencesek szama lehet 1, 2 vagy 3.
o Az 1 darab kilences allhat az els6 helyen, ekkor a masodik és harmadik szamjegy 9-féle lehet (hiszen kilences mar nem
keriilhet oda), ez 6sszesen 1 - 9 - 9 = 81 lehetdség.
o Az 1 darab kilences allhat a masodik helyen, ekkor az elsé helyre 8-féle, a harmadik helyre 9-féle szamjegy marad. Ez
8.1-9=72]lehetdség.
o Az 1 darab kilences 4llhat a harmadik helyen, ezis 8 - 9 - 1 = 72 lehetség.
o A 2 darab kilences allhat az elsé és a masodik helyen, ekkor a harmadik helyre 9 szamjegy koziil valaszthatunk (hiszen
oda mar nem jut kilences, abbol most pontosan 2 darab van). Ez 1 - 1 - 9 = 9 lehetdség.
o A 2 darab kilences allhat az els6 és a harmadik helyen, ez is 9 lehet8ség.
o A 2 darab kilences allhat a masodik és a harmadik helyen. Ekkor az els6 helyre 8 szimjegy marad, mert sem kilences,
sem 0 nem keriilhet oda. Ez 8 lehetdség.
o 3 darab kilencessel egyetlen szam alkothatd, a 999, ez 1 lehetdség.
o Osszesen: 81 +72+72+ 9+ 9+ 8 + 1 = 252 lehetdség van.

HAZI FELADAT

Hanyféleképpen helyezkedhet el 3 hazaspar egy sorban gy, hogy minden férj a felesége mellett alljon?

Egy vasuti fillkében egymassal szemben van 4-4 iilés. Hanyféleképpen iilhetnek le az tilésekre egy 8 tagu tarsasag
tagjai ugy, hogy koztiik Juci és Piri vagy egymas mellé, vagy egymassal szemben szeretnének iilni? (Az tlések
szamozottak, ezért mind kiilonbozdk.)

Egy bajnoksagban 8 csapat vesz részt. Minden forduléban minden csapat pontosan egy meccset jatszik. Hanyféle
lehet az els6 forduld beosztasa? (Két esetet kiilonbozének tekintiink, ha van olyan csapat, aminek mas az ellenfele.)

A helyes valaszhoz tartozé bettkbdl egy hires magyar koltd neve rakhato ki. Ki 6?

Hanyféleképpen alakithat 4 fia és 4 lany 4 tancol6 part, ha minden fiu lannyal
i Ty . o Z 576 L 9 R 24
tancol, és a parok sorrendje nem szamit?

Hany 3 jegyti pozitiv egész szam van, amelynek minden szamjegye paros? O 9% N 100 E 50

7 csapat kormérkdzést jatszik: minden csapat minden masik csapattal pontosan
egy meccset jatszik. Hainy mérkdzésre keriil sor?

Hény olyan részhalmaza van a pozitiv egyjegy(i szamok halmazanak, amely leg-
feljebb 3 elemti?

Zoli kivett egy ladabol 7 almat. Koztiik 2 hibas volt, a tobbi hibatlan. Hanyféle-
képpen alakulhatott, hogy hanyadikra huzta a hibasakat?

K 120 A 8 A 130
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Amikor 1931-ben a londoni metrétarsasag egy fiatal
mérnodke, Harry Beck megmutatta metrétérképét a
tarsasag vezetdinek, el6szor egyértelmi visszautasi-
tasra talalt. Hogyan lehetne egy térkép olyan, hogy
nem a valds tavolsagokat titkrozi? Hogyan lehetne
olyan, hogy nem mutatja az igazi varostérképet?
Beck azonban kitarté volt. 1933-ban kisérleti jel-
leggel kinyomtattak a térképét 500 példanyban. Egy
ora alatt elfogyott. A cég vezetdi ekkor ismerték fel,
hogy Beck valami igazan zsenidlisat alkotott. Felis-
merte, hogy a fold alatt utazva az emberek nem arra
kivancsiak, hogy pontosan merre halad a metrd,
hogyan helyezkednek el az utcak és a terek. Hanem

csak arra, hogy hol kell 4tszallni, hanyadik megallonal kell leszallni. A londoni metrétérkép sémdja elterjedt az egész vilagon,

és London egyik ikonjava valt.

A grafok jellemzdi

A grafok olyan helyzetek szemléltetésében vagy olyan feladatok megoldasaban segithetnek, amikor az a fontos, hogy egy

halmaz mely elemei kozott van kapcsolat. Példaul:

- ismeretségek: rokoni, barati, munkatarsi kapcsolatok; kozosségi oldalak, csaladfa;

- térképek és utak, repiil8jaratok;

- munkafolyamatok; logisztikai és szallitmanyozasi problémak;
- mérkdzések, bajnoksagok;

— kémiai kotések;

- szinezési problémak.

Fogalmak:

Cstcsok
Elek

a graf pontjai, ezek jelzik a halmaz elemeit

Csucs fokszama az adott csicsbdl kiindul6 élek szdma

Megjegyzések

a csuicsokat 9sszekotd vonalak, ezek szemléltetik az elemek kozotti kapesolatokat

- Egy graf sokféle modon lerajzolhatd. Az élek lehetnek szakaszok, de lehetnek gorbe vonalak is, csak az a fontos, hogy

melyik cstics melyik cstcesal van dsszekotve. Erdemes olyan elrendezést valasztani az dbrazoldskor, hogy szemléletes

és dttekinthet6 legyen.

- Az ¢él mindig csucstdl cstcsig tart. Nem lehet olyan, hogy egy él valamelyik vége nem egy cstcsba érkezik.
- Ha egy él kezd6- és végpontja azonos (hurokél), akkor az adott cstics fokszamat 2-vel noveli.
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FELADAT

Hasznald a Bevezetdben lathaté metrotérképet!

N
Y

W
‘Y

a) Az Embankmenttdl el tudsz-e jutni a Mary-
lebone megalloba egy 5 megallora érvényes
jeggyel?

b) A Baker Streetr6l milyen utvonalon érdemes
menni a Victoria megalloba, ha minél keve-
sebbszer akarsz atszallni?

c) Ha két megalld kozotti ut atlagosan 3 perc,
egy atszallas pedig 7 perc, akkor merre a leg-
gyorsabb a Leicester Square-rél a High Street
Kensingtonra utazni?

(Erettségi feladat, 2008)

Az dbran lathaté térképvazlat
ot falu elhelyezkedését mutatja.
Az 6t falu kozott négy olyan ut
megépitésére van lehetdség, ame-
lyek mindegyike pontosan két falut két 6ssze. Ezekb6l
két ut mar elkésziilt. Rajzold be a tovabbi két it egy le-
hetséges elhelyezkedését tigy, hogy barmelyik falubdl
barmelyik faluba eljuthassunk a megépiilt négy uton!

F E
AC
D
[ ]

(Erettségi feladat, 2010)
Az abran lathat6 hatpon-
ta grafba rajzolj be 2 élt
ugy, hogy a kapott graf
minden cstcsabol 2 él
induljon ki!

HAZI FELADAT

(Erettségi feladat, 2005)

N
Y

Egy sakkverseny dontdjébe 5 versenyzd jutott be.
Kozilik egy versenyz6 mindegyik tarsat ismeri,
a tobbiek pedig egyenként 2-2 személyt ismernek
a dontd résztvevoi koziil. Szemléltesd graffal az
ismeretségeket, ha az ismeretségek kolcsonosek!

(Erettségi feladat, 2005)

Az iskoldk kozotti labdarago-bajnoksagra jelentke-
zett 6 csapat kozott lejatszott mérkdzéseket szemlél-
teti a graf. F
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(Erettségi feladat, 2009)

o
Y

Egy négytagu csoportban minden tagnak pon-
tosan két ismerése van a csoport tagjai kozott.
Szemléltess graffal egy ilyen ismeretségi rendszert!
(Az ismeretség kolcsonds.)

(Erettségi feladat alapjdn, 2019)
Az abran egy kis mizeum alaprajzat latjuk. A ma-
zeum termei kozotti kapcsolatot graffal is szemlél-
tethetjiik. A graf pontjai a termek, élei pedig az at-
jarok a termek kozott. (Egy él egy atjarot szemléltet
két terem kozott.)

|
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a) Rajzold fel a mizeum termeit és atjaroit szem-

1éltetd grafot!

b) Keress olyan ttvonalat, amikor minden termen
végighaladsz, de mindegyikbe pontosan egy-
szer 1épsz be!

c) Keress olyan ttvonalat, amikor minden ajtén
athaladsz, de mindegyiken pontosan egyszer!
Melyik terembél indulhatsz ehhez?

Hany mérkozés van még hatra, ha minden csapat
minden csapattal egy mérkdzést jatszik a bajnok-
sagban?

Rajzolj egy olyan grafot, amelynek 6 csticsa van, és
a) a fokszamok Osszege 16;

b) afokszdmokrendre 1, 1, 1, 2, 3, 4;

c) 7 éle van, és minden pont fokszama legfeljebb 3.

(Erettségi feladatok, 2006, 2013, 2020)

Rajzolj egy olyan 6t csticspontu grafot,

a) amelyben a csticsok fokszama 4, 3, 3, 2, 2;

b) amelyben a csticsok fokszamanak Gsszege 12;

c) amelynek 7 éle van, és minden pont fokszama
legfeljebb 3.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy asztalitenisz-bajnoksagban 8 versenyz0 vesz részt, mindenki mindenkivel egyetlen mérkézést jatszik. Megkérdeztiik a

résztvevoket, hogy hany meccset jatszottak idaig. Ketten azt valaszoltak, hogy hetet, ketten azt, hogy hatot és négyen azt,
hogy 6t6t. Hany mérkézés van hatra?

Megoldds
Ha 0sszeadjuk a versenyzO6k valaszait, akkor minden lejatszott mérkdzést két- ; 7
szer szamolunk, ezért megkapjuk a lejatszott mérkdézések szamdnak kétszeresét.
2-7+2-6+4-5=46,ezért 23 mérkdzés zajlott le.

Hény mérkézésbol &ll a teljes bajnoksédg? Osszesen annyi meccsbél, ahanyfélekép-
pen kivalaszthatunk a 8 versenyz6bdl 2-t, ha nem szamit a kivalasztas sorrendje. Ez

2 2 > 6
A feladatban szerepl6 helyzet tobbféle mddon el6allhat. Egy ilyen helyzetet szemléltet

8 .
< ) =87 _ 28. A hétralévé mérkézések szama tehat 28 — 23 = 5.

az oldalso graf. A csticsok mellé odairtuk a cstics fokszamat is. 5 5

1. Teljes graf

Egy graf teljes graf, ha a graf barmely két csticsa kozott pontosan egy él fut.
Az n pontd teljes graf (n € N, n = 2) éleinek szdma annyi, ahanyféleképpen kivalaszthatunk az n cstcs koziil kettot

n (n—
ugy, hogy a kivalasztds sorrendje nem szamit. Ez ( 2) = %1)

2. A fokszamok osszege
Tétel: A graf fokszamainak sszege egyenld az élek szamanak kétszeresével.

fokszamok 6sszege = 2 - élek szama
Megjegyzések
- A tétel egyik kovetkezménye, hogy a fokszamok 0sszege mindig paros.
- Szemléletesen ez a tétel azt jelenti, hogy minden él kétszer szamit bele a fokszamok 6sszegébe: annal a két elemnél,
amit 9sszekot.
- A tétel minden grafra teljesiil, olyanokra is, amelyek tartalmaznak hurokélt.

3. Kivalasztasi feladatok grafokban
Gréfokhoz kapcsolédo kombinatorikai feladatokban gondosan figyeld meg, hogy a csticsokra vagy az élekre vonatko-
zik a feladat. A csticsok koziil valasztunk ki néhanyat vagy az élek kozil?

Példaul:
A graf 5 teleptilést abrazol a koztiik 1év6 utakkal.

Hanyféleképpen vélaszthatunk ki 2 telepiilést? » az 5 telepiilés kozil valasztunk
Hanyféleképpen valaszthatunk ki 2 utat? » a 6 ut kozil valasztunk




FELADAT

(Erettségi feladat, 2020)

Egy nemzetkozi konferencia 5 résztvevéje all egy

asztal koril a kavésziinetben (jelolje 6ket A, B, C,

D, illetve E). Tudjuk, hogy A ismer mindenkit az

asztalnal, B nem ismeri E-t, de a tobbieket ismeri.

C két résztvevot ismer, D pedig hdrmat.

a) Abrazold az 6tf6s tdrsasig tagjai kozotti isme-
retségeket egy graffal, és add meg, hogy kiket
ismer az asztalndl az E-vel jelolt személy! (Min-
den ismeretség kolcsonos.)

b) Hany koccintas torténik, ha mindenki minden-
kivel pontosan egyszer koccint?

N
‘Y

Van-e olyan graf, amelyre teljesiil a kovetkez6 le-

iras? Ha van, akkor rajzolj egy ilyet, ha nincs, akkor

indokold meg, hogy miért nincs!

a) 5 csucsa, 7 éle van, és a fokszamok Osszege 12;

b) 6 cstcsa van, és a fokszamok 1, 2, 2, 2, 3, 3;

c) 7 csucsa van, és minden csucs fokszama 3;

d) 7 csucsa van, és minden csucs fokszdma egyen-
16.

(%)
‘Y

Hany csticsa van annak a teljes grafnak, amelyben
a) az élek szama 36;
b) a fokszamok 6sszege 1567

HAZI FELADAT

(Erettségi feladat, 2021)

Egy 4j kozosségi oldalon Anna, Bence, Cili, Dénes,

Edit és Feri mar regisztralta magat. Ahhoz, hogy

két regisztralt felhaszndld ismerds legyen az olda-

lon, kolcsonosen be kell jelolnitik egymast. A 6

f6 kozott Anna mar csak Bencével nem ismerds, a

tobbiekkel igen. Cili (Anndn kiviil) Ferivel, Bence

pedig csupan Edittel ismerds. Dénes, Edit és Feri
még nem ismerdsei egymasnak az oldalon.

a) Szemléltesd graffal, hogy a 6 6 koziil ki kivel
ismerds ezen a kozosségi oldalon, és add meg,
hany olyan ,,par” van kozottiik, akik még nem
ismerdsei egymasnak!

b) Hanyféleképpen valaszthatunk ki egy olyan pa-
rost, akik ismerik egymast?

24. lecke | KOMBINATORIKA ES GRAFOK

A kovetkez6 graf azt szemlélteti, hogy egy kistele-
piilés 8 cége koziil melyek kozott tortént megbizasi

szerz8dés egy adott évben.

D

@
1 E

H G
Az adohatdsag gy dont, hogy ezek koziil 4 szerzé-
dés teljestilését fogja ellendrizni majd az év végén.
a) Hanyféleképpen valaszthatja ki az adohatdsag
azt a 4 szerz6dést, amelyet ellendriz?
b) Ki tudja-e valasztani az adohatosag a 4 szerz6-
dést gy, hogy mindegyik cég érintett legyen
valamelyik szerz6désben?

(1)
Y

Egy eljegyzési tinnepségen a Toth csaladbol 6ten,
a Lengyel csaladbol nyolcan vesznek részt. Az tin-
nepség soran mindenki mindenkivel pontosan
egyszer koccint. Hany koccintds torténik

a) a Toth csalad tagjai kozott;

b) a Lengyel csalad tagjai kozott;

c) akét kilonbozo csalad tagjai kozott?

N
Y

(Erettségi feladat, 2018)

Hét csapat kormérkdzést jatszik, azaz minden csa-

pat minden masik csapattal egyszer mérkézik meg.

Eddig 6sszesen 9 mérkozést jatszottak le.

a) Hany mérkdzés van hatra?

b) Hanyféleképpen valaszthatunk ki az eddig lezaj-
lott mérkézések koziil harmat, hogy azok alapjan
készitsiink statisztikai elemzést a bajnoksagrol?

w
Y

Egy teljes grafnak 120 éle van. Hanyféleképpen va-

laszthato ki

a) a graf csucsai koziil 4 cstcs, ha a kivalasztas
sorrendje nem szamit?

b) a graf élei koziil 4 él, ha a kivalasztas sorrendje

nem szamit?
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| 5 Gyakorlas, tudasproba

FELADAT

tIN A helyes valaszhoz tartozo betlikbél egy olyan magyar telepiilés neve rakhaté ki, amely egy hungarikumhoz kap-

csolddik. Melyik ez a hungarikum?
Hanyfél ilh k, ha kozilik Zsofi il
al?yfe e, s,orrendben tilhet egy padra 8 gyerek, ha koziiliik Zséfi il a pad v 1 | @ sem | w imaeEs
egyik szélén?
A {p; a; 1; i; 1; 2; 3} halmaz elemeibdl 7 karakterbdl all6 jelszot készitiink,
ot et L. e . , S 2401 E 5184 J 6912
melyben 3 bett all elo], és 4 szamjegy koveti. Hanyféle lehet ez a jelsz6?

Hany négyjegyl paros szam van, amelyben nem szerepel a hetes szam-
jegy?
Hanyféleképpen valaszthatd ki november hénapban harom nap, amikor

O 1296 Z 2520 D 3240
. L 87 E 4060 A 12180
gytimolcsnapot tartunk?

Egy grafnak 5 csticsa és 7 éle van. Mennyi a fokszamok Gsszege? M 10 N 14 K 15

Hany éle van egy 8 pontu teljes grafnak? H 28 A 48 I 56

2022-ig a magyar autdk rendszama 3 bettibdl (B) és 3 szamjegybdl

(Sz) allt: BBB-SzSzSz. 2022-ben 4j rendszamokat vezettek be, melyek H A A g A A - 1 2 3
mar 7 karakterbdl dllnak, és felépitésitk BB-BB-SzSzSz. Mindkét eset-
ben a bettik 26 karakter koziil, a szamok pedig a 0; 1; 2; ... ; 9 szamjegyek koziil kertilhetnek ki.

Melyik felépitésti rendszambol lehet a legtobb kiilonbozé rendszamot késziteni, ha egy rendszamon beliil a bettik
és a szamok is ismétlédhetnek? Melyik esetben hényszorosa a lehetséges rendszamok szdma a 2022-ig fennall6
BBB-SzSzSz tipust rendszamok szamanak?

a) B-Sz-B-Sz-B-Sz b) BB-BB-SzSz c) BB-Sz8z-SzSz d) BB-BB-Sz8z5z
EWM Az 4bra szerinti, 9 szamjegyet tartalmazo buszjegy esetében hény olyan lyukasztés létezik, P
a) amikor a lyukak szama legalabb 2 és legfeljebb 5,
b) amikor kozéppontosan szimmetrikusan 5 lyuk keletkezik? ~
8
P (Erettségi feladat, 2017)

Egy sziiletésnapi Osszejovetelen egy 7 fés tarsasag tagjai kozil néhanyan koccintottak egymassal. Lehetséges-e,
hogy az egyes résztvevok 1; 2; 2; 3; 3; 6; 6 masik résztvevével koccintottak? Valaszodat indokold!

LI (Erettségi feladat, 2005)
Egy dllashirdetésre négyen jelentkeztek: Aladar, Béla, Cecil és Dénes. Kideriilt, hogy koziilitk harman: Aladar,
Béla és Cecil osztalytarsak voltak. Dénes csak Aladart ismeri, 6k régebben egy kosarlabdacsapatban jatszottak.
a) Szemléltesd az ismeretségeket graffal! (Az ismeretségek kolcsonosek.)
b) Hanyféleképpen valaszthatunk ki négytik koziil két embert, akik kordbban mar ismerték egymast?
c) Azismeretlenek kézfogassal bemutatkoznak egymasnak. Kozottiik hany kézfogas torténik?
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Hatan pingpongbajnoksagot jatszanak.
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a) Hany mérkézésre keriil sor, ha mindenki min-
denkivel pontosan egy meccset jatszik?

b) Héany mérkézésre keriil sor, ha két haromfds cso-
portot csindlnak, egy csoporton beliil mindenki
jatszik mindenkivel, majd végiil a csoportelsé a
masik csoportelsével, a masodik a masodikkal és
végiil a harmadik a harmadikkal jatszik?

(Erettségi feladat, 2014)

Egy focicsapat 11 jatékosa megérkezik az edzésre,

néhanyan kezet fognak egymassal. (Két jatékos ko-

z6tt legfeljebb egy kézfogas torténik.) Az edzd felirta,
hogy ki hanyszor fogott kezet, és a kovetkezd szamo-

kat kapta: 0; 1; 2; 2; 2; 5; 0; 0; 4; 4; 2.

a) Abrazold a kézfogésoknak egy lehetséges grafjt,
ahol a pontok a jatékosokat jeldlik, és két pont
kozott akkor van él, ha az illet6k kezet fogtak az
edzés el6tt!

b) Hany kézfogas tortént osszesen?

Hanyféleképpen valaszthatja ki a tanar a harom fele-
16t egy 17 f6s csoportban, ha

a) irasban felelnek és ugyanazt a feladatot kapjak;

b) szoban felelnek és mindenki méds feladatot kap?

Hajni, Bence és két baratjuk egyiitt mentek moziba.
A négy jegy egymas mellé sz6lt, de Hajni és Bence
nem akart egymas mellé iilni. Hany kiilonb6zé mo-
don iilhettek le?

A személyi igazolvanyok okmanyazonositdja hat

szamjegybdl és két betlibdl all, ebben a sorrendben.

A szamjegyek mindegyike 0, 1, ..., 9 lehet, a betlik

pedig nem lehetnek ékezetes, kettds, illetve harmas

betlik, tehat csak az angol dbécé 26 karaktere hasznal-

hato.

a) Igaz-e, hogy mindegyik személyi igazolvanyban
egy hatjegy(li szam all?

b) Hény kiilonbo6z6 6 jegy(i szam van?

¢) Hany kiilonboz6, hat szamjegybdl all6 jelsorozat
képezhetd a tiz szamjegybol?

d) Hanyféle lehet a személyi igazolvanyokban sze-
repld betlipar?

e) A fenti szabalyok szerint lehet-e 10 millié magyar
embernek mas-mas igazolvanyszama?

25. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA

Hany csticsa van annak a teljes grafnak, amelyben

N
Y

w
Y

(1]
Y

a) minden csucs fokszama 8;
b) az élek szdma 171;
c) afokszamok Osszege 2107

Egy kozlekedésbiztonsagi napon 10 kérdésbdl allo
tesztet kell kitolteni a résztvevéknek. Minden kérdés-
re 4 valasz koziil kell megjelolni az egyetlen helyes
valasz bettjelét. A kitoltés soran a résztvevék minden
kérdésre bekarikaznak egy betiit, egyetlen kérdést
sem hagynak ,,iiresen”.

a) Hany kilonboz6 kitoltése van a tesztnek?

b) Hany olyan kitoltés van, amelyben az els6 5 kér-
désre helyesen valaszolunk, a masodik 6t kérdés-
re hibdsan valaszolunk?

¢) Hany olyan kitoltés van, amelyben pontosan egy
hibds valasz van, a tobbi valasz mind helyes?

Péterék osztilyaban 27-en vannak, koziilik 15 lany.

Ottagu kiildottséget kell vélasztaniuk az iskola didk-

onkormdnyzatanak tilésére.

a) Hanyféleképpen allithaté ossze az 6ttagu kiildott-
ség?

b) Hanyféleképpen allithatd 6ssze az 6ttagu kiildott-
ség gy, hogy legyen fitl a kiildottségben?

A porzitiv egész szamok kozott hany hatjegyti paros
szam van, amelyben el6fordul a 0 szamjegy?

(Erettségi feladat alapjén, 2011)
Zsuzsi hétjegyti mobiltelefon-

- T =7

(999) 999-9999

szama kiilonb6z6 szamjegyek- Mumber
bél all, és az elsé szamjegy nem n Ow 6
nulla. Amikor Ndiko felhiva
Zsuzsit, felttint neki, hogy a mo-
biltelefonjan megjelené harom LA 2
szamoszlop koziil csak kettére D O &

volt szlikség. Ezekre is ugy, hogy =
el6szor az egyik oszlopban 1évé o .
szamokat kellett valamilyen sor- -
rendben megnyomni (megérinteni), azutan pedig
a masik oszlop szamai kovetkeztek valamilyen sor-
rendben. Hany ilyen telefonszdm lehetséges?
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Temazard feladatyyijteme ny

‘I ) Hany kiilonbozé, 8 szémjegy hossziisagu kod ké- A Mastermind egy kétszemélyes logikai tarsasjaték.
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szithetd a 0 és 1 szamjegyekbd1?
b) Haény olyan 8 szamjegy hosszusagu kod készithetd
a 0 és 1 szamjegyekbdl, amely egyessel kezdddik?

Bence osztalyabol egy négyfds csapat indult a ro-

botikavetélkeddn: Bence, Donci, Kato és Juli. A ve-

télkeddn haromféle feladatot kell megoldaniuk, egy

id6ben, egymassal parhuzamosan dolgozva. Egyikiik

tolti a tesztet, masikuk egy szamitasi feladatot old

meg, s ketten egy modellt kell 9sszeallitsanak.

a) Hanyféleképpen oszthatjak ki egymas kozott a
harom feladatot?

b) Hanyféleképpen oszthatjak ki a feladatokat, ha
nem a két fia allitja 6ssze a modellt?

Hany hatjegy(i szam irhat6 fel az 1, 3 és 8 szamje-
gyekkel? Ezek kozott mennyi paratlan?

Hany 6 jegy(i szam irhato fel a 0, 3 és 8 szamjegyek-
kel? Ezek kozott mennyi paratlan?

a) Hany nyolcjegyt jelszo készithet6 a 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7, 8,9 szamjegyekbdl és az x, y, z, v bettikbdl, ha
a jelszoban lehetnek szamjegyek is, betik is tet-
sz6leges sorrendben, s akar ismétlédhetnek is?

b) Ugyanezekbdl a karakterekbdl olyan nyolcjegyt
jelszot kell késziteni, amelyben az elsé 4 karakter
betli, a masodik 4 karakter szamjegy. Ekkor hany
kiillonb6z6 megoldast talalhatunk?

c) Ugyanezekbdl a karakterekbdl olyan nyolcjegyti
jelszot kell késziteni, amelyben az elsé 4 karakter
betli, a masodik 4 karakter szamjegy, és minden
karaktere kiillonb6z6. Ekkor hany kiilonbozé
megoldast talalhatunk?

(Erettségi feladat, 2008)

Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyek felhasznalasaval otje-
gyl szamokat készitiink az 9sszes lehetséges modon
(egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk). Ezek
kozott hany olyan szam van,

a) amelyik 6t azonos szamjegybdl all;

b) amelyik paros;

c) amelyik 5-tel oszthat6?

®
Y

©
Y

8 szinben talalhaték benne a ,,gombok”. Ezekbdl rak

ki az egyik jatékos egy 4 gombbdl all6 titkos kodot.

A masik jatékos talalgat. Az elsé jatékos értékeli a

tarsa tippjeit: annyi fekete ,,gyufaszalat” rak, ahany

tipp jo helyen van, s annyi fehér ,, gyufaszalat”, ahany

gombra igaz, hogy az el6bbieken kiviil megfelelé a

szine, de nincs jo helyen. Ezen informaciok alapjan

kell kitalalni a titkos kodot.

a) Hanyféle kod rakhato ki a 8 szinbd6l?

b) Hanyféle kod rakhaté ki, ha a gombok kozott
nem lehet tobb azonos szinii?

¢) Ha kitalaltuk a négy szint, akkor a négy szinbdl
hanyféle kdd rakhato ki, ha egy szin nem fordul-
hat el6 tobbszor?

d) Ha kitalaltuk a négy szint (piros, kék, z6ld, sarga),
hanyféle négyszint kod rakhatd ki, amelyben a
piros gomb nincs a kék mellett?

(Kompetenciamérés, 2013)

A mobiltelefonok bekapcsoldsakor a SIM-kértya
PIN-kodjat (négyjegytt szamkodot) kell megadni,
melyet csak a tulajdonosa ismer, igy illetéktelenek
nem tudjak hasznalni a telefont. A négy szamjegy-
bél allé6 PIN-kod szamjegyei 0-t6l 9-ig barmilyenek
lehetnek. 2011-ben Magyarorszagon a SIM-kartyak
szama 11,69 millié volt. Legaldbb hany azonos PIN-
kod volt ekkor Magyarorszagon?

Balazs, Erzsi, Gellért, Klari és Sanyi sorban allnak

a mozi pénztara el6tt.

a) Hanyféleképpen éllhatnak sorba?

b) Hanyféleképpen dllhatnak a sorban, ha tudjuk,
hogy Gellért az els6?

c) Hanyféle lehet a sorrend, ha tudjuk, hogy felvalt-
va allnak sorban a fitik és a lanyok?

Hajni osztalyabdl hatan arra véllalkoztak, hogy
szinpadra visznek egy jelenetet. A 4 lany és a 2 fit
olyan darabot vélasztottak, amelyben 4 néi és 2 férfi
szereplé van. Hany kiilonbozé szereposztas alkot-
hatd, ha a fitk férfiszerepet, a lanyok néi szerepet
jatszanak?

KOMBINATORIKA, GRAFOK



Szamold kil

a) 4!+ 6! 31471 2!+ 5!
b) 344! 414+ 5!+ 7! 6!+ 8!
3! 3! 5!

P a) Hényféleképpen allhat sorba Hajni és 8 osztaly-
tarsa, ha tudjuk, hogy Hajni és Juli egymas mellett
allnak?

b) Hanyféleképpen allhatnak sorba 6k kilencen, ha
tudjuk, hogy Hajni a harmadik?

c) Hanyféleképpen allhatnak sorba, ha Hajni nem az
utols6?

EBR Szamold ki:

5 9 11 320 5110
a) (4)’ (2) (10)’ (318)’ ( 1 >;
VI R O R P €
30 5/ 3/ 4) 7)
LP Hany 0 elem, hény 1 elemd, hény 2 elemd, hany
3 elemt részhalmaza van
a) egy 3 elemt halmaznak;
b) egy 4 elemt halmaznak;
¢) egy 5 elemii halmaznak?

LR a) A 32 lapos magyar kértyabol 3 lapot osztanak ne-

kiink. Hanyféleképpen alakulhat ez a kezd§ 3 lap?

b) Orommel ltjuk, hogy remek lapunk van: piros
asz, piros fels6 és makk kirdly. A maradék pak-
libdl Gjabb két lapot huzunk. Hanyféle lehet ez
a tovabbi két lap?

16> Egy varosban azon gondolkod- 11 1.

nak, hogy dujfajta buszjegyeket

vezetnek be. Az Uj buszjegy nem 210 7]¢

3 x 3-as formatumu lesz, hanem 9 10 11 12

4 x 4-es: 1-t6] 16-ig szerepelnek 13 14 15 16

rajta a szamok, az abra szerint.

a) Ha ezek koziil pontosan harmat lyukaszt ki a lyu-
kaszto, akkor hany kiilonbozé lyukasztas torténhet?

b) Ha két vagy harom lyukat lyukaszt a gép, akkor
hanytéle lyukasztas torténhet?

LR Egy kozvélemény-kutatason egy teszt 10 kérdésére

kell valaszolni, mindegyikre igent vagy nemet.

a) Hanyféle kiilonboz6 kitoltése lehet ennek a teszt-

nek?

b) Hany olyan kitoltése van a tesztnek, amelyben

pontosan 8 igen valasz szerepel?

25. lecke | TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

(Kompetenciamérés, 2018)

Y

19

A kovetkezd tablazat egy orszagos futéversenyre je-
lentkezdk legjobb idejét mutatja.

Nevezési id6

(perc:masodperc) w0
= 1:25 8

1:26 — 1:30 15
1:31 - 1:35 17
1:36 - 1:40 20
1:41 - 1:45 8
1:46 - 1:50 27
1:51 = 31

a) Mennyi legyen a versenyen vald elindulashoz
sziikséges szintid6, ha a versenyre 60 fot szeret-
nénk meghivni?

b) Hanyféleképpen valaszthatunk ki egy 4 futdbol

all6 csapatot ugy, hogy mindegyikiik szintideje

kisebb vagy egyenlé legyen, mint masfél perc, ha

a csapaton belil mindenkinek azonos lesz a fel-

adata?

Egy dolgozat 5 feladatat tetszéleges sorrendben lehet
megoldani.

a) Lehetséges-e, hogy a 112 {8s évfolyam minden
tanul6ja mds-mas sorrendben oldja meg a felada-
tokat?

Andrasnak 3 feladata lett jo, a tobbi hibas. Azon
gondolkodik, melyek lettek jok. Hanyféle lehetd-
ség van?

b)

c) Az elsé feladatban az évfolyam 25%-a kovetett el
kisebb-nagyobb hibat. Hanyféleképpen valaszt-
hatunk ki a matematikaversenyre egy 4 f6s csa-
patot azok koziil, akik az elsé feladatot hibatlanul

oldottak meg?

Egy nyolctagu tarsasag érkezik az épiiletbe. Négysze-
mélyes lifttel szeretnének felmenni az 6todik emelet-
re.

a) Hanyféleképpen valaszthatjak ki azt a négy em-

bert, akik elészor mennek fel?

b) Héanyféleképpen rendezédhetnének két négyes
csoportba, ha a csoportok sorrendje nem szamit?
c) Hanyféleképpen mehetnek fel az emeletre a négy-
személyes lifttel, ha az is szamit, hogy ki megy az
els6 menetben, és ki megy a masodik menetben?
(A lifttel mindkét menetben négy ember megy

fel.)
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(Erettségi feladat, 2019)
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Az ébran egy koérnyezetvé-

dé szervezet logdjanak ki

nem szinezett terve lathato.

A log6 kilenc tartomanyat

hdrom szinnel (sarga, kék és

z0ld) szeretnénk Kkiszinez-

ni ugy, hogy a szomszédos

tartomanyok kiilonboz6 szi-

nuek legyenek. (Két tartomany szomszédos, ha a ha-
tarvonalaiknak van kozos pontja. Egy-egy tartomany
szinezéséhez egy szint hasznalhatunk.) Hanyféleképpen
lehet a log6t a feltételeknek megfeleléen kiszinezni?

A totéban 13+ 1 mérkézés esetén megtippelhetjiik,

hogy ki nyeri a meccset. Haromféle tipp jelolhets

meg. 1: a hazai csapat; 2: a vendégcsapat; x: dontetlen.

a) Hanyféle killonboz6 kitoltése lehet egy totdszel-
vénynek?

b) Hanyféle kitoltés lehetséges, ha az elsé 6 mérké-
zés esetén nem véletlenszerten tippeliink, hanem
gy6ztesként megjeloljiik a bajnoksagban el6rébb
allo csapatot, és a tobbi mérkozés esetén véletlen-
szertien vélasztunk?

(Kompetenciamérés, 2006)

A kinai bolcsek a Viltozdsok konyvében két Gserét
killonboztetnek meg: a Jint és a Jangot. A Jint egy
megszakitott vonallal, a Jangot

egy Osszefiiggd vonallal abra-

zoltak:

A konyvben taldlhat6é valamennyi jelilk 6 vonasbol
tevddik ossze. Ezek mindegyike vagy Jin, vagy Jang.
Példaul az egyik jeliikk neve SiHo, ———
ebben 3 Jin és 3 Jang szerepel a

kovetkezé sorrendben: -

a) Hanyféle jel lehet, amelyben csak 1 Jin szerepel?

b) Hanyféle jel lehet, amelyben pontosan 3 Jang sze-
repel?

c) Hanyféle jel lehet, amelyben legalabb 4 Jang sze-
repel?

d) Hanyféle jel lehet, amelyben péaros szamd Jin sze-
repel?

e) Hanyféle jeliik 1étezhet 6sszesen?

A morzeabécé két karaktert haszndl a betilik és sza-
mok megjelenitésére: pontot és vonalat. Hany kii-
16nboz6 jelet lehet késziteni, ha egy jel legfeljebb 5
karakter hossztsagu lehet? Elegendd-e ennyi jel a

Y

25

26

27>

Y

Y

32>

magyar abécé egyjegyli bettinek, az irdsjeleknek
(pont, vesszd, pontosvesszd, kérddjel és felkialtojel)
és a tiz szamjegynek a megjelenitéséhez?

Hanyféleképpen szinezhetiink ki egy haromsavos
z4szIot a piros, fehér, zold szinekkel kétféle szintire
ugy, hogy piros savok lehetnek egymas mellett, de
mas szind savok nem lehetnek egymas mellett?

Hanyféle 5-tel oszthato, haromjegy(i szam rakhatd ki

a 0, 1, 2, 5 szamkartyakbol?

Haény olyan hatjegy(i szam alkothat6 a0, 1, 2, 3,4, 5,6
szamjegyekbdl, amelynek minden szamjegye kiilon-
b6z6? Ezek kozott hany olyan van, amelyik oszthato
5-tel?

Hany olyan 5 dobasbdl all6 dobassorozat van szaba-
lyos dobodkockaval, amelyben a dobasok dsszege 72

Egy gyartasi folyamat sordan harom fézison megy

keresztiil a termék. Az els§ fazisban négy mardgép

dolgozik egymassal parhuzamosan, melyek ugyanazt

a feladatot végzik. A masodik fazisban egy finomme-

chanikai gép végez egy révid miveletet, ezt csak egy

gép végzi. A harmadik fazisban harom csomagologép
dolgozik egymadssal parhuzamosan a terméken.

a) Hanyféle kiillonboz6 gyartasi uton késziilhet el a ter-
mék, ha tudjuk, hogy egy mar6gép dolgozik rajta,
majd a finommechanikai gép, majd egy csomagolo-
gép? Szemléltesd graffal a gyartasi folyamatot!

b) Hanyadrészére csokken a gyartasi utak szama, ha
egy marogép és egy csomagologép is meghibasodik?

¢) Hanyadrészére csokkenhet a gyartasi utak sza-
ma, ha valamelyik két gép meghibasodik (de nem
tudjuk, hogy melyik)?

Egy grafnak 6t csticsa van, és minden cstics fokszama
egyenld. Adj meg olyan grafot, melyre ez a fokszam:
a) 1; b) 2; c) 3; d) 4.

Rajzolj olyan egyszert grafot, amelynek 6 csticsa van,
és a csucsok fokszamai:
a) 1;1;2;2;3;3;
b) 0;0; 3; 3; 3; 3;

c) 1;1;1;2;2; 2
d) 1;1;2;2;2;6.

Adj meg olyan egyszert grafot, melynek 8 cstcsa
van, és a csucsok fokszdma:
a) 2;2;2;2;2;2;2;2; b) 1;1;1;1; 2; 2; 2; 4.

KOMBINATORIKA, GRAFOK



Egy 6tf6s tarsasigban Anna ismeri Pétert, Balazst és [LENMM (Erettségi feladat alapjén, 2013)

‘Y
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Y

37

Y

38

Y

39

még valakit. Baldzs Annan kivil ismeri Zolit és Ga-
bort. Zoli a tarsasagbol csak Balazst ismeri. Gabor
viszont mindenkit, kivéve Zolit.

a) Szemléltesd graffal, hogy ki kinek az ismerdse!

b) Hany ismerdse van Péternek?

Rajzolj olyan 7 csticsu grafot, melyben a cstcsok fok-
szdmai:

a) 0;0;0; 1;2;2; 3
b) 1;2;3;3;3;3;3;

c) 1;2;3;3;3;3; 4.

Hany éle van annak a grafnak, melyben a fokszamok
a kovetkez6k?
a) 1;2;3;3;4;7 b) 2;4;4;4;5;5

Igazold, hogy nincs olyan graf, melyben a csucsok
fokszdmai a kovetkezdk:

a) 1;2;3;3; b) 1;2;3; 4; c) 0;1;2;3.

Egy hattagt tarsasagban mindenkinek pontosan 3 is-
merdse van. Szemléltess graffal egy ilyen ismeretségi
rendszert (az ismeretségek kolcsonosek)!

a) Hany éle van annak a teljes grafnak, amelynek 10
csticsa van?

b) Hany csucsa van annak a teljes grafnak, amelynek
190 éle van?

Hanyféleképpen vélaszthatunk ki a 8 csticsu teljes
graf élei koziil hatot, ha a kivalasztas sorrendje nem
szamit?

Egy kisebb irodahazban 6 véllalkozas miikodik. Bar-
mely két vallalkozas kozott legfeljebb egy kozos tigy-
let torténik havonta. Megkérdeztiik a vallalkozasok
képviseldit, hogy az elmult hénapban hany céggel
volt kozos tigyletiik az irodahdzon beliil. Az elsé 6t
valasz ez volt: 5, 4, 3, 2, 1.

a) Abrazold gréffal a hat céget és a koztiik a mult ho-
napban létrejott tigyleteket!

b) Mi volt a hatodik valasz?

c) Hanyféleképpen valaszthat ki az adohatdsag 4
ugyletet az irodahdzon beliil a mualt hénapban
megvaldsult tigyletek koziil, amit ellendrizni fog
a kovetkezd héten? (Két kivéalasztas kiilonbozé,
ha van olyan tigylet, ami szerepel az egyikben és
nem szerepel a masikban.)

25. lecke | TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

42
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Egy iskola asztalitenisz-bajnoksagan hat tanuld vesz
részt. Mindenki mindenkivel egy mérkézést jatszik.
Eddig Andi egy mérkdzést jatszott, Barnabas és Csaba
kett6t-kettot, Dani harmat, Eniké és Feri négyet-négyet.

a) Rajzold le az eddig lejatszott mérkdzések egy le-
hetséges grafjat!

b) Lehetséges-e, hogy Andi az eddig lejatszott egyet-
len mérkdzését Barnabassal jatszotta?

c) Hanyféleképpen valaszthatunk ki a lejatszott mér-
kézések koziil harmat, amirdl dsszefoglalot készi-
tiink az iskolaujsagba, ha a kivélasztas sorrendje
nem szamit?

d) Hanyféleképpen valaszthatjuk ki, hogy a résztve-
vOk koziil melyik harom tanulét keressiik fel a ri-
porthoz, ha a riportalanyok sorrendje nem szamit?

(Erettségi feladat alapjan, 2021)

Egy nyolccsapatos jégkorongbajnoksagban minden
csapat minden masikkal egyszer mérkézik meg.
Az 4bran lathato graf az eddig lejatszott mérkdzése-
ket szemlélteti. A pontok a csapatokat jelképezik, és
két pont kozott pontosan akkor van ¢él, ha a két csapat

mar jatszott egymassal.
F E

H'\ C

A B

A bajnoksagbdl 5 fordul6t mar megrendeztek, dm

néhdny mérkézés elmaradt. (Egy forduloban - ha

nincs elmaraddé mérkdzés — mindegyik csapat egy
mérkdzést jatszik.)

a) Add meg harom olyan csapat betdjelét, melyek
koztl barmely kett6 mar lejatszotta az egymds
kozotti mérkézéseit! Fogalmazd meg, hogy ez
milyen médon jelenik meg az abran!

b) Hany mérk6zés maradt el az els6 5 forduldéban?

c) Hanyféleképpen alakulhat majd a bajnoksag elsé
hérom helyezettje, ha nincs holtverseny?

d) A bajnoksag végeztével, miutin mar minden
meccset lejatszottak, a sportujsagirdk arrdl is
szavaznak majd, hogy melyek voltak a bajnoksag
legérdekesebb mérkézései. Hanyféleképpen ala-
kulhat a szavazas soran az els6 harom legérdeke-
sebb mérkézés, ha nincs holtverseny?
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BEVEZETO

Egy szabaduldszoba kulcsat egy lakattal zart 1ada rejti. A lakat egy haromjegy(i szamkoddal
nyithato.

A jatékosok rendelkezésére all irdeszkoz és papirlap. A titkos kdd megfejtéséhez a kovetke-
z§ instrukciokat kapjak:

1. Adjatok meg az L. tdblazatba beirt szamokat 2 hatvanyaként, és irjatok azokat a II. tab-
lazat megfelel6 rubrikaiba!

2. Toltsétek ki a II. tédblazat hianyzé helyeit 2 hatvanyaival ugy, hogy biivos négyzetté véljon, azaz az egyes sorokban, osz-
lopokban és atlokban ugyanannyi legyen a szamok szorzata!

3. ATL tablazatban kapott 2 alapt hatvanyok kitevéit irjatok a III. tablazat megfelelé helyeire!

4. ATIL tablazatban 1év6 szamok angol elnevezését irjatok a IV. tablazat megfeleld helyeire!

5. Irjétok be az V. téblazat megfelel6 rubrikaiba a IV. téblazatban szerepld szavak bettiinek szamat! Ellendrizzétek, hogy az
V. tablazat ismét biivos négyzet-e, azaz minden egyes soraban, oszlopaban, atléjdban ugyanannyit ad-e a beirt szamok
Osszege! (Ha igen, akkor lépjetek a kovetkezd pontra, ha nem, akkor gondoljatok ujra végig az eddigi feladatokat!)

6. A titkos szamkddot megkapjatok, ha az V. tdblazatban szerepld szamok szamjegyei 6sszegének kiszamoljatok a —1-edik
hatvényat, és annak a tizedes tort alakjabdl veszitek a tizedesvesszd utan 1év6 elsé 3 szamjegyet!

(A négyzetek jobb fels6 sarkaban 1évé rubrikat mintaként kitoltottiik.)
L 1L III. Iv. V.
2 i h'
4" 5122 2" 18 s 8
een
32’ [ [ [ [
16°
Megoldds: a lecke végén.
1. Egész kitevojii hatvany értelmezése
- Ha a egy valos szam és n egy 1-nél nagyobb természetes szam, akkor a” olyan n d'=a-a-..-a
tényezds szorzat, melynek minden tényezdje a. (n darab tényez6)
— Barmely val6s szam els6 hatvanya maga a valds szam. d=a
- Barmely 0-t6] kiillonb6z6 valés szam nulladik hatvanya 1. 01
(0° nem értelmezett) “=
- Egy 0-tdl kiilonb6z6 valds szam negativ egész kitevés hatvanyat ugy képezziik,
hogy az alap reciprokat a kitevd ellentettjére emeljiik. a'= (%) = #

a€R;a+0é neN

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



2. Hatvanyazonossagok

a, b € R ésm, n € Z esetén, ha a kifejezésekben szerepld hatvanyok mindegyikének értelme van, akkor teljestil:

- azonos alapt hatvanyok szorzata:

- azonos alapu hatvanyok hanyadosa (ha a # 0):

- hatvany hatvanya:
- szorzat hatvanya:

- hanyados hatvanya (ha b + 0):

(Az azonossagokat pozitiv egész kitevék esetén bizonyitottuk, majd kiterjesztettiitk

egész kitevoji hatvanyokra.)

FELADAT

am.an:aern
llm_ m—n
a" -
(am)rI:am»n

(a-b)'=a"-b"
ay _a"
b))

Szamoldgép hasznalata nélkiil dontsd el, hogy me- Add meg két egész szam hanyadosaként!

lyik nagyobb!

a) 2°° vagy 37
b) 5°  vagy —5°
c) 37 vagy (-3)
d) (-2)7 vagy (-3)°
e) -5 vagy —-17°
f) 7° vagy 0

PN [rd fel 2 hatvanyaként!
a) 23 . (2—2)—5
. (2—3)—1
(2—4)—3

c) 4.8°

o (2]

e) 10247\
5127 %

HAZI FELADAT

A 3-nak hanyadik hatvanyaval szorozzuk meg az

alabbi szdmokat ahhoz, hogy eredményiil 3°-t kap-

junk? 3 o
a) 3*. (37" d) ( o)
p 2 Yale

7y o ()
c) 9°.27°

26. lecke | HATVANYOZAS - ISMETLES

‘Y

Y

Z

-2 _ -1 =)
W) 37— o 3525
-2
b 20_2—2
) 2-27°

Add meg az aldbbi kifejezések helyettesitési értékét
kozonséges tort alakban, ha
a =123 456 és b =56 789.

a_(a2)—1.a73 c) (a. b—l)z.as

a) (a,3)—2 . a79 (a—z . b)—3
®) b +b2-1
wr T v

Allitsd novekvé sorrendbe az alabbi szdmokat!
A megoldashoz ne haszndlj szamologépet!

A= (_7)80 C=757 E= (_3)—75
B= (_3)75 D= (23)80 F= (_3)—10

Add meg az alébbi kifejezések helyettesitési értékét

kozonséges tort alakban, haa = 0,4 és b = %

(@)% a” (a-by' v
a) (a4)—2 . a*l C) (a . b—z)—z
b) b)Y bltbi-2

(b0)4 b—3 ) bZ
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Melyik az a valos szam (vagy melyek azok a valds szd-
mok), amelynek

Igaz vagy hamis?
a) Van olyan pozitiv valos szam, amelynek maso-

o) emmedie s 8. dik hatvanya nagyobb a harmadik hatvanyanal.
27 b) Minden negativ szdm negyedik hatvanya na-
b) minusz egyedik hatvanya %; gyobb a szam harmadik hatvanyanal.
c) Egy negativ szam negativ kitevés hatvanya le-
c) negyedik hatvanya %; het pozitiv.
4 d) Van olyan valds szam, amelynek (—1)-edik hat-
d) minusz mdsodik hatvanya 9’ vanya egyenlé magaval a szammal.
e) nulladik hatvanya 1; e) A 2-nek minden péros kitevds hatvénya felirha-
. ) 1 t6 a 4 hatvanyaként.
f) hatodik hatvénya T 64’ f) Van olyan negativ valds szdm, amelynek végte-
g) minusz tizedik hatvdnya 1024? len sok, kiilonboz6 kitevéjii hatvanya egyenlé.
A bevezetében 1év6 feladat megoldasa:
L II. 111 IV. V.
11 2 5 2 18 . |twenty-| eigh-
4 [512 2 2 2 51 22| 18 five . 4 9 8
wo | teen
32’ |$ |2 | 2 |$ 28 | 15| 2 |$ t‘:g“}:ty fifteen| two |$ n| 7|3
2 12 8 25 . twenty-
16 2 2 2 12 8 25 twelve| eight five 6 5 10
Az V. tablézatban 1évé szamok szamjegyeinek dsszege 45. Ennek (—1)-edik hatvénya 457" = 41—5 = 0,02, tehét a tize-

N
‘Y
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desvesszd utan 1évd 3 szamjegy: 022. Igy a titkos kod: 022.

Biivos négyzetek:

A bilvos négyzet olyan szabalyszerliséget mutat6
szamelrendezés, amelyben - egy négyzet n x n da-
rab négyzetre bontasaval kapott mezékben — minden
sorban, minden oszlopban, illetve minden atléban
megegyezik a beirt szdimok Osszege vagy esetleg a
szorzata.

Az egyik leghiresebb 4 x 4-es bilivos négyzet a ma-
gyar szarmazasu Albrecht Diirer (1471-1528) német
fest6 és grafikus alkotdsa, amely a mtivész Melankélia
cimi L. rézmetszetén talalhato.

Keresd meg az eredeti alkotast az interneten!

16 | 3 2 |13
5110 11| 8
9 6 7 | 12
4 15|14 ] 1

A négyzetben elhelyezett szamok soronkénti, oszlo-
ponkénti és atlok szerinti Osszege minden esetben
34, ugyanakkor az als6 sor kozépsé két mezdjében
felfedezhetd a készités éve, 1514.

Ha tilizetesebben megvizsgaljuk a beirt szamokat,
azt lathatjuk, hogy nemcsak a sorokban, oszlopok-
ban, atlékban szereplé szamok Gsszege egyezik meg,
hanem bizonyos szimmetridk szerint elhelyezkedd
szamnégyeseké is. [lyenek példaul

l and

A
[ SR

o
o
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Az indiai matematikazseni, Srinivasa Ramanujan

(1887-1920) olyan 4 x 4-es biivés négyzetet alko- 5832 27 |-2179| 2179 | 27 |-5832
tott, melynek elsd soraban szerepel sziiletési datuma,
1887. 12. 22., ugyanakkor minden sorban, oszlopban L |-2744) =512 | —1 | 2744 | 512

és atloban 139 a négy szam Osszege.

—1000 4913 | —64 64 | —4913( 1000
22 | 12 | 18 | 87

88 | 17 9 25 —4096 | —125 | 3375 [-3375| 125 | 4096

10| 24| 89 | 16 =729 | =343 | 729 | =216 | 343 216

19 [ 86 | 23 | 11

-8 |[-1728|-1331| 1331 | 1728 8

Az alabbi két biivos négyzet ,,hatvanyozottan” is bu-

_ A kovetkezd négyzet duplan biivos, mert nemcsak
VvOs negyzet.

p P . . . blivos Osszeget, hanem biivos szorzatot is alkot-
Az elsében szereplé minden szam négyzetszam, a

blivos Osszeg 8515.

1o

nak a sorokban és oszlopokban 1évé szamhatosok.
Ha nem hiszed, jarj utdna!

4624| 841 |1681( 1369 27 | 25 | 156 | 48 | 84 | 20

289 | 961 | 6241|1024 75 | 144 | 18 | 56 | 52 | 15

3481 784 | 529 | 3721 24 | 12 | 45 (117 | 50 | 112

121 15929] 64 (2401 16 [ 65 | 21 | 30 | 108 | 120

A masodikban minden szam kobszam, éppen az elsé 1401 72 1 40 | 9 | 60 | 39

18 pozitiv egész és az elsé 18 negativ egész kobét tar- 2s | a2 |80 100l 6 | 54

talmazza. A bivds dsszega 0.

FELADAT

Probélj meg olyan biivos négyzetet alkotni, melyben szerepelnek sziiletési
datumod szamjegyei!

Diirer: Melankdélia I.



84

? Szamok p-edik gydke

Egy kocka felszine 294 cm®. Mekkorék az élei?
Egy kocka térfogata 64 cm’. Mekkorak az élei?

Megoldds

a) A kocka felszine felirhaté az A = 6a® sszefiiggés se-
gitségével, ahol az a pozitiv valds szam a kocka élének
hosszat jelenti centiméterben. Ezért 294 = 6a’, amibél
a’ = 49 adddik, vagyis azt a pozitiv valés szamot keres-
stik, amelynek négyzete 49. Ez a szam a 7, tehat a kocka
éle 7 cm hosszisagu.

b) A kocka térfogata felirhaté a V = a’ dsszefiiggés segit-
ségével, ahol az a pozitiv valos szam a kocka élének
hosszat jelenti centiméterben. Ezért 64 = a’, amibél
a’ = 64 adédik, vagyis azt a pozitiv valés szdmot ke-
ressiik, amelynek kobe (harmadik hatvénya) 64. Rovid
fejszamolas utdn rajohetiink, hogy ez a szdm a 4, tehat
a kocka éle 4 cm hosszusagu.

Egy kocka alaku doboz egy rétegben val6 kibé-
leléséhez 102 cm’ anyag sziikséges. Mekkorék az
élei?

Egy kocka alaku iivegtartdlyba 45 cm’ viz fér.
Mekkorak az élei?

Megoldds

a) Az 1. feladatban leirtakhoz hasonléan: 102 = 647, ami-
b6l @’ = 17 adddik, vagyis azt a pozitiv valés szamot
keressiik, amelynek négyzete 17. Ezt a szamot fejben sza-
molassal nem, de szdmoldégéppel meg tudjuk hatarozni.
A négyzetgyok definicidjanak ismeretében tudjuk, hogy
ha a keresett szam négyzete a 17, akkor a keresett szdm a
V17, tehét a kocka éle v/17 cm = 4,12 cm hossziisagu.
Megjegyzés: Igazolhat6, hogy a v/17 irraciondlis szam,
vagyis nem irhat¢ fel két egész szam hanyadosaként.

b) Az 1. feladatban hasznalt dsszefiiggés szerint 45 = a’,
amibél a’ = 45 adédik, vagyis azt a pozitiv valos sza-
mot keressiik, amelynek kobe (harmadik hatvanya) 45.
A keresett szam értékérél megallapithatjuk, hogy na-
gyobb 3-nal és kisebb 4-nél, mivel 3’ < 45 < 4°, va-
lamint kiszdmolhat6, hogy nagyobb 3,5-nél és kisebb
3,6-nél, mivel 3,5° < 45 < 3,6,

A négyzetgyok definicijdhoz hasonléan értelmezhetjitk
a kobgyokot, vagyis ha a keresett szam kobe a 45, akkor a
keresett szdm a %/45. A szamolashoz hasznaljuk a szamo-
16gép 3/ gombjét. Tehat a kocka éle %' 45 c¢m = 3,56 cm
hosszusagu.

Megjegyzés: Igazolhatd, hogy a %45 irraciondlis szam,
vagyis nem irhato fel két egész szam hanyadosaként.

MODE SETUP

A népességstatisztika az orszadg népességszamanak
alakuldsarol, nem, életkor és csaladi allapot szerinti
Osszetételérdl ad képet. Az évenkénti atlagos szapo-
rodas, illetve fogyas (az aldbbi képletben az r) szaza-
kozotti idszakra — a P, = P (1 +r)" képlettel sza-
molhatd. Az Osszefiiggésben P, a népesség szama az
id@szak elején, P, a népesség szama az iddszak végén,
n pedig az iddszak hosszdnak években kifejezett ér-
téke.

Magyarorszag népessége 2001-ben kozelit6leg 10,2 mil-
1i6 £6, mig 2021-ben kézelitéleg 9,7 millié £6 volt.
Hatarozzuk meg az eltelt id6szakban az évenkénti at-
lagos fogyas mértékét!

Megoldds
A képletbe helyettesitve a meglévé adatokat
9,7-10°= 10,2 - 10°(1 + r)*
adodik, melybdl rendezéssel:

9,7-10°
10,2-10°
0,95 = (1 + 7).
Azt kell tehat megtudnunk, hogy melyik az a pozitiv valds

=(1+ 1%,

szam, amelynek 20. hatvanya 0,95-dal egyenlé.

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



A megoldashoz vezet6é miveletet 20. gydkvonasnak nevez- bot hasznaljak. Ezeken a'0(, (95, ‘¥, (2.0 jelsoro-

ziik, vagyis 0,95 annak a pozitiv valds szamnak a 20. hatva- zatot kell begépelni.)

nya, amely megegyezik 0,95-nak a 20. gyokével.

Jeloléssel: 2%/0,95 =1+ r.
Azt a szamot, amelynek a huszadik hatvanya 0,95, igy
jeloljitk: *%/0,95 . Ennek kozelitd értékét sok zsebszamo- 0.0026

-V, =1

16gépen az [/ go_mb segitségével kaphatjuk meg a (20, ami azt jelenti, hogy a népesség atlagos évenkénti fogya-
%/ (01, 19)(5) jelsorozattal. sa a kijelolt id6szakban 0,26% (ez példdul 10 millié ember

(Megjegyzés: Egyes szamologépek a gomb helyett - a esetén 26 000 embert jelent),
késébbiekben majd kideriil, hogy mi miatt - az x'” gom-

A szamologéppel kapott eredmény:

2,/0,95 = 0,9974,
igy0,9974 =1+,

A hatvanyozas soran lattuk, hogy

- minden val6s szam péros kitevéji hatvanya nemnegativ, ezért paros kitevéjli gyokot nemnegativ valos szamokra értel-
meziink;

- minden valds szam paratlan kitevdji hatvanya olyan el6jel(, amilyen maga a szam, ezért paratlan kitev6ji gyokvonast
minden valds szamra értelmeziink.

Az n-edik gyok fogalma
~ Ha az a nemnegativ valés sz4m, és n 1-nél nagyobb paros természetes szam, akkor "v'a jelenti azt a nemnegativ valos
szamot, melynek n-edik hatvanya az a.
Példdul:
4/81 =3, mert 3* = 81,
6/0,015625 = 0,5, mert 0,5° = 0,015625.
- Ha az a tetszdleges valos szdm, és az n 1-nél nagyobb paratlan természetes szdm, akkor v'a jelenti azt a val6s szdmot,
melynek n-edik hatvanya az a.
Példaul:
% =216 = —6, mert (—6)’ = —216,
%/ —0,03125 =—0,5, mert (—0,5)° = —0,03125,
V128 =2, mert 2’ = 128.

Megjegyzések

- Az "V a kifejezésben a az alap, n a gyokkitevé. (n € N*\ {1})

- A %64 (mésodik gyok 64) jelolés helyett a megszokott négyzetgyokjelet hasznéljuk: %/64 = v64 = 8.
- A %/64 -et harmadik gyok 64-nek olvassuk, de elterjedt a ,kobgyok” 64 széhasznalat is: /64 = 4.

- A0 pozitiv egész kitevsji gyokét is értelmezziik, mégpedig igy: V0 = 0 (n > 1).




FELADAT

- Add meg a definici6 alapjan a kovetkezd szamokat! - Eurépa legnagyobb népstirtiségii orszaga Hollan-

a) V100; %»'—1000; %/1000 000; %1000 000
b) ¥1; ¥-125; '%1024; 4/625; %/0,001;

)27, /L
8 16

Add meg a zsebszamologéped segitségével a kovetke-
20 szamok kozelitd értékét két tizedesjegyre kerekitve!

a) ¥10; ¥/60; %/120; %/920; *%/1000; */10 000
b) 4/10; 4/60; 4/120; %/920; 4/1000; %10 000

A biivés kocka térfogata 216 cm’. Mekkora a felszine?

Egy viztorony (hidroglébusz) gomb alaku tartalya-

nak teljes térfogata 113 m’.

a) Mekkora a gomb sugara?

b) Hiny m’aluminium sziikséges a burkolat elkészi-
téséhez?

(Az R sugaru gomb térfogatata V = %Ri felszinét

az A = 47R* képlettel szdmithatjuk ki.)

Y

dia, ahol a szarazfoldl tertiletekre szamolt népst-

megismert képlet alapjén hatarozd meg az atlagos

évenkénti népszaporodast az alabbi iddszakokra,

ha ismert, hogy

a) az orszag népessége 1950-ben 10 milli6 {6 volt,
2013-ban 16,78 milli6 f6;

b) az orszag népessége 2014-ben 16,83 milli6 £6
volt, 2021-ben 17,26 milli4 f6!

Az alabbi tablazat a Kozponti Statisztikai Hivatal
demografiai adatait mutatja, de néhany hianyzik.

A novekedés/csokkenés

3 Nepess?g 4tlagos évi mértéke %-ban,
(ezer f6) o ) ,
az el6z6 adathoz viszonyitva

1910 7612
1920 0,482
1930 8 685 0,841
1941 9316 0,64
1949 9205 —0,15
1960 0,72
1970 10 322 0,357
1980 10 709
1990 10 375 —0,316
2001 10 200 —0,1545

a) Hatdrozd meg a hianyz6 értékeket a beirt ada-
tok ismeretében!

b) Beszélgessetek rola, mi lehet a magyarazata
a népesség ilyen modon valo alakuldsanak! Mi
torténik, ha ez a trend folytatodik?
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HAZI FELADAT

Add meg a definici6 alapjan a kovetkezd szamokat! (Erettségi feladat nyoman, 2014)

a) V0,49 «¢) ¥27 e) V1 Vizi él6helyek - az akvériumtél a Balatonig — egyik
b) 4/256 d) %/3* 3° nagy problémadja az algasodas. Megfelelé fény- és

hémérsékleti viszonyok mellett az algaval boritott
tertilet nagysaga akdr 1-2 nap alatt megduplazédhat.

N
'Y

Egy kocka térfogata 42 cm’. Valaszd ki az alabbiak

koziil a kocka felszinét!
a) 6 v42 cm’ novekedett az algaval boritott teriilet nagysaga,

Egy kerti toban minden nap ugyanannyiszorosara

s 5 mig végiil a kezdetben 1,5 m’-en észlelheté alga
b) 6-v42 cm a . 2 2
. egy hét alatt teljesen beboritotta a 27 m™-es tavat.

By
c) 6:(¥42) cm Szamitsd ki, hogy naponta hanyszorosira néveke-

dett az algas tertilet!

RAADAS

Egy szam négyzetgyokének meghatérozasa tetszéleges pontossaggal (szamologép hasznalata nélkiil)
Szamoljuk ki a 3346 négyzetgyokét!

1. Daraboljuk fel a szamot ,,hatulrdl’, az egyes helyi értéktél kezdve kétjegyt szamokra: 33 46.

2. Az els6 vizsgalandd szam a 33. Keressiik meg azt a legnagyobb szamot, amelynek négyzete nem nagyobb, mint 33.
Az 5 négyzete 25, igy kapjuk a fenti szam négyzetgyokének els6 szamjegyét: 5.

3. Vonjuk ki a 33-bdl az 5° = 25-6t, eredményiil 8 adodik, ez keriil a kovetkezé csoport két szamjegye elé: 846.

4. Vegytk az el6bb megkapott els6 szamjegy dupljat, ami 2 - 5 = 10, és hatdrozzuk meg azt a lehetséges legnagyobb n
szadmjegyet, melyre az 10n hdromjegyti szdm és az n sz4m szorzata nem nagyobb, mint 846. Igy n = 7 adédik. Ez lesz az
eredeti szam négyzetgyokének masodik szamjegye. (Mivel ennek a csoportnak a vizsgalataval eljutottunk az egyes helyi
értékig, a kapott szamjegy utan kitessziik a tizedesvesszét.)

5. Képezziik a 846 — 107 - 7 = 97 kiilénbséget (ha ez a kiilonbség 0-nak adédik, akkor az eredeti szam négyzetgyoke egész
szam)! Az eredményiil kapott 97 kertil a kovetkezé csoport két szamjegye elé: 9700.

6. Vegyiik az eddig megkapott szamjegyekbdl all6 kétjegy(i szam, az 57 dupldjat, ami 2 - 57 = 114, és hatdrozzuk meg azt a
lehetséges legnagyobb n szémjegyet, melyre az 114n hiromjegy(d szdm és az n szém szorzata nem nagyobb, mint 9700.
Ebbdl n = 8 lesz, igy az eredeti szim négyzetgyokének kovetkezd (a tizedesvesszd utdni elsé) szdmjegye (57,8° = 3340,84).

Ezt kovetben a lépések sorozata (az algoritmus) tetszéleges szamjegyig folytathato a kivant pontossagig.
Hatarozd meg a kovetkezd szamjegyet az el6bbi tablazat utolsé soranak kitoltésével!

Lépés  Csoport é?:sr:s(e;l; D;piiisz;ss,olz:;e Szorzat képzése A ::frzeezr;iny Maradék
1 33 33 5*=125 > 5 33-25=38
2 46 846 2-5=10 107 -7 =749 7 846 — 749 =97
3. 00 9700 2-57=114 1148 - 8 =9184 8 9700 — 9184 =516
4 00 51 600
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Egy korabbi tanulmany szerint a vilag népessége 2011. ja-
nius végén kozelitéleg 6,98 milliard f6 volt, és ez a szam
évente koriilbeliil az 1,1%-4val ndvekedett akkor. Igy az
ENSZ becslései szerint a Fold lakosainak szama 2011. ok-
tober végén lépte at a 7 milliardot.

Ha t-vel jeloljitk a 2011. jinius vége ota eltelt egész évek
szamat, akkor a vildg népességét az N(t) =6,98- 1,011
képlettel szamolhatjuk (milliard fében).

2011. junius végétdl 2011. oktdber végéig azonban csak

4 honap, azaz % év telik el. Vajon hasznalhatd-e a képlet
1
at= % esetén? Mit jelenthet az, hogy 1,011°?

KIDOLGOZOTT FELADAT

A Bevezet6ben emlitett modell szerint egyenld id6tartamok alatt ugyanannyiszorosdra valtozik a népesség. Ha egy év alatt

1,011-szeres a novekedés, akkor hanyszoros a névekedés % év alatt?

Megoldds
Jeloljiik x-szel, hogy hanyszorosara n6 a népesség % év alatt. Ekkor a kezdeti népesség % év muilva x-szeres, tovabbi - év
mulva mar (x - x)-szeres, és még tovabbi % év mulva mar (x - x- x)-szeres. Egy év alatt haromszor telik el az % év, ezért a
kezdeti népesség az x’-szeresére né.
Ezt kaptuk: x* = 1,011; és ebbdl: x = %/1,011 = 1,0037.
Megjegyzés
A modell szerint tehat 2011. oktéber végén a Fold népessége 6,98 - 1,0037 = 7,006 (millidrd £6) volt.
L L
A gondolatmenet alapjan értelmet adhatunk az 1,011° kifejezésnek: 1,011° =*/1,011 = 1,0037.
1\3
Ez azt is jelenti, hogy (1,0113) =1,011.
1
Definicié: Ha a egy nemnegativ valés szam, és n egy 1-nél nagyobb természetes szdm, akkor an = "Va .
1 L 1 1
Példdul: 32° = V32 = 2; 6,257 = /6,25 = 2,5; 0,0016* = %/0,0016 = 0,2; 0" ='%'0 = 0.
Szamoldgép nélkil hatdrozd meg a hatvanyok érté- 1 1 1 1 1
keét! Toltsd ki a tablézatot! 16 § _ 1000° _ 81* _ 81°



Add meg az aldbbi hatvanyok és gyokos kifejezések

w
Y

értékét!

a) 1 1 1 1 1
4° 0,04>  (8%)? 1024 0,125°

b
) V0,01 3/0,008 40,81 %/0,0001 1,21

A Kkerti tavacska felszinét tavirozsak is diszitik. Egy

matematikai modell szerint, ha kezdetben 8 m’-es

feltiletet fednek be a tavirdzsa levelei, akkor ez a te-
riilet hetenként mindig ugyanannyiszorosara, 1,3-sze-
resére novekszik.

a) Ha a megfigyelés kezdete 6ta eltelt hetek szamat
h-val jeloljiik, akkor melyik Gsszefiiggés felel meg
a fentiekben leirt modellnek?

A) F(h)=8-1,3-h; C) F(h)=8-(1,3-7);
B) F(h)=8-13"; D) F(h)= 8+ 1,3".

b) Egészitsik ki a modellt azzal a feltételezéssel,
hogy a levelek altal befedett teriilet minden nap a
k-szorosara novekszik! Ezt figyelembe véve toltsd
ki a kovetkez6 tablazatot a flizetedben!

HAZI FELADAT

1y

N
Y

28. lecke | RACIONALIS SZAMOK A KITEVOBEN 1.

Szamologép hasznalata nélkiil add meg az alabbi hat-
vanyok értékeét!

a) 64% c) (iﬁ e) V9
b) o,oz7§ d) (vV10) f) 1024°

Egy egyszerti modell szerint Magyarorszag népessége

a 2000-es évek els6 évtizedében minden évben az el6z6

évi népesség 0,2%-aval csokkent. A 2011-es népszamlalas

adatai alapjan 2011. oktber 1-jén, a népszamlalds ,.esz-

mei idépontjaban” kerekitve 9 982 000 {6 volt.

a) Mutasd meg, hogy a népszamlalastol szamitott x év
elteltével a népesség 9982 - 0,998 ezer {6 lesz!

b) Feltételezve, hogy a fenti tendencia folytatodott,
szamitsd ki az orszag lakosainak szamat 2013. ja-
nuar 1-jén (ezer fére kerekitve)!

Y

‘Y

Eltelt napok
, 1 23 456 7
szdma
Befedett
8k 8-13=

teriilet (m?)

c) Mennyi a tablazatban szerepld k értéke?
d) Mekkora a befedett teriilet a hét egyes napjain?

Egyes hangszerek esetében az egymast kovet6 fél-

hangok magassaganak (frekvencidjanak) hanya-

dosa allandé. Egy adott alaphang frekvencidjanak

a nala egy oktavval, azaz 12 félhanggal magasabb

hang frekvencidja éppen kétszerese.

a) Hanyszorosa az alaphang frekvencidjanak a ra
kovetkez6 félhang frekvenciaja?

b) Hényszorosa az alaphang frekvencidjanak az
un. kvint frekvencidja, ha a kvint 7 félhanggal
magasabb az alaphangnal?

Add meg az alabbi hatvanyok értékét!

7R W a7F @ @

Bizonyos sipokat megfujva azt hallhatjuk, hogy
az alaphangon tul egy vagy tobb sokkal magasabb
hang, az ugynevezett felharmonikus hangok is
megszolalnak. (Az alaphangot szokas els6 felhar-
monikusnak nevezni.) Az egyvonalas zenei C hang
frekvencidja kozelit6leg 261,6 Hz. A hozza tartoz6
masodik felharmonikus hang frekvencidja ennek
kétszerese, azaz 523,2 Hz, a harmadik felharmo-
nikus hang frekvenciaja pedig haromszorosa, azaz
koriilbelill 784 Hz. Szamold ki a szamologéped se-
gitségével, hogy hany félhang tavolsagra talalhat6
ez a felharmonikus az alaphangtol! Hasznald az
orai 4. feladat eredményét!
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Az el6z6 oran lattuk, hogy a Fold népességét az N(t) = 6,98 - 1,011° képlettel szamolhatjuk ki (millidrd f6ben), ahol ¢-vel

jeloltiik a 2011. junius vége Ota eltelt évek szamat. Vajon mit mutat ez az dsszefiiggés a 2012. februdr végi, a 2011. junius ota

2
eltelt % év utani népességszamrol? Mit jelenthet a 1,011° kifejezés? Hanyszorosara ndtt a modell szerint a Fold népessége

2012. februar végére, 2 ¢y elteltével?

3
Foglaljuk tablazatba, hogyan alakult a vilag népessége 2011. junius vége és 2012. junius vége kozott!

Idépont 2011. junius 2011. oktdber 2012. februar 2012. junius
Népesség (millidrd £6) 6,98 6,98 - x 6,98 - x° 6,98 x’=6,98- 1,011
1
Léttuk, hogy x = 1,0113 = %/1,011 . Februdr végére tehat x*-szeresére, azaz (*/ 1,011 )2 -szeresére nétt a népesség. A modell

2 2
szerint ezt a szorzotényezét jelljiik a 1,011° hatvényalakkal. Ezt kaptuk: 1,011° = (3/1,011)".

LA r P
Definicio: Ha 0 < g, p és g pedig pozitiv egész szam, de g # 1, akkor az a ¢ hatvanyt igy értelmezziik: a4 = <a ‘1) .
2
Vagy masképp: a¢ = (Va ).
3
Példdul: 325 = (3/32) = 2° = 8.

3 3\-1
Ertelmezziik a negativ tortkitevdjt hatvanyokat is! Figyeld meg a kovetkezd 4talakitdst: 32 ° = (325) = 13 = %
32°
Definicio: A negativ tortkitevéju hatvany egyenl6 az ellentett kitevdjii hatvany reciprokaval.
1
Példdul: 81 2 = 11
<9
81?2
- Szamitsd ki a kovetkezd hatvanyokat a tortk1tev0)u hatvanyra adott ertelmezes alapjan!
3 4
a) 252 b) 642 c) 92 d) 273 e) 83 f) 125°
KIDOLGOZOTT FELADAT
Igazoljuk hogy Egy a szam egész kitevéju hatvanyairdl tanultuk, hogy
2 4 2, 4_ 244 _
2) 287287 = 28%;  b) 280 28" = 28%, Grasa =
— 9Q3
Megoldds Most a = 28°.

Ezért (28%>2 : (28%)4 = (28%>2+4 = (28%)6- 6

S 1y
a) 28°-28°= (283) , ami a definicié miatt valoban 3
Ez pedig - szintén a definicié miatt — valoban 287 -

2
28° -nal egyenl®. nal, vagyis 28”-nel egyenld.

b) A tortkitevdjii hatvanyok definiciéja miatt:
2 4 L2/ Ly
28°-28" = (287) (28°).




Az egész kitevjli hatvanyokra mar megfogalmaztuk (és pozitiv egész kitevdjii hatvanyok esetén bizonyitottuk is) a hatvé-
nyozas azonossagait.

Bizonyithatd, hogy ezek valtozatlan formaban érvényben maradnak a pozitiv szamok raciondlis kitev6jli hatvanyai eseté-
ben is (azaz érvényesiil az igynevezett permanenciaelv).

Tehat ha a, b pozitiv valds szamok, tovabba m és n raciondlis szamok, akkor

Példdul:

5
3.2
3

1 1 1,1
= 2° = 32 vagy 6,25° - 6,25° = 6,25 6 =

FELADAT

5 5
8°=(2°) =2

[rd fel egyetlen hatvanyként! Mutasd meg, hogy az aldbbi miiveletek eredménye
2% 1 2 3 ; il (o o
a) (V10); (53) . 87.8%, 167-16" egész szam! A feladat megoldasahoz ne hasznilj
6 . szamologépet!
b) (4%)7. (L)ﬁf. 5%. 5’%. <L>77 4 3
»\25/) ©\9 27°; 81% 36"*-36™; 5257
S . .. @ a s .
Figyeld megak(ifetkezso ataljkltaSOkit' LR 1rd a kifejezéseket egyetlen tortkitevés hatvény-
578 = (750 = 75 = 75 = (77 = V72, alakba!
10
Ennek mintéjéra ird fel kisebb gyokkitevével a a) 10%. /10° -3/10 c) (6,/ 3%)
V6?; /3% */7% szamokat! b) 2—?4.4%10 /0.5¢
A hatvanyozas azonossagainak felhasznaldsaval vé- Végezd el a kovetkezé szamitasokat, és az ered-
gezd el a kovetkezd szamitasokat! ményt ird egyetlen hatvany formajaban!
2 8 1 2\ a) '&/3° d) (3/3)9
a) 7°-7° c) (225:196)* e) (23> :
i 1 2 1 b) V3 e) (5/5 )E
0,5 81\ 3.3
b) =2 d) (E) f) 4°-8 . 2
0,5 c) V775 f) <4x/§>3
P
A

\

~

O._/
/_\ g




FELADAT

Zsebszamologép haszndlata nélkil dontsd el, melyik A 2-nek hanyadik hatvanyaval egyenl6?

N
Y

92

a nagyobb!

0,25

a) 4" vagy2
b) 3°-37 vagy L
) &Y S

3 2
c) 252 vagy 27

_3
d) 37 vagy 16 *

Az alabbiak koziil melyik szamot jelolik az egyes be-
tiik a szamegyenesen?

A szamegyenesen 1évé egyik betith6z nem tartozik
sz4m a felsoroltak koziil. Ird fel a hidnyzé szamot hat-
vanyformaban agy, hogy az alap és a kitev is negativ
elgjelti legyen!

A B CD E FGH I ]
NSRS e U I U P B
-2 -1 0 1 2
a) 3 —1275 f) v/16-107
b) —3° g (V-243)"
c) 3V 125 h) 71.0_ 24'4—2
1%/1024
1 ; 735 75
d) 495 i)
) J73
e) V2742

a nagyobb!
1\
a) 3° vagy (3)
b) 4".87° vagy 4°-87
3’ 27
c) — va ==
) 92 &Yy /3
5 %25 25°-%/5
d ~—== va =—_r=
Yise B a5

Y

Y

a) ¥16-v27
b) 3275 (3/—128)"

3°.97°
71_0

c)

1,5 -2
4”-8°

q 8
2

Ha 5" = 3, akkor mennyi a pontos értéke az alabbi
kifejezéseknek?

a) 5

b) 5*

c) gk+1

d) 53k—2

e) S%Zk

Ha 7" = 4 és 7" = 5, akkor mennyi a pontos értéke
az alabbi kifejezéseknek?

a) 7k +m

b) 7k =2

c) 73k —2m

q 72"

2k—m

e) 7 3

Ird fel negativ hatvanykitevék és gyokjelek hasznd-
lata nélkiil az alabbi kifejezéseket! (a € R")

a) a'+a?

b) Poata?Val

4 6
a - a
c) =
a
3 -3 6 -5
d) a - a a

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



[rd fel egyetlen gyokos kifejezésként! (b € R")

Ha 10" = 7, akkor mennyi a pontos értéke az alibbi

a) b b Vb2 c) Vo'W kifejezéseknek? :
3 1
g B Vb a) 10-*° d) 102
= 6/1,-13 4k k=2
Vb a AP o)1 A A E
® 57 c) 10°%
N Adottak az
A=(-2)", C=(-2)", E=(-2)", G=(2)"
B=2%, D=2, F=2"",
szamok.

Szamologép haszndlata nélkiil allitsd a szamokat névekvé sorrendbe!

N
‘Y

Szamologép hasznalata nélkil hatdrozd meg, hogy
a) a3-nak hanyadik hatvanya a (3 kobgyoke;
b) a 3-nak hanyadik hatvanya a 3¥ kobgyoke;

1L
c) a 3-nak hanyadik hatvanya az ((%)3 )3 kobgyoke;

d) a2-nek hanyadik hatvanya a (2*) negyedik gyoke;
e) a2-nek hanyadik hatvanya a 2* negyedik gyoke;

_L\g
f) a2-nek hanyadik hatvanya az ((%) ¢ )8 negyedik gyoke!

974 3’
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BEVEZETO

Egy csaladban a nagysziilok unokdjuk jovéjérdl gondol-
koznak:

- Most még csak 8 éves lesz, de egyszer majd lesz 18 is!

— Igaz, és ha segiteni akarjuk, azt jobb most rogton elkez-
deni. Ha 500 000 forintot betennénk a bankba 6%-os ka-
matos kamatra, akkor 10 év alatt talan meg is dupldzédna
a betett pénzosszeg!

Szamitsuk ki, hany forint lenne a lejaratkor a bankbetéten,
ha 500 000 forintot évi 6%-os kamatos kamatra és 10 éves
futamiddre kétnénk le! Valoban megdupldzddna az Gsszeg?

Legaldabb mekkora kamatlab esetén dupldzédna meg
10 év alatt a kezdeti 500 000 Ft-os téke?

Megoldas

Meg kell oldanunk az 500 000 - x'° = 1000 000 vagy az
ezzel egyenértékli x'° = 2 egyenletet.

Ha az x pozitiv valos szam tizedik hatvanya 2, akkor az x
értékét gyokvondssal kaphatjuk meg:

x='"2 = 1,072.

Tehat azt kapjuk, hogy évi kb. 7,2%-o0s kamatos kamat
mellett duplazodik meg a kezdeti 6sszeg 10 év alatt.

Megoldds

Az évi 6%-o0s kamatos kamat azt jelenti, hogy a betét év
eleji értékéhez minden év végén hozzaadjak a 6%-at. Ezt
a megnovelt értéket ugy is megkaphatjuk, hogy az év eleji
értéket megszorozzuk 1,06-dal.

Ki kell tehat szamitanunk az

500 000-1,06-1,06- ... - 1,06 = 500 000 - 1,06"

10 tenyezod

értéket, ami egész forintra kerekitve 895 424 Ft.

Az eredeti 0sszeg tehat nem duplazédna meg.

Szamologép segitségével adjunk becslést arra, hogy
évi 6%-os kamatlab mellett legalabb hany év alatt
duplazédna meg a kezdeti 500 000 Ft-os toke!

Megoldds

Meg kell oldanunk az 500 000 - 1,06" = 1 000 000 vagy a
vele egyenértékii 1,06" = 2 egyenletet. Egyeldre ezt csak
probélgatassal tudjuk megoldani. Az x értéke nyilvan-
valéan egy 10-nél nagyobb egész szdm. 1,06'' =~ 1,898,
1,06 = 2,012, azaz 11 év alatt még nem, de 12 év alatt
mar tobb mint dupléjara néne az eredeti Gsszeg.

Bankbetétek esetében a t6ke, a kamatlab és az id§ jatszik szerepet.

Ha A forintot n évre (ciklusra) kétiink le p%-os évi kamatlab esetén, akkor a megnévekedett Osszeget az A, = A <1 + P )n

képlettel szamithatjuk ki.

100

Ha A-t és p-t ismerjiik, akkor itt egyszer(i hatvanyozasi és szorzasi feladatrol van sz6. Ha azonban az n-et keressiik, akkor

egyeldre a probalgatas modszerére kell szoritkoznunk.

FELADAT

A benzin arat 5-szor egymas utan felemelték ugy, hogy

az 0j ar minden alkalommal az el6z6 ar 106%-a lett.

a) Hanyszorosara nétt a benzin ara az els6 aremelés
elétti arhoz viszonyitva?

b) Hany szazalékkal nétt a benzin ara az els ar-
emelés el6tti arhoz viszonyitva?

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS
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w
Y

600 ezer forintot fektettiink be 3 évre, évi 6,5%-0s ka-
matos kamatra.

a)

b)

Hérom év utdn mennyivel nétt a befektetett pén-
ziink?

A 3 év eltelte utan kivessziik a pénziinket, s ek-
kor 15% kamataddt szamolnak fel. Ez azt jelenti,
hogy a kamat (novekmény) 15%-at adoként kell
befizetni az allamnak. Ezt csak akkor szamoljak
fel, amikor kivessziik a pénzt, addig a kamatozast
nem befolyasolja. Mennyi pénzt kapunk kézhez,
ha nincs mas koltség?

Hény szazalékos kamatos kamat esetén néne 10 év

alatt az eredeti téke

a)
b)
c)

a masfélszeresére;
a kétszeresére;
a hdromszorosara?

Szamologéped segitségével adj minél jobb becslést!

HAZI FELADAT

Befektettiink 1,5 milli6 forintot.

N
Y

w
Y

a)

b)

c)

a)
b)

4>

o
Y

Téth ar egy 3,5 millié forintos Uj autd vasarlasat

fontolgatja.

a)

b)

c)

Hany forintot veszit az értékébdl 3 év alatt az
autod, ha elfogadjuk, hogy értéke minden évben
az el6z6 évi értékének 20%-aval csokken?

Ha Toth ur egy 4 éves hasznalt autét venne
2,5 milli6 forintért, akkor ennek hany forint-
tal csokkenne az értéke 3 év alatt (feltételezve,
hogy az aut6 értéke minden évben az el6z6 évi
értékének 12%-aval csokken)?

Mennyi lehetett a b)-beli hasznalt auté értéke 4j
kordban, ha 3 éves koraig évente 20%-kal, majd
azt kovetden évente 12%-kal csokkent az érté-
ke, s jelenlegi ara 2,5 milli6 Ft?

(Erettségi feladat, 2011)
Egy aut6 ara Gjonnan 2 milli6 152 ezer forint, a

megvasarlasa utdn 6t évvel ennek az auténak az

értéke 900 ezer forint. Az els6 6t év sordn ennek

az auténak az értéke minden évben az el6z6 évi

értékének ugyanannyi szazalékaval csokken. Hany

szazalék ez az éves csOkkenés?

Ha minden évben 18%-os gyarapodast ériink el az el6z6 évi allomanyhoz képest, akkor 5 év alatt mennyire sza-

porodik fel a tékénk?

Legalabb hany szazalékos éves gyarapodas esetén garantélt az, hogy 5 év alatt megduplazodik a t6kénk? Hasz-

nald a szamoldgépedet!

Ha minden évben 18%-os gyarapodast ériink el, akkor hany év kell ahhoz, hogy a tékénk megharomszorozod-

jék? Szamoldogéped segitségével keresd meg a valaszt!

Hany év alatt n6éne kétszeresére a pénziink éves 7,5%-os kamatlab esetén?

Ha a pénziink kivételekor a kamatra szamitott 16% kamatadot kell fizetni az dllamnak, akkor hany év utan dup-

lazédna meg a pénziink éves 7,5%-o0s kamatlab esetén?

Egy ravasz tizlettulajdonos a kezdetben 1000 Ft-os nadrag arat hetente az el6z6 heti ar 5%-aval noveli, gondolvan,

hogy ezt tigysem veszik észre. Az alabb megadott tablazat segitségével vizsgald meg, hogy hanyszorosara nétt, illetve

mennyivel n6tt a nadrag ara az eredeti 1000 forintos arhoz képest!

Ennyi hét utan 5 10 15
Ennyiszeresre nott az ar
Ennyivel nétt az ar (Ft) =~ 630

31. lecke | PENZUGYI SZAMITASOK
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BEVEZETO

Szamologép segitségével dbrazoltuk azt az x — 2" hozza-
rendelési szabalyu fiiggvényt, amelynek értelmezési tarto-
manya a {—2,6; —2,5; —2,4; ...; 3,1} halmaz.

A grafikon 58 pontbol all.
A figgvény szigoruan mono-

ton novekvd, értékkészlete 58

elemd halmaz, amelynek a leg-
kisebb eleme a 27*° = 0,165,
a legnagyobb eleme pedig a
2% ~ 8,574.

Ha az

o

x — 2" hozzarende-

2y

1ési szaballyal masik értelmezési 0

tartomanyon értelmezett fligg-

vényt tekintiink, akkor az el6bb megfogalmazott jellemz8k
koziil biztosan nem valtozik meg az, hogy a kapott fiigg-

vény szigoruan monoton névekvo lesz.

Az eddig értelmezett muveletek csak azt teszik lehet6vé, hogy
az x — 2" hozzarendelési szabélyhoz a racionalis szamok hal-

A valés szamok halmazan értelmezett x — 2* fiiggvényt kettes alapti exponencialis rA
fiiggvénynek nevezziik. A bevezetésben emlitett értelmezés kovetkezménye, hogy ennek V7

a fliggvénynek a grafikonja folytonos vonallal rajzolhato.

A kettes alaptl exponencialis fiiggvény legfontosabb tulajdonsagai a kovetkezok:
- értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza (D;=R);

- szigoruian monoton névekvo;

- nincs szélséértéke, azaz nincs legnagyobb és nincs legkisebb értéke; 0

nincs zérushelye.

FELADAT

1>

96

tulajdonsdgaikat is!
a) ff R>R; x— 3"

értékkészlete a pozitiv valés szamok halmaza (R, = R");

b) ¢: R = R; x —0,5"

Exponencialis filggvenyek

mazanak valamely részhalmazat (esetleg magat a racionalis
szamok halmazat) valasszuk értelmezési tartomanyként.
Fels6bb matematikai ismeretek birtokdaban a hatvany fo-
galma irracionalis kitevékre egyértelmien kiterjeszthetd
ugy, hogy a kiterjesztés megdrzi a szigorti monotonitast, és
az ismert azonossagok érvényben maradnak.

Példdul:

Tudjuk, hogy a v'2 irracionalis szam, és

1,414 < V2 < 1,415 igaz.

A2 hatvanyt ugy kell értelmezni, hogy

QL4 £ Y2 £ pldls igaz legyen, azaz
2,665 < 2Y% < 2,667 teljesiiljon.

Természetesen nemcsak a példankban megemlitett hata-
rokra, hanem barmely két racionalis szamra is teljestilnie
kell, hogy ha r, < v2 < r, igaz, akkor 2" < 22 <27 s
teljestl.

Szamold ki szamoldgép segitségével 2' 7 értékét 3 tizedes-
jegy pontossaggal!

i

"y

Abrézold 10-10 pont megadasival a kovetkezd fiiggvényeket, és add meg a legfontosabb (elméleti részben felsorolt)

c) h: R~ R; x~ 1,5"

d) Az abrazolt fiiggvények segitségével hatarozd meg, melyik két egész szam kozé esnek a kovetkez6 szamok! Zseb-

7z 3 _5 3
szamologéppel ellendrizd az eredményeket! 38; 3 5; 0,5 4; 1,52

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



Definicié: Ha a pozitiv szam, de nem egyenl6 az 1-gyel, akkor a val6s szamok hal- || A /

mazén értelmezett x — a* fiiggvényt a alapti exponencialis fiiggvénynek nevez- | y=04"| y=2
ziik. (Az exponens latin sz6 jelentése: hatvanykitevd; a fiiggvény exponencialis, ha [/
a figgetlen véltozo a hatvanykitevében van.) \ / el
Az q alapt exponencialis fliggvény legfontosabb tulajdonsagai: y=os |\ VAR
- értékkészlete a pozitiv valds szamok halmaza (Rf =R"); N // _
- szigortian monoton fiiggvény: ha 1 < g, akkor az exponencialis fliggvény szigo- > Z—

ruan monoton névekvd, ha 0 < g < 1, akkor szigortian monoton csékkend; — 5 — >

— nincs szélsGértéke;

- nincs zérushelye.
Megjegyzés
Az x — 1" fiiggvény mindegyik fiiggvényértéke 1, tehat konstans fiiggvény. Az exponencialis fiiggvények szinte minden

lényeges tulajdonsagukban kiillonboznek ettdl a fliggvénytél. Emiatt — bar formailag elfogadhaté lenne - ezt a fiiggvényt
nem soroljuk az exponencialis fiiggvények kozé.

FELADAT

Az dbrakon exponenciilis fliggvények grafikonja lathato. Add meg a fiiggvények hozzarendelési szabalyat, ha a raj-
zokon a négyzethal6 négyzeteinek oldalhossza 1 egység!

a) [\ [yA b) A | c) YA

»
X

2/
v

Abrazold kozos koordinata-rendszerben a figgvényeket!

: o s [ . C e (Y . o i 1N . o g 12N
f:R->R;x <4), g R->Ryx (3) h:R—>R; x (4), k:R- R; x (3)
Adottaz f: R > R; x — 0,25". Az el6bbiek kozill melyiknek a grafikonjara illesz-
a) Szamitsd ki a kovetkez6 fiiggvényértékeket! kednek az aldbbi pontok?
f0), A1), fi=1), f=5), f5). a(Ls)  p(-L1) ey a(Lvs)
b) Milyen kapcsolat van az f(a) és az f(—a) figgvény- .
értékek kozott? PZ(—l; ?) P,(1;0) P(0;1)  P(-2;9)

c) Abrazold az f fiiggvényt!

d) Olvasd le a fiiggvénygrafikonrol a 0,25°=3 I Abrézold koézos koordindta-rendszerben a meg-
> 211 e 7 '
egyenlet megoldasat! Ellendrizd a megoldasodat adott exponenc1a11s figgvényeket! .
szamol6gép segitségével! frR2>Rx=5, h:R=R x5
l g
:R> R x—~ (=),
23 Adottak az f: R = R; x = 37, g (5)
g R->Ryx %)x’ R - Rix~ 9 a Megoldasaidat fiiggvényabrazolé programmal is
exponencidlis fiiggvények. ellendrizheted.

32. lecke | EXPONENCIALIS FUGGVENYEK

97



BEVEZETO

A korabbiakban vizsgaltuk, hogy a bankba tett pénziink
értéke hogyan ,fiigg az id6tdl), illetve megnéztiik azt is,
hogyan valtozik a Fold népessége ,,az id6 fiiggvényében”
Az id6ben lejatszdo folyamatok matematikai leirasakor
altalaban olyan fiiggvényeket alkalmazunk, amelyeknek az
értelmezési tartomanya a folyamat lejatszodasa kozben eltelt
id6 mérészamit tartalmazza.

Példaul ha a bankba tett 250 ezer forint évi 4%-os kamatos

kamattal gyarapszik, akkor ¢ év mulva a bankszamlankon

Exponencialis folyamatok

1év8 pénz mennyisége 250-1,04" ezer forint lesz. Ebben
az esetben a t — 250 - 1,04' hozzarendelési szabéllyal meg-
adott fiiggvényrdl van sz6, amelynek értelmezési tartoma-
nya a természetes szamok halmazanak egy részhalmaza.
Mivel a széban forgé fiiggvénynél az x — 1,04" novekedd
exponencialis fiiggvény a kiindulasi alap, ezért azt szok-
tuk mondani, hogy a bankba tett pénz az id6 mulasaval
exponencialisan novekszik (ha a kamatfeltételek nem val-
toznak).

Ha egy mennyiség id6beli valtozasit a t —» N, - k' (N, és k pozitiv valos szamok, k + 1, t valos szdm) hozzérendelési
szabalynak megfelel6 fiiggvény adja meg, akkor azt mondjuk, hogy a mennyiség exponencialisan valtozik az id6ben. Ha
a fliggvény novekedd, akkor a vizsgalt mennyiség exponencialisan novekszik, ha a fiiggvény csokkend, akkor exponenci-
alisan csokken az idében.

Az N, szamot kezdeti értéknek is szokds nevezni, ez adja meg ugyanis a t = 0 helyen (péld4ul idébeli valtozasok felirasa-
kor a vizsgalat kezdetén) felvett értéket. A k szamot novekedési tényezonek szoktuk nevezni, ez idobeli valtozasok esetén
szemléletesen azt adja meg, hogy egységnyi idd elteltével hanyszorosara valtozik a vizsgalt mennyiség.

Ha 1 < k, akkor a fenti hozzarendeléssel megadott exponenciélis fiiggvény szigortian monoton névekvé.
Ha 0 < k < 1, akkor a fenti hozzérendeléssel megadott exponenciélis fiiggvény szigoriian monoton csokkend.

Példdul:

E(t) = 0,38 - 1,22" egy exponencidlisan névekvé folyamatot jellemez.

F(t) = 5,67 - 0,79" egy exponencidlisan csokkend folyamatot jellemez.

G(t) = 3,8 1,25 " egy exponencialisan csokkend folyamatot jellemez, ugyanis 1,25~ = (1,25")" = 0,8".

FELADAT

13

98
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Exponencidlisan novekvé vagy csokkené folyamatot Exponencidlisan névekvé vagy exponencidlisan

irnak le a kovetkez6 hozzarendelések? Mennyi a no-
vekedési tényez8?

a) t— 4

b) t > 4"

c) t— 4%

d) t— 4%

csokkend folyamatot irnak le a kovetkezd hozza-
rendelések? Mennyi a kezdeti érték és a novekedési

tényez4?
a) t—6,2 1,15 d) t—6-10%-2%"

b) t—6,2-1,15>"

c) t— 10”(%)

e) t—3,8-0,8"

4-t

f) t—21-5"%

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



rodo baktériumok sza-
ma - rovid alkalmaz-
kodasi periodus utan,
és mindaddig, amig ezt
a kornyezet lehet6vé
teszi — exponencialis
novekedést mutat.
Egy 1 ml-es laboraté-
riumi mintaban a ku-
tatok egy adott idépontban koriilbelil 120 millié
baktériumot szamoltak, egy 6ra mulva 180 milliot.
a) Irj fel egy olyan képletet, amely az elsé mérés ide-
jétol eltelt id6 fiiggvényében megadja a baktériu-
mok szamat!
b) Hany baktérium volt ebben a tenyészetben az els6
mérés utan 3 oraval, illetve fél 6raval?
c) Hany baktérium volt ebben a tenyészetben az elsé
mérés el6tt 3 oraval?

HAZI FELADAT

1y

N
Y

w
Y

Exponencidlisan névekvé vagy csokkend folyamatot
irnak le a kovetkez6 hozzarendelések? Mennyi a kez-
deti érték és a novekedési tényez6?

a) t—2,25-5" c) t~0,0134-0,5"

b) t—3-107-0,4"  d) t~1270-0,32

Egy exponencialis folyamatban a kezdeti érték 360 000,

egy 6ra mulva ez a mennyiség 345 000.

a) Irj fel egy hozzarendelési szabélyt, amely leirja
a folyamatot, és amelyben az id6t (¢) 6raban mér-
jiik!

b) A kezdeti értéktdl szamitva 3,5 éra mulva mekko-
ra értéket mérhetiink?

Egy varos lakossaga 1900-ban 20 ezer f6 volt, majd

2000-ig a f+— 20-1,026" szabalynak megfelelden

exponencidlisan névekedett (itt  az 1900 Ota eltelt

évek szamat jeloli).

a) Mennyi lett a lakossag 2000-ben?

b) Hany lakosa volt ennek a varosnak 1920-ban,
1940-ben, 1960-ban és 1980-ban?
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Bar Magyarorszag lakosainak szamardl a 2001-es

és a 2011-es népszamlalas kozotti idészakban nem

allt rendelkezésiinkre teljesen pontos adat, egy mo-
dell szerint szerint az orszag lélekszama az adott

iddszakban minden évben az el6z6 évi szam 0,2%-

aval csokkent. Az alabbi allitasok koziil valaszd ki

az(oka)t, amely(ek) elméletileg helyesen becsiili(k)

a 2006-o0s adatot! A helytelen szamitasok esetében

magyardzd meg, mi a hiba!

A) 2001-t6l 2006-ig a népesség évente 0,2%-kal,
azaz 6sszesen 1%-kal csokkent.

B) A népesség minden évben az el6zé évi 0,998-
szerese, a 2006-os lélekszam tehat a 2001-es
adat 0,998-szerese.

C) A 2006-0s adatot a 2011-esbél 0,998 *-nel vald
szorzassal kaphatjuk meg, mivel 2006 6t évvel
2011 elétt volt.

D) Egy adott évben a népesség a kovetkezd évi
népesség 100,2%-a, ezért a 2006-os lélekszam
a 2011-esnek 1,002°-szerese.

c) Mennyi lett volna a varos lakossaga 1920-ban,
1940-ben, 1960-ban és 1980-ban, ha a lakos-
sag szama linedris novekedéssel érte volna el az
a)-ban kiszamitott értéket?

d) Készits tablazatot és grafikont ab) és a c) feladat
eredményei alapjan!

e) Akar a grafikon, akar a szamologéped segit-
ségével becsiild meg, hogy ezzel a novekedési
tényez6vel szamolva mikor érné el a varos la-
kossaga a 400 ezer f6t!
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BEVEZETO

Apa egyik reggel beldzasodott. A hdziorvos tandcsara délben bevett egy lazcsillapitot. Este a nagysziil6k érkeztek vendégség-

be a csaladhoz, Gyula papa egy iiveg bort hozott a felnétteknek.

— Nem lehet, sajnalom, pedig szivesen megkostolndm — mondta apa. — Délben bevettem egy lazcsillapitot, és arra nem sza-

bad alkoholt inni.
- Meddig nem ihatsz bort? — kérdezte kivancsian a fia.
— Amig ki nem {tiriil a gyégyszer a szervezetembdl.

A szervezetiinkbe juttatott bizonyos gydgyszerek
mennyisége az id6 fiiggvényében exponencidlisan
csokken. A csokkenés mértéke a gyogyszertdl, de a
szervezettdl is figg.
Egy kisérlet soran megallapitottak, hogy a lazcsillapi-
t6 hatdéanyaganak mennyisége a bevételtdl szamitott
t 6ra mulva az m(t) = m, - 0,83' fiiggvénnyel irhat6
le, ahol m, jelenti a kezdeti mennyiséget. (Az adott
lazcsillapitonal egy darab tabletta esetén ez 500 mg
metamizol-natrium.)
Vizsgaljuk meg, hogy az 500 mg hatéanyagot tar-
talmazo tabletta hany 6ra elteltével vesziti el a ha-
téanyag-mennyiség felét!
Vizsgaljuk meg ugyanezt abban az esetben is, ha
a tablettat eltorve csak egy 300 mg hatéanyagot
tartalmazo darabot szediink be!

Megoldds
a) Irjuk fel a problémét egyenlet formajéban!

A vizsgalt figgvény: m(t) = m,- 0,83". Azt a t értéket ke-
ressiik, amelyre igaz, hogy a kezdeti 500 mg hatéanyag-
bdl mar csak 250 mg maradt meg.
Tehat: 250 = 500 - 0,83".

Mindkét oldalt 500-zal osztva: 0,5 = 0,83".

Hatarozzuk meg t értékét minél pontosabban!

Néhany ¢ értéket behelyettesitve:

0,83 ~ 0,689; 0,83’ =~ 0,572; 0,83" =~ 0,474;

azaz 4 6ra utan mdr csak valamivel kevesebb mint
a hatoanyag fele marad a szervezetiinkben. 3 dranal
tobb és 4 dranal kevesebb id6 elteltével felezédik tehat a
hatéanyag mennyisége.

b)

Ennél pontosabb eredményt kaphatunk, ha ¢ helyére
nem kizarélag egész szamokat, hanem az el6z6 becslés-
hez kozeli racionélis szamokat helyettesitiink be. Errél
egy tablazatot is készithetiink:

t 3,5 3,6 3,7 3,8
0,83 0,521 0,511 0,502 0,493

A tablazat alapjan nagyjabol 3,8 ora a felez6déshez
sziikséges id6. Tovabbi kozelitést is végezhetiink:

t 3,71
0,83 0,501

3,72
0,500

3,73
0,499

Tehat harom jegy pontossaggal azt mondhatjuk, hogy
a bevételtdl szamitva 3,72 éra elteltével tiriil ki a szerve-
zetbdl a hatdanyag fele.

A kezdeti érték ezattal 300 mg. A megoldandé egyen-
let: 150 = 300 - 0,83". Az egyenlet mindkét oldalat 300-
zal osztva ismét a 0,5 = 0,83' egyenlethez jutunk. Az
el6z6 részben felirt tablazatbdl adodik, hogy t = 3,72
6ra a megoldas.

Vegyiik észre, hogy a 0,5 = 0,83' egyenlet kozvetleniil
is felirhaté a feladatbdl. A fiiggvény hozzarendelési
szabdlydban a 0,83" érték éppen azt jelenti, hogy ennyi-
szeresére valtozott t id6 elteltével a kezdeti hatéanyag
mennyisége. Mi azt a t értéket keressiik, amikor ez a
valtozas felez6dés, tehat 0,5-szeres valtozas. Ezt fejezi
ki a fent leirt egyenlet.

Kijelenthetjiik tehat, hogy fiiggetleniil a kezdeti érték
mennyiségétél a hatdanyag felez6déséhez sziikséges
id6 3,72 ¢6ra. Ezt az idGtartamot a hatéanyag felezési
idejének szoktuk nevezni.

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



FELADAT

Az id6ben exponencidlisan csokkené mennyiségeknél gyakran hasznalt
fogalom a felezési id6. Ez azt az id6tartamot jelenti, amely alatt a vizsgalt
mennyiség értéke a kezdeti érték felére csokken. A felezési id6t legtobbszor k-

A Bevezetdben leirt példa, valamint a kidolgozott fel-
adat adatainak figyelembevételével add meg a valaszt
az aldbbiakra!

a) Szamold ki, hogy ha apa pontban délben vette be
a lazcsillapitot, akkor a hatéanyag hany %-a volt
még a szervezetében este hét 6rakor!

b) Hany ora elteltével csokken a hétorai mennyiség-
hez képest felére a hatéanyag?

T-vel jelolik. Tanulmanyozd a mellékelt grafikont!

Megjegyzések

- A T avizsgalt folyamatra jellemz6 alland6 szam, vagyis nem fiigg a kez-

- A felezési id6 fogalma fontos és gyakran hasznélatos a radioaktivitas

deti értéktol.

vizsgélatakor.

FELADAT

Adott néhany exponenciélis folyamatot leiré hozza- Az elhalt szerves anyagokban a radioaktiv szén-

rendelési szabaly. A képletekben ¢ jeloli az els6 mé-

résté] eltelt id6t, Sraban mérve. Allapitsd meg, meny-

nyi a felezési id6!

a) f(t)= 340'(%)
t

b) g(t)=24-(1)

c) h(t)=:54~2‘é

HAZI FELADAT

Egy mennyiség idébeli valtozasat az

Y

M(t)= 58-0,9" képlet irja le. Mennyi a kezdeti
érték [vagyis a t = 0-hoz tartoz6 M(0) értéke], és ko-
riilbeliil mennyi a felezési id6 ebben a folyamatban?

A 2011. marcius 11-i fukushimai atomerém-bal-
esetben nagy mennyiségti radioaktiv jod ('T) és
cézium (''Cs) keriilt ki a kérnyezetbe. Ezek az izo-
topok stabilabb, mar nem radioaktiv leanyelemekre
bomlanak. A bomlas folyamata exponencialis. A jod

34. lecke | FELEZESI IDO
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c) Koriilbeliil mikor marad 5 mg-nal kevesebb ha-
téanyag a szervezetben?

d) Az eredeti, 500 mg mennyiségii hatéanyaghoz
viszonyitva mennyi id6 alatt csokken a hato-
anyag mennyisége a nyolcaddra, tizenhatodara?

Egy szerszamgép értéke exponencialisan csokken,
az érték felezési ideje 4,5 év. Hany év alatt csokken
az értéke az eredetinek a 12,5%-a ala?

A

003 W[ [t
'

Ay i it i H

atomok ("*C) széma az idében exponencidlisan
csokken. A radioaktiv (szén) "“C izotdp felezési
ideje 5730 év. A kezdetben 6 - 10" szamu "“C ato-
mot tartalmazoé anyagban koriilbeliil hany év alatt
csokken a radioaktiv szénatomok szdma 3,75 - 10"
koriili értékre?

felezési ideje koriilbelill 8 nap, mig a céziumé 30 év.

a) Szamold ki, hogy hany nap, illetve hany év eltel-
tével marad meg a kezdeti jod és cézium meny-
nyiségének kevesebb mint 0,5%-a!

b) Hény szazaléka maradt meg a kezdeti jod- és
céziummennyiségnek négy év elteltével?

Egy mennyiség idébeli valtozasat az

_t
M(t)= 28,92 ® képlet irja le. Mennyi a kezdeti
érték [M(0)] és a felezési id6 ebben a folyamatban?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

n Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) x=5°

Megoldds

b) y' =2187

Mindharom feladat a hatvanyfogalomhoz kapcsolédik.

Az egyenlet

A probléma szavakban:
Az ismeretlen az a valés szdm,...

Az ismeretlen szerepe a hatvanyban

A megoldashoz hasznalt miivelet

Az egyenlet megoldasa fejben vagy
irasban szamolassal

Az egyenlet megoldasa szimbolu-
mokkal leirva

x=5°

... amely 5-nek
a 6. hatvanya.

hatvanyérték

hatvanyozas

x=15625

x=15625

c) 2°=128
7
y =2187
... amelynek

a 7. hatvinya 2187.

hatvanyalap

gyokvonas

y=3

y="2187
y=3

2°=128

.. amelyre a 2-t emelve

128-at kapunk.

hatvanykitev

logaritmus

z=log, 128
z=7

A harmadik egyenlet megoldasaban tehat log, 128 (igy olvassuk: kettes alapii logaritmus 128) jelenti azt a valds kitevét,

amelyre a 2-t emelve 128-at kapunk. A logaritmus miivelet segitségével a hatvanykitevdket tudjuk kifejezni.

Példdul:

log; 25 jelenti azt a kitevSt, amelyre az 5-6t emelve 25-6t kapunk, ezért log, 25 = 2.

log, % jelenti azt a kitev6t, amelyre a 3-at emelve
log,, 7 jelenti azt a kitevét, amelyre a 49-et emelve 7-et kapunk, ezért log,, 7 =

1 . . o 1 . 1
log, —— jelenti azt a kitev6t, amelyre a 2-t emelve ——=-t kapunk, ezértlog, —— = —=-.
gZ 3/ 2 J 3/ 2 p gZ 3/ 2

1.
9

et kapunk, ezért log, % =-2.

1
o
1
3



n Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halmazan!
2
a) 7x=53 b) y' =923 c) 2°=412

Megoldds

Az egyenletek tipusa rendre azonos az 1. kidolgozott feladatban lévékkel, de a szamértékek miatt a fejben vagy irdsban sza-
molast nem tudjuk elvégezni, ezért az egyenletek gyokeinek pontos értékét a tanult miveletekre vonatkozé szimbdlumok
segitségével tudjuk megadni. Az ismeretlenek kozelit6 értékét szamologéppel hatarozhatjuk meg.

2
Az egyenlet 7x = 53 y =923 2°=1412

A probléma szavakban: ... amelynek 7-szerese ... amelynek ... amelyre a 2-t emelve
Az ismeretlen az a valds szdm,... 5-nek a % hatvdnya. a 7. hatvdnya 923. 412-t kapunk.
Az ismeretlen szerepe a hatvanyban hatvanyérték hatvanyalap hatvanykitevé
A megoldashoz haszndlt muvelet hatvanyozas gyokvonas logaritmus
Az egyenlet megoldasa szimbdlu-

=13y =7 = log, 412
mokkal lefrva *= 25 y S z=108,
Az ismeretlenek kozelit6 értéke 2

x = 0,42 y = 2,65 z = 8,69

tizedesjegyig

A logaritmus fogalma

Definicié: Legyenek a és b pozitiv valos szamok és a # 1,
ekkor log, b jelenti azt a kitevét, amelyre az a szamot emelve a b szamot kapjuk.
Az log, b (igy olvassuk: a alapt logaritmus b) kifejezésben az a szam a logaritmus alapja, a b hatvanyérték
a logaritmus argumentuma (régies elnevezése szerint: numerusa).

Megjegyzések

1. A logaritmus tehat minden esetben hatvanykitevét jelol, a hatvany alapja a logaritmus alapjaval azonos.

2. Az a" = b egyenlet megoldasa tehat x = log, b.

3. A definici6 ezzel a képlettel is megadhaté: a'®" = b.

4. Miért kellett a-ra és b-re szi(ikit6 feltételeket adnunk?
- Az 1 szdmnak minden hatvanya 1, ezért az 1-es alapu logaritmust nem értelmezziik.
- Nem értelmeztiik a 0 negativ hatvanyait és a nulladik hatvanyat sem. Emiatt a 0 alapti logaritmust sem értelmezziik.
- Nem értelmeztitk a negativ szamok raciondlis, illetve irracionalis hatvanyait sem, ezért negativ szdm sem lehet
a logaritmus alapszama.

A logaritmus alapszama csak pozitiv szam lehet, és nem lehet 1. Tehat: a > 0 és a + 1.

Pozitiv szam minden hatvanya is pozitiv, ezért a b szam is csak pozitiv lehet: b > 0.
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FELADAT

Ird fel logaritmusjeloléssel is az alabbi egyenletek Mennyi

megoldasat!
Példaul 2* = 0,25, tehat x = log, 0,25 = —2.

a) 2°= 32

x_ 1
b) 2" = 16
c) 2°=%2

d) 10" = 100 000 000
e) 10" = /100

x 1
f) 10" = —
) v 10

N
‘Y

Melyek a hianyzé szamok?

Minta: 6,25 = 2,5, tehdt log, ; 6,25 = 2.
a) 169 = 13%, tehdt log,, ... = 2

b) 343 = 7°, tehit log 343 = ...

c) 4= 16%, tehat log ... = %

d) 8= 2", tehdt log,... =3

e) 0,25= ..."', tehit log,... = ...
f) ...= ...7, tehat log, 625 = 4

HAZI FELADAT

a) log, 1; log, 3; log, 9; log, 27; log, 81;

1 1 1 1
b) log, 3 log, 9 log, 27 log, ﬁ?

LI [rd 4t az aldbbi egyenleteket hatvényalakba, és szd-
mitsd ki, melyik szamot jeldli a k betti!
a) log, 25=2
b) log,k = 3
c) log, 4=k
5> Mennyi
Jloga 5,
7log7 8.
9logs 0.6,
0,4%°80.4 7
R Szamitsd kil

a) log, 2 + log, 4 + log, 2 + log, 4
b) log,.2 + log,. 4 + log,. 8
c) log, 3 log,2- log, 1

Van-e értelme a log, a kifejezésnek, és ha van, akkor mennyi az értéke?

a —8 —2 0 1

log, a

8 32 64 128 256 1024 2048

Melyik szamnak a 3-as alapt logaritmusaa 0, az 1,a 3, a 9?2

S Szamitsd ki szamologép nélkiil!
a) log, 4 log, 1 log, 2 log, i
b) log, 3 log, % log, 9 log, 1
log, 2
c) glogs 3 6 86 3 0’51030,5 8

Szamitsd ki szamologép nélkiil!

a) log, 64 + log, 21—5 b) log,, 4 — log,: 5
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log, 81
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RAADAS

A logarléc

»A technika dlldspontjdrol nézve a vildg egyszertien nevetséges; az emberek egymds kozotti viszonyai a lehetd leg-
gyakorlatiatlanabbak, mddszereik nem gazdasdgosak, nem egzaktak; és aki hozzdszokott, hogy tigyeit-dolgait logarléccel in-
tézze, egyszeriien nem tudja komolyan venni az emberi kijelentéseknek legaldbb a felét. A logarléc szamok és vonalkdk két hal-
latlan éleselméjiiséggel egymdsba dolgozott rendszere; két egymdsba csusszand rudacska, melyek segitségével a legbonyolultabb
feladatokat is szemvillands alatt megoldhatjuk, és egyetlen gondolatot sem tékozlunk el kozben; kis szimbdlum a logarléc, ott
hordjuk a kabdatunk belsé zsebében, és mintha kemény, fehér vonds szelné keresztiil a sziviinket: ha van logarléciink, és valaki
nagy dolgokat dllit, vagy roppant érzelmekril szénokol, annyit mondunk csupdn: Bocsdnat, egy pillanatra, el6bb szamitsuk ki
mindezeknek a hibahatdrdt és legvaldsziniibb értékét!”

(Robert Musil: A tulajdonsdgok nélkiili ember — 1931)

Robert Musil sorai kivancsiva teszik az olvasot: Mi lehet az a szerkezet, ami a XX. szazad elsé évtizedeiben él6 modern
ember életében ilyen fontos szerepet toltott be? Egy olyan egyszerli felépitésti mechanikus szamoldogép, amely lehetévé
teszi kiillonb6zé matematikai miiveletek gyors elvégzését. Az ir6 szavaiban érezheté némi talzdas és ironia, azt mégis le kell
szogezniink, hogy a logarléc olyan eszkoz, amely konnyt kezelhetéségénél fogva a szamitasokat gyakran végz6 embereknek
nélkiilozhetetlen segédeszkoze volt.

Az 1620-as évek elején Edmund Gunter angol matematikus skaldra vitte a nemrég megjelent logaritmustablazat adatait, és
két skala egymas mellé helyezésével készitett egy szamolasra alkalmas eszkozt. 1630-ban a cambridge-i William Oughtread
készitett egy korlogarlécet, majd talalmanyat egyesitette Gunter eszkozével, ezzel 1étrejott a mai értelemben vett logarléc.

Nézziik meg egy egyszert példan keresztiil, hogyan kezeljitk ’ ! 2 3 ,
a lécet két szdm Osszeszorzasandl! Hatdrozzuk mega 2 ésa 3 T T T T T || : |I I|I |I Illllll ||| I| : |I |I |I I| |2
szorzatat! (1. dbra) Az alsé skalan megkeressiik a 3-t, és ide 51 52 ' i Is 6‘\57 EI; : 150
helyezziik a nyelv skdldjanak 1 jelét. A nyelv skalajanak 2 jele ]

alatt az als6 skalan leolvassuk az eredményt: a 6-ot. )
1. dbra

A logarléc miikodésének elve a logaritmus azonossagain alapul: szamok szorzatat a szamok logaritmusanak dsszegzé-
sével, a szamok hanyadosat a szamok logaritmusanak kiilonbségével szamolhatjuk ki.

lg 6-nak megfelel 194,54 mm A léceken tavolsagokat tudunk szemléltetni, a lécek egymas mellett

Ig 2-nek megfelel 75,26 mm torténé mozgatasaval pedig tavolsdgokat adunk Ossze és vonunk ki
1 2 3 i 5 [6% egymasbol. Példaul lg (2- 3) =1g2 +1g 3 =75,26 mm + 119,28 mm =
2 3 % =194,54 mm = Ig 6, tehit a 1écek mozgatdséval a két szdm szorzdsa

lg 3-nak megfelel 119,28 mm helyett a logaritmusuknak megfelel$ hosszakat adtuk dssze. (2. dbra)

2. dbra

A logarléc igen hosszt életi szamolasi segédeszkoz volt. A tizedes
tortekkel, tobb szamjegyti szamokkal valé szamolasnal a skalak le-
olvasasa mar nagy figyelmet és gyakorlatot igényelt. Az évszazadok T ’?jk
soran folyamatosan tjabb funkciokkal béviilt. A kiilénbozé szakmak &
egyedi céljainak megfelel6en specialis logarléceket is készitettek, igy
példaul létezett mérnokoknek, bankoknak szant logarléc. A XIX.
szazadban a mérnoki szamitasok tulnyomo részét logarléc segitsé-

il

gével végezték. Jelentdségét mutatja, hogy az Apollo-programban
részt vevd Urhajosok még haszndltak logarlécet kiildetésiik soran.
Az 1980-as években a zsebszamologépek megjelenése a muzeumba
szamizte az emberiség kulturdjanak e kiemelked§ talalmanyat.
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BEVEZETO

Minden pozitiv szam felirha-
t6 a 10 hatvanyaként, hiszen a
tizes alapu exponencidlis fiigg-
vény értékkészlete a pozitiv va-
16s szamok halmaza.

Ha példaul a 4-et akarjuk a
10 hatvanyaként megadni, ak-
kor sziikségiink van a 4-nek
a tizes alapu logaritmusara,
arra a kitevére, amelyre a 10-et
hatvanyozva 4-et kapunk:

4 =10"8",

A zsebszamologép segitségével

Py | »
>

-1 10g104 1 x

egyszertien meghatarozhatjuk
egy pozitiv szam tizes alapu
logaritmusat a log vagya ' lIg
billentyt segitségével.

FELADAT

Zsebszamologéped segitségével toltsd ki a tablazat tires helyeit! Az eredményeket 4 tizedesjegyre kerekitsd!

106

a)
k 2 572

lg k

4933

Hany év alatt haromszorozédik meg az évi 15%-os kama-
tos kamattal gyarapod¢ téke?

Megoldds

Ha a t6ke értéke A + 0, és x év alatt a hdromszorosara
gyarapszik, akkor A - 1,15 = 3-A.

Meg kell oldanunk az 1,15" = 3 egyenletet, vagyis meg kell
hataroznunk, hogy melyik az a val6s szam, amelyre 1,15-
ot emelve 3-at kapunk, vagyis azt, hogy mennyi a log, |, 3
kitevé értéke.

logaritmus hasznalata

A szamologépen a log 4 = billentylikombinaci6
utan a kijelz6n megjelend szam: 0,60205999..., tehat
log,, 4 ~ 0,60206 vagy hatvanyalakban: 4 =~ 10%%*.

A tizes alapu logaritmusra — a gyakori hasznalat miatt -
kiilon jelolést vezetiink be: a log,, helyett az Ig szimbdlu-

mot hasznaljuk. Példaul log,, 4 = lg4 =~ 0,60206.

b)

p 00092 0,083 0,836

lgp

[rjuk fel az 1,15-ot és a 3-at is 10 hatvdnyaként!
1,15=10"%"" és 3 = 10"’. Ezeket az eredeti egyenletbe
frva azt kapjuk, hogy (10'5""°)* = 108>,

A hatvany hatvanyara vonatkoz6 azonossagot alkalmazva:
IOX'lgl,l5 — 101g3.

A bal oldalon és a jobb oldalon is a 10 egy-egy hatvanya
all. Mivel a 10-es alapti exponencialis fiiggvény szigortan
monoton novekvo, ezért az egyenlGség csak ugy teljesiilhet,
ha a kitevék is egyenlék: x -1g1,15 = 1g 3.

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



Ebbél x =

lg3
Ig1,15

=~ 7,86.

Tehat a téke 8 év alatt haromszorozédik meg.

Megjegyzés
A feladat megoldasabol adodik, hogy

logl,IS 3

_ lg3 ~ . 7,86
= lng = 7,86, vagyis 1,157 = 3.

Tetszbleges (pozitiv, 1-t6] kiilonb6z6 valds szam) alapt logaritmust kiszamithatunk 10-es alapt logaritmus alkalmazasa-

val is.

Igb

Ha a és b pozitiv valés szamok, a # 1, akkor belathatd, hogy log, b = -©—.

Példdul:
log, 20 = 1820 2,7268, tehat 37 =~ 20;
lg 3
log,,15 = 115;52 ~—1,6826, tehat 0,27 ~ 15.

FELADAT

Tizes alapt logaritmus segitségével szamold ki zseb-

W
Y

»
Y

szamologéppel! Az eredményeket 4 tizedesjegyre ke-
rekitsd!
log, 5, log, (s 0,2;

log, 703; log,; 21

Zsebszamologép nélkiil hatarozd meg a pontos értéket!

a) log, 21—5, log,; 5, log% 5, log% 25;

1 1
b) log, o1 log, 1, log% e log% L.
Korabban kozelitéssel oldottuk meg a 0,83'=0,5
egyenletet. Oldjuk meg logaritmus segitségével!
a) Fejezd ki az egyenletbdl a t ismeretlent 0,83 alapt

logaritmussal!

HAZI FELADAT

Szamoldgéped segitségével szamitsd ki az aldbbiakat!

N
Y

Az eredményeket 4 tizedesjegyre kerekitsd!
a) log,,, 50 c) log, 8,7
b) log,, 2 d) Ig5+1g2

Korabban az 1,06 = 2 egyenletet kozelitéssel oldot-

tuk meg.

a) Fejezd ki az egyenletbdl az x-et 1,06 alapu logarit-
mussal!

b) Alakitsd 4t a kapott eredményt ugy, hogy csak
10-es alapti logaritmusok szerepeljenek benne!

F
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b) Alakitsd at a kapott eredményt gy, hogy csak
10-es alapt logaritmusok szerepeljenek!
c) Add meg az egyenlet gyokét ezredre kerekitve!

Rendezd az egyenleteket olyan alakba, hogy a bal
oldalon csak egy hatvanyalak szerepeljen, majd
logaritmus segitségével oldd meg a valds szamok
halmazan az alabbi egyenleteket!

a) 8,5 10" = 212,5

b) 4,55-1,2" = 3,64

c) 427%=53

d) 6*=30

c) Add meg az egyenlet gyokét ezred pontossag-
gal!

Az M mennyiség id6ben exponencialisan csokken;
a folyamatot az M(t)=10"-1,24"" &sszefiiggéssel
irhatjuk le. Szamitsd ki, mennyi ebben a folyamat-
ban a kezdeti érték — az M(0) —, és mennyi a fele-
zési 1d6!

Oldd meg az alabbi egyenleteket!
a) 10* = 8,4 b) 27 =17



n A
4000
Idézet egy cikkbdl, az angliai marhavészrol: 3000
»A torténet 1985-ben kezd6dott, amikor az elsd
17 4llat megbetegedését jelentették az angol 4l-

lat-egészségiigyi hatdsagok. [...] Ekkor még nem
gyanakodtak az egész szigetorszagra kiterjedd .,

jarvanyra, az esetek szdma azonban 1988-tl ex-

ponencialisan emelkedni kezdett. [...] A diagra-

O g
. ‘ 1985-86 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997
mon a szivacsos agysorvadasban (BSE) megbe-

tegedett szarvasmarhdk szamdnak alakuldsa lathaté Nagy-Britanniaban a jarvany

kezdetétdl (1985-86) 1997-ig. A fiiggbleges oszlopok havi bontdsban adjak meg a B4
diagnosztizalt 4j esetek szamat.” (Forras: A cikk a Természet Vildga folydiratban je- 3800
lent meg.) 3000 J === mm=mmmmmmmmmeeme

y=500-1,056
A havonta diagnosztizalt 4j esetek szamat 1988 vége és 1992 eleje kozott a matema-
tikusok 4ltal megallapitott exponenciélis fiiggvénnyel, az E(t)= 500-1,056" osz-

szefiiggéssel modellezhetjiik. Itt a ¢ = 0 esetnek az 1988. decemberi szam felel meg,
és t legfeljebb 37 lehet (az emlitett id8szakban 37 hénap telt el).

A modell szerint hany 4j esetet diagnosztizaltak 1991 januarjaban? 1988 1991  t (hénap)
A modell szerint melyik hénapban diagnosztizéaltak 3000 ¢j megbetegedést? december januar
Megoldds

a) 1988 decemberétdl 1991 janudrjdig 25 honap telt el, tehdt E(25) = 500 - 1,056” ~ 1950. A modell szerint 1991 janudr-
jaban kozelit6leg 1950 4j esetet diagnosztizaltak.

b) Meg kell oldanunk a 3000 = 500 - 1,056' exponenciélis egyenletet.
Egyenletrendezés (leosztds) utan: 1,056" = 6, amibdl ¢ = log, ., 6.

_ g6
lg 1,056

A matematikai modell szerint 1988 decemberét6l szamitva kozelitleg 33 honap utan, vagyis 1991 szeptemberében ér-

Szdmolégéppel: log, (. 6 33.

hette el a 3000-et az adott honapban diagnosztizalt j megbetegedések szama.

FELADAT

I a) A kidolgozott feladatban megadott matematikai modell szerint az exponenciélis szakaszban hany szazalékkal

né6tt havonta az ujonnan diagnosztizalt esetek szama?

b) A kidolgozott feladat grafikonja szerint 1992-ben megallt az 4j esetek szdmdanak névekedése. Hany Gj meg-
betegedés diagnosztizalasat josolna a matematikai modell 1992 decemberére, 1993 decemberére, illetve 1994
decemberére, ha nem vennénk figyelembe a modell érvényességi korét (0 < t < 37)?

c) A kidolgozott feladat matematikai modellje szerint melyik hénapban érte el az Gjonnan regisztralt esetek szama
az 1500-at? Hasonlitsd 6ssze a diagramrol leolvashatd értéket és a kapott eredményt!
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(Erettségi feladat, 2017)

A mobiltelefonok 1990 végén jelentek meg Magyar-

orszagon. Az el6fizetések szama gyorsan nétt: 2002

végén mar kb. 7 millio, 2008 végén pedig kb. 12 mil-

li6 el6fizetés volt az orszagban.

a) Hany szazalékkal nétt a mobiltelefon-el6fizetések
szama 2002 végétol 2008 végéig?

b) 1993 és 2001 kozott az egyes évek végén nyilvan-
tartott mobiltelefon-el6fizetések szamat - ezer
darabban - jo kozelitéssel a kovetkez6 fiiggvény
adja meg:

f(x) =51 - 1,667%, ahol x az 1992 vége ota eltelt
évek szamat jeloli.

HAZI FELADAT

A kidolgozott feladatban az E(t) = 500 - 1,056" kép-

N
Y

let szerint szamitottuk ki a t-edik hénapban tjjonnan
diagnosztizalt megbetegedések szamat. Hanyszoro-
sara nott ez a szam az alkalmazott modell szerint

a) 1989 januarja és decembere kozott;

b) 1990 janudrja és decembere kozott;

c) 1989 januarja és 1990 decembere kozott?

A kidolgozott feladat diagramjanak 1992 decem-
berétél 1996 decemberéig terjedd szakaszat, expo-
nencidlisan csokkendnek feltételezve a folyamatot, a
B(t) = 3800-0,945" osszefiiggés irja le.

RAADAS

Y

A fuggvény alapjan hany mobiltelefon-el6fizet6
lehetett 2000 végén?

c) A kezdeti idészakban a mobilhdl6zatbdl indi-
tott hivasok szdma is gyors novekedést mutatott.
1991 januarjaban Magyarorszagon koriilbeliil
350 000 mobilhivast inditottak, majd ett6l a ho-
naptol kezdve minden honapban megkozelit6leg
6,5%-kal nétt a hivasok szama az el6z6 havi hi-
vasok szamahoz viszonyitva (egészen 2002-ig).
Melyik évben volt az a honap, amelyben az egy-
havi mobilhivasok szama el6szor elérte a 100 mil-
liot?

a) Hany 4j megbetegedést regisztraltak 1995 szep-
temberében a modell szerint?
b) Mennyi ebben a folyamatban a ,,felezési id6”?

Magyarorszag népessége 1980-ban 10,71 milli6 6

volt, 2010-ben pedig 10 milli6. Tételezziik fel, hogy

a népesség exponencialisan csokken (vagyis hasz-

nalhatsz a folyamat leirdsara az el6z6 feladatokban

szerepld Osszefiiggésekhez hasonlot).

a) Evente hanyszorosdra véltozik a népesség, és ez
hany szazalékos csokkenést jelent?

b) Ha ilyen titemben csokken a népesség, varha-
téan melyik évben éri el a 9 milli6 fot?

Nézzitk meg, hogyan lehet 1étrehozni egy — feltételezhetéen exponencidlisan terjedd - jarvany modellezését matematikai
Osszefliggés segitségével az esetszamok ismeretében:

A kidolgozott feladat diagramja alapjan az 1988. végi kozel havi 500-161 1992 elejére — azaz 37 hénap alatt — kozel havi 3800-
ra novekedett az Gjonnan diagnosztizalt esetek szama. Az exponencidlis nvekedés azt jelenti, hogy minden egyes honapban
az el6z6 havinak ugyanannyiszorosara véltozott az Uj esetek szama.

Jeloljiik ezt a novekedési tényezdt g-val! Ha az 1988. végi dllapot felel meg a t = 0 helyzetnek, akkor E(t) = 500-q', ahol
a t valtozét hénapokban adjuk meg.

1
E(37) = 3800 = 500 - q”, rendezve: g = 7,6. Ebbél q = 7,6 = /7,6 ~ 1,056.

A havonta diagnosztizalt 0j esetek szamat tehat valoban modellezhetjiik az E(t) = 500 - 1,056" Osszefiiggéssel. A képletben
a taz 1988 vége Ota eltelt honapok szamat jelenti.

37. lecke | HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

109



Gyakorlas

FELADAT

iIN (Erettségi feladat, 2013)

Az dbranaz f: [=2; 1] » R; f(x) = a® fiiggvény gra-
fikonja lathato.
a) Add meg az f fiiggvény értékkészletét!

b) Hatarozd meg az a szam értékét!
y A

N
‘Y

a) (Erettségi feladat, 2007)
Oldd meg a pozitiv valés szamok halmazan a
log,, x = —% egyenletet! Jelold a szamegyenesen

az egyenlet megoldasat!

b) (Erettségi feladat, 2012)
Add meg azokat az x valés szamokat, melyekre
teljesiil: log, x* = 4. Valaszod indokold!

w
Y

(Erettségi feladat, 2016)
0Oldd meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok hal-
mazan! Valaszod harom tizedesjegyre kerekitve add
meg!

2"=10

¢
<

110

4>

0]
Y

(Erettségi feladat, 2015)

Egy bomlasi folyamatban a radioaktiv részecskék
szama kezdetben 6 - 10%, amely érték percenként
az el8z6 érték szazadrészére csokken. Szamitsd ki a
radioaktiv részecskék szamat 10 perc elteltével!

(Erettségi feladat nyoman, 2006)
A szociologusok az orszagok statisztikai adatainak
osszehasonlitasanal a sziiletéskor varhat6 élettar-

tam kiszamitdsara hasznaljak a kovetkez6 tapasz-
6000—G

talati képletet: E = 75,5 —5-10 %
A képletben E a sziiletéskor vérhat6 4tlagos élettar-

tam években, G pedig az orszag egy fore juté nem-

zeti 6sszterméke (a GDP) redlértékben, atszamitva

az USD 1980-as arfolyamara.

a) Mennyi volt 2005-ben a varhato élettartam ab-
ban az orszagban, amelyben akkor a G nagysa-
ga 1090 USD volt?

b) Mennyivel valtozhatott ebben az orszagban
a varhato élettartam 2020-ra, ha a gazdasagi el6-
rejelzések szerint ekkorra a G értéke a 2005-6s
szint haromszorosara n6?

c) Egy masik orszagban 2005-ben a sziiletéskor
varhato atlagos élettartam 68 év. Mekkora volt
ekkor ebben az orszagban a GDP (G) nagysaga
(redlértékben, atszamitva az USD 1980-as arfo-
lyamara)?
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(Erettségi feladat, 2011)

Ujséghir: ,,Szeizmoldgusok szdmitdsai alapjén a 2004.
december 26-dn Szumdtra szigetének kozelében kipat-
tant foldrengés a Richter-skdla szerint 9,3-es erdsségii
volt; a rengést kovetd cunami (szo0kddr) haldlos dldoza-
tainak szdama megkozelitette a 300 ezret” A foldrengés
Richter-skdla szerinti eréssége és a rengés kozép-
pontjaban felszabadulé energia kozott fenndlld 6sz-
szefliggés: M = —4,42 + %lg E. Ebben a képletben
E a foldrengés kozéppontjaban felszabaduld energia
mérészama (joule-ban mérve), M pedig a foldrengés
er6sségét megadd nemnegativ szam a Richter-skalan.

MAGYARAZAT

WMWMWLS) ((x__)) Q\\\\—:///)/

kozepes

' A, \

MAGNITUDO

HAZI FELADAT

N
'Y

w
Y

»
Y

(Erettségi feladat, 2009)
Add meg a log, 81 kifejezés pontos értékét!

(Erettségi feladat, 2014)
a) Mely valds szamokra értelmezhet6 a log, (3 — x)
kifejezés?
b) Oldd meg a valds szimok halmazan az alabbi
egyenletet!
log,(3—x)=0

(Erettségi feladat, 2018)
Oldd meg az alabbi egyenletet a valos szamok halma-
zan! Valaszod tizedes tort alakban add meg!

4°=38

(Erettségi feladat nyomdn, 2019)

Péter olyan matematikai modellt alkotott, amely az
elektromos autok szamat exponencialisan névekedd-
nek tekinti. Eszerint ha a 2012 6ta eltelt évek szama
x, akkor az elektromos autok szamat (millié darabra)

38. lecke | GYAKORLAS

a
LAl ).

a) A Nagaszakira 1945-ben ledobott atombomba fel-
robbanésakor felszabadulé energia 1,344 - 10"
joule volt. A Richter-skala szerint mekkora
er6sségli az a foldrengés, amelynek kozéppont-
jaban ekkora energia szabadul fel?

b) A 2004. december 26-i szumatrai f6ldrengés-
ben mekkora volt a felszabadult energia?

c) A 2007-es chilei nagy foldrengés eréssége a
Richter-skala szerint 2-vel nagyobb volt, mint
annak a kanadai foldrengésnek az erdssége,
amely ugyanebben az évben kovetkezett be.
Hényszor akkora energia szabadult fel a chilei
foldrengésben, mint a kanadaiban?

FOLDRENGES MAGNITUDOJA ES EREJE

igen erés nagyon eros és rendkiviili erejii

/4

AN
Y

9.0 és nagyobb

megkozelitdleg az f (x) = 0,122 - 2% bsszefiiggés
adja meg.

A modell alapjan szamolva melyik évben érheti el
az elektromos autok szama a 25 millié darabot?

ﬁ (Erettségi feladat, 2011)

Egy uj tipusu, az alacsonyabb nyomasok mérésére
kifejlesztett muszer tesztelése soran azt tapasztal-
tak, hogy a muszer altal mért p,, és a valodi p, nyo-
mas kozott a

lgp,=8-lgp, +0,301

oOsszefiiggés 4ll fenn.

A miuszer éaltal mért és a valodi nyomas egyarant

pascal (Pa) egységekben szerepel a képletben.

a) Mennyit mér az 4j miszer 20 Pa val6di nyomas
esetén?

b) Mennyi valojaban a nyomas, ha a mtszer 50 Pa
értéket mutat?
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T6zsdei elemzék megallapitottak, hogy az egyik cég részvé-
nyének értéke az elmult idészakban exponencialisan nove-
kedett, és ez a tendencia varhatéan egy ideig még folytato-
dik. Jelen pillanatban a részvény értéke 2000 Ft, ebbdl pedig
a részvény értékének alakuldsit az f(x) = 2000 1,002
képlettel modellezik, ahol x az eltelt napok szamat jel6li.
Egy szakértd szerint 2300-2400 Ft kozotti aron mar érde-
mes eladni a részvényt, mert ezutdn a ndvekedés nagy va-
l6szintiséggel csokkenésbe fog atfordulni.

A modell segitségével szamitsuk ki, hogy legalabb és legfel-
jebb hany napot varjunk az eladéssal!

Megoldds

Meg kell taldlnunk a 2300 < 2000 - 1,002 < 2400 feltétel-
nek eleget tevé x értékeket. Egyszertibb egyenl6tlenségeket
vizsgalhatunk, ha 2000-rel osztjuk a kett6s egyenl6tlenség
mindhdrom részét: 1,15 < 1,002" < 1,2.

Abrazoljuk a valés szamok halmazan értelmezett
x — 1,002" fuggvényt! Mivel pontos adatokat nem a grafi-
konrol fogunk leolvasni, egy egyszerii vézlat is elég.

A kovetkez6 megfigyeléseket tehetjiik:
1. Az x — 1,002" fuggvény szigortian novekvd, mert az ex-
ponencialis fiiggvény alapja 1-nél nagyobb szam.

gyenlotiensegek

2. Ahhoz, hogy megillapithassuk, az x-nek melyik értéke
esetében lesz a fliggvény értéke éppen 1,15, meg kell olda-
nunk az 1,002" = 1,15 egyenletet.

y A

) 9
LI5S T -""777 =

»

1
i
69,95 91,25 x

Hasznaljuk a logaritmus definici6jat és a tizes alapra attérés
képletét:
Ig 1,15

x = log, o, 1,15 = g 1,002 69,95;
lg1,2
x =log, o, 1,2 = Ig 1,002 ~ 91,25.

Tehat a fiiggvény értéke megkozelitdleg x = 69,95 esetén lesz
egyenld 1,15-dal, valamint x = 91,25 esetén lesz egyenld
1,2-del.

3. A grafikonr6l most mar leolvashatjuk, hogy az eladasig
69,95 napnal tobb, de 91,25 napnal kevesebbnek kell eltelnie.

4. Figyelembe véve, hogy egész napokrol szol a feladat,
2300 < 2000 1,002* < 2400 pontosan akkor teljesiil, ha
70 < x <91, tehat legkorabban a 70. napon, legkésébb
pedig a 91. napon kell eladnunk a részvényt, ha a modell
»joslata” szerint akarunk cselekedni.

\\\ B83.26 0».5\\ Ye.
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FELADAT

Abrazold a koordinata-rendszerben a valds szamok

N
'Y

halmazan értelmezett x — 1,2° fuggvényt! Olvasd le
a grafikonrol, mely valds szamokra teljesiil a kovetke-
z0 egyenlétlenség:
a) 1,2° = 1,44; b) 1,2* < 1.
Egy webaruhaz {izemeltet6i a létrehozas utani elsé
hénapban ugy tapasztaltak, hogy a napi vasarlasok
szama az eltelt id6vel exponencidlisan novekedett,
nagyjabol az N(x)=10-1,08" fliggvény szerint,
ahol N az adott napi vasarlasok szama, x pedig a nyi-
tas ota eltelt napok szama.
a) Szamitsd ki, hogy a nyitds utdni hanyadik napon
lépte 4t elGszor a vasarlasok szama a napi 100-at!
b) Az exponencidlisan noveked6 szakasz utan a va-
sarlasok napi szdma mas hasonlé boltok tapasz-
talatai alapjan varhatéan 1250 és 1750 kozott fog
allandosulni. Szamitsd ki, hogy ezek alapjan leg-
alabb és legfeljebb hany napig tarthat az exponen-
cidlisan noveked6 szakasz!

HAZI FELADAT

A "C radioaktiv szénizotép felezési ideje 5730 év. [RPIRS

39. lecke | EXPONENCIALIS EGYENLOTLENSEGEK

Legfeljebb milyen régi az a csontmaradvany, amely-

nek "“C-tartalma még t6bb mint 15%-a az eredeti
értéknek?

Add meg a valaszt években!

Oldd meg a kovetkezd egyenl6tlenségeket a valds

'S
'Y

(%)
Y

szamok halmazan az exponencialis fiiggvény tulaj-
donsdagainak felhasznélasaval!

a) (%) <8 b) 1<1,5°<10

Egy orszag 40 évesnél idGsebb, de 75 évesnél fia-
talabb lakosainak kor szerinti megoszlasat a
P(x) = 50-0,94" fiiggvénnyel modellezték, ahol x
az életkor (években), P(x) pedig az adott koru lako-
sok szama (millié f6ben).

Példaul az 53 évesek szdma (millié fében):

P(53) = 50 - 0,94 ~ 1,88,

a 70 éveseké pedig

P(70) = 50 - 0,94" ~ 0,66.

Szamitsd ki, hogy hany évesek a 40 évesnél idésebb
emberek azon korosztalyai, amelyeknek a modell
szerint egymillional tobb tagjuk van!

Oldd meg az alabbi egyenlétlenségeket az expo-
nencialis fiiggvény tulajdonsagainak felhasznala-
saval!

a) 3° <2187 b) 0,06 < 0,6 < 6

(Erettségi feladat, 2015)

Egy 2014 végén késziilt el6rejelzés szerint az Indi-

aban €16 tigrisek ¢ szama az elkovetkez6 években

(az egyes évek végén) megkozelitdleg a kovetkezd

oOsszefiiggés szerint alakul: #(xx) = 3600 - 0,854", ahol

x a 2014 ota eltelt évek szamat jeloli.

a) Szamitsd ki, hogy az el6rejelzés alapjan 2016
végére hany szazalékkal csokken a tigrisek sza-
ma a 2014-es év végi adathoz képest!

b) Melyik évben vérhatd, hogy a tigrisek szdma
900 ala csokken?



Gyakorlas

FELADAT

1>
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Y

Y

K(°Q)

a) Szamologép nélkiil allapitsd meg, hogy mennyi
1\-1

(log, 9°) .

b) Mennyi lg %/10 —%~1g 0,0001?

c) Melyik két szomszédos egész szam kozé esik a k,
ha 1,065" = 3,457

A Foldon a légnyomas a tengerszint feletti magassag-

tol (is) fiigg. A tengerszint felett x km magassagban a

légnyomast a p(x)=1,013-10°- 1,1337" (Pa) Sssze-

fiiggés adja meg.

a) A képlet szerint mekkora a légnyomas a Kékeste-
tén, a Mont Blanc-on, illetve a Csomolungman?

b) A képlet szerint mekkora magassagban lesz a lég-
nyomads 80 000 Pa?

c) Mekkora a légnyomas ,felezési magassaga’, azaz
hany km-enként csokken az el6z6 magassagon
meért érték a felére?

A Newton-féle hiilési torvény értelmében egy test
és a kornyezetének hémérséklete kozotti kiilonbség
(K) id6ben exponencidlisan csokken. Egy 20 °C hé-
mérséklett szobdban az asztalon hagyott, kezdetben
80 °C hémérsékletti csésze kavé hiilése modellezhetd
a K(t)= 60-0,87" fiiggvénnyel, ahol K a kavé és a
szoba hémérséklete kozotti killonbség, t pedig az el-
telt id6 percekben mérve. Kezdetben a hémérséklet-
kiilonbség 80 — 20 = 60 (°C), azaz K(0) = 60.

60

30

-

0o +—+—"F—F++—+—+—+—F—+—+—"+—"+——+—+>»
01 2 3 45 6 7 8 9 1011 1213 t(perc)

Y

a) Negyedora eltelte utan hany fok lesz a hdmér-
séklet-kiilonbség a kavé és a szoba hémérsékle-
te kozott?

b) Negyedora elteltével hany fok lesz a kavé ho-
meérséklete?

c) Mennyi id6 alatt csokken a felére az eredetileg
60 °C-0s hémérséklet-kiilonbség?

d) Milyen forrd lehetett a kavé a mérés kezdete
elétt 5 perccel?

e) Hany perc alatt hil a kdvé hémérséklete 21 °C
ala?

Az informéci6 olyan alapfogalom, ami nem ve-

zethetd vissza tovabbi fogalmakra. Az informaciot

egy jelkészlet elemeib6l kirakott jelsorozat hordoz-

za - ezzel a megkozelitéssel elérhetd, hogy mérhetd

mennyiségként értelmezziik.

A Claude Shannon és Ralph Hartley altal kidol-

gozott matematikai elmélet szerint egyetlen p va-

16szintségli elemi esemény I informacidtartalma a

Shannon-képlet szerint:

I=—log, p.

Egy N elemi jelkészletb6l kirakott n hossztsagu

jelsorozat (feltéve, hogy a jelek el6forduldsi valoszi-

niisége egyforma) H informaciéértéke a Hartley-

formula alapjan:

H=n-log, N.

a) Hatdrozd meg annak az eseménynek az infor-
macidtartalmat, amelynek eléfordulasi valo-

szintisége L valamint annak az eseménynek,
8
amelynek valdszintisége %

b) Mekkora az informdaciéértéke a 24 betiis abécé-
bél kirakott, 10 karakterbdl allo jelsorozatnak?

c) Mekkora az informaciéértéke egy 4 szamjegy-
bél all6 PIN-kdédnak?

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



HAZI FELADAT

a) Mennyi log, 64 - (log, 8 — log, 4)?

4 : 4 i /3 Ve
b) Hanyadik hatvanya a 3-nak a <6 AT ) ?
c) Oldd mega 24" = 5,76 egyenletet!

(Erettségi feladat, 2011)
A 2000 eurds toke évi 6%-0s kamatos kamat mellett

N
Y

hany teljes év elteltével néne 4024 euréra? Megolda-
sod részletezd!

RAADAS

A XVI-XVIL szazadban, a nagy f6ldrajzi felfedezések ko-
raban a hosszu tengeri utak soran a navigacio létfontossagu
eszkozei voltak a csillagaszati tablazatok. E tablazatok elké-
szitéséhez azonban elképeszté mennyiségli szamitas - el-
s@sorban szorzasok és osztasok — elvégzésére volt sziikség.
Nem csoda hat, hogy a kor matematikusai és csillagaszai
faradhatatlanul keresték a modszereket, amelyek e mtivele-
tek elvégzését felgyorsitanak.

Az els6 komoly eredményt a trigonometriai azonossagok-
ra épiilé un. Prosthaphaeresis-mddszer hozta, majd 1614-
ben John Napier skét matematikus kozzétette Mirifici
logarithmorum canonis descriptio (Csoddlatos logaritmus-
tabldzat leirdsa) ciml munkajat, amelyben modszerének
magyarazata mellett egy 90 oldalas logaritmustablazatot is
kozolt. Bar e tablazat haszndlata még meglehetésen nehéz-
kes volt, 1617-ben Napier kollégdja, az angol Henry Briggs
kiadta az elsé konnyen kezelhetd, tizes alapu logaritmus-
tablazatot.

A Napier altal kidolgozott eljaras, melyet tobbek kozott
Tycho Brahe és Johannes Kepler is hasznalt, a sokjegyt sza-
mok szorzasat és osztdsat a tablazatbdl kikeresett logarit-
musok Osszeaddsara és kivondsara egyszertisitette, majd az
igy kapott 6sszeg, illetve killonbség alapjan tjra csak a téb-
lazat segitségével lehetett visszakeresni az eredeti miivelet
végeredményét. A logaritmusokon alapuld szamitdsi mod-
szer sikerességét jellemzi, hogy a tablazat csak a XX. szdzad

40. lecke | GYAKORLAS

=] Oldd meg az egyenleteket és az egyenlétlenséget
a valos szamok halmazan!
. 7 5x—4 8
a) 3+1=81 c) (g) <7
b) 4%7'=0,5
(B Add meg a kifejezések értelmezési tartoméanyt!

a) log; (2—x) b) log, (3x +16)
3

utolsd évtizedeiben elterjedé elektronikus zsebszamologé-
pekkel tiint el végleg a mindennapok matematikajabol.

(5]

Logarithmorum
Canonzs defcriptio,

Ejufque ufus, in utraque

T rigonometria; ut etiam in
omni Logiftica Mathematica,
Amplifsimi, Facillimi, &

expcdiu:/(imi explicatio.

Authore ac Inventore, | }
IOANNENEPERO,
Barone Merchiftonii,
&rc. Scota.

EDINBVRGI,
Exofficina ANDREZ HART

Napier logaritmustdbldzatinak boritdlapja
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Gyakorlas, tudasproba

FELADAT

Egy varos lakosainak szdma 1997 és 2010 kozott exponencialis novekedést mutatott. 1997. janudr 1-jén 130 300

116

Y

Y

Y

lakosa volt a varosnak, 2001. januar 1-jén 132 000.

a) Hanyszorosara nétt egy év alatt a varos lakosainak szama?

b) Irj fel hozzérendelést, mely megmutatja, hogy t évvel 1997 utdn hény lakosa volt a vdrosnak!
c) Hany lakosa volt a varosnak 2010. januar 1-jén?

Az egyik radioaktiv 6lomizotdp felezési ideje 27 perc.

a) Irj fel hozzarendelést, amely megmutatia, hogy egy kezdetben 3 mol 6lomizotépot tartalmazé
mintéban f perc mulva hany el nem bomlott dlomrészecske van!

b) A bizmut felezési ideje 19,7 perc. Egy mérés kezdetekor ugyanannyi bizmut- és 6lomizotdp van egy mintaban.
Mennyi id6 mulva lesz 6lombdl tizszer annyi darab, mint bizmutbol?

(Erettségi feladat, 2013)

A kolibaktérium (hengeres) palcika alakd, hossza atlagosan 2 mikrométer (2 - 10~° m), dtméréje 0,5 mikrométer

(5- 107 m).

a) Szamitsd ki egy 2 mikrométer magas és 0,5 mikrométer atmér6jti forgashenger térfogatat és felszinét! Szami-
tasaid eredményét m’-ben, illetve m*-ben, normélalakban add meg!

Idealis laboratériumi kériilmények kozott a kolibaktériumok gyorsan és folyamatosan osztédnak, szamuk 15 per-
cenként megduplazddik. Egy tapoldat kezdetben megkozelitSleg 3 millié kolibaktériumot tartalmaz.

b) Hany baktérium lesz a tapoldatban 1,5 ora elteltével? A baktériumok szdmat a tapoldatban ¢ perc elteltével a
B(#) =3 000 000 215 Osszefiiggés adja meg.

c) Hany perc alatt éri el a kolibaktériumok szama a tdpoldatban a 600 milliét? Vélaszod egészre kerekitve add
meg!

A tablazat egy olyan Kossuth- és Jozsef Attila-dijas magyar ird vezetéknevét rejti, aki érettségi utdn matematika—fi-
zika egyetemi szakra iratkozott be, majd Fejér Lipot tanitvanyaként szerzett végbizonyitvanyt. Nézz utana, milyen
regényeket irt!

Eljuthatsz a megoldashoz, ha a tablazat elsé oszlopaban jelzett tulajdonsagoknak megfelel6 szamokat kivélasztod
a megfelel6 sorokbol, majd a helyes valasz mellett 1év6 bettiket {6liilrél lefelé haladva 6sszeolvasod.

a legnagyobb (-2) M —2* P -2~ E (-2 0]

a legkisebb log, 5 S logy % o log, % T log, 5./ % E
2

. . -3 1\7 log. 16 2°

egeész szam 2 A ( = ) R og 3 T 3 L

péros szam V81 I log; 81_1 L log, 8 (0] 53 G
3

nemnegativ p 3 o 1l 1

= C log. = Y 83 I V- F
szam U 085~ 7 (V-8)
irracionalis 64 49 54 |5
3 [ log; == 24
szim / 343 I 83 V4 (7 53 L log. 10 K

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



[rd fel egyetlen hatvanyként! 0

240 (3P Ve (Vi0)®
Nl Add meg a kovetkezd kifejezések értékét!
a) log,1= log, % =
b) 6log65 — 3log34 —
Al [rd hatvényalakban az alabbi kifejezéseket, majd ha-

tarozd meg az ismeretlenek értékét!
_4
a) log,k = 3

b) log,.4=m
c) log,243=5

‘Y

Oldd meg az egyenlétlenséget a valos szamok halma-
zan!

<l>x <4
3/ 79
A polénium radioaktiv izotdpjanak szdma egy minta-

ban 1 hénap alatt 1 molrél (6 - 10*-rdl) 5,16 - 10** db
atomra csokkent. A radioaktiv bomlds exponencialis

‘Y

folyamat.

a) Hanyadrészére csokken a poléniumizotdpok sza-
ma fél év alatt?

b) Mennyi id6 alatt csokken 20% ala a polénium-
izotopok szama?

c) Mennyi a folyamat felezési ideje?

Y

A Koviacs gyerekek kedvet kaptak a befektetéshez.
Hajni egy olyan bankot talalt, ahol évi 8%-ot ad-
nak, ha harom évre lekéti a pénzét. Csilla egy masik
banknal havi 0,7%-o0s kamatot kapna, de neki csak
34 hoénapra kéne lekétnie a pénzét. Ki mennyi pénz-
hez jutna a futamidé végén, ha 50 000 Ft-ot tudnak
befektetni fejenként? Kinek a befektetése érné meg
jobban?

41. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA

[rd fel egyetlen hatvanyként!
4

N
‘Y

w
Y

'S
Y

()
Y

(2%, We'; (4/5)

37437

Add meg a kovetkez6 kifejezések értékét!
log, V7 =

1 log;12
5)7 -

[rd hatvényalakban az alabbi kifejezéseket, majd ha-
tarozd meg az ismeretlenek értékét!

a) log, 0,5 =
b) 710g74 —

a) log, k= %
b) log,;8=m

c) log, 128=7

Oldd meg az egyenldtlenséget a valos szamok halma-
zén!
0,64 < 0,8

Bankba fektetjiik a pénziinket, 350 000 Ft-ot. Az éves
kamat 4,5%. A pénzt és az év végén hozzairt kama-
tot bent hagyjuk a bankban, igy a t6kénk kamatos
kamattal gyarapodik. Hany év alatt érjiik el, hogy
350 000 Ft helyett 30%-kal tobb pénziink legyen
a bankszamlankon?

Az 6lom egyik izot6pja radioaktiv, azaz folyamatosan

elbomlik, mas atomma alakul. A bomlast az jellemzi,

hogy azonos id6tartamonként ugyanannyiad részére

csokken az 6lom részecskeszama. A folyamatot a ko-

vetkezd egyenlet irja le:

N(t) =4,2-10*- 0,97,

ahol az egyenletben az id6t () percben mérjiik; N(#)-

vel jeloljiik, hogy a mérés kezdete utan t perccel hany

radioaktiv 6lomrészecske van még az anyagban.

a) Mennyi 6lomizotép volt az anyagban a mérés
kezdetekor?

b) Mennyi id6 elteltével lesz a radioaktiv dlomizotdp
részecskeszdma egy mol, azaz 6 - 10*°?

¢) Mennyi a folyamatban a felezési id6?
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Temazarg feladatyyujtemeny

Szdmitsd ki! Ird fel kisebb gydkkitevével! Ird fel hatvdnyalakban!
a) /81 -V64 /32915625 a) (/5 e) /57
b) %/0,001 -4\/I %/ 243
16 s /7% T\16
b) %15 f) (6 /7>
) =343 /225 5
%/10 00

000 c) V3’ g (%07
g (25) /35 0 » ﬁ
Vs ’

CI [rd fel egy gyokjellel! (rd 4t elészor hatvényalakba!)
PN [rd 4t az n-edik gyokot hatvény alakba!
&Y ¥ a) V13-7/13  d) 4/<L>3-5 /(L)2
a) V18 e) 7 /% 3 3
b) \/I 23 L e) 3\/1 . 4\/1 . 5\/1
b) 4/25 f) v¥V5 5°V5 5 V5 Vs
0) V3 9 VY5 o Vor:or 0 /(5] 4/ (3) 1/ (5)
d) Va* h) V3 43 ’ ’ ’
ELR 1gaz-e, hogy a kovetkezd miiveletek eredménye egész
8 gy ye eg
<Pl [rd fel 3 hatvinyaként! szam? Ha igen, melyik egész szdm? Ne hasznalj sz4-
a) V3 e) V3 V3 molégépet!
3/3%.6/35 5 _2 1 5 5 2 4
b) %3 f) % 81%; 0,01 %5 36 49°; 64 °; 64%; 3°-3 9
L 1 5 3 2 3
o) ¢ /I7 g) 3/4/3 /35 ./3 225%% 9%-33; 274 :3%; 100° - 100>
3
d) VY3 L Abrizold kozos koordindta-rendszerben, és jellemezd
a fuggvényeket!
P [rd 4t a hatvanyokat gyokos alakbal a) fR>R x» 2 §R-R x— <%>
o3 3 (30 (5\H $(_3)
. . . . . 3. X X
bt st @ B mprenan(f] snonen ()
53 Melyik nagyobb? Ne hasznalj szamoldgépet! 12> BN hatvanyozas azonossagainak alkalmazasaval vé-
a) < 8 )% vagy <&)§ gezd el a szémiztésokat! o
27 81 L S L 3 < 7%)5
A : a) (3)(3 d) \5
) <§> vagy 0,75 A 2
3°-3 216 \3
p) 33 e) (—)
. 2 343
LI [rd novekvé sorrendbe! Ne hasznalj szimolgépet! 3¢
3 1 2 3
a) V252 % 4 /(%)3; 2% (Va); 2 c) (625 256)*
1 3
b) 5 2 35 ; 54; /5% ;5% % CERM Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!
N a) 3>’ =381 d 27%=1
Szamitsd ki! Ne hasznalj szamologépet! 8
3x—5 __ —2x+5 __
(A eh o viees e ve T 97 7t
K N c) <l> =81 f) <i> —1
(v7);  o0016%; <81—1> i /30 3 >
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Oldd meg az egyenl6tlenségeket!

17

18

20

‘Y

'Y

‘Y

Oldd meg a valds szamok halmazan szamoldgép se-

241 > 1y 1
a) 5%+1>25 d)<3>_3
2ot s 1 5y _3
b) 37 =79 e) (3) =7

x+1

c) 71 < 49 f) 4 >2

N
Add meg a kovetkezd kifejezések értékét! A kapott

eredményt ellendrizd szamoldgéppel!

lg1; Ig1o; Ig100; 1g10% 1go,1; 1g10~°

[rd fel logaritmusjel6léssel is! Add meg x értékét! 23>
a) 3" =729 e) 5°=%5
L * L x _ 5
b) <2>_8 f) 10° =%/1000 24D
c) (%) = 0,125 g) 10° = 5°
o1
95 =6
25>
[rd fel hatvényalakban!
a) 1g 1000 = 3; lg2=0,3010; Ig 10~ = —2;
log, v'5° =2,5; log, 8171 =—4; log181=—4
3
b) 1g 0,01 =—2; lg+/'5 =0,3495; 1g5°=0;
lg 15°=0; log, 55° = 0; log, 81 = 4; 26 >
L =
log% 3l 4.
Add meg a kovetkez6 kifejezések értékét! Ne hasznalj
szamologépet!
a) log, 1= log, 5= log, 25 =
1 _ i S =
log. 55 log 625 log, 0,2
_ 6 /4 _ 1 _
b) log, v'5 = log, V5% = log el o >
log,, 5= log,. % = log,, '5° =

Szamitsd ki! A megoldashoz ne hasznalj szamologé-

pet!
a)
b)

c)

log, 8 +log, % =
log,, 5 —log, 2 =
ilog3 27 —log, 4 =

d) log4%+3‘log56;—5:

Ird 4t 10-es alapu logaritmusra, és szdmoldgép se-

gitségével add meg a harom tizedesjegyre kerekitett

értékét!
log, 5 = log,, 36 =
log, . 24 = log, ; 3,56 =

log1 13 =
3

1
1080,35 EN

41. lecke | TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

gitségével a kovetkez6 egyenleteket!
Két tizedesjegyre kerekits!

3x
a) 3,5-10° = 38,3 c) 57 — 1,56

4—2x
b) 5-3*=19 d) 5 =0,75

3

Végezd el a szamitasokat a logaritmus definicidjanak
felhasznéldsaval!
510g57; 4log25;

log, 5 log, 5
2bE; 0,25"

0)510g4 S;
Mely valds szamokra értelmezhetdk a kifejezések?
a) log,(x—3) b) log,(—2x+9)

Oldd meg az egyenleteket! Két tizedesjegyre kerekits!

a) 3,5-47°°=20  ¢) 1000 = 526(%)’€+2

b) 3250 = 5630

1

5—4x+1 -
Nagymama id6sodik, mar nem birja a hatalmas ve-
teményes gondozasat. Nagypapa ugy dontott, hogy

minden évben befiivesiti a veteményeskert L reszet,
hiszen fiivet nyirni egyszer(ibb. Hany év mulva csok-

ken az eredeti veteményes a 10%-ara?

Kovacs apuka év végi jutalmat kapott a cégtél, ahol
dolgozik. Azon gondolkodik, hogyan fektesse be a
pénzt. Végiil két ajanlat tetszik neki a legjobban. Az
egyik évi 10% kamatot garantal, a masik félévente
5%-ot. Ha nem veszi fel a kamatot, azt is az alapt6-
kéhez irjak. Melyik befektetést vélassza, ha 6t évre
akarja lekotni a pénzét?

Egy uj hitelkartyét ajanlottak Szabé anyukanak, aki
mar évek dta szerette volna feltjitani a konyhajat. Ugy
szamolta, 550 000 Ft elég is lenne. Igazan kedvezok a
feltételek: csak havi 2,3% a kamat, és egy évig nem
kell elkezdeni torleszteni. Gimnazista gyereke rogton
utanaszamolt, mennyi pénzzel is fognak tartozni egy
év mulva. Mennyi lenne a tartozas? Ez hany szazalék
éves kamatot jelent? Tényleg kedvezdk a feltételek?

A bizmut radioaktiv izotépjanak bomldsa soran a

t nap mulva még el nem bomlott részecskék szamat

a kovetkezd egyenlet irja le: N(f) = N, - 0,87', ahol N,

a mérés kezdetekor a bizmutizotépok szama.

a) Ha kezdetben 4,2 - 10* darab bizmutizotop volt
egy mintaban, akkor mennyi bizmutizotdp lesz
a mintaban 3 hét utan?

b) Mennyi a folyamat felezési ideje?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

n a) Abréazold Venn-diagramon a raciondlis szdmok (Q), az egész szdmok (Z) és a természetes szdmok (N) halmazat!
Helyezd el a halmazabran az aldbbi szamokat:

120, 8. g 54, .0 — e I VAR . _13. _8. 7. 87, =10, 3
23 S5 <k s =% e V485 05 —4607L 5 0 3 V55 —13 —is Ty Sl T o
b) Vilassz ki a halmazokba irt szdmok koziil (ha lehet)
- két természetes szamot gy, hogy azok Osszege és szorzata is természetes szam legyen;

- két természetes szamot gy, hogy valamelyikbdl kivonva a masikat ne természetes szamot kapjunk eredmény-
képpen;
— két egész szamot ugy, hogy azok Osszege és szorzata ne egész szam legyen;
- két kiilonboz6 elGjeld egész szamot ugy, hogy hanyadosuk egész szam legyen!
c) Igaz vagy hamis?
A) Barmely két egész szam szorzata egész szam.
B) Barmely két természetes szam kiilonbsége egész szam.
C) Barmely két raciondlis szam Gsszege racionalis szam.
D) Barmely két, nullatdl kilonb6z6 egész szam hanyadosa egész szam.

Megoldds

a) Nem eleme egyik halmaznak sem: @ 5 ‘/g . —i racionalis szdmok halmaza (Q) i

b) - barmelyik két természetes szdm kivalasztasa jo; | egészszamok halmaza (Z) | %
- pl:1és 3, mert 1 — 3 =—2 nem természetes szam; 23 ——

- nem lehet ilyeneket kivalasztani;
- pl: =9 és 3, mert —9: 3 = —3 egész szam.

c) A) igaz;
B) igaz;
C) igaz; — 46,071 54
45

D) hamis (pl.: _iz =—1,5 nem egész szam).

A természetes szamok, az egész szamok és a racionalis szamok halmazan vizsgaljuk a négy alapmiveletet: az 6sszeadast,
a kivonast, a szorzast és az osztast.

o Barmely két természetes szam Gsszege és szorzata természetes szam. Ezt masképpen tigy mondhatjuk, hogy a természe-
tes szamok halmaza zart az 6sszeadasra és szorzasra nézve.

o A kivonas miivelete kivezet a természetes szamok halmazabdl (mert két tetszéleges természetes szam kiilénbsége nem
biztos, hogy természetes szam).

lPAzoknak a szamoknak az 6sszessége, melyek felirhatok két természetes szam kiilonbségeként, az egész szamok
halmaza.

o Barmely két egész szam Osszege, szorzata és killonbsége egész szam. Ezt masképpen ugy mondhatjuk, hogy az egész
szamok halmaza zart az 6sszeadasra, a szorzdsra és kivondsra nézve.



o Az osztas muvelete kivezet az egész szamok halmazabdl (mert két
tetszdleges egész szam hanyadosa nem biztos, hogy egész szam). [

Azoknak a szdmoknak az 6sszessége, amelyek felirhatok két

egész szam hanyadosaként, a racionalis szamok halmaza.
o Barmely két racionalis szam Osszege, szorzata, kiilonbsége és ha-
nyadosa racionalis szam. Ezt masképpen gy mondhatjuk, hogy
a racionalis szamok halmaza zart az 9sszeaddsra, a szorzdsra,

a kivonasra és az osztasra nézve.

KIDOLGOZOTT FELADAT

n Lujza 4j szamologépével probaszamitasokat végez.

A szamitasok eredményérél igy szamol be testvéré-
nek, Félixnek:

- Ha meghatarozom azoknak a kozonséges torteknek
a tizedes tort alakjat, amelyeknek a szamlaldja 2 és a
nevezdje rendre az egyjegyl pozitiv egészek értéke,
akkor 5 esetben kapok véges tizedes tortet és 4 alka-
lommal végtelen szakaszos tizedes tortet.

Ha hasonléan jarok el 3-as szamlaloval, ...

- Akkor - vag kozbe Félix - csak haromszor kapsz
végtelen szakaszos tizedes tortet. Ha 4 a szamlalo, ak-
kor tjra 4-szer lesz végtelen szakaszos tizedes tort az
eredmény.

Lujza meglepédik batyja szavain, és azon kezd el
toprengeni, hogy vajon hogyan tudta ezt a testvére
szamolas nélkill megallapitani, majd par perc mulva
felkialt:

— Tudom mar! - és anélkil, hogy szdmologépet hasz-
nélna, elmondja a helyes kovetkeztetéseket az 5,a 6, a
7 szamlaléju tortekre vonatkozdan.

Probald meg kitalalni a testvérek gondolatmenetét!

Hatarozd meg az alabbi tortek tizedes tort alakjat sza-
mologép segitségével!

A kapott eredmények alapjan helyezd el az eredeti ko-
zOnséges torteket (valamint azok tovabb mar nem egy-
szerisithetd alakjat) a tablazat megfelelé oszlopaban!
Figyeld meg, milyen szamok szorzataként irhaté fel
a killonb6z6 oszlopokban szerepld, tovabb mar nem
egyszerUsitheté tortek nevezéje!

3.4, 1310, 7 2111 21 49 113 17

10 9’ 87127 257 990 28’ 32’ 5 11

—1 raciondlis szamok halmaza (Q) i

egész szamok halmaza (Z) |

| természetes szamok halmaza (N) |

Osszeadds

SZOorzas

tizedes tort alakja: tizedes tort alakja:

véges tizedes tort végtelen szakaszos tizedes tort
Megoldds
3 2111 34
Ta = U5s “aon 231 27
10 0.3 990 3
4 _ 4. 21 _ .
9= 0,4; 28 0,75;
13 _ . 49 _ .
3 = 1,625; 35 1,53125;
10 _ (g3, 113 _ .
o= 0,83; 5 22,6;
7 _ . 17 _ &4
25 = 0,28; 11 1,54.
tizedes tort alakja: tizedes tort alakja:
véges tizedes tort végtelen szakaszos tizedes tort
10’ 8°25° 4.10 _ 5, 2111 17
21 _3.49 113 9°12 6’ 990 11
28 4732’ 5




Minden racionalis szdm tizedes tort alakja véges vagy végtelen szakaszos.

!/ Véges tizedes tort alakba irhatok azok a kozonséges tortek, amelyeknek a tovabb mar nem egyszertsithet6 alak

nevezdjének szorzat alakjaban csak a 2 és az 5 szerepel tényezoként, tehat ezek a nevezdk bévitheték 10 kiilonbozé

hatvanyaira.
Példaul: 3-=0,3; 131625 _ 1 ¢p5. 7 _ 28 _ 9.
R T 8 ~ 1000 25 100
3 1 _ 5 63 _ 9 _ 180
——=———=——=0, 5 —:—:—:1’.
60 20 ~100 %% 35757700 " 1

!/ Végtelen szakaszos tizedes tort alakba irhatok azok a kozonséges tortek, amelyeknek a tovabb mar nem egysze-

riisithetd alak nevezdjének szorzat alakjaban nem csak a 2 és az 5 szerepel tényezéként (tehat ezek a nevezék nem

bévithetdk 10 kiilonbozé hatvanyaira).

Példaul: 9 0,4; 6 0,83; 11 1,54; 14

Jelolés:

Megjegyzés

9 . .
==Z =1,285714.
7

0,833333... igy frhaté: 0,83; 2,132323232... igy irhaté: 2,132.

Van olyan végtelen szakaszos tizedes tort, melynek értéke egyenld egy véges tizedes torttel.

Megmutatjuk péld4ul, hogy 0,9 = 1.

Mivel 0,9 =9-0,i =9 -1

9

FELADAT

Ird fel az alabbi tortek tovabb mar nem egyszerii-
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sithet6 alakjat, majd allapitsd meg zsebszamologép
hasznalata nélkiil, hogy a tort tizedes tort alakja vé-
ges vagy végtelen szakaszos-e!

3. 3. 45 21

3 25,
200 1057 727 16’

15°

137. 39
37° 52

Van-e olyan racionalis szam, amelyre igaz az alabbi

négy tulajdonsag:

- pozitiv,

— tizedes tort alakja véges,

— kozonséges tort alakjaban a nevezdje olyan egy-
jegyll természetes szam, amely 2-vel nagyobb a
szamlal6janal,

— kozonséges tort alakja tovabb egyszertsithet6?

Melyek azok a racionalis szamok, amelyek az el6b-

bi feltételek mindegyikét teljesitik?

=1, ezért az egyenl8ség fennall.

Hanyféleképpen bonthato fel a 40

S
'Y

a) két killonbozé természetes szam Osszegére (a ta-
gok sorrendjétdl eltekintve);

b) két természetes szam szorzatdra (a tényezok
sorrendjétdl eltekintve);

c) két egész szam Osszegére (a tagok sorrendjétél
eltekintve);

d) kétkiilonbozé eldjeli egész szam hanyadosara?

Irj a V helyére olyan szémjegyet, hogy teljesiilje-
nek a tortek mellé irt tulajdonsagok! Keresd meg
az Osszes lehetséges megoldast!

a) % 5-nél nagyobb értéki, tovabb egyszert-
sithetd, végtelen szakaszos tizedes tort;

b) % véges tizedes tort;

c) % 1-nél kisebb értékii, végtelen szakaszos
tizedes tort;

d) 23% egyszertsithetd tort, véges tizedes tort.

SZAMELMELET



HAZI FELADAT

LIS [1j a négyzetek helyére olyan szamjegyet, hogy teljesiiljenek a tortek mellé irt tulajdonsagok! Keresd meg az dsszes

lehetséges megoldast!

a) % egyszertsithetd tort, véges tizedes tort;

b) ;1—: végtelen szakaszos tizedes tort;

c) :—i 1-nél nagyobb értékd, véges tizedes tort;

d) % 4-nél kisebb értékd, tovabb nem egyszertisithetd, végtelen szakaszos tizedes tort.

N
‘Y

Igaz vagy hamis? Valaszod indokold!

A: Egy természetes szam és egy egész szam Osszege mindig természetes szam.
B: Két racionilis szam Gsszege és szorzata is lehet természetes szam.

C: Egy egész szam és egy racionalis szam szorzata nem lehet egész szam.

D: Két végtelen szakaszos tizedes tort 6sszege lehet véges tizedes tort.

E: Két negativ szam Osszege kisebb a két szam szorzatanal.

[rj minden téglalapba egy raciondlis szdmot tgy, hogy teljesiiljenek a jeldlt relaciok, és mindegyik szam megfelel-

w
'Y

jen az adott téglalap alatt olvashato tulajdonsagnak!

B K H K & B B

a legkisebb felirhat6 két véges 72000 000 000  felirhato két 1. kozonséges 10-nél kisebb
, , . . —_— , ) —reciproka . . .
természetes természetes tizedes tort 36 000 000 000 egész szam 3 tort, szamlaloja racionalis
szam szam kilonb- alakba irhato szorzataként 20, tizedes tort szam
ségeként kozonséges tort alakja végtelen
szakaszos

RAADAS

Modszer a végtelen szakaszos tizedes tortek kozonséges tort alakba valo atirasara:

[rjuk fel kozonséges tort alakban a kovetkezd szamokat!
a) A=24,7 b) B =24,17326

Megoldds
a) Ha A = 24,7, akkor 10A = 247,7.
Ekkor az elébbi két szam kiilonbsége 10A — A = 247,7 — 24,7, amibdl 9A = 223, igy A = ﬁ adodik.

b) Ha B = 24,17326, akkor 100B = 2417,326, 100 000B = 2417326,326.
Ez utébbi két szém kiilonbsége 100 000B — 100B = 2 417 326,326 — 2417,326, amibdl 99 900B = 2 414 909,

; 2414 909
igy B = 99 900 adodik.

A fenti mddszer lényege, hogy az eredeti szam olyan t6bbszoroseit hozzuk létre, amelyekben a tizedesjegyek megegyeznek,
és ezért a képzett szamok kiilonbsége egész szam.

FELADAT

Ird fel kozonséges tort alakban az aldbbi szamokat!
K=6,4;  L=13,53  M=71,8146

42. lecke | SZAMHALMAZOK 123
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BEVEZETO
Egy karitativ egyesiilet takarogytijtést szervezett raszo- (Statisztikai adat: 2015-ben éjjeli menedékhelyet 12 447
ruldk szamara. Az adomanyozo cégektdl és magansze- kiilonb6z6 ember, atmeneti szalldst 9035 kiillonboz6 ember
mélyektdl 6sszesen 81 darab takard gytlt 6ssze. Hany vett igénybe, hajléktalanok otthondban &sszesen 606 kii-

menedékhelyet tudott megsegiteni az egyesiilet, ha 16nb6z6 ember élt. Forras: KSH.)
azok kozott azonos mértékben osztottdk szét a takard-

kat? Megoldds

Egy masik alkalommal élelmiszercsomagokkal prébal- a) A 81 darab takard egyenléd médon valé elosztasa 1; 3; 9;
tak segiteni az atmeneti szalldsokon él6knek. Ekkor 196 27 vagy 81 menedékhely esetén torténhet meg. Ezek a
darab azonosan 06sszeallitott csomagot osztottak szét szamok a 81 osztoi.

ugy, hogy minden helyre ugyanannyi csomagot vittek. b) A 196 darab élelmiszercsomag egyenlé médon valé el-
Hény atmeneti szallasra széllithattak élelmiszercsoma- osztasa 15 2; 4; 7; 14; 28; 49; 98 vagy 196 hajléktalanszal-
got? 16 esetén torténhet meg. Ezek a szamok a 196 osztoi.

Hatarozd meg az 1; 7; 20; 30; 81; 143; 196; 349; 455 szamok pozitiv osztdit, majd foglald azokat tablazatbal!
Valaszolj az aldbbi kérdésekre! Ha kell, hasznald a tablazat tapasztalatait!

Melyik az a szdm, amely a felsoroltak mindegyikének osztdja?

Mit tudsz megallapitani a tablazatban egymas mellé irt osztokrol?

Lehet-e egy szam osztoinak szama paratlan?

Melyek azok a szamok, amelyeknek biztosan tobbszordse egy adott pozitiv egész szam?

Keress olyan egyjegyl pozitiv egészeket, amelyeknek pontosan két osztdjuk van!

Igaz-e, hogy egy pozitiv egész szamnak annal tobb osztdja van, minél nagyobb a szam értéke?

Megoldds
A megoldast tdblazatba foglaljuk:
A szam 1 7 20 30 81 143 196 349 455
1 1,7 1; 20 1; 30 1; 81 1; 143 1; 196 1; 349 1; 455
) 2;10 2;15 3;27 11;13 2;98 5; 91
A szam
L, » 4;5 3; 10 9 4; 49 7; 65
pozitiv osztoi
56 7528 13; 35
14
Valaszok:
a) Az 1.

b) Szorzatuk megadja az eredeti szamot, ezeket osztoparoknak nevezziik.

c) Igen, abban az esetben, ha egy osztdnak 6nmaga az osztoparja. Ez akkor fordul el8, ha a szdm négyzetszam.
d) Az 1-nek és 6nmaganak.

e) Ilyena2,a3,az5¢ésa?7.

f) Nem igaz. (PL: 30 < 349, és a 30-nak 8 darab, a 349-nek 2 darab pozitiv osztdja van.)
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1. Osztd, tobbszoros

Az oszthatosag fogalmat a pozitiv egész szamok halmazan értelmezziik.

Definicié: A b pozitiv egész szam oszthatd az a pozitiv egésszel, ha van olyan ¢ pozitiv egész szam, amellyel az a-t
megszorozva b-t kapunk, azaz a - ¢ = b. Ekkor az a szam a b szam osztdja, valamint b szam az a szam tobbszorose.
Jelolés: a|b

Példdul a 81 oszthaté 27-tel (jelekkel: 27 | 81), mert van olyan pozitiv egész szdm, a 3, amellyel a 27-et megszorozva
81-et kapunk.

Példdul a 20 nem oszthaté 13-mal (jelekkel: 13 | 20), mert nincs olyan pozitiv egész szdm, amellyel a 13-at megszo-
rozva 20-at kapunk.

Szoéhasznalat:

<:> { b oszthatd a—val} <:> <:> [btébbszérése a—nak}

2. A pozitiv egész szamok csoportositasa az osztdik szama szerint

Minden pozitiv szam oszthaté 1-gyel és 6nmagaval.
nem valodi oszték: az 1 és maga a szam,
valddi osztok: a szam minden olyan pozitiv oszt6ja, ami nem 1 és nem maga a szam.

- Az 1-nek egyetlen osztdja van, az 1.

- A primszamok azok a pozitiv egész szamok, amelyeknek pontosan két pozitiv osztdjuk van. Példdul: 2, 3, 37, 43.
I> A primszamok definiciéja alapjan egyetlen paros primszdm van, a 2.

- Az Osszetett szamok azok a természetes szamok, amelyeknek ketténél tobb pozitiv osztéjuk van.
Példaul: 4, 6, 12, 3000.

Az 1 nem primszdm és nem Osszetett szam.

Bebizonyithato, hogy végtelen sok primszam van.

3. Megjegyzés — az oszthatdsag kiterjesztése a 0-ra
Ha az oszthatdsagot kiterjesztjiik a természetes szamokra, akkor az alabbi megallapitasokat tehetjitk még:
- 0 oszthato 0-val, a 0 tobbszordse a 0-nak;
- a 0-nak minden természetes szam osztdja (azaz a 0 minden természetes szimnak tobbszorose, vagyis a 0-nak végte-
len sok osztdja van).
Fontos: az oszthatdsag egy matematikai relacié (két természetes szam viszonya), nem tévesztendd Gssze az osztas
miveletével! (Igy a 0-val valé oszthatdsig nem azonos a 0-val valé osztds miiveletével!)

4. Tétel: Minden 6sszetett szam felbonthaté primszamok szorzatdra, és ez a felbontds egyértelmd, ha a tényezék sor-
rendjét nem vessziik figyelembe. Ezt a felirast nevezziik a szam primtényezds felbontasanak.
Mas szavakkal: egy Osszetett szamot barhogyan irunk is fel primszamok szorzataként, mindegyik szorzatban ugyan-
azok a primtényez6k fordulnak el6, és mindegyik prim pontosan ugyanannyiszor szerepel az egyik szorzatban, mint
a masikban.




Egyszerusitsiik a % tortet!

Megoldds
Bontsuk fel a 630-at és az 525-6t primszamok szorzatara!

Egyik modszer: (tetsz6leges tényez6kre bontdst végziink minden lépésben)

630
/\
10 : 63 525
AN N P
2 5 7 9 25 . 21
A\ AN
3 3 5 5 7 3

Masik médszer: (az egyik tényez6 minden 1épésben primszam)

630
2 - 315 525

/\ /\ ugyanez a modszer

3 '/105\ ugyanez a modszer 630(2 - ' /175\ mas formaban {rva:
mas formdban irva: 3153 5253

3 - 35 1053 5 . 35 175|5

/\ 35(5 /\ 355

5 7 717 7|7

’ 1 5) . (7 1

Mindkét médszerrel arra jutottunk, hogy 630 =2-3-3.5.7=2.3".5.7,valamint 525=3.5.5.7=3.5".7.
630 _2-3-5-7 _2-3_6

525 3.52.7 5 5°

Igy a tort egyszerdsitése:

BN Bontsd fel primszamok szorzatara a kovetkez6 6sz- ] A Néhany szamot primszamok szorzataként irtunk
szetett szamokat! fel. A szorzatok egyik tényezéje egy ismeretlen, a
a) 700 c) 873 szorzatban szereplé primszamoktol eltéré p prim-
b) 990 d) 1221 szamot jelol. Add meg az alabbi allitasok igazsagér-
tékét (igaz vagy hamis)!
P Bontsd fel a szaml4lot és a nevezdt primtényezdk a) 3>.5.p Biztosan pératlan szam.
szorzatara, majd egyszertsitsd a kovetkezd torte- b) 2.-p-7 Ertéke legaldbb 30.
ket! c)2-p-5-7 Biztosan 0-ra végzddik.
483 10 450 d) p’-5-3 Lehet, hogy négyzetszdm.
a) —— b) 3
1827 19125 e) 2°.5.11-p Lehet, hogy 32 tbbszorose.
Egy 24 cm x 23 cm-es téglalapot azonos méretii N
z et . . [N Bontsd fel primtényez8k szorzatdra a 450-et! So-
téglalapokra kell szétvagni oldalaival parhuzamos
p , . rold fel az osztdit primtényezés alakban! Keresd
egyenesekkel tgy, hogy a téglalapok oldalainak ol 583 o
hossza csak egész cm hossztsagu lehet. Sorold fel meg mind a 18 osztojat:
az 0sszes kiillonbozo lehetdséget!
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Bontsuk fel a 211-et primtényez6k szorzatara!

Megoldas

Ha nem akarunk véletlenszertien taldlgatni, akkor 2-vel kezdve elkezdjiik probalgatni a primszamokat, vajon melyik lesz
osztdja a 211-nek. 211 nem oszthat6 2-vel, 3-mal, 5-tel, 7-tel, 11-gyel, 13-mal... Felmeriil a kérdés: meddig érdemes probal-
kozni? Ha ugyanis a 211 primszam, akkor ugysem talalunk valddi osztot, hidba kerestink.

Kezdetnek vizsgaljunk egy kisebb Osszetett szamot, a 72-t, hogy lassuk, milyen szabalyossagokat tala-

lunk az oszt6i kozott! A 72-t az dbran lathatd modon két-két pozitiv egész szam szorzatara bontjuk. 72 = 1.72

Vegyiik észre, hogy a novekvé (illetve csokkend) rendben felirt szorzétényezékkel felsorolt szorzat 2-36

alakokban a 8 - 9 utan ugyanazokat a tényezéparokat kapjuk, csak forditott sorrendben. o2t

4.18

Ha két pozitiv szam nagyobb (kisebb) a J72-nél, akkor a szorzatuk nagyobb (kisebb) a 72-nél. 6-12
Tehat ha egy porzitiv egész szamot két tényezd szorzatara bontunk, akkor vagy mindkét ténye- 8-9
z6 a szam négyzetgyoke (pl. 64 = 8 - 8), vagy az egyik nagyobb, a masik kisebb a négyzetgyokénél 8
(pl.72 = 6- 12). 12-6
18 -4
Alkalmazzuk az elébbi gondolatot a 211 prim osztdinak kereséséhez! 24.3
\/211 =14,5. Mivel nem talaltunk 14,5-nél kisebb prim osztét (2, 3, 5, 7, 11, 13 egyike sem volt osztéja 36 .2
a 211-nek), ezért 14,5-nél nagyobb prim osztét sem fogunk taldlni. A 211-nek tehat nincsenek valodi 72.1

0sztoi, a 211 primszam.

HAZI FELADAT

I8 Bontsd fel primszémok szorzatara az aldbbi 6ssze- I Sorold fel az 1485 osztéit primtényezds alakban!

tett szamokat! Keresd meg mind a 16 osztdjat!

a) 240 d) 10000

b) 231 e) 75000 Csilla talalt egy 180 cm hosszt, 1 cm széles szala-

c) 435 f) 315000 got. Olyan 1 cm szélességli, egyforma téglalapokra
akarja szétdarabolni, amelyek masik oldala is egész

Bontsd primszamok szorzatara a szamlalokat és a ne- cm hossztsaga. Sorold fel az Osszes lehetéséget

vezOket, majd egyszertisitsd a kovetkez6 torteket! (beleértve azt is, hogy Csilla mégsem darabolja fel
a szalagot)!

o 1 o )

RAADAS

A modern titkositds (pl. az internetes vasarlasok biztonsdga) azon alapul, hogy egy olyan Osszetett szam esetén, amely

két nagyon nagy primszdm szorzata (nagyobbak, mint 10'”

), nagyon hosszadalmas lenne megtaldlni a szam osztéit. Ha
azonban valaki ismeri az egyik primszamot, akkor a masikat egy egyszer(i osztassal gyorsan megkaphatja. Ez olyan fontos
alkalmazasa a szdmelméletnek, hogy emiatt a primszamok kutatasa rendkiviil aktudlis problémakor. A jelenleg ismert leg-
nagyobb primszam 24 862 048 szamjegybdl all. Ezt 2018 decemberében taldlta meg egy primkeresé szoftver segitségével
a Great Internet Mersenne Prime Search (nagy primszamok megtalalasara alapitott kozosség) munkatérsa. Az elsd, szazmil-

liénal is tobb szamjegybdl allé primszam felfedezéséért 150 ezer dollaros jutalmat tiiztek ki.
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| Legnagyobib kzds oszto, legkisebb kizds tobbszrds

Ty

BEVEZETO

Egy 240 cm széles és 320 cm hossza szobat akarunk kitapétdzni. A tapétat azonos szélességti fiigg6leges csikokban szeret-
nénk feltenni minden falra. Maximum milyen széles csikokat vagjunk, hogy minden falra pontosan egész szamu tapétacsik

térjen ki?

Megoldds
Soroljuk fel 240 és 320 osztdit, és karikdzzuk be azokat, amelyek mindkét felsoroldsban megtalalhatok!

A 240 0sztoi: @@ 3, @ 6, 12, 15, 24, 30, 48, 60, 120, 240.
A 320 0sztoi: @@ @ 32, 64, 160, 320.

Mint lathatd, a legnagyobb ilyen szam a 80. Tehat 80 cm széles csikokat kell vagnunk.

Definicio: Ha az a pozitiv egész szam osztdja a b és a ¢ pozitiv egész szamnak, akkor az a-t a b és a c kozos osztéjanak

nevezzik.

Barmely két pozitiv egész szamnak van kozos osztdja, az 1, de természetesen lehet més k6zos osztdjuk is. Két pozitiv egész
szdmnak véges sok kozos osztdja van, és nem lehet olyan kozos osztéja, amely nagyobb, mint a két szam barmelyike.

Definici6: Két vagy tobb pozitiv egész szam kozos osztéi koziil a legnagyobbat a szamok legnagyobb k6zos osztoéjanak
nevezziik. Jelolés: Az a és b pozitiv egész szamok legnagyobb kozos osztéja: (a; b).

Definicié: Ha az a és b pozitiv egész szamok legnagyobb kozos osztoja 1, akkor az a és b relativ primek egymashoz.
Jelolés: (a; b) =1

Példdaul
a 18 és a 120 kozos osztoi: 1, 2, 3, 6; legnagyobb kozos osztdja: (18; 120) = 6.
a 22 és a 75 egyetlen kozos osztdja az 1; ezek tehat relativ primek; (22; 75) = 1.

Két vagy tobb pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztojat a szamok primtényezds felbontasabol (vagy ha valame-
lyik szam primszam, akkor annak az értékéb6l) agy hatarozzuk meg, hogy 6sszeszorozzuk a kozos primtényezoket az
el6forduld legkisebb hatvanyon. (Ha barmelyik primtényez6t nem a legkisebb hatvanyon vennénk, akkor lenne olyan az

eredeti szamok kozott, amelynek ez a hatvany mar nem lenne osztoja.)

Az 1 és barmely pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztoja 1.

Példdul: 4536 = 2*- 3"- 7; 528=2"3-11; (4536;528) =2°- 3 =24.

A legnagyobb kozos oszté meghatdrozasahoz szorozzuk 6ssze a szamok primtényezés felbontdsaban szerepld

kozos az el6forduld legkisebb

primtényezdket hatvanyon.

SZAMELMELET



FELADAT

Hatarozd meg a legnagyobb kozos osztojukat!
a) 675 és495
b) 1176 és 252
c) 288;528 és 936
d) 7°-13".23% 3°.7.137-19 & 3°-7°.13°

PN Egyszertisitsd a torteket a szamlal6 és a nevezd leg-
nagyobb kozos osztéjaval!
477 . 618
318° 1545

3> Egy pozitiv egész szamrdl, c-rél tudjuk, hogy nem

primszam. Keress példakat, mi lehet ¢, ha tudjuk,
hogy

A madarak és fak napja alkalmabol fotopalyazatot szervez
a miivel6dési kozpont. Még nem dontétték el elére, hogy
6, 8 vagy 10 képet fognak majd (ugyanakkora 6sszeggel)
dijazni, a kéltségvetést azonban most kell elkésziteni. Ezért
ugy gondoljak, annyi pénzt kiillonitenek el dijakra, hogy
akar 6, akar 8, akdr 10 dijazott lesz, mindenképpen lehes-
sen ennyi egyenld részre osztani az dsszeget.

Mekkora a legkisebb 0sszeg, amellyel ez megoldhato,

ha a dijak ezerrel oszthatéak?

Megoldds

Az 8sszegnek oszthatonak kell lennie 6-tal is, 8-cal is és 10-
zel is.

Elkezdhetjiik felsorolni 6 tobbszoroseit, 8 tobbszoroseit és
10 tobbszoroseit, és megkereshetjitk ezek kozott azokat,
amelyek mindhdrom felsoroldsban el6fordulnak.
Gyorsabb mddszer, ha 8 és 10 kozos tobbszoroseit irjuk fel
eldbb. Ezek: 40, 80, 120, 160, 200, 240, ... . Ezek kozott
a 6-nak is tobbszordsei: 120; 240, ... . Kozilik a legkisebb
a 120. Tehat 120 000 Ft a legkisebb ilyen 6sszeg. Ekkor

a) (240;c) = 10;

b) (240;c¢) = 1;

c) (240; ¢c) = 2407

d) Az a), b), illetve c) pontok esetén melyik a leg-
kisebb ilyen ¢?

‘Y

Bencének egy 84 cm x 126 cm-es téglalapot egy-

forma méretli négyzetekre kell felosztania ugy,

hogy a négyzetek oldala is csak egész cm hosszi-

sagu lehet.

a) Add meg az Osszes felosztasi lehetéséget!

b) Mennyi a legtobb és mennyi a legkevesebb
négyzet, ami a felosztds soran keletkezhet?

6 dij esetén 20 000 Ft, 8 dij esetén 15 000 Ft, 10 dij esetén
12 000 Ft jut egy embernek.

Maximum 200 000 Ft-ot lehet szanni a dijakra. Mek-
kora az a legnagyobb 0sszeg, amely akar 6, akar 8, akar
10 részre eloszthatd, ha nem fontos, hogy ezerrel oszt-
hatdak legyenek a dijak?

Megoldds

A 6; 8 és 10 kozos tobbszorosei: 120; 240; 360; ... . Melyik
ezek koziil a legnagyobb, amely még kisebb, mint 200 000?
Az egyéneknek adhat6 lehet§ legnagyobb osszeget ugy
kapjuk, ha a teljes dijazasra szant pénzosszeget a lehetsé-
ges legkisebb szdmmal (ebben az esetben a legkisebb ko-
z0s tObbszorossel) osztjuk. 200 000 : 120 = 1666,7. Ezért
1666 - 120 = 199 920 a legnagyobb ilyen szam 200 000-ig.
Ha 199 920 Ft-ot kiilonitiink el, akkor 6 dij esetén 33 320 Ft,
8 dij esetén 24 990 Ft, 10 dij esetén 19 992 Ft jut egy fére.
(Bar 19 992 Ft-ot készpénzben nem tudunk odaadni, at-
utalni azonban lehet ekkora dsszeget is.)

Definicio: Ha az a pozitiv egész szam tobbszorose a b és a ¢ pozitiv egész szamnak is, akkor az a-t a b és ¢ kozos tobbszo-

rosének nevezziik.

Ko6z6s tobbszoros példaul a két szam szorzata. Barmely két pozitiv egész szamnak végtelen sok kozos tobbszorose van.

Mivel a pozitiv egész szamok barmely részhalmazanak van legkisebb eleme, ezért a k6zos tobbszorosok kozott mindig

van legkisebb.

44. lecke | LEGNAGYOBB K0Z0S 0SZT0O, LEGKISEBB KOZ0S TOBBSZOROS

129



Definicio: Két vagy tobb pozitiv egész szam kozds pozitiv tobbszorosei koziil a legkisebbet a szamok legkisebb kozos
tobbszorosének nevezziik.
Jelolés: [a; b]

Példdul: 18 és 120 kozos tobbszorosei: 360, 720, 1080, ... ; [18; 120] = 360.
Két vagy tobb pozitiv egész szam legkisebb kozos tobbszordsét a szamok primtényezds bontasabdl (vagy ha valamelyik

szam primszam, akkor annak az értékébol) ugy hatarozzuk meg, hogy dsszeszorozzuk a szamokban szerepld sszes prim-
tényez6t az el6fordulo legnagyobb hatvanyon. (Ha barmelyik primtényez6t nem a legnagyobb hatvanyon vennénk, akkor

lenne olyan az eredeti szamok kozott, amelynek az igy kapott szorzat mar nem lenne t6bbszorése.)

Példaul: 4536 = 2°- 3*. 7;

528 =2*.3.11;

[4536; 528] = 2*-3*. 7. 11 =99 792.

Az 1 és barmely pozitiv egész szam legkisebb kozos tobbszordse az adott pozitiv egész szam.

A legkisebb kozos tobbszoros meghatérozasahoz szorozzuk dssze a szamok primtényezds felbontasaban szerepld

minden
primtényezdt

FELADAT

Hatdrozd meg a kovetkez6 szamok legkisebb kozos Egy pozitiv egész szamrol, c-rdl tudjuk, hogy nem

az el6forduld legnagyobb

hatvanyon.

tobbszorosét! primszam. Keress példakat, mi lehet ¢, ha tudjuk,
a) 36¢és180 hogy

b) 15 és 22 a) [20; c] = 60;

c) 600; 1260 és 2340 b) [20; c] = 20;

d) 2°.3*-11% 3°.5.7°.11 ¢és 3°.7°-11° c) [20;c] =220.

d) Melyik a legkisebb ilyen ¢ az a), b), illetve c)

LI Keresd meg a nevezdk legkisebb kozos tobbszoro- pontok esetén?
sét, és vond Ossze a torteket ugy, hogy az legyen
a kozos nevezd! AN Bencének 84 cm x 126 cm-es téglalapokbdl egy
15 5 8 4 13 négyzetet kell kiraknia gy, hogy a téglalapok hosz-
a) -+ —— b) —+ = —
242 99 15 63 70 szabb oldalai mind parhuzamosak legyenek.
a) Mennyi a legkevesebb téglalap, amellyel meg-
YA Hiny olyan kozos tobbszordse van 16-nak, 20-nak oldhaté a feladat?

és 24-nek, amelyek 1000 és 2000 kozé esnek? Me-
lyik ezek koziil a legkisebb? Melyik a legnagyobb?

HAZI FELADAT

130

1>

Hatarozd meg az aldbbi szamok legnagyobb kozos
osztdjat és legkisebb k6zos tobbszordsét!

a) 2°-57¢és2°.3.5°

b) 2°-57¢s3%.11-19"

c) 2°.5% 2%.5% 2%.5°

b) Mekkora a legkisebb kirakhat6 négyzet oldala?
c) Adj meg két masik lehetdséget is!

Hatarozd meg az aldbbi szamok legnagyobb kozos
osztdjat és legkisebb kozos tobbszorosét!

a) 740 és 63

b) 39 és 351

c) 12,36 ¢és 144

SZAMELMELET



Adj meg egy olyan szamot, amelynek a 24-gyel vett

'Y

a) legnagyobb kozos osztdja 6;

b) legkisebb kozos tobbszorose 72;

c) legnagyobb kozos osztdja 8 és legkisebb kozos
tobbszorose 48!

Internetes aukci6s oldalakon rendszerint megadhat-
juk, hogy az egyes meghirdetett arucikkek mennyi
ideig legyenek elérhet6ek. Bedllithatjuk azt is, hogy
ha a megadott idétartam alatt nem kel el a termék,
akkor a rendszer Ujra hirdesse meg azt, ugyanolyan
id6tartamra. Tegyiik fel, hogy egyszerre hirdetjitk

RAADAS

1.

Mar Pitagorasz és kovet6i (a pitagoreusok) is kiilonleges jelentéséget tulajdonitottak a szamoknak, azokat sokszor hét-

'Y

meg a régi kenyérpiritonkat 8 napos ciklussal és
a megunt szamitogépes jatékunkat 6 napos ciklussal.
Legkozelebb hany nap mulva indul egyszerre a két
aukci6, ha kozben egyiket sem vették meg?

Egy 3,3 m x 4,2 m-es, téglalap alaku helyiség pad-
l6jat azonos méretd, négyzet alaku jardlapokkal
szeretnénk burkolni ugy, hogy a lehetd legkeve-
sebb darab jarélapra legyen sziikség. Mekkoranak
valasszuk a jarélap méreteit, ha az oldalhossza csak
egész szamu cm lehet? (A jardlapok hézagmente-
sen illeszkednek egymashoz.)

koznapi elnevezésekkel illették, emberi vagy akar magikus tulajdonsagokkal ruhaztak fel.

A természetes szamok korében beszéltek szlikolkodd, bvelkedd és tokéletes szamokrol.

Azt mondtak, hogy egy természetes szam

- sziikolkodé (vagy hidnyos), ha a szamnal kisebb osztoinak 6sszege kisebb a szamnal,

példdaul: 8 > 1+ 2+ 4;

- bovelkedé (vagy gazdag), ha a szamnal kisebb osztdinak dsszege nagyobb a szamnal,

példaul: 12 < 1+2+3+4+6
- tokéletes, ha felirhat6 a szamnal kisebb osztoinak 6sszegeként,
példdul: 6 =1+ 2 + 3.

Nem tudjuk, hogy létezik-e paratlan tokéletes szam, és azt sem, hogy létezik-e végtelen sok tokéletes szam.

A pitagoreusoktdl szarmazik a baratsagos szamok fogalma is.
Azokat a szamparokat, amelyekre igaz, hogy az egyik szam 6nmaganal kisebb osztdinak sszege a masik szammal egyen-

16 és forditva, baratsagos szamoknak hivjuk.
Példaul:

a 220 és 284 baratsagos szampart alkot, mivel 284 =1+ 2 +4 + 5+ 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110, ahol 220 6n-
maganal kisebb osztéi: 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110; valamint 220 = 1 + 2 + 4 + 71 + 142, ahol 284 énmaganal

kisebb osztoi: 1, 2, 4, 71, 142.

Nem tudjuk, hogy végtelen sok baratsagos szampar van-e, ahogy azt sem, hogy lehet-e egy paros-paratlan szampar ba-

ratsagos, vagy lehet-e egy baratsagos szampar két tagja egymashoz relativ prim.

FELADATOK

Mutasd meg, hogy a 28, valamint a 496 tokéletes szam!

Vizsgald meg, hogy a 12; 34; 100; 1024 szamok a sz(ikolkodd, bévelked6 kategoridk melyikébe tartoznak!

Mutasd meg, hogy az 1184 és az 1210 baratsagos szampart alkot!
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BEVEZETO

Részlet egy részvénytarsasag osztalékels6bbségi joggal ren-
delkez6 részvényeinek torzsrészvénnyé vald atalakitdsardl
sziiletett hatarozatabol:

»A tdrsasdg alaptékéje dsszesen 11 385 db, azaz tizenegy-
ezer-hdromszdznyolcvanit darab 100 Ft, azaz Szdz Forint
névértékii, névre sz6lé dematerializdlt részvénybdl dll, mely-
bél Osszesen 11 385 db, azaz tizenegyezer-hdromszdznyolc-

Oszthatosag 2-vel, 4-gyel, 8-cal:
Egy természetes szam oszthat6

2-vel, ha a szam utolsé szamjegye oszthato 2-vel (0; 2; 4; 6; 8 az utolso szamjegy);
4-gyel, ha a szam utolsé két jegyébdl allé kétjegyt szam oszthat6 4-gyel;
8-cal, ha a szam utols6 harom jegyébdl dll6 haromjegyl szam oszthaté 8-cal.

Oszthatosag 5-tel, 25-tel, 125-tel:
Egy természetes szam oszthat6
5-tel, ha a szam utolsé szamjegye oszthatd 5-tel;

25-tel, ha a szam utolso két jegyébdl allo kétjegyli szam oszthatd 25-tel;
125-tel, ha a szam utols6 harom jegyébdl all6 haromjegyt szam oszthat6 125-tel.

Oszthatosag 3-mal, 9-cel:

Egy természetes szam oszthat6
3-mal, ha a szamjegyeinek 6sszege oszthatd 3-mal;
9-cel, ha a szamjegyeinek 6sszege oszthat6 9-cel.

Szam felirasa ismeretlen szamjegy esetén

vanét darab 100 Ft, azaz Szdz Forint névértékii névre sz6lo
dematerializdlt formdban eléallitott torzsrészvény lesz.”
Szét tudjak-e osztani 2; 9 vagy 25 tag kozott egyenld mér-
tékben a 11 385 db azonos értékii részvényt?

Ahhoz, hogy az oszthatdsaggal kapcsolatos problémakat
megoldjuk, nem fontos minden esetben részletes, hossza-
dalmas szamolasokat végezniink, ha ismeriink oszthatdsa-
gi szabalyokat.

243

23 3
(23

3 9

Jelolés: — az 123a5 olyan 6tjegyl szamot jel6l, amelyben a 4. szamjegyet nem ismerjiik, azt a-val jel6ljiik.

— az abab olyan négyjegyu szamot jelol, amelyben az elsé és a harmadik szamjegy azonos, valamint a masodik és

a negyedik szamjegy azonos.
Megjegyzés

Egy 10-es szamrendszerbeli egész szam oszthat6 10" egy osztdjaval, ha az utolsé n szamjegybdl all6 szam oszthaté az adott

osztdval.

Valaszoljunk a Bevezetdben feltett kérdésre!

Megoldds
11 385 darab részvény nem oszthato szét egyenlé mértékben
sem 2, sem 25 részre, viszont szétoszthato igy 9 részre.

Ugyanis:

2 /11385, mert 2 { 9;
911385, mert9 |1 +1+3+8+5=18;
25 / 11385, mert25 / 85.
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FELADAT

Hany olyan négyjegyt szam képezhet6 a 2; 5; 7; 8 Az alabbi otjegyt szamokban néhdny szamjegyet

szamjegyek mindegyikének egyszeri felhasznalasa-
val, amely oszthato6
a) 2-vel;
b) 9-cel;

c) 25-tel;
d) 4-gyel?

N
'Y

Az alabbi allitasok koziil melyik igaz, melyik ha-
mis? Valaszod indokold!

a) 3| (10" +24)

b) 5| (30" + 15)

c) 8 (20°+ 1920)

d) 9| (10" +26)

Egy szeptemberi iskolai kirdndulasra 9. osztalyosok
(Golyak) és 12. osztalyosok (Végzésok) mennek. A di-
akokat évfolyamtol fiiggetleniil, a jelentkezés sorrend-
jében csoportokba osztottdk, melyek létszama 15; 13;
12; 14; 16; 19 £6. Az egyik csoportvezetd megfigyelte,
hogy a sajatjan kiviili tobbi csoportban 1évé diakok ko-
z0tt Osszesen éppen kétszer annyi a Golya, mint a Vég-
z6s. Melyik csoport vezetdje tette ezt a megéllapitast?

Megoldds
Ha a tobbi csoportban osszesen kétszer annyi Gdlya van,
mint Végzds, akkor az azokban 1évé didkok szama 3-mal

1. Maradékos osztas

Legyenek a és b természetes szamok.

kitakartunk.
A=4E131 C=104HN
B=HcHE52 D=5M283

a) Melyik szamrol tudod biztosan eldonteni, hogy
oszthaté 4-gyel, 3-mal, 125-tel?

b) Pétold a D szamban a hianyz6 szamjegyet tgy,
hogy oszthato legyen 9-cel!

c) Ird fel a B szdm Osszes lehetséges esetét ugy,
hogy oszthato legyen 8-cal!

d) Melyek lehetnek a C és a D szamban a hidnyzo
szamjegyek, ha a C + D 6sszeg oszthatd 25-tel?

oszthato természetes szam (mivel ha a Végzdsok szamat te-
kintjiik 1 egységnyinek, akkor a Golyak szama 2 egységnek
felel meg, igy Osszesen 3 egységnyi emberrdl beszélhetiink,
azaz szamuk 3 tobbszorose). Az egyes eredeti csoportok-
ban 1évé didkok szamanak 3-mal valé osztasi maradéka
rendre: 0; 1; 0; 2; 1; 1. Ahhoz, hogy a tobbi csoportbeli
didkok szamanak 0sszege 3 tobbszorose legyen, sziikséges,
hogy az emlitett csoportvezet csoportjan kiviil megma-
radt 6t csoport 3-mal val6 osztdsi maradékainak Osszege
oszthato legyen 3-mal. Ez csak akkor lehetséges, ha a cso-
portvezetd csoportja 14 f6s, igy a tobbi csoportban l1évék
kozott 50 Golya és 25 Végzds lesz.

- a oszt6ja b-nek: az a maradék nélkill megvan b-ben E> 0 a maradék;

- anem osztdja b-nek E> a maradék 0-tol kiilonb6z6 pozitiv egész szam.

A maradékos osztas matematikai formdban:

b=a-k+ r, ahol k természetes szdm, és az r maradék az a értékénél kisebb természetes szam.

b=a - k+r

osztando 0szto

hanyados maradék:r€{0;1;2;...;a— 1}

Példdul: Ha 1200 forintbdl szeretnénk minél t6bb 350 forintos csokit, akkor megtehetjiik, hogy vesziink 3 darabot, és
megmarad 150 forintunk. Ezt matematikai formaban igy irhatjuk: 1200 = 3 - 350 + 150.
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2. Maradékosztalyok
A maradékos osztas vizsgalatakor az osztasi maradékoknak megfelel6en tigynevezett maradékosztalyok jonnek létre.

Egy pozitiv egész szdammal val6 oszthatdsdg esetén éppen annyi maradékosztaly van, amennyi a természetes szam

értéke.
Példdul:
1. Egy természetes szam 5-tel osztva adhat 0; 1; 2; 3; 4 (vagyis 6tféle) maradékot. Két szam ugyanabba a maradékosz-

[0
‘Y

()
'Y
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talyba tartozik, ha megegyezik az 5-tel valo osztasi maradéka.
Az 5-tel val6 oszthatosaga szempontjabol minden természetes szam felirhaté az

[ 5k J [ 5k+1 J [ 5k+2 ] ( 5k+3 ] ( 5k +4 ] alakok valamelyikében, ahol k természetes szam.

Egy természetes szam 7-tel osztva adhat 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6 (vagyis hétféle) maradékot. Két szam ugyanabba a mara-
dékosztalyba tartozik, ha megegyezik az 7-tel val6 osztasi maradéka. (k természetes szam.)

7k 7k +1 7k +2 7k+3 7k + 4 7k +5 7k + 6
7 8 9 10 11 12 13
14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27
28 29 30 31 32 33 34
Megjegyzés

Ha tudjuk a hénapok napjainak szdmdt, és azt, hogy az adott év szokéév vagy sem, akkor a 7-tel vald osztasi mara-
dék alapjan meg tudjuk hatarozni, hogy az év mely ddtumai esnek ugyanolyan napra.

A szokdévekben a napok szdma 366, ekkor a februar 29 napbdl 4ll.

Nézz utdna az interneten a szok6évekkel kapcsolatos érdekességeknek (pl. miért van sziikség a szok6év alkalmaza-
sara; hogyan hatdrozzak meg, hogy melyik év legyen szo6k6év; melyik nap a szokénap; olimpiak datumai)!

Adj meg olyan szamot, amely sagu (tehat az abran jelolt zold iv és zold szakasz

a) nagyobb, mint 30, kisebb, mint 40, és 8-cal val6 hossza egyenld).

osztasi maradéka 3;

20 " _ z " 1 7 _ 7 o Wit WAt e,

b) kétjegyti, 0-ra végzddik, és 4-gyel vald osztasi R \11 2 0 o9 e,

maradéka 2; S 2 Sy 87
c) haromjegyt, és 40-nel vald oszthatdsi maradé- Zy 3= ¢ 6=

ka 37; B as o or_>

: ; Z N z N

d) 6-tal osztva 1, valamint 7-tel osztva 2 maradé- “7 6 B\ ‘1 T II\ o

kot ad! I"II_\—\“’\> AT RN

Do
. 0 1 2 3 4 5 6

a) Ha ma kedd van, akkor milyen nap lesz 100 nap

mulva? a) 8 teljes kor megtétele utdn a szamegyenes me-
b) Ha egy szok6évben januar 1. szombatra esik, lyik szdméval érintkezik az dralap?

akkor milyen nap lesz aprilis 1.? b) A szamegyenesen mely szamokra illeszkedhet

az dralap 11-es szama?

Egy szdmegyenes mentén gorditsiink vegig az db- c) Az 6ralapon 1évé mely szdmok illeszkedhetnek

ran lathaté moédon egy dralapot. A kor keriilete a a szémegyenesen a 10, a 24, a 37, az 59, a 100, a

2021 szamokra?

szamegyenes egységeiben mérve 12 egység hosszu-
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HAZI FELADAT

Az 1x687y egy hatjegyti szamot jelsl. Mit irhatunk L 12 3,

az x és y helyére, hogy a szam oszthato legyen
a) 4-gyel; c) 8-cal;
b) 3-mal; d) 9-cel?

2> Hany olyan négyjegyti természetes szam van, amely
a) 6-tal osztva 5; b) 7-tel osztva 6 Vizszintes 1. ezta szamot 98-cal osztva
maradékot ad? a maradék 11

4. primszam

<] Milyen maradékot ad 5. négyzetszam
a) 10”4342  3-mal osztva; Fiiggéleges 1. (105; 175)
b) 50 + 4567  5-tel osztva; 2. [54;144]
c) 40 + 98 8-cal osztva; 3. ezta szamot 72-vel osztva
d) 102 +2222  9-cel osztva? a maradék 21

RAADAS

1. A 7-tel valé oszthatdsag ellendrzése
Héromjegyt szamokhoz jo modszer a kovetkezd: hagyjuk el az egyesek helyén all6 szamjegyet, majd az igy kapott kétje-
gyl szambol vonjuk le az elhagyott szamjegy kétszeresét.
Ha az eredményiil kapott szam egy egész szam 7-szerese, akkor az eredeti haromjegy(i szdm is az; ha nem, akkor az
eredeti sem.
E szabaly alapjan allapitsd meg, hogy az alabbi szamok koziil melyik oszthat6 7-tel!
352, 805, 959, 410

2. Oszthatosag 11-gyel

A kovetkez6 szamok mind oszthatok 11-gyel: 10 + 1, 100 - 1, 1000 + 1.

a) Folytasd a megkezdett sorozatot, és ellendrizd szamoldgéppel, igaz marad-e a 11-gyel val oszthatdsag!

b) Melyik oszthaté 11-gyel? 10* + 1; 10* - 1; 10°+1; 10°-1; 10°+1; 10° -1

c¢) Ellendrizd, hogy helyes-e a kévetkezé gondolatmenet!
247 =2-10"+4-10"+7=2-99+2+4-11-4+7.
Tehat247 =2-9-11+4-1142-4+7=22-11+(2-4+7).
Mivel 2 - 4 + 7 = 5, ezért a 247-et 11-gyel elosztva 5 maradékot kapunk. A 247 tehit nem oszthat6 11-gyel.

d) Vizsgaljuk az 572-t a 11-gyel val6 oszthatdsag szempontjabol! Mivel 5 - 7 + 2 = 0, a ¢) feladat alapjan azt gondolhat-
juk, hogy 11 | 572.
Mutasd meg, hogy helyes a sejtés (ird fel az 572-t igy, ahogyan a c)-ben a 247-et)!

e) Szamologép és a 11-gyel vald osztas elvégzése nélkiil mutasd meg, hogy a kovetkezd szamok mind oszthatok 11-gyel!
352, 3190, 5599, 6391

Egy porzitiv egész szam pontosan akkor oszthatd 11-gyel, ha a szamjegyeit valtakozo eljellel 6sszeadva olyan szamot
kapunk, amely egy egész szam 11-szerese.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

a) Ird a piros téglalapokba a megfelelé6 halmazok bettjelét Ggy, hogy helyes legyen a [ —

felrajzolt Venn-diagram!

A = {4-gyel oszthato, 40-nél kisebb pozitiv egészek}
B = {6-tal oszthat6, 40-nél kisebb pozitiv egészek}

C = {2-vel oszthato, 40-nél kisebb pozitiv egészek}

D = {24-gyel oszthatd, 40-nél kisebb pozitiv egészek}
E = {12-vel oszthato, 40-nél kisebb pozitiv egészek}

b) Déntsd el, hogy igazak vagy hamisak az alabbi kijelentések! Valaszod indokold!
A: A 6 nem paros szam.
A,: Van olyan paros szdm, amely nem oszthat6 4-gyel.
A,: Ha egy szam oszthato 4-gyel és 6-tal, akkor oszthaté 24-gyel.
A,: Ha egy szam tobbszorose a 24-nek, akkor tobbszordse a 12-nek is.
Ag: A 12 minden tobbszorose oszthato 4-gyel és 6-tal.
A Ha egy szam oszthato 2-vel és 4-gyel, akkor oszthaté 6-tal.
A,: A fenti halmazabran 3 olyan szam van, ami oszthat6 4-gyel és 6-tal.
Ag: A fenti halmazabran 12 olyan szam van, ami oszthat6 4-gyel vagy 6-tal.

Megoldds
b) A,: hamis, mert a 6 tobbszorose a 2-nek. (6 € C)
Ayigaz,pla2. 2€Cés2 ¢ A)
A,: hamis, pl. a 12 oszthat6 4-gyel és 6-tal, de nem oszthato 24-gyel.
(12€ A N Bés 12 ¢ D)
A, igaz, mert a 24 tobbszorose a 12-nek. (D C E)
A,:igaz, mert a 12 tobbszorose a 4-nek és a 6-nak is. (E=A (N B)
A6
A7

: hamis, pl. a 4 oszthat6 2-vel és 4-gyel, de nem oszthato 6-tal.

: igaz, mert az ,,és” k6t6sz6 miatt az A () B halmaz elemeit kell figyelembe venni.
Ay igaz, mert a ,vagy” kot6szo miatt az A U B halmaz elemeit kell figyelembe venni.

Megjegyzés
A kidolgozott feladatban nemcsak az oszthatdsaggal kapcsolatos fogalmakat és szabalyokat kellett megfeleléen hasznalni,
hanem figyelniink kellett a halmazokban elhelyezkedd elemek kapcsolatdra, valamint a megfogalmazott éllitasokban sze-

repld kotdszavakra is.

1. A matematikai logika alapfogalmai
A matematikai logika a matematikdnak az az 4ga, amely allitasokkal, kovetkeztetésekkel, és ok-okozati kapcsolatok
vizsgalataval foglalkozik.

Allitas (vagy kijelentés vagy itélet)  kijelentd mondat, amelyrél egyértelmien eldonthetd, hogy igaz vagy hamis
Az allitas logikai értéke igaz / hamis




2. Logikai miiveletek I. (A tabldzatban a zold szin igaz allitast, a piros szin hamis allitast jelol.)

A miivelet
megnevezése

A miivelet
logikai
értéke

Példa

Megjegyzések

»hem” miivelet, vagyis
tagadas (negdcid)

igaz, ha az eredeti
allitas hamis,

hamis, ha az eredeti
allitas igaz
A 6 pdros szdm. (igaz)
tagadasa: (hamis)
Nem igaz, hogy a 6
pdros szdm.
A 6 nem pdros szdm.
A 6 pdratlan szdm.

Az 1 primszdm. (hamis)
tagadasa: (igaz)
Nem igaz, hogy az 1
primszdm.
Az 1 nem primszdam.

- A de kotdsz6 ,¢és” miveletet fejez ki.

- Az ,.és” miivelethez hasonld jelentéssel bir¢ ,,és” kapcsolattal talalkoztunk mar a halmazok metszetének definidlasa

»6s” milvelet
(konjunkcio)

igaz, ha mindkét
kijelentés igaz,

minden mds esetben
hamis

A 7 paratlan szdm és a
6 pdros szdm. (igaz)

A 7 pdratlan szdm és az
I primszdam. (hamis)

A 6 pdratlan szdm és az
I primszdam. (hamis)

»vagy” miivelet,
megengedd vagy
(diszjunkcio)

igaz, ha legalabb az
egyik kijelentés igaz,

mas esetben hamis
A 12 oszthaté 3-mal

vagy a 2 primszdm.
(igaz)

A 7 pdratlan szdm vagy
az 1 primszdm. (igaz)

A 6 pdratlan szdm vagy
az 1 primszam. (hamis)

»vagy-vagy” miivelet,
azaz kizard vagy

igaz, ha a két kijelentés
koziil kizarolag (ponto-
san) az egyik igaz,

mas esetben hamis
Vagy a 7 paratlan szdm,
vagy az 1 primszdm.

(igaz)

Vagy a 6 paratlan szam,
vagy az 1 primszdm.
(hamis)

Vagy a 12 oszthaté
3-mal, vagy a 2 prim-
szdm. (hamis)

soran: A () B jelenti azon elemek Osszességét, amelyek az A és B, azaz mindkét halmaznak elemei.

- A ,megengedd vagy” mivelethez hasonlo jelentéssel biré ,vagy” kapcsolattal talalkoztunk mar a halmazok uniéja-
nak definidldsa sordn: A U B jelenti azon elemek Gsszességét, amelyek az A vagy B, azaz legalabb az egyik halmaz-

nak elemei.

- A negaci6 logikai mtvelet halmazelméleti megfeleléje a komplementerképzés.

3. Minden / Van olyan

Az oszthatdsag kapcsan (és a matematika egyéb teriiletein) gy fogalmazunk meg szabalyokat, tételeket, hogy az azok-
ban hasznélt szavakbdl kideriil, hogy altalanos érvényii a kijelentés, vagy csak el6fordulnak (1éteznek) olyan szamok,

melyekre a kijelentés igaz.
Példdul: Minden kétjegyti primszdm pdratlan. (altalanos érvényi tulajdonsag a kétjegyl primekre)

Az dltalanos érvényti (univerzalis) kijelentések tagadasakor azt fejezziik ki, hogy van olyan szam, amelyre nem

érvényes a kijelentésben megfogalmazott tulajdonsag.

Az el6bbi 4llitas tagadasa: Van olyan kétjegyti primszdm, ami nem pdratlan (vagy masképp: Van kétjegyti pdros

prim). (Hamis a logikai értéke, mivel az eredeti allitds igaz.)

Példaul: Van olyan primszdm, ami pdros. (bizonyos tulajdonsdggal bird szam létezését fogalmazza meg)

A létezést, el6fordulast (egzisztenciat) megfogalmazo kijelentések tagadasakor azt fejezziik ki, hogy csakis olyan

szam van, amelyre nem érvényes a kijelentésben megfogalmazott tulajdonsag.

Az el6bbi dllitas tagadasa: Minden primszdm nem pdros. (vagy masképp: Minden primszdm pdratlan.) (hamis a

logikai értéke, mivel az eredeti dllitas igaz)

minden / barmely

(@ltaldnos érvényii tulajdonsdg)

tagadds

létezik / van olyan

(eléfordulé tulajdonsag)

tagadds
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A

létezik / van olyan
(el6fordulé tulajdonsdg)

minden / barmely
(d@ltaldnos érvényii tulajdonsdg)
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Daontsd el, hogy kijelentések-e az alabbi mondatok,

azaz egyértelmtien eldonthetd-e, hogy igazak vagy

hamisak!

Amelyik kijelentés, annak add meg a logikai érté-

két, és fogalmazd meg a tagadasat is!

a) A 11 paratlan szam.

b) A 9571 tobbszorose a 3-nak.

c) Az oszthat6sagi szabalyok konnyen megjegyez-
hetdk.

d) Az>5 relativ prim a 6-hoz.

e) Végtelen sok primszam van.

f) A 13 szerencsés szam.

g) A 12-nek legalabb 5 osztdja van.

Fogalmazd meg az aldbbi kijelentések tagadasat!

a) Van olyan szam, amelynek pontosan 5 pozitiv
osztodja van.

b) Minden primszamnak pontosan 2 osztdja van.

c) Béarmelyik természetes szamnak végtelen sok
tobbszorose van.

d) Létezik olyan természetes szam, ami oszthat6
0-val.

3>

Helyezd el a 20-nal kisebb pozitiv egész szamokat a
halmazabraban, majd vélaszolj a kérdésekre! Melyik
20-nal kisebb pozitiv egész szamokra teljesiil, hogy

—| 20-ndl kisebb pozitiv egészek I

[ 30 osati]

3 tobbszorosei 5 tobbszorisei

a) a 3-nak tobbszordse és a 30-nak osztdja;

b) az 5-nek tobbszorose vagy a 30-nak osztoja;

c) vagy a 3-nak tobbszordse, vagy a 30-nak osz-
tdja;

d) nem osztdja a 30-nak, de tobbszorose az 5-nek?

4. Logikai miiveletek II. (A tdblazatban a z6ld szin igaz dllitast, a piros szin hamis allitast jel6l.)

a miivelet

megnevezése (implikdcio)

Ha ez az aut6 egy Suzuki, akkor Olaszorszagban gyartottak.

(igaz, mivel nem Suzuki)

»ha..., akkor” miivelet, kovetkeztetés;

»akkor és csak akkor” miivelet
(ekvivalencia)

a miivelet hamis, ha az el6tag igaz és az utétag hamis akkor igaz, ha a két kdjelentés (cldtag
logikai ’ és utotag) logikai értéke megegyezik
oy minden mas esetben igaz
érteke 5 mas esetekben hamis
Ha ez az aut6 egy Ferrari, akkor Olaszorszagban gyartottak.
(igaz) Egy auté akkor és csak akkor Ferrari,
ha az olasz Ferrari-gydrban gydrtot-
élda Ha ez az aut6 egy Ferrari, akkor Magyarorszagon gyartottak. ik & &
dk.
P _ (hamis) ]
(igaz)

Egy auté akkor és csak akkor Ferrari,
ha Olaszorszdgban gydrtottdik.

Ha ez az aut6 egy Suzuki, akkor Magyarorszagon gyértottdk. (hamis, mert lehet mas markaj is)

(igaz, mivel nem Suzuki)

Egy »ha..., akkor” tipusu allitas hamis, ha létezik ellenpélda: van olyan eset, amikor az elGtag igaz és az utétag hamis

(igy a kovetkeztetés nem teljestil).
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»ha..., akkor” allitds hamis

=

van ellenpélda!
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5. Allitas és megforditasa

Y

4

Egy ,ha A, akkor B” tipusu allitds megforditasan a ,ha B, akkor A” dllitast értjiik, vagyis felcseréljiik a feltételt és a

kovetkezményt.

Az allitast és megforditasat egyben megfogalmazhatjuk ,, A akkor és csak akkor B” formaban.

Egy igaz allitds megforditdsa nem biztos, hogy igaz.
Példdul:
1. Allitds: Ha egy egész szdm oszthatd 4-gyel, akkor pdros. (igaz)

Az 4llitas megforditasa:

Ha egy egész szam pdros, akkor oszthaté 4-gyel. (hamis, ellenpélda példaul a 6)
Az elébbiek miatt:
Egy egész szam akkor és csak akkor oszthato 4-gyel, ha pdros. (hamis)

2. Allitas: Ha egy egész szdm oszthaté 3-mal, akkor szdmjegyeinek dsszege oszthaté 3-mal. (igaz)

Az allitas megforditasa:

Ha egy egész szam szdmjegyeinek Osszege oszthaté 3-mal, akkor oszthaté 3-mal. (igaz)
Az elbbiek miatt:
Egy egész szam akkor és csak akkor oszthaté 3-mal, ha szamjegyeinek dsszege oszthaté 3-mal. (igaz)

FELADAT

Ird le az alabbi kijelentések megforditdsat, majd Igazak-e az alabbi kijelentések? Valaszod indokold!
add meg az eredeti kijelentés és a megforditas lo-

gikai értékét!

a)

b)

c)
d)

Ha egy természetes szam oszthatd 3-mal, akkor
oszthat6 9-cel.

Ha egy természetes szam oszthat6 12-vel, akkor
oszthato 4-gyel.

Két primszam 6sszege mindig paros.

Ha egy szampdr tagjai kiilonbozo osszetett sza-
mok, akkor relativ primek.

HAZI FELADAT

1y

a)

b)

(Erettségi feladat nyomdn, 2010)
Déntsd el, hogy az alabbi allitasok koziil melyik
igaz és melyik hamis!
I. Minden primszam paratlan.
II. Létezik paratlan primszam.
L.
Iv.

Minden egész szam racionalis szam.
Van olyan irracionalis szam, amelyik felir-
hato két egész szam hanyadosaként.

V. Nem létezik paros primszam.
Fogalmazd meg az a) feladatrészben leirt kije-
lentések tagadasat!
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a)

b)

c)

d)

e)

=

b)

Egy természetes szam akkor és csak akkor oszt-
hat¢ 5-tel, ha az utolsé szamjegye 5.

Egy természetes szam akkor és csak akkor
primszam, ha pontosan 2 osztéja van.

Egy természetes szam akkor és csak akkor oszt-
hato 4-gyel, ha oszthat6 8-cal.

Két pozitiv egész szorzata akkor és csak akkor
péros, ha mindkét szam paros.

Egy porzitiv egész szam akkor és csak akkor
oszthatd 12-vel, ha oszthatd 3-mal és 4-gyel.

(Erettségi feladat, 2020)

Add meg az alébbi allitasok logikai értékét (igaz

vagy hamis)!

A: Ha egy pozitiv egész szam osztdja 24-nek,
akkor oszt6ja 12-nek is.

B: Ha egy pozitiv egész szam oszthatd 12-vel,
akkor oszthato 6-tal is.

C: Ha egy pozitiv egész szam oszthat6 2-vel és
4-gyel, akkor oszthatd 8-cal is.

[rd le az a) feladatrészben leirt minden kijelen-

tés megforditasat, és hatarozd meg azok igaz-

sagértékeét!
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BEVEZETO

Vizsgaljuk 765-nek és 2900-nak a 45-tel valé oszthatdsagat!
Mivel 45 = 59, ezért elegendd az 5-re és a 9-re tanult oszt-

hatdsagi szabdly segitségével azt vizsgalnunk, hogy 765, va-

lamint 2900 tobbszorose-e az 5-nek, valamint a 9-nek.

Osszetett oszthatésagi szabalyok

A 765 megfelel mindkét oszthatésagnak, ezért oszthat6 45-
tel. A 2900 nem oszthatd 9-cel, ezért nem oszthatd 45-tel

Ha szorzatta alakitassal vagy Venn-diagrammal dbrazolva vizsgaljuk a megfelel6 tobbszorosok halmazat, konnyen belat-
hatok az aldbbi szabalyok:
Egy természetes szam akkor és csak akkor

— oszthato 6-tal, ha oszthaté 2-vel és 3-mal;

— oszthatd 10-zel, ha oszthatd 2-vel és 5-tel (vagyis ha 0-ra végz8dik);

— oszthat6 10-zel, 100-zal, 1000-rel ..., ha 0-ra, 00-ra, 000-ra... végzddik;
— oszthatd 12-vel, ha oszthat6 3-mal és 4-gyel;
— oszthatd 15-tel, ha oszthatd 3-mal és 5-tel.

Hasonl6an megfogalmazhatunk oszthatésagi szabalyokat Gjabb Gsszetett szimokra. Vegyiik észre, hogy az oszthatdsagot

mindig egymassal relativ prim szdmparok (vagy szamharmasok stb.) oszthatésagara tudjuk visszavezetni.

oszthatd a-val és oszthato b-vel és

a és b relativ primek

oszthato (a - b) -vel

CSOPORTMUNKA

1>

N
Y

w
Y
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Bontsd fel az 1260-at primtényezdék szorzatara, és a
primtényez6kbdl allitsd 6ssze az 1260 sszes osztdjat!
Sikeriilt megtaldlnod mind a 36 oszt6t?

Az x és y két egyjegyli pozitiv egész szam. Az xy az
a kétjegyt szam, amelynek elsé jegye x, masodik je-
gye y; a 3xy pedig az a haromjegy(i szam, melyben
az elsé szamjegy 3, a masodik x, a harmadik y. Mely
szamokra teljesiil, hogy (3xy; xy ) = 3? Keresd meg
az Osszes lehetdséget!

Igazak-e az alabbi allitasok? Vdlaszodat indokold!

a) Ha egy szam oszthaté 3-mal, akkor a négyzete is
oszthat6 3-mal.

b) Ha egy szam négyzete oszthaté 3-mal, akkor
a szam is oszthatd 3-mal.

¢) Ha egy szdm oszthaté 3-mal, akkor a négyzete
oszthat6 9-cel.

d) A 10 minden 1-nél nagyobb egész kitev6jli hatva-
nya oszthato 25-tel.

e) Barmely harom egymast kovetd pozitiv egész
szam szorzata oszthatd 6-tal.

f) Béarmely 6t egymast kovetd pozitiv egész szam
szorzata 0-ra végz8dik.

g) Ha egy szam oszthat6 4-gyel, akkor az azt kovetd
masodik legkisebb paros szam is oszthaté 4-gyel.

h) Ha egy Osszetett szam oszthaté 3-mal, akkor azt
tetszéleges modon két pozitiv egész tag Gsszegére
bontva e tagok is oszthaték lesznek 3-mal.

i) Ha egy Osszetett szam oszthat6 3-mal, akkor azt tet-
sz6leges modon két pozitiv egész tényezd szorzatara
bontva e tényezdk is oszthatdk lesznek 3-mal.

SZAMELMELET
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Magyarorszagon az orszaggytlési képvisel6ket 1990 6ta
négyévente valasztjak. A koztdrsasagi elnokot otévente
valasztjak, ilyen volt példaul 2017-ben is.

a) 2017-et kovetden legkdzelebb mikor tartjuk mind-
két valasztast ugyanabban az évben?

b) Az Eurdpai Parlament képviseldit is 6t évre valaszt-
jak meg. Magyarorszag el6szor 2004-ben kiildhe-
tett képviseloket. Legkozelebb mikor lesz olyan év,
amikor magyar orszaggytilési képvisel6ket és eurd-
pai parlamenti képviselGket is valasztunk?

c) Ha nem torténik valtozas, legkozelebb mikor fog-
juk ugyanabban az évben tartani mindharom va-
lasztast?

Az A, B és C harom kiilénboz6 pozitiv egész szam.
Képezziik beldliik ezeket a szamokat!

a) (4 [B;CD) c) [(4;B); C]

b) ([4; B]; C) d) [B; (4; C)]

Van-e ezek kozott két olyan, amelyekrdl azt allithat-
juk, hogy az egyik biztosan osztdja a masiknak?

HAZI FELADAT
Péros vagy paratlan

a) két paros szam Osszege;

b) két paratlan szam 6sszege;

c) egy paros és egy paratlan szam Osszege;
d) két paratlan szam szorzata;

e) két paros szam szorzata;

f) egy paratlan és egy paros szam szorzata?

Két szam legkisebb kozos tobbszorose 48, legna-
gyobb kozos osztoja 6. Melyik lehet ez a két szam?

Allitsd nagysdg szerint sorba!

(3575; 3125);  (5120; 4480); [72; 15]; [75; 40]
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Adj példat olyan A-ra, B-re és C-re, hogy ezek koziil
kett6 egyenld!
Szamold ki az értékiiket, ha A = 48; B = 60; C = 75.

Ko6zos végallomasrol két buszjarat indul. Az egyiket
6.00 oratol 8.00 ordig 8 percenként inditjak, utana
14.00 draig 9 percenként, majd 20.00 o6raig ajbol
8 percenként, s végiil 22.00 6raig 12 percenként.
A masikat is 6.00 6ratol inditjak, de ezt 9.00 oraig
5 percenként, utana 16.00 6raig 11 percenként. Ek-
kor nem varjak meg, hogy leteljen a 11 perc, hanem
16.00 oratol 21.00 oraig 7 percenként inditjak, és
21.00 utan mar nem indul Gjabb jarat. A nap folya-
man mikor indul egy idében a két buszjarat a végal-
lomasrol?

Pierre Fermat francia jogdsz és matematikus 1636-
ban fogalmazta meg a késébb rdla elnevezett ,kis
Fermat-tétel”-t: Ha p primszam, a pedig tetszéleges
pozitiv egész, akkor az a’ - a szam oszthato p-vel.

Ellendrizd az allitas helyességét a kovetkezd esetek-

ben!

a=2 ¢é p=3 a=2 ¢é p=5
a=3 ¢é p=3 a=3 ¢é p=5
a=4 ¢é p=3 a=4 é p=5

Szamologéppel ellendrizd az allitast néhany nagyobb

szamra is!

a=4 é p=7
a=5 ¢é p=13
a=8 ¢é p=11

Egy aruhdzlanc kozponti raktardban 4 x 16 x 20 (cm)

méretd bonbonos dobozokat szeretnének nagy

kartondobozokba csomagolni. A bonbonos dobo-

zoknak teljesen ki kell tolteniiik a kartondobozo-

kat, figgetleniil att6l, hogy melyik lapjukra éllitva

kezdték berakni 6ket. Minden dobozt ugyanolyan

allasban helyeztek el, mint a legels6t.

a) Legalabb mekkora legyen a kartondoboz hosz-
szusaga, szélessége és magassaga?

b) Hény doboz fér el a legkisebb megfelel6 doboz-
ban?

c) Mekkora a masodik legkisebb megfelelé doboz,
és ebben hany bonbonos doboz fér el?
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BEVEZETO

Bencéék az osztalykirandulason ellatogattak egy csokigyarba. Bencének nagyon tetszett egy automata csomagolégép. So-
kaig figyelte, hogyan mtikodik. A gép 12 csokoladébonbont tett egy kisebb diszdobozba, majd 12 diszdobozt egy nagyobb
kartondobozba. A gépen egy szamldlo jelezte, hogy hany bonbon érkezett (az el6z6 munkafazis utan) a csomagologépbe.

Bence megfigyelte, hogy a kijelz6 azt mutatja, hogy 1347 szem bonbon keriilt aznap reggel a csomagologépbe. Hany disz-
doboz és hany kartondoboz telt meg ezekkel a bonbonokkal?

12 bonbon tesz ki egy tucatot, 12 diszdoboz (egy karton) pedig egy nagytucatot. A nagytucatban 12 - 12 = 144 bonbon van.
1347 :12 = 112, tehat a gép 112 diszdobozba tett 12-12 bonbont, és maradt még 3 bonbon.

Hany kartondoboz telt meg a diszdobozokkal?

Karton- Diszdobozok Bonbonok
112:12 = 9, tehat megtelt 9 karton, és maradt 4 diszdoboz. . .
dobozok szama, amelyek szama, amelyek
4 szama nem keriiltek nem keriiltek
Az 1347 bonbon kitett 9 kartont, 4 diszdobozt és 3 bonbont. kartonba dobozba
Masképp: 1347 bonbon = 9 nagytucat + 4 tucat + 3 darab. 9 4 3

A tablazat alapjan Bence ezt irta fel: 943 ,. Miért?

Bence 12-es szamrendszerben adta meg a bonbonok szamat. A szam megadasakor jelezte a csoportositds alapszamat:
ezal2.

A 943, tehét a kovetkezébt jelenti: 3 bonbon maradt, amely nem tett ki egy diszdobozt, a kartondobozokon kiviili diszdobo-
zokban pedig 4 - 12 bonbon van. Egy kartondobozban ésszesen 12 - 12 = 12 bonbon van, a 9 kartonban ésszesen 9 - 127
Bence tehdta 9-12° +4 - 12 + 3 Osszeget irta fel igy: 943 ,.

10-es szamrendszerben (ahol a megfelelé csomagolas az lenne, hogy a gép 10 csokoladébonbont tesz egy kisebb diszdoboz-
ba, majd 10 diszdobozt egy nagyobb kartondobozba) a bonbonok szamat igy irjuk le: 1347.

Ezt mi igy értjiik: 1347 = 1-10°+3-10°+4-10"' + 7

Vagyis 7 egyes, 4 tizes, 3 szdzas és 1 ezres csomagban van dsszesen annyi bonbon, ami a gépbe eddig bekeriilt.

Ennyi bonbont jelent a 943, jelolés is, ezért 943, = 1347.

SZAMELMELET



FELADAT

Egy masik fajta bonbonbdl 8 keriil egy diszdoboz- Hény bonbont jelzett a szamldl6? A bonbonok szamat

=
‘Y

ba, és 8 diszdoboz egy kartonba. Bence a bonbo- add meg 10-es és 12-es szamrendszerben is!
nok szamat igy adta meg: 725,.

A tizes szamrendszer és mas szamrendszerek

A pozitiv egész szamokat helyi értékes rendszerben, a tizes szamrendszer szerint szoktuk felirni. Ehhez 10 jelet hasznd-
lunk:a 0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 szamjegyeket.

Mi a tizes szamrendszer 1ényege?

Ha sok megszamldlni val6 ,,dolog” van, akkor azokat tizesével csoportositjuk, és feljegyezziik, hany darab maradt ki
a csoportositasbol.

Példdul:

66=6-10+6

15823 = 1-10000 +5-1000+8-100+2-10+3 =1-10"+5-10"+8-10*+2-10+3

Hasonl6 a tobbi szamrendszer alapelve is. Minden szamrendszerben annyi szamjegyre van szitkség, amennyi a szamrend-
szer alapszama.

Példdul:

A kettes szamrendszerben két szamjegyre van sziikség. Ezek a 0 és az 1.

A nyolcas szamrendszerben nyolc szamjegyre van sziikség: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6 és 7. A tizenkettes szamrendszerben tizenkét
szamjegyre van sziikség: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9, mig tovabbi szamjegyek hijan az Gjabbakat az abécé bettiivel potoljuk:
10=A4A;11=8B.

Ha egy szamot a 10-estdl eltéré szamrendszerben irtunk fel, azt a szamjegyek utan jobb alsé indexben, egy kisebb szam-
mal jeloljiik.

Példdul:
A 20123, azt jelenti, hogy itt egy 4-es szamrendszerben felirt szamrol van szo.

A kettes szamrendszer technikai alkalmazasa Neumann Janos (1903-1957) vilaghirt
matematikus nevéhez fiiz8dik. O alkotta meg a szdmitégépek alapjaul szolgdl elve-
ket, melyek egyike a kettes szdmrendszer hasznalata. Elete nagy részét Németorszag-
ban és az Egyesiilt Allamokban
toltotte, de Budapesten dok-
toralt. A matematika szamos
agaval foglalkozott kiemelked6
eredménnyel, tudasaval a gya-
korlati életet kivanta szolgalni.
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[rjuk 4t a 20123, szdmot 10-es szdmrendszerbe!

Megoldds

Készitstink helyiérték-tablazatot, ebbe irjuk be az adott szamjegyeket!
Helyi érték 4* 4° 47 4
Alaki érték 2 0 1
Valodiérték  2-4* =512  0-4°=0 1-4°=16 2:4=38

20123,=2-4"4+0-4"+1-4°+2.4'+3.4°=512+0+ 16 +8+3 =539

[rjuk &t az 1A7B,, szdmot 10-es szdmrendszerbe!

Megoldds

1A7B,,=1-12°+A-12°+7-12'+B-12°=1-12°+10-12° + 7- 12" + 11 - 12° = 1728 + 1440 + 84 + 11 = 3263

Megjegyzés
Az 1A7B,, irhat6 1(10)7(11),, alakban is.

FELADAT

Ird fel a kovetkezd szamokat a tizes szamrendszer- Végezd el a kovetkezd Osszeaddsokat! Az ered-

ben!
2113, 3114, 6142; 6142,

SRl Allitsd nagysdg szerint sorba a szémokat!
435 43, 435 345 34,5 34,
P Mennyi a kovetkezd szdamok dsszege az 6tos szdm-
rendszerben?
a) 1000, 100 10, 1,
b) 20000, 3000, 20, 3,

HAZI FELADAT

A csomagologép kiillonboz6 fajta bonbonokat kiillonb6z6 csoporto-
sitas szerint dobozol. Hany bonbont csomagolt 6sszesen, ha Bence

igy jegyezhetile: 1000, + 100, + 10,,2

I Igazak-e a kovetkezd kijelentések?

a) 100 = 144, b) 100 = 1100100,

A legnagyobb ,,8 bites szam” az 11111111,. Mennyi ez a 10-es szam-

rendszerben felirva?

"IN Trd fel a szdmokat tizes szamrendszerben!

5714, 4226, 40013, 9073,

144

Y

c) 100 = 84,,

ményt ugyanabban a szamrendszerben add meg,
amelyben az sszeadanddkat is megadtuk!

a) 111, +1, = €) 555+ 1; =

b) 222,+1, = d) 999 +1 =

Bonifac élménybeszamol6t tart a nyari matemati-
katéborrol: ,Osszesen 1000 didk volt, koziilik 143
lany és 302 fit. Ki tudjatok talalni, hogy mindezt
milyen szamrendszerben fejeztem ki?” Hatarozd
meg te is, milyen szamrendszerben fogalmazhatta
meg Bonifac a létszamot!

SZAMELMELET



RAADAS

LB A 362 egy maésik szamrendszerben felirva olyan szam, amelynek
a) utols6 szamjegye 2;  b) elsé szamjegye 2.
Melyik lehet ez a szamrendszer?

Haény olyan pozitiv egész szam van a hatos szdimrendszerben, amelynek minden szamjegye kiilonb6z6?

Fogalmazz meg oszthatosagi szabélyokat a hatos szamrendszerben!

Szamrendszerek az informatikaban I.

Ha n 1-nél nagyobb egész szam, akkor létezik n-es szamrendszer. Ebben # jelet hasznalunk. Ha n < 10, akkor altalaban
a0,1,2,3,4,...,n - 1szamjegyeket haszndljuk. Ha n > 10, akkor a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamjegyeken kiviil még mds
jeleket is be kell vezetni. Példaul a 10-et A-val, a 11-et B-vel, a 12-t C-vel, ... jelolhetjiik.

Az informatikaban az adatokat 1-esek és 0-k sorozataként kezelik. Erre azért van sziikség, mert a szamitégépek csak két
allapotot ismernek fel: a ,van jel” (1) és a ,,nincs jel” (0) allapotat. Az informécid tarolasa is ilyen médon torténik; példaul
a magneslemez megfelel$ szakasza vagy magnesezett (1), vagy nem (0). A CD/DVD-lemez tiikorfelillete vagy visszaveri

a lézersugarat az érzékel6be (1), vagy nem (0).

Kiilonbo6z6 szamokat a kettes szamrendszer segitségével tudunk 1-esek és 0-k sorozatara atirni.

Mennyi az 10011010, szam a tizes szamrendszerben felirva?

Helyi érték 20 2 e | 2 2| 2t | 2 1
Alaki érték 1 0 0 1 1 0 1
Val6di érték 0 0

Ez a szam a tizes szamrendszerben: + 16+ 8+ 2 =154,

A kettes szamrendszerben felirt szamokkal az a legnagyobb probléma, hogy nagyon hosszaak.
Irjunk fel egy olyan, viszonylag nem tul nagy szémot, mint a 6700, a kettes szimrendszerben!

6700 = 4096 + 2048 + 512 + 32 + 8 + 4.
Tehat 6700 = 1101000101100,
Ez 13 szdmjegy!

Elterjedt ezért egy masik, a 16-os (hexadecimalis) szamrendszer hasznalata is. Ebben a szamrendszerben a hagyomanyos

10 szamjegynél tobbre van sziikség, igy az abécé betdit is segitségiil hivtak:
A=10, B=11, C=12, D=13, E=14, F =15,

6700-at a 16 hatvanyaival felirva a kovetkez6t kapjuk:

6700 = 1-4096+10-256+2-16+12-1.

Helyiérték-tablazattal:

Helyi érték 16° 16° 16" 1
Valédi érték  1-4096 10-256 216 12-1
Alaki érték 1 A 2 ©

Tehat 6700,, = 1A2C,. Ez mindéssze 4 szamjegy!

A témdban tjabb ismereteket szerezhetsz a kovetkez6 lecke Rdadas részében.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Irjuk fel a 315-6t 6-0s szémrendszerben!

Megoldds

Képzeljiik el, hogy 315 tojast hatosaval csomagolunk. 6 tojas keriil egy tojastartoba, majd 6 teli tojastarté egy dobozba,
s 6 teli doboz lefolidzva egy kis méretd raklapra. Igy egy dobozban 6° = 36, egy raklapon 6° = 216 tojas lesz. Hany raklap és
hany doboz telik meg?

Elsé modszer

315 =52-6+ 3, tehat 52 teli tojastartonk lesz, és
kimarad 3 tojas.

52 = 8- 6 + 4, tehat 8 doboz telik meg, és kimarad
4 tojastarto.

8 = 1-6+ 2, tehat 1 raklap lesz, és kimarad 2 doboz.

216-0s  36-0s 6-0s 1-es
1 2 4 3

Tehat
315=1-21642-36+4-6+3=1-6>+2-6"+4-6+3,
vagy roviden: 315 = 1243

Masodik modszer

Megtoltiink 1 raklapot 216 tojassal, marad 315 - 216 = 99 tojas.

99 =236 + 27, ezért a 99 tojassal 2 dobozt tolthetiink meg, és marad 27 tojas.

27 =46 + 3, ezért 4 tojastartot rakhatunk tele, és marad 3 tojas.

A vastagon irt szdmokat egymdas mellé helyezziik. Igy kapjuk meg, hogy 315 = 1243,




FELADAT

I a) Melyik a nagyobb? A legnagyobb négyjegyii Peti készitett 5 szamkartyat, és azt mondja Pista-
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szam a harmas szamrendszerben vagy a legki-
sebb haromjegyti szam a négyes szamrendszer-
ben?

b) Melyik tartalmaz tobb egyes szamjegyet: a 40
kettes szamrendszerbeli vagy harmas szam-
rendszerbeli alakja?

a) Ird fel az 1011101111, szdmot 10-es szdmrend-
szerben!

b) Ird fel a 491-et kettes szamrendszerben!

c) Ird 4t az 542-t hatos, hetes és nyolcas szdm-
rendszerbe!

A 12-es szamrendszerben 12 szamjegyre van sziik-
ség. Ezek a kovetkezok: tiz szamjegy 0-tol 9-ig
(a szokasos jelentéssel), tovabbda A és B a tiz és
a tizenegy jelolésére.
a) Ird 4t tizes szamrendszerbe!

ABA,; BAB,,; BABA,; ABBA,
b) Ird at tizenkettes szamrendszerbe!

420; 1848; 287
c) Igaz-e, hogy BAB, = 1000,, — 11,2

Egy 4-es szamrendszerben felirt négyjegyli szam
elsé szamjegye 3, masodik szamjegye 1. Milyen
lehet ennek a szamnak a tizes szamrendszerbeli

alakja?

HAZI FELADAT
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Ird 4t a 768-at 4-es, 7-es és 9-es szamrendszerbe!

A szamitogép Osszeadasokat végez. Melyik két 10-
es szamrendszerbeli szamot adta 6ssze, és mi lett az
osszeadas eredménye? Jol szamolt a gép?

a) 10001, + 10010, = 100011,

b) 101010, + 100111, = 1010001,

a) A 77 magyar népmese cim@ konyvet ki lehet-
ne-e ezzel a cimmel is adni: 140, magyar nép-
mese?

b) ,A 145 kiskutya”. Melyik szamrendszerben ir-
tak fel a kedves rajzfilm cimét?
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nak: ,Gondolj egy 31-nél nem nagyobb szamra,
mondd meg, milyen betdjelii kartydkon szerepel,
és én kitalalom a gondolt szamot!” Magyarazd
meg, hogyan gondolkodik Peti! Prébald ki a jaté-
kot te is egy osztalytarsaddal!

A B
1 3 5 7 2 3 6 7
9 11 13 15 10 11 14 15
17 18 21 23 18 19 22 23
25 27 29 31 26 27 30 31
C D
4 5 6 7 16 17 18 19
12 13 14 15 20 21 22 23
20 21 22 23 24 25 26 27
28 29 30 31 28 29 30 31
E

12 13 14 15
24 25 26 27

28 29 30 31

c) Hany éjszaka az 1001 éjszaka, ha a felirt jelsoro-
zat kettes szamrendszerben értend6?

Melyik a legnagyobb négyjegyli szam a négyes
szamrendszerben? Szamold at ezt tizes szamrend-
szerbe és kettes szamrendszerbe!

Az alabbi szorzast az 6tos szamrendszerben végez-
ték el. Sajnos az egyik szamjegyet nem jol allitottak
be, azt nem ismeri fel a szamitogép, és # jelet ir he-
lyette. Mi az ismeretlen szamjegy?

4#20, - 30, = 224#00,
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RAADAS

Szamrendszerek az informatikaban II.

A kettes szamrendszerben felirt hosszt szimok az emberek
szamara nehézkesen kezelhet6k. Ezért is van nagy jelentd-
sége annak, hogy ezeket a szamokat meglehetésen konnyt
a joval kevesebb jegyli négyes, nyolcas vagy éppen 16-o0s
szamrendszerbe felirni. Ez utobbit kedvelik a programozdk
is. Nézziik, hogyan lehetségesek az atvéltasok!

Figyeljiik meg a tablazatban mutatkozé szabalyossagot!

a Négyes szam-
Kettes szimrendszer 2

rendszer

0 0

1 1

1 0 2

1 1 3

1 0 0 1 0

1 0 1 1 1

1 1 0 1 2

1 1 1 1 3

1 0 0 0 2 0
1 0 0 1 2 1
1 0 1 0 2 2
1 0 1 1 2 3
1 1 0 0 3 0
1 1 0 1 3 1
1 1 1 0 3 2
1 1 1 1 3 3

A kettes szamrendszerben felirt szam szamjegyeit jobbrdl
elindulva kettes csoportokba osztjuk. A kettes csoportban
lathaté kétjegyl szamnak a négyes szamrendszerben 0
vagy 1 vagy 2 vagy 3 felel meg.

Semmi mast nem kell tenniink a négyes szamrendszerre
vald attéréshez, mint ezeket a szamjegyeket rendre egymas
mellé irni:

Kettes 1 0 1 1

Négyes 2 3
Tehat 1011, = 23,.

A modszer természetesen visszafelé is miikodik.

Négyes 1 2
Kettes 0o 1 1 0

Tehat 12, = 110, (a kezd6 0-t nem irtuk ki).
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Hosszabb, kettes vagy négyes szamrendszerben felirt szam-
ra is ugyanigy haszndalhaté a moédszer.

Kettes 1 1 0 0 0 O 1 1 1
Négyes 1 2 0 1 3

Tehat 110000111, = 12013,

Négyes 3 0 1 2
Kettes 1 1.0 0 0 1 1 O

Tehat 3012, = 11000110,.

A nyolcas szamrendszerre valo atvaltashoz (,hatulrdl
kezdve”) harmaséval kell csoportositani a kettes szamrend-
szerben felirt szamot, a 16-os szamrendszerhez pedig né-
gyesével.

Példaul irjuk fel az 1110111100010101, szdmot 8-as és 16-

os szamrendszerben is!

2.es 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 O 1 O 1 O 1
8as 1 6 7 4 2 5

2.es 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 O 1 O 1 O 1
16-0s E F 1 5

Tehat 1110111100010101, = 167425, = EF15,,.
(Itt E-vel a 14-et, F-fel a 15-6t jeloltiik.)

A modszer visszafelé is miikodik. Példaul:

16-0s 7 A D
2es 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1

Tehat 7AD,, = 11110101101, (a kezdd nullat, nulldkat
nem irjukle). (A = 10ésD = 13.)

A kettes szamrendszerben dolgozé szamitogépek egyszer-
re csak két szamot képesek 0sszeadni, és ezt az Osszeadast
ugy végzik, ahogyan mi a tizes szimrendszerben papiron
6sszeadunk.

Az egyesek helyén all6 szamjegyeket Osszeadjuk (az Gssze-
adds eredménye 0 és 18 kozott lehet), az eredmény utolso
szamjegyét leirjuk. Ha elértiik vagy atléptiik a 10-et, akkor
a kovetkezd oszlop Osszeadasanak eredményéhez hozza-

adunk 1-et (az 6sszeg tehdt 0 és 19 kozott lehet). 222
+25

1081

Az utolsé jegyet ismét leirjuk és igy tovabb az
elé6bbiekhez hasonloan.

A szamitégép is igy ad Ossze, csak kettes szamrendszer-
ben az 6sszeadds meglepden gyorsan megy. Ha egy helyi

SZAMELMELET



értéken két 0-t kell 6sszeadni, akkor az eredmény is 0. Ha
egy 0-t és egy 1-et adunk Ossze, akkor az eredmény 1. Ha
pedig két 1-est adunk 0Ossze, akkor az 2, ami a kettes szam-
rendszerben az adott helyi értéken 0-t, az eggyel nagyobb
helyi értéken pedig +1-et jelent (akarcsak a 10 a tizes

N
!
1

szamrendszerben).

=l ls
==

(=
&5
efi=]=
—|
Eaa

(Ez az Osszeadas a tizes szamrendszerbeli
108 + 42 = 150 miiveletnek felel meg.)

FELADAT

A tizenhatos szamrendszerben melyik a
a) legkisebb kétjegyt szam;
b) legnagyobb kétjegyii szam;
c) legnagyobb haromjegyti szam?
[rd f6l ezeket tizes szamrendszerben!

P A tizenhatos szamrendszerben hany
a) kétjegyl szam van;
b) haromjegyli szam van;
c) négyjegyli szam van?
ER  Allapitsd meg az alabbi szamokrol, hogy parosak
vagy paratlanok!
a) 10110,  b) 4324,  c) 20121,  d) 4531,
I Melyik az a legkisebb, 5-nél nagyobb egész szam,
amely 7-es, 8-as és 9-es szamrendszerben felirva is
otosre végzddik? Melyik a kovetkezd ilyen szam?
LR Gondold 4t, hogyan szorzunk a tizes szamrendszer-

ben, és ez alapjan végezd el a szorzasokat!
2301,- 11 2301,-21; 1403,-22; 501, - 23,

49. lecke | SZAMRENDSZEREK II.

Az 6t6s szamrendszerben felirtuk az 9sszes olyan sza-

~
‘Y

®
Y

©
Y

mot, amely 6tjegyti és minden szamjegye kiilonboz6.

a) Hany szamot irtunk fel?

b) Ezek hany szazaléka oszthato kett6vel?

c) Fogalmazz meg oszthatosagi szabdlyt az 6tos
szamrendszerben a kett6vel val6 oszthatdsagra!

Milyen alapt szamrendszerben igaz, hogy
12 + 1124 + 1112, = 12412

Hény tizes szdmrendszerbeli pozitiv egész szamra
teljesiil, hogy az 6tds szdmrendszerben a0b, a hetes
szamrendszerben pedig b0a alaktiak?

Legyen m a legkisebb pozitiv egész szam, amely n ala-
pu szamrendszerben kétjegyti, p pedig a legnagyobb
pozitiv egész, amely g alapu szdmrendszerben még
héromjegyt.

Mennyiazn-g,ham-p=130?
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Gyakorlas

FELADAT

Egy régi iskolai fiizetben raakadtunk egy olyan

N
Y

w
Y
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feladat megolddsara, amelyben a kettes szamrend-
szerben felirt szamparok kozott kellett megallapita-
ni, hogy melyik a nagyobb, a kisebb, illetve kisebb
vagy egyenld. Sajnos azonban néhany szamjegyet
(minden esetben pontosan egyet) eltakar egy tin-
tapaca. Jol oldotta-e meg a feladatot annak idején a
diak? Valaszod indokold!

9 100% > m
o @ <
9 0% < 101

Adott az a=2".3%.5%.7.11° természetes szam.
Milyen természetes szamokat irhatunk a k; [; m; n;
p betiik helyére a b = 2" . 3'. 5™ . 7" . 11 természe-
tes szam szorzat alakjdban ahhoz, hogy

a) (a;b) =2"-3%-7.11legyen;

b) [a;b] =2°-3°-5 -7 11°legyen;

c) a-b=2".3°.5.7".11"legyen;

d) a- bnégyzetszam legyen;

e) a - boszthatd legyen 720-szal?

Természetvédelmi program keretében egy terii-
leten facsemetéket iiltetnek. A programot szpon-
zoralé kertészet az elsé héten 500-nal kevesebb
csemetét tud biztositani. Az iiltetésben részt vevo
onkéntes kozépiskolasok kiszamoltdk, hogy ha so-
ronként 8; 9; 10 vagy 12 facsemetét helyeznek el,
akkor az utolsé sorra minden esetben 5 csemete jut.

a) Hany csemetét kaptak a kertészettdl?

b) Hogyan végezzék a telepitést, ha azt szeretnék,
hogy minden sorban ugyanannyi fa legyen és
soronként legalabb 5, de kevesebb, mint 10 fa
keriiljon oda?

(Erettségi feladat, 2018)

)]
Y

)
Y

~
Y

Anna dominokészletében a dominokovek egyik ol-
dala egy vonallal két részre van osztva. Az egyes ré-
szeken a pottyok szama 0, 1, 2, 3, 4, 5 vagy 6 lehet.
A készletben minden lehetséges pottyozésti domi-

ndbol pontosan egy darab van. °
Az 4bréan a 2-6-0s (6-2-es) do-
mind lathato.

Hény olyan dominé van a készletben, amelyen a
két részen 1évé pottyok szamanak szorzata prim-
szdm?

Legyen p = 86 420; g = 13 579; r = 123 456. Hata-
rozd meg a miiveletek elvégzése nélkiil a kovetkezd
szamok kettes, hdrmas, négyes és 6tos osztasi ma-
radékait!

a) ptq c) p+4g; e) qz-r
b) p+q+r d) p-g
Igaz-e, hogy

a) 9/(10™" - 1);

b) 12](10** + 632);

c) 75|(10*°* — 55);

d) 72[(10"** + 101 024)?
Valaszod részletesen indokold!

Gondolj egy kétjegyli szamra! Az eredeti szambdl
vond ki a két szamjegy 0sszegét! A kovetkezd oldal
tetején 1évé abran keresd meg, hogy milyen szim-
bélum van az eredményed mellett!
a) Lapozz a tankonyvben a 155. oldalra, és nézd
meg a lap aljan [év képet!
Milyen abrat latsz? Hogy lehet ez? A jovébe la-
tott a feladat irdja?
b) Magyarazd el, mi alapjan lehet elére tudni,
hogy a végeredményhez melyik jel tartozik!

SZAMELMELET



1 6 12 6 23 O 34 G
2 v 13 [ 24 [ 35 vy
3 3 14 O | 25 £ 36 ¥
4 & 15 6 26 ¢ 37 3
5 ¥ 16 K 27 B 38 y
6 v 17 y 28 & 39 f
7 O 18 ¥ 29 ¥ 40 y
8§ [ 19 ¢ 30 ¥ 41 3
9 ¥ 20 3 3 Q 42 T
10 ~ 21 vy 32 ¥ 43 6
11 O 22 s 33 6 44 f

HAZI FELADAT

(Erettségi feladat, 2012)

2>

Tekintsiik a kovetkez6 halmazokat:

A = {a 100-ndl nem nagyobb pozitiv egész sza-
mok};

B = {a 300-n4l nem nagyobb, 3-mal oszthaté pozi-
tiv egész szamok};

C = {a 400-nal nem nagyobb, 4-gyel oszthaté pozi-
tiv egész szamok}.

Toltsd ki a tabld- 4 B
zatot a minta alap- ‘

jan, majd a tablazat

alapjan ird be az 52; "‘
78;124; 216 szamo-

kat a halmazdbra

megfelel tartoma-

nyabal c

C halmaz
nem eleme

B halmaz
eleme

A halmaz

114 nem eleme
52
78
124

216

a) Egy hajo egész méterekben mért hosszanak, a

hajéskapitany egész évei szamanak és a hajos- ﬁ

kapitany gyermekei szamanak szorzata 25 756.
Hany éves a kapitany?

b) Egy hajo egész méterekben mért hosszanak, a
hajoskapitany egész évei szamanak és a hajds-
kapitany gyermekei szdmanak szorzata 6401.
Hany éves a kapitany?

50. lecke | GYAKORLAS
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A B € O o &R N R

56 f 67 O 78 v 8 O
57 G 68 ¢ 79 & 90 ¥
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60 3 71 y 8 ¥ 93 3
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63 ¥ 74 & 8 v 9% vy
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» — Mit kapsz, ha megszorzod a hatot kilenccel? -
Hatszor kilenc. Negyvenkett6. — Ennyi. Ennyi az
egész. — Mindig is tudtam, hogy valami alapvetd
gond van a vilagban.

(Részlet Douglas Adams: Galaxis titikalauz stoppo-
soknak c. mtivébol — Ford és Arthur parbeszéde)
Hatarozd meg, hogy milyen szamrendszerben le-
het igaz a szamitas!

(Erettségi feladat, 2007, 2013)

Dontsd el, hogy az alabbi éllitasok koziil melyik

igaz és melyik hamis!

a) Ha egy természetes szam oszthatd hattal és tiz-
zel, akkor oszthaté hatvannal.

b) A 20-nal kisebb pozitiv primszamok Osszege
pératlan.

c) Két kiillonboz6 pozitiv egész szam legnagyobb
kozos osztoja mindig kisebb mindkét szamnal.

d) Két kiilonb6z6 pozitiv egész szam legnagyobb
koz6s osztdja mindig osztdja a két szam Ossze-
gének.

e) Két kiilonb6z6 pozitiv egész szam legnagyobb
koz6s osztoja nem lehet 1.

Melyik helyes az alabbi kovetkeztetések kozul? Va-
laszod részletesen indokold magyarazattal vagy el-
lenpéldaval!

a) Ha6|bés9|b, akkor 54| b.

b) Ha 29|b, akkor 29| 17b.

c) Ha3|bés7|b, akkor 10]b.

d) Ha 72|b, akkor 9] b vagy 16 |b.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

n Helyezd el az alabbi szamitasok végeredményeként kapott szimokat a sziamhalmazokra vonatkoz6 Venn-diagramban!

3

2
b) 8-nak a nulladik hatvanya

a) 12-nek az = része

c) % négyzetgyoke
d) 82-nek a 25 szazaléka
e) 7 ellentettje

f) atéglalap atléjanak hossza, ha a téglalap oldalainak hosz-

szusaga 5 egység, illetve 12 egység

g) %-né] %-dal kisebb szam

h) akor teriilete, ha a kor sugardnak hossza 4 egység

i)

az 1 egység oldalhosszusagu négyzet atlojanak hossza

Megoldds

5 0= 1_1 .25 _ _
2) 12:3 =30 b) =1 9 J/i=1 d 82-2 =205 o =7
f) Pitagorasz tétele alapjan: v/ 5> + 12 =13 g) %—%:—%

h) T=4". 7 =167 =~ 50,2654824574367... =~ 50,27

i) Pitagorasz tétele alapjan: 12+ 12 = v/2 ~ 1,41411356373 ~ 1,41

4{ raciondlis szamok halmaza (Q) i
I egész szamok halmaza (Z) I

I természetes szamok halmaza (N)

B [—

20,5

i irraciondlis szdmok halmaza (Q") %

167

A szamitasok elvégzéséhez a négy alapmiiveletet és a gyokvonast hasznaltuk. A végeredményként kapott szamok kozott az
eddig megismert szamhalmazok (természetes, egész, raciondlis) elemeit egyértelmtien el tudjuk helyeznia Venn-diagramon.

Adddtak olyan szamok, példaul a négyzetgyokvonds utan, melyek kozelité értékének meghatarozasakor azt sejthetjiik, hogy
a tizedes tort alak nem véges, illetve nem ismerhet6 fel olyan szakasz a szdmjegyekben, mely ismétlédne. (Persze 1étez-

nek olyan racionalis szamok, melyben az ismétl6d6 szakasz hossza meghaladja a szamologép altal kiirt tizedesjegyeknek

AN VE

a szamat.)

valds szamok halmaza }




A nemnegativ racionalis szamokra alkalmazott négyzetgyokvonds miivelete az egyik olyan miivelet, amely kivezet a raci-
ondlis szamok halmazabol. Vagyis egy nemnegativ racionalis szam négyzetgyoke nem biztos, hogy racionalis.

Azok a valds szamok, amelyek nem irhatok fel két egész szam hanyadosaként, az irracionalis szamok.
Az irracionalis szamok tizedes tort alakja végtelen, nem szakaszos tizedes tort.

Végtelen sok irracionalis szam van. Irracionalis szamok példaul a kévetkezok:

1. V2535 +/5;... (Vigyézat! A v'4 nem irraciondlis. Akkor kapunk pozitiv egész szdm gydkeként irraciondlis szé-
mot, ha a gyokjel alatt nem négyzetszam all.)

2. W27 ...

3. Megadhatunk olyan szabalyt, amely segitségével végtelen, nem szakaszos tizedes tort képezhetd.
Példdul:
a tizedesvessz6 utan kiilonbozé (pl. kétféle) szamjegyekbdl egyre nagyobb szamut irunk,
pl:0,12112211122211112222...

Tegytik fel, hogy racionalis, akkor szakaszos tizedes tort. Legyen a szakasz hossza k. Mivel a képzési szabaly miatt
egyre tobb 1-est irunk le egymas mellé, ezért egyszer elérjiik, hogy k db 1-est irtunk le. Ez viszont azt jelenti, hogy
a szakasz k darab 1-esbdl 4ll. Ellentmondast kaptunk, hiszen végtelen sok 2-es is el6fordul a tizedesjegyek kozott.

Az irracionalis szamok tizedes tort alakja végtelen. Kozelit6 értéke felirhato tigy, hogy ebbdl kerekitiink.
PL: 7 = 3,14; V2 ~ 1,4142.

Bizonyos irracionalis szamok helyét a szamegyenesen szerkesztéssel meghatarozhatjuk.

Példdul az 1. kidolgozott feladat i) pontjaban végzett szamitas alapjan: [ N

\
\

/]

\
\
\
\
\
|
0 1 2 2

\/

A Pitagorasz-tétel felhasznalasaval Gjabb irracionalis szammal egyenld hossztsagu szakaszok szerkeszthetdk.
Példaul: v'5 hosszuségu egy olyan derékszogli haromszognek az 4tfogbja, amely befogsinak hossza 2, illetve 1 egység.

Egyszertien eljuthatunk barmely pozitiv egész szam
négyzetgyokének megszerkesztéséhez, ha ismerjik az
ugynevezett Theodorus-spiral (mas néven négyzetgyok-
spiral; Einstein-spirdl; Pitagorasz-spiral) alakzatot.

(De nem szerkeszthet6 példaul 7 hossztsagu szakasz. A 7 pontos értékének megszerkesztéséhez — egy megoldhatatlan
matematikai modszerre — a kor négyszogesitésére, vagyis adott kor keriiletével egyenl6 keriileti négyzet euklideszi szer-
kesztésére lenne sziikség.)



Igaz vagy hamis? Allapitsd meg az alébbi kijelentések

igazsagértékét! Valaszod indokold!

A:

B:

Barmely két irracionalis szam Gsszege irracionalis
szam.

Vannak olyan irracionalis szamok, amelyek szor-
zata racionalis szam.

Két irracionalis szam hanyadosa lehet irraciondlis
vagy lehet racionalis.

D: A 6 felirhat6 két irracionalis szam 6sszegeként.
E: Béarmely két irracionalis szam kiilénbsége racio-
nalis.
Megoldds
A: Hamis.  Példdul: V2 +(—v/2)=0
B: Igaz.  Példdul: V'3 -2/3 =2-3=6
C lgar.  Padaul Y8 = /1 =2,Y10 _ /3
: V2 /5
D: Igaz.  Példdul: V2 +(6—v2)=6
E: Hamis.  Példaul: 87 — 57 =31

23

3>
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4' raciondlis szamok halmaza (Q) i

Osszege, kiilonbsége, szorzata vagy hanyadosa irraciondlis.

letre nézve.
A tanult jelolésekkel: Q U Q* =R.

Helyezd el a halmazébraban a kovetkez6 szamokat!

x/g; v 25; 0;

Igaz vagy hamis? Allapitsd meg az alédbbi kijelentések

igazsagértékét! Valaszod indokold!

A:

B:

Egy raciondlis és egy irracionalis szam Osszege
mindig racionalis szam.

Egy racionalis és egy irracionalis szam szorzata
lehet racionalis szam.

Egy irracionilis és egy racionalis szam hdnyadosa
lehet irraciondlis szam.

: Egy raciondlis és egy irracionalis szdm szorzata

lehet irraciondlis szam.

Megoldds

A: Hamis.

B: Igaz.
C: Igaz.
D: Igaz.

Példdul: 0+v2 =2
Példdul: 0-v/3 =0
Példdul: 87” =4z
Példdul: 5 - = = 57

Az irraciondlis szamok halmaza nem zart a négy alapmiiveletre, vagyis nem teljesiil, hogy barmely két irraciondlis szam

A racionalis és irracionalis szamok halmazanak uniéja a valos szamok halmaza. Ez a halmaz zart mind a négy alapmtive-

| egész szamok halmaza (Z) |

| természetes szaimok halmaza (N)

i irraciondlis szdmok halmaza (Q") '7

valos szamok halmaza i

Adj meg legaldbb két irracionalis szamot tizedes tort alakban! Fogalmazd meg egyértelmiien a képzési szabalyt!

Hatérozd meg szerkesztéssel a szimegyenesen a v'13 helyét! Probélj meg minél kevesebb 1épésbél 4116 szerkesz-

tést hasznalni!

SZAMELMELET
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Mondj két-két példat olyan valds szamra, amely

a) racionalis és eleme a |—3; —2[ intervallumnak;

b) irracionalis és eleme a [—2; —1] intervallumnak;

c) természetes szam, tObbszorose 7-nek és eleme a
[100; 120] intervallumnak;

d) természetes szam, 6-tal osztva 2 maradékot ad,
és eleme a [120; 140] intervallumnak;

e) racionalis szam, de a haromszorosa természetes
szam!

Végezd el az alabbi halmazmiiveleteket!
Q\Q*= QN Q*= R\Q*=
RUQ*= Q\R= ZNQ*=

HAZI FELADAT

1y

N
Y

Igaz vagy hamis? Valaszod indokold!

A: Minden egész szam racionalis szam.

B: V2 reciproka racionalis szam.

C: Barmely két racionalis szam altal meghata-
rozott nyitott intervallumban van racionalis
szam.

D: Van olyan irracionalis szam, aminek abszolut
értéke negativ.

E: Minden irracionalis szdmnal van nagyobb raci-
onalis szam.

Csoportositsd az aldbbi szdmokat aszerint, hogy
négyzetgyokiik raciondlis vagy irracionalis!

a=[2*-3.5.7; 3%.5%.11]
b=(2-3.7% 2*.3.7)
_ 700

1575
d=213~532'7-251‘73~112

6>

a)
b)
c)

d)

b)

51. lecke | RACIONALIS SZAMOK, IRRACIONALIS SZAMOK

Tekintsiik a P = 57 + 2 irracionalis szamot.

Adj a P-hez egy valds szamot ugy, hogy vég-
eredményként racionalis szamot kapj!

Szorozd meg a P-t egy valos szammal ugy, hogy
végeredményként irracionalis szamot kapij!
Oszd el a P-t egy irracionalis szammal gy,
hogy végeredményként raciondlis szamot kapj!
Vonj ki a P-bél egy racionalis szamot ugy, hogy
végeredményként irracionalis szamot kapj!

a) Keress olyan raciondlis szamot, amelyre igaz az

alabbi négy tulajdonsag:

- elGjele negativ;

— tizedes tort alakja végtelen szakaszos;

— kozonséges tort alakjaban a nevezéje olyan
egyjegyl természetes szam, amely 3-mal na-
gyobb a szamlaléjanal;

— kozonséges tort alakja tovabb egyszer(sithet6!

Hany ilyen racionalis szim van?

Keress olyan irracionalis szamot, amelyre igaz

az alabbi harom tulajdonsag:

- elGjele negativ;

— értéke nagyobb —1-nél;

- négyzete legfeljebb 0,5!
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Gyakorlas, tudasproba

FELADAT

AdottaK=2"-3.5ésazL=2"- 3.7 természetes

156
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szam.

a) Mennyi (K; L) + [K; L]?

b) Adj meg egy olyan M szamot primtényezds
alakban, amellyel L-et megszorozva négyzet-
szamot kapunk!

c) Adj meg egy olyan N szamot primtényezds
alakban, amely esetén
[K;N]=2"-3".5". 7 teljesiil!

[rj az n helyére 30-nal kisebb természetes szamot
ugy, hogy teljesiiljon az oszthatdsag! Keresd meg
az Osszes lehetdséget!

a) 4 (132457 +n)

b) 9| (3471 — 2n)

c) 5| (15" +7n)

d) 15 | (6n — 42)

Az alabbi dllitasok koziil melyik igaz és melyik ha-

mis? Valaszod indokold!

a) Ha egy szampar tagjai kiillonb6z6 primszamok,
akkor relativ primek is.

b) Barmely 5 egymast kovet természetes szam
szorzata oszthatd 10-zel.

c) Ha egy szampar egyik tagja prim, masik tagja
oOsszetett, akkor relativ primek.

d) Az els6 10 primszam Osszege paros szam.

e) Van olyan szam, amelynek paratlan darab pozi-
tiv osztdja van.

Hatdrozd meg a b természetes szam primtényezds
alakjat, ha

a=2.3".5""7

[a;b] =2°-3*.5°. 72 11;

(a; ) =2-3*.5%.7;

ahol (a; b) a legnagyobb kozos osztéjat, [a; b] a leg-
kisebb kozos tobbszordsét jelenti az a és a b termé-
szetes szamoknak!

Adottak az alabbi kijelentések:

)
Y

p: Az 53 kettes szamrendszerbeli alakja 110101.
q: A harmas szamrendszerben 27 darab 3 jegy(i
$z4dm van.
r: Van olyan szamrendszer, amelyben 16 - 5 = 106.
s: Ha egy szamrendszer alapja n, akkor abban a leg-
nagyobb lehetséges szamjegy az n — 1.
a) Add meg a kijelentések logikai értékét!
b) Tagadésa-e a p kijelentésnek az alabbi mondat?
Az 53 kettes szamrendszerbeli alakja 101011.
c) Mi az alabbi kijelentések logikai értéke?
pvagy q; p ésr; q éss; gvagys
d) Ird le az s kijelentés megforditasat! Igaz-e ez a
kijelentés?

Adottak az aldbbi kozonséges tortek, ahol A; B; C;

D pozitiv egész szamok: %; %; %; %

a) Milyen egyjegyl szamot irhatunk az A helyére
ahhoz, hogy az elsé tort tizedes tort alakja vég-
telen szakaszos legyen?

b) Hany olyan 20-nal kisebb Osszetett szam van,
amely esetén a masodik tort egyszertiisithet6?

c) Melyik kétjegyti primszam duplajat irhatjuk a
C helyére ahhoz, hogy a harmadik tort tizedes
tort alakja véges legyen?

d) Milyen egyjegyl primszamot irhatunk a D he-
lyére ahhoz, hogy a negyedik tort értéke egész
szam legyen?

e) Milyen egyjegyl szamot irhatunk az A helyére
ahhoz, hogy az elsé tort tizedes tort alakja véges
legyen?

f) Melyik két tort szorzata lesz biztosan egyszerti-
sithetd?

SZAMELMELET



A 3A407B egy hatjegyli szamot jelol. Mit irhatunk az Hatarozd meg a b természetes szam primtényezds

A és B helyére, hogy a szam oszthat6 legyen
a) 4-gyel; b) 15-tel?

Egy szombati napon véletleniil 6sszetalalkozott 3 régi
ismer6s a gyogytirddben, ahol nagy 6rommel tarsa-
logni kezdtek. A beszélgetésiik soran kideriilt, hogy
egyikiik 45 naponta, a masik 18 naponta, a harmadik
ember pedig minden 30. napon latogat el ebbe a fiir-
débe. ,,Akkor legkozelebb egy pénteki napon van
esélytink djra Osszefutni” — mondta az egyik barat.
Igaza volt-e? Valaszod részletesen indokold!

Add meg

a) az 1201 hérmas szamrendszerbeli szdm tizes
szamrendszerbeli,

b) az 53 tizes szamrendszerbeli szdm kettes szdm-
rendszerbeli

alakjat!

Igaz-e, hogy

a) minden természetes szam primszam vagy 0ssze-
tett szam?

b) az ababab alakd hatjegyli szamok mindegyike
oszthatd 3-mal?

c) van olyan négyjegyli szam, amelynek osztoja
minden egyjegyl primszam?

d) barmely két természetes szam legnagyobb kozos
osztdja legfeljebb akkora, mint a két szam koziil
a kisebbik?

e) egy természetes szam akkor és csak akkor osztha-
t6 10-zel, ha oszthat6 5-tel?

Valaszod indokold!

Egy kozponti raktarban 2100 doboz csempe, 450 da-
rab faléc és 735 zsak cement van. A raktdr kitiritését
tervezik ugy, hogy a benne 1év6 épitdanyagot teljes
egészében elszallitjdk néhany kisebb lerakatba. Leg-
feljebb hanyfelé tudjak szétosztani a raktarkészleten
1évé arut, ha minden szamitasba jové lerakatba azo-
nos mennyiséget szallitanak az egyes termékekbdl?
Hany doboz csempét, hany darab falécet, hany zsak
cementet kapnak kiilon-kiilon a lerakatok?
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alakjat, ha

a=3".5.7 (ab)=3-5"-7%5 [a;b] = 3° - 5> - 7%
ahol (a; b) alegnagyobb kozos osztéjat, [a; b] a legki-
sebb kozos tobbszorosét jelenti az a és a b természe-
tes szamoknak!

Az A138B2 egy hatjegyli szamot jelol. Mit irhatunk
az A és B helyére, hogy a szam oszthato legyen
a) 4-gyel; b) 24-gyel?

Egy sportklub tagjai felsorakoznak, és beallnak téglalap
alakzatba gy, hogy minden sorba ugyanannyi sporto-
16 all. Ha kettesével, harmasaval, négyesével, 6tosével
vagy hatosaval allnak egy sorba, akkor minden esetben
kimarad 1 £6. Viszont ha egy sorba 11 ember all, akkor
létre tudjak hozni a kivant alakzatot. A sportklub hany
tagja vesz részt a formacio kialakitasdban?

Ird 4t az 11021 harmas szamrendszerbeli szamot
a kettes szamrendszerbe!

Adottak az alabbi kijelentések:

A A % végtelen szakaszos tizedes tort.

B: Ha egy természetes szam oszthatd 6-tal és 8-cal,
akkor oszthato 48-cal.

C: Végtelen sok olyan természetes szam van, amely-
nek pontosan 2 osztdja van.

>

: Barmely két primszam Osszege paros szam.

E: Van olyan primszam, amelyik relativ prim min-
den dsszetett szamhoz.

a) Add meg a kijelentések logikai értékét!

b) Fogalmazd meg a B kijelentés megforditdsat, és
add meg a megforditas logikai értékét!

c) Fogalmazd meg a D kijelentés tagadasat kétféle-
képpen!

d) Mialogikai értéke az A vagy D, valamint a C és E

kijelentéseknek?
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Temazard feladatgyujtemeny

a) Hany olyan szam van 1 és 100 kozott, amelyik (Erettségi feladat, 2019)

oszthato 6-tal?
b) Hény olyan szam van 1 és 100 kozott, amelyik
oszthato 4-gyel és 6-tal is?

a) Miért nem lehet egy természetes szam szamjegye-
inek a szorzata 111?

b) Miért nem lehet hirom egymdst kovetd pozitiv
egész szam Osszege 19997

(Erettségi feladat, 2008)
Add meg a 24 egyjegyt pozitiv osztdinak a halmazat!

(Erettségi feladat, 2010)
Sorold fel a 2010-nek mindazokat a pozitiv osztoit,

amelyek primszamok!

(Erettségi feladat, 2015)

Az A halmaz elemei a 28 pozitiv 0sztdi, a B halmaz
elemei a 49 pozitiv osztdi.

Add meg az A N B és a B\ A halmazokat elemeik
felsoroldsaval! Megoldasod részletezd!

(Erettségi feladat, 2016)

Ird fel a 38-at két kiilonb6z8 primszdm Osszegeként!

Erdekesség:

A Goldbach-sejtés szerint minden 2-nél nagyobb pa-
ros szam el6all két primszam 6sszegeként.

Ez a sejtés egyike azoknak a matematikai allitasok-
nak, melyekrél a matematikusok tilnyomo tobbsége
azt gondolja, hogy minden valdszintiség szerint igaz.
Ellenpéldat nem talaltak ra, tehat megcafolni nem
tudtak, de altalanos érvény( bizonyitdsa sem létezik.

(Erettségi feladat, 2017)

Az A halmaz elemei a 12 pozitiv 0sztdi.

A B elemei a 15-nél kisebb (pozitiv) primszamok.
Add meg elemei felsorolasaval az A, a Bésaz A\ B
halmazt!

11

12

13

Y
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15>

Adj meg egy olyan Osszetett szamot, amely relativ
prim a 6-hoz!

(Erettségi feladat, 2011)

Adottak a kovetkez6 szamok:

a=2".5.7"-11" és b=2-5"-11°- 13.

Ird fel az a és b legnagyobb kozds osztdjat és legki-
sebb kozos tobbszorosét! A kért szimokat elegend6
primtényezds alakban megadni.

Hatarozd meg a kovetkezd szamok legnagyobb kozos
osztojat!

a) 320és48 72 és 610

b) 60, 70 és 80 120, 345 és 1000
c) 11*-13°-17° ¢és 13*-17°-19*

342 és 442

Hatarozd meg a kovetkezd szamok legkisebb kozos

tobbszorosét!

a) 3206548 72 és 60 34 és 44
b) 60,70 és 80 120, 35 és 1000

c) 11*-13°-17° ¢és 13*-17°-19*

Hatéarozd meg!

a) [(24;30); 60] c) (2°-5°- 743542 7))

b) (216; [45; 88])

24 és 36 kozos tobbszorosei koziil

a) melyik a legkisebb, amely nagyobb, mint 350?
b) melyik a legnagyobb, amely kisebb, mint 4702
c) hany darab van 300 és 600 kozott?

Osszesen héany kozos oszt6ja van 500-nak és 1600-
nak? A kozos osztok kozott

a) hany primszam van?

b) hany négyzetszam van?

c) hany Osszetett szam van?

Melyik pozitiv egész szam lehet k értéke, ha
a) (k,3k) =
) [k, 5k] = 120;

c) (30,k)=15 és [2k, 3] =907

SZAMELMELET



Szamitsd ki a kifejezés értékét, ha A = 72 és B = 90. Ird fel 8-as szimrendszerben a szdmokat!
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23

a) [B;15]
o (5.3

(Erettségi feladat, 2006)
A pozitiv egészeket novekvé sorrendbe allitjuk. Me-

c) (A+2A—2)
d) [54;2B]

lyik szam nagyobb: a hetedik 13-mal oszthaté pozi-
tiv egész vagy a tizenharmadik 7-tel oszthaté pozitiv
egeész?

(Erettségi feladat, 2005)

Peti felirt egy harommal oszthat6 hétjegyu telefon-
szamot egy céduldra, de az utolsé jegy elmosodott.
A baratja Ggy emlékszik, hogy az utols6 jegy nulla
volt. A kiolvashat6 szam: 314726 M. Igaza lehetett-e
Peti baratjanak? Vélaszod indokold!

(Erettségi feladat, 2015)
Milyen szamjegy allhat az X helyén, ha a négyjegyti
361X szam 6-tal oszthatd?

(Erettségi feladat, 2017)

Milyen szamjegyeket irhatunk a c¢ helyére, hogy
a 64c9¢ hatjegy(i szam oszthaté legyen 3-mal? Vala-
szat indokolja!

(Erettségi feladat, 2019)

Az alabbi hat szam koziil valassza ki az dsszes olyan
szamot, amely oszthaté 3-mal, de nem oszthat6 5-tel!
895; 1222; 1458; 1526; 1848; 1990

Milyen szamjegyeket irhatunk az A helyére, hogy az
1327 és a 34A5 szamok 6sszege oszthatd legyen 9-cel?

Adottak az
A=2.3.5.11%
B:pZ_qS"ﬁ;
C=2.3".7.11%
D=p4-q6-r8

természetes szamok, ahol p; g és r primszamokat je-

16Inek.

a) Melyek négyzetszamok a felsoroltak koziil?

b) Legaldbb mennyivel kell szorozni az egyes szamo-
kat, hogy az adott szamok kobszamok legyenek?

Ird fel a kovetkezd szamokat tizes szamrendszerben!
30,; 675; 553355; 1002001; BOA

12

52. lecke | TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

26

28

30
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44; 79; 145; 3410; 76850

Végezd el az 6sszeadast!
a) 3430, + 2211,

b) 71120, + 3434,

c) 1001111, + 10111001,

a) Mutasd meg, hogy ha egy (tizes szamrendszer-
beli) haromjegyt szamot kétszer egymas mellé
irunk, akkor 13-mal oszthaté szamot kapunk!

b) Bizonyitsd be, hogy ha egy haromjegyti szamot
6-tal megszorzunk, majd az eredeti szamot a szor-
zat jegyei utan irjuk, akkor olyan hat- vagy hétje-
gyl szamot kapunk, amelyik oszthaté 353-mal!

Igazold, hogy a 345677 + 123" §sszeg oszthaté
tizzel!

2016

Igaz-e, hogy a 10
a) néggyel;

b) hirommal;
c) 12-vel?
Vélaszod indokold!

+ 2016 6sszeg oszthatd

Az alabbi tablazatba a megfelel szdmok ald osztha-

tosagi tulajdonsdgaiknak megfelelden ird az alabbi

bettiket!

o primszam: P

o 4-gyel oszthat6: N

o 9-cel oszthaté: K

« minden egyjegyl primszammal oszthat6: M

o egyik tulajdonsag sem igaz az eddig felsoroltak ko-
zil: E

o atablazat egyik bettijét megadtuk: L

10 —1 221 210 163
105 joker 10°—25 30”4972
L

Ha jol dolgoztdl, akkor a beirt bettikbdl kiolvashatod
egy magyar tudos, sokoldalu tehetség csaladnevét.

Nézz utdna, milyen kiilonleges talalmanyai voltak en-
nek a sokoldald tehetségnek!
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Adatrendezes

BEVEZETO

Egy kisvaros tlizoltoparancsnoka Osszesitést készitett, hogy
az el6z6 hénapban naponta hény riasztashoz vonultak ki:

0 1
11

2
6

4
8

6 14
4 1

A napi riasztdsok szama

Hany napon fordult el6? 1

- 93 eset 31 nap alatt, ez naponta atlagosan harom riasztas —
elemezte a tablazatot a parancsnok.

- Csak azért, mert volt egy nap, amikor szokatlanul sok
dolgunk akadt! - valaszolta az egyik tarsa. — Valdjaban
jobb a helyzet, hiszen a honap t6bb mint felében maximum
kétszer vonultunk, én inkdbb ezt gondolnam tipikusnak.

- Szerintem meg a legjellemzdébb esetszam az egy, hiszen
ilyen napbdl volt a legtobb - szolt kozbe egy harmadik.
Kinek van igaza?

lISZI

kai jellemzok

Megoldds
Egy adatsokasagot egyetlen

X g ST

: L"“ ; ‘ ‘
24 /

»legjellemz8bb” szammal
leirni tobbféle modon is
lehet.

tlizoltonak igaza lehet.

Igy mindhdrom

- A napi riasztasok szdmdnak atlaga (szdmtani kozepe)
valoban 3, mert a 31 adat Gsszege 93. A szamtani koze-
pet azonban most jelentésen noveli az egyetlen kiugroan
nagy adat, a 14 (nélkiile csak koriilbeliil 2,63 lenne a tob-
bi 30 adat atlaga).

- Haaz adatokat nagysag szerint sorba rendezziik, a kiugréan
kicsi és nagy értékek a sor elejére, illetve a végére keriilnek, a
sor kozepén all6 adat (a median) pedig éppen a 2 lesz.

- Természetesen az is igaz, hogy a leggyakoribb esetszam
(a médusz) az 1, mert ennek a gyakorisaga 11.

Egy (szamokbdl all6) véges adatsokasag legfébb statisztikai jellemz6i:

Atlag a szamsokasag elemeinek az osszegét elosztjuk az elemek szamaval

Modusz a legtobbszor el6fordulé adat; ha tobb ilyen van, akkor a méduszok halmazardl beszélink

Medisn a nagysag szerinti felsorolasban kozépen all6 szam, vagy paros szamu elem esetén a két kozépsé szam
atlaga

Minimum  alegkisebb szam

Maximum  alegnagyobb szam

Terjedelem alegnagyobb és a legkisebb szam kiilonbsége

Az atlag-, médusz- és medianértékeket szokas a szamsokasdg statisztikai kozépértékeinek is nevezni.

FELADAT

Egy véros kozépiskoldjaban 4 évfolyamos

gimnaziumi és 3 évfolyamos szakiskolai osz-
talyok vannak. A gimnaziumi osztalyok be-
tijele: A, B, C és D; a szakiskolai osztalyoké
E, F és G. Az osztalylétszamokat a tablazat
mutatja:

9. évfolyam
10. évfolyam
11. évfolyam
12. évfolyam

A B C D 1§ I G
36 36 34 36 25 38 26
35 29 30 31 27 33 20
30 31 36 33 21 26 12
27 29 34 31 = = =

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS
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a) Mennyi az atlagos létszdm az egyes évfolya-
mokon?

b) Készits oszlopdiagramot az a) feladathoz!

c) Jelold K-val a 16 gimnaziumi osztaly atlagos 1ét-
szamat, L-lel pedig a 9 szakiskolai osztaly atlagos
létszamat! Szamitsd ki, mennyi a K és mennyi az
L!

d) Mit ad mega LGk a el

szam?
25

Az 1. feladatban az osztalylétszamok egy 25 szambdl

allé szamsokasagot alkotnak.

a) Melyik szam ennek a szamsokasdgnak a médusza?

b) Mennyi a szamsokasag medianja?

¢) Mennyi a szamsokasdg minimuma, maximuma
és terjedelme?

Megadunk egy szamsokasagot:

32,18, 20, 18, 20, 24, 15, 18, 55, 10.

a) Mennyi az atlaga, a mdédusza, a medianja?

b) Adj meg 6t szamot ugy, hogy ennek a szamsoka-
sagnak ugyanaz legyen a modusza és a medianja,

HAZI FELADAT

1>

N
Y
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Egy osztaly torténelemdolgozatot irt. Az érdemjegye-
ket mutatja a tablazat.

Osztalyzat 1 2 3 4 5
Gyakorisag 0 9 8 6 5

a) Abrazold az osztlyzatok gyakorisagit oszlop-
diagramon!

b) Add meg az osztilyzatokat tartalmazé adathal-
maz terjedelmét, moduszat, medidnjat és atlagat!

c) Add meg az egyes érdemjegyek relativ gyakori-
sagat!

d) Abrazold a c) feladatban kapott relativ gyakorisa-
gokat oszlopdiagramon!

Egy osztilyban 25-en irtak torténelemdolgozatot.

A dolgozatokat a tandr az 1, 2, 3, 4, 5 érdemjegyek

valamelyikével mindsitette. Az osztalyzatok atlaga

3,16 lett.

a) Szamitsd ki, hogy mennyi a dolgozatokra irt ér-
demjegyek Osszege a 25 dolgozat esetében!

Y

Y

Y

mint az adott szamsokasagé, de az atlaga két-
szer akkora legyen!

c) Adj meg 6t szamot gy, hogy ennek a szamso-
kasdgnak ugyanaz legyen az atlaga és a median-
ja, mint az adott szamsokasagé, de a mdodusza
3-mal kisebb legyen!

(Erettségi feladat, 2017)

Egy 20 f6s tarsasag tagjai koziil kilencen olvastak
szépirodalmi konyvet az elmult honapban. T6lik
azt is megkérdezték, hogy hany darab szépirodal-
mi konyvet olvastak az elmult honapban. A kilenc

valasz egyetlen modusza 1, medianja 2, atlaga E,
9

terjedelme pedig 2. Add meg ezt a kilenc szamot!

(Erettségi feladat, 2021)

A 2020-as Balaton-ataszason az indulok 36%-a
volt né, atlagéletkoruk 35 év. Az indulok 64%-a
volt férfi, atlagéletkoruk 38 év. Mennyi volt ebben
az évben az 6sszes indul6 atlagéletkora?

b) Adj meg egy lehetséges jegyeloszlast, amelyben
3 az érdemjegyek mddusza!

c) Adj meg egy olyan lehetséges jegyeloszlast,
amelyben 2 az érdemjegyek medianja!

d) Elképzelhet6-e olyan jegyeloszlas, amelyben az
érdemjegyek modusza az 5? Ha igen, adj meg
egy lehetéséget! Ha nem, valaszodat indokold!

e) Elképzelhet6-e, hogy csak 3-as és 4-es osztaly-
zatok sziilettek? Ha igen, adj meg egy lehet&sé-
get! Ha nem, valaszodat indokold!

Bence beteg volt, de a haziorvosa szerint hétfén

mar mehet iskoldba. Bence vasarnap 6tszor is meg-

mérte a lazat. A mérések atlaga 36,8 °C lett. Elkép-

zelhet6k-e a kovetkezd esetek? Ha igen, adj meg

egy lehetéséget, ha nem, valaszodat indokold!

a) Bence egész nap laztalan volt, azaz mind az 6t-
szor 37,5 °C-nal kevesebbet mért.

b) Bencének kétszer is 37,8 °C volt a laza.

c) A mért h6mérsékletek modusza 37 °C volt.

d) A mért hémérsékletek medidnja 36,6 °C volt.



FELADAT

‘I (Kompetenciamérés, 2013) A) B)

Tiinde egy szimfonikus zene- 25
20
15
10
5 7
0 |

karban csellozik. A kovetkezé [ Vonos hangszerek

tablazat a zenekar dsszetételét [ Fuvos hangszerek
Vonds Fuavos Uté Egyéb

mutatja. [l Utshangszerek

B Egyéb (pl. zongora)

Hangszertipusok ~ F6

Vonos hangszerek 20 (pl. zongora)
C D

Favés hangszerek 16 ) )

Utés hangszerek 7 Vonos hangszerek I I I I I

Fuavos hangszerek J\ J\ J\ J\
UtShangszerek I I

Egyéb (pl. zongora) 2

A kovetkezd diagramok koziil Egyéb (pl. zongora) I
melyik NEM ébrazolja helye-
sen a zenekar Osszetételét? 0% 20%  40%  60% 80%  100%

(Erettségi feladat, 2011) Evente hany alkalommal jér szinhézba?

Egy felmérés soran két korcsoportban Gsszesen 200
embert kérdeztek meg arrdl, hogy évente hany alka-

lommal jarnak szinhazba. Koziilikk 120-an 40 évesnél 40 év alattiak
fiatalabbak, 80 valaszadé pedig 40 éves vagy annal (120 £6)
id6sebb volt. Az eredményeket (szazalékos megoszlas-

ban) a mellékelt diagram szemlélteti. legaldbb 40 évesel: [JNNY
a) Hany legalabb 40 éves ember adta azt a valaszt, (80 ) RS

hogy 5-nél kevesebbszer volt szinhdzban?

b) A megkérdezettek hany szazaléka jar évente leg- >

al4bb 5, de legfeljebb 10 alkalommal szinhazba? 9 T S IS GO S SO
’ ey ’ . 5-nél kevesebbszer - 5-10 alkalommal - 10-nél tobbszor

w
Y

(Erettségi feladat, 2011)

1. feladat 2. feladat
Egy iskolai tanulmanyi verseny dontéjébe 30 diak ju- 15 15
tott be, két feladatot kellett megoldaniuk. A verseny }‘3‘ }‘3‘
utan a szervez6k a mellékelt oszlopdiagramokon ab- 12 12
razoltak az egyes feladatokban szerzett pontszamok }(1): }(1):
< <
eloszlasat: E 9 £ 9
: Gh o R 8 o LA . 2 8 8 8
a) A diagramok alapjan téltsd ki a tdbldzat tires me- < 7 % 7
o) T o . p = 6] = 6]
z8it! Két tizedesjegyre kerekits! g 2l g H
41 4
1. feladat 2. feladat 31 3
21 2
Pontszamok atlaga (1) (1)
; cans 01 2 3 4 5 01 2 3 4 5
Pontszdmok medidnja kapott pontszam kapott pontszam
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b) Abrazold kérdiagramon a 2. feladatra kapott pontszamok eloszlésat! Mekkora kozép- 90°
ponti szogek tartoznak az egyes tartomanyokhoz?
c) A versenyen minden tanul¢ elért legaldbb 3 pontot. Legfeljebb hany olyan tanulé lehe-

180° 0°
tett a versenyzdék kozott, aki a két feladat megoldasa soran Gsszesen pontosan 3 pontot
szerzett?
270°
PR A 2021-ben rendezett labdartig6-Eurépa-bajnoksagon
a cseh Patrick Schick 5 golt16tt. (Taldn a legemlékezetesebb Patrick Schick ‘ ‘ gol5 golpassz 0 jatékid 404

koziliik, amikor 45 és fél méterrdl a kapus folott ativelve
taldlt a kapuba.) O egyike volt annak a hdrom jétékosnak, | ,oyes FEy
aki jobb labbal is, bal 1abbal is és fejjel is szerzett golt. 0 !
Oszlopdiagramon abrazoltuk, hogy az elsé négy helyen

Golszerzd pozicidk

d) Mennyi az Olaszorszag, Anglia, Spanyolorszag és

[
g
Dénia éltal elért golok szimdnak a terjedelme ésa |
medidnja? m
e) Olaszorszag 13 gollal, Anglia 11 géllal, Spanyolor- 2]]; I F I
szdg 13 gollal zérta a bajnoksdgot. Mennyivel térnek | . . 1
el ezek az eredmények a diagramon abrazolt ered- Jobb labbal Bal Idbbal Fejjel
ményektdl? Vajon mi lehet a kiilonbség oka? B Olaszorszag M Anglia [ Spanyolorszdg [ Dania

végzett orszag jatékosai hany golt 16ttek jobb labbal, bal

labbal, illetve hanyat szereztek fejjel. JOBS BAL
a) Mennyiajobb labbal 16tt gélok szamanak médusza? | 1 ® 3

b) Mennyi a bal labbal 16tt golok szimdnak a medidnja?

c) Mennyi a fejelt golok atlaga a négy orszagra nézve?

ELMELET

1. Sulyozott atlag, sulyozott szamtani kozép
Ha ismerjiik az adatsokasagban szerepld elemek gyakorisagat, akkor az adatsokasag atlaga kiszamolhat6 a kovetkezd

modon:
az adatok Osszege az elemeket megszorozzuk a gyakorisagukkal, és ezeket a szorzatokat 6sszeadjuk
az adatok darabszama a gyakorisagok 6sszege
atlag (sulyozott atlag) a fenti két érték hanyadosa: az 6sszeget osztjuk a darabszammal

2. Diagramok
oszlopdiagram kordiagram savdiagram vonaldiagram

H2 03 W5 W6 [18
12

10 PN

10% 23% 33% 27% 7%

S N B N ®
\
d
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HAZ| FELADAT

Egy iskola 320 tanuldjanak év végi matematikaosz-

Y

talyzatairdl késziilt a mellékelt savdiagram.
1 2 3 4 5

|
}
031 156

f l — %

57,8 87,5 100

a) Készits relativ gyakorisagi, illetve gyakorisagi tab-
lazatot az osztalyzatokrol!

b) Mennyi a 320 adat terjedelme, médusza, median-
ja és atlaga?

c) A b) kérdésben megadott mutatok kozil melyek
olvashatok le egyszertien a savdiagramrol?

d) Készits kordiagramot az osztalyzatokrol!

(Erettségi feladat, 2018)

Egy 30 fos osztalyban felmérést készitettek a diakok
internetezési szokasair6l. Az egyik kérdés az volt,
hogy naponta atlagosan ki hany érat hasznalja az in-
ternetet a szabadidejében. A vélaszok alapjan az itt
lathat6 kordiagram késziilt.

1 6ranal tobb, de
2 dranal kevesebb

0-1 6ra

3 6ranal tobb

276°

RAADAS

Az IMDD internetes filmadatbazis felhasznaloi

164

pontozhatjak az adatbazisban taldlhato filmeket.
2015-ben a toplista els6 helyezettje A remény rabjai
cimii 1994-es filmalkotas volt, 9,2 4tlagos pontszam-
mal (a 10-bél), a masodik pedig - ugyancsak 9,2
atlagos pontszammal - A Keresztapa (Francis Ford
Coppola 1972-es remekmtive).

Az IMDb-n a filmek pontszdma ugyanakkor nem
azonos a filmre adott szavazatok atlagos értékével.
Ennek oka, hogy az oldal iizemeltetdi igyekeznek ki-
kiiszobolni a film rajongdinak és ellenzdinek elvakult
(10 és 1 pontos) értékeléseit. (EttSl persze még jogos

Y

a) Hany olyan didk van az osztalyban, aki naponta
legalabb 2 érat hasznalja az internetet a szabad-
idejében?

Egy masik kérdés az volt, hogy a mobiltelefon, a

laptop, illetve a tablagép (tablet) koziil melyiket

hasznaljak internetezésre. A mobiltelefont mind a

30-an, a laptopot 24-en, a tablagépet 16-an jel6lték

meg. A felmérésbdl az is kideriilt, hogy a mobilte-
lefon, a laptop és a tablagép koziil pontosan kétféle
eszkozt 14 didk hasznal.

b) Hanyan hasznéljak mind a hiromféle eszkozt
internetezésre?

Két dobokockaval dobtunk 20-szor, és minden
alkalommal feljegyeztiik a dobasok dsszegét. Osz-
lopdiagramon abrazoltuk, hogy melyik értéket
hanyszor kaptuk meg.

a) Mennyi a kapott értékek moédusza és medidnja?
b) Mennyi a kapott értékek atlaga?

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Szavazatok Erté-

szama kelés
maradhat, hogy a filmet va- 544 471 10
laki 10 vagy akar 1 pontra ér- 237 026 9
tékelje.) Ennek részleteibe az 113 042 8
oldal szandéka szerint nem 45 465 7
nyeriink bepillantast. 17 664 .
A mellékelt tablazat részlete-
zi az egyik filmre leadott sza- 10310 >
vazatokat. 5215 4
a) Hatarozd meg az egyes 4175 3
értékelések relativ gyako- 4226 2
risagat!
31 369 1
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b) Készits savdiagramot az értékelésekrol! (Ilyen di-
agramokat az IMDb honlapjan is tallhatsz.)

c) Szamitsd ki az értékelések atlagat! (A 10 és 1 pon-
tos értékeléseket is szamold az atlagbal)

d) Hany maximalis (10 pontos) értékelésre lenne
sziikség ahhoz, hogy a film étlagos értékelése 9,2
legyen?

A Big Voice cimt 2015-6s musical 9,8 pontot kapott

az IMDDb-n. Ez mégsem elegendd a toplistara kerii-

léshez, ugyanis ez az atlag 8 darab szavazo értékelé-
sébél szarmazik. Ok egytdl egyig 9 vagy 10 ponttal
értékelték a filmet.

a) Hanyan adtak 10 és hdnyan 9 pontot? (A 9,8-es
atlag egy kerekitett érték, ilyen kevés szavazonal
pedig az IMDb rendszere nem korrigalja az el6z6
feladatban leirtak szerint az eredményt.)

Hat szavazatrdl a honlap részletesebb leirast is kozol:

Szave’izatok Atlag
szdma

Férfiak 3 9,70
Nok 3 9,70
18-29 év kozottiek 1 10,00
ebbél térfi 1 10,00

30-44 év kozottiek 4 9,80
ebbél férfi 2 9,50

né 2 10,00

45 év folottiek 1 9,00
ebbél n6 1 9,00
USA-szavazdk 5 9,80
USA-n kivilrél szavazok 1 9,00

A tablazat alapjan valaszolj a kérdésekre:

b) Eldonthet6-e az USA-n kiviilrdl szavazd neme?
c) Eldonthetd-e az USA-n kiviilrdl szavazo korosz-

talya, ha tudjuk, hogy férfi volt?

d) Eldonthetd-e az USA-n kiviilrdl szavazo korosz-

talya, ha tudjuk, hogy né volt?

A kovetkezé harom diagram Magyarorszag korfajat
mutatja 1950-ben, 1990-ben és 2020-ban, de nem eb-
ben a sorrendben. Rakd id6rendi sorrendbe a diagra-
mokat! Milyen tendenciét fedezel fel? Mi lehet ennek
az oka?

A

Férfiak

||IIIII|I|IIIrl g
>
1

1"ll'llllllllll

125 100 75 50 25 0 0 25 50
ezer {6

~

5 100 125
ezer f6

N Férfiak

i b1

125 100 75 50 25 0 0 25 50 75
ezer {6

100 125
ezer f6

C

125 100 75 50 25 0 0 25 50 75
ezer 6

100 125
ezer {6




- A dobozdiagram

BEVEZETO

A Pénzcsindlok (Moneyball, 2011) cimt film remekiil mutatja be azt a szemléletvéltast, aho-
gyan a sport vildgaban elkezdték tudatosabban értelmezni és hasznalni a sportolok mérhet
adatait és ezzel a statisztikat. Ravilagit tobbek kozott arra, hogy

- aszamok néha mast mutatnak, mint a ,megérzések”. Példaul egy olyan jatékos is hozhat
stabilan jé eredményeket, aki elsére meglepé médon mozog a palyan.

- nem mindig a sztarok segitenek egy csapaton. A mutatok alapjan meg lehet keresni olyan
(olcsdbb) jatékosokat, akiknek a képességeik, er6sségeik jol kiegészitik egymast.

- a statisztikai el6rejelzésekkel elsésorban az atlagos viselkedést lehet megjésolni. Emiatt a
selejtezOk segitségével, amikor rengeteg mérkdzésre keriil sor, sokkal inkabb megjelen-
nek a statisztika altal szamolt mutatdk, mint az egyenes kieséses rendszerben. Az egyenes
kieséses rendszerben egy-egy meccs donti el a tovabbjutast, ilyenkor nagyobb a szerepe a
kiemelked$ teljesitményre képes kulcsjatékosoknak.

Nézzétek meg a filmet, beszélgessetek rola!

A tablazat azt tartalmazza, hogy mekkora volt alegna- g s Endre 31.5  Willi Orban 28.8
gyobb sebessége a magyar csapat jatékosainak a 2021- o Tamds 256  Sallai Roland 292
ben rendezett labdartigé-Eurdpa-bajnoksdg mérkézé- g1 Attila 31,5 e 29.9
sei alatt. A magyar csapat lle;ggyorsabb jatékosa Nego '~ 14 - pater 190 R 27.4
m

volt, és az dltala elért 33,8 Y egyben az EB-n mért  Kleinheisler Ldszl6 30,8  Sigér David 25,0
legnagyobb sebesség is, amit rajta kiviil még egy jaté- Lae hego 33,8  Szalai Addm 2ol
kos ért el, az olasz Spinazzola. Lovrer{csms Gergé 29,7 Szalai Attila 31,3
Egy szamitogépes labdarugoészimulator-program a Nagy Addm 28,1  Varga Kevin 26,3

Nikoli¢ Nemanja 29,0 Varga Roland 23,8

futdsi teljesitmény alapjan négy kategériaba osztja a
jatékosokat: a leglassibb 25% a ,Lasst”, a kovetkezd
25% a ,,Kozepes’, a kovetkezd 25% a ,,Gyors” és a leggyorsabb 25% a ,,Villam” kategdriaba kertil egy valogatotton beliil.

Melyik sebesség mentén valik el egymastdl a magyar csapatban a ,,Kozepes” és a ,,Gyors” minésités?

Milyen sebesség kell a magyar csapatnal a ,,Kozepes” kategériaba kertiléshez?

Kik kapnak ,Villam” min&sitést?

Vajon miért Guldcsi Péter sebessége a legkisebb?

Megoldds
Allitsuk nagység szerint nvekv sorrendbe a sebességeket!
19,0 23,8 25,0 25,6 %é,l 26,3 27,4 28,1 28,8 /29,0 207 | 2857 | 298 3%,8 31,3 31,5 31,5 33,8

A bejellt vonalak mentén adhatjuk meg a kérdésekre vélaszt ado értékeket.

a) A median (28,8 és 29,0 atlaga) egy ilyen érték: 28,9 %
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b) Az alsé ,fé” medianja: 26,1 kTm A Kozepes kategoridba az keriil, akinek a sebessége legalabb 26,1 kTm és kisebb, mint
km

28,9 —.
h

k
c) A fels6 ,fé” medianja: 30,8 Tm LVillam” mindsitést kapnak az ennél gyorsabbak: Botka, Fiola, Nego és Szalai Attila.
(A hataron 1év6 Kleinheisler besoroldsa a konkrét programtdl fiigg: 18 jatékos esetén 4 vagy 5 jatékos esik az egyes tar-

tomanyokba.)
d) O akapus.

1. Kvartilisek

A median olyan statisztikai mutato, amely ugy osztja ketté az adat-

sokasagot, hogy az adatok fele kisebb vagy egyenld, fele nagyobb ....‘....
vagy egyenld, mint a median. A kvartilisek segitségével folytatjuk

also medidn fels6
ezt a bontast: ekkor mar négy, koriilbeliil ugyanannyi elemet tar- kvartilis kvartilis

talmazo csoportra bontjuk az adatokat, igy pontosabb képet nyer-

hetiink az adatokrol, mint 6nmagéban a mediannal.

Az alsé kvartilis az a szam, amelynél az adatoknak (kozelit6leg) a negyede kisebb vagy egyenlé. Jele: Q,.
A felsé kvartilis az a szam, amelynél az adatoknak (kozelitSleg) a negyede nagyobb vagy egyenld. Jele: Q,.
Az also és fels6 kvartilisek értékének meghatérozasa:

Rendezziik nagysag szerint névekvé sorrendbe az adatokat!

esetén adatsokasagot

a medidnnal kettéosztjuk az

két adatsokasag medidnjat

péros elemszam . a medidnnal kettéosztjuk az . kiilon-kiilon vessziik a kapott
paratlan elemszam .

kiilon-kiilon vessziik a kapott
adatsokasagot és a mediant * .

esetén két adatsokasag medianjat

elhagyjuk
Paratlan elemszam esetén a kettéosztas soran csak azt az egyetlen elemet hagyjuk el, amelyik a kozéps6 elem. Az elétte
allé elemek az adatsokasag ,,alsé felébe” keriilnek, koztiik azok is, amelyek esetleg egyenl6k a medidnnal. A mogotte
all6 elemek az adatsokasag ,,fels6 felébe” keriilnek, koztiik azok is, amelyek esetleg egyenlék a medidnnal.

Példaul:

adatok also kvartilis medidan felsé kvartilis
8adat 1 2 |3 3|4 5|6 6 2,5 3,5 5,5
9adat 1 2 |3 3 4 5 5|6 6 2,5 4 5,5
0adat 1 2 3 3 4|5 5 6 6 7 3 4,5 6
lladat 1 2 3 3 4 % 5 6 6 7 8 3 5 6
Megjegyzések

— A kvartilisekre tobb meghatarozas is létezik. A tédblazatkezelé programok (pl. MS Excel) altal szamolt értékek eltér-
hetnek a fenti eljarassal kapott értékekt6l. Nagyszamu adatsokasag esetén azonban a kiilonbség nem jatszik szerepet.
Mindegyik meghatarozas esetén jellemz6 az a tulajdonsag, hogy a kvartilisek negyedelik az adatsokasagot.

— A kvartilisekhez hasonldan hasznalnak mas felosztasokat is. A decilisek példaul gy osztjak fel az adatsokasagot,
hogy az adatok (kozelitSleg) 10%-a esik az egyes tartomanyokba, a percentilisek esetében pedig az adatok 1%-a.
A percentilis fogalmat hasznaljak példaul a véd6ndk a kisbabak fejlédésének vizsgalatakor.
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2. Terjedelem, félterjedelem félterjedelem

»
»

Terjedelem: a legnagyobb és a legkisebb elem kiilonbsége.

Félterjedelem: a fels kvartilis és az als¢ kvartilis kiilonbsége: ....‘....

Q3 - Q1~ , .r 1
B also median fels6
- Az elemek (kozelit6leg) 50%-a a félterjedelem savba esik. Kvartilis Kvartilis
- Vigyazat, a félterjedelem rendszerint nem egyenl6 a terjede- terjedelem e

lem felével!

- A félterjedelem az adatok szorédasardl ad informaciot. Ha példaul az adatok nagy része egy sziik tartomanyba esik,
akkor a félterjedelem kicsi. Ha van néhany kiugré adat, akkor a félterjedelem tobb informaciét mutat meg az adat-
sokasagrol, mint a terjedelem.

Megjegyzés
A negyedelés hatdrait jelent6 5 értéket szokas Q,, Q,, Q,, Q,, Q,-gyel jelolni. Ezzel a jeloléssel:
minimum als6 kvartilis median fels6 kvartilis maximum
Q, Q Q, Q Q

3. A dobozdiagram
A kvartilisek segitségével késziil a dobozdiagram (mas néven Ii _|
box-plot diagram vagy sodrofadiagram).

Q Q.  Q QL Q

A doboz két széle az also, illetve a fels6 kvartilisnél, azaz Q,-nél és Q,-nal jelenik meg. A dobozon beliil egy vonal jelzi
amedian, azaz Q, helyét. A dobozbdl kiindulé vonalak a minimumig (Q,), illetve a maximumig (Q,) tartanak.

Példdul
|
!
HHEHH Hlllllillllllllllll””Hlilllllllilll R
0 10 20 30 40 50 60 70 80
minimum  alsé kvartilis  median  fels6 kvartilis maximum terjedelem  félterjedelem
5 18 38 46 80 80-5=75 46-18=28
Megjegyzések ®  Kiugré adat
— A dobozdiagram lehet akdr vizszintes, akdr fiigg6leges. T

— Szokas még kiugré adatokrol beszélni. Kiugrd adat az, amely az alsé kvartilisnél legalabb a
félterjedelem masfélszeresével kisebb, illetve a felsd kvartilisnél legaldbb a félterjedelem mas-
félszeresével nagyobb. Lehet ez példaul mérési hiba eredménye, de felhivhatja a figyelmet egy

szélsGséges helyzetre. A kiugré adatot a dobozdiagram esetén sokszor kiilon ponttal jelolik. Ha

van kiugré adat, akkor a dobozbdl kiinduld vonalak nem a minimumig, illetve a maximumig tar- J_
tanak, hanem a legkisebb, illetve legnagyobb olyan adatig, ami még nem szamit kiugré adatnak.

4. A dobozdiagram készitése (ha nincs kiugré adat)

Hatarozd meg Jelold szam- Rajzold be
o , az also és felsd egyenesen: a dobozt és az alsé
Allitsd Hatérozd meg o . .
) kvartiliseket! minimum, kvartilist6l
novekvd a minimumot, . » .. .
= ] = (Nefelejtsd el, ho- = als6 kvartilis, =» a minimumig,
sorrendbe a maximumot . , ., « . N
lemeket! . di4nt! gyan jérunk el paros, medidn, felsd illetve a felsd
az elemeket! és a medidnt! . , —— .
illetve paratlan kvartilis, kvartilistél a maximu-
elemszam esetén!) maximum! mig érd szakaszokat!
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Abrazold dobozdiagramon a gyakorisagi tablazattal
megadott adatokat!

adat 4 5 7 8 10 12
gyakorisag 1 2 1 4 2 1

Megoldds

Soroljuk fel az adatokat névekvé sorrendben! A felsorolas-
ban vegytik figyelembe a gyakorisagot is, azaz minden ada-
tot annyiszor soroljunk fel, amennyi a gyakorisaga!
4,5,5,7,8,8,8, 8,10, 10, 12

A minimum 4, a maximum 12. Az adatsokasag 11 elembdl
all. A 11 paratlan szam, ezért a medidn a kozépsé elem,
most nagysag szerint a hatodik elem: 8.

Osszuk ketté a medidnnal az adatsokasagot! (T6bb nyolcas
van, az adatsokasagot a kozéps6 elemnél osztjuk ketté, ami
most a masodik nyolcas.)

4,5,5,7,8,8,8,8,10, 10, 12

A medidn el6tt 5 elem all, ezek medidnja lesz az also6
kvartilis: Q, = 5.

A median utdn 5 elem all, ezek medidnja a fels6 kvartilis:

Q, = 10.
Jeloljiik be szamegyenesen a kiszamitott statisztikai muta-
tokat!

FELADAT

»
>

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Rajzoljuk meg a segitségiikkel a dobozt és a vonalakat!
[ ] \

] x

»
T T >

10 11 12 13

Megjegyzés

— Az adatokbol egyértelmiien elkészitheté a dobozdiag-
ram, visszafelé azonban ez nem teljesiil. A dobozdiag-
ram alapjan nem lehet felsorolni az adatokat, csak az
adatok ,,0sszességérol” nyeriink informaciot.

— Figyeld meg, hogy bar a kvartilisek olyan értékek, ame-
lyek négy (korilbelil) egyforma részre osztjak a nagy-
sag szerint sorba rendezett adatsokasagot, nem teljestil
azonban, hogy az adatok negyede kisebb, mint az als6
kvartilis, vagy hogy az adatok fele nagyobb, mint a me-
dian. Ennek oka, hogy lehetnek olyan adatok, amelyek
egyenl6k valamelyik kvartilissel vagy a mediannal
A példaban az egyik nyolcas a medidn, egy darab nyol-
cas a medidn el6tt és két darab nyolcas a median utan
szerepel a felsorolasban.

i A dobozdiagram alapjén hatarozd meg az dbrahoz tartoz6 minimum maximum
adatsokasag jellemz5it! also kvartilis terjedelem
—— medidn félterjedelem
T T T T 1T — fels6 kvartilis
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
PN Az alébbi dobozdiagramok az A és A B

B adatsokasagokra vonatkoznak.
Jelold a tablazatban X-szel a helyes
valaszokat!

:
: ‘

>
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Melyik adatsokasdgban szerepelhet a 12?

Melyik adatsokasagban szerepelhet a 25?

Melyik adatsokasdg terjedelme a nagyobb?

Melyik adatsokasag félterjedelme a nagyobb?

Melyik adatsokasdg medidnja a kisebb?

Melyik adatsokasag kozéps6 50%-aban szerepelhet 30-nal nagyobb adat?

Melyik adatsokasagra teljesiil, hogy elemeinek fele nagyobb, mint

a masik adatsokasag fels6 kvartilise?
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3> N Rubik-kocka-versenyeken tobbféle versenyszam létezik. Az egyik versenyszam az, hogy ki tudja kevesebb forga-

téssal kirakni a megkevert kockat. (Erdekes tény, hogy a kocka 20 1épéssel mindig kirakhaté.)
A 2019-ben Budapesten rendezett nemzetkozi bajnoksagon 21 forgatassal nyerte Balog David ezt a versenyszamot.
A dontSben a kovetkez 44 eredmény sziiletett:

forgatds szama 21 24 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 45 46 47 49 51 53
gyakorisag Ll 2(2121i(218|24 2|1 |2Z2|2(2|2|1|L)1L]|1[2]|1[1]2

Készits dobozdiagramot a versenyen elért eredményekrol!

LR Parositsd azokat a diagramokat, amelyek azonos adatsokaséghoz tartozhatnak!
A) 0
4 44
34 34
24 24
1 1-
0 0
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
B) D)
44 44
34 34
2 2
14 14
0- 0-
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1 3.
P e ] |
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
2 4.
— ~ ~ —
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
CR A kovetkezé dobozdiagram 13 adat alapjan késziilt, de
az egyik adat véletleniil torl6dott. Mi lehetett a hidnyz6 — —
adat az aldbbi esetekben? A T S ST S SRR SR S SN Y
40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90
a) 46, 53,57, 58,59, 60, 65, 67,73, 77, 78, 80
b) adat 45 55 75 80 c) adat 45 50 60 65 70 80

gyakorisag 1 5 4 2 gyakorisag 1 2 4 1 1 3
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Egy osztalykirdandulds utin dobozdiagramon abrazol-

~
Y

tak, hogy ki mennyi koltépénzt vitt a kirandulasra.
Eldonthet6-e a diagram alapjan a kévetkez6 allitasok-
rol, hogy igazak vagy hamisak? Tégy X-et a megfelelé
celldbal!

A gyerekek felénél legfeljebb 6000 Ft volt.
Atlagosan 8500 Ft volt a gyerekeknél.

A gyerekek 75%-anal legalabb 9000 Ft volt.
Volt olyan gyerek, akinél 12 000 Ft volt.

A gyerekek kb. felénél volt legalabb 3000 és legfeljebb

9000 Ft kozotti Osszeg.

Egy gazda kétféle tapoldatot hasznalt az almatermesz-

téshez. Az itt lathaté dobozdiagramok az alapjan ké-

szltek, hogy az egyes tapoldatok utin mekkora tome-

gl almdk termettek a fakon.

a) Hasonlitsd 6ssze a kétféle modon termesztett almé-
kat a diagramok alapjan!

— >

»
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
koltépénz (ezer Ft)

Igaz Hamis Az abra alapjan nem lehet eldonteni
[ T [ I [ T T I

L[] [

[ [ | ||
Ly L >
T T T T T >

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

(gramm)

b) A dobozdiagramok alapjan melyik tipust lenne érdemes termesztenie a gazdanak?

c) Mit gondolsz, milyen szempontok alapjan valaszthat a gazda? Tudsz-e olyan szempontot mondani, ami alapjan

megvaltoztatnad a b) feladatrészben adott javaslatodat?

HAZI FELADAT

1y

Egy adatsokasag elemeit dobozdiagramon szemlél-
tették. A diagram alapjan valaszolj a kérdésekre!

A B

o >

55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72

a) Mekkora az adatsokasag legnagyobb eleme?

b) Add meg azt az értéket, amelynél az adatok kozel
50%-a nagyobb!

c) Add meg azt az értéket, amelynél az adatok kozel
25%-a kisebb!

d) A novekvd sorba rendezett adatsokasag utolsd
negyedrészébdl kivalasztunk 2 elemet. Legfeljebb
mekkora lehet ezek kozott a kiilonbség?

Adj meg 10 olyan pozitiv egész szamot, amelyekbdl

mint adatsokasagbol a kévetkezé dobozdiagram ké-
szithetd!

55. lecke | A DOBOZDIAGRAM
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1 >
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Abrazold dobozdiagramon a kérdiagramon meg-

adott adatsokasagot!

25 W30 35 [J40 45 [ s0
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Egy iskola tobb osztalyaban is megirattak ugyanazt az évfolyamdolgozatot. A dolgozat 12 kérdésbdl 4llt, a helyes valasz
minden kérdésre egy pontot ért. Az alabbi grafikonok néhany osztaly eredményeit szemléltetik:

Fé F6 Fé
16 16 16
14 14 14
12 12 12
10 10 10
8 8 8
6 6 6
4 4 4
27 2 2
0 T 0 L 0
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
Elért pontszam Elért pontszam Elért pontszam

Mindhdrom osztalyban azonos a pontszamok atlaga: 7. Mégis 1ényeges kiilonbségeket mutat a grafikon. Az elsé grafikonhoz
tartozo osztalyban a tanuldk felkésziiltségében nem mutatkozott nagy kiilonbség. A médsodik esetben az eredmények mar
jobban szorodtak. A harmadik esetben két jol elkiiloniilé csoport alakult ki, és senki sem irt atlagos pontszamu dolgozatot.
Keresiink egy olyan mutatét (szamszert jellemzét), amely ezeket a kiilonbségeket jeleniti meg. Az adatok szérddasat leird

egyik statisztikai mutaté a szdras.

1. Adatok szorédasanak jellemzése
Nagyszamu adat esetén az adatok atlaga kevés informaciot hordoz az adatsokasagrol. Sziikség van olyan jellemzére,
amely azt mutatja, hogy az adatok mennyire szérédnak. Lehetséges példaul, hogy az adatok nagy része az atlag kortili
sziik tartomanyba esik, de lehetséges az is, hogy az adatok kozott sok olyan van, amely jelentdsen eltér az atlagtol.
Tobb szoérodasi mutatd létezik, ezek egyike a szoéras. A szoras az adatok atlagtol valo eltérését veszi alapul. Az adatok
atlagtol valo eltérését négyzetre emeljiik — ezdltal nem szamit, hogy az eltérés pozitiv vagy negativ. A szoéras értéke egy
nemnegativ valds szam. Ha minden adat egyenld, akkor a szdrds 0.

2. Adatsokasag szorasa
Definici6: Ha egy véges adatsokasag adatait x,, x,, ..., x, jeloli, és ezek atlaga X, akkor az
(X =X P+ (X, =X P+ .o+ (X, — X
n
szamot az adatsokasag szorasnégyzetének, ennek a négyzetgyokét pedig az adatsokasdg szorasanak nevezziik.

A szérast altalaban a gorog szigma (o) betlivel jeloljiik.

G=\/(xl—f)2+(x2—f)2+...+(xn—f)2

n




A sz0rés kiszamitdsa

az adatok atlaga x, és azokbdl x
az atlagtol valo eltérések X — X
az eltérések négyzete (% —x)
(x—xXy+ * +(x,— XY
n
\

’ ) 0 (% —Xy+...+(x,— XY
az eredmény négyzetgyoke "

Az elébbi eljarasban sokat segit, ha egy tablazat elsé soraban soroljuk fel az adatokat, ezekbdl kiszamoljuk az 4tlagot,

a kapott mennyiségek atlaga

majd a tablazat masodik sordba beirjuk az 4tlagtdl valo eltéréseket (x; — ), kovetkezd sorba pedig az édtlagtdl vald
eltérések négyzetét: (X, — X)°.

Ha ismert az elemek gyakorisaga, akkor segit a szimolasban, ha (az atlagszamitashoz hasonléan) stlyozzuk az eltérés
négyzetét a gyakorisagaikkal.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Mennyi a 33, 33, 45, 45, 45, 45, 45, 45, 46, 48 adatsokasag szorasa?

Megoldds
Az adott 10 szam atlaga: 2:33+6 fg +46+48 _ 43, Adat (x) % " " 48
Toltsiik ki a tablazatot! gyakorisg 2 6 1 1
A szoras:
\/2-(—10)2+6-22+32+52 558 Ko - 10 2 ’ >
10 =y G0 —V2>8=>3l (x, — 43) 100 4 9 25

Egy cinkelt dobdkockat

egymas utan 120-szor fel-
dobtunk. A dobott pon-
tok gyakorisagat tablazat-

a) Abrazold az adatsokasig gyakorisigeloszldsat
oszlopdiagramon!

b) Mennyi a 120 dobas atlaga?

c) Melyik szam a median?

tal adjuk meg: d) Van-e ennek a szamsokasagnak médusza? Ha
van, melyik szdm az?
e) Mennyi itt a terjedelem?
f) Mennyi a 120 adatbol all6 adatsokasag szorasa?
Pontszim o B I I B A -10; 0; 10; 15; 35 szamsokasag esetén
Gyakorisig 21 18 4 45 22 10 a) szamitsd ki az atlagot és a terjedelmet!

b) szdmitsd ki a szOrast!




(Erettségi feladat alapjén, 2014)
Késtoloval egybekotott termékbemutatot tartottak egy uj kavékeverék piaci megjelenését megelézéen. Két csoport

véleményét kérték ki agy, hogy a terméket egy 1-t6l 10-ig terjed6 skalan mindenkinek egy-egy egész szammal kellett
értékelnie. Mindkét csoport létszama 20 £6 volt. A csoportok értékelése az alabbi tablazatokban lathato.

Pontszdm 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Gyakorisagaz l.csoportban 0 0 1 0 6 8 2 2 1 0
Gyakorisaga2.csoportban 0 8 0 2 0 1 0 0 0 9

Szamitsd ki zsebszamologéped hasznalataval, hogy mennyi a két csoportban az adott pontszamok
a) atlaga; b) szorasa!

c) Készits dobozdiagramot a két csoportban adott pontszamokrdl, kiilon-kiilon!

d) Milyen kapcsolatot tudsz megfogalmazni a dobozdiagram alakja és az adatok szérasa kozott?

HAZI FELADAT

Tekintsiik a 2, 3, 4, 5, 2,4, 4, 6, 8, 2, 6,9, 2, 3, 7 adatsokasagot!
a) Rendezd az adatokat néveked6 sorrendbe! d) Mennyi az adott szamok atlaga?
b) Abrizold az adatok relativ gyakorisagit diagramon! e) Szamitsd ki az adatsokasag szorasat!
c) Mennyi az adatsokasag terjedelme?

N
Y

(Erettségi feladat alapjén, 2020)

A 2016-0s nyari olimpiai jatékok néi stlylokés versenyszamanak dontéje alapjan késziilt az alabbi, hianyosan ki-
toltott tablazat, amely az els6 ot helyezett dobdsainak hosszat mutatja. Egy adott versenyz6 eredménye az érvényes
dobasai koziil a legnagyobb. A tablazatban az X az érvénytelen dobast jelzi.

1. dobas 2.dobas 3.dobds 4.dobas 5.dobas 6.dobas Eredmény

(m) (m) (m) (m) (m) ) (m) Helyezés

Név (orszag)

Valerie Adams

. 19,79 20,42 19,80 X X 20,39
Uj-Zéland
Michelle Carter
) 19,12 19,82 19,44 19,87 19,84 20,63
Egyesiilt Allamok
Kung Li-csiao
, 18,98 19,18 X X X 19,39
Kina
Mairton Anita
) 17,60 18,72 19,39 19,38 19,10 19,87
Magyarorszdg

Raven Saunders
L 18,88 X X X X 19,35
Egyesiilt Allamok

a) Toltsd ki a tablazat tiz tires mezdjét!

b) Hanyadik helyen allt Marton Anita az 6todik sorozat végén?
c) Szamitsd ki Marton Anita hat dobasanak atlagat és szorasat!
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RAADAS

Oszlopdiagram és az adatok szdorasa

Két izzdgyar versenyez a vevkért. Mindkét gyar terméke olyan izzd, amely a gyarto szerint atlagosan 1000 6ran keresztiil
vilagit. Ezt az allitdsat mindkét gyar ezer-ezer izzo élettartamanak megvizsgéldsaval tdmasztja ald. A mindség-ellendrzés
soran a megvizsgalt izzok élettartamat 10 orara kerekitették és tablazatba foglaltdk.

Elettartam (6ra) 800 820 850 880 910 980 990 1000 1010 1030 1050 1070 1100 1400 1570
1. gyar izz6inak szama 5 10 8§ 12 24 75 130 190 333 120 70 14 8 0 1
2. gyar izzéinak szama 10 29 46 48 59 98 107 153 192 112 45 41 26 19 15

a) Elemezziik mindkét adathalmazt a terjedelem, modusz, median és atlag segitségével!
b) Hogyan vélekediink a gyarak termékeir6l, melyik gyar igéretét tartjuk megbizhatobbnak?

Megoldds

a) Téablazatba foglalva attekinthet6bbek az egyes jellemzék: Teitedom | D | Micitn | Mg
1. gyar 770 1010 1010 1002
2. gyér 770 1010 1000 1001

b) Ha nem latnank az 1000-1000 mérés eredményét, akkor pusztan a fenti statisztikai jellemzdk alapjan azt gondolhatnank,
hogy a két gyar termékei kozott nincs 1ényeges mindségi kiilonbség. Abrazoljuk oszlopdiagramon a gyakoriségokat!

db

350 -
1. GYAR - \

300

250

200 —

150 -

100

50 ﬂ

obrmm [l e . —
=3 N wn (=] — OANO— o wn o~ (=) (=] [
® ® ® ® o ARES S S 2 = = e

db

350 =
2. GYAR

300

250

200

150

100 H :]7

50 I

0+ |T| |T| |T| I|I T T |T| |T| |T| I—|| 'T‘ 1
(=] N wn [ — OO — o wn o~ (=) (=] O~
2@ 2 2 3 se2 £ 5 = 5 i

Azonnal szembe6tl§ kiilonbség mutatkozik a két gyar termékei kozott. Az elsé diagram azt mutatja, hogy az 1. gyarban
az izzok tobb mint 80%-anak valdban 1000 6rahoz kozeli volt az élettartama (980 és 1050 6ra kozott). Vizudlisan ez
ugy jelenik meg a diagramon, hogy a ,,jelentds magassagt” oszlopok egy viszonylag sztik (mintegy 70 6ra ,,szélességi”)
tartomanyban vannak.

A 2. gyar esetében a diagram ,,szétteriil”. Ha itt is ki akarunk jellni a vizszintes tengelyen egy olyan szakaszt, amelyikben
az adatoknak koériilbeliil a 80%-a megtalalhatd, akkor ehhez mar egy legaldbb 160 dra szélességii tartomdnyra van sziik-
ségiink (példaul 910 és 1070 dra kozott). Ennek az adatsornak joval nagyobb a szérdsa, mint az el6zének.

A gyakorlat szamara ez igen jelentés informaci6 az 1000 adatbol all6 adathalmazra nézve. Az 1. gyar igéretét megbizha-
tobbnak gondoljuk, a legtobb esetben valéban 1000 6rahoz kozel lesz a télitk vasarolt izzok élettartama.
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Egy varosi kozlekedési véllalat 20 jaratot tizemeltet. Sze-
retnék a halézatot a megvaltozott kozlekedési igények
szerint atszervezni. Ennek els6 1épéseként Osszeirtdk,
hogy az egyes jaratok jelenleg hany megall6 hosszusaga
szakaszokon kozlekednek. Az adatokat (a megallok sza-
mat) és ezek gyakorisagét (a jaratok szamat) a mellékelt
tablazat foglalja 6ssze.

A zsebszamologép statisztikai izemmodjanak hasznala-
taval szamitsuk ki az adatok atlagat és szorasat!

Megoldds
- Allitsuk a szamolégépiinket sta-
tisztikai iizemmodba.
Ez a beallitas szamoldgépenként
kiilonb6z8 moédon végezhetd el. TR (oN/C
Az egysoros kijelz6ji szamoldogép- o
nél alegtobb esetben van egy STAT ' CE
felirata nyomégomb (legtobbszor a
nyomogomb masodik funkcidjaval X2
aktivalhatd). Ha ezt az lizemmo-

dot aktivaltuk, akkor a kijelz6n megjelenik a STAT felirat.
(A dragdbb, altaldban tobbsoros kijelzdjii gépek esetében
a statisztikai tizemmod a MODE vagy a SETUP feliratu
billentyli megnyomadsa utan valaszthato ki, ami esetleg az
SD-mod kivalasztasat jelenti.)

Elészor ellendrizziik, nincsenek-e korabban bevitt ada-
tok a gépben. Ha vannak, ezeket torolntink kell. A torlés-
hez nem elegendd a C, esetleg a CA gomb megnyomasa,
hanem altalaban a 2nd (mas gépeknél: SHIFT) billentyt
és egy masik gomb megnyomasa (Scl, CS, ...) sziikséges.
Keressilk meg azt a nyomdgom-
bot, amelyhez a DATA, DAT vagy
DT felirat tartozik. Ennek a meg-

X2

r oz . ” 7 7 7 DATA €D
nyomadsaval a kijelzon allé szamot

adatként lehet bevinni a gépbe. Ha
egymas utan tobbszér megnyom-
juk ezt a gombot, akkor ugyanazt
a szamot annyiszor viszi be a gép
adatként, ahanyszor megnyomtuk
a gombot.

Raaas Statisziikai szAmitasok zsebszAmoldge)

Megallok Jaratok

szdma  szama
4 1

8

11

13

14

15

16

17

— = N W R Ul W

A példankndl maradva, a STAT tizemmoddban el6szor
toroljink minden adatot a kijelz6rél és a memoriabol is.
Ekkor a kijelz6n a 0-nak kell allnia (esetleg az n = 0 fel-
irat is lathato).

Ezutan irjunk be egy 4-est a gépbe, majd nyomjuk meg a
DAT nyomégombot egyszer. (Géptdl fiiggden vagy sem-
mi lényegeset nem észleliink, vagy tébbsoros kijelz6 ese-
tén megjelenhet a kijelzén az n = 1 felirat, ami azt jelzi,
hogy 1 darab adat van a gépben.)

Toroljiik a kijelz6t, és nyomjuk meg a 8-as szamhoz tartoz6
gombot, majd a DAT gombot 3-szor egymas utan. Ha vélet-
lentil 4-szer nyomtuk meg a gombot, akkor a 2nd billentyt
és utana a DAT billentyti megnyomasaval az utoljara bevitt
adatot torolhetjitk. Ha pont 3-szor vittiik be a 8-at, akkor
akijelzOn (esetleg) az n = 4 kijelzés is lathatd.

Toroljiik a kijelz6t, irjuk be a gépbe a 11-et, majd nyom-
juk meg a DAT billentytit 5-sz6r egymas utdn (n = 9).
Miutan hasonlé mddon a tobbi adatot is bevittitk a gép-
be, toroljiik a kijelz6t. (A kijelz6 torlése nem torli a bevitt
adatokat.)

Keressiik meg a gépen az x felirata billentytt és nyomjuk
meg (ehhez el6szor valdszintleg a 2nd billenty(it kell le-
nyomnunk, esetleg mas, a gép hasznélati utmutatéjaban
megadott billentytit). Ekkor (géptdl fiiggden) megjelenik
az adatok atlaga (feladatunkban a 12), de el6fordulhat,
hogy ehhez még az ,=" (vagy Enter) billentytt is meg
kell nyomnunk.

Keressiik meg a 0 (esetleg o) feliratt billentytit, és (a 2nd
billentyli vagy a gép leirasaban megadott mas billentyt
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megnyomasa utan) nyomjuk meg ezt is. A kijelz6n megjelenik a szamoldgépbe bevitt adatok szorasa (feladatunkban
a 3,098386677).
- Ha ujabb feladatot kell megoldanunk, akkor ne feledjiik el t6rolni a bevitt adatokat.

Megjegyzés: A feladat elvégezhet tablazatkezel$ program segitségével is.

FELADAT

N
Y

w
'Y

Zsebszamologép segitségével vizsgaljunk meg néhany korabban bemutatott adatsokasagot!

Egy kisvaros tlizoltoparancsnoka Osszesitést készitett, .. , ,
8y p A napi riasztasok szama 0 1 2 4 6 14

hogy az el6z6 hénapban naponta hany riasztashoz vo-
Héany napon fordultel6? 1 11 6 8 4 1

nultak ki.
Szamitsd ki zsebszamologéped statisztika-tizemmodjanak hasznalataval, hogy mennyi a napi riasztasok
a) atlaga; b) szorasa!

Szamitsd ki zsebszamologéppel, statisztika-tizemmaodban, mennyi volt Marton Anita dobasainak dtlaga és szorasa
a2016-o0s olimpian!

1. dobds 2. dobds 3. dobés 4. dobds 5. dobds 6. dobds
Marton Anita 17,60 m 18,72 m 19,39 m 19,38 m 19,10 m 19,87 m

Egy cinkelt dobokockat egymas utan 120-szor feldobtunk,
a dobott pontok gyakorisagat tablazattal adtuk meg:

Pontszam 1 2 3 4 5 6

Szamitsd ki zsebszamologéped statisztika-tizemmodja- SR 2! 18 4 Sl I N

nak hasznalataval, mennyi a dobott pontok
a) atlaga; b) szérasa!

HAZI FELADAT

Két dobokockaval dobtunk 20-szor egymas utan, és Szamitsd ki zsebszamologéped statisztika-tizem-

minden alkalommal feljegyeztiik a dobasok kiilonb- modjanak hasznalataval az adatsokasagok szorasat!
ségét (ha a dobdasok kiillonbozék voltak, akkor a na- a) 33,45, 46, 48;
gyobb dobasbol vontuk ki a kisebbet). Oszlopdiagra- b) 33,33, 45, 45, 45, 45, 45, 45, 46, 48.

mon abrazoltuk az eredményeket. Hatdrozd meg a 20

eredmény 4atlagat és szorasat! I Az 55. lecke Kidolgozott feladatdban talélod azt a
7 ALz . km
tablazatot, amely azt tartalmazza, hogy hany Y

6

5 volt a 2021-ben rendezett labdartgo6-Eurdpa-baj-
a noksagon a pélyara [épé magyar jatékosok legna-
5 gyobb sebessége. Mennyi a sebességek dtlaga és
” szorasa?

1_

0_
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BEVEZETO

Big Data - azaz rengeteg adat

A 2010-es évekhez kotik a Big Data forradalmat. Ekkor
a keletkezd, mérhetetleniil sok adat feldolgozasa fontos
gazdasagi tényez6vé valt (pl. a Google- vagy a Facebook-
tipusu internetes driasvallalatok tizletpolitikdja miatt). Ezért
olyan informatikai és matematikai modszereket, eljarasokat
és eszkozoket fejlesztettek ki, amelyek segitségével ebbdl
a mérhetetleniil sok és gyorsan képz6dd, valtozatos adat-
bdl hatékonyan lehet hasznos kovetkeztetéseket levonni. A
Big Data alapjan miikédnek példaul a kiilonbozé portélok
személyre szabott ajanlorendszerei (YouTube, Netflix), a va-
16s idejti Gtvonaltervezdk és a repiilGjegy-arazo eljarasok is.
De a nagy adatsokasagokban rejl6 lehetdségeket hasznaljak
tobbek kozott az egészségligyben, a pénziigyben, a logiszti-
kaban, a gyartérendszerek koordindldsiban, a mezdgazda-
sdgban és a terrorizmus elleni harcban is.

FELADAT

N
Y
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‘I (Erettségi feladat, 2020)

Egy tobb szaz f6s gimnazium didkjai életkoranak el-
oszlasat mutatja az aldbbi kordiagram. Allapitsd meg
a didkok életkoranak terjedelmét, moduszat és medi-
anjat! Szemléltesd dobozdiagrammal is az adatokat!

20 év
14 év

19 év

8%
18 év
18%

17 év

15 év

16 év

(Erettségi feladat alapjan, 2009)

Adott 12 szdm: 6; 4; 5; 5; 1; 10; 7; 6; 11; 2; 6; 5. Me-
lyik az a legnagyobb szdm a felsorolt 12 szam koziil,
amelynek elhagyasaval a megmaradt 11 szam

a) medianja 6; c) felsd kvartilise 72
b) alsé kvartilise 4;

Miara felismerték, hogy a Big Data nem csupan kuriézum,
hanem fontos er6forras, nyersanyag. A gazdasagi el6ny és
a tudas lehetéségét hordozza magaban. Noha vannak olyan
felhasznalasi teriiletei is, amelyek komoly etikai kérdéseket
vetnek fel, a Big Data dltal nagyszerti lehetdségek nyilnak meg.

j‘."

o
4

R (Erettségi feladat alapjan, 2021)

Két fémipari kisvallalkozasnak négy-négy dolgo-
z6ja van. Az alabbi diagramon az 6 havi fizetésiiket
és ezek (cégen beliili) atlagat abrazoltuk.

400
360
320
280
240
200
160
420

80

40

Havi fizetés (ezer Ft)

M1

M2 M3
M. Kft.

M4 Al A2 A3

A. Kft.

A4

a) Melyik cégnél nagyobb a havi fizetések szérasa?
Indokolj!

b) Az M. Kft.-hez egy 4j munkaer6t vettek fel,
ugyanakkor nem valtozott meg a cégen beliili
atlagfizetés. Mennyi az (j munkaer6 havi fize-

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



tése? Hogyan valtozott a fizetések szordsa az Uj
munkaerd felvétele soran: nétt vagy csokkent?
Mennyi lett az 4j munkaerd6 felvétele utan a fize-
tések szorasa?

c) Hogyan valtozik egy adatsokasag szoérasa, ha az
adatokhoz hozzavessziik Gj adatként az atlagot?

'S
'Y

2019-ben Kvangdzsuban az uszé-vildgbajnoksagon
egy 10 éve fennall6 vilagesicsot dontott meg a 19
éves magyar Usz0, Milak Kristof. Fantasztikus uszas-
sal, hihetetlen eredménnyel nyerte a 200 méteres pil-

langduiszas dontéjét. Tablazatba foglaltuk a részido-
ket (perc : masodperc.szazadmdasodperc).

50 m
24.66

100 m
52.88

150m 200 m

részid6 1:21.57 1:50.73

Szamitsd ki, hogy mennyi id6 alatt uszta le Mildk
Kristof az 50 m-es szakaszokat, és hatdrozd meg ezen
idéeredmények szorasat!

o
Y

Egy ijaszversenyen az egyik versenyz6ének mind a 20
lovése célba talalt. Oszlopdiagramon dbrazoltuk a 16-
vések eredményét. (Az olimpiai fjaszatban a céltabla
koncentrikus korokkel van 10 részre felosztva. A bel-

HAZI FELADAT

0N (Erettségi feladat, 2021)

Egy kosarlabdacsapat az el6z6 6t mérkézésén 77, 60,
83, 73, illetve 90 pontot szerzett. Hany pontot kell
szereznie a csapatnak a kovetkezd mérkézésén ah-
hoz, hogy a hat mérkdzésen szerzett pontjainak at-
laga 75 legyen?

N
Y

A kovetkezd adatsokasag 9 adatbdl all, és tudjuk,
hogy az adatsokasag terjedelme 7, medianja 20, alsé
kvartilise 17, fels6 kvartilise 20,5. Az egyik adat azon-
ban elmosodott.

18, 21, 15,* 20, 18, 16, 22, 20

a) Mi a hidnyz6 adat?

b) Készits dobozdiagramot a kilenc adatbol allo
adatsokasagrol!

c) Szamitsd ki az adatsokasag szordsat!

57. lecke | GYAKORLAS

s6 korbe érkez6 16vés 10 pontos, a korotte 1éve kor-
gytrtbe érkez6 16vés 9 pontos és igy tovabb. A vo-
nalat éré talalat a magasabb pontszamot kapja.)

6

3 4 5 6 7 8 9 10

a) Készits dobozdiagramot az oszlopdiagramon
abrazolt adatokbol!

b) Mennyi volt a versenyz6 talalatainak atlaga?

c) Hatarozd meg az adatok szorasat!

I (Erettségi feladat, 2012)
Az egyik vilagbajnoksagon részt vevé magyar néi
vizilabdacsapat 13 tagjanak életkor szerinti meg-
oszlasat mutatja az alabbi tablazat.
Eletkor 17 18 19 21 22 23 24 25 26 31

Gyakorisag 2 1 1 1 2 1 2 1 1 1

a) Szamitsd ki a csapat atlagéletkorat!

b) A vilagbajnoksag egyik mérk6zésén a magyar
kezd@csapat 6 mezdnyjatékosardl a kovetkez-
ket tudjuk:

o alegidGsebb és a legfiatalabb jatékos életkoranak

kiilénbsége 12 év,

o ajatékosok életkoranak egyetlen modusza 22 év,

« ahat jatékos életkoranak medidnja 23 év,

o a hat jatékos életkoranak atlaga 24 év.

Add meg a kezd6csapat hat mezényjatékosanak

életkorat!
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1 2 3
A helyes valaszok mentén juss
el a bal fels6 sarokbdl a jobb lativ pri
also sarokba! A oszt(')ja 6-nak ;i primszém % re a;)v}lzrlm
a 30-hoz
Szabélyos dobokockaval do-
bunk. Mennyi annak a vald-
szintisége, hogy a dobott szam: 2 », 1 N 1
6 o 6 6
B oszthato 5-tel % osztdja 5!-nak g négyzetszam
1 Y 1 Y 1
6 “o 6 "o 6
c oszt6ja 5-nek % faktorlalllsa paros g hﬂ
szdm

Ha az elemi események egyforman val6szintek, akkor

kedvez6 elemi események szama

egy esemény valosziniisége = - -
Osszes elemi esemény szama

A valoszintiség szoros kapcsolatban van a relativ gyakorisaggal. Ha nagyon sokszor elvégziink egy véletlen kisérletet, ak-
kor egy esemény relativ gyakorisaga az esemény bekovetkezésének valoszintségéhez kozeli érték.

Az A esemény valoszintiségének jele: P(A).

Megjegyzések

- A valdszintiség értéke legalabb 0 és legfeljebb 1. (0 < P(A) < 1)

- Eléfordul olyan helyzet, amikor azokat az elemi eseményeket konnyebb 6sszeszamolnunk, amikor az esemény nem
kovetkezik be. Ezeket nevezziik komplementer eseményeknek.

P(az A esemény bekovetkezik ) = 1 - P(nem kovetkezik be az A esemény).

- Ha ugyanolyan targyak, elemek szerepelnek egy valoszintiségszamitasi feladatban (példdul 3 db egyforma sarga golyo,
2 db egyforma dobdkocka, 3 db ugyanolyan pénzérme), akkor érdemes gondolatban egy jeloléssel megkiilonboztetni
az egyformakat. (Fizikai val6jukban ezek a targyak valdban kiilonbozok.)

- Ha két dobdkockaval dobunk, akkor kiilonboztessiik meg a kockdkat, és az elemi eseményeket felsorolhatjuk egy
6 x 6-0s tablazatban.



Magnus Carlsen norvég sakkvilagbajnok mérkézé-
seirdl késziilt a kovetkezé kordiagram. A két kordi-
agram kiilon mutatja, hogy vildgos babukkal jatszott
mérkozések, illetve sotét babukkal jatszott mérko-
zések esetén Carlsen mennyi meccset nyert, meny-
nyit vesztett, és hanyszor lett dontetlen az eredmény.
A sakkjatszmaban mindig az 1ép el8szor, aki vilagos-
sal van, és a diagram jol szemlélteti, hogy ez némi
elényt jelent a jatékosnak.
Jatszmak eredménye

vilagos babuval sotét babuval

Bl gyGzelem 384
I dontetlen 303
B vereség 78

Bl gy6zelem 250
I dontetlen 419
Il vereség 65

Véletlenszertien kivalasztunk a két kordiagramon
abrazolt mérkézések koziil egyet. Mennyi a valdszi-
ntisége, hogy

a) Carlsen vilagossal jatszotta;

b) Carlsen nyert;

c) Carlsen ellenfele sotéttel nyert?

HAZI FELADAT

2>

Graftal abrazoltuk, hogy 6 varos koziil melyek kozott

létezik kozvetlen repiil6jarat.

Ha ezen kozvetlen repiilGjaratok koziil véletlenszertien
kivalasztunk egyet, akkor mennyi a valdszintsége, hogy
a) a C varost koti 6ssze a B véarossal;

b) az A varost koti 0ssze egy masik varossal;

b) egyik végallomasa sem a D varos?

58. lecke | VALOSZINUSEG - ISMETLES
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Két dobokockaval dobunk, és a dobasok eredmé-
nyét §sszeszorozzuk.
a) Toltsd ki a tdblazatot a lehetséges elemi esemé-

5| ) | BB

nyekkel!

-

10

b) Mennyi a valdszintisége, hogy a dobott szamok

szorzata
- nagyobb, mint 10; - négyzetszam;
- péros szam; - primszadm?

¢) Dobjatok két kockaval 100-szor! Mennyi a b)-
beli események relativ gyakorisaga?

Abrézold Venn-diagramon a kovetkez$ halmazokat:

A = {60 pozitiv 0sztdi} és B = {56 pozitiv 0sztoi}.

a) Ha véletlenszertien kivalasztjuk 60 egyik oszto-
jat, akkor mennyi a valdszintisége, hogy 56-nak
is osztdja?

b) Ha véletlenszertien kivalasztjuk 56 egyik oszto-
jat, akkor mennyi a valdszintisége, hogy 60-nak
is osztdja?

c) Ha véletlenszertien kivalasztunk egy pozitiv egész
szamot 56 vagy 60 osztdi koziil, akkor mennyi a

"

valoszintisége, hogy 56-nak és 60-nak is osztdja?

Két fitr és két lany véletlenszertien leiil a néz6téren
négy egymas melletti helyre. Mennyi a valészind-
sége, hogy a két lany nem il egymas mellé?
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Raadas Gyakorlas

FELADAT

A 2020-as tokioi olimpidn 13 magyar vivo vett részt.

Remekiil szerepeltek: Szildgyi Aron egyéniben arany-
érmes, Siklosi Gergely eziistérmes, a férfi kardcsapat
(Decsi Tamas, Gémesi Csandd, Szatmari Andras és
Szilagyi Aron) bronzérmes lett. Marton Anna egyé-
niben negyedik helyezést ért el.

Tablazatba foglaltuk a versenyzék életkorat. Ha vé-
letlenszertien kivalasztunk koziilik egy versenyzét,
akkor mennyi a valdszintisége, hogy

a) noi versenyzo;

b) érmet nyert a tokioi olimpian;

c) kevesebb mint 25 éves;

d) tobb mint 30 éves?

néi tér n6i kard

Kreiss Fanni 32 Marton Anna 26
Kondricz Kata 23 Pusztai Liza 20
Pasztor Flora 23 Katona Renata 26

Mohamed Aida 45 Battai Sugar Katinka 18
férfi kard férfi parbajtér

Decsi Tamads 38 Siklosi Gergely 23
Gémesi Csanad 34

Szatmari Andras 28

Szilagyi Aron 31

Egy tertiletfoglalds tarsasjatékban a jatékos egyszerre
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két dobokockaval dob, és a kockadobas eredménye
hatarozza meg, hogy mennyi a védekezd ereje. Ha a
két dobas értéke kiilonboz6, akkor a nagyobbik do-
bas értéke szamit, ha pedig a két dobas azonos, akkor
ez a kozos érték lesz a védekezd erd. (A védekezd erd
igyaz 1,2, 3, 4, 5, 6 érték valamelyike.)

Ird be a tablazatba, hogy az egyes elemi események
esetén mennyi a jatékos védekezd ereje!

Mennyi a valdszintisége, hogy két dobdkockaval dob-
va a jatékos védekezo ereje

a) 5; c)3;

b) legalabb 5; d) kisebb, mint 3?

‘Y

Y

(Erettségi feladat, 2005)

Rakodas soran kiborult egy lada jonatan- és egy
lada idaredalma, és tartalmuk oOsszekeveredett.
A jonatanalma mérete kisebb, mint az idaredé, igy
abbol 25%-kal tobb darab fért bele a ladédba, mint
idaredbdl. A kiborult almakbol véletlenszertien ki-
valasztva egyet, mekkora a valdszintisége annak,
hogy az jonatan lesz?

A hatpontos dominé olyan kovekbdl all, melyek-
nek mindkét oldalan 0 és 6 kozotti szamu potty
szerepel. Minden pdrositds pontosan egyszer sze-
repel a készletben. A teljes készlet 28 db domin6bol
all. A jaték sordn két dominé egymashoz illeszthe-
t6, ha az érintkez6 részeken ugyanannyi potty van.

Els6ként kivessziik a készletbél az 1 — 5 pottyos do-
mino6t: .!

Ha véletlenszertien vélasztunk a t6bbi dominé ko-
ziil egyet, akkor mennyi a valdszintisége, hogy a
jatékszabaly szerint az dominodhoz illeszt-
het6 valamelyik oldalrdl?

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



Ha véletlenszertien all sorba 6 gyerek, koztitk Sari és Az egyjegyli pozitiv egész szamok koziil vélet-

Doéri, akkor mennyi a valészintisége, hogy

a) Sari all legelol?

b) nem Déri all leghatul?

c) Sari az elsd és DOri a méasodik?

d) Sari és Dori egymas mogott all valamilyen sor-
rendben?

HAZI FELADAT

1

'Y

(Erettségi feladat, 2020)

Egy sportcsarnok nézétere négy szektorra oszlik:
A, B, C és D. Mind a négy szektort tovabbi harom
zOnara osztottak: az 1. zéndhoz a palyahoz legkoze-
lebb esd tiléssorok tartoznak, a 2. zondhoz a nézbtér
ko6zéps6 sorai, mig a 3. zonahoz a legfelsd tiléssorok.

A szektor

B szektor
IOP[RZS (7

T

3. zO6na

C szektor

Az alabbi - hidnyosan kitoltott — tablazat az egyes
szektorok kiilonb6z6 zonaiba eladott jegyek szamat
mutatja az egyik mérkézésen.

A szektor B szektor C szektor D szektor

1. zéna 69 96 85
2.zbna 116 99
3.zbna 102 113

a) Tudjuk, hogy az 1. zénaban szektoronként atla-
gosan 82 jegyet vasaroltak. Hany jegyet valtottak
a D szektor 1. z6ndjaba?

b) A mérkdzésre 6sszesen 1102 jegyet adtak el. Meny-
nyi a valoszintsége annak, hogy egy véletlensze-
riien kivalasztott néz6 jegye a C vagy a D szektor
valamelyikébe szo61?
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lenszerten kivalasztunk egyet, jeloljik ezt n-nel.
Mennyi a valészintisége, hogy kovetkezé kifejezés
értéke természetes szam?
a) 2"

» (3)

c) log, n
d) log,,n

(Erettségi feladat, 2019)

Egy véletlen kisérlet soran két szabalyos dobdkoc-
kaval dobunk egyszerre. Ezt a kisérletet tobbszor
egymas utan elvégezziik. Egy-egy dobds utin min-
dig feljegyezziik a két dobott szam Osszegét, és ezt
az Osszeget tekintjiik a kisérlet kimenetelének.

Az els6 kilenc kisérlet utan ezeket az 6sszegeket je-
gyeztiik fel: 9, 3, 5, 4, 11, 6, 9, 10.

Legyen az A esemény az, hogy a kisérlet kimenete-
le 4-nél nagyobb, de 9-nél kisebb.

a) Add megaz A esemény relativ gyakorisagat!

b) Szamitsd ki az A esemény valoszintiségét!

(Erettségi feladat, 2018)

Molnar tr kulcscsomoéjan négy ugyanolyan kiné-
zetli kulcs van, amelyek koziil az egyik az 0j telké-
nek kapujat nyitja. Molnar ur éltalaban nem talalja
el elsére, hogy melyik kulcs val6 ebbe a zarba.
Hatdrozd meg annak a valdszin(iségét, hogy a ka-
puhoz érve Molnar ur elész6r nem a megfeleld
kulccsal probalja kinyitni a kaput, de a masodik
probalkozasa mar sikeres lesz! (Molnar ar két kii-

16nb6z6 kulcsot probal a zarba.)




BEVEZETO

Egy tarsasjatékban Zsoka harom kockaval dobhat, és a dobasok
Osszege szamit. Négypontonként kaphat egy téglat. (Akkor kap
példaul 2 téglat, ha a dobasok Osszege 8, 9, 10 vagy 11.) Vajon
hény téglara szamithat?

ZsOka egy szamitogépes programot irt, amely 100 véletlen koc-
kadobast végzett el harom kockaval. Az egyik szamitégépes ki-
sérlet eredményét abrazolja az oszlopdiagram.

Ebben a kisérletben a 100 dobas modusza a 9 lett. A dobasok
atlaga 10,55 volt.

ek

Osszeg

16

14

Ahogy egyre tobb dobast végziink el, az atlag egy jol meghatarozott

12

érték koriil ingadozik. Ezt az értéket nevezziik varhat6 értéknek.

A varhat6 érték kiszamitésa az egyes kimenetelek valdszintiségén
alapszik. Harom kockéval dobva a dobasok 6sszegének varhatd ér-
téke 10,5 lesz, amit a fenti atlag jol kozelit. Erdekesség, hogy soha-

sem fogunk 10,5-et dobni, hiszen a dobasok 6sszege biztosan egész
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17  szam. A varhato érték a dobasok atlagat jellemzi.
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1.

Osszetartozé fogalmak a statisztikaban és a valoszintiségszamitasban

Nagyszamu véletlen kisérlet esetén a statisztika és a valdszintségszamitas fogalmai szoros kapcsolatban éllnak egy-
massal.

Osszetartozo fogalmak:

statisztika valoszintségszamitas
relativ gyakorisag P valoszintiség
atlag, stlyozott atlag P varhato érték

Varhato érték

A varhato érték csak olyan esetben értelmezhetd, amikor a kisérlet kimenetelét egy valds szammal adjuk meg (pl.
pontok dsszege, osztalyzatok, pontok vagy golyok szama, hibas elemek szama). Arrdl ad informaciét, hogy nagyszamu
kisérlet esetén atlagosan milyen eredményt fogunk elérni. Nem azonos a legvaldsziniibb eredménnyel.

Ha nagyszamu kisérletet végziink, akkor a kisérletek kimenetelének atlaga egy jol meghatarozhato érték kozelében
lesz. Ez az érték a lehetséges kimenetelek valoszintiségébdl szamolhatd, és varhato értéknek nevezziik.

Varhat6 érték = a lehetséges kimeneteleknek a valdszintiségekkel sulyozott 4tlaga.

A varhato érték jele: E (de elterjedt az M jelolés is).

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



Példdul:

Ha 100 sorsjegy van, koztiik 95 nem nyer, 5 pedig 1000 Ft nyereményt jelent, akkor egyetlen sorsjegy esetén 95% az
esély, hogy nem nyeriink. Ha azonban sokszor jatszunk, akkor idénként lesz egy-egy 1000 Ft-os nyereményiink, ezért
a nyeremények atlaga nem lesz 0. Mivel 0,95 valdszintséggel 0 a nyeremény és 0,05 valdszintiséggel 1000 Ft, a nye-
remény varhat6 értéke 0,95 - 0 + 0,05 - 1000 = 50 Ft. Ha a sorsjegyek dra ennél joval nagyobb, példaul 100 Ft, akkor
»nem éri meg” vele jatszani (pénziigyi szempontbdl). A szerencsejatékok szervezdi természetesen mindig nyereségre
torekszenek, ezért a sorsjegy arat tigy szabjak meg, hogy Osszességében a szervezd jarjon jol. Ez persze nem zarja ki
azt, hogy valaki egyetlen jétékkal is sokat nyerjen. Eppen ez adja a szerencsejatékok izgalmat, és sajnos éppen ezért
okoznak ezek a jatékok fiigg6séget is.

3. A varhato érték szamolasa

Szorozzuk Ossze a lehetséges

Minden konkrét
kimenetelhez hatdrozzuk

Soroljuk fel egy

1 - kimeneteleket a hozzajuk
tablazatban az 6sszes B o Befneic
. : - tartozd valdszintiségekkel,
lehetséges kimenetelt! meg a valdszintiségét! ) L

és ezeket adjuk Ossze!

Megjegyzés
Amikor elkészitjiik a tablazatot a lehetséges kimenetelekkel és azok valdszintiségével, akkor érdemes ellendrizni, hogy
a valdszintiségek osszege 1-et ad-e.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy keresked¢ sorsjegyjatékot indit. Minden vasarlo, aki legalabb 10 000 Ft értékben vasarol, kap ajandékba egy sorsjegyet,
a készlet erejéig. Négyféle sorsjegyet nyomtatnak. Tablazatba foglaltuk, hogy melyik fajtabdl hany db késziilt, és melyiknek
mi a szovege.

Sorslasy e Most nem nyertél, Nyertél 500 Ft-ot! Nyertél 2000 Ft-ot! a flg/ff}it;glttgj "
o R S : L :
de probald meg tjra! Gratulalunk! Csak igy tovabb! Nyertél 10 000 Ft-ot!
Hany db van bel6le? 9800 180 19 1

Mennyi egy sorsjegy nyereményének a varhato értéke?

Megoldds
Osszesen 9800 + 180 + 19 + 1 = 10 000 sorsjegy késziilt.

Foglaljuk tablazatba a lehetséges nyereményeket és a hozzdjuk tartozé valdszintiségeket!

Nyeremény 0 500 2000 10 000

9800
————=098 =0,018 =0,0019

Valoszintiség =
10 000 10 000 10 000 10 000

= 0,0001

A valoszintiségek 0sszege 0,98 + 0,018 + 0,0019 + 0,0001 = 1, vagyis teljes a felsorolas.
A varhat6 értéket megkapjuk, ha a nyeremények értékét osszeszorozzuk a hozzajuk tartozé valdszintiségekkel, és ezeket
Osszeadjuk — ez nem mads, mint a nyeremények valoszintségekkel sulyozott Gsszege.

E=0-0,98 + 500 - 0,018 + 2000 - 0,0019 + 10 000 - 0,0001 = 13,8.

A nyeremény vérhat6 értéke 13,8 Ft. Atlagosan ennyit fizet ki a bolt a vésarloknak sorsjegyenként.
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Anggéla és Panni a kovetkezd jatékot jatsszak:

N
‘Y

w
Y

'S
Y

186

Angéla dob egy szabélyos dobokockaval. Ha 6tost dob, akkor fizet Panninak 50 forintot. Ha a dobds eredménye nem
6t0s, akkor kap Pannitél 15 forintot.
a) Figyeld meg az els6 tablazatot, majd ez alapjan toltsd ki a masodik tablazatot!

Angéla szempontjabdl Panni szempontjabdl
dobas eredménye 6tos nem 6tos dobas eredménye 6tos nem 6t0s
ekkor a ,,nyeremény” —50 15 ekkor a ,,nyeremény”
z 7 rr 7 1 5 z 7 rr r
ennek valoszintsége P P ennek valoszintsége

b) Hatdrozd meg Angéla, illetve Panni esetében a ,nyeremény” varhato értékét!
c) Ezajaték nem igazsagos. Mikor neveznél egy jatékot igazsagosnak? Hogyan lehetne mddositani a ,,nyereménye-
ket”, hogy a jaték igazsagos legyen?

Szabalyos dobdkockaval dobunk. Toltsd ki a tablazatot, majd az alapjan szamold ki, mennyi egy dobas varhato érté-
ke! Ertelmezd a feladat végeredményét! Mit jelent a kapott érték?
Dobas eredménye 1 2 3 4 5 6

Valészinliség

Egy iskolai farsangon az iskola mind az 500 tanuldja kapott egy-egy tombolaszelvényt. A sorsolaskor 10 tombola
szamat huzzak ki egy kalapbol. A kihazott szelvény tulajdonosa 1000 Ft-os ajandékutalvanyt nyer, amit a farsangi
bufében kolthet el.

a) Mennyi a lehetséges kimenetelek valdszintsége? Toltsd ki a tablazatot!

Lehet8ség 1000 Ft nyeremény 0 Ft nyeremény

Valdszintisége

b) Mennyi a nyeremény varhatd értéke?

Feldobunk 3 db kiilonb6z6 pénzérmét: egy 20 Ft-ost, egy 50 Ft-ost és egy 100 Ft-ost.
A lehetséges 8 elemi esemény a kovetkezo:

Fej Fej Fej Irés Iras Iras Iras
Fej Iras Irés Fej Fej [ras Irés
[ras Fej Irés Fej Irés Fej Iras

Toltsd ki a tablazatot, majd az alapjan szamold ki, hogy 3 érmét feldobva mennyi a fejek szamdnak varhato értéke!

Fejek szama 0 1 2 3

Valoszintiség

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS
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Dobozdiagramon abréazoltuk, hogy egy adott hénapban \ \

hany perccel hamarabb értek ki az emberek egy kisvaros

vastti palyaudvarara, mint a menetrendben kiirt induldsi
idé. 0 10 20 30 40 50

A kovetkez6 allitasok egy véletlenszertien kivalasztott adatra vonatkoznak a diagramon abrazolt adatok koziil (egy
véletlenszertien kivalasztott személy egyik alkalommal mennyivel ment ki hamarabb, mint az indulasi id6). A diag-
ram alapjan dontsd el, hogy az allitdsok igazak, hamisak vagy nem tudjuk megallapitani a logikai értékiiket.
A diagram alapjan
I Hami
gaz HAMIS - em lehet eldonteni

Legalabb 0,25 annak a valdszintsége, hogy az idétartam kisebb, mint 7 perc.
Legalabb 0,25 annak a valdszintisége, hogy az idétartam kisebb, mint 8 perc.
Legalabb 0,5 annak a valészintisége, hogy az id6tartam nagyobb, mint 7 perc
és kisebb, mint 30 perc.
Legalabb 0,5 annak a val6szintisége, hogy az id6tartam nagyobb, mint 6 perc
és kisebb, mint 31 perc.

Az id6tartam varhato értéke 40 perc.
Az id6tartam vérhato értéke egyenl6é a mediannal.

Az id6tartam varhato értéke kisebb, mint a median.

HAZI FELADAT
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Egy részvény arfolyama 4600 Ft. (Ez azt jelenti, hogy ezen az dron lehet eladni, illetve megvenni ezt a részvényt egy
adott napon.) Az elemz6k szerint a részvény ara egy év mulva 0,6 valdszintiséggel 18%-kal emelkedik, és 0,4 val6szi-
nuséggel 5%-kal csokken. Hatarozd meg a részvény jovo évi arfolyamanak varhato értékeét!

Egy nyereményjaték tomboldit mutatja a kovetkezd tablazat. Toltsd ki a tablazat als6 sorat, majd hatarozd meg egy
véletlenszertien kivalasztott szelvény nyereményének varhaté értékét!

Ez az apré Ugye el sem Erezd magad

, ,  Mekkorapech! = | P ) Ez kiraly! gy_ . "g .
Szelvényen olvashato6 6romok napija. ) hiszed? a felh6k kozott!
. Ez most nem ) Nyertél ) i
szoveg Nyertél Nyertél Nyertél
nyert. 600 Ft-ot!
300 Ft-ot! 1500 Ft-ot! 5000 Ft-ot!
Ennyi db készilt beldle 1250 200 40 8 2

Valészintség

Diagramon abréazoltuk, hogy a kompetenciamérés egyik feladataban

egy osztaly tanul6i hany pontot kaptak az elérhet6 4 pontbol.

Toltsd ki a tablazatot, majd az alapjan hatdrozd meg, hogy ha véletlen-
szertien vélasztunk egy dolgozatot, akkor mennyi a varhaté értéke az

ebben a feladatban elért pontszamnak!

Pontszam 0 1 2 3 4

Val6szintiség

59. lecke | VARHATO ERTEK
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Az 6t6s lottoban 90 szambdl kell 6t6t megjelolni. Mennyi a valdszintisége a nulla

talélatos szelvénynek?

5 db nyerd 85 db nem
Megoldds szém nyerd szam
A lottésorsolaskor minden héten kihtiznak 5 szamot: az lesz az 5 nyertes szam.
Az sszes eset szamat az adja, hogy hanyféleképpen vélaszthatunk ki 90 elem koziil Q

. T . 9 6 t: innen (90-bé1) valasztunk 5-6t
5-6t, ha nem szamit a kivalasztas sorrendje. Ez ( 5 ) Bsszes eset: innen (30-b6l) vlasztunk 5-6

A kedvez§ esetek szamat az adja, hogy hanyféleképpen vélaszthatunk ki a 85 nem
85
nyerd elem koziil 5-6t, ha nem szamit az elemek sorrendje. Ez ( 5 ) db lehetdség.

5 db nyerd 85 db nem
(85) szam nyerd szdm
> ) _ 32801517 _ 746

90) T 43949 268
5

=

A valdszintliség:
( kedvezé eset: innen (85-b6l) vélasztunk 5-6t

1. A valdsziniiség tobb elem kivalasztasa esetén
- Egy n elemi halmazban kétféle csoportba kiiloniilnek el az elemek (pl. nyerd / nem nyerd; egyik osztaly / masik
osztaly; egyik szin / masik szin; hibds / hibatlan).
- Véletlenszertien kivalasztunk az n kozil k db-ot.
- Mennyi a valdszintisége, hogy a kivalasztott k db elem koziil mindegyik az els6 csoportbol keriil ki?

<& <&

Osszes eset: n db elembdl vélasztunk ki k darabot kedvezé eset: m db elembél vélasztunk ki k darabot

m
g k
A keresett valoszintiség: p = T
ahol n = 6sszes elem szama, m = az adott tulajdonsagu elemek szama, k = kivélasztott elemek szama.

2. Binomialis egyiitthaté: n alatt a k
n

k) . Ennek értékét

Ha n elem koziil kivalasztunk k-t, és nem szamit a kivalasztas sorrendje, akkor a lehetéségek szama (
sok zsebszamologép kozvetleniil meghatdrozza, az nCR  paranccsal.

Példdul:

10 .9.
( 3 ) = 103# = 3'19!7' = 120, zsebszamoldgéppel 10 'nCR 3 beirdsaval kapjuk: 120.
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Kosd 6ssze az egyenl6ket! Az egyiket nincs mivel 6sszekotni, annak hatarozd meg az értékét!
10 10-9-8-7 10 10 10-9 10
3 4! 8 5 2 7

10 10 10-9-8 10
(2) (6) BT 120 4 210

Az egyik iskolaban 28 didk jar magyarfakultaciora,
koziilik 15-en vannak a 11. évfolyambol és 13-an a
12. évfolyambol. Ha véletlenszertien kivalasztunk az
iskoldban két magyarfaktost, akkor mennyi a valdszi-
ntisége, hogy
a) mindketten 11-edikesek;
b) mindketten 12-edikesek?

B Egy konyvespolcon 14 kényv sorakozik, koziliik 10 Oszlopdiagramon abrazoltuk, hogy a 2021-ben
prozai md és 4 verseskonyv. Ketté konyv szerzdje megrendezett tokiéi olimpiaval bezarélag melyik
Dosztojevszkij, ezek mind prézai miivek. Ha vélet- kontinensen hany nyari olimpiai jatékot rendeztek.
lenszertien kivalasztunk két kényvet, akkor mennyi 20
a valoszintisége, hogy 16
a) mindkett6 prozai mu; i;

b) egyik sem prézai mi; 10
c) mindkett6t Dosztojevszkij irta; 8
c) mindketté prozai mi, de egyiket sem Doszto- ®
jevszkij irta? j .
o [

LR Mennyi annak a val6szintisége, hogy az 6tds lottén Afrika  Amerika Ausztrilia Azsia  Eurdpa
klhu"Z(itt mm’degylk e nagyob’?, mlntul({? , A diagram alapjan hatdrozd meg, hogy ha vélet-
(Az otoslottén az 1, 2, 3, ..., 90 szamok koziil huznak B o e
ki véletlenszertien 6tit.) lenszerten kivalasztunk 3 nyari olimpiai jatékot,

akkor mennyi a valdszintisége, hogy

LI A kovetkezd graf élei koziil véletlenszertien kivalasz- o) wtid lfsmerikéban vl
tok 2 élt. Mennyi a valdszintisége, hogy az élek a D 2y ] Asibloan vl
csucsban illeszkednek egymashoz? e mindecyilSEEGpnikiuliols

HAZI FELADAT

Az 1; 2; 35 ...; 20 szamok koziil véletlenszer(ien kiva- [ > Egy osztalykirandulas sordn a 32 f8s osztaly vasuti
lasztunk kett6t. Mennyi a valdszintisége, hogy mind- jegyei koziil 18 db a 412-es kocsiba szdl, a tobbi a
két szam osztdja 20-nak? 413-as kocsiba. Négy baratné: Anna, Barbi, Kati és

Detti szeretne egylitt utazni. Ha az osztalyfénok
2> Egy pakli magyar kartya 32 lapbdl all. Négyféle ,,szine” véletlenszertien osztana ki a vonatjegyeket, akkor
lehet egy kartyanak, a kartyak kozott 8 db piros, 8 db mennyi lenne a valdszintsége, hogy
z6ld, 8 db makk és 8 db tok. Ha véletlenszertien osz- a) mind a 412-es kocsiba kapnak jegyet;
tanak 3 kartyat, akkor mennyi a valészintsége, hogy b) mind a 413-as kocsiba kapnak jegyet;
a) mindegyik makk; b) egyik sem makk? ¢) mindnyéjan ugyanabba a kocsiba kapnak jegyet?

60. lecke | KET VAGY TOBB ELEMET HUZUNK EGYSZERRE
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Van 4 piros és 6 sarga golyonk, melyeket nem tudunk egy-

mastol tapintassal megkiilonboztetni. Kihtzunk koziilitk
csukott szemmel, véletlenszertien 5 goly6t. Mennyi a valo-
szinlisége, hogy a kihtizott golyok koziil

a) mindegyik sarga; b) pontosan 3 darab sarga?
Megoldds

10 golyobdl hizunk 5 golyot, és nem szamit a kivalasztas

10
> = 252.

sorrendje, ezért az Osszes lehetdség szama ( 5

a) Kedvez6 esetek, amikor a 6 sarga golyd koziil huzunk

6
5-6t. A lehet6ségek szama ( 5) =6. A valdszinliség

6
252 0,024.
b) Pontosan 3 sarga akkor van, ha 3 darab sarga és 2 da-

rab nem sarga (azaz piros) golyot huztunk. Ehhez a

6
6 sarga kozil kellett 3-at htuzni - ez <3) =20 lehe-

Visszatevés nélkiili mintavétel

tség, és emellé az 5 piros koziil kellett 2-t huzni - ez
4
( 2) =6 lehet6ség. Mivel a 3 sarga mindegyik esete

barmelyik 2 piros hizasaval parosithato, a lehetéségek

szamat Ossze kell szorozni. A kedvezd esetek szama
6) (4 oo 120

<3) <2> =206 =120. A valdszintiség 355 © 0,476.

Megjegyzés

A kedvez6 esethez 3 db sarga és 2 db piros golyo kell. Ami-

kor és kotészot hasznalunk, akkor egyszerre kell teljesiilnie

a két eseménynek, és ilyenkor rendszerint ossze kell szo-

roznunk a lehetéségek szamat.

kedvez6 eset: innen 2-t

innen 3-at

Mintavételrél beszéliink, ha kivalasztunk néhany elemet egy halmaz elemei koziil. Altalaban azt vizsgaljuk, hogy a kiva-
lasztott elemek kozott hany darab rendelkezik bizonyos tulajdonsagokkal (pl. nyerd szam, adott korcsoportba esik, hibas
termék).

Visszatevés nélkiili mintavétel esetén ha egy elemet mér kivalasztottunk, akkor azt nem tessziik vissza, az nem vélaszt-
haté ki gjra. Ez torténhet gy is, hogy egyszerre vesziink ki tobb elemet, és torténhet ugy, hogy egymas utan vessziik ki az
elemeket, kozben a mar kihuzott, kivalasztott elemeket nem tessziik vissza.

Mennyi a valészintisége, hogy a kivalasztott k db elem kozott az egyik meg-
adott csoportbdl pontosan 2 db lesz? Ez akkor all el8, ha ebbél a csoportbdl
2 db és a masik csoportbol k — 2 db lesz.

Kedvezé esetek szama: SN
edvezd esetek szdma: 2 ko )

% %

innen (k—2)db

A valdszintiséget ugy kapjuk, hogy a kedvezd esetek szamat elosztjuk az  yedvezs eset: innen 2 db

. . n
Osszes eset szamaval, ( k)—val.




Az olimpiadk torténetében Magyarorszag 1952-ben,
Helsinkiben volt eddig a legeredményesebb. Ekkor
16 versenyszamban aranyérmet, 10-ben eziistérmet és
16-ban bronzérmet nyertek magyar sportolok, és az or-
szagok kozotti rangsorban a 3. helyen végeztek. A 189
magyar indul6 koziil 77-en (!) éremmel tértek haza.

aranyérem 16
eziistérem 10
bronzérem 16

a) Hogyan lehetséges, hogy 77 sportold nyert érmet,
ha az éremtablazatban 16 aranyérem, 10 eziist-
érem és 16 bronzérem szerepel?

b) Venn-diagramon abrazoltuk, hogy hany sportolo
volt a 189 magyar indulé koziil, aki nyert arany-,
eziist-, illetve bronzérmet.

aranyérmes
eziistérmes

43 2

15

bronzérmes

Ha véletlenszerten kivalasztunk 6t magyar indu-

16t az 1952-es olimpiarol, akkor mennyi a vald-

szinlsége, hogy

- mindegyikiik aranyérmes;

- kozottik pontosan ketten vannak, akik nyer-
tek valamilyen érmet;

- koziilik pontosan ketten aranyérmesek?

HAZI FELADAT
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Egy 36 f6s osztalyban 6ten vannak, akik gitaroznak,
a tobbiek nem tudnak gitdrozni. Ha véletlenszertien
kivalasztunk 4 gyereket az osztalybdl, akkor mi a va-
l6szintisége, hogy

a) egyikiik gitarozik, a tobbiek nem gitaroznak;

b) koziilik pontosan 2 gyerek gitdrozik?

Egy osztaly 35 tanul6ja koziil 10-nek télen van a szii-
letésnapja. Ha véletlenszertien kivalasztunk 4 tanulot
az osztalybdl, akkor mennyi a valdszintsége, hogy

61. lecke | VISSZATEVES NELKULI MINTAVETEL
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Egy kisvaros vondszenekaraban 14 hegedis, 4 bra-
csas, 4 csellds és 2 nagyb6gds van. Ha véletlenszertien
kivalasztunk két zenészt, mi a valdszintisége, hogy

a) mindkettd hegedds;

b) egyik hegediis, masik nem;

c) egyik bracsas, masik hegediis?

Sokan a XX. szazad mérkézéseként tartjak szamon
az 1953-ban Londonban jatszott Anglia—Magyar-
orszag futballmérkézést. Az angolok 90 éven at
nem kaptak ki hazai palyan kontinentalis csapattol,
a londoni Wembley stadionban pedig korabban
még soha nem szenvedtek vereséget. Ez a veretlen-
ség szakadt meg azzal, hogy a magyarok 6 : 3-ra
legy6zték Angliat.
A mérkdzés soran 12 magyar jatékos lépett palyara,
kozilik Hidegkuti Nandor 3 golt, Puskas Ferenc 2
golt és Bozsik Jozsef 1 golt 16tt. A 12 jatékos koziil
véletlenszertien kivalasztunk harmat.
a) Mennyi a valoszintsége, hogy a kivalasztott 3
jatékos koziil pontosan 0, 1, 2, illetve 3 van, aki
16tt golt? Toltsd ki a tablazatot!

a 3 jatékos kozott
a golt rugok szama
valdszintisége
b) Mennyi a kivalasztott 3 jatékos kozott azok sza-
manak a varhaté értéke, akik ragtak golt ezen a
mérkézésen?

a) mindegyikiik télen sziiletett;
b) koziliik pontosan harman sziilettek télen?

50 db pohar koziil 3-nak csorba a széle. Ha vélet-
lenszerten valasztunk ki 4 poharat az 50 koziil, ak-
kor mennyi a valdszintisége, hogy

a) mindegyik csorba;

b) mindegyik ép;

c) kettd csorba és kett6 ép?
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Ugyanazt tobbszor

Ozséb a tapasztalatok alapjdn 10-b6l 7 tizenegyesnél eredményes, amit tekinthetiink ugy, hogy egy-egy biintetét 0,7 valdszi-
nuséggel rag be. Mennyi a valdszintisége, hogy amikor két tizenegyest rug, akkor

mindketté bemegy; egyik bemegy és a masik nem;
az els6 bemegy és a masodik nem; egyik sem megy be?
Megoldds

A feladat ugy jellemzi (modellezi) Ozséb tizenegyesrugasait, hogy minden rigasa esetén az el6z6 rugasoktol fiiggetleniil 0,7
annak a valoszintisége, hogy bemegy, és 0,3 annak a valdszintisége, hogy nem megy be.

a)

els6 rigas bemegy  és masodik rugas bemegy mindketté bemegy
Valészintsége: 0,7 . 0,7 0,7-0,7=0,49
b) els6 rigas bemegy  és  masodik rigas nem megy be elsé bemegy és a masodik nem
Valészintisége: 0,7 . 0,3 0,7-0,3=0,21

c) Egyik bemegy és a masik nem - ez kétféleképpen fordulhat el6. Lehetséges, hogy az els6 bemegy és a masodik nem (en-
nek valészintsége 0,7 - 0,3 = 0,21), és lehetséges, hogy az elsé nem megy be és a masodik bemegy (ennek valdszintisége
0,3-0,7 = 0,21). Vagy az egyik, vagy a masik eset fordul el6, ezek valdszintiségét ossze kell adni. A vélasz: 0,42.

9 els6 rigas nem megy be és  masodik rugas nem megy be egyik sem megy be

Valdszintisége: 0,3 . 0,3 0,3-0,3=0,09

Az a), c) és d) alpontokhoz tartozé események az dsszes lehetdséget tartalmazzak, minden lehetdséget pontosan egyszer,
ezért a valoszintiségek Osszege 0,49 + 0,42 + 0,09 = 1.

1. Ugyanazt tobbszor
Ha ugyanazt a kisérletet, ugyanazt a helyzetet ismételjitk meg tobbszor egymas utan, akkor feltehetd, hogy a korabbi
kisérletek eredménye nincs hatéssal a soron kovetkezd kisérletre. A kisérletek fiiggetlenek egymastol. Ilyen példaul:
- kockaval dobunk tobbszér egymas utan;
- egy gép allando hibaszazalékkal dolgozik;
- valaki mindig ugyanolyan val6szintséggel végez el egy tevékenységet.
Ekkor minden alkalommal ugyanaz marad egy konkrét kimenetel, konkrét esemény (pl. a kedvezd kimenetel) vald-

szinlisége.
az esemény valdszintisége mindegyik annak val6szintisége, hogy az esemény nem ko-
kisérletben: p vetkezik be, mindegyik kisérletben: 1 — p.
2. Mennyi a valdszintisége, hogy minden alkalommal bekovetkezik az esemény, ha n-szer megismételjiik a kisérletet?
elészorre , masodszorra , n-edszerre minden esetben
és és ...
bekovetkezik bekovetkezik bekovetkezik bekovetkezik
Valdszintisége: p . p . .. p P
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3. Mennyi a valdszintisége, hogy az els6 alkalommal bekovetkezik az esemény, a tobbi esetben nem?

el@szorre |, masodszorranem | n-edszerre nem csak az els6 esetben
és és ...

bekovetkezik kovetkezik be kovetkezik be kovetkezik be

Valészintisége: p . (1-p) o | oo (1—-p) p-(1—p) "'
4. Mennyi a valdszintsége, hogy pontosan egyszer kovetkezik be az esemény, tobbszor nem?
Tobb lehet6ség van:

el6szorre masodszorra n-edszerre
bekovetkezik, vagy bekovetkezik, vagy o vagy bekovetkezik,
maskor nem madskor nem maskor nem

Mindegyik esetnek ugyanannyi a valdszintisége, ezért az el6z6 (3.) pontban felirt értéket meg kell szorozni n-nel.
Megjegyzés
kedvezo esetek szama

- Ujdonség, hogy most nem a képlettel szamitjuk a valoszintiséget. Azt hasznaltuk ki, hogy az

Osszes eset szdma
egyes lépések soran kiilon-kiilon ismertiik az események valdszintiségét.

- Fontos feltétel volt, hogy ezek a valoszintségek egymastdl fiiggetlenek, vagyis az egyes 1épések kimenetele nincs
hatassal a kovetkezore. (Ez nem teljesiil példaul, ha visszatevés nélkiil hizunk néhany elem koziil: ekkor egyre ke-
vesebb elembdl hizunk, minden 1épésben megvaltozik a valdszintiség. Sok feladatban pedig ez egy egyszertsitett
matematikai modell, példaul a tizenegyesrugasok esetén.)

FELADAT

Katé minden alkalommal, amikor kosarra dob, 0,6 valoszintiséggel talal a kosarba. Katd 6t6t dob egymas utan.
Toltsd ki a tablazatokat, majd szamold ki, mennyi a valdszintisége, hogy Kato
a) minden alkalommal bedobja;
b) egyetlen alkalommal sem dobja be;
c) azels6 alkalommal bedobja, a tobbi alkalommal nem;
d) az egyik alkalommal bedobja, de a tobbi alkalommal nem!

harmad-

el@szorre & masodszor- £ s negyedszer- & otodszorre mind
bedobja ra bedobja . re bedobja bedobja bedobja
bedobja
Valészintisége:
el6szorre masod- harmad- negyed- 6todszorre mind
nem dobja és szorranem és szorranem és szerre nem és nem kihaevia
be dobja be dobja be dobja be dobja be &)
Valészintsége:
o masod- harmad- negyed- 6todszorre elsot.
el@szorre , . , bedobja,
il és szorranem és szorranem és szerre nem és nem t5bbit
dobja be dobja be dobja be dobja be . .
kihagyja
Valdszintisége:

Egy kockaval haromszor dobunk egymads utan. Mennyi a valdszintsége, hogy
a) mindegyik dobas hatos;
b) az els6 dobds hatos, a tobbi nem;
c) egyik dobas hatos, a tobbi nem?
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Egy gép meghibasodik, és ezért 0,05 valoszintséggel selejtes terméket dllit el6. Egyik nap 20 terméket gyart a gép.
Mekkora a valészintisége, hogy
a) minden termék selejtes;
b) nem késziil aznap selejtes termék;
c) amasodik termék selejtes, a tobbi mind jo;
d) a harmadik termék selejtes, a tobbi mind jo;
e) egyetlen termék selejtes, a tobbi mind j6?

Sok tarsasjatékban szamit, hogy ki dob hamarabb hatost. Ha valaki csak 6todik dobasra dob hatost, az azt jelenti,
hogy az els6 négy dobdsa nem hatos volt, majd az 6t6dik dobds hatos. Annak a valdszintisége, hogy valaki csak 6t6-
dik dobasra dob hatost, tehat igy szamolhato:

el6szor | mdsodszor , harmadszor | negyedszer |, Otodszorre otodik az
és és és .,
nem hatos nem hatos nem hatos nem hatos hatos els6 hatos
Aeeee el 2 =) ) 2 1 AN
Valoszintsége: 6 . 6 . 6 . 6 . 6 ( 6 ) 3

a) Melyiknek nagyobb a valoszintisége: ha mar els6re hatost dobunk, vagy ha a masodik dobas lesz az els6 hatos?
b) Mennyi a valdszin(isége annak, hogy a negyedik dobds lesz el6szor kisebb, mint 52
c) Mennyi a valdszintisége annak, hogy az 6todik dobas lesz el6szor az 6tnek valamelyik osztdja?

L Egy szerencsekeréknek kétféle dllasa van: NYERT és NEM NYERT. Kétszer megforgatva 0,48 annak a valoszintisége,

hogy a két forgatas koziil az egyik alkalommal NYERT, a masik alkalommal NEM NYERT feliratnal all meg. Mennyi
annak a valoszintsége, hogy a szerencsekerék a NYERT feliratnal all meg, ha egyszer megforgatjuk?

HAZI FELADAT

Szabdlyos dobdkockaval négyszer dobunk. Mennyi Szabélyos dobokockaval dobunk addig, amig ha-

annak a valoszintisége, hogy tost sikeriil dobni. Mennyi annak a valdszintisége,
a) egyik dobas sem hatos; hogy a harmadik dobas lesz az els6 hatos?
b) els6re hatost dobunk, a tobbi alkalommal nem

hatost; =N Egy szabilyos pénzérmét 8-szor egymas utén fel-
c) masodikra hatost dobunk, de a tobbi alkalommal dobunk. Mennyi a valdszintisége, hogy

nem hatost; a) mindegyik dobas fej;
d) a négy koziil pontosan egyszer hatost dobunk, a b) mindegyik dobis irds;

tobbi alkalommal nem hatost? ¢) pontosan egy dobés fej, a tobbi irds;

d) pontosan egy dobas irds, a tobbi fej?




RAADAS

Valdszintiségi feladatok megoldasa graf segitségével

Egy szamitogépes felfedezdjatékban a jatékos Gj mezdkre lépkedve kell feltérképezze a vidéket. Vannak azonban olyan me-
z0k, amelyek - bar kiviilrél nem latszanak — veszélyesek, mert egy kigyo lapul az egyik ké alatt. (Ha a jatékos nem szerzett
korabban gydgyfiivet, akkor stlyosan megsebesiilhet a kigyomarastol.) Lehet azonban szerencséje, mert egyéltalan nem
biztos, hogy az ott lapuld kigy6 meg is harapja. A programozé tgy allitotta be a jatékot, hogy a kigyds mezdre 1épé jatékost
a kigy6 0,8 valdszintiséggel megmarja.

Egy jatékos haromszor 1ép olyan mezdre, amely kigyot rejt. Mennyi a valdszintsége, hogy

a) egyszer sem marja meg a kigyo; c) pontosan kétszer marja meg a kigyo;
b) pontosan egyszer marja meg a kigyo; d) mindegyik alkalommal megmarja a kigy6?
Megoldds

Az elsé kigyos mezére lépve 0,8 a valdszintisége, hogy a kigyo
megmarja, és 0,2 a valoszintlisége, hogy nem marja meg a felfede-
z6t. Ezt abrazolhatjuk olyan graffal (irdnyitott fagraffal), amely- . .

megmarja nem marja meg
nek éleire rairjuk a megfelel6 valoszintségeket.

A masodik kigyos mez6t Ggy abrazolhatjuk, hogy a graf mindkét ,,agat” folytatjuk.

0,8 0,2
megmarja nem marja meg
0,8 0,2 0,8 0,2
megmarja nem marja meg megmarja nem marja meg

Az az eset, amikor el3sz0r megmarja, masodszor nem marja meg a felfedez6t a kigyo, a graf piros ,,aganak” feleltetheté meg.
Ennek valdszintisége a piros élekre irt valdszintiségek szorzata, azaz 0,8 - 0,2 = 0,16.

Az az eset, amikor két kigyds mez6 esetén pontosan egy alkalommal torténik kigyomaras, a grafon annak feleltetheté meg, hogy
a piros vagy a z0ld ,,agon” megyiink végig. A piros aghoz tartozé eset valoszintisége 0,16, hasonlé médon a zold dghoz tartozo eset
valdszintisége is 0,16. Annak valoszintsége, hogy a kigyd pontosan egyszer megmar, e két valoszintiség osszege, azaz 0,32.

A harmadik kigyds mez6t is ugy abrazolhatjuk, hogy a graf minden ,,agat” ismét folytatjuk.

0,8 0,2
megmarja nem marja meg

0,8 0,2 0,8 0,2
megmarja nem marja meg megmarja nem marja meg
0,8 0,2 0,8 0,2 0,8 0,2 0,8 0,2

. nem marja . nem marja . nem marja . nem marja
megmarja megmarja megmarja megmarja
meg meg meg meg
Valészintiség 08  08-02 08-.02 08-02° 08-02 08-02° 08-02° 02’

Kigyomarasok szama 3 2 2 1 2 1 1 0

Annak valdszintisége, hogy egyszer sem marja meg: 0,2° = 0,008.

Annak valészintisége, hogy pontosan egyszer marja meg: 3 - 0,8 - 0,2° = 0,096.

Annak valdszintisége, hogy pontosan kétszer marja meg: 3 - 0,8 - 0,2 = 0,384.

Annak valészintisége, hogy mindhédrom alkalommal megmarja: 0,8’ = 0,512.

Mivel mas lehet8ség nincs, ezeknek a valdszintiségeknek az Gsszege 1 kell legyen. Valdban: 0,008 + 0,096 + 0,384 + 0,512 = 1.
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BEVEZETO

Hogyan kapjak az olyan adatokat, hogy valaki 0,7 valo-
szinlséggel ragja be a tizenegyest, vagy egy gép 0,02 va-
l6szintiséggel selejtet termel? Nagy elemszamu statisztikai
mintak elemzésével. A statisztika nemcsak azzal kapcsold-
dik a valészintiségszamitashoz, hogy parhuzamban allnak

1. Visszatevéses mintavétel

a megfelel6 fogalmak (relativ gyakorisag és valoszintség,
atlag és varhaté érték), hanem azzal is, hogy nagyon sok
esetben a statisztika szolgaltatja azokat az értékeket, ame-
lyekkel a valdszintiségszamitas dolgozik.

Visszatevéses mintavételrdl beszéliink, ha egy mintavétel soran minden valasztds pontosan ugyanazok koziil az ele-
mek koziil torténik. Példaul:

- miutdn kivélasztottunk egy elemet, visszatessziik azt a halmazba, igy a kovetkezé alkalommal jbol vélaszthato;

- akivalasztott elemet nem vessziik ki, nem emeljiik ki a halmazbdl, csak megvizsgaljuk azt.

Miért alkalmaznak visszatevéses mintavételt? Kozvélemény-kutataskor példaul sokkal egyszertibb a kutatast megszer-
vezni, ha nem foglalkoznak azzal, hogy el6fordulhat olyan eset, hogy két kozvélemény-kutatd ugyanazt az embert
kérdezi meg. Mindség-ellendrzés soran egy kiilon miivelet beiktatasa kell ahhoz, hogy a selejtes terméket mashova
tegye a gép, mint a j6 terméket. A visszatevéses mintavétel elvégzése sokszor gazdasagosabb, mint a visszatevés nélkiili
mintavétel megszervezése. Nagy elemszam esetén a két mintavétel eredménye alig killonbozik egymastol. Ha példaul
100 000 elem koziil vélasztunk ki 200-at, akkor a két mintavétel soran a valdszintiségek kozel egyenlék.

. Ugyanazt tobbszor

A visszatevéses mintavétel esetén minden egyes lépésben ugyanaz a kisérlet, ugyanaz a helyzet ismétlédik. Ezért ha
ugyanolyan kisérletet végziink el tobbszor, illetve ha visszatevéses mintavételt végziink, ezek a helyzetek matematikai
megkozelitésiikben azonosak.

!/ Egymastol fiiggetlentil 6tszor elvégziink egy kisérletet. Minden kisérletben 0,8 a valdszintisége, hogy a kisérlet

sikeres. Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan haromszor lesz sikeres a kisérlet?

Ha egy kisérletben a sikeres kimenetel valdszintsége 0,8, akkor a sikertelen kimenetel valdszintisége 0,2.
Egyik lehetdség az, amikor az els6, a masodik és a harmadik kisérlet sikeres, a tobbi sikertelen:

elsé harom
els6 | masodik |, harmadik | negyedik | otodik . o
. és . és ) S ) S ) sikeres, tobbi nem
sikeres sikeres sikeres nem sikeres nem sikeres _
sikeres
Valészintsége: 0,8 - 0,8 . 0,8 : 0,2 . 0,2 0,8°-0,2°

De nem csak igy fordulhat el harom sikeres kisérlet, azok mas helyeken is allhatnak. Hanyféleképpen vélaszthatjuk ki,
hogy melyik lesz a harom sikeres kisérlet? Az 6t hely koziil kell kivalasztanunk harmat, és a kivalasztas sorrendje nem

szamit, ezért a lehet6ségek szama N 10.
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5
Mind a 10 esetben a valészintiség 0,8” - 0,2°, ezért a megoldds ( 3> - 0,8+ 0,2% = 0,205.

5 kisérletb6l pontosan 3 sikeres:

ennyiféleképpen a kivalasztott a tobbi
valaszthatjuk ki, kisérletek kisérlet
hogy hanyadik kimenetele kimenetele
kisérlet lesz sikeres nem sikeres
sikeres

I> Egymastol figgetleniil n-szer elvégziink egy kisérletet. Minden kisérletben p a valdszintisége, hogy a kisérlet
sikeres. Mennyi a valoszinlisége, hogy pontosan k-szor lesz sikeres a kisérlet?

n db kisérletbél pontosan k db sikeres:

ennyiféleképpen a kivalasztott a tobbi
vélaszthatjuk ki, kisérletek kisérlet
hogy hanyadik kimenetele kimenetele
kisérlet lesz sikeres nem sikeres
sikeres

Megjegyzés
A binomialis egytitthatok megjelenése miatt binomialis eloszlasnak nevezik az igy felirt valdszintiségeket.

Azok az esetek is felirhatdk ilyen médon, amikor mindegyik kisérlet sikeres, egyik kisérlet sem sikeres, vagy éppen
n

pontosan 1 kisérlet sikeres. Az ( P

) binomialis egyiitthat6 esetén értelmeztiik azt is, amikor k = 0: minden # természe-

n
tes szam esetén ( 0) =1.

Példdul:
. 1 . 5 >
5 kisérletbdl 5 sikeres a képletben szerepl6 binomialis egyiitthatd ( 5) <5> =1
; 1 s . N >
5 kisérletbdl 1 sikeres a képletben szerepl6 binomialis egyiitthatd ( 1 ) (1 ) =5
, 1 s . (2 S
5 kisérletbdl 0 sikeres a képletben szerepl6 binomialis egyiitthatd ( 0) (0> =1




Ferko rengetegszer 16tt mar a céllovoldében, és atlagban 100 16vésébdl 15 talalt. Ezt ugy modellezhetjiik, hogy Ferké 1ovései
0,15 valdszintiséggel talalnak. Ferko 6tszor 16. Mennyi a valdszintisége, hogy az 6t 16vésbdl 0, 1, 2, 3, 4, illetve 5 talalatot ér el?

Megoldds
Minden l6vése 0,15 valdszintiséggel taldl, ezért 0,85 valdszintiséggel nem talal.
Foglaljuk tablazatba a lehet6ségeket!

Talalatok szama Valdszintiség
5
0 talalat minden lovése 0,85 valdszintiséggel nem talal 0,85° vagy masként ( O) -0,15°-0,85° =~ 0,4437
1 lovése 0,15 valdszintséggel taldl és 4 1ovése 0,85 5
1 talalat o "86 ( ) -0,15- 0,85 ~0,3915
valdszintséggel nem talal 1

2 lovése 0,15 valdszintséggel taldl és 3 1ovése 0,85 5

2 talalat V o v ,gg v ( ) -0,15%- 0,85 ~0,1382
valdszintséggel nem talal 2
3 lovése 0,15 valdszintséggel taldl és 2 1ovése 0,85 5

3 taldlat vese 88 ( ) £0,15° - 0,85 ~ 0,0244
valdszintiséggel nem talal 3
4 1ovése 0,15 valdszintiséggel taldl és 1 1ovése 0,85 5

4 taldlat vesem” 58 ( ) .0,15*. 0,85 ~ 0,0022
valdszintiséggel nem talal 4

5
5 talalat minden 16vése 0,15 valoszintséggel talal 0,15’ vagy masként < 5) -0,15°-0,85°  ~0,0001

Mivel minden esetet felsoroltunk, a valdszintiségek dsszege 1.

5 5 5 5
0,85 + <1> -0,15-0,85* + (2> -0,15%-0,85° + <3) -0,15°- 0,85 + (4

A kerekités miatt fordul eld egy kis eltérés: 0,4437 + 0,3915 + 0,1382 + 0,0244 + 0,0022 + 0,0001 = 1.
Erdemes oszlopdiagramon abrézolni a valészintiségeket.

0,5

0,45

0.4

0,35

0,31

0,251

0,2+

0,15+

0,1

0,051

0_

)-0,154-0,85+o,155=1

0 1 2 3 4 5
elért taldlat

A diagram jol szemlélteti, hogy 5 16vés esetén Ferkonak arra van a legnagyobb esélye (44%), hogy egyszer sem talal, de
majdnem ugyanekkora az esélye (39%) arra is, hogy egy talalata lesz.
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FELADAT

Tiinde palacsintat siit. Szerinte neki 10 palacsintabdl 8 nem szakad el siités kozben, ketté azonban elszakad. Ezt ugy

w
Y

modellezi, hogy 0,8 valdszintiséggel sikeriil egy palacsintdja, 0,2 valdszintiséggel nem sikeriil, mert elszakad. Még
harom palacsinta van hatra. Fejezd be a tablazat kitoltését, és szamold ki annak a valoszintségét, hogy Tiinde 3 pa-
lacsintajabol pontosan 0, 1, 2, illetve 3 lesz, ami elszakad!

Valészintiség

0szakadel  minden palacsinta 0,8 valészintiséggel sikeriil 0,8’ =
1 palacsinta 0,2 valdszintiséggel elszakad, 3

1 szakad el P . L ,gg o ( ) -0,2- 0,8 ~
2 palacsinta 0,8 valdszintiséggel sikertil 1

2 palacsinta 0,2 valdszintiséggel elszakad,
2 szakad el . o o =~
1 palacsinta 0,8 valdszintiséggel sikertil

3szakadel  minden palacsinta 0,2 valészintiséggel elszakad =

Szabalyos dobdkockaval 8-szor dobunk. Mennyi a valdszintsége, hogy
a) pontosan 2 dobas lesz hatos; b) pontosan 3 dobas lesz hatos?

Egy gép meghibasodik, ezért minden alkalommal 0,03 valdszintiséggel selejtes terméket allit el6. Egyik nap 15 ter-
meéket allit el6. Mennyi a valoszintisége, hogy a 15 termék koziil
a) pontosan 1 termék selejtes; b) pontosan 2 termék selejtes; c) 1 vagy 2 termék selejtes?

Egy szabalyos érmét egymas utan 10-szer feldobunk. Joc6 azt mondja, 0,5 annak a valdszintsége, hogy a fejek
és az irdsok szama ugyanannyi lesz a dobdssorozat végére. Azért gondolja igy, mert a dobassorozat eredménye
kétféle lehet ebbdl a szempontbdl: vagy egyenl6 a fejek és irasok szama, vagy nem. Szamitassal igazold, hogy hibas
Jocé érvelése!

HAZI FELADAT

A kovetkezd feladatok megoldasabol kimaradt a binomialis egytitthatd. Egészitsd ki a feladatok megoldasat a hiany-

z6 binomialis egytitthatoval, és szamold ki a végeredményeket!

Feladat Megoldas Végeredmény
Egy tizemben 0,05 val6szintséggel késziil hibas termék. Mekkora a
e o iy L l.005.095
valdszintisége, hogy 10 termék kozott pontosan 2 hibas lesz?
Panni minden alkalommal 0,8 valészintséggel talal célba. Mennyi
R "y B s L logt02°
a valoszintisége, hogy 7 dobasbol pontosan 4-szer célba talal?

6

Dobokockéval 6-szor dobunk. Mennyi a valészintsége, hogy pon- ( 1 )3 ( 5 )3
. i

tosan 3 dobads lesz kettes?

A rulettjatékban a 37 szam kozott 18 ,,piros” szam és 18 ,fekete” szam van, tovabba 1 szam,
a nullas ,,z6ld”. Ha 6-szor megporgetik a kereket, akkor mennyi annak a valészintisége, hogy )

a) mindegyik porgetésnél piros szam jon ki;

b) mindegyik porgetésnél a 0 jon ki;

c) azels6 4 porgetésnél piros, a kovetkezd 2 porgetésnél pedig fekete jon kis
d) pontosan 4 porgetésnél piros jon ki?
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FELADAT

Bence nem késziilt fel rendesen a keddi 6 tanoréajara,

200

Y

ezért tart attol, hogy felelni fog. Arra gondol, hogy

mindegyik 6ran koriilbeliil 0,05 annak a valdszintisé-

ge, hogy felel, ezért 0,3 annak a valdszintisége, hogy

valamelyik éran felelni fog.

a) Jol gondolkodik-e Bence? Mennyi annak a valé-
szintsége, hogy valamelyik éran felelni fog?

b) Mekkora annak a valészintsége, hogy legalabb
két 6ran felelni fog?

Egy mérést nagyon sokszor elvégeztek, és az ered-
ményeket dobozdiagramon dbrazoltdk. A tovabbi
szamolasoknadl azt veszik figyelembe, hogy egy tjabb
mérési eredmény 0,25 valészintséggel kisebb vagy
egyenld, mint az alsé kvartilis, és 0,25 valdszintiség-
gel nagyobb, mint a fels6 kvartilis.

r____________

12 13 14 15 16 17 18

Mennyi a valdszintisége, hogy a kovetkezd 6 mérés

eredménye koziil

a) pontosan egyszer kapunk 15,9-nél nagyobbat;

b) legalabb egyszer kapunk 15,9-nél nagyobbat;

c) minden mérési eredmény nagyobb, mint 14,5 és
kisebb vagy egyenld, mint 15,92

Legalabb, legfeljebb

3>

Egy ezernél is tobb angol iskolas részvételével 2000-
ben lebonyolitott nagyszabasu kisérletsorozat iga-
zolta, hogy az asztalrdl leesé vajas piritds tényleg
nagyobb eséllyel esik a vajas felére. A nagyszamu
kisérlet eredménye szerint ennek valdszintisége
kb. 0,62. (A jelenség fizikai magyarazata, hogy az
asztalrol lebillen6 kenyérszelet megpordil, de egy
atlagos magassagu étkezbasztal esetén csak kb. fél
fordulatra van id6 esés kozben.) Mennyi a valdszi-
nusége, hogy 10 lepottyand vajas piritosszelet kozil
a) egy sem esik a vajas felére;

b) mindegyik a vajas felére esik;

c) lesz olyan, amelyik nem a vajas felére esik;

d) pontosan 7 esik a vajas felére;

e) 7-nél tobb esik a vajas felére;

f) legfeljebb 7 esik a vajas felére?

Ha egy kisérletben, feladatban az 6sszes lehetséges kimenetel valdszintiségét dsszeadjuk, akkor 1-et kapunk. Ez sokszor segit,

ha példaul olyan kérdésre kell valaszolni, hogy mennyi a valdszintsége, hogy legaldbb kétszer bekovetkezik egy esemény.

5-sz0r végziink el egy kisérletet. Az esemény bekovetkezésének szama lehet: 0 1 2 3 4

Melyek azok az esetek, amikor az esemény legfeljebb kétszer kovetkezik be? 0 1 2 3 4

5
5

Ennek a valdszintiségét megkapjuk, ha 6sszeadjuk azon esetek valdszintségét, amikor pontosan 0-szor, egyszer, illetve
kétszer kévetkezik be.

P(legfeljebb 2) = P(0) + P(1) + P(2).

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



Melyek azok az esetek, amikor az esemény legalabb kétszer kovetkezik be? 0 1 2 3 4 5

Ennek a valészintiségét tigy a legkonnyebb kiszamitani, ha 1-bél kivonjuk azon valészintségek dsszegét, hogy pontosan

0-szor, illetve pontosan egyszer kovetkezik be az esemény.

P(legaldbb 2) = 1 — [P(0) + P(1)].

Figyeld meg! A ,legalabb kétszer bekovetkezik az esemény” és a ,legfeljebb kétszer bekovetkezik az esemény” nem egy-

mas komplementere. Mindkett tartalmazza azt az esetet, amikor az esemény pontosan kétszer kovetkezik be.

FELADAT

Egy jarvany egyik id6szakaban 0,02 annak a valdszi-

o
Y

ntisége, hogy Budapest egy véletlenszertien kivalasz-
tott lakosa hordozza a virust. Mekkora annak a va-
16szintisége, hogy van virushordozé azon a buszon,
amelyen

a) 30 {6 utazik;

b) 20 f6 utazik;

c) 10 {6 utazik?

egy ember virushordozé 2%

\ !

30 ember kozott van virushordozo

(Erettségi feladat, 2020)
A Naprendszer bolygoéi: Merkur, Vénusz, Fold, Mars,

Jupiter, Szaturnusz, Urdnusz és Neptunusz. Egy fold-
rajzdolgozatban a Naptol valo tavolsaguk sorrendjé-

HAZI FELADAT
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50 darab kiilonb6zé mérett gyongy kozott 10 darab
selejtes van (nincs rajtuk furat, amelyen a zsindrt
at lehetne ftizni). A mindségellendr véletlenszerd-
en kivalaszt egy gyongyot, megvizsgalja, feljegyzi,
hogy jo-e vagy selejtes, majd a kivalasztott gyongyot
visszateszi. Osszesen 5 alkalommal vélaszt egy-egy
gyongyot. Mennyi annak a valdszintisége, hogy

a)
b)
c)

nem talal selejtes gyongyot ezzel a modszerrel;
mindegyik kivalasztott gyongy selejtes lesz;

a kivalasztott gyongyok kozott a selejtesek aranya
ugyanannyi lesz, mint az 50 gyongy kozott a selej-
tesek aranya?

Egy szabalyos dobokockat 10-szer feldobva mekkora
annak a valoszintisége, hogy

64. lecke | GYAKORLAS
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ben kell megadni a bolygokat. Judit csak abban biz-

tos, hogy a Fold a harmadik a sorban, a Neptunusz

pedig a legutolso. Ezeket helyesen irja a megfeleld

helyre. Emlékszik még arra is, hogy a Naphoz a

Merkdr és a Vénusz van a legkozelebb, de a sor-

rendjliket nem tudja, igy e két bolygd sorrendjére is

csak tippel. Végiil a tobbi négy bolygo nevét vélet-
lenszertien irja be a megmaradt helyekre.

a) Hatarozd meg annak a valoszintiségét, hogy Ju-
dit éppen a helyes sorrendben adja meg a boly-
gokat!

b) A nyolc bolygd nevét egy-egy céduldra felirjuk,
és ezeket beletessziik egy kalapba. Kétszer hu-
zunk a kalapbdl véletlenszertien egy-egy cédu-
lat. Visszatevéses vagy visszatevés nélkiili huzas
esetén nagyobb a valoszintisége annak, hogy
legalabb az egyik kihtzott cédulan a Fold neve
szerepel?

a) egyszer sem dobunk hatost;

b) mind a 10 alkalommal hatost dobunk;
c) legalabb 8-szor hatost dobunk;

d) legfeljebb 2-szer dobunk hatost?

Egy automata palackgyarté gép 0,08 valdszind-
séggel allit el6 hibas palackot. Mekkora annak a
val6szintsége, hogy a gép altal gydrtott 50 palack
kozott

a) nincs hibas;

b) nincs hibétlan;

c) van hibds;

d) van hibatlan;

e) pontosan 4 hibds van;

f) legteljebb 4 hibas van?
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Raadas Visszatevéss
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vagy anelkil?

Egy gép altal gyartott 50 munkadarab koziil 20 darab selejtes, azaz 40% a selejtesek ardnya. A mindség-ellenérzés soran 15

munkadarabot vizsgalnak meg. Azt varjuk, hogy nagy valdszintséggel a 15 megvizsgalt munkadarab kozott is 40% koriili

lesz a selejtesek szama, azaz 5, 6 vagy 7.

Mekkora valdszintséggel lesz 5, 6 vagy 7 selejtes a 15 megvizsgalt munkadarab kozott, ha

visszatevéssel;
visszatevés nélkiil végzik a minéség-ellenérzést?

Megoldds

a)

b)

A visszatevéssel végzett minéség-ellenérzésnél minden alkalommal ugyanazt a véletlen kisérletet hajtjuk végre. Ezért al-
kalmazhatok a binomialis eloszlasrol tanultak. A selejtes munkadarab valasztasanak valdszintisége minden esetben 0,4,
a j6 munkadarab valasztasanak valdszintisége minden valasztasnal 0,6. Annak a valdszintisége, hogy a selejtes darabok
szama a 15 alkalommal megismételt kivéalasztas soran 5, 6 vagy 7:

15 15 15
(5)-0,45-0,61°+ (6>-0,46-0,69+ (7)-0,47»0,68 ~ 0,57.

. et . , , kedvezd kimenetelek szama i . L
A visszatevés nélkiili mintavétel esetén a - - — hanyadossal hatdrozhatjuk meg a val6szin-
lehetséges kimenetelek szama

séget.

5
Az 50 munkadarab koziil 15 kiilonb6z6 médon valaszthat6 ki a 15 munkadarab (ennyi tehét a lehetséges kimenetelek

20\ (30 20\ (30 20\ (30
szama). A 15 kivalasztott kozott 5, 6 vagy 7 selejtes ( 5 ) : (10> + < 6 ) : ( 9 >+ ( 7 > : < 3 ) kiilénb6z6 modon lehet. A ke-

B EIE B,
g

Lathato, hogy van kiilonbség a kétféle mintavétel valoszintisége kozott, de nem tul nagy. Ez a kiilonbség azonban még

resett valoszintiség tehat:

kisebb, ha nemcsak 50 munkadarab van, hanem sokkal tobb.

Megjegyzések

Ha valamelyik mintavételi eljaras jelent6s tobbletkoltséggel jar a masikhoz viszonyitva, akkor nem jelent tul nagy kocka-
zatot az, ha helyette a mésik mintavételi eljarast valasztjak.

Koézvélemény-kutatds soran joval nagyobb létszamu a megvizsgaland6 halmaz egyedszama (népesebb a populacid), mert
példaul egy tobb tizezer lakosu telepiilésen vagy akar egy tobb milli6 lakost orszagban kell kutatast végezni, tobb szaz,
esetenként tobb ezer embert megkérdezni. A felmérés megszervezése sokkal olcsobb lehet, ha a visszatevéses mintavételt
valasztjak. Ekkor persze nincs kizarva, hogy ugyanazt az embert akar tobbszor is megkérdezik, csakhogy a népes popula-
ci6 miatt ennek igen kicsi a valdsziniisége. A felmérés végeredménye emiatt gyakorlatilag ugyanaz lesz, mint ha gondosan
tigyeltek volna arra, hogy mindenkit legfeljebb egyszer kérdezzenek meg (azaz visszatevés nélkiili legyen a mintavétel).
Ezzel egyiitt viszont joval olcsobban sikeriilhet a felmérést elvégezni.

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS
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Egy nagyvarosi metrévonalon mar igen sok ellendérzést tartottak, és az eddigi ellendrzések azt mutattak, hogy ko-
rilbeliil 0,92 annak a val6szintsége, hogy egy véletlenszertien kivélasztott utasnak van érvényes menetjegye (vagy
bérlete).

A vonalon dolgoz6 ellendrok egyike azt jelenti a fénokének, hogy 50 utast ellendrzott, és

a) mindegyiknek volt érvényes menetjegye (bérlete);

b) egyikiiknek sem volt érvényes menetjegye (bérlete).

Melyik éllitast fogadja el a f6nok, ha 6 csak a legalabb 5%-os valészintiségli eseményrdl gondolja azt, hogy az valo-
ban megtérténhetett?

Egy kozlekedési vallalat felmérést készittet az ellenérokkel, hogy az utasok hany szazaléka utazik tanuldbérlettel. Egy
buszon utazé 60 utas koziil 12-nek (20%-nak) van tanulébérlete. Egy ellendr két megalld kozott 10 utas jegyét vagy
bérletét ellendrzi. Az utasok a buszban szabadon mozoghatnak. Fontos-e a felmérés hatékonysaga szempontjabol,
hogy figyeljen arra az ellendr, hogy 10 kiilonb6z6 utast kérdezzen meg?

a) Toltsd ki a tablazatot!

A 10 megkérdezett utas koziil ennyi utazik

0 1 2 3 4 5 6
tanulobérlettel
Efmek va%oszmusege visszatevéses minta- 0.107 0.302 0,026
vétel esetén
Ennek valdszintisége visszatevés nélkiili 0.330 0,081 0,002

mintavétel esetén

b) ,Visszatevéses modszerrel ellendrizve” mekkora annak a valdszintsége, hogy a buszon utazé Bencétdl legfeljebb
egyszer kéri az ellendr a bérletét?

Egy internetes cikkben az olvashatd, hogy a balkezesek aranya a teljes népesség korében koriilbeliil 11%.

Bence matematikacsoportjaban 17-en vannak, koziilitk 3 balkezes tanulé. A cikk olvasasa utan Bence azon gondol-

kodik, mennyire valészinti az, hogy pontosan 3 balkezes van a csoportban.

a) Szamitsd ki annak a val6szintiségét, hogy egy véletlenszertien kivalasztott 17 f6s csoportban a balkezesek szama
pontosan 0, 1, 2, 3, 4, 5, illetve 6.

b) Abrazold oszlopdiagramon a valdszintiségeket!

c¢) Milyen kovetkeztetésre juthatott Bence?

d) Mekkora annak a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien valasztott 17 f8s csoportban a balkezesek szama leg-
alabb 1, de legfeljebb 4?

Egy vidam tarsasjatékban a jatékosok egy-egy bajitalt allitanak 6ssze ugy, hogy a hozzavaldkat véletlenszertien huz-

zak egy zsakbol.

A jaték soran Tomi zsakjaban éppen a kovetkezd dsszetevok vannak:

4 db csattané maszlag, 2 db keresztes pok, 2 db tok, 3 db mandragoéra, 1 db 1égyol6 galdca.

a) Tomi visszatevés nélkill huz a zsakjabol 3 Gsszetev6t. Mennyi a valdszintisége, hogy nincs a kihazottak kozott
csattan6 maszlag?

b) Tomi visszatevéssel htiz a zsakjabol 4 db osszetev6t. Mennyi a valdszintsége, hogy a kihtzottak kozott van vala-
mennyi csattan6 maszlag?

c) Hany légyol6 galdcat vasaroljon még Tomi a zsakjaba, hogy annak a valdszintisége, hogy elsére légyol6 galocat
hiz, nagyobb legyen, mint 0,3?

d) Minek nagyobb a val6szintsége: hogy egyszerre harmat hiizva pontosan ketté koztitk mandragéra, vagy hogy
visszatevéssel harmat huizva legalabb kett6 koztitk mandragora?

64. lecke | VISSZATEVESSEL VAGY ANELKUL?
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Egy iskola kiilf6ldi didkcsereprogramot szervez. Osz-

szesen 24 diak jelentkezett, koziiliik fogjak sorsolas-

sal kivalasztani a 3 résztvevét. A jelentkez6k koziil

15 tanul6 tizenkettedik, 9 tanul6 pedig tizenegyedik

osztalyos.

a) Alkalmazhato-e erre a sorsoldsra a visszatevéses
és a visszatevés nélkiili modell is? Ha nem, melyi-
ket kell hasznalni?

b) Mennyi a valészintsége, hogy mindharom kisor-
solt jelentkezd tizenkettedikes lesz?

c) Mennyi a valdszintisége, hogy két tizenkettedi-
kest és egy tizenegyedikest valasztanak ki?

Egy televizids vetélkedomiisorban a nézétéren 60
jatékosjelolt iil, koziilik 12-en ugyanannak a barati
tarsasagnak a tagjai. A 60 néz6 koziil sorsolassal fog-
jak kivalasztani azt az 5-6t, akik jatszhatnak. Mennyi
a valoszintisége annak, hogy az 5 kivalasztott jatékos
kozil

a) pontosan ketten;

b) legalabb ketten

a 12 tagu barati tarsasiagnak a tagjai, ha mindenki
csak egyszer valaszthato jatékosnak?

RAADAS

@ Szamitogép segitségével nagyobb létszamu populacioé esetén is vizsgalhatd a visszatevéses és a visszatevés nélkiili min-

tavétel.

Példdul
egy 250 f8s Osszejovetelen a megjelentek 30%-a nyugdijas kort. A jelenlévék kozott 20 konyvutalvanyt sorsolnak ki.

3>

A LEGO cég 2010-ben dobta piacra a gytjthetd
LEGO minifigura els sorozatat. A teljes gytjte-
mény 16 kiilonboz6 figurabol all, koziilik az egyik
tirhajos. Ezek mind ugyanolyan — nem atlatszé -
csomagolasban keriilnek forgalomba, igy csak a fi-
gurat rejté zacsko kinyitdsa utan dertil ki, hogy
val6jaban melyik figurdt is vasaroltuk meg. Egy ja-
tékboltban, ahol a 16-féle figura mindegyikébdl 4-4
darab van, 64 csomag koziil valogathatunk. Mek-
kora annak a valészintisége, hogy 5 megvasarolt
figura koziil

a) pontosan 2 (irhajos lesz;

b) nem lesz tirhajés?

Vizsgaljuk meg, mennyi annak a valészintisége, hogy a nyertesek kozott 0, 1, 2, ..., 20 nyugdijas kort van, ha

a) mindenki csak egy utalvanyt nyerhet;

b) mindenki tobb utalvanyt is nyerhet!

Az a) esetben visszatevés nélkiili mintavételr6l van sz6: annak a valdszintisége, hogy k darab kényvutalvanyt nyugdijas koru

nyer meg:

(B
=

A 'b) esetben minden egyes konyvutalvany kisorsolasanal 0,3 annak a valészintisége, hogy nyugdijas kort nyeri az utalvanyt,

és 0,7 annak a valdszintsége, hogy nem nyugdijas kort. Annak a valdszintisége, hogy k darab kényvutalvanyt nyugdijas

, 2
kort nyer meg: <

204

0 k 20—k
k) 0,3%-0,727.
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Oszlopdiagramon abrazolhatjuk az egyes k értékekhez tartozd valdszintiségeket.

0,20
O visszatevés nélkiil
0,15 B visszatevéssel
o0
2
2
‘] 0,10
w
el
<
> _
0,05

T T T T T T T T T
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Nyugdijas koru altal nyert kényvutalvanyok szima

Megfigyelhet6, hogy mar viszonylag kis populaciészam (250) esetén sem jelent6s az eltérés a kétféle
mintavétellel kapott valdszintiségek eloszldsa kozott.

Ha a tarsasag létszama 250 helyett 2500 lenne, és valtozatlanul 30% lenne a nyugdijas kortak ardnya,
akkor a 20 konyvutalvany kétféle kisorsolasara az alabbi valdszintiségeloszlast kapnank:

0,20
O visszatevés nélkiil
0,15 B visszatevéssel
o0
3
E
‘] 0,10
172
<
=
0,05
0,00-—TE'T]£ =

T T T T T T T
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Nyugdijas koru 4ltal nyert konyvutalvanyok szama

Lathatoan szinte elt(inik a kétféle sorsolasi modszer kozotti kiilonbség.
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(Erettségi feladat, 2010)

Egy 17 f6s csoport matematika témazar6 dolgozata-

nak értékelésekor a tandr a kovetkez6 informacidkat

kozolte:

- Mind a 17 dolgozatot az 1-es, a 2-es, a 3-as, a 4-es és
az 5-6s jegyek valamelyikével osztalyozta.

- A jegyek medidnja 4, modusza 4, terjedelme 4 és
az atlaga (két tizedesjegyre kerekitve) 3,41.

Hatarozd meg a kovetkez6 dllitasok logikai értékét!

Indokold a valaszodat!

A: A dolgozatoknak tobb mint a fele jobb harmasnal.

B: Nincs harmasnal rosszabb dolgozat.

Foglalkozzunk olyan adatsokasaggal, amelynek mind-

egyik eleme egyenld!

a) Ha mind a tizenot adat 222, akkor az adatok atla-
ga is 222. Mennyi a mddusz, a medidn, a terjede-
lem és a szoras ebben az adatsokasagban?

b) Igaz-e, hogy ha egy adatsokasdg mindegyik eleme
egyenld, akkor a szorasa 0?

c) Igaz-e, hogy ha egy adatsokasag szdrasa 0, akkor
az adathalmaz mindegyik eleme egyenl6?

d) Igaz-e, hogy ha egy adatsokasag adatainak atlaga
0, akkor az sszes adat egyenl6?

A dobozdiagram alapjan hatarozd meg az adatsoka-
sag jellemzait!

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

minimum
also kvartilis
medidn

felsd kvartilis
maximum
terjedelem

félterjedelem

a
!

)
Y

(Erettségi feladat alapjan, 2005)

A fizikadrai tanulokisérlet egy tomegmeérési feladat
volt. A mérést 19 tanul6 végezte el. A mért tomegre
gramm pontossaggal a kovetkezd adatokat kaptak:
37, 33, 37, 36, 35, 36, 37, 40, 38, 33, 37, 36, 35, 35,
38, 37, 36, 35, 37.

a)
b)

Készitsd el a mért adatok gyakorisagi tablazatat!
Mennyi a mérési adatok atlaga gramm pontos-
saggal?
c) Mekkora a kapott eredmények medidnja, mo-
dusza?

d) Készits dobozdiagramot a mérési eredményekrol!

Egy részvény arfolyama jelenleg 3200 Ft. A szak-
érték szerint a részvény ara jovore 0,2 valdszind-
séggel nem valtozik, 0,4 valdszintiséggel 15%-kal
emelkedik és 0,4 valoszintséggel 10%-kal csokken
az idei arhoz képest. Hany Ft a részvény jovo évi
varhato értéke?

Egy 36 f0s osztalybdl 12-en olvastak A gyiiriik ura
cimti konyvet, 10-en olvastak az Alkonyat cim(
konyvet. Nincs olyan diak, aki mindkett6t olvasta.
Készits Venn-diagramot, majd hatarozd meg an-
nak a valdszintiségét, hogy véletlenszertien kiva-
lasztva az osztalybdl 4 tanulot

a) egyikiik sem olvasta e két konyv koziil egyiket sem;
b) harman olvastdk A gyiiriik urdt, és egyikiik ol-

vasta az Alkonyatot.

(Erettségi feladat, 2019)

Egy iskolai italautomata meghibasodott, és véletlen-
szerien ad szénsavas, illetve szénsavmentes vizet.
A didkok tapasztalata szerint, ha valaki szénsavmen-
tes vizet kér, akkor csak 0,8 a valdszintsége annak,
hogy valoban szénsavmentes vizet kap. Anna a hét
mind az 6t munkanapjan egy-egy szénsavmentes
vizet szeretne vasarolni az automatabdl, igy min-
den nap az ennek megfelel6 gombot nyomja meg.
Mennyi a valészintisége annak, hogy legalabb négy
napon valéban szénsavmentes vizet ad az automata?

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



A kordiagram azt mutatja, hogyan sikeriilt a 12. B osztaly 24 tanul6janak

a legutobbi témazard dolgozata.

jo
a) Toltsd ki a tablazatot! )
jeles
Osztalyzat 5 4 3 2 1 kézepes

Gyakorisag

elégtelen
Relativ gyakorisag
b) Abrézold sivdiagramon az adatok eloszlasat! clégséges
c) Valtoztasd meg a tengelyen az egységet tigy, hogy a b) pontban készi-
tett grafikonrol a relativ gyakorisagokat olvashassuk le!
d) Mennyi a 24 osztalyzat atlaga, modusza, medidnja?
e) Mennyi a vizsgalt adatsokasag szdrasa?
Abrazold dobozdiagramon a kévetkezé adatsokasagot!
adat 14 15 16 17 18 19 20
gyakorisaga 1 2 3 3 2 1 1

Egy tarsasjatékban olyan dobokockat hasznalnak, amelynek 3 oldalan egy pont, 2 oldaldn 3 pont, és egyik oldalan
6 pont lathatd. Toltsd ki a tablazatot, majd hatarozd meg, hogy mennyi ezzel a kockaval egy dobas varhato értéke!

-] .

Hény oldalon szerepel? 3 2 1

val6szintisége

Az 1;2;3;...; 50 szamok koziil véletlenszer(ien kivalasztunk harmat (visszatevés nélkiil). Mennyi a valoszintsége, hogy
a) mindharom szam paros;
b) aharom szam koziil kett oszthat6 5-tel, egy pedig nem oszthaté 5-tel?

(Erettségi feladat, 2020)

Egy utcai diszburkolathoz hasznélt ké sziirke és sarga szinben kaphaté. A dobozokon matrica jelzi a dobozban 1évé
kovek szinét. Atlagosan minden szdzadik dobozon rossz a matrica: sziirke helyett sirga vagy forditva. (Ezt tekinthetjitk
ugy, hogy 0,01 annak a valdszintisége, hogy rossz matrica keriilt a dobozra.) Péter kivalaszt 21 sziirke jelzésti dobozt, és
ellenérzi a dobozokban 1év6 kovek szinét. Mennyi a valdszintisége annak, hogy a 21 kivalasztott doboz koziil legalabb

20 dobozban valdban sziirke ké van?




Temazard feladatgyujieme ny

(Erettségi feladat, 2021)
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Egy didkmunka-kozvetitéssel foglalkozé cég 25 allast
hirdetett meg. Az alldsok orabérét és ezek gyakori-
sdgat az alabbi tablazat tartalmazza. Add meg a hir-
detésekben szerepld orabérek terjedelmét, moduszat,
medidnjat és atlagat!
Orabér (Ft) 1000 1200 1500 1600
Allasok szama (db) 9 4 5 7

(Erettségi feladat, 2005)

Egy dolgozatnal az elérhetd legmagasabb pontszam
100 volt. 15 tanuld eredményeit tartalmazza a kovet-
kezé tablazat:

Elért pontszam
100 3

95 2

91 1

80 2

65 1

31 2
2

1

1

A dolgozatok szama

17
8
5

a) Hatarozd meg az 0sszes dolgozat pontszamanak
atlagat, moduszat és medidnjat!

b) A dolgozatok érdemjegyeit az alabbi tablazat
alapjan kell megallapitani:

Pontszam Osztalyzat
80-100 jeles
60-79 jo
40-59 kozepes
20-39 elégséges
0-19 elégtelen

Ennek ismeretében hatarozd meg, hogy melyik
osztalyzatot hany tanuld érte el, majd készits kor-
diagramot az osztalyzatok megoszlasarol! Add
meg a kordiagramon az egyes korcikkekhez tar-
tozo kozépponti szogek értékét!

(Erettségi feladat alapjan, 2013)

'S
Y
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Egy kis cégnél nyolcan dolgoznak: hat beosztott és két
fénok. A f6nokok atlagos havi jovedelme 690 000 Ft,
a beosztottaké 450 000 Ft. Hany forint a cég nyolc
dolgozojanak atlagos havi jovedelme?

11 db, nem feltétleniil kiilonboz6 természetes szamrol
a kovetkezdket tudjuk: a szamok egyetlen mddusza
2, medidnja 3, 4tlaga 4, terjedelme 5. Adj meg 11 db

ilyen természetes szamot!

(Erettségi feladat, 2015)

A 32, ¢ és 18 szamokrdl tudjuk, hogy a harom szam
atlaga kettével kisebb, mint a medianja, tovabba
32 > ¢ > 18. Hatdrozd meg a c értékét!

Abrazold dobozdiagramon a kévetkezd adatsokasagot!
a) 3;7;5 3 6; 8 7; 69
b) 24; 20; 24; 30; 31; 25; 23; 27; 26; 22.

Abrazold dobozdiagramon a kévetkezd adatsokasa-
got!

a)

adat 12,5 13,0 13,2 13,8 14,0
gyakorisaga 2 3 5 6 4

b)

adat 35 36 38 40 41 42
gyakorisaga 3 6 5 4 5 1

Egy adatsokasagrol tudjuk, hogy terjedelme 26,

félterjedelme 15, medidnja 40, felsé kvartilise 51 és

minimuma 32.

a) Készits dobozdiagramot az adatokrol!

b) Adj meg 9 olyan egész szamot, amely megfelel
a feladatban felsorolt leirasnak!

A kovetkez6 dobozdiagram egy 7 adatbol allo adat-
sokasagbdl késziilt, amelynek minden adata egész
szam. Hanyféle lehetett az adatsokasag?

N A S S

»
T >

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
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Torténelembdl Bencének hat jegye van. Ezek atlaga 4 [ECINMM Hét darab pozitiv szambol all6 szémsokasagrol a ko-

‘Y

13

Y

14

és szorasa 0. Mik lehetnek Bence osztalyzatai torté-
nelembdl? Mennyi a jegyeinek terjedelme, médusza
és medidnja?

Egy tizeleml adatsokasag moddusza 3, szdrasa 0.
Mennyi az atlaga, medianja és terjedelme?

Adj becslést a diagramon szemléltetett adatsokasag
atlagara és szordsara, majd szdmolassal ellendrizd
a becslésedet!

8

gyakorisag

7
6
5
4

3

2

mARRN

0 T T T T T T .:\

-3 -2 -1 0 1 2 3

Egy matematikafeladatra legfeljebb 12 pontot lehetett

szerezni. Az egyik 15 f6s matematikacsoport pont-
szamai igy alakultak: 11, 6, 11, 7, 3, 8, 11, 11, 11, 10,
11,9, 11, 10, 7.

Hatdrozd meg a pontszamok atlagat, moéduszat, me-
dianjat, terjedelmét és szorasat!

A matematikaérettségi utolsé harom feladata koziil

kett6t kell megoldani. A 16. feladatot az egyik cso-

portban 7 tanul6 valasztotta. A feladatra legfeljebb 17

pontot lehetett kapni. A pontszamokrdl tudjuk, hogy

amodduszuk 17, a medidnjuk 16, a terjedelmiik 10, és

az atlaguk 13,1 és 13,2 kozott van.

a) Hany pontos lett a leggyengébb megoldas a fel-
adatra?

b) Hanyan oldottak meg hibatlanul a feladatot?

c) Sziletett-e 12 pontos feladat?

A C osztalybdl 11-en emelt szintli érettségit irtak
matematikabol. Az 5. (valaszthatd) feladatot mind-
annyian valasztottdk. A legalacsonyabb pontszdm 8
volt, és csupan egy hibatlan, 16 pontos megoldas szii-
letett. A pontszamok atlaga 12,2 és 12,3 kozott volt,
a medianja 12, és nem csak egy modusz lett. Tamara
és Beni egyarant 10 pontot szereztek. Adj meg olyan
adatsokasagot, amely a fenti feltételeknek megfelel, és
szamitsd ki az altalad megadott szamok szorasat!

65. lecke | TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

vetkezoket tudjuk: az atlag 4, a médusz 1, a median
3, a terjedelem pedig 9. Mik lehetnek a szamsokasag
elemei? Adj meg egy ilyen sokasagot!

A diagram az egyik vezetd kolagyart6 cég felméré-
sét szemlélteti az egy fére jutd éves kolafogyasztast
illetéen. A mennyiségek 8 uncids (angolul: ounce,
8 ounce = 2,5 dl) kiszerelésti adagokban értendék.

Egy f6re es6 fogyasztds 1988 m 1998 m 2008

72
—— 122
—— |96
84
] 32
— 199

275

Nagy-Britannia

Brazilia

s 406 USA
— 4] 2

39
65 vilagszerte
— 385

a) A harom koziil melyik orszagban a legnagyobb és
a legkisebb aranyu a kolafogyasztds novekedése
1988 és 1998, illetve 1998 és 2008 kozott?

b) A vilag kélafogyasztasanak hany szazaléka kéthe-
t6 ehhez a harom orszaghoz a jelzett években?

Az egyes orszagok lakossaga (milli fében szamolva):

Nagy-

Britannia Brazilia ~ USA Fold
1988 56,9 141 2445 5138
1998 58,4 166 275,9 5975
2008 61,2 187 304,4 6754

Balint matematikajegyei az elsé félévben: 1, 2, 2, 5,

4,3,5.

a) Add meg a jegyek terjedelmét, moduszat és me-
didnjat!

b) Szdmitsd ki a jegyek atlagat és szorasat!

c) Balint javitani szeretne a négyesért. Tandra fel-
hivja ra a figyelmét, hogy 3,5-es dtlag alatt nem
adja meg a négyest (Balint év elején alig dolgozott
valamit!), ahhoz pedig, hogy kérdés nélkiil a jobb
jegyet ajanlja meg, az atlagnak el kell érnie a 3,65-
ot. Hany 6tost kellene szereznie a fennmaradé két
hétben Baélintnak ahhoz, hogy biztosan négyes
lehessen félévkor?

209



Véletlenszerten kivalasztunk egy 25-nél kisebb pozi-

20>

23

25

26

27
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tiv egész szamot. Mennyi a valdszintisége, hogy
a) tobbszorose 3-nak;

b) oszthat6 4-gyel;

c) primszdm?

(Erettségi feladat, 2007)

A 100-nal kisebb és hattal oszthat6 pozitiv egész sza-
mok koziil véletlenszertien valasztunk egyet. Mekko-
ra valoszintiséggel lesz ez a szam 8-cal oszthatd?

(Erettségi feladat, 2018)

A % tort nevezdjében az n helyére véletlenszert-

en beirunk egy 100-nal nem nagyobb pozitiv egész
szamot. Mekkora annak a valdszintsége, hogy az igy
kapott tort értéke egész szam lesz?

Egy parkoldban 29 auté parkol, koziilik 7 kornye-
zetkimél6, azaz zo6ld rendszdma van. Ekkor néhany
Ujabb auto érkezik, melyek mindegyike kornyezetki-
mélé. Hany auté érkezett a parkoldba, ha ezek utan

véletlenszertien kivalasztva egy autot, L 4 valészint-

3
sége annak, hogy az kornyezetkimél§?

Ha 10 gyerek, koztiik Bence és Donci sorba ll, meny-
nyi a valdszintisége, hogy 6k ketten nem keriilnek
egymas mellé?

Két dobokockaval dobva mennyi annak a valdszinii-
sége, hogy a dobott szamok Osszege 3?

Két dobdkockaval dobva mennyi annak a valészini-
sége, hogy

a) a dobott szdmok szorzata oszthato 5-tel;

b) a dobott szimok sszege oszthatd 5-tel?

(Erettségi feladat, 2018)

Egy szabdlyos dobokockaval kétszer dobunk. A do-
bott szamokat (a dobas sorrendjében) egymas utdn
irva egy kétjegyli szamot kapunk. Mennyi annak a
valdszintisége, hogy 7-tel oszthat6 szamot kapunk?

Egy sorsjegybdl 500 db-ot nyomtattak. 20 sorsjegy
1000 Ft nyereményt jelent, a tobbi sorsjegy nem nye-
r6, ha azt hizzuk, akkor nem nyeriink semmit, de
nem is veszitiink semmit. Ha véletlenszertien huzunk
egy sorsjegyet, akkor mennyi a nyeremény varhato
értéke?

Egy sorsjegybdl 1000 db-ot készitettek. Tablazatba

Y

30

Y

33

foglaltuk, hogy a sorsjegyekkel mennyit lehet nyerni.
Mennyi a nyeremény varhat6 értéke, ha véletlensze-
riien kapunk egy sorsjegyet?

500 5000
20 10

Nyeremeény 0 100

Sorsjegy db-szama 900 70
Egy részvény arfolyama 6800 Ft. A szakértok szerint
a koévetkezd évben a részvény értéke 0,1 valdszini-
séggel 18%-kal emelkedik, 0,4 valdszintséggel 10%-
kal emelkedik, 0,3 valdszintiséggel nem valtozik, és
0,2 valoszintiséggel 20%-kal csokken. Mennyi a rész-
vény varhato értéke a jovo évre?

Egy zsakban 20 piros és 30 sarga golyd van, amelye-
ket egymastdl tapintdssal nem lehet megkiilonboz-
tetni. Véletlenszertien htizunk egyszerre két golyot.
Mennyi a valészintsége, hogy

a) mindkét golyd piros;

b) mindkét golyo sarga;

c) egyik goly6 sarga, a masik piros?

Véletlenszertien hizunk hairmata T, T, T, T, T, E, E, E
bettlik koziil. Mennyi a valészintisége, hogy ki tudjuk
rakni bel6litk a TET sz6t?

Az egyik héten (2015 elsd jatékhetében) azt figyelte
meg Bence, hogy a hatos lottén a kihuzott szamok
kozott a legkisebb a 37-es volt. Elgondolkodott azon,
vajon mennyi annak a valdszintisége, hogy a legkisebb
kihdzott szam a 37-es. Majd azon gondolkodott, hogy
mennyi annak a valdszintsége, hogy minden szam na-
gyobb, mint 36. (A hatos lottén 45 szambol hiznak ki
6 szamot.) Mekkorak ezek a valoszintiségek?

A 32 lapos magyar kartyabdl 6 lapot hizunk.

a) Mennyi annak a val6szintisége, hogy pontosan 2
kiraly kertl a keziinkbe?

b) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy legalabb
2 kiraly kertiil a keziinkbe?

c) Mennyi annak a valdszintisége, hogy legfeljebb
2 kiraly keriil a keziinkbe?

Egy busztirsasag nyilvantartasa szerint az elmult

évben 60 buszuk koziil 3-at kellett kisebb-nagyobb
motorhiba miatt javitani, 10-en kellett gumihibat ja-
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vitani, raadasul tovabbi 2 buszon mindkét hibatipus
eléfordult.

Mennyi annak a valdszintisége, hogy ha véletlensze-
rlien kivélasztunk egyszerre két buszt, akkor

a) mindkettét gumihiba miatt javitottak;

b) legfeljebb egynél fordult el6 motorhiba?

(Erettségi feladat, 2010)

Az iskola 12. évfolyamara 126 tanulé jar, koziilik
kétszer annyian vannak, akik latogattak az iskolanap
rendezvényeit, mint akik nem latogattak. Az Iskola-
élet cimi kiadvanyt a rendezvényeket latogatok har-
mada, a nem latogatoknak pedig a fele olvasta. Egy
Ujsagiréd megkérdez két taldlomra kivélasztott didkot
az évfolyamrol, hogy olvastdk-e az Iskolaéletet. Mek-
kora annak a valdszintisége, hogy a két megkérdezett
didk kozil az egyik latogatta az iskolanap rendezvé-
nyeit, a masik nem, viszont mindketten olvastdk az
Iskolaéletet?

Egy miizlit gyart6 cég reklamja szerint az 6 miizlis-

dobozaik koziil ,,HétbSl harom ajandékot is rejt!”

a) Véletlenszertien kivalasztva egy ilyen miizlis-
dobozt, mekkora annak a valdszintisége, hogy
abban lesz ajandék?

A bolt polcait mindennap djra feltoltik, igy a miizlis-

dobozok sohasem fogynak el.

b) Mekkora annak a valdszintisége, hogy ha a hét
minden napjan véletlenszertien vasarolunk egy-
egy ilyen miizlit, akkor a hét koziil pontosan ha-
rom dobozban lesz ajandék?

A totén 13+1 mérkdézésre lehet tippelni, mindegyikre

haromfélét: 1, 2 vagy x.

a) Hany kiilonb6z6 moédon tolthetd ki a totdszelvény?

b) Véletlenszerten kitéltve a totdszelvényt, mennyi
a valdszintisége, hogy 13 mérkézésre tippeltiink
helyesen?

c) Véletlenszertien kitltve a totészelvényt, mennyi
a valdszintisége, hogy 12 mérkézésre tippeltiink
helyesen?

Csilla egy kvizjatékot jatszik. Elvezi a jatékot, pedig
még sok kérdésre nem tudja a vélaszt, s ilyenkor vé-
letlenszertien tippel. Inkabb nem kér segitséget. Ha 3
egymds utani valasztos kérdésre nem tudja a vélaszt,
s ezért véletlenszertien jeloli meg a négy lehetséges
valasz koziil az egyiket, mekkora annak a valészint-
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sége, hogy pontosan két valaszt eltaldl? Mekkora an-
nak a valdszintisége, hogy legalabb két valaszt eltalal?

A 2000-es évek elsé évtizedében évente dtlagosan
100-n4l is tobb miholdat allitottak palyara. Ez azon-
ban korantsem kockazatmentes dolog, a statisztikak
szerint a miholdak kb. 7%-a mar a fellovés soran
megsemmisiil.

Ha elfogadjuk, hogy minden fell6vésnél ennyi az
esélye a megsemmisiilésnek, akkor mennyi a vald-
szintisége annak, hogy a kévetkezé 10 mithold koziil
a fell6vésnél

a) pontosan ketté semmisiil meg;

b) legfeljebb ketté semmisiil meg?

a) Egy tizforintost 6tszor feldobva mekkora annak
a valdszintisége, hogy tobb lesz a fej, mint az iras?

b) Egy szazforintost négyszer feldobva mekkora an-
nak a valdszintisége, hogy tobb lesz a fej, mint az
irds?

25 goly6 van egy zsakban, melyek tapintasra egyfor-
mék. Kozilik 15 zold és 10 kék. Véletlenszertien ki-
hazunk a zsakbol 6 golyét. Mennyi a valdszintisége,
hogy a golydk kozott pontosan 3 zold és pontosan 3
kék, ha

a) visszatevés nélkil huzunk;

b) visszatevéssel huzunk?

Egy tesztlap készit6i 10 killonbozé kérdést szeretné-

nek feltenni.

a) Hanyféle lehet a kérdések sorrendje?

A tesztlap elkésziilt, kinyomtattak. A 10 kérdés mind-

egyikére igennel vagy nemmel lehet valaszolni.

b) Hany kiilonb6z6 moédon télthetd ki egy kinyom-
tatott tesztlap?

Donci nem késziilt fel a tesztlap kitoltésére, ezért vé-

letlenszer(ien valaszol a tiz kérdés mindegyikére.

¢) Mekkora annak a valészintisége, hogy Doncinek
egyetlen jo valasza sem lesz?

d) Mekkora annak a valdszintisége, hogy Donci
pontosan 5 kérdésre ad j6 vélaszt?

A tesztlap alkotdi azt szeretnék, hogy csak azokat

a tesztlapokat fogadjék el sikeresen kitoltottként,

amelyeken legaldbb 8 j6 vélasz van.

e) Mekkora a valdszintsége, hogy Donci sikeresen
tolti ki a tesztlapot?
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ﬁ Vektorok Gsszeadsa

BEVEZETO

A hétkoznapi életben és a tudomany kiilonbozé teriiletein skalarmennyi-

ségekkel, valamint vektormennyiségekkel tudjuk leirni a kiilonbozd jelen-

ségeket, folyamatokat.

(pl. elmozdulas, sebesség, erd).

212

kezdSpontnak és melyiket végpontnak (ez utdbbit nyillal jelljiik).

Skalarmennyiségek azok a mennyiségek, amelyeket egy szammal és ese-
tenként egy mértékegységgel adunk meg (pl. tavolsdg, tomeg, id6), vek-
tormennyiségek azok, amelyeket az el6bbieken kiviil az irdnyuk is jellemez

Tekintstik at és bovitsiik ki ismereteinket a vektorokkal kapcsolatosan!

1. A geometridban egy szakaszt akkor mondunk irdnyitottnak, ha két hatarpontjarél megmondjuk, melyiket tekintjik

Az egymassal parhuzamos, azonos irdnyu, azonos hossztisagu iranyitott szakaszok ugyanazt a vektort hatarozzak

meg. (Ezt agy is mondhatjuk, hogy: az egymassal parhuzamos, azonos iranyu, azonos hossztisagu iranyitott szakaszok

halmaza egy vektor.) Az dbran a piros szinnel rajzolt vektort v-vel jeloltiik.
A vektor megjelenitésére (reprezentalasara) az adott irdnyitott szakaszok ko-
ziil barmelyiket hasznalhatjuk.

A vektort az iranya és az abszolut értéke (hossza) jellemzi.

A v vektor kezdépontjanak és végpontjanak a tdvolsagat a vektor abszolut
értékének (a vektor hosszusagénak) nevezziik. Jele: |v|.

2. Két vektor egymas ellentettje, ha parhuzamosak, egyenl6 hosszuak és ellen-
tétes irdnydak. Egy v-vel jelolt vektor ellentettjének a jele: —v. A —v ellentett-
jeav.

Megjegyzés

Ha nem okoz félreértést, akkor a vektort reprezentald iranyitott szakaszt magat

is vektornak nevezziik.

végpont

kezdSpont
//
/
//
w

Hasonlitsd 6ssze azokat D 2cm C b) Ezek koziil hany vektor abszolut értéke egyenld
a vektorokat, amelyek a az AB abszolit értékével? Melyik parhuzamos
2 cm oldala ABCD négy- az AB vektorral?

cm 2 cm _
zet valamelyik cstcsabol a c) Melyik vektor abszolut értéke egyenld az AC
négyzet egy masik cstucsa- abszolut értékével? Kozililk melyik parhuza-
ba mutatnak! A 2 B mos az AC vektorral, és melyik merdleges ra?
a) Hany ilyen vektor van?

KOORDINATAGEOMETRIA



KIDOLGOZOTT FELADAT

Idézet egy internetes cikkbdl: ,, A repiilSterek tervezésénél a f6 szempont az uralkodd
szélirany, mivel az akar 4 km hosszt palydkat agy kell megépiteni, hogy azok lehetSleg
az ott leggyakrabban jellemzd szél iranyéban legyenek hasznalhatéak. [...]

Ha a szé]l nem pontosan palyairanybdl fj, vagyis »oldalas«, akkor palyairanyra mer6leges

leszallopalya

oldalszél

komponense is van. Ilyenkor a repiilégép oldaliranyban lesodrédna a pélya tengelyvona-

1abol (jobb oldali fels6 dbra), amit a pilétanak meg kell eléznie. ... A nagygépes repiilésre a repiilégép
. (o . T . . bessé
jellemzé moddszer a szélre vald »ratartas«. Ilyenkor a repiilégép tengelyvonala nem par- zieise;ef;éz
huzamos a palyaval, vagyis a f6ldrél szemlélve olyan, mintha oldalazva, cstiszva repiilne.  a repiilégép palydja képest
Ilyenkor a gép orra kissé a szél felé mutat (jobb oldali alsé dbra és az alabbi fénykép).” a foldhoz képest
leszéllopalya
oldalszél

a reptlégép palydja a repiilégép
a foldhoz képest sebessége

a leveg6hoz
képest

Az 4bran az a vektor azt mutatja meg, hogy a vizszintesen repiil6, leszallashoz ké-
szi1l6d6 repiilégép egy masodperc alatt hogyan mozdul el a leszallépalyahoz képest
szélcsend esetén. (A szaggatott fehér vonal a leszallopalya kozépvonala.)

Egy leszallasnal jobbrol erds keresztiranyu sz€l fj, amely egy masodperc alatt a b vek-
T T T T torral mozditja el a repiilégépet.

" Ha a reptil6gép pildtdja nem véltoztatna a szélcsendben megszokott leszallasi folya-
maton, akkor az eredetileg az R pontban 1év6 repiilé hova keriilne egy masodperc
alatt az R, helyett?

R,
/j . Megoldas
R = > A repiil6gép elmozduldsat a gép motorja és az oldalszél egytittesen alakitja. A gép

T T T T ' egy masodperc alatti elmozdulasat a ¢ vektorral szemléltethetjiikk. A repiilégép tehat
b az oldalszél hatasara az R, helyett az R, helyre jutna a pil6ta kozbeavatkozasa nélkiil.
(A gép rovid id6 alatt elsodrodna a leszallopalyatol.)

Két vektor 6sszeadasa

Ha egy vektor ugyanazt az eltolast hozza létre, mint az a vektorral és b vektorral valé eltolas egymadsutanja, akkor ezt
a vektort az a és a b vektor dsszegvektoranak nevezzik. Jele:a + b.

Vektorok dsszegvektoranak meghatdrozasa:

— Osszefiizés médszere (alkalmazhaté akdr tobb, akdr egymdssal parhuzamos vektorok esetén; két nem parhuzamos

vektor esetén haromsz6gmaddszernek is nevezik):



Az egyes vektorokat ugy flizziik 6ssze, hogy az egyik vektor végpontjaba kertiljon a kovetkezé vektor kezdépontja
(és igy tovabb, ha tobb vektort 6sszegziink). Az 6sszegvektor az els6 vektor kezd6pontjabdl az utolsé vektor vég-

pontjaba mutat.
C

a+b a+b b a+b b

\
\ 4
[~

a b a a+b+c+d

Paralelogrammamodszer (két, egymassal nem parhuzamos vektor esetén alkalmazhato):
A két vektort kozos kezdSpontbdl vessziik fel, és megszerkesztjitkk az ezek (mint oldalvekto-
rok) altal kifeszitett paralelogrammat. Az 6sszegvektor a k6zos kezdpontbol indulé parale-

logramma atlovektora.

Kiegészitések

- Hakét olyan vektort adunk 0ssze, melyek egymas ellentettjei, akkor az dsszegvektor kezdSpontja és végpontja egybeesik,

vagyis 0 az Osszegvektor hosszusaga. A nulla hosszuisagu vektort nullvektornak nevezziik. A nullvektor iranya tetsz6leges,

minden vektorral parhuzamos és minden vektorra meréleges. A nullvektor jele irdsban 0 vagy 0, nyomtatésban 0.

- A Kkét vektor Osszeaddsanak nevezett miivelet teljesen eltér a két szam Osszeaddsakor megismert mivelettol.

3>
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A fizikaban két vektor dsszege helyett a két vektor ereddje elnevezés (is) haszndlatos, de a miivelet jele itt is a valds

szamok esetén hasznalt + szimbdlum.

Hatdrozd meg a fiizetedben, hogy kiilonb6z6 széliranyok és szélerésségek esetén hova kertil az eredetileg az R helyen

1év6 repiil6gép a szélcsendben ,,szokdsos” R, helyett! (A megadott vektorok jelentése ugyanaz, mint a példaban.)

a)

b) c)

Y
Y
Y

Az dbran megadott vektorok mindegyikének racspont a
kezdépontja és a végpontja is. A racs legkisebb négyzeté-
nek oldalhossza 1 egység.

a)
b)

c)

d)
e)

\ 4

Add meg mindegyik vektor hosszat!

Vannak-e a vektorok kozott egymassal parhuzamo-
sak?

Rajzold meg a racs segitségével a kovetkezd vekto-

rokat a fiizetedben:

b+a,a+b,b+c¢c, c+b,a+c, d+a, b+d.

Mit figyelhetiink meg az a + b és b + a, valamint a b + ¢ és ¢ + b sszegvektorokkal kapcsolatban?
Szamitsd ki a megrajzolt 6sszegvektorok hosszat!
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Rajzold meg az egyes abrakon 1év6 vektorok dsszegét

o
Y

a fiizetedben!
a) >

A

b)

A valés szamok halmazén értelmezett x — x° fiigg-
vény grafikonjat told el el6szor az u vektorral, majd
az eltolassal kapott grafikont told el a v vektorral!

HAZI FELADAT

Rajzold meg a két vektor dsszegét a fiizetedben! (Az dbran 1év6 négyzeteknek, illetve hatszogeknek pirossal jeloltitk

(%)
Y

'S
‘Y

a szimmetriakozéppontjat.)

a) b) c)

b

A
A

Rajzold meg a fiizetedben annak az egyetlen eltolasnak a vektorat, amely az egymas- h \ . /

sal egybevago grafikonok esetén (jobb oldali abra)
a) agjeld grafikont az fjeltibe,

b) az fjelt grafikont a / jeltibe,

c) agjeli grafikont a h jeltibe viszi at!

d) Milyen kapcsolat van az el6bbi harom esetben megadott eltoldsvektorok kozott?

|a|= 6 cmés |b|= 2,5 cm, a vektorok irdnya tetszdleges.
a) Legfeljebb mekkora lehet az |a + b |? Rajzolj egy ilyen esetet!
b) Legalabb mekkora az |a 4 b |? Rajzolj egy ilyen esetet!

c¢) Szamitsd ki, mekkora az [a+ b|,ha a L b!

A fiizetedben dolgozz!

YA

ry

a) Add meg az eltolassal kapott grafikonokhoz
tartozd fiiggvények hozzarendelési utasitasat!

b) Add meg annak az egyetlen eltoldsnak a vek-
torat, amely az eredeti fliggvény grafikonjat a
masodik eltolds utdn kapott grafikonba viszi 4t!

YA

Ry

Szerkeszd meg a K pontbdl az ABCD trapéz csticsaiba vezeté négy vektor osszegét! (K a trapéz atldinak metszés-

pontja.) Hol van ennek a vektornak a végpontja, ha a kezdépontjat K-ba helyezed? A fiizetedben dolgozz!

a) b)
p_3m ¢ D

66. lecke | VEKTOROK OSSZEADASA

c) p 3cm (¢
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Hogyan vélassza meg a pildta a reptil6gépnek a le-

vegbhoz viszonyitott sebességét, ha a biztonsagos
leszallashoz az el6irt sebességgel kell haladnia a fold-
hoz képest, de erés oldalszél fuj? A repiildgép az R
pontban van, a leszédllashoz a f6ldhoz képest e eldirt
sebességvektorral kellene repiilnie, az oldalszél se-
bességét az s adja meg.

S/

Megoldds

A 66. lecke kidolgozott feladataban lattuk, hogy a f6ldhoz
viszonyitott sebességvektort megkapjuk, ha a repiilégép
leveg6hoz viszonyitott v sebességvektorahoz hozzaadjuk
a szé] sebességvektorat. Tehat e = v+ s. Ennek alapjan
kénnyen szerkeszthetd a v, hiszen ha az R pontbol inditjuk,
akkor az utana fuzott s végpontja éppen az e végpontja kell,
hogy legyen.

FELADAT

Adott az abra szerinti k; m; v vektor. Melyik vektort
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adjuk hozza a v-hez, hogy
a) ak-t; c) a0-t
kapjuk? Rajzold meg a vektorokat a fiizetedben!

b) az m-et;

‘Y

Adott az dbra szerinti k; m; v vektor. Melyik vektort
adjuk hozza a k-hoz, hogy

a) av-t; c) a0-t

kapjuk? Rajzold meg a vektorokat a fiizetedben!

b) az m-et;

P}////

A v vektor az e és a —s vektor Osszege kell, hogy legyen,

mivel a v vektor a leendé e-hez képest a sz¢l hatasat kell,
hogy kompenzalja, tehat a szél ellen kell dolgoznia a pilota-
nak, azaz v= e + (—s). A repiildgépnek - az dbra tantisaga
szerint — a szélcsendben szokdasosnal nagyobb sebességgel
kell a f6ldhoz képest haladnia, és ,ra is kell fordulnia” a
széliranyra. Emiatt a repiil6gép hossztengelye nem lesz
parhuzamos a leszallopalya tengelyével.

Megjegyzés

A v vektort az e és az s killonbségvektoranak nevezziik, az
s vektort pedig az e és a v kiilonbségvektoranak.

Jelekkel: v=e—s és s=e—vV.
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Két vektor kivonasa

Ha ¢ = a + b, akkor az a vektort a ¢ és a b kiilonbségvektoranak mondjuk, és ¢ — b alakban jeloljiik. Azt a miiveletet,
amely a c-bél és a b-bdl eldallitja a kiillonbségiiket, kivonasnak nevezziik.

a Az dbra szerint ¢ = a + b, és igy a kiilonbség definicidja szerinta=c —b.
A ¢ — b szerkesztése:
b ¢ A b és c vektorokat kozos kezd6pontbdl mérjiik fel; a kivonandé vektor (b) végpontjabol a kisebbiten-
dé vektor (c) végpontjaba mutat6 vektor adja a ¢ — b kiilonbségvektort.
Az eljaras a parhuzamos vektorok esetén is érvényes. < u-v _
Megjegyzés : ¥

Vegyiik észre: b + (c —b) = cés ¢ — b = ¢ + (—b), azaz a vektorok kiilonbsége el6all az egyik vektor és a kivonandé vektor
ellentettjének osszegeként.

KIDOLGOZOTT FELADAT

n Irjuk fel a paralelogramma atlévektorait a paralelog- n Milyen kapcsolat van aza — b és a b — a kozott?

ramma két, kozos pontbdl indulé oldalvektora segit-
ségével!

Ha az el6z0 feladatban megadott f atlévektor ellentettjét
tekintjiik, akkor lathatjuk, hogy ez éppena b —a.

Azt mar korabban lattuk, hogy e = a + b, a két vektor Ezek szerint aza — b és a b — a egymds ellentettje:
kiilonbségénél mondottak szerint pedig f =a — b. —(a—b)=b—aés—(b—a)=a—b.

Ha két nem parhuzamos vektort ko6zos kezddpontbol
mériink fel, akkor a paralelogrammavd kiegészitett abran
egyszerre szemlélhetjiik a két vektor 6sszegét és kiilonb-

ségét is.

FELADAT

I a) Az ABCD téglalapban AB = 6 cm, AD = 2,5 cm. Szemléltesd konkrét példakkal, hogy igazak az

Szamitsd ki a BA + BC ésa BA — BC abszolit alabbi allitasok!
értékét! a) a—b=-b+a

b) Az ABCD rombuszban |BA + BC| = 8 cm, b) a—b+c=a+c—b
|BA — BC |=6cm. c)a—(b+tc)=a—-b-—c
Mekkoraaz AB + DC hossza?




Adott a konvex ABCD deltoid, A b) Melyik igaz, melyik hamis a kovetkezd kijelenté-

amelynek AC a szimmetriaat- sek koziil?
16ja. B D . AB—AD = DE;
a) Rajzold meg az AB, AD, I. AB— CB = AC:

b N | — — — —
CB, CD oldalvektorokat! III. AB— AD = CB— CD ;

IV. BA—BC = DA — DC;
V. AB+ BC merdleges CD + B_C)-re;
VI. AB— CB+ CA = 0.

HAZI FELADAT

Rajzold meg az u — v vektort! (Az abran 1évé hat- Add meg rovidebben a vektormiiveletek eredmé-

szogek szabalyosak, a piros pont jeloli a szimmetria- nyét!
kozéppontjaikat.) a) (a-b)+(b-a)
a) A b) c+d-a+(-¢c)-d

c) a+b-(b-a)+(-a)

& o |v
Milyen kapcsolat van a nem egyallasi u és a v ko-
z0tt, ha

a) lut+v|=|u-v|;

b) az (u + v) vektor meréleges az (u - v) vektorra?

RAADAS
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I. Véltozasok

»Nincs, ami nem vdltoznék, minden vindorol egyre,
Valtoztat s felforgat a természet keze mindent.”
(Lucretius rémai koltd, Kr. e. I. sz.)

Az idé muldsa sokszor egyiitt jar a viltozdssal. A valtozast a hétkdznapokban kifejezhetjiik szemléletesen (,,Oh, mennyit
nétt ez a gyerek tavaly 6tal”) és pontosabban (,,Hiztam két kilét”; ,,Otezer forinttal tobbet kaptam, mint a mult hénapban?).
Minden esetben ugyanarrdl van szo: egy korabbi allapotot hasonlitunk dssze valamilyen szempontbol egy késébbi allapot-
tal. Példdul a tavalyi magassagunkat az ideivel, a mult heti testtomegiinket a jelenlegivel, a mult havi fizetésiinket az e havi
fizetésiinkkel.

Hogyan fejezziik ki a valtozast?

Minden esetben a kivonas miivelete segitségével: az idei testmagassagunkbol kivonjuk a tavalyi testmagassagunkat, a jelen-
legi testtomegiinkbdél a multkori testtomegiinket, az e havi fizetésiinkbdl a mult havi fizetéstinket. A kivonds eredményével,
a kiilonbséggel fejezziik ki a valtozast.

Ez nem csak az egyetlen szammal kifejezheté mennyiségek (skalarmennyiségek) esetében van igy, a fizika minden olyan
esetben ezt hasznalja a mennyiségek megvaltozasanak kifejezésére, amikor a kivonds muvelete értelmezve van. Minden
esetben ugyanaz a ,,séma’: valtozas = végallapot - kezdéallapot.

Példa
Egy mozg6 test az A pontbodl a B pontba keriilt. Hogyan valtozott meg a helyzete?

KOORDINATAGEOMETRIA



Kezdetben az origdbdl induld a vektor adta meg a test helyzetét, a végallapotban pedig az 5 A

origobdl indulé b vektor. Tehat hogyan valtozott meg a test helyzete? b_a

wvaltozas” = ,végallapot” — ,kezdballapot™

A test helyzetének megvéltozasat az ABE=b-a kiillonbségvektor (az elmozdulasvektor) b

adja meg. A
a

II. Képrejtvény

Lépkedj az alabbi tablan a lehetséges utvonalakon! Minden mez6rél az egyik szomszédos mezére léphetsz tovabb, és a lépés

irdnyat a feladat megoldasahoz tartozé vektor iranya szabja meg. Melyik helyrél indulva tudod bejarni a legtobb mez6t?

Al: Ab—airanya.

A2: A vésarlo elfeledkezett néhany termékrdl, ezért visszafelé hiizza a bevasarlokocsit. Merre mozdul el a kocsi?

A3: Egy nyugalomban 1év6 (de haladé mozgasra képes) testet egy 16 és egy egér huz az abran jel6lt er6kkel. Merre mozdul
el a test?

Bl: Egy kétkaru emel§ egyik végére erét fejtiink ki. Merre mozdul el az emel$ madsik vége?

B2: A hajéskapitany arccal a keleti (az abran E-vel jelolt, east) iranyba néz, és ott a hajokabin tiikorsima feliiletében szemléli a
tengert. Melyik égtaj iranyaba lat a kapitany? Valaszd ki azt a vektort, amelyik a kozéppontbdl a kérdezett égtaj felé mutat!

B3: Egy csénak mozog a vizen. Az evezés, a szél és a viz folydsanak iranydt lathatod a rajzon.

Az el3bbi irdnyok mellett ismert, hogy v, = 8 %; e =5 %; Vovenss = 3 % Melyik iranyba mozog a csénak?

C1: Az abran a talajon elhelyezkedd, nyugalomban 1év6 testre hat6 erdket és a test dltal kifejtett nyomderot jeloltitk. Milyen
irany a testre hato6 er6k eredévektora?
(Newton I. torvényének egy lehetséges megfogalmazasa: A nyugalomban 1évé vagy egyenes vonald egyenletes mozgast
végz6 testre hat6 erék ereddje mindig zérus.)

C2: Egy turista egy adott helyr6l turazni indul, és sik terepen, északnyugati irainyba megtesz 12 km-t, majd az érkezési he-
lyen északkeleti iranyba fordul, és megtesz igy is 12 km-t. Milyen irdnyu a turista elmozdulésvektora a tura soran, ha az
az eredeti kiinduldsi pontbdl a végsé érkezési pontba mutaté6 vektor?

C3: Nagyobb terheket egyszert gépek, példaul a képen lathaté allocsiga segitségével tudnak mozgatni. Merrefelé mozdul a

vOdor, ha a kotelet az abran jelolt iranyba htazzuk?
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ﬁ Vektorok szamszorosa

[

BEVEZETO

A kereskedelemben kaphat6 gumiszalagok és gumikételek (expanderek) alkalmasak a test kiilonb6z6 izomcsoport-

jainak edzésére, erdsitésére. Ezek az eszkozok hasonléan miikodnek, mint a stlyok, mert névelik az ellenallast az

edzés alatt, de hatékonyabbak a stilyoknal, mert a mozgas soran allandé
fesziiltséget fejtenek ki. Megfeleld, egyénre szabott gyakorlatok elvég-
zésével alkalmasak a mellkas, a hat, a véllak, a karok, a has és a labak
erdsitésére, valamint kiilonb6z6 gyakorlatok esetén egyszerre akar tobb
izmot is megmozgatnak. Minél nagyobb az ellenallds mértéke, anndl na-
gyobb erdkifejtés kell ahhoz, hogy a gumiszalagot vagy a gumikatelet
adott mértékben megnyujtsuk.

A szalagok és a kotelek dltal kifejtett ellenallas mértékét szinekkel, fel-
iratokkal jelzik.

Az eszkdzokon 6t kiilonbozé ellendllasszintet jelolnek.

A széles gumiszalagokbdl az extra konnyt, a konnyt, a kdzepes, a nehéz
és az extra nehéz szint kaphato.

A fogoval ellatott expanderen az edzés intenzitasa bedllithatd egy vagy
egyszerre tobb szalag hasznalataval. A képen 1év6 sarga gumi ellenalla-
sanak mértéke 4,5 kg, a kék 7 kg, a z6ld gumié 9 kg, a fekete 11 kg, a pi-
ros gumi 13,5 kg ellendlldst hoz létre. Az Osszes szalag egyidejti felhe-
lyezése 45 kg ellenallast biztosit. (Ahogy az mds esetben is tapasztalhat6

a tomeg mértékegységeivel, ebben az esetben is helytelentil a suly mértékegységeként hasznaljak.)

Hanyszoros erdt kell kifejtenie az edzést végz6 személynek, ha a sarga gumikotél hasznalatat o5

kovet6en még a zold kotelet is felcsatolja a fogora, és ugyanakkora megnyujtast szeretne 1ét- 3F

A 4

rehozni az eszk6z6n, mint eredetileg a sarga kotéllel?

A sarga gumikotél megnyujtasahoz sziikséges erének hanyszorosa lesz az az erd, amivel az =
egyidejlileg felcsatolt kék és fekete gumikotél megnyujthat6? r

Az egyes esetekben milyen

iranyu és nagysagu erdt pro- E_ .4

duklhat az ellenfél, ha don- ] X\ F=1r

tetlen a kotélhazas dllasa? — <

Mekkora lesz a csapat 4ltal

kifejtett eré nagysiga, ha LI 4 - 4

* F+F=1F+1.F=2F

még 2 ugyanilyen képességii
tag beall a versenybe?

’ o — -
> ;;!,4j3€>njjza\ F+F+F=1F+1F+1-F=3F
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KIDOLGOZOTT FELADAT

n Hogyan fejezhetjiik ki az i és a j segitségével (a vek-
torosszeadas miiveletét alkalmazva) az dbran lathatd

tobbi vektort?
a - \d
> N
b S e
7
\L J
i
Megoldds
a=i+i+i
b= (=) + (=),
c=i+j,
d=i+i+i+ () + (),
e=(—i) + (=) + (=) + (=) + ().
e '\d; v
et W
C
yb )/ €
/

Kiegészitések

- Az a vektor parhuzamos és egyiranyu az i vektorral, és
3-szor olyan hosszt, ezért azt is mondhatjuk, hogy az
a az i-nek a 3-szorosa. Jeloléssel: a = 3i.

- A b vektor parhuzamos és ellentétes irdnyu a j vektor-
ral, a hossza pedig kétszerese a j hosszanak; ezért azt is

mondhatjuk, hogy a b a j-nek a (—2)-szerese: b = —2j.

Definicio (vektor szimszorosa)

- Ad=a+ b, ezért a fenti jelolések alkalmazasaval:
d = 3i+ (=2j).

- Az e felirhaté igy: e = (—a) + b. A fentiek miatt
—a = —3j, tehat e = —3i + (—2;j).

Az abran egy szabdlyos hatszog lathaté. Megadtunk
néhdny vektort, amelyet a hatszog cstcsai, valamint
az atlok metszéspontja hatdroz meg. Milyen kapcso-
latban van az AD ab és a c dsszegével?

D

Megoldds

Az 4bra szerint az AD a szabalyos hatszog 4tlovektora, a b
és ¢ a hatszognek az A pontbdl indul6 két oldalvektora, K a
hatszog kozéppontja.

A szabalyos hatszog tulajdonsdgaibdl kovetkezik, hogy
b+c=AK.

Ez egyiranyu az AD -vel, és feleolyan hossza. Ezért azt is
mondhatjuk, hogy

AD = 2(b + ¢) vagy masképp: b + ¢ = %ﬁ

A nullvektor barmilyen valos szémszorosa nullvektor (A4 - 0 = 0; ahol A valos szam).

Az a vektornak egy A valds szammal (skalarral) vett szorzatan értjiik azt a A - a vektort, amely

- azavektorral parhuzamos,
- hossza az a hosszanak |A|-szerese,
- iranya:
o airdnydval megegyezik, ha 0 < A4,
o airdnydval ellentétes, ha A < 0,
o tetsz6leges, had =0 (ekkoraAd -a =0 - a = 0 nullvektor).




Megjegyzések v

1. Hal < |A], akkor A - a hosszabb, mint az a, haa + 0,

2. A=—lesetén A -a=—1-a= —a, vagyis az a vektor ellentettje.

/
Av (1<A)
-«—

Av (=1<A<0)

ha |A| < 1, akkor A - a révidebb, mint az a, haa + 0,
ha 1= |4/, akkor A - a hossza egyenl§ a hosszaval.

Vektor szammal val6 szorzasa

Most talalkoztunk el6szor olyan miivelettel, amelyben szerepl6 két mennyiség — egy szam és egy vektor — nem ugyan-
olyan jellegli halmazbdl valé. Eddig minden esetben ugyanabbol a halmazbol vélasztottuk a mennyiségeket: dsszead-
tunk két szamot, osszeadtunk két vektort, két halmaz uniojat vettiik, kivontunk egymasbol két szamot, két vektort, két
halmazt stb. Természetesnek vettiik, hogy a mtivelet eredménye is ugyanabbdl a halmazbdl vald, mint amelybdl a két
mennyiség.

A leckében leirt definicio szerint latjuk, hogy a vektor szammal val6 szorzasa eredményeként minden esetben vektort
kapunk eredményiil, és sohasem szdmot (vagy valami mast)! Ezért hibas, hogy 0 - a = 0, mert a 0 egy szam. Helyesen
0-a =0, valamint k - 0 = 0, barmely val6s k esetén.

Kiegészitések

- A kovetkez6 vektorok egyenldk:
(—3)a (ez az a-nak a (—3)-szorosa),
3(—a) (ez az a ellentettjének a 3-szorosa),
—(3a) (ez a 3a ellentettje).

/

—3a

Tehat (—3)a = 3(—a) = —(3a) = —3a. A —3a zardjel nélkiili jel6léssel az el6bbiek barmelyikével megegyezik.

- ,Negativ szam és vektor szorzasa’, ,,két vektor kiilonbsége”, ,vektor ellentettje”: mindharom esetben ugyanazt a szim-

bélumot hasznaljuk: a ,,—” jelet, de mindharom esetben teljesen mas a jel matematikai tartalma (valds szam el6jele, két
vektor kivonasanak jele, vektor ellentettjének a jele). Ezért példaul: a — (5b) =a + (—5)b=a + 5(—b) =a — 5b.

FELADAT

Mutasd meg, hogy az 1. kidolgozott feladat abra-

N
‘Y
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jan megadott d és e Gsszege a (—4j)-vel egyenld, és
d—e=6i!

Egy paralelogramma két oldalvektoraa ésb. A para-
lelogrammaba berajzoltunk néhany vektort. (A belsé
vektorok a szimmetria-k6zéppontba mutatnak.) Ke-

resd meg a berajzolt vektorok kozott az alabbi vekto-

Az dbran egymassal parhuzamos, illetve egymadsra rokat:

merdleges vektorok vannak. L( a—b)y - L(a +b); %

Add meg a k; I; m; n; p; q szorzétényezdok lehetséges 2 2 .

értékét (—1-hez, 0-hoz, 1-hez val6 relaciojat) ugy, %(a+ b); b E(b_ a)l
hogy az dbra helyes legyen! n

N \//

m-b
k-a

KOORDINATAGEOMETRIA



LS Az 4brén lathato kockaban legyena = AB, b= AD , c = AE . Ird fel ezeknek a vektoroknak H G
a segitségével az alabbi vektorokat:
BE;CH; BH ; D—Q), ahol Q a BF szakasz felezGpontja!

HAZI FELADAT

a) Azaésab parhuzamos és azonos iranyt vektorok, m Rajzold meg az adott vektorokra vonatkozé mtiveletek

az a hossza 24 mm, a b hossza 6 mm. Ird fel az a-t eredményét az abran! (A négyzetnek, illetve hatszo-

a b szamszorosaként és a b-t az a szamszorosaként! geknek pirossal jeloltiik a szimmetria-kozéppontjat.)
b) Az a és a b parhuzamos és ellentétes iranyd a) 0,5a+2b

vektorok, az a hossza 8 mm, a b hossza 10 mm. & ~

Ird fel az a-t a b szamszorosaként és a b-t az
a szamszorosaként!

c) Az a és a b parhuzamos vektorok, az a hosz-
sza 16 mm, a b hossza 40 mm. Ird fel az a-t a b
szamszorosaként és a b-t az a szimszorosaként!
Hany lehet6ség van?

b) 2u+v

N
!

Az u hossza 24 mm, a v hossza A
32 mm, a két vektor mer6leges
egymasra. /
Szerkeszd meg a kovetkezd

vektorokat, és szamitsd ki az
abszolut értékiiket!

c) 3u—2v
a) 2u, 2v, —1,5v;
b) u +v, 2u + 2v, 2u — 2v;
c) 4u+ 3v, 4u — 3v, —u— 2v.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Katamaran indul a mesterséges t6 egyik partjarol (A).

A

vizi jarm@ 1 masodperc alatt 12 m-t mozdul el, az 1 ma-

sodperc alatti elmozdulds vektora mindvégig az abra sze-

rinti (r).

a)

b)

/

/

4
/
A -

5

I

Mennyi id6 alatt ér at a katamaran az 1,2 km tavolsag-
ban lev6 szemkozti partra (B-be)?

A parttal parhuzamosan hiz6dé uton egy autdra sze-
relt kameraval filmre veszik a katamardn mozgasat.
A minél élesebb felvétel érdekében a kamera rogzitett
allvanyon van, és az dllvanyon nem mozgathatd. Mek-
kora sebességgel haladjon az autd, hogy a katamaran
mindig a partra merélegesen beallitott kamera latome-
zejének kozepén helyezkedjen el?

Megoldds
Az r elmozduldsvektor megadhato két olyan vektor ssze-

geként is, amelyek egyike mer6leges a mesterséges t6 BC

Legyen a és b a siknak két nem parhuzamos vektora!

partjdra (r,), a masik pedig parhuzamos vele (r,). E két
vektor jelentése egyszert: a partra merdleges r, nagysa-
ga azt mutatja, masodpercenként hany méterrel lesz ko-
zelebb a katamardn a tulparthoz, a parttal parhuzamos
r, nagysaga pedig azt mutatja, hogy mdsodpercenként
hany méterrel keriil tavolabb az AC egyenestdl.

A megfelel6 részletet kinagyitva
és a szabalyos haromszog tu-
lajdonséagait felhasznalva kap-

juk, hogy
PRELIPAN |=—|r|‘/§.
=g SIHIT T

Ez azt jelenti, hogy

|1, | = 6 (méter) és |r,| = 6v3 ~ 10,4 (méter).

a) A katamardn masodpercenként 6 méterrel keriil ko-
zelebb a tulparthoz, azaz 200 masodperc alatt éri el
azt.

b) Az elmozdulasvektor parttal parhuzamos 0sszetevé-
jének nagysdga 10,4 m, tehat a parton halad6 kame-
ranak masodpercenként ugyanekkora utat kell meg-

km

tennie. Az auto sebessége 10,4 % ~ 37,4 h

Megjegyzés: a feladat vektorok alkalmazasa nélkil is
megoldhatd, ennek részletezését6l most eltekintiink.

Ekkor a sik egy tetszéleges v vektora egyértelmtien felbonthatd az a és b vektorokkal parhuzamos 6sszetevékre, vagyis

v eldall az a és b vektorok szamszorosainak 6sszegeként.
Jeloléssel: v=Aa + ub, ahol A€ R; € R;a k b.



A v vektor a és b iranyu Osszetevéi megszerkesztésének [épései:

k=1 Y
g °
o) S
2 4
QN) [
2 >

egyenese

FELADAT

1»

N
Y

Rajzold fel az dbran szerepl6 v vektor a és b vekto-
rokkal parhuzamos 6sszetevoit!

a v Y b
b &
v
a
b

Az abran egy szabalyos hatszogben hoztunk létre
vektorokat. A ¢ és d a hatszog szimmetria-kozép-
pontjaba mutat. Fel lehet-e bontani a ¢ vektort

a) az a vektorral és a b vektorral;

b) az avektorral és a d vektorral;

c) ab vektorral és a d vektorral parhuzamos

av
S

Osszetevokre?

Ha igen, akkor bontsd fel!
akkor indokold
meg, hogy miért nem! A fii-

Ha nem,

zetedben dolgozz!

HAZI FELADAT

1y

2y

Rajzold meg a kovetkezd vektorokat szabalyos ha-
romszogracsban! A fiizetedben dolgozz!

c) r:—%u+<—i)v

_ 1
a)p—3u+lv >

b) q:—1u+iv

> d) s=u—2v

Rajzold fel a kovetkez6 dbran szerepl v vektor a és
b vektorokkal parhuzamos 6sszetevéit!

68. lecke | VEKTOR FELBONTASA 0SSZETEVOKRE

o0
5
i)
L
=
«
—
=
2

3>

'S
‘Y

2
b 0 5] b
g2
v SIS Ub
> 3 3
a e} % ﬂ,a a

Hasznald a 2. feladat abrdjat! Rajzold meg a kovet-
kezd vektorokat!
a) u=2b+0c

b) v=0b+ (—2)c

c) w=0b + 0c

Hajlékony fonalra egy 20 newton sulyu targyat
erositettek az abra szerint. Szerkeszd meg a targy
stlyanak (G) a targyat tart6 két fonaldarabbal pér-
huzamos 6sszetevéit, és szamitsd ki ezek nagysagat
is! A fiizetedben dolgozz!

b

>

& v
a w7 b U b
v

b

Hasznald az 6rai 2. feladat dbrajat! Fel lehet-e bon-
tani a d vektort

a) az avektorral és a b vektorral;

b) az avektorral és a ¢ vektorral;

c) ab vektorral és a ¢ vektorral

parhuzamos osszetevokre?

Ha igen, akkor bontsd fel! Ha nem, akkor indokold
meg, hogy miért nem!
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Adott a sikon az i és a j egymadsra meréleges egységvektor

(olyan vektor, amelynek hossza 1).

Allitsuk el8 az abran 1év6 a; b; ¢; d vektorokat az i és a j
vektorokkal parhuzamos dsszetevék segitségével! (Az ab-
ran 1évé vektorok kezdépontja és végpontja racspontban
helyezkedik el.)

\ 4

Megoldds

Az a és a b vektoroknak az i, valamint a j vektorral val6
kapcsolata konnyen lathatd a négyzetracsban torténd elhe-
lyezés miatt:

alli a=3i blj b=-2j

A cel6all az a és a b 6sszegeként, igy: ¢ =a + b = 3i — 2j.
A d el6allitasdhoz az i és a j vektort inditsuk a d kezd6-
pontjabol!

a
N
N

d=—2i+3j.

A sikbeli derékszogu koordinata-rendszerben:

Mivel a vektorok a sik tetszéleges pontjabdl felrajzol-
hatok, ezért célszerti azok mindegyikét kozos kezdé-
pontbol inditani. A rajz alapjan lathato, hogy az alapul
90°-0s hajlasszog miatt railleszthetok egy Descartes-féle
derékszogt koordinata-rendszer tengelyeire.

A
DJ Y
d\\-,
A 4
1 a - -
1 1T x
b N
o~
y
B C

Ha a felbontandd vektorok esetében minden felirasban
megjelenitjiik az i és j bazisvektorokat, akkor:

a=3i+0j, A(3;0)
b=0i—2j, B(0;—2);
c=3i—-2j, C(3-2);

d=-2i+3j, D(-23).

Konnyen észrevehetjiik, hogy az i és a j vektorok egytitt-
hat6i megegyeznek a megfelel vektorok végpontjanak
koordinataival.

Bazisvektoroknak nevezziik az origébol az (1; 0) pontba mutato i és a (0; 1) pontba mutaté j egységvektorokat.

Azt mondjuk, hogy az i és a j vektorok bézist (vagy bazisrendszert) alkotnak.

1. Vektor koordindatai:

- A sik barmely a vektora egyértelmtien felirhatd i és j bazisvektorok szdmszorosainak Gsszegeként a = a,i + a,j

alakban.

- A felbontasban szerepl§ egytitthatok az a koordinatdi, a(a;; a,).



2. Helyvektor:
- Az A(a,; a,) pont helyvektora az origébdl az A pontba mutaté vektor.
3. Pont koordinatai:
- Egy pont koordinatai megegyeznek az oda mutatd helyvektor koordinataival. Példaul az A(a; a,) pontba mutato6

aesetén a(a; a,).

KIDOLGOZOTT FELADAT

a) Olvasd le az dbran 1év6 vektorok kezdépontjainak és végpontjainak koordinatait! yA B

Rajzold meg az egyes vektorokkal egyenlé helyvektorokat a koordindata-rendszerben,

~
@)

és allapitsd meg a helyvektorok koordinatiit!

Milyen kapcsolat van az elséként, illetve a masodikként meghatarozott koordinatak o 1 e b
Kkoz6tt? ~

b) Milyen az egymashoz viszonyitott hossza, irdnya az egyes vektoroknak? Milyen kap- ol 1 4
csolat van helyvektoraik koordinatai kozott? ETS -

c) Rajzold megap + q; p — s; 2r; r — s vektormuveletek eredményét, és hatarozd meg a
kapott vektorokkal egyenl6 helyvektorok koordinatait!
Milyen kapcsolatot veszel észre az eredeti vektorok és a muvelet elvégzése utan kapott vektorok koordinatai kozott?

Megoldds
a) P yA
Kezdépont A(1;2) C(3;3) F(2; —-2) G(=3;1)
Végpont B(2;5) D(6;2) E(-1;-1) 0(0; 0) /
—_— R — P — —_— P
Helyvektor p=4B(1;3) q=CD(3-1) r=FE(-3;1) s=GO(=3;1) —~ -
o[ = x

@

A vektorok koordindtai megegyeznek a végpont és kezd6pont megfelel6 koordi-

nétainak kiilonbségével.

b) A p, q, r, s vektorok hossza megegyezik egy-egy olyan derékszogii haromszog atfogdjanak hosszaval, amelyben a két

befogé hossza 1, illetve 3 egység. A Pitagorasz-tétel alapjan a p, g, r, s vektorok v'1% + 32 = v/10 egység hossztiak.
Egymassal parhuzamos a q, az s, az r.

Koordinatdik egymads 1- vagy —1-szeresei.

A q, az s, az r mindegyikére meréleges a p.

A p koordinatait megkaphatjuk, ha a q, az s, az r koordinatait felcseréljiik, és az egyik koordinata eljelét megvaltoztatjuk.
A q-val azonos iranyu az s, mindkett6vel ellentétes iranyu az r.

A q és az s koordinatai megegyeznek, az r koordinatai az el6bbiek ellentettjei.

Az el6bbiek miatt q =s = —r.

¢) p + q koordinatai (4; 2); akkor is ez adddik, ha a p és q megfelelé koordinatait A
Osszeadjuk; prs
p — s koordinatai (—2; 4); akkor is ez adddik, ha a p megfelel6 koordinataibol ki- /
vonjuk az s megfelelé koordinatait; ~__ P /
I »
2r koordinatai (—6; 2); akkor is ez adodik, ha az r koordinatdit 2-vel megszoroz- 0 \»w X
zuk. i




Megjegyzés
A feladatban megadott vektorok egyenldk az azokbdl képzett helyvektorokkal, ezért hosszaik megegyeznek.
Az AB szakasz egy olyan derékszogl hiromszog 4tfogéja, amely befogoinak hossza 1 és 3. Az AB vektor hossza a derékszo-

gli hdromszog 4tfogdjénak a hossza, igy a Pitagorasz-tétellel szamolva: | p| = v'1 + 3% = v10.

Azr = FE (—3; 1) vektor koordintéinak megrajzoldsaval ugyancsak derékszogi haromszoget kapunk, de ebben az esetben
a derékszogl haromszog befogodinak hosszat az elsé koordinata abszolut értéke és a masodik koordinéta adja.

A Pitagorasz-tétel miatt: | r | = \/(—3)2 +12=v3*+1>=Y10.

Egy v(—2; —7) vektor esetén a vektor koordinatdinak megrajzoldsaval kapott derékszogli haromszog befogodinak hosszit a
koordinatak abszolut értéke adja, ezért a Pitagorasz-tétel alapjan: | v|= V(=22 + (=7 = V22 + 7% = /53 adédik.

Az el6bbiek alapjan latszik, hogy a helyvektor hosszat megadja a koordinatai négyzetosszegének négyzetgyoke.

1. AB vektor koordinatai

Ala; a,) s
AB(b,—a;b,—
O b= aibme)

[ AB vektor koordinatdi: a végpont megfelel6 koordinatai - a kezdépont megfelel koordinatai }

2. Miiveletek vektorokkal
Aza(a; a,) és b(b; b,) vektorok és c valds szam esetén:

Két vektor Gsszege at+b(a +b;a,+0b,)
Két vektor kiillonbsége a—b(a,—b3a,—b,)
Vektor szamszorosa c-a(c-a;c-a,)

b A koordinatakkal végzett miivelet megfelel a vektorokkal végzett mtiveletnek.

3. Vektor 90°-os elforgatasa ] ‘
Ha egy vektort 90°-kal elforgatunk, akkor a koordinatai felcserélddnek, — !
és az egyik koordinata el6jele megvaltozik. i
(v v,) +90°-os elforgatottja (=vy v) R ' A ;
(V3 vy) —90°-os elforgatottja (vy; =) 170
j —90° ) i
4. Vektor hossza (abszolut értéke) - \ ¥
A v(v,; v,) vektor hossza: | V| = 4/ v{ +v3. b N\
Ha A(a; a,) és B(b;; b,) és v = AB(b, — a3 b, — a,), A/ \,‘
Vi1

akkor | v|= /(b — &) +(b,— a,)}.



FELADAT

1> a) Add meg az i, j bazisrendszerben az dbra mind- g) Forgasd el a c-t (+90°)-kal, és add meg az elfor-
egyik vektoranak koordin4tait! gatott vektor koordinatdit!
I Add meg az dsszes olyan vektort a koordinatéival az
2L < i; j bazisrendszerben, amely azonos iranyt u vektor-
a4 ral, és feleolyan hosszt, mint u, ha
. €
) a) u=6i b) u=2i-—4j.
i f
ERM Add meg az sszes olyan vektort a koordinatéival

o . ) ’ az i; j bazisrendszerben, mely meréleges a v vektor-
b) Szamitsd ki az dbra mindegyik vektordnak a hosz- o T e
ra, és haromszor olyan hosszu, mint v, ha

szat a megadott koordinatak segitségével! a) v=i+j; b) v(~1;2).

c) Igaz-e, hogy a g(—3; 1,5) vektor parhuzamos az
abra egyik vektoraval?

d) Igaz-e, hogy 0,4e = 0,4d?

e) Igaz-e, hogy|0,4e|= 0,4-|d|?

f) Szerkeszd meg a v=—a+ 4b vektort, és add

u=1i-—5jé v=2+]j.

a) Hatirozd meg az (u+v), (u—v), (v—u)
koordinatait!

b) Szamitsd kiazu + v, u — v, v — u hosszat!

meg a koordinatait!

HAZI FELADAT

Az i, j bazisrendszerben adottak a kovetkezd vekto- Az dbran 1év6 minden vektor kezd6- és végpontja a

rok: a(3; —4), b(12; 5), c(—20; —21). koordinata-rendszer egy-egy racspontja.
a) Szamitsd ki a hosszukat! a) Rajzold be az abrara az egyes vektorokkal
b) Abrazold az a + b &sszegvektort és az a — ¢ kii- egyenld helyvektorokat!
l6nbségvektort, és add meg a koordindtaikat! b) Hatarozd meg a vektorok koordinatdit!
c) Szamitsd ki a vektorok hosszat!
P30 Add meg az Ssszes olyan vektort az i, j bazisrend- d) Van-e olyan vektor az abran, amely parhuza-
szerben, amely parhuzamos az u-val, és 2-szer olyan mos a v(4; 3) vektorral?
hosszu, mint az u, ha e) 90 fokos elforgatottja-e valamelyik vektornak
a) u = —3j; c) u(4; 0); az u(6; —1) vektor?
b) u=i-— 3j d) u(1; —1). &
508 Add meg az i, j bazisrendszer Ssszes olyan vektorét,
amely merdleges az u-ra, és 2-szer olyan hosszt, mint
azu, ha /'a’// A
a) u = —3j; c) u(4; 0); \ ]
b) u =i 3j; d) u(l; —1). \\b ! d
(B Adottak az a = 5i — 12j és b = 4i — 3j vektorok. \ ol 1 *
a) Hatdrozd meg a + b; 3a; 2b — a koordinatait! v
b) Szamitsd ki |a|, |b|, |a+b| értékét! pat
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Tavolsag, kerilet, teriflet

BEVEZETO

A Bermuda-hdromszdég az Atlanti-dcedn egy haromszog alaku része, ami repiilégépek és hajok kiil6nos eltlinésérél valt is-
mertté. A haromszog csucsait foldrajzilag nagyjabol Hamilton (a Bermuda-szigetek f6varosa), Miami (Florida legnépesebb
varosa) és San Juan (Puerto Rico f6varosa) alkotjak.

Hatdrozd meg a Bermuda-haromszog keriiletét és teriiletét, ha a térképre illesztett derékszogli koordindta-rendszerben
a csucspontok koordinatai M(—4; 1); S(4; —4) és H(6; 5), valamint tudjuk, hogy a koordinata-rendszerben 1 egység a valé-
sagban 160 km-nek felel meg! Az emlitett f6ldrajzi helyeket tekinthetjiik egy sikban 1évéknek, mert a feladat szempontjabol
a térképen valo megjelenités j6 leképezése a valosagos helyzetnek.

Bermuda-szigetek
H(6; 5)

Puerto Rico

A hiromszog kertilete a haromszog oldalhosszainak 6sszege.

A haromszog egy oldalanak hossza megegyezik az oldalt alkotd két csticspont tavolsagaval.

Két pont tavolsaga a pontok altal meghatarozott vektor hossza, ezért MS = |WS ’ =/A—(—HP+(-4—12 =89.
Hasonldan ad6dik SH = ‘S_H) | = \/(6 —47 4+ (5-(—4)) = \/875, valamint

HM =|HM |= /(6 = (=)} + (517 = /116.

Tehat a haromszog keriilete v/89 +v/85 + v/116 = 29,4 egység, ezért a Bermuda-haromszog keriilete

29,4 - 160 km = 4700 km.

a-m -b-si
A héromszog teriiletének meghatarozasahoz eljuthatnank a tanult teriiletképletek <T == o, 7=4 b 231n 4 ) segitségé-

vel, de az ezekhez sziikséges adatok meghatarozasa tulsagosan bonyolult lenne, ezért masképp okoskodunk.

Hozzunk létre egy olyan (lehetd legkisebb oldalhosszisagu) téglalapot,

2 =T k] amely magaban foglalja a haromszoget, és amelynek oldalai parhuzamo-
T / sak a koordinatatengelyekkel!
— / Az abra alapjan lathato, hogy az MSH haromszog teriilete adodik, ha a
M) / felrajzolt téglalap tertiiletébdl kivonjuk a kék, a sarga és a zold derékszogti
ol ! > hdromszogek teriiletét:
R / Tysun =10-9 — 825 - 229 - 102' 4 -4 teriiletegység,
tehat a Bermuda-haromszog teriilete kozelit6leg
St ) 41 - 160° km® = 1 049 600 km”.
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Az AB szakasz hossza egyenl6 az A(a; a,) és B(b,; b,) pontok tavolsagaval, ami megegyezik az AB vektor abszolit érté-

kével, ezért
AB=(b—a) +(b,—a).

FELADAT

Rajzolj egy derékszogl koordinita-rendszert! Je-
161d meg az A(—4; —7), B(8; =3), C(—4; 3), D(0; 3),
E(3; —7), F(8; 3) pontokat! Szamitsd ki
a) az ABD haromsz6g;  b) az EFC haromszog

keriiletét és tertiletét!

Szamitsd ki az abran megadott ABCD négyszog te-

riiletét!
3>
YA
C(B;5
D(f-1; 4)
3
A3 1) B(6: 1
0 x

HAZI FELADAT
Hatarozd meg az ABC haromszog sulyvonalainak m

hosszat, ha A(1; —4); B(7; 2) és C(—5; —2)!

IS Adottak a P(1; —4), Q(7; 2) és R(—5; —2) pontok.
Hatdrozd meg a PQR haromszog keriiletét és terii-
letét!

“]5 Rendezd novekvé sorrendbe az alabbi szakaszhosz-

szakat!

a szakasz: Egy olyan négyzet atljanak hossza, amely-
nek két szomszédos csuicsa A(1;7) és B(—2; 3).

b szakasz: Egy olyan szabdlyos haromszog magas-
saganak a hossza, amelynek két szomszédos csucsa
C(5; —6) és D(0,2; 0,4).

¢ szakasz: Egy olyan szabalyos hatszog atldjanak
hossza, amelynek két szomszédos csucsa E(8; 7) és
F(5;9).

70. lecke | TAVOLSAG, KERULET, TERULET

a) Rajzolj olyan téglalapot, amely magaba fog-
lalja a négyszoget, és az oldalai parhuzamosak
a koordinatatengelyekkel!

b) Mekkora a téglalap tertilete?

c) Mennyi az ABCD négyszoghoz toldott harom-
szogek tertilete?

d) Mennyi az ABCD négyszog teriilete?

a) Hatarozd meg a négyzet keriiletét és teriiletét,
ha két szomszédos cstcsa A(1; 2) és B(6; —10)!

b) Hatirozd meg a négyzet keriiletét és tertiletét,
ha két szemkozti csticsa A(7; —3) és C(1;5)!

c) Hatarozd meg a szabalyos haromszog kertiletét és
tertiletét, ha két csticsa A(—12; 20) és B(15; —16)!

Az abran 1év6 haromszog harom csicsa a koor-
dindta-rendszer egy-egy racspontja. Add meg a
cstucspontok koordinatait! Hatarozd meg a harom-
sz0g teriiletének pontos értékét! Segitségként hasz-
nald a berajzolt, a koordinatatengelyekkel parhuza-
mos oldalu sikidomokat!

y
P
///
///
e
"
= 0 1 :
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Egy aruhaz mozgoélépcsdje az utcaszint alatti 2 méteres
mélységbdl, az A(0; —2) pontbdl indulva, egyenletes se-

KIDOLGOZOTT FELADAT

bességgel 30 masodperc alatt a B(12; 4) pontba viszi fel

a lépcsdn allo vasarlokat. Az utcaszinthez képest milyen
magasan lesz, illetve hany métert haladt vizszintesen elére
a vasarlé 15 masodperccel azutan, hogy ralépett a mozgo-
lépcsore?

Megoldds

15 masodperc utan a véasarl6 az AB szakasz F felezépont-
jaban lesz. Az abrardl leolvashat6, hogy ez az F(6; 1) pont.
Azaz a vasarlo 6 métert haladt elére, és az utcaszint felett 1
méter magassagban van.

Hatarozzuk meg az AB szakasz F felez6pontjanak koordinatait, ha A(—4; 3) és B(10; 7)!

Megoldds

—
==}

/)

=\

RY

Felez6pont koordinatai

Ha egy szakasz két végpontja az A(a,; a,) és a B(b,; b,) pont, akkor a szakasz

a+b a,+b,
2 2 ’

felezépontja: F (

A Az a(—4; 3) és a b(10; 7) oldalvektorokkal megrajzoltuk az AOBP paralelog-
rammit. Az AB szakasz F felez8pontjénak OF helyvektorét jelsljiik f-fel!
A paralelogramma atloi felezik egymast, ezért az f az AOBP paralelogramma

] /// RN 0P atlovektoranak fele.
. N <
- / i —
/P 0P =a+b=(—43)+ (10; 7) = (6; 10), ezért
A

—L_’zL =L 3 = :
=108 =L@+b)=1610=5).

NG/ Mivel az f helyvektor, ezért a vektor F végpontjanak koordinatai megegyeznek
a vektor koordinataival: F(3; 5).

il /

B(b; b,




FELADAT

Adottak a P(—4; 16) és a Q(20; —2) pontok. A PQ

N
Y

szakasz felezOpontjat jelold F-fel, a Q-hoz legkoze-
lebb es6 negyedelGpontjat pedig N-nel!

a) Szamitsd ki az F és az N pont koordinatait!

b) Mekkora az FN szakasz hossza?

Adott az A(—2; 5) és a B(—3; —1) pont. Hosszabbitsd
meg az AB szakaszt a B ponton tul az eredeti szakasz
hosszaval, és jelold C-vel az igy kapott szakaszvég-
pontot! Hatdrozd meg a C pont koordinatait!

HAZI FELADAT

Adott az A(—10; —7), B(10; 3) és C(10; 13) csucsu

N
Y

haromszog.

a) Add meg az oldalfelezé pontok koordinatait!

b) Hatarozd meg a kozépvonalakra illeszked6 vekto-
rok koordinatait!

c) Mekkora a kozépvonalak hossza?

d) Mekkora az ABC haromszog teriilete?

Kicsinyitsd az A pontbol az ABC haromszoget
a) % aranyban; b) % aranyban;

ha A(=5; —6), B(16; 0) és C(10; 6). Mik a kicsinyités-
sel kapott haromszog csticsainak koordinatai?

RAADAS

Egy haromszog oldalfelezé pontjai P(4; —4), Q(—1; —3) és R(—2; —1). Hatdrozd meg a haromszdg csucsainak koordinatait!

A két abra egy-egy megoldasi otletet sugall.
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Adott a PQ szakasz, ahol P(7; —4) és Q(—1; 2). Tuik-
rozd a szakasz végpontjaira a szakasz felez6pontjat,
és add meg az igy kapott tiikkorképek koordinatait!

Egy négyzet kozéppontja K(7; —8), egyik csticsa

A(=3; 16).

a) Hatarozd meg a négyzet A csticsaval szemkozti
cstics koordinatait!

b) Milyen hosszu a négyzet atléja?

¢) Hatarozd meg a négyzet teriiletét és keriiletét!

Az ABC héaromszog cstcspontjai: A(—6; 2), B(2; 0),

C(1; 7).

a) Szamitsd ki a BC oldal F felez6pontjanak koor-
dinatait!

b) Szamitsd ki az AF szakasz negyedel6pontjainak
koordinatait!

Egy haromszog csicspontjai A(—3;8), B(2; —5)
és C(7; 1). Nagyitsd a haromszoget 2-szeresére a
P(1; 0) pontra mint kozéppontra nézve! Hatérozd
meg a képhdromszog csticsainak koordinatait!

B(b; b,)
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2-3 f6s csoportokba osztva dolgozzatok!

- Adott az ABCD paralelogramma két szomszédos
csucsa: A(—4; —3), B(3; —1) és a paralelogramma

kozéppontja: K(—1; 2).

a) Add mega C és a D cstcs koordinatait!

b) Szdmitsd ki az AB és AD oldalak hosszat!

©) Add meg a paralelogramma atlévektorainak koor-
din4tait!

Adottak az a = 6i — 8j és b = 12i + 5j vektorok.
a) Add meg a vektorok koordinatait!

b)
c)

Hatarozd meg a vektorok hosszat!

Szamitsd ki annak a szakasznak a hosszat, melyet
az a és b vektorok végpontjai hatdroznak meg, ha
kozos kezd6pontbdl mérjiik fel azokat!

) Tekintsiik az a helyvektort! Milyen négyszoget
hatdroznak meg az a, az a origd korili 90 fokos

- Az ABCD négyzet kozéppontja K(—4; —2,5), egyik
csucsa A(—3; —5,5).
a) Szamitsd ki a négyzet keriiletét és teriiletét!
b) Add mega B, C, D csucsok koordinatait!

Adott egy paralelogramma harom csticsa: A(3; —10),
B(—3; —6) és C(1; 4).
2) Hatarozd meg a paralelogramma negyedik csu-

csanak koordindtait! Hany eset van?
b) Milyen hossztak a paralelogramma atl6i a killon-
b6z6 esetekben?

Az u és a v vektorokrol tudjuk, hogy |u|= 3 és
|[v|= 4.
Add meg az u és v vektorokat ugy, hogy igaz legyen:

a) |u—v|: 5; b Jlu+v|=1.

elforgatottjainak, valamint az a ellentettjének

végpontjai? Add meg a négyszog cstcsainak ko-
ordinatait!

Az ABCD négyzet két szemkozti csticsa: A(—3; 1) és
C(0; 6).

2) Szamitsd ki a négyzet kertiletét és teriiletét!

b) Add mega B és a D cstics koordinatait!

- Az u és a v vektorokrol tudjuk, hogy |u|=3 és
|[v]=4.

Add meg az u és v vektorokat ugy, hogy igaz legyen:
a) lu+v|=5;

bh) la=v|=7.

Az ABCD négyszog csucsai: A(0; 0), B(6; 0), C(1; 8),
D(—4; 4).

YA C

~..

A E B

»
>
X

a) Add meg a négyszog E, F, G, H oldalfelezé pont-
jainak koordinatait!

b) Igazold, hogy HE = GF!

©) Milyen tulajdonsagai vannak az EFGH négyszog-
nek? Miért?




HAZI FELADAT

Egy paralelogramma két szomszédos csticsa A(5; —12), a) Add meg a mésik harom cstcs koordin4tait!
B(—6;5 8), és szimmetria-kozéppontja K(—1; —4). b) Hatdrozd meg a négyzet atldinak hosszat!
a) Add mega mésik két cstics koordinatait! c) Szdmitsd ki a négyzet teriiletét!

b) Hatarozd meg a paralelogramma atloinak hosz-
Az u és a v vektorokrdl tudjuk, hogy |u|= 3 és
|v|= 4.

Egy négyzet kozéppontja az origd, egyik csucsa Add meg az u és v vektorokat ugy, hogy igaz legyen:
A(5; —12). a) lu—v|i=1; b) lu+v|=7!

szat!

w
Y

N
Y

RAADAS

Egy asatason a régészek egy kutat tarnak fel, amelynek kavéja szabalyos nyolcszog alaka. A mé- C
réseiket megkonnyiti, ha egy koordinata-rendszerben helyezik el a kut feliilnézeti abrajat. Eb-
ben a koordinata-rendszerben a nyolcszog kozéppontja az O(1; 3) pont, egyik cstcsa pedig az B
A(4; —1) pont. A pozitiv kortiljaras szerint bet(izziik a cstcsokat.
a) Add meg a nyolcszog C csticsanak koordinatait!
b) Add meg a B cstcs koordinatdit! Hasznald a kovetkez6 gondolatmenetet: A
Mivel az OABC négyszog deltoid, az OB szakasz pontosan felezi az AC atlét.
- Add meg az F felez6pont koordinatait!

frd fel az OF vektort, és szdmitsd ki a hosszat is!
— Az OB és OF vektorok parhuzamosak, és mindkettének ismerjiik a hosszat (OA = OB). Add meg az OB vektor
koordinatait!

— Add meg a B cstics koordinatait!
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3 Egyenesek a koordinata-rendszerhen

@ A koordinatageometriaban szemléltetésre, kisérletezésre, tapasztalatszerzésre, feladatmegoldasra, a megoldasok ellen-

Orzésére is hasznalhat6 a GeoGebra program.

BEVEZETO

A koordinata-rendszerben a stk minden pontja egyértelmi-
en azonosithatd két koordinatdja segitségével. Minden sik-
beli alakzat pontok egy bizonyos halmaza, ezért a ponthal-
mazok megadhatok az azokat alkotd pontok koordinataival,
illetve a kozottiik 1évé olyan sszefiiggéssel, ami pontosan az
alakzat pontjainak koordinataira igaz.

Nézziink néhany egyszeriibb esetet!

Hogyan adhatjuk meg az a, b és ¢ alakzatokat alkot6 ponto-
kat a koordinataikkal?

Mindharom alakzat egyenes.

Az a egyenes pontjainak kozos jellemzdje, hogy - mig
az els6é (azaz x) koordinatajuk tetszéleges valds szam le-
het - a masodik (azaz y) koordinatdjuk minden esetben 2.
Az is igaz, hogy ha ebben a sikban egy pont mésodik koor-
dinataja 2, akkor az a pontrajta van az a egyenesen. Ezért azt
mondjuk, hogy ennek az egyenesnek az egyenlete: y = 2.

Vizsgaljuk a b egyenest! A két koordinatatengely négy
derékszoget alkot. Koziiliik kettének éppen a b egyenes a
szogtelezbje. A szogfelezé pontjai egyenld tavolsagra van-
nak a két szar egyenesét6l, ezért a b egyenes minden pont-
janak egyenld a két koordinatdja. A sikban tobb ilyen tulaj-

Egyenesek a koordinata-rendszerben

1. Ha a koordinata-rendszer sikjaban 1év6 e egyenes merdleges az x tengelyre, és azt az (a; 0)

pontban metszi, akkor

- az e minden pontjanak ugyanakkora az elsé koordinataja, mégpedig a.
- haa sik egy pontjanak az elsé koordinatdja a-val egyenld, akkor ez a pont rajta van az

e egyenesen.

yA

(252)

i

=y

(-7;-2)

(-3;-3)

donsagu pont nincs. Ezért azt mondjuk, hogy a b egyenes
egyenlete: y = x.

A c egyenest ugy kapjuk a b-bél, hogy eltoljuk a (0; 5)
vektorral. Ezért a ¢ egyenest a koordindtasik azon pontjai
alkotjak, amelyek koordinatdira igaz, hogy masodik koor-
dinatajuk 5-tel nagyobb az els¢ koordinatajuknal, vagyis
y = x+ 5. Ezt az egyenletet a c egyenes egyenletének ne-
vezziik. Barmely pont, amelynek koordinatai a fenti egyen-
let megoldashalmazéba tartoznak, rajta van a c egyenesen.
Példaul: az A(—2,9; 2,1) pont a ¢ egyenes pontja, mert
2,1 =—2,9 + 5;a B(4,3; 9,4) pont pedig nincs rajta ezen az
egyenesen, mert 9,4 + 4,3 + 5.

YA

=Y

Mas szbhaszndlattal: Egy pont pontosan akkor van rajta az e egyenesen, ha az elsé koor-

dinétaja a-val egyenld.

Emiatt a kapcsolat miatt azt mondjuk, hogy az e egyenes egyenlete x = a.
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2. Ha egy f egyenes mer6leges az y tengelyre, és azt a (0; b) pontban metszi, akkor YA
- az fminden pontjanak ugyanakkora a masodik koordindtaja, mégpedig b.

- ha egy pont masodik koordindtaja b-vel egyenld, akkor ez a pont rajta van az f egye- b f

nesen.

Ms széhaszndlattal: Egy pont pontosan akkor van rajta az f egyenesen, ha a masodik

®Y

koordinatéja b-vel egyenld. 0
Emiatt a kapcsolat miatt azt mondjuk, hogy az fegyenes egyenlete y = b.
3. Ha az egyenes mindkét koordinatatengelyt metszi, akkor az egyenesre illeszked6 pontok YA
els6 és masodik koordindatajanak kapcsolataval adhaté meg az egyenes egyenlete.
g egyenes egyenlete: y = ax + b. )
g
0 %

Alakzat egyenlete

A sikbeli derékszogti koordinata-rendszerben egy alakzat egyenlete olyan x és y valtozokat tartalmazé egyenldség, melyet

azoknak és csakis azoknak a P(x; y) pontoknak koordinatai tesznek igazza, amelyek illeszkednek az alakzatra.

FELADAT

Az abran lathat6 egyenesek mindegyikéhez adj meg Rajzold meg a koordinita-rendszerben az alabbi

egy olyan egyenletet, amelyet éppen az adott egyenest
alkotd pontok koordinatdi (és csak azok) tesznek igazza!

c YA a

=

Ry

HAZI FELADAT

Add meg az dbran lathat6 egyenesek egyenletét!

yA a

e

=/

Y

Y

‘Y
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egyenletekkel jellemezheté egyeneseket!

a) x=7
b) y=x—-3
c) y=—x—5

Dontsd el, hogy az aldbbi pontok koziil melyek
vannak rajta az y = —x + 1 egyenlet(i egyenesen:
A(—4; 5), B(—1; 3), C(2; 2), D(5; —4), E(100; —99),
F(871; —872).

Rajzold meg a koordinita-rendszerben az aldbbi
egyenletekkel jellemezhet6 egyeneseket!

a) x=—4
b) y=x—4
c) y=—x+4

Dontsd el, hogy az alabbi pontok koziil melyek
vannak rajta az y = x — 5 egyenleti egyenesen:
A(=5; —9), B(—1; —6), C(2; —2), D(5; 0),

E(100; 105), F(871; —866).
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A magasban végzett mun- A megfeleld szogek egyenldsége miatt a kialakult derékszo-
kakhoz hasznalt tamasz- gl haromszogekre fennall:

tolétrakra vonatkozodan az ABK, ~ACC,, ~ADD,, ~CBC,, ~DBD,,.
eloirt hasznalati szabalyo- A hasonldsagokbol adéddan:

kat a biztonsdgos munka- CC, _ BK

végzés érdekében be kell CA KA’

tartani. A létrakon csak amibél

kisebb munkdkat szabad CC, _3 i
végezni, és a létrét elcsu- 0.8-0,5 08

szds ellen is Dbiztositva, igy ) CC,=1125m,
biztonsagosan kell megtd- valamint D.D

masztani. B;) = %,

Az dbran lathat6 ezermes- D 5

ter a 1étra talpat a vizszin- 3 — 37 058 ,

tes talajon, a faltol 0,8 méterre helyezte el, igy a 1étra legfels6 igy D,D=0,08m =8 cm.

pontja 3 méter magasan tamaszkodik a fiiggéleges falhoz.

a) Milyen magasan van az ember talpat tart6 létrafok a ta- 11 médszer
lajhoz képest, ha ennek a tavolsaga 0,5 méter a fiiggdle-
ges faltol? (a pontszertinek tekintett létrafokot a C jeldli)

b) Milyen tavol van a fiigg6leges faltdl az a létrafok, mely-
be kapaszkodik (D jeloli az abran), ha annak a talajtol D

mért magassdga 270 cm?

Megoldds C

I. médszer

Y . »

Ll

KD, C.  A(080) X
0,8 m

Helyezziik el a falat, a talajt és a létrat az dbra szerint egy
derékszogli koordinata-rendszerben! Ami a valdsagban
1 méter, az itt jelentsen 1 egységet!

Ekkor az A(0,8; 0) és B(0; 3) a koordinatatengelyeken 1év6
pontok. Ekkor a létra illeszkedik egy olyan egyenesre, me-

KD, C A lyet az A és B pontok egyértelmtien meghatdroznak.
o 08m Hasznaljuk fel a linedris fiiggvényekrdl tanultakat! A létra

egyenese egy linearis fiiggvény grafikonja, melynek hozza-

rendelési szabdlya altalanos alakban: f (x) = ax + b.



A grafikonra illeszkedd pontok koordinataira teljesiil:
3=qg-0+ b, valamint0=a-0,8 + b,

3

0,8

A hozzarendelési szabaly tehat f (x) = —3,75x + 3.

Erre a fiiggvénygrafikonra illeszkedik a kérdésben szerepld C, valamint D pont, ezért

C,= 0,5 miatt C, = —3,75- 0,5 + 3, igy C, = 1,125, tehat 1,125 méter magasan van a C pont.

Dy = 2,7 miatt 2,7 = —3,75 - D_+ 3, ebbdl D, = 0,08, tehat 0,08 méter tavolsagra van a faltél a D pont.

amib8l b = 3, ezért 0 = a - 0,8 + 3, amibdl a =—

=-3,75.

Megjegyzés
A létra - killonboz6 tartdszerkezetek kialakitdsaval — tobbféle modon helyezhetd el a felhasznalas maédjatol figgden. (Vigya-
zat! Az abrdkon nem minden elhelyezés szokvanyos és nem minden eset biztonsagos!)

Példaul:
v A VA VA y A VA

64— -

S .~

} » —p —F> » 0 v >
2 x 0 x 2 x x X
A B C D E

Az dbrakon a létrak az egyes esetekben olyan egyenes mentén helyezkednek el, amelynek grafikonja az aldbbiak szerint
adédik.
Az A esetben:
illeszkedik a (2; 0) és (4; 6) pontokra, igy a hozzarendelési szabalya
fix) =3x—6,

amit a grafikonra illeszkedé (x; y) pontok koordinataival ugy is leirhatunk, hogy

y=3x—6.
A B esetben:
illeszkedik az y tengelyre, igy minden pontjanak 0 az els6 koordinatdja, azaz x = 0.

A Cesetben:
parhuzamos az y tengellyel, és minden pontjanak 2 az els¢ koordinatéja, azaz x = 2.

A D esetben:
parhuzamos az x tengellyel, és minden pontjanak 3 a masodik koordinatéja, azaz y = 3.

Az E esetben:
illeszkedik az x tengelyre, igy minden pontjanak 0 a masodik koordinétaja, azaz y = 0.
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Egyenes egyenlete a derékszogii koordinata-rendszerben

A derékszogt koordindta-rendszerben minden egyenes megadhaté egy olyan egyenlettel (az egyenes pontjainak koordi-
nétaira vonatkozo Osszefliggéssel), amelyet csakis az egyenesre illeszked6 P(x; y) pontok koordinatai tesznek igazza.

Minden olyan egyenes egyenlete felirhat6 y = mx + b alakban, amely nem parhuzamos az y tengellyel (m € R, b € R).
Az egyenletben szerepld egyitthatok és véltozok értékétdl fiiggden az egyenes egyenlete lehet

y = mx alakq, ekkor az egyenesre illeszkedik az origd;

y = b alakq, ekkor az egyenes az x tengellyel parhuzamos.

Megjegyzés

Az elébbiek és a fiiggvényekrdl tanultak alapjan lathatjuk, hogy minden linedris fiiggvény grafikonja egyenes, de a koor-
dindta-rendszerben 1évé nem minden egyenes linedris fiiggvény grafikonja. Példaul a Bevezet6 feladat megjegyzésében
1év6 B és C esetben a létra egyenese nem fliggvény grafikonja, mert az nem egyértelm@ hozzarendelés, vagyis ugyanazon
x értékhez nem csak egy y érték tartozik.

A linearis fiiggvények hozzarendelési szabalyat dltalanosan f (x) = ax + b (a € R, b € R) alakban adjuk meg, mig az egye-
nesek egyenletének feliraséra az y = mx + b vagy az x = ¢ (m € R, b, ¢ € R) alakot hasznéljuk.

FELADAT

Abrézold a koordinita-rendszerben azokat a ponto- c) ey=— 5., 5
kat, melyekre teljesiil, hogy méasodik koordinatajuk 7 2
a) 3-szorosa az elsének; d) e:y=v2x+1
b) 5-tel nagyobb az elsénél; e) ey=9
c) els6 koordinatdjuk ellentettje!
Ird fel az el6bbi esetekben kapott alakzatok egyenle- GO Hol metszik a koordinitatengelyeket az alabbi
t6t! egyenlettel megadott egyenesek?
a) ey=—-6x+1
PN Illeszkedik-e az e egyenesre a P, illetve a Q pont? b) e:y= %x =
a) ey=15x—5 P(2;2) Q4 1) c) ey= —%x—9
b) e:y=—-17x—2 P(0; —2) Q(1; 3,7) d) ey=-3
c) eey= —%x+% P( ;—65—9) Q<—3; %) e) eey=5
d) ey=+v3x—4v3 P(40) Q(2,—-2v3)
e) e:x=2 P(2; 0) Q(0; 2) CIW [rd fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely
illeszkedik a megadott P és Q pontokra!
3D Adj meg koordinatdkkal két olyan pontot, amely il- o) 2055 Q(0; =1
leszkedik az egyenlettel megadott egyenesekre! b) P(3:=2) Q(3; 3.7)
a) ey=4x—3 c) P(4-8) Q(=3;6)
b) ery=Lxt7 d) P(=7;-5) Q(2;0)
3 e) P(5;13) Q=1 1)
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HAZI FELADAT

N
'Y

Fogalmazd meg szavakban, milyen kapcsolat van azoknak a pontoknak az els6 és masodik koordinataja kozott,
amelyek illeszkednek az

a) y=0,5x b) y=x-2 c) y=—x+3 d) y=-8 e) x=11
egyenlette]l megadott egyenesre!

Illeszkedik-e az e egyenesre az A, illetve a B pont?
a) ex=15 A(15;0) B(0; 15) c) ey= %x—% A(—l ;—23—6) B(—%; —%)
b) eey=-28x+2 A(-1;-18) B(2; —7,6) d) ey=-8 A(l; —8) B(—8; 1)

Add meg az aldbbi egyenesek koordinatatengelyekkel alkotott metszéspontjainak (tengelymetszeteinek) a koordi-
natdit!

a) y=—6x+5 b)yZ%x—3 c) y=— d)y=2x—«/§ e) y=97

1
9

[rd fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik a megadott A és B pontokra!

a) A(=3;1) B(4,7; 1) d) A(4;—7) B(—6; 13)
b) A(=5;15) B(2; —6) e) A(9;5) B(—2; —6)
c) A(=2;7.,5) B(—2; —13)

Az dbran 5 egyenest dbrazoltunk. Mindegyik egyenesen megjeloltiink két racspontot.
Az alabbi allitasok az dbran 1évé melyik egyenesre igazak?

a) Illeszkedik ra a (12; 13) pont.

b) Egyenlete 3x — y = 8.

c¢) Nincs olyan ra illeszked6 pont, amelynek els6 koordinatéja 0.

d) Tlleszkedik ra a <—%; %) pont.

e) Van olyan pontja, amelynek mésodik koordinataja —2.
f) Minden pontja 4 egység tavolsagra van az y tengelytol.
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A szabvéanyos focipélyan a kezdékor egy olyan kor,

- amelynek kézéppontja a felezévonal felez6pontja,

- amely sugaranak hossza 9,15 méter,

- amelyen belill az ellenfél egyetlen jatékosa sem tartézkodhat, amig a labdat a kezdécsapat jatékba nem hozza.
(Ismered a palyan 1év6 egyéb pontok és vonalak elnevezéseit is? Mondd el, és mutasd meg ezeket osztalytarsaidnak!)

Rogzitstink a palyahoz (az dbra szerint) egy olyan koordinata-rendszert, amelynek origéja (O) a kezd6kor ko