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2) A kollinearis pontnégyesek kettdsviszonya.

A sik projektiv transzformacioi

Ebben a fojezetben értelmezni fogjuk a kollinedris pontnégyesek és a sugdrnégyesek ket-
tésviszonyét, tovibbd bevezetjik a sikbeli projektiv transzformécié (vagy mds széval
Kollinedcio) fogalmét. Létni fogjuk, hogy a kettdsviszonyt a sikok kiziitti centralis vetitések
és projektiv transzforméciok egyarént megorzik.

A Kollinedris kézonséges pontnégyes kettGsviszonya

Elészir esak olyan kollineris pontnégyes esetében értelmezziik a kettsviszonyt, ahol mind
a négy pont kizonséges (azaz egyik pont sem idedlis). A kettGsviszonyt az osztéviszony
fogalménak felhasznalisaval definialjuk. Emlékezziink rd, hogy amennyiben A, B és C
Kollineris pontok az euklideszi térben, akkor a ponthirmas osztéviszonyit (A B C) jeloli.
2.1. Definfei6. Legyenck adva az A, B, C, D egymistdl kiilonbiz, kzinséges pontok,
amelyek egvazon egyenesre esnek. A pontnégyes kettdsviszonyan az

(ABCD)= ((:gg)) valés szamot értjiik.

Megiegyzés. Tekintsiink az euklideszi térben egy g egyenest és azon az A, B, C, D
pontokat. Ha a g egyenest iranyitjuk, az AC, CB, AD, DB iranyitott szakaszokhoz
elijeles hosszat tudunk rendelni. Ezck felhasznilisaval a pontnégyes kettdsviszonyit az

AC AD o
(ABCD)=Z2: 57 alakban lehet kifejezni.
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Egyazon sugarsorhoz tartozé négy egyenes kettGsviszonya
Allapodjunk meg abban, hogy a tovibbiakban a szigeket ivmértékben fogjuk mérni.
A kettdisviszony definiilhato az euklideszi tér négy olyan egyenesének esetében is, ame-

Iyek egyazon sikon vannak és egyazon pontra illeszkednek.
2.2. Definfeio. Az euklideszi tér egy o sikjiban legyenck adva az egymistol kiilonbozs
a, b, ¢, d egyenesek, amelyek egyazon O ponthoz illeszkednek. Iranyitsuk a o sikot és
a négy egyenest. A sik iranyitdsa kijeldl egy o-beli forgasiranyt az O pont korill, az
egyenesek iranyitasanak pedig mind a négy egyenesen megfelel egy-egy O kezdsponti
félegyenes. Jelolie (a, ¢)< azt az elijeles szoget, amelynek megfelels O kiriil elforgatis az
a-n megadott felegyenest a c-n megadott félegyenesbe viszi (~ < (a, c)<C < ). Analég,
médon értelmezzitk a (¢, b)<, (a, d)<, (d, )< eljeles szogmertékeket i

in(a, o)< _sin(a, )
sin(c, b)<  sin(d, b)<

Aza, b, c, dsugarnégyes kettdsviszonyan az (abed)
szamot értjiik.
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Megjegyzés. A fenti definiciohan szerepl6 az a, b, ¢, d egyenesek az £(7, 0) sugirsor
clemei. Nem nehéz annak belatisa, hogy az (abe ) kettGsviszony értéke nem fiigg sem a0
sik, sem pedig az egyenesek irany; 1. Amennyiben a sik iranyitasat viltoztatjuk meg,
akkor a kettGsviszony kifejezésében szerepls négy szinuszfiiggvényérték mindegyike eljelet.
vilt. Ha pedig az egyik egyenes iranyitisit viltoztatjuk meg, akkor két fiiggvényérték vilt
elsjelet.
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A kisvetkez fontos eredményt a szakirodalomban Pappos tételeként szokis emliteni.
2.1. Tetel. Egy o sikon legyenek adva az egymistol kilonbiizs a, b, c, d egyenesek,
amelyek egyazon O ponthoz illeszkednek. Legyen g a o egy olyan egyenese, amely nem
megy dt az O-n és aza, b, c, d egyeneseket az A, B, C, D pontokban metszi. Ez esetben
fenndll az (abed) = (ABC D) Gsszefiiggés.

A Pappos-tételbsl kivetkezik, hogy igaz az alabbi két kijelentés.

2.1, Kovetkezmény. Egy o sikon legyenek adva az egymistol kiilonbozo a, b, ¢, d
egyenesek, amelyek egyazon O ponthoz illeszkednek. Legyenek g1, gs a o olyan egyenesei,
amelyek nem mennek &t az O-n, és amelyek az a, b, c, d egyenescket az Ay, By, Cy, Dy,
illetve az Ay, B,, Cy. D, pontokban metszik. A kimetszett pontnégyesek kettdsviszonydra
teljesiil az (A1 By Cy D) = (A2 ByC3 Dy) egyenléség.

2.2. Kovetkezmény. A centrilis vetités megérzi a kollinedris pontnégyesek kettGsvis-
zonyit és a sugdrnégyesek kettdsviszonyat.
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