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Bijektiv megfeleltetés egy projektiv stk pontjai és egy sugarnyalb egyenesei
A tovabbiakban feltessziik, hogy a térben adva van egy 7 projektiv sik, amelyet a o euk-
lideszi stk kibvitésével nyertiink (& = o Ui,). A projektiv sik koordinatazdsa érdekében
most ramutatunk arra, hogy egy természetes kapesolatot lehet létesiteni a @ projektiv sik
és az enklideszi tér egy nyaldbja kizott.

tt

Legyen T egy olyan kizonséges pont, amely nines rajta a 7 projektiv sikon. Az euk-
lideszi térben vett £(T) sugérnyalab minden egyeneséhez hozz tudunk rendelni egy 7-beli
pontot az alabbiak szerint:

Ha g az £(T) sugérnyalab egy olyan egyenese, amely nem parhuzamos a o-val, akkor
g-hez a P =g o pontot rendeljitk.

Amennyiben h az £(T) sugérnyalab egy olyan egyenese, amely pérhuzamos a o sikkal,
akkor h-hoz az £ (h) parhuzamos egyenesosztalynak megfelels I, idedlis pontot rendeljiik,
amely rajta van a 7 kibovitett sikon. Evidens, hogy az I, pont éppen a h projektiv egyenes
és a @ projektiv sik metszéspontja.

Konny belitni, hogy a fenti hozzérendelés egy bijekciot létestt az £(T) sugérnyalb
egyenesei és a 7 sik pontjai kozott.
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A projektiv sik koordinatazasa

A o euklideszi sikon rogzitsink egy (O, i, j) derékszigi koordinita-rendszert. Mint is-
meretes, egy o-beli P pont esetén a helyvektor OP = zpi + ypj kifejezésében szereplé
egyiitthatokat mondjuk a P sikbeli koordinitainak. Eziltal a o sik egy & : 0 — R

koordinétézasahoz jutunk, ahol a & bijektiv leképezést a k(P) = (zp, yp) Osszefiiggéssel
értelmezzitk.

A7 = 0Ui, projektiv sikot igy koordintizzuk, hogy ahhoz a fenti Descartes-
féle koordinéta-rendszert vesszik alapul. Legyen k a o-beli i, j ortonormlt vektorok
vektoridlis szorzata, azaz legyen k =

Az i, j, k vektorok a szabad vektorok V terénck egy ortonormalt bizisét keperik,
amelyet a tovibbiakban rogzitettnek tekintiink. Vegyilk az euklideszi térben azt a T
pontot, amellyel fennall a 70 = k egyenldség.

A fentik szerint a 7 sik pontjai és az £(T) sugirnyaldb egyenesei kiztt természetes
médon adadik egy bijektiv megfeleltetés.
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2. dbra. AT projektiv sik koordinitazisa a meghatérozo vektorok alkalmazasival.

Elsként a kizouséges pontok meghatdrozs vektorait és homogén koordindtait definialjuk.
1.3. Definfci6. Egy P € 7 kizonséges pont meghatirozo vektorain a (T, P) egyenes
irdnyvektorait értjik. Ezen meghatirozt vektoroknak az i, j, k bizisra vonatkoz6 koordinta-
hérmasait mondjuk a P pont homogén koordingtdinak.

Vegyiik a TP = zpi + ypj + k vektort. A (T, P) egyenes iranyvektorai éppen a
A-TP (A€R, A # 0) vektorok. Ebbél adodéan a P pont homogén koordintdi mege-
gvemek a [\zp, Ay, | (\eR, A#0) szamhirmasokkal.

Fontos tény, hogy a meghatarozo vektorok és a homogen koordinatak csak szam-
szorzotl eltekintve egyértelmiick. Ezt abban a formaban s jelezziik, hogy a homogén
Koordinitakat szdgletes zardjelbe tessziik.
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1.4. Definfci6. Egy o-beli e egyeneshez tartozé I, idedlis pont meghatérozé vektorain
az ¢ egyenes iranyvektorait értjiik. A meghatérozo vektorok koordinta-harmasait az I,
idedlis pont homogén koordindtainak nevezziik.

Az ¢ egyenessel pirhuzamos v vektort fejezziik ki az i, j, k bizisvektorok linedris
kombiniciojaként: v = v1i+ vaj + 0k. A fenti definicié szerint az I, pont homogén
koordinitéi a [Avi, Ava, 0] (A€R, A#0) szamhirmasok lesznek. A projektiv sik idelis
pontjainak a harmadik koordinataja teht mindig 0.
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A projektiv sfkon az egyenesek homogén koordinatéinak értelmezése
és a S(T) stknyaldb clemei kisziitt is

Emlékezziink ré, hogy a 7 projektiv sik egyen
van egy bijektiv megfeleltetés.
1.5. Definfci6. Egy 7 beli € (¢ # i,) kbzinséges egyenesnél az (e, T) = ¢ euklideszi
sik normélvektorait mondjuk az & meghatérozo vektorainak. Ezen vektoroknak az i, j, k
biizisra vonatkoz6 koordinata-hirmasait az € egyenes homogén koordinatainak nevezziik.

Tegyiik fel, hogy adva van az ¢ egyenes egy P (zp, ) pontja és egy o-beli m = ai+bj
vektor, amely merdleges az e-te. A o egy tetszdleges Q (z, y) pontja akkor van rajta az
€ egyenesen, ha az m és P() vektorok skalaris szorzatéra m - PQ = 0 teljesiil, vagyis
ha fenmall a(z — xp) + b(y — yp) = 0. Eszerint az ¢ egyenes egyenlete a sikbeli (O, i, j)
koordinita-rendszerben az+ by +c = 0, abol ¢ = —azp — byp. Vegyik még észre, hogy
a v =bi - aj vektor az egyik iranyvektora az ¢ egyencsnek.

Evidens, hogy az (e, T) sikkal parhuzamos TP és v vektorok vektoridlis szorzata
‘meréleges az (e, T) sikra. Egyszerd szamolassal ezen n=TP x v normalvektorra az
n = ai+bj+ ck kifejezést nyerjiik. Iy mdon az L5. Definicionak megfelelden a
[Aa, Ab,Ad] (AR, A#0) szamhirmasok képezik az  egyenes homogén koordintéit.
Megjegyzés. Amennyiben az ¢ euklideszi egyenes egyenletébe a pontok homogén ko-
ordinatéinak megfelels hanyadosait frjuk be, akkor az a ? + b? +c=0 (z3 #0)
‘sszefiiggéshez jutunk. Az ebbél nyert o

am +bay Fezy =0

egyenletet csak az Z egyenes pontjainak homogén koordinatai elégitenck ki.




image13.jpeg
Ahiperbolikus geometria egy nemeukiideszi geometria, amiben az euklideszi parhuzamossagi axiomat a hiperbolikus axioma helyettesiti. Ez
‘azt mondja ki, hogy egy egyeneshez egy rajta iviil fekvd ponton &t t6bb parhuzamos hzhaté. Ennek t6bb meglepd kovetkezménye is van,
példaul két metsz6 egyeneshez van egy harmadik, ami egyiket sem metszi.

A pérhuzamossag terminolégidja nem egységes. Ami az egyikben parhuzamos, az a masikban elpattand, de hasznaljak a parhuzamos szét az
Gsszes nem metszo egyenesre is. Ezért mindig meg kell ismerni az adott helyen alkalmazott terminolégiét. Itt az elpattano, az ultraparhuzamos
és a parhuzamos szavakat hasznaljuk majd. A parhuzamos az egy sikban levd nem metsz5 egyeneseket, az elpattant a hatarhelyezetoen
parhuzamos, és az ultraparhuzamos a nem elpattant, de parhuzamos egyeneseket jeloli

Ahiperbolikus sik negativ gorbillete miatt nem agyazhatd be az euklideszi térbe, de modellezhetd mar az euklideszi sikban is. Tobb modelle is
létezik, mint a Kiein-modell, a hiperboloidmodell, és a konform modellek. A modellek azt mutatjak, hogy ha az eukiideszi axiomarendszer
ellentmondésmentes, akkor a hiperbolikus axiémarendszer is az. Az euklideszi geometriat is modellezték a hiperbolikusban, igy a két
axibmarendszer ellentmondasmentessége ekvivalens.
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Akovetkezokben a hiperbolikus sik modeljeit mutatjuk be, de a magasabb dimenziés hiperbolikus tér is modellezhets. Mindegyik modell
ugyanazt a hiperbolikus sikot modellezi, transzformalhatsk egymésba. A pszeudoszféraval csak a sik egy része modellezhets

Beltrami-KIs

-féle kormodell [ szerkesztés|

« sik: nyilt koriap

« Pontok: a nyilt krlap pontjai

« Egyenesek: a koriap hirjai végpontok nélkul. Ezek a pontok végtelen tavoli pontok: halmazuk a
hiperbolikus sik hatarkre.
Amodelloen a kozéppontban a hiperbolikus s26g megegyezik az euklideszi értelemben mérhetd
s26qgel; mashol ez nem igaz, a modell nem szogtarté. Két egyenes merdleges, ha projektiv
értelemben konjugaltak A tavolsagmérés bonyolultabb, mint az euklideszi tavolsag mérése.

Jelolje a két pontot A és 51 Tekintsilk a rajtuk atmend hiperbolikus egyenes végtelen tvoli pontjait;
legyenek ezek R és S! Ekkor az AB tavolsag

=k 1 RA-SB K&t pont tvolsaga a Beltrami-Klein &
n e
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ahol (ABRS) a négy pont komplex értelemben vett kettsviszonya.

Ez a modell kiterjeszthetd magasabb dimenziéba is.
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6) A hiperbolikus geometria Cayley-Klein-féle ggmbmodellje

Az alibbiak sorin az euklideszi geometridban megadunk cgy olyan modellt, amelyre tel-
jesiil a hiperbolikus geometria ésszes axiomdja. Ezt a modell 1870 kiril fedezte fel E.
Beltrami, A. Cayley és F. Klein.

Az euklideszi tér pontjainak halmazit jelolje X. A tér egyeneseinck halmaza legyen €,
& tér sikjainak halmaza pedig legyen . A tovibbiakban az euklideszi tér valamely A, B
pontjainak tévolsigat jelolje AB.

Vegyiink a térben egy O pontot és egy r pozitiv valés szamot. Tekintsiik az O centrumd
és 7 sugarit N(O,r) = {PeX |OP <t} nyilt gombtestet, amelyet a )
G(O.r) = {PeX | OP = r} gombfeliilet hatérol. A modellbeli tér pontjainak X
halmaza legyen az A'(O,r) nyilt gomb.

Elgszor tisztaznunk kell, hogy mit értiink a modell cgyencsein és stkjain. Vegyiik
a2z cuklideszi tér azon egyeneseit, amelycknek az O-tol mért tavolsiga kiscbb, mint, r
Evidens, hogy ezck az A'(O, ) nyili gsmbbal nyilt szakaszokat metszenck ki, é ezen nyilt
szakaszokat tekintjiik a modell egyencseinek. Tly modon a modell egyeneseinck halmaza
E={gnX|geE gnX £0}

Vegyiik tovibbi az euklideszi tér azon sikjait, amelycknek az O-tol mért tavolsiga
kisebb, mint r. Nyilvinval6, hogy ezek az A/(O,r) nyilt gombbal nyflt kérlemezeket
metszenck ki. Legyenck ezen nyilt kérlemezek a modellbeli sikok. Eszerint a modell
sikjainak halmaza S = {oN X [0€S, onX #£0}
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Ezt kivetSen megadjuk a d tévolsigfiiggvényt a modellbeli X = (O, ) téren. Legyenck
Aés B az X tér kiilonbizs pontjai. ‘Tekintsik a rajiuk dthalads g — (A, B) egyen-
est az cuklideszi térben. A g messe a G(O,r) gombfelilletet az M, N pontokban. A
d: X x X — R tavolsagfiiggvénynek az (A, B) pontpéron nyert értéke legyen

d(A,B)=|In(MNAB)|,
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ahol (M N A B) az euklideszi térben vett, kollinedris pontnégyes kettdsviszonyat jeloli. Az
A = B esetben a d tévolsigfiiggvény definici6 szerinti értéke pedig legyen d(4, A) =

Evidens, hogy ebben a modellben teljesiilnek az (IA 1)-(IA 6) illoszkedési axiomk.

A (BVA) axiéma is igaz a modellben. Vegyiink cgy g cgyenest, amely az M, N
pontokban metszi a G(O, ) gombfeliiletet és vezessiik be a § — g N N(O,r) jelole
Tekintsik a modellbeli § cgyenesen azt a € : § — R leképestst, amelynél totsagleges

Peg pontra fenndll £(P) = A Cayley Klein-féle kérmodell tirgyalsinl mir
igazoltuk, hogy a & leképezés egy olyan bijekei6, amelyre teljesiil a (BVA) axiomiban
szerepl vonalzo-feltétel

Azt kénnyen be lehet litni, hogy a modellbeli szakaszok megegyeznck az cuklideszi tér
azon szakaszaival, amelycket, az A'(O, r) nyilt gomb tartalmaz. Ennck kovetkeztében a
(PRA) axioma is teljesiil a modellben. Evidens, hogy cbben az (X,£,S,d) modellben a
(HPA) hiperbolikus parhuzamosségi axiéma marad érvényben.
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1) A projektiv tér értelmezése. A projektiv sik koordinatézasa

A projekei sz vetitést jelent. A térbeli alakzatok sikon torténd abrazolisihoz kézenfekvs
vagy a parallel vetités vagy a centralis vetités modszerét alkalmazni. Mint ismeretes, az
emberi szem dltal a térbeli tirgyakrol alkotott kép a centralis vetiiletnek felel meg. Tly
‘médon foként a festészet és az épitészet szimira mér évszizadokkal ezeldtt sziikségesnek
‘mutatkozott a centralis vetités torvényszeriiségeinek feltarasa. A centrélis vetités dsszefiig-
géseinek tanulményozisa egy matematikai elmélet, a projektiv geometria, kialakulisihoz
vezetett.

Jeldlések és elnevezések
Térgyaldsunkat az euklideszi geometridra alapozva végezziik. Jelolje X az euklideszi tér
pontjainak halmazit. Mint ismeretes, az X részhalmazait alakzatoknak mondjuk. Az
egyenesek és a sikok kitiintetett alakzatok. A pontokat, egyeneseket és sikokat egyiittesen
térelemeknek hivjuk. A térelemek illeszkedését a tartalmazds alapjan értelmezzik. A
tovibbiakban az euklideszi tér dsszes egyenesénck halmazdt £, az dsszes sik halmazit
pedig S jeloli.

Ha A és B kiilonbbzo pontok, (A, B) fogja jelolni azt az egyenest, amely az A-n &
a B-n egyarant athalad. Amennyiben az A pont nem illeszkedik az ¢ egyeneshez, (e, A)
jeléli azt a sikot, amely tartalmazza az A pontot és az e egyenest.

Az alabbi definici6 az egyazon pontra illeszkeds egyenesek, illetve sikok Gsszességére
ad egy-egy elnevezést.
1.1. Definfci6. Legyen T az euklideszi tér egy tetszleges pontja. A T-n athalads
egyenesck £(T) = { g€ £ | Teg } ‘g6t sugamyalabnak nevezziik. A T pontot
ezen sugamyalib tart6pontjinak mondjuk.
AT ponthoz illeszkeds sikok S(T) = { p€S | Ty} Gsszességét siknyalabnak mondjuk.
A oot s ikopilit itk T
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A centralis vetités problémaja
Kénnyii belatni, hogy a centrilis vetités, a parallel vetitéstdl eltérgen, két sik kézott nem
nyijt bijektiv megfeleltetést.

Az euklideszi térben tekintsiik az egymdst metsz o és o stkokat, tovibbé egy C pontot,
amely nincs rajta sem a o, sem pedig a o sikon. A o stkot képezziik 14 a o stkra oly
‘médon, hogy a o egy P pontjahoz a (C, P) egyenes és a o metszéspontjat rendeljiik. A
P’ = (C.P)Ng pontot nevezziik a P centralis vetiileténck. A fenti hozzarendelést a o és a
o sikok kizitti azon centralis vetitésnek mondjuk, amelynél a C' pont a vetitési centruma.
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Tekintsiik a C-n atmend, a o-val parhuzamos 7 sikot és annak a o-—val vett g metszés-
vonalit. Valasszunk a g egyenesen egy tetszleges Q pontot. Evidens, hogy a t = (C.Q)
egyenes pirhuzamos a o sikkal, tehit a Q-hoz nem tudunk képpontot rendelni. Ebbal
mir adodik, hogy a centralis vetités nem ad bijektiv megfeleltetést a o és o stkok kbzott.

Vegyiink a o sikban egy olyan a (a # q) egyenest, amely thalad Q-n. Az a egyenes
és a C pont altal meghatirozott (a,C') sik messe el p-t az a’ egyeneshen. Nyilvinvalo,
hogy az a pontjainak a o sikon vett centrilis vetiiletei az o’ egyenesre esnck. Emiatt
az o egyenes adja az a centrilis vetilletét. Amennyiben az a-ra illeszkeds P ponttal
Kézelitink a Q-hoz, akkor az ' egyenesen a P’ képpont egyre tavolabbra keril a oM o
‘metszésvonaltol.

Célszerii még megjegyezni, hogy mivel az (a,C) sik tartalmazza a o-val pirhuzamos
t = (C.Q) egvenest, az a’ é t pirhuzamosak egyméssal. Ez a parhuzamossig fennall
az dsszes Qn thaladd o-beli egyenes centralis vetiiletére (a g egyenes kivételével). Ily
‘médon azt mondhatjuk, hogy a centrilis vetités az £(c, Q) sugirsor egyeneseit a o képsik
egymssal pirhuzamos egyeneseibe képezi.
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1. dbra. A o sik centrilis vetitése a p sikra.

A centrilis vetitésnél felvetddd probléma az alibbi dtletet adja: Az euklideszi teret
bévitsiik ki tovibbi pontokkal oly médon, hogy minden egyeneshez hozzirendeliink még.
egy iigynevezett végtelen tavoli pontot (vagy mis szoval idedlis pontot). Az egyms-
sal pirhuzamos egyenesekhez ugyanazt a végtelen tavoli pontot csatoljuk. Ekkor a fenti
vetitésnél a t = (C, Q) egyenessel pirhuzamos egyenesek kiizds végtelen tavoli pontja lesz.
2 Q pont centrilis vetiilete a g sikon. Ily modon el tudjuk érni, hogy a centrilis vetités a
kibévitett sikok kézott mar egy bijektiv, egyenestarté megfeleltetést adjon.
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"~ A projektiv tér szarmaztatasa az euklideszi terbsl

A projektiv teret az euklideszi tér kibévitéseként értelmezziik az albbiak szerint.

Az euklideszi tér dsszes parhuzamos egyenesosztalyahoz rendeljiink hozzi egy-egy
idealis pontot (vagy mas szoval végtelen tavoli pontot). A g egyenessel reprezentalt £(g)
pérhuzamos egyenesosztalyhoz rendelt idedlis pontot jelélie 7, Amennyiben a h egyenes
pérhuzamos g-vel, azaz fenndll £(h) = £(g), akkor I, = I teljesiil

Kiilonbiz6 parhuzamos egyenesosztilyokhoz kiilnbozs idealis pontokat rendeliink.
Eszerint ha fennall £(g) # £(f), akkor I, # Iy.

Az fgy definidlt idedlis pontok halmaza legyen 1. Az euklideszi térbél szarmaztatott
projektiv tér pontjainak halmazén az X = X U halmazt értjiik.
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1.1. Tétel. A projektiv térben az illeszkedésre vonatkozoan igazak az alibbi kijelentések.
(1) Két ponthoz egy és csak egy egyenes illeszkedik.

(2) Kt sikhoz egy és csak egy egyenes illeszkedik.

(3) Ha adott egy egyenes és egy hozzi nem illeszkedd sik, akkor az egyenes és a sik
metszete egyetlen pont.

(4) Ha két egyenes egyazon sikhoz illeszkedik, akkor a két egyenesnek van egy kiziis
pontja.




