· hiperbola, a matematikában a kúpszeletek egyike, két ágból álló síkgörbe
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Descartes koordinatakkal [szerkesztés |
Kelet-nyugat iranyban nyitott hiperbola
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Mindkeét képletben (h.k) a hiperbola kozéppontja, a a fél-nagytengely (a két 4g kozotti tavolsag fele) és b a fél-kistengely. Megjegyezzik, hogy b lehet nagyobb, mint a.

Akelet-nyugat iranyban nyitott hiperbola fokuszpontjai:
(h+ek)

és ugyanez észak-él iranyban nyitott hiperbolara
(hyk+ c) anol ¢ = a® - b*

Egyenid szara hiperbolak egyenlete, melyek aszimptotai parhuzamosak a koordinata tengelyekkel:
(= h)(y—k)
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Parametrikus egyenletek [szerkesztés |
Kelet-nyugat iranyban nyitott hiperbola

z =asect +h vagy x = acosht +h
y=btant + k vagy y = bsinht + k

Eszak-dé| iranyban nyitott hiperbola

x =atant + h vagyz = asinht + h
y=bsect +k vagy y = beosht + k
Mindkét egyenletben (k) hiperbola kozéppontja, a a fél-nagytengely, b a fél-kistengely.
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‘A geometria axiomatikus felépitését elsoként Euklidesz (i.e. 365-300) végezte el az Elemek
cimii munkijaban, ami 13 részbdl (an. konyvbl) all. Az elss hat konyv sikgeometridval, az
utols6 hirom térgeometridval, a tobbi pedig aritmetikival foglalkozik. Euklidesz a bizonyitds
nélkil elfogadatt allitisokat posaulitumoknak dletve axiomaknak nevezteel.

Posztulitumok:

Minden pontbél minden porthoz hiizhato egyenes.

Egy véges egyenes vonal egyenesben folytatolag meghosszabbithato.

Minden kizéppenttal és tivolsiggal kor rajzolhat6.

Biimely keét derékszog egyenld egymissal.

Ha két egyenest gy metsz egy harmadik, hogy a metsz egyenesnek az egyik oldalin
fekvd bels szogek osszege két derékszognél kisebb, akkor a két egyenes végtelenil
meghosszabbitva a metszonek azon az oldalin talilkozik, ahol a két derékszognél
sszegben kisebb ket belsd szog van.

Axiomik:

Amik ugyanazzal egyenldk,azok egymissal is egyenldk.

Ha egyenlokhoz egyenlket adunk hozz, akkor az osszegek is egyenldk.

Ha egyenldkbil egyenloket vesziink el,akkor a maradékok is egyenlok.

Ha nem egyenl6khoz egyenldket adunk hozzd, akkor az osszegek nem egyenldk.
Ugyanannak a kétszeresei egyenlok egymissal.

Ugyanannak a fele részei egyenlok egymissal.

Az egymisrailleszkedk egyenlok egymissal.

Az egész nagyobb a résznél.

Kbt v Wl s Toa ki sscalot
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1. Az Hlleszkedesl axiomak ¢s tetelek

Legyen E egy nem ires halmaz, tovibba P és L az E bizonyos részhalmazaibol all6 két
diszjunkt halmaz. Nevezzik E elemeit pontoknak, P elemeit sikoknak és L elemeit
egyeneseknek:
E={pontok} AB,..cE, P={sikok} op,..€P, L= {egyenesck} ab,..€L.

Ezen értelmezés szerint P és L elemei (a sikok és az egyenesek) egyarant E-beli pontokbol a1l
‘halmazok.
Ha egy pont cleme valamely siknak vagy egyenesnek, akkor azt mondjuk, hogy a pont
illeszkedik a sikra vagy az egyenesre: Pe o vagy Pe a.
Ha egy egyenest tartalmaz valamely sik, akkor azt mondjuk, hogy az egyenes illeszkedik a
sika: ac .
Az illeszkedési reliciot a tovibbiakban szimmetrikus értelemben kivinjuk hasznlni: ha tehit
példiul egy pont illeszkedik egy sikra,akkor egyuttal a sik is illeszkedik a pontra.
Az egy egyenesre illeszkedd pontokat kollinedris pontoknak nevezziik, az egy sikra illeszkeds
‘pontokat vagy egyeneseket pedg komplanris pontoknak illetve egyeneseknek.
Megjegyezziik itt, hogy a pont, egyenes és sik mindegyike definidlatlan alapobjektum,
melyekrdl az illeszkedési relicio felhasznalisaval kimondott aldbbi illeszkedési axiomik révén
kaphatunk bdvebb informacidt.

11 Minden egyenesreilleszkedik legalibb két port.

12. Barmely két pontra illeszkedik egy és csakis egy egyenes.

13, Minden sikra illeszkedik legalibb hirom nem kollinedris pont.

14. Barmely hirom nem kollinedris pontra illeszkedik egy és csakis egy sik.

15. Ha egy egyeneskét pontja illeszkedik egy skra, akkor arra az egyenes is illeszkedik.

16. Ha két siknak van kozds pontja, akkor van tovibbi kozos pontja is.

17. Létezik négy nem komplandris pont tigy hogy barmely harom nem kollinedris.
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2. A vonalzo axioma

Az eddig vizsgilt (E, P,L) hirmast most boviteni kivinjuk egy d-vel jelolt és tivolsig-
fiiggvénynek hivott leképezéssel, amely révén barmely pontpirnak megfelelietink egy valos
szimot, amit a koztitk lévé tavokignak neveziink el:

d:ExE-R, (PQ) d(PQ).
A d(PQ)val jelolt valés szim a P és O pontok tivolsiga, amit egyszeribben PQ-val is

jelolhetiink.
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Ha adott a egyenes és fa— R bijekei6 esetén barmely PQea pontra PQ = | fiP)10)|
teljestll, akkor fetaz a cgyenes egy koordinitizisinak nevezzik. Ekkor birmely P e a
pontra az f(P) valos szim a P pont koordinitija.

Vonalzé axioma: Minden egyenesnek léezik koordintizisa.

Telolésekkel:

Vae Leseten 3fa - R bijekeiod tgy, hogy PO € a esetén PQ = |fiP) -

0.

A tovébbiakban az (E, P, L, d) struktirit vizsgaljuk, ahol (E, P, L) Hilbert-féle illeszkedési tér

és teljesiil a vonalzo axioma.

Elsoként dsszefoglaljuk a tavolsigfiiggvény milajdonsigait.

Birmely P, Q¢ E esetén teljesilnek az alibbiak:

1) dRQ20 , 2 dRY=0=P=0, 3)dRQ)=d(Q.F).

A vonalzo axiéma szerint minden egyenesnek legaldbb egy koordinitizisa létezik, de konnyen

‘megmutathat6, hogy egynél tibb is van.

T2 (a vonalzo eltolhatosaga): Legyen f az a egyenes egy koordinitizisa és ¢ egy rogzitet
valés szim. Ha bamely Pea esetén g(P) =f(P)+ 1, akkor g is egy koordinatizisa az
a egyenesnek.

T3 (a vonalzo atfordithatosiga): Ha f az a egyenesegy koordinitizisa és barmely Pe a
esetén g(P) =~ f{P), akkor g is egy koordinitizisa az a egyenesnek..

T4 (a vonalzo elhelyezése): Ha az a egyenesnek P és O két kiilonbszs pontja, akkor
létezik a-nak olyan g koordinitizisa, amelyre g(P) =0 ésg(Q) > 0.

A vonalzé axidma segitségével értelmezhet6a kozott van (vagy maskéntaz elvilasztis) relacio:

Ha 4, B és C harom kollinedris pont é AB + BC = AC , akkor azt mondjuk, hogy Baz A és C

kozott van (vagy masként: B elvilasztja az A és C pontokat).

Jelolése: 4 -B-C

TS (a kozott van relacio tulajdonsagai)
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TS (a kozott van relicié tulajdonségai).
1) 4-B-C = C-B-4
2) 4-B-C = ~(A-C-B) A~(C-4-B)
3) A-B-C & 7 : 4B —R bijekcid esetén f{B) az fi4) és f(C) kozott van.
T i amors Dok sy Tlonabrenvinie At walls subwsk Tl koans Lk
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A Birkhoff-féle vonalz6 axiéma

A szokisoknak megfelelden jelélje R a valés szamok halmazit. Vegyilk a tér dsszes
pontjainak X halmazit és ezen halmaz Snmagival vett Descartes-szorzatat, vagyis az
X xX ={(A,B)| A, BEX} halmazt.

(BVA) Adva van egy olyan d : X x X — R valos fiiggvény, amely teljesiti az alabbi
feltételt:  Tetszoleges g egyeneshez létezik egy olyan & : g — R bijekci6, hogy
birmely a g-hez illeszkeds A, B pontokra fennill a
|€(4) = &(B) | = d(A, B) Gssefiiggés.

Megjegyzés. A (BVA) axioméban szerepls feltételt a tovabbiakban, mint vonalzo feltételt,
fogjuk emliteni. A € bijektiv leképezést a g egyenes egyik koordinitizdsinak mondjuk.
Vegyiik észre, hogy a vonalz feltétel teljesiilése miatt birmely A, B € X pontok esetén
fennall d(A, B) = d(B, A) és d(A,A)=0.

A (BVA) axiomival megadott d : X x X — R fiiggvényt a tovibbiakban tavolsig-
fiiggvénynek mondjuk.
Definfcié. A tér valamely A, B pontjainak tévolsigan a d(A, B) nemnegativ szimot
értjiik.
Megjegyzés. A (BVA) axiomibol mir kivetkezik, hogy a tér birmely egyeneschez és
barmely sikjahoz végtelen sok pont illeszkedik.
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A szakasz és a félegyenes értelmezése
Definfei6. Legyenck adva az A, B és C pontok. Azt mondjuk, hogy a C pont az A és a.
B pontok kit van, ha A, B és C egyazon egyenes kiilonbizs pontjai, tovibbi fennall
a d(A,C) +d(C,B) = d(A, B) ssszefiiggés.

Ez esetben azt is mondjuk, hogy a C pont elvilasztja egymistol az A, B pontokat.
Megjegyzés. Amennyiben a C pont nincs az A és B pontok kiztt, akkor azt mondjuk,
hogy a C pont nem valasztja el az A, B pontokat.

Megjegyzés. Egy g egyenesen vegyiik az A, B. C pontokat, tovibbi a g-nek cgy

ha a €(C) valos szim a £(A), §(B) szamok kéziitt van, vagyis ha fennall
(6(4) - €(C))(E(B) = €(C)) < 0.

Ebbél mér kivetkezik, hogy egy egyenes hirom pontja kziil pontosan egy van a masik
kettd kozott.
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A Pasch-féle rendezési axiéma

A kbvetkez6 axioma kimondisahoz sziikségiink lesz a hiromszdgvonal fogalméra.
Definfci6.  Legyen adva harom nem kollinedris pont A, B és C. Az AB, BC és CA
szakaszok uni6jaként nyert alakzatot az A, B, C csicspontokkal meghatarozott hrom-
szogvonalnak (vagy rovidebben csak haromszognek) nevezziik.
Az AB, BC, OA szakaszokat a hiromszog oldalainak mondjuk.
Amennyiben egy egyenesnek és egy szakasznak egyetlen kizds pontja van, akkor azt
‘mondjuk, hogy az egyenes metszi a szakaszt.
Az alibbi axiomt a Pasch-féle rendezési axioménak szokis nevezni.
(PRA) Ha adott egy hiromszigvonal, tovibba annak sikjaban egy egyenes, amely nem
‘megy at a hdromszig egyik csiicspontjan sem és metszi a hdromszégvonal egyik
oldalit, akkor az egyenes metszi a hiromszogvonal még egy oldalit.
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Két pont elvilasztésa egyenessel és sikkal
Definfei6. Legyenck adva az A, B pontok és egy ¢ egyenes. Azt mondjuk, hogy az ¢
egyenes elvilasztja az A, B pontokat, ha e egy belsd pontjéban metszi az AB szakaszt.
Definfci6. Legyen adott egy e egyenes és egy arra nem illeszkeds A pont. Az e-t és az
At tartalmazo sikot jellje 0. Az e egyenessel hatérolt és az A pontot tartalmaz felsikon
az [e,A) = {P€o | nem vilasztja el az A, P pontokat} alakzatot értjiik.
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Megjegyzés. A fenti definicio szerint az [¢, A) félsikot a o = (¢, A) sik azon pontjai
alkotjik, amelyeket az ¢ egyenes nem vilaszt el az A ponttol.
Nyilvinvalo, hogy az [e,A) felsik az ¢ hatéregyenest és az A pontot s tartalmazza.

Megjegyzés. Tekintsink egy o sikot és abban egy ¢ egyenest. A (PRA) axiomibol
Kévetkezik, hogy pontosan két olyan félsik van, amelycket a o tartalmaz és amelyeknek ¢
a hatiregyenese. Ezen két felstknak az uniéja a o sik, metszetiik pedig az ¢ egyenes.

Amennyiben egy siknak és gy szakasznak egyetlen kivzs pontja van, akkor azt mond-
juk, hogy a sik metszi a szakaszt.
Defincio. Azt mondjuk, hogy a o stk elvilasztjaaz A, B (A, BEX) pontokat, haa
o sik egy belss pontjaban metszi az AB szakaszt.
Definfei6. Legyen adott egy o sik és egy arra nem illeszkeds A pont. A o sikkal hatéirolt
és az A pontot tartalmazo féltéren a
[0,A) = { PEX | o nem valasztja el az A, P pontokat} alakzatot értjiik.

A felsik értelmezése utén mr definidlni tudjuk a a szog fogalmt is.
Definfcio. Legyenck O, A és B olyan pontok a térben, amelyek nem kollinedrisak. Az
AOBZ szbgvonalon az [0, A) és [0, B) felegyenesck uniojét értjiik.

Az[(0, A), B) és[(0. B). A) felsikok metszetét az AOBZ szogvonalhoz tartozd konvex
szbgtartomanynak nevezziik, és az AOB< szimbolummal jeloljik.
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A Pasch-axidma a geometria axiomatikus felépitésében az egyik rendezési axioma, amely kimondja, hogy ha a sik egy ABC' haromszogének egyik csicspontjat sem metszi egy a
egyenes és metszi valamelyik oldalat a haromszognek, akkor metszi a két masik oldal kozil is pontosan az egyiket ['!

Tartalomjegyzék [elrejtés]

e
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Az egybevagosagi axioma

Az egybevigosigi axioma kimondisa eldtt meg kell admunk az egybevigésigi transzfor-
micio fogalmt.

Definfei6. Egybeviigosigi transzformacion (vagy révidebben egybevagésagon) egy olyan
X — X bijektiv leképezést értiink, amelyndl tetszoleges A, B€X pontokra fennall a
d(A, B) = d(p(A), ¢(B)) dsszefiiggés és amely egyenest egyenesbe képez.

Megjegyzés. Az egybevigésigi transzformicio tehit egy olyan bijekcio, amely megdrzi
a pontok tavolsagat (mas szoval tavolsagtarto) és egyenest egyenesbe képez. Az egyenes-
tartis feltételére azért van szitkség, mert az eddigi axiomikbol és a tavolsagtartasbol
‘még nem kivetkezik.
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Megjegyzés. Konnyi belatni, hogy egy egybevagosigi transzformacio félegyenest felegye-
nesbe, felsikot félsikba és felteret feltérbe visz. Ily médon az egybevigosigi transzformici6
zészlot zaszloba képez.

A tovibbiakban feltessziik, hogy teljesiil az alabbi alapigazsig is, melyet egybevigosigi
axiominak neveziink.

(EA) Ha adva van ket térbeli ziszlo, akkor cgyértelmiien létezik egy olyan cgybevigdsigi
transzformicié, amely az clss ziszlot a masodik ziszloba viszi.

Megjegyaés. A fenti (EA) axioma azt mondja ki, hogy ha adva vannak a Z;, Z, tér-

beli zszlok, akkor pontosan gy olyan ¢ : X — X egybevigésag létezik, amelyre igaz

9(21) = Za.

Definidlni lehet a pontra tiikrézés fogalmat, és az (EA) axiéma felhaszmlisival iga-
zolni lehet, hogy a pontra tiikrézés cgy cgybevigosigi transzformicio. Beszélhetiink ket
alakzat egybevagssagarol is. Két alakzatot egymissal egybevigonak mondunk, ha van
olyan cgybevigdsigi transzformiicié, amely az egyik alakzatot a misikba viszi.

Veégill értelmezni lehet a szogtartominyok mertéket is. Allapodjunk meg abban, hogy
ezen értelmezés sorén az egyenesszoghz 180-at rendeliink mértékként. Az eddig kimon-
dott axiémak alapjin mar be lehet bizonyitani a hiromszog-egyenlgtlenséget. Mint is-
‘meretes, ez azt mondja ki, hogy tetszdleges ABCA hiromszigben fennéll az
AB +BC > AC  Gssuefiiggés. Emellett bizonyithato az is, hogy egy haromszighen a
sziigek mértékeinek Gsszege nem nagyobb 180°-nal (Legendre els6 szogtétele).
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A parhuzamossagi axioma
Az elmondottak alapjin tehit sziikségiink van az alibbi alapigazsigra is, amely megfelel
a szemléletiinknek és amelyet. pirhuzamossigi axiomdnak szokis nevezni.
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Amatematikaban hiperbolanak azokat a kipszeleteket nevezik, amelyek Ggy jonnek létre, hogy a végtelen kettds kipot
(forgaskipot) metsz sik mindkeét félkiipot metszi (a siknak a kilp tengelyével bezart sz6ge kisebb, mint a kilp félnyilasszoge és a
metsz6 sikra nem illeszkedik a kip csticsa).

Ahiperbola Ggy is definiaihatd, hogy azon pontok halmaza, melyeknek két rogzitett ponttdl (f6kusz- vagy gytjtopontoktel) valo
tavolsaganak kulonbségének abszolit értéke allando. A két definicié azonossaganak bizonyitasat lasd a Dandelin-gomboknél

A hiperbola a kétdimenziés Descartes-koordinata-rendszerben az alabbiakkal is definialnato:
Ax® + Bzy+ Cy* + Dz + Ey+ F =0 és B2 > 44C,

aol az Gsszes egylithatd (A, .. F) valds, és t6bb, mint egy (x.y) megoldas létezik. Ekkor ezek az (xy) megoldasok adjak meg
(koordinataként) a hiperbola pontjait.
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Konjugalt hiperbolak
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« Ahiperbola a fentieken kiviil Ggy is definizinato, hogy azon pontok halmaza, melyeknek egy adott ponttl (egyik fokuszl) valo
tavolsiga és egy egyenestol (direkirixtol vagy vezéregyenestdl) valo tavolsaga hanyadosa allando és nagyobb 1-nél. £z az
4llandé a hiperbola excentricitasa.

« Ahiperbola mésik, mar emiitett definicicja: Azon pontok mértani helye, melyek a két fokuszponttol valé tavolsaguk
Kiilonbségének abszolit értéke allando. Az abra jeloiéseivel
|dy —di| = 2a

Afkuszpontok a hiperbola egyik szimmetriatengelyén fekszenek, a koziuk 16vS tavolsag felezopontjat a hiperbola
K6zéppontjanak nevezzilk, a masik szimmetriatengely az elsére a kozépponton atmend merleges egyenes. ¢
Ahiperbolanak két, egymast nem metsz6 és nem érint6 aga van. Minden hataron til novekvé tavolsagra fokuszokisl a
hiperbola egy egyeneshez tart, melyet aszimptotanak hivnak.

Konjugalt hiperbolaknak azokat nevezik. melyeknek aszimptotai megegyeznek, csak az aszimptotak kulonbozd oldalain | ©.
helyezkednek el.

Akonjugalt hiperbola specialis esete az egyenld szari vagy egyenld oldali hiperbola, melynél az aszimptotak ltal
bezart 5209 deréksz6g. Annak az egyenld szarti hiperbolanak az egyenlete, melynek aszimptotai a
koordinatatengelyekre esnek: xy=c. ahol ¢ allando.

Anogy a szinusz és koszinusz fiiggvényekkel az ellipszis egy parametrikus egyenletrendszerét lenet felirni, a szinusz. 8
hiperbolikusz és koszinusz hiperbolikusz figgvények a hiperbola parametrikus egyenletrendszerét adjak /




