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INYUJLAS €S Veules | szerkesziés |

Ha az ellipszist barmilyen iranyban egyenletesen ny(jtjuk. az ] objektum szintén ellipszis lesz. Természetesen a megny(jtott ellipszis paraméterei masok lesznek (példaul

megualtozik az excentricitasa és a fél nagytengely hossza), de tovabbra is ellipszis vagy elfajult ellipszis (kr vagy egyenes) marad. Hasonléan az ellipszis ferde vetilete egy sikra
ismét ellipszis lesz

‘Egyazon korbil szimmazs elipszisek. A bal oidali képen az egyik fokuszpontiuk esik egybe, a jobb oidain  pericentrumuk. belirl érintve  kort.
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Ellipszis érint6je |[szerkesziés]

1. Az ellipsZIs tengelyeinek metszéspontjabol (O) rajzoljunk fél nagytengely sugard kort
2. Szerkessziink érintt a korh6z az A kulsd pontbéll A két kbrvonal metszéspontja Py
3. Szerkessziink merdlegest Py pontbdl az ellipszis tengelyére!
4. Aszerkesztett merdleges egyenes és az ellipszis gorbe metszéspontja meghatarozza az ellipszishez, a kilsd A pontbl hiizott
&rint5 érintopontjat (P)
Megjegyzés: Ha a kills pont végtelen tavolsagban van, a kis- és nagytengely végpontjaiban az ellipszis érintdje a masik tengellyel
parhuzamos egyenes.

E]]jpszis mint tiKOT |[szerkesztés |

Megjegyezziik, hogy az ellipszis P pontjaba mutaté radiuszvektorok szogfelezdje merdleges az érintdre. Ez lehetbséget ny(jt az

Elipszis érintéjének szerkesztése.
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Ellipszis mint tikor [szerkesztés]

Megjegyezziik, hogy az ellipszis P pontjaba mutaté radiuszvektorok szogfelezsje merdleges az érintdre. Ez lehetbséget ny(jt az Ellpszis érintijének szerkesztése
ellipszis érintojének megszerkesztésére, masrészt pedig értelmezhets az ellipszis tiikor milkodése, hiszen az egyik rdiuszvekior (a

beesd) ugyanakkora sz6get zar be az érintovel, mint a masik (a visszavert)

Ha ellipszis alaki tikrot készitink, melynek egyik fokuszaba fényforrast helyeziink, a fénysugarak egyetien pontba tukrozodnek: a masik fokuszba. Semmilyen mas gorbének nincs
ilyen tulajdonsaga, ezért ezt az ellipszis egy alternativ definiciéjaként is hasznalnatjuk.

Ahanghuliamok hasonlo médon verddnek vissza, mint a fény. igy ha valaki egy nagy elliptikus helyiség egyik fokuszaba all, a mésik fokuszban allo személy ol hallja az elsd
suttogasat is, anélkiil, hogy a terem egyéb pontjain hallnato volna
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Hiperbolikus sikgeometria

2.1. Sikgeometriak axiomatikus felépitése
Ebben a fejezetben megadjuk a sikgeometridk egy axiomarendszerét. Az euklideszi
és a hiperbolikns geometria felépftésére tibb kiilinbiszG axiomarendszer is alkalinas.

Mi olyan axiomarendszert vesziink, amely a tivolsig fogalmira alapul. Csak a sik-

beli axiomikat mondjuk ki, hiszen a Poinca Krmodell is exak a hiperbolikus

stkgeometeidra ad modells
Megjegyzés: A targyalt axiomarendssert metrikusnak s70kis nevesni, mivel mint

emlitettiik, ehben a tavolsagfiigavény kitiintetett szerepet jatszik
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Jelblések, kitiintetett alakzatok

A sl dsszes pontjans

K a halimazit jelolje X. A sfk pontjainak részhalmazai kizote
vannak kitiintetett alakzatok, ezeket, egyeneseknek mondjuk és nem definialjuk. A
tovbbiakban a pontokat nagy betitvel (4, B,C, ...), az egyenescket kis betiivel
(e.f.9, ...), a stkokat illetve szogeket pedig gorog kisbetivel (6,7, ...) fogjuk
jelolni

Egy A pont illeszkedik ogy e egyenesre, ha A € ¢, azaz A pont cleme az ¢
alakzatnak. a az A, B 65 € pontok egy egyenesre esnek, kollineirisnak mondjuk

Gket. Ha tetszologes szami pont, nem ollinciris, akkor van Kiztitk harom olyan
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pont, amely nem esik egy egyenesre

Tlleszkedési axiomak
(IA 1) Van a sikban harom olyan pont, amelyek nem kollinearisak.

(IA 2) Barmely két ponthoz egy s esakis egy egyenes illeszkedik.

Megjegyzés: Ha A 65 B ket egymastol kiilonbiizd pont, akkor a rajuk illeszkeds

cgyenest a tovabbiakban (A, B)-vel jeloljiik

Birkhoff-féle vonalz6 axi6éma

Vegyiik a stk dsszes pontjainak X halmazdt és ezen halmaz Snmagival vett
Descartes-szorzatat, vagyis az X x X = {(A,B) | A,B € X} halmazt, amelynek

elemed tehat pontparok
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(BVA) Adva van egy olyan d: X x X - R valos fiiggvény, amely teljesiti az alibbi
feltételt: Tetszleges g € X cgyenesher létezik egy olyan €: g —» R bijekeio,
hogy barmely a g egyenesre illeszkedd A, B pontokra fennall a |£(A) —£(B)| =

d(A, B) ssuefiiggss,
Megijegyzés: A d: X x X - R fiiggvényt tavolsagfiiggvénynek mondjuk

in a d(A, B) nemnegs

2.1.1. Definicio: A sik valamely A, 5 pontjainak tivolsa

srmot, értjiik

2.1.2. Definfcio: Ha egy exyenes A, B és C pontjait tekintjiik, a B pont elvalasztja
az A és C pontokat, hogyha fennall d(A, B) 1 d(B, C) = d(A,C).

2.1.3. Definicio: Vegyiik egy ¢ egyenes egymastol kiilinbizi A és B pontjait
Ekkor az A és B pontokat, valamint az azokat az ¢ cgyenesen clvilaszto pontok
halmazit egyiittesen (zdrt) szakasznak nevezzik. Az A és B pontokat a sza-
Kasy, végpontjainak nevezziik. Ha a szakaszbol elhagyjuk a végpontjait, akkor a

kapott alakzatot nyilt szakasznak mondjuk. A tovabbiakhan amikor szakaszrol
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Amatematikaban az ellipszis gérbe azon pontok mértani helye egy sikon, ahol a pontok két rogzitett ponttél mért tavolsaganak
Gsszege a két pont tavolsaganal nagyobb allandd. A két pontot fokuszpontnak vagy gytjtopontnak hivjak. Az ellipszis kiipszelet
ha egy kipfeliletet egy olyan sikkal metssziik, amely nem metszi a kip alaplapjat (és nem is parhuzamos azzal), a

metszésvonal ellipszis lesz. Ennek rovid, elemi bizonyitasat a Dandelin-gombok adjak.
Matematikailag az ellipszis egy gorbe. melyet egy Descartes-féle koordinata-rendszerben az alabbi egyenlet ir le:
Ax® + Bay+ Cy2 + Dz +By+F =0

akkor, ha B? < 4AC, anol az 6sszes egyitthaté valos és ahol t5bb mint egy megoldas, ami az ellipszis egy (x, y) pontparjat
definialja létezik.
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Ellipszis
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Az anur (nir- egyenes szakasz, melyet az ellipszis két pontja hatarol), mely a két fokuszponton halad 4t a fotengely. A fotengely az ellipszis leghosszabb hirja. A fokuszok

felezBpontjan a nagytengelyre merdlegesen allitott egyenes altal meghatarozott hir a kistengely. Féltengely a tengelyek fele, beszélink fél nagytengelyrdl (az dbran a) és fél
Kistengelyrdl (az dbran b).

Ha a két fokusz egybeesik, vagyis a két tengely egyenid hosszu, akkor az ellipszis korré fajul; mas szoval a kor az ellipszis egy specidlis esete, anol az excentricitas z&ro.
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Az ellipszis egyenletei [szerkesziés]

Az ellipszis méretét két llandé hatarozza meg, melyeknek jelolése szokas szerint a és b. Az a Alland a fél nagytengely hossza, a b llandé a fél kistengely hossza. A definicié
szerint a mindig nagyobb, mint b (vagy egyenis vele a kor esetében).
Az origé kozéppont, nagytengelyével az x tengelyen fekvd ellipszis egyenlete a Descartes-féle koordinéta-rendszerben az aldbbi egyenlettel irhat6 le:

L

+==1
a B

Ennek az egyenletnek a levezetése: Induljunk ki az elipszis definicijaboll Eqy origo kozépponti ellipszis esetén a fokuszpontok (F;, F) origotdl mért tavolsaga legyen c. Ekkor b2 +
2= a2, vagyis c2 = a? - b2. A fokuszpontok koordinétai F1(-c;0) &s Fa(c:0).

Egy tetszbleges P(xyy) pont tavolsaga az egyes f6kuszpontoktsi:

d(P;F) = /(e + o) + @)’
d(P;F) = /(e ) + W)’

Akét tavolsag 6sszege (2a) az ellipszis egyenletét adja

(@+0)’ + (@)~

Atesoportositvar /(= + )+ (y)* = 2a— y(@— o+ (v)?

Negyzetre emelve: (z + c)® + 97 = 4a? —day /(e — ) + 1 + (z — ¢)* + ¢
Azarojeleket felbontva: z2 + 2zc + ¢ = 4a® — day/a? — 2ec+ ¢ +47 +2? — 2we+
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Azarsjeleket felbontva: o + 2z¢ + ¢ = 4a? — day/ e+ +y +2? —2ec+
Atcsoportositva: 2zc = 4a® — day/a® — 2zc + ¢ + 37 — 2ac

Rendezve: ze = a® — ay[a? — 2uc+ ¢ +1°

ayfa? = 2we-F Ly?

Négyzetre emelve: a* — 2a%zc + 2?c? = a’z” — 2a%zc + a*¢? + a’y?

Atcsoportositva: a* — zc

Atcsoportositva: a* — a?¢? = a%a? + a?y? — 2?c?

Kiemelve a?-et: a2(a? — &%) = 22 (a? — &%) + a%y?
a®p? = 2% + a?y?

Felhasznalva, hogy b? = a2

Osziva a?b2-tel, az ellipszis egyenlete:

Ugyanennek az ellipszisnek egy paraméteres egyenletrendszere a kovetkezd:
z=acost
y=bsint
0<t<2m
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Polarkoordinatakkal, ha az origé az ellipszis egyik fokusza:
a(l—e?)
[P i)
1+ ecos(6)

Excentricitas |[szerkesztés]

Az ellipszis alakjat szokas szerint egy szammal jellemzik, melyet az ellipszis excentricitasanak hivjak és hagyomanyosan e-vel jeloinek (ne tévessziik dssze az e matematikai
konstanssal, a természetes logaritmus alapjaval). Az excentricitas az a és b értékkel az alabbiak szerint figg Gssze

ahol ¢ a két fokusz tavolsaganak a fele.

Az excentricitas 1-nél Kisebb pozitiv szam, kor esetén 0. Minél nagyobb az excentricitas, annal nagyobb az a és b hanyadosa, és ezért annal jobban nylijott az ellipszis.




