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Az absztrakt algebra csoportelmélet nevil gaban automorfizmus a neve az olyan bijekiv leképezésnek, amely mivelettarto és egy csoportot Gnmagara képez le.

Tartalomjegyzék [elrejtés]
1 Defini
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Definicié [szerkesztés]

Legyen G egy csoport, és legyen ¢ : G — G bijektiv leképezés (azaz G kiilonboz6 elemeinez ( killonboz6 elemeket rendel, és G minden eleme eldall G valamely elemének
képeként). Ezt a leképezést automorfizmusnak nevezzilk, ha barmely a,b € G-re p(ab) = ¢(a)(b). Az automorfizmusok tehat olyan izomorfizmusok, amelyek egy csoportot
Gnmagéra képeznek le

Példak [szerkesztés)

« Tetszdleges csoportnak automorfizmusa az identikus leképezés, vagyis az a leképezés, amely minden elemnez sajat magat rendeli. £2t az automorfizmust szokas tivialis
automorfizmusnak nevezni.

« Avalos szamok additiv csoportjanak automorfizmusa az a leképezés, amely minden vaids szamhoz a haromsZorosat rendeli

« Asik egybevag6sagai altal alkotott csoporinak automorfizmusa az a leképezés, amely minden S egybevagosaghoz a T'ST egybevagésagot rendeli, ahol 7' egy adott egyenesre
vald tikiozés.

Automorﬁzmus—csoport [ szerkesztés |

Egy csoport automorfizmusai (a leképezések osszetételével, mint mivelettel) maguk is csoportot alkotnak. A G csoport automorfizmusainak csoportjat Aut(G)-vel jeloljuk. Aut(G)
egységeleme az identikus leképezés.
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Amatematikaban, killonosképpen az absztrakt algebraban, homomorfizmusnak neveziink minden miivelettarto leképezést két algebrai struktira kozott.

gy egyebek mellett homomorfizmus egy rendezéstart leképezés, egy linedris transzformacio, vagy egy csoporthomomorfizmus. Két aigebrai struktrat homomorak, olykor
hasoniénak neveziink, ha Iétezik koztiik homomorfizmus. Ezt gyakran a == szimbolummal jeloljik

A homomorfizmus valamilyen primitiv struktraosztaly egy tagjan (valamely konkrét struktiran) alkalmazva, altalaban megérzi a primitiv osztlyt (a struktira képstruktiraja is

ugyanazon primitiv osztalyba tartozik), vagyis pl. egységelemes csoport homomorf képe egységelemes csoport. A konkrét struktira azonban megvattozhat (a kép nem feftétienl
izomorf az eredetivel).
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Homomorfizmus és izomorfizmus. Homomorfizmus-tétel [szerkesziés)

Legyen G és H két csoport és legyen ¢ - G — H olyan leképezés, hogy tetszbleges g, h € G elemekre ¢(gh) = ¢(g)$(h). Az ilyen ¢ leképezést nomomorfizmusnak nevezziik.
‘Specialisan, ha ¢ bijektiv, akkor a homomorfizmust izomorfizmusnak hivjuk, és azt monajuk, hogy G és H izomorf csoportok.

Ha G = H. azaz ¢ G-t 6nmagara képez6 izomorfizmus, akkor specialisan azt mondiuk, hogy ¢ a G csoport automoriizmusa. Tetszdleges G csoport automorfizmusai csoportot
alkotnak a figgvénykompoziciora mint miveletre nézve. Ennek a csoportnak a jele Aut(G), egységeleme az identikus leképezés.

Legyen ¢ G-t H-ba képez5 homomorfizmus. Azoknak a g € G elemeknek a halmazat, amelyekre ¢(g) = 1. a ¢ homomorfizmus magjanak nevezzilk és ker ¢-vel jeloljuk ker ¢
elemei csoportot alkotnak, méghozza ker ¢ normaloszto G-ben.

AG/ ker ¢ faktorcsoport izomorf ¢(G)-vel. Ez az allitas homomorfizmus-tétel néven ismert




image4.jpeg
Leayenck A é B < tipusi algebrak (t: 7 — No). 9z A — B leképezés. Azt mondjuk,
hogy @ homomorfizmus az A és B algebrik kozott, ha tetszdleges f € Fore (x(f) = n)
és tetszdleges ai,..., an € A clemekre

(an..ra2)0 = R (@1g,...,ane)
teljesil. A kivetkez clnevezésck hasmlatosak:

bedgyazés : injektiv homomorfizmus vagy monomorfizmus,

automorfizmus : ¢: A — A zomorfizms.

Haaz A = (Asx) és B = (B;+) algebrik grupoidok, akkor ¢: A — B pontosan akkor
homomorfizmus, ha tetszdleges a1,z € A-a

(a1 +a2)e = (a19) * (a29)

teljesiil.
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1. Definicié:  Le;

nek G, H esoportok. Egy ¢:G—H leképezést esoport omomorfizmusnak neveziink, ha mivelettartd, azaz teljesiti a kovetkezé azonossdgokat:

9(ab)=(@)o(b)

$(a~1)=6() -1
$(1)=1

2. Megjegyzés: A fenti definiciéban az egyenletek bal oldalén a miveletek, és az egységelem a G csoportban élnek, a jobb oldalon viszont - értelemszeriien - a H csoportban. Altaléban, haa
kormyezetbd] egyértelmii, akkor nem szoktuk kiilon jelolni, hogy egyes szorzésokat, inverz clemet, egységelemeket melyik csoportban kell kiszémolni

1. Feladat: Legyenck G, H csoportok. Lésd be, hogy ha egy ¢:G—H figgvény szorzés tarté: ¢(ab)=$(a)é(b), akkor homomorfizmus. [Me;

3. Definicié:  Csoport izomorfizmusnak nevezzik az olyan csoport homomorfizmusokat (Idsd a /L. definiciét), amelyeknek van inverze. Egy csoport sajét magéval valé izomorfizmusait

automorfizmusnak nevezzik.

4. Megjegyzés: Az izomorf csoportokat - algebrai szempontbé] - azonosnak tekintjiik, a csoportok "bels3" tulajdonsagaival nem s lehet dket megkilonboztetni egymastol. Sok példank lesz litszélag
nagyon kilénbozs, de mégis izomorf csoportokra. Egyenlére nem koveteliink meg az izomorfizmusainkté] sem folytonossagot, sem mas esetleg "természetes”-nek létszé jétulajdonsigot.
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Algebrai struktirék, izomorfidjuk

Az (4. Q) par algebrai struktira, ha A nem ires halmaz, és Q az A-n értelmezett véges
véltozds miiveletek halmaza. ( Ha tehit o e @ akkor egyértelmiien létezik olyan n € No,

melyre o : 4" 4 figgvény.)
Emlékeztets

Legyen - a G, ®a G halmazon értelmezett binér miivelet. A @ : G — G fliggvényt
homomorfizmusnak nevezzik, ha mivelettarts, vagyis minden a,, @, € G esetén

olaay) = pla)) ® olay).

Epimorfizmus: sziirjektiv homomorfizmus
Monomorfizmus:  injektiv homomorfizmus
Izomorfizmus: bijektiv homomorfizmus
Endomorfizmus:  haG=G’

Automorfizmy ha G= G és bijektiv





