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A.5.6 Tétel (Lagrange tétele)

Egy véges csoport barmely részcsoportianak elemszama osz!

ja a csoport elemszimanak.@

Egy csoport elemszamat 3 csoport rendjének is szokss nevez

Mivel egy elem rendje megeayezik az altala generalt ciklikus részcsoportnak az elemszamaval, ezért a
Lagrange-tétel alapjan barmely g-re o(g) | Glis teljesil. Ez a rend tulajdonsagai alapjan g/®! =e-vel
ekvivalens. Ha specidlisan G 2 modulo m redukalt maradékosztalyok multiplikativ csoportia, akkor igy éppen
a2 Euler-Fermat-tételt kapjuk.

Végul megemlitiuk, hogy més algebrai struktirakhoz hasonléan ket csoportot akkor nevezink izomorfnak, ha
Iétezik kozottik mivelettarts(1) bijekcio. Példaul a valés szamok additiv és a pozitiv valos szamok multiplikativ
csoportja izomor, ugyanis 3z T - 2% megfeleltetss bijektiv és mivelettarts. Két ci
akkor izomorf, ha azonos az elemszamuk.
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A tétel allitasa [szerkesztés]

Ha a és m egymashoz relativ primek (azaz legnagyobb kozs oszt6juk 1), akkor

4o

(mod m)
ahol o(m) az Euler-féle o-fiiggvény, a pedig egy tetszoleges egész szam.
Atétel a kis Fermat-tétel altalnositasa, hiszen ha p primszam, akkor g(p) = p— 1. A bizonyitast Leonhard Euler kozolte 1736-ban.
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Atétel specialis esete a csoportelméleti Lagrange-tételnek. Tekintsiik a modulo m vett redukalt maradékrendszer G = Z*, multiplikativ csoportjat. Ekkor G elemszama |G| = o(m). A
Lagrange-tétel szerint egy véges G csoport tetszoleges g elemére
el

ahol e a G = Z*, csoport egységeleme.
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Euler-Fermat tétel

Mire j6 egyaltalan a  figgvény?

Euler-Fermat tétel

Ha (a,m) = 1 akkor a(™ =1 mod m.

Ezen tétel segitségével gyorsan ki tudjuk szamolni, hogy egy a
s24m k-adik hatvanya, milyen maradékot ad m-mel osztva ha a
és m relativ primek.

Példa: 172 mod 24

(24) = (2° - 2%)(3' - 3°) = 8, igy

172"): 17 (17');" 1715 =17 mod 24.

Igazabol az derdl ki, hogy ha a és m relativ primek és k = /
mod p(m), akkor & = &' mod m. Ez visszafele viszont nem
feltétlenil igaz! Példaul 3' = 3% mod 13, azonban

124 mod ¢(13).
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Csoport rendje [szerkesziés]

Haa (G, -) csoport alaphalmaza véges, akkor véges csoportrol beszéliink. Ebben az esetben G elemszama a csoport rendje, amit igy jelolink: |G|. A tobbi esetben is egyens a
csoport rendje a csoport elemszamaval (tehét példaul megszamiainatoan végtelen rendi csoportrol is beszélhetiink).
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Lagrange tétele [szerkesztés)

Az el6z6 szakasz megjegyzésel alapjan: véges csoport tetszdleges részcsoportjanoz tartozo mellékoszialyok szama (amit a részcsoport indexének neveziink és igy jelolunk:
|G : H|) osztéja a csoport rendjének. H rendje maga is osztoja G rendjének, és |G : H| - |H| = |G|. Ez Lagrange tétele.
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A.5.1 Definicié

Egy G nemiires halmazt csoportnak neveziink, ha értelmezve van G-n egy asszociativ mivelet, Iétezik
egységelem és minden elemnek van

verze.

Ugyanehhez a fogalomhoz jutunk, ha — a testnél és gyiiriinél Istottakhoz hasonloan, az A.1.7 Tétel alapjn —
32 egységelemre és inverzre vonatkozs kikotés helyett a mivelet (mindket oldali) invertslhatssagat friuk el6.

A csoport egységelemét ltalaban e-vel, egy g csoportelem inverzét g™*-gyel jelolik. Ha a mivelet
kommutativ, akkor kommutativ csoportrél vagy Abel-csoportrél beszélink.

Példak csoportra
P1. Barmely gyiird (igy specislisan barmely test is) az 6sszeadasra nézve kommutativ csoportot alkot. Ennek

megfelelgen Abel-csoportot alkotnak a szokasos osszeaddsra az egész, a paros, a racionlis, a valds vagy a
komplex szamok, 3 (megfelels) matrixok, polinomok, fuggvények, a modulo m maradékosztalyok stb.

P2. Bérmely (akér nemkommutativ) test nemnulla elemei a szorzésra csoportot alkotnak. Ennek megfeleléen a
nemnulla(!)racionslis, valss vagy komplex szamok, a nemnulla maradékosztslyok modulo p(ahol p prim) stb.
a szokdsos szorzasra csoportot alkotnak.
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A.5.2 Definicié

Egy G csoportban egy gelem rendje az a legkisebb olyan npozitiy egész szam, amelyre g"=e(ahol & a csoport
egységeleme), illetve ha nincs ilyen n, akkor g rendje végtelen.o

A g elem rendjét o(g)-vel jelaliuk (ezt ,ordo g"-nek olvassuk). Példaul D,-ben o(f)=n,o(t)=2, az egész szimok
additiv csoportjaban a nullan kival minden elem rendie végtelen.

A rendfogalom ket fontos specialis esetét kapjuk, ha a nemnulla komplex szamok, illetve a modulo m reduklt
maradékosztalyok multiplikativ csoportjat tekintjuk. A masodik esetben ezzel pontosan a kongruenciaknal
tanult rendfogalomhoz jutunk. Az els6 csoportban 3 véges rendii elemek éppen az egységgyokok lesznek.

Barmely csoportban érvényes, hoay egy n-edrendi elem két hatvanya akkor és csak akkor egyenl§, ha 3
kitevék kongruensek modulon, egy végtelen rendi elemnek pedig csak az azonos kitevéiji hatvanyai egyeznek
meg. Ebbél kovetkezik, hogy minden elemnek pontosan annyi kiilonbozs hatvanya van, mint amennyi a
rendie.

A.5.3 Definicié.

Eay csoport ciklikus, ha eqyetlen elem (osszes egész kitevsii) hatvanyaibsl all. Egy ilyen elemet a ciklikus
csoport generatorelemének neveziink.s
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Egy G csoport részcsoportianak egy olyan H C G részhalmazt nevezink, amely maga is csoport a G-beli
milveletre (pontosabban annak megszoritasara) nézve.

Belithats, hogy G-nek eay H nemires részhalmaza akkor és csak akkor részcsoport, ha zért a G-beli
miveletre és inverzképzésre nézve (azaz 7, sH = rsH, v H).

Példak: A valos egyitthatés polinomok additiv csoportjban részcsoportot alkotnak az egész egyitthatés
polinomok, a legfeljebb otodfoki polinomok (ideértve a 0 polinomot is), 3z x*+1-gyel oszthaté polinomok stb.
Barmely G csoportban részcsoport maga 3 G, valamint a csak az egységelembs &ll6 részhalmaz (ezt 3
tovabbiakban {e} helyett roviden e-vel jeloljiik); ezeket trividis részcsoportoknak nevezzik. Barmely elem
6sszes (egész kitevsii) hatvanyai is részcsoportot alkotnak, ez az adott elem altal generslt ciklikus
részesoport.

A.5.5 Definicié

Leayen H részcsoport G-ben és gG tetszéleges elem. Ekkor a gH = {ghhH} halmazt H szerinti ba oldali
mellékosztslynak nevezzik.0

Belsthato, hogy két,H szerinti bal oldali mellskosztaly vagy diszjunkt, vagy egybeesik, tovabbs 3 bal oldali
mellékosztalyok egyesitése éppen G. A (kilonbozs) bal oldali mellékosztslyok szamat a H részcsoport G-beli
indexének nevezzik és|G:Hl-val jeldljik.





