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Példa 2.1. A szimelmélet kozponti objektumai a (Z: +) végtelen (ciklikus) csoport, az n szerinti
‘maradékosztdlyok (Z;+) esoportja, illetve az n szerinti redukilt maradékosztilyok csoportja a
szorzdsra nézve. Az algebriban nagyon fontosak a rogzitett K test feletti, n x n-es invertil-
hat6 mitrixok csoportjai, illetve ennek killonbisz részesoportai: GLy(K), SLy(K), PGLy(K).
PSLy(K), PTLy(K),
Kiilondsen fontosak és érdekesek ezek véges testek, R és C esetén. GLy(R) fontos részesoportai
is métrixok O, (R) és a specilis ortogondlis mitrixok SO,(R) csoportjai. Ezekkel
analog modon tekinthetd GLy(C)-ben az unitér métrixok Uy(C) és a specidlis unitér mitrixok
SUA(C) esoportja.

Aleggyakoribb csoportkonstrukci, amikor valamilyen matematikai objektum szimmetriinak
csoportjit tekintiik. Ez a matematika killonboz0 dgaitd] fiiggden lehet pl.

az ortogor

‘geometria: Sikidomok, testek szimmetriacsoportja,
sdellelmlet, algebra:

amikor a struktira nyelve Gres, vagyis a “halmazok antomorfizmuscsoport
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Ameliékosztaly a matematika egyik ganak, a csoportelméletnek a fogalma. Ha adott egy csopor, ennek egy eleme valamint egy részcsoporta, akkor a részcsoport adott elem
‘szerinti mellékosztalya azoknak az elemeknek a halmaza, amelyek a részcsoport elemeinek az adott elemmel valé szorzataboll!l adodnak.

AKo20s részcsoporthoz de mas-mas elemhez tartozé mellékosztalyok vagy egyenidk (azaz minden elemiik kozos) vagy diszjunkiak (azaz nincs k6z6s elemik). Szamossaguk
egyenld a részcsoport rendjével (azaz a részcsoportba tartozé elemek halmazanak szamossagaval). Ezekbdl kovetkezik, hogy a csoport elemei egy adott részcsoportra nézve mind
pontosan egy-egy mellékosztalyba tartoznak. Innen ered az osztaly elnevezés.
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Legyen G = (G, *).”" I pedig ( reszcsoportja, valamint g egy Gr-beli elem:
H<G g€@G

Ekkor a H részesoportnak a g szerintijobb oldali mellékosztlya a kovetkezd haimaz.
Hxg={hsglhc H} CG

bal oldali mellékosztalya pedig
gxH={g+h|hc H}CG

Ha a * mivelet kommutativ, akkor a két fogalom megegyezik, és elég egyszeriien mellékosztélyrol beszéini

Tulajdonsagok [szerkesziés )

Diszjunktsag |[szerkesztés |

Egy adott részcsoport ugyanolyan oldali, de kiilonboz6 elem szerinti mellékosztalyai vagy diszjunktak, vagy egyeniok:
H<G fgeG
Hx+f#H+g = HxfnHxg=0

Masképp megfogalmazva: ha van kozos elemiik, akkor minden elemik kozos:
(FzeHxf: zecHxg) = (WeHsxf: yecHxg)
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AzOnos szamossag | szerkesztés]
K626 részcsoporthoz tartozé mellékosztalyok szamossaga megegyezik a részcsoport rendjével

H<G, VgeG: |Hxg|=l|g+H| =|H

Bizonyitasa:
« Legyen g € G tetszdleges és
@: H—Hxg, > z*gegyérteimiihozzarendelés (Tiggvény),
« Legyenz,y € H.
Tegyik fel, hogy
#(z) = ¢(y)
Vagyis
zxg=yxg [()*g *. mivel csoportrol van 526, Iétezik inverz.
z=y
« Tenét a fuggvényértékek csak akkor egyenidk, ha a valtozok s, valamint a képhalmaz egyben értékkészlet is a meliékosztaly definiciéja alapién. Ebbol kovetkezik, hogy @
Kkolcsonosen egyértelmil hozzarendelés, azaz bijekcio.
« Mivel H és H » g kozott Iétesithet kolcsonsen egyérteimi hozzarendelés (a ), a két haimaz szmosséga a szamossag definicidja szerint egyenid:
|H xg| = |H]|

« Abizonyitas ugyanigy miikodik az ellenkezd oldali mellékosztalyokra i, tehdt az allitas bizonyitasa kész.
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Lagrange tétele [szerkesziés]
A mellékosztalyok fenti tulajdonsagainak felhasznalasaval Lagrange tétele egyszeriien bizonyithato
Tétel: Véges csoport minden részcsoportjanak rendje 0sztja a csoport rendét, azaz:
VH<G: |H|||G]
Bizonyitas:
« H kulonbozd mellékosztalyai diszjunktak és azonos szamu, | H| darab elemet tartalmaznak.
« Minden G-beli g elem benne van az egyik mellékosztalyban
péidaul a H  g-ben, hiszen e x g = g, ahol e a H csoport egységeleme (ami megegyezik G egységelemével).
« Ateljes G halmaz elemszama egyenld a kulonbozs (tehat diszjunkt) mellékosztalyok elemszamanak Gsszegével, hiszen atfedés nincs koztik de Kitoltik a teljes haimazt Ezeknek
ameliékosztalyoknak a szamat |G : H| jeloli (ennek neve a H részcsoport indexe a G csoportra). igy
6+ H-|H| = |G|
vagyis
=] |G|
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1.3. Tétel. [Lagrange tétele]
Legyen G véges csoport, H < G részcsoport. Ekkor |H| | |GI. (Szavakban:
véges csoport részcsoportjdnak rendje mindig osztja a csoport rendjét,)

Bizonyitds: A fenti tétel szerint a H szerinti mellékosztélyok | H| méreti diszjunkt
részekre vigjik a G csoportot. Ez nyilvan esak akkor lehetséges, ha | H] | |6l. o
A |G|/|H| szimot a H részesoport indexének szoktik nevezni és |G : H]|-val

jelolik. A Lagrange-tétel egyszerii és fontos kovetkezménye az elem rendie és a
csoport rendje kizoitti kapesolat:

1.4. Kivetkezmény. Legyen G véges csoport és g € G. Ekkor olg) | GI. (Sza-
vakban: véges csoport elemének rendje mindig osztja a csoport rendjét,)
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Acsoport olyan (G, -) egymiveletes algebrai struklira, anol G tetszdleges nemires halmaz, - pedig egy -(x.y): GXG — G, azaz a G-beli elemparokhoz G-beli elemeket rendeld
fuggvény, melyekre tefjestiinek az alabbi tulajdonsagok (csoportaxiomak)

A1). Az a,b,c eleme G elemre (a-b)-c = a-(b-c) (asszociativitas):

A2) Az e eleme G, amelyre a eleme G esetén' ea=ae=a (neutralis elem létezése);

e eleme G esetén

A3). Az a eleme G elemhez minden, az A2). tulajdonsagot teljesi o
(inverzelemek Iétezése)

taldihato olyan a1 , amelyre a-ah- = a-a = e
Belathatd, hogy barmely csoportban a neutralis elem egyértelm, és minden elemnek pontosan egy inverze létezik
Aneutralis elemet az egyszerliség és a konnyebb szemiéltethetdség kedvéért gyakran egységelemnek vagy nullelemnek nevezik.
Belathatd, hogy egy (G.-) algebrai struktra akkor és csak akkor csoport, ha tefjestil A1). s a kovetkezd A2). tulajdonsag
A2). Tetszoleges b eleme G esetén léteznek olyan xy eleme G elemek, (az a-x = b ésy-a = b egyenletek
melyekre ax = b és y-a = b teljestl megoldhatéak G-ben x-re &s y-ra)
T4 tétel: Barmely csoportban legfeljebb egy egységelem létezik, az egységelem egyérteimd.
Biz. Legyen e.f eleme G egységelem G-ben, ekkor telszoleges a eleme G-re a-e = e-a=a ésa-f=fa=als tellesll A1). szerint. Ekkor persze Freis tefjestii azae =ea=a
egyenioség miatt f-e = e-f = f, e-re pedig az a-f = f-a = a egyeniéség alapjan e-f = f-e = e. Minthogy az egyenloség tranzitiv relcio, e-f =T és e-T= e alapjan f = e, azaz barmely
Két egységelem egyenid, tendt tényleg nincs ket kilonbozo egységelem.

T2. kévetkezmény: Barmely (G,) csoportnak pontosan egy egységeleme van.
Biz.: A2) alapjan létezik egységelem, T1) alapjan pedig ha létezik. akkor pontosan egy Iétezik, ebbdl kovetkezoen létezik is, és pontosan egy létezik

Egy csoport rendjén elemeinek szamat értjuk, és |G-vel jeloljuk
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Egy csoport részcsoportjai azok a nem Ures részhalmazai, amik szintén zartak a csoport milveleteire, a szorzasra és az invertalasra nézve, és tartalmazzak az egységelemet. Haa
H csoport részcsoportja G-nek, akkor ennek jele H < G. Minden csoportnak vannak részcsoportjal, részcsoport példaul az egységelembdl allo egyelemi haimaz minden
csoportban, és az egész csoport is részcsoportja Gnmaganak. Részcsoportok metszete is részcsoport. Ket részcsoport unicja akkor és csak akkor részcsoport, ha az egyik
tartalmazza a masikat. A részcsoportok generalnaték. Eqy csoport részcsoportjai halot alkotnak a tartaimazasra, mint rendezésre, a halmazelméleti metszetre, mint metszetre, és a

halmazelméleti unié attali generalasra, mint egyesitésre nézve.
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Ha a (G, x) csoport egy H részhalmaza maga is csoportot alkot a H x H-ra leszilkitett x miivelettel, akkor (H, *')-ta (G, x) részcsoportjanak v. alcsoportjanak nevezziik
# + H x H — H a  lesziikitése). A részcsoport jelolése: H < G. Részcsoportok metszete maga is részcsoport; részcsoportok unisja altalaban nem az.

Ha H # G, akkor H- G valédi részcsoportjdnak nevezzik.
Megjegyzések:

« H nem lehet ires, hiszen legalabb az egységelemet tartaimazza
« H rendje osztja G rendjét
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VIEIIeROSZTALYOK [ szerkesztés |

Legyen H < Gésx € G. Ekkor

« azzH = {zala € H} C G halmazt H z szerinti bal oldali mellékosztalyanak, illetve
« aHz = {ax|a € H} C G halmazt H z szerinti jobb oldali mellékosztalyanak nevezzik.

Megjegyzések:
« Altalanos esetben a bal és jobb oldali mellékosztalyok kilonboznek.
« Két bal oldali (ill. jobb oldali) mellékosztaly vagy megegyezik vagy nincs kozos elemiik, és a bal oldali (. jobb oldali) mellékosztalyok lefedik a tefjes G-t (azaz uni6juk elddlitia G
1
« Az egyes mellékoszialyok szamossga megegyezik (megegyezik tenat H rendjével).
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22. Részesoportok, példak.
Definicié 2.6 (Részcsoport). Legyen G egy csoport, és H C G olyan részhalmaza, amibSl nem
vezetnek ki a miiveletek, vagyis:

eccH

egcH=g'cH

egLpEH=>gimeH
Ekkor H a miiveletek megszoritdsival szintén csoportot alkot. Ezeket G részesoportjainak hivjuk.




