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Egy F test feletti Jordan-blokk olyan nxn-es matrix, ahol a féatisban minden elem A € F, a f6ti6 felett 1-esek alinak, a tobbi elem pedig 0. A a Jordan-blokk sajatértéke.
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A Jordan-normalforma tulajdonséagai [szerkesztés)

Bamely F test elemeibdl képzett nxn-es A métrix hasonio egy Ftest feletti nxn-es J Jordan-matrixhoz. Tendt létezik P invertalnaté matrix, melyre P~ AP = J . J-taz A métrix
Jordan-normalformajanak nevezzik.

Akovetkezs tulajdonsagokat allapithatjuk meg:

« A sajatériekei a J matrix datiojaban all6 elemek.

« Egy adott \; sajatérték geometriai multiplicitisa Ker(A  \;) dimenzija (ahol I egységmatrix), és ennyi a \;-hez tartozé Jordan-blokkok szama.
« Egy adott \; sajatériékhez tartozé osszes Jordan-blokk méretének osszege A; algebrai multiplicitisa.

« Aakkor és csak akkor diagonalizalnato, ha barmely \ sajatértékének algebrai és geometrial multiplicitisa megegyezik.

Egy A matrix Jordan-normalforméjanak meghatarozasahoz nem elegendd ismerni a sajatértékeinek algebrai és geometriai multiplicitasat. Feltéve, hogy egy ) sajatértékhez tartozo
m(X) algebrai multiplicitas ismert, a Jordan-normalforma felépitését (A — A)™*) hatvanyok rangjénak vizsgalataval hatérozhatjuk meg: Tegy(ik fel, hogy egy nxn-es A matrixnak
egyetlen sajatériéke A Tenatm(\) = N. A legkisebb ky egész, melyre

(A== =0

a legnagyobb Jordan-blokk mérete A Jordan-normalformajaban.
(A—xh 1

rangja a k; méretii Jordan-blokkok szama. Hasonléan
(A= 2

rangja a k; méreti Jordan-blokkok szamanak kétszeresének és aky 1 méretil Jordan-blokkok szamanak 6sszege. Ezt a modszert ismételve megkapjuk A Jordan-
normalformajanak felépitését Tobb sajatérték esetén hasonloan jarhatunk el.

Ezt felhasznélva belathatd, hogy ha J; és J, A matrix Jordan-normalformai, akkor J és J, hasonlé.
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Hatvanyozas [szerkesziés]

Ha k egy természetes szam akkor egy matrix Jordan-normalformajanak k-adik hatvanya a kovetkezo:
Bk (B 2
N PO PO R

AN 1 0 0 0

0 x 1 0 0 o @ 0 o
000 xn 0 0| =[0 o X0 o0
00 0 X 1 0 0 [
0 0 0 0 X 0 0 0 0 ).’2‘

Tehat hatvanyozas utan minden egyes Jordan-blokkbol egy fels6 haromszogmatrix lesz. A felst haromszogmatrixok f6aticjaban XE, a 16t felett (F)AF 1, . vegui () AF ¢
szerepel, ha J; a \; sajatértéknez tartozo (1+1)x(1+1)-es Jordan-tomb,

(Megjegyzés: (¥) = 0.nak <1)
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Jordan tétele.

‘Tétel (Kiss-jegyzet, 765, Tétel)

Minden M € C"*" mitrix bézistranszforméciéval Jordan-alakra hozhaté. Ez eset-
leg tbbiféleképpen is lehetséges.  kapott Jordan-féle normlalak azonban egyértelmi:
esak a blokkok sorrendje véltozhat. Azaz minden A és m esetén egyértelmiien megha-
térozott (nem fiigg a vélasztott dj bézistdl) az, hogy a kapott Jordan-alaki mitrixban
‘hany darab J; , blokk szerepel.

Bizonyitds: a kivetkezs félévben, de nem minden szakirinyon. Lisd: Kiss jegyzet,
7.6.6. Tétel és 7.4.5. Lemma. A jegyzetben egy algoritmus is szerepel arra, hogy ho-
gyan Iehet megtaldini a Jordan-alako, és a hozzd tartozo bézist. Az eljirisbol a mini-
‘milpolinomot is megkapjuk. Haszna: van képlet a Jordan-alak hatvényozisdra.
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1. Diagonalizalds

Diagonalizalhaté matrixok

Ismétiés

Legyen M, N € T"*". Az M és N hasonld, ha van olyan A lineiris transzfor-
mécio, hogy M is és N is az A métrixa cgy-cgy alkalmas bzisban. Az M és.

N pontosan akkor hasonlo, ha M = SN alkalmas invertilhaté S € T"*"
matrixra.

A € Hom(V) diagonalizdlhatd, ha van olyan bizis, amelyben A métrixa diago-
nilis. A diagonalizilhato <= van sajtvektorokbol allo bizis.

Definicio

Az M mitrix diagonalizalhats, ha hasonlé egy diagonilis mitrixhoz.
Ekvivalens: M egy diagonalizilhato transzformcio mitrixa.

s ? 5 el

Az i bizis a sajatvektorokbol fog alni:

M:[']‘ o = k@ =2 -1 = a2 A sajatertei 21,
Sajatvektorokbl 4l bizis példsul [:] [7:]

1
1
a2z oszlopok az 1 bizis vektorai a régi (a szokisos) bizisban.

Mmmm.umms:[
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Ennck inverze 5 5 l]la.m

sust [; 7“’] a2 M diagonalizdltia (f6itloban sajatértékek).

Vagyis M-t bizistransaformiicioval diagonilis alakra hostuk.

A diagonalizlhatésig clégséges feltétele

Tetel

Ha cgy n % n-cs mitrix karakterisatikus polinomjinak n kilinbizs gydke van,
akkor a mitrix diagonalizdlhata.




image4.jpeg
Hasonlésag, Diagonalizalis

Definicio: Az A mitrix hasonld a D miitrixhor, ha létezik egy olyan P mitrix, amelyre: D= P'AP.

Definicié: Az A kvadratikus mitrix diagonalizilhatd, ha hasonlo egy diagondlis mitrixhoz.

Tétel: Hasonld mitrixok sajitértékei megegyeznek.
Tétel: Ha valamely A kvadratikus matrix sajitértékei mind killonbozok, akkor a mitrix diagonalizilhaté.
Osszefoglalva az (n x n)-es A mitrix diagonalizilisa:
1. A sajétértékek kiszamitasihoz meg kell oldanunk a karakterisztikus egyenletet:

P(A) =det (A= AT,).
2. Ennek gyoktényezds alakjt tekintve:

PO == 2)™ - (A= Ag)™ - (A= A)™
A sajitértékek (lehetnek komplexek is!) algebrai multiplicitisa r,
3. Mindegyik sajétértékhez megkeressiik a hozza tartozd sajitvektor, vagyis megoldjuk a kovetkezs egyenletet
det( D=0
Legyen n, a Ay sajétértékhez tartozd altér dimenzidja, misképpen a sajatérték geometriai multiplicitisa. Ha

minden sajitérték esetén az algebrai és geometriai multipliitds azonos, akkor megadhato sajétvektorokbol allo
bizis, és ekkor a mitrix diagonalizdlhato.

4. Ha a mitrix diagonalizilhato, akkor a hozzishasonlé D diagondlis mirix az alibbi keplettel szamolhato
definicio szerint: D= §'AS,
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ahol § a sajétvektorokbol, mint oszlopvektorokbdl dllo mitrix. Az D diagondlis métrix diagonlisiban a
sajétértékek dllnak, olyan sorrendben, ahogyan a hozzjuk tartazo sajétvektorokat a mtrixba beirtuk, tehit az i
oselopban a fidiagondlisban az S mitrix . oszlopvektorban ll6 sajétvektort meghatirozo sajitértek dll.

Példa diagonalizélista
6 -1 M
|,y | eomek suteniiei . 4 az sskhes rtozd sjitvektorokrendre: ||, |

L T

6 -1 50
Tehit,a mitrix hasonl az. mitrishoz.
p 0 4
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Alinedris algebraban minden F" algebrailag zart test feletti négyzetes A métrix (ahol a matrix sajatértékei F test elemel) egy adott normalalakra hozhaté a bézis megvaltoztatasaval
Ebben a normalformaban a foatioban és a foati6 felett levo elemek kivételével minden elem 0, tehat a matrix majdnem diagonalis. A matrixoknak ezt az alakjat Camille Jordanrsl
nevezték el




