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Amatematika, azon bellil a grafelmélet tertiletén a Paley-grafok olyan siiri, iranyitatian grafok, melyek egy megfelel véges test azon
elemparjainak 6sszekstésével keletkeznek, melyek egy kvadratikus maradékban (nem nulla négyzetelemben) kulsnboznek. A Paley-
grafok konferenciagrafok végtelen csaladjat alkotjak, melyek szimmetrikus konferenciamatrixok végtelen csaladjahoz vezetnek. A
Paley-gréfok lehetové teszik a grafelméleti eszkozok alkalmazasat a szamelmélethez tartozo kvadratikus maradékokon, egyéb érdekes
tulajdonsagaik miatt pedig a grafelméletben szélesebb korben is alkalmazzak ket

A Paley-grafok Raymond Paley-rol kaptak neviiket Szorosan kapcsolodnak a kvadratikus maradékokbol Hadamard-matrixokat eloalito
Paley-féle konstrukciohoz (Paley 1933). A Paley-grafokat egymastdl figgetientl (Sachs 1962) és (Erd6s & Rényi 1963) is bevezette
‘Sachst az Gnkomplementer tulajdonsaguk érdekelte, mig Erdss és Rényi a szimmetridikat tanuiményoztak

Az iranyitott Paley-grafok (Paley-digrafok) a Paley-grafok iranyitott analégiai, melyek antiszimmetrikus konferenciamatrixokhoz
Vezetnek Ezeket (Graham & Spencer 1971) vezette be (fiiggetlenil Sachs, Erdds és Rényi munkaitol) olyan tournamentek
konstrukciés modszereként, melyek egy korabban csak véletien toumamenteknek tulajdonitott jellemz6vel rendelkeznek: egy iranyitott
Paley-grafban a csiicsok minden kis részhalmazat valamely mas csics dominalja.
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A13 rendii Paley-gréf
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Definici6 [szerkesztés]

Legyen g olyan primatvany, melyre g = 1 (mod 4). Tehét g vagy egy pitagoraszi prim (prim, ami kongruens 1 mod 4) vagy egy paratian, nem pitagoraszi prim paros hatvanya. A g
Kivalasziasi modjabol kovetkezik, hogy a g rendii véges testben, Fo-ban a —1 elemnek Iétezik négyzetgydke.

EKKor legyen a graf csiicshaimaza, V = Fq, az élhalmaz pedig:
B={{a,b} s a—be (F)'}

Ha az E tartaimaz egy {a.b} pérat, az a két elem barmely sorrendjében szerepelhet. Mivel a - b = ~(b - a), és -1 egy négyzet, a - b pontosan akkor lehet négyzet, ha b - ais
négyzet

Definici6 szerinta G = (V, £) a q rend Paley-graf.

Példa [szerkesztés]

Ha g = 13, az F, test egyszerlien a modularis aritmetika modulo 13-mal. A kovetkez5 szamok rendelkeznek négyzetgyokkel mod 13

o +1 (+1 négyzetgyokei az +1-nek, £5 a ~1-nek)

« £3 (+4 négyzetgyokei a +3-nak. £6 a -3-nak)

o £4 (+2 négyzetgyokei a +4-nek. £3 a ~4-nek).
Tenat a Paley-grafan a [0,12] egész szamoknak megfeleltetlink egy-egy csticsot, és minden lyen csticsot a hozza tartoz6 x egész szam hat szomszédjaval Kotk ossze:
X1 (mod 13), x+ 3 (mod 13) s x + 4 (mod 13).
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Tulajdonsagok [szerkesziés )

« APaley-grafok Gnkomplementer tulajdonsaggal rendelkeznek: barmely Paley-graf komplementere izomor az eredeti graffal, példaul azon leképezés tjan, ami az x csiicsot
Xk (mod )-ba viszi, ahol k barmely nemmaradék mod g (Sachs 1962)
« Ezek a grafok ersen reguiarisak, a kovetkezd paraméterekkel

519 (0 4a- 1, 4a-9), 2a-1).

Ezen til a Paley-grafok a konferenciagrafok végtelen csaladjat alkotjak.

« APaley-grafok sajatértékei (g — 1) (1 multiplicitassal) és 3 (— /g) (mindkettd % (g — 1) multiplicitassal), és a kvadratikus Gauss-osszeggel szamithatok ki
. stererel (g — 1 sssalyés 1(-1 61— 1 5 . it

« Ha g prim, az (G) izoperimetrikus szamra a kovetkezd koritok ismertek

e ﬁ)( ‘/q)

« Ha g primszam, a hozza tartozo Paley-graf egy Hamilton-krrel rendelkezG cirkulans gra.
« APaley-grafok kvézi-véletlenszerdek (Chung et al. 1989): az a szam, ahanyszor az Gsszes lehetséges konstans rend( graf megjelenik eqy Paley-graf részgrafiaként (nagy g
éntékek felé tartva) megegyezik a véletlen grafokéval, és a nagy csiicshalmazok éleinek atlagos szama is megegyezik a véletlen grafokban mért értékkel.




