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Két nagyon fontos és nagyon sokat hasznalt alkaimazast emiitunk:
« az egyik a primtest Iétezésének igazolasa, és a véges testek jellemzése elemszam szempontjabol (véges test elemszama mindig primhatvany, mégpediq a karakterisztika
hatvanya; véges testnek mindig van egy minimalis, prim elemszami részteste, melynek elemszama épp a karakterisziika; e test a primiest):
« tovabba ha a gyriibel elemeket a karakterisztikara mint hatvanykitevére emeljik. igy az tn. Frobenius-figgvény értékeit szamoljuk ki, mely leképezésrol belathato, hogy
testekben homomorfizmus, azaz 6sszeg- és szorzattarté; utébbi allitasnak fontos szerepe van a véges testek feletti polinomok elméletében
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6.1.2 Defini .D6.1.2
Az f szamelméleti faggvény multiplikativ, ha barmely (a,b) = 1 esetén f (ab) = f (a) f (b) teljesil. &
6.1.3 Definicié . D 6.1.3

Az f szamelméleti fugguény teljesen multiplikativ (vagy totdlisan multiplikativ), ha minden a, b esetén

£ (ab) =  (a) f (b) teljesul. &
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Algebrai tulajdonsagok [szerkesztés |

Ha n természetes szam, akkor a (Z/nZ)* multiplikativ csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha n 2, 4, p* vagy 2p¥, ahol p paratian prim, és k természetes szam. Ezeknek a
generatorai a primitiv gyokok modulo n.

Minden p primre a (Z/pZ)* p-1-edrendii multiplikativ csoport cikiikus. Altalaban, minden véges test multiplikativ csoportja ciklikus.

Egy véges test véges testbovitéseinek Galois-csoportja véges cikiikus csoport. Megforditva, minden véges K testhez és minden véges Galois-csoporthoz Iétezik L/K testo
‘aminek Galois-csoportja éppen G.
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«€ Ez as260ikk a test nev algebrai struktirarol sz0l. Hasoni cimmel lésd még: Test (egyérteimdsits fap)

Az algebraban a test egy olyan F = (T; +, -) kétmiveletes algebrai strukturat jelcl, ahol T kommutativ csoportot alkot a + (,5szeadas’) miveletre nézve, a - (.5201zas")
Kommutativ, asszociativ, minden nem nulla elemnek van inverze a - milveletre nézve, tovabba a - miivelet disztributiv a + miveletre.

Egyes szerzok testnek nevezik az olyan algebrai struktirakat is, amelyekben a szorzas nem feltétientl kommutativ, de a fenti tulajdonsagok egyébként teljestinek. £ cikkben az iiyen
struktirakat ferdefestnek nevezzik, és testen mindig kommutativ ferdetestet értink.

Atest nagyon fontos fogalom az algebran beldl, nem utolsésorban amiatt, mivel rendkiviil sok. az elemi matematikabol is ismert szamcsoport kozos altalanositasat nydjtja: pl. a
racionalis, a valos és a komplex szamoket. A testek a matematika nagyon sok mas teriletén is felnasznalnatoak (id. "A testelmélet alkalmazasal').
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Karakterisztika [szerkesztés]

Ha van olyan n pozitiv egész szam, hogy a test valamelyik elemét n-szer 6nmagahoz adva 0-t kapunk, akkor n tobbszordsei is llyen tulajdonsagiiak. A legkisebb ilyen n-ta test
inak nevezzilk: ennek gyakori jellése char F- Ez kannyen léthatoan ugyanaz minden elemre és primszam. Ha ilyen szam nincs, akkor azt mondjuk, hogy a test
karakterisztikaja O (fitkabban: végtelen).
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Résztest, testhbvités [szerkeszes]

Ha az elemek egy T részhalmaza maga is testet alkot az F-beli miiveletekkel (ebbe beleérijik, hogy tartaimazza a testbeli 0-t és az 1-et), akkor beszélnetiink a T elemei alkotta K
résztestrl; ezt péladul K c F-fel jelohetjuk. Gyakran Iényegiatobb az a nézGpont, mikor a nagyobb testet a kisebb bvitésének mondjuk; ennek gyakori jelolése FIK vagy F/K

Eqy F test tetszdleges szami résztestének metszete is résztest, igy definiinato a T egy A részhalmazanak generdit részteste. E2 jellemeznetd KivalroI” az osszes A-t tartaimazo
résztest metszete; s ,beluirGI™: A-bGl, a 0-bol és az 1-bl a testmilveletekkel megkaphato 6sszes F-beli elem altal alkotott részhaimaz, ami torténetesen résztest.

Test és résztestének karakterisziikéja egyenid. A bvebb F test a K folott linedris teret (s6t, aigebrat) alkot a testmiveletekkel: a testbovités fokdnak nevezziik & vektortér dimenzicjat.
Az F biveDb test egy eleme algebrai K folott, ha gyoke egy nem konstans nulla K-beli egydttnatGs polinomnak; egyébkeént transzcendens. Péidaul a T szam transzcendens a
racionalis szmok teste felett. Algebrai elemmel bovitve aigebrai, iranszcendens elemmel bivitve transzcendens bovitéshez jutunk. Ha egy bovités foka véges, akkor algebrai

bovitésrol van sz6. Véges sok algebrai elemmel valo bavités helyettesithetd egy algebrai elemmel valo bovitéssel; ekkor a testbovités foka megegyezik az adott algebrai elem
minimalpolinomijanak a fokaval, amit az adott elem fokanak is neveznek.
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Primtest [szerkesztes]

Afentiek alapjan barmely testnek van minimalis részteste, ezt nevezzik a test primtestének. Ezt izomorfizmustol eltekintve egyértelmiien meghatérozza a test karakterisztikaja:
Véges p karakterisztika esetén a primtest az F), p elemii véges testtel izomorf, 0 karakterisztika esetén pedig  racionalis szamok (@ testével. Tehat Q-nal sziikebb végtelen test

nincs.

Véges testek [szerkesztés]

Minden véges ferdetest test. (Wedderburn-tétel.)

Konnyen elérhetd példat ad a véges testekre a modulo p maradékosztalyok rendszere, ahol p primszam: a szorzas invertalhatosagat kivéve minden testaxioma kovetkezik az egész
szamok és a kongruencia megfeleld tulajdonsagabol, azt pedig elemi szamelmélettel meg lehet mutatni. Ezeket a testeket Fy-vel, vagy néha GF'(p)-vel jeloljik (Galois Field
Evariste Galois tiszteletére). Osszetett szamok esetén viszont testhez nem, csak gy@irlinGz jutunk ezzel a modszerrel

Atesta primtestje folott linedris tér, ezért véges testnek csak primhatvany lehet az elemszama (vagyis olyan g szam, hogy g = p", ahol p primszam, n pedig pozitiv egész). liyen g-
k esetén viszont van — izomorfizmustol eltekintve egyetlen — g elemil test; mégpedig az &4 —  polinom felbontasi teste. E test multiplikativ csoportja cikiikus. A g elemil testet is Fy-
val, vagy GF(q)-val jeloljiik; ezek igen fontos szerepet toltenek be a szamitastudomanyi alkalmazasokban, kulonosen a kodeiméletben.
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Az absziraki algebraban a karakterisztika a gy irik (azok kozott is kiemelt fontossaggal a testek) numerikus jellemzdje. Defincicja azon az észrevételen alapul, hogy bizonyos
gyiiriikben barmely elemet Gnmagaval elég sokszor Gsszeadva 0-t kapunk. A legkisebD olyan n szamot, amelyre teljesil az, hogy egy adott gy(iri barmelyik elemét n-szer Gsszeadva
0-t kapunk, a gy(irii karakterisztikajanak nevezzik. Ha ilyen n szam nincsen, azt mondjuk, a gyiirii karakterisztikaja 0. Az R gyiiri karakterisztikajanak szokasos jele char(R)




