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Ebben a szakaszban leirjuk a véges testeket: minden g primhatvanyra izomorfia erejéig pontosan egy g elemd
test van, és mas véges test nincs. Belatjuk, hogy egy véges test véges bvitése mindig normalis, és a Gal
csoport ciklikus. Végil igazoljuk Wedderburn tételét, mely szerint minden véges ferdetest kommutativ.

Kiindulépontunk egy linesris algebrai észrevétel, amely  véges vektorterek elemszamat llapitja meg.

6.7.1. Al

Egy K véges test folotti n-dimenzios vektortérnek |K|” eleme van, ahol [K] 3 K elemszama.

Bizonyités. A V elemei egyértelmiien K;by+...+k,b, alakban irhatdk, ahol by,
K elem |K]-féleképpen valaszthatd, egyméstdl fuggetlendl. =

by, bazisa V-nek. Mindegyik ke

6.7.2. Kévetkezmény. Minden véges test elemszsma primhatvany.

Bizonyités. Ha K véges test, akkor karakterisz!
Gsszeaddsra). Ezért a K test P pri
bévitése. Ekkor K egy n-

ija egy p prim zen nincs végtelen rend eleme az
teste Z,-vel izomorf (5.8.7. Tétel). Ennek K véges, mondjuk n-edfoki
imenziés vektortér P folott, és igy elemszama p”. =

Eszerint minden p” elemd test additiv csoportja izomorf a (Z,%)" direkt hatvannyal (hiszen a vektortarek
elemei oszlopvektorokkal ellemezhetdk, ahol az osszeadast komponensenként végezzuk). A csoportelméleti
részben ugyanakkor belattuk, hogy minden véges test multiplikativ csoportja ciklikus (4.3.22. Tétel). Ebbsl
azonnal adédik, hogy
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6.7.3. Al

. Véges test minden véges bovitse egyszerti.

Bizonyités. Teqyik fol, hogy K= L véges bévités, ahol K véges. Persze ekkor L is véges (elemszama [K|1=¥1).
Legyen ge L egy olyan elem, amely generalja L multiplikativ csoportjat. Ekkor L=K{(a), hiszen L minden nem
nulla eleme g-nak hatvanya.

6.7.4. Gyakorlat. Igazoliuk, hogy az 5.2.10. Gyakorlatban talalt négyelemd test mindegyik eleme gyoke az
- polinomnak.

6.7.5. Tétel. Minden p” primhatvanyra létezik g=p” elemil test, mégpedig izomorfia erejéig eayféle. Ez 3 test
2 x%-x polinom felbontsi teste Z, folott (st elemei pontosan x7-x gyokei lesznek, mindegyik egyszeresen).
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3.5 Véges testek konstrukcidja, szamolds véges testekben

Ha a 33. Példa (2) pontjiban leirt konstrukeidt valamely K véges testre és f € Kix] irreducibilis polinomra.
alkalmazzuk, akkor a kapott Kix]/(f) faktortest véges lesz. Mivel Kixl/(f) minden elem egyértelmiien irhatd fel
-+ (£) alakban, ahol h € K[x] és h* < f°, ezért a Kix]/(f) faktortest elemszdma |(h € Kix]: h* < £} = [KI”". A
3.7. Megjegyzés szerint, ha K véges, akkor [K| = p’, ahol p a K test karakterisztikija és €  N.

Azt mr tudjuk, hogy Zp test, ha p pramszim. igy a fentick segitségével tovibbi —nem prim elemszimi—
testeket tudunk konstruslni.

Legyen K = Z; és f = x? +x+ T € Zofx]. Mivel az f polinom irreducibilis Z5 felett, ezért Zofx]/(f) test,
melynek Z,/1" = 22 = 4 cleme van: 0+ (), T+ (1), x+ (f) és x-+ T+ (f). Az egyseriség kedvéért czcket az
elemeket jel rendre: 0, 1, x és x+ 1. A Zy[x)/(f) test miiveleteinek tablzatai az aldbbiak:

0 1 x x4l o1 x x41
[ [ 1 x FEal 0 0 0 0 [
1 1 o x+1 x f o 1 x x+1
x x x+1 o ¢ x o x x+1 1
x+1 | x+1 x 1 o RET |8 il 1 x

A 3.7, Megjegyzés szerint minden véges test elemszima primhatviny, és az is bizonyithatd, hogy tetszdleges p
primhatvinyhoz létezik p* clemfi test
Konstruljunk 81 elemii testet. Mivel 81 = 3*, ezért induljunk ki a Z3[x] polinomeyiiriibél. Msr csak cgy
4-fokii irreducibilis polinomot kell talilmink Z[x]-ben. Legyen f = x* +3x* +x* +x+ 2. Ekkor f irreducibilis Z3
feltt, és gy a Zs[x]/(F) test clemszima [Z3[x]/(f)] = 3¢ = 81. Tekintsik a Z3[x)/(f) test @ = 2 42 +x+ 1+ (f)
2+ T+ T+ (f) elemeit. Ekkor
atB=03+x +x+T+() + B2+ +T+(f)
= (@4 +x+ D+ B+ T+ +(0)
=33 +3+(),
a-B=03+x +x+T+(f)- B+ +T+(f)
=(@+x2 +x+T)- (2 + I+ 1) + ()
=5 +32+T+(f)
=34+(f).
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T

Legyen y = x* +x+ T+ (f) € Zslx] + (1), é keressiik y inverzét § = g + (f) alakban, ahol g € Zs[d, g* < 4.
Ekdkor

v-8=T+(H) = (S +x+T+(7) (g + () =T+(A)
= O Hx+T) g+ () =T+(f)
S x+T) 9T
= (Bhe )P +x+T)-g-T=(x'+I* +2 +x+2)-h).
Mivel Inko.(c +x + T, + 2 422 + x+2) ~ T, ezért az
F+x+T)-g O+ +x +x+2)-h
egyenletnek van megoldisa Z3[x)-ben, pl: g =x* +2x? +x (és h = +7). I

=+ +x+(f).





