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3.1.6.1. Allitas: Ha cos (2/n) foka 2-hatvény Q folott, akkor a g(n) szim is 2-
hatvny.
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3.1.62. Tétel: Akkor és csak akkor szerkeszthetd szabilyos n-szog korzdvel és
vonalzoval, ha a g(n) szim 2-hatvany.
Ez akkor és csak akkor igaz, han =2*pipz .. p,, ahol py, pz,..., pr szamok péronként
Kilonboz Fermat-primek (azaz 22+1 alaki primszimok) és &, r> 0, egész.
Tegyik fel, hogy n = 2%p*py? ... ", ahol egyik q kitevd sem 0. Ekkor:

o) =297 p T oy~ 1) . pf T (e — 1),
Ez pontosan akkor lesz 2-hatvny, ha mindegyik tényezs az. Ezért mivel p; # 2, igy
;= 1 kell hogy legyen, tovibba p; — 1 is 2-hatviny minden i-re. Hap; = 2™ +1,
akkor az @+ 1]a?"*1 +1 osszefiiggés miatt konnyii belatni, hogy m maga is 2-
hatviny.
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Az egyetlen ilyen ismert piratlan oldalszimi sokszogek azok, melyek a kovetkezd
szimok valamelyikével oszthatoak:

1,3, 5,15, 17, 51, 85, 255, 257, 771, 1285, 3855, 4369, 13107, 21845, 65535,
196611, 327685, 983055, 1114129, 3342387, 5570645, 16711935, 16843009,
50529027, 84215054, 252645135, 286331153, 858993459, 1431655765, 4294967295
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Feladat
Szerkessziink egy adott sugari korrel megegyez teriletii négyzetet.

Megoldiis
Adott a kor sugara, azaz egy szakasz. A koordinitarendszert vegyik fel Gigy, hogy a
szakasz egyik végpontja a (0, 0), a masik az (1, 0) legyen. Az alapadatok altal generalt
test igy a Q. Tehit a kor sugara 1, teriilete 7, azaz a szerkesztendd négyzetink oldala
VT kell hogy legyen. Ha ez szerkeszthetd lenne, akkor VT algebrai lenne Q foloit.
Mivel az algebrai szimok testet alkotnak, igy s algebrai lenne @ folott. Ez azonban
nem igaz, mert a 7 transzcendens szim.
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3.1.3. Kockakettozés

Feladat
Szerkesszink egy megadott élii kockihoz egy olyan kockit, amelynek a térfogata az
els6 kocka térfogatinak kétszerese.

Megoldiis
Adott az els5 kocka éle, azaz egy szakasz. A koordinitarendszert megint vegyilk fel
ligy, hogy a szakasz egyik végpontja a (0, 0), a misik az (1, 0) legyen. Az alapadatok
dltal generdlt test tehit a Q. Az elsd kocka élhossza I, térfogata 1 kobegység. A
masodik kocka térfogata tehit 2, vagyis élhossza V2. Igy a feladat az, hogy V2
hosszii szakaszt kell szerkeszteni. A /2 minimalpolinomja az x* — 2, ami a raciondlis
test felett irreducibilis harmadfoki polinom (Schonemann-Eisenstein-kritériummal
belithato), igy az 1.3.8. Tétel szerint egyetlen gyoke (igy a Y2 ) sem szerkeszthets.
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3.1.4. Szégharmadolis

Feladat
Szerkesszik meg egy adott szog harmadit.

Megoldiis

Legyen az alaptest a Q, azaz a raciondlis test. Megmutatjuk, hogy van olyan szog ami
szerkeszthet az alapadatokbol, 4m a harmada nem szerkeszthetd. Ezzel belitjuk,
hogy nincs dltalinos eljérds a szog harmadolisira.

Tekintsitk a 60°-ot. Belitjuk, hogy ennek a harmada, azaz a 20° nem szerkeszthetd.
Mivel egy tetszileges szakaszbol kiindulva tudunk szabilyos hiromszoget
szerkeszten, igy 60°-0s szdget is, azaz két pontbol szerkeszthetd a 60°, igy az alaptest
tényleg a racionilis test.

Tegyik fel, hogy a 20° szerkeszthetd. Ekkor tekintsik az 1 dtfogéji derékszogi
hiromszoget, melynek egyik szoge 20°. gy a 20°-0s szog melletti befogé hossza
cos 20°. Ekkor kinnyen lithato, hogy ha a 20°-os szbg szerkeszthet6, akkor a cos 20°
hosszii szakasz s szerkeszthetd kell, hogy legyen.

Felhasznilvaa

cos (30) = 4 cos 3(c) — 3 cos («)
trigonometrikus osszefliggést, azt kapjuk, hogy az x = cos 20° megoldisa az
1
F=4 =3
egyenletnek, azaz gyoke a raciondlis test feletti
f) =83 —6x—1




image5.jpeg
polinomnak. Ez a polinom viszont irreducibilis @ felett, hiszen a racionalis gyokteszt
szerint a lehetséges gyokok: =1, £(1/2), =(1/4), =(1/8). Szimolissal konnyen
ellendrizhetd, hogy ezek egyike sem gyoke a polinomnak, igy a polinom irreducibilis
lesz, eziltal egyik gyoke sem szerkeszthets.
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3.1.6. Szabalyos sokszigek szerkeszthetésége

Feladat
Milyen n > 2 egészekre lehet szabilyos n-szoget szerkeszteni az egységszakaszbol
kiindulva?

Megoldiis

Szabilyos n-szoget pontosan akkor tudunk szerkeszteni, ha meg tudjuk szerkeszteni
azt a szoget, amely alatt a sokszog kozéppontjibol az egyik oldal litszik. Ez a szog
2m/n. Ennck a szognek a szerkesziése pedig ekvivalens a cos (21/n) hosszisigh
A SR




