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Feladat
Szerkessziink egy adott sugari korrel megegyez teriletii négyzetet.

Megoldiis
Adott a kor sugara, azaz egy szakasz. A koordinitarendszert vegyik fel Gigy, hogy a
szakasz egyik végpontja a (0, 0), a masik az (1, 0) legyen. Az alapadatok altal generalt
test igy a Q. Tehit a kor sugara 1, teriilete 7, azaz a szerkesztendd négyzetink oldala
VT kell hogy legyen. Ha ez szerkeszthetd lenne, akkor VT algebrai lenne Q foloit.
Mivel az algebrai szimok testet alkotnak, igy s algebrai lenne @ folott. Ez azonban
nem igaz, mert a 7 transzcendens szim.
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1.3. A szerkeszthetéség algebrai feltétele

Mint kordbban mér emlitettik, az algebra és a geometria kozotti kapesolatot a
koordinitageometria teremti meg. Ehhez nagyon fontos, hogy hogyan vessziik fel a
koordindtarendszerinket. Célszerii dgy megesindlni, hogy az alapadatokbol
kivlasztunk két pontot, ezek legyenck a (0, 0) és (0, 1) pontok, és ezekbdl mir az
egész koordinitarendszer megszerkeszthet.
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‘Az alibbi tételek és definiciok megtalilhatoak a [2] és [4] forrésokban.

13.1. Lemma: Tegyik fol, hogy a szerkesztés egy pillanatiban megadott vagy
megszerkesztett pontok, korok, egyenesek koordindtdi mind egy K < R testben
vannak. Ha az euklideszi szerkesztés otféle Iépésének birmelyiket végrehajtjuk, akkor
az djonnan kapott alakzat koordinatdi mindig benne vannak a K-ban, vagy K egy
olyan mésodfoki bavitésében, amely része R-nek. Az egyenesek és a korok esetében
ezt gy kell érteni, hogy az Gjonnan kapott egyenesnek vagy komek van ilyen
egyenlete.

Bizonyitis: A lemma bizonyitisihoz koordinitageometriai ismereteinket haszniljuk

fel.

1) Két ponton étmend egyenes egyenletét fel tudjuk irni a két pont koordinitaibol a
négy alapmilivelet segitségével, vagyis ilyenkor a K testben maradunk.

2) Két egyenes metszéspontjanak meghatirozisihoz linedris egyenletrendszert kell
megoldanunk, ahol ugyancsak a négy alapmiivelettel megkaphatok a megoldisok,
igy itt sem Iépiink ki a K testbdl.

3) Az jonnan keletkez kor sugardt két kordbbi pont tavolsigaként szimoljuk ki. Ezt
a koordinitakbol Pitagorasz tétellel tudjuk megadni. Ezért a kor sugara a K(vd)
legfeljebb misodfoka bovitésnek lesz az eleme, ahol d € K.

4) A kor és egyenes metszéspontjanak kiszimitisa masodfoki egyenletre vezethetd
vissza. A metszéspontok koordinitii a megoldoképlet segitségével szimithatdk,
azaz itt is egy K(vd) tipusi test keletkezik.
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5)Két kor metszéspontjanak kiszémitdsakor ha a két koregyenletet kivonjuk
egymishol, egy elsofoki egyenlet, vagyis egy egyenes egyenlete keletkezik,
amelynek koordinitdi a négy alapmivelettel kaphatok. Tehit a két kor
metszéspontjai ugyanazok, mint ennck az egyenesnek és az egyik komek a
metszéspontjai. Ezért a metszéspontok koordindtdi a 4) miatt ugyancsak egy
masodfoki bovitésben vannak.

1.3.2. Allitis: Legyen Ky egy szerkesztési feladat alapadatai dltal generdlt test. Ha a
(p. g) pont szerkeszthetd, akkor van olyan n és egy Ko < Ki < ..< K, < R testlinc,
melyre p, g € Ky, és mindegyik K; < Ki. bovités foka ketts. igy a Ko< K, bovités foka
2-hatviny, p és q algebrai Ko folott, és a fokuk szintén 2-hatviny.
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Ahhoz, hogy uv , u/v és Vv hosszisigi szakaszokat tudjunk szerkeszteni,
sziikségink van egy egység hossziisig szakaszra, de ez rendelkezésinkre ll, hiszen
(0,0) és (1, 0) adott pontok. (Hasonl6 hiromszogeket fogunk csinilni.)

d=ufv

Legyen U = (0,u) és V = (v, 0), tovibbi O = (0, 0) és E = (I, 0). Hiizzunk
pérhuzamost az UE egyenessel a V ponton keresztil, és jelolje C = (0, c) ennek az
egyenesnek a metszéspontjat az y-tengellyel. Az OUE és az OCV haromszigek
hasonlak, és ezértu/1 = c/v, vagyis ¢ = uv. gy szorzatot tudunk szerkeszteni
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Most hiizzunk pirhuzamost az UV egyenessel az E-n keresztil, és jelolje D = (0, d)
ennck az egyenesnek a metszéspontjit az y-tengellyel. Az OUV és az ODE
haromszogek is hasonléak, é ezért u/v=d/1, vagyis hinyadost is tudunk
szerkeszten.

AV szerkesztéséhez tekintsitk az E = (1, 0) és a W = (~v, 0) pontokat. Rajzoljunk
erre a szakaszra egy Thalész-kort, Ez a kor metssze az y-tengely pozitiv felét az F =
(0, /) pontban. Ekkor az EFW szog derékszog, és FO ennck a derékszogi
hiromszognek az tfogohoz tartozo magassiga. A magassigiétel miatt f= VI, és
igy négyzetgyokot is sikerilt szerkesztentink.

Vegyik észre, hogy ha K; < Ki.; misodfoki bovités, akkor Ki.i minden eleme
a+byv alakba irhato, ahol @, b, v € K. Az elébbiek alapjan a + byv is
szerkeszthetd.





