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Megoldhat6sag [ szerkesztés )

Egy szerkesztési feladatot akkor mondunk eukiideszi szerkesztéssel megoldhaténak. ha a fenti hat alapmivelet véges szamil ismétiésével elvégezhets. Mar az okori matematikusok
talalkoztak olyan feladatokkal, amelyre nem talaltak euklideszi megoldast. llyenek példaul

1. Akor négyszogesitése (a korrel azonos kerileti / teriletii négyzet szerkesztése).

2. Akocka térfogatanak megkettozése (déloszi probléma).

3. Aszogharmadols (tetszBleges sz0g harmadanak szerkesztése)

4. Szabalyos hétsz6g, és altaliban szabalyos sokszogek szerkesztése.

Az euklideszi szerkeszthetdség kérdése elemi eszkozokkel nem minden esetben donthetd el. Az analitikus (koordinata) geometria eszkoztara azonban csak a 16. szazadt6l ll
rendelkezésre, s igy egyik-mésik kiasszikus feladat az okori tudomany szamara orok misztérium maradt. A barmi &ron” valo megoldas keresése kozben egyrészt jabb eszkozokkel
prébalkoztak, masrészt a korzb és a vonalzo masfajta (szabadabb) hasznalatat engedték meg. A.megoldhatésag” elemzése sok (j matematikai eredményt szt s a vizsgalatok a
sikrol a gombre és mas feliletekre, tovabba a nemeuklidesz terek sikjara és fellleteire is Kiterjedtek.
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Egy szakaszt tigy felezhetink meg, hogy végpontjai koril egyenls sugarakkal kort irunk, és ezek osszekots
egyenesével a szakaszt elmetsszik (150. dbra).

Eay sz6g felezsjét tay szerkeszthetjuk meg, hogy a sz6g csticsa kortl irt korrel  szarakat elmetsszik, majd 3
kapott metszéspontok koril egyenls és elég nagy sugarral koroket irunk, és végul e korsknek (a sz6g
csiicsdtol kilonbozs) metszéspontiat a csicesal osszekotiok (151, dbra).
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A P ponton 4t tigy szerkeszthetink parhuzamost egy rajta 4t nem haladé e egyenessel, hoay P-bél e-re
merdlegest bocsatunk, és erre P-ben merélegest szerkesztink. Ezt a feladatot tgy is megoldhatjuk, hogy az &
egyenest egy elég nagy a sugarral P koril irt korrel elmetssziik, a metszéspontbol felmérjuk az e egyenesre az
2 tavolsagot, ennek végpontja koril ismét 2 sugarral kort irunk, majd e komek és az eldszor rajzolt kornek
(nem e-hez tartozs) metszéspontjst P-vel dsszekotjik (152. abra). Ha haromszogvonalzét is hasznalunk,
akkor feladatunkat a kovetkezs modon oldhatjuk meg: a haromszogvonalzo egyik élét e-re helyezzik, misik
hez vonalzot illesztunk, majd a haromszogvonalzst addig csisztatjuk a vonalzs mentén, amig nem halad &t
3 P ponton az a7 6], amelyik az e egyenesen volt (153. sbra).
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Egy adott kor kozéppontjat két nem parhuzamos hir felezémerdlegesének metszéspontjaként kaphatjuk meg
(154. bra). Egy killsS pontbdl a korhoz vont érintot euklideszi szerkesztéssel gy kaphatjuk meg, hogy az
adott pont és a korkozéppont osszekots szakaszat megfelezzik, e pont kordl a szakasz felével mint sugarral
kort irunk, és e kornek az adott korrel alkotott metszéspontjat 6sszekotjilk az adott ponttal (155. bra). Erre 3
szerkesztésre vezethetjik vissza ket kor kozos érintsjének megszerkesztését is, ha ugyanazt tesszik, amit
15.7 tételének bizonyitssanal tettnk.
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Ha eqy szakaszok alkotta arénypar harom tagja van adva, a negyedik tagot a parhuzamos szelok tétele
alapjan konnyen megszerkeszthetjik. Egy adott szakaszt n egyenld részre ugy oszthatunk fel, hogy a szakasz
egyik végpontjabol indulé és a szakaszhoz szogben hajls félegyenesre n egyenls szakaszt mérank fel, az
utolsénak végpontiat és az adott szakasz végpontiat osszekotiuk, majd ezzel az sszekots egyenessel
parhuzamosat hizunk 3 felmért szakaszok mindegyikének végpontjan at; ezek 3 parhuzamosok az adott
szakaszt a keresett osztépontokban metszik (156. abra).
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13.5. Allités. Egy mar megszerkesztett egyenes és egy mar megszerkesztett kér metszéspontjai vagy mar
megszerkesztettek, vagy koordinatai 10 egy eleme négyzetayokével torténs masodfoku bévitésében vannak.

Bizonyitas. Ha az € egyenes mér megszerkesztett, akkor van olyan mar megszerkesztett pontpar,

tve (¥2: 42), amelyre illeszkedik. Ekkor az egyenlete

13.1. egyenlet -

W-w)@-2)-(E-2) @ -un)=
alakd, amelynek egyitthatéi mar megszerkesztett adatok.
A mar megszerkesztett K kor egyenlete pedig legyen az.
13.2. egyenlet -

(@—u’+@—v?-r2=0.

Mivel K mar megszerkesztett, azért a kézéppontja koordinatsi, illetve a sugsr mar megszerkesztett adatok.
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Az ¢ egyenletébsl kifejezve példaul U-t és K egyenletébe helyettesitve masodfoky egyenletet kapunk
A mésodfoku egyenlet megoldképletével felithatjuk a megoldasokat az &-re. (Ha vannaki) Lehet, hogy ezek a
metszéspontok mar megszerkesztettek, azaz 10-ban vannak. Azt is tudjuk azonban, hogy ha létezik is
megoldasa a masodfokii egyenletnek (a valésban), nem feltétlenal van T0-ban. A diszkriminsns
négyzetgyokével bvitett 71 testben (amelyet teht egy egyszerd masofoki bévitéssel kapunk) azonban mér
benne lesznek. Az Y az -nek .racionalis” kifejezése, tehat biztosan benne lesz Ti1-ben. 01

re.

13.6. Allités. Két mar megszerkesztett kor metszéspontiai vagy mar megszerkesztattek, vagy 10 eqy eleme
négyzetgyokével torténé masodfoku bévitésében vannak.

Bizonyitas. Leayen K1 egyentete (¥ = u1)* + (¥ —01)* =11 = 0, K egyenlete pedig

(& = u2)® + (y = v2)* = 13 = 0. s egyik egyenletbel kivonva a msikat linesris osszefiiggést kapunk
és Y-ra. Ehhez hozzavesszik valamelyik kor egyenitetét. fy a feladat megoldasat visszavezettik az el6zé

Mindez azt jelenti, hogy ha a kiinduldsi adatok teste 10, akkor barmelyik megengedett szerkesztssi Iépést
hajtjuk is végre, az Gjonnan megszerkesztett pont koordinatsi vagy elemei T0-nak, vagy 10 valamelyik eleme
négyzetgyokének ,racionslis” kifejezése. (Vagyis 10-beli elemmel szorozzunk, ahhoz Z0-beli elemet adunk
hozzs. A négyzetayok persze akar benne is lehet Z0-ban.)
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Ha most megkeressiik a legsziikebb olyan T1 testet, amely mar nemcsak kiinduldsi adatainkat, hanem az
jonnan megszerkesztett pont adatait is tartalmazza, akkor ez 3 test vagy maga 10 lesz, vagy T0-nak egy To-
beli pozitiv szam négyzetayskével vals bovitese: 11 = Z0(V/@), ahol a > 0 és @ € T,

Egyeltre csak azt tudjuk, hogy 3z eddig megszerkesztett pontok adatai 11 = Z0[] elemei, azt azonban nem
tudjuk, hogy minden 7-beli pont szerkeszthetd-

itas. Ha 3 70 testbol valamely szerkesztési Iépéssel olyan pontot kapunk, amelynek valamelyik
ja t0-nak To-beli egyitthatss linesris kifejezése, @ + b, akkor Tt = 70l minden eleme
szerkeszthets. (Ne feledjik: @0 egy T0-beli elem négyzetgyske.)

Bizonyitas. Ha @ Dv/30 szerkeszthets, akkor A0 is.
A korabban latott modon tetszéleges b esetén b is szerkeszthets, valamint @ + bag is.

Az @+ bao alaki elemek additiv inverze (ellentettje) is nyilvan szerkeszthets. A multiplikativ inverzre pedig

13.3. egyenlet -

teljesl. Mivel @0 egyitthatéi To-beliek, ez is egy @ + b0 alaku szam, azaz szerkeszthets. [





image21.jpeg
Figure 13.16. V30 szerkesztése, ha az valds
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E2 azt jelenti, hogy a 71 testnek is minden eleme szerkeszthets. Mivel 71 a T0v/@0 elemmel valo bévitése, a
T test minden eleme @ + Pv/0 alaky, ahol @0 > 0 g5 @: b: 20 € Tb, pzt viszont mir lattuk, hogy ha @: b
&5 V0 szerkeszthets, akkor @ + Dv/B0 is szerkeszthets.

Hasonigan, 2, T, . .. Tk testek mindegyikének minden eleme szerkeszthets.

Ezek alapjan megfogalmazhatiuk a szerkeszthetGség szukséges és elégséges feltételét:

13.1. Tétel. Eukideszi értelemben egy adat akkor és csak akkor szerkeszthet a kiinduldsi adatokbdl, ha
eleme egy olyan T testnek, amely megkaphat6 a kiindulasi adatok testébl véges sok valos masodfoki
bovitéssel.

Tételunket tgy is fogalmazhatjuk, hogy egy o valés szam akkor és csak akkor szerkeszthets, ha eleme egy
olyan Tk testnek, amelyre To & 71 © T2 C ... € Tk, ahol T0 a kiindulssi adatokat tartalmazs legszikebb
w1 =Ti(/@) a; > 0 ss s € Th.

test, és

Abbol, hogy algebrai bévitések egymasutania is algebrai, kovetkezik, hogy egy fenti tulajdonsagi 7 test
minden eleme algebrai elem a 70 test felett. fay olyan elemek, amelyek 10 felett transzcendensek, biztosan
nem szerkeszthetok. Abbol azonban, hogy gy elem algebrai a 70 test felett, még nem kovetkezik, hogy
szerkeszthetd, hiszen nem biztos, hogy az 6t tartalmazs test megkaphatd masodfoki bovitések
egymasutaniaval To-bol.

Erre nézve a kovetkezG tétel fogalmazhaté meg:

13.2. Tétel. Legyen az @ valos szam algebrai elem a 70 test felett. Ekkor v akkor és csak akkor
szerkeszthets, ha definidld polinomjnak fokszima ketts hatvanya.
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1..,A kor négyszogesitése”

Szerkesztends olyan négyzet, amelynek kerillete megegyezik egy (kozéppontaval és kertletének egy
pontjaval) adott kor keriletével. Valasszuk 3 kor kozéppontiat koordinsta-rendszer origojanak, sugarat

pedig egységnyinek (vagyis a ko kertletének adott pontja legyen az (1+ 0) pont). Ekkor a kiindulasi
o _

adatok teste a racionalis szamtest, a szerkesztends tavolsag pedig (a négyzet oldala) 4 2. Mivel a

7 transzcendens szdm, sem 6, sem a fele nem szerkeszthets.

Hasonld feladat adott kor tertletével egyenlG terletd négyzet szerkesztése. Ez egy V7 oldald négyzet
szerkesztéset kivanja, ami szintén lehetetlen (hiszen ha VT szerkeszthets lenne, akkor a T is).
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Asikgeometria szerkesztési feladatainak olyan kivitelezését nevezziik euklideszi szerkesztésnek [ amelynek soran csak egyélii vonalzét és kerzét hasznalunk, és ezeket is csak
meghatarozott médon

Tartalomjegyzék [elrejtés]
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Asikbeli szerkesztési feladatot dltalban a kovetkez8képpen lehet megfogalmazni
Adva van bizonyos szami pont és olyan ponto(ka)t kell szerkeszteni, amely(ek) az adott pontokkal (és egymassal) meghatarozott viszonyban van(nak)

Csaka fogaimazst egyszerisi

'a adott pontok melletinely et adott eqyenesek ésivagy korok, tovabba tévolsagok (szakaszok) szerepelnk. Ezek ugyanis megszerkeszinets alakzatoknak szamitanak.
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Alapmiiveletek [szerkesztés]
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1. A vonalzét két adott ponton atmend egyenes megrajzolasara hasznalhatjuk.
2. Akorzovel adott pont kéril adott hosszd sugamal kort rajzolhatunk.

3. Két egyenes metszéspontjat megjeloihetjik.

4. Egyenes és kor metszéspontjat megjelolhetjik.

5. Két kor metszéspontjat megjeloihetjik.

6. Két pont tavolsagat korznyilasba vehetjik. 073571
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Az 1. és 2. milvelet Eukleidész posztulatumainak felel meg. Az elsd szerint ... minden pontbol minden ponthoz legyen egyenes hiizhat6', a hamadik pedig megkovetell, hogy ..
‘minden k6zépponttal és tvolsaggal legyen Kor rajzolnate". Ezért nevezzik e szerkesztési médott euklideszi-nek. A kovetkezd harom alapmivelet megfogalmazasaban a
_megjeloihetjiik azt fejezi ki, hogy ha az emlitett két vonalat az 1-2. mivelettel megrajzoltuk (vagy adott volt valamelyik), akkor a vonalak metszését a szerkesztés kovetkezd
Iépéseiben mint adott pontot tekinthetjik.Hangstlyozni kell, hogy csak metszéspontrél van sz6. Az egyenes és kor, vagy ket kor érintési pontja nem jel6ihets meg. Végiil a 6.
‘szerint 6nkényesen felvehetiink pontokat az adott és megszerkesztett pontokon kivil, ha ezek helyzete kaz6mbos a feladat megoldasa szempontjabél




