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Ha egy résztest tartalmazza o-t és V2-t, akkor tartalmazza az @ + BV2 szémokat i, ahol 3,be2. A 2.2.35.
Gyakortatban megmutatiuk, hogy ezek a szamok mar testet alkotnak. 2t testet Q(V2) vel elofuk majd.

3

3
HasonlGképpen, ha egy résztest tartalmazza O-t és ¥ 2-t, akkor benne vannak az & + b¥/2 alaks szamok,

Y ity
ahol 2, be2. De igy még nem kapunk testet, mert V4 = ¥/2+ V2 nem irhats ilyen alakban (lésd 2.
Feladat). Ezért szukség van az

18.

alaki kifejezésekre, ahol ,b,ce2. Jelolje ezek halmazat T.

A T nyilvan zart az osszeadasra. De zért a szorzasra is, mert ha ket elemét osszeszorozzuk, akkor ez 3
disztributivitss szerint kifejthets. Tudjuk, hogy

V2. ¥2=Va, ¥2-¥a=2. V2 ¥a=202

3
Ezért a kapott osszeget rendezhetjuk 1+ V2 /4 szerint, és igy ismet T egy elemt kapjuk. Az egész eljérés
ahhoz hasonlit, ahogy a kvaternick algebrajaban a szorzast definialtuk.
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Galois-elmélet
1. (matematika) A Galois-elmélet az abszirakt algebra egy meghatarozé elmélete. Az elmélet kapcsolatot nyijt a testelmélet és a csoportelmélet kozott. Galois vivmanyaval a
testelmélet bonyolult problémait csoportelméleti problémakra lehet visszavezetni: ez nagy segitség, hiszen a csoportelméletet mélyebben érjik, mint a testelméletet.
Galois-elmélet fététele

Legyen L a K tokéletes test véges normalis bovitése. Ekkor a bovités relativ automorfizmusainak a szama (vagyis a Galois-csoport elemszama) megegyezik a bovités fokaval,
azaz |L:K|-val.
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Geometriai szerkeszthetség

Elészoris tisztdzzuk, hogy pontosan mit értink euklidészi szerkeszthetéség — vagy
egyszerlien csak szerkeszthetdség — alatt. Nagyon egyszerden arél van sz6, hogy
van egy vonalzénk, és egy korzénk, és csak ezeket haszndlhatiuk. A vonalzd
segitségével két, mdr meglévé ponton keresztil egy egyenest hiizhatunk, vagy pedig
kijelolhetjik két, mdr meglévé egyenes metszéspontjdt. A korzé segitségével pedig
két, mdr meglévé pont kozotti tdvolsdgnak megfeleld korivet tudunk rajzolni, illetve

ennek egy egyenessel vagy egy mdsik kérfvvel vald metszéspontjdi tudjuk kijellni.
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Hogy szémszeriisiteni is tudjuk a megszerkesztett pontjainkat, kiinduldsként vegytink
fel egy koordindtarendszert, és jelsljuk be rajta az (1;0) koordindtdji pontot. Némi
elemi koordindtageometridval viszonylag kénnydi igazolni, hogy a kérzénk és a
vonalzénk segitségével csak olyan pontokat tudunk szerkeszteni, amelyeknek
koordindtdi raciondlis szdmok, vagy ezekbél négyzetgydkvondsokkal és a négy

alapmivelettel elédllithatd kifejezések.

Amikor a szerkesztési feladatot elkezdjik, akkor elképzelhetd, hogy az origén és az
(15 0) ponton kivil meg vannak adva tovdbbi pontok is. Ezeket a szerkesztési feladat
alapadatainak nevezziik, velik szemben fontos kikotés, hogy a fenti értelemben 6k
maguk szerkeszthetSk legyenek. E megadott pontokbdl dilitsuk elé azt a legszikebb
Fy testet, amely ezek koordindtdit tartalmazza. Ezt az alapadatok dltal generdit
testnek nevezziik, amely tehdt tulajdonképpen egy Fy /Q testbévités.
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Ezutén ahogy haladunk elére a szerkesztési Iépésekkel, Gjabb és djabb pontokat
dllitunk elé. Ennek sordin elképzelhetd, hogy ezek koordintdi mdr ,nem fémek bele”
az Fy testbe, gy Gjabb és Gjabb testbévitéseket kell végrehajtanunk. A
testbévitéseknek van egy itt nem részletezett jellemzéje, amely nagyon homdlyosan
fogalmazva azt mondja meg, hogy mennyi ,szabadsdgfokot™ engedink meg az
adott bévités szdmdra. Ezt a jellemzét a testbévités fokdnak nevezzik. Sajnos ennél
pontosabb definiciéhoz némi linedris algebrai gyorstalpaléra, azon beldl is a
vektortér és a dimenzié fogalmdnak bevezetésére lenne szikség. Ezt most nem
tudjuk megtenni, azonban ezek ismeretében knnyen igazolhaté lenne, hogy a
szerkesztési [épések sordn kapott barmely Gjabb testbévités foka 2 az elézéhoz

képest.
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Ezt a megdllapitdst negativ dllitdsok igazoldsdra haszndlhatuk: ha egy
szerkesztendé pont koordindtdi nincsenek benne ezekben a bévitésekben, akkor
biztosan nem végezhets el az adott szerkesztés. gy példdul ahhoz, hogy a
kémégyszogesités elvégezhets legyen az kéne, hogy példdul a (m;0) koordindtdju
pont is szerkeszthetd legyen, azaz hogy m benne legyen Q egy olyan
testbévitésében, amely megfelel a fenti kritériumoknak. Ez azonban lehetetlen,
hiszen Ferdinand von Lindemann 1882-ben igazolta, hogy a 7 egy tgynevezett
transzcendens szém Q folott. Ez egyszertien fogalmazva azt jelenti, hogy a m

nincsen benne @-nak semmilyen véges fokd bévitésében.

A szégharmadolds szintén nem végezhetd el euklidészi szerkesztéssel. Ehhez
ugyanis egy cos20° hosszisdgl szakaszt kéne szerkeszteni, ami ugyan nem
transzcendens @ folott, viszont Q-nak egy harmadfokd bévitésében van, tehdt

szintén nem felel meg a fenti kritériumnak.
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Végezetil megemlftjik, hogy a Galois-elmélet médszerei alkalmasak arra is, hogy
pontosan megértsiik az Ugynevezett véges testek szerkezetét. Ezek a Q raciondlis
szémtesttel és bévitéseivel ellentétben olyan testek, amelyeknek csak véges sok
elemik van, és rendkiviil fontos felhaszndidsuk van a kédelmélet teriletén.
Segitségiikkel ugyanis tgynevezett hibajavits kédok konstrudlhaték, amelyek példdul
lehetdvé teszik, hogy egy DVD lemezt akkor is el lehessen olvasni, ha esetleg
megkarcolédott. A hibajavité kédoldssal kapcsolatban ebben a cikkben frtunk
bévebben.
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A K testnek az L test bévitése, ha K részteste L-nek. Ekkor beszélhetiink a K és bizonyos L-beli elemek tal
generdit résztestrdl (6.1.5. Definici6). Specialisan az oL és a K altal generdlt K(a) résztestet a Kegyszerd
bévitésének nevezziik. Ha az atranszcendensK folott (azaz nem ayoke K-beli egyiitthatss, nem nulla
polinomnak), akkor K(a) izomorf a K[x] polinomgyrii hanyadostestével (5.1.21. Gyakorlat). Ha viszont
aalgebraiK folott, és K folotti minimalpolinomya (6.1.13. Tétel) n-edfoki, akkor K(a) elemei egyértelmien
folichatok 3g+350+..+3,.40™ alakban, ahol p....,3,.1 €K (6.1.16. Tétel).

Ha K L testbovités, akkor L vektortérnek (st algebrnak) tekinthets K folott. Ennek dimenzioja a testbévités
foka. Az ae L foka K folott a K(0)= K bovités foka, azaz o minimalpolinomjanak a foka (transzcendens a esetén
pedi végtelen). A 5.2.3. Kovetkezmény szerint eqymss utani bovitsseknél a fokok osszeszorzédnak. fay elem

foka oszt6ja a bévités fokanak (6.2.4. Allitas), és ezért minden véges bévités (minden eleme) algebrai. Osszeg
&s szorzat foka legfeljebb a fokok szorzata lehet (5.2.10. Kovetkezmény). Ezért az L testben a K folott algebrai
elemek résztestet alkotnak (6.2.12. Tétel). Specialisan az algebrai szamok testet alkotnak, ami algebrailag zart
(6.2.13. Tétel).

Ha az fe K[x] polinom gyoktényezdkre bomlik az L= K test folott, akkor a K-t az f gyokeivel bvitve az
frelbontasi testét kapjuk. Ennek fontos tulajdonsaga, hogy ha egy K folott irreducibilis polinomnak van benne
ayoke, akkor minden gyoke benne van (6.3.4. Tétel). Ez vezet el a normalis bévités fogalmahoz (6.2.5.
Definici): minden felbontdsi test normalis bavités. Ha K nulla karakterisztiksji (vagy dltalanosabban
tokéletes) test, akkor minden véges bévitése egyszer (6.3.8. Tétel).
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Ha egy K testnek nem ismerjik megfelel6 bévitéseit, akkor ilyeneket konstrudlhatunk a kovetkezsképpen.
Tetszbleges fe K[x] irreducibilis polinom esetében az L=K[x]/(f) faktorgyiird test, amely tartalmaz egy K-val
izomorf résztestet, és igy K bovitésének tekinthets. Ebben a testben az f polinomnak mar van gyoke (6.4.3.
Tétel). Ezt 3 konstrukciot tobbszor végezve felbontasi testet is konstrualhatunk eqy tetszéleges K[x)-beli
polinomhoz, sdt, végtelen sok Iépést végezve a K testet algebrailag zart testbe dgyazhatjuk (6.4.6. Tétel). A
kapott bévitések raadasul izomorfia erejéig eqyértelmiek is (6.4.9. Kovetkezmény), ez 3 6.4.8.
Izomorfizmuskiterjesztési-tétel kovetkezménye. Egy normalis bévitésben barmely ket olyan elem stvihets.
egymdsba alkalmas automorfizmussal, amelyek minimalpolinomja megegyezik (6.4.12. Kovetkezmény). Az
ilyen elemeket egymés konjugaljainak nevezziik (6.5.7. Definicio).

A Ks L véges normalis bévités kozbuls6 testeit e bovités ,szimmetridinak’, vagyis az olyan L— L test-
automorfizmusoknak 3 segitségével irhatiuk le, amelyek K elemeit fixen hagyjsk. Ezek az automorfizmusok 3
bévités Galois-csoportyét alkotjak. A Galois-elmélet fététele (5.6.7. Tétel) szerint ha K tokéletes test, akkor a
kozbulsé testek kolcsonosen egyértelm, rendezésfordité megfeleltetésben alinak a Galois-csoport.
részesoportiaival, normaloszténak normalis bovités felel meg, a részcsoportok rendie pedig a megfelels
bovitések fokaval egyenls. Ez lehetdvé teszi a kozbilss testek meghatarozésat. A tétel alkalmazasaként
megmutattuk, csak a valos analizis egy elemi eredményére tsmaszkodva, hogy a komplex szamok teste
algebrailag zért (6.6.10. Tétel).

Az eddigiek alkalmazasaként megértettiik a véges testek szerkezetét. Ezek additiv csoportia elemi Abel-
csoport, multiplikativ csoportja pedig cikiikus. Minden p” primhatvanyhoz izomorfia erejéig egyetien p” elemd
test van, ez a Z, test folotti x'-x polinom felbontasi teste (6.7.5. Tétel). A p" elemd test résztestei a p elemii
testek, ahol dn, ez a bévités mindig normlis, és Galois-csoportia cikiikus (6.7.8. Tétel). Belattuk a 6.7.13.
Wedderburn-tételt, miszerint minden véges ferdetest kommutativ.
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A Galois-elmélet az abszirakt algebra egy meghatarozo elmélete. Megalkotoja Evariste Galos francia matematikus volt. Az elmélet kapcsolatot nyijt a testelmélet és a

csoportelmélet koz6tt. Galois vivmanyaval a testelmélet bonyolult problémait csoportelméleti problémakra lehet visszavezetni: ez nagy segitség, hiszen a csoportelméletet
mélyebben érjik, mint a testelméletet.

Galois eredetileg polinomegyenletek gyskeinek egymassal valo kapcsolatat vizsgalta, ezt probalta permutaciocsoportokkal leimi. Richard Dedekind, Leopold Kronecker és Emil Artin
modern felfogasban fejlesztették tovabb ezt a médszert, mellyel jobban megértették a testek automorfizmusat.
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AGalois-elmélet legfontosabb alkalmazasai a geometriai szerkeszthet6ség emélete és a polinomok gyokképlettel valo megoldhatésaganak vizsgalata. Innen adédik, hogy egy

polinom akkor és csak akkor oldhato meg gyokelekkel, ha a polinom bévitési testének Galois-csoporta feloldhatd. Ebbal kévetkezik. hogy négynél magasabb foki polinomokra
nincs k6z6s gyokképlet.
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Ebben a fejezetben a testeket vessziik gorcsG ala. Az algebrénak (s6t a matematika més againak is) hasznos
eszkoze, hogy a megvizsgalands dolgok helyett egy Sket jol lefr6 algebrai struktirat tekintink. Példaul ha
adott egy polinom, akkor 3 gyskeinek viselkedését gy probaljuk megérteni, hogy 3z ezeket tartalmazs
legszikebb testet nézzik. Galois zsenilis otlete, hogy ennek a testnek a megértéséhez eqy masik struktrst,
nevezstesen a szimmetridinak a csoportjat érdemes vizsgalni. Iiyen értelemben a Galois-elmélet az absztrakt
algebra kezdetének tekinthets.

Alkalmazasként belitjuk, hogy a legalabb otodfoki ltalanos egyenlet nem oldhaté meg a négy alapmivelet és
ayokvonssok segitségével. 520 lesz 3 geometriai szerkeszthet6ség elméletérs] is: megmutatjuk, hogy a
kockakett6zés, a szogharmadolas, a kornégyszogesités nem végezhets el korzovel és vonalzoval. Modszereink
alkalmasak testek konstrualdsara, és igy at tudjuk majd tekinteni a véges testek szerkezetét. Ezeknek a
kombinatorikaban és a kédelméletben is komoly jelentéségk van.

E fejezet els6 harom szakaszsban foglaltakat érdemes osszevetni a Freud-Gyarmati [1] konyv 9.1-
10.1-10.2 szakaszaival, a feladatanyagot is beleértve. A felépitést mindenatt lehetdleg egyszeriinek, de
algebrista szemIéletiinek valasztottuk. Ha 3z Olvasé dtragta magat az anyagon, akkor érdemes belensznie
Fried Ervin [20] konyvének 8. fejezetébe, ahol informaciot talslhat altalunk csak alig érintett anyagrészekrol is
(ilyen példaul a transzcendens bévitések szerkezete, a szeparsbilis elemek és bovitssek viselkedése, vagy 3z
egyséaayokok kiszamitasat lehetové tévé Gauss-ciklusok vizsgalata).

Testbvitések

Elképzelhets, hogy egy polinomnak nincs gyske eqy testben, de egy bovebb testben mar van. Tiyenek példsul
az x?-2 és az x>-263[x] p

omok, amelyeknek gyokeit a valds, vagy a komplex szamok kozott taldljuk meg.





