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Legyen az L test a K test bovitése. Ekkor L vektortér K felett az
L-beli miiveletekkel.

Bizonyitas.

Legyen u, ul, u2eL és k, k1, k2e K. (k, k1, k2eL is fenndll.)
(L,+) Abel-csoport, mert L test.

k-ueL, mert testben a szorzds miivelet,

(k1+k2)-u=kl-u +k2-u, és

k-(ul+u2)=k-ul+k-u2 a disztributivitds miatt
(k1-k2)-u=k1-(k2-u) a szorzds asszociativitdsa miatt,
e-u=u, ahol e a K és L egységeleme.
= L vektortér a K test folott az L-beli miiveletekkel.
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Tétel. (Testbévitések fokszamtétele)
Legyen MILIK, valamint [M:L] és [L:K] véges. Ekkor
[M:K] = [M:L]-[L:K].

Megjegyzés.

Ha [M:L] és [L:K] koziil valamelyik végtelen, akkor [M:K] is az.

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy [L:K]=n, [M:L]=k, valamint az LIK vektortér
egyik bédzisa {b,, b,, ..., b,}, az MIL vektortér egyik bazisa
{cirCo e &}

Belatjuk, hogy ekkor a két bazis szorzataként el6allé
{be,| 1<r<n, I<s <k}
halmaz bazis az MIK vektortérben, ami igazolja allitasunkat.
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= El6szor beldtjuk, hogy a b.c,elemek linedrisan fiiggetlenek.

Legyen

oy (b ... +a(bc)+... +o, (b c)=0 oK
Rendezziik az egyenldséget c-ek szerint.
(0 b+ +04, by) ¢+ 4 (0 by + 04 D) ¢ =0
A c,elemek linedrisan fiiggetlenek, igy mindegyikiik
egyiitthat6ja 0.

o b+ +o, b =0 (s=1,...,k)
A b elemek LIK bazisat képezik, szintén linedrisan
fliggetlenek, igy mindegyik o, = 0, tehdt a bc elemek
linedrisan fiiggetlenek.
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Befmlclo.

Az o C szdmot algebrai szamnak nevezziik, ha 1étezik olyan
raciondlis egyiitthat6s

f(x)=a,x"+a, x"'+..+a,x+a, nem azonosan zérus polinom,
amelyiknek a gyoke.

Ha valamely o szimhoz ilyen polinom nem taldlhat6, akkor o
transzcendens szdm.

Példa:

Algebrai szamok: a raciondlis szamok, N (megszamlalhaté
szamossaguak)

Transzcendens szamok: T, €, B3 , ... (kontinuum szdmossdguiak)
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Definicié.

Legyen LIK. Az ae L elemet K felett algebrai elemnek
nevezziik, ha létezik olyan K-beli egyiitthatds f(x) nem
azonosan zérus polinom, amelyiknek o gyoke.

Ha valamely o elemhez ilyen polinom nem taldlhaté, akkor o
K felett transzcendens.

Példa: Az algebrai szamok Q felett algebraiak.

2 Qfolott algebrai x-2
R folott algebrai x-2
C folott algebrai x-2

V2 Qfolott algebrai x-2,
R folott algebrai x>-2,
C folott algebrai x>-2,
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R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R RN,
i Qfolott algebrai x>+1
R folott algebrai x>+1
C folott algebrai x2+1
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= Valamely K test minden eleme algebrai K felett.

= HaLIK, és L valamely eleme algebrai K folott, akkor algebrai
L folott is.

Definici6.
Az LIK bévités algebrai, ha L minden eleme algebrai K folott.

Egyébként a bovités transzcendens.

Példa: CIR algebrai bovités, RIQ transzcendens bovités.
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Tétel.

Ha az R gyiir(i legaldbb két elemii, nullosztémentes, akkor (R, +)-ban a
0-t6] kiilonbozo elemek rendje megegyezik. Ez a kozos rend vagy
végtelen, vagy egy p primszam.

El6z6 esetben a gyliriit nulla-karakterisztikdjiinak (char R = 0), az
utébbiban p-karakterisztikdjiinak (char R = p ) nevezziik.

Maisként megfogalmazva p-karakterisztikdji gyfiriiben pr=0 minden r
elemre, mig nulla karakterisztikdji gy(irli esetén nincs olyan n
természetes szam, amelyre nr=0 lenne, ha maga az r nem nulla.

Test nullosztomentes gyiirii, gy minden testnek van karakterisztikdja,
ami 0, vagy p primszam.

Példa: char(Q)=0, char(Z)=5.
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= Ha LK, akkor L'és terisztikaja nyilvanvaloan
megegyezik.

Példa: char(Q)=0, char(R)=0, char(C)=0.
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Definicié.
Valamely K test legsziikebb T résztestét a K primtestének

nevezziik. Ha valamely K testnek nincs valddi részteste, akkor
K primtest.

Valamely K test legsziikebb T részteste egyértelmiien létezik,
hiszen K 0sszes résztestének a metszete.
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Definico.
Legyen LIK és aie L algebrai K felett. Az m K fol6tti polinom az
o K folotti minimdlpolinomja, ha

1. m fépolinom,
2. m(o)=0
3. m a legkisebb fokszdmu polinom az 1. és 2.
tulajdonsdguak koziil.
Tétel.
a K folotti m minimdlpolinomja
1. 1étezik és egyértelmdi,
2. irreducibilis,
3. ha ge K[x] és g(a)=0, akkor mlg.
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Példa:
2 minimdlpolinomja Q folott x-2
R folott x-2
C folott x-2

J2  minimalpolinomja Q folott x2-2,
R folott x—~/2,
C folott x—2

i minimélpolinomja Q folott x?+1
R folott x>+1
C folott x-i
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Példa:
n  minimdlpolinomja Q f616tt nem létezik
R folott x-m
Cfolott x-m
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Definicio.
Az R integritdsi tartomdny euklidészi gyiirti,
ha létezik olyan @ fiiggvény, amelyre @ : R* — N, és
I. a, be R, b0 esetén 1étezik olyan c, de R,hogy
a=bc+d, ahol
i. d=0 vagy
ii. d#0és @(d)< @(b),
II. @(ab)>max (¢(a),p(b)), ha a,be R*.

Tétel.
Euklidészi gyiriiben elvégezhetd az euklidészi algoritmus.

Ezzel az algoritmussal megkapjuk (a, b)-t, a és b legnagyobb kozos
osztéjat. Léteznek olyan x, ye R elemek, hogy
(a,b)=ax+by. (Linedris kombindcids elddllitds.)
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Amatematikaban azokat a valés vagy komplex szamokat nevezik transzcendensnek, amelyek nem algebrai szamok, amelyek tehat nem gyckei egész (vagy racionlis) egyltthat6s
polinomnak, més széval nem megoldasai

" +an 12" L+t am+ag =0
alakii egyenletnek, ahol n > 1, az egyitthatok egészek és nem mind egyeniGek nullaval.

Noha majdnem minden szam transzcendens (azaz csak megszamialnato sok algebrai szam van az 6sszes szamok kontinuum szamossagi halmazaban Cantor, 1874), adott
szamrdl ezt Altalban igen nehéz belatni.
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Definicié.

Ha a K test részteste az L testnek, akkor azt mondjuk, hogy L a K
bovitése. LIK .

Példa: RIQ, CIQ, CIR.

Definicié.

Legyen LIK , és HCL. A K test H halmazzal valé bévitése az L
test legsziikebb olyan részteste, amely tartalmazza K-t és H-t.
K(H).
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Ez a test létezik, és egyértelmil. Vegyiik ugyanis L-nek az dsszes
olyan résztestét, amely tartalmazza K-t és H-t. Ezeknek a
résztesteknek a metszete test, és a feltételnek megfelel.

Definicié.
Egyszerii a bovités, ha a bovitd halmaz egyetlen elemii.
Példa: Q(+2), R(i) (=C), ezek egyszerii bovitések.
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» Ha LIK, H1, H2cL, akkor
K(H1, H2) = K(H1)(H2) = K(H1u H2)

Ha példaul K(a, b, c, ...) elkészitése a feladat, ezt elvégezhetjiik
1épésenként, a bovitd elemeket egyenként adjungdlva az
alaptesthez.
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