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Legyen L részteste M-nek és M tetszdleges elem. Ekkor a
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M-beli részhalmazt az L-nek a ©-val torténs egyszerd bivitésének nevezzitk és L(0)-val jelljik.0
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Egyszeri testbvités algebrai elemmel

12.6. Defir Ty vekeortér Tofeletti dimenzi

jat a testbGvités fokanak nevezzik.

Megjegyzés. Korabban 3 testbévités fokanak a definialé polinom fokszamat neveztiik. Ez nem ugyanaz a
Definicio. E perctd kezdve az a legfontosabb, hogy bebizonyitsunk, hogy ez a Definicié ugyanazt eredményezi,
mint a korabbi.

péld

1. A valos szamok testbovitésével kapjuk a komplex szamokat, a bovités foka 2, mert a komplex szamok
mint vektortér kétdimenzids a valos folott. Mivel minden valds szémot @ + bi alakban irhatunk, ezért a
testbovités foka 2. Mivel V=1 definislé polinomja masodfoki, Istjuk, hogy ebben 3 konkrét esstben
testbovités fokara adott két Definicié ugyanazt eredményezi

2. A valésok dimenzicja végtelen a racionalis folott, a testbGvités foka tehat végtelen.

3. A raciondiis szamok © halmazst 3 v/3-tel bovitve a @(V5) testet kapiuk. &2 3 legszikebb oiyan test,
amely tartalmazza Q-t és v/5-6t is. Ennek a testnek az elemei @ + b/5 alakiiak, azaz ket, a bévebb
testbol vett elem (az 1 és a v/5) racionalis linesris kombinaciéjaként irhatok fel. A bovités foka a

2. Egyébként mas bizisvektorokat is valaszthattunk volna, peldaul V3 helyett

Exkor az & + VB = & + 5b - (1/v/5) fajirsst kapiuk.
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4. Ha a racionalis szamokat a ¥/2-vel bévitjik, akkor a testbovitéssel kapott testben minden szamot
a-+ b2+ ¥/ alakban ithatunk (4 b ¢ € Q) ezért a testbévités foka 3. Mivel V'3 definials

polinomja harmadfoki, latjuk, hogy ebben a konkrét esetben is ugyanazt eredményezi a testbévités
fokara adott két Definici6.

Megjegyezzik, hogy ¥/ valgban a fenti testet generlja:

Mivel barmely két eleme kulonbozs, a1 + b1V/2 + e /T = az + ba /2 + /Lbsl
(a1 = a2) + (b1 = b2) V3 + (1 = €2)VZ° = 0 enne, vagyis /Z gyoke lenne egy masodrokd

raciondlis egyenletnek, ami nem igaz. (A masodfoki racionlis egyitthatss polinomok gykei nem V2
alakiak.)

Valéban testet kapunk, ezt konnyen ellendrizhetjik.

Benne van @ és V2

Lattuk, hogy a valés szamtest ugyan bévitése a racionalis szamtestnek, a dimenzisja (mint vektortér) viszont
nem megszamlalhatoan végtelen. Ezért egészen biztosak lehetiink benne, hogy a racionalis szamokat nem
elegends a négyzetayskeikkel (sdt, kobayokeikkel, negyedik, otodik stb gyskeikkel) boviteni ahhoz, hogy
megkapjuk az osszes valos szamot.

A racionalis egyatthatés polinomok gyokeinek szama még mindig ,csak” megszamldlhatéan végtelen.
Megszamlalhatéan végtelen sok elemmel valG bévités utan még mindig ,csak” megszamialhatéan végtelen
restet kapunk. (Egyébként érthets is, hogy nem minden valés szam ayoke valamely raciondlis egyiitthatos
polinomnak, hiszen vannak transzcendens szimok. Masrész viszont most éppen azt bizonyitottuk, hogy az
algebrai szamok szama megszamlalhatéan végtelen, tehat biztos, hogy vannak transzcendens szsmok.)
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Atestelmélet a matematika, azon belil az absztrakt algebra egyik 4ga. amely a testek (mint algebral strukidrak) tulajdonsagait
tanuimanyozza

Testnek neveziink minden olyan haimazt, mely elemei kozot, a valos szamok Gsszeadasanak és szorzasanak mintajara két olyan
milvelet van érelmezve, melyekre érvényesek a valos szamokra megszokott legalapvetdbb szamolasi szabalyok: mingkét mivelet
kommutativitasa, mindketts asszociativitasa, és a 2. miiveletnek az elsGre nézve valo disziributivitasa, valamint mindkettd
invertalnatosaga (a kivonas’ és ,osztas” elvégezhetdsége) [l A definicié részletesebben tobbiéle, bar hasonlé és nagyrészt
ekvivalens valtozatban is megfogalmazhaté (Id. a test (algebra) c. cikket) [Med 11
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Résztestek, testbovités [szerkesziés |

Résztest, testbévités, bedgyazds |[szerkesztés ]
Valamely test bovitése egyszerlien egy olyan, masik test, amely részstruktiraként tartalmazza az eredeti testet. A résztest” (pl. ang. ,subfield") terminolégia helyett nemzetkszileg
elterjedt a testbdvités (pl. angol .field extension”) 526 hasznalata. [E fogalom altalénositésa a testoeagyazas: valamely K test beagyazhaté az L testbe, ha az L-nek van olyan K'
részteste, amely izomorf K-val ]
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Az algebraban a test egy olyan F = (T +, -) kétmilveletes algebrai struktirat jelcl, ahol T kommutativ csoportot alkot a + (,5szeadas’) miveletre nézve, a - (.52012as")
Kommutativ, asszociativ, minden nem nulla elemnek van inverze a - milveletre nézve, tovabba a - mivelet disztributiv a + miveletre.

Egyes szerzok testnek nevezik az olyan algebrai struktirakat is, amelyekben a szorzas nem feltétientl kommutativ, de a fenti tulajdonsagok egyébként teljestinek. £ cikkben az iiyen
struktiirakat ferdefestnek nevezzik, és testen mindig kommutativ ferdetestet értink.

Atest nagyon fontos fogalom az algebran beldl, nem utolsésorban amiatt, mivel rendkiviil sok. az elemi matematikabol is ismert szamcsoport kozos altalanositasat nyGjtja: pl. a
racionalis, a valés és a komplex szamokét. A testek a matematika nagyon sok més teriletén is felnasznalhatak (Id. "A testelmélet alkalmazasai’).
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A.7. Testbovités
Ebben 3 pontban — 3 fejezet tobbi részével Gsszhangban — testen mindig kommutativ testet értink.

A.7.1 Definicié
Az M testet a7 L test bivitésének nevezzik, ha Lrészteste M-nek, azaz L C M és a7 L testben a milveletek
éppen az M-beli miveletek megszoritésal.@

Ennek a kapcsolatnak 3 szokasos jelolése MIL, de mivel ez konnyen félresrthets és nem is igazan tukro:
&és M viszonyat, ezért inkabb az M:L jelolést fogjuk alkalmazni.

Ha M bovitése L-nek, akkor M egyben vektorter is L felett a ,természetesen” adods miveletekre. Ezek a
vektortérmiveletek az M test miveleteibdl szarmaznak: két M-beli ,vektort” mint az Mtest két elemét adjuk
6ss7e, tovabba egy L-beli ,skalémal” tgy szorzunk meg egy M-beli ,vektort’, hogy az Mtestnek ezt 3 keét
elemét osszeszorozzuk.

Az M-nek mint az L test feletti vektortémek a dimenzisiara kiilon elnevezést és jelolést vezetunk be:

A.7.2 Definicié
Ha M bovitése L-nek, akkor az M-nek mint L feletti vektortérnek a dimenziojat a testbévités fokanak nevezzik

példaul deg(C:R)=2, deg(R:Q)=co.

Alapvetgen fontos tétel, hogy az egymss uténi testbovitések esetén a fokszamok osszeszorzédnak:
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A.7.3 Tétel (Testbévitések fokszamtétele)
Az L C M C N bévitéslanc esetén deg(N:L)=deg(V:M)-deg(M:L).

A testbovitések legegyszeriibb és egyben legfontosabb tipusat az egyetlen elem altal generalt bovitések
jelentik. Ezt rogton tetszsleges testekre vizsgaljuk, de melegen ajanliuk, hogy az Olvaso az alabbiakat el6szor
32 L=Q, M=C specislis esetben gondolja végig, és ezen keresztil ,sz0kja meg” ezt a fogalmat.

Elérebocsitjuk, hogy az M:
nagybetikkel fogjuk jelolni

testbovités esetén az L test elemeit gorog kisbetikkel, az M elemeit pedig gorog

Legyen L részteste M-nek és M tetszdleges elem. Ekkor az

L-nek a ©-val torténG egyszerd bovitésén az L-bdl és a ©-bol a(z M) testbeli miveletek (és inverzeik)
segitségével el6allo elemek halmazst fogjuk érteni. Ehhez elkészitjuk minden lehetséges médon az

@0+ @0+ ...+ anf" M elemeket, ahol ntetszleges nemnegativ egész és az a-k az L test elemei, majd
vesszilk ilyenek hanyadosait. Az ay+0;0+.+0,0" elem nem més mint a g = ao + a1z + ... + anz"L [z]
polinomnak a OM helyen vett g(6)M helyettesitési értéke. A széban forgd hanyadosok tehat g(@)/A(@)alaku
M-beli elemek, ahol g és h tetszdleges L[x]-beli polinomok és természetesen 1(8)+0. Az ily médon kapott
elemek  O-t és az L-et tartalmaz6 legszikebb résztestet alkotisk M-ben. Mindezt pontosan az alabbi
definicioban és tételben fogalmazzuk meg.

A.7.4 Definicio
Legyen L részteste M-nek és M tetszdleges elem. Ekkor a
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