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Masik bizonyitas [szerkesziés]

Csak a masodik Ipésre adunk Gj bizonyitast, tehat azzal kezdink, hogy van olyan s szam, hogy p osztoja s2+1-nek.
Vegyik az osszes lehetséges a+bs alakii szamot, ahol 0 < a < /Fés0 < b < /. llyen szampar
(Al +1) >p
van, viszont mod p maradék csak p lehet.
A skatulyaelvet hasznalva adédik, hogy van két kiilonbozs par, (a',b') és (a”,b"). hogy
o ~¥s=a" Vs (mod p).

Hamosta=a' a"ta=1b' b"-tdefinialjuk akkor azt kapjuk hogy a+bs =0 (mod p).nem lehet a=!

) [B] < \/P. Az els6 tulajdonsagot igy is irhatjuk:

=—bs (mod p)

amit négyzetreemelve azt kapjuk, hogy

hiszens® = —1 (mod p)
Az eddigiekbdl az adodik, hogy egyrészt a2+b2 oszihato p-vel, masrészt
0<a® 4 b <2(/p) =2p,

de ez csak gy lehet, ha a%+b?=p. (Axel Thue bizonyitasa)
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AFermat-6] eredd kétnégyzetszam-tétel a szamelmélet egyik fontos tétele, aminek szamos, igen kUlonb6z6 bizonyitasa ismert

Tartalomjegyzék [elrejtés]
1 Atétel dllitasa
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Minden p=4n+1 alakii primszam két négyzetszam sszege. PEIGaUL 5=4+1, 41=25+16.

Bizonyités |szerkesziés]
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7.5 Szamok eldallitésa négyzetosszegként

Ebben a pontban azt vizsgaljuk meg, hogy mely pozitiv egészek dlinak el6 két, harom, illetve négy
négyzetszim Gsszegekent (6sszeadanddként a 0-t is megengedve).

7.5.1 Tétel (Két-négyzetszam-tétel) . T 7.5.1

Legyen az n pozitiv egész kanonikus alakja

s
o

n=20p o ...q, [t

ahol a p, primek 4k + 1, a g, primek 4k — 1 alakuiak, &5 a szerepl6 a, B, 7, kitevok nemnegativ egészek.

Az

P =n @
diofantikus egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha minden -, paros, és ebben az esetben a
megoldasszam

1] 8+1). &
.
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Bizonyitas [szerkesztés]

Legyen tendt p egy 4n+1 alaki prim.

Els lépés [szerkesztés ]

El6sz0r belatjuk, hogy p-nek van olyan x2+)? alaki t6bbsz6rose, amiben sem x, sem y nem oszthaté p-vel. Azt az erbsebb allitast igazoljuk, hogy van x2+1 alaki tobbszorose (ekkor
X nyilvan nem lehet oszthaté p-vel). Ezt legegyszeriibben a Legendre-szimbolumra hivatkozva tehetjik meg: mivel azt kell belatni, hogy -1 kvadratikus maradék mod p, kiszamitjuk a

—1
()=t

(—) Legendre-szimbolum értékét:

P

-

hiszenp = 4n +1.igy (-1) 7 = (-1)" =1

Egy masik modszer egyszeriien megmondja x értékét: x=(2n)L. Valoban, ha (2n)! = 1. - 2n-ben minden tényezst megszorzunk (-1)-gyel, akkor (-1)2"=1 miatt a szorzat értéke

nem fog valtozni. Innen

Wilson tétele miatt.
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Masodik Iépés [ szerkesztés |
Fel fogjuk hasznaini a konnyen ellendrizhetd Brahmagupta-Fibonacci-azonossagot:

(2 +9°)(X2 +Y?) = (@X +y¥)? + (¥ — Xy)*.
Abizonyitas elsd része szerint p-nek van olyan x2+)2 t6bbszorose, ahol x és y egyike sem oszthaté p-vel. Ha itt x-et és y-t p-vel vett legkisebb abszolut értél

helyettesitjik, akkor még annyit nyerink, hogy ez a tobbszoros kisebb pnél. A befejezéshez a végtelen leszallas modszerét alkaimazzuk: belatjuk, Nogy ha 1<k<p-re kD eldall ket
négyzetszam osszegeként, akkor van 1< m<k i, amire mp s el

maradékaikkal

Valéban, legyen kp=x2+)2. Legyen X, illetve Y x &s y k-val vett legkisebb abszolit értékii maradéka. Nem lehet X=Y=0, mert ez azt jelentené, hogy kp=k%(a2+b?) alkalmas a, b
szamokra, de ekkor p prim volta miatt vagy k=1 (és készen vagyunk) vagy k=p (ami ellentmond feltevéseinknek). A fenti azonossag jobb oldalan all6 szamokra

X +y¥ =2 +37 =0 (mod k)

2Y —Xy=2y-ey=0 (mod k)

teljesill, azaz mindkettd k-val oszthat6 szam. Tovabba

X2+yY?P< (E)2+<E>2<k2.

mX+g/Y)Z+ wnyy)Q
k k

Ebb5 adédik. hogy

olyan p-vel oszthaté szam, ami kisebb kp-nél és készen vagyunk.




