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Késdbb megmutatjuk, hogy a (megfelel§ értelemben vett) maradékos osztis elvégezhetdségébsl mindig
Kovetkezik a szamelmélet alaptétele, de ez forditva nem igaz (Issd 3 11.3 pontof).

A tovabbiakban célunk az Gsszes Gauss-prim jellemzése, attekintése. Ennek eldkészitéseként kapcsolatot
keresiink a Gauss-primek és a (Z-beli) primszamok kozott:

7.4.14 Tétel . T7.4.14

(i) Minden « Gauss-primhez pontosan egy olyan p pozitiv primszam létezik, amelyre 7 | p.

Minden p pozitiv primszam vagy maga is Gauss-prim, vagy pedig pontosan két Gauss-primnek a szorzata,
amelyek norméja p, és amelyek egymés konjugaltiai. &

Bizonyités: (i) Mivel  # 0 és w nem eqység, ezért N (r) > 1, és iay N (x) felbonthats pozitiv primszamok
szorzatéra: N () = pypy ... p,- Ekkor

x| 7% = N(x) = prpe. ..o

tovabb  Gauss-prim, tehat r sziikségképpen osztsja valamelyik p,-nek is.

Az egyértelmiség igazolésahoz tegyik fel indirekt, hogy p g olyan pozitiv primszamok, amelyekre 7 | p és
| q. Mivel p és q (az egész szémok korében) relativ primek, ezért alkalmas u és v egész szamokkal
1= pu+qu teljesil. Ekkor | p és | g miatt x| pu + qu, azaz x| 1 is fennll, ami ellentmonds.

Ha a p > 0 primszam nem Gauss-prim, akkor (a szamelmélet alaptétele szerint) felirhats legalsbb ket
Gauss-prim szorzataként:

p=m...T, abol 1 >2 (3)

A normékra attérve, (3)-bél




image8.jpeg
A normakra atterve, (3)-bol

7 =N{p) = N(m)...N(x,) (4)

Kovetkezik. Mivel m; nem egység, ezért N (m;) > 1. A p? azonban csak egyféleképpen bonthato 1-nél nagyobb
egész szamok szorzatéra: p? — p- p. Ebbol kovetkezik, hogy (4), és gy (3) jobb oldaldn s csak két tényezs
szerepelhet:

p=mms, abol  N(m)=N(m
végil a
p=mmz & p=N(m)=m7

egyenldségekbdl kapjuk, hogy w2

Es most Iissuk a Gauss-primek,ist:

7.4.15 Tétel . T7.4.15
Az aldbbi Gauss-egészek adjak az 6sszes Gauss-primet (¢ tetszdleges egységet jelol):

We(1+i);

(8) eq, ahol g pozitiv 4k — 1 alaky primszém;

(C) , ahol N (x) egy pozitiv 4k + 1 alaki primszam; en primszamhoz egységszerestdl eltekintve
két Gauss-prim tartozik, amelyek egymas konjugaltjai, de nem egymas egységszeresei. &
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Példak:
A—1+i=i(1+4) é —Ti Gauss-primek.

Szintén Gauss-prim 2 2 — 5i, mert (2 — 5i) (2 + 5i) = 29, és a 29 egy 4k + 1 alaki pozitiv primszam.
A2+ 51 is Gauss-prim, amely nem egységszerese a 2 — 5i-nek.

A29 = (5 2i) (5 + 2i) felbontas tényezsi viszont (a szémelmélet alaptétele szerint) mar csak az el6z6k
eaységszeresei lehetnek, és valdban 5 — 2i = (—i) (2 + 5i) (2 5i).

im 3 —37, mert a 37 (ugyan primszam, de) nem 4k — 1 alaku.

Nem Gauss-

A9+ 2i sem Gauss-prim, mert (9 +2i) (9 — 2i) = 85 nem primszém.

Bizonyit 4 Tétel szerint 3z 6sszes Gauss-primet 3 pozitiv primszamoknak a Gauss-primek
szorzatéra torténs felbontasaibél kaphatiuk meg. Mas és mis tipusi felbontsst kapunk attl fiigaden, hoay ez
a pozitiv primszam (4) a 2; (8) 4k — 1 alaky; illetve (C) 4k + 1 alaki.

(A) Mivel 2= (141) (1 — ) = (—i) (1 + )%, ezért a 2-nek egységszeresté eltekintve egyetlen Gauss-prim
osztoja van, az 1 +i.

(B) Legyen g pozitiv 4k — 1 alakii primszém. Tegyik fel indirekt, hogy g nem Gauss-prim. Ekkor a T
7.4.14 Tétel (ii) llitasa szerint van olyan 7 = a + bi Gauss-prim, amelyre ¢ = N (r) = a® + b%. Ez azonban
lehetetlen, mert két négyzetszam Gsszege nem lehet 4k — 1 alakd.

(C) Legyen p pozitiv 4k + 1 alaku primszém. El6szor azt igazoljuk, hogy p nem Gauss-prim.
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Gauss 1791-ben, 14() éves koraban becslést adott erre, azt talalta, hogy ezres szamkorben a primszdmok szama forditottan aranyos
a szamok logaritmusaval. Ezt kés6bb tobben, példaul Riemann német matematikus is pontositottak

o Ikerprimek, mint azt a primszamok fogalmanal mar lathattuk, azok, amelyek klonbsége 2. Azaz kozel vannak egyméshoz.
Ugy tinik, végtelen sok ikerprim van, de ezt még mind a mai napig nem sikeralt bizonyitani.

o Bizonyitott azonban, hogy a primszamok kozott tetszGleges nagy hézagok vannak (amely szamok kozott nincs primszam).
o Bizonyitott az is, hogy minden természetes szam és kétszerese kozott van primszam. (Csebisev tétel.)
© Nem bizonyitott viszont, hogy két négyzetszam kozott mindig van primszam.

Kiilénbozé fajta primek:
A paratlan primszamok alapvetden két osztlyba sorolhatok:

- 4n+1 alaki, ahol n pozitiv egész. Példaul: 5, 13,17, stb.
« 4n-1 alaku primek, ahol n pozitiv egész. Példaul: 3,7, 11, stb.
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Fermat tétele, hogy a 4n+1 alaki primek mindig elGallithatok két négyzetszam osszegeként (pl. 13=22+32), mig a 4n-1 alaku primekre
ez nem teljesul. Ez a tétel is azok kozé tartozik, amelynek bizonyitasat Fermat nem kézoélte. Joval haldla utén Euler
bizonyitotta be.
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1.5.1 Tétel (A szamelmélet alaptétele) . T 1.5.1

Minden, a 0-t61 és egységektsl killonboz6 egész szam felbonthaté véges sok felbonthatatlan szam szorzatéra,
és ez a felbontss a tényezok sorrendjétsl és egységszeresektdl eltekintve egyértelmii. (Az egyértelmiiség azt
jelenti, hogy ha

C=ppae D= Qe
ahol a p; és g; szémok valamennyien felbonthatatianok, akkor = s, és a p; és g, szamok pérba dllthatok
iy, hogy mindegyik p; a hozza tartozs g;-nek egységszerese.) &b

Megjegyzések: 1. A 0-t és az egységeket azért kellett kizami, mert azok egyaltalan nem bonthatok fel
felbonthatatlan szamok szorzatara: az egységek csak gy irhatok fel szorzatként, hogy minden tényezs
eaység, 3 0 pedig csak tigy, hogy legalabb az egyik tényezs 0 (és akkor ez a tényezs nem felbonthatatian).

2. Magukra 3 felbonthatatlan szamokra a tétel olyan formaban érvényes, hogy ezeket egytényezds
szorzatoknak tekintjuk.

3. Nehany észrevétel az egyértelmiséghez. Tegyik fel, hogy a2 a szém @ = pypy ... by alakban elgll
felbonthatatianok szorzatakeént. Ekkor nyilvan a tényezéket tetszbleges més sorrendben osszeszorozva
ugyancsak a-t kapunk. Emellett legyenek 1, ..., &, tetszdleges olyan egységek, amelyek szorzata 1, ekkor
1Py, &P, is felbonthatatlanok, és ezek szorzata is a-val egyenls. Az alaptétel egyértelmiséoi része
éppen azt fejezi ki, hogy ezektl a varidlssi lehetsségekt eltekintve az a masképpen mar nem irhat fel
felbonthatatianck szorzataként. Példaul a 12 esetében néhany ilyen feliras

12=2-2-3=2-(-3)-(-2) =3-(-2)- (-2).

4. A tétel kimondasénal mindenképpen a felbonthatatian szém fogalmat érdemes hasznalni,
éppen azt fejezi ki, hogy ilyen ,épitokovekbdl” Iényegében minden szam lényegében egyértelmien

L Osszerakhatd”. A bizonyitss soran is meg fogjuk kulonboztetni a felbonthatatian és a prim fogalmat. Ezek
ekvivalencidia — amint Iitni fogjuk — szoros osszefugoésben 3ll a szamelmlet alaptételének az
érvényességével.
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A Gauss-egészek az a+bj alakii komplex szamok, ahol a és b egészek (tehat a komplex szamsik racspontjai). Koriikben a kozonséges egészekhez hasonlo szamelmélet épithets
K
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A Gauss-egeszek Osszeadasa egyszeruen koordinatankent torenik: (a+bi)+(c+dij=(a+c)+(b+d).. A szorzasnal felnasznaljuk az ¢~ = —1 egyenloseget:
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (be + ad)i. E milveletek nem vezetnek ki a Gauss-egészek korébd, sét az is konnyen Iathaté, hogy ezek Z[i]-vel jeloit gy(rit alkotnak. € gydrd
nullosztémentes, hanyadosteste Q(i) = {a + bi : a,b € Q}. A Gauss-egészek e test algebrai egész elemei.

Norma [szerkesztés]

Egy a+bi Gauss-egész normaja a nemnegativ egész
2+

N(a+bi) = (a + bi)(a — bi) =
N(x)=0 csak x=0-ra teljes(i, tovabba a norma multiplikativ: N(xy)=N(x)N(y). Ennélfogva, ha x oszja y-, akkor N(x) is osztéja N(y)-nak
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7.4 Gauss-egészek

AT 7.3.1 Tetelben pontos valaszt adtunk arra, mely pozitiv egészek dllnak l6 és hanyféleképpen kst
négyzetszam kilonbségeként. Most azt a rokon kérdést vetjik fel, hogy mi a helyzet kulonbség helyett
Gsszeqre, azaz mely pozitiv egészek dlinak el és hanyféleképpen két négyzetszim osszegeként.

Az 2% — y? = n diofantikus egyenlet megolddsanl a bal oldal szorzatta bontsa volt a kulcslépés. Az

22 +y? = n esetben ilyen szorzatta bontds az egész (vagy akar valos) szamok keretén bell maradva nem
létezik, azonban a komplex szamok korében mar igen: (z + yi) (z — yi) = n. Ezért igéretesnek tiinik az olyan
-+ bi komplex szamok szamelméletének a kiépitése, ahol a és b egész szamok. Az ilyen komplex szémokat
nevezzik Gauss-egészeknek.

Az egész szamok mintajéra a Gauss-egészek korében is definialjuk a megfelel§ szamelméleti fogalmakat
(oszthatésag, eaység, legnagyobb kozos oszts, felbonthatatlan, prim), majd megmutatiuk, hogy a Gauss-
eqészekre is érvényes a szimelmélet alaptétele, ezutan pedig az osszes Gauss-felbonthatatian , attekintése”
Kovetkezik. Mindezek birtokaban a kovetkezG pontban visszatériink majd a kiinduldsi problémankra, az

22 +y? = n diofantikus egyenletre.

7.4.1 Definicié . D 7.4.1

Gauss-egészeknek azokat az & = a -+ bi komplex szamokat nevezzik, ahol a és b egész szam. &

Az egyértelmil megkillonboztetés érdeksben ebben a pontban az egész szamokat latin betikkel, mig a Gauss-
egészeket gorog betiikkel jeljik.

A Gauss-egészek a komplex szimok 6sszeaddsara és szorzasra kommutatiy, egységelemes, nullosztomentes
ayiirit alkotnak.

A Gauss-egészek szsmelméleti vizsglatanal kulcsszerepet jatszik a norma fogalma:
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Az a = a+ bi Gauss-egész normajanak nevezziik és N (a)-val jeloljuk az a abszolt értékének négyzetét:

Na) Y Y
A Gauss-egészek definici6jabdl és a komplex szamok abszolut értékének tulajdonsagaibdl azonnal adédnak az
alébbi egyszerd, de fontos allitasok:

o

laf

7.43Tétel . T7.43
Tetszéleges a, B Gauss-egészek esetén
(i) N (@) nemnegativ egész szam;

HN(@=0¢a

(i) N (aB) = N () N (8). &

A Gauss-egészek szamelméletének éhez az egész szamokra az 1. fefezetben Iatott utat kovetjuk: a
fogalmak definialisa és 3 szamelmélet alaptételének bizonyitssa az ottani mintara torténik. Egyedil a
maradékos osztss tételének a Gauss-egészekre vonatkozé megfeleldje (7.4.8 Tétel) mutat komolyabb formai
eltérést, ettdl eltekintve szinte ,lemasoljuk” az egész szamoknal szerepls felépitést.

7.4.4 Definicié . D 7.4.4

A B Gauss-egészt az a Gauss-eqész osztdjanak nevezziik, ha létezik olyan -y Gauss-egész, amelyre a

Br. &

Akircsak az egész szamoknal, ugyanezt jelenti az ,aoszthatof-val”, lletve az ,atobbszorose a f-nak”
kifejezés is, és 3 Gauss-egészeknél is 3 | a jelolést hasznalijuk.

A B0 esetben 8| a pontosan akkor teljestl, ha az & komplex szam Gauss-egész.
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Egy Gauss-egész pontosan akkor Gauss-prim, ha Gauss-felbonthatatian.
*

A tovabbiakban ennek megfelelden dltalsban a Gauss-felbonthatatlan helyett is a (rovidebb) Gauss-prim
elnevezést fogjuk hasznani

Most mar minden készen &l az T 1.

Tétel megfeleljének a kimondasahoz és bizonyitasahoz:
7.4.13 Tétel (A szamelmélet alaptétele) . T 7.4.13

Minden, a 0-t61 és egységektsl killonboz6 Gauss-egész felbonthato véges sok Gauss-felbonthatatian
szorzatéra, és ez a felbontas a tényezdk sorrendjétél és egységszeresektdl eltekintve egysrtelmi. &

Bizonyités: Az egyértelmiiségre az egész szamoknal adott els6 bizonyitds 526 szerint atvihetd a Gauss-
egészekre is (a mésodik bizonyitds megfeleljére nézve ldsd a 7.4.11 feladatot).

Afelbonthatésag bizonyitasahoz is lényegében az egész szémoknal szerepld gondolatmenetet alkalmazhatiuk,
az2al a két apré moédositassal, hogy .a legkisebb pozitiv nemtrividlis osztéja” helyett ,a(kérmelyik) legkisebb
normajd nemtrividlis osztéja”, illetve |a;| helyett N (a;) veends. A részletek végiggondolasét az Olvasora
bizuk.

Megjegyzés: Osszefoglalva megallapithatiuk, hogy az egész szamoknil és a Gauss-egészeknél szinte azonos
modon jutottunk el a szamelmélet alaptételéhez. A felbonthatosag bizonyitasa mindkst szamkorben
kozvetlendl tortént (hasonls gondolatmenettel), az eqyértelmiiség bizonyitssahoz vezets it épései pedia a
kovetkezdk voltak:

Maradékos oszts = Iétezik legnagyobb kozos 0s2t6 (a ,kitintetett” értelemben) = minden felbonthatatian
egyben prim is = a szamelmélet alaptételének az egyértelmiiségi része.




