[image: ]
[bookmark: _GoBack][image: C:\Users\Major János\Documents\Bandicam\bandicam 2021-01-01 10-34-33-464.jpg][image: C:\Users\Major János\Documents\Bandicam\bandicam 2021-01-01 10-35-03-069.jpg][image: C:\Users\Major János\Documents\Bandicam\bandicam 2021-01-01 10-35-35-232.jpg][image: C:\Users\Major János\Documents\Bandicam\bandicam 2021-01-01 10-37-07-885.jpg][image: C:\Users\Major János\Documents\Bandicam\bandicam 2021-01-01 10-37-37-929.jpg][image: C:\Users\Major János\Documents\Bandicam\bandicam 2021-01-01 10-38-11-805.jpg][image: C:\Users\Major János\Documents\Bandicam\bandicam 2021-01-01 10-38-52-092.jpg][image: C:\Users\Major János\Documents\Bandicam\bandicam 2021-01-01 10-39-35-123.jpg]
image7.jpeg
B m=51,n=17, r=17 m=51, n=17, r=0
=) m=51, n=17, r=0 m=51, n=17, r=0

Az n utols6 értéke 17 volt, ennek megfelelden a 119 és az 544 szimok legnagyobb kozos osztéja 17. Az
euklidészi algoritmust természetesen nem csak lépések listajakeént, hanem folyamatabrival is megadhatjuk.
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Az euklideszi algoritmus!'] egy szamelméleti algoritmus, amellyel két szam legnagyobb kozos 0szt6ja hatarozhato meg. Nevét
‘az Gkori gor6g matematikusrol, Eukleidészrtl kapta, aki az Elemekben ita le (Kr. e. 300 korll). Az egyik legrégibb, gyakran
hasznalt aigoritmus

Alapétiete az. hogy a legnagyobb koz6s 05216 nem valtozik, ha a nagyobb szamot a két szam kiilonbségével helyettesituk.
Példaul 252 &s 105 legnagyobb koz6s 0szt6ja 21, amely legnagyobb koz6s 0szt6ja a 105 és a 147 = 252 - 105 szamoknak is.
Ez a helyettesités csokkenti a nagyobb szamot, igy a cserék ismétiésével egyre kisebb szamokat kapunk, egészen addig, amig
2 két szam egyeni6vé nem valk. E az eqdigi szampérok, igy az eredeti szampar legnagyobb kozos osztéja. Az algoritmus
Iépésein visszafelé menve talalunk két egész (akar negativ) tényezt, amelyek felhasznalésaval a legnagyobb koz6s 0s2t6
Kifejezhetd a két kiindulasi szam linearis kombinaciojaként

Ha feltesszik, hogy a kivonasok és a maradékos osztasok ideje kortibeldl megegyezik, akkor az algoritmusnak van egy
gyorsabb valtozata is, amely a kivonasok helyett maradékos osztéssal miiksdik Ennek Iényege, hogy ha a nagyobb szam
‘sokkal nagyobb, mint a kisebb, akkor sok kivonast kell elvégezni addig, amig a két szam szerepe felcserélodik. A
maradékképzés milvelete ezt a sok kivonast egy Iépésben végzi el. Az algoritmus akkor ér véget, amikor a maradék nulla lesz.
Ekkor a legnagyobb k6265 05716 &ppen a kisebb szam. Ezzel az algoritmus 1épésszama a kisebb szam logaritmusaval
‘aranyossa valik (sohasem nagyobb, mint a tizes szamrendszerbeli jegyek szamanak tsz6rése). A 20. szézad folyaman tovabbi
optimalizaciot végeztek.
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Az euklideszi algoritmus egymast kovets Iépései az eloz6 épés eredményeébd indulnak ki. A lépéseket a k index szamolja nullatol kezdddden. igy a kezddlépés a k= 0, a kovetkezd
1épés a k = 1 indexet hasznalja, és igy tovabb.

Minden Iépés az r_q &s ry., maradékokat hasznalja. Mivel a maradékok folyamatosan csokkennek, azért ry_q Kisebb, mint r,_». A cél az, hogy talaljunk egy gy hanyadost és egy r
maradékot, amellyel az

Th2

QTR+ T
egyenidség teljesil. Szavakkal, a nagyobb ry_ SzAmbol a Kisebb . 16bbszoroselt vonja le, amig egy még kisebb ry szamhoz nem jut.

A (k= 0) kezddlépésben az r_ és r_y szamok megfeleltetheték a kiindulasi szamoknak. A kovetkezd Iépésben (k = 1) a kisebb kezddszam és a nulladik Iépésben kapott ro
maradékot hasznalja, és igy tovabb. igy az algoritmus ihat6 mint az

a=qb+rg
b=aqro+1
o= qridn

= qsTa 47

egyenidségek sorozata.

Ha a kisebb szam az a, akkor az elsd Iépésben az algoritmus felcseréli a szamokat. PéIdaul, ha a < b, akkor az els6 o hanyados nulla lesz. és a maradék ro = a. EH6l kezdve az ry.
maradék mindig kisebb lesz. mint az el6z6 rq maradék minden k2 0 indexe. Mivel a maradékok minden [épésben csokkennek, és sosem lehetnek negativok, igy eiGbb-utobD lesz
egy maradék, ry = 01" Az utols6 nem nulla maradék lesz a legnagyobb kozos 0szt6. Az N nem lehet végtelen, mert csak véges sok egész van a nulla és az els6 ry maradék kozott.
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Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy egész szamok kozott a szémelmélet alaptételét végs6 soron a maradékos
osztds Iétezésének koszonhetjuk. Test folotti polinomgyriben szintén elvégezhets a maradékos osztds, és
ezértitt is igaz lesz a7 alaptétel.

3.2.1. Tétel. Legyen R szokasos gyirii. Ekkor az R[] polinomayiiriben minden olyan geR[x] polinommal
lehet maradékosan osztani, amelynek féeayitthatsja invertalhato. Ez azt jelenti, hogy tetszdleges fe R[x]
polinomhoz Iéteznek olyan g,re Rlx] polinomok, melyekre F=gg+r, és vagy r=0, vagy r foka kisebb g fokanal.
A g és r polinomok egyértelmiien meghatarozottak.

Az f=gg+r maradékos osztasban az f az osztandé, a g 3z 0s2t6, 3 g polinomot hanyadosnak, az r-et
maradéknak nevezzik. Az r=0 esetet azért kellett killon vennank, mert a nullapolinomnak nincsen foka. A
tételbs! latjuk, hogy test folott minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.

Megjegyzés

Osszuk el az f(x)=2x7+2x%+3x+2 polinomot g(x)=x*+1-gyel a Maple segitségével. A quo
parancs hanyadost, rem maradékot szamol.

Quo (2 xA3+27xA2+3x+2, xA24L, X)i
2oz
rem(2exA3+27xA2+37x2, xA241, X)i
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Az angol quotient 526 hanyadost, a remainder maradékot jelent.

E2 tehst azt jelenti, hogy 2x7+2x7+3x+2=(x7+1)(2x+2) +x, és 32 r{x)=x foka, ami 1, kisebb, mint g(x)=x"+1
foka, ami 2.

Mieltt a tételt bebizonyitanank, a fenti osztast elvégezzik ,kézzel” is (a bizonyitds ezt az eljérast altalanositja
majd). A polinomok kozott az osztss ahhoz hasonlé lépésekben torténik, ahogy egész szamok kozott
maradékosan osztunk, még a jelolés is ugyanolyan.

@x3 4+ 2x243x 4+2) ¢ (241 =|2x+2
—(2x34+ 0 +2x)

224 x +2

—(2x24+ 0 +2)

X

Az els6 Iépésben az osztands fétagjat osztjuk az osztd fotagjaval: 2x%/x?=2x. Ezt leirjuk, majd
visszaszorozzuk vele az osztot: (2x)(x?+1)=2x"+2x. Ezt az osztand6 ald irjuk, és kivonjuk: (2x7+2x?+3x+2)-
(2x%+2x)=2:%+x+2. Ezzel az Gj polinommal ismételjik az eljérast addig, ameddig lehet, vagyis ameddig a
kapott killonbség foka még nagyobb vagy egyenl§, mint az oszts foka. Léthatiuk, hoay a hanyados 2x+2, 2
maradék pedig x.
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3.22.
S[xJ-ben

ds. Legyen T test, és S részteste T-nek. Ha £,g& S[x], és g osztdja f-nek T{x]-ben, akkor osztéja

A Kituntetett kozos 0s7t6 meghatarozasira szolgslo euklideszi algoritmus a maradékos osztason alapszik, ezért

tetsz6leges test folotti polinomayiriiben s elvégezhets. Ezt az eljarast roviden atismételjik. Legyen T test, és
£,0T[x] ket polinom. Készitsiik el az alabbi maradékos osztésokat:

+m
+12
+713

=Ta-10nt+7n
ndnt1+0.

Az itt szerepl6 ry,r,... maradékok foka egyre csokken, és mivel ezek a fokok nemnegativ egész szamok,
el6bb-utébb a maradék nulla lesz. A jelolést tgy valasztottuk, hogy r, legyen az utolsé nem nulla maradék. Az
egész szamokra tanult bizonyitas s26 szerint dtvihets: r, az f és g kituntetett kozos osztdja lesz.

Szamelméletbél tudjuk, hogy az euklideszi algoritmus segitségével az 3 és b szamok legnagyobb kozos osztoja

folirhatd ax+by alakban alkalmas x és y egészekre. Ez a visszahelyettesitési eljards polinomokra ugyanigy
elvégezhets.
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Az algoritmus sz6rdl sokaknak elsére az euklideszi algoritmus jut az eszébe, ezért kezdjunk ezzel!
Euklideszi algoritmus:

Adott két pozitiv egész szam: m és n.
Keresends legnagyobb kozds osztéjuk, vagyis az a legnagyobb pozitiv egész, amelyik mindkettének az osztéja.
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Az algoritmus a kovetkezd Iépésekkel irhat6 le:
E1. Osszuk el m-et n-nel, a maradék legyen r.
E2. Ha r=0, akkor az algoritmus véget ért, az eredmény n.
E3. Legyen m — 1 és n —r, és folytassuk az algoritmust az E1 lépéssel.

Kovessik az algoritmus futdsit a 119 és 544 szamokra, azaz legyen m = 119 és n = 5441

3.1. tablazat - Euklideszi algoritmus lépései az m=119 és n=544 szamokra

Lépés  Allapot (végrehajtas el6tt) Allapot (végrehaitas utan)
B m=119, n=544, r=r m=119, n=544, r=119
=) m=119, n=544, r=119 m=119, n=544, r=119
=] m=119, n=544, r=119 m=544, n=119, r=119
B m=544, n=119, r=119 m=544, n=119, r=68
=) m=544, n=119, r=68 m=544, n=119, r=68
=) m=544, n=119, r=68 m=119, n=68, r=68
B m=119, n=68, =68 m=119, n=68, r=51
=) m=119, n=68, r=51 m=119, n=68, r=51
=) m=119, n=68, r=51 m=68, n=51, r=51
B m=68, n=51, r=51 m=68, n=51, r=17

=) m=68, n=51, r=17 m=68, n=51, r=17

=) m=68, n=51, r=17 m=51, n=17, r=17




