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‘Szsmelméleti faggvényen a pozitiv egészeken értelmezett komplex értéki fiigovényt értink. Ezek kozil
elsgsorban azok lesznek érdekesek szamunkra, amelyek a pozitiv egészek valamilyen aritms
tulajdonssgaval kapcsolatosak. Iiyen példaul az  pozitiv osztéinak szamat jel6lG d (r) és a kongruenciaknal
nélkilozhetetlen Euler-féle o (n), amelyekkel mar az 1., illetve 2. fejezetben talélkoztunk. Tovabbi fontos
példak az n poaitiv osztéinak osszegét jelents o (n), amely a tokéletes szamokhoz is kapcsoldik, valamint a
1 (n) Mobius-fugavény, amely az osszegzési és megforditasi fuggvényndl jatszik alapvets szerepet. A d (n)
példajan keresztul bemutatjuk azt a sok szamelméleti fuggvényre jellemz6 kétarcisagot, amely egyfeldl a
fggvényértékek szeszélyes ingadozasat, masfeldl az ,atlagos” értelemben vett szabalyos viselkedést jelenti.
Az dtlagértékek vizsgalatat a konvolicio felhasznalséval kiterjesztiuk a o (n)-re &5 a @ (n)-re is. Ez utobbi
eredmény egyiittal megadia, mi 2 (pontosan definidlhats értelemben vett) valészinsége annak, hogy két
s74m relativ prim. (Ez a valészindiség meglepSen nagynak bizonyul: 6 / n 0, 61.) Kalongsen érdekes az n
kilénboz6 (pozitiv) primosztsinak szémat jelents w (n) faggvény vizsgdlata, amelyrdl kiderdl, hogy
(ellentétben példaul a d (n)-nel) legtobbszor az atlagértékéhez kozeli fagavényértékeket vesz fel. Hardy és
Ramanujan ezen hires tételére Turan Pal adott egyszer( bizonytsst, amely kés6bb a valG
szamelmélet kiindulépontiava valt. Végul abbél az Erds altal
vizsgélia, milyen feltételekkel karakterizalhats az additiv fuggvények kozil a logaritmusfiggvény.

6.1 Multiplikativitds, additivitas

6.1.1 Defi

.D6.L1

Szamelméleti fiiggvényeknek a pozitiv egészeken értelmezett komplex értékii fuigavényeket nevezzik. &

Példak: d (n) az n pozitiv osztsinak a széma (Idsd az T 1.6.3 Tételt);

az Euler-féle p-fuggvény (Iasd a D 2.2.7 Definiciot és a T 2.3.1 Tételt); f (n)

9(n) = /aZ ¥ 5 +isinn sto.

=)
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Nehany fontos szamelméleti fiiggvényt a 6.2 pontban fogunk ismertetni.

A szamelméleti fuggvények vizsgalatanal gyakran lényeges szerepet jatszanak az aldbt

6.1.2 Defir

D612
Az f szamelméleti faggvény multiplikativ, ha barmely (a,b) = 1 esetén f (ab) = f (a) f (b) teljesal. &

6.1.3 Defir

.D6.L3

Az f szamelméleti fuggvény teljesen multiplikativ (vagy totlisan multiplikativ), ha

7 (ab) = £ (a) £ (b) teljesil. &

den a, b esetén

Példak:

Az Euler-féle -fuggvény multiplikativ (ezt a T 2.3.1 Tétel els6 bizonyitésaban igazoltuk), de nem teljesen

multiplikativ, mert példaul ¢ (8) # ¢ (2)  (4). Hasonlé a helyzet a d (n)-nel (I3sd a 6.1.1 feladatot).

Az f (@

n@ fuggvény, ahol @ rogzitett valos szam, teljesen multiplikativ (és igy multi

kativ is).

Ag(n) = 3n — 2 faggvény nem muli

iv, mert példaul (2,3) = 1, de g (6) # g (2) 9(3).

Ha 3 fliggvényértskek szorzata helyett az osszegikre kovetelink meg a fentiekhez hasonl feltételeket, akkor
az additiv, lletve teljesen additiv fugovény fogalmahoz jutunk:
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1.4 Felbonthatatlan szam és primszam

Léttuk, hogy oszthatésdgi szempontbl a 0, illetve az egységek kulonleges szerepet jatszanak: a 0-nak minden
szam oszt6ja, az egységek pedig minden szémot osztanak. Legyen a tovabbiakban a tetszdleges, 0-tol és
egyséatsl kilonbozs szsm. Az egység definicioja alapjan birmely = eqység esstén = | a és =a | a. Ezeket aza
slis osztbinak nevezzik. A tovabbiakban fontos szerepet jatszanak azok a szamok, amelyeknek csak

1) killonb6z6 szamot felbonthatatian szémnak nevezziik, ha csak tgy bonthat fel két
egész szém szorzatara, hogy valamelyik tényezs egység. Azaz

p=ab=>a vagy b ezyséz. &

Itt p # 0-t azért nem szukséges kilon kikstni, mert a 0 nemtrivislisan is szorzattd bonthats, pl. 0 = 5-0.
Megjegyezzik még, hogy a p = ab szorzatban nem lehet mindkét tényez eaység, hiszen akkor a szorzatuk,
azaz pis egység lenne. (fgy az D 1.4.1 Definicid végén tulajdonképpen ,kizaré vagy” szerepel.)

A felbonthatatian szamok tehat azok az egyséqts| kulonboz egészek, amelyek csak trivialisan bonthatsk ket
egész szsm szorzatara, vagy mas szoval, amelyek csak az egységekkel és sajit maguk egységszereseivel
oszthatsk. Tiyenek példaul a 2, 3, —17 stb. Ha egy nemnulla szamnak trivislistol kilonbozs osztoja
akkor osszetett szamnak nevezzik.





image1.emf

image2.jpeg
| | b cassrioealsmun i il

A Gauss-egészek az a+bi alakii komplex szamok, ahol a és b egészek (tehat a komplex szamsik racspontjai). Koriikben a kozonséges egészekhez hasonlo szamelmélet épithetd
K

Tartalomjegyzék [elrejtés]
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A Gauss-egészek osszeadasa egyszeriien koordinatanként torténik: (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i. A szorzésnal felhasznaljuk az i2 =
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (be + ad)i. E milveletek nem vezetnek ki a Gauss-egészek korébdl, s6t az is konnyen Iathato, hogy ezek Zi
nullosztémentes, hanyadosteste Q(i) = {a + bi : a,b € Q}. A Gauss-egészek e test algebrai egész elemei.

el jelot gyt alkotnak. E gyl

Norma [szerkesztés]

Egy a+bi Gauss-egész normaja a nemnegativ egész
N(a+bi) = (a+bi)(a — bi) = a? + b
N(x)=0 csak x=0-ra teljesi, tovabba a norma multiplikativ: N(xy)=N(x)N(y). Ennélfogva, ha x oszja y-t, akkor N(x) is osztéja N(y)-nak

Egységek, asszocialtak, primelemek [szerkesztés ]

Négy Gauss-egész norméja egy: 1,-1.i-/. Ezek az egységek. tendt azok a Gauss-egészek, amelyek minden Gauss-egész 052161, Ha két Gauss-egész egymast kalcsondsen oszija,
‘akkor egység szorzoban témek el, ezeket egymas asszocidlfjainak nevezzilk. 1+ Gauss-prim és 2 primfelbontasa 2 = —i(1 +4)%. Mindenp = 3 (mod 4) Z-beli primszam
Zli]-ben'is prim. Ha viszontp = 1 (mod 4) primszam, akkor p felbomiik, mintp = (a + bi)(a — bi). anol a® + b = p (iyen felbontas a két-négyzetszam-tétel szerint mindig
16tezik) és az a + bi, a — bi Gauss-primek nem asszociltak. Ezzel megkaptuk valamennyi Gauss-primet

A Gauss-egészek korében ugyanigy, mint az egész szamok kozott, érelmezhets a kongruencia-relacio:
primelem, akkor a mod 7r maradékosztalyok szama N (mr).

y (mod z) akkor teljesil, ha x-y oszthat z-vel. Ekkor ha 7
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Az egész szamok mintajara a Gauss-egészek korében is definisljuk a megfelel6 szamelméleti fogalmakat
(oszthatésag, eaység, legnagyobb kozos oszts, felbonthatatlan, prim), majd megmutatiuk, hogy a Gauss-
egészekre is érvényes a szémelmélet alaptétele, ezutan pedig az osszes Gauss-felbonthatatian , attekintése”
Kovetkezik. Mindezek birtokaban a kovetkezG pontban visszatériink majd a kiinduldsi problémankra, az

22 +y? = n diofantikus egyenletre.

7.4.1 Definici6 . D 7.4.1
Gauss-egészeknek azokat az a = a -+ bi komplex szamokat nevezzik, ahol a és b egész szam. &

Az egyértelmil megkillonboztetés érdeksben ebben a pontban az egész szamokat latin betikkel, mig 3 Gauss-
egészeket gorog betiikkel jeloljik.

A Gauss-egészek a komplex szamok osszeaddsara és szorzasara kommutativ, egységelemes, nullosztémentes.
ayilrit alkotnak.

A Gauss-egészek szamelméleti vizsgalatandl kulcsszerepet jatszik a norma fogalm:

7.4.2 Definicié . D 7.4.2

Az a = a+bi Gauss-egész normajanak nevezziik és N (a)-val jeloljik az a abszolit értékének négyzetet

Na) R 3
A Gauss-egészek definiciéjabol és a komplex szamok abszolut értékének tulajdonsagaibél azonnal adédnak az
aldbbi egyszerd, de fontos allitasok:

laf

7.43Tétel .T7.43
Tetszdleges a, B Gauss-egészek esetén

(i) N (@) nemnegativ egész szam;
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Tetszéleges a, B Gauss-egészek esetén
(i) N (@) nemnegativ egész szam;

) N(@)=0¢ a=0;

N(aB)=N(a)N(B). &

A Gauss-egészek szamelméletének kiépitéséhez az egész szamokra az L. fefezetben Iatott utat kovetjuk: a
fogalmak definialisa és 3 szamelmélet alaptételének bizonyitssa az ottani mintara torténik. Egyedil a
maradékos osztss tételének a Gauss-egészekre vonatkozé megfeleldie (7.4.8 Tétel) mutat komolyabb formai
eltérést, ettdl eltekintve szinte ,lemasoljuk” az egész szamoknal szerepls felépitést.

7.4.4 Definici6 . D 7.4.4
A B Gauss-egészt az a Gauss-egész osztéjanak nevezzilk, ha létezik olyan y Gauss-egész, amelyre a = fy. &

Akircsak az egész szamoknal, ugyanezt jelenti az ,aoszthatof-val”, lletve az ,atobbszorose a f-nak”
kifejezés is, és 3 Gauss-egészeknél is 3 | a jelolést hasznaliuk.

A B0 esetben 8| a pontosan akkor teljestl, ha az & komplex szdm Gauss-egész.
Példak:

24| 7+i, mert

8

4+if4—i, mert i

A Gauss-egészek és az egész szamok szémelmélete kozott fontos hid az alabbi (egyiranyt) kapcsolat:
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7.4.13 Tétel (A szamelmélet alaptétele) . T 7.4.13

Minden, a 0-t61 és egységektsl killonboz6 Gauss-egész felbonthato véges sok Gauss-felbonthatatian
szorzatéra, és ez a felbontas a tényezdk sorrendjétdl és egységszeresektdl eltekintve egysrtelmi. &

Bizonyités: Az egyértelmiiségre az egész szamoknal adott els6 bizonyitds 526 szerint atvihetd a Gauss-
egészekre is (a mésodik bizonyitds megfelelgjére nézve ldsd a 7.4.11 feladatot).

A felbonthatdsag bizonyitasahoz is Iényegében az egész szamokndl szereplé gondolatmenetet alkalmazhatjuk,
azzal a két apré modositassal, hogy .a legkisebb poz is osztéja” helyett .a(karmelyik) legkisebb
normsjt nemtrivialis osztsja’,iletve |a;] helyett N (as) veends. A részletek végiggondolasat az Olvasora
bizzuk. m

Megjegyzés: Osszefoglalva megallapithatiuk, hogy az egész szamoknil és a Gauss-egészeknél szinte azonos
modon jutottunk el a szamelmélet alaptételéhez. A felbonthatosag bizonyitasa mindket szamkorben
kozvetlendl tortént (hasonls gondolatmenettel), az eqyértelmiiség bizonyitssahoz vezets it épései pedia 3
kovetkezdk voltak:

Maradékos osztss = Iétezik legnagyobb koz6s 0s2t6 (a ,kitiintetett” értelemben) = minden felbonthatatian
egyben prim is = a szamelmélet alaptételének az egyértelmiiségi része.

Késdbb megmutatjuk, hogy a (megfelel§ értelemben vett) maradékos osztss elvégezhetdségébsl mindig
kovetkezik a szamelmélet alaptétele, de ez forditva nem igaz (Issd 3 11.3 pontof).

A tovabbiakban célunk az osszes Gauss-prim jellemzése, ttekintése. Ennek elkészitéseként kapcsolatot
keresiink a Gauss-primek és a (Z-beli) primszamok kozott:




