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kommutativ gyiriro] beszéliink. A mitrixok esetében elGfordulhatott, hogy két négyzetes
mitrix szorzata annak ellenére 0 volt, hogy a tényezdk egyike sem volt az. Ilyen eset-

ben lnullosztoparrél beszéliink. A polinomoknal littuk, hogy ez nem fordulhatott el6; és a
szamokndl sem. Ha a gyiiriiben nincsenek nullosztépérok, akkor nullosztomentes gyiiriirdl
beszéliink. Ha a gyiri kommutativ és nullosztémentes, akkor .majdnem” olyan. mint az
egész szamok gyftiriije; és a neve integritdsi tartomany (a latin integer sz6bol, amelynek
jelentése egész).
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Ha egy gytirtiben a - b = 0 csak akkor dllhat fenn, ha vagy a = 0, vagy b = 0,
akkor azt mondjuk. hogy a gyirid lnullosztémentes, Kommutativ nullosztémentes gyfiri
neve integritdsi tartomany.

Ha az R gyfiriben van ..egységelem”, azaz olyan e elem, hogy birmely a € R estén

e-a=a-e=a, akkor egységelemes gyliriirol beszéliink.

Egy R integritdsi tartoményt euklideszi gytininek neveziink, ha nemnulla elemeire
értelmezett egy ¢ tigynevezett euklideszi norma, amelynek értékei természetes szdamok és
kielégitik a maradékos osztds tulajdonsédgot:
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Ha bizonyos elemek korében elvégezhet6 az Osszeadds. kivonds és szorzds, amely
miiveletek rendelkeznek a mdr ismertetett fontos tulajdonsdgokkal, akkor gyiirirdl beszé-
link. Ha a szorzds kommutativ, akkor ez egy kommutativ gytri. Egy gyfirti elemeinek a
halmaza nem lehet iires; mindig van benne ..nullelem”, azaz egy olyan 0 elem, amelyet a
gyliri barmely a eleméhez adva ismét a-t kapunk. Ha két elem szorzata csak akkor lehet
0. ha valamelyikiik 0, akkor a gyirii nullosziomentes. Nullosztémentes kommutativ gyiirt
neve integritisi tartomany. (Mi azt is feltessziik, hogy legalibb két eleme van.) Ha létezik
benne ..maradékos osztds™ egyre csokkend ..euklideszi normdval”, akkor ez egy euklide-
szi gyiini. Ha van olyan elem (1), amellyel birmely a elemet megszorozva az eredmény
ismét a. akkor ezt egységelemnek; és a gytiriit egységelemesnek nevezziik. Ha a gyiirtiben
elvégezhet( az osztds, akkor ez fest. A tovibbiakban elegend6, ha az ezekre vald utaldsndl
mindig olyan példdkra gondolunk, amelyeket az eddigiek sordn mar megismertiink.
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N-t8l C-ig

a+x=b a-x=b x=2 x2+1=0
N >Z > Q> R _>C
félgyiirii gylirli test test test
integritasi
tartomany
euklideszi

gyliri
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Amtrix a matematikaban mennyiségek téglalap alaki elrendezése (tablazata) (szamoke, fliggvényeke, kifejezéseké, vagy egyéb
elemeke, esetleg mas matrixoké; dltalanosan valamilyen gyirii vagy vekortér elemeié)

Amatrixokra hasonl6 kalkulus (.algebra”) épithets fel, mint az elemeikre, amelynek rendkivil sokféle alkalmazasa lehetséges. Ennek
tanuimanyozasa a lineris algebra feladata. Matrixokat szoktak hasznaini lineris egyenletek és linedris, valamint bilinearis
fuggvények leirasara. A matrixok — a linearis algebra (egyik) leghasznosabb fogalmaként — a matematikanak a gyakoriatban
legtobbsz6r alkalmazott eszkozel kozGtt vannak, a matematika szamos mas 4ga mellett pedig a fizikatol és komputergrafikatol kezdve
2 biologian 4t egészen a nyelvészetig, szamtalan tudomanyagban hasznalhatéak akar az elméleti leiras t5mor megfogalmazasara,
‘akar a szamitasok megkonnyitésére vagy automatizalasara
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Amatrix vizszintes vonalban elnelyezked elemei sorokat, fiiggdleges vonalban elhelyezkeds elemei oszlopokat alkotnak. Egy m sorbol és n osziopbl alls matrixot m-szer n

matrixnak neveznek (irva: m. X m), az m és n pozitiv egész szamok a matrix dimenzioi. A matrix dimenzioit mindig eidszor a sorok szamaval, majd azt kovetoen az osziopok
szamaval adjak meg. Az A métrix jelolése:

an e e ... G an A G ... O
ay  an  ay azn an anm ay am
a3 a3 03 ... G | yagy | G311 G; A ... G,
Gmi Gm2 Gm3 oo Gmn Unt Gy Gy o Gmn

A matrixnak az i-edik soraban és j-edik oszlopaban 16 elemét a matrix 4, j-edik elemének nevezik, jelolése A, ; vagy A[i, j]. Mindig el6szor a sorszam, majd az oszlopszam
szerepel

Az m x n méretii matrixot gyakran igy jelolik. A

(@,3)mxn. @ matrix minden A[i, j] elemét a; j-vel jelolik ahol 1 <4 < m és 1 < j < n.Konvenci6, hogy a matrixokat
nagybetiivel, a matrix elemeit pedig kisbetiivel jelolik. Szokés szerint a matrix sorainak és oszopainak szamozasa 1-gyel kezdodik — noha vannak szamitogépes programok, melyek

0-val kezdenek. A legtabb programozasi nyelv szintén nullatol indexel. Azokat a matrixokat, melyek egyik dimenziéja 1, vektornak szoktak nevezni. A sorvektornak csak egy sora
van:
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Tisztan matematikai igény(i definicio [szerkesztés]
Ha T gyiir(i (altalaban kommutativ gyirii vagy test), akkor az m X m-es matrixok 7 ™™ halmazan a
A:{1,2,...,m} x {1,2,

tipust, véges (m - n elemszamu) értelmezési tartomany, 7 -be képezd fuggvények halmazat értjk. Itt X a halmazok Descartes-szorzata, (i, j) rendezett par.

=T (ih) = ay
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Transzponalas |[szerkesztés]

Atranszponlas egy argumentumi mivelet. EQy métrix transzponaldsa sorainak és oszlopainak a felcserélését jelenti. Egy mxn-es métrix
transzponaltja nxm-es. Kétszer végrehajtva visszakapjuk az eredeti matrixot. A transzponalas jele A7 vagy A’ AT

Egy métrix szimmetrikus, ha transzponaltja 6nmaga, azaz AT = A Szimmetrikus matrix csak négyzetes matrix (Isd alabb) lehet

Példa [ szerkesztés | 1 3 5

12
12: 1146

A=y g 4 =2 2090 2 4 6
g 3725

Osszeadas |[szerkesztés)

(Csak azonos dimenzioji métrixok adhatok ossze. Legyen A és B két azonos dimenziéji, m X n-es méretii matrix. Az A + B osszeget gy

képezzilk, hogy az azonos helyen 1évG elemeket 6sszegezzik (vagyis (A + B)[i, j] = Ali, j] + Bli, J]). Atranszponalast kétszer egymas &1
utén végrehaitva visszakapiuk az
Példa [ szerkesztés | eredeti matrixot
13 2 005 1+0 340 2+5 187
10 0{+|7 5 0f=|1+7 0+5 0+0{=(8 5 0
12 2 211 1+2 241 2+1 333

Tulajdonségai [szerkeszids |
* Kommutativ: A+ B=B+ A
o Asszociativ: (A+ B) +C = A+ (B+C)
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Skalarral valo szorzas |[szerkesziés]
Az A matrix egy ¢ skalarral valo cA szorzatat gy szamitjuk, hogy A minden elemét megszorozzuk a ¢ szammal (vagyis (cA)[i, 5] = ¢ - A[i, 7).
Ha a skalart 1 x 1-es matrixnak tekintjik, akkor a skalarral valo szorzas specidlis Kronecker-szorzat.
Példa [szerkesztés |
2 1 8 -3]_[21 2:8 2:(-3)]_[2 16 -6

4 5] [2:4 2.(-2) 2.5 ] [8 -4 10

Tulajdonségai [szerkeszids |
« aM = Ma (barmelyik oldalrdl szorozhatunk a skalarral)
« (a+b)M =aM +bM
« a(bM) = (ab)M = (ba)M = b(aM)

Az Gsszeadas viszonyaban teesill még a

 (mindkét oldali) disztributivitas: a(M + N) = aM + aN
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Matrixszorzas [szerkesztés]

Ket matrix szorzata akkor definialt, ha a bal oldali matrix oszlopainak szama megegyezik a jobb oldall matrix sorainak szamaval. Ha A egy m. x n-es. B pedig egy n x p-s matrix,
mitrixszorzatuk egy m X p méretii (m sorbol, p oszlopbdl 4ll6) AB matrix lesz, melynek elemel igy szamithatok:

(AB)i,j] = Ali,1] - B[1,j] + A[i,2] - B2, 4] + ... + A[i,n] - Bln, j] = ZA ] - Blk, j]
minden i-re és jire.

Példa [szerkesztés ]

3 0% g i _[ (@-3+0-2+2-1) (1-14+0-1+2:0) 7 _[5 1
181l | Tl -343-2+1-1) ((-1)-14+3-1+1-0)]  [4 2
illetve a megfeleld sort a megfeleld oszloppal torténd szorzast kidomboritando:
31
21
10

102 51
131 42
‘aol példaul az eredménymatrix 5-Gs elemét gy kaptuk. hogy a soraban 16vG (1.0.2) elemeket paronként 6sszeszoroztuk az oszlopaban Ié
ket

(3,2.1) elemekkel, majd 6sszeadtuk
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Tulajdonségai [szerkeszids ]
« asszociativitas: (AB)C = A(BC) minden k x m-es A, m X n-es B és n x p-s C matrixra. Ezt a tulajdonsagot kinasznélva optimalizalni lehet a matrixszorzast. A
leghatékonyabb zarojelezés megtalalasa nevezetes optimalizacios probléma.
« jobb oldali disztributivitas: (A + B)C' = AC + BC minden m x n-es A és B, valamint n. x k-s C matrixra.
« bal oldali disztributivitas: C(A + B) = CA + CB mindenm x n-es . valamint n. x k-s C matrixra.
Fontos tudni, hogy  kommutativitas ltaldban nem tefjesiil; vagys adott A és BB Gsszeszorozhato métrixra ltalaban igaz, hogy AB # BA.
Anégyzetes matrixok 6sszeszorozhatdk Gnmagukkal, ezért magasabb hatvanyaik is képezhetdk. Skalar egylithatos polinomba is benelyettesithetdk; ekkor a konstans tagot a
permanenciaelv alapjan nulladik hatvanynak definialt megfeleld méretii eqységmatrixszal szorozzak Gssze. A polinomok segitségével mas fliggvényelk is approximalnatok
hatvanysorok segitségével. Ezekhez a szamitasoknoz a matrix Jordan-normalalakjat hasznaljak, mert azzal egyszeribb szamoln
Az ugyanolyan hosszil sor- és osziopvekiorok kétféleképpen is Gsszeszorozhatok matrixszer(ien. Az eqyik szorzat egy skalér, ami éppen a vekiorok skalaris szorzata, a masik egy
négyzetes matrix, a vekiorok diadikus vagy tenzorszorzata
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Invertalas [szerkesztés]
£ Bovebben: Invertalnaté matrix

Az invertalas csak a nem nulla determinansii matrixokra értelmezett. Vagyis, ha egy . X n-es A matrixra det(A4) # 0. akkor létezik egy A * matrix, amire AA ' = A A =1,
ahol I azn x n-es identitasmatrix. Ezeket a matrixokat invertalhatoknak nevezzik, mig a tGbbit szingularisnak.

Aszingularis matrixokhoz nem tartozik ilyen métrix. Ehelyett az inverzhez hasonlé modon pszeudoinverzet definiainak, ahol a szorzatrol csak azt kotik ki, hogy szimmetrikus legyen:
AA" =AA=S
Tipikusan ez egy diagonalis matrix, a foatiejan 1 és 0 értékekkel

‘Specidlisan vektorok esetén tovabbi miveletek is Iéteznek.

MAtrix rangja [szerkesztés]

Az An x k-s matrix rangja a matrix linedrisan fiiggetien oszlopainak maximalis szama. Igazolhaté, hogy ez egy jol definialt természetes szam és megegyezik a matrix linearisan
fggetien sorainak maximalis szamaval (a sorrang tehdt egyeni az oszlopranggal). Masként tgy is fogaimazhatunk, hogy a rang a matrix oszlopvekiorai tal Kifeszitett altér
dimenzioja a T* vektortérben (T az a test, ahonnan a matrix elemeit vesszuk). Tehat a rang

7(4) = dim ({ay,...,a})

ahola,..., a az AA métrix osziopai vektorokként.
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Négyzetes mAtrix [szerkesziés]
£ Bovebben: Négyzetes métrix

Anégyzetes métrix olyan matrix, melyben a sorok és oszlopok szama megegyezik. Eqy adott test felett sszes r1xn-es négyzetes matrix a skaldrral valg szorzassal,
matrixGsszeadassal és matrixszorzassal algebrat alkot. Az n>1 esetben az algebra altalaban nem kommutativ.

Egy A matrix fGatiéja az as; alaki elemeket tartaimazza, tehat azokat, amelyek ugyanannyiadik sorban vannak. mint oszlopban. (FGationak tehat a bal fols5 és a jobb also sarkot
Gs52eK0t6 A6t hivjuk )

Diagonalis matrix [szerkesztés |
© BGvebben: Diagonais matrix

A diagonalis matrix avagy diagonalmatrix olyan négyzetes matrix, amelynek minden f6ation kiviili eleme 0. (A nullmatix is ide tartozik )

Példa: egy harmadrangii (n=3) diagonalis matrix

5 0 0
0 -3 0
0 0 23

Egységmatrix [szerkesztés]
1 Bévebben: Egységmtrix
Az I, eqységmatrix olyan négyzetes matrix, melynek elemei a foatioban egységnyiek, Gsszes (6bbi eleme 0, azaz olyan diagonaimérix, melynek fGAtiobel elemel egységnyiek. Az
‘egységmatrix Kielégit az alabbi egyenioségeket: MI, = M és I, N = N minden m X n-es M métrixra és n x k-s N matrixra
Példa:han = 3
100

L=1010

001
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Az egységmatrix a négyzetes métrixok gylirijének egységeleme.

Invertalhatésag [szerkesziés]

Agyiiri invertainatd elemeit invertalhatd matrixnak vagy nem-szinguléris matrixnak hiviak. Egy n. x n-es A matrix akkor és csakis akkor invertainatd, ha Iétezik egy olyan B
métrix, melyre igaz: AB = I, (= BA). Ebben az esetben a B matrix az A matrix inverz matrixa és A~ -nel jelolik.

Determinansképzés |[szerkesziés ]
© Bévebben: Determinns (matematica)

Az A négyzetes matrix determinansa

det(4) = 35 Dy -

()
képlettel adnato meg, ahola 7 : {1,2,...,n} = {1,
den(i) > n(j)

Invertalnaté matrixok determinansa nullato! kilonbozik.

.., n} permutaciokra kell 6sszegezni és

a7 permutacio inverzioinak szamat jeloli: azon (i, j) parokét, amikre i < j,
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Matrixegyenletek atalakitasa |[szerkesztes |

Astatisztikiban a magasabb dimenzios tételeket, eljarasokat, objektumokat gyakran matrixokkal adjak meg, és a szamitasokat, bizonyitasokat ebben az alakban végzik
Matrixegyenletek keletkeznek differencialegyenletek diszkretizalasakor is.

Az egyenletek atalakitasakor figyelembe kell venni, hogy a matrixszorzas nem kommutativ, és hogy Iéteznek nulloszték. Osztas helyett példaul az inverzzel kell szorozni a megfeleld
oldalrol

Egy egyszerii egyenlet
A-2=0b
Ha az A matrix invertalhato, akkor szorozhatunk az inverzzel

Al Az=4" Lob,

gy kapjuk az
z=A"1.0b
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Az osztok szama. Egy pozitiv természetes szam osztéinak szamat primtényez8s
felbontasabol a legkénnyebb meghatarozni. Szerepeljenek az N szam
primtényezGs felbontasaban a p1, p2, p3, O pk primszamok az n1, n2, n3, Cnk
kitevSkkel (megengedett a 0 is). [z==]

Osztok szamanak meghatarozasa
Osztok megkeresése
Legnagyobb k6z6s osztd, legkisebb kézds tobbszords ... [222]
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Keressiink ~"at 6sszegalakbdl, szorzatalakbdl egyarant.

Megjegyzés:

Az el6zmények utan ez mar nem okoz nehézséget, az éra harmadanal tobbet csak
akkor aldozzunk ra, ha mégis hianyok mutatkoznak

Az oszt6 fogalmanak ismétlésére idedlis alkalom egy szorzat osztéinak keresése!
Ne hagyjuk ki! PI. [z=>]

Az eljarasnak ez az egyik feltétele, vagyis az (j ~"] szorzatanak meg kell egyeznie
a keresett osztéval. (Jelen esetben az tj ~"] a 2 és a 3, az eredeti 0szt6 pedig a 6.)
Akovetkezd dsszetett oszthatdsagi szabalynal talalkozhatunk a masik fontos
feltétellel. :-)
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amelyben nincsenek zérus~". (Zérusoszté=Nulloszté) Nulloszté

Ha egy gyirii két nullelemtdl kiilénb6zé elemének szorzata a nullelem,akkor ezeket
az elemeket nullosztoknak nevezzik. Test

Olyan gy(iri amelyben minden nullelemtdl kiilonbézé elemnek létezik a multiplikativ
miveletre nézve inverze. Gy(rti ... [>>2]
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Valamely n egész szam osztéi az n-nél nem nagyobb egész szamok soraban
keresenddk és minthogy ezeknek széma véges, koziilsk az ~I" mindenkor véges
szamu kisérlet alapjan kiszemelhetdk. [2>=]

Atermészetes szamokat az ~I"! szamanak megfeleléen négy csoportba soroljuk:
1. Egy darab osztéja van az 1-nek.

2. Azok a szamok, amelyeknek pontosan két darab osztéjuk van, ezek a
primszamok.

Primszamok fétulajdonsaga: Ha egy primszam osztéja egy szorzatnak, akkor
osztdja a szorzat valamelyik tényezdjének. [>>=]

Az algoritmus alapgondolata szerint ha megtalaljuk egy osztéjat a 2-t6l kezdve a
szamnak, akkor avval addig kell osztanunk, mig lehetséges, s utana kerestink
tovabbi osztét. Ezek az ~I"l biztosan primszamok lesznek, hiszen a megeléz6 ~"] a
lehetséges tébbszorosoket kisztirik. [2>=]
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7.1. Gyiirik definiciéja és elemi tulajdonsdgai

Gylilikkel s a gyiikhoz kapesolodo szfimos tulajdonsdiggal mir az elsS Kbtetben is
{allkotunk. A rendsseres tireyalde végett mégis célent  Togaima dusmetiése. Egyelore
{etsdleges - ehit nem feiéendl kommutaty ~ gyrakkel foglalkoramk.

7.1, Defincié. Egy % = (R: {+, ) algebrai siuktit gyirink nevezink, ha (R: (+)
(additiv) Abel-csoport, (R; {-]) félcsoport, és a két miveletre teljesiil a ket disztributivitds
~ vagyis az R tetszleges a, b, ¢ elemeire fen

alb+c)=ab+ac é (b+cla=ba+ca
(ahol az cgymas melé rfs a élcsopormiveltet jlohi o

Altaliban — ha ez nem fog félreértést okozni — a gyfirfket is tartshalmazukkal adjuk
meg. Az (R; [+)) dgynevezett tartéesoportot R-szal, mig az (R; {}) félcsoportot R*-ral
Sk A L miveit neve reee gycBCimscatt et gytritrzds

Ha a gyleisesreds kommmatatv, akkor ket gyt beaaltek:

Gyt mir szimos pédst Littunk: fgy az egész raiondlis, valds & kompls sz
mok, ictve ceeknek birmely 1z Ssszcadiss, Kivonisr é ssorzisa s nemires részhal
maza. De gyirit alkotnak a seimgydir-<gylithaiG cgy- vagy Sbovillosés poimomok:a
Vel Tuggtnyek 8 Rggvénysszeudisr s szorsian, lovibb a folylonos, Gflrcncil
eyt ity i des gyt iy s ol gt e




