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3. feladat: Hény automorfizmusa van a négy pontt gréfoknak?

MEGOLDAS: A négypontu gréfok kil a csillagnak hat automorfizmusa van: a telitett pont nem cserélhetd fel semelyik masikkal, a t6bbi harom viszont tetszés szerint
felcserélhetd egyméssal. Hat automorfizmusa van e gréf komplementerének is, amely egy héromszgb1 és egy izolalt pontbdl all. Az eléz8 feladatban megnéztitk mér a
hérom éli utat, a négy hosszi kért (és komplementerét), igy mér csak egy olyan négy pontt grf maradt, amely nem szerepelt (illetve ennck komplementere): ez egy izoldlt
pontbdl és két egymashoz csatlakoz élbél (vagyis egy kettd hossz titbol) 4ll. Az izolalt pont itt sem cserélhetd fel semelyik masik ponttal, a kettd hosszu wtnak viszont két
automorfizmusa van, tehét a grafnak is ennyi van.

4. feladat: Hany automorfizmusa van
2) az utaknak (vagyis az olyan gréfoknak, amelyek egyetlen titbdl allnak);
b) a kéroknek (vagyis az olyan grafoknak, amelyek egyetlen ltbo! 4llnak);
©) a csillagnak (vagyis az olyan Fanak, amelynck egy pontja az dsszes tobbivel dssze van kotve);
d) a kémek egy étléval?

MEGOLDAS:

b) Erre a kérdésre ugyantigy valaszolhatunk, mint a 2. feladat d) részére: az n ponti kérek 2n automorfizmusa van: az egyes szam csticsra az n szdm bérmelyikét
irhatjuk, s utdna még kétféle lehet a kor irdnya, vagyis a mésodik csticsra még kétféle szdmot irhatunk. Uténa a tobbi csticsra irandd szm mér egyértelmiien meg van
hatérozva.

Még egyszeriibb

a)-ra valaszolni: egy n hosszi 1itndl az azonossdgon kivill csak egy automorfizimus van: a két végpont cseréje, ez mér az dsszes tbbi pontra irandd szamot is meghatérozza.
Az utaknak tehat két automorfizmusuk van.
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¢) Az n pontii csillagnak (n-1)! automorfizmusa van: a telitett pontja nem feleserélhet6 semelyik ponttal, viszont a t5bbi pont barhogyan permutalhato.
d) Ha a graf egy korbd1 és annak egy 4tl6jabl all, akkor két harmadfokt pontja van, a tobbi pontja mésodfoki. A két harmadfoki pontot vagy helyén hagyjuk vagy
‘megeseréliiik, ez két lehetdség. Ha az atld két killonboz8 hossz titra bontja a kért, akkor a két harmadfok pont rogzitésével a mésodfoki pontok helyzete is eldslt. Ez
esetben tehat két automorfizmusa van a grafnak. Ha az 4tl6 két egyforma hosszii titra vontja a kort, akkor a két harmadfoku pont rogzitése utan a két utat még fel is
cserélhetjitk, ez tovabbi ket lehetdség. Ha tehat péros korrd] és annak gy . leghosszabb™ atléjarél van sz6, akkor a grafnak négy automorfizmusa van, minden més esetben

kett6.
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A Cayley-tétel a csoportelmélet egy jelentds eredménye, mely azt mondja ki, hogy minden G csoport izomorf a Sym(G) szimmetrikus csoport valamely részcsoportjaval. A G csoport
Sym(G) szimmetrikus csoportja nem mas, minta G halmaz Gnmagara vett 6sszes bijekciéjanak (tehat permutaciojanak) csoportja a fiiggvénykompozicioval mint mivelettel ellatva

Az Gsszes G — Sym(G) csoporthomomorfizmus meghatéroz egy G-hatést a G-n, de a tétel szerint van egy Kitintetett T: G — Sym(G) homomorfizmus, mely izomorfizmus és amit a
csoport regulris- vagy Cayley-reprezentaciojanak nevezink.

ACayley-tétel kovetkezménye, hogy minden tétel, ami permutaciocsoportokra igaz, az csoportokra is igaz, mivel minden csoport abrazolhatd permutaciocsoportként. Az elnevezés
Arthur Cayley nevét 6rzi.
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23=1{0,1,2) amodulo 3 6sszeadassal; a 0 elem rendel6dik az identitas permutaciéhoz, az 1 elem az (123) permutaciohoz, a 2 elem pedig az (132) permutaciohoz. Példaul 1+1=2
megfelel a (123)(123)=(132) Kifejezésnek a permutaciocsoportoan

24=1{0,1,2.3) a modulo 4 Gsszeadassal: az elemek rendre az id, (1234), (13)(24), (1432) permutacioknak feleinek meg.
AKlein-féle négyes csoport {e, a, b, c} elemeihez rendre az id, (12)(34), (13)(24) és (14)(23) permutaciok tartoznak.

Az 3 (hatodrend(i diédercsoport) egy haromelemi halmaz Gsszes permutaciojanak a csoportja, de izomorf a 6 elem egy permutaciocsoportjaval is.

*le|a b c|d| f| permuticio
elela|b|c|a|r e

ala|e|d|r|b|c| (12546
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flr|o|c|ale]|d| (essy
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Palya és stabilizator

Most egy olyan apparatust mutatunk be, amelynek segitségével alakzatok szimmetridit tudjuk megszamoln
Keérdésben szerepl5 példat érdemes tetszéleges olyan csoportra dltalsnositani, amely

. Definicié. Legyen X halmaz. Az Sy szimmetrikus csoport részcsoportiait transzformécidcsoportoknak,
illetve (els6sorban véges X esetén) permuticiocsoportoknak nevezzik. Az X halmaz elemeit néha pontoknak
hivjuk.

4.5.2. Definicio. Legyen G transzformaciocsoport az X halmazon. Ha xe X, akkor tekintsiik azokat a g& G
elemeket, melyek x-et fixen hagyjsk, azaz g(x)=x. Ezek nyilvén részcsoportot alkotnak G-ben, melynek neve
2 x pont G-beli stabilizatora, jele G, Ha g(x)=x, akkor mondjuk azt is, hogy xfixpontjag-nek. Egy
transzformacio fixpontmentes, ha nincs fixpontja.

4.5.3. Lemma. Tegyik fol, hogy G Sy é5 0£G eay rogaitett elem. Legyen x& X s y=o(x). Ekkor azok az fe
G elemek, amelyekre f(x)=y, a gH mellékosztalyt alkotidk, ahol -

Bizonyitss.

ivel g(x)=y, ezért

f@)=y=g(r) & ¢ 'f(x)=2 < gfcH « [egH

tetszbleges fe G esetén.

Megjegyzés
Ha a leképezéseket jobbrol imnk, akkor a 4.5.3. Lemmaban jobb oldali mellékosztalyt
kapnank bal oldali helyett.

A sik barmelyik pontjat barmelyik masik pontba el tudjuk vinni egy alkalmas egybevigésagi transzformécioval.

4.5.4. Definicio. A G< Sy transzformécidcsoport tranzitiv, ha X barmely x és y elemeihez Iétezik olyan g G,
hogy g(x)=y.
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sikon, mert ha P tetsz6leges pont, akkor P képei G elemeinél nem adisk ki az egész sikot, hanem csak az origo
Kordli, A-t tartalmazo korvonal pontjait.

4.5.5. Definicio. Legyen G= Sy transzforméciocsoport és xeX. A g(x) alakil pontok halmazat, ahol g befutja
G elemeit, az x palydjanak (orbitjanak) nevezzik, és G(x)-szel jeloljuk. A pélya elemszémit a palya hosszanak
hivjuk.

Ha G az origo stabilizatora az £(2) csoportban, akkor a palysk az origé kozépponti korvonalak (ide értve az
origét tartalmazé egyelemi halmazt is, mint elfajult esetet). Ezek a sik egy particiojat alkotjak.

4.5.6. Allitas. Legyen G Sy transzformaciocsoport. Ekkor G 6sszes palyai az X halmaz egy particisat
alkotjak.

Bizonyités. Az sllitast természetesen gy kell érteni, hogy ha X ket elemének a palyaja ugyanaz, akkor ezt a
palyat csak egyszer vesszik be a particiot alkot6 halmazok kozé (hasonld érvényes a mellékosztalyok esetében
is).

Definidljunk egy ~g relaciot X-en a kovetkezoképpen: x ~g v akkor és csak akkor, ha van olyan ge G, melyre
9(x)=y. Tehst ket elem akkor 3ll relicioban, ha az egyiket a masikba st lehet vinni G egy elemével. Azonnal

latszik, hogy ~g ekvivalenciareldcié. Valban, x~g x (hiszen az egységelem x-et snmagaba viszi); ha x~g ¥,

akkor y~ x (hiszen ha g(x)=y, akkor g™ (y)=x); végill ha x~g y & y~g 2, akkor x~g  (hiszen ha g(x)=y és
h(y)=z, akkor (hg)(x)=2).

A 4.4.0, Tétel szerint tehdt ~ ey particiot defi
elem palysja lesz. =

. Ennél az x= X elem osztslya nyilvanvaloan pontosan az X

4.5.7. Gyakorlat. Tekintsiik 3 D, diédercsoportot (a négyzet szimmetriacsoportjat, lasd 4.1.23. Allitas), mint
a sik egybevégésagi transzformacisinak részcsoportjat. Hatarozzuk meg a sik minden pontjanak palyajat és
stabilizstorat. Mi az osszefiiggés a pélya és a megfelels stabilizator elemszama kozott?

4.5.8. Tétel. Leayen G Sy. Ekkor tetszileges x= X-re |G(x)|=|G:G, . Tehat egy pont palyajanak a hossza
épp a pont stabilizatoranak az indexe, vagy maskepp fogalmazva az x pélysjanak elemszama szorozva az x
stabilizitoranak elemszamaval mindig G elemeinek a szamat adja.
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feladat: Hany automorfizmusa van

2) akét ponti grafoknak:

b) a harom ponti gréfoknak:

<) a teljes grafoknak és az iires grafoknak;
d) a négyszognek:

&) anégyszognek egy atloval?

MEGOLDAS: a) Mindkét kétpontii gréfban felcserélhetd egyméssal a két pont.

b) A hérom ponti grafok kozil az iires grafban és a teljes grafban minden permutécié a graf egy automorfizmusat adja meg, vagyis ezeknek 6 darab automorfizmusuk van
©) Ez ltaléban is igaz minden n pontti tires grafra és teljes grafra: ezeknek n! darab automorfizmusuk van.

b) folytatésa: A hérom pontt, egy élt tartalmazo graf minden automorfizmusa helyben kell hogy hagyja az izolalt pontot, a mésik kettst viszont felcserélheti, igy ennck a
‘grafnak két automorfizmusa van. A kettd hossz titnak szintén két automorfizmusa van: a két végpontja felcserélhets. (Ez nem csoda: ez a gréf a komplementere az
cl6zének, mérpedig az nyilvanvald, hogy egy gréfnak é a komplementerének ugyanazok az automorfizmusai.)

d) A négyszognek 6sszesen nyole automorfizmusa van: az egyes szimi csticséra barmelyik szamot ithatjuk, ez négy lehetéség, s mindegyik esetben még szabadon
vélaszthatjuk meg a kér ,,iranyét”, vagyls a kettes szami csicsra még két szamot irhatunk. A tobbi csticsra irandé szam ezzel mér egyértelmiien meg van hatérozva.

<) A négyszognek egy atloval ugyanannyi automorfizmusa van, mint az egy élbl 116 négy pont gréfnak, hiszen ez a komplementer grafja. Mérmost egy ilyen grafban
van két izolalt pont, ezeket vagy helyben hagyjuk, vagy felcseréliiik, ez két lehetdség. Ugyanigy az él két végpontjét is vagy helyben hagyjuk vagy feleseréljiik, ami ismét
Két lehetbség. Ennck a grafiak teht négy automorfizmusa van.





