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Magtér (KerA) - azoknak a V, -beli vektoroknak a halmaza, amelyeket a leképezés a nullvektorba képez”
Keptér (ImA) -, leképezés ,értékkészlete”, azoknak a Vy-beli vektoroknak a halmaza, amelyeket a leképezés
hozzirendel egy V,-beli vektorhoz”

Dimenzio tétel:  dim(KerA) + dim(ImA) = dim V,

5, Minden vekiort a nullvektorba képesz, ezirt

KerA=V, =R 2dim
ImA={0} Odim

Dim.tétel: dim(KerA) + dim(ImA) = dim R® >




image8.jpeg
! Linearis leképezés fogalma

= Linearis leképezés:
Az A:R" - R" tipusu fv.-t linedris leképezésnek
nevezzik, ha barmely xyerR™, ier esetén:
Alx+y)=Ax)+Aly)  additiv
AlAx)=1-Alx) homogén
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= Megjegyzések:
= Ha specidlisan m = n, akkor linedris transzforma-
ciordl beszéliink.

= Ha az A leképezés R" —R" tipusu, akkor
dom (A) =R™, im (A) C R".
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» Linearis leképezés magtere:
Legyen A:R" — R’ linedris leképezés. Az A leképezés
magtere olyan Rm-beli vektorokbdl all, amelyekhez
A az R nullvektorat rendeli:
ker(4)={xe R"| A(x)=0 }
Megjegyzés: Minden linearis leképezés magtere tartalmazza
a nullvektort.
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= Linedris leképezés képtere: a képyektorok halmaza.
im(A)=1A(x)e R"| xe R"

Megjegyzés: Igazolhatd, hogy minden linedris leképezésnél
a magtér altér Rm-ben, a képtér altér R-ben.
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Linedris transzforma

Linedris transzformacié: Ha az N-dimenziés V vektortér minden x vektordnak a V tér egy y=A(x) vektora felel meg és teljestilnek az alabbi feltételek:

D AETR)=AEDFAR):
) Ala*n)=a*AG),

akkor az y=A(x) figgvény a tér lineéris transzforméciéjénak nevezzik. Az A(x) lineiris transzformaciot réviden Ax -szel fogiuk jelolni.

Ax=Aky*ertko *erm. Tk e )=k *Ae ko *Asy th *Ae =k *g tho *ey Lkt
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Identikus leképezés: Azonossigi transzformécié, marixa az egységmitrix: Ex=x.
Tiikrézés: Azokat a transzforméciékat, amelyek négyzete az azonossdgi transzformaci, tikrézéseknek nevezzik: T* T=E.

Vetités: Azokat a transzforméciékat, amelyeknek brmely pozitiv egész kitevdji hatvanya 5nmaga, projekeiénak (vetitésnck) nevezzik: P=P2=P'3 = ..

Forgatis: Azokat a transzformaciokat, amelyekhez [étezik olyan f szém, hogy a transzformacié f-cdik hatvinya az identikus leképezés, forgatdsnak nevezziik: F*f = E. A forgatds métrixa aszimmetrikus.

Ortogonilis transzformicié: Azokat 2 transzformaciékat, amely sorén a vektor hossza nem valtozik, ortogonlis transzformciéknak nevezzik. Ortogondlis transzformacié marixdt ortogondlis matrixnak
nevezzik. Ortogonalis mtrix inverze egyenld a mtrix transzpondltjéval. Az ortogonlis transzforméciot mozgdsnak nevezziik, ha métrixinak determingnsa 1, nem valédi mozgdsnak ha a matrixdnak
determininsa -1. Az ortogonalis transzformécié a vektorok skaléris szorzatét valtozatlanul hagyija: (AxAy) = (5.)

Szimmetrikus transzformicié: Egy transzforméciét szimmetrikusnak neveziink, ha métrixa szimmetrikus: A= A" Ha A = -A', akkor ferdénszimmetrikusnak nevezzik.

Tétel: Bérmely lineéris transzformécié felbonthaté egy szimmetrikus és egy ferdénszimmetrikus transzformacié osszegére.
Tétel: Bérmely nem szinguléris transzformacié felbonthaté egy szimmetrikus és egy ortogonlis transzformécié szorzatara.

A k*E matrix-szal meghatirozott transzformaciét nytjtisnak nevezziik.





image14.jpeg
1) Identités:
E=[10
01]

2) x -tengelyre valé titkrozés:

3) y -tengelyre valé titkrozés:
T=[10
0-1]

4) O-ra valé tikrozés:

5) x -tengelyre valé merdleges vetités.
P=[10
00]

6) y -tengelyre valé merSleges vetités:
P=[00
01]

7) x -tengelyre merdleges affinités.
A=[10
0al.

8) y -tengelyre merdleges affinités.
AZ[a 0
01]

Matrixok a 2-dimenzos euklideszi térben
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9) Kozéppontos hasonléség
H=[a 0
0al.

10) 90 fokos elforgatas
R=[01
101,

R=[0-1
10]

11) ¢ szogi elforgats:
F=[cos(o) -sin(9)
sin(p) cos(e) ]

F=[cos(o) sin(o)
~sin(0) cos(0) ]




image16.jpeg
Dimenzi6tétel |[szerkesziés]

Ha V; véges dimenziés, V/ pedig tetszBleges linearis tér. tovabba ¢:V4 — V; linedris leképezés, akkor
dimKer ¢ + dimTm ¢ = dim V;
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1. Linedris leképezés, képtér, magtér, linedris transzformacid, dimenziotétel




image2.jpeg
Ennek az el6adésnak a megértéschez a kovetkezs fogalmakat kell tudni: homogén linedris
eayenletrendszer és annak megoldasaltere, vektorterek izomorfizmusa és automorfizimusa,
Dizisatmenet mtrixa.

Az eldadishoz ajénlott jegyzet:

o Szabo Liszlo: Bevezetés a linedris algebniba, Polygon Kiado, Szeged, 2003-2006.

o Klukovits Lajos: Klasszikus és linedris algebra, Polygon Kiado, Szeged, 1999.
1. Definicié. Legyen U és V ugyanazon T test feletti vektortér. A ¢ : U — V. leképezést
lineris leképezésnek nevezziik (vagy vektortér homomorfizmusnak), ha barmely u,v € U é
AET esetén

(wtv)p=up+uve & (g =Aug).
Az U-bol V-be mend lineiris leképezések halmazat Hom(U, V') jeloli. Az U-bol U-ba mend
linedris leképezéseket linedris transzformécioknak nevezziik. A bijektiv linedris leképezések
a vektortér izomorfizmusok, tovabbé a bijektiv linedris transzformaciok a vektortér auto-
morfizmusok.

2. Definicié.

Legyen ¢ € Hom(U, V') linedris leképezés. A
Kerp={uel:up=0},
Img = {up:ucU}
‘halmazokat rendre a ¢ lineris leképezés magjanalk, illetve képterénck nevezziik.
3. Tétel. Legyen U és V ugyanazon T test feletti vektortér. Tetszleges ¢ € Hom(U,V)
linediris leképezsre érvényesek a kivetkezdk:
(1) 05 =0,
(2) Ker altér U-ban,
(3) Tmg altér V-ben,
(4) ¢ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker o = {0},
(5) Ha uy,...,ux generitorrendszer U-ban, akkor wip,...,ukp generitorrendszer az
Tm g képtérben.
(6) Hawyg, .., upsp linedrisan fiiggetlen vektorrendszer V-ben, akkor uy, .., uy linedrisan
fiiggetlen U-ban.
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Egy linearis leképezés (vagy linearis operétor) a matematikaban, kozelebbrdl a linedris algebraban, egy azonos test feletti vekiorterek koz6tt hat6 mivelettarto figgvény
(szaksz6val vektortér-nomomorfizmus). Egy operator bemenete tehat vektor, kimenete pedig szintén vektor, az (igy nevezett képvektor. Linedris tehat egy ilyen vekiorhoz vektort
rendel6 leképezés, ha

« ket vektor Gsszegének képe a két vektor képének 6sszege, és

« egy veklor szamszorosanak képe a vektor képének ugyanezen szamszorosa

Leggyakrabban a valés, a komplex vagy a kvatemnio test feletti operatorokrol van sz6.

A geometria szempontjabo a térbeli linearis leképezések olyan affin leképezések. melyeknek van fixpontja. Algebrai szempontbl a linearis leképezés egy vekiortér-homomorfizmus.
Akategoriaeiméletben a vektorterek kategoriajaban az objekiumok kozti morfizmus. Az analizisben szintén vannak alkalmazasal, hiszen a Hilbert-terek kozt hatd fuggvények is
linearis operétorok.
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Avektortér, mas néven linearis tér a linearis aigebra egyik legalapvetdbb fogalma, amelyhez a geometriaban (is) hasznalt vektor fogalménak atalanositasa vezet. A vektorokkal
Végezhets milveletek legelemibb tulajdonsagait axiomatikusan definialja, ezaltal egy algebral struktira-tipus keletkezik. A linearis tér a mi szokasos sikunk és terlink altalanositasa
tobbdimenzios terekre. Jelent6sége nem csupan elméleti, a fizikaban, informatikaban, a komputergrafikaban, szamos mas elméleti és alkalmazott tudoményagban; nemkiionben a
matematika szamos teriletén fontos szerepet jatszik
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Legyen F egy test. Egy V nemires halmazt vektortémek neveziink az F test felett, ha
« Vhalmazon értelmezve van egy Gsszeadés nevii mivelet, V x V— V flggvény, v u, v € V elemparhoz hozzérendel egy és csak egy V-beli elemet (u+v), valamint
« Fés Vkozott értelmezve van egy skaldrral vald szorzas nevi mivelet, F x V— Vfuggvény, v A € F és v € V elemparhoz egyértelmien hozzarendel egy V-beli elemet (Av),
gy, hogy az alabbi azonossagok, igynevezett vektortér-axiomak teljestinek:
1. Vaz 6sszeadasra nézve kommutativ csoportot, Abel-csoportot alkot, azaz az 6sszeadas:
« 2SSZ0CIAV: VU, V. WE VU + (V4 W)= (U V) + W.
« Kommutativ: vu,ve Viu+v=viu
« étezik neutralis elem: 0 & V, V nullvektora: v+ 0 = v, v v € V.
« IVertainato: v v € V- 3 olyan -v € V additiv inverz: v + (~v) = 0.
2. Skalérral val6 szorzés disztributivitasi szabalyai:
e VAEFESUVEV MUY= AU+ AV,
CVAUEFESVEV A+ V=AY
o VA PEFESVE V:AWY)= (AU,
o vVe V 1v=v, ahol 1az Ftest egységeleme.
Formalisan tehat gy definialnatjuk a vektortereket, figyelembe véve, hogy F = (F,+, —,0,, 1) egy test,
az F feletti vektortér egy algebrai struktura, a kovetkezo formaban
V=(V,®—,0,F,+,-,0,,1,%
Ggy. hogy
(V,®, —, 0) Abel-csoport,
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Magter, kepter |[szerkesziés]
Hap: V — W tetszbleges linearis leképezés, akkor a magtér és a képtér
Kerp = {veV]p(v) =0}
Imp={weW|IveV: ¢(v)=w}
Megjegyzés: a magtér a V. a képtér a W vekiortér altere.

Tulajdonsagok [ szerkesztés |
Véges dimenzids vektorterek tulajdonsagai
« Egy: V — W linearis leképezés akkor és csak akkor izomorfizmus, ha
Kerp =0 A Imp =W
« Ha V veKtortér F felett, valamint
dimV=n,neN = VxF"
« Ugyanazon F test felett véges dimenzios vekiorterekre fenndll
VW & dimV =dmW

Dimenziotétel |[szerkesztés ]
£ Bévebben: Dimenziotéte!

Adimenziotétel azt litia, hogy tetszbleges linearis leképezés képterében illetve magterében 1évd barmely linearis fliggetien generatorrendszer Gsszelemszama a Kiindulasi vektortér
dimenziojaval egyenl6. Formalisan

Vy és V. két tetszoleges, véges dimenziés vektortér ugyanazon F test felett, tovabba ¢ tetszoleges linedris leképezés V;-bol Vy-be. Ekkor

dimKer ¢ + dimTm ¢ = dim V3




