1. Feltételes szélsőérték: Lagrange Multiplikátor módszer (sz.é.-ben a feltétel(ek) és az optimalizálandó fv gradiens-vektorai lineárisan összefüggnek.) 
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2xi + 2yj + 27k = A2xi - 22K).

=0

x

14.52. dbra. Egy origd kozéppontii gomb szappanbuborékként novekszik, amig csak nem érinti az

22 — 2% —1 = 0 hiperbolikus hengert (2. példa).

A koordinstsknak tehst minden érintési pontban ki kell elégiteniik 2

2x=24Ax, 2y=0, 2z=-21z

egyenleteket. Milyen A értékekre fogja kielégiteni egy (z,y, 2) pont az egyenleteket dgy, hogy kozben
rajta legyen az 7 — 2% — 1 = 0 hengeren? Tudjuk, hogy T #0, igy 2z = 2\z csak gy teljesdihet, ha
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=24, azaz A=1.

Ha A =1, akkor 22 = —\2z-bGl 22 = —2, tehit z = 0. Mivel y is nulla, a keresett pont

(x,0,0)

alakd. Az z? 1 henger mely pontjai felelnek meg ennek? A vélasz az, hogy:

2 _ 2 2
x =0 1, x*=1, x==«1.
Az origéhoz legkozelebbi pontjai a hengernek a (1,0, 0) pontok. &

Lagrange-féle multiplikétoros médszer

A 2. példa masodik megoldssaban tulajdonképpen 3 Lagrange-féle multiplikétoros médszert alkalmaztuk.
A médszer azt mondja, hoay az f (z,y, 2) fiigavény széls6értékei a g (z, y, 2) = 0 feltételek mellett azok
kozil 3 pontok kozal kertlnek ki, amelyek a g = 0 feltétel mellett a

egyenlgségnek s eleget tesznek valamilyen A konstans esetén. Ezt 3 A-t hiviuk Lagrange-multiplikétornak.
Ahhoz, hogy léssuk, a médszer miért mikodik, eldszor nézzik a kovetkez tételt.

12. Tétel

: MerGleges gradiens tétel
Tegyuk fel, hogy f (2,4, 2) differencislhat egy tartoményban, és ennek belsejében van a
C: (1) = g+ h(D)j + k(DK

sima gorbe. Ha Py a C gorbe olyan pontia, ahol a gorbe pontjaiban az f figgvénynek lokdlis maximuma
vagy minimuma van, akkor V f mer6leges C-re 2 Py pontban.
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4.8, Lagrange-multiplikdtorok
Syakran keressitk tobbvaltozss fuggvények szélsdértekét bizonyos korlatozd feltételek mellett, azaz az
rtelmezési tartomany valamely részhalmazan. Pl. kétvaltozs esetben a sikban egy haromszogvonalon, vagy
/alamely mas gorbén. Ebben az alfejezetben ey altalénosan hasznalhatd médszert adunk az ilyen jellegid
eladatok megolddsara, amit Lagrange-féle multiplikatoros médszernek nevezzik.
Feltételes maximum és minimum
1. példa: Feltételes minimum

Keressiik meg & 2z +y — z— 5 = 0 sik origéhoz legkozelebbi P (z, y, z) pontsdt!
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A feladat az, hogy megtalsljuk a

oy
0P| =@- 0+ @w-0"+ (-0
N
fiiggvény minimumat a
2x+y-z-5=0
ey
koriétozo feltétel mellett. Mivel |OP|-nek minimuma van, ha az

[y =2+y+2

flggvénynek minimuma van, a feladat az, hogy megtaléljuk f (z,, z) minimalis értékét (elkertivén a
négyzetayokkel vald bajlodast) a 2z +y — z— 5 = 0 feltétel mellett. Ebben az esetben viszonylag
egyszert] megoldés kindlkozik, mert z  feltételb6] konnyen kifejezhetd x és y fuggvényeként:

z=2x+y-5

Tehat a feladat arra redukilodik, hogy megtaléljuk azt az (, ) pontot, ahol a
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2 2
h(x,y) = f(x,9,2x+y=5) = x> +y* + Qx+y - 5)
fiiggvénynek minimuma van, immar minden egyéb feltétel nélkul. Mivel a h figgvény az egész Ty-sikon
értelmezve van és parcidlis derivéltjai folytonosak, a széls6értékei ott lehetnek, ahol

he=2x+22x+y-5)2)=0, hy=2y+22x+y—5)=0.

Ez 3 két egyenlet

10x+4y =20, 4x+4y=10,

és a megoldasuk

5 5

a7 J=

3 6

Akdr geometriai érveléssel, akdr a masodik derivéltakkal is igazolhatjuk, hogy itt tényleg minimuma van
h-nak. A z-koordinéta a z = 2z + y — 5 sik megfelel6 pontjsban

5\ s 5
—2(2)+2-5=22.
2=213)" s 3

Ezért a legkozelebbi pont:

55 5
3’6 6

A tévolsdga pedig az origétél 5/v/6 ~ 2.04. w

x=

P
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2. példa: Feltételes minimum

Taléljuk meg az % — 2? — 1 = 0 hiperbolikus hengernek az origdhoz legkozelebb es pontjat!

z

14.50. dbra. A 1. példabeli z2 — 22 — 1 = 0 hiperbolikus henger.
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Masodik megoldds. Egy mésik (it, hogy megtaléljuk 3 probléma megoldssit az, hoay egy origé
kbzéppontu kicsiny gembot kezdank el nagyobbitani. Ennek 2 pontjai mind egyenl6 tévol vannak az
origétsl. Ahol a gomb elGszor eléri a hengert, ott lesz a legkozelebbi pont (14.52. dbra). Ahol elfszor
érintkeznek, ott kozos érintdsikjuk van. Igy a henger és a gomb az.

_ 2 2 _
fey)=X+y +2-a* & gxy=x-7-1
filggvényeknek 0 értékhez tartozé szintfeliiletei, és igy V f és V g parhuzamosak abban a pontban, ahol
'@ gomb és a henger érintkezik. Ezért ezekben a pontokban van olyan A szém, hogy

Vf=avg

azaz




