1. második parciális deriváltak , Young tétele. Kritikus pontok osztályozása Hesse mátrix segítségével: lok. min. lok max., nyeregfelület. 
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Hesse-matrix szimmetrikussaga [szerkesztés]

A Hesse-matrix f4tiojan kivali elemei a vegyes masodrendii parcialis derivaltak. Young tétele értelmében ha az f fiiggvény az u pont egy komyezetében mindeniit kétszer
parcilisan differencialhato és az u pontban a masodik derivaltak folytonosak, akkor a parcialis derivalas nem figg a derivalas sorrendjétdl, azaz a vegyes derivaltak egyeniok. Ez
pontosan aztjelenti, hogy a Hesse-matrix szimmetrikus. Példaul kétvaltozos ffiggvénynél (u-ban kétszer folytonosan differenciainato)
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A Hesse-matrix mint a derivélttenzor matrixa [szerkesziés]

Ha az f figgvény az U halmazon értelmezett n-valtozés valés fiiggvény és az U halmazon Iétezik az f gradiense, és a grad(f) : U — R” leképezés totalisan differencialhaté az ue U
pontban, akkor a gradiensfiiggvény differencialjanak matrixa a sztenderd bazisra vonatkozolag &ppen a Hesse-matrix:
[d (grad f)(w)] = B (u)
Ad (grad f)(u) tenzor tekinthets tgy, mint az f masodrend differencialja az u-ban és teljesiil ra, hogy minden x € U-ra
1 2
fl@) = fu) +grad flu) - (= w) + 3= W ()@ w)+ee)z ulf
ahol ¢ folytonos u-ban és oft eltiinik.
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Stacionarius pont és széls6érték 1étezése |szerkeszics]

Ha a tobbvaltozos valos f kétszer folytonosan differenciainat
determinans u-ban nulla, akkor ez degeneralt kitikus pont.

&s grad f(u) = 0. akkor értelmezési tartomanyanak u pontjat stacionarius pontnak nevezziik. Ha a Hesse-
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A Hesse-matrix segitségével megfogalmazhat6 a tobbvaltozos valos értékii fuggvények masodikderivalt-probaja. Tegylk fel, hogy az u pontban az f-nek stacionarius pontja és
legyen

Qh(v) = v (uv
a Hi(u)-hoz asszocialt kvadratikus leképezés.

Ha a Qy(v) kifejezés pozitiv minden nemnulla v vektorra, azaz ha Q, pozitiv definit, akkor F-nek u-ban lokdlis minimuma van. Ez a tulajdonsag Sylvester tétele alapjan azt jelenti,
hogy H'(u) matrixanak bal felsd kvadratikus aldeterminansal csupa pozitiv értékeket felvevd sorozatot alkotnak:

1 f(u) >0, ‘ge’cq[aqf(u)] >0, ... det H(u)>0

Ha a Q',(v) kifejezés negativ minden nemnulla v vektorra, azaz ha Qf, negativ definit, akkor £nek u-ban okélis maximuma van. Ekkor az aldeterminansok eldjelvaltoak:
B flu) <0, det [9;f(u)] >0, det [5f(w)] <0, ... detH/(u)<0
v 154528 B
Indefinit esetben vagyis amikor Q felvesz pozitiv és negativ értékeket is, a proba allitasa szerint biztosan nincs szélsdérték. Szemidefinit esetben, amikor van olyan nemnulla v,
amire Q,(v)=0, a proba nem jar sikerrel. !
Kétvaltozos fiiggvény szélsdértekei [szerkesziés |
‘Specialisan kétvaltozés fuggvények esetén a proba konkrétan a kovetkezok ellendrzését jelenti

1. ha det H(u) > 0 és &44f(u) > 0, akkor u-ban lokalis minimum van,
2. ha det H'(u) > 0 és 844f(u) < 0, akkor u-ban lokalis ma)

um van,
3. ha det H(u) < 0, akkor u-ban nincs lokalis szélsGérték (valamilyen tipusi nyeregpontrol besz&link)
4. ha det H(u) = 0, akkor a préba nem jart sikerrel 14!

Megjegyzés. Ha a Hesse-matrix elemei

(5 &)

‘akkor a Hesse-determinansa D = AC — B2 és igy olyan eset nincs, hogy 644f(u) = 0 lenne, mikozben D > 0.

H(
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Az f faggvény x szerinti pal derivaltjat az (zo, yo) pontban tgy definialjuk, mint f (, y)x szerinti
kozonséges derivalf Hogy megkiilonboztessik a parcidlis derivaltat a kozonséges derivélttol, a d szimbolum
helyett a @ szimbélumot hasznaljuk.

Definicis: x szerinti parcidlis derivalt

Az f (z,y) fiiggvény x szerinti parcidlis deriviltja az (zo,w) pontban

Of ) _ ji G0+ 30) = fxo.50)

Oxlxoyo)  h—0 h
feltéve, hogy ez a hatarérték létezik.

A parcislis derivaltra egy ekvivalens jelolés:

—fenyo)| .

dx x=x0

Az = f(z,) gorbe Py (zo, w, f (z0,)) pontbeli érintdje az y = yo sikban van, és meredeksége az f
fiuggvény x szerinti parcidlis derivéltja az (zo, ) pontban. Az (zo, ) pontban @ f/ z adja az f fuggvény
véltozasi mértékét az i iranyaban.

A parciglis derivat jelolése fagg attél, mit akarunk hangstlyoz

5z @MW) Az f fiigavény x szerinti parcialis derivaltia az (z0, 1) pontban. Hangstlyozza az
vagy (20, 10) pontot.
F (20, 0)
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Mésodrend( parcialis derivaltak
Ha az f (z,y) fuggvényt kétszer derivaljuk parcidlisan, masodrendi derivaltakat kapunk. Ezeket a derivaltakat
altalaban a kovetkezoképp jeloljuk:

Ll (.,d-négyzet-f-d-x-négyzet”), vagy fez
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A definidlg egyeniségek:

Bf 0 (of\  ofr _ 9 (of
ox2  0x\dx)’ 9xdy x\dy

és igy tovabb. Jegyezzik meg, hogy a derivalds sorrendje:

s
9zdy

eldszor y szerint derivalunk, majd x szerint
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elészor y szerint derivalunk, majd x szerint

ugyanazt jelenti.
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2. Tétel: Vegyes parcidlis derivaltak

Ha f (2,) és parcidlis derivaltiai fz, fy, fuy &5 fyz léteznek egy olyan nyilt tartomanyon, ami
tartalmazza az (a, b) pontot, &s valamenny folytonos az (a, b) pontban, akkor

fo(a,b) = fix(a,b).

A 2. Tétel Young tételként ismert, de Clairaut-tételnek is nevezik, felfedezdje Alexis Clairaut francia
matematikus utan. A bizonyitast  £.8. fiiggelékben kozsljk. A 2. Tétel azt mondja ki, hogy a vegyes parcilis
derivaltakat akérmilyen sorrendben szamithatjuk, ha a megfelel fuggvények folytonosak. Ez eldnyankre van.
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Amatematikaban, kozelebbrol a matematikai analizisben Hesse-féle matrixnak (ftsd: hessze) egy tobbvaltozés vals
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fuggvény mésodrendi parcidlis derivaltjaibol alkotott négyzetes matrixat nevezzik. w T oS
5 5
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Flen, 22,000, 20), A e L
n-valtozos valés fuggvény. Ha mindegyik masodrendii parcidlis derivaltja létezik az f értelmezés tartomanyanak egy X beisd
pontjaban, akkor a Hesse-matrix matrixelemei a
B (2)];; = 0% f(z)
szamok, ahol X = (x4, Xp. ... Xy). /. tetszdleges szamok 1181 n-ig, &; pedig a masodrend parcialis derivaas jele ('] &1 & 21
Fonde 0 4

AHesse-féle matrix determinansa a Hesse-determinans. A Hesse-determinans elnevezést elszor James Joseph Sylvester
hasznalta, Ludwig Otto Hesse tiszteletére, aki el6szor vezette be és fuggvénydeterminansnak” nevezte (2 Egy n-véltozos fliggvény Hesse-métrixa




