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A konyv bemutatasa

KINEK?

Kinek szdl ez a gytijtemény? Els6sorban azok-
nak a kozépiskolds didkoknak, akik emelt
szint( érettségire késziilnek vagy akik szeret-

nének biztos alapokat szerezni egyetemi tanulma-
nyaikhoz (akik matematikafakultdciora jarnak).

)

Mit?

I- A gytijtemény nem csak a 11-edikes és 12-edi-
kes, hanem a 9-edikes és 10-edikes tananyag
emelt szint( kiegészitéseit is tartalmazza.

HoaGyAn?

Hogyan hasznald ezt a konyvet? A konyv fel-

épitésében és stilusaban koveti a TA jelzésti
matematika tankonyveket. (A jelzés a rakta-
ri szamok végén talalhat6. Pl.. OH-MATI10TA.)
A témakorok agy bomlanak leckékre, hogy a lec-
kék tananyaga 1 vagy 2 tandra alatt feldolgozhato
legyen.

lI'|||
.

JELOLESEK

“ A feladatok szintezésénél haszndlt jelolések

arra utalnak, hogy kozépszintli vagy emelt

szint(i érettségiben fordulhat el6 ilyen jellegti

feladat, illetve az érettségi dolgozat els vagy ma-
sodik részében.

K2 kozépszintt érettségi masodik része
E1 emelt szinti érettségi elsé része
E2 emelt szint{i érettségi masodik része

E2* nehezebb tipust emelt szintii feladat

ERETTSEGI
’ Az emelt szintd szébeli érettségire valo felké-

sziilést segitik a témakorok végén 1évo Gssze-
foglal6 tablazatok.

A gyakorlast segitik a témakoroket kovetd témaza-
ré feladatgytjtemények.

CELoK

A gytjtemény célja, hogy felkészitsen az emelt
szintli matematika érettségi vizsgara, illetve

hogy elmélyitse és kiszélesitse a kozépiskolai
matematikai ismereteket, és megalapozza a felsébb
matematika megértését.

KERETEK

< WA konyv feltételezi, hogy a tanév soran a dia-
(] kok ezzel parhuzamosan elsajatitottak vagy
elsajatitjak a kozépszintl érettségi kovetel-
meényszintjének megfelel6 ,alap” tananyagot ma-
tematikabol.

FELEPITES
"~ A leckékben szines fejlécek jelzik a kiilonbo6z6
by tipusu tartalmakat. A leckék a kovetkez6 ré-

szekbdl épiilnek fel:

A jel utan felsorolt fogalmakkal, isme-
retekkel mar taldlkoztal a korabbi tanulmanyaid
soran.

A jel utan felsorolt fogalmakat és is-
mereteket 4j tananyagként mutatja be a kényv (a
9-edikes és 10-edikes kiegészitését is tartalmazza).

mltt arra taldlhatsz példat, hogyan

kapcsolodik a tananyag egy mindennapi helyzet-
hez vagy érdekes problémahoz.

e R

adat megoldasat ismerteti.

LR Osszefoglalja és rendszerezi az isme-

reteket, definicidkat és tételeket. Folyamatabrak
szemléltetik a mddszereket és eljarasokat.

m Ez a rész sok korabbi érettségi felada-

tot és gyakorlofeladatokat tartalmaz, amit néha
egy-egy rejtvény szinesit. Szintezés jeldli a felada-
tok nehézségét.

Ezek a részek tovabbi kiegészitéseket,
érdekességeket tartalmaznak.

N Kiegésziti a témakorok vé-

gén 1évo osszefoglalast.

Az ikon utdn oOtleteket taldlsz geometriai
szoftver hasznalatahoz, illetve szamitogépen meg-
oldhat¢ feladatokat.



-m polinom, méasodfoku egyenlet megoldasa, diszkriminans, masodfokd polinom gyoktényezds alakja

m Viete-formulak, polinom fokszama, fokszam szerint rendezett alakja

FELADATOK

E1 (Emelt szint( érettségi, 2013) x 1-x
Egy 1 méter oldalti négyzetbe egy masik négyzetet rajzolunk ugy, hogy a bels6 négyzet minden
csucsa illeszkedjen a kiilsé négyzet egy-egy oldalara. A belsé és a kiilsé négyzet oldalainak
aranya 5 : 7. Milyen ardnyban osztja két részre a bels6 négyzet csticsa a kiils négyzet oldalat?
Az arany pontos értékét add meg!

E K2 Oldd meg az egyenleteket a valos szimok halmazan! Hényféle értelmes, 3 betlis magyar sz6t tudsz alkotni a he-
lyes vélaszhoz tartozo betlikb6l, amelyben mindegyik bettit felhasznalod?

E

A A
M T IL

=

E K2 Kosd 0ssze azokat a kifejezéseket, amelyek ugyanazt a polinomot jelentik! Kettének nincs parja, azokat ird fel
mas alakban!

(x - 8)? 16 + x> - 8x 4 + x)? (x+4)(x-8)
x?—4x-32 x? - 64 x? - 16x + 64 x? + 8x + 32

n K1 Oldd meg az egyenleteket a valés szimok halmazan, és toltsd ki a tabldzatot!

E E1 Add mega polinomok fokszam szerint rendezett alakjat, és toltsd ki a tablazatot! Masodfoku polinomok esetében
ird fel a polinom gyoktényezds alakjat is!

4x* - 23x-6 2 4(x + 0,25)(x - 6)

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK



1. Masodfoki egyenlet megoldasa

Az ax® + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenletben (a, b, c € R és a # 0) az ax’ + bx + c polinom fokszam szerint rendezett alak-
ban (kanonikus alakban) szerepel. A polinom fokszama az ismeretlen legmagasabb kitevéje, azaz 2.

Az egyenlet diszkrimindnsa: D = b* - 4ac.

P Haa diszkrimindns negativ, akkor az egyenletnek nincs valés megoldasa.

P Haa diszkrimindns nulla, akkor az egyenletnek egy valos megolddsa van (mds megfogalmazasban: két egybeesd va-
16s megoldds van), melyet az egyenlet kétszeres gyokének neveziink. A megoldas ekkor: x = b .

2a
P Haadiszkrimindns pozitiv, akkor az egyenletnek két kiilonboz6 valés megolddsa van. Ezeket adja meg a masodfoku

—b+b* —4ac

egyenlet megoldoképlete: x, , = — 5 (Ennek bizonyitasa a 7. leckében taldlhato.)
a

Az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet megoldasai (gyokei) és az ax* + bx + ¢ polinom gyokei megegyeznek.

2. Masodfoku polinom gyoktényezds alakja

Ha vannak valds gyokok, akkor azok segitségével felirhat6 egy masod- ax’+bx+c = alx-x)(x-x,)
foku polinom gyoktényezds alakja. Ha az ax’ + bx + ¢ = 0 masodfoku

egyenlet gyokei x, és x,, akkor ax® + bx + c = a(x - x )(x - x,) . kanonikus alak gyoktényezds alak

Példdul:  2x* - x - 3 = 0 egyenlet megoldasai (gyokei) -1 és 1,5;
2x* - x - 3 polinom gydktényezds alakja: 2(x + 1)(x - 1,5).

3. Viete-formulak: a masodfoku egyenlet gyokei és egyiitthatdi kozotti osszefiiggések

Haazax® + bx + ¢ = 0 (a # 0) masodfoku egyenletnek van két nem feltétlentil kiilonb6z6 valos gyoke (x, és x,), akkor a meg-
felelé polinom felirhaté a gyoktényezés alak segitségével: a(x — x,)(x - x,). Alakitsuk 4t a polinomot a kovetkezé médon:

ax’ +bx +c=alx-x)(x-x) =ax’ - alx, + x,)x + axx,
_— 1T

— .

ax* + bx +

b c
. . . . 9 X +x, =—— XXy =—
A polinomok azonossiga miatt —a(x, + x,) = b, illetve ax x, = ¢, ezek alapjan a a

gyokok Osszege is és a gyokok szorzata is kiszdmithato az egyenlet egyiitthat6ibol.

Ezeket az Osszefiiggéseket nevezziik Viete-formulaknak.

Megjegyzés: A Viete-formulakbdl a gyokok dsszegére és szorzatara akkor is szamolhatd egy valds szam, ha nincsenek valds
gyokok. Ezért a Viete-formulak alkalmazasa el6tt ellendrizni kell a diszkrimindns segitségével, hogy vannak-e valds gyokok.

FELADATOK

m E1 Azax?+ bx + ¢ =0 masodfoku egyenlet egytitthatoi Gsszekeveredtek. Keresd meg mindegyiknek a megfelel6 helyét!

A harom egyiitthat6 valamilyen sorrendben Tudjuk az egyenletrol Mi lehetett az egyenlet?
-11 4 8 nincs megolddsa a valés szamok halmazan
-12 -2 2 két gyoke van, ezek Gsszege 6
-1 1 4 két gyoke van, ezek szorzata —4

E1 Add megahidnyzo egyiitthatok értékét, majd ellendrizd a diszkrimindns vizsgélataval, hogy van két valos megoldas!
a)3x*+ ..x+7=0 egyenletnek van két valés megoldasa, és azok Osszege 8.
b) ...x* + 16x + 7 = 0 egyenletnek van két valos megoldasa, és azok szorzata 5.

c) —x?+ ...x + ... = 0 egyenletnek van két valos megolddsa, azok Gsszege 4 és szorzata 3.



kétismeretlenes els6foku egyenletrendszer megoldasa

hdrom- vagy tobbismeretlenes els6foku egyenletrendszer megoldasa

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy edzé6taborban floorballviadalt rendeztek. 16 csapat mérte Ossze az .

erejét, rovid, 10 perces mérkdzéseken. Minden csapat minden csapattal C ha m plons h
pontosan egy meccset jatszott. A gybézelemért 3 pont, a dontetlenért ®% Y u, »

1 pont jart, a vereségért nem jart pont. Andras csapata 23 pontot szerzett. ~u ,‘ il 4 A n |
A gy6ztes meccseiken atlagosan 4 golt 16ttek, a dontetlenre végzédé @,
meccseiken atlagosan 3-at, a vesztes meccseiken atlagosan 0,5 golt. A gol-
atlaguk a teljes viadalra nézve 3 gol volt. Osszesen hany meccset nyertek?

Megoldds:

Jeloljiik a gy6ztes meccseik szamat x-szel, a dontetlenre végzédok sza-
mat y-nal, a vesztes meccseik szamat z-vel. Mivel mindenkivel jatszot-
tak, ezért x + y + z = 15. Mivel 23 pontot értek el, ezért 3x + y = 23. A
16tt golok szama: az x db gydztes meccsen dtlagosan 4 golt I6ttek, az dsszesen 4x, a dontetlenre végz6d6 meccseken 3y, a
vesztes meccseken 0,5z golt 16ttek. A 15 meccsen atlagosan 3 golt 16ttek, ez dsszesen 45 golt jelent. Ebb6l 4x + 3y + 0,5z =
45. Felirhat6 tehdt a kovetkez egyenletrendszer:

x+y+z=15 (1)
3x+y=23 (I1.)
4x+3y+0,5z=45 (I1L.)

Az utols6 egyenletet szorozzuk meg 2-vel, és az egyenld egyiitthatok modszerét alkalmazva vonjuk ki beléle a legelsé
egyenletet!

8x+6y+2z=90
-| x+y+z=15

7x+5y=75

A kapott egyenletben mdr csak két ismeretlen van. A II. egyenlettel egy kétismeretlenes egyenletrendszert alkot. Alkal-
mazzuk Gjbol az egyenld egytitthatok modszerét, ehhez szorozzuk meg a II. egyenletet 5-tel, és vonjuk ki egymasbol a két
egyenletet!

15x+5y =115
—| 7x+5y=75
8x =40

Ebbél x = 5. Ezt visszahelyettesitve a kétismeretlenes egyenletek egyikébe, kapjuk, hogy y = 8. Ezt és az x = 5-6t visszahe-
lyettesitve a haromismeretlenes egyenletek barmelyikébe, kapjuk, hogy z = 2.

Ellenérzés:
Osszesen 5 + 8 + 2 = 15 meccset jdtszottak Andrasék. Pontjaik szdma 5 - 3 + 8 = 23. Az 5 gy6ztes meccsen 20 golt, a 8 don-
tetlen meccsen 24 golt, a 2 vesztes meccsen 1 golt 16ttek, ez dsszesen 45 gél, aminek a meccsenkénti atlaga B 3.

15

Vilasz: Osszesen 5 meccset nyertek.



Harom- vagy tobbismeretlenes linearis (azaz els6fokt) egyenletrendszernek altalaban akkor van egyértelmi megoldasa,
ha annyi egymastdl fiiggetlen egyenlet van, ahany ismeretlen szerepel az egyenletrendszerben.

P A megoldas sordn arra téreksziink, hogy az ismeretlenek szamat csokkentsiik, azaz egy-egy ismeretlent ,,kikiisz6bol-
junk”.
P Ha meghatdroztuk az egyik ismeretlen értékét, akkor a lépéseken visszafelé haladva szamolhatjuk ki a tébbi ismeret-

len értékét, ha visszahelyettesitjiik a mar kiszamolt értékeket.

P A megoldds végén ne feledkezz el az ellendrzésrél, és arrol, hogy valaszolj a feladatban feltett kérdésre!

FELADATOK

E E1 Egy hdromszog oldalainak hossza (mm-ben E E2 (Emelt szint( érettségi, 2009)

mérve) a, b és c. Tudjuk, hogya + b=41;a + ¢ =53
és b + ¢ = 58. Mekkorak a haromszog oldalai? Ellen-
Orizd, hogy a kapott oldalhosszusagokkal valoban
létezik-e haromszog!

E E1 (Emelt szint(i érettségi, 2009)

Egy 30 f8s osztalyban a tanulék harom idegen nyelv
kozil valaszthattak, ezek az angol, a német és a fran-
cia. Hanyan tanuljak mindhdrom nyelvet, és hanyan
nem tanulnak franciat, ha tudjuk a kovetkezéket:

(1) Minden diak tanul legalabb két nyelvet.

(2) Az angolt is és a németet is tanul6 didkok szama
megegyezik a franciat tanulé didkok szamaval.

(3) Angolul 27-en tanulnak.

(4) A németet is és a franciat is tanulok szama 15.

n E1 (Emelt szint(i érettségi, 2019)

A p, g, r pozitiv szamok 6sszege 180. Tudjuk tovabba,
hogyp:q=7:8ésr:p=>5:3. Hatirozd meg ezeket
a szamokat!

ﬂ E1 Déri mogyordt, diét és manduldt vasarol. Ha

mindegyikbdl egy-egy kg-ot vesz, akkor 14 500 Ft-ot
fizet. Ha 2 kg diét venne és a masik kett6bdl pedig fél-
fél kg-ot, az 13 550 Ft-ba keriilne. Ha 2 kg mandulat
vasarol, és hozza fél-fél kg-ot a diobdl és a mogyorod-
bdl, az 15 950 Ft-ba kertiil.

Mennyibe keriil 1 kg did, 1 kg mogyord, illetve 1 kg
mandula?

Egy tizletben haromféle palackozott ecet van a pol-
con: 12 db 10%-os, 8 db 15%-0s és 5 db 20%-os.
Mindegyiket azonos csomagolasban, 1 literes kisze-
relésben aruljak.

a) Hany szazalékos ecetet kapnank, ha a polcon 1évé
Osszes ecetet 0sszedntenénk?

b) Kazmér elképzelése az, hogy egy palack ecet arat
az tires palack ardbdl, a tomény ecet, valamint a
tiszta viz literenkénti arabol kalkulaljak ki. Az
tires palack ara 30 Ft, a tomény ecet literje 500 Ft
és a tiszta viz literje 10 Ft. Mennyibe keriilne a ha-
rom kiilonbo6zé toménységli palackozott ecet az
tizletben, ha a fogyasztoi 4r a Kazmér elképzelése
szerint kalkulalt ar 120%-a? (A fogyasztoi arat a
végén kerekitik egész forintra!)

¢) Kazmér felirta aliteres palackok boltidrait: a 10%-o0s
ecet 144 Ft, a 15%-o0s 150 Ft, a 20%-o0s 156 Ft. Ha
ezeket az drakat a b) részben leirtak szerint kalku-
laltak, akkor ki lehet-e mindezekbdl szamitani az
tires palack, a tomény ecet és a tiszta viz arat?

ﬂ E2 (Emelt szintd érettségi, 2020)

Egy étteremben (hatosagi engedély birtokaban) az ér-
vényes altalanos forgalmi adotdl (dfa) kismértékben
eltér6 adokulcsok alkalmazasanak hatdsat vizsgaltak
az ételek és italok fogyasztasara nézve. Az ételek ese-
tében 4%, az italok esetében 30% afat adtak hozzd a
nettd arhoz, és az igy kapott brutté arat kellett a ven-
dégnek kifizetnie.

A Kkisérlet els6 napjan az Uj szamitogépes program
hibaja miatt a szamlan éppen forditva adtdk a net-
t6 arakhoz az afat: az ételek netté arahoz 30%-ot, az
italok netté arahoz pedig 4%-ot szamoltak hozza, és
ez a szamlan is igy, hibdsan jelent meg. Egy csalad
ebben a vendégldben ebédelt, és a hibas program mi-
att 8710 Ft-os szamlat kapott. A hibat észrevették, igy
végiil a helyes Osszeget, 7670 Ft-ot kellett fizetniiik.
Hany forint volt az elfogyasztott ételek, és hany forint
volt az elfogyasztott italok helyes brutt6 ara?



Két valds szam sszege 4. A két szam reciprokanak ossze-

ge % . Melyik ez a két szam?

Megoldds:

Jeloljiik a szamokat x-szel és y-nal! Mivel van reciprokuk,
egyik szam sem lehet 0. Felirhat6 a kovetkezd egyenlet-
rendszer:

x+y=4
1 1 16
—_t—=—
x y 15

Fejezziik ki az els6 egyenletbdl x-et: x =4 - y.
Ezt irjuk be a masodik egyenletbe:
16

1 1
_— ==
4-y y 15

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat (4 - y)-nal és

y-nal! Ezek egyike sem 0, ezért a szorzas soran nem vélto-
zik meg az egyenlet megoldashalmaza.

16
t4—y=—(4-
y y 15( )y

Mérlegelv

m tortes egyenlet megoldasa, masodfokira visszavezethet6 egyenletrendszer megoldasa

KIDOLGOZOTT FELADAT

Rendezés utén: 4= %, 16 2,
15
Szorozzuk meg az egyenletet 15-tel, majd rendezziik:
60 = 64y - 16y?

16y* - 64y + 60 = 0
A megoldoképlet segitségével kapjuk, hogy két megoldas

van: y, = 3 & Y, = % A megfeleld x értékek x, = g és
2

x,= E.Akétszémtehéta 3 ésaz E
2 2 2
2 2 1
Ellenérzés: 3 + 2 =4és —+—:—6.
2 2 3 5 15

(A két valtoz6 felcserélhetd ebben a feladatban.)

Nem valtozik meg az egyenlet megoldasa, ha az egyenléségjel két oldalan allo kifejezést

ugyanazzal a valés szammal noveljiik vagy csokkentjiik v

ugyanazzal a nullatdl kiilonb6z6 valés szammal szorozzuk vagy osztjuk v/

Ovatosan kell eljarni, ha olyan kifejezéssel szeretnénk szorozni vagy osztani, amely ismeretlent tartalmaz. Ekkor kiilén

meg kell vizsgalni, hogy ennek értéke lehet-e nulla.

P Ha nem lehet nulla, akkor oszthatunk vagy szorozhatunk vele, nem valtozik a megoldashalmaz.

P> Ha lehet nulla, akkor ezzel a lépéssel megvaltozhat a megolddshalmaz. Ezért ezt a 1épést csak akkor végezziik el, ha
kiillon megvizsgéaljuk azt az esetet, amikor a kifejezés értéke nulla.

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK



FELADATOK

E K2 Hatdrozd meg a kifejezések értelmezési tartoma-

nyat!
1
3 X
a) — ¢+ d)
x-5 2x+3 |x|=5
b) x—4 . x—7_2x+11
x* -4 x+7 2x-11
xX|[+5
o 5 f | x|
x* —8x+15 (x—4)(3x+4)

E E1 (Emelt szint(i érettségi, 2006)
Panni és Kati elvallalta, hogy szovegszerkesztGbe
begépelik Dani szakdolgozatat. A két lany egytittes
munkdval 12 munkadra alatt végezne a gépeléssel.

Kedden reggel 8 6rakor kezdett Panni a munkéhoz,
Kati 10 orakor fogott hozza. Megallas nélkiil, ki-ki
egyenletes sebességgel dolgozott kedden 14 6raig, ek-
kor a kéziratnak a 40%-aval végeztek, és abbahagytak
a munkat.

a) Hany ora alatt gépelné le Panni, illetve Kati egye-
diil a teljes szakdolgozatot (allandé munkatempot
és megszakitas nélkiili munkat feltételezve)?

Panni Kati

A teljes munkat hany 6ra

: : . x y
alatt végezné el egyediil?
1 6ra alatt a munka 1 1
hanyadrészét végzi el? X y
Hany o6rat dolgozik
kedden?

b) Szerdan reggel egyszerre kezdtek hozza 9 érakor
a hatralévo 60% gépeléséhez, és egyiitt egyszerre
fejezték be. Szerdan Panni fél 6ra ebédsziinetet
tartott, Kati pedig a délel6tti munkajat egyoranyi
id6tartamra megszakitotta. Hany érakor végeztek
a lanyok a munkaval szerdan?

E E1 Egy tartdlyt két csapon keresztiil lehet megtolte-
ni. Ha egyszerre nyitva van mindkét csap, akkor az
tires tartaly 48 perc alatt telik meg.

Egy alkalommal a tartdly pontosan a feléig van meg-
toltve, és ekkor az egyik csapot elzarjak. Ha az els6
csapot zarjak el, akkor a tartaly megtoltéséhez 20
perccel tobb idére van sziikség, mintha a masodik
csapot zarjak el.

Mennyi id6 alatt telne meg az iires tartaly, ha csak az
elsd csap lenne nyitva?

n E1 Egyhagyomdnydrzé egyesiilet 72 000 Ft timoga-
tast kapott egy kozos kirandulasra. Mivel két tagjuk
lemondta a programot, kettével kevesebben mennek,
mint tervezték. [gy fejenként 150 Ft-tal t6bb tamoga-
tas jutott mindenkire a tervezetthez képest. Hanyan
mentek kirandulni?

E E1LE ’ . 7 & . km

gy utazas soran egy auté atlagsebessége 70 o
volt. Az ut elsé harmadan azonban lassabban lehetett
haladni, mint az ut tovabbi kétharmad részén. Az ut

els6 harmadan az atlagsebesség 30 % -val kevesebb

volt, mint a tovabbi kétharmad részen. Mekkora volt
az atlagsebesség az ut elsé6 harmadan?

m E1l Egy adathalmazban az adatok Gsszege 120. Ha
még hozzavesziink az adathalmazhoz két darab
3-ast, akkor az dtlag 0,5-del lecsokken. Hany elem
volt eredetileg az adathalmazban?

E1l (Kozépszinti érettségi, 2018)
Oldd meg az egyenletet a valos szamok halmazan!

x 8
x+2_(x+2)(x—2)

E E2 Egy 400 m-es kor alaka futdpdlyan tart edzést

Tomi és Andris. Ha ugyanarrdl a helyrdl indulnak,
de ellentétes irdanyba, akkor 50 masodperc mulva ta-
lalkoznak.
Ha valtofutast tartanak, amelyben el6szér Tomi,
majd amikor 6 visszaért, akkor Andris, majd Andris
megérkezése utan Gjra Tomi fut le egy teljes kort, ak-
kor ez 6sszesen 5 percig tart.

Mekkora sebességgel futnak, ha feltessziik, hogy
edzés kozben végig dllando a sebességiik?

EN E1 (Kozépszinti érettségi, 2012 és 2020)
Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halmazan!

x=2 2x+1

1
=1l b) —+ =
) x+2 2(x+2)

X x+2 2




EGYENLETEK,

EGYENLOTLENSEGEK

UJ ISMERETLEN BEVEZETESE

1. Oldd meg az egyenletet 1j ismeretlen bevezetésével a
valds szamok halmazan!

x'-4x*-45=0
Megoldds:

x* = (x*)’. Ezért ha x? helyére Gj ismeretlent vezetiink be,
akkor x* felirhat6 annak négyzeteként. Jeloljiik x*-et a-val!

(x"-4(x)-45=0

a*-4a-45=0

A megoldoképlettel kapjuk, hogy két megoldas van a-ra:
9 és -5. Az a azonban egy valds szam négyzete, ezért nem
lehet negativ. Csak az a = 9 esetben kapunk megoldast:
x* = 9,ebb6l x = 3 vagy x = -3.

Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy x =3 és x = -3
valéban megoldasok:

2. Egy derékszogli hdromszdg teriilete 330 cm?, az dtfo-
goja 61 cm-es. Mekkorak a befogoi?

Megoldds:

61 cm

ycm

Irjuk fel az x és az y segitségével a haromszog teriiletét és
atfogdjanak hosszat! Ez utébbihoz felhasznaljuk a Pitago-
rasz-tételt.

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

m masodfokura visszavezethetd magasabb foku egyenlet, masodfoku egyenletrendszer

KIDOLGOZOTT FELADAT

%:330 Xy =660 }

2, 2
x2+y2=612 x"+y°=3721

Az elsé egyenletbdl: y = @ Ezt behelyettesitjilk a ma-

sodik egyenletbe: x
2
435600
x2+(@J =3721 P X+ =3721
X X

Az x* helyett vezessiink be Uj ismeretlent, példaul az u-t
(u > 0)! Ekkor egyenletiink igy alakul:

435600

u+ =3721

u
u? + 435600 = 3721u
u? - 3721u + 435600 =0

Megolddképlettel:
3721 (3721 4435600 3721+3479
U, = =
1,2 2 2
u, = 3600 u, =121

Az u = x* helyettesités miatt x olyan pozitiv szamot je-
161, amelynek a négyzete 3600 vagy 121. Tehdt x, = 60 és
x, =1L

Szamitdasunk azt mutatja, hogy a vizsgalt hdaromszog
egyik befogdjanak hossza 60 cm vagy 11 cm. A masik be-

fogd hosszataz y = 660 egyenletbdl kapjuk meg:
x

660 660 . 660 660
ylz—:—zll es y2=———:

= 60.
x, 60 x, 11

Tehat egyféle haromszog felel meg a feladatunk felté-
teleinek, ennek az egyik befogdja 11 cm, a masik 60 cm
hosszusagu.

Ellenérzés:
A 60 cm és 11 cm befogdji derékszogli haromszog te-

rilete T = % = 330 cm? ¢és atfogdjanak hossza

V602 +11> =61 cm.



FELADATOK

E E1 Oldd meg az egyenleteket tj ismeretlen bevezetésével a valés szamok halmazan!

a)4xt-37x*+9=0 b)x6-7x°-8=0 c)xt-26x*+25=0 d)x*-15x>-16=0
E K2 Egy téglalap alaku telek teriilete 5040 m?. Legtavolabbi pontjainak tavolsaga 106 m. Mekkorak a telek oldalai?
E E1 Egy rombusz alaku papirsarkany teriilete 840 cm? kertilete 148 cm. Milyen hossztak az dtloknak hasznélt palcak?
ﬂ E1 Egy derékszogli hdromszoge teriilete 180 cm?, kertilete 90 cm. Mekkordk a hdromszog oldalai?

E E2 A tengeren egy hajé a vilagitétoronytdl 74 km tavol van. A vilagitétoronyhoz y A
rogzitett koordinata-rendszerben a hajo elhelyezkedését az abran az A(x; y) pont
jelzi (x és y km-ben van feltiintetve, és x, y > 0). | A(x; )

Ha a hajé 10 km-t nyugat felé és 8 km-t észak felé halad, akkor a vilagitétoronytdl e
68 km tavolsagban lesz. Hatarozd meg a hajo kezdeti (x; ) koordinatdit! e 74km

=Y

O

m E1 Keresd meg az egymads utani lépéseket! Az els6 oszlopban 4 egyenlet taldlhaté. A masodik oszlopban az 4j is-
meretlen meghatarozasa. A harmadik oszlopban pedig az, hogy az 4j ismeretlen bevezetésével milyen egyszertibb
egyenlethez jutunk. Kosd 6ssze az 6sszetartozdkat!

(®+3)P+x*+3=2 a=x*+3x-3 a-(a+2)=2
(> +3x-3)(x*+3x-2)=2 a=x? a’+a=2
xt+3x2=2 a=x>+3x a’+3a=2
(P +3x)(2+3x+2)=2 a=x*+3 a-(a+1)=2

E2 Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan uj ismeretlen bevezetésével!

(x* +3x)(x* + 3x + 8) =-12 (+3x-3)(x*+3x-2)=2

1
ﬂ E1 Oldd meg az egyenletrendszereket a valos szamok halmazan! Elsé 1épésként vezess be 1j ismeretleneket — és 1

helyébe! x
34_2:12 E.}.Z:z

a) Xy b) Xy
3. 1., 2.7 10
Xy Xy

ﬂ E1 Egy tartalyt két csapon keresztiil lehet megtolteni. Ha az els6 csap 30 percig van nyitva, a masodik csap pedig csak
20 percig, akkor az iires tartaly 70%-a lesz tele. Ha viszont forditva torténik, és az elsé csap 20 percig van nyitva, a
masodik csap pedig 30 percig, akkor az tires tartaly 80%-a lesz tele. Hany perc alatt toltené meg az tires tartalyt kiilon
az elsé csap, illetve kiilon a masodik csap?

m E2 Oldd meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazén! Vezess be 6j ismeretleneket!

4 1 g 30 16
+1 3- X+2y  y-3x

5 2 24 10 13
— =3 + ==

x+1 3-y x+2y 3x—-y 2



egyszerl abszolutértékes egyenlet grafikus megoldasa
m abszolutértékes egyenlet algebrai megoldasa

KIDOLGOZOTT FELADAT

Melyik valds szamok esetén teljestil, hogy |[2x - 8| = 3x - 72
Megoldds:

Egy kifejezés abszolut értéke egyenlé: P magaval a kifejezéssel, ha a kifejezés pozitiv vagy 0;
P> az ellentettjével, ha a kifejezés negativ.
Ez alapjan bontsuk a megoldast két esetre!

1. eset: 2x -8 =0. 2.eset: 2x -8 < 0.

Ez akkor teljesiil, ha 2x > 8, azaz hax > 4. Ez akkor teljesiil, ha 2x < 8, azaz ha x < 4.
: : : : : - — ’ ’ ’ ’ ’ o———+—>»
1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5

A masodik esetben tehat csak 4-nél kisebb szamok kozott

Vagyis az elsé esetben csak 4-nél nagyobb vagy egyenld
keressiik a megoldast.

szamok kozott keressiik a megoldast.

Ekkor |2x - 8| = 2x - 8, hiszen 2x - 8 nemnegativ. Ezért az
egyenlet ilyen alakra irhato:

2x-8=3x-7

Ekkor |2x — 8| = -2x + 8, hiszen 2x - 8 negativ. Ezért az
egyenlet ilyen alakra irhatd:

2x+8=3x-7

Ezt mérlegelvvel megoldva: x = -1. Meérlegelvvel megoldva: 5x = 15, azaz x = 3.

Meg kell vizsgalni, hogy ez a megoldas eleme-e annak az
intervallumnak, ahol ebben az esetben a megoldast keres-
tiik. -1 kisebb, mint 4, ezért az abszolutértékes egyenlet-
nek a -1 NEM megoldasa.

Meg kell vizsgalni, hogy x = 3 eleme-e annak az interval-
lumnak, ahol ebben az esetben a megoldast kerestiik. 3 ki-
sebb, mint 4, ezért x = 3 megoldasa az egyenletnek.

> -1 0 1 2 3 4 5

L 4 + + + +
-1 0 1 2 3

N}

Behelyettesitéssel ellendrizve:

|2-3-8|=]-2|=2 é 3.-3-7=2.

FELADATOK

E1 Egy bogar 9 2 4llandé sebességgel repiil. Ami-
s

kor elkezdjiik figyelni, 18 m-re van egy lampatol, és
egyenesen a lampa felé tart. De nem széll le a lampdra,
hanem kozvetleniil mellette, iranyvaltoztatas nélkil
ugyanolyan sebességgel repiil tovabb, és tavolodik
a lampatdl. A megfigyelés pillanatatél mérve melyik
idépontokban lesz pontosan 3 m-re a lampatol?

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK



Abszolutértékes egyenlet megoldasa
Leggyakrabban alkalmazhaté mddszerek:

P algebrai megoldas esetszétvalasztassal

Segit, ha szamegyenesen abrazolod az egyes esetekhez tartozé intervallumokat.

FELADATOK

PR y=3x-7
Példdul: | ]
. y=Px-38|f
——t—————0—+—+> x 2 4 esetben az x = -1 nem lehet megoldas;
-2-10 1 2 3 4 5 6
—t—t—t—t—t—0—+—+> x < 4 esetben az x = 3 lehet megoldas.
-2-10 1 2 3 4 5 6 /
P grafikus megoldas
Olvasd le a grafikonrol a megoldast, majd ellenérizd behelyettesitéssel! ! /
Példaul: A Kidolgozott feladat grafikusan megoldhaté az dbran lathaté grafikon segitségével. o] 1 x
E E1 Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) 3x+2| =4x+2 b) 3 - 5x=|8x - 6| c)|7x+5|=5x-5 d) 14 -9x=|12x - 7|

ﬂ E1 Egy valds szamrol tudjuk, hogy a szdmegyenesen a 12,4-t6] mért tdvolsaga haromszor akkora, mint a -3,6-t6l
mért tavolséga. Melyik lehet ez a szam? Irj fel olyan abszolutértékes egyenletet, amely megfelel a feladat szovegének!

ﬂ E2 Melyik valos szdmra teljesiil, hogy a szdmegyenesen a 15-t6l mért tavolsaga kétszer akkora, mint amennyivel a szdm
maga nagyobb 3-nal?

I8 EL (Emelt szintd érettségi, 2007, 2015, 2020)
Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) 2= |x- 6| b) |x - |xl| = 2x - 1 €) |x-2[=7+0,25¢

B E2 A lépéseket kovetve, algebrai tton oldd meg az egyenletet!
|x+3|+[2x+4|=8

a) Melyik intervallumon lesz x + 3 pozitiv vagy 0, és melyiken negativ?
Melyik intervallumon lesz 2x + 4 pozitiv vagy 0, és melyiken negativ?

b) Bontsd 3 esetre a feladatot! Az alabbi szimegyenesen megjel6ltiink 3 intervallumot. Mit jeldl a és b?

c) Oldd meg az egyenletet mindhdrom esetben! Figyelj arra, hogy amikor az abszolatérték-jelen beliil szereplé kifeje-
zés negativ, akkor annak abszolut értéke az ellentettje.

d) Mindharom eredményt vesd 6ssze azzal az intervallummal, amelyben épp akkor a megoldast kerestitk! Melyik
esetben van benne az intervallumban a megoldas, melyik esetben nincs?

€) A megolddsokat ellenérizd behelyettesitéssel!

o >
@——0
]
a b 0

x+3<0és2x+4<0 x+3>206€s2x+4<0 x+32>20é€s2x+42>0



EGYENLETEK,

EGYENLOTLENSEGEK

NEGYZETGYOKOS EGYENLETEK

-m négyzetgyok fogalma, +/x+b = cx + d tipust egyenlet megolddsa, hamis gyok

m legfeljebb két négyzetre emeléssel megoldhat6 egyenlet megoldasa

BEVEZETO

Hatarozd meg a kifejezések értelmezési tartomdanyat! Az egyes négyszogekben 1évé kifejezések értelmezési tartomanya
megmutatja, hogy melyik Gton 1épj at a kovetkezé mezére. Indulj a bal fels6 mez6r6l, és juss el a ©-igl

1 2 3

1. Ne felejtsd el! Bérmely valos x esetén: \/x—2 =|x|

2. Négyzetgyokos egyenletek megoldasa:

Ha'farozzuklrr'leg , Négyzetgyokjel alatt nem allhat negativ szam.
az értelmezési tartomanyt!

Négyzetre emelés el6tt, ha lehet, rendezziik Ggy az egyenletet, hogy a

gyokos tag 6nmagaban alljon!
Oldjuk meg az egyenletet! > Ha tobb gyokjel szerepel az egyenletben, akkor rendszerint tobb
négyzetre emelés sziikséges. Négyzetre emelés el6tt 6sszevondsokkal,
mérlegelvvel rendezziik az egyenletet minél egyszertibb alakra.

> Vigyazat! Kaphatunk hamis gyokot!

Helyettesitsiik be a kapott x értéket ellenérzésképpen az ere-
deti egyenletbe!

Ellenérizziink!

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK



A négyzetre emelés kiilonbozd eldjelt oldalak esetén nem ekvivalens atalakitas. Igaz ugyan, hogy ha két valds szam
egyenld, akkor a négyzetiik is egyenld, de visszafelé ez mar nem teljestil. Ha két valos szam négyzete egyenl6, akkor a
szamok lehetnek kiilonbozok, egymas ellentettjei.

A=B = A’=B de A*=B* = A=B vagy A=-B.

Ezért a négyzetre emelés utan kapott egyenletnek tobb megoldasa lehet, mint az eredeti egyenletnek. Kaphatunk hamis
gyokot, vagyis olyan értéket, amely eleme ugyan az értelmezési tartomanynak, de az eredeti egyenletnek nem megoldasa.
Ezért a négyzetre emelés utdn nagyon fontos az ellendérzés, vagy azt megelézdéen az oldalak eljelének vizsgalata.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg a valos szamok halmazan az egyenletet! /4x ++/x+24 =7

Els6 megoldds: P Ha azt latjuk, hogy mindkét oldal pozitiv vagy 0, ak-
kor a négyzetre emelés ekvivalens mtivelet.

P> Haaz egyik oldal esetén egyértelm, hogy az ott 1évé

4x20és x+2420 = x20. kifejezés értéke pozitiv vagy 0, akkor a masik oldal

értéke is pozitiv vagy 0 kell legyen, ez alapjan érdemes

lesztikiteniink az értelmezési tartomanyt.

A gyokjel alatti kifejezés nem negativ, ezért

Emeljiik négyzetre az egyenlet két oldalan 4ll6 kifejezést!

4x+2-+4x x+24 +x+24=49
Az értelmezési tartomany (x > 0)

Rendezziik ugy, hogy a gyokos kifejezés 6nmagaban all- — = . esetén mindkét oldal érteke pozi-
jon az egyenlet egyik oldalan! Ax+Nx+24=7 Iiv Vligy 0i Ezérta nlégyzetre eme-
és ekvivalens mtvelet.

4x+2-\Jax Jx+24 + x+24=49

Rendezziik ugy, hogy a gyokos kifejezés onmagaban all-
jon az egyenlet egyik oldalan!

2/4x(x +24) =25—5x
244x? +96x =25—5x

Emeljiink ismét négyzetre!

16x> + 384x = 625 - 250x + 25x°
) 24/4x(x +24) =25-5x
Atrendezve: 9x* — 634x + 625 = 0.

A masodfoku egyenlet gyodkei: x, = 1 és x, = 625, 69,44 . A bal oldalon 4ll6 kifejezés ér-

9 téke biztosan pozitiv vagy 0.
Ezért a jobb oldalon 4ll¢6 kife-
jezés értéke is pozitiv vagy 0
kell legyen.

Mivel az egyenlet megoldasa soran kétszer is négyzetre
emeltiink (ami a valds szdmok halmazéan 4ltaldban nem
ekvivalens miivelet), ezért ellenérizniink kell behelyette-
sitéssel, hogy x, és x, megolddsai-e az eredeti egyenletnek.
24/4x(x+24) =25—5x Teljestil tehat, hogy
25-5x20, azazx < 5.

x,= Tesetén Vax +x+24 =4 +25 =7 Tehitx, =1 Sziikitsiik le az értelmezési
valéban megoldas.

Ellenérzés:

tartomdnyt: 0 < x < 5.

625 , 2500 841
x, = e esetén v4x ++x+24 =, }T +, ’7 = Ezen a halmazon a négyzetre

emelés ekvivalens atalakitds.
50 29

=3 + 3 # 7. Tehdt x, nem megoldas. 16x2 + 384x = 625 — 250x + 25x>
Ezért egy megoldds van, az x = 1. Atrendezve: 9x* - 634x + 625 = 0.

, , . 625
Mdsodik megoldds: A masodfoku egyenlet gyokei: x, = 1 és x, = 5 F 69,44 .
Az egyenlet értelmezési tartoménya: x > 0. A gyokok kozil x, > 5, ezért nem megoldds. x, = 1 eleme

a lesztikitett értelmezési tartomanynak. Ezen a halmazon
ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért x = 1 megolda-
sa az eredeti egyenletnek, és mas megoldds nincs.

Az egyenlet megoldasa soran tobb olyan 1épést végziink,
amikor négyzetre emeljiik az egyenlet két oldalan 4ll6 ki-
fejezést. Ezen 1épés el6tt azonban mindig vizsgaljuk meg,
hogy melyik kifejezésnek mi az elGjele.




Megjegyzés:
1. A masodik megoldas ravilagit arra, hogy miért kaphatunk hamis gyokot. Helyettesitsiik be x, :%-et a masodik

négyzetre emelés el6tt felirt 24/4x(x +24) =25—5x egyenletbe!

25 841 2529 2 25 22 12 2
244x(x+24) =2 4.&.8_:2.2._5._9:ﬂ 25_5x:25_5.ﬁ:_5_ﬂ:_ﬂ
9 9 3 3 9 9 9 9 9

A két érték egymas ellentettje. A négyzetiik egyenld, ezért a négyzetre emelés soran kapott egyenletnek a 625 yalsban
megoldasa, mig a négyzetre emelés el6tti egyenletnek nem megoldasa.

2. Megtehetjiik, hogy atvissziik ez egyik gyokos tagot a masik oldalra, és tigy emeljiikk négyzetre az egyenletet.

Nx+24 =7 - «J4x négyzetre emelve: X+24=49-14+4x +4x.
Atrendezve: 14/4x =3x+25, négyzetre emelve: 784x = 9x* + 150x + 625, atrendezve: 9x* - 634x + 625 =0.

Innentdl a megoldas kéveti az Elsé megolddsban leirt 1épéseket.

FELADATOK

E K2 Igaz vagy hamis? Add meg az éllitdsok logikai ﬂ E1l Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenle-

értékét! teket!
Igaz
vagy a),/ ! =\/1—71 b) V3++Vx-3 =4
: x=2 X
hamis?
A /(_7)2 _7 E E1l A kovetkezd egyenleteknek a valos szamok hal-
- mazan kiilonboz4 szamu gyoke van.
. .
B Minden x € R esetén \/x_2 =X. Melyiknek mennyi?
——— I 1
C Vanolyan x € R szdm, melyre i =x. a) v2x+5+x=-1 c) 2x+5+2=5x
2
D Ha x pozitiv valds szam, akkor (\/;) =53 b) V2x+5+ lx =—3
2
E K1 (Kozépszintd érettségi, 2010) m E1 Oldd meg a valés szdmok halmazan az egyenle-
Valaszd ki az A = {~1; 0; 1; 2; 3} halmaz elemei koziil teket!
azokat a szamokat, amelyek megoldésai a \/xT =—x a) VZx+12—2=x

egyenletnek!

b) V2++2x-5=3

B E1 Ha egy v, kezddsebességrdl indulé test sebessége

a gyorsuldssal valtozik, akkor a test sebessége a ko- EA EL (Emelt szinti érettségi, 2016)
vetkezé méodon irhato fel: v = /v +2as , ahol v, a test Oldd meg a [4; 6] alaphalmazon az alabbi egyenletet!
kezddsebessége, a a gyorsuldsa, s pedig a megtett ut. Jox—3=Jx110-1

Fékezéskor egy motorkerékpar gyorsulasaa=-7,5 22 .
s
(A negativ érték azt jelenti, hogy a motorkerékpar se-

bessége csokken, azaz a jarmt lassul.)

E E2 (Emelt szintd érettségi, 2019)
Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenletet!

a) Mekkora Gt megtétele alatt all meg, ha kezddse- V6x—24 =+2x -7 -1
. km
bessége 70 T ? B E2 Oldd meg a valés szimok halmazan a kovetkezd

egyenletrendszert! Vezess be 4j ismeretleneket!

km
b) M ] étele al lefé 190 — —_— L
) Mekkora ut megtétele alatt tud lefékezni 90 - 2422y +1=10
- km P
sebességrél 30 . sebességre? ax_2-3 Dy +1=7




-m nevezetes azonossagok az (a + b)?, (a — b)* és a? - b* kifejezésekkel

m egyenletmegoldas értelmezési tartomany, illetve értékkészlet vizsgalataval, valamint szorzattd alakitassal, az a" - b"
ésaz a®*! + b+ ! kifejezések szorzatta alakitdsa, a masodfokud egyenlet megoldoképletének bizonyitasa

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valés szamok halmazan!

a) V5x—2++2-5x+10x=4 b) 5x-2++2-5x+15x=10

Megoldds:

Hatdrozzuk meg az egyenletek értelmezési tartomanyat! A gyokjel alatt nem dllhat negativ szam, ezért 5x — 2 > 0, amibdl
X2 2 , valamint 2 — 5x > 0, amibél x < 2 . Ez a két feltétel azonban egyszerre csak akkor teljesiil, ha x = % .Igy az egyenlet
értelmezési tartomanya egyetlen szambol all: {%} . Meg kell vizsgalnunk azonban, hogy a lehetséges érték kielégiti-e az

eredeti egyenletet. Ha az egyenléség igaz, akkor az egyenlet megoldasa x = % . Ha az egyenl@ség nem teljesiil, akkor nincs
megoldas.

a) \/5-%_2+\/2_5.z+10£:4 v, ezért megolddsa x = %
5 5 5

b) 5-3—2 +\/2—5.z +15.E¢4, ezért nincs megoldas.
5 5 5

2. Oldd meg az egyenleteket a valos szdmok halmazén!

a) Qx—3)+|2x—3|=—~2x+3 b) x° - 8x*+ 16x=0

Megoldds:

a) Az egyenl6ségjel bal oldaldn 4116 tagok nem vehetnek fel negativ értéket. Igy a bal oldal értéke legalabb 0. A jobb olda-
lon 4ll6 kifejezés értéke viszont legfeljebb 0.

(2x-32>0 |2x-3=0 —Lx+3<0
Ezért az egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha a mindkét oldal egyenl6 0-val.
A bal oldal akkor 0, ha 2x - 3 =0, azaz x = 1,5.
A jobb oldal akkor 0, ha 2x + 3 =0, azaz x = -1,5.

Ezért nem lehet a két oldal értéke egyszerre 0, vagyis az egyenletnek nincs megoldésa.

b) Emeljiink ki x-et! x(x*-8x>+16) =0
Vegyiik észre, hogy a zérdjelben egy teljes négyzet szerepel! x(x*-4)7=0

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0.

x=0 vagy (x*-4)=0 > x*-4=0 > x=x2

Ezért az egyenlet megoldasai 0; -2 és 2.

7. LECKE / EGYENLETMEGOLDAS MAS MODSZEREKKEL




1. Egyenletmegoldas értelmezési tartomany vizsgalataval

Ha az egyenletben olyan algebrai kifejezések (pl. gyokos kifejezések)

szerepelnek, melyek értelmezési tartomanyanak nincs kozos része, ’ nem lehet negativ
akkor az egyenletnek nincs megoldasa. Ha az értelmezési tartoma- L 4

nyok metszete csak néhany szambol all, akkor behelyettesitéssel el-
lendrizni kell, hogy ezek megoldasai-e az egyenletnek.

2. Egyenletmegoldas értékkészlet vizsgalataval

Négyzetre emelés, illetve gyokvonas eredménye nem lehet kisebb,

mint 0. Ha az egyenlet két oldalan olyan algebrai kifejezés all, me- € >

lyek értékkészletének nincs kozos része, akkor az egyenletnek nincs nem lehet negativ
megoldasa. Ha az értékkészletek metszete csak néhany (pl. egy vagy

két) szam, akkor azt kell ellendrizni, hogy ugyanazon a helyen ve- w

szi-e fel a két kifejezés a kozos értéket.

3. Egyenletmegoldas szorzatta alakitassal

Magasabb foku egyenletek megoldésakor segithet a szorzatta alaki-

tas. Ha egy egyenlet olyan alakra rendezhet6, hogy az egyik oldalon nevezetes azonossagok

egy szorzat dll, a masik oldalon a 0, akkor az egyenlet gyokeit azok I? T~

az értékek adjak, amelyek a szorzat egyes tényez6it 0-v4 teszik. O O

4. Nevezetes azonossagok

A szorzatta alakitdsban segithetnek a nevezetes azonossagok.
Minden a, b € R esetén:
> (@a+b?=a’+2ab+b* (a - b)*=a’-2ab+b* (@a+b)a-b)=a’>-b*
Mindena, b € R, n € Z* esetén:
P a" - b" szorzattd alakithatd oly médon, hogy beléle az (a — b) tényezd kiemelhetd:
a'-b"=(@-b)a"'+a""b+a"3b*+...+b" ")
P a2l b+l szorzattd alakithatd oly médon, hogy beldle az (a + b) tényezé kiemelhetd:
a1+ b = (a+ b)(a@ - a* b+ a™ b7 - ...+ b™)

Példdul: a* - b* = (a - b)(a* + ab + b?)

a’+ b’ =(a+b)a*-ab+b?)

Az azonossagokat (tovabbi azonossagokkal kiegészitve) megtalalod a fiiggvénytdbldzatban is.

5. A masodfoku egyenlet megoldéképletének bizonyitasa

Igazoljuk az ax® + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenlet (a, b, ¢ € R, a # 0) megolddképletét!

Bizonyitds:
Szorozzuk meg az egyenletet 4a-val! (4a = 0) Ha b* - 4ac = 0, akkor 2ax + b =0
22 4ac=0
datx’ + dabx + dac P egy (két egybeesd) valds gyok van: x = - b .
Mivel 2ax + b)* = 4a*x* + 4abx + b?, ezért a bal oldalon 2a
allo elsd két tag igy irhatd: (2ax + b)* - b2 Ha b - 4ac > 0, akkor |2ax + b| = /bz _4ac .
2ax + b -b*+4ac=0 < (2ax+b)*=b*-4ac.
( ) ( ) 2ax +b =+ \b* —4ac vagy2ax +b=-~b> —4ac

Ha b* - 4ac < 0, akkor nincs valos gyok.
~b++b* —4ac

P kétkiilonboz6 valds gyok van: x,= -



FELADATOK

I8 K2 Hatérozd meg a kifejezések értelmezési tartomd-
nyat!

a) \3x-7 c) ,/3_52)6

h) vx?-4 d) J(x—5)

P2 E1 0ldd meg az egyenleteket a valés szamok halma-
zén!

a) Vx—-5+4=v2-x
b) 5+2x—5=1/2,5—x +2x

c)/f§1+4=2—41—x

E E1 Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halma-
zan!

a) [lj2+3=2—\/;

X

e)x/?

b) 12x-3)*+3=3 - [4x - 1]

n E2 Figyeld meg a kifejezések értelmezési tartoma-
nyat, illetve értékkészletét, és ezek alapjan a kifeje-
zéseket felhasznalva allits 6ssze olyan egyenleteket,
amelyeknek nincs megoldasa a valés szamok halma-
zan! Legalabb két kifejezést hasznalj az egyenletekben!

1 6
\/5—2x _3—x 4

\/2.96—6

—(x - 5)? x*+5 —|x + 5]

x+5

E E1 Melyik (x, y) szimpdarok esetén teljesiil az egyen-
16ség? Oldd meg az egyenleteket a valds szamok hal-
mazan!

a) |[x—7|+Jy+5=0 h) (x—6)2+\/1=0
y

I E2 0ldd meg az egyenleteket a valés szamok halma-
zan! Segit a szorzatta alakitas.

a)x*+4x° +4x2=0
b)2x° - 12x*+ 18x° =0

5 2
—x +
c) x—SxZO

x—2

E1 Oldd meg az egyenleteket a vals szimok halma-
zan!
a)x’-x*-42x=0

b) 2x* + 3x> - 5x*=0

B E1 Oldd meg az egyenleteket a valés szdmok halma-
zan! Alkalmazd a nevezetes azonossagokat!

x -8

a)
x—2

=0

27x° -1
3x-1
x'—625
x* +25

b)

13

c) 24

ﬂ E2 Oldd meg az egyenleteket a valds szdmok halma-
zan! Hasznald a nevezetes azonossagokat!

3

-27
X -7
x—3
x'-16
x—2

a)

0

b)

125+x°
X+5

c) 19

3
d) x” +1 _3
x+1
m E2 Melyik (x; y) szimparok esetén teljesiil az egyen-
16ség? Oldd meg az egyenleteket a valds szamok hal-
mazdan!
a)(x-52+(y+302=0

b) x* - 12x+ y*+ 2y +37=0

C) x> - 6x+y*+ 10y = -34




paraméter, paraméteres els6foku egyenletek megoldasa

Mekkora sebességre kell lelassitanunk egy kanyarban, hogy az auté ne cstisszon
meg? A valasz attol fiigg, hogy milyen éles a kanyar és milyen csuszos az t.
A kanyar sugara, valamint az aut6 és az ut kozotti surlodasi egytitthatd egy-egy
paraméter — ezek ismeretében lehetne kiszdmolni a valaszt, hogy mekkora a
megfelel$ sebesség.

A paraméter a matematikai egyenletekben egy olyan egyiitthatd, amelynek nem
ismerjiik a konkrét értékét. Ha a paraméter helyébe kiilonb6z6 valés szdmokat
helyettesitenénk be, akkor (rendszerint) kiilénboz6 egyenletekhez jutnank.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Oldd meg grafikus uton a p?x - 1 = x + p egyenletet a valds szamok halmazan, ha a p paraméter a {0; 1; -1; 2; -2} hal-
mazban megadott értékeket veszi fel!

Megolds:

Oldjuk meg a feladatot fiiggvényabrazold szoftver (pl. GeoGebra) segitségével! Vegyiink fel egy csuszkat, és nevezziik
&t p-nek! Abrazoljuk az y = p>x - 1 és az y = x + p fiiggvények grafikonjit a valés szimok halmazén, majd 4llitsuk be a
csuszkan p-t a megadott értékekre! Mindkét oldal grafikonja egy egyenes. A p valtoztatasaval azonban megvaltozik az elsé
fiiggvény (y = p>x — 1) esetén az egyenes meredeksége, mig a masodik fiiggvény (y = x + p) esetén az, hogy az egyenes hol
metszi az y tengelyt. Ha a két egyenes parhuzamos, akkor az egyenletnek nincs megoldasa. Ha a két egyenes egybeesik,
akkor minden valds szam megoldas. Ha a két egyenes metszi egymast, akkor egy megoldas van.

p=0 p=1 p=-1 p=2 p=-2
‘ yA ‘ ‘yﬂ ‘ ‘ yA ‘yﬂ / ‘ ‘ y A /
p=0 p=1 p=-1 p=2 p=-2
1 1 1 1 / 1 /
N UZEBE 0%z of 1 T x of i/ *
/ /
p =0 esetén p=1esetén p=-1esetén p =2 esetén p = -2 esetén
az egyenlet: az egyenlet: az egyenlet: az egyenlet: az egyenlet:
-1=x x-1=x+1 x=—1=x—1 4x-1=x+2 4x-1=x-2
Az egyenesek
, ; . Az egyenesek , ;
Egy metszéspont van.  parhuzamosak és cavbeesnek Egy metszéspont van. Egy metszéspont van.
nincs metszéspontjuk. gy ’
’ . o . megoldas:
megoldas: . , minden valds szam megoldas:
nincs megoldas , _ 1
x=-1 megoldas x=1 ===

3



2. Hény megolddsa van a valds szdmok halmazdn a p>x - p* = 4x + 8 egyenletnek a p paraméter kiilonboz4 értékei esetén?

Megoldas:

Az egyenletben x az ismeretlen, azt kell kifejezniink konkrét szamok és a paraméter segitségével. Az x-re nézve ez egy elsé-
fokd, egyismeretlenes egyenlet, ezért ugy kell megoldani, mint azokat az egyismeretlenes elséfoku egyenleteket, amelyek
egyiitthatoi konkrét szamok. Ezért rendezziik egy oldalra és vonjuk 9ssze az x-et tartalmazé tagokat, a masik oldalra az
x-et nem tartalmazé tagokat.

px-4x=p*+38
(P*-4dx=p*+38

Amikor linearis egyenletet oldunk meg, a kovetkez6 1épés az lenne, hogy osztunk az x egytitthatéjaval. Ez az egyiitthatd
azonban tartalmazza a paramétert, ezért esetszétvalasztast kell alkalmazni: kiilon meg kell vizsgalni, hogyan alakul az
egyenlet, amikor a paraméter miatt ez az egyiitthato 0.

p* - 4 =0Kkét esetben teljestil: p = 2 vagy p = -2.
l.eset: p=2.

Ekkor az egyenletben konkrétan kiszamithatjuk a hidnyzé egyiitthatokat.
Ezt kapjuk: Ox = 16. Ennek nincs megoldasa.

2.eset:p=-2.

Ekkor is kiszamolhatjuk a hidnyzé egytitthatokat. Ezt kapjuk: Ox = 0. Ennek
az egyenletnek minden valds szam a megolddsa.

3.eset:p#2ésp#-2.

3

p+

Ekkor az egyenletben az x egyiitthat6ja nem nulla, ezért oszthatunk vele. Ezt kapjuk: x ==

8 .

e Minden p esetén, amely
nem 2 és nem -2, ez egy konkrét szam, ekkor ez az egyetlen szam az egyenlet megoldasa.

Osszefoglalva:

P hap =2, akkor az egyenletnek nincs megolddsa;

P hap = -2, akkor az egyenletnek minden valds szdm a megolddsa,

P hap =2 ésp+-2,akkor az egyenletnek egyetlen megolddsa van: x =

Paraméteres egyenletek

Paraméteres egyenletrél akkor beszéliink, ha az egyenlet néhany egytitthatéja nem ismert, és egy paraméter (pl. p) kifeje-
zéseként van megadva.

Példaul: Ha példaul p paraméter értéke 10, akkor az egyenlet igy
alakul: 10x + 4 = 5x + 34.
\‘\‘

px+4=5x+p+24 Ennek megolddsa: x = 6.

//'

Ha egy paraméteres egyenlet gyokeit kell meghataroznunk, akkor az egyenlet rendezése kozben gy kell kezelniink a pa-
ramétert, mintha egy konkrét valds szam lenne. Koriiltekintéen kell azonban eljarnunk, mivel az értékét nem ismerjiik.
Ezért ha olyan kifejezéssel szeretnénk osztani vagy szorozni, amely tartalmazza a paramétert, akkor esetszétvalasztast kell
alkalmaznunk. Hatdrozzuk meg, hogy a paraméter mely értékeinél lesz ez a kifejezés 0, majd vizsgaljuk meg, hogyan ala-
kul az egyenlet ezekben a konkrét esetekben! Végiil az egyenlet gyokeit a paraméter fliggvényében tudjuk meghatarozni.



I a paraméter (p) valds szamot jell, ugy kell bannunk vele, mintha konkrét valos szam lenne )

I az ismeretlen (x) a paraméteres tagbol is kiemelhets P 2x-px=(Q2 - p)x )

I paramétert tartalmazd kifejezéssel szeretnénk osztani? P> esetszétvalasztds )

I melyik konkrét p esetén lesz az a kifejezés nulla, amellyel osztanank? )

I ezen konkrét p értékekkel oldjuk meg az eredeti egyenletet P> 1. eset/2.eset... )

I ha p ezektdl az értékektd] killonbozik, akkor oszthatunk vele P> utolsé eset )

A feladatokban p valds paramétert jelol.
E E1 Oldd meg az egyenleteket a valds szimok halma-
z4n!
a)3x+p=12p-8x
by 2X*tP _3%-2p _,
4 2

E E1 Oldd meg az egyenleteket a valds szimok halma-

zan!

a)2p-x=>5x-10p+3

by X P_2 3%

3 5 5 2

E E1 A p paraméter mely értékei esetén lesz az egyen-

leteknek gyoke a 2?

a) p+3+x+3=p+x
2 5 4

b) 3x+p —05

n E2 A valés szdmok halmazdn értelmezett fiigg-
vények esetében adj olyan értéket a hozzarendelési
szabalyban szereplé paraméternek, hogy a fiiggvény
grafikonja illeszkedjen a koordinata-rendszer meg-

adott pontjara!

a) fx)=>x+p-i A2 )
4 2

b)glx)=px+2p-1 B(4; 6)

A paraméter valtozasat fliggvényabrazold szoftverrel (pl. GeoGebra) egy csuiszka éllitasaval szimulalhatjuk.
Igy dinamikusan vizsgalhatjuk, hogy a paraméter értékétél fiiggden hogyan alakul a feladat megoldésa.

FELADATOK

E E2 Grafikon segitségével hatdrozd meg, hogy hany
megolddsa van az egyenletnek a valos szimok halma-
zan, ha p valés paraméter!

[x+2|-3=p+2

ﬂ E2 A p valés paraméter mely értékei mellett lesz a
valds szamok halmazan az egyenletek gyoke a 02

a) 3p+4=px+p’

b) 2p+1 x+p px+l_
2 3 6

0

E2 Oldd meg az egyenleteket a vals szdmok halma-
zan!

a) px+3p=9p - 10x
b) 15 - 3px = 10p - 6x
m E2%* Oldd meg az egyenleteket a valos szdmok hal-
mazdan!
a)3 - 6px=3p+3x
b)3x-p*=px-9
C) p>x - 25x =p*>+ 10p + 25

E E2* Oldd meg az egyenleteket a vals szamok hal-

mazan!

a)2x-p|=14
+5

b) X =3x—-4
p



m paraméteres masodfokd egyenlet
FELADATOK

E1 A grafikon se- \ yA [ [lp=11 E E1 Abrézold a valds szamok halmazan értelmezett
gitségével hatdrozd \ [ p=10 Sflx) = (x + 3)* - 4 fiiggvényt!
meg, hogy hany meg- p=9 A grafikon segitségével hatdrozd meg, hogy
olddsa van az egyen- J)=(G+1) +2 P8 hdny megolddsa van a valés szamok halmazan a
letnek a valds szamok \ [l |p27 (x + 3)* — 4 = 2p egyenletnek a p paraméter fiiggvé-
halmazén, ha p valds 16 nyében!
paraméter! i - Z
(x+12*+2=p-3 ! N
0] 1 X

KIDOLGOZOTT FELADAT

5
Melyik szamot jelolheti p, haa [Z p- lsz +2px+4=0 egyenletnek két kiilonb6z6 gyoke van a valos szamok halmazan?

Megoldads: pA| |
Az egyenletnek akkor van két kiilonb6z6 gyoke, ha \‘ ’,
P masodfokd, azaz a f8egyiitthatdja nem nulla, és ‘\ ,,
P adiszkrimindnsa pozitiv.
A féegyiitthaté akkor nem nulla, ha > p—1#0,vagyisp #0,8. — 1
4 >
0 p

5
A diszkriminans akkor pozitiv, ha D =(2p)* — 4(217 - 1) 4=4p> -20p+16>0.

A diszkrimindns értékét egy p-tél fiiggd masodfoku kifejezés adja meg. Abrazoljuk D értékét
a p fiiggvényében! A grafikon egy parabola, amely felfelé nyitott, hiszen a féegyiitthatdja
pozitiv, és zérushelyei meghatarozhatok a megoldoképlet segitségével: p =1 és p = 4.

—
[
[
—
—
—

A grafikonrdl leolvashatd, hogy a diszkriminans értéke pozitiv, ha p < 1 vagy p > 4.

Osszegezve: J

Az egyenletnek két kiilonb6z6 gydke van, ha p # 0,8, és p < 1 vagy p > 4.

»

Szamegyenesen dbrazolva: — j 0-0 : : o —>
-1 0 081 2 3 4 5 p

Megjegyzés: Vizsgaljuk meg, hogy p néhany konkrét értéke esetén milyen egyenletet kapunk!
Hap=8 P azegyenlet: 9x*+16x+4=0 » D=112 P kétkiilonboz6 megoldas R-en.
Hap=2 P azegyenlet: 1,5x*+4x+4=0 » D=-8 P nincs megoldds R-en.

9. LECKE / PARAMETERES MASODFOKU EGYENLETEK



Paraméteres masodfoku egyenletek

Vannak olyan paraméteres masodfoku egyenletek, amelyek esetében ismert valamilyen 6sszefiiggés vagy informacié az
egyenlet gyokeire vonatkozoan, és azt kell meghatarozni, hogy a paraméter mely értékei esetén teljesiil a megfogalmazott
Osszefiiggés, illetve informacié. Példaul

ismert ekkor felhaszndlhatjuk
C az egyik valds gyok értéke ) > Cezt az értéket behelyettesitve teljesiil az egyenlc’iség)
C pontosan egy valds gyoke van ) > C a diszkriminans értéke nulla )
C nincs valés gyoke ) > C a diszkriminans értéke negativ )
C két kiilonb6z6 valds gyoke van ) > C a diszkriminans értéke pozitiv )
C egyik gyoke pozitiv, méasik negativ ) | C Viete-formulak, a diszkriminans értéke pozitiv )

Ha a paraméter a f6egytitthatoban is szerepel, akkor figyelni kell arra, hogy a paraméternek lehet olyan értéke, amely
esetén a féegyiitthato 0, ezért az egyenlet nem masodfoku. Ezt az esetet kiilon meg kell vizsgalni.

ha a f8egyiitthatoban szerepel > lehet olyan eset, amikor az egyenlet
a paraméter nem masodfoku

Megjegyzés:

A masodfoku egyenlet megoldoképlete nem mads, mint az ax* + bx + ¢ = 0 paraméteres egyenlet valos megoldasainak fel-
irdsa, melyben a, b és c valos paraméterek.

FELADATOK

ﬂ EL A p paraméter mely értéke esetén lesz az egyenle- E E2 (Emelt szint( érettségi, 2020)

teknek pontosan egy megoldasa a valés szamok hal- Adott az x* — (4p + 1)x + 2p = 0 masodfoku egyenlet,
mazan? ahol p valés paraméter.
a)x*-(p+2)x+16=0 a) Igazold, hogy barmely valds p érték esetén az

b)x+(p-1x+2p-5=0 egyenletnek két kiilonboz6 valds gyoke van!

b) Ha az egyenlet egyik gyoke 3, akkor mennyi a ma-
n E2 A p paraméter melyik értéke esetén lesz a sik gyoke?
px*+ (p - 3)x + 1 =0 egyenlet egyik gyoke a 3 a valos
szamok halmazan? Hatarozd meg ebben az esetben
az egyenlet masik gyokét!

c) Hatdrozd meg a p paraméter értékét gy, hogy az
egyenlet gyokeinek négyzetosszege 7 legyen!

I8 E2 A p paraméter mely értéke esetén lesz az egyen- E2 (Emelt szint( érettségi, 2011)
leteknek két kiilonbozé megoldésa a valés szamok Vizsgald meg a kovetkez6 paraméteres egyenlet meg-
halmazan? olddsainak szamat a k paraméter fiiggvényében! A k
paraméter valos szam, az egyenlet értelmezési tar-
tomanya a valés szamok halmaza. (Hasznalj hozza
b) px*+px+5=0 grafikont!)

a)x*+px+3p-8=0

c)px*+(p-3)x+1=0 |(x-2y-1=k

d) px2+(p+2)x+%=O



-m els6fokd, masodfoku egyenldtlenség megoldasa, grafikus megoldas

m egyenldtlenség-rendszer, tortes, négyzetgyokos egyenlétlenség megoldasa

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Oldd megaz 2x *3

>0 egyenldtlenséget a valos szamok halmazan!

Els6 megoldds:

Az értelmezési tartomany R \ {1}. yA

Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben a valés szimok halmazan ér- g f
telmezett f(x) = x + 3 és g(x) = 2x - 2 fuggvények grafikonjat!

Mikor lesz a feladatban szerepl tort értéke pozitiv?

P> amikor a szamléldban és a nevez8ben 4ll6 kifejezés értéke pozitiv -
ekkor mindkét grafikon az x tengely f6l6tt halad;

P> amikor a szdmléloban és a nevezdben 4l16 kifejezés értéke negativ -
ekkor mindkét grafikon az x tengely alatt halad.

Erdemes szdmegyenesen dbrazolni a kifejezések eléjelét. A szdmlal6 po-

zitiv, ha x > -3, nulla, ha x = -3, és negativ, ha x < -3. A nevez6 pozitiv, 0 x;
ha x > 1, és negativ, ha x < 1. A nevez6 nem lehet nulla, emiatt x = 1. ‘

fO @

g © ®

A szamegyenesrdl leolvashatd, hogy az egyenl6tlenség
megoldasa: x < -3 vagy x> 1.

452101 2 5 45 6 7 8 9 10%x

©) ) ® Mas jeloléssel felirva: x € ]—eo; =3[ U]1; oo .
7

4
Masodik megoldds:

Az értelmezési tartomany R \ {0}.

Egy tort értéke pozitiv, ha szamlaléjanak és nevezdjének az eléjele megegyezik. Ez két esetre bontja a feladatot. Mindkét
esetben egyszerre teljesiil a szamlalora és a nevezdre felirt egyenl6tlenség, tehat két egyenl6tlenség-rendszert kapunk.

x+3>0 x>-3 x>-3
Els6 eset: = =
2x-2>0 2x>2 x>1
Mindkét egyenlétlenség teljesiil, ha x > 1. (Ebben az esetben a szamlald és a nevezd is pozitiv.)
Masodik eset: x+3<0 =3 x<-3 = x<-3
2x-2<0 2x<2 x<1

Mindkét egyenl6tlenség teljesiil, ha x < -3. (Ebben az esetben a szamlalé és a nevezd is negativ.)

A feladat megoldasa tehat: x < -3 vagy x > 1.

10. LECKE / EGYENLOTLENSEGEK



1. Egyenlétlenség tortes kifejezésekkel

Egy tort értéke pozitiv, ha szamlél6janak és nevezdjének az eléjele megegyezik: vagy mindkettd pozitiv vagy mindkettd
negativ. A tort értéke negativ, ha a szamlalo és a nevezd koziil az egyik pozitiv és a masik negativ. Ennek segitségével old-
hat6 meg egy tortes egyenldtlenség, ha a relécios jel egyik oldaldn a nulla 4ll. Erdemes grafikonon vagy szémegyenesen
abrazolni, hogy a kifejezések mikor vesznek fel pozitiv, és mikor negativ értéket.

Ha az egyik oldalon egy tortes kifejezés, a masik oldalon egy nullatol killonb6z6 valds szam 4ll, akkor rendezziik egy
oldalra az egyenlStlenséget, és kozds nevezére hozva vonjuk Gssze a tagokat.

Példdul:
+2 _
al >3 P> atrendezve: x+2 -3>0 > a tagokat 0sszevonva: M >0 >
x+10 x+10 x+10
" —2x—28 ) ) )
egyszerlibb alakban: ilo >0 > a feladatot visszavezettiik egy egyszer(ibb feladatra.
X+

(A megoldas: x € ]-14; -10[.)

Megjegyzés: Egyenlotlenség-rendszert oldunk meg, amikor azt vizsgaljuk, milyen valds szamok esetén teljesiil egyszerre
két egyenl6tlenség, példaul az, hogy a szamlalo és a nevezd is pozitiv.

2. Egyenlétlenség négyzetgyokos kifejezésekkel

Nemnegativ szamok esetén teljesiil, hogy nagyobb szam négyzete nagyobb, kisebb szam négyzete kisebb. Ezért ha az
egyenl6tlenség mindkét oldala pozitiv vagy nulla, akkor a négyzetre emelés utdan kapott egyenl6tlenség ugyanakkor tel-
jestil, mint az eredeti egyenlétlenség.

Négyzetgyokos egyenl6tlenségeknél ne feledkezz el az értelmezési tartomanyrol!

3. Mérlegelv egyenl6tlenségek esetén

Nem valtozik meg az egyenldtlenség megoldasa, ha a relacids jel két oldalan allo kifejezést

ugyanazzal a valés szammal néveljitk vagy csokkentjiik; v
ugyanazzal a pozitiv valés szammal szorozzuk vagy osztjuk; 4
ugyanazzal a negativ valds szammal szorozzuk vagy osztjuk és megforditjuk a reldcios jel iranyat. v

Ovatosan kell eljarni, ha olyan kifejezéssel szeretnénk szorozni vagy osztani, amely ismeretlent tartalmaz. Ekkor kiilén
meg kell vizsgélni, hogy ennek értéke lehet-e nulla, illetve hogy ennek értéke pozitiv vagy negativ. Ha pozitiv és negativ
értéket is felvehet, akkor az algebrai levezetést tobb esetre kell bontani.

4. Egyenlétlenségek grafikus megoldasa

Grafikus megoldas soran abrazoljuk annak a két fiiggvénynek a grafikonjat, amelyek az egyenl6tlenség két oldalan allo
kifejezéshez tartoznak!

Abrazoljuk kozos 3 > Keressiik 3 > Olvassuk le a graﬁkonrél?

koordinata-rendszerben! a metszéspontokat! a megoldast!

Olvasssuk le a .
. 1 . . Melyik grafikon van
Ha segit, rendezziik at metszéspontok elsé RS .
. . g P »feljebb”, melyik van
az egyenl6tlenséget! koordinatait! Ellenérizziink o
(o »lejjebb”?
behelyettesitéssel!

Grafikus megolddst érdemes kovetni példaul a masodfoku és az abszolutértékes egyenlStlenségeknél.



KIDOLGOZOTT FELADAT

2. Oldd meg a valds szaimok halmazan az egyenlStlenségeket!

a) V2x+3<5

Megoldds:

b) 2<+x-5

a) Az értelmezési tartomdny: x > -1,5. Az egyenlétlenség mindkét oldalan 4116 kifejezés értéke nemnegativ, ezért elég
megoldani a négyzetre emelés utdn kapott 2x + 3 < 25 egyenldtlenséget. Ebb6l: x < 11, az értelmezési tartomannyal

Osszevetve a feladat megoldasa: -1,5 < x < 11.

b) Az értelmezési tartomany: x > 5. Az egyenl6tlenség jobb oldalan all6 kifejezés értéke nemnegativ, ezért biztosan na-
gyobb, mint -2. Ezért a megoldas az értelmezési tartomany minden eleme: x > 5.

FELADATOK

E E1 A szimegyenesen bejeloltiik, hogy x — 5 értéke
milyen x esetén pozitiv, illetve negativ. Hasonlé mo-
don abrazold, hogy 2 - x értéke mikor pozitiv, mikor
negativ!

S @

=Y

~4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A szamegyenes segitségével oldd meg az egyenl6tlen-
ségeket a valos szamok halmazan!

a)x_—5>0 b) x__sgo
2—x 2—x

E E1 Oldd meg az egyenl6tlenségeket a valds szamok

halmazan!
+4 2x+10 -1
a) X 250 pZE<0 ¢ X0
x+7 3—x 3—x

ﬂ E1 Oldd meg az egyenl6tlenségeket a valds szamok
halmazan!

a) V2x+8 <4 b) V4x+12>2

n E1 Oldd meg az egyenlStlenségeket a valds szamok
halmazan!

a)x-1]23 b) |6 - 5x] <3

I E2 (Kozépszinti érettségi, 2006)
Egy osztély térténelemdolgozatot irt. Ot tanul6 dol-
gozata jeles, tiz tanuldé jo, harom tanuléé elégséges,
két tanul6 elégtelen dolgozatot irt. Hanyan irtak
kozepes dolgozatot, ha tudjuk, hogy az osztélyatlag
3,41-nal nagyobb és 3,42-nal kisebb?

m E2 Egy vegyi tizemben sszedntenek 15 liter 10%-0s
oldatot és valahany liter 35%-o0s oldatot ugyanabbol
az anyagbol. A keletkezd oldat toménysége tobb mint
27%, és kevesebb mint 28%. Hany litert hasznalhat-
tak a 35%-os oldatbol?

E2 (Emelt szint( érettségi, 2018)
Oldd meg az x—4
x

<—1 egyenl6tlenséget a valds sza-

mok halmazén!

m E1l Add meg a kifejezések értelmezési tartomdnyat!
a) Vax +5—x* b) V14 +5x—x2

ﬂ E2 (Emelt szint(i érettségi, 2019)
Oldd meg az egyenldtlenséget a valds szamok halma-
zan!

IX-4<20
5




m nevezetes kozépértékek, a kozépértékekre vonatkozé egyenlétlenségek

FELADATOK

K2 Az ABCD téglalap oldalai 4 egység és 9 egység
hossztiak. Mekkorak az oldalai annak a négyzetnek,
amelynek

a) kertilete ugyanannyi, K
mint az ABCD
téglalap kertilete?

K
9
b) teriilete ugyanannyi,

téglalap tertilete? 9 =

c) atléja ugyanolyan

hosszt, mint az ABCD |7| ZE:
téglalap atloja? 4

1. Nevezetes kozépértékek

Definicié: Legyenek a és b pozitiv valos szamok. Ekkor

Megjegyzések:

E E1 Miavalasz az 1. feladatban feltett kérdésekre, ha
a téglalap oldalainak hossza a és b (a, b € R*)?

E E1 Az1km hosszt utat egyik irdnyban 9 % , Vissza-

felé ugyanezt az utat 4 % sebességgel tesszitk meg.

a) Osszesen mennyi ideig tartott az oda-vissza Gt?

b) Mekkora volt az oda-vissza ut sordn az 4tlagse-
besség (atlagsebesség: a megtett ut teljes hosszat
elosztjuk a megtételéhez sziikséges id6vel)?

€) Mi a valasz az a) és b) pontban feltett kérdésekre,

ha a sebességiink az egyik irdnyban v, % ,ama-

sik iranyban v, % ?

az atlaguk, vagyis az Gsszegiik fele aT-l-b
a szorzatuk négyzetgyoke Jab
a* +b*
anégyzeteik atlaganak négyzetgyoke 5
2 2ab
a reciprokaik atlaganak reciproka 1 N 1 T a+b
a b

P A szamtani kozepet értelmezzitk minden valds szdm esetén, azaz negativ szdmok és a nulla esetében is. A tobbi ko-

zépértéket pozitiv szamok esetén szoktdk értelmezni.

P A kozépértékek tobb szam esetén is értelmezhetdk.

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK



2. Nevezetes kozepek kozti egyenl6tlenségek
Tétel: Minden a, b pozitiv valds szam esetén teljestil:

harmonikus kozepitk < mértani kozepiik < szamtani kozepiik < négyzetes kozepiik.

2 +b / 240
1 < Jab < 2 5 < |2 5 Egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha a = b.
a'b
Példdul a 4 és 9 szamok nevezetes kozépértékei:
Harmonikus kézép Meértani kozép Szamtani kozép Négyzetes kozép
2 72
=’% <554 4+9 13 4 +9 7
11 13 J4-9=136~6 ——=—=65 = JZ ~696
o 2 2 2 2

3. Példak A kozépértékeket sokféle folyamatban, jelenségben felfedezhetjiik.

P Szamtani kozép: 4tlagszamitas, pl. osztalyzatok, életkorok, testmagassagok dtlaga.
P Meértani kozép: pénziigyi folyamatokban, pl. banki kamatozds, inflacio.

P Négyzetes kozép: hibaszamitas mérési eredmények elemzésekor, statisztikai szords.
>

Harmonikus kozép: 4tlagsebesség, parhuzamos kapcsolas.

KIDOLGOZOTT FELADAT \ /

\
1. Bizonyitsuk be, hogy atbh >.Jab,haa, b e R*! >~ =
2 \,‘7// — .
Bizonyitds: _
Mivel az egyenldtlenség mindkét oldalan pozitiv szam all, négyzetre AsT™ (\ =))
emelhetjitk a két kifejezést: a relacié pontosan akkor teljesiil, amikor /\ﬁ\h N )\
a négyzeteik kozott teljesiil ugyanaz a relacio. : \A\ R
2
2
(2] = ()
, 2 , Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért az els6 egyenl6tlenség pontosan ugyanak-
a+2ab+b” ab kor teljesiil, mint az utolsé. Az utolsé egyenl6tlenség minden a, b € R* esetén teljesiil
4 - (hiszen valds szam négyzete nem lehet negativ), ezért a tételben szerepld egyenlétlen-
a® +2ab+b* > 4ab ség is teljestil minden a, b € R* esetén. Latszik az is, hogy egyenldség pontosan akkor

a’ —2ab+b*>0 teljestil, haa =b.

(a—b)*=0

2. Bontsuk fel a 24-et két pozitiv valds szdm Gsszegére ugy, hogy a tagok szorzata a lehetd legnagyobb legyen!

Megoldas:

Jeloljiik a két szamot a-val és b-vel. Azt keressiik, hogy ab mikor maximalis. Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép
kozti egyenlStlenséget!

Jab < asz =12. Mivel vab és 12 is pozitiv, ezért teljesil, hogy ab < 12* = 144.

A szorzat maximuma 144, és ezt az értéket akkor veszi fel, amikor a = b, vagyis a 24-et két egyenl6é szamra bontottuk,
mindkét szam a 12.

Megjegyzés: A feladat az f(x) = x - (24 - x) masodfoka fiiggvény szélséérték vizsgalataval is megoldhato.



FELADATOK

W E1 (Kozépszinti érettségi, 2015)
Zsuzsa egyik testvére hét évvel id6sebb a masik test-
vérénél. A két testvér életkoranak mértani kozepe 12.
Hany éves Zsuzsa két testvére?

E E1l Melyik az a két valos szdm, melynek
a) szamtani kozepe 12,5 és mértani kozepe 10?
b) mértani kozepe 8 és harmonikus kozepe 6,42
c) szamtani kozepe 45,5 és mértani kozepe 42?

d) szamtani kozepe 4 és négyzetes kozepe 52

m E1 Egy vallalkozas vagyona az egyik évben 21%-kal
novekedett, majd a kévetkez6 évben tovabbi 69%-kal
nott.

a) Hany szazalékkal nétt a vagyon ez alatt a két év
alatt?

b) A 21% és a 69% szamtani kozepe (atlaga) 45%.
Hany szazalékkal nétt volna a véllalkozas vagyo-
na, ha mindkét évben 45%-kal névekedett volna?

¢) Hany %-os éves novekedés esetén teljestilne, hogy
mindkét évben ugyanannyi szazalékkal né a va-
gyon, és a két év elteltével ugyanannyi lesz, mint-
ha az els6 évben 21%-kal, a masodik évben 69%-
kal n6?

E1 Egy 80 cm hosszu palcdbdl papirsarkdnyt készi-
tlink ugy, hogy a palcat kettétorjiik, és a két rész lesz
a deltoid két atloja. Hogyan torjiik ketté, ha azt sze-
retnénk, hogy a papirsarkany teriilete a lehetd legna-
gyobb legyen?

E E1 Irjuk fel a 36-ot két pozitiv valés szdm szorzata-
ként tgy, hogy a tényezdék osszege a lehetd legkisebb
legyen!

ﬂ E2 Adott egy kor, és rajta kiviil egy P pont. A P pon-
tot Osszekatjiik a kor kozéppontjaval, és P-t6l a ko-
zelebbi metszéspontig tart6 szakaszt jeloljiik a-val, a
tavolabbi metszéspontig tartd szakaszt b-vel.

a) Igazoljuk, hogy a PO szakasz hossza a és b szamta-
ni kozepével egyenld!

b) Hazzunk érint6t P-b6l a korhoz! Az érintési pon-
tot jeloljitk E-vel. Igazoljuk, hogy a PE szakasz
hossza a és b mértani kozepével egyenld!

E

c) Allitsunk merdlegest PO egyenesére az O pontban.
Ennek és a kornek az egyik metszéspontja legyen
F.Igazoljuk, hogy a PF szakasz hossza a és b négy-
zetes kozepével egyenld!

|a+ b’
2

a+b

2

d) Allitsunk merélegest a PO egyenesre az E pontban.
Ennek és a PO szakasznak a metszéspontja legyen
T. Hasonlosag segitségével igazoljuk, hogy a PT sza-
kasz hossza a és b harmonikus kozepével egyenld!

€) Hogyan jelennek meg az dbran a nevezetes kozép-
értékek kozotti egyenldtlenségek?




FELADATOK

E E1 Melyik a helyes ut? A tovébblépés irdnydt mindig a helyes eredmény szabja meg. Indulj a bal felsd sarokbdl, és juss

1 2 3
ela ® -ig.
2és18 10 és 15 2és14
A mértani 6 harmonikus 12 négyzetes
gy
kozepe kozepe kozepe
9 \\ 11,4 // 0
1 4.2 1 ,.1
6és 10 385 Z &5
B szamtani ;—Z mértani 1 harmonikus
kozepe kozepe kozepe

6
L N 16
sx\@//@
1

5és9 cés g

€S 6 2

C négyzetes % szamtani 3 o o
kozepe kozepe

E E1 Melyik egyenlétlenséghez melyik dbra tartozik? Az egyenlStlenségekhez tartozé grafikon, illetve szémegyenes
segitségével hatarozd meg az egyenlétlenségek megoldasat a valos szamok halmazan!

a) 2—2x<0 b) 1+O,5x>0 c) 2x+120
x+1 2—-0,5x 2—Xx
A) vA B) C) yA
AN ® ©
© ®

A e

/ 1 > -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 «x -
of 1 5 0] 1 x




B E1l A kovetkez6 egyenletekben a p paraméter valos
szamot jelol. Hany gyoke van az egyenleteknek a va-
16s szamok halmazan?

a)3x+8-6p=px+11  b) ZXF1Z__PX
3

ﬂ E2 (Emelt szint( érettségi, 2020)
Van néhany dobozunk és valahany érménk. Ha min-
den dobozba egy érmét tesziink, akkor m darab érme
kimarad. Ha minden dobozba pontosan m db ér-
mét akarunk tenni, akkor 7 dobozba nem jut érme
(m # 1). Hany érménk lehet, ha a dobozok szama 6?

E E2 Legyen a pozitiv valds szdm. A szdmtani és mér-
tani kozép kozotti egyenldtlenség segitségével bizo-
nyitsd be, hogy a-nak és a reciprokanak dsszege na-
gyobb vagy egyenld, mint 2. Melyik a esetén teljesiil
az egyenl9ség?

m E2 A p val6s paraméter mely értékei esetén nincs
megolddsa az egyenletnek a valés szamok halmazan?
a)(p+ x>+ 6px+12=0
b) (p-2)x*-4px+10p+6=0

E E2 Hatdrozd meg a p valés paraméter értékét ugy,
hogy az x> + 2p - 3)x + p*> - 6p + 5 = 0 egyenletnek a
valds szamok halmazan

a) egy valos gyoke legyen; ) gyoke legyen a 0;

b) ne legyen valds gyoke;  d) gyoke legyen az 1!

E E1 Két pozitiv szam harmonikus kozepe L ésmeér
10

tani kozepe % . Melyik ez a két szam?

IEX E1 0ldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezd

egyenletrendszereket!
x+y+z=10 3x+2y+z=9
a) {2-(x+y)=16 b){ 2x+y=-I
_Z+y=4 xX—y=z-6
X

m E1l Hatdrozd meg a kifejezések értelmezési tartoma-
nyat!

a) _ b) V& +3x—28

6x> +x—1 2x—5

Helyezd el az dbraba a felsorolt szamokat ugy, hogy két 6sszekapcsolt szam ald a megadott kozépértéke keriiljon!

7,5 22
O harmonikus [ ] [ ] négyzetes D D szamtani @
— ) — )
D szdmtani D mértani Q
— U _/
Y Y
D mértani Q

]



(D = definici6, T = tétel, M = mddszer, eljaras)

Polinom fokszédma,
D fokszam szerint
rendezett alakja

M Meérlegelv

Ekvivalens atalakitas

Hamis gyok/gyokvesztés

Egyenlet megoldasanak
modszerei

Masodfoku egyenlet
altalanos (kanonikus) alakja

Masodfoku egyenlet
diszkriminansa

Masodfoku egyenlet
megolddképlete

Masodfoku egyenlet
gyoktényezds alakja

A polinom fokszam szerint rendezett alakjaban a tagok a fokszamuk szerint
csokkend sorrendben kovetik egymast. A polinom fokszdma egyenlé a legna-
gyobb fokszamu tag fokszamaval. Egyvéltozds polinom esetén ez egyenld a
valtozé legnagyobb kitevéjével.

Az egyenletek megoldasa sordan nem valtozik meg az egyenlet megoldashal-
maza, ha az egyenldségjel két oldalan all6 kifejezést ugyanazzal a valos szam-
mal noveljitk vagy csokkentjiik, illetve ugyanazzal a nullatdl kiilonb6z6 valds
szammal szorozzuk vagy osztjuk.

Azok az atalakitasok az ekvivalens atalakitasok, amelyek sordn az eredeti
egyenletnek egyetlen gyokét sem veszitjiik el, és nem kapunk olyan megol-
dast, amely nem gyoke az eredeti egyenletnek.

Nem feltétleniil ekvivalens dtalakitds példdul az ismeretlennel val6 szorzas
vagy osztas, paros hatvanyra emelés, gyokvonas.

Hamis gyokot kaphatunk, vagy gyokot veszithetiink akkor, ha az egyenlet-
megoldas soran nem ekvivalens atalakitasokat végziink. Ilyen lehet példaul a
négyzetre emelés, az ismeretlennel val6 szorzas, osztas.

Ennek kikiiszobolésére hasznalhatunk a muvelet el6tt tjabb feltételeket, vagy
a végén ellendrziink.

az egyenlet rendezése mérlegelv segitségével
4j ismeretlen bevezetése

értelmezési tartomany vizsgalata
értékkészlet vizsgalata

szorzatta alakitas kiemeléssel vagy nevezetes azonossagok segitségével

ax’ +bx+c=0 (melyben a, b,c e R ésa #0)

D = b* - 4ac,
ha D > 0, akkor két kiilonb6z6 valés megoldds van;
ha D = 0, akkor egy valés megoldas van (kétszeres gyok, két egybeesé gyok);

ha D < 0, akkor nincs megoldas a valés szamok halmazan.

_ —b++b* —4ac

X, , =
1,2
2a

a(x - x,)(x - x)) = 0, ahol x, és x, az egyenlet gyokei.



Viete-formulak

Nevezetes azonossagok

Paraméteres egyenlet

Masodfoku paraméteres
egyenlet

Meérlegelv egyenlétlenségek
esetén

Egyenlétlenség grafikus
megoldasa

Masodfoku egyenl6tlenség
megolddsa

. c
X, tx,=— 68  x -x,=—
a a

(a+b)*=a*+2ab + b?
(a-bP=a*-2ab+ b?
(a+ba-b)=a>-b

a’> - b= (a-b)a*+ab+b?)

@+ b= (a+b)a*-ab+b?

Minden a, b € R, n € Z* esetén

a"—b"és a™+!' + b** ! szorzatta alakithatd.

a paraméter val6s szamot jelol
16s szam lenne

ugy kell bannunk vele, mintha konkrét va-

ha rendezziik az egyenletet
hetd

az ismeretlen a paraméteres tagbol is kiemel-

ha paramétert tartalmazd kifejezéssel osztunk = esetszétvalasztas

ha a féegytitthatoban is szerepel a paraméter, akkor lehet olyan eset, amikor
az egyenlet nem masodfokt  esetszétvalasztas

ha ismert az egyik gyok = helyettesitsiik be

ha pontosan egy (vagy két egybeesd) gyok van  a diszkriminans 0

ha nincs valés gyok = a diszkrimindns negativ

ha két kiilonbo6z6 valos gyok van — a diszkriminans pozitiv

Ha negativ valés szammal szorzunk vagy osztunk, akkor meg kell forditani
a relacios jel iranyat.

Ettdl eltekintve az egyenleteknél irt szabéalyok érvényesek.

Abrézoljuk az egyenl6tlenség két oldalahoz tartozé fliggvény grafikonjit ko-
z0s koordinata-rendszerben! A grafikonrdl leolvashato, hogy az egyenl6tlen-
ség bal oldalan all6 kifejezés milyen x esetén vesz fel kisebb, nagyobb, illetve
egyenld értéket, mint a jobb oldalon allo kifejezés.

1. 0-ra rendezziik az y
egyenl6tlenséget;

2. megkeressitk a masod-
foku kifejezés gyokeit;

3. dbrazoljuk koordi-
ndta-rendszerben a
kifejezéshez tartozd
masodfoku fiiggvényt;

4. leolvassuk az egyenl6t-
lenség megoldasat.

-
. 4
Ry




A tortes egyenlStlenséget érdemes gy rendezni, hogy az egyenl6tlenség
egyik oldalan nulla legyen.

Egy tort értéke pozitiv, ha a szamlalo és a nevezd eldjele megegyezik. A tort

Tortes egyenl6tlenség
megoldasa

értéke negativ, ha a szamlalo és a nevez6 koziil az egyik pozitiv és a masik ne-
gativ. Ennek segitségével oldhaté meg egy tortes egyenlStlenség, ha a relacios

jel egyik oldalan nulla all.

Erdemes egymas alatti szimegyeneseken abrdzolni, hogy a szaml4l6 és a ne-
vez6 melyik intervallumban pozitiv és melyik intervallumban negativ.

Négyzetre emelés
egyenl6tlenség esetén

a és b szamtani kozepe

a és b mértani kozepe

Nevezetes kozépértékek

D (4 b e R, a szdmtani kozép
esetén a; b € R)

a és b harmonikus kozepe

Nevezetes kozepek
kozotti egyenlétlenségek 1 +

alak segitségével!
2 2
+3x-28 —
a) x2 X b) 15x° —105x +150
x* 3,502 5x° —10x-75

. E2 Ellendrizd a diszkrimindns vizsgdlatdval, hogy
van-e valés megoldasa a 3x* - x — 2 = 0 egyenletnek,
majd szamitsd ki a Viete-formuldk segitségével, hogy
mennyi a kovetkez6 kifejezések értéke!

1 1
a) —+—

2 2
b) x? + x2
X X%

c) (x, - x,)’

. E1 Oldd meg az egyenletrendszereket a valds szimok
halmazén!

x+y-z=9 2x—y+z=-6
a) x—y+z=-1 b) x+y-2z=0
2x+y+3z=5 x—z=y-9

a és b négyzetes kozepe

Ha az egyenlétlenség mindkét oldala pozitiv, akkor a négyzetre emelés utan
kapott egyenl6tlenségnek ugyanaz a megoldashalmaza, mint az eredetinek.

az atlaguk, a+b
vagyis az 0sszegiik fele 2
a szorzatuk Jab
négyzetgyoke b
a négyzeteik atlaganak a’+b?
négyzetgyoke 2
2 2ab
reciprokaik 4tlaganak ELEREE
: 1 1 a+b
reciproka -
a b
2 b2
2% @beRr)

2

FELADATGYUJTEM ENY

1. E1 Egyszertsitsd a kovetkezd torteket a gyoktényez8s 4. K2 Egy brigdd egy csaladi héz épitésén dolgozik. Ha

a brigadbdl 3 embert egy masik épitkezésre iranyitana-
nak, akkor 6 nappal hosszabb ideig tartana a munka.
Ha viszont 3 emberrel tobben lennének a csapatban, ak-
kor 3 nappal rovidiilne a munka elvégzéséhez sziikséges
id6. Hanyan vannak a brigddban, és hany napig tart a
munka eredetileg?

. E1 Add meg a polinomok fokszdm szerint rendezett

alakjat, fokszamat és féegytitthatdjat!

a) x> + 5x* - 3x e)(x-2)(x+5)

b) 2x* - 6x* -9 f) x(x+D(x+2)
c)4-3x g) (2 - 3x)
d)x?+2-3x h) 2x + 1)?



6.

8.

10.

11.

12.

13.

E1l Ha egy hiromszog két kisebb szogének Gsszegét
kivonjuk a legnagyobb szogbdl, akkor 20°-ot kapunk.
A két kisebb szog kozil az egyiket 2-vel szorozva,
ugyanazt az értéket kapjuk, mint a mésikat 3-mal szo-
rozva. Mekkorak a haromszog szogei?

K2 (Kozépszintl érettségi, 2018, 2020)
Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!

x+2 4 x-1 8 X 8
a) ——=Z_—4+— d) =
x 5 2x 15 x+2 (x+2(x-2)
3 6 ?—4x+4
b) +—=25 e T2,
2(x-1) x-1 x> —4
5 x—4 35
c) =

x(x—l)_ x  x-1

E2 Uj ismeretlen bevezetésével oldd meg az egyenle-
teket, egyenletrendszereket a valds szamok halmazan!

a)x®-3x>-88=0 C)(x-22-5(x-2)+6=0

2,3 3 2
x+1 y-2 Vx=2 /y+3

b) d)
10 2 > 3 35
x+l 2-y Je—2 fy+3 7

. E2 (Emelt szint( érettségi, 2015)

Oldd meg az egyenletrendszert a valos szamok halma-
zan!

x+2 y=3_
3 4
> L.
x+2 y-3

E1l Oldd megaz egyenleteket az egész szdmok halma-
zan!

a)2x-7|=4-3x b) 4x - 3 =|-2x + 5|

E2 Algebrai uton oldd meg az alabbi egyenleteket!
a)|x-4/+3x+6/=10 b)[2x-6|+|7-x|=7

EL (Emelt szint( érettségi, 2021)
Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenletet!

V2x+6=x+1

E1 Hany gyoke van a kovetkezd egyenleteknek a va-
16s szamok halmazan?

a) Jd—x = 1x+2

2

b) Va- :—%Hz

c) \/4—x=%x—2

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

E2 Oldd meg a val6s szdmok halmazén a kovetkezd
egyenletrendszereket!

) 2\3—-x+42y—-1=11

a

3V3-x—42y-1=9
2V2x—=3+5,/y+5=25
42x =3 +3y+5=15

E1l Oldd meg az egyenleteket a valds szimok halma-
zan!

4 2
) 35— 24xt + 488 =0 d) X 22X _,
x? —10x +25
b) x2+2x:0 e) 9x* ~16 0
x 9x” +24x+16
2
€) x* = 27x =0 f) X +20_,
x+5

E1 Oldd meg az egyenleteket a valds szdmok halma-

zan! Az egyenletekben a p valds paraméter.
a)sx+p-1=2(p-x) d)x+px=2px+p-1

p) X222 _P=x_,
2 3

c)p’x-p=16x+4

e) p*x - p*=25x + 125

E1 A valdsszamok halmazan értelmezett fliggvények
esetében adj olyan értéket a hozzarendelési szabalyban
szerepld paraméternek, hogy a fiiggvény grafikonja il-
leszkedjen a koordinata-rendszer megadott pontjara!l

A(-1;4)
B(1; -8)

a)flx)=-2x+p-7
b) gx) =p*x+4p-5

E2 Grafikon segitségével hatdrozd meg, hogy hény
megolddsa van az egyenletnek a valos szamok halma-
zan, ha a p valos paraméter!

“x-1+2=p-1

E2 A kovetkezd egyenletekben a p valos paramétert
jelol. Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halma-
z4n!

a) |x-3p|=5 b) [px-2|=7

E1 Abrézold a valés szamok halmazan értelmezett
flx) = x* - 4x + 1 figgvényt!

A grafikon segitségével hatdrozd meg, hogy a p valds
paraméter fiiggvényében hany megoldasa van a valds

P

szdmok halmazan az x* —4x+1= 3 egyenletnek!

E2 A p paraméter mely valds értéke esetén lesz pon-
tosan egy megoldasa az egyenleteknek a valds szamok
halmazan?



22,

23.

24,

25.

26.

27.

a)px*-(p+2)x+2=0
b)(p+Dx*-2(p-Dx+p=0
E1l (Emelt szint( érettségi, 2021)

Hatarozd meg az m valds szam 6sszes lehetséges érté-
két ugy, hogy az alabbi kijelentés igaz legyen!

Az x* - 2x + 4 = mx egyenletnek pontosan két kiilon-
boz6 valds gyoke van.

E2 Adotta px* - (3p + 3)x + 2 - 2p = 0 egyenlet, ahol
a p valos paraméter.

a) Ha az egyenlet egyik gyoke a 4, akkor mennyi a ma-
sik gyoke?

b) Mely paraméter esetében van pontosan egy valos
gyoke az egyenletnek?

c) Hatdrozd meg a paraméter értékét ugy, hogy az
egyenletnek két valos gyoke legyen és ezek recipro-
kénak 6sszege 0 legyen!

E1l Oldd meg az egyenl6tlenségeket a valds szdmok
halmazan!

x—2

a)3x?-4,5x-2,5>0 d) >0
3-2x
b) 2 + 12x+ 1450 ) X7 g
x—4
c)x*-4x<0 f) x_+32_2
x=2
E1l Hatdrozd meg a kifejezések értelmezési tartoma-

nyat!

a) V—4x—5+x c) X7
3x+6
b) V=24 5x — 2% d), [2+3
13—x

E1l (Emelt szint( érettségi, 2018)
Oldd meg az X~ 4

< -1 egyenlétlenséget a valds szd-

mok halmazan!

E2 Oldd meg az egyenlétlenségeket a valds szdmok
halmazan!

-5 0

a) \V2x+5 B

2
b =0 d) V8-2x >4
) N7 —-2x ) *

c) 3Bx-5|=4

28.

29.

30.

31.

32.

E1l Melyik az a két valos szdm, melynek
a) szdmtani kozepe 34 és mértani kozepe 30?
b) szamtani kozepe 10 és harmonikus kézepe 9,6?

c) négyzetes kozepe 10 és szamtani kozepe 9?

E2 A p paraméter mely valds értéke esetén teljesiil,
hogya (p-2)x*+px-1=0

a) egyenletnek két kiilonb6z6 megolddsa van a valds
szamok halmazdn?

b) egyenlet két valds gyoke kozil az egyik pozitiv, a
masik negativ?

c) egyenlet két valos gyokének reciprok Osszege
egyenl6 2-vel?

d) egyenletnek két pozitiv gyoke van?

E2* (Emelt szint( érettségi, 2019)

Egy kozépiskolaban a tizedikesek évfolyamdolgoza-
tot irtak matematikabol. A dolgozatban maximalisan
100 pontot lehetett elérni. Az évfolyamra jard 80 ta-
nuld koziil a dolgozat megirasakor néhdanyan hianyoz-
tak. A dolgozatokban elért pontszamok dtlagat el6szor
ugy szamitottak ki, hogy a hianyzé tanulok eredmé-
nyét 0 pontosként vették figyelembe. Késébb, hogy
realisabb képet kapjanak, a hianyzok figyelembevétele
nélkiil szamoltak. Az igy kapott atlag 4,2 ponttal ma-
gasabbnak adodott, mint az els6 szamitas utani atlag.
Egy héttel kés6bb az elsé megiras alkalmaval hianyzo
tanuldk pétoltak a dolgozatot; az 6 atlageredményiik
64 pontlett (a potdolgozatban is maximalisan 100 pon-
tot lehetett elérni). A teljes tizedik évfolyam matema-
tikadolgozatainak atlageredménye igy 67 pontos lett.

Hény tanulé hidnyzott a dolgozat elsé megirdsakor?
Hény pont volt azoknak a tanuldéknak az atlageredmé-
nye, akik az els6 alkalommal megirtak a dolgozatot (a
hianyzok nélkil, a masodik moédszerrel szamolva)?

E2* Egy aut6s el akart utazni egy hosszt hétvégére.
Odafelé autdpalyan ment, igy az autdja 12 km-enként
fogyasztott 1 liter benzint. Visszafelé azonban nagy
dugd volt az autdépalyan, igy a parhuzamos fbutat
hasznalta (amely ugyanolyan hosszu volt, mint az au-
topdlya lett volna), ekkor 16 km-enként fogyasztott az
autdja 1 liter benzint. Atlagosan mekkora utat tett meg
1 liter benzinnel?

E2 Bizonyitsd be, hogy ha a és b pozitiv valos szd-
mok, akkor a mértani kozepiik nagyobb vagy egyenld,
mint a harmonikus kozeptik, és egyenldség csak akkor
all fenn, ha a két szdm egyenld!



hegyesszogek, tompaszogek és a derékszog szogfiiggvényei, szinusztétel, koszinusztétel

BEVEZETO

Sik vidéken all6 domb tetejére két egyenes Osvény vezet
fel, az egyik a keleti, a masik a nyugati oldalon. A nyugati
domboldal meredekebb: az 6svény a vizszinteshez képest
25°%-0s sz0gben emelkedik, mig a lankdsabb keleti oldalon
ez a sz0g csak 18°.

C

o 18°
N 25 8 K

Megmértitk a nyugati oldalon talalhaté 6svény hosszat

Y

a csucsig: NC = 40 méter.

FELADATOK

E K2 Szamitsd ki a bevezet6 feladatban szereplé NK
szakasz hosszat (azaz a domb alapjanak szélességét)
tobbféleképpen!

a) Az NT és TK szakaszok hosszat kiszamithatod a
Pitagorasz-tétel segitségével.

b) Az NT és TK szakaszok hosszat tg 25°, tg 18° és az
m magassag segitségével meghatarozhatod.

¢) Szamolhatsz cos 25° cos 18° és az dsvények hosz-
szanak felhasznalasaval.

d) Az NKC haromszogre alkalmazd a szinusztételt!

€) Az NKC haromszog NK oldalara ird fel a koszi-
nusztételt!

a) Milyen magasan van a dombtetd a kornyez6 siksag fe-
lett, azaz mekkora a C pont tavolsaga az NK alaptdl?

b) Milyen hosszt a keleti oldalon 1év6 CK lejt6?

Megoldds:
A keresett m magassag a dombot modellezé haromszoget
két derékszogli haromszogre bontja.

40 m I=1?

N 25 . 18 X

a) Az NTC derékszogli haromszogrol leolvashatjuk, hogy

sin 25° = ™ amibél
40
m = 40 - sin 25° = 16,9 (méter).

A dombtet6 tehat kb. 17 méterrel van a kornyez6 siksag
felett.

b) Hasonlé moédon, a KTC derékszogli haromszog je-

loléseinek  megfeleléen  sin 18° = ™ ahonnan
m 16,9
I=— =— ~ 54,7 (méter). A keleti lejt6n 1év6
sin18° sin18°

Osvény tehat kozelitéleg 55 méter hosszu.

E K2 Egy tengelyesen szimmetrikus trapéz oldalainak
hossza 2,4 cm, 3,6 cm, 5,2 cm és 3,6 cm.
Rajzold le ezt a trapézt, majd bontsd fel egy téglalapra
és két egybevago derékszogt haromszogre!

a) Mekkorak egy ilyen haromszog szogei?
b) Mekkorak a trapéz szogei?
¢) Mekkorak a trapéz atl6i?

d) Mekkora a trapéz teriilete?

B K2 Egy téglalap oldalainak hossztsiga 5,32 dm és

3,81 dm. Rajzold meg a téglalapot, és rajzold be a két
atlojat! Hatdrozd meg a keletkezett szogek nagysagat!



1. Derékszogii haromszog esetén, hegyesszogek szogfiiggvényei

_a szoggel szemben 1év6 befogd hossza o szdg melletti befogd hossza

sina

——— cosa ——
atfogd hossza atfogd hossza
o szoggel szemben 1év6 befogd hossza o szog melletti befogd hossza
tga= ~ : . ctga= " o .
o sz6g melletti befogd hossza o szoggel szemben 1év6 befogd hossza

2. Minden haromszog esetén teljesiil (a tobbi oldal, illetve oldalpar esetén is)

. ; a sina (oA . . .
Szinusztétel: —=——, masként: a:b:c=sina:sinf:siny.
sin 4
(A haromszogben az oldalak hosszanak ardnya egyenld a veliik szemkozti sz6-
gek szinuszainak ardnyaval.)

Koszinusztétel: 2 =a?>+b*-2-a-b-cosy

A haromszog teriilete: T = a-b:siny
3. Szogfiiggvények kiterjesztése tompaszog és a derékszog esetére

Tompaszogre és derékszogre ugy értelmezziik a szogfiiggvényeket, hogy a hegyesszogii haromszogre megfogalmazott
tételek tompaszogi és derékszogii haromszogre is teljesiiljenek.

P Tompaszdg szinusza egyenld kiegészits szogének szinuszaval: sin o = sin (180° - ).
P Tompaszog koszinusza egyenld kiegészitd szoge koszinuszanak ellentettjével: cos a = —cos (180° - o).
. P . ; . p . . sin o
P Tompaszog tangense egyenld szinuszdnak és koszinuszdnak hdnyadosaval: tg o= .
cos o

P sin90°=1 és cos 90° = 0.

P A derékszognek nem értelmezziik a tangensét.

FELADATOK

ﬂ EL (Emelt szint( érettségi, 2018)
Egy haromszog oldalainak hossza 7 cm, 9 cm és
11 cm. Igazold, hogy a haromszog hegyesszogt!

a) Hény fokos szoget zdrnak be a napsugarak a fiig-
gbleges egyenesekkel?

b) Hany fokos szoget zarnak be a napsugarak a lejté
I E1 Egy rombusz 4tléinak hossza 591 cm, illetve sikjaval?

8,34 cm. ¢) Hiny méter magas a fa?

a) Mekkorék a szogei? C
b) Mekkorik az oldalai?

¢) Mekkora a teriilete?

I E1 (Emelt szintd érettségi, 2013) F
Egy 15°-0s emelkedési sz6gti hegyoldalon all6 fiiggd- =
leges fa egy adott iddpontban a hegyoldal emelkedé- 2a
sének iranyaban 3 méter hosszu drnyékot vet. Ugyan-
ebben az idépontban a kozeli vizszintes fennsikon D aE
allo turista drnyékanak hossza éppen fele a turista A 3m
magassaganak.




TRIGONOMETRIA

HOSSZUSAGOK ES SZOGEK KISZAMITASA

BEVEZETO

Egy sz616birtok trapéz alaku, a két szara 106 m és 130 m, a b) A CQB derékszogli haromszogbdl: sin ¢ = 72 , ahon-
teriilete pedig 1,3 hektar. A hosszabbik alapon fekvé egyik 130

sz0g 43°. Az adatok alapjan az egyik f6ldméré gyakornok nan ¢ = 33,6° adodik. A trapéz szogei tehat 43°, 34°,
elkészitett egy vazlatrajzot: 146° és 137° nagysaguak.
106 m i T-13ha 130 m
13\ /]

Hatdrozd meg a rajz alapjan c) Az abran d-vel, illetve g-vel jelolt szakaszok hosszat

a) a trapéz két parhuzamos oldalanak tavolsagat; egy-egy derékszogli haromszogbdl szamolhatjuk:

b) a trapéz szogeit; d=130-cos ¢=108 (m) és g=106- cos 43° =78 (m).

A DC oldal hosszanak kiszamitasahoz hasznéljuk fel a

c) a trapéz parhuzamos oldalainak hosszat! ; o
trapéz tertiletét, amely 1,3 ha = 13 000 m>.

Megoldads: Ebbél a két derékszogli haromszog egyiittes teriilete
108+78

a) A trapéz magassaganak kiszamitasdra egy alkalmas de-
rékszogli haromszoget valasztunk (lasd az abrat). Eb-

- 72 = 6696 (m?), ezért a PQCD téglalap terii-
lete 6304 m?2.

6304

bél: % =sin 43° tehdt h = 106 - sin 43° = 72,3. A telek
PQ=CD= = 88 (m).
72

két parhuzamos oldalanak tavolsaga tehat kozelitdleg
72 m. A trapéz alapjainak hossza tehat 88 méter, illetve
78 + 88 + 108 = 274 méter.

Szamitasok haromszogekben

I Deréksz6g(i haromszog > > I Hasznalhatod a szogfiiggvények definicioit. >
/ I Hasznalhatod a szinusztételt. >
I Altaldnos hiromszog Hasznalhatod a koszinusztételt. >

\ I Kereshetsz derékszogii haromszoget. >

Példdul: Ha adott a haromszog oldalainak hossza, akkor szogeinek nagysdga meghatdrozhaté a koszinusztétellel.

TRIGONOMETRIA



FELADATOK

E EL (A kidolgozott feladat folytatdsa.) A telek adatai
alapjan egy masik foldméré gyakornok is készitett
egy vazlatot, ez azonban kiilonbozott az elsé gyakor-
nok rajzatdl.

D C

A
Szamitsd ki ebben az esetben az ABCD trapéz
a) magassagat; b) szogeit; c¢) alapjainak hosszat!

E E1 (Az el6z6 feladat folytatdsa.) Amikor a telek tu-
lajdonosa meglatta a gyakornokok rajzait, illetve a
szamitasokat, meghokkenve ceruzat fogott, és egy
egészen mas alaku trapézt rajzolt.

D @

106 m T=13ha 130m

P 43°
A B

a) Mekkora a trapéz magassaga?
b) Mekkorak az alapok?

c) Mekkorak a trapéz szogei?

E EL (Az el6z6 feladat folytatdsa.) Van még egy negye-
dik olyan trapéz is, amelynek a két szara 106 m és
130 m, a teriilete 1,3 hektdr, és az egyik alapon fekvo
szoge 43°-0s.

a) Melyik ez a trapéz? Megfelel-e a leckében szerepl$
Kidolgozott feladat sz6vegének?

b) A Kidolgozott feladat megoldhaté tgy is, hogy a
trapézt csak két részre bontjuk: egy paralelogram-
mara és egy haromszogre. Oldd meg ezzel a méd-
szerrel is a lecke Kidolgozott feladatat!

ﬂ E1 Az abran lathat6 hélo olyan szabédlyos hdromszo-
gekbdl épil fel, amelyek oldalhossztsaga 1 cm. Szd-
mitsd ki a piros haromszog kertiletét és teriiletét!

E K2 Egy nagy viharban a Balatonon egy gumimatra-
cos fiird6z6 a nyilt vizre sodrodott. A vizi mentdk csak
azt tudjak, hogy valdszintileg a mellékelt térképen lat-
hatd négyszog alaka teriileten lehet. Szamitsd ki

a) az Als6o6rs-Sostd (AC) tavolsagot;
b) a Balatonalmadi-Sést6—Als6ors (BCA) szoget;
c) az Als6ors-Siofok (AD) tavolsdgot!

Balatonalmadi

d) Hany km? tertiletet kell a ment6csapatoknak at-
kutatniuk?

ﬂ E1l Egy hiromszog alaku telket egy csatorna vdg
ketté. A birtok egyik cstuicsa a H-val jelolt hidndl van.
Innen a csatorna mentén 1,6 km utan jobbra fordulva
a dtl6uton 1800 métert kell megtenni a birtok masik
csiicskéig, a P pontig. Ez a diiléut, ahogy az abra mu-
tatja, 72°-0s szoget alkot a csatornaval. Ha a H hidnal
balra, 40°-0s szogben indulnak el, és 2,1 km-t halad-
nak, éppen a birtok harmadik cstcsat, Q-t érik el.

csatorna

a) Mekkora a birtok HP hatarszakasza?
b) Mekkora a QHP sz6g?

¢) Mekkora a birtok PQ hatarszakasza?
d) Hany hektdros ez a birtok?



BEVEZETO

Részlet egy tjsagcikkbdl: ,,A vilag legmagasabb épiileté-
nek atadasa nem csak lenytigozd, tlizijatékos tinnepségé-
vel lepte meg a vilagot, és nem is csak azzal, hogy a torony
egyaltalan elkészilt. A hétf6i megnyiton Dubaj vezetéje a
hivatalos magassag — 828 méter — mellett még bejelentette:
a torony Uj nevet kap: Burdzs Kalifinak nevezték el. A 95
kilométerrdl lathaté monstrumot 75 ezer munkas 6t év és
harom honap alatt épitette fel.”

Mekkora magassagu rész lathat6 95 km tavolsagbol a 828
méter magas toronybol, ha a Foldet egy 6370 km sugart
gombbel modellezziik?

Megoldds:

A feladathoz egy sikbeli, nem
aranyos abrat készitiink. Ezen C
atorony csucsa, és a PB szakasz a
toronynak az a része, amelyet
nem lehet latni 95 km-rél. Jelol-
jik ennek a résznek a hosszat
kilométerben mérve x-szel!

Az o kozépponti szoget az iv-
hosszbdl (95 km) és a sugarbol 8
(6370 km) szamithatjuk ki:
95 s . .
o= ——— - 360° = 0,8545° (itt indokolt a négy tize-
21 -6370
desjegy, hiszen az x-et a feladathoz illeszkedden két tize-

FELADATOK

E E1l Hatdrozd meg, hogy elméletileg mekkora tavol-
sagra lehet ellatni a Fold felszinén

a) a Burdzs Kalifa legmagasabb pontjardl, azaz 828
méter magassagbol;

b) az Empire State Building tetejérdl (381 m);
¢) a Mount Everest legmagasabb pontjardl!
E E1 Egy leszélldshoz késziil6d6 sportrepiilégép pilo-

taja mar beallt a leszallopalya iranyaba. Az 1200 mé-
ter hosszu palya kozelebbi végét 3°-os depresszidszog

desjegy pontossaggal szeretnénk megadni). Az OAP ha-
romszog derékszogili, mert AP a kor érintdjére illeszkedik.
6370

cosa
=0,71 (km).

Ezért: OP =

=~ 6370,71 (km), tehat x = OP — 6370 =

Tehat 95 km tavolsagbdl a torony megkozelitéleg 710 mé-
ter feletti kb. 120 m-es része latszik.

Megjegyzés:

Dubaj a tengerparton fekszik, ezért a tenger felél hajoval
érkezve a feladatnak megfelel$ helyzetet konnyen el lehet
képzelni.

alatt latja, a tavolabbit 2,7°-0s szog alatt. (Az dbran az
attekinthetdség érdekében a szogeket a valosagosnal
nagyobbnak rajzoltuk.) Milyen magasan repiil ez a
repiil6gép?

T 1200 m K



E EL1 (Emelt szint{ érettségi, 2021)
A Budavari Sik- [ e
16t 1870-ben épi-
tették. Korabeli
forrasok szerint
a siklé (hegy-
oldali vasttvo-
nal) kivitelezdje,
Wohlfarth Hen- i
rik a palya eredeti tervekben szerepl6 kb. 33 fokos
hajlasszogét — ma mar nem tudni, milyen okbol - 30
fokra csokkentette. A kivitelezés soran a felsé allo-
mas helye véltozatlan maradt, az alsé allomas azon-
ban a tervekhez képest 6 méterrel feljebb keriilt. (Az
als6 dllomads tervezett és valdsagos helyét 6sszekotd
képzeletbeli egyenes merdleges a foldfelszinre.) Ha-
tarozd meg a siklo palydjanak hosszat, és a palya szin-

temelkedését!

ﬂ E1 Egy sik vidéken 4ll egy fiigg6leges torony. A sik-

sag két pontjabol megmérjiik, hogy milyen emelkedé-
si szogben latszik a torony teteje. Az elsé pontbdl 25°,
a masodik pontbdl 18° az emelkedési szog. A két mé-
rési pont tavolsaga 300 m. A masodik mérési pontban
még egy szogmeérést végziink: megmérjiik, hogy mi-
lyen szog alatt latszik az els6 mérési pontot a torony
als6 pontjaval 6sszekotd szakasz. Ez a szog 37°-os.

a) Készits abrat!

b) Milyen magas a torony?

E K2 Igaz vagy hamis? A helyes valaszhoz tartozo be-

tikbol két hires magyar matematikus (apa és fia) ve-
zetékneve rakhato ki. Kik 6k?

Igaz Hamis

Ha egy haromszogben két oldal
hossza egyenld, akkor a haromszég O g
két szogének a szinusza egyenld.

Ha egy négyszogben két szog

szinusza egyenld, akkor két szog T L
nagysaga egyenld.

Minden haromszognek kisebb a

tertilete, mint a két leghosszabb A G
oldal hosszanak szorzata.

A paralelogramma minden

s . P B M
szogének szinusza egyenlo.
Ha egy négysz6g minden szogének
szinusza egyenl6, akkor a négyszog  E I
paralelogramma.
Barmely haromszog minden K v

szogének van tangense.

ﬂ E1 A Baltimore vdrosdban (USA) taldlhatdé World
Trade Center 123,5 m magas. Ez a vilag legmagasabb
szabalyos Otszog alaprajza éptilete. A 30 szintes (a
fényképen 28 irodai szint, tovabba a tet6tér és az alap-
szint lathato) irodaépiilet Osszesitett teljes alaptertile-
te 39 200 m?. (Minden szint egyforma teriilet(.)

a) Hany m? az épiilet térfogata?

b) Mekkora az alaprajz 6tszoge koré irhaté kor su-
gara?

¢) Hany méter hosszt az 6tszog egy-egy oldala?

E2 (Emelt szint( érettségi, 2012)

A Csendes-6cean egyik kis szigetét6l keletre, a szi-
gett6l 16 km tavolsagban elsiillyedt egy fold koriili
uton jaro vitorlas. A legénység egy mentécsonakban
segitségre var, a naluk 1évé jeladd késziilék hatosu-
gara mindossze 6 km. Amikor a vitorlas elstillyedt,
akkor a szigett6l délre, a szigett6l 24 km tavolsagra
volt egy tengerjard hajo. Ez a hajo allanddan észak-
keleti iranyba halad, a hajotorottek pedig a vitorlas
elsiillyedésének helyérdl folyamatosan kiildik a vész-
jeleket.

a) Igazold, hogy a tengerjard legénysége észlelheti a
segélykérd jelzést!

Egy 1,5 km magassagban haladé repiilé6gép éppen a
sziget felett van, amikor a repiilégép fedélzeti miisze-
rei észlelik a tengerjar6 hajot, amely a vitorlas elstily-
lyedése 6ta 20 km-t tett meg.

b) Mekkora depresszioszog (lehajlasi szog) alatt ész-
lelik a miiszerek a tengerjar6t? Valaszodat fokban,
egészre kerekitve add meg! Szamitdsaid soran a
Fold gorbiiletétdl tekints el!



hegyesszogek, derékszog és tompaszogek szogfliggvényei

szogfiiggvények Kiterjesztése tetsz6leges forgasszogre

1. Hegyesszogek szogfiiggvényei /
A

Ha két derékszogii haromszog egyik hegyesszoge egyenld nagysagu (a), ak-
kor a hasonldsag miatt a megfelelé oldalak hosszanak aranya egyenlé. Ezek-
kel az aranyokkal definidltuk a hegyesszogek szogfiiggvényeit. a ]

2. Derékszog és tompaszogek szogfiiggvényei v

A szogfuggvények segitségével tobb fontos Osszefiiggés is felirhaté hegyes-

\
sz6g( haromszogekre. Ilyen példdul a szog szinuszaval felirhato teriiletkép- Q "
let, a szinusztétel és a koszinusztétel. A szogfiiggvények fogalmat gy ter-
jesztettitk ki derékszogre és tompaszdgekre, hogy barmely hdromszogben .
ugyanugy teljesiiljenek a felsorolt osszefiliggések. sin (180°~p)
o

Ha a Q pontot ugy kaptuk, hogy a P(1; 0) pontot 3 derékszoggel vagy tom- / \(180°—8
paszoggel elforgattuk az origé koriil pozitiv iranyban, akkor a Q pont koor- iR
dindtdi: (cos SB; sin f3).

=V

cos (180°-p) | O

—

3. A szinusz és koszinusz szogfiiggvények Kkiterjesztése tetszéleges for-
gasszogre

A derékszogre és tompaszogekre alkalmazott definici6 tovabb altalanosit-
hat6 tetsz6leges forgasszogre. (A forgasszogek esetén az x tengely pozitiv
télegyeneséhez viszonyitunk, az dramutatd jardsaval ellentétes forgatasi
irany a pozitiv irany.)

e

Definicié: Forgassuk el a P(1; 0) pontot az orig6 koriil o szoggel! Az elfor- Vi
gatdssal kapott P’ pont elsé koordinatdjat (cos a)-nak, a pont masodik ko-

\
1
ordinatajat pedig (sin a)-nak nevezziik.
A Kkiterjesztésnek olyannak kell lennie, hogy a korabban megismert dssze-
tiiggések tovabbra is érvényben maradjanak. Ezt az ,elvarast” permanen-
ciaelvnek nevezziik.
[gy minden forgésszog esetén teljesiil: Csinl o+ cos?a= 1) [eosa ﬁ \ ¢

-1 | 0 P(1;0)
4. A tangens szogfiiggvény kiterjesztése !
Azokra a forgasszogekre, amelyeknek a koszinusza nem egyenl6 0-val, ér- ~ ¥“----- R sin @
telmezziik a tangens szogfiiggvényt. P/(cos a;sin @)
Definicié: Ha az o forgasszog olyan, hogy cos a # 0 (azaz a # 90° + k - 180°, \
ahol k tetsz6leges egész szam), akkor tg a = sma
cosat

Megjegyzés: A permanenciaelv megnyilvanuldsa, hogy a tangens szogfiiggvényre a hegyesszogek esetében fennallé azo-
nossag a kiterjesztés soran definiciéva valik.

Az elforgatas szamitégépes animacioval is bemutathato (példaul a GeoGebra programmal).



FELADATOK

E E1 Rajzolj egy koordinata-rendszert! Forgasd el
a P(1; 0) pontot az origd koriil 305°-kal!

a) Melyik siknegyedben van a P képe, a P’ pont?

b) Melyik hegyesszog koszinuszaval egyenlé a P’
pont els6 koordinatdjanak abszolut értéke?

¢) Mennyi a cos 305°?
d) Milyen eljelli a P' pont masodik koordinataja?

€) Melyik hegyesszog szinuszaval egyenl6 a P’ pont
masodik koordinatajanak abszolut értéke?

f) Mennyi a sin 305°?
E E1 Oldd meg az 1. feladatot ugy, hogy 305° helyett
c) 560°-kal;
d) (-415°)-kal

a) 200°-kal;

b) (-55°)-kal;

forgatod el a P(1; 0) pontot!
E E1l Mekkora o szoggel forgassuk el a koordinata-

rendszer kezdépontja kériil a P(1; 0) pontot, hogy a képe

a) a masodik siknegyedbe keriiljon, és o szinusza
megegyezzen a 15° szinuszaval;

b) a harmadik siknegyedbe keriiljon, és o szinusza
megegyezzen a 287° szinuszaval;

c) az elsé siknegyedbe keriiljon, és o koszinusza
megegyezzen a 342° koszinuszaval;

d) a negyedik siknegyedbe kertiiljon, és a koszinusza
megegyezzen a 400° koszinuszaval?

n K2 A 0° 30° 45° 60°, 90°-0s szogeket nevezetes sz6-
geknek hivjuk. A definicio, illetve a nevezetes derék-
sz0gli haromszogek alapjan hatarozd meg ezen sz6-
gek szogfliggvényeinek pontos értékét!

o 0° 30° 45°  60° 90°
sin «
cos a
tga nem létezik

(8]
Ao

E E1 Mekkora a szoggel forgassuk el az origé koriil a
P(1; 0) pontot, hogy a képe

a) a II. siknegyedbe keriiljon, és az a szog szinusza
0,5 legyen;

b) a III. siknegyedbe keriiljon, és az o sz6g koszinu-
sza -3 legyen;
2
c) aIV. siknegyedbe keriiljon, és tg o = -1 legyen?

YA

E K2 Mekkorak a bettivel jelolt szakaszok? Szamolo-
gép nélkiil add meg a vélaszaidat!

a) c)
tg 45°
y X g X
sin 60° y
45° /< [ e0° 45° /[ 60°
v
X

z 14 z

b) d)
y x »\
v
45° /< [ 60° /<] [ e0°
z tg 30° z V3

K2 Szamitsd ki a trapéz alaka telek keriiletét és terii-
letét! Haszndld a nevezetes hegyesszogek szogfliggvé-
nyeinek pontos értékét!

30 m
60°
x
20 m
30°
Yy




_ 111 kozépponti sz6g, koriv hossza, hasonldsdg
BT ek vméncie

BEVEZETO

A teljes sz0g 360 egyenl6 részre valo felosztdsanak gondo- A szogmérésnek valoban

lata t6bb mint 2500 éves. Eredete valdszintleg Babilonia- létezik egy masik moddja,

ba nyulik vissza. A fokokban vald szogmérés egyik fontos amely sordn a sz0g nagy-

elénye, hogy igy a nevezetes haromszogekben eléfordu- sagat egy mértékegység

16 szogek (30°, 45° 60° 90°) mérészamai egész szamok. nélkiili valés szammal jel-

Mindezek mellett jogos a kérdés, hogy miért 360 részre lemezziik. Ezt alkalmaz- :

osztjuk a teljes szoget. Nem lenne egyszertibb, ha mas egy- zak példaul a kérmozgas, a rezgémozgas, a valtakoz6 dram
séget talalnank? leirdsakor, illetve a matematika szamos teriiletén.

1. Szogek ivmértéke i

Azonos kozépponti szogt korcikkek hasonldsaga miatt ugyanakkora ko- S
zépponti szog esetén a kozépponti szoghoz tartozé koriv hosszanak és a h “
kor sugaranak a hdnyadosa allandé. A szog nagysaga megadhato tehat az iv

és a sugar hosszanak aranyaval. Ezt az aranyt hivjuk a szog fvmértékének.

Lo b

hon
1 s T ~S
Definicié: szog ivmértéke, radian e e .
e / r
A korben az o kozépponti szoghdz tartozo i koriv és az r sugar hossza-  / r ! @
1
nak hdnyadosat az « szog ivmértékének nevezziik. ! \ o) ro
1 r ! \\ /
i . . e NPT o ! \ /
1 radidnnak mondjuk azt a sz6get, amelyhez mint kézépponti sz6ghéz  \ ke i /
I T . . . o vmerteke = 2 S JRe
egy korben ugyanolyan hosszt koriv tartozik, mint amekkora a kor su- rJ/ See- -
gara. Jelolése: rad. NS o

Megjegyzés: Mivel a szogek ivmértékét ugy kapjuk, hogy két hossztisagértéket osztunk el egymassal, az ivmérték tekint-
het6 egy mértékegység nélkiili mennyiségnek, és a radiant (rad) nem kételezd kiirni. Sokszor azonban megkonnyiti a
megértést, ha zardjelben odairjuk az ivmérték utan.

2. Atvaltas fok és radian kozott
A teljes sz6ghoz (360°) tartozo koriv éppen a teljes kor, aminek kertilete r sugara kor esetén 2rm. Ezért a teljes szog ivmeér-

téke 277 =27~ 6,28.
r 180° = 7 (rad)
Az egyenesszog (180°) ivmértéke a félkoriv és a sugar hanyadosa, azaz 7 = 3,14.

Az atvaltas fok és a radidn kozott az egyenes ardnyossag szabalya szerint, ardnyparok segitségével torténhet.

Példdul: Ha a = 20°, akkor o ivmértékét x-szel jelolve: % =&. Ebbél x = % ~ 0,349. Vagyis a = 0,349 (rad).

Ha a = 3 (rad), akkor a fokokban mért nagysagat y-nal jelolve: %: @ Ebbdl y = 240 171,9. Vagyis a = 171,9°.
T

3



FELADATOK

E1 Toltsd ki a tablazatot! Hatdrozd meg a szogek
fokban mért nagysagat!

Szog tvmeérté- -
ke (rad) 2

Szog fokban
mért nagysaga

1 2 4 81

o

P2 E1 Téltsd ki a tablazatot! Hatérozd meg a szogek ra-
dianban mért nagysagat, vagyis a szogek ivmértékét!
Valaszolj pontos értékkel és kozelité értékkel is!

Szog fokban

mért 180° 18° 10° 36° 1080°
nagysaga

Szog fvmér- | pontos

téke (rad) érték

Szog ivmeér-  kozelitd

[ >4

B EL Figyeld meg az dbran a nevezetes szogeket, és ez
alapjan kosd 0ssze azokat az értékeket, amelyek ugyan-
olyan nagysagu szoghoz tartoznak!

I A AN A

i T
6 2

V3
4

( 180° = 7 (rad) )

i
3

Miért praktikus az ivmérték haszndlata a fizikaban? Ho-
gyan alakulndnak az egyenletes kormozgas leirasara hasz-
nalt képletek, ha a szogelfordulast fokban mérnénk?

Egy egyenletes kormozgast végzo test esetében a kor suga-
rat jelolje r, a periddusid6t T. Ha a szogsebességet fokban

]

mérnénk, akkor a test szogsebessége o = lenne.
Ekkor a kertileti sebessége v = rm_2m ‘w- 27 .
T  360° 360°
@

Vagyisaszamolas soran figyelembe kell venni egy 60°

szorzotényezOt, a centripetalis gyorsulas szamolasakor
pedig ennek a négyzetét. Ezt tudjuk kikiiszobolni, ha a
szoget radianban mérjik. Ekkor v=r- .

n E1 Milyen hosszu koriv tartozik egy 7 cm sugart
koérben

a) a 2,3 radidn nagysdagt kozépponti szoghoz;
b) a 2,3°-0s kozépponti sz6ghoz?
E E1l Mekkora tertiletd

korcikk tartozik a 7 cm
sugaru korben

a) a 2,3 radian nagysa- @

gu kozépponti szog- Z
héZ; 2.3° /
h) a2,3°o0s kozéppon-
ti szoghoz?
E E1l Egy 6 cm sugart korben egy korcikk teriilete
13,5 cm?. Mekkora a korcikkhez tartozé
a) koriv; b) kozépponti sz6g?

n E1 Egy haromszog egyik szoge 24 fokos, masik sz6-
ge 1,2 radian nagysdgu. Mekkora a harmadik szoge?
Fejezd ki fokban is, radianban is!

m E1 Hény fokosak azok a szogek, amelyeknek az iv-

meértéke
3n 1w 4 2w
a) —+—; c) —+—;
4 6 5 3
b) 3_”_£; d) A 2,
4 6 5 3

A radian hasznalata esetén a szogelfordulast egységsugart
korben a hozzd tartozo korivvel, azaz a megtett ut hosz-
szaval mérjik.




forgasszogek szogfiiggvényei

radianban kifejezett forgasszogek szogfliggvényei, az egységkor hasznalata

FELADATOK

E E1l Kosd ossze az egymasnak

60° 45° 30°
megfelelGket!

2r

oy

r
6

E E1 Elforgatjuk az origé koriil a koordindta-rendszer P(1; 0) pontjat. Az elfor-
gatds szogét radianban adjuk meg. Jelold be az dbraba a megadott pontokat,
majd valaszolj a kérdésre!

Az elforgatds szoge 7 T 61 117 127 197
radidnban 5 5 5 5 5 5

A forgatas utan
kapott pont jele

Melyek azok a pontok, amelyek egybeesnek?

B E1 Elforgatjuk az orig6 koril a koordinata-rendszer P(1; 0) pontjat. Az elfor-
gatas sz0gét radianban adjuk meg. Jelold be az abrdba a megadott pontokat,
majd vélaszolj a kérdésekre!

Az elforgatds szoge 27 _2m 4r 57 7 167

radidnban 7 7 7 7 7 7

A forgatds u’fan B c D E F

kapott pont jele
Melyek azok a pontparok, amelyek elhelyezkedése
a) tengelyesen szimmetrikus az x tengelyre?

b) tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre?

Az 1 egység sugaru, orig6 kozéppontu kort egységkornek nevezziik. Az egység-
kor sokat segit a szogfiiggvényekhez kapcsolddo feladatok megoldasaban. Az abra
a radidnban mért x forgdsszog szinuszat és koszinuszat szemlélteti az egységkor
segitségével.

A radidnban mért forgasszogeknek ugyantugy meghatarozhatjuk a szogfiiggvé-
nyeit, mint a fokokban mért forgasszogeknek. Szamoldgép segitségével kozvetle-
niil szamolhatok a radidnban mért forgasszogek szogfiiggvényei. Ehhez allitsd a

szamologépedet modba!
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FELADATOK

ﬂ E1 Az egységkor segitségével valaszolj a kérdésekre! A forgasszogek mértékét y
radianban add meg!

a) Melyik az a 0 és 27 kozotti forgasszog, amelynek szinusza 12

b) Melyik az a 0 és 27 kozotti forgasszog, amelynek szinusza -1?
c) Melyik az a 0 < x < 27 forgdsszog, amelynek koszinusza 1? KN P(1;0)
d) Melyik az a 0 és 27 kozotti forgasszog, amelynek koszinusza —1? = o *
i
E E1 Az egységkor segitségével adj meg tobb olyan forgdsszoget, amelynek szi- YA
nusza egyenld
1 P/(cosZ;sink)
T, , T . T~ N ey 3
a) 3 szinuszaval; ¢) — koszinuszaval; !
T z T . z T i
bh) - = szinuszaval; d) - = koszinuszaval! 5 (rad) P(1; 0)
3 3 H 5 —
_ 1 X
—1 <

A E1

a) Zsebszamologéped segitségével hatarozd meg, mennyi
az 1 (rad) forgasszog szinusza!

b) Az egységkor segitségével adj meg egy masik forgas-
szoget 0 és 2 kozott, amelynek ugyanennyi a szinusza!

C) Az egységkor segitségével adj meg két masik forgasszo-
get 27 és 4 kozott, amelynek ugyanennyi a szinusza!

d) Zsebszamologéped segitségével hatarozd meg, mennyi
az 1 (rad) forgasszog koszinusza!

€) Az egységkor segitségével adj meg egy masik forgasszo-
get 0 és 2 kozott, amelynek ugyanennyi a koszinusza!

f) Zsebszdmologéped segitségével hatdrozd meg, mennyi
az 1 (rad) forgasszog tangense!

E E1 Szamologép hasznalata nélkiil, az egységkor segitségével allapitsd meg, hogy melyik kifejezések értéke egyenld!

. T . T . T b4 V4
sin — sin — sin 2 — cos — Ccos —
6 3 3



m E1l Az egységkor segitségével adj meg tobb olyan forgasszoget, amelynek szi- VA
nusza egyenld

T , T . , P/(cos L sin L)
a) 7 szinuszaval; c) 7 koszinuszdval; L2 : 474
i
1
ﬂ . 7 7r . 7 71.. \
b) - 7 szinuszaval; d) - 7 koszinuszaval! % (rad P(1; 0)
i o) 1 x

-1 4

YA VA
A nevezetes szogekhez kapcsolddo szogfiiggvényértékek / ! / RN
. x 3 3 z S A ) s
x 6 4 3 2 \y \y
: 1 V2 3
sin x 0 = — — 1
5 2 2 YA yln
1 P
1 i
coS x 1 £ ﬁ = 0 / ! / T
% 2 2 AT I 2 >
) ( z lx 0 1x
tg x 0 - 1 nem létezik y /
g N V3

A tangens szogfiiggvény és az egységkor

Az origd kozéppontu egységkorhoz érint6t huztunk a P(1; 0) pont- y frints
ban. Az origdn dthalado, az x tengely pozitiv irdnyaval a szoget beza- /
rd egyenes ezt az érint6t a Q pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy a Q15 q)
Q pont masodik koordinataja az o sz6g tangensével egyenld!

Megoldds: 1 B

Ha o hegyesszog, akkor tangense pozitiv. Az abra szerinti OAB
hdromszog oldalainak hossza OA = cos a, AB = sin a. Az OAB ha-

romszog hasonlé az OPQ haromszoghdz, mert szogeik paronként ol /e Sin“ \
egyenl6k. Az OPQ haromszog oldalainak hossza OP = 1 (hiszen egy- } — ;) — >
ségkorben dolgozunk), illetve PQ = q. A hasonldsag miatt a megfeleld -l A (1;0) x
oldalak aranya egyenl§, ezért 4_S% prpsl g=tga.

1 cosa

Igazold az allitast arra az esetre, amikor o nem hegyesszog!




11l forgdssz6g meghatarozdsa, ha ismert a szinusza vagy a koszinusza

KIDOLGOZOTT FELADAT

Melyek azok a forgasszogek, amelyeknek a szinusza 12 Hatarozd meg a megfeleld, radidanban mért forgasszogeket!
2

Megoldds: YA

tottjanak, P-nek a masodik koordinataja L Ilyen P’ pontot és x forgasszoget mutat _\ )
az dbra 2 W P(cos x; sin x)

Vegyiink fel egy egységkort. A keresett forgasszogek esetén a P(1; 0) pont elforga- 1

Az ébra szerinti P’ pontot megkaphatjuk, ha az elforgatds szoge 30°, azaz % radian. | x (rad)
P'-t megkaphatjuk tgy is, ha az elforgatas szoge 30° + 360°, vagy 30° + 2 - 360°,

30° + 3 - 360° stb. Ugyancsak a P’ ponthoz jutunk, ha az elforgatds szoge
-330°=30°-360° 30° - 2 - 360° vagy 30° - 3 - 360° stb. Ezeket az eseteket osszefog-
lalva igy irhatjuk: 30° + k - 360°, ahol k € Z.

Ugyanezeket radianban igy irhatjuk: x, = % +k-2m aholk e Z.

Vegyiik észre, hogy van mas megoldads is. A koron két kilonbozé pont esetében is 57
teljestil, hogy a pont masodik koordinatéja 1 1

2

Az dbra szerinti P" pontot megkaphatjuk, ha az elforgatas szoge 30°-kal kisebb, Plcgs %asinx) | Plcos 2 sin x)
mint 180°, vagyis 150°, hiszen P’ és P” tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre. De ~ fc-------- Sfmmmmmmm—

az elforgatas szoge ebben az esetben is lehet 360° egész szamu tobbszordsével tobb . (rad)

vagy kevesebb, mint 150°, azaz 150° + n - 360° ahol n € Z. | 7 x, (rad)} P(1; 0)

Radidnban felirva: x, = 5?” +n-2m, aholn e Z.

Azok a forgasszogek tehat, amelyeknek a szinusza l, két csoportban adhatok meg:
2

x12%+k'2ﬂ (keZ) és x:%r+n'27r nelZ).

2
FELADATOK

E1 Az egységkor segitségével, szamologép hasznéla- E E1l Szamologép hasznalata nélkiil, az egységkor se-
ta nélkiil 4llapitsd meg, hogy mely kifejezések értéke gitségével allitsd novekvo sorrendbe a kovetkezd sza-
egyenld! mokat!

7 LT T . 6r 61
a) sin i, sin 3_7r, sin 5—”, sin —ﬂ:, sin 9—”; a)sin =, cos—, sin—, cos—;
10 10 10 10 5 5 5 5
267 131
b) sin E, sin 19_”, sin &, sin 24_”, sin —. b) cos 3w, cos 107, cos -
10 10 10 10

20. LECKE / FELADATOK AZ EGYSEGKORON _



1. Melyek azok a radianban mért forgasszogek, amelyek szinusza c (c € R )? YA

P Hac< -1, vagy ¢ > 1, akkor nincs olyan forgdsszdg, amelynek szinusza c. 14

P Ha ¢ = 1, akkor az egységkorben egyetlen helyzet van, amely esetén a pont
42masodik koordinataja c. Ezért 0° és 360° kozott az egyetlen megoldas 90°,

ﬂ P(1;0)

., P T
radidnban mérve x = >

Figyelembe kell venni, hogy ugyanehhez a ponthoz jutunk, ha egy teljes korrel
vagy akdrhany teljes korrel elforgatjuk ezt a pontot pozitiv vagy negativ irdnyban.

A teljes kor radidanban mérve 27, ezért megfelelé forgasszoget kapunk, ha g—héz

hozzaadjuk 27 egész szamu tobbszorosét. A megoldas tehat: % +k-2n(k eZ).
3
P Hac=-1, akkor 0 és 2 kozott az egyetlen megoldas: x = > A forgatds figyelembevételével a megoldas:

3
7ﬂ+k-2ﬂ(keZ).

P Ha-l<c<1:

0<cxl -1<c<0 c=0
Ekkor 0 és 27 kozott két olyan forgds-  Ekkor a szamoldgép azt a negativ for-  Ekkor x, = 0, és x, = 7 olyan radi-
sz0g van, amelynek szinusza c. gasszoget adja meg, amelyhez tartozé6  anban mért forgasszogek, amelyek
P'pont aIV. siknegyedbe esik. szinusza c.
Y YA YA
1 14 1
o B
x, (rad)
%, (rad) x, (rad) x (rad)
P(1;0) : P(1;0) P(1;0)
-1 © 1ox -1 0 )] X -1 o 1ox
Cc
-1 —1- —1-
A tengelyes szimmetria miatt Az abra szerint ekkor is felirhato: Ebben az esetben is teljesiil, hogy
x, +x,=msezalapjin x, = 7 - x,. X, +x,=m, ésezalapjan x, = 7 - x,. X,=T—-X,.

Ezenkivil figyelembe kell venni azt is, hogy a kapott forgasszogekhez 27 egész szamu tobbszorosét adva az egységkoron
ugyanazokhoz a pontokhoz jutunk.

Osszefoglalva, ha -1 < ¢ < 1, akkor végtelen sok olyan forgdsszdg van, amelynek szinusza c, és ezek a ¢ = +1 esetté] eltekint-
ve két csoportba sorolhatok. A szimologép megad egyetlen értéket (x,), majd egy kivonas segitségével ki tudunk szdmitani
egy mdsodikat (x, = 7 - x,), és a forgatas figyelembevételével fel tudjuk irni dsszesitve:

- I k-2kZ>
RAD > x +k-2m (keZ)

b
i 5d billenty !
uzemmo 1llentyu > > I x,+n-2m neZ) )




2. Melyek azok a radianban mért forgasszogek, amelyek koszinusza ¢ (c € R )?

>
>

Ha ¢ < -1, vagy ¢ > 1, akkor nincs olyan forgasszog, amelynek a koszinusza c.

Ha ¢ = 1, akkor az egységkorrdl leolvashato egyetlen megoldds az x = 0 for-
gassz0ghoz tartozik. A forgatas figyelembevételével a megoldas: k - 27 (k € Z).

Ha ¢ = -1, akkor 0 és 27 kozott az egyetlen megoldas: x = 7. A forgatas figye-
lembevételével a megoldas: 7+ k- 27 (k € Z).

Ha c egy -1 és 1 kozotti valds szam (-1 < ¢ < 1), akkor az egységkorben két
olyan helyzet all el6, amikor a koszinusz értéke c. Ez a két helyzet tengelyesen
szimmetrikus az x tengelyre, ezért felirhatd ugy, hogy a két forgasszog egymas
ellentettje: x, = —x,.

YA

R ommmm

¢, (rad)

';"
E
<y

sz(rad)

Ezért ha -1 < ¢ < 1, akkor végtelen sok olyan forgasszog van, amelynek koszinusza c, és ezek a ¢ = £1 esettd] eltekintve
két csoportba sorolhatok. A szdmolégép megad egyetlen értéket (x ), majd ennek ellentettjeként kapunk egy mdsodikat
(x, = —x)), és a forgatds figyelembevételével fel tudjuk irni dsszesitve:

billentyti

FELADATOK

E E1 Az édbra alapjén add meg az dsszes forgasszoget fokban is és radidnban is, amelyeknek

I > I x, +k-2n (keZ) )

1
> > Ix2+n-27z(neZ)>

. 2 . .
a) szinusza — ; b) koszinusza - : ¢) koszinusza - - .
2 2 2
YA YA YA
14 14 P’(cos x; sin x) P’(cos x; sinx) _ 11
P"(cos y3siny) 5 P’(cos x; sin x) ] |
_____ 2 i i
i i
1 1
i i
P(1;0) i P(1;0) i (1;0)
-1 [9) 1 x -1 0 1 1 x 21 1 0 1 x
2 2
1 1
i i
1 1
i i
-14 -1 P”(cos y; sin y) P”(cos y; sin y) ~19




ﬂ E1 Melyek azok a radidnban mért forgasszogek, amelyeknek szinusza az adott szdim? Szdmologéped segitségével
toltsd ki a téblazat elsé oszlopdt (x,), majd ennek ismeretében a t6bbi oszlopot! Hogyan jelenik meg az egységkorben
az 0sszes megoldas? Valaszd ki a feladatok soraihoz a megfelel6 abrat, és egészitsd ki!

Az Gsszes megoldds

Szogfiiggvény értéke x, x, knel) Abra jele
sin x = 0,8192 ~ 0,960 ~7- 0,960 ~ 2,18 =~ 0,960 + k - 271
=2,184+n-2m
sin x = 0,4618
sin x = -0,8912
a) b) c)
VA YA YA
1.
P(1;0) P(1;0) P 0)
1 x 4 ) T —
-1 R »

E E1 Melyek azok a radidnban mért forgasszogek, amelyeknek koszinusza az adott szam? Szamologéped segitségével
toltsd ki a tébldzat els6 oszlopat (x,), majd ennek ismeretében a tobbi oszlopot! Hogyan jelenik meg az egységkorben
az Osszes megoldds? Valaszd ki a feladatok soraihoz a megfelel dbrat, és egészitsd ki!

Az 6sszes megoldas

Szogtiiggvény értéke X, X, tone) Abra jele
~ 1437 + k- 27
cos x =0,1334 = 1,437 =~ -1,437 ~ 1437 +n-21
cos x = 0,3791
cos x = -0,7912
a) b) c)
YA YA YA
14 14 14
| \ P(1;0) / ! P(1;0) | P(1;0)
iy o Tx ol T 1 * ol -
) / \1. il




m a valos szamokon értelmezett trigonometrikus fiiggvények
FELADATOK

E1l A forgdsszogek radidnban mért értéke megfelel a valés szdmoknak, ezért definidlhatjuk a valés szdmok halma-
zan az x > sin x fiiggvényt. Ez alapjan toltsd ki a tabldzatot, majd annak segitségével abrazold a valds szamokon
értelmezett f(x) = sin x fiiggvényt!

A

E E1 Jelold meg az el6bbi koordinata-rendszer abszcisszatengelyén
a) pirossal azokat a szakaszokat, amelyeken a szinuszfiiggvény novekedd;
b) kékkel azokat a pontokat, amelyekhez ez a fiiggvény 1-et rendel hozz4 (ezek a fiiggvény maximumbhelyei);

c) feketével azokat a pontokat, amelyekhez ez a fiiggvény (-1)-et rendel hozz4 (ezek a fiiggvény minimumhelyei)!

E E1 Az x valds szam koszinusza megegyezik az x radidn ivmértékii forgdsszog koszinuszaval. Ez alapjan toltsd ki a
tabldzat tires helyeit, majd annak segitségével abrazold a valds szimokon értelmezett f(x) = cos x figgvényt!

A

n E1 Az el6z6 feladat grafikonja alapjan jellemezd a valés szamok halmazén értelmezett koszinuszfiiggvényt!

21. LECKE / TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK



1. A szinuszfiiggvény

Ha minden x valés szdmhoz hozzarendeljiik az x radidan ivmértékii forgasszog szinuszat, akkor a szinuszfiiggvényt kap-
juk. Grafikonja a szinuszgérbe.

A

P értelmezési tartomany: R;

P értékkészlet: [-1; 1];

> P Zérushelyekix=k-nw(keZ).

A szinuszfiiggvény

P szigorian monoton né a

N .. T 3n
mokon, szigortian monoton csékken a {—+ln’; —+In
2

intervallumokon (k, [ € Z);

P maximumbhelyei x = % + k- 2m, ahol k € Z, a maximum

értéke 1;

3
P minimumbhelyei x = 7 +1-2m, ahol | € Z, a minimum

értéke —1.

Megjegyzés:

T T
——+kr; —+kn

intervallu-

A négyzethdlos fiizetben a szinuszfiiggvény abrazoldsakor (ahhoz, hogy a fiiggvény grafikonja a korilbeliill megfeleld
aranyokat mutassa) érdemes az egységeket a kovetkez6 modon felvenni: az y tengelyen legyen 2 beosztasnal az egység, az
x tengelyen pedig legyen 6 beosztasnal a .

2. A koszinuszfiiggvény

Ha minden x valés szamhoz hozzarendeljiik az x radian ivmértéki forgasszog koszinuszat, akkor a koszinuszfiiggvényt

kapjuk.

P értelmezési tartomdny: R;

P értékkészlet: [-1; 1];

% P zérushelyek:x =% +k-nkeZ).

A koszinuszfiiggvény

P szigortian monoton nd a [7 + 2kz; 27 + 2kn] intervallumokon, szigortian monoton csokken az [2Im; 7+ 2l7] inter-

vallumokon (k, [ € Z);

P maximumhelyei x = k - 27, ahol k € Z, a maximum értéke 1;

P minimumhelyei x = 7+ - 27, ahol | € Z, a minimum értéke -1.



3. Tovabbi fiiggvénytulajdonsagok

P A szinuszfiiggvény és a koszinuszfiiggvény periodikus, periédusuk 27. A forgésszogek vizsgalatakor lattuk, hogy
az elforgatott P pont egy kort megtéve Ujra visszatér ugyanabba a pozicidba, igy az ennek megfeleld szinusz- és ko-
szinuszértékek is djra ugyanazok lesznek. Ezt periodikussagnak nevezziik. Ez a szinusz- és a koszinuszfiiggvényre
nézve is azt jelenti, hogy ha a grafikonjat az x tengellyel parhuzamosan eltoljuk 27-vel, akkor az eredeti fiiggvény
grafikonjat kapjuk (és ennél kisebb — nem nulla - eltolds esetén ez nem teljesiil). A periodikussag azt jelenti, hogy
sin x = sin (x + 27) és cos x = cos (x + 27).

P A szinuszfiggvény a valds szamok halmazan paratlan fiiggvény. Ez azt jelenti, hogy ha x eleme az értelmezési tar-
tomanynak, akkor (-x) is eleme az értelmezési tartomanynak, és a (-x) és az x helyen felvett fiiggvényérték egymas
ellentettje, azaz sin (-x) = —sin x. (A paratlan fliggvény grafikonja kozéppontosan szimmetrikus az origoéra.)

P A koszinuszfiiggvény viszont paros fiiggvény. Ez azt jelenti, hogy ha x eleme az értelmezési tartomanynak, akkor
(-x) is eleme az értelmezési tartomanynak, és a (-x) és az x helyen felvett fiiggvényérték egyenl6, azaz cos (-x) = cos x.
(A paros fliggvény grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre.)

P Azt, hogy egy fiiggvény péros, illetve paratlan, a fiiggvény paritasanak mondjuk. Nagyon sok fiiggvényre nem jel-
lemz6 a paritas mint tulajdonsag: sok fiiggvény se nem paros, se nem paratlan.

4. A tangensfiiggvény

. T . . . SRS R L
Ha minden x = 5 + k- 7 (k € Z) valés szamhoz hozzarendeljitk az x radian ivmértéki forgasszog tangensét, akkor a tan-

gensfiiggvényt kapjuk. Ennek grafikonjat és jellemzését a 5. feladatban talalod.

FELADATOK

E E1 A tangensfiiggvény értelmezési tartomdnya azon valds szamok halmaza, amelyek koszinusza nem nulla, azaz

T
R\ E-i-k'n (keZ);. Az x valds szam tangense megegyezik az x radidn fvmértékl fogasszog tangensével, ha ez

létezik. Abrézoltuk a tangensfiiggvény grafikonjit. A grafikon alapjan jellemezd a fiiggvényt! Téltsd ki a tdblazatot!

[i 74 | i
, : , : , : Ertékkészlet
I I I
l i I i l i Zérushelyek
/ N / | / | /
7 _’% 7o % i 32l A Szélséérték
VAR Y )
! I ! l ! l Periédus
| | |
:’ :’ :’ Paritas
] ] ]

m E1 Szdmologép hasznalata nélkiil dllitsd monoton névekvé sorrendbe a fels6 sorban allé kifejezéseket! Haszndld a
megolddshoz a szinuszfiiggvény grafikonjat!

sin 1,57 sin 1,5 sin 37 sin 3 sin 317 sin 31
M Y K S C N

A kifejezésekhez tartozé betiiket ird a megfelel6 sorrendben az tires téglalapokba! Két tovabbi bettivel kiegészitve egy
hires magyar festémiivész nevét kapod megfejtésiil. Ki 62

L L



_ LI figgvénytranszformaciok, kivéve az f(cx) transzformacié

m trigonometrikus fliggvények fiiggvénytranszformacidi, kivéve az f(cx) transzformacio6

KIDOLGOZOTT FELADAT

Abrazoljuk és jellemezziik a valés szamok halmazan értelmezett f(x) = 2 cos x + 1 fiiggvényt!

Megoldds:

Az abrazolast tobb lépésben végezhetjiik el. Els6 lépésként a g: x > cos x
tiiggvény, masodikként a h: x 2 cos x, harmadik Iépésben pedig az f fiigg-

vény grafikonjat rajzoljuk meg.

A g fuggvény grafikonjat éppen az el6z6 leckében ismertitk meg. A h grafi-
konjat ugy kapjuk meg, hogy g grafikonjat az x tengelyre merélegesen ,,kétsze-
resére nyujtjuk”. (Ez azt jelenti, hogy a grafikon minden pontjanak masodik
koordinatéjat a 2-szeresére véltoztatjuk. Igy minden pont 2-szer akkora t4-
volsagra keriil az x tengelytdl, mint amekkora az eredeti tavolsaga volt.) Vé-
gul fgrafikonjat a h grafikonjanak az y tengellyel parhuzamos, pozitiv irdnyu,

1 egység nagysagu eltolasaval kapjuk meg.

A

COS X +

=]
1

o

P
]

« YA

=1
2 cos

Az ffuggvény értékkészlete: [-1; 3]. A fiiggvény periodikus, a periddusa megegyezik a koszinuszfiiggvény periodusaval: 2.

A figgvény maximumbhelyei megegyeznek a koszinuszfliggvény maximumbhelyeivel, ugyanez a minimumbhelyekre is igaz.
A maximum értéke 3, a minimum értéke -1.

A fuggvény grafikonja szimmetrikus az y tengelyre, tehdt az f paros fiiggvény.

Az ftiiggvény zérushelyei azok a valos szamok, amelyekre 2 cos x + 1 = 0. Ezt az egyenletet atrendezve ezt kapjuk: cos x = - 1
2

Azok a valds szamok, amelyek koszinusza - 1 , két csoportban irhatok fel: Z?n + k- 2, illetve —2?7[ +n-2n (k,neZ).
2

Fiiggvénytranszformaciok I.

Hogyan kaphatjuk meg az f fliggvény grafikonjabdl egy, az f transzformalasaval kapott fiiggvény grafikonjat?

Eltoljuk f grafikonjat az y tengellyel parhuzamosan c-vel.

Eltoljuk f grafikonjat az x tengellyel parhuzamosan (-c)-vel.

iranyaban. Ha c negativ, akkor tiikrozziik is az x tengelyre.

fuggvény grafikonja nem valtozik.

TRIGONOMETRIA

Tiikrozzik f grafikonjat az x tengelyre (ez az el6z6nek egy specialis esete: ¢ = -1).

Minden fiiggvényérték c-szeresére valtozik. ,Megnyujtjuk” vagy ,zsugoritjuk” f grafikonjat az y tengely

A grafikonnak azt a részét, ahol f értéke negativ, titkrozziik az x tengelyre. Ahol f értéke nemnegativ, ott a



A koszinuszfiiggvény grafikonjat megkaphatjuk ugy, hogy a szinuszgorbét az YA

x tengellyel parhuzamosan eltoljuk (—E]—Vel ez megfelel a kovetkezd azonos-

. . T
sagnak: COS X = s1n (x +—J.
2

FELADATOK

A feladatokban szereplé fiiggvények értelmezési tar-
tomdnya a valés szamok halmaza.

E E1 Melyik az a fiiggvény, amelynek grafikonjat agy
kapjuk, hogy

a)az xt>sinx figgvény grafikonjat eltoljuk az
y tengely mentén (-2,5)-del;

b) az x - cos x fuggvény grafikonjat ,felére Gssze-
nyomjuk” az y tengely (ordinatatengely) mentén,
azaz a grafikon minden pontjanak masodik koor-
dinatajat a felére csokkentjitk?

c¢) Abrazold a fiiggvényeket!

E E1 Abrazold a fiiggvények grafikonjat kozos koordi-
nata-rendszerben!

a) f(x) = sin x
b) fx) = cos x

c) flx) =sin x

gx)=2sinx  h(x) =2sinx +2

gx) =-cosx  h(x)=-cosx-1

gx)=|sinx|  h(x) =[sinx + 1

— T
g(x) =sin (x 6]
h(x) = sin (x—ﬁj -1

6

ﬂ E1 Abrazold és jellemezd az alabbi fiiggvényeket!
a) flox) = 2sin x

d) flx) = sinx

b) g(x) = 0,5sin x + 2
c)h(x)=1-cosx

X | cos x X~ sin x
;

=Y

4. §=2

a) Rajzold be a koordinatatengelyeket ugy, hogy az
abra a megadott fliggvény grafikonjat mutassa!
Add meg az x tengelyen a 7, az y tengelyen pedig
az 1 szam helyét is!

b) Melyik fuggvény paros, és melyik paratlan?

A)xt>cosx -1

,/ \, / N
N N1 Y /
B) x> —sin x
,/ N\, / \‘
N N | Y /

E E2 A fuggvények értékkészletének figyelembevéte-
lével potold a hozzarendelési szabalyokbol hianyzo
szamokat, majd abrazold a fiiggvények grafikonjat!

a) flx) = ... sin x + ... és f(x) értékkészlete [-3; 1];
b) g(x) = ... cos x + ... és g(x) értékkészlete [0; 6].

E E2 A fuggvény megadott értékeinek segitségével ab-
razold a fiiggvény grafikonjat, majd hatarozd meg a
hozzarendelési szabalyban a hianyzé szdmokat!

a)flx)=...sinx+....,ha f(0)=1 és f[%]zo;

b) glx)=...cosx+...,ha g(0)=1 és g[gjz—l.




az f(cx) fuggvénytranszformacio, a valos szamokon értelmezett f(x) = sin cx és g(x) = cos cx fliggvények

A hang forrasa - egy hangszer, egy hangszoré membranja
vagy akar az emberi hangszalak - rezgésbe hozza a levegd

részecskéit, ezt a rezgést hangként érzékeljiik a filiinkkel. »\\j

Az egyik legtisztabb rezgés a hangvilla rezgése, amely az
oszcilloszkdp képernydjén egyszerl szinuszgorbeként jele-

nik meg.

Ha a hangvilla er6sebb hangot ad ki, akkor az oszcillosz- b

kop képernyéjén nagyobb lesz a szinuszgorbe ,magassdga” \
(amplitaddja). Minél nagyobb az amplitudo, anndl nagyobb »E'
hangerével szol a hang.

i

~
[l 1\ \ /
[T\ / \
/ \ / \
\ \ / /
\ /
/ \
/ \
\ /
/
/ N\ N\
N f N / /

r-\

bl
bulhd
hudld

i
L]

9

KIDOLGOZOTT FELADAT

Abrézoljuk a valds szdmok halmazan értelmezett f(x) = sin 2x fiiggvényt! (A sin 2x helyett sin (2x) is irhat6, de éltalaban

nem tessziik ki a zardjelet.)

Megoldds:
Képzeljiik el, hogy a P(1; 0) pontot két példanyban, kétféle

flx) =4sinx

flx)=2sinx

Sflx) =sinx

A kiilonb6z6 magassag hangokhoz tartozé szinuszgorbék
még egy fontos jellemzdjitkben - a periddusuk hosszaban -
térnek el egymastol. A feleakkora periddus azt jelenti, hogy
ahangforras kétszer annyi teljes rezgést végzett egy masod-
perc alatt, mint a hosszabb periddusu. Feleakkora periédus
esetén egy oktdvval magasabb hangot hallunk.

h(x) = sin 2x

g(x) =sin 1,5x

flx) =sinx

sebességgel forgatjuk az origd koriill Amig az egyik pont o
szoggel fordul el, addig a masik pontosan 2o szoggel. A szi-

=sin x

nuszfiiggvény megjeleniti az origd koriil elforgatott P(1; 0)

—

pont masodik koordinatajat. Ha az elfordulas szoge x, akkor
az elforgatott pont méasodik koordin4taja sin x.

0

(8%

Mit jelenit meg az f(x) = sin 2x fiiggvény? Azt mutatja meg,

y = sit

n 2x

hogy mennyi a ,kétszer olyan gyorsan forgd” pont masodik
koordinataja. Mivel a ,kétszeres sebességgel” futd pont fele-

akkora id§ alatt futja be a teljes kort, mint a masik pont, ezért a lassabban forgé pont még csak 7 szoggel fordult el addig, amig a
gyorsabb mar 27-vel. A gyorsabban forgé pont masodik koordinatdjat tehat egy olyan fiiggvény irja le, amelynek a periédusa 7.



Fiiggvénytranszformaciok II.

Azf:R—> R, flx)=sinx figgvény grafikonjabdl a k: R — R, k(x) = sin cx fiiggvény grafikonjat (c € R, ¢ > 0) az x tengely
iranyaban torténd zsugoritassal vagy nyujtassal kapjuk meg. (Ha ¢ < 0, akkor titkrozni is kell az y tengelyre.)

g(x) = sin 2x x tengely mentén felére zsugoritjuk > periddusa m;
h(x) =sin = x tengely mentén hdromszorosara nyujtjuk > periodusa 67;
3
k(x) = sin cx x tengely mentén 1 zeresére nytjtjuk > periodusa 27 - 1
c c

Hogyan kaphatjuk meg f fiiggvény grafikonjabdl egy fiiggvénytranszformacié soran nyert fiiggvény grafikonjat?

A flggvényértékek minden helyen c-vel néve- Eltoljuk f grafikonjat az y tengellyel parhuzamosan c-vel (,,fel
kednek. vagy le”). Az eltolas vektora v(0; c).

»Megnyujtjuk” vagy ,zsugoritjuk” f grafikonjat az y tengely-
lyel parhuzamosan. Ha ¢ negativ, akkor tikrozziik is az x
tengelyre.

A fliggvényértékek minden helyen c-szeresiik-
re valtoznak.

Az x helyen felvett fiiggvényérték egyenlé az Eltoljuk f grafikonjat az x tengellyel parhuzamosan (-c)-vel
eredetileg x + c helyen felvett fiiggvényértékkel. (,jobbra vagy balra”). Az eltolas vektora u(-c; 0).

»Osszenyomjuk” vagy ,széthuzzuk” f grafikonjat az x ten-
gellyel parhuzamosan. Ha ¢ negativ, akkor tiikrozziik is az y
tengelyre.

Az x helyen felvett fiiggvényérték egyenld az
eredetileg cx helyen felvett fiiggvényértékkel.

A grafikonok abrazoldsaban segitenek a fiiggvényabrazold programok.

FELADATOK

A feladatokban szereplé fiiggvények értelmezési tar- E E1 Allitsd parba a fiiggvények nevét és hozzérende-
tomanya a valds szamok halmaza. Iési szabalyat!
E1 A kidolgozott feladat grafikonja segitségével jel- IA
lemezd az f(x) = sin 2x fiiggvényt a kovetkezd szem- f
pontok alapjan: értelmezési tartomdny, értékkészlet, h
periodikussag, paritds (paros, paratlan vagy egyik
sem), zérushelyek, szélsdértékek! / J A\
. - T 0 - 5
E E1 Abrézold és jellemezd az f(x) = sin 1y figg- - / 2
vényt! 2 ¢ k
ﬂ E1 Abrazold és jellemezd az f(x) = 3cos 2x fiigg- A) x> sin 2x - 1 C)x+>2 - 2sinx
vényt!
B) x> 2 cos x D)xl—)sin§+1
n E2 Abrézold és jellemezd az f(x) = 3sin 2x - 3 fiigg-
vényt! B E2 Hatdrozd meg az a és ¢ paraméterek értékét a
fiiggvény tulajdonsagainak ismeretében!
f(x) = a - sin cx, ha fminimuma -3,5; és f zérushe-
lyei kozott a legkisebb pozitiv szam 2?7[

23. LECKE / HANGFREKVENCIA ES FUGGVENYTRANSZFORMACIO



24 TRIGONOMETRIA

TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK I.

m trigonometrikus egyenletek
KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kévetkezd egyenleteket!

1

a)sinx=-- b)sin2y=—l Cc)4sinx +4=2sinx+3
2

2

Megoldds:

a)

b)

c)

Azokat a valos szamokat keressiik, amelyeknek a szinusza — l .

0 és 2 kozott két olyan valds szdm van, amelyre ez teljesiil.

AsinZ = L ismeretében az 4brarol leolvashato, hogy az egyik érték -nél

<Y

%—tal tobb, azaz 7?”, a mdsik érték 27-nél %—tal kevesebb, azaz ll?n

De nemcsak a 0 és 2 kozotti megoldasokat kell megkeresniink, hanem az _

Osszes valos szamot, amelynek szinusza - La grafikonrdl leolvashatjuk,
2
hogy tugy kapjuk meg ezeket a szamokat, ha a 0 és 27 kozotti megolda-

sokhoz egész szamszor hozzaadjuk a szinuszfiiggvény periodusat, a 27-t.

:

JA

o T N wy N
N, ) N @/ ) N @/ ) N

\/i__ N_" N_" N

=)
Bl

7 117

A megoldédsok tehdt: x = —+2km, ke Z és x,=—+2n, leZ.
6 6

Azokat a valds szamokat keressiik, amelyek kétszeresérél tudjuk, hogy szinusza — L
2
Keressiik meg el6szor azokat a szimokat, amelyek szinusza — 1Az a) pontban épp ezeket hatdroztuk meg, s ezt taldltuk:
2

7 11z

X, =—+2kn, kel és x,=——+2n, lel.
6 6

Az egyenletnek pontosan azok a szamok lesznek a megolddsai, amelyeknek ezek a kétszeresei. Osszuk el ezért x -et és
x,-t 2-vel! Vigyazat, minden tagot osztani kell 2-vel, a 2k7 és 2r tagokat is!

Az egyenlet megolddsai: y, = Z—Z +kr, kel és y,= e +in, leZ.

Az egyenlet dtrendezésével kapjuk: 2sinx+4=3 P 2sinx=-1 P sinx=- 1
2
Az egyenlet megoldésait tehat az a) pontban meghatarozott valds szamok adjak:

x =%+ZZTE, leZ.

x1=7—ﬂ+2k7t, kel és 5
6

TRIGONOMETRIA



1. Az 6sszes megoldas megkeresése
A szogfiiggvények periodikus tulajdonsédga miatt egy trigonometrikus egyenletnek a valds szamok halmazan végtelen sok
megoldasa lehet.

Ha ¢ > 1 vagy ¢ < -1, akkor a sin x = ¢, illetve cos x = ¢ egyenleteknek nincs megoldédsa a valds szamok halmazan. Hac=1
vagy ¢ = -1, akkor egy csoportban, ha -1 < ¢ < 1, akkor két csoportban sorolhatok fel azok a valds szamok, amelyekre
sin x = ¢, illetve cos x = c.

Valoés szamokat a periddussal
=? =2
keresiink > = 7 > = ) > egyiitt )

Allitsd a sza- — - )

sin illetve sin: x,=7mT—x x +k-2m
moldgépet 2 ! ' (k,1eZ)
tizemmaodba! funkcid cos: xz == 'xl x2 +1-27

A tangensfiiggvény minden valds szamot felvesz, de periédusonként csak egyszer. Periddusa azonban nem 27, hanem 7.

Valos"szamokat > o? > a peflodussal
keresiink egyiitt

A tg x = c egyenlet -

megoldasa Allitsd a sza-
moldgépet illetve x+k-n(keZ)
tizemmadbal

2. A periddus valtozasa
Figyelj arra, hogy amikor egy egyenletet osztunk egy szammal, akkor minden tagot, tehat a periédust is osztani kell.

Példdul:  tgx=1 megoldasa x= % +k-m (keZ)

tg2x=1 esetén 2x = % +k-m, ebbdl a megoldas x = % +k- % (keZ).

FELADATOK

E E1l Oldd mega val6s szimok halmazdn a kovetkez6 E EL A hélozati valtakozd fesziiltség id6beli valtoza-

egyenleteket! sat az U(t) = 325 - sin (1007 - t) Osszefliggés adja meg,
J3 J3 ahol t a mérés kezdete o6ta eltelt id6 masodpercben
a)cosx=-— cos2y=— meérve, és U(t) a fesziiltség pillanatnyi értéke voltban
2 2 mérve. A mérés elsé masodperce alatt (0 < t < 1 ese-
b) tg x = - \/5 tg Y —_ \/5 tén) hany idépillanat van, amikor a fesziiltség értéke
2
a)ov; c)220V;
. 2 . 2
C)sinx= — sin 2x = —
2 2 b) 325 V; d) 400 V?

2 Seanii= \/5 S Cosx cos2x-2=1 B E1 Az U(f) = 325 - sin (1007 - t) Osszefliggés szerinti

tgx tgx 1 valtakozo fesziiltség esetén (ahol -t masodpercben és
3 2 6 U(t)-t voltban mérjiik) hatdrozd meg azokat a t id6-
pillanatokat, amikor a fesziiltség értéke

e) 3sin x = \/5 + sin x

a)-325V; h) 162,5 V; c) 220 V!



m masodfoku egyenletre visszavezethetd trigonometrikus egyenletek, addicids tételek

KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg a valds szamok halmazan az egyenleteket! Ezt kapjuk: y, =5ésy, =-1.
a) sin’x-4sinx-5=0 Ebbél sin x = 5, illetve sin x = -1.
b) sin’x + cos x + cos*x =0 A sin x értéke nem lehet 5, ez nem vezet megoldashoz.
A sin’x leirdssal azt jeloljitk, hogy a sin x-nek vessziik A valds szamok halmazan a sin x = -1 egyenlet megol-
a négyzetét, azaz sin’x = (sin x). désais x = 2% + 2k7, aholk € Z.
Megoldds: b) Minden x Vzalc’)s szdmra sin’x + cos?x = 1.
a) Az egyenletben szerepel sin x is és a négyzete is. Ve- Ezt alkalmazva az egyenlet igy alakul:
zesslink be sin x helyett Gj ismeretlent: y = sin x. Ezzel 1 + cos x = 0, dtrendezve: cos x = 1.
a helyettesitéssel az egyenlet igy alakul: y*> - 4y - 5=0.
Ennek a mésodfokd egyenletnek a gyokeit meghata- A megolddsok:
rozhatjuk a megoldoképlettel. x=rm+2kn, aholkeZ.

1. Masodfoku egyenletre visszavezethetd trigonometrikus egyenletek

Ha egy trigonometrikus egyenletben egy szogfliggvény és annak a négyzete is szerepel, akkor érdemes el6szor 0j ismeret-
lent bevezetni, és az igy kapott masodfoku egyenletet megoldani.

2. Trigonometrikus azonossagok

A szogtiiggvények kiterjesztése ugy tortént, hogy a hegyesszogek szogfiiggvényei kozott fennalld kapcesolatok tetszéleges
forgasszogre is teljesiilnek.

> Tr.1gonometr1kus Pltagorasz-Fet?I sin 2x + cos’x = 1
minden valds szdm esetén teljestil:

P A tangens szdgfiiggvény definicidja szerint minden sinx

ﬂ r J4 r
X # B + krt (k € Z) valds szam esetén: cosx

Az el6bbi két azonossag segitségével sok trigonometrikus egyenlet ugy alakithatd, hogy ugyanazon szégnek ne kétféle
szogfiiggvénye szerepeljen benne, hanem csak egyféle.

3. Addicids tételek

Két sz0g Osszegének szinusza altaldban nem egyenld a szogek szinuszainak osszegével. Példaul sin 30° + sin 60° =
3

=05+ 5 = 1,366, mig sin (30° + 60°) = sin 90° = 1. Addicids tételeknek nevezziik azokat az azonossagokat, amelyek azt

adjak meg, hogyan szamithatjuk ki két szog dsszegének és kiilonbségének a szogfiiggvényeit a két szog szogfiiggvényei
segitségével. Ezeket az azonossagokat megtaldlhatod a filiggvénytdbldzatban is.



I. Két szog 0sszegének szinusza és koszinusza (tetszbleges o, [f forgasszog esetén)

sin (¢ + B) = sin ot - cos f+ cos o - sin B

cos (@ + B) =cos - cos B-sin a-sin

sin 2a0=2-sin o - cos a

cos 2a.=cos? o - sin? &

II. Két szog kiilonbségének szinusza és koszinusza (tetszbleges o, f forgasszog esetén)

sin (o - f§) = sin a - cos f - cosa - sinf

cos (a - ff) =cos a - cos B+ sin a - sinf

III. Két szog Osszegének tangense (ha a-nak, f-nak, (a + B)-nak illetve 2o-nak létezik tangense)

tgattgh

tg(a+ﬁ):1—tga-tgﬂ

FELADATOK

T E1 0ldd meg a valés szémok halmazén az egyenle-
teket!

a) cos?x - 3cos x=0 b) tg?x - 4tgx+3=0

E E1 Oldd meg a valds szimok halmazan az egyenlete-
ket!
a) sin?x + 1 = 4sin x - cos’x
b) sin? x + 2cos’x + cosx -3 =0
C) tg x + sin’x + cos? x = 0
d) sin x + 1 = cos® x
E E1 A kovetkezd egyenletek visszavezethetdk a tan-

gens szogfiiggvényre. Oldd meg az egyenleteket a va-
16s szamok halmazan!

Q) sin x = —cos x b) 3sin x = 8 cos x

n E1l Az addiciés tételek segitségével oldd meg az
egyenleteket a valds szamok halmazén!
a) sin 2x = sin x
b) cos 2x = sin x

C)sin2x=tg x

I E1 Az addici6s tételek segitségével és a nevezetes
szogek szogfiiggvényeinek ismeretében add meg a
kovetkez6 szogtiiggvények pontos értékét!

¢) sin 75° = sin (30° + 45°) =
d) cos 15° =
€) tg 105°=

E E1 A fénytorés torvénye alapjan, ha a abeesd fénysu-
garnak, B pedig a megtort fénysugarnak a beesési me-

@ A sina
rélegessel bezart szoge, akkor

értéke a kozegekre

sin
jellemz6 érték, amit torésmutatonak neveziink.

Hatarozd meg azt a beesési szoget (a-t), amely esetén
o =23, ha a térésmutato 1,6!
. "YdE e

E2 Egyhdromszogkét oldaldnak hossza a = 12 cm és
b =10 cm. Ezen oldalakkal szemkozti szogekre telje-
stl, hogy a = 23. Mekkorak a haromszog szogei?

25. LECKE / TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK II.



TRIGONOMETRIA

TRIGONOMETRIKUS EGYENLOTLENSEGEK

m trigonometrikus egyenlétlenségek
KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Egy rugora akasztott test harmonikus rezgémozgdst végez. Az egyensilyi helyzet 5 cm-rel van az asztallap szintje
folott. A rezgés amplitudodja (legnagyobb kitérése) 4 cm, korfrekvencidja o = 1 ! . Abrazoljuk grafikonon a test kitéré-
s

sét az id6 fuggvényében, és hatarozzuk meg azokat az idéintervallumokat a tengelyen, amikor a test kozelebb van az
asztallaphoz, mint 2 cm!

Megoldds:

A testnek az egyensulyi helyzettél mért tavolsagat (kitérését) az y = A - sin ot Osszefliggés irja le, ahol A az amplitudo,
o a korfrekvencia, t az eltelt id6. Ha az asztallaptdl valo tavolsagot h-val jeloljiik, és figyelembe vessziik a fenti adatokat,
akkor h =4 - sint + 5 figgvény adja meg cm-ben mérve a test mozgéasat. Grafikonon abrazoltuk az asztallaptol mért ta-
volsagot az id6 fliggvényében. A grafikonon bejeloltiik, hogy mely esetekben lesz a test 2 cm-nél kozelebb az asztallaphoz.
h(cm) A
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A megfelel§ intervallumok felirdsahoz a 4 - sin t + 5 < 2 egyenl6tlenséget kell megoldani.

Az egyenl6tlenség mindkét oldaldbol vonjunk ki 5-6t, majd mindkét oldalt osszuk el 4-gyel!

4.sint< -3

P sint<-0,75

Abrézoljuk kozds koordindta-rendszerben a valés szamok halmazén értelmezett /(1) = sin  és g(tf) = -0,75 fiiggvényeket!
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Az egyenl6tlenség akkor teljesiil, ha az f fiiggvény grafikonja a g fliggvény grafikonja ,,alatt” van. A megoldds felirasahoz

keressitk meg azokat a valds szamokat, amelyekre f{f) = g(#)!

sin t =-0,75, ebbdl t, =-0,848 + k-2m  és

TRIGONOMETRIA

t,~m-(-0,848) + k-27=3,990 + k- 27 (k € Z).



Azonositsuk be, hogy pontosan melyik két érték hatdrolja az abran lathato elsé intervallumot! Ehhez kezdjiik el felso-
rolni az egyenlet (pozitiv) megolddsait. ¢, a kovetkez6 megolddsokat jelenti: 5,435; 11,718... t, a kovetkezé megolddsokat
jelenti: 3,990; 10,273; 16,556... A keresett intervallum tehat: ]3,990; 5,435[. Az Osszes megoldas igy irhato: 13,990 + k - 27;
5435+ k-2n[ (ke Z).

A test tehat mésodpercben mérve a kovetkezd idSintervallumok esetén van 2 cm-nél kozelebb az asztallaphoz:
3,990 < t < 5,435, majd 10,273 < t < 11,718, majd 16,556 < t < 18,001 stb.
Osszesitve: 3,990 + k- 2w < t < 5,435 + k- 27 (ahol k € N).

2. Oldjuk meg a sin x > % egyenl6tlenséget a valds szamok halmazan!

Elsé megoldds:

. . 3
Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben a valds szamok halmazan értelmezett f(x) = sin x és g(x) = Y fiiggvényeket!

VA
1

-5 4 \3\2 -1 0 2 3 4 5// 7 8 x

Az egyenlétlenség akkor teljesiil, ha az f fliggvény grafikonja a g fliggvény grafikonja ,,folott” van. A megoldas felirasahoz
keressiik meg azokat a valos szamokat a [0; 27] intervallumban, amelyekre f(x) = g(x).

) T T _2m

sinx= ——, ebbdl X, == és  x,=m- —
2 3 3 3

8(x)

Ebben a periddusban a megoldds tehat: }%, z?ﬂ[

Az 6sszes megoldast ugy kapjuk meg, ha figyelembe vessziik, hogy a teljes intervallumot eltolhatjuk 27 egész szamu tobb-
szorosével. Ehhez az intervallum két szélét jelentd szamhoz 27-nek ugyanazt a tobbszordsét kell adnunk.

A megoldas: }%-ﬁ-k-Zﬂ; 2%+k-27r[ (keZ). g
e
Masodik megoldds: 2
Keressitk meg az egységkoron, hogy mely forgasszogek esetén teljesiil, hogy az origd ;g: ? p120)
koriil elforgatott P(1; 0) pont masodik koordinataja nagyobb, mint g .Ezteljesil, -1 0 ]

ha % <x< 2?7[ A periddus figyelembevételével a megoldas: }g +k-2m; 2?7r +k -27{

(ke Z).

FELADATOK

E E1 Abréazold kozds koordindta-rendszerben a valés szamok halmazén értelmezett fiiggvényeket! Hatdrozd meg a h
fiiggvények zérushelyeit!

a) f(x) = sin x gx)=1,5-sinx h(x) = 1,5 - sin (x+%)

b) f(x) = cos x g(x) = cos (x—%j h(x) = cos (x—%j +1



E E1 A grafikonok segitségével oldd meg a valés szamok halmazan az egyenl6tlenségeket!

4z y‘:c(‘)sx [ S I O O Zh sinx
1 2 4 0/)\3 4 5 6 x V4 1
AN N . A / x
~1 Jo 1 3 5 6 x 5 251“(’“‘2)/ —2—117 1 2.5 4 5 6N
-1 \\ \ I

/

-4

a)cos x> b)2sinx-22>0 c) —sin x <

L L
2 2

E E2 Abrazold a valés szimok halmazan értelmezett f(x) = 2 - cos ( x_zj fuggvényt, majd oldd meg a kovetkezd
3

egyenldtlenséget a valds szamok halmazan: 2 - cos [ x _EJ > 0!
3

n E2 (Emelt szint( érettségi, 2020)

Az északi félteke 50. szélességi korén egy adott napon a nappal hosszat (a napkelte és a napnyugta kozott eltelt idot) jo
kozelitéssel a kovetkezd ffiiggvénnyel lehet modellezni:

_ n
f(n) =-5,2cos ( 5

*8) 1112,
8

ahol 7 az adott nap sorszamat jelli egy adott éven beliil, f(n) pedig a nappal hossza 6raban szamolva (1 < n < 365,
neN).

Az alabbi dbra a g: [1; 365] — R; g(x) = 5,2 cos (x;-gg

) + 11,2 fiiggvényt szemlélteti.

(A g fuggvény az f-nek egy folytonos kiterjesztése.)
VA

16
10

12
I

Q
O

4
4

»
>
X

20 180 340

a) Szamitsd ki a modell alapjan, hogy az év 5. napjan milyen hosszt a nappal! Valaszodat 6ra:perc formatumban,
egész percre kerekitve add meg!

b) Igazold, hogy (a modell szerint) egy évben 164 olyan nappal van, amelyik 12 érdnal hosszabb!

I E2 Mely val6s szamok esetén van értelmezve a kifejezés?

a) V1+cosx c) _ e) 1

3tgx—\/5 sin® x +6cosx +6

b) «/sinx—0,5 d) !

2sin® x — 7sinx — 4

E E2 Hatdrozd meg mindazokat a {—%;m}be tartozé valos szamokat,

~N—

.l

amelyekre igaz, hogy tg x = 2sin x!

\\-—

=Y

a) A két grafikon alapjan allapitsd meg, hany megoldds van, és adj becs- 4z, -
lést a megoldasokral

N
(=}

b) Oldd meg a tg x = 2sin x egyenletet a valos szamok halmazan!

e
—_—



27 TRIGONOMETRIA

OSSZEFOGLALAS

(D = definicio, T = tétel, M = mddszer, eljaras)

DEREKSZOGU HAROMSZOG

sing =2 szoggel szemben 1év6 befogé hossza
atfogé hossza
cosa=2 sz6g melletti befogd hossza
Szogfiiggvények 4tfog6 hossza
(derékszogt . o :
p . o szoggel szemben 1év6 befogd hossza
haromszogben) tga=
a szog melletti befogd hossza
o sz6g melletti befogd hossza
ctga= " o :
o szoggel szemben 1év6 befogd hossza

ALTALANOS HAROMSZOGEKRE VONATKOZO TETELEK

(a szokasos jeldléseket alkalmazva)

Syi crel a_ sina
zinusztete b sinp
- Koszinusztétel c2=a*+b*-2-a-b-cosy
a-b-sin
. A hdromszog teriilete T= Ty
SZOGFUGGVENYEK

Ha a Q pontot ugy kaptuk, hogy a P(1; 0) pontot 3 szoggel elforgattuk az origé
koril, akkor a Q pont koordinatai: (cos f3; sin ).

YA

1
Szogfiiggvények

kiterjesztése tetszoleges
forgasszogre B P(1;0)

Osszefiiggés egy szdg

szinusza és koszinusza sin?a + cos*a = 1
kozott

A' tal}gens, szogfiiggvény tga = Smne
kiterjesztése, ha cos x # 0 cosa

jo) 1

;’\ —_
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/// r 7
Azt a szamot, amely megmutatja, hogy egy a kozépponti  / AA

|
1

Szogek ivmértéke (radian)  sz0ghoz tartozo koriv hossza hanyszorosa a sugar '
hosszanak, az o sz6g ivmértékének nevezzik. \ /

Atvéltas fok és radian

o 180° = 7 (rad), ez alapjan 1 rad = 57,3° és a° = &z (rad).
kozott 180

sinx=a

(Melyek azok a radianban &0 > | x4 k27 (ke Z)
mért fOI'géSSZéng, uzemmod billentyt > i
Y > > x,+1-21 (e Z)

amelyeknek szinusza a?)

(-1<a<l)

cosx=a

(Melyek azok a radianban — = e | k27 (ke Z)
meért forgasszogek, ®AD) N X
U > > x,+1-27 (IeZ)

amelyeknek koszinusza a?)

tizemmaod

(-1<a<l)

tgx=a

(Melyek azok a radidnban > 1. R
meért forgasszogek “Zemm"d blllentyu I—-
ol

amelyeknek tangense a?)

D.=R YA I
R _ [_1‘ 1] 1 WS sin x
f >
Szinuszfliggvény Zérushelyek: x =k - (k€ Z) ‘ ‘ >
Periodikus, periédusa: 27 L0 2 3N S A x
Pératlan fuggvény
sz R YA [
R=[-11] ; y=C0os X
f b
inuszfiiggve Zérushelyek: x= =+ k- 7 (k € Z - ~ L,
Koszinuszfliggvény crushelyer:x == +k-m(keZ) ﬁ -1 |0 1 ?: 3 ?i 5 6 x
— 1A

Periodikus, periédusa: 27

Paratlan fliggvény

Paros fiiggvény

T

D=R\:Z+k-w (keZ) LA = [

2 ! | |

r1 2 : :

R=R AN :
} Zérushelyek: x =k - w(k € Z) / i | / ! Y4
Tangensfliggvény Periodikus, peridédusa: 7 -2-1/10 112 /3 4 15 /é x

—_—
| |
w N



A fiiggvényérték transzformacioi

A faggvényértékek . »
fo) +c minc%egn he}lfyen cvel Eltoljuk f grafikonjat az y tengellyel
névekednek parhuzamosan c-vel. (,,fel vagy le”)

A fuggvényértékek  ,Megnyujtjuk” vagy ,zsugoritjuk” f

¢ ) minden helyen grafikonjat az y tengellyel parhuzamosan.
c-szeresiikre Ha c negativ, akkor tiikrozziik is az x
valtoznak. tengelyre.

A fiiggvényvaltozé transzformacioi
M  Fuggvénytranszforméciok
ggveny Az x helyen felvett

fuggvényérték
flx+c¢) egyenld az eredetileg
x + ¢ helyen felvett

Eltoljuk f grafikonjat az x tengellyel
parhuzamosan (-c)-vel (,jobbra vagy balra”).

tuggvényértékkel.
?..Z ~ };iyzﬁtefilvett »Osszenyomjuk” vagy ,,széthuzzuk” f
flen) euggl(’)’ };z eredetile grafikonjat az x tengellyel pairhuzamosan.
* &Y & Hac negativ, akkor tiikrézziik is az y
cx helyen felvett tengelvre
fuggvényértékkel. gelyre.
x 0 30°:% 45°=% 60022 9oo=§
sin x 0 : ﬁ £ 1
Nevezetes szogek 2 2 2
szogfiiggvényei 1
COs X 1 ﬁ ﬁ - 0
2 2 2
L nem
18X 0 3 ! V3 létezik
Addicids tételek:

sin (o + ) = sin o - cos §+ cos o - sin B

T Kétszogo ének
g Osszegéne . .
. 2 . cos (a + f§) = cos o - cos B - sin o - sin

szinusza és koszinusza @+h) p p
- Két szog kiilonbségének sin (o - ) =sin a - cos B - cos o - sin

szinusza és koszinusza cos (o fB) = cos & - cos B+ sin a - sin 8
T Szog kétszeresének sin2a=2-sin a-cos a

szinusza és koszinusza s V7 = o — Sl

tga+tgf
tgla+p)=——"—

r  Kétszogosszegének 1-tga-tgf

tangense 2tga

8 tg2o = &



FELADATGYUJTEMENY

1.

E1l A gizai nagy piramis — mas néven Kheopsz-pira-
mis — a legrégebbi és egyben az egyediili fennmaradt
csoda az dkori vilag hét csoddja koziil. Alakja - kisebb
eltérésektol eltekintve - szabalyos négyoldalt gula,
melynek alapéle 230 méter hossza, magassaga 137 mé-
ter. Hatarozd meg, mekkora a vizszintessel bezart sz6-
giik az oldallapoknak, valamint az oldaléleknek!

230

. E1 Az ABCharomszogben AB =65 mm, BC =98 mm,

az ABC szog 108°-0s. Mekkora ennek a haromszognek
a) a C csticsbol indulé magassaga;

b) a tertilete;

c) a két hegyesszoge;

d) a B csucsbdl induld magassaga;

e) az AC oldala?

. E1 Egy korlapbol olyan szabalyos 7-széget vagunk ki,

amelynek oldalai 2,6 cm hosszuak.

a) Mekkora sugaru korlap esetén oldhaté meg ez a fel-
adat?

b) Legkevesebb hany cm? hulladék keletkezik?

c) A szabalyos hétszogbdl Gjra kivagunk egy korlapot.
Mekkora lehet ennek a sugara?

. E1 A sikban a 17 cm sugaru kér K kozéppontjatdl

20 cm tavolsagra van a P pont. A P-bél két érint6t
hazunk a kérhoz.

a) Mekkora szoget zar be a két érint6?
b) Mekkora az érintészakaszok hossza?

c) Mekkora teriilett az a konvex sikidom, amelyet a
kor egy ive és a két érintészakasz hatarol?

d) Mekkora teriiletli az a konkav sikidom, amelyet a
kor egy ive és a két érintdszakasz hatarol?

. E2 Egy hdromszog két oldalanak hossza 12 cm és

20 cm, az ezen oldalak altal kozbezdart sz6g nagysaga
100°. Hatdrozd meg a haromszog legnagyobb szogét fe-
lez6 egyenes haromszogbe es6 részének hosszat!

6. E2 Két kor sugardnak hossza 34 cm, illetve 78 cm.
A korok kozéppontjainak tavolsaga 88 cm. Hatarozd
meg a két kor kozos hurjanak hosszat, valamint an-
nak a sikidomnak a teriiletét, amelyet a két kér kozo-
sen fed le!

7. E2 Harom, egymast paronként kiviilrdl érinté kor
sugarainak nagysaga 1 m; 2 m; 3 m. Mekkora a harom
kor altal 1étrehozott zart sikidom keriilete és teriilete?

A

8. E1 A P(1; 0) pontot elforgattuk az origd koril « for-
gasszoggel. Készits abrat az egységkorrel, és olvasd le
az abrardl a forgatds utan kapott pont koordinatdit, ha

a) o= 135% c) o= -270%

b) o = 210° d) a = 330°!

9. E1 Mekkora a szoggel forgathattuk el az origé koriil
a P(1; 0) pontot, ha a képe

V2

a) a IL siknegyedbe keriilt, és szinusza X< ;

2
b) a ITI. siknegyedbe keriilt, és koszinusza — ﬁ ;
2

c) aIV. siknegyedbe kerilt, és tangense — NEX:

10. E1 Melyek azok az a szogek, melyekre

360° < a < 1080°, és
a) sin a = 0,157; c) cos a =0,823;

b) sin a = -0,558; d) cos o =-0,7312

11. E1 Hatdrozd meg a kovetkezd radidnban meért for-

gasszogek szinuszat és koszinuszat!

1,5, 2,5, 3,5 -2, -5, 11.

12. E1 Szamoldgép nélkil hatdrozd meg a kovetkezd ra-

didanban mért forgasszogek szinuszat és koszinuszat!

x5

LRI

2 6 4 3

, 3.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

E2 Allitsd névekvé rendbe az aldbbi mennyiségeket!
(Probalj meg szamologép nélkiil dolgozni!)
A =sin 3° B =sin 43° C=sinrm

D =cos 47° E=cosn F = cos 234°

E1 Oldd meg az alabbi egyenleteket a valés szamok
halmazan!

a)sinx = 1 c) sin x = -0,707
2
V3
b) cos x = > d) cos x =-0,1234
E1l Mennyi lehet annak a szognek a koszinusza,

melynek

a) szinusza 0,35; b) tangense -1,2?

E1 Abrazold a kovetkez6, valds szamok halmazan ér-

telmezett fliggvényeket k6zo6s koordinata-rendszerben!
a) flx) =sin x c) h(x)=3sinx+3

b) g(x) =3sin x d) k(x) =3sinx -1

E1 Abrézold a kovetkezd, valds szimok halmazén ér-

telmezett fliggvényeket kozos koordinata-rendszerben!
a) flx) = cos x c) h(x) =3 -2sinx

b) g(x) = -2cos x d) k(x) = |3 - 2cos x|

E2 Abrazold a kovetkezd, valds szamok halmazan ér-

telmezett fliggvényeket kzos koordindta-rendszerben!
a) f(x) = cos x ¢) h(x) = cos 3x + 2

b) g(x) = cos 3x d) k(x) = |cos 3x + 2|

E1l Hatdrozd meg a valds szdmok halmazén értelme-
zett fuggvények értékkészletét!

h(x) =sin 0,5x
k(x) = cos2x -2

flx)=2sinx+1

g(x) =-cosx+5

E1 Oldd meg a valés szdmok halmazén az egyenle-
teket!
a)tg(2x) =0 c) sin x =cos x

b) CoSX _COosx _ i

3 4 12
E1l Oldd meg a valés szdmok halmazén az egyenle-
teket!
a)2sin’x+3sinx-2=0

b) 2 cos x = sin? x + cos® x

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

E1l Oldd meg az egyenleteket a valés szdmok halma-
zan!

3

a)cosxz—T c)tgx=0

b) sin x = -1 d)sinx-0,5=0

E2 Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halma-

zan!

a)2sinx= 2 c)tgx|=1

b) cos? x = 1 d) [sin x| = 1
2

E1 Oldd meg az egyenleteket a valés szimok halma-
zan!
a) 2sin x = -5cos x c)tg?x+2tgx=-1

b) sin x - cosx=0 d)4sin?x +4sinx+1=0

E1 Oldd meg az egyenleteket a valds szdmok halma-
zan!

a)2cos?x+5sinx+1=0 b) 2sin?x +cosx =1

E2 Oldd meg az egyenleteket a valés szimok halma-
zan!

a)2sinx(l -tgx) =0 b) (2cosx - I)(tgx + \/§)=0

E2 A megfelel$ addicios tétel segitségével oldd meg
az egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) cos 2x =4 + 5sin x - 4sin® x
b) 2sin? x - sin 2x = sin 2x — 2cos® x

c) 2sin>x -1 =cos x — 2cos 2x

E2* QOldd megazegyenleteta valos szamok halmazan!
a)2cos’ x-5cos?x-3cosx=0 c)tg! (3x) =tg> (3x)
b) 2sin* x = 3sin? x + sin? x

E2* (Emelt szint( érettségi, 2011)

Hany (x; y) rendezett valos szampar megolddsa van az

alabbi egyenletrendszernek, ha x és y is a [0; 27] zart
intervallum elemei?

sinx-cosy =0
. .2 1
sinx+sin” y =—

4

E2* (Emelt szintt érettségi, 2019)
Egy haromszdégben a szokasos jelolésekkel a = 3,

b= 27 és =20 Szdmitsd kia héromszog szogeit!



KOMBINATORIKA ES GRAFOK

SORBA RENDEZES, KIVALASZTAS

-m. sorba rendezési és kivalasztasi feladatok, faktoridlis, n alatt a k

m alaptipusok rendszerezése és elnevezései, ismétléses permutacié

BEVEZETO

Melyikbél van t6bb? A helyes valaszhoz tartozo betiikbdl egy X VIII. szazadban élt hires matematikus neve rakhato ki. Ki 62

KIDOLGOZOTT FELADAT

Hanyféle kod rakhato ki a BICIKLI sz6 7 bettijének felhasznalasa- Szinek Csak a betiik

val iigy, hogy mind a 7 betfit felhasznaljuk? figyelembe- figyelembe-
vételével vételével

Megoldds: KICIBIL

7 kiilonboz6 elem 7! féle médon rakhatd sorba. Most azonban KICIBIL

vannak az elemek kozt azonosak: 3 db I bet(i van. KICIBIL

leset KICIBIL

Els6 1épésben kiilonboztessiik meg az egyformdkat! Példaul kap- KICIBIL 6 eset

janak kiilonboz6 szint az azonos betiik: I, I és I. Igy mér 7 kilon- g jeIBIL
boz6 elemiink van, és ezek 7! féleképpen rendezhetdk sorba. KICIBIL

.

Figyelembe kell azonban venniink, hogy igy minden kédot tobb-
szOr is szamoltunk. Ezt a kddot: KICIBIL annyiszor szamoltuk, ahdnyféleképpen a 3 db I betii elhelyezkedhetett. Mivel a
3 db szin 3! = 6-féleképpen rendezhetd sorba, ezt az esetet — és minden mas esetet is 3! = 6-szor szamoltuk. A lehetéségek

7!
szamat ezért megkapjuk, ha 7!-t osztjuk 3!-sal: 3 840.

Hasonl6 okokbdl a MOTORBICIKLI sz6 12 bettijébdl kirakhat6 kodoknal a hdrom I és a két O bet kiilonbo6z6 elhelyez-

12!
kedéseinek szamaval is kell osztanunk, azaz ebben az esetben a lehetéségek szama _3| YR
P Ha n elemet sorba rendeziink, és az elemek kozott van k, k,, ... k; db egyforma, akkor a lehetséges sorba rendezések
. n!
szama: ——— .
KUkt k!

(n, i, kv e ki pozitiv egész szamok, n > k1 +...+ ki)

KOMBINATORIKA ES GRAFOK



A kombinatorika feladatok alaptipusai (1, k € Z*; az ismétléses variaciot kivéve n > k)
1. Permutaciok
Permutacié: n db elem egy lehetséges sorba rendezése

P ismétlés nélkiili permutdcio: minden elem kiilonb6z6

Bizonyitds:

Az els6 helyre az n elem barmelyikét valaszthatjuk. A masodik helyre a megmaradt

n - 1 elem barmelyikét tehetjitkk. Az els6 valasztas mindegyike (n — 1)-féleképpen

folytathato, ezért ez eddig n - (n — 1) lehet6ség. Ezek mindegyike folytathaté a har-

.l madik helyen (n - 2)-féleképpen. Es igy tovébb, mindig 1-gyel kevesebb elembél
valasztunk az el6bbi helyhez képest, végiil az utolsé helyre a megmaradé 1 elemet
tehetjiik. Ez 0sszesenn - (n— 1) - ... - 1 = n! lehetéség.

n kiilonbo6z6 elem lehetséges
sorba rendezéseinek szama:

P ismétléses permutdcio: az elemek kozott vannak azonosak

n elem sorba rendezéseinek Bizonyitds:

szdma, ha koztiik k, ky, ...k, Elészor kiilonboztessiik meg az egyformékat! Igy az n elem n! féleképpen rendez-

db egyforma: het6 sorba. Ekkor azonban minden lehet8séget annyiszor szamoltunk, ahanyféle-
al képpen k, egyforma és k, db egyforma, ... és k, db egyforma elem sorba rendezhetd,
Tkl k! azaz k! - k,! - ... - k!-szer. Mivel ezen elemek egymas kozotti sorrendjét nem kell

ALY ey Al

figyelembe venni, ezért ezzel osztanunk kell az n!-t.

P ciklikus permutécio: minden elem kiillonb6z6, és az elemeket zért lancba (korbe) rendezziik, azaz nincs kozottiik elsd

n kiillonb6z6 elem lehetséges  Bizonyitds:
ciklikus sorba rendezéseinek Egy elemet (jeloljitk A-val) kivalasztunk és elhelyezziik barmelyik helyre. Hozza

(ciklikus permutacidinak) képest a tobbi helynek mar van sorrendje (pl A-t6l jobbra az els6, jobbra a masodik,
szama: stb.). Erre az n — 1 helyre kell sorba rendezni a megmaradt n — 1 elemet.
(n-1)! Ez 6sszesen (n — 1)! lehetdség.

2. Variaciok
Variacio: n kiillonboz6 elembél kivalasztunk k db-ot, és szamit a kivalasztas sorrendje

P ismétlés nélkiili varidcié: minden elem legfeljebb egyszer valaszthatd ki

n kiillonb6z6 elembdl kivalasztunk k darabot,

. e 1w Bizonyitds:
- an o cmibadl RG24l Az els6 helyre az n elem barmelyikét valaszthatjuk. A masodik
P szédmit a kivlasztds sorrendje; helyre a megmaradt n — 1 elem barmelyikét tehetjiik. Az elsd va-

» minden elem legfeljebb egyszer vélaszthato. lasztds mindegyike (n - 1)-féleképpen folytathato, ezért ez eddig
n - (n - 1) lehetdség. Ezek mindegyike folytathaté a harmadik
helyen (n - 2)-féleképpen. Es igy tovabb, mindig 1-gyel kevesebb

n! elembdl vélasztunk az elébbi helyhez képest. Osszesen k db ele-

(n—k)! met valasztunk, ezért az utolso elem az (n - k + 1)-dik.

A lehet6ségek szama:

n-(n=1)-...-(n—k+1)=

P ismétléses varidcio: az elemek akdar tobbszor is kivalaszthatok

n kiilonb6z6 elembdl kivalasztunk k darabot,

Bizonyitds:

Az els6 helyre valaszthatunk n-féle elemb6l. Barmit valasztottuk

az els6 helyre, a masodik helyre is valaszthatjuk az n-féle elem

P> az elemek t6bbszor is kivélaszthatok. barmelyikét. Ez eddig n - n = n* db lehet6ség. Ezek mindegyike

A lehetdségek szdma: folytathat6 a harmadik helyen n-féleképpen, és igy tovabb, 6ssze-
sen k alkalommal.

P az elemek mind kiilonbozdk;

P szamit a kivdlasztds sorrendje;



3. Kombindaciok

Kombinacid: n kiillonb6z6 elembdl kivalasztunk k db-ot, és a kivalasztas sorrendje nem szamit

P ismétlés nélkiili kombindci6: minden elem legfeljebb egyszer valaszthato ki

BT R B 5] Tt Bizonyitds:
giiionbezs ele.mbol Fl}/aliszfunk Qe Ha szdmitana a sorrend, akkor akkorn-(n—1)-...-(n-k+ 1) féle
P azelemek mind killonb6z6k; lehet6ség lenne. Ekkor azonban minden lehet8séget annyiszor
P> nem szamit a kivalasztds sorrendje; szamoltunk, ahanyféleképpen a kivalasztott k db kiilonboz6é db

» minden elem legfeljebb egyszer vélaszthato. elem sorba rendezhetd, azaz k!-szor. Mivel ezen elemek egymas

A lehet8ségek szama:

ny- n!
k| kl-(n—k)!
FELADATOK

E E1 Hanyféleképpen dllithaték sorba a kovetkezd
szavak bet(ii?

a) EREDET b) MATEMATIKA

E E1 (Emelt szint{ érettségi, 2015)

A kisvallalkozas tizletében az egyik fajta férfizakobol
négyféle méretet arusitanak (S, M, L, XL). Nyitaskor
mindegyik méretbdl 4-4 darabot helyeztek el egymas
mellé, egy ridra. A nap folyaman ezek koziil meg-
vettek 4 darab S-es, 3 darab M-es és 2 darab L-es mé-
retlt, a megmaradt zakdk pedig osszekeveredtek. Az
tizlet zarasakor hanyféle sorrendben lehetnek (balrol
jobbra nézve) a rudra akasztva a megmaradt zakok,
ha az azonos méretd zakdokat nem kilonboztetjitk
meg egymastol?

B EL A 13 + 1 kérdéses totonak minden kérdésére ha-
romféle vélasz, az 1; 2 és az X koziil kell egyet megjelol-
ni. Hanyféle szabalyos kitoltés van

a) osszesen;

b) amelyben az els6 és az utols6 kérdésre X-et jelo-
link;

c) amelyben az els6 harom kérdésre nem 1-est jelo-
link;

d) amelyben 3 db X-et, 8 db 1-est és 3 db 2-est jelo-
liink?
n E1 Hényféle 6tjegyli szam irhatd fel
a) 2 darab 6tos és 3 darab hatos szamjeggyel?
b) 2 darab 6t6s és 3 darab nullds szdmjeggyel?
E E1 Hanyféleképpen valaszthatunk ki az 1; 2; 3; ...; 50

pozitiv egész szamok koziil kett6t tigy, hogy az osszegiik
paros legyen, ha a kivalasztds sorrendje nem szamit?

kozotti sorrendjét nem kell figyelembe venni, ezért k!-sal oszta-
nunk kell az els6 szorzatot:

n-n=1-...-(n—-k+1) (71
k! K

m E2 Hérom szinben vannak lampionjaink, az azonos
szintiek egyformak. Koziiliik 4 piros, 5 narancssarga
és 6 sarga szinli. Hany kiilonb6z6 lampionsor készit-
het6 beldliik, ha

a) minden lampiont felhasznalunk;

b) csak 14 lampiont haszndlunk fel?

n E2 (Emelt szint{ érettségi, 2019)

Egy telephely K, L, M, N, O, P, Q épiiletei kozil az
éjszakai elsé ellendrzés soran 6tot ellendriz a bizton-
sagi 6r. Hanyféleképpen tervezheti meg az ttvonalat,
ha a K és L épiiletet mindenképpen ellendrzi? (Két
utvonal kiilonb6z6, ha a két ut sordn mds épiileteket,
vagy ugyanazokat az épiileteket, de mas sorrendben
ellendriz a biztonsagi 6r.)

m E2 (Emelt szintd érettségi, 2014)
Egy tizemben a tarolorekeszeket egy 6t karakterbdl
allo kéddal jelolik meg. Minden kédban két szamjegy
és harom nagybett szerepel gy, hogy a két szamjegy
nincs egymads mellett. Mindkét szamjegy eleme a
{05 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9} halmaznak, a bettiket pedig
a 26 bettis (angol) abécébdl valasztjak ki (pl. 7WA3A
egy lehetséges kod). Hany kiilonboz6 kod lehetséges?

B E2 (Emelt szint( érettségi, 2006)
Egy szabalyos jatékkocka két oldalara 0-t, két olda-
lara 2-est, két oldaldra 4-est irunk. A dobdkockat 6t-
szor egymas utan feldobjuk, és a dobasok eredményét
rendre feljegyezziik.

a) Hanyféle szamotost jegyezhetiink fel?

b) Hanyféle szamotos esetében lehet a dobott sza-
mok Osszege 10?



KOMBINATORIKA ES GRAFOK

GYAKORLAS

BEVEZETO

Melyikbdl van tobb? Esetleg egyenl6k? A helyes valaszhoz tartozé bettikbdl egy hires matematikus neve rakhaté ki.

1. Ellen6rz6 kérdések az 6sszeszamlalashoz:

v Minden feltételt figyelembe vettem?
v Minden esetet szamoltam?
v Nem szamoltam valamelyik esetet tobbszor?

2. Szorzas vagy Osszeadas?
(o) hatod
Gondold végig, hogy sszeszo/r oz ac’> .
AR a lehetdségek szamat.
miutdn kivélasztottad az
Gondold végig, hogyan ) elsé elemet, hanyféle
t

elembdl vélaszthatod a Esetszétvalasztas:
masodikat. Megvaltozik-e . kel adni a killsnbézé
ez a szém, ha egy masik dssze kell adni a kiilonboz6

allitasz 6ssze egy konkré
esetet!

csoportba tartozd
lehetdségek szamat.

elemet vélasztasz elsére?

3. Otletek kombinatorikafeladatok megolddsihoz
P Melyiket konnyebb dsszeszamolni: a kérdésben szerepld eseteket, vagy az Gsszeset és a kimaradokat?

P Konnyithet az esetek rendszerezésén, ha lerdgzitiink valamit, és ahhoz viszonyitva figyeljiik a tovabbi lehetdségeket.
Példaul, ha kiszineziink egy kockat 6 szinnel, akkor forditsuk a kockat ugy, hogy a piros oldal legyen lefelé.

P Melyik ,,irdnybdl” érdemes végiggondolni? Példaul, ha 15 ember kozott sorsolunk 10 kiilonbozd targyat, akkor a tar-
gyakat rogzitsiik le, és ahhoz vélasszuk az embereket.

P Ha nem tul nagy az elemszdm, meg lehet probalni felsorolni a lehetdségeket. Helyezziik téblazatba vagy kiilonbdzé
oszlopokba, hogy atlathatd legyen a felsorolasunk!

P Irjunk fel néhdny konkrét megoldést, lehetéséget! Ez segithet a feladat atldtdsaban. A felsorolds megkezdése elindit-

hatja a helyes gondolatmenet megalkotasat.
29. LECKE / GYAKORLAS



KIDOLGOZOTT FELADAT

(Emelt szintli érettségi, 2020) Egy tovabbképzés egyik napjan
a résztvevok ,keleties” ebédet kapnak. Az ételek izesitésé-
hez hatféle fliszer all rendelkezésiikre: keserd, savanyu, édes,
s0s, csip6s és fanyar. Hanyféleképpen izesithetik az ételeiket
a résztvevok ugy, hogy a hatbol harom- vagy négyféle fuszert
hasznalhatnak, a fliszerek sorrendjét nem kell figyelembe ven-
ni, ugyanakkor az édes és a keserti nem szerepelhet egyszerre?
Oldjuk meg a feladatot tobbféle titon!

Els6 megoldds:
E + 2 masféle K + 2 masféle 3 masféle E + 3 masféle
ESO; ESG; ESF KSO; KSC; KSF SOC; SOF ESOC; ESOF
EOG; EOF KOG; KOF SCF ESCF
ECF KCF OCF EOCF
6 lehetdség 6 lehet6ség 4 lehetGség 4 lehet6ség

A megfelel§ izesitési lehetdségek szama tehat 6 + 6 + 4 + 4 +4 + 1 = 25.

Madsodik megoldds:

Haromféle fliszer valasztasa esetén:

K + 3 masféle
KSOC; KSOF
KSCF
KOCF
4 lehet6ség

4 masféle

SOCF

1 lehet6ség

P> ha sem édes, sem keser(i nincs kozottiik, akkor a tobbi négybdl kell hdrmat kivalasztani: ez 4-féleképpen lehetséges;

P> ha édes van, de keser(i nincs, akkor a tobbi négy fliszer koziil kettSt kell még kivélasztani, ez 4 - 3 lehetéség, de nem

(i s . . . ., . 4-3
szamit a kivalasztas sorrendje, ezért a lehetéségek szama — = 6;
2
. . . o403 ‘o
P> hakeser(i van, de édes nincs, akkor szintén —— = 6 lehetdség van.
2

Négyféle fiiszer valasztasa esetén:

P> hasem édes, sem keser(i nincs a fliszerek kozott, akkor csak egyféle vélasztds lehetséges;

P haédesvan, de keser(i nincs, akkor a tobbi négy fliszer koziil hdrmat kell még kivalasztani, ami 4-féleképpen lehetséges;

P> hakeserti van, de édes nincs, akkor az el6bbihez hasonléan 4 lehetéség van.

Az Osszes izesitési lehetdség szama tehat az el6bb felsorolt lehetdségek dsszege: 4 + 6+ 6+ 1 +4 + 4 =25.

Harmadik megoldds:

P> Hanincs sem édes, sem keser(i a vélasztott fliszerek kozott, akkor a tobbi négybdl harmat vagy négyet kell valasztani,

4 4
ezért a lehetdségek szama [3} + [‘J =4+1=5.

P> Havan édes, de nincs keserti, akkor a tobbi négy koziil kett6t vagy harmat kell vélasztani, ezért

lehet8ség van.
P> Ugyanigy 10 lehetség van akkor is, ha keser(i van, de édes nincs.

Az Osszes izesitési lehetdség szama tehat 5 + 10 + 10 = 25.

(e



Negyedik megoldds:

Az bsszes, 3 vagy 4 fliszert tartalmazo lehet6ségbdl levonjuk azoknak az izesitéseknek a szamat, amelyekben édes és kese-

ri is szerepel. (Ezt nevezzitk komplementer mddszernek.)

4

P> 3vagy 4 fliszert 6sszesen [3

6
j + [4} =20 + 15 = 35 kiilonb6z6 mddon lehet valasztani. (Ez az ,,0sszes eset” szdma.)

P Olyan izesitést, amelyben édes és keser(i is van, és 3 vagy 4 flszert tartalmaz, akkor kapunk, ha az édes és a keserti

4 4
mellé még egy vagy két fliszert valasztunk a maradék 4 fiiszerbdl. Ezek szama (J + [2] =4+ 6=10. (Ez a ,ked-

vezdtlen esetek” szdma.)

A megfelel6 izesitési lehet6ségek szama tehat 35 - 10 = 25.

FELADATOK

E E1 Hényféleképpen valaszthatunk ki harom fig-lany
part 10 lany és 8 fia koziil,

a) ha a parok a tanc soran kilonboz6 koreografidt
kovetnek, ezért szamit a parok sorrendje;

b) ha nem szamit a parok sorrendje?

E EL1 (Emelt szint( érettségi, 2012)
Egy kozépiskolai évfolyam kézilabda hazibajnoksagan
az A, B, C, D, E és F osztaly egy-egy csapattal vett részt.

Hényféle sorrendben végezhettek az osztalyok a baj-
noksagon, ha tudjuk, hogy holtverseny nem volt, és
az E osztaly megel6zte az F osztalyt?

E EL (Emelt szint( érettségi, 2016)
Nyolc sakkozé részére egyéni bajnoksagot szervez-
nek. Hanyféleképpen készitheté el az els6 fordu-
16 parositasa, ha ebben a forduléban mindenki egy
mérkozést jatszik? (Két parositast killonbozének
tekintiink, ha az egyik tartalmaz olyan mérkézést,
amelyet a mésik nem.)

ﬂ E2 A 32lapos magyar kértyaban 4 ,,szin” van: piros,
z0ld, makk és tok. Minden szinb6l 8 kiilonb6z6 lap:
asz, kiraly, fels6, also, tizes, kilences, nyolcas és hetes.
Hényféleképpen valaszthatunk ki 3 lapot gy, hogy
legyen koztiik pontosan egy tok és pontosan egy also,
ha a lapok sorrendje nem szamit?

E E2 (Emelt szintii érettségi, 2012)
Adott két parhuzamos egyenes, e és f. Kijeloliink e-n
5, f-en pedig 4 kiilonb6z6 pontot.

Hany (e-t6l és f~t6l is kiilonboz6) egyenest hataroz
meg ez a 9 pont?

Héany olyan haromszog van, amelynek mindharom
csucsa a megadott 9 pont kozil keriil ki?

Hany olyan négyszog van, amelynek mindegyik csu-
csa a megadott 9 pont kozil keriil ki?

I E2 (Emelt szintt érettségi, 2017)

A piros, kék, zold és sarga szinek koziil harom szin fel-
hasznaldsaval ugy szinezziik ki az abran lathaté ABQ,
PCQ, CQR, ACP és PQR haromszogek belsejét, hogy
a kozos hatarszakasszal rendelkezé haromszogek kii-
16nbdz8 szintek c

legyenek.
(Egy-egy
haromszog
szinezéséhez
csak egy-egy
szint haszna-
lunk.) Osszesen
hany kiilénb6z6
szinezés lehet-
séges?

o]

E2 (Emelt szint( érettségi, 2010)

Peti levelet irt négy baratjanak, Andrasnak, Bélanak,
Csabanak és Daninak, és mindenkinek egy-egy fény-
képet is akart kiildeni a nyaraldsrol. A négy fénykép
ktlonboz6 volt, és Peti mindegyik hatuljara rairta,
kinek szanja. A fényképeket végiil figyelmetleniil
rakta a boritékba, bar mindenki kapott a levelében
egy fényképet is.

a) Hanyféleképpen fordulhat el6, hogy csak Andris
kapja azt a fényképet, amelyen a sajat neve szerepel?

b) Hanyféleképpen lehet az, hogy senki sem kapja
azt a fényképet, amelyet Peti neki szant?

c) Hanyféleképpen lehet, hogy pontosan egyikitk
kap olyan fényképet, amelyen a sajat neve szerepel?

E E2 (Emelt szint{i érettségi, 2018)

Agoston a tanév elsé két hénapjaban harom osztély-
zatot szerzett matematikabol (osztalyzatok: 1, 2, 3, 4,
vagy 5). A masodik osztalyzata nem volt rosszabb,
mint az els6, a harmadik osztélyzata pedig nem volt
rosszabb, mint a masodik. Hatarozd meg a feltételek-
nek megfelel6 szimharmasok szamat!



binomialis egyttthatdk, halmaz részhalmazainak szama

Pascal-hdromszog, binomidlis tétel

Az E = {F; O; R; M; A; 1} halmaznak 6 eleme van.

6
P A 3 elemf részhalmazainak szdma [3} , mert 6 elembdl vélasztunk 3 elemet, és nem szamit a kivélasztas sorrendje.

» Az E halmaz &sszes részhalmazainak a szama 2° = 64, mert mind a 6 elem esetében eldonthetjiik, hogy kivalasztjuk-e
arészhalmazba vagy sem: ez Gsszesen 2 -2 -2 -2 - 2 - 2 = 26 lehet§ség.

» Az E halmaz &sszes részhalmazainak a szimat megkaphatjuk tgy is, hogy dsszeadjuk a 0 elemd, 1 elem, 2 elemd,

6 6 6 6 6 6 6
3 elem{, ..., 6 elem részhalmazok szamat. + + + + + + =26,
0 1 2 3 4 5 6

1. n elemi halmaz k elemii részhalmazainak szama (n, k € N, n > k)

Egy k elemt részhalmazt ugy kapunk, hogy kivalasztunk k db elemet, és nem

n
szamit a kivalasztds sorrendje. | 4 P
Ez értelmezhet6 akkor, is, ha k = 0, vagyhan =k =0. "
0 elemt részhalmaz egy darab van, az tireshalmaz. > ol” 1
0
A 0 elemii halmaznak egyetlen 0 elem{ részhalmaza van, az tireshalmaz. > ol= 1
2. n elemii halmaz 6sszes részhalmazanak szama (n € N)
Egy n elemi halmaz egy részhalmazat tigy kapjuk meg, hogy mindegyik ., . .
elemrdl eldontjiik, hogy beletessziik-e a részhalmazba vagy sem. Mind az >  elemd halmaz dsszes rész-

n db elem esetén donthetiink kétféleképpen. halmazanak szdma: 2

A részhalmazok szamat ugy is megkaphatjuk, hogy 6sszeadjuk, hany darab > 10 T IR U L PR L PR
0 elem, hdny db 1 elemd, ... hdny darab n elem(i részhalmaz van. 0) (1) 2] 7 (n

3. A Pascal-haromszog

Az (:J kifejezések felirhatok a Pascal-haromszog segitségével.

1 n=0

1T 1 n=1

A Pascal-haromszog minden soraban az els6 és az utols6 elem az 1. A tobbi 1 1 3 2 3 1 1 Z fg
elemet ugy kapjuk, hogy a felette 4116 két tagot 6sszeadjuk. 1 4 6 4 1 n=4
T 5 10 10 5 1 n=>5

A Pascal-haromszog sorainak és a soron beliil a tagoknak a szamozasa is 0-val 1 6 152015 6 1 n==6
1T 7 21 3 35 21 7 1 n=7

n=28

kezdodik. Ezzel a szamozassal az n-edik sor k-adik eleme éppen [” . 1 8 2856 70 56 28 8 1



FELADATOK

N E1
a) Keresd meg, hogy a Pascal-haromszogben hénya-
dik sor hanyadik tagjai a kovetkez6 kifejezések, és

olvasd le az értékiiket!

IEW E2* (Emelt szintd érettségi, 2017)
Egy n elemi halmaznak 11-szer annyi 4 elem rész-
halmaza van, mint 2 elem{. Hatdrozd meg a halmaz
elemszamat, ha

2 A o o

b) n tetsz8leges természetes szam!

b) Mennyi az 6sszege a Pascal haromszog 4. soraban 5. |

4116 szémoknak? E1 Adott a sikon 8 pont, amelyek koziil semelyik 3

sincs azonos egyenesen.

€) Mennyi az dsszege a Pascal hdromszog n-edik so- a) Hany egyenest hataroznak meg a pontok?
raban allé szamoknak? Indokold valaszodat! Y egy rozna gap '

b) Hiny héromszoget hatdroznak meg a pontok?
E K2 Hany olyan részhalmaza van a H = {m; a; t; e; k} . ) , ;
halmaznak, amely ) Szeretnénk folytatni az a) és b) részben elkezdett
gondolatmenetet, azonban ha azt kérdezziik, hogy
hdny négyszoget hatiroz meg a feladatban szerepl6
h) legfeljebb 3 elemt; 8 pont, akkor 6vatosnak kell lenni a valasszal. Miért?
P> Gondold végig, hogy hdny négyszoget hatd-
rozhat meg a sikon négy pont, amelyek koziil

a) paros elemszam;

c) tartalmazza az m elemet;

o) nem tartalmazza az m elemet? semelyik 3 sincs egy egyenesen!
P Legaldbb hdny négyszoget hatiroz meg a fel-
B K2 Heten kenuturdra indulnak. Hanyféleképpen adatban szerepl6 8 pont?

alakulhat, hogy kik utaznak egy hajoban, ha a kenu- L )
kon beliili helyeket nem kiilonbéztetjiik meg, és ren- I E1 Bontsd fel a zérdjelet, és figyeld meg, hogy a po-

deleméame Al linomban szereplé egyiitthaték hogyan jelennek meg
a Pascal-haromszogben!
a) egy hdromszemélyes és egy négyszemélyes kenu; (a+b)% (a + b)%; a + %)% @ +x)?
b) egy haromszemélyes és két egyforma kétszemé-
) lygg; kenu? Y &Y E2 A Pascal-hdromszog segitségével indokold, hogy
(Két elrendezést akkor tekintiink kiillonboz6nek, ha n N no (n +1
legalabb egyikiik valaki massal utazik.) k k+1) lk+1)"

4. Binomialis tétel

Az (:) kifejezéseket binomialis egyiitthatoknak nevezziik, mert ezek segitségével felirhat6 egy kéttagu kifejezés (binom)

n-edik hatvanya (ahol n egy természetes szdm). A Pascal-haromszog n-edik soranak elemei jelennek meg egytitthatoként

az (a + b)" felirdsaban.
: : 25 (2. (2 )
a*+2ab+b = Oa+1a+2

@+ 3a%b + 3ab® + b2 = (3}13 + (3}1219 +[3]ab2 + {3]173
0 1 2 3

Binomialis tétel: Ha a, b valos szamok és n egy természetes szam, akkor

n n n n n-1 n n—kpk n n
(a+b)' = a’ + a " b+...+ a” bt +...+ b".
0 1 k n

(a+ b7

(a+ by’



KOMBINATORIKA ES GRAFOK

GRAFOK

-m graf, cstcs, él, fokszam, fokszamok Osszege, teljes graf

hurokél, tobbszoros ¢él, egyszer(i graf, komplementer graf, izomorf grafok

BEVEZETO

Zsuzsi és Tamas két kiillonboz6 abrat készitett a kovetkezé Zsuzsi rajza Tamds rajza
feladat megoldasa soran.

(Emelt szint( érettségi, 2020) Adott négy, a valds szamok
halmazén értelmezett fliggvény:

f) =(x+49Q2-x); h(x) = x* -
8x) =x+4; i) = |x] -

Egy négypontt graf cstcsait megfeleltetjiik e négy fiiggvénynek. Két csticsot pontosan akkor kétiink dssze éllel, ha a két
megfelel6 fiiggvénynek van kozos zérushelye. Rajzold fel az igy kapott grafot!

Mivel az f fliggvény zérushelyei -4 és 2, a g fiiggvény zérushelye —4, a h fliggvény zarushelyei 2 és -2, az i figgvény zérus-
helyei 4 és -4, meghatarozhatjuk, hogy melyik csticsot melyik cstuccsal kell 6sszekotni. Bér els6 ranézésre Zsuzsi és Tamas
rajza elég kiilonboz8, mindketten helyesen oldottdk meg a feladatot. Rajzaik ugyanazt a grafot dbrazoljak.

1. A grafok jellemz6i

A grafok olyan helyzetek szemléltetésében, vagy olyan feladatok megolddsaban segithetnek, amikor fontos, hogy egy hal-
maz mely elemei k6z6tt van kapcsolat.

v
Tétel: Minden gréfban a fokszamok 0sszege egyenld az élek szamanak kétszeresével.

fokszamok 6sszege = 2 - élek szama

Specialis élek:

Definicié: Egy graf egyszerii graf, ha nem tartalmaz hurokélt és tobbszoros élt. .igé' %

KOMBINATORIKA ES GRAFOK



2. Teljes graf
Definicid: Egy graf teljes graf, ha a graf barmely két csticsa kozott pontosan egy él fut.

Az n pont teljes graf (n € N) éleinek szama annyi, ahdnyféleképpen kivalaszthatunk az n csucs koziil kett6t gy, hogy a

n _
kivalasztas sorrendje nem szamit. Ez éppen [ZJ = n(n—1)
2

Egy egyszerti graf komplementer grafja az a graf, melynek csticsai meg-
egyeznek a graf csucsaival, és két csucsa kozott akkor és csak akkor van
él, ha az eredeti grafban nincs. A komplementer graf élei tehat pontosan
azok az élek, amelyekkel kiegészitve teljes grafot kapunk.

3. Izomorf grafok

Két grafot izomorfnak (grafelméleti szempontbdl megegyezének) neveziink, ha csicsaik megfeleltethet6k egymasnak
ugy, hogy két csuics kozott az egyik grafban pontosan akkor van él, amikor a masik grafban.

Sokszor nem egyszert feladat két grafrdl eldonteni, hogy izomorfak-e. (Ennek vizsgalatat érdemes az élek szamanak és a cst-
csok fokszamanak meghatarozasaval kezdeni, és azt koveten vizsgalni a csticsok egymasnak valé megfelelését.) Nagy grafok
(pl. 1000 csticsu grafok) esetén még szamitogéppel is nagyon sokaig tart annak eldontése, hogy két graf izomorf-e vagy sem.

FELADATOK

E E1 Az alabbi grafok koziil melyek izomorfak?

A) @ C) E) G)
: 1 D) F) H) ] ]

E E1 Hény éle van annak a 10 cstcsu egyszer( grafnak,

a) amely teljes graf; c) amelyben a fokszamok 6sszege 42;

b) amely komplementerének 20 éle van; d) amely izomorf egy 18 élii graffal?

B E2 (Emelt szintii érettségi, 2015)
Két sportiskola legjobb teniszez6i egyéni teniszbajnoksag keretében mérték ossze tudasukat. A Zold Iskolabdl 8, a
Piros Iskolabol 10 tanuld versenyzett a bajnoksdgon. Mindenki mindenkivel egy mérk6zést jatszott, az ugyanabba az
iskolaba jard tanulok is jatszottak egymadssal. A verseny végén kideriilt, hogy a Piros Iskola tanuldi 6sszesen kétszer
annyi mérkézést nyertek meg, mint a Z6ld Iskola tanuldi. (Teniszben dontetlen nincs.) A Zold Iskola versenyzdi 6sz-
szesen hany olyan mérkdzést nyertek meg, amelyet a Piros Iskola valamelyik teniszezdjével jatszottak?

ﬂ E2 (Emelt szint( érettségi, 2019)
Az Oceédn Légitdrsasagnak a megalakuldsa 6ta alapelve, hogy a szigetviligban m{ikodd halézatanak barmely két céléllo-
masa kozott miikodtet repiildjaratot. A haldzatot folyamatosan bévitik: az utobbi két év alatt a célallomasok szama masfél-
szeresére nétt, ugyanezen id6 alatt a repiil6jaratok szama pedig 60-nal lett tobb. Hany célallomasra kozlekednek jelenleg?

E E2 (Emelt szint{i érettségi nyoman, 2020)
Egy n pontu teljes graf egyik élét pirosra szineztiik. A tobbi él kozott azon élek szama, amelyeknek van kzos csucsa a pi-
ros szint éllel, egyenld azon élek szamaval, amelyeknek nincs kozos csticsa a piros szint éllel. Hany csticsa van a grafnak?



grafelméleti séta, ut, kor, korséta, 6sszefiiggd graf, fagraf

BEVEZETO

Legalabb hany repiil6jaratot kell inditani ahhoz, hogy 6 sziget koziil barmelyikrél barmelyikre el lehessen jutni repiil6vel?

Ot repiil6jérattal ez mér megoldhato, ennél kevesebb
jarattal azonban nem. Az 6t jaratot sokféle médon
megtervezhetjiik. Felftizhetjiik a jaratokat lancszer(-
en egymas utdn. Kinevezhetiink egy kézponti repii-
l6teret, és onnan indithatunk minden masik szigetre
jaratot. Valaszthatunk masféle elrendezést is.

Ezeket a grafokat fagrafoknak nevezziik. Minden
cstcsbdl minden masik cstcsba vezet élsorozat, még-
pedig pontosan egy élsorozat.

—

Vegyiik észre, hogy van olyan helyzet is, amikor 6t
jaratot inditunk, mégsem lehet barmelyik varosbdl
barmelyik mésik varosba repiilével eljutni. Ezekben
az esetekben a graf nem 6sszefiiggé.

Egyszerii grafok esetén (nem tartalmaz hurokélt, sem tobbszoros élt) sok feladatban
fontos, hogy hogyan lehet eljutni élek mentén egyik csticsbdl egy masikba.

1. Séta, ut, kor ut kor
A séta a graf éleinek egymashoz csatlakozo sorozata, amelyben egy-egy csucs vagy él akar tobbszor is szerepelhet. Ha az
élsorozat kezdd és végpontja azonos, akkor korsétanak nevezziik.

Ut a graf éleinek egymashoz csatlakoz6 sorozata, amelyben nincs ismétl6dé csucs

a graf éleinek egymashoz csatlakozo sorozata, melynek kezd6 és végpontja azonos, a tobbi cstics viszont

Kor o ReSVRATS
nem ismétlédik

v
Egy graf osszefiiggd, ha barmely két csucsa kozott van ut.

2. Fagraf /

Definicié: Egy egyszer(i grafot fagrafnak neveziink, ha barmely két csticsa kozott pontosan
egy ut létezik.

A fagraf tulajdonsagai:
P Gsszefiiggd graf (azaz barmely két csticsa kozott van ut) \

P nincs benne kor (ellenkezd esetben lenne két olyan csticsa, amelyek kozott tobb tt van)

P ha elhagyunk beldle egy élt, akkor mér nem lesz 9sszefiiggd
fagraf
P> hahozzévesziink még egy élt, akkor lesz benne kor agra

. , A , ndb csics esetén n-1dbél
Tétel: Az n pontu fagraf éleinek szama n - 1.




FELADATOK

E E1 Csoportositsd az dbrazolt grafokat! Ird a graf bettjelét a megfelel cellakba!

Egyszerii graf Osszefiiggo graf Fagraf
(nincs benne hurokél (barmely két csuicsa kozott (barmely két csucsa kozott
és tobbszoros él) van 1t) pontosan egy it van)
A) I i: 0 @ E) :‘ G)
B) X : v F) @ H)

3 E1 (Emelt szintd érettségi, 2019) u
Legyen az U alaphalmaz a legalabb 4 pontu egyszerti grafok halmaza. Az F hal-
maz az U elemei koziil pontosan azokat tartalmazza, amelyek fagrafok, a G hal-
maz pontosan azokat, amelyek 6sszefiiggé grafok, a H halmaz pedig pontosan
azokat, amelyek 6 pontu grafok.

a) Az abran satirozéssal jelold meg és halmazmtiveletekkel is add meg az
U-nak azt a részhalmazat, amelyik tires halmaz!

b) A megadott Venn-diagram minden egyes tovabbi részébe rajzolj pontosan
egy lehetséges grafot!

E E1 Hany csucsa van annak a fagrafnak,
a) amelynek 23 éle van;
b) amelyben a fokszamok 6sszege 44;
c) amelyben az egyik csics fokszdma 7, a tobbi csics fokszdma 1;
d) amelyhez egyetlen élt hozzatéve teljes grafot kapunk;

€) amelyre igaz, hogy a komplementer grafjanak 21 éle van?

W E1 (Emelt szintd érettségi, 2019)
Tobb telepiilés kozotti legkisebb koltségti vezetékhalozat tervezésekor el6szor egy teljes grafot készitettek. Ebben a
gratban minden teleptilést a graf egy csucsaval, minden vezetékes kapcsolatot a graf egy-egy élével jeloltek, majd a graf
minden élére rairtak, hogy mennyibe keriilne az adott kapcsolat kiépitése. Ezutan egyesével kitorolték a ,,koltséges
éleket” ugy, hogy a torlés utan megmaradd graf 6sszefiiggd maradjon. A teljes graf élei kétharmadanak torlése utan
végiil egy (a legkisebb koltségt halézatot megado) fagrafot kaptak. Hany teleptilés szerepelt a tervben?

E EL1 (Emelt szint( érettségi, 2014)

Igaz vagy hamis? Hatarozd meg az allitdsok logikai értékét! Igaz EErre
A Van olyan hatpontt fagraf, amelynek minden csticsa paratlan fokszamu.
B Haegy 7 pontt egyszerti grafnak 15 éle van, akkor a graf 9sszefliggd.

C Van olyan fagraf, amelyben a csticsok szamanak és az élek szamdanak Gsszege paros.



KIDOLGOZOTT FELADAT

Egybevagd szabalyos hatszogekkel a sik hézagmentesen lefedhet6. Lathatjuk ezt a
méhek altal épitett kaptaroknal, de alkalmazzak ezt tarsasjatékok tervezésekor vagy

csempék, diszitéelemek készitésekor.

Egy cég egyforma szabalyos hatszog alaku lapkakkal disziti a kidllitoterét. A hat-
szogek oldalai és atloi koziil néhany (nem 0) vonalat kékkel berajzolnak. A tervezés
soran a hatszog csticsait megbetiizik az dbra szerint. Hanyféle lapka készitheto,

a) amelyben pontosan 3 vonalat rajzolnak meg kékkel;
b) amelyben az AC vonal be van rajzolva kékkel;

c) amelyben az A cstucsbol nem indul ki kék vonal?

Megoldds: A feladat modellezhetd a kévetkezd grafelméleti fogalmakkal: tekintstik
azokat a 6 csticst egyszer( grafokat, amelyeknek 6 csicsaaz A, B, C, D, E, F, G pont,
élei pedig a hatszog oldalai és atloi koziil keriilnek ki, és van legalabb egy éle.

a) A 6 csucsu teljes grafnak {z) =15db éle van. Az a) kérdésnek megfeleld grafokat

ugy kapunk, hogy a teljes graf élei koziil kivalasztunk hdrmat, és nem szamit a

15
kivalasztds sorrendje. A lehetéségek szama [ J =455.
3

A

b) A teljes graf élei kozill az AC 4tlot kivalasztjuk, és az dsszes tobbi €l esetében eldonthetjiik, hogy kivalasztjuk-e vagy
sem. Vagyis a 15 él koziil 14 esetében kétféle dontést hozhatunk. A lehetségek szama 2.

c) A teljes graf 15 éle kozott 5 db olyan él van, amely az A csucsbol indul ki. Ezeket nem valasztjuk ki, és a tobbi 10 él ese-
tében eldonthetjiik, hogy kivélasztjuk vagy sem. Ez 2'° = 1024 lehet8ség. Ezek kozott szerepel az is, amikor egyetlen élt
sem valasztunk ki, ezért a lehetdségek szdma 1024 - 1 = 1023.

FELADATOK

E2 Hat telepiilés (A, B, C, D, E és F) kozott internet-
kabeleket fektetnek le gy, hogy a hat koziil barmely
két telepiilés kozott legyen kabeles osszekottetés (ez
lehet kozvetlen, de lehet tobb részbdl allo), és barmely
két telepiilés kozott pontosan egyféle Osszekottetés
legyen. Az A telepiilést pontosan 4 masikkal kotik
ossze kozvetleniil. Hanyféle halozat kozul valaszthat-
nak a tervez6ék? (Két halozat kiillonb6zd, ha van két
olyan teleptilés, amelyik az egyik esetben Gssze van
kotve, a masik esetben nincs.)

E E1l Egy fagrafban a fokszamok dsszege 40.
a) Hény cstcsa van a grafnak?
b) Hany éle van a graf komplementerének?

€) Mennyi lehet ebben a fagrafban a legnagyobb fok-
szam?

N E2 Emelt szinti érettségi, 2011)
Ot egymistdl tavol esd tanya kozott kibeleket feszi-
tenek ki, barmely két tanya kozott legfeljebb egyet.

a) Elvileg 6sszesen hany kiilonb6z6 haldzatot lehet-
séges létrehozni a tanydk kozott? (A halézatban a
kifeszitett kabelek szama 0-t6l 10-ig barmennyi
lehet. Két halozatot akkor tekintiink kiilonb6z6-
nek, ha van olyan 0sszekottetés, amely az egyik-
ben létezik, a masikban nem.)

b) Takarékossagi okokbdl csak 4 kabelt feszitenek ki
gy, hogy a hélozat azért §sszefiiggd legyen. (Osz-
szefiiggonek tekintiink egy haldzatot, ha a kabe-
lek mentén barmely tanyarél barmely masikba el
lehet jutni, esetleg mds tanyak kozbeiktatasaval.)
Hany kiilonb6z6 médon tehetik ezt meg, ha az
egyes tanyakat megkiilonboztetjitk egymastol?



ﬂ K2 (Emelt szint( érettségi, 2013)
Egy korvonalon felvettiink 6t pontot, és behuztuk az dltaluk meghatarozott 10 hurt. Jel6lje a pontokat pozitiv koriil-
jarasi iranyban rendre A, B, C, D és E.

Hanyféleképpen juthatunk el a hirok mentén A-bdl C-be, ha a B, D és E pontok mindegyikén legfeljebb egyszer ha-
ladhatunk at? (Az A pontot csak az at kezdetén, a C pontot csak az ut végén érinthetjiik.)

50 EL (Emelt szintii érettségi, 2013) » Q
Tekintsiik a kovetkezd halmazokat:
P = {0sszefliggd grafok}
Q = {egyszer( grafok}

R = {kort tartalmazé grafok}

R
Helyezd el az alabbi grafok abrajanak bettjelét a fenti halmazabran a megfelel6 helyre!
A) A B) A C) A D) A
F B F B F N, B F B
E C E Cc E Cc E C
D D D D

E E1 Az alabbi grafok kozil melyek izomorfak? Melyek fagréfok?

v L

H)

E1 Igaz vagy hamis? A helyes vélaszhoz tartozé betiikbél egy hires matematikus neve rakhatd ki. Ki 62

Igaz Hamis
A 6 pontu teljes grafnak 18 éle van. T
Nincs olyan 6 pontu graf, amelyben a fokszamok Gsszege 11. L R
Ha egy teljes grafnak paros szamu éle van, akkor a csucsainak szama péros. 18 A
Ha egy 6 pontt grafnak 8 éle van, akkor a komplementerének 6 éle van. D A
Van olyan egyszert graf, amelynek ugyanannyi éle van, mint a komplementerének. C I
Ha két graf izomorf, akkor a komplementer grafjuk is izomorf. P Y

m E2 Egy orszagban 12 varos talalhato. Az orszag vasuthaldzata olyan, hogy barmely varosbol barmely vérosba el lehet
jutni vasuton, de csak egyféleképpen. Hanyféleképpen vélaszthatunk ki két varost, amely kozott nincs kozvetlen vasuti
Osszekottetés?



(D = definicio, T = tétel, M = mddszer, eljaras)

D  Permuticié n elem egy lehetséges sorba rendezése
Ismétlés nélkiili permutacio nkiillonbo6z6 elemet sorba rendeziink, alehetséges sorba rendezések szama: n!
n elemet sorba rendeziink, az elemek kozott kl, kz, e ki db egyforma,
T  Ismétléses permutdcio a sorba rendezések szdma: M
KUk, k!

n kiillonboz6 elemet korbe rendeziink,

Q| Ciklikus permutacic a lehetdségek szama: (n - 1)!

n kiilonboz6 elembdl kivalasztunk k darabot,
D Variacio az elemek mind kiilonbo6zok;

szamit a kivalasztas sorrendje.

n kiillonb6z6 elembdl kivalasztunk k darabot,
az elemek mind kiilonbo6zék;
T  Ismétlés nélkiili varidcid szamit a kivalasztas sorrendje;
minden elem legfeljebb egyszer valaszthato.
A lehet6ségek szama: n- (n—1) - ... - (n -k + 1).

n kiilonboz6 elembdl kivalasztunk k darabot,
az elemek mind kiilonbozdk;
T Ismétléses variacio szamit a kivalasztas sorrendje;
az elemek tobbszor is kivalaszthatok.

A lehetdségek szama: n*.

n kiilonbozé elembdl kivalasztunk k darabot,
D Kombinacio az elemek mind kiilonbo6zok;

nem szamit a kivalasztas sorrendje.

n kiilonbozé elembdl kivalasztunk k darabot,
az elemek mind kiilonbo6zok;
nem szamit a kivalasztas sorrendje;

| Dol bl el minden elem legfeljebb egyszer vdlaszthato.

A lehet8ségek szama: [HJ .
k

n elem® halmaz k elemi n
T részhalmazainak szama ( k)
(n,keN, n=k)



n elemt halmaz osszes rész-
halmazanak szdma (n € N)

Binomidlis tétel

Pascal-haromszog

Graf
Csucsok fokszama

Minden grafban a fokszamok
Osszege egyenld az élek
szamanak kétszeresével.

Tobbszoros él
Hurokél

Egyszert graf
Teljes graf
n pontu teljes graf (n € N)

éleinek szama

Komplementer graf

Izomorf grafok

Azonos fokszamu pontok

Séta

Korséta

Ut

Kor

Osszefiiggd graf

2?1
n n n n\ o, n =l [k n n
(a+b)' = a’ + a b+...+ a ‘b +...+ b
0 1 k n

1 n=0

1 1 n=1

1 2 1 n=2

1 3 3 1 n=3

1 4 6 4 1 n=4

n=>5

csucsok (mas széval pontok) halmaza és a csucsok kozott futé élek halmaza

az adott cstucsbdl kiindulé élek szama
fokszamok Osszege = 2 - élek szama

két cstcs kozott egynél tobb él fut

olyan él, amelynek két végpontja azonos,
(a hurokél az adott csucs fokszamat 2-vel noveli)

Egy graf egyszert graf, ha nem tartalmaz hurokélt és tobbszoros élt.

Egy graf teljes graf, ha a graf barmely két csticsa kozott pontosan egy él fut.

n) n-(n-1)
2] 2

Egy egyszertl graf komplementer grafja az az egyszer(i graf, melynek csucsai
megegyeznek a graf cstcsaival, és két csticsa kozott akkor és csak akkor van
él, ha az eredeti grafban nincs.

Két grafot izomorfnak neveziink, ha csticsaik megfeleltethet6k egymasnak
ugy, hogy két cstics kozott az egyik grafban pontosan akkor van él, amikor
a masik grafban.

Barmely (legalabb kétpontt) egyszerti gratban létezik két azonos fokszamu
pont.

egyszerl grafban a graf éleinek egymashoz csatlakozd sorozata; egy-egy
csucs vagy él akar tobbszor is szerepelhet benne

egyszer(i grafban a graf éleinek egymashoz csatlakozo sorozata, amelynek
kezdd- és végpontja azonos; egy-egy csucs vagy él akar tobbszor is szerepel-
het benne

egyszerl grafban a graf éleinek egymashoz csatlakozé sorozata, amelyben
nincs ismétlédé cstcs

egyszerl gratban a graf éleinek egymashoz csatlakozé sorozata, melynek
kezd6- és végpontja azonos, a tobbi cstcs viszont nem ismétlédik

Egy graf 6sszefliggd, ha barmely két csticsa kozott van ut.



D  Fagraf

Egy egyszer( grafot fagrafnak neveziink, ha barmely két csticsa kozott pon-
tosan egy ut létezik.

Osszefiiggd graf (azaz barmely két csticsa kozott van at)

nincs benne kor (ellenkezé esetben lenne két olyan csucsa, amelyek ko-

Fagraf tulajdonsagai

z0tt tobb ut van)

ha elhagyunk beldle egy élt, akkor mar nem lesz 6sszefiiggd

ha hozzavesziink még egy élt, akkor lesz benne kor

Az n pontu fagraf éleinek
szdma

1. K2 Haényféleképpen rendezhet6 sorba 4 férfi és 4 né, ha

a) elol a nék allnak, majd mogottiik sorban a férfiak;

b) felvéltva 4llnak férfiak és nok?

. K2 Hany 6tjegyt szdm készithet, amelynek minden
szamjegye kilonboz6, és

a) els6 szamjegye kisebb, mint 4;

b) szerepel benne az 1 és az 5 szamjegy, és azok szom-
szédosak;

C) szerepel benne az 1 és az 5 szamjegy, de azok nem
szomszédosak?

. K2 Haényféleképpen oszthatunk ki 90 ember kézott 10
kiilonb6z6 ajandékot, ha senki sem kaphat egynél tobb
ajandékot?

. E1 Hanyféleképpen tlhet le 10 ember

a) egy 6 {Os és egy 4 f6s padra;

b) egy 6 f6s és egy 4 f6s kor alaku asztal koré? (Két le-
tlést kiillonbozonek tekintiink, ha van olyan ember,
akinek a jobb vagy a bal szomszédja mas.)

. E1 Hanyféleképpen rakhatok sorba az ADY ENDRE
név beti?

. E1 Hanyféle kitoltése van a 13+1-es totdszelvénynek,
amelyben

a) pontosan 4 meccsre tippeliink x-et, a tobbire egyest;
b) pontosan 4 meccsre tippeliink x-et?

. K2 Haény olyan 6 jegy(i szam irhat¢ fel az 1; 1; 15 2; 2; 3
szamjegyekbdl, amely 13-ra végzodik?

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Minden # pontt fagrafnak n - 1 éle van.

FELADATGYﬁJTEMENY

KOMBINATORIKA

K2 Egy 11 elemt halmaznak hény olyan részhalmaza
van, amely

a) legalabb 3 elemd; b) paratlan elemszamu?

. EL Feldobunk egy piros és egy fekete dobokockat.

Hanyféle eset van, amikor

a) a dobasok kozott van hatos;
b) a dobasok kozott nincs hatos;
c) a dobasok Gsszege paros;

d) a dobasok szorzata péros?

E1 Kéthazaspér érkezik egy étterembe. Hényféle sor-
rendben léphetnek az étterembe, ha semelyik feleség
nem lép be az ajton a férje el6tt?

E2* Egy 30 f6s osztalyban 3 kiilonb6z6 ajandékot
sorsolunk ki. Hanyféle lehet a sorsolas végeredménye,
ha akar tobb ajandékot is nyerhet ugyanaz a gyerek?

E2 A 32 lapos magyar kdrtyabdl osztunk 5 lapot.
Hanyféle leosztas van, amelyben van tok és van dsz?
(A magyar kartyaban 8 db tok van, 4 db dsz van, ésa 4
asz egyike a tok asz.)

E1 A lérum jétékot magyar kartyaval jatsszak, egy
pakli magyar kartya 32 kiilonboz6 lapbdl 4ll.

Négyen lorumot jatszanak. A jaték kezdetén minden-
kinek osztanak 8 lapot. Hanyféle kezdé leosztas lehet-
séges?

E1l Moziba megy 4 fid és 3 lany. Hanyféleképpen til-
hetnek le 7 egymas melletti tilésre gy, hogy semelyik
két lany ne iiljon egymas mellé?

E1l (Emelt szint( érettségi, 2014)

Andras, Barbara, Cili, Dezsd, Edit és Feri moziba
mennek. Hanyféleképpen foglalhatnak helyet hat egy-
mas melletti széken Uigy, hogy a harom lany ne harom
egymas melletti széken iljon?



16.

17.

18.

E2 (Emelt szint( érettségi, 2014)
Megadtunk harom egyenest, és mindegyiken megad-
tunk 6t-6t pontot az abra szerint.

Hany olyan szakasz van, amelynek mindkét végpontja
az dbran megadott 15 pont valamelyike, de a szakasz
nem tartalmaz tovabbi pontot a megadott 15 pont koziil?

E2 (Emelt szintl érettségi, 2015)

Az ABCDE konvex 0tsz0g cstcsait piros, kék vagy
z0ld szinfire szinezziik ugy, hogy barmelyik két szom-
szédos csucsa kiilonboz6 szinti legyen. Hany kiilon-
boz6 szinezés lehetséges? (Az 6tszOg csucsait megkii-

lonboztetjiik egymastdl.)

E2 (Emelt szint(i érettségi, 2021)

Az ABCD konvex négyszoget az 4tléi négy harom-
szogre bontjak. Ezeket pirosra, kékre, sargara, vagy
zoldre szinezziik ugy, hogy barmely két szomszédos
haromszog kiilonb6zd szinti legyen, de az egymassal
szemben fekv6k azonos szintek is lehetnek. (Két ha-
romszdg szomszédos, ha van koézos oldaluk.) Hany
olyan kiilonboz6 szinezés lehetséges, amelyhez ponto-
san 3 szint hasznalunk?

GRAFOK

19.

20.

21.

K2 Haény csucsa van annak a teljes grafnak,
a) amelynek 105 éle van;

b) amelyik mindegyik csucsdnak fokszama 10;
c) amelyben a fokszamok 0sszege 462?

E1 Egy 6 pontt gréaf csicsait megfeleltetjiikk egy koc-
ka oldallapjainak. Két csucsot pontosan akkor kétiink
Ossze, ha az oldallapok szomszédosak.

a) Rajzold le ezt a grafot!
b) Hany éle van ennek a grafnak?
c) Hany éle van a komplementer grafjanak?

E1 Egyegyszerti grafnak 7 csucsa van, és kétszer any-
nyi éle van, mint a komplementer grafjanak.

a) Mennyi a grafban a fokszamok 6sszege?
b) Mennyi lehet a grafban a legnagyobb fokszam?
€) Mennyi lehet a gratban a legkisebb fokszam?

22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

E2 Fogalmazd meg az allitdsok megforditasat! Add

meg az allitasok logikai értékét (igaz vagy hamis)!

A Ha egy gratban minden csucs fokszama legalabb
2, akkor a graf 6sszefiiggo.

B Ha egy graf teljes graf, akkor minden csucs fok-
szama egyenld.

E1l Egy 10 pontu fagrafban 9 pont fokszdmat ismer-
jik. Mi a hidnyz6 fokszdm, ha az ismert fokszamok a
kovetkez6k? Rajzolj egy ilyen grafot!

a)1,31,2,41,11,1 b)2,2,3,1,2,1,2,1,2

E1l Egy kieséses rendszerben megrendezett bajnoksa-
gon 40 csapat indul. A csapatokbdl parokat sorsolnak,
akik lejatszanak egymas kozott egy mérkézést, a vesz-
tes kiesik, a gydztes tovabbjut. A gy6ztesekbdl ujbol
parokat sorsolnak, és igy tovabb. Ha paratlan szamu
tovabbjuté van, akkor kisorsolnak egy csapatot, aki
mérkozés nélkiil tovabbjut a kovetkezd forduldba.

a) Osszesen hdny mérkdzésre keriil sor?

b) Hiny mérkézést jatszhat az a csapat, aki megnyeri
a bajnoksagot?

E1 Hany pontu az a fagraf, amely komplementerének
16-tal kevesebb éle van, mint az ugyanennyi pontu tel-
jes grafnak?

E2* Egy 8 fés tdrsasagban van olyan személy, akinek
a jelenlévok kozil paros szamu ismerdse van. Legfel-
jebb hany ismeretség lehet a tarsasagban? (Az ismeret-
ségek kolcsonosek, és senkit sem tekintiink 6nmaga
ismerdsének.)

E2 Egy 20 pontu egyszer(i graf minden pontjanak
fokszama legalabb 10. Bizonyitsd be, hogy a graf 6sz-
szefiiggd!

E2 Egy nyédri kézmives tdborba 10 gyerek érkezik
4 osztalybdl. Az osztalytarsak ismerik egymast, de a
kiilonb6z6 osztalybdl érkezdk koziil senki nem ismer
senkit. Az érkezéskor 16 ismeretség van a 10 gyerek
kozott. Eléfordulhat-e, hogy a gyerekek kozott

a) van 7, akik osztalytdrsak;
b) van 6, akik osztalytdrsak;
c) az egyik osztalybdl pontosan 6ten érkeztek?

E2 Nyolc kozeli falu kozott olyan a bicikliat-hdlozat,
hogy a nyolc falu barmelyikébél barmelyik masikba el
lehet jutni bicikliuton, de csak egyféleképpen. Pélya-
zati pénzbdl a bicikliut-hdlézathoz 3 Gj szakaszt épit-
hetnek meg ugy, hogy mindegyik megépitett szakasz
kozvetlen Osszekottetést jelent két telepiilés kozott.
Hanyféleképpen vélaszthatjak ki, hogy melyik legyen
az a 3 bicikliat, amit megépitenek?



0sztd, tobbszords, primszam, Osszetett szam, legnagyobb kozos o0szto, legkisebb kozos tobbszoros, oszthatosagi sza-
balyok, maradékos osztds

az oszthatosag tulajdonsdgai, a szamelmélet alaptétele, oszthatdsagi szabaly 11-re

BEVEZETO

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), a kivalo tehetségti, sokoldalu
német tudés (matematikus, fizikus és csillagdsz) jelentésen hoz-
zdjarult a matematika kiilonboz6 teriileteinek, igy tobbek kozott
a szamelméletnek a fejlédéséhez. Gyakran a ,,matematika fejedel-
meként” emlegetik. Ugyanakkor Gauss a tudomanyokat ruhdzta fel
uralkodéi tulajdonsaggal. ,,A matematika a tudomanyok kiralyné-
je, és a matematika kiralyndje a szamelmélet” Gauss azért itélhette
kiemelked6 fontossaginak a szamelméletet, mert — bar a problé-
mak, sejtések konnyen megfogalmazhatok - az allitasok bizonyitasa
rendkiviili 6tletességet, tudast, valamint a matematika kiilonboz6
teriileteihez (mint példaul analizis, algebra, grafelmélet, kombinatorika) val6 alapos hozzaértést igényel. Gauss egész életét
annak szentelte, hogy minden odaadasaval és tudasaval ezeket az ,,uralkoddkat” szolgalja.

A szamelmélet teriiletén — ahogyan a matematika és mas tudomanyagak tertiletein is — jelenleg is vannak megoldasra vard
problémak.

Ilyen példaul az tn. ikerprim-sejtés, miszerint végtelen sok olyan p primszam van, amelyre p + 2 is prim. A sejtés igazolasa a
mai napig nyitott probléma, pedig ezt a felvetést Eukleidész még Kr. e. 300 koriil fogalmazta meg.

Tobb mint ezer éve keresik a valaszt arra is, hogy létezik-e paratlan tokéletes szam, vagyis olyan pozitiv egész, amely megegye-
zik valddi osztdinak osszegével.

A - Christian Goldbach (1690-1764) német matematikustol szarmazo6 — paros Goldbach-sejtés (barmely 4-nél nagyobb pa-
ros szam két prim sszege) jelenleg is megoldatlan probléma. A paratlan Goldbach-sejtést (barmely 5-nél nagyobb paratlan
szam harom prim Osszege) Vinogradov az 1930-as évek elején bebizonyitotta ,.elegenden nagy pozitiv egészekre’, de dltala-
nosan még nem sikertilt bizonyitani minden pératlan szamra.

Pierre de Fermat (1601-1665) XVII. szdzadban megfogalmazott sejtésének bizonyitasara egészen 1995-ig varni kellett. Nézz
utana az interneten, hogy pontosan mi volt ez a sejtés! Matematikai tanulmanyaid soran mar talalkozhattal az 4llitas legkisebb
hatvanykitevére felirt alakjaval. Vajon mi volt ez?

A szamelméleti kutatasok képezik az alapjat a titkositds, a kriptografia tudomdnyanak. Nagy jelentdséggel bir a szimelméleten
alapulé modszerek, eljarasok alkalmazasa a hadiiparban, a gyogyszeriparban és a bankszféraban is.

Ne keverd 6ssze az alabbiakat!
P Az osztds egy miivelet, melynek sordn két szamhoz rendeliink eredményképpen egy harmadikat.

P Az oszthatésag két szam kozotti kapcsolat (reldcio), mely a szimok szorzésén, tobbszorozésén alapul.
Emiatt a 0-val vald osztdsnak nincs értelme, de 0 osztdja a 0-nak, ugyanis a definicio szerint van olyan k természetes
szam, amelyre 0 - k = 0.



1. Az oszthatdsag tulajdonsagai
Az a; b; c természetes szamok esetén fenndll:
l.alaésl|aésa]o.
2. Haa|bésb|a,akkora=>0.
3. Haa|bésb|c, akkora]c.
4. Haa | b, akkor a | (b - ¢), de megforditva nem igaz az allitds.
5. Haa|bésa|c, akkora| (b + c), de megforditva nem igaz az 4llités.
6. Haa|bésafc akkoraf (b +c),de
haa} (b+c),akkorvagya|bésal c,vagya) bésal|c,vagyaf bésaf c.

2. A szamelmélet alaptétele:

Barmely 1-nél nagyobb természetes szam felbonthato véges sok primszam szorzatara, és ez a felbontas a tényezék sorrend-
jétél eltekintve egyértelm.

Megjegyzések:

1. Ha egy pozitiv egész szam osztdit keresstik, akkor alkalmazhatjuk a tanult (2-re, 4-re, 8-ra, 3-ra, 9-re, 5-re, 25-re, 125-re
vonatkozo) oszthatdsagi szabalyokat.

2. Oszthatosagi szabaly a 11-gyel val6 oszthatdsagra

Egy természetes szam pontosan akkor oszthatd 11-gyel, ha valtakozo eljellel osszeadott szamjegyeinek 9sszege oszthatd
11-gyel.

Példdul: 11 | 1372492, mert 11 | (1-34+7-2+4-9+2);
11]62513, mert 11 | (6-2+5-1+ 3).

Bizonyitsd altaldnosan a 11-gyel val6 oszthatdsagi szabalyt egy 6tjegyt pozitiv egész szamral!

3. Minden 1-nél nagyobb egész szamnak van prim osztdja.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Ird fel a 299 primtényezds felbontasat!

Megoldas:

Az oszthatdsag vizsgalatat elegendd a /299 = 17,3-nél kisebb primszamok-
ra vonatkozdan megtenni. Az oszthatosagi szabdlyok segitségével belathatd,
hogy a 299 nem tobbszorose a 2-nek, 3-nak, 5-nek.

A 7-tel, a 11-gyel, a 13-mal, valamint a 17-tel val6 oszthatdsag vizsgalatdhoz
irjuk fel a 299-et rendre olyan dsszegként, amelyben néhany tag biztosan oszt-
hat¢ 7-tel, 11-gyel, 13-mal, illetve 17-tel.

Igy arra jutunk, hogy

299 =210 + 49 + 40, ahol 7| 210 és 7 | 49 és 7 | 40, ezért 7 f 299;
299 =220+ 77 +2,ahol 11 | 220 és 11 | 77 és 11 | 2, ezért 11 } 299;
299 =260 + 39, ahol 13 | 260 és 13 | 39, ezért 13 | 299;

299 =289 + 2, ahol 17 | 289 = 172 és 17 | 2, ezért 17§ 299.

A 299 tjabb osztéjanak meghatarozasdhoz elegend6, ha megkeressiik a megkapott osztonak, a 13-nak az osztoparjat. Ez a
23, és mivel 23 is primszam, igy 299 primfelbontasa: 299 = 13 - 23.



Megjegyzés: Egy pozitiv egész szam osztoparjai koziil az egyik soha nem nagyobb a szam négyzetgyokénél, ezért az osztok
meghatarozasa esetén elegend6 a szdm négyzetgyokéig keresni az osztokat (ha addig nem talalunk osztét, akkor a szam
primszam).
2. Igazold az alabbi allitast!
10 | 223 + 44 + 6677 + 88%°
Megoldds:
A 10-zel val6 oszthatdsag miatt vizsgaljuk meg a 223 + 44% + 6677 + 88% §sszeg utolsd szdmjegyét!
22% esetén elegendd, ha a 2 végi szamok hatvanyainak utolsé szimjegyét hatdrozzuk meg.

A 2 végli szamok pozitiv egész kitevds hatvanyainak utolsé szamjegye rendre: 2; 4; 8; 6; 2; 4; ..., vagyis a végzédések 4-es
periddusban allnak el, igy 22 = 2248+ ! utols6 szamjegye a 2.

Hasonl6an ldthato, hogy a 4-re végz8dd szamok pozitiv egész kitevés hatvanyai rendre 4; 6; 4; 65 ..., ezért 44 utols6 szam-
jegye 4. A 8-ra végz6dd szamok hatvanyai rendre: 8; 4; 2; 6; 8; 4; ..., ezért 88%° utolsd szamjegye 2. A 6-ra végz6dd szamok

pozitiv egész kitevés hatvanyai pedig minden esetben 6 végt szdimot adnak.

Az el6bbiek miatt az 6sszeg egyes tagjai
2233 =10k + 2;
alaku szdmokat adnak, ahol k; I; m; n € N.

Igy a hatvanyértékek dsszege

44 =101+ 4; 66”7 =10m + 6;

88% =10n + 2

10k+2+10l+4+10m+6+10n+2=10(k + [+ m + n) + 14,

amibdl kovetkezik, hogy az egyes helyi értéken all6 szdmjegy a 4, tehat a 22 + 44> + 6677 + 88°? nem oszthat6 10-zel.

FELADATOK

E K2 Tudjuk, hogy A =2-3".5k.11 (ahol n és k pozitiv
egész szam) és 45 | A.

a) Milyen szamok allhatnak az n és k helyén?

b) Dontsd el, hogy az alébbi éllitasok kozil melyik
igaz biztosan, melyik lehetséges és melyik nem le-
hetséges az A szamra vonatkozdéan!

18f A 36| A

100 | A 10} A

54| A

605 | A

E E1 Hany olyan pozitiv egészekbdl 4116 (n; k) szampar
van, amelyre a
a) 3. 5%. 76 szdm 2 - 10°-nél kisebb négyzetszam;
b) 23.3". 5% sz&dm legfeljebb 6 jegyt kobszam;
c) 312.77. 11% sz4m egyszerre négyzet-, és kobszdm;
d)2*.3".52.75. 11 szdm osztéjaa 2’ - 33 - 5. 7+ . 112

szamnak?

ﬂ E1 (Emelt szint{ érettségi, 2018)
A 72-nek és az n pozitiv egész szamnak a legkisebb
ko6zos tobbszorose 27 720. Hatdrozd meg az n lehet-
séges értékeinek szamat, és add meg az n legkisebb
lehetséges értékét!

I E1 Hény 0 4ll a 2021! végén?

E E1 (Emelt szint( érettségi, 2006)
Az 52941 szamjegyeit leirjuk az 6sszes lehetséges sor-
rendben.

a) Az 52941 szammal egyiitt hany otjegyli szamot
kapunk?

b) Ezen szamok koziil hany oszthatd 12-vel?

) Bizonyitsd be, hogy e szamok egyike sem négy-
zetszam!

ﬂ E2 (Emelt szint(i érettségi, 2010)

a) Hany olyan tizjegyt pozitiv egész szam van, amely-
nek minden szdmjegye a {0 ; 8} halmaz eleme ?

b) Ird fel a 45-nek azt a legkisebb pozitiv tobbszdrs-
sét, amely csak a 0 és a 8-as szamjegyeket tartal-
mazza!

A E2 (Emelt szinti érettségi, 2014)
Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl 6sszesen 720 olyan
hatjegyli szam képezhet6, melynek szdmjegyei kozott
nincsenek egyenlék. Ezek kozott hany 12-vel osztha-
té van?



KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Bizonyitsd be, hogy 12 | (n* - n?),han € N!

Megoldds: Szorzatta alakitds utdn: 12 =2%-3 és (n* - n?) = n’(n* - 1) =n*(n - D(n + 1) = (n - Dn*(n + 1),

vagyis azt kell belatni, hogy 2%- 3 | (n - Dn(n + 1).

Ha n paros, akkor 2 | n, ezért 2% | n% ha n péaratlan, akkor 2 | n - 1és2 | n + 1, ezért 22| (n - 1)(n + 1).

3| (n-Dn*(n+ 1), mertaz (n - 1), n, (n + 1) harom egymdst kovetd egész szdm szorzata, amelyek koziil az egyik biztosan

oszthat6 3-mal. Az el6bbiekbdl kovetkezik, hogy 22 - 3 | (n - 1)

. ; . 3n-4 .
2. Milyen n egész szamra lesz egész szam?
n+2

n*(n + 1).

Megoldds: Az algebrai tortet hozzuk olyan alakra, hogy csak a nevezében szerepeljen az ismeretlen:

314 _3n+2)-10_3(n+2) 10 .

n+2 n+2 n+2  n+2  n+2
akkor egész szdm, ha |n + 2| | 10.
n+2
Foglaljuk tablazatba a lehetdségeket:
Lok 0 -5 -2 =
n 7 -4 -3

4 egész szam, ha n € {-12; -7; -4; -3; -1; 0; 3; 8}.
n+2

Tehat a 3n—

FELADATOK

ELl (Emelt szint érettségi, 2020)
Hény olyan 90-nél nem nagyobb pozitiv egész szdm
van, amely a 2, a 3 és az 5 koziil pontosan az egyikkel
oszthat6?

P E1 Melyikigaz, melyik hamis az alabbi allitésok kéziil?

a) Van olyan természetes szam, amely szamjegyeinek
szorzata 910.

b) 5| @1°+ 11! + 112+ ... + 11°)
c) A 4%° - 1 primszdm.

d) Ha 4 | ab, akkor 12 | ababab (ahol a és b pozitiv
egész egyjegyl szam).
€) Van olyan természetes szam, amelynek a fele

négyzetszam, a negyede pedig egy természetes
szam negyedik hatvanya.

egész szamot ad, ha

egész szam.
n+2

1 2 5 10
=1l 8
—7 -2 1 2

) E1 Bizonyitsd be az 4llitasokat! (n € N)

a) 255 | (215 - 1) c) 4| (n*-2n°+n?)

b) 30 | (n° - n) d)3|Q-7+1)

n E2 (Emelt szint( érettségi, 2017)

a) Hatdrozd meg a ¢ szamjegy lehetséges értékeit, ha
tudjuk, hogy 1c28 nem oszthaté 6-tal, 93c6 nem
oszthaté 36-tal, 3¢5 pedig nem oszthaté 15-tel! (pgrs
azt a négyjegyl szamot jeloli, amelynek els6é szam-
jegye p, tovabbi szamjegyei pedig rendre g, r és s.)

b) Igazold, hogy nincs olyan n pozitiv egész szam,
amelyre 4" + 6n — 1 oszthatd 8-cal!

5n+10

n—1

E E1 Milyen n egész szamra lesz egész szam?

36. LECKE / GYAKORLAS



primtényezékre bontas

a pozitiv osztok szama, végtelen sok primszam van

KIDOLGOZOTT FELADAT

Rajzolj a derékszogli koordinata-rendszerben olyan egész oldalhosszusagu téglalapot, amelynek oldalai parhuzamosak a
koordinatatengelyekkel, és amely a ,,bal als6 sarkaban” magaban foglalja azt az egység oldalhosszusagi ABCD négyzetet,
amelynek cstcsai az A(0; 0), B(1; 0), a C(1; 1) és a D(0; 1) pontok!

Haény ilyen téglalap van, ha a teriilete
a) 14; b) 45; c) 360 teriiletegység?
Két téglalapot kiillonbozének tekintiink, ha legaldbb az egyik tengelyre illeszkedd oldalaik hossza kiilonboz6.

Megoldds:

a) Ha a keresett téglalap oldalainak hosszusagat
a e " ésb e Z"jeloli, akkor a teriilete felirha-
t6 a - b = 14 alakban. A feltételek miatt ez olyan
a; b pozitiv egészekre igaz, amelyek a 14 osztoi,
tehat az egyik oldal hosszanak lehetséges érté-
kei a = 1; 2; 7; 14, az ehhez tartoz6 madsik oldal
hosszai rendre b = 14; 7; 2; 1. A derékszogii ko-
ordinata-rendszerben a lehetséges elhelyezése-
ket az abra mutatja:

Tehat 4 ilyen téglalap van.

b) Az el6bbi feladatrész megolddsahoz hasonléan
gondolkodhatunk. Ebben az esetben a keresett
téglalap oldalainak hosszat a 45 osztéi adjak
meg. A megoldasokat tablazatba foglalva:

a 1 3 5 9 15 45
b 45 15 9 5 3 1

Az osztéparoknak megfelel6 oldalhossztsagokkal 6 téglalap rajzolhaté a feltételeknek megfeleléen.

c) Az el6bbiekhez hasonldan a teriilet mérészamdnak, a 360 osztoinak szamat kell meghatdroznunk. A 360 primtényezés
bontdsa (360 = 2 - 3% . 5) alapjn egyszer(ibb az osztok megkeresése. Az osztok mindegyike a felbontdsban szerepld
egyes primtényez8k hatvanyainak szorzataként éllithatd eld. A 2 hatvényai koziil szoba johet a 2°,a 2!, a2 2%, ésa 2% a3
hatvényai koziil a 3%, a 3!, a 3%, valamint az 5 hatvanyai kozil az 59, és az 5'.

Osztdja példaul a 360-nak a 2°- 3! - 5!, 222 32. 5% valamint a 2° - 32 - 5.

Az osztok eléallitasakor a 2 hatvanyaibol 4, a 3 hatvanyaibdl 3, az
5 hatvanyaibol 2 valasztasi lehetéség adédik. Mivel a kiilonb6z6 ‘)‘(
-
—_—

primtényez6k hatvdnyai koziil fuggetleniil vlaszthatjuk a meg- 'i
feleloket, ezért 360 Osszes osztéinak szama 4 - 3 - 2 = 24. Tehat 24 =
olyan téglalap van, amely teljesiti a feltételeket.



1. A pozitiv osztok szama

Ha az A Osszetett szam primtényezds alakjaaz A = pj'-pi=-pi- ... - pi(aholap s p,; pss .5 p, kiilonb6z6 primszamok, és
az n; n,; na .. 1, pozitiv egész szamok), akkor az A szdm osztéinak szama d(A) = (n, + 1) - (n,+ 1) - (n, + 1) - ... - (n, + 1).
Példdul: A =273 113 esetén az osztok szdma: dA)=65+1)-1+1)-B+1)=6-2-4=48

2. Tétel a primek szamarol

Tétel: Végtelen sok primszam van.

Bizonyitds:

Az allitassal ellentétben (indirekt mdédon) tegyiik fel, hogy véges sok primszam van, pontosan a kovetkezd n darab:
PPy Py --5P,

Tekintstikaz A=p -p,-p,-...-p, + 1 egészszdmot. Az indirekt feltevésiink szerint ez csak 6sszetett szdm lehet.

Ezaszdmap;p,; p.;...; p, primek egyikével sem oszthat6, mert barmelyikkel osztva 1 maradékot ad. De mivel indirekt
feltevésiink szerinta p; p,; p,; ...; p, az 6sszes primszam, ezért az A szimnak nincs prim osztdja. Ez azonban ellentmond
annak, hogy minden 1-nél nagyobb 6sszetett szamnak van prim osztdja.

Igy ellentmonddsra jutottunk, tehdt az eredeti allitds igaz.

FELADATOK

E E1 Hatdrozd meg a 7! osztoinak szamat! E E1l

E E1 Hény négyzetszdm osztéja van a 27 - 3¢ - 5° . 11* a) Hatdrozd mega 2*- 3°- 5% - 7 primtényezds alakban
szamnak? felirhat6 szdm paratlan és paros osztdinak szamat!

N E1 Melyik az a legkisebb természetes szam, amely- b) Mennyia 2757 - 11*- 13 primtényezds alakban
nek pontosan felirhatd szam prim oszt6i szamdnak és nem prim

» o 0szt6i szamanak az ardanya?
a) 15 pozitiv osztdja;
b) 18 pozitiv osztdja van? m E2

n E1 Bizonyitsd be, hogy a négyzetszamoknak pérat- a) Mennyi az 1000 6sszes pozitiv osztéinak dsszege?

lan szdm1 pozitiv osztéja van! b) Mennyi az 1000 Gsszes pozitiv osztoinak szorzata?

"o

Milyen ,,stirtin” helyezkednek el a primszamok a természetes szamok kozott? Az ikerprimek esetében két szomszédos prim
killonbsége 2. Belathat6 azonban, hogy két szomszédos prim kiilonbsége tetsz6legesen nagy lehet. Ezt megfogalmazhatjuk
ugy is, hogy barmely pozitiv egész n esetén talalhatd n darab egymast kovet Osszetett szam.

Ezt az allitast ugy bizonyitjuk, hogy tetszéleges n-hez konstrualunk n darab egymast kovetd dsszetett szamot.

Tudjuk, hogyazn!=1-2-3-...- (n- 1) - n Osszetett szam barmely 2 < n esetén (mivel osztéjaa2,a 3, ...,azn - 1 ésaz n).
Az oszthatdsag tulajdonsagai alapjan belathato, hogy 2 < n esetén teljesiil:

2| ((n+ D! +2),azaz (n + 1)! + 2 Osszetett szam,

3| ((n+ 1!+ 3),azaz (n + 1)! + 3 Osszetett szdm,

4| ((n+ 1! +4),azaz (n + 1)! + 4 dsszetett szam, és igy tovabb ..., n|((n+ D!+ n),azaz (n + 1)! + n dsszetett szam,

tehat megadtunk »n darab egymast kovet6 szamot, amelyek mindegyike Osszetett szam.



. Il helyiértékes irdsmod, szdmrendszerek, 4ttérés mas alapt szdmrendszerre

m miveletek szamrendszerekben
BEVEZETO

a) Kérdés: Mi lehet a kozds az aldbbi jelekben? Vilasz: Mindegyik szimbdlum szdmokat jelol.
i % 1. sor: a 10 hatvanyait megjelenité egyiptomi jelek:
L @
/ ﬂ % 1; 105 100; 1000; 10 000; 100 000; 1 000 000

o 2. sor: Kinaban és Japanban hasznalatos szamok:
0; 1; ...; 10; 100; 1000; 10 000

3. e | oo evelosee] | o | oo one]|enee 3. sor: maja hieroglifak: 15 2; ...; 9
4. IVXLCDM 4. sor: romai szamok: 1; 5; 10; 50; 100; 500; 1000
5. 0123456789 5. sor: arab szamok

b) Kérdés: Hany darab van egy tucatban? Hény tucat egy nagytucat? Hany darab van egy nagytucatban?
Vilasz: A tucat sz6 (ami valdszintleg a latin duodecim sz6bodl szarmazik) a magyarban 12 darabot jelol.

Példdul: Ha a boltban egy dobozban 12 darab tojas van, akkor az egy tucat tojas. Ha ebb&l 12 dobozzal veszel, akkor az mar
egy nagytucat (masképp grossz), ami dsszesen 12 - 12 = 12% = 144 darab tojas. Ha 12 nagytucat tojast széllitanak egy boltba
(nagygrossz), akkor az 12-szer 12 doboz tojas, ami - mivel dobozonként 12 darab tojds — sszesen 12 - 12 - 12 = 12° = 1728
darab tojas.

Ebben a példaban, ebben a csoportositasban a tucat, vagyis a 12 az alapszam.
Nézz utana, hogy killonb6z6 nyelveken hogyan mondjék a tucatnak megfelel6 mennyiségeket!

A mennyiségek egyértelm kifejezéséhez, a szamok leirdsahoz azonos szimbolumokra (szamjegyekre) és azonos abrazolasi
mddra, leirdsi rendszerre (szdmrendszerre) van sziikség.

Kiilonb6z6 mennyiségekhez kiilonboz6 alapszamokat, valtészamokat hasznalunk, kiillonboz6 egységeket mas és mas sza-
mu kisebb egységre, csoportra bontunk.

A legnépszertibb és leggyakoribb szamrendszer, amit a hétkznapi
életben hasznalunk, a tizes szimrendszer.

A tizes szamrendszerben hasznalt szamjegyeket, vagyis alaki érté-
keket a 10 hatvinyainak megfelel, jobbrdl balra névekvé 100,107,
10%, 10% ..., 10" (n € N) helyi értéki helyeken helyezziik el. Min-
den szam valddi értéke egyértelmden felirhat6 a szamjegyek alaki
értéke és a megfeleld helyi értékek szorzatainak osszegeként.

Példdul: 78204 =7-10*+8-10* +2- 10>+ 0 - 10' + 4 - 10°.

A szamitastechnikaban, az informatikai eszkozokben az adatok
egyszerlibb tdroldsa és atvitele miatt a 2-es alapt (bindris) szam-
rendszert hasznaljak.




Tétel: Ha az a 1-nél nagyobb rogzitett egész szam, akkor barmely A pozitiv egész szdm egyértelmten felirhat6 az a-nal
kisebb ¢ sc 5c, 5.5 cp5 ¢, természetes szamok segitségével

A=c -a"+c,,-a"'+c _-a"? +..+c -a +c,-a°
n n-1 n-2 1 0

alakban (n € N; c,e N;i=0;1;...; n), amit az A szdm a alapt szamrendszerben val6 felirdsdnak neveziink és
A=cc .c €,Coa alakban irjuk,

nn-1"n-2""" 0

aholc;c, 5¢, ,5..5¢5¢,az A szam szdmjegyeit jelenti az a alapu szamrendszerben.
Az a alapt szamrendszerben eléforduld szamjegyek mindegyike kisebb az a-n4l.

Példdul: A=1057,=1-8+0-8+5-8'+7-80=559, .

Megjegyzések:
1. A 10-es szamrendszer esetén megallapodas szerint nem jelezziik jobb alsé indexben a szamrendszer alapjat.

2. A 10-nél nagyobb alaput szamrendszerekben a 9-nél nagyobb, egynél tobb karakterbdl 4ll6 szamjegyeket zardjelezziik,
vagy azokat az abécé nagybetiiivel jeloljiik.

Példdul 16-os szamrendszerben (10) = A; (11) =B; 12) = C; ...; (15) = F.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Irjuk fel a 10-es szamrendszerbeli alakjit a 24105, szdmnak!
Megoldas:
A 6-0s szamrendszerbeli helyi értékek az 6tjegy(l szam esetén: 6% 6% 6% 65 6°, ezért a szam értéke a 10-es szémrendszerben:

2:6*+4-6°+1-6°+0-6'+5-6°=3497.

2. Irjuk fel a 8-as szdmrendszerben a 3082-t!
Megoldds:

Ebben az esetben a 8-as szamrendszerbeli helyi értékek (a 8”; ...; 8% 8% 8% 8° (n € N)) koziil az el6fordulo legnagyobb a 8°
lehet, mivel 3082 < 8%,

Ezt felhaszndlva a maradékos osztas elvégzése alapjan 3082 = 6 - 8° + 10, vagyis a legnagyobb helyi értéken a 6 szamjegy
all. A10=0- 8%+ 10, ezért a kovetkezd helyi értéken a 0 4ll.

Az eljarast folytatva 10 = 1 - 8! + 2, ezért a kovetkez6 szamjegy az 1, az azt kovetd pediga 2.

Tehat mivel 3082 =6-8%+ 082+ 1-8' + 2, ezért 3082 = 6012,

3. Végezziik el az alabbi muveleteket!
a) 11011, + 10010,

b) 6431, + 6052, + 7143,

c) 2431, - 152,

Elsé megoldds:
A szamokat atirjuk 10-es szamrendszerbe, majd az eredményt visszairjuk az eredeti szamrendszerbe.

Oldd meg gyakorlasképpen ezzel a mdédszerrel a feladatokat!

Masodik megoldds:

Alkalmazzuk a 10-es szamrendszerben megszokott, a helyi értékeknek megfelelen egymas ala iras modszerét, ahol figye-
lembe vessziik a szamrendszer alapjanak (és tobbszoroseinek) helyiérték-atlépési szabalyait.



A megoldas sordn:

z0ld szinnel jel6ltiik az egyes 1épésekben kapott eredmény utolso szamjegyét, amely megmutatja, hogy a szamrendszer
alapjanal, vagy annak t6bbszorosénél mennyivel nagyobb a kapott 6sszeg;

kék szinnel jeloltiik az egyes 1épésekben kapott maradékokat, melyek megmutatjak, hogy a szamrendszer alapjanak hany-
szorosat értiik el, vagy léptiik at.

a) 1. 1épés 2. 1épés 3. 1épés 4. 1épés 5.1épés
1 1 1

11011, 11011, 11011, 11011, 11011,
10010, 10010, 10010, 10010, 10010,

1 01 101 1101 101101,
1+0=1, 1+1=10, 1+0+0=1, 1+0=1, 1+1=10,
leirjuk az 1-et leirjuk a 0-4t leirjuk az 1-et leirjuk az 1-et leirjuk a 0-4t

tovabbvisziink 1-et tovabbvisziink 1-et,

1 =1, lefrjuk az 1-et
Tehit 11011, + 10010, = 101101,.

b) 6431, Az egyes helyi értéken 1 + 2 + 3 = 6 (a nyolcas szdamrendszerben).
6052, A nyolcas helyi értéken 3 + 5 + 4 a nyolcas szamrendszerben 14,
+ 7143 ebbdl leirjuk a 4-est és tovabb vissziik az 1-t.
23646, A 64-eshelyiértéken1+4+0+1=6.

Az 512-es helyi értéken 6 + 6 + 7 a nyolcas szamrendszerben 23.

Tehat 6431, + 6052, + 7143, = 23646,

c) Irésbeli kivonaskor a kisebbitendé al4 irjuk a kivonandét. A kivonas helyi értékek szerint torténik. Ha nem tudjuk
kivonni az egyik szambol a masikat, akkor a kovetkez6 (vagyis az azt megel6z6) helyi értékbdol kell bevéltani.

kisebbitend6 2 4 3+ 1+
kivonand6 - 14542
maradék 2 2 3 5
helyi értékek IV.IILIIL I

AT helyi értéken az 1 — 2 nem végezhetd el, ezért az 1-hez bevaltunk az el6z6 I1I. helyi értékrdl még egy 1-est (melynek
értéke a 6-os szamrendszer miatt 6), igy (6 + 1) - 2 = 5 keriil az eredménybe az I. helyi értékre.

A beviltott 1-est hozzdadjuk a kivonandéhoz a II. helyi
értéken, igy 3 - (5 + 1) értékét kellene szamolni, de ez
nem végezhetd el, ezért a megel6z6 III. helyi értékrol
bevaltunk egy 1-est, emiatt (6 + 3) - (5 + 1) = 3 keriil a
maradék II. helyi értékére.

Az el6bb beviltott 1-est hozzdadjuk a kivonandéhoz a
II1. helyi értéken, igy 4 - (1 + 1) = 2 keriil a maradék-
ban III. helyi értékére.

ATV helyi értéken 2 - 0 = 2 szamjegyet irunk.
Tehat 2431, - 152, = 2235,.
Ellenérzés: 2235, + 152, = 2431




FELADATOK

E Fi Melyik szdm a nagyobb? Vélaszod szdmoldssal b) Hogyan valtozik egy hdrmas szdmrendszerben
indokold! felirt szam értéke, ha az utolso két szamjegyet t6-
a) 1467, vagy 1100110101, b) 207, vagy 22000, ik, Sy billyfre U=l

E E1 ¢) Hogyan valtozik egy kilences szamrendszerben

felirt szam értéke, ha a végére egy 0-t irunk?
a) Ird 4t az alabbi tizes szimrendszerbeli szamokat
kettes, négyes, illetve nyolcas szamrendszerbe!
45;71; 121; 234

d) Hogyan valtozik egy hatos szamrendszerben felirt
szam értéke, ha a végére két 0-t irunk?

b) Az el6z6 feladatrészben kapott kettes szamrend- [ E1 Veégezd el az alébbi miiveleteket!
szerbeli alakokat a szam végérdl indulva bontsd a) 11101, + 10111, - 1010,
fel kettes, majd harmas egységekre (nem biztos,

hogy minden egységbe jut két vagy harom szam- b) 5312, + 2032, - 143

6

jegy), és ird vissza az igy kapott szamokat tizes c) 110001, + 10231, - 142,
szamrendszerbe! Hasonlitsd ossze az igy kapott
eredményeket a szdm négyes, valamint nyolcas E E2 Milyen x értékek esetén igazak a kovetkezd
szamrendszerbeli alakjaval! egyenléségek?
E E1 a) 121 + 132, =1110011,

b) 1010, +10_, =111,

a) Hogyan valtozik egy 6tos szdmrendszerben felirt x+1

szam értéke, ha az utolsé szamjegyet toroljiik, és a c)2111 ,,-1001  ,=1011,
helyére egy 0-t irunk?

Erdekesség: Kiilonbozé nyelvekben kiilonb6zd logika utjan nevezték -
el a szamneveket. osa lar
A magyar nyelvben az elsé tiz pozitiv egész szamnak 6nallé neve van, geba"e g [Ig E
az ezek utan kovetkez6 szamokat mindig az atlépett tizes (majd sza- n D = (1 3
zas, ezres ...) helyi értékhez viszonyitjuk. g 'Q\l)\ g ' |_0|| E

: L ==
Az angol és a német nyelvben az els6 12 pozitiv egész szamnak van = 3 T <-N
6nallé neve, a tovébbiakat az atlépett tizesekhez viszonyitjak. 8‘ g_ é 8 n:’-numeri

5 —y <
Az olasz nyelvben a 10 és 20 kozotti szamok kimonddsa sajatosan ala- c 39 ‘D:ﬂ . Q\v
PR Al A oA o < = S0D
kul. 11-t6l 16-ig az egyes helyi értéken all6 szdmjegy van eldl, utdna =3 3 o @l o ¥
jon a tizes (-dici) utdtag, 17-t6l 19-ig az egyes helyi értéken 4116 szdm § 2 = O Y I aLmb obin
keriil hatra, a tizes lesz az el6tag. = g ® o
Az izlandi nyelvben a 11-nek és a 12-nek kiilén neve van. 13-t6l 16-ig, g 5 () nu m ers é
valamint 17-t6] 19-ig megegyezik a szamok végzddése, de az alakjuk c g 3 Cg 38 D_’ -3
nem vezethetd le az egyesekbdl, ezért kiilon mindegyik szam nevét 3 i crc3 J <,
meg kell tanulni 1 és 20 kozott. 2 I.TII] %35‘ 8
Q
A francia nyelvben kiilon neve van a szamoknak 11-t6l 16-ig, a tovab- Wo:: Q j;l g 2 -}
C o lis . . . P W €T O =

bi szamokat a tizes atlépés szerint egyeztetik, egészen 69-ig. A 70-t6l D 3q 0 =
79-ig 1év6 szamok esetén a kiinduldpont a 60. Ezeket a szamokat Ggy <. = 'CCD PR, bm |
fejezik ki, hogy 60-hoz hozzdadjak a megfelelé szamot, tehat a szam 5 E [®) IzZInombolio

masodik része egy 10-nél nem kisebb, 19-nél nem nagyobb egész
szam. A 80 értelmezése mar 4 - 20, ezért példdul a 83-ata 4 -20 + 3
osszegként nevezik meg. Egyes francia nyelvii orszagokban megint masként mondjak a 70-et, 80-at, 90-et.

A kiilonboz6 elnevezések logikaja vélhetSen a kiillonboz6 szamrendszerek hasznalata miatt alakulhatott ki.



(D = definicio, T = tétel, M = modszer, eljaras)

D

Oszthatosag

Az oszthatésag tulajdonsagai
(@a e N; b e N;ce Nesetén)

Primszam
Primek szama

Osszetett szam

A szamelmélet alaptétele

Legnagyobb kozos 0sztd

Legnagyobb ko6zds 0sztd
meghatarozasa

Legkisebb kozos tobbszoros

Legkisebb kozos tobbszoros
meghatdrozasa

Relativ prim kapcsolat

Az osztok szama

Szamrendszerek

A b természetes szam oszthat6 az a természetes szammal, ha van olyan k
természetes szam, amelyre a - k = b.

Ekkor az a természetes szamot a b természetes szam osztdjanak, a b termé-
szetes szamot az a természetes szam tobbszorosének nevezzik. Jele: a | b.
b)Haa|bésb|a,akkora=">.
d)Haa | b, akkora| (b- c).
f)Haa|bésa/fc akkora [ (b+ o).

a)alaésl|aésalo.
c)Haa|bésb|c akkora|c.
e)Haa|bésa|c,akkora| (b+ o).

Egy pozitiv egész szam primszam, ha pontosan két pozitiv osztdja van.
Végtelen sok primszam van.
Egy pozitiv egész szam Osszetett szam, ha kett6nél tobb osztoja van.

Barmely 1-nél nagyobb természetes szam felbonthaté véges sok primszam szor-
zatdra, és ez a felbontds a tényezdék sorrend;jétdl eltekintve egyértelmd.

Két vagy tobb pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztdja a legnagyobb
olyan szam, amely mindegyik adott szamnak osztdja.

Két vagy tobb pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztojat a szamok prim-
tényez0s felbontasabol megkapjuk, ha az 6sszes kozos primtényezot az eld-
forduld legkisebb hatvanyara emeljiik, majd ezeket 6sszeszorozzuk.

Két vagy tobb pozitiv egész szam legkisebb kozds tobbszorose a legkisebb
olyan szam, amely mindegyik adott szimnak t6bbszorose.

Két vagy tobb pozitiv egész szam legkisebb k6zo6s tobbszorosét megkapjuk,
ha a szamok primtényezds felbontdsaban az dsszes el6forduld primszamot
az el6forduld legnagyobb hatvanyan 6sszeszorozzuk.

Két pozitiv egész szam egymassal relativ prim part alkot, ha a legnagyobb
kozos osztojuk 1.

Ha az A 6sszetett szam primtényezds alakja az A = p't - piz- pi-... - p (ahol
AP Py Py -5 Py KlONbO2O primszdmok, és az n; n; ny; ... n, pozitiv egész
szamok), akkor az A szdm pozitiv osztéinak szama

dA)=m+1)-(n,+1)-(n,+1)-...-(n +1).

Ha az a 1-nél nagyobb rogzitett egész szam, akkor barmely A pozitiv egész
szam egyértelmuen felirhato

A=c -a"+c, _ -a" '+c ,-a" 4. +c -a+c,-al

alakban (n € N; ¢, € N; i= 0; 1; ...; n), amit az A szdm a alapt szdmrend-
szerben val¢ felirasanak neveziink és A=cc ¢ ,...cc, alakban irjuk,
aholcsc sc, 5 ...5 ¢ c,az A szam szamjegyeit jelenti.

Az a alapt szamrendszerben el6fordulé szamjegyek mindegyike kisebb az
a-nal.



FELADATGY(]JTEM ENY

1.

K2 Hatdrozd meg a felirt szdm hidnyzé szdmjegyeit
ugy, hogy teljesiiljon az oszthatésag! Keresd meg az 6sz-

szes lehetséges megoldast!
a) 15| 1x25y c) 75 | 146x2y

b) 72 | 3x28y d) 33| 7x2y54

. K2 Tudjuk, hogy A =2"-3*.53 (ahol n és k pozitiv egész

szam).

Van-e olyan n és k pozitiv egész szam, amely esetén tel-
jestilnek az alabbiak?

Ha igen, akkor mi lehet az n és k értéke?

a) 250 | A d)295| A
h) 350 | A e) 1250 | A
c) 450 | A f) 5184000 | A

. E1 Igaz-e, hogy barmilyen pozitiv egész n esetén telje-

stil, hogy
a) 72| (10" + 8);
b) 6 | (10" +2 + 752);

c) 33| (10%" 1 + 386)?

. E1 Bizonyitsd be az alabbi allitasokat!

a) 11 (10010 - 1)
b) 10 | (777777 - 3335%5)
c) 156 | (5% - 1)

. E1 Hany darab

a) 8-cal oszthato abab;
b) 99-cel oszthatd aabb;
c) 6-tal oszthat6 abba

alakt négyjegyli szam van a tizes szamrendszerben?

. E2

5n+33
n+3

Milyen n természetes szam esetén lesz az kife-

jezés értéke egész szam?

E2 Bizonyitsd be, hogy tetsz8leges a, b pozitiv egész
szamok esetén teljestilnek a kovetkezé allitasok!

a) Ha 7 | (3a + 2b), akkor 7 | (9a + 20D).
b) Ha 17 | (5a + 2b), akkor 17 | (32a + 40b).
c) Ha23| (4a +3b) és23 | (7a + 2b), akkor 23 | (11a + 28D).

. E2 Mi lehet az n természetes szdm értéke, ha az

n® + n? - 30n-nek pontosan 8 darab pozitiv osztdja van?

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

E1 Milyen a és b pozitiv egész szdmok esetén igaz?
a) (a; b) = 84 és [a; b] = 2520

b) a+ b=570¢és (a; b) =30

c)a+b=270és [a; b] = 1820

E1l Végezd el az alabbi miiveleteket!
a) 110101, - 1011, - 110,

b) 1032, + 2133, - 1021,

c) 1051, + 12021, - 1110,

E2 Milyen pozitiv egész x értékek esetén igazak a ko-
vetkez6 egyenléségek?

a)111_+211, =134, b)11_-11_ ,=310__

2x+1 2 2

E2 Melyik igaz, melyik hamis? Vélaszod indokold!
a) Van olyan szdmrendszer, amelyben
1256 + 243 - 421 = 1100.

b) 54 darab olyan pozitiv egész szam van, amelyiknek
harmas szdmrendszerbeli alakja négyjegy.

C) 2 olyan tizes szamrendszerbeli szam van, amelynek
0tos szamrendszerbeli alakja a0b és hetes szam-
rendszerbeli alakja b0a.

d) Négy olyan szamrendszer van, amelyben a tizes
szamrendszerbeli 1000 4tirdsa soran négyjegyt
szamot kapunk.

E2 Melyik az a szdmrendszer, amelyikben a 3024-et
23-mal osztva hdnyadosul 121-et, maradékul 21-et ka-
punk?

E2 (Emelt szint(i érettségi, 2011)

Egy fabdl késziilt négyzetes oszlop minden élének hosz-
sza centiméterben mérve 2-nél nagyobb egész szam.
A négyzetes oszlop minden lapjat befestettiik pirosra,
majd a lapokkal parhuzamosan 1 cm ¢éld kis kockdk-
ra vagtuk. A kis kockak koziil 28 lett olyan, amelynek
pontosan két lapja piros.

Mekkora lehetett a négyzetes oszlop térfogata?

E2 (Emelt szint( érettségi, 2017)

a) Ha a | b igaz, akkor a | b? is teljesiil (a és b pozitiv
egész szamok).
Fogalmazd meg a fenti (igaz) allitds megforditasat,
és dllapitsd meg a megforditas logikai értékét is!
Vélaszod indokold! (a | b azt jelenti, hogy az a egész
szam osztdja a b egész szamnak.)

b) Hany olyan n pozitiv egész szam van, amelyhez 1é-
tezik olyan p (pozitiv) primszdm, amelyre az n? — pn
killonbség is egy (pozitiv) primszammal egyenl6?



-m pozitiv egész kitevjii hatvany, hatvanyazonossagok

m a hatvanyozas azonossagainak bizonyitasa

BEVEZETO

Hanyszor tudsz félbehajtani egy papirlapot?

Koriilbeliill mekkora lesz a vastagsdga a hajtogatast kovetGen, ha
1-szer, 2-szer, 3-szor, 10-szer, 15-szor, 20-szor hajtottad félbe, és az
eredeti lap vastagsdga 1 tized mm volt?

Megolds:

Tegyiik fel, hogy a vékony lap elég nagy teriilett (koriilbelill egy ké-
zilabdapalya méretti), és annyiszor tudjuk félbehajtani, ahanyszor

csak szeretnénk.

A papir rétegeinek szama és a papir vastagsaga minden 6sszehajtds utan duplazodik, vagyis n 6sszehajtds utan 2" réteg kelet-

kezik, és a vastagsag az eredeti vastagsdgnak a 2"-szerese lesz.

Igy a 2 megfelelé hatvényainak értéke megadja, hogy 1 dsszehajtds utan 0,2 mm, 2 hajts utédn 0,4 mm, 3 hajtas utdn 0,8 mm
vastagsagu réteg keletkezik.

A 10. 6sszehajtas utani magassag mar meghaladja a 10 centimétert, 15 hajtast kovetéen mar egy ,,papirtorony” jon létre, ami-
nek majdnem 328 cm a magassaga. A 20. félbehajtast kovetden mar 104,8576 méter lenne a ,,lap” vastagsaga.

Megjegyzések:

1. A mitosz szerint egy atlagos papirlap legfeljebb 7-szer hajthato félbe.

2. Egy ausztrdl-amerikai tudomanyos csoport (a ,,Mitoszrombolok”) tagjainak sikertilt egy futballpalya méret(, nagyon vé-
kony lapot 11-szer félbehajtania (az utolsé néhany hajtast kovetéen mar kénytelenek voltak tthenger segitségét igénybe venni
a papirfeliilet kiegyengetéséhez.)

KIDOLGOZOTT FELADAT

Melyik hatvany értéke a nagyobb?

a) A =2%vagyB=3?
b) A =9 vagy B =15’
c) A =111°¥ vagy B = 33311

Megoldds:

Mindharom esetben két olyan hatvany értékét kell ossze-
hasonlitani, ahol az A kisebb hatvanyalapot, ugyanakkor
nagyobb hatvanykitevét tartalmaz, mint a B, ezért az 9ssze-
hasonlitds szamolas vagy atalakitas nélkiil nem teheté meg.

104

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

a) Egyszer(i fejszamoldssal eldontheté a reldcié, mivel
A =2%=8,valamint B =32 =9, tehdt A < B.

b) Ebben az esetben fejben vagy irasban szamoldssal na-
gyon hosszt id§ alatt jutnank megoldasra.

I. megoldds: (szamologéppel szamolva)

Ellendrizd szamoldssal az alabbi megoldast!

A =915=205891132094 649, valamint
B =15° = 38443359375, tehdt A > B.



II. megoldas: (a kifejezések atalakitdsaval)
A =95 = (3% =33 valamint
B=15=(3-5)°=3%.5°

Két pozitiv szam reldcidjanak eldontéséhez elég, ha meg-
vizsgaljuk, hogy a hanyadosuk kisebb vagy nagyobb 1-nél:

A i Ak _39'321_£_(37)3_ i 3_
B 9 (53)3 53

3.3) (92.3Y
= = >1, tehat A > B.
53 5°

.5 3.5 3°.5° 5

1. A hatvanyozas azonossagai
(@beR,mneZtés n<m),

(ha a nevezdben szerepel, akkor a; b # 0)

FELADATOK

1 E1 Végezd el az alébbi miiveleteket!
(@aeR\{0}; b e R\{0}

5 3\7
a) Az % kifejezést add meg az a egyetlen hat-
a-a

vanyaként!

8 452
—a( 2( abf) 4) kifejezést add meg egy tortkifeje-
a .

b) Az
zés masodik hatvanyaként!

(b5)3 .(a4 b)5 .
(a3 ‘b2)6 ‘(6{4)5
a - b hatvanyaként!

c) Az

U
[b_3] kifejezést add meg

E E1 Szdmologép haszndlata nélkil dontsd el, hogy
melyik szam a nagyobb!

10 3\5
a) 310. (93)4 vagy w g

27
b) 3% vagy (3¢
C) 810422 vagy 215+4.21%
1 31 4

d) L+— vagy — ——
513 519 8y 520 521 :

c) Ebben az esetben nehezen boldogulndnk a hatvanyazo-
nossagok ismerete nélkiil. A megoldast atalakitasok se-
gitségével végezziik.

Kévesd nyomon a megoldas 1épéseit, és fogalmazd meg az
egyes lépésekben hasznalt alapelveket, azonossagokat!
A=11133 = 11111+222 = 111111. 111222 valamint
B=333""=(3.111)"" = 31" 111",

A két szam hanyadosa:

A 111'"nr? o

B UL g

A szamlaloban a hatvanyalap és a kitev§ is nagyobb, mint
anevezOben, ezért a tort értéke nagyobb 1-nél.

EA E1

a) Szamologép hasznalata nélkil igazold, hogy az
alabbi, 3 darab kettes szamjegy felhasznalasaval fel-
irt szamok kozott fennallnak a kovetkezd relaciok!

22 <222 <222 <22

b) Ird fel 3 darab 6tos szdmjegy felhasznéléséval (az
a) feladatrészben felirt szamokhoz hasonléan) a
lehetséges szamokat, és szamologép hasznalata
nélkiil allitsd azokat novekvd sorrendbe!

102 +1 . 10%% +1

n EzZ BlzonyltSd be, hOgY 102022 +1 - 102023 +1 '

E E2 Melyik az a négyjegy(i szam, amelyik megegye-
zik szamjegyei 0sszegének negyedik hatvanyaval?

A e2

a) Mi az utolsé szamjegye a
20217922 + 2022223 + 2023204 + 202429 + 2025%0%
szamnak?

b) Mi az utolsé szdmjegye n; k € Z+ esetén a
(107 + 9)* + (101 + 7)*+1 + (10m + 5)%+2 +
+ (107 + 3)*+3 1 (10p)* +4
szamnak?



2. Példak hatvanyazonossagok bizonyitasara pozitiv egész kitevo esetén (a; b € R, m; n € Z*)

Tétel: Azonos alaptl hatvanyokat ugy is szorozhatunk, hogy a kozos alapot a kitevok dsszegére emeljiik.

am.ght=gntn

Bizonyitds: a™-a"=(@-a-...-a)-(a-a- = = amtn
m dara]? nrdarab m+n darab SCIENTIEIS
tényez6 tényez6 tényez6
a hatvanyozas a szorzas a hatvanyozas
definici6ja miatt asszociativ  definici6ja miatt
tulajdonsaga
CONTRAST [0 15d]
miatt i woe <] v lorF) u@
Tétel: Azonos alapt hatvanyokat gy is oszthatunk, hogy a kozos alapot a kitevok kiilonb- eeww
Ségére emel]uk ) ) W7 Ein) [cos) an)
am
=qgm", haa#0;n<m
an
Bizonyitds: m darab m - n darab
tényez6 tényezd
m —— —
@ _ aea..ca _ aa.ca .,
a" a-a-..a 1
_—
n darab
tényezd
a hatvanyozas a tort a hatvényozés
definiciéja miatt  egyszerisitése definiciéja miatt

miatt

Tétel: Szorzat hatvanya egyenld a tényez6k hatvanyanak szorzataval.

(@a-b)yr=a"-b"
Bizonyitds:

@-b*=@-b)-@-b)y-...-a-b)=a-b-a-b-...-a-b = a-a-...-a-b-b-...-b = a"-b"
n darab n darab n darab
tényezd tényezd tényezd

a hatvanyozas a szorzas a szZorzas a hatvanyozas

definicidja miatt asszociativ kommutativ definicidja miatt
tulajdonsaga tulajdonsaga
miatt miatt

Ezzel belattuk a tételt. Hasonlé médon bizonyithatd, hogy hanyados hatvanya egyenld a szamlalo hatvanyanak és a neve-
z6 hatvanyanak hanyadosaval.

Tétel: Hatvanyt ugy is hatvanyozhatunk, hogy az alapot a kitevék szorzatara emeljiik.
(an)m —ght'm

Bizonyitds: m darab tényez6 m darab tag
— ——
(an)m — a"-a"- .a" — ghtnto.tn — am-n

a hatvanyozas azonos alapu a szorzas
definicidja hatvanyok definicidja
miatt szorzatara vonatkozé  miatt
azonossag miatt



-m nulla kitevéjli hatvany, negativ egész kitev6jli hatvany, racionalis kitev6jii hatvany, a négyzetgyokvonas, a négyzet-
gyokvonds azonossagai, az n-edik gyok

m a permanenciaelv, irracionalis kitev6jii hatvany, n-edik gyokvonas azonossagai

BEVEZETO

Ha egy muveletet mar definialtunk egy szamkorben, akkor a bévebb szamkorre vald kiterjesztését tigy kell végrehajtanunk,
hogy a szlikebb szamkorben érvényes azonossagok a b6vebb szamkorben is érvényben maradjanak. Ez az elv a permanen-
ciaelv (az dllanddsag elve). (Ezt az elvet alkalmaztuk kordbban a sz6gfiiggvények fogalmanak kiterjesztése soran.) A pozitiv
egész kitevore értelmezett hatvanyozds fogalmat kiterjesztjitk minden egész kitevére, majd egész kitev6rél racionalis kite-
vére, azt kovetSen racionalis kitevérdl irraciondlis kitevére, ezdltal minden valds kitevére. A permanenciaelv értelmében
a kiterjesztést ugy végezziik, hogy az 0j, bévebb szamkorokben valo értelmezések esetén a pozitiv egész kitevékre érvényes
azonossagok tovabbra is teljesiiljenek.

KIDOLGOZOTT FELADAT

3 I , , o g
a) A — hényados irhato: Ha azt szeretnénk, hogy a hatvanyazonossagok érvényben
3
P> ha erre az esetre is igazak a hatvanyazonossagok, ak-
3° .
kor = =37 valamint

maradjanak, akkor fenn kell 4llnia a 273 = 1 egyenlGség-
53

3
nek, ami irhat6 273 = (%J alakban is.

5

P az egyszer(sités elvégzése utan Eig 1 alakban.
35
Ha azt szeretnénk, hogy a hatvanyazonossagok érvényben
maradjanak, akkor fenn kell dllnia a 3° = 1 egyenl8ségnek.
4
b) A — hdnyados irhaté:
2

r e lvdorden phn 2o
P az egyszer(sités elvégzése utdn — = —; alakban,
valamint 2 2

P> haerre az esetre is igazak a hatvinyazonossagok, ak-
24
kor — =27
2

A hatvanyozas fogalmanak Kiterjesztése

A hatvanyozas muveletének kiterjesztése (a permanenciaelv
értelmében) ugy torténik, hogy végig érvényben maradnak a

hatvanyozas azonossagai.

2
c) Vegyitk az 53 hatvany harmadik hatvanyat!

Ekkor ha hatvany hatvanyara teljesiil az azonossag, akkor
3
2
( 55) = 52 egyenl8ségnek teljestilnie kellene.
Ugyanakkor 3/5_2 -nek a harmadik hatvanya a kobgyok
3
definiciéja miatt: (3 52) = 5%
Ha azt szeretnénk, hogy a hatvanyazonossagok érvényben

2
maradjanak, akkor fenn kell allnia a 53 = %/572 egyenld-
ségnek.

4. valos kitevd )

3. raciondlis kitevd )

2. egész kitevd )

1. pozitiv egész kitevd )
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re

1. Pozitiv egész kitevdjii hatvanyok
Definicio: Az a € R esetén a' = a.

Definicié: Haa € R, n € Z* és 1 < n, akkor a" egy olyan n tényez8s szorzat, amelynek minden tényez6je a.

2. A hatvanyozas egész kitevore
Definici6 (nulladik hatvany): Az a € R\ {0} esetén a® = 1.

Megjegyzés: A 0° nem értelmezett.

1 11

Definicié (negativ egész kitevéji hatvany): Aza € R\ {0} és n € Z* esetén legyen a™ = ln = [—j .
a

3. Racionalis kitevéji hatvany

P
Definicié: Aza € R* ésp e Z; q € Z*\ {1} esetén a? =a?.

e

4. Irracionalis kitevéji hatvany

A hatvanyozas az irracionalis kitevd esetére is kiterjeszthetd. Ennek pontos definicidjat a hatdrérték-szamitas modsze-
reivel lehet megadni. Szemléletes képet alkothatunk rola a kétoldali kozelités mdodszerével.

Példaul: A 2™ hatvany értékét meghatarozhatjuk ugy, hogy a m értékét kozelitjitk nala kisebb, illetve nala nagyobb ra-
cionalis szamokkal:

3<nm<4
3,1<m<3,2
3,14<m< 3,15

A 2 alapt exponencidlis fliggvény szigori monoton névek-
v6 racionalis kitevok esetén, és ezt megkoveteljiik az irraci-
ondlis kitevékre vonatkozdan is.

23 <27 <24
231 <« 27 < 232

23,14 < QT <« 23,15

A 27-re és mas irracionalis kitev6jli hatvanyokra a kétoldali kozelités alapjan az eldbbiek szerint kapunk egyértelmd,
az azonossagokat teljesit6 definiciot.

Ezzel a hatvanyozast tetsz6leges pozitiv valds alap esetén kiterjesztettiik tetsz6leges valos kitevore.

Belathatd, hogy az el6bbi értelmezések mindegyike megfelel annak az elvarasnak, hogy a korabban megfogalmazott (po-
zitiv egész Kkitevéju hatvanyokra vonatkozo) azonossagok érvényben maradjanak, tehat érvényesiil a permanencia elve.
A hatvanyazonossagok érvényesek barmilyen valds kitevd esetén, amennyiben az azokban szereplé hatvanyoknak értelme
van.

A hatvanyozast ezt kovetéen minden esetben pozitiv valés alapra értelmezziik. Ha ezt nem igy tennénk, akkor sok esetben
ellentmondasra, illetve nem egyértelmt eredményre jutnank kiilonb6z6 hatvanyok értékének meghatarozasakor.

Példdul:

1 1 2 1
1. (-8)3 = 3/—78 = -2 ;ugyanakkor (-8)3 =(-8)° =64° = 5/674 =2 ,tehatkétkiilonbozderedményre,igyellentmondasravezet.
1 2 1 1
2. ~/—4 : nincs értelme a valos szamok halmazén; ugyanakkor /—4 = (—4)? = (-4)* = ((—4)?)4 =16* = /16 =2, ami ellent-
mond az eredeti értelmezéssel.



FELADATOK

EH k2

a) Ird fel a 3 egyetlen hatvanyaként a 27+ - (817')2° szamot!

b) Ird fel az x egyetlen hatvdnyaként az iz - (x~2%)~* kifejezést, ahol x € R*!

EA E1

a) Ird fel a 2 egyetlen hatvanyaként a 22 - 0,5>4 . (81)-%2. 0,25 szdmot!

2
2
1 133
b) Ird fel az m egyetlen hatvanyaként az m!° ((m - m2) ] kifejezést, ahol m € R*!

E E2 Ird fel a p egyetlen hatvinyaként az alabbi kifejezéseket, ahol p € R*!

99

98 \100
2 99
133
a)p'-p2-p.....p%. pi% b) [{(pz) ]]
n E2 Melyik nagyobb? A feladat megolddsa sordn ne hasznalj szimologépet!
5'+1 374 13" ‘ . ]
a) —— —— va -— c) (c®)°- ()™ vagy ¢ 3,aholaceR*ésc<1
), Ve ( 25} ) (@95 (@01 vagy

0)(\5 +2) vagy (V5)°

E E1 Az n fékvantumszama elektronpalydn 1évé elektron kotési energidjat az

4
m-e 1
E=————— Osszefliggés adja meg.
852 W

Az sszefiiggésben szerepld fizikai allandok:

 As

m=9,1-10""kg; e=1,602-107"Y C; €,=8,85-107"
Vm

; h=16,626-107]s.

a) Szdmitsd ki az atomban az elektron energidjat n = 2 esetén!

b) Ellendrizd, hogy az adott mértékegységek esetén az energia joule-ban (J) adodik! A levezetés sordn haszndld fel,
kg-m® .

2
S

hogyC=A-5,J=V-A-s,]=

5. A gyokvonas altalanositasa

A négyzetgyokvonas mellett értelmeztiik az a kifejezést, ha n tetsz6leges 1-nél nagyobb egész szam. A négyzetgyokvo-
nds azonossagaihoz hasonléan megfogalmazhatok a gyokvonds éaltaldnos azonossagai.

Definicié: n-edik gyok paros n esetén (a € R}, k € Z*; n = 2k)

%a jelenti azt a nemnegativ valos szamot, melynek 2k-adik hatvanya a, azaz %a e Ry és (2(‘/5 )2k =a.

Tétel:

aeR, ke Z esetén Na* =|a|
Definicid: n-edik gyok paratlannesetén (@ e R, ke Z*; n=2k+1)

2k+1 2k+1— 2K+
Ja jelenti azt a valds szamot, melynek 2k + 1-edik hatvanya a, azaz ( Ja ) =a.



Az n-edik gyokvonast néhany fontos szempontbol szét kell valasztanunk paros, illetve paratlan n esetén. Paros n esetén a
nemnegativ szamokra, paratlan n esetén minden valds szamra értelmezhetd. Paros n esetén az n-edik gydkvonas eredmé-
nye nemnegativ, mig paratlan n esetén barmely valés szam lehet.

Minden valds a szam esetén van n-edik gyoke az a” hatvanynak. Figyelni kell azonban arra, hogy {/a" paros n esetén
|a|-val, paratlan n esetén a-val egyenld.

2k+1

. 2% . [ 2k+1
Tétel: ac R,k e Z" esetén Na** =|a| és a’l =
A gyokvonasra vonatkozo6 azonossagok

(a; b; k € R és m; n € Z* \ {1}; paros n vagy m esetén a; b € R*)

Szorzat n-edik gyoke egyenlé a tényezdk n-edik gyokeinek szorzataval. Ya-b=20a -
Tort n-edik gyoke egyenld a szamlalo és a nevezé n-edik gyokének hanyadosaval. \/; 7
Hatvany n-edik gyoke egyenl6 a hatvanyalap n-edik gyokének hatvanyaval. 2 gk ( fa )
Egy szam m-edik gyokének n-edik gyoke egyenld a valds szam # - m-edik gyokével. yrla =" g

n-m km

Hatvany n-edik gyokének értéke nem valtozik, ha a gyokkitevét és hatvanykitevét ugyanazzal ,\1/—,(
a pozitiv egész szammal szorozzuk.

IT

Megjegyzés: A gyokvonas azonossagai bizonyithatok a gyokvonas definicidjanak, valamint a hatvanyazonossagok felhasz-
nélasanak segitségével. (A bizonyitds lefrasa megtalalhaté a Halmazok, logika témakorben.)

FELADATOK

E E2 Tedd ki a helyes relacidjelet a két szam kozé! A feladat megolddsa sordn ne hasznalj szamolégépet!

\F (125%)" ] 5¢/5¢5
U sy 5

b) (v3 - 1) L] 2+ $12)2- #12)

tgZ
o(*3)" [ Wi
d) (V8 ++15 —8—i15 ) ] 324 -3s1+33 - 356 + 189
E1 Ird fel a kifejezések legegyszert(ibb alakjat gyokvonds nélkiil, egész kitevéjii hatvéanyok segitségével!
a) Ja® -b® - d? haae R beRiceR;de R
b) V81a% b .c*.d" | haae R beR;ceR;deR;

a16'd24
c)sm, haaeR,beR;ceR;5deR)

d) \/x2—4x+4+\/x2+6x+9—3/x3+3x2+3x+1, ha x € ]0; 2[.

m E2 Ird fel az A kifejezést a B hatvanyaként! (n € N; 2 < n)

n—1
A=Y LN & B=Rr222r 2




a logaritmus fogalma, az exponencialis fiiggvény

a logaritmusfiiggvény, az inverz fiiggvény

BEVEZETO

A természetben lejatsz6do folyamatok, a fizikai és kémiai tulajdonsagok jellemzése szempontjabol nélkiilozhetetlen a loga-
ritmus fogalma. Lassunk erre néhany példat!

1. A foldrengés erésségét a Richter-skala alapjan is szoktak jellemezni. A foldrengés magnitudoéjat tgy hatarozzdk meg,
hogy a foldrengés epicentrumatdl 100 km-re 1év6 szabvany szeizmograf altal rajzolt szeizmogramban megmérik a mtiszer
altal jelzett legnagyobb kitérést mikrométerben (10-° m-ben), és annak tizes alapt logaritmusat veszik. Ha példdul a miiszer
legnagyobb kitérése 1 cm = 10* mikrométer, akkor a foldrengés a Richter-skdla szerint 1g 10* = 4-es erésségii. (A seismos
sz6 gorogiil razkodast, rengést jelent.) Ha a foldrengés er6sségének értéke 1-gyel novekszik, akkor az 10-szeres novekedést
jelent a talajelmozdulds nagysagaban, és tobb mint 30-szoros névekedést az energiafelszabadulds mértékében.

Altaldban: Ha a szabvanyos miiszer mutatéjinak legnagyobb kitérése x mikrométer, ak-
kor a foldrengés erdssége a Richter-skalan Ig x egy tizedesjegyre kerekitett értéke.

2. A kozmetikumok vilagéban, olykor méga ,,tudomanyoskod6” reklaimokban is talalkozunk
a pH-érték kifejezéssel. A pH egy olyan szam, mely egy adott oldat savassagat vagy ligossagat
jellemzi. Hig vizes oldatokban a pH-érték az oxéniumion-koncentracio tizes alapt logarit-
musanak ellentettjével egyenld, azaz pH = -Ig x, ahol x jeloli a koncentraci6 értékét (oxoniu-
mion = H,0%). A tiszta viz pH-ja 7, a savas kozegé 7-nél kisebb, a ligosé 7-nél nagyobb.

FELADATOK

EH E1

a) Mekkora annak a foldrengésnek a Richter-skala szerinti erdssége, amelynél a szabvany szeizmograf legnagyobb
kitérése 0,5 cm?

b) Hényszor akkora a szabvany szeizmograf legnagyobb kitérése az 5-6s ereju foldrengésnél, mint a 4-es erejlinél?

¢) Mekkora az oxéniumion-koncentracié abban a vizes oldatban, amelynek a pH-értéke 4-gyel egyenld?

1. A logaritmus fogalma

Definicid (a alapu logaritmus b): Barmely a € R*\ {1} és b € R* esetén, azlog, b jelenti azt a valés hatvanykitevot, amelyre
az a-t emelve b-t kapunk, azaz a'°%" = b,

Megjegyzés: Barmely a € R*\ {1} esetén log_a = 1, valamint log 1 = 0.

2. A logaritmusfiiggvény

Definicié: Ha a > 0 és a # 1, akkor a pozitiv valés szimok halmazdn értelmezett f(x) = log_x fliggvényt a alapt logarit-
musfiiggvénynek nevezzik.

Példdul: kettes alapu logaritmusfiiggvény: f: R* — R; f(x) = log, x.



KIDOLGOZOTT FELADAT

a) Abrazold az f: R* — R; f(x) = log, x fiiggvényt! yA
. L — |
b) Abré,zold az elc")l.a!)i.velnkézf),s koordinata-rendszerben a kettes ) —logx
alapu exponencialis fiiggvényt!
Figyeld meg, milyen kapcsolat van a két grafikon kozott! ;
Megolds: ‘
a) Tablazatba foglaltuk a fiiggvény néhany helyettesitési értékét, 0 *
majd ezek segitségével abrazoltuk a fiiggvény grafikonjat. [
x 0,25 0,5 1 2 3 4 8 10 {
log,x -2 -1 0 1 1,6 2 3 3,3
b) A két grafikon egymds tiikorképe az y = x egyenletii egyenesre nézve.
El8szor nézziink néhany pontot tablazatba foglalva:
Pont az exponencialis fliggvény grafikonjan (-2; 0,25)  (-1; 0,5) (0; 1) 1; 2) (3; 8) (p; 27
Pont a figgvény grafikonjan (0,25; =2)  (0,5; -1) 15 0) 2;1) (8; 3) 2% p)
yA Ha a koordindta-rendszer egy tetszéleges P(u; v) pontjat ¥ 4
y=2T~ yEx titkrozziik az y = x egyenesre, akkor a két koordinata P(usv)
I felcserélésével kapott P'(v, u) ponthoz jutunk. : D =x
/ < Lathatjuk, hogy a tablazat pontjaira igaz, hogy ha egy P/(viu)
N P(u; v) pont rajta van az exponencialis fliggvény grafi- “
— konjan, akkor a P'(v; u) pont rajta van a logaritmusfiigg-
3~ log, x vény grafikonjan, és viszont. Ez az allitas a grafikonok N
! minden pontjéra igazolhatd, ezaltal bizonyithatd, hogy u v x
< > akét grafikon egymis tiikorképe.
A | y=llogx 4+
\
. .o 7 . , ) =108, X I—
3. A logaritmusfiiggvény jellemzése T\ P
Azxr>log x(a >0, a# 1, x € R) logaritmusfiiggvény legfontosabb tulajdonsagai: . ] N
e AL A . . D 0 R X
P értékkészlete a valds szamok halmaza; R=TR I\ Jog) x
P szigortan monoton fiiggvény: ha a > 1, akkor a logaritmusfiiggvény szigortian | y=log, x| T~
monoton névekedd, ha 0 < a < 1, akkor szigoriian monoton csokkend; [ Y log.s
P nincs szélsGértéke;
P zérushelye x=1;
P az a alapu logaritmusfiiggvény az a alapu expo-

nencialis fuggvény inverze. (Az inverz fiiggvény
fogalmdnak pontos leirdsa a Differencidlszdmitds
témakorben taldlhato.)

A szdmolbgépek elterjedése el6tt
logarléccel szamoltik a logaritmust




FELADATOK

E E1 Abrézold kozds koordinata-rendszerben a kdvet-
kez6 fuggvényeket, majd allapitsd meg, milyen geo-
metriai kapcsolat van az egyes fliggvények grafikon-
jai kozott!
fixeR, flx) =3*

h:x € RY, h(x) = log, x
3
ﬂ E1 Allitsd parba azokat a hozzarendelési szabalyo-

kat, amelyek ugyanazt a fiiggvényt adjak meg (azonos
értelmezési tartomany esetén)!

g x € R, g(x) =log, x

f:xl—)log—zx g x> 1+log, x

h: x — log, (2x) k: x> log, Jx

n E2 Szdmologép hasznalata nélkiil hatdrozd meg a kife-
jezések pontos értékét!
a) log, log, I

b) logl log, \ \3/3/%

3

e) log, log, log, . 0,25

c) log, cos % +log, tg% + log, cos %

T
d) log, cos— - log, tgE + log, sin =
= 4 = 3 -
2 3 4
B E2 Hatdrozd meg a kifejezések értelmezési tartoma-
nyat!

a) log, (12 - 3x%) d)log .27 -x%

_ 2
5 e)lgx +5x
8x—7 x—2

c) logﬁ Nx?—2x-24

b) log,

Adottak a kovetkezd szamok: a = 2%, b = 222 és ¢ = 223,

Hanyszorosa 2*°-nak az a, b és ¢ szdmok

) - a+b+c
szamtani kozepe, azaz S = ;

e L 3/
mértani kozepe, azaz M = Vabc ;

harmonikus kézepe, azaz H = %;
a b ¢

2 2 2
/a +b" +c
négyzetes kozepe, azaz N = e ?

E E2 Szamologép haszndlata nélkil hatdrozd meg a
kifejezések pontos értékét!

\/g logs 4 log, 5—1log, 16

a) | — e) 9 =
25

logl 16 logl7—logi9

b) [ﬁj 7 f) 4 : =
V7

c) 16log2 3 —log,s 81

A

£) log,log,

d) 9log3 2 -logg, 16

E2* A kovetkez6 fuggvények értelmezési tartoma-
nya a valds szamok legb&vebb részhalmaza, amelyen
a fiiggvény értelmezhetd.

f(x) =log, |x| gx) = |log, ;x|

i(x) = 5

a) Add meg az értelmezési tartomdnyt!

b) Abrazold a fiiggvények grafikonjat!

c) Hatdrozd meg a fiiggvények értékkészletét!

Hanyszorosa log, a-nak
log, b;
log, 2;
log, bc;

log, S

b



HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

A LOGARITMUS AZONOSSAGAI

-m a hatvanyozds azonossagai, a logaritmus fogalma

m a logaritmus azonossagai, a logaritmus azonossagainak bizonyitdsa

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy bizonyos algafaj telepének feliilete évente megkétsze-
rez8dik, ha komolyabb kornyezeti hatasok nem érik. Va-
laszoljuk meg az alabbi kérdéseket!

Hany év mulva né a telep az eredeti méret

a) Otszorosére; c) dtvenszeresére;

b) tizszeresére; d) szazhuszonotszorosére?

Megoldds:

A telep méretét a T(x) = T, - 2* Osszefiiggéssel adhatjuk
meg, ahol x az eltelt évek szdma, és T, az eredeti méret.

a) Arra vagyunk kivdncsiak, hogy a 2* szorzoétényezd
mikor jelent 6tszords novekedést. Tehat meg kell olda-
nunk a 2% = 5 egyenletet. Felirhatjuk logaritmus segit-
ségével is a megoldast: x = log, 5 = 2,32. Tehat kb. 2,32
évnek kell eltelnie.

b) Ezuttal a 2* = 10 egyenletet kell megoldanunk. A loga-
ritmus segitségével kifejezhetd ismét x értéke:

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

A logaritmus azonossagai (a, c € R*\ {1}, x, y € R% k € R)

n= log2 10 = lg_IO =~ 3,32.

g2

¢) Megoldhatjuk a 2% = 50 egyenletet is, de az el6z8 két
feladat megoldasanak ismeretében masként is megva-
laszolhatjuk a kérdést. Hiszen tudjuk, hogy kozelit6leg
2,32 év elteltével megotszoroz6dik az algatelep feliilete,
és kozelitleg 3,32 év elteltével pedig megtizszerezédik.
Ha tehat 2,32 évet varunk, majd ezutdn még 3,32 évet,
akkor a meg6tszorozodott feliilet tizszeresre novekedve
Osszességében Otvenszeres méretet ér el. Ez alapjan:

log, 5 +log, 10 = log, 50.

d) Ezattal a 2* = 125 egyenletet kellene megoldanunk. Ve-
gytuk észre, hogy 125 = 5, tehat haromszor kell eltelnie
a meg0tszorozédéshez sziikséges idonek, vagyis a ko-
zelit6leg 2,32 évnek. Eszerint koriilbeliil 6,96 év eltel-
tével né a feliilet mérete a kezdeti méret 125-sz6rosére.
Ezek alapjan:

log, 5 =3 -log, 5.

Példdul:




Megjegyzések:

1. Az azonossagok nem pusztan formai 6sszefiiggések. Minden esetben figyelni kell a kifejezések értelmezésére.

Példdul: log, (-5)° # 6 - log, (-5), mert a jobb oldalon 4116 kifejezés nem értelmezett a valés szamok halmazan. Az azonos-
sag hasznalata ilyen esetben helyesen a (-5)° = 5° egyenl8ség miatt: log, (-5)° = log, 5° =6 - log, 5.

2. A logaritmusazonossagok bizonyithatdk a hatvanyazonossagok és a logaritmus definiciéjanak felhasznalasaval.

Példaul:

Allitas: log x - y =log, x +log, y,ahola € R*\ {l};x € R%; y € R".

Bizonyitds:

A logaritmus definici6ja szerint:

Az azonos alapu hatvanyok szorzasara érvényes hatvanyazonossag

felhasznalésaval:
Az el8bbiek alapjan:

Az egyenl6ségek bal oldalainak egyenldsége miatt fennall
a jobb oldalak egyenlGsége, ezért:

Az a alapt exponencidlis fliggvény szigori monotonitasa miatt:

FELADATOK

A feladatok megoldasa soran ne hasznalj szamologépet!

E E1 Melyik szdm 5-6s alapt logaritmusa a
a)4 - log, 2; ) 6 - log, 12 - log, 12%

2
b)3-10g5§; d)g - log, 8 - 3 - log, 12

E E1 Szamitsd ki az alabbi kifejezések pontos értékét!
a)lg 44 —Ig11 + 100%3 - 1g5 - 1200 + Ig <275

log; 2 —log,, 16 +2log, 3
b) 5 B
. T T . T T
c) log, sin o log, cos P log, sin 5 log, tg e
log. sin
-log, sin 3

ﬂ E1 Dontsd el, melyik nagyobb!

log. 4
a) log, 18 vagy log, 100 d) logs 3 vagy —2
log log; 5
1 log, 3
b) log, 12 vagy log, 30 €) vagy
log, 6 log. 6

c) 7'8° vagy 6's7

al(’gax =X, aloga}’ =, alog,, () = x . ).

x-y= alog“ X, aloga V= alogﬂ x+logay'

X-y= alOgu (x 'J’)’ valamint x - y= alOgu x +log, 7,

alog. (x-y) = glog, x +log, y.

log (x-y)=log, x+log_y.Ezzel belattuk a tételt.

n E2 Mennyi az 9sszegek pontos értéke?
1 2 3 4 98 99
a) lg—+lg=+lg=—+lg—+...+1g—+1g—
g2 g3 g4 g5 g99 g100
b) n e N\{0; 1} esetén: log , 2 + log,, 3 + log , 4 +
+...+log, (n-1) +log, n

E E1 Adott p =log, 3, valamint g = log, 2. Fejezd ki p és
q segitségével az alabbi szamokat!

A =log, 12 C=log, a8 E= log, 2

6

B:log6§ D =log, 6 F=log,2
9

6. =2

a) Mennyialog, 3-log, 4-log, 5-log, 6-log,7-log, 8
szorzat értéke?

b) Igazold a kovetkezd egyenléséget!
log, 7 + log, 3 =log, 21 - log, 5

¢) Tudjuk, hogy log, (xy) +log; (y2) + log, (xz) = 100,
ahol x; y; z € R*. Hatdrozd meg az log5 (xyz), a
log,; (xyz), valamint a log , (xyz) kifejezések pon-
tos értékét!



-m exponencialis folyamatok, exponencialis egyenlet

m Osszetettebb exponencialis egyenletek, exponencialis egyenl6tlenség és egyenletrendszer

BEVEZETO

A Newton-féle lehtilési torvény

1701-ben Isaac Newton fogalmazta meg eldszor a hédtadds folyamatdt. Lejegyezte, hogy minél nagyobb a test és kornyeze-
tének hémérséklete kozotti eltérés, annal gyorsabb a lehtilés. Ennek a felismerésnek a nyoman sziiletett meg a Newton-féle
lehtlési torvény.

Az dlland6 T, hémérsékletd kornyezetben 1év6, kezdetben T hémérsékletd anyag T hémérseklete ¢ ora elteltével az

alabbi Osszefiiggés szerint alakul:

T="Ty o+ (Ty= T,

. Kt
kornyezet ) e

Ornyezet

ahol e = 2,718 (Euler-féle szam), K az igynevezett héataddsi vagy lehiilési tényezd, amely fiigg a test h6kapacitasatol és feliile-

1
tének nagysagatol, mértékegysége —. (A hémérsékletek °C-ban értendék.)
ora

1
Mennyi id¢ alatt hil le a 24 °C hémérsékletii szobaban a 100 °C hédmérsékleti leves 60 °C-ra, ha tudjuk, hogy K =5 —2
ora

A lehtilési torvényben szerepld mennyiségek mindegyike adott, a hatvanykitevében 1év6 t ismeretlen meghatdrozasa a célunk.

Azadatok behelyettesitésével 60 =24 + (100 - 24) - e=>' adddik. P 0,4737 = 7. Alogaritmus definici6ja szerintIn 0,4737 = -5¢,
amelybdl t = 0,1494 (6ra). A leves tehat 0,1494 6ra, vagyis kozel 9 perc alatt hiil le 100 °C-rél 60 °C-ra.

Megjegyzés:

Mivel a feladatban az exponencidlis kifejezés alapjaban az Euler-féle e szam szerepelt, ezért az ismeretlen meghatarozasahoz
az e alapti logaritmus (természetes logaritmus, logaritmus naturalis, jel6lése: In) definicidjat hasznaltuk.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg a valos szamok halmazan az exponencidlis
egyenldtlenséget és egyenleteket!

a)5-82-3< 320
h)9*-7.3*-18=0

b) Ez egy mdsodfokd egyenletre vezetd exponencidlis
egyenlet. Eszrevehetjiik, hogy 9% = (32)* = (3%)%. Ha beve-
zetjiikk az a = 3* §j ismeretlent, akkor az a> - 7a - 18 = 0
masodfoku egyenlethez jutunk. Ennek megoldasai:

_7£(=7)? —4-1-(-18)
- 21

Tudjuk, hogy a 3* kifejezés értéke csak pozitiv lehet,
ezért 0 < a. Igy az a = 9 megoldéshoz vezet, mig az
a = -2 nem ad megoldast.

€)3.5°42.5%1_75.52=2 a,, ,ebbéla, =9,a,=-2.

Megoldds:
a) Mindkét oldalt 5-tel elosztva: 823 < 64.

A 64 a8-naka 2. hatvinya, tehdt 82*~* < 82, a =9 = 3% amibél x = 2 az exponencidlis fiiggvény szi-

A 8-as alapt exponencialis fliggvény szigorian mono-
ton novekedd, ezért a hatvany értéke akkor és csak ak-

kor kisebb, ha a kitev6 kisebb. 2x - 3 < 2, amibdl x < ; .

Az egyenl6tlenség megoldasa: |-oo; 2,5[.

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

goru monotonitdsa miatt.

Tehat az egyenlet egyetlen megoldasa: x = 2. Ellendriz-
ziik a megoldas helyességét:

92-7.32-18=81-63-18=0.



c) Az 5 alapu hatvanyok kitevéje rendre x, x + 1 és x - 2. 1

Az azonos alapi hatvanyok szorzdsira, osztdsara vo- 3:5%42.5.5°-75- 25 =2,

natkozo azonossagok kozott fordult eld, hogy a kitevé-

ben 6sszeg, illetve kiilonbség 4llt, tehdt ezt a kapcsola- 3:5°+10-5"-3-5"=2.

tot haszndljuk most: A bal oldalon most mér elvégezhetd az dsszeadds és a

x+1 _ £x 1 _ X. 1
STT=5-5=5-5% kivonas: 10 - 5 = 2, ami irhatd 5* = g = 51alakban.
GY-2_5v. 52— 1 5% Ebbdl (az 5-6s alapt exponencialis fiiggvény szigora
25 monotonitdsa miatt) x = -1 adédik.
Ezérta3-5%+ 2.5 - 75.5%"2 =2 egyenlet igy ala- Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy a -1 valéban
kithato ét: megoldasa az eredeti egyenletnek.

FELADATOK

E E1 Oldd meg az alabbi exponencialis egyenleteket a valos szamok halmazan!
- (1Y e (1Y) 1
a)5-3*+8.3*=117 b)2,8.5-7=70 c) 3*. 5 9 = =—

E EZ1 1975-ben Gordon E. Moore - egy nemzetkozi informatikai vallalat egyik alapitdja — megallapitotta azt a tapasztalati

torvényt, hogy egy processzorban talalhato tranzisztorok szama (ami hasznalhat6 a szamitési teljesitmény durva mérésére)
t

kétévente megdupldzodik. Ezt a valtozdstazn =n, - 22 képlettel irta fel, ahol 1, = 2000 a processzor tranzisztorainak sza-
mat jeloli az 1971-es allapot szerint, valamint 7 a processzor tranzisztorainak szamat azt kovet6en t évvel.

Szamitsd ki, hogy a felirt sszefliggés alapjan melyik évben lehetett 256 000, valamint 4,6 - 107 a tranzisztorok szdma!
Megjegyzés: A torvény nem Orok érvényd, mert a tranzisztorok mérete hamarosan atomi méretekig csokken, és ez
hatart szab a technoldgiai megvaldsitasnak.

B E1 Milyen egész szamok teszik igazza az alabbi egyenleteket?
a)3X+2-3x+1+3x+2=§ h)3.2%-5.25+3 4 2¥+5=_] 75 C) 4 +16=17.2*

ﬂ E1 A Newton-féle lehtilési torvény segitségével szamitsd ki, hogy mennyi
id¢ alatt hiil le a 20 °C hémérséklet(i szobaban a 160 °C homérsékletii rétes

1
50 °C-ra, ha tudjuk, hogy K= 0,4 —.
ra, ha tudjuk, hogy ora

Alehtilési torvény: T=T,,  + (T, - T, )-eX, ahol T, a kor-
yezet 0 koérnyezet koérnyezet

nyezet h6mérséklete, T, a lehtilé anyag kezdeti hdmérséklete, T pedig a

lehtlt anyag hdmérséklete ¢ (6ra) id6 elteltével, valamint K a héatadasi té-

nyezo.

E E1 Oldd meg az egyenl6tlenségeket a val6s szamok halmazan!
a) 3**2 4+ 3> 270 b) 0,51 > 2 C) 42x+1 < 231

ﬂ E1 Oldd meg az egyenletrendszereket a valos szamok halmazén! (Uj ismeretlenek bevezetése segithet a megoldasban.)

2" -3.5 =1 5.4 -12-37 =—4 0,5 —6-0,2" =-14
a b) c
3.2 +2-57 =14 3-4* +2.3” =246 0,5 +3-0,2” =31



mérlegelv, masodfoku egyenlet
m logaritmust tartalmazé egyenletek

FELADATOK

E1 Alkalmazd a logaritmus azonossagait! Alakitsd a kifejezéseket egyetlen logaritmust tartalmazé kifejezéssé!

a)lg(x-2)=2-1g5

a)3-log,5+0,5-log, 3 - % log, 6
b)2-lga+3-1gb-0,5-1gc (a,b,c>0)

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Oldjuk meg az alabbi, logaritmust tartalmazo egyenle-

teket a valds szamok halmazan!

c)2lg(x+1)-1lgx*=1g 1,44

b)lg(x-2)-1gx=2

Megoldds:
A megoldas els6 1épéseként hatarozzuk meg az egyenlet-
ben szerepld kifejezések értelmezési tartomanyat!

a) Alg(x - 2) kifejezés értelmezési tartomanya miatt

0<x-2,ezért2<ux.

A jobb oldalon a 2 helyett irhatunk Ig 100-at:

lg (x - 2) =1g 100 - Ig 5.

A logaritmus azonossagai miatt ez igy alakithato to-
vébb: Ig (x - 2) = Ig % , ebbél Ig (x - 2) = Ig 20.

A tizes alapt logaritmusfiiggvény szigoruan monoton,
ezért x — 2 = 20, vagyis x = 22.

Igaz, hogy 22 € ]2; +o[, és az atalakitdsok az értelme-
zési tartomanyban ekvivalensek voltak. Az egyenlet
egyetlen megoldasa tehat a 22.

Az ekvivalencia vizsgalata helyett behelyettesitéssel
is igazolhatjuk, hogy a 22 gyoke az egyenletiinknek:
lg (22 - 2) =2 - Ig 5 igaz, mert a bal oldal értéke Ig 20, a
jobb oldalé pedig szintén ennyi.

b) A logaritmus értelmezése miatt egyrészt x > 2, mas-
részt x > 0 szitkséges, tehat az egyenlet értelmezési tar-
tomdnya ]2; +oo[.

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

c)log,6+1
d)log, 10 +log, 5

Ezen a halmazon - felhasznalva, hogy a 2 helyett is-
mét lg 100-at irhatunk - az egyenlet igy is alakithato:

Ig =1g 100.

A tizes alapu logaritmusfiiggvény szigoru monotonita-

x—2
x

sa miatt: x=2 100, vagyis x = - 2 adddik.
x 99

2
A (_EJ nem eleme az értelmezési tartomdanynak, te-

hat nem megolddsa az egyenletnek.

c) Csak a pozitiv szamoknak van logaritmusuk, ezért kell,
hogy az (x + 1) is és az x? is pozitiv legyen, vagyis egy-
részt x > -1, masrészt x # 0. Ezért az egyenlet értelme-
zési tartomdnya: |-1; +oo[ \ {0}.

Kezdhetjiik ugy is az egyenlet megoldasat, hogy mind-
két oldalhoz hozzaadjuk a lg x2-et:

21g (x+1)=1g 1,44 + 1g x*.

A hatvany és a szorzat logaritmusara vonatkozé azo-
nossag szerint ez azt jelenti, hogy

lg (x + 1)* =1g (1,44x).

A tizes alapu logaritmusfiiggvény szigort monotonitasa
miatt: (x + 1) = 1,44x2.

A négyzetre emelést elvégezve, majd az egyenletet nul-
léra rendezve: 0,44x> - 2x - 1 =0.

A miésodfokd egyenlet megoldoképletével két gyokot

5
kapunk: x, = BT ésx,=5.



Mindkét szam eleme az értelmezési tartomdnynak.
Mivel az értelmezési tartomdnyon az atalakitasaink
ekvivalensek voltak, ezért mindkét szam megoldasa az
eredeti egyenletnek.

(Az utolsé mondat helyett természetesen a két szam be-
helyettesitésével is igazolhatjuk, hogy mindketté meg-
oldasa az eredeti egyenletnek.)

2. Az Urhajozas alapkovének tartott Ciolkovszkij-féle ,ra-
kétaegyenlet” matematikai kapcsolatot ir le a rakéta to-
megének izemanyag-égetéssel jaro valtozasa, a kidramlo
gazok sebessége, valamint a rakéta végsebessége kozott:

y=v -ln Mo , ahol
t g m

t
v, a rakéta sebessége t idopillanatban km -ban,
v, a rakétdt elhagyé gizsugar sebességse a rakétahoz ké-
pest (altalaban: 4,5 @ ),
m,: a rakéta induld tésmege,
m,: arakéta témege az induldstol szdmitott ¢ id6 mulva.
A tomegének hany szazalékat veszitette el a rakéta addig a

km
pillanatig, mikorra a sebessége 8000 o lett?

FELADATOK

E E1 Melyik valos szamot helyettesithetjik az x helyé-

re, hogy igaz legyen az éllitas?
a)log, (x +10) =1 c)log, (x + 10) = 0,5

b) log, (x + 10) = 2 d)log, (x +10) =0

B E1 Hatdrozd meg a kovetkezd egyenletek értelmezé-
si tartomanyat, majd oldd meg az egyenleteket a valds
szamok halmazan!
a)lg(x+5)=lgx c)log, (x - 3)*=16

b)2-log, (x - 3) = 16

ﬂ E1 Alakitsd egyetlen logaritmussa az egyenletek jobb
oldalat is és bal oldalat is, majd oldd meg az alabbi loga-
ritmusos egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) 3 +1g (5x — 8) = 1g (4000x)

b) log, (x - 6) +log, x=4

3x—4 3x—4
c) 1+l =lg——
) & 100 8 10
3x—4 3x—4
d) 4+1 =1
) & 100 & 10

Megoldas:
km
A v, = 8000 — ismeretében hatdrozzuk meg az o
h m,
km
hdnyados értéket. Mivel v, = 8000 — = 8000 km
h 3600

= 2,22 k_m) igy az adatok behelyettesitésével 2,22
s

m
=4,5-1n [—OJ
ml‘
0

Egyenletrendezés utan 0,49 = In (m—] . Az egyenlet a lo-
mt’

garitmus fogalmanak felhasznalasaval In (¢>*’) = In [%J

t

alakban irhato, amibél az e alapti logaritmusfiiggvény szi-

m m
gorti monotonitdsa miatt e = —% , vagyis — =1,63.
mt’ mt
m
Az elébbi hanyados reciproka, —- = 0,61 alapjén tudjuk,
m,
hogy a rakéta tomege az indulastdl szdmitott t idé mulva a
rakéta induld tomegének 61%-a. Tehat a rakéta a tomegé-
nek 39%-4t vesztette el az adott pillanatig.

E E1 A hangossag szintjét ugy jellemzik, hogy megad-
jak azt, hogy a vizsgalt hangforras intenzitasa hany-

szorosa a 102 — -nek. Ha a hangforrds intenzitdsa
m

. A% ,
x-szer akkora, mint a 1012 —> akkor a hangforrds
m

hangossaga lg x bel (B), vagy inkabb a szokdsos mo-
don megadva 10 - Ig x decibel (dB) (W a watt mérték-
egység roviditése.)

Hany decibel hangossagu az a hangforras, amelynek

intenzitdsa 1 Ez?
m
B EL Oldd megaz egyenleteket a valos szimok halmazan!
a) log, [log, (log, x)] = 0
b)log, (1 + log, (2 +log, (3 + x))) = 1
c)log, (1 +log, (2 +log, (3 + x))) = 1
E2 Oldd megaz egyenleteket a valds szamok halmazéan!

a) log, x + log, x + log, x = 13—1

b) log, (log, x) = log, (log, x)



FELADATOK

E EL Végezd el a szamitdsokat a logaritmus azonossa-

gainak felhasznalasaval szamologép nélkil!

2+ L1g16
b) V100 2

E1 Az dlom egyik izot6pja radioaktiv, azaz folyama-

1
—lg9—-1g2
28 8

a) 10

tosan elbomlik, mas atomma alakul. A bomlast az jel-
lemzi, hogy azonos idétartamonként ugyanannyiad
részére csokken az 6lom részecskeszama. A folyamatot
a kovetkezd egyenlet irja le:
N(t) =4,2-10*. 0,97,

ahol az egyenletben az id6t () percben mérjiik, N(f)-
vel jeloljiik, hogy a mérés kezdete utan ¢ perccel hany
radioaktiv 6lomrészecske van még az anyagban.

a) Mennyi 6lomizotdp volt az anyagban a mérés kez-
detekor?

b) Mennyi id6 elteltével lesz a radioaktiv 6lomizotép
részecskeszdma egy mol, azaz 6 - 10%3?

€) Mennyi a folyamatban a felezési id6?

E2 A decibel az akusztikdban a ,hangossdgra” vo-
natkozé H aranyszam, amelynek mértéke a mért I
hangnyomdsszint (azaz hangerdsség) és az emberi I
hallaskiiszob (az a legkisebb hangnyomasszint, me-
lyet az emberi fiil érzékelni képes) hanyadosanak ti-

zes alapu logaritmusabol szamolhaté a H =10 - Ig IR
0
képlet alapjan.

a) Hany decibel a hang erdssége, ha az éppen akkora,
mint a hallaskiiszob mértéke?

b) Egy modern porszivo zaja koriilbelil 600-szor
olyan intenzitast, mint a hallaskiiszob. Hany deci-
bel hangerdsséget eredményez a porszivo hangja?

c) A hosszan tarté 90 decibel feletti hangok hallaska-
rosodést okozhatnak. Erdemes-e fiilvédét haszndl-
nia annak, aki olyan flinyirét hasznal, aminek a
hangintenzitdsa a hallaskiiszobnek a 9 - 108-szorosa?

d) Hanyszorosara véltozik a hang intenzitdsa, ha a
zene hangereje 90 decibelrdl 100 decibelre (a mar
kellemetlennek mindsiilé hangerdre) valtozik?

E1 Oldd meg az egyenleteket a valos szimok halma-
zan!

a)2:-1=16- V8 ; b)4+2 4 4 _ 2. 45+1=18,

E1l Add meg az egyenletek értelmezési tartomanyat,
majd oldd meg az egyenleteket!

a)log, (x-1)=3
b)log, (10x - 2) -2 -log, (x + 1) = log, 2

E1l A légnyomds értéke a tengerszinten atlagosan

P, = 10° Pa (pascal). Nagyobb magassdgokban (a tenger-

szintt6l h magassagban) a nyomas p értékét az ugyneve-

zett barometrikus magassagformula adja meg (azonos
Pogh

hémérséklett 1égoszlopot feltételezve): p=p -e 7 .

Az 6sszefliggésben a p, a levegd slirlisége a tenger-
inten, g = 9,81 2 itdcid 14

szinten, g =9, = a gravitacids gyorsulds.

Szamitsd ki, hogy milyen magassagban lesz a nyomas
a tengerszinten mért nyomds értékének a fele, ha tud-
g,

m3

Megjegyzés: Egyre nagyobb magassagban az egyre ki-
sebb légnyomas miatt a viz alacsonyabb hdmérsékleten
forr, példdul 8 km magasan kb. 70 °C a forraspontja.

juk, hogy az adott helyen p, = 1,2

Mount Everest
8848 m

7000 m Kilimandzsaré 2

°r Matterhorn 5895m e
5000 m 4487 m

Fuji 028° o

TENGERSZINT FOLOTTI MAGASSAG

E2 (Emelt szintd érettségi, 2021)

Van két, most indul6 hosszu tavu befektetésiink. Az
egyiknél 500000 forint a befektetett Gsszeg, amely
havi 1%-o0s kamatos kamattal novekszik. A masik
- magasabb hozamu, de kockdzatosabb - iizletbe
450000 forintot fektetiink; ez az 6sszeg havi 1,3%-os
kamatos kamattal ndvekszik. Hanyadik honap végén
lesz el6szor tobb pénz a masodik befektetésiinkben,
ha a kamatfeltételek kozben nem valtoznak?



logaritmust tartalmazo egyenl6tlenség

KIDOLGOZOTT FELADAT

Hig vizes oldatok savassagat vagy lugossagat a pH-érték-
kel szokas jellemezni, amely az oxéniumion-koncentra-
cio tizes alapu logaritmusanak ellentettjével egyenld, azaz
mol
pH = -lg x (xjelodli a koncentracio értékét T—ben).
iter
Mekkora az ox6niumion-koncentracié abban az oldatban,

amelynek pH-értéke legfeljebb 3,4 ?
Megoldds: 7 A
Meg kell oldanunk a

=Y

-lg x <34
& —3,41

logaritmust tartalmazé
egyenldtlenséget.

Az egyenlet —1-gyel val6 beszorzasa miatt a relacidjel meg-
fordul: 1g x > -3,4.

FELADATOK

A 10-es alapu logaritmusfiiggvény szigori monotonitasa
miatt:

x> 10734,
x>4-10"%

Tehat legfeljebb 3,4 pH-ér-
téknek megfelelé koncent-
L , mol
réci6 legaldbb 4 - 10 —.

liter

|

Megjegyzés:

Az exponencialis és logaritmust tartalmazé egyenldtlen-
ségek megoldasa soran a relacidjel a fiiggvények szigort
monoton novekvd tulajdonsaga miatt valtozatlanul marad,
ha a két oldalon 1-nél nagyobb hatvanyalapot, vagy 1-nél
nagyobb alapu logaritmust hagyunk el (vagy hozunk be).

E1 Oldd meg az egyenl6tlenségeket a logaritmusfiiggvény tulajdonsagainak felhasznalasaval!

a)log, x> 100 b) -1<log,, x<1

c) log, B3x+2)>1,5

d) logo,25 (Bx+2)>-1,5

E EL A tizes alapu logaritmus segitségével meghatdrozhatjuk, hogy egy szam a tizes szdmrendszerben hny jegyt.
Tudjuk, hogy 1g 100000 = 5 és 1g1 000000 = 6. Ha egy n egész szamrol tudjuk, hogy hatjegyti, akkor
100000 < 7 < 1000000. Ekkor a logaritmusfiiggvény monotonitdsa miatt 5 < 1g n < 6.

a) Hany jegyli az az n egész szdm, melyre gn = 7,812

b) Hény jegy(i szdm a tizes szémrendszerben a 20%° hatvdny?

E E2 (Emelt szintii érettségi, 2015)

Egy pénzintézet a téle felvett H forint 6sszegt hitel visszafizetésekor havi p%-os kamattal szamol (p > 0). A havi dllandé6

q"(q-1)

p

torlesztérészletet t = H- ———— képlettel szamitja ki. A képletben g =1 + 100 az n pedig azt jelenti, hogy 6sszesen hany
1

n

hoénapig fizetjiik a torlesztorészleteket (ez a hitel futamideje).

a) Fogyasztési cikkek vasarlasara 1,6 milli6 forint hitelt vettiink fel a pénzintézettSl; a havi kamat 2%. Osszesen hdny forintot
fizetlink vissza, ha 72 honap alatt torlesztjiik a felvett hitelt? A valaszt ezer forintra kerekitve add meg!

b) Legkevesebb hany honapos futamiddre vehetiink fel egy 2 milli6 forintos hitelt, ha legfeljebb 60 ezer forintot tudunk ha-

vonta torleszteni, és a havi kamat 2%-0s?



(D = definicio, T = tétel, M = modszer, eljaras)

D  Pozitiv egész kitev6jli hatvany

D  Nulladik hatvany

D  Negativ egész kitev6jli hatvany

D  Raciondlis kitevéjii hatvany

T  Hatvanyazonossagok

D  Négyzetgyok

T
D n-edik gyok
(paros gyokkitevo)
T
D n-edik gyok
(paratlan gyokkitevo)
T

aecR,neZ és 1<nesetén

a"=a-a-...-a
%V‘_/.
n tényezo

a € Resetén a' = a.

a € R\ {0} esetén a® = 1. (0° nem értelmezett.)

n
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a_ _gm-n (haa=0)
aYl
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(a-br=a"-b"

(Ej =% (hab=0)
b b

Aza € R} esetén va azta 2nemnegativ valés szamot jelenti, melynek maso-
dik hatvanya a, azaz ( Ja ) =a.

a € Resetén Va* = |al

a € RY, és n =2k esetén, ahol n; k € Z*: (Q/; )n = (2{‘/5 )2k =a.

Vagyis a € R?, és k € Z* esetén %a jelenti azt a nemnegativ valds szamot,
melynek 2k-adik hatvanya a.

a € R ésn=2kesetén, ahol n; k € Z*: Q/a_" = 2\/k i = |al.

2k+1

a € Résn=2k+ 1 esetén, ahol n; k € Z*: (Q/;)n :( 2k+\1/;) =a.

2k+1
Vagyis a € R, és k € Z" esetén Ja jelenti azt a valés szamot, melynek
2k + 1-edik hatvanya a.

’ P 2k+1
aecRésn=2k+1esetén, ahol m k € Z*: ¥a" =~ \Ja***! =a.



A gyokvonas azonossagai

Logaritmus

Logaritmusazonossagok

Attérés mas alapt logaritmusra

Exponencialis fiiggvény

Logaritmusfiiggvény

a;b;keRésmyne Z\ {1} péros nesetén a; b € Ry (ha k = 0, akkor a # 0)

a4

3
= 2

(b=0)

=

SRR
&
S

o~

X
—
Il
—_~~
3
S

)
e

n-m

§

n-

km

kD

AzaeR"\{l} ésab € R" esetén azlog_b jelenti azt a valés hatvanykitevét,
amelyre az a-t emelve b-t kapunk, azaz a'°8:® = b

a € R\ {1} x; y € R, k € R esetén

log, (x-y) =log, x +log, y

log ( ] log x-log y
Y

log, b=

log, x

log, x*=k-log, x

log, a

flx)=a*ha0<a<1

,ahola e R"\ {1}; b e R ce R\ {1}

flx)=a*hal<a

NEEZ)

TSy,

,

s l >
0 X 0 X
Ertelmezési tartomany: D=R D=R
Ertékkészlet: R.=R* R.=R"
Zérushely: nincs nincs
Szélsoérték: nincs nincs
Monotonitds: szigortian monoton szigortian monoton
csokkend novekedd

f(x)=log,x,ha0<a<1l fx)=log,x,hal<a
y A\ v A
/
0 x 0 x
~
Ertelmezési tartomany: D=R" D=R"
Ertékkészlet: R=R R=R
Zérushely: x=1 x=1
Széls6érték: nincs nincs
Monotonitds: szigorian monoton szigoruan monoton
csokkend novekedd



FELADATGYfUTEMENY

1.

E1l Szdmoldgép hasznélata nélkiil szamitsd ki!
a)log,,3 +log,4=

b) log, 18-1log, 2=

c) log:120 - logﬁ 20=

d) log, tg 45° =

€) log, 4 + log, sin 30° + log,, tg 30° + log,, sin 60° =
f) 3-log, 24 - log, 27 =

- E1 Tudjuk, hogy log, A =1,3979 és log, B = -0,2518.

Szamologép haszndlata nélkiil ird fel, hogy 5-nek melyik

2
hatvanya: A - B; E; B%; A A
A B’

. E1 Tudjuk, hogylg A =2,5¢és1g B=0,4. Szamologép hasz-

ndlata nélkiil add meg a kovetkez6 szamokat!

lg(A-B); lg A, lg A% 1gB™; g 1
B B

. E1 Szdmitsd ki a V értékét!

a)lgV=1g27-1g3 d)lgV=31g5+1g24-21g30

b)lgV=4Ilg3+I1g5 e)lgV=-21g5+31g2

c)lgV:lgﬂ

felhasznaldsaval!

1
—log, 343

a) 33
b) 10—lg3; 102—lg2,5; 101g5+1g4; 100—lg5; 0’1—lg3; 0)Ollg3+lg11

; 2510g52; 8110g35; 16log25; 0,2510g45; 0’210g57

. E1 Milyen x-ekre értelmezhetdk az alabbi kifejezések?

1 2x+3
a) log, —— c)l
) 08y ) 82
1 +1
p) BEHD d)log, .|+
x—1 ’

E1l Oldd meg a valds szamok halmazén az aldbbi egyen-
leteket!

a)lg(x-1,5+1=1g(14x+65) - 1
b)5x 3.5+ 5% 1=_345

c) (\/§)2x+1

=4

. E1 Oldd meg az alabbi egyenleteket a valds szamok hal-

mazan!
a)log, (x +4) +log,x =1
b) log, (x - 8) +log, x = 2

. E1 Hany jegyli szam a tizes szamrendszerben az 50'°0?

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

E1 Abrazold kézos koordinata-rendszerben a megadott
két-két fiiggvényt! A fiiggvények értelmezési tartoménya
mindegyik esetben a pozitiv valos szamok halmaza.

a) x> log, x és x> log, X
2
b) x - log, x és x> -log,x
c)x>log,2-x) & xiolog, X
2

d)x log, x és x> (lj
S 3
3

E1 Allitsd parba azokat a hozzdrendelési szabalyokat,
amelyek ugyanazt a fiiggvényt adjak meg (azonos értel-
mezési tartomany esetén)!

a)x— 3 +log,2 c) x> -3 +log, x

b) x - log, * d) x> log (8x)
8

E1l (K6zépszinti érettségi, 2010)
AzR* - R, x> 3 + log, x fliggvény az alabb megadott

fiiggvények koziil melyikkel azonos?
a)R* > R,x—>3log,x ¢)R* >R, x>log, 3x

b)R* >R, x+>1log,8x  d)R* > R, x> log, x*

E1 Oldd meg az egyenleteket és az egyenlStlenséget a va-

16s szamok halmazdan!
5x—4
c) 7 < 8
8 7

E1 Add meg az egyenletek értelmezési tartomanyit,
majd oldd meg az egyenleteket!

a) logl 2-x)=-2

3

b) log, (3x + 16) - log, (x +2) = 1

a)3*+1+3%+2=36

b) 43x-1,92x — pdx+1

E1 Oldd meg az egyenleteket a valos szamok lehet6
legb6vebb részhalmazan!

a)lg(x-2)+1gx=1g8
b)lg3x-lg2x=1g3-lgx
c) log, (x> -2x-34)=0

d)lg (x+6)

lg(2x-3
_¥:2_ng5

e)lg vx—30 + l1g(x+30)=1+21g2
2

E1 (Emelt szintd érettségi, 2006)
Oldd meg az alédbbi egyenletet a valds szamok halmazan!
2% = 32x +1



17.

18.

19.

20.

21.

22,

E2 Az ember szervezetében az egyik legkonnyebben
felhalmoz6do radioaktiv anyag a 90-es tomegszamu
stronciumizotop, melynek felezési ideje 26,5 év. Az
atomok N szamanak pillanatnyi értéke ¢ id6 elteltével
—t

azN=N,- 2T bomlasi torvény szerint alakul, ahol N,
az atomok szdmdnak kezdeti értéke, T a felezési id6 (az
az idGtartam, amely alatt a radioaktiv magok szama a
felére csokken).

a) Mennyi id6 alatt csokken a pajzsmirigyben felhal-
mozddott Sr® mennyisége az eredeti mennyiség
otodére?

b) Hény stronciumatom marad a pajzsmirigybe kertilt
107 darab atombdl 20 év elteltével?

E1 (Kozépszintii érettségi, 2009)

Ha az eredetileg I (Kz) intenzitasa lézersugar x mm
m

(x = 0) mélyre hatol egy bizonyos anyagban, akkor eb-

X
ben a mélységben intenzitasa I(x) = I, - 0,1° [sz lesz.
m

Ezt az anyagot I, = 800 [KZJ intenzitasu lézersugar-
ral vilagitjak meg. m

a) Toltsd ki az alabbi tabldzatot! (Az intenzitasra ka-
pott mérészamokat kerekitve add meg!)

x(mm) 0 03 06 12 1,5 21 3

I(x)
[ﬂj 800
m2
b) Mekkora mélységben lesz a behatol¢ 1ézersugar in-

tenzitdsa az eredeti érték (I)) 15%-a? (A vélaszt ti-
zedmilliméterre kerekitve add meg!)

E2 (Emelt szint(i érettségi, 2008)
Oldd meg az alabbi egyenletet a valos szamok halma-
zan!

(x-2)-lg(x*-8)=0

E2 (Emelt szintd érettségi, 2008)
Mutasd meg, hogy a2 - 8%+ 7-4%+ 3.2 =0 egyenlet-
nek nincs valds gyoke!

E2 (Emelt szint(i érettségi, 2013)
Oldd meg a valés szdimok halmazan a kovetkezd
egyenletet!

x—1

22(x—1)(x+4): 4x+4 x# -4

E2 Milyen negativ egész szamok teljesitik az alabbi
egyenldtlenséget?

372426323

23.

24,

25.

26.

217.

28.

E1 Adott a g(x) = logo’5 (4x - 5) + 3 fuggvény a valos
szamok lehetd legb6vebb részhalmazan értelmezve.

a) Mennyi a fiiggvény értéke %1 -nal?

b) Hol veszi fel a fliggvény az 1 értéket?

c) Add meg azokat a valds x értékeket, amelyekre a
tiiggvény értéke negativ!

E2 Oldd meg az egyenlétlenséget a valos szdmok hal-
mazan!

-2

343

E1 William E. Hick angol pszicholégus szerint, ha
egy dontéshelyzetben azonnal kell valasztani n elére
ismertetett és egyformdan valdszinii lehet8ség koziil,
akkor a dontés meghozatalahoz sziikséges reakcioidé
(masodpercben) ardnyos az (n + 1) kettes alapu loga-
ritmusaval. Ezt az informaciét manapsag példaul web-
lapkészit6k hasznaljak, amikor a weblapon elhelyezett
linkek szamardl kell donteni.

Egy kisérlet eredményeit elemezve a kutaték
azt talaltak, hogy a reakcioidé jo kozelitéssel a
T(n) = 0,15 - log, (n + 1) 6sszefliggés szerint fiigg a le-
het6ségek szamatol. Legfeljebb hany vélasztasi lehetd-
séget kindljunk fel, ha azt akarjuk, hogy a dontésho-
zashoz a modell szerint sziikséges id6 ne legyen tobb,
mint fél masodperc?

E1 (Emelt szint(i érettségi, 2019)
Hany olyan egész szam van, amelyik megoldasa az
alabbi egyenl6tlenségnek?

log, ; (2x +100) = -8

E2 (Emelt szint( érettségi, 2011)

Legyen A={x e R| Jx—-1>+5-x}és

B={xeR|log, 2x-4)>-2}.

2
Add megaz A U B,az A N B, valamint a B \ A halma-
zokat!

E1 Oldd meg az egyenlStlenségeket a valds szdmok hal-
mazan!

a)32x+3<35—2x c) 1’4x2—5x+62 1

3 3x-7 4
b) (ZJ gg d)9*-34.34+33<0



Két eset van.

Hatdrozd meg a négyzet alaku telek hidnyzé cstcsainak (C és D
pontok) koordinatait!

-m vektor koordinatai, vektormuveletek koordinatakkal, vektor merdleges elforgatottja, vektor hossza

m vektordsszeadds esetén a koordinatakra vonatkozd Osszefiiggés igazolasa, adott vektorral azonos iranyu egység-
vektor koordinatai

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy sik teriileten kalandpark létesitéséhez négyzet alaku tertilet-
részt szeretnének kijelolni. A sziikséges infrastruktira gazdasa-
gos kialakitasahoz (aramellatas, vizvezeték) a térképhez rogzitett
koordinata-rendszerben az A(-3; 4) és a B(2; 3) pontot veszik ala-
pul a négyzet két szomszédos cstcsaként.

C(3;8

il 4

KOORDINATAGEOMETRIA

c=b+ EL; illetved=a + EL, ezért ¢(3; 8), valamint d(-2; 9).

A négyzet alaku telek hianyzé cstcsai tehat C(3; 8), illetve D(-2; 9).

A négyzet alakd telek hidnyzo cstcsai tehat C'(1; -2), illetve D'(-4; -1).

A négyzet egyik oldalvektora az A és B pontok koordinataibol meghatérozhaté AB (5; ~1). Mivel a négyzet oldalai egyen-
16 hossztiak, és szomszédos oldalai merSlegesek egymasra, igy az AB vektor +90°-os elforgatasaval a négyzet egy masik
oldalvektorahoz jutunk, ami AB ', (1;5). Ha ezt a vektort hozzdadjuk az A és B pontokba mutatd a(-3; 4), valamint b(2; 3)
helyvektorokhoz, akkor a négyzet C, illetve D csticsaba mutatd ¢, valamint d helyvektorokhoz jutunk:

Az elébbi esethez hasonléan, de most az AB vektor ~90°-os elforgatasival ad6dé AB’(~1; -5) vektorral végezziik a miive-
leteket: ¢'=b + ABJ; illetve d'= a + AB}, ezért ¢'(1; -2), valamint d' = (-4; -1).

i 4

IAB(5; +

—
—




Miiveletek vektorokkal yA

Haa(a; az) és b(bl; bz), ¢ pedig valds szam, akkor a + b, a - b és ¢ - a vektorok

koordinatéi felirhatdk a és b vektorok koordinatéival: arblaps fb’)/
|
a+b(a, +b;a,+b,), valamint a(d; a )/< L Ta+b(a+b,; a+b))
a-b(a,-b;a,-b,) és 1 i/ i)
c-alc-aj;c-a,) o| 1 x
Az a(a; a,) vektor merdleges elforgatottjai: -90°-os elforgatottja a,(-a,; a,);
+90°-os elforgatott aI(az; -a,).
Aza(a; a,) vektor hossza: |a| = \Ja; +a; .
A nullvektortdl kiilonbozé a(a ; a,) vektorral azonos irdnyu egységvektor ko- yA
ordinatait megkapjuk, ha az a vektor koordinatdit elosztjuk a vektor hosszaval. A
A koordinataikkal adott vektorok kozotti miiveletekre kapott fenti 6sszefiiggé- / 2p(24; 20)
sek a tanult definiciok és tulajdonsagok alapjan igazolhatok. i)
Példdul: Igazoljuk az 6sszegvektor koordindtaira vonatkozd 6sszefiiggést! ;
1
Az a(a; a,) és b(b; b,) jelolések egyenértékliek aza=ai+ajésb=">bji+ b,j o~ C >
bazisvektoros felirdssal. a*(asla
atb=ai+aj+bi+bj=ai+bi+aj+b,j=(a +b)i+(a,+b,)j, vagyis
az a + b vektor koordinatdi rendre a, + b, valamint a, + b,.
Tehat igazoltuk, hogya + b (a, + b; a, + b,).
A t6bbi miiveletre hasonldan igazolhato a koordinatakkal felirt 6sszefliggés.
FELADATOK
[EE K2 Adottak az a(-3; 9) és b(7; ~10) vektorok. I8 E1 Adott a sikon az A(-3; 7) és a B(2; 5) pont.
. 1 2
Hatérozd meg a 3a + b; a - 2b; 5a + 0,5b; 3 a- 5 b a) Hosszabbitsd meg az AB szakaszt az A ponton tul
az eredeti szakasz hosszdnak 4-szeresével. Mik
vektorok koordinatdit! lesznek az igy kapott P pont koordinatai?
E K2 Adottak az a(2; —6) és b(=3; —8) vektorok. b) Hosszabbitsd meg az AB szakaszt a B ponton tul
) 1 2 az eredeti szakasz hosszanak 6todrészével, és je-
Hatdrozd meg a 4a - by a + 5b; -3a - 0,1b; > a 3 b 161d az igy kapott végpontot Q-val. Mik a Q pont

vektorok koordinatait! Aeooud i
E K2 TIrd fel az alabbi vektorokkal azonos irdnyu egy- E E1 Egy négyzet két szemkozti csticsa A(-3; 1) és

ségvektor (egységhosszuisagu vektor) koordinatait! G5 7?‘ I’{a/\Far ozl g @ pegyast s coleaiel:
koordinatait!

a(-3;4) b(-5;-12) c(-7;7) d(9;-40)
E1l Egy téglalap egyik oldaldnak két végpontja
n E1 Adottaz A(2; -7) és a B(-9; 1) pont. A(-654) és B(-9; 1). A masik oldal hossza kétszerese az
Allits az AB szakasz B végpontjaban az eredeti sza- el6bbinek. Hatdrozd meg a téglalap hidnyzo csucsai-
kasz hosszdval azonos nagysigu, az AB szakaszra nak koordinatait!

meroéleges szakaszt. Hatarozd meg az igy kapott sza-

kasz masik végpontjinak koordinatait! m E2 Egy szabélyos hdaromszog két csicsa A(-4; 5) és

B(2; -3).
Hatarozd meg a haromsz6g harmadik cstcsanak ko-
ordinatait!




vektormiiveletek, elséfoku egyenletrendszer megoldéasa

vektor felbontdsa dsszetevikre

BEVEZETO

A lejtore helyezett m tomeg, pontszer(i testre hat az mg nehézségi erd. Ez
az er6vektor felbonthatd két olyan Gsszetevére, amelyek koziil az egyik a
lejt6vel parhuzamos (F ), a mdsik pedig a lejtére merdleges (F, ) vektor. (Az
OsszetevOk nagysaga a test tomegének és a lejt6 adatainak ismeretében meg-
hatdrozhatd az abran 1év4 derékszogi haromszogek hasonldsagabol felirt
kapcsolatok, vagy szogfiiggvények segitségével.)

A nehézségi erd lejtével parhuzamos Osszetevdje a testet a lejtével parhuza-
mosan lefelé gyorsitja. A lejtére merdlegesen a test nem gyorsul, mertalejtéaz
ilyen irdny mozgést a lejtére meréleges nyomderdvel (F ) megakadalyozza.

A fizikai torvényszertiségek (mozgasegyenletek; Newton-torvények) fel-
haszndlasaval meghatarozhaté a lejtén mozgo test gyorsuldsa, valamint a
sebessége a lejto kiilonb6zo pontjain.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Adott a sik a(1; —4), b(-3; 2) és c(—4; —14) vektora.

Ird fel a c vektort a és b linedris kombinacidjaként, vagyis az a-val és b-vel
parhuzamos vektorok 6sszegeként!

Megolds:
Keressiik azokat a A; u valos szamokat, amelyekre ¢ = Aa + ub.
Mivel ¢ = Aa + ub, ezért —4i - 14j = A(i-4j) + wu(-3i+2j),
—_— — —
C a b
ami atalakitds utan —4i-14j= (A-3uwi + (41 + 2w)j.

Az egyenl6ség két oldalan allé vektorok egyenldk. Ez csak ugy teljesiilhet, hogy az i vektor egytitthatoja az egyenléség két
oldalan egyenld, és hasonloan a j vektor egyiitthatdja az egyenléség két oldalan egyenld. Vagyis a keresett A; u szamokat a

—4=1-3u
{—14 =—4)+2u
Megoldva A = 5; u = 3 adédik.
Tehdt ¢ = 5a + 3b.

egyenletrendszer megolddsa adja.

Megjegyzés: Azt tapasztaltuk, hogy a ¢ = a + ub egyenlet kovetkezményeként kiilon az els6é koordinatakkal és kiilon a
masodik koordinatédkkal is felirhat6 egy-egy egyenlet:

{cl = Aa, — ub,

. Ebbdl az egyenletrendszerbdl a vektorkoordinatak ismeretében A és 1t meghatarozhato.
¢, =2a, + ub,



Egyértelmii vektorfelbontasi tétel

Legyen a ¢és b a siknak két nem parhuzamos vektora, melyek egyike sem nullvektor!

Ekkor a sik egy tetsz6leges ¢ vektora egyértelmien felbonthaté aza és b
vektorokkal parhuzamos dsszetevékre. Vagyis c el6all az a és b vektorok
skaldrszorosainak (szamszorosainak) dsszegeként (masképp: a és b line-

aris kombinacidjaként), és ez az eldallitas egyértelmd.
Jeloléssel: c = Aa + pb,aholA e R; pe R;a=0;b=0.
Megjegyzés:

o

Aa a

.
>

A fenti vektorfelbontasban az a és b vektorokat bazisvektoroknak, a 4 és u szamokat pedig a ¢ vektor ezen bazisvektorokra

vonatkoztatott koordinatdinak nevezziik.

FELADATOK

W EA Ird fel a c(11; 10) vektort az a(3; 4) és b(1; -2) vek-
torokkal parhuzamos vektorok 6sszegeként!

a) Toltsd ki a tablazatot, majd egészitsd ki a feladat
megolddsara vezet egyenletrendszert a pontok
helyén a hianyzé szamokkal!

c a b
c=Aa+ub
Els6 -
koordinéta {11=7L~...+u~...
Misodik 10=A-...4+pu-...
koordinata

b) Oldd meg az egyenletrendszert, és add meg a
megoldast a megfelel szamok beirdsaval!

c=...-a+...-b

I E1 Adottak a sik a(=2; 5), b(-1; —4) és ¢(=9; 2) vekto-
rai. Ird fel a ¢ vektort a és b vektorokkal pdrhuzamos
vektorok 6sszegeként!

EN E1 Az ABCDEF B D
szabalyos hatszog-
ben adott az
AB=a(2;0),
AF = f(—l; \B ), I C
valamint jelolje K a
szabalyos hatszog £
kozéppontjat.

a)Ird fel a CF, KA,
CE, DB vektorokat az a és f lineris kombinécié-
jaként!

A & B

b) Hatarozd meg az a) részben felirt vektorok koor-
dinatait!

n E1 Az ABCDEF szaba- E D
lyos hatszog kozéppontja
K, és adott

m = a(l; - \/g ))
KB = b(—l; - \/5 ) F <
a) Ird fel a CE, CD, a b

CE, DB vektorokat

az a és b linedris
kombinacidjaként!

A B

b) Hatarozd meg az a) részben felirt vektorok koor-
dinatait!

E E1 Egy AB szakasz végpontjaiba mutatd helyvekto-
rok rendre a(-4; 5), illetve b(2; -3). A szakasz P pont-
jara fennall, hogy AP : PB = 2 : 3, valamint a szakasz
Q pontjara fennall, hogy AQ: QB=3:7.

a) Allitsd el6 a P pontba mutaté p, valamint a Q pont-
ba mutaté q vektort az a és b linedris kombindci-
ojaként!

b) Hatdrozd meg az a) részben felirt vektorok koor-
dinatait!

ﬂ E2 Az ABCD négyszog oldalvektorai AB = a(4; 1),
BC=b(-3;5), CD = c(-7; 2).
Fejezd ki a megadott vektorok segitségével az atlok
felez6pontjait 6sszekotd vektort, majd add meg a vek-
tor koordin4tait!

E2 Az ABCD paralelogramma atlovektorai
AC = e(8;-2), DB = f(-6; 4).
Fejezd ki a megadott vektorok segitségével az AB és
BC oldalvektorokat, majd add meg ezek koordinatait!



vektor hossza, egységvektor, nullvektor, vektorok hajlasszoge

skalaris szorzat, skalaris szorzas tulajdonsagai, koszinusztétel egy bizonyitasa

Ha egy szankét vizszintes uton s tavolsagon F nagysagu
vizszintes erével elérefelé hizunk, akkor ekozben a szan-
kén W = F - s nagysagii mechanikai munkat végziink.
(Az elmozdulassal ellentétes iranyt, F nagysagu er6 mun-
kéja pedig W = -F - s, azaz negativ lenne.)

W=F-s
F
:J - t

A valdsag azonban az, hogy a szankdt dltalaban nemcsak
vizszintesen, hanem kissé felfelé is huzzuk. Az er6 és az el-
mozdulas is vektormennyiségek, nagysaguk és iranyuk is
van, és — mint az abran lathaté is - egydltalan nem biztos,
hogy a két vektor iranya megegyezik. Hogyan szamitsuk
ki a végzett mechanikai munkat az abra szerinti esetben?

Az erbvektort az elmozdulds irdnydba esé (most vizszin-
tes) és arra mer6leges (fiiggbleges) Gsszetevére bontjuk fel.
Ezek az dsszetevdk az dbra alapjan: |F,. | = |F| - sin a és

fiigg
|F| - cos a nagysaguak.

| vizszl -

1. Skalaris szorzat

Mivel a szanko fliggéleges iranyban nem mozdul el, ezért
az F er6 fiiggbleges Osszetevdje nem végez mechanikai
munkat. A vizszintes Osszetevé az elmozdulds iranyaba
mutat, tehdt az F er6d munkdja: W = F, - s. Ez egyenér-
téktia W = |F| - cos « - |s]| Osszefliggéssel.

Ez az Osszefliggés akkor is teljesiil, ha az F eré és az s el-
mozdulas szége nagyobb, mint 90°.

Lathato, hogy az F er6 munkdja csak az F és s vektoroktdl
fugg (a két vektor nagysagatol és a vektorok édltal bezart
sz0gtol).

A munkavégzés kérdésének fizikai targyaldsat egyszeri-
siti, ha a munkara vonatkozé eredeti 0sszefliggést er6- és
elmozdulasvektorok esetén is ugyanabban a forméban ir-
hatjuk: W = Fs.

Ehhez az Fs ,szorzatot” ugy kell értelmezniink, hogy
Fs = |F| - |s]| - cos o teljestiljon.

Az Fs ,szorzat” tehat egy olyan szamot (szakkifejezéssel:
skalarmennyiséget) jelol, amelyet a két vektor abszolut
értéke és a két vektor altal bezart a szog hatdroz meg.

A munka az er$ és elmozdulasvektorbol szarmaztatott
elGjeles fizikai mennyiség, de nem vektormennyiség (nincs
iranya).

A
Definicio: Két vektor, a és b skalaris szorzatan (vagy skaldrszorzatdn) az |a| - |b| - cos a szor- s
zatot értjiik, ahol |a| és |b| az a, illetve a b hosszét, o pedig az a és a b hajldsszogét jeloli. a
b
Jelolés: ab vagy a - b vagy PA - PB, igy példdul ab = [a| - |b| - cos a. P

Megjegyzések:

1. Két vektor hajldsszoge a kozos kezdépontbdl induld vektorok altal meghatarozott, legfeljebb 180° nagysagu szog.

2. Két vektor skalaris szorzata mindig egy valds szam.

3. Két vektor esetében az un. vektoridlis szorzat is értelmezhetd. Errél részletesebben 52. leckében olvashatsz.



KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy 3 egység oldalhosszusagu négyzet ol-
dalvektorai (az dbranak megfelelden) a és

b C
b, a megjelolt atlovektora c. Mennyi

Y

a) ab és ba; c) bc és cb? v a

Megoldds:

b) ac és ca;

a) A két vektor abszolut értéke 3, a szogiik 90°-o0s, ennek
a koszinusza 0, ezért

ab=|a|-|b|-cosa=3-3-0=02¢és
ba=|b|-|a] -cosa=3-3-0=0.
b) Itt |a| = 3,|c| =3 - V2, a két vektor szdge 45°-0s, en-

. 2 .
nek a koszinusza 7 , ezért

FELADATOK

E E1l Az egy sikban 1év6 a, b, ¢, d és e vektorokrdl a
kovetkezoket tudjuk:
|a| = 2,5, |b| = 4, c az a 180°-os elforgatottja, d az a
(pozitiv irdanyu) 270°-os elforgatottja, e az a 1080°-o0s
elforgatottja, tovabba ab = 5.

a) Mekkora a és b szoge?
b) Szdmitsd ki az ac, ad és ae skaldris szorzatokat!
¢) Szamitsd ki a ba, bc, bd és be skaldris szorzatokat!
d) Mekkora az af, ha f az a 90°-os elforgatottja?

E E1 |1T§| =2, Rl =7. Mennyi AB és AC skaléris szor-
zata, ha a két vektor szoge

b) 90°;

a) 43° c) 103°; d) 180°?

E E1 Azi és aj két egymdsra mer6leges egységvektor.
Szamitsd ki a kovetkez6 skaldris szorzatokat!
a) ii b) ji d) i - j)i
ﬂ E1 Mekkora szoget zar be két egységvektor egymas-
sal, ha skaldris szorzatuk:

3 b) 0;

c) (i+j)i

a) Y7, c)-1; d) 0,52
2
50 E1 Az 4bran lathaté N \G

szabalyos hatszog min- £ X\

, , / \ / \ / \ / \ // \
den oldala két egység / AL INNE N\
hosszusag. Szémitsd /. /[ONb (g T

/ \ / \ |/ \ / \

ki a kovetkezd skaldris K1 > A TA 7
szorzatokat: ab, ba,bb, /T /| N
2(ab), a(2b), (2a)b, 2
a(a - b). \ /\ A\ /

N
2

ac:|a|-|c|-cosa:3-(3-\/£)-

V242
2

=9. =9-1=9¢s

2

ca:|c|-|a|~cosa:(3-\/£)‘3-7 =9
c)Itt|b] =3, |c|=3- V2, a szogiik 135°-0s, ennek a ko-
szinusza — 72 , ezért

be = [b] - |¢] - cosa=3-(3-ﬁ)-(—%} =
V22
2

=-9. =-9.1=-9és

E E1 Megrajzoltuk egy 6 egység oldalhosszisagu szaba-
lyos haromszog harom oldalvektorat és egyik magassag-
vektorat.

a) Valassz ki a 4 vektor kozil minden lehetséges mo-
don kett6t-kett6t, és szamitsd ki mindegyik eset-
ben a kivalasztott két vektor skalaris szorzatat! (Fi-
gyelj a vektorok szogére!)

b) Igaz-e, hogy ¢ + d = %a?

c) Hatdrozd meg a (c + d)* skaldris szorzatot!

d) Hatdrozd meg a c?, d?, 2cd, skaléris szorzatokat!
Hasonlitsd 6ssze a kapott értékek osszegét a c) fel-
adatrész eredményével!

€) Szamitsd ki, mennyi az ac + ad 6sszeg, és mennyi
az a(c + d) skaléris szorzat!

E1 Az ABCD paralelogramma oldalai 2 és 1 egység
hossztiak, hegyesszoge pedig 60°-os. Igazold az abra
szerint felvett a, b, ¢ vektorok esetében, hogy

(@a+b)c=ac+bc.

AN



2. Skalaris szorzat kapcsolata a vektorok merélegességével

Tétel: Két vektor skaldris szorzata akkor és csak akkor 0,
ha a két vektor merdleges egymasra.

At i RO I ok
CER A 4 Rkt s Rl S G 7 )

P o,

Megjegyzés: Ebben a tételben figyelembe vessziik, hogy a
nullvektor irdnya (definicid szerint) tetszéleges, tehat a
nullvektor minden vektorra merdleges.
3. A skaldaris szorzat tovabbi tulajdonsagai:
Minden a, b, ¢, d vektor és k € R esetén igaz, hogy:
ab =ba
k(ab) = (ka)b = a(kb)
(a+b)c=ac+bc §e o ¢ < TR
(@a+b)c+d)=actad+bc+bd M S
Megjegyzések:

P A vektorok kozott értelmezett dsszeadds, kivonas és skaldris szorzat miveletek esetén ugyanazokat a szimbdlumokat
(rendre: + ; - ; - ) hasznaljuk, mint a valds szamok 6sszeadasa, kivonasa, szorzasa esetén. A miiveleti jelek azonos-
saganak ellenére azonban az emlitett miiveletek egészen mas jelentéssel birnak a vektorok, valamint a valds szamok
esetén. Példdul: az 6sszeadas valds szamok esetén mennyiségek Osszegzését, mig vektorok esetén a vektorok 6sz-
szegvektoranak meghatarozasat jelenti; valds szamok szorzasaval a mennyiségek tobbszorozését végezziik, két vektor
skalaris szorzata pedig a definiciéban megadott médon a vektorok bizonyos jellemzéinek szorzata.

P Két egyiranyu vektor skaldris szorzata a vektorok abszolut értékének szorzataval egyenld, mert a vektorok szoge 0°
éscos 0° = 1.

P> Azaaskalaris szorzat jeldlésére hasznaljuk az a® szimbolumot is. Egy vektor Snmagaval vett skaldris szorzata a vektor
hosszanak (abszolut értékének) négyzetével egyenld. Ha az a vektor hosszat a-val jelsljilk, akkor a2 = a?.

P Mivel c(ab) = (ca)b = a(cb), ezért mindhdrom szdm helyett egyszeriien a cab jelet haszndljuk.

4. A koszinusztétel bizonyitasa a skaldris szorzat segitségével

A skalarszorzat segitségével konnyen belathaté a — régebben mar tanult és feladatok megoldasaban hasznalt - koszinusz-
tétel.

Tétel: Koszinusztétel

Barmely haromszogben megkapjuk az egyik oldal hosszanak négyzetét, ha a masik két oldal hosszanak négyzetdsszegébdl
kivonjuk e két oldal hosszanak és az altaluk kozbezart sz6g koszinuszanak kétszeres szorzatat, vagyis a szokdsos jelolése-
ket haszndlva: ¢? = a> + b> - 2ab cos ¥.

Bizonyitas:

Hasznaljuk az abra jel6léseit! Helyezziink vektorokat az ABC haromszog két oldalara: C

a = CB, e vektor abszolut értéke a, ez a BC oldal hossza.

b = CA, e vektor abszolut értéke b, ez az AC oldal hossza. ’ N

Az AB oldal hosszét c-vel jeldljiik. Eza caz AB = a — b vektor abszolut értéke. 5
c

Az AB 6nmagaval valo skaldris szorzatat (a négyzetét) kétféleképpen irjuk fel:
AB? = ¢, mert |1TI§‘ =c
AB? = (a - b)(a - b) = a% - 2ab + b? = a® - 2ab cos y + b?, mert a, illetve b abszolut értéke a, illetve b.

E kétféle felirds alapjan: ¢> = a? + b* — 2ab cos ¥, ezzel bebizonyitottuk a koszinusztételt.



KOORDINATAGEOMETRIA

A SKALARIS SZORZAT KISZAMITASA KOORDINATAKBOL

m skaldris szorzat kiszamitasa koordinatakbol, két vektor hajlasszogének kiszdmitasa

KIDOLGOZOTT FELADAT

Adott az A(3; 2) és a B (-3; 5) pont.
a) Szamitsuk ki az origdbol az A-ba, illetve a B-be mutat6 vektorok skalaris szorzatat!
b) Szamitsuk ki az a)-beli két vektor hosszat!

c) Szamitsuk ki az a)-beli két vektor altal bezart szoget!

Megoldds:
Azi és a j bazisvektorok megallapodas szerinti felvétele miatt OA = 3i + 2j és OB = -3i + 5j. yA
a) OA - OB = (3i + 2j)(-3i + 5j). B 5
A két osszegvektor skaldris szorzasat pontosan ugy végezhetjiik, mint a valds szamok \
esetében: minden tagot minden taggal skaldrisan &sszeszorzunk, és a kapott szorzato- sil [\ A
kat (vagyis a kapott négy valds szdmot) dsszeadjuk: L "%
a j
(31 + 2j)(-3i + 5j) = -9ii + 15ij - 6ji + 10jj. Sl m Ty
Tudjuk, hogy ij = ji = 0, mert a két bazisvektor egymasra merdleges.

Azt is tudjuk, hogy a bazisvektorok hossza 1, ezért ii = jj = 1.
Ezeket felhasznalva folytathatjuk a skaldris szorzat kiszamitésat:

(3i + 2j)(=3i + 5§) = ~9ii + 151j - 6ji + 10jj=-9-1+15-0-6-0+10-1=-9 + 10 = 1. Tehat OA - OB = 1.

b) A vektorkoordingtakbol: [O4] = 32 122 =13 és|0B| = (37 152 =<3 -

c) OA-OB = |6A| . |61§| -cos o= 13-/34 - cos a = /442 - cos a, misrészt az a) feladat megoldasa alapjan OA - OB = 1.

. 1
Igy V442 - cos a = 1, amibél cos o = E ~ 0,0476. Ebbél pedig a =~ 87,3°.

Az a(a;; a,) és ab(b; b,) vektor skaldris szorzata kiszamithato a vektorok koordina- A

taibol ugy, hogy az elsé koordinatak szorzatahoz hozzaadjuk a masodik koordinatak

szorzatdt, azaz:ab =a, - b, +a, - b, . b(b; b))
Bizonyitds: N

\f\ a(aj; a,
(04

(ai+ a,j)(bji+ b,j)=a -bjii+a -b)j+a,- bji+a,-bjj=

i

=a;-b-1-1-cos0°+a,-b,-1-1-c0s90°+a,-b -1-1-c0s90°+a,-b,-1-1-cos0°=

2y

=a -b-1+a -b,-0+a,-b-0+a,-b,-1=a,-b +a,-b,

ab=a|-|b| - cosy

ab=a -b +a,-b,

52. LECKE / A SKALARIS SZORZAT KISZAMITASA KOORDINATAKBOL 133



FELADATOK

E E1 Szamitsd ki az a és b skalaris szorzatét, a vekto-
rok hosszat és a vektorok hajlasszogét!

a)a(4; -1) ésb(2; 6)
b)a(1; 5) és b(3; 2)

E ELl A repiildgépek mozgasit koordinata-rendszerben
abrazoljak és figyelik. A koordinata-rendszerben egy

egység 10 km.
YA
B
w \4
b\ A2
C a
——

(@] 3 x|

Egy alland6 magassagban mozgd utasszallité reptil6gép E
a megfigyelés kezdetén az A(3; 2) pontban volt, a kovet-
kez6 megfigyeléskor pedig a B pontban. Elmozduldsat
a v(=6; 3) adja meg. Kés6bb a gép a B-bél a C-be jutott,
elmozdulasat a w(-4; —4) mutatja.

a) Hatdrozd meg a B és a C pont koordinatait!

b) Mekkora szoggel valtozott az elmozdulas irdnya a
masodik megfigyeléskor az els6hoz képest (azaz
mekkora szoggel fordult el a repiil6)?

3. I 6.
a) Mekkora lehet y értéke, ha az origobdl az

A(-2; 5), illetve B(3; y) pontokba mutat6 vektorok
skalaris szorzata 14?

b) Mekkora lehet a k valds szam értéke, ha az origo-
bdl a K(k; -6), illetve L(k + 4; 2) pontokba mutato
vektorok skaldris szorzata —15?

Két vektor esetében értelmezziik a vektorok vektorialis szorzatat.
Ha az a és a b szoge o, akkor azt a vektort,
amely merdleges mindkét adott vektorra, és
amelynek az abszolut értéke az [a| - |b| - sin & szdmmal egyenld,
az a iranyabdl nézve a b-t pozitiv iranyt 90°-os forgatas viszi 4t a
»szorzatvektorral” azonos iranyu vektorba,

az a és a b vektoridlis szorzatanak nevezziik.
Jele: a x b (olvasd: a kereszt b).

ﬂ E1 Egy gyogyfird meleg vizes medencéjének kor-

nyékét az abran lathaté médon jarélapoztak.

AN pad
N AT

a) Allapitsd meg a medence két egyenes oldaldnak
hosszat! (Hossztsagegységként hasznald a jarola-
pok egy élének hosszat.)

b) Mekkora szoget zar be a medence két egyenes ol-
dala?

E1 Az ABCD négysz6g A cstcsa az origéban van. Az
A csucsbdl a masik 3 csticsba mutatd vektorok rendre
AB(6; -1), AC(1; 7) és AD(-1; 5).

a) Add meg a B, C és D csticsok koordinatait!

b) Add meg a CB és CD vektorokat koordinétaik se-
gitségével!

¢) Szémitsd ki az AB és AD vektorok skalaris szor-
zatat!

E2 A koordindta-rendszer origoja legyen O; két
pontja A(-3; —4) és B(1; -1). Melyik P pontba mutat
az OP, ha

a) OP = AB;

b) OP az AB-nak +90°-os elforgatottja?

Mindkét el6bbi esetben hatarozd meg OP és OA vek-
torok szogét!

axb A

Y&




KIDOLGOZOTT FELADAT

Az Elektromos Muvek a térképen lathaté dombos vidé-
ken, egy foly6 folott szeretne egyenesen keresztiilvezetni
egy Uj vezetéket. A mérnok, akire a villanyoszlopok helyé-
nek kijelolését biztdk, az A, B és C pontokat jelolte meg a
térképvazlaton. A munkat ellenérzé tarsa szerint azonban
ezek a pontok nem esnek egy egyenesre.

A ————
L N B
_/——> \\ C
-
— 1
(@] | x=
L L I

Kinek van igaza? Egy egyenesre esik a harom pont, vagy
nem?

Elsé megoldds:

Ha AB és BC parhuzamosak, akkor a hdrom pont egy
egyenesre esik, ha nem parhuzamosak, akkor a pontok
nem esnek egy egyenesre.

L7 A ——
) MO
~lb-a
RN [~ B(2:4)
O\ —h e
L — b
L . e
Of i g x
/’___/ —

Inditsunk helyvektorokat az A, a B és a C ponthoz! Ezeknek
a helyvektoroknak a koordinatai megegyeznek a végpont-
jaik megfelelé koordinataival.

Emiatta = (-7; 7),b = (2; 4) és ¢ = (6; 3).
AB=b-a=(24)-(-77)=(9%-3)és
BC=c-b=(6;3)-(2;4) = (4 -1).

Parhuzamos-e ez a két vektor? Ha igen, akkor létezik egy

olyan cvalés szam, hogy AB = c - BC, vagyis (9; -3) = (4¢; —).

A masodik koordinatak egyenl6ségébdl viszont az lathato,
hogy csak ¢ = 3 lehetne, de ekkor 4c = 12 # 9.

Belattuk, hogy nincs olyan ¢ valds szam, amelyre igaz, hogy
AB = ¢ - BC, vagyis az AB és a BC nem parhuzamos vek-
torok.

Tehat A, B és C nem esik egy egyenesre.

Madsodik megoldds:
Jelolje BA(-9; 3) és BC(4; 1) vektorok hajlasszogét a!
A BA és BC vektorok skalérszorzata

I. a definicid szerint:

BA-BC= \/(—9)2 +3? ~\/42 +(=1)* - cosa,
II. a vektorok koordinataival:
BA-BC=(-9)-4+3-(-1).

Mivel az 1. és II. pontban felirt egyenl6ségek bal oldalai
egyenl6k egymassal, ezért fennall a jobb oldalak egyen-
16sége is, azaz

J(29)2 +32 [42 4 (-1)? - cosa =
=(-9)-4+3-(-1).
Az egyenl6ségbdl dtrendezéssel kovetkezik, hogy
(-9)-4+3-(-1)
Jeop 3t J 1
amibél a = 175,6°.

coso =

Ha az A; B és C pontok egy egyenesre esnének, akkor az
o sz0g nagysaga 180° (egyenesszog) lenne. Tehat — mivel
a sz0g értéke nem 180° - az A; B és C pontok nem esnek
egy egyenesre.

Megjegyzés:

A fenti megoldas alapelvét sokszor haszndljuk, amikor
két, koordinatdival adott vektor hajlasszogét keressiik.




1. Haaza(a; a,) ésab(b; b,) parhuzamosak, akkor van olyan c valés szam, hogy b = ca. Ez azt is jelenti, hogy a b koor-
dindtdi b, = ca, és b, = ca,.

Megforditva: Ha egy vektor a masiknak szamszorosa, akkor ezek parhuzamos vektorok.

2. Két adott vektor esetén, ahol a(a; a,) és b(bl; bz), és a vektorok egyike sem nullvektor, a skalaris szorzat segitségével ki-
szamithat6 a vektorok o hajlasszoge a

ab ab, +a,b,
lal-Ibl a2 +a2 - b7 +b2

FELADATOK

E E1l Adottak az a(-5 -1), b(-3;15), ¢(1;-5) és Valaszaidat indokold, timaszd ald szamitasokkal!

cosa = Osszefliggésbdl.

d(25; 5) vektorok.

a) Minden lehetséges modon vélassz ki két vektort a
fentiek kozill, és szamitsd ki ezek skalaris szorzatat!

b) Melyek parhuzamosak az adott vektorok kozott?
¢) Melyek merélegesek az adott vektorok kozott?

d) Hatdrozd meg az a + b és a ¢ + d vektorok haj-
lasszogét! Valaszod fokokban, egy tizedesjegyre
kerekitve add meg!

E1 Az OABC paralelogramma 3 cstcsa: O(0; 0),
A(20; -15) és C(7; 24).

a) Add meg a B csucs koordinatdit!
b) Mekkorak a paralelogramma oldalai?
¢) Szamitsd ki az OB és az AC skaléris szorzatat!

d) Mekkorék a paralelogramma szogei?

E1 Melyik valds szamot kell a k betii helyére irnunk,
hogy az u(6; 18) és a v(-3; k)

a) parhuzamos legyen; b) meréleges legyen?
E1 Egy négyszog csucsai: A(-2; -2); B(4; 0); C(-1; 2)
és D(2; 3).

a) Igazold, hogy a négyszog trapéz, azaz van két par-
huzamos oldala! Melyek a parhuzamos oldalak?

b) Milyen hossztiak a négyszog oldalai?
c) Szamitsd ki a skaldaris szorzat segitségével a négy-

sz0g szogeit!

E1 (Emelt szint(i érettségi, 2006)
A PQRS négyszog csucsai: P(3; -1), Q(1; 3), R(-6; 2)
és S(=5; -5).

Dontsd el, hogy a kovetkez6 harom allitas koziil me-
lyik igaz és melyik hamis!

a) A allitas: A PQRS négyszognek nincs derékszoge.
b) B allitds: A PQRS négyszog hurnégyszog.

c) Callitas: A PQRS négyszognek nincs szimmetria-
kozéppontja.

I8 EL (Emelt szintd érettségi, 2012)
A derékszogli koordinata-rendszerben az ABC ha-
romsz0g csucsai: A(2; 1), B(7; -4), C(11; p).

Hatarozd meg a p paraméter pontos értékét, ha a ha-
romszog B cstcsanal levo bels6 szoge 60°-os!

2 E2 (Emelt szintif érettségi, 2009)
Az a ésb vektor koordinatai a ¢ valos paraméter fiigg-
vényében:

a(cos t; sin t) és b(sin? £; cos? t).
a) Add meg az a és b vektorok koordinatdinak pon-

51
tos értékét, ha t az ? szamot jelol!

5
b) Mekkora az a és b vektorok hajlasszoge t = ?7': ese-

tén? (A keresett szoget fokban, egészre kerekitve
add meg!)

¢) Hatdrozd meg a t olyan valds értékeit, amelyek ese-
tén az a és b vektorok merdlegesek egymadsra!




-m szakasz felezOpontjanak koordinatai

m szakasz harmadoldpontjainak koordinatai, hiromszog sulypontjanak koordinatdi

BEVEZETO

A mérleghinta egy sokak altal kedvelt jaték, melynek miikodési alapelve az
un. forgatonyomaték segitségével irhato le.

A hintaként szolgalé merev rudnak szokdsos mddon a felez8pontjaban van
elhelyezve a tengelye, igy az egyik és a masik hintazo két, ugyanolyan hosz-
szasagu rud végpontjan helyezkedik el. Ez az elhelyezkedés kellemes jatékot
igér a kozel azonos tomegl résztvevoknek (konnyedén egyensulyba hozha-
t6 a hinta), de kinos helyzetek alakulhatnak ki, ha tal nagy a két hintazé
testtomege kozotti kiilonbség. A kellemetlenségek elkeriilését jelenthetné, =
ha a mérleghinta tengelyét alkalomszertien athelyezhetnénk a rud egy masik = : e
pontjara. A fizikai torvényszertségek alapjan ismert, hogy az egyenstly ak- =+ o e
kor jon létre, ha a hintazok testtomege és a hintazoknak a hinta tengelyét6l
vald tavolsaga egymassal forditott aranyban van. Példaul, ha a két hintdzo t6-
megének aranya 1 : 2, akkor az egyensuly — ugyanakkor a felh6tlen szérako-
zas — elérésének érdekében a tengelyt6l vald tavolsagaiknak ardnya 2 : 1 kell,
hogy legyen (vagyis a tengely a rud azon harmadoldpontja, amely kozelebb
van a nagyobb tomegt hintdz6hoz).

KIDOLGOZOTT FELADATOK

1. Melyek az AB szakasz H, és H, harmadolépontjainak koordinatai, ha A(-4; 3) és B(10; 7)?

Megoldds: y A

Q
O

Szamoljuk ki az A végponthoz kézelebbi H, harmadolépont koordi-

T » B
natait!

N

Jeloljiik a H, pont OH, helyvektorat h-val! ; )

Az ébra alapjan: h = a + AH, ezért el6sz0r az AH, vektorral foglalko- A '( L 1/h //b
zunk. a) d
—_— —_— 0 >
AHAzlAle(b_a):l(14;4)= E’é —2" 2 10 x
3 3 3 3 3 -
_— 14 4 2 13
Tehith =a+AH, = (-43)+| —; = [=| =5 — |
33 3 3
. . g s 2 13
Mivel a h helyvektor, ezért a H, koordinatdi megegyeznek a vektor koordindtdival: H,;:| —; — |.
3 3

Az elébbihez hasonléan adédnak a szakasz B ponthoz kozelebb esé H, harmadolépontjanak koordindtai: H, (%, %) .

Megjegyzés: Az osztopontnak a szakasz végpontjaitol vald tavolsagai forditott aranyban allnak a koordinatdkra alkalma-
zott szorzotényezok értékeivel.
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2. Hatérozzuk meg az dbra szerinti ABC hdromszog BC oldalanak y A
F felez6pontjat, majd az AF szakasz harmadoldpontjait, majd az
ABC haromszog stlypontjat!

Megoldds: ,/
A haromszdg csucsai: A(-6; 2), B(2; 0) és C(1; 7). / \

A BC oldal F felez8pontja: F(% 0#) (1,5; 3,5).

RN

Az AF szakasz A végpontjdhoz kozelebb esé harmadoldpontja
HA(Z-(—6)+1,5 2:2+43,5

5 = _3’5) 2’5 >
. : j ( )

Fvégpontjahoz kozelebb esé harmadolopontja pedig
H, {—6+32.1,5; 2+23.3,5j (L),

Az AF szakasz az ABC hdromszog sulyvonala, igy ennek a szakasznak az F oldalfelez6 ponthoz kozelebbi harmadolo-
pontja éppen a haromszog stlypontja. Tehat S(-1; 3).

»
BaE \
T~

=Y

I- —y
-5 |

Megfigyelhetjiik, hogy a sulypont koordinatai éppen a csticspontok megfelel6 koordinatainak atlagaként allnak el:
a csucspontok elsé koordinatai: —-6; 2; 1;

y A
—6+2+1
ezek atlaga: ———=-1
3 Aa; a,)
a csucspontok masodik koordinatai: 2; 0; 7;
ezek atlaga: 24047 _ 3.
H (2a,+b, _2a.+b.)
N33
1. Ha egy szakasz két végpontja A(a; a,) és B(b; b,), akkor a szakasz F(—%b' ; a’:h
. . a,+b a,+b
P felezépontja: F(%, %J, \Hx(uﬁ—zb,; z;;zbl .
2a,+b, 2a,+b x
P az A-hoz kézelebbi harmadolépontja: H A( 13 o %),
a,+2b, a,+2b \
P aB-hezkozelebbiharmadolopontja: H , [ L 3 L, 2 3 2 J
B(bj; b,)
2. Tétel: A haromszog sulypontjanak elsé koordinatdja a cstiicsok
els6 koordinatainak atlaga, a haromszog sulypontjanak masodik A
y
koordinataja a csicsok masodik koordinatainak atlaga.
Ha az ABC haromszog csticsai A(a; a,), B(b; b,) és C(c; c,), akkora Cleye)
b+ +b, +
hdromszog stlypontja az S( G, 875 CZ) pont. "
3 3 Aaga)| " \
Bizonyitds: atbte] atbic,
“5(3 ’ )
Ha az AB oldal felezépontja F( f;; f,), akkor az S(s; s,) silypont a \
CF szakasz F-hez kozelebbi harmadolépontja. A megismert Gssze-
tiiggések szerint tehat \
§=2fi+ae _2ath 1 atbite x
3'3 2 03 3 3013
o=2fal 2.8t 1 &¥bto
3 3 3 2 3 3




FELADATOK

E E1 Egy PQ szakasz egyik végpontja P(3; 5). A szakasz
egyik harmadolépontja H(-1; -1). Hatdrozd meg, me-
lyik pont lehet a szakasz Q végpontja!

E E1 Adottaz A(-3;9) és a B(-7; -5) pont.

a) Hatarozd meg az AB szakasz B ponthoz legkoze-
lebb es6 hatodoldpontjanak koordinatait!

b) Hosszabbitsd meg az AB szakaszt a B ponton tul az
eredeti szakasz hosszanak felével, és jelold C-vel az
igy kapott pontot! Hatdrozd meg a C pont koordi-
natait!

ﬂ E1 PQR haromszognek ismerjiik két csicspontjét és
a sulypontjat: Q(7; 5), R(5; 8) és S(3; 5). A QR oldal
telezOpontjat F-fel jeloljiik. Hatdrozd meg a P pont ko-
ordindtait kétféleképpen:

a) a salypont koordindtdira vonatkozé képlet alkal-
mazasaval;

b) az OP = OF + 3 FS szamitast kovetve!

A

y R(5;8)
n.//\\F
O D,DL/
el /3 Q7 5)
e
P' Z

(0] 2 X

ﬂ E1 Egy hdromszog csucsai A(-6; 2); B(2; 0) és C(1; 7).

a) Add meg az ABC héromszog oldalfelez6 pontjai-
nak koordinatdit!

b) Szamitsd ki az ABC hdromszog oldalfelezé pontjai
altal meghatarozott haromszog stlypontjanak ko-
ordinatait!

¢) Hasonlitsd 6ssze az ABC haromszog és az ABC
hdromszog oldalfelezé pontjai dltal meghatérozott
hdromszog sulypontjanak koordin4tait!

d) Mutasd meg édltaldnosan, hogy a haromszog kozép-
vonalai olyan haromszoget hataroznak meg, mely-
nek stlypontja megegyezik az eredeti haromszog
stlypontjaval!

E E1 Adott az ABC hdromszog: A(-3; -3), B(5; -1),
C(-2; 4).

a) Igaz-e, hogy az ABC haromszog egyenl6 szara?
b) Igaz-e, hogy az ABC hdromszog sulypontja az orig6?

¢) Nagyitsd az ABC haromszoget az origobol a két-
szeresére! Add meg a nagyitott A'B'C’ haromszog
csucsait!

ﬂ EL1 A PQR haromszog sulypontja az S(-2; 1) pont, és
adott P(-12; -7) és R(4; 8). Hatarozd meg a Q pont
koordinatait!

EL1 Az ABC haromszog oldalfelezé pontjait ismerjiik:
F,(7;2); Fy(1; 0); F(4; -5).

a) Készits abrat!

b) Add meg a felez6pontok altal meghatarozott ha-
romszog sulypontjat!

¢) Hatdrozd meg az eredeti ABC hdromszog cstcsait!

m E1 (Az érettségi vizsgdlatok tételei az 1895-96. iskolai
év végén a Budapest. VIILker. kozségi férealiskolaban,
eredeti szOhasznalattal és jeloléssel. Forras: Kozépisko-
lai Matematikai Lapok, 1896. december)

Valamely haromszog alapvonalanak egyenlete
55y + 18x - 256 = 0. Végpontjainak x coordindtai
x, =2, x, = 7,5. A hdromszdg stlypontjdnak coordi-
natai a = 5, f = 6. Mekkorak az oldalak és a szogek?




egyenes egyenlete y = mx + b alakban

m normalvektor, egyenes egyenletének normalvektoros alakja

KIDOLGOZOTT FELADAT

Keressiik a P (2; 3) ponton dtmend, n(3; 5)-ra merdleges e egyenes egyenletét! yA {
Megoldds: n(3;5)

A sik egy tetsz6leges P(x; y) pontja pontosan akkor van az e egyenesen, haaznme- =3 N /

réleges a PP P-ra, vagyis ha a vektorok skalaris szorzatdra teljesiil, hogy n - P P=0. 23)
P0P=(x—2;y—3), igy s[ip(x%;y%)
n-PP=3(x-2)+5(y-3)=3x+5y-2L ! S P )

A (2; 3) ponton atmend és az n(3; 5)-re meréleges egyenes egy egyenlete tehat: ol 1 *
3x + 5y - 21 = 0, atalakitva: 3x + 5y = 21. ™~

1. Egyenes normalvektora

Definicié: Egy egyenesre mer6leges vektort, ha az nem a nullvektor, az egyenes normalvektoranak neveziink.

2. Az egyenes egyenletének normalvektoros alakja

Ha az egyenes egyik normalvektora n(A; B) és egy adott pontja P (x,; y ), akkor az egyenlete felirhaté Ax + By = Ax, + By,
alakban.

Bizonyitds:

Az egyenes egy tetszGleges pontja (ugynevezett f futépontja) legyen P(x; y). Ekkor a P P vektor igy irhatd: (x - x; y - y,).
A PP vektor meréleges az n vektorra, hisz PP az egyenes két pontjét koti dssze, az n pedig az egyenesre merbleges
Vektor Ez akkor is igaz, ha P egybeesik P, ponttal hiszen akkor P P nullvektor, ami minden vektorra meréleges. Ha
két vektor meréleges, akkor skalarszorzatuk 0, ezért P P.n=0.A Vektorok skalarszorzatat a koordinatakkal felirva:
(x-x)A+(y-y,)B=0.

A zdrojelet felbontva ez dtrendezhet6 a keresett alakra: Ax + By = Ax + By,
Példdul: ha n(3; 5) és P (2; 3), akkor az egyenes egyenlete 3x + 5y =3 -2 + 5.5 =21.
Ha n = (0; 5) és P (3; 2), akkor az egyenlet: 5y = 10, és ha n = (8; 0) és P (3; 2), akkor az egyenlet 8x = 24 alakban irhatd.

Megjegyzés:

Ha az ax + by = c egyenletben a, b és c adott valés szamok, de a és b koziil legalabb az egyik nem egyenld 0-val, akkor
ez egy egyenes egyenlete. Ezt az egyenletet az egyenes pontjainak koordinatai kielégitik, az egyenesen kivil 1évé pontok
koordinatai viszont nem. Az egyenes egyik normalvektora az n(a; b). Az egyenes tetszéleges pontjat megkaphatjuk ugy,
hogy az x-nek vagy az y-nak egy konkrét értéket adunk, és a kapott egyismeretlenes egyenletet megoldva megkapjuk a
pont masik koordinatdjat.



3. Egyenes egyenletének felirasa a normalvektor segitségével

az egyenes egy pontja

P(xg y,)

az egyenes egy normélvektora
(az egyenesre mer6leges vektor,
nem nullvektor)

FELADATOK

n(A; B)
E E1 Koordinata-rend- yA
szerben abrazoltuk az
. +3 1
)’——Ex egyenle- y=—3x+3
tl egyenest. 1
a) Olvasd le az dbré- o 1 %

rél az egyenes egy
pontjat! Szamolas-
sal ellendrizd, hogy a pont koordinatai igazza te-
szik-e az egyenes egyenletét!

b) Hatdrozd meg az abra segitségével az egyenes egy
normalvektorat!

c) Ird fel az egyenes egyenletének normalvektoros
alakjat!
E E1 Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely

a) illeszkedik az origéra és merdleges az n(5; -2) vek-
torra;

b) illeszkedik a P(-3; 7) pontra és merSleges az
n(4; -5) vektorra;

c) illeszkedik a Q(-1; 9) pontra és meréleges az
n(3; -7) vektorra!

ﬂ E1 Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely-
nek pontjai egyenld tavolsagban vannak a sik P(0; —6)
és Q(8; 4) pontjatol!

o

az egyenes egyenlete
Ax+ By =Ax,+ By,
\%,—J

Cvalds szam

n E1 Add megaz

e:3x - 5y =18, fi2y=7x-1, 2:8y-9=0
egyenesek két-két normalvektoranak és két-két pont-
janak koordinatait!

E E1 Az ABCD rombusz szemkozti cstcsai A(2; -3) és
C(10; 9). Ird fel a rombusz BD 4tléjanak egyenletét!

E EL1 Egy négyzet két szomszédos csucsa A(1; 5) és
B(-2; 3).

a) Ird fel az AB oldallal szomszédos oldalak egyenesé-
nek egyenletét!

b) Hatdrozd meg a négyzet hidnyz6 két csucsanak ko-
ordindtait! Hany megoldas van?

E1 Egy haromszog hdrom cstcsa: A(-6; 4), B(2; 10)
és C(6; -2).
Hol metszi a hdromszog C cstcsbol induldé magas-
sagvonala az y tengelyt?

N E2 Adottak a sikon az A(-7; 2), B(2; 8) és C(0; 11)
pontok.
a) Igazold, hogy az ABC haromsz6g derékszogt!

b) Hol metszi a hdromszog leghosszabb oldalahoz tar-
toz6 magassagvonala az x tengelyt?



iranyvektor, egyenes egyenletének iranyvektoros alakja

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy sik terepen mozgo test az A(-5; -2) pontban van, és az Helyettesitsiik ebbe az egyenletbe a B pont koordinatait:
orankénti elmozduldsvektora az allando v(4; 3) vektorral -3.5+4-56=7azaz 74 = 7. Ezhamis kijelentés, tehat a
adhaté meg. Illeszkedik-e a B(5; 5,6) pont az A pontban B pont nincs rajta a mozgast végz4 test palyajan.

1évé, egyenes vonali mozgast végz test palyajara?

yA

Megoldds: B(5:5.6)

A mozgd test palydja egy, az A(-5; —2) ponton athaladé olyan
egyenes, amelyik parhuzamos a v(4; 3) vektorral.

Ha av(4; 3) vektort elforgatjuk 90°-kal, akkor a palyaegyenes
egy normalvektorat kapjuk, legyen ez az n(-3; 4). \

n(-3] 4N\ V(43)0] 1

-

il 4

Az egyenes egyenlete egy pontjanak és egy normalvekto-
ranak ismeretében: -3x + 4y = (-3) - (-5) + 4 - (-2).

A(+5; +2)

Egyszer(ibb alakban: -3x + 4y = 7.

1. Egyenes iranyvektora

Definicié: Ha egy vektor parhuzamos egy egyenessel, és nem a nullvektor, akkor ezt az egyenes iranyvektoranak nevezziik.

Egy iranyvektorbdl ugy kaphatjuk meg az egyenes egy normalvektorat, hogy az iranyvektort elforgatjuk 90°-kal.

Példaul:

Ha egy egyenes egyik irdnyvektora a v(2; 9), akkor az egyenesnek normélvektorai a (-9; 2) és (9; -2) vektorok (valamint

ezek minden 0-t6l killonbozé skalarszorosa) is.

2. Az egyenes egyenletének iranyvektoros alakja

Adott a sik P (x,; y,) pontja és egy v(v ; v,) vektora, ahol v # 0.

A P, ponton dtmend, v irdnyvektorral pirhuzamos egyenes egyenlete:
VX = VY= VX =V,

Bizonyitds:

A P, ponton dtmend, n(A; B) normalvektoru egyenes egyenlete:

Ax+ By=Ax,+ By,
Az egyenes v(v,; v,) irdnyvektora merdleges az egyenes n(A; B) normdlvektordra, vagyis az adott irdnyvektort 90°-kal
elforgatva az n(v,; -v,) normalvektort kapjuk. Ezzel felirva a P, ponton dtmend egyenes egyenletének normalvektoros
alakjat, éppen a

VX = VY= V,X - VY,

alakot kapjuk, ami bizonyitja az allitast.



3. Két pontjaval adott egyenes egyenletének felirasa

Ha adott a sik két pontja, A és B, akkor koordinétaik segitségével felirhat6 az AB vek-
tor, ami az A és B pontokon athaladé egyenes egy iranyvektora.

P Azirdnyvektor és az egyik pont (A vagy B) segitségével felirhat6 az egyenes egyen- ™

letének iranyvektoros alakja.

P Forgassuk el az AB vektort 90°-kal! A kapott vektor az egyenes egy normélvekto-
ra, melynek segitésével felirhat6 az egyenes egyenletének normalvektoros alakja.

FELADATOK

E E1 Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, mely-
nek egy iranyvektora v(4; 3), és atmegy

a) a P(-1; 4) ponton; c) az R(3; -2) ponton;
b) a Q(0; 5) ponton!
E E1 Add meg az egyenes egy irdnyvektorat és egy nor-

malvektorat, ha az egyenes dtmegy a megadott két pon-
ton!

a) A(0; 4) és B(3; 0)
b) A(5; 2) és B(-1; -1)
E K1 Add meg az egyenesek két-két irdnyvektoranak

és két-két pontjanak koordinatdit, ha az egyenesek
egyenlete

e:2x-5y=2; f0=7x-8  gy=-3x+4

n E1 Egy hdromszog hdrom csucsa: P(-1; 7), Q(2; 5) és
R(0; 3).

a) Ird fel a haromszég PQ oldalegyenesének egyen-
letét!

b) Ird fel a hdromszog P csicsdhoz tartozo stlyvona-
lanak egyenletét!

c) Hol metszi az x tengelyt a haromszog P csticsahoz
tartozo sulyvonala?
E E1 Adott az ABC hiromszdg harom csticsa. Ird fel a
leghosszabb oldal egyenesének egyenletét!

a) A(0; 0), B(5; -1), C(7; 3)

b) A(-10; -3), B(5; 7), C(9; 1)

B E2 A koordinata-rendszer A(0; 5) pontjabdl egy
fénysugarat inditunk. Ird fel annak az egyenesnek az
egyenletét, amely mentén inditani kell a fénysugarat,
hogy az x tengelyre helyezett titkorben visszaverédve,
a visszaver6dés utan athaladjon a B(12; 2) ponton!

yA

A(0; 5

=7

Y
N

2y

N

(Ahogy az abra mutatja, a visszaver6d6 fénysugar
ugyanakkora y szoget zar be az x tengellyel, mint a
bees6 fénysugar. Fontos: a fizikaban hasznalt beesési
sz0g, illetve visszaverddési sz6g nem az abran jelolt y
szogek! Lasd az oldal aljan 1évé abrat!)

E2 Adottak a sikban az A(2; 5), B(0; -3), C(7; 2) és
D(8; 6) pontok.
a) Igazold, hogy az ABCD négyszog trapéz!
b) Ird fel a trapéz kozépvonalanak egyenletét!

I8 E2 Adottak a sikban az A(=2; 5), B(I; -3), C(4; 0) és
D(1; 8) pontok.
a) Igazold, hogy az ABCD négyszog paralelogrammal

b) Ird fel a paralelogramma atléinak egyenletét!

beesési merdleges

beesé fénysugar L visszavert fénysugar

5208

I

I

I
beesési :Visszaverc'idési

5 I

sz0g

I

I

[ titkor




két vektor hajlasszogének kiszdmitasa a koordinataikbdl, egyenesek parhuzamossaganak és merélegességének koor-

dindtageometriai leirasa

BEVEZETO

A geometriai feladatok megoldasaban igen nagy szerepe van az egyenesek parhuzamossaganak és merélegességének.
A sikgeometriai és térgeometriai feladatok megoldasa soran gyakran alkalmazzuk a kévetkezé lépéseket:

>
>
>
>

az egyenesre egy adott pontjaban merélegest allitunk;
az egyenesre egy rajta kiviili pontbdél merélegest allitunk;

szakaszfelez6 merdlegest hozunk létre;

az egyenessel parhuzamos egyenest vesziink fel egy, az egyenesre nem illeszkedd ponton keresztiil.

Ezeket az eljarasokat a megismert koordinatageometriai eszkoztarunk segitségével is meg tudjuk oldani.

KIDOLGOZOTT FELADATOK

1.

Az e egyenes egyenlete: 3x + 4y = 16. Irjuk fel az aldb-
bi egyenesek egyenletét!

a) Az e egyenes egy tetszbleges pontjaban dllitsunk merd-

legest az e-re!

b) A P(3; 5) ponton keresztiil allitsunk merélegest az e-re!

c) A P(3; 5) ponton keresztill hiizzunk parhuzamost az

e-vel!

Megoldds:

a) Az e egyenes egy pontja az A(0; 4) pont, mert az egye-
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nes egyenletét igazzd teszi. Az e egyenes n (3; 4) nor-
malvektora mer6leges az e-re, ezért egyben a keresett
egyenes egy irdnyvektora: v.= n, (3; 4).

yA
el3xH+ 4y =16
/
/
//m”(3;4)
1
0 x
flxL3y=112

Az A(0; 4) ponton dtmend, v(3; 4) irdnyvektort f egye-
nes egyenlete: 4x -3y =4-0-3 - 4, azaz 4x - 3y = -12.

Ezzel tehat megadtuk egy olyan egyenes egyenletét,
amely merdleges az e egyenesre.

KOORDINATAGEOMETRIA

b) A P ponton dtmend, e-re meréleges g egyenes parhuza-
mos az a)-beli f egyenessel. Emiatt az f egyenes mind-
egyik normalvektora egyben a g egyenesnek is normal-
vektora. n =n.= (45 -3).

A gegyenes egyenlete: 4x - 3y=4-3-3-5,azaz
4x -3y =-3.

yA
h: Bx + 4y|= 29
(335)
e:3x +4y=16 A
/N
1
g4x 4 3y=-3 =
0 X

c) A P ponton dtmend, e-vel parhuzamos h egyenes egyik
normalvektora megegyezik az e egyenes egyik normal-
vektordval: n, = n, = (3; 4). A h egyenes egyenlete te-
hat: 3x +4y=3-3+4-5,azaz 3x + 4y = 29.

Megjegyzés:

A feladat a) részében azt is felhasznalhattuk volna,
hogy ha egy fegyenes mer6leges az ax + by = c egyenle-
tl e egyenesre, akkor az f egyenlete felirhaté bx - ay = d
alakban, mert az e egyenes egyik normalvektora az (a;
b) vektor, és az f egyenes normalvektoranak valaszthat-
juk ennek egyik 90°-os elforgatottjat, példaul a (b; —a)
vektort.



2. Az e egyenes egyenlete —3x + 5y = 12. Az f egyenes
egyenlete 10x + 6y = 7, a g egyenes egyenlete pedig
12x - 20y = 13. Mutassuk meg, hogy az fegyenes merdéle-
gesaz e egyenesre, a g egyenes pedig padrhuzamos az e-vel!

Megoldas:

Az egyenesek egyenletéb6l rendre a kvetkezé normalvek-
torokat olvashatjuk ki: n (-3; 5), nf(10; 6) és ng(12; -20).
nn.=-3-10+5-6=0, tehdta két normdlvektor meréleges

FELADATOK

E E1 A térképen egy hosszu egyenes utszakasz egye-
nesének egyenlete e: 3x — 4y = -7. A térkép P(-1; 5)
pontja egy megfigyel6allomads helyét mutatja.

a) Egy masik egyenes f ut merdleges az e-re, és atha-
lad a P ponton. Ird fel f egyenesének egyenletét!

b) Hatdrozd meg az e egyenesnek a P ponthoz legko-
zelebb 1év6 pontjat!

c) Egy masik megfigyel6pontot a P pont e egyenes
utra vonatkozo titkorképeként hoznak létre. Hol
lesz ennek a P’ dllomasnak a pontos helye?

E E1l Hatdrozd meg az alabbi egyenesek egy-egy nor-
mal- vagy iranyvektoranak koordinatdit, és azok isme-
retében hatarozd meg, hogy melyik egyenesek parhu-
zamosak egymassal vagy merélegesek egymasra!l Ha
talalsz két egymassal nem parhuzamos és nem merd6-
leges egyenest, akkor szamitsd ki azok hajlasszogét!

e:5x-2y==6
fi6x+ 15y =21

g2x+5y=7 i:10x -4y =-7

h:2x-5y=-6 j:15x + 6y =-22
ﬂ E1 Hatdrozd megaz A(-1; 5), B(3; -1), C(9; 3) csucst

haromszog leghosszabb oldaldhoz tartozé magassa-
ganak hosszat!

n E2 Egy hdromszog A csucsdn dtmendé magassagvo-
naldnak egyenlete x + y = 5. Az A csticson atmend
stlyvonal egyenlete 9x + 5y = 21.

1. Egyenesek merdélegessége, parhuzamossaga

egymasra. Emiatt az el6bbi két normalvektorra meréleges
egy-egy egyenes is merdleges egymasra, tehat valoban igaz,

hogy f L e.

n =(12;-20) = -4 (-3; 5) = -4 - n,, tehdt a g egyenes egyik
normalvektora parhuzamos az e egyik normalvektoraval.
Emiatt az el6bbi két normalvektorra meréleges egy-egy
egyenes is pairhuzamos egymassal.

Ezzel mindkét 4llitast belattuk.

A B cstcs koordinatai B(-2; -2). Hatarozd meg a ha-
romsz0g csucsait az aldbbi lépések segitségével (el6-
szor készits vazlatot)!

a) Add meg az A cstics koordinatait!

b) Ird fel a haromszdg BC oldalanak egyenletét!

¢) Add meg a BC oldal F felez6pontjanak koordina-
tait!

) Add meg a C cstics koordinatait!

E E1 Szdmitsd ki annak a négyzetnek a keriiletét és
teriiletét, amelyben két szemkozti oldal egyenesének
egyenlete 5x — 12y = 20 és 5x — 12y = 10.

m E2 Egy hiaromszog egyik cstcsa A(3; 4), két magas-
sagvonaldnak egyenlete 3x + 5y =5és2x + y = 1.

a) Hatdrozd meg a magassagvonalak irdnyszogét!
b) Hatarozd meg a hiaromszog hidnyzé cstucsainak

koordinétait!

E2 Egy paralelogramma két oldalegyenesének egyen-
lete 2xx — y = -9 és 3x + 2y = -10, atléinak metszéspont-
ja a K(6; -7) pont.

a) Hatdrozd meg a paralelogramma csucsainak ko-
ordinatait!

b) Hatarozd meg az oldalegyenesek iranyszogét!

¢) Szamitsd ki a paralelogramma szogeit!

P Két egyenes pontosan akkor merdleges egymasra, ha normélvektoraik (vagy irdnyvektoraik) skalaris szorzata 0.
Példaul a 8x + 3y = 7 egyenes meréleges az 1,5x — 4y = 3 egyenesre, mert (8; 3) - (1,5; -4) =12-12=0.

P Két egyenes pontosan akkor parhuzamos egymadssal, ha a normalvektoraik (vagy irdnyvektoraik) parhuzamosak,

vagyis egymasnak nullatél kiilonboz6 skalarszorosai.

Példdul a 8x + 3y = 7 egyenes parhuzamos a 12x + 4,5y = 0 egyenessel, mert (12; 4,5) = 1,5 - (8; 3).



2. Egyenesek hajlasszoge
Ha két egyenes egymassal parhuzamos, akkor hajlasszogiik nagysaga 0°.
Ha két egyenes egymasra merdleges, akkor hajlasszogiik nagysaga 90°.

Ezektdl eltérd esetekben az egyenesek hajlasszogét normalvektoraik (vagy iranyvektoraik) hajlasszogének ismeretében
tudjuk megadni:

P> haakét egyenes egy-egy normalvektordnak (vagy irdnyvektoranak) hajlasszoge a hegyesszog, akkor az egyenesek haj-
lasszoge a.

P ha a két egyenes egy-egy normalvektordnak (vagy irdnyvektordnak) hajldsszdge o tompaszdg, akkor az egyenesek
hajlasszoge 180° - c.
3. Az egyenes iranytangensének, iranyvektoranak és normalvektoranak kapcsolata

Tudjuk, hogy az y = mx + b az egyenes egyenletének iranytényezés alakja, ahol m az egyenes irdanytangense (az egyenes o
iranyszogének a tangense: m = tg ), és az egyenes az y tengelyt a (0; b) pontban metszi.

Tekintsiik az egyenes egyenletének Ax + By = Ax + By, normélvektoros, valamint v,x — v,y = v,x, - vy, irdnyvektoros
alakjat.

Ez utobbiakbol B # 0, valamint v, # 0 feltételek mellett atrendezéssel adédik, hogy

- —v,x, +
y=—Ax+m, valamint y=v—2x+—vzx° "o
B B v v
Amennyiben az el6bbi harom alak ugyanazon egyenes egyenlete, akkor fennall, hogy m = % , valamint m = Xy
Y1

Ez azt jelenti, hogy az egyenes meredeksége (iranytangense), valamint az egyenes irdnyszoge meghatarozhat6 az egyenest
jellemz6 vektorok koordinatdinak segitségével.

Hogyan jellemezhetnénk az 4bran lathaté ponthalma- Egyenl6tlenségek segitségével a sik Osszetettebb rész-
zok pontjainak koordinétait? halmazait is jellemezhetjiik. Milyen feltételeknek tesz-
y nek eleget az abran lathaté ponthalmazok pontjainak
YA
9 koordinatai?
] yA
x
b)
a) b) 1
o H
c) a)
Megoldds:
Az a) felegyenes. azy = -2 fegyenletu egyenes része, azon- Megoldds:
ban az x koordinata itt mar nem lehet nagyobb, mint 1,
ezért a fenti egyenletet ki kell egésziteni az x < 1 egyen- Azok a rendezett szampérok, amelyekre igazak az alabbi
l6tlenséggel. egyenl6tlenségek:
A félegyenest tehat pontosan azok a pontok alkotjak, ame- a) x26;
lyeknek koordindtaira teljesiil, hogy x < 1 és y = -2. b) 2<y<5;

A b) szakaszt pontosan azok a pontok alkotjak, amelyek-

<3 és y<-—
nek koordinataira teljesiil: x = 5 és -4 < y < 2. ) x<-3 & y<-2.

A ¢) félegyenes igy adhatd meg: x < 3 és y = x.



FELADATOK

EW E1 (Emelt szint érettségi, 2017)
) o

Egy téglalap alakd varosi park tervezésekor a kez-
deti egyszerti vazlatokat egy rajzoloprogram se-
gitségével késziti el a tervezd. A parkot derékszogl
koordindta-rendszerben abrazolja gy, hogy a koor-
dinata-rendszer tengelyein a hosszisagegység a valo-
sagban 10 méternek felel meg. A park négy cstcsat
az A(0; 0), B(30; 0), C(30; 48), D(0;48) koordinataja
pontok adjak meg.

A tervez6 egy olyan egyenest is megrajzolt, amely a
park C csticsaban 1év6 bejaraton és a P(18; 24) ponton
halad at. Ezen az egyenesen egy sétatt lesz majd.

Hatarozd meg a sétaut egyenesének egyenletét, és
szamitsd ki a parkbeli szakaszanak valddi hosszat!

E E1 Hatdrozd meg, hogy milyen helyzettek (parhu-

zamosak, merélegesek, az el6bbiek egyike sem) az
alabbi egyenesparok!

a)e:-7x-6y=2 és fiox+Ty=-2
b)e:5x+6y=7 és  fil2x-10y=7
C)e:2x-3y=10 és fidx+6y=>5
d)e:-9x-6y=11 és f-3x+4,5y=-22
EL1 (Emelt szint( érettségi, 2015)

Adott a derékszogli koordinata-rendszerben harom
pont: A(-16; 10), B(2; 4), C(10; 2).

a) Szamitsd ki az ABC haromszog B cstucsandl fekvé

belsé szogét!

b) Hatdrozd meg a K pont koordinatait, ha tudjuk,
hogy a K pont egyenld tavolsagra van A-tol, B-t6l
és C-tol.

ﬂ E1 Milyen k valés paraméter esetén lesz az egyenle-
tével megadott két egyenes, az

a)e:2x-5y=2 ésaz  fikx+7y=-2
meréleges egymasra;

b) e: 5x+3y=7 ésaz  fidx-ky=6
parhuzamos egymassal;

c)e:8x-2y=10 ésaz  fidx-y=4+K
egybeesd;

d)e:2(k+3)x+ky=11 ésaz  fidx+2ky=k
merdleges egymadsra?

E E1l Egy szimmetrikus trapéz alapjaira illeszkedd
egyenesek egyenlete 7x — 2y = 5, valamint 7x - 2y = -8.
A trapéz atléinak metszéspontja a K(1; 4) pont, a tra-
péz egyik csucsa az A(-2; -3) pont.
Ird fel a trapéz szimmetriatengelyének és egyik 4tl6-
janak egyenletét! Szamitsd ki az atlé iranyszogét!

E E2 (Emelt szint(i érettségi, 2019)
Egy haromszog cstcsai a derékszogli koordina-
ta-rendszerben A(-6; 0), B(6; 0) és C(0; 8). Igazold,
hogy a 3x — 4y = -12 egyenletli e egyenes felezi az
ABC haromszog kertiletét és teriiletét is!

E2 Egy teljesen sik vidéken, a 3x + 2y = 24 egyenlet(i
Nyilegyenes folyé kozelében él Kukori és Kotkoda.
A kornyékrol késziilt térképen elhelyezett koordina-
ta-rendszerben Kotkoda tartdzkodasi helyét a K(3; 1),
Kukori lakhelyét a Q(-12; 17) pont jelzi. Kotkoda a
folyé érintésével szeretne friss vizet szerezni, majd
eljutni Kukori lakhelyéig. Melyik pontjan érintse a
foly6t, hogy a lehet6 legrovidebb uton érjen célba?

E E2 (Emelt szint( érettségi, 2010)
Az ABCD konvex négyszog oldalegyeneseinek egyen-
lete rendre:

DA: 3x - 4y = 20, AB: 3x + 5y = 20,
BC: 4x -3y =-12, CD: 5x + 3y = -15.

a) Igazold, hogy a négyszog atloi az x és az y tengely-
re illeszkednek, tovabba hogy ennek a négyszog-
nek nincsen derékszoge!

b) Bizonyitsd be, hogy ez a négyszog hurnégyszog!



-m kor egyenletének kozépponti alakja, teljes négyzetté alakitas

m kor egyenletének altalanos alakja
KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy grafikus az egyik geometriai szoftver (pl. GeoGebra)
parancssoraba az alabbi kétismeretlenes egyenleteket irta:

a)x?+y*-4x-2y-20=0;
b) x* + y* + 6x - 2y - 10 = 0;
c) x? +y* - 4x + 10y + 30 = 0.

Vajon milyen ponthalmaz képe jelent meg az egyes esetek-
ben a képernyén? Prébald ki te is, hogy a megadott egyen-
letek beirasaval milyen alakzatokat rajzol ki a szamitégép!

Megoldads:

a) Csoportositsuk az egyenlet bal oldaldn 1évé tagokat, és
adjunk 20-at mindkét oldalhoz: x? - 4x + y* - 2y = 20.

Alkalmazzuk a teljes négyzetté kiegészités modszerét!

Az egyenlet elsé két tagja megegyezik az (x - 2)*=
= x? —4x + 4 kifejezés els6 két tagjaval. Az egyenlet
masodik két tagja megegyezik az (y - 1)2 =y* -2y + 1
kifejezés elsé két tagjaval. Vagyis:

(?-4x+4-4)+ (y*-2y+1-1)=20.
Ebbél ezt az alakot kapjuk:

(x - 2> -4+ (y- 1) - 1 =20, amit rendezés utin az
(x = 2)* + (y - 1)> = 25 alakban is irhatunk.

Azx*+y? - 4y - 2y =20 egyenlettel tehdt a C(2; 1) kozép-
ponty, r = 5 sugaru kort lathatjuk a képernydn.

yA
Tétel: A kor egyenlete /1 N

A N\
A C(u; v) kozéppontt, r sugart kor egyenletének kozépponti (centralis) alakja: / \

(x-uP+(y-v?=r%aholu;v e R;r e R%.

Bizonyitds:

A P(x; y) pont akkor és csak akkor pontja a kornek, ha sugdrnyi tavolsagra van a kor SN v

kozéppontjatdl, tehat ha \/(x —u)* +(y —v)* =r.

Mivel r pozitiv, igy ez akkor és csak akkor teljestil, ha (x - u)* + (y - v)* = 1%

Ezzel bizonyitottuk az allitast.
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yA

e

b) Azx*+y*+ 6x -2y - 10 =0egyenlet (x +3)*+ (y - 1)*=0

alakra rendezhetd.

Mivel a bal oldalon két valds szam négyzete szerepel,
ezért osszegiik csak akkor 0, hax =-3ésy =1, igy az
alakzat a (-3; 1) pont.

Tehat ebben az esetben egy pont jelenik meg a képernyén.

c) Azx?+y?-4x+10y+30=0egyenlet (x-2)>+ (y+5)?=-1

alakra rendezhet6.

Mivel a bal oldalon két valds szam négyzete szerepel,
ezért Osszegiik nem lehet -1, igy egyetlen olyan pont
sincs a sikon, amely az egyenletnek megfelelne.

Tehat ebben az esetben semmilyen alakzat nem jelenik
meg a képerny6n.

<
\
=y




Ha az (x - u)? + (y - v)> = r? egyenletben felbontjuk a zardjeleket és kivo-

nunk mindkét oldalbél r*-et, akkor az
K4y -2ux-2vy+ut+v-r*=0
alakhoz jutunk, amely altalanosan

K+y +ax+by+c=0

formaban irhato, ahol a; b; ¢ € R. Ez a kor egyenletének altalanos alakja.

Példaul: (x=-32+(@-17%=22
X-6x+9+y*-2y+1=4,
atrendezve:

xX*+y*-6x-2y+6=0 (ebben az esetben az el§bbi jelolésekkel a = -6, b = -2, c=6).

FELADATOK

E E1 Az alabbi abrdkon jeloltiink két-két racspontot: az egyik a kor kozéppontja, a masik a kérvonal egy pontja. Hatd-
rozd meg a kor kozéppontjanak koordinatait, és a kor sugaranak hosszat, majd ird fel a korok egyenletének kozépponti

és altalanos alakjat!

a)

yA b) A c) yA
—
/ \ )
. r K ol 1 K \ x
Kl ! \ )
O x o
N O ( x ~—

E E1 Ird fel hirom olyan kér egyenletét, amely kon-
centrikus az x* + y* + 10x - 7y + 31 = 0 korrel!

(Koncentrikusnak neveziink két kort, ha azonos a

kozéppontjuk.)

ﬂ E1l Kort adnak-e meg a koordindtasikon az aldbbi
egyenletek? Ha igen, akkor add meg a kor kozéppont-
janak koordinatait és sugaranak hosszat!

a)x*+y>+2x+2y-2=0
b) x*+y*+8x+ 10y +5=0
c)x’+y’-6x+4y+12=0
d)x*+y*-4y+13=0

n E1 Adottaz x* + y* - 10x - 6y — 31 = 0 egyenlet(i kor.
a) Igazold, hogy a P(-2; 7) pont rajta van a koron!

b) Add meg a kor P(-2; 7) ponttal atellenes pontja-
nak koordinétdit!

E E2 Hatdrozd megaz x* + y* + 4x - 6y - 3 = 0 egyenle-
tt kor (5; -7) pontra vonatkozé titkorképének egyen-
letét!

m E2 Melyik val6s szamot irhatjuk a ¢ helyére, hogy az
x>+ y2 4+ 10x - 7y + ¢ = 0 egyenlettel

a) egy pont egyenletét kapjuk;
b) egy kor egyenletét kapjuk;

c) olyan egyenletet kapjunk, amelynek egyetlen pont
koordinatai sem felelnek meg?

E2 Egy animdcid elkészitésekor a v(-2; 7) vektorral
eltoljék a k: x> + y* - 6x — 2y — 15 = 0 egyenlet(i kort.

a) Add meg az eredeti kor két pontjat! Jelold ezeket a
pontokat P-vel, Q-val!

b) Ird fel az eltolas utan kapott kor k' egyenletét!

c) Szamitsd ki az a) részben megadott P és Q pont
v(-2; 7) vektorral valo eltolassal kapott képének
(P’ és Q' pont) koordinatait, és mutasd meg, hogy
ezek a pontok illeszkednek a k' egyenlett korre!

m E2 Milyen feltételt kell teljesitenie az
X+y*+ax+by+c=0
egyenletben szerepld a; b; ¢ paramétereknek ahhoz,
hogy az egyenlet valoban kor egyenlete legyen?

Fejezd ki az a; b; ¢ € R paraméterek segitségével a kor
kozéppontjanak koordinatait és a kor sugarat!



KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Azx? + y* + 8x - 9 =0 egyenlet(i kérpalydn mozgo test
felé kozelit a korpélya sikjaban az x — 7y = 21 egyenletii
egyenes vonal mentén repiilé targy.

Fennall-e a veszélye annak, hogy a két targy osszetitkozik
(vagyis metszi vagy érinti egymast a két test palydja), vagy
elkeriilik egymast?

Megoldds:

A két palyagorbe metszi vagy érinti egymast, ha van a sik-
nak olyan pontja, amely illeszkedik mindkét gorbére. Ke-
ressiik tehat azokat az x és y pontkoordinatakat, amelyek
igazza teszik mindkét alakzat egyenletét. Ehhez oldjuk
meg az

Jx2+y2+8x—9=0

1 x-7y=21
egyenletekbdl 4116 egyenletrendszert!
A masodik egyenletbdl

x=T7y+21.

Ezt az els6 egyenletbe helyettesitve kapjuk:
7y + 212+ y*+8(7y +21) - 9 =0.

A miiveletek elvégzése és az egyenlet rendezése utan:
Y +7y+12=0,

ebbdl y, = -3, valamint y, = -4.

Visszahelyettesitve ezeket az x = 7y + 21 egyenletbe, x, = 0,
valamint x, = -7 adodik.

Ezzel azt kaptuk, hogy a két palyagorbének van két kozos
pontja: P (0; -3) és P,(-7; —4).

FELADATOK

E1 Ird fel annak a kérnek az egyenletét, amelynek a
kozéppontja a K(2; -3) pont, és amely érinti

a) az x tengelyt;
b) az y tengelyt!

E E1 Milyenakoélcsonos helyzeteaz (x + 6)* + (y + 4)* = 20
egyenletti kornek és az x — y = —4 egyenlett egyenes-
nek?

Tehat a két test palyaja metszi egymast, ezért fennall a ve-
szélye a két test Osszeiitkozésének (de remélhetdleg nem
lesznek egy helyen, egy idében).

2. Adottaz (x - 1) + (y - 5)* = 13 egyenlet(i kor.
a) Mutassuk meg, hogy a P(-2; 3) pont rajta van a koron!

b) Irjuk fel a P pontban a koérhoz hizhaté érinté egyen-
letét!

Megolds:

a) A P koordinatdit behelyettesitve kapjuk:
(-2 - 1> + 3 - 572 =13, (-3)* + (-2)* = 13, vagyis
13 = 13. Ez igaz, tehat a P valéban rajta van a kéron.

b) Az érint6 egyenletének felirasdéhoz felhasznaljuk azt
a tényt, hogy az érintési pontba vezet6 sugar merd-
leges az érint6re. Tehat a kor C(1; 5) kozéppontjabol
a P pontba mutaté CP (-3; -2) vektor éppen az érin-
t6 egyik normalvektora. Egyszer(ibb egyenletet ka-
punk, ha a CcpP helyett az ellentettjét, a (3; 2) vektort
valasztjuk normalvektornak. Ezzel az érint6 egyenlete:
3x+2y=3-(-2) +2-3,vagyis 3x + 2y = 0.

YA (x4 (y-5)=13
[ cs)
\ 7] /
CP(-3 -2)
P(-2;3
1 e
0 Y
3k-2y=0

n E1 A koordinita-rendszerben az FGH hdromszog
beirt korének egyenlete:

¥ +y?-6x-10y+9=0.
A haromszog oldalai ezt a kort P(3; 0), Q(6; 9), illetve
R(-2; 5) pontokban érintik.
a) Hatdrozd meg a kor kozéppontjat és sugarat!

b) Ird fel a hdromszog oldalegyeneseinek egyenletét!



n E1 Azx? + y* + 4x + 8y - 5 = 0 egyenletd kor az x
tengelyt a P(-5; 0) és a Q(1; 0) pontban metszi.

a) Melyik pont ennek a kornek a kézéppontja?
b) Ird fel a kor P-beli és Q-beli érintéjének az egyen-
letét!
E E1 Az ABCD négyzet minden oldala érinti az
X +y2-8x-14y +40 =0

egyenletti kort. Az AB oldal érintési pontja a P(1; 11)
pont.

a) Hatdrozd meg a masik harom érintési pontot!

b) Ird fel a négyzet oldalegyeneseinek egyenletét!

A Kkor és az egyenes kolcsonos helyzete

I E2 (Emelt szint érettségi, 2018)
Adott az x? + y? + 4x - 16y + 34 = 0 egyenlet(i k kor.

a) Igazold, hogy az E(-7; 5) pont rajta van a k koron!

b)Ird fel a k kor E pontjidban huzhaté érintdjének
egyenletét!

¢) Hatdrozd meg az m valds paraméter Gsszes lehet-
séges értékét ugy, hogy az y = mx egyenlett e egye-
nesnek és a k kornek ne legyen kozos pontja!

E2 (Emelt szintd érettségi, 2009)
Jelolje e azokat az egyeneseket, amelyeknek egyenlete
2x + y = b, ahol b valés paraméter. Mekkora lehet b ér-
téke, ha tudjuk, hogy van k6z6s pontja az igy megadott
e egyenesnek és az origd kozéppontd, 4 egység sugara
kornek?

A két ponthalmaz kozos pontjainak meghatarozasdhoz a két ponthalmaz egyenletébdl all6 egyenletrendszert oldjuk meg.
Az egyenletrendszer megolddsainak szamabdl tudunk kovetkeztetni a két ponthalmaz kélcsonds helyzetére.

A kolesonos helyzetek osztalyozhatok az egyenes és a kor kozéppontja kozotti tavolsag alapjan is.

kisebb, mint a kor

metszik egymast o — pozitiv
. p megegyezik a kor
b) érintik egymast R e I 1 1 nulla
o) elkeriilik egymast nagyobb, mint a kor 0 0 negativ

sugaranak hossza
b) W C) k@/

0V, pont ésaz Ax + By + C = 0 egyenlet(i e egyenes d(P; e) tavolsdga kiszdmithat a

a) k €

Bebizonyithato, hogy a P(x,
| Ax, + By, +C|

VA% + B?

Egy kor kozéppontjanak és egy adott egyenesnek a tavolsagat meghatdrozhatjuk e képlet segitségével.

d(P;e)= (gynevezett tavolsagképlet) segitségével.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Adott két kor az egyenletével:
a)k:(x+4>+(y+172=9ésk: (x-27+(y+57°=4 {

A koz6s pontok meghatarozasdhoz oldjuk meg az

X" +(y—1) =26
b) k:x*+ (y -1 =26ésk,: (x-9)*+ (y + 5)* = 65. (x—9)* +(y+5)* =65

Van-e kozos pontja a koroknek? Ha igen, melyek ezek?
egyenletrendszert. A muveletek elvégzése és az egyen-

Megoldds: letek rendezése utan kapjuk, hogy:
a) A korok kézéppor}tjai: C,(-4; -1); C,(2; -5), a korok su- x*+y*=2y-25=0
garar, =3, valamintr, = 2. 4y —18x +10y+ 4120,

A kozé tok tavolsa
oreppontok taveTsdga Vonjuk ki a felsé egyenletb6l az alsé egyenletet!

A két egyenlet kiilonbsége a legegyszer(ibb alakban:
3x-2y-11=0.

C,C, =@ +4) +(-5+1) =/52,
ami nagyobb a két sugir hosszanak Osszegénél

(2 +3=4/25< \/572), ezért az egyik kor a masikon kiviil
helyezkedik el, tehat nincs kézos pontjuk.

b) A kérok kézéppontjai: C,(0; 1); C,(9; -5), a kérok suga-

2 11
Ebbdl x kifejezhetd: x = 37 + 3
Ezt helyettesitsiik be a k, kor egyenletébe, majd végez-

ziik el a négyzetre emelést és rendezziik az egyenletet!

rar = /26, valamint r,= J65. A kozéppontok tavol-
siga C,C, = N(O—0) +(-5-1) = 117, ami kisebb
a két sugar hosszanak osszegénél (V117 =~ 10,82 és

V26 + 65 = 13,16), valamint nagyobb a nagyobbik
sugr és a kisebbik sugdr hosszanak kiilonbségénél

(65 - 26 < N117), ezért a kérok metszik egymast,

Azt kapjuk, hogy y* + 2y - 8 = 0.

Az egyenlet diszkrimindnsa pozitiv, ezért van két kii-
16nboz6 valos gyoke: y, = -4, y, = 2.

Visszahelyettesitéssel kapjuk a megfelel$ els6 koordi-
natak értékét: x = 1, x, = 5.

A két kornek tehdt van két kozos pontja: P (-4; 1) és

tehat van kozos pontjuk. P,(2;5).

Két kor kolcsonos helyzete

Két kor kozos pontjainak meghatarozasahoz a két ponthalmaz egyenletéb6l all6 egyenletrendszert kell megoldani:

1. 1épés: ha nem 1 a masodfoku tagok egytitthatdja, akkor az egyenletek leosztasaval elérjiik, hogy 1 legyen;

2.1épés: kivonjuk egymasbol a korok egyenletét;

3. 1épés: a kiilonbségként kapott elséfoku egyenletbdl kifejezziik az egyik ismeretlent;

4. 1épés: a kapott kifejezést visszahelyettesitjitk valamelyik kor egyenletébe;

5.1épés: megoldjuk a kapott masodfokd egyenletet (amennyiben nem kapunk megoldast, a két kornek nincs kozos pontja);

6.1épés: amennyiben az 5. 1épésben kapunk valds gyokoket, akkor visszahelyettesitéssel (célszerti a kiillonbségként kapott
els6foku kifejezésbe) kiszamitjuk a masik ismeretlent.

A korok kolesonos helyzete meghatarozhaté a kozéppontok tavolsaga és a sugarak ismeretében. (Ezt a vizsgalatot érdemes
megtenni a korok metszéspontjainak kiszamitasa el6tt.)



elkeriilik egymast,
a) az egyik kor
a masikon kiviil van

7y A iy < CIC2

kiviilrél érintik

b) ——— r +r,=CC,
|r, -] <CC,
o) metszik egymast és
CC, <7, 4+,
beliilrdl érintik
d) — CC,=|r,-r,|=0
elkeriilik egymast,
e) az egyik kor CC,<|r,-r|=0
a masikon beliil van
a) b)
NTANANY~

Megjegyzés:

9]
e
A

0 negativ
1 nulla
2 pozitiv
1 nulla
0 negativ

(=
N

Y
N

Amennyiben a korok két pontban metszik egymast, az egyenleteik kiilonbségeként adodé egyenlet megadja a két kor
kozos szel6jének egyenletét. Ha ugyanis vannak olyan pontok, amelyeknek a koordinatai igazza teszik mindkét kor egyen-
letét, akkor ki kell elégiteniiik a két kor egyenletének kiilonbségébdl adodo egyenletet is.

Ha a kérok nem metszik egymast, akkor az egyenleteik killonbségeként adodo egyenlet megadja a két kor hatvanyvona-
lanak egyenletét. A hatvanyvonal azon pontok halmaza a sikon, melyekbdl azonos hossztisagu érintd szakaszok htizhatok

a korokhoz.

FELADATOK

E1 Add meg két olyan, kiilonboz4 sugaru kornek az
egyenletét, amelyek egymdst a P (-5; 4) és P,(-1; 0)
pontokban metszik!

E E1 Hany olyan pontja van a siknak, amely 4 egység
tavolsagra van az A(2; -3) ponttdl, és ugyanakkor
V40 egység tavolsagra van a B(8; 3) ponttol? Melyek
ezek a pontok?

E E1l Hatdrozd meg az (x + 1)*> + y* = 20 és az
(x=8)%+ (y+ 3)* =50 egyenletii korok kozos hirjanak
hosszat!

4. §=!

a) Igazold, hogy az x* + y* — 8x + 4y = 0 egyenletd
kornek a P,(2; 1) pont belsé pontja!

b) Ird fel annak a (2; -1) kézéppontt kérnek az egyen-
letét, amely az x> + y* — 8x + 6y = 0 egyenletd kort
beliilrdl érinti!

E E1 Hény olyan 2 egység sugart kor van, amely ki-
viilrél érinti az x* + y* — 8x + 6y = 0 egyenlet(i kort?
Milyen ponthalmazt alkotnak a feltételt teljesité korok
kozéppontjai? Ird fel a ponthalmaz egyenletét!
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parabola, a parabola egyenlete (ha szimmetriatengelye az y tengely és tengelypontja az origo)

»Repiil a nehéz ké: ki tudja, hol all meg?
Ki tudja, hol 4ll meg s kit hogyan taldl meg?”
(Arany Janos: Toldi - Harmadik ének) -

Az idézet kapcsan felmeriilhetnek tjabb kérdések:
P ki tudja, milyen palydn mozog a k6?

P> ki tudja meghatdrozni a palyagdrbe matematikai alakjat?

Vilasz:

Ha a légellenallastdl eltekintiink, akkor egy ferdén elhajitott test pa-
rabola alaku palyan mozog. Kozelitéleg ilyen palyat ir le az elhajitott
ko, a szabadrugaskor elrtgott labda, az agyubdl és puskabol kil6tt
l6vedék (ez utébbiak palydja az igynevezett ballisztikus palya).

1. A parabola

Definicié: A parabola azoknak a pontoknak a halmaza (mértani helye) a sik-
ban, amelyek a sik egy adott egyenesétdl és a sik egy adott, az egyenesre nem
illeszkedd pontjatdl egyenld tavolsagra vannak.

Az egyenes a parabola vezéregyenese, melynek jele d, a pont a parabola f6-
kuszpontja, melynek jele F. Az adott egyenes és az adott pont tavolsdga a pa-
rabola paramétere, melynek jele: p.

A parabola tengelyesen szimmetrikus ponthalmaz, szimmetriatengelye illesz-
kedik a fokuszpontra és mer6leges a vezéregyenesre. A parabola szimmetria-
tengelyre illeszked6 pontja a parabola tengelypontja, melynek jele T.

2. A parabola egyenlete

A derékszogti koordindta-rendszerben az F (0; g} fokuszponttal és d: y = —g egyenletli vezéregyenessel megadott pa-

rabola egyenlete y = 1 X2
2p

Bizonyitds:

P P

Legyen a parabola fokusza a koordinata-rendszer F (0; Ej pontja, vezéregyenese pedigaz y = 5 egyenleti egyenes.

A sikegy tetsz6leges P(x; y) pontjabol allitsunk merélegest a vezéregyenesre! Eza mer6leges a vezéregyenestaz M (x; - Ej

2 2
pontban metszi. A vezéregyenes és a P pont tavolsaga tehat PM = \/(x -x)* + (y + g] = \/(y + g) .



2 2
A P pont és a f6kuszpont tdvolsaga: FP = \/(x -0)* + (y — g} = \/xz + (y — g} .

2 2
A P(x; y) pontosan akkor van rajta a parabolan, ha PM = FP, azaz \/(y + g) = \/xz + [y - gj .
Ez tehdt a parabola egyenletének egyik alakja. Egyszer(ibb alakra is juthatunk, ha ekvivalens 4talakitasokat végziink.
A négyzetre emelés most ekvivalens dtalakitas, hiszen mindkét oldalon nemnegativ szamok vannak, és a négyzetgyok
alatt is mindkét oldalon nemnegativ szamok allnak.

2 2
Az ( y+ g] =x"+ ( y— g) egyenletben elvégezve a kéttagtiak négyzetre emelését:

FSYNID AR S A
Yy +py 4 X +y —-py 4

Rendezés utan kapjuk: y = zi X% VA
Eredménytink azt bizonyitja, hogy az x > ZL x* mésodfokau fiiggvény grafikonja \ Va4 (y ) /Py
p <
egy olyan parabola, amelynek fokusza az F (O; Ej pont, vezéregyenese pedig az . ’ Ar—
2 (02 YO+

__P § i >
y=-3 egyenlet(i egyenes. 5 = >
A masodfoku fiiggvények vizsgalatanal elfogadtuk, de a fentiekhez hasonléan bi- =-£ M -5
zonyithatjuk is, hogy minden, a valds szamok halmazan értelmezett masodfoka

tiiggvény grafikonja parabola.

Megjegyzés: Hasonloan belathato, hogy az F (0; —gj fokuszponttal és d: y = —g egyenletl vezéregyenessel megadott

parabola egyenlete y = - ZL X2

FELADATOK

R0 E1 frd fel az origd tengelypontti parabola egyenletét, ] E1 Hol metszik az y = 3x2 egyenletii parabolat a ko-

ha vetkez6 egyenletekkel megadott egyenesek?
a) szimmetriatengelye az y tengely és fokuszpontja e x=2 gy=12x
F(0; 4);
b) vezéregyenesének egyenlete d: y = -3; fry=12 h:3x-y=-6
c) szimmetriatengelye az y tengely és fokuszpontja E1 Hol metszik az y = —-4x? egyenlet(i parabolat az
F(0; -1); alabbi egyenletekkel megadott egyenesek?
d) vezéregyenesének egyenlete d: y = 7. e x=-3 gy =6x
E E1 Hatdrozd meg a parabola f6kuszpontjanak koor- fry=-36 hidx -y =-8
fhnatalt és vezéregyenesének egyenletét, ha a parabo- E E2 Egy alagiit bejaratinak ive olyan parabola, amely
a egyenlete , e )
alul 10 méter széles, és tudjuk, hogy a parabola para-
a)y= RS x% c)y= g X% métere 0,8 méter. Milyen magas az alagut?
1 8
b) y = 245 d) y = 0,62 ﬂ E2 Egy szabadrigas sordn a parabolapédlydn mozgd

labda az elrtigas helyétdl 24 méter tavolsagban érne
foldet, ha mozgasat addig semmi nem akadalyozna.
Lehet-e gol ebbdl a rugasbol, ha tudjuk, hogy a rugas
helyétél a 2,5 méter magas kapu 20 méterre van, és a
labda palyajanak legmagasabb pontja 3,2 méter?




FELADATOK

E EL1 (Emelt szint( érettségi, 2005)
Egy haromszog két csucsa A(8; 2), B(-1; 5), a C csucs
pedig illeszkedik az y tengelyre. A haromszog koré irt
kor egyenlete: x? + y* - 6x — 4y — 12 = 0.

a) Add meg a hdromszog oldalfelez6 merélegesei
metszéspontjanak koordinatait!
b) Add mega hdromszog sulypontjanak koordinatdit!

E ELl (Emelt szintt érettségi, 2011)

Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik
illeszkedik a P(2; 5) pontra, valamint az x + y = 4 és
az x + y = 6 egyenletli egyeneseket olyan pontokban
metszi, amelyek elsé koordinatdjanak kiilonbsége 3.

ﬂ E1 (Emelt szint( érettségi, 2008)
Egy haromszog két oldalegyenese: az x tengely, vala-
mintazy= % x egyenlett egyenes. Ismerjiik a hdrom-
sz6g beirt korének egyenletét is: (x — 4)* + (y - 2)* = 4.

Ird fel a haromszég harmadik oldalegyenesének
egyenletét, ha a haromszog egyenld szaru, és

a) az alapja az x tengelyre illeszkedik;

b) azadott oldalegyenesek a haromszog szaregyenesei!

n E2 (Emelt szint(i érettségi, 2014)
Egy ABCD négyzet A csucsa a koordinata-rendszer y
tengelyére, szomszédos B csucsa pedig a koordinata-
rendszer x tengelyére illeszkedik.

a) Bizonyitsd be, hogy a négyzet K kozéppontjanak
koordinatai vagy egyenl6k, vagy egymas ellentettjei!

b) Egy ilyen négyzet kozéppontja a (7; 7) pont. A négy-
zet oldala 10 egység hosszu. Szamitsd ki a négyzet
koordinatatengelyekre illeszked6 két csucsanak ko-
ordinatait!

E E2 (Emelt szint( érettségi, 2016)

a) Add meg az 5x* + 5y* - 14x + 22y - 11 = 0 egyen-
lett kor kozéppontjat és sugarat!

Adott a k kor, amelynek kézéppontja a K(-5; 7) pont,
és a sugara 10 egység. Ezen a koron belil adott az
A(-4; 14) pont.

b) Ird fel annak az A ponton 4thaladé e egyenesnek az
egyenletét, amely mer6leges a KA szakaszra!

¢) Hatdrozd meg a k kor e egyenesre illeszked6 hurja-
nak hosszat!

d) A koordinata-rendszer P(x; y) pontjat racspontnak
nevezziik, ha x és y egész szamok. Hany racsponton
megy at a k korvonal?

ﬂ E2 (Emelt szint(i érettségi, 2005)

Adott a sikbeli derékszogli koordindta-rendszerben
az x> + y* + 6x + 4y — 3 = 0 egyenlet(i kor. Ebbe a
korbe szabalyos haromszoget irunk, amelynek egyik
csucsa A(1; -2).

Szamitsd ki a szabalyos haromszog masik két csticsa-
nak koordinatait!

Pontos értékekkel szamolj!

n E2% (Emelt szint( érettségi, 2005)

Az ABCD hartrapéz koré irt korének egyenlete
(x = 3)2 + (y - 2)*> = 100. A hurtrapéz szimmetriaten-
gelyének egyenlete 2x — y = 4. A trapéz AB alapjanak
egy bels6 pontja P(-5; 1), BC szaranak hossza pedig

102 egység.

Hatarozd meg a trapéz csucsainak koordinatait!




KOORDINATAGEOMETRIA

OSSZEFOGLALAS

(D = definicio, T = tétel, M = modszer, eljaras)

VEKTOROK, VEKTORMUVELETEK, KOORDINATAKKAL MEGADOTT VEKTOROK ESETEN

a(a ; a,), b(b; b,) ES c(c,; c,) VEKTOROK, k VALOS SZAM

a+ba +bsa,+b)
a-ba, -b;a,-b,)
k-ak-a;k-a)

Miuiveletek
vektorokkal

-90°-kal: a,(ay; -a,)
+90°-kal: aI(—az; a,)

Vektor hossza a] = /alz +a;

Legyen a és b a siknak két nem parhuzamos vektora, melyek egyike sem
Egyértelmii vektorfelbontasi nullvektor!
tétel Ekkor a sik egy tetsz6leges ¢ vektora egyértelmiien felbonthat6 az a és b
vektorokkal parhuzamos 6sszetevékre.

Vektor meréleges elforgatottjai

Keressiik azokat a A és p valos szamokat, amelyekre

c=JAa+ ub.
c vektor felbontasa adott a és A koordinatak segitségével felirhato a kovetkezd egyenletrendszer:
b vektorokkal parhuzamos ¢, =Aa, — b,
osszetevokre (a )| b) ¢, = Aa, + b,

Az egyenletrendszer megoldasaval meghatarozhato A és pu.

ab=|a| - |b| - cosa

Vektorok skalaris szorzata (i vmin s el Ao L)

Skalaris szorzat és Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor 0, ha a két vektor merdleges
a mer6legesség kapcsolata egymasra.

Vektorok skalaris szorzata

koordinatakkal ab=a,b, +a,b,

ab, +a,b,
2 2 2 2
\/“1 +a, -\/b1 +b;

PONTOK ES EGYENESEK A KOORDINATA-RENDSZERBEN

cosa =

Vektorok hajlasszoge ()

Ala; a,), B(b; b,) végpontok esetén

2

>

Szakasz felezGpontja F(al +b a,+b, j
2 2
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Szakasz harmadolépontjai

A haromszog stlypontja

Egyenes normalvektora

Az egyenes egyenletének
normélvektoros alakja

Egyenes irdnyvektora

Az egyenes egyenletének
iranyvektoros alakja

Az egyenes egyenletének
iranytényezds alakja

Egyenesek
parhuzamossaganak,
merdlegességének kapcsolata
a normalvektoraikkal,
valamint meredekségiikkel

A kor egyenletének
kozépponti (centralis) alakja

A kor egyenletének
altalanos alakja

Parabola

A parabola egyenlete

Ponthalmazok (alakzatok)
metszéspontjainak
meghatarozasa

Ala;; a,), B(b; b,) végpontok esetén

2a,+b, 2a,+b
az A-hoz kozelebb es6: HA( 4 L; LJ

3
a, +2b, a,+2b, J

a B-hez kozelebb es6: Hy (T, 3

A(a; a,), B(b;; b,) és C(c,; c,) csiicspontok esetén

S(al+b1 +¢ a2+b2+czj

>

3 3

Egy egyenesre merdleges vektort, ha az nem nullvektor, az egyenes normal-
vektoranak neveziink.

Az egyenes egy adott P(x; y,) pontja és egy n(A; B) normélvektora esetén
Ax+ By=Ax;+ By,.

Ha egy vektor parhuzamos egy adott egyenessel és nem nullvektor, akkor
ezt az egyenes iranyvektoranak nevezziik.

Az egyenes egy adott P(x; y,) pontja és egy v(v ; v,) irdnyvektora esetén
VX = VY =V,X = VY,

Az egyenes egy adott P(x,; y,) pontja és az egyenes m meredeksége esetén
mx—x,)=y-y:

az egyenesre illeszked6 P(0; b) pont és m meredekség esetén y = mx + b.

Két egyenes pontosan akkor parhuzamos, ha normalvektoraik parhuzamo-
sak, valamint ha meredekségiik egyenld.

Két egyenes pontosan akkor meréleges, ha normélvektoraik merélegesek
egymasra, azaz normalvektoraik skalaris szorzata 0, valamint ha meredek-
ségeik szorzata -1.

A C(u; v) kozéppont, r sugar esetén

(x-wl+(y-vP=ri
x*+y*+ax+by+c=0,ahola; b;c e R

A parabola azoknak a pontoknak a halmaza (mértani helye) a sikban, ame-
lyek a sik egy adott egyenesétdl és a sik egy adott, az egyenesre nem illesz-
ked6 pontjatol egyenl6 tavolsagra vannak.

F [0; gj fokuszpont és d: y = —g egyenletl vezéregyenes esetén
= — 7
Y 2p

Az alakzatok egyenletébdl 4llo kétismeretlenes egyenletrendszer megolda-
sai adjak a k6zos pontok koordinatdit.



FELADATGY[].ITEM ENY

1.

EL1 A 4 egység oldala KLMN p
négyzetben a K-bol M-be mutat6
vektort m-mel, a K-b6l N-be muta- R
t6 vektort n-nel jeloltiik. Szamitsd ki oo
az (m + n)m skalaris szorzatot!
N“ M
n a/ m 4
K 4 L

. E1 A szabalyos ABCDEF hatszog kozéppontja a K(2; 2)

pont, az A csucs koordinatai (-1; -1).

Készits vazlatrajzot errdl a hatszogrol! Jelold az A-bol a
B-be mutaté vektort b-vel, az A-bél a D-be mutaté vek-
tort d-vel! A tébbi csucs koordindtainak kiszamitasa
nélkiil allapitsd meg, hogy mennyi

a)|b|; b) |d]; c) (b + d)(b - d).

. E1 Végezd el az alabbi skalaris szorzdsokat!

a) (2i+j)i; c) (3i - 4)(2));

b) -3j(2j - 9i); b) 3,4i(1,5i + 2,7j).

E1 Adott a sik a(4; -2), b(-3; 7) és c(-1; 30) vektora.
Ird fel a c vektort a és b vektorokkal parhuzamos vekto-
rok 9sszegeként!

E1 Adottaz A(2; -9) és a B(3; —4) pont.

a) Hatarozd meg az AB szakasz azon P pontjanak ko-
ordinatait, amelyre teljesiil az AP : BP = 1: 5 arany!

b) Hosszabbitsd meg az AB szakaszt az A ponton tdl
az eredeti szakasz hosszanak kétszeresével, és jelold
Q-val az igy kapott pontot! Hatdrozd meg a Q pont
koordinatait!

E1 Advavanakoordindta-rendszerben két pont: A(7; 8)
és B(2; -5).

a) Add meg az origobdl a pontokba mutaté vektorok
skalaris szorzatat!

b) Mekkora szoget zar be egymassal az origébol az A és
a B pontba mutaté két vektor?

E1 Adottakoordinata-rendszerben hdrom pont: A(3; 1);
B(5;0) és C(6; 7).

a) Add meg az AC és AB vektorok skaldris szorzatat!
b) Add meg az AC és AB vektorok altal bezdrt szoget!

c) Mekkora szoget zér be egymassal az AC és a BC vek-
tor?

d) Add meg az ABC hdromszog belsé szogeit!

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

E1l Advavanaz A(-5;2) ésa B(10;4) pont. Add megaz
alabbi pontok koordinatait! Megoldasodat ellendrizd a
koordinéta-rendszerben!

a) F az AB szakasz felez6pontja;
b) G és H az AB szakasz harmadoldpontjai;

C) K és L az AB szakasz hatodolopontjai kozil az
A-hoz és a B-hez legkozelebb es6 hatodolopontok.

. E1 Egy hédromszog cstcsai rendre A(3; 4), B(2; 6),

C(=2;5).

a) Hol van a sdlypontja?

b) A skaldris szorzat segitségével hatarozd meg, mek-
korak a haromszog szogei!

E1 Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely

a) illeszkedik a P(4; 1) pontra és mer6leges az
AB(11; -3) vektorra;

b) illeszkedik a Q(-1; 9) pontra és merdleges az n(5; -7)
vektorra!

E1l Add meg a kovetkez6 egyenesek két-két normal-

vektoranak és két-két pontjanak koordinatait!

e:2x-3y=12 f0=5x-3 g y=7x-5

E1l Egy hurtrapéz hosszabbik alapjanak végpontjai
A(5; 8) és B(~7; —4). Ird fel a trapéz szimmetriatenge-
lyének egyenletét!

E1 Ird fel a haromszog oldalegyeneseinek egyenletét,
ha a hdromszog csticsai

a) A(-21; 14), B(7; -7) és C(14; 35);

b) A(20; 75), B(85; 15) és C(-30; 55)!

E1 Egy haromszog hdrom cstcsa: A(-1; 4), B(2; -3) és
C(1; 5).

a) Ird fel az AB oldalegyenesének egyenletét!

b) Ird fel a hdromszog A csucshoz tartozé sulyvonald-
nak egyenletét!

E1 (Ko6zépszintli érettségi, 2011)
Adott két egyenes: e: 5x — 2y = -14,5; f: 2x + 5y = 14,5.

a) Hatdrozd meg a két egyenes P metszéspontjanak
koordinatait!

b) Igazold, hogy az e és az f egyenesek egymdsra me-
rélegesek!

c) Szamitsd ki az e egyenes x tengellyel bezart szogét!



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

E1 (Emelt szintd érettségi, 2005)

Az ABC haromszog oldalegyeneseinek egyenlete:

AB:y=0, BC:x+ 10y =20, CA:y:%x—AL.

a) Szamitsd ki a haromszog csucspontjainak koordi-
natait!

b) Szamitsd ki a hdromszég B cstcsandl 1év6 belsé
szoget!

E1 Milyen tévolsagravan az x* + y> - 2x + 12y - 16 =0
egyenlett kor kézéppontja az origétol, valamint a ko-
ordinatatengelyekt6I?

E1 Hatarozd meg az alabbi korok kézéppontjat és su-
garat!

a)x’+y*=16 d) (x-3)*+ (y- 102 =25

b) (x +3%+(y-17%=16 €)x*+(y-17>=16

c)(x+3)’+(y+1)P>=17

E1 Add megazoknak a koroknek az egyenletét, amelyek

a) kozéppontja rajta van az y = 2x + 1 egyenesen, a
kozéppont abszcisszaja 3, és érinti az x tengelyt;

b) k6zéppontja rajta van az y = 2x + 1 egyenesen, a
kozéppont ordinataja 9, és érinti az x tengelyt;

c) kozéppontja rajta van az y = 2x + 1 egyenesen, suga-
ra 3 egység, és érinti valamelyik tengelyt!

E1 Adott a K(2; 3) k6zéppontu, 4 egység sugard kor.

a) Add meg annak a kornek az egyenletét, amely ki-
viilrdl érinti, sugara 2 egység, és a kozéppont ordi-
natdja 3!

b) Add meg annak a kérnek az egyenletét, amely be-
lalrdl érinti, sugara 2 egység, és a kozéppont ordi-
natdja 3!

c) Add meg annak a kornek az egyenletét, amely ki-
viilrdl érinti, sugara 2 egység, és a kozéppont absz-
cisszaja 2!

d) Add meg annak a kornek az egyenletét, amely be-
lalrdl érinti, sugara 2 egység, és a kozéppont absz-
cisszaja 2!

E1 (K6zépszintd érettségi, 2008)
Adott a koordinata-rendszerben az A(9; -8) kozép-
pontt, 10 egység sugaru kor.

a) Szamitsd ki az y = -16 egyenlet(i egyenes és a kor
kozos pontjainak koordinatait!

b) Ird fel a kér P(1; -2) pontjdban htizhaté érintéjének
egyenletét! Add meg ennek az érintének az irany-
tangensét (meredekségét)!

E1 (K6zépszinti érettségi, 2009)
Adott az x? + y* - 6x + 8y - 56 = 0 egyenletli kor és az
x — 8,4 = 0 egyenletli egyenes.

23.

24,

25.

26.

a) Szamitsd ki a kor és az egyenes kozos pontjainak
koordinatait!

b) Mekkora tavolsagra van a kor kozéppontja az egye-
nestol?

E1 (K6zépszintt érettségi, 2013)
Adott a koordindata-rendszerben két pont: A(1; -3) és
B(7; -1).

a)Ird fel az A és B pontokra illeszkedd e egyenes
egyenletét!

b) Szdmitdssal igazold, hogy az A és a B pont is illesz-
kedik az x* + y* — 6x — 2y = 10 egyenlet(i k korre, és
szamitsd ki az AB hur hosszat!

Az f egyenesrdl tudjuk, hogy illeszkedik az A pontra
és merdleges az AB szakaszra.

c) Szémitsd ki a k kor és az f egyenes (A-t6l kilonbo-
z6) metszéspontjanak koordinatait!

E1 (Kozépszint( érettségi, 2016)

a) Az ABC haromszog két csticsa A(-3; -1) és B(3; 7),
stlypontja az origd. Hatarozd meg a C cstics koor-
dinatait!

b) Ird fel a hozzarendelési utasitisat annak a linedris
fliggvénynek, amely —-3-hoz -1-et és 3-hoz 7-et ren-
del! (A hozzarendelési utasitast x > ax + b alakban
add meg!)

c) Adott az A(-3; -1) és a B(3; 7) pont. Szamitsd ki,
hogy az x tengely melyik pontjabdl lathaté derék-
szogben az AB szakasz!

E1 (K6zépszintl érettségi, 2016)
Adott az x + 2y = 13 egyenletii e egyenes és az
x%+ (y + 1)2 - 45 = 0 egyenletd k kor.

a) Add meg az e egyenes meredekségét és azt a pontot,
ahol az egyenes metszi az y tengelyt!

b) Hatdrozd meg a k kor kozéppontjit és sugardnak
hosszat!

c) Szamitdssal igazold, hogy az e egyenesnek és a k

koérnek egyetlen k6zoés pontja van!

E1l (Kozépszint( érettségi, 2017)

A derékszogli koordinata-rendszerben adott a
4x + y = 17 egyenletli e egyenes, tovdbbd az e egyenesre
illeszked6 C(2; 9) és T(4; 1) pont. Az A pont az origé-
ban van.

a) Igazold, hogy az ATC sz6g derékszog!
Az A pont e egyenesre vonatkozo titkorképe a B pont.
b) Szdmitsd ki a B pont koordinatait!

c) Hatarozd meg az ABC egyenld szari haromszog
koriilirt kore kozéppontjanak koordinatait!



217.

28.

29.

30.

31.

E1 (Emelt szint( érettségi, 2017)

Egy téglalap alakd varosi park tervezésekor a kezdeti
egyszert vazlatokat egy rajzoloprogram segitségével ké-
sziti el a tervezd. A parkot derékszogti koordinata-rend-
szerben abrazolja ugy, hogy a koordinata-rendszer ten-
gelyein a hosszlisdgegység a valdsagban 10 méternek felel
meg. A park négy csucsat az A(0; 0), B(30; 0), C(30; 48),
D(0; 48) koordinataji pontok adjak meg. Az els6 tervek
kozott a négy cstcson atmend korut is szerepel.

Add meg ennek a kornek az egyenletét!
E1 Adott a derékszogli koordindta-rendszerben ha-
rom pont: A(6; 0), B(11; 1) és C(3; 5). Az A kozéppon-

ta, 3 sugara kort jeloljiik k-val, a B pontra illeszkedd,
1 meredekségii egyenest e-vel és a BC egyenest f-fel!

a) Ird fel a k kor, az e egyenes és az f egyenes egyen-
letét!

b) Igazold, hogy e és f egyenesek koziil az egyik met-

szi, a masik nem metszi a k kort!

c) Mekkora az ABC haromszog teriilete?

E2 (Emelt szint(i érettségi, 2006)
Az A pont helyvektora: OA(lga; Igb); a B pont helyvek-

tora: @(lg ab; 1g %j , ahol a és b olyan valds szamo-

kat jelolnek, melyekre 0 < a < 1, illetve 1 < b teljestil.

a) Bizonyitsd be, hogy a B pont mindkét koordinatdja
nagyobb az A pont megfelel koordinatéjanal!

b) Bizonyitsd be, hogy az OA - OB vektor merdleges
az OA vektorra!

c) Mekkora az OA és az OB vektorok hajlésszoge?

d) Legyena = % , b pedigjeldljon tetsz6leges 1-nél na-

gyobb valos szamot. Add meg (egyenletével, vagy a
derékszogli koordinata-rendszerben dbrazolva) az
A, illetve a B pontok halmazat!

E1 [rd fel annak a parabolédnak az egyenletét, amelynek

a) fékuszpontja az F(0; -4) pont, vezéregyenesének
egyenlete d: y = 4;
b) tengelypontja az origd, paramétere p = 3;

c) tengelypontja az origd, ésilleszkedik rd a P(4; 2) pont!

E1 Hatdrozd meg a parabola paraméterét, fokusz-
pontjanak koordinatait és vezéregyenesének egyenle-
tét, ha a parabola egyenlete

x%

a) y =0,4x% c)y=

[SSHRS; |

32.

33.

34.

__ 1. _ 2.
b) y o x% d)y - x2,
E1 Egy barlang bejaratinak keresztmetszete parabo-
la. A bejarat magassaga 4 méter, a talajszinten mért
szélessége AF = 6 méter. Milyen hosszusagu, fiig-
gblegesen allo fagerenddkkal lehet aldtdmasztani a
bejaratot, ha azokat az abran jelolt modon szeretnék
elhelyezni a B, C, D, E pontokban, és tudjuk, hogy
AB = BC = DE = EF = 1 méter?

TN

E2 Hogyan hatdrozhatjuk meg az dbran lathato zért
télkor alaka lemez pontjait a koordinataikkal? (Az,
hogy ,zart”, azt jelenti, hogy az alakzat hataran 1év6
pontok is az alakzathoz tartoznak.) A kor kozéppontja
és berajzolt atmérdjének két végpontja is racspont.

yA

—— e/
7
7
/'
I /
\
/
7
L
Iz
7
>
(0] X

E2 Milyen alakzatot hatdroznak meg azok a pontok,
amelyek koordinataira teljesiilnek a kovetkezd egyen-
16tlenségek?

7

a)y2§x+_ és y=-2x+6;

b) (x+3)*+ (y+ 1)*< 10 és yZ%x;

C)-2<y<8 és -7<x<3 és (x+272+(y-3P7=9!



fuggvény, fliggvénytulajdonsagok

m figgvénytulajdonsagok definicioi, lokalis (helyi) maximum és minimum

FELADATOK

E1 Abrazoltuk néhdny fiiggvény grafikonjat. A}fﬁggvények ér- P y A
telmezési tartomanya a valds szamok halmaza. Ird a tablazatba
azoknak a fiiggvényeknek a bettijelét, amelyre teljesiil az adott i
tulajdonsag!

-

L B
A
s L

2\ /

E E1 Fogalmazd meg, hogyan dllapithaté meg egy fiiggvény grafikonjarol:

a) a fiiggvény zérushelye; d) hogy a fiiggvény kolcsonosen egyértelmii-e;
b) a figgvény minimumbhelye és értéke; €) hogy a fiiggvény paros-e;
c) hogy a fliggvény szigorian monoton né-e; f) hogy a fiiggvény pératlan-e!

[N E1 (Emelt szintt érettségi, 2019)
Egy fafajta torzsének keresztmetszetét vizsgaljuk az adott magassagban. Ez a keresztmetszet a fa 5 és 20 éves kora
kozotti novekedése soran (jo kozelitéssel) mindvégig kor alakinak tekinthetd. A kor atméréjét a

d: [5;20] > R, d(x) =-0,25x>+ 20x + 40
fiiggvény adja meg, ahol x a fa években mért életkorat, d(x) pedig az atméré milliméterben mért hosszat jeloli.

a) Hény cm a torzs keresztmetszetének atmérdje akkor, amikor a fa éppen 10 éves?
b) Hany dm?-rel né a fatorzs keresztmetszetének teriilete a 11. évben?

¢) Hény éves a fa akkor, amikor a torzs keresztmetszetének keriilete éppen 1 méter?

I8 E1 (Emelt szintii érettségi, 2020)
Adott két fuggvény: f:]0; 130[ > R, f(x) =900 - 0,25(x — 60)?, illetve g:]0;130[ > R, g(x) = 6,4x.

a) Add meg az f zérushelyét!
b) Szamitsd ki az f(20) - g(20) kiilonbség értékét!
c) Add mega h: ]0; 130[ - R, h(x) = f(x) — g(x) figgvény szélséértékét (tipusat, helyét és értékét)!
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E E1 Melyik fuggvény paros, melyik paratlan, ha a fiiggvények értelmezési tartomdnya a valds szimok halmaza?
o) = x| -1 g(x) = —|x] h(x) = |x - 1] jl) = &°

k(x)=x>-1 I(x) = -2 m(x) = 2sinx n(x) = cosx + 2

m E1 Abrazold a fiiggvény grafikonjat! Hatdrozd meg az értékkészletét és a zérushelyét!

-3 ha x<-2
fRSR, flxy=<12x+1 ha -2<x<1
3 ha x>1

E1 Van-e olyan fuggvény, amely egyszerre paros és paratlan is?

1. Fiiggvénytulajdonsagok

A tanult fiiggvénytulajdonsagokat megfogalmazhatjuk szavakkal vagy leirhatjuk matematikai szimbdlumokkal. Néhany
példat mutatunk erre, a fejezet végén 1év6 Gsszefoglald tabldzat tartalmazza a tobbit is.

Kolcsonosen Az értelmezési tartomany kiilonbozé elemeihez a fliggvény kiilonb6z6 elemeket rendel. Azaz ha
egyértelmii x,%, €D, és x, # x,, akkor f(x,) # f(x,).

Szigoruan A fuggvény az értelmezési tartomany egy intervalluman szigorian monoton novekvé, ha az interval-
monoton lum barmely két eleme esetén a nagyobb elemhez a fiiggvény nagyobb értéket rendel, mint a kisebbhez.
novekvo Azazhax,x, € D ’ és x, < x,, akkor f(x,) < f(x).

A fiiggvény paros, ha az értelmezési tartomany minden eleme esetén az ellentettje is eleme az értel-
mezési tartomdnynak, és ezen a két helyen a helyettesitési érték egyenlS. Azaz x € D, esetén -x € D,
Paros / és f(=x) = f(x).
paratlan A fuggvény paratlan, ha az értelmezési tartomany minden eleme esetén az ellentettje is eleme az értel-

mezési tartomdnynak, és ezen a két helyen a helyettesitési érték egymas ellentettje. Azaz x € D, esetén
-x € Dfésf(—x) = —f(x).

Az f figgvény periodikus, ha van olyan p pozitiv valés szdm, amelyre teljesiil, hogy az értelmezési
_ tartomany minden x eleme esetén x + p is eleme az értelmezési tartomanynak, és ezen a két helyen a
Periodikus helyettesitési érték egyenld. Azazx € D eseténx +p € D ésflx +p) = f(x).

A legkisebb ilyen p szamot a fliggvény periddusanak nevezziik.

2. Lokalis (helyi) szélséérték \y A /

A széls6érték fogalma nem csak a teljes értelmezési tartomdnyra vonatkoztatva

értelmezhetd. \ /

Egy x, € D helyen az f fiiggvénynek lokalis (helyi) maximuma van, ha

P az x, egy kornyezetében a fiiggvény értelmezhetd (létezik olyan Ja; b,
melyre Ja; b[ = D, és x, € ]a; b)), és

lokalis

P  x,-nak ebben a kornyezetében a fiiggvény sehol sem vesz fel nagyobb érté- | maximumert k\ /

ket, mint x -ban. N
Egy x, € D helyen az f fiiggvénynek lokdlis (helyi) minimuma van, ha
P az x, egy kornyezetében a fliggvény értelmezhetd (létezik olyan la; b[, o} l\ ){ 3 x

melyre Ja; b[ = D, és x, € ]a; b)), és TN\

lokélfs és abszolt lokalis

> x,-nak ebben a kdrnyezetében a fiiggvény sehol sem vesz fel kisebb értéket, miimumhely maximumhely

mint x -ban.



3. Az alapfiiggvények attekintése

Konstans fiiggvény

y A

flx)=a—

1

il 4

Els6foku fiiggvény (m # 0)

yA

T
g(x)=mx+Db

o

il 4

Egyenes aranyossag fiiggvénye (a # 0)

v A f()‘c) _ ‘ux //
//
/
1 V.
; x
Masodfoku fiiggvény
y “f(x) =
\ / D=R
) R=R;
@) 1 X

Abszolutérték-fliggvény

y A

A

h(x) =[]

il 4

D, =R

R, =R

x" fuggvény, ha n € Z* és n paros

‘ \ v A l
1
0=
of 1 | «x
Trigonometrikus fiiggvények
Szinuszfiiggvény
7)1/ A f(x)‘:si‘nx
£
TN
|

D=R, R=[-1;1]
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Exponencialis fiiggvény Logaritmus fliggvény

v A / \ v A v A ‘ ‘ yl\\ ‘
/ \ i g(x)‘:l(;gﬂx ] i \ glx :lo‘gax
af-f az1 1 N
/ ‘7 f)=a ol /1 |a X 0lal X
_//1 fx)=a" 0<1u<11; > / a>1 0<a<l ~——
of 1 [x o[ Tx I | [ |
szR, Rf=]R+ Dng", Rng

Az egyenlétlenségek grafikus megoldasa arra épiil, hogy abrazoljuk az algebrai kifejezéshez tartozo fiiggvény grafikonjat,
és a grafikon alapjan meghatarozzuk az egyenlétlenség megolddsat. Az exponencialis és a logaritmusos egyenl6tlenségnél
figyelni kell arra, hogy a fliggvény monotonitdsa fiigg attdl, hogy az a* illetve log_x kifejezésben az a alapszam kisebb vagy
nagyobb, mint 1.

Példdul:
P Mivel az f(x) = 2x fiiggvény szigoruan monoton novekedd, ezért 2v>24 = x> 4.
P Mivel a g(x) = 0,5x fiiggvény szigoruan monoton csokkend, ezért 0,5* > 0,5* = x< 4.

4. Miiveletek fiiggvényekkel

Definicio: Ha az f és a g fliggvények értelmezési tartomanya megegyezik, akkor értelmezhet6 a fiiggvények sszeg-, kii-
16nbség-, szorzat- és hanyadosfiiggvénye. Minden x D, esetén

(f+9) =flx) +g(x);  (f-Q) =flx) -g); (-9 =flx)-glx) ¢és glx)#0esetén: [i](x) =
Példdul: &
P A valds szamok halmazdn értelmezett f(x) = sin x és g(x) = cos x esetén:

sinx
=—"= tgx (hacosx=0).
cosx

> (f+@)=sinx+cosx; (f-g)(x)=sinx-cosx; (ij(x)

4
FELADATOK

E E1 Oldd meg az egyenlStlenségeket a valds szdmok halmazan! A megolddsban segitenek az dbrazolt fiiggvénygrafi-

konok.
x+3
a) 2 <151<3 by[Ll] >4 c)[2x-3|<3-x
3 2 2
VA 7 A y A ‘ ‘
) y=[2x-3|
W= 1»5;/ y=05"
v
1 —1
L ~— ==
(6] 1 ; O 1 x (0] 1 ;




inverz fliggvényre néhany konkrét példa

inverz fiiggvény, figgvény leszukitése és kiterjesztése

1. Fliggvény inverze

Kolesonosen egyértelmi fiiggvény esetén a hozzarendelés megfor-
ditdsa is egy fiiggvény. Ha f egy kolcsonosen egyértelmi fiiggvény,
akkor azt a hozzarendelést, amely sordn az értékkészlet minden y
eleméhez hozzarendeljitkk az értelmezési tartomany azon x elemét,
amelyhez az eredeti f fiiggvény az y-t rendelte, az f fliggvény inverz
fiiggvényének (roviden: inverzének) nevezziik.

Jelolés: az f fiiggvény inverze: f'.

Vigyazat! A kitevében a -1 mast is jelenthet. Figyelj a kiilonbségre: .
b xt= algebrai kifejezés esetén hatvanyozast jelol, flx) =y esetén

> figgvény esetén az inverzfiiggvényt jeloli. o) =x

2. Fiiggvény lesziikitése és kiterjesztése

Ha egy fiiggvény nem kolcsondsen egyértelmt, akkor nincs inverz fiiggvénye. Megtehetjiik azonban, hogy lesziikitjiik
az értelmezési tartomanyt ugy, hogy a leszikitett értelmezési tartomanyon a fiiggvény kolcsénosen egyértelm legyen.

Példaul: Az f: R > R, f(x) = sinx fliggvény nem kolcsondsen egyértelmd, ezért nem létezik inverze. Ha lesziikitjiik az

értelmezési tartomanyt a {_E; E} intervallumra, akkor azon mar kolcsondsen egyértelm, és létezik inverz fliggvénye.
2 2

Ennek a figgvénynek a megfelelje a zsebszamol6gép (sin Jfunkcidja.

Példdul:
A = B gy P> az A helyett annak egy részhalmaza lesz az j értel- £R >R, f(x) = 2 egy lesziikitése:
l.eszﬁki Tase mezési tartomany, és
P ahozzdrendelési szabaly nem véltozik. &R >R, glx) =x°
f: A > Bfiiggvény P az yj értelmezési tartomédnynak részhalmaza az £ N>R, f¥) = x egy kiterjesztése:
k.iter'esztése A halmaz, és
) > az A-beli elemek esetén a hozzérendelés nem véltozik. & R —>R,g(x) = x|

Az adott részhalmazra a leszlikités egyértelmi, mig a kiterjesztés tobbféle médon lehetséges.

3. Inverz fiiggvény meghatarozasa és jellemz6i
P Az f'inverz fiiggvény értelmezési tartomanya megegyezik az f fiiggvény értékkészletével.
P Az f'inverz fuggvény értékkészlete megegyezik az f fiiggvény értelmezési tartoményaval.

P Azinverz fiiggvény hozzarendelési szabalyat sok esetben megkaphatjuk ugy, hogy az y = f(x) alakban felirt hozzaren-
delési szabalybol kifejezziik x-et.

P Egy fuggvénynek és az inverz fiiggvényének grafikonja tengelyesen szimmetrikus a koordinata-rendszer y = x egye-
nesére.



KIDOLGOZOTT FELADAT

Hatarozzuk megaz f R - R, f(x) = 3x - 1 fliggvény inverzét!

Megoldds:

Az f fiiggvény kolcsonosen egyértelmt, ezért van inverze. Ertékkészlete a valds szdmok halmaza, ezért az f! értelmezési
tartomanya is a valos szamok halmaza.

Az ffiggvény az x valos szamhoz a 3x — 1 értéket rendeli, jeloljiik ezt y-nal: y = 3x - 1. Hogyan kaphatjuk meg, hogy az
y valos szamot melyik x valés szdmhoz rendeltiik?

1 1
y=3x-1 > y+1=3x | x= 2yt yA (2)45
V=X
1 1
Azaz ha adott egy y valds szam, akkor 37 + 3 za valds szam, amelyhez az f fiiggvény az / (AGED
1 1
y-t rendelte, ez lesz tehdt az inverz fiiggvény esetében az y képe: f(y) = 37 + 3 A fugg- 1 ]
vények jelolésében azonban az értelmezési tartomdny elemeit nem y-nal, hanem x-szel — 1 r
jeloljiik, ezért az y helyett x-et szokds irni. f /
1 1
Uy) = — x4 — f
fe 3 * 3
FELADATOK
E1 Hatdrozd meg a kovetkez6 fiiggvények inverzét!
a)fiR>R, f()=5x+8 gROR, g(x)=§x—2 h: [0; 4] > R, h(x) = L5x
b) R >R, flx) = 2,5x + 10 #ROR, g(x)=%x+§ h:[0;12] SR, h(x)=ix
E E2 Abrézold a kovetkezd fiiggvények inverzének grafikonjat, majd toltsd ki a tablézatot!
a)f [-12] > R, flx) =2* b) g: [0;4] > R, g(x) = Jx +1
s —
Zbushdy m
o[ 1 H
Hozsérendelésisuabily fi) =2 g+
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_ Il fiiggvénytranszformdaciok
m Osszetett fiiggvény

BEVEZETO

A valds szamok halmazan értelmezett f(x) = sinx + 1 fliggvény hozzarendelési szabalya szavakkal igy fogalmazhat6 meg:
yvedd az x szinuszat, majd az eredményhez adj hozzd 1-et”. A g(x) = sin (x + 1) fiiggvény hozzarendelési szabalya pedig
megfelel ennek az utasitasnak: ,adj az x-hez 1-et, majd vedd az eredmény szinuszat”. A két hozzarendelési szabalyban
ugyanaz a két muvelet szerepel, de kiillonb6z6 sorrendben.

A fuggvénytranszformaciokrdl tanultak alapjan az f és a g fiiggvény grafikonja megkaphat6 a valés szamok halmazan
értelmezett h(x) = sinx fiiggvény grafikonjanak eltolasaval.

A yA

NN S o

N N AAS D SN
A h\ 7 X /! \\\ 77 ~

Osszetett fiiggvény fog x

Osszetett fiiggvényrdl akkor beszéliink, ha két hozzarendelést egymas utan hajtunk végre AR
olyan mddon, hogy az elsé hozzarendelés sordn kapott fliggvényértékekkel végezziikela ¢
masodik hozzarendelést. Olyan ez, mint amikor két ,,gépet” egymas ala helyeznek, a felsé

gépbe ,,dobjuk be” a valtozdt (x-et), a fels6 gép abbdol meghatarozza g(x)-et, ez keriil az als6 /o
gépbe, és ebbdl szamitja ki az als6 gép a végsé értéket, f(g(x))-et. \ g ix) /
Jelolés: fo g (igy olvasd: fkor g). p
Definicié: Adott egy g: A — B fiiggvény és egy f: B— C fuggvény. Ekkor az fo g dsszetett
fiiggvény értelmezési tartomanya az A halmaz, képhalmaza a C halmaz, hozzarendelési / }
szabalya pedig x - f(g(x). flg)
Az bsszetett fliggvény esetében figyelni kell a miiveletben szerepl6 fiiggvények sorrendjére.
fo gesetén g figgvény szerinti hozzarendelést kell els6ként végrehajtani. g fiiggvényt belsé x
filggvénynek nevezziik, f fiiggvényt pedig kiilsé fiiggvénynek. (Az elnevezések az f(g(x)) \ 4
telirashoz kapcsolodnak.) g( ) = g
Példaul: R >R, flx)=x*+4 és g R >R, g(x)=3x+1 esetén: \ 4
2 2 fl)= f(g(x))
fogR->R, flgk) = Gx+ 1) +4=9x+6x+5,
gof R R, g(fx) =302 +4) +1=3x+13,
fog#gof ( (fo&)x) = flg) )

Megjegyzés: A korabban tanult fiiggvénytranszformaciok is sszetett fiiggvényekkel vannak kapcsolatban.

m DIFFERENCIALSZAMITAS



FELADATOK

A feladatokban szerepl6 fiiggvények értelmezési tartoma-
nya a valés szamok halmaza.

E E1 Hasonlitsd 6ssze az fo gésa go fGsszetett fiiggvé-
nyeket! Hatarozd meg, hogy mi lesz a fiiggvényérték
az egyes lépések utan! Toltsd ki mindkét tablazatot!

fog flx)=x>-5¢ésg(x)=4x+7

x 1 -2 x v

gk 4x+7 v

flgx) (4x+77 -5
gof f)=x*-5ésg(x)=4x+7

x 1 -2 x v

J) v

8(f)

E E1 Hatdrozd megazfo gésgo fosszetett fiiggvények
hozzarendelési szabalyat!

a) f(x) = cosx és gx) =x+ g
b) f(x) =2x*+3 és gx)=3x-4
c) flx) =[x -1 és g(x) = —4x

d) fx) = x> + 1 és gx)=3-4

E E1 Hatdrozd meg a g fliggvény hozzarendelési sza-
balyat!

a) flx) = |x + 1] és (fo 9(x) = |2x - 4|

b) fix)=x*-1 és (feg) =x*+8x+15
n E1 Hatdrozd megazfo gés go fOsszetett fliggvények

értékkészletét!

a) f(x) = sinx és g =3 |«

b) flx) =x* + 1 és g(x) = ||

C) flx) = 2* és g)=x+4

E E1 Abrazold a valés szamok halmazén értelmezett
kovetkez6 fliggvények grafikonjat!

a) flx) =2(x-27+2 c) h(x) = |x* + 4x|

b) g(x) =3 + sin2x d) p(x) = -1 + cos g

ﬂ E1 Abréazold a valés szémok halmazén értelmezett
kovetkez6 fliggvények grafikonjat!

a) f(x) =2$in(x_£j+l
3
b) g(x) =3 sin2x - 1

E1l (Kozépszinti érettségi, 2009)
A valés szamok halmazan értelmezett f masodfoka
figgvény grafikonjat tgy kaptuk, hogy a g: R — R,

gx) = % * fiiggvény grafikonjat a v(2; —4,5) vektor-

ral eltoltuk.

a) Add meg az f figgvény hozzarendelési utasitédsat
képlettel!

b) Hatdrozd meg f zérushelyeit!
c) Abrézold f grafikonjit a [-2; 6] intervallumon!

d) Oldd meg az egész szamok halmazén a kovetkez
egyenl6tlenséget!

L x*<2x+ &l
2 2
EN E2 Az R > R, f(x) = 3x + |x| - 1 fiiggvény grafi-
konjat megkaphatjuk, ha két részre bontjuk a felada-
tot. Kovesd a feladat utmutatasait és abrazold az
ffuggvény grafikonjat!
a) Hax>0,akkor3x +|x| -1=3x+x-1=4x-1.Ez
alapjan abrazold a grafikonnak azt a részét, ame-
lyik az x > 0 feltételhez kapcsolodik!

b) Hogyan irhat6 egyszert(ibb alakban a hozzarende-
1ési szabaly, ha x < 0?

c) Abrazold a grafikonnak azt a részét, amelyik az
x < 0 feltételhez kapcsolodik!

ﬂ E2 (Emelt szint(i érettségi, 2005)

a) Abrézold derékszdgli koordinata-rendszerben az
£ 10;7] > R, f(x) = |x* - 6x + 5| fiiggvény grafi-
konjat!

b) Add meg az f fiiggvény értékkészletét!

c) A p val6s paraméter értékétél fiiggben hany meg-
oldésa van az |x? - 6x + 5| = p egyenletnek a [0; 7]
intervallumon?



_ 1111 kor érintdje, két adott ponton dtmené egyenes (szeld) egyenletének felirasa

T soroe criner

BEVEZETO

Az oldalsé grafikon egy test mozgasat szemlélteti, a test altal megtett utat adja meg az id§
fiiggvényében. (Ez a grafikon egy egyenletesen gyorsulé mozgashoz tartozik.) A grafikonrdl
nemcsak azt lehet leolvasni, hogy melyik id6pillanatig mennyi utat tett meg a test, hanem
kovetkeztetni tudunk a test sebességére is. A test gyorsulé mozgast végez: az elsé masodperc
alatt 0,5 métert, a masodik masodperc alatt 1,5 métert, a harmadik alatt 3 métert tett meg. Ahol
a grafikon ,meredekebb”, ott nagyobb a test pillanatnyi sebessége ahhoz képest, mint ahol a
grafikon ,kevésbé meredek”. Hogyan lehetne jellemezni egy gorbe ,meredekségét”? Régota
tudjdk, hogy ez az adott pontban huzott érintdvel all kapcsolatban.

Az érinté keresése azonban érdekes kérdésekre vilagit ra. Mit neveziink érin-
tének?

Kor esetében kénnyen taldltunk rd definiciét: olyan egyenes a kor sikjaban,
amelynek pontosan egy kozds pontja van a korrel. Parabola esetében ez a defi-
nicié mar nem dllja meg a helyét, hiszen van olyan egyenes, amelynek egy k6zos
pontja van a gorbével, mégsem tekintjiik érintének (mint az dbran a piros egye-
nes). A szinuszgorbe esetén pedig az is el6fordul, hogy az érintének t6bb kozos
pontja van a fiiggvénygorbével.

KIDOLGOZOTT FELADAT

s(m)A

oA 4

t

1. Irjuk fel a valos szimok halmazan értelmezett f(x) = x* fiiggvény x, = 1 és x, = 2 absz-
cisszaju pontokra illeszkedd szel6jének egyenletét!

Megolds:

A hozzarendelési szabalyba behelyettesitve meghatdrozhatjuk a metszéspontok masodik

koordinatajat, és igy a szel6 két pontjanak koordinatdit: E(1; 1) és F(2; 4).

/

'S

-1

A szel6 meredeksége: m =
juk.

= 3. Ezért a szeld egyenletét y = 3x + b alakban kereshet-

[\S}
—_

Helyettesitsiik be az y = 3x + b egyenletbe az egyik metszéspont, példaul F(2; 4) megfelel6
koordinatait! 4 =3 - 2 + b. Ebb6l b = -2.

A szel6 egyenlete tehat y = 3x - 2.

a4
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T 2. Rajzoltassuk meg fiiggvényabrazolo (pl. a GeoGebra) programmal az f: R > R, f(x) =0,1x% - 0,9x* + 2x
b= ‘ fuggvény grafikonjat! Rogzitsiik le a gorbén az E pontot ugy, hogy els6 koordindtaja 0,5 legyen! Jeloljitk
ki a gorbén az ettdl kiilonb6z6 A pontot, melynek elsé koordinataja 2, és hizzuk meg az EA egyenest,
ami egy szel8. Mozgassuk a gorbén az A pontot az E pont felé!

Megoldds:
2 - ) e
5 A =" 5 e
LT
. %7"<
i N w7 N
)"

0,5 15 25 35 0,5 15 25 35
wshf ™ w5/ U
> / g /

0,5 1,5 2\5 35 4 0,5 1,5 2\5 35

Ha az A pont a mozgatas soran fedésbe kertiil (egybeesik) E-vel, akkor nem keletkezik szel8, mert egyetlen pont nem hatd-
roz meg egyenest. A szamitogépes program azonban ebben az esetben is abrazol egyenest: az érintét.

A gorbe E pontbeli érintéje nem mds, mint ezeknek a szel6knek a ,hatédrhelyzete”, ha az A ponttal egyre pontosabban
megkozelitjiik E-t.

1. Gorbe érintdje

A gorbe érint6jének pontos definiciéja magasabb matematikai ismereteket igényel. Mi itt megelégsziink a (fenti vizsga-
laton alapuld) szemléletes képpel. (Mar maga az, hogy ,,gorbe”, egy olyan fogalom a matematikaban, amelynek pontos
definialasa nem is olyan egyszer.) Foglalkozzunk olyan gorbékkel, amelyek egy folytonos vonallal megrajzolhaték, sehol
sem szakadnak meg és sehol sem térnek meg. Ilyenek példaul a valés szamok halmazan értelmezett polinomfiiggvények
grafikonjai.

P Ha kijeloljiik egy gorbe két pontjat, akkor ezen pontok dltal meghatérozott egyenes a gorbe egyik szel6je. Az érinté a
szelok ,hatarhelyzete” abban az értelemben, hogy a gorbe egy pontjat lerogzitjiik, egy masik pontjat pedig ,,mozgat-
juk” a gorbe mentén a lerdgzitett pont felé, és kozben rendre meghtzzuk a szel6ket.

P Az érintd a gorbe egy adott pontjéhoz tartozik.

P Egy gorbének egy E pontban hizott érintdje nem a teljes gorbét jellemzi, hanem csak a gorbének az E pont kis kor-
nyezetében 1évo részét.

Megjegyzések:

P A Kkor, illetve a parabola érint6jére ezzel az eljardssal ugyanazokat az egyeneseket kapjuk érintéként, mint kordbban.

P A matematikdban masféle ,,gorbék” is 1éteznek, és nem minden esetben létezik egy gorbének egy adott pontjaban

érintdje.

A fluggvényabrazolé programokban érintSt rajzolhatsz egy gorbéhez egy adott pontbdl, pl. a GeoGebra
programban a ikon segitségével.



2. A szeld egyenletének felirasa

Ha adott a koordindta-rendszerben két kiilonb6z6 pont, akkor a koordindtageometriaban tanult médon fel lehet irni a
két pontra illeszkedd egyenes egyenletét. A szel6 egyenletének y = mx + b alakjat felirhatjuk példaul a kovetkezé modon:

A fiiggvénygorbe két pontjdnak els6 koordinatdi legyenek x és x,. y A P
1. Szamitsuk ki a pontok masodik koordin4tait a fiiggvény hozzarendelési szabdlya f s fx)
alapjan! N
1 S —f(x)
2. Hatdrozzuk meg a szelé6 meredekségét: m = )= fx) .Eztirjukbeazy=mx+b ﬂx‘ﬁ)) EACT AR \\
alakba! X1 %o >
1 X

3. Helyettesitsiik be az egyik pont koordinatait is az y = mx + b alakba, és fejezziik ki

b-t!

4. Adjuk meg a szel6 egyenletét y = mx + b alakban!

a szel6 meredeksége:

_ fGe) - f(x)
" X1 =% j w

y=mx+b

L)

& a szeld egy pontja: E(x; f(x,))
x

y

FELADATOK

ELl A valés szdmok halmazdn értelmezett minden ﬂ E1 A val6s szamok halmazdn értelmezett f(x) = x°

masodfoku figgvény, igy az f(x) = x* - 3x + 4 fugg-
vény grafikonja is egy parabola. Ird fel annak a szel8-
nek az egyenletét, amely a grafikon azon pontjaira
illeszkedik, amelyeknek els6 koordinatai

a)x,=1ésx =3;
b) x,=-1ésx =2.

E E1l A val6s szdmok halmazdn értelmezett f(x) = x*
fiiggvény grafikonja egy parabola. Ird fel a parabola

szel6jének meredekségét, ha a grafikon pontjainak
els6 koordinatai

a)x,=1lésx =11
b) x,=1és x =1,01;
c) x,=1¢ésx, =1,001.

d) Vajon milyen értékhez kozelit a szel6k meredeksé-
ge, ha az x -gyel kozelitjiik x -t?

fiiggvény grafikonja esetén hatdrozd meg a szel6 me-
redekségét, ha a szel§ a grafikon azon pontjaira il-
leszkedik, amelyeknek els6 koordinatai

a)x,=1ésx =11
b) x,=1ésx, =1,01;
c) x,=1¢ésx =1,001

d) Vajon mennyi az érinté meredeksége: szerinted
milyen értékhez kozelit a szel6k meredeksége, ha
az x -gyel kozelitjiik x -t?

-

IPW E1 Abrazold  fiiggvényabrazols [ %

szoftver (pl. GeoGebra) segitségével
a valds szamok halmazan értelme-
zett f(x) = 0,25x% — 2x + 1 fiiggvény
grafikonjat!

a) Keress olyan szel6t, amelynek meredeksége 0,5.
b) Keress olyan érint6t, amelynek meredeksége 0.
c) Keress olyan érint6t, amelynek meredeksége 1.

d) Keress olyan érint6t, amelynek meredeksége -1.



2

E E2 Adottazf: R—> R, flx) = x? +2xésa
& R R, glx) =-2x+ 1 fuggvény.

a) Ird fel az f o g fiiggvény hozzarendelési szabalyat,
majd a fiiggvénygorbe x, = -3 és x, = 1 abszcisszd-
ju pontjaira illeszked6 szel6jének egyenletét!

b) Ird fel a g o f fiiggvény hozzdrendelési szabélyit,
majd a fliggvénygorbe x = 0 és x, = 1,5 abszcissza-
ju pontjaira illeszked6 szel6jének egyenletét!

Matematikatorténeti kitekintés

Newton és Leibniz volt az a két hires matematikus, akik a
XVII. szazadban, egymadssal parhuzamosan kidolgoztak a
differencialszamitas alapjait. Az 6 munkassagukkal fejls-
désnek indult a matematikanak ez a teriilete. Az altaluk
kifejlesztett differencidlszamitast, a derivalasi szabalyokat
ma mar széles korben hasznaljak a folyamatok, valtozasok
leirasara a természettudomanyoktol a tdrsadalomtudoma-
nyoKkig.

Erdekes azonban, hogy - bér a differencidlszdmitas alkal-
mazasdnak eredményeit nem vitattdk - a matematikusok
ekdzben fontos problémdkat vetettek f6l a differencidlsza-
mitds megalapozasaval kapcsolatban. Mit jelentenek azok
a megfogalmazdasok, hogy ,tart egy szamhoz”, ,,végtelentil
megkozeliti” ,,végteleniil kicsi”, ,hatdrérték”? Vajon hogyan
illeszthet6k be ezek a szavak a matematikai fogalmak kozé?

A "/’,/m//

/ﬂe/w‘é% ‘

AL

VA=

Karl Weierstrass
(1815-1897)

Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857)

m E2* Adottazf: R —> R, f(x) =%’ - x? - 6x figgvény.
a) Hatdrozd meg a fiiggvény zérushelyeit!

b) A gorbe E pontjanak elsé koordindtdja x, = -2 és
F pontjanak elsé koordinétaja x, = 1. Ird fel az EF
szel6 egyenletét!

c) Az EF szel6 az E és F pontokon kiviil még egy to-
vabbi pontban metszi a fiiggvény grafikonjat. Me-
lyik ez a pont?

=B o
(Friracir) Newton ¢ '7'/////:
e 5 <

i

Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646-1716)

Sir Isaac Newton
(1642-1727)

Mintegy kétszaz évet kellett varni a pontos matematikai
leirdsra. Kiderilt, hogy a hatarérték definicidja joval 6sz-
szetettebb, mint az addig megszokott definiciok. Cauchy és
Weierstrass nevéhez kothetd a pontos definicio.

Most azt az utat kovetjiik, amit a tudomanytorténet is be-
jart. El6szor megismerjiik a szemléletes fogalmat. Azutan
tanulunk olyan szabalyokat, eljarasokat, amelyek segitsé-
gével a derivalt értéke pontosan kiszamithato, majd ezeket
sokféle feladatban és helyzetben alkalmazzuk. A konkrét
példak, feladatok és szamitdsok megmutatjak a derivalas
hatalmas gyakorlati jelent8ségét, és segitenek abban, hogy
jobban megértsiik a derivalt mélyebb tartalmat és jelenté-
sét. Késobb (az Integrdlds témakorben) megismerkediink
majd a hatarérték és a derivalt pontos definicidjaval.



egyenes egyenletének felirdsa, ha ismert a meredeksége és egy pontja

differenciahdnyados, differencidlhdnyados (derivalt) egy adott x helyen

BEVEZETO

Zénon egyik hires paradoxona egy nyilvessz6érdl szol. Azt dllitja, hogy a nyilvesszd
minden iddpillanatban a tér egy konkrét helyén talalhato, tehat nem mozoghat. A nyil
kezd6- és végpontja egy-egy konkrét helyen van, a nyilvessz6 pedig pontosan e két
pont kozott tartézkodik. Ha pontosan ott van, akkor nem mozog, hanem nyugalom-
ban van, a mozgas tehat egy illuziod.

Ez a gondolatmenet latvanyosan megmutatja, hogy nem is olyan konny(i matematikai fogalmakkal (pont, tér, koordind-
tak, szamok) leirni a mozgast. Valoban, a matematika alapvet6 fogalmai statikusak, és épp azért tudunk veliik jol banni,
mert rogzitenek, ,,kimerevitenek” egy-egy helyzetet, igy van lehet6ségiink azt tiizetesen megvizsgalni. A véltozas leirdsara
és jellemzésére Uj fogalmak bevezetésére volt sziikség.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. A val6s szdmok halmazan értelmezett f(x) = x* fiiggvény esetében hatdrozzuk meg a grafikon x, = 1 abszcisszaju pont-
jaban huzhat6 érinté meredekségét!

Megolds:

Az érintési pont a grafikon x, = 1 helyhez tartozé pontja: E(1; 1). A grafikon E-t6l kiilonb6z6 A pontjanak elsé koordindtaja
legyen x,. Vegyiik fel az A pontot hirom kiilénb6z6 médon az abra szerint, és irjuk fel mindhdrom esetben az EA szelé
meredekségét! (Az A pontot ,,mozgd pontnak” is szoktak nevezni.)

Ha x, =2, akkor az A pont koordina- Ha x, = 1,5, akkor az A pont koordi- Ha x, = 1,2, akkor az A pont koordi-
tai (2; 4). Az EA szel6 meredeksége natai (1,5; 2,25). Az EA szeld mere- natdi (1,2; 1,44). Az EA szeld mere-
4-1 2,25-1 1,44-1
ekkor =3. deksége ekkor =2,5. deksége ekkor =2,2.
2-1 1,5-1 1,2-1
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Ahogy az dbra szerint az A pont egyre jobban megkézeliti az E érintési pontot, ugy az AE szel6 egyre jobban megkozeliti
az érint6t. Amikor azonban az A ,eléri” az E-t és egybeesik a két pont, nem hatdroznak meg szel6t, mert egyetlen pont
nem hatdroz meg egyenest.



Figyeljitk meg, hogyan véltozik a szel6 meredeksége, amikor az A ponttal kézelitiink az E ponthoz!

Ha az A pont elsé koordinatdja x, akkor a masodik koordinatéja x* A(x; x).
el (e orel , ¥ -1
Ha A az E-t6] kiilonb6z6 pont, akkor x # 1, és a szel6 meredeksége: m= T
x—
x+1)(x—1
A nevezetes azonossag alapjan ez egyszertibben irhatd: m= % =x+1
x—

Ha az A ponttal tartunk az E ponthoz, akkor az A elsé koordinatajaval (x-szel) egyre jobban megkozelitjiik az E els6 ko-
ordinatajat, vagyis az 1-et. Ez alapjan m értéke egyre jobban megkozeliti 1 + 1-et, azaz 2-t.
Az E ponton atmend szel6k ,hatérhelyzete” az az egyenes, amelynek meredeksége m = 2.

Az E ponton dtmend, 2 meredekségii egyenes egyenlete y = 2x — 1. Hany kozos pontja van az y = 2x — 1 egyenesnek és az
y = x? parabolanak? x> = 2x — 1 atrendezve: x* - 2x + 1 = 0. Ennek egyetlen megolddsa van: x = 1, ami egy kétszeres gyok.
Az E pontra illeszkedd érint6é meredeksége m = 2.

2. Hatdrozzuk meg a valés szimok halmazan értelmezett f(x) = x° fliggvény esetében a grafikon x, = 3 abszcisszajl pont-
jaban hizhato érinté meredekségét!

Megoldds:
Az érintési pont a grafikon x, helyhez tartozé pontja: E(3;9).
Ha az A pont elsd koordinatdja x, akkor a masodik koordinatdja x* A(x; x).
x> =9
Mivel A az E-t6l kiilonboz6 pont, ezért x # x, és a szel6 meredeksége: m= 3
A nevezetes azonossag alapjan ez egyszertibben irhatd: m= W =x+3.
x—

Ha az A ponttal tartunk az E ponthoz, akkor az A elsé koordinatajaval (x-szel) egyre jobban megkozelitjiik az E els6 ko-
ordinatajat, vagyis a 3-at. Ez alapjan m értéke egyre jobban megkozeliti 3 + 3-at, azaz 6-ot.
Az E pontra illeszked6 érinté meredeksége m = 6.
Altaldnosan is beldthato, hogy a val6s szamok halmazan értelmezett f(x) = x* fiiggvény esetében a grafikon x,
abszcisszdji pontjaban hizhat6 érintéjének meredeksége m = 2x,.

1. Differenciahanyados

A mésodfoku fiiggvények, a polinomfiiggvények és sok, mar altalunk targyalt figgvény folytonos fiiggvények. Ha egy
figgvény grafikonja egy folytonos vonal, akkor biztosan folytonos fiiggvény. A fiiggvény folytonossaganak pontos defini-
ci6ja azonban drnyaltabb ennél. A kovetkezé megfogalmazasokndl feltessziik, hogy a fiiggvény folytonos.

J() - f(x)

X=X
differenciahanyadosénak (kiilonbségi hdnyadosdnak) nevezziik."

Legyen az f fiiggvény értelmezve az x és x, helyeken. Az hdnyadost az f fiiggvény x, és x helyekhez tartoz6

Ez egyenl6 annak a szelének a meredekségével, amely a grafikon ezen két pontjara illeszkedik.

2. Differencialhanyados vagy derivalt
J(x)—f(xo)

X=X,

Legyen f fiiggvény esetén x, és x az értelmezési tartomany két kiilonbozé eleme. Ekkor az differenciahd-

nyados meghatdrozhatd. Rogzitett x, mellett valtoztassuk az x értékét ugy, hogy egyre jobban megkozelitse x -t! Ha ez
megtehetd, és ekozben a differenciahdnyados egy konkrét értékhez ,tart”, akdrhogyan kozelitiink is x -hoz, akkor azt
mondjuk, hogy f derivalhaté az x helyen, és a differenciahdnyadosnak ezt a hatdrértékét nevezziik az x -beli differenci-
alhanyadosnak, mas sz6val derivaltnak.

Az x, helyhez tartoz6 érinté meredeksége egyenld ezzel a hatarértékkel, vagyis az x -beli derivalt értékével.



Szemléletes jelentése

x)— f(x,
Differenciahanyados x, és x helyen M a szel6 meredeksége
X=X,
. QATTLA x)— f(x
Differencidlhdnyados vagy % helven S ) hatarerteke, az érinté meredeksége
derivalt 0 1Y 2oy &

ha x-szel tartunk x -hoz
P Avalds szamok halmazan értelmezett f(x) = x* fiiggvény derivaltja az x_ helyen 2x,.

Megjegyzés:

Belathato, hogy csak folytonos fiiggvénynek van differencialhdnyadosa, és csak folytonos fiiggvény derivalhato.

Nem minden esetben létezik ez a hatarérték, igy nem mindig létezik egy fiiggvénynek derivaltja az értelmezési tartomany
valamely x helyén. Nem derivalhat6 példaul a valds szamok halmazan értelmezett |x| fiiggvény az x, = 0 helyen.

3. Az érint6 egyenlete

Ha egy fiiggvény az x helyen derivalhato, akkor az x, helyen felvett fiiggvényérték és a derivalt ismeretében felirhaté az
x,-beli érintd egyenlete. A derivalt adott helyen felvett helyettesitési értéke egyenld az érinté meredekségével (az y=mx + b
alakban szereplé m-mel). Ha az y = mx + b alakba az m-en kiviil az érintési pont koordinatait is behelyettesitjiik, akkor
meghatarozhatjuk b értékét is.

Példdul: A valos szamok halmazan értelmezett f(x) = x> fiiggvény grafikonja esetén az x, = 10 helyhez tartozé érinté
egyenlete:

Az érinté meredeksége m =2 - x, = 20 ( —x; Y )
Y

=mx+b az érintési pont:  (10; 100)
Behelyettesitve: 100 = 20 - 10 + b.

100=200+b > ebbdl b = -100 [ 4 az érint6 egyenlete: y = 20x — 100.

FELADATOK

A feladatokban szerepl fliggvények értelmezési tartomanya a valos szamok halmaza.

E Az f(x) = x* fiiggvény grafikonja esetén ird fel az érinté egyenletét, ha az érintési pont els6 koordinatéja

a)x,=1,5; b) x, = -5; C)x,=4; d) x,=-2.

E E1l Azflx) = x* figgvény melyik x helyéhez tartozik a fiiggvénygérbe érintdje, ha meredeksége
a)l; b) 2,4, c) -0,8; d) 0?

B E1 Abrazold kozos koordindta-rendszerben az f(x) = x* és g(x) = x* + 2 fiiggvények grafikonjat! A két grafikon kozotti
kapcsolat felhasznalasaval ird fel a g fliggvény grafikonja esetén az érint6 egyenletét az
a) x, = 4 helyen; b) x, = -2 helyen?

ﬂ E2*A felsorolt 1épések segitségével hatdrozd meg az f(x) = x°* fiiggvény grafikonjdhoz huzhaté érinté meredekségét, ha
az érintési pont els6 koordindtdja x, = 2!
a) Add meg az érintési pontot a koordinataival!
b) A grafikon egy tetszéleges pontjanak koordinatai: (x; x°). Ha x # 2, akkor ird fel a differenciahdnyadost!

c) Keress olyan nevezetes azonossagot, amelynek segitségével egyszerusiteni lehet a differenciahdnyadost, és ird fel
szorzat alakban a szamlalot!

d) Gondold végig, milyen értéket vesz fel a kapott kifejezés, ha x egyre jobban megkozeliti 2-t (x tart 2-hoz)!



derivéltfiiggvény, x" derivaltfiiggvénye, 0sszeg-, kiillonbség- és szamszoros fliggvény derivaltfiiggvénye

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Hatdrozd megaz f: R — R, f(x) = 5x° fiiggvény esetében a grafikonhoz htizhat¢ érinté meredekségét az x, helyen!

Megoldds:

_ fl)= f(x,) _ 5x° —5x; s, x* —x} s
xX—x, X=X, X=X, xX—x,

. (x+x4)(x—x,)

A szeld meredeksége, ha x # x: =5(x +x,).

Az (x + x,) kifejezésrdl a valos szamok halmazdn értelmezett x — x> fliggvény vizsgdlata sordn lattuk, hogy 2x -hoz tart. Az
érint6 meredeksége az x, pontban ezért m = 5 - 2x, = 10x,. Ez éppen 5-sz6r6se az f(x) = x” fiiggvény grafikonjahoz ugyanezen
x, helyen huzhat¢ érinté meredekségének.

1. Derivaltfiiggvény

Folytonos fiiggvények esetén megfogalmaztuk, hogy mit jelent az, hogy a figgvény derival-
%, helyen hat6 az értelmezési : helyé d beli (lokélis) tulajdons3

ato az értelmezési tartomany egy x, helyén. Ez egy adott pontbeli (lokalis) tulajdonsdg.
Ha egy fiiggvény az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban derivalhatd, akkor mond-

minden x, € D, helyen juk azt, hogy a fiiggvény derivalhato.

Ha egy fliggvény derivalhato, akkor azt a fiiggvényt, amely az értelmezési tartomany minden eleméhez az ezen helyhez
tartozo6 derivalt értékét rendeli, derivaltfiiggvénynek (roviden derivaltnak) nevezziik. A derivaltfiiggvény ismerete azért
hasznos, mert nem kell a tovabbiakban hosszadalmas kozelit6 eljarast alkalmazni, hanem egyetlen hozzérendelési szabaly
(képlet) alapjan az értelmezési tartomany barmely helyén kiszamithaté a derivalt, és igy az érint6 meredeksége.

Jelolés: f fiiggvény derivaltfiiggvényének jele: f. (Hasznalhato a Zf

—= jelolés is.)
x

Példaul: f: R - R, f(x) = x* derivaltfiiggvénye f: R — R, f(x) = 2x.

2. x" derivaltfiiggvénye

Az f: R > R, flx) = x" figgvény (n € Z*) derivaltfiggvénye f'(x) = nx" .
ny/ — oa-1
(Kés6bb bizonyitani fogjuk ezt az allitast.) ( ) =n-x )

Példdul: f: R — R, f(x) = x° derivaltfiiggvénye f:R — R, f'(x) = 3x%

3. A konstansfiiggvény derivaltfiiggvénye
Ha c egy valds szam, akkor az f: R — R, f(x) = c fiiggvény (konstansfiiggvény) grafikonja egy x tengellyel parhuzamos egye-
flx)— f(x,) c—c 0

nes. Ennek meredeksége 0. Ha x # x, akkor a differenciahdnyados m = = = = 0. Mikézben x
X=X, X=X, X=X,

egyre jobban megkozeliti x -t, akozben ez a kifejezés folyamatosan 0, ezért a ,,hatdrértéke”, a differencidlhanyados is 0. Az
fkonstansfiiggvény derivaltfiggvénye f: R — R, f'(x) =0.

Megjegyzés: Az elemi geometridban az egyenesnek nincs érintdje. A linedris fiiggvénynek is van azonban derivaltfiiggvé-
nye, és fliggvénytani szempontbdl ekkor is beszélhetiink érint6rol.

70. LECKE / POLINOMFUGGVENY DERIVALTFUGGVENYE 177



4. Fiiggvény szamszorosanak, fiiggvények osszegének, kiilonbségének derivaltfiiggvénye

Ha a valés szdmok halmazan értelmezett két fiiggvény, f és g derivalhato, akkor derivalhat6 a fiiggvény szdmszorosa
(c - f, ahol ¢ € R), a fiiggvények Osszege (f + g) és kiilonbsége (f- g) is.

P Fiiggvény szamszorosanak derivéltja: ~ a derivéltfiiggvény szdmszorosa. (c-H=c-f
P Osszeg- és kiilonbségfiiggvény: tagonként derivalhato. (f+9' =f+g
Polinomfiiggvény derivaldsahoz alakitsd a polinomot kanonikus alakra (bontsd fel a zaré- (f-9'=f-¢

jelet, ha van), ezutan a polinomfiiggvény tagonként derivalhato.

Megjegyzés: Vigyazat! Szorzatfliggvény, hanyadostiiggvény és Osszetett fliggvény esetén a derivalasi szabaly joval bonyo-
lultabb. Ezeket majd a Derivdldsi szabdlyok cimii leckében targyaljuk.

KIDOLGOZOTT FELADAT

2. Hatdrozd meg a valds szdmok halmazan értelmezett f(x) =

o3
(x 22) figgvény derivaltfiggvényét!

Megoldds:

Rendezziik a polinomot kanonikus alakra!

-2 P _3x%.243x-2°-2°
(xz) _ X T 2x = 0,50° — 3x% + 6x — 4

Ebben az alakban a polinomfiiggvény tagonként derivalhato.

f)=05-3-x2-3-2x+6=15x2-6x+6

FELADATOK

A feladatokban szerepl6 fliggvények értelmezési tartomanya a valos szamok halmaza.

E E1 Abrazoltuk egy fiiggvény grafikonjit, majd bejeloltiik a grafikon néhény pontjat. yA
Felsoroltuk a pontok dltal megjelolt helyekhez tartozé derivaltak értékét. Parositsd /
0ssze, hogy melyik ponthoz melyik derivalt érték tartozhat! /

BC
Derivalt értéke -1 -0,5 0 1,5 3
Pont betjele A NO e
/ 0 x

E E1 Derivald a fuggvényeket!
f(x) X2 X3 X8 x12 x20

f&

g(x) x -X 4x -0,11x V2 ox

g'x)

h(x) 1 3 3x-9 0
h'(x)



E E1 Derivald a fuggvényeket!

k(x) X%+ 5x 4x> +7 3x° - 1,5x2 10x6 - x* -2
k' (x)
ﬂ E1 Végezd el a miveleteket, majd utana derivald a fiiggvényeket!
a) f(x) = (x + 3y €) h(x) = (4x°) e) glo) = (2x + 1)
b) g(x) = (x* + 1) d) k(x) = (x = 5)(x + 10) f) k(x) = (x - 10)(x + 3)
E EL Hol veszi fel a fiiggvény derivaltja a 0 értéket?
a) flx) =x° - 3x b) g(x) = x*- 6x7 ) h(x) = 2x - 5) d) k(x)=x>+9x*+ 8
N E1 frd felaz x, helyhez tartozo érint6 egyenletét!
a) g(x) = x* + 6x- 4; x,= -1 b) flx) = x> + %% x,=1

E2 Abrézoltuk az f(x) = x* fiiggvény grafikonjat és a gorbe érintéjét a grafikon E(1; 1) pontjaban.

a) Mennyi az E pontban hidzott érinté meredeksége? \ yA / /

b) Melyik a grafikonnak az a pontja, amelyben az érint6 meredeksége —4?

¢) Melyik a g(x) = x* + 2 fiiggvény grafikonjanak az a pontja, amelyben az érint me- \ //

redeksége 4?
d) Melyik a g(x) = (x - 1)* fiiggvény grafikonjanak az a pontja, amelyben az érint

N
T

meredeksége 4?

al 4

€) Melyik a g(x) = (x - 1)* + 2 fiiggvény grafikonjanak az a pontja, amelyben az érinté 0 /
meredeksége 4?

A 68. lecke Bevezet6jében egy gyorsuld mozgast végzé test t-id6é grafikonjat elemeztiik. Hata- s (m) A /
rozzuk meg, hogy az indulastdl szamitva t id6 elteltével mekkora a test pillanatnyi sebessége, ha

[ , . 1
a test 4ltal megtett ut (a grafikon szerint) s(t) = 3 2!

Megoldas: /

Ahol ,meredekebb” a grafikon, ott a test hosszabb utat tesz meg ugyanannyi id6 alatt, ezért a /
sebessége nagyobb. A pillanatnyi sebesség kapcsolatban van a grafikon adott pontbeli meredek-
ségével, vagyis az s figgvény derivaltfiiggvényével. Hogyan magyarazhaté ez a kapcsolat?

Ha kivalasztunk két idépontot ¢ -t és t -et, akkor a test dtlagsebessége ezen két idopont kozott 0

s(t;)—s(t
kiszamithat6 a két id6pont kozott megtett it és az eltelt id6 hanyadosaként: v = % .
17"

A 4

A pillanatnyi sebességet gy kapjuk meg, hogy a ¢, idépontot egyre jobban kozelitjiik a ¢, idéponthoz.

Az atlagsebesség az s fliggvény egy differenciahdnyadosa, a pillanatnyi sebesség pedig ennek hatarértéke, vagyis a diffe-
rencidlhdnyados értéke a ¢ helyen. A test pillanatnyi sebességét tehdt az s fiiggvény derivaltfiiggvénye adja meg.

vty =s'(t) = = -2t

LT
2

Azt kaptuk, hogy a test pillanatnyi sebessége 1 - t o vagyis ez a test allandé 1 22 nagysagu gyorsulassal halad.
s s




m monotonitas és a derivalt kapcsolata, szélsGérték és a derivalt kapcsolata

BEVEZETO

Polinomfiiggvény derivalasa

Alakitsd ata polinomot
kanonikus alakra!

Tagonként derivald! ) > Figyelj a konstans tagra! 3

Bontsd fel a zaro;eleket'

) =n-x"" Konstans tag derivaltja 0. )

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Jellemezzik az f: R — R, f(x) = x* - 3x* + 3 figgvényt monotonitas és szélséérték szempontjabodl!

Megoldds:

Szamitogép segitségével dbrazoltuk az f fliggvény grafikonjat, valamint be- \

rajzoltuk néhdny pontban az érint6t. A grafikonrol leolvashatd, hogy azokon / 29 \ f

az intervallumokon, ahol a fliggvény szigorian monoton né, az érinté mere- 2 \ I
deksége pozitiv. Ezek a ]-eo; 0[ és a ]2; oo[ intervallumok. Azon az interval- 15

lumon, ahol a fiiggvény szigorian monoton csékken, az érinté meredeksége I A\ l
negativ. Ez a ]0; 2[ intervallum. Ahol a fiiggvénynek lokalis széls6értéke van, l o5 \ I
ott a figgvény grafikonjanak az érintéje parhuzamos az x tengellyel, vagyis I \

az érint6 meredeksége 0. Mivel az adott pontbeli érintd meredeksége a deri- -1 4f 05 of 05 \5 35
valtfiiggvény adott helyen vett értéke, ezért a monotonitas és a szélséérték s \ /
vizsgalata megtehet6 a derivalt elGjelének vizsgalataval. -1

Az ffuggvény derivaltfiiggvénye f'(x) = 3x* - 6x.

\y A

|

\

|

|’

.-‘/___———

/

kv

DIFFERENCIALSZAMITA

Az f egy masodfoku fiiggvény. Grafikonja egy parabola, amely metszi az x tengelyt. Azon az
intervallumon, ahol a parabola pontjainak masodik koordinatéja negativ, ott a derivaltfiigg-
vény értéke is negativ. Ekkor az eredeti f fiiggvény grafikonjahoz huzott érinté meredeksége
negativ és f szigoruan monoton csokken. Azokon az intervallumokon, ahol a parabola pont-
jainak mdsodik koordinataja pozitiv, ott a derivaltfiiggvény értéke is pozitiv. Ekkor az ere-
deti ffiiggvény grafikonjahoz huzott érintéd meredeksége pozitiv és f szigoruan monoton né.

Az f lokalis széls6értékhelyei azokon a helyeken lehetnek, ahol a derivaltfiiggvény értéke 0.
A 3x* - 6x = 0 egyenlet gyokei x, = 0 és x = 2.
Ezért az f fiiggvénynek csak az x, = 0 és x, = 2 helyeken lehet széls6értéke.

Téablazatba foglalva (7 = szigortan monoton né; ™ = szigordan monoton csokken):

- x<0 x=0 0<x<2 x=2 x>2
P T S
- 7! lokalis maximumhely N lokalis minimumbhely Z

S



2. Jellemezziik a valds szdmok halmazdn értelmezett f(x) = x* fiiggvényt monotonitds és szélséérték szempontjabdl, és
irjuk fel a grafikon x = 0 helyhez tartozé érint6jének egyenletét!

Megoldas: y A /
Az f(x) = x° derivaltja f'(x) = 3x. /
A derivaltfiiggvény egyetlen helyen, az x = 0 esetén lesz egyenl6 0-val, minden mads esetben az ér-
téke pozitiv. Ez azt jelenti, hogy az ffliggvény x < 0 és 0 < x esetén is szigoruan monoton nd. Ebben /
az esetben nem lehet széls6értéke az x = 0 helyen. [
Téblazatba foglalva: 1
A -

X x<0 x=0 0<x 0 X
f) + 0 -

f 2 nincs szélsGérték! % /

Az f(x) = x° fiiggvény a valés szamok halmazan szigortian monoton né, és nincs szélséértéke.

Az x, = 0 helyen a derivaltfiiggvény értéke f(0) = 3 - 0> = 0, és az érintd egyenlete y = 0. A grafikon jol mutatja, hogy ez az
érint6 az érintési pontban elmetszi (!) a fiiggvény grafikonjat. Az ilyen tulajdonsagt pontot inflexids pontnak nevezziik.

Olyan fliggvényekkel foglalkozunk, amelyeknek értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza (vagy azon beliil egy
nyilt intervallum), és derivalhatd fiiggvények (pl. polinomfiiggvények).

1. A monotonitas és a derivalt kapcsolata

A monotonitas Osszefiigg a fiiggvénygorbe érintdjének meredekségével, és igy a fliggvény derivaltjanak értékével.

Ha egy ]a, b[ intervallumon

a derivalt értéke pozitiv =  afliggvény szigortian monoton n f(x)>0 = | iz
a derivalt értéke negativ =  afiiggvény szigortian monoton csokken f)<0 = fN
a fiiggvény szigoruan monoton nd = aderivalt értéke pozitiv vagy 0 f7 = fx=0
a fiiggvény szigoruan monoton csokken = a derivalt értéke negativ vagy 0 N = f(®<0

2. A szélséérték és a derivalt kapcsolata

Ahol a fuggvénynek lokalis széls6értéke van, ott a grafikon érintdje parhuzamos az x tengellyel, az érinté meredeksége 0,
azaz a derivalt értéke 0.

Visszafelé azonban vigyazni kell: a derivalt értéke nem csak a fliggvény széls6értékhelyein lehet 0.
x, helyen a derivélt értéke 0

ES = x, helyen a fiiggvénynek lokaélis széls6értéke van

x, helyen a derivélt el6jelet valt

Vigyazz! Ha a fliggvényt egy [a; b] zart intervallumon értelmezziik, akkor a fiiggvénynek szélsdértéke lehet az x = g, illetve
x = b helyeken is! Ezt példaul a grafikon segitségével lehet ellendrizni.

Szélséértékhelyek meghatarozasa

Hol0 a El6jelet Zart intervallum
derivalt vélt-e itt P> | esetén az intervallum
értéke? a derivalt? széleit is figyeld!

Derivald a Készits
|

fiiggvényt! tablazatot!




FELADATOK

E E1 Abrazoltuk egy, a valés szdmok halmazén értelmezett fiiggvény grafi-
konjat, és bejeloltiik a grafikonon, hogy mely helyeken van a fiiggvénynek \

y A

lokalis szélsGértéke. A grafikon alapjan toltsd ki a tablazatot! \

X X< -2 x=-2 2<x<1l x=1 x>1

-

\f

f

(monotonitds / monoton lokalis

2y

csokken minimumbhely

széls6értékhely)

F(+/1-10)

E E1 Abrézoltuk egy, a valés szamok halmazén értelmezett fiiggvény grafikonjit. Allapitsd
meg, hogy a megadott helyeken mi a derivalt el6jele!
x 2> =1l -0,5 0,5 1,5
f(x) elGjele

E E1 Jellemezd monotonitds és szélséértékek szempontjabdl a kovetkezd fiiggvényt!
fFR-R, flx) =x*-12x*+ 2
a) Derivald a fuggvényt!

b) Hol lesz a derivaltfiggvény értéke 02

y A

/

'<><V

¢) Mely intervallumokon pozitiv, mely intervallumokon negativ a derivaltfiggvény értéke?

d) Hol van a fiiggvénynek lokalis minimuma, lokalis maximuma?

e) Toltsd ki a tabldzatot!

X

f
f

ﬂ E1 Grafikonon dbrazoltuk a kovetkez6 fuggvényt: f: [0; 7] - R, f(x) = 1o aeisn
3

Hatarozd meg derivalassal és az intervallum hatdrainak vizsgalataval a fiiggvény mi-

nimumbhelyeit és maximumbhelyeit! Hol van a fiiggvénynek abszolit minimuma, illetve
abszolut maximuma?

E EL Egy részvény arfolyama fiigg az olaj vilagpiaci aratdl. Ha az olaj vilagpiaci ara x dol-
lar (és x € ]70; 120[), akkor a részvény drfolyama dollarban szdmolva jellemezhet6 az
f(x) =-0,001x° + 0,18x> — 8x + 60 fliggvénnyel.

a) Mennyi a részvény arfolyama, ha az olaj vilagpiaci ara 80 dollar?

b) Milyen vilagpiaci olajar esetén lesz a részvény arfolyama a lehetd legnagyobb? Mennyi
ez a maximalis érték?

m EL Jellemezd a fiiggvényt monotonitas és széls6értékek szempontjabol!

afR->R, flx)=-x>+6x>-1

[

ad 4

b) g: [-3;4 > R, glx) = ix3— 3x




KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy 12 cm oldalhosszusagu, négyzet alakt fémlemezbdl talkat készi- ) J_
tink az abra szerint. A lemez mindegyik sarkanal kivagunk egy-egy [ °
egybevago kis négyzetet, majd az igy kialakult téglalap alakd részeket
felhajtjuk. Mekkora oldalhossztisagti négyzeteket vagjunk ki, hogy a

talka térfogata a lehet6 legnagyobb legyen?

Megoldds:

Jeloljiik a kivagott négyzetek oldalat x-szel. Ahhoz, hogy létrej6jjon a talka: 0 < x < 6 (cm).

A keletkez6 talka négyzet alapu egyenes hasabot hataroz meg, ennek térfogatat megkapjuk, ha az alapteriiletét megszoroz-
zuk a magassaggal. Az alapél 12 - 2x, ezért az alapteriilet (12 - 2x)?, a magassag x, a térfogat tehat (12 - 2x)* - x.

Azt keressiik, hogy a V(x) = (12 - 2x)* - x fiiggvénynek hol van maximuma a ]0; 6[ intervallumban. Ez egy polinomfiigg-
vény, melynek ott lehet szélsGértéke, ahol a derivaltja 0. A derivaltfiggvény felirdsahoz bontsuk fel a zarojelet!

V(x) = 144x — 48x> + 4x° > V'(x) = 144 — 96x + 12x?

Keressiik meg, hogy a derivaltfiiggvény hol veszi fel a 0 értéket!

144 - 96x + 12x*> = 0, ebbdl x, =2¢ésx,=6.

x, =6 nem eleme a ]0; 6[ intervallumnak, ezért csak x, = 2 lehet megoldas.

Teljesiil-e, hogy az x, = 2 helyen a V fiiggvénynek maximuma van? Ez teljesiil, ha V' az x -nél kisebb értékek esetén szigo-
riian monoton né (derivaltja pozitiv), és x,-nél nagyobb értékek esetén szigoriian monoton csokken (derivaltja negativ).
Tablazatba foglalva:

0<x<2
+

2

x=2 2<x<6

S

lokalis maximum N

A télka térfogata akkor maximdlis, ha 2 cm oldalhossziisag négyzeteket vagunk ki. A maximalis térfogat

V(Q2)=144-2-48-2*+4-23=128 cm®.

FELADATOK

E E1 Egy 16 x 16 cm?-es bddoglemezbdl etet6t hajto-
gatunk agy, hogy két szemkozti oldalan két ugyan-
olyan magas peremet hajtunk a lemezb6l. Milyen
széles savot hajtsunk fel, hogy az etet6 ,térfogata” a
lehet6 legnagyobb legyen?

X cm

16 cm

E E1l Egy A/4-es, 297 mm x 210 mm nagysagu kar-
tonlap négy sarkabol egybevagd négyzeteket vagunk
ki, majd - a kidolgozott feladatban leirt médon - a
kialakult téglalap alaku részeket felhajtjuk, és igy egy
fedél nélkiili, téglatest alaku dobozt készitiink. Mek-
kora oldalhosszusa- X 297-2x  «x
gu négyzeteket vag- &
junk ki, hogy a doboz
térfogata a lehetd leg-  210-2x
nagyobb legyen?

72. LECKE / SZELSOERTEK-FELADATOK




B E1 Egy részvény aktudlis drfolyama az az dr, ameny-

nyiért az adott napon el lehet adni, illetve meg lehet
vasarolni annak a részvénynek darabjat. Ez az ak-
tualis arfolyam naprdl napra valtozhat, példaul egy
gyogyszergyar részvényeinek ara megemelkedik, ha
piacra dobnak egy Uj gyogyszert. De megvaltozhat
egy részvény arfolyama, ha valtozik a valuta arfolya-
ma, vagy az olaj vilagpiaci ara.

Egy befektetonek kétféle részvénye van, A és B tipu-
su. Tablazatba foglaltuk, hogy hany darab van ezek-
bél, és hogy mennyi a részvények aktualis arfolyama.
Ha az eur6 arfolyama x forinttal megné (0 < x < 80),
akkor az A részvény varhat6 arfolyama 2x*-tel meg-
emelkedik, mig a B részvény varhato arfolyama 0,5x°-
nal csokken.

Toltsd ki a tablazatot, majd hatdrozd meg, hogy az
eurd arfolyamanak milyen valtozasa esetén lenne a
befektetés varhato osszértéke a lehet6 legnagyobb!

Aktualis ~ Varhat6 arfolyam,
db arfolyam ha az eurd ara
(Ft) x forinttal megné (Ft)

Rész-
vény

A 840 2000

60 2200

n E2 (Emelt szint( érettségi, 2019)

Egy 33 x 18 cm-es kartonlapbdl (kivagassal, hajto-
gatassal) téglatest alaka dobozt készitenek. A doboz
(kékre szinezett) kiteritett haldjat és méreteit az abra
szerint valasztjak meg.

33

- -

[ b 1 a b :

a) Hatdrozd meg a doboz térfogatat, haa =7 cm!

b) Hogyan kell megvélasztani az a, b, ¢ élek hosszat
ahhoz, hogy a doboz térfogata maximalis legyen?

E E2 A gyartédsi folyamatok sordn a nyereség a be-

vételnek és a kiaddsnak a kiilonbsége. Sok esetben
azonban a bevétel, a kiadds és a nyereség is fiigg attdl,
hogy hany darab terméket gyartanak. A legnagyobb

nyereség sokszor nem ugyanabban az esetben all eld,
amikor a bevétel a lehetd legnagyobb. Kovesd végig a
kovetkez6 példaban, hogyan alakul a bevétel, a kiadas
és a nyereség, ha havonta x db terméket allitanak el6!

Egy termék gydrtdsa sordn a gyarté cég olyan szer-
z6dést kotott egy nagykereskedével, hogy a nagy-
kereskedd az osszes el6allitott terméket megveszi.
A termék ara azonban fiigg attol, hogy hany darabot
allitanak el6 bel6le. A szerz6dés szerint ha x db termé-
ket allitanak el6, akkor az eladdsi ar A(x) = 10000 - x

(euro).
Egy db Ennyit db-ot ;
termék dra  adnak el beléle Bevétel
10000 - x X (10000 - x) - x

a) Hany termék eléallitasa esetén lenne a gyarto cég
bevétele a lehet6 legnagyobb?

A gyartokapacitas alapjan a gyar havonta legalabb
100 db, legfeljebb 300 db terméket allit el6. A terme-
lés koltsége havonta, x db termék eléallitasa esetén

K(x) =430000 + 400x + 5x* + 0,1x°.

b) Havi hany termék eléallitasa esetén lesz a nyereség
a legnagyobb?

¢) Mekkora a maximadlis nyereséghez tartozé arbevé-
tel, illetve koltség? Mekkora a maximalis nyereség?

ﬂ E2 (Emelt szint{ érettségi, 2010)

Egy kozmetikumokat gyarté véllalkozas nagy tétel-
ben gyart egyfajta krémet. A termelés havi mennyi-
sége (x mennyisége) 100 és 700 kg kozé esik, amelyet
egy megallapodas alapjan a gyartas honapjaban el
is adnak egy nagykereskedének. A megallapodas
azt is tartalmazza, hogy egy kg krém eladasi ara:
(36 — 0,03x) eurd. A krémgydrtéssal 6sszefiiggd havi
kiadas (koltség) is fligg a havonta eladott mennyiség-
t6l. A krémgyartassal osszefiiggd havi kiadast (kolt-
séget) a 0,0001x* — 30,12x + 13000 6sszefiiggés adja
meg, szintén euréban.

a) Szamitsd ki, hogy hany kg krém eladdsa esetén
lesz az eladasbol szarmazé havi bevétel a legna-
gyobb! Mekkora a legnagyobb havi bevétel?

b) Add meg a krémgyartassal elérhet6 legnagyobb
havi nyereséget! Hany kg krém értékesitése esetén
valdsul ez meg? (nyereség = bevétel — kiadas)

n E2 Bontsd fel a 10-et két valos szdm Gsszegére olyan
modon, hogy az els6 rész négyzetének és a masodik
rész kobének az 6sszege a lehetd legkisebb legyen!



konvexitas szemléletes fogalma, inflexios pont, fiiggvény masodik derivaltja

BEVEZETO

Grafikonon abrazoltuk egy patak vizszintjének alakulasat. A grafikonrol konnyen leol-  mA mhxinjum
vashatjuk, hogy mikor volt a vizszint a legalacsonyabb, és mikor tet6zott. 4 J
A grafikonon bejeldltiink még egy érdekes pontot. Ez a pont ahhoz a helyzethez tar- - /
tozik, amikor a vizszint emelkedésének iiteme elkezd lassulni. Tovébbra is emelkedik 3
a vizszint, de mar nem olyan intenziven, mint kordbban, egyre kevesebbet emelkedik 2.5 / \
Sranként. ) elkezd|csokkenni a
\ ngvekedés mértéke
Fogalmazd meg tobbféleképpen, hogyan jellemezhet6 a folyamat, illetve hogyan jelle- L5 .~ =
mezhet6 a grafikon ezen pont el6tt és ezen pont utan! 1
0,5

0" 05 1 1,5 2 25 3 nap

1. Konvexitas y A y A

A valés szamok halmazan értelmezett f(x) = x* fugg-
vény grafikonja felfelé nyilé parabola. Ez a fiiggvény ~
konvex, mig a valos szdmok halmazdn értelmezett \ Ionvex 7
g(x) = —x* fiiggvény konkav. (A konvex, illetve konkav Y

tulajdonsdgot nevezziik a fiiggvény konvexitasanak.) / / *

sl 4

N

A konvexitds matematikai leirdsahoz azzal jutunk ko- konkéy
zelebb, ha Osszehasonlitjuk a fliggvénygorbe barmely
két pontja altal létrehozott szakasz (un. hur) és a fiigg-
vénygorbe egymashoz viszonyitott helyzetét.

el 4

Ha a grafikonon a fliggvénygorbe barmely két pontjat 6sszekotd hir a fiiggvénygorbe £616tt van, akkor a fliiggvény konvex.
Ha a fiiggvénygorbe barmely két pontjat 6sszekotd hur a fiiggvénygorbe alatt van, akkor a fiiggvény konkav.

A konvexitas nemcsak a fliggvény teljes menetére vizsgalhat6, hanem - a monotonitdshoz hasonldan - az értelmezési
tartomdny valamely részintervallumadra.

2. Inflexids pont A

A grafikonon abrazolt h fiiggvény a [-0,5; 0,5] intervallumon konvex és a [0,5; 1,5] inter- N

vallumon konkav. Azt a pontot, ahol a konvexitds megvaltozik, inflexiés pontnak nevez- h

ziik. A h fiiggvénynek inflexiés pontja van az x = 0,5 helyen. N

Az inflexids pontban htizott érinté az érintési pontban atmetszi a fliggvény grafikonjat. 0 ;

A grafikon meredekségének az inflexids pontban széls6értéke van. Ez kapcsolatban van
azzal, hogy a figgvény derivaltfiiggvényének az inflexiés pontban szélsdértéke van. Ezért az inflexids pontot megkeres-
hetjiik ugy, hogy a derivaltfiiggvényt derivéljuk, és ennek a masodik derivaltfiiggvénynek keressiik a zérushelyét.



3. A masodik derivalt és a konvexitas kapcsolata

A fuggvény masodik derivaltja a fiiggvény derivaltfiiggvényének derivaltja. Jele: f".
Példaul: f(x) =x*>+x* > f0) =3x"+2x > [l =6x+2
Ha egy ]a, b[ intervallumon

a masodik derivalt- els6 derivaltfiggvény

. . 4 " = ., Y = afliggvény konvex >0 = konvex
fiiggvény értéke pozitiv szigorian monoton né ggveny f'® f

a masodik derivalt- elsd derivaltfiiggvény

fliggvény értéke negativ = szigorian monoton csokken = afiggvénykonkdv  f()<0 = fkonkdv

—_ els6 derivaltfiiggveén a masodik derivalt érté-
a fuggvény konvex = L BEVERY = . fkonvex = f'(x)=0
szigoruan monoton no ke pozitiv vagy 0
els6 derivaltfiggvény a masodik derivalt érté-

a fuggvény konkdv =~ = fkonkiv = f'(x)<0

szigortian monoton csokken ke negativ vagy 0

x, helyen a méasodik derivalt értéke 0
ES = x, helyen a fiiggvénynek inflexiés pontja van
x, helyen a méasodik derivélt el6jelet vélt

FELADATOK

A feladatokban szerepld fiiggvények tartomanya a valos szamok halmaza (kivéve: 4. és 5. feladat).

E E1 Abrazoltuk néhény fiiggvény grafikonjat, és bejeléltiik a grafikonon a fiiggvény dsszes inflexids pontjit. Olvasd le
a grafikonokrdl, hogy mely intervallumokon konvex, mely intervallumokon konkév a fliggvény!

a) YA C) y A

IR
)
/

l
7 11 E \ \ L
1 ° \ [
T1o] 1 X /
3 | \3 /
N |/
N
b) yA d) yA
1 :\\
T I —~——
\ , / A ! _
] j 5 x
é é > — I
_2( O 12
5 5 i} T~




E E1 Ird fel a fiiggvények masodik derivaltjat!
fX)=x"+3+6x+1 g(x) =(x - 3) h(x) = (x + 1)

E E1 TJellemezd az f(x) = x* - 6x* fliggvényt konvexitds szempontjabdl! Hatdrozd meg, hogy mely x helyen veszi fel a
tiiggvény masodik derivaltja a 0-t! Hatdarozd meg a méasodik derivalt el6jelét az egyes intervallumokban! Toltsd ki a
tablazatot!

x e[ e[ L
[f'(x) el6jele

f (konvex / inflexids pont / konkav)

ﬂ E1 Egy alagut keresztmetszetét irja le a kovetkezd fiiggvény: yA

f[-44] > R, f(x) =0,02x* - 0,82x + 8. (Az alagtt a szimmetria-
siktol x tavolsagban f(x) méter magas.)

a) Hol a legmeredekebb az alagut fala? / \

b) Mekkora szoget zar be a fal a vizszintessel az a) részben megha-
tarozott pontokon?

i

=Y

E E1 Egy csarnok tetejének ivét az y = 0,0001x* — 0,04x? + 6 egyenleti yA
fuggvénygorbe [-10; 10] intervallumra esd ive irjale. (Az x tengelyen ] ™
a fuggéleges szimmetriatengelyt6l vald tavolsagot, az y tengelyen — .
pedig a padlészinttél vald tavolsagot mérjitk méterben.)

[

Hatarozd meg, hogy az iv melyik pontjara szereljenek hofogo tiiskeé-
ket, ha azt a tet6 legmeredekebb részére szeretnék tenni!

Q
tad 4

a) Add meg az iv ezen pontjainak koordinatait!

b) Hatdrozd meg, hogy ezeken a pontokon a tet6 meredeksége
mekkora szoget zar be a vizszintessel!

E E1 Jellemezd a figgvényeket konvexitds szempontjibdl! Foglald
tablazatba a fiiggvény masodik derivaltjanak elGjelét és a konvexi-
tast (a 3. feladat tabldzatdhoz hasonldan)!

a)f(x)=—1x3+ Exz+2x
3 2

b) g(x) = 2x* - 3x?

E1 Ird fel az f(x) = x* - x + 1 fiiggvény esetében annak az érintének az egyenletét, amely az érintési pontban elmetszi
a figgvény grafikonjat!



szélsGérték és a masodik derivalt kapcsolata

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy cég henger alaku, feliil nyitott fémdobozokat allit elS. A tervezés soran azzal kalkulalnak, hogy a feliil nyitott henger

felszine 200 cm?. Hogyan valasszdk meg a henger méreteit, hogy térfogata a lehetd legnagyobb legyen?

Megoldds:

Egy henger térfogata ugy szamolhato ki, hogy az alapkor teriiletét megszorozzuk a henger magassagaval. Jeloljiik az alap-

kor sugarat R-rel, a henger magassagat pedig m-mel. Ekkor a térfogat V = R*z - m.

Ebben az 6sszefliggésben két valtozd szerepel, R és m. Egyiket sem ismerjiitk. Az R és az m értéke azonban nem lehet
teljesen tetszdleges, mert a feladat sz6vege megfogalmaz egy feltételt: a feliil nyitott henger felszine 200 cm?. A feliilet egy
darab korlapbdl és a henger palastjabol all. Ha a paldstot kiteritjiik sikba, akkor egy olyan téglalapot kapunk, melynek
egyik oldala a henger magassaga, masik oldala az alapkor keriilete, ezért 200 = R*7 + 2Rx - m. Fejezziik ki m-et ebbdl az

200- R’z

Osszefiiggésbdl: m =
g8 2Rm

Ha ezt behelyettesitjiik a henger térfogatanak képletébe, akkor egyetlen valtozo, R fiiggvényeként kapjuk meg a térfogatot.

200— R’z R-(200—R’7)
2Rm
Keressiik V széls6értékét a derivalt segitségével!

V'(R) = 100 - %TRZ

V(R)=Rm-

T
= 100R - 5R3. (A geometriai értelmezés miatt R és m pozitiv valos szamot jeldl.)

3 200 200
V ott veheti fel a szélséértékét, ahol V' értéke 0. 100 —TERZ =0. Ebbdl R = /3— ~4,61ésR =~ }3— ~ -4,61 cm. Negativ
s T

értéket R nem vehet fel, igy csak az elsé megoldas johet szdba.

Ellenérizni kell, hogy V-nek maximuma van-e az R, helyen. Megvizsgilhatnank, hogy V"’ el6jelet valt-e R -ben. Végiggon-
dolhatjuk azonban azt is, hogy milyen a V fiiggvény konvexitdsa R -ben. Ezt a masodik derivélt mutatja meg. V""(R) = -37R.

Ennek értéke R -ben negativ, ezért R -ben V konkév. Beldthato, hogy ekkor a V fiiggvénynek R -ben maximuma van.
200—4,61° -7
2-461 1

Annak a hengernek a legnagyobb a térfogata, amely alapkorének sugara R ~ 4,6 cm és magassaga m =
~ 4,6 cm.

Széls6érték és a masodik derivalt

Ha faz ]a; b[ intervallumon értelmezett polinomfiiggvény, és az x, helyen szél-
s6értéke van, akkor az alapjan, hogy ott az f fliggvény konkav vagy konvex,
meghatdrozhato, hogy a széls6érték maximum vagy minimum.

P A szélséérték létezésének igazolasa nemcsak azzal tehet§ meg, hogy meg-
vizsgaljuk, hogy a derivaltfiiggvény el6jelet valt-e x -ban, hanem azzal is,
hogy a masodik derivalt segitségével megvizsgaljuk fkonvexitdsat x -ban.

aximym

yA

konkay

—

k

KONvex / f

N ge?

linimum

®Y




flx)=0

(x) =0 .
I ES

f(x,)>0

ES = x, helyen a fiiggvénynek lokalis szélséértéke van
flx)=0
ES

f'x) =0

f(x,) <0

FELADATOK

E EL (Emelt szint( érettségi, 2019) A
Az abran a harmadfoku f fiiggvény grafikonjanak egy részlete lat-
hatd. A fliggvény értelmezési tartomanyaban megjeloltiink 6t he-
lyet. Mindegyik esetben dontsd el, hogy az adott helyen az f elsd,
illetve a masodik derivéltjanak el6jele pozitiv (P), vagy negativ (N)!
Valaszodat ird a megadott tablazat megfelel6 celldjaba! (Tudjuk,
hogy f'(x,) = 0.)

Hely X, 5, 5, x, X,
[ eldjele P
" el6jele

x, helyen
lokalis minimum
van

x, helyen
lokalis maximum

van

E E1 Egyvidékihdz kertjében elkeritenek egy téglalap alaku részt a baromfik szamadra. Az elkeritett teriilet egyik oldala
a gazdasagi épiiletek fala, ehhez az oldalhoz nincs sziitkség keritésre. A masik harom oldalhoz 6sszesen 10 m kerités all
rendelkezésre. Hogyan valasszak meg a téglalap oldalait, hogy az elkeritett rész tertilete a lehetd legnagyobb legyen?

3 2
X

ﬂ E2 Egycsuszdaiveazf: [0;6] > R, flx) = — - X 43 fiiggvénnyel irhatd /
36 4 y (m)

le. Hatarozd meg a csuszda legmeredekebb pontjanak koordinatait!

™~

n E2 (Emelt szint( érettségi, 2015)

e

Adottaz f: R - R, f(x) = x* + 8x° - 270x> + 275 fiiggvény.

a) Igazold, hogy x = -15-ben abszolit minimuma, x = 0-ban lokalis maxi-
muma, x = 9-ben lokalis minimuma van a fiiggvénynek!

x (m),

b) Igazold, hogy fkonkav a |-9; 5[ intervallumon!

E E2 Egy test sebessége az id6 fiiggvényében a v: [0; 10] — R, y () A
S

v(t) = 0,05 — £ + 5t fiiggvénnyel jellemezhetd.

a) Melyik pillanatban maximélis a test sebessége? /

b) A maximalis sebesség elérése utan a test lassul, majd a t = 10 s id6-

pillanatban a test megall. E két helyzet kozott melyik pillanatban

maximalis a sebesség valtozasa? /

ey



polinomfiiggvény derivaltfiiggvénye

m [ R* > R, f(x) = x* fliggvény (a € R) és a trigonometrikus fiiggvények derivaltfiiggvénye

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy cég henger alaku, 1 literes (1000 cm?-es) konzervdobozokat készit. Hogyan kell megvalasztani a henger méreteit ah-
hoz, hogy a lehet6 legkevesebb anyagra legyen szitkség egy konzervdoboz elkészitéséhez?

Megoldds:

Adott térfogat mellett a felszint leird fliggvény minimumat keressiik. A henger felszine harom részbél all: az alapkor, a
fed6kor és a palast teriiletébdl. Ha a paldstot kiteritjiitk sikba, akkor egy olyan téglalapot kapunk, melynek egyik oldala a
henger magassaga, masik oldala az alapkor keriilete. Jeloljiik az alapkor sugarat R-rel, a henger magassagat pedig m-mel.
Ekkor a felszin A = 2R*7 + 2Rm - m.

Ebben az 0sszefiiggésben két valtozd szerepel, R és m. Az R és az m értéke azonban nem lehet teljesen tetszéleges, mert a
feladat szovege megfogalmaz egy feltételt: a henger térfogata 1000 (cm’), ezért 1000 = R*z - m. Fejezziik ki m-et ebbdl az

Osszefliggésbol: m = 2

T
Ha ezt behelyettesitjitk a henger felszinének képletébe, akkor a felszint megkapjuk R fliggvényeként.
1000
A(R) =2R*1 + 2R7 - o = orer 4 2000 (A geometriai jelentés miatt R és m is pozitiv.)
T R

2000
A felszin (A) ott veheti fel a széls6értékét, ahol az A’ értéke 0. Az els6 tagot (2R?m) tudjuk derivalni, a masodikat (Tj

azonban még nem. Sziikség van arra, hogy a polinomfiiggvényeken kiviil mas fiiggvények derivaltjat is megismerjik.

1. £ R* —> R, f(x) = x* fiiggvény derivaltfiiggvénye (a € R)
(xa)l =a-.x* 1

Azt mér lattuk, hogy pozitiv egész n kitevokre a derivéltfiggvény (x") =n - x" ..

Belathato, hogy ez barmilyen valds kitevére igaz, azaz (x*) =a - x*~".

1
Mivel L x,illetve /x = x2, ezért az R* halmazon értelmezett flo) = 1 ésg(x) = Jx fiiggvények derivaltfiiggvénye
x x

igy irhatd: Ve ™\

~
NN

m DIFFERENCIALSZAMITAS



2. Trigonometrikus fiiggvények derivaltfiiggvénye (D )= R)

YA i YA \
sSin x COS X .
1 y (sinx)’ = cosx
N / AN /

4

-2 — 01 2 34 5 X -1 (0 1 3 5 6
-1 -1 (cosx)' = -sinx

P ahol a sinx fiiggvénynek szélséértéke van, ott a cos x fiiggvény értéke 0,

>

=

P ahol a sinx fiiggvény szigordan monoton novekvé (csokkend), ott a cosx értéke pozitiv (negativ),

P ahol a sinx fiiggvény konvex (konkav), ott a cosx fiiggvény névekvé (csokkend).

KIDOLGOZOTT FELADAT

Fejezziik be a kidolgozott feladat megoldasat!

Megoldas folytatdsa:

.. ek At Al 4 il : g ) 2000 , 2000
Keressiik az A szélséértékét a derivaltfiiggvény segitségével! A(R) = 2R*r+ —— > A'(R)=4Rm- ——.
R R

2000
Ahol az A-nak szélséértéke van, ott A'(R) értéke 0. 4R - @ =0 P R-= i p R-= 3}@ ~ 5,42 cm.
R i bid

Ha megvizsgaljuk A”(R) el6jelét, akkor igazolhatjuk, hogy R = 3fﬂ esetén a felszin értéke minimalis.
T

A"(R) = 47 - 2000 - (R?)' = 47 + 4000 - R>.
Ennek mindkét tagja pozitiv, ezért a masodik derivélt pozitiv, tehat A-nak minimuma van. Akkor a legkisebb tehat a fel-

1000 =~ 10,84 cm.

szin,haR =542 cmésm = >
542°n

FELADATOK

E EZL Felal nyitott, négyzetes hasdb alaku dobozt ké- n E1 Ird fel az f: R — R, f(x) = sinx fiiggvény grafi-

szitiink. A doboz térfogata 2 dm?. Hogyan vélasszuk konjdhoz huzhat6 érint6 egyenletét az x, = 0 helyen!
meg a doboz méreteit Gigy, hogy az anyagkoltség a le-
het6 legkevesebb legyen? E E1 Gondold végig, milyen transzformdciéval kapjuk
meg az f: R — R, f(x) = sinx fiiggvény grafikonjabol
E E2 (Emelt szint(i érettségi, 2013) az alabbi fiiggvények grafikonjat, majd ez alapjan ird
Egy tizemben olyan forgashenger alaku konzervdo- fel a fliggvények grafikonjahoz htzhaté érint6 egyen-
boz gyartasat szeretnék elkezdeni, amelynek térfo- letét az adott x, helyen!
gata 1000 cm®. A doboz aljanak és tetejének anyag- ) |
A .
koltsége 0,2 Ft mig oldalénak anyagkoltsége 1 AL smx
cm’ V%
0,1 F—tz Mekkorak legyenek a konzervdoboz mé- L) 1,0 L2 SR © *
cm
retei (az alapkor sugara és a doboz magassaga), ha a
doboz anyagkéltségét minimalizdlni akarjak? a)gR->R, glx)=sinx+4,x,=0

N E1 Hogyan vélasszuk meg egy kércikk adatait, hogy b) h: R = R, h(x) = -sinx, x,= 0
a keriilete a lehet6é legkisebb legyen, ha a tertilete ¢) k:R—> R, k(x) =sin(x - 2), x, =2
12 cm?*?




Osszetett fliggvény

szorzatfiiggvény, hanyadosfiiggvény és dsszetett fliggvény derivalasa

A ferde hajitas fizikai torvényei szerint, ha a kozegellenallastol elte-

kintiink, akkor a talaj magassagdbol v, kezdésebességgel a szogben
2

2
elhajitott test 0 Sing-cosa tavolsagban ér foldet. Hogyan vélasz-
szuk meg a hajitas a szogét, hogy a tavolsag a lehetd legnagyobb le-

gyen? A kérdés megvalaszolasdhoz sziikségiink lenne a valds szamo-
kon értelmezett sin x - cos x fiiggvény derivaltfiiggvényére.

Fuggvények szorzatinak derivaldsa azonban nem olyan egyszerd,
mint példaul az 6sszegiik derivalasa. Nem végezhetjiik ugy, hogy a té-
nyezdket kiilon-kiilon derivaljuk, majd ezeket 6sszeszorozzuk. Példa-
ul a valds szdamok halmazan értelmezett f(x) = x* fiiggvényre teljestil,
hogy f(x) = x - x, ugyanakkor f'(x) = 2x, migx"-x'=1-1=1.

Belathatok a kovetkez6 osszefliggések:

1. Szorzatfiiggvény, hanyadosfiiggvény derivaltja

Ha f és g fiiggvények derivélhatok x -ban, akkor szorzatuk is derivalhaté x -ban, és
(f-9)'x) = flx,) - glx,) +flx,) - g'(x,) C (f-9'=f-8+f-¢ )

f

Ha f és g fiiggvények derivalhatok x -ban, g(x ) # 0, akkor az = fiiggvény is derivalhat6

xo—ban, és [ij (xo)= f'(xo)-g(xo)—fz(xo)-g'(xo) ' [ij ) fl,g_zf,gr
g 8(xp) g g

2. Osszetett fiiggvény derivaltja
Ha g derivélhat6 x -ban és f derivélhat6 g(x )-ban, akkor az f o g 6sszetett fiiggvény is
( (fog)'=(f-g)-¢ )

derivélhato x -ban, és

(fog)(x) =f(g(x,) - g'(x,)

fx) > f(%) > f(g(x)

(fo g) derivalasa /\> / fg)-g'x)
8 > g'%)




KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Derivald a fuggvényeket! a)fR->R, flx) =x-sinx b)gR—->R, glx) = — 3
x°+
Megoldas:
a) A szorzatfliggvény derivalasi szabalya alapjan: f(x) = x" - sinx + x - (sinx)’ = 1 - sinx + x - cosx = sinx + x - cosx.
-G +3)—1-(x% +3) (2 1.
b) A hanyadosfiiggvény derivalasi szabalya alapjan: g'(x) = M-+ 2) 2(x +3) 0@ +3)-l2x 2% .
(x* +3) (x* +3)° (x* +3)

2. Derivald a fiiggvényt: h: R* > R, h(x) = Vx* +x .

Megoldds:

Gondoljuk végig, hogy milyen fiiggvények Osszetételébdl all a h fiiggvény. A kiils6 fiiggvény és a belsé fiiggvény derivalt-
jara is sziikség van a megoldashoz.

0= x - ) = — - flot)= —

2Ux 2Wx? +x 1
h(x) = ———— - 2x+1)
/ 2\/x2+x

g =x"+x — 5 g'(x) =2x+1

\

(fo g derivélasa

/

3. Derivéld a valds szimok halmazan értelmezett h(x) = (3x - 2)* fiiggvényt!

Megoldds:

Hérom kiilonb6zé megkozelitést alkalmazhatunk. Hasonlitsuk 6ssze a megoldasokat!

9x% - 12x +2 18x - 12
Bx-2)-Bx-2) 3.3x-2)+(3x-2)-3=18x-12

kiils6 fiiggvény: f(x) = x> )
belsé fiiggvény: g(x) = 3x - 2 2:(3x-2)-3=18x-12

Mindhdrom megkoézelités ugyanahhoz a megoldashoz vezet. A h fuggvény derivaltfiiggvénye: h'(x) = 18x - 12.

FELADATOK

E E2 Derivild az f: R - R, f(x) = sin x - cos x fiiggvényt, majd annak
segitségével hatdrozd meg, hogyan valasszuk meg a ferde hajitds szo-
gét, hogy a talaj magassagabdl v, kezddsebességgel o szogben elhaji-

tott test a lehetd legtavolabb érjen foldet, ha a légellenallastol eltekin-
2

2v,
tiink! (A Bevezetdben olvashatod, hogy a tévolsag —% -sin a - cos a..)
g

E E2 Az egyik addici6s tétel szerint sin 2x = 2 - sinx - cosx. Ez alapjan

in2 , ,
SINEY o lakban irhato.

azf: R —> R, f(x) =sin x - cos x fliggvény f(x) =
Oldd meg az el6z6 feladatot tigy, hogy az f fliiggvénynek ezt az alakjat
hasznalod és az 9sszetett fiiggvény derivaldsi szabalyat alkalmazod!

ﬂ E1 A hanyadosfiiggvény derivalasi szabdlya alapjan hatdrozd meg a tangensfiiggvény derivaltjat!
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n E2 (Emelt szint( érettségi, 2020)
Az 1917-ben gyartott és nosztalgiajarmtiként meg6rzott 109.109 soro-
zatszamu gézmozdonynal tobb probaut sordn is vizsgaltak, hogy a moz-
dony szénfogyasztasa hogyan fligg a mozdony atlagsebességétél. A mé-

rések szerint v % atlagsebesség esetén (50 < v < 100) j6 kozelitéssel

0,5v* — 65v + 3800 kg volt az érankénti szénfogyasztas. A mozdony a
hozzakapcsolt szerkocsiban 6,1 tonna szenet tudott magaval vinni.

a) Szamitsd ki, hogy 60 kTm atlagsebesség esetén (a megadott modell

szerint) hany km hosszusagu utra elegend6 a 6,1 tonna szénkészlet!

b) Hatdrozd meg azt az atlagsebességet, amelynél a 6,1 tonna szén a lehet6 leghosszabb utra elegendd!

E E2% Az f: ]2; o[ > R, f(x) = \/3x—6 fuggvény grafikonjanak hatdrozd meg azt az yA
érint6jét, amelyik parhuzamos az y = 0,75x egyenessel! g

AN

E E2 Derivildazf: R — R, f(x) = cos? x fliggvényt kétféle médon: a figgvények szorza- 2
tara felirt derivalasi szaballyal, illetve az Gsszetett fiiggvény derivalasi szabalyaval! — 11—

E E2 Derivéld a fiiggvényeket! y L
a) f:1-0,5; o[ > R, flx) = V2x+1
b)g:R >R, gx) = Vx* +4

il 4

3
m E2 Hol van lokalis szélséértéke a valds szimok halmazan értelmezett f(x) = — " figgvénynek? T %
X+

Ellendrizd fiiggvényabrazold programmal a megoldasodat!

A derivalt definicidja alapjan ellendrizziik az f: R{0} - R, f(x) = 1 fiiggvény derivaltfiiggvényének képletét! Irjuk fel
x
a differenciahdnyadost az értelmezési tartomany egy x, és egy ettdl kiilonb6z6 x helyén!
1 1 Xx,—x

f(x)—f(xo):x X _ XX 1
X=X, X=X, X—Xx, XX,

Szemléletesen végiggondolhatd, de a hatarérték fogalmdnak bevezetése utan bebizonyithat6, hogy amennyiben x tart

1
> -hez. flx) =~

(x,) (x,)?

x,-hoz, akkor ennek értéke tart —

Egy 10 méter széles csatornabol rd merdlegesen egy 5 méter széles elagazas nyilik az
abra szerint. Mekkora az a leghosszabb hajo, amely be tud kanyarodni az elagazas-
ba, ha a hajo szélességét elhanyagoljuk?

Az dbra azt mutatja, hogy milyen hossza hajoé férne el abban a pillanatban, amikor a
hajé hossztengelye és a csatorna elagazasanak fala o szoget zar be (0° < o < 90°).

. 5 , 10
ésx, = ——, ezértazf(x) = + —
cosa sin « cosx  sinx

mat kell meghatdrozni. Hatarozd meg f minimumhelyét, majd a haj6 hosszat!

Az dbraszerint x, = figgvény minimu-




széls6érték keresése egész szamokon értelmezett feladat esetén

FELADATOK

EW E1L (Emelt szintii érettségi, 2014)

2

Egy tizemben egyforma, nagy méret(i fémdobozok gyartasat tervezik. —

A téglatest alaku doboz halézatat egy 2 méterszer 1 méteres téglalapbdl ol S Lo .
vagjak ki az abrdn lathaté médon. A kivagott idom felhajtott lapjait az : Lo

élek mentén osszeforrasztjak. (A forrasztési eljaras nem jar anyagvesz- =2 : L :
teséggel.) Hogyan valasszak meg a doboz méreteit, hogy a térfogata o __ R
maximalis legyen? x . .

x =g X 1-x

E E2 Adott a val6s szamok halmazédn értelmezett f(x) = x> — 3x* + 1 fiiggvény.

a) Jellemezd a fiiggvényt monotonitas szempontjabol!
b) Hatdrozd meg a fiiggvény lokalis széls6értékhelyeit!
c) Jellemezd a fliggvényt konvexitas szempontjabol!
d) Hatdrozd meg a figgvény inflexiés pontjat!

e) Ird fel a fiiggvénygorbe érintdjének egyenletét az x, = 1 pontban!

ﬂ E2 (Emelt szint( érettségi, 2013)

Egy teherszallit6 taxikat izemeltetd tarsasag egyik, elsésorban varosi forgalomban alkalmazott kocsijanak teljes mi-
kodtetési koltsége két részbél tevdik ossze:

P az iizemeltetési koltség x ksm atlagsebesség esetén 400 + 0,8x Ft kilométerenként,
h
P a gépkocsivezeté alkalmazasa 2200 Ft 6ranként.

Mekkora atlagsebesség esetén minimalis a kocsi kilométerenkénti mikodtetési koltsége? Valaszodat L -ban, egész-
re kerekitve add meg! h

n E2 (Emelt szint( érettségi, 2011)

A nyomda egy plakatot 14 400 példanyban allit el6. A koltségeket csak a nyomtatashoz felhasznalt nyomoélemezek
(klisék) darabszamanak valtoztatasaval tudjak befolyasolni. Egy nyomolemez 2500 Ft-ba kertil, és a nyomdlemezek
mindegyikével dranként 100 plakat késziil el. A nyomolemezek dran feliil, a lemezek szamatol fiiggetleniil, minden
nyomtatasra forditott munkaora tovabbi 40 000 Ft koltséget jelent a nyomdénak. A raforditott id6 és az erre az idére
jutd koltség egyenesen aranyos.

a) Mennyi a nyomolemezek aranak és a nyomtatasra forditott munkadrak miatt fellépé koltségnek az 6sszege, ha a
14 400 plakat kinyomtatasahoz 16 nyomdlemezt hasznalnak?

b) A 14 400 plakat kinyomtatdsat a nyomda a legkisebb koltséggel akarja megoldani. Hiny nyomélemezt kell ekkor
hasznalnia? Mennyi ebben az esetben a nyomdlemezekre és a raforditott munkaidére jut6 koltségek 6sszege?

5N E2 (Emelt szintd érettségi, 2021)

Hatarozd meg a 10 000 cm? felszini forgashengerek koziil a legnagyobb térfogatti henger alapkorének a sugarat és a
henger magassagat!



Szélséérték keresése egész szamokon értelmezett fiiggvény esetén —~

Ha egy fiiggvény értelmezési tartomanya a természetes szamok halmaza vagy az /
egész szamok halmaza, akkor nem derivalhat6. Ha azonban kiterjesztjiik a fligg- / /
vényt a valos szamok halmazara, akkor derivalhaté fiiggvényt kaphatunk. / \

Ha a kiterjesztett fliggvény szélséértékhelye nem egész szdm, akkor az eredeti ' N\,
tiiggvény szélséértékhelye nem feltétlenill az ehhez legkézelebb esé egész szam. D
Behelyettesitéssel ellenérizni kell a fliggvényértékeket a szomszédos egész szamok 0] 2
helyén.

FELADATOK

ﬂ E2 (Emelt szintt érettségi, 2021)

a 4

Egy hatastanulmany szerint a vonaljegy aranak 5 tal-

Egy sorsjegybdl jelenleg havonta dtlagosan 5000 da-
rabot értékesitenek. Egy darab sorsjegy ara 500 Ft, de
a forgalmazo cég ezt csokkenteni szeretné. A sorsjegy
ara 10 Ft-os lépésekben csokkenthets. Azt feltétele-
zik, hogy ha az 4r n-szer 10 Ft-al alacsonyabb lesz,
akkor havonta 10n*-tel tobb sorsjegyet tudnak eladni
(n € Z%). Tekintsuk ezt a feltételezést helytallonak.

léros emelése varhatéan 1000-rel csokkenti a napi
utazasok szamat, és 1 szazalékkal noveli a jegy nélkii-
li utazasok aranyat. (Tehat példaul 310 talléros jegyar
esetén naponta 98000 utazas lenne, és ennek 12%-a
lenne bliccelés.) Ugyanez forditva is igaz: a vonaljegy
aranak minden 5 talléros csokkentése 1000-rel novel-
né a napi utazasok szamat, és 1 szazalékkal csokken-

tené a bliccelések aranyat. A vonaljegy arat 5 tallé-
ronként lehet emelni vagy csokkenteni, és a modell
a 245 tallérnal dragabb és 455 tallérnal olcsobb jegy-
arakra vonatkozik.

a) Hatarozd meg a sorsjegyek eladdsabdl szarmazd
havi bevételt, ha a sorsjegy arat 300 Ft-ra csokkentik!

b) Mekkora n érték esetén lenne maximalis sorsje-

gyek eladdsdbél szdrmaz6 havi bevétel? a) Mekkora lenne a vonaljegyekbdl szdrmaz6 napi

bevétel a hatastanulmany becslései alapjan, ha 350

n E2 (Emelt szintd érettségi, 2020)
tallérra emelnék a vonaljegyek drat?

Egy varosban a kozosségi kozlekedést kizarolag vo-
naljeggyel lehet igénybe venni, minden utazashoz egy
vonaljegyet kell valtani. A vonaljegy ara jelenleg 300
tallér. Az utazasok szama naponta atlagosan 100 ezer.
Ismert az is, hogy ennek kb. 10%-4dban nem véltanak

b) Hany talléros vonaljegy esetén lenne maximalis a
napi bevétel?

jegyet (bliccelnek).
Egyenletesen lassulé mozgas v () A
Grafikonon abrazoltuk, hogyan alakul egy egyenletesen lassuld auté esetében az Vy Tt
auto sebessége a megtett it fiiggvényében (vagyis azt, hogy a fékut melyik helyén B 3
mennyi a test sebessége). %’ == N
5 I
Ha akezd8sebesség v, =20 M a gyorsulds a = -4 22 ,akkor a test 5 s alatt 41l meg, 0 4 I : (1:)
s s

ekozben 50 m utat tesz meg, és ezalatt a sebessége a v(s) = v +2as = +/400—8s

fiiggvény szerint valtozik. A fékut % -ed részének megtételekor a kezdeti sebesség csak a felére csokken. A kezdeti sebes-

ség —-ed részével valo csokkentéséhez a teljes féktav P -od részének a megtétele szitkséges! Azaz a sebességcsokkenés
4

legnagyobb része a fékezési tavolsag végére esik. Ez a gyokfiggvény menetébdl és konkav tulajdonsagabdl fakad.



(D = definicio, T = tétel, M = mddszer, eljaras)

Fliggvény,

értelmezési tartomany,
D  képhalmaz,

értékkeészlet,

helyettesitési érték

D  Fuggvény grafikonja

Kolcsonosen egyértelmi
fuggvény

D  Zérushelyek

D Monotonitas

D Szélséérték

Legyen A és B két nem iires halmaz. értelmezési
Ha az A halmaz minden eleméhez tartomény (D))

hozzarendeljitkk a B halmaz pontosan

képhalmaz

egy elemét, akkor ezt a hozzarende-
1ést fiiggvénynek nevezziik, melynek
értelmezési tartomdanya az A hal-
maz és képhalmaza a B halmaz.

értékkészlet (R)

Az x € A elemhez hozzarendelt B
halmazbeli elemet az x helyen vett
helyettesitési értéknek nevezziik. A fiiggvény értékkészlete a B halmaz
azon elemeinek halmaza, melyeket az A elemeihez hozzarendeliink.

Ha az f fuggvény értelmezési tartomanya és képhalmaza is szamhalmaz,
akkor a fiiggvényt szemléltethetjiik grafikonjaval, amit ugy kapunk, hogy
a derékszogili koordinata-rendszerben abrazoljuk azokat az (x; y) szamparo-
kat, melyekre x € D és y = f(x).

Az értelmezési tartomany kiilonboz6 elemeihez a fiiggvény kiilonbozé ele-
meket rendel. Azazhax, x, € Df és x, # x,, akkor f(x) # f(x,).

Az értelmezési tartomany azon eleme vagy elemei, melyekhez a fiiggvény a
0 értéket rendeli.

A fliggvény az értelmezési tartomany egy intervalluman

szigoruan monoton novekvé, ha az intervallum barmely két eleme
esetén a nagyobb elemhez a fliggvény nagyobb értéket rendel, mint a
kisebbhez. Azaz ha x,x, € Df és x, < x,, akkor f(x)) < f(x,).

szigoruan monoton csokkend, ha x, x, € D, és x, < x, akkor
flx) > flx).

monoton novekvd, ha x , x, € Df és x, < x,, akkor f(x) < f(x,).

monoton csékkend, ha x, x, € Df és x, < x,, akkor f(x,) > f(x).

Maximum: az értékkészlet legnagyobb eleme, ha létezik ilyen.

Maximumhely vagy maximumhelyek: az értelmezési tartomany azon ele-
me vagy elemei, melyekhez a fliggvény a maximumot rendeli.

A fiiggvénynek az x, € D, helyen (abszolut) maximuma van, ha minden
x € Df esetén f(x) < f(x ). Ekkor x, maximumhely és f(x ) a maximum.

Minimum: az értékkészlet legkisebb eleme, ha létezik ilyen.

Minimumbhely vagy minimumbhelyek: az értelmezési tartomany azon ele-
me vagy elemei, melyekhez a fiiggvény a minimumot rendeli.

A fiiggvénynek az x, € D, helyen (abszolit) minimuma van, ha minden
x € Df esetén f(x) > f(x ). Ekkor x, minimumbhely és f(x) a minimum.



D Lokalis (helyi) széls6érték

D Paritas

D  Periodikussag

Konvexitas

D  Inflexiés pont

D  Figgvény inverze

M  Inverzfiiggvény meghatarozasa

D  Fuggvény lesziikitése

Egy x, € D, helyen az f fiiggvénynek lokalis (helyi) maximuma van, ha

- az x, egy kdrnyezetében a fliggvény értelmezhetd (van olyan Ja; b[, melyre
la; bl = Dfés x, € la; b[) és

- x,-nak ebben a kornyezetében a fiiggvény sehol sem vesz fel nagyobb ér-
téket, mint x -ban.

Egy x, € D, helyen az f figgvénynek lokalis (helyi) minimuma van, ha

- az x, egy kornyezetében a fliggvény értelmezhetd (van olyan ]a; b[, melyre
la; bl < Dfés x, € la; b[) és

- x,-nak ebben a kornyezetében a fiiggvény sehol sem vesz fel kisebb érté-
ket, mint xo-ban.

A fiiggvény paros, ha az értelmezési tartomany minden eleme esetén az
ellentettje is eleme az értelmezési tartomanynak, és ezen a két helyen a he-
lyettesitési érték egyenld. Azaz x Df esetén —x € Df és f(-x) = f(x).

A fuggvény paratlan, ha az értelmezési tartomany minden eleme esetén
az ellentettje is eleme az értelmezési tartomanynak, és ezen a két helyen
a helyettesitési érték egymads ellentettje. Azaz x € D, esetén —x € D, és

J=0) = ~f(x).

Az ffiggvény periodikus, ha van olyan p pozitiv valos szam, amelyre telje-
siil, hogy az értelmezési tartomany minden x eleme esetén x + p is eleme az
értelmezési tartomanynak, és ezen a két helyen a helyettesitési érték egyen-
16. Azaz x € D esetén x + p € D és f(x + p) = flx).

A legkisebb ilyen p szamot a fiiggvény periddusanak nevezziik.

Folytonos fliggvény esetén a fiiggvény konvexitasardl szemléletes képet ad
a fliggvény grafikonja. Ha a fliggvénygorbe barmely két pontjat 6sszekotd
har a fiiggvénygorbe f6lott van, akkor fiiggvény konvex. Ha a fiiggvény-
gorbe barmely két pontjat 6sszekotd hur a fliggvénygorbe alatt van, akkor
a fiiggvény konkav.

A konvexitas vizsgalhaté az értelmezési tartomany egy részintervalluman is.

Azt a pontot, ahol a konvexitas megvaltozik, inflexiés pontnak nevezziik.

Ha f egy kolcsonosen egyértelmt fiiggvény, akkor azt a hozzarendelést,
amely sordn az értékkészlet minden y eleméhez hozzarendeljiik az értelme-
zési tartomany azon x elemét, amelyre f(x) = y, az ffiiggvény inverz fiiggvé-
nyének (roviden: inverzének) nevezziik. Jele: f.

Az f! inverz fuiggvény értelmezési tartomdanya megegyezik az f fligg-
vény értékkészletével.

Egy fliggvénynek és az inverz fliggvényének grafikonja tengelyesen
szimmetrikus az y = x egyenesre.

Az inverz figgvény hozzarendelési szabalyat sok esetben megkaphat-
juk tgy, hogy az y = f(x) alakban felirt hozzarendelési szabalybdl kife-
jezzuk x-et.

Az f: A — B fuggvény lesziikitése olyan fliiggvény, melynek értelmezési tar-
tomanya az A halmaz helyett annak egy részhalmaza, ugyanazon hozza-
rendelési szabalya mellett.



T

Fiiggvény kiterjesztése

Osszetett fiiggvény

Differenciahanyados

Differencialhdnyados

(szemléletes leiras)

Derivaltfiiggvény

Gorbe érintéje

(szemléletes kép)

Erintd egyenletének felirdsa

Derivalasi szabalyok

Az f: A — B fliggvény kiterjesztése olyan fiiggvény, mely esetén az értelme-
zési tartomanynak részhalmaza az A halmaz, és az A halmaz elemei esetén
a hozzarendelési szabaly ugyanaz, mint az f fiiggvénynél.

Adott egy g: A — B fliggvény és egy f: B — C fuggvény. Ekkor az fo g
Osszetett fiiggvény értelmezési tartomdnya az A halmaz, képhalmaza a C
halmaz, hozzarendelési szabélya pedig x > f(g(x)).

Jelolés: (fo @)(x) = flg(x)).

f&)-fx)
X=X,

nyadost az f fiiggvény x, és x helyekhez tartoz6 differenciahdnyadosanak

(ktilonbségi hanyadosanak) nevezziik.

Legyen az f fiiggvény értelmezve az x és x helyeken. Az

Az ffliggvény esetén x, és x legyen az értelmezési tartomdny két kiilonboz6

J)—f(xp)

X=X,
zitett x, mellett valtoztassuk az x értékét ugy, hogy egyre jobban megkdoze-
litse x -t! Ha ez megtehetd, és ekozben a differenciahdnyados egy konkrét
értékhez ,tart”, akdrhogyan kozelittink is x -hoz, akkor azt mondjuk, hogy
fderivalhaté az x_ helyen, és ezt a ,,hatdrértéket” nevezziik az x -beli diffe-
rencidlhanyadosnak, mas sz6val derivaltnak.

eleme. Ekkor az differenciahanyados meghatdrozhatd. Rog-

Ha egy fiiggvény az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban derival-
hato, akkor azt a fiiggvényt, amely az értelmezési tartomany minden elemé-
hez az ezen helyhez tartoz6 derivalt értékét rendeli, derivaltfiiggvénynek
(roviden derivaltnak) nevezziik. Jele: f.

Az érint6 a szel6k ,hatarhelyzete” abban az értelemben, hogy a gorbe egy
pontjat lerogzitjilk, egy masik pontjat pedig ,mozgatjuk” a gorbe mentén a
lerogzitett pont felé, és kozben rendre meghtizzuk a szel6ket.

Derivalhato fiiggvény esetén a fiiggvénygorbe E(x; y,) pontjdban huzhato
érint6jének meredeksége egyenld a derivaltfiiggvény x, helyen felvett he-
lyettesitési értékével.

L. f(x,) kiszamoldsa

2. f' meghatdrozasa

3.m=f(x,)

4. flx,) = mx, + b egyenletbdl b meghatdrozdsa

5.y=mx+b

(c-Hx)=c-f(x)

(f+9 ') =f(x) +g'x)

(f- @' =f(x) - gx)

(f-9'(x) =f(x) - gx) + f(x) - g'(x)

( fjl - L) 80~ f®)-g@)
L ()= -
g g(x)

(fo9)® =f(gk) - g'(x)




T  x"derivaltfiiggvénye Az f:R > R, f(x)=x"fliggvény (n € Z*) derivalttiiggvénye f'(x)=n-x"".

(e = @ o 562" (ae]RésDj,:R*)
7 1
(Vx)=— o=R)
wx
Néhany elemi fiiggvény
T derivaltja N ]
j 1.l op-ro
xX) x
(sinx)’ = cosx (Df: R)
(cosx) = —sinx (Df= R)
Ha egy |a, b[ intervallumon
T Monotonitas és x>0 = | j7 f7 = fx=20
a derivalt kapcsolata
fx)<0 = fN fN = fx<0
x, helyen a derivélt értéke 0
T Szélsoérték és £s % helyen a fiiggvénynek lokalis
a derivalt kapcsolata széls6értéke van
x, helyen a derivalt elGjelet valt
Ha egy ]a, b[ intervallumon
T Midsodik derivalt és f'x)>0 = fkonvex fkonvex = f'(x)20
a konvexitas kapcsolata
f'x)<0 = fkonkav fkonkav = f'(x) <0
x, helyen a masodik derivalt értéke 0 x_helyen
T Inflexiés pont és ES = aofii vénynek
a masodik derivalt kapcsolata 3 tugvenynex
x, helyen a mésodik derivélt eljelet valt inflexios pontja van
fx)=0
Széls6érték és - Byt ATl e B ects
T N Y ——— ES = x, helyen a fiiggvénynek lokalis szélséértéke van
f'x)#0
FELADATGYI:UTEMENY
1. K2 (Kozépszintl érettségi, 2007) 3. E1 (Emelt szint{i érettségi, 2009)
Add meg a [-2; 3] intervallumon értelmezett Legyen f és g a valos szamok halmazdn értelmezett
flx) = x> + 1 figgvény értékkészletét! tiiggvény:
2. K2 Adottazf: -0 0] > R, f(x) = V—x fiiggvény. -1 ha  x<-1

- - : =x2_
a) Az értelmezési tartomany melyik eleméhez rendel Jo = q2x+1 ha —l<x<0 & glo=x"-2.

3-at az f figgvény? 1 ha x>0
Abrazold ugyanabban a koordinta-rendszerben

mindkét figgvényt! Add meg az f(x) = g(x) egyenlet
c) Jellemezd az f fiiggvényt monotonitas szempontjabol! valés megoldasait!

b) Hatdrozd meg a fiiggvény értékkészletét!



. E1 Add meg a kovetkezd fiiggvények inverz fuggvé-
nyét!

a)fR-oR, flxy=6x+9
b)gR—->R, gx) = ix—l
c)R—->R, flx) =-1,5x+ 2,5

diR—>R, g(x)=—§x—6

. E1 Add meg a kovetkezd fiiggvények inverz fiiggvé-
nyét!

a) f: [0;4] -> R, flx) =0,2x

b)g 3] >R, glx)y=x-5

C)h:[-1;2] > R, h(x) =3x+1

. E1 Add meg a kovetkezd figgvények inverz fliggvé-
nyét!

a)f [-11] > R, flx) =3*

b) g: [1;5] > R, g(x) =log, x

c) h:R—>R, h(x)=2"+3

. E2 Add meg a kovetkez§ fiiggvények inverz fuggvé-
nyét!

a)f:[0;9] > R, flx) = Jx -1

b)g: [-1;3] 5> R, g(x) = Vx+1

c):R*—> R, hix) =x*+5

. E1 Igaz vagy hamis? Hatdrozd meg a kifejezések logi-
kai értékét! Indokolj!

a) Ha egy fliggvény monoton csokkend, akkor van in-
verz fliggvénye.

b) Ha egy fiiggvény szigortian monoton csokkend, ak-
kor van inverz fiiggvénye.

c) Ha egy fiiggvénynek van inverz fiiggvénye és van
maximuma, akkor az inverz fliggvényének is van
maximuma.

d) Ha egy monoton névekedd fiiggvénynek van inverz
fiiggvénye, akkor az is monoton névekedo.

. E1 A valds szamok halmazan értelmezett f és g fiigg-
vények esetén hatdrozd meg az fo g és g o f Osszetett
fuggvények hozzarendelési szabalyat!

a) flx) =5x+1 és  glx)=2x-1
b) flx) =2x-1] é  gl)=3x-7
c) flx)=x*-x és  g(x)=0,5x-2
d) flx) =3x+4 és  glx)=x2+2

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

E1l A valds szdmok halmazdn értelmezett fés g fligg-
vények esetén hatdrozd meg az fo g és g o f Osszetett
fiiggvények hozzarendelési szabalyat!

a) flx) =sinx és  g(x) =x

b) flx) =cosx és  g(x)=|x-1]
c) flx) =9* és  g(x)=0,5x-2
d) flox) = 4* és  gx)=x*+2

E1l Hatdrozd megaz fo gés go f Gsszetett fliggvények
értékkészletét!

a)fR->R, flx)=cosx é gR-R, glx)=|x|+1
b)fR >R, flx)=x
c)fR-R, flx) =3*

és ¢R-R, gx)=|x| -1
és g R-R, glv)=x-2
E1l (Emelt szintd érettségi, 2016)

Adott az f, a gés a h figgvény:

fRSR, flyy=2v-1

SRR, gx)=3x+2

hR—->R, h(x) =12 - x*

a) Legyen a k Osszetett fliggvény belsé fuggvénye az f
és a kiils6 fiiggvénye a h (vagyis k(x) = h(f(x)) min-
den x valds szam esetén).

Igazold, hogy k(x) = 11 + 2**! - 4*,

b) Oldd meg az f(g(x)) < g(f(x)) egyenldtlenséget a va-
16s szamok halmazan!

E1l Adottazf:R— R, fx) = x>+ 4x + 1 fiiggvény. Ird
fel a grafikon azon szeldjének egyenletét, amely eseté-

ben a metszéspontok els6 koordinatai
a)x =0ésx,=1; b) x, =-2¢ésx,=2!

EA Derivald a valos szdmok halmazdn értelmezett
tuggvényeket!
a)flo)=x*+4 c)h(x)=x*+4x+4
b) g(x) = x* + 4x

EA1 Derivald a valds szamok halmazan értelmezett
fuggvényeket!

a) flx) =3x° + 4x c) h(x) =0,2x° +3x + 8
b) g(x) = x7 + 6x

EA Derivald a valds szdmok halmazin értelmezett
fiiggvényeket!

a) flox) = (x +4)
b) g(x) = (x - 6)

c) h(x) = (x + 0,5)
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E1 Derivald a valds szamok halmazadn értelmezett
fiiggvényeket!

a) flx) = 3(x + 4)?
b) g(x) =2(3x - 6)* + 4x

c) h(x) = (5x + 2)* + (8x - 3)

E1 Egyenletének felirdsival add meg a fiiggvény gra-
fikonjanak érintéjét az x, = 1 helyen!

a)fR-o>R, flx) =x*-3x

b)gR—->R, gx) =(x-1)

E1 Egyenletének felirasaval add meg a fiiggvény gra-
fikonjéhoz huzhat6 érint6jét x, = -1 helyen!
a)fRoR, fly)=x*-4x+1

b) g R —> R, glx) =2(x + 2)?

E1 Egyenletének felirdsaval add meg a figgvény gra-
fikonjahoz huzhat6 érintéjét x, = 2 helyen!
a)fR-oR, flx) =x*-5x

b) &R >R, g(x) =-x*+ 4x

E2 (Emelt szint( érettségi, 2014)

Adott a sikbeli derékszogli koordinata-rendszerben
az y = 3x? - x° egyenlett gorbe.

a) Igazold, hogy ha x € ]0; 3[, akkor x > 0.

b) Ird fel a gorbe 3 abszcisszji pontjaban hizhaté
érint6jének egyenletét!

E1 Jellemezd monotonitds szempontjabodl a valos sza-
mok halmazan értelmezett fiiggvényeket!

a)flx) =-x*+x b) g(x) = x> - 27x

E1 Jellemezd monotonitds szempontjabdl a valos sza-
mok halmazan értelmezett fiiggvényeket!

a) flx) =2x*-2 b) gx) =x*+6x* -1

EL (Emelt szint(i érettségi, 2007)

Adottaz ffiiggvény: f: ] -1; 6] > R, f(xx) = -4x° + 192x.
Hatdrozd meg f zérushelyeit, és elemezd az f fiigg-
vényt monotonitds szempontjabol!

E1 (Emelt szintt érettségi, 2014)
Derivaltfiggvényének segitségével elemezd az
f:1-2; 3[ > R, flx) = x* - 1,5x* - 6x fliggvényt a kdvet-
kez6 szempontok szerint: névekedés és fogyas, lokalis
szélsGértékek helye és értéke!

EL (Emelt szint(i érettségi, 2006)
Adott az f: [-2,5; 2,5] = R, f(x) = x* - 3x fiiggvény.

a) Hatarozd meg az f fiiggvény zérushelyeit!

217.
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b) Vizsgald meg az f fiiggvényt monotonitds szem-
pontjabdl!

c) Add meg az f fiiggvény legnagyobb és legkisebb
értékét!

E1 (Emelt szint( érettségi, 2017)
Hatdrozd meg a kovetkez6 fliggvény minimumbhelyét
és a minimalis fiiggvényértéket!

3 2
Fl4-1[>R, fg= -2 +X +12x+20
32

E1 Jellemezd a valés szdmok halmazan értelmezett
fiiggvényt konvexitas szempontjabol!

a) flx) =2x° - 12x c) h(x) =x*> - 2x?

b) glx) =x*+x*-1

Ed Derivald a valds szdmok halmazdn értelmezett
tuggvényeket!

a) flx) =2 sinx - 3 cosx

b) o) = sinx —cosx

E2 Derivald a fiiggvényeket!

a)f:[0; 00 > R, fx) = Vx - Ux
b) g: [0; o[ > R, g(x) =4~/x +53x
¢) h: [0 0ol > R, h() = (Vx -2

E2 [rd fel a fiiggvénygrafikon inflexiés pontjéhoz tar-
toz6 érint6jének egyenletét!

a) flx) = x* + 6x* b) glx) =x* - 1242 - 1

E2 Felil nyitott, négyzetes hasab alaku dobozt ké-
szitiink. A doboz térfogata 2 dm’. Hogyan vélasszuk
meg a doboz méreteit tigy, hogy az anyagkoltség a le-
het6 legkevesebb legyen, ha az alaplap mas anyagbdl
késziil, ezért annak egységara kétszer annyi, mint az
oldallapoké?

E2 Egy gazda elkerit egy trapéz alaki részt a gazdasa-
gi épiilet oldalandl. Az elkeritéshez 3 darab 2 m hosz-
szu merev deszkapaldnkot haszndl fel, ezekbdl lesz a
trapéz két szdra és a rovidebbik alapja. A trapéz hosz-
szabbik alapja az épiilet oldala, ehhez nem hasznal fel
keritéselemet. Milyen szogben illeszkedjen a trapéz
szara a hosszabbik alaphoz, hogy az elkeritett teriilet
a lehetd legnagyobb legyen?

2m
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E2* (Emelt szint{i érettségi, 2021)

A kosarlabda biintetédobdst 4,6 méter tavolsagrol
kell elvégezni, a gyliri 3 méter magasan van. Petra a
dobds pillanataban 2 méter magassagbol engedi el a
labdat, és az idealis, vizszintessel bezart 45°-os szogre
torekszik a dobds inditdsanal. Petra dobasanak mo-
dellezéséhez hatdrozd meg annak a paraboldnak az
egyenletét, amely athalad a P(0; 2) és a Q(4,6; 3) pon-
ton, a P pontban huzott érintéjének irdnyszoge pedig
45°! A parabola egyenletét y = ax® + bx + c alakban
add meg!

E2* (Emelt szint(i érettségi, 2012)

Legyen p valés paraméter. Tekintsiik a valés szamok
halmazan értelmezett f fiiggvényt, amelynek hozza-
rendelési szabalya f(x) = -3x* + (p - 3)x* + p’x - 6.

a) Hatdrozd meg a p értékét ugy, hogy az x = 1 zérus-
helye legyen az f fliggvénynek!

b) Hatdrozd meg a p értékét ugy, hogy az f fiiggvény
derivéltja az x = 1 helyen pozitiv legyen!

E2* (Emelt szint( érettségi, 2018)

Egy varosban bevezették a fizetés parkolast. A parko-
lasi dij (a parkolds id6tartamatol fiiggetlentil) napi 10
garas. Kezdetben nem alkalmaztak parkold6roket. Az
Uj rendszer bevezetése utan néhany héttel megéllapi-
tottdk, hogy naponta kb. 15000 autds parkolt a fizetés
Gvezetben, és mintegy 25 szazalékuk ,,bliccelt”, azaz
nem fizette meg a parkolasi dijat. Emiatt a varosve-
zetés — egy elGzetes hatastanulmany alapjan - par-
kol66rok alkalmazasa mellett dontott. Az 6rok ellen-
6rzik a dij megfizetését, és annak elmaraddsa esetén
a bliccelének 150 garast kell fizetnie (ez az Osszeg
tartalmazza a parkoldsi dijat és a birsagot is). A ta-
nulmany szerint a stiribb ellen6rzés névelni fogja a
fizetési hajlanddsagot: minden egyes tGjabb parkoléér
alkalmazaséval a bliccel6k aranya 0,5%-kal kisebb
lesz (példaul 2 parkolodr alkalmazasa esetén 24%-ra
csokken). Egy parkoloér egy nap alatt kb. 200 autot
ellendriz, tovabba egy parkolodr alkalmazasanak
napi koltsége 330 garas, amelyet a befolyt parkolasi di-
jakbol és birsagokbol kell kifizetni. A tanulmany még
a kovetkezOket feltételezte: naponta atlagosan 15000
parkolé auté lesz, egy autét legfeljebb egy parkold6r
ellendriz, és a bliccel6k ardnya a parkolé6rok altal el-
lenérzott autok kozott minden esetben ugyanannyi,
mint az 9sszes parkolo aut6 kozott.

a) A hatdstanulmany becslései szerint mekkora len-
ne a varos parkoldsi dijakbdl szarmazo napi nettd
(azaz a koltségekkel csokkentett) bevétele 10 par-
kol66r alkalmazdsa esetén?

b) Amennyiben a hatdstanulmany becslései helyt-
alléak, akkor hidny parkoléér alkalmazasa esetén
lenne a parkoldsi dijakbdl szarmazoé napi nettd be-
vétel maximalis?

37.

38.

E2* (Emelt szint( érettségi, 2016)

A repiilégépek iizemanyag-fogyasztasat szamos té-
nyezd befolyasolja. Egy leegyszerusitett matematikai
modell szerint (a vizsgalatba bevont repiil6gépek ese-
tében) az egy ora repiilés alatt felhasznalt tizemanyag

1
tomegét az f(x) = 2 (o - 1800x + 950 000) Osszefiig-
gés adja meg. Ebben az Osszefiiggésben x a repiilési
atlagsebesség kTm -ban (x> 0), f(x) pedig a felhasznalt

tizemanyag tomege kg-ban.

a) A modell alapjan hany kTm atlagsebesség esetén

lesz minimalis az egy 6ra repiilés alatt felhasznalt
tizemanyag tomege? Mekkora ez a tomeg?

b) Egy repul6gép Londonb6l New Yorkba repiil.
A repiilési tavolsag 5580 km. Igazold, hogy v %

atlagsebesség esetén a repiil6gép iizemanyag-fel-
hasznalasa ezen a tavolsagon (a modell szerint)

265 050 000
279v -502200 + ——

kg. (v>0)

c) A vizsgalatba bevont, Londontdl New Yorkig kozle-
ked§ repiilégépek v atlagsebességére teljesiil, hogy
800 K™ <y < 1100 % . A megadott tartomany-
ban melyik atlagsebesség esetén a legnagyobb, és
melyik esetén a legkisebb az egy ttra jutd tizem-
anyag-felhasznalas?

E2 Egy szdmitégépes jatékban a palya egyik pontjin
van egy akna. Ha egy figura rdlép az aknara, akkor az
minden alkalommal ugyanazzal a p valdszintséggel
felrobban. Annak a valoszintisége, hogy 5 alkalombol
pontosan haromszor robban fel az akna a binomia-
lis eloszlasra vonatkoz6 Osszefiiggés alkalmazasaval

5 , ,
[3J - p*(1 - p)*. Hogyan valassza meg a programozd

a p valdszintiséget, ha azt szeretné, hogy a lehetd leg-
nagyobb legyen annak a valdszintisége, hogy 5 alka-
lombdl pontosan haromszor felrobban, és pontosan
kétszer nem robban fel az akna?



sikbeli egybevagosagi transzformaciok, haromszogek egybevagdsaga

sikidomok egybevagdsaga
BEVEZETO

Kérdés: I1gaz-e, hogy két négyszog egybevago, ha oldalaik paronként egyenld hosz-
szuak?

Vilasz: Nem igaz. Aki mar hajtogatott colstokot, az pontosan tudja, hogy négy
ugyanolyan hossztsagu 1écbdl sokféle négyszog alkothato.

Két sikidom egybevago, ha van olyan egybevagosagi transzformacio, amely egyi-
ket a mésikba viszi. A definici6 alapjan tehat ugy igazolhatjuk két sikidom egybe-
vagdsagat, hogy megadunk olyan egybevagdsagi transzformaciot, amely egyiket
a masiba viszi. Ez azonban koriilményes lehet. Sokszor alkalmazzuk azokat a té-
teleket, amelyek oldalak hosszdra, sz6gek nagysdagara vonatkozo feltételeket fogal-
maznak meg sikidomok egybevagdsagara.

Két négyszog egybevagosagahoz nem elegendd, hogy az oldalaik paronként egyen-
16 hosszuak. Beldthaté azonban, hogy az mar elegendd, ha megfelel oldalaik is és
atloik is paronként egyenld hosszaak. Fontos, hogy az egymdsnak megfeleld szaka-
szok hossza egyezzen meg. Az alabbi abran két olyan négyszog lathato, amelyeknek
oldalaik és atloik paronként egyenlé hosszuak, a négyszogek mégsem egybevagok.

Szerkeszd meg az abran lathat6 négyszogeket egy geometriai szoftver (pl. a GeoGebra) segitségével!

FELADATOK

E1 Rajzolj két sikidomot, amelyekre teljesiil a kovet- c) deltoid, amelynek oldalai 3 cm és 6 cm hosszuak,
kez6 4llitas, de a két sikidom nem egybevago! és a 6 cm hosszu oldalai 4ltal kézbezart szog 30°
Mindkét sikidom olyan nagysagt.

d) négyszog, amelynek mindkét atldja 8 cm hossz,

a) paralelogramma, amelynek oldalai 3 cm és 6 cm A . i
és atloi merdlegesek egymasra.

hosszuak.
€) kozéppontosan szimmetrikus hatszog, amelynek

b) deltoid, amelynek oldalai 3 cm és 6 cm hosszuak. minden oldala 5 cm hossz.

204 GEOMETRIA



1. A sik egybevagosagi transzformacioi

Definicié: A geometriai transzformacio olyan kolcsondsen egyértelmi leképezés (fiiggvény), amelynek értelmezési tar-
tomanya is, értékkészlete is ugyanaz a ponthalmaz.

Definicio: Ha egy geometriai transzformacio tavolsagtartd (vagyis barmely két pont tavolsdga ugyanakkora, mint a képe-
ik tévolsaga), akkor ezt egybevagdésagi transzformacionak nevezzik.

A helybenhagyas is egybevagosagi transzformacid, amikor minden pont képe sajat maga. Egybevagosagi transzformdciok
egymasutanja is egybevagosagi transzformacio.

Bebizonyithato, hogy a sik egybevagosagi transzformacioi el6allithatdk a kovetkez6 transzformaciok akar tobbszori egy-
mds utani elvégzésével:

P tengelyes titkrozés,

P pont kériili elforgatas,

P pontra vonatkoz6 tiikkrozés (ez megegyezik a 180 fokos elforgatassal),
P eltolds.

Definicio: Két alakzat egybevago, ha van olyan egybevagdsagi transzformacio, amely egyiket a masikba viszi. Jele: =.

2. Haromszogek egybevagosaganak alapesetei

Tétel: Ha két haromszogben fenndll a kovetkez6 esetek valamelyike, akkor a két haromszog egybevago:

egy-egy oldal hossza és az ezeken fekve két-két szog nagysaga egyenld;
két-két oldal hossza és az altaluk kozbezart sz6g nagysaga egyenld;

a harom oldal hossza paronként egyenld; ABCA =~ KLM/\
két-két oldal hossza és koziilitk a nagyobbikkal szemben fekvé szog nagysaga egyenld.

FELADATOK

E EL Keress olyan egybevagésagi transzformaciot, vagy tobb egybevagdsagi transzformacié egymasutanjat, amely az
ABC haromszoget a PQR haromszogbe viszi! Keress tobb megoldast! Figyelj rd, hogy a transzformdciét pontos le-
irassal add meg. (Tengelyes titkrozésnél add meg a tengelyt, kozéppontos titkrozésnél a kozéppontot, forgatasnal a
forgatas kozéppontjat és iranyszogét, eltolasndl az eltolas vektorat.)

Jelolés:

VVVyY

IL F K

A P Q f D e
©
B A=R E
P
g
C Q P B E K Q A=R |B
E E2 Vagd az otszoget két egybevagd négyszogre! Igazold a két négyszog egy- £ 6cm i
bevagosagat! Dem N
A 2\3 cm
2\3 em
B 4 cm C
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n E2 (Emelt szintli érettségi, 2018)
Thalész, a hét gorog bolcs egyike, egy nevezetes, neki tulajdonitott mérés so-
ran egy folyoban 1évé sziget AB hosszat a folyoparton maradva hatarozta meg.

Elészor felvett egy e egyenest a parton. Ezen az e egyenesen megkereste azta C,
illetve D pontot, amelyekben a CA, illetve a DB irany merdleges az e egyenesre.
Ezutan a CD szakasz F felezGpontjat is megjelolte egy jelzékardval. Ezt kove-
téen az AC egyenesen haladva megjel6lte azt a G pontot, amelyre B, F és G egy
egyenesre illeszkedik; és hasonléan az AF és BD egyenesek H metszéspontjat is
megjelolte. Thalész azt allitotta, hogy a sziget hossza a GH tavolsaggal egyezik
meg.

Igazold Thalész allitasanak helyességét!

KIDOLGOZOTT FELADAT

Az egybevagdsag segitségével bebizonyithatd Pitagorasz tétele és annak megforditasa. Végezziik el a bizonyitast!

I. Pitagorasz-tétel: Ha egy haromszog derékszogt, akkor a be- D a H b G
fogok hosszanak négyzetosszege egyenlé az atfogd hosszanak PANG

négyzetével. (Az abra jeloléseivel: a + b* = %) a
Bizonyitds: 4 b .
Hasznaljuk az dbra jeloléseit! Vegytink fel egy a + b oldalhosz-

szusagu négyzetet, kossiik Ossze az dbra szerint az oldalak a

megfelelé osztopontjait! DJHA = CAB/\, mert két oldalanak c b ] b
hossza egyenld (a, illetve b), és az ezek dltal kozbezart szog

nagysaga is egyenl6 (90°). Az egybevagosag miatt HJ = c. Ha- a

sonlé médon igazolhato, hogy a HIKL négysz6g minden olda- D\

lanak hossza c. Mdsrészt az egybevagdsag miatt B a c B b K a P

LHJ< =180° - JHD <« - GHL< =180° - - = 90°.
Vagyis a HIKL négyszog egy c oldalhosszusagu négyzet. Az EFGD négyzet teriilete egyrészt (a + b)?, masrészt felirhat6 a
részek, azaz a négy haromszog és a négyzet teriiletének dsszegeként.

T=az+2ab+bz=4~a?b+c2 > Mivel 2ab=4-%b, ezért a’+b*=c

I1. A Pitagorasz-tétel megforditasa: Ha egy haromszog oldalaira teljesiil, hogy két rovidebb oldalhosszdanak négyzetossze-
ge egyenld a leghosszabb oldal hosszanak négyzetével (jeloléssel: a? + b* = ¢?, ahol ¢ a haromszog leghosszabb oldalanak
hossza), akkor a haromszog derékszogu.

C Bizonyitds:

Indirekt Gton bizonyitjuk az allitast. Tegyiik fel, hogy az ABC haromszog oldalaira telje-
stil, hogy a* + b* = ¢, de a hdromszog nem derékszog.

Vegyiink fel egy olyan PQR derékszogii haromszoget, amelyben a befogok hossza a és b.
A PQR haromszog atfogdjanak hosszat jeloljik d-vel. A PQR haromszog derékszogi,
ezért teljesiil rd a Pitagorasz-tétel, vagyis a? + b* = d*.

Igy ¢ = &, és mivel c és d is pozitiv, ezért ¢ = d. Ekkor az ABC és a PQR hiromszogekben
b B hérom oldal hossza paronként egyenld, ezért egybevagok. Az egybevagosag miatt a meg-
feleld szogeik egyenldk, ezért ACB< = 90° ami az indirekt feltevés miatt nem teljesiil.
Ellentmondasra jutottunk, ezért az eredeti 4llitas igaz, vagyis a haromszog derékszogi.




példak térbeli egybevagdsagi transzformaciokra, merdleges vetités

FELADATOK

E E1 Az abra szerinti kockdkban K, L, Q és R élfelez6 pon- K

tok, E, F és C pedig lapkdzéppontok. Bizonyitsd be, hogy E
a) KLM és PQR haromszogek egybevagok;
b) ABC és DEF haromszogek egybevagok! @ ‘
Q
M ' P N/ |/
F
R A B

E E2 Egy 12 cm sugaru félgombbe az dbra szerint egy szabdlyos négyoldala gulat
irunk. A gula alaplapja a félgombot hatarol6 korlapba irt négyzet, a gula E csticsa
pedig a félgombnek a hatarold siktél mért legtavolabbi pontja.

a) Milyen hosszuak a gila élei? :

A
\ / b) Mekkora a gula felszine?

B

B E2 Egy szabalyos négyoldalu gulat elforgattunk 45°-kal a gtla magassagara illeszkedd ten-
gely koral. Milyen testet hatdroz meg az eredeti gula és az elforgatott gula kozos része? Hata-
rozd meg a keletkezett test térfogatat, ha a négyoldalu gula alapélei 16 cm hossztiak, magas-

T-m

saga pedig 27 cm hosszu! (A gula térfogata V =

, ahol T az alaplap teriilete, m pedig a
gula magassaga.) :

n E2 Az dbran lathato testet egybevagd négyzetek és egybevagd szabdlyos hdromszogek
hataroljak. Minden ,csucsalakzata” egybevago, azaz ha kivalasztunk két csuicsot, akkor
van olyan egybevagdsagi transzformacid, amely soran az egyik csucsnak és a hozzd il-
leszked6 éleknek a képe a masik cstics és az ahhoz illeszked6 élek. (A test neve rombikub-
oktaéder. Nézz utdna az arkhimédészi testeknek az interneten!)

a) Hany négyzet és hany haromszog hatarolja a testet?
b) Hany csticsa és hany éle van?

¢) Hatdrozd meg a test felszinét, ha éleinek hossza 5 cm!

5. =

a) Az abran lathato alakzatok koziil melyek azok, ame-

lyeknek a t egyenesre esé mer6leges vetiilete egyenld /k N\
hossztisdgu? / / o J
. o . ok 14r a v
b) Milyen testnek lehet mer6leges vetiilete az abran lat P

haté6 k kor? N\ / é




E E2 Szerkessz a sikon olyan egyenest, amelyreaza ésa @)

b)

b szakasz merdéleges vetiilete egyenl6 hosszusagu!

\?

Legfontosabb térbeli geometriai leképezések: az egybevagdsag, a hasonlosag és a merdleges vetités.

1. Példak egybevagosagi transzformaciokra a térben
Tengely koriili forgatas

Adott a térben egy t egyenes és egy « iranyszog.

P A tegyenes pontjainak képe dnmaga.

P A tér tetszbleges, t-re nem illeszkedd P pontja esetén a P-t tartal-
mazo, t-re merdleges sik legyen S, az S siknak a t-vel valé met-
széspontja A. A P ponthoz az S siknak azt a P” pontjat rendeljiik,
amelyre a PAP’ irdnyszog a.

Kozéppontos tiikkrozés térben

Adott a térben egy K pont.

P A K pont képe nmaga.

P A tér tetsz8leges (K-tdl kiilonboz3) P pontjanak képe az a P’ pont,
melyre a PP’ szakasz felezGpontja a K pont.

Sikra valo tiikrozés

Adott a térben egy S sik.

P Az S sik pontjainak képe 6nmaga.

P Az S sikra nem illeszkedd P pont képe az a P’ pont, amelyre a PP’
szakaszt merdlegesen felezi az S sik.

Eltolas térben

Adott a térben egy v vektor.
P A tér tetsz6leges P pontjanak képe az a P’ pont, melyre PP’ =v.

2. A merdleges vetités

A miiszaki életben sokszor hasznaljak a vetiileti abrazolast. Ez a leképe-
zés nem kolcsondsen egyértelmt, ezért nem geometriai transzforma-
ci6. Ekkor egy térbeli test pontjainak képe egy sikbeli alakzat.

Merdleges vetités a sikban:

Adott a sikon egy t egyenes.
P Asik tetszbleges P pontjanak képe a P pontbdl a f-re bocsajtott me-
réleges egyenes és a t egyenes metszéspontja.

Merdleges vetités a térben:

Adott egy S sik.
P A tér tetszOleges P pontjanak képe a P pontbdl az S-re bocsdjtott
merdéleges egyenes és az S sik metszéspontja.

p’




parhuzamos szel6k tétele, parhuzamos szel6szakaszok tétele

Egy trapézt az alapokkal parhuzamos egyenes segitségével kettévagunk
az abra szerint. Ha az egyenes felezi a trapéz magassagat, akkor a rovi-

debb alapot is tartalmazd rész tertilete kisebb, mint a masik rész tertile-
te. Hol vagjunk ketté egy trapézt az alapokkal parhuzamos egyenessel, / \

hogy a keletkez6 két rész teriilete egyenlé legyen?

1. A parhuzamos szel6k tétele

Ha egy sz0g szarait parhuzamos egyenesekkel gy metssziik el, hogy az
egyik szaron keletkez6 szakaszok egyenld hosszuisaguak, akkor a masik
szaron keletkez6 megfelelé szakaszok is egyenld hossztsaguak. Az al-
litas belathaté egybevagd haromszogek segitségével (ldsd az dbrdt). Az
allitas dltalanositasa a kovetkezd tétel.

Parhuzamos szel6k tétele: Ha egy szog két szarat parhuzamos egyene-
sekkel metssziik, akkor az egyik szaron keletkezd szakaszok hosszanak
aranya egyenld a masik szaron keletkez6 megfelelé szakaszok hossza-
nak aranyaval.

Megjegyzés: A parhuzamos szel6k tétele fennall akkor is, ha a szakaszok
részben fedik egymast, vagy ha az egyik metszé egyenes a szog csticsan
megy keresztiil.

2. Megfordithat6-e a parhuzamos szel6k tétele?

A parhuzamos szel6k tételének megforditasa altalanos médon nem
teljesiil. Lehet ugyanis olyan esetet mutatni, amikor egy szog szdrait
egyenesekkel metssziik, a szogszarakon keletkezé megfelel$ szakaszok
aranya egyenld, de a szogszdrat metsz6 egyenesek nem parhuzamosak
(lasd az abrat).

A tétel egy specialis esete, ha azoknak az egymasnak megfelelé szaka-
szoknak az ardnydt vizsgaljuk, amiket két parhuzamos egyenes a szog-
szarakbdl a csiicstél mérve kimetsz (ldsd az dbrdt). Ennek a specidlis
esetnek a megforditasa is érvényes.

Tétel: Ha két egyenes egy sz0g szaraibdl a cstucstol mérve olyan szaka-
szokat metsz ki, hogy a megfelel6 szakaszok hosszanak ardnya egyenld,
akkor a két egyenes parhuzamos.

Példdul: Az abra jeloléseit haszndlva:

OA, OA,
OB, OB,

> flig




3. A parhuzamos szelgszakaszok tétele

Ha egy sz6g szarait parhuzamos egyenesekkel metssziik, akkor a szog-
szarak altal a parhuzamos metsz6 egyenesekbdl kimetszett szakaszok,
(an. szelészakaszok) hosszanak aranya is kapcsolatba hozhaté a szog-
szaron keletkezd, szogcsucstdl mért szakaszok hosszanak aranyaval.

Parhuzamos szelGszakaszok tétele: Ha egy szog szarait két parhuza-

mos egyenessel metssziik, akkor a szogszarak altal a parhuzamos met-
sz6 egyenesekbdl kimetszett szeldszakaszok (az dbrdn: c,, c,) hosszdnak
ardnya egyenld a szarakon keletkezd, az dbrdn a -gyel, a -vel, illetve
b, b,-vel jelolt szakaszok hosszanak ardnydval.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Az ABCD trapéz AB alapja 8 cm, CD alapja 5 cm, magassaga 3 cm hossza. Az AD
és BC szarakat meghosszabbitjuk. A szarak egyenesének metszéspontja legyen P.
(A DCP haromszog a trapéz un. kiegészité haromszoge.)

a) Milyen tavol van a P pont a trapéz CD alapjatdl?

b) Milyen ardnyban osztja a trapéz magassdgat a Bevezet6ben emlitett egyenes,
amely parhuzamos az alapokkal és felezi a trapéz tertiletét? m=3cm

Megolds: Ay a B

a) Bocsassunk a P pontbdl merélegest az alapokra! Az abran d-vel jelolt szakasz

PD
hosszat keressiik. A parhuzamos szeldszakaszok tétele alapjan A < ,aparhu- p
a
PD d d
zamos szel6k tétele alapjan — = ——. Ebbdl L. .
A d+m a d+m
- 5 d ; d
Helyettesitsiik be az adatokat! 3= 723" Atrendezve: 5d + 15 = 8d, ebbél d = 5 cm.
+
D ¢ C
S (a+c)-m 2 , PN

b) A trapéz tertilete T =-——+—=19,5cm". Ha ezt két egyenlé teriiletii részre m

vagjuk, akkor mindkét rész teriilete 9,75 cm®. Hasznaljuk az abra jelcléseit! Y a \»

Egészitsiik ki a trapézt a DCP haromszoggel! A DCP haromszog tertilete ¢

-d

CT =12,5 cm?, ezért az EFP haromszog teriilete 9,75 + 12,5 = 22,25 cm?. »

Legyen az EFCD trapéz magassaga x, az alapokkal parhuzamos egyenesnek a tra-

péz belsejébe esé része, azaz EF hossza legyen y. A parhuzamos szelszakaszok

d
tétele miatt o L . Atrendezve: . . Mivel £ § =1,ezérty=d + x.
y d+x d d+x d 5
. . . o ye(dex)
Ezeketajeloléseket hasznalva az EFP hdromszog teriilete — 5" 22,25.

Ebbél y =+/44,5 = 6,67 cm.

Ezért d + x = 6,67, az EFCD trapéz magassaga x ~ 6,67 - 5 = 1,67 cm. Az ABFE
trapéz magassaga m - x ~ 3 — 1,67 = 1,33 cm.
A magassagok aranya tehat 1,67 : 1,33 = 1,26.

Megjegyzés: A feladat megoldhat6 a hasonlosagrol tanult ismeretek segitségével is.



2. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog kozépvonala parhuzamos és feleolyan hosszu, mint a hiromszognek a kézépvonal

végpontjait nem tartalmazd oldala!

Bizonyitds:

Az dbranak megfeleléen az ABC haromszog AC oldalanak felezépontja legyen E,

az AB oldal felez6pontja legyen F. Tekintsiik az AB és AC félegyeneseket és az EF

és CB egyeneseket!

A kozépvonal definicidja szerint a BAC sz0g szérait igy metszettiik el az EF és CB B
egyenesekkel, hogy a sz6g cstcsatol szamitott megfeleld szakaszok aranya egyen-

AE _AF 1

AC AB 2

=—. A parhuzamos szel6k tétele specidlis esetének megforditdsa

B
szerint a szog szdrait metsz8 két egyenes parhuzamos, ezért EF||CB. Mésrészt 4 F\ A\

F _AF

E 1
a parhuzamos szelGszakaszok tétele szerint —=——= 7 Vagyis EF feleolyan hosszu, mint CB. A haromszog kézépvo-

B AB

nala tehat pArhuzamos és feleolyan hosszd, mint a haromszog nem mellette fekvé oldala.

FELADATOK

E E1 Bizonyitsd be, hogy ha egy szog szdrait parhu-
zamos egyenesekkel gy metssziik el, hogy az egyik
szaron keletkezd szakaszok egyenlé hosszusaguak,
akkor a masik szaron keletkez6 megfelel6 szakaszok
is egyenl6 hossztsaguak!

E E1 Az ABCD négyszog paralelogramma. Az AB oldal
egyenesén 1év6 P pontot a D-vel 6sszek6td egyenes a
BC oldalt E-ben metszi (ldsd az dbrdt). Az E pont a BC
oldalt 2 : 3 aranyban osztja. Mekkora a BP tavolsag?
D 27 C

15 E

A B P

E E1 Milyen hosszuak az dbran az x, y, z, w szakaszok?

6 cm \ 8,4 cm \ w \

n E2 Az ABCD konvex négyszogben az AB oldalnak
az A csucshoz kozelebbi harmadolépontja legyen P,
az AD oldalnak az A csucshoz kozelebbi harmadolo-
pontja legyen S, a CB oldalnak a C csticshoz kozelebbi
harmadoldpontja legyen Q, a CD oldalnak a C cstics-
hoz kozelebbi harmadolépontja legyen R. Bizonyitsd
be, hogy a PQRS négyszog paralelogramma!

E E2 Egy trapéz két alapja 18 cm és 6 cm hosszu. A tra-
péz magassaga 8 cm. Milyen ardnyban osztja ketté a
trapéz magassagat az az egyenes, amely parhuzamos
az alapokkal és felezi a trapéz teriiletét?

E E2 Adott a derékszogli koordinata-rendszerben két
parhuzamos egyenes az egyenletével:
e:4x + 5y =40 és  f:4x+ 5y =100.
Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely par-
huzamos e-vel és f-fel, és az e-t6l valé tavolsaga ha-
romszor akkora, mint az f-tél valé tavolsaga!

E2 Egy 40°-0s szog szaraira az dbra szerint felmér-
jik AB, BC és CE szakaszokat ugy, hogy azok hossza
egyenld. Milyen aranyban osztja ketté az AC szakaszt
az az egyenes, amely atmegy a B ponton és parhuza-
mos az EC szakasszal?

A B! E

m E2 Adott a sikon egy AB szakasz. Szerkeszd meg az
AB szakasznak

a) a harmadoldépontjait;

b) azt a P pontjat, amelyre AP : PB = \/5 5 1l

c) azt a Q pontjat, amelyre AQ: QB = NN



kozéppontos hasonldsag, hasonlosag

haromszogek hasonlosaganak alapesetei

KIDOLGOZOTT FELADAT

D 400 m c Egy trapéz alakd telek parhuzamos oldalainak hossza 500 m és 400 m. A telken az dbra
szerint a trapéz 4tl6i mentén keresztiil halad két ut.

a) Milyen aranyban osztja ketté egymast a két ut?
b) Az utak a telket négy részre osztjak. Mekkora a részek teriileteinek aranya?
Megoldds:

a) Az ABM haromszog és a CDM haromszog szogei paronként egyenldk (az M-nél
1év6 szogeik csticsszogek, az A-ndl és C-nél, illetve B-nél és D-nél 1évé szogeik val-
toszogek). Emiatt ezek a haromszogek hasonlok: ABM/A ~ CDMA\. A hasonlosag

aranya egyenld a megfelel$ oldalak hosszanak aranyaval, ezért A = % 2 .Ezaz
. . . P . . . . AM 5
arany minden, egymdsnak megfelel$ oldalhosszusag esetén fenndll, ezért e 1
BM 5
és —— =—. Az atlok tehat 5 : 4 aranyban osztjak ketté egymast.
MD 4
D 400 m c b) Hasonl6 sikidomok esetében, ha a hasonldsdg ardnya A, akkor a sikidomok tertile-
tének aranya A%
T, (5Y
Emiatt -2 =| = | =1,25% P T, =125T,.
T, \4
Az AMD és az MCD haromszogek esetén az AM, illetve az MC oldalhoz tartozé
AM-m MC-
magassag megegyezik. Emiatt T, : T} = 5 7. Com =AM:MC.
Az a) részben leirtak miatt AM : MC = 1,25. | T,=125-T.

Hasonlé médon belathato, hogy T, : T, = BM : MD = 1,25. > T,=125-T,.
A teriiletek aranya tehat T,:T,:T,:T,=1:1,25: 1,25%: 1,25.

1. A sik hasonlosagi transzformacioi

Definicié: Ha egy geometriai transzformaci6 aranytarto, vagyis barmely két pont esetén a képeik tavolsaganak és a két
pont tavolsaganak aranya allando, akkor ezt hasonldsagi transzformacionak nevezziik.

A kozéppontos hasonldsag (kozéppontos nagyitds, kicsinyités) aranytarto, ezért hasonldsagi transzformdcio. A megfelelé
pontok tavolsaganak ardnya egyenld a hasonldsag aranyszamaval, illetve negativ szam esetén ennek abszolut értékével.
Bebizonyithatd, hogy minden hasonlésagi transzformacio egy kozéppontos hasonlosag és egy egybevagdsag egymasutan-
ja. (A tétel kozéppontos hasonldsagra is teljesiil. Ekkor az egybevagosagi transzformacio a helyben hagyas.)



Definicié: Két sikidom hasonlé, ha hasonlésagi transzformaciéval egymasba vihetok. Jele: ~.

A sikidomok hasonlésaganak definici6ja a hasonldsagi transzformaciohoz kapcsolédik. Fontosak emellett azok a tételek,
amelyek szogek nagysagara, oldalak hosszara vonatkozé feltételeket fogalmaznak meg a hasonldsag igazoldsara.

2. Haromszogek hasonlosaganak alapesetei

Tétel: Ha két haromszogben fenndll a kovetkez6 esetek valamelyike, akkor a két haromszog hasonlé:

VVVyY

két-két szog nagysaga egyenld;

két-két megfelel$ oldal hosszanak aranya és az altaluk kozbezart szog nagysaga egyenld; Jelolés:

a harom oldal hosszanak aranya paronként egyenl6;

két-két megfeleld oldal hosszanak aranya és koziilitk a nagyobbikkal szemben fekvé szog

nagysaga egyenld.

FELADATOK

FW E1 (Emelt szint érettségi, 2006)

Az ABCD trapéz parhuzamos oldalai AB és CD ugy,
hogy AB > CD. A trapéz atléinak metszéspontja K.
Az ABK haromszog AB oldalahoz tartozé magassaga
kétszerese a CDK haromszog CD oldalahoz tartozo
magassaganak. Jelolje T'az ADK haromszog teriiletét.
Hanyszorosa az ABCD trapéz teriilete T-nek?

E E1 (Emelt szint(i érettségi, 2010)

Egy 90 m? teriiletd, trapéz alaku viragagyas parhuza-
mos oldalainak aranya AB : DC = 3 : 2. Az agyast vi-
ragokkal iiltetik be gy, hogy 4tlagosan 50 viragtévet
tltetnek négyzetméterenként. A trapéz atldival négy
haromszogre bontottak a virdgagyast. Az ABM harom-
szogbe sarga viragokat, a DMC haromszogbe fehéret, a
maradék két részbe piros viragokat iltettek. Hany da-
rab fehér, hany piros és hany sarga viragot tltettek be?

E E1 Egy egyenld szaru hdromszog magassigpontja

8 egységre van az alap felezGpontjatol, és 17 egységre
van az alapon fekvé csucsoktol. Mekkorak a harom-
sz0g szogei és oldalai?

ﬂ E1 Egy trapéz atléi harmadoljdk egymadst. A trapéz

rovidebbik alapja 24 cm, magassaga 40 cm hosszu.
a) Készits abrat!
b) Milyen hosszt a trapéz hosszabbik alapja?

c) Az atlék metszéspontjan keresztiil, az alapokkal
parhuzamos egyenessel a trapézt két részre vag-
juk. Mekkora a keletkezd részek teriilete?

ABCA ~ KLMA

E E2 Az ABChéaromszog AC és BC oldalat az abra sze-
rint hat egyenld részre osztottuk. A megfeleld oszto6-
pontokat 6sszekotottiik, és igy az AB oldallal parhu-
zamos szakaszokat kaptunk.

C

a) Hany trapéz
talalhat6 az
abran?

b) Az 4bran talal-
hat¢ trapézok
koziil melyek
hasonlok?
Minden eset-
ben add meg
a hasonlosag
aranyat is!

A B

I E2 (Emelt szinti érettségi, 2014)
Az egyenld oldali ABC haromszog 18 egység hosz-
szusagu oldalait hat-hat egyenl6 részre osztottuk, és
az dbra szerinti osztépontok Osszekotésével megraj-
zoltuk a PQR haromszoget. Szamitsd ki a PQR ha-
romszog teriiletének pontos értékét!

C




haromszogek nevezetes pontjai, vonalai

bels szogfelezé tétel; annak bizonyitasa, hogy a haromszog stlyvonalai egy pontban metszik egymast

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog stlyvonalai egy pontban metszik egymdst!

Bizonyitds:

Hasznalj az alabbi ponthalmazok meghatarozasdhoz geometriai szoftvert, példaul
a GeoGebra programot!

Vegyél fel egy AB szakaszt! Vizsgald azokat a derékszogti haromszogeket, amelyek-
nek az AB szakasz az atfogdja! Ezeknek a haromszogeknek a C csucsa az AB sza-
kasz Thalész-korére illeszkedik. Szerkeszd meg az AB szakasz Thalész-korét, majd
vegyél fel azon egy C pontot. Hol helyezkednek el az ABC haromszog nevezetes
pontjai?

A korulirhat6 kor kozéppontja az atfogonak, vagyis az AB szakasznak a felezé-
pontja. A magassagpont a magassagok metszéspontja, ami éppen a derékszogii
csucs, vagyis a C pont. A beirhat6 korének kozéppontjat (K-t) megkaphatjuk a bel-
s6 szogtelez6k metszéspontjaként. Az S silypontot megkaphatjuk a sulyvonalak
metszéspontjaként.

Milyen palyat fut be a K pont és az S pont, ha a C csucs végigfut a Thalész-koron?
K, illetve S pont esetében kapcsold be a ,nyomvonal” mutatasat (GeoGebrdban
a jobb egérgombbal...). Ha ezutan mozgatod a C pontot a Thalész-koron, akkor lat-
hat6va valik az abran a K és az S pontok nyomvonala. A beirhat6 kér kézéppont-
janak nyomvonala két koriv, a sulypont nyomvonala pedig egy olyan kor, amely
koncentrikus a Thalész-kérrel. Ha a C pont az A vagy a B pontba esik, akkor nem
jon létre az ABC haromszog, igy a nyomvonalon lesz két szakadasi pont. (A beir-
hato kor kozéppontjanak nyomvonalara néhany lecke mualva még visszatériink.)

Hasznéljuk az abra jeloléseit! Az AE és BD stlyvonalak metszéspontjat jeloljiik
S-sel! Az ABS haromszog hasonlé az EDS haromszoghoz, mert szogeik nagysaga
paronként egyenld. Ezért a megfelel6 oldalak hosszanak aranya egyenld, igy
ES DS ED
ES_DS_ED . Mivel ED kozépvonal az ABC haromszogben, ezért az el6bb felirt
SA SB AB

1
arany 3 Emiatt az S pont harmadolopont mindkét sulyvonalon, mégpedig a csucs-

tol tavolabbi harmadol6pont.

1

1

1
I
é

F

Hasonlé modon belathatd, hogy az AE és CF sulyvonalak metszéspontja is a stilyvonalak csticstol tavolabbi harmadolé-
pontja. Mivel az AE stlyvonalon az A csucstol tavolabbi harmadoldpontot S-sel jeloltiik, ezért a CF-fel valdé metszéspont
is azonos S-sel. Vagyis S olyan pont, amely mindharom sulyvonalra illeszkedik, ezért a hdrom sulyvonal egy pontban

metszi egymast.



2. Egy haromszog oldalainak hossza 3 cm, 5 cm és 7 cm. Milyen hosszasagu részekre B
osztja a legnagyobb belsd szog szogfelezd egyenese a szemkozti oldalt?

Megoldds:

A haromszogben a legnagyobb bels6 szog a leghosszabb oldallal van szemben. Mivel 5 P
AB > BC > AC, igy alegnagyobb szog a C csticsnal 1évo belsd szog (y). A y szog szogfele-
z6 egyenese és az AB oldal metszéspontja legyen P, igy az AP és PB szakaszok hosszanak
meghatdrozasa a feladat.

Az A cstcson at a BC oldalegyenessel hiizott parhuzamos egyenes a y szdg szogfele-
z6 egyenesét a Q pontban metszi. Az AQP szog valtészog az PCB szoggel, ezért

AQP<« = PCB«x = % Ugyanakkor PCA<x = %, igy az AQC haromszogben van két
egyenl6 nagysagu szog, ezért egyenld szaru haromszog: AQ =3 cm.

A PAQharomszog hasonlé a PBC haromszoghoz, mert van két egyenld nagysagu szogiik
(AQP<« = PCB<; valamint QPA<« = CPB<, mert csucsszogek). A hasonldsag miatt a

haromszogek megfelel6 oldalainak ardnya egyenld, igy % = g—é . Haszndljuk ki, hogy

AP 3
AQ=3cm. > TR > AP és PB hosszanak ardnya egyenl6 a CA és CB oldalhosszak aranyaval.
AP:i-7=§,valamint PB=L-7=§.
3+5 8 3+5 8

Szogfelezotétel: A haromszog belsd szogfelezdje a szemkozti oldalt a megfelelé szomszédos oldalak hosszanak aranyaban
osztja két részre.

A tétel bizonyitasa a 2. kidolgozott feladatban leirt gondolatmenet alapjan végezhetd el.

FELADATOK

E E1 Bizonyitsd be, hogy az AB étfogéju derékszogii
haromszog sulypontja illeszkedik arra a korre,
amelynek kozéppontja az AB szakasz felez6pontja, és
sugara az AB szakasz hosszanak hatodrésze! (Ezt a
kort lathatod a Bevezet6 abrajan.)

ﬂ E1 Az ABChéromszog oldalainak hossza AB = 12 cm,
AC =18 cm és BC = 17 cm. Milyen ardnyban osztja
az A csucsbdl huzott belsd szogfelezé a B csucsbol
huzott salyvonalat?

E E1 Egy egyenl6 szaru haromszogben az alap hosz-
sza 10 cm, a szarak hossza 13 cm. Milyen tavol van
egymastdl a haromszog sulypontja és a beirhaté kor
kozéppontja?

E E1 Az ABC derékszogli hdromszog befogdinak
hossza AB = 153 cm és AC = 20 cm. Milyen tévol van
egymastol a B csucshoz tartozé stlyvonalnak és a
B csticshoz tartozd belsé szogfelezének az AC oldallal

et s m E2 Egy haromszog alaku telek oldalainak hossza

AB=50m, BC=70m és AC=80m. A telken két

E E1 Allapitsd meg az allitdsok logikai értékét! mezsgyét (hatart jelold, megmiiveletleniil hagyott

A A derékszogli haromszog magassagpontja a ha-
romszog egyik cstcsa.

B A haromszog koré irhaté korének kozéppontja
mindig valamelyik sulyvonalra esik.

C Van olyan hdromszog, amelynek valamelyik ol-
dalfelez6 merdlegesére illeszkedik a haromszog
sulypontja.

D Van olyan haromszog, amely beirhaté korének ko-
zéppontja illeszkedik a hdromszog egyik kozépvo-
naldra.

keskeny, kiemelked§ foldcsik) alakitanak ki. Az egyi-
keta B csticsbdl induld stulyvonal, a masikat a B cstcs-
bdl induld bels6 szogfelezs egyenes mentén.

a) Milyen hosszt az egyik, illetve a masik mezsgye?
b) Hatdrozd meg a két mezsgye hajldsszogét!

c) Milyen nagysagu teriiletrészekre osztja a két
mezsgye a telket?



Pitagorasz-tétel, Thalész-tétel
magassagtétel, befogotétel

BEVEZETO

Az dcsok ugy mérik ki egy henger alaku fatorzs keresztmetszetén a legerdsebb gerendat, hogy
megrajzoljak a kor egyik atmérdjét, azt harom egyenld részre osztjak, majd az osztépontokban
merdlegest dllitanak a megrajzolt atmérére. Ezeknek a merélegeseknek a korrel valé metszés-
pontjai és az atméro végpontjai egy téglalapot hataroznak meg az abra szerint: ez lesz a gerenda
keresztmetszete.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Egy henger alaku fatorzs dtmérdje 24 cm. A BevezetSben leirt mddon egy téglalap keresztmetszet(i gerendat készitiink
beléle. Mekkorak a téglalap oldalai?

Megoldds:

Hasznaljuk az dbra jeloléseit! ADCA ~ CDBA, mert szogeik paronként

egyenlék. Emiatt a megfelel6 oldalhosszak aranya egyenld: e

8
azaz —=lﬂ . Ebbél m?> =8 - 16 = 128, tehat m =~ 11,3 cm. Ennek ismere-

tében a Pitagorasz-tétel segitségével kiszamolhatdk a téglalap oldalhosszai:
a~13,9 cm, b= 19,6 cm.

Megjegyzés: Az ADC, CDB, valamint ABC haromszogek hasonlok. Ezen ha-
sonldsagok alapjan bizonyithatd a derékszogti haromszogekre vonatkozo
un. magassagtétel, valamint befogotétel.

2. Bizonyitsuk be a Thalész-tétel megforditasat!

m

C
Z>

AD _DC
DB’

1

Tétel (a Thalész-tétel megforditasa):

Ha egy C pontbdl egy AB szakasz derékszogben latszik, akkor a C pont rajta van az AB atmér6jii koron. (Masképp: a de-
rékszogl haromszog koré irhatd kor kozéppontja az atfogé felezépontja.)
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N

Bizonyitds:

Az ABCharomszog derékszog, és két hegyesszogének osszege 90°, az abra szerinti
jeloléssel a + ff=90° Vegyik fel a CK szakaszt ugy, hogy ACK< = o. Ekkor
BCK<« =90° - a = 8. Az ACKA\ egyenlé szaru, azaz AK = CK. A BCKA is egyen-
16 szaru, azaz BK = CK. Ezért AK = BK, vagyis K pont az AB szakasz felezépontja,
B és a K pont egyenld tavol van az A, a B és a C pontoktdl, igy C rajta van az AB at-

GEOMETRIA

mérdji koron.



Derékszogii haromszogekre vonatkozo fontosabb tételek

Pitagorasz-tétel és megforditasa:
P> Ha egy hdromszog derékszogli, akkor befogdi hosszanak négyzetosszege egyenld az atfog6 hosszéanak négyzetével.
P Ha egy hdromszog két oldalhosszdnak négyzetdsszege egyenld a harmadik oldal hosszénak négyzetével, akkor a

haromszog derékszogu.

Thalész-tétel és megforditasa:

P Ha egy C pont rajta van egy AB atmérdju koron, de kiilonbozik A-tol és B-tl, akkor a C pontbol az AB szakasz de-

rékszogben latszik.

P Haegy C pontb6l egy AB szakasz derékszogben latszik, akkor a C pont rajta van az AB atmér6ja koron.

Magassagtétel: A derékszogt haromszogben az atfogdhoz tartozé magassag hosz-
sza egyenld a befogok atfogora es6 meréleges vetiileteinek mértani kozepével,

vagyis az abra jeloléseivel m = \/E .

Befogdtétel: A derékszogli haromszdgben a befogd hossza egyenlé az atfogora esd
merdleges vetiiletének és az 4tfogd hosszanak mértani kozepével, vagyis az dbra

jeloléseivel a = \/E silletve b= \/E .

FELADATOK

E E1 Bizonyitsd be a magassagtételt és a befogotételt!
Segitségként hasznald az 1. kidolgozott feladat abra-
jat és a megoldas gondolatmenetét!

E E1 Mekkora a trapéz teriiletének pontos értéke, ha

a) alapjainak hossza 7, illetve 19 egység, valamint
szarainak hossza 5, illetve 13 egység;

b) alapjainak hossza 7, illetve 20 egység, valamint
szarainak hossza 5, illetve 12 egység?

EN EL (Emelt szint érettségi, 2018)
Egy derékszogli haromszog oldalainak centiméter-
ben mért hossza egy szamtani sorozat harom egy-
mast kovetd tagja.

a) Igazold, hogy az oldalak hosszanak aranya 3 : 4 : 5.

b) Ennek a derékszogli hdromszognek a teriilete
121,5 cm?. Szamitsd ki a haromszog oldalainak
hosszat!

n EL1 (Emelt szint( érettségi, 2007)
Az ABC derékszogti haromszog BC befogodjanak
hossza 18 cm, CA befogéjanak hossza 6 cm. A BC be-
fogd egy P belsé pontjat 6sszekotjitk az A csticesal.
Tudjuk még, hogy PB = PA. Milyen hosszu a PB sza-
kasz?

E E1l Az ABC derékszogli haromszog atfogojan meg-
jeloljitk a kovetkez6 pontokat: T az atfogohoz tartozoé
magassag talppontja, E a beirhat6 kor érintési pontja,
K a kortilirhat6 kor kézéppontja és P a derékszogu
csucsbol huzott belsé szogfelezének az atfogoval vett
metszéspontja.

a) Milyen sorrendben helyezkednek el ezek a pontok
az atfogon?

b) Add meg a szomszédos pontok tavolsagat, ha a be-
fogdk hossza 15 cm és 20 cm!

m E1l Egy derékszogli haromszog esetében a befo-
gok atfogora esé vetiileteinek hossza 4 cm és 6 cm.
A derékszogli haromszoget megforgatjuk az atfogoja
kortl. Mekkora az igy kapott forgastest felszine?

E2 (Emelt szintii érettségi, 2009)

A K kozéppontu és R sugart kort kiviilrél érinti az
O koézéppontt és r sugaru kor (R >r). A KO egye-
nes a nagy kort A és E, a kis kort E és D pontokban
metszi. Forgassuk el a KO egyenest az E pont koriil
o hegyesszoggel! Az elforgatott egyenes a nagy kort
az E-t6l kiillonb6z6 B pontban, a kis kort C pontban
metszi.

a) Igazold, hogy az ABDC négyszog trapéz!

b) Igazold, hogy az ABC hdromszog teriilete
T=R-(R+7)-sin2a.



1Il_~  aharomszog teriiletképletének bizonyitdsa, a haromszog két 4j teriiletképlete

KIDOLGOZOTT FELADAT

Bizonyitsuk be, hogy a haromszog teriiletét megkaphatjuk ugy, hogy a beirt kor sugardanak hosszat megszorozzuk a héa-

K
romszog keriiletének felével, azaz T =r- 2

Bizonyitds

A Hasznéljuk az abra jeloléseit! A beirt kor K kozéppontjat kossiik ossze a haromszog
csucsaivall Az ABC haromszog teriilete egyenlé az igy kapott ABK, BCK és CAK
haromszogek teriiletének 6sszegével. Az ABK haromszog AB oldaldhoz tartozé magas-

0 ’ & b saga egyben a beirt kor sugara, azaz r. Ezért az ABK haromszog teriilete cz_r Hasonlo
K (
17
|
a C

. b-
modon a BCK haromszog teriilete %, a CAK haromszog teriilete Tr . Ezért az ABC

. e cr br ar a+b+c K
haromszog teriilete T =—+—+—=r- =r-—.
2 2 2 2 2

Sikidomok teriilete

Specidlis sikidomok teriiletét mar altalanos iskola 6ta szamoljuk, anélkiil hogy a teriilet fogalmat definidltuk volna. Most
pontosabba, ezaltal dltalanosabba tessziik a teriilet fogalmat.

Minden sikidomhoz hozzarendelhetiink egy pozitiv valds szamot, amely a sikidom teriiletét jelenti.

A hozzarendelés rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

P Az egységnyi oldalt négyzet teriilete 1.

P Az egybevago sikidomok teriilete egymaéssal egyenld.

P Ha egy sikidomot véges sok, paronként diszjunkt darabra bontunk, akkor a darabok teriiletének sszege megegyezik
az eredeti sikidom teriiletével.

Belathato, hogy ez a hozzérendelés ugyanazokhoz a teriiletképletekhez vezet, mint a korabban tanult tertiletképletek.

A haromszog teriilete

Sok esetben, igy a haromszogek esetében is, a sikidom teriiletképletét a téglalap teriiletkép- A
letére vezetjiik vissza. Nem bizonyitjuk, de felhasznéljuk, hogy az a és b oldalu téglalap
tertilete ab.

I. Derékszogii haromszog teriilete b

Az a és b oldalu téglalapot az atldja az abra szerint két egybevagd derékszogti haromszogre f
ab :

bontja, ezért az a és b befogoju derékszogli haromszog teriilete T, = 5 B a c



II. A hegyesszogli haromszog teriilete

A haromszoget a magassag az dbra szerint két deréksz6g(i haromszogre bontja. P>

x'ma+y'ma_(x+y).mﬂ_a.m
2 2 2 2

T

— a
ABC — .

II1. Tompaszogi haromszog teriilete

Ha a a magassag a haromszogon beliil halad, akkor a tertilet-
képlet és annak bizonyitasa megegyezik a hegyesszogu esettel. Ha kiviil halad a magassag,

A

B

akkor a hiromszoghoz toldjunk hozza egy derékszogi hdromszoget az dbra szerint! P>

(x+a)-m, _xm, _a-m,

Typc = >

2

A héaromszog teriilete barmelyik oldal és a hozzd tartozé magassag hosszanak segitségével

kiszamolhato: T =

A haromszog tovabbi teriiletképletei:

P két oldal hossza és a kozbezdrt szog szinusza segitségével felirva:

P> abeirt kor sugara és a kertilet segitségével felirva:

am, b-m, cm

2

_absiny b-csina c-a-sinf
o2 2 2
K
2

T=r

P ahdrom oldal hosszabdl szdmolva (s jeldli a keriilet felét), (Héron-képlet): T = \/ s ~(s - a) . (s - b) . (s - c)

FELADATOK

E E1 Az ABC haromszog oldalainak hossza AB = 6 cm,
BC=8cm és AC=9 cm. Milyen aranyban osztja
ketté a haromszog teriiletét az A csucsbol huzott bel-
s6 szogfelez6? Mekkora a keletkezd két rész teriilete?

P23 E1 (Bmelt szint érettségi, 2021)
Az abran lathaté ABC- G
DEFGH kocka élhosz-
szuiisdga 10 egység. Sza-
mold ki az ABG
haromszog beirt koré-
nek sugarat!

EN E1 (Emelt szint érettségi, 2019)
Egy 21 cm x 29,7 cm-es
téglalap alaku (A/4-es)
papirlapot 6sszehajtot-
tunk az egyik atldja
mentén (az abra sze- N ;
rint). Mekkora a két- N /
szeresen fedett sikrész N #
tertilete? Soo A

n E1 Bizonyitsd be, hogy ha a szokasos jelolésekkel a
haromszog két oldaldnak hossza a és b, ezen oldalak
altal kozbezart szog y akkor a haromszog teriile-

. A bizonyitds soran kiilonboztesd

meg azokat az eseteket, ahol y derékszog, hegyesszog,
illetve tompaszog.

E EL1 (Emelt szint(i érettségi, 2021)
Egy konferencia épiilete egy haromszog alaku tel-
ken van. Ha a haromszog csucsai A, B és C, akkor
AB = AC = 130 méter és BC = 100 méter. A telket
kettéosztja az egyenes CD kerités ugy, hogy a BCD
haromszog alaku rész teriilete 2000 m?. (D az AB ol-
dalon van.) Milyen hosszt a CD kerités?

m E2 (Emelt szint( érettségi, 2021)

Az Okori egyiptomiak az egyenld szard haromszog
tertiletét (kozelité modszerrel) ugy szamoltak ki,
hogy az alap és a szar szorzatanak a felét vették.

Egy egyenld szart haromszog alapja 18 cm hosszu.
Mekkora lehet a szara, ha az 6kori egyiptomiak méd-
szere e haromszog valédi teriiletét 25%-nal kisebb
hibaval adja meg?

E2 (Emelt szint( érettségi, 2008)
Az ABC haromszogben AB =2, AC =1, a BC oldal
hossza pedig megegyezik az A csticsbol induld stly-
vonal hosszaval.

a) Mekkora a BC oldal hosszdnak pontos értéke?

b) Mekkora a haromszog teriiletének pontos értéke?



tertiletképletek bizonyitasa

BEVEZETO

Sandor, Jézsef és Benedek deltoid alaku papirsdrkényt készitenek. Ugy szeretnék elhelyezni az 4tlékat a 40 cm x 30 cm
nagysagu papirlapon, hogy a papirsarkany teriilete a lehetd legnagyobb legyen. Az atlokhoz egy 40 cm hosszu és egy 30
cm hosszu palcat hasznalnak. Sandor azt javasolja, ugy helyezzék el a palcakat, hogy azok merdlegesen felezzék egymast.
Jozsef ugy gondolja, hogy akkor érik el céljukat, ha az egymasra merdleges palcak koziil az egyik felez6pontjat a masik
harmadoldépontjaba helyezik. Benedek szerint mindegy, hogyan helyezik el a palcdkat, csak az fontos, hogy az egyik felez-
ze a masikat és a két palca egymasra merdleges legyen. Kinek van igaza?

Ha két deltoid 4tloi egyenld hosszuak, akkor a két deltoid tertilete is egyenld. Akarhogyan helyezziik el a lapon a palcakat a

papirlap oldalaival pairhuzamosan, a teriilet ugyanakkora lesz: =600 cm? Erdekesség, hogy a palca mozgatasaval a

teriilet nem valtozik, de a deltoid keriilete igen. A keriilet akkor a legkisebb, ha a deltoid egyben rombusz. Masik érdekes-
ség, hogy a 40 cm x 30 cm nagysagu papirlapbol kivaghat6 600 cm?-nél nagyobb teriilet(i deltoid, ha az atlék nem parhu-
zamosak a papirlap oldalaival. (Az abran az elsé harom deltoid tertilete egyenld, utolsé deltoid teriilete viszont nagyobb
az el6tte allok teriileténél.)

1. Specialis négyszogek teriilete

A paralelogramma és a deltoid teriiletképletei bebizonyithatok a téglalap teriiletképletének segitségével. A trapéz és a
rombusz teriiletképletei visszavezethet6k a paralelogramma, illetve a deltoid teriiletképletére. (Az indoklas soran felhasz-
néljuk, hogy az a és b oldalu téglalap teriilete ab.)

Négyszog tipusa :
és teriiletképlete Indoklds

a

pellosiai A paralelogramma dtdarabolhaté egy vele

T=a-m, 5 egyenld tertiletd téglalappa, melynek oldalai

T=b-m, m, a és m_ hosszisaguiak.

T=a-b-sina Tovabba: m =b-sin o

a\ [\ a
4 Tikrozzik kozéppontosan a € @

trapéz trapézt az egyik szar felezd-

pontjaral A két trapézbol ka-
pott sokszog paralelogramma,
N és tertilete a trapéz teriiletének N
a kétszerese. a c




Négyszog tipusa
és teriiletképlete

Indoklés

A konvex deltoid az abra szerint kiegészit-
het6 téglalappd, melynek teriilete a deltoid

deltoid /l\
\r : , By

tertiletének kétszerese, és oldalai e és fhosz-
szusaguak.

A konkav deltoid az dbra szerint kiegészit-
x | heto téglalappa. A téglalap teriiletének fele

W azeoldald és x magassagu haromszog teri-
letével tobb, mint a deltoid teriilete.

rombusz
T=a-m
roef
2

2. Szabalyos sokszdgek teriilete

A szabdlyos n-szog felbonthaté n darab egybevagd egyenlé szart haromszogre az
abra szerint. A hdromszogekben a szarak hosszisaga egyenl6 a szabalyos n-sz6g

koriilirhaté korének R sugaraval, a szarak 4ltal bezart szog o =

héaromszog alapjahoz tartozd magassag hossza egyenld a szabélyos n-szog beirhat6

korének r sugaraval.

R*-sin —360

a .
A szabalyos n-szog tertilete: T = n.fn és T=n—.

FELADATOK

A rombusz egyben paralelogramma és egyben deltoid, igy alkalmaz-
hat6 rd a paralelogramma és a deltoid tertiletképlete is.

o
, valamint a o

E E1 Egy szabdlyos nyolcszog alaku asztal oldalainak ﬂ E2 Egy szabdlyos nyolcszog alaku aranylemezen

hossza 70 cm. Az asztalt egy kor alaku teritével bo-
ritjuk le, amelynek atmérdje 2 méter. A terité min-
den oldalon tullég az asztalon, igy annak teljes lapjat
befedi. A teritd teriiletének hany szazaléka log le az
asztalrol?

P23 E1 (Emelt szinti érettségi, 2020)
Az ABCD téglalap oldalainak hossza AB =17 cm és
AD =8 cm. Az APCQ rombusz P csucsa a téglalap
AB oldalanak bels6 pontja, Q csucsa pedig a CD oldal
belsé pontja. Szamitsd ki a rombusz keriiletét!

B E1 Egy trapéz alapjai 14 cm és 10 cm, szdrai 6 cm és
8 cm hosszuak.

hat ember osztozkodik. Egyikiik azt javasolja, hogy
osztozzanak egyenlé mértékben. Egy masik ember
szerint torténjen ugy az osztozkodas, hogy a nyolc-
sz0g egy csucsabol huzhato atlokkal daraboljak fel a
lemezt, majd kapjanak ebbdl egy-egy darabot a sze-
rencsére bizva, véletlenszertien. (A lemez anyaga ho-
mogeén, és a lemez mindenhol azonos vastagsagu.)

a) Hany ember kaphat értékesebb darabot a masodik
modszer segitségével, mint az elsével?

b) Hany szazaléka a masodik esetben kaphaté rész
az elsé esetben kaphato résznek a hat ember ese-
tében?

a) Igazold, hogy (egybevagdsag erejéig) egyetlen ilyen 50 E2 A Bevezetdben szerepld 40 cm x 30 cm-es papir-

trapéz létezik!

b) Mekkorak a trapéz szogei?

¢) Mekkora a trapéz tertilete?

lapbdl a lehetd legnagyobb teriiletti deltoidot szeret-
nénk kivagni. Mekkordk ennek a deltoidnak
a) az 4tldi; h) a szogei; C) a tertilete?



‘IIII érintd, érintészakasz, szeld
m egymast érint6 korok

BEVEZETO

A képen lathato szijattétel hajtdszija feszesen illeszkedik a két
kerékhez. Ha a szij kellden feszes, akkor két korivbdl és két
egyenes szakaszbdl 4ll, az egyenes szakaszok a két kor kozos
érintéire illeszkednek.

KIDOLGOZOTT FELADATOK

1. Hatdrozd meg a Bevezetdben szerepld szij hosszat centiméterben két tizedesjegy pontossaggal, ha ismert, hogy a ki-
sebb kerék egy 3 cm sugart kor, a nagyobb kerék egy 5 cm sugaru kor, és a korok kozéppontjainak tavolsaga 14 cm!

Megoldds:

Hasznaljuk az abra jeloléseit! Az EF és az E'F' szakaszok a korok
kozos kiils6 érintéire illeszkedd, az érintési pontok kozé esé sza-
kaszok. A szij hosszat egyfeldl ezek, mésfeldl a piros szinnel je-
lolt korivek hosszanak dsszege adja. A korok szimmetridja miatt
EF = E'F', igy a szij hossza 2 - EF + i, +1i,.

1. Az EF érint6szakasz hossza

Az érintési pontokba huzott sugarak AE és BF. Az ABFE derék-
szOgl trapézt az A csucsbol a BF szakaszra allitott merdleges
egyenes az ABT derékszogli haromszogre, valamint az ATFE téglalapra bontja. Az ABT haromszog derékszog, atfogoja-
nak hossza AB = 14 cm, BT befogéjénak hossza BT = BF - TF =5 - 3 = 2 cm. Igy az AT hossza a Pitagorasz-tétel alapjén:

AT =~14> =2 =192 ~ 13,86 cm. Az EF érint3szakasz hossza tehdt az AT szakasz hosszéval valé egyenlsége miatt
13,86 cm.

II. A két koriv hossza

Az ivek hosszanak meghatdrozasahoz sziikség van az ivekhez tartozo6 kozépponti szogek nagysagara.

TB 2
Az ABT deréksz6g(i haromszogben a B csticsnal 1év6 szogre felirhato: cos B = B 14 P B~ 81,8
Igy az i, ivhez tartozo kozépponti szg nagysaga 360° - 28 = 360° - 163,6° ~ 196,4°, ezért az iv hossza az 5 cm sugaru

25w o
korben: i)~ W'196,4 ~ 17,14 cm.

Az i, ivhez tartozd kozépponti szog nagysiga az E'AE és F'BF egyalldst szogek egyenldsége miatt 2f3 ~ 163,6°

T 163,6° ~ 8,57 cm.

o

ezért az iv hossza a 3 cm sugart kérben: i, ~

A szij hossza tehat 2 - EF + i, +i,=2-13,86 cm + 8,57 cm + 17,14 cm = 53,43 cm.

222 GEOMETRIA



2. Az Gn. kereszthajtas esetében a kerekeket meghajtd szij a kozos belsd érint6k mentén mozog. Hatdrozd meg a szij
érintési pontok kozé esd szakaszanak hosszat egy tizedesjegy pontossaggal az el6z6 feladatban megadott adatokkal!

Megoldds:

A koz06s belsé érintdn 1évé C és D érintési pontokba huzott sugarak AC és BD. A BD szakaszt a D ponton tul 3 cm-rel -
vagyis a masik kor sugardnak hosszaval - meghosszabbitva adédik a Q pont.

Mivel AC || DQ és AC = DQ, igy az ACDQ négyszog téglalap, ezért ABQ hdromszog derékszogu. A haromszog atfogdjanak
hossza AB = 14 cm, és egyik befog6ja BQ = 5 + 3 = 8 cm hosszu. Pitagorasz tétele alapjan AQ=+132 ~ 11,5 cm. A CD

érintészakasz hossza tehat az AQ szakasz hosszaval valé egyenlésége miatt 11,5 cm.

A szij hossza tehat két érintési pont kozott 11,5 cm.

3. Bizonyitsuk be, hogy a korhoz a kiilsé pontbdl huizott érintészakaszok egyenld hosszuak!
Bizonyitds:

Hasznéljuk az abra jeloléseit! Az OPE és az OPF haromszogekben
OP koz6s oldal, OFE = OF =1, és az E és az F csticsokndl derékszog
p van, hiszen az érinté merdleges az érintési pontban huzott sugarra.
o OP > 1, hiszen P kiils6 pont. Az OPE és OPF haromszogekben tehat
két-két oldal egyenl6, és a hosszabb oldalakkal szemben 1év6 szogek
egyenlok, ezért OPEA = OPFA\. Az egybevagdsag miatt a megfeleld
E oldalak hossza egyenld, ezért PE = PF. Ezzel belattuk a tételt.

1. A kor és érint6i
Definicio: A kor érintdje olyan egyenes a kor sikjaban, amelynek a korrel egy kozos pontja van (az un. érintési pont).
Tétel: A kor érintdje merdleges az érintési pontba huzott sugarra.

Definicié: Adott a sikon egy kor, és a koron kiviil egy P pont. A P pontbdl a korhoz hizott érint érintési pontjat és a
P pontot 6sszekotd szakaszt érintészakasznak nevezziik.

Tétel: A korhoz adott kiils6 pontbol hazott érintszakaszok egyenld hosszaak.

Definicio: Két, azonos sikban 1év6 kor kozos érintdje olyan egyenes, amely mindkét kort érinti.

(T O a )

kozos kiilsd érinték kozos belsé érinték




2. Egymast érinté korok

Definicié: Két kor érinti egymast, ha egy sikban vannak és
pontosan egy kozos pontjuk van.

Tétel: Ha két kor érinti egymast, akkor az érintési pontjuk il-
leszkedik a két kor kozéppontjat 6sszekotd egyenesre (az tn.
centralisra).

Tétel: Ha két kor érinti egymast, akkor az érintési pontban hu-
zott érint6jiik kozos érintd.

FELADATOK

EL (Emelt szint( érettségi, 2013)
Az abran egy mo- /
sogép vazlatos rajza | %
lathat6. A kisebb, >
1 cm sugaru kerék /
a motor tengelyéhez dlelb
kapcsolodik, és egy
hajtoszij  segitségé-
vel forgatja meg a
moso6gép  dobjahoz
rogzitett, 20 cm su-
garu kereket, ami-
tél a dob és benne a
ruhdk forognak mosas kozben. A két kerék tengelye
parhuzamos, a tengelyek tavolsaga 46 cm. (A hajtdszij
a tengelyekre merdleges sikban van.) Milyen hosszt a
feszes hajtoszij?

hajtoszij

motor

E E2 Egy 24 méter atmér6ji, kor alaka telekre 3 vagy
4 darab szabalyozhat6, de azonos hatétavolsagra be-
allitott locsolofejet szeretnének elhelyezni. Telkes ur
és felesége azt szeretnék elérni, hogy a locsolofejek
altal locsolt teriiletek ne fedjék egymast, ne locsolja-
nak a telekhataron tulra, ugyanakkor a telek lehetd
legnagyobb részén biztositsak az 6ntozést. Telkes ur
szerint 3, Telkesné szerint 4 locsolofejet kellene beal-
litani a feltételek eléréséhez.

a) Kinek van igaza?

b) A telek hany szazalékan biztositjak az 6ntozést az
egyik, illetve a masik elhelyezéssel?

B E2 Az R ésrsugaru korok kiviilrél érintik egymast.

a) Bizonyitsd be, hogy a korok kozos kiilsé érintdjén
az érintési pontokat 9sszekoto szakasz hossza kétszer
akkora, mint a két kor sugaranak mértani kozepe!

b) A két kor egyik kozos kiils6 érint6jének az érintési
pontok kozé esé szakaszat megforgatjuk a korok
kozéppontjara illeszked6 egyenes koriil. Fejezd ki
a keletkez6 csonkakup palastjanak teriiletét R és r
segitségével!

ﬂ EL A bilidrdjatékban hasznalt 16 golyot taroldskor

egy négyzet alapu fadobozban tartjak gy, hogy a
golyok egymast érintik. A jaték kezdetekor a 15 szi-
nes golydt — megfelelé szabaly szerint - egy ,lekere-
kitett haromszog” alakd keretbe helyezik el, ekkor
a szomszédos golyok ugyancsak érintik egymast.
A szabvany mérett bilidrdgoly6 atméréje kozelitSleg
57 mm.

a) Mekkora a tarolédoboz alapjanak belsé oldalhossza?

b) Hatdrozd meg a jaték inditdsakor hasznalt keret
belsé részének keriiletét!

I E2 (Emelt szinti érettségi, 2021)

Egy teherauto raktere 2,4 m széles, 2 m magas és 7 m
hosszu. Ezzel a teherautdval kell olyan, méretre va-
gott faronkoket szallitani, amelyek forgashenger ala-
kaak, atmér6jiik 24 cm és hosszuk 7 m. A rakomany
biztonsagi okokbol nem nyulhat tul a raktéren egyik
iranyban sem. A szallitocég az abran lathato stratégi-
aval rendezi a faronkoket.

2,4 m

a) Mutasd meg, hogy legfeljebb 86 faronkot lehet igy
a raktérben elhelyezni!

b) A raktérnek hany szdzaléka marad tiresen, ha 86
faronkot szallitanak?



kozépponti szog, koriv, korcikk

keriileti sz6g, latokoriv

Egy planetarium kor alakt nagytermében ismeretterjeszt6 filmet vetite-
nek a koriv alakban elhelyezett kivetitre. Az eladé a terem kozéppont-
jabdl (adott magassdgban, vizszintes iranyban) 80° nagysagu szog alatt
latja a képet. Az aldbbi abrak a terem alaprajzat mutatjak. A pirossal je-
161t AB iven van a vetitévaszon. Megjeloltiink a terem szélén néhany
pontot. Vajon hany fokos szog alatt latjak a kivetitett képet a latogatok a
kor P, Q, R, S pontjaibodl? Keress egyenld szarti haromszogeket, és azok
segitségével hatarozd meg a tablazat utols6 két sordban szerepld szogek
nagysagat! Milyen érdekes sejtést fogalmazhatunk meg ezek alapjan?

OP = OB, ezért a POB/A\ Keress egyenl6 szaru Keress egyenl6 szaru Keress egyenld szaru

egyenld szaru. haromszogeket! haromszogeket! haromszogeket!

Ezért BPO< = OBP<. Jelold az abran az egyenlé  Jelold az abran az egyenlé  Jelold az dbran az egyenld
szogeket! szogeket! szogeket!

Az O csticsnal 1évo6 kiilsé
sz0g 80° (ez egyenld a két,
nem mellette fekvé

bels6 szog nagysaganak

osszegével),
igy OPB< + OBP< = 80°.
Mekkora az OPB sz6g? Mekkora az OQA sz6g? Mekkora az ORA sz6g? Mekkora az OSA sz6g?

Mekkora az OQB sz6g? Mekkora az ORB sz6g? Mekkora az OSB szog?

Mekkora az APB sz6g? Mekkora az AQB sz6g? Mekkora az ARB sz6g? Mekkora az ASB sz6g?



1. Kozépponti szog és korcikk
Definicié: A korben a kozépponti szog olyan szog, amelynek csticsa a kor kozéppontja.

Tétel: Egy korben egyenl nagysagu kozépponti szogekhez egyenlé hosszusagu korivek és
egybevago korcikkek tartoznak.

Tétel: Adott korben a kozépponti szogek nagysaga és az ezekhez tartozo ivek hossza ko-
zOtt egyenes aranyossag van.

Tétel: Adott korben a kozépponti szogek nagysaga és az ezekhez tartozo korcikkek teriile-
tének nagysaga kozott egyenes aranyossag van.

Az r sugaru kérben:

Az 1° nagysagu kozépponti i 1° S 1 v Az a nagysagu kozépponti

= 2
sz0ghoz tartozoé iv nagysaga: 360° " 360 sz0ghoz tartozo iv nagysaga:

Az 1° nagysagu kozépponti
sz6ghoz tartozo korcikk T =
teriiletének nagysaga:

Az o nagysagu kozépponti
sz6ghoz tartozo korcikk
teriiletének nagysaga:

10
rn= L-r27r
360° 360

2. Keriileti szogek

Definicio: A kor keriileti szoge olyan konvex szog, amelyeknek csucsa a koérvonal egyik
pontja, és a két szara a kor egy-egy hurjara illeszkedik.

Az dbran az i korivhez tartozé egyik keriileti szog a 3 sz6g. Az i korivhez végtelen sok
keriileti szog tartozik, és csak egyetlen kozépponti szog, az o szog.

Keriileti és kozépponti szogek tétele: Egy korben egy adott ivhez tartozo kertileti szog

a
teleakkora, mint az ugyanezen ivhez tartozé kozépponti szog. Vagyis: 8 = 7

I | Keriileti szogek tétele: Egy korben az egyenl6é hosszusagu korivekhez tartozéd
keriileti szogek egyenlé nagysaguak.

Kiegészités: Erintészari keriileti szognek nevezziik azt a konvex szdget, melynek csticsa a
kor egy pontja, egyik szdra a csticsbol induld egyik hir, masik szdra az adott pontba huzott
érinté. Az abran az AB korivhez tartozé egyik érintészaru kertileti szog lathat6. Errdl is
bebizonyithato, hogy nagysdga egyenlé az AB ivhez tartozd kertileti szogek nagysagaval.

3. Latokoriv
Az, hogy egy AB szakasz a sik egy P pontjabdl a szogben latszik (0° < a < 180°), azt jelen-
ti, hogy az APB sz6g nagysaga .

Ha adott egy AB szakasz és egy a szog (0° < o < 180°), akkor azon pontok halmaza a
sikon, amelyekbdl az AB szakasz o szogben latszik, két korivnek a pontjai, kivéve az AB
szakasz végpontjait. Ezeket latokoriveknek nevezziik.

Az AB szakasz a = 90° nagysagu sz6ghoz tartozo latokorive az AB szakasz Thalész-kore.

Latokoriv, ha o > 90°:

B




KIDOLGOZOTT FELADATOK

1. Bizonyitsuk be a keriileti és kozépponti szogek tételét!
Bizonyitds:

Harom esetre bontjuk az allitast aszerint, hogy a keriileti sz6g szaraihoz képest hol helyezkedik el a kor kézéppontja.
Hasznéljuk az abrak jeloléseit! Bizonyitando, hogy a = 2.

Ha a kor kozéppontja illeszkedik Ha a kor kozéppontja Ha a kor kozéppontja
az egyik szogszarra a szogtartomany belsé pontja a szogtartomanyon kiviil esik
P P
Q B 4. e
\
Q Q

Az OPB haromszog egyenld szaru, ezért Bontsuk a 8 szoget két részre a kor Huzzuk be az AO félegyenest!
P-nél levé szoge is B. Mivel o az OPB kozéppontjan atmend egyenessel Az els6 eset alapjan az abra szerin-
haromszog kiilsd szoge, ezért egyenlé  az dbra szerint! Az el6z6 eset alapjan tiog =2B ésa+a =2(B +B).
a nem mellette fekvo belsd szogek a, = 2B, és a, = 2f3,. Mivel Ebbdl a két egyenlGségbdl
Osszegével, azaz o = 2. a=o +a,ésB=p+p,ezérta=2B  kovetkezik, hogy o = 2.

2. Milyen ardnyban osztja az dbra szerinti szabélyos nyolcszog CH atldja az AG atlot?
Megoldas:

A nyolcszog koriilirt korén az AH és a HG korivek hossza egyenld. Ezért a hozzajuk tartozd
keriileti sz6gek nagysaga is egyenld. Igy ACH<« = HCG<, tehdt a CH egyenese egy bels§
szogfelez6 a CGA haromszogben. A szogfelez6 tétel szerint a haromszog belsé szogfelezdje
a szemkozti oldalt a mellette 1évé megfelel$ oldalak hosszanak aranydban osztja. Az ACG

haromszog egyenl6 szart derékszogli haromszog, ezért a kérdezett arany 1: V2.

FELADATOK

E E1 Egy korben egy 12 cm hosszu ivhez tartozé ke- romszogre bontottuk. Igazold, hogy ezek kozil a két-
riileti és kozépponti sz8g nagysaganak osszege 132°. két szemkozti hiromszég hasonld egymdshoz!
Mekkora a kor sugara? E2 Bizonyitsd be,

E E1 Az ABC hédromszog két szoge 76° és 41° nagysa- hogy az AB itfo-
gu. Mekkora szoégben latszanak a haromszog oldalai goju  derékszogi
a koreé irhato kor kozéppontjabol? haromszog beir-

hat6é korének ko-

' E1 Mekkora szogben latszik a 8 cm sugart kérben a
14 cm hosszu hur a koriv (a hurok végpontjaitdl kii-
16nb6z6) pontjaibdl?

zéppontja rajta van
azon az AB Kkori-
ven, melynek ko-

I8 E1 Egy szabalyos kilencszog egyik csticsabol meg- zéppontja az dbra
htzzuk az dsszes 4tlot. Mekkora szdget zdrnak be szerint a D pont,
egymassal a szomszédos atlok? és sugara a Tha-

lész-kor sugaranak 2 -szérése! (Ez a koriv lathaté a

m EL (Emelt szint( érettségi, 2016) o5 Neche Beaza ddhen )

A PQRS hurnégyszoget a PR és QS atloival négy ha-




harnégyszogek tétele, érinténégyszogek tétele

BEVEZETO

A képen lathaté haromszog, illetve szimmetrikus trapéz alaku dupla ab-
lakon szeretnénk elhelyezni egy aprocska égét (pontszerd fényforrast)
ugy, hogy a lampa az ablakkeret csucsaitol egyenlé tavolsagra legyen.

a) Hogyan keressiik meg az ég6 helyét? Biztosan van ilyen pont?

b) Hova helyezziik az égét akkor, ha azt szeretnénk, hogy az ablakkeret
mindegyik oldalatol egyenlé tavolsagra legyen? Biztos, hogy van ilyen
pont mindkét ablakon?

Megoldds:

a) Két cstcstol egyenld tavolsagban 1évs pontok rajta vannak a két cstcs
altal meghatdrozott szakasz szakaszfelez6 merd6legesén. Az ablak sik-
jaban az a pont lesz az ég6 helye, amelyik illeszkedik minden oldalfele-
z6 merdleges egyenesre. Ez egyben a sikidom koré irt korének kozép-
pontja. Ilyen pont barmely haromszog esetén létezik, de nem létezik
minden sokszog, csak az un. hursokszogek esetén.

b) Két oldalegyenestdl egyenlé tavolsagban 1évé pontok rajta vannak a
két oldal altal meghatarozott szog szogfelez$ egyenesén. Az ablak sik-
jaban az a pont lesz az ég6 helye, amelyik illeszkedik minden belsé
sz0g szogtelezd egyenesére. Ez egyben a sikidom beirt korének kozép-
pontja. Ilyen pont barmely haromszog esetén létezik, de nem létezik
minden sokszog, csak az un. érintésokszogek esetén.

1. A hurnégyszog

Definicié: Azt a négyszoget, amelyhez 1étezik olyan kor, amelyre mind a négy cstcsa illesz-
kedik, hirnégyszognek nevezziik.

P A hurnégyszog négy oldalfelezd merdlegese egy pontban metszi egymast, ez a koré irha-
t6 kor kozéppontja.

Hurnégyszog tétele: Ha egy négyszog hurnégyszog, akkor a
szemben fekv6 szogeinek Osszege 180°. A szokasos jelolések-
kel o + y=f + 6 =180°.

Bizonyitds:

Hasznéljuk az abra jeloléseit! A négyszog a szoge egy kertileti szog a négyszog koriilirhat6
korében, ezért a hozza tartozo kozépponti szog 2a. A négyszog y szoge ugyancsak keriileti
sz0g a négyszog koriilirhat6 korében, ezért a hozza tartozdé kozépponti szog 2y. Mivel az
abra szerint 2a + 2y = 360°, ezért o + y = 180°. Mivel minden négyszdgben a szogek nagysa-
ganak Osszege 360°, ezért a masik két sz6g nagysaganak dsszege szintén 180°.




A tétel megforditasa: Ha egy négyszog szemben fekvé szogeinek 6sszege 180°, akkor a négyszog hirnégyszog.
Hurnégyszogek példaul: négyzet, téglalap, hirtrapéz, derékszogt deltoid.

2. Az érinténégyszog

Definicié: Azt a négyszoget, amelyhez létezik olyan kor, amelyet mind a négy oldala érint
(azaz van beirhat6 kore), érinténégyszognek nevezzik.

P Az érintdnégyszog négy belsé szogfelezbje egy pontban metszi egymdst, ez a beirha-
t6 kor kozéppontja.
P Az érinténégyszog teriilete kiszdmolhat6 a beirhat6 kér sugardnak hossza és a négy-

‘K
sz0g kertilete segitségével: T = rT .

Erinténégyszog tétele: Ha egy négyszog érintdnégyszog, akkor a szemben fekvé oldalai
hosszanak sszege egyenld. A szokasos jelolésekkel: a + ¢ =b + d.

Bizonyitds:

Hasznaljuk az dbra jeloléseit! A korhoz egy kiilsé pontbdl huizott érintdszakaszok egyenld
hosszusaguiak. Ha a négyszog cstcsaibdl a beirhatd korhoz hizott érintdszakaszok hosz-
szat rendre x, y, z, w-vel jeloljiik, akkor a négyszog oldalainak hossza

AB=x+y BC=y+z CD=z+w és DA=w +x.
Ezért AB+ CD=x+y+z+w=BC+ DA.

A tétel megforditidsa nem teljesiil, mert létezik ellenpélda, azaz van olyan négyszog,
amelynek a szemben fekvé oldalai hosszanak 6sszege egyenld, a négyszog azonban nem
érinténégyszog. Ilyen példaul a konkav deltoid. Konvex négyszogek esetében azonban
teljesiil a tétel megforditasa is.

Tétel: Ha egy konvex négyszog szemben fekvé oldalai hosszanak 6sszege egyenld, akkor
a négyszog érinténégyszog.

Erinténégyszdgek példdul: négyzet, rombusz, konvex deltoid.

FELADATOK

E E1l Egy harnégyszog harom szomszédos oldala a n EL1 (Emelt szint(i érettségi, 2016)

korilirt kor kézéppontjabol rendre 70°, 80° és 90° Az ABCD hurnégyszog AB oldala a négyszog koriilirt
nagysagu szogben latszik. Mekkorak a hurnégyszog korének egyik atméréje. A négyszog BC oldala 3 cm,
szogei? a CD oldala 5 cm hosszu, tovabba BCD < = 120°. Sza-

mitsd ki a négyszog BD atléjanak, AB oldalanak és AD

E = oy Guibabibarenilzt vl @ beps sl oldalanak hosszat, valamint a négyszog tobbi szogét!

ku kertjébe. A barkdcsaruhazban veszi észre, hogy

a kert adatairdl készitett jegyzeteit otthon felejtette. E E2 Egy érint6négyszog beirhatd korét a négyszog
Arra biztosan emlékszik, hogy a kert harom oldala- érintési pontjai l:2:3:4 ardnyban osztjak négy rész-
nak hossza 8 méter, 12 méter, illetve 23 méter. Azt is re, ebben a sorrendben.

tudja, hogy a kertben el tudja helyezni tigy a locsolo-

. g A -
fejet, hogy a berendezés altal belocsolt rész egy olyan a) Bizonyitsd be, hogy a négyszog trapéz!

kor legyen, amely éppen érinti a telek oldalait. b) Mekkora az érint6négyszog teriilete, ha a beirhatd
Mekkora lehet a kert teriilete? kor sugara 12 cm?
ﬂ E1 (Emelt szintd érettségi, 2005) m E1 E.gy trapézrél a kovetkezoket tudjuk:
Az ABCD derékszogli érintétrapéz AB és CD alap- - egyl'k alap]:a,nak hossza 25 cm,
jai (AB > CD) hosszanak dsszege 20. A beirt kérnek - mdsik alapjdnak hossza 9 cm,

— van beirhato kore, és a kor sugara 7,5 cm,

— van koré irhat6 kore.

Mekkora a beirhato és a koré irhato kor keriiletének
és teriiletének aranya?

az alapokra nem merdleges AD szarral vett érintési
pontja negyedeli az AD szarat. Szamitsd ki a trapéz
oldalainak hosszat!




kitér6 egyenesek tavolsaga és hajldsszoge

BEVEZETO

Tekintsiik az abra szerinti téglatest élegyeneseit! Az AB ésa CG egyenesek ugyneve- G
zett kitéré egyenesek, mert nincs olyan sik, amelyre mindkét egyenes illeszkedik.
Mekkora szoget zarnak be egymdssal, és mekkora a két egyenes tavolsaga? E

Ha két egyenes koziil az egyiket pArhuzamosan eltoljuk, akkor a két egyenes szoge D
nem valtozik. Ez alapjan CG és AB egyenesek hajlasszoge egyenlé a CG-vel parhu- %

zamos BF egyenes és az AB egyenes hajlasszogével. A CG és AB egyenesek hajlas-
szoge tehat 90°. A B

Ha az AB egyenes valamely pontjat a CG egyenes valamely pontjaval dsszekotjiik, akkor végtelen sok, kiilonb6z6é hosz-
szusagu szakasz johet 1étre. Van azonban e szakaszok kozott egy legrovidebb, ez pedig éppen az AB egyenesre is, és a CG
egyenesre is merdleges BC szakasz hossza, ebben az esetben 4 cm.

Kitéré egyenesek

Definicié: Két egyenes kitérd, ha nincs olyan sik, amelyre mindkét egyenes illesz-

kedik.

P Kitérd egyenesek hajldsszogét ugy hatdrozzuk meg, hogy a tér egy tetszéleges
pontjan at parhuzamost hizunk mindkét egyenessel, és vessziik ezen metsz6
egyenesek hajlasszogét.

P Kitérd egyenesek tdvolsdgan a pontjaik kozti tévolsdgok koziil a legkisebb tavol-
sagot értjilk. Minden kitéré egyenespar esetében van egy mindkettére merdleges
egyenes, amely mindkett6t metszi. Ezen a meréleges egyenesen 1év6 metszés-
pontok tavolsaga egyenld a kitérd egyenesek tavolsagaval.

Ha az e egyenes mer6leges egy sikra, akkor merdleges a sik minden egyenesére, igy
példaul az ebben a sikban fekvd, e-hez képest kitérd egyenesekre is.




FELADATOK

E E1 Az abran lathato téglatest esetében mekkora az e
és az f egyenesek hajlasszoge és tavolsaga?

4 cm

&

E E1 Az abran egy kocka lathato.
H G

A B

a) Az EC testatld és az FG oldalél egyenesei kitérd
egyenesek. Keress olyan egyenest, amely parhu-
zamos az FG egyenessel, és metszi az EC egyene-
sét! Ennek segitségével hatarozd meg az EC és FG
egyenesek hajlasszogét!

b) Az EC testatld és az AB oldalél egyenesei kitérd
egyenesek. Keress olyan egyenest, amely parhu-
zamos az AB egyenessel, és metszi az EC egyene-
sét! Ennek segitségével hatdrozd meg az EC és AB
egyenesek hajlasszogét!

E E2 Az abran lathato téglatest esetében mekkora a
hajlédsszoge és a tavolsaga

a) az e és az f lapatlo egyeneseknek;

b) az e-nek és az egyik élre illeszkedd g egyenesnek?

¢ 11 cm

&

ﬂ E2 Egy szabdlyos négyoldalu gula alaplapja 12 cm
oldalhossztisagu négyzet, oldallapjai egyenlé szart
haromszogek, amelyekben a szarak hossza 18 cm.
Mekkora szoget zar be az alaplap egyik oldalegyenese
a hozza képest kitér6 egyik szar egyenesével?

E EL A szabalyos tetraédernek 4 oldallapja van, ezek
egybevago szabalyos haromszogek. Milyen tavol van
a 16 cm élhosszusagt szabalyos tetraéder magassa-
ganak egyenese a hozza képest kitéré oldalegyene-
sektol?

B

E E2 A kocka egy szabélyos test, mert minden oldal-
lapja egybevagd szabdlyos sokszog (négyzet), és a
szomszédos lapok egymassal egyenl6 nagysagu szo-
get zarnak be.

A kocka lapkozéppontjai egy masik szabalyos testet,
oktaédert hataroznak meg.

Valaszd ki az oktaéder két olyan élegyenesét, melyek
egymassal kitérok!

Hatarozd meg a kivalasztott két egyenesnek a hajlas-
szOgeét és a tavolsagat, ha ismert, hogy az eredeti koc-
ka élének hossza 10 cm!

E2 Egy szabalyos 6tszog alapu gula alaplapja alap-
élei 8 cm, oldalélei 12 cm hosszuak. A gula magas-
sagara illeszked6 egyenest jeloljiik m-mel, az alaplap
egyik atlojara illeszked6 egyenest e-vel.

a) Mekkora az m és e egyenesek hajlasszoge?

b) Mekkora az m és e egyenesek tdvolsdga?



hasab, gila, henger, kup, gomb, csonkagula, csonkakup térfogata és felszine

csonkagula térfogatképletének bizonyitasa

KIDOLGOZOTT FELADAT /\ ﬂ
)

Egy csonkagula alaku tal alja 12 cm oldalélii négyzet, felsé pereme 16 cm

oldaléli négyzet, magassaga 10 cm. A tdl tele van vizzel. A viz hdny %-at kell \

kionteni az edénybdl, hogy a tal magassaganak feléig érjen a vizszint? V

Megoldds:

m.(TJr\/ﬁH) 10-(122 ++/127.16° +162)
A tal térfogata V = 3 = 3 ~ 1973,3 cm’.

Amikor a fele magassagig ér a viz, akkor a viz térfogata egy olyan csonkagula térfogataval egyenld, amelynek magassaga
5 cm, fedélapja 12 cm oldalt négyzet, alaplapja pedig egy olyan négyzet, melynek oldaléle a 12 és a 16 szamtani kozepe,

5-(122 +4/12% 14 +142)
azaz 14 cm. > V1 = 3

~ 846,7 cm?.

1126,6

Annyi vizet kell kionteni, amennyi a két térfogat kiilonbsége, azaz 1126,6 cm’-t. Ez része, tehat korilbeliil 57%-a

>

a teljes vizmennyiségnek.

A csonkagula térfogata A csonkagula (illetve a csonkakup) megkaphat6 oly mdédon, hogy egy
gulat (illetve egy forgaskupot) az alaplapjaval parhuzamos sikkal el-
vagunk. Az igy keletkezd két test koziil az egyik az eredeti guldhoz
(kuphoz) hasonlé gula (kup), a mésik egy csonkagula (csonkakup).

Hasznaljuk az abra jeloléseit! A hasonlosag aranyszama legyen A.

A hasonlésag miatt T'= A* - t, a csonkagtila magassaga
m=Ax-x=x(A-1).

A csonkagula térfogata kiszdmolhat6 a két hasonlo gula térfogatanak

kiillonbségeként.

Ax

T-Ax t-x A*t-Ax t-x 3 t-x
v=v -y,  =-2X DX_2 TAX o). BX
nagy kicsi 3 3 3 3 ( ) 3

AX-1=(A-1)-(F+ A+ 1) nevezetes azonossag miatt

(/'LZ+)L+1)'t _m.lz-t+l-t+t
3 3 ’

V=(A-1)-x-

22t =T, valamint A-t =yJA2-£2 =A% -t-t =~[T -t .
m~(T+\/T7t+t)

Tehat a csonkagula térfogata V = —
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FELADATOK

E E1 Egy hartrapéz alapjainak hossza 22 cm és 12 cm,
a trapéz szarai pedig 13 cm hossztak.
A trapézt megforgatjuk az egyik, majd a masik alapja
kortil. Mekkora az igy keletkezett forgastestek térfo-
gatanak ardnya?

E E1 Egy forgaskap tengelymetszetének teriilete 108,
alapkorének tertilete pedig 817 teriiletegység.
a) Hatdrozd meg a kup nyilasszogét!
b) Hatdrozd meg a kup kiteritett paldstjanak kozép-
ponti szogét!
c) Mekkora a kip alapkorének és a kuppaldst tertile-
tének aranya?

ﬂ E1 Bizonyitsd be, hogy a csonkakup térfogata

V:m-ﬂ(R2+Rr+r2)

, ha R az alapkor sugara, r a
fed6kor sugara és m a csonkakup magassagal!

ﬂ E2 Egy sétdloutcat nagy méreti virdgladakkal sze-
gélyeznek. A viragladak kétféle alakuak.
Ez egyik lada szabalyos négyoldalt csonkagula ala-
ki, melynek a kisebbik alaplapja érintkezik a talajjal.
A lada belsé méretei: a csonkagula alaplapjai 50 cm, il-
letve 64 cm oldalhossztsagt négyzetek, a csonkagula
magassaga 45 cm.
A masik lada alakja hurtrapéz alapt egyenes hasab,
és ennek a legkisebb teriiletti oldallapja érintkezik a
talajjal. A lada belsé méretei: a trapéz alapjai 35 cm és
46 cm hosszuak, a trapéz magassaga 45 cm, az egye-
nes hasab magassaga 80 cm hosszu.

a) Melyik lada (belsd) térfogata a nagyobb?

b) Mindkét ladat 40 cm magassagig toltik meg virdg-
folddel. Melyik ladaban van tobb f61d?

(2 A‘

E E1 Egy csonkakup térfogata 5000 cm?, az alapkor
sugara 6,5 cm, magassaga 44 cm. Mekkora a fed6lap
sugara?

I E2 (Bmelt szinti érettségi, 2014)
Egy cég a fiiggbleges irany kijelolésére alkalmas, az
épitkezéseknél is gyakran hasznalt ,fiiggéont” gyart,
amelynek nehezéke egy acélbdl késziilt test. Ez a test
egy 2 cm oldalhosszusagu szabalyos 6tszog egyik
szimmetriatengelye koriili forgatasaval szarmaztat-
hat6. Hany cm® a nehezék térfogata?

! forgatds
———

utan

N

E2 Egy forgashenger alakd olvasztétégelyben folyé-
kony viasz van. A henger alapkorének sugara 20 cm, a
henger magassaga 50 cm. Ha a hengert tigy helyezziik
el, hogy alkotoi vizszintesen élljanak, akkor a hen-
gerben 1év6 viasz magassaga 36 cm. (A henger min-
den helyzetében biztonsagosan zarhatd, viasz csakis
akkor folyik ki beléle, ha a csapot kinyitjuk.)

a) Milyen magasan 4ll a viasz a hengerben, ha azt az
alaplapjara allitjuk?

b) Hany olyan szabalyos négyoldalu gutla alaku gyer-
tyat tudunk kionteni a hengerben 1év6 viaszbol,
amelynek alapéle 6 cm, testmagassaga 5 cm hosz-
szu, ha gyartas kozben az anyagveszteség 12%?

m E2 Egy szabalyos (.fejjel lefelé 4ll6”) négyoldala
csonkagula alaku tartdlyba vizet toltenek. A cson-
kagula alapéle 1,8 méter, fed6éle 1,5 méter, magas-
saga pedig 1 méter. A feltoltérendszer 6ranként 720
liter vizet juttat a tartalyba. Egy adott pillanatban
tortént mérés szerint a tartalyban 1045 liter viz van.

a) Hany orat kell még varni, hogy a rendszer szinil-
tig toltse a tartalyt?

b) Milyen magasan all a viz a mérés pillanataban?

ﬂ E2%* (Emelt szint( érettségi, 2015)
Egy haromoldalil egyenes hasab alapéleinek hossza

AB=4, AC=BC= 13, a haséb magassaga 23
hossztsagu. Az AB alapél egyenesére illeszkedd S sik
30°-0s szoget zar be a hasab alaplapjaval, és két rész-
re vagja a hasabot. Szamold ki a részek térfogatanak
aranyat!
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D’ C’
A B/
30 cm
D c
20 cm
A 20 cm B

Egy négyzetes hasab alaku viasztombot az abra szerint harom lapatlojara il-
leszkedd sik mentén kettévagnak. Vajon befér-e egy fiokba a kisebbik levagott
test (valamelyik lapjara allitva), ha a fiok téglatest alakd, vizszintes méretei
40 cm és 60 cm, magassaga pedig 12 cm?

Megoldds:

Az ABCDA'B'C'D' téglatestbdl levagott test az AB'D'A" tetraéder. A tetraéder-
nek barmelyik oldallapja lehet az alaplapja, és térfogatat barmelyik oldallap és
a hozza tartozé magassag segitségével kiszamolhatjuk. Ha azt akarjuk megal-
lapitani, hogy a test befér-e a fiokba, akkor a tetraéder legkisebb magassagat
kell kiszdmolni, ami pedig a legnagyobb teriilet(i oldallaphoz tartozik. A tet-
raéder térfogatat viszont akkor a legegyszertibb kiszamolni, ha az abra szerin-
ti felsé6 B'D'A" oldallapot (a fél négyzetet), tekintjiik a tetraéder alaplapjanak,
mert ehhez az oldallaphoz tartozé magassaga éppen a négyzetes hasab AA’
magassaga, azaz 30 cm.

. 2020
y=>"__2  _2000cm>.
3 3

Alegnagyobb oldallap (az AB'D'A\) olyan egyenl szari haromszog, melynek oldalai v400 ~ 28,28, illetve /1300 ~ 36,06,
és tertilete (pl. a Héron-képlet alapjan) T =~ 469 cm?.

469-m

Mivel V = TT’" , ezért 2000 =

a test nem fér bele a fidkba.

, és ebbdl m ~ 12,8 cm. Mivel a legkisebb magassag is nagyobb, mint 12 cm, ezért

Otletek hosszisagok és szogek meghatarozasahoz

Keress derékszogli haromszoget!

Keress olyan altalanos haromszoget, amelyben harom

adat ismert!

Ird fel tobbféle modon egy haromszog teriiletét!

Alkalmazd a hasonldsagot!

Pitagorasz-tétel, hegyesszogek szogtiiggvényei
szinusztétel, koszinusztétel

a kiilonféle médon felirt teriiletek egyenlok

© Otleumegoldisimédsier  Assdmitésok sorén alkalmazhatd tételek, kepletek
>
>
>
>

a megfelel6 oldalhosszak aranya egyenld




FELADATOK

E E1 Az ABCD négyzet oldalanak hossza 8 cm. He-
lyezziik el az ABCD négyzet sikjaban ugy az 5 cm ol-
dalhosszusagu A'B'C'D’ négyzetet, hogy

a) A’ csucsa egybeessen az A csuccsal, és mindkét
négyzetnek legyen szimmetriatengelye az AC atlo
egyenese;

b) illeszkedjen az A" és B’ cstics az AB oldalra (AA'B'B
sorrendben elhelyezkedve), és legyen a négyzetek-
nek kozos szimmetriatengelye;

c) legyenek parhuzamosak a négyzetek — bettizés
szerinti — megfelel6 oldalai, és essen egybe a két
négyzet szimmetria-kozéppontja;

d) essen egybe a két négyzet szimmetria-kozéppontja
és atloik 45°-o0s szoget zarjanak be egymassal, va-
lamint a C'CD haromszog ne fedjen le k6zos terti-
letet az A'B'C'D’ négyzettel!

Hatarozd meg a mindegyik esetben a CC’ tavolsagot!

E E1 (Emelt szint( érettségi, 2019)
A Balaton szélessége Balatonvilagos és Balatonalmadi
kozott a legnagyobb, kb. 12,7 km. Legalabb hany mé-
terrel kell a vizfelszin folé emelkednie a balatonvila-
gosi kikotSben elhelyezett jelz6oszlopnak ahhoz, hogy
az oszlop tetején rogzitett viharjelz6 késziilék fényjel-
zése — a Fold gorbiiletét is figyelembe véve — lathat6
legyen a balatonalmadi strandon fiird6z6k szamara
is? (A Foldet tekintsiik egy 6370 km sugart gombnek.)

ﬂ E2 Négy darab 6 cm sugart goly6t ugy helyeziink
el egy asztallapon, hogy a golyok kozéppontjai egy
négyzet csicsai. A szomszédos golyok érintik egy-
mast. Mekkora annak a kisebb golyonak a sugara,
amely befér a négy golyé és az asztallap kozé gy,
hogy érinti mind a négy golyot és az asztallapot is?

n E1l Az A AJAAAAAA, szabalyos nyolcszog koré
irhaté korének atmérdje 24 egység. Mekkora az
A A A, sikidom teriilete?

E E2 (Emelt szint(i érettségi, 2014)

Vizszintes, sik terepen futé patak tulpartjan all6 fa
magassagat kell meghatdroznunk. A sikra meréle-
gesen allo fat megkozeliteni nem tudjuk, de van egy
kis méretdi, digitalis miszertink, amellyel szoget és
tavolsagot is pontosan tudunk mérni. A patakparton
kittizziik az A és B pontokat, amelyek 10 méterre van-
nak egymastol. Az A pontbol 55°-0s, a B-bél 60°-os
emelkedési szog alatt latszik a fa teteje. Szogmérés-
sel még megallapitjuk, hogy ATB<t = 90°, ahol T'a fa
»talppontja”. Milyen magas a fa?

E E2 Egy tet6térben 1év6 helyiség olyan szabdlyos négy-
oldalt gula, amelynek alaplapja az ABCD négyzet,
6todik csucsa pedig az E pont. A B csticsbol indul egy
pok, és tigy maszik végig a BCE oldalfalon, hogy az
EC élre mer6legesen halad nyilegyenesen, és az EC él
P pontjaba érkezik. A P pontbdl tovabbindul a CED
oldalfalon, ahol ugyancsak egyenesen halad az ED
élre merdlegesen, és az ED él Q pontjaba érkezik. Ezt
kovetden a Q pontbdl fiiggblegesen ereszkedik le a ta-
lajra, és ott az R pontba érkezik.

a) Mekkora utat tett meg 6sszesen, mig a B pontbol
az R-be érkezett, ha a helyiség alapéle 10 méter, ol-
daléle 13 méter hosszu?

b) Mennyi id§ alatt tette meg az utat, ha a falon 50 cen-
timétert, a levegdben ereszkedéskor 30 centimétert
tesz meg masodpercenként?

c) Mennyivel lenne révidebb a mozgasi ideje, ha a
B pontbdl kozvetleniil az R pontba haladna a leg-
révidebb uton?

E2%* (Emelt szint(i érettségi, 2008)
Az ABCDE szabalyos négyoldalu gula alaplapja az
ABCD négyzet. A gula alapéle 28 egység hosszu. Le-
gyen F a CE oldalélnek, G pedig a DE oldalélnek a
felezépontja. Az ABFG négyszog teriilete 504 teriilet-
egység. Milyen hosszt a gula oldaléle?

)
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(D = definicié T = tétel M = modszer)

D

Geometriai transzformdcio

Egybevagosagi transzformacio

Egybevagosagi transzformaciok
a sikban

Egybevagosagi transzformaciok
a térben

Két alakzat egybevago

Haromszogek
egybevagosaganak
alapesetei

Parhuzamos szelOk tétele

A parhuzamos szel6k tétele
specialis esetének megforditasa

Parhuzamos szel6szakaszok
tétele

Hasonldsagi transzformaci6

Hasonldsagi transzformaci6

Hasonl6 sikidomok

Héromszogek hasonlésaganak
alapesetei

SzogtelezGtétel

Kolesonosen egyértelmt leképezés, amelynek értelmezési tartomdnya is,
értékkészlete is ugyanaz a ponthalmaz.

Tavolsagtartd transzformacioé; vagyis olyan transzformacio, amely esetén
barmely két pont tavolsaga egyenlé a képeik tavolsagaval.

Tengelyes titkrozés, pontra vonatkozo titkrozés, pont korili elforgatas, elto-
las, valamint ezek egymas utni elvégzése.

Tengely kortili forgatas, kozéppontos tiikrozés térben, sikra tiikrozés, tenge-
lyes titkkr6zés térben, eltolas, tovabba ezek egymads utani elvégzése.

Van olyan egybevagdsagi transzformacio, amely egyiket a masikba viszi.

egy-egy oldal hossza és az ezeken fekvo két szog nagysaga egyenld;
két-két oldal hossza és az altaluk kozbezart szog nagysaga egyenlo;

a harom oldal hossza paronként egyenld;

két-két oldal hossza és koziilik a nagyobbikkal szemben fekvé szog
nagysaga egyenld.

Ha egy szog két szarat parhuzamos egyenesekkel metssziik, akkor az egyik
szaron keletkez6 szakaszok hosszanak aranya egyenl6 a masik szaron kelet-
kez6 megfeleld szakaszok hosszanak aranyaval.

Ha két egyenes egy sz0g szaraibdl a szog csticsatol mérve olyan szakaszokat
metsz ki, hogy a megfelel6 szakaszok hosszanak aranya egyenld, akkor a két
egyenes parhuzamos.

Ha egy szog szarait két parhuzamos egyenessel metssziik, akkor a szog-
szarak altal a pArhuzamos metsz6 egyenesekbdl kimetszett szeldszakaszok
hosszanak aranya egyenlé a szarakon keletkezé megfelel6 szakaszok hosz-
szanak aranyaval.

Aranytart6 geometriai transzformacio, vagyis olyan transzformdcio, amely
esetén barmely két pont tavolsaganak és a képeik tavolsaganak aranya 4l-
landé.

Minden hasonlésagi transzformacié egy kozéppontos hasonldsag és egy
egybevagdsag egymasutanja.

Két sikidom hasonlé, ha hasonldsagi transzformacidval egymasba vihetd.

két-két sz6g nagysaga egyenld;

két-két megfelel6 oldal hosszdnak aranya és az altaluk kozbezart szog
nagysaga egyenld;

a harom oldal hosszanak aranya paronként egyenld;

két-két megfelelé oldal hosszanak ardnya és koziilitk a nagyobbikkal
szemben fekvé szog nagysaga egyenld.

A haromszog belsé szogfelezdje a szemkozti oldalt a megfelel6 szomszédos
oldalak hosszanak ardnyaban osztja két részre.



Pitagorasz-tétel

A Pitagorasz-tétel megforditasa

Thalész-tétel

A Thalész-tétel megforditasa

Magassagtétel,
befogdtétel

A haromszog teriiletképletei
(a szogek és oldalak szokdsos
jeloléseivel)

A specialis négyszogek
tertiletképletei (az oldalak és
az atlok szokasos jeloléseivel)

Kor érintdje, sugar
Erintészakaszok hossza

Egymast érint6 korok

Ko6zépponti szog

Kozépponti szog és iv
kapcsolata

Koézépponti szog és korcikk
tertiletének kapcsolata

Keriileti sz6g

Erintészéru keriileti sz6g

Kertileti és kozépponti szogek
tétele

Ha egy haromszog derékszogt, akkor befogoéi hosszanak négyzetdsszege
egyenlé az atfogd hosszanak négyzetével.

Ha egy haromszog két oldalhosszanak négyzetdsszege egyenld a harmadik
oldal hosszanak négyzetével, akkor a haromszog derékszogu.

A kor atmérdje a korvonal barmely pontjabol — kivéve az atmérd két vég-
pontjabdl — derékszog alatt latszik.

Ha az AB szakasz egy C pontbdl derékszogben latszik, akkor a C pont rajta
van az AB atmér6ji koron.

C
Az abra jeloléseit hasznalva:
b a
Magassagtétel: m=./pq
Befogdtétel: a = \/ﬁ , b= \/qic A T' &

m
T=a- 2“ , ahol m_az a oldalhoz tartozé magassag

_a-b-siny b-c-sina_a-c-sinfd
o2 2 2
K
2

T

T =r-— , ahol r a beirhat6 kor sugara, K a haromszog kertilete

(Héron-képlet)

T=\/S~(s—a)'(s—b)-(s—c) , ahol s:g

paralelogramma: T =a-m, T=a-b-sina

trapéz: T= @

o €
deltoid: = ef
2
A kor érint6je merdleges az érintési pontba hizott sugarra.

A korhoz adott kiilsé pontbdl huizott érintészakaszok egyenlé hosszaak.

Ha két kor érinti egymast, akkor az érintési pontjuk illeszkedik a korok ko-
zéppontjait 6sszekotd egyenesre (az Gn. centrélisra).

Olyan szdg, amelynek cstcsa a kor kozéppontja, két szara pedig a kor két
sugarara illeszked6 félegyenes.

Adott korben a kozépponti szogek nagysaga és az ezekhez tartozo ivek hosz-
sza kozott egyenes ardanyossag van.

Adott korben a kozépponti szogek nagysaga és az ezekhez tartozo korcik-
kek tertiletének nagysaga kozott egyenes aranyossag van.

Olyan konvex szdg, amelynek csticsa a kérvonal egyik pontja, és a két szara
a kor egy-egy hurjara illeszkedik.

Olyan konvex szog, amelynek egyik szdra a kor egy hurja (vagy hurjanak
félegyenese), masik szdra a hur egyik végpontjaba allitott érint6 félegyenese.

Egy korben egy adott ivhez tartozo keriileti szog feleakkora, mint az ugyan-
ezen ivhez tartozo6 kozépponti szog.



A kertiileti és kozépponti szogek
tételének kovetkezménye

Egy korben az egyenl6é hosszusagu korivekhez tartozd keriileti szogek
egyenl6 nagysaguak.

Ha adott egy AB szakasz és egy a szog (0° < a < 180°), akkor azon pontok
halmaza a sikon, amelyekbél az AB szakasz o szogben latszik, két korivnek
a pontjai, kivéve az AB szakasz végpontjai.

D Latékoriv

Azt a négyszoget, amelyhez létezik olyan kor, amelyre mind a négy csticsa

D Hurnegyszog illeszkedik (azaz van koré irhatd kore), hirnégyszognek nevezziik.

| ek ke Il-ISaO oegy négyszog hurnégyszog, akkor a szemben fekvé szogeinek sszege
A hirnégyszogek tételének
megforditasa

Ha egy négyszog szemben fekvé szogeinek dsszege 180°, akkor a négyszog
hurnégyszog.

D Frintdnéevszo Azt a négyszoget, amelyhez létezik olyan kor, amelyet mind a négy oldala
EYSz08 érint (azaz van beirhat6 kore), érinténégyszognek nevezziik.
Ha egy négyszog érintdnégyszog, akkor a szemben fekvé oldalai hosszanak

T  Erinténégyszogek tétele P ——

Ha egy konvex négyszog szemben fekvé oldalai hosszanak 6sszege egyenld,
akkor a négyszog érinténégyszog.

Konvex négyszog mikor
érinténégyszog

FELADATGYﬁJTEMENY

1. E1 Az ABC héromszog AB oldalanak hossza 12 cm, 5.
BC oldalanak hossza 17 cm, a C csticsnal 1év6 szoge 40°
nagysagu.

E2 Egy trapéz alapjai 7 cm és 16 cm hosszuak, a trapéz
magassaga 6 cm.

a) Milyen ardnyban osztja ketté a trapéz teriiletét az

a) Mekkora a haromszog tertilete?

b) Mekkora lehet a haromszog kertilete?

. E1 Az ABC héromszog oldalainak hossza a szokasos
jelolésekkel a =6 cm, b=8cm és ¢ =9 cm. Milyen
aranyban osztja ketté a hdromszog tertiletét

a) az B csticsbol indul6 salyvonal;
b) a c oldalhoz tartozé magassagvonal;

c) az A csucsbol hizott belsé szogfelez§?

. E1 Egy hurtrapéz alapjai 3 cm és 7 cm hossztak.

. E2 (Emeltszint{i érett-

az alapokkal parhuzamos egyenes, amely 2 cm tavol
van a hosszabbik alap egyenesét6l?

b) Milyen tévol van a hosszabbik alap egyenesét6l az az
alapokkal parhuzamos egyenes, amely felezi a tra-
péz teriiletét?

ségi, 2017)

Az egységnyi oldala
ABC szabalyos harom-
sz0g minden csucsa-
nal behuztunk egy-egy

A trapéz magassiga 8 cm. Milyen tdvol van a szarak szoghe}rmadolré eeye
egyenesének metszéspontja nest, igy az dbran lat-
haté PQR szabalyos
a) a rovidebb alap egyenesétdl; haromszéget kaptuk.
Szamitsd ki a PQR

b) az atlok metszéspontjatol?

. E1 Egy trapézt a két dtloja 4 haromszogre bontja, me-
lyek koziil az alapokra illeszkedé haromszogek teriilete
8 cm? és 18 cm?. A trapéz magassaga 5 cm.

a) Milyen hosszuak a trapéz alapjai?

b) Mekkora a szarakra illeszkedé haromszogek terii-
lete?

hiaromszog oldaldnak
hosszat!

E1l Egy derékszog(i haromszog atfogojat a derékszogii
csucsabol hizott magassaga 2 : 5 ardnyban osztja. Mi-
lyen ardnyban osztja ketté a haromszog teriiletét a de-
rékszogl csucsbol huzott belsé szogfelezé?



8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

E1l Egy 10 cm sugaru
negyedkorcikk egyik
hatarolé sugarara fél-
kort rajzoltunk az
abra szerint. Mekkora
az 4bran lathaté kor
sugara, amely érinti a
télkorivet, a negyed-
korivet és a korcikk
egyik hatdrolé suga-
rat?

. E1 Egy12cmsugaru

szabalyos haromszog
mindegyik cstcsabol

12 cm sugaru kort
rajzolunk. A harom
korlemez kozos ré-

sze az abra szerinti

un. Reuleaux-harom-

sz0g. (Ilyen alakua \ o %
faréfejet hasznalnak

a négyzetes furat készitéséhez.) Mekkora annak a
kornek a sugara, amely érinti a Reuleaux-hdromszog
mindhdrom hatarold ivét?

E2 (Emelt szint(i érettségi, 2022)

A tarsashaz kertje egy 15 méter hosszu, 10 méter szé-
les téglalap alaku foldteriilet, amely az egyik atloja
mentén ketté van osztva: az egyik fele fiivesitve van, a
masik felén viragagyas talalhatd. A fiivesitett rész de-
rékszogl csiicsaban van egy 6nt6z6, amely egy 10 mé-
ter sugard negyedkor alaku teriiletet locsol a kertben.
Mekkora az a fiivesitett teriilet, amelyet nem ér el az
ont6z6?

E1l Egy 14 cm sugaru korlapbol kivagunk egy 200°-os
kozépponti sz6gli korcikket, majd ebbdl egy forgas-
kapot formazunk. Mekkora a forgaskup térfogata?

E1 Egy egyenes korkap kiteritett paldstjdnak a terii-
lete t. A Kkiteritett paldst kozépponti szoge 120°. Mek-
kora a kup térfogata? (Pontos értékekkel szamolj!)

E1l Két, egymast metszd kor kozos AB hurjanak
hossza 9 cm. Az AB hur az egyik kor végtelen sok
pontjabdl 30°-o0s szogben, a masik kor végtelen sok
pontjaibdl 60°-os szogben latszik. Milyen tavol lehet
egymastol a két kor kozéppontja?

E1l (Emelt szint( érettségi, 2020)
Egy szabalyos tizszog legrovidebb atldja 6 cm hossza.
Hatdrozd meg a tizsz6g oldalanak hosszat!

E1l (Emelt szint( érettségi, 2020)

Az ABCD hurnégyszogben AB =20, BC = 18, vala-
mint ABC< = 70°, CAD < = 50°. Milyen hossztia CD
oldal, és mekkora a hurnégyszog tertilete?

16.

17.

18.

19.

20.

21.

E1l Egy szabalyos haromszdg alapu egyenes hasab
alapéle 20 cm hosszd, paldstjanak teriilete hatszorosa
az egyik alaplap teriiletének. Mekkora a hasab felszi-
ne és térfogata? Hatdrozd meg a hasdbbdl kifaragha-
t6 maximalis térfogatu henger felszinét, ha a henger
alaplapja a hasab alaplapjara illeszkedik!

E2 Egy forgaskup alaku kupoldban két pontszerd
fényforrast helyeznek el. Az egyik lampa a kup beir-
hatd, mig a masik a kup koré irhaté gombjének kozép-
pontjaba keriil. Hatarozd meg a két fényforras tavol-
sagat, ha ismert, hogy a kupola alapkoérének atméréje
8 méter, a kupola magassaga 5 méter! Valaszod méter-
ben, két tizedesjegy pontossaggal add meg!

E1 Egy étteremben a nap végén megmaradt tiz darab
1 cm sugard, és két darab 3 centiméter sugaru tro-
gombdc gyartasahoz elegendé mennyiségli massza.
A humoros szakacs ugy dont, hogy a személyzetnek
készit ebbdl az anyagbdl egyetlen nagy gombocot.
(A gombocok mindegyike gomb alakd.)

a) Mekkora lesz az igy kapott gombdc sugara?

b) Hanyszorosa lesz az elkészitett gombodc befedésé-
hez sziikséges prézli mennyisége az eredetileg el-
tervezett gombdcokéhoz képest?

E1l Egy gula alaplapja szabélyos haromszog, oldal-
lapjai olyan egyenlé szard, egymassal egybevagd ha-
romszogek, amelyeknek a tertilete az alaplap teriileté-
nek a kétharmadszorosa. Mekkora az oldallapoknak
az alaplappal bezart szoge?

E1l (Emelt szintl érettségi, 2007)

A csonkakup alaku targyak térfogatat régebben a
gyakorlat szamara elegendGen pontos kozelité szami-
tassal hataroztak meg. Eszerint a csonkakup térfoga-
ta kozelitleg egy olyan henger térfogataval egyezik
meg, amelynek atmérdje akkora, mint a csonkakup
also és felsé atmérdjének szamtani kozepe, magassaga
pedig akkora, mint a csonkakip magassdga.

Egy csonkakup alaku fatorzs hossza (vagyis a csonka-
kap magassaga) 2 m, alsé atmérdje 12 cm, felsé atmé-
réje 8 cm. A kozelité szamitassal kapott térfogat hany
szazalékkal tér el a pontos térfogattol?

E2 (Emelt szint(i érettségi, 2012)

Egy forgaskuip nyilasszoge 90°, magassaga 6 cm.

a) Szamitsd ki a kup térfogatat és felszinét!

b) A kup alaplapjdval parhuzamos sikkal kettévagjuk
a kupot. Mekkora a keletkez6 csonkakup térfoga-

ta, ha a metsz0 sik dtmegy a kup beirt gombjének
kozéppontjan?



halmazmoiveletek, részhalmazok szdma

de Morgan-azonossagok

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy négyfds kertészeti vallalkozas egyik tagja megallapitotta, hogy az elmult
hénapban tgy osztottak ki egymas kozott a feladatokat, hogy nem volt két
olyan feladat, amelyen ugyanaz a csapat dolgozott, és barmely két feladat
esetén volt négyiik kozott olyan ember, aki mindkét feladatban részt vallalt.
(Lehetett olyan feladat, amit egyediil végzett el valaki, de lehetett olyan is,

amelyben mindannyian részt vallaltak.)

Legfeljebb hany feladatot végezhettek el az elmult honapban?

Megolds:

A négy ember kozil 2* = 16-féleképpen valaszthatunk ki egy csoportot — ebben benne van az az eset is, amikor mind-
nyajan benne vannak a csoportban, és benne van az is, amikor egyikiik sem. Ez a 16 csoport 8 parba 4llithaté ugy, hogy
minden csoport parja az a csoport, amelyet a kimarad6 emberek alkotnak. A négy embert négy bettivel jelolve, példaul az
ABC csoport parja a D. A part alkot6 csoportok olyanok, hogy a két csoportban nincs k6zos ember, igy ezen két csoport
kozil csak az egyik fordulhatott el6 az elmdlt honapban mint az egyik feladatot végzé team. Ezért 8-nal tobb feladatot

nem végezhettek el.

Lehetséges-e, hogy pontosan 8 feladatot végeztek el? Egy ilyen lehetdség példaul, hogy A, AB, AC, AD, ABC, ABD, ACD,
ABCD csoportokban végezték a feladatokat. Ezért a vélasz az, hogy legfeljebb 8 feladatot végezhettek el.

Fogalmazzuk meg a feladatot a halmazelmélet kifejezéseivel! Egy H halmaz négy eleme megfeleltethet6 a vallalkozas négy
tagjanak. Minden munkahoz a H halmaz valamely részhalmaza tartozik. A feladatban azt kell meghatarozni, hogy hany
részhalmaz valaszthatd ki egy négyelemt halmazban ugy, hogy barmely két részhalmaznak van kozos eleme. Masként
megfogalmazva: semelyik két részhalmaz nem diszjunkt. (Emlékeztets: két halmaz diszjunkt, ha nincs kozos elemiik.)
Egy négyelemi halmazbdl tehat legfeljebb 8 részhalmaz valaszthatd ki ugy, hogy semelyik ketté nem diszjunkt.

FELADATOK

EL Egy iskolai évfolyam tanuldi k6zott kétszer any-
nyian vannak, akik bevallasuk szerint szeretik a rap-
zenét, mint akik szeretik a dzsesszt. 22-en mindkét
mufajt, és 71-en legalabb az egyik mifajt szeretik
az elbbiek koziil. Hanyan vannak, akik szeretik a
dzsesszt, de nem szeretik a rapet?

E EL1l Adj meg az elemei felsoroldsdval harom olyan
halmazt, amelyekre egyszerre teljesiilnek a kovetke-
z6 kijelentések és a halmazok elemszamanak 6sszege
a lehetd legkisebb:

- semelyik ketté nem diszjunkt;

- a harom halmaz metszete az tires halmaz;

- a halmazok elemszama egyenld;

- mindharom halmaz elemszama oszthat6 3-mal.

ﬂ EL A pozitiv egyjegyli egész szamok halmazanak
hany olyan részhalmaza van, amely

a) részhalmaza a {3; 4; 5; 6} halmaznak;
b) diszjunkt a {3; 4; 5; 6} halmazzal;

¢) hdaromelemd, és egyik eleme az 1?

n E1l Hényféleképpen adhatok meg az A és B halma-
zok, ha A U B = {1;2; 3;4; 5} és AN B = {4; 5}?

E EL Egy 12 elem( halmaznak hény olyan részhalma-
za van, amely

a) legalabb 11 elemi; C) paros elemszamu;

b) legalabb 3 elemti; d) paratlan elemszama?



E E2 Egy iskoldban két nyari taborra lehetett jelentkezni. Sporttdborba pontosan masfélszer annyian jelentkeztek,
mint vandortaborba. A vdndortadborba jelentkez6k pontosan haromnegyede a sporttdborba is jelentkezett. Hanyan
jelentkezhettek az egyes taborokba, ha azok szama, akik legaldbb az egyik taborba jelentkeztek, tobb, mint 30 és keve-
sebb, mint 50?

E1 A Venn-diagramon R a rombuszok, T a téglalapok halmaza, az alaphalmaz pedig a négyszogek halmaza. Hata-
rozd meg, hogyan lehet R és T, valamint halmazmuveletek segitségével felirni a tablazatban megadott négyszogek
halmazat! Add meg azt is, hogy a Venn-diagram melyik tartomanyai tartoznak az adott részhalmazhoz!

Néovszooek iellemzdie Részhalmaz megadésa Venn-diagramon négyszogek
BYsz08ex) ) halmazmiiveletekkel ~ a tartomanyok sorszama
I
nem rombuszok és = = .
RNT L. R

nem téglalapok

nem rombuszok vagy
nem téglalapok

nem teljesiil, hogy o

rombuszok vagy téglalapok
nem négyzetek

négyzetek vagy

T
nem rombuszok
Melyek egyenl6k a tablazatban felirt részhalmazok kozil?
m E2 Adott az A és a B halmaz. A felsorolt halmazok koézil valaszd ki
azokat, amelyek egyenl6k! AnB AUB AnB  AUB

AnNB AUB  AnB AUB

Tétel: de Morgan-azonossagok

Minden A és B halmaz esetében teljesiil, hogy ANB = AUB és AUB = ANB.

A B
metszetik >

A

A B
{ unidjuk

B

A Venn-diagramon megfigyelhetd, hogy két halmaz metszetének komplementere ugyanazokat a tartomanyokat fedi le,
mint a halmazok komplementereinek uniéja. Hasonlé médon: két halmaz unidjanak komplementere ugyanazokat a tar-
tomanyokat fedi le, mint a halmazok komplementereinek metszete. Ezeket a kapcsolatokat irjak le a de Morgan-azonos-
sagok.



szitaformula

KIDOLGOZOTT FELADAT

Hény olyan pozitiv haromjegyt szdm van, amely a 10, 12, 16 szamok koziil legalabb az egyikkel oszthat6?

Megoldds:

A 16-tal oszthat6 pozitiv hdromjegyli szamok Osszeszamlalasat megtehetjitk gy, hogy megkeressiik a legnagyobb ilyen
szamot (eza 992 = 62 - 16) és alegkisebb ilyen szamot (eza 112 = 7 - 16). Ez azt jelenti, hogy 62 darab 992-nél nem nagyobb
pozitiv egész szam oszthat6 16-tal, de koziilik 7 - 1 = 6 darab még nem haromjegy(i. Vagyis a megfelel6 szamok szama
62 - 6 = 56.

A pozitiv haromjegyti szamok halmazan (H) beliil jeldljiik A-val a 10-zel oszthatok, B-vel a 12-vel oszthatok, C-vel a 16-tal
oszthatdk halmazat! A pozitiv haromjegyt szamok kozott:

a 10-zel oszthatok szama 90 > |A| =90
a 12-vel oszthatok koziil a legkisebb a 108 =9 - 12, a legnagyobb a 996 = 83 - 12 > |B| =83-8=75
a 16-tal oszthatok koziil a legkisebb a 112 =7 - 16, a legnagyobb a 992 = 62 - 16 | 4 |C| =62-6=56
10-zel és 12-vel azok a szamok oszthatok, melyek oszthatdk 10 és 12 legkisebb kozos tobbszorosével, azaz 60-nal.
a 60-nal oszthatok koziil a legkisebb a 120 = 2 - 60, a legnagyobb a 960 = 16 - 60 > [AnB|=16-1=15
10-zel és 16-tal azok a szamok oszthatok, melyek oszthatdk 10 és 16 legkisebb kozos tobbszorosével, azaz 80-nal.
a 80-nal oszthatok koziil a legkisebb a 160 = 21 - 60, a legnagyobba 960 =12 - 160 |[AnC| =11
12-vel és 16-tal azok a szamok oszthatdk, melyek oszthatdk 12 és 16 legkisebb kozos tobbszorosével, azaz 48-cal.
a 48-cal oszthatok koziil a legkisebb a 144 = 3 - 48, a legnagyobb a 960 = 20 - 48 > [BNC|=20-2=18
10-zel, 12-vel és 16-tal azok oszthatok, melyek oszthatok 10, 12 és 16 legkisebb kozos tobbszordsével, azaz 240-nel.
a 240-nel oszthaté haromjegy szamok a 240, 480, 720, 960 | 4 [ANBNC| =4
A B A g 1 mddszer: Készitsink Venn-diagramot, majd az dbrédba
irjuk bele az egyes tartomanyok szamossagat, ,,beliilrél
kifelé” haladva. Az A n B " C halmaz szamossaga 4, ez
keriil a sdrga szinii tartomanyba. Az A N B szamossaga
15, ezért a zold tartomanyban 15 - 4 = 11 elem van. Ha-
sonlé moédon végiggondolhaté mindegyik tartomany sza-
mossaga.
A megfelel6 szamok 6sszege adja a kérdezett szamok szamat.
C ¢ [AUBUC| =4+7+14+11 + 31 + 46 + 68 = 181

2. médszer: Alkalmazzuk a szitaformulat:
[AUBUC| =|A| +|B|+|C| -|ANB|-|ANC|-|BNC|+|ANBNC|=90+75+56-15-11-18 +4 =181
Tehét a kérdezett szamokbdl 181 darab van.

Megjegyzés: Szamossaghoz kapcsolodo feladatban ellenérzésképpen mindig készits Venn-diagramot, és ird be az egyes
tartomanyok szamossagat az dbraba. Megadhatdk olyan kiindulasi adatok, amelyek esetén valamelyik tartomanyba nega-
tiv szam kertilne, és ekkor a feladatnak nincs megoldasa.



FELADATOK

E E1 Hany olyan pozitiv négyjegyli szdm van a tizes
szamrendszerben, amely a 12 és a 35 szamok koziil
legalabb az egyikkel oszthat6?

E E1 Az A, B és C halmazokrol ismert, hogy |A| =8,
|B| = 10,|C| = 13, valamint|A N BN C| = 4.

a) Mennyi lehet az|A U B U C| legnagyobb értéke?
Adj meg egy ehhez tartozé Venn-diagramot az
egyes tartomanyok elemszamaival!

b) Mennyi lehet az| A U B U C| legkisebb értéke? Adj
meg egy ehhez tartozé Venn-diagramot az egyes
tartomanyok elemszamaival!

ﬂ E1 Egy kozépiskolds didk nyari munkén a 31z fa-
gyizdban vallalt munkat, ahol mindennap pontosan
3-féle fagyibol véalaszthattak a vendégek. Az egyik
napon 0sszeszamolta, hogy csokifagyibdl a vendégek
75 szazaléka, vanilidbdl 60 szazaléka valasztott, mig
eperfagyit az Osszes vendég 80 szézaléka kért. Igy
45 vendég mindharom izbél, az 6sszes tobbi két izbol
vasarolt. Hany vasarléja volt aznap a fagyizonak?

ﬂ E1 Egy kertbaratkor éves taggytilésén a titkar az
alabbi moédon szamolt be a tagsag virdgtermesztési
szokasairdl: ,Az idén 40 fére béviilt a viragot iilte-
ték szama. Mindenki termeszti a kovetkezd viragok
valamelyikét: rézsa, tulipan és levendula. 26-an ter-
mesztenek rozsat, 16-an tulipant és 27-en levendulat.
12-en vannak, akik rézsét és tulipant is, 14-en, akik
tulipant és levendulat is, 11-en, akik levendulat és ro-
zsat is tartanak.”

a) Igazold, hogy a statisztika hibas, és nem allhatnak
fenn ezek az adatok egyszerre!

b) Kiderilt, hogy az egyik adatot rosszul masoltak 4t
a beszamoloba. A levendulat és rozsat termesztok
szama nem 11 volt, hanem 14. Hany tag kertjében
terem mindhdrom névény?

E E1 Egy ifjasagi konyvtar latogatoinak 80%-a olvasta
a Harry Potter-konyveket, 70%-a olvasta a Gytriik
ura-sorozatot, és 60%-a olvasta a Szent Johanna Gimi
konyveket. A konyvtar latogatdinak legalabb hany
%-a olvasta mindharom sorozatot?

E E1 (Emelt szint( érettségi, 2009)
A Kovéacs csalddban 4 embernek kezdédik a kereszt-
neve B bettivel. Négyen teniszeznek, és négyen kerék-
paroznak rendszeresen. A csalad tagjairdl tudjuk:
— csak Bea és Barbara jar teniszezni és kerékpdrozni is;
— egyediil Baldzs nem (izi egyik sportdgat sem;
- Zoli probalja testvérét, Borit a teniszezékt6l hozza-

juk, a kerékparozokhoz csabitani, sikertelenil.

Legalabb hany tagja van a Kovacs csaladnak?

E1 Legyen H a négyjegyt PIN-kédok halmaza. Az
A halmaz elemei legyenek ezek koziil azok a PIN-ko-
dok, amelyekben van 1-es, a B halmaz elemei azok,
amelyekben van 2-es, a C halmaz elemei pedig azok,
amelyekben van 3-as szamjegy.

Hany eleme van a C\ (A N B) halmaznak?

m EL (Emelt szintd érettségi, 2005)
Egy varos 18 étterme koziil 11-ben reggelit, 11-ben
vegetdrianus meniit lehet kapni, és 10-ben van fel-
szolgalas. Mind a 18 étterem legaldbb egy szolgalta-
tast nyujt az el6z8 harom koziil. Ot étteremben ad-
nak reggelit, de nincs vegetarianus menii. Azok koziil
az éttermek kozil, ahol reggelizhetiink, 6tben van
felszolgalas. Csak egy olyan étterem van, ahol mind-
harom szolgaltatas megtalalhato.

a) Hany étteremben lehet vegetdridnus meniit kapni,
de reggelit nem?

b) Hany olyan étterem van, ahol felszolgalnak vege-

tdridnus meniit?
E E2 Hany olyan négyjegyli pozitiv egész szdm van,

amely

a) oszthatd 12-vel vagy 15-tel;

b) nem oszthat6 20-szal;

c) 12-vel vagy 15-tel oszthat6, vagy nem oszthatd
20-szal?

m E2 Harom hdzaspar érkezik a moziba, és gy fog-
lalnak helyet hat egymas melletti széken, hogy senki
sem Ul a hdzastarsa mellé. Hanyféle sorrendben l-
hettek le?



megszamlalhatoan végtelen halmaz, adott miveletre zart halmaz

BEVEZETO

David Hilbert, német matematikus nevéhez flizddik a hires Grand Hotel-
paradoxon. Egy valédi szallodaban, ha minden szobat kiadtak, akkor az
yjonnan érkezé vendégeknek nem tudnak szobét biztositani. A para-
doxonban szerepl6 szalloddban azonban nem igy van.

Képzeljiink el egy szallodat, amelynek végtelen sok szobaja van. A szobak
szamozasa 1-t6l indul és sorban egyesével né, igy minden pozitiv egész
szamhoz tartozik egy szoba. Tegyiik fel, hogy a szélloda tele van, azaz
minden szobaban lakik egy vendég. Ha ekkor érkezik Gjabb 2 vendég,
akkor megtehetjiik azt, hogy minden eddigi lakénak azt mondjuk, hogy
koltozzon abba a szobaba, amelynek a szobaszama 2-vel nagyobb, mint a
mostani szobaszdma. Igy az elsé két szoba felszabadul az uj vendégeknek,
és ugyanakkor minden eddigi vendégnek is jut szoba.

Ezzel az eljarassal egy kolcsonosen egyértelmii hozzarendelést adtunk meg az {1; 2; 3; 4; ...} halmaz elemei és az
{a; b; 1; 25 3; 4; ...} halmaz elemei kozott. Ez azért is érdekes, mert az elsé halmaz részhalmaza a masodik halmaznak.
Végtelen halmazok esetén akkor mondjuk, hogy két halmaz szamossaga egyenld, ha megadhatd a két halmaz elemei ko-

z0tt kolcsonosen egyértelmii hozzarendelés.

A Grand Hotel-paradoxonhoz szamos tovabbi érdekes feladvany és megallapitas tartozik. Nézz utdna az interneten!

1. Megszamlalhatoan végtelen halmazok

Két véges halmaz szamossdga egyenld, ha elemeik szdma egyenld. Vajon 6ssze lehet-e hasonlitani a végtelen halmazok
szamossagat? Vajon mondhatjuk-e, hogy egy végtelen halmaz szdmossaga nagyobb, mint egy masiké?

Ha két véges halmaz szamossaga egyenld, akkor az elemeik ,,parba allithatok”, azaz létezik kozottiik kolcsondsen egyér-
telmii hozzarendelés. Ezt a tulajdonsagot végtelen halmazok kozott is meg lehet vizsgalni. Ha két végtelen halmaz elemei
kozott [étezik kolcsondsen egyértelmil hozzarendelés, akkor azt mondjuk, hogy a két halmaz szdmossaga egyenld.

Megadhat6 példaul kolesondsen egyértelmi hozzarendelés a ter-
mészetes szamok halmazdnak és a pozitiv egész szamok halmaza-

N elemei 0 1 2 3 4 5

nak elemei kozott. Egy ilyen hozzdrendelés, ha N elemeihez az |[Z'elemei 1 2 3 4 5 6
1-gyel nagyobb szamot rendeljitk Z*-bdl, ahogy a tabldzat mutatja.

Meglepének tlinhet, de megadhatd kolcsondsen egyértelmid hoz-
zarendelés a természetes szimok halmazanak és az egész szamok

N elemei 0 1 2 3 4 5

halmazénak elemei kozott is. Z elemeinek egy lehetséges sorbaren- | Zelemei 0 1 -1 2 -2 =3
dezése: 0; 1; -1; 2; -2; 3; -3; ... . Ezen felsorolds segitségével megad-
hatunk egy kolcsondsen egyértelmti hozzarendelést N és Z elemei

kozott, ahogy a tablazat mutatja.

A természetes szamok halmazdnak szamossagat megszamlalhatoan végtelennek nevezziik. Azok a halmazok megszam-
lalhatéan végtelen szdmossaguak, amelyek esetén megadhato egy kolcsondsen egyértelmi hozzarendelés a halmaz elemei
és a természetes szamok kozott (tehat a halmaz elemeinek létezik sorba rendezése). Ez megtehetd példaul egy hozzarende-

1ési szaballyal (pl. n+— n + 1).



Megszamlalhatéan végtelen szamossagu halmazok példaul a négyzetszamok halmaza, a 3-mal oszthato természetes sza-
mok halmaza, az egész szamok halmaza, a raciondlis szamok halmaza. Nézz utana az interneten, hogy milyen eljarassal
lehet a raciondlis szamok egy felsorolasat létrehozni!

Vannak olyan végtelen halmazok, amelyek szamossaga nem megszamlalhatéan végte-
len. Ilyen halmazok példaul:

P aval6s szamok halmaza,

P avalds szimokon megadott intervallumok (pl. [a; b], ahola, b € R, a # b),

P egy szakasz pontjainak halmaza,

P egy egyenes pontjainak halmaza.

Az abra két kiilonboz6 hosszusagu szakasz pontjai kozott ad meg egy kolcsonodsen
egyértelmt megfeleltetést. Igy igazolhato, hogy a két szakasz pontjainak halmaza egyen-
16 szamossagu.

2. Adott miiveletre zart halmaz

Egy H halmaz zart egy adott miveletre, ha a H halmaz barmely elemei esetén a mtivelet eredménye is eleme H-nak.
Példdul:

A természetes szamok halmaza zart az 6sszeadas miveletére nézve. Azaz minden a, b € Neseténa+ b € N.

A természetes szamok halmaza nem zart a kivonas miiveletére, mert meg tudunk adni két természetes szamot, melyek
kiilénbsége nem természetes szam. Példaul 8 e Nés 10 e N,de 8 - 10 =-2 ¢ N.

FELADATOK

E E1l A kovetkezd tablazat egy-egy kolcsonosen egyértelmii hozzdrendelést ad meg a természetes szamok, illetve
a) esetben a pozitiv paros szamok, b) esetben az egész szamok halmaza kozott. Hatarozd meg a hozzarendelés szaba-
lyat, majd toltsd ki a tablazat tires celldit!

N (természetes szamok halmaza) 0 1 2 3 4 5 10 n

@) pozitiv paros szamok halmaza 2 4 6 8 10 12
1) Z (egész szamok halmaza) 0 1 -1 2 =2 3 15

E E2 Igazold, hogy a koordindta-rendszer azon racspontjainak halmaza, amelyek il- A
leszkednek az y = 0,5x — 1 egyenesre, megszamlalhatoan végtelen! Adj meg k6lcsono-
sen egyértelmu hozzarendelést N és ezen racspontok halmaza kozott!

=Y/

E E1 Allapitsd meg, hogy zért-e a megadott halmaz az adott miveletre! Ha nem zért, akkor adj meg ellenpéldat!

Halmaz Mivelet Zartvagy nem zart? ~ Ha nem zart, akkor ellenpélda
paros természetes szamok halmaza SZOIrZas
paros természetes szamok halmaza kivonas
pératlan természetes szimok halmaza SZOrzas
péaratlan természetes szamok halmaza Osszeadds
négyzetszamok halmaza SzZorzas
raciondlis szamok halmaza kivonas
irracionalis szamok halmaza Osszeadas

irracionalis szdmok halmaza SZOrzas



HALMAZOK, LOGIKA

LOGIKAI MUVELETEK

logikai muveletek, tétel és megforditasa
sziikséges, elégséges, sziikséges és elégséges feltétel

BEVEZ ET6 iskola tanuldi

torndszok

Egy iskola a sajat didkjai jutalmazdasara egy alapitvanyt hoz létre. Az alapitvany kuratori-
uma ugy dont, hogy ebben az évben tobb mas tanul6 mellett az orszdgos gy6zelmet elérd
tornaszcsapat minden tagjat dijazzédk. Venn-diagramon abrazoltuk az iskola tanuléinak, a

dijazott tanuldknak és a tornaszcsapat tagjainak halmazat. dfazottak

Csak az lehet dijazott, aki az iskola tanuldja, > ez a dijazasnak sziikséges feltétele.

Ha valaki a gy6ztes tornaszcsapat tagja, azt dijazzak, > ez a dijazdsnak elégséges feltétele.

FELADATOK

E1 A tabldzat els6 oszlopdban szerepld allitdsokrol tudjuk, hogy igazak. Fogalmazz meg sziikséges, illetve elégséges
feltételeket az allitasokhoz kapcsoléddan, és a megadott sorok alapjan t6ltsd ki a tablazat tires celldit!

E E1 A tablazat els6 oszlopdban szerepld allitasokrdl tudjuk, hogy igazak. Fogalmazz meg sziikséges és elégséges felté-
teleket az dllitasokhoz kapcsoléddan!
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Sziikséges, elégséges, sziikséges és elégséges feltétel

Minden ,ha ..., akkor ...” tipusu allitas (implikacid) megfogalmazhat6 a sziitkséges feltétel, illetve az elégséges feltétel fo-
galmak segitségével. Ha az A — B allitas igaz, akkor

az A allitas igaz logikai értéke esetén a B allitas is igaz, P> az A allitds elégséges feltétele a B allitisnak;
csak a B 4llitas igaz logikai értéke esetén lehet igaz az A allitds, P>  a B 4llitas sziikséges feltétele az A allitdsnak.

Ha egy A — B allitas és annak megforditasa, a B — A allitas is igaz, akkor az A allitas sziikséges és elégséges feltétele a
B allitasnak, illetve forditva: a B allitas sziikséges és elégséges feltétele az A allitasnak. Ekkor a két allitas ekvivalens.
Megjegyzés: s
Segithet a sziikséges és az elégséges feltétel fogalmanak megértésében, ha a logikai allita-
sok mellé egy halmazébrat rajzolunk. Az A — Ballitas megfeleltethet6 egy olyan Venn-di-
agramnak, ahol az A halmaz részhalmaza a B halmaznak (minden x € A esetén x € B).
P Ahhoz, hogy x eleme legyen az A halmaznak, sziikséges, hogy x eleme legyen a B hal-
maznak.
P Hatudjuk, hogy x € A, akkor ez mér elég informacié ahhoz, hogy tudjuk, hogy x € B.

FELADATOK

E E1 Hatdrozd meg az 6sszetett kijelentések logikai értékét az A és B kijelentések kiilonboz6 lehetséges logikai értékei
esetén, és toltsd ki a tablazatot! Egy oszlopban a négy sor 2* = 16-féleképpen tolthetd ki. Ha helyesen dolgozol, a 16
oszlopban el6dll mind a 16 lehetéség.

A B Av—-A AvB Av—-B —-AvB —-Av—-B AA—-A AAB AA—-B —AAB —-AA-B

i i

i h
i
h
A B (AAB) VvV (—AA—B) (AVv B)A (A v —B) AnA BvB —Av—-A —BA-B
i i
i h
h i
h h

n E1 Irdfel az A — Blogikai muvelet igazsagtablazatat! A 3. feladat melyik miivelete egyezik meg az A — B mvelettel?

E E2 (Emelt szintt érettségi, 2021)
Hatarozd meg az (A v B) — C allitds logikai értékét az A, B és C kijelentések kiilonb6z6 lehetséges logikai értékei
esetén! Készitsd el az (A v B) — C allitas igazsagtablazatat!

E E1 Venn-diagramon dbrdzoltuk, hogy egy bankhoz egy adott hénapban milyen cé- A
gek folyamodtak hitelért.

A = {ennél a banknal vezetik folyészamlajukat}

B = {az elmult évben nyereségesek voltak}

C = {idén jelentGs palyazati tamogatast nyertek el}

Azok a cégek kaptak hitelt, melyek elemei a B C halmaznak. Fogalmazz meg allita-
sokat sziikséges és elégséges feltételekkel az adott hdnapban a bank hitelezési eljarasa-
val kapcsolatban!



néhany konkrét direkt bizonyitas

a direkt bizonyitas elve, mddszere

BEVEZETO

Minden ember halandé.

> Székratész halandé.
Szokratész ember.

Arisztotelész (Kr. e. 384-322) tudomanyelméleti és logikai irdsai egy - filo-
zOfiai és tudomdnyos szempontbdl nagy jelent6ségli — négykotetes miiben
maradtak fenn. A gorog tudoés a konyv tobb fejezetében a formalis logikat
és annak a tudomdnyos kutatédsban és bizonyitdsban val6 alkalmazasat tar-
gyalta. Az arisztotelészi logika gondolkodasi torvényei — mely szerint a logi-
ka feladata igaznak tekintett allitaisokbdl szarmaztatott igaz kovetkeztetések
levonasa — tobb mint egy évezreden keresztiil altalanosan elfogadottak voltak. Tovabblépés csak a XVII. szazadtol kezd6-
déen, Descartes, Leibniz, majd késébb Boole, de Morgan és Frege munkdssaganak koszonhet8en kovetkezett be.

KIDOLGOZOTT FELADAT

F AN C E
1. Bizonyitsuk be, hogy a haromsz6g magassagvonalai egy pontban metszik egy-
mast!

Bizonyitds: A < B
Az ABC haromszog cstcsain keresztiil huzzunk parhuzamost a szemben 1év6 ol-
dalegyenessel! A parhuzamosok metszéspontjai legyenek az abra szerint D, E és F.
Az ABC haromszog C csucsbdl huzott magassagvonalat jeloljiik g-vel. D

Az ACF és ABC héromsz’é')gekben fennall - e’gyb,evég"éség egyi}< > ACFA = ABCA

alapesete: egy-egy oldal és az ezeken fekvo két-két szog egyenlo.

A? ECB és f}BC"haromSZ(’)'gben hasonlé médon egy oldal és a > ECBA = ABCA

rajta fekvo két szog egyenld.

Az egybevag6sag miatt CE = AB és CF = AB. > CF=CE

EF || AB, emiatt g nemcsak AB-re merdleges, hanem EF-re is, to- > A g egyenes oldalfelez6 merdleges a

vabba a C pont felezépontja az EF oldalnak. DEF haromszogben.

Hasonlé médon belathatd, hogy az ABC haromszog masik két magassagvonala is a DEF haromszog oldalfelez6 mer6-
legese egyben. Mivel a DEF haromszog oldalfelezé6 merdlegesei egy pontban metszik egymast, ezért az ABC haromszog
magassagvonalai szintén egy pontban metszik egymast.



2. Bizonyitsuk be a négyzetgyokvonds egyik azonossagat, mely szerint a, b € R} esetén Jab =+a-b .

Bizonyitds:

o] = (R = e - ()
A A A > Jab és a-b négyzete tehat egyenl6.

a szorzat hatvanyara a gyokvonds  a gydkvonas
vonatkozd definicidja definicidja
azonossdg miatt miatt miatt

Mivel mindkét kifejezés értéke nemnegativ, igy Jab =~Ja b .

log.b
3. Bizonyitsuk be a mas alapu logaritmusra 4ttérés szabalyat: a, b, c € R", a# 1, c# 1 esetén log, b= li .
og.a

Bizonyitds:

A bizonyitas sordn felhasznaljuk a logaritmus definicidjat, a hatvanyozas egyik azonossagat, és azt, hogy az exponencialis
fiiggvény kolcsonosen egyértelmt. Vizsgaljuk meg, hogy egyenld szamokat kapunk-e, ha az a szamot arra a hatvanykite-
vére emeljiik, ami az egyenléség bal, illetve jobb oldalan all!

Bal oldal a kitevében Jobb oldal a kitevében

log b

Az a[k’gf“] kifejezést a c alap segitségével irjuk fel, ehhez felhasznéljuk, hogy a = ¢!

og.a

A logari‘;mus definiciéja (k’gch] T, [logca-log‘b]
miatt: a %%ab — b. a log.a — (Cl°gc“ log.a _ c log.a _ Clogcb _ b
logaritmus hatvanyozas algebrai logaritmus
definicidja azonossaga atalakitas definicidja
[logcb]
Azt kaptuk, hogy al°8ab = g\ 1084
RS ot o A oo A log b
Az exponencialis fliggvény kolcsonosen egyértelmd, ezért a két kitevé egyenld, tehat log, b= e o
og.a

A direkt bizonyitas [ \
A direkt bizonyitas logikai sémaja: ha egy A allitasrdl tudjuk, hogy igaz, valamint az A igaz } — Bigaz
A — B dllitasrol (implikaciérdl) tudjuk, hogy igaz, akkor a B allitas logikai értéke A—B igaz
isigaz. k /
Ezt tobb lépcsében is alkalmazhatjuk, azaz ha tovabba B — C igaz, akkor hason- / \
16képp a C allitas is igaz, és igy tovabb. A igaz

p . res o 14 . . (11704 A—> B igaz
Az dbra egy olyan helyzetet mutat, amikor 5 allitas lancolata igazolja az E allitast Bo>C  ieaz b = Figaz
(tételt). cob igaz 8
A direkt bizonyitas sordn tehat olyan allitdsokbdl indulunk ki, amelyek igazak. D—>E igaz
(Ezeket korabban mar bizonyitottuk, vagy alapigazsagként, azaz axidmaként igaz- K /

nak fogadjuk el.) Ezutdn helyes logikai kovetkeztetéseket alkalmazunk.

Direkt bizonyitdssal bizonyitottuk példaul a haromszogek és a specialis négyszogek teriiletképleteit, a haromszogek neve-
zetes vonalairdl sz0l6 tételeket, a Pitagorasz-tételt és a Thalész-tételt.
Jelolés: —: a ,ha..., akkor” logikai miivelet (implikdcio) jele, a kiindul¢ allitds nem feltétleniil igaz;

= az el6tte all6 igaz allitasok bizonyitjak az utdna 1évé allitas teljestilését (, EbbdI kovetkezik ...”).



Direkt bizonyitast alkalmazhatunk példdul az algebrai azonossagok bizonyitasakor.

A gyokvonas azonossagainak bizonyitasa soran felhasz- A logaritmus azonossagainak bizonyitasa soran felhasz-
nalhatjuk: nalhatjuk:

- a gyokvonds definicidjat ( (\/E )2 =a,ahola € R));

- ahatvanyozas azonossagait;

- anemnegativ valos szdmok halmazan értelmezett
fx) = x? figgvény kolcsonosen egyértelmt, ezért
anégyzetre emelés ekvivalens atalakitas.

- alogaritmus definici6jat
(a%"=b,ahol a; b € R", a# 1);
a hatvanyozas azonossagait;
a szorzas, osszeadas muveleti tulajdonsagait;
- az exponencialis fiiggvény a valés szamok halmazan
kolcsonosen egyértelmd.

FELADATOK

E E1 A Thalész-tétel bizonyitdsdnak mondatai dsszekeveredtek. Allitsd megfeleld sorrendbe a bizonyitds mondatait!
Hasznéljuk az 4bra jel6léseit! Kossiik 6ssze az ABC haromszog C cstcsat a kor O kozéppontjavall Az AOC szoget
jeloljiik a-val, a COB szoget f-val!

v

Az AOC haromszog alapon fekvo szogei egyenldk, igy <
ACOx= 180 -2
180°—a  180°—f
ACB<« =ACO<«x + OCB«x = + =
2 2 ﬂb B
~360°—(a+f)  360°—180° - &
> :

AO = OC, ezért az AOCA egyenld szara.

180° —
BOCA is egyenl§ szaru, és OCB< = 180°-p .

E E1 A hatvény logaritmusdra vonatkozé azonosség bizonyitdsanak allitdsai dsszekeveredtek. Allitsd megfelelé sor-
rendbe a bizonyitds 4, ..., E mondatait! (a,x € R",a= 1,k € R)

D

15

log, P k-log, x

A logaritmus definicija szerint a =x". Vizsgéljuk meg az a kifejezés értékét is!
log, x* =k-log, x .

logaxk _ k =ak<logux

a X

k
. ‘ 7 Lk 1

A hatvanyozas azonossaga szerint a' 2" = (a °g“x) .

Az exponencidlis fiiggvény kolcsondsen egyértelm, ezért azonos alap esetén a kitevok egyenl6k.

k
. o . I
A logaritmus definici6ja szerint (a Og“") =5

B E2 Bizonyitsd be a gyokvonds alabbi azonossagait!

a)a e R}, b e R" esetén \/%2% b)a e R, n € Z esetén \/;n:(\/;)n

ﬂ E2 Bizonyitsd be a logaritmus aldbbi azonossagait!

X

a)a,x,y € R",a#1eseténlog x +log y=Ilog xy b)a,x,y e R",a# 1eseténlog x -log y=1log, ;



néhany konkrét indirekt bizonyitas (pl: Végtelen sok primszdm van.)

az indirekt bizonyitas elve, médszere

Hogyan lehet bebizonyitani, hogy az érint6 merdleges az érintési pontba huzott sugar-
ra? ,Igy kell legyen, méshogy nem lehet, mert akkor az egyenes nem lesz érinté” — talan
igy kezdene valaki egy indoklést. Elég nehéz ugyanakkor direkt médon levezetni, hogy
pontosan mib6l kovetkezik a merélegesség.

Ennél a tételnél (és sok mas tételnél is) az indirekt bizonyitas a célravezetd. Tegyiik fel,
hogy nem teljesiil a tétel, és nincs derékszog az érintési pontban. Ha ez a kiindulas ké-
s6bb ellentmondasra vezet, abbdl az kovetkezik, hogy a feltevés nem lehet igaz.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Bizonyitsuk be, hogy a kor érint6je meréleges az érintési pontba hizott sugarra!

T
) . D
Bizonyitds: [PNE
A bizonyitas soran felhasznéljuk, hogy az érint6nek az érintési ponttdl kiilonboz6 pont- ,
jai a koron kiviil esé pontok, ezért ezek tavolsaga a kor kozéppontjatol nagyobb, mint a

kor sugara. Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Indirekt uton bizonyitunk. Tegytik fel, hogy az e érinté nem meréleges az E érintési
pontba hizott sugdrra.

Bocsassunk mer6legest a kor O kozéppontjabdl az érintére, ennek metszéspontja az érint6vel legyen T. Az abraba is be-
jeloltiik, hogy T az O-bdl az e-re bocsdjtott merdleges talppontja, tehat T-nél derékszog van. (Az, hogy az abran masként
Hlatszik”, még nem bizonyiték, mert az dbra torzithat.) A T pontra teljesiil, hogy kéron kiviili pont, ezért OT > r. Masrészt
az OTEA-ben T-nél derékszog van, ezért OT < OE = r. Ez ellentmondas, tehat az induld feltételezésiink hamis, ezért e me-
réleges az EO sugarra.

2. Bizonyitsuk be, hogy a V2 irracionalis szdm!
Bizonyitds:
Indirekt uton bizonyitunk. Tegyiik fel az eredeti allitassal ellentétben, hogy a V2 racionalis szam, vagyis felirhaté két

egész szam hanyadosaként. NG pozitiv, 1étezik tehat olyan a és b pozitiv egész szam, hogy J2= e

Szorozzuk meg az egyenldség mindkét oldalat b-vel, majd emeljiik négyzetre: b - V2=a P po2=a

Vizsgaljuk meg a kapott egyenldség bal, illetve jobb oldalan allé pozitiv egész szamok primtényezés felbontasaban a 2
kitevéjét! Egy négyzetszdm primtényezds felbontdsaban minden primszdm paros kitevén szerepel. Igy a jobb oldal prim-
tényezds felbontasaban a 2 kitevdje paros pozitiv szam vagy 0, tehat paros, mig a bal oldal primtényezs felbontasaban
a 2 kitevGje biztosan paratlan szam. A szamelmélet alaptétele szerint a primtényezds felbontds (a tényezdék sorrendjétél
eltekintve) egyértelmd, ezért ellentmondasra jutottunk. A bizonyitas elején megfogalmazott feltevés tehat hamis, ezért a

\/E irracionalis szam.



1. Az indirekt bizonyitas elve

Egy allitas és a tagadasa koziil pontosan az egyik igaz, a masik hamis. Ezért ha egy allitas tagadasardl belatjuk, hogy ha-
mis, abbol az kévetkezik, hogy az eredeti allitas igaz. Ezen a gondolatmeneten alapul az indirekt bizonyitas.

Az indirekt bizonyitds soran megfogalmazzuk a bizonyitdsra varo tétel tagadasat: feltételezziik, hogy az allitds hamis.
(Gyakran ilyen médon fogalmazzuk: ,tegyiik fel, hogy...”.) Ezutan olyan tételeket, eljarasokat, algebrai atalakitdsokat
alkalmazunk, amelyekrél tudjuk, hogy igazak. Ha ez a levezetés ellentmondésra vezet, akkor a kiindulé feltevés nem lehet
igaz. A tételbeli allitas tagadasa tehat hamis, s ebbdl kovetkezik, hogy a tétel allitasa igaz.

Ha példaul azt szeretnénk bebizonyitani valamirdl, hogy nem létezik, akkor tegyiik fel, hogy létezik. Ekkor bevezethetjiitk
rd a szokdasos jeloléseket. A konkrét jelolésekkel felirhatunk Gsszefiiggéseket, egyenleteket stb. Ha ezek ellentmondésra
vezetnek, akkor a feltevésiink hamis.

2. Az indirekt bizonyitas modszere

Fogalmazd meg az allitas Alkalmazz helyes
tagadasat! > atalakitasokat, | g Ellentmondasra jutunk.
’ kovetkeztetéseket!
Példaul mar bizonyitott
Tegyiik fel, hogy ... tételek, ekvivalens Az eredeti llitas igaz.
algebrai atalakitasok.

3. Grafokhoz kapcsolddo tételek, ismeretek (Ismétlés, 31-32. lecke.)

A grafokhoz kapcsolodo feladatokban sokszor hasznalhatunk indirekt bizonyitast. A levezetés soran felhasznalhatjuk a
kovetkezd tételeket, ismereteket:

A graf fokszamainak 6sszege egyenl6 az élek
szamanak kétszeresével.
(A graf fokszamainak dsszege paros.)

fokszdmok Osszege =
=2 élek szama

(n-1
Az n pontu teljes graf éleinek szdma (gj . élek szama = (g) - (Z )

Az n pontu egyszer(i graf éleinek szdma ) ) n
legfeljebb a teljes graf éleinek szama. élek szama < | 5

Minden pont fokszama legfeljebb 7 - 1. sl <€ = 1l

Az n pontu fagraf éleinek szama n - 1. élek szama =n - 1

KIDOLGOZOTT FELADAT

3. Egy hétpontu egyszer(i grafban minden pont fokszama legalabb 5. Bizonyitsuk be, hogy van a grdfban olyan pont,
amelynek a fokszama 6.

Bizonyitds:
Egy hétpontt egyszer(i gratban minden pont fokszdma legfeljebb 6.

Indirekt aton bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy nincs a gratban olyan pont, amelynek a fokszama 6. Ekkor minden pont
fokszama legfeljebb 5. A feladat szerint ugyanakkor minden fokszam legalabb 5. Tehdt minden fokszam egyenlé 5-tel.
A fokszamok osszege ekkor 7 - 5 = 35. A fokszdmok Osszege azonban nem lehet paratlan, ezért ez ellentmondas.

Az indirekt feltevés tehat nem teljesiilhet, vagyis a gratban van olyan pont, amelynek a fokszama 6.

Ilyen graf létezik, példdul ilyen graf a hétpontu teljes graf.

252 HALMAZOK, LOGIKA



FELADATOK

E E1 Egy indirekt bizonyitds mondatai dsszekevered-
tek. Tedd megfelel6 sorrendbe a bizonyitas mondatait!
Bizonyitsuk be, hogy a pozitiv valés szamok kozott

nincs legkisebb!
A Talaltunk tehat egy a-t6l kiilonb6z6 pozitiv
valés szamot, amely kisebb, mint a.
A pozitiv valds szamok kozott tehat nincs leg-
B .
kisebb.
c Tegytiik fel, hogy a pozitiv valds szamok ko-

z0tt van legkisebb szam.

a . z Sl Fe TS
D <8y olyan valds szam, amely pozitiv, és ki-
sebb, mint a.
E Ezellentmondas.

F  Jeloljiik ezt a szamot a-val.

E E1 (Emelt szint(i érettségi, 2018)
Dontsd el, hogy igaz-e a kovetkezé kijelentés! Vala-
szodat indokold!
Van olyan G, illetve G, fagrdf, amelyre igaz, hogy a
G, cstcsainak szama kétszerese a G, csucsai szdma-
nak, és a G, éleinek szama is kétszerese a G, élei sza-
manak. (A fagrafnak van legalabb egy csticsa.)

E E1 Egy egyszer(i graf minden pontjanak fokszama
paratlan. Bizonyitsd be, hogy paros szamu pontja
van!

ﬂ E1 Egy nyolccsucsu egyszer(i grafrdl tudjuk, hogy
éleinek szama 9. Bizonyitsd be, hogy van olyan csu-
csa, amelynek a fokszama legalabb 3.

E EL1l (Emelt szintt érettségi, 2012)
Bizonyitsd be, hogy ha egy 6tpontt egyszerti graf
minden csticsa legalabb harmadfoku, akkor biztosan
van negyedfoku cstcsa is.

E E2 (Emelt szint(i érettségi nyomdan, 2020)
G egy tizpontu egyszert graf, melynek 6 éle van.

a) Bizonyitsd be, hogy G cstcsai kozt biztosan van
olyan, amelynek a fokszama legalabb 2.

b) Igaz-e, hogy G csucsai kozt biztosan van legalabb
két olyan, amelynek a fokszdma legaldbb 22

E2 Egy orszag ot szigetbdl 4ll. Barmely két sziget

kozott van kozvetlen kozlekedési eszkoz: vagy hajo-
jarat, vagy repiil6jarat, de a kett6 koziil csak az egyik.
Barmely harom szigetet valasztjuk ki, a harom sziget
kozotti jaratok kozott van hajojarat és reptléjarat is.
Bizonyitsd be, hogy minden szigetr6l pontosan két
hajoéjarat és pontosan két repiiljarat indul!
Adj meg egy olyan 6tpontu grafot, amelyben kétféle
szine lehet az éleknek, és az ot sziget kozotti kozle-
kedési halozatra szemléltet egy, a feladat szovegének
megfelel6 lehetdséget!

E E2 Egy kisvdrosban labdarugékupét rendeztek 8
csapattal, amely soran minden csapat minden ma-
sikkal pontosan egy mérkdzést jatszott, nem volt
visszavago. Bizonyitsd be, hogy nem lehetséges, hogy
minden csapat ugyanannyi dontetlent jatszott, mint
ahanyszor nyert!

ﬂ E1 Bizonyitsd be, hogy a J3,a 5, illetve a 6

irracionalis szamok!
E2 Bizonyitsd be, hogy a 3+ 42, illetve a
3 - V2 irracionlis szdmok, ugyanakkor a szor-

zatuk raciondlis szam!

m E1 30 kalonbozé pozitiv egész szam 6Gsszege 890.
Bizonyitsd be, hogy a szamok kozott legalabb kettd
paros!

E2 Bizonyitsd be, hogy minden irraciondlis szdm ti-
zedes tort alakjaban van olyan szamjegy, amely vég-
telen sokszor szerepel!

m E2* Bizonyitsd be, hogy log3 5 irracionalis szam!



skatulyaelv

BEVEZETO

Képzeljiik el, hogy galambok népesitenek be egy galambducot. Lesz-e olyan galamb-
lyuk, amelyikbe egynél tobb galamb keriil? A galambok addig tudjak egyesével feltolte-

ni

akkor biztosan van olyan galamblyuk, amelybe egynél tobb galamb kertil.

Ezt a gondolatot a matematika skatulyaelvnek nevezi (angol neve pigeonehole prin-

a helyeket, amig minden galamblyuk be nem telik. Ha 32 jarat van és 33 galamb,

ciple). Van n darab skatulyank, ezekbe osztunk szét tébb mint n darab elemet. Nem
feltételezziik, hogy egyenletesen toltik ki az elemek a skatulydkat. Maradhatnak iires skatulyak. A skatulyaelv azt mondja
ki, hogy barhogy helyeztiik el az elemeket a skatulydkba, van olyan skatulya, amelybe legaldbb két elem kertilt.

A skatulyaelv

Tétel (skatulyaelv): Ha n darab elemet k darab skatulyaba (,,kategériaba”) helyeziink el, és n > k, akkor biztosan lesz olyan
skatulya, amelybe egynél tobb, azaz legalabb két elem kerdl. (n, k € Z ")

>

>
>

A skatulyaelv indirekt titon bizonyithaté. Tegytik fel, hogy nincs ilyen skatulya. Ekkor minden skatulyaban az elemek
szama legfeljebb egy. Ezért az elemek szdma legfeljebb k, azaz n < k. Viszont tudjuk, hogy n > k, ez pedig ellentmon-
das. Az indirekt feltevés tehdt nem teljesiil, ezért van olyan skatulya, amelybe legalabb két elem kertil.

Nem igaz ugyanakkor, hogy biztosan létezik olyan skatulya, amelybe pontosan két elem keriil. El6fordulhat példaul,
hogy vannak iires skatulydk, vagy hogy ugyanabba a skatulyaba keriil az 6sszes elem.

A skatulyaelv altalanosithatd. Ha n darab elemet k darab skatulyaba szeretnénk elhelyezni, és n > k - p, akkor bizto-
san lesz olyan skatulya, amelybe p-nél tobb, azaz legalabb (p + 1) elem kerill. (n, k, p € Z")

A skatulyaelv felhasznaldsi teriiletei példaul:

4
4
4

oszthatdsagi, maradékosztalyokhoz kapcsolodo feladatok,
kombinatorikai feladatok,
grafokhoz kapcsolddo feladatok.

A
KIDOLGOZOTT FELADAT

1.

Adj meg olyan 6tpontu (egyszer(i) grafot, amelyben a pontok fokszamai

a)1;2;2;3; 4, h) 0; 1;2; 2; 3, ¢) mind kiilsnbz5k!

Megoldds: c D

a) A 4 fokszamu pontbol (A) minden téle kiilonb6z6 pontba fut él. Az 1 fokszdmu pontbdl (B) A

tobb él nem indul. A 3 fokszamu pontbdl (C) minden B-t6] kiilonb6z6 pontba fut él. Ekkor a
maradék két pontbol (D és E) két él indul, ezért tobb él nincs a gratban. (felsé abra) B E

b) A 0 fokszdma pont (A) izolalt pont. A 3 fokszamu pontbdl (B) minden A-t61 kiilonb6z6 pont-

c) Erdemes kisérletezni, prébélgatni. Vajon miért nem sikeriil ezt a helyzetet el64llitani?
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ba fut él. Az 1 fokszamu pontbdl (C) tobb él nem indul. A maradék két pontbol (D és E) két é1
indul, ez csak ugy lehet, ha kozottitk van él. (als6 abra)
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2. Bizonyitsd be, hogy barmely (legalébb kétpontu) egyszer(i grafban létezik két azonos fokszdmu pont!
Bizonyitds:

A graf pontjainak szamat jel6ljitk n-nel (n > 2). Minden pont esetében a fokszdma 0; 1; ... ; n — 1 szamok valamelyike. Ez n
kiilonbo6zo lehetdség. Nem lehetséges azonban hogy egyidejiileg van olyan pont, amelynek a fokszdma 0 (ennek semelyik
masik ponttal nincs kozos éle, azaz izolélt pont) és van olyan pont, amelynek a fokszama n — 1 (ennek minden t6le kiilon-
b6z6 ponttal van kozos éle). Ezért a pontok fokszama (n — 1)-féle lehet. A fokszamok felelnek meg a skatulyaknak. Van
(n - 1) fokszam és n pont, igy a skatulyaelv alapjan az n pont kozott van legalabb két olyan, amelynek azonos a fokszama.

3. Felirunk hat darab kiilonb6z6 pozitiv egész szamot. Bizonyitsd be, hogy kivalaszthaté a hat szdm koziil ketts, amelyek
kiilonbsége oszthatd 5-tel! Az 5-féle maradék felel meg az 5 skatulyanak.

Bizonyitds:

Egy pozitiv egész szamot 5-tel osztva a maradék 5-féle lehet: 0; 1; 2; 3 vagy 4. Az 5-féle maradék felel meg az 5 skatulyanak,
igy az 5-tel osztva azonos maradékot ad6 szamok keriilnek azonos skatulyaba. Hat darab szam van és 6t skatulya, ezért
van legalabb két olyan szam, amely azonos skatulydba keriil. Ha ezek koziil valasztunk kettdt, majd a nagyobbikbol kivon-
juk a kisebbiket, akkor a kiilonbség oszthat6 5-tel.

Megjegyzés: Maradékosztalynak nevezi a matematika azon pozitiv egész szdimok halmazat, amelyeknek egy adott szam-
mal val6 osztds soran az osztasi maradéka egyenld. Az 5-tel vald oszthatésag szempontjabol 5 maradékosztaly létezik.

FELADATOK

E E1 Hany f8s az osztalyotok? n EL1 (Emelt szint(i érettségi, 2021)
Egy tobbnapos nemzetkézi matematikakonferencia
minden résztvevdje belépékartyat kap, amelyen a
PQRST konvex 6tszog és annak atloi lathatok. A szer-
vezok tgy tervezik, hogy egy-egy belépbkartyan az
Otszog oldalai és atléi koziil valahanyat (egyet vagy
b) Biztosan van-e az osztalyotokban két olyan ember, tobbet, akdr az Gsszeset, de az is lehet, hogy egyet
aki ugyanolyan sorszamu napon sziiletett? sem) megvastagitanak, igy a kiilonb6zé személyek
kiilonboz6 dbraju kartyat kapnak. Az elektronikus
kapu optikai leolvaséja ez alapjan engedélyezi a be-
lépést, és elvégzi a személy regisztracidjat. (Két belé-

a) Anélkil, hogy mindenkit megkérdeznél, el tu-
dod-e donteni, hogy van-e az osztalyotokban leg-
alabb két olyan ember, aki ugyanabban a hénap-
ban sziiletett?

c) Fogalmazd meg és valaszold meg az el6bbi kérdé-
seket ,hdrom olyan ember” esetére is!

d) Az iskolatokban vajon van-e legalabb két olyan pékértya kiilsnbozé,
diak, aki%(nek ugyanazon a napon van a sziiletés- ha az egyiken szere- BELEPOKARTYA
napjuk? Es lehet, hogy akad legalabb harom olyan pel olyan megvasta- p T
didk is? gitott szakasz, ame-
lyik a masikon nem.)
E E1 Andor nem szereti parositani a zoknijait. A fiok- A konferencidnak 400 Q T
jaban 14 darab egyforma kék zokni, 16 darab egyfor- résztvevéje lesz.
ma z61d zokni és 8 darab egyforma fekete zokni van. Jut-e mindenkinek ki-
Hany zoknit kell kivennie a fiékbdl, hogy biztosan 16nboz8  belépdkar- R S
legyen a kivett zoknik kozott tya?
a) egy pdr zokni; E E1 Igazold, hogy barmely tiztagu tdrsasdgban van
b) egy par fekete zokni; két olyan ember, akiknek ugyanannyi ismerdse van
o . a tarsasagon beliil! (Feltételezziik, hogy az ismeretsé-
¢) két pér zokni? gek kolesonosek.)
E E1 Bizonyitsd be a skatulyaelv segitségével, hogy m E2 Egy alkalommal 8 ember vérakozik egy hivatali

el6csarnokban. A 8 ember kozott 9 ismeretség van,

azaz 9 olyan par van, akik egymas ismerései. (Felté-

telezziik, hogy az ismeretség kolcsonds.) Bizonyitsd

b) 3 pozitiv egész szdm koziil kivdlaszthato kettd, be, hogy van koztiik olyan ember, akinek legaldbb
amelyek Gsszege oszthat6 2-vel! 3 ismerdse van az el6csarnokban!

a) 5 pozitiv egész szam kozil kivalaszthato kettd,
amelyek kiilonbsége oszthat6 4-gyel;




teljes indukcio
BEVEZETO

5 ' 1986 és 2009 kozott minden évben megrendezték Hollandidban a domind-
napot (Domino day). Minden évben ujabb kisérletet tettek a vildgrekord
megdontésére. Egy hatalmas csarnokban kiilonleges alakzatokban rengeteg
domindt allitottak fel, s az volt a cél, hogy végiil egyetlen dominét eldontve
minél tdbb domino felboruljon. 2009-ben 4 800 000 domindt allitottak fel, s
a kisérlet soran ezek koziil 4 491 863 délt el.

Mi kell ahhoz, hogy egy domindsor minden dominéja feld6ljon? Az kell hoz-
z4, hogy minden domind feldontse a mogotte évé domindt. Ha tehat mindig
igaz, hogy a k-adik domino felboritja a (k + 1)-edik dominét, és feldontjiik a
legelsé domindt, akkor a teljes domindsor felborul.

A teljes indukcié

A teljes indukcids bizonyitas soran szeretnénk bebizonyitani, hogy egy n-tél fiiggé allitds (ahol n € Z*) minden pozitiv
egész n esetén teljestil.

A bizonyitasi eljaras 1épései: A lépés megfeleldje a dominés példdban:
1. Ellendrizziik, hogy igaz-e az dllitast n = 1-re (a kezdéértékre). Eldél-e az elsé dominé?
2. Feltételezziik, hogy az allités teljesiil n = k-ra. Tegyiik fel, hogy eldél a k-adik doming.

Ez az ugynevezett indukcios 1épés, és a k-ra megfogalmazott
allitas az indukcids feltevés.

3. Megfogalmazzuk az allitast n = k + 1-re, és az indukcios Bizonyitsuk be, hogy ha a k-adik eldél,
feltevés felhasznalasaval belatjuk, hogy igaz. akkor a (k + 1)-edik is eld6l.

1. 1épés: 2. 1épés: 3. lépés:
Ellendrizziik, hogy igaz-e (indukcids feltevés) Bizonyitsd be az allitast
az allitast az n = 1 esetre! > Ird le az allitést n = k-ra! > n=k+ l-re!
Tegytik fel, hogy...
A

P Alevezetés el6tt érdemes leirni az allitast (k + 1)-re: ezt\
az allitast kell igazolni.

P A bizonyitds, levezetés sordn fel kell hasznalnod az in-
dukciés feltevés soran megfogalmazott, k-ra vonatko-
26 dllitdst.

P A bizonyitas, levezetés soran felhasznalhatod a mar is-
mert tételeket, ekvivalens algebrai dtalakitasokat. j
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Teljes indukcid alkalmazhato olyan feladatokban, amelyekben a feladatban szereplé allitas a pozitiv egész szamoktdl fiiggd
allitas. Példaul sorozatokhoz kapcsolddo feladat, oszthatdsaggal kapcsolatos feladatok.

Megjegyzések:

1. Szokatlan és meglepé az a gondolat, hogy a bizonyitas soran feltételezziik és felhasznaljuk magat a tételben szerepld
allitast. Fontos kiilonbség van azonban a kovetkezék kozott:

P atételben azt mondjuk ki, hogy minden n-re teljesiil egy éllitas,

P> a bizonyitds soran azt feltételezziik, hogy egy konkrét n-re teljesiil az allitds (ezt a konkrét n-et jeloljik k-val), és
ebbdl kivetkeztetiink arra, hogy a kovetkezd esetre is teljesiil az allitds. Vagyis a teljes indukci6 3. 1épésében tulaj-
donképpen az allitas ,,6roklédését” igazoljuk.

2. A teljes indukci6 alkalmazhatd olyan esetben is, amikor egy allitds nem minden pozitiv egész n-re teljestil, hanem va-
lamely pozitiv egész m-t6l kezd6déen. Ekkor a kezdéérték nem 1, hanem az adott m. Mds tételekben az allitas példaul a
pozitiv paros szamokrol sz6l. Ekkor az indukcids feltevés 2k-ra vonatkozik, és az allitast 2k + 2-re bizonyitjuk.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Bizonyitsuk teljes indukcidval, hogy az els§ n pozitiv paratlan szdm Osszege n*, azaz1+3+ ...+ 2n-1)=n>. (n € Z")
Bizonyitds:

1. Iépés: Ellenérizziik az allitdst n = 1-re! A bal oldal 1, a jobb oldal 1? = 1, ezek egyenl6k, igy az allitas n = 1-re igaz.

2. 1épés: Indukcids feltevés: tegyiik fel, hogy n = k esetén teljesiil az allitds, azaz 1+3 +... + 2k - 1) = k%

3. 1épés: Bizonyitani kell, hogy az allitas teljesiil n = k + 1 esetén is,azaz 1+3+...+ (2k-1)+ 2k+1) = (k+ 1)
Abaloldal: 1+3+ ...+ 2k-1)+Qk+1)=k*+ (2k + 1).

Az indukcids feltevés
miatt ezeknek a tagoknak
az Osszege k2.

A nevezetes azonossag miatt k> + 2k + 1 = (k + 1),
tehat (k + 1)-re teljestil az allitas.

A teljes indukcié mindhdrom 1épését elvégeztiik, ezzel belattuk, hogy minden n € Z" esetén teljesiil az llitas.

FELADATOK

E E1 Bizonyitsd be teljes indukciéval, hogy az elsé n piramis 17 + 2* + ... + n* darab goly6bdl &ll (n € Z").
pozitiv paros szam Osszege n* + n, azazn € 7' esetén Bizonyitsd be, hogy
2+4+46+...+2n=n’+n. n(n+1)(2n+1)
P+2°+ ... +nP= ————F~.
a) Ellendrizd az allitast n = 1 esetére! 6

b) Fogalmazd meg az indukcids feltevést n = k-ral
c) Fogalmazd meg az allitast (k + 1)-re!

d) Bizonyitsd be az indukcids feltevés segitségével az
allitast (k + 1)-re!

E E2 Bizonyitsd, be, hogy han € Z*, akkor
l'2+2-3+3-4+...+n-(n+1)=—n(n+1?))(n+2).

ﬂ E2 (Emelt szint(i érettségi, 2020)
Egy tarsasjatékban a jatékosok egyforma méretdi go-
lyokbol piramist épitenek az abra szerint. Az n rétegti




KIDOLGOZOTT FELADAT

2. Bizonyitsuk be, hogy a valds szdmok halmazan értelmezett f (x) =x" fiiggvény derivaltfiiggvénye f '(x) =n-x
(aholn € Z")!

n—1

Bizonyitds:
1. Iépés: Ellendrizziik az allitast n = 1-re! f(x)=x"=x Igaz-e, hogy x'=1-x'"'?
> abaloldal: f'(x)= lim SIS G0) o =%y o f(x)=x'=1 A bal és jobb oldal
ox) X=X, XX X=Xy X% egyenldsége miatt az
> ajobboldal: 1.x' ' =1.x° =1 allitas n = 1 esetén igaz.

2. 1épés: Indukcids feltevés: tegyiik fel, hogy n = k-ra teljesiil az allitas, azaz (xF) =k-x*".

’
3. 1épés: Bizonyitanunk kell, hogy az allitas teljesiil n = k + 1-re, azaz (1) =(k+1)-x*.
Alkalmazzuk a hatvanyozas szorzatra vonatkozo azonossagat és a szorzatfiiggvény derivalasi szabalyat!

’

(xkﬂ)! =(xk -x) :(xk)' o x K =k T 1 = kxR xR =(k+1)-x*

\ A

Itt alkalmazzuk az

- . k) _ Lk
indukciés feltevést. Teljesiil tehdt, hogy (1) =(k+1)- 2.
Ezért az allitds minden n € Z" esetén teljesiil.
3. Bizonyitsd be, hogy ha n pozitiv egész szam, akkor 5 | (2**! + 3).
Bizonyitds:
1. Iépés: Ellenérizziik az allitast n = 1-re! 214143 =32 + 3 = 35, ami oszthat6 5-tel. P> n = 1-re igaz.
2. 1épés: Tegyiik fel, hogy k-ra teljesiil az allitas, azaz 5 %+ +3).

3. 1épés: Bizonyitsuk be, hogy az allitas teljestil k + 1-re, azaz 5 | (2*¢*V+! + 3), masként: 5 | 2**° + 3).
Alkalmazzuk a hatvédnyozds azonossagait! 20k+5 43 =212+ 1 4 3=16-2%+1 43,
Az 5-tel valo oszthatosdgot vizsgdljuk, ennek bizonyitdsahoz bontsuk 16 - 2%+ -t két tag sszegére!

162471 +3=15.2%+1 4 2%+1 43

5-tel oszthato 5-tel oszthato az Mindkét tag oszthatd 5-tel, ezért a kapott kifejezés
a 15-8s szorzo miatt. indukcids feltevés miatt. oszthat6 5-tel. Teljesiil tehat, hogy 5 | (2***V+! + 3).

Ezért az allitds minden n € Z" esetén teljesiil.

FELADATOK

ﬂ E2 (Emelt szint( érettségi, 2017) m E2 Bizonyitsd be, hogy ha n pozitiv egész szam, ak-
Igazold (teljes indukciéval vagy mas modszerrel), kor6 | (n® - n).
hogy 4" + 6n — 1 minden 7 pozitiv egész szam esetén

ossthats 9-cell E2 (Emelt szintii érettségi, 2019)

Igazold, hogy az elsé n pozitiv kobszam Gsszege
E E2 Bizonyitsd be, hogy ha n pozitiv egész szam, ak-

2
n(n+1
kor4 | (7" + 3"+, K,=P+2*+3 +...+n’ =(¥] )
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Bizonyitsd be teljes indukciéval, hogy 1 -4 +2 -7 + ... + n(3n + 1) = n(n + 1)?, ha n pozitiv egész szam!

Bizonyitds:

Ellendrizziik az 4llitast n = 1-re!l P> A bal oldal 1 - 4, a jobb oldal 1 - 22, ezek egyenlék. P> n = 1-re igaz.

Tegyiik fel, hogy k-ra teljesiil az allitds, azaz

1-4+ ... +k(Bk+1)=k(k+ 1)~

Bizonyitani szeretnénk, hogy ebben az esetben 1-4 + ... + k(3k + 1) + (k + 1)(3k + 4) = (k + 1)(k + 2)*.
Alakitsuk az egyenldség bal oldalat az indukcids feltevés és algebrai atalakitasok segitségével!
1-4+...+k@k+1D)+k+1DBk+4)=k(k+1?+(k+1)Bk+4)=((k+1k(k+1)+Bk+4)]=

NI
Itt alkalmazzuk az
indukcids feltevést.

FELADATOK

E E1 Hatdrozd meg az osszetett kijelentések logikai
értékét az A és B kijelentések kiilonboz6 lehetséges
logikai értékei esetén, és toltsd ki a tablazatot!

a) b)
A B —-A —A—>B A B —-B A——-B

i i i i
i h i h
h i h i
h h h h

E E1 Fogalmazd meg az 4llitasok megforditdsat! Alla-
pitsd meg az allitasok és megforditasuk logikai érté-
két! Ha az allitds hamis, akkor mutass ellenpéldat!

a) Ha egy grafban a csticsok fokszamai 1, 2, 2 és 3,
akkor a grafnak 4 csticsa és 4 éle van.

b) Ha két halmaznak nincs kozos eleme, akkor az
unidjuk elemszdama egyenld a halmazok elemsza-
manak 6sszegével.

] E2 Fogalmazd meg az allitdsok megforditasat! Alla-
pitsd meg az allitdsok és megforditasuk logikai érté-
két! Ha az allitds hamis, akkor mutass ellenpéldat!

a) Ha egy 8 csticsu egyszer( graf minden csticsanak
fokszama legalabb 3, akkor a graf sszefiiggd.

b) Ha egy 7 csucsu egyszer(i graf minden csucsanak
fokszdma legalabb 3, akkor a graf 6sszefiiggd.

=(k+ (k> + 4k +4) = (k+ 1)(k + 2)%

Teljesiil tehdt a (k + 1)-re felirt egyenléség.
Ezért minden n € Z" esetén teljesiil az 4llitas.

W E2 (Emelt szinti érettségi, 2012 és 2019)
Alkalmazd az indirekt bizonyitast a kovetkezé fel-
adatokban!

a) Igazold, hogy nincs olyan 2-nél nagyobb n egész

szam, melyre ('11), (gj és (’;) (ebben a sorrend-
ben) egy mértani sorozat egymast kovetd tagjail

b) Egy haromszog oldalhosszai egy szamtani sorozat
egymast kovetd tagjai, a legrovidebb oldala 4 egység
hosszu. Tudjuk, hogy a haromszog nem szabalyos.
Igazold, hogy a hdromszdognek nincs 60°-os szoge!

E E2 Alkalmazd a skatulyaelvet!

a) Bizonyitsd be, hogy 11 pozitiv egész szam koziil
mindig ki lehet valasztani kett6t ugy, hogy a kii-
lonbségiik oszthatd 10-zel!

b) Bizonyitsd be, hogy barmely hét négyzetszam koziil ki
lehet valasztani kettot, amelyek kiilonbsége oszthato
10-zel!

m E2 Egy sakktorndn 10 résztvevé indul. Mindenki
mindenkivel pontosan egy mérkézést jatszik. Bizo-
nyitsd be, hogy ha 11 jatszma madr véget ért, akkor
van olyan versenyzd, aki legalabb 3 meccset jatszott!

E2 Bizonyitsd be, hogy ha n € Z", akkor
a)6 | (v’ + 11n); b)8 | (5"+2-3"1+1).



De Morgan-azonossagok

Szitaformula
(logikai szita)

Megszamlalhatéan végtelen
SZAmossag

Adott miveletre zart halmaz

Elégséges feltétel

Sziikséges feltétel

Sziikséges és elégséges feltétel

Direkt bizonyités

Indirekt bizonyitas

Skatulyaelv

Teljes indukci6

D = definicié, T = tétel, M = mddszer, eljaras

ANB=AUB

AuB=Zﬁ§

A és B halmazok esetén:

A és Bhalmazok esetén: |AU B|=|Al+|Bl-|A B

A, B és C halmazok esetén:
|[AuBuUC|=|Al+|Bl+|cl-lAnBl-|A~C|-IBACl+|AnBNCl

Egy végtelen halmaz szamossiga megszamlalhatéan végtelen, ha létezik
kolcsonosen egyértelmii hozzarendelés a halmaz elemei és a természetes
szamok halmaza kozott. Ellenkez6 esetben a végtelen halmaz szamossaga
nem megszamlalhatoan végtelen.

A H halmaz zart egy adott miiveletre, ha a H halmaz barmely elemei esetén
a miivelet eredménye is eleme H-nak.

Ha az A — B allitas igaz és az A is igaz, akkor ez mar elégséges ahhoz, hogy
Ballitas igaz legyen. Tehat ekkor az A éllitas elégséges feltétele a B allitasnak.

Ha az A — B dllitas igaz, akkor a B dllitas igaz logikai értéke sziikséges
ahhoz, hogy A igaz lehessen. Tehat ekkor a B allitas sziikséges feltétele az
A allitasnak.

Ha az A — B allitas és annak megforditasa, a B — A allitas is igaz, akkor
az A allitas sziikséges és elégséges feltétele a B allitasnak, illetve forditva: a
B allitas sziikséges és elégséges feltétele az A allitasnak. Ekkor a két allitas
ekvivalens.

Igaz allitasokbol indulva helyes logikai lépések soran a bizonyitandé alli-
tashoz jutunk.

Az 4llitas tagadasanak feltételezésébdl, helyes logikai 1épések soran ellent-
mondasra jutunk, amibél az kovetkezik, hogy az eredeti allitds igaz.

Ha n darab elemet k darab skatulyaba szeretnénk elhelyezni, és n > m - k,
akkor biztosan lesz olyan skatulya, amelybe m-nél tobb, azaz legalabb m + 1
elem kertl. (m, n, k e Z")

n-t6l fiiggd (ahol n € Z*) allitasok bizonyitasara hasznalhatd.
Lépései:
1. Az allitas igazsagat ellendrizziik a kezdé n érték esetében.

2. Feltételezziik, hogy n = k esetén az allitds igaz. (indukcios feltevés)

3. Az indukcids feltevés felhasznalasaval bizonyitjuk n = k + 1-re az éllitas
igazsagat.



1. E1 Adottak a H = {egyjegy{i pozitiv egész szdmok]},

A = {egyjegyt primek}, B ={1; 2; 5; 6}, C={1; 3; 5; 8}
halmazok. Elemeik felsoroldsaval add meg az aldbbi
halmazokat!

ANB; AUC; AUB;
CNBUA; A\B; C\A

(_Imﬁ; AUBUC;

. E1 Ismerjiik néhdny halmaz szdmossagat:
|H| =18, |Al =9, [B|=8, |Cl=9,
IB\C| =3, |A\B| =5, |C\A|=6,
|AnB|=4, |AnBnN C|=2.

Hatérozd meg| Al,|BN Cl,|B\ Al és| A U B| érté-
két!

. E1 (Emelt szintt érettségi, 2021)

Hany olyan pozitiv hdromjegy(i szdm van a tizes szam-
rendszerben, amely a 8 és a 9 szamok koziil legalabb az
egyikkel oszthatd?

. E1 (Emelt szint(i érettségi, 2005)

Egy osztaly tanuldi a tanév soran harom kirandulason
vehettek részt. Az elsén az osztaly tanuldinak 60 szaza-
léka vett részt, a masodikon 70 szdzalék, a harmadikon
80 szézalék. Igy harom tanulé haromszor, a tébbi két-
szer kirandult. Hany tanuldja van az osztalynak?

. E1 (Emelt szintt érettségi, 2020)

Legyen az alaphalmaz a haromjegy( pozitiv egész sza-
mok halmaza. Az A halmaz elemei azok a haromjegyt
szamok, amelyekben van 1-es, a B halmaz elemei azok,
amelyekben van 2-es, a C halmaz elemei pedig azok,
amelyekben van 3-as szdmjegy.

Hany eleme van az A \ (BN C) halmaznak?

. E1 Egy 32 fs osztdly mozildtogatdsra késziil. A meg-
nézhetd mozifilmekrdl titkos szavazason dontenek,
melyen minden tanulé részt vesz. Szavazhatnak az
Els6, a Masodik, valamint a Harmadik cimi filmekre
ugy, hogy ezek koziil mindenki egyet vagy kett6t va-
laszthat. A Masodikat és a Harmadikat 3-an, az Els6t
és a Masodikat 4-en jelolték meg. Senki nem volt, aki
az Elsot és a Harmadikat is bejeldlte. A szavazas végén
kideriilt, hogy mindegyik filmre ugyanannyian sza-
vaztak. Hany olyan diak volt, aki csakis az Els6, csakis
a Masodik, illetve csakis a Harmadik filmre voksolt?

. E1 Hény olyan négyjegy(i pozitiv egész szdm van,
amely nem oszthat6 a 2; 3; 4; 5; 6 szamok egyikével
sem?

. E1 Hanyféleképpen iilhet le 8 gyerek - koztiik Anna,
Bea és Cili — egymas mellé egy hosszu padra, ha Anna,
Bea és Cili koziil semelyik két ldny nem il egymas mel-
lett?

FELADATGY(]JTEM ENY

9. E1 Hany olyan, legfeljebb haromjegyi pozitiv egész
szam van, amely 20, 24 és 25 koziil legaldbb az egyik-
kel oszthat6?

10. E1 Zart-e a négyzetszamok halmaza

a) a négyzetre emelés miveletére;
b) a gyokvonds mveletére;

c) az osszeadédsra nézve?

11. E1 Véges, megszamlalhatoan végtelen vagy nem

megszamlélhatoan végtelen szamossaguak-e az alab-
bi halmazok? Mennyi a véges halmazok szamossaga?
A = {3-mal oszthatd négyjegyli szamok}
B={xeZ|5<x}

C = {kobszamok}

D = {7-tel osztva 2 maradékot add legfeljebb 6tjegyti
pozitiv egészek}

E={xeR|-4<x<6}

12. E2 Tekintsiik az alabbi allitdsokat:

A: Az n szam oszthat6 15-tel.
B: Az ABCD négyszog téglalap.
C: Az o sz6g szinusza pozitiv el6jeld.

Add meg az allitasok
a) egy szitkséges, de nem elégséges;
b) egy elégséges, de nem sziikséges;

c) egy szitkséges és elégséges feltételét!

13. E1 Bizonyitsd be, hogy a ]8; 10[ nyilt intervallumban

1év6 szamok kozott nines legkisebb!

14. E1 Bizonyitsd be, hogy akdrhogyan vélasztunk ki tiz

kiilonb6z6 szamot a ]0; 9[ intervallumbol, a kivalasz-
tott tiz szam kozott van kettd, amelyek kiilonbsége
kisebb, mint 1.

15. E1 Bizonyitsd be, hogy egy 25 f6s tdrsasagban biz-

tosan van legaldbb négy ember, aki a hét ugyanazon
napjan sziiletett!

16. EL1 (Emelt szintl érettségi, 2018)

Egy 34 f6s osztaly az egyik ora elején egy rovid, 6t
kijelentést tartalmazo tesztet irt. A tanuléknak meg
kellett hatarozniuk a kijelentések logikai értékét (igaz
vagy hamis). Tudjuk, hogy mind a 34 tanulé mind az
Ot tesztkérdésre valaszolt. Bizonyitsd be, hogy van két
olyan tanuld, aki ugyanugy toltétte ki a tesztlapot!

17. E2 Bizonyitsd be, hogy az els6 n darab paratlan szam

n(2n—-1)(2n+1)

négyzetének dsszege B

-mal egyenld!



terjedelem, atlag, median, modusz, szdoras

atlagos abszolut eltérés

KIDOLGOZOTT FELADAT

Mindség-ellendérzést végeztek egy tejipari tizemben. 20 doboz

850 grammos kiszerelést tejfol esetében ellendrizték a dobozban | Adat (x) 844 846 848 850 852
1év6 tejfol tomegét. Tabldzatba foglaltuk a mért eredményeket.
a) Mennyi a 20 adat atlaga és szdrasa? Gyakorisag (1) ! 2 3 10 4
b) Mennyi a 20 adat esetében a 850-t61 vett dtlagos abszolut eltérés?

Megoldds:

Szamoljuk ki az adatok atlagat (x), majd egészitsiik ki a tablazatot tjabb sorokkal, melyekben az adatok atlagtol valo elté-
rése (x, - X), annak a négyzete ((xi - X)), illetve az adatok 850-t8l vett abszolut eltérése (Ix, - 850]) szerepel.

adatok atlaga:
Adat (x) 844 846 848 850 852
! _  844+2-846+3-848+10-850+4-852
x= = 849,4
Gyakorisag (n,) 1 2 3 10 4 20
szérasnégyzet:
oo 54 34 -4 06 26 | 2916+2:11,56+3:1,96+100,36+4:676 _,
20 ’
_ )2
(5=2) 2916 11,56 1,96 0,36 6,76 850-t6l vett atlagos abszolut eltérés:
Ix, - 850] 6 4 2 0 2 6+2-44+3-2+10-0+4-2 —14

20
A tablazat utolsé el6tti sora segitségével szamolhatjuk a szorasnégyzetet, ez 4,44, ezért az adathalmaz szérasa = 2,107.

A tablazat utolsé sora tartalmazza az elvart 850-t8l vett abszolut eltéréseket, ennek segitségével szamolhato az atlagos
abszolut eltérés, ami 1,4.

FELADATOK

E E1 A kovetkezd tébldzat néhdany Forma-1-es versenypdlya hosszdt és a verseny sordn a megteend$ korok szdmat

tartalmazza.
Név Orszag Palyahossz (m) Korok szama
Le Castellet  Franciaorszag 5842 53
Spielberg Ausztria 4326 71
Silverstone  Nagy-Britannia 5891 52
Hockenheim  Németorszag 4574 67
Hungaroring =~ Magyarorszag 4381 70

a) Hatdrozd meg a palyak hosszanak atlagat, szordsat és az atlagtdl valé atlagos abszolut eltérését!

b) Hatédrozd meg a versenytavok szorasat és az atlagtdl vald atlagos abszolut eltérést!



Egy adatsokasagban az adatok ,,szérédasat” leggyakrabban a kovetkezé mutatdkkal jellemzik:

(x, —J_C)z +..+(x, —3_6)2 Jelolések:

P széris:o = \/
n
adatok: XXy eenn X,

|x, —a|+...+|x, —q| o~ o
" atlag: x sz0ras: o

P dtlagos abszolut eltérés (egy konkrét a értékt6l):
n

Gyakorlati szamitdsok soran a értékének leggyakrabban az adatok medidnjat, mas esetben az adatok atlagat (x) szoktak
valasztani. Az atlagos abszolut eltérés akkor lesz minimalis, ha a az adatsokasdg medidnja.

Példaul az atlagtol vald atlagos abszolut eltérés meghatarozasa:

Szamitsd ki az > Vedd az adatok és az atlag > Szamold ki
adatok atlagat! kiilonbségének abszolut értékét! ezek atlagat!
%= X +...+x, |x1_)_c|"”’|xn_)_c| |x1—a|+...+|xn—a|
h n
Megjegyzés:

Széras vagy atlagos abszolut eltérés? Melyik mire val6? Melyiket érdemes alkalmazni?

Mindkét mutat6 az adatok szérédasanak mérésére szolgal, és tobb mindentdl fiigg, hogy mikor melyiket érdemes figye-
lembe venni. A szoras kiszamitasa sordn haszndlt masodfoku fiiggvénynek elényosebb tulajdonsagai vannak, mint az
abszolutérték-fiiggvénynek (pl. derivalhatd), ezért a szords hasznalata az elterjedtebb (pl. a pénziigyi kockdzat jellemzésé-
re). Ugyanakkor, ha néhdny kiugré adat van az adatsokasdgban, az jobban befolydsolja a szorast, mint az atlagos abszolut
eltérést. Egy adott termék esetében a szabvanymérettol valo eltérést sokszor az atlagos abszolut eltéréssel jellemzik.

FELADATOK

E E1 Ot barat testmagassaga egy véd6ndi mérés nap-
jan 158 cm, 160 cm, 166 cm, 170 cm és 171 cm volt.
A kovetkezd, egy évvel késGbbi mérésig mind az 6ten
2 cm-t néttek.
Hogyan valtozott meg ez alatt az év alatt a baratok
testmagassaganak atlaga, szdrasa és az atlagtol vald
atlagos abszolut eltérés?

E E1 (Emelt szint( érettségi, 2018)
500 kiilonb6z6 pozitiv egész szam atlaga 1000. Leg-
feljebb mekkora lehet a szamok koziil a legnagyobb?

m EL1 (Emelt szintli érettségi, 2015)
Egy automatanak 100 gramm témeg( hasabokat kell
két egyenlé tomegli részre szétvagnia. A két darab
kozil az egyik az A futdszalagra keriil, a masik a

ﬂ E1l Egy vetélkedd harom gydztese bankba tet- B futdszalagra. Az utolsé négy darabolasnal az auto-

te a nyereményként kapott 15000, 18 000, illetve
20 000 Ft-ot. Egy év elteltével mindegyikiik nyere-
ménye 5%-ot kamatozott.

Hany %-kal valtozott meg a harom bankbetét atlaga,
szOrasa és az atlagtdl valo atlagos abszolut eltérés?

ﬂ E1 Hatdrozd meg, hogy a tabldzatba foglalt adatok

esetén mennyi az adatsokasag
a) atlagatol vett dtlagos abszolut eltérés;
b) medianjatol vett atlagos abszolut eltérés!

Adat 10 11 12 13 14 15
Gyakorisaga 3 5 6 12 3 3

mata hibdja miatt az A futdszalagra kertilt darabok
tomege 51 g, 52 g, 47 g és 46 g. Igazold, hogy a két
futészalagra keriilt 4-4 darab tomegének atlaga kii-
lonbozik, a szérasa pedig megegyezik!

E1l Egy osztilyban ugyanabbdl a témabél két kii-

16nbo6z6 feladatlapot irtak a diakok, 14-en az A jeliit,
16-an a B jelit. Az A csoportban az atlagpontszam
22,5, mig a B csoportban 27 pont lett az atlag.

a) Hany pont lett a dolgozatot ir6 30 didk atlaga?

b) A szdmonkérés soran hidnyzo tanulok késébb po-
toltdk a dolgozat irasat. Ok mindannyian a maxi-
malis 30 pontot érték el, igy ezzel egyiitt az osztaly-
atlag 25,2 pont lett egy tizedesjegyre kerekitve.
Hanyan poétoltak utdlag a dolgozatot?



-m diagramok, dobozdiagram
BEVEZETO

Grafikonon dbrazoltuk, hogy hanyan kattintottak egy ismeretterjeszté honlapra egy féléves idétartam egyes napjain. Er-
demes az abra szerinti kusza grafikon helyett egy jobban atlathatd, konnyebben elemezhetd abrazoldst vélasztani. Jol
szemlélteti az adatokat, ha egymas mellett a hat hdnapra vonatkozo hat dobozdiagramot készitjiik el.
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Leolvashat6 példdul, hogyan alakult az egyes honapokban a median, melyik hénapban voltak kiugré adatok. Ebben az
esetben a dobozdiagramok attekinthetébb képet adnak az adatokrdl és a folyamatrol, mint az elsé vonaldiagram.

A dobozdiagram hatranya ugyanakkor, hogy vannak az adathalmaznak olyan jellemz6i, amelyekr6l nem ad egyértelmii
informaciét. Az abra szerinti két oszlopdiagram esetében fontos kiilonbség van a kozépsé (atlagos) adatok szamaban,
mindezek ellenére a két oszlopdiagramhoz ugyanaz a dobozdiagram tartozik.
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FELADATOK

E1 Igaz vagy hamis? Dobozdiagramon abrazoltunk egy 90 adatbdl 4116 adat-

264

sokaségot. Allapitsd meg az allitasok logikai értékét!

- Az adatok kozt szerepel a 22.

Ha az adatsokasaghoz hozzatessziik a 21-et, akkor nem valtozik meg
az adatokhoz tartozé dobozdiagram.

- Lehetséges, hogy az adatok fele nagyobb, mint 16 és kisebb, mint 21.

Legalabb 0,25 annak a valdszintsége, hogy egy véletlenszertien kiva-
lasztott adat kisebb, mint 18.

Kevesebb, mint 50% annak a valoszintsége, hogy egy véletlenszertien
kivalasztott adat nagyobb, mint 18 és kisebb, mint 22.

STATISZTIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS
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E E1 Hatdrozd meg az oszlopdiagramon, illetve a kdrdiagramon dbrazolt
adatok szdrasat és az atlagtol valo atlagos abszolut eltérését! Készits do-
bozdiagramot a két adatsokasagrol!

a)ls b)
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B EL1 (Emelt szintl érettségi, 2014) 0,35
Egy mindség-ellendrzés sordn 120 darab terméket vizsgéltak meg. Felje- g 03
gyezték az egyes darabok egész grammokra kerekitett tomegét. Hatféle é 0,25
tomeg fordult el6, ezek relativ gyakorisagat mutatja az oszlopdiagram. S 0.2
2015
Készits gyakorisdgi tabldzatot a 120 adatrdl, és szamold ki ezek atlagit =

s 0,
és szorasat! = 0,05
0

105 106 107 108 109 110
tomeg (gramm)

n E2 Egy felmérés soran néhany kozépiskola didkjait kérték meg arra, hogy egy héten at jegyezzék fel az étkezési szo-
kasaikat, és utana valaszoljanak arra, hogy naponta atlagosan hany percet forditanak étkezésre. A valaszok kozott a
legkisebb adat a 36 perc volt, a legnagyobb adat a 105 perc. Az adatokbodl kovetkeztetni lehet arra, hogy 0,25 annak a
valdszintisége, hogy egy véletlenszertien valasztott diak naponta kevesebb, mint 52 percet, és 0,25 annak a valészind-
sége, hogy tobb, mint 90 percet fordit étkezésre. Az adatok medidnja 72 perc volt.

a) Abrézold dobozdiagramon a felmérés adatait!

b) Mennyi a valoszintsége, hogy véletlenszertien kivalasztva a felmérésben részt vevé diakok koziil két diakot, mind-
kettd tobb, mint 90 percet fordit étkezésre?

€) Mennyi a valdszinlisége, hogy véletlenszertien kivalasztva a felmérés adatai kozil 5 adatot, azok kozil 2 kisebb,
mint 52 és 3 nagyobb vagy egyenld, mint 52?2

E E1 Melyik fajta adatsorhoz melyik diagramtipust valasztanad? Indokold meg a vélasztdsodat!
a) A sziiletések szama megyénként egy adott évben.
b) Egy részvény értékének valtozasa adott idészakban.
c) Egy orszag erdéteriileteinek fajtankénti megoszlasa egy adott évben.
d) Kiilonb6z6 energiahordozok felhasznalasdnak szdzalékos ardnya adott orszdgban, adott évben.

€) Magyarorszagra érkez6 turistak szama orszagok szerint, adott honapban

lyen id6eredményeket ért el a verseny el6tti honapban az edzések alatt.
(Azid6eredmények 1:14 (azaz 1 perc 14 masodperc) és 1:25 kozott vannak, — ——
adiagramon az 1 perc £616tti masodpercek jelennek meg.) Fogalmazzmeg 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
allitasokat a diagramok alapjan a két tisz6 id6eredményeirdl!
A két versenyz6 egyike ezen a tavon nemcsak egyéniben, hanem az uszé [T ]
vegyesvalté tagjaként is indulhat. Ervelj amellett, hogy melyik versenyz6t
neveznéd be a valto tagjaként! — >
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

m E1 Dobozdiagramon dbrazoltuk, hogy két tszé ugyanazon a tdvon mi-

o Y




eseménytér, események Gsszege, szorzata, a valdsziniiség fogalma, események fiiggetlensége

események Osszegének és szorzatanak a definicidja

KIDOLGOZOTT FELADAT

Harom barati hazaspar érkezik egy étterembe: a Kiss, a Lovas és a Murai hdzaspar. Véletlenszer( sorrendben lépnek be
egymads utdn az ajton.

a) Mennyi a valdszintisége, hogy senki nem 1ép be kozvetlentil a hazastarsa utan?
b) Fiiggetlen-e egymastol a kovetkezd két esemény?  K: a Kiss hazastdrsak kozvetleniil egymads utdn lépnek be;
M: a Murai hazastarsak kozvetleniil egymas utdn lépnek be.

a) Elsé megoldds:

A hat ember 6! = 720-féle sorrendben léphet be az ajton. A kedvezd esetek 6sszeszdmolasahoz
készitsiink Venn-diagramot! A K halmazba keriiljenek azok a sorrendek, amikor a Kiss hdzaspar
tagjai kozvetleniil egymas utan lépnek be. Hasonldan értelmezziik az L és az M halmazt is.

Azok az esetek, amikor a Kiss hazaspar tagjai egymads utan lépnek be, megszamlalhatok kom-
binatorikai uton. Vegyiik egy elemnek a Kiss hazaspar tagjait, igy veliik egyiitt 5 elem van. 5
elem 5!-féle sorrendbe allithat6. A Kiss hdzaspar tagjai kétféle sorrendben kovethetik egymast,
igy a lehetéségek szama 5! - 2. Ezért a K halmaz szdmossaga 5! - 2 = 240.

A K L halmaz szamossaga azon sorba rendezések szama, amikor a Kiss és a Lovas hazaspar tagjai is egymas utan
jonnek. Ha a Kiss hazaspar tagjait is, és a Lovas hdzaspar tagjait is egy-egy elemnek vessziik, akkor 4 elem van, ezek
sorrendje 4! lehet. Mivel mindkét hazaspar tagjai kétféleképpen allhatnak sorba, igy a lehet8ségek szama 4! - 2 - 2 = 96.

Hasonlé médon meghatarozhaté a tobbi halmaz szdmossaga is.

|K| =5!-2=240 [L] =5!-2 =240 IM| =5!-2=240
[IKNLl=4!-2-2=96 ILAM|=4!-2.-2=96 IMNK[=4!-2-2=96
IKNLAM|=3-2-2.2=48

Azok a lehetdségek, amikor valamelyik hazaspar tagjai egymads utan kovetkeznek, a K w L U M halmazban vannak.
A kedvezd lehet6ségek szama tehata KWL UM halmaz szdmossagaval egyenld. Alkalmazzuk a szitaformulat!

|K U LU M| =240 + 240 + 240 - 96 - 96 — 96 + 48 = 480 > KULUM =720 -480 =240
. .. . i 240 1
Mivel az 6sszes lehetdség 6! = 720, a valdszintiség: P= 0 "3

Az eseménytér fogalmait hasznalva a feladat igy irhato le.

A hat ember 720 lehetséges sorrendje alkotja az eseményteret. Minden sorba rendezés egy egyenléen valoszinii elemi
esemény. Meghatarozhatunk az eseménytéren beliil harom (nem elemi) eseményt:

K: aKiss hazaspar tagjai egymads utan kovetkeznek.
L: aLovas hazaspar tagjai egymas utan kovetkeznek.

M: a Murai hazaspar tagjai egymas utdn kovetkeznek.

A feladat a K + L + M esemény komplementerének, vagyisa K+ L+ M eseménynek a valoszintiségét kérdezi.



Madsodik megoldds:

Minden sorrend megfeleltetheté a K, K, L, L, M, M betiik egy sorrendjének. Nem kiilonboztetjitk meg a hazasparok
tagjait, csak azt jegyezziik fel, hogy egy konkrét sorrendben Kiss (K), Lovas (L) vagy Murai (M) hézastars 1ép be az
ajton. A feladat ekkor atfogalmazhaté gy, hogy ha véletlenszertien sorba rendezziik a K, K, L, L, M, M betiiket, akkor
mennyi a valoszintisége, hogy nem keriil egymads mellé azonos betd.

6!

Sorba rendeziink hat elemet, melyek koziil 2 - 2 - 2 azonos (ismétléses permutacio). Az esetek szama m =90

Abrazoljuk graffal azokat a sorba rendezéseket, amikor az els§ elem K, a masodik L, és nincs egymaés mellett azonos beti.

1L nem lehet befejezni
K
/ T~ M——— 1 —— M
K ~ L «— L M KL-lel kezdve
\ / i Y p— 5 lehetdség van.
M
\ . I K M

Az els6 két bettit 3 - 2 = 6-féleképpen valaszthatjuk, ezért a lehetdségek szama 6 - 5 = 30. A valoszin(iség: P =

\Dlw
(=N N
W | =

Megjegyzés:

Az els6 megoldasban a hat ember 720 sorba rendezése, a masodik megoldasban a hat betti 90 sorba rendezése alkotja az
eseményteret. Nagyon fontos, hogy az elemi események mindkét esetben egyenl6en valdszintek.

b) Két esemény akkor fiiggetlen egymastol, ha annak a valdszintsége, hogy mindkét esemény bekévetkezik, egyenlé azon
valészintiségek szorzataval, hogy az egyik esemény, illetve a masik esemény bekovetkezik: P(K - M) = P(K) - P(M).
Hasznaljuk fel az a) részben az elsé megoldésban szamolt eredményeket! (| K| = | M| = 240 és|K n M| = 96)

24 1 24 1 2 11 2
P(K):—O:— P(M):—O:— P(K-M):ﬁz— > R
720 3 720 3 720 15 33 15

K és M tehat nem fiiggetlen egymastél. (A K esemény nagyobb valészintiséggel kovetkezik be M esetén, mint M esetén.)

1. Esemény, események Gsszege és szorzata Eseménytér

Definicié: Egy véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi események- A esemény .
nek nevezzilk, ezek halmaza az eseménytér. Az eseménytér részhalmazai
az események.

B esemény

P> Az A esemény komplementerének azt az eseményt nevezziik, amikor
az A esemény nem kovetkezik be. Jele: A.

P Az A és a B esemény Osszegének azt az eseményt nevezziik, amikor az A
esemény és a B esemény koziil legalabb az egyik bekovetkezik. Jele: A + B.

P Az A ésa Besemény szorzatanak azt az eseményt nevezziik, amikor az
A esemény és a B esemény is bekovetkezik. Jele: A - B, illetve AB.

o clemi esemény

Az A és a B események egymast kizaré események (diszjunkt események), ha egyszerre nem kovetkezhetnek be. Igy a
szorzatuk bekovetkezésének valdszintisége P(A - B) = 0. (PL. az elemi események diszjunkt események.)

komplementer események események Osszege események szorzata egymast kizard események



Megjegyzés:

A valdszintiség egy olyan P fiiggvényként definialhat6, amelynek értelmezési tartomanya az események halmaza, és min-

den A eseményhez egy valds szamot rendel tgy, hogy

P 0<PA)<L
P> abiztos esemény valdsziniisége 1;

P> ha A és B egymast kizdrd események, akkor a P(A + B) = P(A) + P(B).

2. Fiiggetlen események

Definicio: Az A és a B események fiiggetlenek, ha P(A - B) = P(A) - P(B).

Sok esetben a fiiggetlen események olyanok, hogy nincsenek egymadssal semmilyen kapcsolatban. Példaul ha feldobunk
kétszer egy dobokockat, akkor az az esemény, hogy el6szor hatost dobunk, nincs hatassal arra, hogy masodszor 6tost do-
bunk-e. (Fliggetlenek lehetnek azonban olyan események is, amelyek valamilyen médon kapcsolatban vannak egymadssal.)
A fiuggetlenség akkor teljesiil, ha a B esemény valdszintisége ugyanakkora abban az esetben, ha az A esemény bekovetke-

zik, mint amikor az A kovetkezik be.

FELADATOK

E EL Feldobunk két szabalyos dobokockat. Az alabbi tdbldzatban soron-
ként allapitsd meg az A, a B és az A - B események valoszintiségét, és
ennek ismeretében dontsd el, hogy az A és B események fiiggetlenek-e.

A esemény B esemény
Az egyik dobas paros. Az els6 dobas paratlan.
A dobésok 0sszege 7. A masodik dobas osztdja 5-nek.
Az egyik dobas hatos. A dobésok 6sszege 8.

A dobasok 0sszege primszam.

Az els6 dobas négyzetszam.

Pl E1 Ha P(A) = 0,6 és P(B) = 0,7, akkor mi a lehe-
té legnagyobb és legkisebb értéke P(A + B)-nek és
P(AB)-nek?

ﬂ E1 Egy el6rejelzés szerint 0,5 a valészintsége annak,
hogy Pécsett, és 0,3 a valdszintisége annak, hogy Sze-
geden esni fog holnap az esé. 0,15 annak a val6szint-
sége, hogy mindkét varosban esni fog. Mennyi annak
a valdszintisége, hogy legalabb az egyik varosban esni
fog az es6?

n E1 Feldobunk két dobdkockat. Igazold, hogy a ko-
vetkez6 események paronként fiiggetlenek, ugyanak-
kor annak a valdszintisége, hogy egyszerre mindha-
rom esemény bekovetkezik, nem egyenld P(A), P(B)
és P(C) szorzataval!

A: Az els6 dobas paros.
B: A masodik dobas péaratlan.
C: A két dobas 6sszege paros.

A dobasok szorzata négyzetszam.

A dobasok kiilonbsége 6.

L JICJIE-TE -G 3

E E2 Harom barati hazaspar tagjai véletlenszerd sor-
rendben lépnek be egymas utdn egy ajtén. Mennyi
a valdszintisége, hogy pontosan egy olyan hazaspar
van, akik kozvetleniil egymas utan lépnek be?

E E2 Egykoényvespolcon 9 darab konyv van, a Gytriik
ura sorozat 3 kotete, az Alapitvany trilogia 3 kotete és
a Korfu trilogia 3 kotete. Ha véletlenszertien rakjak a
9 konyvet egymas mellé a polcra, akkor mennyi a va-
l6szintisége, hogy legalabb az egyik sorozat 3 kotete
egymas mellé kertl?

E E2 (Emelt szint(i érettségi, 2020)

Egy n pontu teljes graf egyik élét pirosra szineztiik
(n > 3). Ezutan a tobbi él koziil véletlenszertien kiva-
lasztunk egyet. Legyen az A esemény az, hogy a kiva-
lasztott élnek és a piros élnek van kozos csucsa, a B
esemény az, hogy nincs k6zos csucsuk.

Ha az A és a B esemény egyenlé valdszintiségii, akkor
hany pontja van a grafnak?



feltételes valoszintiség

BEVEZETO

Vannak olyan betegségek, amelyek el6forduldsanak gyakorisaga kiilonb6z6 a férfiak és
a n6k kozott. Ilyen példaul a szintévesztés. A néknek kortilbelil 0,4%-a, mig a férfiak-
nak 8%-a szintévesztd. Ez azt jelenti, hogy ha egy véletlenszertien kivalasztott emberrdl
tudjuk, hogy férfi, akkor 0,08 valdszintiséggel szintéveszt6. Ha tudjuk, hogy né, akkor
0,004 valdszintiséggel szintévesztd. A valdszintiséget nem a teljes emberi populdciora
vonatkoztatva ismerjiik, hanem egy feltétellel: a férfiakra vonatkoztatva, vagy a nékre.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy telepiilésen a nok és a férfiak aranya 50-50%. A néknél 0,004, a férfiaknal 0,08 annak a valdszintisége, hogy koziilitk
valakit véletlenszertien kivalasztva, az adott személy szintéveszté. Mennyi a valoszintisége, hogy a telepiilésen

a) egy véletlenszertien kivalasztott ember szintévesztd;

b) ha a szintéveszté emberek koziil valasztunk ki véletlenszertien egy embert, akkor & férfi?

Elsé megoldds: P
0,5 0,5
Hasznaljuk az eseményekre a kovetkez6 jeloléseket, és abrazoljuk

graffal a valoszintiségeket!

NG6: egy véletlenszertien kivalasztott ember né

0,004 0,996 008 0,92
Férfi:  egy véletlenszertien kivalasztott ember férfi

| Sz | | Nem Sz

| Sz | | Nem Sz

Sz: egy véletlenszer(ien kivalasztott ember szintévesztd

a) A grafrdl leolvashatd, hogy (mivel a teljes lakossdg 50%-dnak a 0,4 szdzaléka szintévesztd né stb.)
P(N6 és Sz) =0,5- 0,004, P(Férfiés Sz) =0,5-0,08.

Mivel a NG és Sz, valamint a Férfi és Sz egymast kizard események, igy annak a valdszintsége, hogy egy ember szin-
tévesztd, a két valoszintliség dsszege:
P(Sz) =0,5 - 0,004 + 0,5 - 0,08 = 0,042. (Ez megfelel annak, hogy a teleptilésen laké emberek 4,2%-a szintévesztd.)

b) Ha a szintéveszt§ emberek koziil vélasztunk véletlenszertien egy embert, akkor az a) részben meghatérozott 4,2% koziil

P(Férfi és Sz) _0,5-0,08

vélasztunk valakit (ez az ,alaphalmaz”). Igy a valdszin(iség: P(Férfi, ha Sz) = ~ 0,952.
( p )-lgy g: P(Férfi ) 52 0002
Masodik megoldds:
Foglaljuk tablazatba a telepiilésen él6k szamat aszerint, hogy valaki
N6 Férfi

férfi vagy né, illetve szintéveszté vagy nem. Mivel csak valdszintsé-
gekre (aranyokra) vagyunk kivancsiak, feltehetjiik, hogy a telepiilésen  |Szintéveszt6 2 40 42
1000 ember él. Ezt irjuk a jobb alsé sarokba. A lakosok fele né és fele ey p

férfi, tehat beirhatjukJ alulrJa, hogy 500, 500. A férfiak 0,08 része szin- R 26 460 938
tévesztd tehat 500 - 0,08 = 40 ember. A nék 0,004 része szintévesztd, 500 500 1000
ez 500 - 0,004 = 2 ember. (Ennek a feladatnak a megoldasahoz nem

sziikséges, de a tablazat tobbi mezdjét is ki lehet mar tolteni.)

A tébldzat utols6 oszlopabdl és elsé sordbdl kiolvashato, hogy a) P(Sz) = % =0,042, b) P(Férfi, ha Sz) = % =0,952.



Ha az A és a B események esetében — ahol B nem lehetetlen esemény - azt vizsgaljuk, hogy
mennyi a valészintisége annak, hogy az A esemény bekovetkezik, feltéve, hogy a B esemény

bekovetkezik, akkor feltételes valoszintiségrol beszéliink. Jele: P(A|B) .

P(AB)
P(B)

Az abra alapjan belathato, hogy P(A|B) =

FELADATOK

E1 Tablazatba foglaltuk egy szinhdzi el6adds néz8inek nem és életkor

o R . N6  Feérfi
szerinti megoszlasat. Mennyi a valdszintsége, hogy

50 évnél fiatalabb 210 170

a) egy véletlenszertien kivalasztott n6i néz6 50 évnél fiatalabb; 50 éves vagy anndl idésebb 320 300

b) két véletlenszertien kivélasztott 50 évnél fiatalabb nézd koziil mind-
kett6 férfi?

E E1 Két dobokockaval dobunk. Mennyi a valdszintsége, hogy LI
a) a dobott szamok 6sszege 8, ha legalabb az egyik dobas hatos;

b) legalabb az egyik dobds hatos, ha a dobott szdmok 6sszege 8;

c) a dobott szamok 6sszege paratlan, ha a két dobas egyenl6;

d) a két dobds egyenld, ha a dobott szamok 6sszege paros;

€) mindkét dobds prim, ha a dobédsok dsszege prim;

f) a dobdsok 6sszege prim, ha mindkét dobds prim?

B E1 Egy élelmiszerboltba két termel6tdl érkezik alma. Az els6 széllitmannyal érkezett az almak 65%-a, ezeknek a gyii-
molcsoknek a 0,2%-a sériilt. A tobbi alma a masodik szallitmannyal érkezett, amelynek 0,5%-a sériilt.

a) Készits valoszinliségi grafot, amely dbrazolja azt, hogy az almak milyen valoszintiséggel érkeztek az egyes szallit-
manyokkal, és azon beliil milyen valészintséggel sériiltek!

b) Mennyi a valoszintisége, hogy egy alma az els6 szallitmannyal érkezett, ha tudjuk, hogy sériilt?

ﬂ E2 (Emelt szinti érettségi, 2018)
Az iskolai karacsonyi vasarra késziilédve Blanka, Csenge és Dori feladata az volt, hogy kiilonboz6 figurdkat hajtogas-
sanak szines papirbél. Osszesen 70 figurat hajtogattak. A figurdk kétheted részét Déri készitette, a maradékot pedig
fele-fele aranyban Blanka és Csenge.

a) Mennyi a valdszintisége, hogy a 70 figura koziil véletlenszertien kivalasztott két figurat ugyanaz a lany készitette?

b) A Blanka altal készitett figurak 40%-a volt karacsonyfa, a Csenge altal készitett figuraknak 60%-a, a Dori altal
készitett figuraknak pedig 30%-a. Az els6 vasarlo a vasaron Blanka édesanyja volt; 6 megvett egy véletlenszertien
kivalasztott karacsonyfa-figurat. Hatarozd meg annak a valoszintiségét, hogy a figurat éppen Blanka készitette!

E E2 Egy orvosi teszt egy bizonyos virus szervezetben valo jelenlétének kimutatdsdra szolgal. A teszt utmutatéja azt
irja, hogy a virus jelenlétét 98%-os biztonsaggal mutatja ki. A tesztrél tudjuk, hogy a virushordozoék esetében 0,982
valészintiséggel pozitiv, 0,018 valdszintiséggel negativ eredményt mutat. A teszt néha azoknal is pozitivat jelez, akik
nem hordozzak a virust, naluk 0,01 a valdszintiséggel pozitiv, 0,99 valoszintiséggel negativ eredményt mutat. Ismert
tovabbd, hogy 0,005 annak a valészintisége, hogy egy ember hordozza ezt a virust.

a) Egy embernél elvégezték ezt a tesztet, és azt tapasztaltak, hogy a teszt eredménye pozitiv. Mennyi a valoszintisége,
hogy virushordoz6?

b) Egy embernél a teszt eredmény pozitiv, ezért még egyszer elvégezték ndla a tesztet. Ha a masodik teszt is pozitiv,
akkor mennyi a valoszintsége, hogy virushordozé?

c) Szerinted megfelel-e ennek a tesztnek a megbizhatésaga? Vélaszod indokold!



binomidlis eloszlas, visszatevéses és visszatevés nélkiili mintavétel

1. A binomialis eloszlas

Sokszor eléfordul, hogy egy véletlen kisérlet tobbszor ismétlddik, akdr egymas utan, akar egyszerre. Példaul tobbszor egy-
mas utan dobunk a dobokockaval, vagy egyszerre tobb dobdkockaval dobunk, vagy ugyanazt a fizikai kisérletet végezziik
tobbszor ugyanolyan kériilmények kozott, vagy egyenld valdszintséggel jellemzé egy tulajdonsag egy halmaz minden
elemére.

Binomidlis eloszldsrol beszéliink, ha (n, k € N, k< n)

P n-szer ismétlddik ugyanaz a kisérlet (ugyanolyan kortilmények kozott);
P minden egyes kisérlet kimenetele p valoszintséggel az A esemény, és 1 - p valoszintiséggel az A esemény;
P aztvizsgaljuk, hogy mennyi a val6sziniisége, hogy n kisérletbdl pontosan k kisérlet kimenetele az A esemény.

P(n kisérletbdl pontosan k esetben lesz a kimenetel A) = (z) p*-(1-p) *

2. Visszatevéses és visszatevés nélkiili mintavétel

A statisztika a tomegesen el6forduld jelenségekkel és az azokbdl nyert adatok elemzésé-
vel foglalkozik. Nagyon nagy adatszam esetén a tulajdonsagok vizsgalatat nem terjesz-
tik ki minden adatra, hanem az adatsokasagbdl véletlenszertien kivélasztott adatokat
vesznek alapul, vagyis in. mintat vizsgalnak, és ez alapjan vonnak le kovetkeztetéseket.

Visszatevéses mintavétel soran a minta elemeit egyenként valasztjuk ki, majd a vizsga-
lat utan visszatessziik, ezutan kivessziik a kovetkez6t, és igy tovabb. A visszatevés miatt
ez egyszer(ibb eljaras, mivel nem kell kiilon figyelmet forditani a mar kiemelt elemek gytjtésére. Ez egy olyan véletlen
kisérlet, amelyet tetsz6legesen sokszor lehet megismételni ugyanolyan korilmények kozott, az egymast kovetd kisérletek
figgetlenek egymastol. A mintavétel elvégzésekor azt ellendrizziik, hogy a kivélasztott n elem koziil hany rendelkezik egy
el6re meghatarozott tulajdonsaggal. Ezt a mintavételt a binomialis eloszlas jellemzi.

Visszatevés nélkiili mintavétel soran egymas utan vessziik ki az elemeket a sokasagbol,
de a mar kivett elemeket nem tessziik vissza. Ezt Ggy is végrehajthatjuk, hogy egyszerre M) (N-M
emeljiik ki a minta kivalasztott elemeit. Azt vizsgaljuk, hogy ha N elembél M rendelkezik k n—k

; o 3 o : . P(A)="-22r 2
egy bizonyos tulajdonsaggal (az sszes tobbi pedig nem), akkor mennyi annak a valo- N
szintsége, hogy n darabot (visszatevés nélkiil) kihtuzva pontosan k rendelkezik az adott n
tulajdonsaggal a kivalasztottak koziil. Ezt a mintavételt a hipergeometriai eloszlas irja le.

Megjegyzések:

1. A visszatevéses mintavétel esetén az egymast kovetd kisérletek egymastdl fiiggetlen események: egy ilyen kisérlet ki-
menetele nem fiigg attdl, hogy az el6z6 kisérletnek mi volt az eredménye. Minden kisérletnél az A esemény valoszintisége
p és az A esemény valoszinisége 1 - p.

A visszatevés nélkiili mintavétel esetén ez nem teljesiil. Minden kisérletnél az A, illetve az A (kedvezd, illetve nem kedve-

z6) kimenetel valdszintiségét befolyasolja az, hogy az el6z6 kisérleteknek mi volt a kimenetele.

2. Ha nagyon nagy elemszamu halmazbol vélasztunk a halmaz elemszamanal joval kevesebb szamu elemet, akkor a két-
féle mintavétellel kapott valdszintségek alig térnek el egymastol. A binomidlis eloszlds értékeit azonban nagy elemszam
esetén sokkal konnyebb kiszamolni. Ezért bizonyos esetekben a visszatevéses modell alapjan érdemes szamolni.



Példaul:

Egy pakliban 52 kartya van, kozte 13 pikk, a tobbi nem pikk. Véletlenszertien htizva 10 lapot, mennyi a valdszintsége,
hogy a kihtzott lapok kozott pontosan 4 pikk?

» 4

Huzunk 10 lapot.
Mennyi a valészintisége,
visszatevéses mintavétel hogy a 10 lapbol visszatevés nélkiili mintavétel
pontosan 4 pikk?

e 52
10

(binomialis eloszlas) (hipergeometriai eloszlas)

FELADATOK

T E1 Egy pakliban 52 kértya van, kdzte 13 pikk, a tob- W EL (Emelt szintd érettségi, 2021)
bi nem pikk. Véletlenszertien htizva 10 lapot, mennyi
a valdszintisége, hogy koziiliik pontosan 4 pikk, ha

(13)_(39)
416
P=(1°) 0,25 .0,75° p=~J\2J

a) Egy egyetemi el6adason 32-en iilnek a teremben.

Ha négy lany tavozna, akkor a jelenlévok tobb
a) visszatevéssel valasztunk; mint 60%-a fit lenne. Ha azonban a 32 f6hoz to-
vabbi hat lany csatlakozna, akkor a jelenlévék tobb

b) visszatevés nélkiili mintavételt alkalmazunk? avts (b o Wik ¥y s Ly iy b

X E1 Egy gyarban az egyik gyértésor meghibasodik, és jelen az el6adéson?
az ott késziilt termékek 3%-a hibas. Egyik nap 90 ter- h) Az egyetem tobb ezer hallgat6jénak 60%-a fid,
mék késziilt azon a gyartésoron. Mennyi a valdszinG- 40%-a lany. (Ezt tekinthetjiik ugy, hogy 0,6 an-
sége, hogy a 90 termék koziil legfeljebb 2 termék hibds? nak a valosziniisége, hogy egy véletlenszertien vé-

B E1l Egy tarsasjaték 5-féle mintdzati csempét tartal- lasztot:[ el i, e Ug! annak 2 valGsdinliose,
maz, mindegyikbdl 20-20 db-ot. h(l)gy lany.) I;Ia az egyetfem bufejebf:n egy asztalhoz.
véletlenszertien il le négy hallgatd, akkor mennyi

annak a valészintisége, hogy tobb fit van kozot-
tiik, mint lany?

A jaték elején mind a 100 csempét beletessziik egy
zsakba, és véletlenszertien hizunk a zsakbdl 4 db
csempét. Mennyi a valoszintsége, hogy az elséként
kihtzott 4 csempe kozott c) Ha harom lany hallgaté taldlkozik véletlensze-
riien, akkor 0,008 annak a valdszintisége, hogy
mindegyikiik rendszeresen sportol. A lanyok ha-
b) pontosan 3 db sérga hatterd van; nyadrésze sportol rendszeresen?

a) pontosan 2 db fekete héttert csempe van;

c) pontosan 2 db fekete és 2 db sarga hatterd van;

d) 2 db fekete hat-
tert, 1 db sarga
hétter( és 1 db
egyszint kék
csempe taldl-
hat6?

E E2 Egy részvény toézsdei dra 1600 Ft-on zart egy
adott napon. A szakértdi eldrejelzések alapjan az
elemz6k ugy szamolnak, hogy a kovetkezé napokban
a részvény zar6 ara minden nap 0,58 valoszintiséggel
1%-kal emelkedni, 0,42 valdszintiséggel 1%-kal csok-
kenni fog.




a) Mennyi lenne ezen modell szerint a részvény zar6
ara, ha 8 egymas utani napon 1%-kal emelkedne,
majd utdna 2 napon 1%-kal csokkenne?

Ez azért is érdekes eredmény, mert ennek segitségével
kisérletekkel becslés adhaté a 7-re. 1885-ben Stephan
Smith angol matematikus 3200-szer hajtotta végre

b) Mennyi a valdszintisége, hogy ezen modell szerint ezt akisérletet, és igy 7-re 3,1553-at kapott.
10 nap elteltével a részvény zaré ara 1698 Ft? Ha véletlenszertien leejtiink 10 ilyen tiit, akkor meny-

3 B e nyi a valészintisége, ho
C) Mennyi a valdszintisége, hogy ezen modell sze- Y g¢, hogy

rint 10 nap elteltével a részvény zaré ara legalabb
1698 Ft?

a) pontosan 5 metszi 4t valamelyik padlérést;

b) legalabb 8 metszi at valamelyik padlérést?

E E2 Egy szobaban parhuzamosan egymastdl 10 cm-re
padlorések futnak. Leejtiink egy 5 cm hosszu tit.
1777-ben Buffon gréfja vetette fel azt a feladatot, hogy
mennyi annak a valdszintisége, hogy a t{i atmetsz egy a) A dobozba betesziink még s darab sarga golyot.
padlorést. A golyok kozul visszatevéssel kihuzunk kettét.

Hatarozd meg s értékét, ha 0,09 annak a vald-

szintisége, hogy mindkét kihuizott golyo zo6ld!

b) A dobozba betesziink még k darab kék golyot (k > 1).
A golyok koziil visszatevés nélkiil kihizunk har-
mat. Igazold, hogy annak a valdszintisége, hogy
harom kiilonb6z6 szind golyot huzunk,

E2 (Emelt szint(i érettségi, 2019)
Egy dobozban 4 piros és 3 z6ld goly6 van.

Bizonyithato, hogy ilyen hosszisag aranyok esetén

I
avaloszinliség — .
T

72k
(k+7)(k+6)(k+5) "

¢) A dobozba betesziink még k darab kék golyét (k > 1).
A golyok koziil visszatevés nélkiil kihtzunk har-
mat. Hatdrozd meg k értékét, ha annak a vald-
szintisége, hogy harom kiilonbo6z6 szini golyot
hizunk, megegyezik annak a valdszintiségével,
hogy mindharom kihtzott golyo kék!

Binomialis eloszlasrdl beszéliink, ha ugyanazt a kisérletet ismételjiik n-szer, és azt kérdez-
ziik, hogy mennyi annak a valdszintsége, hogy az n kisérletbdl pontosan k alkalommal
kedvez6 a kisérlet kimenetele. Mdsféle gondolatmenethez és masik eloszlashoz vezet, ha
ugyanazt a kisérletet ismételjiikk n-szer, de mas a kérdés.

Példdul: Szabalyos dobdkockaval dobunk sokszor egymads utdn. Mennyi a valdszintisége, hogy
a k-adik dobas az elsd hatos dobas?

Ahhoz példaul, hogy az 6t6dik dobds legyen az els6 hatos dobds, annak kell bekovetkezni, hogy négyszer nem dobunk hatost,

4
5 1
6todikre viszont hatost dobunk. Ennek valdszintisége P(5) = (gj o ~0,0804 .

0,2
5771
0,15 P(a k-adik dobds az els6 hatos dobas) = (gj g
P(k) 0.1 Ennek az eloszldsnak érdekessége, hogy a legvaldszintibb a k = 1 eset,
ugyanakkor az eloszlés varhaté értéke a 6. Atlagosan a hatodik do-
0.05 bds az els6 hatos. (Aki sokszor jatszott tarsasjatékot, az tapasztalhatta,
0 hogy sokszor el6fordul, hogy egybdl hatost dobunk, de olyan eset is

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12  van, hogy nagyon sokdig nem dobunk hatost. Igy all el8, hogy dtlago-
k san a hatodik dobds az elsé hatos dobads.)



~ IR virhato értek
m binomialis eloszlas varhato értéke

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy szerencsekerék ugy van cikkekre osztva, hogy ha egyszer megporgetjiik, akkor
0,3 valdszintséggel nyeriink 850 Ft-ot és 0,7 valoszintiséggel nem nyeriink semmit.
A vurstliban egy 1500 Ft-ba keriil6 kuponért 5-szor lehet megporgetni ezt a szeren-
csekereket. Egy kupon vasarldsa esetén

a) mennyi a nyertes porgetések szamanak varhato értéke?

b) mennyi a teljes nyeremény vérhato értéke?

€) mennyi a vurstli tulajdonosdnak varhatd nyeresége?

Megolds:

a) Soroljuk fel a kisérlet lehetséges kimeneteleit, és hatarozzuk meg, hogy me-
lyik kimenetel mekkora valdszintséggel kovetkezik be!l A lehetséges kime-
neteleket a nyerdé porgetések szama jelenti, vagyis az, hogy az 5 porgetésbdl pontosan 0, 1, 2, 3, 4 vagy 5 alkalom-
mal nyeriink. Annak a valdszintisége példaul, hogy pontosan 2 alkalommal nyeriink, a binomialis eloszlas szerint

p(2)= (g) :0,3%-0,7° =0,3087 . Tiblazatba foglaltuk a szimitasok eredményeit.

0,1681 0,3602 0,3087 0,1323 0,0284 0,0024

Nyertes porgetések széma 0 ! 2 3 4 5

Egy kisérlet kimenetelének varhatd értéke a lehetséges kimeneteleknek a hozzajuk tartozo valdszintségekkel sulyozott
atlaga. E=0-0,1681 + 1-0,3602 + 2 - 0,3087 + 3 - 0,1323 + 4 - 0,0284 + 5 - 0,0024 = 1,5. Ez azt jelenti, hogy 5 porge-
tésbdl atlagosan 1,5-szer nyeriink.

b) Mivel a nyeremény minden alkalommal 850 Ft, igy 5 porgetés esetén a nyeremény varhaté értéke 1,5 - 850 = 1275 Ft.
Pontosan ekkora nyeremény az 5 porgetésb6l sosem lehet. Lehet nyerni 0; 850; 1700; 2550; 3400 vagy 4250 Ft-ot. Az at-
lagos nyeremény azonban 1275 Ft.

¢) Minden eladott kuponért 1500 Ft-ot kap, és varhatoan 1275 Ft-ot fizet. Egy kuponra a nyereség varhaté értéke 225 Ft.

1. Varhato érték

Foglaljuk tablazatba Hatdrozzuk mee az eaves Szamoljuk ki a kimenete-
a kisérlet lehetséges P | iimenetelek Valiszinlgi}s’égeit' P> | leknek a valészintiségeikkel

kimeneteleit! sulyozott atlagat!

2. A binomialis eloszlas varhato értéke

Bebizonyithatd, hogy a binomialis eloszlas varhatd értéke: (ha n jeloli a kisérletek szdmat, és p jeloli az egyes ki-

E=n-p sérletekben a , kedvez$” kimenetel valdszintiségét)
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1
Péld4aul ha 30-szor dobunk a dobdkockaval, akkor a hatosok szdmanak varhato értéke 30- g =5.
Megjegyzés:

Ha egyetlen kisérletet hajtunk végre, akkor a ,kedvezé” kimenetelek szama p valdszintiséggel 1 és 1 - p valdszintiséggel 0.
Ezért az egyetlen kisérlet varhato értéke 1 - p + 0 - (1 - p) = p. Belathatd, hogy filiggetlen események esetén az egyes esemé-
nyekre szdmolt varhatd értékek 6sszeadddnak. Igy ha n-szer végezziik el ugyanezt a kisérletet, akkor a varhaté érték n - p.

FELADATOK

E1 Mennyi a hatos dobdsok szamanak varhato értéke, ha
a) 50-szer dobunk egy dobdkockaval; b) 20-szor dobunk két dobdkockaval?

E E2 Egy részvény zard ara az egyik napon 2450 Ft. Egy szakértéi modell szerint a kovetkez6 3 napban ezen részvény
zar6 ara 0,55 valoszintiséggel 3%-kal emelkedik és 0,45 valészintiséggel 2%-kal csokken. Hatarozd meg, hogy a mo-
dell szerint 3 nap mulva mennyi a részvény zaré aranak varhato értéke!

EN E2 (Emelt szinti érettségi, 2020)
Az 6toslotto-jatékban az elsé 90 pozitiv egész szambol kell 6t killonboz6t megjeldlni. A sorsolason 6t (kiilonbo6z6)
nyerészamot huznak ki. (Sem a megjelolés, sem a kihuzas sorrendje nem szamit.)

a) Az egyik héten Katia 7, 9, 14, 64, 68 szamokat jelolte meg. A sorsolason Nyertes Nyeremény

az els hdrom kihuzott nyerszdm a 7,2 9 és a 14 volt. Kati tigy gondol- = Taldlatok .

. p 2 . p oot ] p szelvények  (Ft/nyertes

ja, hogy most nagy esélye van legalabb négy talalatot elérni. Hatarozd szama : :

PR : - AP P —— szdma szelvény)

meg annak a valdszintiségét, hogy a hatralevé két nyer8szam koziil Kati

legalabb az egyiket eltaldlja! 5 0 0
b) A héten Gsszesen 3 222 831 lottdszelvényt kiildtek jatékba. A jobb oldali 4 17 3113255

tablazat mutatja a nyertes szelvények szamat és nyereményét (2-nél ke- 3 1617 34925

vesebb talalattal nem lehet nyerni). Szamold ki, hogy mennyi volt a ja- 2 62 757 1970

tékosok egy lottdszelvényre jutd atlagos vesztesége ezen a héten, ha a
jatékba kiildott szelvények egységara 250 Ft!

ﬂ E2 (Emelt szint(i érettségi, 2019)
Egy légitarsasag vezetGségi értekezletén megallapitottak, hogy az egyik jaratukon legfeljebb 168 utasnak van hely, de
minden alkalommal sokkal tobben szeretnének jegyet valtani. Tobb év tapasztalatai szerint 0,032 annak a valoszint-
sége, hogy erre a jaratra valaki megveszi a jegyet, de aztan valamilyen ok miatt mégsem jelenik meg a jarat indulasa-
nal. Emiatt a vezetdség tigy dont, hogy erre a 168 fos jaratra ezentul 170 jegyet adnak el. Az érvényes szabdlyozas sze-
rint a tobb jegy eladdsa miatt a jaratrol esetleg lemaradé utasoknak a légitarsasag fejenként 600 euro kartéritést kteles
fizetni. Ha a vezet6ség megallapitasai helyesek, akkor mennyi a valészintisége annak, hogy ezen jarat egy induldsandl
legfeljebb 168 utas jelenik meg, és mennyi a tarsasag altal fizetend6 kdrtérités varhato értéke a jarat egy utjat tekintve?

E E2 (Emelt szint( érettségi, 2020)
Egy étteremben 12 és 14 dra kozott 3900 Ft befizetéséért annyit fogyaszt a vendég, amennyit szeretne. A befizetend6
Osszeget egy elozetes felmérés alapjan allapitottak meg. A felmérés soran osztalyokba soroltak a vendégeket aszerint,
hogy az étteremnek hany forintjaba kertiltek. Az alabbi tablazat mutatja a felmérés eredményét. A tablazat els6 sora-
ban az osztalykozepek lathatok. A tablazatba foglalt informaciokat tekinthetjitk ugy, hogy egy véletlenszertien betér
vendég esetén példaul 0,25 annak a valoszintisége, hogy a vendég 2800 Ft-ba kertil az étteremnek.

Fejenként ennyi Ft-ba keriilt az étteremnek 1000 1900 2800 3600 4400 5200
A vendégek ennyi %-a 10 20 25 30 10 5
a) A felmérés eredményét felhasznalva szamold ki, hogy az étteremnek 1000 vendég esetén mekkora a varhaté haszna!

b) A fenti tablazat értékeivel szamolva mennyi a valdszintisége, hogy két (ebédre betérd) vendég egytittes fogyasztasa
veszteséget jelent az étteremnek?



KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy jarvany terjedésének felfelé iveld szakaszdban a jarvanyiigyi szakérték arra kérik a politikusokat, hogy ne engedé-
lyezzék a 100 f6nél nagyobb Osszejoveteleket, mert azokon nagyon nagy a fert6z6dés veszélye. A szakért6k azzal szamol-
nak, hogy a jarvany jelenlegi szakaszaban a lakossdg 0,5%-a fert6z6, amit igy modelleznek, hogy minden ember 0,5%
valdszintiséggel fert6z96. A javaslat egyik ellenzdje szerint nincs sziikség korlatozasra, mert 1-nél kevesebb a 100 £6 koziil
a fert6z6 emberek szaménak vérhato értéke, tehat 4ltaldban nem kell szdmolni azzal, hogy valaki fert6z6. Allapitsd meg
ebben a modellben a kovetkezd két allitas logikai értékét!

A: Egy 100 fés rendezvényen a résztvevok kozott a fert6z6k szamdanak varhatd értéke kisebb, mint 1.

B: Annak a valdszintisége, hogy egy 100 f8s rendezvényen részt vesz legalabb egy fert6z6, nagyobb, mint 39%.

Megoldds:

Mivel a modell szerint minden ember egymastol fiiggetlentil 0,005 valdszintiséggel fert6z6, binomialis eloszlasrdl van szd,
melyben p = 0,005 és n = 100. A fertézottek szdamanak varhato értéke a 100 ember kozott: E=n - p = 100 - 0,005 = 0,5.
Az A allitas tehat igaz.

Annak a valdszintsége, hogy legalabb egy ember fert6z6, a komplementer esemény segitségével szamolhatd.
P(a 100 ember kozil senki sem fert$z8) = 0,995 ~ 0,6058 > P(legalabb 1 fert6z6) = 1 - 0,6058 = 0,3942.

A B allitas is igaz: 39,4% annak a valoszintisége, hogy legalabb egy ember fert6z6.

Meglepének tlinhet egymas mellett a két allitas. Az, hogy

a varhato érték kisebb, mint 1, nem jelenti azt, hogy na- A 100 £6 kozott a ,39:4%%,

gyon nagy valdszintiséggel nincs fert6z6 a 100 £6 kozott. fert6z8k szamdanak ValOSlern}:lSeggel )

Igaz, hogy 60,58% valoszintiséggel nincs koztiik fert6z6, varhaté értéke 0,5. van fell:[‘)zo 2100 £6
0z0tt.

de kifejezetten jelentds annak a valdszinisége, hogy van.

Megjegyzés: A hatarozat meghozatalakor a szakért6knek mas szempontokat is mérlegelni kell. Példaul azt, hogy a betegség
hordozéja milyen valdszintiséggel ferté6z meg egy masik embert, mennyi a betegség ellen védettek ardnya, milyen sulyos
betegségrol van szo.

FELADATOK

E E2 Gondold végig a kidolgozott feladatban vézolt jarvanyra vonatkozé allitdsokat 50 f6s, illetve 200 f6s rendezvény
esetére! (Egy jarvany egy adott szakaszéban a lakossag 0,5%-a fert6z6, amit igy modelleznek, hogy minden ember 0,5%
valoszintséggel fert6z6. Mennyi az 50, illetve a 200 f6s rendezvényen résztvevok koziil a fert6z6 emberek szamanak
varhato értéke? Mennyi annak a valészintsége, hogy legalabb egy fert6z6 van az 50, illetve a 200 résztvevo kozott?)

E E1 Az dbran lathat6 kapcsoldsi rajzban szerepld fogyasztok eloregedtek. 3
Az A fogyaszt6 0,2 valoszintiséggel, a B fogyaszt6 0,3 valészintséggel,aC F
fogyaszto pedig 0,4 valoszintséggel zarlatos. A fogyasztok zarlatos meg- *—— A —
hibdsodasai egymastol fiiggetlen események. A kapcsoldsi rajz alapjan c
akkor folyik dram az E és F pont kozott, ha az A fogyaszté nem zdrlatos

és a B és C fogyasztd koziil legalabb az egyik nem zarlatos.
a) Mekkora a valoszintisége, hogy folyik aram az E és F pontok kozott?

b) Ha nem folyik dram az E és F pontok kozott, akkor mekkora a valdszintisége, hogy a hibat az okozza, hogy az
A fogyaszté zarlatos?



E E1 Egy A esemény valdsziniisége 0,8, egy B esemény
valdszintsége 0,6. Mennyi lehet az A + Bésaz A - B
esemény valdszintisége?

ﬂ E1l Egy A esemény valdszintsége 0,4, egy B esemény
valészintisége 0,15. Mekkora a P(A | B) valészintiség,
ha

a) A és B fliggetlen események;

b) A és B diszjunkt események?

E EL1 (Emelt szint( érettségi, 2018)

Egy matematika-vizsgafeladatban harom allitas logi-
kai értékét kell meghatarozni. Harom helyes valasz
esetén 2, két helyes valasz esetén 1, ketténél kevesebb
helyes valasz esetén 0 pontot kap a vizsgazé. Béla
tanult egy keveset, de bizonytalan a tuddsa: mind-
egyik kérdésnél 0,6 valoszintséggel talalja el a helyes
valaszt. Szamold ki annak a négy eseménynek a va-
l6szintiségét, hogy Béla sikeres tippjeinek szama 3, 2,
1, illetve 0, és hatarozd meg Béla pontszamanak var-
hat¢ értékét!

E E2 Petra olyan helyen lakik, hogy a négyes és a ha-
tos villamossal is el tud jutni az iskoldjaba. Minden
reggel kimegy a villamosmegalloba, és felszall az els6
villamosra. Feltessziik, hogy minden alkalommal 0,5
valoszintiséggel négyes, 0,5 valdszintiséggel hatos vil-
lamos érkezik el6bb.

a) Mennyi a valészintisége, hogy 6t egymas utdni na-
pon mindig ugyanolyan szamu villamossal utazik?

b) Ha tudjuk, hogy az elmult 3 napbol pontosan két-
szer négyessel utazott, akkor mennyi a valészind-
sége, hogy tegnap négyessel utazott?

E2 Egy szerencsekerék megporgetése soran 0,2 va-
l6szintiséggel nyeriink, 0,8 valoszintséggel nem nye-
riink.

a) Ha 10-szer megporgetjiik a kereket, akkor mennyi
a valoszintisége, hogy legalabb egyszer nyeriink?

b) Héanyszor kell megporgetni ezt a szerencsekereket,
hogy annak a valészintisége, hogy legalabb egy-
szer nyeriink, nagyobb legyen, mint 0,92

m E1 Haromszor feldobunk egy szabélyos pénzérmét.
Fiiggetlen-e az alabbi két esemény?

a) A: pontosan két dobas fej
B: az elsd és a masodik dobds kiillonb6z6

b) A: az els6 dobds irés
B: pontosan kétszer dobunk irast

ﬂ E2 (Emelt szint(i érettségi, 2020)
Egy szerepjatékhoz hasznalt dobdkocka harom lap-
jan 3-as, két lapjan 2-es, egy lapjan 1l-es szam van.
A feldobott kocka mindegyik lapjara egyforma vald-
szintiséggel esik.

a) Két ilyen dobokockaval egyszerre dobva mennyi
a valdszintisége, hogy a dobott szamok 6sszege 4?

b) Andi és Béla a kovetkezd jatékot jatsszdk ezzel a
dobokockaval. Valamelyikiik dob egyet a kocka-
val. Ha a dobas eredménye 3, akkor Andi fizet Bé-
lanak # forintot (n > 80); ha a dobas eredménye 1,
akkor Béla fizet (n — 80) forintot Andinak; ha pe-
dig a dobds eredménye 2, akkor is Béla fizet Andi-
nak 2(n - 80) forintot. Mennyit fizet Béla Andinak
az 1-es dobasa esetén, ha ez a jaték igazsagos, azaz
mindkét jatékos nyereményének varhatd értéke 0?

m E1 Egy évfolyambol véletlenszertien megszolitunk
egy didkot, és megkérdezziik t6le, hogy hanyan jarnak
az osztalyukba. Mennyi a vélaszok varhato értéke, ha
az évfolyamon 3 osztaly van, 28, 30 és 37 fGvel?

E2 (Emelt szint( érettségi, 2021)

a) Egy szabdlyos dobokockaval hatszor dobtunk. A do-
bott szamok egyetlen modusza, a medianja és az
atlaga — ebben a sorrendben - egy szigortian mo-
noton novekvé szamtani sorozat harom szomszé-
dos tagja. Adj meg egy megfelel6 dobassorozatot,
ésigazold, hogy a megadott dobassorozat a feltéte-
leknek megfelel! Igaz-e, hogy az altalad megadott
hat szadm szérasa is tagja ugyanennek a szamtani
sorozatnak?

b) Egy szabalyos dobokockéaval haromszor dobunk.
Mennyi annak a valdszintisége, hogy a masodik-
nak dobott szam éppen a masik két dobott szam
atlaga?




(D = definici6 T = tétel M = mddszer)
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Szoras

Atlagtél vald atlagos abszoltt
eltérés

Adatok abrazolasa

Elemi esemény

Eseménytér

Esemény

Komplementer esemény
A és a B esemény Osszege

A és a B esemény szorzata

Egymast kizaro, vagy diszjunkt
események

Az események valdszintisége

Fiiggetlen események

Feltételes valoszintiség

Binomidlis eloszlas
(visszatevéses mintavétel
esetén)

Hipergeometrikus eloszlas
(visszatevés nélkiili mintavétel
esetén)

A binomialis eloszlds varhat6
értéke

(ahol x,az adatokat, x ezek 4tlagat jel6li)

|x, —a|+...+|x, -4

(ahol x,az adatokat, x ezek dtlagat jeloli)
n

Oszlopdiagram, kérdiagram, vonaldiagram, savdiagram, dobozdiagram.
Egy véletlen kisérlet lehetséges kimenetele.

Elemi események halmaza.

Az eseménytér valamely részhalmaza.

Az A esemény komplementere az az esemény, amikor az A esemény nem
kovetkezik be. Jele: A.

Az az esemény, amikor az A esemény és a B esemény koziil legaldbb az
egyik bekovetkezik. Jele: A + B.

Az az esemény, amikor az A esemény és a B esemény is bekovetkezik.
Jele: A - B, illetve AB.

Olyan események, amelyek egyszerre nem kovetkezhetnek be.
P(A-B)=0

0<PA)<1
A biztos esemény valdszintisége 1.
Ha A és B egymast kizar6 események, akkor P(A + B) = P(A) + P(B).

Az A és a B események fiiggetlenek, ha P(A - B) = P(A) - P(B).

Annak a valdszintsége, hogy az A esemény bekovetkezik, ha tudjuk, hogy
a B esemény bekovetkezik. Jele: P(A | B).
P(A-B
Pa| B = T80
P(B)

Annak a valészintisége, hogy n kisérletbdl pontosan k esetben lesz a kime-
netel a p valdszintséggel bekovetkezd A esemény:

P(k) = (Zj .Pk ,(l_p)n—k
Ha N elemb6l M rendelkezik egy bizonyos tulajdonsaggal (az 6sszes tobbi

pedig nem), akkor annak a valészintisége, hogy n darabot kihtizva ponto-
san k rendelkezik az adott tulajdonsaggal a kivalasztottak koziil:

, )
)

E =n - p (ahol n a kisérletek szama és p a kedvezd kimenetel valoszintisége)



1. E1 Egy 6vodai csoportba jaré gyerekek testmagassé-

ganak gyakorisdgai lathatok a tablazatban.

Magassag (cm) 8 8 95 100 110
Gyakorisag 5 2 3 2 4

a) Mennyivel valtozna az atlagos testmagassag, és ho-
gyan valtozna a terjedelem, az atlagos abszolut elté-
rés és a szoras, ha minden gyerek magassaga 10 cm-
rel néne?

b) Mennyivel véltozna az atlagos testmagassag, és ho-
gyan valtozna a terjedelem, az dtlagos abszolut elté-
rés és a szoras, ha minden gyerek magassaga 10%-kal
néne?

c) Az 6voda egy mésik csoportjéban 20 gyerek van, 4t-
lagmagassaguk 105 cm. Mennyi a két csoportba jard
gyerekek atlagmagassaga?

. E1 (Emelt szintd érettségi, 2019)
Egy egyenld szaru haromszog oldalhosszusagainak ét-

laga 10, szorasa 342 . Hatérozd meg a haromszog olda-
lainak hosszat!

. E1 (Emelt szint(i érettségi, 2020)

Egy tovabbképzésen részt vevd csoport tagjai életkora-
nak atlaga 28 év. Az 6t legiddsebb résztvevé életkora-
nak atlaga 40 év, a tobbieké 25,6 év. Hany né és hany
férfi vesz részt a tovabbképzésen, ha 1,5-szer annyi né
van a csoportban, mint férfi?

. E1 (Emelt szintd érettségi, 2017)

Az egyik hét munkanapjain utasszamlalast végeztek a
személyvonaton. Hétfén 200, kedden 160, szerdan 90,
cstitdrtokon 150 utast jegyeztek fel. Hany utas volt pén-
teken, ha tudjuk, hogy az 6t adat atlaga is szerepel az
adatok kozott, tovabba az adatok (egyetlen) mddusza
nem egyenlé a medidnjukkal?

. E1 Két dobokockaval dobunk egyszerre. Legyen az
A esemény az, hogy a két dobott szam Osszege paros,
a B esemény pedig az, hogy legalabb az egyik kockaval
primszamot dobunk. Szdmold ki az A, B, A + B, vala-
mint az A - B események valoszintségét!

. E1 Egy honlap minden belép6nek véletlenszertien ge-
neral egy 6 karakterbdl all6 jelszot. A program minden
karaktert a 10 szamjegy és az angol abécé 26 kisbetije
kozil valaszt. Mennyi a valoszintisége, hogy egy jelszd
3 bet(ib6l és 3 szamjegybél all, ha

a) a karakterek ismétlédhetnek;

b) minden karakter kiilonboz6?

FELADATGY(]JTEMENY

7. E2 Két szabalyos dobokockaval dobunk. Mennyi a
két dobas osszegének varhato értéke,

a) ha tudjuk, hogy a két dobas értéke egyenlé;
a) ha tudjuk, hogy az egyik dobds hatos?

8. E1 Egy osztaly 35 tanuldja kozott 15 szemiiveges.

a) Ha véletlenszerten kivédlasztunk az osztalybdl 6
tanuldt, akik egy hatfés csoportként képviselik
az osztalyt egy rendezvényen, akkor mennyi a va-
l6szintisége, hogy a csoportnak pontosan a fele
szemiiveges?

b) Az egyik tanitasi napon hat kiilonb6z6 6raja van
az osztalynak. A hat kiillonb6z6 tanar mindegyike
véletlenszertien valaszt egy felel6t a 35 tanuld ko-
ziil. Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan 3-szor
felel szemiiveges diak?

9. E1 Egy redl tagozatos gimndziumban a tapasztalat

szerint a tanulék 75%-a tanul tovabb miszaki palyan.
A palyaorientacids napon az iskolaban 15 véletlensze-
riien kivélasztott tanuléval készitenek riportot. Mennyi
a valoszintisége annak, hogy a 15 kivalasztott tanuldbol

a) mindannyian muszaki palyan szeretnének tovabb-
tanulni;

b) legfeljebb harom késziil miiszaki palyara;

c) legaldbb harom tervezi a miiszaki palyat?

10. E1 Egy nagyvaros tomegkozlekedésének felmérése so-

ran azt tapasztaltak, hogy a tomegkozlekedést igénybe
vevok 60%-a autdbusszal, 25%-a trolival, a fennmaradé
rész pedig villamossal utazik leggyakrabban. Az auté-
buszozdk 70%-a, a trolin utazok 80%-a, mig a villamos-
sal utazok 65%-a vesz rendszeresen bérletet. A varosban
egy tomegkozlekedéssel utazd embert véletlenszertien
kivélasztva mennyi annak a valdszintsége, hogy

a) bérlettel rendelkezik;

b) ha nincs bérlete, akkor trolival utazik?

11. E1 Egyiskola didkjainak hdrom kirandulast szervez-

tek: az Alfoldre, a Biikkbe, illetve a Cserhétra. Legyen
rendre A, B, C az az esemény, hogy egy véletlenszert-
en kivalasztott diak elment a megfelel6 kirandulasra.
A kirandulasok adataibol kideriilt, hogy:

P(A) =07 P(B) = 0,55 P(C)=0,6
P(A-B)=035 PA-C)=05 PB-C)=0,3
P(A-B-C)=0,2

Mennyi annak a valdszintsége, hogy az iskola egy vé-
letlenszertien kivalasztott didkja

a) legalabb az egyik kirdndulason részt vett;

b) pontosan két kirdnduldson vett részt?



_ lllI1 sorozat fogalma, sorozat rekurziv megadésa, szdmtani és mértani sorozat

m szamtani és mértani sorozat altalanos tagjara vonatkozo sszefiiggés bizonyitasa

BEVEZETO

A XIII. szazadban fogalmazta meg az Italiaban €16 Fibonacci hires feladatat,
amellyel egy nyulcsaldd szaporodasat modellezte. Kezdetben 1 djsziilott
nyulpar van. Minden jsziilott nytlpar 2 honap alatt valik ivaréretté, és on-
nantol kezdve minden honapban sziil egy Gj nyulpart. Ha ez a folyamat soha
nem szakadna meg (a nyulak folyamatosan élnének, és mindig ebben a rit-
musban szaporodnanak), akkor hany nyulpar lenne az n-edik hénapban?

Az 1. és a2. honapban 1 nyulpar él. A 3. honapban sziiletik egy tGjabb nyul-
par. A sorozatokndl szokdsos jelolést alkalmazva a, =1, a,=1, a,=2. Az
n-edik honapban élni fognak az el6z6 honapban életben 1év6 nyulparok, va-
lamint 4j nydlpart sziilnek pontosan azok a nyulparok, amelyek 2 honappal korabban mar életben voltak (akkor sziilettek
vagy mar kordbban sziilettek). Ezért teljesiil, hogy n > 2 eseténa =a,  +a,

-2

Ezzel a gondolatmenettel a kovetkezd, Fibonaccirdl elnevezett hires szimsorozathoz jutunk:

1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; ...

A Fibonacci-sorozathoz vezetd egyéb problémak, feladatok:

P> Hényféleképpen juthatunk fel egy n fokt lépcsén, ha egyszerre egy vagy két lépcséfokot léphetiink?

P> Hényféleképpen tudunk kifizetni n eurdt 1 és 2 eurds érmékkel?

P Egybevago négyzetes oszlopokbdl tornyot épitiink. A négyzetes oszlopok alapja 1x 1 egység méretli négy-
zet, magassaga 2 egység. A torony alapja 1 x2 egység méret(i téglalap. Hanyféleképpen épithetiink fel egy
n egység magas tornyot?

Fibonacci-spirdlnak nevezik az abra szerin-
ti spiralt, amelyben negyed korivek illesz-
kednek egymashoz, a korivek sugara pedig
rendre a Fibonacci-szamok értéke. Ezt a
spiralt ismerhetjiik fel a napraforgé szeme-
inek elrendez8désében, a nautiluszok, vagy
akar a spiralgalaxisok alakjaban.

A Fibonacci-sorozathoz szamtalan érdekes allitas, érdekes feladat kapcsolodik. Péld4ul:

P> A sorozat tagjait a fenti definicioban olyan eljarassal adtuk meg, amely segitségével 1épésrdl 1épésre hatarozhatdk meg a
tagok: el6szor a,, majd a, és a, segitségével a,, majd a,, és igy tovabb. (Ezt nevezik rekurziénak.) Bizonyithat6 azonban,

(1+45) -(1-+5)’
J5.2" '

(Ami azért is meglep6, mert egyaltalan nem nyilvanvald, hogy az igy kapott szam egy természetes szam.)

hogy a tagok kozvetleniil is kiszamithatdk az n valtozé értékébdl a kévetkezd képlet alapjan: a, =

A1
P Az egymist kovetd tagok hanyadosa az aranymetszés arany4val van kapcsolatban. Bebizonyithato, hogy az ——
a
n
hényados az aranymetszés aranyahoz tart, ha n értéke tart a végtelenbe.

280 SOROZATOK



1. A szamsorozat fogalma (ismétlés)

Definicié: Szamsorozatnak nevezziik azt a fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza
és értékkészlete a valds szamok halmaza.

A sorozat megadhat6: - rekurziv médon;
- zart alakban az Gn. 4ltalanos taggal;
- egyéb modon, koriilirdssal, utasitassal.

2. A szamtani sorozat

Definicié: Az {a } sorozatot szdmtani sorozatnak nevezziik, ha a masodik tagtol kezdve barmely tag és az el6tte 4ll6 tag
kiilonbsége dllando, vagyis n > 1 eseténa, - a, _ értéke dlland6. Ez az dllando a sorozat differencidja (kiilonbsége). Jele: d.

A szamtani sorozat tulajdonsagai:

P A definici6 alapjén (rekurziv médon) felirhaté a sorozat n-edik tagja:a = a,__ +d (han > 1).
P Tétel: Ha az {a } szimtani sorozat els6 tagja a, és differencidja d, akkor az n-edik taga =a + (n - 1) - d.

a, \+a,.,
P Tétel: Ha {a } szimtani sorozat és n > 1, akkor a, = . " azaz a_ szamtani kdzepe az el6tte és utdna all6 tagok-
< , Ak + Wik o
nak. Altalanosan: ha n > k, akkor a, = — (n,k e 7).

3. A mértani sorozat

Definicié: A {b } sorozatot mértani sorozatnak nevezziik, ha a masodik tagtol kezdve barmely tag és az el6tte all6 tag

n

hanyadosa dllando, vagyis n > 1 esetén értéke 0-t6l killonboz6 allandé. Ez az dllando a sorozat kvociense (hanya-

n-1

dosa). Jele: g.
A mértani sorozat tulajdonsagai:

Mértani sorozatnak nem tagja a 0, és a kvociens sem 0 (b, # 0 és g # 0).

A definici6 alapjan (rekurziv médon) felirhat6 a sorozat n-edik tagja: b, =b__ - g (han > 1).

Tétel: Ha a {b } mértani sorozat elsé tagja b, és kvociense g, akkor a sorozat n-edik tagjab = b - q" .

Tétel: Ha {b } mértani sorozatésn > 1,akkor (b )>=b _ -b _,azazbarmelyik tag négyzete megegyezik szomszédai-
nak szorzataval. Altalanosan: ha n > k, akkor (b)=>b,_,-b  (nkeZ"). Haa tagok pozitivak, akkor b, mértani
kozepe az elétte és utana allé tagoknak.

\ A A A4

4. A mértani sorozat n-edik tagjarol szol6 tétel bizonyitasa

Bizonyitsuk be, hogy ha {b } egy mértani sorozat, melynek elsd tagja b, és kvociense g, akkor a sorozat n-edik tagja felir-
hat6 a kovetkez6 modon: b, = b, - q" ' (ahol n € Z*, g # 0).

Bizonyitds:

Teljes indukciéval bizonyitunk.

1. Iépés: Ellendrizziik az allitast n = 1-re! b=b-q9"=b, > n = l-re igaz.

2. 1épés: Tegyiik fel, hogy n = k-ra teljesiil az allitas, azaz b, = b, - ¢* .

3. 1épés: Bizonyitani szeretnénk, hogy ebben az esetben az allitas teljesiil k + 1-reis, azaz b, = b, - q"
Hatarozzuk meg b,  -et! b ,=b-q=b-q""-q=b -q"

\4

itt alkalmazzuk az L . _ k
indukcios feltételt Teljesiil tehat, hogy b, ,, = b, - 4"

A teljes indukci6 alapjan tehat minden n € Z" esetén igaz az allitas.

Az el8bbi bizonyitas 1épéseit kovetve hasonldan bizonyithaté a szamtani sorozat n-edik tagjanak képlete:
a =a +(n-1)-d ahol a asorozat elsé tagja, d a differencidja.
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Egy szamtani sorozat els6 harom tagjanak 0sszege 48. Ha az els6 taghoz 9-et, a masodikhoz 2-t adunk és a harmadik tagbol
2-t kivonunk, akkor egy mértani sorozat harom egymast kovetd tagjat kapjuk. Mennyi a szamtani sorozat els6 harom tagja?

Megoldds:

Jeloljiik a szamtani sorozat differenciajat d-vel - a szimmetria és a jobb kezelhet&ség miatt —, a masodik tagot a-val.
Ekkor a szdmtani sorozat elsé harom tagja: a-d, a, a+d.
Ezen tagok Osszege 48, ezért 3a = 48, igy a = 16. A tagok tehat: 16 - d, 16, 16 +d.

A megfelel6 valtoztatasok utan kapjuk a mértani sorozat tagjait: 25-4d, 18, 14 +d.

A mértani sorozat masodik tagjanak négyzete egyenl6 az elsé és a harmadik tag szorzataval.

18% = (25 - d)(14 + d) 324 = 11d - d? + 350 d>-11d-26=0
A masodfoku egyenlet megoldésai: d, = 13 és d, = -2. A feladatnak két megoldasa van.
d = 13 esetén a szamtani sorozat tagjai: 3; 16; 29; a mértani sorozat tagjai: 12; 18; 27, ekkor g = 1,5;
2
d = -2 esetén a szamtani sorozat tagjai: 18; 16; 14; a mértani sorozat tagjai: 27; 18; 12, ekkor g = 3

FELADATOK

E1 Bizonyitsd be teljes indukciéval, hogy ha {a } egy ﬂ E1 Egy szamtani sorozat differencidja 50. Ha az els6

szdmtani sorozat, melynek elsé tagja a,, differencidja
d, akkor a sorozat n-edik tagja felirhaté a kovetkezd

médon:
a,=a +(n-1)-d(@holneZ")!

E E1 Egylaboratériumban 1 liter 70%-os vizes oldatot

ugy higitottak, hogy kiontottek beldle 1 dl oldatot,
majd hozzaontottek 1 dl vizet. Hanyszor hajtottak
végre ezt az eljarast, ha a kapott oldat toménysége
10% + 1%?

E E1l Az {a} sorozat elsé harom tagjinak dsszege 21,

a kovetkez6 harom tagjanak sszege pedig 168. Add
meg a sorozat hetedik tagjat, ha

a) {a,} egy szamtani sorozat;

b) {a } egy mértani sorozat!

W EL (Emelt szinti érettségi, 2012)

Egy vetélked6n négy csapat indult. A gy6ztes csapat
o & on .
pontszama 3 -szorosa a masodik helyen végzett csa-

pat pontszdmanak. A negyedik, harmadik és maso-
dik helyezett pontjainak szaima egy mértani sorozat
harom egymast kovetd tagja, és a negyedik helyezett-
nek 25 pontja van. A pontok szama 6sszesen 139. Ha-
tarozd meg az egyes csapatok altal elért pontszamot!

E E2 (Emelt szint( érettségi, 2022)

Egy mértani sorozat elsé és masodik tagjanak dssze-
ge 6, harmadik és negyedik tagjanak 6sszege pedig
96. Add meg a sorozat elsé tagjat és kvociensét!

tagbdl 16-ot, a masodik tagbol 30-at kivonunk, és
a harmadik taghoz 10-et hozzaadunk, akkor az igy
kapott harom szam egy mértani sorozat hirom egy-
mast kovetd tagja. Hatdrozd meg a szamtani sorozat
elsd tagjat!

E2 Egy véges halmaz elemeinek szdma tobb, mint 3.
Az egyelemt, a kételemt és a haromelem részhal-
mazainak a szama ebben a sorrendben egy szamtani
sorozat harom egymast kovetd tagja. Hany eleme van
a halmaznak?

m E2 Azf{a } sorozat elsé tagjaa =2, ésn > 1eseténa
sorozat n-edik tagjaa =2a - 1.
Bizonyitsd be teljes indukcidval, hogy a rekur-
ziv médon megadott sorozat n-edik tagja felirhat6

a, =2"""'+1alakban!

E E2 Az {a} sorozat elsd tagja a, = 1, és n > 1 esetén

f 2
a sorozat n-edik tagja a, = (“ﬂq) +1. Hatarozd

meg a sorozat elsé 5 tagjat, majd ird fel az altalanos
tagot (vagyis irj fel olyan zart képletet, amely segitsé-
gével kozvetleniil n ismeretében a, szdmolhato)! Bi-
zonyitsd be teljes indukci6val a képlet érvényességét!

m E2 Legyen {a } egy szimtani sorozat, melynek diffe-
rencidja d. Bizonyitsd be teljes indukciéval, hogy
a sorozat elsd n tagjanak 6sszege

a,+a,+...+a, :n-(al-i-(n—l)gj!
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GYAKORLAS

. Il szamtani és mértani sorozat elsd n tagjanak dsszege

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Jalia 16 000 000 Ft hitelt vesz fel, 10 év futamiddre, évi 7,2%-o0s kamattal, amit havonta egyenld részletekben torleszt

7,2 . .. ot
(havi D %-o0s kamattal). Mekkora a hitel torlesztOrészlete?

Megoldds:
7,2 . .. s s Jagen L
Az évi 7,2%-0s kamat havi torlesztés esetén havi E = 0,6%-0s kamatot jelent. A torlesztérészletet jeloljiik x-szel, és sza-

moljuk a folyamatot milli6 Ft-ban felirva.

n hénap mulva a befizetés utdn a tartozas: 16 - 1,006" - x - 1,006" ' — x - 1,006" "2 - ... - x - 1,006 - x.

A 10 év sordn 120 honap telik le, és az utolso befizetés utdn a tartozas 0 Ft.
Ezért: 16 - 1,006 - x - 1,006"° - x - 1,006"¢ - ... — x- 1,006 - x =0
Atrendezve: 16 - 1,006 = x - 1,006" + x - 1,006"* + ... + x - 1,006 + x
Kiemelve x-et: 16 - 1,006'%° = x - (1,006 + 1,006 + ... + 1,006 + 1)

A jobb oldal: Egy olyan mértani sorozat els6 120 tagjanak dsszege, melynek elsé tagja 1 és kvdciense 1,006.
1 L0061

1,006 -1
EbbSl:  16-1,0062°=175x P 328=175x P x~0,187430 milli6 Ft.

A mértani sorozat elsd 120 tagjanak 6sszege:

A torlesztOrészlet tehat havi 187 430 Ft.

Megjegyzés: Igy Julia a 10 év alatt 10 - 12 - 187 430 ~ 22,5 milli6 Ft-ot fizet vissza. Kozgazdasagi szempontbol azonban a
mostani 187 430 Ft és a 10 év mulva esedékes 187 430 Ft nem egyenld értékd, és a 10 - 12 - 187 430 szamolas figyelmen
kiviil hagyja a pénz id6értékét, ezért jelentés kovetkeztetésekre nem ad alapot.

a,+a, .
2

b Ha felhasznaljuk a sorozat n-edik tagjara vonatkozo tételt: S, =

Tétel: Az {a } szdmtani sorozat elsé n tagjanak osszege: S, =
n

2a,+(n-1)d
—-n.

Tétel: A {b } mértani sorozat els6 n tagjanak dsszege:
n
-1
P haasorozat kvociense g = 1, akkor S, =n-b,; P haasorozat kviciense g # 1, akkor S, =b, q—l .
q —_—
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2. Osszeadtuk a kovetkezd sorozatok elsd n tagjat. Legaldbb hany tagot adtunk dssze, ha az 6sszeg nagyobb, mint 1000?

a)a,=1.2n-28
Megoldds:

a) Az {a } szdmtani sorozat, mivela,  -a =12(n+1) -

+1

b)b =32-12"

28-(1,2n-28)=12 P a =-268ésd=1.2.

A szamtani sorozat 6sszegképlete alapjan S, =n-

[rjuk fel, majd rendezziik az egyenl6tlenséget! n

n-(-54,8 + 1,21) > 2000 > 1,21 - 54,81 — 2000 > 0

000
A valés szamokon értelmezett f(x) = 1,2x* - 54,8x — 2000 fiiggvény grafikonja felfelé nyilé pa- /
rabola, melynek zérushelyei x, ~ -23,9 és x, ~ 69,6. Ezért a legkisebb pozitiv egész szam, amelyre
teljesiil az egyenl6tlenség, az n = 70. Tehat legalabb 70 szamot adtunk Gssze.

byi 3,2.1,2""
b) A {b } mértani sorozat, mivel L e B )
" b 3,2-1,2"

n

n

q -1
q-1

A mértani sorozat dsszegképlete alapjan S, =b, -

Irjuk fel, majd rendezziik az egyenlétlenséget! 19,2 - (1,2" - 1) > 1000 > L,2" >

2a,+(n-1)-d  -53,6+(n-1)-12  —54,8+1,2n
=n- =n- .

2 2

—54,8+1,2n EYEER

>1000 y:‘ 1,dx°— 54‘8x7200.0'

/

x\0 | 20 x2x=
/
P b =384ésq=12.
:3,84~1’2n—__1:3,84-1’2?1—_1:19,2-(1,2"—1).
o0

>

Mivel a valos szamokon értelmezett g(x) = 1,2* fliggvény szigortian monoton novekedd, ezért

1000
n>log ,| ——+1|=218. > Legalabb 22 szamot adtunk ossze.
(19,2 &

FELADATOK

EZL Mennyi az n lehetd legkisebb értéke, ha a sorozat
els6 n tagjanak dsszege nagyobb, mint 2500?

a)b =08-1,3" b)a =1,3n+42

E E1 Anna 3 000 000 Ft hitelt vesz fel, 5 éves futam-
idére, évi 6%-os kamattal, amit havonta egyenld
részletekben torleszt. Mekkora a torlesztérészlet?

N E1 (Emelt szinti érettségi, 2020)
Ha Andras az asztalra ejti a pingponglabdajat, akkor
a labda az ejtési magassag kb. 84%-dra pattan vissza,
majd tovabb pattog gy, hogy minden asztalra érke-
zés utdn az el6z0 felpattands magassaganak 84%-aig
emelkedik fel. Egy alkalommal Andras (az asztal lap-
jatol mérve) 1 méter magassagbol ejtette az asztalra a
pingponglabdat. Mekkora utat tesz meg Osszesen a
pingponglabda az els6 asztalra érkezésétdl a tizen-
otodikig? (A labda csak fiigg6leges iranyban mozog.)

n E2 Egy mértani sorozat elsé 8 tagjanak Osszege
17-szerese az els6 4 tag osszegének. Mekkora lehet a
sorozat kvociense?

E E2 Az {a} szimtani sorozat differencidja 2. A soro-
zat els6 2n tagjanak Osszege 2200, elsé 3n tagjanak
Osszege 5175 (n € 7). Hatdrozd meg n értékét!

E E2 (Emelt szint(i érettségi, 2009)

Andras edzétaborban késziil egy uszéversenyre, 20
napon at. Azt tervezte, naponta 10 000 métert tszik.
De az elsé napon a tervezettnél 10%-kal tobbet, a md-
sodik napon pedig az el6z6 napindl 10%-kal keveseb-
bet teljesitett. A 3. napon ismét 10%-kal novelte el6z6
napi adagjat, a 4. napon 10%-kal kevesebbet edzett,
mint az el6z6 napon és igy folytatta, paratlan sorszd-
mu napon 10%-kal tobbet, paroson 10%-kal keveseb-
bet teljesitett, mint a megel6z6 napon.

a) Hany métert uszott le Andras a 6. napon?
b) Hany métert szott le 6sszesen a 20 nap alatt?

c) Az edz6taborozas 20 napjabdl véletlenszertien ki-
valasztunk két szomszédos napot. Mekkora a va-
16szintisége, hogy Andras e két napon egyiittesen
legalabb 20 000 métert teljesitett?
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1. Andrds hitelt vett fel egy banknal, melyet havonta, egyenld részletekben fizet vissza. A hitel futamideje 5 év, és a havi
torlesztdrészlet 29 000 Ft.

a) Mennyit ér a hitel felvételekor az 5 év mulva esedékes utolso torlesztérészlet, ha az inflicié minden évben 5%?

b) Mekkora hitelt vett fel, ha a hitel kamata évi 6%?

. 5
Megoldds:

a) Az utolsé torlesztérészletet pontosan 6t év mulva kell befi- -_—

zetni. Az inflaciéval ugy tudunk szdmolni, hogy ami most = - DE———
100 Ft-ba kertil, az egy év mulva 100 - 1,05 = 105 Ft-ba ke- oie | e L9 = M1 | Do IS & 1w Lt
riil, 6t év mulva pedig 100 - 1,05° ~ 127,6 Ft-ba keriil. Az 6t év ¢ 29000 Ft

mulva esedékes 29 000 Ft tehat 29 000 : 1,05° ~ 22 722 Ft-ot
érne most. (A jovébeni pénz mai értékét nevezziik jelenér-
téknek.)

b) Az évi 6%-os kamat havi torlesztés esetén havi L 0,5%-o0s havi kamatot jelent. Ha a felvett hitel 6sszegét H-val jeloljiik,
akkor a pénziigyi folyamat igy irhatd le:

P Egy honap mulva a tartozas H - 1,005,
a torlesztés miatt ez csdkken 29 000-rel, igy a tartozas ezutdn H - 1,005 - 29 000. %&oﬁ‘s Gy

P> Két honap milva a tartozés (H - 1,005 - 29 000) - 1,005 = H - 1,005% - 29 000 - 1,005, @“‘(-x ,1““%&
a torlesztés miatt ez csokken, igy a tartozas ezutdn

H - 1,005 - 29 000 - 1,005 - 29 000.
P> Harom hénap mulva a tartozds: (H - 1,005% - 29 000 - 1,005 - 29 000) - 1,005 =

= H- 1,005 - 29 000 - 1,005% — 29 000 - 1,005, a torlesztés miatt ez csokken 29 000-rel,
igy a tartozds ezutan H - 1,005’ - 29 000 - 1,005 - 29 000 - 1,005 - 29 000.

P> nhdénap mulva a 29 000 Ft befizetése utdn a tartozds:
H - 1,005" - 29 000 - 1,005"~' - 29 000 - 1,005" "% — ... — 29 000 - 1,005 - 29 000.

Az 6t év soran 60 honap telik le, és az utolso befizetés utan a tartozas 0 Ft.
Ezért: H - 1,005% - 29 000 - 1,005*° — 29 000 - 1,005*® — ... =29 000 - 1,005 — 29 000 = 0.
Atrendezve: H - 1,005 =29 000 - 1,005% + 29 000 - 1,005% + ... + 29 000 - 1,005 + 29 000.

A jobb oldal egy olyan mértani sorozat elsé 60 tagjanak 6sszege, melynek els6 tagja 29 000 és kvociense 1,005.

1,005% -1
A mértani sorozat els6 60 tagjanak osszege: Sq, =29 000 o001 ~2023330.
2023330
A hitel 6sszege tehat H = ————— ~ 1500 000 Ft.
1,005

A folyamat jol kovethetd tablazatkezel6 program segitségével. A honap eleji tartozds a honap végére 1,005-sz6rdsére né,
majd a befizetett torlesztérészlettel csdkken. Az igy kapott tétel keriil a kovetkezd sorban a masodik cellaba.

H - 1,005 29000 H - 1,005 - 29 000
2 H- 1,005 -29000 H - 1,005% - 29 000 - 1,005 29 000 H - 1,005% - 29 000 - 1,005 - 29 000
60 0
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1. A pénz jelenértéke

- 1,1

Ha az éves inflacié 10%, az azt jelenti, hogy egy ma 1000 Ft-ba keriild ,,atlagos arukosarért”

egy év mulva 1100 Ft-ot kell fizetni. Ezért az egy év mulva esedékes 1000 Ft bevétel vasarlo- Most
értéke kevesebb, mint a ma meglévé 1000 Ft-é. Az egy év mulva esedékes 1000 Ft jelenértéke

00 ~910 Ft-ot ér.

]

azonban nem 10%-kal kevesebb, mint 1000 Ft, hanem ma

2. Kamatszamitas

Egy év mulva
100 Ft  100- 1,1 =110 Ft
? 1000

: 11

P egyszerii kamatozas: a kamat nem adddik a tékéhez (pl. kivessziik vagy masik bank-

szamlara atvezetjiik)

P kamatos kamatozas: a kamat a tékéhez ad6dik és azzal egyiitt (t6keként) kamatozik

tovabb

Az 6sszehasonlithatdsag érdekében a bankoknak torvény irja el6, hogy a kamatlabat éves idétartamra és egyszerti kama-
tozas esetére adjak meg. Példaul ha a negyedévre lekotott téke kamata 3%, akkor az éves kamatlab 12%, és ennek az adat-
nak kell szerepelnie a tdjékoztatokban. Emiatt havi, negyedéves vagy féléves kamatos kamatozds esetén a valddi névekedés

(hozam) tobb, mint a kamatlab.

Példdul:
negyedéves jovairasi
periodus, kamatos >

.4 =99
kamatozas, évi 8% kamatlab 8:4=2%

anegyedéves kamatldb >

egy év alatt
1,02* = 1,0824, azaz
8,24% novekedés

3.Hiteltorlesztés egyenl6 részletekben

A jobb oldali diagram azt mutatja, hogyan alakul egy atlagos hiteltorlesztés
sordn a tartozas a bank felé. A kék szindi oszlop jelenti a fennall6 téketarto-
zast, a piros szind oszlop a honap végén esedékes kamatot. A torlesztérészlet
fedezi a kamatot, és a fennmaradé része forditodik a téke csokkentésére.

Megfigyelhet6, hogy az els6 id6szakban nagyobb részben kamatot fizetiink, a
folyamat végén pedig alig van mar kamat, és a téke torlesztése a jelentésebb.

KIDOLGOZOTT FELADAT

120

100

80

60
40
20

0
1 2 3 4 5 6 7 8

B Téketartozds M Kamat — Torlesztérészlet

2. Oldjuk meg az el6z6 lecke feladatat jelenértékkel szamolva! Julia 16 000 000 Ft hitelt vesz fel, 10 év futamiddre, évi
7,2%-o0s kamattal, amit havonta egyenl részletekben torleszt. Mekkora a hitel torlesztorészlete?

Madsodik megoldds:

A kozgazdasagtanban a pénziigyi tételek jelenértékével szamolnak. A torlesztérészlet kiszamolhato ugy is, hogy a késébb
befizetésre keriild tételek helyett azok jelenértékét vessziik figyelembe. Ezek 6sszege egyenl§ a felvett hitel nagysagaval.

Az egy honap mulva esedékes torlesztdrészlet x millio Ft, ennek jelenértéke

>

A két honap mulva esedékes torlesztorészlet jelenértéke ——

>

Az n hénap mulva esedékes torlesztérészlet jelenértéke To06" "




A 120 hénap alatt esedékes torlesztérészletek jelenértékének dsszege egyenld a hitellel:

X X X X

1 1 1 1
+ —+ St — =16 > x + —+ St —|=16
1,006 1,006 1,006 1,006 1,006 1,006 1,006 1,006

A zaréjelben egy olyan mértani sorozat elsé 120 tagjanak osszege all, melynek elsé tagja

1,006

és kvociense .
1,006 1,006

( 1 jIZO
L ~85367 P 85367x=16 P x~0,187430.

S =
201,006 1
1,006

A torlesztérészlet tehdt 187 430 Ft.

FELADATOK

E EL1 (Emelt szint(i érettségi, 2021)

Van két, most induld hosszd tava befektetésiink. Az
egyiknél 500 000 forint a befektetett sszeg, amely
havi 1%-os kamatos kamattal novekszik. A masik —
magasabb hozamu, de kockazatosabb — befektetésbe
450 000 forintot fektettiink; ez az 6sszeg havi 1,3%-os
kamatos kamattal névekszik. Hanyadik honap végén
lesz el6szor tobb pénz a masodik befektetésiinkben,
ha a kamatfeltételek kozben nem véltoznak?

E E2 Péter 300 000 Ft-ot keresett nyari didkmunkaval.
Ezt a pénzt bankban helyezte el éves 6%-os kamatos
kamatra ugy, hogy a kamatot negyedévente szamit-
jak és jovairjak (tokésitik). Mennyi pénz lesz Péter
szamldjan 3 év mulva, ha
a) addig nem nytl a szamlajahoz;

b) 1 év mulva tovabbi 100 000, majd 2 év mulva to-
vabbi 150 000 Ft-tal noveli a t6kéjét;

¢) 3 havonta tovabbi 50 000 Ft-ot fizet be erre a szdm-
lara, 6sszesen 11 alkalommal?

ﬂ E2 Mekkora a torlesztérészlete annak a 4 évre felvett
12 000 000 Ft-os hitelnek, amelynek kamata évi 8,4%, és

a) havonta egyenld részletekben torlesztik;

b) negyedévente egyenld részletekben torlesztik?

n E2 Edina bankbetétbe helyezett el 300 000 Ft-ot,
kamatos kamatozasra. A bank évi 8% kamatot val-
lal, negyedéves kamatjovairasi periédussal. Edina
ugy dont, hogy ezentul rendszeresen a negyedévente
100 000 Ft megtakaritdsat is befizeti erre a szamlara.
Mennyi pénz lesz Edina szamlajan 5 év mulva?

E E2 Robi 3 000 000 Ft hitelt vesz, fel, amit havonta
egyenld részletekben szeretne torleszteni. A hitel éves
kamata 9,6%. Hany honapon at fog térleszteni, ha ha-
vonta legfeljebb 40 000 Ft torlesztést tud vallalni?

- - —_—
> — _ >
—_— —

\

E E2 Egy cég hitelt vesz fel, és egyedi szerzédést kot a bankkal a torlesztésrdl, mivel a bevételei varhatéan névekedni
fognak az évek soran. A hitelt 5 év alatt fogjak visszafizetni, de nem egyenl6 részletekben, hanem a tablazatban rogzi-
tett részletekben. A hitel kamata évi 9%. Toltsd ki a tablazatot, és allapitsd meg, hogy mekkora hitelt vett fel a cég!

i Tarossaeveigen  UESEUET peees g R R
1 150 000
2 300 000
3 450 000
4 600 000
5 750 000 750 000 0



sorozat monotonitasa és korlatossaga

BEVEZETO

A kamatos kamat témakoréhez kapcsolddik a kovetkezd érdekes sorozat.

1 2 3 4 n
1 1 1 1 1
“1:[1+Ij ; a2:(1+5j ; a3:(1+§J ; a4:(1+zj ; s azaz an:[1+—j .
n

A sorozat elsé néhdny tagja: a,=2; a,=2,25 a,~2,37 a,=244.

Hogyan kapcsolddik ez a sorozat a kamatos kamatozashoz?

Az évi 100%-0s kamatozds azt jelenti, hogy a befektetett téke egy év eltel-
tével szorzodik a, = 2-vel. Ha évi 100% a kamat, de félévente van kamatjo-
100%

vairas, akkor a féléves kamat =50%, és a befektetett tOke félévente

2
szorzddik 1+ﬂ = 1+l -del, vagyis az év végére a, = 1+l -szere-
100 2 2

sére n6é. Hasonloképpen, ha harmadévente torténik a kamatjovairds, ha-

rom alkalommal van kamatozas, a szorzo 1+5, ezért az év végére a téke

3 n
a,= (1 + %j -szorosara nd. Ha az év soran n-szer torténik kamatjovairas, akkor az év végére a téke a, = (1 + %) -szeresére no.
Beldthato, hogy az {a } sorozatnak a méasodik tagtél kezdve minden tagja nagyobb, mint az el6tte 4116 tag. Ez annak felel meg,
hogy ha ugyanakkora az éves kamatlab, de gyakrabban van kamatjovairas, ami a téke nagyobb névekedését vonja maga utan.
Vajon hogyan alakulna ez a novekedés, ha a kamatjovairasi periddus perc vagy masodperc hossztisagt lenne? A periédus hosz-
szanak cs6kkenésével a t6ke novekszik, azonban tetszélegesen kicsi periddus esetén sem lesz az éves szorzészam nagyobb, mint
2,72. Ha 100%-o0s a kamat, a pénziink egy év alatt maximum 2,72-szeresére novekedhet.

1. Sorozat monotonitasa

Definicié: Az {a } sorozat szigorian monoton novekvé, ha mindenn € Z" eseténa <a, .
Az {a } sorozat szigorian monoton csokkend, ha mindenn € Z" eseténa > a,
Az {a } sorozat monoton névekvd, ha minden n € Z" eseténa <a__ ..
Az {a } sorozat monoton csdkkend, ha mindenn € Z" eseténa >a,

+1°

+1°

Egy sorozat monoton novekedése bizonyithaté gy, hogy minden n € Z" esetén aza, | - a, kiilonbségrdl bebizonyitjuk,

+1

a

hogy nemnegativ. Ha a sorozat minden tagja pozitiv, akkor a monoton névekedés bizonyithaté ugy is, hogy az 2L hg-
an

nyadosrdl bizonyitjuk, hogy minden n € Z" esetén nagyobb vagy egyenld, mint 1.

2. Sorozat korlatossaga

Definicié: Az {a } sorozat alulrél korlatos, ha van olyan k valdés szdm, melyre minden n € Z" esetén k< a .
Az {a } sorozat feliilrél korlatos, ha van olyan K valés szdm, melyre minden n € Z" esetén a < K.
Az {a } sorozat korlatos, ha alulrél és feliilrél is korlatos.

A k asorozat egy also korlatja, K pedig egy felsé korlatja.



KIDOLGOZOTT FELADAT

3n+5
Bizonyitsuk be, hogy az a, = !
2n+1

sorozat szigoruan monoton csokkend és korlatos! (n € Z")

Megoldds:

11 14
= 5 a,= rh Az els6 harom tagra valoban teljesiil, hogy a, > a, > a..

Irjuk fel két egymast kovetd tag kiilonbségét! Kozos nevezére hozva vonjuk dssze a két tortet!
_3(n+D+5 3n+5 3n+8 3n+5 (3n+8)(2n+1)-(3n+5)(2n+3)

8
A sorozat els6 néhany tagja a, = 3’ a

a4 —a = _ - - -
L 24D+l 2n+1 2n+3 2n+1 (2n+3)(2n+1)
6’ +16n+3n+8—(6n" +10n+9n+15) -7

(2n+3)(2n+1) (2n+3)(2n+1)

A tért nevezdje két pozitiv szdm szorzata, ezért pozitiv. A szdmlal6 negativ, igy a tort értéke negativ, vagyisa _ —a <O0.
Ezért a sorozat szigoruan monoton csoékkend.

Mivel a sorozat szigorian monoton csokkend, ezért minden tagja kisebb, mint az elsé tag. [gy a sorozat egy felsé korlatja

tort szamlaloja és nevezdje is pozitiv, ezért a tort értéke pozitiv. Igy a

8 3n+5
az a, = —. Mivel minden n € Z" esetén a
3 2n+1

sorozat egy alsé korlatja a 0. (Belathatd, hogy van ennél nagyobb also korlat is.) A sorozat tehat korlatos.

FELADATOK

E1 Igazold, hogy az {a } sorozat monoton és korlatos! ﬂ E2 (Emelt szintd érettségi, 2008)

61 n+3 Legyen n pozitiv egész. Adottak az alabbi sorozatok:
a) a, = b) a,= {a},ahola, = (-2)" + 2%
2n+7 n’ n ’
3 b b}, ahol b, = - 23| - |n - 10];
E EL Trj olyan valés szamot a k helyébe, hogy az {a } (x - 2
sorozat korlatos legyen! {c,haholc = |sin| —-n|+cos| —-n||.
a)a =(—Ejn b) a =k-(§Jn Vizsgdld meg mindharom sorozatot korlatossag és
! 3 " monotonitas szempontjabdl! Valaszolj mindharom

esetben, hogy a sorozat korlatos vagy nem, illetve mo-
noton vagy nem. Valaszodat indokold! Korlatos soro-
zat esetében adj meg egy alsé és egy fels6 korlatot!

N E1 (Bmelt szinti érettségi, 2012)
Két egyenes hasdbot épitiink: H -et és H,-t. Az épités-
hez hasznalt négyzet alapu egyenes hasabok egybe-
vagok, magassaguk kétszer akkora, mint az alapéliik. E E2 (Emelt szint(i érettségi, 2020)

A H, hasab épitésekor a szomszédos négyzetes oszlo- Egy élelmiszergyartd kisiizem levesporkészitd részle-
pokat az oldallapjukkal illesztjiik Gssze, a H, hasdb gében 700 kg levespor van raktdron. A raktarkészlet
épitésekor pedig az alaplapjukkal — az dbra szerint. csokkentése érdekében az eladassal foglalkozo vezetd
a) A H, és H, egyenes ha- azt t.ervezi, hogy m.inden hénapban el6szor (c.e.ladés-
ek HlernGak i H, sal, jotékony céli ajandékozassal) 24%-kal csokken-
tik az aktualis raktarkészletet, ezutan a készletet
nyadosa: 8. megnovelik a havonta eléallitott 60 kg levesporral
H, : : (igy példaul az els6 honap végén 592 kg levespor lesz
Hény négyzetes osz- | : M raktdron).
lopot hasz,naltun,k, o a) Ha sikertl a terv megvaldsitasa, akkor Gsszesen
egyes hasabok épité- hany kg levesport adnak/ajandékoznak el 18 hé-
séhez, ha H -et és H -t Y <8 P )
L nap alatt?
ugyanannyl negyzetes
oszlopbol épitettiik fel? b) Igazold, hogy a tervezett modszert 18 honapon tul
(gondolatban akar végtelen sokaig) is alkalmazva
h) Igazold, hogy a {M} (n € 7*) sorozat szigo- a raktarkészlet minden honapban csokken ugyan,
dn+1 de soha nem csokken 250 kg ala!

ruan monoton csokkend és korlatos!
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SOROZATOK HATARERTEKE

m sorozat hatarértéke, konvergens sorozat
BEVEZETO

y Ly PR
Az el6z6 lecke BevezetSjében bemutatott a, = [1 + —J sorozat els6 néhdny tagja:
n

a = 2; a,= 2,25; a,~ 2,37; a,~ 2,44.
A sorozat tagjai azt adjak meg, hogy hdnyszorosara né a téke, ha kamatos kamatozas sordn a kamatldb éves 100%, és az

év soran n-szer torténik kamatjovairas. Ekkor a t6ke egy kamatelszamolasi periodus alatt (1 +— | -szeresére, az év soran
n

1 n
pedig (1 + ;J -szeresére no.

Ha gyakoribb a kamatjovéiras, akkor az éves novekedés nagyobb. Napi kamatjévdirds esetén (n = 365) a,  ~ 2,71457.
Ha drdkra osztandnk az évet (n = 8760), akkor a  ~ 2,7181. Bebizonyithatd, hogy ennek a sorozatnak az egyre nagyobb
sorszamu tagjai egyre jobban megkozelitenek egy konkrét valos szamot (mdsképp: a sorozat tart egy konkrét valos szam-
hoz) - ezt nevezziik a sorozat hatdrértékének.

Ennek a sorozatnak a hatarértéke a matematika egy nevezetes szima, az un. Euler-féle szam. Jele: e. Belathato, hogy irra-
ciondlis szam, és értéke e ~ 2,7183. Kiemelkedden fontos szerepe van a felsébb matematikdban.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Vizsgéljuk meg a kovetkezd sorozatok viselkedését, ha n értéke nd. Melyek azok, amelyekre a szemlélet alapjan azt
mondanank, hogy a sorozat ,,tart egy valos szdimhoz”?

Szemléletes modon ugy irhatjuk koriil azt, hogy a sorozat ,tart egy valds szamhoz”, hogy a sorozat tagjai (valamely sor-
szamtol kezdve) az n novekedése esetén ,egyre kozelebb vannak” egy konkrét valés szamhoz.

Megoldds:

SOROZATOK




2. a) A szemlélet alapjan a kovetkezd sorozatok koziil melyikre mondandnk, hogy a sorozat ,,tart egy valds szimhoz”?
d =(-1"+! e =1+0,1"

b) Hanyadik tagtol teljesiil, hogy az {e } sorozat tagjai kozelebb vannak 1-hez, mint 0,00012

Megoldds:

a) > Nincs olyan val6s szdm, amelyhez a {d, } sorozat

{d} A sorozat tagjai véltakozva 1 és -1. tart

{e,} A sorozat tagjai egyre jobban megkozelitik az 1-et. P> Az{e} sorozat 1-hez tart.
b) Soroljuk fel az {e } sorozat elsé néhany tagjit! e, = 1,15 e, = 1,01; e, = 1,001; e, = 1,0001; e, = 1,00001.

Mivel a negyedik tagtol kezdve (n > 3 esetén) a sorozat n-edik tagjat gy kapjuk, hogy az 1-hez 0,1° = 0,0001-nél ki-
sebb szamot adunk, ezért n > 3 esetén az {e } sorozat tagjai kozelebb vannak 1-hez, mint 0,0001.

Sorozat hatarértéke
Definicié: Az A valés szam & sugaru kornyezetének nevezzitk az JA - ¢; A + ¢ [ nyilt intervallumot (¢ > 0).

Definicio: Az {a } sorozatnak létezik hatarértéke, és ez az A valos szam, ha minden pozitiv £ esetén létezik olyan N pozitiv
egész szam, hogy a sorozat N-nél nagyobb index{i tagjai az A szam ¢ sugaru kérnyezetébe esnek.

Definicié: Ha egy sorozatnak van (valos) hatarértéke, akkor azt mondjuk, hogy a sorozat konvergens.
Az adott e-hoz tartozé N szamot kiiszobindexnek vagy kiiszobszamnak nevezziik.

Jelolés: lima,=A vagy a — A. Szdéhaszndlat: {a } sorozat hatdrértéke A. | o {a,} sorozat tart A-hoz.
n—»0

Azt, hogy a sorozat egy a_tagja az A szdm ¢ sugart kérnyezetébe esik, megfogalmazhatjuk ugy is, hogy az a -nek az A-tdl

valo eltérése kisebb, mint ¢, azaz|a - A| < e.

A sorozat fiiggvény, a grafikonjat abrazolhatjuk a derékszogti koordinata-rendszerben. Az x tengelyen a sorozat indexe,
azaz n jelenik meg, az y tengelyen pedig a . A sorozat grafikonja kiilénallé (mésként: diszkrét) pontokbol 4ll.

A koordinata-rendszerben az A valds szam ¢ sugaru kornyezete egy parhuzamos egyenesek altal hatarolt sav. A hatarérték
definicidja azt jelenti, hogy akdrhogyan valasztunk egy & > 0 valos szamot, egy kiiszobszamtdl kezdve a grafikon pontjai
az A valds szam koriili 2¢ széles savba esnek. Az abran példdul az ¢ = 0,3-hez tartozo kiiszobszam az N = 3. Ha egy ennél
kisebb ¢ > 0 szamot valasztunk (pl. & = 0,1), akkor ahhoz is talalhat6 alkalmas kiiszobszam (az abran N = 10).

YA

11 A 11
° a, = E 7 ; ° a, = E 7 ;
£ ? e o o ® o °
—A . o
£
—0,2 — 0,2
| - | -
{ 0 1 N X { 0 1 N X
Kiegészitések:

P A konvergens sorozat felveheti a hatarértékét. A definicio azt irja eld, hogy a sorozat tagjai az ¢ sugaru kérnyezetbe
esnek, és ebbe az intervallumba beletartozik a hatarérték is. Konvergens sorozat példaul az is, amelynek - egy kezdé-
indextdl kezdve — minden tagja egyenld.

P Amikor egy sorozat hatarértékét keressiik, akkor azt érdemes atgondolni (akér néhdny konkrét tag kiszamitdsaval),
hogyan alakul a sorozat tagjainak értéke nagyon nagy pozitiv egész n esetén.

P Amikor egy sorozat hatarértékét keressiik, akkor a definicioban szerepld e-t Ggy érdemes elképzelni, hogy az egy
nagyon kicsi pozitiv szam (pl. 0,0001).

P Nem sziikséges, hogy adott £-hoz a lehetd legkisebb kiiszobindexet hatdrozzuk meg. A definicié szerint elég, ha tala-
lunk egy alkalmas kiiszobindexet e-hoz. (S6t az is elég, ha igazoljuk, hogy létezik alkalmas kiiszobindex.)



Sorozat hatarértéke — a definici6 tobb, ekvivalens megfogalmazasa

Az {a } sorozat konvergens és hatarértéke az
A valds szam, ha minden pozitiv ¢ esetén:

az A-nak az ¢ sugaru
kornyezetén kiviil a

<> ’ :
sorozatnak csak véges
sok tagja van.

van olyan N kiiszobindex,
hogy minden n > N esetén
la, - Al <e.

hogy minden n > N esetén
&Y , <>
a, az A-nak az ¢ sugaru

van olyan N kiiszobindex,
kornyezetébe esik.

Megjegyzés:
P A lim a, jel6lés alatin eredet(i limes (hatdr) sz6 roviditése.
n—oo

KIDOLGOZOTT FELADAT yA

11
11 1 t iR
3. Abrézoltukaz a, =—+— sorozatot. Ez a sorozat 3 -hez tart,
n
1
azaz lim a, = —. Adj meg kiiszobindexet, ha & = 0,001. ® e
n—»w 2 T n
£
Megoldds: o2
Olyan N kiiszobindexet keresiink az £-hoz, melyre az n > N ese- ol >
tén teljesiil: [a, - A < &.
1 1 1, 1
MostA= —, a,=—+— és¢&=0,001 > la - Al = |—+———| <0,00L.
2 2 n ! 2 n 2
1 1 1 1 1
Az n pozitiv, igy |-+——=| = |- = 1 [ 4 — < 0,001.
2 n 2 nl  n n
1
Az egyenl6tlenség atrendezésével kapjuk: n> 0001 - 1000.

Az N = 1000 esetén tehat teljesiil az egyenlétlenség, igy az N = 1000 egy alkalmas kiiszobindex.

1 1 1
Példaul n = 1005 eseténa, = l+L , és erre valoban teljesiil, hogy |- +————| = 0,000995 < 0,001.
1005 5 1005 2 1005 2
4. Bizonyitsuk be a hatdrérték definicidja alapjan, hogy
a)aza = 1 sorozatra lima, =0; b)ab =5sorozatra limb, =5.
n n—>o0 n n—0

Megoldds:

Azt kell igazolni, hogy minden & > 0 valds szamhoz létezik megfelelé N kiiszobindex, melyre az n > N esetén (vagyis az
N-nél nagyobb sorszdm tagok esetén) [a, — A| < €. Legyen ¢ egy tetsz6leges, de rogzitett pozitiv valés szdm!

1 1 1
a)la - Al = ‘1—0 <e (mivel — pozitiv) = —<e = n>—.
n n n €
1
Kiiszobindexnek pozitiv egész szamot kell megadni > az — egész része egy alkalmas kiiszobindex.
€

Mivel talaltunk alkalmas kiiszobindexet, teljesiil, hogy lim a, =0 .
n—»00

b)lb, - Al =|5-5<¢ = 0 < & Ez minden esetben teljesiil > az 1 egy alkalmas kiiszébindex.

Mivel taladltunk alkalmas kiiszobindexet, teljesiil, hogy lim b, =5.

292 SOROZATOK



FELADATOK

1 1 .
E E1l Aza = — sorozat 0-hoz tart, azaz lima, =0. n El Aza = sorozatra lima, =0.
"on 1> n+120 1=
Adj meg kiiszobindexet, ha Adj meg kiiszobindexet, ha
a) & =0,01; b) ¢ = 107, a) e =0,001; b) ¢ = 10% C) > 0.
E2 (Emelt szint(i é égi, 2021
E E1 Ab = 1 sorozatra lim b, =0. B (el Gesiog 4, AU2)

,\/; n—>o0 2 1

1
. o ar a) Igazold, ho — = neZ
Adj meg kiiszobindexet, ha )1g 8y (n+1’-1 n n+2 ( )

a) ¢ = 0,01; b) ¢ =105 Cc)ec>0.
b) Szamold ki az a, = —— sorozat elsé négy
1 (n+1)" -1
E E1l Ac = 25+— sorozatra lim ¢, =25. tagjanak az 9sszegét!
n n—»0
Adj meg kiiszobindexet, ha ¢) Hatérozd meg a lim(a, +a,+...+a,) hatérérté-
k t! n—>00
a) £ = 0,02; b) & = 10-1; c)e>0. ¢

A hatarérték fogalmanak kiterjesztése

Definicio: Divergensnek nevezziik azokat a sorozatokat, amelyek nem konvergensek, azaz nincs valds hatarértékiik.
Példdul: 1;2;3;4;5;6, ... L,-1;1;-1;1;-1; ... 2; —4; 8; 165 32; —64; ... 1;2;1;3; 1;4; 1;5; ...

Az 1; 2; 3; 4; 5; 6, ... sorozatra teljestil ugyanakkor, hogy minden K valés szamhoz talalhaté olyan N kiiszobindex, hogy

az N-nél nagyobb index(i tagok esetében a sorozat minden tagja nagyobb, mint K. Erre a sorozatra azt mondjuk, hogy
végtelenbe tart.

Definicié: Az {a } sorozat végtelenbe tart, ha minden K € R esetén létezik N kiisz6bindex, hogy N < nesetén K< a, .
Jelolés: lima, =00 vagy  a — .
n—»00

Definicié: Az {a } sorozat minusz végtelenbe tart, ha minden K € R esetén létezik N kiiszobindex, hogy N < n esetén
a <K

Jelolés: ,{5?0 a,=—om vagy  a — -o.

Példak végtelenbe tart6 sorozatokra:

a =04-n b = x/;
yA yA
a, b
° ¢ e 9
1 ° . 1 s ¢
[ ] - -
o 1 x 0 1 x
c = 12" d =log, n
yA [ A
[ d”
e ® g
]
F1 1
o 1 x 0 1 x




11~ konvergens sorozatok dsszege, kiilonbsége, szorzata, hdnyadosa

KIDOLGOZOTT FELADAT

sorozat hatarértéke 4, azaz lima, =4.

20n +
1. Bizonyitsuk be, hogy az a, = ;)n 3
-

n—»0
Megoldds:
, o , 200003
Erdemes megvizsgalni a_értékét egy nagyon nagy n esetén. Ha n = 10 000, akkor a = 29999 4,00014.
c (s s . - L 20n+3
Legyen ¢ > 0 egy pozitiv valés szam. Vizsgaljuk a kovetkezd dsszefliggést:|a, — Al = p— —4| <e&.
-
20n+3 20n+3-4(5n-1 20n+3-20n+4 7
Az abszolutérték-jelen beliil k6zos nevezére hozva: L) - | L (51 )| = | L L | = | | .
5n—1 | 5n—1 | | 5n-1 | |5n—1|
7
Mivel n pozitiv egész szam, igy n > 1, ezért a tort értéke pozitiv. Kapjuk: = <&
5n—1 Sn—1 5n-1
7
Oldjuk meg a pozitiv egész szimok halmazan a kapott (paraméteres) egyenldtlenséget! p— <&
n —_—
Mivel 51 - 1 pozitiv, ezért az el6bbi egyenl6tlenség ekvivalens a kovetkezokkel:
7 < (5n - 1) = 7<5ng-¢ < 7+¢&<5¢-n.

. (s . . 7+¢€ . 7+, s

Mivel 5¢ pozitiv, ezért ezt kapjuk: n > . > Igy 5 egész része egy alkalmas kiiszobindex.
g &
. . o . - . 20n+3
Talaltunk tehdt alkalmas kiiszobindexet, ezért teljesiil, hogy lim e 4.
n—w 51—
Megjegyzés:
Vizsgaljuk meg, hogy milyen kiiszobindexet jelent ez egy konkrét ¢ esetén!
7+ 7,001 .
Ha példaul &=0,001, akkor 5—8 = 0005 - 1400,2 > Ekkor N =1400 egy alkalmas kiiszobindex.
& >
20-1401+ 28023

n = 1401 esetén a 0-1401+3 _ ~ 4,0009994, vagyis|a , - 4| < 0,001 .

MO 5.1401-1 7004 1401

1. Hogyan lehet igazolni egy sorozatrol, hogy konvergens?

1. médszer: kozvetleniil a definiciéban leirt egyenl6tlenséget igazoljuk. Ez a modszer ramutat a definici6 jelentésére.
Ugyanakkor a modszer nehézsége, hogy szitkség van hozza a hatdrérték ismeretére, illetve hogy egy paraméteres egyen-

16tlenség megoldasat igényli.

2. moédszer: el6allitjuk a sorozatot olyan konvergens sorozatok dsszegeként, kiilonbségeként, szorzataként vagy hanyado-
saként, amelyeknek a hatarértéke ismert. Ebben az esetben nem kozvetleniil a definiciét alkalmazzuk, hanem a definici6-

bdl kovetkezd tételeket (ezeket soroljuk fel a kovetkezé alpontban).

Vannak még tovabbi, a fels6bb matematikaban alkalmazott médszerek. Erdekesség, hogy van olyan tétel, amely segitségé-
vel be lehet bizonyitani egy sorozatrdl, hogy konvergens, anélkiil hogy a hatarértékét megadnank. Belathatd ugyanis, hogy

ha egy sorozat monoton és korlatos, akkor konvergens.
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2. Konvergens sorozatok dsszege, kiilonbsége, szorzata, hanyadosa

Tétel: Legyen {a } és {b } két konvergens sorozat, lim a = A és lim b =B (ahol A, B € R).

n—o0 n—o0
Ekkorazf{a + b} {a, - b} {a, - b} sorozatok, és k € R esetén a {k - a } sorozatok is konvergensek, és
lim (@ +b)=A+B, lim (a -b)=A-B, lim (a -b)=A-B, lim (k-a)=k-A.
n—o0 n—o0 n—o0 n—»o0
: + ; . a o | a A
Hamindenn € Z" esetén b # 0 és B# 0, akkor az b—” sorozat létezik, konvergens és lim b—” =3

n—>00
n

Megjegyzés:

Ha egy {a } sorozat két olyan polinom hényadosa, amelyben az n az ismeretlen, akkor a hatdrérték megallapitdsara jol
hasznalhaté az a médszer, hogy a szamlélot és a nevez6t is osztjuk n-nek a nevezében eléfordul6 legmagasabb hatvanya-

val, majd felhasznaljuk, hogy az 1 , Lz stb. sorozatok 0-hoz tartanak.
n n

KIDOLGOZOTT FELADAT

8n° —3n+10

2. Bizonyitsuk be, hogyaz a_ =
Y S

sorozat konvergens, és adjuk meg a hatarértékét!

Megoldas:
7997010

Erdemes megvizsgalni a_értékét egy nagyon nagy n esetén. Ha n = 1000, akkor a = 1995019

~ 4,0085.

Korabban bizonyitottuk, hogy az 1 sorozat 0-hoz tart, ezt felhasznaljuk a megoldds soran.
n

Osszuk el a szdmlalot is és a nevezdt is n?-tel, ekkor a tort értéke nem valtozik. (n € Z", ezért n # 0)

3 10

824+ —
8n’ —3n+10 2 310 5 1 (10 D R
a,=—5—— = —2 1| A =, —, =, = sorozatok 0-hoz tartanak | pl. lim| — [=10-lim—-lim—=0|.
2n° —=5n+1 Z_E_i n n n n n—wo\ p n—w ] n—wop
non
8
A szaml4lé tehat 8-hoz tart, a nevez$ 2-héz tart P> lima, = 5" 4.
n—»0
FELADATOK
E E1 Hatirozd meg az {a } sorozat hatarértékét! n E1 Hatdrozd meg a k egytitthatd értékét, hogy a so-
0 dn+n’ -2 0 9n+15 rozat hatdrértéke a megadott valds szammal legyen
a) a, = T —6 c) a,= 2 +3n egyenld!
—321° —2? kn® —7n
b) a =M d)a =u a)a,=———— és lima, =-3
" 10n+4n’ " 1-n+8n’ o +2 "
E E2 Hatdrozd meg a sorozat hatarértékét! 65—45n" —5 .
b) b, = — és limb, =0,2
(nj (nj kn~—8n 100
2 3 2
5n” +8n—3
a a =— b b S—>——7 e —— A 1 =
) @ n’ —4 ) O 4n—5n° €) kn® +8n+2 e ll—rgc” 0
E E2 Hatdrozd meg a sorozat hatdrértékét! E E2 Allapitsd meg a sorozat hatérértékét, majd adj
e C14243+...4n _1+3+5+...+(2n—1) meg kiiszobindexet & > 0 esetén!
" 1-4n’ " 244+46+...+2n a) 4n-2 B b 10— 612
a = =
" o8n-5 ) % 1+n*




KIDOLGOZOTT FELADAT

Bizonyitsd be a definicié alapjan, hogy az a = 0,8" sorozat 0-hoz tart, azaz lim 0,8" = 0. Adj meg alkalmas kiiszobindexet
—>

& =107, valamint tetsz6leges € > 0 esetére!

Megolds:

n—>»0

A10,8" - 0] < € egyenl6tlenséget kell megoldanunk a pozitiv egész szamok halmazdn, ahol ¢ pozitiv valds paraméter.

|0,8" - 0] = 0,8". A valds szamokon értelmezett f(x) = 0,8* exponencialis fiiggvény alapszama kisebb, mint 1, ezért szigo-

rian monoton csdkkend. Igy: 0,8"<¢ =

£=10"eseténlog  10°~ 61,9 P>

Tetszbleges £ > 0 esetén log, , € egész része egy alkalmas kiiszébindex. YA [ ]
1 ® e q=0,8
® o o
o] 1 X
0-hoz tart, ha|q| < 1;

a-hez tart,hag = I; A |

Hag, a, # 0, akkoraza = a - g" mértani sorozat ° q=-038
L =0 X o0-be vagy —oo-be tart,hag>1; 1 s
nincs hatérértéke, ha g < -1. 0] 1 o | ¢ x
[ ]

FELADATOK

E1 Az aldbbi sorozatok esetében dllapitsd meg a so-
rozatok hatarértékét, és adj meg alkalmas kiiszobin-

dexet ¢ = 107% esetére!
a)a_=20000-0,7" €)c =5-(-09)"

b)b =4-099" d)d =6-12"-(-0,5)"

P2 E1 Hatérozd meg a sorozatok hatarértékét! Alkal-
mazd a konvergens sorozatok Osszegére, szorzatdra
vonatkozé tételt!

a)a =45+0,3"+(-0,8)"

b)b, = (6+0,95 - (3 - 0,45")
E E1 Bontsd a sorozatokat mértani (vagy mds, mar is-

mert) sorozatok dsszegére, és ennek segitségével ha-
tarozd meg a sorozatok hatarértékét!

2" 43" 3-10""' +8"
a)a, = ¢)c="-o "%
4" 10"
n+ n n+1 n
b) b, I8 dyd=2_"%
6n n 32n

n>log . &.

N =61 egy alkalmas kiiszobindex.

n E2 (Emelt szint( érettségi, 2020)
Egyes kutatok szerint a varosokban az influenzaval
fert6zott betegek szama ezen formulaval irhatd le:

IL

1+ L—l -0,75'
BO

A képletben t az influenzajarvany kezdetétdl eltelt id6
napokban kifejezve (0 < t < 30), L a varos lakosainak
szdma, B pedig a jarvdny kezdetekor a fertézott be-
tegek szdma a vdrosban (0 < B < L).

Egy nagyvdrosban L = 1,5 milli6, B, = 1000.

B(t)=

a) A modell szerint hany fert6zott betegre lehet szd-
mitani a vdrosban a jarvany kezdete utdn 5 nappal?

b) Hany nap mulva lesz a varos lakosainak 10%-a fer-
t6z0ott beteg a modell szerint?

c¢) Igazold, hogy ha L és K adott pozitiv szamok,

I
—— képlettel meg-
1+K-0,75"

adott sorozat korlatos, szigorian monoton névek-

v6, és lim b = L.
n—ow

n e Z', akkor a b, =



mértani sorozat elsé n tagjanak dsszege

mértani sor, mértani sor dsszege

BEVEZETO

Zénontol, az okori gorog filozofustol szarmazik a kovetkezd hires paradoxon.

Versenyt futnak Akhilleusz (a leggyorsabb gorog) és a teknés. Mivel Akhilleusz tudja, hogy
a teknds lassabb nala, ezért 100 1ab elényt ad neki. Elindul a verseny. Mire Akhilleusz odaér,
ahol a teknés indulaskor volt, a teknds mar tovabbhaladt onnét. Mire Akhilleusz odaér, ahol
a teknds akkor volt, amikor az indulasi helyét Akhilleusz elérte, akkor a teknés mér tovabb-
haladt onnét. Es igy tovabb: mire Akhilleusz odaér, ahol a teknés az el6z4 pillanatban volt, a
teknés mar tovabbhaladt onnét. Ezek szerint Akhilleusz nem tudja utolérni a tekndst?

KIDOLGOZOTT FELADAT

1.

Tegytk fel, hogy Akhilleusz
100 1ab el6nyt ad a tekndsnek,
és kétszer olyan gyorsan fut,
mint a teknds. Abrizoltuk,
hogyan alakul Akhilleusz (A)
és a teknds (T) helyzete Zénén
leirdsa szerint. Zénén nem
egyenlé id6kozonként vizs-
galta a folyamatot, hanem a
kovetkez6 pillanat mindig az,
amikor Akhilleusz eléri a tek-
nés ,el6z6” pozicidjat.

A 100 r 100
A 50 T 150
A 25 :T 175
A: 1 2,5:T 187,5
AT 193,625
6,125

Felirtuk az abra jobb oldalara, hogy addig az idépontig Akhilleusz dsszesen hany lab utat tett meg. Bizonyitsuk be,

hogy az Akhilleusz megtett ttjat leiré 100; 150; 175; 187,5; 193,625; ... sorozat minden tagja kisebb, mint 200.

Megoldds:

Az abrardl leolvashato, hogy a résztavok a 100; 50; 25; 12,5; ... sorozat tagjai, tehat egy mértani sorozat tagjai, melynek elsé
tagja 100 és kvociense 0,5. Az Akhilleusz altal megtett it ezen mértani sorozat els6 n tagjanak dsszege.

n_l , n_l
s —a- 11 100.22

q-1 -0,5
10022 L0 o

>

> Igaz-e, hogy barmely n € Z" esetén 100-

-200 - (0,5" - 1) < 200 = 0,5"-1)>-1

0,5" -1

>

=

——<200?
5

0,5">0

Mivel az utolsé egyenl6tlenség minden n € Z" esetén teljesiil, a vele ekvivalens elsé egyenl6tlenség is teljesiil. A Zénon
altal leirt folyamatban Akhilleusz utja mindig kevesebb, mint 200 lab.

Figyeljiik meg a mozgashoz tartoz¢ idétartamokat! A Zénén altal leirt folyamat nem egyenl6 idétartamokra bontja a moz-
gast, hanem mértani sorozat szerint csokkend id6tartamokra. Ha 100 1ab lefutasiahoz fél percre lenne sziikség, akkor az
el6bbihez hasonlé gondolatmenettel belathat6, hogy a részidék 6sszege mindig kevesebb, mint 1 perc. Ezen idétartamon
beliil, vagyis az els6 1 percen beliil valéban helyes a kovetkeztetés, és Akhilleusz nem éri utol a teknést. Ez a gondolatme-

net azonban nem szol arrdl, hogy mi torténik 2 perc mulva, 3 perc milva, 5 perc mulva.

119. LECKE / MERTANI SOR OSSZEGE
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2. Yizsgéljuk tovébb Akhillsusz '1'1tjét, Vagyis a,zt' amérta- 4" -1 0.5" -1 05" -1
ni sorozatot, melynek elsé tagja a 100 és kvdciense 0,5. S,=a,- - 100- 051 100- 05
Bizonyitsuk be, hogy az elsé n tag 6sszegébdl allo {S } 1 ’ ’
sorozat konvergens, és dllapitsuk meg a hatdrértékét! Ha n tart végtelenbe, akkor a 0,5" sorozat 0-hoz tart, ezért

a tort szamléloja (-1)-hez tart, és ezért

Megoldds:

Az {a } mértani sorozat elsé néhdny tagja: lim S, =100-—— =200 .

a,=100;a,=50;a, = 25;a, = 12,5 ... é lima, =0. o —0,5

n—0
Az {S t tehat k , és a hatarértéke 200.
Az elsé n tag 6sszegébol allo {S } sorozat elsé néhany tagja: 2{8,} sorozat tehdt konvergens, és a hatdrértéke
S, =100; S, =100 + 50 = 150; S, = 100 + 50 + 25 = 175; Megjegyzés: Meglep6 lehet, hogy végtelen sok pozitiv ta-

§,=100 +50 + 25+ 12,5 =1875 ... . got Osszeadva véges szam, 200 az eredmény.

Definicié: Az {a } mértani sorozat tagjaibdl képzett a, + a, + ... + a_+ ... (végtelen tagi) Osszeget mértani sornak ne-
vezziik. A mértani sorozat elsé 1, 2, ... tagjabdl képzett S, S,, ... dsszegek a (végtelen) mértani sor részletdsszegei. Ha
a mértani sorozat részletosszegeib6l allo {S } sorozatnak létezik hatarértéke, akkor a lim S hatdrértéket a mértani sor
Osszegének nevezzik. "

Tétel: Ha|q| < 1, akkor a (végtelen) mértani sor dsszege lim S, = 4

n-® I-¢q Ha|q| < 1, akkor
Megjegyzés: Haq>1ésa, >0,akkor a mértani sor sszege lim § = co. lim.S a,
n—>o0 1m =
Hag>1ésa, <0, akkor a mértani sor osszege lim § = —co. I B

n—»0

Ha g < -1, akkor az {S } sorozat divergens.

KIDOLGOZOTT FELADAT

3. Bizonyitsuk be, hogy az x = 42,8123 (=42,8123123123...) végtelen szakaszos tizedes tort racionalis szam! Irjuk fel két
egész szam hanyadosaként!

Els6 megoldads: Madsodik megoldds:

Két egész szam, amelynek hanyadosaként x felirhatd, 42,8123 =42,8 +0,0123 + 0,0000123 + ...

hatarozhat6 a kovetkezd letrendszerbél:
feghatarozhato a kovetkezo cgyenietrendszerbo A 0,0123 + 0,0000123 + ... Osszeg egy mértani sor Ossze-

1000x = 42 812,3123123123... ge. A mértani sorozat elsé tagja 0,0123 és kvociense 0,001.
y= 42,8123123123... Ezért a mértani sor Osszege:

Vonjuk ki a fels6 egyenletbdl az alsot! limS§, = Mo 0,0123 = 0,0123 = 123 .
noe ' 1—g 1-0,001 0,999 9990
999x = 427695 P> 12769
X = ’ xX= . 427572 427 695
9990 Xx=42.8+ 123 _ L 123 .

x-et felirtuk két egész szam hanyadosaként, és igy x racio- 9990 9990 9990 9990
nalis szam.

FELADATOK

E1 Hatarozd meg a mértani sor 6sszegét, ha E E1 Ird fel a végtelen szakaszos tizedes torteket két
, ) egész szam hanyadosaként!
a)a =15¢ésq=0,2; C)a, =520¢ésg=-0,3;

a) 0,i8 c) 0,5i73
b)a =-42ésq=0,5; d)a =62ésq=-0,25. ) )

b) 2,361 d) 3,96144



E E2 Allapitsd meg a mértani sor 6sszegét, majd adj meg & = 0,001-hez alkalmas kiiszobindexet!
a)a =175¢ésq=0,75 b)a, =1500ésg=-0,2 C)a, =10ésq=-0,98

n E1 Hatdrozd meg a mértani sorok 6sszegét!

15 5 5 5 5 8§ 21 3 9 49 7 5 25 125
a) —+—+—+—+—+... b) —+—+=—+=—+—+... C) ———+=———+—-
6 6 18 54 162 9 3 2 8 32 10 2 2 14 98

ﬂ E1 Adj meg t6bb olyan mértani sorozatot elsé tagjaval és kvociensével, amelyhez tartozé mértani sor dsszege
a) 100; b) -20; c) 15,8; d) o!

E E2 Egy faradékony bolha ugrél a szdmegyenesen. Az origébdl indul, és mindig pozitiv irdnyba ugrik. Ha végtelen
sokaig ugralna, akkor melyik pontba tartana, ha az els6 ugrasa 20 egység hosszusagu, és minden tovabbi ugras hossza
a) az el6tte 1év6 ugras hosszanak 95%-a;

b) az el6tte 1év6 ugras hosszanal 7%-kal kevesebb?

~ N

—t—t—F——+—+—+—e+— >
0 5 10 15 20 25 30 35 40

E2 Egy masik alkalommal a fairadékony bolha gy ugril a szdmegyenesen, hogy az origdbdl pozitiv irdnyba indul,
és felvaltva hol pozitiv, hol negativ irdnyba ugrik. Az els6é ugrasa 32 egység hosszuisagu, és minden tovabbi ugrasanak
hossza az el6z6 ugras hosszanak 92%-a. Ha végtelen sokaig ugralna, akkor

a) melyik pontba tartana;

b) mennyi lenne a teljes megtett utjinak hossza?

— —

—t+—+—t—t+——t+—+—t+——+—+—+—+—+—+—+——+—>

0 2_4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
/

—

Adott egy 1 cm oldalhossztisagu szabédlyos haromszog. Minden oldal k6zéps6 harmada folé kifelé egy szabalyos harom-
szOget rajzolunk az abra szerint. Az igy létrejott sokszog esetén megismételjitk az eljarast: minden oldal kozépsé harmada
folé kifelé egy szabalyos haromszoget rajzolunk. Folytassuk ugyanezt az eljarast a kapott alakzattal az abra szerint! A raj-
zolds soran kapott ,hataralakzat” az in. Koch-féle hopehely.

Mekkora az alakzat hatdrold vonaldnak hossza a 3. 4brdn?
Mekkora lesz a ,hopehely” teriilete a 4. rajz elkészitése utan?

Mutasd meg, hogy a hataralakzat ,kertilete”, azaz hatarol6 vonaldnak hossza végte-
len nagy, vagyis a kertiletek sorozatdnak hatarértéke végtelen!

Mutasd meg, hogy a hataralakzat teriilete véges, vagyis a teriiletek sorozata konver-
gens!




KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy 60°-os kozépponti szogt korcikkbe egy kisebb 60°-o0s kdzépponti

sz0gl korcikket rajzolunk az dbra szerint. (A korcikkeknek kzos a szim-

metriatengelyiik, és a kisebb korcikk csticsai a nagyobb korcikk hatarold T, r,
vonalara esnek.) Majd a masodik korcikkbe az el6z6 eljaras szerint egy

harmadik 60°-os kozépponti szogii korcikket rajzolunk, és igy tovabb, az

dbra szerint. Az elsé korcikk sugardnak hossza r, = 15 cm.

Ha minden hatdaron tul folytatnank ezt az eljarast, akkor mekkora lenne
az 6sszes korcikk

a) kertletének Osszege; b) tertiletének 6sszege? A
Megoldds:
Els6 ranézésre ugy ttinhet, hogy a masodik korcikk sugara fele az elsé
korcikk sugaranak, de ez nem teljesiil. Haszndljuk az dbra jeloléseit! r
Az AFE haromszog szabalyos, mert EAF < = 60°, és a tengelyes szimmet- F L E
ria miatt AE = AF. A DEF haromszog is szabalyos, mert EDF <t = 60°, és
DE = DF. Mivel e két haromszognek az EF oldala kozos, ezért a két ha-
romszog egybevago: AFE/A = DEFA. "
\/_ B C
igyDT:TA:rZ-TZ’ Py =AD=AT+TD=1,-\3. -

Minden korcikk hasonl6 az elétte [évEhoz, és a hasonlosag ardnyszdma A = 2 = —.

EVE)
h

1

A korcikkek sugarai hosszanak sorozata, T T, Ty ... €gy mértani sorozat, melynek kvdciense A = = =
v
1

H
&=

Ekkor a korcikkek kertiletének sorozata K, K,, K,, ... is mértani sorozat, és kvéciense ugyancsak A = T .

A hasonl6 sikidomokrdl teriiletérdl tanultak alapjan a kércikkek teriiletének sorozata T, T,, T, ... is mértani sorozat, és

1
1. 2 7 . . 7 soee . 7
kvéciense A” = 3 Alkalmazzuk a mértani sor dsszegére vonatkozd osszefiiggést!

2-15- 1 45,
K, =2-15+ > ~457 és q=A=—=~0,577 (|q| <1) P akeriiletek osszege: lim$, = 4 BT 108 cm.
3 e ' 1-q 0,423
15 1 117,8
T, = T 2117.8 és q=1"==(q| <1 P> ateriiletek osszege: lim S, = hox ~ 176,7 cm?.
6 3 e " 1—q  0,6667

FELADATOK

E1 Egy 22 cm sugaru félkorbe az dbra szerint
egy Ujabb félkort rajzolunk gy, hogy a félkorok

atméréi parhuzamosak, és a kisebb félkor atmé-
réjének két végpontja a nagyobb félkorivre esik.
Ha ezt az eljarast hasonloképpen folytatjuk to-

vabb minden hataron tul, akkor mennyi a félko-
rok keriiletének, illetve teriiletének 6sszege?




E E2 Egy 8 cm oldalhossztisdgt négyzetbe megrajzoljuk a beirhat6 korét.
Majd a korbe négyzetet irunk, melynek oldalai parhuzamosak az elsé
négyzet megfelel6 oldalaival. A masodik négyzetbe is megrajzoljuk a beir-
hat6 kort, majd ebbe a korbe is négyzetet rajzolunk, melynek oldalai par-
huzamosak az elsé négyzet oldalaival. \

Minden lépésben zoldre szinezziik a négyzetnek a beirhat6 korén kiviil es6
részét.

Ha minden hatdron tul folytatjuk az eljarast, akkor mekkora

a) a z6ld szind rész teriilete;

b) a fehér szindi rész tertilete?

B E2 A derékszogili koordinata-rendszerben egy torott vonalat rajzolunk az | yA Fi)

abra szerint. A torott vonal kezdSpontja az A(2; 0) pont. Az AB szakasz

hossza 10 egység. A hozza csatlakoz6 BC szakasz merdleges AB-re, a hossza

8%-kal kevesebb, mint az AB szakasz hossza. A BC szakaszhoz csatlakozd

CD szakasz mer6leges BC-re, a hossza 8%-kal kevesebb, mint a BC szakasz

hossza, és igy tovabb. Ha minden hatdron tul folytatnank ezt az eljarast,

akkor

a) mekkora lenne a torott vonal hossza;

b) a koordinata-rendszer melyik pontjaba ,.érkeznénk”? 4

=y=

ﬂ E2 Egyre kisebb kockakbdl tornyot épitiink. Az elsé kocka oldaléle 25 cm
hosszt. A masodik kocka oldaléle akkora, hogy a masodik kocka elhelyez-
hetd az els6 kockara uigy, hogy az egymasra keriil6 oldallapokon a masodik
kocka cstcsai az elsé kocka oldaléleire illeszkednek, és azt 1 : 4 aranyban
osztjak. A harmadik kocka oldaléle akkora, hogy a harmadik kocka elhe-
lyezhet6 a masodik kockara gy, hogy az egymasra keril6 oldallapokon a
harmadik kocka csticsai a masodik kocka oldaléleire illeszkednek, és azt
1: 4 aranyban osztjak.

Az dbra a torony feliilnézetét mutatja 4 kocka egymasra helyezése utan.

Ha ezt az eljarast folytatjuk minden hataron tul, akkor mennyi lenne az
igy kapott torony

a) magassaga; b) térfogata; c) felszine?

Vialaszod cm-ben, cm?-ben, cm?-ben add meg két tizedesjegyre kerekitve!

I E2 (Emelt szintii érettségi, 2011)
Az A C C, derékszogli haromszdgben az A csticsndl 30°-0s szog van, az
A C, befogd hossza 1,az A C, 4tfogo felezGpontja A,

Az A,C, szakasz ,f61¢” az A C C, hiromszoghoz hasonlé A,C,C, de-
rékszogli hdromszoget rajzoljuk az dbra szerint. Az A C, atfogd felezé-
pontja A,.

Az A,C, szakasz ,f61é” az A C,C, haromszoghoz hasonlé A,C,C, derék-
sz0gl haromszoget rajzoljuk. Ez az eljaras tovabb folytathato.

a) Szamold ki az igy nyerhet6 végtelen sok derékszogu haromszog teriile-
tének Osszegét (az Osszeg elsd tagja az A C, C, hdromszog teriilete)!

b) Igazold, hogy a C,C,C,...C t6rott vonal hossza minden pozitiv egész
n-re kisebb, mint 1,4.



(D = definicié T = tétel M = modszer)

D

Szamsorozat

Szamtani sorozat

A szamtani sorozat n-edik
tagja

Kapcsolat a szamtani sorozat
tagjai kozott

A szdmtani sorozat elsd n
tagjanak Gsszege

Mértani sorozat

A mértani sorozat n-edik tagja

Kapcsolat a mértani sorozat
tagjai kozott

A mértani sorozat els6 n
tagjanak Osszege

Szamsorozat monotonitasa

Szamsorozat korlatossaga

Valés szam & sugard
koérnyezete

Olyan fiiggvény, amelynek értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok
halmaza és értékkészlete a valés szamok halmaza.

Olyan szamsorozat, amelyben a masodik tagtol kezdve barmely tag és az
el6tte allo tag kiillonbsége (a differencia) dllando, vagyis 1 < n, n € Z" esetén
a-a _ =d.

a,=a, +(n-1)-d,ahol asorozat els6 tagja a, és differencidja d.

a, +a,., a,  +a,.
1 <nesetén a, :% ésk <nesetén a, :% (n, keZ.
a,+a 2a, +(n-1)d
Snzg.n Snzl—.n
2 2

Olyan szamsorozat, amelyben a masodik tagtdl kezdve barmely tag és az
an

a

el6tte allo tag hanyadosa (a kvociens) allandd, vagyis 1 < n esetén

:q.

n—1

a =a -q" ', ahol a sorozat elsé tagja a, és kvdciense g.
n 1 1

. A , . . "
I<nesetén(a)=a ,-a  ésk<nesetén(a)=a ,-a , (n,keZ)

-1 -k

Hag=1,akkorS =n-a,

ha g# 1,akkor S =a, - 1 _1.

q-1

Az {a } sorozat

szigoruan monoton névekvd, ha mindenn € Z" eseténa <a, ;

monoton névekvd, ha minden n € Z" eseténa <a

n+l’

szigortian monoton csokkend, ha minden n € Z" esetén a >a, ;

monoton csdkkend, ha mindenn € Z" eseténa >a,

+1°

Az {a } sorozat alulrél korldtos, ha van olyan k valés szam (alsé korlat),
melyre minden n € Z" esetén k<a,.

Az {a } sorozat feliilrél korlatos, ha van olyan K valés szdm (felsé korlat),
melyre minden n € Z" esetén a, < K.

Az {a } sorozat korlatos, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos.

Az A valés szam ¢ sugart kornyezetének nevezziik az JA — &; A + ¢[ nyilt
intervallumot (¢ > 0).



Szamsorozat konvergencidja,
hatarértéke

Miiveletek konvergens
sorozatokkal

A hatarérték fogalmanak
kiterjesztése

T Meértani sorozat hatarértéke

Mértani sor,
mértani sor 6sszege

T  Mértani sor dsszege

Az {a} sorozat hatdrértéke az A valés szdm (és ezt lim a = A mdédon
jeloljik), ha minden & >0 esetén létezik olyan N € Z', hogy ha N<n,
akkor a az A ¢ sugart kérnyezetébe esik, azaz|a - Al <e.

A N szamot az adott &-hoz tartozo6 kiiszobindexnek nevezziik.

Ha egy sorozatnak van (valos) hatarértéke, akkor azt mondjuk, hogy a so-
rozat konvergens.

Haaz {a } és {b } konvergens sorozatok esetén lim a = A és lim b =B, és
n n n—owo M n—wo "

ke R,akkoraz{a +b} {a,-b}{a, b}, {k-a}is konvergens sorozatok,
és
lim (@ +b)=A+B, lim (@ -b)=A-B,

n—>o0

lim (@ -b)=A-B, lim (k-a)=k-A,

a
és ha minden n € Z" esetén b # 0 és B# 0, akkor az {b—"} sorozat létezik,

n

konvergens, és lim [Z—”j _4 .

n—»0 B

Az {a } sorozat végtelenbe tart (lim a, = o), ha minden K € R esetén létezik
N kiiszobindex, hogy N < nesetén K< a .

Az {a } sorozat minusz végtelenbe tart (lim a = —0), haminden K € R ese-
tén létezik N kiiszobindex, hogy n > Nesetén a < K.

Hag, a,#0¢ésa =a, -q" ' akkor az {a } mértani sorozat esetében

0, ha|q|<1
lima, =<a,, hag=1
o oo vagy —0, hagq>1,

és nincs hatarérték, ha g < -1.

Az {a } mértani sorozat tagjaibol képzetta +a,+...+a, + ... (végtelen tagu)
Osszeget mértani sornak nevezziik. A mértani sorozat elsé 1, 2, ... tagja-
bol képzett S, S,, ... Osszegek a (végtelen) mértani sor részletdsszegei. Ha a
mértani sorozat részletésszegeibol 4ll6 {S } sorozatnak létezik hatdrértéke,
akkor a hatarértéket a mértani sor 9sszegének nevezziik.

Ha egy mértani sorozat els tagja a, kvdciense g és|q| < 1, akkor a (végte-

Bt el e . a,
len) mértani sor 6sszege lim S, = ——
n—»0 1- q

FELADATGYUJTEM ENY

1. E1 Milyen valds x esetén lesz a hdrom kifejezés egy 3. EL Egy szamtani sorozat elsd hat tagjanak az osszege
szédmtani sorozat egymast kovetd hdrom tagja? a tizenétode a kovetkezd kilenc tag 6sszegének. Az elsd

a) log, x; log, x* log, x*
b) log, x; log, (x + 2); log, (x + 6)
c)tgx; L ctgx

2. E1 Egy mértani sorozat elsé harom tagjdnak Gsszege
91. A hatodik, a hetedik és a nyolcadik tag 6sszege 2912.

husz tag 6sszege 470. Add meg a sorozat elsé tagjat és
differenciajat!

4. E1 Egy derékszogli haromszog oldalainak hossza egy
szamtani sorozat harom egymast kovet6 tagja. A ha-
romszog keriilete 81-gyel nagyobb, mint a révidebb be-
fogd hossza. Mekkora a haromszog koré irhatd korének
sugara?

Hany tizenharom szdmjegy tagja van a sorozatnak?



. E1 Egy mértani sorozat negyedik tagja hatvannal na-
gyobb a harmadik tagjanal, valamint els6 tagja tizenot-
tel kisebb a méasodik tagjanal.

a) Hatdrozd meg a sorozat elsé tagjit, kvdciensét és az
elsd kilenc tag 6sszegét!

b) Ird fel a sorozat elsé n tagjinak szorzatat az n figg-
vényében a legegyszertibb alakban!

. E1 Pista észrevette, hogy egy mellettiik elsuhané auto
rendszamaban a PST bet(ik mellett egy olyan harom-
jegyu szam van, amelynek jegyei kiillonbozok és a fel-
iras sorrendjében egy szamtani sorozat egymast kovetd
tagjai.

a) Hany ilyen szam van?

Joska — aki nagyon jo fejszamold - azt is kiszamolta,
hogy ha a szamot elosztja a szamjegyeinek az Ossze-
gével, akkor hanyadosul 23-at, maradékként 12-t kap.
Tovabba ha a szamban a szdzasok és az egyesek szamat
felcseréli, akkor az eredetinél 396-tal nagyobb szamot
kap.

b) Mi lehetett az autd rendszdma?

. E1 A kelmeboltban egy 5 cm atmér6jti rudra csavar-
nak fel 20 méter szovetet. Mekkora a keletkez6 henger
atmérdje, ha a szovet vastagsaga 1 mm?

(Ha egy vastag szovetet, példaul egy szényeget fel-
tekerlink, ugynevezett ,arkhimédészi spiralt” ka-
punk. Nézz utana, milyen tulajdonsagokkal rendelke-
zik ez a gorbe!)

. E1 (Irdsbeli érettségi-felvételi feladat, 1990)

Négy testvért az életkorukrdl kérdezik. A legid6sebb
azt mondja: ,,Sziiletési éveink egy szamtani sorozat elsé
négy tagjat adjak.” A korban utdna kovetkez6 pedig igy
nyilatkozik: ,,15 évvel ezel6tt testvéreim életkora egy
mértani sorozat elsé harom tagjaval volt egyenld, most

11
pedig életkoraik Osszege 7 -szerese az enyémnek.”
Szamold ki a testvérek jelenlegi életkorat!

. E1 Egy sorozatra teljesiil: a, = 5n - 4.
a) Igazold, hogy a sorozat szamtani sorozat!

b) Hiny hdromjegyl szdm tartozik a sorozat tagjai
kozé?

c) A sorozatnak van harom olyan egymast kovet6 tag-
ja, amelybdl az els6t 1-gyel csokkentve, a masodikat
14-gyel, a harmadikat 39-cel novelve az igy kapott
szamok egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai
lesznek. Melyik ez a harom tag, és mennyi a kapott
mértani sorozat kvociense?

10.

11.

12,

13.

14.

15.

E2 Egy mértani sorozat elsé és harmadik tagjanak
Osszege 20, ugyanezen tagok reciprokainak osszege

5
. Add meg a sorozat els6 harom tagjat!

E1l Egy szdmtani sorozat els6 kilenc tagjanak az 6sz-
szege 171. A sorozat els6, nyolcadik és 36. tagja egy
mértani sorozat harom egymast kovetd tagja. Add
meg a mértani sorozat kvdciensét!

E1l Egy értékpapirért 2 millié forintot fizettink.

a) Ha hat év mulva 2,3 millio forintot fizet a bank,
akkor milyen éves kamatlabbal szamolt?

b) Hany év mulva vehetiink fel 2,5 millié forintot, ha
az éves kamatlab 8%?

E1l Bendeguz 10 milli6é forint kolcsont vesz fel a
bankbdl 3 év futamidére, évi 12%-o0s kamatra.

Mennyi torlesztérészletet kell fizetnie havonta, ha a
torlesztést a felvételt kovet6 honapban kezdi el?

E2 Egy mértani sorozat kvociense pozitiv valds
szam, és 1-gyel kisebb a sorozat elsé tagjanal. Van
olyan pozitiv egész n, melyre a kovetkezé feltételek
egyidejtileg teljestilnek a sorozatra vonatkozoéan:

I. az els6 n tag Osszege 21,
I1. az elsé tag és az n-edik tag szorzata 36.

Szamold ki a sorozat elsé tagjat, kvociensét, valamint
az n értékét!

E2 (Emelt szint( érettségi, 2015)
Egy pénzintézet a téle felvett H forint 6sszegl hitel
visszafizetésekor havi p%-os kamattal szamol (p > 0),

(¢-1)

n
ezértazadoshavitorlesztérészletéta t, = H - 1 "7

q" -
képlettel szamolja ki. A képletben g =1+ % ,az npe-

dig azt jelenti, hogy 6sszesen hany hénapig fizetjiik a
torlesztOrészleteket (ez a hitel futamideje).

a) Fogyasztasi cikkek vasarlasara 1,6 milli6 forint hi-
telt vettiink fel a pénzintézettdl; a havi kamat 2%.
Osszesen hény forintot fizetiink vissza, ha 72 ho-
nap alatt torlesztjiik a felvett hitelt?

b) Legkevesebb hany honapos futamidére vehetiink
fel egy 2 millio forintos hitelt, ha legfeljebb 60 ezer
forintot tudunk havonta térleszteni, és a havi ka-
mat 2%-0s?

c) Szamold ki a lim ¢ hatdrértéket, ha g = 1,02 és
n—»o0
H =2000000.



16. E2 Rébert gytlijtészdmlat nyit. Az elsé évben min-

17.

den negyedévben befizet a szamlara 180 000 Ft-ot.
Attol kezdve évente csak egyszer fizet be a szamlara
pénzt, az év elején 700 000 Ft-ot. Mekkora osszeg lesz
aszamlan 1; 3; illetve 8 év mulva, ha az éves kamatladb
12%, a szamla kamatos kamatozasu, és a kamatjova-
iras negyedévente torténik?

E2 (Az irasbeli érettségi vizsgalat tételei az 1892-93.
Isk. év végén; forras: KoMaL 1893. december 6-8. ol-
dal.)

a) (Brass6. Rom. kath. f6gymnasium)
Egy joszag megvételére 3 ajanlat van:
A) 15 évig 3500 frtot igér minden évnek végével;
B) 15000 forintot azonnal kész adni s ezen ki-
viil 12 évig 2450 frtot igér minden évnek végével;
C) 30000 frtot igér 6 év mulva s ezutan 3 év mul-
va 5000 frtot, s azutdn 8 évig 1600 frtot kivan fi-
zetni minden év végével. Melyik ajanlat a legel-
ny6sebb s mennyi készpénzt ér mindegyiknek
ajanlata 4% kamatos kamat mellett?
Megjegyzés: A feladat a harom ajanlat jelenértékét
hasonlitja §ssze. De nem inflaciordl beszél, hanem
arrol, hogy a pénzt minden évben évi 4%-os kama-
tos kamatra tudnénk befektetni.

b) (Budapest. V. kertileti dllami foredliskola)

B és C dsszesen 3400 frtot helyezett valamely vél-
lalatba. B a téke és egy évi kamat fejében visszakap
Osszesen 2070 frtot. C a téke és a 16 havi kamat fe-
jében 1920 frtot. Hany forintot helyezett B a val-
lalatba?

Megjegyzés: A feladatban egyszeri kamatozds tor-
ténik, azonos éves kamatlabbal, és a 16 havi kamat
az éves kamat 1,25-szorosa.

c) (Budapest. F§- és székvarosi IV. ker. féredliskola)

Valaki 15 200 frtnyi vagyondat pénzintézetbe he-
lyezi a végett, hogy 5% kamatositassal 18 éven at
minden év elején egyenlé évjaradékot élvezhessen.
Mennyire rug az évjaradék?
Megjegyzés: Az évjaradék azt jelenti, hogy a bank
évente egyszer ugyanakkora Osszeget (jaradékot)
fizet az illetének az adott szamla terhére. Az torté-
nik tehat, hogy eltelik egy év, a 15 200 Ft kamatozik
5%-kal, és a bank kifizet ebbdl az 6sszegbdl x Ft-
ot jaradékként. Ismét eltelik egy év, a bent maradt
téke kamatozik 5%-kal, és a kifizetés miatt megint
csokken x Ft-tal. Es igy tovdbb. A 18. év végén a
szamlan 1év6 pénz ujbdl kamatozik, és az x Ft kifi-
zetése utan elfogy a szamlardl a pénz.

d) (Budapest. F6- és székvarosi VIIL ker. féredliskola)
Valaki egy 9 év utin kezdédé és 18 évig tar-
t6 1600 frtnyi jaradékot egy masik jaradékra akar
atvéltoztatni, mely 12 év utdn kezdédjék és 15 évig
tartson. Mekkora lesz az 4j jaradék, ha a kifizetés
mindig az év végén torténik és 4,5%-ot szamitunk?

18.

19.

20.

21.

22,

23.

E2

sorozat konver-

3n+1
a) Mutasd meg, hogy aza =
) & 2 " 4n+7

gens!

3n+1 ..
b) Add meg az a_= sorozathoz tartozo a kii-
" 4n+7
szobszamot £ = 10~ esetén!

E1l Hatdrozd meg az alabbi hatarértékeket!

2 n
) 1
a) lim =212 ¢) lim 5-0,4"+3-(—j
n—o 51° +3n+1 1= 3
6n* +7n+3 5+4"
b) lim == d) lim
n—>% 2p” —4n+9 n—o 3.4"

E2 Hatdrozd meg az alabbi hatarértékeket!
. 1+3+5+...+(2n-1)
a) lim

n— 3 —5n+7
5+8+11+...+(3n+2)

(3n+2)(2n+3)
2n
o) tim V-1 lim@

== "=

E1 Ird fel két egész szam hanyadosaként az alabbi
tizedes torteket!

b) lim

n—»00

a) 0,21 b) 4,59 c) 6,4753

E2 Egy egységoldali négyzetet 4 egybevigd négy-
zetre bontunk, majd ezek koziil 3 négyzetet befestiink
rendre pirosra, kékre, zoldre. A negyedik négyzetet
Ujra 4 egybevago négyzetre bontjuk, a kapott kisebb
négyzetek koziil 3 négyzetet ismét pirosra, kékre és
zoldre festiink. Ezt az eljarast osszesen n 1épésben
folytatjuk. Mennyi lesz a pirosra festett részek tertilete
Osszesen, ha n tart a végtelenbe?

E2 (Emelt szint( érettségi, 2021)
Tekintsiik az {a } sorozatot:

a, = (gj =La,= G) =2,a,= (g) =06¢ésigy

tovabb, a = (n;—lj (neZ.
a) Szamold ki az {a } sorozat elsé ot tagjabdl allo
szamsokasag atlagat és szérasat!

b) A fenti {a } sorozatbol képezziik a {b } sorozatot:

n

a
b =t Mennyi a {b } sorozat hatarértéke?
al’l
) A {c,} szdmtani sorozat differencidja 0,25. A soro-
zat els6 n tagjanak Osszege 100, elsé 2n tagjanak

Osszege 300 (n € Z"). Hatdrozd meg n értékét!



. Il sorozat hatarértéke, egy valds szam ¢ sugaru kdrnyezete

m fiiggvény hatarértékének és folytonossdganak szemléletes fogalma

BEVEZETO

A differencialszamitast a XVIIL. szazadtol kezdve, Newton és Leibniz munkdssaga 6ta a tudomany és a technika szdmos
tertiletén alkalmazzak. Maradt azonban ezzel kapcsolatban néhdny olyan kérdés, amelynek a megvélaszoladsara kozel 200
évet kellett varni. Mit jelent az, hogy ,végteleniil kicsiny”? Mit jelent az, hogy ,,végteleniil megkozeliteni egy értéket”? Mit
jelent az, hogy egy fliggvény ,tart valahova”? A pontos definiciokat el8szor a sorozatokra vonatkozéan mondtak ki a ma-
tematikusok. Ennek ismeretében léptek tovabb, és értelmezték a fliggvény hatarértékét.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Abrazoljuk és jellemezziik a kovetkezd fiiggvények grafikonjit egyre nagyobb x-ek esetében!

a)fR\(0) SR, f(x)= ~ b)g:R >R, g(x) = sinx
X
Megoldds: yA\ YA g(xS —sinx
1 —1
B o -1 N\,
— o)1 N x
ol 1 v ! ‘

Azf(x) = ! figgvény grafikonja ,,egyre jobban megkozeliti” az x tengelyt, ahogy ,.x tart a végtelenbe”. Ez azt jelenti, hogy
x

egy bizonyos x értéktél kezdve a fiiggvényértékek tetsz6legesen kozel lesznek a 0-hoz, még ha nem is érik el azt soha. Erre
a fuggvényre azt fogjuk mondani, hogy a végtelenben a hatarértéke 0.

A g(x) =sin x fliggvény grafikonja nem ,szorul be” egy tetszdlegesen keskeny savba, ha x tart a végtelenbe, hanem a
fiiggvény ujra és ujra felveszi példdul az 1 és a -1 értékeket is. Nincs olyan érték, amit a fiiggvényértékek tetszélegesen
megkozelitenek egy bizonyos x értéktdl kezdve. Ennek a fliggvénynek nincs hatérértéke a végtelenben.

AT

1. Fiiggvény hatarértéke a végtelenben (szemléletes kép) ~— f

K=

Egy fiiggvény esetében csak akkor beszéliink végtelenben vett ha-
tarértékrol, ha van olyan a valds szam, amelyre minden x > a valés
szam esetén a fiiggvény értelmezve van. \

2y

A végtelenben vett hatarérték szemléletesen ugy jelenik, meg, hogy a
fiiggvény grafikonja az x novekedésével egyre keskenyebb savba esik 7yi
a hatarérték koriil. \\

Példdul: Az abran lathat6 f fliggvény a végtelenben 1-hez tart, a y=480x

g figgvény pedig 0-hoz tart.

Jelolés: lim f(x)=1 és li_r>ng(x)=0,

R“

Hasonldan értelmezhetd a —oo-ben vett hatdrérték is.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

2. Abrazoltuk két fiiggvény grafikonjit. Figyeld meg a fiiggvények ,viselkedését” az x, = 2 hely kornyezetében!

Megoldds:

\ A / A Az f fliggvény az x, = 2 helyen nincs értelmezve, az

\ / x, = 2 hely kérnyezetében azonban igen. Az x =2
hely kérnyezetében a fiiggvényértékek nagyon kozel

[ vannak 1-hez.

1

\ o /£ > < A g figgvény az %= 2 he,lye,n értelmezve. van, dea
1 2 helyen felvett fiiggvényérték nagyon ,kildég” azok

, kozil a figgvényértékek koziil, amelyeket a fligg-

o1 2 vény az x, = 2 hely kornyezetében felvesz. Az x =2

‘ ‘ hely kornyezetében a fiiggvényértékek nagyon kozel

vannak 1-hez.

il 4

Mindkét esetben azt fogjuk mondani, hogy az x, = 2 helyen a fiiggvény hatérértéke 1. Az, hogy a fiiggvénynek a 2 helyen
vett hatarértéke 1, megtorténhet tehat ugy, hogy a fliggvény ezen a helyen nincs is értelmezve, vagy ugy, hogy ezen a he-
lyen értelmezve van, de mas az értéke, mint a hatarérték, és természetesen ugy is (ez a ,,legtermészetesebb” helyzet), hogy
a hatdrérték megegyezik a fliiggvényértékkel (ez all el6 az fés a g fliggvényeknél minden, a 2-t61 kiilonb6z6 x helyen).

3. Abrézoltuk az f és a g fiiggvény grafikonjat. Figyeld meg a grafikonokat! Fogalmazd meg, miért mondjuk azt, hogy
ezeknek a fiiggvényeknek nincs hatarértéke az x, = 2 helyen!

Megoldds: yA yA

Az f tiiggvény értékei az x, = 2 hely kornyezetében mds-mds ér- f *Te

tékeket kozelitenek meg, ha x < 2, illetve ha x > 2. Ha ,,balrol” ! 1 ST ¢

kozelitiink a 2-hoz, akkor a 2-ben -1-et varunk fiiggvényérték- 0 I > ° >
. 11 . 1 X 0 1 X

nek, ha ,,jobbrdl”, akkor viszont 1-et. > o

A g fliggvény nincs értelmezve az x, = 2 hely kérnyezetében. ¢

A fiiggvény hatdrértékét az x, = 2 helyen akkor tudjuk értel-

mezni, ha a fiiggvény értelmezve van az x = 2 hely egy kornyezetében, és van olyan kérnyezete az x, = 2 hely koriil,
amelyben a fiiggvényértékek ugyanannak a valds szamnak a kozelében vannak. Az f fliggvény esetében nem teljesiil a
masodik feltétel, a g fiiggvény esetében pedig nem teljesiil az els6 feltétel sem, ezért ennek a két fiiggvénynek nincs hatér-

értéke a x, = 2 helyen.

2. Fiiggvény hatarértéke az x  helyen (szemléletes kép)

A fuggvény véges helyen vett hatarértéke kiilonosen fontos fogalom, mert ennek segitségével lehet a differencidlhdanyados
pontos definiciéjat megfogalmazni.

Egy fiiggvénynek a véges x helyen vett hatdrértéke nem az x helyen felvett fiiggvényértékkel all kapcsolatban, hanem az
x, kérnyezetében felvett fliggvényértékekkel. Ezért csak akkor beszélhetiink x, helyen vett hatérértékrol, ha a fiiggvény
értelmezve van x, egy kornyezetében, kivéve esetleg az x helyet.

Ha egy fiiggvény hatérértéke egy x, helyen egy A valos szam, akkor az x, = yA
hely kérnyezetében (esetleg magat az x, helyet kivéve) a fiiggvényértékek az
A szam kozelében vannak. Szemléletesen ez a fiiggvény grafikonjan ugy jele- —A AN
nik meg, hogy ha az x_ hely koriili savbdl vélasztjuk x-et, akkor a fiiggvény- 5
érték az A koriili savba esik. Jele: lim f (x) .

x—)xo 0 0)5 A
Megjegyzés: Ha egy filiggvény grafikonja folytonos vonallal megrajzolhato, k
akkor az értelmezési tartomany minden helyén van hatarértéke, és az min-
den helyen egyenl6 az adott helyen vett fiiggvényértékkel. / \

2y




3. Fiiggvény folytonossaga az x helyen

Egy f fiiggvény folytonos az értelmezési tartomanyanak egy x, helyén, ha:

>

>
>

értelmezve van az x egy kornyezetében is (azaz van olyan nyilt intervallum, amelynek az x, egy belsé pontja, és amely
részhalmaza az értelmezési tartomanynak);
van véges hatdrértéke az x, helyen (azaz lim f (x) létezik);

x—>x0

az x, helyen a fiiggvény helyettesitési értéke megegyezik a hatdrértékével (azaz f(x,)=lim f(x)).
o DELy ggveny hely gegy 0
X—)XO

Egy fliggvény folytonos, ha értelmezési tartomanyanak minden helyén folytonos.

Megjegyzés: Ha egy fiiggvény grafikonja folytonos vonallal megrajzolhatd, akkor ez a fiiggvény folytonos.

4. Fiiggvény hatarértéke tagabb értelemben y yA \ yA /
A hatérérték fogalma kiterjesztheté gy, hogy
értelmezziik azt is, hogy a fiiggvény hatarérté- y=1 y=05x—1 y=x
ke egy x, helyen végtelen, illetve a co-ben vagy a / \ 1 \ /
—oo-ben végtelen. >
f 0 3 x h

Példdul: At \ !

0 1 x= 0 1 x>

az R\ {0} > R, f(x)= 1 fiiggvény hatarér-
X

téke az x, = 0 helyen oo, a +o0-ben és —oo-ben vett hatérértéke egyarant 0;

agR—> R, g(x)=0,5x - 1 fiiggvény hatarértéke a oo-ben oo, a —o0-ben —oo;

ah:R — R, h(x)=x*fliggvény hatarértéke a co-ben és a —o0-ben is oo;

ak:R —> R, k(x) = sin x fiiggvénynek tagabb értelemben sincs hatarértéke a co-ben.

FELADATOK

E1 Abrézoltuk néhény fiiggvény grafikonjt. Ird a fiiggvények betdjelét a tablizat megfeleld helyeire!

YA YA g yA JA

1
f ~ — h Ik
—1 > 1 ’
0 1 X
O > > 1
0 1 X 0 1 X =
0 1 X

E E1 A kovetkezd fiiggvények grafikonja egy-egy ,lyukas” egyenes. A szdmlald szorzattd alakitdsdnak segitségével
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ébrazold a fiiggvények grafikonjat! Allapitsd meg a grafikon segitségével, hogy mi a fiiggvény hatérértéke azon az x
helyen, ahol nincs értelmezve!

2 '
A fR\B SR, fx)= X ) RV} >R, h(x)= = 2%*2
x=3 x+1
2 2
b)g R\ {2} >R, g(x)= X _2x¥4 DER\[2 >R, k)= L+
x=2 x+2
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Fiiggvény hatarértéke — definiciok

Egy fiiggvénynek a végtelenben, illetve a véges helyen felvett hatérértéke is kétféle moédon definialhat6. Bebizonyithato,

hogy a két definici6 ugyanazt a fogalmat hatarozza meg.

Definicio: Tegytik fel, hogy az f fliggvényhez van olyan a valds szam, amely- yﬂ\

re minden x > a valos szam esetén a fliggvény értelmezve van. Az ffiiggvény

hatarértéke a végtelenben egy A valds szam, ha minden & > 0 esetén létezik

Kval6s szam, hogy minden x > K esetén |[f (x) - A| < &. £,

Megjegyzés: A definicidban szerepl6 K fiigg az ¢-t6l: minden pozitiv valds
&-hoz talalhaté alkalmas K valés szam.

=y

Masik lehetséges definicio: Tegyiik fel, hogy az f fiiggvényhez van olyan a y A\

valos szam, amelyre minden x > a valds szam esetén a fiiggvény értelmezve
van. Egy f fiiggvény hatarértéke a végtelenben egy A valos szam, ha min-

den végtelenbe tarté {x } sorozat esetén a fliggvényértékek sorozata A-hoz
tart. Azaz x — oo esetén f (x ) — A. —

sy

Definicié: Legyen az f fiiggvény olyan, hogy értelmezve van az x, egy kor- = 7A

nyezetében, kivéve esetleg az x_ helyet. Az f fliggvénynek létezik hatarérté-

ke az x helyen, és ez a hatdrérték az A valos szam, ha minden £ > 0 esetén  zA

létezik 6 > 0 valés szam, hogy 0 < |x — x| < S esetén [f (x) - A| < e&. 0,5

Megjegyzés: A definiciéban szerepld o az ¢ fiiggvénye. Ez a definici6 azt fo-

=y

galmazza meg pontos matematikai kifejezésekkel, hogy tetszéleges pozitiv

¢ valds szam esetén meghatdrozhat6 az x -nak egy olyan kérnyezete, hogy
ebbdl a kornyezetbdl véve x-et (kivéve x -t) a fiiggvényértékek kevésbé tér- /

\

nek el A-tdl, mint ¢.

Masik lehetséges definicio: Legyen az f fliggvény olyan, hogy értelmezve van az x, egy kérnyezetében, kivéve esetleg az x
helyet. Az f fiiggvénynek létezik hatdrértéke az x  helyen, és ez a hatdrérték az A valés szam, ha minden x -hoz tartd {x }
sorozatra, amelynek minden tagja az értelmezési tartomany x-tol kiilonboz6 eleme, a fiiggvényértékek sorozata A-hoz

tart. Azaz x — x esetén f(x ) — A.

2 —
Példaul: Vizsgdliuk az f R\ (I} > R, f(x) =
-

Vilasszunk egy olyan {x } sorozatot, amely x, = 1-hez tart.

1
Ilyen sorozat példaul az x, =1+—.
n

Figyeljiik a fiiggvényértékek sorozatat!

1 2
1—‘,—— —1 E+i
n n 2 1
f(xn): 1 = 171 :2+;
1+--1 -
n n

Ez a sorozat a 2-hoz tart.

Bebizonyithat6, hogy minden 1-hez tartd {x } sorozat esetén a fliggvényértékek soroza-
ta 2-hoz tart. Ezért a fliggvény hatdrértéke az x, = 1 helyen 2.

limf(x)=2

x—1

n fiiggvény hatarértékét az x, = 1 helyen ezen definici6 alapjan!

yA

"y




-m differencialhanyados szemléletes fogalma és alkalmazasai

m differencialhanyados definicidja
BEVEZETO

Kordbban mar megismerkedtiink a differencidlhdanyados szemléletes fogalmaval. A
differencialszamitas segitségével oldottuk meg a kévetkezd tipust feladatokat:

P fiiggvénygorbe érintdjének felirdsa;
P fiiggvény jellemzése monotonitds és konvexitds szempontjabdl;
P szélséérték-feladatok.

A hatérérték segitségével most megfogalmazzuk a differencidlhdanyados pontos defi-
niciojat.

1. A differencialhanyados (derivalt) definicidja

Definicié: differenciahanyados
f(x)=f(x)

Legyen az f fliggvény értelmezve az x és x helyeken. Az
X=X,

differenciahanyadosanak (kilonbségi hanyadosdnak) nevezziik.

Megjegyzés: A természettudomanyokban szokds, hogy a differenciahdnyadost

V() =v(t)

P differenciahdnyadost jeloli.)
~lo

Definicid: differencialhatésag, differencidlhdanyados az x helyen

Af (%)
Ax

YA
S NEl
/ NG /
L \ /
N~
7 3

hdnyadost az f fiiggvény x és x_ helyekhez tartozé

modon jelolik. (Példaul: % a

Legyen értelmezve az f fliggvény az x egy kornyezetében. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény differencidlhato az x_ helyen,

f(x)-f(x%)
X—x,
(derivaltja). Jele: f'(x,).

ha az

Ha egy f fiiggvény értelmezési tartomanya minden helyén derivalhato, akkor deri-
valt fliggvénye az a fiiggvény, amely x-hez f'(x)-et rendeli.

2. Néhany elemi fiiggvény derivaltfiiggvénye (ismétlés)

- X x4 sin x COS x ceR,neNésaeR

c
0 n-x""' a-x*! cos x —sin x

3. Fiiggvény széls6értékének keresése, ha a fiiggvény derivalhatd, és D = R (ismétlés)

fiiggvénynek létezik véges hatdrértéke. Ez a hatdrérték az f fiiggvény x -beli differencidlhanyadosa

f'(x0)= lim M

X=X X — xo

(a figgvények értelmezési tartomanya a valos szamok leg-
bévebb részhalmaza, amelyen a fliggvény értelmezhetd)

Az ffiiggvénynek az x  helyen szélséértéke van, ha: G'(x ) =0 ES f'(x)az x, helyen el6jelet valt vagy f "(x ) # 0)
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Aval6s szamokon értelmezett f(x) = x* fiiggvény esetében hatdrozzuk mega g(x)=

f(x)-f(x)

differenciahdnya-

X=X
dos fliggvény hatdrértékét az x, helyen! ’
Megoldds
o(x) =L))o (e )(x=x,)
X=X, X=X, X=X,
Ennek hatdrértékét keressiik az x, helyen, ehhez az x # x esetben kell vizsgdlni ezt a A

kifejezést. /

Ha x # x, akkor g(x):m:x+xo.
X=X,

A g fuggvény grafikonja tehat egy ,lyukas” egyenes (meredeksége 1, tengelymetszete
x,» és az x = x helyen nincs értelmezve). Az dbrdn az x, = 3 esethez tartozo6 grafikon
lathato.

A g fiiggvény hatdrértéke az x helyen 2x . Ezt a hatdrértéket nevezziik az f(x) = x°
fiiggvény x -beli differencidlhanyadosanak. Mivel az értelmezési tartomdny minden 0] 1
x, elemére a differencidlhdnyados 2x, ezért az f(x) = x* fiiggvény derivaltfiiggvénye

f'(x) =2x.

"y

2. Jellemezd az f: R —> R, f(x) = x*(2x - 3) fiiggvényt monotonitas, szélséértékek és konvexitds szempontjabol!
Megoldas:

A monotonitas és a szélséérték a fiiggvény elsd derivaltja, a konvexitas a masodik derivaltja segitségével vizsgalhato.
A derivalasdhoz hozzuk kanonikus alakra a polinomot!

f(x) =x(2x - 3) =2x° - 3x* > f'(x) =6x* - 6x > f"(x)=12x-6

Az f lokalis széls6értékhelyei azokon a helyeken lehetnek, ahol az els6 derivalt értéke 0. A 6x% — 6x = 0 egyenlet gyokei
x,=0ésx, =1, ezért az f fiiggvénynek csak ezeken a helyeken lehet szélséértéke. Ahol az elsé derivalt értéke negativ, ott
az f fliggvény szigortian monoton csokken, ahol az elsé derivalt pozitiv, ott f szigoran monoton né.

X x<0 x=0 O<x<1 x=1 1<x
J'(x) i 0 - 0 M

/ lokdélis \ lokélis /

maximumbhelye van, minimumhelye van,

szigoruan a maximum szigoruan a minimum szigoruan
monoton né értéke 0 monoton csokken értéke -2 monoton nd
Az f tiiggvénynek azon a helyen lehet inflexiés pontja, ahol a masodik derivalt értéke 0. y A
Ezaz x, = 0,5 hely. Ha a mdsodik derivalt értéke pozitiv, akkor f konvex, ha a masodik )
derivalt negativ, akkor f konkav. y=x(2x—3) /
0,5 | |
x x<0,5 x=05 0,5<x |
x o % >
4 _ T T >
£ 0 - ﬁ 05 1 x
f konkav inflexids pont konvex /
Az x, = 0,5 helyen az f fliggvénynek inflexios pontja van.
Az f fiiggvény grafikonja a jobb oldali abran lathato.

(A levezetés soran hasznalt 9sszefiiggéseket és tablazatokat a 78. lecke mutatja be.)



3. Egy villalat az egyik termék x darabjanak el6dllitdsara osszesen 350 + 32x + 0,001x° eurd koltséget fordit (x < 6000).
A terméket darabonként 180 - 0,03x eurdért tudjak értékesiteni. Hany darab el6allitasa esetén érhetik el a legnagyobb
hasznot?

Megoldds:

A haszon a bevétel és a koltség kiilonbsége, ahol a bevételt az eladasi ar és az eladott mennyiség szorzata adja.
A haszon x darab termék eldéllitasakor: h(x) = (180 — 0,03x)x — (350 + 32x + 0,001x%) = —0,001x> — 0,03x> + 148x — 350.

Vizsgéljuk a h fiiggvényt a valos szamok halmazan! Ahol a h-nak maximuma van, ott a derivaltfiiggvény értéke 0.
h'(x) = -0,003x* - 0,06x + 148 =0 > x, ~-232,3, x,~2123.

Ha ezen helyek valamelyikében a masodik derivalt értéke negativ, akkor ott a h fiiggvénynek maximuma van.
h"(x) = -0,006x — 0,06. Az x, helyen h" pozitiv, az x, helyen negativ > x,~ 212,3 maximumbhely.

Mivel h folytonos, ezért a természetes szamok halmazan a h fliggvénynek az x = 212,3 maximumbhellyel szomszédos ter-
meészetes szamok esetén lehet maximuma. Szamoldgéppel ellendrizhetjiik, hogy h(212) > h(213). (A két érték kiilonbsége
kevesebb, mint 1 euro: h(212) ~ 20 150 és h(213) ~ 20 149.)

A legnagyobb haszon tehat akkor érheté el, ha a darabszam x = 212.

FELADATOK

E E1 Derivéald a kévetkezd, a valds szimok halmazan radt lap szélein keletkezett téglalapokat felhajtjuk,

értelmezett fiiggvényeket! végiil a peremeket visszahajtjuk. (A perem szélessége
) ugyanakkora, mint a téglatest magassaga.) Mekkora
a) f(x) = 2sin x + 3cos x d) k() = (x +5)(x - 1) legyen a levagott téglalapok oldala, hogy a kapott tég-
b) g(x) = 3x* + 12x* - 5x - 3 latest térfogata a lehet6 legnagyobb legyen?

c) h(x) = (x - 2)°

E E1 Egy cég nemzetkozi piacra gyart termékeket. Egy
termékbdl x darab eladdsa esetén a termék darabarat
a t(x) = 700 - 2x fuggvény, a gyartas osszkoltségét x
darab gyartdsa esetén az k(x) = -0,1x* + 200x + 1350
tiiggvény adja meg euréban, ahol x legaldbb 100 és
legfeljebb 200.
Hatarozd meg, hany gyartott darab esetén lesz maxi-
malis az adott termékbdl szarmazé

a) bevétel; b) 6sszkoltség; c) haszon! e

B E1l Egy szervezet logoja-
nak alakja az abra szerint
egy téglalapbol és egy hoz-
za illesztett félkorbol all.
A logé keriilete 12 cm. Ho-
gyan valasszuk meg a log6
méreteit, ha azt szeretnénk,
hogy a logo teriilete a lehet6 legnagyobb legyen?

E E1l Hatdrozd meg az alabbi fuggvények széls6érték-
helyeit és inflexios pontjait, és jellemezd a fliggvé-
nyeket monotonitas és konvexitas szempontjabol! Az
eredményeket foglald tablazatba!
a)fR->R, f(x)=01x*+0,3x> - 2,4x

b)gR >R, g(x)=0,1x*+0,4x° + 1

X

ﬂ E1 Egy téglalap alaku kartonlap oldalainak hossza m E1l Hatdrozd meg a kovetkezé fliggvények derivalt-

20 cm és 30 cm. A kartonlapbdl téglatest alaku, feliil figgvényét!

nyitott dobozkat készitiink, melynek az abra szerint

két oldallapjanal pereme is van. A dobozt gy készit- a)fiR" >R, f(x)= Jx L
jiik, hogy a kartonlap mindegyik sarkabol levagunk Jx
egy-egy ugyanolyan téglalapot, amelynek a 30 cm-es 1 3
oldalra illeszkedd oldala kétszer olyan hosszt, mint b)g:R\{0} >R, g(x)= 2

a 20 cm-es oldalra illeszked6 oldala, majd a megma-



derivaltfiiggvények

primitiv fiiggvény

Ha ismerjitkk egy mozgas tt-id6 fiiggvényét, akkor kovetkeztetni tudunk a
pillanatnyi sebesség nagysagara. Az s(f) fliggvénybdl derivalds segitségével
megkaphat6 a pillanatnyi sebességet leird v(t) fliggvény. Vajon mi a helyzet
forditott esetben? Ha ismerjitk minden pillanatban a pillanatnyi sebességet
(azaz ismert a v(f) fiiggvény), akkor hogyan tudunk kovetkeztetni a mozgas
alatt megtett ttra (az s(f) fliggvényre)?

Adjunk meg olyan f fiiggvényt, melynek derivaltfiiggvénye f": R - R, f'(x) = 6x - 5.
Megoldds:

A valés szamokon értelmezett g(x) =x* fiiggvény derivaltfiggvénye (x?)' =2x. A 3g fliggvény derivaltfiiggvénye
(3x?)" =3 - 2x = 6x. A valds szamokon értelmezett h(x) = 5x fiiggvény derivaltfiiggvénye (5x)' = 5. A derivalasi szabalyok
alapjan (3x* - 5x)' = 6x - 5.

A feladat egyik megolddsa tehdtaz f: R - R, f (x) = 3x - 5x fiiggvény.

Egy mdsik megoldds példdul az f: R - R, f,(x) = 3x* - 5x + 1 fiiggvény, hiszen (3x* - 5x + 1) = 6x — 5. Tovdbbi megol-
désokat kapunk, ha az 1 helyébe barmely mas valds szamot irunk. Ezeket egyiitt igy irhatjuk fel:
fR—>R, f(x)=3x*-5x+ ¢,ahol c € R.

Mids megoldds nincsen. Ugyanis ha f, és f, olyan derivalhat6 fiiggvények, melyeknek derivéltja az f fliggvény, akkor

(f, =) =1 - f] =0. Akét fiiggvény kiilonbségének derivéltfiiggvénye tehat a konstans 0 fiiggvény. Beldthatd, hogy csak
a konstans fiiggvények (x - ¢, ahol ¢ € R) olyanok, hogy derivaltfiiggvényiik minden valés x esetén 0. Igy f, és f, fiiggvé-
nyek csak egy konstans tagban kiilonbozhetnek. A megoldas tehat:

fR->R, f(x)=3x>-5x+ ¢,ahol c € R.

Adjunk meg olyan f fiiggvényt, melynek derivaltfiiggvénye f: R - R, f'(x) = x".
Megoldds:
A valds szamokon értelmezett g(x) = x"*! fiiggvény derivaltfiiggvénye (x"*')" = (n + 1) - x". Ennek segitségével felirha-

1]’=<n+l>~xn :

=x".
n+1

tunk egy alkalmas fiiggvényt: [x
n+1

Tovabbi megoldasokat kapunk, ha tetszéleges valos szamot hozzdadunk ehhez a fiiggvényhez.

n+1
X

Ezeket egyiittigy irhatjuk fel: £ R > R, f(x) = !
n+

+ ¢,ahol ¢ € R. Az el8z6 feladathoz hasonléan belathato, hogy mas

megoldds nincsen.



1. Primitiv fiiggvény és a hatarozatlan integral

Definicié: Ha egy, a valds szamok halmazan értelmezett f fiiggvényhez talalunk olyan F fiiggvényt, amelyre az értelmezé-
si tartomanybdl vett minden x esetén f(x) = F'(x), akkor ezt az f figgvény egy primitiv fiiggvényének nevezziik.

Ha egy fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye, akkor végtelen sok primitiv fiiggvénye van. Belathat6é azonban, hogy ezek
csak egy konstans tagban térnek el egymastdl, minden primitiv fiiggvény F(x) + ¢ alakd, ahol ¢ tetszbleges valds szam.

Definicio: A valds szamokon értelmezett f fliggvény 0sszes primitiv

tiuggvényének halmazat az f fliggvény hatarozatlan integraljanak nevezziik. jelolés: _[ f(x) dx

2. Az f(x) = x" fiiggvény hatarozatlan integralja (n € N)

n+1

+c,aholc e R.

n+1
xn+1 ! 1 ( ), 1 41
Ugyanis: vl =—"") 4’ =——(n+1)-x"=x" n x"
2 n+l n+l n+l ( ) Ix dx = te

3. Integralasi szabalyok

A valds szamokon értelmezett f(x) = x" fliggvény (n € N) hatdrozatlan integralja .[ xdx=>

A derivalasi szabdlyok alapjan belathatd, hogy amennyiben az f és a g fiiggvé-
nyeknek van hatdrozatlan integralja, akkor az f + g, f - g és cf fiiggvényeknek I(f +g)(x)= If(x)dx h= Ig(x)dx
is van hatarozatlan integralja, és az felirhat6 az f és g fliggvények hatarozatlan j (cf)( x) —c- j f x) dx
integraljaval. Ezek alapjan a polinomok hatarozatlan integralja (a derivalas-
hoz hasonléan) tagonként meghatarozhaté.

Fiiggvények szorzatdnak, hanyadosanak, illetve osszetett fiiggvények integraljanak meghatérozasara nincsenek ilyen al-
taldnos szabalyok. A hatarozatlan integral meghatarozasa nagyon bonyolult feladat is lehet.

FELADATOK

A feladatokban szerepld fiiggvények értelmezési tartoma- ﬂ E1 Add meg a fiiggvények hatdrozatlan integraljat!

16s szdmok hal .
flya a valos szamok hatmaza a)fx)=x+x-3 ¢) h(x) = 2sin x + 3cos x

E1l Add meg a fuggvények egy primitiv fiiggvényét! b) g(x) = 3x* - 3x
(%) 5 5% 5 sinx cosx
/ n E1l Az f(x) = 2x* + 4x + 1 fuggvénynek melyik az a
I f (x)dx primitiv fiiggvénye, amely az x, = 2 helyen 3-at vesz
fel?
E E1l Add meg a fiiggvények egy primitiv fiiggvényét! E E1 Az f(x) = 2x° + 6x - 12 fiiggvénynek melyik az
a)fx)=x>-8x+4 c)h(x) =x°+2x* -9 a primitiv fiiggvénye, amelynek egyik zérushelye az
x, =107

b) g(x) = 4x° - 10x

ﬂ E1 Melyek azok a fiiggvények, amelyek nem primitiv fliggvényei az adott sorban szerepld elsé fiiggvénynek? A helyes
valaszhoz tartozo hat betlibél egy fest6i magyar telepiilés neve rakhat6 ki. Melyik ez a telepiilés?

f)=2x+1 A F(x)=x+1) E F®=x(x+1) Y F®=x+1
gx)=2x-4 H G ) =(x+2) T G(x=x(x-2) K G,(x)=(x-2)
h(x)=2x+6 M H (x) = (x + 3) P H(x)=x(x +6) N H,(x)=x*+3x
k(x)=3x+6x 1 K(x)=(x+1) ) K,(x) = x*(x + 3) E K,(x)=x"+3x"+1
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A HATAROZOTT INTEGRAL

m gorbe alatti teriilet, hatdrozott integral
KIDOLGOZOTT FELADAT

Mekkora annak sikidomnak a teriilete, amit a valds szamokon értelmezett f(x) = x* figgvény Ao
grafikonja, az x tengely és az x = 1 egyenes hatarol? \ /
Megoldds: y=x

1
A sikidom egyik hatdrolé vonala egy parabolaiv. Nem ismeriink olyan teriiletképletet, amelyet
alkalmazhatnank. Megtehetjiik azonban, hogy kozelit6 eljarast alkalmazunk. N
I. Alkalmazzunk alsé becslést! Az abra szerint azonos szélességti téglalapokat irunk a sikidomba 0 1 x

ugy, hogy a téglalap egyik oldala az x tengelyre, egy csucsa a parabola ivére illeszkedik. A téglala-
pok teriiletének 0sszege kisebb, mint a keresett sikidom teriilete. Ha a [0; 1] intervallumot # egyenld részre osztjuk, akkor

a téglalapok egyik oldalanak hossza 1 , a masik oldal hossza pedig a megfelel6 fiiggvényértékkel egyenld. A szemléletiink

n
azt sugallja, hogy ha #n né, akkor a téglalapok teriiletének &sszegével egyre jobban megkoézelitjitk a gorbe alatti teriilet
nagysagat.

y A y A
1 !
— 08 — 0,8
06 / 06 Z
— 0,4 — 0,4 4 /
L L /

0,2 0,2 7

~ ~ >

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 X 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 X

\ \ \ \ I \ \ \ \ I

Bontsuk fel a [0; 1] intervallumot 5 egyenlé részre! Bontsuk fel a [0; 1] intervallumot 10 egyenl6 részre!

Az abra szerint ekkor 4 téglalapot kapunk. Mindegyik tég- Az abra szerint ekkor 9 téglalapot kapunk. Mindegyik tég-

1 1
lalap szélessége 5 0,2. lalap szélessége o 0,1.

Tablazatba foglaljuk a kapott téglalapok adatait. Tablazatba foglaljuk a kapott téglalapok adatait.

A téglalapok teriileteinek dsszege 0,24 . A téglalapok teriileteinek dsszege 0,285.

125. LECKE / A HATAROZOTT INTEGRAL




Bontsuk fel a [0; 1] intervallumot #n egyenl6 részre! Ekkor n — 1 darab téglalapot kapunk. Mindegyik téglalap szélessége 1 .
n

Foglaljuk tablazatba a téglalapok adatait!

. 1 2 3 n—1
Osztépont = = = = =
" " " " A téglalapok teriileteinek 9sszege:
A téglalap 1 4 2 16 (n-1) 1 4 9 (n-1y’
magassiga n’ n’ n’ n’ > Sn:F+n_3+;+~~+T:
2l )
=—|1+4+9+...+(n-1) ).
A téglalap 1 4 9 16 (n — 1)2 n ( )
teriilete n n’ n’ n’ o >

Hasznéljuk fel a négyzetszamok 0sszegére fennallé (korabban teljes indukciéval bizonyitott) 6sszefiiggést! Ha 1-t6l n-ig a

n(n+1)(2n+1
pozitiv egész szimok négyzeteit 6sszeadjuk, akkor az 6sszeg 1> +2° +3° +...+n’ = % .

-1)n(2n-1 > _3n?
Ezt n helyett (n - 1)-re alkalmazva kapjuk: 12+22+32+...+(n—1)2:(n )}16( . ):2n Zn o

1 2n3—3n2+n_2n3—3n2+n 1 1 1

s = [

o 6 6n’ 3 2 J

Az s, egy szamsorozat, a tagjait alsé kozelité dsszegnek nevezziik. Az s, sorozat minden tagja kisebb, mint a sikidom

1 1 1 1
teriilete. Ha n tart a végtelenhez, akkor az — és el tagok 0-hoz tartanak, ezért s tart 3 -hoz: lims, = 3

n n n—»0
II. Alkalmazzunk felsé becslést! Vegytink fel azonos szélességti téglalapokat az abra szerint ugy, hogy a téglalapok egytit-
tesen ,,befedjék” a sikidomot. Az abra szerint kapott 5 téglalap szélessége 0,2, és a téglalapok magassaga minden esetben a
nagyobbik osztéponthoz tartozo fiiggvényérték.

y A Osztépont 0,2 0,4 0,6 0,8 1
I A téglalap magassaga 0,04 0,16 0,36 0,64 1
A téglalap teriilete 0,008 0,032 0,072 0,128 0,2
08 A téglalapok teriileteinek 6sszege 0,44.
Ha 10 részre osztjuk a [0; 1] intervallumot, akkor a téglalapok teriile-
— 0,6 teinek 6sszege 0,385.
/ Bontsuk fel a [0; 1] intervallumot n egyenld részre! Ekkor n darab
— 04
1
téglalapot kapunk. Mindegyik téglalap szélessége — . Az elsé téglalap
n
- 11 1 1 ’
0.2 teriilete — - — = —, az utols¢ téglalap teriilete pedig — - 1 = n_3 .
non n n n
— > 1 4.9 P
n 2
S =—+—+—+...+—=—-(1+4+9+...+n"|.
0 012 0]4 O‘,6 o‘,s : x (IR S FERNE ( )

n(n+1)(2n+1) 20’ +3n* +n
A négyzetszamok Gsszegére felirt osszefiiggés szerint 1° +2° +3* +...+n’ = ( )( ) = .

6 6
1 20’ 430°+n_ 20°+3n°+n 1 1 1
A téglalapok tertiletének dsszege: S, =— PR TR_K ’: n=—+—+—2.
n 6 6n 3 2n 6n

Az S egy szamsorozat, a tagjait fels6 kozelité 6sszegnek nevezziik. Az S sorozat minden tagja nagyobb, mint a keresett

_ . . 11 . 1
sikidom tertilete. Ha n tart a végtelenhez, akkor az Pl tagok 0-hoz tartanak, ezért S tart 3 -hoz: lim$§, :% .
n n n—>0

1
Kézenfekvo, hogy {s } és {S } sorozatok k6zos hatdrértékét tekintsiik a sikidom teriiletének. P> A sikidom teriilete 3



1. Also, illetve felsé kozelit6 osszeg yA

Korlatosnak neveziink egy f fliggvényt egy [a; b] zart intervallumon, ha meg- £;>\ I
adhatok olyan k és K valds szamok, amelyre minden x € D, esetén k< f(x) < K.

Egy [a; b] zart intervallumon értelmezett korlatos fiiggvény esetén beszélhe- \A
tink az also, illetve fels6 kozelit6 osszegek sorozatardl. \\

Also kozelité osszeget kapunk a kovetkezé eljarassal. Osszuk fel az [a; b] zart
intervallumot n egyenl6 részre, és minden részintervallumban keressiik meg a
fuggvény minimumat. Ezekkel az adatokkal az dbra szerint olyan téglalapokat
hatarozhatunk meg, amelyek teriiletének 6sszege kisebb, mint az [a; b] interval- \
lumon a fiiggvénygorbe és az x tengely kozotti teriilet nagysaga. A téglalapok
teriiletének 6sszegét also kozelitd 6sszegnek nevezziik, és s -nel jeloljiik.

2y

Felso kozelité osszeget kapunk, ha a részintervallumokban a fiiggvény maxi- N
mumat keressitk meg. Ekkor a téglalapok teriiletének dsszege nagyobb, mint az \ﬁ

[a; b] intervallumon a fliggvénygorbe és az x tengely kozotti teriilet nagysaga. \\
Ezen téglalapok teriiletének dsszege a fels6 kozelitd dsszeg, jele S . N

Ezek az 6sszegek minden n-re meghatdrozhatok, igy két sorozatot kapunk: az
als6 kozelitd dsszegek sorozatit {s } és a fels6 kozelitd dsszegek sorozatat {S }.

»
'
X

2. Hatarozott integral

Definicio: Legyen egy f fiiggvény korlatos egy [a; b] zart intervallumon. Ha az als6 kozelit6 6sszegek sorozatanak és a
fels6 kozelité osszegek sorozatanak létezik kozos hatdrértéke, akkor a fiiggvény integralhaté az [a; b] intervallumon, és

b
ezt a kozos hatarértéket az f fiiggvény [a; b] intervallumon vett hatarozott integraljanak nevezziik. Jele: j f (x)dx .

a

b 1
lims, =lim S, esetén fintegralhato [a; b]-n és _[ f(x)dx=lims, =lim S, Példaul: J. x’dx =%
0

n—o n—o n—o0 n—o0
a

A hatdrozott integral segitségével a fliggvénygorbe ,,alatti” teriilet meghatarozhat6. Ez annak a sikidomnak a teriilete,
amelyet a fiiggvénygorbe, az x tengely és az x = a, valamint az x = b egyenesek zarnak kozre. Ha az adott intervallumon a
fiiggvény és az x tengely altal meghatarozott sikidom az x tengely

P folott van, akkor a hatdrozott integral értéke pozitiv;

P alatt van, akkor a hatdrozott integral értéke negativ.

Ha az adott intervallumon a fliggvény grafikonja metszi az x tengelyt, akkor a tengely ,,alatti” tartomanyok teriilete nega-
tiv, a tengely ,,f016tti” tartomanyok teriilete pozitiv.

FELADATOK

E E1 A kidolgozott feladatban belattuk, hogy a [0; 1] intervallumon az R — R, f(x) = x? fiiggvény grafikonja alatti
tertilet nagysaga % . Ennek felhasznaldsaval hatarozd meg, hogy mekkordk a kovetkez6 sikidomok!
a) f: R —> R, f(x) = x? figgvény grafikonja alatti teriilet a [-1; 1] intervallumon
b) g R —> R, g(x) = x* + 2 fiiggvény grafikonja alatti tertilet a [-1; 1] intervallumon
c) h: R —> R, h(x) = -x* + 1,5 fuggvény grafikonja alatti tertilet a [-1; 1] intervallumon
E E2 Mekkoraazf: R > R, f(x) = Jx figgvény grafikonja alatti tertilet a [0; 1] intervallumon?

E E2 A valés szdmok halmazan értelmezett f(x) = x* fiiggvény esetében szdmold ki a [0; 1] intervallumon az alsé és
fels6 kozelit6 dsszeget n = 10 esetén!



m Newton-Leibniz-tétel, integralfiiggvény
BEVEZETO A

Egy szinhdzi jelmezhez hasznalt pajzs alakjat abrazoltuk a koordi- \ /
néta-rendszerben. Mekkora teriilet(i a pajzs, ha a koordinata-rend- \ l

szer 1 egysége a valosagban 1 dm-nek felel meg?

A valaszhoz egy parabolaszelet teriiletét kell meghatérozni. Az alsé \ /

és fels6 kozelitd 6sszeg meghatarozasa, majd a hatarérték megalla-

pitasa hosszadalmas feladat lenne. Sokat segit egy olyan 6sszefiig- .

gés, amely a hatarozott és a hatdrozatlan integral fogalma koézott o)

teremt kapcsolatot. >
0 1 x

Azon figgvények esetében, amelyeknek van primitiv fiiggvénye, a fliggvény hatarozott integrélja kiszdmolhaté a primitiv
tiiggvény segitségével. Bebizonyithato a kovetkez6 tétel.

Newton-Leibniz-tétel: Ha egy [a, b] intervallumon egy f fiiggvény

P integralhatd, és
P létezik primitiv fiiggvénye, azaz létezik olyan F fiiggvény, melyre F' = f,

akkor _Tf(x)dx = F(b)—F(a) .

b
Jelolés: Ha a Newton-Leibniz-tétel segitségével szamoljuk ki az I f (x)dx b
b
e e e s [£(x)dx=[F(x)], =F(b)-F(a)
értékét, akkor az els6 1épés az F primitiv fliggvény felirasa. Ezt a 1épést kiilon “
megjelenitjiik ugy, hogy szogletes zardjelbe tessziik F-et.

f x° ’ 8
Példéul: j Kde=| X | =8_
1 3| 3

1

1.7
303

Adott a esetén az j f (t)dt figgvényt integralfiiggvénynek nevezziik.

a

hatarozott integral:
also és felsd kozelit6 osszeg kozos
hatarértéke (a gorbe alatti tertilet)

4 »

Newton-Leibniz-tétel:
A hatarozatlan integral segitségével
a hatarozott integral szamolhato.

hatarozatlan integral:
primitiv fiiggvények halmaza
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Mekkora a Bevezet6ben megadott pajzs tertilete?

Megoldds:

Helyezziik el a pajzsot ugy a koordinata-rendszerben, hogy a teriilete egy fiiggvénygorbe
alatti teriilettel legyen megadhat6. Az abra szerinti elrendezésben a pajzs teriilete egyenld a
gfiggvény grafikonja alatti teriilettel az x, = -2 és x, = 2 értékek kozott, vagyis a kovetkezd

hatarozott integral értékével:

T= j g(x)dx = j(—sz +8)dx

-2

A Newton-Leibniz-tétel értelmében ennek kiszamitasdhoz a g fiiggvény egy primitiv fiigg-

vényére van szitkség.

A primitiv fiiggvények halmaza megegyezik a g fiiggvény hatarozatlan integraljaval.

sy

jg(x)dx:.[(—sz +8)dx=—2-x?3+8x+c (aholc e R)

16

-2

r x’ ’ 16 64
T=[(-2¢" +8)dr=| 2-T-+8x+c| =|-+16+c|-| -16+c|="-~21,3dm’
3 NEUE 3 3

Megjegyzés: A primitiv fliggvények koziil érdemes azt valasztani, amikor ¢ = 0.

A teriilet a Bevezetében szerepl6 fliiggvény integralasaval is meghatarozhatd, kivonds segitségével.

FELADATOK

A feladatokban szereplé fiiggvények értelmezési tartoma-
nya a valos szamok halmaza.

E E1 Add meg a fuggvények hatdrozatlan integraljat!

a) f(x) = x* + 3x c) h(x) =x° - 1,5x
b) g(x) = —x* + 12 d) k(x) = —x* + x*
E E1 Szamold ki az aldbbi hatdrozott integrélokat!

2 2

a) I(xz +3x)dx c) I(x3 —1,5x)dx
1 1
2 2

b) I(—xz + 12)dx d) j(—x“ + x3)dx

1 1
E E1 Szamold ki az aldbbi hatdrozott integralokat!
1 3
a) I(—2x3 +3x2 )dx c) I(—2x3 +3x7 )dx
0 1
2 4

b) I(—2x3 +3x2)dx d) I(—2x3 +3x2)dx

0 2

ﬂ E1 Szdmold ki az aldbbi hatarozott integralokat!
2
a) I (—3x2 +4x— l)dx
—4

b) j(o,sxz —O,Sx)dx

=3

E E2 (Emelt szint(i érettségi, 2016)
Adott a valds szamok halmazan értelmezett f és g
fuggvény.

flx) = x> -2 ésg(x) = 10 + 10x - x°
a) Oldd meg az| f(x) - g(x) | > 8 egyenl6tlenséget!

b) Igazold, hogy a [2; 8] intervallumon az f és a g
figgvény is csak pozitiv értékeket vesz fel!

c) Hatdrozd meg azt a t valos szamot a [2; 8] inter-
vallumban, amelyre teljesiil, hogy az f fiiggvény
gorbéje alatti tertilet a [2; f] intervallumon meg-
egyezik a g fliggvény gorbéje alatti teriilettel a [£; 8]
intervallumon!



KIDOLGOZOTT FELADAT

Mekkora a valés szamok halmazan értelmezett f(x) = sin x fiiggvény grafikonja alatti teriilet a [0; 27] intervallumon?

Megoldds: A
1<
Szamoljuk ki a [0; 27] intervallumon a fiiggvény hatdrozott integraljat! /1 \
27 0 1 V3 27
. 27 | | I
Ismxdx=[—cosx]0 =—cos2m+cos0=—1+1=0 ‘ ‘ ‘

0
Miért kaptunk 0-t? Azért, mert a hatarozott integral a gorbe alatti elGjeles teriilet értékét adja meg. A grafikon alapjan
a fiiggvény szimmetriatulajdonsagainak ismeretében lathatd, hogy a szinuszfiiggvény grafikonja és az x tengely kozotti
eldjeles teriilet a [0; 7] és a [; 27] intervallumon egymas ellentettje. Ezért a kérdezett teriilet nagysagat akkor kapjuk meg,
ha a [0; 7] intervallumon szdmoljuk ki a hatarozott integralt, és a kapott értéket megszorozzuk 2-vel. (A teriilet nagysaga
egyenld a valds szdmok halmazédn értelmezett x — |sin x| fiiggvénynek a [0; 277] intervallumon vett hatdrozott integrél-
javal.)

3
jsin xdx= [—cos x]: =—cosm+cos0=1+1=2 > A keresett tertilet 4 egység.
0

2
Ellendrizd az el6bbi eredményt a I sin x dx kiszamitasaval!

FELADATOK

Az 1-4. feladatokban szerepld fiiggvények értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza.

E1 Abrazoltuk néhany fiiggvény grafikonjat. Hatdrozd meg a grafikon és az x tengely altal kozbezart teriilet nagysagét!

AL ! AL L]
fo)=—x"+4 h(x) =—0,25x" + 2x' — 6x°*+ 8x
g(x)=-0,5¢"+ x+ 1,5 / \
LI AR
AN \ 1 \
0 1 x 0 1 x| 0 1 x|
E E1 Tekintsiik az f(x) = sin x figgvény grafikonja és az x tengely altal A |
kozbezart sikidomot a [0; 7] intervallumon. Hatarozd meg t értékét ugy, 1 T\ 7
hogy t € [0; 7] és az x =t egyenes a sikidom teriiletét az dbra szerint FN
2: 1 ardnyban ossza két részre! : N\ >
0 1t A\ x
! N
1 i
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E E2 Egy névjegykartya hétterét 3 szinnel szinezték

ki. Az abra szerint az egyik hatdrvonal egy para-
bolaiv, az f(x) = x* fiiggvény grafikonjanak egy ive, a
masik hatarvonal egy szakasz. Hogyan aranylik egy-

E E2 (Emelt szint(i érettségi, 2021)

Adottaz y = 0,25x(x - 5)%, (0 < x < 5) egyenletti gorbe
és az ABCD derékszogti trapéz. A trapéz két csticsa
az A(1; 0) és a B(3; 0) pont, a masik két cstcs pedig a

mashoz a harom rész teriilete? megadott gorbén van, az dbra szerint. A gorbe és az
JA / x“tengely [0; 5] szakasza egy korlét9s sikidomot fo.g

kozre. Ha véletlenszerten kivalasztjuk ennek a siki-
domnak egy pontjat, mennyi a valdszintisége, hogy a
kivalasztott pont a trapéznak is pontja?

\ AHERN /A

y=0,25x(x—-5) (0<x<5)

=y

0] 1

n E2 Egy viztorony tartdlydnak keresztmetszete lat-
hat6 az abran. Az alsé hataroléiv egy parabolaiv,
az f(x) = 0,5x* - 2 fiiggvény grafikonjanak egy ive.
Mekkora a keresztmetszet teriilete, ha az abran 1 egy-
ség a valosagban 1 méternek felel meg?

Ry

\ 17 SRy
N J m E2 (Emelt szinti érettségi, 2007)
| / Adottazf: |-1; 6] —> R, f(x) = —4x® + 192x fiiggvény.
| / \ ! a) Hatdrozd meg f zérushelyét, és elemezd a flgg-
\\ / \ // vényt monotonitds szempontjabol!
\ ! /

b) Jelolje ¢ az f értelmezési tartomanyanak egy pozi-
tiv elemét. Hatdrozd meg c értékét ugy, hogy az x
tengely [0; c] kozotti szakasza, az x - ¢ = 0 egyen-
letli egyenes és az f grafikonja altal kozbezart sik-
idom teriilete 704 egység legyen!

sy

Egy véletlen kisérlet, amellyel statisztikai becslés adhato6 a 7 értékére

Egy szoba padlézatan parhuzamos padlérések futnak. 1777-ben Buffon gréfja (Georges-
Louis Leclerc) vetette fel azt a kérdést, hogy mennyi a valdszintisége, hogy egy elejtett t{i
ugy esik a padloéra, hogy atmetszi valamelyik padlérést. Hatarozzuk meg a valészintiséget,
ha a tdi hossza 1 egység és a rések tavolsaga 2 egység!

Egy t{i helyzetét két valtozoval hatdrozhatjuk meg. Jeloljiik x-szel az abra szerinti szoget és
y-nal a tii kozéppontjanak a hozza legkozelebbi padloréstdl valo tavolsagat. Az abran a kék

1 . . . - 1 . .
szakasz hossza 5 sin x. A t{i akkor metszi at a padlorést, ha y < 3 sin x. 5sinx

Mi a valdszintisége, hogy ha véletlenszerten véalasztunk egy (x; y) valos szampart, melyre

0<x<més0<y<1,akkor y< 3 sin x? A valdszinliség geometriai modellje alapjan ez | yA

—1
egyenl6 a koordinata-rendszerben a megfelel6 alakzatok teriiletének aranyaval. Az 6sszes f

esetnek egy téglalap pontjai felelnek meg, melynek oldalai 1 és 7, teriilete tehat 7. A kedve-

=Y

26 eseteknek az f(x) = 1 sin x fiiggvény grafikonja és az x tengely kozotti pontok felelnek | 0 1 7

Ve s
1 1
meg a [0; 7] intervallumon, ennek teriilete J Esin xdx = [_ECOS x} =1. A valdszintlség
0 0

teh4t . Ezért ha sokszor elvégzi valaki ezt a kisérletet, akkor a relativ gyakorisag alapjan becslést adhat a 7 értékére.
T



két fliggvénygorbe altal kozbezart korlatos sikidom teriilete

KIDOLGOZOTT FELADAT

Abrézoltuk a valés szamok halmazan értelmezett f(x) = x> - 2x - 2 és a g(x) = -x* + 2 \ yA /
fiiggvények grafikonjat. Mekkora a két fiiggvénygorbe altal kozbezart sikidom teriilete? 4\

Megoldds: g

Az abran lathato, hogy a sikidom egyik része az x tengely alatt helyezkedik el. A teriilet
nagysagat meghatarozhatnank ugy is, hogy részekre bontjuk a sikidomot, és figyelem- / \0 1 \ /
be vessziik azt, hogy a teriiletrész mikor van az x tengely alatt, illetve folott. Ennél 'f
azonban van hatékonyabb moédszer.

2y

Adjunk hozza mindkét fiiggvényhez egy megfelelé szamértéket ugy, hogy a vizsgalt | \
sikidom teljes terjedelmével az x tengely folé keriiljon. Megfelel6 ebben az esetben pél-
daul a 4. A 4 hozzdadasa mindkét fliggvény grafikonjan ugyanazt a transzformaciot, a
(05 4) vektorral vald eltoldst eredményezi, igy a kapott g, és f, fiiggvények grafikonja ko-
z6tti sikidom egybevago az eredetivel, teriilete egyenld a feladatban keresett teriilettel.
A teriiletet megkapjuk, ha a fliggvénygorbék metszéspontjait megado x, és x, értékek
kozott integraljuk a g (x) = g(x) + 4 fiiggvényt, majd ebbdl kivonjuk az f,(x) = f(x) + 4 / \ \ /
fiiggvény integraljat ugyanezen hatarok kozott. fi

/ —T
\\-

&

A metszéspontok x, és x, koordindtdi az f(x) +4 = g(x) + 4 egyenletbdl, tehdt az 1
f(x) = g(x) egyenletbdl szamolhatok. / \

xlo 1x2
X-2x-2=-x*+2 P 2 -2x-4=0 P x=-lésx,=2 [T A

=y

Tehat a [-1; 2] intervallumon integralunk. A hatdrozatlan integralasra tanult mtiveleti szabdlyok itt is érvényesek.

2 2 2

T=£(g(x)+4)dx—I(f(x)+4)dx= I(g(x)+4—f(x)—4)dx

-1 -1

2 2 2 3 2 2
20 7
T= x)= f(x))dx = [(=x* +2-x% +2x+2)dx = [ (22> +2x+4)dx =| 22+ 25+ 4x =——(——j=9
J(s=)=r(x))as= Ja={ Ja=| 2| =5
Vegyiik észre, hogy a szamolas soran a vélasztott konstans értéke nem befolyasolja a végeredményt, tehat minden esetben

a két eredeti fiiggvény kiilonbségének integrélja adja meg a két fiiggvénygorbe altal kozbezart sikidom teriiletének nagy-
sagat a metszéspontok altal kijelolt intervallumon.

Két fiiggvénygorbe altal kozbezart sikidom teriiletének kiszamitasa

Ha a valés szamok halmazan értelmezett integralhaté f és g fiiggvények grafikonja két pontban metszi egymast és korlatos
sikidomot zarnak kozre, akkor a kozbezart sikidom teriilete kiszamolhat6 az f - g fiiggvény hatdrozott integrélja segitsé-
gével. A hatarozott integral értéke el6jeles teriilet, a sikidom teriilete ennek abszolut értékével egyenld.

a metszéspontok elsé X T az inteerdl
fx) =g P | koordinatai, integréldsi | P> [(£(x)-g(x))dx > = 8

hatdrok: x, és x, x

abszolut értéke
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FELADATOK

A feladatokban szereplé fiiggvények értelmezési tartoma- A
nya a valés szdimok halmaza. f

4

E EL (Emelt szint( érettségi, 2020)

Adott két figgvény:
fO=(x+4H2-x b g =x+4. / \
Hatédrozd meg az f és a g figgvények grafikonja dltal / \
kozbezart korlatos sikidom tertletét! / \
1
E E1 Mekkora a szinuszgorbe és a koszinuszgorbe al- -~
tal kozbezart zold szinnel jelolt teriilet? 1 x
JA _lin s e
y=sinx Y =CoS X
1 > E E2 Mekkora annak a korlatos sikidomnak a tertilete,
Ny
o] 1 ™ a) amelyet az y tengely, az f(x) = 0,5x* + 5 fuggvény
1 grafikonja, valamint az f(x) fiiggvény x, = 2 absz-
cisszaju pontjaba huzott érintéje zar kozbe?
B E1 Mekkora a kovetkezé fiiggvények grafikonja al- b) amelyet az y tengely, a g(x) = sin x fiiggvény grafi-

tal kozbezart teriilet? P
konja, valamint a g(x) fliggvény x, = — abszcisz-

a)fx)=x*+x-1 és gx)=3x+2 3

szaju pontjaba huzott érintdje zar kozbe?

b)f(x) = 3x* + 2x és gx)=x2+3x+1

E2 (Emelt szint(i érettségi 2009)

I E1L (Emelt szintd érettségi, 2021) Egy egyenld szdrt hdromszdg szérainak metszés-

Adott az y =§(—2x2 +11x) egyenletl g gorbe és az pontja a C(0; 7) pont, szdrainak hossza 53 egy-

ség. A haromszog masik két csucsa illeszkedik az
a h egyenes, amely dthalad az origon és az A(4; 4)

1 2 z
ponton. Mekkora a g és a h altal kozbezart korlatos y=- sz + 1 egyenletti parabolara.

alakzat tertilete?
a) Szamold ki a masik két cstics koordinatait!
E E2 Milyen ardnyban vigjakettéaz f(x) = -1,5x + 6x

fuggvény grafikonja és az x tengely altal kozbezart
korlatos sikidom teriiletét a g(x) = 1,5x fliggvény
grafikonja?

b) Mekkora tertilett részekre osztja a haromszoget a
parabola ive?

VA
Forgastest térfogata

Forgassuk meg az [g; b] intervallumon értelmezett folytonos f(x) > 0 fliiggvény grafi-
konjat az x tengely koriil! Az igy keletkezd feliilet (két korlappal kiegészitve) egy for-
gastestet hataroz meg. A keletkez$ forgastest térfogata meghatarozhat6 integralas 0
segitségével. (Ennek hatterében az a gondolat 4ll, hogy a test térfogata kozelithetd for-
gashengerek segitségével, az dbra szerint.)

b
Egy darab henger térfogata: f*(x,) - 7 - dx [~ A forgastest térfogata: V=7 f f? (x)dx .

VA -
a ) = M « -
Hatdrozzuk meg a forgaskup térfogatat, ha magassaga M és alapkorének sugara r! o=
A forgaskuphoz a [0; M] intervallumon értelmezett f (x) = ﬁx tuggvény grafikonja- o '
nak az x tengely koriili megforgatasaval juthatunk. 20 T x
M
M 2 r2 x3 rz M TSl
V=nr I —x | dx=1-|——| =1-—F" RN
0 M> 3 X 3



KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy iparmivész két formaban tervez meg egy tlizzomanc képet.
Az els esetben félkor alaku, a mésodik esetben parabolaszelet
alakd a kép kerete, az dbra szerint. A képek alapja egyenlé hosz-
szusagu. Melyik esetben van sziikség tobb tlizzomancra?

Megoldds: 10 cm 10 cm

A sikidomokat egymasra helyezve nehéz megéllapitani, hogy me- yA
lyiknek nagyobb a teriilete.

A szamitasokhoz sziikség van arra, hogy alkalmas moédon el- — ~
helyezzitk a parabolat a koordinata-rendszerben és felirjuk az / \
egyenletét. A fiiggbleges tengely(i parabola egyenletét 3 pontja / \
egyértelmiien meghatdrozza. Az abra szerint elhelyezett parabola / \
3 pontja: A(0; 6), B(-5; 0) és C(5; 0). Az y tengellyel parhuzamos
szimmetriatengelyli parabolak egyenlete y =ax®+ bx + ¢, ahol / / . \\
a, b és c valos szamok. Mivel az A pont illeszkedik a paraboléra,
ezért a (0; 6) szampar kielégiti a parabola egyenletét, és ehhez ha- 3
sonldan a B és a C pont koordindtai is. w

A0;6) P 6=a-0+b-0+c b 6=c¢
B(-50) P  0=a-(5?2+b-(-5)+c P O=25a—5b+c} p  0=-10b > p=0

2y

2 6
A 0=50a+2c P a=——c—

C5;00 P 0=a-52+b-5+c¢ P 0=25a+5b+c = ——
50 25

A parabola egyenlete tehat y = —%xz +6.

A parabolaszelet teriiletét hatdrozott integrallal, mig a félkor teriiletét a teriiletképlete alapjan szamolhatjuk.

6 6 x° ’ 2
T, = j(——x2+6jdx={——-—+6x:| =40 cm? Tfk:ﬂz39,27 cm?
“\ 25 25 3 . 2

Tehat a parabolaszelet teriilete a nagyobb, ezért a parabola alaku kép esetében kicsivel tobb tlizzomdncra van sziikség.

FELADATOK

E E1 (Emelt szint(i érettségi, 2018)
Egy cég azzal bizott meg egy reklamiigynokséget, hogy tervezzen egy nagy méret, fiiggélegesen leomld hirdetévasz-
nat a budapesti Lanchid f6 tartélancanak egy részére. A hid két tampillérének PV tavolsaga kb. 200 méter. A {6 tarto-
lanc alakja jo kozelitéssel egy olyan (fiiggéleges siktl) parabolanak az ive, amelynek a tengelypontja a PV felez6pontja
(U), tengelye pedig PV felez6mer6legese. A lanc tartdpillérnél becsiilt legnagyobb magassaga PQ = 16 méter, a vaszon
tervezett szélessége PS = 50 méter. A tervek szerint a QR iven felftiggesztett hirdetdvaszon az abran sotétitett PQRS
tertiletet fedi majd be. (RS merdleges PS-re.) Hany m? teriilet(i vaszon beszerzésére lesz sziikség, ha a rogzitések miatt
8% veszteséggel szamol a tervez6?

- - Q -
R
T ——

F 7 s a




Otletek teriiletszamitashoz a koordinata-rendszerben

>
>
>
>

Kor, télkor, korszelet, korcikk teriilete meghatdrozhato az ismert teriiletképletetekkel.

A linearis fiiggvények grafikonja alatti teriilet meghatarozhat6 a négyszogekre tanult teriiletképletek segitségével.
Sokszogek teriiletének meghatarozasat elvégezhetjiik elemi geometriai modszerekkel, kiegészitéssel, atdarabolassal.
A nem linedris fiiggvények grafikonja alatti teriilet hatarozott integrallal szimolhat¢ ki.

Megjegyzés: A kor teriilete meghatarozhato integraldssal is, de az eljaras meghaladja a kozépiskolai ismereteket.

FELADATOK

E E1 (Emelt szint( érettségi, 2015)

Két sportiskola legjobb te-
niszez6i egyéni teniszbaj-
noksag keretében mérték
Ossze tudasukat. A verseny
emblémajat parabolaszelet
alakdra tervezték (lidsd az
abrat). A koordindta-rend-
szerben késziilt tervrajzon a
teniszlabda roppalydjat jelképezd y = 4 - x? egyenle-
tl parabola, valamint az x tengely hatarolja a para-
bolaszeletet. Az embléman lathaté még a teniszlabdat
jelképezd kor is, ennek egyenlete:
x*+y*-2,6y=0.

Hany szazaléka a kor teriilete a parabolaszelet terii-
letének?

ﬂ E1l Hatirozd meg az f(x) = x(x - 2)(x +2) fugg-

vénygorbe és az x tengely kozotti teriilet nagysagat a
[-1; 3] intervallumon!

n E1 Szdmold ki, mekkora annak a teriiletnek a nagy-

saga, amelyet az f(x) = x° és a g(x) = x* + 6x fiiggvé-
nyek grafikonjai zarnak kozre!

E E1 Egy horgdaszcikk-nagykereskedés olyan hal alaku

cégért készit, amelynek hatarvonalait a koordinata-
rendszerben az y tengely, az f(x) = 0,1x* — 2,8x + 24,
valamint a g(x) = -0,2x* + 4,4x fiiggvények gorbéi
hatdrozzak meg. Mennyi kék festéket kell felhasznal-
ni a hal farokuszonyanak, és mennyi sziirke festéket
a hal testének befestéséhez, ha négyzetméterenként
1,2 dl festék sziikséges, és a koordinata-rendszer ten-
gelyein az egységek a valosagban 1 dm-nek felelnek
meg? (A hal szemét egy piros lampa szolgaltatja, de
az alatta 1év0 feliilletet befestik sziirkére.)

ﬂ E2 (Emelt szint(i érettségi, 2019)

Egy kétszemélyes tarsasjatékot olyan négyzet alaka
tablan jatszanak, amelyet fehér és sziirke mezékre
osztottak fel az dbra szerint. A tédbla k6zéppontosan
és tengelyesen is szimmetrikus. Ha a tablat egy olyan
koordinata-rendszerbe helyezziik, amelyben a négy-
zet csucsainak koordinatai (15 1), (-1; 1), (-1; -1) és
(1; 1), akkor ebben a koordinata-rendszerben az a
jelti iv egyenlete: y = (1 — x)’,0 < x < L.

a) Ird fel a masik harom (az abran b, ¢, illetve d jelt)

iv egyenletét is!

b) A tarsasjaték gyartoja (_1;1) 1;1)
a 2 dm oldalu tabla fe-
hér szinl részének be-

vonasdhoz egy specia- b ¢
lis anyagot haszndl.
Ebbdl 1 kg mennyiség . f

12 m? teriilet bevona-
sahoz elegendd. Sza-
mold ki, hogy 4000 (1-1) (1-1)
darab tabla elkészité-

séhez hany kg specia-

lis anyag sziikséges!

E2 Egy foly6 medrének keresztmetszete az A he-
lyen az f(x) = —cos x + 1 fiiggvény, mig B helyen a
g(x) = x* - 2x* + 1 fiiggvény grafikonjaval kozelithe-
t6. Az ataramlo folyoviz az A helyen [-7; 7] interval-
lum szélességében, a B helyen a [-1,5; 1,5] intervallu-
mon szélességében tolti meg a medret (ahol 1 egység
a valésagban 1 méternek felel meg). Hatarozd meg
az A, illetve B helyen ataramlé viz sebességének ha-
nyadosat, ha a két helyen adott id6 alatt ataramlo viz
mennyisége azonos,
és a sebesség forditot-
tan aranyos az aram-
lasi  keresztmetszet
nagysagavall A sza-
molasokat két tize-
desjegy pontossaggal
végezd el!




(D = definicio, T = tétel, M = mddszer)

Fliggvény folytonossdga az x,
helyen

D  Fuggvény folytonossaga

Differencialhatésag,
differencialhdnyados

D  Primitiv fiiggvény

D  Hatdrozatlan integral

T  Integralasi szabalyok

T  Alapintegralok

Also kozelitd osszeg,
fels6 kozelitd Osszeg

D  Hatdrozott integral

D  Integralfiiggvény

Az f figgvény az értelmezési tartomanydnak x, helyén folytonos, ha az
x, helyen létezik hatdrértéke, és ez megegyezik a fliggvény x -beli helyette-
sitési értékével.

Egy fliggvény folytonos, ha értelmezési tartomanydnak minden helyén foly-
tonos.

Legyen értelmezve az f fiiggvény az x, egy kornyezetében. Azt mondjuk,
f(x)=1(x)

=35

hogy az f fiiggvény differencidlhat6é az x, helyen, ha az
fiiggvénynek létezik véges hatarértéke. Ez a hatarérték az f fiiggvény x, -beli
differencidlhdnyadosa (derivaltja). Jele: f'(x, ).

A valés szamok halmazan értelmezett f fliggvény egy primitiv fliggvényé-
nek nevezziik az F fliggvényt, ha minden valds x esetén f(x) = F'(x).

A valés szamokon értelmezett f fiiggvény Osszes primitiv fiiggvényének
halmazat az f figgvény hatdrozatlan integraljanak nevezziik.

[(F£8)(x)= [ £ (x)d [ g(x)dx
J.(Cf)(x)zc-jf(x)dx ceR

n+1
x
jx”dx: +c (neN,ceR)
n+l
J-sinxdxz—cosxﬂ: és jcosxdx:sinxﬂ: (ceR)

Legyen az f fiiggvény korlatos az [a; b] zart intervallumon. Osszuk fel az
[a; b] intervallumot #n egyenld részre, és minden részintervallumban ke-
ressitk meg a fiiggvény minimumat. Azon téglalapok teriiletének osszegét,
melyeknek egyik oldala az intervallum hosszanak n-edrésze, masik oldala
a részintervallumban a fliggvény minimuma, alsé kozelitd osszegnek ne-
vezziik. Fels6 kozelit6 osszeget kapunk, ha minimum helyett f maximumat
vessziik. Jeles , illetve S .

Legyen egy f fiiggvény korlatos egy [a; b] zart intervallumon.
Ha lims, = lim S, akkor a fliggvény integralhato az [a; b] intervallumon, és

n—0 n—0
ezt a kozos hatarértéket az f fliggvény [a; b] intervallumon vett hatdrozott
integraljanak nevezziik.

Ha f integralhatd [a; b]-n, akkor az [a; b]-n értelmezett F(x):If(t)dt

a

fiiggvényt integralfiiggvénynek hivjuk.



T Newton-Leibniz-tétel

A fiiggvénygorbe alatti teriilet
meghatarozasa

Két fiiggvénygorbe altal
kozbezart tertilet kiszamitasa
(ha fés gintegralhato
fiiggvények)

Az [a; b] intervallumon értelmezett f folytonos, integralhaté fiiggvény ese-
tén, ahol F fiiggvény az f fiiggvény egyik primitiv fiiggvénye:

.b[f(x)dx=F(b)—F(a).

Az [a; b] intervallumon integralhato f fiiggvény grafikonja,azx =aésx=b
egyenesek és az x tengely altal kozbezart korlatos sikidom tertiletének sza-
mitdsa:

I. Meghatdrozzuk az f fiiggvény zérushelyeit. (pl. x;; x,)

II. A zérushelyek ismeretében az [a; b]-t részintervallumokra bontjuk.

(pl. x, € [a; b] esetén: [a; x; [x; b])

II1. Kiszamoljuk az f fiiggvény hatarozott integraljat a részintervallumokon.

£t b
(pl. If(x)dx , valamint J.f(x)dx)

IV. A keresett teriilet a kapott integralok abszolut értékeinek 6sszege.

I. Az f(x) = g(x) egyenlet megoldasaval meghatarozzuk a grafikonok met-
széspontjainak els6 koordinatdit. (x, és x,)

)
I1. Kiszamoljuk az I (f(x)—g(x))dx hatarozott integral értékét.

&1

II1. A keresett teriilet a kapott hatarozott integral abszolut értéke.

IIIIHHHH@&MHHMII

1. E1 Derivald a fiiggvényeket!
a)f(x) =x*+4x - 10
b) g(x) = 2x° - 7x
c)h(x)=x*+8x-9

2. E1 Derivald a fiiggvényeket!
a)f(x) =sinx
b) g(x) = 2cos x - 1

¢) h(x) = 3sin x - 2cos x

4. E1 Adj megkét olyan fiiggvényt, amelynek derivéltja:
a)f(x) =3x* + 2x; c) h(x) =2x> - x> +3x + 8;

b)g(x) =x* + 5x - 4; d) i(x) = sin x - 3cos x.

5. E1 Add meg a valds szdmok halmazdn értelmezett
f fuggvénynek azt a primitiv fliggvényét, amely atmegy
a P ponton, ha

a)f(x) =x>+6x-3 és

b)f(x)=12x*+3x* -1 és

P(-4; 2);
P(1; -2);

T
Cc)f(x) =sinx +2cosx  és P(_Z; 3} .

3. E1 Hozd egyszer(ibb alakra a fuggvények hozzéren-
delési szabalyat, majd abrazold a fiiggvények grafikon-
jat! A grafikonok segitségével allapitsd meg, hogy mi
a fuggvény hatdrértéke azon az x helyen, ahol nincs

értelmezve!
2_
a)fR\(0) >R, f)= X %
x> —16
b)gR\{4} >R, gk =
2x—8
2
)R\ >R, h(y= 25 12X
x+3

d)k: R\ {l} > R, k()=

3x-3

6. E1 Szdmold ki az alabbi integrdlok értékét!

a) .3[(—39(2 +6x+5)dx d)

1

—_— N

(3sin x—2cos x)dx

(8

— )y

b) j-(—4x3 +4x—7)dx e)

-1

(ZSin x+4cos x)dx

N

c) j(sx3 —6x +10x—1)dx

-2



10.

11.

12.

13.

. E1 Végezd el alehetséges algebrai miveleteket, majd

szamold ki az integralok értékét!

T

a) j‘Zx(x2 —3x+7)dx

-1

4 5.3 2
3x”+7x"—4
c) J’de
1

2x

4 2

b) I(Sx —2)(3x+ l)dx

0

. E1 Hatdrozd meg az aldbbi integrélok értékét!

1
a) I(3x —1)2 dx
0

x2—4

x+2

dx

4
b) Ix'
2

. E1 Hatdrozd meg az alabb integrélok értékét!

—w |y

a) (sinx+cos x)dx b) (2sinx—cos x)dx

o —w |y

N

E1 Mekkora az x tengely és a fiiggvény grafikonja al-
tal kozbezart korlatos sikidom teriilete?

a)f.R->R, fx) = -3x* + 4x

b)gR >R, gx) =4x* + 10x

E1l Az f(x) = ax* + bx fuggvény értelmezési tarto-
manya a valds szamok halmaza. Hatdrozd meg a és b
valds egytitthatok értékét, ha

2

Jf(x)dx=16.

1

f@) =45 &

E2 Hatdrozd meg az a, b és ¢ valds egyiitthatdk ér-
tékét, ha az R - R, f(x) = ax* + bx + ¢ fliggvényrél
tudjuk a kovetkezoket:

F12) = -3

3

If(x)dx=24.

0

f(2) =10;

E1 Egy szervezet logdja parabolaszelet alaku. A pa-
rabolaszeletben egy lila szind négyzet lathato, a pa-
rabolaszelet tobbi része sarga. A parabolaszeletet az
x tengely és az f(x) = —0,6x* + 5,4 fiiggvény grafikonja
hatarolja.

Hatérozd meg a négyzet oldaldanak hosszat, ha a sarga
rész teriilete kétszer akkora, mint a lila rész teriilete!

yA

~

/D

2y

14

15.

16.

17.

18

19.

20.

21.

.E2 Az R> R, f(x)=x*-3x fliggvény grafikon-

janak meghuztuk azt az érintdjét, amelyik a lokalis
minimumdban érinti a fiiggvénygorbét. Mekkora az
érintd és az f figgvény grafikonja altal kozbezart kor-
latos sikidom teriilete?

E2 Mekkora az R —» R, f(x) = x* + 3x* - 10x fiigg-
vény grafikonja és az x tengely altal kozbezart korlatos
sikidomok tertiletének 6sszege?

E2 Szdmold ki az f(x) = (x - 3)2x + 2)(3x + 9) fiigg-
vénygorbe és az x tengely altal hatarolt korlatos sik-
idomok teriiletének osszegét!

E1 Mekkora annak a korlatos sikidomnak a teriilete,
amelyet a valds szamok halmazan értelmezett

a)f(x) =3(0c-2)° és
b)f(x) =2x*+5x-3 és

gl) =-3x+ 12
g =x*+8x+1

tiiggvények grafikonjai zdrnak kozre?

. E1 Milyen p valds paraméterek esetén teljesiilnek az

alabbi egyenldségek?
2

a) J(—2x3 +px)dx =30
-3

P
b) j(S—x)dx =75

1

E2 Hatirozd meg annak a sikidomnak a teriile-
tét, amelyet az f(x) = (x - 6)* - 2 egyenletl parabola
grafikonja, a parabola 3 abszcisszaju pontjara illesz-
ked6 érintdje és az x tengely bezar!

E2 Egy test alaplapjit egy olyan tengelyesen szim-
metrikus alakzat alkotja, amely egy téglalap és egy, a
téglalap egyik rovidebb oldalara kifelé illesztett para-
bolaivbdl all 6ssze. A téglalap oldalainak hossza 6 cm,
valamint 4 cm, és a parabola csticspontja a téglalap
révidebb oldalatol 8 cm tavolsagra (a masik rovidebb
oldaltol 14 cm tavolsagra) van. Mekkora az alaplap te-
riilete?

E2 Mekkora a terillete an- | | A [
nak a korlatos sikidomnak, \
melynek egyik hatdrold ive a
[-2;2] intervallumon értel-
mezett f(x) = 1,5x* fluggvény \ /
grafikonja, masik hatarol¢ ive a \ /
grafikon két végpontjara mint \ /
atmérék végpontjara illesztett
télkor az abra szerint? 1

Xv




MEGOLDASOK

1. lecke: 1. 3 : 4. 2. négyet. 7. a) -24. b) 1,4. ¢) 4; -3.
2.lecke: 1. 18 mm, 23 mm és 35 mm. 2. 12; 9.

3.54; % és 3715 4. 4200 Ft, 4500 Ft és 5800 Ft.

5. a) 13,6 %-0s. b) 107 Ft, 136 Ft és 166 Ft. c) végtelen sok
megoldds van. 6. 5720 Ft, illetve 1950 Ft.

3. lecke: 2. a) 30 6ra, 20 6ra. b) 17 érara. 3. 80 perc.
4.30-an. 5. 53 km/h. 6. 16. 7. 4. 8. Mindketten 4 m/s,

16 8
vagy Yy m/s és 3 m/s.9.a) -3 ¢és2.b) 3.

4. lecke: 1. a) £0,5; +3.b) —-1; 2. ¢) £1; £5. d) +4. 2. 90 m és
56 m. 3.24 cm és 70 cm. 4. 9 cm, 40 cm és 41 cm.

+

5. (70; 24). 7. 2) -1 és —2.b) —4; 1; = \/_ 8. ) (2 3}
b) (0,5; -3,5). 9. 100 perc és 50 perc. 10. a) (-0,5; 2).
b) (2;2).

5 , 7 . [ .
5.lecke: 1. 3 s és 3 s. 2. a) 0. b) nincs megoldas. c) nincs

7
megoldas. b) 1 és 3 3.0,4és-11,6.4.7.5.a) -3 és 2.
b) —l.c)—2é56.6.—5és l
4 3

6.lecke: 2. -1 és0. 3. a) 327 m. b) 480 m. 4. a) 2,2. b) 172.
5.a) 1 db gyok (x = -2). b) 0 db gyok. ) 2 db gyok (2 és -2).
6.2)2.b)27.7.6.8.4.9. (18; 4).

7.lecke: 1. a) ng.b) x<-2vagyx>2.¢)x< 1,5.d)

R.e) 0. 2. a) nincs megoldas. b) 2,5. ¢) nincs megoldas.
3. a) nincs megoldas. b) 0,25. 5. a) (7; -5). b) nincs megol-
dés. 6.a) -2;0.b) 0;3.¢)0.7.a) 0; 7 és —6.Db) 0; 1 és -2,5.

8. a) nincs megoldas. b) 1; —g .¢)-7;7.9.a) -1; -2.b) 2.
¢) 2;3.d) 2.10. a) (5; -3). b) (6; -1). ¢) (3; -5)

8.lecke: 1.2) p.b) 224 2. 2)2p —0,5.b) :P.

3.a) -8.b) -4, vagy -8.4.a) 2.b) % .6.a)4és-1.b) -1.

2 1
9.lecke: 3.2) 6 és -10.b) 3és 7. 4. 3 és 5.5.a)p<4

vagy p>8.b) p<0vagyp>20.c)p#0ésp<1vagy
p>9.d)p#0ésp<1vagyp>4.

10. lecke: 2. a) x < -7 vagy x > —-4. b) x < -5 vagy x > 3.
c)l<x<3.3.a)-4<x<4.b)x>0,75.4.a) x< -1

vagy x> 2.b) 0,6 <x<1,85.11. 6. 31,875 < x < 38,57.
7.55x<6.8.2)-1<x<5.b)-2<x<7.9.20 < x < 2020.

11. lecke: 1. a) 6,5.b) 6. ¢) /47,5 . 3. a) 25 perc.

b) 4,8 km/h. 4. 9, illetve 16 éves. 5. a) 5 és 20. b) 4 és 16.
a) 28 és 63.b) 1 és 7. 6. a) 104%-kal. b) 110 %-kal. c) 43%.
7. a felénél. 8.36 =6 - 6.

1 1
12.lecke: 4. 8 vagy 9. 5. 1. 8. 1 és e 9.a) (2; -5, 13).

b) (2; -5; 13).

14. lecke: 1. 88 m. 2. a) 67,1°% 22,9%s 90°. b) 67,1° és
112,9°. ¢) 5 cm. d) 12,6 cm?. 3. 90°% 54,4° 35,6°% 71,2°%
108,8°. 4. A legnagyobb szdge = 85,9°. 5. a) 109,4° és 70,6°.
b) 5,11 cm. ¢) 24,6 cm?. 6. a) 26,57°. b) 78,43°. ¢) 6,6 m.

15. lecke: 1. a) 89 m. b) 43° 57° 123° és 137°.¢) 70 m és
223 m.2.a) 89 m. b) 165 m és 128 m. c) 43° 123°% 57°
és 137°.4.39,4 cm?. 5. a) 11,8 km. b) 27,7°. ¢) 9,6 km.

d) 64,4 km?. 6. a) 2,75 km. b) 78°. ¢) 3,1 km. d) 283 hek-
taros.

16. lecke: 1. a) 103 km. b) 70 km. ¢) 335 km. 2. 565 m.
3.96 m, 48 m. 4. 85 m. 6. a) 161 373 m>. b) 23,4 m.
c)276m.7.a)a tévolség ~ 5,7 km < 6 km. b) 5°.

17lecke6a)\/7 1— lb)ilﬁesl

I(Tes[d)2f33es3f
7. 7310, \/3-20,50 (m); (100+J§-2o) m é&s 40043 m>.

18. lecke: 4. a) 16,1 cm. b) 0,28 cm. 5. a) 56,35 cm?.
b) 0,98 cm?. 6. a) 4,5 cm. b) 0,75 radidn ~ 43°.
7.87,2° = 1,52 radidn. 8. a) 165°. b) 105°. ¢) 264°. d) 24°.

19. lecke: 6. a) 0,8415.b) 1 - 1~ 2,14.¢) 1 + 2w~ 4,28;
m-1+2m~8,43.d) 0,5403. ¢) 27 — 1 =~ 5,28. ) 1,156.

3
20. lecke: (k,l € Z) 3. a) %+k2ﬂ és Tﬂ+12ﬂ .
Vid T 21 21
b) =+k2m és ——+12m . ¢) =—+k2mw és —+127 .
3 3 3 3
23. lecke: 6. 3,5 és 1,5.
24.lecke: (k € 7Z) 1. a) —+k27r és ?+k2 E+kﬂ

7 2
és —ﬂ+kﬂ.b) —£+k7r; ——ﬂ+k27r.c) 2 okon
12 3 3 4

és 3,—7T-|-k27r; E-ﬁ-kﬁ' és 3—7r+k7r.d) £+k27r és
4 8 8 6



11 3
?” + k27 ; nincs megoldas. e) %+ k2m és Iﬂ +k2rm ;

%’Hk-n .2.2) 100. b) 50. ) 100. d) 0.

1

3.2) 0,015 + k- 0,02 b) ——+k-0,02 és ——+k-0,02.
600 600

¢) 0,002367 + k - 0,02 és 0,007633 + k - 0,02.

25.lecke: (k, I, m € 7)) 1. a) %+k7r .b) %+k7r és
1,25 + k. 2. ) %+k27‘c és 5?”+k2ﬂ.b) k2.

3 . 3m b4
¢) —+kn.d)knés —+12r .3.a) ——+kn.

4 2 4

b) 1,212 + k7. 4. a) kx és %+l277,’ és —%+m27r .

3 5
b) ZEikon és Fron és 2Evman . ) kmeés Z+1E
2 6 6 4 2

5. a) .6.73,7°

V2 +6 b V2 +6 9 1+3
4 4 Tz

7. 53,1°, 106,2° és 20,7°.
7 T
26.lecke: (k,l € Z) 2. a) —;+k27r Sxﬁg+k27z .
b) T ikon. <) T ko SxS7—n+k7r .
2 6 6

5
3. —%4—]{277.' Sxﬁ?ﬂ-i-kﬂ' .4.a) 6 6ra 8 perc. b) 164.

6.b) 0; ; 27; —Z; E; 5—ﬂ
3 3 3

28. lecke: 1. a) 120. b) 151 200. 2. 105. 3. a) 4 782 969.

b) 531 441. ¢) 1 417 176. d) 60 060. 4. a) 10. b) 4. 5. 600.

6. a) 630 630. b) 630 630. 7. 1200. 8. 6 - 100 - 26°.

9.2) 243.b) 51.

29. lecke: 1. a) 241 920. b) 40 320. 2. 360. 3. 105. 4. 651.
5. 20, 70, 60. 6. 48. 7. a) 2. b) 9. ¢) 8. 8. 35.

30. lecke: 1. ¢) 2". 2. a) 16. b) 26. ¢) 16. d) 16. 3. a) 35.
b) 105. 4. a) 14. b) 0; 1; 14. 5. a) 28. b) 56. ¢) 3; 70.

31. lecke: 2. a) 45. b) 25. ¢) 21. d) 18. 3. 23. 4. 15.
5.2 vagy7.

32.lecke: 3.a) 24.b) 23.¢) 8.d) 3.¢) 8.4.6.

33. lecke: 1. 20. 2. a) 21. b) 190. ¢) 20. 3. a) 1024. b) 125.
4.16. 8. 55.

35.lecke: 1.a) n =2,k >1.2.a)0.b) 2. ¢) végtelen. d) 12.

3. 12 lehetdség, a legkisebb 385. 4. 503. 5. a) 120. b) 24.
6.2) 512.b) 8 888 888 880. 7. 192.

36. lecke: 1. 42. 2. a) hamis. b) igaz. ¢) hamis. d) igaz.
e) igaz (0). 4. a) 3 és6.5.-14, -4,-2,0, 2, 4, 6, 16.

37.lecke: 1. 60. 2. 96. 3. a) 144. b) 180. 5. a) 48 paratlan,
192 paros. b) 1: 191. 6. a) 0,234. b) 2** - 5%,

38. lecke: 1. a) 1467,. b) 22000,. 2. a) 101101, 231,, 55,,
illetve 1000111, 1013, 107,, illetve 1111001 , 1321,, 171,
illetve 11101010,, 3222,, 352, 4. a) 101010,. b) 11201,

¢) 11111100,. 5. a) 4. b) 4. ¢) 5.

40. lecke: 5. 2401. 6. a) 9. b) 0.

41. lecke: 1. a) 3?2. b) x**. 2. a) 2715, b) m®”. 3. a) p>*.
b) p°?'. 4. a) els6. b) elsé. ¢) masodik. 5. a) -2,1 - 10".
2

n+1

6.a)<.b)=.¢)>.d)>.8. A=B

42.lecke: 1. a) 3,7. b) 10-szer. ¢) 10~* mol/dm?. 4. a) -1.
7 3 1 1 1

b)4.c) ——.d) —.e) ——.6.a) —.b) —.c)9.d) 1.

)C)4)ze)3a)8)64C))

4 3
—.f) —.g) -3
e) oy )49 g

3
43. lecke: 1. a) 16. b) Gj ) 144.d) 4.2.2) 7. b) %
¢) 0.4.a) -2.b) 1. 6. a) 3. ¢) 50, 25, -50.

44.lecke: 1. a) 2.b) 3; -3. ¢) -1. 2. 1985 é5 2000. 3. a) —1.
b) -2.¢)0;4.4.46ra.5.a) x>3.b) x<0.¢c) x< -3.
6.2) (2;0).b) (3; 3). ¢) (-4; -1).

45. lecke: 2. a) -8.b) -1. ¢) -8. d) -10. 3. a) nincs megol-
dés. b) 259. ) 259 és —253. 4.2) 61.b) 9. ) x> % ) g .
5.120 dB. 6.2) 8.b) 1. ¢) 2 — 3.7.2) 9. b) 16.

46. lecke: 1. a) 1,5. b) 400. 2. a) 4,2 - 10**. b) 64 perc mulva.
¢) 22,76 perc. 3. a) 0 dB. b) 28 dB. ¢) 89,5 dB. d) 10-szere-
sére. 4.a) 6,5.b) 0,5.5.2a) 126.b) 1 és 2. 6. 5888 m. 7. a 36.
hénap végén.

47.lecke: 1.a) x > 29 b) 0,1 <x < 10.¢) x> 2.d) x < 2.
2. a) 8 jegyl. b) 105 jegydu. 3. a) 3 033 000 Ft. b) Legalabb
56 honap.

49. lecke: 4. (-1; 12) vagy (-17; -10). 5. a) (-23; 15).

b) (3; 2—;) .6.(4;0), (<25 8). 7. (=35 -5), (05 -2) vagy
(-15;7), (=125 10). 8. (-1 + 4+/3 ;1 + 3+/3 ) vagy

(-1-4+/3;1-3/3).

50. lecke: 3. b) (=43 0), (-1; = /3 ), (=3; /3 ), (05 =23 ).
9

4.1) (4;0), (1; V/3), 33 \/3), (0;-2+/3 ). 5.b) (—g;gj,

22 26
——=5—.6.(-1,51,5). 7. (1; 1) és (7; -3).
( 0 10] ( )-7.(1;1) és (7 -3)

51.lecke: 1. a) 60°. d) 0. 2. a) 10,239. b) -3, 149. ¢) 0.
d)-14.3.a) 1.b) 0. ¢) 1. d) 1. 4. a) 150°. b) 90°. ¢) 180°.
d) 60°.5.2;2;4;4;4;4;2.6.¢)9.d) 36;27; -54; 9.
e)18+0=18;6-3=18.

52.lecke: 1. a) 2; \/ﬁ; \/% ; 85,6°. b) 13; \/%; \/B;
45° 2. a) (-3;5) és (-7; 1). b) 71,6°. 3. a) 4. b) 2 vagy -6.
4.2) \J74 és \J106 . b) 96,49°. 5. a) (6; -1), (1; 7), (~1; 5).



b) (5; -8) és (-2;2). ¢) —-11. 6. a) (4; 3). b) (-3; 4), 163,7° és
106,3°.

53.lecke: 1. a) 0; 0; -130; -78; 0; 0. d) 119,7°. 2. a) (27; 9).
b) 25.¢) 0. d) 69,4°. 3. a) 9. b) 1. 4. b) 6,32; 3,61; 4,12 és
3,16. ¢) 57,53°, 126,46°, 74,74°, 105,26°. 5

2 2

¢) igaz. 6.4+4\/§.7. a) [—£ l] és [4 4] b) 78°.

) 3T7r+k7r,vagy m%,aholk,m el.

19 1
54. lecke: 1. (-9; -13) vagy (-3; -4). 2. a) (—?9; g] )

b) (-9; 3). 3. (-3; 2). 4. a) (1,5; 3,5); (-2; 1) és (-2,5; 4,5).
b) (-1; 3). ¢) azonos. 5. ¢) (-6; -6), (10; -2) és (-4; 8).
6.(2;2).7.b) (45 -1). ¢) (=25 -7), (105 -3) és (4; 7). 8. 9,81;
8,55 és 5,79; 60°, 36° és 84% (2; 4), (7,5; 2,2) és (5,5; 11,8).
55. lecke: 6. b) (0; 0) és (3; 2) vagy (-4; 6) és (-1; 8).

7.(06). 8.1) 8—76

23 61 71 3
57.1lecke: 1. b) .0) | —s——1.2.90°% 43,6° és
25 25 25" 25

46,4°.3. \26 . 4.2) (-1;6). ) (1,5; 1,5). d) (5; 5). 5. 3 és

15 20 6 1
0,58. 6. a) -31°és -63°.b) | —; — .=
1111 11 11

7.a) (12; -23), (16; -15), (0; 9). b) 63°, -56°. ¢) 119°, 61°.

58. lecke: 1. 537 m. 3. a) 175,6°. b) (49; 175). 4. a) -17,5.
b) -2,4. ¢) £1. d) -2, illetve 6. 5. 67°. 7. (2; 9).

59. lecke: 4. b) (12; -1). 6. a) 37,25.

61. lecke: 2. (2; 1), (6; -3). 3. V40 .
62. lecke: 5. 15,625 m. 6. nem.
713) (7 5
63.lecke: 1. 2) (3;2). b 4.b) (0;6
ecke: 1. a) ( ))(3 3} £33) ) (0; 6)
és (8; 0), illetve (0; 8) és (6; 0). 5. ) 2+/50 . d) 12.

6. (=5 -2 +2+3), (=5; -2 = 23 ). 7. (=7; 2), (9; —6),
(11; 8), (3; 12).

65. lecke: 3. a) 21,5 cm. b) 0,5 dm?. ¢) 18 éves. 4. a) 120.
b) 372. ¢) 47,2, illetve 556,96.8.a) 0 < x < 2.b) x < -5.
c)0<x<2.

68.lecke: 4.a) 5.b) 4. ¢) 6. d) 2. 6.a) -2; 0 és 3. ¢) (2; -8).
69. lecke: 2. a) 0,5.b) 1,2. ¢) -0,4. d) 0. 4. a) (2; 8).

70.lecke: 5.a) 1 és -1.b) 0 és 4.¢) 2,5.d) 0 és -6. 7. a) 4.
b) (15 1). ¢) (15 3). d) (2; 1). ) (2; 3).

71. lecke: 5. a) 60 dollar. b) 90,55 dollar; 69 dollar.

72.lecke: 1. 4 cm. 2. 40 mm. 3. ha az eurd 4ra 37 Ft—tal
novekedne. 4. a) 308 cm>. b) 5 cm, 10 cm és 8 cm.

5.a) 5000 db. b) 160 db. ¢) 1 574 400; 1 031 600;

542 800 (Euro). 6. a) 600 kg, 10 800 Eurd. b) 380 kg ese-
tén, 2306,4 Euro. 7. 7,73 és 2,27

5. a) hamis. b) igaz.

73. lecke: 4. a) 2,6 m. b) 71°. 5. 8,165 m tavolsagra.
a) A koordinaték (8,16; 3,78) és (-8,16; 3,78).

74.lecke: 2. 2,5 m és 5 m. 3. (3; 1,5), 37°. 5.) 3,33 s.
b) 6,67 s.

75.lecke: 1. 1,6 dm és 0,8 dm. 2. 4,3 cm és 17,2 cm; 70 Ft.
3. 3,46 és 114°.

76. lecke: 1. 45°. 2. 45° 4. a) 215 km. b) kb. 87 km/h.

10
5.y = 0,75x - 0,5; E(?; 2] :

77.lecke: 1. 21 cm, 79 cm és 58 cm. 3. 52 km/h.

4.2a) 400 000 Ft. b) 48 db, 240 000 Ft. 5. 23 cm és 46 cm.
6.2a) 2700 000 Ft. b) 27. 7. a) 25 200 000 tallér.

b) 260 tallér.

80. lecke: 2. a) 12+/2 . b) 288(1 + /3 ) cm2. 3. 1909 cm’.
4.¢) 623 cm?.

81.lecke: 2. 18. 3.5 cm, 4,17 cm, 12,5 cm, 3,6 cm.
5.4,94:3,06. 6. 4x + 5y = 55. 7. 1:0,347

82. lecke: 1. 4,5 szerese. 2. 720, 2160 és 1620. 3. 30 cm,
31,875 cm, 62°, 56°. 4. b) 48 cm. ¢) 409 cm?, 1138 cm?.
5.2) 15.6.24/3 .

83.lecke: 2. 2,5 cm. 4.9:12. 5. 0,7 cm. 6. a) 45,8 m,
44,1 m. b) 8,27° ¢) 866 m?, 145 m?, 721 m?.

810
84. lecke: 2. a) 65.b) T 4.10 cm. 6. 807 cm®.

85. lecke: 1. 3:1, 14,2 cm? és 9,4 cm?. 2. 3,41. 3. 234 cm?.

V7

5.92,4m.7.a)\/£.b)T.

86. lecke: 1. 24,7%. 2. 41,5 cm. 3. b) 46,5% 133,5° 75,5° és
104,5°. ¢) 69,7 cm”. 4. a) négy. b) 42,5%, 106,4%, 150%.

5.2) 30/2 . b) 90°. ¢) 900 m>.

87.lecke: 1. 166 cm. 2. a) 5 m, illetve 5,57 m. b) 30% és
35%. 4. a) 228 mm. b) 1042 mm. 5. b) 19%.

88. lecke: 2. 7,8 cm. 3. 152°, 82°, 126°. 4. 61°%s 119°. 5. 20°.

89. lecke: 1. 95°, 75°, 85°, 105°. 2. 86 m* vagy 210 m”.
3.12,68;9,28; 7,32 és 10,72. 4. 7 cm, 8,08 cm, 4,04 cm,
38,2° 68,2° 111,8°. 5. b) 792,6 cm?. 6. 1,7, illetve 2,9.
90. lecke: 1. 41°, 3 cm. 2. a) 54,7°. b) 54,7°. 3. a) 73,7%

8\/_ 542.

11 cm. b) 90°% 4,8 cm. 4. 70,5°. 5. —— . 6. 60°,
7.a) 90°.b) 2,1 cm.

2
91. lecke: 1. 2—2 .2.a) 73,7°.b) 216. ¢) % .4.2) 146,9 dm?,

illetve 145,8 dm’, csonkagula. b) 126,9 dm’, illetve
127,6 dm?, haséb. 5. 5,5 cm. 6. 13,6 cm®. 7. a) 47,4 cm.
b) 873 db. 8. a) 1,85 6rat. 9.1 5.



92. lecke: 1. a) 3+/2 vagy 13 V2.b)3,35 vagy 13,1.

0 1,52 vagy 6,5+2 .d) 4,03.2.13 m. 3.3 cm.
4.72 egység. 5. 11 m. 6. a) 21,2 m. b) 49,7 s. ¢) 28,5 s.
7. 30,53 egység.

94. lecke: 1. 9. 3. a) 16. b) 32. ¢) 28. 4. 8. 5. a) 13. b) 4017.
) 2048. d) 2048. 6. V: 20, 24, 28, S: 30, 36, 42.

95. lecke: 1. 986. 2. a) 23. b) 14. 3. 300. 4. b) 11. 5. 10%.
6. Legaldbb 7. 7. 3235. 8. a) 5. b) 4. 9. a) 1200. b) 8550.
¢) 8700. 10. 240.

96. lecke: 1. 22; -5, 29; 60.
100. lecke: 2. a) 4. b) 32.¢) 6.

104. lecke: 1. a) 5003 m, 710 m; 691 m. b) 1222 m; 952 m.
4. 375 250. 6. a) 24,9 pont. b) 2.

105. lecke: 2. a) 2,5, illetve 2. b) 3, illetve 2,3. 3. atlag
107 g, szdras 1,3 g. 4. b) 0,0625. ¢) 0,26.

106. lecke: 2. 0,7 és 1; 0,3 és 0,6. 3. 0,65. 5. 0,4. 6. 0,22.
7.7.

107. lecke: 1. a) 0,4. b) 0,2. 2. a) 0,18.b) 0,4. ¢) 0. d) 0,3.
e) 0.1) 0. 3.b) 0,43. 4. a) 0,327. b) 0,323. 5. a) 0,33. b) 0,98.

108. lecke: 1. a) 0,146. b) 0,147. 2. 0,47. 3. a) 0,15. b) 0,02.
¢) 0,009. d) 0,02. 4. a) 14 vagy 15 lany és 17 vagy 18 fiu.

1
b) 0,475. ¢) s rész. 5. a) 1698 Ft. b) 0,1. ¢) 0,14. 6. a) 0,12.
b) 0,0024. 7. a) 3. ¢) 10.

109. lecke: 1. a) 8,3.b) 6,7. 2. 2468 Ft. 3. a) —3177:1 .

b)177,7 Ft. 4. 0,974 és 18 Eurd. 5. a) 940 000 Ft. b) 0,1375.

110. lecke: 2. a) 0,704. 4. a) 0,4. b) 0. 5. 0,216; 0,432; 0,288,
illetve 0,064. E = 0,864. 6. a) 0,0625. b) 0,67. 7. 32.

5
9.a) s b) 120 Ft. 10. a) 0,89. b) 11. 11. b) 0,083.

266
112. lecke: 2. 18-szor vagy 19-szer. 3. a) -5 b) 192.
4. 48;36;30.5.1,2 és 4 vagy -2 és -4. 6. 40. 7. 7.

113. lecke: 1. a) 26. b) 38.2. 57 998 Ft. 3.9,59 m. 4. +1, -1,
+2,-2.5.25.6.2) 9703 m. b) 199 841 m. ¢) 0,474.

114. lecke: 1. 36. 2. a) 358 685 Ft. b) 630 539 Ft.
¢) 960 746 Ft. 3. a) 295 213 Ft. b) 890 817 Ft.
4.2 775520 Ft. 5. 115.

115. lecke: 2. a) -3 < k< 3.b) k> 5, vagy k< -5. 3. a) 6.
5.) 1527 kg.

116. lecke: 1. a) 10. b) 10 000. 2. a) 10 000. b) 102, ¢) &2
3.2) 50.b) 10". ¢) ¢'. 4. a) 880. b) pl. 10"%. ¢) pl. &".

17 3
5.b) —.¢) —.
)15 9 2

1 1 1

117.lecke: 1.a) —.b) -8.¢) 0.d) 0.2.a) =.b) ——.
ecke: 1.2) —.b)-8.9)0.d)0.2.2) =.b) —<

3.a) —é.b) 1.4.a) -15.b) 225.¢) k# 0. 5. 2) 0,5. b) -6.

118. lecke: 1. a) 0; 79. b) 0; 1970. ¢) 0; 190. d) 0; 39.
2.a) 45.b) 18.3.2) 0. b) 1. ¢) 30. d) 9. 4. a) 4200. b) 18.

119. lecke: 1. a) 18,75. b) —-84. ¢) 400. d) 49,6. 3. a) 700; 46.
15 32 343
—.b) —.¢) —.
4 9 120
6. a) 400. b) 285,7. 7. a) 16,6 b) 400.

120. lecke: 1. 386,2; 1520,5. 2. a) 27,47. b) 36,53. 3. a) 125.
b) (7,1; 4,98). 4. a) 142,55 cm. b) 35 571,38 cm”.
V31

¢) 9062,5 cm?. 5. a) 0,433. b) hatdrértéke: -

500
b) 1250; 8. ¢) 99 ;422. 4. a)

123. lecke: 2. a) 175.b) 132. ¢) 200. 3. x = y = 1,68. 4. 2,83
és 5,66 cm.

2 14 7 2

125.lecke: 1.a) —.b) —.¢c) —.2. —.3.0,2025; 0,3025.
3 3 3 3
41 2

126. lecke: 2. a) o b) ?9 .¢0) 1,5.d) -2,45. 3. a) 0,5.b) 0.

¢) -14. d) -64. 4. a) -102. b) 10,2. 5. a) x > 0 vagy x < -1,6.
c) 6.

127. lecke: 1. 3—32 , ?, 12,8. 2. 1,91. 3. 8:19:15. 4. 5—32 .

5.0,538.6.2) 0.b) V8.

125 32 64
128. lecke: 1. 22 V2 .3.2) S b) 1,125. 4. 5

4 4
5.27:37.6.3) 7.5 0133.7.0) (2,0 é (21015 2 & 3? .

253
129. lecke: 1. 507 m?. 2. 49,77%-a. 3. 12. 4. TR 5. Kék

0,538 dl, sziirke 2,46 dl. 6. b) 10 kg. 7. 0,25.
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