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FONTOSABB JELOLESEK

Az A pont és az e egyenes tavolsaga: d(A; e) vagy Ae
vagy Ae

Az A és B pont tdvolsdga: AB vagy AB vagy d(A; B)

Az A és B pont dsszekotd egyenese: e(A; B) vagy AB

Az f, ésf, egyenesek szoge: < (fi; 1) vagy (f; f,) <

A B cstcspontt szog, melynek egyik szardn az A,
mdsik szaran a C pont talalhaté: ABC<X

A C cslicspontt szog: C<L
Szog jelolése: @, B, 7, ...

Az A, B és C csticsokkal rendelkezé haromszog:
ABCA

Az ABCA teriilete: T(ABC) vagy T, ;-

Az a, b és c oldalti hdromszog fél kertilete:

at+b+c
2

s=
A derékszog jele: b

Az e egyenes meréleges az f egyenesre: e Lf
Az e egyenes parhuzamos az f egyenessel: e | f
Egybevagosag: =; ABCa = A'B'C)

Az A pontbdl a B pontba mutaté vektor: AB

A v vektor: v vagy v vagy v

Egyenld, nem egyenlé: =, #;, a=2, b#5
Azonosan egyenlé: =; a+b=5

Kozelitéleg egyenls: ~; a=~23; 854=85
Kisebb, kisebb vagy egyenlé: <, <; 2 <3, 5=x

Nagyobb, nagyobb vagy egyenlé: >, =; 6 > 4,
az2

A természetes szamok halmaza: N; {0; 1; 2; ...}

Az egész szamok halmaza: Z
{...;-2;,-1,0;1; 2; ...}

A pozitiv, a negativ egész szamok halmaza:
Zv, Z- {1;2;3;..}, {-1;, -2;-3;...}

A raciondlis, az irraciondlis szimok halmaza: Q, Q*

A pozitiv, a negativ raciondlis szamok halmaza: Q*, Q-
A valés szamok halmaza: R

A pozitiv, a negativ valés szamok halmaza: R*, R
Eleme, nem eleme a halmaznak: €, ¢; 5N, =2 & Z*
Részhalmaz, valédi részhalmaz: S, c; ACR, NcCcQ
Nem részhalmaza a halmaznak: ; Z ¢ Q*

Halmazok uniéja, metszete: U,N; AUB, ANB
Halmazok kilonbsége: \; A\B

Ures halmaz: @, {}

Az A halmaz komplementere: A

Az A halmaz elemszdma: | Al; |{0;1;2}|=3

Zart intervallum: [a; b]

Balrél zart, jobbrol nyilt intervallum: [a; bl

Balrdl nyilt, jobbrél zart intervallum: la; b]

Nyilt intervallum: Ja; bl

Az x sz&m abszoldt értéke: | x|;  |-3,1|= 3,1

Az x szdm egész része, tort része: [x], {x}; [2,3] = 2,
{2,3} =0,3

Az a osztéja b-nek, b tébbszoérose a-nak: a|b; 2|8
Az a és b legnagyobb kozos osztdja: (a, b); (4, 6) = 2

Az a és b legkisebb kozos tobbszorose: [a, bl;
4, 6] =12

Az f figgvény hozzarendelési szabélya:
fix—; fix—2x+3

Az f fliggvény helyettesitési értéke az x helyen:
f(xo); f(5), haxo=5

n faktoridlis: n!; 4! =4-3-2-1= 24

Az X sokasdg atlaga: X



A TANKONYV HASZNALATAROL

A tankonyv elsésorban a k6zépszintli érettségi vizsga tananyagat tartalmazza, de megtaldlhatéak benne
olyan témakorok is, amelyek az emelt szint(i érettségi vizsga kovetelményrendszeréhez tartoznak, és a 9. év-
folyamon eredményesen targyalhaték. A tankényv a definiciokhoz és a fogalmakhoz kapcsol6dé tan-
anyagelemek kidolgozasaval segiti a matematikai szemlélet fejlesztését. A matematika megértéséhez, sike-
res tanuldséhoz feltétleniil hozzétartozik a bizonyitdsi készség kialakitasa és fejlesztése. Minden lecke végén
Osszegy(jtottik a fontosabb Gj fogalmakat. Kiegészit6 anyagként ajanljuk az olvasmanyok és matematika-
torténeti ismertetések, érdekességek elolvasasat.

A tankonyvben @INEIEFAN8-tel (és apro betivel), jol elkilonitve az emelt szint( érettségi vizsgan
el6fordulé tananyagokat jeloltik.

Szémos kidolgozott példa taldlhaté a konyv minden leckéjében, amelyek fokozatosan vezetik be a ta-
nulékat az elsajatitandé tananyagba. A tananyag gyakorlasat, elmélyitését, az otthoni tanulast és az érett-
ségi vizsgara valo felkésziilést a leckék végén kitlizott feladatok segitik. Ezeket a nehézségi szintjik szerint
is csoportositottuk:

= kozépszint, konnyebb;

kozépszint, nehezebb;

emelt szint, konnyebb;

emelt szint, nehezebb feladat.

A leckék végén 1évé feladatok részletes megolddsa megtalalhaté az interneten, a tankonyvkatalogus.hu
weboldalon.
Az érdekléddk vagy gyakorolni vagyok szamdra a leckék végén még tovabbi feladatokat is ajanlunk,
amelyeket a MATEMATIKA Cyakorld és érettségire felkészits feladatgytijteménybdl jeloltiink ki.
Segiteni kivanjuk a diakok pélyaorientacidjat, ezért néhany palyaképpel szeretnénk felhivni a figyelmet
a matematikatanulds hasznossagdra. A palyaképekben megjelend fiataloktl megtudhatjuk, hogy jelenlegi
munkdjuk sordn hogyan hasznositjdk, amit kordbban a kozépiskoldban megtanultak.
Palmay Lorédnt
Jelitai Arpéd
A felkésziléshez ajanlott példatarak:

Gerdcs Laszlé — Orosz Gyula — Pardczay J6zsef — Szaszné dr. Simon Judit:
NT-16125/1 (+CD-n a megoldasok) MATEMATIKA Gyakorlé és érettségire felkészité feladatgytijtemény I.

NT-16125/11 MATEMATIKA Gyakorl6 és érettségire felkészité feladatgydijtemény 1.,
Megoldasok

NT-16126/I (+CD-n a megoldasok) MATEMATIKA Gyakorlo és érettségire felkészits feladatgytjtemény I1.

NT-12126/11 MATEMATIKA Gyakorl6 és érettségire felkészité feladatgydijtemény II.,
Megoldasok

Czapary Endre — Czapary Endréné — Csete Lajos — Hegyi Gyorgyné — Ivanyiné Harr6 Agota —

Morvai Eva — Reiman Istvan:
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Ebben a részben éttekintjik a legfontosabb szamhalmazokat és ponthalmazokat, valamint egyszert
kombinatorikai feladatokat targyalunk.

A halmazelmélet viszonylag fiatal része a matematikanak. A tudoményag vizsgdlata a XIX. szdzad m4- '}
sodik felétdl kapott nagyobb hangstlyt; elsésorban azért, mert a halmazelméleti fogalmakkal, szimb6lu- -
mokkal a matematika tobbi terilete is sikeresen modellezheté.

A kombinatorika teriletérdl egyszer(i 6sszeszamolasi feladatokat oldunk meg. Hasonl6 feladatokat

mar a kozépkori kinai matematikusok is vizsgaltak, bar a kombinatorika mai értelemben vett, 6nallé tu- g

domanyagnak csak a XVII. szézad kozepe 6ta tekinthetS. A mai elnevezéssel diszkrét (vagy véges) ma-
tematikai problémék a XX. szdzad kozepe 6ta allnak a kutatdsok kozéppontjaban. A gazdasagi élet tobb
tertletén is jelentds az alkalmazasi lehetdséguik: emlithetjiik példaul a modern kozgazdasagtant, vagy a
mUszaki tudomanyteriletekrél az elméleti fizikai kutatdsokat.

Végll emlitsik meg a kombinatorika egyik legfiatalabb agat, a grafelméletet. A grafok gyakorlati al-
- kalmazésa sokrétd: példaul az egyes sportversenyek sorsolasa és a logisztikai problémak mellett (gazda- 3
~ sagos Uthélozat tervezése, széllitasi koltségek minimalizalasa) idesorolhatjuk az informatikai rendszerek 3
'~ és halézatok matematikai alapi modellezését is.




1. SZAMOK ES ALAKZATOK

HosszU volt a nydr, j6lesett a kikapcsolodas. A pihenés utan, réhangolédasképpen nézziink meg néhany
ismétl6 feladatot! (Egy részlket a nehezebb felvételi és kompetenciamérési feladatok kozal vélogattuk.)

Egy blivész megkér egy nézét, hogy gondoljon egy 1 és 100 kozotti egész szamra. Ezutan a kovetkezét
tegye a néz4 (hasznalhat papirt és ceruzat is, ha sziikséges):

— A szamhoz adjon hozza 3-at; az igy kapott szamot szorozza meg 2-vel; a kapott szamot novelje meg
10-zel; az igy kapott szamot ismét szorozza meg 2-vel; az eredménybdl vonjon ki 12-t; végiil a kapott sza-
mot ossza el 2-vel.

Ezutan a blivész megkérdezi, milyen szamot kapott a nézé, és ,kapasbol” megmondja, hogy mire gon-
dolt eredetileg. Példaul ha a nézé azt mondja, az eredmény 42, akkor ravagja: ,A gondolt szam a 16 volt.”
Ha pedig egy masik nézé a 14-et kapta, akkor ,a gondolt szdm a 2”.

Hogyan okoskodhatott a b(ivész?

Megoldas

|//

((x+3)-2+10)-2-12

Ha a néz¢6 dltal gondolt szam x, akkor a miiveletek utdn az 5 szamot kapjdk
+3)-2+10)-2—12 2x+16)-2—12
a nézék. A kifejezést egyszeriibb alakra hozzuk: (3) 5 0} = (2 62) =
= 4X—'2_720 = 2x+ 10. Ha ebbdl a szimbdl kivonunk 10-et és osztjuk 2-vel, akkor megkapjuk a gondolt
X szamot.
A mlveletek fejben is gyorsan elvégezhetdk: 42;710 =16 és 14%“) =2.

Adottak az A = 675 és B = 360 szamok.
Melyik szamnak van tébb (pozitiv) oszt6ja?

Megoldas

Elkészitjik a szamok primtényezds felbontdsat: 675 = 3 - 52 és 360 = 2% - 32 - 5.

Az A osztéit érdemes rendezetten, osztoparonként felsorolnunk. Ezek: (1, 675), (3, 225), (5, 135),
(9, 75), (15, 45), (25, 27). A 675-nek tehat 12 darab pozitiv osztéja van.

Hasonl6an felsorolhatndnk B tarsosztéit, de tigyesebben is eljarhatunk. A B 5-6s primtényezéje nélkiil
a két szamnak ugyanannyi oszt6ja lenne, mert a 3% < 23 és 52 — 32 tényezdék szimmetrikus szereptiek. Mivel
B-ben még tovabbi osztékat allithatunk el6 az 5-6s primtényezdével, ezért B-nek van tobb osztéja.

(Erdekes, hogy nem kellett megszamolnunk B osztéit. A tobb oszté megallapitdsahoz elegends volt az
osztok osszehasonlitasa, parba allitasa. S6t azt is megkaptuk, hogy B-nek pontosan kétszer annyi osztéja van,
mint A-nak, ugyanis 2* - 32 minden osztéjahoz vagy hozzavessziik az 5-6s tényezét szorzénak, vagy nem.
A B pozitiv osztéinak a szdma tehét 24.)



I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

Az ABC haromszogben B-nél 80°-0s, C-nél 60°-os szog van, az AB oldal
hossza 6 cm. Ennek az oldalnak a D felez6pontjabdl 3 cm-es sugdrral kort raj-

zolunk. A kér az E pontban metszi az AC és az F pontban a BC oldalt.
a) Szamold ki az EDF szoget!

b) Milyen messze vannak egymastél az E és az F pontok?

Megoldas

a) Az ABC haromszogben BAC<L = 180° — (80° + 60°) = 40°. ADE egyenl6 szar( haromszog, ezért
DEA<L = 40° szintén, és ADE<C = 180° — 2 - 40° = 100°.
Hasonl6an BDF is egyenl6 szart haromszog, ezért DFB<L = 80°, és BDF<L = 180° — 2 - 80° = 20°.
EDF<C = 180° — ADE<X — BDF<( = 60°.

azaz 3 cm.

b) EDF egyenld szarG haromszog (DE = DF), melyben a szarak altal bezért sz6g 60°. Ezért az EDF ha-
romszog minden szoge 60°-0s, a haromszog egyenlé oldald is. EF hossza tehat a kor sugaraval egyenld,

Egy ABCD téglalap oldalai 3 cm és 4 cm hossztak.
a) Milyen hosszi a téglalap &tloja?

b) Igaz-e, hogy a téglalapok koré mindig irhat6 olyan kor, amely atmegy a négy csticson? Ha igen, mek-
kora az ABCD téglalap koré irt kor sugara?

lalappal?

o) A téglalap rovidebbik oldalait harmadrésziikkel, a hosszabbik oldalait 25%-kal megndveljik, igy egy
Gjabb téglalapot kapunk. Mennyi annak a négyzetnek az oldala, amelyik egyenld teriletl az Gj tég-

Megoldas

a) A téglalap minden szoge 90°-0s, ezért az abran lathaté ABC haromszog

derékszogl. Pitagorasz tételét alkalmazzuk: AC? = AB* + BC?. A szam-
adatokkal AC? = 3% + 42, azaz AC? = 25.

N
Innen az 4tlé hossza AC = /25 =5 cm. 3 o i
b) A téglalap atléi egyenld hossziak, és kolcsonosen felezik egymast. ‘\\ © |/
Az atlék O metszéspontja egyenld tavol van a cstcsoktél: OA = OB = & \;’E;
= OC = OD. Igy viszont mindig taldlhaté megfelel$ kor: ennek kozép- \\\__4__/,/
pontja az &tlok metszéspontja, és sugara az atlo fele. (Ez a kor atmegy i
mind a négy csticson.)

Az ABCD téglalap koré irt kor sugara AZ—C =2,5cm.

¢) Az U] téglalap oldalai % ‘3=4cmés4-1,25 =5 cm hossztak, teriilete 4 - 5 = 20 cm?. Olyan x ol-
dalt négyzetet kerestink tehdt, amelyre x?

20, azaz x = /20 cm.
A 20 azonban nem négyzetszam. Hogyan tudnank meghatarozni a 20 négyzetgyokét? Egyaltalan van
ilyen szam?



1. SZAMOK ES ALAKZATOK

A 20 NEGYZETGYOKE

Olyan szamot keresiink, amelyet négyzetre emelve 20-at kapunk. Megprébdljuk tobb [épésben, becs-
lésekkel kozeliteni a +/20 szamot.

1. 1épés: 42 = 16 és 52 = 25, ezért azt mondhatjuk, hogy 4 < /20 <5.
2. |épés: Egy tizedesjegy pontossaggal becsiilve 4,42 = 19,36 és 4,5 = 20,25, ezért 4,4 < /20 < 4,5.
3. |épés: Két tizedesjeggyel dolgozva 4,472 = 19,9809 és 4,482 = 20,0704, ezért 4,47 < /20 < 4,48.

Lathat6, hogy az eljarast folytatva egyre pontosabban megkozelithetjiik /20 értékét. Ha példaul a fel-
adat két tizedesjegy pontossagot kér, akkor még egy kozelitd |épést elvégziink:

4. |épés: Héarom tizedesjeggyel szamolva 4,4722 =19,998784 és 4,473%* = 20,007729, ezért
4,472 < /20 < 4,473.
Most mar valaszolhatunk: két tizedesjegy pontossaggal /20 =~ 4,47.

A manapsag forgalomban 1évé zsebszamolégépek tobbsége ki tudja szamolni a nemnegativ szamok

négyzetgyokét, altaldban 9-10 tizedesjegy pontossggal. A mi géptinkdn /20 = 4,472135955 a kiirt érték.
Ne becstiljik le azonban a fenti becsléses eljarast! Minél tobbjegy(i a kozelités, annal idSigényesebb a sza-
moldsunk, de ezzel a médszerrel tetszéleges pontossdggal meghatarozhatjuk a szamok négyzetgyokét —
akdr még a szamol6géptinknél is pontosabban. (A gyakorlatban altaldban elegendd természetesen néhany
tizedesjegy pontossag.)

IRRACIONALIS SZAMOK

Lehetséges persze, hogy nincs sziikség hosszadalmas kozelité szamitasokra, elképzelhetd, hogy az elja-
ras egyszer csak véget ér. Példaul +/6,25 becslésekor 2,42 =5,76 < 6,25, de 2,5* = 6,25 mar pontos ér-

téket ad. Vajon lehetséges, hogy v 20 tizedes tort alakja is véges?
Sajnos nem.

A 8. osztalyban tanultuk, hogy véges tizedestort alakja egyes raciondlis szamoknak van, pl. a % =0,75.

Vannak olyan racionalis szamok is, amelyeknek végtelen, de szakaszos a tizedestort alakjuk, ilyen pl. az
1_
> =
telen, nem szakaszos tizedestort az alakja. Tetszbleges pontossaggal kozelithetjiik az értékét, de tizedes

0,142857. Be lehet bizonyitani, hogy a 4/20 irracionalis szim — ebbé| viszont az kévetkezik, hogy vég-

torttel, teljesen pontosan nem tudjuk felirni a /20 -at.

Vannak més ismert irracionalis szamok is, ilyenek példaul a y/2 vagy a 7. Ez utébbival a kor kertileté-
nek és az atmérgjének a hanyadosat jeloljik, ami minden kornél ugyanakkora érték.

Nevezetes Osszefliggések: Fogalmak
Az r sugar kor kertlete k = 2rz. Az is igazolhatd, hogy a kor tertlete t = r’z. kor keriilete,
tertlete

A raciondlis és irraciondlis szamokkal a kés6bbiekben tobbszor is taldlkozunk még.
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FELADATOK

Aladdrnak 4500 Ft megtakaritott pénze van, ez Béla pénzének 18%-a. Mindketten minden hénapban 500 Ft
zsebpénzt kapnak sziileiktél, amibél semmit nem koltenek el. Mennyi id6é mulva lesz Aladarnak feleannyi
pénze, mint Bélanak?

A kordiagram egy nyolcadik évfolyam tanuléinak sportolasi szokasait

szemlélteti. Mindegyik diak legfeljebb egy sportagat (iz.

a) Hany fés az évfolyam, ha 16-an vivnak?

b) Hany szazaléka az Gszni jarok szamanak az atletizalok szama?

¢ A labdajatékokat (iz6k kézal néhanyan atiratkoztak Gszésra. Hany f6
iratkozott at, ha ezutan az Gszok széma éppen 70%-a a labdajatéko-
kat (iz6k szamanak?

atétka | |y daistekok

90°
60°

120°

nem

3. K1 Az dbrén lathaté ACD haromszogben a C csticsnal derékszog van, @ = 15°, D
B =30°, DB =6 cm.
a) Mekkora az ADB sz6g?
b) Hany cm az AB szakasz?
¢) Hany cm a DC szakasz? 2 B
d) Hany cm hosszlsagu a BC szakasz, ha az ACD haromszog terllete egy A B C
tizedesjegyre kerekitve 16,8 cm??

Az 1, 2, 3, 4 és még egy szabadon valasztott szimjegy felhasznalasaval irjuk fel azt a legnagyobb otjegyti
szamot, amelyik oszthaté 36-tal!

a részalakzatok tertlete, ha a paralelogramma teriilete 144 cm?? (Az egyes
pontok az oldalakat rendre felezik, harmadoljak, ill. negyedelik.)

Melyik igaz és melyik hamis az aldbbi allitasok koziil? Vélaszaidat indokold!

a) Van olyan szam, amit 2-vel megszorozva, nala kisebb szamot kapunk eredményil.
b) Van olyan szam, melynek ellentettje 6-tal kisebb, mint az abszolut értéke.

¢) Egy haromszognek legalabb két kiils6 szoge hegyesszog.

d) Derékszogli haromszogben az atfogohoz tartozik a legrovidebb magassag.

e) Az els6 12 primszam Osszege paratlan.

) Ha egy 18 jegy(i szam minden jegye azonos, akkor a szam oszthaté harommal.

g A 1022 -1 szam oszthaté harommal.

m Egy paralelogrammat az dbran lathaté médon négy részre vagunk. Mekkora

Egy téglatest ala/kL’J, feltil nyitott akvarium eg}/ik alapéle 30 cm, magas-
saga 24 cm. A viz kezdetben 5 cm magasan all benne.

K1 a) Beleontiink 18 liter vizet az akvariumba, és ekkor a vizszint 24 cm
20 cm-re emelkedik. Mekkora az akvarium masik alapéle?

K1 b) Hany liter viz van most az akvariumban?

K2 ¢ Az akvarium 30 cm-es élre mer6leges egyik alapélét olyan magasra

emeljiik, hogy a megemelt él éppen a viz szintjével azonos 20 cm

magassagba keriljon, majd ebben a helyzetben alatdmasztjuk az
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abra szerint. Ekozben az alaplap szemkozti parhuzamos éle az asztalon marad. Mennyi viz
folyik ki az akvariumbol?

K2 d) Ebben a megemelt helyzetben mekkora azoknak az tivegfeliileteknek a teriilete, melyek
az edényben 1évé vizzel érintkeznek?

Annanak 8 kulonbozé szoknydja van. Egyik héten hétfétdl cstitortokig minden nap ezekbdl va-
laszt egyet.

a) Hanyféleképpen éllithatja dssze négy napon at a felveendd szoknyak sorozatét, ha az elsé és
az utols6 napon ugyanazt a szoknyat szeretné felvenni, de a tobbi napokon ettdl és egymas-
tol kiilonbozsket?

b) Hanyféleképpen veheti fol a szoknyakat, ha csak azt tudjuk, hogy a négy napbdl kettén ugyan-
azt a szoknyat veszi fol, de a tobbi napokon ettél és egymastdl kilonbozéket?

UTMUTATASOK

A megoldasokon érdemes elészor 6ndlléan gondolkodnod, és csak akkor keress segitséget, ha meg-
akadtal.
10

1. t hénap milva Aladdr pénze 4500 + t - 500, Béla pénze 1—80~4500 + t-500 forint lesz.

2. a) Avivas korcikkhez 360° — (120° + 90° + 60° + 50°) = 40° tartozik, ennek feleltetheté mega 16 f6.
90 _
b) z5=18.

c) Kezdetben 144 - ;278 = 48 a labdajatékot jatszok szama, és 144 % = 20 6 az Gsz6k szama. Ha

x f¢ iratkozott at Gszasra, akkor 48 —x és 20 + x az 4] létszdmok, és igy ig—_ﬁ =0,7.

3. lIgazolhat6, hogy ABD egyenld szarG haromszog, és BCD ,félszabalyos” haromszog (azaz egy szabdlyos
haromszognek a fele).
AC-CD _ . _2-16,8 |, _
5 =16,8, innen AC = —<p BC = AC - AB.
Megjegyzés:
A kordbban kiszamitott értékekkel CD = 3 és AB = 6, igy BC = 5,2 cm. Azonban mindig problémés a kerekitett ér-
tékekkel valé ,visszafelé” szamolds, azaz amikor a végeredménybdl kovetkeztetiink az eredeti értékekre.

Most 16,75 < ACzi < 16,85 az ismert adat, ebbdl pontos értékekkel szamolva % <AC< %, azaz
% =BC< % adodik. Egy tizedesjegyre kerekitve valéban BC = 5,2 cm.

A megoldas sordn persze nem varjék el téliink a fenti gondolatmenetet, ezzel inkdbb csak a problémat jeleztiik.

4. Egy pozitiv egész szam pontosan akkor oszthat6 36-tal, ha oszthat6 4-gyel és 9-cel. A 9-es oszthatdsa-
got csak a 8-as szamjeggyel érhetjiik el; tehat az 1, 2, 3, 4, 8 szamjegyekbdl kell a leheté legnagyobb,
4-gyel oszthaté szamot el6allitani.

5. Erdemes el6szor a harom kiilsé alakzat tertiletét meghatdrozni, ekkor a belsé haromszog teriilete a pa-
ralelogramma tertiletébdl kivondssal szamithatd. A kilsé alakzatok teriletét pedig kiszamithatjuk, ha fel-
hasznaljuk, hogy a haromszogek tertilete aranyos az alapjukkal és a hozzdjuk tartozé6 magassaggal. (Egy

13
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masik lehet6ség, hogy az oldalak osztépontjain keresztiil parhuzamosakat hizunk a paralelogramma olda-
laival, és igy kisebb részparalelogrammékra bontjuk fel.)

6. a) Erdemes a negativ szamokra is gondolnunk.
b) Itt csak pozitiv lehet a keresett szam.
©) Egy bels szog és egy kiils6 szog dsszege 180°.
d) irjuk fel kétféleképpen a haromszog teriiletét!
e) Mit tudunk a primszémok paritdsarél?
) A 3-mal val6 oszthat6sagi szabalybol mar kovetkezik a vélasz.
g Prébaljuk felirni, hogyan nézhet ki ez a sokjegyli szam!

7. a) Ha a masik alapél hossza x deciméter, akkor 3 -x- 1,5 = 18.

b) 3 - x-2 (liter)

o) Ekkor az akvarium éppen félig lesz vizzel.
d) A terllet megegyezik az alaplap, egy oldallap és két fél oldallap tertletével.

8. a) ABCA tipust az 0ltozkodés: az A szoknya 8-, a B 7-, a C pedig 6-féle lehet.
b) AABC tipusl az 6ltozkodés, de a két azonos szoknyat nem feltétleniil az elsé két napon veszi fol
Anna. Ennek a két napnak a megvélasztasara 6 lehetésége van.

2. A SZAMOK ATTEKINTESE — BEVEZETES

Egyiptomi irnok szobra

Az emberiség torténetében a szamok ,felfedezése”, a szamfogalom kialakuldsa
igen hosszl folyamat eredménye volt. Egyes nyelvészek szerint vadaszé-halaszo
Gseink beszédjukben valészintleg hasznaltak az ,egy”, ,ketts”, esetleg a ,hdrom”;
valamint a ,sok”, ,kevés”, ,tobb” szamneveket, de sok id6nek kellett eltelnie, mig
az igazi, az elvont szamfogalom kialakult. A termel6erdk fejlédése, a terjedd
mezGgazdasag, allattenyésztés, és féleg a kialakul6 kereskedelem meggyorsitotta a
folyamatot. A termelt javakat szimon kellett tartani, a cserekereskedelem kialaku-
lasaval a termékekhez egyfajta értéket kellett rendelni — ezek a feladatok megold-
hatatlanok szamok hasznalata nélkil. Amikor felmerdlt az igény a termelési javak
Osszefrasara, az adatok rogzitésére, nyilvantartasara, akkor a mar meglévé irasbe-
liség kiegésziilt a szamirdssal. A kereskedelmi élet fejlédése azt eredményezte, hogy
a szamokat kezdték nagyobb egységekbe, csoportokba foglalni. igy kialakultak a
szamrendszerek, melyek &si emlékei a legtobb nép nyelvében megtalalhatok. (A ba-
biloniak 6roksége példaul az idémérésben hasznalt 60-as szamrendszer, vagy em-
lithetjiik az 6si magyar 7-es szamrendszert, amelyet leginkabb a mesék vilaga 6rzott
meg szamunkra.)

Egyes 6kori kultirdk mar tobb ezer évvel ezel6tt rendelkeztek fejlett matema-
tikai ismeretekkel, elsésorban az aritmetika, a terilet-, a térfogatszamitas és a csil-
lagaszati mérések tertiletén. A legrégibb frasos emlékek kb. négyezer évesek, az
6kori egyiptomi és mezopotamiai kultirdk tertletérél szarmaznak. Mégis az dkor

legjelentdsebb matematikai eredményeit a gorog matematikusoknak koszonhetjik. A Kr. e. VI. szézadtél sza-
mithatjuk tevékenységtiket, s bar a gorég matematika a viragkorat Kr. e. 350-200 kozott élte, munkdssa-
guk a mai napig érezteti a hatdsat.
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A szamok, a szamokkal végzett tevékenységek mindennapi életiink részét ké-
pezik.

Andrés egy atlagos munkanapja a reggel fél hétkor csipogé ébresztéoraval
kezdddik. Negyed nyolckor indul az iskolaba az Otthon utca 52. szdmd hazbdl, s
Otperces (400 méteres) gyaloglas utan felszall a 6-os villamosra. A jarm(ivon még at-
olvassa az elsé tanitasi 6ra hazi feladatat (irodalomtankonyv 762-164. oldal); a
sarki blfében esetleg tizérait vasarol maganak (70 dkg felvagott, két zsomle, fél liter
tej; fizet 350 Ft-ot). A lll. emeleti 374-es osztalyterembe a 32 f6s osztalybdl hu-
szadiknak érkezik. Reméli, felel magyar irodalombdl: félévkor csak 4-ese volt, év
végén 5-Ost szeretne.

Manapsag nehéz elképzelni akar csak egyetlen olyan napot is, amikor a példa-
ban szereplé Andras nem taldlkozik szamokkal. Pedig ez nem mindig volt igy: a
,5zam” nehéz, elvont fogalom. A torténelem el6tti korok beszélni tudé emberének
nyelvétél egészen a mai, modern m(szaki nyelvezetig — a szamfogalom hatalmas
fejlédésen ment at.

A tovabbiakban attekintjiik a kozépiskoldban hasznalt szamkdoroket, valamint a
szamhalmazokon értelmezett m(veleteket.

TERMESZETES SZAMOK, EGESZ SZAMOK

Altalanos iskolds tanulmanyainkbdl mar tudjuk, hogy a szdmoldsi igény megjelenésének az eredmé-
nye — ,természetes” médon — a természetes szamok halmaza: 0, 1, 2, 3, ... A szamok kozl, elhagyva
a 0-t, a pozitiv egész szamokat kapjuk: 1, 2, 3, ...; s a pozitiv egész szamok ellentettjeiként bevezet-
hetjiik a negativ egész szamokat is: -1, -2, -3, ...

A pozitiv egész szamokat, a negativ egész szamokat és a O-t egytittesen egész szamoknak nevezziik.

Az egész szamok korében elvégezhetd az 6sszeadas, a kivonas és a szorzas mivelete. Ez azt jelenti,
hogy ha egész szdamokat 6sszeadunk, kivonunk vagy szorzunk, az eredmény is egész szam lesz:

245=7, 2-16=-14, 5+ (2)=3, 3-(=2)=-6, (-1)-(=13)=13.

Mas a helyzet a negyedik alapmuivelettel, az osztassal: két egész szam hanyadosa nem biztos, hogy egész
szam.

TORTSZAMOK, RACIONALIS SZAMOK

Ahhoz, hogy értelmezni tudjuk két egész szam hanyadosat (az osztast), be kell vezetniink a tortszamok
fogalmat. Ezek ismeretében mér irhatjuk, hogy

2 4 -6 1,22 0 5 =5
3 ’ 6 ’ 9 ’ _2/ 7 ’ 1 ’] ! 'I ’ _1 *
A tortvonal az osztas mUveletét jelzi, igy a tort nevezGjében nem allhat 0: a %, %2, % stb. kifejezések

értelmetlenek. (0-val nem oszthatunk, O részre nem lehet szétosztani valamit.)

A tortek korében elvégezhetd a négy alapmlivelet: tortszamok 6sszege, kiilonbsége, szorzata és hanya-
dosa is tortszam. (A 0-val val6 osztast természetesen nem értelmezziik.) Az dltaldnos iskolaban az alapmtive-
letek mellett részletesen gyakoroltuk a tortek egyszer(isitését és bovitését is. EmlékeztetSul: a tort értéke
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nem valtozik meg, ha a szamlaléjat és a nevezdjét ugyanazzal a nemzérus szammal szorozzuk (vagy oszt-
juk). Ezért a

4 6 -8 1 0,5 4000 —10 000

207 30" —40’" 5° 2,5° 20000 —50000
tortek egyenléek: mindegyik értéke 0,2.

Azokat a szamokat, amelyek felirhatok két egész szam hanyadosaként, raciondlis szamoknak ne-

vezziik. A definici6t algebrai Gton is megadhatjuk: a racionalis szimok felirhatok 2 alakban, ahol a és

b
b egész szam (b # 0).
1. példa
Igaz-e, hogy az alabbi szamok mind racionalisak?
_ s _—18. - — 6 —0- — 36 _ 1,23
a=35; b—_45, C=—%; d=6;, e=0;, =36, g= 54

Megoldas

A példaban az a = 12 450 p=—18

30 —45
két egész szam hanyadosaként irhaték fel. Tovabba a szémok egyenléek is, hiszen ha az elsé tortet 6-tal, a

szam biztosan raciondlis, hiszen — a definicionak megfeleléen —

masodikat pedig —9-cel egyszer(sitjik, alakjuk egyarant & 2 lesz.

Ac= —% tort negativ szam, frhatjuk %7 vagy —LS alakba is, értéke nem vdltozik; igy c is racionalis.

Ad =6, egész:a 6= %— _122 stb. atalakitdashoz hasonlét barmely egész szammal elvégezhetiink, igy
igaz, hogy minden egész szam egyuittal raciondlis szam is.

Az e = 0 szintén raciondlis szam: 0 = %: _L stb.

Az f = 3,6 tizedes tortet konnyen felirhatjuk kozonséges tortként, példaul 3,6 = vagyis f is racio-

10/
nalis szam.
1,23
Ag= 5 7 tort latszolag nem raciondlis szam, hiszen sem a szamlal6ja, sem a nevezéje nem egész
szam. Azonban példdul 100-zal bévitve g = 1223 = 123 adaodik, s ezért g is raciondlis.
p 8=754 ~ 540 &

A fenti példdban szerepl6 6sszes szam racionalis volt. Felmerl a kérdés: van-e egyaltalan olyan szam,
ami nem raciondlis? Van-e olyan szam, ami nem irhato fel két egész szam hanyadosaként? A kérdésre a lecke
végén kapjuk meg a valaszt. (El6zetesen annyit megjegyziink, hogy a kérdés mar az ékori goérog matemati-
kusokat is sokat foglalkoztatta, s mintegy 2500 évvel ezel6tt sikeriilt megvélaszolniuk.)
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Végezziik el a kovetkez6é miiveleteket!
2_(5_3.3). _2_5_(3.3). _2_(5_3}3
‘”‘?‘(6_5'5)' b-3-% (2’5)/ -3 (6 2)'5‘

Megoldas

Tortek Gsszeadasa és kivondsa a kozos nevezdre hozds segitségével torténhet; szorzds esetén a szamlalot a
szamlaléval, a nevez6t a nevezdvel szorozzuk; végul torttel Ggy osztunk, hogy az oszt6 reciprokaval szorzunk.

33_35_15_5

252336 = 2

VANl 2 (5 B\ _2_ 5_15>__2_(_1£ __2,10__2 5_3_

4 -3 (6 25)‘ 3 (6 2)— 3 (6 6/="3 6)_ 3T T B
2 5 (33\__ 2 5 5_ 4 5 15_ 24_

b-§-2-3:3)=-3-2-3=--¢-2-8=-%=-4

o-2-(5-3)3-_2_(5.9)3__2 ((4)3_ 2,43 2,25
3-\6~2)5="3 676/ 5T 3 Ue s ciic A
__2_10__6,10_4

T RRE 9t 9 =79

Lathatd, hogy a b) kifejezésben a zaréjel hasznalata felesleges: elsé [épésként az osztast kell elvégezniink,
mert magasabb rendii miivelet, mint a kivonas. Azt is észrevehetjik, hogy ha elészor a zaréjelet bontjuk
fel, akkor az a) és b) kifejezések csak egyetlen tag elSjelében kilonboznek:

TIZEDES TORTEK

Specidlis tortszamok a tizedes tortek.

A mindennapi életben altalaban véges tizedes tortekkel szamolunk, példaul:

— 52,6 m® a havi gdzfogyasztas,

— 1283,34 kWh a villanydra éllasa,

— aszemélygépkocsi atlagos benzinfogyasztasa 100 km-enként 7,6 liter.

Ekkor a tizedes tort olyan kdzonséges tortként értelmezhetd, amelynek a nevezdje 10 valamely hatvanya:

52,6 = %; 3,84 =-383, 0,001 = ﬁ; ~2,1013 = — 12(1) 888.

De talalkozunk végtelen tizedes tortekkel is:

— az osztély egyik csoportja matematikabol % = 3,2777... = 3,27 atlagt dolgozatot irt;

— vagy példaul ha egy csokifajtabol 30 dkg 400 Ft-ba kertl, akkor kiszdmithat6, hogy 1 kg ara
199400 = 1333,3... = 1333,3 (F0),

Erdemes megvizsgdlnunk a raciondlis szamok és a tizedes tortek kapcsolatat. (A fenti példak alapjan Ggy
tinik, hogy barmely raciondlis szam felirhaté tizedes tort alakban.)
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Adjuk meg az aldbbi raciondlis szamok tizedes tort alakjat!

11, 1. 8. 7
a) m/ b) §/ C) 7 d) W

Megoldas

Az irasbeli osztas muvelete alapjan:

a 11:40=0275 b) 1 :3=0333..
1T10 10
300 10
200 10
o 8 :7=1,14285714.. d 7 :18=0388..
10 70
30 160
20 160
6 0 16
40
50
10
30
2

Ertelmezziik a kapott eredményeket! Két egész szam hanyadosa az a) esetben véges tizedes tort, a
b) — d) esetekben pedig végtelen, szakaszos tizedes tort lett:

1 _ : 1_03. 8 _ . 7 _ g
20 = 0.275; 3=03; S =1,142857; fz=10,38.
véges tizedes tort végtelen szakaszos tizedes tort

Az ismétlédésnek a b) tort esetén az az oka, hogy az osztasi maradék mindig 1; a ¢) esetben az 1, 3, 2,
6, 4, 5 maradékok ismétlédnek; végil a d) pontban a maradékok 7, 16, 16, ...

Tetszéleges & alakii tort esetén is (a és b pozitiv egész szamok) hasonlé megéllapitasokat tehetiink. Egyik

b
eshetdség, hogy a b-vel val6 osztas soran valamikor fellép a 0 maradék; ekkor az % kozonséges tort tirasa-

kor véges tizedes tortet kapunk. A masik lehetdség, hogy az osztasi maradékok rendre az 1, 2, 3, ..., (b - 1)
szamok kozil kertilnek ki. Ekkor a tizedes tort alak nem véges, a tizedesvessz4 leirdsa utan legkésébb a b. lé-
pésben az osztasi maradék ismétlédni fog, és innentdl kezdve a hanyados szamjegyei periodikusan ismétlédnek.

A gondolatmenettinkbdl kovetkezik, hogy barmely raciondlis szam felirhat6
— vagy véges,
— vagy végtelen, de szakaszos tizedes tort alakban.
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IRRACIONALIS SZAMOK, VALOS SZAMOK

Vizsgéljuk megaz x = 1,2122122212222... végtelen tizedes tort alakban megadott szamot!
(x jegyeit Ugy képezziik, hogy az 1-esek utan mindig eggyel tébb 2-es szamjegy all.) Kénnyen lat-
hat6, hogy az igy megadott szam nem lehet szakaszos tizedes tort: akdrmilyen hossza ismétlédé
periédust tételeziink fel, el6bb-utobb tébb szomszédos 2-es talalhaté a szamjegyek kozott, tehat
,€elromlik” a periodicitas. Vagyis ez a szam nem lehet raciondlis. (Ha racionalis lenne, akkor vég-
telen szakaszos tizedes tort alakja lenne.)

Definicio
Azokat a szamokat, amelyek nem racionalisak, irracionalis szamoknak nevezzik.

Az irraciondlis szamok tehat olyan szamok, amelyek nem frhatok fel két egész szam ha-
nyadosaként.

A fenti x tizedes torth6z hasonlé médon tetszéleges szamd irraciondlis szamot megadha-
tunk. Tovabbi irraciondlis szamok példaul V2,v/3,V5, Y6 (s6t dltaldban minden vk alaki

szam, ahol a k pozitiv egész szam nem négyzetszam); vagy nevezetes irraciondlis szam a 7 is,
amivel tobb mint 300 éve a kor kertletének és a&tmérdjének a hanyadosat jeloljik’.

A raciondlis és az irraciondlis szamok egydtt a valés szamok.

A kozépiskolai tanulmanyaink alatt ebben a szamkorben dolgozunk; tehat a ,szam” fogalma
— ha az ettdl val6 eltérést kilon nem jelezziik — mindig valés szamot jelent.

FELADATOK

Fogalmak
természetes szam;
pozitiv, negativ
egész szam;
raciondlis szam;
irraciondlis szam;
val6s szam;
tortszam;
reciprok;
egyszer(sités,
bévités;
kozonséges tort;
tizedes tort;
miveleti sorrend;
ellentett.

m Az alabbi kifejezések értékét probaljuk ,fejben” (azaz ir6eszkoz és szamoldgép nélkil) meghatdrozni!

_2.6_5, 6 _3
d)D_9+11 9t
e) E=67-518+ 518-33;

a) A=32+87—-26+ 68— 97+ 36;

b) B= 439+ 243 — 437 — 1057 — 244 + 2999;
5 5 2 19,4, 2

_ 1,5 5,2 19,4 2.
JdC=g+tg9 13t T2t 9t3

2. K1

3,1
16 22" 8%

) F=67-318—19-318 — 28-318.

A 2. példa a)—¢) feladataiban haromféleképpen zaréjeleztiik a kifejezést, s harom kilonb6z6

eredményt kaptunk. Szamitsuk ki az alabbi d)-g) kifejezések értékét, s a kapott értékeket ha-

sonlitsuk 6ssze a korabbi a)—c) eredményekkel!

-6-3)-3

ujw

" A 10. évfolyamon kertil sor annak bizonyitasara, hogy v 2 irracionalis szam.

- 9k3-8-2)
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3. K1 Végezziik el a kdvetkezé miveleteket:
2 (1_5) —14_ =3\ (3. [_ 4. 2,,(5.10
9-3-(3-2F  BEPE-FIRE) o-Fr2 ()

m Az alabbi allitasok melyik igaz, melyik hamis? (Indokoljunk!)
a) Barmely szam kétszerese kisebb, mint a haromszorosa.
b) Barmely szam fele kisebb, mint maga a szam.
¢) Barmely szim négyzete nagyobb, mint maga a szam.
d) Barmely szdm reciproka kisebb, mint maga a szam.
e) Nagyobb szamnak kisebb a reciproka.
) Minden szamhoz taldlhaté olyan szdm, hogy a két szdm Gsszege 0.
g Minden szamhoz taldlhato olyan téle kiilonb6zé szam, hogy 6sszegiik éppen 1.
h) Van olyan egész szam, amelynek a reciproka is egész szam.

5. K1 Rendezziik novekvé sorrendbe az aldbbi szamokat!
—_9a. __59. _7. _ : __17. _ 254, _
A=-238; B=—37 C=%; D= 2,33; E=—-F; F= 50 G=.544.

m Figyeljiik meg az aldbbi sorozatok tagjait! Mit &llithatunk az egymast kévetd tagok nagysagrendi viszonyair6l?

2.3.4.5. 4567 §§Z9
a A b) 9, c) RS
7. K1 Adjuk meg az aldbbi raciondlis szamokat tizedes tort alakban (szdmol6gépet ne hasznaljunk)!
__7. _17. _17. _17. _37. _ 433
A=-g3 B=3p C=7i D=9 E=55 F=330

Megjegyzés: A szamol6gépes megoldas nem adhat minden esetben pontos értéket, hiszen altaldban csak 10 szamje-
gyet ir ki a gép.?

m Adjunk meg olyan kdzonséges tortet, amelynek egész szamu tébbszorose
. 3. 24
a)3és7; b)2és T c) 3 & 5!
m A racionalis szamoknak sok érdekes tulajdonsaga van. Néhany ezek koziil:
a) alakjuk nem egyértelm(;
b) a pozitiv raciondlis szamok kozott nincs legkisebb;
¢ barmely két kiilonb6zé raciondlis szam kozott taldlhaté tovabbi raciondlis szam;
d) barmely két kiilonb6zé raciondlis szam kozott végtelen sok tovabbi racionalis szam talalhato.

Bizonyitsuk be a fenti dllitasokat!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit feladatgylijtemény I.: 698; 704. a)-g); 713; 726. a)-b); 727.a), ¢);
732; 743; 750; 751; 752; 753; 756.a)—c); 757; 760; 762; 765.

2 Hasonlé problémakrél részletes anyag taldlhaté A szdmolégépek szamabrdzolasa c. olvasmanyban.
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3. HALMAZOK, RESZHALMAZOK

Altaldnos iskolai tanulményaink sorén mar megismerkedtiink a halmazokkal: az
egyforma tulajdonsagut objektumokat egy-egy csoportba soroltuk, s ezeket a csopor-
tokat halmazoknak neveztiik. A halmaz alapfogalom, altalaban az azonos tulajdon-
sagl elemek egylttesét, Osszességét jelenti.

A halmazok elemei a legkiilonfélébb ,dolgok” lehetnek. A matematikdban 4ltala-
ban szamhalmazokkal és ponthalmazokkal dolgozunk, melyek természetesen sza-
mokbdl, illetve pontokbdl allnak. De taldlkozhatunk olyan halmazokkal is, melyek ele-
mei geometriai objektumok (példaul kilonféle négyszogek), fogalmak, tételek, vagy
akar személynevek is lehetnek (példaul adott idészak magyar minisztereinek a hal-
maza).

A mindennapi életiinkben lépten-nyomon ,halmazokba botlunk” — csak legfel-
jebb ezt a tényt nem tudatositjuk. Amikor az el6z6 fejezetben példaként emlitett And-
ras felszall a 6-os villamosra, akkor a varosban kozlekedd villamosok halmazabél szall
fel az egyikre; az utazas sordn ¢ is a villamoson utazé6 emberek halmazanak egyik
eleme lesz; de beletartozik a sajat osztdlya tanul6inak a halmazdba is; és ha felel ma-
gyar irodalombdl, akkor azon tanulék halmazdba keriil, akik éppen aznap feleltek.

Latjuk, hogy gyakorlatilag barmilyen objektumokbdl (él6lényekbdl, targyakbdl, fo-
galmakbol) készithetiink halmazt, ha kézos tulajdonsaguk alapjan, vagy valamilyen
indokkal azonos csoportba soroljuk Sket. Ezzel kapcsolatban egyetlen — szigort —
megkotés van: a halmaz megaddsénak egyértelmdinek kell lennie. Azaz: barmely ob-
jektumrdl egyértelm(ien el kell tudni donteni, hogy hozzétartozik a halmazhoz, vagy
sem.

(Persze elképzelhetd, hogy a halmazba sorolds technikailag nehézséget okoz. Példaul egy tobb
ezer jegy(i szamrol nehéz lehet eldonteni, hogy a primszédmok halmazaba tartozik, vagy sem.)

HALMAZOK MEGADASA, JELOLESEK

A halmazokat éltaldban nagybettkkel jeloljiik, és ha felsoroljuk az elemeiket, akkor azokat kapcsos za-

rojel kozé tessziik. A leggyakrabban hasznalt szamhalmazok jellése az egész vilagon ugyanaz:

a természetes szamok halmazat N, az egész szamok halmazat Z,

a racionalis szamok halmazat Q és a valés szamok halmazat R bettivel jeloljik.

(Ezek altalaban a megfelel6 nemzetkozi elnevezések kezddébetdii.)

A halmazokat megadhatjuk az elemek kozos tulajdonsagaval.

Példaul: A = {pozitiv paros szamok}; vagy B = {az Eur6pai Uni¢ tagallamai}; vagy C = {Ady Endre versei}.

Egy masik megadasi lehetéség a halmaz elemeinek a felsorolasa.

Példaul: D = {1; 2; 3; 4; 5}; vagy E = {1,2;—3/6;%5%} ; vagy F = {Szent Istvan, Péter, Aba Samuel}.

A végtelen elemszam( halmazokat is megadhatjuk ,felsorolassal”: G = {0; 1; 2; 3; ...};

H={..;,-2;-1,0;1;2; ...} vagy H={0; 1; -1; 2; =2; ...}; I = {10; 12; 14; 16; ...}. Ekkor vigyaz-

nunk kell arra, hogy a harom pont (...) éltal jelzett folytatas egyértelm( legyen.
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Megallapodas szerint a halmazok minden elemét csak egyszer soroljuk fel. Tekintstik az 1; 1; 1; 2; 2; 3 szdmokat
(gondoljunk példaul mérési eredményekre). Ha a felsorolasban szereplé mérések szamértékét soroljuk halmazba, akkor
ez helyesen {1; 2; 3}. De ha a konkrét értékekre van sziikségtink — példaul a mért szamok atlaganak a kiszdmitasakor —,
akkor nem halmazrél, hanem Gn. adatsokasagrél, vagy a hat szam sorozatarél beszéltink.

Gyakori megadasi mod valamilyen szabaly, formula, képlet alkalmazasa. Ha a halmazt elemeire vo-
natkozo feltétellel vagy tulajdonséaggal adjuk meg, akkor
— afuggdleges vonal elé irjuk a valtozét, amivel a halmaz elemét jeloljik;
— aflgg6leges vonal utdn pedig megadjuk azt a feltételt vagy tulajdonsagot, amely a halmaz elemeire
vonatkozik.
Az {x|t(x)} halmaz tehat olyan x elemekbdl all, amelyekre teljesil a t(x) tulajdonség.

Példaul

J={x| 7 < x < 15} olyan x szdamokbdl all6 halmaz, melynek elemei 7-nél nagyobbak és 15-nél kiseb-
bek.

K={n|n=Kk,k=0,1,2, 3} az egyjegy(i négyzetszamok halmaza. (Vagy kissé rovidebben:
K={k|k=0,1,2,3}.

L= {x| x=T1)x + 2) = 0} olyan x szdmokbdl all6 halmaz, amelyekre teljestl az (x — 1)(x + 2) = O fel-
tétel. Az egyenlet megoldésai 1 és -2, igy L = {1; -2}.

M = {k| k= 2n, n egész szam} azon k szdmok M halmazat jelenti, amelyek felirhat6k 2n alakban, ahol
n egész szam. Ezt réviden gy mondanank, hogy M a pdros szamok halmaza, ami egyttal a halmaz tulaj-
donsaggal, kortlirassal torténé megadasa.

A halmazok megadasakor eléfordulhat, hogy a fiiggéleges vonal el6tt azt is megadijuk, hogy milyen alap-
halmazra vonatkozik a feltétel. Az {x EH| t(x)} tehét olyan halmaz, melynek elemei hozzatartoznak a
H halmazhoz, és rendelkeznek a t(x) tulajdonsaggal.

O = {x €R| 7 < x < 15} olyan val6s szdamokbdl all6 halmaz, melynek elemei 7-nél nagyobbak és 15-
nél kisebbek. (Tehat O =J.)

DeaP={xeQ] 7 < x < 15} halmaz elemei racionalis szamok, igy P # J.

S={xeN| x-"1)x + 2) =0} olyan természetes szamokbdl all6 halmaz, melyek gyokei (megoldasai) az
(x = T)x + 2) = 0 egyenletnek. Az 1 és -2 gyokok koziil csak az 1 természetes szam, igy S = {1}.

A szakirodalomban a ftiggéleges vonal helyett a kettéspontot is alkalmazzak jel6lésként.

Definicio
Specidlis halmaz az tires halmaz, amelynek egyetlen eleme sincs. Jelolése @ vagy { }.

Figyeljink arra, hogy tobbféle halmazmegadds is vezethet az tires halmazhoz, példaul a {negativ
négyzetszamok halmaza} = @, hiszen negativ négyzetszam nem |étezik.
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Mikor, melyik megadési médot célszerti hasznalni? Altalaban azt mondhatjuk, a konkrét példatol fugg,
hogy melyik mddszer a leginkabb attekinthetd, esetleg az izléstinknek megfelels, vagy egydltalan melyik
hasznélhat6. Példaul az A = {pozitiv paros szamok} halmazt megadhatjuk felsorolassal is: A = {2; 4; 6;
...}, s ez a megoldas sem bonyolultabb, mint a koériliras. Ugyanakkor a képlettel torténé megadas:
A={x|x=2k k=1,2,3,...} mir elvontabb megoldédsnak ttinik.

Az F = {elsé harom magyar kiraly} megadas esetleg precizebb, mint az F = {Szent Istvan, Péter, Aba
Sdmuel} megadas, s a G elemeinek a felsorolasa helyett G = {0; 1; 2; 3; ...} a természetes szdmokra al-
kalmazott N jelolés az egységesen elfogadott.

Nem mindig van valasztasi lehetdségiink. A C = {Ady Endre versei} halmaz megadasa felsorolassal y
nem gyakorlatias, a legtobb esetben haszontalannak tiinik; arra pedig, hogy C elemeit valamilyen képlet- John Venn (1834-1923)
tel adjuk meg, esélytink sincs. angol matematikus. Els6-
ként 6 abrazolta korokkel
a logikai allitasok kapcso-
latait. A Symbolic Logic
(Szimbolikus logika) cim
1881-es munkajaban ve-
zette be a késébb réla el-

D] A halmazok szemléltetése, szemléletes megaddsa torténhet tab-
lazattal, grafikonnal, kilonbozé diagramokkal. Az altalanos iskola-
ban éltalaban a Venn-diagramot alkalmaztuk. Az dbran a D és K hal-
mazok Venn-diagramja lathato.

o - nevezett Venn-diagram
fogalmat.
TARTALMAZAS, ELEM, RESZHALMAZ B

Emlitettiik, hogy barmely objektumrdl el kell tudnunk dénteni, hogy
az adott halmazhoz hozzatartozik, vagy sem. Ezek jelolésére az €, illetve
& szimbdélumokat hasznéljuk. Példaul 10 € J, 10 & K (10 eleme J-nek, 10
nem eleme K-nak’); vagy Magyarorszag € B.

Eléfordulhat, hogy egy halmaz minden eleme beletartozik egy masik
halmazba. llyen kapcsolat all fenn a példékban szereplé A és H, vagy a D
és H, vagy a K és N halmazok kozott. A halmazok kozotti tartalmazasra
kilon fogalmat és jelolést vezetiink be.

Az A halmaz részhalmaza (vagy része) a H halmaznak, ha A min-

den eleme egydttal a H halmaznak is eleme. Ezt a kapcsolatot az 2.4
A € H szimb6lummal jeldljuk. 4 ‘&

A korédbbi példaban a jelolés tehat: D € H, K € N.
Példaul

{2; 4; 6} € A, {Magyarorszag, Ausztria} C B.

Helytelen lenne a Magyarorszdg C B jelolés, mert példankban Magyarorszag nem halmaz. Helyesen: {Magyaror-
szag} C B, azaz a Magyarorszagot tartalmazé halmaz részhalmaza B-nek.

A részhalmaz definici6jabol tobb allitas is levezethetd:
— minden halmaz része 6nmagdnak;

— az ures halmaz minden halmaznak részhalmaza;
—haH, CH,ésH,CH,, akkor H, € H, is teljesdil.

(Az dllitésok bizonyitasat a lecke végén emelt szinti feladatként tiizziik ki.)
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Az aldbbi tablazatban egy telepiilés 6nkormanyzati testiletének a szavazatait soroltuk fel. A tiz képvi-

seld (jelolésuk: A, B, C, ..., )) hdrom kérdésre szavazott, az ,igen, nem, tartézkodom” szavazatokat a téb-
lazatban i, n, t bettikkel jeloltik.

A|B|C|D]|E F |G| H I J
1. kérdés | i i n | 0|t | 0| n | t/|i i
2. kérdés | i | n | i i ln |t |t |i]|n|i
3.kérdés | i |n | n| t | n |t | n|n| i/ n

a) Legyen H, azon képvisel6k halmaza, akik az 1. kérdésre ,igen”-

nel szavaztak. Adjuk meg a H, halmazt felsorolassal!

b) Legyen H, azon képvisel6k halmaza, akik az els6 két kérdésre
,igen”-nel szavaztak. Adjuk meg a H, halmazt felsoroldssal!

©) Legyen H, azon képvisel6k halmaza, akik az elsé két kérdés
egyikére sem szavaztak ,nem”-mel. Soroljuk fel a H, halmaz ele-
meit!

d) Milyen kapcsolat all fenn a H,, H, és H, halmazok k6zott?

e) Mi volt a szavazasok eredménye? (Az el6terjesztés elfogadasa-
hoz — a tartézkodasokat nem szamitva — egyszer(i tobbségre van
szlikség.)

f) Van olyan képvisel$, aki mindharom kérdésre a tobbséggel
egyetértésben szavazott?

Megoldas

a)H ={A,B,D,F1J}.

b)H,={A, D, J}.

¢ A H, halmazba azok a képviselSk tartoznak, akik az elsé két kérdésre az ,igen” vagy ,tart6zkodom”
vélaszokat adték: H, = {A, D, F, H, J}.

d) H, € H,, hiszen minden olyan képvisel6, aki az elsé két kérdésre ,igen”-nel szavazott, sziikségkép-
pen ,igen”-nel szavazott az elsé kérdésre is.
H, nem része sem H,-nek, sem H,-nek, mert van olyan képvisel6, aki a masodik kérdésnél igennel
szavazott, de az els6 kérdésnél tartézkodott (H). Igaz viszont, hogy H, C H,: ha valaki az elsé két kér-
désre ,igen”-nel szavazott, akkor nem szavazott ,nem”-mel.

e) A testiilet az els6 két elGterjesztést elfogadta, a harmadikat nem.

) Van ilyen, a ] képvisel6.

A halmazokkal kapcsolatos problémak koziil a mindennapi életiinkben leggyakrabban eléfordulé esetekre lattunk

példékat, ezek: az osztalyba sorolds (kategorizalds, tipizalds), illetve a szlirés (valamilyen feltételrendszer szerint). A hal-
mazmliveletekkel a kovetkezd leckében részletesen foglalkozunk.
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Abrézoljuk Venn-diagramon N, Z, Q, R és az irraciondlis szamok Q* hal- Q |_RJ Q*
mazat!

A halmazok kapcsolatat a mellékelt Venn-diagram szemlélteti.

Az abrardl leolvashaté azN € Z € Q C R és Q" C R tartalmazas (minden természetes szam egyttal egész
szam is stb.). A valés szamok a raciondlis és irraciondlis szamokbdl allnak, s minden szam csak egyfajta
lehet: vagy racionalis, vagy irracionalis.

Tekintstik az A = {1; 2; 3; 4; 5; 6}, B={2; 4; 6; 8; 10} és C = {4; 5; 6; 7; A} halmazokat. (A C hal-
maz egyik eleme az A halmaz.) Melyik igaz az alabbi allitasok koziil?

a)leA; b) 1 ¢ B; c1eC; d {1} €A; e 1;2;3CA;
N {1} CA; g9 {1,2,3} A, hAeC ) ACC; ) {AteC;
k) {A} CC.

Megoldas

Definici6 szerint az a) és b) allitasok igazak, a ¢) hamis.

A d) dllitas hamis, mert az 1-et tartalmaz6 {1} halmaz nincs felsorolva A elemei kozott.

Az e) allitas értelmetlen, hiszen csak halmaz lehet egy mésik halmaz részhalmaza. A helyes forma a g)
allitasban lathat, s ez igaz is.

Hasonléan igaz definici6 szerint f): az {1} halmaz minden eleme (azaz az 1-es) egyttal eleme A-nak is.

A h) dllitas igaz, mert az A halmazt felsoroltuk C elemei kozott.

Az i) hamis. Van olyan eleme az A halmaznak, ami nincs benne C-ben: példaul az 1.

A j) allitas hamis. Az A halmazt tartalmazé halmaz nem eleme C-nek (csak A € C igaz, a h) allitdésnak meg-
felelGen).

A k) igaz. Az A halmazt tartalmazé halmaz minden eleme (azaz A) egydttal eleme C-nek is.

Definicio

Két halmaz, A és B egyenld, ha elemeik ugyanazok.

Fogalmazzuk meg ezt a definiciot az
a) ,eleme”, illetve

b) ,részhalmaza”

szimbdlumok segitségével!

Megoldas

a) A = B, ha minden x € A esetén x € B is teljesil; és forditva, ha minden x € B esetén x € A is igaz.
b)A=B,haACBésBCA.
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Az a) megoldasban a ,minden x € A esetén x € B is teljesul” feltétel azt jelenti, hogy az A halmaz minden eleme a
B halmaznak is eleme. Eszrevehetjiik, hogy ekkor éppen az A € B kapcsolatot fogalmaztuk meg.

Kissé zavar6, hogy A C B esetén A = B is megengedett. A koznyelvben ,B része” alatt altalaban B egy
Osszetevajét, kisebb egységét értjik. S valéban, a koznyelv szamara példaul az {1, 2} € {1, 2} tartalmazas
nem tlinik ,igazi” résznek.

Azt mondjuk, hogy az A halmaz valédi részhalmaza (vagy valédi része) a B halmaznak, ha A része

B-nek, de a két halmaz nem egyenlé. Jelolés: A € B. (A két halmaz kapcsolatat formulédkkal is megad-
hatjuk: A€ B, de A = B.)

Altaldban az A C B jelolést hasznaljuk, mert ez a valddi tartalmazést is magaban foglalja. Az A C B jelolést csak akkor
— és csak ritkdn — alkalmazzuk, amikor hangstlyozni kivanjuk, hogy A = B.

Soroljuk fel az aldbbi halmazok 6sszes részhalmazat! Ezek koziil melyek valédi részhalmazok?
aH,={};, bH={a}; oH,={a b}, dH,={ab,c}

Megoldas

Fogalmak, név a) Az tres halmaznak egyetlen részhalmaza van, az tres halmaz: @ valédi részhalmaza nincs.

halmaz; b) H,-nek két részhalmaza van: @, {a}. Valodi részhalmaz: @.

iires halmaz; ©) Négy részhalmazt taldlunk: @, {a}, {b}, {a, b}. Valédi részhalmazok: @, {a}, {b}.
részhalmaz; d) H,-nak nyolc részhalmaza van: @, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}. Nem va-
halmazok l6di részhalmaz: {a, b, c}.

egyenlésége;
val6di részhalmaz;

VennidictEt A részhalmazok szama az egyes feladatokban 1, 2, 4, 8. Ez alapjan vajon milyen sejtést fogalmazha-

Vo tunk meg?®
FELADATOK
m Az aldbbi meghatdrozasok egy adott osztaly tanuléira vonatkoznak. A definiciok kozil melyek hataroznak
meg egyértelm(ien egy halmazt?
a) az osztélyba jaro fidk; d) a budapesti lakosok;
b) a magas tanuldk; e) akiknek tavaly év végén 5-6s matematikaosztélyzatuk volt;
¢) a barna haja lanyok; f) akik szeretnek iskoldba jarni.

m Az alabbi A, B és C halmazokat megadhatjuk felsoroldssal, kozos tulajdonsaggal és képlettel is. Pétoljuk a
hidnyz6 megadasokat, és dbrazoljuk a halmazokat a Venn-diagramon!

halmaz felsorolas kozos tulajdonsag képlet
A {1,3,5,7,9}
. egyjegy(, pozitiv primszdamok

C C={x]4<x=<9ésxeN}

3 A sejtés megfogalmazdsa és bizonyitasa megtalalhat6 a 70. Halmazokrdl és szamokrél c. leckében.
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Az alabbi tablazatban egy osztaly tanuléit két-két csoportra osztottuk a nemik szerint, valamint
attol fiiggéen, hogy év végi matematikaeredményiik ,jo” (4-es vagy 5-09), illetve ,gyenge” (2-es
vagy 3-as) volt. A tablazat mezd&ibe irt szimok a megfeleld tulajdonsagi tanuldk szamat jelentik.

jok (4-es, 5-6s érdemijegy) gyengék (2-es, 3-as érdemjegy)
F (fiak) 8 7
L (lanyok) 10 7

Ertelmezziik a téblazat adatait!

a) Mennyi az osztalylétszam?

b) Az 6sszes tanulé hany szazaléka ,j6” matematikdbol?

©) Az Osszes fil hanyadrésze ,gyenge” matematikabol?

d) Abrézoljuk az adatokat az F (fitik) és J (,jok”) halmazok Venn-diagramjan! (Az alaphalmaz az
osztaly tanuléinak a halmaza, az egyes tartoméanyokba a megfelel4 elemszémot irjuk.)

Legyen A = {egyjegy(i paros természetes szamok}, B = {egyjegy(i négyzetszamok}. Adjuk meg
az A halmaz egy lehetséges X és a B halmaz egy lehetséges Y részhalmazét Ggy, hogy
AYCX: BYCX: OXCAéYCX, dXCAés YCX; eY=X

4. K1

5. K1 Fogalmazzuk meg, mit jelent, hogy
a) az A halmaz nem Ures halmaz;
b) az A halmaz nem részhalmaza B-nek (jelolés: A  B);
c) az A halmaz nem egyenlé B-vel!

A matematikai irodalomban gyakran talalkozhatunk az N*, Z*, Z-, Q*, Q-, R*, R™ jelolések-
kel. Jelentéstik sorban: pozitiv természetes szamok, pozitiv egész szamok, negativ egész sza-
mok, pozitiv raciondlis szdmok, negativ raciondlis szamok, pozitiv valés szamok, negativ valés
szdmok halmaza. A Q} jel6lés a pozitiv raciondlis szamokat és a O-t tartalmazé halmazt jelenti,
s hasonl6an jeldlhetjik a Z;, R? stb. halmazokat is.

6. K1 Fogalmazzunk meg a fenti szamhalmazok kozott néhény tartalmazéaskapcsolatot (melyik halmaz
melyiknek részhalmaza, valédi részhalmaza, vagy nem része)!
Példaul igaz-e, hogy:
AN*CZ* bDN'CZ; OQCR; dRTQ sth?

7. K2 Tekintstik az A = {3-mal oszthat6 egész szamok}, B = {x| x =10k - 3, k € Z*}, C = {négyzet-
szamok} halmazokat. Melyik igaz, melyik hamis az alabbi allitasok kozul?

a) Az A halmaznak négy olyan eleme van, amelyik egyjegy(i szam.

b) Van olyan egyjegy(i szim, amelyik mindhdrom halmaznak eleme.

¢) Van olyan kétjegyti szam, amelyik két halmaznak is eleme.

d) Van olyan kétjegy(i szam, amelyik mindhdrom halmaznak eleme.

e) Van olyan 2-esre végz6d6 szam, amelyik két halmaznak is eleme.

) Van olyan 4-esre végzédé szam, amelyik két halmaznak is eleme.

g 0EA. h)0¢C. i) {0;576; 1296} CC. j) {0; 576; 1296} C A.
k) {0; 576; 1296} T B. ) 0 CA. m){0} C A. n) @ CB.
o{}rccC p)ACA. q) BCB.
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Az alabbi allitasokban A és B tetszéleges halmazok. Melyik igaz az allitdsok kozal?
(1) Ha 1 € A, akkor {1}C A.
(2) Ha A C B, akkor A € B.
(B)Ha 1 €A, akkor 1 T A.

m Ugyanazt jelenti-e az aldbbi két allitas?

a) Az A halmaz minden x eleméhez van a B halmaznak olyan b eleme, hogy x < b.
b) A B halmaznak van olyan b eleme, hogy az A halmaz minden x elemére x < b.
(Melyik allitasbol kovetkezik a masik?)

m Igazoljuk a kovetkezé éllitasokat!
a) Minden halmaz része 6nmaganak.
b)HaH, S H, ésH,< H,, akkor H, € H, is teljesl.
c) HaH, CH,és H,CH, akkor H, C H, is teljesiil.
d) Az Ures halmaz minden halmaznak részhalmaza.
e) Egyetlen tres halmaz van.

m A={1;2;3},B={2;3;4;5,6; 7}.

a) Hany részhalmaza van A-nak?

b) Hany valédi részhalmaza van A-nak?

¢) Hany 2 elem(i részhalmaza van B-nek?

d) Hany 4 elem(i részhalmaza van B-nek?

e) Hany olyan halmaz van, amelyik A-nak és B-nek is részhalmaza?

Az a és b kiilonb6z6 szamok elemei az A véges elemszami szimhalmaznak. Tudjuk, hogy A-nak eleme bar-
mely két (kilonb6z6) elemének
a) Osszege is;
b) szorzata is.
Mennyi lehet A elemszama az a) és a b) esetben?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I.:
145; 148; 150; 151.2)-); 152; 153; 155; 161; 164.

P 4 *:;_?d ¥
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4. MUVELETEK HALMAZOKKAL

A tablazatban egy adott osztalybél azon tanulékat soroltuk fel, akik az
iskola komplex természettudomanyos versenyén a harom tantargy (bio-
l6gia, fizika, kémia) valamelyikébdl elindultak. Az elsé oszlopban a dia-
kokat neviik kezdébetdivel jeloltiik, a mésik harom oszlopban pedig a
tantargyi versenyen elért pontszamuk lathaté. (Mindegyik tantargybdl
legfeljebb 30 pontot lehetett elérni.)

név | biolégia | fizika kémia Biologiabol azok a tanulok
jutottak tovabb a mésodik for-
A. K 22 26 J
— duléba, akik legaldbb 21 pon-
CR, 30 24 tot elértek. llyen tanulé kilenc
D. GCs. 23 12 14 van (elegendé a vezetékne-
C. B. 29 18 vik kezddébetdit hasznalni):
H. H. 25 C,D,GKM,O,P, Sz, V.
K M. 25 25 Ugya/nez. a t(?VélbbJUtaSl
ponthatar fizikabol 20 pont
b G 25 1 12 volt. Ebbdl a tantargybdl a
N. G. 19 18 masodik forduléba jutott ver-
0. G. 21 senyzék névsora: A, C, K, P,
P. Zs. 29 29 25 R,Sz,T,V, Z.
R.A. 18 20
S. E. 16 16 12
Sz K. 30 29 Ha a tanulék eredményességét vizsgaljuk, kilonbozd kérdé-
1L 17 72 73 seket/tehetunk fel. Pe/ldaul: .
Hany olyan tanul6 van, aki
V.B. 27 21 16 — mindkét tantargybdl bejutott a masodik forduléba;
Z.M. 28 27 — biolégia tantargybdl tovabbjutott, fizikabél nem;

— egyik tantargybdl sem jutott tovabb?

Es persze a kapott valaszokat 6sszevethetjiik a kémiaverseny eredményeivel. Példaul:

A masodik forduloba kémidbdl a legaldbb 18 pontot elért versenyzék jutottak. Hany tanulé van, aki
mindharom tantargybdl tovabbjutott? Hany olyan, aki kett6bdl jutott tovabb? Es igy tovabb.

A mindennapi életben hasonl¢ feladatokkal gyakran talalkozunk. A kéznyelvben ezeket a ,m(iveleteket”
kategorizélasnak (csoportositasnak) és sztirésnek (kivalogatasnak) nevezziik.

A problémat matematikailag is modellezhetjiik. Az adatok egyszer(i és egységes kezelése érdekében a
tanuldkat egy-egy halmazba soroljuk; példaul a biolégiabol tovabbjutott diakok halmazat jelolje B, a fizi-
kabél tovabbjutottak halmazat F. Ekkor B = {C, D, G, K, M, O, P, Sz, V}, F={A, C,K, P, R, Sz, T, V, Z}.

Ekkor a matematika nyelvén megfogalmazott kérdések a kovetkezdk:
Hany olyan tanul6 van, aki

— a B és F halmaznak is ,eleme”;

— a B halmaznak eleme, de az F halmaznak nem;

— sem a B, sem az F halmaznak nem eleme (pedig elindult a versenyen)?

Hasonl6 kérdéseket harom halmaz esetén is feltehetiink, példaul: hany olyan tanul6 van, aki a B, F, K
halmazok mindegyikének eleme? (Természetesen K a kémia tantargybdl tovabbjutott versenyzék halmazat

jelenti: K = {A, G, H,N, P, T, Z}.)
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A valaszok minden esetben a tanul6k egy-egy csoportjat, azaz egy-egy halmazat adjék meg. Ez alapjan Ggy
tinik tehat, hogy érdemes a halmazok kozott haté miveleteket definidlnunk. Ezek eredménye ismét halmaz
lesz, s a fenti példakhoz hasonl6 gyakorlati eljarasokat (sztirések, kivalogatasok) irjak le a matematika nyelvén.

METSZET, UNIO (EGYESITES), KULONBSEG

A leggyakrabban hasznalt halmazmuveletekkel mar az altalanos iskolaban megismerkedttink.

B ] Két halmaz metszete (k6zds része) azon elemek halmaza, amelyek mind-
két halmaznak elemei. A mivelet jele: N. Az A és B halmazok metszetét
szemléltethetjik Venn-diagrammal, vagy megadhatjuk képlettel is.

ANB={x|xe€Aésx e B}. (Tehit az A N B halmaz azon x elemekbdl
all, amelyek elemei az A és a B halmaznak is.)

ANB

Az 1.példaB={C,D,G K M, O,P, Sz, V} ésF={A, C, K, P, R, Sz, T,V, Z} halmazdnak metszete: BN F =
={C, K, P, Sz, V}. A metszet azon tanul6kbdl all, akik biol6giabdl és fizikabdl is tovabbjutottak a versenyen.

[B] Két halmaz uniéja (egyesitése) azon elemek halmaza, amelyek legaldabb
az egyik halmaznak elemei. A mivelet jele: u.

AUB = {x| x € Avagy x € B}. (Tehat az A U B halmaz azon x elemekbdl
all, amelyek elemei az A vagy a B halmaznak.)

AUB

A példaban a B és F halmazok uniéja: BUF = {A, C, D, G, K,M, O, P, R, Sz, T, V, Z}. Az unié azon ta-
nulékbol dll, akik biologiabdl vagy fizikabdl tovabbjutottak.

Definicio

[B] B ] Az A és B halmazok kiilonbsége az A hal-
maz azon elemeinek halmaza, amelyek a B hal-
maznak nem elemei. A muvelet jelolése: \.

Képlettel: A\ B = {x| x € A és x & B}. (Az
A\ B halmaz azon x elemekbdl all, amelyek ele-
mei az A halmaznak, de nem elemei B-nek.)
A\B B\A

Hasonléan B\A = {x| x € Bésx & A}.
A definiciobdl kovetkezik, hogy az A és B
halmazok sorrendje lényeges: A\ B és B\ A dltalaban kilonbozé halmazok, hiszen a B\ A halmaz ele-
mei benne vannak a B halmazban, de az A halmazban nem.

A B és F halmazok kulonbsége: B\ F = {D, G, M, O}; az F és B halmazok kiilonbsége: F\ B = {A, R, T, Z}.
Szoveggel megfogalmazva példaul a B és F halmazok kiilonbsége azon tanulokbél all, akik biol6giabdl to-
vabbjutottak, de fizikabol nem.
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KOMPLEMENTER HALMAZ

Ha A € H, akkor az A halmaz H alaphalmazra vonatkozé komplementer hal- [
mazanak (komplementerének, kiegészité halmazanak) nevezziik a H\ A halmazt.
Jelolés: A. ‘
A (‘A komplementer halmaza’) tehdt a H halmaz azon elemeinek halmaza, ame-
lyek az A halmaznak nem elemei: A = {x € H| x & A}. Példaul ha H azon tanulok
halmaza, akik elindultak a biolégiaversenyen, akkor H = {C, D, G, K, M, O, P, R, S,
Sz, T,V}, és B={R, S, T}. Ha viszont a H alaphalmaz a természettudomanyos ver-

seny valamelyik tantargyan (biologia, fizika, kémia) elindult tanulokat jelenti, akkor
H={A,C,D,G H, KM N,O,PR,S, Sz, T,V,Z}, ésB={A H,N,R,S,T,Z}.

|

A metszet, unié és kilonbség muvelete két halmazhoz, A-hoz és B-hez rendelt egy Gjabb
halmazt, A N B-t, A U B-t vagy A\ B-t. A komplementerképzés mas jellegli mUvelet: egyetlen
halmazhoz, A-hoz rendel egy Gjabb halmazt, A-t. Ugyanakkor az is igaz, hogy a mivelet ered-
ménye egy masik halmaztél, a H alaphalmaztdl is fligg.

Tovébbi kétvaltozés halmazmiiveletek is megadhatdk, de ezek az eddigi mtveleteinkkel
kifejezhetdk. Példaul két halmaz Gn. szimmetrikus differencidja A A B = (A\ B) U (B\ A) alakd.
(Kiolvasva: ‘A delta B".)

Abrézoljuk az 1. példaban szerepld B, F, K halmazokat egy Venn-diagramon (a H alaphalmaz legyen azon
tanulék halmaza, akik valamelyik tantargy versenyén elindultak). Hatdrozzuk meg a kovetkezé halmazokat:

a) FNK; b) BUK; c) K\ F;
d) F\K; e) K (a H alaphalmazra vonatkozéan); ) BNFHNK;
g B U (FUK); h) B\ (F\K); i) B\F\K.

Megoldas

a) FNK={A P,T,Z};

b)BUK={A,C D,G H K MN,O,P, Sz T,V,Z};

o K\F={G, H, N};

d) F\K={C, K, R, Sz, V};

e) K={C,D,K,M,O,R,S, Sz, V};

 BNnFHNK={P};

g BU(FUK)={A,C,D,G H, KM N,O,P,R, Sz T,V, Z};

h) B\ (F\K) =B\ {C, K, R, Sz, V} = {D, G, M, O, P}.

) A B\ F\K kifejezésben egyforma rend(i (egyforma ,erdsség(i”) miveletek

szerepelnek, ezért a kiértékelésekor balrél jobbra haladunk.
B\F\K=B\PH\K={D, G,M, O} \K={D, M, O}.
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A MUVELETEK TULAJDONSAGAI

A definiciok segitségével tetszéleges A, B, C halmazokra igazolhatok a kovetkezé
tulajdonsagok:

ANB=BNA, AUB=BUA,
(a metszet-, illetve unioképzés kommutativ mivelet, azaz felcserélhet6é a halmazok sor-

rendje);
Fogalmaklnév ANBNC=ANBNQO), AUB)UC=AUBUOQ),
metZes (a metszet-, illetve uni6képzés asszociativ muivelet, azaz szabadon zaréjelezhetd);
unio;
kilonbség; ANA=A  ANGB=0,
komplementer AUA=A  AUQ=A,
halmaz; A\A=0, A\@=A ©o\A=0,
de Morgan. A= A 5= H H=o
FELADATOK

m Legyen A = {egyjegyli paros természetes szamok}, B = {5-nél nem nagyobb természetes szamok}, s a
H alaphalmaznak tekintstik az egyjegy(i természetes szamok halmazat.

a) Szemléltessiik a halmazokat Venn-diagrammal!

Adjuk meg — példaul felsoroldssal — az alabbi halmazokat!

b) AnB; ¢ BNA; d) AUB; e) BUA; ) A\B; g B\A;
h) A; i B; j) ANB; k) AUB; ) A\B; m) B\ A;
n) ANB; o) ANB; p) AUB; q) AUB.

A kapott eredmények kozott vannak-e egyenlék?

2 K2 Legyen A = {15-nél nem nagyobb, 2-vel oszthat6 természetes szdmok}, B = {15-nél nem nagyobb, 3-mal
oszthat6 természetes szamok}, C = {15-nél nem nagyobb, 5-tel oszthaté természetes szdamok}, s a H alap-
halmaznak tekintsiik a 15-nél nem nagyobb természetes szamok halmazat.

a) Szemléltessiik a halmazokat Venn-diagrammal!

Adjuk meg — példaul felsorolassal — az alabbi halmazokat!

b) AnB)NC; c) AnNBNAO); d) (AUB)UC; e) AUBUCQC);
N A\B\GC; g A\(B\O); h) (AuB)NC; ) AUBNCO);
) AUB\G k) Au(B\C); h AnB\GC; m) AN (B\C);
n) A\ (BU C); 0) A\ (BN C); p) B; ¢ BNC;

r) BUC; s) B\C; t) BNC; u) BnC;

v) BUC; z) BUC.

A kapott eredmények kozott vannak-e egyenl6k?
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4. MUVELETEK HALMAZOKKAL

Adjuk meg — példaul felsoroldssal vagy egyszer(ibb miiveletek segitségével — az alabbi halmazo-

kat (A, B, C, H az el6z6 feladatban definialt halmazok)!

a) (AUBINC; b) Au(BNC); ) (BNO)\A; d) BN(C\ A);
e) A\(BUQ); N (A\B)UC; 2 AN(B\C); h) BUCNA;
) An(B\C); ), A\(B\C); k) (AUB)\ (AU Q);

D AnBUA\C); m) AN B)U B\ O); n) A\B)U B\ Q).

A H alaphalmazon adott az A és B halmaz (azaz A € H, B C H). Hatarozzuk meg az alabbi hal-

mazokat!
a)ANB, haA=g; b) AUB, haA=g; c) A\B,ha A=g; d) B\A, haA=g;
e) A,haA=g; ) AnB, haACB; g AUB, haACB; h) A\ B, haA C B;

) B\A haACB;, ) A; KA.

Az A @ B kapcsolatot fogalmazzuk meg a metszet, illetve a kiilonbség mvelete segitségével!

Mivel egyenlék az aldbbi halmazok?

a) Z' a Z alaphalmazon; b) Z~ a Z alaphalmazon;

d) Z a Q alaphalmazon; e) Q az R alaphalmazon;

Az 1. és 2. feladat megoldasa alapjan megsejthetjiik az aldbbi 6sszefliggéseket (az a)
és b) az (in. de Morgan-azonossagok):

a) AUB=AnNB; o) AnBBUC=AUCO NBUO);
b) AnNB=AUB; dAUBNC=ANOUBNO.

A Venn-diagram segitségével bizonyitsuk be a sejtéseket!

[ |

Adott a H alaphalmaz, valamint két halmaz, A és B.
Venn-diagramjukon (1), (2), (3), illetve (4)-gyel je-
[6ltik az egyes tartomanyokat. (Példaul (2) jelenti
az A\ B részhalmazt.)

Az aldbbi, logikai kotészokat tartalmazé meg-
fogalmazasok az egyes tartomanyok elemeire
vonatkoznak. Allapitsuk meg, hogy az a)-p) meg-
hatdrozasok mely részhalmazok elemeire igazak,
azaz a feladatokban megadott x elemek mely tar-
tomanyokat hatdrozzék meg!

Példaul: az ,x eleme A-nak és x eleme B-nek” meghatarozas az A N B részhalmazra
vonatkozik (ennek x elemeire teljestil), tehat az (1) tartomanyt hatarozza meg.

a) x eleme A-nak vagy x eleme B-nek;

b) x (A és B koziil) legaldbb az egyik halmaznak eleme;
¢ x legfeljebb az egyik halmaznak eleme;

d) x pontosan az egyik halmaznak eleme;

e) xlegalabb az A halmaznak az eleme;

) x legfeljebb az A halmaznak az eleme;

g) x nem eleme A-nak;

h) x sem A-nak, sem B-nek nem eleme;

i) x egyik halmaznak sem eleme;

8]

¢) N a Z alaphalmazon;

) R¢ az R alaphalmazon.

Augustus de.Morgan
(1806-1871) Indiaban
szlletett angol matemati-
kus, 1828-ban lett az
University College elsé
matematikaprofesszora.
Kezdeményezte az al-
gebra formalis megkozeli-
tésének a kidolgozasat,
foglalkozott a szimbolikus
logika megalapozasaval.
1838-ban tisztazta a teljes
indukci6 elvét.

-
-
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j)  x csak az egyik halmaznak eleme;

k) x csak A-nak eleme;

) x eleme A-nak, de B-nek nem;

m) x eleme az egyik halmaznak, de a masiknak nem;

n) x vagy A-nak, vagy B-nek eleme (de csak az egyiknek);

0) ha x eleme A-nak, akkor x eleme B-nek is;

p) ha x eleme az egyik halmaznak, akkor eleme a masik halmaznak is.

m Tekintsik az A = {egyjegyl paros természetes szdamok} és B = {egy- ﬂ
jegyl (pozitiv) primszamok} halmazokat, s a H alaphalmaznak tekint-
stk az egyjegy(l természetes szdamok halmazat.

Fogalmazzuk meg, hogy mi jellemzi az aldbb felsorolt tartoményok
elemeit, s ezeket adjuk meg az unié és kivonds halmazmf(veleteivel is!
a (1); b) (2); o @) d) (2), 3);

e (2), 4); H (1), @); g (1), 3), (4); h) (2), (3), (4).

(8]

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény I.: 171; 172; 177; 185; 186; 191; 192; 195;
200; 210; 216; 220; 225; 227; 229,

5. EGYSZERU OSSZESZAMOLASI FELADATOK

1783-ban a braunschweigi iskola tanitéja — az akkori szokdsoknak megfeleléen — egyszerre tobb kii-

16nb6z6 osztéllyal is foglalkozott. Négy évfolyam didkjai tanultak parhuzamosan, ugyanabban a tante-
/,':j - remben. A tanité a legkisebb, hatéves gyerekeknek dnall6an megoldandé feladatot tiizott ki, hogy mig
6k dolgoznak, addig az idésebbekkel is foglalkozhasson. A feladat a természetes szamok 6sszeaddsa
volt, 1-t6l 40-ig. Azonban alig hangzott el a feladat, néhany pillanattal késébb mar a szegény nyerges-
mester fia, a kicsi Gauss vitte is ki a palatablajat, rajta néhany szamolassal. (Képzelhetjiik, mennyire orilt
ennek a tanit6, aki mar ment volna az idésebbekhez, s tigy gondolta, hogy egy elkapkodott s hibas meg-
oldasrél van sz6.) De az eredmény helyes volt, a gondolatmenet pedig — egy hatéves gyerektd| — zse-
nidlis: 1 + 40 = 41, 2 + 39 = 41 stb. Hisz ilyen pér van, a keresett dsszeg tehat 20 - 41 = 820.

I '{:\'/'
A tanité a kisdiakrol jelen-

tést tett eldljarginak, —— “‘"M‘ et ™™
s ennek hatasara a bra-

unschweigi herceg vallalta

a csodagyermek nevelte- Ma tGgy mondanank, hogy a kisfiti a pdrositds, a parba allitds moédszerét alkalmazta. A tanité
tését. Karl Friedrich Gauss a ,frontdlis” miveletvégzéssel 39 Gsszeaddst vart a tanuloktdl, ehelyett Gauss egy sszeaddssal,
(1777-1855) koranak leg- egy osztassal (40 : 2 = 20) és egy szorzassal, azaz Gsszesen 3 m(ivelettel (és persze a pdrositas le-
nagyobb matematikusa, hetdségének a felismerésével) oldotta meg a feladatot. A médszer ,erejét” akkor érthetjiik meg

fizikusa, csillagasza lett, s
mar életében kiérdemelte
kortarsaitél a , princeps
mathematicorum” (a ma-
tematikusok fejedelme)
cimet.

m r

igazdn, ha példaul 1-t6l egymillioig kell 6sszeadnunk a szamokat. Ekkor a szdmok sorban torténé
Osszeadasa 999 999, mig Gauss modszere tovébbra is 3 (igaz, kissé bonyolultabb) miiveletet igé-
nyel.
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Bergengocia févarosdban az Alsévarosboél a Centrumba hdrom Gt
vezet (ebbdl ketté betonit, egy macskakoves), a Centrumbél a Felséva-
rosba ot Gt (harom betonat, két macskakoves Gt).

a) Hanyféle Gton juthatunk el Alsévarosbél a Centrumon keresztiil a

Fels¢varosba?
b) Ebbél hany Gtvonal halad teljes egészében betontton?

Megoldas

a) El kell jutnunk Alsévéarosbél a Centrumba, és ettdl fliggetlendl a
Centrumbdl a Felsévarosba. Alsévarosbél a Centrumba harom (Gt vezet
(legyenek ezek a,, a,, a,), s ezen utak barmelyikéhez csatlakozhat a Centrumbél a Felsévarosba vezet 6t
at (jelolés: c,, c,, c,, c,, c,). Az a, Gtszakasz vélasztasa esetén o6t lehetéség adodik (c,, c,, c,, c,, ¢, barme-
lyike); az a, vélasztdsa esetén a lehetdségek szama szintén 6t; végll az a, Gtszakaszhoz is 6t csatlakozas le-
hetséges. Osszesen 3 -5 = 15 az Gtvonalak szdma, ezek:

a,c, a,c, a,C,, a,C,, a,C,; a,C,, a,C,, a,C,, A,C,, A,C; a,C,, A,C,, A,C,, A,C,, A,C,.
b) Alsévéarosbél a Centrumba 2-féle betonutat vélaszthatunk, és ettél Alsévaros

fuggetlendl, a Centrumbdl a Felsévarosba 3-féle betonutat. Barmelyik 2

alsévarosi betontthoz barmely 3 Felsévarosba tarté betontt vélaszthato,

a lehetéségek szdma 2 -3 = 6. Centrum
A lehetséges Gtvonalakat egy halézattal (Gn. graffal) is szemléltethet-

juk:

Felsévaros oo LK) oo

A megoldas struktdraja szerint el6szor kivalasztottuk az Alsévarosbdl a Centrumba vezet6 utakat (3-féle
lehetSség), és ettdl fuggetlentl hozzdjuk kivélasztottuk a Centrumbdl a FelsGvarosba vezet6 utakat (5-féle
lehetéség). Jegyezziik meg, hogy az ES kétészo hasznalatakor altalaban a kombinatorika szorzdsi szabalyat
alkalmazzuk:

Ha egy bizonyos A objektumot m-féleképpen, egy masik fiiggetlen B objektumot n-féleképpen lehet ki-
valasztani, akkor a szorzdsi szabdly azt jelenti, hogy az (A, B) par kivélasztasa (,A és B") m - n-féleképpen
lehetséges.

A0, 1, 2, 3 szdamjegyekbdl hany darab négyjegy(i természetes szamot készithetlink, ha a keletkezett
szamban

a) minden szamjegy kiilonb6z6;

b) lehetnek egyforma szamjegyek is?

Megoldas

a) Az elsé (az ezres) helyi értéken 3-féle szamjegy szerepelhet (a 0 nem, mert akkor a szam nem lenne
négyjegyl). A masodik helyiértéken a maradék 3 szamjegy barmelyike allhat, a harmadik helyre mar csak
2-féle szamjegy kerilhet, s ekkor az utols6 helyre irt szam egyértelmiien adddik. A lehetéségek szama
3-3-2-1=18.

b) Az elsé helyen 3-féle szamjegy éllhat (a O nem), a tovabbi helyekre — a kordbbi szamjegyektdl fug-

getlendil — mindig 4-féle szamjegy kertlhet. A lehetéségek szama 3-4-4-4 = 192.
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A0, 1,2, 3,5 szamjegyekbd| hany darab 5 jegyti, 5-tel oszthaté természetes szam készithet, ha
a) minden szamjegyet fel kell hasznélni;
b) egy-egy szamjegy tobbszor is szerepelhet?

Megoldas

a) Ha az utols6 (legkisebb) helyiértéken all6 szamjegy 5, akkor 3 -3 -2 -1 = 18-féle szam készithetd, mert
0-val nem kezdédhet a szim. Ha az utols6 helyi értéken allé szamjegy 0, akkor 4 -3 -2 -1 = 24-féle szam
lehetséges. Az utols6 helyiértéken vagy O, vagy 5 szerepel; 6sszesen 18 + 24 = 42 lehet6ségiink van, mert
a két esetben minden szdmot pontosan egyszer szamoltunk.

b) Az elsé helyi értékre 4-féle szamjegy keriilhet (a O nem). A kovetkez6é harom helyre mindig 5-féle
szamjegy kertilhet, hiszen lehet ismétl6dés; végiil az utolsé helyre 2-féle szamjegy irhat6 (0 vagy 5). A le-
het6ségek szdma 4 -5 -5 -5 -2 = 1000.

Az a) feladatban a megvizsgalandé eseteket két részre osztottuk (,a szam végén vagy 5, vagy 0 all”), s a
két eset lehetdségeinek Osszege adta a megoldast. A két eset kozott nincs ,atfedés”; nincs olyan szam, amely
mindkét feltételnek megfelelne. Ennek alapjan megfogalmazhatjuk a kombinatorika 6sszeadasi szabalyat:

Ha egy bizonyos A objektumot m-féleképpen, egy masik fiiggetlen B objektumot n-féleképpen lehet kiva-
lasztani, akkor az ¢sszeaddsi szabdly azt jelenti, hogy a ,vagy A, vagy B” kivélasztas (m + n)-féleképpen torténhet.

Hany haromjegy(i természetes szam van, amelyben szerepel az 1-es szamjegy?

Megoldasok

»Els6 megoldas (hibas)”:

Ha az elsé helyen szerepel az 1-es, akkor a masodik és harmadik helyre barmilyen szamjegyet irhatunk
0-t6l 9-ig. Ez &sszesen 10 -10 = 100 eset.

Ha a mésodik helyen szerepel az 1-es, akkor az elsé helyre 9-féle szamjegy kertlhet (a 0 nem), az utol-
séra 10-féle. Innen 9 -10 = 90 lehetdséget kapunk.

Végil ha az utols6 helyen szerepel az 1-es, akkor az elsé helyre 9, a masodik helyre 10 szdmjegy ke-
rilhet; az esetek szama 9 - 10 = 90 (épplgy, mint a masodik esetben).

Osszesen 100 + 90 + 90 = 280 megfelels szam van.

Ez a megoldas hibas. Mi lehet a hiba?

Masodik megoldas:

Az el6z6 megoldasban tobbszor szamoltuk azokat az eseteket, amelyekben tobb 1-es szerepel (példaul
131), igy a helyes végeredmény 280-nal kevesebb lesz. A problémaét Ggy kiszobolhetjik ki, hogy kizarjuk
az atfedéseket. Az esetszétvalasztast megvalosithatjuk példaul dgy, hogy azt vizsgéljuk, hogy a hdromjegyti
szamban balrdl (a legnagyobb helyi érték feldl) szamitva melyik helyi értéken &ll az elsé 1-es.

Ha az els6 helyen szerepel az els6 1-es, akkor a masodik és harmadik helyre barmilyen szamjegyet ir-
hatunk 0-t6l 9-ig. Ez 6sszesen 10 -10 = 100 eset.

Ha balrél szamitva a masodik helyen szerepel az elsé 1-es, akkor az elsé helyre 8-féle szamjegy kertl-
het (a 0 és az 1 nem), az utolséra 10-féle. Innen 8 -10 = 80 a lehetSségek szdma.

Végil ha az utolsé helyen szerepel balrél az elsé 1-es, akkor az elsé helyre 8 (0 és 1-es nem), a maso-
dik helyre 9 szamjegy kertilhet (ide 1-es nem). Az esetek szama 8 -9 = 72.

Osszesen 100 + 80 + 72 = 252 megfelels szam van.
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A mésodik megoldasban az 6sszeadési szabalyt alkalmaztuk: a balrél elsé 1-es vagy az els6, vagy a ma-
sodik, vagy a harmadik helyiértéken all. Az elsé (hibas) megoldas pedig arra mutat példat, hogy mikor, il-
letve milyen médon nem hasznélhatjuk a szabalyt.

n szamu kilonb6zé objektumot sorba rendeziink. Hanyféle sorrend lehetséges?

Megoldas

Az els6 helyre n-féle objektumot helyezhetiink; a masodik helyen (n—1)-féle targy allhat; a harmadik
helyre mar csak (n—2)-féle objektum kertilhet és igy tovabb. A gondolatmenetet folytatva az utolsé el6tti
helyen 2-féle targy lehetséges, s ekkor az utols6 helyen Iévé objektum mar egyértelmien adodik. A szor-
zasi szabdlyt alkalmazva a lehet6ségek szama n-(n — 1)-(n — 2)-...-2 -1; ennyiféle médon rendezhettink
sorba n szama kiilénb6z6 elemet.

n faktorialis

Az n-(n-1)-(n-2)-...-2 -1 szorzat gyakran szerepel a kiilonb6z6 6sszeszdmolasi feladatokban, ezért
a matematikusoktél kiilon jelolést és elnevezést kapott: n <(n—1) <(n—2) -... -2 -1 = n! (kiejtés: 'n fakto-
ridlis’).

Példaul: 3! =3-2-1=6;5!=5:4-3-2-1=120.

A KOMPLEMENTER LESZAMOLAS MODSZERE

Természetes gondolat, hogy a kedvezé esetek szamat meghatarozhatjuk Ggy, hogy az 6sszes lehet6ségbdl
kivonjuk a ,rossz” (kedvezétlen) esetek szamat. A ,j6 = 6sszes — rossz” modszert komplementer leszamlé-
lasnak nevezzik. (Az elnevezés is arra utal, hogy a ,j6” helyett ennek komplementerét, a ,rossz” eseteket

szamoljuk meg.)

Oldjuk meg a 4. példa feladatat a komplementer leszamlalas médszerével!

Megoldas

Osszes eset: hdromjegy(i természetes szam 9 -10 10 = 900 van.

Rossz esetek szama: azon haromjegy(i természetes szamok szdma, amelyekben nincs 1-es, 8 -9 -9 = 648.
(Az elsé helyre nem keriilhet O és 1; a tobbi helyre nem kertilhet 1.)

,JO esetek szama = 6sszes — rossz”: 900—648 = 252. Ez az eredmény.

Lathat6, hogy az eredeti esetszétvalasztasos megoldasndl Iényegesen gyorsabban értlink célt. Ez persze
nem sziikségszerl. Oldjuk meg a 3. példa feladatait a komplementer leszamldlds médszerével, s hasonlit-
suk 0ssze, melyik megolddsi Gt volt a gyorsabb (egyszer(ibb, hatékonyabb, szimpatikusabb)! (Lasd a 11.
kitGizott feladatot!)
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AZ OSSZES ESET ATTEKINTESE

Lattuk, hogy az egyszer(i 6sszeszamolasi feladatokban a problémét az Gsszes eset dttekintése jelenti. Bar
a leg6sibb megoldas, a prébélgatés, elvileg mindig célhoz vezet, technikailag azonban egyaltalan nem biz-
tos, hogy megvaldsithaté. Ennek az az oka, hogy a kombinatorikai feladatokban alkalmanként irdatlan nagy
szamokkal kell dolgoznunk. Ha példaul arra vagyunk kivancsiak, hogy 10 kiilonb6zé szinti Gveggoly6bol
hanyféle lancot készithetiink, a védlasz 10! = 3 628 800; ennyi esetet — valamilyen rendszer szerint — egye-
sével végignézni teljesen reménytelen, erre legfeljebb egy szamitogép képes. (De még a jelenleg leggyor-
sabb szamitégépet hasznalva sem varhatjuk, hogy n > 20 esetén n! szamu eset végignézése egy nap alatt
befejezédjon.)

A nagy szamok el6forduldséra a mindennapi élettinkbdl is szamtalan példat emlithettink.

A hagyomanyos lott6jatékban (90 szambol 5-6t hiiznak ki) 43 949 268-féleképpen tolthetSk ki a
szelvények.

Rubik Erné nevezetes 3 x 3% 3-as blivos kockdjan a kockalapok forga- T~y
tasakor 43 252 003 274 489 856 000 kiilonb6z6 minta rajzolédhat ki.*

Az emberi szervezet egyik legegyszer(ibb épit6kévei, a fehérjék, mind-
ossze 20-féle aminosavbél éptilnek fel. Egy atlagos fehérjemolekulaban
150 aminosav-molekula van megfelels sorrendbe rendezddve, vagyis egy - g
atlagos fehérjelanc 20'-féle lehet. Ez a szim borzasztéan nagy (196
jegyt), hétkoznapi szokinccsel ki sem ejthetd, meg sem nevezhetd. &

Fogalmak, nevek 7
szorzasi szabaly;

osszeadasi szabaly; Nem elég tehdt az 6sszeszamolési feladatokat ,csak” megoldani — arra is torekedniink kell,
n faktorialis; hogy minél Ggyesebben, gyorsabban célt érjiink. Ebben lesznek segitséglinkre az eddig latott
Gauss. moédszerek (pérositas, Osszeaddsi és szorzasi szabdly, esetszétvalasztds, faktorialis fogalma,

komplementer, leszamlalds, ...), illetve a késébbiekben megismert médszerek, eljarasok.

FELADATOK

A Magyar Ertelmez6 Kéziszétar (Akadémiai Kiadé, Budapest, 1972) cimszavakat tartalmazé oldalai 1-tl
1550-ig szamozottak. Az oldalak sorszamozésa kdzben 6sszesen hany szamjegyet nyomtattak a lexikon lap-
jaira?

Az A vagy B 6sszeg a nagyobb?
a) A=101 + 103 + 105 + ... + 801, B=100 + 102 + 104 + ... + 800;
b) A =201 + 204 + 207 + ... + 801, B =200 + 203 + 206 + ... + 800 + 803.

Egy televizios vetélked6n hangzott el a kovetkezd kérdés: ,Egy korvonalon felvettiink 6t kék és egy piros
pontot. A pontok altal meghatarozott haromszégek kozil melyikbdl van tébb: amelyiknek van piros csi-
csa, vagy amelyiknek nincs?” Nos?

¢ Rubik Erné: A biivés kocka. MUszaki Konyvkiadd, Budapest, 1981
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Egy ismeretlen halott fogazatat azonositas céljabdl 6sszehasonlitjak az egykori fogaszati kartoté-

kokkal. Hanyféle kilonb6z6 emberi fogazat lehetséges, ha

a) azt vizsgéljak, hogy az egyes fogak hianyoznak valakinél vagy sem;

b) egy pontosabb vizsgalatban a fogak allapota hdromféle lehet: vagy hidnyzik, vagy megvan,
de kezelt (tomott), vagy megvan és egészséges?

(32 foggal szamoljunk!)

Adott két parhuzamos egyenes, a és b. Kijelolink az a egyenesen 3, a b egyenesen 4 pontot, és
osszekotjik mindegyik pontot mindegyik ponttal. Hany 4j 6sszekotd egyenes keletkezett?

Adottaz A= {1; 2; 3; ... ; 100} halmaz.

a) Az A halmaznak hany kételem( részhalmaza van?

b) Az A halmaznak hany 98 elem(i részhalmaza van?

©) Az A halmaz melyik fajta részhalmazaibdl van tébb: amelyek 33, vagy amelyek 67 elemdek?

Egy Osszejovetelen 5 fid és 5 lany vesz részt. A tancold
paroknak hanyféle osszetétele lehetséges, ha mindenki
tancol, és a lanyok egymadssal, illetve a fitk egymassal
nem tancolnak?

Feldobunk egyszerre egy piros és egy fehér dob6kockat.

a) Hanyféle eredménye lehet a dobasnak?

b) Hany esetben kaphatunk legaldbb egy hatost?

¢) Hany esetben lesz a dobott szamok 6sszege legalabb
10¢

d) Hany esetben lesz a két dobott szam 6sszege parat-
lan?

e) Hany esetben lesz a két dobott szam szorzata paros?

) Hany esetben lesz a két dobott szam szorzata 3-mal
oszthat6?

Hanyféle kilonbozéen kitoltott, hagyomanyos totészelvény van? (A klasszikus totdszelvényen
13 4+ 1 mérkézés végeredményére tippelhettink, mindegyik tipp lehet 1, 2 vagy X.)

A 0 és 1 szamjegyeket felhasznalva hany
a) legfeljebb 6 jegyli;  b) pontosan 6 jegy!i
természetes szamot irhatunk fel?

Oldjuk meg a 3. példat a komplementer leszdmlélas modszerével!

Afeladat: A0, 1, 2, 3, 5 szamjegyekbdl hany darab 5-jegy, 5-tel oszthat6 természetes szam ké-
szithetd, ha

a) minden szamjegyet fel kell hasznélni;

b) egy-egy szamjegy tobbszor is szerepelhet?

Jancsi a padlason egy régi, poros flizetben taldlta az alabbi feladatot.

,Két teljesen egyforma, kiilsére megkiilonboztethetetlen kockat feldobunk, a dobott szamok 6sz-
szegét tekintjik. Hany esetben fordul el6, hogy a dobott szamok 6sszege 7?2 Az 6sszes lehetsé-
ges kimenetel hdnyadrészében fordul el6 ez az esemény?”

Az elsérgult papirlapokon harom, réges-régen leirt megoldasi gondolatmenetet is olvasott. Mi a
véleménytink ezekrél?
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,Els6 gondolatmenet: Mivel a kockdk teljesen egyformak, 11-féle lehetséges 6sszeg van: 2, 3, ...,

12. Ebbdl egy eset kedvezd, a keresett arany %

Masodik gondolatmenet (ez a megoldasi javaslat Leibniztdl, a hires német matematikustol szar-
mazik): Az egyes 6sszegek tobbféleképpen is el6allhatnak:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

YR _ T+1 | 142 | 143 | 144 | 145 | 146 | 246 | 346 | 446 | 546 | 6+6
Gottfrfed Wilhelm i 242 | 243 | 2+4 | 245 | 345 | 445 | 5+5
(1646-1716) koranak 3+3 | 344 | 4+4
egyik legsokoldaltbb db 1 1 P 9 3 3 3 9 9 1 1
tuddsa volt, matematikai
és filozoéfusi munkassaga
a legmaradandobb. A 21 lehetséges 6sszegbdl 3 dllitja el a 7-et, igy a keresett arany 3 -
Eredetileg jogot tanult, 21
de foglalkozott még

biolégiaval, geoldgiaval,

1
7.

Harmadik gondolatmenet: Hiaba egyforma kilsére a két kocka, azért csak kilonboznek egy-

teolégiéval/ 6sszehason- méstél igy az el626 téblézat méd05u|:
lité nyelvészettel. Jelentés
a torténetirdi és politikusi 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

tevékenysége is. Téle
szarmazik a kombinato-
rika els¢ mddszeres

T+1 1+2 | 143 | 1+4 | 1+5 | 1+6 | 24+6 | 3+6 | 4+6 | 5+6 | 6+6
2+1 | 242 | 2+3 | 2+4 | 2+5 | 3+5 | 445 | 5+5 | 645

olyan mechanikus szamo- 4+1 | 442 | 443 | 5+3 | 613

|6gépet szerkesztett, 541 542 | 6+2

amely képes volt a négy 6+1

alapmtivelet elvégzésére.

Legfontosabb eredménye db 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

a differencial- és integral-
szamitas felfedezése.
e el o

A keresett arany % = %.”

Hany szam készithetd az alabbi szamjegyekbdl? (Minden
. megadott szédmjegyet fel kell haszndlni.)

Kla)1,1,2; K2e 1,1,2,2,3,4;
Kib1,1,2,3; K20 1,1,1,2,2,3,4;
K1o1,1,2,3,4; E1g 0,1,1,2,2,3;
Kid)1,1,1,2,3,4; E1h) 0,1,1,1,2,2,2.

Egy szabdlyos jatékkockaval hdrom dobast végziink, a ka-
. pott szamokat egymas mellé irjuk, s igy egy haromjegy!i
szamot kapunk.

K2 a) Hanyféle szamot kaphatunk?

K2 b) Hanyféle szamot kaphatunk, amelyben legaldbb az
egyik szamjegy 6-0s?

K2 ¢) Hanyféle szamot kaphatunk, amelyben a szamje-
gyek szorzata paros?

E1 d) Hanyféle szamot kaphatunk, amelyben van 1-es és

6-0s szamjegy is?




5. EGYSZERU OSSZESZAMOLASI FELADATOK

m 1990-ben Ujfajta rendszamtablékat vezettek be. A régi tipust rendszamtablan két betit
és négy szamjegyet lehetett felhasznalni, példaul XC 45-67. Az Gjabb rendszamtabla-
kon harom betl és harom szadmjegy hasznalhato fel, példaul HEP-982.

a) Hany kilonb6zé rendszamtabla készithetd az egyes tipusokbol?

b) Melyik fajta rendszamtablabdl van tobb: amelyikben nem ismétlédik szamjegy,
vagy amelyikben igen? (A kérdésre mindkét tipus esetén valaszoljunk.)

(A rendszamtablan 6sszesen 26-féle betl és 10-féle szamjegy szerepelhet.)

-

“HEP?98;

T) 1537 BCH UT 290

m Tiz didk kozott szeretnénk két jutalomtdrgyat kiosztani. Hanyféleképpen tehetjik ezt meg, ha
a) a targyak egyformak, és egy diak csak egy targyat kaphat;
b) a targyak egyformak, és egy didk két targyat is kaphat;
) a targyak kulonbozok, és egy diak csak egy targyat kaphat;
d) a targyak kulonbozok, és egy diak két targyat is kaphat?

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészité feladatgytijtemény I1.: 3; 4; 5; 8; 12; 17; 20; 26; 32; 56; 62; 65;
75; 80; 90; 96; 109; 116; 134.
Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I.: 285.

6. HALMAZOK ELEMSZAMA

A halmazokat — elemszamuk szerint — két csoportra oszthatjuk: beszélhetlink véges vagy végtelen
elemszam halmazokrol.

A véges elemszamiui (vagy roviden: véges) halmazok elemszamat megadhatjuk egy természetes szam-
mal. Példaul az A = {1; 2; 3}, B={1; 2; 3; ... ; 100}, C = {-2,1; 3,3; {0; 1; 2}; 5}, D = {kétjegyl
természetes szamok} és E = @ halmazok elemszama rendre 3, 100, 4, 90, 0. Az elemszam jel6lésére a
| | szimbolumot haszndljuk, ez alapjan irhatjuk: |A| = 3, |B| = 100, |C| = 4,|D| =90, |E| = 0. (Alkal-
mazhat6 az [{1; 2; 3}| =3,|{1; 2; 3; ... ; 100}| = 100 stb. jelolés is.)

Legyen A = {egyjegy( paros természetes szamok}, B = {egyjegy(i, 3-mal oszthat6 természetes szamok},
az alaphalmaz pedig legyen H = {egyjegyli természetes szamok}. Hatarozzuk meg a kovetkezé halmazok
elemszamat!

a) [Al; b) |Bl; o IANBI; d) |AUBIl; e |A\B|; H |B\A[; @ |Al; h) |BI.

H
.

Készitstik el az A, B, H halmazok Venn-diagramjat!

Ez alapjan:
a) |Al=5; b)|Bl= 4; olANBl=2;  dIAUBI=7; |
e |A\B|=3; 0 [B\Al=2; g |Al=5; h |B|= 6. 5 /
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Az 500-ndl nem nagyobb pozitiv egész szamok kozott hany olyan van, amelyik
a) oszthato 2-vel;

b) nem oszthat6 3-mal;

¢) oszthat6 2-vel és 3-mal;

d) oszthat6 2-vel vagy 3-mal;

e) nem oszthat6é sem 2-vel, sem 3-mal?

]

Legyen A és B az 500-nal nem nagyobb, 2-vel, illetve 3-mal oszt- 6]
hat6 szamok halmaza. A H = {1, 2, 3, ..., 500} szamok koztl minden
masodik oszthat6 2-vel, és minden harmadik oszthat6 3-mal, igy
|Al = 250, | B| = 166. A 2-vel és 3-mal oszthaté szamok masképpen a
6-tal oszthat6 szamok, ezért| A N B| = 83. A Venn-diagramon az egyes
tartomanyokat (1), (2), (3), (4)-gyel jeloltiik, s ebben a sorrendben, az ) 167
A N B részhalmazbdl kiindulva meghataroztuk az elemszamaikat.

|A\B|=|Al-|ANB|=250-83=167; |B\A|=166-83=83;|AUB| =167 + 83 + 83 = 333;
|AUB|= 500333 = 167.

a) | Al =250.
b) |Bl =167 + 167 = 334.

Masképpen:

Alkalmazhatjuk az el6z6 leckében megismert komplementer leszamlalds médszerét is:
|Bl=IH|-1B|=500-166 = 334.

o |AnB|=83.

d)|AUB| =167 + 83 + 83 =333.

Masképpen:

Az A U B halmaz elemei az A vagy B halmaz elemei kozul kertlnek ki. Az A = {2; 4; 6; 8; ...} és
B={3;6;9; 12; ...} halmazok egyesitésekor a kozos elemeket csak egyszer soroljuk fel: AU B = {2; 3; 4;
6;6;8;9; 10; 12; #2; 14; ...}. Tehat A U B elemszama az A és B elemszamok 6sszegénél kevesebb; any-
nyival kevesebb, ahdny k6z6s eleme van A-nak és B-nek. (Hiszen ezeket a szdmokat az | A|+ | B| 6sszeg-
ben kétszer soroltuk fel.) igy tehat | AUB|=[Al+[B|-[ANB|=250 + 166 — 83 = 333. A mddszer neve
logikai szitaformula (az elnevezés arra utal, hogy a tobbszor szamolt eseteket , kiszitaljuk”).

e) |AUB| =167.
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A VEGTELEN HALMAZOK NEHANY TULAJDONSAGA

A végtelen elemszamii (vagy roviden: végtelen) halmazok elemeinek a szama nem adhaté meg egy
természetes szammal. Példaul az A = {paros szamok}, B = {10; 13; 16; 19; ...}, C = Q, D = {egy
adott egyenes pontjai} végtelen halmazok. A végtelen halmazok elemszamanak a jel6lése: co. Igy a fel-
sorolt halmazok esetén irhatjuk: | A|= oo, |{10;13;16;19;...}| = o, | Q| = oo sth.

Mondhatjuk példdul, hogy Magyarorszagon egy adott évben végtelen
sok blzaszem termett? Nem, ezt nem dllithatjuk. Tudjuk, hogy abban az '
évben hany tonna volt a blzatermés; rendelkeziink adatokkal, hogy egy ki-
logrammnyi biza atlagosan hany szembdl all; ezek alapjan pedig megbe-
csiilhetd az éves bizatermés ,darabszama”. Persze a kapott eredmény nem
lesz pontos (és a pontos eredményt soha, senki nem is tudja meg), de —a_
lehetséges hibahatart is figyelembe véve — akarmilyen nagy szamot is kap-.
tunk, ez mégiscsak egy véges szam. Az export, a hazai allattartas és no- .=
vénytermesztés, a lakossag élelmezése — ezek a tényez6k mind-mind fo-
lyamatosan csokkentik a termés darabszamat, és egészen biztos, hogy
el6bb-utébb elfogynak az abban az évben termett bizaszemek.

Egy masik példaban tegytik fel, hogy valaki Budapest egyik széls6 ke-
riletébdl el akar sétalni az Erzsébet hidhoz. A tavolsag igen nagy, és sokan vannak, akik szimara ez a séta elkép-
zelhetetlen. De akdrmilyen nagy is a tavolsag — kb. 15 km —, ez mégiscsak véges tavolsag. Megbecsilhetjiik a [é-
pések darabszamat: példaul az atlagos lépéshossz 75 cm; vagy becsiilhetjiik a séta idejét, példaul 3 km/h atlagos
gyaloglasi sebességet szamolva. De egy biztos: ha elindulunk, minden lépéssel kozelebb ériink a célunkhoz.

" Az Erzsébet hi ust

R AR

Az emberiség legtobb hétkoznapi tapasztalatit a véges halmazok korében gytijttte, ezért nagyon nehéz el-
képzelni — megérteni, elhinni — a végtelen halmazok néhany varatlan tulajdonsagat.

Példaul tegyiik fel, hogy valaki egy sorba végtelen sok kavicsot helyezett. Ha most tigy akarjuk megszamolni a
kavicsokat, hogy sorban egyesével mindig elvesziink egyet, akkor soha nem ériink a sor végére. Nehéz elképzelni,
de ha elvesziink 1, 2, 10, 100, akar 1 000 000, vagy akarhany, de véges szimu kavicsot, attél még ugyantigy vég-
telen szam( kavics maradt a sorban. Es ha példaul minden masodik kavicsot vessziik el? Ekkor végtelen sok kavi-
csot vettiink el, és mégis — tovdbbra is — végtelen sok kavicsunk maradt.

A fenti blizaszemes példa esetén képzeljik el (ha tudjuk), hogy egy évben végtelen sok biiza terem. Ekkor bar-
mennyit is etetnénk meg az dllatokkal, barmennyi kenyeret stitnének a pékek — tovdbbra is végtelen sok bizank
maradna. Es ha minden méasodik btizaszemet a szomszédos orszdgoknak adnank, akkor nekik is, nekiink is végte-
len sok blzank lenne.

R PV
— - "GPP - el e \ e ane el

A végtelen nem ,igazi szam”, nem érvényesek rd a megszokott muiveleti szabélyok. A végtelen halma-
zok sajatossagai miatt néhany mdveletet és halmazelméleti fogalmat tehat pontositanunk kell. Van-e ér-
telme példaul — végtelen halmazok korében — annak a kérdésnek, hogy melyik halmaznak van tébb eleme?
Vagy mondhatjuk-e azt, hogy két végtelen halmaznak ugyanannyi eleme van?

Véges halmazok esetén konny( eldonteni, hogy két halmaz elemszdma egyenl6-e, mert egyszertien
megszamolhatjuk az elemeiket. Egy masik lehetéség az elemek parba éllitasa: ha a két halmaz elemei ko-
zott kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést |étesithetlink, akkor elemszamuk egyenld. Mivel a parositas
esetén nincs sziikség szamlalasra, ezért a végtelen halmazok kérében ezt a médszert probaljuk alkalmazni.

Tekintsik az A= {1; 2; 3;4; ...}, B={4;5;6; 7; ...} ésC = {2; 4; 6; 8; ...} végtelen halmazokat.

Els6 gondolatunk az lehetne, hogy mivel B C A, igy az A halmazban ,tobb” elem van (a 4 <> 4, 5 <> 5,

6 <> 6, 7 ¢> 7 sth. parositas alapjan éppen ,3-mal tébb”).



I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

De az elemek kozott kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést is létesithettink: 1 <> 4, 2 <> 5,
3> 6,4« 7sth, dltalabanx € A<> x + 3 € B (ahol x =1, 2, 3, ...). Ez alapjan a két halmaz
elemszama ,egyenl6”.

Végiil egészen furcsa eredményeket is kaphatunk. Példaul az 1 <> 8, 2 <> 9, 3 & 10,
4 <> 11 stb. parba éallitast alkalmazva kimutathatjuk, hogy B-ben ,4-gyel tobb” elem van.

Hasonl6 a helyzet az A és C halmazok elemszamaval is. ,Megmutathatjuk”, hogy C-ben ,fe-
leannyi” elem van, vagy azt, hogy a két halmazban ,ugyanannyi” szam talalhat6, de akar azt is,
hogy B-nek ,4-gyel tobb” eleme van.

A fenti példakban A, B'és Végtelen halmazok esetében tehat az ,elemszam” fogalma a hagyomanyos értelemben nem
C szdmossaga megegye- hasznélhat6, ellentmondasra vezet.
zett. Erdekes — és nagyon

nehéz — kérdés, hogy Emelt szint
minden végtelen halmaz

szamossaga ugyanannyi- A halmazok elemszamadnak a jellemzésére bevezetjiik a szamossag fogalmat.
e? Azaz vajon csak egy- Két végtelen halmaz szamossaga megegyezik, ha elemeik kozott kolcsonosen egyértelm(i megfelel-
fajta végtelen létezik? tetést létesithetiink. Példaul az A és B halmazok szdmossiga egyenld, mert az 1 <> 4, 2 <> 5, 3 <> 6,
A kérdéssel el6szor Georg 4 <> 7 stb. megfeleltetés kolcsonosen egyértelm(. Hasonléan megegyezik A és C szamossaga is, az
Ferdinand Cantor (1845- 14>2,2 4,34 6,4 < 8 stb. megfeleltetés miatt. (Azt pedig mar nem nehéz megmutatni, hogy ha
1918) német matemati- A és B, valamint A és C szamossaga egyenld, akkor B és C szamossaga is ugyanaz.)
kus foglalkozott behat6an. )

Véges halmaz szamossaga megegyezik az elemszamaval, tehat egy természetes szam. Ha két véges

o ___ 0

halmaz szamossaga (elemszama) egyenld, akkor — a szdmossag definiciéjanak megfeleléen — elemeik
kozott létesithetd kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés, ezért a szdmossag az ,elemszam” fogalmanak
egyfajta altalanositasa.

Véges halmazok korében megszoktuk, hogy ha A valédi részhalmaza B-nek, akkor A szamossaga ki-
sebb, mint B szdmossaga. Jegyezzik meg: a végtelen halmazok korében ez nincs igy.

emeltszint [ 3. példa

Az alabb felsorolt halmazok kozil melyek elemszama végtelen? Melyek szdmossaga azonos?

a) A=N\Z*: b) B=7Z\Z-; o) C = {négyzetszamok};
d) D=2+*\{1;2; 3; ...; 100 000}; e) E:{%;%;;;%;...}; H F=N\Z

Megoldas

A= {0}, Al = 1. B ={0; 1; 2; 3; ..} = N; |Bl=. C = {0; 1; 4, 9; 16; ...}; |Cl= .
D = {100 001; 100 002; 100 003; 100 004; ...}; ID|= . |El= 0. F= @, | F|= 0.

Fogalmak, név A B, C, D és E halmazok elemszdma végtelen. Megmutatjuk, hogy ezen halmazok szdmossaga egyenlé.

véges halmaz; Mivel B = N, elég megmutatni, hogy C, D és E, valamint N szimossaga megegyezik.

végtelen halmaz; A C és N halmazok elemei kozott kolcsonosen egyértelmdi kapcsolat létesithetd: 0> 0, 1> 1, 4 > 2,

szamossdg; 9 > 3 sth. (altaldban k? <> k, ahol k € N).

logikai szitaformula; Hasonléan a D és N halmazok elemeire: 100 001 <> 0, 100 002 <> 1, 100 003 «> 2, 100 004 <> 3

Cantol g sth.; altaldban 100 001 + k <> k, ahol k € N.

megszamlalhatéan Az E és N halmazok esetén: % <0, 1o 1, ; -2, % < 3, ...; dltaldban K 1 o k, ahol k € N.

v hata B, C, D és E hal k el ki kol Imd k +I5 I k

Tehat a B, C, D és E halmazok elemei kozott kdlcsondsen egyértelm(i kapcsolatot létesitettiink, igy

M T e

mondhatjuk, hogy ezen halmazok szimossaga egyenlé.
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A végtelen halmazok szamossagaval kapcsolatos kutatasok a XX. szazad elején varatlan eredményekre vezettek. m
Georg Cantor kimutatta, hogy tobb kilonbozé végtelen szamossag is 1étezik (azaz ,tobbféle végtelen” van).
Mivel a természetes szamok elemei sorozatba rendezhetdk, ezt a szamossagot megszdmlalhatéan végtelennek ne-
vezziik. Az eddigi példdink ilyen halmazok voltak, és ilyen — barmily meglepé — példaul a raciondlis szamok halmaza
is. Ugyanakkor nem megszamlalhatéan végtelen halmaz az irraciondlis szamok vagy a valés szamok halmaza, ennek va-
lamely [a; b] intervalluma, vagy egy négyzet pontjainak halmaza stb.

FELADATOK
n Legyen a H={1; 2; 3; ...; 50} alaphalmaz hdrom részhalmaza A= {pdros szdmok},
B = {3-mal oszthat6 szdamok}, C = {négyzetszamok}. Hatarozzuk meg az alabbi halmazok elem-
szamait!
K1a) C; Kib)BNC, Kic AuC Kid A\C

K2e) BUC; K2f) B\C; K2g CnA; K2h) C\A.

SN2l |Al=10,[B[=8. Mennyi a legkisebb és legnagyobb érték, amit felvehet
a) [A\B[; b[ANBl; olAUBR

EW 2l ~ B véges halmazok. Melyik igaz, melyik hamis az aldbbi dllitasok kézul?

a) Ha|Al=|AUB]|, akkor B C A. b) Ha|Al=|AUB]|, akkor B C A.

c) HalAl=|AnB/, akkor A C B. d)HalAl=|AnB]J, akkor |[A\B|= 0.
e) Ha|Al=|A\B/| akkor B C A.

Melyik igaz az eléz6 feladat éllitasai koziil, ha A, B végtelen halmazok, és az allitasokban az elem-
szamok helyett halmazok szamosséga szerepel?

A, B, C véges halmazok, H az alaphalmaz. Milyen feltételek esetén teljestilnek az aldbbi
egyenléségek, egyenlétlenségek?

a) |[AuBl=[Al+[Bl;  b)[A\B|=[Al-[B]; o |Bl=IHI-IB];

0 1angl=AEIBL o alrislicI>1auBUCk § 1AnBAC]= [ALEIBIEIC]

6. K1 AH={a, b,c, ..., g} alaphalmaz A, B, C, D részhalmazait az alabbi tablazattal adtuk meg:

| a b . d o P g Az els6 sorban a H halmaz elemeit tiin-
tettik fel; a kovetkezd sorokban az egyes
A 1 0 1 0 1 1 0 halmazokndl 1-est irtunk, ha az aktudlis
elem benne van a halmazban, 0-t, ha nincs.
B 1 1 1 ™
R R O | Peldaula e A, de a ¢ B. Szemléltesd tabla-
C | 1 0 1 1 0 1 1 zat segitségével az aldbbi halmazokat, és
D | o 0 1 0 0 1 0 hatarozd meg minden esetben az elemsza-
mokat!
a) AUBUC; b) An (B nC); o ANB)UC; d) AU (C\D);
e) AU(C\B); ) AUO\(BUD); g AUB; h) AU(C\B);
) ANnC; ) (C\B)\D; k C\(B\D).
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Vol /A 600-ndl nem nagyobb pozitiv egész szamok kozott hany olyan van, amelyik
a) oszthat6 4-gyel;
b) oszthaté 5-tel;
¢) oszthat6 4-gyel és 5-tel;
d) oszthat6 4-gyel vagy 5-tel;
e) oszthat6 vagy 4-gyel, vagy 5-tel (de csak az egyikkel);
) a4 és5 kozil legaldbb az egyikkel oszthato;
g a4 és 5 kozil legfeljebb az egyikkel oszthato;
h) a 4 és 5 koziil pontosan az egyikkel oszthato;
i) ha oszthat6 4-gyel, akkor oszthaté 5-tel is;
J) a4 és5szamok kozil ha oszthaté az egyikkel, akkor oszthaté a masikkal is;
k) nem oszthaté sem 4-gyel, sem 5-tel?

o (Jaték) Anna a pozitiv egész szdmokat haromfelé osztotta, igy az A, B, C kézos elem nélkdili, végtelen hal-
mazokat kapta. Ezutan Béla gondol az egyik halmaz hdrom elemére, és ezek 6sszegét elarulja Annanak, 6
pedig ebbdl kitalalja, melyik halmazra gondolt Béla. Hogyan oszthatta szét Anna a szdamokat?

m Hany elem( lehet az A és B halmaz, ha
a)|AnBl=10és|AUB|=13;

b) |[AUB|=13és

A\B|=8?

TR /zA B, Chalmazokrdl tudjuk, hogy |A\B|=8,|AnB|=3,|AuB|=21,|C\A|=11,|AnBNC|=1,
|C|=15,[BUC|=23. Hatdrozzuk meg az A és B halmazok elemszamét!

m a) Adjal meg harom olyan A, B, C halmazt, amelyek kozil barmely kettének végtelen sok k6zos eleme van,
de a harom halmaz k6zos része Ures!

b) Az el6z6 feladat tovabbi megkotése, hogy A U B U C = N is teljestljon.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény I.: 231; 232; 239; 240; 244; 246; 250; 253;
260; 264; 267; 268.
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A tankonyv korabbi leckéiben elsésorban szdmhalmazokat vizsgaltunk. A matematika egyik terjedelmes
aga, a geometria foglalkozik a méréssel, a szerkesztésekkel, a kiilonb6z6 geometriai transzformaciokkal, a
sikbeli és térbeli alakzatok tulajdonségaival. Természetesen halmaz eleme barmilyen objektum lehet: pél-
daul osztalyozhatjuk a négyszogeket az oldalaik és szogeik nagysdga, valamint a kozottiik lévé kapcsolatok
alapjan; vagy csoportosithatjuk a geometriai transzformaciokat valtozatlan (invaridns) tulajdonsagaik sze-
rint. Mégis, tanulmdnyaink soran leggyakrabban a sik és tér pontjaibél alkotott halmazokkal talalkozunk
majd.

Ezek a ponthalmazok nagyon sokfélék lehetnek. Beszélhetiink a geometria legegyszertibb épitéeleme-
irdl, a sik és a tér pontjairdl, egyeneseirdl; vagy egyes sikidomok, térbeli alakzatok altal meghatarozott pont-
halmazokrél is.

A minket kortlvevé természetben, a mindennapi élettinkben is taldlkozunk ponthalmazokkal.
Néhany példa:

Egy kérhazi beteg h6mérsékletét rendszeres
id6kozonként mérik. A mért értékeket grafiko-
non pontok segitségével abrazoljak, s a ponto-
kat 6sszekotve kapjak az Gn. lazgorbét.

A turistatérképen a kilonbozé, jellegzetes
tereptargyakat egy-egy ponttal jelzik. Ponthal-
mazt alkotnak az azonos tengerszint feletti ma-
gassagl pontokat 0sszekotd szintvonalak is.

A Regéci vdr a Zempléni-hegységben

Természetesen ezek a példdk a valdsag
lesztikitett modelljei, s igy csak kozelité érvé-
nyességliek. A ,pont” idealizalt matematikai
alapfogalom, kiterjedés nélkili objektumot
jelol; ilyen pedig a val6sagban nincs. Az azonos
tengerszint feletti magassagban elhelyezkedd,
valds tereptargyaknak van kiterjedésiik; éppagy,
mint a térképen ezeket modellezd szintvonalak
pontjainak is — bar ezek Iényegesen kisebb mé-
rettek.

A harmadik példaban a Foldet 6370 km su-
gar( gobmbnek tekinthetjik. Ebben a modellben
a varosokat a gomb felszinén elhelyezked6 egy-
egy pont azonositja, s helylik a szélességi és
hosszlsagi fokok segitségével adhaté meg. (Pél-
daul Budapest koordindtdi: északi szélesség
47°30’, keleti hosszlsag 19° 2".) Bar a varosok-
nak van kiterjedéstik, adott esetben — példaul
megfelel6 magassagbodl szemlélve — pontsze-
rlieknek tekinthet6k; ugyanigy adott helyzetben
akdr a vdros utcain sétal6 embereket is model-
lezhetjiik egy ponthalmazzal.
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SZAMOK, SZAMHALMAZOK ABRAZOLASA SZAMEGYENESEN

Mi is az a szamegyenes? A szamegyenes egy olyan egyenes, amit a szamok megjelenitésére hasznalunk.
Segitségével jol érzékeltethetjiik a szdmok nagysagat, ,tavolsagukat”, egymashoz valé viszonyukat.

Szamegyenest akkor kapunk, ha rajzolunk egy szakaszt és azon kijel6ljik a ,0” és az , 1" helyét. Szokas
ez alapjan nyillal is jelolni a pozitiv iranyt. A ,0” és az ,1” altal jelolt pontok tavolsagat 1 egységnek tekint-
juk.

Ezutan mar minden szam helye egyértelm(i a szamegyenesen. Forditva: az is egyértelmdi, hogy melyik
ponthoz melyik szam tartozik. (Kélcsondsen egyértelm( megfeleltetést létesitettiink a valés szamok és az
egyenes pontjai kozott.)

Nem feltétlentl sziikséges a ,0” és az ,1” helyét kijeloIni. Ha barmely két szdm helyét rogzitjik, az
egyértelmiien meghatdrozza a tobbi szam helyét.

A nulla kitlintetett szerepet jatszik a szamok vildgaban, hiszen elvélasztja a pozitiv és negativ szamokat.
Segitségével hatdroztuk meg a szdmok abszoldt értékét, ami a szdmegyenesen a szamhoz rendelt pontnak
a nullatol valé tavolsaga. (Ezt a definiciét a késGbbiekben még pontositani fogjuk.)

Keresstik meg a szdmegyenesen azokat a szdmokat, amelyek az ellentettjiik kétszeresétSl 18 egység ta-
volsagra vannak!

Megoldas

Ha x-szel jeloljik a keresett szam tavolsagat a nullatél, akkor az ellentettje is x tavolsagra, az ellentettjé-
nek a kétszerese pedig 2x tavolsagra van a nullatél, a nulla masik oldalan. Igy a két pont tavolsaga 3x lesz.

3l
& | | N ] »
hd I I hd I »
—2x 0 X
3
l b I I b -
1 A [ [ A »
—X 0 2x
3x=18 /:3
X=06.

Tehat a keresett szam tavolsaga a nullatél 6 egység. Két ilyen szam van a szamegyenesen, a 6 és a —6.
Konnyen ellendrizhetjiik is, hogy a kapott szamok megfelelnek a feladat kovetelményeinek.
Tehat a feladat kovetelményeinek két szam felel meg: M = {—6; 6}.
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. 7.9 , )
Keressiik meg a seésag helyét a szimegyenesen!

Ezutan berajzoljuk azokat a pontokat, amelyek a két szam altal meghatarozott szakaszt harom egyenlé
részre bontjak. Mely szamok tartoznak ezekhez a pontokhoz?

Els6 megoldas:
Ha a szamegyenesiinket tgy rajzoljuk fel, hogy 1E-(’jnként haladunk el6re a nullarél indulva, akkor hamar
eljutunk mindkét megadott ponthoz. Sajnos a két pont kozott 1évé szakasz harmadolépontjai nincsenek rajta

az éltalunk megrajzolt pontokon. Tulajdonképen egy T hosszlisagl szakaszt szeretnénk harom egyenld

. . . 1 . I 54 . 1
részre osztani. Ha minden 3 hosszl szakaszt még harom egyenlé részre osztunk, vagyis 3= 15—0nkent

[épiink el6re, akkor a megfelel6 pontok lathatéva valnak. Hiszen a megadott két pont tavolsdgat most mar

hat egyenld részre osztottuk. Ha g-nek megfelelé pontbdl indulunk, akkor minden mésodik bejeldlt pont

megfelel a feladat feltételeinek.

7,201,280 BL2B 5.2 79
5 15 1 15 15’ 15 15 15 15 15 15 5
3 25

Tehat M {5 5}
1 . . . . 1 . . . . 1 . . . . L
1 } } } 1 } .7 } (.3 1 } } } } —>
0 1 5 5 2 ’
| I T T O N N | T TR TN TN TN NN N [N TN N NN N N TN NP S AP S TN NN NN SN AN TN TN TN NN SN TN NN NN SN NN SN MR N N | »
1 Attt ..7.;‘).22.(3. S B e e e LI B m m e ey
0 1 5 55 15 35 2 3

Masodik megoldas:
Ha csak a szamok vilagaban gondolkodunk, akkor vilagos, hogy az elsé harmadolépontnak megfelel6
szamot Ugy kapjuk, hogy a kisebbik szamhoz hozzaadjuk a két szam kilénbségének a harmadat.

1(9 7

) 21
_—— - :—+

1
35 5/ 715" 3

z
5
A mésodik harmadol6pont estén a két szam kiilonbségének a kétharmadét kell hozzaadni.
Z
5

2 (9 7) 21 2(9 7)_25

G R G

Jol lathato, hogy ezzel a médszerrel is az el6z6 két pontot kapjuk.




I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

SZAMEGYENES, INTERVALLUMOK

Minden valés szamot megadhatunk a szamegyenes egy pontjaval, s forditva, a szamegyenes barmely
pontja egy valés szamot hatdroz meg.

_3 \2

! ! ! ! ! ! L
T T T T LI T L

4 -3 2 -1 0 1422 3 4
A szamegyenes Osszefiigg6 részhalmazai az intervallumok.

Definicio

Az [a; b] zart intervallumba (a < b) olyan valés szamok tartoznak, amelyek az a és b szamok kozé
esnek (lehetnek egyenl6k is a-val vagy b-vel). Formulaval: x € [a; b], < a <x < b.

C=—= O
a X b

A definiciobdl kovetkezik, hogy a < b. Ha a = b, akkor az intervallum egyetlen szambdl all.

Hasonl6an értelmezhetjiik az Ja; b[ nyilt intervallumot, (a < b) csak itt a hatdrpontok nem tartoznak a
halmazhoz: x €]a; b[, < a < x < b.

» 0

1 e " L 1

-5 -4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5 6 7

Az intervallumok végpontjaihoz tartozé szamok jellése a hagyomanyos médon ,, tres” vagy ,teli” pont-

tal torténhet. Az abran az A = ]-4; 1[ és B = [3; 6] intervallumokat jeldltiik. Az lires pont (,karika”) mutatja,
hogy a —4 és 1 pontok nem tartoznak az A intervallumhoz.

Az intervallumokkal kapcsolatban tovabbi jel6lések is alkalmazhatok.

A C = [a; b[ intervallum értelemszertien olyan x val6s szamokat tartalmaz, amelyekre a <x < b, s
hasonléan értelmezheté D = la; b] is: ha x € D, akkor a < x < b. Az ilyen tipust intervallumokat félig

nyilt vagy félig zart intervallumoknak nevezziik, példaul C esetén az alulrdl zart, feltlrél nyitott (vagy
balrdl zart, jobbrdl nyilt) elnevezéseket hasznaljuk.

A kovetkezs abran a négyféle intervallumtipus abrazolasara lathatunk példat: A = ]-5,6;

— . _3]/
B=1[-2;1,2],C=14; 4,4, D=16; 7I.
A B C D
-Oo—t—t—0——+—+—0—+—+—0O0—+—0—0—>
-56 -3 -2 12 4 44 6 7

A sokfajta jelolés és elnevezés bevezetése nem felesleges, a késébbi tanulmdnyainkban rendszeresen hasznéljuk
majd ezeket a fogalmakat.
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Adott az A = [-6; —1] és a B = ]-3; 4[ intervallum. Hatdrozd meg az alabbi halmazokat!
a) AnB; b) AUB; ¢ A\B; d B\A;, e A; B, g AUB.

Megoldas

a)1-3;-11; b [-6;4]; o [-6;-3; d1-1;4; e A={xeR|x<-6vagy-1<x};
) B={xeR|x=<-3vagy4=<x}; g AUB = {xeR|x < -6vagy 4 <x}.
Az e), ) és g) feladat alapjan érdemes — kényelmi szempontbdl — tovabbi jeloléseket bevezetniink. A vég-

telen intervallumokat példaul az [a; ool médon jel6lhetjik, s értelmezésiik: ha x € [a; oof, akkor a < x. Ezzel
a jeloléssel az utolsé harom feladat megolddsa masképpen is megadhato:

e) A =]-o0; —6[ U]-1; ool;

f) B =]-o0; =3] U [4; ool;

g AUB = ]-o0; —6[ U [4; oo,

A DEREKSZOGU KOORDINATA-RENDSZER

A sik pontjait egyszer(ien dbrazolhatjuk a derékszogii koordinata-rendszerben. A ko-
rabban tanult médon tetszéleges P pont helyzetét egyértelmten jellemezhetjiik a koordina-
taival. A P pont elsé koordinatdja P-nek az y tengelytdl vett elSjeles tévolsaga, mig masodik
koordinataja az x tengelytdl vett el6jeles tavolsaga.

Az 4brardl leolvashatjuk az egyes pontok c v A A derékszogi koordinta-
koordindtdit: rendszert nevezik
f P Descartes-féle koordinata-
A6; 4), B2, 2), C(-4; 7), D4, 3), A rendszernek is. Az elneve-
M(-4; -1), P(3;5), O(0; 0). (Ez utébbi pont az D zés René Descartes
origé.) B (1596-1650) francia ma-
tematikus, fizikus és filo-
15 R z6fus nevét 6rzi.
0 X el o L RO
e M
Fogalmak, név
pont;
— origo;
szamegyenes;

A deréksz6gl koordindta-rendszerben nemcsak pontokat adhatunk meg, hanem egyszer(ibb | oordinata;

alakzatokat is jellemezhetiink. Példaul az abrén lathat6 e egyenes egyenlete y = %x NN (UagyicHl <oordinaiaiEREEY

intervallum
. . 1 (zart, nyilt);
az egyenesen pontosan azok a pontok helyezkednek el, amelyek koordinétaira az y = X+ 1 Descartan
Osszefliggés teljestl.) Hasonldéan az f egyenes egyenlete x = —4. et st —
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FELADATOK

Berajzoltuk a szdmegyenesen a 3 nevezdji torteket. Melyik van legkozelebb a %-hez?

Elészor tippeljétek meg az eredményt és csak utdna kezdjetek el szamolni! Adjatok fel egymasnak hasonlé
feladatot! Akar versenyezni is lehet, ki taldlja meg gyorsabban a keresett szamot.

Az Z6ayg kozé esd szakaszt hét egyenld részre osztjuk, hat tovabbi pont beiktatasaval. Melyik szdmnak

felel meg ezek kozil a %—ht’)z legkozelebbi pont?

Keresstik meg a szamegyenesen azt a szamot, aminek a —2-t6l, az 5-t8l és a 9-t6l mért tavolsagainak az 6sz-
szege a lehetd legkisebb!

Abrézoljuk azA =l]-o0; 6], B=[-4; -3],C=1-1; 1[, D =12; 3], E=[4; 6] és F = [7; oo[ intervallumokat a
szdmegyenesen!

5
A
N

Tekintstink harom intervallumot: A = [-50; 55], B = 1-13; 77[, C = [22; 82[. Hany egész szam van a
{-100; -99; -98; ...; 100} halmazban, amely az intervallumok kozdl

a) csak A-nak eleme; e) B-nek nem eleme;
b) pontosan egynek az eleme; ) B-nek nem eleme (de valamelyik masik intervallumnak igen);
) legfeljebb kettének az eleme; g eleme B-nek és C-nek, de A-nak nem?

d) legalabb kettének az eleme;

Hatdrozzuk megaz AU B, AN B, A\ B és B\ A halmazokat, ha:
a)A=I1;5], B={1;3;7};
b)A=1-3; 4, B={-4;-3;-2}!

K Hatarozzuk meg a derékszogl koordinata-rendszerben azon P(x; y) pontok halmazat, amelyek koordina-
taira teljestilnek az alabbiak!

a)x=2,y=3; bx=0, ody=4, dx>0éy>0;, ex=0vagyy=0.

Hatdrozzuk meg a derékszogli koordindta-rendszerben azon P(x; y) pontok halmazat,
amelyek koordinataira teljestilnek az aldbbiak!

a)-5=x<-1, b4<x<7é2=<y=<10; ox+y=0, dy=2x-1;
ey<2x-1; ly=2x-1és-2<x<3;, g@xy=0; h) x* —y*=0.

Adjunk meg harom olyan ponthalmazt, amelyekre teljesiil az alabbi
feltételek mindegyike!
1. A halmazok elemszama végtelen.
2. Barmely két halmaznak végtelen sok kézos
eleme van.
3. A hdrom halmaz metszete Ures halmaz.

Ajanlott feladatok Idézet

,Gondolkozzék a végtelenrdl, borzongjon meg téle,
s hajtson fejet elétte. ”

N
-

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgy(ijte-
mény |.: 163; 196-204; 206. T
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8. NEVEZETES PONTHALMAZOK

Az alabbiakban néhany nevezetes ponthalmaz fogalmat ismételjiik at. Ezekkel a ponthalmazokkal a gya-
korlatban gyakran talalkozhatunk, erre a késébbiekben tobb példat is mutatunk.

ADOTT PONTTOL MEGADOTT TAVOLSAGRA LEVO PONTOK HALMAZA

Karcsi kecske 10 méteres kotéllel van kikotve az udvaron. Zsuzsi
tudni szeretné, hova Ultetheti a virdgait, ha nem akarja, hogy Karcsi azo-

kat lelegelje. ! - -
Vilagos, hogy barmelyik irdnyba tltethet, csak 10 méternél nagyobb i : Hallo!!!
legyen a tévolsag a rdd, ahova Karcsit kikototték, és a virdg kozott. I Hazhoz szallitast

kérek

Egy megadott ponttél megadott tavolsagra levs
pontok halmazat a sikon korvonalnak (vagy egy-
szerlien kornek) nevezziik. A kéron beldli pontok
az adott tdvolsagnal kisebb tavolsagra (kozelebb), a
koron kivili pontok az adott tavolsagnal nagyobb

| \EGETARIANUS
tavolsagra (messzebb) vannak a megadott ponttdl. ENAE

=

A K kérvonal pontjait megadhatjuk halmazelméleti jel6lésekkel is. Ha
az S sikban 1évé, r sugarl kor kozéppontja O, akkor a P pont pontosan P
akkor van rajta a korvonalon, ha OP =r, azaz K = {P € S|OP =r}.

A korlemez B pontjainak halmaza {B € S|OB < r}; a kéron kiviil 1évé C pon-
tok halmaza pedig {C € S|OC > r}. A definicié térbeli dltalanositdsa: a térben
adott ponttdl ugyanakkora tavolsagra 1évé pontok halmazat gombfeltletnek (vagy ¢
egyszerlien gombnek) nevezzik.

ADOTT EGYENESTOL MEGADOTT TAVOLSAGRA LEVO PONTOK HALMAZA

Bundds kutya 4 méteres péraza a kerités mellett rogzitett médon cstszkalhat, igy végigszaladhat az egye-
nes kerités mellett. Zsuzsi nem szeretné, ha a kutya 6sszeugralna a viragait.

Ebben az esetben arra kell vigyaznia, hogy a viragok sehol ne legyenek kozelebb a keritéshez 4 méter-
nél. Ha a kerités nem akadalyoznd meg, hogy a kutya kinn is szaladgéljon, a tdloldalon is eltédvolodhatna

4 métert. Ennek geometriai megfogalmazasa:
f
/
%

Egy megadott egyenestél megadott tavolsagra levé pontok halmaza
a sikon egy, az adott egyenessel parhuzamos egyenespar.
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f Halmazelméleti jelolésekkel:
A A sikban az e egyenestél ugyanakkora, d tavolsagra 1évé pontok
e 2 ) A I
d halmaza az e-vel parhuzamos f és g egyenes. Ha P és e tavolsiga d,

akkor P e (fu g).

8
d A keresett pontok halmaza a tér-
ben az e tengely(i (végtelen) henger-
Q feltlet.

KET ADOTT PONTTOL EGYENLO TAVOLSAGRA LEVO PONTOK HALMAZA

Szerkessziink két ponton — melyek tdvolsaga 6 cm — dtmend 2 cm; 3 cm; 4 cm; R sugart kort! Hany meg-
oldés van? Hol lehet a k6zéppont? Az elsé esetben nincs ilyen kor, a masodikban egy kor van, és ha
R > 3 cm, akkor két kor van. Vildgos, hogy a kozéppont egyenld tavolsagra van a két megadott ponttol.

€ Két adott ponttdl egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza a sikon a két pont
altal meghatarozott szakasz felez6merdlegese.
A
B

Halmazelméleti jelolésekkel:
Ha az S sikban 1évé AB szakasz felez6merélegese m, /

akkor a P pont pontosan akkor van rajta az m egyenesen,
ha PA = PB. Azaz: m = {P € S| PA = PB}.

> ¢
w

A tétel térbeli altalanositsa: a térben az A és B pontoktél
ugyanakkora tavolsagra 1évé pontok halmaza az AB szakaszt

merdlegesen felezé sik. /

Bizonyitsuk be, hogy az m dltal meghatdrozott két félsikra igaz, hogy az A-t tartalmazé félsik pontjai
A-hoz, a B-t tartalmaz6 félsik pontjai B-hez vannak kozelebb!

Megoldas
m

Vegytink fel egy P pontot az A-t tartalmazé félsikban. Ekkor PB metszi a szakasz-
P felezé merdlegest, jeloljik a metszéspontot M-mel. PB = PM + MB = PM + MA,
M mivel A és B egyenlé tavol van M-t6l. A haromszog-egyenlétlenség miatt azonban
2 PM + MA > PA, és ezt akartuk bizonyitani.
A B




8. NEVEZETES PONTHALMAZOK

KET ADOTT EGYENESTOL EGYENLO TAVOLSAGRA LEVO PONTOK HALMAZA

a) Vegyiink fel két parhuzamos egyenest. Mi azon korok kozéppontjainak halmaza, amelyek mindkét
egyenest érintik? Ezek a kozéppontok egyenld tavolsagra vannak a két egyenestdl.

Két adott parhuzamos egyenestd|
egyenld tavolsagra lévé pontok hal-
maza a sikon a két egyenes kozép-
parhuzamosa. ;

Halmazokkal: Az a és b parhuzamos egyenesektd| b
ugyanakkora tavolsagra |évé P pontok halmaza a sikban
az e kozépparhuzamos. Ha tehdt Pa = Pb, akkor P € e.

A megfelel térbeli ponthalmaz az e egyenesre illeszkeds,
az a és b sikjara meréleges sik. ’m
‘ a

b) Nézzik azt az esetet, ha a két egyenes metszi
egymast. Szerkessziink olyan kort, aminek a sugara
3 c¢m, és mindkét egyenest érinti. Hany megoldas van?

Két adott metsz egyenestdl egyenld tavolsagra lévé pontok hal-
maza a sikon a két egyenes két szogfelez6 egyenese.

Hasonléan az e és { egyenesre illeszkeds, az a és b sikjara meréleges sikok pontjai adjék a megielelé térbeli pont-
halmazt.

A halmazok korében hasznalt jelolésekkel:
Az a és b metsz6 egyenesektdl ugyanakkora tavolsagra lévé P pontok halmaza az e és f szogfelez6 egye-
nesek. Ha tehat Pa = Pb, akkor P € (e U f).

Bizonyitsuk be, hogy a két szogfelez6 egyenes meréleges egy- a
masral!

Megoldas N

Mivel az egyik szogfelezd az egyik szoget, a masik pedig a mellék-
szOgét felezi, ezért az éltaluk bezart két félszog Gsszege valoban 90°.
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Fontos megjegyezniink, hogy a ponthalmazokat meghatarozé feltételek egyszerre sziiksé-

F?salmak gesek és elégségesek is. Példaul az 1. esetben a kétiranyd allitas:

gg:ﬁb- a) Ha egy P pont az O ponttdl r tavolsagra van, akkor P rajta van a K (O kozéppontd, r su-
felez6merdleges; gar®) ko/ron.

szogfelezd; Forditva: . . L P
kézéppéarhuzamos; b) Ha egy P pont a K (O kdzéppontd, r sugart) koron van, akkor a PO tavolsag r.

szlikséges, elégséges

feltétel. Valéjdban két halmaz egyenléségét allitjuk. Az A = {az O ponttdl r tavolsagra 1évé pontok} és
B = {az O kdézéppontd, r sugard kdr pontjai} halmazok egyenl8sége az a) és b) allitdsok A C B és B C A
tartalméabdl kovetkezik.

-
o

FELADATOK

A sikon adott az O pont. Hatdrozzuk meg a sikon azon P pontok halmazat, amelyekre
a) OP<12cm; b)8cm<OP<10cm; ¢ OP > 16cm!

2. K1 ﬂ Az S sikon felvett K és L koncentrikus kérok kozéppontja O.

L Megadjuk a korlemezek pontjait: K = {P € S| OP < 10 cm} és
L={Pe&S| OP<15cm}.

a) Hatdrozzuk mega KN L, KUL, K\ L, L\K, K halmazokat!

K b) Hatarozzuk meg az abran (1)-gyel és (2)-vel jeldlt ponthalmazokat!
(A hatarvonal a ponthalmazokhoz tartozik.)

3. K1 Q Az S sikon felvett K kor kozéppontja O, sugara 12 cm; az L kor kézép-
pontja Q, sugara 16 cm; az OQ tavolsag 24 cm.

Hatarozzuk meg az abran lathat6é (1), (2), (3), (4) tartomdnyokat!

(A hatdrvonal nem tartozik a halmazokhoz.)

=
—

4

Adott egy P pont és egy ra nem illeszkedd e egyenes. Szerkessziink olyan pontokat a sikon, amelyek az egye-
nestél 2 cm-re, a ponttdl 3 cm-re vannak!

Adott két egyenes, a és b, valamint egy P pont. Szerkessziink olyan pontokat a sikon, amelyek egyenl§ ta-
volsagra vannak a két egyenestdl és 4 cm-re a ponttdl!
vannak a két ponttél és 4 cm-re az egyenestdl!

Adott két pont, A és B, és egy e egyenes. Szerkessziink olyan pontokat a sikon, amelyek az A ponttél 3 cm-
re, a B-tél 4 cm-re, az egyenestdl pedig 5 cm-re vannak!

m Adott két pont, A és B, és egy e egyenes. Szerkessziink olyan pontokat a stkon, amelyek egyenlé tavolsagra
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8. K1 Az ABC hdromszog AB oldaldn szerkessziink olyan pontot, amelyik a masik két oldalegyenestd!
egyenld tavolsagra van!

Az ABC haromszog sikjdban szerkessziink olyan pontot, amelyik az AC és BC oldalegyenesektdl,
valamint az A és B pontoktdl is egyenld tavolségra van!

©
S

PO Adott két szakasz, AB és CD. Szerkessziink olyan P pontot, amelyikre az ABP és a CDP egyenl
szar( haromszogek alapjai AB és CD!

Szerkessziink két adott ponton, A-n és B-n atmend, adott r sugard kort!

Vegytink fel egy 5 cm sugart kort. Szerkessziik meg azoknak a kéroknek a koézéppontjait, ame-

12. K2
lyek érintik a megadott kort, és a sugaruk 1 cm; 4 cm; 6 cm!

13. K2 H/atérozzg'k meg egy négyzgt belsej/ébe.n azon P pontok halmazat, amelyek kézelebb vannak a
négyzet kdzéppontjadhoz, mint a csticsaihoz!

Egy P pont és egy H alakzat tavolsaga megegyezik a P és H pontjainak tavolsagai kozul a legki-
sebbel, amennyiben létezik. Hol vannak azok a pontok a sikon, amelyek adott tavolsagra vannak
a) egy A kezdSpontd félegyenestdl;

b) egy adott AB szakasztél?

Vegyik fel a sikon az A és B pontokat Ggy, hogy tavolsaguk 12 cm legyen, s jeldljik az AB sza-
kasz felez6merdlegesét f-fel. Hany olyan P pont van a sikon, amelyre

a) PA=10cm, PB =4 cm; b) PA=8cm, PB=4cm; c) PA=16cm, PB=4cm;
d) PA=16 cm, Pf=8 cm; e) PA=14cm, Pf=8 cm; ) PA=3cm, Pf=8cm;
g PA=1cm, Pf=8cm; h) PA=8cm, Pf=3 cm; ) PA=3cm, Pf=3cm?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgytjtemény Ill.: 172-222,

Név: Kinga
Lakhely: Budapest
Végzetiség: vegyészmérnoki BSc (Bachelor of Science, alapdiploma)

Jelenlegi beosztés:  BSc hallgat6
Milyen tantargyakbol felvételizett, tanult emelt szinten? Matematika, kémia, angol.

Sziasztok!

Harmadéves vegyészmérniok-hallgatéként elengedhetetlen volt szdmomra a gimndziumi matematika-tananyag ismerete.
Az egyetemi kurzusok ugyanis erre épitve tdrgyal jdk a magasabb szint(i ismereteket. A matematikafeladatok megolddsa
kitartdst, kreativitdst és precizitdst kivdn, fejleszti a logikus gondolkoddst. Ezek pedig a mérnski tanulmdnyok és munka
sordn nagyoh fontos készségek.

A pdlya, amit vdlasztottam, nagyon sokszin(i. A vegyészmérnskioknek készonhet jiik az Gj motorhajtéanyagokat, melyek
forradalmasitottdk a kozlekedést, és igy lehetdvé vdlt az Girutazds is. Az anyagtudomdnyi kutatdsok sordn a vegyészek
kiilsnleges anyagokat dllitanak eld: a fényre sotétedd livegtél, a hatéanyagdt megfeleld idé alatt leadé gydgyszerkapszuldn dt,
a mdgnessel mozgathaté polimergélekig. Tevékenykednek vegyészmérnskak a kémiai analitika teriiletén is, példdul rdakkeltd
és egyéb mérgezd anyagokat mutatnak ki kérnyezeti, vagy élelmiszer-ipari mintdkban. Szinte hihetetlen, hogy a kémiai

és matematikai ismeretek alkalmazdsdval milyen sokféle probléma oldhaté meg!

NAlLd
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9. KOMBINATORIKAI ALKALMAZASOK, GRAFOK

Az Osszeszamoldsi feladatokat gyakran szemléltethetjik tablazattal, halmazokkal, grafokkal vagy egyéb
moédon, erre mar kordbban is lattunk példékat. A leckében néhany tovabbi példat mutatunk a kombinato-
rika alkalmazésaira és a szemléltetési lehetSségekre.

Az 1,1, 2, 3 szamkdrtyakbdl hany négyjegyli szamot készithettink?

Megoldas

T 2 3
AN INCIN
T 2 31 3 1 2
A A NNAXNN
23 1 3 2113 11 21
EEEEEE RN
323 1 12 3 1T 12 11

A lehetséges eseteket egyszer(i graffal adhatjuk meg. Errél leolvashatjuk, hogy 12 darab megfelel& szam van.

,Sokszor” feldobunk két dobékockat. A dobdsok kb. hdnyadrészében lesz a két dobott szam 6sszege
4-gyel oszthat6?

Megoldas

A lehetséges dobasparokat egy 6 X 6-o0s tablazattal szemléltethetjiik. Ebben minden dobasparnak megfe-
leltettink egy cellat, példaul amikor az els6 dobds 2-es és a masodik 3-as, ahhoz a 2. sor 3. cellja tartozik.

1T|12|3]|4|5]|6

S| ul| W N =

A tablazatbdl lathato, hogy 36 kimeneteli lehetdség van, és koziilik 9 esetben lesz a dobott szamok Gsszege

4-gyel oszthaté. Mivel mindegyik dobaspdr egyforma eséllyel kovetkezik be, a keresett arany 39—6 =1

g
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A pozitiv egész szamok primtényezds felbontasat gyakran szemléltetjiik egy egyszer( graffal. Készitstk
el a 360 néhany primtényezds felbontasanak a gréfjat!

Megoldas

360 360 360 360
/\ AN 7\ N
2 180 10 36 12 30 15 24
/\ /\ /\ /\
2 90 2 5 6 6 2 6 5 6 3 5 4 6
/\ A N A A A N
2 45 232 3 2 3 2 3 2 223
/\
3 15
/\
3 5)

Lathat6, hogy a felbontast tobbféleképpen is elvégezhetjiik. Azonban akarmilyen sorrendben is irjuk fel
az osztékat, észrevehetjik, hogy mindegyik abranak van egy kozos tulajdonsaga. Vajon mi lehet ez?

Egy Osszejovetelen hét személy taldlkozik. Mindegyikuktél megkérdeztik, hany ismerdse van a tébbiek
kozott. Lehetséges-e, hogy az aldbbi valaszokat kaptuk? (Minden ismeretség kolcsonos.)

a)6,53,22,2,0;

b)6,6,4,3,2 2, 1;

05,5,5,575,5,5;

d6,53,22,2,2

e) Ha mindenki ismer mindenkit, akkor mennyi az ismeretségek szama?

Megoldas

Az adatokat modellezhetjik egy hétpontud graffal. Ekkor a személyeknek a graf csticsai felelnek meg,
amelyben két csticsot akkor kétiink 6ssze éllel, ha a megfelel$ személyek ismerik egymast.

Az a)—d) valaszok kozul csak a d) eset lehetséges. Indoklasok:

a) Nem lehet egyszerre 6 és O ismeretség is a tarsasagban. (Ha valaki mindenkit ismer, akkor minden-
kinek van ismerdse.)

b) Ha 2 személy ismer mindenkit, akkor mindenkinek legaldbb 2 ismerése
van.

¢) A grafban az egyes csticsokbdl kiindul6 élek 6sszege 7 - 5 = 35. Ekkor min-

35
2

’ ’ !

den élt kétszer szamoltunk, igy az élek szama lenne, de ez nem le-

hetséges.
d) Ez az eset mar lehetséges, egy megfelel6 graf lathat6 az abran.
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e) A gréf éleit szdmoljuk meg a ¢) megoldas médszerével. Minden csticsbél 6 él indul ki, az egyes csu-
csokbdl kiindul6 élek 6sszege 7 - 6 = 42. De igy minden élt kétszer szamoltunk, ezért az élek (és az

ismeretségek) szdma 42 _ 21.

2

Bergengdciaban 3 és 5 petdkos pénzérmék vannak forgalomban, ezek segitségével azonban sajnos nem
minden érték fizethetd ki. (Példaul nem fizethetd ki az 1, 2 vagy 4 petak sem, ha nem engedjiik meg a na-
gyobb pénzosszeghdl torténd visszaadast.) Vajon melyik az a legnagyobb érték, ami nem fizethet6 ki?

Megoldas

Lathat6, hogy a 3 tobbszorosei mind kifizetheték, ezért a pozitiv egész szamok halmazat harom részre
bontjuk attdl fliggéen, hogy a szdmok 3-mal osztva mennyi maradékot adnak.

Ha az n szam maradéka 0, akkor felirhaté n = 3k alakban (k pozitiv egész szam), és ekkor k darab 3 pe-
takos érmével kifizethet6 ez az érték.

Ha az n szdm maradéka 1, akkor n = 3k + 1 alakba irhat6. Ezen szdmok halmaza {1, 4, 7, 10, 13, ...}
A legkisebb kifizethet6 érték a 10 (= 5 + 5) petdk. A halmaz ennél nagyobb elemei mér mind kifizethet6k,
mert 10-nél 3 tobbszorosével nagyobbak.

Végil ha az n szam maradéka 2, akkor n = 3k + 2 alakd. Ekkor a szamok halmaza {2, 5, 8, 11, 14, ...}.
Innen a legkisebb kifizethet6 érték az 5 petdk. A halmaz ennél nagyobb elemei mar szintén mind kifizet-
het6k, mert 3 tobbszorosével nagyobbak 5-nél.

A legnagyobb nem kifizethet6 érték tehat a 7 peték. (Azt is megkaptuk, hogy az 1, 2, 4, 7 értékeken kiviil
minden mas kifizethetd.)

Egy kozépiskolds labdarigd bajnoksagban nyolc csapat vesz részt. A bajnoksagot kormérkdzéses for-
maban bonyolitjék le, mindenki mindenkivel egyszer jétszik. A fordulokat hétvégén rendezik, és minden hét-
végén minden csapat legfeljebb egy mérkdzést jatszhat.

Meg lehet-e szervezni a bajnoksagot tigy, hogy csak 7 hétvégén legyen mérkézés?

Megoldas

Osszesen 82—7 = 28 mérkdzésre kerl sor. Mivel egy-egy hétvégére legfeljebb 4 mérkszés szervezhetd,
legalabb 7 hétvégére sziikség van. Akkor lehet tehat 7 hétvégére megszervezni a fordulékat, ha minden hét-
végén mind a nyolc csapat jatszik egymassal. ST SN

Ismét alkalmazhatjuk a grafmodellt. Egy szabdlyos hétszog cstcsait és ko- 2 T [N
zéppontjat feleltetjiik meg a csapatoknak, a csticsok kozotti szakaszokat pedig ~ ,~ { ’

a mérkézéseknek. Mivel a szabdlyos hétszognek hét szimmetriatengelye van, az ~ /
egyes fordulokat a tengelyek segitségével dllapithatjuk meg. i

Egy forduldban a ,kozéps6” csapat valamelyik ,keriileti” csapattal jatszik
(ez a mérkdzés felel meg a tiikortengelynek), a masik harom mérkézést pedig
az erre az egyenesre merdleges atl6k adjak meg (abra). Ezt a tengelyt még hat- %
szor elforgatva egy megfelelé lebonyolitast kapunk: minden csapat mindegyik- —o’
kel jatszik, és pontosan egyszer.
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FELADATOK

1. K2

3. K2

4. K2

N
S

Egy zaszI6 harom vizszintes savbol all. Hanyféleképpen szinezhetd ki a harom sav négy szinnel
(piros, fehér, kék, sarga), ha egy-egy szin tobbszor is hasznalhato, és

a) a szomszédos savok kilonbozé szinliek;

b) legalabb egy sav sarga;

) az als6 vagy felsd sav sarga;

d) a két széls6 sav kilonboz6 szin(i?

(Egy-egy savot egyszerre csak egy szinnel szinezlink.)

A koordinatasikon az x tengelyen felvettiink 4 pontot, az y tengelyen 5 pontot, végiil felvetttink
a sikon 6 pontot tgy, hogy a pontok koziil semelyik hdrom nincs egy egyenesen. Legfeljebb hany
egyenest kapunk, ha dsszekdtiink minden pontot minden ponttal?

Legfeljebb hany metszéspontja lehet 10 egyenesnek, ha kozilik 4 parhuzamos?

Kijeloltink két parhuzamos egyenes egyikén 10, a masikon 8 darab pontot. Hany haromszog van,
melynek csticsai az adott pontok kozl valok?

A kockapodker jatékban egyszerre 5 dob6kockaval dobunk. Hanyféleképpen sikertlhet , pokert”
dobnunk? (Ekkor négy kockéan azonos érték van, az 6todik dobas ezektdl kiilonbozik.)

A 6. példa bajnoksagan most 9 csapat vesz részt. Legalabb hany hétvégére van sziikség a baj-
noksag lebonyolitasara?

Az 5. példa feltételeit (kifizetések Bergengocidban) annyiban médositjuk, hogy fizetéskor vissza-
adas is lehetséges. (Ha példaul 5 + 5 + 5 = 15 petakkal fizetlink, és visszakapunk 3-at, akkor
Osszességében 15 — 3 = 12 petdk a kifizetés.) Igaz-e, hogy igy mar minden (pozitiv egész) érték
kifizethet&?

Médositotték Bergengdcidban az érméket, most csak 5 és 7 petakos érmék vannak forgalomban.
Elemezziik a kifizetési lehet6ségeket! (Milyen értékek fizethetSk ki; médosulnak-e ezek, ha le-
hetséges visszaadas is stb.)

Mi a hiba az alabbi feladat megoldaséaban?
Feladat: Hany négyjegyti pozitiv egész szam van, amely 3-mal oszthatd, és van benne
6-0s szamjegy?
»Megoldas” (hibas): A haromjegy(, 3-mal oszthat6 szamokat kipétoljuk egy 6-ossal.
Esetszétvalasztast végziink:

9-1

2
A nem 0O-val kezd6d6 haromjegyti, 3-mal oszthat6 szamok szama 3 0" — 300. Most a

félretett 6-ost 4 helyre irhatjuk, igy innen 4 - 300 = 1200 esetet kapunk.

Ha 0-val kezdédik a ,hdromjegyi” szam, akkor 000-t6l 099-ig 100 darab szam van, ezek
kozil 34 oszthat6 3-mal. Itt kotelezd az elsé helyre irni a 6-ost.

Osszesen tehat 1200 + 34 = 1234 megfelel$ szam van.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény 1. 86; 119; 349; 364; 369; 371.
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10. HALMAZOKROL ES SZAMOKROL

A LOGIKAI SZITAFORMULA

ﬂ A 6. lecke 2. példajaban emlitettik a logikai szitaformulat. Ezzel az
5] eljarassal az 6sszeszamolasi feladatokban mintegy , kiszitaljuk” a tobb-

szOr szamolt eseteket.
Jeloljik az abra szerinti (1), (2), (3), (4) tartomanyok elemszdmat

rendre ¢, a, b, d bettikkel. Ekkor [AUBlI=a+ b+ c, |[Al=a+c,
IBl=b+c, |AnBl=c. A kétviltozés logikai szitaformula

@) d lAUBI=I[Al+[BI=1ANBI alakg, s ez helyes eredményt ad:
@+b+c)=(@+c+ (b+c)-cvaldban igaz.
(A modszer egy masik alkalmazasa az alabbi példa masodik megoldasa.)

Hany olyan négyjegyli természetes szam van, amely tartalmaz 1-es és 2-es szamjegyet is?

Megoldas

Els6 megoldas:

Legyen H a négyjegy( természetes szimok halmaza, s ezen belil A = {1-est tartalmazé négyjegy( ter-
mészetes szamok}, B = {2-est tartalmaz6 négyjegyli természetes szamok}. Az el6z6 Venn-diagramot te-
kintve a feladat | AN B|= ¢ meghatarozasa.

Amit tudunk:

1. Négyjegyli természetes szam 9999 — 999 = 9000 darab van.

2. 1-es szamjegyet nem tartalmazo6 négyjegy(i természetes szam 8 - 9° = 5832 darab van. (Egyik helyi-
értékre sem frhatunk T-est, és az elsé szamjegy O sem lehet.)

3. 2-est nem tartalmazé négyjegy(i természetes szam ugyanennyi van: 8 - 9° = 5832 darab.

4. Sem 1-es, sem 2-es szamjegyet nem tartalmazo6 négyjegy(i természetes szam 7- 8* = 3584 darab van.
(Egyik helyiértékre sem frhatunk 1-est és 2-est, s az els6 szamjegy O sem lehet.)

A négy informaci6 algebrai alakja a kovetkez6:
l.a+b+c+d=9000, 2.b+d=5832, 3.a+d=5832, 4.d=3584.
Ezekbdl az egyenletekbdl kell ¢ értékét meghatarozni.

Mivel négy egyenlet adott négy ismeretlennel, a megoldas a ,hagyomanyos” Gton is torténhet.
A 4. egyenletbdl ismerjiik d-t, ezt visszahelyettesitve a 2. és 3. egyenletbe, meghatarozhat6 b és a értéke,
s végiil az 1. egyenletbdl megkapjuk c-t.

Masodik megoldas:

Egy masik elegans megoldasi lehet6ség a komplementer leszdmldlasa és a szitaformula alkalmazasa.

Ha az 6sszes négyjegyli természetes szambol kivonjuk az 1-est nem tartalmazé szamokat, majd kivon-
juk a 2-est nem tartalmazokat is, akkor azokat, amelyek sem 1-est, sem 2-est nem tartalmaznak, kétszer von-
tuk ki. Az igy kapott kiilonbséghez ezek szamat egyszer hozza kell adni, s ekkor a sem 1-est, sem 2-est nem
tartalmazé szémokat is pontosan egyszer szdmoltuk. Képlettel: |[HI=IA|=[B[+|AnB|=1AnBI, vagy
az egyes tartomanyok elemszamaival: (@ + b +c +d) - (b + d) - (a + d) + d = c valéban.

Eredmény: 9000 — 5832 — 5832 + 3584 = 920.
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Héarom valtoz6 esetén bonyolultabb a szitaformula felirdsa. Ha a
feladat | AU BU C| meghatarozasa, akkor az | Al+ B+ |C| 6sszegben
a kozos részek elemszamait kétszer, illetve haromszor szamoltuk.

Vizsgaljuk megaz | Al+[BI+[CI=IANBI=IANCI=I1BNCl&sz-
szeget!

Az (5), (6), (7) tartomanyok elemszamat egyszer szamoltuk, ez rend-
ben van.

A (2) tartomany elemszamét | A+ B miatt kétszer hozzdadtuk az

osszeghez, | AN B miatt egyszer levontuk az ésszegbdl. Vagyis egyszer
szamoltuk, épptgy, mint a (3) és (4) tartomanyokat.

Az (1) tartomany elemszamat haromszor szamoltuk, és haromszor
vontuk le; tehat még egyszer hozza kell adnunk az 6sszeghez.

Az igy kapott formula:

IAuBUCI=IAlI+IBI+ICI-IANBI-1ANCI-IBNCl+IANBNCI,

a haromvdltozos logikai szitaformula.
Hasonl6an adhatjuk meg a szitaformulat haromnal tobb véltozo esetén is.

AZ n ELEMU HALMAZ RESZHALMAZAINAK A SZAMA
Kiegészit6 anyag

A 3. lecke 5. példajaban lattuk, hogy a H, = { }, H, = {a}, H, = {a, b}, H, = {a, b, c} halmazoknak rendre 1, 2,
4, 8 részhalmazuk van. Az eredmények alapjan azt a sejtést fogalmazhatjuk meg, hogy ha egy H halmaz elemszama n,
akkor H részhalmazainak a szdma 2"(n € N). Hogyan tudndnk igazolni ezt a sejtést?

Egy egyszer(i bizonyitas alapja a ,kodolasi technika”.

Leg}/en H =/{a1, Ay ay e, a}l, sﬂkészitsijnk,egy tablazatot, amelyben a, a, a a, 4
felsoroljuk H részhalmazait. Az elsé sorba felifjuk az a,, a,, a, ..., a, 3 5
elemeket, a kovetkezé sorokban pedig megadjuk a részhalmazokat. A 1 0 1 1 0
Minden egyes sorban a megfelel6 elem ala 1-est irunk, ha az elem az

P S B 0 0 1 0 0
adott részhalmazhoz tartozik, és 0-t, ha nem.
C 0 1 1 0 1

Példaul ebben a tablazatban n = 5 esetén négy részhalmazt so-
roltunk fel: A = {a,, a,, a,}, B={a,}, C={a, a, a,}, D ={a, a,}. D 1 0 1 0 0

A H halmaz esetén minden 0-1 jelsorozat meghatdroz egy részhalmazt, s minden részhalmazt egyetlen jelsorozat-
tal (koddal) adhatunk meg. A megfeleltetés kolcsonosen egyértelmdi, a H halmaznak tehat pontosan annyi részhalmaza
van, ahdny kilonb6z6 n hosszisagu, 0 és 1 szamjegyekbdl all6 kod készithetd.

A kédok szamat pedig mar konny(i meghatarozni. A kéd elsé szamjegye 2-féle lehet (0 vagy 1), a mésodik szam-
jegy ettdl fuggetlentl ismét 2-féle, a harmadik szintén 2-féle és igy tovabb. A szorzasi szabaly miatt n hosszt, 0-1 szam-
jegyekbdl allé szamsorozat 6sszesen 2"-féle készithetd, s ezzel igazoltuk a sejtést.

Az n elem( halmaz részhalmazainak a szama 2".

(A képlet az tres halmaz esetén is helyes eredményt ad: az tires halmaz részhalmazainak a szama 2°=1.)
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AZ IRRACIONALIS SZAMOK FELFEDEZESE (Olvasmany)

Az irracionalis szamok elméletével az 6korban legmélyebben a gorog matematikusok foglalkoztak, a Kr. e.
V. szézadban. (Vannak hasonlé kort mezopotamiai és indiai irasos emlékek is.) Felfedezték, hogy a négyzet atl6ja és
oldala nem 6sszemérheté mennyiségek, azaz ha a négyzet oldala a, az atléja d hosszisagi, akkor nincs olyan egy-
ség, amelynek a és d is egész szam( tobbszorose lenne. (Mai szohasznalattal tgy mondanank, hogy a és d = v/ 2a
legaldbb egyike irraciondlis szam.)

Ez az észrevétel ugyanis éppen azt jelenti, hogy ha a raciondlis szam, akkor d nem az. Ha ugyanis a és d egyarant
raciondlis szam lenne, akkor talalnank olyan (racionalis) szdmot, amelynek a és b is egész szam tobbszorose volna. (Lasd
a 2. lecke 8. feladatat.)

A felfedezés megdobbentette a gorogoket, akik szilardan hittek a szamok mindenhat6sagaban.

A raciondlis sz6 olyan szamokat jelol, amelyek felirhatok két egész szam hanyadosaként. A “rdcio” két mennyiség
viszonyat, aranyat jelenti. Az irracionalis jelentése tehat 'nem racionalis’, azaz két olyan mennyiségrél van szo,
amelyek aranya nem masik két egész szam egymashoz valé viszonya.

A racionalis sz6 masik — ma is haszndlt — jelentése 'észszer(, valdszerd’. Egyes kutatok szerint az 6sszemérhe-
tetlen ardny felfedezésekor a gorogok annyira hitetlenkedtek, annyira nem akartak elfogadni ezen szamok létezé-
sét, hogy az irraciondlis szt ebben az 'észszer(itlen’ jelentésben is haszndltak. Szamukra az irracionalis szamok
tehat értelmezhetetlenek, felfoghatatlanok voltak. (Ez a legenda nem bizonyithat6.)

TIZEDES TORTEK ES RACIONALIS SZAMOK (Olvasmany)

A tankonyv 2. leckéjében megmutattuk, hogy minden raciondlis szam felirhaté vagy véges, vagy végtelen, de sza-
kaszos tizedes tort alakban. Vajon igaz a tétel megforditasa is? Azaz igaz-e, hogy minden véges vagy végtelen szakaszos
tizedes tort raciondlis szam? (Es ha az allitds igaz, hogyan éllithatjuk elé a tizedes tortbdl a kozonséges tort alakot?)

A véges tizedes tortek nem okoznak nagy problémat, mert a 10 megfelel6 hatvanyaval bévitve kozonséges tortet
kapunk. Példaul 1,234 = 1120334, ~3,25301 =—% stb.

A végtelen szakaszos tizedes tortek is felirhatok két egész szam hanyadosaként. Az eljarast egy konkrét példa segit-
ségével illusztraljuk.

Tekintstik az x = 8,65123123123... = 8,65123 végtelen szakaszos tizedes tortet. A szakasz hossza (azaz az is-
métlédé szamjegyek szama) 3. Eszrevehetjiik, hogy ha x-et 103-nal szorozzuk, akkor az igy kapott szam, 1000x ,vége”
ugyanaz, mint x végzddése. Ha tehat képezzik az 1000x — x killonbséget, kivonaskor , kiesnek” a végtelen sokszor sze-
repld, egyforma szakaszok.

1000x — x = 8651,23123 — 8,65123 = 8642,58. Mivel 1000x — x = 999x, innen 999x = 8642,58, és igy

_ 8642,58 864 258
T999 7 99900

Sikertilt felirnunk az x = 8,65123 szamot két egész szam hanyadosaként (persze a kapott tort egyszer(isithetd). Ha-
sonléan jarhatunk el tetszbleges x végtelen szakaszos tizedes tort esetén is: ha a peridédus hossza k, akkor 10%-nal szo-
rozva 10" x — x véges tizedes tort lesz.

865 1 2 3 1

A 8,65123 szam igy is irhato: 700 T 7000t 70000 T 700 000 T 7000 000

végtelen sok taghdl all6 dsszegekkel végeztiink miveleteket. Egyaltalan nem biztos, hogy ezt megtehetjiik: a valés sza-
mokkal végzett miiveleti szabalyokat eddig mindig csak véges sok szam esetén alkalmaztuk. Hogy a fenti algoritmus ma-
tematikailag helyes eredményt ad (azaz végrehajthato), azt majd a késébbi tanulmanyaink soran igazoljuk.

+ ... Afenti eljaras soran valéjdban
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,Elrettentéstl” alljon itt egy egyszer(i példa. Azx=1-1+1-1+1-1 + ... végtelen Osszeget kétféleképpen
hatdrozzuk meg.

Az els6 zaréjelezés eredménye nyilvanvalé: x=(1-1) + (1-1) + (1-1) + ... = 0.

Szintén nyilvanvalé a masodik szdmolas eredménye is: x =1 + (<1 + 1) + (<1 + 1) + ... = 1.

A kapott ellentmondas azt mutatja, hogy a véges sok tagra vonatkozé szamolasi szabalyok nem mindig érvényesek,
ha végtelen sok taggal dolgozunk. (Ebben a példaban az 6sszeg nem zardjelezhets szabadon, a kapott eredmény fligg
a mUveletek elvégzésének a sorrendjétdl.)

Adjuk meg az x = 0,999... szdmot kdzdnséges tort alakban!

Megoldasok

Az el6z6 algoritmust kovetjik.
x=0,9;a periédus hossza 1, igy 10x = 9,9,s10x—x = 9. Azaz 9x = 9, innen x = 1. Furcsa eredményt kaptunk:

egyszerre teljesiil x = 0,9 és x = 1. Nincs itt valami ellentmondas?
Nos, az eredmény egyrészt vérhat6 volt: %: 0,3, fgy a 3-0,3 = 0,9 szam értéke valdban 1 kell, hogy legyen.

Masrészt észrevehetjiik, hogy — barmennyire is igyeksziink — nem tudunk olyan szimot megadni, amelyik a 0,9 és az
1 kozé esik. Marpedig két kiillonb6zé szam kozott mindig kell lennie tovabbi szamnak — ez a valés szamok egyik alap-
tulajdonséga. Egyetlen lehetdségiink maradt: a 0,9 = 1 egyenldség elfogadasa.

Mar eddig is tudtuk, hogy a racionalis szamok kozonséges tort alakja nem egyértelmdi: % = % = _—3 stb. Most azt
is megallapithatjuk, hogy a véges tizedes tort alakban felirhaté racionalis szamok tizedes tort alakja sem egyértelmd: pél-
ddul 1,9 = 2 vagy 2,349 = 2,35.

FELADATOK

Egy osztaly 27 tanuléja kozil 16-an beszélnek angolul, 15-en németiil és 3-an egyik nyelvet sem beszélik.
Hanyan beszélik mindkét nyelvet?

Egy osztaly az iskolai évben harom kirdndulast szervezett. Az elsén a tanulék 60%-a, a masodikon 75%-a,
a harmadikon pedig 90%-a vett részt. igy 10 tanulé hdromszor, a tobbi pedig kétszer kirandult. Hanyan vol-
tak az osztalyban?

3. E1 HénY olyan négyjegyti p(zzi.tl’v egész szam van, amely
a) paros vagy 5-tel kezdddik;
b) van benne 0 és 1 szimjegy is?

Egy varosi fizikaversenyen harom feladatot tliztek ki. A 77 indul6 koziil az elsé feladatot 32-en, a mésodi-
kat 33-an, a harmadikat 40-en oldottdk meg hibatlanul. Az elsé és mésodik feladatra 9, a masodik és har-
madik feladatra 16, az elsé és harmadik feladatra 13 tanul6 adott helyes megoldast. Mindharom feladat meg-
oldasa 5 diaknak sikeriilt. Hanyan nem tudtak egyetlen feladatot sem megoldani?

Hany valodi részhalmaza van a kovetkezé halmazoknak?

A = {legfeljebb kétjegy(i, 20-szal oszthat6 természetes szamok};
B={1;2;7;,11,12; 15; -3,2; a};

C={23;25;27;...;77}.
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AH={1;2;3;4;5;6; 7; 8} halmaznak hany olyan részhalmaza van, amelynek eleme
a) azlésa?2;
b) az 1 vagy a 2?

Adjuk meg a kovetkezé szamokat kozonséges tort alakban!
a) A=3,42; b) B =5,823; o) C=1,15854; d) D=1,327; e E=2,9.

m
—

Mi a hiba az alabbi feladat megoldasaban?

Feladat: Egy osztdly az iskolai évben harom kirandulast szervezett. Az elsén a tanulék 65%-a, a masodikon 75%-a,
a harmadikon pedig 80%-a vett részt. igy 5 tanul6 haromszor, a tobbi pedig kétszer kirandult. Hanyan voltak az osz-
talyban?

»Megoldas” (hibas): Az 6sszes kirdndulas az osztalylétszam 65% + 75% + 80% = 220%-a, ezért az 5 {6 az osz-
talylétszam 20%-anak felel meg. Az osztalylétszam igy 5 - 5 = 25 f6.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I.: 140-144; 242; 244; 245; 280; 281; 296;
766.

TUDASPROBA (Tananyagon kiviili, nem kételezé rész)

Az alabbi feladatok az I. fejezet témakoréhez sorolhatok, végeredményiik minden esetben egy vagy tobb szam. A fel-
adatsor utan rovid Gtmutatast, segitséget is taldlsz a megoldashoz. A végeredményeket a 79. oldalon taldlod meg.

Adott két intervallum: A = 1-90; 40] és B = ]-30; 70].
a) Hany egész szamot tartalmaz az A N B halmaz?
b) Hany olyan egész szam van, amely legaldbb az egyik intervallumnak eleme?

Adottak az A = % ésB = % pontok a szamegyenesen. Hol lehet a C pont a szamegyenesen, ha a CB tavolsag kétsze-

rese a CA tavolsagnak?

Hany olyan legfeljebb haromjegy( pozitiv egész szam van, amely a 3 és 5 kozdil
a) pontosan az egyik szammal oszthaté;
b) legfeljebb az egyik szammal oszthat6?

AH = {1;2;3;4;5; 6; 7; 8} halmaznak hany olyan részhalmaza van,

a) ami tartalmaz primszamot;

b) ami csak primszamot tartalmaz;

¢) amiben a szimok szorzata paros? (Az egyelem(i halmazok is lehetnek megfeleldk, pl. {2}.)

Hany olyan pont van a derékszog(i koordinata-rendszerben, amely ugyanakkora tdvolsagra van az x és az y tengelytdl,
és 4 egység tavolsagra van az E(3; 1) ponttél?

Egy dobdkocka 6 lapja kozil haromra 1, 2, illetve 3 pottyot tesziink, a masik hdarom lapjat fehérre, pirosra, illetve kék

szin(re festjuk.

a) Hany olyan hat dobasbdl allé sorozat van, amelyben elszor 2-est és 6todszorre fehéret vagy kéket dobunk?

b) Hany olyan hat dobasbdl all6 sorozat van, amelyben el6szor 2-est, 6todszorre fehéret vagy kéket dobunk, és a do-
bokocka nem esik kétszer ugyanarra a lapjara?
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Aladar, Béla, Csaba, Dani és Erné szombat délutanonként egyiitt teniszeznek. Mikor megérkeznek a te-

niszpalydra, mindegyik fid kezet fog a tébbiekkel.

a) Hany kézfogas torténik egy-egy ilyen kozos teniszezés elétt?

b) Legutobb Dani és Erné egytitt érkezett a pdlyéra, a tobbiek kiilonboz6 idépontokban érkeztek. Hany k-
[6nboz6 sorrendben érkezhettek ezen alkalommal?

¢ A fitk mindig paros mérkézéseket jatszanak, ketten ket ellen. (Egy paron beliil a jatékosok sorrendjét
nem vesszik figyelembe, és a pélya két térfelét nem kiilonboztetjik meg.) Hany kilonboz6 mérkézés
lehetséges?

Legfeljebb hany metszéspontja lehet egy négyszognek és hat egyenesnek, ha az egyenesek a négyszog egyet-
len oldaldra sem illeszkednek?

Az ABCD négyzet cslicsait négy szinnel kiszinezzuk.

a) Hanyféle szinezés lehetséges, ha a szomszédos csticsok kiilonb6zé szintiek? (A szinezéshez nem kell
minden szint felhaszndlni.)

b) Hany olyan egyenes van a négyzet sikjaban, amelyik az A, B és C csticsoktél azonos tavolsagra halad?

Hany négyjegyli természetes szdm van, amelyben legalabb egy paros és legalabb egy pératlan szamjegy
szerepel?

1]

—
.

UTMUTATASOK

1. @) Erdemes elészor az A N B halmazt meghatérozni.
b) It észrevehetjiik, hogy a kérdés az A N B halmazra vonatkozik.

2. llyen pont kett6 van, az egyik az AB szakasz belsejében, a masik azon kiviil.

3. Meghatdrozhatjuk a megfelel6 3-mal, 5-tel és 3 - 5 = 15-tel oszthat6 szamok szamat, és ezeket abrazolhatjuk
Venn-diagramon.

4. a) Alkalmazzuk a komplementer leszamlalas médszerét!
b) Tehat (pontosan) a primszamokbdl kell részhalmazokat készitentink.
©) Ismét a komplementer gondolat a javasolt: mikor pératlan az egész szamok szorzata?

5. Két metsz6 egyenestd| egyenld tavolsagra lévé pontok halmaza szintén két (metszé) egyenes.

6. a) A sorrend szamit, alkalmazhatjuk a szorzasi szabdlyt.
b) Itt is hasonléan jarhatunk el, de érdemes a specidlis dobasokkal kezdeni (els6, ill. 6todik).

7. a) Ha a grafmodellt alkalmazzuk, akkor egy 6tszog oldalainak és atléinak a szamat kell meghataroznunk.
b) Danit és Ernét egyiitt tekintve mar csak 4 érkezé maradt.
o) Erdemes rendezetten 6sszeszamolni az egyes eseteket, példaul Aladérral kezdve.

8. Ne felejtstik el: konkav négyszogek is vannak, és az egyenesek egymdst is metszik.

9. a) Ha példaul az A cstcesal kezdjik a szinezést, akkor érdemes esetszétvdlasztast végezni az alapjan, hogy a B
és D cstics azonos vagy kilonb6zé szind.
b) El6szor azt vizsgaljuk meg, hogyan helyezkednek el azok az egyenesek, amelyek példaul az A és B cstcsoktol
vannak ugyanakkora tavolsagra.

10. Nem megfelel6k azok a szamok, amelyeknek minden szamjegye vagy péros, vagy paratlan.
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A geometria a matematika szerteagazé részteriilete, az egyik legrégebben miivelt tudomdnyég. rdsos
emlékek maradtak fenn arrél, hogy az 6kori Egyiptom és Mezopotamia teriiletén mar Kr. e. 2000 kordil
a mai értelemben vett, geometriai témaji tevékenységek folytak. Ezek a munkak elsésorban gyakorlati
jellegliek voltak, a foldméréshez, épitkezésekhez, s példaul a szogmérésen keresztiil a csillagdszathoz
kapcsolodtak (geometria = ‘foldmérés’” gorogil). Az itt laké tudésok ismerték az egyszertibb alakzatok
és testek jellemzé tulajdonsagait, terilet- és térfogatszamitasokat végeztek, gyakran kozelité eljarasokat
alkalmazva.
A képen a Louvre bejérata lathat6 Périzsban.
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Az 6kori gorog matematikusok (Kr. e. V. sz.—Kr. u. V. sz.) tudomanyos alapossaggal és rendszerességgel
foglalkoztak a geometriaval. Munkaikban jelent meg a bizonyitési és altalanositasi igény, kifejlédott a sik-
mértan, a szerkesztéselmélet. Pontos tertilet- és térfogat-szamitasi médszereket dolgoztak ki, foglalkoztak
a szabalyos sokszogekkel és testekkel stb. Eukleidész hires muive, a Sztoikheia (,Elemek”) paratlan munka;
tartalma, felépitése, targyalasmodja a mai napig mintaértékd. (Ez a konyv érte meg a vilagon a masodik leg-
tobb kiadast.) A korszak leghiresebb matematikusainak nevével (Thalész, Piithagorasz, Arkhimédész, Héron)
a késébbi tanulmanyaink soran rendszeresen fogunk talalkozni.

Amikor I. Ptolemaiosz (Kr. e. 306-283) egyiptomi uralkod6 megkérdezte, hogy a geometria
elsajatitdsanak nincs-e rovidebb és konnyebb médja, mint amit az ,Elemek” mutatnak, Euklei-
dész igy vélaszolt: ,A geometridhoz nem vezet kirdlyi Gt.”

Nagy altaldnossdgban azt mondhatjuk, hogy a geometria a sikbeli és térbeli alakzatok tulaj-
donségaival, mérésével foglalkozik. Természetesen a geometriai objektumok elvonatkoztatas
atjan nyert absztrakt, idealizalt alakzatok. A valésagban nincs pont (azaz kiterjedés nélkdili test),
nincs egyenes (azaz végtelen hossz( vonal), nem létezik gobmb (csak legfeljebb olyan modell,
amelyben a vizsglt test j6 kozelitéssel gombnek tekinthetd) stb.

Az egyiptomi papok NEM az épil6 piramis térfogatat szamoltdk ki, hanem a piramist egy négyzet alapt Eukleidész (Kr. e. 300.

egyenes gllaval modellezték, s ennek az idealizalt testnek hatdroztédk meg a méreteit, térfogatat. koriil) gorog matematikus
foglalkozott csillagdszattal

Eukleidész mdvében deduktiv' targyaldsi modszerrel épitette fel a geometriat. Bizonyos alap- ~ ©* Z”‘le”eelmellfttel '; E|k6'

fogalmakat és axiomakat ismertnek tételezett fel; definiciok segitségével tj fogalmakat vezetett ~ t€'0! nem sokattudunk.
: z oy AP Az . 2 e ) p Az ,Elemek” az els6 gorog

be; majd ezek és az axiomak segitségével dllitasokat, tételeket mondott ki és bizonyitott. Mdve . el s
annyira S{keresnek és ldotzillc/)nak blzonyglt, hogy modszere a mai napig a geometria, sétazegész |- o O
matematika tanulmanyozésanak az alapja.

. ) . , N . N ) ] . A szerz$ ebben — mas tu-
Korabbi tanulmanyaink soran mar megismerkedtiink a geometria alapfogalmaival (példaul a désok eredményeit is fel-

pont, egyenes, sik, tér a legegyszer(ibb épitéelemek), axiomadival (példaul a térelemek illeszke- hasznélva — ésszefoglalja
désével kapcsolatban bizonyitas nélkiil elfogadott allitdsok), a mérés értelmezésével (tavolsdg,  az akkori matematikai is-
szog, tertilet, térfogat), az egyszer(ibb alakzatok tulajdonsagaival, specialis geometriai transzfor- ~ mereteket.

madciokkal és igy tovabb. A kozépiskoldban egyrészt korabbi tudasunkat mélyitjik, masrészt Gj . seee ™ D o 2
modszerekkel ismerkediink meg (trigonometria, koordinatageometria).

Geometriai modszereket rendszeresen alkalmaznak a matematika mas dgazataiban, s a tudomany és
kultdra egyéb teriletein is. (E6bbire példa az dbrazol6 geometria alkalmazésa az épitészetben, az
utébbira C. M. Escher miivészete.) A geometria alapjaival, a tér szerkezetével, leirdsaval foglalkozé mo-
dern gondolatok megjelentek a nagy magyar matematikus, Bolyai Janos, valamint C. F. Gauss,
Ny. I. Lobacsevszkij (1792-1856) munkdiban is.

Bolyai Janos (1802-1860) az egyik legnagyobb magyar matematikus. Ko-
lozsvaron sztiletett, a bécsi katonai mérnokakadémian tanult. Apja hatasara
— aki szintén tekintélyes matematikus volt — kezdett foglalkozni a geomet-
ria alapjaival, az abszolGt geometria egyik felfedezdje. Korat megel6zve adta
Nyikolaj Ivanovics meg a komplex szamok aritmetikai megalapozésat, de elgondolasait értet-

Lobacsevszkij lenség fogadta, s mUvei a vart tudomdnyos elismerést csak halala utdn hoz-
tak meg szdmara.

Bolyai Jdnos

" Dedukci6, azaz levezetés, bizonyitas.
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BESZEDES ABRAK

merdleges rajzolasa

szakaszfelezés

parhuzamos rajzoldsa

szogfelezés szogmasolas

Szogek
Szog
Egy pontbdl kiinduld két félegyenes a sikot két részre bontja.
Egy-egy ilyen részt szognek (szogtartomanynak) neveziink.
hegyesszog derékszog tompaszog egyenesszog
(0° és 90° (90°) (90° és 180° kozé (180°)
kozé esé szog) es6 sz0g)
S~
—

@

konkav (homor) szog
(180° és 360° kozé esé szog)

konvex (dombor) szogek

teljesszog (360°)
(a szogtartomany a teljes sik)




BESZEDES ABRAK

a+f=90° o+ B =180° o+ p=180°
Pétszogeknek mondunk két szoget, Kiegészité szognek mondunk két Mellékszognek mondunk két szoget,
ha 6sszegtik 90°. szoget, ha 6sszegiik 180°. ha egy-egy szaruk kozos,

és a masik kett6 egy egyenest alkot.
A mellékszogek dsszege 180°.

NN
RN £
AN A >

Egyallast szogek egyenlék. Valtészogek egyenlék. Cstcsszogek egyenldk.
Merdleges szari szégeknek mondunk két szoget, ha

szaraik paronként merdlegesek. Ha a merdleges szard

szogek mindegyike hegyesszog vagy mindegyike tompa-

szog, akkor egyenldk; ha kozilik az egyik hegyesszog,

a masik tompaszog, akkor kiegészité szogek.

Haromszogek
C
atfogo
A B befogo &
A B
befogd

A hegyesszogli haromszog minden A derékszogili haromszognek van A tompaszogili haromszognek van

szoge hegyesszog. derékszoge (a tobbi hegyesszog). tompaszoge (a tobbi hegyesszog).
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Haromszogek

A hdromszog Egy kiilsé szog két nem
szogeinek Osszege szomszédos belsé szog
180°. Osszegével egyenld.

A A
C B a o B a C
A magassagok a csticsokbél m_ a hdromszog Ha tompaszogii a hdromszog,
a szemkozti oldalegyenesekre a oldaldhoz tartoz6 akkor a két magassag
bocsatott merélegesek. magassaga. a hdromszogon kivil halad.
Négyszogek
C | 1
— [
C l |
[
D |
5~ ’
N/
A a B ' '
igy jeloljiik a négyszog A deltoidnak van szimmetriatengelye. A trapéznak van
alkotorészeit. parhuzamos oldalparja.
A paralelogramma szemkozti A rombusznak mind a négy A téglalap atloi A négyzet minden oldala
oldalai parhuzamosak oldala egyenld. (Atl6i felezik egyenldk és szoge egyenld. (Atl6i
és egyenlék. egymast, merélegesek és felezik egymast.  egyenldk, és merélegesen
egymasra és felezik a szogeket.) felezik egymast.)




Sokszogek

Konvex sokszog. (Tetszéleges
két pontjat 6sszekotd szakasz
a sokszogben van. Minden
szoge konvex.)

BESZEDES ABRAK

Konkav sokszog. (Van olyan
két pontja, amelyeket 6ssze-
kotd szakasz nincs teljesen a
sokszégben.  Van  konkav
szoge.)

Korok ‘

Koncentrikus (koz6s kozép-

Atméré. A végpontjali
atellenes pontok.

koriv

pontd) korok.

érinté

Egy pont és egy egyenes tavol-
saga a pontbdl az egyenesre al-
litott merdleges szakasz hossza.
Ez a legrovidebb a pontot az
egyenes pontjaival Osszekotd
szakaszok kozil.

EN

Az érintkez6 korok érintési pontja és a kozéppontok egy

egyenesen vannak.

Az érintési pontba
vezet sugar merdle-
ges az érintdre.
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CED A GEOMETRIAI SZERKESZTESEKROL
(Olvasmany)

Oskori barlangrajz az Altamira-barlangban,
Spanyolorszagban

Platén (Kr. e. 429-347)
idealista gorog filozofus,
aki a filozofiai ismeretek
alapjanak a geometriat
tekintette. A tudomanyos
igényli bizonyitas
médszerének 6 az egyik
megalapozdja, elészor
adott definicidkat
alapvetd geometriai
fogalmakra.

A szerkesztés nagyon régi emberi tevékenység. Segéd-
eszkozok — példaul vonalzé — hasznélatara mar az Gskori bar-
langrajzokon és falfestményeken is talalhatunk nyomokat. Iré-
sos emlékek utalnak arra, hogy egy kotél segitségével hogyan
sszerkesztettek” az egyiptomiak derékszoget, vagy a rémaiak
ellipszis alakd boltiveket.

A kozépiskoldban tanult, Gn. euklideszi szerkesztés
elméletének a kidolgozasa, azaz matematikai targyaldsa
az 6kori gorogoktdl szarmazik. (A tovabbiakban ,szer-
kesztés” alatt mindig az euklideszi szerkesztést értjiik.)
Elészor Platon, a hires filozofus rogzitette, hogy a szer-
kesztésekhez csak egyél(i vonalzé és kérzé hasznalhato, s
ezekkel az eszkozokkel a kovetkezo szerkesztési miivele-
tek végezhetdk:

1. két adott ponton at egyenes rajzoldsa;

2. adott szakasz korzényilasba vétele;

3. adott pont kortl, adott korzényilassal koriv rajzoldsa;
4. két egyenes metszéspontjanak a kijelolése;

5. kor és egyenes metszéspontjainak a kijelolése;

6. két kor metszéspontjainak a kijelolése.

(7. A fenti lépések véges sokszori alkalmazasa.)

Ezekkel az egyszer(i muiveletekkel meglepSen nagyszamu szerkesztési feladat végezhet6 el. A kozépis-
kolaban leggyakoribb tipusfeladatok:

— adott pontbdl adott egyenessel parhuzamos vagy adott egyenesre merdleges egyenes szerkesztése;

— szakaszt adott aranyban oszté pont szerkesztése;

— haromszog szerkesztése harom fiiggetlen adatbdl;

— egyenes és néhany sikbeli alakzat metszéspontjanak a szerkesztése;

— egyenes és néhany sikbeli alakzat érintési pontjdnak a szerkesztése;

— egyes alakzatok metszéspontjainak szerkesztése.

Ugyanakkor sajnos néhany gyakorlati feladat szerkesztése nem oldhaté meg euklideszi médon. Példaul
adott parabola vagy ellipszis tetsz6leges szamu pontjat megszerkeszthetjiik, de magat a gérbét nem (nyil-
van, hiszen nincs megengedett eszkoziink arra, hogy ivet rajzoljunk).

A szerkesztési feladatok teljes értékli megoldésai altalaban hosszadalmasak, s az alabbi [épésekbdl allnak:

1. Elemzés: A feladatot megoldottnak tekintjiik, felvazoljuk a szerkesztendé X alakzatot, és innen visz-
szafelé haladva prébalunk olyan Y alakzatot keresni, amely az adatokbdl megszerkeszthet.

2. Szerkesztés: Y-bol prébalunk eljutni X-hez az el6z¢é Gton ellentétes iranyban haladva, az egyes szer-
kesztési Iépéseket végrehajtva. (Idetartozik a szerkesztés menetének a lefrasa is.)

3. Bizonyitas: Igazolnunk kell, hogy a szerkesztés helyes volt. (Azaz valéban megkapjuk Y-bél X-et, és
valéban X-et kapjuk meg.)

4. Diszkusszi6: Ezt a |épést régen taglaldsnak nevezték. Ekkor vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek
mellett van megolddsa a feladatnak, és hogy hany megoldasa van.
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A legritkabb esetben van lehet6ség arra, hogy a szerkesztési feladatokat teljes részletességtikben oldjuk
meg. Altalaban megelégsziink Gtmutatasokkal, ,nagyvonalt” utaldsokkal. Azonban j6, ha tudjuk: bér a tel-
jes megoldashoz sok id6 és sok papirmunka kell, és ez a munka gyakran feleslegesnek vagy tilzénak tdinik
(,nem éri meg a faradsagot”) — a matematikailag pontos megoldas a szerkesztési |épések preciz és részletes

végrehajtasa lenne.

Az euklideszi szerkesztésen kivil mas szerkesztési eljarasok is Iéteznek, s egy résziiket mar az dkori gorog
matematikusok is felfedezték. Folytak kutatdsok a segédeszkézok korlatozhatésaganak iranyaban is. Két ér-

dekes tételt emlitiink meg.

A Mohr-Mascheroni-tétel kimondja, hogy minden euklideszi szerkesztés elvégezheté csak kérzé hasz-
nalataval is. (Korzével természetesen nem lehet egyenest rajzolni. A tétel Ggy értendd, hogy a 2., 3. és 6.
szerkesztési [épéseken kiviil a 4. és 5. miivelet csak korzével is végrehajthato, s egy egyenest akkor tekinttink
meghatarozottnak, ha ismert két pontja.)

Jacob Steiner (1796-1863),
a svajci szarmazasi pasz-
torfid tanit6ja Pestalozzi,
a hires pedagogus volt.
Kiilonleges matematikai
tehetsége hamar megmu-
tatkozott, tanulmanyai
befejezése utan a berlini
egyetem professzora lett.
Nagyszer(i eredményeket
ért el a geometriaban,

a szerkesztési tételét
1833-ban publikalta.

A Steiner-féle szerkesztési tétel pedig tgy szol, hogy minden eukli-
deszi szerkesztés elvégezhetd csak vonalzo hasznélataval is, ha a sikon adott
egy kor, a kdzéppontjaval egyditt.

(Persze vonalzéval nem lehet kort rajzolni. A tétel azt mondija ki, hogy
az 1. és 4. szerkesztési |épésen kiviil az 5. és 6. mUvelet csak vonalzé al-
kalmazasaval is elvégezhetd.)

Az euklideszi szerkesztéseknek fontosabb gyakorlati alkalmazasuk
nincs. Elvi jelent6ségl a pontossaguk, de ez a pontossag a gyakorlatban —a
segédeszkozok (korzd, vonalzé) alkalmazasa miatt — tgyis csak kozelité
érvény(i. A mUiszaki gyakorlatban olyan kozelitd szerkesztési eljarasokat al-
kalmaznak, amelyekkel a kivant tervezési-gyartasi pontossag elérhetd.

Az 6korbél ismertink hdrom nevezetes szerkesztési problémat. Ezek:

— a szogharmadolds (adott sz6g harmadanak a szerkesztése);

—a kor négyszogesitése (adott korrel azonos teriiletli négyzet szerkesz-
tése);

— a kocka kett6zése (adott kocka esetén kétszer akkora térfogatd kocka
élének a szerkesztése).

A hdrom hires problémaval matematikusok és amat6r kutatok hada
probalt megbirkozni — tobb mint kétezer éven keresztil sikertelentil. 1796-
ban sikertilt az akkor 19 éves Gaussnak bebizonyitania, hogy a harom szer-
kesztési feladat nem oldhaté meg, azaz altalanos esetben a sz6gharmado-
las, a kor négyszogesitése és a kocka kett6zése az euklideszi szerkesztés

keretein belul nem végezheté el. (Gauss ,pozitiv” eredménye, hogy — al-

gebrai mddszereket alkalmazva — pontosan meghatarozta, melyek azok a
szabalyos sokszogek, amelyek szerkeszthet6k.)

Georg Mohr (1640-1697)
déan matematikus, tanul-
ményait Hollandidban,
Franciaorszagban és Angli-
aban folytatta. A réla el-
nevezett tételt 1672-ben
megjelent munkajaban bi-
zonyitotta, de mve fele-
désbe mertilt.

pe

ascheroni
(1750-1800) itdliai mate-
matikus, 17 éves koratdl
felszentelt pap volt. Ere-
detileg gorog nyelvet és
koltészetet tanitott, retori-
kat, majd fizikat és mate-
matikdt oktatott. 1786-
ban nevezték ki a paviai
egyetem algebra- és geo-
metriaprofesszorava.
Mohr tételét 1797-ben fe-
dezte fel Gjra.

-

Fogalmak, nevek
euklideszi
szerkesztés;
diszkusszio;
Mohr;
Mascheroni;
Steiner;
Platon.

—
>
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11. ALAPSZERKESZTESEK

Ismételjiik at az altaldnos iskoldban tanult fontosabb alapszerkesztéseket!

1. Sz6gmasolas

Adott az A cslicsu, két félegyenessel hatdrolt @ szogtartomany. Masoljuk
at ezt a szoget egy B kezdSpontd e félegyenesre!

A szerkesztés menete: Egy A kdzéppontd, tetszbleges sugari kor az adott
szogszarakat a C és a D pontokban metszi. Ugyanezzel a sugarral egy
B kozéppontl korivet rajzolunk, amely az e félegyenest E-ben metszi. Erre
a korivre E-bdl felmérjik CD-t, igy kapjuk F-et, és a keresett szog eléallt:
EBF = a.

Ugyanis a CAD és EBF egyenl6 szarG haromszogek oldalainak hossza

A szerkesztés konkdv (homord) szogek esetén is hasonléan hajthat6 végre. (Eszrevehetjiik, hogy a sz6-
get az e félegyenes mindkét oldaldra atmasolhatjuk.)

Adott az AB szakasz. Szerkessziik meg a szakasz felezémerdlegesét!

A szerkesztés menete: A szakasz mindkét végpontjabdl egy-egy azonos
sugard kort rajzolunk Ggy, hogy a sugér a szakasz felénél hosszabb legyen.
A két kor a C és D pontokban metszi egymast, és CD a keresett egyenes.

Indoklds: ACBD rombusz, mert oldalai egyenl6k. A rombusz atléi pedig
merdlegesen felezik egymast. (Egyuttal megkaptuk az AB szakasz F felez6-
pontjat is.)

Adott az A csticst, két félegyenessel hatdrolt a szogtartomany. Szerkesz-
sziik meg a szogfelezd egyenest!

A szerkesztés menete: Egy A kozéppontd, tetszbleges sugari kor az adott
szogszarakat a B és a C pontokban metszi. Az igy kapott ABC haromszog

D
E
e
A C 5
megegyezik, tehat fedésbe hozhatok.
2. Szakaszfelez6 merdleges
D
]
A F B
C
3. Szogfelez6
C C
A A

B

%A

4. Meréleges egyenes

P

B

egyenld szarl, BC az alapja. Megszerkesztjiik a BC szakasz felez6merélege-
sét, ez lesz a keresett szogfelez$ egyenes, ami illeszkedik A-ra is.

Ugyanis az egyenld szarG haromszog szimmetriatengelye egydttal oldal-
felezé meréleges és szogfelezd is.

Adott egy e egyenes és egy rajta kivil fekvé P pont. Szerkessztink P-bél
e-re merdleges egyenest!

A szerkesztés menete: Egy P kdzéppontd kort rajzolunk dgy, hogy ez az
A és B pontokban metssze az e egyenest. Megszerkesztjlik az AB szakasz fe-
lez6merdlegesét, ez lesz a keresett egyenes.

Indoklds: Mivel a PAB haromszog egyenlé szard, és AB az alapja, ezért
az alap felez6merélegese atmegy a P ponton.

Lényegében ugyanigy torténik a szerkesztés akkor is, ha P az e egyene-
sen van. Ekkor a kor altal kimetszett AB szakasz felez6pontja P, és AB sza-
kaszfelez6 merélegese atmegy P-n.
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Megjegyzés: NS
Most a szerkesztést visszavezettiik mar ismert feladat megoldasara, de masképpen is eljarha-
tunk, az abran egy masik megoldas lathaté. Ekkor kijeloliink két tetsz6leges A és B pontot az egye-
nesen, és megrajzoljuk az A kozéppontd, AP sugari és B kézéppontd, BP sugart koroket. Ha ezek N
maésodik metszéspontja Q, akkor PQ a keresett egyenes. Ugyanis AQBP deltoid (két-két szomszé- p - 3 e
dos oldala egyenld), ennek &tl6i pedig merélegesek egymasra.
(Azt is megkaptuk, hogy P-nek az AB egyenesre tengelyesen szimmetrikus képe Q.)
£Q
5. Parhuzamos egyenes ,
Adott egy e egyenes és egy rajta kivil fekvé P pont. Szerkessziink P-n keresztil e-vel d g
parhuzamos egyenest!
A szerkesztés menete: ElGszor P-bél merdlegest éllitunk e-re, legyen ez az f egyenes, s
majd P-bSl merdlegest allitunk f-re. Az igy kapott g egyenes parhuzamos e-vel, hiszen - o
mindketten merdlegesek f-re. f
Erdekesség
Szakasz felezépontjat konnyen megszerkeszthetjiik, de vajon mds, adott aranyt osz- c &
g
topontok is szerkeszthet6k? Hogyan szerkesztenénk meg példaul egy AB szakasz % TN
/\‘\/ \\\ \\\
részét? \v’//\:\ \\ \\\ \\\

Az abrén lthaté médon felvesziink egy A pontbdl kiindulé e félegyenest, és erre ===
— A-bdl kiindulva — egy tetszéleges szakaszt felmértink 5-szor, igy kapjuk a C pontot.
Ha a félegyenesen a masodik osztépontot D jeldli, akkor D-n keresztiil parhuzamost hdzunk BC-vel. Ez az egyenes
AE _ 2
t S5 =

az AB szakaszt az £ pontban metszi, ami éppen a keresett oszt6pon AE= =

k

Hasonlé modszerrel adott szakasz tetszéleges o aranyu részét (tehat racionalis aranyd osztépontjat) is megszer-

keszthetjuk (k, n pozitiv egész szamok).

GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK

Az eddigiek alapjan az egyszer(ibb geometriai transzforméaciok is elvégezheték.

Egy pont kozéppontos tiikorképét konnyen megszerkeszthetjiik: ha az A pont B-re vonatkoz6 tikor-
képét keressiik, akkor azt az AB egyenesbdl a B kozéppontd, BA sugart kor metszi ki.

P pont tiikr6zése az e egyenesre: P-bSl merdlegest bocsatunk e-re, legyen ez az f egyenes, a két egye-
nes metszéspontja pedig M. Ezutan P-t tikrozve M-re kapjuk a keresett pontot. (Mdsképpen is eljarhatunk,
példaul a meréleges egyenes szerkesztésekor lattunk egy masik eljarast.)

FELADAT

A GeoGebra alkalmazéasban tobb tovabbi elemi szerkesztést hasznalhatunk. Gytijtsiik 6ssze ezeket!

R o2 [~ 3 D= || D D || o || 0 || 252 || s
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12-13. A HAROMSZOGEKRE VONATKOZO ISMERETEK

€ A haromszog oldalai, szogei kozotti kapcsolatokat mar megismertiik. Eze-
ket most Gjbdl Gsszefoglaljuk.

pad
‘ ’ a) A hdromszog belsé szogeinek dsszege 180°.
_a) ﬂ b) A hdromszog barmely kiilsé szoge egyenlé a nem mellette fekvé két belsé
c B sz6g osszegével.
©) A hdromszogben barmely két oldal 6sszege nagyobb a harmadik oldalnal:

a+b>cb+c>aa+c>b.

Més megfogalmazésban:
Barmely oldal nagyobb, mint a masik két oldal kilonbségének abszolt értéke:

a>|b-c|; b> |a-c|; c> |la-b].
Osszefoglalva:

Ha egy haromszog két oldaldnak hosszat ismerjiik, akkor a harmadik oldal hosszéra teljestilnie kell,
hogya + b >c > |a-b|.

d) Egy hdromszogben két oldal akkor és csak akkor egyenld, ha az adott oldalakkal szemkozti két szog
is egyenld. Szabalyos haromszég mindhdrom oldala és mindharom szége egyenld.

e) Egy haromszdgben nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van, és forditva, nagyobb szoggel
szemben nagyobb oldal van.

Emelt szint [ Bizonyitas

Jeloljuk példaul a haromszog két kiilonb6z6 oldala kozil a nagyobbikat a-val, a ki-
sebbiket b-vel, a szemkozti szogeket pedig a-val, illetve -val. Azt kell tehat bizonyita-
nunk, hogy o > f.

Ezt az allitast a kovetkez6képpen igazolhatjuk: Mérjiik fel a b oldalt a C csticspont-
bél a BC oldalra. Jeldljik ezt a pontot D-vel. Tehat

CD = CA.
Fogalmak igy az ACD haromszog egyenl6 szarl. A § szog része az a szognek, igy
héromszég- I o>
egyenlGtlenség;
egyenld szard Minthogy & az ABD hdromszog kiilsé szoge, ezért
hilromszég; 5> B
szabalyos
haromszog; Tehat
ku.!sg. sz0g; a> B
szogosszeg;
haromszog oldalai Azt, hogy a nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal van, ami az el6zé dllitds megforditasa, a kovet-
és szogei kozotti kezé médon igazolhatjuk. Harom eset lehetséges a és b nagysagi viszonyéra. Leheta > b vagy a = b vagy
kapcsolat. a < b. Ha a > 3, akkor nem lehet a = b, mert abb6l a = B kdvetkezne, ami ellentmondas. Hasonléan

ha o > B, akkor nem lehet a < b, mert abbdl a < B kiovetkezne, ami ellentmondés. Valamelyik esetnek
azonban fenn kell dllnia, tehata > b.
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FELADATOK
1. K1 Létezik-e olyan haromszog, amelyben az oldalak
a) 33, 66, 35; d) x, 2x, 3x (x > 0);
b) 33, 66, 30; e) 2a, 3a, 4a (a > 0)?
) 2008, 2010, 3;
2. K1 Mekkora lehet a haromszog harmadik oldala, ha két
oldala
a) 10 cm és 25 cm; c¢) 10 dm és 100 cm?
b) 0,5 m és 150 mm;
3. E1 Bizonyitsuk be, hogy minden konvex négyszogben az

4. K

. .
' '

5. K1

6. K1

7. K2

Ajanlott feladatok 3.a) 201; b) 833

atlok hosszdnak 6sszege nagyobb, mint a négyszog
kertletének fele, de kisebb, mint a négyszog kertilete!

Létezik-e olyan haromszog, amelyben az oldalak ara-
nya
a) 2:3:4; b)2:4:62

Létezik-e olyan hdromszog, amelyben a szogek aranya
a)2:3:4;

b)2:4:6;

c 2:7:27?

Ha igen, hatarozzuk meg a haromszog szogeit!

Mekkorédk a derékszogli haromszog szogei, ha egyik

kiilsé szoge
a) 120°-os; c) 90°-0s;
b) 108°-0s; d) 60°-0s?

Egy egyenld szari haromszog egyik belsé és egyik
kilsé szogének 6sszege 108°. Mekkorédk lehetnek a
haromszog szogei?

Igaz-e, hogy a PBC haromszog kertlete kisebb, mint-—==
az ABC hdromszog kerilete?

(Gytjtémunka) A mindennapi életben, a televiziéban
és az interneten meglep&en sokszor talalkozunk a
haromszogek kiilonbozé megjelenési forméajaval. — 1-@ 70; b) 160 5.4

Gylijtstink 6ssze ezekbdl néhany érdekességet! 13 3 6.a) 2592; b) 48
vl Y 8 2.C=govagyD=-=" 7310, b 24;0 12

8. 39
9.a) 84;b) 3
4. a) 240; b) 15; ©) 240 10. 7875

A 66. oldalon kezd6dé feladatok eredményei:

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgytijtemény .
l.: 137-171. Mo 20 v
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14-15. A PITAGORASZ-TETEL

Pithagorasz (mai atirdssal Pitagorasz) (Kr. e. VI. sz.)

Pithagorasz a Milétoszhoz kozeli Szamosz szigetén sziletett. Thalész is tanitotta, és az 6
tandcsara Egyiptomba utazott. Hazajaba visszatérve egy vallasos jelleg(i, politikai célokért
is kiizd6, ugyanakkor a matematikai tudoma-
nyokkal (aritmetika, geometria, zene, csilla-
gaszat) is foglalkozo, félig-meddig titkos tar-
sulatot alapitott, amelynek azonban Szamosz
szigetérdl el kellett tavoznia, mert Gsszetitko-
zésbe keriilt az ott uralkodé Poliikratosz tii- ¥

rannosszal. Dél-Italidba menekdilt, Kroténba, masodik hazajaba.
Puthagorasz maga semmit nem irt le tanitasaibél és esetleges felfedezé-
seibél. Tanai, tudoményos eredményei elvalaszthatatlanul ¢sszekeve-
redtek tanitvdnyai munkdival. A Pitagorasz-tételt, amely leginkabb
ismertté tette Plthagorasz nevét, nem 6 fedezte fel; Babilonban, Egyip-
tomban, Kinaban mar el6tte is ismerték. A piithagoreusok magat a
geometriat nem is értékelték annyira, mint a szdmok tudomanyat. Ez
megnyilvanult az elnevezésben is. A szamelméletet mathémanak, ta-
nulmanynak hivtak, ebbél szarmazik a matematika sz6. A geometria
pedig kimondottan tapasztalati tudomany volt.

Babel tornya Babilonban (Abel Crimmer (1570-1619) e
festménye) R SN s L SV = Gy

1. példa

Budapesten az Andrdssy Gt 2 km hosszd. Ha egy 2001 m hosszi kotelet leszdrnank a két végén, és a
kozepén az Oktogonnal megemelnénk, atférne-e a kotél alatt a villamos?

Megoldas

Tanultuk az altaldnos iskoldban a Pitagorasz-tételt, amit most segitségiil hivunk a példa megoldéséhoz.
Elészor azonban idézziik fel!

Pitagorasz-tétel: Derékszogli hdromszog befogdi hosszanak négy-
zetOsszege egyenld az atfogd hosszanak négyzetével.

Bizonyitas
. b

Vegytink fel két a+b oldald négyzetet! &
Meérjik fel az egyik négyzet egyik csticsabol ‘ Ya
mindkét oldalra az a szakaszt, és ezek vég- -/
pontjabdl hiazzunk parhuzamost az oldalak-
kal. Igy egy a és egy b oldalG négyzetet ésaz b b* b
els6 abra szerint négy darab haromszoget a
kapunk, amelyek az eredeti haromszoggel a [\ o B/
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fedésbe hozhatok. A masik négyzetet gy osszuk fel, hogy az dbra szerint ciklikusan mériink az oldalakra
a-t és b-t. Igy a négyzet négy csticsindl megkaptuk az el6z6 abra négy haromszogét. A kérdés az, milyen
négyszog maradt beliil. Mivel a csticsoknal 1évé haromszogek fedésbe hozhatok, atfogéjuk ezért egyenld
c-vel. Ebbél mar annyit tudunk, hogy a belsé négyszog rombusz, mert minden oldala egyenlé. A négyszog
csticsanal azonban a derékszogl haromszog egyik hegyesszoge van az egyik oldalon, masik hegyesszoge van
a masik oldalon. A két hegyesszog sszege viszont 90°, tehat a négyszog belsé szoge 180° — 90° = 90°-0s.
A derékszogli rombusz a négyzet, tehat a bels6 négyszog egy c oldalli négyzet.

A kéta+b oldalii négyzet teriiletének egyenldségébdl adodik, hogy 4 T(ABC)+ a* + b* = 4 T(ABC) + c”.
Levonva 4 - T(ABC)-et mindkét oldalbdl, azt kapjuk, hogy a’+ b* = ¢*, amit allitottunk.
Most térjiink vissza a példa megoldasahoz. Az egyenlé szard BOHA BH ol-

dalédnak felezémerdlegese atmegy O-n, igy az FOHA-re felirhatjuk a Pitago- 0
rasz-tételt. ElGszor persze az oldalakat dtszamitottuk méterbe. 0002 1000 5
1000,5° = 1000” + h?, ahol h jeldli azt a magassdgot, amennyire meg 4

; H
lehet emelni a kételet kozépen. EbbSl h? = 1000,25; ahonnan h ~ 31,6. Ez  Bajcsi-zs. 1000 Oktogon 1000 Hésok
azt jelenti, hogy nemcsak a villamos tud dtmenni, hanem a téren all6 barme- at tere
lyik hazat is 4t lehetne tolni alatta.

Megjegyzés

Ez a hatalmas magassag hogy johetett ki? A kétszeres szorzat — amit algebrdban tanultunk az 6sszeg négyzetre eme-
lésekor —itt 2-1000-0,5 = 1000, és ennek négyzetgyoke lett tobb mint 30. ime egy gyakorlati példa a kétszeres szor-
zat jelent6ségére.

A Pitagorasz-tétel megforditasa is igaz, tehat bizonyithato:
Ha egy haromszogben két oldal hosszanak négyzetdsszege egyenlé a harmadik oldal hosszénak négy-
zetével, akkor a harmadik oldallal szemkozt derékszog van.

A tételt és megforditasat 6sszevonva is kimondhatjuk a kovetkezéképpen:
Egy haromszog akkor és csak akkor derékszogti, ha két oldal hosszanak négyzetdsszege egyenlé a har-
madik oldal hosszanak négyzetével.

A Pitagorasz-tétel megforditasanak bizonyitasa m
Indirekt bizonyitast alkalmazunk. Ennek a médszernek az a Iényege, hogy feltessziik,
az allitas tagadasa igaz, és ennek kévetkezménye ellentmondasra vezet. Ebbé| természete- A A

sen az kovetkezik, hogy az eredeti dllitas igaz.

Legyen tehdt az ABC haromszogben a? + b? = ¢?, és (indirekt médon) tegyiik fel, hogy
C<L % 90°. Vegylk fel az a és b befog6ji A'B’C” derékszogli hdromszoget, atfogojat jeldlje
c'. Pitagorasz tétele teljestil: a> + b? = c’2. A két egyenl8ség Osszevetésébdl ¢ = ¢’ adodik, ¢ b ¢ b
hiszen mindkét szam pozitiv, tehat a két haromszog fedésbe hozhat6é (megegyezik hdrom
oldaluk). Ellentmondast kaptunk: ha a két haromszog fedésbe hozhaté, akkor sziikségkép-
pen CL = C’< = 90°. ]

Vagyis a Pitagorasz-tétel megforditasa is igaz. B a C B 4 C

Mekkora az a oldalt négyzet atléja? b @

Megoldas d

A négyzetet az atl6ja két derékszogli haromszogre osztja. Mindkét haromszog /]

befogéi a és a, ezért a Pitagorasz-tételt felirva a> + a> = d?, ahonnan d = a-+v/2. A a B
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Mekkora az a éll kocka testétl6ja?

G
E

A kocka alaplapja egy a oldald négyzet, amelynek atléja az

Fogalmak, nevek elébbiek szerint d = a-v/'2.. Erre merdleges a CG él. Felirva a Pitago- . gl c
X : A
P'uthagorasz/, rasz-tételt az ACC derékszogli haromszogre, (av2 Y+ a= t?, tehat a
Pitagorasz-tétel B
és megforditasa; 2a’+ a’=t*, ahonnant = a- V3.

indirekt bizonyitas.

FELADATOK
m A kovetkezé harom szam lehet-e egy derékszogli haromszog harom oldala hosszanak a mérészama?
a) 4,8, /80; d) 12,16, 21;
b) V/3,/8,V5; e av'2,a al > 0).
c 7,24, 25;

IOl gy egyenld szara derékszogli hdromszog alapja 2 cm-rel hosszabb a szardnal. Mekkora a kerilete?
Az egyenl6 oldalt haromszog kertilete 6 cm. Mekkora a terilete?

Egy 60°-0s sz0g szdrait érinti egy 5 cm sugard kor. Milyen tavol van a szog csticsatol az érintési pont? A kor
a szogfelezét két pontban metszi. Milyen tavol van a szog cstcsatol a két metszéspont?

%R Egytéglalap egyik oldala AB = 8 cm, a mésik oldala BC = 4 cm. Az AB oldalon az A pontt6l milyen messze
van az a pont, amelyik egyenlé tavol van A-tél és C-té1?

Egy téglalap egyik oldalanal a masik oldala 3 cm-rel kisebb, az atl6ja 3 cm-rel nagyobb. Mekkorék az ol-
dalak?

7 K2 Hatdrozzuk meg az 5 cm sugart korbe irt szabalyos haromszog oldalanak hosszat!

Hatdrozzuk meg az 5 cm sugar( kor koré irt szabdlyos haromszog oldalanak hosszat!

m Az egységnyi teriletli rombusz egyik szoge 120°-0s. Mekkora az oldala?
Mo Mekkora tavolsagra lehet egymastdl egy 6 cm-es és egy 8 cm-es parhuzamos hir egy 5 cm sugarG korben?

Egységsugart korbe frjunk harom egyenld sugard kort, amelyek egymast és az egységkort is érintik! Mek-
kora a befrt korok sugara?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy téglatest egy csticsba futd éleinek aranya 2 : 5 : 14, akkor a testatlé és az élek
hosszanak aranya racionalis!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény Il1.: 1330-1455.

12. E2

2

H
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16-17. A HAROMSZOGEK NEVEZETES PONTJAI,
VONALAI

1. példa

Harom telepilés kozos bevasarlokozpont épitését tervezi. A vitak elke-
riilése céljabol olyan helyet keresnek, amelyik mindharom fétértél egyenld
tavolsagra van. Lehet-e ilyen helyet talalni? Azonnal latjuk, hogy ha a harom .8
telepiilés egy egyenes mentén helyezkedik el, akkor nincs ilyen pont. = %

Megoldas

Nézziik, mit jelent a feladat geometriailag! Olyan pontot kell talalni,
ami egy haromszog mindhdrom csticsatol egyenld tavolsagra van. Tud-
juk, hogy két ponttdl egyenld tavol Iévé pontok a két pont altal megadott
szakasz oldalfelezé merélegesén vannak. Vajon létezik-e olyan pont, ami-
mindharom csticstél ugyanakkora tévolsagra van? %

Tétel

A haromszog oldalfelezé merélegesei egy ponton mennek at, ez
a pont a haromszog koré irt kor kozéppontja.

Bizonyitas

Vegytink fel két oldalfelez6 merdlegest, f,-t és f,-t. Ezek metszéspontjét je-
[6lje K. Mivel K rajta van AB felez6merdlegesén, ezért KA = KB. A K azonban rajta
van BC felez6merélegesén is, igy KB = KC. Lathatjuk, hogy KB = KA = KC, tehét
K illeszkedik AC oldal felezémerdlegesére is, és igy a K kozépponti KA sugara kor
atmegy mindharom cstcson.

A hdromszog koré irt kor kdzéppontja a hdromszogon beliil van, ha a hdromszog
hegyesszogl, a hdromszogon kivil van, ha a haromszog tompaszogl, és az atfogd
felez6pontja derékszogli hdromszog esetén.

A bevasarl6kozpontot tehat a teleptilések altal meghatarozott hdromszog koré
irt kor kdzéppontjaba kell épiteni.

2. példa

Az (j, hdromszog alakd dohdnyzéasztalra olyan kér alakd teritét kerestink, ami a lehetd legnagyobb, de
egyik oldalon se nydlik tdl az asztalon, nehogy lehdzza Pincsi Piri, a csaldd kedvence. Geometriailag ez
tehdt azt jelenti, hogy lehet-e minden hdromszdgbe olyan kort irni, ami mindharom oldalat érinti. Két ol-
dalt érinté kort tudnank irni, hiszen a szogfelezé pontjai koril lehet ilyet rajzolni. Vajon létezik-e olyan kor,
ami mindharom oldalt érinti?

Tétel

A haromszog belsé szogfelezéi egy ponton mennek &t, ez a pont a haromszogbe irt kor kozéppontja.
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Bizonyitas

Vegyiik fel az ABC haromszogben két szog, a és 8 bels6 szog-
felezé egyenesét! Ezek metszéspontja legyen O. Az O pont rajta ¢
van o szogfelez6 egyenesén, ezért egyenld tavolsagra van az AC és 4
AB egyenestdl, de egyenlé tavol van az AB és BC egyenestdl is,
mert f szogfelez6jére is illeszkedik. Tehat O egyenlé tavolsagra ‘
van az AC és BC egyenestdl, igy illeszkedik y szogfelezdjére is. % 5
O tehét egyenld tavol van a haromszog mindharom oldalatol, ezért A
lehet O kozépponttal olyan kort irni, ami a haromszog minden ol-
dalét érinti.

Olyan kor alaku teritére van tehat sziikségtink, aminek sugara
egyenld a beirt kor sugaraval, de azt se lehet akarhova letenni. Vi-
gyazni kell, hogy a terité kozéppontja az asztal beirt korének ko-
zéppontja felett legyen.

Megjegyzés

Fogalmak Hasonléan bizonyithat6, hogy a haromszog barmely két
haromszog koré irt kiilsé szogfelezd egyenese és a harmadik csticsbél induld

kore; belsé szogfelezé egyenese is egy ponton megy at, ezek
haromszog beirt kortl a pontok koril olyan kéroket lehet rajzolni, amelyek a

kore; haromszog egyik oldalat és masik két oldalanak meghosz-
héromszog hozzdirt szabbitdsdt érintik. Ezeket a koroket a hdromszog hozzdirt

kérei. koéreinek nevezik.

FELADATOK

Valasszuk ki az aldbbi éllitasok kozil az igazakat! Valaszunkat indokoljuk!

A hdromszog koré irt kor kdzéppontja

a) mindig rajta van egy magassagon;

b) mindig a haromszog belsé pontja;

¢) van olyan haromszog, amiben rajta van valamelyik oldalfelezé merélegesen.

Szerkessziink haromszoget, ha adott két oldala és a kordilirt kor sugara! Hany megoldas van?

b=
A
N

Szerkessziink haromszoget, ha adott egy oldala, a hozza tartozé magassaga és a korulirt kor sugaral

22
A
-

Szerkessziink haromszoget, ha adott egy oldala, a koralirt kor sugara és az adott oldalon fekvé egyik szog!
Bontsunk fel egy hdromszoget harom egyenld szart haromszogre!

Az ABC haromszog beirt korének kézéppontja O. Az AOB < = 150°. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog
tompaszogi!

Szerkessziink egyenl szar( haromszoget, ha adott az alapja és a beirt kor sugaral

.

N
A
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8. K1 Vélasszuk ki az alabbi allitasok kozil az igazakat! Valaszunkat indokoljuk!
A haromszogbe irt kor kdzéppontja
a) mindig rajta van egy magassagon;
b) mindig a haromszog belsé pontja;
¢ nincs olyan haromszog, ahol egybeesik a haromszog koré irt kor kozéppontjaval.

m Mekkordk a hdromszog kiilsé szogfelezdi altal alkotott hdromszog szogei?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgy(ljtemény Ill.: 554-574; 587; 588; 598.

A HAROMSZOG OLDALAIT ERINTO KOROK
(Olvasmany)

A tovabbiakban az ABC haromszég oldalait a hagyomanyos médon jeldljik: AB = ¢, BC = a, AC = b.

Jelolje az ABC haromszog oldalainak és beirt korének érintési
pontjait rendre A, B,, C,. Fejezziik ki az AC,, C,B, BA, stb. érint6-
szakaszok hosszat a haromszog oldalai segitségével!

Megoldas

Adott kérhoz kiilsé pontbél hiizott érintészakaszok hossza meg-
egyezik, igy bevezethetjik az AC, = AB, = x, BC, = BA, =y és
CA, = CB, = z jeloléseket (dbra). Az Gj ismeretlenekkel harom A

\
\’r
«
~

\

\
\
\

-

/
/

>
O o----

egyenletet frhatunk fel: ' ’ b
My+z=a,
2)x +z=b,
B)x+y=c.

Adjuk Ossze az egyenleteket! Azt kapjuk, hogy 2(x + y + z) = a + b + c. A félkerilet s jelolésével x +y +z =
adédik, és innen az (1) — (3) egyenletekbdl x, y és z kifejezhetd:

X=s-a y=s-b; z=s-c.

Az eredmény szemléletes, a szimmetria miatt konnyen megjegyezhet6: az A csticsbél kiindulé érintészakasz hossza
s —a, a B cstcsbdl kiinduléé s — b, a C-bdl kiinduléé s — c.

Kisérlet

Szerkessz egy A4-es papirlapra adott oldalakkal egy haromszoget, és szerkeszd meg a beirt kor és az oldalak érin-
tési pontjait! Mérd meg az érint6szakaszok hosszét, és ennek eredményét hasonlitsd 6ssze a szamolas eredmé-
nyével!
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Jelolje az ABC haromszog oldalegyenesei és a BC oldaldhoz hozzairt kér érintési pontjait rendre A,, B,, C,. Fejez-
zitk ki az AC,, C,B, BA, stb. érint6szakaszok hosszat a haromszog oldalai segitségével!

Megoldas

Adott korhoz kiilsé pontbol hiizott érintészakaszok hossza megegyezik, igy AC, = AB,, BC, = BA, és CA, = CB,. Az

(1) AB, = AC + CA, és
(2) AC, = AB + BA,

egyenleteket 6sszeadva

AB, + AC,=AC+AB + CA, + BA,=a + b +

2 1F . _ p _ _a+b+c
adodik, s mivel AB, = AC,, igy AB, = AC, = s

A

Az % = s jelolést alkalmazva a keresett szaka-

szok hossza:

AC,=AB,=s; BC,=BA,=s-c; é CA,=CB,=s-b.
(Itt példaul BC, az AC, — AB kiilonbségbdl szamithat6.)

Megjegyzések

A hdromszog AE szogfelez6 egyenesén természetesen rajta van a beirt kor O, valamint a BC oldalhoz hozzairt kor
Q kozéppontja. (Szimmetriaokok miatt hasonlét éllithatunk a BO és CO szogfelezék, valamint az AC és AB oldalakhoz
irt korok kozéppontjairél is.) Az dbrdn AB > AC, igy az A, pont a CE, az A, pont a BE szakasz pontja.

Ha AB = AC teljesiilne, vagyis az ABC haromszog egyenlé szari lenne, akkor az A,, A,, E pontok egybeesnének.
Ha pedig AB < AC, az A, és A, pontok helyzete megvaltozik: A, keril a CE, és A, a BE szakaszra.

A levezetett dsszefliggések érdekes kovetkezménye, hogy —a hdromszég konkrét adataitdl fliggetleniil — CA, = BA,.
Vagyis a BC oldalt érinté korokhoz egy-egy csticsbol azonos hosszlsagi érintdszakaszok hizhatok.

Meghatarozhatjuk az A\A, szakasz hosszét is: A/A, = BC - CA, - BA, = a—2(s —c) = c - b. (Ha AB = AC, akkor
AA, =0, ha pedig AB < AC, akkor A|/A, = b —c. A hdrom esetet egybefoglalva irhatjuk, hogy A/A, = |c-b|, azaz a

haromszog két kozrefogo oldaldnak a kiilonbsége.)

Végezetiil megemlithetjik, hogy az AB, illetve AC oldalakhoz irt korok esetén az érintészakaszok hosszaira kapott
eredmények a megfelel6 szimmetrikus kifejezések lesznek.

FELADATOK

m Hatdrozzuk meg a hdromszogbe irt kor sugarat az oldalak segitségével!
(Segitség: Irjuk fel az ABC haromszog teriletét az AOB, BOC, AOC teriiletek 6sszegeként!)

m Hatdrozzuk meg a hdromszog oldalaihoz irt korok sugarat az oldalak segitségével!

(Hasonléan: T, =T, + T, = Tyco)-
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A négyszogeket célszer(i oldalaik parhuzamossaga, illetve meghatarozé adataik kozotti egyenléségek
szerint osztalyozni.

Azokat a négyszogeket, amelyeknek van két parhuzamos oldaluk, trapézoknak nevezziik. E két par-
huzamos oldal a trapéz alapja, a maésik kett6 a két szara.

N [ /]

alap
Koziilik azokat, amelyeknek a parhuzamos oldalakra meréleges szimmet- D ¢
riatengelyiik van, hartrapézoknak hivjuk.
A trapéz egy szaron levé két szogének 6sszege 180°, mert a jel6lésének
megfelel6en A B

o+ p=a + =180

Ha egy trapézban a szarak egyenlék, akkor egyenlé szari trapézrél be- /8 )
szélunk. Az egyenld szarl trapéz lehet hiartrapéz vagy paralelogramma. Hur- ‘
trapézokban barmelyik alapon fekvé két szog egyenlé. A

Ha egy négyszog két-két szemkozti oldala parhuzamos, paralelogramma-
nak nevezziik. A paralelogramma tehat olyan trapéz, amelynek barmely két
szemkozti oldala tekinthetd alapnak.

Gylijtsuik 6ssze a paralelogramma tulajdonsagait, fajtait, azok speciélis jellemzdit!
Az a négyszog paralelogramma, amelynek

— szemkozti oldalai parhuzamosak;

— szemkozti szogei egyenlék;

— bérmely két szomszédos belsé szogének sszege 180°;

— szemkozti oldalai egyenl6k;

— két szemkozti oldala parhuzamos és egyenlé hosszisagu;

— két atloja felezi egymast;

— van szimmetria-k6zéppontja.

Ha egy négyszogben a felsorolt tulajdonsagok barmelyike teljestil, akkor a négyszog paralelogramma.

Ha egy paralelogramma két szomszédos szoge egyenld, akkor mind a négy szoge derékszog. A derék-
szogli paralelogrammat téglalapnak mondjuk.

A téglalap is szimmetrikus trapéz. Atl6i egyenlék.

Ha egy négyszog mindegyik szoge derékszog, akkor szemkozti oldalparjai parhuzamosak, tehat parale-
logramma, s igy az elébbiek szerint téglalap.

Ha egy paralelogramma szomszédos oldalai is egyenldk, akkor mind a négy oldala egyenlé. Az egyenld
oldalt paralelogrammat rombusznak nevezziik.

A rombusz 4tléi merélegesek egymasra, és felezik a rombusz szogeit. Ha egy négyszog minden oldala
egyenld, akkor két-két szemkozti oldala is egyenld, s igy paralelogramma, az elébbiek szerint tehat rombusz.

Ha egy négyszognek az oldalai és a szogei is egyenldk, négyzetnek nevezzik. A négyzet téglalap is és

rombusz is.
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A

Valamennyi négyszog bels6 szogeinek 6sszege 360°. Ez azon-
nal beldthat6, ha egy négyszoget egyik atldjaval két haromszogre

C
b bontunk.
Azok a négyszogek, amelyeknek van egyik atl6jukra illesz-
kedd szimmetriatengelyiik, a deltoidok.
B A deltoid kovetkez6 tulajdonsagait olvashatjuk le:
a) két-két szomszédos oldala egyenlé (AB = AD, BC = CD);
b) a szimmetriatengely merélegesen felezi a masik atlot;
D. | B
;;A;?
C

©) a szimmetriatengely felezi a deltoid két szemkozti szogét.

Deltoidnak kell tekintentink a rombuszt (négyzetet) is. Ezek-
nek mind a két atl6ja szimmetriatengely. A deltoidnak lehet kon-
kav szoge is. A deltoidnak van két szemkozti szoge, amelyek
egyenl6k B < = D ).

Abrazoljuk Venn-diagramon a négyszogek kiilonbozé fajtait!

Megoldas

NTp—

NEGYSZOGEK .
KONVEX | NEGYSZOGEK | KONKAV

paralelogramma
téglalap

trapéz

i

Wl deltoid

]
= | | 7
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SPECIALIS NEGYSZOGEK TERULETEI

§ =

Az altalanos iskolaban mar megismerkedttink a specialis négyszogek teriiletének kiszamitasaval, az aldb-
biakban 6sszefoglaljuk ezeket a tudnivaldkat.

Az a és b oldall téglalap terilete ab.
Az a oldali négyzet specidlis téglalap, tertlete a’.
Ha egy paralelogramma a oldaldhoz tartozé magassdga m_, akkor a tertilete am .

Indoklasul példaul azt mondhatjuk, hogy az egyik atlét behdizva a paralelogramma két kozéppontosan

am,
5

b oldaldhoz tartozé magassaga m,, akkor a teriilete bm, médon is felirhat6.)

szimmetrikus helyzet(i haromszogre bonthatd, amelyek tertlete Természetesen ha a paralelogramma

ef

Ha a deltoid két atléja e és f, akkor a tertilete R

Ugyanis a deltoidot a tiikortengelye két tengelyesen szimmetrikus helyzetd haromszogre bontja, és egy

f

el
. . . 2 _ef
haromszog tertlete - =4

A konvex deltoid teriletképletére egy masik bizonyitast kapunk, ha a deltoidot az dbra szerint egy e és
f oldalt téglalapba foglaljuk be. Ekkor a kapott 4-4 részharomszog egymas kézéppontos vagy tengelyes ti-
korképe, és koziliik 2-2 tartozik a deltoidhoz. Vagyis a deltoid tertilete a téglalap tertiletének éppen a fele,

e
azaz —-.
2

A rombusz paralelogramma és deltoid is, ezért mindkét négyszog teriiletképlete érvényes ra: am , il-

letve %f médon is kiszdmolhatjuk a teriiletét. (Az oldala a, a hozza tartoz6 magassag m , a két atlé e ésf.)
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P 2 2 2 p 4 .. +
Ha a trapéz parhuzamos oldalai a és ¢, a hozzajuk tartozé magassaga m, akkor a terilete w.
Indoklas: a trapéz egyik atléjat behizva két haromszogre bonthaté. Ezek teriilete aTm és CTm/ és az Osz-
. p +
szeglk valéban w.
(Masképpen is eljarhatunk (Gtmu-
tatas): ha a trapéz egyik szaranak fe- foge}ln’nak
lez6pontjara tikrozzik a masik szarat, hrailpez, 2
urtrapéz;

akkor egy olyan a + c oldalt és m ma- paralelogramma;

gassagl paralelogrammdt kapunk,  yombusz;
amely éppen két, egymdsra kdzép-  téglalap;
pontosan tiikros trapézbol all.) négyzet;
deltoid;
konkav deltoid
tertilete.

o

FELADATOK

Az alabbi allitdsok kozil melyek igazak és miért?

a) Minden téglalap trapéz.

b) Van olyan deltoid, ami paralelogramma.

¢) Minden trapéz konvex.

d) Ha egy négyszogben van két egyenld szog, akkor paralelogramma.

e) Ha egy paralelogrammanak van szimmetriatengelye, akkor az téglalap.

f) Ha egy négyszogben van két derékszog, akkor az még lehet, hogy nem trapéz.

K2 (Egy dg)rékszég(j trapéz harom oldaldnak hossza x, x és 2x. Mekkorak lehetnek a szogei és a negyedik oldala?
X >

a

3. E1 Egy derékszogl trapézt az egyik atloja két egyenld szart derékszogli haromszogre bontja. Fejezzik ki a tra-
péz oldalainak hosszat a derékszogli szar hosszanak fliggvényében!

a) Mennyi annak a négyzetnek a terilete, amelynek az atl6ja x cm hossz(?

b) Mennyi annak a téglalapnak a tertlete, amelynek egyik atléja 26 cm és egyik oldala 10 cm hossz?

¢) Mennyi annak a deltoidnak a tertilete, amelynek egy csticsabdl kiindulé oldalainak és atléjanak hossza
a=13cm,b=20cmése =24 cm?

5. K2 Egy paralelogramma oldalai 10 és 4 eg}{ség hossztak, és terliletének a mérészama is egész szam. Hanyféle
értéket vehet fel a paralelogramma terilete?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgydjtemény Ill.: 635-714; 736-765.
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A sokszogek kozil a haromszogekkel, négyszogekkel mar foglalkoztunk, fogalmuk ismert.

A sokszogek altaldnos definici6janak megfogalmazasandl gondolnunk kell arra, hogy két szom-
szédos szakasz egyenesszoget is alkothat. Az dbra A A; A A AA,; AA, egymashoz csatlakozé négy
darab szakasza az ABC hdromszoget hatdrozza meg.

Arra is gondolnunk kell, hogy az egyméshoz csatlakoz6 szakaszoknak a végpontokon kivil is le- 4 B
hetnek kozos pontjaik, ezeket hurkolt sokszogeknek nevezik. llyen sokszogekkel mi nem foglalkozunk. A, A, A,

Az olyan sokszogeknek a fogalmat, amelyekkel mi dolgozunk, az aldbbiakban fogalmazzuk meg:

Az n-oldali sokszog a siknak egymashoz csatlakozé A A; AA,; ..., A A AA, szakaszok b
altal hatérolt korlatos része, ahol az A ; A,; ...; A a sik kiilonb6z6 pontjai, és a szakaszok kozott
nincs olyan két szomszédos, amelyek egyenesszoget zarnanak be, a szakaszoknak nincsenek
kozos pontjaik a végpontjaikon kiviil.

Az A A, ... A, pontok a sokszog cslicspontjai; az A/A,; AA;; ... A A, szakaszok a sokszog ol-
dalai.

Az abran lathat6 sokszogek kozott feltling kalonbségeket latunk: az a) alatti =~ a) b)
sokszog barmely két pontjat 6sszekotd szakasznak minden pontja a sokszog-
hoz tartozik; a b) alatti sokszognek ez a tulajdonsaga nincs meg.

Azokat a sokszogeket (altaldnosabban alakzatokat), amelyek barmely két
pontjukkal egyttt azok 6sszekotd szakaszat is tartalmazzak, konvex sokszo-

geknek (konvex alakzatoknak) nevezziik. Azt a sokszoget (alakzatot), amely
nem konvex, konkdvnak mondjuk. Egy konvex sokszog minden belsé szoge ki-
sebb, mint 180°. Konkav sokszognek van konkav szoge.

KONVEX SOKSZOG ATLOINAK SZAMA

Az n-oldalt konvex sokszog egy csticsabdl hiizhaté atléinak a szama n — 3.

Nyilvanval6, hogy az n-oldali konvex sokszog A csticsabdl sajat magahoz és a két
szomszédos csticshoz nem hizhatunk atlét, de minden mas csticshoz hiizhaté atlé.

Az n-oldalt konvex sokszdgben hizhat6 dsszes atlé szama w

Az n cstics mindegyikébél (n — 3) atlét hizhatunk. igy azonban minden atlét, mindkét végpontjdbol ki-
indulva, tehat kétszer vettlink szamitasba. Ezért az n(n — 3) szorzat fele adja az 4tlok szamat.
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KONVEX SOKSZOG BELSO SZOGEINEK OSSZEGE

Az n-oldald konvex sokszog belsé szogeinek dsszege (n — 2) - 180°.

Bizonyitas

Konvex n-oldalt sokszog egy csticsabdl n — 3 atlé hizhaté. Ezek a sokszoget n — 2 darab haromszogre
bontjak. Ezek belsé szdgeinek dsszege (n — 2) - 180°, azonos az n-oldali konvex sokszog belsé szogeinek
Osszegével.

A konkav négyszog belsé szogeinek dsszege is 360°. Bizonyitas nélkil kozoljik,
hogy barmely n-oldali konkav sokszog belsé szogeinek 6sszege (n — 2) - 180°.
Ha egy sokszog minden oldala egyenl6 hosszisagi és minden szoge egyenl

nagysagu, akkor azt szabdlyos sokszégnek nevezziik. Az n oldalt szabdlyos sokszog

minden belsé szoge WWSO".

Osszunk fel egy kor kozéppontjanal levé teljesszoget sugarakkal n egyenlé szogre!
A sugarak végpontjait 6sszekotd sokszog szabalyos n-szog, hiszen ha a sokszoget a kor

kozéppontja kordil @ szoggel elforgatjuk, a sokszog Gnmagdba megy at. Ebbdl kovet-

kezik, hogy szogei és oldalai egyenlé nagysaguak.

garakkal n egyenld részre osztjuk, és a sugarak végpontjaiban a kérhoz érintéket ha-
zunk. Ez megint a kor kozéppontja korili forgatas segitségével lathaté be.

Leirtuk a szabdlyos sokszog szdrmaztatasat a kordlirt, illetve beirt kore segitségével.
Szabalyos sokszdget lehet masképpen is szarmaztatni. (Gondoljunk példaul a szabalyos
haromszogre vagy a négyzetre. Definicidjukban nem szerepel kor.) Igazolhat6, hogy egy
szabalyos sokszogbe, illetve koré mindig irhat6 kor.

A szabdlyos sokszog barmelyik oldalfelezé merdlegesére és szogfelezéjére szimmetrikus.

Egy n oldall szabélyos sokszognek pontosan n szimmetriatengelye van. Minden oldalfelezé merdleges és
minden szogfelezé szimmetriatengely. Ez 6sszesen 2n egyenes lenne, de pératlan oldalszamd szabalyos sok-
szogekben a szogfelezd és a szemkozti oldal felez6merdlegese esik egybe, mig paros oldalszamu szabalyos sok-
szogek esetén két szemkozti cstics szogfelezdje azonos és két szemkozti oldal felezémerdlegese azonos.

Szimmetria-kozépponttal azonban csak a péaros oldaltszamu szabalyos sokszdgek rendelkeznek.

Hany &tl6ja van annak a sokszognek, amelyben a szogek 6sszege 1800°?

Megoldas

Mivel a sokszog szogosszege (n — 2)-180°, az (n — 2) -180° = 1800°-bél adddik, hogy a sokszog 12 ol-

dald. Egy n = 12 oldalt sokszog atldinak szdma W = 54.

@ Szabalyos n-sz6ghoz jutunk akkor is, ha a kor kozéppontjanal levd teljesszoget su-
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KONVEX SOKSZOG KULSO SZOGEINEK OSSZEGE

Jeloljuk meg egy konvex sokszog kiilsé szogeit valamely
koruljarasi irdny szerint! Ha most a sokszog megjelolt kiilsé
szogtartomanyait egy kozos kezdépontbdl mérjik fel, akkor 6
érdekes Osszefliggést vehetlink észre: a kiils6 szogek Gsszege

éppen a teljes szog.

Az abran egy 6tszoget latunk, ennek megfeleld kiilsé szo- /@ v
gei rendre @, B, 7, 0, e. A kilsé szogek cstcsait kozos
kezdépontba mozgattuk, és valdban,  + f + 7y + 0 + e =

= 360° adddott. A
Az eljaras barmely konvex sokszogre végrehajthaté, igy -
szemléletesen kaptuk a tételt:

Tétel

Konvex sokszog kiilsé szogeinek 6sszege 360°.

Bizonyitas

Jelélje a konvex n-szég belsé szogeit @,, a,, @,, ... a,. Akkor a kiilsé szogek rendre 180° -, 180° - a,,

180° - a,, ... 180° —a,, ésezek dsszegét kell meghatdroznunk. A tagokat csoportositjuk:
180°-a, + 180°-a, + 180°-a, + ... + 180°~a, =n-180°-(a, + @, + a, + ... + a,).

Zarojelen belll éppen a belsé szogek 6sszege szerepel, amirdl kordbban belattuk, hogy (n — 2) - 180°.

igy a kiils6 szogek dsszege n - 180° — (n — 2) - 180° = 360°. Ezzel az 4llitast belattuk.

4. példa

Hany hegyesszoge lehet egy konvex sokszognek?

Megoldas

A kiils6 szogek dsszege 360°. Egy belsé hegyesszog kiilsé szoge mindig nagyobb, mint 90°,
ezért négy hegyesszog kiilsé szoge tébb mint 360° lenne. Tehat akarhany oldald is a konvex sok-
sz6g, nem lehet 3-ndl tobb hegyesszoge. (Ennyi hegyesszoge pedig egy hdromszognek is lehet.)

Erdekesség

Hazi méréseink alapjan egy 200 Ft-os érme kerlete j6 kozelitéssel

88 mm. (Ellendrizd!) Szerkessz egy olyan négyszoget, amelynek kert-
lete 35,2 cm, és prébalj meg egy 200 Ft-os érmét a sokszog hatardn
végiggorgetni! (Vigydzat, egyaltalan nem olyan kénnydi a ,csiiszasmen-
tes” gorgetés!)

Fogalmak

konvex sokszog;

konkav sokszog;

sokszog szog-
Osszege;

atlok;

atlok szama;

szabélyos sokszog.

r‘ . PP

Hanyszor fordult kérbe az érme, mig a sokszog hataran végiggorduilt?
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FELADATOK

Hany atléja van egy konvex
a) 5-szognek;  b) 12-szognek; ¢ 29-szognek?

Szamitsuk ki a sokszogek belsd szogeinek Gsszegét is!

Egy szabalyos hatszog csticsai kozul hagyjunk el kett6t. Milyen négyszogek keletkezhetnek? Hatarozzuk
meg a keletkez6 négyszogek szogeit!

3. K2 Mekkora szoget zarnak be egy szabalyos nyolcszog egy csticsbél indulé atl6i?

Egy szabalyos sokszognek 54 &tldja van. Mekkora a sokszog egy szoge? Van-e a sokszognek szimmetria-
kozéppontja?

Hany oldala van annak a konvex sokszognek, amelyre igaz, hogy belsé szdgei 6sszegéhez hozzdadva egyik
kiilsé szogét 1500°-ot kapunk?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény Il1.: 64-81.

TUDASPROBA (Tananyagon kiviili, nem kételezé rész)

A kovetkezé feladatok a Il. fejezet témakoréhez sorolhatok, végeredményiik minden esetben egy vagy tobb szam.
A végeredményeket a 107. oldalon taldlod meg.

Egy hdromszdgben a = 70 cm és b = 84 cm. Hanyféle értéket vehet fel a harmadik c oldal, ha a hossza egész cm?

Hany fokos a derékszogli haromszog jelolt hegyesszoge? (A vastag piros szakaszok
egyenlék.)

Hany olyan derékszogli haromszog van, amelyek befog6i hosszanak mérészama egyjegyi egész szam, és teriiletiik mé-
részdma is egész szam?

Egy haromszogbena : b = 2 : 3. Mekkoram_, ham, = 62 (m_ ésm, az a, illetve b oldalhoz tartozé magassag.)

Az ABC derékszogli haromszog két befogdjaa = 12 cm és b = 16 cm hosszd. Milyen hossz(
a) az A csticsbdl a BC oldal felez6pontjdba hdzott szakasz (az dan. stlyvonal);

b) a C csticshoz tartozé magassag?

©) Prébald meg kiszdmitani a B csticshoz tartozo szogfelezé hosszat is!

Az ABC egyenl6 szarG haromszogben AB = 20 cm, AC = BC = 26 cm.

a) Milyen tavol van a kordlirt kor kozéppontja az AB egyenestd|?
b) Prébald meg kiszamitani a beirt kor kozéppontja és az AB egyenes tavolsagat!
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Harom, egymast kiviilrél érinté kor sugardnak hossza 1 m, 2 m és 3 m. Mekkora a kdzéppontjaik altal meg-
hatdrozott haromszog terilete?

Egy deltoid egyik belsé szoge 70°-os, egy masik kiilsé szoge 80°-0s. Mekkorak lehetnek a deltoid belsé
szogei?

Hany oldald az a konvex sokszdg, melynek 100-szor annyi 4tl6ja van, mint ahany csticsa?

30 pont koziil semelyik hdrom nincs egy egyenesen. A pontokat pirossal vagy kékkel kiszineztiik, majd a kék
pontokat kék szakaszokkal 6sszekotottik. Hany piros pont van, ha 91 kék szakasz keletkezett?

Az abrén lathat6 paralelogramma teriilete 30 cm?. Mennyi a satirozott hdromszog
tertlete? (Az egyik cstccsal az oldal felezépontjat kotottiik dssze.)

Erdekesség (gyakorlati feladat)
A Mobius-szalagrol

A geometria tudomanyaga nagyon sokszin(. Egy érdekes topoldgiai kisérletet otthon is megcsinalhatsz, csak papir,
ceruza, oll6 és ragasztd kell hozza.
Vagj ki egy papircsikot! Ha a ceruzadat rateszed az egyik széléhez kozel a papir egy pontjara, és a masik széle
felé haladsz, akkor egy olyan vonalat tudsz hdzni, amely a papir egyik oldalat majdnem végigéri. (A papir széle
nem érinthetd.)

a Ragaszd ossze egy hasonl6 papircsik két végét dgy,
e hogy egy papirgy(ir(t kapj! Ha most az el6z6 médon vo-
v nalat hizol, akkor a vonal a papirgy(ir( egyik felét teljesen
korbeéri.
Most ragassz Gssze egy hasonl6 papircsikot Ggy, hogy elétte egyet ,tekersz” az
egyik végén (180°-os forditds)! Ugyanaz a papir, ugyanaz a ceruza, mint az elébb.
Mégis: ha most is meghtizod a vonalat, egészen varatlan eredményt kapsz. A lap
aljan egy kétszer megtekert és Gsszeragasztott szalag képe van. Készitsd el, ennek is
hizz vonalat a kozepére, és aztdn vagd végig a vonal mentén. Most is hihetetlen
eredményt fogsz kapni...




dicshimnusszal ad6zik az algebra elétt: olyan tudomany ez, amely nélkil a matematikai problémak meg-
oldasa szinte lehetetlen. A szimbélumok hasznalata az algebraban [ényeges, am elsGsorban nem ez k-
[6nbozteti meg az aritmetikatél. ,Az ismeretlenekkel szdmolas tana az ismert mennyiségekkel valé sza-
molés forrasa... az algebra a szamolds olyan formdja, amelyet bizonyitas kisér; ellenkezé esetben nem
volna kilonbség aritmetika és algebra kozott.” [Bhaszkara (1114-1185) indiai matematikus]

A képen London jellegzetes (j irodahédza lathaté — The Gherkin/Az uborka. Az épiilet a kordbbi Balti
Tézsde helyén épult. Ma biztositotarsasag mikodik benne. 1
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20. MUVELETEK RACIONALIS SZAMKORBEN

Az el6z6 években megtanultuk, hogyan lehet muiveleteket (6sszeadas, kivonds, szorzas, osztés, hatva-
nyozas) végezni a raciondlis szamok kozott.
A kovetkezé példakon keresztiil elevenitsiik fel ismereteinket!

A MUVELETVEGZESEK SORRENDJE

Ha tobb mvelet is szerepel a mUveletsorban, akkor célszeri a kovetkezé sorrendet betartani:

1. Végezziik el a zaréjelekben levé miiveleteket.

2. Végezziik el a hatvanyozasokat.

3. Végezziik el a szorzasokat, osztasokat. Ha ezek szerepelnek csak, akkor haladjunk a miiveletvég-
zésben balrdl jobbra.

4. Végezziik el az 6sszeadasokat, kivondsokat. Ha ezek szerepelnek csak, akkor haladjunk a m(ive-
letvégzésben balrdl jobbra.

1. példa
[(7-3)—=2-2+5))=[4—-2-7P=[4—14P=[-10F = 100.
12:3-(4°-1)-10=12:3-16-=1)=10=12:3-15—10=4-15—10 = 60— 10 = 50.

TORTSZAMOK OSSZEADASA ES KIVONASA, HA A SZAMLALO
ES A NEVEZO EGESZ SZAM

Bdvitésnek nevezziik azt az atalakitast, amikor a szamlalot és a nevez6t ugyanazzal a 0-tél kiilonb6zé
szdammal szorozzuk.

Egyszer(sitésnek nevezzik azt az 4talakitast, amikor a szamlalét és a nevez6t ugyanazzal a 0-tdl ki-
|6nb6z6 szammal osztjuk.

Bévitéskor és egyszerdisitéskor a tort értéke nem valtozik.

svités: 2 - 10 _ 6 _ 40 _
Bovités: 3T 15=9= 60~

fetrae. /0 _ 15 3
Egyszerdsités: 100=20= 4
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Végezziik el a kovetkezé miveleteket!

2 1 7 _
3t3-25=

A kulonb6zé nevezdji torteket dsszeadds és kivonds esetén dltaldban célszerl kozos nevezére hozni.
K6zos nevezé mindig lehet a nevezdk szorzata, esetenként taldlhatunk a szorzatndl kisebb kéz6s nevezét
is. Ez lehet a nevezdk legkisebb kozos tobbszorose.

2.1 .7 _16, 6 (48 21)_ 164+ 6—(48+21) _ 47

3t3-28= 24 22 \2a" 22

24 24"

TORTSZAMOK SZORZASA, OSZTASA, HA A SZAMLALO
ES A NEVEZO EGESZ SZAM

Egész szammal tortet Ggy is szorozhatunk, hogy a szamlalét megszorozzuk az egész szammal, a ne-
vez6t véltozatlanul hagyjuk.

Egész szammal tortet Ggy is szorozhatunk, hogy a nevezét elosztjuk az egész szammal, a szamlalét
valtozatlanul hagyjuk.

7 g 7
§-3: =5 =5 vagy

Tortet egész szammal Ggy is oszthatunk, hogy a szamlalét elosztjuk az egész szammal, a nevezét val-
tozatlanul hagyjuk.

Tortet egész szammal gy is oszthatunk, hogy a nevez6t megszorozzuk az egész szammal, a szam-
lalét valtozatlanul hagyjuk.

5. példa
42 2 4., 4 4 2
T9°2= 97 = 11 vagy 2= 2= =11

Tortszamot tortszammal Ggy szorozhatunk, hogy a szamlalok szorzatét elosztjuk a nevezék szorza-

taval.

6. példa
6 . 2_6-2 _12, _5.2__52__10
13 57 13-5° 65’ 7 3 737 21

Tortszamot tortszammal Ggy oszthatunk, hogy az osztas helyett az oszté reciprok értékével szorzunk.



20. MUVELETEK RACIONALIS SZAMKORBEN

MUVELETEK VEGES TIZEDES TORTEKKEL

1. lehetdség
A véges tizedes torteket felirhatjuk kozonséges tort alakban, majd igy végezziik el a miiveleteket.

8. példa
42 308 25) 75 703 75 _ 52725

(4,2+3,08—o,25)~o,75:(_+___ N

170 7 1700 ~ 100/ 100 ~— 700 100 ~ 10 000

= 5,2725.

2. lehetéség

Tizedes tortekkel hasonléan végezhetiink miveleteket, mint az egész szdmokkal. Azonban figyelntink
kell, hogy a muiveleteket a megfeleld helyiértékeken levé szamjegyekkel végezziik, majd a tizedesvessz6 he-
lyét helyesen éllapitsuk meg.

(4,2 + 3,08—0,25)-0,75= 7,03-0,75 = 5,2725.

Ha a m(iveletsorban kozonséges és tizedes tortek is szerepelnek, altalaban célszer( a ti- Fogalmak
zedes torteket kdzonséges tort alakba atirni és igy szdmolni. Ha forditva alakitjuk &t 6ket, bévites;
akkor el6fordulhat, hogy csak kozelitéen pontos eredményeink lesznek. cgyszeiliEiEy

FELADATOK
1. K1 Szamitsuk ki az alabbi mUveletsorok eredményét!
a)5+3-8-4:2; e 76+ 24:4;
b)3—24:8+25-4-10% f (76 + 24) : 4;
¢ 0,24:2°-003+25-04+ 3% g 126+ 58— 12: 4;
d) (4126 — 794)-3; h) 56 — 123 + (4 + 28) : (-=20).
2. K1 Keresstink a kiilonboz6képpen megadott szamok kozott egyenlSket!
a) (3-2)% e) 3%-2; h)3%?.2—-3-2;
b) 3-9— 3% H (2°+3-=2-4)-(2-2)% ) 3-(3-2=2);
o (24— 2%:2)-(42=2%); g 3-2% ) 10011 - 8)*-(1+ 3)°.
d) 3-(9-3%);
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) Mdiveletsort Ggy készitettiink, hogy lefrtuk a pozitiv egész szamokat 1-t6l 2008-ig egymas mellé, majd bar-
mely két szomszédos szdm kozé +, vagy — jelet irtunk.
Szamitsuk ki a mUveletsor eredményét, ha
— mindenhova + jelet frtunk;
— valtakozva irtunk + és —jelet, az elsé + jel volt;
— valtakozva irtunk + és —jelet, az elsé — jel volt;
— valtakozva irtunk kett6 + és egy — jelet, az elsé és masodik + jel volt!

m Az aldbbi tortek bovitése vagy egyszerUsitése soran hibdkat vétettiink. Keresstik meg és jeloljik a helyesen
elvégzett tortbdvitést, illetve -egyszerUsitést. A rosszakat javitsuk kil

Példaul %: % rossz (mert ha 2-vel bévittink, akkor % = g-ot kapunk).
11 121, 4_12,
Y 24 = 7396 9 5= 15
2_ 4. 7_49
b)§_9/ d)5_25'

Zsebszamologép hasznélata nélkil dontstk el, hogy az aldbbi két szam kozil melyik nagyobb!

_7 _ 9. _ 2009 _ 2010
K2 A=, B=p El o E= 5575 F= 611
_ 99 _ 100,
K2 b) C = 755, D=3o7

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény I.: 742-754; 758; 759; 760.

21. OSSZETETT MUVELETEK RACIONALIS SZAMKORBEN

Alkalmazzuk 6sszetettebb muiveletsorok esetén az atismételteket! Minden esetben figyeljiink a m(ve-

letvégzés sorrendjére!
A bemutatott példakat kovetve fogalmazzuk meg, mely miiveletet végeztiik el és milyen médszerrel!
A feladatmegolddsokban célszer(i haszndlni a bemutatott Iépésenkénti atalakitassorozat tipusi leirast.

E-6-2)-2-

=\
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21. OSSZETETT MUVELETEK RACIONALIS SZAMKORBEN

3. példa
1+ 11 =1+ 11 =1+ 11=1+ 12=1+%=1+%=%
1+ —=== 1+ —= 14+ = == E
[ 1+4 =
T+ 1 2 2
4. példa
19_3 12 3 12 6 6
! 5 _ 10 5 _10 10 _ 10 :£372:1116:1116=1116
2.(45-3,26) 2:1,04 2,124 210070 200 1000 ~ 1000 ~ " °*
3 ! 30 37100 3 12
5. példa
3 2
(4,1 - %) = (2,06+ %) =(4,1-1,4)— (2,06 + 0,875)*= 2,7~ 2,935” = 19,683 — 8,614225 = 11,068775.
FELADATOK
1. K2 Szamitsuk ki a kovetkezé kifejezések pontos értékét!
ﬁ(i_é 3313 3 _5 .(_l 3.7 ).
a) 4 \12 6+18)'7_' C)(4+7,5 2+0,25) 2+4,3+2+10)—,
3,15
b (3-2 -3 = o3rle
4 32 22-3-5

Hatarozzuk meg, hogy az alabbi m(iveletsorok eredménye melyik esetben lesz negativ egész szam!

Bal 2 hed-pedf)= 3G L
Y \gt 2)‘23 (*3) ; ) 177 '(1 p1cl R
3 [1-3)
521 3V (324
b)2+§:( 2) (_73)2 ! = e (1+%)'(1+%)~(1+;)-(1+%)~(1+%):.
. (+01+L):(2+ 0,1+%):,
(o,5+%—0,25):(0,25—%)

Ajanlott feladatok
Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény I.: 754; 755; 756; 757; 762-767; 774; 782.



I11. ALGEBRA
22. SZAZALEKSZAMITAS

A mindennapi életben gyakran taldlkozunk a szazalék fogalmadval. A banki m(veletek és a kamatsza-
mitds sordn ez az egyik legfontosabb fogalom, de gyakran hasznaljuk a statisztikai kimutatdsokban, és
kedvelt az esélyek szazalékos megadasa is. Mas tudo-
manyterileteken is nélkiilozhetetlen az alkalmazasa
(példaul a populaciébiolégiaban, vagy kémidban a ke-
verékek készitésekor). A matematikdban altalaban a rész
és az egész viszonyat, aranyat fejezzik ki a fogalom se-
gitségével. (Az dltalanos iskoldban tanultuk, hogy vala-
mely mennyiség 1 szazaléka a mennyiség 1 szazadrészét
jelenti.)

Egy 1600 Ft-os termék arat a kereskedd 25%-kal felemelte, majd bizo-
nyos idé milva az Gj drat 25%-kal csokkentette.
a) Mennyi lett a termék ara a kétszeri drvéltoztatas utan?
b) Hany szazalékkal kell csokkenteni az Gj arat ahhoz, hogy a végsé ar
megegyezzen az eredeti arral?

Megoldas

a) Hajlamosak vagyunk arra gondolni, hogy a termék dra 6sszességében nem véltozott, de ez nem igy
van. A 25%-os emelés utdn az Gj ar 1,25 - 1600 = 2000 Ft lett. A 25%-0s csokkentés utdn az aktua-
lis &r 75%-at kapjuk, azaz 0,75 - 2000 = 1500 Ft-ot. Ennyi lett a végsé ar.

Megjegyzés

Mi az oka annak, hogy a termék dra csokkent a kétszeri drvéltoztatas utdn?

Az eredeti ar 25%-a 400 Ft volt, ennyivel tortént az dremelés. A megemelt &r 2000 Ft-volt, ennek a 25%-a
500 Ft, ennyivel csokkent a megemelt dr. Vagyis a megemelt ar 25%-a (és igy a csokkentés mértéke) nagyobb,
mint az eredeti ar 25%-a, az emelés mértéke.

b) Az 1600 a 2000-nek 1600 _ 0,8 része, azaz 80%-a. Az (j arat 20%-kal kell csokkenteni.

2000
2. példa

Egy 8000 Ft art termékre igen nagy a kereslet, ezért az elad6 Ggy dont, hogy két [épésben dremelést hajt
végre: el6szor 25%-kal, majd bizonyos id6 miilva az Gj 4rat tovabbi 15%-kal noveli. Ugy tervezi, hogy igy
Osszességében 40%-os drndvelést ér el.

a) lgaza van az eladénak?

b) A kétszeri aremelés forditott sorrendben is elvégezhetd, ekkor elészor 15%-0s, majd 25%-o0s emelést

hajtunk végre. Melyik esetben lesz olcsébb a végsé ar?

¢) Ha az eladé el8szor 25%-kal emeli meg az arat, és a kovetkezd aremeléssel Gsszesen 40%-ot akar

emelni az eredeti aron, akkor hany szazalékos legyen a méasodik emelés?
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Megoldas

a) Az elsé emelés utani ar 1,25-8000, a masodik emelés utani pedig 1,15 1,25 - 8000 =
= 1,4375 - 8000 Ft. Az eladé téved, a két aremelés utdn Gsszesen 43,75%-kal lett dragabb a termék.
(1,4375 - 8000 = 11 500 Ft a végsd ar.)

b) A masodik esetben a végsé ar 1,25 - 1,15 - 8000 = 1,4375 - 8000 Ft, vagyis ugyanannyi, mint az elsé
esetben. A novelés mértékének sorrendje nem szamit.

) Felirhatjuk, hogy x - 1,25 - 8000 = 1,4 - 8000, innen x = = 1,12. Vagyis a masodik emelés-

14
1,25
nek 12%-osnak kell lennie.

Megjegyzés

A kapott eredmény nem fligg a termék kezdeti dratol. Ha ezt példaul A jeldli, akkor a két esetben a végs6 ar
egyenl6: 1,15+ 1,25 -A = 1,4375A és1,25-1,15 - A = 1,4375A. Ugyanez igaz az 1. a) példdban is: ha a ter-
mék kezdeti ara B, akkor az dremelés utan 1,258, majd a csokkentés utdn 0,75 - 1,25 - B = 0,9375B a végs6
ar. Ez mindig kevesebb az eredeti drndl (annak 93,75%-a).

A tervek szerint a reggel 8 6rakor indulé kamion éppen délben érkezik meg a célallomasra. Hany 6ra-
kor érkezik meg a kamion akkor, ha az 4tlagsebességét 10%-kal novelni tudja?

Megoldas

Els6 megoldas: Jelolje a kamion tervezett atlagsebességét v km/h, ekkor a megtett Gt 4v km. Tegytik fel,
hogy a menetideje t 6ra, ha az atlagsebessége 1,1v. A megtett Gt ugyanakkora, igy 4v = 1,1v - t, innen

4
11

= ~ 3,64 6ra a menetidS. Az érkezési id6 kb. 11 6ra 38 perc.

Masodik megoldas: Az id6 és a sebesség szorzata allandé (a megtett Gt). Ha tehat a sebességet 1,1-sze-

resére noveljik, akkor a menetidd 1,1 részére csokken. 1~ 0,91, és 0,91 - 4 = 3,64 6ra a menetidd.

1,1
4. példa

Mennyi vizet kell 6nteni 54 liter 70%-os alkoholhoz, hogy 42%-os alkoholt kapjunk?

Megoldas

Az oldott anyag (a tiszta alkohol) mennyisége 54 - 0,7 = 37,8 liter.
Els6 megoldas (kovetkeztetéssel): A hozzaontés utan ez a teljes folyadékmennyiség 42%-a, igy a fo-

lyadék térfogata % -37,8 = 90 liter. Tehat 90 — 54 = 36 liter vizet kell hozzaontentink.

Masodik megoldas (egyenlettel): Jel6lje x a hozzaontott viz térfogatat! Az oldott anyag térfogata nem
valtozik, igy (x + 54) - 0,42 = 37,8, innen x = 36 liter ad6dik.
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Az x mennyiség p szazalékat jelolje y, ezt y = x- % moédon szamitjuk ki. A képletben szereplé val-

tozok elnevezései: x a szazalékalap (vagy alapérték), y a szazalékérték, p a szazaléklab. A szazalékban ki-
fejezett adatok kilonbségét gyakran (féként pénzligyi, banki szamitasoknal) szazalékpontban adjak meg.

Példak

70 méternek a 40%-a 28 méter. Ekkor a szazalékalap 70 (méter), a szazalék-
érték 28 (méter), a szazaléklab pedig 40.
Ha a 4%-os kamat 3 szdzalékponttal emelkedett, akkor 7% lett az Gj érték. Fogalmak, nevek
(A szazalékpont fogalmét egyértelmdisité szandékkal vezették be. Amikor  szdzalékalap;
példaul a 4%-os kamat 3%-os novekedésérél beszéliink, kétféleképpen is értel- sz{izal?ké,rték;
mezhetjik a névekedést: nem egyértelmd, hogy 41,03 = 4,12%-ra vagy  szazaléklab;
4 + 3 = 7%-ra gondolunk. A 3 szazalékpontos novelés viszont egyértelm(ivé teszi, szazalckEl

hogy az ut6bbi esetrél van sz6.) e T

FELADATOK

Egy téglalap oldalai 8 cm, illetve 15 cm hossztak. A 8 cm-es oldalakat 15%-kal, a 15 cm-es oldalakat pedig
20%-kal novelve egy Uj téglalapot kapunk. Hany szazalékkal nétt meg a téglalap kertilete, illetve tertilete?

Mi a hiba az aldbbi feladat megoldasaban?

Feladat: Egy csoportban 40% a lanyok ardnya. Ha még 6 lany jonne a csoportba, akkor a lanyok ardnya
50% lenne. Mennyi a csoport |étszdma?

»Megoldas” kovetkeztetéssel (hibas): A 6 érkezd lany 10%-os ndvekedésnek felel meg. A csoport lét-
szama (a 100%) ezért ennek tizszerese, 10 - 6 = 60 f6.

Az abrén az Excel tablazatkezel egy részletét latjuk. A B C D
A szamitégép a B1 celldba AT-nek a 80%-at irja, B2-
be a B1-nél 300-zal kisebb szdmot; D1-be A1-nek a 1 2500 2000 1750
70%-at, mig D2-be a D1-nél 500-zal nagyobb sz4- | 2 1700 2250
mot 3

a) Milyen szam ker(l B2-be és D2-be, ha A1-be
3000-et irunk?
b) Milyen szamot irjunk A1-be, hogy B2 és D2 (j értékei megegyezzenek?

“ (Gytjtémunka) A mindennapi életben, az Gjsagokban, televiziéban, radiéban és az interneten a szazalék-
szamitas szamtalan alkalmazasaval és megjelenési formdjaval taldlkozunk. Gydijtsiink 6ssze ezekbdl néhany
érdekességet!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény I. 1112, 1114-1116, 1140, 1166, 1176.
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23. A HATVANYOZAS FOGALMANAK KITERJESZTESE

El6z6 tanulmanyaink sordn lattuk, hogy az azonos tényezdjli szorzatokat hatvany alakban is felirhatjuk.
1. példa

5
7'7'7'7:74; %%%%%:(%>/ (_4/1)'(_4/1):(_4/1)2‘

Definicio

Pozitiv egész kitevds hatvany: Jel6ljon a tetszbleges valés szamot, legyen n>1

egész szam. Ekkor az a” kifejezés jeldli azt az n tényezds szorzatot, melynek minden
tényezdje az a szam.

Az a szamot a hatvany alapjanak, az n szamot kitevének nevezziik.

6°=6-6-6-6-6-6-6-6, a hatvany alapja: 6, kitevgje: 8.

(=1’ =(=D-(=D-(=D-(=D-(=1), a hatvany alapja (-1), kitevije: 5.

4\2 4 4 p o A oo e
( ) = ==, a hatvany alapja: =, kitevéje: 2.

7

0’= 0-0-0, a hatvany alapja: 0, kitevgje: 3.

Természetes a kérdés: Ertelmezhetiink-e olyan hatvany alakd szamot, melynek a kitevsje nem 1-nél

nagyobb egész szam? Az ilyen alaki szamokat nem tudjuk tobbtényezés szorzat alakban felirni, ezért ezekre
mas definiciét kell alkotnunk.

Definicio

a' = a, tetsz6leges a valds szam esetén.

Definicio

a’= 1, ha a # 0 tetsz6leges valos szam. (A 0°-t nem értelmezziik.)
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0
13°= 1, (=8,5°=1; (l) = 1; 0= 1.

Definicio

ak= lk, ha a # 0 tetszbleges valds szam, k pozitiv egész szam. (Ebben az esetben (—k), a k szdm
a

ellentettje, tehat negativ egész szam.)

11, 1 1 . o4 11
8 =55 1007 = 360 = 7000 000" 27 = =16’
—_ 1 i
== T =T
B =mn=r3=% G -g=(3) =3
3 _(4)1_ 37 4 7 _(2)3_ 2/ — 87
3 7 Fogalmak
1—10_<2)10_ - ' ( 52 1 _( 6\2_ 36 hatvany;
(7) =(3) =2"=1024;  [-3) - 52 =2 alap;
<_€) kitevd.

-

Megjegyzés
Olyan hatvanyokat értelmeztiink az el6zéekben, amelyeknek a kitevéje egész szam. Ha a kitevében nem egész szam
all, akkor a hatvanyt egyelére nem definialtuk. Az ilyen hatvanyokkal felsébb évfolyamokon fogunk megismerkedni.

FELADATOK

irjuk fel egyetlen szém hatvanyaként!

27777773212 0 (-3):(-3)(-3)(-3)(-3)=; ©2:2:2:3:3:3.2:3=.
4 4 4 4 4 4_ 2.9.2.9.0.2.9— -

b)g-g-g-g-g-g_, d—-2-2-2-2-2-2-2=;

irjuk fel az aldbbi hatvanyokat szorzat alakban, és szamitsuk ki a hatvanyértékeket!
a) 3% 44 53.
b) (5 - 8)*; (2°+ 52)°%; (24—2.7°-3).
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POl Miaz utols6 szamjegye az alabbi hatvanyértékek-
nek?

a) 25. 26. 27. 28. 215. 228. 2100. 22222'
b) 355. 3200. 32010. 2323. 123251'
c) 27%.

Széamitsuk ki kovetkezd kifejezések értékét!
a) 27°; 47 572 107" 107"

1. 5. 8. 7
b) 576/ ol 53 g4
172 (1), 2. 5
o (27 (1) 5 02 01
‘Zyz. l§y4. 1
d)(5 / (25 i (1)—r
2
2
_é)‘2 _ 3)‘2 _57. 10°, 5
e | 5 (4 " T107 192 4
4
m irjuk fel negativ kitevsjii hatvanyként az alabbi
szamokat!
1 1 1
p) 2. 2. 6 . 1 A 94. oldalon kezd6dé6 feladatok eredményei:
327 250" 162" [ 1\
(m) 1.139
2.22,5°
¢ 0,01; 0,00001; 0,000000T1. 3.30
4.9
m Alakitsuk &t a kovetkezd kifejezéseket tgy, hogy 5.a) v292 =~ 17,09 cm;
ne tartalmazzanak negativ kitevét! b) 9,6 cm;
2 ~7 v180 =~ 13,42
a) (2x)°; %X*Z; (%) ; %4; 5%77; y—,z ¢ 119 -
Y 5 6.a) — =~ 9,92 cm;
16 2o o
-2.55. g2.p5.(3)7. 16 7 (2-c) 20
b) 5a"-a%; 9°-b (b) P 125 € 5o b) 5=~ 6,67 cm

7.6 m?
8.{70°,70°, 100°, 120°},
{100°, 100°, 70°, 90°},
{95°, 95°, 70°, 100°}
9.203
10.16
11.10 cm?

o x-(2x 2+ ax7).

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészité feladatgytijtemény |I.:
334; 335; 336; 337; 338; 816-821.
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24. A HATVANYOZAS AZONOSSAGAI,
A PERMANENCIAELV

Tetszleges alapt, 1-nél nagyobb, pozitiv egész kitevdjli hatvanyokkal miiveleteket végezve az eléz6
években megismerkedtiink mar néhdny azonossaggal. A hatvanyozas fogalmanak kiterjesztésétdl azt varjuk
el, hogy az eddig megismert tulajdonsagok tovabbra is érvényben maradjanak. Ezt az igényt permanen-
ciaelvnek nevezziik. A permanencia sz6 latin eredetti, jelentése allandésag, folytonossag.

dwmw  wrer-on (3E-@"

1@ 4= Y88 oor=o=o

Altalanosan megfogalmazva (I. azonossag):
Azonos alapu, egész kitevdjii hatvanyok szorzata azzal a hatvannyal egyenld, melynél a véltozatlan
alapot a kitevok 6sszegére hatvanyozzuk.

a“-a'=a"*' aholaeR, kleZ.

Altalanosan megfogalmazva (Il. azonossag):
Azonos, 0-t6l kilonbozé alapd, egész kitevéji hatvanyok hanyadosa azzal a hatvannyal egyenld,
melynél a valtozatlan alapot a szamlélé és a nevezd kitevéjének a kilonbségére hatvanyozzuk.

a:a'=a*' aholaeR a#0 kleZ.

9 6=(9-6)(9-6) Q-6 (9-6) =9 6 (1,5 7,87 = (1,5 - 7,8%
547 =5 47, (3-0,5) =(3) 05

Altalanosan megfogalmazva (Ill. azonossag):
Szorzat hatvanya egyenlé a tényezék hatvanyanak szorzataval.

(a-b)=a*b* abeR keZ.
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5@ -9 LLL- L (F-(DHD-5
- I

Altalanosan megfogalmazva (IV. azonossag):
Tort (hanyados) hatvanya egyenld a szamlal6 és a nevezd hatvanyanak hanyadosaval.

(%)kzz_i, a,beR, b#0, keZ.

(2= (2%)(2%) = 22 = 25, ((5,99°)" = 5,97* = 5,9%;

(G =G =) @) -07= 0" =0,

Altalanosan megfogalmazva (V. azonossag):
Hatvany hatvanya azzal a hatvannyal egyenld, amelyben a valtozatlan alapot a kitevék szorzatdra hat-
vanyozzuk.

(a")'=a" acR, kleZ.

Az el6z6 azonossagok konnyedén bizonyithatok a definiciok és az ismert muiveleti tulajdonségok alapjan.
A definiciok és az azonossagok alapjan egy-egy muveletsorban atalakitasokat végezhettink:

4 o1 4-1 3

335’ :33_5:%:33*5:3*2:%;

1N\2 3 —1_(2) 5, 1T 22 01 11, 1_ 4.
() 22 2plaliEs P4 =B =2 = g,

7 -2 7 -2

5 }5 L %+55—3= 5734 5273 - 5éy 55 625+311725: 625,00032.

Példaként bizonyitsuk be a Il. azonossagot!
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Il. azonossag:

Azonos, 0-t6l kiilonbozé alapd, egész kitevéji hatvanyok hdnyadosa azzal a hatvannyal egyenl$, melynél a vélto-
zatlan alapot az osztand6 és oszt6 kitevéjének kiilonbségére hatvanyozzuk.

Vagyis:

a*:a'=a"' aholacR, a#0, kleZ.

Bizonyitas

T.eset: Hak>[1>1, kIeZ.

k
a*:a'= %, A szamldl6 k tényezés szorzat, a nevezd | tényezés, a tényezék megegyeznek: a. Egyszer(isités utdn
a

k
a nevezé 1, a szamlalé (k — ) tényezbs szorzat, minden tényezé: a. Ezért a_, = 2" teljestil.
a

2.eset: Hak=1>0, k leZ.

k
a*:a'= & =1, mert a tort szamldl6ja és nevezéje megegyezik.
a

Fogalmak
pe?manenciaelv 3.eset: Ha 0 <k </, kIleZ.
k
ol = % = ﬁ = ﬁ = a*~!. Figyelembe vettiik a negativ kitevés hatvany definiciéjat.

il (Az allitds 0 > k > | esetén is igaz.)

FELADATOK

Végezziik el a kovetkezé mUveleteket, és a végeredményt adjuk meg egyetlen szam hatvanyaként!

K 5.(32)%. 33 (11°) )" 2" 32.9°
3)3'(3)'3, b) 117 )m, d)?; e)W-
o Szamitsuk ki az alabbi kifejezések értékét!
11 7 6
K1 a) 2% 5°; K1 b) 29%; K1 ¢ 2 ;75 :
312+313. 2104512_;’_212.510. 4 105.(3 110. 1
Kt o 20 K2 e s ; k2 (3)7(3) S
PN7l) Lgyszer(sitsik az alabbi torteket!
66 _ . by 5374370
1104 (52121 (25 24). 2?”
“ Tegyiik ki a <; >; = jelek valamelyikét gy, hogy igaz éllitasok legyenek!
K2 a) 825 234 . 413; K2 b) 715 . 710 7150;
3 6
K2 ) 3°- 38 32.310 4 9. 312, K2 d) (g) Z,
36
E1 e) 24% 34§3 .

Ajanlott feladatok
Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgy(lijtemény I.: 822; 830; 832; 833; 837.
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25. SZAMOK NORMALALAKJA

Az egész kitevojli hatvanyok ismerete lehetéséget ad arra, hogy nagyon nagy, illetve nagyon kicsi abszolt értékii
szamokat kénnyebben irjunk le.

Ezek segitségével nem csak 10 hatvanyait irhatjuk fel révidebben. Nagyon sok esetben a szamolégépbe csak bizo-
nyos szamu karaktert tudunk beirni.

Definicio

A szamok olyan kéttényez6s szorzat alakjét, ahol az egyik tényez6 abszoldt értéke 1 és 10 kozé esd
szam, a masik tényez6 10 megfelel6 hatvanya, a szam normalalakjanak nevezziik.

p|<10éskeZ.

A normélalakban szereplé k egész szamot az x szam karakterisztikajanak nevezziik.
(Karakterisztika: jellemzd vonas, jellegzetesség; az x szam nagysagrendijét jelzi.)

A 0 normalalakja 0.

Legyen x € R, ekkor x = p- 10%, ahol 1 <

10 hatvanyai kozal néhény:

1 millié = 1 000 000 = 10°;

1 milliard = 1 000 000 000 = 10%;

1 billi6 = 1 000 000 000 000 = 10'%;

1 trillié = 1 000 000 000 000 000 000 = 10,

1 kvadrillié = 1 000 000 000 000 000 000 000 000 = 10%;
1 ezred = 0,001 = 1073;

1 milliomod = 0,000 001 = 10°°;

1 milliardod = 0,000 000 001 = 10°;

1 billiomod = 0,000 000 000 001 = 107"%.

Naprendszertink néhany bolygdjanak a Napt6l mért atlagos tavolsagai kozelitSleg:

Merkdr: 58 000 000 km = 5,80 - 107 km; Mars: 228 000 000 km = 2,28 - 108 km;
Vénusz: 108 000 000 km = 1,08 - 108 km; Jupiter: 778 000 000 km = 7,78 - 10 km;

Fold: 150 000 000 km = 1,50 - 108 km; Szaturnusz: 1 426 000 000 km = 1,43 - 10 km.
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Negativ szamok normalalakjat a kovetkezéképpen hatdrozhatjuk meg:
=126 = 1,26 - 10%; 4500%28000
~0,00405 = —4,05 - 10%;

—1 000 000 = —10°, vigyazat: nem egyenl6 (—10)°-nal.

Egyes szamolégépeken is gyakran jelennek meg normalalakban kiirt szamo-
lasi eredmények:

4500 - 28 000 eredményeként ez olvashaté: 1,26%, melyet igy kell értel-
mezniink: 4500 - 28 000 = 1,26 - 108.

4 : 25 000 000 eredményeként ez olvashaté: 1,6°, melyet igy kell értel-
meznink: 4 : 25 000 000 = 1,6 - 1077.

Normadlalakid szamokkal természetesen m(veleteket is végezhetiink. Min-
den esetben az eredményt szintén normalalakban adjuk meg.

3,2-100 _ 3,2 10/

— LAY -10°= 8-102:
410° 4 107 0810 =805

Fogalmak
normalalak; P @) — . (a1med . mD) — _amei.
rerlaa i (5,3:107%)-(1,6-10%) = (5,3-1,6)-(107*-10°) = 8,48 - 10~ ";
O 3,02 10"+ 1,18 - 10° = 30200000 + 1 180000 = 31 380000 = 3,138 - 10".
i~
FELADATOK
m irjuk fel a kévetkezé szamokat normalalakban!
a) 618; 5437; 1008; —456 000; 1 000 000.
b) 0,235; 0,0087; —-0,000 30T1; 0,000 000 0T1; —-0,0002.
o 60. 4000 . 6 . 1400
8’ 25 7 1507 3

112

A hatvanyozés azonossagainak felhaszndlasaval végezziik el az alabbi miveleteket, a végeredményt nor-
mélalakban adjuk meg!
a) 630 000 - (=120 000 000) =
b) 24 000 0007 - 480 000 000 000 =
) _5600000000° _
700 000 000 000*
d) 0,000 000 022 41 - 645 000 000 000 =
e) 0,000 000 455 - 0,000 000 642 - 3,650 000 000 =
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Végezziik el a kijelolt mUveleteket, és a végeredményt adjuk meg normalalakban!
4,5-10°%-7,2-10°

e

K2 @) 3,5-10%-2,5-10°- 4 - 10% K2
¥ 3 ’ / © 325107 3,6 107
K2 b) 6,25-10"%-4-107-5-10%; K1 ) 10° + 10* + 10
K2 ¢ (1,8-10°)*-6-107°-(2,5-107°)’; K1 g 2,5-10°+4,3-10°-2 - 10
. 7. . 6
k2 o) &3 108,4-10", K2 h) 6,810 +3,2-10°—3 - 102,
(2,1-1071)

Ellendrizziik az eredményeket szamolégéppel!
4. K1 Hany molekula van 23,56 mol oxigénben, ha egy mol 6,02 - 10** db részecskét tartalmaz?

o Afény sgbessége 300 000 km/s. $zém|’tsuk ki, hogy a fény mennyi id6 alatt ér el a Naptol a lecke
1. példajaban megadott bolygokig!

PRI A fényév az a tavolsag, amelyet a fény egy év alatt tesz meg. Vigydzat, a neve beugrato, mert a
fényév nem id6-, hanem tavolsagegység!
Egy fényév hany km?

"0l A Sziriusz a legfényesebb csillag az égbolton.
a) Hany km-re van a Foldtél a Sziriusz, ha 1 085 000-szer tavolabb all téliink, mint a Nap?
b) Hany év alatt ér ide a fény a Sziriuszrél?
¢) Hany fényévnyi tavolsagra van téliink a Sziriusz?

Négy darab 2-es szamjegy és a hatvanyozas segitségével felirtunk kilenc szamot. Préobaljuk no-
vekvé sorrendbe rendezni a szamokat Ggy, hogy szamol6gépet ne hasznaljunk! (Nagy szamok
esetén érdemes becsléseket alkalmazni, j6l hasznalhaté példaul a 2'° =~ 10° kozelités.)

A=222 B =222 C=222D=22" F=22 F=222G= (22" H= (22" 1= (222"

8. K2

W% /\z Amazonas dtlagos vizhozama vildgels6, masodpercenként 220 milli liter vizet szallit.
a) Hany liter vizet szallit az Amazonas egy év alatt?
b) Hasonlitsuk 6ssze, egy év alatt hanyszor tobb vizet szallit az Amazonas, mint a Tisza! A Tisza
vizhozama 4000 m* masodpercenként.

Ajanlott feladatok

Gyakorlo és érettségire felkészité feladatgytjtemény I.: 107-111.

. . o
=S T -
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A SZAMOLOGEPEK SZAMABRAZOLASA
(Olvasmany)

Az utébbi évtizedekben a technikai fejlédés soha nem latott mérete-

ket ért el, s ennek hatasa az oktatasban is érzédik. A sokat forgatott Négy-
jegyl fliggvénytdblazatok a kozépiskolai matematika-tananyag jelentés
részét osszefoglalja, de a zsebszamologépek megjelenésével egyes feje- ult! b
zetei (szamok négyzete, négyzetgydke, reciproka; a logaritmus- és szog- Hid)
fuggvénytablak stb.) elavultta véltak, ahogyan a képen lathaté logarléc is. - :
A mai szamologépek a tucatnyi matematikai mivelet és fliggvény alkal-
mazasa mellett véletlenszamokat kezelnek, gyakran statisztikai szamita-
sokra is alkalmasak, nemritkdn programozhaték; sét, a grafikus kalkula-
torokkal szoveges adatok is megjelenitheték, dbrazolhatunk fliggvényeket
stb. Ugyanakkor a szamolégépek adattarolasa — konstrukciéjukbol adé- {
déan — specialis, és a miveleteket sem a hagyomanyos médon végzik.
A gyanttlan felhasznalét komoly meglepetések érhetik, ha nincs tisztaban
a kalkulatorok mtikodési elvével, ha nem ismeri a sajat gépe , lelkivilagat”.
Az alabbiakban ezért roviden, néhdny példa segitségével attekintjik a
gépi szamabrazolds sajatossagait.

% 5
QUi T
115 '

A SZAMOLOGEP KORILATAI

1. példa
_ 222224 _ 444446

a) Vizsgaljuk meg szamolégépiinkkel az A, = 333335 3B = ceeeey torteket! Melyik a nagyobb? (Az 5-6s index

a szamlalokban és nevezékben szerepld, egyforma kezd6 szamjegyek szamdra utal.)
Eredmény:
A zsebszamol6gép altal kiirt értékek dltaldban: A, = .666668667; B, = .666668667. Ugy tlinik, a két tort egyenld.

A szamol6gépek nem egységesen irjdk ki a szamokat. A jelenleg forgalomban 1évé gépek donté tobbsége a kijelz6n
10 szamjegyet jelenit meg, a tovabbiakban mi is ennyivel dolgozunk. (Késébb latni fogjuk, hogy a szamabrazolasi prob-
[émdk szempontjabdl [ényegtelen a kiirhato jegyek szdma.) A fenti eredmények esetében a tizedespont el6tti, kezdd
0-t ,megsporoljak” egyes gépek, masok viszont kifrjak.

b) Hasonléan: irassuk ki a géppel az A, = % ésaB, = %, valamint az A, = % P
_ 44444446 1 artékét sl
B, = 66666667 tortek értékét is!

Eredmény:
A, = B, = .666666867; A, = B, = .666666687.

Most médr A, és B,, valamint A, és B, értékére sejtéseket fogalmazhatunk meg. Ugy t(inik, hogy az azonos index(i
A és B tortek egyenlSk egymdssal, és tizedes tort alakjukban a 6-osok utani 8-as szamjegy ,egyre késébb kovetkezik”.
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222222224
333333335

444444446

2222222224
666666667’

3333333335 2

o) Irassuk ki a géppel az A, = és a B, = valamint az A, =
_ 4444444446
9 6666666667
az utasitasokat mar nem tudjak végrehajtani.)
Eredmény:

A, = B, = .666666669; A, = B, = .666666667.

B tortek értékét! (Nem biztos, hogy a kifratas sikertl; vannak olyan szamolégépek, amelyek ezeket

Elképzelhetd, hogy a 8-as szamjegy ,vandorlasaval” kapcsolatos sejtéstink helyes. Ehhez azt kell feltételezniink,
hogy a gép az utolsé, tizedik helyen kerekitett szdmjegyet ir ki. (igy lesz 87-bdl 9(0).) Megjésolhatjuk A, és B, , s a sor-
ban kovetkez6 tortek tizedes tort alakjét is: valészintleg szamoldgépiink ettdl kezdve mindig a .666666667 alakot irja ki.

De éppen ez a kerekités a probléma. Ha a gép kerekitett értékeket ir ki, akkor honnan tudhatjuk biztosan, hogy a
korabbi A, és B,, A, és B stb. értékek valoban egyenlék? Hiszen lehet, hogy a gép ezek kijelzésekor a kiilonbdz6 érté-
keket egyformara kerekitve jelenitette meg!

222224 444446

d) Irassuk ki a géppel az A, - B, = 333335 ~ 666667

kilonbséget!

A meglepé eredmény: %%%%%g = ggggg? = —9.0000000E-12. (Ez a normélalakban kiirt szam -9 - 107>t jeldl,

azaz értéke tizedes tort alakban —0,000000000009.) A gépiink szerint tehat A, < B, (bdr a két tort esetén a kijelzett
érték megegyezett).

_ 2222224 _ 4444446
6 3333335 6666667

e) Irassuk ki a géppel az A, — B kilonbséget!

Eredmény: 0.000000000.

Egyes gépek egyszertien 0-t frnak ki.
S a tovabbiakban maraz A, — B, A, — B, stb. kiilonbségek is O-t adnak eredménydil.
Vajon ez azt jelenti, hogy bar A, < B,, de A, = B, A, = B, A, = By stb. teljesil?

AZ EREDMENYEK ELEMZESE

A kapott eredmények megmutatjék a szamol6gépek korlatait: segitségiikkel a konkrét feladatban az A, és B, A és
B, stb. tortek nagysagrendi 6sszehasonlitdsat nem tudjuk elvégezni. Vajon magyarazhatjuk Ggy a tapasztalt jelenséget,
hogy a gép altal kijelzett szam — a kerekités miatt — kiilonbozik attél az értéktdl, amit a gép valdjdban a memdridjaban
tarol (vagyis amellyel ténylegesen szamol)?

Kis talzassal Ggy is fogalmazhatunk, hogy gépiink szerint egyszer A, = B,, mésszor pedig A, < B,. Ez nagy baj. Ha
egy gép megbizhatatlan, vagy pontatlanul mtikodik, akkor gyakorlatilag nem hasznalhaté.

Felvetédik egy elvi jelent6ségli kérdés is: ha a gép szamunkra pontatlan (kerekitett) értékeket jelenit meg, hogyan
lehetiink biztosak abban, hogy a meméridjaban pontosan tarolt értékekkel szamol?

Lathat, hogy még a legegyszertibb feladatok szamolégépes megoldasa folyaman is gyakorlati problémakba ttkéz-
hettink. Ezért fontos, hogy ismerjiik ezen problémdk keletkezésének hatterét, kialakulasuk okat; s fontos, hogy — ha sziik-
séges — el tudjuk keriilni ket.

Erdemes tudatositanunk: a szamol6géptink kiszdmithatéan, megbizhatéan és — sajét keretei kozott — pontosan
mUkodik. (Nincs olyan, hogy ,egyszer igy, masszor tigy”.) Nem a gép mUikodése rossz, csak legfeljebb a felhasznalé tu-
désa hianyos.

A fellépé jelenségek (,pontatlansagok”) hétterében a gépi szamabrazolas sajatossagai allnak.
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A GEPI SZAMABRAZOLAS

Minden szamolégép (és minden szamitégép is) szerkezeti konstrukcidja kovetkeztében véges sok helyiértéken,
2-es szamrendszerben térolja a szamokat. Ebbdl kovetkezik a gépi szdmhalmaz néhany kiilonleges tulajdonsaga:

— A 2-es szamrendszerbeli raciondlis szdmok egy specidlis részhalmazarél van szoé.

— A gépi szamhalmaz diszkrét (azaz nem igaz, hogy barmely két szam kozott taldlhat6 egy Gjabb szam).

— Az abrazolt szamok kozott létezik maximalis és minimalis (= 0) abszolGt értéki (jelolésik: Max, Min).

— A Min értéknél kisebb m pozitiv szamot (példaul m = Min/2) a gép mar nem tudja tarolni, szimara ez a szdm zérus:
m = 0. (Ennek a jelenségnek alulcsordulds a neve.)

— A Max értéknél nagyobb M szamot (példaul M = Max + 1) a gép szintén nem tudja tarolni. (A jelenség neve til-
csordulas; felléptekor dltalaban a gép hibajelzéssel ledll.)

— Az alapmdiveletek nem zartak, nem érvényesek a megszokott muveleti szabdlyok [példaul: (Max + 1) — 2 =
# Max + (1 -2)].

Feltétlendl tisztaban kell lenniink azzal, hogy a gép mtikodése kozben a ,szam” fogalma hdaromféleképpen is meg-
jelenik:
1. amire mi gondolunk (példaul v'2);

2. amit a gép tarol (v'2 egy kozelit értéke);
3. amit a gép szdmunkra kiir (a mi zsebszamolégéptink 10 jegyet irt ki, az utolsét kerekitve; ebben az esetben 9 jegy
pontossaggal dolgozik a gép).

Természetes, hogy v'2 véges sok memériahelyen nem tarolhaté pontosan, hiszen irracionalis szam; s ugyanigy ter-
mészetes, hogy 10 jegynél hosszabb szam 10 karakterhelyen pontosan nem jelenitheté meg.

Sajnos azt is meg kell jegyezniink, hogy a forgalomban lévé szamolégépek kozott jelenleg is van olyan, amelyik az
altala tarolt szam utolsé szamjegyét kerekités nélkdl irja ki.

Hangstlyozzuk, hogy a gépi szamabrazolasbol eredé hibak elvi jellegtiek, vagyis nem kiiszobélhetsk ki. Ugyantgy
megjelennek ezek a hibak a tobb értékes jegy kiirasara képes, nagyobb kapacitas és teljesitményti szamit6gépek hasz-
nalatakor is (legfeljebb masok a hibahatarok).

Visszatérve az eredeti problémara: Hogyan tudnank eldénteni A, és B, nagysagrendi viszonyat?

OKOSABBAK VAGYUNK, MINT A SZAMOLOGEPUNK?

A tortek kézos nevezére hozasa utan lathato, hogy az A, = %%%g%%g gggggg; és B, = ggggggg gggg;gg tor-

tek nem lehetnek egyenldk, hiszen szamlal6juk kiilonbozik: A, szamlaloja 8-ra, mig B, szamlaloja 0-ra végzddik. Ha-
sonlot allithatunk a tovabbi A, és B, A, és By stb. tortekrdl is. Altaldnos médszerre lenne sziikségiink, amellyel akar
Ao €5 B, €rtékeit is dsszehasonlithatndnk. A triikk: Gj valtozé bevezetése.

1000 1000
Jeloljik x-szel az 111...1 (1001 darab 1-esbdl all6) szdmot! Ekkor A, = gii %, 1000 = 22((::_- %,

mindkét tortet

_ (2x+2)(6x+ 1)

= L+ Jtlex+ 1) — (x+2)Bx+2)
1000 = (3x+ 2)(6x + 1)’

1000 (6x + 1(3x + 2)
A

bévitve A illetve B A szorzasok elvégzése utan a két szamlalé

_ 2 5
1000 Gx+2)6x+ 1)’ tehat Bmoo > Amoo'

A gondolatmenetiink tetszéleges A, és B, tortek esetén alkalmazhat6 (i > 1 természetes szam).
Tovabbi hasonl6 feladatokat is konnyen ,gyarthatunk”, csak arra kell vigydzni, hogy a kozos nevezére hozas utdn
a két szamldloban megegyezzenek az elséfokd tagok egyiitthatéi.

12x% + 14x + 2, valamint 12x* + 14x + 4 alakd. Ekkor tehat B, —



A SZAMOLOGEPEK SZAMABRAZOLASA

A kitiizott feladatban:

- Az egymashoz kozeli A, és B, értékek kerekités utdn megegyeztek, s ezeket a megegyezé értékeket irta ki a
gépunk.

— A memoridban tarolt A, és B, értékek kiilonboztek, ezt mutatja az A, — B, # O kifrasa.

- Az A, - B, értékre a gép O-t irt ki (és annyit is tarolt el), holott tudjuk, hogy A, # B,. Ennek oka a fent emlitett alul-
csordulds jelensége. A, — B, < Min; a legkisebb, pozitiv abszolat értékd, a gép altal még abrézolni tudott Min szdmndl
kisebb szamot a gép 0-nak tekintette.

— A tdlcsordulds jelenségével az igen nagy szamlaléji és nevezdji tortek kifratasakor taldlkozhatunk. (Példaul A,
szamldlojanak taroldsakor a szamolégép hibat jelez.)

Jelenleg a 10 pontos szdmjeggyel dolgozé tudomanyos zsebszamologépek a legfejlettebbek a magyar piacon. Ezek
A,—B,=-9.E-14,A - B =-1.E-15,A, - B, = 0, A, - B, = O sth. értékeket rjak ki. Vagyis a targyalt probléma ezek-
nél is fellép, csak legfeljebb késébb, a 6-0s helyett a 8-as indextd| kezdédéen.

Tanulsagok:

1. A gép hatékony segédeszkoz lehet, de nem mindenhat6: vannak korlatai.

2. A gép hasznalata kézben fontos ismerntink géptink korlatait is; csak ekkor alkalmazhatjuk meg-
bizhatéan.

3. A feladatmegoldas folyamataban nem nélkiilozhetjiik a matematikai gondolkoddsmédot, és ezt a
géptink sem pétolhatja. - B

Fogalmak
alulcsordulas;
tdlcsordulas;
véletlenszamok.

FELADATOK
Melyik nagyobb, A, vagy B,, ha A, = % és B, = ;;;g’;’l ?
Hasonlitsuk dssze a megfelel6 A, és B, A, ésB_, ..., A, €s B, ., értékeket is!

m Gépuink szerint ; = .142857143. irassuk ki a .142857143 — ; értéket! Milyen eredményt ka-

punk, s ezt hogyan magyarazhatjuk?

PN 2l /Anna gépének kijelzdjén a 333333333 érték szerepel. Ezt szorozza 3-mal, mire a gép valaszul
kifrja az 1-et. Anna ezutdn beirja a .333333333 szamot, s ezt Gjfent 3-mal szorozza. Most viszont
eredményiil a .999999999 szdmot kapja. Hogy lehetséges ez? A gép rossz, vagy Anna egy biivész-
mutatvanyat lattuk?

26. SZAMITASOK PONTOSSAGA

A KEREKITESI SZABALY

Emlitettiik kordbban, hogy ha a kdzonséges torteket tizedes tort alakba irjuk at, akkor gyakran csak ko-

zelité pontossagt eredményeket kapunk. Példaul % = 1,428571 végtelen szakaszos tizedes tort. Ezt a

szamot tehat véges sok helyiértéken csak kerekitve tudjuk megadni. Az altalanos iskolaban megtanultuk a
kerekitési szabalyokat is. A tort értéke

— egészekre kerekitve: g ~1; — szazadokra kerekitve: % ~1,43;
— tizedekre kerekitve: % ~1,4; — ezredekre kerekitve: g ~ 1,429

és igy tovabb. 117
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/A kor ker[’ile/tér]ek és atmérdjének a hér}yadf)sa irracionalis y kozelits értéke |y lehetséges értéke
szam, kozelit6 értéke = ~ 3,141592654. Altaldban felesleges
- ) o P ) 1 05<y<1,5
ennyi tizedesjegyet ,magunkkal cipelntink”, a szamitasok soran
megelégsziink a 7 két vagy négy tizedesjegyre kerekitett értéké- 2,3 2,25<y <235
vel: # ~ 3,14, & ~ 3,1416. 4,56 4,555 <y < 4,565
Az x = 2,9796 szam egészekre, tizedekre, szazadokra és ez-
"y TN ! ! 7,0 6,95 <y < 7,05
redekre kerekitett értékei rendre x ~ 3; x = 3,0; x ~ 2,98; y
X ~ 2,980. 7,00 6,995 <y < 7,005
Jegyezziik meg, hogy a kerekités soran tgyelni kell az egyes 7,000 6,9995 <y < 7,000
helyiértékek kozotti atvitelre. A kerekitési szabaly eljarasa 8,90 8,895 =y < 8,905
ugyanis a kovetkezd: a kozelit érték utolsod szamjegyét 8,900 8,8995 <y < 8,9005

— valtozatlanul hagyjuk, ha az ettSl jobbra esd, szomszédos
helyiértéken 1évé szamjegy 5-nél kisebb;

— 1-gyel noveljiik, ha az ettél jobbra es6, szomszédos helyiértéken lévé szamjegy 5-nél nem kisebb.

Ez utébbi novelés a 9 szamjegy esetén a megel6z6 helyiértékekre is hatdssal van. Példaul 6,798 szaza-
dokra kerekitve = 6,80; 6,998 szdzadokra kerekitve = 7,00.

Forditva is eljarhatunk. A tablazatban az y szam kozelité (kerekitett) értékeibdl kovetkeztetiink a valds
értékére.
A zsebszamologépek elterjedésével a legtobb szamolasi feladatban taldlkozunk a kerekités probléméja-

val. Példaul a 7 = 12 tort értéke géptink szerint 19 1,117647059. Tudjuk, hogy a gép az utolso, 10.

17 17
szamjegyet kerekitve frja ki, igy biztosan csak annyit allithatunk, hogy 1,1176470585 <z < 1,1176470595.
(A pontos értékz = 19:17 = 1,1176470588235294 )

Sajnos, ritkan, de eléfordul, hogy a zsebszamolégép az éltala tarolt szam utolsé szamjegyét kerekités nél-
kil irja ki.

GYAKORLATI FELADATOK

A jelenlegi matematika-tananyagban a korabbinal nagyobb hangstillyal szerepelnek a valés helyzeten ala-
puld, életkozeli feladatok.

A gyakorlatban a pontos adatok helyett gyakran azok kézelité értékeivel dolgozunk.

Ennek tobb oka is lehet:

— az adatokat konnyebben megjegyezhetjik;

— az adatok Osszehasonlitasara, hozzavetéleges jellemzésére a kozelits értékek is elegendéek;

— a szamolasi feladatokban faradsagos a felesleges szamjegyek ,cipelése”;

— végll moédszertani szempontbdl fontosabb lehet egy feladat elvi megoldédsa, mint hogy az aprélékos,
végletekig preciz szimolassal sok id6t toltstink.

Példak

1. Magyarorszag terilete kb. 93 ezer km?. A pontos 93 036 km? értéket kevesen tudjak ,fejbdl”, s nincs
is ra szlikség: a lexikonokban megtalalhato.

2. Hany cm annak a kornek a sugara, melynek 12,5 cm a kerlete?
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Megoldas
12,5

2.2rr =125 innenr = — _— = 1,99 (cm). Itta = ~ 3,14 értékkel szamoltunk, a pontosabb kozelité

értékre nem volt sziikség. (Ha az elérhetd legpontosabb 7 értékkel dolgozunk, a kapott eredmény
r~1,989436789 cm, ami két tizedesjegyre kerekitve megegyezik az dltalunk szamolttal. Lathat6, hogy a ko-
zelit6 értékek hasznalata gyakran felesleges munkdtol 6v meg minket.)

Mikor sziikséges a kozelit6é adatok hasznalata?
Példak

1. Az adatokat nem szdmithatjuk ki pontosan. (Példaul v/2 irracionalis szam, s igy alakja végtelen, nem
szakaszos tizedes tort.)

2. A méréeszkozeinkkel nem dllapithatunk meg pontos értéket. (Ha a mm beosztast vonalzéval egy
szakasz x hosszét 2,7 cm-nek mérjiik, akkor csak abban lehettink biztosak, hogy 2,65 cm <x < 2,75 cm.)

3. Ugyanarra az adatra tobb mérési eredményiink van. (Ha egy osztdly tanul6i cm pontossaggal megmé-
rik a tanterem szélességét, tobb kilonb6zé eredményt kapnak. Ekkor — valamilyen médszer szerint — az ered-
ményeket atlagolni kell.)

A 2. példaval kapcsolatban jegyezziik meg: a gyakorlatban a mérések eredménye soha nem egy szam,
hanem mindig egy szdmkéz, s ezt az intervallumot kettds egyenldtlenséggel jellemezhetjik.

Mikor ne alkalmazzunk kozelit6 értékeket?

Vannak olyan feladatok, amelyek eredménye pontos, vagy a hagyomanyos értelemben nem kerekit-
het6 szam. Ha példaul egy adott arumennyiség elszallitasahoz sztikséges teherautok szamat hatarozzuk
meg, akkor az eredménydl kapott 13,28 teherautét nem kerekithetjiik 13,3-re (nincs 0,3 teherautd), sem
13-ra (hiszen a széllitashoz legaldbb 14 auté kell). Forditott a helyzet akkor, ha példaul egy lift teherbiré ké-
pességét szamitjuk ki. Az eredményiil kapott 6,6 embert 7-re kerekiteni stlyos hiba volna: a lift teherbirasa
6 ember.

Szigordan tilos a kerekitett érték tovdbbi kerekitése. Ha egy x mennyiség mért értéke x, = 3,448, akkor
3,4475 < x, < 3,4485. A szazadokra kerekitett érték x, =~ 3,45, vagyis ekkor 3,445 <x, < 3,455. (Ez ma-
tematikailag helyes eljards, a tényleges x érték benne van a kozrefogé intervallumban. Persze az interval-
lum hosszabb, azaz a szam pontatlanabb lett.) Ha most x, értékét — helytelenil — tovabb kerekitjiik tizedekre,
akkor x, =~ 3,5, s ez hibas eredményre vezet: a 3,45 <x, < 3,55 intervallumban mar nincs benne x,. (Ha x,
értékét tovabb kerekitjiik egészekre, akkor x, ~ 4, azaz 3,5 <x, < 4,5, a hiba még nagyobb lesz.)

MEKKORA A GYAKORIATBAN (VAGY EGY-EGY KONKRET
FELADATBAN) A SZUKSEGES PONTOSSAG?

Erre vonatkozéan nincs egységes el6iras. Altalaban azt mondhatjuk, hogy olyan pontossaggal dolgozzunk,
amit ,az adatok igényelnek”, és ,a kapott eredmény redlis legyen”.

Az alabbiakban példak segitségével néhany fogddzét sorolunk fel.
1. Segithet a feladat szovegezése, a kézolt adatok pontossaganak a vizsgalata.

,Egy egyenl6 szar( hdaromszog alapjaa = 10,2 m, szarai b = ¢ = 12,3 m hossztak. Mekkora a harom-

szOg alapjahoz tartozé magassaga?”
o o [ 119
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Ebben a példaban nyilvan a magassagot is elegendé dm pontossaggal megadni. (Nyomatékositja az igé-
nyelt pontossagot, ha példaul b = 12,0 m.)

2. Talalhatunk konkrét utalasokat a kozelité értékekre.

,Egy véros lakossaga 110 ezer f6.” A 110 000 alak helyett alkalmazott forma arra utal, hogy a lakossag
szamat ezresekre kerekitették. (Természetesen értelmetlen olyan kérdést feltenni, hogy mennyi lett ezen
varos lakossaga, ha egy frissen épult 6tlakasos tarsashézba 12 Gj laké koltozott be.)

Hasonlé utalasok lehetnek: ,egy foldtertlet nagysaga kb. 20 hektar”; ,a csomag tartalma 40 dkg + 3 dkg”
és igy tovabb.

3. Tamaszkodhatunk a gyakorlatban alkalmazott mértékegységekre.

Nem vésarolunk kenyeret grammokban mérve; egy hdztartasban a f(itéshez sziikséges éves tlizel6anyag
mennyiségét nem kg-ban szamoljdk, hanem mazsaban; egy hosszi séta idétartamat sem masodpercekben
becstljik meg.

4. Fontos a ,j6zan ész”, a realitasérzék.

,Milyen magas a hegy?”-tipust kérdésre az ,1143,32 m” vélasz, a centiméteres pontossag komikusan
hat. (Egy sétalé turista a hegy cstcsara elhelyez egy 5 cm-es kavicsot, s a hegy magassaga maris megvalto-
zik?)

5. Elemezhetjiik a feladatban felallitott modellt.

Fontos tudnunk, hogy a legtobb életkozeli feladat a val6sag modellezése, s ezért — természetesen — sza-
mitasaink sosem lehetnek abszolit pontosak. Ez persze nem baj, ha a kapott eredmény az elfogadhaténak
tartott hibahataron beliil van.

,Adott foldtertiletet egy traktor 30 6ra alatt szant fel. Mennyi ideig

tartana a szantas 17 traktornak?” Eredmény: 30 1,764705882 6ra,

17

amit nyilvan kerekitentink kell. Az 1,76 6ra, vagy még inkabb az
1,8 6ra a redlis, a modell természetének megfelel$ valasz. Azonban
tudjuk, hogy 17 traktorral nem lehet Ggy szervezni a munkat, hogy
azok egymassal parhuzamosan dolgozzanak, hiszen egyszerre nem fér-
nek hozza a foldterilethez. Tehat a kapott eredmény csak azzal az
egyszerUsits feltevéssel helyes, hogy ,mindegyik traktor az adott ideig
folyamatosan dolgozik”, s igy is csak kozelité pontossag.

6. Elsfordulhat, hogy a feladat szovegezése ,pontos érték” meghatarozasat kéri; vagy hangsilyozza,
hogy az eredményt ,kozelit$ értékek (azaz szamologép vagy fliggvénytablazat) alkalmazasa nélkal” allapit-
suk meg. Ekkor altalaban matematikai médszereket alkalmazunk, egyszer(sitjik a kifejezéseket, vagy a ke-
resett mennyiségeket nem tizedes tort alakban adjuk meg. Példaul:

2.7 26,49 _75 rték: mie két tizedesi molva 2 ~ 029 L ~
Z+43 =91 T 91 = g7 Pontos érték; mig két tizedesjeggyel szamolva > ~0,29, {3 0,54,
innen % + % ~ 0,83, ami csak kozelits érték. (g—? ~ 0,82; az eltérés a két felfelé kerekitésbdl adodott.)

Egy masik példa: (v2 + 1)(v/2 — 1) = 2,41-0,41 = 0,99 a kerekitett érték; mig a kijelolt szorzasokat
elvégezve pontos eredményként 1-et kapunk.
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A pontos érték megallapitasdnak elvi jelentSsége is lehet. Legyen a feladat egy haromszog o szogének
a meghatarozasa, s ez alapjan annak eldontése, hogy a hdromszog hegyesszogl, tompaszogl vagy derék-
szogli. Ekkor a értékét pontosan kell meghatdroznunk. Tegyiik fel, hogy hosszas szamolds utan a kalkula-
tor az a = 90° értéket irja ki. A kerekitett kijelzés miatt fogalmunk sincs arrél, hogy milyen tipusd a ha-
romszog.

HIBASZAMITAS (Olvasmany)

Mérni pontosan nem lehet. Ennek tobb oka is van, amelyek elemzésére fizika- vagy kémiadran részletesen sor
kertil. Néhdny hibaforrast felsorolunk:

— a mérBeszkozeink sosem tokéletesek;

— szamolni kell a mérést végz6 személy szubjektivitdsaval;

— végiil a nagyon finom méréseknél maga a mérés (eszkozei, folyamata, hatasa) is befolyasolhatja a vizsgalt rend-
szer allapotat, viselkedését.

Ebben a fejezetben a hiba sz6t matematikai értelemben hasznéljuk, azaz valamely mennyiség szamitas Gtjan kapott
és elméleti (pontos) értéke kozotti eltérést jelenti. A hiba sz6 koznapi értelemben mast jelent: hiba = "tévedés’; hibas
megoldds = 'rossz megoldés’.

Minden mérésnek és sok numerikus szamolasnak van tehét hibdja.

Példaul v/2 két tizedesjegyre kerekitett értéke v'2 = 1,41. Mivel a kerekitési szabdly miatt 1,405 < v2 < 1,415,
ekkor megallapithatjuk, hogy a kozelités miatt fellépett hiba kisebb mint 0,005.

Egy masik példdban tegyiik fel, hogy az x és y szakaszok hosszat mm-es pontossaggal 12,3 cm-nek és 8,4 cm-nek
mértiik. Ekkor a szakaszok pontos (dltalunk ismeretlen) hossza T mm-es intervallumban van, s a mérési hiba is legfel-
jebb T mm lehet: x = 12,3 = 0,05 cm ésy = 8,4 £ 0,05 cm. A két szakasz hosszdnak osszege x + y = 20,7 = 0,1
cm, vagyis most a hiba legfeljebb 2 mm lehet. Lathatjuk, hogy a két mennyiség 6sszeadasakor a hibak is 6sszeadédtak.

Altaldban is igaz, hogy a szdmolésok sorén a hibak tovabbterjednek. (Ennek részleteivel most nem foglalkozunk.)
Eléfordulhat, hogy nagyszamd miveletvégzés utdn olyan méretti a keletkezett hiba, amely az egész eljaras hitelességét,
az eredmény értelmezhetéségét is megkérddjelezi. Ezért az dsszetett szamolasi feladatokban szabélyként fogalmaz-
hatjuk meg, hogy kozelité értékek hasznalata esetén, ha lehetséges, érdemes

— csokkenteni az elvégzend6 miveletek szamét (az egyszertibb alak alkalmazasara fentebb mar mutattunk példat);

— a kozblilsé szamitasokat nagyobb pontossaggal végezni;

— (és néha maga a mérés is nagyobb pontossaggal hajthaté végre).

A hibak csokkentésére egy masik (ritkdn hasznalt) eljaras a véltakozo kerekités alkalmazasa.
Az alabbi tablazatban 6t varos lakossagat, illetve a lakossag egymashoz viszonyitott szazalékos aranyat ttintetttik fel.
(A konnyebb szamolas kedvéért lett ,szép” kerek szam az 6sszlakossag.)

varosok | lakossag kerekitett érték (ezer f6) | szazalék kerekitett szazalék
A 21518 21,5 21,5 22
B 12 603 12,6 12,6 13
C 27 507 27,5 27,5 28
D 18 623 18,6 18,6 19
E 19 749 19,7 19,7 20
Osszesen: 100 000 99,9 99,9 102

A kerekitések miatt az utolsé harom oszlop 6sszesitett adatai pontatlanok. A hasonlé, feltiné ellentmondasok el-
kertilése érdekében ha sokszor kellene ,felfelé” kerekiteni, akkor az adatok egy részét valamilyen stratégia szerint (pl.
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minden masodikat) ,lefelé” kerekitik. (Ezt a médszer ritkdn alkalmazzdk, hiszen ekkor az adatok egy része a hibahata-
ron tdl valik pontatlanna.)

A hibaszamitds egy mésik gyakran haszndlt kifejezése az értékes szamjegyek szima.

Egy kozelit6 szam elsé értékes szamjegyének nevezziik a (balrél szamitott) els6, nullatél kiilonb6z6 szamjegyet. Ha
egy szamnal csak kerekitési hiba van, akkor az utols6 értékes szimjegy megegyezik a tizedes tort utolso kiirt szamje-
gyével. (Ez 0 is lehet!)

Ezzel kapcsolatban azt is fontos tudnunk, hogy nem biztos, hogy az értékes szamjegy egydttal helyes (azaz pontos)
szamjegy is.

Példak:
szam kerekitett érték értékes szamjegyek szama | helyes szamjegyek szama
12,583 12,58 (szdzadokra kerekitve) 4 4
12,586 12,59 4 3
12,996 13,00 4 1
19,996 20,00 4 0
128 216 128 ezer (pl. egy varos lakossaga) 3 3
128 612 129 ezer 3 2
99 823 100 ezer 3 0
szam kerekitett érték értékes szamjegyek szama | helyes szamjegyek szama
5,2341 vagy 5,2337 5,234 4 3 vagy 4
0,0052343 vagy 0,0052337 0,005234 4 3 vagy 4
0,5203401 vagy 0,5203396 0,520340 6 4 vagy 6
52,034003 vagy 52,033996 52,03400 7 4vagy 7
52,30002 vagy 52,29998 52,3000 6 2 vagy 6
V2 1,414 4 4
/9,06 3,010 4 2
V9,62 3,102 4 3

Az utdbbi harom értéket a Négyjegy fiiggvénytdbldzatok c. konyvbdl valasztottuk. A négyjegyi jelzé éppen arra utal,
hogy az adatok 4 értékes szamjegyet tartalmaznak. (De nem feltétlentil 4 helyes jegyet: tobb szamjegyet kiirva

V2 ~1,414213562, /9,06 ~ 3,009983389 és 1/9,62 ~ 3,101612484.)

A jelenlegi szamoldgépek 8-10 szamjegyet irnak ki, ezek mindegyike értékes szamjegy (az utolsé kere-
kitett). A szamolds soran tigyelntink kell a lehetséges hibak nagysagrendjére. Példaul elvileg hibas (helytelen)
az a megoldas, mikor a részeredményekkel 2-3 tizedesjegy pontossaggal szamolunk, majd az eredményt

Fogalmak 8 jegy pontossaggal adjuk meg; ekkor ugyanis az utolsé szamjegyek értéktelenek, kifrasuk félrevezetd.
kerekités;

hiba; A szamol6gép hasznélatakor

kerekitési szabaly; -a szamolas el6tt érdemes egy elézetes nagysagrendi becslést végezni (kb. mekkora a varhaté ered-
atvitel; mény); . . . , , -

kozelits érték; - szmt/én a}szém?lés elétt, dénts[]’k gl, hogy hany tlzedes!egy pontossa,got sz.eretne/nk eIern.|.;

értékes szamjegy; — a szamolas sordn egy-két tartalék jeggyel dolgozzunk (igy a pontossag a hibahatéron beltl marad);

— Osszetett feladatokban, ha lehetséges, matematikai médszerekkel csokkentsiik a miiveletek szamat
(igy kisebb lesz a hiba);

— végil utdlag ellendrizziik a kapott eredmény redlis voltat (hiszen kénnyen el6fordulhat, hogy a jo
gomb vagy billenty(i mellé Gtink).

helyes szamjegy.

-
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Palyakép

Név: David
Lakhely: Budapest
Végzettség: kézgazdasz, valallatfinanszirozas és szamvitel szakiranyon

Jelenlegi beosztas: HR vezet6 (human resources = emberi erdforrés, angol kifejezés)
Milyen tantargyakbol felvételizett, tanult emelt szinten?
matematika, torténelem.

Hellg.

Ddvidnak hivnak. HR vezetéként dolgozom egy nemzetkszi étteremldnc-iizemeltetd cég magyarorszdgi lednyvdllalatdndl.

Az emberi eréforrds menedzsmentben a legnagyobb sziikség a matematikdra a javadalmazds és kompenzdcié teriiletén van, ami
azt a csomagot (bér, bénusz, dijak és juttatdsok) hatdrozza meg, amit a munkavdlallok kapnak. Ez a kedvenc részem a HR sok
terilete kaziil (toborzds, kivdlasztds, kommunikdcié stb.), mert itt a matematika dltal leegyszeriissdnek a dolgok és konnyen
kezelhetévé vdlnak a feladatok.

27. EGY- ES TOBBVALTOZOS ALGEBRAI KIFEJEZESEK,
HELYETTESITESI ERTEK

Matematikaérakon gyakran taldlkozunk az aldbbi kifejezésekkel. Altalaban akkor, ha egy talalt 6sszefiiggést pro-
baltunk meg altalanositva megfogalmazni. A kifejezésekben szerepl6 bettik konkrét szamok helyett szerepelnek.

abc; 100a + 10b + c; kc; 4k + 3; r’nm; 2a + 2b;
] ) wad ) | i
Sy PE e | t | ™| a, + (n-1)d. |

A kifejezésekben szerepl6 bettiket szimoknak, valtoz6knak, ismeretleneknek vagy hatarozatla-
noknak nevezziik, attdl fiiggéen, hogy milyen probléma kapcsan mertiltek fel.

Azt a szamhalmazt, amelynek elemeit helyettesitik a bettik, a kifejezés alaphalmazanak nevezziik.

Az alaphalmaznak azt a részhalmazat, melyekkel a jelolt miveletek elvégezhetdk, a kifejezés értel-
mezési tartomanyanak nevezziik. (Természetesen a részhalmaz nem feltétlendil jel6l valédi részhalmazt.)

Algebrai kifejezésrél akkor beszéltink, ha a bettiket, szamokat az eddig tanult miveletekkel, eset-
leg zardjelek hasznalataval kapcsoljuk ossze.

Példaul az % kifejezést értelmezhetjik a valés szamok halmazan, ez a halmaz az alaphalmaz. A ki-

fejezés értelmezési tartomdnya: a€ R, beR, ceR, reR, r#0.
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Ha egy algebrai kifejezésben a valtozok helyére konkrét szamokat helyettesitiink, majd elvégezzik
a muveleteket, akkor a muiveletsor eredményét a kifejezés helyettesitési értékének tekintjiik.

Példaul az (a — b)*+ (a + b) kifejezés értéke 68, haa = 5ésb =3, de 4, haa=1ésb = 1.

Osztalyozzuk az algebrai kifejezéseket!
Egyik szempont lehet a benntik szereplé kiilonbézd betiik szdma szerint.

Egyvaltozos kifejezés:

Példaul 3a; 17k -3; m;— 1; —37)(; r’m.
ﬂ Kétvaltozés kifejezés:
_ Példdul M- k*% 2@+ by ab; 72— 5r.
K =2-(@+b)
Haromvaltozos kifejezés:
: s r , , ,
: ) Példaul abc; %; a?+b>+c%  (m+ n)=2) + 3k.
= 3 ¢ Hasonl6an értelmezhetiink haromndl tobbvaltozos kifejezéseket is.
V=abc Masik szempont lehet, hogy szerepel-e a kifejezésben tért, avagy nem.
" \d Algebrai egész kifejezésrol akkor beszéltink, ha a kifejezésben nincs tért, mely-
bl ¢ 'X--- ct--=> nek nevezéjében valtozo is szerepel.
x'=a'+c ]
d?= a’+ b+ 2 Példaul 3kl;  4@+b+0? rs-2t); e+f-3g
Fogalmak Algebrai tortkifejezésrél akkor beszélink, ha a kifejezésben szereplé tort ne-
vdltozo; vezdjében szerepel véltozo.
ismeretlen;
hatdrozatlan;
algebrai kifejezés; 2 _ _
ér%elmezési J Példaul é; it b; 47‘3 + bﬁ/ o ' ﬁ; o
t c b [ 4x + 3 y m+n

tartomany;
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FELADATOK

1. K1 Matematikai tanulmanyaink soran hol taldlkoztunk a fejezet elején szereplé algebrai kifejezé-
sekkel? Mit hatdrozhatnak meg ezek a kifejezések? A betlik mely szdmhalmaz elemeit helyette-
sithetik?

2 Ertelmezziik a kifejezéseket a valés szamok lehet6 legb6vebb halmazan! Adjuk meg a kifejezé-
sek értelmezési tartomanyat!

a
—

_ 3. ax . S. . _fym
a) @-b+cp; b)(b—2)(b+3)/ o3 d3k+1; -
3. K1 Szamitsuk ki a kifejezések helyettesitési értékét! Mely szamok nem tartoznak az értelmezési tar-
tomanyba?
22
a) a—b? haa = 15,b = 14; b)ﬂ%yy),haxz2007,y:7002.
4. K1 irjunk fel egy-egy algebrai kifejezést a szévegnek megfeleléen!

a) Havonta c Ft jovedelembdl mennyi marad meg év végén, ha havi kiadasom k Ft?
b) Az n szam 7-tel osztva 5-6t ad maradékul.

¢) Az f szamndl 15-tel kisebb szam négyzetének harmada.

d) A p és q szamok 6sszegének reciproka.

e) Ar éss szamok reciprokanak osszege.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény I.: 624-627; 629.

28. EGYNEMU KIFEJEZESEK SZORZASA,
OSSZEVONASA, POLINOMOK

A tovabbiakban a kifejezéseket a valés szamok halmazan értelmezziik, csak akkor jeloljik kulon az ér-
telmezési tartomanyt, ha etté| eltérd.

Tekintstk a kovetkez két egytagu kifejezést: 3xy; —2xy’z.
Szorozzuk 6ssze az egytagl kifejezéseket!

(3xy) * (=2xy*z)

Mivel a muiveletsorban csak szorzasok (a hatvanyok is azok) szerepelnek, ezért az azonos bettiket és a
konstans szamokat Gsszeszorozva a szorzat:

(Bxy) - (=2xy?z) = (=2 - 3)(x - )y - y?) - z = —6x%y’z.
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(%abc)~(— a’c’d) = —%a“b@d; (0,1fg) - (0,2ag? - (10f°gh) = 0,2f°g*ah.

0,5p%q") - 2pq°) = p°q%

Egytagu kifejezések szorzasa esetén a tényezéket a legcélszerlibb csoportositds utan 6sszeszoroz-
zuk. Figyeljiink a hatvdnyozds azonossgainak megfelel6 haszndlatara!

Figyeljik meg az aldbbi egytagl algebrai kifejezéseket!

. . 2ba. . asb .
3ab; -8ab; = ab; -5 —ab.

Ezek a kifejezések csak egy konkrét, szam szorzétényezében kilonboznek egymastdl, a ,betlis ténye-
z6k” (ab) megegyeznek. A szamokat az (ab) kifejezés egyiitthat6inak nevezziik.

3ab = 3 - (ab); egyitthato: 3. ab =1 - (ab); egyutthato: 1.
—-8ab = -8 - (ab); egyiitthat6: -8. = % =— g -(ab); egyiitthato: _%_
% = %(ab); egy[]tthaté:% . -ab = —(1) - (ab); egyiitthatd: —1.

Két egytagii algebrai egész kifejezést egynemiinek neveziink, ha legfeljebb egytthatéjukban kii-
[6nboznek egymastol.

Tehat az el6z6 kifejezések mind egynem(iek egymassal.

A 3xy? és az 5x%y nem egynemdi kifejezések, mert a benne szerepld, bettikbdl allé szorzatok nem pon-
tosan ugyanazok (x - y -y, illetve x - x - y).

A— 5?# ésa— 5?# kifejezések nem egynemdiek, de egyttthatoik megegyeznek.

6. példa
4
Az 5,3x, a 4x? és az % nem egynem(i kifejezések, az egyiitthatok is kiilonbozék. Az egyiitthatok rendre:

2
5,35 Ak
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28. EGYNEMU KIFEJEZESEK SZORZASA, OSSZEVONASA, POLINOMOK

A kovetkez példakban tébbtagl kifejezéseket latunk, amelyekben a tagok egynemdiek. Ezeket a tobb-
tagu kifejezéseket rovidebb alakban Ggy irhatjuk, ha 6sszevonjuk az egynem( kifejezéseket.

7. példa Fogalmak

egynem( algebrai

ife
8 — 5X + 3,2x — 6x = 0,2%; egydtfdifgs'
28> a’ 5a’ _ 4a’—a’+ 15a° _ 18a’ 3 polinSiy
_—— 4 == = = 3& P
3 6 2 6 6 !
2
0,8p*q+ %— 1,9p*q =—0,6p*q.

A tobbtagli algebrai egész kifejezéseket polinomoknak ne-
vezziik. (polinom = tobbtagu)

Polinomokat gy irhatunk rovidebb alakban, ha az egy-
nem( kifejezéseket 6sszevonjuk.

8. példa

3x=5x +0,2x + 8 = -1,8x + §;
5xy + x* = 7yx + 3,5x* + 0,75xy = 4,5x* — 1,25xy;
3a’b + 8b%a — 10 + 3ba%?—9ab? + 7 — 5a’b = a’b — ab? - 3.

FELADATOK

1. K1 Melyek az egynem(i kifejezések a kovetkezé egytagt kifejezések kozott?

a) —2ab?; 3,2ab; %azb; 17ab; 9a’b; -7ab; iabz; —5a2b.

" 13
2 2 _ 2
b) 3x%yz; —4xy’z; 5,3xyz; 2/4§Z . 72 X’yz; (%) ‘xyz*; —15x%z; 3xyz; x3yz ;
5xy?z; —3,6xy%z.
2. K1 Valasszuk ki az aldbbi kifejezések kozil az egytagtiakat! Hatdrozzuk meg az egytagt kifejezések

egyltthatojat!
a) 2a+b; —5¢% 0,6x-x; —%er; a’— b
b) 3a’+ b - b; 1Toxcyy; —X’+y; —Xyxy; 5xy.

¢) ab+ c; eT'f; 2a+ 2b; 3xxb+ c?; —3ab’c.
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Végezziik el az alabbi egytagl kifejezések szorzasat!

K1 a) x* - x> K2 g (-5bc?) - (+4b%c);
K1 b) 527 - 2a%; k2 h) 21yt 132,00,
a’ - 2a?; R AR e S
5., 5.4, S o6 .4 (5 3.
K1 C)§y 3y%; K2 ) —2a" 6a ( 24a),
K1 d) %xggxo; K2 j) 4d%’-(— 8e*d");
K2 ) (-4x) - (-7x9(3x%Y); K2 k) (= 5¢) (- 2x007);
K2 0 (6ah) - (~3a°h"); K2 ) (x2"”)»(—%x””).
m Végezziik el az 6sszevonasokat a kovetkezé kifejezésekben!
a) 5x —4x — 9x; e) 1,4x%z - 3,6x°z + 5,7x%*z — (-6,4x°2);
b) 6a — (-12a) + 21a - 7a; f) 15abaa — 17a’b — 5a%ab + 21ba3;
o 11y* — (=5y%) — 25y% g 5a’b* + 7b%a® — 4a*b’a + 3ab’a’? + 175ba%ab.

d) 8xy — 5xy + 12xy;

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgylijtemény I.: 630-635.
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29. POLINOMOK FOKSZAMA, EGYENLOSEGE,
ZERUSHELYE

Egyvaltozé6s polinom fokszama a legmagasabb foku tagjanak fokszamaval egyezik meg.

Els6fokid polinomok példaul: 3x; 5a—7; %b +1; 7p—4) + 2
2
Mésodfokd polinomok példaul:  6x> — 2x + 5; p +p% %.
Otodfokd polinomok példaul: > + 3y —107;  p + p2 + p* - p°.
Megjegyzés
Az
ax"+ta x'+a X2+ ...+ax+tax tax+a,
polinomot, ahol n € N* és minden egyiitthato (a, (i = 0; 1; 2; 3; ...; n)) val6s szam, a, # 0, x valtozéja, n-edfokd po-

linomnak nevezziik.

Néha indokolt, hogy az egyitthatokra megszoritast tegytink, példaul egész egyutthatos, egyvaltozds polinom alta-
lanos alakja megegyezik az el6z6 polinommal, ha minden a; € Z teljesdil.

Tobbvaltozos, egytagi kifejezés fokszama a benne szerepld hatarozatlanok hatvanykitevéinek 6sz-

szegével egyezik meg.

Masodfokd kifejezések példaul:  mn; 5§y; —%-%, 5,06pqg.
2

Harmadfoku kifejezések példaul: abc; ;xzy; — % ~ qj

Hatodfokd kifejezések példaul:  a*b?; — 8xy’z’; 4,3p-6q-r'.

Tobbvaltozos, tobbtagi polinom fokszama a legmagasabb foki tag fokszaméval egyezik meg.

3. példa
3a—4b +c-2
4xy + 6x —y +2
0,7p—q*+ 3pqg +r
k* = 3k3* + 1

Elséfokd, haromvaltozés polinom.
Mésodfokd, kétvaltozés polinom.
Mésodfokd, hdromvaltozés polinom.
Hetedfokd, kétvéltozds polinom.
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Definici6
Polinomok egyenlésége

Két polinomot akkor tekintiink egyenlének, ha barmely valés szamot behelyettesitve a két polinom
értéke egyenld.

Ez a definicié nehézkesen alkalmazhat6 szamunkra, hiszen végtelen sok helyen szdmolnunk kellene a
helyettesitési értékeket, igy keressiink olyan meghatarozast, mely nem ennyire preciz, de a Iényeget nem
befolyasolja.

Két polinom egyenl&ségét példaul gy donthetjik el, hogy a benniik szerepl6 tagokat a fokszamuk sze-
rint csokkend vagy novekvo rendezett alakban irjuk. Ha ekkor a tagokat sorban 6sszehasonlitva azok rendre
megegyeznek, akkor a két polinom egyenl6.

Megjegyzés

Polinomok egyenldségét néhany helyen = jellel jelolik. (A = jel azonosan egyenlét jelent.)

Egyenl6 polinomok példaul:

3+ x3-2x2 + 1 és 2x2 + x3 + 1 + 3x5%
p-pqg+q’ é  ¢’—pq+p.

Nem egyenld polinomok példaul:

Yo+ yo—2y? + 1 és Ye=2yt +y+1;
pgr—r>+p és p*qr—r* + p.

Az egyvaltozés polinomokat rovidebben is jelolhetjuk: egy kisbetli utan zaréjelben tintetjik fel a
valtozo betdijelét.

pla)=a*+a-8; k(x) = 4x” = 5x + x> —x + 9.

Definicio
Azt a valés szamot, amely esetén a polinom helyettesitési értéke 0, a polinom zérushelyének ne-
vezziik.

A p(x) = 5x — 8 polinomnak van zérushelye, az x = %, ekkor p(%) = 0.

A k(p) = p* - 6p + 5 polinomnak zérushelye a p = 5, mert k(5) = 52— 6 - 5 + 5 = 0. A polinomnak
nem csak egy zérushelye van, mivel k(1) = 12— 6 -1 + 5 = 0, ezérta p = 1 is zérushelye.
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Megjegyzés
Bizonyithato, hogy egy egyvéltozds, n-edfokd polinomnak legfeljebb n valés zérushelye van. Fogalmak ]
A polinom nagyon fontos algebrai fogalom, az el6z8ekben tortént bevezetése soran az érthetéségre, p?lmom fokszama;
a fogalmak pontos kialakitdsara helyeztiik a hangsalyt. zérushely.
A polinomok eddiginél igényesebb targyalasa a felsébb évfolyamokon folytatédik, egyes fogalmakat A
precizebben, mas médon definidlunk majd.
FELADATOK
1. K1 Hatdrozzuk meg a polinomok fokszamat!
1 4x°
a) Za; b) 5 o 14a° + 7a* —a; d) p’q* + 3p° - 4q>.
2. K1 Keressiik meg a polinomok zérushelyeit!
a) ax) = 4 - 3x; b) b(x):%x; ) clx) = x> —1.
Hatarozzuk meg az alabbi polinomokban a hidnyzé6 egyutthatékat gy, hogy a két polinom
egyenld legyen!
a) x2+ 3x-5=3x-5-ax? a= ;
b)-3x*+6x-4x+T=6x-ax*+bx*-4x+1, a= ; b=
4. K2 Szamitsuk ki az alabbi polinomok helyettesitési értékét a megadott helyeken!
a) (5x% = 3y%) + [ (x* = 2xy + y?) + (5x* = Sxy + 2%) ; x=1 y=2.
1 2 5 1 1 1
b) (— szyz— Xy + gx2y2+ 2)— (xzyz— §x2y2+ 775~ 4); x=-4; y=5.
Dontstiik el, hogy az aldbbi polinomoknak a megadott szamok koziil melyik zérushelye!
a) px) = x> = 5x + 6; x=0;, 2, 4, 3;
b) p(x) = 2x> + 6x* — 6x — 6; x=-3;, -1, 0, 1, 2;
o pk) =x—2x-3-(2x—-4x*> + 13); x=0;, 2, =2; 3; -4

6. K1 Tekintstik a p(x) = x* + x* + 2x*> + x + 20 polinomot.
Igaz-e a kovetkezd dllitas? A p(x) polinom barmely pozitiv valés szamra pozitiv értéket vesz fel.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I.: 630-635.

Rejtvény

Egy szérakoztaté magazinban taldltuk a kovetkezd (tiz) feladatot.

Adott 10 darab 2-es szamjegy. Kozéjuk kell befrni a négy alapmdivelet jelét, illetve — ha sziikséges — a megfelelé
zardjeleket Ggy, hogy rendre megkapjuk az 1, 2, 3, ..., 10 Osszeget.

Egy példa: 2- 2 +2):2) +2-(2-2) +2-2 + 2 = 10.

(A feladat nehezithetd, ha az osztas legfeljebb csak egyszer hasznélhato.)

(A rejtvény megolddsa a 137. oldalon taldlhaté. Megprobélkozhatsz a tébbi 3, 4, ..., 9 szdmjegyes eldallitdsokkal
is, az 1-10 dsszegek mindegyikkel elGallithatok. A 2 mellett megadjuk még az 5-6s6k és 6-osok egy-egy 1-10-es meg-
oldésat is.)

-
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30. MUVELETEK POLINOMOKKAL

Polinom: tobbtagl algebrai egész kifejezés.

A polinomok és a szamok kozott sok hasonl6sag van. Polinomok kozott is értelmezhetiink muveleteket,
ezeket a valés szamoknal megszokott médon, a tanult miiveleti szabélyok betartasaval végezhetjik el.

Egyvaltozos polinomok kozott is értelmezhetd a maradékos osztés, a legnagyobb kozos oszté, a legki-
sebb kozos tobbszoros stb.

El6szor a polinomok 6sszeadasaval, kivonasaval, szorzasaval ismerkediink meg.

Polinomok 6sszevonasa
p(x) = 3x* = 5x + 7; gx) = 4x* = 5x* + 3x + 2.

o =
pXx) + gx) = Bx2=5x + 7) + (4x3 =5x2 + 3x + 2) = 4 - 2x* - 2x + 9.
L e

px) —qgx) = (x> =5x + 7) — (4x> = 5x* + 3x + 2) = —4x> + 8x? — 8x + 5.

Mint lathato, a tanult mUiveletvégzések alapjan, a polinomok 6sszevonasa a benntk szereplé egy-
nem( kifejezések 6sszevondsdt jelenti.

Tobbtagl polinomok szorzdsa esetén a valés szamoknal haszndlt disztributiv tulajdonségot alkalmazzuk.

Emlékeztetd
A szorzés, az osztas disztributiv az dsszeaddsra és a kivondsra nézve (disztributivitds, latin: szétva-
lasztds), azaz: a- (b £c¢) = ab * ac.
btc):a=b:atc:a.

Példak
A~ X\
4-5+17)=4-5+4-17 /=20 + 68 = 88/;
10-(8,7-5,24)=10-8,7-10-5,24 /=87 52,4 = 34,6/;
r— o\

(g_l)i_g.i_l.ﬂ =8 _1_5_1,
3745735 7% =155~ 153"
~ x

3@+%—;ﬂ=34+3%—325 /=12 +5-75 =95/

(12+21):3=12:3+21:3=4+7=11.
N

Tobbtagi osszegek esetén:
4+7(5-2)=4-5-4-2+7-5-7-2=20-8+ 35-14 = 33.

(Fontos: figyeljiink a részletszorzatok el6jelére!)



30. MUVELETEK POLINOMOKKAL

Polinomok szorzasa

Polinomok esetén hasonléan dolgozhatunk. Célszerli a végén a szorzatot rendezni a tagok fokszama
szerint a kdnnyebb attekinthet6ség kedvéért.

(Tanuléktol gyakran halljuk: ,Polinomot polinommal Ggy szorzunk, hogy az egyik polinom minden tagjat
megszorozzuk a masik polinom minden tagjaval.” Ugy gondoljuk, ez elég iigyesen fogalmazza meg a lényeget.)

2. példa

ax) =2x + 1; bx) = 5—4x.
——
alx) - bx) = 2x + 1)(5—-4x) = 10x —8x2 + 5 —4x = —-8x2 + 6x + 5.

3. példa
A~ N\
(2x +4)5=x3—x) = 10x — 2x* — 2x* + 20 — 4x3 — 4x = =2x* — 4x3 -2x* + 6x + 20;
N A
(@-b)b—-a) =ab-a2-b> + ab? = -b*> + ab? + ab — a%

4. példa

Legyen r(x) = 3x* = 2x + 8 és s(x) = x> + 7x!
Adjuk mega g(x) = 2 - r(x) = 5 - s(x) polinomot!

Megoldas

2r(x) = 6x2 —4x + 16.
—5s(x) = =5x% — 35x.

gix) = (6x*> — 4x + 16) + (=5x> = 35x) = x> = 39x + 16. Fogalom

disztributivitas.

5. példa

Hatdrozzuk meg a (p(x))? polinomot, ha p(x) = 5x* — 4x! e e

Megoldas

(PX)? = px) - px) = (5x> — 4x)(5x> — 4x) = 25x6 — 20x* — 20x* + 16x> = 25x° — 40x* + 16x7.

FELADATOK

1. K1 Végezziik el a kévetkez6 6sszevondsokat!
a) 32a—(17a + 22b); b) 12x — (8y + 5x); ¢) (23a + 45b) — (18a — 7b); d) (9a* — 5a) — (11a’ — 7a).

Bontsuk fel a zardjelet, és végezziik el a lehetséges 6sszevonasokat!

K1 a) (1,1xy —2x% + 7,5xy?) — (1,8xxy — 5,7y’ + 2,5xy);

K1 b) 3a°b — 13b?%) — (7a’b + 6b?);

K1 ¢ (2xy =31xz — 23yz) — (7yz — 16xy + 12x2);

K2 d) (4r*s + 8rs> — 13rs) + (3r’s — 6sr?) — (=7sr + 5r’s — 11rs?);

K1 e (8x —3y) — 5(4x - 3y) + 2(3y — 7x);

K2 ) 3x3—2x2 4+ 4x—-3) + 2(-3x> + 5x2—=9x + 7) = 3(2x> = 5x% + 8x - 1).

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgylijtemény I.: 634-644; 649-652. 133
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I1l. ALGEBRA

31. NEHANY NEVEZETES SZORZAT

Polinomot polinommal mar tudunk szorozni. Néhany specidlis polinom szorzata olyan egyszert alakg,
hogy ezeket célszerli megtanulni ahelyett, hogy mindig elvégeznénk a szorzésokat.

Két tag osszegének négyzete: (a + b)> = (@ + b)@ + b) = a> + ab + ab + b? = a*> + 2ab + b
Rendezve: (a + b)2 = a2 + 2ab + b2

Megfogalmazva:

Két tag 6sszegének a négyzete olyan hdromtagu Gsszeg, melynek tagjai:
— az elsé tag négyzete;

— az elsé és masodik tag szorzatanak kétszerese,

— a masodik tag négyzete.

Az (a + b)? (haa > b > 0) tekinthetd egy (a + b) oldalhosszisagi négy-

a b
: zet tertletének. Az azonossagot szemlélteti a kovetkezd abra.
a a’ i ab |a
i (@ + b)? =a%+ 2ab + b2
b ab 1 b b
a b

x + 7)* = x* + 14x + 49, mert — az elsd tag négyzete: x*;
— az elsé és masodik tag szorzatdnak kétszerese: 14x;
— amdsodik tag négyzete: 49.

(2x + 8)? = 4x*> + 32x + 64, mert

az elsé tag négyzete: 4x?;
— az elsé és masodik tag szorzatdnak kétszerese: 32x;
— amdsodik tag négyzete: 64.

a) (@ + 10)> = a> + 20a + 100; ¢) (2c + 5d)? = 4¢? + 20cd + 25d%;
b) 2b + 6)> = 4b* + 24b + 36; d) (8x + 7y)? = 64x* + 112xy + 49y2.
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31. NEHANY NEVEZETES SZORZAT

Két tag kiilonbségének négyzete: (a — b)> = (a—b)@a—b) = a?—ab —ab + b* = a? - 2ab + b%.
Rendezve: (a — b)? = a’ — 2ab + b°.

Az (a — b)* (haa > b > 0) tekinthetd egy (a — b) oldalhosz- a-b b
szUsagl négyzet teriletének. Az azonossagot szemlélteti a ko-
vetkez6 dbra. @—b)b
a-b (a—b)* _ |a-b
a ab-b’
(@-bP=a’-2ab+b% | | | |
b (a = b)b = i bl b
=ab-b" !
a-b b
a
4. példa
(x—7)? =x>-14x + 49; (2b — 6)? = 4b? — 24b + 36;
(2x — 8)? = 4x2 — 32x + 64; (2c — 5d)* = 4¢? - 20cd + 25d?;
(a-10)2 = a?-20a + 100; (8x = 7y)> = 64x> — 112xy + 49y

Két tag 0sszegének és kiilonbségének szorzata: (a + b)a—b) = a> —ab + ab - b* = a? — b2

Rendezve: (a + b)(a —b) = a’ - b*.

Megfogalmazva:

Két tag dsszegének és kilonbségének szorzata olyan kéttagi kifejezés, mely az els6 tag négyzetének
és a masodik tag négyzetének a kilonbségel.

Az (@ + b)@ - b) (haa > b > 0) tekinthets egy (a + b) és a b
(a — b) oldalhossztsagu téglalap teriletének.

(@ + b)a—-b) =a?- b

a-b a-(a->b) (@a-b)-b
5. példa
X+ yx—y) =x*-y% (3b — 4¢0)(3b + 4c) = 9b> — 16¢%;
- . 2 5.\(2 5/ _4 , 25
(53—3)(5a + 3) = 2532—9, (§6—7f)(§e+7f)— ge —Efz

Két kobszam osszegének, kiilonbségének szorzat alakja:

(@ + b)@*—ab + b? = a*>—a’b + ab> + a’b —ab* + b> = a* + b’.
(@a—b)@> + ab + b? = a*> + a’b + ab*> —a’*h —ab*-b*> = a’> - b’.
Rendezve:

(@ + b)@*—-ab + b? = a* + b’.

(@a—b)@> + ab + b? = a’> - b’.
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1. ALGEBRA

Altalaban a nehézséget az okozza, ha az sszeg alakbol kell felismerntink a szorzat alakot.

6. példa

Keresstik x> + 4x + 4 teljes négyzet alakjat!

Megoldas

Mivel ez egy haromtagl 6sszeg, igy a teljes négyzet kéttagli Osszeg négyzete lehet. Az elsé tag, az x?
nyilvan az x négyzete. Ha a masodik tag, a 4x a keresett elsé és masodik tag szorzatanak kétszerese, akkor
a fele a két tag szorzata, igy a masodik tag a 2. Ennek a négyzete val6ban 4, igy:

X2+ 4x + 4 = (x + 2)%

7. példa

Keresstik a® — 2a + 1 teljes négyzet alakjat!

Megoldas

Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan kaphatjuk:
a?-2a+1=(@-1>%~

8. példa

25x2 — 20x + 4 = (5x — 2)%;
9p* - 36pqg + 36g* = 3p — 69)%
121 - 66s + 95 = (11 — 3s)%.

9. példa

Irjuk fel szorzat alakban a 100 — a? kifejezést. Mivel kéttagu a vizsgalt kifejezés, és mindkét tag teljes négy-
zet, igy a tanultak alapjan:

100 —a? = (10 + a)(10 — a).

10. példa

25 —4b? = (5 + 2b)(5 - 2b);
16¢* —49d” = (4c + 7d)(4c — 7d);

Fogalom

100P2 25 2_(10 5 )(10 5 ) nevezetes szorzat.
9 1449 T\3PT 29\ 3P~ 129)
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31. NEHANY NEVEZETES SZORZAT

FELADATOK
1. K1 Végezziik el a kovetkezé miveleteket!
a) (x +y)? e) (5d + 1)% h) (3a*> - 5)?; k) (7m?n — 5mn?)?;
2 a 2 . 2 2 5 3 3 2 2
b) @+ 3)% n (é—z); ) (4b* + 3b)% ) (gxy—kgxy);
2
oy -1 g (x—2); ) Gy =1 m (s - el
d) (2b-3)%

Alakitsuk at az alabbi haromtagl 6sszegeket kéttagl sszeg

vagy killsnbség négyzetévé! A 131. oldalon Iévé rejtvény megoldasai:

K1 @) x2— 2x +1; K2 ) 35a%~Jab+ b7, R T S ST :
K1 b)y2+6y+9; K1g)y—8y2+16; 24+2+2:24+2-24+2-2+2-2 = 3
1 2-242-2+2-2+4+2-2+2+2 4
K1 ¢) m?>-20m + 100; K2h)x+x+4, 2:2+42-2+2-242-2+2+2 = 5
242+2-2+2+2-2-(2-2)-2 =6
K1 o) 922 — 487 + 64; K2 ) In=Snm+otm?’. @H2+2:242-242-242+2 7
2-2+2-2+2-2+2+2+2+2 = 8
K1 e) 257 + 20ij + 4i%; 2-2+42-242:24+2+2+2+2 9
242424+Q2-242-2-2+2+2 =10

Alakitsuk teljes négyzet és egy konstans tag Osszegére az aldbbi
. kifejezéseket! 5:5+5-5+5-5+5-5+5-5 1
K1 a) x2—8x + 16; K2 H x2=11x + 16; 5+5-5-5+5+5+5+5):65+5 = 2
K2 b) x? — 8x + 13; K2 @ X2 + 7x + 5; 5-5+(5+5+5:5+(5-5)-(5-5) 3
5+5+5+5+5+5+5+5:(5+5 = 4
K2 ¢) x2 - 6x + 11; K2 h) x*+ 3x+ 2; 54545 (5-5+5-5-5+5+5 = 5
5-5-5-5-5-5+5:5+5-5 6
K2 d) x> — 14x + 40; K2 i) x*=Zx+ 1. (5+5:5+5-5+5+5-5+5-5 = 7
5+(5-5-5+(5+5+5:5+5-5 = 8
K2 e x*-3x + 2; 5+5-5:54+5-54+5-5+5-5 g
5+5+5-5+5-5+5-5+5-5 =10

4. K1 A tanult nevezetes azonossagok felhasznélasaval bontsuk fel a
zaréjeleket! 6:6+6-6+6-6+6-6+6-6 1
3, 6+6+(6+6:6-6+(06-6-6-6 = 2
a) k=N +1); (3)’+5>’)( —g)’)? 6-6+6+6+6:6+6-6-6+6 = 3
, ; ; 6+6+6+6+6+6+6+6):(6+6) = 4
by + Sy - ) g (=S 4 50); 6+6+6-6+6+6+6+6+6:6 = 5
o (2a-3)2a + 3); h (%a—7 J(da+2b);  6-6)6-6-6-6+6-6-6-6 =6
6+6+6+6+6+6+6):6+6-6 = 7
d) (2x = 5y)(2x + 5y); ) (2,5 +a%)Q2,5-a%; 6+6):6+6-6+6-6+6-6+6 = 8
e) (7m*=2)(7m? + 2); ) (6xy+1)(6xy—1) 6-6)-6+6+6+6):6+6-6+6 9
6-6+6+6+6+6:6+6-6+6 =10

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgylijtemény I.: 653-659; 664.

>
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1. ALGEBRA

32. AZ AZONOSSAGOK ALKALMAZASA

Nézziink néhany példat az el6zé lecke anyagdban szereplé azonossagok dsszetettebb feladatokban valé
alkalmazasara !

1. példa

Szamitsuk ki a kovetkezé specidlis szorzasokat ,fejben”!
95-105; 370 - 430; 993 - 1007.

Megoldas

Vegytik észre, hogy mindegyik példaban szereplé két-két tényezd az dtlaguknal ugyanannyival kisebb,
illetve nagyobb. Ezt felhasznalva:

95 - 105 = (100 - 5)(100 + 5) = 100% — 5% = 9975;

370 - 430 = (400 — 30)(400 + 30) = 400 - 30% = 160 000 — 900 = 159 100;

993 - 1007 = (1000 — 7)(1000 + 7) = 1000% - 72 = 1 000 000 — 49 = 999 951.

2. példa

Milyen a, b, c valés szamokra lesz a kovetkezd egyenléség azonossag?
2m + 3)2=(5-m)>-(5m + 7 —m? = am? + bm + c.

Megoldas

Alkalmazzuk a tanult azonossagokat a bal oldali 6sszegre, majd zaréjelfelbontds utdn végezziink dssze-
vonast!

2m+32-65-m?*-6Gm+7-m?)=4m*+ 12m+9) - 25-10m + m?») - 6Gm + 7 —-m?) =

=4m? + 12m + 9-25 + 10m -m?-5m -7 + m? = 4m? + 17m — 23.

A polinomok egyenlésége alapjan akkor lesz azonossag az egyenléség, ha

a=4, b=17, c=-23.

3. példa

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkez6 egyenléségek azonossagok!
(@ + b)> + (@a—b)> = 2a> + 2b?%;
(@ + b)? - (a—b)* = 4ab.

Megoldas

Alkalmazzuk a tanult azonossagokat a bal oldali 6sszegekre:
(@+ b2+ (@a-b)? = (@>+ 2ab + b? + (a®> —2ab + b?) = 2a> + 2b?;
@+ b)3-(a—b)? = (@ + 2ab + b?) — (a> — 2ab + b? =4ab.

4. példa
Szamitsuk ki a kifejezés értékét az x = % helyettesités esetén!
2(x + 3)2— (5 —x)% + (6 +x)(6 —X).

138



32. AZ AZONOSSAGOK ALKALMAZASA

Megoldas

irjuk fel egyszer(ibb alakban a kifejezést a helyettesités el6tt!

Nevezetes szorzatokat latunk a tagokban, ezekre alkalmazzuk azonossagainkat:
2+ 32 =5-=x2+ (6 +x)6-x) =22+ 6x + 9) — (25 -10x + x?) + 36 —x?) =
=2x*+ 12x + 18 =25 + 10x —x* +36 —x* = 22x + 29.

A kifejezés értékét mar egyszertibben szamolhatjuk:

1 .
2255+ 29 = 30.

Két ajabb, gyakran hasznalt azonossag

Hatdrozzuk meg kéttag sszeg, illetve kiilonbség harmadik hatvanyanak legegyszer(ibb alakjat, azaz
(@a+b)y=
(@-by =

Hasznéljuk eddigi ismereteinket:

@+ b)P=(+ b3a+b) =@+ 2ab + bH)@a + b) = a> + 2a*bh + ab? + a*b + 2ab* + b* =
= a’ + 3a’b + 3ab® + b’.

(@-b)P =@-b*a-b) =(@*-2ab + b)a-b) =a*>-2a%h + ab>-a%h + 2ab*-b* =

= a’ - 3a’b + 3ab*-b°>.

Erdemes a kapott alakot megjegyezni:
(@ + b)’ = a* + 3a’b + 3ab* + b3.
(@—b)* = a’ —3a*h + 3ab’ - b°.

Az (a + b)* (ha a és b pozitiv) tekinthetd egy (a + b) élhosszlsagl kocka térfogatanak. Az azonossagot
szemlélteti a kovetkez6 dbra.

Hasonlé médon kereshetjiik meg kéttagi kifejezések tetszéleges pozitiv egész kitevds hatvanyanak osz-
szeg alakjat.
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@+ by = (a+ bP+ b?=a + 5a‘b + 10a’b? + 10a’b® + 5ab* + b*;
(@a-b)° = (a—-b)*(a->b)® =a®—6a’h + 15a*bh? — 20a’b> + 15a%b* — 6ab> + b°.

Megjegyzés
Az ilyen tipust hatvanyok 6sszeg alakjanak meghatarozasara egyszer(ibb médszert is ismeriink, ennek targyaldsara

a késébbiekben tértink majd vissza.

Hatérozzuk meg haromtagti 6sszeg masodik hatvanyanak legegyszer(ibb alakjat, azaz
@+ b+ ¢)* = (a+ b+ c)la+ b+ c) =a* + ab + ac + ba + b? +bc + ca + cb + c* =
=a’ + b> + ¢? + 2ab + 2bc + 2ca.

Erdemes a kapott alakot megjegyezni, ezért rovidebben: (a+ b+ ¢)2 = a2 + b2 + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca.

FELADATOK
n Szamitsuk ki a tanult azonossagok felhasznalasaval a kovetkez6é miiveletek eredményét!
K1 a) 98 - 102; 75 - 65; 51 - 49.
K1 b)0,8-1,2; 307 - 293; 9,9 - 10,1.
K1 ¢ 48%-38% 1652 — 352,
2 2 2 2
K2 d) 312— 292; 7682— 5422.
437 — 41 458 — 232
m Végezzik el a kovetkezé miveleteket!
2
a) X +y+ 2% d) (ay—bx+%); g *+x+ 1%
2
b) x + 2y + 2)% e) 2m—-3n+ 1)% h) %x3+ 2x*+ 9] .
c) x+b+5)?% ) (6a + 5b - )%
3. K1 Egészitsiik ki az aldbbi egyenléségeket gy, hogy igazak legyenek!
a) x—y? + =KX +y?% d)a’>+ b>=(a-b)- ;
b) x2—10x = (x - 5)2 — ; e)x2+1=Kx+1)?2-

¢ a*+b?=(@+ b)?-

’

Két szdm Osszege 10, szorzatuk 21. Mennyi a két szam négyzetének az dsszege?

15

5. K1 Két szdm Osszege 4, szorzata —=. Mennyi a két szdm négyzetének az Gsszege?

Pl

Két szam szorzata 12, kiilonbsége 1?6 Mennyi a két szam Osszegének négyzete?



32. AZ AZONOSSAGOK ALKALMAZASA

ol A zdrojelek felbontdsa utan irjuk egyszerdbb alakba a kovetkezd kifejezéseket!

a) 3-x%+B-x3+x + 6K+ 1)?% e) (2x + 5y)?2 — (5y — 2x)? — 8x(5y — 1);

b) 2y — 3)(2y + 3) — 4(y -2)% D@+ 2)@a-24+a>)+ (1-a +a + a?;
c) 3(2 —x)? + 4(x = 5)%; g 5al@-3)*-5(@-1)* + 15@ + 2)la - 2);
d)5(1=y)(1 +y) =8(1-y?-2-y)? h)(y +22-y@By + 1)+ 2y + (dy* -2y + 1).

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgylijtemény I.: 660-663; 692-694.

33. POLINOMOK SZORZATTA ALAKITASANAK
MODSZEREI

SZORZATTA ALAKITAS KIEMELESSEL

Négyosztalyos gimnéaziumi felvételi feladat volt a kovetkez6: -
Oldjuk meg az egyenletet a racionalis szdmok halmazan!
Bx+1)-x-(5-2x) =0.

Megoldas

Mivel a bal oldalon egy szorzat all, igy a megoldas nem volt
nehéz.

Egy szorzat pontosan akkor lehet 0, ha legalabb az egyik té-
nyezGje 0. Ezért a lehetSségek: ,

Bx+1) =0 wvagy x=0 wvagy 5-2x=0.
Tehét az egyenletet hdrom racionalis szam teszi igazza:

\=—=; X,=0; X3 =5

Ha a kittizott feladat bal oldalan nem szorzat szerepel, akkor ne-
hezebb lett volna megoldani.

Mint lattuk, a kifejezések szorzat alakjanak megtalalasa segithet
a feladatok megoldasaban.
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Alakitsuk szorzatta a kifejezéseket!
3xy + 5x; 2ab - 3b; 5pq + 15ab; 4mn - 8m?n + 6mn?.

Megoldas

Megfigyelhetjiik, hogy az 6sszes tagban szerepel azonos szorzétényezé. Ezért ezeket fel tudjuk irni szor-

zat alakban:
3xy + 5x = x(3y + 5);

2ab - 3b = b(2a - 3);
5pq + 15ab = 5(pg + 3ab);
4mn — 8m?n + 6mn® = 2mn(2 — 4m + 3n?).

Az atalakitasok helyességérdl beszorzéssal gy6zédhetiink meg.

A szorzattd alakitdsnak ezt a médjat kiemelésnek nevezziik.

Kiemeléskor elészor megallapitjuk a tagokban szereplé Gsszes kozos tényezét, ezt emeljik ki az 6sz-
szeghdl. A kiemelés utani tagokat a kiemelt résszel torténé osztassal kapjuk meg.

Altalaban kiemeléskor konstans értéket, illetve egész tipusd, egész egyiitthatéjd, 1-t6l kiilonbozé ki-
fejezést emeljiink ki szorzé6tényezének, a kiemelés utdn megmaradt tagok is legyenek ilyen tipustak.

Példak
Nincs értelme a kiemelésnek: 3x + 5xy = 1 - (3x + 5xy), mivel 1-et emeltiink ki.
Nincs értelme a kiemelésnek: 4a + 5b = 4(a + %b)/ mert %b nem egész egylitthatos kifejezés.
Nincs értelme a kiemelésnek: 9a — 3xy = a(9 - %), mert megvaltozott a kifejezés értelmezési tarto-

mdnya. (Az a értéke nem lehet 0 a ,kiemelés” utan.) A Ty nem egész tipust kifejezés.

Ellendrizziik a kovetkezs kiemeléseket!

12mn —16n = 4n(3m — 4);

20ab + 5a% — 15ab? = 5a(4b + a — 3b?);

4@ + b) —x(@ + b) = (a + b)(4 —x);

clx = 2y) + 6(x = 2y) — 3k(x — 2y) = (x — 2y)(c + 6 — 3k);
pm +n)—-qn +m)—(m +n)=m+n)p-qg-1).
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33. POLINOMOK SZORZATTA ALAKITASANAK MODSZEREI

SZORZATTA ALAKITAS A TAGOK CSOPORTOSITASAVAL

Osszetettebb feladatokban nehezebb észrevenni a kiemelés lehetéségét. Gyakran célszer( elébb a ta-
gokat csoportositani, majd elvégezni a kiemeléseket.

Alakitsuk szorzatta!
ax + by +ay + bx =

Megoldas

El6szor csoportositsuk a tagokat:

ax + by + ay + bx = (ax + ay) + (bx + by).

Ki tudunk emelni a-t, illetve b-t (ez még nem szorzat alak):

ax + by +ay + bx = (ax + ay) + (bx + by) = alx +y) + b(x + y).

Ki tudunk emelni (x + y)-t, igy a szorzat alak:

ax + by +ay + bx = (ax + ay) + (bx + by) = alx +y) + bix +y) = x + y)a + b).

ab-2a+3b-6=(@b-2a)+ 3b-6)=ab-2)+3b-2)=b-2)a+ 3);
X=xy +5=5y=x(1-y) + 5(1-y) = (1 -y + 5);

8kk + 3)—7(3 + k) = (k +3)(8k - 7); Fogalom

m?—mn + mk —nk = m(m —n) + kim -n) = (m - n)(m + k); csoportositds;

IXy-2)+y-—z=7xly-2)+ (y-2 = (y-2)7x + 1). kiemelés.
FELADATOK

Milyen mdveleti sorrendet kell figyelembe venni az aldbbi miiveletek elvégzésekor? Ennek se-
gitségével hatarozzuk meg, melyik 6sszeg és melyik szorzat az aldbbi kifejezések kozul!

2
a) 2xy +7; %; - %X(X +y); c°d?; aaxayy; 34 xx+ %
b X (340) w2y 2, “5a4 25b2-16a?
2 3 2) 4 4 3 ’ .

irjuk fel a szinezett alakzatok teriiletét kétféleképpen: szorzat alakban és 6sszeg alakban!
X 3

X y
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I1l. ALGEBRA

Kiemeléssel alakitsuk szorzattd az alabbi 6sszegeket!

K1 a) 12a - 3c; K1 f) 24a® - 54a; K1 k) ay + by + cy;
K1 b) ab + bc; K1 g a’b*-ab?% K2 ) 2x*-8x*—4x;
K1 ¢ 15ax - 27ay; K1 h) xk + xk+1; K2 m) 6a’b + 15ab — 3ab?;
K1 d) x?y —xzy; K2 i) 14z" - 212" K2 n) 14x%°z — 21xy?*z* + 35xyz*.
K1 e 6 -12x; K2 j) 5x%yk+3 + 15x2ykH;
“ A kovetkezd kifejezéseket kéttagl 6sszeg kiemelésével alakitsuk szorzattd!
K1 a) yx-1) + xx = 1); K1 ¢ 2n(x + 2) - (x + 2); K2 e) 2a@a-2)-a + 2;
K1 b) 7aa - b) + 3b(a—b); K2 d) 3x(x + 5) —x—5; K2 f) 8ab + 3ac + 8cb + 3c2.
o A kovetkezé kifejezéseket alakitsuk szorzattd! (Utmutatas: a megfeleld tagot, tagokat bontsuk ketté.)
K2 a) x> + 5x + 4; E1 ¢ x*-8x + 15; E1 e x*-x-12;
K2 b) x> + 8x + 12; E1 d) x>-3x + 2; E1 f) x*-3x-8.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgy(lijtemény I.: 665-670.

34. SZORZATTA ALAKITAS NEVEZETES SZORZATOK
FELHASZNALASAVAL

Ismételjiik at eddigi nevezetes szorzatainkat!
.a’>+ 2ab + b?> = (a + b)%;

.a’2-2ab + b* = (a-b)%;

a?—b%*=(a + b)a->b);

a’—b® = (a-b)@a>+ ab + b?);

.a>+ b= (a+ b)a>-ab + b?;

.a’>+ 3a’h + 3ab? + b = (a + b)’;

.a*-3a’bh + 3ab?-b* = (a - b)’;

.a2 4+ b? 4+ c? + 2ab + 2bc + 2ca = (a+ b+ )%

® N O U A W N =

Nem konny( az 6sszeg alakbdl felismerni a szorzat alakokat, ehhez alaposan kell ismerni az azonossa-
gokat.

Alakitsuk szorzattd!
4x% — 4xy + vy



34. SZORZATTA ALAKITAS NEVEZETES SZORZATOK FELHASZNALASAVAL

Megoldas

Az 6sszeg hdromtagu, az elsé és a harmadik tag teljes négyzet: 4x*> = (2x)?, illetve y*. Ezért a 2. azonos-
saggal célszer(i prébalkozni:

4% —4xy +y? = (2x—y)~

A zérdjel felbontasaval ellendrizhetjik az atalakitas helyességét.

2. példa

Alakitsuk szorzatta!
9a? + 12ab + 4b2.

Megoldas
Az 6sszeg ismét haromtagl, az elsé és a harmadik tag teljes négyzet, (3a)?, (2b)? a kdzéps6 tag pedig pon-
tosan a 3a és 2b szorzatanak a kétszerese, ezért:
9a% + 12ab + 4b? = (3a + 2b)%.

A zaréjel felbontasaval ellendrizhetjik az atalakitas helyességét.

3. példa
Alakitsuk szorzatta!
25p% - 16q°.

Megoldas
Kéttagl kulonbség, mindkét tag teljes négyzet: 25p* = (5p)?, 16g* = (4q)?, ezért a 3. azonossagot hasz-
nalhatjuk:
25p? = 16q*> = (5p + 49)(5p — 4q).
A zérdjel felbontasaval ellendrizhetjik az atalakitas helyességét.

4. példa

at—-at-at+a=aa-T-a@-1)=@-1)@-a=@-"a@-1) =(@-1)?%a + 1).

MASODFOKU KIFEJEZESEK SZORZAT ALAKJA
Alakitsuk szorzatta az x* + 8x + 12 kifejezést!

1. modszer
Probaljuk meg két elséfoku kifejezés szorzataként felirni: X2 + 8x + 12 = (x + a)(x + b).
XX +8x+12=Kx+ax+b) =x*+ax+bx+ab=x*+ (a+ bx + ab.

Hasonlitsuk 6ssze: x2 + 8x + 12 = x2 + (a + b)x + ab.
Keresstink két szamot, a-t és b-t, melyek 6sszege 8, szorzatuk 12.
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Ezek a szamok aza = 2 és a b = 6. Tehét a keresett szorzat alak:

XX+ 8+ 12 =K+ 2)x + 6).

A példakban az el6z6 feladat jeloléseit alkalmazva:

x>+ 12x + 35 = (x + 5)(x + 7), merta = 5ésb = 7 esetén lesza + b = 12 és ab = 35.
a’—4a-21=(@-7)a+ 3), merta=-7ésb =3 eseténlesza + b = -4 ésab = -21.
x>+ 9% —-10= (x + 10)(x — 1) merta = 10 és b = —1 esetén lesza + b = 9 ésab = -10.

2. méodszer
XX+ 8 +12=Kx+pP+qg=x*+2px+p’+q.
Ekkor 2p = 8, p = 4 behelyettesitve: p> + g = 12, q = —4.
Fogalom XX+8+12=Kx+42-4=[x+4) +2]l[x+4)-2] =KX+ 6)x + 2).

teljes négyzet. Nézziink néhany példat a szorzatta alakitasra!

X+ 14x +40=x+7)02-49+40=x+72-9=Kxx+7+3)x+7-3)=Kx+10)(x + 4).

X2+ 22x+105=Kx+11)2=112+105=(x + 11)>=16 =[x + 11) + 4][x + 11) 4] = x +15)x + 7).
8. példa

X+ Xx—6= (x+1)2—(1)2—6= (x+1)2—§=[(x+%)+%][(x+%)—%]=(x+ 3)(x - 2).

FELADATOK

Alakitsunk szorzattd a tanult modszerek egytittes alkalmazasaval (kiemelés, nevezetes azonossagok fel-
hasznalasa)!

2_op2. 2_ 3y e) 18a% — 50b?; 8 5523
m a) 2a - 2b?; o) 3x* - 3x; ) 8 FeXY — 49Xy -
b) 10x* - 10; d) m3n — mn3; f) 8a'b? —98ab*;

m a) 3a? - 6ab + 3b?; ¢) 15ab? —30ab + 15a; e) —y* + 4y — 4.
b) 7¢* + 14cd + 7d?; d) —x*-2x-1;



34. SZORZATTA ALAKITAS NEVEZETES SZORZATOK FELHASZNALASAVAL

a) a* + 2ab + b*-1; d) 4y? — 20yx + 25x* - 121; g a’-a’b—ab? + b
b) x* = 2xy + y*-9; e) a*—b*+a-b; h) x* —4xy + 4y* —xz + 2yz.
©) 36 —x*—2xy —y?; ) m*—n?-2m - 2n;

m Alakitsuk teljes négyzetté, majd ennek felhasznalasaval szorzattéd az aldbbi kifejezéseket!
a) a> + 6a + §; e) a’-3a-10; ) 2a’—-6a + 4;
b) a?> - 5a + 6; ) a?+ 8a + 12; j) —2a* + 2a + 24;
c)a’-7a+ 12; g 2a’ + 10a + 8; k) 3a?—6a — 24.
d)a?> + 2a-15; h) —-a*> - 8a - 15;

m A megismert azonossagok alkalmazasaval alakitsuk szorzatta az alébbi kifejezéseket!
aAxX*+x+x2+x; bxX-1+6x2-6;, Jx>-6x>+5 dx°-x>+x>-1.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgylijtemény I.: 672-690.

35. ALGEBRAI TORTKIFEJEZESEK EGYSZERUSITESE,
SZORZASA, OSZTASA

Polinomoknal értelmeztiik a helyettesitési érték fogalmat. Ezt algebrai tortek esetén is megtehetjik.

. 2X  gepozizlal oo oo R
Hatdrozzuk meg a <3 3 tort értékét x = 3-ndl, x = 5 nél!
Megoldas
23 1 25 _1_2
— 3 _ =l 2 _1_2
Hax—3,akkor3+3_1. Ha><_2,akkor1 3_7_7.
ZAN )

Mi lesz a helyettesitési érték x = —3 esetén?
Ha x = —3, akkor a nevezd értéke 0, igy a tort nem értelmezhetd. Ekkor természetesen nincs helyette-
sitési értéke sem.

A nevezében levé polinom zérushelyeinél a tortnek nincs helyettesitési értéke, hiszen ekkor 0-val
kellene osztanunk. A nevezd zérushelyei nem elemei a kifejezés értelmezési tartomanyénak.
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1. ALGEBRA

AZ EGYSZERUSITES

Tortek egyszer(isitésekor a szamlalot és a nevezét ugyanazzal a 0-tél kiilonb6z6 szammal osztjuk. Ilyen-
kor a tort értéke nem valtozik.
Vizsgaljuk meg, hogyan lehet tortkifejezéseket egyszerdisiteni!

Egyszer(sitsiik a kovetkez6 tortet!

Megoldas

2x=8_2x=4) _x=4

2Xx+6  2(x+3) x+3’

Mivel a szamlalét és a nevezét kiemeléssel gy tudtuk szorzatta alakitani, hogy kaptunk kozos tényezét,
igy ezzel a tényezdvel lehetett egyszer(siteni.

Még azt kell végiggondolni, nem valtozott-e a kifejezés értelmezési tartoménya. Mivel 2-vel egyszer(isi-
tetttink, igy nem valtozott, tehat

2x—8 _x—4

2X+ 6 x4+ 37

3. példa
6a

2
EgyszerUsitsiik a kovetkezd tortet! 2832;.
a—9

Megoldas

Alakitsuk szorzattd a szamlaloét és a nevez6t!
2a°—6a _ _ 2a(a—3)
a’*—9  (a+3)(a-23)
A szorzat alakbdl jol lathatd, hogy a kifejezés akkor értelmezhetd, ha
a# 3 ésa = -3. Kozos szorzétényezé az (a — 3), ezzel egyszertsithetiink:
2a°—6a _ _2a(a—3) _ 2a ha
a’—-9 (a+3)a-3) a+3’

2x— 8 ha

N6 x # —3. (Ekkor lenne a nevez§ értéke 0.)

X # —3.

ha x=#=-3.

a#3ésa#-3.

Egyszer(sitéskor megvaltozhat a kifejezés értelmezési tartomanya, igy azt az egyszer(sités elvégzése
elétt kell megéllapitani.
Egyszer(siteni csak a kozos szorzotényezével lehet.

Példak
5ab+ 15a _ 5a(b+3) _ 5a 3
6b+18 ~ 6(b+3) 6’ ha ' b==3.

3p=3_3(p’=1) _3(p=Np+1) _p-1
P+9  9p+1) 9(p+1) 3

p#-1.



35. ALGEBRAI TORTKIFEJEZESEK EGYSZERUSITESE, SZORZASA, OSZTASA

+8_ a+2 _(a+2(a’—2a+4)_a’—2a+4 . .. 5
3a+ 6 3(a+2) 3(a+2) 3 ' .

X =2x=3 _ (x+ Dx=3) _ x+1
X>—x—6 (x+2)(x=3) x+2’

ha x#-2, és x=#3.

A SZORZAS

Tortek szorzasakor a szamlalék szorzatat osztjuk a nevezék szorzataval (ha az nem 0).
Vizsgéljuk meg, hogyan lehet tortkifejezéseket szorozni!

Figyelntnk kell, hogy a tortkifejezések hol vannak értelmezve. Ez az értelmezési tartomany az egy-
szer(sités utdn sem valtozhat!

D _ OK g isitve: K5 — 5k _ 1
10 & 10k,5I<valegyszeru5|tve. 10 k= 0k~ 2 ha k=0.

a—b _4b> _ (a—b)ab> _  4b’(a—b)
8b* a’— b’ 8ba’—b?) 8bi(a+b)a—b)

Vizsgéljuk meg, hogy lehet-e egyszer(siteni, el6tte allapitsuk meg az értelmezési tartomanyt!
A tortek értelmezheték, ha b # 0, a # —b, a # b. Egyszer(sités utan:

a—b 4b° _ 4b*(a — b) b

8b? a’— b’ 8bXa+b)a—b) 2@a+b)

AZ OSZTAS

Egy szam reciproka az a szam, mellyel megszorozva 1-et kapunk. [Példaul % reciproka % Minden

szamnak, a O kivételével, |étezik reciproka.

Egy tetsz6leges szamot tortszammal (gy oszthatunk, hogy a tetszéleges szdmot az oszt6 reciprok érté-
kével szorozzuk.

Mivel kell megszorozni az 2

kifejezést, hogy a szorzat értéke 1 legyen?
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Megoldas

A kifejezés akkor értelmezhetd, ha a # 0. Ha a tort értéke 0, akkor nincs olyan szam, amellyel megszo-
rozva 1-et kapunk, ezérta — b # 0, vagyis a # b.
A keresett tényez6 az 2 5 b

reciproka, vagyis

a
a—b-

Ekkor%dfb: 1, ahol a # 0 és a = b.

Hatdrozzuk meg a kifejezések reciprokat!

k reciproka: %, ha k = 0.
MEN reciproka: =" aholm = n és m # —n.
m— m+n

Végezziik el az osztast!

(4a2bc.2ac).4ab_ 4a’bc-3d-3 1

9 W =y = 9d3'2ac.4ab—2—dz,ah0|d¢0,a¢0,b¢O,C¢0.

9. példa
Végezziik el az osztast!

a+b. a’+ab
a—b 2a%°— 2b*"

El6szor alakitsuk szorzattd a szamlalokat, illetve a nevezdéket!

a+b. a*+ab _a+b. _ ala+b)
a—b 22— 2b> a—b 2(a+b)a-b)’

A tortek akkor értelmezhetdk, haa = b, a # —b.
Az osztas akkor értelmezhetd, ha a(a + b) # 0, ezérta = 0.
Szorozzunk az oszt6 reciprokaval, majd egyszer(sitstink:

a+b. a’+ab _a+b 2(a+b)a—b)_ 2(a+b)

a—b'2a°—2b> a-b ala+ b) a
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FELADATOK
1. K1 Mely szamok esetén értelmezhetjiik az alabbi torteket?
x—8. yy=7). 5x—5. 6x
A Ty b y ) ex+3 S e
2. K1 Egyszer(sitsiik a kovetkezd torteket a véltozok lehetséges értékei mellett!
28a’b’ 5x° 72a*b° 132x¢%y°
, b - ; d .
RAVTIS ) 30ax" “ Tosb’a’ ) 2y
Alakitsuk szorzattd az aldbbi tortek szamlaléjat, illetve nevezdjét, majd egyszer(sitsiik a torteket!
13x(x—y) | ab a’—a.
@ 26xy — 26y*’ 9 2+ab ® B—b’
2 2 2
p) ax—bx. o) XY a—6a+9
) xX*+xa’ )xy+y2’ D 575
EgyszerUsitsiik a kovetkezd torteket!
6x> — 12xy + 6y 3x — 3y + cx — ¢y 2= 12x+ 18
K2 a) ——F——; K2 ; E1 .
Y 5157 O vz ) k12
K2 b) 32" —=27 . F1 o) &+3a+2.
7a’+ 42a+ 63’ a’+6a+5’

Végezziik el a kijelolt miveleteket, és irjuk a torteket a lehetd legegyszer(ibb alakba!

12x°y" 9x%y? a—b.  ab’ a’b+ab* a’—a’b
K1 . . K2 . . K2 . .
@ 7x%y - 15xy*’ b w—ab ¢ b a’+ab’
12ab . 4.2, a’+ab.ab—b*. 2a’— 2b’ 5a+ 5b
K1 b) 123D g2, K2 ) 2Eab.ab=b, k2 f 2=30 4t sh,
Végezziik el a kijelolt mveleteket!
5%°—5y°  10x*— 10y* X =7y X=Xy X x—12 2% 4x
X— 2y +y? 2xX+2y 2+ 2y° T4+ Axy | X4+ 2x—8 x’—6x+9’

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény I.: 698-712; 725-727.

Erdekesség
Hogyan oldotta meg Descartes az x* — 4x’ — 19x* + 106x — 120 = 0 negyedfoki egyenletet?
El6szor a tagokat kettesével csoportositotta, és kiemelt (x — 4)-et: x*(x—4)— 19x(x— 4)+ 30(x— 4) = 0.
Kiemelhetd (x — 4): (x— 4)(x’— 19x + 30) = 0. Ezutan a mésodik tényez6t alakitotta at:
X —19x+30 = X’ = 3x°+3x*—9x— 10x+ 30 = x*(x—3)+ 3x(x—3)— 10(x— 3) = (x— 3)(x*+ 3x— 10).
Végil x*+3x—10= x*+ 5x— 2x— 10 = x(x + 5) — 2(x+ 5) = (x — 2)(x + 5).
Eredmény: (x — 4)(x = 3)(x = 2)(x+ 5) = 0, a gyokok pedig: {4; 3; 2; -5}.
Forras: Dr. Lévdrdi — Sain: Matematikatérténeti feladatok, Tankényvkiadé, 1982
me
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36. ALGEBRAI TORTKIFEJEZESEK OSSZEVONASA,
MUVELETEK TORTKIFEJEZESEKKEL

Az eddig megismert azonossagainkat jol hasznalhatjuk az algebrai tortekkel végzendé miiveletek esetén.

1. példa

Végezziik el az 6sszeaddsokat!

2a 1 3
37b+%—6, ha b=#0.

Megoldas

Hozzunk k6zos nevezére, majd végezziik el a miveleteket!

22, 1 3 _4a+3-—-18 _4a—15

367267 b 6b

rjuk fel egyszer(ibb alakban a

Megoldas

Célszer( a kovetkezd algoritmust kovetni:

— alakitsunk szorzattd, ahol lehet;

— allapitsuk meg az értelmezési tartomanyt;

— keresstink kézos nevezét, majd bévitstink, ha sziikséges;
— végezzik el az 6sszevonasokat;

— végezzik el a lehetséges egyszer(sitéseket.

3 . x=2 _ 3 . x=2 _3(x+3)+2(x=2)_ 5x+5 _ 5(x+1
X+ 6 X+ 6x+9 2(x+3) (x+3) 2(x+3)° 2(x+ 3 2(x+3)*

,hab=0.

3 n xX—2
2X+ 6 x4+ 6x+9

Osszeget!

ahol x = -3.

3. példa

Végezziik el a miveleteket!
t—5_t=1__ 6t
t+5 t—5 " t2_ 25

,ahol t =5, t#-5.

Megoldas

Hozzunk kozos nevezére, majd végezziik el az Gsszevonasokat!

t—5_t—=1, 6t _ (t=5°~(t="1D(t+5)+6t_

t+5 t—5 "' 2_ 25 (t+ 5)(t—5)
t2— 10t + 25 — t’— 4t + 5 + 6t —8t+ 30 2(15 — 4t)
= = = ,ahol t #5, t # -5.
(t+ 5)(t - 5) (t+5)(t—5  (t+5(—05)
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36. ALGEBRAI TORTKIFEJEZESEK OSSZEVONASA, MUVELETEK ...

Végezziik el a miiveleteket!

k+

( k +1):(1 3k )_k+(k+1).(1—k2)—3k2_2k+1, A+ -k _ 1-k

1 1K k+1 ° 1—-k2  — k+1 (1+2k0(0=2k)  1-2k

A miiveletek akkor értelmezheték, ha k = -1, k= 1, k # %, k #— %

FELADATOK

1. K1

2. K1

3. K1

Végezziik el a kovetkez6 tortek sszevondsat!

4a—3 b5a—7. 2a+ 3b a-—
R A B

7b a—b.

5 ’

i 2a—5 _ 4a-3
+2 0 == a i
Vizsgaljuk meg, a valtozok mely értékénél értelmezheték az aldbbi mUveletek, majd végezziik el
a tortek dsszeaddasat, kivonasat!

TIx—2y  3x—7y b 3X 4y bx—2y 5x—4y

a) N + v ; ) X_yz_ W} 0 X%y Xy’

Végezziik el a kijelolt miveleteket!

5 4 x 9 . X+5 __ 3x+7
Y T x=T b5 %55 o x(x—=1 2(x—=Dx+ 1’

A kovetkezd tortek 6sszeaddsakor el@szor keresstik meg a kozos nevezét!

5 3 7 . 7a—1 2a+ 3.
Kl d gt oy K20 s 6at a4’
2 5 5 2a+ 1 3a— 2
K1 b + ; K2 d + - .
) 33=3b 6a + 6b )a2+4a+4 a’—4 a’—4a+4

Bizonyitsuk be, hogy az alabbi kifejezések értéke fuiggetlen x-t6l!

e AN U 2x+3  2x+7).10— 8x
@ (1-3=3)3 1—x)’ D ST 51 oo

(Jaték) Anna és Béla egy-egy kifejezés helyettesitési értékeit vizsgalja, és ezzel kapcsolatban k-

[6nb6z4 allitdsokat fogalmaznak meg.
s

WIS Belae B(x)= 250

a) Anna és Béla is azt éllitja, hogy a sajat kifejezésiik minden x egész szam esetén egész értéket
vesz fel.

b) Anna szerint az egész helyeken vizsgalva B(x) mindig 4-gyel nagyobb, mint A(x).

c) Béla szerint a b) dllitas akkor is igaz marad, ha x tetszéleges valds szam.

Melyik igaz, melyik hamis az allitasok kozul?

Anna kifejezése A(x) =

(Segitség: A(x) szamldl6ja 4x’ — 4x— 3x + 3, nevezdje 4x* + 6x — 2x — 3 alakban is irhato.)
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Ebben a fejezetben kulonféle objektumok, folyamatok kozti kapcsolatokat probalunk megjeleniteni
a matematika eszkozeivel. A valésagban ezek a kapcsolatok nagyon bonyolultak és attekinthetetlenek is
lehetnek. Ahhoz, hogy a [ényeget megértsiik, el6szor leegyszerUsitjiik a problémat. Csak két halmaz ele-
mei kozotti hozzarendeléseket vizsgalunk. A két halmaz szerepe nem szimmetrikus, mert nem mindegy,
hogy melyik elemeihez rendeltink hozza valamit. El&szor csak az a célunk, hogy egyszerdi, mindenki sza-
mara vildagos modon Trjuk le ezeket a hozzarendeléseket. A kordbbi években mar foglalkoztunk hason-
I6kkal. Most felelevenitjik a legfontosabb tipusokat, és Gjabbakkal is megismerkedunk.

A kornyezé vilag megismerésének és lefrdsanak egyik leghatékonyabb eszkoze a fuggvények haszna-
lata. Eredményeit tobbek kozott mérnokok, biolégusok, szociolégusok is hasznaljak. A képen lathatd
épitmény megtervezésénél meg kellett keresni azt az ivet (figgvényt), amelyik hasznélata esetén ez a
hatalmas stly a lehetd legjobban oszlik el a tartopilléreken.

A képen a hires épitész, Santiago Calatrava altal tervezett a Hemisferic gyonyord, modern épiilete lat-
haté, mely a Mivészetek és Tudomanyok varosrészben van, Valencidban, Spanyolorszagban. Az épii-
letben planetarium, mozi, [ézershow és kiallitdsok talélhatok.




37. BEVEZETO FELADATOK A FUGGVENYEKHEZ

Nézziink néhany példat halmazok kozotti hozzarendelésekre!

Milyen hozzérendeléseket jelentenek a nyilak? Folytassuk a munkat!

hegység hegycstics
Bakony Szérsomly6 (442 m)
Borzsony Kortvélyes (480 m)
Bukk Naszaly (652 m)
Cserhat Zeng6 (682 m)

Ké&szegi-hegység Kérishegy (704 m)

Matra frott-ké (883 m)
Mecsek Nagy-Milic (896 m)
Vértes Csévdnyos (939 m)

Istall6s-ké (959 m)
Kékes (1015 m)

Villanyi-hegység

Zempléni-hegység

Hatdrozzuk meg a két halmazt, amelyek kozott
kapcsolatot |étesitettiink!

Fogalmazzuk meg a hozzarendelés szabalyat!

A téblazat bal oldali oszlopdban néhany
magyarorszagi hegységet, a jobb oldaliban pedig a
legmagasabb cstcsaikat soroltuk fel valamilyen sor-
rendben. (Nincsenek egymas mellett az dsszetar-
tozok.) Ezutan konnyen kitalalhatjuk a hozzéren-
delési szabalyt. Minden hegységhez a legmagasabb
csticsat rendeltik.

Bakony Zeng6 (682 m)

Borzsony Szérsomly6 (442 m)

Bukk

Kortvélyes (480 m)
Naszdly (652 m)
Kérishegy (704 m)
frott-kd (883 m)
Nagy-Milic (896 m)

Cserhat
KGszegi-hegység

Matra

Mecsek

Vértes

Csévanyos (939 m)
Istall6s-ké (959 m)
Kékes (1015 m)

Villanyi-hegység

Zempléni-hegység

Kékes (Magyarorszag)

A kovetkezd tablazatot egy eldrusitopult belsejében lehetett latni.

tomeg (dkg) 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tokmag 80 Ft | 120 Ft 240 Ft | 280 Ft | 320 Ft | 360 Ft | 400 Ft
szotyi 50 Ft 75 Ft | 100 Ft 225 Ft | 250 Ft
ananasz 120 Ft | 180 Ft 600 Ft
s6s mogyi 120 Ft 270 Ft

Az ures helyeken is voltak szamok, csak elmosodtak. Toltstik ki az tres helyeket!
Milyen képlet segitségével szamithatjuk ki az egyes termékek drait?
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Megoldas

Ha csak egy adatot is ismertink, abbél konnyedén kiszamithatjuk 1 dkg termék arat. Ezutan mar csak
ezt kell megszoroznunk a termék tomegével és megkapjuk az arat, hiszen az arnak egyenes aranyban kell
allnia a tomeggel. Példaul 10 dkg tokmag 80 Ft = 1 dkg = 8 Ft = 20 dkg = 160 Ft stb. A tablazat minden
sora egy-egy hozzarendelést ad meg, mégpedig az adott dru tomege és ara kozott.

Ha két valtoz6 mennyiség Osszetartozé értékeinek hanyadosa allandé (= 0), akkor egyenes aranyos-
sagrol beszélunk.

Az M3-as autépalyan egyenletes sebességgel utazunk Budapestrdl Miskolcra (180 km). Utunk soran el-
haladunk Godoll6 (30 km), Aszéd (40 km), Hatvan (60 km), Gydngyos (80 km), Flizesabony (120 km),
Mezékovesd (135 km) mellett. Masfél 6ra alatt értink Miskolcra. Az indulas utan hany perccel haladunk el
a megadott varosok mellett? Készitsiink vazlatrajzot a négyzethalés fiizetbe! Ugyesen valasszuk meg az egy-
séget! Keresstink egyszer(i 6sszefliggést az eltelt idé és a megtett tavolsag kozott!

Megoldas

180 km-t 90 perc alatt tettlink meg. Ez azt jelenti, hogy percenként 2 km-t tettiink meg, vagyis félper-
cenként T km-t. Ezutdn a tavolsagot 0,5-tel szorozva kapjuk a megfelel6 id6ket. Mivel minden tavolsag az
5 km-nek egész szami tobbszorose, ezért érdemes ezt egységnek valasztani.

O
o g g
o K 3 >
& @ & S s @ £
Q ) Q w N > L
£ [ IS N § 5 (N
& a\ @ N .-Q‘o e _A‘L N
¢ NN S ) ¥ L NS
R S > S & & S S
$ s & § R & ¢ &
Q3 G < I ] Q <~ <~
| O AR AN AT NSNS T NN NS N ST N N N T ST SR
ettt L e e s
0 km 30 km 40 km 60 km 80 km 100 km 120 km 135 km 180 km
Indulas

A rajz egy hozzérendelést hatdroz meg a varosok és az eltelt id6 kozott.

T o

4. példa T °mOTm
Egy magas haz tetejérdl leejtettiink egy golyot. Az egyes emeletek magas- T

L 2 - 7 3 P feiz P <+ 20m Q 2mp
saganak ismeretében meghataroztuk a szabadon esé test megtett Gtjat az elsé 1
néhany masodpercben. A kévetkezé tablazatban ezt lathatjuk. 1
idé 1T mp 2 mp 3 mp 4 mp Haz 1

(it 5m 20m | 45m | 80m T omO3m
Vajon T
a) mennyit zuhanna a test az 5. mp végéig? 1
b) mennyit zuhanna 4,5 mp alatt? 1
¢) mikor ér foldet egy 500 m magashdl leejtett goly6? 4

- 80m Q 4mp

Keresstink sszefliggést az eltelt id6 és a megtett Gt kozott!
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Megoldas

Az id6t ,t"-vel, az utat pedig ,s"-sel jeldljik. Fizikaéran tanultuk, hogy s ~ t>. Rovid probalkozas utan
azt taldljuk, hogy s = 5 - t2. Kénnyen ellendrizhetjik, hogy a képlet megfelelé. Ezutan mar valaszolhatunk
a kérdésekre.

a) s=5-52=125m.

b) s=5-45=101,25m.

) 500 =5 t!=100 =t*= 10 = t vagy t = —10, de ez utébbi megoldasnak nincs értelme. Tehat

10 masodperc alatt esik le a golyé 500 m magasbdl.

Egy kerités 120 db palankbdl all. Ezeket kell lefestentink. A munka megtervezésekor meg szeretnénk ha-
tarozni, hogy mennyi ideig tart majd a festés. Ha tudjuk, hogy 6ranként hany palankot tudunk lefesteni,
akkor kiszamithatjuk, mennyi idére lesz sziikségtink.

A kovetkezé tablazat a teljesitmény fliggvényében mutatja a sziikséges id6tartamot.

p(b/éray | 10 | 15 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60
idé (6ra) 12 | 8 6 4 2 | 24 ] 2

Milyen 6sszefliggést taldlunk a két mennyiség kozott?
Hogyan fligg a munka elvégzéséhez sziikséges id6 a teljesitménytd|?

Megoldas

A fizikabdl jol ismert fogalmakat hasznélva a teljesitmény és az id6 szorzata dllandd, ebben az esetben
éppen 120. A két mennyiség forditottan aranyos.

Ha két véltozé mennyiség Osszetartozé értékparjainak szorzata allandé, akkor a mennyiségeket for-
ditottan aranyosnak nevezzuk.

Az elnevezés jogosnak tekinthetd, hiszen ha az egyik véltozét valahdnyszorosara noveljik, akkor a masik

ugyanannyiad részére csokken. Ezutén kitolthetjiik a hianyzé helyeket: % =36és % = 2

A tablazatban egy hozzarendelést adtunk meg a teljesitmény és a munka elvégzéséhez sziikséges id6é
kozott.
A kovetkezé példakban a hozzarendelési szabalyok keresésével foglalkozunk.

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y 8 6 4 2 0 —2 -4 -6 -8 | =10

Milyen kapcsolat van a tabldzat elsé és masodik soraban lévé szamok kozott?
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Megoldas

Ha 10-bdl kivonjuk az elsé sorban 1évé szam kétszeresét, akkor kapjuk meg a masodik sorban 1évé
szdmot. y = 10 — 2x.

Folytassuk a tablazatot! X 1 0 1 2 3 4 5

Megoldas

A dolog elég egyszer(inek ttinik.

a) Minden szdmhoz hozzarendeljik X 1 0 1 9 3 4
Onmagdt: y 1 0 ] 4
b) Minden szamhoz rendeljiik hozza X 1 0 1 2 B 4 5
L y | -1 ] o [ 1 8 | 27 | 64 | 125
Fogalmak Az elsé harom érték mindkét tablazatban megegyezik. Utana viszont masképpen folyta-
hozzérendelés; todnak a sorok.
hOZZére}”ddéSi Vigyaznunk kell az ilyen problémakkal! Ha egy hozzarendelés néhany elemparjat ismer-
szabaly; i juk csak, akkor még nem tudjuk egyértelmdien megmondani a szabdlyt, ahhoz még néhény to-
By e A vabbi informéaciora is sziikség van. Ebben a példaban, ha még azt is kikotottiik volna, hogy a
forditott aranyossag. hozza A 2 B A A frmer 2 2 2
ozzérendelési szabaly egy elséfoki algebrai kifejezés, akkor mar egyértelmdi lett volna a meg-

o™ e P oldas.

FELADATOK

Keresstink olyan mennyiségeket, amelyek forditottan aranyosak!

Adjunk meg egy olyan hozzarendelést, ami az egyjegy(i egész szamokhoz negativ egészeket rendel!

2. K1

3. K1 Adjunk meg olyan hozzdrendelést, ami a stk pontjaihoz a sik pontjait rendeli! Hany ilyet tanultunk mar?

Milyen hozzdrendeléseket val6sitanak meg a kovetkezdk:
a) a bizonyitvany;  b) egy menza menije; ¢ az 6rarend?

Keress a kornyezetedben olyan informdaciokat, amelyeket hozzarendelések formajaban adunk meg!

Tudunk-e mondani olyan hozzarendelést, ami barmely két egész szimhoz egyértelm(en rendel egy har-
madikat?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I.: 593; 594; 595; 596; 600.
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Leonhardt Euler

A fliggvény fogalma az egyik leghasznosabb azok kéziil, amit a matematikusok bevezettek. Rengeteg,
a gyakorlatban felmerlé probléma megoldasat kaphatjuk meg a fliggvények tulajdonsagainak tanul-
mdnyozasaval. Azt nem mondhatjuk, hogy mar a gorogok is hasznaltdk ezt a
fogalmat a mai formajaban. Egy ilyen definicio megalkotédsa hosszi folyamat.
Az elsé komoly [épéseket Descartes (1596-1650) tette meg a réla elnevezett
koordindta-rendszer elterjesztésével és azzal, hogy a fiiggvényeket hozza-
rendeléseknek tekintette egyszer( tablazatok helyett. Euler (1707-1783) ve-
zette be az ,f” bettit fuggvények jel6lésére. A mai értelemben is hasznalatos
meghatdrozast Dirichlet (1805-1859) irta le 1839-ben: ,Ha az y és x valto-
z6k olyan viszonyban vannak egymassal, hogy x valamely szamértékéhez bar-
milyen térvény hozzarendeli y-nak egy értékét, akkor azt mondjuk, hogy y az
x fliggetlen valtozé fliggvénye.”

Lejeune Dirichlet

Nézziink két egyszeri példat!

Legyen az alaphalmaz A = {az osztaly 5 legjobb tanuléja}.

A hozzarendeléseket kisbettikkel fogjuk jelolni.

Mindenkihez rendeljik hozza

f: a kedvenc tantargyait;
g: az év végi matematikaosztalyzatat;

i: a szeptemberi matekjegyeit;
j: a hajszinét!

h: a naplébeli sorszamat;

Az alabbi tablazat egy lehetséges hozzarendelést tartalmaz:

X Adu Adam Csak Maté Gal Rozi Kis Eva Nagy Gyula
f matek, tesi ének foldrajz magyar, tori -

g 5 4 5 4 5

h 1 3 8 12 20

i 5 4,5,3 55 4 3,5

j barna sz6ke fekete sz6ke barna

Rajzoljuk le halmazabrak segitségével
mind az 6t hozzarendelést kilon-kilon!
A hozzarendeléseket nyilakkal fogjuk je-

lezni.

foldrajz
magyar

tori
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) Teki.nts[]k azA, =, {egyjeg}/t’j pozitiv ,péros sz,a’mjolf} halm.e.1- . ) 4 6 3
zat. Adjuk meg tablazat, majd halmazabra segitségével a ko-
vetkezd hozzarendeléseket! 2x 4 8 12 16
f: minden x € A-ra x — 2x (minden szdmhoz a kétszeresét | X=5 | -3 -1 1 3
rendeljiik); 10 — x 8 6 4 )
g: X+ X—05;
h: x— 10 —x.

Legyen adott két nem dires halmaz, A és B.

Ha az A halmaz minden eleméhez egyértelmiien hozzarendeljiik a
B egy-egy elemét, akkor ezzel egy fiiggvényt hatarozunk meg.

Az A halmazt a figgvény értelmezési tartomanyanak hivjuk, és ET-vel
vagy D fel jeloljiik (a jobb als6 index a fliggvény bettijele, nem feltétle-
nal f).

A B-t pedig képhalmaznak nevezziik. A képhalmaznak a hozzarende-
lésben részt vevé elemei alkotjak az értékkészletet, amit EK-val vagy R-
fel jelolink.

Megjegyzés

A hozzarendelések koziil csak az egyértelmteket nevezziik fliggvénynek.

Ez nem jelent feltétlendl kolcsonosen egyértelmi megfeleltetést. El6fordulhat, hogy az A halmaz két k-
[6nb6z6 eleméhez is ugyanazt az elemet rendeljiik a B halmazbdl. A B halmaznak nem kell pontosan meg-
egyeznie a hozzarendelésben részt vevs elemekkel. Megadhatunk ezeknél egy bévebb halmazt is. Ha pon-
tosan szeretnénk tudni, hogy mely elemekrél van sz6, akkor ezt kiilén hangsdlyozzuk. Az R, c B.
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A fiiggvényeket az dbécé kisbetiiivel jeldljiik. Ha az f fuggvényt szeretnénk megadni, a kévetkezé
modon jarhatunk el:

f: A= B, x — f(x).

A jelolés elsé része f: A — B azt fejezi ki, hogy az f az A halmazon értelmezett, B-beli értékeket fel-
vevd fliggvény. Gyakran mondjuk azt is, hogy f az A-t B-be leképezd fliggvény.

A jelolés masodik része x — f(x) a hozzdrendelés szabdlyat adja meg, ami legtobbszor egy képlettel
torténik, de lehet valamilyen el6iras vagy utasitas is.

A flggvénnyel kapcsolatos érték sz6 szimbolikus jelentést, hiszen mind az A, mind
a B elemei tetsz6leges dolgok lehetnek.

Ezek utan vizsgaljuk meg az els6 két példaban szereplé hozzarendeléseket!

Az 1. példaban az f semmiképpen nem fliggvény. El6szor is az A-nak nem minden ele-
méhez rendelttink valamit. Masodszor példaul Adu Adémhoz két targyat is rendeltiink.

Ugyanigy i sem fliggvény, hiszen ez sem egyértelm( hozzérendelés, példaul Csak
Méatéhoz harom elemet is rendeltiink.

A masik harom g, h, j mindegyike egyértelm(i hozzarendelés, tehat fiiggvény.

A 2. példabanf, gésh egyertelmuek tehat fuggvénykapcsolatot hataroznak meg.

Itt mindhdrom példaban az ET és az EK is egy szamhalmaz. Ezeket val6s fiiggvé-
nyeknek nevezzik. A tovabbiakban csak ilyenekkel foglalkozunk.

A 2. példaban az f jel(i hozzarendelés fiiggvény, amelyet a kovetkezé6 médon ad-
hatunk meg:

f: {2,4,6,8} — {4,8,12,16}, x — 2x (el6szor megadjuk a flggvény betljelét, rogton
utana az értelmezési tartomanyt és a képhalmazt, majd a hozzérendelési szabalyt, amit
'x talpas nyil két x"-nek olvasunk).

Az x — 2x jelolés helyett az f(x) = 2x-et is hasznalhatjuk, ami az f fliggvény x helyen
vett helyettesitési értékét jelenti. Példaul: f(1) = 2, f(2) = 4 és altalaban f(x) = 2x.

A fuggvényeket megadhatjuk mas médon is, példaul tablazattal, grafikonjukkal (erre még visszatértink),
vagy akar rendezett szamparokkal is. Ha rendezett parokkal adjuk meg a fliggvényt, akkor az elsé tag min-
dig az ET egyik eleme, a masodik pedig a hozzarendelt figgvényérték. Nyilvanvaléan ahany eleme van az
ET-nak, annyi szampart kell megadnunk.

Az f-et rendezett szamparokkal a kovetkez6 médon adhatjuk meg:

f:(2;4),(4; 8), (6;12),(8; 16).

Rendezett szamparon két, pontosvesszével vagy vesszével elvalasztott, zardjelbe tett szamot értlink,
mint példaul (2; 3). A 2 a szampdr els6, a 3 pedig a masodik tagja. Természetesen (2; 3) = (3; 2), mert
két rendezett szampart akkor tekintlink egyenlének, ha az elsé és a masodik tag is megegyezik. Tehat
(@;b) = (c;d)<haa=césb =d.

Ha megvaltoztatjuk az értelmezési tartomanyt, akkor azzal egy (j fliggvényt adunk meg. Legyen f az
el6bb meghatdrozott fliggvény, vagyis f: {2, 4, 6, 8} — {4, 8, 12, 16}, x — 2x, a g pedig: g: R - R, x — 2x
('a g valés-valds fuiggvény hozzarendelési szabalya, x talpas nyil kétx’), most R a valés szamok halmazat jeldli.
Az f és g fuggvényeknek csak a hozzarendelési szabdlya egyezik meg, az értelmezési tartomanyuk nem.
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Két fliggvényt akkor és csak akkor tekintiink azonosnak, ha értelmezési tartomanyuk és a hozza-
rendelési szabalyuk is megegyezik.

Megallapodas:
Fogalmak ) Ha a fiiggvények megaddsakor nem adunk meg értelmezési tartomanyt, akkor ez azt je-
egyértel ey lenti, hogy a lehet6 legbévebb halmazra gondolunk.

mg;gn;es’ Ha az értelmezési tartomdny az 6sszes valés szam, akkor azt nem szoktuk kiilon jelezni.
fuggvények egyenld- Példaul az f(x) = % fuggvénynek az értelmezési tartomanya D, = R\{0}.
sége;
értelmezési tarto- Természetesen ha mas értelmezési tartomanyt akarunk, akkor azt jelezni kell. Példaul ha
many; NP C Lz P . _1 )
értékkészlet: csak a pozitiv szimokon akarjuk értelmezni a fiiggvényt, akkor g: 10, «of — R, f(x) = - egy lehet
képhalmaz; 1 1

rendezett szampar. séges megadas. Gyakran hasznaljuk az f(x) = o X* 0, vagy g(x) = L X> 0 meghatarozast is.

FELADATOK

m Hatdrozzuk meg a kovetkezd fliggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét!
f:(1;2),(3;4),4;5),(6;5),(7;7),(8;7).

m Legyen D, = {1, 2, 3} és R, = {5, 6, 7}. Adjuk meg az dsszes ilyen fliggvényt rendezett szampérokkal!
Hany megoldast kapnank, ha {5, 6, 7} a képhalmaz lenne?

3. K1 Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvények értékkészletét!
a) f: {pozitiv paros szamok} — Z, f(x) = %; d)i:[-1;5] - R, x—x + 3;
b) g:10; 101 -~ R, g = 5; e j:{-2;-1;0;1; 2} =R, j0 = 1;
o h:R—R, h(x) = g; f) k: {-3;=2;-1;0; 1; 2; 3} = R, k(x) = —x.

m Adjuk meg a tablazattal megadott fiiggvények hozzarendelési szabalyét, értelmezési tartomanyat és érték-
készletét!

a)

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
f(x) 1 4 7 10 13 16 19 22 25
b) X 2 4 6 8 10 12 14 16
g | 3 1T | 1| 3 5| =7 | -9 -1
5. K1 Adjunk meg egy olyan fuiggvényt, aminek az értelmezési tartomdnya {1, 2, 3, 4}, és értékkészlete az

{1, 2, 3, 4, 5} halmaz!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgydjtemény Il.: 571; 572; 574; 578; 579; 580; 581; 583; 601.
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39-40. PONTHALMAZOK ES FUGGVENYEK
ABRAZOILASA DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZERBEN

A KOORDINATA-RENDSZER

A legtobbszor olyan flggvényekkel foglalkozunk, amelyeknek az értelmezési tar-
tomdnya és az értékkészlete is a valds szamok egy részhalmaza. Ezeket valds fligg-
vényeknek nevezziik. A valés fliggvények jol szemléltethetéek a derékszogli koor-
dindta-rendszerben. Mindenekel6tt érdemes tisztaznunk, hogy mi is az a
koordinata-rendszer.

Szeizmogréf

Vegyiink fel a sikon két kozos kezdépontl, egymasra meréleges szamegyenest, ezek segitségével
egyértelmlien megadhatjuk egy pont helyzetét a sikon.

A két szamegyenest tengelynek nevezziik, a kozos kezdSpontot pedig origonak. A tengelyeket viz-
szintesen és fliggélegesen szokas elhelyezni. A vizszintes tengelyt x tengelynek vagy elsé tengelynek,
a fuggdlegest pedig y tengelynek vagy masodik tengelynek nevezziik.

Ha meg akarjuk hatarozni egy pont helyzetét, akkor el6szor parhuzamost hiizunk C2:5 yA

. z ” z 2 z L T

a ponton keresztil a tengelyekkel, a metszéspontoknak megfelel6 szdmértékek al-
kotjak a pont koordinatait.

B2
Az x tengelyen 1évé szamot els6 koordinatanak vagy abszcisszanak, az y 7
tengelyen 1évét pedig masodik koordinatanak vagy ordinatanak nevezziik. Ez T >
a két szam ebben a sorrendben egy rendezett szampart alkot, ezekkel a pont T
megjelolésére szolgdlé nagybetli mellé frva adjuk meg a pont helyét a koordi- *Da -2 |
néta-rendszeriinkben. 1 Bu 3

Példak: A (3; 2), B (4; -3), C (=2; 5), D (-4; -2) stb.

igy fiiggvénykapcsolatot hatdroztunk meg a sik pontjai és a rendezett szamparok kozott. A sik min-
den pontjahoz egyértelmtien hozzarendeltlink egy szampért. A hozzarendelés legfontosabb tulajdonsaga,
hogy minden szampar csak egyetlen ponthoz tartozik. Ez azt jelenti, hogy a pont koordinatdinak ismereté-
ben egyértelmiien meg tudjuk mondani, hogy melyik pontrél van sz6.

A két szamegyenesnek nem kell feltétlentl merélegesnek lennie, bizonyos esetekben sze-
rencsésebb Ggynevezett ferde szogii koordinata-rendszert hasznalni. Egy pont koordinatdit
kétféle modon is meghatarozhatjuk, vagy tgy, mint fentebb, vagyis parhuzamost hiizva a ten-
gelyekkel, vagy pedig merdlegest dllitva rajuk, és ezzel meghatdrozva a pontok eldjeles ta-
volsagat a tengelyektdl.
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y A A derékszogii vagy Descartes-féle koordinata-rendszerben a két meghatdrozas
1 co;7) ugyanarra a végeredményre vezet. Ez azt jelenti, hogy a pont koordinatainak ismere-
tében megadhat6 a pont tengelyektSl mért eldjeles tavolsaga is.

>

Az origét mindig O-val jeloljiik, koordinatai O(0; 0).

Az x tengelyen |év6 pontok masodik koordinatdja, az y tengelyen lévSknek pedig
az elsé koordinataja nulla.
|AG:0) Legyen: A(3; 0), B(-5; 0), C(0; 7), D(0; -9).

Egy tetszéleges pontot P(x; y)-nal jelolhetiink. Ha megadunk egy 6sszefliggést x
és y kozott, ezzel egy ponthalmazt hatdrozunk meg a koordindtasikon. Azok és csak
azok a pontok tartoznak a halmazhoz, amelyeknek elsé koordinatajat x, a masodikat
pedig y helyébe irva az 6sszefliggés igaz marad. Ezt az 6sszefliggést az alakzat egyen-
letének hivjuk.

a
a

B500 0] 1

1 b(o;-9)
a

PONTHALMAZOK MEGHATAROZASA

a) yA Példak ponthalmazokra:

a) x = 0. Egyenletiink azt jelenti, hogy a pont elsé koordinataja 0. Ha megrajzoljuk az
1 oOsszes ilyen tulajdonsagl pontot, akkor az y tengelyt kapjuk. Azt is mondhatjuk, hogy
14x=0 az y tengely egyenlete: x = 0.
o] 1 x| b y = 0. Ez az x tengely egyenlete. b) yA
’I 4
— o
ol 1 ke
1) yA XLy ¢) x = y. Azokat a pontokat kapjuk, amelyeknek elsé és
1 maésodik koordindtaja megegyezik. Ezek is egyenest
A(3;3) alkotnak, ami az x tengely pozitiv felével +45°-0s sz6-
: get zar be, és dtmegy az origon.
T to 4
. I1. siknegyed |. stknegyed
d) A tengelyek a sikot négy részre osztjak, ezeket sikne-  x<oy>0 [ x>0y>0
gyedeknek nevezziik. Az I. siknegyedbe azok a pon- 1
. z sz ‘I..
tok tartoznak, amelyeknek mindkét koordinataja po- HEE | N
zitiv, egyszer(ibben: x > 0 ésy > 0. o] 1 X
e) Il. siknegyed: x < 0 ésy > 0; I11. siknegyed IV. stknegyed
1. siknegyed: x < 0 ésy < O; Xx<0y<0 | x>0y<0
IV. siknegyed:x > 0 ésy < 0.
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Keressiik meg azokat a pontokat a sikon, amelyeknek koordinatai kielégitik a kovetkezé y
feltételeket: x > 0 vagy y > 0!

Megoldas

A megadott feltételek azt jelentik, hogy a pontnak legalabb az egyik koordinataja pozitiv.
Ez, kivéve a llI. siknegyedet és a tengelyek negativ felét, valamint az origét, mindig teljesl.
Tehat a megoldas az 1., a Il. és a IV. siknegyed, valamint a tengelyek pozitiv fele.

3. példa A

Keressiik meg azokat a pontokat a sikon,
amelyeknek koordinatai kielégitik a kovet-
kezd feltételeket: xy = 12! Hogyan nevezzik
a kapott alakzatot?

Megoldas

Olyan pontokat kell keresniink, ahol az
elsé és a masodik koordinata szorzata éppen
12. A keresett alakzatnak biztosan nincsen
egyetlen pontja sem a tengelyeken. Mivel a
szorzat pozitiv, ezért a pontok elsé és masodik
koordinatdja azonos eléjelli. Ez azt jelenti,
hogy vagy az els6, vagy a harmadik siknegyed-
ben kell lennitik. Keresstink néhany pontot!

=

—_—

- =t =] —

=y

(1;12), P,(2; 6), P,(3; 4), P,(4; 3),
(6; 2), P(12; 1);

P1

P(6; 2

Q,(-1; -12), Q,(=2; =6}, Q=35 =)

Q (_4 3)/ QS(_6/ _2)r Q6(_1 2/ _1)

A megadott néhany pontra rdilleszthettink

egy gorbét, amit hiperboldnak neveziink.
Késdbb még foglalkozunk ezzel a gorbével.

4

4. példa

Keressiik meg azokat a pontokat a sikon, amelyeknek koordinatdi kielégi-
tik a kovetkezd egyenletet: y = 2x — 1!

Megoldas

Az alakzat egyenlete azt jelenti, hogy olyan pontokat kerestink, amelyek-
nek masodik koordinétaja az elsé kétszeresénél eggyel kisebb. Tehat az elsé
koordinatat szabadon megvalaszthatjuk, majd a masodikat a megadott képlet
segitségével kiszamithatjuk.

P,(=3; =7), P,(=2; =5), P,(=1; =3); P,(0; 1), P,(0,5; 0), P,(1; 1);

P(2; 3), Py(3; 5), Py(4; 7).

A pontok egy egyenes mentén sorakoznak.




IV. FUGGVENYEK

Keressiik meg azokat a pontokat a sikon, amelyeknek koordina-
tai kielégitik a kovetkezd egyenletet: x* +y* = 25! Legaldbb 12 pon-
tot keresstink! Gondoljunk a szimmetridra is!

Megoldas

x? + y? = 5%. Az egyenlet nagyon emlékeztet Pitagorasz tételére.
Hax#0,y=0ésx*+ y> =52 akkora = x|, b =|y| ésc = 5 ada-
tokkal egy derékszogli haromszog szerkeszthetd.

Igy konnyen taldlunk megfelel6 pontokat. P(0; 5), Q(3; 4),
R(4; 3), S(=5; 0), és ezek tiikorképei az x és y tengelyre, valamint az
origéra. Mivel a pontok tavolsaga az O-t6l mindig 5 egység, ezért
ezek a pontok az origd korili 5 egység sugart koron helyezked-

nek el.
6. példa YA x=o0
1 vagy
Keresstik meg azokat a pontokat a stkon, amelyeknek koordina- x=0} y=0
tai kielégitik a kovetkezd egyenletet: xy = 0. 14

2 /

Megoldas o] 1y=0

Egy szorzat csak Ugy lehet nulla, ha legalabb az egyik tényezéje
nulla. Ez azt jelenti, hogy x = O (y tengely pontjai), vagy y = O (x ten- 1
gely pontjai). A megoldds a két tengely pontjainak unidja. NN

Megjegyzés

Ez a feladat lehetéséget ad szamunkra, hogy atgondoljuk, hogyan kaphatjuk meg két alakzat uniéjanak egyenletét.
Legyen az egyik az x = y, a masik pedig az x = —y egyenes. Rendezziik at 6ket Gigy, hogy az egyik oldalon nulla legyen
(nulldra rendezés):

l:x —y=0,

I:x +y=0.

Ezutan szorozzuk 6ssze a bal oldali kifejezéseket, nyilvan a végeredmény is nulla lesz:

IxIl: x—y)x +y) = 0.

Egy szorzat csak Ggy lehet nulla, ha legalabb az egyik tényezéje nulla. ;
Ez viszont azt jelenti, hogy vagy az egyik, vagy a masik egyenes egy pontjdnak a koordinatait helyettesitettiik be. Igy
akarhany alakzat uniéjanak egyenletét megkaphatjuk.

FUGGVENYEK ABRAZOLASA A DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZERBEN

A fiiggvények abrazolasa soran is egy ponthalmazt kapunk. A kovetkezdket kell tenniink: dbrazol-
juk az 6sszes olyan pontot, aminek az elsé koordinatdja az értelmezési tartomany egyik eleme, a maso-
dik koordinataja a hozzarendelt fiiggvényérték. Ez azt jelenti, hogy dbrazolnunk kell az 6sszes P(x; f(x))
koordinatdja pontot, ahol x € D,. A fliggvénygorbének mint ponthalmaznak az egyenlete: y = f(x).
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Nem mindig all médunkban a grafikon 6sszes pontjdnak az abrazolasa. Ha D, = R, akkor ez nem le-

hetséges, ilyenkor mi valaszthatjuk meg, hogy az értelmezési tartomany mely részhalmazan végezzik el az
abrazolast.

Ha a fuiggvényiinket rendezett szamparok formajaban adtuk meg, akkor ezek az abrazolandé pontok.

a) Rajzoljuk meg a kovetkezé fliggvény grafikonjat!

f:[-2; 31 - R, fx) = =2x + 1.

a)
Készitstink tabldzatot!
b) Abrézoljuk a{-2;-1;0; 1; 2; 3} > R, y(x) = -2x + 1 fuggvényt!
¢) Abrazoljuk a h: R —> R, h(x) = —2x + 1 fuggvényt!
Megoldas e
a)
X -2 =1l 0 1 2 3
f(x) 5 3 1 =1l =3 -5 T
4
Az elsé sorban az ET/néhény elemét soroljuk fel, a masodikban a nekik megfe-
lels fliggvényértékeket. Igy megkapjuk a gérbe néhany pontjat. Példaul:
fc2)=—2-(-2)+1=4+1=5; b) yA
f3)=-2-3+1=-6+1=-5. o
Tehat dbrazolnunk kell a (-2; 5), (~1; 3), (0; 1), (1; =1) (2; =3), (3; =5) pontokat.
Most csak a grafikon hat pontjat kaptuk meg. A pontokat folytonos vonallal 6sz- 1
szekdtve egy szakaszt kapunk. ] :}
b) A pontokat most nem kétjuk ossze! :0__ 1 >
o) Nem tudjuk, melyik x értékek esetén kellene kiszamolnunk a figgvényértékeket. .
A teljes gorbét nem tudjuk dbrazolni, csak egy részletét. Abrazoljuk a [-2; 3] inter-
vallum egész értékeit. Igy az a) és a b) feladatokban megkapott pontokat kapjuk. Az .
ezekre fektetett egyenes lesz a figgvény gorbéje.

Mivel a pontok elsé koordinatéi az értelmezési tartomény elemei, ezért a pontok elsé koordinatai alkotjak az

ET-t. Ezt mi pirossal jeloltiik az x tengelyen. A méasodik koordinatak pedig az értékkészletet alkotjdk. Ezt pedig
zolddel jeloltiik az y tengelyen.

Milyen ponthalmazok lehetnek fiiggvénygorbék?

A fluggvény egyértelm( hozzarendelés, vagyis minden x-hez egy fliggvényérték vagy egy sem tarto-
zik, attdl fliggéen, hogy x benne van-e az értelmezési tartoméanyban, vagy nincs. Ez azt jelenti, hogy
nem lehet a gorbének két olyan pontja, amelyeknek az elsé koordinataja megegyezik. Masként fogal-

mazva, barmely fligg6leges egyenes maximum egyszer metszheti a gorbét. Ha egy ponthalmazra ez az
egyszerli feltétel teljestl, akkor az lehet egy fliggvény grafikonja.

167
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Lehetnek-e a kovetkezé ponthalmazok egy fliggvény grafikonjai? A ponthalmazokat pirossal rajzoltuk be.

& A & A 2 Z

zz zz /

-y

o

2 4

o

o 4
ﬂ

Megoldas

a) Ez annak a fliggvénynek a képe, ami minden szamhoz a nullat rendeli. Eoga(:ll.n?k Jo
b) Ez nem lehet fiiggvénygrafikon, hiszen a nulldhoz nem csak egy szamot rendel. oorhmlata-ren e
) Ez sem lehet fliggvény grafikonja, hiszen a nulldhoz a —3-at és +3-at is hoz- POf;tgyaerrH:tZe.
zare"ndel/ne. U ) . . alakzat egyer;Iete;
d) Ez fliggvény grafikonja, mert barmely fligg6leges egyenesnek maximum egy fuggvény;
metszéspontja van a gorbével. fuggvénylgraﬁkonja;
e) Ez nem fliggvény grafikonja, mert van olyan fliggéleges egyenes, aminek két fliggvénygorbe;
metszéspontja van a gorbével. Descartes-féle koor-
f) lgen, flggvény grafikonja. dinata-rendszer.

>

FELADATOK
m Mi az egyenlete a kovetkezé alakzatoknak?
a) yA b) yA o)
’I +
o Y N

<y




5 =
A A
- -

39-40. PONTHALMAZOK ES FUGGVENYEK ABRAZOLASA ...

Keressiik meg a koordinata-rendszerben azokat a pontokat, amelyeknek masodik koordinataja
feleakkora, mint az elsé!

Van-e olyan fliggvény, aminek a képe egyetlen pont?

Keressiik meg a koordinata-rendszerben azokat a pontokat, amelyeknek koordinatai kielégitik az
alabbi egyenleteket!

a) [(x=17+y - [x+ 1?2+ y]l=0;

b) x*—y* = 0.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény Il.: 573; 584.

41. LINEARIS FUGGVENYEK

El6szor a legegyszer(ibb fuiggvénytipussal foglalkozunk. Olyan fuggvényeket vizsgalunk, amelyeknek a

képe a derékszogl koordindta-rendszerben egyenes, vagy annak egy részhalmaza, amelyek egy egyenesre
illeszkednek.

a)f:R- {2}, x—2;
b) g: [0; o[ — {2}, x — 2;

¢ h:[-3; 3] - {2}, x = 2;
) i: N = {2}, x — 2.

Abrézoljuk a fiiggvényeket a koordinéta-rendszerben!

Megoldas

Ezeknek a fiiggvényeknek a képe igen egyszer(i. A megfelel6 pontok az x tengellyel parhuzamos egye-
nesen helyezkednek el.

a)

b) o) d)

y A

y A

y A

4

p & o o o o

ol 4

o /

=~y

ol 4

A megadott négy fiiggvény csak az értelmezési tartomanyban kiilonbozik. A hozzarendelésben szerepld
2 egy nulladfoku algebrai kifejezés, vagyis egy konstans (allando).

Az f(x) = c (a c egy tetszéleges rogzitett szam) tipust fuggvényeket konstans fiiggvényeknek nevezziik.
A képuk egy vizszintes egyenes, ami az y tengelyt a (0; c¢) pontban metszi.
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A hatoslott6-sorsolasra (45 szambdl 6-ot hiiznak ki) véletlenszerten valasztjak ki a szamhutzékat. Min-
denki kap 20 000 Ft-ot, és még annyiszor 10 000 Ft-ot, mint amelyik szamot kihdzta.

Adjuk meg azt a fliggvényt, amelyik megadja a kapott pénzt a kihtzott szamtdl fliggéen!

Milyen hatarok kézott mozog a jatékosoknak kifizetett 6sszeg?

Megoldas

A flggvény értelmezési tartomanya az egytdl negyvenétig terjedd pozitiv egészek halmaza. Tehat:

f{1,2,..., 45} — R, x — 20 000 + 10 000x.

igy a kifizetett pénz minimum 30 000 = 20 000 + 10 000 és maximum 470 000 = 20 000 +
+ 45 - 10 000-Ft lehet. Ha eggyel novekszik a kihtzott szam értéke, akkor a hazaviheté 6sszeg is né, még-
hozza mindig pontosan ugyanannyival.

A megadott hozzarendelési szabdly egy els6foki algebrai kifejezés, ezért az ilyen tipust fliggvényeket
elséfoku fuiggvényeknek nevezziik.

iz
8000 1
Tiz gramm szintiszta arany ara 4000 $. 1
(Az arany arfolyama valtozik.) Milyen gaz- i’
dagnak érezhetjik magunkat, ha egy 18
grammos aranyrog lapul az erszényiink-
ben? irjuk fel azt a figgvényt, ami megadja
a nalunk [évé arany értékét az arany to-
megének fliggvényében! Abrazoljuk a ko-
ordindta-rendszerben ezt a fliggvényt!

Megoldas

Jeloljiik x-szel az arany mennyiségét,
f(x)-szel pedig az értékét $-ban. A két
mennyiség egyenesen ardnyos egymassal.

10 g = 4000 $

1g=400% — L
Xg=400X$ of 1 5 10 15 20 x (g

P(18;7200)

6000 T
4000 1

2000 1

400 1

Ez azt jelenti, hogy f(x) = 400x, igy a birtokunkban 1évé aranyrog 18 - 400 = 7200 $-t
ér.

A fliggvény értelmezési tartomanya a pozitiv szamok halmaza, és a fggvénygorbe
az origdbdl indulé félegyenes. (Ez mindig igy van az egyenes ardnyossagot leir6 fuigg-
vénynél.)

Mai arfolyamon ez a mennyiség hany forintot ér?

Emlékeztet6: Két mennyiség egyenesen aranyos, ha az 6sszetartozé értékparok ha-
nyadosa allandé. Ezt a hanyadost aranyossagi tényezének nevezziik, jeloljik ezt most

oA 4

a-val. Az egyenes aranyossagnak megfeleld fliggvény az f: 10; «o[ — R, f(x) = ax.
Nézzik meg a fliggvények képét néhdny a esetén!
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A fuggvénygorbék az origébdl indulé félegyenesek, amelyeknek meredeksége éppen a-val egyenlé.

Meredekség: Az egyenes meredeksége megmutatja, hogy ha a grafikon barmely pontjabél egy egy-
séget ,jobbra” megyiink (x értékét eggyel megnoveljiik), akkor mennyivel kell ,folfelé” (az y tengely
mentén pozitiv irdnyba) vagy ,lefelé” (az y tengely mentén negativ iranyba) elmozdulni, hogy Ujra a gra-
fikonra jussunk, azaz mennyivel véltozik a fliggvény értéke.

Megmutatja ennek jogossagat a kdvetkezd: fx) = ax, akkor fix + 1) = alx + 1) = ax + a, azaz fix + 1) = f(x) + a.

Abrézoljuk a kovetkezé fuiggvényeket értéktablazat segitségével! a) y A

a) fx) = 2x = 1; bg)=-x+3;  ohx=X=%

5
Megoldas

A fuggvények értelmezési tartoménya az dsszes valds szam. Mi a tablazatunkban csak 14

néhany értéket tudunk kiszamitani. Ezekbd| kovetkeztetlink a grafikon alakjéra. Jelen eset-

ben azt tapasztaljuk, hogy a berajzolt pontok egy-egy egyenes mentén helyezkednek el.
Akarhéany Gjabb helyen szamolnank ki az értékeket, ez mindig igy maradna. (Ezt csak a
késébbiekben tudjuk majd teljes egészében igazolni.)

al x| 3] 2| 0 1

7

b x5 [ 432 0 1 2 3

-
Ly
X

ftx) = 2x — 1

gl x| -7 | =2 3 8 | 13

b)

gx) =—x+3

A megadott flggvények kozos tulajdonsaga, hogy a hozzarendelés egy elséfoki algebrai kifejezés
A képuk igy egyenes.
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Az elséfoku fliggvény altalanos alakja
f(x) = ax + b.

Az a és a b tetsz6leges valos szamok lehetnek, csak a # 0.

Ha a = 0, akkor az 1. példaban targyalt konstans fliggvényt
kapjuk.

Az abrazolas szempontjabdl a és b egészen mast jelentenek. Az a
a meredekség, vagyis pontosan ennyivel valtozik a fliggvény értéke,
ha eggyel noveljiik x-et.

A b az egyenes y tengellyel val6 metszéspontjanak a masodik ko-
ordinatdja. Ha kiszamitjuk a ftiggvény O helyen vett helyettesitési ér-
tékét, éppen b-t kapjuk.

f(0) = 0 - x + b, vagyis f(0) = b.

A fuiggvénygorbe tengelyekkel valé metszéspontjait tengelymet-
szeteknek nevezziik. Az elséfoki fliggvény esetében az y tengelyen a
P(0; b) pont van.

Az x tengelyen 1évé metszéspontot zérushelynek is nevezzik. Az
elnevezés jogos, hiszen azt az x értéket jelenti, ahol a fliggvényérték O,
vagyis zérus. Ennek meghatarozasdhoz egy elséfoki egyenletet kell
megoldanunk.

_ _ _ b b.
ax+b=0a=-bx=-7 haa=0, Q(—g, 0)-

A 4. példa c részében megadott f(x) = 3XT_4 fliggvény esetében egy kis talakitds utan szintén leol-
o 3. 4 3., 4
vashatjuk a és b értékeit. Az f(x) = EX— % alakbdl jol latszik, hogy a = 56 b= 5

Ha tudjuk, hogy az els6foka fliggvény képe egyenes, akkor az dbrazoldshoz elegendé a grafikon két
pontjat meghatarozni. Ezeken keresztiil meghtzhatjuk az egyenest. Esetleg érdemes egy harmadik pontot
is felvenni az ellendrzés kedvéért.

Hatdrozzuk meg azt az els6fokd fliggvényt, amelynek a képe athalad a P(=2; 3) és a Q(6; —1) pontokon!

Megoldas

Tudjuk, hogy a keresett fiiggvény elséfoki, aminek éltalanos alakja f(x) = ax + b. Az ,a” szdm a mere-
dekség, ami megmutatja, hogy a fliggvény mennyivel valtozik, ha az x értékét eggyel noveljik. Ha kettével
noveljiik az x-et, akkor 2a-val véltozik a fliggvény értéke. A mi feladatunkban a grafikon tanulmanyozasa
utan megdllapithatjuk, hogy x-et nyolccal novelve a fliggvény értéke néggyel csokken. Ha csak eggyel novel-

nénk, akkor %-dal csokkenne, ami azt jelenti, hogy a meredeksége —% =— %
a=—1. Ezek utdn mér annak ismeretében, hogy a fliggvény a 6-hoz —1-et rendel, felirhatunk egy egy-

2
szer(i egyenletet.
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f(6)=6a+b

1
-1= 6(—§>+b,
-1=-3+b /+3
2 =b.

Tehat a kereset figgvény f(x) = — %x + 2.

yA
P(=2:3) f(x)=—%x+2

ol 4

Q(6;-1)

GYAKORLO FELADATOK A LINEARIS FUGGVENYEK KOREBEN

A nagyvarosokban a turistak gyakran kézlekednek taxival. A na-
pokban két ismerdstink is beszdmolt briisszeli élményeirél. Mind-
ketten utaztak taxival is. Az egyik ismerds egy 8 km-es Gtért 21 eurdt,
a masik pedig egy 3 km-es Gtért 11 eurdt fizetett. Vajon mennyibe
kertl a taxizas Briisszelben? Feltételezziik, hogy van egy kiallasi dij és
egy km dij, ami egyenesen ardnyos a megtett kilométerrel (termé-
szetesen a megtett kilométernek nem kell egésznek lennie). Fize-
tend6 ennek a kettének az 6sszege. Ezek a tarifak minden taxira egy-
ségesen vonatkoznak a varosban.

a) Hatdrozzuk meg azt a fliggvényt, ami megadja a taxizasért fize-
tendd Osszeget a megtett kilométer fliggvényében!

b) Mennyit fizetnénk egy 10 km-es Gtért?

¢) Egy harmadik ismer6siink egy alkalommal 16 eurét fizetett egy
briisszeli taxizasért. Vajon & hany kilométert tett meg a taxival?

Megoldas

a) Az arképzés ismeretében vilagos, hogy a keresett fliggvény lined-
ris, az értelmezési tartomdnya a nemnegativ szimok halmaza
(amint megérkezik a taxi, a kidllasi dijat mar fizetni kell). Els6 1é-
pésben a kilométerdijat hatdrozzuk meg a megtett km fliggvé-
nyében. Egyenes ardnyossag esetén, ha dbrazoljuk az egyik valto-
z6t a masik fliggvényében, akkor egy origon atmené félegyenest
kapunk (lasd 170 oldal). A mi fliggvényiink ett6l csak abban kii-
|6nbozik, hogy minden értékhez hozzaadtunk egy pozitiv szamot
(kiallasi dij). Ezért a keresett fliggvény grafikonjat tgy kapjuk, hogy
egy félegyenest eltolunk az y tengely mentén pozitiv iranyba.

Abrézoljuk a megadott adatoknak megfeleld két pontot a ko-
ordinata-rendszerben. Mivel 8 kilométerért 21 eurdt kell fizetni,
ezért a keresett fliggvény a 8-hoz a 21-et rendeli. Tehat abra-
zolnunk kell a P,(8; 21) pontot. Hasonl6an kapjuk a P,(3; 11)
pontot.

A fuggvény grafikonja a megadott két ponton atmené egye-
nesnek az elsé siknegyedbe esé része. Jol lathato, hogy ha x érté-

‘\\tikﬁ
Wl
n\.‘:\}{‘}/

P\(8; 21)

10

4
P,(0; 5)

o /
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két 5-tel megnoveljiik, akkor a fliggvény értéke 10-zel n6. Ha csak eggyel néne x értéke, akkor a fligg-
vény értéke kettével néne. Azaz kilométerenként 2 eurét kell fizetni a taxizasért. Tehat a fliggvény me-
redeksége 2. A P, pontbél indulva, ha 1-gyel csokkentjiik az elsé koordinatat, a masodikat pedig 2-vel,
akkor djra a grafikon egy pontjat kapjuk. Ezt folytatva jutunk a P,(0; 5) pontba. Tehat O kilométer ,meg-
tétele” utan 5 eurdt kell fizetni, vagyis a kidllasi dij 5 eurd.

A keresett fiiggvény hozzérendelési utasitasa:

f(x) =2x + 5

Ellenérzés: f(3) =2-3 +5=11, f(8 =2-8 + 5 = 21

b) f(10) = 2 - 10 + 5 = 25. Tehat 10 km-es Gtért 25 eurdt kell fizetni.
¢) Ha a 16 eurdbdl kivonjuk az 5 eurés kidllasi dijat, akkor megkapjuk a megtett kilométerek utan fize-
tendd 11 eurét. A 11-nek a fele 5,5. Tehat 5,5 kilométert utazott a harmadik bardtom.

Ellenérzés: 2 - 5,5 + 5 = 16.

Miklés az M3-as autépdlyan autézott Miskolc felé. Indulds utan fél 6raval a 120-as km kénél egy auto-
palya kamera észlelte az autéjat. Negyedéra milva a 150-es km kénél haladt el egy mésik mérémdiszer mel-
lett. Mikl6s az Gtja sordn szokasainak megfelel6en nyugodt, egyenletes tempéban haladt.

a) Az autépdlyan 130 kTm a megengedett sebesség. Vajon szabdlyosan kozlekedett Mikl6s?

b) Adjuk meg azt a fiiggvényt, ami megadja, hogy Miklés autéja hanyas km kénél jar az Gtja soran az in-
dulastol eltelt id6 fuggvényében! Mérjiik az id6t 6raban!

©) Melyik varosbdl indult el?

d) Mikor érkezett Miskolcra, ha tudjuk, hogy reggel nyolc érakor indult és sehol nem &llt meg?

Az M3-as aut6palyan, Budapesten kezdik a km-ek szimozését a nulla km-kétél. (Miskolc hatara a 180-

as km kénél van.)

Megoldas

a) Egyenletesen mozgd jarmui esetén a megtett Gt egyenesen ardnyos az Gt megtételéhez sziikséges idbvel,
az s = vt Osszefliggés segitségével szamithatjuk ki a megtett utat. Mivel Mikl6s negyedéra alatt eljutott a
120-as km kétél a 150-esig, ezért negyedéra alatt 30 km-t tett meg. Ezért az egyenes aranyossag miatt egy
6ra alatt 120 km-t tett meg, tehat a sebessége v = 120 Tm Tehat Miklésnak nem kell biintetésté| félnie.

b) Egy elséfokd, f(x) = ax + b alakd fuiggvényt kerestink, ahol x az indulastdl eltelt id6t jelenti draban mérve,
f(x) pedig azt adja meg, hogy éppen hanyas km kénél jar Mikl6s.

Tudjuk, hogy f(0,5) = 120 és f(0,75) = 150.
. 120 = 0,5a + b
II. 150 = 0,75a + b

Vonjuk ki a masodik egyenletbdl az elsét:
30 = 025a /-4
120 = a
A kapott a értéket visszahelyettesitve az elsé egyenletbe:
120 =120-0,5 + b
120 =60 + b /-60
60 = b Tehat f(x) = 120x + 60
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Ahhoz, hogy egyértelmlien megadjuk a figgvényt, meg kell adnunk az értelmezési tartomanyt is. A fel-
adat szovege alapjan erre csak a ,d” részfeladat megoldasa utan tudunk egyértelm( valaszt adni.

¢) Mivel az indulaskor Miklés a 60-as km kénél tartézkodott, megallapithatjuk, hogy Hatvan vdrosabél au-
tozott Miskolcra.
d) Mivel Miskolc a 180-as km kénél van, ezért fiiggvénytink képletének ismereté-
ben felirhatjuk, hogy
180 = 120x + 60 /-60 %
120 = 120x
T=x

Tehat az indulds utdn egy 6raval érkezett meg. Mivel 8 6rakor indult, ezért
9-re érkezett.

Most mar meg tudjuk adni az f(x) figgvény értelmezési tartomanyat és érték-
készletét is. Mivel tudjuk, hogy Miskolcra utazott, ahova egy 6ra alatt megér- L
kezett, ezért D, = [0; 1], és 0 1
f: D, = [0; 1], f(x) = 120x + 60.

Vizsgéljuk a kovetkez6 flggvényt!

f: [0; 4] > R, f(x) = 2x + 1

a) Abrézoljuk a fuggvényt!

b) Hatarozzuk meg az értékkészletét!

Megoldas

a)

=y

y A

-
>
X

b) A grafikonrél leolvashat6, hogy f értékkészlete: R, = [1; 9].

A fuggvény egyértelmiien meghatarozza, hogy az értelmezési tartomany elemeihez hogyan rendeljik
hozz4 az értékkészlet elemeit. Vajon az értékkészlet egy tetszéleges elemének ismeretében meg tudjuk-e
mondani, hogy azt melyik szamhoz rendelttik?

Ha igen, akkor hogyan tudjuk ezt megtenni?

Probaljuk kitaldlni, hogy melyik szamhoz rendeltiik példaul a 7-et! Visszafelé haladva, ha a 7-bél levo-
nunk T1-et és a kapott eredményt elosztjuk 2-vel, akkor eljutunk ahhoz a szamhoz, amihez a 7-et rendel-
tuk, a 3-hoz. Valéban: 2 -3 + 1 = 7.
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Ugyanezt megtehetjiik az értékkészlet barmely elemével.
Jeloljik az értékkészlet egy tetsz6leges elemét y-nal, vagyis y € [1; 9]. Ekkor

y=2x+1 /-1
y—1=2x /:2
%:X

igy y ismeretében kiszamithatjuk x értékét. Vagyis az értékkészlet minden eleméhez egyértelmiien meg-
hatdrozhatjuk, hogy az értelmezési tartomany melyik eleméhez rendelttk.

Ekkor egy Gjabb fuiggvényt kapunk, de az értelmezési tartomény és az értékkészlet felcserélsdott. Tehat
az (j fuggvény értelmezési tartomanya az eredeti fuggvény értékkészlete, az értékkészlete pedig az eredeti
fliggvény értelmezési tartomanya lesz.

Az eredeti fuggvény: f: [0; 4] —> [1; 9], f(x) = 2x + 1, itt mar a képhalmazt lesz(ikitettlik a fliggvény ér-
tékkészletére.

Az Gj figgvényt f'-nel szokés jeloIni.

1115 9] = [0; 4], F(x) = X2

2

Abrazoljuk a kapott fiiggvényt és az eredetit ugyanabban a
koordinata rendszerben!

y A

Milyen geometriai transzformécioval kaphatjuk meg az
egyik fliggvény grafikonjdbdl a masikat? A vélasz megtalalasa-
ban a grafikonok mellett nagyban segit az abrén z6ld szaggatott
vonallal jelolt egyenes, ami a koordindtatengelyek elsé sikne-
gyedbeli szogfeleldje. Jl lathatd, hogy a két grafikon tikros az
y = X egyenesre.

[ Megjegyzés: Ha az f ' (x) fuggvénybdl indultunk volna ki, akkor az ere-

deti f(x)-et kaptuk volna.

Szerencsére most sikeriilt egyértelmdien meghatdrozni y-hoz
x értékét. Ez nem mindig van igy. Példaul a konstans fiiggvény
esetén nem tudjuk egyértelmiien megmondani, hogy az adott szamot mihez rendeltiik, hiszen az értelme-
zési tartomany minden eleméhez ugyanazt a szamot rendeltiik, igy a visszafelé hozzarendelés nem lenne

flggvény.
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A SOROZATOK MINT FUGGVENYEK

A szamtani sorozatokkal mar régebben megismerkedtiink.

A sorozatok is fiiggvények. A pozitiv egész szamokon értelmezett fliggvényeket nevezziik soroza-
toknak.

A sorozat elemeit altalaban az abécé kisbettiivel jeloljik. Ha a sorozatot az f fliggvénnyel adjuk meg,
akkor a szokasos jelolésekkel:

f(1) =a,, f(2) = a,, ..., f(n) = a . A sorozatok igen valtozatosak lehetnek. Mi most csak az egyik spe-
cialis sorozattal, a szamtanival foglalkozunk bévebben.

Egy sorozatot szamtaninak neveziink, ha az egymast kovetd elemek kilonbsége allandé. Ezt az al-
landét d-vel szoktuk jeloIni, a differencia (kiilonbség) sz6 kezddbetdjével.

A pozitiv egész szamok példaul szamtani sorozatot alkotnak. Az elsé elem az 1, és a differencia is 1.
Képlettel: a, = n, vagy f(n) = n.
Ha ismerjlk a sorozat els6 elemét és differencidjat, akkor barmely elemét kiszamithatjuk.

a,-a,=d=a,=a, +d,

a,-a,=d=a,=a,+d=(a, +d) +d=a, +2d. Ugyanigy: a, = a, + (n - 1)d.

Lathat6, hogy minden kovetkezd elem d-vel nagyobb az el6zénél.

Haa, = 2 ésd = 2, akkor a pozitiv paros szamokat kapjuk meg.

Ha a szamtani sorozatokat a fliggvények szempontjabdl vizsgaljuk, akkor &ttérhetiink az
f(n) = f(1) + (n = 1)d jeldlésre.

Abrazoljunk néhany szamtani sorozatot!

Legyena, = -5,d =3 =fn)=-5+(n-13 =5+ yA
+ 3n -3 = 3n - 8. Ez a képlet nagyon hasonlita g(x) = 3x — 8 1
flggvény képletére. A két fliggvény hozzdrendelési szabalya
megegyezik, de az értelmezési tartomdnyuk kiilonb6z6. Az
f-et a pozitiv egészeken értelmezziik, és a képe diszkrét (kii-
|6nallé) pontokbdl all. A g minden valés szamon értelmezett, és
képe egy egyenes. Nyilvan f pontjai a g egyenesén helyezked-

nek el. >
Az f hozzarendelési szabalya els6fokui algebrai kifejezés, 0 1 X
tehdt a grafikon pontjai egy egyenesen helyezkednek el. Az |
egyenes meredeksége éppen a sorozat differencidja, a kons-
tans tag pedig d-vel kisebb az elsé elemnél.
°
fin)=3n-8
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Melyik szdmtani sorozatot hatdrozza megaza,K = —2n + 7 Gsszefliggés? y A
4

Megoldas 1
1 o

Mi is a feladat? Egy szamtani sorozatot akkor tekintiink megadottnak,
ha ismerjiik a -et és d-t. Azt is indokolni kell, hogy val6ban szamtani so- T °
rozatrél van sz6. T
a, —-a =20+ +71-[2n+71=-2n-2+7+2n-7 = L *

g

n+1

=y

= -2 = d = éllandé. Tehét a sorozat differenciaja —2. Az els6 elem pedig o 1
a, =-2-1+ 7 = 5. Abrézoljuk a sorozatot mint figgvényt! 1

Nemcsak az igaz, hogy minden szamtani sorozat hozzarendelési sza- 1 .
balya els6fokd, de ennek a megforditésa is. Ha egy sorozat hozzarende- 1
|ési szabdlya els6fokd, akkor az szamtani sorozat. 1 .

11. példa | l

Szamtani sorozat-e az a, = n* sorozat?

Megoldas —_—

Elég megmutatni, hogy az egymast kovetd elemek kiilonbségei kozétt van legaldbb két kiilonbozé. Jelen
esetbena,—a, =2’-12=4-1=3¢ésa,—-a, = 3°-2> = 9-4 = 5. Akilonbségek nem egyenldk, tehat
nem szamtani a sorozat. Elegend6 volt egyetlen ellenpéldat talalni.

Egyszer(ien azt is mondhattuk volna, hogy n* nem elséfoku kifejezés, tehat az
a, biztosan nem szdmtani sorozat.

Fogalmak
konstans fliggvény;
elséfokud fuggvény;
linedris fliggvény;
meredekség;
FELADATOK tengelymetszet;
zérushely;

sorozat;

szamtani sorozat;

) f) = -3x+5 b gW=gx+2 OhK=—3x-2 differencia.

Abrazoljuk a kovetkezé fuiggvényeket!

Keressiik meg azt az elséfok fliggvényt, amelynek a képe dthalad az
a) A(0; -3)ésaB(1; 0); b)R(1;-1)ésazS(5;-1); ¢ P=6; 3) ésa Q(1; —4;) pontokon!

tartoz6 értelmezési tartomanybeli elemet rendeli!
b) Abrézoljuk a kapott fuggvényeket a parjukkal egyiitt egy-egy kozos koordinéta-rendszerben!
g:[0; 51 = [0; 5], 8x) = —x + 5; h:[-4; 5] > [-8; 1], h(x) =x—-4 i:[1; 4 —[1; 10],i(x) = 3x -2

A megadott fuggvenyek kozil melyek az elséfokdak?

b) h(x) = 2x*— 3x+ 1; c)g(x):?’_SX; d) it R\{=3}; i(x):Xz_g.

a) f(x) = 1000x — v

1000; XT3

Abrézoljuk a sorozatok elsd 6t elemét koordinata-rendszerben! Dontsiik el réluk, hogy szamtaniak-e!

- a) Keressiik meg a megadott fliggvényekhez azt a fiiggvényt, amelyik az értékkészlet elemeihez a hozza

2n—1 _ . _6_ 5. _n—4
a)a— 2 ’ b)bn_6_n’ C)Cn_n+2, d)dn_ n+2.

Ajanlott feladatok

Cyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytijtemény I1.: 623; 624; 625; 627; 632; 633; 634; 635; 637; 638.
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Definicio

d=5
i d

7

a szémegyenesen.

>

Egy szam abszolit értéke a nullatél valé tavolsaga
-6-5-4-3-2-101 2 3 456 7 8

Ez volt eddig a definicié.

Definicio

Ez a fogalom nagyon szemléletes, jol lathat6, hogy egy szam abszoldt értéke nem lehet negativ. A defi-
niciot megalkothatjuk a fliggvények nyelvén is.

A pozitiv szamoknak és a nullanak az abszolit értéke 6nmaga, a negativ szamoknak pedig az ellen-
tettjiik.

x| = x, ha x>0,
" |=x, ha x < 0.

A két definicié ugyanazt jelenti.

Abrézoljuk az f(x) = |x| fiiggvényt! yA
Megoldas
A grafikon két félegyenesbdl all, amelyeket a lineéris fliggvényekrdl tanultak alap-
jan abrazolhatunk.

J
Megkaptuk az abszolGtérték-fliggvényekre jellemzé ,V” alakzatot.
Jol lathatd, hogy az értékkészlet a nemnegativ szamok halmaza.

"::O__‘i::::x'
2. példa

Adjuk meg azt a fliggvényt, ami a szamoknak az 1-t6l vett tdvolsdgat mutatja a
szamegyenesen! Abrazoljuk ezt a fuggvényt!

Megoldas

fx) = |x—1], ha csak az (x — 1) figgvényt vennénk, akkor az eljeles tavolsagot kap-
nank meg. Az dbrazolashoz készitstink tablazatot!

X -3 -2

f(x) 4

-1 0 1 2

3 4 5
3 2 1 0 1

3 4
Az abszolit érték definicidja alapjan, ha az abszolitérték-jelen beliil nemnegativ szam all, akkor ahhoz
onmagat rendeli a fiiggvény. Tehdt hax — 1 > 0, vagyis x > 1, akkor a figgvény értéke x — 1 lesz. Ellenkez6
esetben, vagyis hax —1 < 0, tehdtx < 1, akkor [x = 1| = —=(x - 1)
x—1, ha x>1,
LISk Tll= {—x+ 1, ha x < 1.

—x + 1. Osszefoglalva:
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3. példa

Hatarozzuk meg a val6s szamok 0-t6l és 2-t6l mért tavolsaganak dsszegét! Abrazoljuk ezt a fiiggvényt!

Megoldasok

\ Els6 megoldas:

Az el6z6 feladat alapjan az |x| és az |x — 2| flggvények Gsszegét kell venniink. Tehat:

fx) = |x| + |x=2].
Ix|

Tablazat segitségével felvazoljuk a grafikont.

11 |x = 2] X -3 =) = 0 1 2 3 4 5

: : > x| 3 2 1 0 1 2 3 4 5
0] 1 X

fo) = |x| + |x-2| [x=2] 5 4 3 2 1 0 1 2 3

fx) 8 4 2 2 2 4 6 8

Masodik megoldas:
> — ha x— 2> is x>
|X|={X, ha x>0 és\x—2|:{x 2, ha x—22=0, vagyis x=2

. ért ha kell kiilon-
—x, ha x<0’ —x+ 2, ha x—2<0, vagyis x <2’ BRI (Bl megitiion
boztetni.
Az elsé eset, amikor mindkét abszolit értéken beltl nemnegativ szam all. o o ® -2
Ez azt jelenti, hogy (x > 0 ésx > 2) = x > 2. o ) D x

Ebben az esetben |x| + [x—2| =x+ x=2) =x +x—-2 = 2x— 2.

PR | [P
R . , . . . -4-3-2-10 1 2 3 4 5 6
Masodik eset, ha(x >0 ésx < 2) = 0<x < 2. Az els@ abszolut értéken beliil
pozitiv, a masodikon beliil pedig negativ szam all.

It [x] + [x =2 =x+ ((x=2) =x-x+2=2.

yA Harmadik eset, ha negativ szam all mindkét abszoldt értéken belil.
1 Ix— 2 (x <0ésx <2)=x <0, akkor
x| + [x=2] = x+ (x=2) =—x—x+2=-2x+ 2.
Osszefoglalva:
—2x + 2
2 —2x+ 2, ha x <0;
fix) =142, ha 0 <x<2;

2x—2, ha 2=<x.

~y

Ennek alapjan megrajzoljuk a megfelelé intervallumokon a fiiggvényeket.

Harmadik megoldas:

Ha tudjuk azt, hogy a linearis fliggvények 6sszeadasanal a meredekség dsszeadédik, akkor
egy egyszer(i megoldast kapunk.
Ha x < 0, akkor két —1 meredekségti fliggvényt kell sszeadnunk. Tehat egy —2 meredekség( fuiggvényt kapunk.

Ha 0 <x < 2, akkor -1 + 1 = 0, vagyis egy konstans lesz a két meredekség sszege. Tehat egy konstans fuggvényt
kapunk.

Ha viszont 2 <x, akkor 1 + 1 = 2 lesz a meredekség.

Ezutdn az x = 0-ndl és x = 2-nél kell kiszimolni a fliggvény értékét.

Elemezziik egy kicsit ezt a megoldast! Lathatjuk, hogy a két ponttél mért tavolsag dsszege a két pontot dsszekotd
szakaszon mindig ugyanannyi, éppen a két pont tavolsdga. A két ponton kiviil pedig ennél nagyobb.




42. AZ ABSZOLUTERTEK-FUGGVENY

Egy nagy lzletldnc az M3-as autépélya mentén épiti meg logisztikai bazi- y A
sat. Innen kivanja kiszolgalni Godollén, Hatvanban és Miskolcon lévé lzle- 1 7(210;360)
teit. Hova épitsék fel a bazist az Gt mentén, ha azt szeretnék, hogy a harom 3607

vdrostél mért tavolsag Osszege a lehetd legkisebb legyen? Tudjuk, hogy Go-
dollé 30 km-re, Hatvan 60 km-re és Miskolc 180 km-re van Budapesttdl.

Megoldasok

Els6 megoldas:

Hasznaljuk az el6z6 feladat megoldasat! Ha csak Godollére és Miskolcra
szallitananak, akkor a két varos kozott mindegy, hogy hova tessziik a bazist.
A Hatvanra torténd szallitds szempontjabdl legjobb, ha éppen oda épitjik a
kozpontot. igy lesz a harom tévolsag 6sszege a leheté legkisebb.

R(180;270)

Masodik megoldas:
Jeloljiik x-szel a bazisnak Budapesttl mért tavolsagat. Mivel a harom va-
rostol mért tavolsag osszegére vagyunk kivancsiak, ezért az

fix) = |x=30] + |x—60| + |x—180] fliggvényt kell vizsgalnunk, ahol 0 < x.

—(x—30)—(x—60)— (x— 180) =—3x + 270, ha x < 30;
(x=30)—(x—60)—(x—180)=—x+ 210, ha 30 <x < 60;
(x—30)+ (x— 60)— (x — 180) = x + 90, ha 60 <x < 180;
(x—30)+ (x—60)+ (x—180) = 3x— 270, ha 180 <x.

flx) =

Rajzoljuk meg a fliggvénygorbét!
Lathato, hogy a grafikon legalsé pontja a S(60; 150) pont. Ez azt jelenti, hogy a fliggvény minimuma 150, és ezt az
x = 60-ndl veszi fel. Tehat a fliggvényvizsgalat sordn is ugyanazt az eredményt kaptuk, mint az el6bb.




IV. FUGGVENYEK

Abrazoljuk az f(x) = | 2x — 4| fiiggvényt!

Megoldasok

Els6 megoldas:
Készitstink egy tablazatot!

X -2 | 0 1 2 3 4 5 6
-4 | -8 | -6 | -4 | =2 0 | 2 4
|2x—4| | 8 6 | 4 2 0 | 2 4

Abrazoljuk mindkét fiiggvényt!

Masodik megoldas:

Vizsgaljuk az abszolut érték definiciéja alapjan a fliggvényt!

Ha 2x — 4 < 0, vagyis x < 2, akkor [2x —4| = —(2x —4) = -2x + 4.
Ha 2x — 4 > 0, vagyis x > 2, akkor |2x — 4| = 2x — 4.
Osszefoglalva:

f00) = —2x+ 4, ha x < 2;
o 2x— 4, ha x> 2.

x < 2 esetén éppen az eredeti fliggvény —1-szeresét kell dbrazolnunk.
A grafikonon jol lathat6, hogy ez az x tengelyre vonatkoz6 tiikorkép, hiszen csak a
pontok mésodik koordindtdja véltozik —1-szeresére.

[+ 4]
Ebbdl az egyszerti feladatbdl komoly kovetkeztetéseket vonhatunk le.
Ha ismerjuk egy f fliggvény grafikonjat, akkor tudjuk ab-
| razolniag(x) = |fix)| képét is.
X Ha f(x) > 0, vagyis a grafikon megfelel§ pontjai az x ten-  Fogalmak
'+ 4 gelyen vagy af6lott helyezkednek el, akkor a pontok helyben  abszoldt érték;
maradnak. Ha viszont f(x) < 0, tehat a pontok az x tengely ~ abszoldtérték-
alatt vannak, akkor a fliggvénygorbe ezen részét tiikrozziik az nggveny.
X tengelyre. —_
FELADATOK
n Abrézoljuk a kovetkezd fiiggvényeket téblazat segitségével!
K1 a) fix) = |x-3] -2; E1 o hx) = |x + 2| — |x-2];
K1 b) glx) = —|x + 4| + 3; E1 d)ix)=||x-4]-3].

m Hogyan véltozik a 4. példa megoldasa, ha tudjuk még, hogy Hatvanba kétszer, Miskolcra pedig haromszor
annyi arut szallitanak, mint Godollére?

Abrézoljuk a kovetkezd fiiggvényeket!

K2 a) fix) = [x*-4]; K1 b) glx) = |3 —x].
Ajanlott feladatok
Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I.: 641; 642; 643. a), b), ¢), d); 645; 646;

647.a), b), ¢), d), e); 650. a), b); 651; 654; 655.
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Az f(x) = x?, g(x) = 2x> — 4, h(x) = x* —6x + 5, i(x) = —x*> + 4 olyan fuiggvények, amelyeknek hozzéaren-
delési szabalya mésodfoku algebrai kifejezés. Ezeket mésodfokd fliggvényeknek nevezziik.

A masodfoka fiiggvény altalanos alakja: f(x)=a - x> + b - x + ¢, ahol a, b és c konkrét val6s sza-
mok, és a # 0.

Példaul h-bana = 1, b = -6, c = 5. Célunk az, hogy barmely hasonlé fuggvényt abrazolni tudjunk.

Abrézoljuk az f(x) = x? fuggvényt értéktablazat segitségével! y A

Megoldas

Az értelmezési tartomany az 6sszes valés szam. Természetesen a tablazat segitségével
csak véges sok helyen adhatjuk meg az értékeket.

X -4 -3 -2 | -1,5 | -1 -0,5| 0

2 | 16 9 4 225 1 ]025| 0O

X 0,5 1 1,5 2 3 4 5

x? 0,25 1 225 4 9 16 25

A megadott pontokat egy gérbe vonallal 6sszekotve megkapjuk a masodfokd fligg-
vények jellegzetes gorbéjét, a parabolat. A grafikon az y tengelyre szimmetrikus alak-
zat. A parabola és a tengely metszéspontjat tengelypontnak vagy cstcspontnak ne-

vezzUlk.
A PARABOLIA (Olvasmany)
Adott a sikon egy egyenes és rajta kiviil egy pont. Ha megkeressiik az dsszes olyan pontot a sikon, y A
amelyek egyenld tavolsagra vannak a megadott egyenestd| és ponttél, akkor paraboldt kapunk. Az T
egyenest vezéregyenesnek (direktrixnek), a pontot pedig fékusznak (fékuszpontnak) nevezziik. YYY

Az igy kapott ponthalmaz tengelyesen szimmetrikus. A tengely atmegy a fékuszponton és meréleges
a vezéregyenesre. A tengely és a parabola metszéspontja a tengelypont. A parabola sok érdekes tu-
lajdonsdggal rendelkezik. Példaul a tengellyel parhuzamosan érkezé fénysugarakat visszaverédés ]
utan a fokuszpontba gydijti 6ssze. Ezt a nagyon fontos tulajdonsagat haszndljak ki a parabolaanten- § T
nak készitésénél. Nyilvan az antenna maga nem parabola, hiszen az egy sikbeli alakzat. Az antennét
gy kapjuk, hogy a parabolat térben megforgatjuk a sajat tengelye koril. Az igy kapott térbeli alak-
zatot forgasparaboloidnak nevezziik.

vezéregyenes direktrix
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IV. FUGGVENYEK

A bevezet6 feladatok kozott (156. oldal 4. példa) talalhatunk egy tabla-
zatot, ami egy szabadon esé test altal megtett utat mutatja az eltelt id6 fugg-
vényében. Abrazoljuk a megadott pontokat egy koordinata-rendszerben! Ke-
ressiik meg a két mennyiség kozotti figgvénykapcsolatot!

Megoldas

x = id6 =t 1 mp 2 mp 3 mp 4 mp

y=uat=s 5m 20 m 45m 80 m

A pontokat gorbe vonallal 6sszekotve egy félparaboldt kapunk. Ha egy
test alland6 gyorsuldssal egyenes vonald palyan mozog, akkor az Gt-id6 gra-
fikonja mindig parabola.

A hozzarendelés szabalya: s = 5¢* = f(x) = 5x%

Abrazoljuk a kovetkezé fliggvényeket!
a) fix) =x>-9;
b) gix) = x* - 4;
RoN=3— 1
@) 109) = v Sl

Megoldas

X -4 -3 -2 =1l 0 1 2 3 4
x? 16 9 4 1 0 1 4 9 16
x*—9 7 0 =5 -8 =9 -8 =5 0 7
x> —4 12 5 0 -3 -4 =3 0 5 12
X2 =1 15 8 3 0 -1 0 3 8 15
x>+ 1 17 10 5 2 1 2 5 10 17

Az dbrak jol mutatjdk, hogy egy konstans hozzaadasa, vagy elvétele
csak fiigg6legesen mozditja el a grafikont. Amikor 9-et vontunk ki az x>-bél,
akkor a grafikon az y tengely mentén mozdult el negativ iranyba 9 egységgel.
A tobbi eset is konnyen atlathato.

70 1

60 T

50 T

40 1

30 1

20 1

101

Ay
80 1

ol /
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Rajzoljuk meg a kovetkez6 flggvények grafikonjat!
a) fix) = (x—2)%

b) gi) = (x - 6);

c) hix) = x + 2)%

d) ix) = (x + 6)%

Megoldas

Ha tablazat segitségével szeretnénk dbrazolni a figgvényt, akkor tgyesen kell megvalasztani az x érté-
keit! A fuggvények legkisebb értékét akkor kapjuk, ha a nullat emeljik négyzetre. Ezt az x értéket megkap-
hatjuk, ha a zar6jelben 1évé kifejezésnek megkeresstik a zérushelyét. Ezutdan mér csak ehhez képest szim-
metrikusan kell megvalasztanunk az x értékeit.

a)

X -1 0 1 2 3 4 5

x=2 | 3 = -1 0 1 2 3
x=22% 9 4 1 0 1 4 9

b)
X +6)° YA x> x—-6)°
X 3 4 5 6 7 8 9 T
x-6 -3 |2 |1 ] 0] 1] 2] 3 (x+2)’ | (x=2)
x-6)2 9 4 1 0 1 4 9
c
X 5 | -4 | =3 | =2 | -1 0 1
x+2 | -3 -2 —1 0 1 2 3
x + 2)? 9 4 1 0 1 4 9
d)
X -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 1
‘l 4
x+6 | -3 -2 -1 0 1 2 3 el (N, el N >
of 1 :
x+6)?% 9 4 1 0 1 4 9

Idézet

A vildg alkotéeleme ... a mennyiség, s az emberi szellem (e vilagban vilagfolotti) semmit sem fog fel olyan jél, mint
éppen a mennyiséget, minek felismerésére nyilvanvaléan teremtetett. (Johannes Kepler)

MM
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Készitstik el az f(x) = —x? fliggvény grafikonjat! yA
Megoldas
-3 (-2 (-1 o0 1 | 2 | 3 | X
x? 9 4 1 0 1 4 9

X2 | -9 | -4 |1 | 0|1 |-4|-9

A szamolasnal ne feledjiik a mUveleti sorrendet! A hatvanyozast kell el6bb
elvégezni, és csak utana a szorzast. A —x? azt jelenti, hogy az x-et el6bb négy-
zetre kell emelni, és utdna a végeredményt megszorozni —1-gyel.

ol 4

A rajzot szemlélve érthets, hogy
miért nevezzik a gorbét lefelé nyitott,
lefelé néz3” vagy ,szomord” parabolé-
nak. Ezek utdn természetes, hogy az
x? fuggvény képe a felfelé nyitott, ,fel-
felé nézg”, vagy ,vidam” parabola.

—X

Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket ugyanabban a koordinta-rend-
szerben!
a) ) = 3% d) i) = —%xz ;
b) glx) = 2x% e) j(x) = —2x°.
c) hx) = %xz;
Megoldas
X -4 | -3 =21 0 1 2 3 4
3x2 48 | 27 12 3 0 3 12 | 27 48
2x? 32 | 18 8 2 0 2 12 | 18 32
0,5x2 8 | 45 2] 05| 0 | 05| 2| 45| 8
—0,5x? -8 | -45| -2 |-05 0O |[-05|] 2 | 45| -8
-2x* | -32 |-18 -8 | =2 0 -2 -8 |-18 | -32
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Ertéktablazat segitségével abrazoljuk a kovetkezé fuggvényeket!

a) flx) = x> —4x + 5;
b) gx) = x* + 12x + 27.

Keresstink hasonl6 grafikonokat az el6zé feladatok megoldasai kozott! Vajon mivel magyarazhaté ez a
hasonl6sag?

Megoldas

a)

X -5 -4 -3 -2 —1 1 2 3 4 5

0

x? 25 16 9 4 1 0 1 4 9 16 25
0
5

—4x | 20 16 12 8 4 -4 =@ | =12 |=16 |=20

2 1 2 5 10

f(x) 50 37 26 17 10

A tablazat elsé harom oszlopanak figyelmen kiviil hagydsa utdn abrazolhatjuk a
fuggvényt.

A grafikont tanulmanyozva lathatjuk, hogy nagyon hasonlit az (x — 2)* grafikon-
jara. A 4. példa a) megoldasdhoz képest a parabola eggyel feljebb tolédott. Ennek
az okat konnyen kiderithetjiik. Az algebrai azonossagaink felhasznalasaval kifejtjiik
az (x — 2)%-t.

x=22=x2-4x+4 /+1;
x—-222+1=x*-4x + 5.

Ez a képlet azt mutatja, hogy ha egyet hozzaadunk az (x — 2)? fliggvénylinkhoz,
akkor az elébbi grafikonja feljebb ,megy” 1-et.

)

) YA

x | -10| 9| -8 -7 | 6| 5| -4| 3| =2/|-1] 0

X+ 12x + 27

X | 100 81| 64 | 49 | 36 | 25 | 16 | 9| 4| 1| 0

12x |-120|-108 | -96 | -84 |-72 |-60 |-48 |-36 |-24 [-12 | © {

gl 7/ 0| 5| -8|-9|-8| 5] 0| 7|16 | 27 HEEN

o] 1 X

Itt is felfedezhetjiik a hasonlésagot az (x + 6)* grafikonjaval.

X+ 6)2=x2+12x + 36 /-9;
X+ 62-9=x>+12x + 27.

Tehat ha 9-et vonunk ki az (x + 6)? fliggvénybdl, akkor az elébbi grafikonja ki-
lenc egységgel ,megy” lejjebb.

A parabola tengelypontja a T(-6; -9) pont. Ez a pont a grafikon ,legalsé” pontja.
Ennek fontos matematikai jelentése van. Ha megvizsgéljuk fuggvénytink értékkész-
letét, lathatjuk, hogy annak legkisebb eleme a -9. T10629)
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Az értékkészlet legkisebb elemét minimumnak nevezziik. Az értelmezési tartomdny azon eleme
(elemei), ahol a fliggvény felveszi a minimumat, a minimumbhely.

Az értékkészlet legnagyobb elemét maximumnak nevezziik. Az értelmezési tartomany azon eleme
(elemei), ahol a fiiggvény felveszi a maximumat, a maximumbhely.

A ,vidam” parabola tengelypontjanak elsé koordinatdja a minimumhely, a masodik pedig a minimum
értéke. Mivel az értékkészletnek nincs legnagyobb értéke, ezért azt mondhatjuk, hogy figgvényiinknek
nincs maximuma.

Ha a parabola lefelé nézd, akkor éppen forditott a helyzet. Ott a fliggvénynek maximuma van, de mi-
nimuma nincs.

A gyakorlati alkalmazésok soran a matematika egyik legfontosabb feladata a fiiggvények minimumanak
és maximumanak a meghatarozasa.

Tapasztalataink alapjan azt mondhatjuk, hogy a masodfokd fliggvény képe mindig parabola. Ha az x*
egyltthatéja, az a értéke pozitiv, akkor a parabola mindig felfelé nézé (vidam). Ha viszont a értéke nega-
tiv, akkor a parabola lefelé néz6 (szomoru).

Keresstink olyan mésodfokd fuggvényt, amelynek a grafikonja dthalad a P(0; 5), S(6; 5) és a T(3; —4) pontokon! Ke-
ressiink még legalabb két olyan pontot, amelyeknek a koordinétai egész szamok és rajta vannak a parabolan!

Megoldas

Masodfokd fuggvényt kerestink, amirdl tudjuk, hogy a képe egy parabola. A paraboldnak mindig van egy szim-
metriatengelye, ami jelen esetben parhuzamos az y tengellyel. A P és S pontok mésodik koordindtdja megegyezik, ezért
6k egymas tiikorképei. Ez ezt jelenti, hogy a szimmetriatengely a két pont szakaszfelez6 merélegese lesz. Mivel ezen
rajta van a T pont, ezért 6 csak a parabolank tengelypontja lehet. Tehdt a keresett méasodfokd fiiggvény képlete csak

f(x) = a(x — 3)> — 4 alaku lehet. Mivel ha a tengelyponthoz képest harommal nével-

juk x értékét, akkor a flggvény értéke 9 = 32-nel n6, ezért ez csak az e(x) = x* egy-
ségparabola eltolt képe lehet. Tehat:
X —6x+5
fx) = x=32—-4 =x>-6x + 9 -4 = x> - 6x + 5. Ezt az eredményt még el-
lendrizntink kell. A megadott pontok elsé koordinatajat
S(6;5) az x helyébe irva éppen a masodik koordinatat kapjuk.
) Ha'?(jja’bl? pont10.k(a)1t !(e;eezi?nléa pgra/bolér}, Iéthatjtlik, Fogalmak
ogy példaul a Q(1; 0) és R(4; —3) szintén rajta vannak. masodfoka fiigg-
vény;
T\ano parabola;
¥ > tengelypont;
0 X . M.
T figgvény mini-
R(4;-3) T
fliggvény maxi-
- muma;
T3i—4) minimumhely;

minimumeérték;
maximumhely;
maximumérték.
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FELADATOK

@ Ertéktablazat segitségével abrazoljuk a kovetkez fiiggvényeket! Keressiik meg a paraboldk ten-
gelypontjait! Adjuk meg a fliggvények értékkészletét!

a) flx) = 2x2 - 8; d) ix) = x* + 6x + 5;
b) glx) = —x* + 4x; e) jix) = (x—3)* - 4;
c) hix) = -(x-2)* + 4; ) kx) = x|x].

Adjuk meg azt a masodfoku fliggvényt, aminek grafikonja illeszkedik a kdvetkezé harom pontra!
a) A0; 0), B(1; 1), C(2; 0); b) P(=3; -1), Q(0; 2), R(=6; 2).

A grafikonjuk alapjan adjuk meg az dbran lathaté ma- yA
sodfokd fliggvények hozzarendelési szabalyét, értel- |
mezési tartomanyat és értékkészletét!

Egy nagy erével megtitott golflabda foldfelszintdl mért
tavolsagat jo kozelitéssel a h(t) = 25t — 5t figgvény irja
le. (A t id6t masodpercben, a h magassagot méterben
szamitjuk.)

a) Mekkora volt a foldfelszintél mért legnagyobb tavol-
saga a labdanak?

b) Mekkora tavolsagot tett meg vizszintes irdnyban a
labda, ha a vizszintes irdnyl sebessége a mozgas fo-
lyaman allandénak tekinthet6 32 m/s volt? (A labdat
lassité kozegellendllas hatasat elhanyagoljuk.)

Ajanlott feladatok

Gyakorlo és érettségire felkészits feladatgytjtemény I1.:
656; 657; 658; 662; 665; 680; 684.




IV. FUGGVENYEK

44. RACIONALIS TORTFUGGVENYEK

Kordbbi algebrai tanulményainkban szerepelt egy nagyon fontos fogalom, az algebrai tort. Szeretnénk
megismerkedni a neki megfeleld fuiggvényekkel. Elészor csak a legegyszertibb tipusokkal foglalkozunk.

Vizsgaljuk meg azokat a torteket, amelyek nevezéjében egy elséfokd, a szamlaléjaban pedig nullad- vagy
elséfokd algebrai kifejezés all! Az igy kapott fliggvényeknek a képe hiperbola.*

Példaul fx) = 1, g0 = hoo = 2X+3.

x—4
1. példa

Abrézoljuk azt a fuggvényt, ami minden nullétél kiilonboz8 szamhoz hozzarendeli a reciprokat!

Megoldas

Egy szam akkor reciproka a masiknak, ha a szorzatuk 1. Tehat ha egy tetszéleges x szam reciproka y,

akkor x -y = 1. Mivel x # 0, ezért oszthatunk vele.
1

igy kapjuk, hogy y = = Ezek utdn megadhatjuk a megfelel6 flggvényt: f: R\{0} — R\{0}, f(x) = X

Téablazatot készitiink:

1

N
@] =
(S5 [N

N —

1 2 5

=
‘_A
==
)

11
2 5

y A

* A hiperbola altalanos definiciéjaval most nem foglalkozunk.

Ha megnézzik a grafikon pontjait, lat-
hatjuk, hogy azoknak a tengelyektdl vett
eléjeles tavolsagai x és f(x). Mivel ezek szor-
zata x-f(x) = x%: 1= dllando, ez azt
jelenti, hogy a grafikon pontjai egy hiper-
bolan helyezkednek el. A két koordinata-
tengely alkotja az aszimptotakat. Az x érté-
keit novelve a fluggvényértékek egyre
csokkennek, vagyis a grafikon pontjai egyre
kozelebb kertilnek az x tengelyhez (x > 0
esetén), de soha nem érik el azt.
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Ugyanigy lathatjuk, ha x értékei egyre kisebb pozitiv szamok, a fliggvényértékek egyre nagyobbak lesz-
nek, a pontok egyre kozelebb kertilnek az y tengelyhez. Lényegében ezért nevezziik a tengelyeket a hi-
perbola aszimptotainak. Az els6 stknegyedben [évé hiperboladgat az origéra titkrozve kapjuk a masik agat.
Ez egy nagyon fontos tulajdonsag, hiszen ha a pozitiv x-ekre sikeriil abrazolni a fliggvényt, akkor mar csak
egy kozéppontos tiikrozés van hatra, hogy megkapjuk a teljes grafikont.

Definicio

Egy f fliggvény paratlan, ha x € D, esetén —x € D, és minden x € D, esetén f(—x) = —f(x) (vagyis az ér-
telmezési tartomany, és a flggvény grafikonja is tiikros az origéra). Pdratlan fuggvény az f(x) = x is.

y A

ol 4

NERE K
Q' (-2;-2)
R’ (-31-3)

Definicio

Egy f fliggvény pdros, ha x € D, esetén —x € D, és minden x € D, esetén f(—x) = f(x) (vagyis az értel-
mezési tartomany, és a fuiggvény grafikonja is tiikros az y tengelyre). Az f(x) = x> és a h(x) = |x| péros
fuggvények.

1z

Q' (-6;6) | Q(6;6)

PN, | /P22

=y

A legtobb fliggvény se nem paros, se nem paratlan.
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Budapest és Gy6r tavolsaga autépdlyan 120 km. Ha gyalog

2 . km ) .
szeretnénk megtenni ezt az utat, kb. 5 ora sebességet feltételezve
% = 24 o¢rara lenne szlkségiink. Pihendk beiktatdsa nélkul

erre igen kevés ember lenne képes. Egy Forma—1-es autdval
240

6ra
kozlekedési szabalyok megengednék. irjuk fel azt a fiiggvényt,
ami megadja az it megtételéhez sziikséges id6t a sebesség isme-
retében! Feltételezhetjik, hogy a sebességek az el6bb emlitett
két érték kozatt mozognak. Abrazoljuk ezt a fiiggvényt!

-s tempdban akar fél éra alatt is odaérhetnénk, ha ezt a

Megoldas

Feltételezziik, hogy az Gt folyaman végig egyenletes tempdban haladunk. Ebben az esetben a fizikabdl

jol ismert t = é képlettel szamolhatunk. Tehat

f- [5; 240] — R, xﬂ%.

Készitstink tablazatot!

X 5 10 15 20 30 | 40 60 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 240
1201 94 |12 | 8 | 6 | 4 |3 | 2 |15|12] 1 [~086|075 ~067| 05
T ’ ’ ~ Y, ’ ~ Y, ’

yA A téblazat tanulményozdasa utan megallapithatjuk, hogy

1 az értékkészlet a [0,5; 24] zart intervallum lesz. Tehat az
Gt megtételéhez sziikséges id6 fél éra és huszonnégy ora
kozott mozog. A grafikonunk egy hiperbola részlete. Fel-
adatunkban a sebesség és az id6 forditottan ardnyos meny-
nyiségek, mert a szorzatuk éllandé.

10+ 120

X
o 10 [z

192
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a) Abrézoljuk azt az f faggvényt, ami a 2 kivételével minden szimhoz hozzarendeli a néla 2-vel kisebb
szam reciprokat! ’
b) Legyen g(x) = f(x) + 5. Abrdzoljuk a g fliggvényt!

Megoldas

A fuggvények hozzarendelési szabalya:

2 f: R{2} R, {0 = —1;

b g: R{2} ~ R, gl) = 1> +5.

A 2 nem tartozik az értelmezési tartomanyhoz, mert ha x helyébe 2-t helyettesitenénk, akkor nullaval
kellene osztanunk. Ez azt jelenti, hogy az x = 2-nél hizott fiiggsleges egyenesen nem lehet pontja a grafi-
konnak. Az abrazolas el6tt ezt az egyenest szaggatott vonallal mindig megrajzoljuk. Konnyen észrevehet-
juk, ha a kett6hoz kozeli szamokbdl vonjuk ki a kett6t, akkor nagyon kis pozitiv vagy negativ szamot kapunk.

A szamok reciprokanak abszoldt értéke viszont nagyon nagy lesz. Ennek figyelembevételével készitjik el a
tablazatunkat.

X 2 1] 0 | 1|15 |18 |19 2122 25| 3| 4] 5 | 6
X=2 4 | 3| 2|1 |-05|-02|-01|01]02]05]| 1| 21| 3| 4
1 —025| -4 |-05| 1] 2| 5 |=1t0]10]| 5 | 2 |1 05| + |025
X — 2 ’ 3 ’ ’ 3 ’
1 45|/ 475| 42 | 45| 4| 3 | 0| 5 |15| 10| 7| 6 |55 5% 525
X — 2 ’ 3 ’ ’ 3 ’

a) A grafikonon jol lathat6, hogy a vizszintes aszimptota tovabbra is az
x tengely lesz. Ez azt jelenti, hogy a nulla nem szerepel az érték-

készlet elemei kozott. Az xj 5 tort értéke soha nem lesz nulla,

hiszen ahhoz a szdmlédlénak kellene nullanak lennie. Tehat
R, = R\{0}.

b) Az f grafikonjabdl Ggy kapjuk a g-nek megfelelSt, hogy az eltolodik
5 egységgel feljebb. Igy a vizszintes aszimptota is feljebb lesz 5 egy-
séggel. Igy R, = R\{5}.
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Keressik meg a kovetkez6 fliggvények y A
képeit a az alabbi grafikonok kozott! ® |
a) f: R0} — R, 760 = < ; 0 .
b) g: R\(0} ~ R, g0 = X1, i —_—
0 h: R\{0} ~ R, ht = | 1|

d)i: R\(2} - R, 100 = 2=

&) j: R{1} ~ R, jx) = 1=,

Megoldas

a) Az f képe a 4. grafikon. Ez az x — % grafikonjanak a tiikorképe az x tengelyre nézve.

X=1, ha x> 0;
b) g =1_%

=X —-_1, ha x<0.
X

Ez az 5. gorbe. A P(0; 1) és a Q(0; —1) ponton lévé iires karika éppen

azt jelenti, hogy a fliggvény nullanal nincs értelmezve.

) A fuggvénynek nem lehetnek negativ értékei. Az x — % grafikonjanak x tengely alatti részét tikroztik
az x-re. Ez az 1. grafikon.

d) A flggvénygorbe megegyezik az x — ﬁ+ 5 fliggvény képével. Ez a 2.

gorbe. Rovid algebrai atalakitassal igazolhatjuk, hogy a két hozzarendelési szabaly

megegyezik. Fogalmak
ionalis
1 _ 1 x=2_1+5(x—-2) _14+5x—10 _5x—9 racon
=D =0 -2 © x-2 ~x—2° tortfiiggvény;
reciprok;
e) Itt is szlikségiink lesz egy kis atalakitasra. aszimptota;
paros fuiggvény;
1: )1( = _(;1_—2 x) _ _ix__11) =—1, hax# 1. Ez a 3. grafikon. pératlan figgvény;
hiperbola.
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FELADATOK

Keresstink forditottan ardnyos mennyiségeket! Adjuk meg a nekik megfelelé fliggvényt a grafi-
konjaval egyutt!

Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket értéktablazat segitségével! Ugyesen valasszuk meg x értékeit!

a) f: R\{-2} - R, x— b)g: R\{-2} - R, x — -3;

_6 . 6
X+ 27 X+ 2

. 4

Adjuk meg a grafikonjukkal megadott flggvények hozzarendelési szabalyat!
a) b)

2

Ajanlott feladatok
o

Gyakrlc’) és ér




IV. FUGGVENYEK

AZ EGESZRESZ-, TORTRESZ-
ES AZ ELOJELFUGGVENY (Olvasmany)

Néhany esetben érdemes a szamokat felbontani egy egész és egy tortszam sszegére.
Ha azt szeretnénk, hogy ez a felbontas egyértelmti legyen, meg kell &llapodnunk a felbontéds médjaban.

Y
Definicio
Egy szam egész részén a hozza legkozelebb esd, ndla nem nagyobb egész szamot értjiik. Jele: [x].
Természetesen az egész szamok egész része dnmaga. Lassunk par példat!

a5]=5 b[31=-3, JdI23]1=2, dI3,999=3 e[-13=-2 N[-68]=-7.

Ha mar tudjuk egy szdm egész részét, akkor konnyen megkaphatjuk a tortrészét is.

Egy szam tortrészét megkapjuk, ha az eredeti szambol kivonjuk az egész részét.
Jele: {x}. Tehat: {x} = x - [x].

Példaul: {7} =0, {0,3} = 0,3, {5,67} = 0,67, {-3,8} = 3,8 — (-4) = -3,8 + 4 = 0,2.
Igy valoban egy felbontast kaptunk, hiszen
x = [x] + {x}, vagyis minden szam egyenl6 egész és tortrészének Osszegével.

Abrézoljuk az

f: R~ Z, x — [x]fuggvényt!

Megoldas

°
Y

—o

[x]
—o
—o
—o

14 e—o

0] 1 X
“] Mivel két egész szam kozott a fliggvény értéke nem valtozik, ezért itt egy

—o vizszintes szakasz lesz a képe. A szakasz bal oldali végpontjat teli karikaval, a

*—o jobb oldalit pedig tressel jeldljik, mert a bal oldali végpont hozzatartozik a

—o grafikonhoz, a jobb oldali pedig nem. Az ilyen fiiggvényt Iépcsés fliggvénynek
—o is szokds nevezni a grafikonja alapjan. Az értékkészlet az egész szamok hal-

maza lesz.




AZ EGESZRESZ-, TORTRESZ- ES AZ ELOJELFUGGVENY

2. példa

A gyakorlatban haszndlt egészre kerekitési szabdly szerint 6t tizedtSl mar felfelé kere-
kittink.

Adjunk meg olyan fliggvényt, ami minden pozitiv szamhoz a val6di egészre kerekitett ér-
tékét rendeli!

Megoldas

Ha a kerekitend6 szdmhoz hozzaadunk 0,5-et, akkor mar csak az egész részét kell ven-
nunk.

Tehat az f(x) = [x + 0,5] éppen j6 lesz.

3. példa

Abrézoljuk az

R~ [0; 1[, x — {x} fuggvényt!

Megoldas

{x} = x = [x]. Rajzoljuk meg az f(x) = x és a g(x) = [x] fliggvényeket ugyanabba a koor-
dinata-rendszerbe!

Lathato, hogy f és g értékei az egész szamoknal megegyeznek. Ez azt jelenti, hogy a ketté
kiilonbsége ezeken a helyeken nulla lesz. Mashol az f mindig a g folott van. Tehat az
{x} = f(x) - gx) itt pozitiv lesz. Megfigyelhetjik, hogy a [0; 1[ intervallumon {x} = x.

A fuggvénygorbe lényegében a [0; 1[ intervallumon megrajzolt rész periodikus ismétel-
getésével elddllithato. Az ilyen fliggvényeket periodikus fliggvényeknek nevezzik.

Periodikus fiiggvény: Ha létezik olyan k > 0 szdm, hogy minden x € D, esetén (x + k) € D, és f(x + k) = f(x). A
legkisebb k pozitiv szimot, amire a fenti allitas igaz, a fliggvény periédusanak nevezziik.

A {x} periédusa nyilvan 1, mert {x + 1} = {x}.

4. példa

Abrézoljuk az f(x) = [2x] és a g(x) = {2x} fuggvényeket!

Megoldas

ElGszor az f-et dbrazoljuk. Rajzoljuk meg a 2x filiggvényt, majd hizzunk parhuzamosokat az x tengellyel az y egész
pontjain keresztil! Minden két ilyen vonal kozti részt merélegesen az alséra vetitve kapjuk a flggvény egész részét. Ezzel
a modszerrel tetszbleges fliggvény egész részét dbrazolni tudjuk.

197
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Innentdl kezdve mar konnyd dolgunk van a tortrész dbrazolasaval. Mivel {2x} = 2x — [2x], ezért csak a két grafikon
kozti részt kell eltolnunk az y tengellyel parhuzamosan az x tengely folotti savba.

y A Y A
2x

[2x]

O —

vy

Ismerkedjiink meg egy roppant egyszerti, de nagyon hasznos fliggvénnyel!

Az eldjelfiiggvény vagy szignum (x), jele ,sgn (x)”. A pozitiv szamokhoz
1-et, a negativ szamokhoz —1-et és a nulldhoz O-t rendel.
1, ha x> 0;
sgn(x)=1{ 0, ha x=0;
—1, ha x <0.

Természetesen tetszéleges fliggvény el6jelét dbrazolhatjuk.

Abrézoljuk a kovetkezd fiiggvényt!

f:[-3; 31 = R, x — sgn(x* — 4).
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Megoldas

y A Xt 4 A[-3; -2[ és a]2; 3] intervallumon a bels6 figgvény értékei pozitivak, tehat
1 az eldjelfliggvény +1-et vesz fel. A |-2; 2[-ben pedig x?> — 4 negativ, tehdt a
szignumflggvény értéke —1. A 2-nél és —2-nél a fliggvényérték O lesz.

Fogalmak

egész rész;

tortrész;
eléjelfiiggvény;
periodikus flggvény.

FELADATOK

n (Nem érettségi tananyag.) Adjuk meg azt a fiiggvényt, ami a szdmokat tizesekre kerekiti!

o (Nem érettségi tananyag.) Abrazoljuk a kovetkezé fiiggvényeket!

a) f[-4; 4] = R, x— 2 -[x]; d)i: [-3; 3] - R, x — {x%};
b)g:[-4; 41 - R, x — 2-{x}; e j:1-4; 41 = R, x —sgn(x + 1);
o h:[-3; 3] = R, x = [x°]; f) k:[-5; 5] - R, x — sgn(%—i— 1).

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény Il.: 701; 703; 706; 709.

Név: Edit
3 Lakhely: Budapest
Végzettség: kézgazdasz

Jelenlegi beosztas: menedzser
Milyen tantargyakbol felvételizett, tanult emelt szinten? Matematika.

Sziasztok!

Edit vagyok, és 6t éve egy bankban dolgozom. Mindig is szerettem a matekot, egy olyan jatéknak ldttam, amiben miutdn
megtanitottdk az alapvetd szabdlyokat, mindig (j és (j feladatokkal és problémdkkal jatszottam.

Az egyetemen arra is rdjottem, hogy az a matek, amit a gimiben elsajdtitottam, az egyik legfontosabb eszksz ahhoz, hogy
az egyetemen meg tudjak tanulni mindent, amitél j6 kozgazddsz leszek. A munkdmban fontos, hogy az ember ne ijedjen meg
a szdmoktél, értse az dsszefiiggéseket.

A matek a tiszta, kévethetd logikdra nevel. Ez egy nagyon fontos kézés nyelv és gondolati keret, aminek segitségével gyorsan
megértem, mire gondol a mdsik, miért gondolja tgy, és meg tudom magyardzni, én miért értek egyet vele vagy miért nem.

Ha egy bonyolult, ijeszté dj feladattal taldlkozom, perceken beliil elemeire tudom bontani. Egyesével a komplex probléma is
dtlathatévd, megfoghatévad és megoldhatéva valik.

NS




A mindennapokban gyakran tesziink ilyen kijelentéseket:
..ez a fil kosaras termet” — azaz nagyon magas. Mihez viszonyitva?
..a magyarok kevés halat esznek”. Kikhez képest? Vagy milyen ételhez képest?
»---az USA-ban tobb a szamitégép, mint Mongdlidban”. Mondhatnank, hogy persze, hiszen sokkal -
tobben élnek az Egyesiilt Allamokban, de err| van-e sz6?
Ezek, és még sok hasonl6 kijelentés a statisztika targykorébe vezet minket.

g
¥
i)

A statisztika emberek, targyak csoportjait vizsgdlja adatok dsszegyijtésével. Soha nem az egyes ember
vagy targy az érdekes statisztikai szempontbdl, hanem a csoportra jellemzé vondsokat keresi, akarja be-
* mutatni.
Modszere az adatgydijtés, az adatok rendszerezése, rendezése.

/




45-46. ADATOK ES ABRAZOLASUK.

Vajon mi térténik a népszamlalasok sok millié adataval? Omlesztve hasznalhatatlanok, 48
rendet kell tenni benntik. Csoportositani kell, attekinthet6vé tenni. Ennek egy lehetésége, .
hogy az adatokat tablazatokba foglaljak, a tablazatokbdl grafikonokat, diagramokat ké-
szitenek.

Nezzunlf ne/hany/pel/dat arra, hogy.mlt leht}et kIO[; ) Nappali oktatésban | Pedagogusok
vasni egy tablazatbol, és milyen grafikont célszert Tanév tanulék szama széma
hasznalni a kiilonb6z6 adathalmazok dbrézoldsara.

(Az adatok a www.ksh.hu weblaprél szarmaznak.) 2014/2015 iz 220 7 e
A tanul6i létszam és a pedagégusszam a gimndziu- | 2015/2016 180 966 17 937
mokra vonatkozik. 2016/2017 181 782 18 260
2017/2018 184 525 18 259
2018/2019 187 599 18 564

Az elsé tablazatbdl latszik, hogy a nappali tagoza- By e mhse e el szt

tos gimnaziumi tanuldk szama nagyjabdl véltozatlan, Tanév A S Yy
a gimnaziumi tandrok szama enyhén emelkedett,
ezért az egy pedagbgusra juté tanulok széma a vizsgalt | 201 4/2015 10,2
idészak utols6 6t évében gyakorlatilag alland6, 10,1 2015/2016 10,1
koruli érték. 2016/2017 10,0
2017/2018 10,1
2018/2019 10,1
Oszlopdiagram
2. példa
Ev Koziti balesetek szama K20t balesetek szama
2012 15174 17 000 A —
2013 15 691 —
16500 A
2014 15 847
2015 16 331 16 000 1
2016 16 627 500 |
2017 16 489
2018 16 951 15000 4 [7]
Ezt a diagramtipust oszlopdiagramnak 0+ L | - L | - || - || - || - || - || -
nevezziik. 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

201
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Vonaldiagram

Tobb adatsor kézos diagramon valé abrézolasa jol szemlélteti egymashoz valé viszonyukat is.

3. példa

A foglalkoztatottak szama Magyarorszagon 2013-tél (ezer f6)
Ev 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019
Osszesen 3893 4101 4211 4352 4421 4470 4512
Ebbdl:
férfi 2104 2221 2284 2363 2417 2446 2480
né 1789 1880 1927 1989 2004 2023 2032

A foglalkoztatottak szama Magyarorszagon 2013-t6l (ezer f6) Most VonaldlagramOt raJZOlunk'

5000 A
o ¢ : Av
4000 { ¢——¢—*—
3000 A
2000 - A 4 r A
1000 A
0 T T T T T T 1
2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019
—&—— Osszesen —m— férfi —&—— nd

Gyakran csak a diagramot adjak meg, az adatokat mi olvassuk ki a grafikonokbdl. Példaul az 1952-
1955 kornyékén levs cstcspont a Ratké-korszak ,asszonynak sziilni kotelesség, lanynak sziilni dicséség”
abortuszt tilté rendszerére utal, mig az 1975 tajan lévé cstics a gyermekgondozasi segély bevezetése nyoman
megné6tt gyermekvallalasi kedvet tikrozi. Lathaté azonban, hogy 1980 6ta egyre kevesebb gyerek sziiletik.
Magyarorszag interaktiv korfajat a https://www.ksh.hu/interaktiv/korfak/orszag.html linken taldlod meg.

Az élvesziiletések szama
Ezer {6
300
250 4
200 1
150
100 -(\%
50 A
0 T T T
1919 1940 1960 1980 2007
O Fia O Ledny
—————————
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Kordiagram

Ha példaul az adatok egymashoz viszonyitott aranyara vagyunk kivancsiak, jél hasznalhaté a kordiag-

45-46. ADATOK ES ABRAZOLASUK. ...

ram. Ekkor a kor keriiletét (tertletét) a megfelel§ adatok ardnyaban osztjuk fel. Egy adathoz tartozé korcikk
szoge Ugy aranylik a 360°-hoz, mint az adat az adatok 6sszegéhez.

A kulfoldiek dltal eltoltott vendégéjszakak szama a kereskedelmi

szallashelyeken (ezer f6)

Ev l. negyedév I. félév [-1IIl. negyedév | I-IV. negyedév
2016 2178 5670 10 834 13 802
2017 2413 6420 11 831 14 942

Itt még el6szor meg kell hataroznunk, hany vendégéjszakat toltottek a kil-
foldiek az egyes negyedévekben a kereskedelmi széllashelyeken.

Ev

I. negyedév

II. negyedév

[1l. negyedév

IV. negyedév

2016

2178

3492

5164

2968

Vendégéjszakak ardnya 2016-ban

O 1. negyedév
1. negyedév
O 1. negyedév

O IV. negyedév

Most mar dbrazolhatjuk az adatokat.
Lathatjuk, hogy a harmadik negyedévben, jdlius 1. és szeptember 30. kozott

tobb éjszakat toltenek itt, mint oktéber 1. és marcius 31. kozott. Tobbek kozt
ezért talaltak ki a Budapesti Tavaszi Fesztivalt és a Budapesti Oszi Fesztivalt az

idegenforgalmi szakemberek.

Erdemes kiprébdlni a gondolatsor kévetését 2017-es adatokkal is!

FELADATOK

1. K1

2. K1

3. K1

Fogalmak
oszlopdiagram;
kordiagram;
korfa;
vonaldiagram.

Gyljtsiik 6ssze az osztélyba jaré lanyok magassdganak adatait! Abrazoljuk oszlopdiagramon!

Keresstink hibas (csalfa, tendenciézus) diagramokat a sajtoban!

Abrézoljuk kozos vonaldiagramon a l4togaték szamat! (Forrds: KSH.)

1000 lakosra juté latogatasok szama
Ev
Mozi Szinhaz Hangverseny
2014 1048 655 158
2015 1272 685 193
2016 1456 726 202
2017 1496 856 243
2018 1585 873 272
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m Mit olvashatunk le a 2005-6s korfarél, dsszehasonlitva az 1949-essel? (Forras: KSH.)
Mi okozza a beugrast a 28-33 éveseknél az 1949-es korfan? Hol tart ez a beugrds 2005-ben?
Mikor szilettek a 2005-6s korfa maximalis férfi- és néi értékeihez tartozok?

A népesség szima nem és életkor szerint
100—x
95

RS
FefH oS

= o |

J'_I_ 55 L"‘-L‘

j: 2 =

FERFI NO

40 _Lé
35 G
1 r—_l
T 30 1
25 ::“"EI
EF’
= 20 o
15
10
=5 ° —
=] 0 —
100 90 80 70 60 50 40 30 20 10 O 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Ezer lakos Ezer lakos
1949, janudr 1. 2005. janudr 1.

Abréazoljuk a kozéphémérsékleteket vonaldiagramon! (Forrds: OMSZ.) A lehullott csapadék 6sszmennyi-

> K1 ségének hany szazaléka esett az egyes hénapokban? Abrazoljuk kordiagramon!
A siofoki megfigyel6allomas id6jardsi adatai
1 kozép- ‘ maximalis minimdlis | lehullott csapadék,
Gszak ——

hémérséklet, °C mm

2019. 0,5 11,8 -6,5 14
F 3,7 17,0 5,2 5

M 9,1 21,5 -0,5 7

A 13,1 27,6 3,8 10

Mj 13,9 24,3 3,8 19

Ja 23,8 33,8 15,2 6

T 23,7 35,5 14,5 12

Au 23,8 32,7 13,6 9

Sz 18,4 31,2 6,0 8

O 13,2 25,3 2,8 8

N 9,1 21,8 0,7 20

D 4,3 18,0 —4,5 10

J-D 13,1 35,5 -6,5 128
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6. K2 Ez a térkép és a kordiag-

ramok az Eurépai Unid ErdSk az EU-ban (1000 ha)

orszagainak erdds tertile- 1 < 5000
teirdl késziilt adatokat [ 5000 - 10 000
mutatjak. Ertelmezziik! £1 10000 -15 000

[ 15 000 — 20 000

(Forrds: eustat.com) B > 20 000
Hol a legnagyobb az er-

d6k aranya (narancssarga) Erddk
a tobbi foldtertlethez (lila)

képest?

LA L . Tobbi foldteriilet
A térkép szinezése szerint

milyen hatarok kozt van
az erdés terilet nagysaga
Spanyolorszagban, Roma-
nidban és Portugalidban?

Ajanlott feladatok ﬁ

Gyakorl6 és érettségire
felkészit6 feladatgydijte-
mény Il.: 1441-1490.

Az Eurépai Parlament éptilete
Briisszelben, Belgiumban .

15 = = '
' _t'i-fmthm1 ?
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1. példa

és a b osztaly tanuldi a kovetkez6 eredményeket 9,62 9,21 U 2
érték el (sec): 9,21 9,59 10,21 9,86
Melyik osztaly ért el jobb eredményt? 10,51 9,62 10,88 10,15
10,29 10,18 9,86 10,21

9,59 10,29 10,21 10,21
11,64 10,29 11,08 10,26

Erre a kérdésre nem egyértelmd a valasz. 10,47 10,31 10,82 10,48
Nézhetjiik a leggyorsabbakat az osztalyokban, de 10,29 10,37 10,89 10,78
ez nem jellemzi az egész osztly teljesitményét, 11,14 10,47 10,26 10,80
ahogy nem jellemzi az sem, melyik osztalyban 10,31 10,51 10,90 10,82

V. STATISZTIKA

47-48. KOZEPERTEKEK

Az iskolai menzan megigérték, hogy gyerek-
napon a tanulék kedvenc mentijét f6zik. Ehhez
kérdGiveket adtak ki, amire be lehetett irni, ki mit
szeretne enni majd a nevezetes napon. Rengeteg
otlet érkezett. Vajon hogy dontottek? Megnézték,
melyik leves, f6étel, desszert kapta a legtébb sza-
vazatot, és azt fézték. Statisztikai szempontbol |
megkeresték a leggyakoribb adatot a harom min- =
taban. Lathatjuk, hogy ez akkor is értelmezhetd,
ha az adatok nem szamok.

Végul paradicsomleves, rantott his és pala-"
csinta volt az ebéd.

Barmely mintdban megkereshetjiik a leggyakoribb adatot, ezt a statisztikai minta méduszanak nevez-
ziik. Ha a mintaban kétféle leggyakoribb elem van, akkor azt mondjuk, hogy két médusz van. Ha ketténél
tobb azonos elemszamu leggyakoribb elem van, akkor a mintdnak nem igazan jellemz6 adata a médusz.

Az a osztély tanul6i (sec) | A b osztély tanuldi (sec)

Egy futéversenyen 60 méteres futdsban az a

van a leglassabb futé. Az egész osztalyt a kdzépsé

) N D P 10,18 10,76 10,15 10,88
eredmények 6sszehasonlitdsa inkabb jellemezné. 10 53 1112 10.78 10.89
Ehhez rendezni kell az adatokat. Ezt mutatja . : L .
mindkét osztélynal a jobb oldali oszlop. Az a osz- 10,37 lil5 1,12 1900
talynal van kozépsé elem, a tizedik a 19 ered- U2 11 (o 250 56
mény koziil, ennek értéke 10,51 sec, a b osztaly- 11,77 11,65 11,10 11,08
ndl ,két kozépssd” van, mivel itt 22-en futottak. 14,14 11,77 13,80 11,10
Vegyiik kozépsének ennek a két eredménynek a 11,65 12,53 12,29 11,12
szamtani kozepét. Ennek értéke 10,885 sec, 13,11 13,11 10,48 11,55
ebbdl a szempontbdl tehdt az a osztély volt a 10,76 14,14 11,55 11,86
jobb. 11,86 12,29

10,80 12,90
10,96 13,80
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Fontos, hogy ez csak rendezett, szamokbdl &llé6 mintabél hatarozhaté meg.

Egy rendezett minta k6zépsd elemét — paros elemszamd minta esetén a két kdzépsé elem szamtani
kozepét — a minta medianjanak hivjuk.

Meghatarozasa nagyon egyszer(, és ha nincsenek nagyon kiugré értékek, jol kozeliti az atlagot. Bizo-
nyithaté, hogy a median olyan érték, amelynek a minta 6sszes elemétdl vett eltéréseinek osszege (a k-
|6nbségek abszolut értékeinek az 6sszege) a legkisebb. Paros elemszdmi mintaban nem feltétleniil a median
az egyetlen minimumhely. Ha a median nem mintaelem, akkor a minimumhelyek a mediant kozvetlendl
kozrefogd mintaelemek altal meghatarozott zart intervallum pontjai.

Azt is megtehetjik, hogy kiszadmitjuk az osztdlyokba jaré tanuldk atlagteljesitményét. Ezt Ggy kapjuk
meg, hogy 6sszeadjuk az dsszes gyerek idejét, és elosztjuk a gyerekek szamaval.

Az a osztalyndl ez

9,62+ 9,21+ 10,51+ 10,29+ 9,59+ 11,64 + 10,47 + 10,29+ 11,14+ 10,31 ,
19

10,184 12,534 10,37 + 11,48+ 11,77 + 14,14+ 11,65+ 13,11+ 10,76
19 :

X:

X = 11,0 sec adédik.

Kiszdmithatjuk a masik osztdly 4tlageredményét is, és meglepetésiinkre, arra is Y = 11,0 sec jon ki.
A két osztaly tehat eszerint egyforman jol futott (egy tizedesjegyre kerekitve).

Ha egy statisztikai minta elemei x,, x,, ..., x, szdmok, akkor az adatok atlaga (szamtani kozepe) az
n

adatok Gsszegének és az elemek szamanak a hanyadosa. Képletben:
X+ X+ ..+ X,

X=
n

A testneveléséran kislabdadobdsbdl felmérést végeznek. Mindenki hatszor dob a labdaval. A felmérés
eredményeként a hat dobdas hosszanak atlagat jegyzik fel. Janos els6 6t dobdsanak atlaga 52 m. A hatodik
dobdsa olyan jél sikertilt, hogy az atlagat egy méterrel javitotta. Hany métert dobott utolséra Janos?

Megoldas

Az adatok atlaganak és az adatok szdamanak szorzataként konnyen kiszamithatjuk az adatok 6sszegét.
Az els6 6t dobas hosszanak az 6sszege 52 - 5 = 260.
Jeloljik a hatodik dobés hosszat méterben szamolva x-szel.

igy a hat dobas atlagara egyfeldl 2606#’ masfeld| tudjuk, hogy ez 1-gyel nagyobb mint 52, igy felir-
hat6 az egyenlet: 53 = 2606J /-6

318 = 260 + x /-260
x = 58. Tehat 58 métert dobott utolséra Janos.
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Megjegyzés:
Ha hatodikra 52 métert dobott volna, akkor ugyanannyi maradt volna az atlag, igy ha a hat dobas at-
laga 1 méterrel tobb, akkor a korabbi atlagnal 6 m-rel kellett tobbet dobni.

Egy kilencedikes didknak matematikabél ebben az évben nyolc darab jegye van. Tudjuk még, hogy a
jegyek atlaga 3,25, a médusza pedig 4. Azt is tudjuk, hogy nem kapott elégtelent.

a)
b)
c

Milyen jegyei vannak ennek a diaknak matematikabél ebben az évben?
Mennyi a jegyek medidnja?
Abrézoljuk a jegyeket kordiagram segitségével!

Megoldas

a)

b)

c)

A nyolc jegy 6sszege 8 - 3,25 = 26. Ha a 4-es az egyediili médusza a jegyeknek, akkor abbdl leg-
alabb hdrom van (ha két 4-ese lenne, akkor maximum 2 + 3 - 1 = 5 jegye lehetne).

Ha hdrom 4-ese van, akkor legfeljebb ketté darab lehet a 2-esbél és a 3-asbdl is. Ha két 2-ese és
két 3-asa van, akkor a hét jegy dsszege 22. Igy viszont mar csak egy Gjabb 4-es lehet a nyolcadik jegy.
Tehat ebben az esetben a kapott jegyek: 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 4.

Ha az egyik harmas helyett kettest frunk, a masik helyett pedig négyest, akkor kapjuk a mésodik
lehetséges megoldast: 2, 2, 2, 4, 4, 4, 4, 4.

Mivel a megoldasokat eleve nem csokkend sorrendben irtuk fel, ezért konnyli meghatarozni az ada-
tok medianjat. Az els6 esetben a median (3 + 4) : 2 = 3,5, a masodikban pedig 4.

Az els6 esetben a nyolc adat 2 : 2 : 4 aranyban oszlik el a hdrom érdemjegy kozott, ezért a teljes szog-
nek megfelelé 360 fokot fel kell osztani ilyen aranyban. A ketteseknek megfelelé korcikk kozépponti

szoge 3%00 -2 =90°, ugyanigy kapjuk a harmasoknak és a négyeseknek megfeleld korcikkek ko-

zépponti szogeit is. Sorban: 90°, 90°,180°.

A masodik esetben 3 : 5 ardnyban kell felosztani a 180°-ot. Az imént latott megoldas alapjan a kette-
sekhez tartoz6 kozépponti szog 135°, a négyeseké 225°.
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A 9. a osztalyba 35 diak jar. A fitk atlagmagassaga 180 cm, a lanyoké pedig 170 cm. Az osztaly atlag-
magassaga 174 cm. Hany fiG és hany lany jar az osztalyba?

Megoldas

Ha a lanyok szamat x-nek vessziik, akkor a fitk szdma (35 —x). Ezutan a diakok magassaganak az dsszegét
kétféle modon is felirhatjuk, és ezek egyenldségébdl alkothatunk egy egyenletet.
170 -x + 180 - (35 -x) = 174 - 35
170 -x + 6300 -180 - x = 6090
-10 - x + 6300 = 6090 /-6300
-10-x =-210 /:(=10)
x =21
Tehat 21 lany és 14 fiG jar az osztalyba. A valasz helyességét a szovegbe behelyettesitve konnyen el-
lendrizhetjtik.

Kati jegyei kémiabdl az év soran a kovetkezék voltak: 5; 4; 5; 1; 5; 4; 3; 5; 3; 4.
Mennyi a jegyei atlaga?

Megoldas

Egyszer(ibb kiszdmitani az atlagot , ha el6bb csoportositjuk a jegyeket, azaz volt négy 5-6se, harom 4-
ese, két 3-asa és egy 1-ese. Ezt tablazatba is foglalhatjuk:

X, 5 4 3 2 1

1

f 4 3 2 0 1

i

A fels6 sor tehat a minta lehetséges értékeit tartalmazza, az alsé sorban azt lathatjuk, hogy az egyes ér-
tékek hanyszor fordultak el a mintaban. Ezt a minta gyakorisagi eloszlasanak nevezzuk.
Az étlag tehat:

e 4-5+3-4+2163+0-2+1»1:3,9_

Az atlagot tehat Ggy kaptuk meg, hogy a lehetséges értékeket megszoroztuk a gyakorisagukkal, eze-
ket 6sszegeztiik, és az 6sszeget elosztottuk a minta elemeinek szamaval. Ezt nevezziik stilyozott szam-
tani kézépnek.

A stlyozott szamtani kozép kilondsen fontos, ha adathalmazok egyesitésének atlagét kell meghatarozni
a két vagy tobb rész atlagabdl, és a részek elemszamat ismerijiik.
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A kilencedik évfolyamon az a osztaly matematikajegyeinek atlaga 3,82; a b
osztalyé 4,05, mig a c-é 3,90 volt. Mennyi a kilencedik évfolyamon a matemati-

kaatlag, h talyokb. dre 35; 28; 31 tanulé jar?
aatlag, ha az egyes osztalyokba rendre anul6 jar Fogaltiil]

gyakorisagi eloszlds;

Megoldas médusz;

median;
Itt az osztalyatlagok annyi tanul6hoz tartoznak, ahanyan az adott osztalyba jar- étl(z;;a i
nak. Az évfolyamon 35 + 28 + 31 = 94 didk tanul. Tehat az évfolyam atlaga ma- szamtani kdzép;
tematikabol: stlyozott szdmtani
kozép.
Y= 35°3,82+28:4,05+31:3,90 _ 368 _549;
35+ 28+ 31 94 d

| Emelt szint I
fi-xi+h-Xo+ ...+ Xa

A stlyozott szamtani atlagot az X =
Y & fi+h+ ...+

séges értékeit, f, f,, ...,  alehetséges értékek mintaban val6 eléforduldsdnak gyakorisgat jelentik.

képlettel szamitjuk ki, ahol x,, x,, ..., x_a minta lehet-

Tudod-e?

A forgalomban 1évé zsebszamol6gépek egy részén — mar a kozépkategorias gépeken is — megtalalhatok a statiszti-
kai szamitasokat megkonnyité billentytik. Mikodésuk, jelolésiik nem egységes; eldszor dltalaban az adatokat kéri
a gép, majd ezek tarolasa utan gombnyomasra kiszamolja az egyes statisztikai jellemzéket (kozépértékek, regresz-
sziészamitas, széras — ez utébbi fogalmakkal jovére taldlkozunk).

Ugyanigy megtalalhatok a kombinatorikai és valoszintiségszamitasi billenytik is, s6t a dragabb grafikus kalkula-
torok még tobb funkciéval rendelkeznek: a tablazatok és fliggvények grafikus megjelenitése mellett egyszer(ibb ma-
tematikai eljarasokat is végezhettink veliik, és gyakran programozhatok is.

A szamitogépeken az Excel téblazatkezel6 a legismertebb program a statisztikai szamitasok alkalmazasara.

Ismerd meg a sajat géped! Nem is gondolnad, néha mennyi szamolasi munkat takarithatsz meg ...
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FELADATOK

1. K1

2. K1

3. K1

4. K2

5. K2

7. K1

Az osztélyzatai melyik kozépértékét érdemes kérnie a jo tanulénak, aki egyszer elfelejtette meg-
csindlni a feladatat, és kapott egy 1-est? Es a rossz tanulénak, akinek pontokbdl sszejott egy 5-
Ose?

Szamitsuk ki annak az osztalynak az atlagat matematikabol, amelyben 6 db 5-6s, 7 db 4-es, 9 db
3-as, 3 db kettes és egyetlen elégtelen volt!

Az évfolyamon kémiabdl az a osztdly atlaga 3,65; a b osztaly atlaga 4,02; a c osztdly atlaga 3,86,
mig a d osztaly atlaga 3,54 volt. Mennyi az évfolyam &tlaga kémidbdl, ha az egyes osztalyokba
rendre 28; 25; 32 és 30 gyerek jar?

Egy 10 elem( pozitiv egészekbdl allé mintdban a
median 19. Ha az utols, legnagyobb elem értékét
20-szal megnoveljik, hogy valtozik a median ér-
téke? Valtozhat-e a médusz? Valtozik-e és mennyl—
vel az étlag?

Ha az utols6 tesztemet angolbdl 89 pontra from,
akkor 82 pont lesz az atlagom, ha csak 57 pontra,
akkor az atlagom 78 pont lesz. Hany tesztet eddig
az idén?

Adjunk meg olyan pozitiv természetes szamokbe
allé 10 elem(i mintat, amelynek medianja 2, é
egyetlen médusza 4! Mennyi az atlaga?

Szamitsuk ki az el6z6 lecke feladatsoranak 5. fel
adataban az éves kozéphémérsékletet mint a ha
kozéphémérsékletek atlagat! Vegyiik figyelembe, &
hogy az egyes hénapokban hany nap van! A feb-38 .
ruar legyen 28 napos. /AR

Egy diaknak 7 jegye van matematikabdl. Ha més
egy Otost kapna, az atlaga 0,125-del néne. Han
négyese lehet eddig, ha a két leggyengébb jegyé-
nek atlaga 2?

Hany fés az az évfolyam, ahol ha az osztalyzatom
eggyel jobb, mint a tobbiek atlaga, akkor hozzavéve
az én jegyem, az atlag 0,02-dal emelkedik? Mennyi
volt az 4tlag az én jegyem nélkal?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 é

érettségire felkészits feladatgydjtemény I1.: 1495-1501.
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49. AZ ESELYTOL A VALOSZINUSEGIG

A felsé tagozaton megismerkedtiink az esély fogalmaval, amivel el6készitettiik az egyik legosszetettebb
fogalmat a kozépiskolai tanulmanyaink soran: a valdszintiség fogalmat. Most kisérletek elvégzésén és a ta-
pasztalatok megfogalmazasan keresztiil alapozzuk meg a pontosabb definiciét, amit majd a jové tanévben
alkotunk meg.

Olyan eseményekkel fogunk foglalkozni, amelyek bekovetkezését a véletlen hatdrozza meg. Ez nem azt
jelenti, hogy ezeknek az eseményeknek nincs oka, hanem azt, hogy annyi korilmény befolyésolja a beko-
vetkezéstiket, hogy lehetetlen az 6sszeset figyelembe venni.

A valészinliségszamitas kibontakozdsa a szerencsejatékok, vagy ahogyan a kozépkorban is nevezték, a
hazardjatékok tanulmanyozdasaval kezd6dott. Napjainkra nagyon nagy ivii pélyat futott be a matematika-
nak ez az 4ga is. Manapsag a fizika, a kémia, a biolégia, a tarsadalomtudomanyok, a kdzgazdasagtan nél-
kulozhetetlen segédeszkoze. A kozvélemény-kutatdsok megéllapitasait nem is tudnénk értelmezni a valé-
szinliségszamitas fogalmainak pontos ismerete nélkl.

Ismerkedjiink a véletlennel!

Feldobunk egy szabalyos pénzérmét. Mennyi az esélye annak, hogy fejet dobunk, és mennyi az esélye
annak, hogy frast dobunk?

Megoldas

Az érme szabadlyossdga azt jelenti, hogy a fej és az irds dobasanak esélye ugyanakkora, és dobas utdn so-
hasem dll meg az élén. Igy 50-50% esélyt adunk mindkét lehet&ségnek.
A véletlen természetét jol szemléltet kisérlettel indulunk el a valészintiség fogalméhoz vezetd dton.

Kisérlet

Parban dolgozzatok! Vegyetek el6 egy pénzérmét, és dobjatok fel 6tvenszer
egymas utan! Jegyezzétek fel sorban mind az 6tven dobds eredményét (fej vagy
fras)! Ha készen vagytok, szamoljatok 6ssze, hogy hanyszor dobtatok fejet az
6tven dobashdl!

A kisérlet soran azt vizsgaljuk, hogy egy pénzérmét sokszor feldobva, a do-
basok hanyadrészében dobunk fejet. Ezt az aranyt kifejezziik szézalékban is.
igy jobban érzékeltethets, hogy miként valtozik ez az arany a dobasok szama-
nak novekedésekor.

Készitsetek egy tablazatot, aminek négy sora és eggyel tobb oszlopa van,
mint ahany par dobélta a pénzérmét.

Az els6 sorban a dobésok szama szerepel. Ezt n-nel jel6ljik, ez jelenti az el-
végzett kisérletek szamat.

A masodik sorban a dobott fejek szdma szerepel, amit k-val jeloliink. Ezt Ggy
kapjuk, hogy valamilyen sorrendben minden par bediktalja, hogy mennyi fejet
dobott. Ezeket a szdmokat mindig hozzéadjuk az el6z6ho6z. (A mi tablazatunk
azt mutatja, hogy az elsé par 28 fejet dobott, a masodik pedig 26-ot, igy a két
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par 0sszesen 54-et.) Ez a szam mutatja tehat, hogy a kisérletiinkben a ,fej” kimenetel hanyszor fordult eld,
amit az adott kimenetel gyakorisdganak nevezziik.

A harmadik sorban azt szamitjuk ki, hogy a dobott fejek szama, azaz a gyakorisag, hogyan aranylik az
eddigi 6sszes dobas szamdhoz. Ezt r -nel jeloljik, és a fejdobasok relativ gyakorisdgdnak nevezziik.

A negyedik sor ugyanezt az aranyt tartalmazza, csak szazalékban kifejezve.

n 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 stb.

k 28 54

k| 28 | 54
n 50 100

r(%) | 56% | 54%

A kapott eredmények szemléltetésére abrazoljuk ezeket egy koordinata-rendszerben! A vizszintes ten-
gelyen n értékeit, a fiiggdlegesen pedig a hozzajuk tartozo r, értékeket tiintetjik fel. (Ugyeljetek a tenge-
lyek megfelelé beosztasara!) A kapott pontokat 6ssze is kéthetjiik, ezzel is jobban érzékeltetve r valtoza-
sat, ahogyan novekszik n értéke.

Figyeljétek meg, hogy r értéke hogyan valtozik n névekedésekor! Mit lehet megallapitani? Az érdekes-
ség kedvéért rajzoljatok fel Gjra a tdblazatot, és toltsétek ki Gjra, csak most mas sorrendben keriiljon be az
egyes paroknal kapott fejek szima a masodik sorba! Abrézoljatok egy masik szinnel az igy kapott r. érté-
keket ugyanabban a koordinata-rendszerben! Mit tapasztaltok?

Mi is tortént eddig?
Definidltunk egy véletlen kisérletet: dobjunk fel egy szabalyos pénzérmét!

Véletlen kisérlet olyan kisérlet, amelynek kimenetele nem hatdrozhaté meg elére.

Ennek két lehetséges kimenetele van: vagy fejet dobunk, vagy irast. Ezeket elemi eseményeknek ne-
vezziik.

Definicio

A véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezziik.

El6szor azt vizsgaltuk, hogy n kisérlet elvégzésekor egy bizonyos kimenetel (fej) hanyszor fordul eld. Ezt
nevezzlk gyakorisagnak. Ezutan azt vizsgaltuk, hogy a kisérletek hanyadrészében dobtunk fejet. Ezt ne-
vezzlk relativ gyakorisagnak.

Az elsé példa alapjan a fej dobasahoz tartoz6 50% azt jelenti szamunkra, hogy ha nagyon sokszor el-
végezziik a kisérletet, akkor a kisérletek korilbeliil fele részében fogunk fejet dobni.

Vizsgéljuk meg, hogy az éltalunk elvégzett kisérletsorozat milyen mértékben igazolja az elméleti értéket!
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Fogalmak

elemi esemény;
véletlen kisérlet.

Van két kilonbozé, mondjuk egy piros és egy zold szabalyos dobékockank. (Egy dobokockat akkor te-
kinttink szabalyosnak, ha minden oldaldra ugyanolyan eséllyel esik dobas utén.) Egyszerre feldobjuk mind
a kett6t, és a dobott szamokat 6sszeadjuk.

a) Mik a lehetséges dsszegek? A lehetséges 6sszegek kozil melyiknek a legnagyobb az esélye?

b) Annak van nagyobb esélye, hogy 6tnél kisebb lesz az 6sszeg, vagy annak, hogy pontosan hét lesz?

Kisérletezzetek parban! Dobjatok fel a két kockat 50-szer, és jegyezzétek fel a dobott szdmok 6sszegét!
Ezutan készitsetek egy olyan tablazatot, amiben minden lehetséges 6sszeg esetén kiszamoljatok az adott
szamhoz tartozo6 relativ gyakorisagot! Valaszoljatok meg a tapasztalat alapjan a fenti kérdéseket!

Most nézziink néhdny elméleti megfontolast!

A két dobokockat figyelve 6 - 6=36-féle kimenetele lehet a kisérletnek. Ezt a 36 elemi eseményt a do-
bott szdmok sszege szerint csoportositva a kovetkezéket kapjuk (az 6sszegekben az elsé szam a piros koc-
kaval, a mésodik pedig a zold kockaval dobott szdmot jelenti):

T+1=2 6+6=12

T+2=2+1=3 6+5=5+6=11
1T+3=2+2=3+1=4 6+4=5+5=4+6=10
1T+4=24+3=3+2=4+1=5 6+3=5+4=4+5=3+6=9
1T+5=24+44=3+3=4+2=5+1=6 6+2=5+3=4+4=3+5=2+6=8

1T+6=2+5=3+4=4+3=5+2=06+1=7

A dobdkockakon megfigyelhetjiik, hogy a szemkoézti lapokon 1évé szamok 6sszege 7. Tehat, ha a két felsé
szam osszege n, akkor a két als6 szam Osszege (14 — n) lesz. Ez azt mutatja, hogy az n 6sszeg ugyanannyi-
féleképpen johet ki, mint a (14 — n).

Lehetséges 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
Osszeg

Hanyfele modon | 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

johet ki

Az esélyek

2 eseh 2,78 | 556 | 833 | 11,11 | 13,89 | 16,67 | 13,89 | 11,11 | 8,33 | 556 | 2,78
kifejezése %-ban

A masodik sorban szereplé szamokat 6sszeadva megkapjuk az 6sszes elemi esemény szamat.

Lathatjuk, hogy a hetes 6sszegnek van a legnagyobb esélye, és ez pontosan megegyezik annak az esé-
lyével, hogy kettd, hdrom vagy négy lesz az Gsszeg.

Ahhoz, hogy a fenti tablazat utolsé sordban szereplé értékeket a gyakorlatban akar csak ko-
zelitéleg megkapjuk, nagyon sok kisérlet elvégzésére lenne sziikség. Eppen ezért az a legegy-
szer(ibb, ha a szamitégépet hivjuk segitségtil, példaul egy tablazatkezel§ programot. A két koc-
kat a gép véletlenszam-generatora helyettesitheti. Az els6 [épésben a gép készitsen két véletlen
szamotaz {1, 2, 3, 4, 5, 6} halmazbdl, majd ezeket adja &ssze. Ezutan szamitsa ki az egyes dsz-
szegek relativ gyakorisagat. Ha elég sokszor (akar tobb ezerszer) végezziik el a kisérletet, akkor

ot N jo kozelitéssel a fenti tablazatban szerepld szazalékos értékeket kapjuk.
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FELADATOK

1. K1

2. K1

3. K1

4. K1

5. K1

Dobjatok fel egyszerre két kiillonb6z6 pénzérmét 50-szer, és jegyezzétek fel, hogy mi lett a do-
basok kimenetele! Szamoljatok ki a két fej, a két irds, valamint az egy fej és egy iras dobésok re-
lativ gyakorisagat. A kapott eredmények alapjan mennyi az esélye annak, hogy a két pénzérme
kiilonboz6 oldaldra esik? Es mennyi annak az esélye, hogy mindkét dobés fej lesz?

Négy szabdlyos kockat feldobva arra vagyunk kivancsiak, hogy melyiknek nagyobb az esélye:
annak, hogy a négy kockat feldobva a dobasok kézott lesz legaldbb egy hatos, vagy annak, hogy
nem lesz? Tablazatkezel6 program segitségével vélaszoljatok a kérdésre!

Legyen mindenkinek a kezében 3 rajzszog. (Vigyazzatok,
hogy ne szlrjatok meg a kezeteket!) Dobjatok fel a rajszo-
geket és jegyezzétek fel, hogy hany érkezett a lapjéra!
(A képen egy rajzszog a lapjara érkezett, ketté6 nem.) Vé-
gezzétek el a kisérletet 50-szer! Dolgozhattok parban is.
a) Hanyszor kovetkezett be, hogy 0, 1, 2 illetve 3 rajzszog
érkezett a lapjara? A tobbiek eredményeit is figye-
lembe véve adjatok meg ezeknek az eseményeknek az esélyét a tapasztalat alapjan!
b) Az a) feladatban kapott esélyek alapjan taldljatok ki olyan szerencsejatékot, amikor az egyes
események bekovetkezéséhez (0, 1, 2 vagy 3 rajzszog érkezik a talpara) valamilyen nyere-
ményt rendeltek hozza.

Padtarsaddal jatszatok az aldbbi tdblan. Az A pontbdl in-
duljatok el Ggy, hogy egy pénzérmét dobtok fel. Ha a dobas
fej, akkor jobbra Iéptek egyet a racson (B pont), ha iras,
akkor felfelé (F pont). A kovetkezd |épések iranyat mindig
ezzel a médszerrel dontsétek el, dsszesen négyszer dobja-
tok és lépjetek. Irjétok fel, hogy mely pontba jutottatok 4 1é-
péssel.

a) Mely pontokba juthattok el 4 [épéssel?

;
;
;
;

> —p T —x — T — C
b
D) — O — <
b
N—» T —» I —»n—» =
b
O—» — —»2Z —» 0 —» <
b
m—— 0 —» — — <

;
;
;
;

20 jaték utan frjatok 6ssze, hogy melyik pontba hanyszor
jutottatok el. Az eredményeiteket hasonlitsatok 6ssze a tob-
biek eredményével.

;
;
;
;

b) Melyik pontba jutottatok el a leggyakrabban?

c) Melyik pontba jutottatok el a legritkdbban?

d) Hanyszor nagyobb annak az esélye, hogy négy dobds utédn az | pontba juttok, mint annak az
esélye, hogy az E pontba kertltok?

irjdtok fel az osztaly minden tanul6janak a nevét egy-egy cetlire. A cetliket rakjatok be egy do-
bozba és mindenki hiizzon egy cetlit a dobozbdl véletlenszertien. (Olyan ez, mint amikor az osz-
talykaracsony elétt hiztok.)

a) Lett-e olyan, hogy valaki a sajat nevét hizta?

Most ismételjétek meg a hlzést tobbszor.

b) A hizasok hany szazalékaban fordult el$, hogy valaki a sajat nevét hizta?
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A folyé felszinén visszatlikroz6dik a tdj. Az igy kialakult szimmetria kiegyensulyozottsagot kiegyensi-
lyozottsagot, nyugalmat araszt. Kornyezetiinkben a viragok, élélények, éptiletek, targyak formajaban is
fellelhetSk kiillonb6z6 geometriai transzformaciok.




50. GEOMETRIAI
TRANSZFORMACIOK

Az éltalanos iskoldban megismerkedtiink a tengelyes tiik-
rozéssel, a kozéppontos tiikrozéssel és az eltolassal. Azt mond-
tuk, hogy ezek geometriai transzformdciok. Tulajdonképpen

AN

mit neveziink ,geometriai transzformaci¢”-nak?

A geometriai transzformaciok olyan figgvények, ame-
lyeknek értelmezési tartomanya és értékkészlete is ponthal-
maz. Az értelmezési tartomdny lehet a tér, egy sik, néha egy
egyenes, vagy ezeknek egy részhalmaza.

Mi csak olyan geometriai transzformdciokkal foglalkozunk, amelyek kélcséndsen egyértelm(i hozzdren-
delések, valamint értelmezési tartomdnyuk és értékkészletiik ugyanaz a halmaz.

llyen geometriai transzformaci6 példdul az altalanos iskolabdl ismert sikbeli tengelyes tiikrozés, ahol a
transzformdacio értelmezési tartomdnya és értékkészlete is a sik, és adott tiikortengely esetén egy pont és ti-
korképe kolcsonosen kolcsonosen egyértelmiien meghatarozzak egymdst.

Eddig nem emlitettiik azt a geometriai transzforméaciét, amelynél az értelmezési tartomany minden pont-
jahoz sajat magat rendeljiik. Az ilyen hozzarendelés is geometriai transzformacio.

Azt a geometriai transzformdciot, amely minden ponthoz sajat magat rendeli, helyben hagyasnak,
(idegen szdval identitasnak) nevezzik.

Minden transzforméaciénal a kovetkezé tulajdonsdgokat fontos megvizsgalni:

Egyenest egyenesbe visz-e at — ezt Gigy mondjuk, hogy egyenestarto-e?

Barmely két pont tavolsaga és a két pont képének tavolsaga megegyezik-e — ezt tigy mondjuk, hogy ta-
volsagtarto-e?

Barmely szog és a képe megegyezd nagysagl-e — ezt (gy mondjuk, hogy
szogtarto-e?

Vannak-e fix pontjai a transzformdciénak, azaz vannak-e olyan pontok,
amelyeknek a képe 6nmaga? Vannak-e fix alakzatok, amelyek minden pontja
fix pont?

Vannak-e olyan alakzatok, amelyeknek a képe 6nmaga, de pontjai nem
mind maradnak helyben? Az ilyen alakzatokat invaridns alakzatoknak ne-
vezzUlk.

A transzformaciok szempontjabdl altalaban kittintetett szerepik van a fix

vagy invaridns egyeneseknek, illetve — térben — a fix sikoknak. %) /V' ©
Ezutdn meg kell vizsgdlni, hogy a sikbeli transzformécié koriiljarastarté6-e. c

Ez azt jelenti, hogy ha harom nem egy egyenesen lévé pontot és a képeiket A@

vizsgaljuk, és egy rogzitett sorrendet megadunk, akkor az eredeti és a kép- % ,

pontok vagy mindkett$ az éramutaté jarasaval megegyezd vagy mindketté az A / b

6ramutaté jarasaval ellentétes iranyban jarhat6 korbe. Ha a transzformacié
megforditja a koruljarast, akkor az eredeti és a képpontok kozul az egyiket az
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6ramutaté jarasaval megegyezd, a masikat az 6ramutaté jarasaval ellentétes irany-
ban tudjuk bejarni. Az 6ramutat6 jarasaval ellentétes koriljarast pozitiv kortlja-
rasnak, az éramutaté jardsaval megegyezd koriljarast negativ koriljarasnak ne- transzforrc
. ’
vezzul/<. ) ) ; megfordithato;
Szamunkra most a legfontosabb, hogy barmely szakasz és a képe ugyanolyan  egyenestarts;
hosszi-e. Ezt a tulajdonsagot tavolsagtartasnak nevezziik. szbgtarto;
fix pont;
fix alakzat;
invarians alakzat;
koruljarastartas;
pozitiv kortljaras;
negativ kortljaras;

Fogalmak
geometriai

A tavolsagtart6 transzformaciokat egybevagoésagi transzformaciéknak hivjuk.

Tavolsagtarté transzformacionak ismertiik meg a tengelyes tiikrozést és a ko-
zéppontos tlikrozést is. Egybevagdsagi transzformacié az identitas is, amit az el6bb

vezettiink be. Itgsgrslgas;a "
Ezekrdl a transzformaciokrél tanultakat fogjuk most atismételni, kiegésziteni. graray
egybevagosagi

transzformacio.

51-52. TENGELYES TUKROZES

N Piroska kis kosarkajaval elindult a patak ugyanazon az oldalén laké nagymama-
jahoz. Utkozben még vizet kell meritenie a korséjaba, és azt is el kell vinnie a nagy-
mamahoz. Tervezziik meg az Gtvonalat, ha a lehet6 legrévidebb Gton akarja a fel-
adatat végrehajtani!

Hogy lehetne eldonteni, melyik rovidebb: ha merélegesen legrovidebb Gton le-
megy a patakhoz, onnan egyenesen megy nagymamahoz, vagy menjen inkabb a két
haz felez6merélegesének és a pataknak a metszéspontjahoz, azutan nagymama hazahoz, vagy van még
jobb at? J6 lenne kiegyenesiteni ezt a torott vonalat, hogy lassuk, hogyan a legrévidebb...

Az altalanos iskolaban tanult tengelyes tiikrozést hivhatjuk segitségiil a feladat megoldasahoz.

P °

Megoldas

Tukrozzik nagymama hazat gondolatban a patak egyenesére! Ha most Piroska
és a nagymama hazanak tiikorképét dsszekotnénk, ez az egyenes szakasz lenne a
legrévidebb Gt (PN'). Menjiink a pataknak ahhoz a pontjahoz, ahol az egyenes met-
szi, és folytassuk utunkat onnan egyenesen a hézig. Ez lesz a legrovidebb at, mert
ennek tengelyes tiikorképe az egyenes szakasz folytatasa, ezért egyenlé hosszi vele.

Ismételjiik at, mit neveziink tengelyes tiikrozésnek!

Tengelyes tiikrozés

Tengelyes tiikrozésnél megadjuk a sik egy t egyenesét, amelyet tengely-
nek neveziink. A sik P pontjdhoz gy rendeljik a képét, hogy ha a P pont il-
leszkedik a t tengelyre, akkor a képe 6nmaga. Ha a P pont nem illeszkedik a
t tengelyre, akkor a P pontbo6l merdélegest bocsatunk a t tengelyre, ennek
talppontja legyen T. A PT egyenesre a T pontbdl a P-vel ellentétes iranyban
felmérjik a PT szakaszt, a kapott P pont lesz a P pont képe.
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A tengelyes tiikr6zés tulajdonsagai

A tengelyes tikrozés tavolsagtartd, egyenestartd és
szogtartd. A kortljarasi irdnyt megvéltoztatja. Fix pontjai
a ttkortengely pontjai, igy a tengely egyenese fix egyenes.
Invaridns alakzat minden, a tengelyre meréleges egyenes.
J6 tudni, hogy az egyenes és a képe a tengellyel ugyanak-
kora szoget zar be.

Invaridns alakzat minden olyan kor is, amelynek kézép-
pontja a tengelyen van. Szamos alakzatot tudunk talalni,
amelyek invaridnsak egy adott tengelyre.

Tengelyesen szimmetrikus alakzatok

Egy alakzat tengelyesen szimmetrikus, ha létezik olyan tengely, amelyre torténd tiikrézéskor az
alakzat képe 6nmaga.

A tengelyt a sikbeli alakzat szimmetriatengelyének nevezziik.

Milyen hdaromszog lehet tengelyesen szimmetrikus?

A hdromszog egy csticsanak a tengelyen kell lennie.
Ha nem lenne, akkor mivel a hdromszog képe 6nmaga, van olyan félsik, amiben két pont van. A=A’
Tuikrozés utdn ezek a masik félsikba kertilnek, ahol eddig csak egy pont volt, de mivel a transz-
formacié kolcsonosen egyértelmd, nem lehet az az egy mindkettd képe. ,
Nyilvdnvald, hogy a haromszog AB oldalanak a tengelyre vonatkozé képe az AC oldal, és for- C=8
ditva: az AC oldal képe AB. A tengelyesen szimmetrikus haromszog tehat egyenlé szaru.
Megforditva: az egyenl6 szar( haromszog tengelyesen szimmetrikus. (A szimmetriatengelye az B~C" t
alap felezémerdlegese.)
A szabélyos hdromszognek harom szimmetriatengelye van.
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Milyen négyszog lehet tengelyesen szimmetrikus?

Megoldas

Lehetséges, hogy a négyszog két csticsa a tengelyen van. Ekkor a harmadik és negyedik cstics
B | egymasnak tengelyes tikorképe. Ez a négyszog tehat a deltoid. A négyszog két-két oldala egyenld
/ hosszusagu, a tikortengely felezi a masik atlét és a deltoid két szemkozti szogét. A masik két

C

csticsndl levé szog egyenld. A deltoid specialis esete a rombusz és a négyzet.

Lehetséges, hogy a négyszognek nincs csticsa a tengelyen. Emiatt a négy cstics kozil ketts-
ketté egymasnak tengelyes tiikorképe. Ez a négyszog a hirtrapéz. Ennek specialis esete a tégla-
lap és a négyzet.

Szerkessziik meg az ABC haromszdget, ha adott az A és a B cslicspontja, tovdbba a y szog f szogfelez6
egyenese!

Megoldas

C Az abra a megoldott feladatot szemlélteti, de ebbdl étletet is kapunk a megoldashoz. Esz-
revehetjiik, hogy az AC oldalegyenesnek f-re vonatkozo tiikorképe a BC oldal egyenese, mert
egyenes, és a képe egyenld szoget zar be a tengellyel. Ha A-t tikrozzik f-re, az A’ tiikorkép
a BC egyenesre keriil. A’B egyenese f-et a hdromszog hianyzé C csticsaban metszi.

A feladatnak altalaban egy megoldédsa van. Az A pont tiikorképét B-vel, illetve a B pont
tukorképét A-val 6sszekotd egyenes ugyanabban a C pontban metszi f-et.

Nincs megoldésa a feladatnak, ha tgy vesszik fel az adatokat, hogy f nem metszi az AB
szakaszt. (A szogfelezé metszi a szemkozti oldalt.)

El6fordulhat, hogy A’B egyenes f-fel parhuzamos, és ekkor nem kapunk A

C pontot, a feladatnak nincs megoldasa. \‘,\‘B\

Nincs megoldés akkor sem, ha az A’B egyenes merdleges f-re. llyenkor As
ugyanis A, B, C pontok egy egyenesre esnek, s igy nem alkotnak haromszoget. !

Al
*B
Fogalites . . Ha A tikorképe éppen a B pont, akkor f az AB szakasz felez6- A * f
tengelyes tikrozés; 7 2 . \
merélegese. llyenkor végtelen sok megoldasa van a feladatnak \
tengelyes . 4 At >
i 3 (f minden pontja T kivételével lehet C). v
szimmetria. T\
e et . * B=A
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FELADATOK

Tiikrozziink egy haromszoget

a) egyik oldalegyenesére;

b) egyik szogfelez6 egyenesére;

) asik egy, a haromszoget nem metsz$ egyenesére!

Doém Szegeden

1. K1

2. K1 Tl'jkr('jgzij,nk egy !<6rt
a) egyik atmérdjére;
b) egyik hir egyenesére;
) egyik érintSjére!

EW 0B Szerkessziink egyenld szard haromszoget, ha adott a szim-
metriatengelye, az azon lévé cslcs és a mdsik két csticson
atmend
a) egy-egy egyenes;

b) egy-egy kor;
c) egy kor és egy egyenes!

4. K2 BIZOHXItSUk be,/hc,)gy az egyenld szaru,haro[nszég szarahf)z
tartoz6 magassaganak az alappal bezart szoge fele a szar-
szognek!

5. K2 Egy egyenld szar( haromszog alapjanak egyik végpontjabol
indulé belsé szogfelezéje a haromszoget két egyenld szara
haromszogre vagja szét. Mekkorak a haromszog szogei?

6. K2 Bizonyl'tsuk bg, hog:y |,1a egy szimmet,rikus trapéz éFléja felezi
a trapéz egyik szogét, akkor a szara valamelyik alappal
egyenld!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgytjtemény Ill.: 302-354.
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53-54. A THALESZ-TETEL

A milétoszi Thalész (ejtsd: Talész, Kr. e. 6242-5487) volt mindenben az elsé.
A hét gorog bolcs kozott 6 az elsé, 6 az elsé természetfilozdfus, az elsé fizikus,
az elsé csillagasz és az elsé matematikus.

Thalész a kis-azsiai Milétoszban sziiletett. Keresked6 volt, és igy beutazta az
akkor ismert mdvelt vilagot Mezopotamiatél Egyiptomig. A legenda szerint az
egyiptomi papok csodalatat vivta ki azzal az egyszer(i modszerrel, amellyel egy
piramis magassagat meghatarozta. Leszurt egy botot a foldbe, és amikor annak
az arnyéka éppen egyenld volt a bot hosszaval, akkor megmérte a piramis ar-
nyékat, amely ekkor megegyezett a piramis magassagaval. Persze az ilyen legendékat nem lehet kész-
pénznek venni. (Csak a piramis alaplapjan tdlnydl6 arnyék hosszat lehetett lemérni, ezért a tényleges
magassag meghatarozasahoz szamitasok is sztikségesek.)

Thalész els6ként bizonyitott be tobb geometriai tételt.
O mutatta meg, hogy két haromszog fedésbe hozhats,
ha megegyezik egy oldalban és a rajta fekvé két szogben.

Thalész matematikai, illetve geometriai munkassa-
gat osszefoglalva: Biztosnak latszik, hogy Thalész a , ma-
tematika atyja”. O a fejlédésnek azt a hatarkovét jelenti,
amely elvalasztja a szemléletre alapozott tapasztalati
geometridt az érzékekre mar nem tamaszkodo, logikai
bizonyitast igényl6é geometriatol.

(A részletek Sain Marton: MATEMATIKATORTENET
cim( konyvébdl szarmaznak.)

Thalész-tétel: Ha egy kor tetszéleges AB atmérdjének végpontjait osszekdtjiik a kor kertletének bar-
mely més pontjaval — nevezzik C-nek —, akkor az ACB szog derékszog.

Bizonyitas

Jeldlje K az AB &tméré felezépontjét, azaz a kor kozéppontjat! Kossiik 6ssze C-t K-val! igy az ABC ha-
romszoget két egyenld szari haromszogre bontottuk, mert AK = BK = CK = a kor sugara. Egyenld szard
haromszog alapon fekvé szogei egyenldk, ezért

ACK @« = CAK <« = a és CBK « = BCK « = 8. A hdromszog szogeinek 6sszege 180 °, ezért

200 + 23 = 180°. Kettével osztva oo + B = 90° adédik, ami éppen azt jelenti, hogy ACB « = 90°.

Ha az ABC haromszog C csticsanal derékszog van, akkor C rajta van az AB atmér6ji koron.
Ez éppen az el6z6 allitas megforditdsa.
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Bizonyitas m

Tukrozziik az ABC haromszoget kézéppontosan az AB atfogé felez6pontjaral Az A pont képe B, a B pont képe
A lesz, C képét jelolje C’. Mivel a kdzéppontos tiikrozés szogtartd, CAB < = ABC’ < és CBA < = BAC’ <. Mivel a de-
rékszogl haromszog két hegyesszogének osszege 90°, ezért CAC” « = CBC” <« = 90°. Az ACBC’ négyszog téglalap,
mert minden szoge derékszog. A téglalap atléi egyenldk, tehdt AB felezGpontja, a téglalap atléinak metszéspontja

egyenld tavol van A-t6l, B-t8l és C-tdl is. Ezért e kortl a pont kordl % sugarl kor dtmegy az A, a B és a C ponton is.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy derékszogl haromszog koré irt korének kozéppontja az atfogé felezo-
pontja.

Az AB atmérdjli kort az AB szakasz folé irt Thalész-kornek hivjuk.

Szerkessziink kiilsé pontbdl adott korhoz érintéket!

Megoldas

A Thalész-tételt hasznaljuk a megoldashoz. Mivel az érintési pontba hizott sugar
merdéleges az érintére, ezért az érintési pont rajta van az adott pont és a kor kozép-
pontja altal meghatdrozott szakasz Thalész-korén. Az adott kor és a Thalész-kor met-
széspontjai az érintési pontok, amit az adott ponttal 6sszekotve megkapjuk az
érintdket.

Mivel az abrdn az OF,P és az OF,P hdromszdgek két oldala és a nagyobbal szem-
kozti szog egyenld, ezért fedésbe hozhaték. Ebbdl kovetkezik, hogy kiilsé pontbdl
egy korhoz hizott két érintészakasz egyenl6 hosszisagu.

Thalész-tétel;

a Thalész-tétel
megforditdsa;

Thalész-kor;

kiilsé pontbol
hizott érintésza-
kaszok;

érinténégyszog.

Az utolsé allitds, mely szerint kiilsé pontbél egy kérhoz hizott érintészakaszok egyenlék, egy érdekes
tételhez vezet. Tudjuk, hogy minden haromszogbe irhaté mindharom oldalét érinté kor. Négyszogek
kozul példaul a rombuszba irhaté minden oldalat érint6 kor; egy olyan téglalapba, amelynek egyik oldala
a masik dupldja, nem irhaté minden oldalat érinté kor. Van-e valami jellemz6je azoknak a négyszogek-
nek, amikbe frhat6 kor?

Azokat a konvex négyszogeket, amelyeknek van beirt kére (minden oldalat érinté kore),
érinténégyszogeknek hivjuk.

Erinténégyszogben a szemkozti oldalhosszak 6sszege egyenl6. Tehat a + c = b + d.

Bizonyitas

Jeldlje az A, B, C és D pontokbél a beirt kor érintési pontjdig hizott szakaszokat
rendre x; y; zésv. Ekkora + c=x+y+z+v és b+d=x+y+z+v, amidllita-
sunkat igazolja.

Az is bizonyithat6, hogy igaz az éllitas megforditasa is. Tehat egy konvex négyszog
akkor és csak akkor érinténégyszog, ha a szemkozti oldalhosszak Gsszege egyenlé.
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FELADATOK

Igazoljuk, hogy egy egyenlé szarG hdromszog szara mint atméré folé rajzolt kor atmegy az alap fe-
lez6pontjan!

Hol metszi egy hegyesszogli haromszog tetszéleges oldala mint &tméré folé rajzolt kor a masik két oldalt?

Egy kor egyik harjanak egyik végpontjat kossiik dssze a kdzépponttal. Bizonyitsuk be, hogy ennek a sugar-
nak a Thalész-kére felezi a hart!

Szerkessziink haromszoget egy oldaldbdl és a két masik oldalhoz tartozé magassagabol!
Szerkessziink egyenl szar( haromszoget az alapjabdl és a szarhoz tartozé magassagabol!

Adott az A és B pont, amelyek tdvolsaga 6 cm. Szerkesszlink B-n &t olyan egyenest, amely A-tél 3 cm-re halad!
Mekkorak a szogei annak a hdromszognek, melynek csticsai A, B és az egyenesen az A-hoz legkdzelebb esé pont?

Hol metszi a haromszog AC és AB oldalat az AM szakasz Thalész-kore? (M a hdromszdg magassagpontjat
jeloli.)

Bizonyitsuk be, hogy a hdromszdg AB oldalanak felez6pontja, valamint a BC és az AC oldalon 1évé magas-
sag talppontok egyenlé szar( haromszoget hatdroznak meg!

Bizonyitsuk be, hogy egy koron kiviil fekvé P pontot 6sszekdtve a kor egy dtméréjének A és B végpontjai-
val az APB sz6g hegyesszog! Mit mondhatunk, ha P a Thalész-kéron belil van?

Le lehet-e fedni egy tetszéleges konvex négyszog alaki teraszt az esé ellen az oldalak folé befele hdzott fél-
kor alakd ernydkkel?

Bizonyitsuk be, hogy egy érintéhatszogbena + c +e=b +d + f!

Ajanlott feladatok
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Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény Ill.: 531-553.

Idézet

Meg akarom tudni, mi lakozik az emberek szivében, miért ragyognak a csillagok, és miért szabja meg a dolgok rend-
jét a szamokban lakoz6 pitagoraszi eré.
(Bertrand Russell)
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55-56. KOZEPPONTOS TUKROZES

Ezt a transzformdcidt is tanultuk mar az altalanos iskolaban. kb
Kozéppontos tikrozésnél egy O kozéppontot kell megadnunk. A P ponthoz tgy 0
rendeljik hozza a P képpontot, hogy ha a P pont azonos az O-val, akkor képe 6nmaga;
ha P nem azonos az O-val, akkor a P pontnak a P” képe az a pont, amelyre PP’ fe-
lez6pontja O.

A pontra vonatkoz6 tiikrozés kovetkezé tulajdonsagait érdemes megjegyezni:

. A kozéppont tiikorképe 6nmaga. Barmely mas pontot a kozéppont elvalaszt a tiikorképétsl.

. Ha a P pont O-ra vonatkoz6 tiikorképe P’, akkor P’-é P.

. Barmely alakzat és k6zéppontos tiikorképe fedésbe hozhaté.

. A kézépponton atmend egyenes invarians egyenes. Ha a kézéppont nem illeszkedik az egye-
nesre, akkor az egyenes és a képe parhuzamos.

5. Ha egy sikidomot tiikroziink egy, a sikjaban levé tetszéleges pontra, akkor az eredetivel meg-

egyez6 kordljarasa sikidomhoz jutunk.

B WN =
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Két egymast metszé kor egyik metszéspontjan at szerkessziink olyan
szel6t, melybdl a két kor egyenld hossza hidrokat metsz kil

Megoldas

Az abra a megoldottnak képzelt feladatot mutatja. Az abran tehat
AM = MB. A és B az M pontra tikrosek. Meg kell keresniink az egyik koron
azt a pontot, amelynek M-re vonatkoz6 tiikorképe a masik korre esik. Tiik-
rozziik a k, kor pontjait az M-re! A tiikérképek halmaza a k, kér M-re vo-
natkozo k; tiikorképe. A k; és k, korok M-tél kiilonb6z6 metszéspontjat kos-
stk 6ssze M-mel. Ez a keresett szel6. Az MN szel6 is megoldasa a feladatnak.

KOZEPPONTOSAN SZIMMETRIKUS ALAKZATOK

Egy alakzat k6zéppontosan szimmetrikus, ha |étezik olyan pont, amelyre vonatkoz6 tiikrézéskor
az alakzat képe 6nmaga.

Lehet-e haromszog kozéppontosan szimmetrikus?

C=p’ Ha valamely hdromszog kbzéppontosan szimmetrikus lenne, az csak Ggy lenne

O=A lehetséges, hogy az egyik csticspontjanak képe 6nmaga, ez tehét csak a tiikrozés

kozéppontja lehet. A masik kett6 egymasnak kozéppontos tikorképe kell legyen. Ez

azonban azt jelentené, hogy a haromszég harom csticspontja egy egyenesre illesz-

kedik. Az egy egyenesen levé harom pontot azonban nem tekintjilk haromszognek.
Haromszog nem lehet kozéppontosan szimmetrikus.

Milyen négyszog lehet k6zéppontosan szimmetrikus?

Ha egy négyszog kozéppontosan szimmetrikus, akkor egyik csticsdnak a képe a négyszog valamelyik
csticsa. Ennek alapjan, ha az ABCD négyszog kozéppontosan szimmetrikus, akkor csticsainak A%, B/, C’, D’
képe is a négyszog cstcsai kozul keral ki.

Mi lehet az A pont képe?

Ha A = A’, akkor az A pont a tiikrozés kozéppontja: A = O. Ekkor a
B csticspont, annak a B” képe és az O pont egy egyenesen vannak. Ez nem
lehet, mert a négyszog harom csticsa nem illeszkedhet egy egyenesre. @) B

Ha az A csics képe egy szomszédos csics, jeldljik ezt B-vel, akkor C -,
képének D-nek kell lennie. Ekkor az AB oldalnak is, a CD oldalnak is fe-
lezépontja az O kozéppont, tehat a négyszog két oldala egy belsé pontban
metszi egymadst. Az ilyen hurkolt négyszogekkel mi nem foglalkozunk.

Ha az A cstics képe a szemkozti cscs, jeloljik ezt C-vel, akkor a B és a
D csticsok egymasnak képei. A kozéppontos tiikrozés tulajdonsagai alapjan

az ABCD négyszogben az AC és BD atlok felezik egymast, vagyis az ABCD
paralelogramma. Ezzel bebizonyitottuk, hogy kdzéppontosan szimmetri- 0
kus négyszog csak paralelogramma lehet. A

Konnyen belathat6, hogy barmely paralelogramma kézéppontosan szim- 4~ B=D’
metrikus.

D
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Egy négyszog akkor és csak akkor kozéppontosan szimmetrikus, ha az paralelogramma. Fogalmak
kozéppontos
tikrozés;
A kor definiciéjabol kovetkezik, hogy kozéppontosan szimmetrikus alakzat. kozéppontos
szimmetria;
kozéppontosan

FELADATOK szimmetrikus

alakzat.

1. K1 Tukrozziink egy haromszoget S
a) az egyik csticsara;
b) az egyik oldal felez6pontjara;
c) egy haromszogon kiviil es6 pontra;
d) a haromszog egy belsé pontjara!

1 Adott egy konvex szog és szarai kozt egy pont. Szerkesszlink olyan egyenest, amely dtmegy a
ponton, és a szogszarak kozti szakaszat az adott pont felezi!

a

2,

3. K1 Adott egy konvex szog és szarai kozt egy pont. Szerkessziink olyan rombuszt, amelynek kozép-
pontja a megadott pont, és két szemkozti csdicsa a szogszarakon van!

Szerkessziink paralelogrammat, ha adott

K1 a) két oldala és egyik atloja;

K1 b) két oldala és a kozbezart szog;

K1 o egy oldala és két atloja;

= e 'K1 d) két atloja és az atlok szoge; T
K2 e) egy atloja, egy oldala és az adott oldalhoz tartozo magasﬁ_’ =

2: f) ketathJa és az egyik magassaga' L ‘ 1

4. K2
- lyos sokszog kozeppontosan szimmetrikus?

nmﬂf« it "““"
Yiuie

Ajanlott feladatok

Gyakorlo és érettségire feIkeSZ|t0 feladatgyUJtemeny [.:

U L.}

Kék mecset, Isztambul, Torokorszag
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57. KOZEPVONALAK

A PARALELOGRAMMA, A HAROMSZOG
ES A TRAPEZ KOZEPVONALA

Kozépvonalnak hivjuk egy négyszogben a szemkozti oldalak felezépontjait 6sszekétd szakaszokat. Min-
den négyszognek tehdt két kozépvonala van.

A paralelogrammak kézépvonalai

C
7 Huizzunk a paralelogramma O kozéppontjan &t parhuzamost az AB oldallal! Jeloljiik az AD
X Yy és BC oldalakkal valé metszéspontjat X-szel és Y-nal (abra). Az ABYX négyszdg paralelogramma,
igy AX = BY. AX és CY az O pontra tlikros, ezért egyenld hossztak. BY és CY tehat egymassal is
A B egyenld, igy Y a BC szakasz felez8pontja. Természetesen X is felezi az AD szakaszt.

A paralelogramma két szemkozti oldalanak felez6pontjat 6sszekoté szakaszt a paralelogramma
kozépvonalanak nevezziik.

Az XY tehat kozépvonala a paralelogrammanak.

A paralelogramma kozépvonala parhuzamos és egyenld a két nem felezett oldallal.

A paralelogrammanak két kbzépvonala van.

A haromszog kozépvonalai

A hdromszog barmely két oldalanak felezépontjat 6sszekoté szakaszt a hdromszog kozépvonaldnak
nevezziik. A hdromszognek harom kézépvonala van.

A haromszog kozépvonala parhuzamos a nem felezett oldallal, és fele olyan hosszd.

Emelt szint [ Bizonyitas
D

C VegyUk fel az ABC haromszoget, és titkrozziik a CA oldal O felezépontjara. A tiikorkép

a CDA haromszog lesz. A két hdromszog egytitt az ABCD paralelogrammat adja. Az dbran

X Y  megrajzoltuk a paralelogramma XY kézépvonalat. OY az ABC haromszog két oldaldnak a fe-
lez6pontjat koti 6ssze, parhuzamos az AB oldallal és feleakkora.

A B

A trapézok kézépvonalai

A trapéznak is két kdzépvonala van. Ha kiilén nem hangstlyozzuk, hogy a masik kézépvonalrdl van
sz6, akkor mindig a szarakat 6sszekotd kozépvonalra gondolunk.
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Barmely trapéz kozépvonala parhuzamos a trapéz alapjaival, és hossza az alapok 6sszegének a fele
(a két alap hosszanak szamtani kozepe).

=D
Az dbran felvett ABCD trapézt tikrozzik a BC oldal O felezépontjara. A tikorkép az D C=B A’
A’CBD’ trapéz. A tiikrézés miatt AD és A’D’ parhuzamos, igy a két trapéz egyitt az AD’A’D
paralelogrammat adja. Az XY e paralelogramma kozépvonala. Az OX a trapéz két szardnak X Y
felez8pontjat 6sszekotd szakasz, vagyis a trapéz kozépvonala. OX parhuzamos a trapéz
alapjaival, hossza az XY szakasz felével egyenld. XY hossza megegyezik a paralelogramma A B=C' D’

AD’ oldalaval, (a + ¢)-vel. Tehat OX = %(a +0).

A KOZEPVONALLAL KAPCSOLATOS PELDAK

Osszunk fel egy adott szakaszt harom egyenlé részre!

Megoldas

Az adott AB szakasz egyik végpontjabdl hlizzunk egy félegyenest, és mérjink
ra egymashoz csatlakozva hdarom egyenlé hosszi szakaszt. Az dbran AX = XY =
= YZ a félegyenesre felmért egyenld szakaszok. Kosstik 6ssze a B és Z pontokat.
Az Y és X pontokon at hGizzunk a BZ egyenessel parhuzamos egyeneseket. Ezek
az AB szakaszt az Y és az X” pontokban metszik. Minthogy az X pont az AY sza-
kasz felez6pontja, és XX” parhuzamos YY’-vel, ezért XX” az AYY” haromszog ko-
zépvonala. Igy X’ az AY” szakasz felezépontja. AX’ = X'Y’. Hasonl6an lathaté be,
hogy YY" az XX'BZ trapéz kozépvonala, és igy X'Y” = Y'B. Az X', Y’ pontok tehat
az AB szakaszt hdarom egyenl§ részre osztjak.

Hasonlé eljardssal lehet egy szakaszt n egyenld részre felosztani, ahol n
tetsz6leges 2-nél nem kisebb természetes szam.

Szerkessziink haromszoget, ha adott a harom oldal felez6pontja!

Megoldas

Legyen a harom oldal felez8pontja A’, B/, C". A szerkesztendé ABC harom-
sz6g kozépvonalai az A’B’C” haromszog oldalai. Tudjuk, hogy az oldalak parhu-
zamosak egy-egy kozépvonallal. Hizzunk tehat A-n at parhuzamost a B'C” egye-
nessel. Ezen a parhuzamoson helyezkedik el a keresett haromszog BC oldala. A
haromszog tobbi oldalegyeneséhez hasonléan juthatunk. A harom oldalegyenes
az ABC haromszoget hatdrozza meg. Az ABC haromszogben A’, B/, C” valéban
oldalfelezé pontok, hiszen példaul A’B és A’C is egyenl6 B'C’-vel, mert A’C B'C’
és A’B’C’B paralelogramma.
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3. példa

Igazoljuk, hogy egy négyszog oldalfelezé pontjai paralelogrammat hataroz-

nak meg! D M
C
N L
Az ABCD négyszog oldalfelezé pontjai legyenek K, L, M, N. A négyszog AC at-
[6ja a négyszoget két haromszogre vagja szét. E haromszogek kézos AC oldalaval ., 5
K

parhuzamos kozépvonalai KL és MN. Ezek tehat parhuzamosak. KL és MN egyenlék
is, mert mindkett6 az AC atl6 fele. A KLMN négyszog tehat paralelogramma.

Vegyiik az abran lathat6 kocka E, B, G, D csticsait! Nem taldlhaté olyan sik, amelyik mind a négy pontot
tartalmazza. EBGD egy tgynevezett tetraédert alkot. Tetraéderhez juthatunk Ggy is, ha a kévetkez6 abra ABCD
négyszogének ACB haromszogét az AC atlé kortl kissé elforgatjuk, és a D pontot 9sszekétjiik a B™-vel. A tet-
raéder oldalfelezé pontjai is paralelogrammat hatdroznak meg, mert az elébbi okoskodasban nem hasznaltuk

ki, hogy ABCD siknégyszog.

H G A tovébbiakban, ha négyszoget irunk, mindig siknégyszogre gondo-
! 7 lunk. Kiilon megmondijuk, ha valahol tetraéder Iép fel.
E : 7 B
| A B’
i ’
: // “ B \
N A
Vs
D ¥Xe---N\c---1 +--J¢ C
A
. C
A B D N D
4. példa Fogalmak
Bizonyitsuk be, hogy barmely négyszog két kbzépvonala felezi egymast! haromszog
kozépvonala;

négyszog
kozépvonala;

paralelogramma
kozépvonala;

Megoldas

Bebizonyitottuk,hogy minden négyszog oldalfelezé pontjai paralelogram-

mat alkotnak. Enne!< ;{.pa.ralelogrammanak az atl6i a négyszog kozépvonalai. trapéz kozépvonala;
A paralelogramma atl6i viszont felezve metszik egymast. szakasz adott arany(
felosztasa.

5. példa =

Igazoljuk, hogy egy tetszéleges négyszog két szemkozti oldalanak fe-
lez6pontjat 6sszekotd szakasz nem lehet nagyobb, mint a masik két oldal v c
szamtani kozepe! D

Megoldas

Az abran X és Y jeloli az AB és a CD oldalak felez6pontjat. Z az AC atl6 fe-
lez6pontja. XZ az ABC haromszog, ZY az ACD haromszog kozépvonala. E két
kozépvonal 6sszege éppen a BC és AD oldalak szamtani kozepe. Az XY szakasz
viszont nem lehet nagyobb az XZ és ZY szakaszok 6sszegénél. _

A X B
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FELADATOK

1. K1

3.K1

Szerkessziink trapézt, ha adott
a) az m magassaga, a k kozépvonala és az egyik alapon fekvé két szoge: a és f3;
b) a kozépvonala, a két széra és a magassagal!

Adott egy konvex négyszog. Szerkessziink olyan paralelogrammat, amelynek csticsai a négyszog
egy-egy oldalara esnek! (A diszkusszi6tél tekintstink el.)

Mit mondhatunk arrél a négyszogrél, amelynek oldalfelezé pontjai
a) rombuszt;
b) téglalapot alkotnak?

Bizonyitsuk be, hogy a trapéz atléinak felez6pontjait 6sszekotd szakasz egyenld az alapok k-
[6nbségének felével!

Bizonyitsuk be, hogy egy négyszog kdzépvonala nem nagyobb a nem felezett oldalak szdmtani
kozepénél!

Bizonyitsuk be, hogy egy hdromszog oldalfelez pontjai és egyik magassaganak talppontja egyenlé
szar( hdromszoget vagy hirtrapézt hataroz meg!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgytjtemény Ill.: 510-525.

58-59. A HAROMSZOGEK NEVEZETES PONTJAI,

VONALAI

A HAROMSZOG MAGASSAGVONALAI

A hdromszog magassagvonalanak a cstcsbdl a szemkozti oldal egyenesére bocsatott meréleges
egyenest nevezziik. Minden haromszognek harom magassagvonala van.

A
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A magassagvonalaknak azt a szakaszat, amely a haromszog egyik csticsa és a szemkozti oldal egyenese
kozott van, a haromszog egyik magassaganak nevezziik.

A ,magassagvonal” és a ,magassag” kozott fogalmi kilonbség van: a magassagvonal egyenes, ennek
egy szakasza a haromszog egyik magassaga. A magassag alatt gyakran a szakasz hosszat értjtik.

A magassagvonal, a magassag és annak hossza kozétti fogalmi kiilonbségeket nem hangsilyozzuk min-
dig. Ha egy feladatban vagy egy éallitasban a mondat értelme megmutatja, hogy mirél van szé, akkor rovi-
den csak ,magassagrél” beszéltnk.

A haromszdg magassagvonalai egy ponton mennek at, ez a pont a hdromszog magassagpontja.

Emelt szint [ Bizonyitas

Emelt szint
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Hdzzunk parhuzamosokat a haromszog cstcsain keresztiil a szemkozti oldalakkal.
Hasznaljuk az dbra jeloléseit! Az ABCB’, a CAC'B és az ABA’C négyszdgekben

B’ C
A" két-két szemkozti oldal parhuzamos, tehdt paralelogrammak. Ebbél kovetkezik, hogy
az A’B” oldalon a C; az A’C’ oldalon a B és a B’C” oldalon A felez6pont, és az A’'B'C’
A haromszog oldalai parhuzamosak az ABC haromszog oldalaival. Az ABC haromszog
magassagvonalai az A’B’C” haromszog oldalfelezé merélegesei. Azt mar tudjuk, hogy
barmely haromszog oldalfelezé merdlegesei egy pontban metszik egymast, igy az
c

A’B’C” haromszog oldalfelez6 merélegesei is. Ez azt jelenti, hogy az ABC hdromszog
magassagvonalai egy pontban metszik egymast.

A haromszdg magassagpontja a hdromszogon belil van, ha a hdromszog hegyesszog(, a haromszogon kiviil
talalhat6, ha a hdromszog tompaszog(. A derékszogli haromszdgnek a magassagpontja a derékszogl cstics.

A HAROMSZOG SULYVONAILAI

Egy haromszog sdlyvonalanak nevezziik a haromszog cstcspontjat és a szemkozti oldal fe-
lez6pontjat 6sszekotd szakaszt. A hdromszognek harom silyvonala van.

Tétel

A hdromszog stlyvonalai egy ponton mennek &t, ez a pont a haromszog
stlypontja. A hdromszog barmely sdlyvonalan a stlypont az oldalhoz kozelebb
esé harmadolépont.

Bizonyitas

A tétel bizonyitdsahoz tekintsiik a haromszég AC és BC oldalanak az E, illetve F
felezépontjat. A haromszog BE, illetve AF stilyvonaldnak metszéspontjat jeldljiik S-sel.

A haromszog EF kozépvonalarél tudjuk, hogy parhuzamos az AB oldallal,
ésAB:EF=2:1.
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Tekintstik most az ABS haromszoget. Jelljiik az AS és a BS szakaszok felez6pontjat G-vel és H-val. Az ABS harom-
szog kozépvonala CH, ezért ez is parhuzamos az AB oldallal, és AB : GH = 2 : 1. Ebbdl kovetkezik, hogy az EFHG négy-
sz0g paralelogramma, mert két szemkozti oldala parhuzamos és egyenlé. Atléinak metszéspontja S, ezért SF = SG = GA,
tehét S valéban az oldalhoz kozelebb esé harmadolépont az AF stlyvonalon. Hasonléan elmondhaté ez a BE stlyvo-
nalra is.

Gondolatmenettinkben barmely két stilyvonal szerepelhet, emiatt a harmadik sdlyvonal is ebben az S pontban met-
szi az el6z6 kett6t.

C Bizonyitsuk be, hogy a haromszog silyvonalai felezik a ha- Eg?;:?zagg magas-

romszog teriletét! sagvonala;

magassaga;
Mivel abbdl a csticsbél, ahonnan a stlyvonal indul, csak egy  magassagpontja;

magassagot lehet hizni, ez kozos magassaga a két haromszognek.  stlyvonala;

A szemkozti oldalt pedig két egyenld részre osztja a stlyvonal,  sdlypontja.

ezért a teruletek egyenl6k.

A L g

FELADATOK

Szerkessziink haromszoget, ha adott

K1 a) egy oldala, a hozza tartoz6 magassag és egy masik magassag;
K1 b) egy oldala, a hozza tartoz6 sdlyvonal és magassag;

K1 ¢ egy oldala és a mésik két oldalhoz tartozé sdlyvonala;

K1 d) egy oldala és a hozza tartozé stlyvonal és egy masik sdlyvonal;
K2 e) két oldala és a kozbezart stlyvonal;

E1 f) harom silyvonala!

Bizonyitsuk be, hogy a haromszog stlyvonala kisebb, mint a kozrefogé oldalak szimtani kézepe!

Bizonyitsuk be, hogy a haromszog sdlyvonalai hosszanak 6sszege kisebb, mint a hdromszog ke-

. . R
rillete és nagyobb, mint a kertilet 7 része!

4. K2 Bizonyitsuk be, hogy a haromszog stlypontjat a haromszog csticsaival 6sszekdtve harom egyenld
tertilet(i részre bontottuk a haromszoget!

Az ABC egyenlé szar haromszogben AB = 20 cm, AC = BC = 26 cm. Milyen hossztak a ha-
romszOg magassagai és stlyvonalai?

Jelolje egy ABC hegyesszogli haromszog magassagpontjat M, és koralirt korének A-val atellenes
pontjat A”. Bizonyitsuk be, hogy BMCA” paralelogrammal

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény Ill.: 526-530; 612-616; 623; 624.
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60. A PONT KORULI ELFORGATAS
ES TULAJDONSAGAI

Pont koriili elforgatasnal a sik egy fix O pontjat, valamint az elfor-
gatas szogének nagysagat és iranydt adjuk meg. Az elforgatast pozitivnak
mondjuk, ha az 6ramutaté jarasaval ellentétes iranyd. Az ramutato ja- i S
rasaval megegyezd irdnyu forgatast negativnak mondjuk.

Pont korili elforgatasnal a sik egy P pontjdhoz tgy rendeljiik a P kép- O P
pontot, hogy ha P nem azonos az O-val, akkor a P pont képe az a P’
pont, amelyre OP’ = OP, és a POP’ sz6g nagysaga és iranya az elforga- ;
tas adott « irdnyitott szogével egyezik meg. Ha P azonos az O-val, akkor P
a képe 6nmaga.

A hétkoznapokbdl vilagos, hogy ha a nyari idészamitas kezdénapjan észre-
essziik, hogy az érank 5 percet késik, akkor nem elég csak egy 6raval (-360°-
/(% kal) elredllitani, hanem még 5 perccel (-30°-kal) tobbel kell tekerniink, éssze-
£/l sen —390°-ot. Téli id6szamitdsra val6 visszatéréskor 1 éraval vissza kell allitani az
orakat, tehat az 6ramutaté jarasaval ellentétes (pozitiv) irdnyba kell +360°-ot
~forgatni. A pont korili forgatdsnal is igy értelmezziik a szogeket, tehat pl. a
2008°-o0s forgatés azt jelenti, hogy az éramutato jarasaval ellentétes (pozitiv)
ranyba kell 6tszor teljesen korbeforgatni az objektumot, és még tovabb 208°-
~ kal. A szogeknek ilyen értelmezésekor forgasszogrol beszéliink.

“ A leirt szarmaztatasbol kovetkezik, hogy pont kériili elforgatéssal az eredeti
palakzat és képe fedésbe hozhaté. Igy az elforgatas tavolsag-, szog- és egyenes-
" _tart6. A transzformdacié megfordithat6. Az elforgatds a kordiljaras iranyat nem
_ valtoztatja meg.

Ha o # k - 360°, akkor egyetlen fix pontja van a transzformaciénak, a forga-
“tés kozéppontja.

- Haa = k- 360° akkor az identitast, ha o = (2k + 1) - 180°, akkor specia-
lis esetként a kozéppontos tiikrozést kapjuk (k tetszéleges egész).

Vegyiink fel egy O pontot és egy e egyenest. Forgassuk el az egyenest O
korll o szoggel példaul pozitiv iranyban. Megtehetjik, hogy az egyenesen fel-
vesziink két pontot, és ezeket forgatjuk el. A két elforgatott ponton atmend e’
egyenes az e elforgatottja. Az dbra célszer(ibb eljarast mutat. O-bél merdlegest
allitottunk e-re, a merdleges T talppontjat forgattuk el. Az igy kapott T" pontban
az OT’-re dllitott merdleges adja az e egyenes e’ elforgatottjat. Az abran kelet-
kezett derékszogli deltoid segitségével leolvashatjuk, hogy e és e” M-nél levd
egyik szoge a. Fontos megjegyezni, hogy az egyenes és a képe az elforgatas
szOgét zarja be.

Egy alakzatot forgasszimmetrikusnak mondunk, ha van olyan pont és olyan « szog, hogy az alak-
zatot a pont koril a szoggel elforgatva a képe 6nmaga lesz.

Forgdsszimmetrikus alakzatok a szabalyos sokszogek, amelyeket példaul a korulirt koruk kozéppontja

360°
n

koral

szoggel elforgatva a képiik 6nmaguk. Forgasszimmetrikus alakzat a kor is tetszbleges szogre.
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Szerkessziink szabalyos haromszoget, ha adott az A cstcspontja és a kordlirt korének O kozéppontjal

Megoldas

Az dbran megrajzoltunk egy ABC szabalyos haromszoget és kordlirt korének O kozép- C
pontjat. gy
AO = BO = CO.

A haromszog szabalyossagabdl az is kovetkezik, hogy az O-nal fellépd szogek 120°-osak.
Az A és O ismeretében B-hez és C-hez eljuthatunk, ha A-t O kortl £ 120°-kal elforgatjuk.

Szerkessziink egyenl6 szarG derékszogl haromszoget, ha adott a derékszogli csticsa, a masik két csticsa
pedig egy-egy adott egyenesen helyezkedik el!

Megoldas

Jeloljik C-vel az adott csticsot, e-vel és f-fel az adott egyeneseket! Az dbran a meg-
szerkesztendé hdromszoget is megrajzoltuk. Az abrarél leolvashatjuk, hogy ha az A pon-
tot C korul megfelelé irdnyban 90°-kal elforgatjuk, akkor a B-be keriil. Az e egyenesen
rajta van az A pont, ezért ha e-t a C kortl 90°-kal elforgatjuk, az elforgatott e” egyenes at-
megy a B ponton. Tehat e” és f metszéspontja a keresett B csticspont. Ezt C kortil 90°-kal
visszaforgatva nyerjiik a haromszog A csticsat. Az e egyenest C koril kétféle iranyban is el-
forgathatjuk. Mindkét elforgatds adhat egy-egy megoldast. Nincs megoldas, ha e’ parhu-
zamos f-fel (ezt az utols6 abran f,-vel jeloltiik), és végtelen sok megoldas van, ha e’ és f egy-
beesik (ezt az utols6 dbrdn f,-gyel jeloltik).

Ay

A, C [-90°

Fogalmak

pont korili
elforgatas;

forgasszog;

forgasszimmetrikus
alakzat.

8
O
o
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S
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FELADATOK

m Szerkessziik meg egy négyzet elforgatott képét, ha
a) a kozéppont korul forgatunk 45°-kal;

b) a cstcsa kordl forgatunk —90°-kal;
©) az egyik oldal felez6pontja koriil forgatunk 60°-kal;
d) egy kilsé pont kortl forgatunk o szoggel!

Szerkessziink szabalyos haromszoget, ha adott egy csticsa és
a) egy-egy egyenes, ami a masik két cstiicson megy at;

b) egy egyenes és egy kor, ami a mésik két csticson megy at;
©) két kor, ami a masik két csticson megy at!

3. E1 Adott harom parhuzamos egyenes. Szerkesszlink olyan szabalyos hdromszoget, amelynek egy-egy cstcsa
egy-egy egyenesre illeszkedik!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgydjtemény Ill.: 403-446.

61. A KOZEPPONTI SZOG ES A HOZZA TARTOZO
KORIV

Egy korvonalon vegytik fel az A és B pontot. E két pont a kort két ivre bontja. A kor O
kozéppontjabol kiindulé OA, OB félegyenesek két szoget hataroznak meg. A két szogtarto-
many mindegyike az elébbi korivek kozil egyet tartalmaz. Ha egy szog cslcsa egy kor ko-
zéppontja, akkor a szoget kozépponti szognek nevezziik. Minden kdzépponti szoghoz tar-
tozik egy koriv és minden korivhez egy kézépponti szog. Szokds azt mondani, hogy a
kozépponti szog a hozza tartozé koriven nyugszik.

Ha egy koron két egyenld nagysagl ivet vagy két egyenld nagysagl kozépponti szoget je-
[6ltnk ki, akkor ezek egyikét a kor kozéppontja korl elforgathatjuk tgy, hogy fedje a masi-
kat. Ebbd| kovetkezik:

Egy korben egyenl6 hosszi korivekhez tartozé kézépponti szogek nagysaga, illetve
egyenl6 nagysagu kozépponti szogekhez tartozo korivek hossza egyenlé.

@
i
i Az elforgatasbol az is lathat6, hogy az egyenld hosszi ivek vég- Y
pontjait 6sszekotd hirok is egyenlék hossziak (jobb oldali dbra). ’
i @& Mégsem szerencsés azt mondani, hogy a kézépponti szog a hdr- Ap
36

hoz tartozik.

Egy korben kétszer akkora ivhez kétszer akkora kozépponti
szog tartozik. A hdr azonban nem lesz kétszer akkora! A bal oldali
abra két olyan ivet szemléltet egy korben, melyeknek aranya 2 : 3.
Az abrérdl az is leolvashatd, hogy ekkor a megfelel$ kozépponti
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szogek ardnya is 2 : 3. Hasonléan bizonyithaté barmilyen racionalis aranyra, hogy
az ivek aranya megegyezik a kozépponti szogek aranyaval.

Altaldban is igaz, hogy egy korben két iv ardnya megegyezik a hozzéjuk tartozé
kozépponti szogek aranyaval:

1

|
I

Ezt a kovetkez&képpen is fogalmazhatjuk:

Egy korben az iv hossza egyenesen aranyos a hozza tartozoé kozépponti szog nagysagaval.

Megallapitasaink akkor is érvényesek, ha egy kor helyett két egyenld sugard kort vesziink. Egyenld su-
garG korokben egyenld kézépponti szogekhez egyenld ivek tartoznak, és megforditva.

A SZOG IVMERTEKE

Ha egy kor keriletét egyenld részekre osztjuk, akkor az egyes ivekhez tartozé kézépponti szogek
egyenlék. Ezt fogjuk most szogmérésre hasznalni. A kor kertiletét 360 egyenld részre osztjuk. Egy ivhez tar-
toz6 kozépponti szog a teljesszog hdromszazhatvanad része. Ezt a szoget nevezziik 1 foknak (jelben 1°), és
tekintjik a szogmérés egységének. 1° hatvanadrészét 1 percnek (jelben 1'), 1" hatvanadrészét 1 masod-
percnek (jelben 1”) nevezziik.

A mérés egységgel valé 6sszehasonlitast jelent. Egy szakasz hosszanak megméréséhez hosszisagegysé-
get (1 cm-t, T dm-t, T m-t stb.) valasztunk. A szakasz mérésekor azt allapitjuk meg, hogy a szakasz hany-
szorosa a valasztott egységnek. Hasonl6an jarunk el az el8bb leirt szogméréskor.

A fok helyett mas szogegységet is hasznalhatunk. A cél az, hogy a szoget

i=r  hossztsaggal tudjuk Gsszevetni. Irjunk a szog csticsa koré egy kort. Egység-

nyinek vessziik azt a szoget, amelyhez tartozé6 koriv hossza egyenl6 a kor
sugaraval. Ezt egy radiannak nevezziik.

Ha az iv kétszer, haromszor, n-szer akkora, mint a sugar, akkor a szog két, harom, n radian. Tehat a szog-
hoz tartozé iv és sugar hanyadosa megmutatja, hogy hany radian a szog.
Célszerl a szog cslcsa koril egységsugart kérivet rajzolni. llyenkor a szdg radianokban mért mérészama

megegyezik a sz6ghoz tartozo iv mérészamdval. Ezért szokas egy szog radianokban megadott mérészamat
a szog ivmértékének nevezni.

A sz6g ivmértéke tehat azt mutatja meg, hogy a szoghoz tartozo koriv hossza hanyszorosa a kor su-
garanak. Igy a szog ivmértéke ,puszta” szam.
Az egységsugarl kor keriilete 27, igy a teljesszog ivmértéke 2.
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fvmérték | Szo
! 208 Az egyenesszog ivmértéke 7, a derékszog ivmértéke %, a 60°-0s szog ivmértéke %, a
180°
d 45°-0s szogé %/ a 30°-0s szogé % stb.
27 360° Az 1°-0s sz0g a teljesszog haromszazhatvanad része, igy ivmértéke % = % Ennek
T 90° négy tizedesjegyre kiszamitott kozelité értéke 0,0175.
2
Az n°-os szog ivmértéke % Mivel 27 radidn = 360°,
3 ezért 1 radian = 359" — 180" 1560 1 radian kozelitSleg
27 Vs
T o °
) 45 57,3°. Ebbdl kovetkezik, hogy p radian = p - 1§r0 .
77.- o
13 30
Fogalmak
FELADATOK orry
kozépponti szog;
m Mekkora a fokban megadott kovetkezd szogek ivmértéke? [vho:sstz/;k.
a) 15°% d) 210°% g 17°% 'rﬂ;e /
b) —=75°; e) —300°%; h) —204°; i
o) 150°% N 540° i 1234°. U
2. K1 Hany fokosak az ivmértékben megadott kovetkez6 szogek?
3. _Z. i) —5:
a) g e) 7 ) =5;
T . 7. :
b) 75 D 35 j) 2008.
57 . 1007 .
C) ﬁ/ g) 6 ’
27 . .
d) =5 h1;

(Kutatémunka) A radidn fontos fogalom. Keress példakat az interneten, hogyan, mely témakorokben
hasznalja példaul a fizika tudomanyterilete a radian fogalmat!

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészité feladatgyjte-
mény ll.: 2456-2464.
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62. A KORIV HOSSZA, A KORCIKK TERULETE

Lattuk mar, hogy egy korben két iv aranya megegyezik a hozzajuk tartozé kozépponti szogek ardnyaval:
W_a
L, a,’

A kor kertilete 27, igy a teljesszogh6z tartozé koriv hossza 2rr. Ebbél kdvetkezik, hogy i -val jeldlve az
a kézépponti sz6ghoz tartozd koriv hosszat
I, _ a ; a’ _ . a
27 = 360° ahonnan i, = 360° 27 = Ta0°' "

Ha egy korben két egyenl6 nagysagl kozépponti szoget jelolink ki, és nézziik az ezekhez tartozé korcik-
keket, akkor ezek egyikét a kor kozéppontja koriil elforgathatjuk Ggy, hogy fedje a masikat. Ebbdl kovetkezik:

Egy korben két egyenl6 nagysagu kozépponti szoghdz tartozé korcikkek teriiletei egyenlék.
Hasonlé gondolatmenet segitségével bizonyithaté be, mint a koriveknél, hogy egy korben a kor-

: . . . L s 8 s t a
cikk teriilete egyenesen aranyos a hozza tartozo kozépponti szoggel, azaz ' = —!

t2 aZ .

A kor teriilete 1%, igy a teljesszoghoz tartozé korcikk teriilete r?. Ebbél kovetkezik, hogy t -val jel6lve

_ @
= 360°" ahonnan ¢, 360 = r’m. Vessiik 6ssze ezt a
képletet az ivhosszra kapottal!

Lathatjuk, hogy t, = %&,rzn = % A korcikk teriiletét megkapjuk, ha a koriv hosszat megszo-

rozzuk a sugar felével.

Mekkora a 6 cm sugari kérben a 120°-os sz6ghoz tartozé koriv hossza és a korcikk tertlete?

Megoldas

rﬁ; 360 ,ahol a = 120°. Az arany jobb oldalan igy 3 alI tehdt t,,,. = % 367 = 127 (cm?). A koriv

hossza a keriilet harmada: i,, . = 47 (cm).
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A kort egy hirja két részre bontja. Mindkét lemetszett részt korszeletnek hivjuk.

Mekkora a 6 cm sugart kérben a 120°-o0s sz6ghoz tartozo kisebb korszelet teriilete?

Megoldas

FELADATOK

A korcikk tertiletébdl ki kell vonni a haromszog teriiletét.
Az el6bb mar kiszamitottuk, hogy a korcikk tertilete 127.
A haromszog terilete pedig egyenl6 egy 6 cm oldalt szabalyos
haromszog teriletével, mivel annak a meréleges altal kettéva-
gott két része van a 3 cm-es oldalakkal osszeillesztve, tehat

_6°V3
=7

t, . A korszelet teriilete tehat t = 127 — 93 (cm?).

m Hany fokos kozépponti szog tartozik egy 6 m sugart koér 10 m hosszd ivéhez?

m Szamitsuk ki a zold részek teriiletét, ha a négyzet oldala egységnyi!

a)

0D
RN

/
o)

N
K

Fogalmak

koriv hossza;
korcikk;

korszelet;

tertletiik kiszdmitasa.

Hanyadrésze az a) és b) abran a zold tertilet a négyzet teriiletének? Igaz-e, hogy a ¢) abran a kék és sarga

tertiletek egyenlék?

b)

EQZS

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény Il1.: 1553-54; 1570; 1559.
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63-64. ELTOLAS
63-64. ELTOLAS

Eltolaskor a P ponthoz a P pontt6l megadott iranyban és megadott ta- / y
volsagban levé P’ pontot rendeljiik hozza. Réviden azt mondijuk, hogy a PP’ /
irdnyitott szakasz egyértelmiien meghatarozza az eltolast. Az egyiranyu és
egyenl6 hosszl irdnyitott szakaszok ugyanazt az eltolast hatarozzak meg, / P /
ezért azt mondjuk, hogy az egyirdnyd és egyenlé hossz( irdnyitott szakaszok — p
egyértelmlien meghatdroznak egy v vektort.

p’ Az a vektorral megadott eltoldsnal barmely P ponthoz a P kezdéponti
a
P/ a = PP vektor P’ végpontjét rendeljiik.

Az identitast is tekinthetjiik olyan eltolasnak, amelynél a pontot (vagy alakzatot)
0 tavolsaggal toljuk el. Ez az eltolas milyen iranyG? Teljesen mindegy. gy bevezet-
hetjiik a 0 vektor (zérusvektor) fogalmat. A O vektor hossza 0O, irdnya tetszéleges.
Az eltolast megadja egy vektor. Az eltolast megadhatjuk jel-

ben egy nyillal (a nyil hossza és irdnya az eltolas hosszat és ira- Al o
A"l nyét adja). Az dbran példaul az A-bél az A’-be mutat6 nyil meg-
AA’ adja az eltolast. Mondhatjuk, hogy az ABC haromszoget AA’
AA irdnyban AA’ tavolsaggal toltuk el. A B
A Az AR iranyon mindig az A pontbél az A’ pontba mutaté
B

iranyt értjik. Az AR irany az AA irannyal ellentétes.

Az eltolas tulajdonsagai:

1. Az eltolt alakzat fedésbe hozhaté az eredeti alakzattal, tehat tavolsag-, egyenes- és szogtarto.

2. Barmely egyenes és az eltolt képe parhuzamos.

3. Az alakzat és az eltolt alakzat koriiljarasa megegyezik.

4. Az eltolasnak nincs fix pontja (ha nem nullvektorral tolunk el), de van invarians egyenese. llyen
minden egyenes, ami az eltolds vektoraval parhuzamos.

NEHANY PELDA AZ ELTOLAS ALKALMAZASARA

1. példa
Szerkessziink trapézt, ha adottak az a, c alapok és a b, d szarak!

Megoldas

D ¢ C Az &bra a megoldottnak képzelt feladatot mutatja. Az
abran nem talalunk kozvetlentil megszerkeszthetd részletet.
s b A jobb oldali dabrén az AD széarat DC iranyban DC ta-
volsaggal eltoltuk. EC az eltolt szar. Az EBC haromszog olda-

A a B lai: EB=a—-c, BC = b és CE = d. El8szér ezt a haromszo- d
get szerkesztjik meg. Ha e haromszog EC oldalat BE irany-

ban c tavolsaggal eltoljuk, akkor a keresett ABCD trapézt .
kapjuk. A ¢ Fa-c B
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Az 4brén az e egyenes a k, és k, korok kozos érintéje. Hogyan szer-
keszthet6 meg ez az érintd, ha adott a két kor?

Megoldas

Fogalmak

eltolas;

vektor;

irdnyitott szakasz;
két kor kozos érint6i.
_ e i L PR

Az e érint6t ismerjiik, ha az £, E, érintési pontokat megszerkesztjiik. Az
O,0,E E, négyszodg derékszogli trapéz. A korok adottak, igy adott e derék-
szogli trapéz r,, r, és c (= O,0,) oldala is. Ezt a trapézt ismét eltolds segit-
ségével szerkeszthetjilk meg. Az E E, szakaszt toljuk el E,O, iranyban r, ta-
volsdggal, ha r, > r,. Az EE, az eltolds utdn PO,-be jut. Az O,0,P
derékszogl haromszég O, 0, atfogdja és PO, = r, —r, befogdja ismert. Ez
a haromszog tehat megszerkeszthetd. (P az O,0, szakasz folé rajzolt Tha-
lész-koron lesz O,-t6l r, —r, tavolsagra.) Az O,P szakaszt O,P irdnyban r, ta-
volsaggal eltolva kapjuk E,E,-t.

Mindig jelolhetjiik r,-gyel a nagyobbik kor sugardt, ha nem egyenld su-
gar koroket szerepeltetiink. Igy kikothetjik, hogy r, > r, legyen. Ha a
korok egyenlé sugartak, akkor O, O, -vel parhuzamos, téle sugartavolsag-
ban haladé egyenes lesz a kozos érint6. Szerkesztéskor a két kozéppontot
0sszekotd egyenest merélegesen eltoljuk mindkét irdnyba a sugar hossza-
val.

Az el6bb megszerkesztett érint6t a két kér kozos kiilsé érintéjének
szokas nevezni. Két ilyen érinté létezhet. Két kornek lehet két kozos belsé
érintdje is. A kozos belsé érintéket az elébbihez hasonléan eltolassal szer-
keszthetjiik meg. A szerkesztés az abrarél leolvashaté. A metsz6 kéroknek
nincs kézos belsé érintdjiik. Ha az egyik kor tartalmazza a masikat, akkor
nincsenek kozos érintbik.




63-64. ELTOLAS

AN AN
]

FELADATOK

1. K1 Toljunk el egy haromszoget
a) az egyik oldalvektoraval;
b) a haromszog stlypontjabdl a kordlirt kor kozéppontjdba mutaté
vektorral!

Szerkessziink trapézt, ha adottak az 4tl6i, az atlok szoge és

2. K2 . .
a) az egyik alapja;
b) az egyik szara!
3. K2 Szerkessziink paralelogrammat, ha adott egyik oldala és a mésik két

csicson atmend

a) egy-egy egyenes;
b) egy kor és egy egyenes!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgytjtemény Ill.: 447-488.

65. A VEKTOR FOGALMA

Az el6zé leckében az ABCD trapéz egyik szarat DC iranyban a DC oldal hosszéval toltuk el. Ezt az eltolast
a 237. oldali dbran két nyil mutatja. Elegendd egy nyilat is barhol megrajzolni, ha ezt dgy értjik, hogy min-
den sziikséges pontot, esetleg az egész sikot vagy a teret a nyillal megjelolt irdnyban a nyil hosszaval el kell tolni.
Az eltolast tehat egy vektorral adhatjuk meg.

Megjegyzés

Taldlkoztunk mar ilyen furcsasaggal a matematikaban példdul az oszthatésagndl. Amikor azt mondjuk, hogy néz-
zlik az ottel osztva 3 maradékot ad6 szdmok halmazat, akkor reprezentalhatjuk ezt a halmazt a 3-mal, a 98-cal vagy
akar a 2008-cal is.

Két vektor egyenld, ha hosszuk és iranyuk megegyezik.

Ha egy vektort gy helyeziink el, hogy kezdSpontja az A pont, végpontja a B

B pont, akkor ezt a vektort a kévetkezéképpen jeloljiik: AB.

Legtobbszor nem érdemes a vektor kezdé- és végpontjat kilon jelolni, hanem
magat a vektort jeloljiik egy bettvel. irasban a vektort alahtzott latin kisbettivel,
nyomtatasban vastag (félkovér) bettivel jeloljik. y A’

Az &bran szerepld a és b vektorok egyenlSk. Az egyenld vektorokat szokds
ugyanazzal a bettivel is jeldlni. a=b
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A vektor hosszat a vektor abszoldt értékének nevezziik. Jel6lése: | AB |; lal.
A vektor jellemz6i tehat a hossza (abszoliit értéke) és az iranya. KezdGpontjat barhol felvehetjiik.

A jobb oldali dbra a és b vektora nem egyenld, bar hosszuk
megegyezik, de irdnyuk kiilonbozé. A bal oldali dbra a és b vek-

2,

tora egyezé iranyl ugyan, de hosszuk kilonbozé, tehét e két b

vektor sem egyenld.
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FELADATOK

Egyenl6-e a négyzet két atlévektora?

la| = [b]

Vektorokkal a fizikaban is talalko-
zunk. Budapesttél Szeged légvonalban
kb. 150 km tavolsagra van. Ha azt tud-
juk, hogy egy reputlégép Budapesttdl
150 km-t tavolodott, akkor még nem
mondhatjuk, hogy Szeged folott jar.
Lehet példaul Dombévar, Baja vagy
Miskolc folétt is. Az elmozdulast tehat
csak a hosszaval nem jellemezhetjiik,
meg kell adnunk az elmozdulds irdnyat
is. Az elmozdulés vektormennyiség, ira-
nyitott szakasszal abrdzoljuk. Az el-
mozduldson kivil vektormennyiség
példaul a sebesség és az erd is, de
késébbi tanulmanyainkban mas vek-
tormennyiségeket is meg fogunk is-
merni.

Fogalmak
irdnyitott szakasz;
vektor;
vektor
abszoldt értéke;
irdnya;
nullvektor.

g "

Egyenldk-e a kocka szemkozti lapjain parhuzamosan futé atlévektorok?

Van-e olyan vektor, ami egyenld a 45°-os elforgatottjaval?

Van-e olyan vektor, ami egyenld a kétszeres nyujtasaval?



66. VEKTOROK OSSZEADASA

66. VEKTOROK OSSZEADASA

Legyen egy f transzformdcié az a vektorral, egy g transzformacié a b vektorral tor-

ténd eltolas. ElGszor hajtsuk végre elsének az f, masodiknak a g transzformaciét. Az-
utdn csinaljuk forditva, hajtsuk végre elsének a g, masodiknak az f transzformaciét.
Ugyanahhoz a képponthoz jutunk, hiszen a két vektornak egy pontbol kétféle sor- P
rendben torténd egymas utani felmérésével paralelogramma keletkezett. A kiindulé-
ponttal atellenes paralelogrammacsticsba jutottunk. A két eltolas helyettesithets egyet-

len

eltolassal, amelynek vektorat a két kozos pontba felmért vektor altal kifeszitett

paralelogramma ugyanabbdl a pontbdl indulé atléja reprezentalja. Az dbrédk vizsgala-
takor azt latjuk, hogy az a és b vektort egymas utan mértiik fel: az egyik vektor vég-
pontjaba kertlt a masik vektor kezdSépontja. A két vektor koziil az elsé kezdSpontjat
Osszekotottik a masik vektor végpontjaval, és ezt a szakaszt a végpont felé irdnyitot-
tuk. Erre az eljdrasra kiilon elnevezést vezetiink be, ezt két vektor 6sszeadasanak, a
kapott vektort pedig a két vektor dsszegének nevezziik.

Adott az a és b vektor. Legyen AB = a. Az AB vektor B végpontjaba mérjik fel a BC = b vektort.

Az a és b vektor 6sszege:

tor

—>

C

(o]
[=n

A 3 B

a+b=AC=c

Ez a definicié akkor is hasznalhat6, ha a két vektor egyiranyd vagy ellentétes iranyd, tehat ha a két vek-

nem hatdroz meg paralelogrammat.

Vektorok 6sszegezésére belathatok a kovetkezé tulajdonsagok.

w

addsa kommutativ mvelet.

(@+b) +c=a+ (b + 0. Ezt belathatjuk az abrardl.

. Két vektor osszege fliggetlen az dsszeadandok sorrendjétél: a + b = b + a, azaz a vektorok 6ssze-

. Harom vektor 0sszege fliggetlen az 6sszeadanddk csoportositasatél (asszociativ miivelet):

Ennek a tulajdonsagnak az Gjabb alkalmazasabdl kovetkezik, hogy véges sok vektor 6sszege a vekto-

rok csoportositasatol fuggetlen.

. Ertelemszerena + 0 =0 + a = a.
. Minden eltolashoz tartozik egy ,visszatolas”, azt mondjuk, hogy minden vektornak van

ellentett vektora, ami éppen a ,visszatolas”-t adja meg. Ez tehat a-val egyenlé hossz
és ellentétes iranyl. Két egyenld hosszi, de ellentétes iranyl vektor 6sszege a null-
vektor.

Az egyenl6 hosszi, de ellentétes iranyi vektorokat ellentett vektoroknak nevezziik.
A szamokkal val6 analégia indokolja, hogy az a ellentettjét —a-val jeloljik.

a+ (-a) =0.

a-+(-a =0
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% A abran harom olyan vektort adtunk 6ssze, ame- b
lyek egymashoz flizve haromszoget alkotnak. E vek- a
a, a, torok dsszege 0. A nullvektorhoz jutunk akkor is, ha .
haromnal t6bb olyan vektort adunk &ssze, amelyek
atb+c=0

egymashoz flizve zart sokszoget alkotnak.
a,

a, +a,+a +a +ta +a=0

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges a és b vektor esetén fennall az alabbi egyenl6tlenség-rendszer!

llal-Ibl[<la+b|<|al+|bl.

Megoldas

A tetszéleges a és b vektort vegyiik fel az abra szerint. Az a, b és b
Fogalmak a + b vektorok haromszoget hataroznak meg, abszoldt értékeik a ha-  a
veKIGiE romszdg oldalhosszai. Az egyenl6tlenség-rendszer a haromszog- o
Osszeadasa; . a+

egyenl6tlenség kétféle alakjanak az 6sszekapcsolasa. Az elsé egyenléség
akkor teljestil, ha — az abratol eltéréen — az a és b ellentétes iranyt vek-
torok, a masodik akkor, ha azonos irdnyuak.

a vektorosszeadds
tulajdonsagai.

Megjegyzés
Eszrevehetjik, hogy az abszolatérték-jel vektorok hosszat és valés szam abszolat értékét is jeloli az
egyenlétlenségben.

FELADATOK

Rajzoljunk tetszéleges négyszoget. Szerkesszik meg az AB + BC + CD + DA Osszegvektort!

Fejezzik ki a kocka egy csticsbél indulé harom oldalvektora segitségével az adott csticshél a tobbi csticsba
mutaté vektorokat!

3. K1 Fejezziik ki egy szabalyos hatszog egyik csticsabdl indulé két oldalvektora segitségével az adott csticsbdl a

tobbi csticsba mutaté vektorokat! (EF + EF vektort 2EF vektornak szokds frni.)

Harom (egyenlé tomeg() kutya egyenlé nagysagul erével hiizza ugyanazt a zsdkmanyt. Mekkora szoget zar
be kozuluk két kutya altal kifejtett erd, ha egy tapodtat sem tudnak semmilyen iranyba mozdulni?

Szerkesszik meg a haromszog silypontjab6l a cslcsokba mutaté harom vektor 0Osszegét!
Mit tapasztalunk? Indokoljuk!

A folyé sebessége 3 % A folyasiranyra merélegesen 4 % sebességgel eveziink.

Szerkessziik meg a csénak haladdsi irdnyat és sebességét!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény Il1.: 2282-2316.

N
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67. KET VEKTOR KULONBSEGE

Az a —b jelolést hasznaljuk, és az a és b vektor kilonbségének nevezziik azt a vektort, amit Ggy ka-
punk, hogy az a vektorhoz hozzaadjuk a b vektor ellentettjét. Tehat

a-b=a+ (-b).

Az a—b kilonbségvektor értelmezésébdl (és az dsszeadas tulajdonsagaibdl) kovetkezik, hogy ha a b vek-
torhoz hozzaadjuk az a — b vektort, az a vektort kapjuk.
Az a és b vektor a — b kiilonbségvektorat tgy is megszerkeszthetjtik, hogy a két vek-
a_p tort kozos pontbol mérjik fel, és a két vektor kiilonbsége a kivonandé vektor vég-
a pontjabdl a kisebbitendé vektor végpontjaba mutat.
Az a—b és a b —a vektorok tehat ellentett vektorok.

Bizonyitsuk be, hogy ha PA+ PC =
metrikusak!

Megoldas

Az eredeti egyenl6ség atirva a kovetkezo:

—>

PB + PD, akkor az AB és CD szakaszok valamely O pontra szim-

PA_ B = PD_ PC.
A bal és a jobb oldalon allé kilonbségeket egyszertibben felirva a

BA = CD egyenl6séget kapjuk. Ez azt jelenti, hogy a BA és a CD szakasz
egyenld hossz( és parhuzamos. Emiatt az ABCD négyszog paralelog-
ramma, tehat kdzéppontosan szimmetrikus.

Specidlis esetben eléfordulhat, hogy az emlitett vektorok kézott van 0 Fogalom
vektor, vagy az emlitett pontok egy egyenesre illeszkednek. Ebben az eset- két vektor
ben is beldthat6 az dllités, bar akkor nem jutunk paralelogrammahoz. kilonbsége.

#/'hq‘m

FELADATOK

M2 Bizonyitsuk be, hogy ha két vektor abszoldt értéke egyenld, akkor a két vektor dsszege és kii-
[6nbsége merdleges egymdsral

m Bizonyitsuk be, hogy ha két vektor dsszege és kilonbsége meréleges egymasra, akkor a két vek-
tor abszoldt értéke egyenld!
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ERLYEY A folyo sebessége 2 % Szeretnénk pontosan szemben partot érni. Milyen iranyba induljunk el, ha 4 % se-

bességgel tudunk evezni?

Bizonyitsuk be, hogy a haromszog kordilirt korének kdézéppontjabdl a csticsokhoz mutaté vektorok dsszege
a haromszog magassagpontjaba mutat!

5. E1 Tekintstik az ABCD négyszog AD oldalédnak felez6pontjat E-t, és BC oldaldnak felez6pontjat, F-et. Bizo-
nyitsuk be, hogy a négyszog EF kdzépvonalvektordra igaz, hogy EF + EF = AB + DC!

6. K2 Jelolje egy szabalyos hatszog cstcsait A, B, C, D, E, F. Bizonyitsuk be, hogy AB+CD+EF=0, és
BC + DF + FA = 0!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészité feladatgytjtemény IIl.: 2282-2316.

68. EGYBEVAGOSAG

Kordbban megismerkedtiink az identitassal, a tengely korli elforgatassal, az egyenesre,
pontra és sikra vonatkozé tiikrozéssel, az eltolassal és a sikban a pont koriili elforgatassal.
A felsorolt geometriai transzformaciék mindegyike tavolsagtarté. Ez azt jelenti, hogy bar-
mely szakasz és tiikorképe, elforgatottja vagy eltoltja (,megfelelje”) egyenld hosszd. A ta-
volsdgtart6 transzforméciokat 6sszefoglalé néven egybevagdsagi transzformacioknak, vagy
egybevagosagoknak nevezziik.

Két alakzat egybevago, ha van olyan egybevagésagi transzformaci6, amelyik az
egyik alakzatot a masikba viszi at.
Az egybevagdsag jele: =.

Egybevagd az abran lathaté bal és jobb cipé is. Egyik a masikba sikra vonatkozé tiikro-
zéssel vihetd at.

Két alakzat egybevagésaganak az eldontéséhez sokszor elegendé bizonyos ,meghata-
roz6” adatainak az egyenléségét kimutatni. Nincs tehat feltétlentl sziikség az egyiket a ma-
sikba atvivé egybevagosagi transzformdcié megkeresésére. Példaul a kor ilyen meghatdrozé
adata a sugara. Két egyenld sugard kor egybevago.
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Mér az altalanos iskolaban megismertiik, hogy a kovetkezé négy alapesetben megszerkeszthet6 a

haromszog:

1. Adott a haromszog harom oldala.

2. Adott a haromszog két oldala (a és b) és az ezek altal kozrefogott szog (7).

3. Adott a hdromszog egy oldala (c) és a rajta fekvé két szog (o és f). (Természetesen barmely
kett6bdl a harmadik szog kiszamithato. Valéjaban csak az fontos, hogy két egymésnak megfelel
szog legyen adva.)

4. Adott a haromszog két oldala (a > b) és a nagyobbikkal szemben levé szoge (o).

1. C 2 C 3. C 4. C
a>b
b a b a a b
B B /o 0 B A
A € A A & B
Harom oldalbdl természetesen csak akkor szerkesztheté haromszog, ha a megadott oldalakra a harom-
szog-egyenl6tlenségek teljestilnek. A 2. alapesetben a szerkeszthetéség feltétele, hogy a megadott szog
180°-ndl kisebb legyen. A 3. alapesetben csak akkor szerkesztheté meg a haromszog, ha a két adott szog
Osszege kisebb mint 180°.
A 4. alapesetben |ényeges az, hogy a nagyobbik oldallal szemkozti szog szerepeljen. Amennyiben a, b,

és a adott, ésa < b, akkor lehetséges, hogy ezekkel az adatokkal nem szerkeszthetlink hdromszoget; lehet,
hogy egy haromszoget, de az is lehet, hogy két nem egybevagd haromszoget szerkeszthetiink.

A b

A négy alapesetben a haromszoget egyértelmiien tudjuk megszerkeszteni. Ez azt jelenti, hogy ha ugyan-
azokkal az adatokkal két haromszoget szerkesztiink, akkor a két haromszog egybevagé.

Elmondhatjuk tehat, hogy két haromszog egybevago, ha

1. oldalaik paronként egyenldk;

2. két oldal és az ezek altal kozrefogott sz6g a két haromszogben paronként egyenld;
3. egy oldal és a rajta fekvé két szog a két haromszogben paronként egyenls;

4. két oldaluk és ezek koziil a nagyobbikkal szemben fekvé szogiik paronként egyenld.
Ezek a haromszogek egybevagosaganak alapesetei.

A hdromszog megszerkesztéséhez altalaban harom adat sziikséges. Természetesen harom sz6g nem
hatdrozza meg a haromszoget, még akkor sem, ha gy adjuk meg a harom szoget, hogy 6sszegiik 180°. Ha-
romszoget csak harom fiiggetlen adatb6l szerkeszthetiink.

Sokszogek egybevagdsagahoz nem elég az oldalak egyenlésége, gondoljunk példaul a 45°—135°-os szogli
rombusz és a vele egyenld oldal négyzet esetére. Egy oldal és a megfelel6 szogek egyenlésége sem bizto-
sitja az egybevagosagot, elég, ha egy négyzetre és egy vele kzos oldald nem egyenlé oldald téglalapra gon-
dolunk. Elégséges feltétel sokszogek egybevagosagara, ha minden megfelelé oldaluk és minden megfelel
szoglik egyenld, vagy ha minden megfelel6 oldaluk és minden megfelel6 atléjuk egyenlé.
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m A négyszog egyik atléjaval két haromszogre bonthaté. A két hdromszég azonban nem fliggetlen egymastél, van egy
kozos oldaluk. Igy csupan az egyik hdromszog megszerkesztéséhez van sziikség harom adatra, a masikhoz mar elég to-

vabbi két adat.
Az altalanos négyszog megszerkesztéséhez altalaban 6t fiiggetlen adatra van sziikségiink.
Hasonl6 gondolatmenettel ki lehet szamolni, hany adat kell egy n-sz6g megszerkesztéséhez.

Kiegészit6 anyag

Fogalmak
A definiciobdl (tavolsagtartas) kovetkezik, hogy egybevagdsagi transzformdaciok egymas kétg oA —
utdni alkalmazasa (azaz a transzformaciok szorzata) szintén egybevagdsagot eredményez. egybevégésaga;
2 z . z 2| . z s 2 7 2114 z . . 2 ’
Egy szép teEeI szerint barmely sikbeli ggybevagosag e/loalllthato tenge.l.ye? tlfkrozesek szor- a haromszogek egy-
zataként; sét az is igaz, hogy elegendé legfeljebb harom tengelyes tiikrozés alkalmazasa. bevagésaganak
(Példaul a forgatds két metsz6, az eltolas pedig két parhuzamos egyenesre torténd tiikro- alapesetei;
’

zéssel helyettesithetd.) sokszogek egybeva-

gosaganak elég-
séges feltétele.

FELADATOK

m Bizonyitsuk be, hogy két szabélyos haromszog egybevagd, ha megegyezik sl ——
a) a magassaguk;
b) a beirt kortk sugara!
2 E1 Bizonyitsuk be, hogy két egyenl6 szarl derékszogli hdromszog egybevagd, ha megegyezik

a) a befogojuk;
b) a haromszog koré irt korik sugaral

Melyek igazak a kovetkezé dllitasok kozil? Véalaszunkat indokoljuk!
K2 a) Két haromszog egybevagd, ha megegyezik két szogiik és egy oldaluk.
K2 b) Ha egy hdromszogben két magassag egyenld, akkor a hdromszog egyenld szard.
E1 o Két haromszog egybevagd, ha megegyezik két szogiik és a harmadik csticshoz tartozé magassaguk.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgytjtemény Ill.: 263-277.

Az Orszdghdz Budapesten
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69. GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK EGYMAS
UTANI VEGREHAJTASA

Megismerkedttink a legfontosabb sikbeli egybevagsagi transzformaciokkal: a tengelyes tiikrozéssel, a ko-
zéppontos tikrozéssel, a forgatassal és az eltoldssal. Természetesen egymds utdn tobb transzformdciot is
végrehajthatunk, és a sik barmely pontjara elvégezhetjiik az el8irt leképezéseket. Tobb transzformacié egy-
mds utdni végrehajtasa, a papir alapi szerkesztés elég idSigényes munka, ezért érdemes valamilyen digita-
lis segédprogramot hasznalnunk. Ebben a leckében a GeoGebra szoftverrel végziink néhany szerkesztést.
A programban a transzformaciék végrehajtasa egyszer(i miiveletekkel torténik, és mivel interaktiv a feliilet,
nagyon alkalmas a transzformaciék egymas utani alkalmazdsanak szemléltetésére. (Az interaktiv programok
esetében, ha az alappontok helyzetét valtoztatjuk, akkor a szdrmaztatott pontok j helyzete azonnal meg-
jelenik.)

Mint az el6z6 lecke végén szerepelt, az egybevagdsagi transzformaciok — definicié szerint — tavolsag-
tartok, ezért egymas utani végrehajtasuk eredménye is tavolsagtartd, azaz egybevagosagi transzformacio
lesz. (A transzformaciok egymds utdni végrehajtasat nevezik transzformaciok egymdsutanjdnak vagy szorza-
tdnak is.)

Tukrozzik a sik pontjait egymas utan két parhuzamos egyenesre! Mit dllithatunk az eredményrél?

Megoldas

Az &brén lathat6 A, B, C pontokat el8szér a t, tengelyre tiik-
roztiik (a képpontok A, B,, C,), majd a képpontokat a t, ten- %
gelyre, igy kaptuk az A, B,, C, pontokat. Az A, B, C pontok hely-
zetét vdltoztatva azt sejthetjiik, hogy a t, és t, tengelyes
tikrozések egymas utani végrehajtasa egy olyan e vektord elto-
last eredményez, amely meréleges a tengelyekre, a hossza a két
tengely d tavolsdgdnak kétszerese, azaz 2d, és irdnya t, feldl t,
felé mutat.

A bizonyitas soran tobb esetet kellene megvizsgalnunk, attél
fliggben, hogy a pontok és képeik az 1., 2. és 3. siktartomanyok
kozil melyikbe, vagy éppen melyik tengelyre esnek. A pontok
elhelyezkedésének idSigényes diszkusszidja helyett elegendd, b ta
ha a GeoGebréaban a kiinduldsi pontokat az egérrel mozgatjuk;

a megfelel képpontok mozgdasai megerdsitik a sejtést.

Az &llitast bebizonyitjuk példaul az A pont egyszer(i esetére: AA = 2At, AA,=2At, igy
AA; = 2(Ati+ Ait,) = 2t:t, = 2d (és a szakaszok merdlegesek a tengelyekre).

Megjegyzések (kiegészit6 anyag):

1. Szamit a tengelyek sorrendje: a t,, majd t, tiikrozések egymasutanja az ellentett vektord eltolast adja.

2. Az is igaz, hogy nem szdmit a parhuzamos tengelyek konkrét helyzete, csak a két tengely tévolsaga. A t,-et — 6n-
magaval parhuzamosan — barhol felvehetjiik. Ha a t,-t téle d tavolsagban (és megfelel6 irdnyban) vessziik fel, akkor a
két transzformacié egymasutanja ugyanazt az eredményt adja.

3. Az el6z6 pontbdl az eredeti allitasunk ,forditottja” is kovetkezik: barmely eltoldst elddllithatunk két megfeleld ten-
gelyes tlikrozés egymas uténi alkalmazésaval.
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Tukrozzik a sik pontjait egymas utdn két egymast metsz6 egyenesre! Mit dllithatunk az eredményré|?

Megoldas

Az dbran lathaté A, B, C pontokat el6szor a t, tengelyre tiikroztiik (a kép-
pontok A, B,, C,), majd a képpontokat a t, tengelyre, igy kaptuk az A,, B,, C,
pontokat. Az A, B, C pontok helyzetét véltoztatva azt sejthetjiik, hogy at, ést,
tengelyes tikrozések egymas utani végrehajtasa egy olyan forgatast eredmé-
nyez, amely szoge a két tengely @ hajlasszogének a kétszerese, azaz 2¢, és ira-
nya megegyezik @ iranyaval.

Ez a transzformécios kapcsolat mar nehezebben veheté észre. Segithet pél-
daul, ha felhasznaljuk, hogy az A, A, és A, pontoknak a két egyenes O met-
széspontjatol val6 tavolsaga dllandé marad: AO =A,0 =A,0.

A bizonyitas sordn most is tobb esetet kellene megvizsgalnunk, attél ftg-
gden, hogy a pontok és képeik melyik szogtartomanyokba, vagy éppen melyik
tengelyre esnek. Példdul az dbran lathaté A, A,, A, pontok esetén egyszer( a bi-
zonyitds, mert az OA, szakasz két részre osztja a-t, és a tiikrozések miatt az
AOA, szogben mindkét rész kétszer jelenik meg: AOA, <L = 2a.

Megjegyzések (kiegészit6 anyag):

1. Szamit a tengelyek sorrendje: a t,, majd t, tiikrozések egymasutdnja ellentétes irany( forgatast eredményez.

2. Most sem szamit a tengelyek konkrét helyzete, csak a két tengely bezart szoge, és hogy ezek az O pontban
metsszék egymast. A t -et — O-n athaladva — barhogyan felvehetjiik. Ha a t, athalad O-n, és (a megfelel6 iranyban)
@ szoget zar be t -gyel, akkor a két transzformacié egymasutanja alland6 eredményt ad.

3. Az el6z6 pontbdl az eredeti allitasunk ,forditottja” is kovetkezik: barmely O pont kordli, 2@ sz6g( forgatast el6-
allithatunk két megfelel6 tengelyes tiikrozés egymds utdni alkalmazasaval, ha a tengelyek O-ban metszik egymast, és
bezart szogiik a.

Milyen transzformaciéval helyettesitheté két kozéppontos titkrozés egymasutanja?

Megoldas

ty

Ch

Lo Ay
A o2

B |

In'

ta I."I
ty 0] Q I."
B .
By

A

o¥

Az abran lathaté A, B, C pontokat elészor az O pontra tiikroztik (a kép-
pontok A,, B,, C,), majd a képpontokat a Q pontra, igy kaptuk az A,, B,, C,
pontokat. Az A, B, C pontok helyzetét valtoztatva azt sejthetjiik, hogy az O és
Q centrumi kozéppontos tiikrozés egymds utani végrehajtasa egy olyan elto-

last eredményez, amely vektora az OQ -val megegyezé iranyd, hossza pedig

annak kétszerese. (Ezt agy is jeloljik, hogy az eltolas vektora 2 - 04 )

A bizonyitashoz ismét tobb targypont képeit kellene megvizsgélnunk, de
ehelyett tigyesebben is eljarhatunk, ha figyelembe vessziik az 1. és 2. példa
eredményeit.

El6szor észrevehetjiik, hogy a kdzéppontos tiikrozés megegyezik az adott
pont korili 180°-0s forgatdssal. Az O pont koériili 180°-os forgatast pedig
—a 2. példa alapjan — el6 tudjuk allitani két tengelyes tiikrozés (t, és t,) egy-
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masutanjaként, ha a tengelyek egymassal 1% = 90° nagysagl szoget zarnak be, és O-ban metszik egy-

mast. (Alldsuk egyébként tetszéleges lehet.)
Hasonl6t mondhatunk a Q centrumi kézéppontos tiikrozésrdl is: eléallithato a t, és t, tengelyes tiikro-
zések egymasutanjaként, ha ezek merélegesek egymasra, és Q-ban metszik egymast.

” 2

Az O és Q kozéppontos tiikrozések egymdsutdnjét eldéallithatjuk tehat a ¢, t,, t, és t, tengelyes tiikro-
zések egymas utani végrehajtasaval. A tengelyek megvalasztasaban van egy kis szabadsagunk: felvehetjiik
6ket Ggy, hogy a t, ést, tengely egybeessen (lasd az dbrat). Mivel ekkor a t, és t, tiikrozések egymdsutdnja
helyben hagyas (identitds), a négy tengelyes tiikrozés csak t, és t, végrehajtsdra egyszer(isodik.

Azt pedig mar lattuk az 1. példdban, hogy a t, és t, parhuzamos egyenesekre valo tiikrozések egymads-

. z =~~~ z 7z z z 7 .
utanja éppen az OQ kétszeresével val eltolast eredményezi.

Kiegészit6 anyag

a) Adottak egy haromszog oldalfelezé pontjai. Szerkessziik meg a haromszoget!
b) Adottak egy négyszog oldalfelezé pontjai. Szerkessziik meg a négyszoget!
¢) Adottak egy 6tszog oldalfelezé pontjai. Szerkessziik meg az tszoget!

Megoldas

a) Tobbféleképpen is eljarhatunk. Az abra szerinti bet(izést hasznalva
tudjuk, hogy az F,F_kozépvonal parhuzamos AB-vel, és hossza fele-

akkora. Ezért ha F -bél felmérjiik az £, vektort, megkapjuk B-t, és
a tobbi cstics hasonldan szerkeszthetd.

Mas megoldasi lehet6ségek:

— Ha parhuzamost hdzunk F,F -val F -n keresztil, akkor meg-
kapjuk az AB oldal egyenesét, és hasonléan megszerkeszthetjik a
masik két oldalegyenest is. Ezek kijel6lik a haromszoget.

— Vagy észrevehetjiik, hogy F,F F C négyszog paralelogramma
(szemkozti oldalai parhuzamosak), igy ha F -t tikrozzik az FF, sza-
kasz felez6pontjara, megkapjuk C-t. (Es hasonl6an adédik a tobbi
cstics is.)

A hdromszég mindig megszerkeszthetd, ha F, F, és F_nincs egy
egyenesen.

b) Tekintstk a feladatot megoldottnak, és prébaljunk a keresett A, B,
C, D csticsok kozott valamilyen transzformécids kapcsolatot talalni!
(Az dbra szerinti bettizést hasznéljuk.)

Ha az A cstcsot tiikrozziik F -ra, akkor B-t kapjuk; és ha B-t tiik-
rozziik F,-re, akkor C-t. A 3. példa megjegyzésében lattuk, hogy két

kozéppontos tiikrozés helyettesithetd egy eltoldssal, most az £ F, két-

szerese, AC az eltolds vektora. (Ezt az eredményt kapjuk akkor is, ha

észrevessziik, hogy az ABC haromszogben F F, kozépvonal.)
Ha C-t tiikrozzik F -re, akkor D-t kapjuk, és ha D-t tiikrozzik F -
re, akkor A-t. Az F_és F, centrumi kézéppontos tiikrézés eredménye

a CA vektord eltolds, ami az el6z8 AC vektor ellentettje. Két ilyen

eltolas eredménye pedig helyben hagyas (identitas).
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Az A pont helyzetérél semmilyen feltevéstink nem volt, igy érdekes eredményt fogalmazhatunk meg: ha egy
tetsz6leges pontot tiikrézink az F, F,, F_, F, pontokra (a tiikrézést mindig az aktualis képponttal folytatva), akkor
a negyedik tiikr6zés utdn az eredeti pontot kapjuk. A feladatnak tehat dltalaban végtelen sok megoldésa van: az
F, F, F. F, pontokon kivil a sik barmely pontja lehet a négyszog egyik (A) csiicsa, mindig szerkeszthetd (esetleg
konkav) négyszog. (Az abran egy tetszéleges P pont képeit is feltlintettiik.)

A megoldhatésdgnak persze sziikséges feltétele, hogy a négy kiinduldsi pont, F F F F, paralelogrammat al-
kosson. Ugyanis F F kbzépvonal az ADC hdromszbdgben, parhuzamos AC-vel és hossza feleakkora; ezért F F, és
F F, parhuzamos és egyenld hossz.

¢) Tekintsiik a feladatot megoldottnak! Az abran F, F,, F_, F , F_jeloli az oldalak felezSpontjait, A, B, C, D, E az 6t-

a’" b d

sz0g (szerkesztendd) cstcsait. A négyszog szerkesztéséhez hasonléan transzformacios l1épésekkel prébalkozunk.

Ha egy tetsz6leges P pontot tiikroziink az F, F, F_F, F_ pontokra (a tiikr6zést mindig az aktudlis képponttal
folytatva), akkor az 6todik tiikrozés utdn a P, pontot kapjuk. A GeoGebrat alkalmazva érdekes sejtést fogalmaz-
hatunk meg.

Ugy tiinik, akarhogy is véltoztatjuk a P pont kezdShelyzetét, az A cstics mindig a PP, szakasz felezépontja
marad. Hogyan tudnank ezt a sejtést igazolni?

Amikor a P pontot tiikrozzik F -ra, majd P,-et F,-re, akkor a két kozéppontos titkrozés helyettesithetd egy

eltolassal. Mivel F F, az ABC haromszégben kézépvonal, ezért ennek az eltoldsnak a vektora AC . (Kaptuk:
PP,=AC )

Hasonl6an ha P,-t tiikrézziik F -re, majd a P,-at F -re, akkor a két kozéppontos tiikrozés ismét helyettesithets
egy eltolassal. Az eltolds vektora EFE kétszerese, azaz CE , mert F F, kozépvonal a CDE haromszogben. (Kaptuk:
PP =CE)

A négy kozéppontos tiikrozés eredménye tehat az AC és CE vektord eltolds, ami — kénnyen lathat6 — meg-
egyezik az AE eltolassal. Mivel PP, = AE, igy PP,EA paralelogramma. Az F P,E és F P A haromszogek kdzép-

pontosan szimmetrikus helyzetlek (a centrum F), ezért AP, parhuzamos és egyenlé hosszi P,E-vel — csakdgy,
mint PA. Ebbd| pedig mér kévetkezik, hogy A valéban a PP, szakasz felezépontja.
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Ezutdn a szerkesztés mdr konnyd. Tetsz6leges P pontot tikkroziink az F, F, F_F,, F, pontokra (a tikrozést min-
dig az aktudlis képponttal folytatva), igy kapjuk P.-6t. PP felez6pontja megadja A-t; A-t tiikrozve F -ra megkap-

juk B-t és igy tovabb.

2 2 Fogalom
Megjegyzés P
" "y . x transzformaciok
Ezzel a médszerrel az a) feladatbeli haromszog is megszerkeszthetd.
szorzata
(egymadsutanja).
\_,-.,‘ et

GYAKORLATI FELADATOK A GEOGEBRA SZOFTVERREL

Ezekben a feladatokban megadunk néhany kiindulési alakzatot (egyenes, pont), és a sik pontjaival ezekre
vonatkozé tiikrozéseket kell végezni (a tiikrozést mindig az aktudlis képponttal folytatva). Erdemes meg-
gondolnod, kiprébalnod a kévetkezdket:

— Szamit-e az, hogy milyen sorrendben hajtjuk végre a tiikrozéseket?

— Esetleg van valamilyen sejtésed, milyen transzformaci6 lesz a tiikr6zések egymasutdnjanak az ered-

ménye? Hogyan lehetne bizonyitani a sejtést?

— Hogyan valtozik a transzformécié, ha a kiindulasi alakzatokat (a pontok vagy egyenesek helyzetét) val-

toztatjuk?

n Vegyél fel egy t egyenest és rajta egy A pontot, majd tikrozd a sik néhany pontjat elészor A-ra,
utana a képpontjukat t-re! Vizsgdld meg, mi lesz a pontok képe, és hogyan valtoznak a képpon-
tok, ha a kiindulasi pontokat mozgatod!

o A 2. példaban lattuk, hogy két metszé egyenesre vonatkozé tiikrozés egymas utani végrehajta-
sanak eredménye egy forgatds. Vajon hogyan véltozik ez a transzformacié, ha még egy tiikrozést
is végrehajtunk a metszéspontra?
Vegyél fel két, egymdst az A pontban metszé egyenest, majd tikrozd a sik néhany pontjat
adott sorrendben el6szor az egyenesekre, majd az A pontra (a tikrozést mindig az aktualis kép-
ponttal folytatva)! Vizsgald meg, mi lesz a pontok képe, és hogyan véltoznak a képpontok, ha a
kiinduldsi pontokat mozgatod!

Vegyél fel harom parhuzamos egyenest (t,, t,, t,), majd adott sorrendben tiikrozd a stk néhany
pontjat az egyenesekre (a titkrozést mindig az aktudlis képponttal folytatva)! Vizsgald meg, mi lesz

a pontok képe, és hogyan valtoznak a képpontok, ha a kiindulasi pontokat mozgatod!

Vegyél fel harom egyenest (t , t,, t,) Ggy, hogy ezek egy pontban metsszék egymdst, majd adott
sorrendben tikrozd a stk néhany pontjat az egyenesekre (a tikrozést mindig az aktualis kép-
ponttal folytatva)! Vizsgald meg, mi lesz a pontok képe, és hogyan véltoznak a képpontok, ha a
kiindulasi pontokat mozgatod!

ea

Vegyél fel hdrom egy egyenesen lévé pontot (A, B, C), majd adott sorrendben tiikrozd a sik né-
hany tovabbi pontjat A-ra, B-re és C-re (a tiikrozést mindig az aktualis képponttal folytatva)! Vizs-
gald meg, mi lesz a pontok képe, és hogyan valtoznak a képpontok, ha a kiindulasi pontokat
mozgatod!

Hogyan viltozik a transzformacié, ha az A, B, C pontok helyzetét valtoztatod?
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,--. ha valaki tudomany nélkil szerelmes a gyakorlatba, akkor éppen olyan, mint az a kormanyos, aki kor-
many és irdnyt(i nélkul szall hajéra; sohasem lehet biztos, hogy hova is hajozik. A gyakorlat nélkli tu-
domany pedig hasonlatos a lefolyastalan dllévizhez, amely vagy megposhad, vagy hidegen befagy; az em-
beri elme pedig, ha nem talal magéanak kibontakozast, elsatnyul.”

Leonardo da Vinci
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Melyik az a szam, amelynek 6tszorosébdl ha hetet elvesziink, akkor ugyanannyit kapunk, mintha
41-bél vettiik volna el a szamot?

Megoldas

Bar nem tudjuk, hogy egyaltalan létezik-e ilyen szam, tételezzik fel, hogy igen. Ha a keresett szamot x-
szel jeloljuk, akkor a kérdés igy irhato fel:

=4 ha 5x — 7 = 41 —x

A kérdés ilyen alaki lejegyzését tanulmanyaink soran egyenletnek neveztiik. Rendezéssel meg tudjuk
oldani:

5x -7 =41 —x /+x+7 Ellenérzés: 8:5-7 = 33.
6x = 48 /: 6 41 -8 = 33.
x = 8.

A 8-at az egyenlet megoldasanak, vagy az egyenlet gyokének nevezziik.
Az ellenérzéskor lattuk, hogy a keresett szam valéban létezik, értéke 8, valamint a megoldas médsze-
rébdl tudhat6, hogy més szam nem felel meg a kérdésnek.

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK ERTELMEZESE

I. értelmezés:

Az egyenleteket értelmezhetjiik gy, hogy az egyenléség két oldalan egy-egy algebrai kifejezés all.
Az értelmezési tartomany azon elemeit, melyekre a kifejezések helyettesitési értékei megegyeznek,
az egyenlet megoldasanak, vagy az egyenlet gyokének nevezziik.

II. értelmezés:

Az egyenleteket értelmezhetjiik Ggy, hogy az egyenldség két oldalat egy-egy fiiggvény hozzaren-
delési szabalyanak tekintjik. Ertelmezési tartomanya az a halmaz, amely a figgvények értelmezési
tartomanyanak kozos elemeibdl all. Az egyenlet megoldasa azt jelenti, hogy keressiik az értelmezési tar-
tomany azon elemeit, amelyeknél a fliggvények azonos értékeket vesznek fel.
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I, értelmezés:

a) példa:

Tiznek a fele 6t.

Ez egy olyan kijelenté mondat, melyrél konnyen eldénthetd, hogy igaz vagy hamis. Esettinkben az alli-
tas nyilvan igaz.

b) példa:

Holnap szerda lesz.

Ez is egy kijelenté mondat. Természetesen nem lehet egyértelm(ien eldonteni, hogy igaz-e, vagy sem.
Ha kedden hangzott el, igaz, ha mas napokon, akkor hamis.

A matematikai logikdban azokat a kijelenté mondatokat, amelyekrél egyértelmden eldonthetdk,
hogy igazak vagy hamisak, allitasoknak, vagy kijelentéseknek (itéletnek) nevezziik.

Az olyan hianyos allitasokat, amelyek logikai értéke attdl fuigg, hogy mit frunk a valtozé(k) helyére,
logikai fiiggvényeknek nevezziik.

Az egyenleteket, egyenlétlenségeket ilyen értelemben tekinthetjiik logikai fiiggvényeknek is. (Altald-
nos iskolai tanulményainkban nyitott mondatoknak is neveztik.)

Ha egy egyenlet az értelmezési tartomanyanak minden elemére igaz, akkor az egyenletet azonos-
sagnak nevezzuk.

Ha egy egyenlétlenség az értelmezési tartomanyanak minden elemére igaz, akkor az egyenl6tlenséget
azonos egyenlé6tlenségnek nevezzik.

Oldjuk meg az (x + 2)(x — 2) = x*> — 4 egyenletet a val6s szamok halmazan!

Megoldas

A mar ismert azonossag alapjan egyenlettinket barmely valés szam kielégiti, ezért azonossag.

Oldjuk meg az x> — 10x + 28 > 0 egyenl6tlenséget a val6s szamok halmazan!

Megoldas

x2—10x + 28 >0 /alakitsuk teljes négyzetté:
x-=5)2+3 > 0.

Azonos egyenlétlenséghez jutottunk, mivel a bal oldal minimuma 3, igy minden val6s szamra igaz az
egyenlétlenség.
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Allapitsuk meg az egyenlet értelmezési tartomanyat!

Megoldas

A jobb oldali kifejezés mindig értelmezhetd.

A bal oldali kifejezés abban az esetben értelmezhetd, ha a tortek értelmezheték.
Tehat x # 0, valamint x2 — 2x + 1 # 0. Ez utébbi: x2 = 2x + 1 = (x — 1)?, ezért x # 1.
Osszegezve: az egyenlet értelmezési tartoménya: R\{0; 1}.

irjuk fel azt az egyenletet, amelynek megoldasahoz az dbran lathat6 fiiggvények y A
grafikonjait rajzoltuk fel! Hatdrozzuk meg az egyenlet értelmezési tartomanyat, gyo- 1
keit! Ellenérizziik a gyokoket!

Megoldas

X

R B = 10.
x2—2x+ 1

+

>N

’I 4
L il >
I——IT A >
Mivel a két fuggvény: f(x) = x—1 3,800 = x =3, ezek koz6s értelmezési tarto- 1 *
manya: R\{3}, az egyenlet: xf13 =x—3. /
A gyokok: x, = 2, x, = 4.
Ellendrzés: 2T13 =-1 é 2-3=-1, Fogalmak
egyenlet;
4_13 = és 4-3=1. egyenlet gyoke;
i allitasok;
kijelentések;
logikai fliggvény;
azonossag;
azonos

egyenlGtlenség.

andiiin i -

FELADATOK
1. K1 Tekintstik a kovetkezd kijelenté mondatokat. Ha eldonthetd, akkor dontsiik el, hogy az allitasok
kozil melyik igaz és melyik hamis!
a) Tizenhat négyszerese négyzetszam. e) Minden paralelogramma trapéz.
b) Tegnap délutan siitott a nap. ) Minden harmadik természetes
¢) Mai napon lesz biolégiaérank. szam oszthaté 3-mal.

d) A koérnek 4 szimmetriatengelye van. g 3-5=16.

2. K1 Allapitsuk meg, hogy az alabbi logikai fiiggvények mely értékekre igazak és mely értékekre ha-
misak a megadott értékek kozil!

a)3x+7=x-3; x=0;, -2, -5, 3;
b) [2x~5] = 4; x=-2,5 0; 05; 1,5; %;
o -x+224+3=-x-1; x=-4;, -3; =2; -1, 0.
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3. K1 Vélasszuk ki az azonossagokat a kdvetkez6 egyenletek kozal!
a)2x +3+x-5=x-8+4x+3-x; c) SX;3=1%+1,5}
b) 11 =2x = 7x + 29 - (9 + 18); d3-x=5-x.

m irjunk fel olyan egyenleteket, melyeknek &brazoldséhoz az alabbi grafikonokat rajzoltuk fel!

o Mely szamok esetén értelmezhetjiik az alabbi egyenleteket?

2x—5_ 5. X 2x—1 _ 4.
Kl a) =,2=3; K1d)X_5+X2_5X_1,

5 8 . X+3, x—2 _ 2+ 8x— 11
Kt b) S =57 K2 &) 2t %+37 rx—6

x+1,3x+4_ 1.
Kl O AT 5x—5~ 5

n Milyen szamot irhatunk a b beti helyére, hogy azonos egyenlétlenséget kapjunk?

K2 a) (x + 52+ b=>0; El x>+ 2x+3+b>0;
E1 b)xX2-8x+ b=>0; E1 d-(x+3)2+5+b<0.
Rejtvény

Vannak olyan szamok, amelyek szorzata és 6sszege megegyezik. Néhany példa:

- qd 1
2:2=2+2,3 12—3+12
Vajon vannak mds ilyen tulajdonsagi szamparok is?
(A rejtvény megolddsa a 263. oldalon taldlhaté.)

vagy 11-1,1=11+1,1.

-
- 5 »~ - ~
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71. EGYENLET, EGYENLOTLENSEG MEGOLDASI
MODSZEREI

Az egyenletek, egyenlétlenségek megoldasanak nincs éltaldnosan alkalmazhaté algoritmusa. Néhany
esetben igen kemény diénak bizonyul a megoldasuk. Példdinkkal néhany jé ,fogast”, otletet mutatunk be
a sikeres feladatmegoldasokhoz. Az adott feladathoz prébéljuk meg mindig a legcélravezetébb médszert al-
kalmazni.

1. A GRAFIKUS MEGOLDASI MODSZER

Az egyenletek, egyenl6tlenségek Il. értelmezése alapjan a gyokok megkereséséhez a fliggvényeket hiv-
hatjuk segitségl.

A fuggvények vizsgalatakor mar foglalkoztunk ezzel a megoldasi médszerrel, igy most egy példa erejéig
ismételjik at a [ényegét.

Oldjuk meg az egyenletet, egyenlétlenséget a valés szamok halmazan!
ax*+6x+5=x+1, bx2+6x+5<x+1.

Megoldas

Alakitsuk &t a bal oldal hozzarendelési szabalyat:
fx) =x2+6x+5=x*+6x+9-4=x+3)?>-4,
gx) =x + 1.

A kozos értelmezési tartomany a valés szamok halmaza.
Abrazoljuk a fliggvényeket!

a)

A két grafikon az x, = —4 és az x, = -1 abszcisszaji helyen metszi egymast. Ekkor a két fliggvény-
érték egyenld. Szamoldssal ellendrizziik a gyokok helyességét:

f(=4) = -3 és g(-4) = -3,

f(=1) = 0 és g(-1) = 0.

Tehat az egyenlet gyokei: x, = -4 ésx, = 1.

b)

Az egyenl6tlenség megoldasédhoz keresstik meg, mikor van az f(x) = x*> + 6x + 5 fuggvény grafikonja a
g(x) = x + 1 fuggvény grafikonja alatt, hiszen ekkor kisebbek az f(x) fliggvény értékei, mint a g(x) figgvény
értékei.

Ez akkor igaz, ha—4 < x < -1, tehdt ez az egyenl6tlenség megoldasa.
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Megjegyzés

A médszer elénye, hogy akkor is alkalmazhatjuk, ha algebrai médszerekkel nem tudjuk az egyenletet
megoldani.

Hatranya, hogy hibatlan fliggvénydbrazolas esetén sem lehetiink biztosak a gyokok pontos leolvasasa-
ban, esetleg csak kozelité értékeket tudunk megallapitani.
A leolvasott eredményeket minden esetben ellendrizni kell!

1. AZ ERTELMEZESI TARTOMANY SZEREPE AZ EGYENLET
MEGOLDASABAN

: 1
Oldjuk meg az —

=2

o o) ok
X_

):; egyenletet a valés szamok halmazan!

Megoldas
Ertelmezési tartomany: R\{2}, mert x = 2 esetén a tort nem értelmezhets.
Ha mindkét oldalt az (x — 2) # 0 szammal szorozzuk és rendezziik az egyenletet, akkor:
1T+3x-2) =3-x,
143x—6 =3-x,
4x = §,
X = 2.

Bar kaptunk latszélag gyokot, azonban ez a szam nem eleme az egyenlet értelmezési tartomanyanak,
ezért az egyenletnek nincs megoldasa a valés szamok halmazan.

Oldjuk meg a v'3 — 2x > v2x — 3 egyenlétlenséget a val6s szimok halmazan!

Megoldas

Mivel csak nemnegativ szamoknak értelmeztiik a négyzetgyokét, ezért egyidejlileg teljestilnie kell az
alabbi feltételeknek:
3-2x>0; 2x-3>0.

> X; X

N o
Y
N o

Lathato, hogy az egyenlStlenség értelmezési tartomanya egyetlen szam, a % Ez egyben az egyetlen

megoldas is, hiszen ekkor mindkét oldal értéke 0.
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I1l. AZ ERTEKKESZLET SZEREPE AZ EGYENLET, EGYENLOTLENSEG
MEGOLDASABAN

4. példa

Oldjuk meg az egyenletet, egyenlétlenséget a valés szamok halmazén!
a)—x*-2=x-2?% b —xXx—2<x22

Megoldas

Az egyenlet és az egyenlGtlenség értelmezési tartomanya egyarant R.

Nem érdemes felbontani a zaréjelet, mert komplikdltabb egyenlethez, egyenlétlenséghez jutunk.

A bal oldalon &ll6 kifejezés helyettesitési értékei —2, vagy az ennél kisebb szamok.

A jobb oldalon all6 kifejezés helyettesitési értékei a nemnegativ szamok.

Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy az egyenletnek nem lehet megoldasa, mig az egyenlétlenségnek min-
den valés szdm megoldésa.

5. példa

Oldjuk megaz |x + 4| + (x + 4)> <0 egyenletet a val6s szamok halmazén!

Megoldas

Az egyenl6tlenség értelmezési tartomanya R.

Sem grafikus Gton, sem rendezésekkel nem tlinik egyszer(inek a megoldas megkeresése.

Ugyanannak a valés szamnak [(x + 4)-nek] sem az abszol(t értéke, sem a négyzete nem lehet negativ.
Ezért a bal oldali kifejezés minimuma 0. Ezt pontosan akkor veszi fel, ha az 6sszeg mindkét tagja O.

Tehat az egyenlétlenségnek pontosan egy gyoke van: x = —4.

6. példa

(Nem érettségi tananyag.)

X

Oldjuk megaz (x— 5)°+ 2 = [f] egyenletet a |-oo; 6] szamok halmazan!

Megoldas
Fogalmak
A bal oldali kifejezés értékkészlete: [2; oo intervallum, a jobb oldalon éll6é pedig a 3-nal kisebb egész grafikus modszer;
szamok. A két halmaznak csak egy kozos eleme van, a 2. értelmezési
Ha az egyenletnek van megolddsa, az csak olyan szam lehet, amelyre mind a két oldal értéke 2. tartomany
Az (x-5)>+2 =2, hax =5. vizsgdlata;
Ha x =5, akkor [%]: 2. értélfkés/zlet
vizsgalata.
Tehéat az egyenlet egyetlen megoldasa az x = 5.
gy gy 8 P PN
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FELADATOK
n Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenleteket!
K1 &) Jx+2=—3x+6; E1 o —|x—1] +5=(x-3)?+1;
K1 b)—x—2_— —6; E1 d)2—\x—3\:)(372.
m Oldjuk meg az alabbi egyenleteket'
a) vVx—2=+v1-x c) VvX—5—-v5—-x=0;
b)«/;+2«/—x—5 d) V2x—5+42,5—x = 3.
- Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenleteket'
K2 a) |x-3| + |y +5] =0; E1 ) Q2y+772+ (x+4y-5)32=
K2 b) x + 12+ (y-2)?=0; E1 e [3y—z| + |2y + x| + |[x=-3]| =0.
E1 ¢ x+7)?-2y-3)=0;
m Oldjuk meg az egyenleteket, egyenlétlenségeket a valds szamok halmazan!
a) x=42+1=1-2|x-3];
b)x*—6x+7<-3|x+1]|-4;
o x—-2)+ 1= {x}. Nem erettségi tananyag.)
m Egy 12 cm magas gyertya 6 6ra alatt, egy 9 cm-es gyertya 9 6ra alatt ég el. Egyszerre meggyuijtjuk mindkét
gyertyat, amelyek ezutdn egyenletesen égnek (fogydsuk egyenletes).
a) Abrézoljuk a gyertyak magassagat az eltelt id6 fliggvényében!
b) Meggyujtasuk utan hany perccel lesz kétszer akkora az egyik gyertya, mint a masik?
m Mi a hiba az aldbbi feladat megoldasédban?

Feladat: Oldjuk meg az n(n + 4) = 60 egyenletet!
+Megoldas” (hibas): Eszrevehetjiik, hogy n = 6 megoldés: 6 - 10 = 60. T6bb megoldds nincs, mert n n6-
velésével vagy csokkentésével a bal oldal is né, illetve csokken, mig a jobb oldal alland6.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészité fel-
adatgydjtemény I.: 1006; 1009; 1526;
1527; 1528.
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72. EGYENLET, EGYENLOTLENSEG MEGOLDASA
SZORZATTA ALAKITASSAL

A SZORZATTA ALAKITAS MODSZERE

Az olyan szerkezet(i egyenleteket, amelyeknek egyik oldalan szorzat, a masik oldalan O szerepel, kony-
nyen meg tudjuk oldani, mivel egy szorzat pontosan akkor lehet 0, ha legaldbb az egyik tényezgje 0.
Egyenlétlenségek megolddsaban is segit az ilyen alak, ekkor azonban koriiltekintébbnek kell lenniink. A szor-
zatta alakitas elénye, hogy ezzel a médszerrel olyan feladatokat is meg tudunk oldani, amelyeket mas méd-
szerrel nem sikertilne.

1. példa
Oldjuk meg az egyenletet, egyenlétlenséget a valés szamok halmazan!
Ax+N5-20=0;, b Kx+15-2x) <O0.

Az egyenlet és az egyenlStlenség értelmezési tartomanya egyarant R.

Megoldasok

a) A bal oldalon kéttényezd8s szorzat szerepel, a jobb oldalon 0, igy az egyenletnek pontosan 2 megol-

désa lehet:
x+1=0 vagy 5-2x=0.
Ezek akkor teljestilnek, hax, = -1, x, = %

Ellendrzéssel meggyézédhetiink a gyokok helyességérdl.

b) Egy kéttényezds szorzat pontosan akkor negativ, ha tényezéi kilonbozé eldjeltiek.
1. eset:

Hax + 1> 0és5—2x < 0, vagyis hax > -1 és x > % egyidejlleg igaz. Tehdt a megoldashalmaz:
X > %
2. eset:
Hax +1<0és5-2x >0, vagyishax < -1 és x < % egyidejlileg igaz. Tehat a megoldashalmaz:
x < -1.

Osszegezve: x € |-oo; —1[U %; oo[.

Oldjuk meg az egyenletet, egyenlétlenséget a val6s szamok halmazan!
ax>+6x2+3x-10=0; b)x*+6x2+3x-10<0.

Az egyenlet és az egyenlétlenség értelmezési tartomanya egyarant R.
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Megoldasok

a) x>+ 6x2+ 3x—10 = 0.

Prébaljuk szorzatta alakitani az egyenletet!
(x> + x2—2x) + (5x* + 5x - 10) = 0;
X0 +x—-2)+5x2+x-2) =0;
x+ 5K +x-2)=0;
X+ 5K -x+2x-2) =0;
x + 5)kxx—=1) + 2x-1)] = 0;
x4+ 5)Kx-1)kx+ 2) =0.
Innen mar leolvashat6k az egyenlet gyokei, mivel a bal oldal szorzat, a jobb oldal 0.
== =15 g =

Ellenérzéssel meggyézédhetiink a gyokok helyességérdl.

b) (x + 5)x—-1)(x + 2) <O0.

Az egyenl6ség harom gyokét jeldljik be a szamegyenesen:

X+5 - o+ b +
NN S R S
X+2 - - 0+ 1+
| @ |
———— >
=5 =2 01
1 1 1

Négy intervallumot kaptunk, keressik a megoldashalmazt kulon-kilon az egyes intervallumokon.
A =5; —2; 1 nem lehet megoldds, mert ekkor a szorzat O lenne.

1. eset:

Ha x < -5, akkor

X+5<0, X+2<0, x—1<0, tehata szorzat negativ. Ezek a szdmok megoldasok.

2. eset:

Ha -5 < x < -2, akkor

x+5>0, x+2<0, x—1<0, tehata szorzat pozitiv. Ezek a szamok nem megoldésok.
3. eset:

Ha -2 < x < 1, akkor

x+5>0, x+2>0, x—1 <0, tehata szorzat negativ. Ezek a szamok megoldasok.

4. eset:

Ha x > 1, akkor

X+5>0, Xx+2>0, x—1>0, tehata szorzat pozitiv. Ezek a szamok nem megoldasok.

Osszegezve: az egyenlétlenség megoldashalmaza: x e J-o0; 5[ U ]-2; 1[.
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3. példa
X+4 , x+2
- —7

Oldjuk meg az S = + S5 =< 2 egyenl6tlenséget a val6s szimok halmazan!

5 x
Megoldas

Az egyenlGtlenség értelmezési tartomanya x € R\{5; 7}.

Nem célszer( a kozos nevezbvel beszorozni, mert nem ismert az el6jele, igy nehéz lenne vizsgélni az
egyenlétlenségjel irdnyat. Probaljuk meg masképp!

Rendezziik 0-ra, majd hozzunk kéz6s nevezére:

X+ 4=+ Kx+2x=5—2(x—5(x—

7) < 0. Végezziik el a szamlaléban a m(veleteket:

(x=5)(x—7)
(xX*— 3x — 28) + (* — 3x— 10) — (2 — 24x + 70) _
(x—5)(x—7) i
=5 =) 0. Oszthatunk 18-cal, az egyenlétlenség irdnya nem valtozik:
% < 0. Ezt felfoghatjuk hdromtényezds szorzatnak:
1 1
(x=6)—5 =7=0.

Most mér ,csak” a szorzat el6jelét kell vizsgalnunk. Ezt az el6zé példa mintdjara végezhetjiik. Most is
négy intervallumon vizsgaljuk a szorzat el6jelét, de figyeljtink arra is, hogy az 5 és a 7 nem, mig a 6 eleme
az értelmezési tartomdnynak.

1. eset:

Ha x < 5, akkor a szorzat negativ. A 256. oldalon lévé rejtvény megoldasa

Ha a két szdm a és b, akkor:

2. eset: ab=a+b | —a
Ha 5 < x <6, akkor a szorzat nemnegativ. ab-1=0>b l:(b—=1)
b 1
3. eset: a=m=1+m.
Hab<x < 7, akkor a szorzat nempozitl'v. Végte|en sok megfe|e]6 szémpér van,
tetsz6leges b-hez (b = 1) létezik a. Néhany
4. eset: 5

példa a (b; a) szampdrra: (5; Z)/ (7,5 15),
(@31, 22

BRSNS SN

Ha x > 7, akkor a szorzat pozitiv. ‘13

Osszegezve kapjuk a megoldashalmazt: x € ]-o0; 5[ U [6; 7I.

Ha az egyenlet értelmezési tartomdnya az egész szamok halmaza, akkor az egyenletet diofantoszi
egyenletnek is szoktuk nevezni. Ezek megolddasa soran is hatékony lehet a szorzatta alakitds médszere.
(Diophantosz gorog matematikus a lll. szazadban foglalkozott ilyen tipust egyenletekkel.)
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a) Oldjuk meg az x? — 2xy = 15 egyenletet az egész szamok halmazan!
b) Lehet-e két pozitiv egész szam reciprokdnak osszege egyenlé az 6sszegiik reciprokaval? (Masképpen: Oldjuk
1,1 1

megaz;+?: XTy

egyenletet a pozitiv egész szamok halmazan!)

Megoldasok

268

a) x> —2xy = 15. Alakitsuk szorzatta a bal oldalt:
X(x — 2y) = 15. Két egész szam szorzata gy lehet 15, ha ezek 15 oszt6i. Foglaljuk tablazatba a lehetéségeket:

X 1] 15 | =1 | 15 3 5 | 3| -5
x-2 | 15 1| <15 | -1 5 3 | -5 | -3
y 5 7 = 1 1| -

A tablazatbol kiolvashaté, hogy az egyenletnek 8 tsszetartozé (x; y) szampar felel meg.

b) 1+ 1__1 . Hozzunk k6zos nevezére, rendezziik 0-ra:
X'y X+y
y(x+y)+ x(x+y)—xy

) = 0. Ez csak gy teljesiilhet, ha a szamldl6 0, mivel a nevezd biztosan pozitiv egész.
WA EP
Kiemeléssel szorzatta alakithatjuk az els6 két tagot:

(x + y)x + y) —xy = 0. Rendezve:
x2 +y?+xy =0.

! / Fogalmak, név

Pozitiv szamok négyzete és szorzata is pozitiv, igy az egyenletnek nincs megoldasa. diofantoszi egyenlet;

Tehat nincs két olyan pozitiv egész szdm, amelyek reciprok értékeinek Gsszege szorzattatalakiet

egyenlé az dsszegiik reciprokaval.

FELADATOK

Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket, egyenl6tlenségeket!

K1 a) x-5)x + 3) =0; K1 d) (5x—6)(2 —3x) >0;

K1 b) 2x-5)x + 2)x—1) = 0; K2 e) x(6 — 2x)(5 + 2x) > 0;

K1 ¢ x(x-3)<0; K2 ) (2x—4)(5x + 8)(x —6) < 0.
Alakitsuk szorzatta a bal oldalon all6 kifejezéseket, és hatdrozzuk meg az egyenletek gyokeit!
Kl 2 x-T)(x+5 + x-T)(x+ 8 =0; K2 d) x>+ 5x + 6 = 0;

K1 b) 2x-=5)3x + 4) — (2x = 5)(1 —=x) = 0; K2 e) x> + 6x> + 8x = 0;

Kl ¢ x+2)5x-7)-2-x=0; K2 ) x>+ 3x2-4x-12 = 0.
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3. K2 Oldjuk meg az aldbbi egyenlétlenségeket a valész szamok halmazén!
4 X+5 .
a)X+2>O > <1
2x+ 5 3
b) 3 =5=0; d)2--=5=0.

Oldjuk meg a valés szdmok halmazan az alédbbi egyenlétlenségeket!

(x+3)x—=1 . -1 7
K2 9 XH2=0 <o; Elo) X=3 > "~
(2x = DBx+ 5) x—1_3x—2
K2 b) =—~—5L——= E1 <
b (4x+ 8)(x—2) o D=3 3x
5. 2 Két egész szam Osszegéhez hozzaadjuk a két szam szorzatat, eredményiil 23-at kapunk.
Melyik ez a két szdm?
Két természetes szam reciprokanak Osszege 45 Melylk ez a két természetes szam?

7. E2 Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a természetes szdmok halmazan!
a) 2x2 + xy = 28;

1
b 1 T ? 3
Ajanlott feladatok
Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény I.: 1198; 1199; 1459; 1464; 1465.
Név: Janka
53 Lakhely: Leuven (Belgium)
Végzettség: biomérndk

Jelenlegi beosztés: posztdoktori kutatd (olyan kutato, aki nemrégen szerezte a doktori fokozatat)
Milyen tantargyakbol felvételizett, tanult emelt szinten? Matematika.

Sziasztok!

Jankdnak hivnak. Egy génterdpia-laboratériumban dolgozom kutatéként. Egy nagyszerii nemzetkszi (kubai-belga-olasz-etidp-
albdn-ghdnai-irdni-maldj-kinai-bolgdr-gérég-magyar) csapatban.

Amikor kutatétdrsaimmal sikeril dtprogramozott testi sejtekbdl 6sszehlizédé szivizomsejtet elédllitani egy Petri-csészében,
vagy egy hemofilids kutydt meggydgyitani, vagy angliai kollégdinktél olyan kisérletrdl hallani, amelyben a génterdpidnak készan-
hetden vakok kezdenek el megint latni, tudom, hogy olyan kalandnak vagyok részese, amit kdr lenne kihagyni.

A munkdm nagyon sokszin( és gsszetett. Magdba foglalja a kisérletek kivitelezéséhez sziikséges Gsszes Iépést. A siker kulcsa
az a kreativ problémadtldté és -megoldé képességem, amit a gimndziumi matematikadrdkon sajdtitottam el. Az ott tanult
technikdk, triikkkok sokszor napi szinten készannek vissza. A mi tudomdnyteriiletiinkdn sem vezet kirdlyi Ut egy-egy megoldds-
hoz.

NAlLd
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73. EGY ALTALANOS MODSZER:
A MERLEGELV

Az egyenletek, egyenl6tlenségek megoldasa soran gyakran célszer(i az
egyenleteket, egyenlGtlenségeket més alakban, egyszertibben felirni. Eze-
ket az atalakitasokat rendezésnek nevezziik. A rendezéseknél figyelniink
kell arra, hogy az atalakitott egyenletnek, egyenlétlenségnek pontosan
. ugyanazok a gyokei legyenek, amelyek az eredeti feladatnak is gyokei.
Ezeket a rendezéseket ekvivalens atalakitasoknak, az igy kapott egyen-
. |leteket ekvivalens egyenleteknek nevezziik.

A MERLEGELV

Egyenlet, egyenlétlenség rendezésekor, ha mind a két oldalhoz ugyanazt a szdmot vagy kifejezést
adjuk hozza (vonjuk ki), és nem valtozik meg az alaphalmaz, akkor ekvivalens &talakitast végziink.

Ha az egyenlet mind a két oldalét ugyanazzal a 0-tél kiilonb6z6 szammal szorozzuk (osztjuk) agy,
hogy az értelmezési tartomanya ne valtozzon, akkor ekvivalens egyenlethez jutunk.

(Egyenlétlenség esetén hasonléan jarhatunk el, csak figyelni kell az egyenlétlenségjel iranyara is.)

Keriljik az ismeretlent tartalmazé taggal torténd szorzast, osztast, ha lehet! Ekkor ha ismeretlent tar-
talmazo taggal szorzunk, hamis gyokot kaphatunk, ha osztunk, gyokot veszithettink.

Oldjuk meg az

Megoldas

Az egyenlet értelmezési tartomanya R.
Szorozzunk a kozos nevezével:

X+1, x+ 2

_ 2 X+3
5+ =

3 4

egyenletet a valés szamok halmazén!

6(x + 1) + 4(x + 2) = 36 - 3(x + 3) /zaréjelfelbontds, 6sszevonasok
10x + 14 = 27 - 3x /+3x—14
13x =13 /:13
x=1.
Ellendrzés:
Baloldal: 13141425

Jobb oldal: 3— 143 — 2,
Tehat az egyenlet gyoke: x = 1.
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2
Oldjuk meg az X+6x+9 _ 2x + 6 egyenletet a valos szamok halmazan!
) 8 X+ 3 8y

Megoldas

Az egyenlet értelmezési tartomdnya R\{-3}.
Vegyiik észre, hogy a szamlalo teljes négyzet, ezért:

2
();‘: 33) =2x+6 /az értelmezési tartomany miatt nem vesztiink gyokot, ha egyszerdsittink.
x+3=2x16 /-x—6
-3 =X

Mivel a -3 nem eleme az értelmezési tartomdnynak, ezért az egyenletnek nincs megolddsa.
3. példa

Oldjuk meg a 3x — 4 < Xt 1+ 1 egyenlGtlenséget a valos szamok halmazan! Melyik az a legnagyobb
J g 5 gy g W gnagy

egész szam, amely kielégiti az egyenlStlenséget?

Megoldas

Az egyenl6tlenség értelmezési tartomanya R.

3x—4 < XJ2F1+1 /2
6x—-8<x+1+2 /-x+ 8
5x < 11 /25

o 2}

A legnagyobb egész megoldasa a feladatnak: x = 2.
4. példa

Oldjuk meg az egyenletet, egyenlétlenséget a val6s szamok halmazan! Figyeljik meg a két feladat meg-
oldasénak kulonbozéségét!

x+1_ x—1. x+1 - x—1
Vit xx2 PiTasxe

Megoldasok

Az egyenlet és az egyenlGtlenség értelmezési tartomanya egyarant R\{1; -2}.
a) x+1 _ x—1

P —— /Szorozzunk a kozos nevezdvel. Ezt megtehetjiik, mivel nem 0.
X+ Mx+2)=Kx-TKx-T1)

>
=\

No

/zérojelfelbontds, Gsszevonas
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X2+3x+2=x>-2x+ 1 [-x*+ 2x -2
5 = —l /:5
x=—3.
Ellendrzés:
_%_’_ '] 2 _l_
Bal oldal: =—%. Jobb oldal
1 1 3 1 2
5 B

U'I‘.A

Tehat az egyenlet gyoke: x = —

b) Nem célszer(i szorozni az egyenlétlenséget ismeretlent tartalmazé tényezével.

x+1 x— 1
x—1_x+2
(x+1)(x+2)—(x—1)(x—1)<0
(x—D(x+2)
5x + 1 <
—_ <0
(x—D(x+2)
we1 1 1 4§ o4
1 : H :
i - -
1 ! ! T
X+ 2 - + i + ! +
M H H »
-2 -1 0 1

Az &brardl leolvashatok a megoldashalmaz elemei:

XE | oo; — 2[U[—%; 1[.

/rendezziik 0-ra, hozzunk k6zds nevezére
/zaréjelfelbontds, 6sszevonas a szamlaléban

/Alkalmazzuk a szorzattd alakitasndl tanultakat!

Fogalmak
mérlegelv;
ekvivalens

atalakitas;
ekvivalens egyenlet;
hamis gyok.

(Nem ekvivalens atalakitasok.) Az aldbbi a)—c) példédkban az egyenletekhez valtozé6t adtunk, véltozéval szo-
roztuk, illetve négyzetre emeltiik ket. Eszrevehetjiik, hogy az M, és M, megoldashalmazok kiilonboznek.
A d) feladat mutatja, hogy tortes egyenlétlenséget kozvetlenll nem szorozhatunk meg a nevezdével; mig

e)a/(x—4)y =

24— 1T _ 1 .
a) A:x*—4 =0; == x=3
b)A: x—2 = 6; B: (x—2)%2=6x—-12;
c)A:x—2 =6; B: (x — 2)> = 36;

d) A: 3"_2 >1; B:3x—4>x + 2;
e) A: (x— 4)V/3x =-3; B: /3x-(x— 4) =-3;

| x — 4| azonossag helytelen alkalmazasara példa.

M, ={-2;2}; M, = {-2}.
M, = {8}; M, = {8; 2}.
M, = {8} M, = {8; -4}.
M, = ]-o0; =2[ U [3; ocl; M, = [3; ool.
M, ={3}; M,
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FELADATOK

1. K1

e

a

a a

7

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket mérlegelv segitségével a valés szdmok halmazan!
a) 5+ 1)-7=3x-2)-4; c) (8—4x)—(3x—-5) =2x-75;
b) 4x —(x + 5) + 12 = 14 + 2x; d) 4(x = 5) =3(2x + 3) = 8x - 6(5 —x).

Van-e az alabbi egyenleteknek megoldasa a pozitiv szamok halmazéan?

K1 a)%x+%_3XZ2, K2C) 11(X6+3)_3X—1:13—X 5x

5 2 t37

K2d)5—2_9x 2x+7:4_5—4x.

K1 b) 3521 6= 2XE2_ gy Sy 2 _

7 ’

A tanult nevezetes azonossagok felhasznélasaval oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a valés szé-
mok halmazan!

Kl a x+32+x+5)Kx-2)+4=2x+ 7)(x-23);
K2b) (x-2P+ x+3°-x>=4x2 =x*(x=1) + 19x - 1.

A véltozok lehetséges értékeinél van-e megoldasa az aldbbi egyenleteknek?

5 3 . 5x — 4 2 2X—7 _ 5.

Kla) =g -2=5=% K20 S F+5%xT3 w=2=%
3 x . X—3,x=2_ 2x*-5x—6

K1 b)1+m—m—1, K2d)X+2+X—3_ XZ—X—6'

Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket a legbdvebb szimhalmazon, és abrazoljuk a megolda-
sokat szamegyenesen!

K1 a) 8 +7<9x + §; K2 o) 4(X3+2)+4—23x>5x2—1;

K1 b)3x+1)+5x+5>11x+3); K2d x-5x-3)-4<(x-4)?2+6.

Mekkordk annak a haromszognek a szogei, amely
a) egyenld szard, és egyik kiilsé szoge hdromszorosa egy belsé szogének;
b) derékszogl, és egyik kiils6 szoge 80°-kal nagyobb egy belsé szogénél?

Mi a hiba az alébbi feladat megoldasaban?

1 1

Feladat: Oldjuk 2 =
e ju megazx.y.XJr3 —

+ 9 egyenletet!

»Megoldas” (hibas): Mindkét oldalbdl kivonunk J_ = -at, rendezlink és szorzattd alakitunk: x?
X

=9 © x*-9=0 © K+ 3)Kx-3)=0.
Az egyenlet megolddsa x, = -3 vagy x, = 3.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgytijtemény I.: 1000-1008.
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74. ABSZOLUT ERTEKET TARTALMAZO EGYENLETEK,
EGYENLOTLENSEGEK

A fuggvények vizsgdlatanal mar foglalkoztunk abszoldt értékes fuggvényekkel, megismertik a legegy-
szerlibb abrézolési technikakat.

Az egyenletek, egyenlétlenségek megoldésa soran, ha tobb abszolit értékes tag is szerepel, akkor ko-
rilményesebb a megoldds menetének megtalalasa. Ehhez mutatunk kiilonb6z6 moédszereket.

Oldjuk meg az egyenleteket a val6s szamok halmazan!
a) |2x-3| = 0;
X+ 2 _ 1.
b |42 -4]- 5
o |x*=5x + 6| =-4.

Megoldasok

Az egyenletek értelmezési tartomanya egyarant R.

a)|2x-3| = 0. Mivel csak egy olyan szim van, melynek abszoltt értéke 0, és ez a 0, ezért

2x—-3 =0.
=3

Behelyettesitéssel meggy6zddhetiink a megoldas helyességérdl.

X+ 2 _1
b)‘ : —4\_2.

Két eset lehet, mert 1 és (— l) abszolit értéke is 1

2 2 &
1. eset:

x—g 2_ 4 %, rendezéssel: x, = %

2. eset:

x; 2 =_%, rendezéssel: x, = 12 .

Behelyettesitéssel meggy6z6dhetiink a megoldasok helyességérol.

©) |x2=5x + 6| = —4. Mivel nincs olyan szam, melynek abszol(t értéke negativ, igy az egyenletnek nincs
megoldasa.
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Oldjuk meg a [3x — 10| -5 > 4 egyenlétlenséget a val6s szamok halmazan! Abrazoljuk a megoldés-
halmazt szamegyenesen!

Megoldas

Az egyenl6tlenség értelmezési tartomanya R.

13x = 10| =5 > 4;

[3x - 10| > 9.

Az egyenl6tlenség Ggy teljesiilhet, ha az abszolit értékben levé kifejezés vagy nagyobb mint 9, vagy ki-
sebb mint -9.

1. eset: 3x—10>9,hax>1?9.
2.eset:  3x-10 < -9, hax<%.

—) O
. . 1 19 A »
Osszegezve: x < 5, vagy x > 3 0 15 ?

Oldjuk meg a ‘ ‘ Ix+3|- 1‘— 5‘— 2 = 6 egyenletet a val6s szamok halmazan!

Az egyenlet értelmezési tartomanya R.
I1x+3]-1]-5|-2=6.

|Ix+31-1]-5|=8.

Vizsgéljuk az abszoldt értékek elhagyasat , kiviilrél befelé haladva”.

Két eset van

/ \
|x+3|-1-5=28 vagy l|x+3|-1|-5==8.
| |
HX+ 3|- 1‘: 13. Itt ismét 2 eset van. Hx-i- 3= 1|:—3. Ez ellentmondas.
/ \

[x+3]—1=13 vagy |x+ 3|—1==13. Ezellentmondas.

|x+ 3= 14. It ismét 2 eset van.

/\

x+3=14 vagy x+ 3 =-14.

Az egyenlet gyokei: x, = 11, x, = =17.
Behelyettesitéssel meggy6zédhetiink a megoldasok helyességérdl.
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Oldjuk megaz |x— 1| + |2x + 6| = x + 10 egyenletet a valés szamok halmazén!

Megoldas

Mivel a bal oldalon két abszolit értékes kifejezés Gsszege szerepel, ezek 6sszege nyilvan nem lehet negativ, ezért
az x + 10 2 0 feltételnek teljestilnie kell.

Tehat az egyenlet értelmezési tartomanya a [-10; oo.

Az abszolit értékben levé kifejezések ,el6jelvalté” helyei (zérushelyei) az x = 1 ésaz x = -3.

Ezért harom intervallumot vizsgalva oldjuk meg az egyenletet.

1. eset:

Ha x € [-10; =3[, akkor mindkét abszolit értékben levé szam negativ, tehat abszoldt értékiik az ellentettjikkel
egyezik meg. Egyenletiink ekvivalens a kovetkezé egyenlettel:

(T-=x)+ (2x-6) =x+ 10 /rendezésekkel
—-3x-5=x+ 10,
=15 = 4x,
15 _
- =

Ez eleme a vizsgdlt intervallumnak, és megolddsa az egyenletnek.

2. eset:

Ha x e [-3; 11, akkor az els6 abszoldt értékben levé szam negativ, a masodik abszoldt értékben levé szam nemne-
gativ, igy egyenletiink ekvivalens a kovetkezé egyenlettel:

(1T-x)+ 2x +6) =x+ 10 /rendezésekkel
x+7=x+10.
Ez ellentmondas, tehat az intervallumon nincs megoldasa az egyenletnek.

3. eset:

Ha x € [1; o[, akkor mindkét abszoldt értékben levé szam nemnegativ, tehat abszolut értékiik a szamokkal egye-
zik meg. Egyenletiink ekvivalens a kovetkezd egyenlettel:

x=1+2x +6) =x+ 10 /rendezésekkel
3x+5=x+10,
2x =5,
=3

Ez eleme a vizsgdlt intervallumnak, tehat megoldasa lehet az egyenletnek.

Az egyenletnek két gyoke van: x; = —% és X, = %
Ellenérzés:
15 ._L5) = 25 .15 _ 25
Bal oldal: |~ 17 1M2( : +6‘— 2y jobb oldal: =13+ 10 = 22
o2 _ 5 - 25 . 5 - 25
Bal oldal: |3 — 1|+ |2-3 4 6|= 2. Jobb oldal: 3 + 10 = 23,
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FELADATOK
m Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenleteket, egyenlétlenségeket!
Kl @) [x-5|-3=1; o-|x+3] +4<x-3; e) %x—22|x—4|—2;
b)—|x+3] +4=x-3 o |x=3]-52-1; D Ix+11-3> Jx+2.

Oldjuk meg algebrai Gton az aldbbi egyenleteket!
a) 2|x| +4=|x| +1; b) |x-3] =5; o |x+ 5| =-1.
Van-e a pozitiv szamokon megolddsa az alabbi egyenleteknek?

a |x+3|=7-x b)\x—4\:%x+3; o |x-2] =x-2.

Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket, és a megoldast abrazoljuk szamegyenesen!
a) x| <3; o Ix+1|<1; e |x| =2x;
b) |x| > 2; d) [2x-5] > 1; H |x=2| <2x + 5.

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket, egyenlStlenségeket!

a) |x=2| + |x+3| =7 d[[x-3]-2|-1=3;
b |x| + |x-5| =2; e yllx+1-2|-3=1
O |1 =x| + |x + 2] <5; D s>

Egy pontszer(i test kezdetben a koordinata-rendszer A(-16; 0) pontjdban van. Ezutan a test id6-
egységenként 2 egységnyi utat megtéve egyenletes sebességgel halad az x tengely mentén pozi-
tiv irdnyba.

a) Mekkora a pontszer( test tavolsaga t idé mulva az orig6tdl?

b) Abrézoljuk a pontszer( test és a B(4; 0) pont tavolsagat az id6 fuggvényében!

©) Mennyi id6 mulva lesz a pontszer( test 5 egység tavolsagra a C(10; 0) ponttdl?

Ajanlott feladatok

Gyakorld és érettségire felkészité feladatgytjtemény 1.: 1570; 1572; 1575; 1576; 1577; 1581; 1583-1585.

Idézet

Egy kozépiskolds didkot nehéz meggydzni, hogy az életben egy halom sokkal nehezebb dologgal fog talalkozni, mint
amilyen az algebra vagy a mértan.
(Ed Howe amerikai Gjsagiro)

o A _ - -
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CZED 75. PARAMETERES EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

Keresstik meg az egyenletek megoldasait a val6s szamok halmazan!
a)2x-3=17; b)2x-11 =17; o2x+9=17.

Megoldas

Az egyenletek értelmezési tartomanya R.

17-‘1—3: 10:

a) X = 7 g

_A74+11 4. _17-9 _
b)x_—2 = 14; c) X = 7 =4,

Eszrevehetjiik, hogy mind a harom egyenlet azonos szerkezet(i, megoldasanak Iépései is megegyezék. Az eltérés a
bal oldali konstans tagban van.

Hogyan irhatnank fel az dsszes olyan egyenletet, melyek csak ebben a konstans tagban kiilonbdznek? Hogyan old-
hatnank meg 6ket? Erre mutatunk példat.

Keressiik meg az egyenletek megoldasait a val6s szamok halmazan, ha p valés paraméter.

A p-t nem ismeretlennek, hanem paraméternek nevezzik. Ez azt jelenti, hogy megadott alland6é szam, amely
azonban tetszéleges lehet.
=P

17
2x +p = 17. Az egyenlet megolddsa: x = 5

A paraméteres egyenletekben, egyenl6tlenségekben az ismeretlent is és a paramétert is bettik jelolik. Ezért min-
dig tisztazni kell, mely bet(i(k) a paraméter(ek), mely(ek) az ismeretlen(ek). Az egyenlet, egyenl6tlenség meg-
oldasa soran fokozottan figyelntink kell azokra az atalakitasokra, amelyeknél a paraméteres kifejezéssel szorzunk,
osztunk. Gyakran esetek vizsgalataval taldljuk meg a megoldashalmazt.

Keressiik meg az egyenletek megoldasait a val6s sziamok halmazan! Az x-tél kiilonb6z6 bettik valés paraméterek.
a) 2x + 3b—4 =5x + 2a-8;
b) mx +ax + (x) =m+a-1;

1 _m+5
2 X—3 x+2°

Megoldasok

a) 2x+3b—-4 =5x +2a-8 /rendezéssel

3b-4-2a+ 8 = 3x /:3
3b—2a+4 _
f_x.
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Ellenérzés:

Az ellenérzésbdl lathat6, hogy a paraméterek barmely értékére a két oldal helyettesitési értéke egyenld.

mx+ax+ () =m+a-1 /rendezéssel
m+a-1T)x=m+a-1.

Mielétt osztanank mind a két oldalt (m + a — 1) kifejezéssel, két esetet kiilonboztessiink meg:

1. eset:
Ha (m + a—1) = 0, akkor mind a két oldal értéke x értékétd| fuggetlenil 0, azaz egyenlé.

2. eset:

Ha (m + a—1) # 0, akkor az egyenlet gyoke: x = mic IS

m+a—1"" "
Osszegezve:
Ha (m + a—1) = 0, akkor az egyenlet azonossag, ha (m + a — 1) # 0, akkor az egyenlet gyoke: x = 1.

1 m+5

x—3 x+2°

Az egyenlet értelmezési tartomanya R\{3; —2}.
X+ 2= x-3)(m +5);
X+ 2=mx+ 5x-3m-15;
X—mx—->5x =-2-3m-15;
-4+ m)x =-3Bm + 17).

1. eset:
Ha m = —4, akkor a bal oldal értéke x értékété| fuggetlentl O.
A jobb oldal értéke —5. Ezért m = —4 esetén nincs megoldasa az egyenletnek.
2. eset:
Ha m = —4, akkor oszthatunk —(m + 4)-gyel:
_3m+17
T om+4 -

Vizsgalnunk kell még az értelmezési tartomanyt!
3m+17

Mivel x = 3, ezért “mya 73 = 3m + 17 #3m + 12, ez nyilvan mindig igaz.
Mivel x # =2, ezért %#—2 = 3m+17#-2m -8 = m # =5.
Osszegezve:
Ha m = -4, vagy m = -5, akkor nincs valds gyok, ha m = -4, m = -5, akkor x = 3;:;71'17
Ellen6rzés:

. 1 _ —4+5, A
Ha m = —4, akkor =3= X132 ellentmondas.
Ha m = -5, akkor 1 __=5+5_ 0; ellentmondas.

x—3 X+ 2
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Ham # -4 és m = -5, akkor:

. 1 _ 1 _—m+4
Bal oldal: 3m+17_3_ =5
m+ 4 m+ 4
. m+ 5 _ m+ 5 _ _m+5 _ m+4
Joltlb gtttk 3m+17 ., 3m+17+2m+8  5(m+5 5
m+ 4 m+ 4 m+ 4

Lathat6, hogy a két oldal egyenl6sége minden megengedett m valds szdm esetén igaz.

Oldjuk meg az egyenlétlenséget a valés szamok halmazan, ahol p valés paraméter!

px—5<3x-1.

Megoldas

px—5 <3x-—1 /rendezéssel
(p—3)x < 4.

1. eset:
Ha p = 3, akkor a bal oldal értéke x értékétdl fiiggetlentil 0, tehét teljestl az egyenlétlenség.

2. eset:
Ha p < 3, akkor (p — 3) negativ szam, ezért egyenlétlenségtink:

4
X > m
3. eset:

Ha p > 3, akkor (p — 3) pozitiv szdm, ezért egyenlétlenségtink: Fogalom
4 paraméter.

X<m L

FELADATOK

Hatdrozzuk meg az egyenletben szerepl6 a paraméter értékét tgy, hogy az egyenletnek a valés szamok
halmazan
. legyen; II. ne legyen megoldasa!

a) ax—2 = 2x - 4; b) @+ 3)x =5x-7; c) @-2)x + 11 = 2ax — 4.

Hogyan vélasszuk meg a p paraméter értékét, hogy az egyenlet megoldasa pozitiv szam legyen?
a) 5x + 3p = 2x—4; b)px + 4 =x+ 2; o+ x+9=2x-5.

Ha m munkds n nap alatt t darab terméket gyart, akkor:
a) Hany terméket gyart x munkés 10 nap alatt?

b) Hany nap alatt gyart y munkds z terméket?

¢) Hany munkas gyart z terméket u nap alatt?
(Feltételezziik, hogy a munkasok termelése egyenletes.)
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Oldjuk meg az egyenleteket a val6s szamok halmazén, ahol az a val6s paraméter!
a) 5x = a; c) 7x—(a+ 2)x =4; e ax’—a=ax-1;
b) 2x + a = ax; d)ax +5=3x+ 7; ) 18 + a’x = 2a + 9ax.

Hatarozzuk meg a p paraméter értékét Ggy, hogy az alabbi egyenletek megoldasa 2-nél nagyobb
valés szam legyen!

E1 a) MJﬂ:x—p; E2 b) p(1-2x) = 5-3x.

a) 4dax—6=(a+ 2)x + 12; b -3 2 c) X—2a_ x+2a

ax—2  5x—2a’ 1—a T+a

Hogyan fligg a p paramétertdl az aldbbi egyenletek megoldasainak a szama?

Oldjuk meg az aldbbi paraméteres egyenleteket (a egész paraméter) az egész szamok halmazan!

a) x*—3=p; b) /x+3=—p+2; o [2x+1|=p—1.

(Segitség: dbrazoljuk koordinéta-rendszerben a bal oldalon szereplé fliggvényeket!)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I.: 1081; 1082; 1083; 1084; 1098; 1099.

76. ELSOFOKU
EGYENLETRENDSZEREK

Gyakran taldlkozunk olyan feladatokkal, amelyekben nem csak
egy ismeretlen szerepel. Ha ezek az ismeretlenek elséfoki egyen-
letekben fordulnak eld, akkor els6foki egyenletrendszerrél beszé-
link. Az ismeretlenek szamatol fuggden két-, hdrom-, tobbismeret- |
lenes egyenletrendszereket kilonboztethetiink meg.

kozil. (Figyeljink arra, hogy a megoldashalmaz rendezett parokbdl all,
ha kétismeretlenes egyenletrendszert oldunk meg.) ¢

Oldjuk meg a kétismeretlenes egyenletrendszert a valés szamparok halmazan!

2x+y=11
3x—y=9

Az egyenletrendszer értelmezési tartomanya: (x; y) rendezett valés szamparok.

281




VII. EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK, EGYENLETRENDSZEREK

Megoldas

Az egyenletrendszer megoldasara mutatunk harom eljarast.

A grafikus médszer
Rendezziik mind a két egyenletet az egyik ismeretlenre.
y=11- 2x}
y=3x-9

Abrazoljuk az f(x) = 11 — 2x és a g(x) = 3x — 9 fiiggvényeket kozos koor-
dinata-rendszerben.

Az egyenletrendszer megoldashalmazat a metszéspont koordinatai adjak.

Mint az abréarél leolvashaté, az egyenletrendszeriink megoldésa:

(x;y) = (4; 3).

Mindig végezziink ellenérzést az eredeti egyenletekbe torténé behe-
lyettesitéssel!

Ellenérzés:

2-4+3=11;

3:4-3=09.

A behelyettesité modszer

2x+y=11
3x—y=9 }

Fejezziik ki az egyik egyenletbd| az egyik ismeretlent. Példaul az elsébdl:

(1) y =11 -2x.

Helyettesitsiik be a masik egyenletbe a kifejezett ismeretlen helyére a kifejezett alakot:
(2) 3x—=(11-2x) = 9.

Oldjuk meg az egyismeretlenes egyenletet:

x=4.

Visszahelyettesitve keressiik meg a masik ismeretlen értékét:

y=11-2-4=3,

Ellendrizziik a kapott megoldast!

Az egyenl6 egyiitthatok médszere
Az elséfokd kétismeretlenes egyenletrendszer egyenletei mindig felirhatok rendezés utan

(1) ax + by =c¢

(2) dx+ey=f

alakban, ahol a, b, ¢, d, e, f valés szamok, x és y az ismeretlenek.

Az azonos egyltthatok médszere a kovetkez6 két esetben egyszertien alkalmazhato:

1. eset:
Van olyan ismeretlen, amelynek egytitthatéi az egyenletekben azonosak, pl. a = d. llyenkor célszer( a
két egyenlet megfelel6 oldalait kivonni egymasbdl, igy az egyik ismeretlen ,kiesik”, mert ezek kiilonbsége 0.
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2. eset:
Van olyan ismeretlen, amelynek egyitthatéi az egyenletekben egymas ellentettjei, pl. b = —e. llyenkor

célszerl a két egyenlet megfelel6 oldalait 6sszeadni, igy az egyik ismeretlen , kiesik”, mert ezek Gsszege 0.

3. eset:
Ha nincs olyan ismeretlen, amelynek egytitthatéi az egyenletekben azonosak, vagy egymas ellentettjei,

akkor az azonos egyitthaték médszere tigy alkalmazhat6, hogy az egyenleteket alkalmasan valasztott sza-
mokkal megszorozzuk, és igy jutunk az ismertetett egyszer(i esetekhez.

(1) 2x+y =11
(2) 3x—y=9
Az y egyiitthat6i 1 és —1, ezért adjuk Gssze az egyenletek bal, illetve jobb oldalait:
(M + (),
5x = 20,
X =4.
A kapott x értéket behelyettesitve kapjuk meg y lehetséges értékét. Rejtvény (Lewis Carroll, 1882)

Ebben az esetben is ellendrizziik a kapott megoldast!
Ismert, hogy egy pohdr limonadé, 3 szendvics

2. példa és 7 sute/m(?ny 1 ,shllllng 2 pen.nyb,e, )
egy pohar limonadé, 4 szendvics és 10 site-

Oldjuk meg az egyenletrendszert a val6s szamok halmazan! ey sl U dillig s peanize st
(1 shilling =12 penny.) Meg tudod-e haté-

(1) 4x—=5y+23=0 rozni
(2) 3y—6x—12=0 a) egy pohdr limonadé, egy szendvics és egy

stitemény, illetve
b) 2 pohar limonadé, 3 szendvics és 5 site-

Megoldés mény arat?

Rendezziik at az egyenletrendszert:
(1) 4x—5y=-23 ‘Auuad 6| (q ‘Auuad g (e :sepjoSow v
(2) —6x+ 3y =12

Az egyenletrendszer értelmezési tartomanya: (x; y) rendezett valés szamparok.
Alkalmazhatjuk az azonos egytitthatok médszerét, ha az elsé egyenletet megszorozzuk 3-mal, a maso-

dikat 5-tel. gy az y egyiitthat6i egymas ellentettjei lesznek:

(1) 12x— 15y =—69
(2) —=30x+ 15y = 60

Adjuk 6ssze a megfelel6 oldalakat:

-18x = 9.

= %, behelyettesitve: 4 -%— S5y =—23 =y=5.

Ellendrzés:
(1)4-2-5:5+23=0;

(2)3-5—6%—12:0.
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Uj ismeretlen bevezetése

Oldjuk meg az egyenletrendszert a val6s sziamok halmazan!

Az egyenletrendszer értelmezési tartomanya: (x; y) rendezett valés szamparok, amelyekben x és y egyike

sem 0.

Megoldas

Vegylik észre, hogy mind a két egyenlet azonos szerkezetli. Beszorzasokkal masodfokd kifejezéseket is

kapnank, ezért keresstink mas otletet.

Vezessiink be (j jeloléseket: T_aelob. Uj egyenletrendszeriink:
S y
a—b=

3a+ 8b =

Ezt mdr az el6z6ek alapjan konnyen meg tudjuk oldani, a megoldés: (a; b) = (%, %)

Tehat: 1_1 = x=3;
X 3
1_ 1 -
Ellenérzés:
IR 30 1.
W3-3=37=7%
EEREOR20 - 5
@D3+13=72=3

Oldjuk meg az egyenletrendszert a val6s szamok halmazan!
(1) 2x+ 3y + 4z = 56

(2) x—y+2z=13

(3) 3x+2y—z=-15

Megoldas

Egy lehetséges indulds, hogy visszavezetjiik a feladatot mar ismert feladat megoldasara. Természetesen mas maéd-

szerrel is dolgozhatunk.

Ahhoz, hogy kétismeretlenes egyenletrendszerhez jussunk, amire mar vannak megolddsi médszereink, fejezziik ki

az egyik ismeretlent, majd ezt helyettesitsiik be a masik két egyenletbe.
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2)x =13 +y-2z. Behelyettesitve:
(1) 213 + y—2z) + 3y + 4z = 56.
(3)3(13 + y—2z) + 2y —z = -15.

Rendezések utin:

(1) 5y + 26 = 56 = y=6. (3)-ba behelyettesitve kapjuk: Fogalmak

(3)7z+69=-15 = z=12.  (2)-be helyettesitve kapjuk: egyenletrendszer;
grafikus modszer;

(2) x = 5. behelyettesité

. modszer;

Ellen6rzés: egyenld egyiitthatok

(1)2- (-5 +3-6+4-12 = 56. méda

(2)(5)-6+2-12=13. Gj ismeretlen

(B)(15) +2-6-12 = —15. bevezetése.

Tehét az egyenletrendszer megoldésa: (x; y; z) = (=5; 6; 12). R N

FELADATOK
1. K1 Oldjuk meg behelyettesité médszerrel a kovetkezé egyenletrendszereket!
2 x—Y:—Z}; by x—3y=—4}; o x=5—3y}; d)2X+6y=i |
Jy—2x=9 5y—=3x=-5 x+8x=10 x+2y:§
2. K1 Oldjuk meg az azonos egyutthatok modszerével az aldbbi egyenletrendszereket!
a) 3x+2y=28 . b x=2—4y; o x—2y=11; d)4x+3y=6.
2x—y =10 8y+3x=5 3x+2y=9 2x+y=4
P2l Vezessink be célszerlien megvalasztott dj ismeretlent, és ennek segitségével oldjuk meg az egyen-
letrendszereket!
1T, 1_2 1 4 9 7
—+-—== +—==2 + =2
g D) ><+3+y—5:5 2%—y 2x+y 3

Két szdm Osszege 40, kilonbsége 13. Melyik ez a két szam?

- Egy panziéban harom- és kétagyas szobdk vannak. Osszesen 14 szoba van, a féréhelyek szdma ~
' : 34. Hény két-, illetve haromdgyas szoba van a panziéban? "
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m Egy- és kéteurds pénzérmébd| 6sszegydijtottiink 35 db-ot, melynek
értéke 56 eurd. Melyik pénzérmébdl hany db-ot gyijtéttiink 6ssze?

7 K1 Ha egy kétjegy(i szdmhoz hozzaadjuk a jegyei felcserélésével ka-
pott szamot, 132-t kapunk. Masrészt tudjuk, hogy a jegyek felcse-
rélésével kapott szam harmadrésze 8-cal kisebb, mint az eredeti
szam. Melyik kétjegyli szamrél van sz6?

m Egy soml6i galuska és egy krémes ara 560 Ft. Harom krémes
80 Ft-tal dragabb, mint egy somléi. Mennyit kell fizetniink 6t kré-
mesért és két somloiért?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény I.: 1039-1057; 1058-1067.

77. SZOVEGES FELADATOK 1.

A matematikdban az egyenletek, egyenl6tlenségek, egyenletrendszerek megoldhatdsagénak vizsgalata,
megolddsanak médszerei fontos szerepet téltenek be. A mindennapi életben azonban természetesen nem
egyenletekkel, egyenlétlenségekkel taldlkozunk. A valésagban felvetett problémak megoldasa soran eddigi
ismereteink inkdbb csak technikai segitséget jelenthetnek a valaszok megadédsaban. Nemcsak ezekkel a
moédszerekkel kereshettink valaszokat a felvetett kérdésekre — bar ezek az algoritmusok hatékonyak —,
hanem gyakran logikai kovetkeztetésekkel is. Ne feledjiik ezek hasznalatat elménk csiszoldsa érdekében!

1. példa

A pénzvalté automataban a papirpénzt 10 és 20 forintosokra valthatjuk. Azt is megvalaszthatjuk, hogy
6sszesen hany darab érmét kapjunk. Hogy valtja fel az automata az 1000 Ft-ot, ha 90 darab érmét kértink?

Megoldas

Jeloljuk a 10 Ft-os érmék szamat x-szel, ekkor a 20 Ft-os érmék
szama 90 — x.
10x + 20(90 —x) = 1000,
—10x = -800;
x=80 = 90-80=10.

Ellendrzés:

80 darab 10 Ft-os értéke 800 Ft, 10 darab 20 Ft-os értéke
200 Ft, 800 Ft + 200 Ft = 1000 Ft.

Tehat az automata 80 darab 10 Ft-os és 10 darab 20 Ft-os ér-
mére valt fel. 3
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77. SZOVEGES FELADATOK 1.

Huisz év mulva az apa kétszer annyi id6s lesz, mint a fia. 8 évvel ezel6tt pedig hatszor id&sebb volt nala.
Hany évesek kalon-kialon?

Megoldas
Jeloljik jelenlegi életkoraikat: apa a éves; fia f éves. A feltételeket frjuk fel egyenletekkel:

a+20=2(f+ 20)}
a—8=6(—-28)

/rendezve

ch 2= 20 } Vonjuk ki az elsé egyenletbdl a masodikat!
a—6f=—140

4f = 60,

f=15.

Visszahelyettesitve megkapjuk: a = 50.

Ellen6rzés:

Husz év mulva: apa: 70 éves, fia: 35 éves, 35 - 2 = 70.
Nyolc évvel ezel6tt: apa: 42 éves, fia: 7 éves, 7 - 6 = 42.
Mostani életkoraik: 50 év, illetve 15 év.

Egy hdromszog belsé szogeinek ardnya 1 : 2 : 3, kerulete
(30 + 10v/3) cm. Szamitsuk ki a leghosszabb oldalhoz tar-
tozé magassag hosszat!

Megoldas

Mivela:f:y=1:2:3,ezérto= 189 = 307, = 2. 180" = 60 = = 90°.
Tehat a haromszog derékszogl haromszog, egy szabalyos hdromszog fele (olda- 30°
lai: 2x, x, V'3 -X).
2x
A haromszog keriilete: 30+ 10v/3 = x+ 2x+xv3 = x=10cm. x3
Jeloljuk az atfogbhoz tartozé magassagot m-mel.
A hdromszog tertletét kétféleképpen felirva: A
10'1205 = 2O2m = m=5Y3 (cm). X

A leghosszabb oldalhoz tartozé magassag hossza 5v'3 cm.
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Egy kétjegyli szam szamjegyeinek 6sszege 11. Ha a szamjegyeit felcseréljik, 45-tel kisebb szamot ka-
punk. Melyik az eredeti szam?

Megoldas

Jeloljik az egyeseken all6 szamjegyet x-szel, ekkor a tizes helyiértéken all6 szamjegy (y) a feltétel miatt:
y = 11 —x. Eredeti szam 10 - y + x = 10(11 = x) + x. A felcserélt szdm 10x + y = 10x + (11 - x). Egyen-
lettel felirva a feltételeket:
[TO(11 =x) + x] = [10x + (11 —x)] = 45;
—18x + 99 = 45;
x=3 = y=11-3=8.

Ellenérzés:
8+3=11 és 83 -38 =45.
A keresett szam a 83.

Megjegyzés
A hasonl6 jellegl feladatokat médszeres probalkozassal is megoldhatjuk. Gyakran hamarabb megol-
déshoz juthatunk ezzel a médszerrel.

Apa és fia nekidlltak keritést festeni. Egymasrdl tudtak, hogy egyedil 6, illetve 10 6ra alatt lennének
kész. Egyéranyi kozos munka utdn a mama elkildte a fiGt vasarolni, igy az apa fél 6ran at egyedil dolgo-
zott. Majd kozosen befejezték a kerités festését. Osszesen mennyi ideig tartott a kerités festése?

Megoldas

Foglaljuk tablazatos elrendezésbe adatainkat! Jel6ljiik x 6raval azt az idét, amennyi ideig egyiitt dol-
goztak.

Az apa egyediil elvégzi a munka % részét 1 6ra alatt;
a fiti egyediil elvégzi a munka % részét 1 ora alatt.
1 6ra kozos munkavégzés alatt: S e
6 10 15 !
az apa fél 6ra alatt: % részt;
A~ 2 Cgese X X AX
kozosen x ora alatt a befejezésig: 6T 70 = 75 részt



77. SZOVEGES FELADATOK 1.

S N 4

4 _ 2ol
Egyenlettel megfogalmazva: Tt tis =1 rendezéssel:

16 + 5 + 16x = 60, innen x = e Ennyi 6ran at dolgoztak egyditt.

16
Szamitsuk ki, mennyi ideig dolgoztak kilon-kilon!
1,.39_63 39 55 . .
Apa: T+ 5+ 16 = 6orat Fid: 1+16 76 Orat

63 1_63 grészét,afit]

Az apa elvégezte a munka T E=9% =

T = 75 r€szét. Ketten egyditt:

55 1 _ 55 _ 11
16 10 ~ 160 ~ 32

>

21 11 4 2 . .
33t33=1 elvégezték a teljes munkat.

63

A keritésfestés Gsszesen 16

6rdig = 3 6ra 56,25 percig, kortlbeldl 4 6rdig tartott.

FELADATOK

1. K1 Egy kétjegy(i szamban a tizes helyiértéken 2-vel kisebb szam &ll, mint az egyes helyiértéken. Ha
a szamjegyeket felcseréljik, az eredeti és felcserélt szamok 6sszege 154. Melyik ez a szam?

Egy haromjegy(i szam els§ szamjegye 2. Ha a tizes és az egyes helyiértéken |évé szamokat fel-
cseréljik, akkor az eredeti szam és a kapott szam kilonbsége 63. Melyik ez a szam?

=
A
—

Egy firddmedencét két csapon keresztil lehet feltdlteni. Az elsé csap egyediil 18 6ra alatt, a ma-
sodik csap egyediil 15 6ra alatt toltené fel a medencét. Mennyi id6 alatt telik meg a medence,
ha az elsé csapbdl 2 6ran keresztil folyik a viz, majd ezt a csapot elzérjak?

5=
A
—)

Egy autépalya-szakasz épitéséhez kavicsot hordanak. Harom kiilonbozé teljesitményi teherauté
végzi a munkat. Az egyik teherauté egyedil 5 nap alatt, a masik teheraut6 egyeddl 8 nap alatt,
a harmadik teherauté egyedil 9 nap alatt vinné a helyszinre a szikséges kavicsmennyiséget.
Mennyi id6 alatt végzi el a harom teherauté a munkat, ha parhuzamosan dolgoznak?

Karcsi 17 évvel fiatalabb mogorva szomszédjandl. Ha kétszer annyi idés lenne, mint most, akkor
egy évvel volna iddsebb, mint a szomszédja most. Hany éves a mogorva szomszéd?

Harom testvér kozil a legid6sebb kétszer annyi éves, mint a legfiatalabb, a kozépsé négy évvel fi-
atalabb, mint a legiddsebb. Ot év mdlva életkoraik 6sszege 46 év. Hany évesek most a testvérek?

Egy nagy méretdi, kor alakd templomi ablak keriilete 5 méter. Hany méter a kor sugara? (A va-
laszt cm pontossaggal adjuk meg!)

o
A
—

Egy téglalap alakd fuvesitett terilet kozepére kb. 100 m? teriilet(i, kor alakd szokdkutat tervez-
nek. Mekkora a flvesitett teriilet oldalainak hossza, ha oldalainak ardnya 7 : 3, és a szokékait te-
rilete a téglalap alaki park tertletének 13%-at foglalja el? A vélaszt méter pontossaggal adjuk
meg!
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m Egy lakoparkot L alakd park ha-

tarol, mely 6 db azonos méretti
négyzetre bonthaté. A parknak
nincs keritése a lakonegyed felé.
A parkot hatarol6 keritéshossz
mérészamanak tizszerese (m-ben
mérve) megegyezik a park terd-
letének mérészamaval. Hany
négyzetméter a park terilete?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I.: 1011-1019; 1077-1078; 1103-1127; 1171-
1174; 1175-1178.

78. SZOVEGES FELADATOK 2.

Foglaljuk 6ssze, hogyan épithetjiik fel megolddsunkat gyakorlati feladatok esetén!

— A szoveg értelmezése utan vezessiink be ismeretleneket, jegyezzik le mit, mivel jeloltink!

— A szévegben megfogalmazott 6sszefiiggések utan vagy logikai okfejtéssel oldjuk meg a feladatot,
vagy fogalmazzunk meg egyenleteket, egyenlétlenségeket!

— Oldjuk meg a felirt egyenleteket, egyenlétlenségeket!

— A kapott eredményeket az eredeti szovegbe visszahelyettesitve végezziink ellenérzést! Nem szabad
csak az egyenletmegoldast ellendrizni, mert rosszul felirt egyenletet hibatlanul megoldva sem kapunk
jo vélaszt a feladat kérdésére!

— Jegyezzik le valaszunkat a feltett kérdésre!

Az 6ra mutatdi 6 érakor egy egyenesbe esnek és ellentétes irdnytak. 6 6ra utdn legkdzelebb mikor ko-
vetkezik be ugyanez a helyzet?

Megoldas

Jeléljiik a nagymutat6 szogelforduldsat 27 + x-szel, szogsebességét w -nel, ekkor a kismutaté szégelfor-

. . LW
duldsa x, szogsebessége VR

p p p 2 ol L 2T+ X X .2
A két mutaté mozgdsa ugyanannyi ideig tart, tehét “o, o Rendezve: 57 = x.
12

A nagymutaté 27, azaz 360°-o0s elforduldsa 60 percig tart, igy tehat %—71[ = x szogelfordulas % percig
tart.

Vagyis 1 6ra és % perc mulva all el6 a kérdéses helyzet, azaz 7 éra 5% perckor.
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Két iskolai csoport talalkozdt beszélt meg. A két turistahaz, ahol
megszalltak, egymast6l 25 km-re van, melyet egy 6svény kot dssze.
Az egyik csoport 6ranként 4, a masik 6 km-t tud megtenni. Ha egy-
szerre indulnak el, akkor mennyi id6é mulva talalkoznak? Hatdroz-
zuk meg a taldlkozdas pontos helyét!

Megoldasok

1. megoldas:
Mivel a sebességek aranya 4 : 6, igy azonos id6 alatt a megtett
utak aranya szintén 4 : 6.

Tehét a lassabbak % -4 = 10 km-t, mig a gyorsabbak 15 km-t

tesznek meg. Mind a két tarsasagnak ehhez 2,5 érara van sziksége.

2. megoldas:
Jeloljuk x km-rel azt az utat, amelyet a lassabban haladdk tesznek meg a taldlkozasig.

Ekkor 6k 6sszesen % 6rdig vannak Gton, a masik csoport tagjai pedig 256_ X braig.

Ezek egyenl6ségébdl:

X _ 25—x

47 6

A lassabban haladék 10 km-t 2,5 6ra alatt, mig a gyorsabban ha-
ladok 15 km-t szintén 2,5 éra alatt tesznek meg a talalkozasig.

Laboratériumban gyakran kell 30%-0s és 80%-os oldatbdl 5 liter
60%-0s toménységli oldatot késziteni a kisérletekhez. Melyikbdl
mennyit kell venniink? Adjuk meg a valaszt Ggy is, ha azt szeret-
nénk, hogy a keverék toménysége p%-os legyen!

Megoldas

Oldjuk meg az altalanosabb kérdést!
Jeloljik a 30%-os oldat térfogatat x literrel. Foglaljuk tablazatba
az adatokat:

= x=10km = 25-10=15km.

30x

x liter 30%-os oldat tdmény része: 100 liter,

(5 —x) liter 80%-o0s oldat tomény része: 80(1506 X),
; o 2 P 5p

5 liter pY%-os oldat témény része: 455

A tomény részekkel paraméteres egyenlethez jutunk:

30x , 80(5—x) _ 5p_
700 7 100 100




VII. EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK, EGYENLETRENDSZEREK
m Oldjuk meg az egyenletet a pozitiv szamok halmazan, ahol 0 <x <5 és 30 <p < 80!
400 — 50x = 5p.

_400-5p  80—p

50 10

Egyszer(i szamoldssal meggy6zédhetiink, hogy a kapott gyok kielégiti a feltételeinket:

Ha058016p55 = 0<80-p<50 = 30<p<80.

Ha, az elsé kérdésnek megfeleléen, p = 60, akkor:

= w = 2, azaz 2 liter kell a 30%-0s és 3 liter a 80%-o0s oldatbdl.

EllenGrzés:
2:03+3:-08=3=5:-0,6.

Egy derékszog haromszog oldalainak mérészama egész szam. A haromszog keriiletének és teriiletének a méré-
szama megegyezik. Hatarozzuk meg a haromszog oldalait!

Megoldas

Jelélje a két befogd hosszdt a és b, ekkor az atfogd hossza ¢ = v/a*+ b*, és a kertlet és teriilet mérészamanak
egyenléségébdl a+ b+ ya’+ b* = ‘32—b (ahol a, b pozitiv egész szamok). Az egyenletet atrendezziik és négyzetre eme-

[ink:

Ja+b =L (a+b)

202
a’+ b’ = %-ﬁ- a’+ b>+ 2ab— ab(a+ b)
Rendezés és ab-vel osztas utdn
0=ab + 8—4a—4b.
A masodfoki diofantoszi egyenlet mindkét oldalahoz hozzaadunk 8-at, majd a jobb oldalat szorzatta alakitjuk:
8=(a—-4)b-4).
Mivel (@ — 4) és (b — 4) egész szamok, a tényezdk csak a 8 osztdi lehetnek. Feltehetjiik, hogy pl. a < b, ekkor a le-

hetdségek:
a-4 | -8 —4 1 2
b-4 | - -2 8 4
a —4 0 5 6
b 3 2 12 8

Két megoldast kapunk: (a, b) = (5, 12) vagy (a, b) = (6, 8).
Ellenérzés: ha (a, b, ¢) = (5, 12, 13), akkor a kertilet és a terilet 30; (a, b, ¢) = (6, 8, 10) esetén pedig a kerilet és
a tertlet is 24.
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Az A auté a kTm sebességgel, mig a B auté b kTm sebességgel halad (0 < a < b). Induldskor a kozattik levé tavol-

sag d > 0 km. Mikor taldlkozik a két aut6, ha
a) egy iranyba haladnak (B van hatrabb);
b) ellentétes irdnyba haladnak?

Megoldasok

Jeloljiik x-szel a talalkozasig eltelt id6t 6raban szamolva. A megtett utak egyenléségébdl:

a) bx —ax =d.
_ : . _d
(b-a)x = d, mivel b#a, igy x = b2
b) ax + bx = d= 5= d
a+b’

A talalkozasig % ora, illetve ai

+b

6ra szlikséges.

FELADATOK

1. K1 Egy aut6 A-bdl B felé halad. Bizonyos idé mdlva a megtett
Gt gy aranylik a még hatralévéhoz, mint 3 : 5. Ha az auté
megtesz még 40 km-t, akkor az Gt felénél tart. Mekkora az
AB tavolsag?

P03 10 liter 20%-os oldathoz legaldbb hany liter 80%-os oldatot
ontstink, hogy a keverék legalabb 42%-os legyen? (A vélaszt
két tizedesjegy pontossaggal adjuk meg.)

a

3. E2 Numizmatikus baratomnak k db érméje 6sszesen K dkg.
Legfelijebb hany érme tomege lehet nagyobb, mint
K ?
L+ 0,012

Egy 2x liter térfogatl edényben x liter viz, mellette egy 2y
liter térfogatd edényben vy liter viz van. Az elsébe percen-

ként% liter, a masodikba percenként% liter viz folyik be.

Hany perc milva lesz a két edényben ugyanannyi viz?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény 1.: 1020-1023;
1034-1038; 1146-1151; 1152-1157.
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Egyenletelnket agy is ertelmezhetjuk hogy annak mindkét oIdaIan egy-egy fuiggvény all. Az egyenlet
értelmezési tartomanya a két értelmezési tartomany metszete. A megoldashalmazt pedig az értelmezési
tartomany azon elemei alkotjak, amelyekre a két fliggvény értéke megegyezik. A grafikus megoldas szem-
pontjabdl ez annyit jelent, hogy abrazoljuk mindkét fliggvényt. Ezutan megkeresstk a két grafikon met-
széspontjait. A metszéspontok elsé koordinatai a megoldasok. A masodik koordinaték pedig a megegyez6
fuggvényértékek. Ezt a megoldast csak akkor alkalmazhatjuk, ha a metszéspontok koordinatdi pontosan
leolvashat6k. A leolvasas utan behelyettesitéssel ellenérizntink kell a megoldast.

George Washington hid New Yorkban.



79. EGYENLETEK ES EGYENLOTLENSEGEK
GRAFIKUS MEGOLDASA

Oldjuk meg grafikusan a kovetkez6 egyenletet!

b= ) — 5%

Megoldas

Egyenletiink mindkét oldaldnak értelmezési tartomanya a valds szamok
halmaza. Abrazoljuk az x — x* és az x — 2 — x fiiggvényeket!

A két fuggvény grafikonja a P(=2; 4) és Q(1; 1) pontokban metszi egy-
mast. At kell gondolnunk, lehet-e tobb metszéspont. A parabolanak és az
egyenesnek nem lehet ketténél tobb kozos pontja. Ez azt jelenti, hogy az
egyenletnek két megolddsa van, mégpedig az x, = -2 és az x, = 1. Behe-
lyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy ezek valéban megoldasai az egyenlet-
nek.

Ellen6rzés:

(-2)2 = 2 -(-2),
4 =4,
B=2-=1,

1 = 1. Tehat mindkét megoldas helyes.

Keressiik meg azokat a pozitiv egész szdmokat, amelyek reciprokdnak hatszorosa ugyanannyi, mint
amennyivel 6k maguk kisebbek hétnél!

Megoldas

A % = 7 — x egyenlet megoldasait keresstik.

Abrézoljuk az x — % és az x — 7 — x fuggvényeket az R\{0} halmazon!

A két grafikon a P(1; 6) és a Q(6; 1) pontokban metszi egymast. Tehat
az egyenlet gyokei az x, = 1 és az x, = 6. Ezeket behelyettesitéssel el-
lendrizhetjtik.

6_,_

2 =7-1,

6 =6,

6 = —

g =7-6, 6
1 =1, valéban megoldasai az egyenletnek.
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VIII. FUGGVENYEK - TRANSZFORMACIOK

Oldjuk meg a kovetkezé egyenletet!

|x\:%x+3.

Megoldas
y A
Az eddigiek alapjan nem lesz nehéz dolgunk. 1 Q(6;6)

< . ) - J 1
Abrézoljuk az x — | x| és az x — %x + 3 fuggvényeket! +oaxt3

A metszéspontok koordinatai konnyen leolvashaték. P(-2; 2)
és Q(6; 6). Tehat a megoldasok: x, = -2, x, = 6. Ezeket kony- P(-2:2)
nyen ellendrizhetjiik:

|-2l= 12+ 3 —

1
2

(Nem érettségi tananyag.)
Keresstink olyan pozitiv szimokat, amelyek kétszereséhez az
egész résziiket hozzdadva 5-6t kapunk!

Megoldas

Feladatunk egyenértékdi az [x] + 2 - x = 5 egyenlet megoldasa-
val. Ha grafikusan akarjuk megoldani a problémat, akkor célszert at-
alakitani egyenletiinket.

l6/]==-6+3

X +2-x=5 /-2 - x
XKI=-2-x+5
Most mar abrdzolhatjuk a két ftiggvényt. f(x) = [x] és g(x) = =2 - x + 5. —o
A két gorbének nincs kozos pontja. Az f fiiggvény gorbéjéhez nem —o
tartozik hozza a P(2; 1) pont, hiszen [2] = 2. Tehat az egyenletnek —o
nincs megoldasa. —o

(Nem érettségi tananyag.)
Keresstik meg az dsszes olyan szamot, amelyek harmadat 1-bél kivonva eredményiil a szam tort részét kapjuk!

Megoldas

y A feladat a {x} =1 —% egyenlet

_
-
—
B
0
—

. megoldasat kivanja télink. Az egyen-

/) o let algebrai megoldasa kicsit hosszadal-
R masnak tlnik. A flggvények segitsé-

53 0) gével viszont elég gyorsan célhoz

I » | €rhetiink. Tehat dbrazolnunk kell az

b3

o

>

I

Bl fr————
— 4

Xx—{x}ésazx—~1- % fuggvényeket.
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79. EGYENLETEK ES EGYENLOTLENSEGEK GRAFIKUS MEGOLDASA

Most nem tudjuk kozvetlentl leolvasni az 6sszes megoldast. Azt viszont lathatjuk, hogy egyenletiinknek pontosan
négy megoldasa van. Ha x = 0, akkor a (0; 1) nem megoldas, mert az {x} grafikonjanak a (0; 1) nem pontja. Az S(3; 0)
pont kénnyen leolvashat6 a grafikonrél. Az x,-rél csak annyit tudunk, hogy 0< x, <1. Viszont itt egyszerti algebrai dtala-
kitasokkal hamar célhoz értink. Tudjuk, hogy {x} = x, ha 0 <x < 1, ezért egyenletiink igy alakul:

x=1- %x /-3
3:x=3-x [+ x
4-x=3 /4
-3 it = 2 &g p(3. 3 2 " PP
X = 4,teha‘[ xi=7 & P(4, 4).Azeredmenyt konnyen ellenérizhetjik.
30 _ 4 1/(3 ‘
3=1-36G) /3
=11
=1-7,

%, valéban megoldas.

Az x,-rél latjuk, hogy 1 < x, < 2. Ebben az intervallumban a {x} = x — 1, hiszen az x — x grafikonjat eggyel toltuk
,lejjebb”. Itt egyenletiink igy alakul:

1

x—1:1—§x *3

3:x-3=3-x [+ x

4-x-3=3 /+3

4-x=6 /i 4
_6_3 whitae3 0f3.1 sraés: 13
X=g=3, tehat x, = oL Q(2’ 2). Ellenérzés: {2

_ —
Il
—
|
W=
—
N o
—_

S]

Ha 2 <x < 3, akkor az x — {x} képét Ggy kapjuk, hogy az x — x gorbét kettével ,lejjebb” toljuk. igy ezen az in-
tervallumon {x} = x - 2.

Az egyenlet x — 2 = 1 —% alakd lesz.

x-2=1-% %
Ellen6rzés: {2} —1-1.29
3x—6 =3 —-x /+ x 4 3 4/
4x-6=3 /+ 6 : .
2+7}=1——,
4x =9 /: 4 { 4 7
= 9 4y 9 4.p(9.1 il
X—Z,tehatx3—4esR(4,4), 1=1

Tehét egyenletiink megoldasai: xi = %, =
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y Erdemes a fiiggvényeket még egyszer felrajzolni;
négyzethdlés flizetiinkben egy egységet két cm-nek
véve.
Egyenleteinket rendszerint nulldra rendezzik. Ha
R (%; ]z) ilyen formaban szeretnénk megoldani grafikus méd-
5(3;0) szerrel, akkor az egyik fliggvény az azonosan nulla
¢ » | fliggvény lesz. Ennek képe az x tengely. Tehat lénye-
x gében a masik oldalnak megfelel6 fuggvénynek az x
_%X +1 tengellyel valé metszéspontjait keressuk.

N
-
—
Bl
Bl
-
—
ol
o=
N

o
>
Il
Bl =
-6
>
Il i\
I
>
Il
o |-
>
2
Il
w

Egy réka téle 30 m tavolsagra megpillant egy nyulat, és azonnal a
nyomaba ered. A roka 8 %, a nydl pedig 6 % sebességgel tud futni.

A nyll egyetlen esélye, hogy a réka csak 10 masodpercig tud ilyen
gyorsan futni. Megmenekiil-e a nyal?

Megoldas

. Grafikus megoldassal kisérleteztink.
Aym 4

Fizikai tanulményainkbdl tudjuk, hogy az egyenletes
mozgast végz4 test altal megtett Gt (s) a sebesség (v) és az el-
telt id6 (t) szorzata. Az x tengelyen az eltelt id6t masodperc-
ben, az y tengelyen pedig a roka kezdeti helyzetétSl mért ta-
volsagot méterben mérjik.

A roka helyzetét az f(x) = 8x fliggvény adja meg, ahol az
x az eltelt idét, f(x) pedig a kezdeti helyzettSl mért tavolsagot
jelenti. Természetesen x > 0.

A nyul esetében a g(x) = 30 + 6x lesz a megfeleld fligg-
vény.

Abrazoljuk mindkét fiiggvényt ugyanabban a koordinata-
rendszerben.

Jol lathato, hogy a rékanak 15 mésodpercre lenne sziik-
sége ahhoz, hogy utolérje a nyulat. Mivel a roka csak tiz ma-
sodpercig tud ilyen sebességgel futni, ezért a nydl megme-
nekdil.

A grafikonrél azt is leolvashatjuk, hogy tiz masodperc alatt
a kezdeti 30 m-es elénybdl csak 10 m maradt.

100 1

o
-
—
=-
b3

=«
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EGYENLOTLENSEGEK MEGOLDASA GRAFIKUS MODSZERREL

Oldjuk meg grafikusan a 2x — 3 > 6 — x egyenl6tlenséget!

Megoldas

Mindkét oldal értelmezési tartomanya az osszes valés szam.
Most is dbrazoljuk az f: x — 2x — 3 és g: x — 6 — x flggvényeket!
Olyan x-eket kerestink, amelyekre az f fliggvény értékei nagyob-
bak a g értékeinél. Mivel a grafikon pontjainak mésodik koordi-
natdja a fuggvényérték, ezért azon x értékeket keressiik, ame-
lyekre az f képének pontjai g képének pontjai fol6tt vannak.

Nézziik a grafikonokat!

Az abran jol lathato, hogy x = 3-ndl a két fliggvény értékei
megegyeznek. Ha viszont x > 3, akkor az f képének pontjai van-
nak foltl. Tehat a megoldashalmaz a haromnal nagyobb szamok.

Példaul x = 4-nél:

2:4-3=5>6-4=2.

Tehat a megoldashalmaz M = 13; oof.
Az egyenlGtlenséget algebrai Gton is megoldhatjuk:

2X—=3>6-x [+ x

3x-3>6 /+ 3
3x > 9 /3
X > 3.

Ily médon egyszertibben jutottunk eredményre, de ez nem
mindig van igy. A fliggvények néha akkor is segithetnek, amikor
az algebrai atalakitdsok cs6édot mondanak.

Az 7. példa médszerét dltalanosithatjuk is.

Az fix) < glx) egyenl6tlenség grafikus megolddsa érdekében
mindkét fliggvényt abrazoljuk.

Megkeresstik az f fliggvénygorbe azon pontjait, amelyek a g
fuggvénygorbe pontjai alatt helyezkednek el. Ezeknek az els6 ko-
ordindtai alkotjak a megoldashalmazt. Természetesen az egyen-
|6tlenséglink értelmezési tartomanya csak a két fliggvény értel-
mezési tartomanyanak a kézos része lehet.

TehatM c D, Dg,

fx) < gx),

a megoldds: x; < x <x,.
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Oldjuk meg grafikusan a kovetkezé egyenlétlenséget!

6>7_5
X

Megoldas

Abrézoljuk a fuggvényeket: f(x) = % glx) = 7 — x?l Az egyenl&tlenség értelmezési tartomdnya R\{0}.

Az dbrazolashoz készitsiink tablazatot!

X =5 —4 -3 -2 =Tl 1 2 3 4 5 6
% 1,2 -1,5 -2 -3 -6 6 3 2 1,5 1,2 1
X2 25 16 9 4 1 1 4 9 16 25 36
7 —x? -18 =9 —2 3 6 6 3 =2 =9 -18 -29

A metszéspontok koordinatdit mar a tabldzatbdl is kiolvas-

hatjuk, P(=3; -2), Q(1; 6), R(2; 3).

Harom olyan intervallumot taldlunk, ami megoldasa fel-

adatunknak:
M = ]—0; =31 U ]0; 1] U [2; oof.
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8 milli6 forintom van a bankban, évente 2 milliét tudok A y (milli6)
megtakaritani. A baratomnak ugyan egy forintja sincs a bank-
ban, de éves szinten 4 milliét tud megtakaritani. Mennyi ideig 1 b,
érezhetem gazdagabbnak magam nala?

Megoldas 1 * .
T L L)

Jeléljiik a -nel a bankban lévé pénzemet n év mdlva mil- T o
libban. Legyen b _a baratom vagyona a bankban, szintén mil- T *
lioban. Az n egy nemnegativ egész szamot jelent. Két soroza- 1
tot kapunk:

a = 8+n-2, ® °

b =4-n.

Abrézoljuk mindkét sorozatot egy koordinéta-rendszerben! o

A grafikonrdl leolvashatd, hogy a negyedik év végéig én le- P Py
szek a gazdagabb. Mivel év kozben nem tudjuk pontosan, mi i ] ’ ’ ' ’ ’ ’ e
torténik, ezért feltételezziik, hogy vagyonunk egyenletesen 1
gyarapszik. Négy év elteltével pontosan ugyanannyi pénziink
lesz. Utana pedig mér a baratom lesz a vagyonosabb.

Sy

Fogalmak

FELADATOK grafikus megoldas;

egyenletek grafikus
n Oldjuk meg az els6 négy példa megoldasanak felhaszndldsaval a kovetkezé megolddsa;

egyenlétlenségeket! egyenlétlenségek
grafikus

K1 a) x> > 2 —x; K2 ¢ %< 7 —X; megolddsa.

X

K2 b) | x| < %x + 3; Nem érettségi tananyag: d) {x} > 1— 3

Oldjuk meg az egyenleteket!
K1 a) x2 = 2x; E1 b)x?2 = |x|;  Nem érettségi tananyag: ¢ [x] = x* - 2.

Oldjuk meg az egyenlétlenségeket!

K1 a)x+1<%; E1 b)x—6 > —|x|; K2 o) x2 + 6x + 5<0.

Gydr és Miskolc tavolsaga autépalyan 300 km. Reggel egy idében elindul két személyauté egy-

massal szemben. A Gy6rbdl indulénak 70 %, a Miskolcrél indulénak pedig 80 Ig)g az atlagse-

bessége. Az indulds utdn mennyi id6vel taldlkoznak? Mennyi idé mdlva lesz a két auté tavolsaga
30 km? (Abrazoljuk az auték tavolsagat az id6 fuggvényében!)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgy(ijtemény I.: 153. oldal.
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FUGGVENYTRANSZFORMACIOK
(Olvasmany)

A korabbi leckékben megismerkedtiink a fliggvények néhany alaptipusaval. Az abrazoldsok soran megtapasztaltuk,
hogy a hozzarendelési szabdly kis véltoztatdsa hogyan médositja a fliggvény grafikonjat.
Ezeket az ismereteket foglaljuk most 6ssze.

I. A fiiggvénygorbe eltoldsa az y tengely mentén.

f,00=|x|, £,x)=|x| -2, £ =[x] +3,

2

g =x, gk=x-2 gk =x>+3.

X 3 | =2 | - 0 1 2 3
Ix| 3 2 1 0 1 2 3
x| 2| 1 0 | -1 | =2 | - 0 1
x| +3| 6 5 4 3 4 5 6
X 3 | =2 | - 0 1 2 3
X2 9 4 1 0 1 4 9
-2 | 7 2 | -1 | =2 | - 2 7
¥ +3 | 12 7 4 3 4 7 | 12

Bar mindkét esetben mas volt az alapfiiggvényiink, mégis ugyanaz az
eltolas vezetett eredményre.

Ezekbdl arra kovetkeztethetiink, hogy tetszéleges fliggvény képének is-
meretében dbrazolni tudjuk a téle csak egy konstansban kiilénbozét.

Ezt egyszerten leirhatjuk a fliggvények nyelvén : f(x) — f(x) + c.

A grafikont el kell tolnunk az y tengely mentén c-vel.

1. A fiiggvénygorbe eltoldsa az x tengely mentén.

Az elsé esetben a fliggvény értékét valtoztattuk meg, most viszont a
véltozét fogjuk.
Lassuk a példakat!

0 =Ix[, £0=[x=2], fx=|x+3]

2

X 5 | -4 | 3 | =2 | -1 0 1 2 3 4
Ix| 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4
x-2 | 7 | 6 | -5 | -4 | 3 | =2 | 1 0 1 2
x=2|| 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2
x+3 | =2 | 4 0 1 2 3 4 5 6 7
Ix+3]| 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7
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X -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
x? 25 16 9 4 1 0 1 4 9 16
X—2 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2
x=2)2 | 49 36 25 16 9 4 1 0 1 4
% AR 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
(x + 3)? 4 1 0 1 4 9 16 25 36 49
y x|
[x+ 3] [x—2]
S0 1 X
Itt is eltoldssal kaptuk meg az j fliggvényt az eredetibdl. VA
A képletben a véltozé helyére egy Gj valtozot helyettesi- T
tiink. Egyszertien igy foglalhatjuk 6ssze: f(x) — f(x — c). Tehat
az f(x) képének ismeretében tudjuk abrazolni az f(x — c)-t. Az i
eredeti fuggvény grafikonjat el kell tolnunk c-vel az x tengely T P
. e, (x—10c)
mentén. Ha ¢ > 0 (pl. 2, f(x — 2)), akkor pozitiv irdnyba kell T
eltolnunk, hac < 0 (pl. -3, fix - (=3)) = flx + 3)), akkor pedig
negativ irdnyba az x tengely mentén. ; >
Jelen esetben ¢ = -3, illetve ¢ = 2. L X

Vigyazz!
Ha a fliggvényt pozitiv iranyba toljuk az x tengely men-
tén c-vel, a képletben x helyett (x — c)-t helyettesitink!

11l. Szorozzuk meg a fiiggvényt egy szammal!

f.60 = |x|, f,00=2[x], f3(x):%\x\.

1

x |3 | =2 |- 0 | 1 2 3
Ix| 3 2 1 0 | 1 2 3
2| | 6 4 2 0o | 2 4 | 6
x| 15| 1 05 | 0 05 | 1 1,5
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2

gk =x2, g =2 g= %x ;

x | -3 |2 |4 0o | 1 2 | 3
X 9 | 4 1 0o | 1 4 | 9
% | 18 8 2 0o | 2 8 | 18
%x2 45| 3 05| 0o | 05| 2 4,5

A fliggvények hozzarendelési szabalya csak annyiban véltozott, hogy
megszoroztuk egy pozitiv szammal. A rajzokon jol lathat6, hogy ebben az
esetben a grafikon pontjai egy fliggéleges egyenes mentén mozdulnak
el. Az x tengelytSl mért eljeles tavolsaguk véltozik pontosan annyiszo-
rosara, mint amennyivel a fliggvényt szoroztuk. A tengelyen |évé pontok
helyben maradnak. Ha egynél nagyobb szammal szorzunk, akkor a pon-
tok tavolodnak az x tengelytdl, és ezt mi nydjtasnak fogjuk nevezni. Ha
egynél kisebb ez a szam, akkor zsugoritasrol beszéltink. Ezt a geometriai
transzformdcidt az x tengelyre torténé merdleges affinitasnak nevezziik.

Tehat f(x) - ¢ - f(x), ahol ¢ > 0, de c # 1, akkor ez vagy nydijtas
(c > 1), vagy zsugoritds (0 < c < 1).

IV. Nézziik meg a ¢ = -1 esetet!
f,0) = Ix], £, = —|x|;

g,(x) = x%, g,(x) = —x.

X -3 -2 -1 0 1 2 3
52 9 4 1 0 1 4 9
X2 9 | -4 | - 0| -1 | -4 | -9
|x| 3 2 1 0 1 2 3
—Ix] | 3 | =2 | 0o | -1 | 2| -3
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Lathat6, hogy f(x) — —f(x) esetén az x tengelyre vonatkozé tiikrozés yA X’
vezet eredményre. 1

— T
i /

Egy fliggvénydbrazolds soran lehet, hogy ezeket a transzformaciékat
tobbszor kell alkalmaznunk egymas utan. Példaul:

fx) = (x—3)*— 4.

Nézziik, hogyan kell ezt a fliggvényt transzformaciék egymasutanija-
val abrazolni.

Kiindulunk az x* grafikonjabdl. Ezt harommal ,jobbra” (az x tengely
mentén pozitiv irdnyba) tolva kapjuk az (x — 3)*-et. Ha ezt eltoljuk néggyel
Jlefelé” (‘az y tengely mentén negativ irdnyba), akkor megkapjuk f(x)
képét. Ezt egyszer(ien igy irhatjuk:

x2 = (x—=3)?— (x—3)>—4.

Abrézoljuk az f(x) = —2(x + 2)> + 2 fuggvényt!

Megoldas

Nézziik, hany transzformacios lépéssel juthatunk el iddig az x? grafikonjabdl kiindulva!
X2 = 2x2 = =2x2 > 2(x + 2)2 > -2(x + 2)> + 2.

Tehdt el6szor nydjtjuk kétszeresére, majd tikrozzik az x tengelyre, ezutdn eltoljuk kett6vel ,balra” (az x tengely
mentén negativ iranyba), végul eltoljuk 2-vel ,felfelé” (az y tengely mentén pozitiv iranyba).
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Megjegyzés

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a kévetkez6 sorrendben hajtjuk végre
az dbrézolast:

X2 X+ 2?22k + 2% > 2(x + 2> > -2(x + 2)>+ 2.

Megjegyzés
Minden mésodfok kifejezést atalakithatunk erre a transzformacios alakra.
Nézziink két egyszer(i példat!

Készitstik el az f(x) = x> + 4x fuggvény grafikonjat!

Megoldas

llyen alakban nem tudjuk leolvasni a transzformécids lépéseket. Algebrai ta-
nulmanyaink sordn megismerkedtink a masodfoku kifejezések azonos atala-
kitasaival. Ezek koziil most a teljes négyzetté alakitast fogjuk hasznalni.

X Ax =X+ Ax+4-4=(C+4x+4) -4 =+ 2?4 igymairel-
végezhetjiik a transzformdacids lépéseket.

Az abrazolashoz két |épésre lesz sziikség.

x> = (x + 2)> > (x + 2)? — 4, vagyis a normalparabolét eldszor eltoljuk
,balra” két egységgel, majd ,lefelé” 4 egységgel.

3. példa

Abrézoljuk az f(x) = —2x2 - 8x — 6 fiiggvényt! Keressiik meg a parabola ten-
gelypontjat!

Megoldas

Ujra teljes négyzetté alakitdssal prébalkozunk. Elétte azonban emeljiik ki az x? egyiitthat6jat az egész kifejezéshdl!
—2x2—8x—6 = =2(x* + 4x + 3) = 2[(x + 2> = 1] = =2(x + 2)> + 2.

Megkaptuk az elsé példaban mar abrézolt figgvényt. igy a tengelypont koordinatait is kénnyen meghatarozhatjuk:
T(=2; 2).

A masodfoka fliggvények dbrazolasa soran tanultakat hasznosithatjuk més fuggvények abrazolasanal is.
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Abrézoljuk az f(x) = ﬁ + 3 fliggvényt!

Megoldas

Most az alapfiiggvény az %, aminek a képe hiperbola, melynek aszimp-

totdi az x és y tengely.
Nézziik a transzformaciés lépéseket!

1 1 1

Pl -

Az elsé 1épésben eltoljuk a hiperbolat kettével jobbra. Ekkor viszont a

fliggbleges aszimptota, vagyis az y tengely is kett6vel jobbra mozdul. Az (j
aszimptotat egy fliggéleges szaggatott vonallal jel6ljiik. A masodik |épésben
3-mal felfelé (az y tengely mentén pozitiv iranyba) toljuk el grafikonunkat.
Ekkor a vizszintes aszimptota, vagyis az x tengely is hdrommal feljebb keriil.
Hdznunk kell egy vizszintes szaggatott vonalat, ami 3-nal metszi az y ten-

gelyt.

A transzformaciok megvéltoztattdk az értelmezési tartomdnyt és az értékkészletet is.

Az %—nek az ET-a és az EK-e is az Osszes valds szam, kivéve a nulla.

Az f(x) = ﬁ + 3-nak az ET-a az dsszes valds szam, kivéve a 2-t, az EK-e az dsszes valds szam, kivéve a 3-at.

A transzformaciok alkalmazésa sordn mindig tigyelntink kell arra, hogy a megfelel6 helyeken értelmezve legyenek
a fiiggvényeink.

Abrazoljuk az f(x) = 2XX_ 2 fuggvényt!

-2
Megoldas

Itt szintén nem tudjuk rogton leolvasni a transzforméciés lépéseket.
Sziikséglink van némi atalakitasra. Ezt ezutan transzforméciés alakra hozas-
nak, vagy ,egész rész levélasztasnak” hivjuk.

1 1

2x—=5_2x=2)—1_ 2(x=2) 1 _ _
X—2 X—2  x=2 _x—2_2_x—2__x—2+2'

Végeredményben egy olyan tortet kaptunk, ahol a szamlalobdl elttint
azx.

Igy mér fel tudjuk imi a transzformaciékat.

1 1 1 1

X" X—Z2 7 A2 e

A hiperbolat elészor eltoljuk 2-vel ,jobbra”, utana tiikrézziik az x ten-

gelyre, végll kett6vel eltoljuk ,felfelé”.
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Megjegyzés
Fogalom Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha transzformdcidkat a kovetkezé sorrendben végezziik el:
fuggvénytranszformaciok. 1 1 1 1

XTTx T Tx—2 " x—2%?

-

FELADATOK

Abrazoljuk a kovetkezé fiiggvényeket a megfelel6 transzformaciés lépések segitségével!
Keressiik meg a tengelypontok koordinatait!

“ K1 a) fx) = (x + 2)2-9; K2 ¢) hx) = —x* + 8x - 12;

K2 b) glx) = x> —6x + 6; E1 d)i(x) = 0,5x* + 3x + 3,5.
_ 3 . _x—=1. _ —3x+13
3. K1 a) fix) = |x-2]| -2; b) gx) = -3 |x + 3| -3; c) hix) =0,5|x-4]| - 4.
“ Nem érettségi tananyag: a) fix) = 3{x} - 1; b) gix) = — {x} + 1.
Ajanlott feladatok
Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény Il.: 742; 743; 744; 745; 753./a), d), e), f.
Név: Balazs
Lakhely: Budapest
Végzettség: angol-magyar szakos tanar

Jelenlegi beosztés:  doktori hallgato, angol- és dramatanar
Milyen tantargyakbol felvételizett, tanult emelt szinten? Magyar nyelv és irodalom, angol nyelv.

Sziasztokl

Altaldnos iskolds korom éta érdekel a matematika, elsésorban mindig is a kihivdst jelentd, t6bb gondolkoddst
igénylé, rejtvényszeri feladatokat szerettem: azt, ahogyan egy elsdre taldn kuszdnak ldtszé egyenletbdl,
szoveges feladatbdl vagy éppen geometriai problémdbdl a megfelels Iépések felfedezése kozben egyszerre csak
kibomlik a megoldds. Bdr érettségi utdn az angol-magyar szakot vdlasztottam, a matematika irdnti érdeklédés és
az ilyenfajta rendszerteremtd és problémamegoldé feladatok igénye az egyetem évei alatt is utat tért magdnak,
mikor angol nyelvészeti szemindriumokat hallgattam, majd késdbb tanitottam is, hiszen e tfudomdnydg ma
elsdsorban a matematikai és természettudomdnyos megkszelitéseken alapul.

Az egyetem elvégzése utdn angoltanitdssal, irodalom- és szinhdztudomdnnyal, illetve szinhdzrendezéssel
foglalkozom, és bdr ldtszdlag egyiknek sincsen egyértelmi kapcsoléddsa a szdmtannal, a kordbbi matematikai
képzésnek olyan gondolkoddsmaddot és problémamegoldd képességet koszanhetek, amelyeknek nemcsak jelenlegi
munkakéreimben veszem haszndt, hanem az élet bdrmely mds teriiletén is.
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FOGALOMTAR

*-gal az emelt szinten el6fordulé fogalmakat jeldljik.

NEVEK

Bhészkara 96
Bolyai Janos 69
Cantor 44

de Morgan 33
Descartes 51, 151
Diophantosz 267
Dirichlet 159
Eukleidész 69
Euler 159

Gauss 34

Leibniz 40
Lobacsevszkij 69
Mascheroni 75
Mohr 75
Puthagorasz 80
Platon 74
Steiner 75
Thalész 80, 222
Venn 23

FOGALMAK
A

abszcissza 163
abszoldt érték
— szam abszol(t értéke 179
— vektor abszoldt értéke 244
abszolGtérték-fliggvény 179
alakzat egyenlete 164
alakzatok egybevagosaga 248
alapmtiveletek (a racionalis szamok
halmazan) 97
algebrai kifejezés 124
algebrai tortkifejezés 124
allitas, kijelentés 258
alulcsordulds* 116
aranyossag
— egyenes ardnyossag 156
— forditott ardnyossag 157
aszimptota* 190
asszociativitas 32, 245
atlag 207
atlé 91
atméré 71
atvitel 118
azonos egyenlétlenségek 258

azonos egyutthatok modszere
282
azonossag 258

behelyettesité modszer 282
beirt kor (hdromszogé) 83
belsé szogek 6sszege
— hdromszdgben 78
— sokszogben 92
belsé szogfelezék (haromszogé) 83
bévités 15, 97

C
csticsszog 71
D

deltoid 72, 88
— konkav deltoid 88
derékszogli hdromszog 71
Descartes-féle koordinata-rendszer
51, 164
diagram 201
differencia (killonbség) 177
diofantoszi egyenlet 267
diszkusszio* 74
disztributivitas 132

E

egész rész* 196
egészrész-fliggvény* 196
egész szam 15
egész tipusu kifejezés 124
egyallasi szog 71
egy- és tobbvaltozos kifejezések 123
egybevagosag 248

— alakzatok egybevagosaga 248

— hdromszdgek egybevagdsaganak

alapesetei 249

egybevagosagi transzformacié 218
egyenes ardnyossag 156
egyenestarto (transzforméacio) 217
egyenlet 257

— egyenlet gyoke 257

— alakzat egyenlete 164

— diofantoszi egyenlet 267

— ~ grafikus megoldésa 261

— ekvivalens egyenletek 270

egyenletrendszer 281
— elséfokd egyenletrendszer 281
— ~ megoldési mddszerei 282
egyenld szari haromszog 78
egyenld szaru trapéz 87
egyenl6tlenség 258
— ~ grafikus megoldasa 261
egyértelm( hozzérendelés 160
egyesités (unid) 30
egynem kifejezés 126
egyszer(sités 15, 97, 148
egytagu kifejezés 126
egyttthat6 126
ekvivalens atalakitasok 270
ekvivalens egyenletek 270
elégséges feltétel 56, 249
elem 21
elemi esemény 213
ellentett 15
eldjelfuggvény* (szignum) 198
elséfoki egyenletrendszer 281
elséfokd (linedris) fliggvény 172
eltolas 241
érinté 73
érinténégyszog 223
értékes szamjegy* 122
értékkészlet 160
— értékkészlet vizsgalata 263
értelmezési tartomany 123, 160
— ~ vizsgalata 262
euklideszi szerkesztés 74

F

faktoridlis 37
fix alakzat 217
fix pont 217
fokszam (polinomé) 129
forditott aranyossag 157
forgdsszimmetria 234
forgasszimmetrikus alakzat 234
forgasszog 234
forgatés (pont korul) 234
fuggvény 159
— figgvény abrazoldsa 166
— abszolttérték-fiiggvény 179
— egészrész-fliggvény* 196
— elséfoki (linedris) ~ 172
— ~ értelmezési tartomanya 160
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— fuggvény értékkészlete 160
— fuiggvény gorbéje 167

— fuggvény grafikonja 167

— fuggvény maximuma 188
— figgvény minimuma 188

— fuggvénytranszformaciok 302
— fuggvény zérushelye 172

— konstans fuiggvény 169

— linedris fuiggvény 172

— logikai fuggvény 258

— masodfokd fliggvény 183
— pératlan fiiggvény 191

— paros flggvény 191

— periodikus fuggvény* 197
— racionalis tortfliggvény 190
— tortrész-fliggvény* 196

G

geometriai transzformaci6 217
— egyenestarté ~ 217
— kortljarastarté ~ 217
— megfordithaté ~ 217
— szogtartd ~ 217
— tavolsagtarté ~ 218
gomb 53
graf 59
— gréf cstcsai (pontjai) 59
— graf élei 59
grafikon 167
grafikus megoldas 261
— egyenletek ~-a 261
— egyenlétlenségek ~-a 261
grafikus moédszer 282
gyakorisagi eloszlas 209
gyok (egyenleté) 257

H

halmaz 21
— halmaz eleme 21
— halmaz elemszdma 41
— halmazmiveletek 30
— halmazmdiveletek tulajdonségai
32
— halmazok egyenlésége 25
— halmazok kulonbsége 30
— halmazok metszete (k6z6s
része) 30
— halmazok uniéja (egyesitése) 30
— halmaz része 23
— halmaz részhalmaza 23
— komplementer ~ 31
— Ures halmaz 22
— ~ részhalmazainak a szama* 63
hamis gyok 270
haromszog

— derékszogli haromszog 71
— hegyesszdgli haromszog 71
— tompaszogli hdromszog 71
— hdromszog beirt kore 83
— ~ bels6 szogfelez6i 83
— egyenld szarG haromszog 78
— haromszog-egyenlétlenség 78
— hdromszogek egybevagésaganak
alapesetei 249
— hdromszog hozzéirt kérei * 84
— haromszog koré irt kore 83
— haromszog kozépvonala 228
— haromszog kiils6 szogfelezéi 84
— haromszég magassaga 72, 232
— hdromszoég magassagpontja 232
— haromszdg magassagvonala 231
— haromszog oldalai és szogei ko-
z6tti kapcesolat 78
— haromszog oldalait érinté kor 85
— haromszog stlypontja 232
— hdromszog stlyvonala 232
— szabdlyos haromszog 78
hatarozatlan 123
hatvanyozas 105
— ~ azonossagai 108, 109
—alap 105
— kitev$ 105
hegyesszogi haromszog 71
helyes szamjegy* 122
helyettesitési érték 124, 130
hiba* 121
hiperbola 190
hozzairt kér (haromszogé)* 86
hozzdrendelés 155
hozzéarendelési szabaly 155
har 73
hirtrapéz 87

identitds (helyben hagyas) 217

indirekt bizonyitas 82

intervallum (zart, nyilt, félig zart,
félig nyilt) 50

invarians alakzat 217

irdnyitott szakasz 241, 243

irraciondlis szdm 17, 64

ismeretlen 123

ivhossz 237

fvmérték 237

K

karakterisztika 111
képhalmaz 160
kerekités 117
kerekitési szabaly 118

két kor kozos érintéi 242
kiegészit6 szog 70
kifejezés
— algebrai kifejezés 124
— algebrai tortkifejezés 124
— kifejezés értelmezési tartoma-
nya (alaphalmaza) 123
— ~ helyettesitési értéke 124
— egész (tipust) kifejezés 124
— egynemi kifejezések 126
— egytagl kifejezések 126
— egy- és tobbvéltozos kifejezések
123
— tobbtagt kifejezések 127, 132
— tortkifejezés 124
kijelentés, allitas 258
kommutativitas 32, 243
komplementer halmaz 31
komplementer leszamolas 37
konkav deltoid 88
konkav sokszog 73, 92
konstans fiiggvény 169
konvex
— alakzat 73
—soksz6g 73, 92
— sokszog belsé szogeinek az 6sz-
szege 92
koordinata 51, 163
koordinata-rendszer 51, 164
korfa 204
kor 53, 73
— érintkez6 korok 73
— koncentrikus korok 73
— korcikk (és tertlete) 73, 239
_koériv 73, 236
— koriv hossza 232, 236
— korszelet (és tertlete) 73, 239
— kor kertilete 11
— kor tertilete 11
kordiagram 203
koré irt kor (haromszogé) 83
koraljérasi irany (pozitiv, negativ)
217
kordljarastartas 217
kozelit6 érték 118
kozépparhuzamos 55
kozépponti szog 236
kozéppontosan szimmetrikus
alakzat 226
kozéppontos szimmetria 226
kozéppontos titkrozés 225
kozépvonal
— hdromszog kézépvonala 228
— paralelogramma ~-a 228
— trapéz kozépvonala 228



kozonséges tort 16

kozos rész (metszet) 30

kilonbség (differencia) 177

kiilonbség (halmazoké) 30

kiilsé pontbdl hizott érintészaka-
szok 223

kilsé szog 72, 78
— sokszogek kiilsé szogeinek 6sz-

szege 92
kiils6 szogfelezék (haromszogé) 84

L

linedris fliggvény 172
logikai fliggvény 258
logikai szitaformula 42, 62

M

magassag 231
magassagpont 232
magassagvonal 232
masodfokd fliggvény 183
maximumérték 188
maximumhely 188
median 207
megfordithat6 geometriai transzfor-
macio 217
megoldashalmaz 265
megszamlalhat6an végtelen* 44
mellékszog 70
meredekség 171
mérlegelv 270
merdleges egyenes szerkesztése 76
merdleges szarl szog 71
metszet (k6zos rész) 30
minimumérték 188
minimumhely 188
mddusz 206
Mobius-szalag* 95
miveleti sorrend 17, 97
miveleti tulajdonsagok
— asszociativitas 32, 245
— disztributivitas 132
— kommutativitas 32, 245

N

negativ egész szam 15
negativ kordljardsi irdny 217
negativ szdm 27
négyszog 72
— négyszog kozépvonala 228
— négyszogek teriilete 89
négyzet 72, 87
nem megszamlalhatéan végtelen*
44
nevezetes szorzatok 135, 139

n faktoridlis 37
normalalak 111

— karakterisztika 111
nullvektor 244

(o)

oldalfelezé merdleges (haromszogé)
83

ordinata 163

origb6 51, 163

oszlopdiagram 201

6
Osszeadasi szabaly 36
P

parabola 179
paralelogramma 72, 87
— ~ kozépvonala 228
paraméter 278
paraméteres egyenletek, egyenl6t-
lenségek 278
paratlan fliggvény 191
parhuzamos egyenespar 53
parhuzamos egyenes szerkesztése
77
paros fliggvény 191
periodikus fliggvény* 197
permanenciaelv* 108
Pitagorasz-tétel és megforditasa 80,
81
polinom 127
— egyvaltozos polinom 130
— mveletek polinomokkal
132
— tobbvaltozés polinom 130
— polinom fokszama 129
— ~ helyettesitési értéke 130
— polinom zérushelye 130
— polinomok egyenlésége 130
pont 47
pont korli elforgatas 234
ponthalmaz 47
ponthalmaz egyenlete 168
potszog 70
pozitiv egész szam 15
pozitiv kortljarasi irdny 217
pozitiv szdm 27

R

raciondlis szdm 16, 64
racionalis tortfuggvény 190
radian 238

reciprok 17, 190

rendezett szampar 161, 163
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részhalmaz 23
rombusz 72, 87

S

sokszog 73, 91
— konkav sokszog 73, 92
— konvex sokszog 73, 92
— konvex sokszog atldinak a
szama 91
— sokszogek egybevagésaganak
elégséges feltétele 249
— sokszog szogdsszege 92
sorozat 177
sugar 73
stlyozott szamtani kozép 209
salypont 232
salyvonal 232

Sz

szabélyos hdromszog 78
szabalyos sokszog 92
szakasz adott aranyu felosztésa 77,
229
szakaszfelez6 meréleges 54
— ~ szerkesztése 76
szam
— irraciondlis szam 17
- negativ egész szam 15
— negativ szam 27
— pozitiv egész szdm 15
— pozitiv szam 27
— racionalis szam 16
— a szamfogalom kialakulasa
14
— természetes szam 15
— valés szam 19
szamegyenes 48
szamirds 14
szdmossag (halmazoké)* 44
szamtani kozép 207
— stlyozott szamtani kézép
209
szamtani sorozat 177
szazalékalap 104
szazalékérték 104
szazaléklab 104
szazalékpont 104
szel6 73
szimmetria
— forgdsszimmetria 234
— kozéppontos szimmetria 226
— szimmetriacentrum 226
— tengelyes szimmetria 219
szimmetrikus differencia* 31
szorzési szabaly 35
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szorzatta alakitas 141, 265
— ~ modszerei 141
— csoportositds 143
— kiemelés 142
— ~ nevezetes szorzatok felhasz-
nalasaval 144
sz0g, szogtartomdny 70
— csticsszog 71
— egyallast szog 71
— kiegészitd szog 70
— mellékszog 70
— merdleges szari szog 71
— potszog 70
— valtészog 71
szogfelez6 55
szogfelezé szerkesztése 76
szogmasolas 76
szOgosszeg
— bels6 szogek 6sszege (harom-
sz6g, sokszog) 78, 92
szogtarté (transzformacio) 217
szlikséges és elégséges feltétel
56
szlikséges feltétel 56, 254

T

tavolséagtart6 (transzformacié) 218

téglalap 72, 87

teljes négyzet 145

tengely 163

tengelyes szimmetria 219

tengelyes tiikrozés 218

tengelyesen szimmetrikus alakzatok
219

tengelymetszet 172

Képjegyzék:

tengelypont 183
természetes szam 15
tertilet
— kor tertilete 11
— korcikk, korszelet teriilete 239
— négyszogek terilete 89
Thalész-kor 223
Thalész-tétel 222
Thalész-tétel megforditasa 222
tizedes tort 17, 64
— miveletek tizedes tortekkel 98
— véges tizedes tort 18
— végtelen tizedes tort 18
tompaszogl hdromszog 71
tobbtagu kifejezések 127, 132
tortkifejezés 124
— ~ egyszer(sitése 148
— ~ osztasa 149
— ~ szorzdsa 149
— mUveletek tortkifejezésekkel
152
tort rész* 196
tortrész-fliggvény* 196
tortszam 15
— mveletek tortekkel 97, 98
transzformacio6
— egybevagésagi ~ 218
— fuggvénytranszformacié 302
— geometriai transzformdcié 217
transzformdciok szorzata (egymas-
utdnja) 250, 251
trapéz 72, 87
— ~ alapja 87
— ~ kozépvonala 228
— ~ szara 87

talcsordulas* 116
tikortengely

u, U

0j ismeretlen bevezetése 284
unio (egyesités) 30
tres halmaz 22

\%

valédi részhalmaz 26
valés szam 19
valtoszog 71
valtoz6 123
véges halmaz 41
— ~ részhalmazainak a szama* 63
végtelen halmaz 43
vektor 241, 243
— két vektor Osszege 245
— két vektor kilonbsége 247
— nullvektor 244
— vektorok egyenldsége 243
— vektor abszolut értéke 244
— ~ hossza 244
— ~ irdnya 244
— vektorok kivondasa 247
— vektorok Gsszeadasa 245
— vektorosszeadas tulajdonsagai
245
véletlen kisérlet 213
véletlen szamok 114
Venn-diagram 23
vonaldiagram 202

z
zérushely 172
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