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FONTOSABB JELÖLÉSEK

6

Az A pont és az e egyenes távolsága: d(A; e) vagy Ae
vagy

Az A és B pont távolsága: AB vagy vagy d(A; B)

Az A és B pont összekötõ egyenese: e(A; B) vagy AB

Az f1 és f2 egyenesek szöge: vagy

A B csúcspontú szög, melynek egyik szárán az A,
másik szárán a C pont található:

A C csúcspontú szög:

Szög jelölése:

Az A, B és C csúcsokkal rendelkezõ háromszög:

Az ABC9 területe: T(ABC) vagy TABC

Az a, b és c oldalú háromszög fél kerülete:

A derékszög jele: *

Az e egyenes merõleges az f egyenesre:

Az e egyenes párhuzamos az f egyenessel:

Egybevágóság: ,;

Az A pontból a B pontba mutató vektor:

A v vektor: v vagy v vagy

Egyenlõ, nem egyenlõ: ;

Azonosan egyenlõ: ;

Közelítõleg egyenlõ: ; ;

Kisebb, kisebb vagy egyenlõ: <, #; 2 < 3, 5 # x

Nagyobb, nagyobb vagy egyenlõ: >, $; 6 > 4,
a $ 2

A természetes számok halmaza: N; {0; 1; 2; …}

Az egész számok halmaza: Z
{…; –2; –1; 0; 1; 2; …}

A pozitív, a negatív egész számok halmaza:
Z+, Z– {1; 2; 3; …}, {–1; –2; –3; …}

A racionális, az irracionális számok halmaza: Q, Q*

A pozitív, a negatív racionális számok halmaza: Q+, Q–

A valós számok halmaza: R

A pozitív, a negatív valós számok halmaza: R+, R–

Eleme, nem eleme a halmaznak: !, "; ,

Részhalmaz, valódi részhalmaz: 3, 1; ,

Nem részhalmaza a halmaznak: j;

Halmazok uniója, metszete: ,, +;

Halmazok különbsége: \; A \ B

Üres halmaz: Q, {}

Az A halmaz komplementere:

Az A halmaz elemszáma: ;

Zárt intervallum: [a; b]

Balról zárt, jobbról nyílt intervallum: [a; b[

Balról nyílt, jobbról zárt intervallum: ]a; b]

Nyílt intervallum: ]a; b[

Az x szám abszolút értéke: ;

Az x szám egész része, tört része: [x], {x}; [2,3] = 2,
{2,3} = 0,3

Az a osztója b-nek, b többszöröse a-nak: ;

Az a és b legnagyobb közös osztója: (a, b); (4, 6) = 2

Az a és b legkisebb közös többszöröse: [a, b];
[4, 6] = 12

Az f függvény hozzárendelési szabálya:
;

Az f függvény helyettesítési értéke az x0 helyen:
;

n faktoriális: n!;

Az X sokaság átlaga: X

!4 4 3 2 1 24$ $ $= =

(5), 5f xha 0 =( )f x0

v"

Ae

OABC A B C,O l l l

( ; )f f1 2B ( ; )f f1 2 B

AB

: 2 3f x x7 +:f x 7

a b 2 8

x , 3,13 1 =-

,!= 2, 5a b !=

AB

e f<

e f=

s a b c
2= + +

ABC9

, , , fa b c

CB

ABCB

A 0;1;2 3=" ,
A

,A B A B, +

Z Q1 +Y

N Q1A R3

2 Zg- +N5 !

. 2,3a . 8,54 8,5.

/ 5a b /+
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A TANKÖNYV HASZNÁLATÁRÓL

A tankönyv elsõsorban a középszintû érettségi vizsga tananyagát tartalmazza, de megtalálhatóak benne
olyan témakörök is, amelyek az emelt szintû érettségi vizsga követelményrendszeréhez tartoznak, és a 9. év-
folyamon eredményesen tárgyalhatók. A tankönyv a definíciókhoz és a fogalmakhoz kapcsolódó tan-
anyagelemek kidolgozásával segíti a matematikai szemlélet fejlesztését. A matematika megértéséhez, sike-
res tanulásához feltétlenül hozzátartozik a bizonyítási készség kialakítása és fejlesztése. Minden lecke végén
összegyûjtöttük a fontosabb új fogalmakat. Kiegészítõ anyagként ajánljuk az olvasmányok és matematika-
történeti ismertetések, érdekességek elolvasását.

A tankönyvben -tel (és apró betûvel), jól elkülönítve az emelt szintû érettségi vizsgán
elõforduló tananyagokat jelöltük.

Számos kidolgozott példa található a könyv minden leckéjében, amelyek fokozatosan vezetik be a ta-
nulókat az elsajátítandó tananyagba. A tananyag gyakorlását, elmélyítését, az otthoni tanulást és az érett-
ségi vizsgára való felkészülést a leckék végén kitûzött feladatok segítik. Ezeket a nehézségi szintjük szerint
is csoportosítottuk:

= középszint, könnyebb;

= középszint, nehezebb;

= emelt szint, könnyebb;

= emelt szint, nehezebb feladat.

A leckék végén lévõ feladatok részletes megoldása megtalálható az interneten, a tankonyvkatalogus.hu
weboldalon.

Az érdeklõdõk vagy gyakorolni vágyók számára a leckék végén még további feladatokat is ajánlunk,
amelyeket a MATEMATIKA Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjteménybôl jelöltünk ki.

Segíteni kívánjuk a diákok pályaorientációját, ezért néhány pályaképpel szeretnénk felhívni a figyelmet
a matematikatanulás hasznosságára. A pályaképekben megjelenõ fiataloktól megtudhatjuk, hogy jelenlegi
munkájuk során hogyan hasznosítják, amit korábban a középiskolában megtanultak.

Pálmay Lóránt
Jelitai Árpád

A felkészüléshez ajánlott példatárak:

Gerõcs László – Orosz Gyula – Paróczay József – Szászné dr. Simon Judit:
NT-16125/I (+CD-n a megoldások) MATEMATIKA Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.
NT-16125/II MATEMATIKA Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.,

Megoldások
NT-16126/I (+CD-n a megoldások) MATEMATIKA Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény II.
NT-12126/II MATEMATIKA Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény II.,

Megoldások

Czapáry Endre – Czapáry Endréné – Csete Lajos – Hegyi Györgyné – Iványiné Harró Ágota –
Morvai Éva – Reiman István:
NT-16127/I (+CD-n a megoldások) MATEMATIKA Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.,

Geometriai feladatok gyûjteménye
NT-16127/II MATEMATIKA Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.,

Geometriai feladatok gyûjteménye, Megoldások

E2

E1

K2

K1

Emelt szint

7
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I. HALMAZOK,
KOMBINATORIKA
I. HALMAZOK,
KOMBINATORIKA

Ebben a részben áttekintjük a legfontosabb számhalmazokat és ponthalmazokat, valamint egyszerû
kombinatorikai feladatokat tárgyalunk.

A halmazelmélet viszonylag fiatal része a matematikának. A tudományág vizsgálata a XIX. század má-
sodik felétõl kapott nagyobb hangsúlyt; elsõsorban azért, mert a halmazelméleti fogalmakkal, szimbólu-
mokkal a matematika többi területe is sikeresen modellezhetõ.

A kombinatorika területérõl egyszerû összeszámolási feladatokat oldunk meg. Hasonló feladatokat
már a középkori kínai matematikusok is vizsgáltak, bár a kombinatorika mai értelemben vett, önálló tu-
dományágnak csak a XVII. század közepe óta tekinthetõ. A mai elnevezéssel diszkrét (vagy véges) ma-
tematikai problémák a XX. század közepe óta állnak a kutatások középpontjában. A gazdasági élet több
területén is jelentõs az alkalmazási lehetõségük: említhetjük például a modern közgazdaságtant, vagy a
mûszaki tudományterületekrõl az elméleti fizikai kutatásokat.

Végül említsük meg a kombinatorika egyik legfiatalabb ágát, a gráfelméletet. A gráfok gyakorlati al-
kalmazása sokrétû: például az egyes sportversenyek sorsolása és a logisztikai problémák mellett (gazda-
ságos úthálózat tervezése, szállítási költségek minimalizálása) idesorolhatjuk az informatikai rendszerek
és hálózatok matematikai alapú modellezését is.
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1. SZÁMOK ÉS ALAKZATOK

Hosszú volt a nyár, jólesett a kikapcsolódás. A pihenés után, ráhangolódásképpen nézzünk meg néhány
ismétlô feladatot! (Egy részüket a nehezebb felvételi és kompetenciamérési feladatok közül válogattuk.)

Egy bûvész megkér egy nézôt, hogy gondoljon egy 1 és 100 közötti egész számra. Ezután a következôt
tegye a nézô (használhat papírt és ceruzát is, ha szükséges):

– A számhoz adjon hozzá 3-at; az így kapott számot szorozza meg 2-vel; a kapott számot növelje meg
10-zel; az így kapott számot ismét szorozza meg 2-vel; az eredménybôl vonjon ki 12-t; végül a kapott szá-
mot ossza el 2-vel.

Ezután a bûvész megkérdezi, milyen számot kapott a nézô, és „kapásból” megmondja, hogy mire gon-
dolt eredetileg. Például ha a nézô azt mondja, az eredmény 42, akkor rávágja: „A gondolt szám a 16 volt.”
Ha pedig egy másik nézô a 14-et kapta, akkor „a gondolt szám a 2”.

Hogyan okoskodhatott a bûvész?

Ha a nézô által gondolt szám x, akkor a mûveletek után az számot kapják 

a nézôk. A kifejezést egyszerûbb alakra hozzuk: 

. Ha ebbôl a számból kivonunk 10-et és osztjuk 2-vel, akkor megkapjuk a gondolt 

x számot. 

A mûveletek fejben is gyorsan elvégezhetôk: és .

Adottak az A = 675 és B = 360 számok.
Melyik számnak van több (pozitív) osztója?

Elkészítjük a számok prímtényezôs felbontását: 675 = 33 $ 52 és 360 = 23 $ 32 $ 5.
Az A osztóit érdemes rendezetten, osztópáronként felsorolnunk. Ezek: (1, 675), (3, 225), (5, 135), 

(9, 75), (15, 45), (25, 27). A 675-nek tehát 12 darab pozitív osztója van.
Hasonlóan felsorolhatnánk B társosztóit, de ügyesebben is eljárhatunk. A B 5-ös prímtényezôje nélkül

a két számnak ugyanannyi osztója lenne, mert a 33) 23 és 52) 32 tényezôk szimmetrikus szerepûek. Mivel
B-ben még további osztókat állíthatunk elô az 5-ös prímtényezôvel, ezért B-nek van több osztója.

(Érdekes, hogy nem kellett megszámolnunk B osztóit. A több osztó megállapításához elegendô volt az
osztók összehasonlítása, párba állítása. Sôt azt is megkaptuk, hogy B-nek pontosan kétszer annyi osztója van,
mint A-nak, ugyanis 23 $ 32 minden osztójához vagy hozzávesszük az 5-ös tényezôt szorzónak, vagy nem.
A B pozitív osztóinak a száma tehát 24.) 

2
42 10 16-

= 2
14 10 2-

=

x x2
4 20 2 10=

+
= +

x x
2

3 2 10 2 12
2

2 16 2 12$ $ $+ + -
=

+ -
=

^^ ^h h h

x
2

3 2 10 2 12$ $+ + -^^ h h

1. példa

Megoldás

2. példa

Megoldás

OH_MAT09TB_Matek9_01_tordelt4  2020.06.13.  15:07  Page 9



10

I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

Az ABC háromszögben B-nél 80°-os, C-nél 60°-os szög van, az AB oldal
hossza 6 cm. Ennek az oldalnak a D felezôpontjából 3 cm-es sugárral kört raj-
zolunk. A kör az E pontban metszi az AC és az F pontban a BC oldalt. 

a) Számold ki az EDF szöget!
b) Milyen messze vannak egymástól az E és az F pontok? 

a) Az ABC háromszögben BACB = 180° – (80° + 60°) = 40°. ADE egyenlô szárú háromszög, ezért 
DEAB = 40° szintén, és ADEB = 180° – 2 $ 40° = 100°.
Hasonlóan BDF is egyenlô szárú háromszög, ezért DFBB = 80°, és BDFB = 180° – 2 $ 80° = 20°.
EDFB = 180° – ADEB – BDFB = 60°.

b) EDF egyenlô szárú háromszög (DE = DF), melyben a szárak által bezárt szög 60°. Ezért az EDF há-
romszög minden szöge 60°-os, a háromszög egyenlô oldalú is. EF hossza tehát a kör sugarával egyenlô,
azaz 3 cm.

Egy ABCD téglalap oldalai 3 cm és 4 cm hosszúak.
a) Milyen hosszú a téglalap átlója?
b) Igaz-e, hogy a téglalapok köré mindig írható olyan kör, amely átmegy a négy csúcson? Ha igen, mek-

kora az ABCD téglalap köré írt kör sugara?
c) A téglalap rövidebbik oldalait harmadrészükkel, a hosszabbik oldalait 25%-kal megnöveljük, így egy

újabb téglalapot kapunk. Mennyi annak a négyzetnek az oldala, amelyik egyenlô területû az új tég-
lalappal?

a) A téglalap minden szöge 90°-os, ezért az ábrán látható ABC háromszög
derékszögû. Pitagorasz tételét alkalmazzuk: AC2 = AB2 + BC2. A szám-
adatokkal AC2 = 32 + 42, azaz AC2 = 25. 
Innen az átló hossza AC = = 5 cm.

b) A téglalap átlói egyenlô hosszúak, és kölcsönösen felezik egymást. 
Az átlók O metszéspontja egyenlô távol van a csúcsoktól: OA = OB =
= OC = OD. Így viszont mindig található megfelelô kör: ennek közép-
pontja az átlók metszéspontja, és sugara az átló fele. (Ez a kör átmegy
mind a négy csúcson.)

Az ABCD téglalap köré írt kör sugara = 2,5 cm.

c) Az új téglalap oldalai cm és 4 $ 1,25 = 5 cm hosszúak, területe 4 $ 5 = 20 cm2. Olyan x ol-

dalú négyzetet keresünk tehát, amelyre x2 = 20, azaz x = cm.
A 20 azonban nem négyzetszám. Hogyan tudnánk meghatározni a 20 négyzetgyökét? Egyáltalán van
ilyen szám?

20

3
4 3 4$ =

AC
2

25

3. példa

A B

C

E

F

D

80�

60�

Megoldás

4. példa

Megoldás

A B

CD

O
3

4
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Olyan számot keresünk, amelyet négyzetre emelve 20-at kapunk. Megpróbáljuk több lépésben, becs-
lésekkel közelíteni a számot.

1. lépés: 42 = 16 és 52 = 25, ezért azt mondhatjuk, hogy .

2. lépés: Egy tizedesjegy pontossággal becsülve 4,42 = 19,36 és 4,52 = 20,25, ezért .

3. lépés: Két tizedesjeggyel dolgozva 4,472 = 19,9809 és 4,482 = 20,0704, ezért .

Látható, hogy az eljárást folytatva egyre pontosabban megközelíthetjük értékét. Ha például a fel-
adat két tizedesjegy pontosságot kér, akkor még egy közelítô lépést elvégzünk:

4. lépés: Három tizedesjeggyel számolva 4,4722 = 19,998784 és 4,4732 = 20,007729, ezért 
.

Most már válaszolhatunk: két tizedesjegy pontossággal . 4,47. 

A manapság forgalomban lévô zsebszámológépek többsége ki tudja számolni a nemnegatív számok
négyzetgyökét, általában 9-10 tizedesjegy pontossággal. A mi gépünkön = 4,472135955 a kiírt érték.
Ne becsüljük le azonban a fenti becsléses eljárást! Minél többjegyû a közelítés, annál idôigényesebb a szá-
molásunk, de ezzel a módszerrel tetszôleges pontossággal meghatározhatjuk a számok négyzetgyökét –
akár még a számológépünknél is pontosabban. (A gyakorlatban általában elegendô természetesen néhány
tizedesjegy pontosság.)

Lehetséges persze, hogy nincs szükség hosszadalmas közelítô számításokra, elképzelhetô, hogy az eljá-
rás egyszer csak véget ér. Például becslésekor 2,42 = 5,76 1 6,25, de 2,52 = 6,25 már pontos ér-

téket ad. Vajon lehetséges, hogy tizedes tört alakja is véges?
Sajnos nem. 

A 8. osztályban tanultuk, hogy véges tizedestört alakja egyes racionális számoknak van, pl. a = 0,75.

Vannak olyan racionális számok is, amelyeknek végtelen, de szakaszos a tizedestört alakjuk, ilyen pl. az

= 0,1
.
42857

.
. Be lehet bizonyítani, hogy a irracionális szám – ebbôl viszont az következik, hogy vég-

telen, nem szakaszos tizedestört az alakja. Tetszôleges pontossággal közelíthetjük az értékét, de tizedes
törttel, teljesen pontosan nem tudjuk felírni a -at.

Vannak más ismert irracionális számok is, ilyenek például a vagy a r. Ez utóbbival a kör kerületé-
nek és az átmérôjének a hányadosát jelöljük, ami minden körnél ugyanakkora érték.

A racionális és irracionális számokkal a késôbbiekben többször is találkozunk még.

Nevezetes összefüggések:
Az r sugarú kör kerülete k = 2rr. Az is igazolható, hogy a kör területe t = r2r.

2

20

20
1
7

3
4

20

,6 25

20

, ,4 472 20 4 4731 1

20

20

, ,4 47 20 4 481 1

, ,4 4 20 4 51 1

4 20 51 1
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1. SZÁMOK ÉS ALAKZATOK

A 20 NÉGYZETGYÖKE

IRRACIONÁLIS SZÁMOK

Fogalmak
kör kerülete, 

területe
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I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

FELADATOK

1. K1

2. K1

Aladárnak 4500 Ft megtakarított pénze van, ez Béla pénzének 18%-a. Mindketten minden hónapban 500 Ft
zsebpénzt kapnak szüleiktôl, amibôl semmit nem költenek el. Mennyi idô múlva lesz Aladárnak feleannyi
pénze, mint Bélának?

A kördiagram egy nyolcadik évfolyam tanulóinak sportolási szokásait
szemlélteti. Mindegyik diák legfeljebb egy sportágat ûz.
a) Hány fôs az évfolyam, ha 16-an vívnak?
b) Hány százaléka az úszni járók számának az atletizálók száma?
c) A labdajátékokat ûzôk közül néhányan átiratkoztak úszásra. Hány fô

iratkozott át, ha ezután az úszók száma éppen 70%-a a labdajátéko-
kat ûzôk számának?

Az ábrán látható ACD háromszögben a C csúcsnál derékszög van, a = 15°,
b = 30°, DB = 6 cm.
a) Mekkora az ADB szög?
b) Hány cm az AB szakasz?
c) Hány cm a DC szakasz? 
d) Hány cm hosszúságú a BC szakasz, ha az ACD háromszög területe egy

tizedesjegyre kerekítve 16,8 cm2?

Az 1, 2, 3, 4 és még egy szabadon választott számjegy felhasználásával írjuk fel azt a legnagyobb ötjegyû
számot, amelyik osztható 36-tal!

Egy paralelogrammát az ábrán látható módon négy részre vágunk. Mekkora
a részalakzatok területe, ha a paralelogramma területe 144 cm2? (Az egyes
pontok az oldalakat rendre felezik, harmadolják, ill. negyedelik.)

Melyik igaz és melyik hamis az alábbi állítások közül? Válaszaidat indokold!
a) Van olyan szám, amit 2-vel megszorozva, nála kisebb számot kapunk eredményül.
b) Van olyan szám, melynek ellentettje 6-tal kisebb, mint az abszolút értéke.
c) Egy háromszögnek legalább két külsô szöge hegyesszög.
d) Derékszögû háromszögben az átfogóhoz tartozik a legrövidebb magasság.
e) Az elsô 12 prímszám összege páratlan.
f) Ha egy 18 jegyû szám minden jegye azonos, akkor a szám osztható hárommal.
g) A 102012 – 1 szám osztható hárommal. 

Egy téglatest alakú, felül nyitott akvárium egyik alapéle 30 cm, magas-
sága 24 cm. A víz kezdetben 5 cm magasan áll benne. 
K1 a) Beleöntünk 18 liter vizet az akváriumba, és ekkor a vízszint 

20 cm-re emelkedik. Mekkora az akvárium másik alapéle? 
K1 b) Hány liter víz van most az akváriumban?
K2 c) Az akvárium 30 cm-es élre merôleges egyik alapélét olyan magasra

emeljük, hogy a megemelt él éppen a víz szintjével azonos
magasságba kerüljön, majd ebben a helyzetben alátámasztjuk az

3. K1

atlétika
labdajátékok

vívás
úszás

nem
sportol

60�

90�

50�

120�

A B C

D

� �

4. K1

5. K1

6. K1

7. 

30 cm
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A megoldásokon érdemes elôször önállóan gondolkodnod, és csak akkor keress segítséget, ha meg-
akadtál.

1. t hónap múlva Aladár pénze 4500 + t $ 500, Béla pénze forint lesz.

2. a) A vívás körcikkhez 360° – (120° + 90° + 60° + 50°) = 40° tartozik, ennek feleltethetô meg a 16 fô.

b) .

c) Kezdetben a labdajátékot játszók száma, és fô az úszók száma. Ha

x fô iratkozott át úszásra, akkor 48 – x és 20 + x az új létszámok, és így . 

3. Igazolható, hogy ABD egyenlô szárú háromszög, és BCD „félszabályos” háromszög (azaz egy szabályos
háromszögnek a fele).

, innen és BC = AC – AB.

Megjegyzés:
A korábban kiszámított értékekkel CD = 3 és AB = 6, így BC = 5,2 cm. Azonban mindig problémás a kerekített ér-

tékekkel való „visszafelé” számolás, azaz amikor a végeredménybôl következtetünk az eredeti értékekre. 

Most az ismert adat, ebbôl pontos értékekkel számolva , azaz

adódik. Egy tizedesjegyre kerekítve valóban BC = 5,2 cm.

A megoldás során persze nem várják el tôlünk a fenti gondolatmenetet, ezzel inkább csak a problémát jeleztük.

4. Egy pozitív egész szám pontosan akkor osztható 36-tal, ha osztható 4-gyel és 9-cel. A 9-es oszthatósá-
got csak a 8-as számjeggyel érhetjük el; tehát az 1, 2, 3, 4, 8 számjegyekbôl kell a lehetô legnagyobb, 
4-gyel osztható számot elôállítani.

5. Érdemes elôször a három külsô alakzat területét meghatározni, ekkor a belsô háromszög területe a pa-
ralelogramma területébôl kivonással számítható. A külsô alakzatok területét pedig kiszámíthatjuk, ha fel-
használjuk, hogy a háromszögek területe arányos az alapjukkal és a hozzájuk tartozó magassággal. (Egy

BC6
31

30
1571#

AC6
67

30
3371#, ,AC CD16 75 2 16 85$1 1

,
AC CD

2 16 8$
=,AC CD

2 16 8$ =

,x
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20 0 7
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+

=

144 360
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120 48$ =

,50
90 1 8=

t18
100 4500 500$ $+

13

1. SZÁMOK ÉS ALAKZATOK

ábra szerint. Eközben az alaplap szemközti párhuzamos éle az asztalon marad. Mennyi víz
folyik ki az akváriumból?

K2 d) Ebben a megemelt helyzetben mekkora azoknak az üvegfelületeknek a területe, melyek
az edényben lévô vízzel érintkeznek?

Annának 8 különbözô szoknyája van. Egyik héten hétfôtôl csütörtökig minden nap ezekbôl vá-
laszt egyet.
a) Hányféleképpen állíthatja össze négy napon át a felveendô szoknyák sorozatát, ha az elsô és

az utolsó napon ugyanazt a szoknyát szeretné felvenni, de a többi napokon ettôl és egymás-
tól különbözôket?

b) Hányféleképpen veheti föl a szoknyákat, ha csak azt tudjuk, hogy a négy napból kettôn ugyan-
azt a szoknyát veszi föl, de a többi napokon ettôl és egymástól különbözôket? 

8. K1

ÚTMUTATÁSOK
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másik lehetôség, hogy az oldalak osztópontjain keresztül párhuzamosakat húzunk a paralelogramma olda-
laival, és így kisebb részparalelogrammákra bontjuk fel.)

6. a) Érdemes a negatív számokra is gondolnunk.
b) Itt csak pozitív lehet a keresett szám.
c) Egy belsô szög és egy külsô szög összege 180°.
d) Írjuk fel kétféleképpen a háromszög területét!
e) Mit tudunk a prímszámok paritásáról?
f) A 3-mal való oszthatósági szabályból már következik a válasz.
g) Próbáljuk felírni, hogyan nézhet ki ez a sokjegyû szám!

7. a) Ha a másik alapél hossza x deciméter, akkor 3 $ x $ 1,5 = 18.
b) 3 $ x $ 2 (liter)
c) Ekkor az akvárium éppen félig lesz vízzel.
d) A terület megegyezik az alaplap, egy oldallap és két fél oldallap területével.

8. a) ABCA típusú az öltözködés: az A szoknya 8-, a B 7-, a C pedig 6-féle lehet.
b) AABC típusú az öltözködés, de a két azonos szoknyát nem feltétlenül az elsô két napon veszi föl

Anna. Ennek a két napnak a megválasztására 6 lehetôsége van.

14

I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

2. A SZÁMOK ÁTTEKINTÉSE – BEVEZETÉS

Az emberiség történetében a számok „felfedezése”, a számfogalom kialakulása
igen hosszú folyamat eredménye volt. Egyes nyelvészek szerint vadászó-halászó
õseink beszédjükben valószínûleg használták az „egy”, „kettõ”, esetleg a „három”;
valamint a „sok”, „kevés”, „több” számneveket, de sok idõnek kellett eltelnie, míg
az igazi, az elvont számfogalom kialakult. A termelõerõk fejlõdése, a terjedõ
mezõgazdaság, állattenyésztés, és fõleg a kialakuló kereskedelem meggyorsította a
folyamatot. A termelt javakat számon kellett tartani, a cserekereskedelem kialaku-
lásával a termékekhez egyfajta értéket kellett rendelni – ezek a feladatok megold-
hatatlanok számok használata nélkül. Amikor felmerült az igény a termelési javak
összeírására, az adatok rögzítésére, nyilvántartására, akkor a már meglévõ írásbe-
liség kiegészült a számírással. A kereskedelmi élet fejlõdése azt eredményezte, hogy
a számokat kezdték nagyobb egységekbe, csoportokba foglalni. Így kialakultak a
számrendszerek, melyek õsi emlékei a legtöbb nép nyelvében megtalálhatók. (A ba-
biloniak öröksége például az idõmérésben használt 60-as számrendszer, vagy em-
líthetjük az õsi magyar 7-es számrendszert, amelyet leginkább a mesék világa õrzött
meg számunkra.)

Egyes ókori kultúrák már több ezer évvel ezelõtt rendelkeztek fejlett matema-
tikai ismeretekkel, elsõsorban az aritmetika, a terület-, a térfogatszámítás és a csil-
lagászati mérések területén. A legrégibb írásos emlékek kb. négyezer évesek, az
ókori egyiptomi és mezopotámiai kultúrák területérõl származnak. Mégis az ókor

legjelentõsebb matematikai eredményeit a görög matematikusoknak köszönhetjük. A Kr. e. VI. századtól szá-
míthatjuk tevékenységüket, s bár a görög matematika a virágkorát Kr. e. 350–200 között élte, munkássá-
guk a mai napig érezteti a hatását.

Egyiptomi írnok szobra
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2. A SZÁMOK ÁTTEKINTÉSE – BEVEZETÉS

A számok, a számokkal végzett tevékenységek mindennapi életünk részét ké-
pezik. 

András egy átlagos munkanapja a reggel fél hétkor csipogó ébresztõórával
kezdõdik. Negyed nyolckor indul az iskolába az Otthon utca 52. számú házból, s
ötperces (400 méteres) gyaloglás után felszáll a 6-os villamosra. A jármûvön még át-
olvassa az elsõ tanítási óra házi feladatát (irodalomtankönyv 162–164. oldal); a
sarki büfében esetleg tízórait vásárol magának (10 dkg felvágott, két zsömle, fél liter
tej; fizet 350 Ft-ot). A III. emeleti 314-es osztályterembe a 32 fõs osztályból hu-
szadiknak érkezik. Reméli, felel magyar irodalomból: félévkor csak 4-ese volt, év
végén 5-öst szeretne. 

Manapság nehéz elképzelni akár csak egyetlen olyan napot is, amikor a példá-
ban szereplõ András nem találkozik számokkal. Pedig ez nem mindig volt így: a
„szám” nehéz, elvont fogalom. A történelem elõtti korok beszélni tudó emberének
nyelvétõl egészen a mai, modern mûszaki nyelvezetig – a számfogalom hatalmas
fejlõdésen ment át. 

A továbbiakban áttekintjük a középiskolában használt számköröket, valamint a
számhalmazokon értelmezett mûveleteket.

Az egész számok körében elvégezhetõ az összeadás, a kivonás és a szorzás mûvelete. Ez azt jelenti,
hogy ha egész számokat összeadunk, kivonunk vagy szorzunk, az eredmény is egész szám lesz:

2 + 5 = 7,   2 – 16 = –14,   5 + (–2) = 3,   3 · (–2) = –6,   (–1) · (–13) = 13.

Más a helyzet a negyedik alapmûvelettel, az osztással: két egész szám hányadosa nem biztos, hogy egész
szám. 

Ahhoz, hogy értelmezni tudjuk két egész szám hányadosát (az osztást), be kell vezetnünk a törtszámok
fogalmát. Ezek ismeretében már írhatjuk, hogy

,   ,   ,   ,   ,   ,   . 

A törtvonal az osztás mûveletét jelzi, így a tört nevezõjében nem állhat 0: a stb. kifejezések

értelmetlenek. (0-val nem oszthatunk, 0 részre nem lehet szétosztani valamit.)
A törtek körében elvégezhetõ a négy alapmûvelet: törtszámok összege, különbsége, szorzata és hánya-

dosa is törtszám. (A 0-val való osztást természetesen nem értelmezzük.) Az általános iskolában az alapmûve-
letek mellett részletesen gyakoroltuk a törtek egyszerûsítését és bõvítését is. Emlékeztetõül: a tört értéke

, ,0
3

0
2

0
0-

3
2

6
4

9
6-

,
,
2 7

1 23
- 11

0
1
5

1
5

-
-

TERMÉSZETES SZÁMOK, EGÉSZ SZÁMOK

Általános iskolás tanulmányainkból már tudjuk, hogy a számolási igény megjelenésének az eredmé-
nye – „természetes” módon – a természetes számok halmaza: 0, 1, 2, 3, … A számok közül, elhagyva
a 0-t, a pozitív egész számokat kapjuk: 1, 2, 3, …; s a pozitív egész számok ellentettjeiként bevezet-
hetjük a negatív egész számokat is: –1, –2, –3, …

A pozitív egész számokat, a negatív egész számokat és a 0-t együttesen egész számoknak nevezzük.

TÖRTSZÁMOK, RACIONÁLIS SZÁMOK
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nem változik meg, ha a számlálóját és a nevezõjét ugyanazzal a nemzérus számmal szorozzuk (vagy oszt-
juk). Ezért a

,   ,   ,   ,   ,   ,   

törtek egyenlõek: mindegyik értéke 0,2.

Igaz-e, hogy az alábbi számok mind racionálisak?

;   ;   ;   ;   ;   ;   .

A példában az és a szám biztosan racionális, hiszen – a definíciónak megfelelõen –

két egész szám hányadosaként írhatók fel. Továbbá a számok egyenlõek is, hiszen ha az elsõ törtet 6-tal, a

másodikat pedig –9-cel egyszerûsítjük, alakjuk egyaránt lesz. 

A tört negatív szám, írhatjuk vagy alakba is, értéke nem változik; így c is racionális.

A d = 6, egész: a stb. átalakításhoz hasonlót bármely egész számmal elvégezhetünk, így

igaz, hogy minden egész szám egyúttal racionális szám is. 

Az e = 0 szintén racionális szám: stb.

Az f = 3,6 tizedes törtet könnyen felírhatjuk közönséges törtként, például ; vagyis f is racio-

nális szám. 

A tört látszólag nem racionális szám, hiszen sem a számlálója, sem a nevezõje nem egész

szám. Azonban például 100-zal bõvítve adódik, s ezért g is racionális. 

A fenti példában szereplõ összes szám racionális volt. Felmerül a kérdés: van-e egyáltalán olyan szám,
ami nem racionális? Van-e olyan szám, ami nem írható fel két egész szám hányadosaként? A kérdésre a lecke
végén kapjuk meg a választ. (Elõzetesen annyit megjegyzünk, hogy a kérdés már az ókori görög matemati-
kusokat is sokat foglalkoztatta, s mintegy 2500 évvel ezelõtt sikerült megválaszolniuk.)
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1. példa

Megoldás

Azokat a számokat, amelyek felírhatók két egész szám hányadosaként, racionális számoknak ne-

vezzük. A definíciót algebrai úton is megadhatjuk: a racionális számok felírhatók alakban, ahol a és

b egész szám (b ≠ 0).
b
a

Definíció
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2. A SZÁMOK ÁTTEKINTÉSE – BEVEZETÉS

Végezzük el a következõ mûveleteket!

a) ;   b) ;   c) .

Törtek összeadása és kivonása a közös nevezõre hozás segítségével történhet; szorzás esetén a számlálót a
számlálóval, a nevezõt a nevezõvel szorozzuk; végül törttel úgy osztunk, hogy az osztó reciprokával szorzunk.

a) ;

b) ;

c)

Látható, hogy a b) kifejezésben a zárójel használata felesleges: elsõ lépésként az osztást kell elvégeznünk,
mert magasabb rendû mûvelet, mint a kivonás. Azt is észrevehetjük, hogy ha elõször a zárójelet bontjuk
fel, akkor az a) és b) kifejezések csak egyetlen tag elõjelében különböznek:

a) ;   b) .

Speciális törtszámok a tizedes törtek. 
A mindennapi életben általában véges tizedes törtekkel számolunk, például: 
– 52,6 m3 a havi gázfogyasztás, 
– 1283,34 kWh a villanyóra állása, 
– a személygépkocsi átlagos benzinfogyasztása 100 km-enként 7,6 liter. 
Ekkor a tizedes tört olyan közönséges törtként értelmezhetõ, amelynek a nevezõje 10 valamely hatványa: 

;   ;   ;   .

De találkozunk végtelen tizedes törtekkel is: 

– az osztály egyik csoportja matematikából átlagú dolgozatot írt;

– vagy például ha egy csokifajtából 30 dkg 400 Ft-ba kerül, akkor kiszámítható, hogy 1 kg ára

(Ft).

Érdemes megvizsgálnunk a racionális számok és a tizedes törtek kapcsolatát. (A fenti példák alapján úgy
tûnik, hogy bármely racionális szám felírható tizedes tört alakban.)

, ,30
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2. példa

Megoldás
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Adjuk meg az alábbi racionális számok tizedes tört alakját!

a) ;     b) ;     c) ;     d) .

Az írásbeli osztás mûvelete alapján:    

Értelmezzük a kapott eredményeket! Két egész szám hányadosa az a) esetben véges tizedes tört, a 
b) – d) esetekben pedig végtelen, szakaszos tizedes tört lett: 

;       ;       ;       .

véges tizedes tört végtelen szakaszos tizedes tört

Az ismétlõdésnek a b) tört esetén az az oka, hogy az osztási maradék mindig 1; a c) esetben az 1, 3, 2,
6, 4, 5 maradékok ismétlõdnek; végül a d) pontban a maradékok 7, 16, 16, … 

Tetszõleges alakú tört esetén is (a és b pozitív egész számok) hasonló megállapításokat tehetünk. Egyik 

eshetõség, hogy a b-vel való osztás során valamikor fellép a 0 maradék; ekkor az közönséges tört átírása-

kor véges tizedes törtet kapunk. A másik lehetõség, hogy az osztási maradékok rendre az 1, 2, 3, …, (b – 1)
számok közül kerülnek ki. Ekkor a tizedes tört alak nem véges, a tizedesvesszõ leírása után legkésõbb a b. lé-
pésben az osztási maradék ismétlõdni fog, és innentõl kezdve a hányados számjegyei periodikusan ismétlõdnek.

b
a

b
a

,40
11 0 275= ,3

1 0 3= o ,7
8 1 142857= ,18

7 0 38= o

40
11

3
1

7
8

18
7

d) 7 : 1 8 = 0, 3 8 8 …
7 0
1 6 0

1 6 0
1 6

c) 8 : 7 = 1, 1 4 2 8 5 7 1 4 …
1 0

3 0
2 0

6 0
4 0

5 0
1 0

3 0
2

b) 1 : 3 = 0, 3 3 3 …
1 0

1 0
1 0

a) 1 1 : 4 0 = 0, 2 7 5
1 1 0

3 0 0
2 0 0

3. példa

Megoldás

A gondolatmenetünkbõl következik, hogy bármely racionális szám felírható
– vagy véges,
– vagy végtelen, de szakaszos tizedes tört alakban.

Tétel
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Vizsgáljuk meg az x = 1,2122122212222… végtelen tizedes tört alakban megadott számot! 
(x jegyeit úgy képezzük, hogy az 1-esek után mindig eggyel több 2-es számjegy áll.) Könnyen lát-
ható, hogy az így megadott szám nem lehet szakaszos tizedes tört: akármilyen hosszú ismétlõdõ
periódust tételezünk fel, elõbb-utóbb több szomszédos 2-es található a számjegyek között, tehát
„elromlik” a periodicitás. Vagyis ez a szám nem lehet racionális. (Ha racionális lenne, akkor vég-
telen szakaszos tizedes tört alakja lenne.) 

A fenti x tizedes törthöz hasonló módon tetszõleges számú irracionális számot megadha-
tunk. További irracionális számok például (sõt általában minden alakú
szám, ahol a k pozitív egész szám nem négyzetszám); vagy nevezetes irracionális szám a r is,
amivel több mint 300 éve a kör kerületének és átmérõjének a hányadosát jelöljük1.

A középiskolai tanulmányaink alatt ebben a számkörben dolgozunk; tehát a „szám” fogalma
– ha az ettõl való eltérést külön nem jelezzük – mindig valós számot jelent.

, , ,2 3 5 6 k

19

2. A SZÁMOK ÁTTEKINTÉSE – BEVEZETÉS

IRRACIONÁLIS SZÁMOK, VALÓS SZÁMOK

1 A 10. évfolyamon kerül sor annak bizonyítására, hogy irracionális szám.2

FELADATOK

1. K1 Az alábbi kifejezések értékét próbáljuk „fejben” (azaz íróeszköz és számológép nélkül) meghatározni!

a) ; d) ;

b) ; e) ;

c) ; f) .

A 2. példa a)–c) feladataiban háromféleképpen zárójeleztük a kifejezést, s három különbözõ
eredményt kaptunk. Számítsuk ki az alábbi d)–g) kifejezések értékét, s a kapott értékeket ha-
sonlítsuk össze a korábbi a)–c) eredményekkel!

d) ;   e) ;   f) ;   g) .:3
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= + + + +- - 67 318 19 318 28 318F $ $ $= - -

439 243 437 1057 244 2999B = + +- - - 67 518 518 33E $ $= +

32 87 26 68 97 36A = + + +- - D 9
2

11
6

9
5

16
6

22
3

8
3

3
1

= + + +- - -

Fogalmak
természetes szám;
pozitív, negatív

egész szám;
racionális szám;
irracionális szám;
valós szám;
törtszám;
reciprok;
egyszerûsítés, 

bõvítés;
közönséges tört;
tizedes tört;
mûveleti sorrend;
ellentett.

Azokat a számokat, amelyek nem racionálisak, irracionális számoknak nevezzük. 
Az irracionális számok tehát olyan számok, amelyek nem írhatók fel két egész szám há-

nyadosaként.

A racionális és az irracionális számok együtt a valós számok. 

Definíció

Definíció

2. K1
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I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

3. K1 Végezzük el a következõ mûveleteket:

a) ;    b) ;    c) .

Az alábbi állítások melyik igaz, melyik hamis? (Indokoljunk!)
a) Bármely szám kétszerese kisebb, mint a háromszorosa.
b) Bármely szám fele kisebb, mint maga a szám.
c) Bármely szám négyzete nagyobb, mint maga a szám.
d) Bármely szám reciproka kisebb, mint maga a szám.
e) Nagyobb számnak kisebb a reciproka.
f) Minden számhoz található olyan szám, hogy a két szám összege 0.
g) Minden számhoz található olyan tõle különbözõ szám, hogy összegük éppen 1.
h) Van olyan egész szám, amelynek a reciproka is egész szám.

Rendezzük növekvõ sorrendbe az alábbi számokat!

; ; ; ; ; ; .

Figyeljük meg az alábbi sorozatok tagjait! Mit állíthatunk az egymást követõ tagok nagyságrendi viszonyairól?

a) b) c)

Adjuk meg az alábbi racionális számokat tizedes tört alakban (számológépet ne használjunk)!

;   ;   ;   ;   ;   .

Megjegyzés: A számológépes megoldás nem adhat minden esetben pontos értéket, hiszen általában csak 10 számje-
gyet ír ki a gép.2

Adjunk meg olyan közönséges törtet, amelynek egész számú többszöröse

a) 3 és 7;   b) 2 és ;   c) és !

A racionális számoknak sok érdekes tulajdonsága van. Néhány ezek közül:
a) alakjuk nem egyértelmû;
b) a pozitív racionális számok között nincs legkisebb;
c) bármely két különbözõ racionális szám között található további racionális szám;
d) bármely két különbözõ racionális szám között végtelen sok további racionális szám található.

Bizonyítsuk be a fenti állításokat!

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 698;  704. a)–g); 713;  726. a)–b); 727. a), c);
732;  743;  750;  751;  752;  753;  756. a)–c); 757;  760;  762;  765.

4
3

3
2

5
4

A 4
7

= - B 20
17

= C 7
17

= D 9
17

= E 30
37

= F 330
433

=

; ; ; ;3
2

4
3

5
4

6
5 f ; ; ; ;6

4
7
5

8
6

9
7 f ; ; ; ;2

3
3
5

4
7

5
9 f

2,8A = - B 21
59

= - C 3
7

= ,D 2 33= E 6
17

= -
,F 11

25 4
= ,G 5 44=

3
2

2
1

6
5

- - -b l :4
14

8
3

5
3

25
4

+- - - -b bcl lm :5
2 2 12

5
3

10$- + b l

4. K1

5. K1

6. K2

7. K1

8. K2

9. E1

2 Hasonló problémákról részletes anyag található A számológépek számábrázolása c. olvasmányban.

Ajánlott feladatok
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3. HALMAZOK, RÉSZHALMAZOK

Általános iskolai tanulmányaink során már megismerkedtünk a halmazokkal: az
egyforma tulajdonságú objektumokat egy-egy csoportba soroltuk, s ezeket a csopor-
tokat halmazoknak neveztük. A halmaz alapfogalom, általában az azonos tulajdon-
ságú elemek együttesét, összességét jelenti.

A halmazok elemei a legkülönfélébb „dolgok” lehetnek. A matematikában általá-
ban számhalmazokkal és ponthalmazokkal dolgozunk, melyek természetesen szá-
mokból, illetve pontokból állnak. De találkozhatunk olyan halmazokkal is, melyek ele-
mei geometriai objektumok (például különféle négyszögek), fogalmak, tételek, vagy
akár személynevek is lehetnek (például adott idõszak magyar minisztereinek a hal-
maza).

A mindennapi életünkben lépten-nyomon „halmazokba botlunk” – csak legfel-
jebb ezt a tényt nem tudatosítjuk. Amikor az elõzõ fejezetben példaként említett And-
rás felszáll a 6-os villamosra, akkor a városban közlekedõ villamosok halmazából száll
fel az egyikre; az utazás során õ is a villamoson utazó emberek halmazának egyik
eleme lesz; de beletartozik a saját osztálya tanulóinak a halmazába is; és ha felel ma-
gyar irodalomból, akkor azon tanulók halmazába kerül, akik éppen aznap feleltek.

Látjuk, hogy gyakorlatilag bármilyen objektumokból (élõlényekbõl, tárgyakból, fo-
galmakból) készíthetünk halmazt, ha közös tulajdonságuk alapján, vagy valamilyen
indokkal azonos csoportba soroljuk õket. Ezzel kapcsolatban egyetlen – szigorú –
megkötés van: a halmaz megadásának egyértelmûnek kell lennie. Azaz: bármely ob-
jektumról egyértelmûen el kell tudni dönteni, hogy hozzátartozik a halmazhoz, vagy
sem. 

(Persze elképzelhetõ, hogy a halmazba sorolás technikailag nehézséget okoz. Például egy több
ezer jegyû számról nehéz lehet eldönteni, hogy a prímszámok halmazába tartozik, vagy sem.)

A halmazokat általában nagybetûkkel jelöljük, és ha felsoroljuk az elemeiket, akkor azokat kapcsos zá-
rójel közé tesszük. A leggyakrabban használt számhalmazok jelölése az egész világon ugyanaz: 

a természetes számok halmazát N, az egész számok halmazát Z, 
a racionális számok halmazát Q és  a valós számok halmazát R betûvel jelöljük. 

(Ezek általában a megfelelõ nemzetközi elnevezések kezdõbetûi.) 

Például: A = {pozitív páros számok}; vagy B = {az Európai Unió tagállamai}; vagy C = {Ady Endre versei}.

Például: D = {1; 2; 3; 4; 5}; vagy ; vagy F = {Szent István, Péter, Aba Sámuel}.

A végtelen elemszámú halmazokat is megadhatjuk „felsorolással”: G = {0; 1; 2; 3; …}; 
H = {…; –2; –1; 0; 1; 2; …} vagy H = {0; 1; –1; 2; –2; …}; I = {10; 12; 14; 16; …}. Ekkor vigyáz-

nunk kell arra, hogy a három pont (…) által jelzett folytatás egyértelmû legyen. 

, ; , ; ;E 1 2 3 6 7
5 5r= -& 0

A halmazokat megadhatjuk az elemek közös tulajdonságával.

Egy másik megadási lehetõség a halmaz elemeinek a felsorolása. 

HALMAZOK MEGADÁSA, JELÖLÉSEK
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Megállapodás szerint a halmazok minden elemét csak egyszer soroljuk fel. Tekintsük az 1; 1; 1; 2; 2; 3 számokat
(gondoljunk például mérési eredményekre). Ha a felsorolásban szereplõ mérések számértékét soroljuk halmazba, akkor
ez helyesen {1; 2; 3}. De ha a konkrét értékekre van szükségünk – például a mért számok átlagának a kiszámításakor –,
akkor nem halmazról, hanem ún. adatsokaságról, vagy a hat szám sorozatáról beszélünk.

J = {x | 7 < x < 15} olyan x számokból álló halmaz, melynek elemei 7-nél nagyobbak és 15-nél kiseb-
bek.

K = {n | n = k2, k = 0, 1, 2, 3} az egyjegyû négyzetszámok halmaza. (Vagy kissé rövidebben: 
K = {k2 | k = 0, 1, 2, 3}).

L = {x | (x – 1)(x + 2) = 0} olyan x számokból álló halmaz, amelyekre teljesül az (x – 1)(x + 2) = 0 fel-
tétel. Az egyenlet megoldásai 1 és –2, így L = {1; –2}.

M = {k | k = 2n, n egész szám} azon k számok M halmazát jelenti, amelyek felírhatók 2n alakban, ahol
n egész szám. Ezt röviden úgy mondanánk, hogy M a páros számok halmaza, ami egyúttal a halmaz tulaj-
donsággal, körülírással történõ megadása.

A halmazok megadásakor elõfordulhat, hogy a függõleges vonal elõtt azt is megadjuk, hogy milyen alap-
halmazra vonatkozik a feltétel. Az tehát olyan halmaz, melynek elemei hozzátartoznak a 
H halmazhoz, és rendelkeznek a t(x) tulajdonsággal.

O = {x ! R | 7 < x < 15} olyan valós számokból álló halmaz, melynek elemei 7-nél nagyobbak és 15-
nél kisebbek. (Tehát O = J.)

De a P = {x ! Q | 7 < x < 15} halmaz elemei racionális számok, így P ≠ J.
S = {x ! N | (x – 1)(x + 2) = 0} olyan természetes számokból álló halmaz, melyek gyökei (megoldásai) az

(x – 1)(x + 2) = 0 egyenletnek. Az 1 és –2 gyökök közül csak az 1 természetes szám, így S = {1}.

A szakirodalomban a függõleges vonal helyett a kettõspontot is alkalmazzák jelölésként.

x H t x! ^ h$ .

Gyakori megadási mód valamilyen szabály, formula, képlet alkalmazása. Ha a halmazt elemeire vo-
natkozó feltétellel vagy tulajdonsággal adjuk meg, akkor 

– a függõleges vonal elé írjuk a változót, amivel a halmaz elemét jelöljük; 
– a függõleges vonal után pedig megadjuk azt a feltételt vagy tulajdonságot, amely a halmaz elemeire

vonatkozik.
Az halmaz tehát olyan x elemekbõl áll, amelyekre teljesül a t(x) tulajdonság.( )x t x# -

Például

Például

Speciális halmaz az üres halmaz, amelynek egyetlen eleme sincs. Jelölése Q vagy { }. 
Figyeljünk arra, hogy többféle halmazmegadás is vezethet az üres halmazhoz, például a {negatív

négyzetszámok halmaza} = Q, hiszen negatív négyzetszám nem létezik. 

Definíció
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Mikor, melyik megadási módot célszerû használni? Általában azt mondhatjuk, a konkrét példától függ,
hogy melyik módszer a leginkább áttekinthetõ, esetleg az ízlésünknek megfelelõ, vagy egyáltalán melyik
használható. Például az A = {pozitív páros számok} halmazt megadhatjuk felsorolással is: A = {2; 4; 6;
…}, s ez a megoldás sem bonyolultabb, mint a körülírás. Ugyanakkor a képlettel történõ megadás: 
A = {x | x = 2k, k = 1, 2, 3, …} már elvontabb megoldásnak tûnik.

Az F = {elsõ három magyar király} megadás esetleg precízebb, mint az F = {Szent István, Péter, Aba
Sámuel} megadás, s a G elemeinek a felsorolása helyett G = {0; 1; 2; 3; …} a természetes számokra al-
kalmazott N jelölés az egységesen elfogadott.

Nem mindig van választási lehetõségünk. A C = {Ady Endre versei} halmaz megadása felsorolással
nem gyakorlatias, a legtöbb esetben haszontalannak tûnik; arra pedig, hogy C elemeit valamilyen képlet-
tel adjuk meg, esélyünk sincs.

A halmazok szemléltetése, szemléletes megadása történhet táb-
lázattal, grafikonnal, különbözõ diagramokkal. Az általános iskolá-
ban általában a Venn-diagramot alkalmaztuk. Az ábrán a D és K hal-
mazok Venn-diagramja látható.

Említettük, hogy bármely objektumról el kell tudnunk dönteni, hogy
az adott halmazhoz hozzátartozik, vagy sem. Ezek jelölésére az !, illetve
" szimbólumokat használjuk. Például 10 ! J, 10 " K (’10 eleme J-nek, 10
nem eleme K-nak’); vagy Magyarország ! B.

Elõfordulhat, hogy egy halmaz minden eleme beletartozik egy másik
halmazba. Ilyen kapcsolat áll fenn a példákban szereplõ A és H, vagy a D
és H, vagy a K és N halmazok között. A halmazok közötti tartalmazásra
külön fogalmat és jelölést vezetünk be. 

A korábbi példában a jelölés tehát: D 3 H, K 3 N.

{2; 4; 6} 3 A, {Magyarország, Ausztria} 3 B.

Helytelen lenne a Magyarország 3 B jelölés, mert példánkban Magyarország nem halmaz. Helyesen: {Magyaror-
szág} 3 B, azaz a Magyarországot tartalmazó halmaz részhalmaza B-nek.

(Az állítások bizonyítását a lecke végén emelt szintû feladatként tûzzük ki.) 

D K

1

4

2

3

5

0

9

TARTALMAZÁS, ELEM, RÉSZHALMAZ

Például

A részhalmaz definíciójából több állítás is levezethetõ:
– minden halmaz része önmagának;
– az üres halmaz minden halmaznak részhalmaza;
– ha H1 3 H2 és H2 3 H3, akkor H1 3 H3 is teljesül.

Az A halmaz részhalmaza (vagy része) a H halmaznak, ha A min-
den eleme egyúttal a H halmaznak is eleme. Ezt a kapcsolatot az 
A 3 H szimbólummal jelöljük. 

John Venn (1834–1923)
angol matematikus. Elsõ -
ként õ ábrázolta körökkel
a logikai állítások kapcso-
latait. A Symbolic Lo gic 
(Szimbolikus logika) címû
1881-es munkájában ve-
zette be a késõbb róla el-
nevezett Venn-diagram
fogalmát.

Definíció
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Az alábbi táblázatban egy település önkormányzati testületének a szavazatait soroltuk fel. A tíz képvi-
selõ (jelölésük: A, B, C, …, J) három kérdésre szavazott, az „igen, nem, tartózkodom” szavazatokat a táb-
lázatban i, n, t betûkkel jelöltük.

a) H1 = {A, B, D, F, I, J}.
b) H2 = {A, D, J}.
c) A H3 halmazba azok a képviselõk tartoznak, akik az elsõ két kérdésre az „igen” vagy „tartózkodom”

válaszokat adták: H3 = {A, D, F, H, J}.
d) H2 3 H1, hiszen minden olyan képviselõ, aki az elsõ két kérdésre „igen”-nel szavazott, szükségkép-

pen „igen”-nel szavazott az elsõ kérdésre is. 
H3 nem része sem H1-nek, sem H2-nek, mert van olyan képviselõ, aki a második kérdésnél igennel
szavazott, de az elsõ kérdésnél tartózkodott (H). Igaz viszont, hogy H2 1 H3: ha valaki az elsõ két kér-
désre „igen”-nel szavazott, akkor nem szavazott „nem”-mel.

e) A testület az elsõ két előterjesztést elfogadta, a harmadikat nem.
f) Van ilyen, a J képviselõ.

A halmazokkal kapcsolatos problémák közül a mindennapi életünkben leggyakrabban elôforduló esetekre láttunk
példákat, ezek: az osztályba sorolás (kategorizálás, tipizálás), illetve a szûrés (valamilyen feltételrendszer szerint). A hal-
mazmûveletekkel a következõ leckében részletesen foglalkozunk. 

A B C D E F G H I J

1. kérdés i i n i t i n t i i

2. kérdés i n i i n t t i n i

3. kérdés i n n t n t n n i n

1. példa

Megoldás

a) Legyen H1 azon képviselõk halmaza, akik az 1. kérdésre „igen”-
nel szavaztak. Adjuk meg a H1 halmazt felsorolással!

b) Legyen H2 azon képviselõk halmaza, akik az elsõ két kérdésre
„igen”-nel szavaztak. Adjuk meg a H2 halmazt felsorolással!

c) Legyen H3 azon képviselõk halmaza, akik az elsõ két kérdés
egyikére sem szavaztak „nem”-mel. Soroljuk fel a H3 halmaz ele-
meit!

d) Milyen kapcsolat áll fenn a H1, H2 és H3 halmazok között?
e) Mi volt a szavazások eredménye? (Az elõterjesztés elfogadásá-

hoz – a tartózkodásokat nem számítva – egyszerû többségre van
szükség.) 

f) Van olyan képviselõ, aki mindhárom kérdésre a többséggel
egyetértésben szavazott?
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Ábrázoljuk Venn-diagramon N, Z, Q, R és az irracionális számok Q* hal-
mazát!

A halmazok kapcsolatát a mellékelt Venn-diagram szemlélteti. 

Az ábráról leolvasható az N 3 Z 3 Q 3 R és Q* 3 R tartalmazás (minden természetes szám egyúttal egész
szám is stb.). A valós számok a racionális és irracionális számokból állnak, s minden szám csak egyfajta
lehet: vagy racionális, vagy irracionális.

Tekintsük az A = {1; 2; 3; 4; 5; 6}, B = {2; 4; 6; 8; 10} és C = {4; 5; 6; 7; A} halmazokat. (A C hal-
maz egyik eleme az A halmaz.) Melyik igaz az alábbi állítások közül?

a) 1 ! A; b) 1 " B; c) 1 ! C; d) {1} ! A; e) 1; 2; 3 3 A;
f) {1} 3 A; g) {1; 2; 3} 3 A; h) A ! C; i) A 3 C; j) {A} ! C;
k) {A} 3 C.

Definíció szerint az a) és b) állítások igazak, a c) hamis. 
A d) állítás hamis, mert az 1-et tartalmazó {1} halmaz nincs felsorolva A elemei között.
Az e) állítás értelmetlen, hiszen csak halmaz lehet egy másik halmaz részhalmaza. A helyes forma a g)

állításban látható, s ez igaz is.
Hasonlóan igaz definíció szerint f): az {1} halmaz minden eleme (azaz az 1-es) egyúttal eleme A-nak is.
A h) állítás igaz, mert az A halmazt felsoroltuk C elemei között.
Az i) hamis. Van olyan eleme az A halmaznak, ami nincs benne C-ben: például az 1.
A j) állítás hamis. Az A halmazt tartalmazó halmaz nem eleme C-nek (csak A ! C igaz, a h) állításnak meg-

felelõen).
A k) igaz. Az A halmazt tartalmazó halmaz minden eleme (azaz A) egyúttal eleme C-nek is.

Fogalmazzuk meg ezt a definíciót az 
a) „eleme”, illetve 
b) „részhalmaza” 
szimbólumok segítségével!

a) A = B, ha minden x ! A esetén x ! B is teljesül; és fordítva, ha minden x ! B esetén x ! A is igaz.
b) A = B, ha A 3 B és B 3 A.

2. példa

Megoldás

Z

N

Q QR *

3. példa

Megoldás

4. példa

Megoldás

Két halmaz, A és B egyenlõ, ha elemeik ugyanazok. 

Definíció
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5. példa

3 A sejtés megfogalmazása és bizonyítása megtalálható a 10. Halmazokról és számokról c. leckében.

Megoldás

Fogalmak, név
halmaz;
üres halmaz;
részhalmaz;
halmazok 

egyenlõ sége;
valódi részhalmaz;
Venn-diagram;
Venn.

FELADATOK

1. K1

2. K1

Az a) megoldásban a „minden x ! A esetén x ! B is teljesül” feltétel azt jelenti, hogy az A halmaz minden eleme a
B halmaznak is eleme. Észrevehetjük, hogy ekkor éppen az A 3 B kapcsolatot fogalmaztuk meg.

Kissé zavaró, hogy A 3 B esetén A = B is megengedett. A köznyelvben „B része” alatt általában B egy
összetevõjét, kisebb egységét értjük. S valóban, a köznyelv számára például az {1, 2} 3 {1, 2} tartalmazás
nem tûnik „igazi” résznek.

Általában az A 3 B jelölést használjuk, mert ez a valódi tartalmazást is magában foglalja. Az A 1 B jelölést csak akkor
– és csak ritkán – alkalmazzuk, amikor hangsúlyozni kívánjuk, hogy A ≠ B.

Soroljuk fel az alábbi halmazok összes részhalmazát! Ezek közül melyek valódi részhalmazok?
a) H0 = { };   b) H1 = {a};   c) H2 = {a, b};   d) H3 = {a, b, c}.

a) Az üres halmaznak egyetlen részhalmaza van, az üres halmaz: Q valódi részhalmaza nincs.
b) H1-nek két részhalmaza van: Q, {a}. Valódi részhalmaz: Q.
c) Négy részhalmazt találunk: Q, {a}, {b}, {a, b}. Valódi részhalmazok: Q, {a}, {b}.
d) H3-nak nyolc részhalmaza van: Q, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}. Nem va-

lódi részhalmaz: {a, b, c}.

A részhalmazok száma az egyes feladatokban 1, 2, 4, 8. Ez alapján vajon milyen sejtést fogalmazha-
tunk meg?3

Az alábbi meghatározások egy adott osztály tanulóira vonatkoznak. A definíciók közül melyek határoznak
meg egyértelmûen egy halmazt?
a) az osztályba járó fiúk; d) a budapesti lakosok;
b) a magas tanulók; e) akiknek tavaly év végén 5-ös matematikaosztályzatuk volt;
c) a barna hajú lányok; f) akik szeretnek iskolába járni.

Az alábbi A, B és C halmazokat megadhatjuk felsorolással, közös tulajdonsággal és képlettel is. Pótoljuk a
hiányzó megadásokat, és ábrázoljuk a halmazokat a Venn-diagramon!

Azt mondjuk, hogy az A halmaz valódi részhalmaza (vagy valódi része) a B halmaznak, ha A része
B-nek, de a két halmaz nem egyenlõ. Jelölés: A 1 B. (A két halmaz kapcsolatát formulákkal is megad-
hatjuk: A 3 B, de A ≠ B.)

Definíció

halmaz felsorolás közös tulajdonság képlet

A {1, 3, 5, 7, 9}

B egyjegyû, pozitív prímszámok

C C = {x | 4 # x # 9 és x ! N}
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Az alábbi táblázatban egy osztály tanulóit két-két csoportra osztottuk a nemük szerint, valamint
attól függõen, hogy év végi matematikaeredményük „jó” (4-es vagy 5-ös), illetve „gyenge” (2-es
vagy 3-as) volt. A táblázat mezõibe írt számok a megfelelõ tulajdonságú tanulók számát jelentik.

Értelmezzük a táblázat adatait!
a) Mennyi az osztálylétszám?
b) Az összes tanuló hány százaléka „jó” matematikából?
c) Az összes fiú hanyadrésze „gyenge” matematikából?
d) Ábrázoljuk az adatokat az F (fiúk) és J („jók”) halmazok Venn-diagramján! (Az alaphalmaz az

osztály tanulóinak a halmaza, az egyes tartományokba a megfelelõ elemszámot írjuk.)

Legyen A = {egyjegyû páros természetes számok}, B = {egyjegyû négyzetszámok}. Adjuk meg
az A halmaz egy lehetséges X és a B halmaz egy lehetséges Y részhalmazát úgy, hogy
a) Y 1 X;   b) Y 3 X;   c) X 1 A és  Y 1 X;   d) X 1 A  és  Y 3 X;   e) Y = X!

Fogalmazzuk meg, mit jelent, hogy
a) az A halmaz nem üres halmaz;
b) az A halmaz nem részhalmaza B-nek (jelölés: A j B);
c) az A halmaz nem egyenlõ B-vel!

Fogalmazzunk meg a fenti számhalmazok között néhány tartalmazáskapcsolatot (melyik halmaz
melyiknek részhalmaza, valódi részhalmaza, vagy nem része)! 
Például igaz-e, hogy: 
a) N+ 3 Z+;   b) N+ 1 Z+;   c) Q0

+ 3 R+;   d) R– j Q stb.?

Tekintsük az A = {3-mal osztható egész számok}, B = {x | x = 10k – 3, k ! Z+}, C = {négyzet-
számok} halmazokat. Melyik igaz, melyik hamis az alábbi állítások közül?
a) Az A halmaznak négy olyan eleme van, amelyik egyjegyû szám.
b) Van olyan egyjegyû szám, amelyik mindhárom halmaznak eleme.
c) Van olyan kétjegyû szám, amelyik két halmaznak is eleme.
d) Van olyan kétjegyû szám, amelyik mindhárom halmaznak eleme.
e) Van olyan 2-esre végzõdõ szám, amelyik két halmaznak is eleme.
f) Van olyan 4-esre végzõdõ szám, amelyik két halmaznak is eleme.
g) 0 ! A. h) 0 " C. i) {0; 576; 1296} 3 C. j) {0; 576; 1296} 1 A.
k) {0; 576; 1296} j B. l) 0 3 A. m){0} 3 A. n) Q 1 B.
o) { } 3 C. p) A 3 A. q) B 1 B.

jók (4-es, 5-ös érdemjegy) gyengék (2-es, 3-as érdemjegy)

F (fiúk) 8 7

L (lányok) 10 7

27

3. HALMAZOK, RÉSZHALMAZOK

3. K2

4. K1

5. K1

6. K1

A matematikai irodalomban gyakran találkozhatunk az N+, Z+, Z–, Q+, Q–, R+, R– jelölések-
kel. Jelentésük sorban: pozitív természetes számok, pozitív egész számok, negatív egész szá-
mok, pozitív racionális számok, negatív racionális számok, pozitív valós számok, negatív valós
számok halmaza. A Q0

+ jelölés a pozitív racionális számokat és a 0-t tartalmazó halmazt jelenti,
s hasonlóan jelölhetjük a Z0

+, R0
+ stb. halmazokat is. 

7. K2
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I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

8. K2

9. K2

10. E1

12. E1

11. K2

Ajánlott feladatok

Az alábbi állításokban A és B tetszõleges halmazok. Melyik igaz az állítások közül?
(1) Ha 1 ! A, akkor {1}3 A.
(2) Ha A 1 B, akkor A 3 B.
(3) Ha 1 ! A, akkor 1 j A.

Ugyanazt jelenti-e az alábbi két állítás?
a) Az A halmaz minden x eleméhez van a B halmaznak olyan b eleme, hogy x < b.
b) A B halmaznak van olyan b eleme, hogy az A halmaz minden x elemére x < b. 
(Melyik állításból következik a másik?)

Igazoljuk a következõ állításokat!
a) Minden halmaz része önmagának.
b) Ha H1 3 H2 és H2 3 H3, akkor H1 3 H3 is teljesül.
c) Ha H1 3 H2 és H2 1 H3, akkor H1 1 H3 is teljesül.
d) Az üres halmaz minden halmaznak részhalmaza.
e) Egyetlen üres halmaz van.

A = {1; 2; 3}, B = {2; 3; 4; 5; 6; 7}.
a) Hány részhalmaza van A-nak?
b) Hány valódi részhalmaza van A-nak?
c) Hány 2 elemû részhalmaza van B-nek?
d) Hány 4 elemû részhalmaza van B-nek?
e) Hány olyan halmaz van, amelyik A-nak és B-nek is részhalmaza?

Az a és b különbözô számok elemei az A véges elemszámú számhalmaznak. Tudjuk, hogy A-nak eleme bár-
mely két (különbözô) elemének 
a) összege is;
b) szorzata is. 
Mennyi lehet A elemszáma az a) és a b) esetben? 

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 
145;  148;  150;  151. a)–j); 152;  153;  155;  161;  164.
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4. MÛVELETEK HALMAZOKKAL

1. példa

4. MÛVELETEK HALMAZOKKAL

A táblázatban egy adott osztályból azon tanulókat soroltuk fel, akik az
iskola komplex természettudományos versenyén a három tantárgy (bio-
lógia, fizika, kémia) valamelyikébõl elindultak. Az elsõ oszlopban a diá-
kokat nevük kezdõbetûivel jelöltük, a másik három oszlopban pedig a
tantárgyi versenyen elért pontszámuk látható. (Mindegyik tantárgyból
legfeljebb 30 pontot lehetett elérni.) 

Biológiából azok a tanulók
jutottak tovább a második for-
dulóba, akik legalább 21 pon-
tot elértek. Ilyen tanuló kilenc
van (elegendõ a vezetékne-
vük kezdõbetûit használni):
C, D, G, K, M, O, P, Sz, V. 

Ugyanez a továbbjutási
ponthatár fizikából 20 pont
volt. Ebbõl a tantárgyból a
második fordulóba jutott ver-
senyzõk névsora: A, C, K, P,
R, Sz, T, V, Z. 

Ha a tanulók eredményességét vizsgáljuk, különbözõ kérdé-
seket tehetünk fel. Például:

Hány olyan tanuló van, aki
– mindkét tantárgyból bejutott a második fordulóba;
– biológia tantárgyból továbbjutott, fizikából nem;
– egyik tantárgyból sem jutott tovább?

És persze a kapott válaszokat összevethetjük a kémiaverseny eredményeivel. Például:
A második fordulóba kémiából a legalább 18 pontot elért versenyzõk jutottak. Hány tanuló van, aki

mindhárom tantárgyból továbbjutott? Hány olyan, aki kettõbõl jutott tovább? És így tovább.
A mindennapi életben hasonló feladatokkal gyakran találkozunk. A köznyelvben ezeket a „mûveleteket”

kategorizálásnak (csoportosításnak) és szûrésnek (kiválogatásnak) nevezzük. 
A problémát matematikailag is modellezhetjük. Az adatok egyszerû és egységes kezelése érdekében a

tanulókat egy-egy halmazba soroljuk; például a biológiából továbbjutott diákok halmazát jelölje B, a fizi-
kából továbbjutottak halmazát F. Ekkor B = {C, D, G, K, M, O, P, Sz, V}, F = {A, C, K, P, R, Sz, T, V, Z}. 

Ekkor a matematika nyelvén megfogalmazott kérdések a következõk:
Hány olyan tanuló van, aki
– a B és F halmaznak is „eleme”;
– a B halmaznak eleme, de az F halmaznak nem;
– sem a B, sem az F halmaznak nem eleme (pedig elindult a versenyen)?

Hasonló kérdéseket három halmaz esetén is feltehetünk, például: hány olyan tanuló van, aki a B, F, K
halmazok mindegyikének eleme? (Természetesen K a kémia tantárgyból továbbjutott versenyzõk halmazát
jelenti: K = {A, G, H, N, P, T, Z}.)

név biológia fizika kémia
A. K. 22 26
C. R. 30 24
D. Cs. 23 12 14
G. B. 29 18
H. H. 25
K. M. 25 25
M. Gy. 25 11 12
N. G. 19 18
O. G. 21
P. Zs. 29 29 25
R. A. 18 20
S. E. 16 16 12
Sz. K. 30 22
T. E. 17 22 23
V. B. 27 21 16
Z. M. 28 27
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A válaszok minden esetben a tanulók egy-egy csoportját, azaz egy-egy halmazát adják meg. Ez alapján úgy
tûnik tehát, hogy érdemes a halmazok között ható mûveleteket definiálnunk. Ezek eredménye ismét halmaz
lesz, s a fenti példákhoz hasonló gyakorlati eljárásokat (szûrések, kiválogatások) írják le a matematika nyelvén. 

A leggyakrabban használt halmazmûveletekkel már az általános iskolában megismerkedtünk.

Az 1. példa B = {C, D, G, K, M, O, P, Sz, V} és F = {A, C, K, P, R, Sz, T, V, Z} halmazának metszete: B + F =
={C, K, P, Sz, V}. A metszet azon tanulókból áll, akik biológiából és fizikából is továbbjutottak a versenyen.

A példában a B és F halmazok uniója: B , F = {A, C, D, G, K, M, O, P, R, Sz, T, V, Z}. Az unió azon ta-
nulókból áll, akik biológiából vagy fizikából továbbjutottak.

A B és F halmazok különbsége: B \ F = {D, G, M, O}; az F és B halmazok különbsége: F \ B = {A, R, T, Z}.
Szöveggel megfogalmazva például a B és F halmazok különbsége azon tanulókból áll, akik biológiából to-
vábbjutottak, de fizikából nem.

METSZET, UNIÓ (EGYESÍTÉS), KÜLÖNBSÉG

Két halmaz metszete (közös része) azon elemek halmaza, amelyek mind-
két halmaznak elemei. A mûvelet jele: +. Az A és B halmazok metszetét
szemléltethetjük Venn-diagrammal, vagy megadhatjuk képlettel is.

A + B = {x | x ! A és x ! B}. (Tehát az A + B halmaz azon x elemekbõl
áll, amelyek elemei az A és a B halmaznak is.)

Két halmaz uniója (egyesítése) azon elemek halmaza, amelyek legalább
az egyik halmaznak elemei. A mûvelet jele: ,. 

A , B = {x | x ! A vagy x ! B}. (Tehát az A , B halmaz azon x elemekbõl
áll, amelyek elemei az A vagy a B halmaznak.) 

A B

A B�

A B

A B�

Az A és B halmazok különbsége az A hal-
maz azon elemeinek halmaza, amelyek a B hal-
maznak nem elemei. A mûvelet jelölése: \. 

Képlettel: A \ B = {x | x ! A és x " B}. (Az 
A \ B halmaz azon x elemekbõl áll, amelyek ele-
mei az A halmaznak, de nem elemei B-nek.)
Hasonlóan B \ A = {x | x ! B és x " A}.

A definícióból következik, hogy az A és B
halmazok sorrendje lényeges: A \ B és B \ A általában különbözõ halmazok, hiszen a B \ A halmaz ele-
mei benne vannak a B halmazban, de az A halmazban nem. 

A B A B

A B\ B A\

Definíció

Definíció

Definíció

OH_MAT09TB_Matek9_01_tordelt4  2020.06.13.  15:11  Page 30



31

4. MÛVELETEK HALMAZOKKAL

(’A komplementer halmaza’) tehát a H halmaz azon elemeinek halmaza, ame-
lyek az A halmaznak nem elemei: = {x ! H | x " A}. Például ha H azon tanulók
halmaza, akik elindultak a biológiaversenyen, akkor H = {C, D, G, K, M, O, P, R, S,
Sz, T, V}, és = {R, S, T}. Ha viszont a H alaphalmaz a természettudományos ver-
seny valamelyik tantárgyán (biológia, fizika, kémia) elindult tanulókat jelenti, akkor
H = {A, C, D, G, H, K, M, N, O, P, R, S, Sz, T, V, Z}, és = {A, H, N, R, S, T, Z}.

A metszet, unió és különbség mûvelete két halmazhoz, A-hoz és B-hez rendelt egy újabb
halmazt, A + B-t, A , B-t vagy A \ B-t. A komplementerképzés más jellegû mûvelet: egyetlen
halmazhoz, A-hoz rendel egy újabb halmazt, -t. Ugyanakkor az is igaz, hogy a mûvelet ered-
ménye egy másik halmaztól, a H alaphalmaztól is függ.

További kétváltozós halmazmûveletek is megadhatók, de ezek az eddigi mûveleteinkkel
kifejezhetõk. Például két halmaz ún. szimmetrikus differenciája A D B = (A \ B) , (B \ A) alakú.
(Kiolvasva: ’A delta B’.) 

Ábrázoljuk az 1. példában szereplõ B, F, K halmazokat egy Venn-diagramon (a H alaphalmaz legyen azon
tanulók halmaza, akik valamelyik tantárgy versenyén elindultak). Határozzuk meg a következõ halmazokat:

a) F + K; b) B , K; c) K \ F;
d) F \ K; e) (a H alaphalmazra vonatkozóan); f) (B + F) + K;
g) B , (F , K); h) B \ (F \ K); i) B \ F \ K.

a) F + K = {A, P, T, Z};
b) B , K = {A, C, D, G, H, K, M, N, O, P, Sz, T, V, Z};
c) K \ F = {G, H, N};
d) F \ K = {C, K, R, Sz, V};
e) = {C, D, K, M, O, R, S, Sz, V};
f) (B + F) + K = {P};
g) B , (F , K) = {A, C, D, G, H, K, M, N, O, P, R, Sz, T, V, Z};
h) B \ (F \ K) = B \ {C, K, R, Sz, V} = {D, G, M, O, P}.
i) A B \ F \ K kifejezésben egyforma rendû (egyforma „erõsségû”) mûveletek

szerepelnek, ezért a kiértékelésekor balról jobbra haladunk. 
B \ F \ K = (B \ F) \ K = {D, G, M, O} \ K = {D, M, O}.

K

K

A

B

B

A
A

Ha A 3 H, akkor az A halmaz H alaphalmazra vonatkozó komplementer hal-
mazának (komplementerének, kiegészítõ halmazának) nevezzük a H \ A halmazt.
Jelölés: .A A

H

A

KOMPLEMENTER HALMAZ

2. példa

Megoldás

B F

K

H

R

SH N

OD

M

G T

A

Z

P

V K
C

Sz

Definíció
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Legyen A = {egyjegyû páros természetes számok}, B = {5-nél nem nagyobb természetes számok}, s a 
H alaphalmaznak tekintsük az egyjegyû természetes számok halmazát. 

a) Szemléltessük a halmazokat Venn-diagrammal!

Adjuk meg – például felsorolással – az alábbi halmazokat!

b) A + B; c) B + A; d) A , B; e) B , A; f) A \ B; g) B \ A;

h) ; i) ; j) ; k) ; l) ; m) ;

n) ; o) ; p) ; q) .

A kapott eredmények között vannak-e egyenlõk?

Legyen A = {15-nél nem nagyobb, 2-vel osztható természetes számok}, B = {15-nél nem nagyobb, 3-mal
osztható természetes számok}, C = {15-nél nem nagyobb, 5-tel osztható természetes számok}, s a H alap-
halmaznak tekintsük a 15-nél nem nagyobb természetes számok halmazát.

a) Szemléltessük a halmazokat Venn-diagrammal!

Adjuk meg – például felsorolással – az alábbi halmazokat!

b) (A + B) + C; c) A + (B + C); d) (A , B) , C; e) A , (B , C);
f) (A \ B) \ C; g) A \ (B \ C); h) (A , B) + C; i) A , (B + C); 
j) (A , B) \ C; k) A , ( B \ C); l) (A + B) \ C; m) A + ( B \ C);
n) A \ (B , C); o) A \ (B + C); p) ; q) ;

r) ; s) ; t) ; u) ;

v) ; z) .

A kapott eredmények között vannak-e egyenlõk?

B C, B C,

B C, \B C B C+ B C+

B B C+

A B+ A B+ A B, A B,

A B A Bk A Bj \A B \B A

A definíciók segítségével tetszõleges A, B, C halmazokra igazolhatók a következõ 
tulajdonságok:
A + B = B + A,   A , B = B , A,
(a metszet-, illetve unióképzés kommutatív mûvelet, azaz felcserélhetõ a halmazok sor-
rendje);
(A + B) + C = A + (B + C),    (A , B) , C = A , (B , C),
(a metszet-, illetve unióképzés asszociatív mûvelet, azaz szabadon zárójelezhetõ);

A + A = A, A + Q = Q,
A , A = A, A , Q = A,
A \ A = Q, A \ Q = A, Q \ A = Q,

, , .A A= HQ = H Q=

FELADATOK

1. K1

2. K2

A MÛVELETEK TULAJDONSÁGAI

Fogalmak, név
metszet;
unió;
különbség;
komplementer 

halmaz;
de Morgan.
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3. K2

4. K1

5. K2

6. K1

7. E1

8. K2

Adjuk meg – például felsorolással vagy egyszerûbb mûveletek segítségével – az alábbi halmazo-
kat (A, B, C, H az elõzõ feladatban definiált halmazok)!
a) ; b) ; c) ; d) ;

e) ; f) ; g) ; h) ;

i) ; j) ; k) (A , B) \ (A , C);

l) (A + B) , (A \ C); m) (A + B) , (B \ C); n) (A \ B) , (B \ C).

A H alaphalmazon adott az A és B halmaz (azaz A 3 H, B 3 H). Határozzuk meg az alábbi hal-
mazokat!
a) A + B, ha A = Q; b) A , B, ha A = Q; c) A \ B, ha A = Q; d) B \ A, ha A = Q;
e) , ha A = Q; f) A + B, ha A 3 B; g) A , B, ha A 3 B; h) A \ B, ha A 3 B;

i) , ha A 3 B; j) ; k) .

Az A j B kapcsolatot fogalmazzuk meg a metszet, illetve a különbség mûvelete segítségével!

Mivel egyenlõk az alábbi halmazok?
a) a Z alaphalmazon; b) a Z alaphalmazon; c) a Z alaphalmazon;

d) a Q alaphalmazon; e) az R alaphalmazon; f) az R alaphalmazon.

Az 1. és 2. feladat megoldása alapján megsejthetjük az alábbi összefüggéseket (az a)
és b) az ún. de Morgan-azonosságok):
a) ; c) (A + B) , C = (A , C) + (B , C);
b) ; d) (A , B) + C = (A + C) , (B + C).

A Venn-diagram segítségével bizonyítsuk be a sejtéseket!

Adott a H alaphalmaz, valamint két halmaz, A és B.
Venn-diagramjukon (1), (2), (3), illetve (4)-gyel je-
löltük az egyes tartományokat. (Például (2) jelenti
az A \ B részhalmazt.)

Az alábbi, logikai kötõszókat tartalmazó meg-
fogalmazások az egyes tartományok elemeire 
vonatkoznak. Állapítsuk meg, hogy az a)–p) meg-
határozások mely részhalmazok elemeire igazak,
azaz a feladatokban megadott x elemek mely tar-
tományokat határozzák meg!

Például: az „x eleme A-nak és x eleme B-nek” meghatározás az A + B részhalmazra
vonatkozik (ennek x elemeire teljesül), tehát az (1) tartományt határozza meg.
a) x eleme A-nak vagy x eleme B-nek;
b) x (A és B közül) legalább az egyik halmaznak eleme;
c) x legfeljebb az egyik halmaznak eleme;
d) x pontosan az egyik halmaznak eleme;
e) x legalább az A halmaznak az eleme;
f) x legfeljebb az A halmaznak az eleme;
g) x nem eleme A-nak;
h) x sem A-nak, sem B-nek nem eleme;
i) x egyik halmaznak sem eleme;

A B A B+ ,=

A B A B, +=

Z Q R0
+

Z+ Z- N

\B A A A

A

\A B C+ ^ h \ \A B C^ h

\A B C,] g \A B C,] g \A B C+ ] g B C A, +

A B C, +] g A B C, +] g \B C A+] g \B C A+ ] g

A B

H

(1)(2) (3)

(4)

Augustus de Morgan
(1806–1871) Indiában
szü letett angol matemati-
kus, 1828-ban lett az 
University College elsõ
matematikaprofesszora.
Kezdeményezte az al-
gebra formális megközelí-
tésének a kidolgozását,
foglalkozott a szimbolikus
logika megalapozásával.
1838-ban tisztázta a teljes
indukció elvét.
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j) x csak az egyik halmaznak eleme;
k) x csak A-nak eleme;
l) x eleme A-nak, de B-nek nem;
m) x eleme az egyik halmaznak, de a másiknak nem;
n) x vagy A-nak, vagy B-nek eleme (de csak az egyiknek);
o) ha x eleme A-nak, akkor x eleme B-nek is;
p) ha x eleme az egyik halmaznak, akkor eleme a másik halmaznak is.

Tekintsük az A = {egyjegyû páros természetes számok} és B = {egy-
jegyû (pozitív) prímszámok} halmazokat, s a H alaphalmaznak tekint-
sük az egyjegyû természetes számok halmazát. 

Fogalmazzuk meg, hogy mi jellemzi az alább felsorolt tartományok
elemeit, s ezeket adjuk meg az unió és kivonás halmazmûveleteivel is!
a) (1); b) (2); c) (4); d) (2), (3);
e) (2), (4); f) (1), (4); g) (1), (3), (4); h) (2), (3), (4).

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 171;  172;  177;  185;  186;  191;  192;  195;
200;   210;  216;  220;  225;  227;  229.

5. EGYSZERÛ ÖSSZESZÁMOLÁSI FELADATOK

Ma úgy mondanánk, hogy a kisfiú a párosítás, a párba állítás módszerét alkalmazta. A tanító
a „frontális” mûveletvégzéssel 39 összeadást várt a tanulóktól, ehelyett Gauss egy összeadással,
egy osztással (40 : 2 = 20) és egy szorzással, azaz összesen 3 mûvelettel (és persze a párosítás le-
hetõségének a felismerésével) oldotta meg a feladatot. A módszer „erejét” akkor érthetjük meg
igazán, ha például 1-tõl egymillióig kell összeadnunk a számokat. Ekkor a számok sorban történõ
összeadása 999 999, míg Gauss módszere továbbra is 3 (igaz, kissé bonyolultabb) mûveletet igé-
nyel.

I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

9. K2

Ajánlott feladatok

A B

H

(1)(2) (3)

(4)

34

A tanító a kisdiákról jelen-
tést tett elöljáróinak, 
s ennek hatására a bra-
unschweigi herceg vállalta
a csodagyermek nevelte-
tését. Karl Friedrich Gauss
(1777–1855) korának leg-
nagyobb matematikusa,
fizikusa, csillagásza lett, s
már életében kiérdemelte
kortársaitól a „princeps
mathematicorum” (a ma-
tematikusok fejedelme)
címet.

1783-ban a braunschweigi iskola tanítója – az akkori szokásoknak megfelelõen – egyszerre több kü-
lönbözõ osztállyal is foglalkozott. Négy évfolyam diákjai tanultak párhuzamosan, ugyanabban a tante-
remben. A tanító a legkisebb, hatéves gyerekeknek önállóan megoldandó feladatot tûzött ki, hogy míg
õk dolgoznak, addig az idõsebbekkel is foglalkozhasson. A feladat a természetes számok összeadása
volt, 1-tõl 40-ig. Azonban alig hangzott el a feladat, néhány pillanattal késõbb már a szegény nyerges-
mester fia, a kicsi Gauss vitte is ki a palatábláját, rajta néhány számolással. (Képzelhetjük, mennyire örült
ennek a tanító, aki már ment volna az idõsebbekhez, s úgy gondolta, hogy egy elkapkodott s hibás meg-
oldásról van szó.) De az eredmény helyes volt, a gondolatmenet pedig – egy hatéves gyerektõl – zse-
niális: 1 + 40 = 41, 2 + 39 = 41 stb. Húsz ilyen pár van, a keresett összeg tehát 20 · 41 = 820.
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5. EGYSZERÛ ÖSSZESZÁMOLÁSI FELADATOK

Bergengócia fõvárosában az Alsóvárosból a Centrumba három út
vezet (ebbõl kettõ betonút, egy macskaköves), a Centrumból a Felsõvá-
rosba öt út (három betonút, két macskaköves út).

a) Hányféle úton juthatunk el Alsóvárosból a Centrumon keresztül a
Felsõvárosba?

b) Ebbõl hány útvonal halad teljes egészében betonúton?

a) El kell jutnunk Alsóvárosból a Centrumba, és ettõl függetlenül a
Centrumból a Felsõvárosba. Alsóvárosból a Centrumba három út vezet
(legyenek ezek a1, a2, a3), s ezen utak bármelyikéhez csatlakozhat a Centrumból a Felsõvárosba vezetõ öt
út (jelölés: c1, c2, c3, c4, c5). Az a1 útszakasz választása esetén öt lehetõség adódik (c1, c2, c3, c4, c5 bárme-
lyike); az a2 választása esetén a lehetõségek száma szintén öt; végül az a3 útszakaszhoz is öt csatlakozás le-
hetséges. Összesen az útvonalak száma, ezek:

a1c1, a1c2, a1c3, a1c4, a1c5;  a2c1, a2c2, a2c3, a2c4, a2c5;  a3c1, a3c2, a3c3, a3c4, a3c5.

b) Alsóvárosból a Centrumba 2-féle betonutat választhatunk, és ettõl
függetlenül, a Centrumból a Felsõvárosba 3-féle betonutat. Bármelyik 2
alsóvárosi betonúthoz bármely 3 Felsõvárosba tartó betonút választható,
a lehetõségek száma .

A lehetséges útvonalakat egy hálózattal (ún. gráffal) is szemléltethet-
jük:

A megoldás struktúrája szerint elõször kiválasztottuk az Alsóvárosból a Centrumba vezetõ utakat (3-féle
lehetõség), és ettõl függetlenül hozzájuk kiválasztottuk a Centrumból a Felsõvárosba vezetõ utakat (5-féle
lehetõség). Jegyezzük meg, hogy az ÉS kötõszó használatakor általában a kombinatorika szorzási szabályát
alkalmazzuk:

Ha egy bizonyos A objektumot m-féleképpen, egy másik független B objektumot n-féleképpen lehet ki-
választani, akkor a szorzási szabály azt jelenti, hogy az (A, B) pár kiválasztása („A és B”) m · n-féleképpen
lehetséges.

A 0, 1, 2, 3 számjegyekbõl hány darab négyjegyû természetes számot készíthetünk, ha a keletkezett
számban

a) minden számjegy különbözõ;
b) lehetnek egyforma számjegyek is?

a) Az elsõ (az ezres) helyi értéken 3-féle számjegy szerepelhet (a 0 nem, mert akkor a szám nem lenne
négyjegyû). A második helyiértéken a maradék 3 számjegy bármelyike állhat, a harmadik helyre már csak
2-féle számjegy kerülhet, s ekkor az utolsó helyre írt szám egyértelmûen adódik. A lehetõségek száma

.
b) Az elsõ helyen 3-féle számjegy állhat (a 0 nem), a további helyekre – a korábbi számjegyektõl füg-

getlenül – mindig 4-féle számjegy kerülhet. A lehetõségek száma .3 4 4 4 192$ $ $ =

3 3 2 1 18$ $ $ =

2 3 6$ =

3 5 15$ =

1. példa

Megoldás

Alsóváros

Centrum

Felsõváros

Megoldás

2. példa
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A 0, 1, 2, 3, 5 számjegyekbõl hány darab 5 jegyû, 5-tel osztható természetes szám készíthetõ, ha 
a) minden számjegyet fel kell használni;
b) egy-egy számjegy többször is szerepelhet?

a) Ha az utolsó (legkisebb) helyiértéken álló számjegy 5, akkor 3 ·3 ·2 ·1 = 18-féle szám készíthetõ, mert
0-val nem kezdõdhet a szám. Ha az utolsó helyi értéken álló számjegy 0, akkor 4 ·3 ·2 ·1 = 24-féle szám
lehetséges. Az utolsó helyiértéken vagy 0, vagy 5 szerepel; összesen 18 + 24 = 42 lehetõségünk van, mert
a két esetben minden számot pontosan egyszer számoltunk.

b) Az elsõ helyi értékre 4-féle számjegy kerülhet (a 0 nem). A következõ három helyre mindig 5-féle
számjegy kerülhet, hiszen lehet ismétlõdés; végül az utolsó helyre 2-féle számjegy írható (0 vagy 5). A le-
hetõségek száma 4 ·5 ·5 ·5 ·2 = 1000.

Az a) feladatban a megvizsgálandó eseteket két részre osztottuk („a szám végén vagy 5, vagy 0 áll”), s a
két eset lehetõségeinek összege adta a megoldást. A két eset között nincs „átfedés”; nincs olyan szám, amely
mindkét feltételnek megfelelne. Ennek alapján megfogalmazhatjuk a kombinatorika összeadási szabályát:

Ha egy bizonyos A objektumot m-féleképpen, egy másik független B objektumot n-féleképpen lehet kivá-
lasztani, akkor az összeadási szabály azt jelenti, hogy a „vagy A, vagy B” kiválasztás (m+n)-féleképpen történhet.

Hány háromjegyû természetes szám van, amelyben szerepel az 1-es számjegy?

„Elsõ megoldás (hibás)”:
Ha az elsõ helyen szerepel az 1-es, akkor a második és harmadik helyre bármilyen számjegyet írhatunk

0-tól 9-ig. Ez összesen 10 ·10 = 100 eset.
Ha a második helyen szerepel az 1-es, akkor az elsõ helyre 9-féle számjegy kerülhet (a 0 nem), az utol-

sóra 10-féle. Innen 9 ·10 = 90 lehetõséget kapunk.
Végül ha az utolsó helyen szerepel az 1-es, akkor az elsõ helyre 9, a második helyre 10 számjegy ke-

rülhet; az esetek száma 9 ·10 = 90 (éppúgy, mint a második esetben).
Összesen 100 + 90 + 90 = 280 megfelelõ szám van.

Ez a megoldás hibás. Mi lehet a hiba? 

Második megoldás:
Az elõzõ megoldásban többször számoltuk azokat az eseteket, amelyekben több 1-es szerepel (például

131), így a helyes végeredmény 280-nál kevesebb lesz. A problémát úgy küszöbölhetjük ki, hogy kizárjuk
az átfedéseket. Az esetszétválasztást megvalósíthatjuk például úgy, hogy azt vizsgáljuk, hogy a háromjegyû
számban balról (a legnagyobb helyi érték felõl) számítva melyik helyi értéken áll az elsõ 1-es.

Ha az elsõ helyen szerepel az elsõ 1-es, akkor a második és harmadik helyre bármilyen számjegyet ír-
hatunk 0-tól 9-ig. Ez összesen 10 ·10 = 100 eset.

Ha balról számítva a második helyen szerepel az elsõ 1-es, akkor az elsõ helyre 8-féle számjegy kerül-
het (a 0 és az 1 nem), az utolsóra 10-féle. Innen 8 ·10 = 80 a lehetõségek száma.

Végül ha az utolsó helyen szerepel balról az elsõ 1-es, akkor az elsõ helyre 8 (0 és 1-es nem), a máso-
dik helyre 9 számjegy kerülhet (ide 1-es nem). Az esetek száma 8 ·9 = 72.

Összesen 100 + 80 + 72 = 252 megfelelõ szám van.

3. példa

Megoldás

4. példa

Megoldások
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A második megoldásban az összeadási szabályt alkalmaztuk: a balról elsõ 1-es vagy az elsõ, vagy a má-
sodik, vagy a harmadik helyiértéken áll. Az elsõ (hibás) megoldás pedig arra mutat példát, hogy mikor, il-
letve milyen módon nem használhatjuk a szabályt.

n számú különbözõ objektumot sorba rendezünk. Hányféle sorrend lehetséges?

Az elsõ helyre n-féle objektumot helyezhetünk; a második helyen (n – 1)-féle tárgy állhat; a harmadik
helyre már csak (n – 2)-féle objektum kerülhet és így tovább. A gondolatmenetet folytatva az utolsó elõtti
helyen 2-féle tárgy lehetséges, s ekkor az utolsó helyen lévõ objektum már egyértelmûen adódik. A szor-
zási szabályt alkalmazva a lehetõségek száma n ·(n – 1) ·(n – 2) ·… ·2 ·1; ennyiféle módon rendezhetünk
sorba n számú különbözõ elemet.

Természetes gondolat, hogy a kedvezõ esetek számát meghatározhatjuk úgy, hogy az összes lehetõségbõl
kivonjuk a „rossz” (kedvezõtlen) esetek számát. A „jó = összes – rossz” módszert komplementer leszámlá-
lásnak nevezzük. (Az elnevezés is arra utal, hogy a „jó” helyett ennek komplementerét, a „rossz” eseteket
számoljuk meg.) 

Oldjuk meg a 4. példa feladatát a komplementer leszámlálás módszerével!

Összes eset: háromjegyû természetes szám 9 ·10 ·10 = 900 van.
Rossz esetek száma: azon háromjegyû természetes számok száma, amelyekben nincs 1-es, 8 ·9 ·9 = 648.

(Az elsõ helyre nem kerülhet 0 és 1; a többi helyre nem kerülhet 1.)
„Jó esetek száma = összes – rossz”: 900 – 648 = 252. Ez az eredmény.

Látható, hogy az eredeti esetszétválasztásos megoldásnál lényegesen gyorsabban értünk célt. Ez persze
nem szükségszerû. Oldjuk meg a 3. példa feladatait a komplementer leszámlálás módszerével, s hasonlít-
suk össze, melyik megoldási út volt a gyorsabb (egyszerûbb, hatékonyabb, szimpatikusabb)! (Lásd a 11.
kitûzött feladatot!)

5. példa

Megoldás

A KOMPLEMENTER LESZÁMOLÁS MÓDSZERE

6. példa

Megoldás

n faktoriális
Az n ·(n–1) ·(n–2) ·… ·2 ·1 szorzat gyakran szerepel a különbözõ összeszámolási feladatokban, ezért

a matematikusoktól külön jelölést és elnevezést kapott: n ·(n – 1) ·(n – 2) ·… ·2 ·1 = n! (kiejtés: ’n fakto-
riális’).

Például: 3! = 3 ·2 ·1 = 6; 5! = 5 ·4 ·3 ·2 ·1 = 120.

Definíció
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Láttuk, hogy az egyszerû összeszámolási feladatokban a problémát az összes eset áttekintése jelenti. Bár
a legõsibb megoldás, a próbálgatás, elvileg mindig célhoz vezet, technikailag azonban egyáltalán nem biz-
tos, hogy megvalósítható. Ennek az az oka, hogy a kombinatorikai feladatokban alkalmanként irdatlan nagy
számokkal kell dolgoznunk. Ha például arra vagyunk kíváncsiak, hogy 10 különbözõ színû üveggolyóból
hányféle láncot készíthetünk, a válasz 10! = 3 628 800; ennyi esetet – valamilyen rendszer szerint – egye-
sével végignézni teljesen reménytelen, erre legfeljebb egy számítógép képes. (De még a jelenleg leggyor-
sabb számítógépet használva sem várhatjuk, hogy n > 20 esetén n! számú eset végignézése egy nap alatt
befejezõdjön.)

Nem elég tehát az összeszámolási feladatokat „csak” megoldani – arra is törekednünk kell,
hogy minél ügyesebben, gyorsabban célt érjünk. Ebben lesznek segítségünkre az eddig látott
módszerek (párosítás, összeadási és szorzási szabály, esetszétválasztás, faktoriális fogalma,
komplementer, leszámlálás, ...), illetve a késôbbiekben megismert módszerek, eljárások.

A Magyar Értelmezõ Kéziszótár (Akadémiai Kiadó, Budapest, 1972) címszavakat tartalmazó oldalai 1-tõl
1550-ig számozottak. Az oldalak sorszámozása közben összesen hány számjegyet nyomtattak a lexikon lap-
jaira?

Az A vagy B összeg a nagyobb?
a) A = 101 + 103 + 105 + … + 801, B = 100 + 102 + 104 + … + 800;
b) A = 201 + 204 + 207 + … + 801, B = 200 + 203 + 206 + … + 800 + 803.

Egy televíziós vetélkedõn hangzott el a következõ kérdés: „Egy körvonalon felvettünk öt kék és egy piros
pontot. A pontok által meghatározott háromszögek közül melyikbõl van több: amelyiknek van piros csú-
csa, vagy amelyiknek nincs?” Nos?

4 Rubik Ernõ: A bûvös kocka. Mûszaki Könyvkiadó, Budapest, 1981

1. K1

2. K1

3. K2

AZ ÖSSZES ESET ÁTTEKINTÉSE

A nagy számok elõfordulására a mindennapi életünkbõl is számtalan példát említhetünk.

A hagyományos lottójátékban (90 számból 5-öt húznak ki) 43 949 268-féleképpen tölthetõk ki a
szelvények.

Rubik Ernõ nevezetes 3×3×3-as bûvös kockáján a kockalapok forga-
tásakor 43 252 003 274 489 856 000 különbözõ minta rajzolódhat ki.4

Az emberi szervezet egyik legegyszerûbb építõkövei, a fehérjék, mind-
össze 20-féle aminosavból épülnek fel. Egy átlagos fehérjemolekulában
150 aminosav-molekula van megfelelõ sorrendbe rendezõdve, vagyis egy
átlagos fehérjelánc 20150-féle lehet. Ez a szám borzasztóan nagy (196
jegyû), hétköznapi szókinccsel ki sem ejthetõ, meg sem nevezhetõ.

Fogalmak, nevek
szorzási szabály;
összeadási szabály;
n faktoriális;
Gauss.

FELADATOK
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Egy ismeretlen halott fogazatát azonosítás céljából összehasonlítják az egykori fogászati kartoté-
kokkal. Hányféle különbözõ emberi fogazat lehetséges, ha 
a) azt vizsgálják, hogy az egyes fogak hiányoznak valakinél vagy sem;
b) egy pontosabb vizsgálatban a fogak állapota háromféle lehet: vagy hiányzik, vagy megvan,

de kezelt (tömött), vagy megvan és egészséges?
(32 foggal számoljunk!)

Adott két párhuzamos egyenes, a és b. Kijelölünk az a egyenesen 3, a b egyenesen 4 pontot, és
összekötjük mindegyik pontot mindegyik ponttal. Hány új összekötõ egyenes keletkezett?

Adott az A = {1; 2; 3; … ; 100} halmaz.
a) Az A halmaznak hány kételemû részhalmaza van?
b) Az A halmaznak hány 98 elemû részhalmaza van?
c) Az A halmaz melyik fajta részhalmazaiból van több: amelyek 33, vagy amelyek 67 elemûek?

Egy összejövetelen 5 fiú és 5 lány vesz részt. A táncoló
pároknak hányféle összetétele lehetséges, ha mindenki
táncol, és a lányok egymással, illetve a fiúk egymással
nem táncolnak?

Feldobunk egyszerre egy piros és egy fehér dobókockát. 
a) Hányféle eredménye lehet a dobásnak?
b) Hány esetben kaphatunk legalább egy hatost?
c) Hány esetben lesz a dobott számok összege legalább

10?
d) Hány esetben lesz a két dobott szám összege párat-

lan?
e) Hány esetben lesz a két dobott szám szorzata páros?
f) Hány esetben lesz a két dobott szám szorzata 3-mal

osztható?

Hányféle különbözõen kitöltött, hagyományos totószelvény van? (A klasszikus totószelvényen 
13 + 1 mérkõzés végeredményére tippelhetünk, mindegyik tipp lehet 1, 2 vagy X.)

A 0 és 1 számjegyeket felhasználva hány
a) legfeljebb 6 jegyû;   b) pontosan 6 jegyû
természetes számot írhatunk fel?

Oldjuk meg a 3. példát a komplementer leszámlálás módszerével!
A feladat: A 0, 1, 2, 3, 5 számjegyekbõl hány darab 5-jegyû, 5-tel osztható természetes szám ké-
szíthetõ, ha 
a) minden számjegyet fel kell használni;
b) egy-egy számjegy többször is szerepelhet?

Jancsi a padláson egy régi, poros füzetben találta az alábbi feladatot. 
„Két teljesen egyforma, külsõre megkülönböztethetetlen kockát feldobunk, a dobott számok ösz-
szegét tekintjük. Hány esetben fordul elõ, hogy a dobott számok összege 7? Az összes lehetsé-
ges kimenetel hányadrészében fordul elõ ez az esemény?”

Az elsárgult papírlapokon három, réges-régen leírt megoldási gondolatmenetet is olvasott. Mi a
véleményünk ezekrõl?

39
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4. K1

5. K1

6. K2

7. K1

8. K2

9. K1

10. K2

11. K2

12. K2
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13.

14. 

„Elsõ gondolatmenet: Mivel a kockák teljesen egyformák, 11-féle lehetséges összeg van: 2, 3, ...,

12. Ebbõl egy eset kedvezõ, a keresett arány .

Második gondolatmenet (ez a megoldási javaslat Leibniztôl, a híres német matematikustól szár-
mazik): Az egyes összegek többféleképpen is elõállhatnak:

A 21 lehetséges összegbõl 3 állítja elõ a 7-et, így a keresett arány .

Harmadik gondolatmenet: Hiába egyforma külsõre a két kocka, azért csak különböznek egy-
mástól. Így az elõzõ táblázat módosul:

A keresett arány .”

Hány szám készíthetõ az alábbi számjegyekbõl? (Minden
megadott számjegyet fel kell használni.)
K1 a) 1, 1, 2; K2 e) 1, 1, 2, 2, 3, 4;
K1 b) 1, 1, 2, 3; K2 f) 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4;
K1 c) 1, 1, 2, 3, 4; E1 g) 0, 1, 1, 2, 2, 3;
K1 d) 1, 1, 1, 2, 3, 4; E1 h) 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2.

Egy szabályos játékkockával három dobást végzünk, a ka-
pott számokat egymás mellé írjuk, s így egy háromjegyû
számot kapunk.

K2 a) Hányféle számot kaphatunk?

K2 b) Hányféle számot kaphatunk, amelyben legalább az
egyik számjegy 6-os?

K2 c) Hányféle számot kaphatunk, amelyben a számje-
gyek szorzata páros?

E1 d) Hányféle számot kaphatunk, amelyben van 1-es és
6-os számjegy is?

36
6

6
1

=

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1+1 1+2

2+1
1+3
2+2
3+1

1+4
2+3
3+2
4+1

1+5
2+4
3+3
4+2
5+1

1+6
2+5
3+4
4+3
5+2
6+1

2+6
3+5
4+4
5+3
6+2

3+6
4+5
5+4
6+3 

4+6
5+5
6+4

5+6
6+5

6+6

db 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

21
3

7
1

=

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1+1 1+2 1+3 

2+2
1+4 
2+3

1+5 
2+4 
3+3

1+6 
2+5 
3+4

2+6 
3+5 
4+4

3+6 
4+5

4+6 
5+5

5+6 6+6

db 1 1 2 2 3 3 3 2 2 1 1

11
1

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646–1716) korának
egyik legsokoldalúbb 
tudósa volt, matematikai
és filozófusi munkássága 
a legmaradandóbb. 
Eredetileg jogot tanult, 
de foglalkozott még 
biológiával, geológiával,
teológiával, összehason-
lító nyelvészettel. Jelentõs
a történetírói és politikusi
tevékenysége is. Tõle
származik a kombinato-
rika elsõ módszeres 
felépítése. 1674-ben
olyan mechanikus számo-
lógépet szerkesztett,
amely képes volt a négy
alapmûvelet elvégzésére.
Legfontosabb eredménye
a differenciál- és integrál-
számítás felfedezése.
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1990-ben újfajta rendszámtáblákat vezettek be. A régi típusú rendszámtáblán két betût
és négy számjegyet lehetett felhasználni, például XC 45–67. Az újabb rendszámtáblá-
kon három betû és három számjegy használható fel, például HEP-982.
a) Hány különbözõ rendszámtábla készíthetõ az egyes típusokból?
b) Melyik fajta rendszámtáblából van több: amelyikben nem ismétlõdik számjegy,

vagy amelyikben igen? (A kérdésre mindkét típus esetén válaszoljunk.)
(A rendszámtáblán összesen 26-féle betû és 10-féle számjegy szerepelhet.)

Tíz diák között szeretnénk két jutalomtárgyat kiosztani. Hányféleképpen tehetjük ezt meg, ha
a) a tárgyak egyformák, és egy diák csak egy tárgyat kaphat;
b) a tárgyak egyformák, és egy diák két tárgyat is kaphat;
c) a tárgyak különbözõk, és egy diák csak egy tárgyat kaphat;
d) a tárgyak különbözõk, és egy diák két tárgyat is kaphat?

16. K2

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény II.: 3;  4;  5;  8;  12;  17;  20;  26;  32;  56;  62;  65;
75;  80;  90;  96;  109;  116;  134.
Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 285.

6. HALMAZOK ELEMSZÁMA

Legyen A = {egyjegyû páros természetes számok}, B = {egyjegyû, 3-mal osztható természetes számok},
az alaphalmaz pedig legyen H = {egyjegyû természetes számok}. Határozzuk meg a következõ halmazok
elemszámát!

a)  ; b) ; c) ; d) ; e) ; f) ; g)  ; h)  .

Készítsük el az A, B, H halmazok Venn-diagramját!

Ez alapján:
a) ; b) ; c) ; d) ;

e) ; f) ; g) ; h) .\A B 3= \B A 2= A 5= B 6=

A 5= B 4= A B 2+ = A B 7, =

A B A B+ A B, \A B \B A A B

Ajánlott feladatok

A halmazokat – elemszámuk szerint – két csoportra oszthatjuk: beszélhetünk véges vagy végtelen
elemszámú halmazokról.

A véges elemszámú (vagy röviden: véges) halmazok elemszámát megadhatjuk egy természetes szám-
mal. Például az A = {1; 2; 3}, B = {1; 2; 3; … ; 100}, C = {–2,1; 3,3; {0; 1; 2}; 5}, D = {kétjegyû
természetes számok} és E = Q halmazok elemszáma rendre 3, 100, 4, 90, 0. Az elemszám jelölésére a
| | szimbólumot használjuk, ez alapján írhatjuk: | A | = 3, | B | = 100, |C | = 4, |D | = 90, |E | = 0. (Alkal-
mazható az |{1; 2; 3} | = 3, |{1; 2; 3; … ; 100} | = 100 stb. jelölés is.)

1. példa

Megoldás A B

H

1

5
7

0

6

2

4

8

3

9

15. K2

Definíció
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Az 500-nál nem nagyobb pozitív egész számok között hány olyan van, amelyik
a) osztható 2-vel;
b) nem osztható 3-mal;
c) osztható 2-vel és 3-mal;
d) osztható 2-vel vagy 3-mal;
e) nem osztható sem 2-vel, sem 3-mal?

Legyen A és B az 500-nál nem nagyobb, 2-vel, illetve 3-mal oszt-
ható számok halmaza. A H = {1, 2, 3, …, 500} számok közül minden
második osztható 2-vel, és minden harmadik osztható 3-mal, így 
|A| = 250, |B | = 166. A 2-vel és 3-mal osztható számok másképpen a
6-tal osztható számok, ezért | A + B | = 83. A Venn-diagramon az egyes
tartományokat (1), (2), (3), (4)-gyel jelöltük, s ebben a sorrendben, az 
A + B részhalmazból kiindulva meghatároztuk az elemszámaikat. 

= 250 – 83 = 167; = 166 – 83 = 83; = 167 + 83 + 83 = 333;

.

a) = 250. 

b) = 167 + 167 = 334.

Másképpen:

Alkalmazhatjuk az elõzõ leckében megismert komplementer leszámlálás módszerét is:
= 500 – 166 = 334. 

c) = 83.
d) = 167 + 83 + 83 = 333.

Másképpen:

Az A , B halmaz elemei az A vagy B halmaz elemei közül kerülnek ki. Az A = {2; 4; 6; 8; …} és 
B = {3; 6; 9; 12; …} halmazok egyesítésekor a közös elemeket csak egyszer soroljuk fel: A , B = {2; 3; 4;
6; 6; 8; 9; 10; 12; 12; 14; …}. Tehát A , B elemszáma az A és B elemszámok összegénél kevesebb; any-
nyival kevesebb, ahány közös eleme van A-nak és B-nek. (Hiszen ezeket a számokat az összeg-
ben kétszer soroltuk fel.) Így tehát = 250 + 166 – 83 = 333. A módszer neve
logikai szitaformula (az elnevezés arra utal, hogy a többször számolt eseteket „kiszitáljuk”).

e) = 167.A B,

A B A B A B, += + -

A B+

A B,

A B+

B H B= -

B

A

A B 500 333 167, = - =

\A B A A B+= - \B A A B,

2. példa

Megoldás
A B

H

(1)(2) (3)

(4)

167

167

83 83
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A végtelen nem „igazi szám”, nem érvényesek rá a megszokott mûveleti szabályok. A végtelen halma-
zok sajátosságai miatt néhány mûveletet és halmazelméleti fogalmat tehát pontosítanunk kell. Van-e ér-
telme például – végtelen halmazok körében – annak a kérdésnek, hogy melyik halmaznak van több eleme?
Vagy mondhatjuk-e azt, hogy két végtelen halmaznak ugyanannyi eleme van?

Véges halmazok esetén könnyû eldönteni, hogy két halmaz elemszáma egyenlõ-e, mert egyszerûen
megszámolhatjuk az elemeiket. Egy másik lehetõség az elemek párba állítása: ha a két halmaz elemei kö-
zött kölcsönösen egyértelmû megfeleltetést létesíthetünk, akkor elemszámuk egyenlõ. Mivel a párosítás
esetén nincs szükség számlálásra, ezért a végtelen halmazok körében ezt a módszert próbáljuk alkalmazni.

Tekintsük az A = {1; 2; 3; 4; …}, B = {4; 5; 6; 7; …} és C = {2; 4; 6; 8; …} végtelen halmazokat. 
Elsõ gondolatunk az lehetne, hogy mivel B 1 A, így az A halmazban „több” elem van (a 4 ↔ 4, 5 ↔ 5,

6 ↔ 6, 7 ↔ 7 stb. párosítás alapján éppen „3-mal több”).

A VÉGTELEN HALMAZOK NÉHÁNY TULAJDONSÁGA

A végtelen elemszámú (vagy röviden: végtelen) halmazok elemeinek a száma nem adható meg egy
természetes számmal. Például az A = {páros számok}, B = {10; 13; 16; 19; …}, C = Q, D = {egy
adott egyenes pontjai} végtelen halmazok. A végtelen halmazok elemszámának a jelölése: 3. Így a fel-
sorolt halmazok esetén írhatjuk: , , stb. Q 3=; ; ; ;10 13 16 19 f 3=" ,A 3=

Definíció

Mondhatjuk például, hogy Magyarországon egy adott évben végtelen
sok búzaszem termett? Nem, ezt nem állíthatjuk. Tudjuk, hogy abban az
évben hány tonna volt a búzatermés; rendelkezünk adatokkal, hogy egy ki-
logrammnyi búza átlagosan hány szembõl áll; ezek alapján pedig megbe-
csülhetõ az éves búzatermés „darabszáma”. Persze a kapott eredmény nem
lesz pontos (és a pontos eredményt soha, senki nem is tudja meg), de – a
lehetséges hibahatárt is figyelembe véve – akármilyen nagy számot is kap-
tunk, ez mégiscsak egy véges szám. Az export, a hazai állattartás és nö-
vénytermesztés, a lakosság élelmezése – ezek a tényezõk mind-mind fo-
lyamatosan csökkentik a termés darabszámát, és egészen biztos, hogy
elõbb-utóbb elfogynak az abban az évben termett búzaszemek.

Egy másik példában tegyük fel, hogy valaki Budapest egyik szélsõ ke-
rületébõl el akar sétálni az Erzsébet hídhoz. A távolság igen nagy, és sokan vannak, akik számára ez a séta elkép-
zelhetetlen. De akármilyen nagy is a távolság – kb. 15 km –, ez mégiscsak véges távolság. Megbecsülhetjük a lé-
pések darabszámát: például az átlagos lépéshossz 75 cm; vagy becsülhetjük a séta idejét, például 3 km/h átlagos
gyaloglási sebességet számolva. De egy biztos: ha elindulunk, minden lépéssel közelebb érünk a célunkhoz.

Az emberiség legtöbb hétköznapi tapasztalatát a véges halmazok körében gyûjtötte, ezért nagyon nehéz el-
képzelni – megérteni, elhinni – a végtelen halmazok néhány váratlan tulajdonságát.

Például tegyük fel, hogy valaki egy sorba végtelen sok kavicsot helyezett. Ha most úgy akarjuk megszámolni a
kavicsokat, hogy sorban egyesével mindig elveszünk egyet, akkor soha nem érünk a sor végére. Nehéz elképzelni,
de ha elveszünk 1, 2, 10, 100, akár 1 000 000, vagy akárhány, de véges számú kavicsot, attól még ugyanúgy vég-
telen számú kavics maradt a sorban. És ha például minden második kavicsot vesszük el? Ekkor végtelen sok kavi-
csot vettünk el, és mégis – továbbra is – végtelen sok kavicsunk maradt.

A fenti búzaszemes példa esetén képzeljük el (ha tudjuk), hogy egy évben végtelen sok búza terem. Ekkor bár-
mennyit is etetnénk meg az állatokkal, bármennyi kenyeret sütnének a pékek – továbbra is végtelen sok búzánk
maradna. És ha minden második búzaszemet a szomszédos országoknak adnánk, akkor nekik is, nekünk is végte-
len sok búzánk lenne.

Az Erzsébet híd Budapesten
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De az elemek között kölcsönösen egyértelmû megfeleltetést is létesíthetünk: 1 ↔ 4, 2 ↔ 5, 
3 ↔ 6, 4 ↔ 7 stb., általában x ! A ↔ x + 3 ! B (ahol x = 1, 2, 3, …). Ez alapján a két halmaz
elemszáma „egyenlõ”.

Végül egészen furcsa eredményeket is kaphatunk. Például az 1 ↔ 8, 2 ↔ 9, 3 ↔ 10, 
4 ↔ 11 stb. párba állítást alkalmazva kimutathatjuk, hogy B-ben „4-gyel több” elem van.

Hasonló a helyzet az A és C halmazok elemszámával is. „Megmutathatjuk”, hogy C-ben „fe-
leannyi” elem van, vagy azt, hogy a két halmazban „ugyanannyi” szám található, de akár azt is,
hogy B-nek „4-gyel több” eleme van.

Végtelen halmazok esetében tehát az „elemszám” fogalma a hagyományos értelemben nem
használható, ellentmondásra vezet. 

Fogalmak, név
véges halmaz;
végtelen halmaz;
számosság;
logikai szitaformula;
Cantor;
megszámlálhatóan

végtelen.

44

Az alább felsorolt halmazok közül melyek elemszáma végtelen? Melyek számossága azonos?
a) A = N \ Z+; b) B = Z \ Z–; c) C = {négyzetszámok};

d) D = Z+ \ {1; 2; 3; …; 100 000}; e) ; f) F = N \ Z.

A = {0}, = 1. B = {0; 1; 2; 3; …} = N; . C = {0; 1; 4; 9; 16; …}; . 

D = {100 001; 100 002; 100 003; 100 004; …}; . . , .D 3= E 3= F Q= 0F =

A B 3= C 3=

; ; ; ;E 5
1

6
1

7
1

8
1 f= & 0

A B, C, D és E halmazok elemszáma végtelen. Megmutatjuk, hogy ezen halmazok számossága egyenlõ.
Mivel B = N, elég megmutatni, hogy C, D és E, valamint N számossága megegyezik.

A C és N halmazok elemei között kölcsönösen egyértelmû kapcsolat létesíthetõ: 0 ↔ 0, 1 ↔ 1, 4 ↔ 2,
9 ↔ 3 stb. (általában k2 ↔ k, ahol k ! N).

Hasonlóan a D és N halmazok elemeire: 100 001 ↔ 0, 100 002 ↔ 1, 100 003 ↔ 2, 100 004 ↔ 3
stb.; általában 100 001 + k ↔ k, ahol k ! N.

Az E és N halmazok esetén: ↔ 0, ↔ 1, ↔ 2, ↔ 3, …; általában ↔ k, ahol k ! N.

Tehát a B, C, D és E halmazok elemei között kölcsönösen egyértelmû kapcsolatot létesítettünk, így
mondhatjuk, hogy ezen halmazok számossága egyenlõ.

5
1

6
1

7
1

8
1

k 5
1
+

3. példa

Megoldás

A halmazok elemszámának a jellemzésére bevezetjük a számosság fogalmát.
Két végtelen halmaz számossága megegyezik, ha elemeik között kölcsönösen egyértelmû megfelel-

tetést létesíthetünk. Például az A és B halmazok számossága egyenlõ, mert az 1 ↔ 4, 2 ↔ 5, 3 ↔ 6, 
4 ↔ 7 stb. megfeleltetés kölcsönösen egyértelmû. Hasonlóan megegyezik A és C számossága is, az 
1 ↔ 2, 2 ↔ 4, 3 ↔ 6, 4 ↔ 8 stb. megfeleltetés miatt. (Azt pedig már nem nehéz megmutatni, hogy ha
A és B, valamint A és C számossága egyenlõ, akkor B és C számossága is ugyanaz.)

Véges halmaz számossága megegyezik az elemszámával, tehát egy természetes szám. Ha két véges
halmaz számossága (elemszáma) egyenlõ, akkor – a számosság definíciójának megfelelõen – elemeik
között létesíthetõ kölcsönösen egyértelmû megfeleltetés, ezért a számosság az „elemszám” fogalmának
egyfajta általánosítása.

Véges halmazok körében megszoktuk, hogy ha A valódi részhalmaza B-nek, akkor A számossága ki-
sebb, mint B számossága. Jegyezzük meg: a végtelen halmazok körében ez nincs így. 

Emelt szint

A fenti példákban A, B és
C számossága megegye-
zett. Érdekes – és nagyon
nehéz – kérdés, hogy
minden végtelen halmaz
számossága ugyanannyi-
e? Azaz vajon csak egy-
fajta végtelen létezik? 
A kérdéssel elõször Georg
Ferdinand Cantor (1845–
1918) német matemati-
kus foglalkozott behatóan.

Definíció

emelt szint
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FELADATOK

1.

2. K1

3. K2

4. E1

5. K2

Legyen a H = {1; 2; 3; …; 50} alaphalmaz három részhalmaza A = {páros számok}, 
B = {3-mal osztható számok}, C = {négyzetszámok}. Határozzuk meg az alábbi halmazok elem-
számait!
K1 a) ; K1 b) B + C; K1 c) A , C; K1 d) A \ C;

K2 e) ; K2 f) ; K2 g) ; K2 h) .

= 10, = 8. Mennyi a legkisebb és legnagyobb érték, amit felvehet 
a) ;   b) ;   c) ?

A, B véges halmazok. Melyik igaz, melyik hamis az alábbi állítások közül?
a) Ha , akkor B 3 A. b) Ha , akkor B 1 A.
c) Ha , akkor A 3 B. d) Ha , akkor .
e) Ha , akkor B 3 A.

Melyik igaz az elõzõ feladat állításai közül, ha A, B végtelen halmazok, és az állításokban az elem-
számok helyett halmazok számossága szerepel?

A, B, C véges halmazok, H az alaphalmaz. Milyen feltételek esetén teljesülnek az alábbi
egyenlõségek, egyenlõtlenségek?

a) ; b) ; c) ;

d) ; e) ; f) .

A H = {a, b, c, … , g} alaphalmaz A, B, C, D részhalmazait az alábbi táblázattal adtuk meg:

a) (A , B) , C; b) A + (B + C); c) (A + B) , C; d) A , (C \ D); 
e) A , (C \ B); f) (A , C) \ (B , D); g) ; h) ;

i) ; j) ; k) .A C+ \ \C B D] g \ \C B D] g

A B, \A C B, ] g

H a b c d e f g

A 1 0 1 0 1 1 0

B 0 0 0 1 1 1 0

C 1 0 1 1 0 1 1

D 0 0 1 0 0 1 0

A B A B
2+ = + A B C A B C, ,2+ + A B C A B C

3+ + = + +

A B A B, = + \A B A B= - B H B= -

\A A B=

A A B+= A A B+= \A B 0=

A A B,= A A B,=

\A B A B+ A B,

A B

B C, \B C C A+ \C A

C

A végtelen halmazok számosságával kapcsolatos kutatások a XX. század elején váratlan eredményekre vezettek. 
Georg Cantor kimutatta, hogy több különbözô végtelen számosság is létezik (azaz „többféle végtelen” van). 

Mivel a természetes számok elemei sorozatba rendezhetõk, ezt a számosságot megszámlálhatóan végtelennek ne-
vezzük. Az eddigi példáink ilyen halmazok voltak, és ilyen – bármily meglepõ – például a racionális számok halmaza
is. Ugyanakkor nem megszámlálhatóan végtelen halmaz az irracionális számok vagy a valós számok halmaza, ennek va-
lamely [a; b] intervalluma, vagy egy négyzet pontjainak halmaza stb.

emelt szint

6. K1
Az elsõ sorban a H halmaz elemeit tün-

tettük fel; a következõ sorokban az egyes
halmazoknál 1-est írtunk, ha az aktuális
elem benne van a halmazban, 0-t, ha nincs.
Például a ! A, de a " B. Szemléltesd táblá-
zat segítségével az alábbi halmazokat, és
határozd meg minden esetben az elemszá-
mokat!
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7. K2

9. K2

8. 

10. K2

11. E1

A 600-nál nem nagyobb pozitív egész számok között hány olyan van, amelyik
a) osztható 4-gyel;
b) osztható 5-tel;
c) osztható 4-gyel és 5-tel;
d) osztható 4-gyel vagy 5-tel;
e) osztható vagy 4-gyel, vagy 5-tel (de csak az egyikkel);
f) a 4 és 5 közül legalább az egyikkel osztható;
g) a 4 és 5 közül legfeljebb az egyikkel osztható;
h) a 4 és 5 közül pontosan az egyikkel osztható;
i) ha osztható 4-gyel, akkor osztható 5-tel is;
j) a 4 és 5 számok közül ha osztható az egyikkel, akkor osztható a másikkal is;
k) nem osztható sem 4-gyel, sem 5-tel?

(Játék) Anna a pozitív egész számokat háromfelé osztotta, így az A, B, C közös elem nélküli, végtelen hal-
mazokat kapta. Ezután Béla gondol az egyik halmaz három elemére, és ezek összegét elárulja Annának, ô
pedig ebbôl kitalálja, melyik halmazra gondolt Béla. Hogyan oszthatta szét Anna a számokat? 

Hány elemû lehet az A és B halmaz, ha 
a) = 10 és = 13;
b) = 13 és = 8? 

Az A, B, C halmazokról tudjuk, hogy = 8, = 3, = 21, = 11, = 1,
= 15, = 23. Határozzuk meg az A és B halmazok elemszámát!

a) Adjál meg három olyan A, B, C halmazt, amelyek közül bármely kettõnek végtelen sok közös eleme van,
de a három halmaz közös része üres!

b) Az elõzõ feladat további megkötése, hogy A , B , C = N is teljesüljön.

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 231;  232;  239;  240;  244;  246;  250;  253;
260;  264;  267;  268.

C B C,

\A B A B+ A B, \C A A B C+ +

A B, \A B
A B+ A B,

Ajánlott feladatok
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7. PONTHALMAZOK

A tankönyv korábbi leckéiben elsõsorban számhalmazokat vizsgáltunk. A matematika egyik terjedelmes
ága, a geometria foglalkozik a méréssel, a szerkesztésekkel, a különbözõ geometriai transzformációkkal, a
síkbeli és térbeli alakzatok tulajdonságaival. Természetesen halmaz eleme bármilyen objektum lehet: pél-
dául osztályozhatjuk a négyszögeket az oldalaik és szögeik nagysága, valamint a közöttük lévõ kapcsolatok
alapján; vagy csoportosíthatjuk a geometriai transzformációkat változatlan (invariáns) tulajdonságaik sze-
rint. Mégis, tanulmányaink során leggyakrabban a sík és tér pontjaiból alkotott halmazokkal találkozunk
majd. 

Ezek a ponthalmazok nagyon sokfélék lehetnek. Beszélhetünk a geometria legegyszerûbb építõeleme-
irõl, a sík és a tér pontjairól, egyeneseirõl; vagy egyes síkidomok, térbeli alakzatok által meghatározott pont-
halmazokról is.

A minket körülvevõ természetben, a mindennapi életünkben is találkozunk ponthalmazokkal. 
Néhány példa:

Egy kórházi beteg hõmérsékletét rendszeres
idõközönként mérik. A mért értékeket grafiko-
non pontok segítségével ábrázolják, s a ponto-
kat összekötve kapják az ún. lázgörbét.

A turistatérképen a különbözõ, jellegzetes
tereptárgyakat egy-egy ponttal jelzik. Ponthal-
mazt alkotnak az azonos tengerszint feletti ma-
gasságú pontokat összekötõ szintvonalak is.

Természetesen ezek a példák a valóság
leszûkített modelljei, s így csak közelítõ érvé-
nyességûek. A „pont” idealizált matematikai
alapfogalom, kiterjedés nélküli objektumot
jelöl; ilyen pedig a valóságban nincs. Az azonos
tengerszint feletti magasságban elhelyezkedõ,
valós tereptárgyaknak van kiterjedésük; éppúgy,
mint a térképen ezeket modellezõ szintvonalak
pontjainak is – bár ezek lényegesen kisebb mé-
retûek.

A harmadik példában a Földet 6370 km su-
garú gömbnek tekinthetjük. Ebben a modellben
a városokat a gömb felszínén elhelyezkedõ egy-
egy pont azonosítja, s helyük a szélességi és
hosszúsági fokok segítségével adható meg. (Pél-
dául Budapest koor dinátái: északi szélesség 
47° 30’, keleti hosszúság 19° 2’.) Bár a városok-
nak van kiterjedésük, adott esetben – például
megfelelõ magasságból szemlélve – pontsze -
rûeknek tekinthetõk; ugyanígy adott helyzetben
akár a város utcáin sétáló embereket is model-
lezhetjük egy ponthalmazzal.

A Regéci vár a Zempléni-hegységben
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SZÁMOK, SZÁMHALMAZOK ÁBRÁZOLÁSA SZÁMEGYENESEN

Mi is az a számegyenes? A számegyenes egy olyan egyenes, amit a számok megjelenítésére használunk.
Segítségével jól érzékeltethetjük a számok nagyságát, „távolságukat”, egymáshoz való viszonyukat.

Számegyenest akkor kapunk, ha rajzolunk egy szakaszt és azon kijelöljük a „0” és az „1” helyét. Szokás
ez alapján nyíllal is jelölni a pozitív irányt. A „0” és az „1” által jelölt pontok távolságát 1 egységnek tekint-
jük.

Ezután már minden szám helye egyértelmû a számegyenesen. Fordítva: az is egyértelmû, hogy melyik
ponthoz melyik szám tartozik. (Kölcsönösen egyértelmû megfeleltetést létesítettünk a valós számok és az
egyenes pontjai között.)

Nem feltétlenül szükséges a „0” és az „1” helyét kijelölni. Ha bármely két szám helyét rögzítjük, az
egyértelmûen meghatározza a többi szám helyét.

A nulla kitüntetett szerepet játszik a számok világában, hiszen elválasztja a pozitív és negatív számokat.
Segítségével határoztuk meg a számok abszolút értékét, ami a számegyenesen a számhoz rendelt pontnak
a nullától való távolsága. (Ezt a definíciót a késôbbiekben még pontosítani fogjuk.)

Keressük meg a számegyenesen azokat a számokat, amelyek az ellentettjük kétszeresétôl 18 egység tá-
volságra vannak!

Ha x-szel jelöljük a keresett szám távolságát a nullától, akkor az ellentettje is x távolságra, az ellentettjé-
nek a kétszerese pedig 2x távolságra van a nullától, a nulla másik oldalán. Így a két pont távolsága 3x lesz. 

3x = 18       /:3
x = 6.

Tehát a keresett szám távolsága a nullától 6 egység. Két ilyen szám van a számegyenesen, a 6 és a -6.
Könnyen ellenôrizhetjük is, hogy a kapott számok megfelelnek a feladat követelményeinek. 
Tehát a feladat követelményeinek két szám felel meg: M = {-6; 6}.

0

0

�2x

2x

x

3� �x

3� �x

�x

0 1

1. példa

Megoldás
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Keressük meg a és a helyét a számegyenesen!

Ezután berajzoljuk azokat a pontokat, amelyek a két szám által meghatározott szakaszt három egyenlô
részre bontják. Mely számok tartoznak ezekhez a pontokhoz?

Elsô megoldás: 

Ha a számegyenesünket úgy rajzoljuk fel, hogy -önként haladunk elôre a nulláról indulva, akkor hamar

eljutunk mindkét megadott ponthoz. Sajnos a két pont között lévô szakasz harmadolópontjai nincsenek rajta

az általunk megrajzolt pontokon. Tulajdonképen egy hosszúságú szakaszt szeretnénk három egyenlô

részre osztani. Ha minden hosszú szakaszt még három egyenlô részre osztunk, vagyis : 3 = -önként

lépünk elôre, akkor a megfelelô pontok láthatóvá válnak. Hiszen a megadott két pont távolságát most már

hat egyenlô részre osztottuk. Ha -nek megfelelô pontból indulunk, akkor minden második bejelölt pont

megfelel a feladat feltételeinek.

+ = + = ,   + = ,   + = = .

Tehát M = { ; }.  

Második megoldás: 
Ha csak a számok világában gondolkodunk, akkor világos, hogy az elsô harmadolópontnak megfelelô

számot úgy kapjuk, hogy a kisebbik számhoz hozzáadjuk a két szám különbségének a harmadát.

+ ( - ) = + · = + =

A második harmadolópont estén a két szám különbségének a kétharmadát kell hozzáadni.

+ ( - ) = + ( - ) =
Jól látható, hogy ezzel a módszerrel is az elôzô két pontot kapjuk.
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2. példa

Megoldás
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A definícióból következik, hogy a # b. Ha a = b, akkor az intervallum egyetlen számból áll.

Az intervallumok végpontjaihoz tartozó számok jelölése a hagyományos módon „üres” vagy „teli” pont-
tal történhet. Az ábrán az A = ]–4; 1[ és B = [3; 6] intervallumokat jelöltük. Az üres pont („karika”) mutatja,
hogy a –4 és 1 pontok nem tartoznak az A intervallumhoz.

Az intervallumokkal kapcsolatban további jelölések is alkalmazhatók. 

A következõ ábrán a négyféle intervallumtípus ábrázolására láthatunk példát: A = ]–5,6; –3], 
B = [–2; 1,2], C = [4; 4,4[, D = ]6; 7[.

A sokfajta jelölés és elnevezés bevezetése nem felesleges, a késõbbi tanulmányainkban rendszeresen használjuk
majd ezeket a fogalmakat.

�5,6 �3 �2 1,2 4 4,4 6 7

A B C D

�4�5 �3 �2 �1 0 1 2 3 4 5 6 7

A B

SZÁMEGYENES, INTERVALLUMOK

Minden valós számot megadhatunk a számegyenes egy pontjával, s fordítva, a számegyenes bármely
pontja egy valós számot határoz meg.

A számegyenes összefüggõ részhalmazai az intervallumok.
�4 �3 �2 �1 0 1 2 3 4

�3 �2

�2

Az [a; b] zárt intervallumba (a # b) olyan valós számok tartoznak, amelyek az a és b számok közé
esnek (lehetnek egyenlõk is a-val vagy b-vel). Formulával: x ! [a; b], ⇔ a # x # b. 

a x b

Hasonlóan értelmezhetjük az ]a; b[ nyílt intervallumot, (a < b) csak itt a határpontok nem tartoznak a
halmazhoz: x ! ]a; b[, ⇔ a < x < b.

a x b

A C = [a; b[ intervallum értelemszerûen olyan x valós számokat tartalmaz, amelyekre a # x < b, s
hasonlóan értelmezhetõ D = ]a; b] is: ha x ! D, akkor a < x # b. Az ilyen típusú intervallumokat félig
nyílt vagy félig zárt intervallumoknak nevezzük, például C esetén az alulról zárt, felülrõl nyitott (vagy
balról zárt, jobbról nyílt) elnevezéseket használjuk.

Definíció

Definíció
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Adott az A = [–6; –1] és a B = ]–3; 4[ intervallum. Határozd meg az alábbi halmazokat!
a) ;   b) ;   c) ;   d) ;   e) ;   f) ;   g) .

a) ]–3;–1]; b) [–6; 4[; c) [–6; –3]; d) ]–1; 4[; e) = {x ! R | x < –6 vagy –1 < x};
f) = {x ! R | x # –3 vagy 4 # x}; g) = {x ! R | x < –6 vagy 4 # x}.

Az e), f) és g) feladat alapján érdemes – kényelmi szempontból – további jelöléseket bevezetnünk. A vég-
telen intervallumokat például az [a; 3[ módon jelölhetjük, s értelmezésük: ha x ! [a; 3[, akkor a # x. Ezzel
a jelöléssel az utolsó három feladat megoldása másképpen is megadható: 

e) = ]–3; –6[ , ]–1; 3[;
f) = ]–3; –3] , [4; 3[;
g) = ]–3; –6[ , [4; 3[.

Az ábráról leolvashatjuk az egyes pontok
koordinátáit:

A(6; 4),  B(2; 2),  C(–4; 7),  D(–4; 3), 
M(–4; –1),  P(3; 5),  O(0; 0). (Ez utóbbi pont az
origó.)

A derékszögû koordináta-rendszerben nemcsak pontokat adhatunk meg, hanem egyszerûbb

alakzatokat is jellemezhetünk. Például az ábrán látható e egyenes egyenlete . (Vagyis

az egyenesen pontosan azok a pontok helyezkednek el, amelyek koordinátáira az

összefüggés teljesül.) Hasonlóan az f egyenes egyenlete x = –4. 

y x2
1 1= +

y x2
1 1= +

A B,

B
A

B A B,

A

A B+ A B, \A B \B A A B A B,

1. példa

Megoldás

A DERÉKSZÖGÛ KOORDINÁTA-RENDSZER

2. példa

x

y

1

1

0

A

B

C

D

O

P

Me

f

Fogalmak, név
pont;
origó;
számegyenes;
koordináta;
koordináta-rendszer;
intervallum 

(zárt, nyílt);
Descartes.

A sík pontjait egyszerûen ábrázolhatjuk a derékszögû koordináta-rendszerben. A ko-
rábban tanult módon tetszõleges P pont helyzetét egyértelmûen jellemezhetjük a koordiná-
táival. A P pont elsõ koordinátája P-nek az y tengelytõl vett elõjeles távolsága, míg második
koordinátája az x tengelytõl vett elõjeles távolsága.

A derékszögû koordináta-
rendszert nevezik 
Descartes-féle koordináta-
rendszernek is. Az elneve-
zés René Descartes
(1596–1650) francia ma-
tematikus, fizikus és filo-
zófus nevét õrzi.
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FELADATOK

4. K1

5. K2

6. K1

7. K1

8. K2

9. E1

Berajzoltuk a számegyenesen a 3 nevezõjû törteket. Melyik van legközelebb a -hez? 

Elõször tippeljétek meg az eredményt és csak utána kezdjetek el számolni! Adjatok fel egymásnak hasonló
feladatot! Akár versenyezni is lehet, ki találja meg gyorsabban a keresett számot. 

Az és a közé esõ szakaszt hét egyenlõ részre osztjuk, hat további pont beiktatásával. Melyik számnak

felel meg ezek közül a -höz legközelebbi pont? 

Keressük meg a számegyenesen azt a számot, aminek a –2-tõl, az 5-tõl és a 9-tõl mért távolságainak az ösz-
szege a lehetõ legkisebb! 

Ábrázoljuk az A = ]–3; –6], B = [–4; –3], C = ]–1; 1[, D = ]2; 3], E = [4; 6[ és F = [7; 3[ intervallumokat a
számegyenesen!

Tekintsünk három intervallumot: A = [–50; 55], B = ]–13; 77[, C = [22; 82[. Hány egész szám van a 
{–100; –99; –98; …; 100} halmazban, amely az intervallumok közül
a) csak A-nak eleme; e) B-nek nem eleme;
b) pontosan egynek az eleme; f) B-nek nem eleme (de valamelyik másik intervallumnak igen);
c) legfeljebb kettõnek az eleme; g) eleme B-nek és C-nek, de A-nak nem?
d) legalább kettõnek az eleme;

Határozzuk meg az A , B, A + B, A \ B és B \ A halmazokat, ha:
a) A = [1; 5], B = {1; 3; 7};
b) A = ]–3; 4[, B = {–4; –3; –2}!

Határozzuk meg a derékszögû koordináta-rendszerben azon P(x; y) pontok halmazát, amelyek koordiná-
táira teljesülnek az alábbiak!
a) x = 2, y = 3;   b) x = 0;   c) y # 4;   d) x > 0 és y > 0;   e) x $ 0 vagy y $ 0.

Határozzuk meg a derékszögû koordináta-rendszerben azon P(x; y) pontok halmazát, 
amelyek koordinátáira teljesülnek az alábbiak!
a) –5 # x < –1; b) 4 < x < 7 és 2 # y # 10; c) x + y = 0; d) y = 2x – 1;
e) y < 2x – 1; f) y = 2x – 1 és –2 < x < 3; g) x · y $ 0; h) x2 – y2 = 0.

Adjunk meg három olyan ponthalmazt, amelyekre teljesül az alábbi 
feltételek mindegyike!
1. A halmazok elemszáma végtelen.
2. Bármely két halmaznak végtelen sok közös 

eleme van.
3. A három halmaz metszete üres halmaz.

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjte-
mény I.: 163;  196–204;  206.
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Ajánlott feladatok Idézet

„Gondolkozzék a végtelenrõl, borzongjon meg tõle, 
s hajtson fejet elõtte. ”

(Bartók Béla)

1. K1

2. K1

3. K2
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8. NEVEZETES PONTHALMAZOK

Az alábbiakban néhány nevezetes ponthalmaz fogalmát ismételjük át. Ezekkel a ponthalmazokkal a gya-
korlatban gyakran találkozhatunk, erre a késõbbiekben több példát is mutatunk.

Karcsi kecske 10 méteres kötéllel van kikötve az udvaron. Zsuzsi
tudni szeretné, hova ültetheti a virágait, ha nem akarja, hogy Karcsi azo-
kat lelegelje.

Világos, hogy bármelyik irányba ültethet, csak 10 méternél nagyobb
legyen a távolság a rúd, ahova Karcsit kikötötték, és a virág között.

A K körvonal pontjait megadhatjuk halmazelméleti jelölésekkel is. Ha
az S síkban lévõ, r sugarú kör középpontja O, akkor a P pont pontosan
akkor van rajta a körvonalon, ha OP = r, azaz K = {P ! S |OP = r}.

A körlemez B pontjainak halmaza {B ! S |OB # r}; a körön kívül lévõ C pon-
tok halmaza pedig {C ! S |OC > r}. A definíció térbeli általánosítása: a térben
adott ponttól ugyanakkora távolságra lévõ pontok halmazát gömbfelületnek (vagy
egyszerûen gömbnek) nevezzük.

Bundás kutya 4 méteres póráza a kerítés mellett rögzített módon csúszkálhat, így végigszaladhat az egye-
nes kerítés mellett. Zsuzsi nem szeretné, ha a kutya összeugrálná a virágait.

Ebben az esetben arra kell vigyáznia, hogy a virágok sehol ne legyenek közelebb a kerítéshez 4 méter-
nél. Ha a kerítés nem akadályozná meg, hogy a kutya kinn is szaladgáljon, a túloldalon is eltávolodhatna
4 métert. Ennek geometriai megfogalmazása:

ADOTT PONTTÓL MEGADOTT TÁVOLSÁGRA LÉVÕ PONTOK HALMAZA

ADOTT EGYENESTÕL MEGADOTT TÁVOLSÁGRA LÉVÕ PONTOK HALMAZA

Egy megadott ponttól megadott távolságra levõ
pontok halmazát a síkon körvonalnak (vagy egy-
szerûen körnek) nevezzük. A körön belüli pontok
az adott távolságnál kisebb távolságra (közelebb), a
körön kívüli pontok az adott távolságnál nagyobb
távolságra (messzebb) vannak a megadott ponttól.

O

K

r

O

r

B

C

P

Egy megadott egyenestõl megadott távolságra levõ pontok halmaza
a síkon egy, az adott egyenessel párhuzamos egyenespár. e

f

g
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Halmazelméleti jelölésekkel: 
A síkban az e egyenestõl ugyanakkora, d távolságra lévõ pontok

halmaza az e-vel párhuzamos f és g egyenes. Ha P és e távolsága d,
akkor P ! (f , g).

A keresett pontok halmaza a tér-
ben az e tengelyû (végtelen) henger-
felület. 

Szerkesszünk két ponton – melyek távolsága 6 cm – átmenõ 2 cm; 3 cm; 4 cm; R sugarú kört! Hány meg-
oldás van? Hol lehet a középpont? Az elsõ esetben nincs ilyen kör, a másodikban egy kör van, és ha 
R > 3 cm, akkor két kör van. Világos, hogy a középpont egyenlõ távolságra van a két megadott ponttól. 

Halmazelméleti jelölésekkel: 
Ha az S síkban lévõ AB szakasz felezõmerõlegese m,

akkor a P pont pontosan akkor van rajta az m egyenesen,
ha PA = PB. Azaz: m = {P ! S |PA = PB}.

A tétel térbeli általánosítása: a térben az A és B pontoktól
ugyanakkora távolságra lévõ pontok halmaza az AB szakaszt
merõlegesen felezõ sík.

Bizonyítsuk be, hogy az m által meghatározott két félsíkra igaz, hogy az A-t tartalmazó félsík pontjai 
A-hoz, a B-t tartalmazó félsík pontjai B-hez vannak közelebb!

Vegyünk fel egy P pontot az A-t tartalmazó félsíkban. Ekkor PB metszi a szakasz-
felezõ merõlegest, jelöljük a metszéspontot M-mel. PB = PM + MB = PM + MA,
mivel A és B egyenlõ távol van M-tõl. A háromszög-egyenlõtlenség miatt azonban
PM + MA > PA, és ezt akartuk bizonyítani.

KÉT ADOTT PONTTÓL EGYENLÕ TÁVOLSÁGRA LÉVÕ PONTOK HALMAZA

Két adott ponttól egyenlõ távolságra lévõ pontok halmaza a síkon a két pont
által meghatározott szakasz felezõmerõlegese.

e

A

B

1. példa

Megoldás
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a) Vegyünk fel két párhuzamos egyenest. Mi azon körök középpontjainak halmaza, amelyek mindkét
egyenest érintik? Ezek a középpontok egyenlõ távolságra vannak a két egyenestõl.

Halmazokkal: Az a és b párhuzamos egyenesektõl
ugyanakkora távolságra lévõ P pontok halmaza a síkban
az e középpárhuzamos. Ha tehát Pa = Pb, akkor P ! e.

A megfelelõ térbeli ponthalmaz az e egyenesre illeszkedô,
az a és b síkjára merõleges sík.

b) Nézzük azt az esetet, ha a két egyenes metszi
egymást. Szerkesszünk olyan kört, aminek a sugara 
3 cm, és mindkét egyenest érinti. Hány megoldás van?

Hasonlóan az e és f egyenesre illeszkedô, az a és b síkjára merõleges síkok pontjai adják a megfelelõ térbeli pont-
halmazt.

A halmazok körében használt jelölésekkel:
Az a és b metszõ egyenesektõl ugyanakkora távolságra lévõ P pontok halmaza az e és f szögfelezõ egye-

nesek. Ha tehát Pa = Pb, akkor P ! (e , f).

Bizonyítsuk be, hogy a két szögfelezõ egyenes merõleges egy-
másra!

Mivel az egyik szögfelezõ az egyik szöget, a másik pedig a mellék-
szögét felezi, ezért az általuk bezárt két félszög összege valóban 90°.

KÉT ADOTT EGYENESTÕL EGYENLÕ TÁVOLSÁGRA LÉVÕ PONTOK HALMAZA

Két adott párhuzamos egyenestõl
egyenlõ távolságra lévõ pontok hal-
maza a síkon a két egyenes közép-
párhuzamosa.

e

a

b

e

a

b

P

Két adott metszõ egyenestõl egyenlõ távolságra lévõ pontok hal-
maza a síkon a két egyenes két szögfelezõ egyenese.

e

a

b

f

P1P2

2. példa

Megoldás e

a

b

f
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e

b
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Fontos megjegyeznünk, hogy a ponthalmazokat meghatározó feltételek egyszerre szüksé-
gesek és elégségesek is. Például az 1. esetben a kétirányú állítás:

a) Ha egy P pont az O ponttól r távolságra van, akkor P rajta van a K (O középpontú, r su-
garú) körön.

Fordítva:
b) Ha egy P pont a K (O középpontú, r sugarú) körön van, akkor a PO távolság r.

Valójában két halmaz egyenlõségét állítjuk. Az A = {az O ponttól r távolságra lévõ pontok} és 
B = {az O középpontú, r sugarú kör pontjai} halmazok egyenlõsége az a) és b) állítások A 3 B és B 3 A
tartalmából következik. 

A síkon adott az O pont. Határozzuk meg a síkon azon P pontok halmazát, amelyekre
a) OP # 12 cm;   b) 8 cm < OP # 10 cm;   c) OP > 16 cm!

Az S síkon felvett K és L koncentrikus körök középpontja O. 
Megadjuk a körlemezek pontjait: K = {P ! S | OP # 10 cm} és 
L = {P ! S | OP # 15 cm}. 
a) Határozzuk meg a K + L, K , L, K \ L, L \ K, halmazokat!
b) Határozzuk meg az ábrán (1)-gyel és (2)-vel jelölt ponthalmazokat!

(A határvonal a ponthalmazokhoz tartozik.)

Az S síkon felvett K kör középpontja O, sugara 12 cm; az L kör közép-
pontja Q, sugara 16 cm; az OQ távolság 24 cm.
Határozzuk meg az ábrán látható (1), (2), (3), (4) tartományokat! 
(A határvonal nem tartozik a halmazokhoz.)

Adott egy P pont és egy rá nem illeszkedõ e egyenes. Szerkesszünk olyan pontokat a síkon, amelyek az egye-
nestõl 2 cm-re, a ponttól 3 cm-re vannak!

Adott két egyenes, a és b, valamint egy P pont.  Szerkesszünk olyan pontokat a síkon, amelyek egyenlõ tá-
volságra vannak a két egyenestõl és 4 cm-re a ponttól!

Adott két pont, A és B,  és egy e egyenes. Szerkesszünk olyan pontokat a síkon, amelyek egyenlõ távolságra
vannak a két ponttól és 4 cm-re az egyenestõl!

Adott két pont, A és B, és egy e egyenes. Szerkesszünk olyan pontokat a síkon, amelyek az A ponttól 3 cm-
re, a B-tõl 4 cm-re, az egyenestõl pedig 5 cm-re vannak!

K

Fogalmak
kör;
gömb;
felezõmerõleges;
szögfelezõ; 
középpárhuzamos;
szükséges, elégséges

feltétel.
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Az ABC háromszög AB oldalán szerkesszünk olyan pontot, amelyik a másik két oldalegyenestõl
egyenlõ távolságra van!

Az ABC háromszög síkjában szerkesszünk olyan pontot, amelyik az AC és BC oldalegyenesektõl,
valamint az A és B pontoktól is egyenlõ távolságra van!

Adott két szakasz, AB és CD. Szerkesszünk olyan P pontot, amelyikre az ABP és a CDP egyenlõ
szárú háromszögek alapjai AB és CD!

Szerkesszünk két adott ponton, A-n és B-n átmenõ, adott r sugarú kört!

Vegyünk fel egy 5 cm sugarú kört. Szerkesszük meg azoknak a köröknek a középpontjait, ame-
lyek érintik a megadott kört, és a sugaruk 1 cm; 4 cm; 6 cm!

Határozzuk meg egy négyzet belsejében azon P pontok halmazát, amelyek közelebb vannak a
négyzet középpontjához, mint a csúcsaihoz!

Egy P pont és egy H alakzat távolsága megegyezik a P és H pontjainak távolságai közül a legki-
sebbel, amennyiben létezik. Hol vannak azok a pontok a síkon, amelyek adott távolságra vannak
a) egy A kezdõpontú félegyenestõl;
b) egy adott AB szakasztól?

Vegyük fel a síkon az A és B pontokat úgy, hogy távolságuk 12 cm legyen, s jelöljük az AB sza-
kasz felezõmerõlegesét f-fel. Hány olyan P pont van a síkon, amelyre
a) PA = 10 cm, PB = 4 cm; b) PA = 8 cm, PB = 4 cm; c) PA = 16 cm, PB = 4 cm;
d) PA = 16 cm, Pf = 8 cm; e) PA = 14 cm, Pf = 8 cm; f) PA = 3 cm, Pf = 8 cm;
g) PA = 1 cm, Pf = 8 cm; h) PA = 8 cm, Pf = 3 cm; i) PA = 3 cm, Pf = 3 cm?

8. NEVEZETES PONTHALMAZOK

8. K1

9. K2

10. K2

11. K1

12. K2

13. K2

14. E1

15. K2

Ajánlott feladatok

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 172–222.

Név: Kinga
Lakhely: Budapest
Végzettség: vegyészmérnöki BSc (Bachelor of Science, alapdiploma)
Jelenlegi beosztás: BSc hallgató
Milyen tantárgyakból felvételizett, tanult emelt szinten? Matematika, kémia, angol.

Sziasztok!

Harmadéves vegyészmérnök-hallgatóként elengedhetetlen volt számomra a gimnáziumi matematika-tananyag ismerete. 
Az egyetemi kurzusok ugyanis erre építve tárgyalják a magasabb szintű ismereteket. A matematikafeladatok megoldása
kitartást, kreativitást és precizitást kíván, fejleszti a logikus gondolkodást. Ezek pedig a mérnöki tanulmányok és munka 
során nagyon fontos készségek. 

A pálya, amit választottam, nagyon sokszínű. A vegyészmérnököknek köszönhetjük az új motorhajtóanyagokat, melyek
forradalmasították a közlekedést, és így lehetővé vált az űrutazás is. Az anyagtudományi kutatások során a vegyészek
különleges anyagokat állítanak elő: a fényre sötétedő üvegtől, a hatóanyagát megfelelő idő alatt leadó gyógyszerkapszulán át,
a mágnessel mozgatható polimergélekig. Tevékenykednek vegyészmérnökök a kémiai analitika területén is, például rákkeltő
és egyéb mérgező anyagokat mutatnak ki környezeti, vagy élelmiszer-ipari mintákban. Szinte hihetetlen, hogy a kémiai
és matematikai ismeretek alkalmazásával milyen sokféle probléma oldható meg!
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1. példa

9. KOMBINATORIKAI ALKALMAZÁSOK, GRÁFOK

Az összeszámolási feladatokat gyakran szemléltethetjük táblázattal, halmazokkal, gráfokkal vagy egyéb
módon, erre már korábban is láttunk példákat. A leckében néhány további példát mutatunk a kombinato-
rika alkalmazásaira és a szemléltetési lehetôségekre.

Az 1, 1, 2, 3 számkártyákból hány négyjegyû számot készíthetünk? 

A lehetséges eseteket egyszerû gráffal adhatjuk meg. Errôl leolvashatjuk, hogy 12 darab megfelelô szám van.

„Sokszor” feldobunk két dobókockát. A dobások kb. hányadrészében lesz a két dobott szám összege 
4-gyel osztható?

A lehetséges dobáspárokat egy 6 × 6-os táblázattal szemléltethetjük. Ebben minden dobáspárnak megfe-
leltetünk egy cellát, például amikor az elsô dobás 2-es és a második 3-as, ahhoz a 2. sor 3. cellája tartozik. 

A táblázatból látható, hogy 36 kimeneteli lehetôség van, és közülük 9 esetben lesz a dobott számok összege

4-gyel osztható. Mivel mindegyik dobáspár egyforma eséllyel következik be, a keresett arány .
36
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Megoldás
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A pozitív egész számok prímtényezôs felbontását gyakran szemléltetjük egy egyszerû gráffal. Készítsük
el a 360 néhány prímtényezôs felbontásának a gráfját!

Látható, hogy a felbontást többféleképpen is elvégezhetjük. Azonban akármilyen sorrendben is írjuk fel
az osztókat, észrevehetjük, hogy mindegyik ábrának van egy közös tulajdonsága. Vajon mi lehet ez?

Egy összejövetelen hét személy találkozik. Mindegyiküktôl megkérdeztük, hány ismerôse van a többiek
között. Lehetséges-e, hogy az alábbi válaszokat kaptuk? (Minden ismeretség kölcsönös.)

a) 6, 5, 3, 2, 2, 2, 0; 
b) 6, 6, 4, 3, 2, 2, 1; 
c) 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5;
d) 6, 5, 3, 2, 2, 2, 2.
e) Ha mindenki ismer mindenkit, akkor mennyi az ismeretségek száma?

Az adatokat modellezhetjük egy hétpontú gráffal. Ekkor a személyeknek a gráf csúcsai felelnek meg,
amelyben két csúcsot akkor kötünk össze éllel, ha a megfelelô személyek ismerik egymást.

Az a)–d) válaszok közül csak a d) eset lehetséges. Indoklások:
a) Nem lehet egyszerre 6 és 0 ismeretség is a társaságban. (Ha valaki mindenkit ismer, akkor minden-

kinek van ismerôse.)
b) Ha 2 személy ismer mindenkit, akkor mindenkinek legalább 2 ismerôse

van. 
c) A gráfban az egyes csúcsokból kiinduló élek összege 7 $ 5 = 35. Ekkor min-

den élt kétszer számoltunk, így az élek száma lenne, de ez nem le-

hetséges.
d) Ez az eset már lehetséges, egy megfelelô gráf látható az ábrán. 
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5. példa

Megoldás

e) A gráf éleit számoljuk meg a c) megoldás módszerével. Minden csúcsból 6 él indul ki, az egyes csú-
csokból kiinduló élek összege 7 $ 6 = 42. De így minden élt kétszer számoltunk, ezért az élek (és az

ismeretségek) száma .

Bergengóciában 3 és 5 petákos pénzérmék vannak forgalomban, ezek segítségével azonban sajnos nem
minden érték fizethetô ki. (Például nem fizethetô ki az 1, 2 vagy 4 peták sem, ha nem engedjük meg a na-
gyobb pénzösszegbôl történô visszaadást.) Vajon melyik az a legnagyobb érték, ami nem fizethetô ki? 

Látható, hogy a 3 többszörösei mind kifizethetôk, ezért a pozitív egész számok halmazát három részre
bontjuk attól függôen, hogy a számok 3-mal osztva mennyi maradékot adnak. 

Ha az n szám maradéka 0, akkor felírható n = 3k alakban (k pozitív egész szám), és ekkor k darab 3 pe-
tákos érmével kifizethetô ez az érték.

Ha az n szám maradéka 1, akkor n = 3k + 1 alakba írható. Ezen számok halmaza {1, 4, 7, 10, 13, …}
A legkisebb kifizethetô érték a 10 (= 5 + 5) peták. A halmaz ennél nagyobb elemei már mind kifizethetôk,
mert 10-nél 3 többszörösével nagyobbak.

Végül ha az n szám maradéka 2, akkor n = 3k + 2 alakú. Ekkor a számok halmaza {2, 5, 8, 11, 14, …}.
Innen a legkisebb kifizethetô érték az 5 peták. A halmaz ennél nagyobb elemei már szintén mind kifizet-
hetôk, mert 3 többszörösével nagyobbak 5-nél.

A legnagyobb nem kifizethetô érték tehát a 7 peták. (Azt is megkaptuk, hogy az 1, 2, 4, 7 értékeken kívül
minden más kifizethetô.)

Egy középiskolás labdarúgó bajnokságban nyolc csapat vesz részt. A bajnokságot körmérkôzéses for-
mában bonyolítják le, mindenki mindenkivel egyszer játszik. A fordulókat hétvégén rendezik, és minden hét-
végén minden csapat legfeljebb egy mérkôzést játszhat.

Meg lehet-e szervezni a bajnokságot úgy, hogy csak 7 hétvégén legyen mérkôzés?

Összesen mérkôzésre kerül sor. Mivel egy-egy hétvégére legfeljebb 4 mérkôzés szervezhetô,

legalább 7 hétvégére szükség van. Akkor lehet tehát 7 hétvégére megszervezni a fordulókat, ha minden hét-
végén mind a nyolc csapat játszik egymással.

Ismét alkalmazhatjuk a gráfmodellt. Egy szabályos hétszög csúcsait és kö-
zéppontját feleltetjük meg a csapatoknak, a csúcsok közötti szakaszokat pedig
a mérkôzéseknek. Mivel a szabályos hétszögnek hét szimmetriatengelye van, az
egyes fordulókat a tengelyek segítségével állapíthatjuk meg. 

Egy fordulóban a „középsô” csapat valamelyik „kerületi” csapattal játszik
(ez a mérkôzés felel meg a tükörtengelynek), a másik három mérkôzést pedig
az erre az egyenesre merôleges átlók adják meg (ábra). Ezt a tengelyt még hat-
szor elforgatva egy megfelelô lebonyolítást kapunk: minden csapat mindegyik-
kel játszik, és pontosan egyszer.

2
8 7 28$ =

2
42 21=

6. példa

Megoldás
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9. KOMBINATORIKAI ALKALMAZÁSOK, GRÁFOK 

FELADATOK

1. K2

2. K2

3. K2

4. K2

5. K2

6. E1

7. K2

8. E2

Ajánlott feladatok

Gyakorló és érettségire felkészítô feladatgyûjtemény II. 86; 119; 349; 364; 369; 371.

Egy zászló három vízszintes sávból áll. Hányféleképpen színezhetô ki a három sáv négy színnel
(piros, fehér, kék, sárga), ha egy-egy szín többször is használható, és 
a) a szomszédos sávok különbözô színûek;
b) legalább egy sáv sárga;
c) az alsó vagy felsô sáv sárga;
d) a két szélsô sáv különbözô színû?
(Egy-egy sávot egyszerre csak egy színnel színezünk.)

A koordinátasíkon az x tengelyen felvettünk 4 pontot, az y tengelyen 5 pontot, végül felvettünk
a síkon 6 pontot úgy, hogy a pontok közül semelyik három nincs egy egyenesen. Legfeljebb hány
egyenest kapunk, ha összekötünk minden pontot minden ponttal?

Legfeljebb hány metszéspontja lehet 10 egyenesnek, ha közülük 4 párhuzamos?

Kijelölünk két párhuzamos egyenes egyikén 10, a másikon 8 darab pontot. Hány háromszög van,
melynek csúcsai az adott pontok közül valók?

A kockapóker játékban egyszerre 5 dobókockával dobunk. Hányféleképpen sikerülhet „pókert”
dobnunk? (Ekkor négy kockán azonos érték van, az ötödik dobás ezektôl különbözik.)

A 6. példa bajnokságán most 9 csapat vesz részt. Legalább hány hétvégére van szükség a baj-
nokság lebonyolítására? 

Az 5. példa feltételeit (kifizetések Bergengóciában) annyiban módosítjuk, hogy fizetéskor vissza-
adás is lehetséges. (Ha például 5 + 5 + 5 = 15 petákkal fizetünk, és visszakapunk 3-at, akkor
összességében 15 – 3 = 12 peták a kifizetés.) Igaz-e, hogy így már minden (pozitív egész) érték
kifizethetô?

Módosították Bergengóciában az érméket, most csak 5 és 7 petákos érmék vannak forgalomban.
Elemezzük a kifizetési lehetôségeket! (Milyen értékek fizethetôk ki; módosulnak-e ezek, ha le-
hetséges visszaadás is stb.)

Mi a hiba az alábbi feladat megoldásában?
Feladat: Hány négyjegyû pozitív egész szám van, amely 3-mal osztható, és van benne 

6-os számjegy?
„Megoldás” (hibás): A háromjegyû, 3-mal osztható számokat kipótoljuk egy 6-ossal.
Esetszétválasztást végzünk:

A nem 0-val kezdôdô háromjegyû, 3-mal osztható számok száma . Most a

félretett 6-ost 4 helyre írhatjuk, így innen 4 $ 300 = 1200 esetet kapunk.
Ha 0-val kezdôdik a „háromjegyû” szám, akkor 000-tól 099-ig 100 darab szám van, ezek

közül 34 osztható 3-mal. Itt kötelezô az elsô helyre írni a 6-ost.
Összesen tehát 1200 + 34 = 1234 megfelelô szám van.

3
9 10 300

2$ =

9. E1
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I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

A LOGIKAI SZITAFORMULA

10. HALMAZOKRÓL ÉS SZÁMOKRÓL

A 6. lecke 2. példájában említettük a logikai szitaformulát. Ezzel az
eljárással az összeszámolási feladatokban mintegy „kiszitáljuk” a több-
ször számolt eseteket.

Jelöljük az ábra szerinti (1), (2), (3), (4) tartományok elemszámát
rendre c, a, b, d betûkkel. Ekkor , ,

, . A kétváltozós logikai szitaformula

alakú, s ez helyes eredményt ad: 
(a + b + c) = (a + c) + (b + c) – c valóban igaz.

(A módszer egy másik alkalmazása az alábbi példa második megoldása.)

Hány olyan négyjegyû természetes szám van, amely tartalmaz 1-es és 2-es számjegyet is?

Elsõ megoldás:
Legyen H a négyjegyû természetes számok halmaza, s ezen belül A = {1-est tartalmazó négyjegyû ter-

mészetes számok}, B = {2-est tartalmazó négyjegyû természetes számok}. Az elõzõ Venn-diagramot te-
kintve a feladat meghatározása. 

Amit tudunk:
1. Négyjegyû természetes szám 9999 – 999 = 9000 darab van.
2. 1-es számjegyet nem tartalmazó négyjegyû természetes szám 8 $ 93 = 5832 darab van. (Egyik helyi-

értékre sem írhatunk 1-est, és az elsõ számjegy 0 sem lehet.)
3. 2-est nem tartalmazó négyjegyû természetes szám ugyanennyi van: 8 $ 93 = 5832 darab.
4. Sem 1-es, sem 2-es számjegyet nem tartalmazó négyjegyû természetes szám 7 $ 83 = 3584 darab van.

(Egyik helyiértékre sem írhatunk 1-est és 2-est, s az elsõ számjegy 0 sem lehet.)

A négy információ algebrai alakja a következõ:
1. a + b + c + d = 9000,        2. b + d = 5832,        3. a + d = 5832,        4. d = 3584.
Ezekbõl az egyenletekbõl kell c értékét meghatározni. 

Mivel négy egyenlet adott négy ismeretlennel, a megoldás a „hagyományos” úton is történhet. 
A 4. egyenletbõl ismerjük d-t, ezt visszahelyettesítve a 2. és 3. egyenletbe, meghatározható b és a értéke,
s végül az 1. egyenletbõl megkapjuk c-t. 

Második megoldás:
Egy másik elegáns megoldási lehetõség a komplementer leszámlálása és a szitaformula alkalmazása.
Ha az összes négyjegyû természetes számból kivonjuk az 1-est nem tartalmazó számokat, majd kivon-

juk a 2-est nem tartalmazókat is, akkor azokat, amelyek sem 1-est, sem 2-est nem tartalmaznak, kétszer von-
tuk ki. Az így kapott különbséghez ezek számát egyszer hozzá kell adni, s ekkor a sem 1-est, sem 2-est nem
tartalmazó számokat is pontosan egyszer számoltuk. Képlettel: , vagy
az egyes tartományok elemszámaival: (a + b + c + d) – (b + d) – (a + d) + d = c valóban. 

Eredmény: 9000 – 5832 – 5832 + 3584 = 920.

H A B A B A B+ +- - + =

A B c+ =

A B A B A B, += + -

B b c= + A B c+ =

A B a b c, = + + A a c= +

A B

H

(1)(2) (3)

(4)

a b
c

d

1. példa

Megoldás
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10. HALMAZOKRÓL ÉS SZÁMOKRÓL

Három változó esetén bonyolultabb a szitaformula felírása. Ha a
feladat meghatározása, akkor az összegben
a közös részek elemszámait kétszer, illetve háromszor számoltuk. 

Vizsgáljuk meg az ösz-
szeget!

Az (5), (6), (7) tartományok elemszámát egyszer számoltuk, ez rend-
ben van.

A (2) tartomány elemszámát miatt kétszer hozzáadtuk az
összeghez, miatt egyszer levontuk az összegbõl. Vagyis egyszer
számoltuk, éppúgy, mint a (3) és (4) tartományokat.

Az (1) tartomány elemszámát háromszor számoltuk, és háromszor
vontuk le; tehát még egyszer hozzá kell adnunk az összeghez.

Az így kapott formula: 

, 

a háromváltozós logikai szitaformula.
Hasonlóan adhatjuk meg a szitaformulát háromnál több változó esetén is.

Kiegészítõ anyag

A 3. lecke 5. példájában láttuk, hogy a H0 = { }, H1 = {a}, H2 = {a, b}, H3 = {a, b, c} halmazoknak rendre 1, 2,
4, 8 részhalmazuk van. Az eredmények alapján azt a sejtést fogalmazhatjuk meg, hogy ha egy H halmaz elemszáma n,
akkor H részhalmazainak a száma . Hogyan tudnánk igazolni ezt a sejtést?

Egy egyszerû bizonyítás alapja a „kódolási technika”.

Legyen H = {a1, a2, a3, … , an}, s készítsünk egy táblázatot, amelyben
felsoroljuk H részhalmazait. Az elsõ sorba felírjuk az a1, a2, a3, …, an
elemeket, a következõ sorokban pedig megadjuk a részhalmazokat.
Minden egyes sorban a megfelelõ elem alá 1-est írunk, ha az elem az
adott részhalmazhoz tartozik, és 0-t, ha nem.

Például ebben a táblázatban n = 5 esetén négy részhalmazt so-
roltunk fel: A = {a1, a3, a4}, B = {a3}, C = {a2, a3, a5}, D = {a1, a3}.

A H halmaz esetén minden 0-1 jelsorozat meghatároz egy részhalmazt, s minden részhalmazt egyetlen jelsorozat-
tal (kóddal) adhatunk meg. A megfeleltetés kölcsönösen egyértelmû, a H halmaznak tehát pontosan annyi részhalmaza
van, ahány különbözõ n hosszúságú, 0 és 1 számjegyekbõl álló kód készíthetõ.

A kódok számát pedig már könnyû meghatározni. A kód elsõ számjegye 2-féle lehet (0 vagy 1), a második szám-
jegy ettõl függetlenül ismét 2-féle, a harmadik szintén 2-féle és így tovább. A szorzási szabály miatt n hosszú, 0-1 szám-
jegyekbõl álló számsorozat összesen 2n-féle készíthetõ, s ezzel igazoltuk a sejtést. 

(A képlet az üres halmaz esetén is helyes eredményt ad: az üres halmaz részhalmazainak a száma 20 = 1.)

n N2n !] g

A B C A B C A B A C B C A B C, , + + + + += + + - - - +

A B+

A B+

A B C A B A C B C+ + ++ + - - -

A B C, , A B C+ +

AZ n ELEMÛ HALMAZ RÉSZHALMAZAINAK A SZÁMA

A B

C

H

(1)

(2)

(3) (4)

(5) (6)

(7)

Tétel

Az n elemû halmaz részhalmazainak a száma 2n.

a1 a2 a3 a4 a5

A 1 0 1 1 0

B 0 0 1 0 0

C 0 1 1 0 1

D 1 0 1 0 0
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I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

Ez az észrevétel ugyanis éppen azt jelenti, hogy ha a racionális szám, akkor d nem az. Ha ugyanis a és d egyaránt
racionális szám lenne, akkor találnánk olyan (racionális) számot, amelynek a és b is egész számú többszöröse volna. (Lásd
a 2. lecke 8. feladatát.) 

A felfedezés megdöbbentette a görögöket, akik szilárdan hittek a számok mindenhatóságában.

A tankönyv 2. leckéjében megmutattuk, hogy minden racionális szám felírható vagy véges, vagy végtelen, de sza-
kaszos tizedes tört alakban. Vajon igaz a tétel megfordítása is? Azaz igaz-e, hogy minden véges vagy végtelen szakaszos
tizedes tört racionális szám? (És ha az állítás igaz, hogyan állíthatjuk elõ a tizedes törtbõl a közönséges tört alakot?) 

A véges tizedes törtek nem okoznak nagy problémát, mert a 10 megfelelõ hatványával bõvítve közönséges törtet

kapunk. Például , stb.

A végtelen szakaszos tizedes törtek is felírhatók két egész szám hányadosaként. Az eljárást egy konkrét példa segít-
ségével illusztráljuk.

Tekintsük az x = 8,65123123123… = végtelen szakaszos tizedes törtet. A szakasz hossza (azaz az is-
métlõdõ számjegyek száma) 3. Észrevehetjük, hogy ha x-et 103-nal szorozzuk, akkor az így kapott szám, 1000x „vége”
ugyanaz, mint x végzõdése. Ha tehát képezzük az 1000x – x különbséget, kivonáskor „kiesnek” a végtelen sokszor sze-
replõ, egyforma szakaszok. 

. Mivel 1000x – x = 999x, innen 999x = 8642,58, és így

. 

Sikerült felírnunk az számot két egész szám hányadosaként (persze a kapott tört egyszerûsíthetõ). Ha-
sonlóan járhatunk el tetszõleges x végtelen szakaszos tizedes tört esetén is: ha a periódus hossza k, akkor 10k-nal szo-
rozva véges tizedes tört lesz.

A szám így is írható: A fenti eljárás során valójában

végtelen sok tagból álló összegekkel végeztünk mûveleteket. Egyáltalán nem biztos, hogy ezt megtehetjük: a valós szá-
mokkal végzett mûveleti szabályokat eddig mindig csak véges sok szám esetén alkalmaztuk. Hogy a fenti algoritmus ma-
tematikailag helyes eredményt ad (azaz végrehajtható), azt majd a késõbbi tanulmányaink során igazoljuk.

,8 65123 100
865

1000
1

10 000
2

100 000
3

1000 000
1 f+ + + + +

x x10k -

,x 8 65123=

,x 999
8642 58

99 900
864 258

= =

, , ,x x1000 8651 23123 8 65123 8642 58- = - =

,8 65123

1,234
10

1234
3= 3,25301

10
325 301

5=- -

AZ IRRACIONÁLIS SZÁMOK FELFEDEZÉSE (Olvasmány)

Az irracionális számok elméletével az ókorban legmélyebben a görög matematikusok foglalkoztak, a Kr. e. 
V. században. (Vannak hasonló korú mezopotámiai és indiai írásos emlékek is.) Felfedezték, hogy a négyzet átlója és
oldala nem összemérhetõ mennyiségek, azaz ha a négyzet oldala a, az átlója d hosszúságú, akkor nincs olyan egy-
ség, amelynek a és d is egész számú többszöröse lenne. (Mai szóhasználattal úgy mondanánk, hogy a és 
legalább egyike irracionális szám.) 

d a2=

TIZEDES TÖRTEK ÉS RACIONÁLIS SZÁMOK (Olvasmány)

A racionális szó olyan számokat jelöl, amelyek felírhatók két egész szám hányadosaként. A ’ráció’ két mennyiség
viszonyát, arányát jelenti. Az irracionális jelentése tehát ’nem racionális’, azaz két olyan mennyiségrõl van szó,
amelyek aránya nem másik két egész szám egymáshoz való viszonya.

A racionális szó másik – ma is használt – jelentése ’észszerû, valószerû’. Egyes kutatók szerint az összemérhe-
tetlen arány felfedezésekor a görögök annyira hitetlenkedtek, annyira nem akarták elfogadni ezen számok létezé-
sét, hogy az irracionális szót ebben az ’észszerûtlen’ jelentésben is használták. Számukra az irracionális számok
tehát értelmezhetetlenek, felfoghatatlanok voltak. (Ez a legenda nem bizonyítható.)
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Egy osztály 27 tanulója közül 16-an beszélnek angolul, 15-en németül és 3-an egyik nyelvet sem beszélik.
Hányan beszélik mindkét nyelvet? 

Egy osztály az iskolai évben három kirándulást szervezett. Az elsõn a tanulók 60%-a, a másodikon 75%-a,
a harmadikon pedig 90%-a vett részt. Így 10 tanuló háromszor, a többi pedig kétszer kirándult. Hányan vol-
tak az osztályban?

Hány olyan négyjegyû pozitív egész szám van, amely 
a) páros vagy 5-tel kezdõdik;
b) van benne 0 és 1 számjegy is?

Egy városi fizikaversenyen három feladatot tûztek ki. A 77 induló közül az elsõ feladatot 32-en, a másodi-
kat 33-an, a harmadikat 40-en oldották meg hibátlanul. Az elsõ és második feladatra 9, a második és har-
madik feladatra 16, az elsõ és harmadik feladatra 13 tanuló adott helyes megoldást. Mindhárom feladat meg-
oldása 5 diáknak sikerült. Hányan nem tudtak egyetlen feladatot sem megoldani?

Hány valódi részhalmaza van a következõ halmazoknak?
A = {legfeljebb kétjegyû, 20-szal osztható természetes számok};
B = {1; 2; 7; 11; 12; 15; –3,2; a};
C = {23; 25; 27; …; 77}.

2. példa

Megoldások

„Elrettentésül” álljon itt egy egyszerû példa. Az x = 1 – 1 + 1 – 1 + 1 – 1 + … végtelen összeget kétféleképpen
határozzuk meg. 

Az elsõ zárójelezés eredménye nyilvánvaló: x = (1 – 1) + (1 – 1) + (1 – 1) + … = 0.
Szintén nyilvánvaló a második számolás eredménye is: x = 1 + (–1 + 1) + (–1 + 1) + … = 1.
A kapott ellentmondás azt mutatja, hogy a véges sok tagra vonatkozó számolási szabályok nem mindig érvényesek,

ha végtelen sok taggal dolgozunk. (Ebben a példában az összeg nem zárójelezhetõ szabadon, a kapott eredmény függ
a mûveletek elvégzésének a sorrendjétõl.)

Adjuk meg az x = 0,999… számot közönséges tört alakban!

Az elõzõ algoritmust követjük. 
; a periódus hossza 1, így , s . Azaz 9x = 9, innen x = 1. Furcsa eredményt kaptunk:

egyszerre teljesül és x = 1. Nincs itt valami ellentmondás?

Nos, az eredmény egyrészt várható volt: , így a szám értéke valóban 1 kell, hogy legyen.

Másrészt észrevehetjük, hogy – bármennyire is igyekszünk – nem tudunk olyan számot megadni, amelyik a és az
1 közé esik. Márpedig két különbözõ szám között mindig kell lennie további számnak – ez a valós számok egyik alap-
tulajdonsága. Egyetlen lehetõségünk maradt: a egyenlõség elfogadása.

Már eddig is tudtuk, hogy a racionális számok közönséges tört alakja nem egyértelmû: stb. Most azt

is megállapíthatjuk, hogy a véges tizedes tört alakban felírható racionális számok tizedes tört alakja sem egyértelmû: pél-
dául vagy .,1 9 2=o , ,2 349 2 35=o

3
1

6
2

9
3

= =
-
-

,0 9 1=o

,0 9o

,3
1 0 3= o , ,3 0 3 0 9$ =o o

,x 0 9= o

,x 0 9= o ,x10 9 9= o x x10 9- =

3. E1

4. E1

5. E1

FELADATOK

1. K2

2. K2
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A H = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8} halmaznak hány olyan részhalmaza van, amelynek eleme
a) az 1 és a 2;
b) az 1 vagy a 2?

Adjuk meg a következõ számokat közönséges tört alakban!
a) ; b) ; c) ; d) ; e) .

Mi a hiba az alábbi feladat megoldásában?
Feladat: Egy osztály az iskolai évben három kirándulást szervezett. Az elsõn a tanulók 65%-a, a másodikon 75%-a,
a harmadikon pedig 80%-a vett részt. Így 5 tanuló háromszor, a többi pedig kétszer kirándult. Hányan voltak az osz-
tályban?
„Megoldás” (hibás): Az összes kirándulás az osztálylétszám 65% + 75% + 80% = 220%-a, ezért az 5 fõ az osz-
tálylétszám 20%-ának felel meg. Az osztálylétszám így 5 $ 5 = 25 fõ. 

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 140–144; 242;  244;  245;  280;  281;  296;
766.

Az alábbi feladatok az I. fejezet témaköréhez sorolhatók, végeredményük minden esetben egy vagy több szám. A fel-
adatsor után rövid útmutatást, segítséget is találsz a megoldáshoz. A végeredményeket a 79. oldalon találod meg.

Adott két intervallum: A = ]–90; 40] és B = ]–30; 70].
a) Hány egész számot tartalmaz az AkB halmaz?
b) Hány olyan egész szám van, amely legalább az egyik intervallumnak eleme? 

Adottak az A = és B = pontok a számegyenesen. Hol lehet a C pont a számegyenesen, ha a CB távolság kétsze-

rese a CA távolságnak? 

Hány olyan legfeljebb háromjegyû pozitív egész szám van, amely a 3 és 5 közül
a) pontosan az egyik számmal osztható;
b) legfeljebb az egyik számmal osztható?

A H = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8} halmaznak hány olyan részhalmaza van, 
a) ami tartalmaz prímszámot;
b) ami csak prímszámot tartalmaz;
c) amiben a számok szorzata páros? (Az egyelemû halmazok is lehetnek megfelelôk, pl. {2}.)

Hány olyan pont van a derékszögû koordináta-rendszerben, amely ugyanakkora távolságra van az x és az y tengelytôl,
és 4 egység távolságra van az E(3; 1) ponttól?

Egy dobókocka 6 lapja közül háromra 1, 2, illetve 3 pöttyöt teszünk, a másik három lapját fehérre, pirosra, illetve kék
színûre festjük.
a) Hány olyan hat dobásból álló sorozat van, amelyben elôször 2-est és ötödszörre fehéret vagy kéket dobunk?
b) Hány olyan hat dobásból álló sorozat van, amelyben elôször 2-est, ötödszörre fehéret vagy kéket dobunk, és a do-

bókocka nem esik kétszer ugyanarra a lapjára?

1
2

8
5

,A 3 42= o ,B 5 823= ,C 1 15854= ,D 1 327= o ,E 2 9= o
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I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

Ajánlott feladatok

6. E1

7. E1

8. K2

TUDÁSPRÓBA (Tananyagon kívüli, nem kötelezô rész)

1.

2.

3.

4.

5.

6.
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Aladár, Béla, Csaba, Dani és Ernô szombat délutánonként együtt teniszeznek. Mikor megérkeznek a te-
niszpályára, mindegyik fiú kezet fog a többiekkel.

a) Hány kézfogás történik egy-egy ilyen közös teniszezés elôtt?
b) Legutóbb Dani és Ernô együtt érkezett a pályára, a többiek különbözô idôpontokban érkeztek. Hány kü-

lönbözô sorrendben érkezhettek ezen alkalommal?
c) A fiúk mindig páros mérkôzéseket játszanak, ketten kettô ellen. (Egy páron belül a játékosok sorrendjét

nem vesszük figyelembe, és a pálya két térfelét nem különböztetjük meg.) Hány különbözô mérkôzés
lehetséges?

Legfeljebb hány metszéspontja lehet egy négyszögnek és hat egyenesnek, ha az egyenesek a négyszög egyet-
len oldalára sem illeszkednek?

Az ABCD négyzet csúcsait négy színnel kiszínezzük. 
a) Hányféle színezés lehetséges, ha a szomszédos csúcsok különbözô színûek? (A színezéshez nem kell

minden színt felhasználni.)
b) Hány olyan egyenes van a négyzet síkjában, amelyik az A, B és C csúcsoktól azonos távolságra halad?

Hány négyjegyû természetes szám van, amelyben legalább egy páros és legalább egy páratlan számjegy
szerepel?

67

10. HALMAZOKRÓL ÉS SZÁMOKRÓL

ÚTMUTATÁSOK 

1. a) Érdemes elôször az AkB halmazt meghatározni.
b) Itt észrevehetjük, hogy a kérdés az AkB halmazra vonatkozik.

2. Ilyen pont kettô van, az egyik az AB szakasz belsejében, a másik azon kívül.

3. Meghatározhatjuk a megfelelô 3-mal, 5-tel és 3 · 5 = 15-tel osztható számok számát, és ezeket ábrázolhatjuk
Venn-diagramon.

4. a) Alkalmazzuk a komplementer leszámlálás módszerét! 
b) Tehát (pontosan) a prímszámokból kell részhalmazokat készítenünk.
c) Ismét a komplementer gondolat a javasolt: mikor páratlan az egész számok szorzata?

5. Két metszô egyenestôl egyenlô távolságra lévô pontok halmaza szintén két (metszô) egyenes. 

6. a) A sorrend számít, alkalmazhatjuk a szorzási szabályt.
b) Itt is hasonlóan járhatunk el, de érdemes a speciális dobásokkal kezdeni (elsô, ill. ötödik). 

7. a) Ha a gráfmodellt alkalmazzuk, akkor egy ötszög oldalainak és átlóinak a számát kell meghatároznunk.  
b) Danit és Ernôt együtt tekintve már csak 4 érkezô maradt. 
c) Érdemes rendezetten összeszámolni az egyes eseteket, például Aladárral kezdve.

8. Ne felejtsük el: konkáv négyszögek is vannak, és az egyenesek egymást is metszik.

9. a) Ha például az A csúccsal kezdjük a színezést, akkor érdemes esetszétválasztást végezni az alapján, hogy a B
és D csúcs azonos vagy különbözô színû.

b) Elôször azt vizsgáljuk meg, hogyan helyezkednek el azok az egyenesek, amelyek például az A és B csúcsoktól
vannak ugyanakkora távolságra.

10. Nem megfelelôk azok a számok, amelyeknek minden számjegye vagy páros, vagy páratlan. 

7.

8.

9.

10.
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A geometria a matematika szerteágazó részterülete, az egyik legrégebben mûvelt tudományág. Írásos
emlékek maradtak fenn arról, hogy az ókori Egyiptom és Mezopotámia területén már Kr. e. 2000 körül
a mai értelemben vett, geometriai témájú tevékenységek folytak. Ezek a munkák elsõsorban gyakorlati
jellegûek voltak, a földméréshez, építkezésekhez, s például a szögmérésen keresztül a csillagászathoz
kapcsolódtak (geometria = ’földmérés’ görögül). Az itt lakó tudósok ismerték az egyszerûbb alakzatok
és testek jellemzõ tulajdonságait, terület- és térfogatszámításokat végeztek, gyakran közelítõ eljárásokat
alkalmazva.

A képen a Louvre bejárata látható Párizsban.

II. GEOMETRIA –
SOKSZÖGEK
II. GEOMETRIA –
SOKSZÖGEK
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Az ókori görög matematikusok (Kr. e. V. sz.–Kr. u. V. sz.) tudományos alapossággal és rendszerességgel
foglalkoztak a geometriával. Munkáikban jelent meg a bizonyítási és általánosítási igény, kifejlõdött a sík-
mértan, a szerkesztéselmélet. Pontos terület- és térfogat-számítási módszereket dolgoztak ki, foglalkoztak
a szabályos sokszögekkel és testekkel stb. Eukleidész híres mûve, a Sztoikheia („Elemek”) páratlan munka;
tartalma, felépítése, tárgyalásmódja a mai napig mintaértékû. (Ez a könyv érte meg a világon a második leg-
több kiadást.) A korszak leghíresebb matematikusainak nevével (Thalész, Püthagorasz, Arkhimédész, Héron)
a késõbbi tanulmányaink során rendszeresen fogunk találkozni.

Amikor I. Ptolemaiosz (Kr. e. 306–283) egyiptomi uralkodó megkérdezte, hogy a geometria
elsajátításának nincs-e rövidebb és könnyebb módja, mint amit az „Elemek” mutatnak, Euklei-
dész így válaszolt: „A geometriához nem vezet királyi út.” 

Nagy általánosságban azt mondhatjuk, hogy a geometria a síkbeli és térbeli alakzatok tulaj-
donságaival, mérésével foglalkozik. Természetesen a geometriai objektumok elvonatkoztatás
útján nyert absztrakt, idealizált alakzatok. A valóságban nincs pont (azaz kiterjedés nélküli test),
nincs egyenes (azaz végtelen hosszú vonal), nem létezik gömb (csak legfeljebb olyan modell,
amelyben a vizsgált test jó közelítéssel gömbnek tekinthetõ) stb. 

Az egyiptomi papok NEM az épülõ piramis térfogatát számolták ki, hanem a piramist egy négyzet alapú
egyenes gúlával modellezték, s ennek az idealizált testnek határozták meg a méreteit, térfogatát.

Eukleidész mûvében deduktív1 tárgyalási módszerrel építette fel a geometriát. Bizonyos alap-
fogalmakat és axiómákat ismertnek tételezett fel; definíciók segítségével új fogalmakat vezetett
be; majd ezek és az axiómák segítségével állításokat, tételeket mondott ki és bizonyított. Mûve
annyira sikeresnek és idõtállónak bizonyult, hogy módszere a mai napig a geometria, sôt az egész
matematika tanulmányozásának az alapja. 

Korábbi tanulmányaink során már megismerkedtünk a geometria alapfogalmaival (például a
pont, egyenes, sík, tér a legegyszerûbb építõelemek), axiómáival (például a térelemek illeszke-
désével kapcsolatban bizonyítás nélkül elfogadott állítások), a mérés értelmezésével (távolság,
szög, terület, térfogat), az egyszerûbb alakzatok tulajdonságaival, speciális geometriai transzfor-
mációkkal és így tovább. A középiskolában egyrészt korábbi tudásunkat mélyítjük, másrészt új
módszerekkel ismerkedünk meg (trigonometria, koordinátageometria).

Geometriai módszereket rendszeresen alkalmaznak a matematika más ágazataiban, s a tudomány és
kultúra egyéb területein is. (Elõbbire példa az ábrázoló geometria alkalmazása az építészetben, az
utóbbira C. M. Escher mûvészete.) A geometria alapjaival, a tér szerkezetével, leírásával foglalkozó mo-
dern gondolatok megjelentek a nagy magyar matematikus, Bolyai János, valamint C. F. Gauss, 
Ny. I. Lobacsevszkij (1792–1856) munkáiban is.

Bolyai János (1802–1860) az egyik legnagyobb magyar matematikus. Ko-
lozsváron született, a bécsi katonai mérnökakadémián tanult. Apja hatására
– aki szintén tekintélyes matematikus volt – kezdett foglalkozni a geomet-
ria alapjaival, az abszolút geometria egyik felfedezôje. Korát megelôzve adta
meg a komplex számok aritmetikai megalapozását, de elgondolásait értet-
lenség fogadta, s mûvei a várt tudományos elismerést csak halála után hoz-
ták meg számára.

Eukleidész (Kr. e. 300
körül) görög matematikus
foglalkozott csillagászattal
és zeneelmélettel is. Éle-
térôl nem sokat tudunk.
Az „Elemek” az elsô görög
mû, amely teljes egészé-
ben az utókorra maradt.
A szerzô ebben – más tu-
dósok eredményeit is fel-
használva – összefoglalja
az akkori matematikai is-
mereteket.

Bolyai János

Nyikolaj Ivanovics 
Lobacsevszkij

1 Dedukció, azaz levezetés, bizonyítás.
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BESZÉDES ÁBRÁK

II. GEOMETRIA – SOKSZÖGEK

70

merõleges rajzolása párhuzamos rajzolása

szár

szár

O

csúcs

�
�

Szög
Egy pontból kiinduló két félegyenes a síkot két részre bontja.
Egy-egy ilyen részt szögnek (szögtartománynak) nevezünk.

Szögek

hegyesszög
(0° és 90°

közé esõ szög)

derékszög
(90°)

tompaszög
(90° és 180° közé

esõ szög)

egyenesszög
(180°)

konvex (domború) szögek

konkáv (homorú) szög
(180° és 360° közé esõ szög)

teljesszög (360°)
(a szögtartomány a teljes sík)

szakaszfelezés szögfelezés szögmásolás
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BESZÉDES ÁBRÁK

A tompaszögû háromszögnek van
tompaszöge (a többi hegyesszög).

A derékszögû háromszögnek van 
derékszöge (a többi hegyesszög).

A hegyesszögû háromszög minden
szöge hegyesszög.

Háromszögek

� �

�

A B

C

befogó

befogó

átfogó

90°

Merõleges szárú szögeknek mondunk két szöget, ha 
száraik páronként merõlegesek. Ha a merõleges szárú 
szögek mindegyike hegyesszög vagy mindegyike tompa-
szög, akkor egyenlõk; ha közülük az egyik hegyesszög, 
a másik tompaszög, akkor kiegészítõ szögek.

Egyállású szögek egyenlõk. Váltószögek egyenlõk. Csúcsszögek egyenlõk.

Pótszögeknek mondunk két szöget,
ha összegük 90°.

Kiegészítõ szögnek mondunk két
szöget, ha összegük 180°.

Mellékszögnek mondunk két szöget,
ha egy-egy száruk közös, 

és a másik kettõ egy egyenest alkot. 
A mellékszögek összege 180°.

�

�

� �+ = 90°

� �

� �+ = 180°

� �

� �+ = 180°
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A téglalap átlói 
egyenlõk 

és felezik egymást.

A négyzet minden oldala 
és szöge egyenlõ. (Átlói

egyenlõk, és merõlegesen 
felezik egymást.)

A rombusznak mind a négy 
oldala egyenlõ. (Átlói felezik

egymást, merõlegesek 
egymásra és felezik a szögeket.)

A B

C

b

c

a

�

�

�

�

�

D

d

e

f

Így jelöljük a négyszög
alkotórészeit.

A deltoidnak van szimmetriatengelye. A trapéznak van 
párhuzamos oldalpárja.

A paralelogramma szemközti
oldalai párhuzamosak 

és egyenlõk.

ma

A

B Ca

A

B C

ma

a

A

B C

ma

mb mc

a

bc

Egy külsõ szög két nem 
szomszédos belsõ szög 

összegével egyenlõ.

ma a háromszög 
a oldalához tartozó 

magassága.

Ha tompaszögû a háromszög,
akkor a két magasság 

a háromszögön kívül ha lad.

A magasságok a csúcsokból 
a szemközti oldalegyenesekre

bocsátott merõlegesek.

A háromszög 
szögeinek összege

180°.

Háromszögek

Négyszögek
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Konvex sokszög. (Tetszõleges
két pontját összekötõ szakasz
a sokszögben van. Minden
szöge konvex.)

Konkáv sokszög. (Van olyan
két pontja, amelyeket össze-
kötõ szakasz nincs teljesen a
sokszögben. Van kon káv
szöge.)

Sokszögek

húr

sugár szelõ

érintõ

körcikk

körszelet

körív

O

Átmérõ. A végpontjai 
átellenes pontok.

Koncentrikus (közös közép-
pontú) körök.

Az érintkezõ körök érintési pontja és a középpontok egy
egyenesen vannak.

Körök

Egy pont és egy egyenes távol-
sága a pontból az egyenesre ál-
lított merôleges szakasz hossza.
Ez a legrövidebb a pontot az
egyenes pontjaival összekötô
szakaszok közül.

Az érintési pontba 
vezetõ sugár merõle-
ges az érin tõre.
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II. GEOMETRIA – SOKSZÖGEK

A GEOMETRIAI SZERKESZTÉSEKRÕL 
(Olvasmány)

A szerkesztés nagyon régi emberi tevékenység. Segéd-
eszközök – például vonalzó – használatára már az õskori bar-
langrajzokon és falfestményeken is találhatunk nyomokat. Írá-
sos emlékek utalnak arra, hogy egy kötél segítségével hogyan
„szerkesztettek” az egyiptomiak derékszöget, vagy a rómaiak
ellipszis alakú boltíveket. 

Ezekkel az egyszerû mûveletekkel meglepõen nagyszámú szerkesztési feladat végezhetõ el. A középis-
kolában leggyakoribb típusfeladatok: 

– adott pontból adott egyenessel párhuzamos vagy adott egyenesre merõleges egyenes szerkesztése;
– szakaszt adott arányban osztó pont szerkesztése;
– háromszög szerkesztése három független adatból;
– egyenes és néhány síkbeli alakzat metszéspontjának a szerkesztése;
– egyenes és néhány síkbeli alakzat érintési pontjának a szerkesztése;
– egyes alakzatok metszéspontjainak szerkesztése.

Ugyanakkor sajnos néhány gyakorlati feladat szerkesztése nem oldható meg euklideszi módon. Például
adott parabola vagy ellipszis tetszõleges számú pontját megszerkeszthetjük, de magát a görbét nem (nyil-
ván, hiszen nincs megengedett eszközünk arra, hogy ívet rajzoljunk).

A szerkesztési feladatok teljes értékû megoldásai általában hosszadalmasak, s az alábbi lépésekbõl állnak:
1. Elemzés: A feladatot megoldottnak tekintjük, felvázoljuk a szerkesztendõ X alakzatot, és innen visz-

szafelé haladva próbálunk olyan Y alakzatot keresni, amely az adatokból megszerkeszthetõ. 
2. Szerkesztés: Y-ból próbálunk eljutni X-hez az elõzõ úton ellentétes irányban haladva, az egyes szer-

kesztési lépéseket végrehajtva. (Idetartozik a szerkesztés menetének a leírása is.)
3. Bizonyítás: Igazolnunk kell, hogy a szerkesztés helyes volt. (Azaz valóban megkapjuk Y-ból X-et, és

valóban X-et kapjuk meg.)
4. Diszkusszió: Ezt a lépést régen taglalásnak nevezték. Ekkor vizsgáljuk meg, hogy milyen feltételek

mellett van megoldása a feladatnak, és hogy hány megoldása van.

Emelt szint

A középiskolában tanult, ún. euklideszi szerkesztés
elméletének a kidolgozása, azaz matematikai tárgyalása
az ókori görögöktõl származik. (A továbbiakban „szer-
kesztés” alatt mindig az euklideszi szerkesztést értjük.)
Elõször Platón, a híres filozófus rögzítette, hogy a szer-
kesztésekhez csak egyélû vonalzó és körzõ használható, s
ezekkel az eszközökkel a következõ szerkesztési mûvele-
tek végezhetõk:
1. két adott ponton át egyenes rajzolása;
2. adott szakasz körzõnyílásba vétele;
3. adott pont körül, adott körzõnyílással körív rajzolása;
4. két egyenes metszéspontjának a kijelölése;
5. kör és egyenes metszéspontjainak a kijelölése;
6. két kör metszéspontjainak a kijelölése.
(7. A fenti lépések véges sokszori alkalmazása.)

Platón (Kr. e. 429–347)
idealista görög filozófus,
aki a filozófiai ismeretek
alapjának a geometriát 
tekintette. A tudományos
igé nyû bizonyítás 
módszerének õ az egyik
megalapozója, elõször
adott definíciókat 
alapvetõ geometriai 
fogalmakra.

Õskori barlangrajz az Altamira-barlangban, 
Spanyolországban
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A legritkább esetben van lehetõség arra, hogy a szerkesztési feladatokat teljes részletességükben oldjuk
meg. Általában megelégszünk útmutatásokkal, „nagyvonalú” utalásokkal. Azonban jó, ha tudjuk: bár a tel-
jes megoldáshoz sok idõ és sok papírmunka kell, és ez a munka gyakran feleslegesnek vagy túlzónak tûnik
(„nem éri meg a fáradságot”) – a matematikailag pontos megoldás a szerkesztési lépések precíz és részletes
végrehajtása lenne.

Az euklideszi szerkesztésen kívül más szerkesztési eljárások is léteznek, s egy részüket már az ókori görög
matematikusok is felfedezték. Folytak kutatások a segédeszközök korlátozhatóságának irányában is. Két ér-
dekes tételt említünk meg.

A Mohr–Mascheroni-tétel kimondja, hogy minden euklideszi szerkesztés elvégezhetõ csak körzõ hasz-
nálatával is. (Körzõvel természetesen nem lehet egyenest rajzolni. A tétel úgy értendõ, hogy a 2., 3. és 6.
szerkesztési lépéseken kívül a 4. és 5. mûvelet csak körzõvel is végrehajtható, s egy egyenest akkor tekintünk
meghatározottnak, ha ismert két pontja.)

A Steiner-féle szerkesztési tétel pedig úgy szól, hogy minden eukli-
deszi szerkesztés elvégezhetõ csak vonalzó használatával is, ha a síkon adott
egy kör, a középpontjával együtt.

(Persze vonalzóval nem lehet kört rajzolni. A tétel azt mondja ki, hogy
az 1. és 4.  szerkesztési lépésen kívül az 5. és 6. mûvelet csak vonalzó al-
kalmazásával is elvégezhetõ.)

Az euklideszi szerkesztéseknek fontosabb gyakorlati alkalmazásuk
nincs. Elvi jelentõségû a pontosságuk, de ez a pontosság a gyakorlatban – a
segédeszközök (körzõ, vonalzó) alkalmazása miatt – úgyis csak közelítõ 
érvényû. A mûszaki gyakorlatban olyan közelítõ szerkesztési eljárásokat al-
kalmaznak, amelyekkel a kívánt tervezési-gyártási pontosság elérhetõ. 

Az ókorból ismerünk három nevezetes szerkesztési problémát. Ezek:
– a szögharmadolás (adott szög harmadának a szerkesztése);
– a kör négyszögesítése (adott körrel azonos területû négyzet szerkesz-

tése);
– a kocka kettõzése (adott kocka esetén kétszer akkora térfogatú kocka

élének a szerkesztése).

A három híres problémával matematikusok és amatõr kutatók hada
próbált megbirkózni – több mint kétezer éven keresztül sikertelenül. 1796-
ban sikerült az akkor 19 éves Gaussnak bebizonyítania, hogy a három szer-
kesztési feladat nem oldható meg, azaz általános esetben a szögharmado-
lás, a kör négyszögesítése és a kocka kettõzése az euklideszi szerkesztés
keretein belül nem végezhetõ el. (Gauss „pozitív” eredménye, hogy – al-
gebrai módszereket alkalmazva – pontosan meghatározta, melyek azok a
szabályos sokszögek, amelyek szerkeszthetõk.)
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A GEOMETRIAI SZERKESZTÉSEKRÕL

Fogalmak, nevek
euklideszi 

szerkesztés;
diszkusszió;
Mohr;
Mascheroni;
Steiner;
Platón.

Georg Mohr (1640–1697)
dán matematikus, tanul-
mányait Hollandiában,
Franciaországban és Angli-
ában folytatta. A róla el-
nevezett tételt 1672-ben
megjelent munkájában bi-
zonyította, de mûve fele-
désbe merült.

Jacob Steiner (1796–1863),
a svájci származású pász-
torfiú tanítója Pestalozzi,
a híres pedagógus volt.
Különleges matematikai
tehetsége hamar megmu-
tat kozott, tanulmányai
befejezése után a berlini
egyetem professzora lett.
Nagyszerû eredményeket
ért el a geometriában, 
a szerkesztési tételét
1833-ban publikálta.

Lorenzo Mascheroni
(1750–1800) itáliai mate-
matikus, 17 éves korától
felszentelt pap volt. Ere-
detileg görög nyelvet és
költészetet tanított, retori-
kát, majd fizikát és mate-
matikát oktatott. 1786-
ban nevezték ki a paviai
egyetem algebra- és geo-
metriaprofesszorává.
Mohr tételét 1797-ben fe-
dezte fel újra.
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11. ALAPSZERKESZTÉSEK 

Ismételjük át az általános iskolában tanult fontosabb alapszerkesztéseket!

1. Szögmásolás

Adott az A csúcsú, két félegyenessel határolt a szögtartomány. Másoljuk
át ezt a szöget egy B kezdôpontú e félegyenesre!

A szerkesztés menete: Egy A középpontú, tetszôleges sugarú kör az adott
szögszárakat a C és a D pontokban metszi. Ugyanezzel a sugárral egy
B középpontú körívet rajzolunk, amely az e félegyenest E-ben metszi. Erre
a körívre E-bôl felmérjük CD-t, így kapjuk F-et, és a keresett szög elôállt: 
EBFB = a.

Ugyanis a CAD és EBF egyenlô szárú háromszögek oldalainak hossza
megegyezik, tehát fedésbe hozhatók.

A szerkesztés konkáv (homorú) szögek esetén is hasonlóan hajtható végre. (Észrevehetjük, hogy a szö-
get az e félegyenes mindkét oldalára átmásolhatjuk.)

2. Szakaszfelezô merôleges

Adott az AB szakasz. Szerkesszük meg a szakasz felezômerôlegesét!
A szerkesztés menete: A szakasz mindkét végpontjából egy-egy azonos

sugarú kört rajzolunk úgy, hogy a sugár a szakasz felénél hosszabb legyen.
A két kör a C és D pontokban metszi egymást, és CD a keresett egyenes.

Indoklás: ACBD rombusz, mert oldalai egyenlôk. A rombusz átlói pedig
merôlegesen felezik egymást. (Egyúttal megkaptuk az AB szakasz F felezô-
pontját is.)

3. Szögfelezô

Adott az A csúcsú, két félegyenessel határolt a szögtartomány. Szerkesz-
szük meg a szögfelezô egyenest!

A szerkesztés menete: Egy A középpontú, tetszôleges sugarú kör az adott
szögszárakat a B és a C pontokban metszi. Az így kapott ABC háromszög
egyenlô szárú, BC az alapja. Megszerkesztjük a BC szakasz felezômerôlege-
sét, ez lesz a keresett szögfelezô egyenes, ami illeszkedik A-ra is.

Ugyanis az egyenlô szárú háromszög szimmetriatengelye egyúttal oldal-
felezô merôleges és szögfelezô is.

4. Merôleges egyenes 

Adott egy e egyenes és egy rajta kívül fekvô P pont. Szerkesszünk P-bôl
e-re merôleges egyenest!

A szerkesztés menete: Egy P középpontú kört rajzolunk úgy, hogy ez az
A és B pontokban metssze az e egyenest. Megszerkesztjük az AB szakasz fe-
lezômerôlegesét, ez lesz a keresett egyenes.

Indoklás: Mivel a PAB háromszög egyenlô szárú, és AB az alapja, ezért
az alap felezômerôlegese átmegy a P ponton.

Lényegében ugyanígy történik a szerkesztés akkor is, ha P az e egyene-
sen van. Ekkor a kör által kimetszett AB szakasz felezôpontja P, és AB sza-
kaszfelezô merôlegese átmegy P-n.
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Megjegyzés: 
Most a szerkesztést visszavezettük már ismert feladat megoldására, de másképpen is eljárha-

tunk, az ábrán egy másik megoldás látható. Ekkor kijelölünk két tetszôleges A és B pontot az egye-
nesen, és megrajzoljuk az A középpontú, AP sugarú és B középpontú, BP sugarú köröket. Ha ezek
második metszéspontja Q, akkor PQ a keresett egyenes. Ugyanis AQBP deltoid (két-két szomszé-
dos oldala egyenlô), ennek átlói pedig merôlegesek egymásra. 

(Azt is megkaptuk, hogy P-nek az AB egyenesre tengelyesen szimmetrikus képe Q.)

5. Párhuzamos egyenes 

Adott egy e egyenes és egy rajta kívül fekvô P pont. Szerkesszünk P-n keresztül e-vel
párhuzamos egyenest!

A szerkesztés menete: Elôször P-bôl merôlegest állítunk e-re, legyen ez az f egyenes,
majd P-bôl merôlegest állítunk f-re. Az így kapott g egyenes párhuzamos e-vel, hiszen
mindketten merôlegesek f-re.

Az eddigiek alapján az egyszerûbb geometriai transzformációk is elvégezhetôk.
Egy pont középpontos tükörképét könnyen megszerkeszthetjük: ha az A pont B-re vonatkozó tükör-

képét keressük, akkor azt az AB egyenesbôl a B középpontú, BA sugarú kör metszi ki.
P pont tükrözése az e egyenesre: P-bôl merôlegest bocsátunk e-re, legyen ez az f egyenes, a két egye-

nes metszéspontja pedig M. Ezután P-t tükrözve M-re kapjuk a keresett pontot. (Másképpen is eljárhatunk,
például a merôleges egyenes szerkesztésekor láttunk egy másik eljárást.)

A GeoGebra alkalmazásban több további elemi szerkesztést használhatunk. Gyûjtsük össze ezeket!
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A B

Q

P

e

Érdekesség

Szakasz felezôpontját könnyen megszerkeszthetjük, de vajon más, adott arányú osz-

tópontok is szerkeszthetôk? Hogyan szerkesztenénk meg például egy AB szakasz 

részét?
Az ábrán látható módon felveszünk egy A pontból kiinduló e félegyenest, és erre 

– A-ból kiindulva – egy tetszôleges szakaszt felmérünk 5-ször, így kapjuk a C pontot.
Ha a félegyenesen a második osztópontot D jelöli, akkor D-n keresztül párhuzamost húzunk BC-vel. Ez az egyenes

az AB szakaszt az E pontban metszi, ami éppen a keresett osztópont: .

Hasonló módszerrel adott szakasz tetszôleges arányú részét (tehát racionális arányú osztópontját) is megszer-

keszthetjük (k, n pozitív egész számok).
n
k
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5
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GEOMETRIAI TRANSZFORMÁCIÓK

FELADAT
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12–13. A HÁROMSZÖGEKRE VONATKOZÓ ISMERETEK

Jelöljük például a háromszög két különbözõ oldala közül a nagyobbikat a-val, a ki-
sebbiket b-vel, a szemközti szögeket pedig α-val, illetve β-val. Azt kell tehát bizonyíta-
nunk, hogy α > β.

Ezt az állítást a következõképpen igazolhatjuk: Mérjük fel a b oldalt a C csúcspont-
ból a BC oldalra. Jelöljük ezt a pontot D-vel. Tehát

CD = CA.

Így az ACD háromszög egyenlõ szárú. A δ szög része az α szögnek, így

α > δ.

Minthogy δ az ABD háromszög külsõ szöge, ezért

δ > β.

Tehát

α > β.

Azt, hogy a nagyobb szöggel szemben nagyobb oldal van, ami az elõzõ állítás megfordítása, a követ-
kezõ módon igazolhatjuk. Három eset lehetséges a és b nagysági viszonyára. Lehet a > b vagy a = b vagy
a < b. Ha α> β, akkor nem lehet a = b, mert abból α= β következne, ami ellentmondás. Hasonlóan
ha α> β, akkor nem lehet a < b, mert abból α < β következne, ami ellentmondás. Valamelyik esetnek
azonban fenn kell állnia, tehát a > b.

Bizonyítás

A háromszög oldalai, szögei közötti kapcsolatokat már megismertük. Eze-
ket most újból összefoglaljuk.

a) A háromszög belsõ szögeinek összege 180°.
b) A háromszög bármely külsõ szöge egyenlõ a nem mellette fekvõ két belsõ

szög összegével.
c) A háromszögben bármely két oldal összege nagyobb a harmadik oldalnál:

a + b > c; b + c > a; a + c > b.

Más megfogalmazásban:
Bármely oldal nagyobb, mint a másik két oldal különbségének abszolút értéke:

a > |b – c|;    b > |a – c|;    c > |a – b|.

Összefoglalva:

Ha egy háromszög két oldalának hosszát ismerjük, akkor a harmadik oldal hosszára teljesülnie kell,
hogy a + b > c > |a – b|.

d) Egy háromszögben két oldal akkor és csak akkor egyenlõ, ha az adott oldalakkal szemközti két szög
is egyenlõ. Szabályos háromszög mindhárom oldala és mindhárom szöge egyenlõ.

e) Egy háromszögben nagyobb oldallal szemben nagyobb szög van, és fordítva, nagyobb szöggel
szemben nagyobb oldal van.

� �

�
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Fogalmak
háromszög-

egyenlõtlenség;
egyenlõ szárú 
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Emelt szint
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12–13. A HÁROMSZÖGEKRE VONATKOZÓ ISMERETEK

8. E1

6. K1

7. K2

5. K1

4. K1

3. E1

2. K1

1. K1

Ajánlott feladatok
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Létezik-e olyan háromszög, amelyben az oldalak
a) 33, 66, 35; d) x, 2x, 3x (x > 0);
b) 33, 66, 30; e) 2a, 3a, 4a (a > 0)?
c) 2008, 2010, 3;

Mekkora lehet a háromszög harmadik oldala, ha két
oldala 
a) 10 cm és 25 cm; c) 10 dm és 100 cm?
b) 0,5 m és 150 mm;

Bizonyítsuk be, hogy minden konvex négyszögben az
átlók hosszának összege nagyobb, mint a négyszög
kerületének fele, de kisebb, mint a négyszög kerülete!

Létezik-e olyan háromszög, amelyben az oldalak ará-
nya
a) 2 : 3 : 4; b) 2 : 4 : 6?

Létezik-e olyan háromszög, amelyben a szögek aránya
a) 2 : 3 : 4;
b) 2 : 4 : 6;
c) 2 : 7 : 27?
Ha igen, határozzuk meg a háromszög szögeit!

Mekkorák a derékszögû háromszög szögei, ha egyik
külsõ szöge
a) 120°-os; c) 90°-os;
b) 108°-os; d) 60°-os?

Egy egyenlõ szárú háromszög egyik belsõ és egyik
külsõ szögének összege 108°. Mekkorák lehetnek a
háromszög szögei?

Jelölje P az ABC háromszög tetszõleges belsõ pontját.
Igaz-e, hogy a PBC háromszög kerülete kisebb, mint
az ABC háromszög kerülete?

(Gyûjtõmunka) A mindennapi életben, a televízióban
és az interneten meglepõen sokszor találkozunk a 
háromszögek különbözõ megjelenési formájával.
Gyûjtsünk össze ezekbõl néhány érdekességet!

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény 
III.: 137–171.

FELADATOK

9. A 66. oldalon kezdôdô feladatok eredményei:

1. a) 70; b) 160

2. C = vagy D = –

3. a) 201; b) 833
4. a) 240; b) 15; c) 240

13
15

3
5

5. 4
6. a) 2592; b) 48 
7. a) 10; b) 24; c) 12
8. 39
9. a) 84; b) 3

10. 7875
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14–15. A PITAGORASZ-TÉTEL

y

Budapesten az Andrássy út 2 km hosszú. Ha egy 2001 m hosszú kötelet leszúrnánk a két végén, és a
közepén az Oktogonnál megemelnénk, átférne-e a kötél alatt a villamos?

Tanultuk az általános iskolában a Pitagorasz-tételt, amit most segítségül hívunk a példa megoldásához.
Elõször azonban idézzük fel!

Vegyünk fel két a+b oldalú négyzetet!
Mérjük fel az egyik négyzet egyik csúcsából
mindkét oldalra az a szakaszt, és ezek vég-
pontjából húzzunk párhuzamost az oldalak-
kal. Így egy a és egy b oldalú négyzetet és az
elsõ ábra szerint négy darab háromszöget 
kapunk, amelyek az eredeti háromszöggel 

Bizonyítás

Megoldás

1. példa

Püthagorasz (mai átírással Pitagorasz) (Kr. e. VI. sz.)
Püthagorasz a Milétoszhoz közeli Szamosz szigetén született.Thalész is tanította, és az õ
tanácsára Egyiptomba utazott. Hazájába visszatérve egy vallásos jellegû, politikai célokért

is küzdõ, ugyanakkor a matematikai tudomá-
nyokkal (aritmetika, geometria, zene, csilla-
gászat) is foglalkozó, félig-meddig titkos tár-
sulatot alapított, amelynek azonban Szamosz
szigetérõl el kellett távoznia, mert összeütkö-
zésbe került az ott uralkodó Polükratosz tü-
rannosszal. Dél-Itáliába menekült, Krotónba, második hazájába.
Püthagorasz maga semmit nem írt le tanításaiból és esetleges felfedezé-
seibõl. Tanai, tudományos eredményei elválaszthatatlanul összekeve-
redtek tanítványai munkáival. A Pitagorasz-tételt, amely leginkább 
ismertté tette Püthagorasz nevét, nem õ fedezte fel; Babilonban, Egyip-
tomban, Kínában már elõtte is ismerték. A püthagoreusok magát a 
geometriát nem is értékelték annyira, mint a számok tudományát. Ez
megnyilvánult az elnevezésben is. A számelméletet mathémának, ta-
nulmánynak hívták, ebbõl származik a matematika szó. A geometria
pedig kimondottan tapasztalati tudomány volt.

a

a

c
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� �
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�

a a

a

b b

b

a a

b

b

b b

b

a2

b2

c2

c

c

c

a

Tétel

Pitagorasz-tétel: Derékszögû háromszög befogói hosszának négy-
zetösszege egyenlõ az átfogó hosszának négyzetével.

B

AC b

a c

Bábel tornya Babilonban (Abel Grimmer (1570–1619) 
festménye)
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fedésbe hozhatók. A másik négyzetet úgy osszuk fel, hogy az ábra szerint ciklikusan mérünk az oldalakra
a-t és b-t. Így a négyzet négy csúcsánál megkaptuk az elõzõ ábra négy háromszögét. A kérdés az, milyen
négyszög maradt belül. Mivel a csúcsoknál lévõ háromszögek fedésbe hozhatók, átfogójuk ezért egyenlõ 
c-vel. Ebbõl már annyit tudunk, hogy a belsõ négyszög rombusz, mert minden oldala egyenlõ. A négyszög
csúcsánál azonban a derékszögû háromszög egyik hegyesszöge van az egyik oldalon, másik hegyesszöge van
a másik oldalon. A két hegyesszög összege viszont 90°, tehát a négyszög belsõ szöge 180° – 90° = 90°-os.
A derékszögû rombusz a négyzet, tehát a belsõ négyszög egy c oldalú négyzet.

A két a+b oldalú négyzet területének egyenlõségébõl adódik, hogy .

Levonva -et mindkét oldalból, azt kapjuk, hogy , amit állítottunk.

Most térjünk vissza a példa megoldásához. Az egyenlõ szárú BOHT BH ol-
dalának felezõmerõlegese átmegy O-n, így az FOHT-re felírhatjuk a Pitago-
rasz-tételt. Elõször persze az oldalakat átszámítottuk méterbe.

, ahol h jelöli azt a magasságot, amennyire meg
lehet emelni a kötelet középen. Ebbõl h2 = 1000,25; ahonnan Ez
azt jelenti, hogy nemcsak a villamos tud átmenni, hanem a téren álló bárme-
lyik házat is át lehetne tolni alatta.

Megjegyzés
Ez a hatalmas magasság hogy jöhetett ki? A kétszeres szorzat – amit algebrában tanultunk az összeg négyzetre eme-

lésekor – itt , és ennek négyzetgyöke lett több mint 30. Íme egy gyakorlati példa a kétszeres szor-
zat jelentõségére.

A Pitagorasz-tétel megfordításának bizonyítása
Indirekt bizonyítást alkalmazunk. Ennek a módszernek az a lényege, hogy feltesszük,

az állítás tagadása igaz, és ennek következménye ellentmondásra vezet. Ebbõl természete-
sen az következik, hogy az eredeti állítás igaz.

Legyen tehát az ABC háromszögben a2 + b2 = c2, és (indirekt módon) tegyük fel, hogy
CB ≠ 90°. Vegyük fel az a és b befogójú A’B’C’ derékszögû háromszöget, átfogóját jelölje
c’. Pitagorasz tétele teljesül: a2 + b2 = c’2. A két egyenlõség összevetésébõl c = c’ adódik,
hiszen mindkét szám pozitív, tehát a két háromszög fedésbe hozható (megegyezik három
oldaluk). Ellentmondást kaptunk: ha a két háromszög fedésbe hozható, akkor szükségkép-
pen CB = C’B = 90°.

Vagyis a Pitagorasz-tétel megfordítása is igaz.

Mekkora az a oldalú négyzet átlója?

A négyzetet az átlója két derékszögû háromszögre osztja. Mindkét háromszög
befogói a és a, ezért a Pitagorasz-tételt felírva ahonnan .d a 2$=,a a d2 2 2+ =

2 1000 0,5 1000$ $ =

31,6.h .

1000,5 1000 h2 2 2= +

( )T ABC4 $ a b c2 2 2+ =

( ) ( )T ABC a b T ABC c4 42 2 2$ $+ + = +

Megoldás

2. példa

A Pitagorasz-tétel megfordítása is igaz, tehát bizonyítható: 
Ha egy háromszögben két oldal hosszának négyzetösszege egyenlõ a harmadik oldal hosszának négy-

zetével, akkor a harmadik oldallal szemközt derékszög van.

A tételt és megfordítását összevonva is kimondhatjuk a következõképpen: 
Egy háromszög akkor és csak akkor derékszögû, ha két oldal hosszának négyzetösszege egyenlõ a har-

madik oldal hosszának négyzetével.

A B

D

a

C

d

B� C�

b

a

c�

A�

B C

b

a

c

A
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Hősök
tere

Oktogon

O

h
1000,5

1000 1000

1000,5

FB H

Emelt szint
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4. K1

3. K2

2. K2

1. K1

Mekkora az a élû kocka testátlója?

A kocka alaplapja egy a oldalú négyzet, amelynek átlója az
elõbbiek szerint . Erre merõleges a CG él. Felírva a Pitago-

rasz-tételt az ACG derékszögû háromszögre, tehát

, ahonnan .

A következõ három szám lehet-e egy derékszögû háromszög három oldala hosszának a mérõszáma?
a) 4, 8, ; d) 12, 16, 21;

b) ; e) , a, a (a > 0).
c) 7, 24, 25;

Egy egyenlõ szárú derékszögû háromszög alapja 2 cm-rel hosszabb a száránál. Mekkora a kerülete?

Az egyenlõ oldalú háromszög kerülete 6 cm. Mekkora a területe?

Egy 60°-os szög szárait érinti egy 5 cm sugarú kör. Milyen távol van a szög csúcsától az érintési pont? A kör
a szögfelezõt két pontban metszi. Milyen távol van a szög csúcsától a két metszéspont?

Egy téglalap egyik oldala AB = 8 cm, a másik oldala BC = 4 cm. Az AB oldalon az A ponttól milyen messze
van az a pont, amelyik egyenlõ távol van A-tól és C-tõl?

Egy téglalap egyik oldalánál a másik oldala 3 cm-rel kisebb, az átlója 3 cm-rel nagyobb. Mekkorák az ol-
dalak?

Határozzuk meg az 5 cm sugarú körbe írt szabályos háromszög oldalának hosszát!

Határozzuk meg az 5 cm sugarú kör köré írt szabályos háromszög oldalának hosszát!

Az egységnyi területû rombusz egyik szöge 120°-os. Mekkora az oldala?

Mekkora távolságra lehet egymástól egy 6 cm-es és egy 8 cm-es párhuzamos húr egy 5 cm sugarú körben?

Egységsugarú körbe írjunk három egyenlõ sugarú kört, amelyek egymást és az egységkört is érintik! Mek-
kora a beírt körök sugara?

Bizonyítsuk be, hogy ha egy téglatest egy csúcsba futó éleinek aránya 2 : 5 : 14, akkor a testátló és az élek
hosszának aránya racionális!

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 1330–1455.

, ,3 8 5 a 2
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a a t2 2 2 2+ = t a 3$=

,a a t2
2 2 2+ =^ h

d a 2$=

12. E2

11. E1

10. K2

9. K1

8. K1

7. K2

6. K2

5. K2

FELADATOK

Ajánlott feladatok

Megoldás

3. példa

A

B

D
C

d

t

E
F

G

H

Fogalmak, nevek
Püthagorasz;
Pitagorasz-tétel

és megfordítása;
indirekt bizonyítás.

a
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16–17. A HÁROMSZÖGEK NEVEZETES PONTJAI, 
VONALAI

Három település közös bevásárlóközpont építését tervezi. A viták elke-
rülése céljából olyan helyet keresnek, amelyik mindhárom fõtértõl egyenlõ
távolságra van. Lehet-e ilyen helyet találni? Azonnal látjuk, hogy ha a három
település egy egyenes mentén helyezkedik el, akkor nincs ilyen pont.

Nézzük, mit jelent a feladat geometriailag! Olyan pontot kell találni,
ami egy háromszög mindhárom csúcsától egyenlõ távolságra van. Tud-
juk, hogy két ponttól egyenlõ távol lévõ pontok a két pont által megadott
szakasz oldalfelezõ merõlegesén vannak. Vajon létezik-e olyan pont, ami
mindhárom csúcstól ugyanakkora távolságra van?

Vegyünk fel két oldalfelezõ merõlegest, f1-t és f2-t. Ezek metszéspontját je-
lölje K. Mivel K rajta van AB felezõmerõlegesén, ezért KA = KB. A K azonban rajta
van BC felezõ merõlegesén is, így KB = KC. Láthatjuk, hogy KB = KA = KC, tehát
K illeszkedik AC oldal felezõmerõlegesére is, és így a K középpontú KA sugarú kör
átmegy mindhárom csúcson.

A háromszög köré írt kör középpontja a háromszögön belül van, ha a háromszög
hegyesszögû, a háromszögön kívül van, ha a háromszög tompaszögû, és az átfogó
felezõpontja derékszögû háromszög esetén.

A bevásárlóközpontot tehát a települések által meghatározott háromszög köré
írt kör középpontjába kell építeni.

Az új, háromszög alakú dohányzóasztalra olyan kör alakú terítõt keresünk, ami a lehetõ legnagyobb, de
egyik oldalon se nyúlik túl az asztalon, nehogy lehúzza Pincsi Piri, a család kedvence. Geometriailag ez
tehát azt jelenti, hogy lehet-e minden háromszögbe olyan kört írni, ami mindhárom oldalát érinti. Két ol-
dalt érintõ kört tudnánk írni, hiszen a szögfelezõ pontjai körül lehet ilyet rajzolni. Vajon létezik-e olyan kör,
ami mindhárom oldalt érinti?

2. példa

Bizonyítás

Tétel

Megoldás

1. példa

A háromszög oldalfelezõ merõlegesei egy ponton mennek át, ez
a pont a háromszög köré írt kör középpontja.

A B

C

f1

f2f3

K

A háromszög belsõ szögfelezõi egy ponton mennek át, ez a pont a háromszögbe írt kör középpontja.

Tétel
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Vegyük fel az ABC háromszögben két szög, α és β belsõ szög-
felezõ egyenesét! Ezek metszéspontja legyen O. Az O pont rajta
van α szögfelezõ egyenesén, ezért egyenlõ távolságra van az AC és
AB egyenestõl, de egyenlõ távol van az AB és BC egyenestõl is,
mert β szögfelezõjére is illeszkedik. Tehát O egyenlõ távolságra
van az AC és BC egyenestõl, így illeszkedik γ szögfelezõjére is. 
O tehát egyenlõ távol van a háromszög mindhárom oldalától, ezért
lehet O középponttal olyan kört írni, ami a háromszög minden ol-
dalát érinti.

Olyan kör alakú terítõre van tehát szükségünk, aminek sugara
egyenlõ a beírt kör sugarával, de azt se lehet akárhová letenni. Vi-
gyázni kell, hogy a terítõ középpontja az asztal beírt körének kö-
zéppontja felett legyen.

Megjegyzés
Hasonlóan bizonyítható, hogy a háromszög bármely két

külsõ szögfelezõ egyenese és a harmadik csúcsból induló
belsõ szögfelezõ egyenese is egy ponton megy át, ezek
körül a pontok körül olyan köröket lehet rajzolni, amelyek a
háromszög egyik oldalát és másik két oldalának meghosz-
szabbítását érintik. Ezeket a köröket a háromszög hozzáírt
köreinek nevezik.

Válasszuk ki az alábbi állítások közül az igazakat! Válaszunkat indokoljuk! 
A háromszög köré írt kör középpontja 
a) mindig rajta van egy magasságon;
b) mindig a háromszög belsõ pontja;
c) van olyan háromszög, amiben rajta van valamelyik oldalfelezõ merõlegesen.

Szerkesszünk háromszöget, ha adott két oldala és a körülírt kör sugara! Hány megoldás van?

Szerkesszünk háromszöget, ha adott egy oldala, a hozzá tartozó magassága és a körülírt kör sugara!

Szerkesszünk háromszöget, ha adott egy oldala, a körülírt kör sugara és az adott oldalon fekvõ egyik szög!

Bontsunk fel egy háromszöget három egyenlõ szárú háromszögre!

Az ABC háromszög beírt körének középpontja O. Az AOB ] = 150°. Bizonyítsuk be, hogy a háromszög 
tompaszögû!

Szerkesszünk egyenlõ szárú háromszöget, ha adott az alapja és a beírt kör sugara!

Bizonyítás
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A B

C

O

� �

�

A
B

C

FELADATOK

6. K2

5. E1

4. K1

3. K1

2. K2

1. K1

7. K1

Fogalmak
háromszög köré írt

köre;
háromszög beírt

köre;
háromszög hozzáírt

körei.
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Válasszuk ki az alábbi állítások közül az igazakat! Válaszunkat indokoljuk! 
A háromszögbe írt kör középpontja 
a) mindig rajta van egy magasságon;
b) mindig a háromszög belsõ pontja;
c) nincs olyan háromszög, ahol egybeesik a háromszög köré írt kör középpontjával.

Mekkorák a háromszög külsõ szögfelezõi által alkotott háromszög szögei?

85
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8. K1

9. E1

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 554–574; 587; 588; 598.

A HÁROMSZÖG OLDALAIT ÉRINTÕ KÖRÖK 
(Olvasmány)

A továbbiakban az ABC háromszög oldalait a hagyományos módon jelöljük: AB = c, BC = a, AC = b.

Jelölje az ABC háromszög oldalainak és beírt körének érintési
pontjait rendre A1, B1, C1. Fejezzük ki az AC1, C1B, BA1 stb. érintô-
szakaszok hosszát a háromszög oldalai segítségével!

Adott körhöz külsõ pontból húzott érintõszakaszok hossza meg-
egyezik, így bevezethetjük az AC1 = AB1 = x, BC1 = BA1 = y és 
CA1 = CB1 = z jelöléseket (ábra). Az új ismeretlenekkel három
egyenletet írhatunk fel:

(1) y + z = a,
(2) x + z = b,
(3) x + y = c.
Adjuk össze az egyenleteket! Azt kapjuk, hogy 2(x + y + z) = a + b + c. A félkerület s jelölésével x + y + z = s

adódik, és innen az (1) – (3) egyenletekbõl x, y és z kifejezhetõ:
x = s – a; y = s – b; z = s – c.

Az eredmény szemléletes, a szimmetria miatt könnyen megjegyezhetõ: az A csúcsból kiinduló érintõszakasz hossza
s – a, a B csúcsból kiindulóé s – b, a C-bõl kiindulóé s – c.

Megoldás

1. példa

Ajánlott feladatok

Emelt szint

A
B

C

x

x

y

z z

y
O

E
A1

B1

C1

Kísérlet

Szerkessz egy A4-es papírlapra adott oldalakkal egy háromszöget, és szerkeszd meg a beírt kör és az oldalak érin-
tési pontjait! Mérd meg az érintôszakaszok hosszát, és ennek eredményét hasonlítsd össze a számolás eredmé-
nyével! 
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Jelölje az ABC háromszög oldalegyenesei és a BC oldalához hozzáírt kör érintési pontjait rendre A2, B2, C2. Fejez-
zük ki az AC2, C2B, BA2 stb. érintôszakaszok hosszát a háromszög oldalai segítségével!

Adott körhöz külsõ pontból húzott érintõszakaszok hossza megegyezik, így AC2 = AB2, BC2 = BA2 és CA2 = CB2. Az 

(1) AB2 = AC + CA2 és
(2) AC2 = AB + BA2

egyenleteket összeadva

AB2 + AC2 = AC + AB + CA2 + BA2 = a + b + c

adódik, s mivel AB2 = AC2, így AB2 = AC2 = .

Az jelölést alkalmazva a keresett szaka-

szok hossza:

AC2 = AB2 = s;   BC2 = BA2 = s – c;   és   CA2 = CB2 = s – b. 

(Itt például BC2 az AC2 – AB különbségbõl számítható.)

Megjegyzések
A háromszög AE szögfelezõ egyenesén természetesen rajta van a beírt kör O, valamint a BC oldalhoz hozzáírt kör

Q középpontja. (Szimmetriaokok miatt hasonlót állíthatunk a BO és CO szögfelezõk, valamint az AC és AB oldalakhoz
írt körök középpontjairól is.) Az ábrán AB > AC, így az A1 pont a CE, az A2 pont a BE szakasz pontja. 

Ha AB = AC teljesülne, vagyis az ABC háromszög egyenlõ szárú lenne, akkor az A1, A2, E pontok egybeesnének. 
Ha pedig AB < AC, az A1 és A2 pontok helyzete megváltozik: A2 kerül a CE, és A1 a BE szakaszra.

A levezetett összefüggések érdekes következménye, hogy – a háromszög konkrét adataitól függetlenül – CA1 = BA2.
Vagyis a BC oldalt érintõ körökhöz egy-egy csúcsból azonos hosszúságú érintõszakaszok húzhatók.

Meghatározhatjuk az A1A2 szakasz hosszát is: A1A2 = BC – CA1 – BA2 = a – 2(s – c) = c – b. (Ha AB = AC, akkor
A1A2 = 0, ha pedig AB < AC, akkor A1A2 = b – c. A három esetet egybefoglalva írhatjuk, hogy A1A2 = |c – b|, azaz a
háromszög két közrefogó oldalának a különbsége.)

Végezetül megemlíthetjük, hogy az AB, illetve AC oldalakhoz írt körök esetén az érintôszakaszok hosszaira kapott
eredmények a megfelelõ szimmetrikus kifejezések lesznek.

Határozzuk meg a háromszögbe írt kör sugarát az oldalak segítségével!
(Segítség: Írjuk fel az ABC háromszög területét az AOB, BOC, AOC területek összegeként!)

Határozzuk meg a háromszög oldalaihoz írt körök sugarát az oldalak segítségével!
(Hasonlóan: TABC = TABQ + TACQ – TBCQ).

a b c s2
+ + =

a b c
2

+ +

Megoldás

2. példa

1. E1

2. E1

FELADATOK

A B

C

x

x

y

z z

y
O

QE
A1

B1

C1

A2

B2

C2
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18. A NÉGYSZÖGEK ÁTTEKINTÉSE, OSZTÁLYOZÁSA

A négyszögeket célszerû oldalaik párhuzamossága, illetve meghatározó adataik közötti egyenlõségek
szerint osztályozni.

Gyûjtsük össze a paralelogramma tulajdonságait, fajtáit, azok speciális jellemzõit!
Az a négyszög paralelogramma, amelynek
– szemközti oldalai párhuzamosak;
– szemközti szögei egyenlõk;
– bármely két szomszédos belsõ szögének összege 180°;
– szemközti oldalai egyenlõk;
– két szemközti oldala párhuzamos és egyenlõ hosszúságú;
– két átlója felezi egymást;
– van szimmetria-középpontja.

Ha egy négyszögben a felsorolt tulajdonságok bármelyike teljesül, akkor a négyszög paralelogramma.
Ha egy paralelogramma két szomszédos szöge egyenlõ, akkor mind a négy szöge derékszög. A derék -

szögû paralelogrammát téglalapnak mondjuk.
A téglalap is szimmetrikus trapéz. Átlói egyenlõk.
Ha egy négyszög mindegyik szöge derékszög, akkor szemközti oldalpárjai párhuzamosak, tehát parale-

logramma, s így az elõbbiek szerint téglalap.
Ha egy paralelogramma szomszédos oldalai is egyenlõk, akkor mind a négy oldala egyenlõ. Az egyenlõ

oldalú paralelogrammát rombusznak nevezzük.
A rombusz átlói merõlegesek egymásra, és felezik a rombusz szögeit. Ha egy négyszög minden oldala

egyenlõ, akkor két-két szemközti oldala is egyenlõ, s így paralelogramma, az elõbbiek szerint tehát rombusz.
Ha egy négyszögnek az oldalai és a szögei is egyenlõk, négyzetnek nevezzük. A négyzet téglalap is és

rombusz is.
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18. A NÉGYSZÖGEK ÁTTEKINTÉSE, OSZTÁLYOZÁSA

Azokat a négyszögeket, amelyeknek van két párhuzamos oldaluk, trapézoknak nevezzük. E két pár-
huzamos oldal a trapéz alapja, a másik kettõ a két szára.

Közülük azokat, amelyeknek a párhuzamos oldalakra merõleges szimmet-
riatengelyük van, húrtrapézoknak hívjuk.

A trapéz egy száron levõ két szögének összege 180°, mert a jelölésének
megfelelõen
α + β = α’ + β = 180°.
Ha egy trapézban a szárak egyenlõk, akkor egyenlõ szárú trapézról be-

szélünk. Az egyenlõ szárú trapéz lehet húrtrapéz vagy paralelogramma. Húr-
trapézokban bármelyik alapon fekvõ két szög egyenlõ.

Ha egy négyszög két-két szemközti oldala párhuzamos, paralelogrammá-
nak nevezzük. A paralelogramma tehát olyan trapéz, amelynek bármely két
szemközti oldala tekinthetõ alapnak.

alap

szár

A B

D C

A B

D C

�

���
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Valamennyi négyszög belsõ szögeinek összege 360°. Ez azon-
nal belátható, ha egy négyszöget egyik átlójával két háromszögre
bontunk.

Azok a négyszögek, amelyeknek van egyik átlójukra illesz-
kedô szimmetriatengelyük, a deltoidok.

A deltoid következõ tulajdonságait olvashatjuk le:
a) két-két szomszédos oldala egyenlõ (AB = AD, BC = CD);
b) a szimmetriatengely merõlegesen felezi a másik átlót;
c) a szimmetriatengely felezi a deltoid két szemközti szögét.

Deltoidnak kell tekintenünk a rombuszt (négyzetet) is. Ezek-
nek mind a két átlója szimmetriatengely. A deltoidnak lehet kon-
káv szöge is. A deltoidnak van két szemközti szöge, amelyek
egyenlők (B ] = D ]).

Ábrázoljuk Venn-diagramon a négyszögek különbözõ fajtáit!

Megoldás

1. példa

A B

D

C

NÉGYSZÖGEK
KONVEX KONKÁV

paralelogramma

trapéz

rombusz

deltoid

téglalap

négyzet

A
B

C

D

A

B

C

D
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Az általános iskolában már megismerkedtünk a speciális négyszögek területének kiszámításával, az aláb-
biakban összefoglaljuk ezeket a tudnivalókat.

Indoklásul például azt mondhatjuk, hogy az egyik átlót behúzva a paralelogramma két középpontosan

szimmetrikus helyzetû háromszögre bontható, amelyek területe . (Természetesen ha a paralelogramma

b oldalához tartozó magassága mb, akkor a területe bmb módon is felírható.)

Ugyanis a deltoidot a tükörtengelye két tengelyesen szimmetrikus helyzetû háromszögre bontja, és egy

háromszög területe .

A konvex deltoid területképletére egy másik bizonyítást kapunk, ha a deltoidot az ábra szerint egy e és
f oldalú téglalapba foglaljuk be. Ekkor a kapott 4-4 részháromszög egymás középpontos vagy tengelyes tü-
körképe, és közülük 2-2 tartozik a deltoidhoz. Vagyis a deltoid területe a téglalap területének éppen a fele,

azaz .

e f ef
2
2

4=

ef
2

am
2

a
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m
a

e

f
b

a a a

m
a

a

e

f

e

f

a

m m

SPECIÁLIS NÉGYSZÖGEK TERÜLETEI

Az a és b oldalú téglalap területe ab.
Az a oldalú négyzet speciális téglalap, területe a2.
Ha egy paralelogramma a oldalához tartozó magassága ma, akkor a területe ama.

Ha a deltoid két átlója e és f, akkor a területe .ef
2

A rombusz paralelogramma és deltoid is, ezért mindkét négyszög területképlete érvényes rá: ama, il-

letve módon is kiszámolhatjuk a területét. (Az oldala a, a hozzá tartozó magasság ma, a két átló e és f.)ef
2
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Indoklás: a trapéz egyik átlóját behúzva két háromszögre bontható. Ezek területe és , és az ösz-

szegük valóban .

(Másképpen is eljárhatunk (útmu-
tatás): ha a trapéz egyik szárának fe-
lezôpontjára tükrözzük a másik szárát,
akkor egy olyan a + c oldalú és m ma-
gasságú paralelogrammát kapunk,
amely éppen két, egymásra közép-
pontosan tükrös trapézból áll.) 

Az alábbi állítások közül melyek igazak és miért?
a) Minden téglalap trapéz.
b) Van olyan deltoid, ami paralelogramma.
c) Minden trapéz konvex.
d) Ha egy négyszögben van két egyenlõ szög, akkor paralelogramma.
e) Ha egy paralelogrammának van szimmetriatengelye, akkor az téglalap.
f) Ha egy négyszögben van két derékszög, akkor az még lehet, hogy nem trapéz.

Egy derékszögû trapéz három oldalának hossza x, x és 2x. Mekkorák lehetnek a szögei és a negyedik oldala?
(x > 0)

Egy derékszögû trapézt az egyik átlója két egyenlõ szárú derékszögû háromszögre bontja. Fejezzük ki a tra-
péz oldalainak hosszát a derékszögû szár hosszának függvényében!

a) Mennyi annak a négyzetnek a területe, amelynek az átlója x cm hosszú?
b) Mennyi annak a téglalapnak a területe, amelynek egyik átlója 26 cm és egyik oldala 10 cm hosszú?
c) Mennyi annak a deltoidnak a területe, amelynek egy csúcsából kiinduló oldalainak és átlójának hossza

a = 13 cm, b = 20 cm és e = 24 cm? 

Egy paralelogramma oldalai 10 és 4 egység hosszúak, és területének a mérôszáma is egész szám. Hányféle
értéket vehet fel a paralelogramma területe? 

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 635–714; 736–765.

a c m
2

+^ h

cm
2

am
2
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3. E1

2. K2

1. K1

FELADATOK

Ajánlott feladatok

a c

ac

Ha a trapéz párhuzamos oldalai a és c, a hozzájuk tartozó magassága m, akkor a területe .a c m
2

+^ h

4. K2

E1

5. K2

Fogalmak
trapéz;
húrtrapéz;
paralelogramma;
rombusz;
téglalap;
négyzet;
deltoid;
konkáv deltoid 

területe.
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19. A SOKSZÖGEKRÕL

A sokszögek közül a háromszögekkel, négyszögekkel már foglalkoztunk, fogalmuk ismert.

A sokszögek általános definíciójának megfogalmazásánál gondolnunk kell arra, hogy két szom-
szédos szakasz egyenesszöget is alkothat. Az ábra A1A2; A2A3; A3A4; A4A1 egymáshoz csatlakozó négy
darab szakasza az ABC háromszöget határozza meg.

Arra is gondolnunk kell, hogy az egymáshoz csatlakozó szakaszoknak a végpontokon kívül is le-
hetnek közös pontjaik, ezeket hurkolt sokszögeknek nevezik. Ilyen sokszögekkel mi nem foglalkozunk.

Az olyan sokszögeknek a fogalmát, amelyekkel mi dolgozunk, az alábbiakban fogalmazzuk meg:
Az n-oldalú sokszög a síknak egymáshoz csatlakozó A1A2; A2A3; …; An–1 An; AnA1 szakaszok

által határolt korlátos része, ahol az A1; A2; …; An a sík különbözõ pontjai, és a szakaszok között
nincs olyan két szomszédos, amelyek egyenesszöget zárnának be, a szakaszoknak nincsenek
közös pontjaik a végpontjaikon kívül.

Az A1; A2; …; An pontok a sokszög csúcspontjai; az A1A2; A2A3; …; AnA1 szakaszok a sokszög ol-
dalai.

Az ábrán látható sokszögek között feltûnõ különbségeket látunk: az a) alatti
sokszög bármely két pontját összekötõ szakasznak minden pontja a sokszög-
höz tartozik; a b) alatti sokszögnek ez a tulajdonsága nincs meg.

Azokat a sokszögeket (általánosabban alakzatokat), amelyek bármely két
pontjukkal együtt azok összekötõ szakaszát is tartalmazzák, konvex sokszö-
geknek (konvex alakzatoknak) nevezzük. Azt a sokszöget (alakzatot), amely
nem konvex, konkávnak mondjuk. Egy konvex sokszög minden belsõ szöge ki-
sebb, mint 180°. Konkáv sokszögnek van konkáv szöge.

Nyilvánvaló, hogy az n-oldalú konvex sokszög A csúcsából saját magához és a két
szomszédos csúcshoz nem húzhatunk átlót, de minden más csúcshoz húzható átló.

Az n csúcs mindegyikébõl (n – 3) átlót húzhatunk. Így azonban minden átlót, mindkét végpontjából ki-
indulva, tehát kétszer vettünk számításba. Ezért az n(n – 3) szorzat fele adja az átlók számát.

1. példa

A B

C

A1 A2 A3

A4

A

B

C

D

a) b)

Az n-oldalú konvex sokszög egy csúcsából húzható átlóinak a száma n – 3.

Az n-oldalú konvex sokszögben húzható összes átló száma .n n
2

3-] g

KONVEX SOKSZÖG ÁTLÓINAK SZÁMA
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II. GEOMETRIA – SOKSZÖGEK

Konvex n-oldalú sokszög egy csúcsából n – 3 átló húzható. Ezek a sokszöget n – 2 darab háromszögre
bontják. Ezek belsõ szögeinek összege (n – 2) ⋅ 180°, azonos az n-oldalú konvex sokszög belsõ szögeinek
összegével.

Osszunk fel egy kör középpontjánál levõ teljesszöget sugarakkal n egyenlõ szögre! 
A sugarak végpontjait összekötõ sokszög szabályos n-szög, hiszen ha a sokszöget a kör

középpontja körül szöggel elforgatjuk, a sokszög önmagába megy át. Ebbõl követ-

kezik, hogy szögei és oldalai egyenlõ nagyságúak.

Szabályos n-szöghöz jutunk akkor is, ha a kör középpontjánál levõ teljesszöget su-
garakkal n egyenlõ részre osztjuk, és a sugarak végpontjaiban a körhöz érintõket hú-
zunk. Ez megint a kör középpontja körüli forgatás segítségével látható be.

Leírtuk a szabályos sokszög származtatását a körülírt, illetve beírt köre segítségével.
Szabályos sokszöget lehet másképpen is származtatni. (Gondoljunk például a szabályos
háromszögre vagy a négyzetre. Definíciójukban nem szerepel kör.) Igazolható, hogy egy
szabályos sokszögbe, illetve köré mindig írható kör.

A szabályos sokszög bármelyik oldalfelezõ merõlegesére és szögfelezõjére szimmetrikus. 
Egy n oldalú szabályos sokszögnek pontosan n szimmetriatengelye van. Minden oldalfelezõ merõleges és

minden szögfelezõ szimmetriatengely. Ez összesen 2n egyenes lenne, de páratlan oldalszámú szabályos sok-
szögekben a szögfelezõ és a szemközti oldal felezõmerõlegese esik egybe, míg páros oldalszámú szabályos sok-
szögek esetén két szemközti csúcs szögfelezõje azonos és két szemközti oldal felezõmerõlegese azonos.

Szimmetria-középponttal azonban csak a páros oldalúszámú szabályos sokszögek rendelkeznek.

Hány átlója van annak a sokszögnek, amelyben a szögek összege 1800°?

Mivel a sokszög szögösszege (n – 2) ⋅180°, az (n – 2) ⋅180° = 1800°-ból adódik, hogy a sokszög 12 ol-

dalú. Egy n = 12 oldalú sokszög átlóinak száma .n n
2

3 54- =
] g

n
360c

2. példa

Bizonyítás

A konkáv négyszög belsõ szögeinek összege is 360°. Bizonyítás nélkül közöljük,
hogy bármely n-oldalú konkáv sokszög belsõ szögeinek összege (n – 2) ⋅ 180°.

Ha egy sokszög minden oldala egyenlõ hosszúságú és minden szöge egyenlõ
nagyságú, akkor azt szabályos sokszögnek nevezzük. Az n oldalú szabályos sokszög

minden belsõ szöge .180n
n 2 $ c-] g

Megoldás

3. példa

92

KONVEX SOKSZÖG BELSÕ SZÖGEINEK ÖSSZEGE

Az n-oldalú konvex sokszög belsõ szögeinek összege (n – 2) ⋅ 180°.
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Jelöljük meg egy konvex sokszög külsõ szögeit valamely
körüljárási irány szerint! Ha most a sokszög megjelölt külsõ
szögtartományait egy közös kezdõpontból mérjük fel, akkor
érdekes összefüggést vehetünk észre: a külsõ szögek összege
éppen a teljes szög. 

Az ábrán egy ötszöget látunk, ennek megfelelõ külsõ szö-
gei rendre a, b, c, d, f. A külsõ szögek csúcsait közös
kezdõpontba mozgattuk, és valóban, a + b + c + d + f =
= 360° adódott.

Az eljárás bármely konvex sokszögre végrehajtható, így
szemléletesen kaptuk a tételt:

Jelölje a konvex n-szög belsõ szögeit a1, a2, a3, … an. Akkor a külsõ szögek rendre 180° – a1, 180° – a2,
180° – a3, … 180° – an,  és ezek összegét kell meghatároznunk. A tagokat csoportosítjuk:

180° – a1 + 180° – a2 + 180° – a3 + … + 180° – an = n · 180° – (a1 + a2 + a3 + … + an).
Zárójelen belül éppen a belsõ szögek összege szerepel, amirõl korábban beláttuk, hogy (n – 2) · 180°.

Így a külsõ szögek összege n · 180° – (n – 2) · 180° = 360°. Ezzel az állítást beláttuk.

Hány hegyesszöge lehet egy konvex sokszögnek?

A külsõ szögek összege 360°. Egy belsõ hegyesszög külsõ szöge mindig nagyobb, mint 90°,
ezért négy hegyesszög külsõ szöge több mint 360° lenne. Tehát akárhány oldalú is a konvex sok-
szög, nem lehet 3-nál több hegyesszöge. (Ennyi hegyesszöge pedig egy háromszögnek is lehet.)

Megoldás

4. példa Fogalmak
konvex sokszög;
konkáv sokszög;
sokszög szög-

összege;
átlók;
átlók száma;
szabályos sokszög.

KONVEX SOKSZÖG KÜLSÕ SZÖGEINEK ÖSSZEGE

Tétel

Konvex sokszög külsõ szögeinek összege 360°.

Bizonyítás

�
�

�

�

�
�

�

� �

�

Érdekesség

Házi méréseink alapján egy 200 Ft-os érme kerülete jó közelítéssel 
88 mm. (Ellenõrizd!) Szerkessz egy olyan négyszöget, amelynek kerü-
lete 35,2 cm, és próbálj meg egy 200 Ft-os érmét a sokszög határán
végiggörgetni! (Vigyázat, egyáltalán nem olyan könnyû a „csúszásmen-
tes” görgetés!) 
Hányszor fordult körbe az érme, míg a sokszög határán végiggördült?
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Hány átlója van egy konvex 
a) 5-szögnek;   b) 12-szögnek;   c) 29-szögnek?

Számítsuk ki a sokszögek belsõ szögeinek összegét is!

Egy szabályos hatszög csúcsai közül hagyjunk el kettõt. Milyen négyszögek keletkezhetnek? Határozzuk
meg a keletkezõ négyszögek szögeit!

Mekkora szöget zárnak be egy szabályos nyolcszög egy csúcsból induló átlói?

Egy szabályos sokszögnek 54 átlója van. Mekkora a sokszög egy szöge? Van-e a sokszögnek szimmetria-
középpontja?

Hány oldala van annak a konvex sokszögnek, amelyre igaz, hogy belsõ szögei összegéhez hozzáadva egyik
külsõ szögét 1500°-ot kapunk?

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 64–81.

A következô feladatok a II. fejezet témaköréhez sorolhatók, végeredményük minden esetben egy vagy több szám. 
A végeredményeket a 107. oldalon találod meg.

Egy háromszögben a = 70 cm és b = 84 cm. Hányféle értéket vehet fel a harmadik c oldal, ha a hossza egész cm? 

Hány fokos a derékszögû háromszög jelölt hegyesszöge? (A vastag piros szakaszok
egyenlôk.)

Hány olyan derékszögû háromszög van, amelyek befogói hosszának mérôszáma egyjegyû egész szám, és területük mé-
rôszáma is egész szám?

Egy háromszögben a : b = 2 : 3. Mekkora ma, ha mb = 6? (ma és mb az a, illetve b oldalhoz tartozó magasság.)

Az ABC derékszögû háromszög két befogója a = 12 cm és b = 16 cm hosszú. Milyen hosszú 
a) az A csúcsból a BC oldal felezôpontjába húzott szakasz (az ún. súlyvonal); 
b) a C csúcshoz tartozó magasság? 
c) Próbáld meg kiszámítani a B csúcshoz tartozó szögfelezô hosszát is! 

Az ABC egyenlô szárú háromszögben AB = 20 cm, AC = BC = 26 cm. 
a) Milyen távol van a körülírt kör középpontja az AB egyenestôl?
b) Próbáld meg kiszámítani a beírt kör középpontja és az AB egyenes távolságát! 
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1. K1

2. K1

3. K2

4. K2

5. K2

FELADATOK

Ajánlott feladatok

TUDÁSPRÓBA (Tananyagon kívüli, nem kötelezô rész)

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 
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Három, egymást kívülrôl érintô kör sugarának hossza 1 m, 2 m és 3 m. Mekkora a középpontjaik által meg-
határozott háromszög területe?

Egy deltoid egyik belsô szöge 70°-os, egy másik külsô szöge 80°-os. Mekkorák lehetnek a deltoid belsô 
szögei?

Hány oldalú az a konvex sokszög, melynek 100-szor annyi átlója van, mint ahány csúcsa?

30 pont közül semelyik három nincs egy egyenesen. A pontokat pirossal vagy kékkel kiszíneztük, majd a kék
pontokat kék szakaszokkal összekötöttük. Hány piros pont van, ha 91 kék szakasz keletkezett?

Az ábrán látható paralelogramma területe 30 cm2. Mennyi a satírozott háromszög
területe? (Az egyik csúccsal az oldal felezôpontját kötöttük össze.)
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7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

Érdekesség (gyakorlati feladat) 

A Möbius-szalagról

A geometria tudományága nagyon sokszínû. Egy érdekes topológiai kísérletet otthon is megcsinálhatsz, csak papír,
ceruza, olló és ragasztó kell hozzá.

Vágj ki egy papírcsíkot! Ha a ceruzádat ráteszed az egyik széléhez közel a papír egy pontjára, és a másik széle
felé haladsz, akkor egy olyan vonalat tudsz húzni, amely a papír egyik oldalát majdnem végigéri. (A papír széle

nem érinthetõ.)
Ragaszd össze egy hasonló papírcsík két végét úgy,

hogy egy papírgyûrût kapj! Ha most az elõzõ módon vo-
nalat húzol, akkor a vonal a papírgyûrû egyik felét teljesen
körbeéri.

Most ragassz össze egy hasonló papírcsíkot úgy, hogy elõtte egyet „tekersz” az
egyik végén (180°-os fordítás)! Ugyanaz a papír, ugyanaz a ceruza, mint az elõbb.
Mégis: ha most is meghúzod a vonalat, egészen váratlan eredményt kapsz. A lap
alján egy kétszer megtekert és összeragasztott szalag képe van. Készítsd el, ennek is
húzz vonalat a közepére, és aztán vágd végig a vonal mentén. Most is hihetetlen
eredményt fogsz kapni…
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Az algebra a matematika egyik legrégebbi területe. Nem véletlen, hogy például az indiai matematika
dicshimnusszal adózik az algebra elõtt: olyan tudomány ez, amely nélkül a matematikai problémák meg-
oldása szinte lehetetlen. A szimbólumok használata az algebrában lényeges, ám elsõsorban nem ez kü-
lönbözteti meg az aritmetikától. „Az ismeretlenekkel számolás tana az ismert mennyiségekkel való szá-
molás forrása… az algebra a számolás olyan formája, amelyet bizonyítás kísér; ellenkezõ esetben nem
volna különbség aritmetika és algebra között.” [Bhászkara (1114–1185) indiai matematikus]

A képen London jellegzetes új irodaháza látható – The Gherkin/Az uborka. Az épület a korábbi Balti
Tõzsde helyén épült. Ma biztosítótársaság mûködik benne.

III. ALGEBRA
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20. MÛVELETEK RACIONÁLIS SZÁMKÖRBEN

Az elõzõ években megtanultuk, hogyan lehet mûveleteket (összeadás, kivonás, szorzás, osztás, hatvá-
nyozás) végezni a racionális számok között. 

A következõ példákon keresztül elevenítsük fel ismereteinket!

.

.

Bõvítésnek nevezzük azt az átalakítást, amikor a számlálót és a nevezõt ugyanazzal a 0-tól különbözõ
számmal szorozzuk.

Egyszerûsítésnek nevezzük azt az átalakítást, amikor a számlálót és a nevezõt ugyanazzal a 0-tól kü-
lönbözõ számmal osztjuk.

Bõvítéskor és egyszerûsítéskor a tört értéke nem változik.

Bõvítés: 

Egyszerûsítés: .100
75

20
15

4
3

= =

3
2

15
10

9
6

60
40 f= = = =

12 : 3 10 12 : 3 10 12 : 3 15 10 4 15 10 60 10 504 1 16 12 3$ $ $ $= = = = =- - - - - - -^ ]h g

1007 3 2 2 5 4 2 7 4 14 102 2 2 2$ $+ = = = =- - - - -] ]g g6 5 5 5@ ? ? ?

1. példa

A MÛVELETVÉGZÉSEK SORRENDJE

Ha több mûvelet is szerepel a mûveletsorban, akkor célszerû a következõ sorrendet betartani:
1. Végezzük el a zárójelekben levõ mûveleteket.
2. Végezzük el a hatványozásokat.
3. Végezzük el a szorzásokat, osztásokat. Ha ezek szerepelnek csak, akkor haladjunk a mûveletvég-

zésben balról jobbra.
4. Végezzük el az összeadásokat, kivonásokat. Ha ezek szerepelnek csak, akkor haladjunk a mûve-

letvégzésben balról jobbra.

TÖRTSZÁMOK ÖSSZEADÁSA ÉS KIVONÁSA, HA A SZÁMLÁLÓ 
ÉS A NEVEZÕ EGÉSZ SZÁM

2. példa
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Végezzük el a következõ mûveleteket!

A különbözõ nevezõjû törteket összeadás és kivonás esetén általában célszerû közös nevezõre hozni.
Közös nevezõ mindig lehet a nevezõk szorzata, esetenként találhatunk a szorzatnál kisebb közös nevezõt
is. Ez lehet a nevezõk legkisebb közös többszöröse.

.

vagy .

vagy .

; .

3
2

4
1 2 8

7
+ - =

23
2

4
1

8
7

24
16

24
6

24
48

24
21

24
16 6 48 21

24
47

+ - = + - + = + - + = -b
]

l
g

:9
7 3 9 3

7
3
7$ = =9

7 3 9
7 3

9
21

3
7$ $

= = =

7
5

3
2

7 3
5 2

21
10$

$
$

- = - = -13
6

5
2

13 5
6 2

65
12$

$
$

= =

: 211
4

11 2
4

22
4

11
2

$= = =: 2 :
11
4

11
4 2

11
2

= =

6. példa

4. példa

5. példa

3. példa

TÖRTSZÁMOK SZORZÁSA, OSZTÁSA, HA A SZÁMLÁLÓ 
ÉS A NEVEZÕ EGÉSZ SZÁM

Egész számmal törtet úgy is szorozhatunk, hogy a számlálót megszorozzuk az egész számmal, a ne-
vezõt változatlanul hagyjuk.

Egész számmal törtet úgy is szorozhatunk, hogy a nevezõt elosztjuk az egész számmal, a számlálót
változatlanul hagyjuk.

Törtet egész számmal úgy is oszthatunk, hogy a számlálót elosztjuk az egész számmal, a nevezõt vál-
tozatlanul hagyjuk.

Törtet egész számmal úgy is oszthatunk, hogy a nevezõt megszorozzuk az egész számmal, a szám-
lálót változatlanul hagyjuk.

Törtszámot törtszámmal úgy szorozhatunk, hogy a számlálók szorzatát elosztjuk a nevezõk szorza-
tával.

Törtszámot törtszámmal úgy oszthatunk, hogy az osztás helyett az osztó reciprok értékével szorzunk.
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20. MÛVELETEK RACIONÁLIS SZÁMKÖRBEN

; .

1. lehetõség
A véges tizedes törteket felírhatjuk közönséges tört alakban, majd így végezzük el a mûveleteket.

.

2. lehetõség
Tizedes törtekkel hasonlóan végezhetünk mûveleteket, mint az egész számokkal. Azonban figyelnünk

kell, hogy a mûveleteket a megfelelõ helyiértékeken levõ számjegyekkel végezzük, majd a tizedesvesszõ he-
lyét helyesen állapítsuk meg.

.

:9
7

3
2

9
7
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3
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6
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4
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5
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7
4
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1. K1

9. példa

8. példa

7. példa

MÛVELETEK VÉGES TIZEDES TÖRTEKKEL

Ha a mûveletsorban közönséges és tizedes törtek is szerepelnek, általában célszerû a ti-
zedes törteket közönséges tört alakba átírni és így számolni. Ha fordítva alakítjuk át õket,
akkor elõfordulhat, hogy csak közelítõen pontos eredményeink lesznek.

FELADATOK

Számítsuk ki az alábbi mûveletsorok eredményét!
a) ; e) ;

b) ; f) ;

c) ; g) ;
d) ; h) .

Keressünk a különbözõképpen megadott számok között egyenlõket!
a) ; e) ; h) ;

b) ; f) ; i) ;

c) ; g) ; j) .

d) ;

10 11 8 1 32 2$ +-] ]g g

3 3 2 2$ $ -] g

3 2 3 22 $ $-

3 22$

2 3 2 4 2 23 2$ $ $+ -^ ]h g

3 22 $

:2 2 2 4 24 3 2 4$- -^ ^h h

3 9 32$ -

5 3 8 4 : 2$+ - 76 24 : 4+

3 24 : 8 25 4 102$+- - : 476 24+] g

0,24 : 2 0,03 2,5 0,4 33 2$+ +- 126 58 12 : 4+ -

3 9 32$ -^ h

3 2 2$] g

56 123 :4 28 20+ +- -] ]g g4126 794 3$-] g

2. K1

Fogalmak
bõvítés;
egyszerûsítés.
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3. K2

4. K1

5. 

Mûveletsort úgy készítettünk, hogy leírtuk a pozitív egész számokat 1-tõl 2008-ig egymás mellé, majd bár-
mely két szomszédos szám közé +, vagy – jelet írtunk.
Számítsuk ki a mûveletsor eredményét, ha 
– mindenhova + jelet írtunk;
– váltakozva írtunk + és – jelet, az elsõ + jel volt;
– váltakozva írtunk + és – jelet, az elsõ – jel volt;
– váltakozva írtunk kettõ + és egy – jelet, az elsõ és második + jel volt!

Az alábbi törtek bõvítése vagy egyszerûsítése során hibákat vétettünk. Keressük meg és jelöljük a helyesen
elvégzett törtbõvítést, illetve -egyszerûsítést. A rosszakat javítsuk ki!

Például rossz (mert ha 2-vel bõvítünk, akkor -ot kapunk).

a) ; c) ;

b) ; d) .

Zsebszámológép használata nélkül döntsük el, hogy az alábbi két szám közül melyik nagyobb!

K2 a) , ; E1 c) , .

K2 b) , ;

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 742–754; 758; 759; 760.

21. ÖSSZETETT MÛVELETEK RACIONÁLIS SZÁMKÖRBEN

Alkalmazzuk összetettebb mûveletsorok esetén az átismételteket! Minden esetben figyeljünk a mûve-
letvégzés sorrendjére!

A bemutatott példákat követve fogalmazzuk meg, mely mûveletet végeztük el és milyen módszerrel!
A feladatmegoldásokban célszerû használni a bemutatott lépésenkénti átalakítássorozat típusú leírást. 
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Ajánlott feladatok

2. példa

1. példa
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21. ÖSSZETETT MÛVELETEK RACIONÁLIS SZÁMKÖRBEN
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5. példa

4. példa

3. példa

FELADATOK

Számítsuk ki a következõ kifejezések pontos értékét!

a) ; c) ;

b) ; d) .

Határozzuk meg, hogy az alábbi mûveletsorok eredménye melyik esetben lesz negatív egész szám!

a) ; d) ;

b) ; e) .

c) ;
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Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 754; 755; 756; 757; 762–767; 774; 782.

Ajánlott feladatok
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22. SZÁZALÉKSZÁMÍTÁS 

A mindennapi életben gyakran találkozunk a százalék fogalmával. A banki mûveletek és a kamatszá-
mítás során ez az egyik legfontosabb fogalom, de gyakran használjuk a statisztikai kimutatásokban, és

kedvelt az esélyek százalékos megadása is. Más tudo-
mányterületeken is nélkülözhetetlen az alkalmazása
(például a populációbiológiában, vagy kémiában a ke-
verékek készítésekor). A matematikában általában a rész
és az egész viszonyát, arányát fejezzük ki a fogalom se-
gítségével. (Az általános iskolában tanultuk, hogy vala-
mely mennyiség 1 százaléka a mennyiség 1 századrészét
jelenti.)

Egy 1600 Ft-os termék árát a kereskedô 25%-kal felemelte, majd bizo-
nyos idô múlva az új árat 25%-kal csökkentette. 

a) Mennyi lett a termék ára a kétszeri árváltoztatás után?
b) Hány százalékkal kell csökkenteni az új árat ahhoz, hogy a végsô ár

megegyezzen az eredeti árral?

a) Hajlamosak vagyunk arra gondolni, hogy a termék ára összességében nem változott, de ez nem így
van. A 25%-os emelés után az új ár 1,25 · 1600 = 2000 Ft lett. A 25%-os csökkentés után az aktuá-
lis ár 75%-át kapjuk, azaz 0,75 · 2000 = 1500 Ft-ot. Ennyi lett a végsô ár.

Megjegyzés
Mi az oka annak, hogy a termék ára csökkent a kétszeri árváltoztatás után?
Az eredeti ár 25%-a 400 Ft volt, ennyivel történt az áremelés. A megemelt ár 2000 Ft-volt, ennek a 25%-a 
500 Ft, ennyivel csökkent a megemelt ár. Vagyis a megemelt ár 25%-a (és így a csökkentés mértéke) nagyobb,
mint az eredeti ár 25%-a, az emelés mértéke.

b) Az 1600 a 2000-nek = 0,8 része, azaz 80%-a. Az új árat 20%-kal kell csökkenteni.

Egy 8000 Ft árú termékre igen nagy a kereslet, ezért az eladó úgy dönt, hogy két lépésben áremelést hajt
végre: elôször 25%-kal, majd bizonyos idô múlva az új árat további 15%-kal növeli. Úgy tervezi, hogy így
összességében 40%-os árnövelést ér el.

a) Igaza van az eladónak?
b) A kétszeri áremelés fordított sorrendben is elvégezhetô, ekkor elôször 15%-os, majd 25%-os emelést

hajtunk végre. Melyik esetben lesz olcsóbb a végsô ár?
c) Ha az eladó elôször 25%-kal emeli meg az árat, és a következô áremeléssel összesen 40%-ot akar

emelni az eredeti áron, akkor hány százalékos legyen a második emelés?

2000
1600

1. példa

Megoldás

2. példa
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a) Az elsô emelés utáni ár 1,25 · 8000, a második emelés utáni pedig 1,15 · 1,25 · 8000 =
= 1,4375 · 8000 Ft. Az eladó téved, a két áremelés után összesen 43,75%-kal lett drágább a termék.
(1,4375 · 8000 = 11 500 Ft a végsô ár.)

b) A második esetben a végsô ár 1,25 · 1,15 · 8000 = 1,4375 · 8000 Ft, vagyis ugyanannyi, mint az elsô
esetben. A növelés mértékének sorrendje nem számít.

c) Felírhatjuk, hogy x · 1,25 · 8000 = 1,4 · 8000, innen . Vagyis a második emelés-

nek 12%-osnak kell lennie.

Megjegyzés
A kapott eredmény nem függ a termék kezdeti árától. Ha ezt például A jelöli, akkor a két esetben a végsô ár
egyenlô: 1,15 · 1,25 · A = 1,4375A és 1,25 · 1,15 · A = 1,4375A. Ugyanez igaz az 1. a) példában is: ha a ter-
mék kezdeti ára B, akkor az áremelés után 1,25B, majd a csökkentés után 0,75 · 1,25 · B = 0,9375B a végsô
ár. Ez mindig kevesebb az eredeti árnál (annak 93,75%-a).

A tervek szerint a reggel 8 órakor induló kamion éppen délben érkezik meg a célállomásra. Hány óra-
kor érkezik meg a kamion akkor, ha az átlagsebességét 10%-kal növelni tudja?

Elsô megoldás: Jelölje a kamion tervezett átlagsebességét v km/h, ekkor a megtett út 4v km. Tegyük fel,
hogy a menetideje t óra, ha az átlagsebessége 1,1v. A megtett út ugyanakkora, így 4v = 1,1v · t, innen 

. 3,64 óra a menetidô. Az érkezési idô kb. 11 óra 38 perc.

Második megoldás: Az idô és a sebesség szorzata állandó (a megtett út). Ha tehát a sebességet 1,1-sze-

resére növeljük, akkor a menetidô 1,1 részére csökken. . 0,91, és 0,91 · 4 = 3,64 óra a menetidô.

Mennyi vizet kell önteni 54 liter 70%-os alkoholhoz, hogy 42%-os alkoholt kapjunk?

Az oldott anyag (a tiszta alkohol) mennyisége 54 · 0,7 = 37,8 liter. 
Elsô megoldás (következtetéssel): A hozzáöntés után ez a teljes folyadékmennyiség 42%-a, így a fo-

lyadék térfogata liter. Tehát 90 – 54 = 36 liter vizet kell hozzáöntenünk.

Második megoldás (egyenlettel): Jelölje x a hozzáöntött víz térfogatát! Az oldott anyag térfogata nem
változik, így (x + 54) · 0,42 = 37,8, innen x = 36 liter adódik.

,42
100 37 8 90$ =

,1 1
1

,t 1 1
4=

,
,

,x 1 25
1 4

1 12= =

Megoldás

3. példa

Megoldás

4. példa

Megoldás
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70 méternek a 40%-a 28 méter. Ekkor a százalékalap 70 (méter), a százalék-
érték 28 (méter), a százalékláb pedig 40.

Ha a 4%-os kamat 3 százalékponttal emelkedett, akkor 7% lett az új érték.
(A százalékpont fogalmát egyértelmûsítô szándékkal vezették be. Amikor 

például a 4%-os kamat 3%-os növekedésérôl beszélünk, kétféleképpen is értel-
mezhetjük a növekedést: nem egyértelmû, hogy 4 · 1,03 = 4,12%-ra vagy 
4 + 3 = 7%-ra gondolunk. A 3 százalékpontos növelés viszont egyértelmûvé teszi,
hogy az utóbbi esetrôl van szó.)

Egy téglalap oldalai 8 cm, illetve 15 cm hosszúak. A 8 cm-es oldalakat 15%-kal, a 15 cm-es oldalakat pedig
20%-kal növelve egy új téglalapot kapunk. Hány százalékkal nôtt meg a téglalap kerülete, illetve területe?

Mi a hiba az alábbi feladat megoldásában?
Feladat: Egy csoportban 40% a lányok aránya. Ha még 6 lány jönne a csoportba, akkor a lányok aránya
50% lenne. Mennyi a csoport létszáma?
„Megoldás” következtetéssel (hibás): A 6 érkezô lány 10%-os növekedésnek felel meg. A csoport lét-
száma (a 100%) ezért ennek tízszerese, 10 · 6 = 60 fô. 

Az ábrán az Excel táblázatkezelô egy részletét látjuk.
A számítógép a B1 cellába A1-nek a 80%-át írja, B2-
be a B1-nél 300-zal kisebb számot; D1-be A1-nek a
70%-át, míg D2-be a D1-nél 500-zal nagyobb szá-
mot.
a) Milyen szám kerül B2-be és D2-be, ha A1-be

3000-et írunk?
b) Milyen számot írjunk A1-be, hogy B2 és D2 új értékei megegyezzenek?

(Gyûjtômunka) A mindennapi életben, az újságokban, televízióban, rádióban és az interneten a százalék-
számítás számtalan alkalmazásával és megjelenési formájával találkozunk. Gyûjtsünk össze ezekbôl néhány
érdekességet! 

Gyakorló és érettségire felkészítô feladatgyûjtemény I. 1112, 1114–1116, 1140, 1166, 1176. 

Példák

Fogalmak, nevek
százalékalap;
százalékérték;
százalékláb;
százalékpont.

FELADATOK

1. K1

Ajánlott feladatok

2. K2

3. K2

4.

Definíció

Az x mennyiség p százalékát jelölje y, ezt módon számítjuk ki. A képletben szereplô vál-

tozók elnevezései: x a százalékalap (vagy alapérték), y a százalékérték, p a százalékláb. A százalékban ki-
fejezett adatok különbségét gyakran (fôként pénzügyi, banki számításoknál) százalékpontban adják meg.

y x
p

100$=
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23. A HATVÁNYOZÁS FOGALMÁNAK KITERJESZTÉSE

Elõzõ tanulmányaink során láttuk, hogy az azonos tényezõjû szorzatokat hatvány alakban is felírhatjuk.

;   ;   .

, a hatvány alapja: 6, kitevõje: 8.

, a hatvány alapja (–1), kitevõje: 5.

, a hatvány alapja: , kitevõje: 2.

, a hatvány alapja: 0, kitevõje: 3.

Természetes a kérdés: Értelmezhetünk-e olyan hatvány alakú számot, melynek a kitevõje nem 1-nél
nagyobb egész szám? Az ilyen alakú számokat nem tudjuk többtényezõs szorzat alakban felírni, ezért ezekre
más definíciót kell alkotnunk.

; ; ; .9 91 = 11
4

11
41

=b l , 4,64 6 1
=- -^ h 0 01 =

0 0 0 03 $ $=

7
4

7
4

7
42
$=b l 7

4

1 1 1 1 1 15 $ $ $ $=- - - - - -] ] ] ] ] ]g g g g g g

6 6 6 6 6 6 6 6 68 $ $ $ $ $ $ $=

7 7 7 7 74$ $ $ = 3
2

3
2

3
2

3
2

3
2

3
2 5

$ $ $ $ = b l , , ,4 1 4 1 4 1 2$ =- - -^ ^ ^h h h

Definíció

Pozitív egész kitevõs hatvány: Jelöljön a tetszõleges valós számot, legyen n>1
egész szám. Ekkor az an kifejezés jelöli azt az n tényezõs szorzatot, melynek minden
tényezõje az a szám.

Az a számot a hatvány alapjának, az n számot kitevõnek nevezzük.

1. példa

2. példa

Definíció

, tetszõleges a valós szám esetén.a a1
=

3. példa

Definíció

, ha tetszõleges valós szám. (A -t nem értelmezzük.)00a 0!1a0
=

an
kitevõ

alap
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; ; ; .

; ; ;

;

; ;

; .

Megjegyzés
Olyan hatványokat értelmeztünk az elõzõekben, amelyeknek a kitevõje egész szám. Ha a kitevõben nem egész szám

áll, akkor a hatványt egyelõre nem definiáltuk. Az ilyen hatványokkal felsõbb évfolyamokon fogunk megismerkedni.

Írjuk fel egyetlen szám hatványaként!

a) ; c) ; e) .

b) ; d) ;

Írjuk fel az alábbi hatványokat szorzat alakban, és számítsuk ki a hatványértékeket!
a) 33; 44; 53.

b) ; ; .5 8 4-] g 2 53 2 2
+^ h 2 2 7 34 0 5

$ $-^ h

5
4

5
4

5
4

5
4

5
4

5
4$ $ $ $ $ = 2 2 2 2 2 2 2$ $ $ $ $ $- =

7 7 7 7 7 7 7
1

7
1

7
1$ $ $ $ $ $ $ $ = 3 3 3 3 3$ $ $ $ =- - - - -] ] ] ] ]g g g g g 2 2 2 3 3 3 2 3$ $ $ $ $ $ $ =

2 10242
1

1
210 10

10= = =
-

b bl l 6
5

6
5
1

5
6

25
362

2

2

= = =-
-

-
-

b

b

bl

l

l

1:3
4

3
4
1

3
4

4
31

1= = =
-

b

b

l

l
7
2

7
2
1

2
7

8
3433

3

3

= = =
-

b

b

bl

l

l

5
5
1

125
13

3= =-
-

--]
]

g
g

8
8
1

8
11

1= =- 100
100

1
1000 000

13
3= =- 2

2
1

16
14

4= =-
-

-]
]

g
g

13 10 = , 18 5 0
=-^ h 119

2 0

=b l 11 0
=-] g

4. példa

Definíció

, ha tetszõleges valós szám, k pozitív egész szám. (Ebben az esetben (–k), a k szám

ellentettje, tehát negatív egész szám.)

a 0!1a
a

k
k=

-

5. példa

Fogalmak
hatvány;
alap;
kitevõ.

FELADATOK

1. K1

2. K1
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Mi az utolsó számjegye az alábbi hatványértékek-
nek?
a) 25;  26;  27;  28;  215;  228;  2100;  22222.
b) 355;  3200;  32010;  2323;  123251.
c) 2727.

Számítsuk ki következõ kifejezések értékét!
a) ;  ;  ;  ;  .

b) ;  ;  ;  .

c) ;  ;  0,2–2;  0,1–5.

d) ;  ;  .

e) ;  ;  ;  ;  .

Írjuk fel negatív kitevõjû hatványként az alábbi
számokat!

a) ;  ;  .

b) ;  ;  ;  .

c) 0,01;  0,00001;  0,0000001.

Alakítsuk át a következõ kifejezéseket úgy, hogy
ne tartalmazzanak negatív kitevõt!

a) ;  ;  ;  ;  ;  .

b) ;  ;  .

c) .x x x2 42 1$ +- -^ h

5a a2 5$- 9 b
b
32 5

4
$ $

-

b l c
c
c

125
16

5
27

3

4
$ $

$
$

-

-

]

]

g

g

x2 5-] g x3
1 2-

7
2 2-

b l
y
1

4-
5x 3- y

5 2

7

-

-

32
2

250
2

162
6

10
1
1

5-

b l

2
1

5 3
1
8 25

5
1
5$

5
6 2

-
-

b l 4
3 2

-
-

b l 10
5 3

-
-

4
10
10

2

2

3

-

-

4
5 4-

5
2 2-

b l 25
16 4-

b l

2
1
1

3-

b l

7
1 2-

b l 5
1 5-

b l

2
1

6- 5
5

4- 5
8

3- 4
7

2-

2 5- 4 3- 5 2- 10 1- 10 4-

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.:
334; 335; 336; 337; 338; 816–821.

Ajánlott feladatok

6. K2

5. K1

4. K1

3. K2

A 94. oldalon kezdôdô feladatok eredményei:

1. 139
2. 22,5°
3. 30
4. 9

5. a) . 17,09 cm; 
b) 9,6 cm; 

c) . 13,42 cm

6. a) . 9,92 cm; 

b) . 6,67 cm

7. 6 m2

8. {70°, 70°, 100°, 120°}, 
{100°, 100°, 70°, 90°}, 
{95°, 95°, 70°, 100°}

9. 203
10. 16
11. 10 cm2

20
3

119
12

180

292
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24. A HATVÁNYOZÁS AZONOSSÁGAI, 
A PERMANENCIAELV

Tetszõleges alapú, 1-nél nagyobb, pozitív egész kitevõjû hatványokkal mûveleteket végezve az elõzõ
években megismerkedtünk már néhány azonossággal. A hatványozás fogalmának kiterjesztésétõl azt várjuk
el, hogy az eddig megismert tulajdonságok továbbra is érvényben maradjanak. Ezt az igényt permanen-
ciaelvnek nevezzük. A permanencia szó latin eredetû, jelentése állandóság, folytonosság.

42 · 43 = 45; (–5)6 · (–5)7 = (–5)13; ;

1,43 · 1,44 = 1,47; ; 07 · 03 = 010 = 0.

; (–8)10 : (–8)7 = (–8)10 – 7 = (–8)3;

.

(9 · 6)4 = (9 · 6) · (9 · 6) · (9 · 6) · (9 · 6) = 94 · 64; (–1,5 · 7,8)3 = (–1,5)3 · 7,83;

(5 · 4)7 = 57 · 47; ., 0,54
3 0 5 4

32 2
2$ $=b bl l

:11
9

11
9

11
9

11
97 3 7 3 4

= =
-

b b b bl l l l

4 : 4 4 4
4
4

4 4
4 4 4 4 45 2

2

5
5 2 3

$
$ $ $ $

= = = =-

9
8

9
8

9
84 11 15

$ =- - -b b bl l l

7
2

7
2

7
28 6 14

$ =b b bl l l

1. példa

Általánosan megfogalmazva (I. azonosság):
Azonos alapú, egész kitevõjû hatványok szorzata azzal a hatvánnyal egyenlõ, melynél a változatlan

alapot a kitevõk összegére hatványozzuk.
, ahol ., ,a k lR Z! !a a ak l k l$ =

+

2. példa

Általánosan megfogalmazva (II. azonosság):
Azonos, 0-tól különbözõ alapú, egész kitevõjû hatványok hányadosa azzal a hatvánnyal egyenlõ,

melynél a változatlan alapot a számláló és a nevezõ kitevõjének a különbségére hatványozzuk.
, ahol ., 0 ,a a k lR Z!! !:a a ak l k l

=
-

3. példa

Általánosan megfogalmazva (III. azonosság):
Szorzat hatványa egyenlõ a tényezõk hatványának szorzatával.

., , ,a b kR Za b a bk k k ! !$ $=] g
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; ;

; .

; ;

; .

Az elõzõ azonosságok könnyedén bizonyíthatók a definíciók és az ismert mûveleti tulajdonságok alapján. 
A definíciók és az azonosságok alapján egy-egy mûveletsorban átalakításokat végezhetünk:

;

;

.

Példaként bizonyítsuk be a II. azonosságot!

5 5 5 5 625 625,00032
5

5 5
5
5

5
5

3125
1

3

7 2

3

7

3

2
7 3 2 3 4 5+ = + = + = + = + =

- -
- - - -

: 2 2 : 2 2 12
1

1
2

2
1

2
2

2
1

2
1

2
1

2
12

3 1
2

3
1 3

2
1+ = + = + = + = + =

-
- -b bl l

3 3
3

3 3
3

3
3
3

9
1

5

4 1

5

4 1

5

3
3 5 2$

= = = = =
- -

- -

4
1

4
1

4
15 3 5 3 15

= =
$

bc b bl m l l 0 0 009 7 9 7 63= = =$^ h

2 22 2 23 2 3 3 3 2 6$= = =$^ ^ ^h h h , 5,9 5,95 9 5 4 5 4 20= =$
^_ h i

7
12

7
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9

9

=b l 017
0

17
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2
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= =b l

:60 5 5
60

5
60

5
60

5
60

5
60

5
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4

4

4
$ $ $= = =] bg l 2

5
2
5

2
5

2
5

2
53

3

3
$ $- = - - - = -b b b bl l l l

4. példa

Általánosan megfogalmazva (IV. azonosság):
Tört (hányados) hatványa egyenlõ a számláló és a nevezõ hatványának hányadosával.

., , , 0,a b b kR Z
b
a

b
ak

k

k
!! !=c m

5. példa

Általánosan megfogalmazva (V. azonosság):
Hatvány hatványa azzal a hatvánnyal egyenlõ, amelyben a változatlan alapot a kitevõk szorzatára hat-

ványozzuk.

., , ,a k lR Za ak l kl ! !=^ h

6. példa
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II. azonosság:
Azonos, 0-tól különbözõ alapú, egész kitevõjû hatványok hányadosa azzal a hatvánnyal egyenlõ, melynél a válto-

zatlan alapot az osztandó és osztó kitevõjének különbségére hatványozzuk.
Vagyis: 

, ahol .

1. eset: Ha .

. A számláló k tényezõs szorzat, a nevezõ l tényezõs, a tényezõk megegyeznek: a. Egyszerûsítés után 

a nevezõ 1, a számláló (k – l) tényezõs szorzat, minden tényezõ: a. Ezért teljesül.

2. eset: Ha .

, mert a tört számlálója és nevezõje megegyezik.

3. eset: Ha .

. Figyelembe vettük a negatív kitevõs hatvány definícióját.

(Az állítás esetén is igaz.)

Végezzük el a következõ mûveleteket, és a végeredményt adjuk meg egyetlen szám hatványaként!

a) ;   b) ;   c) ;   d) ;   e) .

Számítsuk ki az alábbi kifejezések értékét!

K1 a) ; K1 b) ; K1 c) ; 

K1 d) ; K2 e) ; K2 f) .

Egyszerûsítsük az alábbi törteket!

a) ;   b) .

Tegyük ki a <; >; = jelek valamelyikét úgy, hogy igaz állítások legyenek!
K2 a) 825 234 · 413; K2 b) 715 · 710 7150;

K2 c) 35 · 38 32 · 310 + 2 · 312; K2 d) ;

E1 e) 2446 .

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 822; 830; 832; 833; 837.
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Ajánlott feladatok

7. példa

Bizonyítás

FELADATOK

1. K1

2.

3. K2

4.

Fogalmak
permanenciaelv.

OH_MAT09TB_Matek9_03_tordelt4  2020.06.13.  14:41  Page 110



111

25. SZÁMOK NORMÁLALAKJA

25. SZÁMOK NORMÁLALAKJA

Az egész kitevõjû hatványok ismerete lehetõséget ad arra, hogy nagyon nagy, illetve nagyon kicsi abszolút értékû
számokat könnyebben írjunk le.

Ezek segítségével nem csak 10 hatványait írhatjuk fel rövidebben. Nagyon sok esetben a számológépbe csak bizo-
nyos számú karaktert tudunk beírni. 

10 hatványai közül néhány:
1 millió = 1 000 000 = 106;
1 milliárd = 1 000 000 000 = 109;
1 billió = 1 000 000 000 000 = 1012;
1 trillió = 1 000 000 000 000 000 000 = 1018;
1 kvadrillió = 1 000 000 000 000 000 000 000 000 = 1024;
1 ezred = 0,001 = 10–3;
1 milliomod = 0,000 001 = 10–6;
1 milliárdod = 0,000 000 001 = 10–9;
1 billiomod = 0,000 000 000 001 = 10–12.

Naprendszerünk néhány bolygójának a Naptól mért átlagos távolságai közelítõleg:
Merkúr: 58 000 000 km = 5,80 · 107 km; Mars: 228 000 000 km = 2,28 · 108 km;
Vénusz: 108 000 000 km = 1,08 · 108 km; Jupiter: 778 000 000 km = 7,78 · 108 km;
Föld: 150 000 000 km = 1,50 · 108 km; Szaturnusz: 1 426 000 000 km = 1,43 · 109 km.

Definíció

A számok olyan kéttényezõs szorzat alakját, ahol az egyik tényezõ abszolút értéke 1 és 10 közé esõ
szám, a másik tényezõ 10 megfelelõ hatványa, a szám normálalakjának nevezzük.

Legyen , ekkor , ahol és .
A normálalakban szereplõ k egész számot az x szám karakterisztikájának nevezzük. 
(Karakterisztika: jellemzõ vonás, jellegzetesség; az x szám nagyságrendjét jelzi.)
A 0 normálalakja 0. 

k Z!p1 101#10x p k$=x R!

1. példa
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Negatív számok normálalakját a következõképpen határozhatjuk meg:
–126 = –1,26 · 102;
–0,00405 = –4,05 · 10–3;
–1 000 000 = –106, vigyázat: nem egyenlõ (–10)6-nal.

Egyes számológépeken is gyakran jelennek meg normálalakban kiírt számo-
lási eredmények:

4500 · 28 000 eredményeként ez olvasható: 1,2608, melyet így kell értel-
meznünk: 4500 · 28 000 = 1,26 · 108.

4 : 25 000 000 eredményeként ez olvasható: 1,6–07, melyet így kell értel-
meznünk: 4 : 25 000 000 = 1,6 · 10–7.

Normálalakú számokkal természetesen mûveleteket is végezhetünk. Min-
den esetben az eredményt szintén normálalakban adjuk meg.

;

;

.

Írjuk fel a következõ számokat normálalakban!
a) 618; 5437; 1008; –456 000; 1 000 000.
b) 0,235; 0,0087; –0,000 301; 0,000 000 01; –0,0002.

c) ; ; ; .

A hatványozás azonosságainak felhasználásával végezzük el az alábbi mûveleteket, a végeredményt nor-
málalakban adjuk meg!
a) 630 000 · (–120 000 000) =
b) 24 000 0002 · 480 000 000 000 =

c)

d) 0,000 000 022 41 · 645 000 000 000 =
e) 0,000 000 455 · 0,000 000 642 · 3,650 000 000 =

700 000 000 000
5600 000 000

2

3

=

8
60

25
4000

150
6

- 3
1400

3,02 10 1,18 10 30 200 000 1 180 000 31 380 000 3,138 107 6 7$ $ $+ = + = =

, , , , 8,48 105 3 10 1 6 10 5 3 1 6 10 104 3 4 3 1$ $ $ $ $ $ $= =- - -_ _ ^ ^i i h h

, , 0,8 10 8 10
4 10

3 2 10
4

3 2
10
10

4

7

4

7
3 2

$
$

$ $ $= = =

2. K2

1. K1

3. példa

2. példa

FELADATOK
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25. SZÁMOK NORMÁLALAKJA

Végezzük el a kijelölt mûveleteket, és a végeredményt adjuk meg normálalakban!

K2 a) 3,5 · 10–8 · 2,5 · 105 · 4 · 103; K2 e) ;

K2 b) 6,25 · 1013 · 4 · 10–7 · 5 · 10–8; K1 f) 105 + 104 + 103;

K2 c) ; K1 g) 2,5 · 106 + 4,3 · 105 – 2 · 103;

K2 d) ; K2 h) 6,8 · 10–4 + 3,2 · 10–5 – 3 · 10–3.

Ellenõrizzük az eredményeket számológéppel!

Hány molekula van 23,56 mol oxigénben, ha egy mol 6,02 · 1023 db részecskét tartalmaz?

A fény sebessége 300 000 km/s. Számítsuk ki, hogy a fény mennyi idõ alatt ér el a Naptól a lecke
1. példájában megadott bolygókig!

A fényév az a távolság, amelyet a fény egy év alatt tesz meg. Vigyázat, a neve beugrató, mert a
fényév nem idõ-, hanem távolságegység!
Egy fényév hány km?

A Szíriusz a legfényesebb csillag az égbolton.
a) Hány km-re van a Földtõl a Szíriusz, ha 1 085 000-szer távolabb áll tõlünk, mint a Nap?
b) Hány év alatt ér ide a fény a Szíriuszról?
c) Hány fényévnyi távolságra van tõlünk a Szíriusz?

Négy darab 2-es számjegy és a hatványozás segítségével felírtunk kilenc számot. Próbáljuk nö-
vekvô sorrendbe rendezni a számokat úgy, hogy számológépet ne használjunk! (Nagy számok
esetén érdemes becsléseket alkalmazni, jól használható például a 210 . 103 közelítés.) 
A = 2222, B = 2222, C = 2222, D = 2222, E = 2222, F = 2222, G = (22)22, H = (222)2, I = (222)2. 

Az Amazonas átlagos vízhozama világelsõ, másodpercenként 220 millió liter vizet szállít. 
a) Hány liter vizet szállít az Amazonas egy év alatt?
b) Hasonlítsuk össze, egy év alatt hányszor több vizet szállít az Amazonas, mint a Tisza! A Tisza

vízhozama 4000 m3 másodpercenként.

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 107–111.
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A SZÁMOLÓGÉPEK SZÁMÁBRÁZOLÁSA
(Olvasmány)

Az utóbbi évtizedekben a technikai fejlõdés soha nem látott mérete-
ket ért el, s ennek hatása az oktatásban is érzõdik. A sokat forgatott Négy-
jegyû függvénytáblázatok a középiskolai matematika-tananyag jelentõs
részét összefoglalja, de a zsebszámológépek megjelenésével egyes feje-
zetei (számok négyzete, négyzetgyöke, reciproka; a logaritmus- és szög-
függvénytáblák stb.) elavulttá váltak, ahogyan a képen látható logarléc is.
A mai számológépek a tucatnyi matematikai mûvelet és függvény alkal-
mazása mellett véletlenszámokat kezelnek, gyakran statisztikai számítá-
sokra is alkalmasak, nemritkán programozhatók; sõt, a grafikus kalkulá-
torokkal szöveges adatok is megjeleníthetõk, ábrázolhatunk függvényeket
stb. Ugyanakkor a számológépek adattárolása – konstrukciójukból adó-
dóan – speciális, és a mûveleteket sem a hagyományos módon végzik.
A gyanútlan felhasználót komoly meglepetések érhetik, ha nincs tisztában
a kalkulátorok mûködési elvével, ha nem ismeri a saját gépe „lelkivilágát”.
Az alábbiakban ezért röviden, néhány példa segítségével áttekintjük a
gépi számábrázolás sajátosságait.

a) Vizsgáljuk meg számológépünkkel az A5 = és a B5 = törteket! Melyik a nagyobb? (Az 5-ös index

a számlálókban és nevezõkben szereplõ, egyforma kezdõ számjegyek számára utal.)
Eredmény: 
A zsebszámológép által kiírt értékek általában: A5 = .666668667; B5 = .666668667. Úgy tûnik, a két tört egyenlõ.

A számológépek nem egységesen írják ki a számokat. A jelenleg forgalomban lévõ gépek döntõ többsége a kijelzõn
10 számjegyet jelenít meg, a továbbiakban mi is ennyivel dolgozunk. (Késõbb látni fogjuk, hogy a számábrázolási prob-
lémák szempontjából lényegtelen a kiírható jegyek száma.) A fenti eredmények esetében a tizedespont elõtti, kezdõ
0-t „megspórolják” egyes gépek, mások viszont kiírják.

b) Hasonlóan: Írassuk ki a géppel az A6 = és a B6 = , valamint az A7 = és a 

B7 = törtek értékét is!

Eredmény: 
A6 = B6 = .666666867; A7 = B7 = .666666687.

Most már A8 és B8, valamint A9 és B9 értékére sejtéseket fogalmazhatunk meg. Úgy tûnik, hogy az azonos indexû 
A és B törtek egyenlõk egymással, és tizedes tört alakjukban a 6-osok utáni 8-as számjegy „egyre késõbb következik”.
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1. példa

A SZÁMOLÓGÉP KORLÁTAI
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c) Írassuk ki a géppel az A8 = és a B8 = , valamint az A9 = és a 

B9 = törtek értékét! (Nem biztos, hogy a kiíratás sikerül; vannak olyan számológépek, amelyek ezeket

az utasításokat már nem tudják végrehajtani.) 
Eredmény: 
A8 = B8 = .666666669; A9 = B9 = .666666667.

Elképzelhetõ, hogy a 8-as számjegy „vándorlásával” kapcsolatos sejtésünk helyes. Ehhez azt kell feltételeznünk,
hogy a gép az utolsó, tizedik helyen kerekített számjegyet ír ki. (Így lesz 87-bõl 9(0).) Megjósolhatjuk A10 és B10, s a sor-
ban következõ törtek tizedes tört alakját is: valószínûleg számológépünk ettõl kezdve mindig a .666666667 alakot írja ki.

De éppen ez a kerekítés a probléma. Ha a gép kerekített értékeket ír ki, akkor honnan tudhatjuk biztosan, hogy a
korábbi A5 és B5, A6 és B6 stb. értékek valóban egyenlõk? Hiszen lehet, hogy a gép ezek kijelzésekor a különbözõ érté-
keket egyformára kerekítve jelenítette meg!

d) Írassuk ki a géppel az A5 – B5 = különbséget!

A meglepõ eredmény: = –9.0000000E–12. (Ez a normálalakban kiírt szám –9 · 10–12-t jelöl,

azaz értéke tizedes tört alakban –0,000000000009.) A gépünk szerint tehát A5 < B5 (bár a két tört esetén a kijelzett
érték megegyezett).

e) Írassuk ki a géppel az A6 – B6 = különbséget!

Eredmény: 0.000000000.

Egyes gépek egyszerûen 0-t írnak ki.
S a továbbiakban már az A7 – B7, A8 – B8 stb. különbségek is 0-t adnak eredményül.
Vajon ez azt jelenti, hogy bár A5 < B5, de A6 = B6, A7 = B7, A8 = B8 stb. teljesül?

A kapott eredmények megmutatják a számológépek korlátait: segítségükkel a konkrét feladatban az A6 és B6, A7 és
B7 stb. törtek nagyságrendi összehasonlítását nem tudjuk elvégezni. Vajon magyarázhatjuk úgy a tapasztalt jelenséget,
hogy a gép által kijelzett szám – a kerekítés miatt – különbözik attól az értéktõl, amit a gép valójában a memóriájában
tárol (vagyis amellyel ténylegesen számol)?

Kis túlzással úgy is fogalmazhatunk, hogy gépünk szerint egyszer A5 = B5, másszor pedig A5 < B5. Ez nagy baj. Ha
egy gép megbízhatatlan, vagy pontatlanul mûködik, akkor gyakorlatilag nem használható.

Felvetõdik egy elvi jelentõségû kérdés is: ha a gép számunkra pontatlan (kerekített) értékeket jelenít meg, hogyan
lehetünk biztosak abban, hogy a memóriájában pontosan tárolt értékekkel számol?

Látható, hogy még a legegyszerûbb feladatok számológépes megoldása folyamán is gyakorlati problémákba ütköz-
hetünk. Ezért fontos, hogy ismerjük ezen problémák keletkezésének hátterét, kialakulásuk okát; s fontos, hogy – ha szük-
séges – el tudjuk kerülni õket. 

Érdemes tudatosítanunk: a számológépünk kiszámíthatóan, megbízhatóan és – saját keretei között – pontosan
mûködik. (Nincs olyan, hogy „egyszer így, másszor úgy”.) Nem a gép mûködése rossz, csak legfeljebb a felhasználó tu-
dása hiányos.

A fellépõ jelenségek („pontatlanságok”) hátterében a gépi számábrázolás sajátosságai állnak.
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Minden számológép (és minden számítógép is) szerkezeti konstrukciója következtében véges sok helyiértéken, 
2-es számrendszerben tárolja a számokat. Ebbõl következik a gépi számhalmaz néhány különleges tulajdonsága:

– A 2-es számrendszerbeli racionális számok egy speciális részhalmazáról van szó.
– A gépi számhalmaz diszkrét (azaz nem igaz, hogy bármely két szám között található egy újabb szám).
– Az ábrázolt számok között létezik maximális és minimális (≠ 0) abszolút értékû (jelölésük: Max, Min).
– A Min értéknél kisebb m pozitív számot (például m = Min/2) a gép már nem tudja tárolni, számára ez a szám zérus:

m = 0. (Ennek a jelenségnek alulcsordulás a neve.)
– A Max értéknél nagyobb M számot (például M = Max + 1) a gép szintén nem tudja tárolni. (A jelenség neve túl-

csordulás; felléptekor általában a gép hibajelzéssel leáll.)
– Az alapmûveletek nem zártak, nem érvényesek a megszokott mûveleti szabályok [például: (Max + 1) – 2 ≠

≠ Max + (1 – 2)].

Feltétlenül tisztában kell lennünk azzal, hogy a gép mûködése közben a „szám” fogalma háromféleképpen is meg-
jelenik:

1. amire mi gondolunk (például );

2. amit a gép tárol ( egy közelítõ értéke);
3. amit a gép számunkra kiír (a mi zsebszámológépünk 10 jegyet írt ki, az utolsót kerekítve; ebben az esetben 9 jegy

pontossággal dolgozik a gép).

Természetes, hogy véges sok memóriahelyen nem tárolható pontosan, hiszen irracionális szám; s ugyanígy ter-
mészetes, hogy 10 jegynél hosszabb szám 10 karakterhelyen pontosan nem jeleníthetõ meg.

Sajnos azt is meg kell jegyeznünk, hogy a forgalomban lévõ számológépek között jelenleg is van olyan, amelyik az
általa tárolt szám utolsó számjegyét kerekítés nélkül írja ki.

Hangsúlyozzuk, hogy a gépi számábrázolásból eredõ hibák elvi jellegûek, vagyis nem küszöbölhetõk ki. Ugyanúgy
megjelennek ezek a hibák a több értékes jegy kiírására képes, nagyobb kapacitású és teljesítményû számítógépek hasz-
nálatakor is (legfeljebb mások a hibahatárok).

Visszatérve az eredeti problémára: Hogyan tudnánk eldönteni A6 és B6 nagyságrendi viszonyát?

A törtek közös nevezõre hozása után látható, hogy az A6 = és B6 = tör-

tek nem lehetnek egyenlõk, hiszen számlálójuk különbözik: A6 számlálója 8-ra, míg B6 számlálója 0-ra végzõdik. Ha-
sonlót állíthatunk a további A7 és B7, A8 és B8 stb. törtekrõl is. Általános módszerre lenne szükségünk, amellyel akár
A1000 és B1000 értékeit is összehasonlíthatnánk. A trükk: új változó bevezetése.

Jelöljük x-szel az 111…1 (1001 darab 1-esbõl álló) számot! Ekkor A1000 = , B1000 = , mindkét törtet

bõvítve A1000 = , illetve B1000 = . A szorzások elvégzése után a két számláló 

12x2 + 14x + 2, valamint 12x2 + 14x + 4 alakú. Ekkor tehát B1000 – A1000 = , tehát B1000 > A1000. 

A gondolatmenetünk tetszõleges Ai és Bi törtek esetén alkalmazható (i ≥ 1 természetes szám).
További hasonló feladatokat is könnyen „gyárthatunk”, csak arra kell vigyázni, hogy a közös nevezõre hozás után

a két számlálóban megegyezzenek az elsõfokú tagok együtthatói.

x x3 2 6 1
2

+ +] ]g g

x x
x x

3 2 6 1
2 2 6 1

+ +
+ +

] ]

] ]

g g

g g

x x
x x

6 1 3 2
4 2 3 2

+ +
+ +

] ]

] ]

g g

g g

x
x

3 2
2 2

+
+

x
x

6 1
4 2

+
+

3333335 6666667
2222224 6666667

$
$

6666667 3333335
4444446 3333335

$
$

2

2

2

A GÉPI SZÁMÁBRÁZOLÁS

OKOSABBAK VAGYUNK, MINT A SZÁMOLÓGÉPÜNK?
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A kitûzött feladatban:
– Az egymáshoz közeli A5 és B5 értékek kerekítés után megegyeztek, s ezeket a megegyezõ értékeket írta ki a 

gépünk.
– A memóriában tárolt A5 és B5 értékek különböztek, ezt mutatja az A5 – B5 ≠ 0 kiírása.
– Az A6 – B6 értékre a gép 0-t írt ki (és annyit is tárolt el), holott tudjuk, hogy A6 ≠ B6. Ennek oka a fent említett alul-

csordulás jelensége. A6 – B6 < Min; a legkisebb, pozitív abszolút értékû, a gép által még ábrázolni tudott Min számnál
kisebb számot a gép 0-nak tekintette.

– A túlcsordulás jelenségével az igen nagy számlálójú és nevezõjû törtek kiíratásakor találkozhatunk. (Például A100
számlálójának tárolásakor a számológép hibát jelez.) 

Jelenleg a 10 pontos számjeggyel dolgozó tudományos zsebszámológépek a legfejlettebbek a magyar piacon. Ezek
A6 – B6 = –9.E–14, A7 – B7 = –1.E–15, A8 – B8 = 0, A9 – B9 = 0 stb. értékeket írják ki. Vagyis a tárgyalt probléma ezek-
nél is fellép, csak legfeljebb késõbb, a 6-os helyett a 8-as indextõl kezdõdõen.

Tanulságok:
1. A gép hatékony segédeszköz lehet, de nem mindenható: vannak korlátai.
2. A gép használata közben fontos ismernünk gépünk korlátait is; csak ekkor alkalmazhatjuk meg-

bízhatóan.
3. A feladatmegoldás folyamatában nem nélkülözhetjük a matematikai gondolkodásmódot, és ezt a

gépünk sem pótolhatja.

Melyik nagyobb, A5 vagy B5, ha A5 = és B5 = ?

Hasonlítsuk össze a megfelelõ A6 és B6, A7 és B7, …, A1000 és B1000 értékeket is!

Gépünk szerint = .142857143. Írassuk ki a .142857143 – értéket! Milyen eredményt ka-

punk, s ezt hogyan magyarázhatjuk?

Anna gépének kijelzõjén a .333333333 érték szerepel. Ezt szorozza 3-mal, mire a gép válaszul
kiírja az 1-et. Anna ezután beírja a .333333333 számot, s ezt újfent 3-mal szorozza. Most viszont
eredményül a .999999999 számot kapja. Hogy lehetséges ez? A gép rossz, vagy Anna egy bûvész-
mutatványát láttuk?
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FELADATOK

26. SZÁMÍTÁSOK PONTOSSÁGA

Említettük korábban, hogy ha a közönséges törteket tizedes tört alakba írjuk át, akkor gyakran csak kö-

zelítõ pontosságú eredményeket kapunk. Például végtelen szakaszos tizedes tört. Ezt a

számot tehát véges sok helyiértéken csak kerekítve tudjuk megadni. Az általános iskolában megtanultuk a
kerekítési szabályokat is. A tört értéke

– egészekre kerekítve: ; – századokra kerekítve: ;

– tizedekre kerekítve: ; – ezredekre kerekítve: 

és így tovább. 

,7
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A KEREKÍTÉSI SZABÁLY
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A kör kerületének és átmérõjének a hányadosa irracionális
szám, közelítõ értéke π ≈ 3,141592654. Általában felesleges
ennyi tizedesjegyet „magunkkal cipelnünk”, a számítások során
megelégszünk a π két vagy négy tizedesjegyre kerekített értéké-
vel: π ≈ 3,14, π ≈ 3,1416.

Az x = 2,9796 szám egészekre, tizedekre, századokra és ez-
redekre kerekített értékei rendre x ≈ 3; x ≈ 3,0; x ≈ 2,98; 
x ≈ 2,980. 

Jegyezzük meg, hogy a kerekítés során ügyelni kell az egyes
helyiértékek közötti átvitelre. A kerekítési szabály eljárása
ugyanis a következõ: a közelítõ érték utolsó számjegyét

– változatlanul hagyjuk, ha az ettõl jobbra esõ, szomszédos
helyiértéken lévõ számjegy 5-nél kisebb;

– 1-gyel növeljük, ha az ettõl jobbra esõ, szomszédos helyiértéken lévõ számjegy 5-nél nem kisebb.
Ez utóbbi növelés a 9 számjegy esetén a megelõzõ helyiértékekre is hatással van. Például 6,798 száza-

dokra kerekítve ≈ 6,80; 6,998 századokra kerekítve ≈ 7,00.

Fordítva is eljárhatunk. A táblázatban az y szám közelítõ (kerekített) értékeibõl következtetünk a valós
értékére. 

A zsebszámológépek elterjedésével a legtöbb számolási feladatban találkozunk a kerekítés problémájá-

val. Például a tört értéke gépünk szerint . Tudjuk, hogy a gép az utolsó, 10.

számjegyet kerekítve írja ki, így biztosan csak annyit állíthatunk, hogy 1,1176470585 ≤ z < 1,1176470595. 
(A pontos érték z = 19 : 17 = .)

Sajnos, ritkán, de elõfordul, hogy a zsebszámológép az általa tárolt szám utolsó számjegyét kerekítés nél-
kül írja ki.

A jelenlegi matematika-tananyagban a korábbinál nagyobb hangsúllyal szerepelnek a valós helyzeten ala-
puló, életközeli feladatok.

A gyakorlatban a pontos adatok helyett gyakran azok közelítõ értékeivel dolgozunk. 

Ennek több oka is lehet:
– az adatokat könnyebben megjegyezhetjük;
– az adatok összehasonlítására, hozzávetõleges jellemzésére a közelítõ értékek is elegendõek;
– a számolási feladatokban fáradságos a felesleges számjegyek „cipelése”;
– végül módszertani szempontból fontosabb lehet egy feladat elvi megoldása, mint hogy az aprólékos,

végletekig precíz számolással sok idõt töltsünk.

1. Magyarország területe kb. 93 ezer km2. A pontos 93 036 km2 értéket kevesen tudják „fejbõl”, s nincs
is rá szükség: a lexikonokban megtalálható.

2. Hány cm annak a körnek a sugara, melynek 12,5 cm a kerülete?

,1 1176470588235294

z 17
19= ,17

19 1 117647059=

Példák

y közelítõ értéke y lehetséges értéke

1 0,5 ≤ y < 1,5

2,3 2,25 ≤ y < 2,35

4,56 4,555 ≤ y < 4,565

7,0 6,95 ≤ y < 7,05

7,00 6,995 ≤ y < 7,005

7,000 6,9995 ≤ y < 7,0005

8,90 8,895 ≤ y < 8,905

8,900 8,8995 ≤ y < 8,9005

GYAKORLATI FELADATOK
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2. 2rπ = 12,5, innen r = (cm). Itt a π ≈ 3,14 értékkel számoltunk, a pontosabb közelítõ

értékre nem volt szükség. (Ha az elérhetõ legpontosabb r értékkel dolgozunk, a kapott eredmény 
r ≈1,989436789 cm, ami két tizedesjegyre kerekítve megegyezik az általunk számolttal. Látható, hogy a kö-
zelítõ értékek használata gyakran felesleges munkától óv meg minket.)

Mikor szükséges a közelítõ adatok használata? 

1. Az adatokat nem számíthatjuk ki pontosan. (Például irracionális szám, s így alakja végtelen, nem
szakaszos tizedes tört.)

2. A mérõeszközeinkkel nem állapíthatunk meg pontos értéket. (Ha a mm beosztású vonalzóval egy
szakasz x hosszát 2,7 cm-nek mérjük, akkor csak abban lehetünk biztosak, hogy 2,65 cm ≤ x < 2,75 cm.)

3. Ugyanarra az adatra több mérési eredményünk van. (Ha egy osztály tanulói cm pontossággal megmé-
rik a tanterem szélességét, több különbözõ eredményt kapnak. Ekkor – valamilyen módszer szerint – az ered-
ményeket átlagolni kell.)

A 2. példával kapcsolatban jegyezzük meg: a gyakorlatban a mérések eredménye soha nem egy szám,
hanem mindig egy számköz, s ezt az intervallumot kettõs egyenlõtlenséggel jellemezhetjük.

Mikor ne alkalmazzunk közelítõ értékeket?

Vannak olyan feladatok, amelyek eredménye pontos, vagy a hagyományos értelemben nem kerekít-
hetõ szám. Ha például egy adott árumennyiség elszállításához szükséges teherautók számát határozzuk
meg, akkor az eredményül kapott 13,28 teherautót nem kerekíthetjük 13,3-re (nincs 0,3 teherautó), sem
13-ra (hiszen a szállításhoz legalább 14 autó kell). Fordított a helyzet akkor, ha például egy lift teherbíró ké-
pességét számítjuk ki. Az eredményül kapott 6,6 embert 7-re kerekíteni súlyos hiba volna: a lift teherbírása
6 ember.

Szigorúan tilos a kerekített érték további kerekítése. Ha egy x mennyiség mért értéke x0 = 3,448, akkor 
3,4475 ≤ x0 < 3,4485. A századokra kerekített érték x1 ≈ 3,45, vagyis ekkor 3,445 ≤ x1 < 3,455. (Ez ma-
tematikailag helyes eljárás, a tényleges x0 érték benne van a közrefogó intervallumban. Persze az interval-
lum hosszabb, azaz a szám pontatlanabb lett.) Ha most x1 értékét – helytelenül – tovább kerekítjük tizedekre,
akkor x2 ≈ 3,5, s ez hibás eredményre vezet: a 3,45 ≤ x2 < 3,55 intervallumban már nincs benne x0. (Ha x2
értékét tovább kerekítjük egészekre, akkor x3 ≈ 4, azaz 3,5 ≤ x3 < 4,5, a hiba még nagyobb lesz.)

Erre vonatkozóan nincs egységes elõírás. Általában azt mondhatjuk, hogy olyan pontossággal dolgozzunk,
amit „az adatok igényelnek”, és „a kapott eredmény reális legyen”.

Az alábbiakban példák segítségével néhány fogódzót sorolunk fel.

1. Segíthet a feladat szövegezése, a közölt adatok pontosságának a vizsgálata.

„Egy egyenlõ szárú háromszög alapja a = 10,2 m, szárai b = c = 12,3 m hosszúak. Mekkora a három-
szög alapjához tartozó magassága?”

2

,
,2

12 5
1 99.

r

Megoldás

Példák

MEKKORA A GYAKORLATBAN (VAGY EGY-EGY KONKRÉT
FELADATBAN) A SZÜKSÉGES PONTOSSÁG?
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Ebben a példában nyilván a magasságot is elegendõ dm pontossággal megadni. (Nyomatékosítja az igé-
nyelt pontosságot, ha például b = 12,0 m.)

2. Találhatunk konkrét utalásokat a közelítõ értékekre.

„Egy város lakossága 110 ezer fõ.” A 110 000 alak helyett alkalmazott forma arra utal, hogy a lakosság
számát ezresekre kerekítették. (Természetesen értelmetlen olyan kérdést feltenni, hogy mennyi lett ezen
város lakossága, ha egy frissen épült ötlakásos társasházba 12 új lakó költözött be.) 

Hasonló utalások lehetnek: „egy földterület nagysága kb. 20 hektár”; „a csomag tartalma 40 dkg ± 3 dkg”
és így tovább.

3. Támaszkodhatunk a gyakorlatban alkalmazott mértékegységekre.

Nem vásárolunk kenyeret grammokban mérve; egy háztartásban a fûtéshez szükséges éves tüzelõanyag
mennyiségét nem kg-ban számolják, hanem mázsában; egy hosszú séta idõtartamát sem másodpercekben
becsüljük meg. 

4. Fontos a „józan ész”, a realitásérzék. 

„Milyen magas a hegy?”-típusú kérdésre az „1143,32 m” válasz, a centiméteres pontosság komikusan
hat. (Egy sétáló turista a hegy csúcsára elhelyez egy 5 cm-es kavicsot, s a hegy magassága máris megválto-
zik?)

5. Elemezhetjük a feladatban felállított modellt.

Fontos tudnunk, hogy a legtöbb életközeli feladat a valóság modellezése, s ezért – természetesen – szá-
mításaink sosem lehetnek abszolút pontosak. Ez persze nem baj, ha a kapott eredmény az elfogadhatónak

tartott hibahatáron belül van.
„Adott földterületet egy traktor 30 óra alatt szánt fel. Mennyi ideig

tartana a szántás 17 traktornak?” Eredmény: óra,

amit nyilván kerekítenünk kell. Az 1,76 óra, vagy még inkább az
1,8 óra a reális, a modell természetének megfelelõ válasz. Azonban
tudjuk, hogy 17 traktorral nem lehet úgy szervezni a munkát, hogy
azok egymással párhuzamosan dolgozzanak, hiszen egyszerre nem fér-
nek hozzá a földterülethez. Tehát a kapott eredmény csak azzal az
egyszerûsítõ feltevéssel helyes, hogy „mindegyik traktor az adott ideig
folyamatosan dolgozik”, s így is csak közelítõ pontosságú.

6. Elõfordulhat, hogy a feladat szövegezése „pontos érték” meghatározását kéri; vagy hangsúlyozza,
hogy az eredményt „közelítõ értékek (azaz számológép vagy függvénytáblázat) alkalmazása nélkül” állapít-
suk meg. Ekkor általában matematikai módszereket alkalmazunk, egyszerûsítjük a kifejezéseket, vagy a ke-
resett mennyiségeket nem tizedes tört alakban adjuk meg. Például:

pontos érték; míg két tizedesjeggyel számolva , , s

innen , ami csak közelítõ érték. ( ; az eltérés a két felfelé kerekítésbõl adódott.)

Egy másik példa: a kerekített érték; míg a kijelölt szorzásokat
elvégezve pontos eredményként 1-et kapunk.

, , ,2 1 2 1 2 41 0 41 0 99$. .+ -^ ^h h

,7
2

13
7 0 83.+ ,91

75 0 82.

7
2

13
7

91
26

91
49

91
75+ = + = ,7

2 0 29. ,13
7 0 54.

,17
30 1 764705882.
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26. SZÁMÍTÁSOK PONTOSSÁGA

A pontos érték megállapításának elvi jelentõsége is lehet. Legyen a feladat egy háromszög α szögének
a meghatározása, s ez alapján annak eldöntése, hogy a háromszög hegyesszögû, tompaszögû vagy derék-
szögû. Ekkor α értékét pontosan kell meghatároznunk. Tegyük fel, hogy hosszas számolás után a kalkulá-
tor az α = 90° értéket írja ki. A kerekített kijelzés miatt fogalmunk sincs arról, hogy milyen típusú a há-
romszög.

Mérni pontosan nem lehet. Ennek több oka is van, amelyek elemzésére fizika- vagy kémiaórán részletesen sor
kerül. Néhány hibaforrást felsorolunk:

–  a mérõeszközeink sosem tökéletesek;
–  számolni kell a mérést végzõ személy szubjektivitásával;
–  végül a nagyon finom méréseknél maga a mérés (eszközei, folyamata, hatása) is befolyásolhatja a vizsgált rend-

szer állapotát, viselkedését.

Ebben a fejezetben a hiba szót matematikai értelemben használjuk, azaz valamely mennyiség számítás útján kapott
és elméleti (pontos) értéke közötti eltérést jelenti. A hiba szó köznapi értelemben mást jelent: hiba = ’tévedés’; hibás
megoldás = ’rossz megoldás’. 

Minden mérésnek és sok numerikus számolásnak van tehát hibája. 
Például két tizedesjegyre kerekített értéke . Mivel a kerekítési szabály miatt 1,405 ≤ < 1,415,

ekkor megállapíthatjuk, hogy a közelítés miatt fellépett hiba kisebb mint 0,005.
Egy másik példában tegyük fel, hogy az x és y szakaszok hosszát mm-es pontossággal 12,3 cm-nek és 8,4 cm-nek

mértük. Ekkor a szakaszok pontos (általunk ismeretlen) hossza 1 mm-es intervallumban van, s a mérési hiba is legfel-
jebb 1 mm lehet: x = 12,3 ± 0,05 cm és y = 8,4 ± 0,05 cm. A két szakasz hosszának összege x + y = 20,7 ± 0,1
cm, vagyis most a hiba legfeljebb 2 mm lehet. Láthatjuk, hogy a két mennyiség összeadásakor a hibák is összeadódtak. 

Általában is igaz, hogy a számolások során a hibák továbbterjednek. (Ennek részleteivel most nem foglalkozunk.)
Elõfordulhat, hogy nagyszámú mûveletvégzés után olyan méretû a keletkezett hiba, amely az egész eljárás hitelességét,
az eredmény értelmezhetõségét is megkérdõjelezi. Ezért az összetett számolási feladatokban szabályként fogalmaz-
hatjuk meg, hogy közelítõ értékek használata esetén, ha lehetséges, érdemes

– csökkenteni az elvégzendõ mûveletek számát (az egyszerûbb alak alkalmazására fentebb már mutattunk példát);
– a közbülsõ számításokat nagyobb pontossággal végezni;
– (és néha maga a mérés is nagyobb pontossággal hajtható végre).

A hibák csökkentésére egy másik (ritkán használt) eljárás a váltakozó kerekítés alkalmazása.
Az alábbi táblázatban öt város lakosságát, illetve a lakosság egymáshoz viszonyított százalékos arányát tüntettük fel.

(A könnyebb számolás kedvéért lett „szép” kerek szám az összlakosság.) 

A kerekítések miatt az utolsó három oszlop összesített adatai pontatlanok. A hasonló, feltûnõ ellentmondások el-
kerülése érdekében ha sokszor kellene „felfelé” kerekíteni, akkor az adatok egy részét valamilyen stratégia szerint (pl.

városok lakosság kerekített érték (ezer fõ) százalék kerekített százalék

A 21 518 21,5 21,5 22

B 12 603 12,6 12,6 13

C 27 507 27,5 27,5 28

D 18 623 18,6 18,6 19

E 19 749 19,7 19,7 20

összesen: 100 000 99,9 99,9 102

22 ,2 1 41.

HIBASZÁMÍTÁS (Olvasmány)
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minden másodikat) „lefelé” kerekítik. (Ezt a módszer ritkán alkalmazzák, hiszen ekkor az adatok egy része a hibahatá-
ron túl válik pontatlanná.)

A hibaszámítás egy másik gyakran használt kifejezése az értékes számjegyek száma. 
Egy közelítõ szám elsõ értékes számjegyének nevezzük a (balról számított) elsõ, nullától különbözõ számjegyet. Ha

egy számnál csak kerekítési hiba van, akkor az utolsó értékes számjegy megegyezik a tizedes tört utolsó kiírt számje-
gyével. (Ez 0 is lehet!)

Ezzel kapcsolatban azt is fontos tudnunk, hogy nem biztos, hogy az értékes számjegy egyúttal helyes (azaz pontos)
számjegy is.

Példák:

Az utóbbi három értéket a Négyjegyû függvénytáblázatok c. könyvbõl választottuk. A négyjegyû jelzõ éppen arra utal,
hogy az adatok 4 értékes számjegyet tartalmaznak. (De nem feltétlenül 4 helyes jegyet: több számjegyet kiírva 
≈ 1,414213562, ≈ 3,009983389 és ≈ 3,101612484.)

A jelenlegi számológépek 8-10 számjegyet írnak ki, ezek mindegyike értékes számjegy (az utolsó kere-
kített). A számolás során ügyelnünk kell a lehetséges hibák nagyságrendjére. Például elvileg hibás (helytelen)
az a megoldás, mikor a részeredményekkel 2-3 tizedesjegy pontossággal számolunk, majd az eredményt
8 jegy pontossággal adjuk meg; ekkor ugyanis az utolsó számjegyek értéktelenek, kiírásuk félrevezetõ. 

A számológép használatakor 
– a számolás elõtt érdemes egy elõzetes nagyságrendi becslést végezni (kb. mekkora a várható ered-

mény);
– szintén a számolás elõtt döntsük el, hogy hány tizedesjegy pontosságot szeretnénk elérni;
– a számolás során egy-két tartalék jeggyel dolgozzunk (így a pontosság a hibahatáron belül marad);
– összetett feladatokban, ha lehetséges, matematikai módszerekkel csökkentsük a mûveletek számát

(így kisebb lesz a hiba);
– végül utólag ellenõrizzük a kapott eredmény reális voltát (hiszen könnyen elõfordulhat, hogy a jó

gomb vagy billentyû mellé ütünk).

2 ,9 06 ,9 62

szám kerekített érték értékes számjegyek száma helyes számjegyek száma

5,2341 vagy 5,2337 5,234 4 3 vagy 4

0,0052343 vagy 0,0052337 0,005234 4 3 vagy 4

0,5203401 vagy 0,5203396 0,520340 6 4 vagy 6

52,034003 vagy 52,033996 52,03400 7 4 vagy 7

52,30002 vagy 52,29998 52,3000 6 2 vagy 6

2 1,414 4 4

,9 06 3,010 4 2

,9 62 3,102 4 3

szám kerekített érték értékes számjegyek száma helyes számjegyek száma

12,583 12,58 (századokra kerekítve) 4 4

12,586 12,59 4 3

12,996 13,00 4 1

19,996 20,00 4 0

128 216 128 ezer (pl. egy város lakossága) 3 3

128 612 129 ezer 3 2

99 823 100 ezer 3 0

Fogalmak
kerekítés;
hiba;
kerekítési szabály;
átvitel;
közelítõ érték;
értékes számjegy;
helyes számjegy.
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27. EGY- ÉS TÖBBVÁLTOZÓS ALGEBRAI KIFEJEZÉSEK, …

Név: Dávid
Lakhely: Budapest
Végzettség: közgazdász, válallatfinanszírozás és számvitel szakirányon
Jelenlegi beosztás: HR vezető (human resources = emberi erőforrás, angol kifejezés)
Milyen tantárgyakból felvételizett, tanult emelt szinten? 

matematika, történelem.

Helló. 

Dávidnak hívnak. HR vezetőként dolgozom egy nemzetközi étteremlánc-üzemeltető cég magyarországi leányvállalatánál. 
Az emberi erőforrás menedzsmentben a legnagyobb szükség a matematikára a javadalmazás és kompenzáció területén van, ami
azt a csomagot (bér, bónusz, díjak és juttatások) határozza meg, amit a munkaválallók kapnak. Ez a kedvenc részem a HR sok
területe közül (toborzás, kiválasztás, kommunikáció stb.), mert itt a matematika által leegyszerűsödnek a dolgok és könnyen
kezelhetővé válnak a feladatok.

Pá
ly

ak
ép

27. EGY- ÉS TÖBBVÁLTOZÓS ALGEBRAI KIFEJEZÉSEK,
HELYETTESÍTÉSI ÉRTÉK

Matematikaórákon gyakran találkozunk az alábbi kifejezésekkel. Általában akkor, ha egy talált összefüggést pró-
báltunk meg általánosítva megfogalmazni. A kifejezésekben szereplõ betûk konkrét számok helyett szerepelnek.

Például az kifejezést értelmezhetjük a valós számok halmazán, ez a halmaz az alaphalmaz. A ki-

fejezés értelmezési tartománya: ., , , , 0a b c r rR R R R !! ! ! !

r
abc
4

A kifejezésekben szereplõ betûket számoknak, változóknak, ismeretleneknek vagy határozatla-
noknak nevezzük, attól függõen, hogy milyen probléma kapcsán merültek fel.

Azt a számhalmazt, amelynek elemeit helyettesítik a betûk, a kifejezés alaphalmazának nevezzük.
Az alaphalmaznak azt a részhalmazát, melyekkel a jelölt mûveletek elvégezhetõk, a kifejezés értel-

mezési tartományának nevezzük. (Természetesen a részhalmaz nem feltétlenül jelöl valódi részhalmazt.)

Algebrai kifejezésrõl akkor beszélünk, ha a betûket, számokat az eddig tanult mûveletekkel, eset-
leg zárójelek használatával kapcsoljuk össze.

;t
s;

a b c
1

+ +;
x y

2
+ a2k+1; a1 + (n–1)d.

abc; 100a + 10b + c; kc; 4k + 3; r2πm; 2a + 2b;
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Például az kifejezés értéke 68, ha a = 5 és b = 3, de 4, ha a = 1 és b = 1.

Osztályozzuk az algebrai kifejezéseket!
Egyik szempont lehet a bennük szereplõ különbözõ betûk száma szerint.

Egyváltozós kifejezés:

Például 3a;   17k – 3;   ;   ;   r2π.

Kétváltozós kifejezés:

Például ;   k l+2;   2(a + b);   ab;   7t2 – 5r.

Háromváltozós kifejezés:

Például abc;   ;   a2 + b2 + c2;   (m + n)(–2) + 3k.

Hasonlóan értelmezhetünk háromnál többváltozós kifejezéseket is.
Másik szempont lehet, hogy szerepel-e a kifejezésben tört, avagy nem.

Például 3kl;   4(a + b + c)2;   r(s – 2t);   e + f – 3g.

Például ;   ;   ,   ;   ;   .t
s

c
a b+

b
a

c
b4

2

2

+ x
x

4 3
7 1

+
-

y
8

m n
m n3 2

+
-

p q r
3

+ +

m n
2
+

m
2

1+ x
7
3

-

a b a b2 2
+ +-] ]g g

Ha egy algebrai kifejezésben a változók helyére konkrét számokat helyettesítünk, majd elvégezzük
a mûveleteket, akkor a mûveletsor eredményét a kifejezés helyettesítési értékének tekintjük.

T = r2⋅π

r

a

b

K = a b2 )��(

a

b

c

V = a b c� �

Algebrai egész kifejezésrõl akkor beszélünk, ha a kifejezésben nincs tört, mely-
nek nevezõjében változó is szerepel.

a

b c

x = a c2 2 2
�

x

d

d = a b2 2 2
� � c 2

Algebrai törtkifejezésrõl akkor beszélünk, ha a kifejezésben szereplõ tört ne-
vezõjében szerepel változó.

Fogalmak
változó;
ismeretlen;
határozatlan;
algebrai kifejezés;
értelmezési 

tartomány;
helyettesítési érték.
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27. EGY- ÉS TÖBBVÁLTOZÓS ALGEBRAI KIFEJEZÉSEK, …

FELADATOK

Matematikai tanulmányaink során hol találkoztunk a fejezet elején szereplõ algebrai kifejezé-
sekkel? Mit határozhatnak meg ezek a kifejezések? A betûk mely számhalmaz elemeit helyette-
síthetik?

Értelmezzük a kifejezéseket a valós számok lehetõ legbõvebb halmazán! Adjuk meg a kifejezé-
sek értelmezési tartományát!

a) (a – b + c)3;   b) ;   c) ;   d) 3k + 1;   e) (e – f)m.

Számítsuk ki a kifejezések helyettesítési értékét! Mely számok nem tartoznak az értelmezési tar-
tományba?

a) a2 – b2, ha a = 15, b = 14; b) , ha x = 2007, y = 7002.

Írjunk fel egy-egy algebrai kifejezést a szövegnek megfelelõen!
a) Havonta c Ft jövedelembõl mennyi marad meg év végén, ha havi kiadásom k Ft?
b) Az n szám 7-tel osztva 5-öt ad maradékul.
c) Az f számnál 15-tel kisebb szám négyzetének harmada.
d) A p és q számok összegének reciproka.
e) A r és s számok reciprokának összege.

x y
x y2 2 2

+
-_ i

b b
ax

2 3+-] ]g g t
s

1. K1

2. K1

3. K1

4. K1

Ajánlott feladatok

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 624–627; 629.

28. EGYNEMÛ KIFEJEZÉSEK SZORZÁSA, 
ÖSSZEVONÁSA, POLINOMOK

A továbbiakban a kifejezéseket a valós számok halmazán értelmezzük, csak akkor jelöljük külön az ér-
telmezési tartományt, ha ettõl eltérõ.

Tekintsük a következõ két egytagú kifejezést: 3xy;  –2xy2z.
Szorozzuk össze az egytagú kifejezéseket!

(3xy) · (–2xy2z)

Mivel a mûveletsorban csak szorzások (a hatványok is azok) szerepelnek, ezért az azonos betûket és a
konstans számokat összeszorozva a szorzat:

(3xy) · (–2xy2z) = (–2 · 3)(x · x)(y · y2) · z = –6x2y3z.

1. példa
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III. ALGEBRA

; (0,1fg) · (0,2ag2) · (10f 5gh) = 0,2f 6g4ah.

(0,5p2q3) · (2pq5) = p3q8;

Figyeljük meg az alábbi egytagú algebrai kifejezéseket!

3ab;   –8ab;   ;   ab;   ;   –ab.

Ezek a kifejezések csak egy konkrét, szám szorzótényezõben különböznek egymástól, a „betûs ténye-
zõk” (ab) megegyeznek. A számokat az (ab) kifejezés együtthatóinak nevezzük.

3ab = 3 · (ab); együttható: 3. ab = 1 · (ab); együttható: 1.

–8ab = –8 · (ab); együttható: –8. ; együttható: .

; együttható: . –ab = –(1) · (ab); együttható: –1.

Tehát az elõzõ kifejezések mind egynemûek egymással.

A 3xy2 és az 5x2y nem egynemû kifejezések, mert a benne szereplõ, betûkbõl álló szorzatok nem pon-
tosan ugyanazok (x · y · y, illetve x · x · y).

A és a kifejezések nem egynemûek, de együtthatóik megegyeznek.

Az 5,3x, a 4x2 és az nem egynemû kifejezések, az együtthatók is különbözõk. Az együtthatók rendre:

5,3; 4; .

abc a c d a bc d3
2

3
23 2 4 3$ =- -b ^l h

2
1

x
2

4

xyz
11

5
-

axy
11

5
-

9
5

-
a b ab9
5

9
5 $- = - ] g

ba ab7
2

7
2 $= ] g 7

2

ba
7

2 a b
9
5

-

2. példa

Egytagú kifejezések szorzása esetén a tényezõket a legcélszerûbb csoportosítás után összeszoroz-
zuk. Figyeljünk a hatványozás azonosságainak megfelelõ használatára!

3. példa

Két egytagú algebrai egész kifejezést egynemûnek nevezünk, ha legfeljebb együtthatójukban kü-
lönböznek egymástól.

6. példa

5. példa

4. példa
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28. EGYNEMÛ KIFEJEZÉSEK SZORZÁSA, ÖSSZEVONÁSA, POLINOMOK

A következõ példákban többtagú kifejezéseket látunk, amelyekben a tagok egynemûek. Ezeket a több-
tagú kifejezéseket rövidebb alakban úgy írhatjuk, ha összevonjuk az egynemû kifejezéseket.

8x – 5x + 3,2x – 6x = 0,2x;

;

.

3x – 5x + 0,2x + 8 = –1,8x + 8;

5xy + x2 – 7yx + 3,5x2 + 0,75xy = 4,5x2 – 1,25xy;

3a2b + 8b2a – 10 + 3ba2 – 9ab2 + 7 – 5a2b = a2b – ab2 – 3.

0,8 1,9 0,6p q
p q

p q p q2
2

2
2 2+ =- -

3a a a a a a a a3
2

6 2
5

6
4 15

6
183 3 3 3 3 3 3

3+ = + = =- -

Fogalmak
egynemû algebrai

kifejezés;
együttható;
polinom.

A többtagú algebrai egész kifejezéseket polinomoknak ne-
vezzük. (polinom = többtagú)

Polinomokat úgy írhatunk rövidebb alakban, ha az egy-
nemû kifejezéseket összevonjuk.

7. példa

8. példa

Melyek az egynemû kifejezések a következõ egytagú kifejezések között?

a) –2ab2;  3,2ab;  ;  17ab;  9a2b;  –7ab;  ;  –5a2b.

b) 3x2yz;  –4xy2z;  5,3xyz;  ;  ;  ;  –15x2yz;  3xyz;  ;  

5xy2z;  –3,6xy2z.

Válasszuk ki az alábbi kifejezések közül az egytagúakat! Határozzuk meg az egytagú kifejezések
együtthatóját!

a) ;  ;  ;  ;  .

b) ;  ;  ;  ;  5xy.

c) ;  ;  ;  ;  .ab c+
e f
2
$ a b2 2+ xxb c3 2+ 3ab c2-

a b b3 2 $+ xcyy4
10 x y3- + xyxy-

a b2 + x5 3- , x x0 6 $ y3
1

- + a b2 2-

, xz z
5

2 4 2

x yz72 2$ xyz2
3 2

2$b l
xyz
3

2-

a b6
5 2 ab13

9 2

FELADATOK

1. K1

2. K1
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III. ALGEBRA

3. Végezzük el az alábbi egytagú kifejezések szorzását!
K1 a) x3 · x5; K2 g) (–5bc2) · (+4b2c);

K1 b) 5a3 · 2a2; K2 h) ;

K1 c) ; K2 i) ;

K1 d) ; K2 j) ;

K2 e) (–4x5) · (–7x4)(3x3); K2 k) ;

K2 f) (6a2b) · (–3a3b5); K2 l) .

Végezzük el az összevonásokat a következõ kifejezésekben!
a) 5x – 4x – 9x; e) 1,4x2z – 3,6x2z + 5,7x2z – (–6,4x2z);
b) 6a – (–12a) + 21a – 7a; f) 15abaa – 17a3b – 5a2ab + 21ba3;
c) 11y2 – (–5y2) – 25y2; g) 5a3b2 + 7b2a3 – 4a2b2a + 3ab2a2 + 175ba2ab.
d) 8xy – 5xy + 12xy;

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 630–635.

x y x y11
21

9
1328 4 5 8$

3y y3
5 4$ 2 6a a a24

56 4 3$ $- -b l

x x4
32 1 1n n$ - +-^ bh l

x x5 5
2 3n n$- - +^ bh l

x x5
24

3
58 0$ d e e d4 82 3 2 5$ -^ h

4. K1

Ajánlott feladatok
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29. POLINOMOK FOKSZÁMA, EGYENLÕSÉGE, ZÉRUSHELYE

29. POLINOMOK FOKSZÁMA, EGYENLÕSÉGE, 
ZÉRUSHELYE

Elsõfokú polinomok például: 3x; 5a – 7; ; 7(p – 4) + 2.

Másodfokú polinomok például: 6x2 – 2x + 5; p + p2; .

Ötödfokú polinomok például: –y5 + 3y – 107; p + p2 + p3 – p5.

Megjegyzés
Az

anx
n + an–1x

n–1 + an–2x
n–2 + … + a3x

3 + a2x
2 +a1x + a0

polinomot, ahol és minden együttható (ai (i = 0; 1; 2; 3; …; n)) valós szám, , x változójú, n-edfokú po-
linomnak nevezzük.

Néha indokolt, hogy az együtthatókra megszorítást tegyünk, például egész együtthatós, egyváltozós polinom álta-
lános alakja megegyezik az elõzõ polinommal, ha minden teljesül.

Másodfokú kifejezések például: mn; ; , 5,06pq.

Harmadfokú kifejezések például: abc; ; .

Hatodfokú kifejezések például: ; ; .

3a – 4b + c – 2 Elsõfokú, háromváltozós polinom.
4xy + 6x – y +2 Másodfokú, kétváltozós polinom.
0,7p – q2 + 3pq + r Másodfokú, háromváltozós polinom.
k4 – 3k3l4 + 1 Hetedfokú, kétváltozós polinom.

a b4 2 xy z8 3 2- , p q r4 3 6 4$ $

x y7
4 2 p q

3 4

2

$-

b3
2 1+

a
5

2

xy
3

5 a b
7 8$-

a Zi !

n N! + 0an !

1. példa

Egyváltozós polinom fokszáma a legmagasabb fokú tagjának fokszámával egyezik meg.

Többváltozós, egytagú kifejezés fokszáma a benne szereplõ határozatlanok hatványkitevõinek ösz-
szegével egyezik meg.

2. példa

Többváltozós, többtagú polinom fokszáma a legmagasabb fokú tag fokszámával egyezik meg.

3. példa
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Ez a definíció nehézkesen alkalmazható számunkra, hiszen végtelen sok helyen számolnunk kellene a
helyettesítési értékeket, így keressünk olyan meghatározást, mely nem ennyire precíz, de a lényeget nem
befolyásolja.

Két polinom egyenlõségét például úgy dönthetjük el, hogy a bennük szereplõ tagokat a fokszámuk sze-
rint csökkenõ vagy növekvõ rendezett alakban írjuk. Ha ekkor a tagokat sorban összehasonlítva azok rendre
megegyeznek, akkor a két polinom egyenlõ.

Megjegyzés
Polinomok egyenlõségét néhány helyen ≡ jellel jelölik. (A ≡ jel azonosan egyenlõt jelent.)

Egyenlõ polinomok például:
3x5 + x3 – 2x2 + 1 és –2x2 + x3 + 1 + 3x5;
p – pq + q3 és q3 – pq + p.

Nem egyenlõ polinomok például:
y6 + y5 – 2y2 + 1 és y6 – 2y6 + y + 1;
pqr – r2 + p és p2qr – r2 + p.

p(a) = a3 + a – 8; k(x) = 4x7 – 5x6 + x2 – x + 9.

A p(x) = 5x – 8 polinomnak van zérushelye, az , ekkor .

A k(p) = p2 – 6p + 5 polinomnak zérushelye a p = 5, mert k(5) = 52 – 6 · 5 + 5 = 0. A polinomnak
nem csak egy zérushelye van, mivel k(1) = 12 – 6 · 1 + 5 = 0, ezért a p = 1 is zérushelye.

x 5
8

= p 5
8 0=b l

4. példa

Definíció

Polinomok egyenlõsége
Két polinomot akkor tekintünk egyenlõnek, ha bármely valós számot behelyettesítve a két polinom

értéke egyenlô.

Azt a valós számot, amely esetén a polinom helyettesítési értéke 0, a polinom zérushelyének ne-
vezzük.

Az egyváltozós polinomokat rövidebben is jelölhetjük: egy kisbetû után zárójelben tüntetjük fel a
változó betûjelét.

5. példa

6. példa

Definíció
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29. POLINOMOK FOKSZÁMA, EGYENLÕSÉGE, ZÉRUSHELYE

2. K1

1. K1 Határozzuk meg a polinomok fokszámát!

a) ; b) ; c) 14a5 + 7a4 – a; d) p3q4 + 3p5 – 4q2.

Keressük meg a polinomok zérushelyeit!

a) a(x) = 4 – 3x; b) ; c) c(x) = x2 – 1.

Határozzuk meg az alábbi polinomokban a hiányzó együtthatókat úgy, hogy a két polinom
egyenlõ legyen!
a) x2 + 3x – 5 = 3x – 5 – ax2; a =   ;
b) –3x4 + 6x3 – 4x + 1 = 6x3 – ax4 + bx2 – 4x + 1; a =   ;     b =   .

Számítsuk ki az alábbi polinomok helyettesítési értékét a megadott helyeken!

a) ; ;  .

b) ; ;  .

Döntsük el, hogy az alábbi polinomoknak a megadott számok közül melyik zérushelye!
a) p(x) = x2 – 5x + 6; x = 0;     2;     4;     3;
b) p(x) = 2x3 + 6x2 – 6x – 6; x = –3;     –1;     0;     1;     2;
c) p(x) = x3 – 2x – 3 – (2x – 4x2 + 13); x = 0;     2;     –2;     3;     –4.

Tekintsük a p(x) = x4 + x3 + 2x2 + x + 20 polinomot.
Igaz-e a következõ állítás? A p(x) polinom bármely pozitív valós számra pozitív értéket vesz fel.

x y xy x y x y x y xy2
1

3
2

6
5 2 3

1
12
1 42 2 2 2 2 2 2 2- - + + - - + -b bl l 4x = - y 2

1
=

x y x xy y x xy y5 3 2 5 5 22 2 2 2 2 2- + - - + + - +_ _ _i i i8 B x 1= y 2=

b x x5
2

=] g

a7
1 x

5
4 3

Megjegyzés
Bizonyítható, hogy egy egyváltozós, n-edfokú polinomnak legfeljebb n valós zérushelye van.
A polinom nagyon fontos algebrai fogalom, az elõzõekben történt bevezetése során az érthetõségre,

a fogalmak pontos kialakítására helyeztük a hangsúlyt.
A polinomok eddiginél igényesebb tárgyalása a felsõbb évfolyamokon folytatódik, egyes fogalmakat

precízebben, más módon definiálunk majd. 

FELADATOK

6. K1

5. K1

4. K2

3. K1

Ajánlott feladatok

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 630–635.

Fogalmak
polinom fokszáma;
zérushely.

Rejtvény

Egy szórakoztató magazinban találtuk a következõ (tíz) feladatot.
Adott 10 darab 2-es számjegy. Közéjük kell beírni a négy alapmûvelet jelét, illetve – ha szükséges – a megfelelõ
zárójeleket úgy, hogy rendre megkapjuk az 1, 2, 3, … , 10 összeget.
Egy példa: (2 ⋅ (2 + 2) : 2) + 2 ⋅ (2 – 2) + 2 ⋅ 2 + 2 = 10. 
(A feladat nehezíthetõ, ha az osztás legfeljebb csak egyszer használható.)

(A rejtvény megoldása a 137. oldalon található. Megpróbálkozhatsz a többi 3, 4, … , 9 számjegyes elõállításokkal
is, az 1–10 összegek mindegyikkel elõállíthatók. A 2 mellett megadjuk még az 5-ösök és 6-osok egy-egy 1–10-es meg-
oldását is.)
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1. példa

30. MÛVELETEK POLINOMOKKAL

Polinom: többtagú algebrai egész kifejezés.
A polinomok és a számok között sok hasonlóság van. Polinomok között is értelmezhetünk mûveleteket,

ezeket a valós számoknál megszokott módon, a tanult mûveleti szabályok betartásával végezhetjük el. 
Egyváltozós polinomok között is értelmezhetõ a maradékos osztás, a legnagyobb közös osztó, a legki-

sebb közös többszörös stb.
Elõször a polinomok összeadásával, kivonásával, szorzásával ismerkedünk meg.

Polinomok összevonása
p(x) = 3x2 – 5x + 7;     q(x) = 4x3 – 5x2 + 3x + 2.

p(x) + q(x) = (3x2 – 5x + 7) + (4x3 – 5x2 + 3x + 2) = 4x3 – 2x2 – 2x + 9.

p(x) – q(x) = (3x2 – 5x + 7) – (4x3 – 5x2 + 3x + 2) = –4x3 + 8x2 – 8x + 5.

Többtagú polinomok szorzása esetén a valós számoknál használt disztributív tulajdonságot alkalmazzuk.

4 · (5 + 17) = 4 · 5 + 4 · 17 /= 20 + 68 = 88/;

10 · (8,7 – 5,24) = 10 · 8,7 – 10 · 5,24 /= 87 – 52,4 = 34,6/;

/ /;

/= 12 + 5 – 7,5 = 9,5/;

(12 + 21) : 3 = 12 : 3 + 21 : 3 = 4 + 7 = 11.

Többtagú összegek esetén:

(4 + 7)(5 – 2) = 4 · 5 – 4 · 2 + 7 · 5 – 7 · 2 = 20 – 8 + 35 – 14 = 33.

(Fontos: figyeljünk a részletszorzatok elõjelére!)

, ,3 4 3
5 2 5 3 4 3 3

5 3 2 5$ $ $ $+ - = + -b l

3
2

4
1

5
4

3
2

5
4

4
1

5
4$ $ $- = -b l 15

8
5
1

15
5

3
1

= - = =

Mint látható, a tanult mûveletvégzések alapján, a polinomok összevonása a bennük szereplõ egy-
nemû kifejezések összevonását jelenti.

Emlékeztetõ
A szorzás, az osztás disztributív az összeadásra és a kivonásra nézve (disztributivitás, latin: szétvá-

lasztás), azaz: a ⋅ (b ! c) = ab ! ac.
(b ! c) : a = b : a ! c : a.

Példák
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30. MÛVELETEK POLINOMOKKAL

Polinomok szorzása
Polinomok esetén hasonlóan dolgozhatunk. Célszerû a végén a szorzatot rendezni a tagok fokszáma

szerint a könnyebb áttekinthetõség kedvéért.
(Tanulóktól gyakran halljuk: „Polinomot polinommal úgy szorzunk, hogy az egyik polinom minden tagját

megszorozzuk a másik polinom minden tagjával.” Úgy gondoljuk, ez elég ügyesen fogalmazza meg a lényeget.)

a(x) = 2x + 1;   b(x) = 5 – 4x.

a(x) · b(x) = (2x + 1)(5 – 4x) = 10x – 8x2 + 5 – 4x = –8x2 + 6x + 5.

(2x + 4)(5 – x3 – x) = 10x – 2x4 – 2x2 + 20 – 4x3 – 4x = –2x4 – 4x3 –2x2 + 6x + 20;

(a – b2)(b – a) = ab – a2 – b3 + ab2 = –b3 + ab2 + ab – a2.

Legyen r(x) = 3x2 – 2x + 8  és  s(x) = x2 + 7x!
Adjuk meg a q(x) = 2 · r(x) – 5 · s(x) polinomot!

2r(x) = 6x2 – 4x + 16.
–5s(x) = –5x2 – 35x.
q(x) = (6x2 – 4x + 16) + (–5x2 – 35x) = x2 – 39x + 16.

Határozzuk meg a (p(x))2 polinomot, ha p(x) = 5x3 – 4x!

(p(x))2 = p(x) · p(x) = (5x3 – 4x)(5x3 – 4x) = 25x6 – 20x4 – 20x4 + 16x2 = 25x6 – 40x4 + 16x2.

Megoldás

4. példa

3. példa

2. példa

Megoldás

5. példa

FELADATOK

2. 

1. K1

Ajánlott feladatok

Végezzük el a következõ összevonásokat!
a) 32a – (17a + 22b); b) 12x – (8y + 5x); c) (23a + 45b) – (18a – 7b); d) (9a2 – 5a) – (11a2 – 7a).

Bontsuk fel a zárójelet, és végezzük el a lehetséges összevonásokat!
K1 a) (1,1xy – 2x2y + 7,5xy2) – (1,8xxy – 5,7y2x + 2,5xy);
K1 b) (3a3b – 13b2) – (7a3b + 6b2);
K1 c) (2xy –31xz – 23yz) – (7yz – 16xy + 12xz);
K2 d) (4r2s + 8rs2 – 13rs) + (3r2s – 6sr2) – (–7sr + 5r2s – 11rs2);
K1 e) (8x – 3y) – 5(4x – 3y) + 2(3y – 7x);
K2 f) (3x3 – 2x2 + 4x – 3) + 2(–3x3 + 5x2 – 9x + 7) – 3(2x3 – 5x2 + 8x – 1).

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 634–644; 649–652.

Fogalom
disztributivitás.

OH_MAT09TB_Matek9_03_tordelt4  2020.06.13.  14:46  Page 133



134

III. ALGEBRA

31. NÉHÁNY NEVEZETES SZORZAT 

Polinomot polinommal már tudunk szorozni. Néhány speciális polinom szorzata olyan egyszerû alakú,
hogy ezeket célszerû megtanulni ahelyett, hogy mindig elvégeznénk a szorzásokat.

Az (a + b)2 (ha a > b > 0) tekinthetõ egy (a + b) oldalhosszúságú négy-
zet területének. Az azonosságot szemlélteti a következõ ábra.

(x + 7)2 = x2 + 14x + 49, mert – az elsõ tag négyzete: x2;
– az elsõ és második tag szorzatának kétszerese: 14x;
– a második tag négyzete: 49.

(2x + 8)2 = 4x2 + 32x + 64, mert – az elsõ tag négyzete: 4x2;
– az elsõ és második tag szorzatának kétszerese: 32x;
– a második tag négyzete: 64.

a) (a + 10)2 = a2 + 20a + 100; c) (2c + 5d)2 = 4c2 + 20cd + 25d2;
b) (2b + 6)2 = 4b2 + 24b + 36; d) (8x + 7y)2 = 64x2 + 112xy + 49y2.

3. példa

2. példa

1. példa

Két tag összegének négyzete: (a + b)2 = (a + b)(a + b) = a2 + ab + ab + b2 = a2 + 2ab + b2.
Rendezve: (a + b)2 = a2 + 2ab + b2.

Megfogalmazva:
Két tag összegének a négyzete olyan háromtagú összeg, melynek tagjai:
– az elsõ tag négyzete;
– az elsõ és második tag szorzatának kétszerese,
– a második tag négyzete.

a

a b

b

a

b b

a2

b2

a

a b�

a b�

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2.

OH_MAT09TB_Matek9_03_tordelt4  2020.06.13.  14:46  Page 134



135

31. NÉHÁNY NEVEZETES SZORZAT

Az (a – b)2 (ha a > b > 0) tekinthetõ egy (a – b) oldalhosz-
szúságú négyzet területének. Az azonosságot szemlélteti a kö-
vetkezõ ábra.

(x – 7)2 = x2 – 14x + 49; (2b – 6)2 = 4b2 – 24b + 36;
(2x – 8)2 = 4x2 – 32x + 64; (2c – 5d)2 = 4c2 – 20cd + 25d2;
(a – 10)2 = a2 – 20a + 100; (8x – 7y)2 = 64x2 – 112xy + 49y2.

Az (a + b)(a – b) (ha a > b > 0) tekinthetõ egy (a + b) és 
(a – b) oldalhosszúságú téglalap területének. 

(x + y)(x – y) = x2 – y2; (3b – 4c)(3b + 4c) = 9b2 – 16c2;

(5a – 3)(5a + 3) = 25a2 – 9; .e f e f e f3
2

7
5

3
2

7
5

9
4

49
252 2- + = -b bl l

Két tag különbségének négyzete: (a – b)2 = (a – b)(a – b) = a2 – ab – ab + b2 = a2 – 2ab + b2.
Rendezve: (a – b)2 = a2 – 2ab + b2.

5. példa

4. példa

a b�

b

b

a b�

b bb2

a b�

( ) b

a·b

·a b

b

�

�
2

a b�

( )2a b� =

a

a

= a·b � b2

( ) b =·a b�

a b�

b

a·( )a b�

a

( )·ba b�

Két tag összegének és különbségének szorzata: (a + b)(a – b) = a2 – ab + ab – b2 = a2 – b2.
Rendezve: (a + b)(a – b) = a2 – b2.
Megfogalmazva:
Két tag összegének és különbségének szorzata olyan kéttagú kifejezés, mely az elsõ tag négyzetének

és a második tag négyzetének a különbségel.

Két köbszám összegének, különbségének szorzat alakja:
(a + b)(a2 – ab + b2) = a3 – a2b + ab2 + a2b – ab2 + b3 = a3 + b3.
(a – b)(a2 + ab + b2) = a3 + a2b + ab2 – a2b – ab2 – b3 = a3 – b3.
Rendezve:
(a + b)(a2 – ab + b2) = a3 + b3.
(a – b)(a2 + ab + b2) = a3 – b3.

(a – b)2 = a2 – 2ab + b2.

(a + b)(a – b) = a2 – b2.
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6. példa

10. példa

9. példa

8. példa

Megoldás

7. példa

Megoldás

Általában a nehézséget az okozza, ha az összeg alakból kell felismernünk a szorzat alakot.

Keressük x2 + 4x + 4 teljes négyzet alakját!

Mivel ez egy háromtagú összeg, így a teljes négyzet kéttagú összeg négyzete lehet. Az elsõ tag, az x2

nyilván az x négyzete. Ha a második tag, a 4x a keresett elsõ és második tag szorzatának kétszerese, akkor
a fele a két tag szorzata, így a második tag a 2. Ennek a négyzete valóban 4, így:

x2 + 4x + 4 = (x + 2)2.

Keressük a2 – 2a + 1 teljes négyzet alakját!

Az elõzõ gondolatmenethez hasonlóan kaphatjuk:

a2 – 2a + 1 = (a – 1)2.

25x2 – 20x + 4 = (5x – 2)2;
9p2 – 36pq + 36q2 = (3p – 6q)2;
121 – 66s + 9s2 = (11 – 3s)2.

Írjuk fel szorzat alakban a 100 – a2 kifejezést. Mivel kéttagú a vizsgált kifejezés, és mindkét tag teljes négy-
zet, így a tanultak alapján:

100 – a2 = (10 + a)(10 – a).

25 – 4b2 = (5 + 2b)(5 – 2b);
16c2 – 49d2 = (4c + 7d)(4c – 7d);

.
p

q p q p q9
100

144
25

3
10

12
5

3
10

12
52

2- = + -b bl l

Fogalom
nevezetes szorzat.
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31. NÉHÁNY NEVEZETES SZORZAT

1. K1

FELADATOK

Végezzük el a következõ mûveleteket!
a) (x + y)2; e) (5d + 1)2; h) (3a2 – 5)2; k) (7m2n – 5mn2)2;

b) (a + 3)2; f) ; i) (4b2 + 3b)2; l) ;

c) (y – 1)2; g) (–x – 2)2; j) (5x2y – 1)2; m) .

d) (2b – 3)2;

Alakítsuk át az alábbi háromtagú összegeket kéttagú összeg
vagy különbség négyzetévé!

K1 a) x2 – 2x +1; K2 f) ;

K1 b) y2 + 6y + 9; K1 g) y4 – 8y2 + 16;

K1 c) m2 – 20m + 100; K2 h) ;

K1 d) 9z2 – 48z + 64; K2 i) .

K1 e) 25j2 + 20 ij + 4i2;

Alakítsuk teljes négyzet és egy konstans tag összegére az alábbi
kifejezéseket!
K1 a) x2 – 8x + 16; K2 f) x2 – 11x + 16;
K2 b) x2 – 8x + 13; K2 g) x2 + 7x + 5;

K2 c) x2 – 6x + 11; K2 h) ;

K2 d) x2 – 14x + 40; K2 i) .

K2 e) x2 – 3x + 2;

A tanult nevezetes azonosságok felhasználásával bontsuk fel a
zárójeleket!

a) (x – 1)(x + 1); f) ;

b) (y + 5)(y – 5); g) (4x3 – 5x)(4x3 + 5x);

c) (2a – 3)(2a + 3); h) ;

d) (2x – 5y)(2x + 5y); i) (2,5 + a2)(2,5 – a2);
e) (7m2 – 2)(7m2 + 2); j) (6x2y + 1)(6x2y – 1).

x x3
4 22 + +

x x5
7 12 - +

a b a b3
1

7
2

3
1

7
2

- +b bl l

y y y y3
4

5
3

3
4

5
32 2+ -b bl l

n n m m4
9

5
6

25
42 2$- +

x x 4
16 3+ +

a ab b49
36

7
9

16
92 2- +

z s z s7
11

3
144 2 2 3

2

-b l

a
2 2

2

-b l x y xy3
5

5
33 2

2

+b l

4. K1

3. 

2. 

Ajánlott feladatok

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 653–659; 664.

A 131. oldalon lévõ rejtvény megoldásai:

2 : 2 + 2 – 2 + 2 – 2 + 2 – 2 + 2 – 2 =  1
(2 – 2) ⋅ 2 + 2 – 2 + 2 – 2 + 2 + 2 – 2 =  2
(2 + 2 + 2) : 2 + 2 – 2 + 2 – 2 + 2 – 2 =  3
2 – 2 + 2 – 2 + 2 – 2 + 2 – 2 + 2 + 2 =  4
2 : 2 + 2 – 2 + 2 – 2 + 2 – 2 + 2 + 2 =  5
2 + 2 + 2 – 2 + 2 + 2 – 2 – (2 – 2) ⋅ 2 =  6
(2 + 2 + 2) : 2 + 2 – 2 + 2 – 2 + 2 + 2 =  7
2 – 2 + 2 – 2 + 2 – 2 + 2 + 2 + 2 + 2 =  8
2 – 2 + 2 – 2 + 2 : 2 + 2 + 2 + 2 + 2 =  9
2 + 2 + 2 + (2 – 2 + 2 – 2) ⋅ 2 + 2 + 2 = 10

5 : 5 + 5 – 5 + 5 – 5 + 5 – 5 + 5 – 5 =  1
5 + 5 – 5 – 5 + (5 + 5 + 5 + 5) : (5 + 5) =  2 
5 – 5 + (5 + 5 + 5) : 5 + (5 – 5) ⋅ (5 – 5) =  3
(5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5) : (5 + 5) =  4
–5 + 5 + 5 ⋅ (5 – 5) + 5 – 5 – 5 + 5 + 5 =  5
5 ⋅ 5 – 5 – 5 – 5 – 5 + 5 : 5 + 5 – 5 =  6
(5 + 5) : 5 + 5 – 5 + 5 + 5 – 5 + 5 – 5 =  7
5 + (5 – 5) ⋅ 5 + (5 + 5 + 5) : 5 + 5 – 5 =  8
5 + 5 – 5 : 5 + 5 – 5 + 5 – 5 + 5 – 5 =  9
5 + 5 + 5 – 5 + 5 – 5 + 5 – 5 + 5 – 5 = 10

6 : 6 + 6 – 6 + 6 – 6 + 6 – 6 + 6 – 6 =  1
6 + 6 + (6 + 6) : 6 – 6 + (6 – 6) ⋅ 6 – 6 =  2
6 – 6 + (6 + 6 + 6) : 6 + 6 – 6 – 6 + 6 =  3
(6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6) : (6 + 6) =  4
–6 + 6 + 6 – 6 + (6 + 6 + 6 + 6 + 6) : 6 =  5
(6 – 6) ⋅ 6 – (6 – 6) ⋅ 6 + 6 – (6 – 6) ⋅ 6 =  6
(6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6) : 6 + 6 – 6 =  7
(6 + 6) : 6 + 6 – 6 + 6 – 6 + 6 – 6 + 6 =  8
(6 – 6) ⋅ 6 + (6 + 6 + 6) : 6 + 6 – 6 + 6 =  9
6 – 6 + (6 + 6 + 6 + 6) : 6 + 6 – 6 + 6 = 10
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32. AZ AZONOSSÁGOK ALKALMAZÁSA

Nézzünk néhány példát az elõzõ lecke anyagában szereplõ azonosságok összetettebb feladatokban való
alkalmazására !

Számítsuk ki a következõ speciális szorzásokat „fejben”!
95 · 105; 370 · 430; 993 · 1007.

Vegyük észre, hogy mindegyik példában szereplõ két-két tényezõ az átlaguknál ugyanannyival kisebb,
illetve nagyobb. Ezt felhasználva:

95 · 105 = (100 – 5)(100 + 5) = 1002 – 52 = 9975;
370 · 430 = (400 – 30)(400 + 30) = 4002 – 302 = 160 000 – 900 = 159 100;
993 · 1007 = (1000 – 7)(1000 + 7) = 10002 – 72 = 1 000 000 – 49 = 999 951.

Milyen a, b, c valós számokra lesz a következõ egyenlõség azonosság?
(2m + 3)2 – (5 – m)2 – (5m + 7 – m2) = am2 + bm + c.

Alkalmazzuk a tanult azonosságokat a bal oldali összegre, majd zárójelfelbontás után végezzünk össze-
vonást!

(2m + 3)2 – (5 – m)2 – (5m + 7 – m2) = (4m2 + 12m + 9) – (25 – 10m + m2) – (5m + 7 – m2) =
= 4m2 + 12m + 9 – 25 + 10m – m2 – 5m – 7 + m2 = 4m2 + 17m – 23.
A polinomok egyenlõsége alapján akkor lesz azonosság az egyenlõség, ha
a = 4,     b = 17,     c = –23.

Bizonyítsuk be, hogy a következõ egyenlõségek azonosságok!
(a + b)2 + (a – b)2 = 2a2 + 2b2;
(a + b)2 – (a – b)2 = 4ab.

Alkalmazzuk a tanult azonosságokat a bal oldali összegekre:
(a + b)2 + (a – b)2 = (a2 + 2ab + b2) + (a2 – 2ab + b2) = 2a2 + 2b2;
(a + b)2 – (a – b)2 = (a2 + 2ab + b2) – (a2 – 2ab + b2) =4ab.

Számítsuk ki a kifejezés értékét az helyettesítés esetén!

2(x + 3)2 – (5 – x)2 + (6 +x)(6 – x).

x 22
1

=

4. példa

Megoldás

3. példa

Megoldás

2. példa

Megoldás

1. példa
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32. AZ AZONOSSÁGOK ALKALMAZÁSA

Írjuk fel egyszerûbb alakban a kifejezést a helyettesítés elõtt!
Nevezetes szorzatokat látunk a tagokban, ezekre alkalmazzuk azonosságainkat:
2(x + 3)2 – (5 – x)2 + (6 +x)(6 – x) = 2(x2 + 6x + 9) – (25 – 10x + x2) + (36 – x2) =
= 2x2 + 12x + 18 – 25 + 10x – x2 +36 – x2 = 22x + 29.
A kifejezés értékét már egyszerûbben számolhatjuk:

.

Két újabb, gyakran használt azonosság

Határozzuk meg kéttagú összeg, illetve különbség harmadik hatványának legegyszerûbb alakját, azaz
(a + b)3 =
(a – b)3 =

Használjuk eddigi ismereteinket:
(a + b)3 = (a + b)2(a + b) = (a2 + 2ab + b2)(a + b) = a3 + 2a2b + ab2 + a2b + 2ab2 + b3 =
= a3 + 3a2b + 3ab2 + b3.
(a – b)3 = (a – b)2(a – b) = (a2 – 2ab + b2)(a – b) = a3 – 2a2b + ab2 – a2b + 2ab2 – b3 =
= a3 – 3a2b + 3ab2 – b3.

Az (a + b)3 (ha a és b pozitív) tekinthetõ egy (a + b) élhosszúságú kocka térfogatának. Az azonosságot
szemlélteti a következõ ábra.

Hasonló módon kereshetjük meg kéttagú kifejezések tetszõleges pozitív egész kitevõs hatványának ösz-
szeg alakját.

a b

a

b

b

a

22 22
1 29 30$ + =

Megoldás

Érdemes a kapott alakot megjegyezni:
(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3.
(a – b)3 = a3 – 3a2b + 3ab2 – b3.
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5. példa

(a + b)5 = (a + b)3(a + b)2 = a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5;
(a – b)6 = (a – b)3(a – b)3 = a6 – 6a5b + 15a4b2 – 20a3b3 + 15a2b4 – 6ab5 + b6.

Megjegyzés
Az ilyen típusú hatványok összeg alakjának meghatározására egyszerûbb módszert is ismerünk, ennek tárgyalására

a késõbbiekben térünk majd vissza.

Határozzuk meg háromtagú összeg második hatványának legegyszerûbb alakját, azaz
(a+ b+ c)2 = (a+ b+ c)(a+ b+ c) = a2 + ab + ac + ba + b2 +bc + ca + cb + c2 =
= a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ca.

Számítsuk ki a tanult azonosságok felhasználásával a következõ mûveletek eredményét!
K1 a) 98 · 102; 75 · 65; 51 · 49.
K1 b) 0,8 · 1,2; 307 · 293; 9,9 · 10,1.
K1 c) 482 – 382; 1652 – 352.

K2 d) ; .

Végezzük el a következõ mûveleteket!

a) (x + y + z)2; d) ; g) (x2 + x + 1)2;

b) (x + 2y + z)2; e) (2m – 3n + 1)2; h) .

c) (x + b + 5)2; f) (6a + 5b – c)2;

Egészítsük ki az alábbi egyenlõségeket úgy, hogy igazak legyenek!
a) (x – y)2 + = (x + y)2; d) a2 + b2 = (a – b)2 – ;

b) x2 – 10x = (x – 5)2 – ; e) x2 + 1 = (x + 1)2 – .

c) a2 + b2 = (a + b)2 – ;

Két szám összege 10, szorzatuk 21. Mennyi a két szám négyzetének az összege?

Két szám összege 4, szorzata . Mennyi a két szám négyzetének az összege?

Két szám szorzata 12, különbsége . Mennyi a két szám összegének négyzete?3
16

4
15

x x2
1 2 93 2

2

+ +b l

ay bx 2
1 2

- +b l

43 41
31 29

2 2

2 2

-
-

458 232
768 542

2 2

2 2

-
-

FELADATOK

Érdemes a kapott alakot megjegyezni, ezért rövidebben: (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ca.

6. példa

6. K1

5. K1

4. K1

3. K1

2. E1

1. 
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A zárójelek felbontása után írjuk egyszerûbb alakba a következõ kifejezéseket!
a) (3 – x)2 + (3 – x)(3 + x) + 6(x + 1)2; e) (2x + 5y)2 – (5y – 2x)2 – 8x(5y – 1);
b) (2y – 3)(2y + 3) – 4(y –2)2; f) (a + 2)(a – 2)(4 + a2) + (1 – a)(1 + a)(1 + a2);
c) 3(2 – x)2 + 4(x – 5)2; g) 5a(a – 3)2 – 5(a –1)3 + 15(a + 2)(a – 2);
d) 5(1 – y)(1 + y) – 8(1 – y)2 – (2 – y)2; h) (y + 2)3 – y(3y + 1)2 + (2y + 1)(4y2 – 2y + 1).

7. K2

Ajánlott feladatok

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 660–663; 692–694.

33. POLINOMOK SZORZATTÁ ALAKÍTÁSÁNAK 
MÓDSZEREI

Négyosztályos gimnáziumi felvételi feladat volt a következõ:
Oldjuk meg az egyenletet a racionális számok halmazán!
(3x + 1) · x · (5 – 2x) = 0.

Mivel a bal oldalon egy szorzat áll, így a megoldás nem volt
nehéz. 

Egy szorzat pontosan akkor lehet 0, ha legalább az egyik té-
nyezõje 0. Ezért a lehetõségek:

(3x + 1) = 0   vagy   x = 0   vagy   5 – 2x = 0.

Tehát az egyenletet három racionális szám teszi igazzá:

;   x2 = 0;   .

Ha a kitûzött feladat bal oldalán nem szorzat szerepel, akkor ne-
hezebb lett volna megoldani.

Mint láttuk, a kifejezések szorzat alakjának megtalálása segíthet
a feladatok megoldásában.

x 3
1

1 = - x 2
5

3 =

Megoldás

1. példa

SZORZATTÁ ALAKÍTÁS KIEMELÉSSEL
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Alakítsuk szorzattá a kifejezéseket!

3xy + 5x; 2ab – 3b; 5pq + 15ab; 4mn – 8m2n + 6mn3.

Megfigyelhetjük, hogy az összes tagban szerepel azonos szorzótényezõ. Ezért ezeket fel tudjuk írni szor-
zat alakban:

3xy + 5x = x(3y + 5);
2ab – 3b = b(2a – 3);
5pq + 15ab = 5(pq + 3ab);
4mn – 8m2n + 6mn3 = 2mn(2 – 4m + 3n2).

Az átalakítások helyességérõl beszorzással gyõzõdhetünk meg.

Kiemeléskor elõször megállapítjuk a tagokban szereplõ összes közös tényezõt, ezt emeljük ki az ösz-
szegbõl. A kiemelés utáni tagokat a kiemelt résszel történõ osztással kapjuk meg.

Nincs értelme a kiemelésnek: 3x + 5xy = 1 · (3x + 5xy), mivel 1-et emeltünk ki.

Nincs értelme a kiemelésnek: , mert nem egész együtthatós kifejezés.

Nincs értelme a kiemelésnek: , mert megváltozott a kifejezés értelmezési tarto-

mánya. (Az a értéke nem lehet 0 a „kiemelés” után.) A nem egész típusú kifejezés.

Ellenôrizzük a következô kiemeléseket!
12mn – 16n = 4n(3m – 4);
20ab + 5a2 – 15ab2 = 5a(4b + a – 3b2);
4(a + b) – x(a + b) = (a + b)(4 – x);
c(x – 2y) + 6(x – 2y) – 3k(x – 2y) = (x – 2y)(c + 6 – 3k);
p(m + n) – q(n + m) – (m + n) = (m + n)(p – q – 1).

a
xy3

a xy a a
xy

9 3 9
3

- = -c m

a b a b4 5 4 4
5

+ = +b l b4
5

3. példa

Példák

Megoldás

2. példa

A szorzattá alakításnak ezt a módját kiemelésnek nevezzük.

Általában kiemeléskor konstans értéket, illetve egész típusú, egész együtthatójú, 1-tõl különbözõ ki-
fejezést emeljünk ki szorzótényezõnek, a kiemelés után megmaradt tagok is legyenek ilyen típusúak.
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Milyen mûveleti sorrendet kell figyelembe venni az alábbi mûveletek elvégzésekor? Ennek se-
gítségével határozzuk meg, melyik összeg és melyik szorzat az alábbi kifejezések közül!

a) 2xy + z; ; ; c5d2; aaxayy; .

b) ; (x2 + 2)y3; 2x(1 – x); ; 25b2 – 16a2.

Írjuk fel a színezett alakzatok területét kétféleképpen: szorzat alakban és összeg alakban!

x a b
2 3 2$ +b l a3

5 4-

d
5

2
x x y5

7
- +^ h xx

yyy
3 3+ +

33. POLINOMOK SZORZATTÁ ALAKÍTÁSÁNAK MÓDSZEREI

5. példa

Megoldás

4. példa

SZORZATTÁ ALAKÍTÁS A TAGOK CSOPORTOSÍTÁSÁVAL

FELADATOK

2. K1

1. K1

a

x

y

b

3

y

2

x

5

y

x 3

b

3

x

2

x

Összetettebb feladatokban nehezebb észrevenni a kiemelés lehetõségét. Gyakran célszerû elõbb a ta-
gokat csoportosítani, majd elvégezni a kiemeléseket.

Alakítsuk szorzattá!
ax + by + ay + bx =

Elõször csoportosítsuk a tagokat:
ax + by + ay + bx = (ax + ay) + (bx + by).
Ki tudunk emelni a-t, illetve b-t (ez még nem szorzat alak):
ax + by + ay + bx = (ax + ay) + (bx + by) = a(x + y) + b(x + y).
Ki tudunk emelni (x + y)-t, így a szorzat alak:
ax + by + ay + bx = (ax + ay) + (bx + by) = a(x + y) + b(x + y) = (x + y)(a + b).

ab – 2a + 3b – 6 = (ab – 2a) + (3b – 6) = a(b –2) + 3(b – 2) = (b – 2)(a + 3);
x – xy + 5 – 5y = x(1 – y) + 5(1 – y) = (1 – y)(x + 5);
8k(k + 3) – 7(3 + k) = (k +3)(8k – 7);
m2 – mn + mk – nk = m(m – n) + k(m – n) = (m – n)(m + k);
7x(y – z) + y – z = 7x(y – z) + (y – z) = (y – z)(7x + 1).

Fogalom
csoportosítás;
kiemelés.

143
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3. 

4. 

5. 

Ajánlott feladatok

1. példa

Kiemeléssel alakítsuk szorzattá az alábbi összegeket!
K1 a) 12a – 3c; K1 f) 24a3 – 54a; K1 k) ay + by + cy;
K1 b) ab + bc; K1 g) a3b4 – ab2; K2 l) 2x4 – 8x2 – 4x;
K1 c) 15ax – 27ay; K1 h) xk + xk+1; K2 m) 6a2b + 15ab – 3ab2;
K1 d) x2y – xzy; K2 i) 14zn – 21zn–2; K2 n) 14x2y2z – 21xy2z2 + 35xyz2.
K1 e) 6 – 12x; K2 j) 5x3yk+3 + 15x2yk+1;

A következõ kifejezéseket kéttagú összeg kiemelésével alakítsuk szorzattá!
K1 a) y(x – 1) + x(x – 1); K1 c) 2n(x + 2) – (x + 2); K2 e) 2a(a – 2) – a + 2;
K1 b) 7a(a – b) + 3b(a – b); K2 d) 3x(x + 5) – x – 5; K2 f) 8ab + 3ac + 8cb + 3c2.

A következõ kifejezéseket alakítsuk szorzattá! (Útmutatás: a megfelelõ tagot, tagokat bontsuk ketté.)
K2 a) x2 + 5x + 4; E1 c) x2 – 8x + 15; E1 e) x2 – x – 12;
K2 b) x2 + 8x + 12; E1 d) x2 – 3x + 2; E1 f) x2 – 3x – 8.

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 665–670.

34. SZORZATTÁ ALAKÍTÁS NEVEZETES SZORZATOK
FELHASZNÁLÁSÁVAL

Nem könnyû az összeg alakból felismerni a szorzat alakokat, ehhez alaposan kell ismerni az azonossá-
gokat.

Alakítsuk szorzattá!

4x2 – 4xy + y2.

Ismételjük át eddigi nevezetes szorzatainkat!

1. a2 + 2ab + b2 = (a + b)2;

2. a2 – 2ab + b2 = (a – b)2;

3. a2 – b2 = (a + b)(a – b);

4. a3 – b3 = (a – b)(a2 + ab + b2);

5. a3 + b3 = (a + b)(a2 – ab + b2);

6. a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 = (a + b)3;

7. a3 – 3a2b + 3ab2 – b3 = (a – b)3;

8. a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ca = (a+ b+ c)2.
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34. SZORZATTÁ ALAKÍTÁS NEVEZETES SZORZATOK FELHASZNÁLÁSÁVAL

Az összeg háromtagú, az elsõ és a harmadik tag teljes négyzet: 4x2 = (2x)2, illetve y2. Ezért a 2. azonos-
sággal célszerû próbálkozni:

4x2 – 4xy + y2 = (2x – y)2.

A zárójel felbontásával ellenõrizhetjük az átalakítás helyességét.

Alakítsuk szorzattá!

9a2 + 12ab + 4b2.

Az összeg ismét háromtagú, az elsõ és a harmadik tag teljes négyzet, (3a)2, (2b)2 a középsõ tag pedig pon-
tosan a 3a és 2b szorzatának a kétszerese, ezért: 

9a2 + 12ab + 4b2 = (3a + 2b)2.

A zárójel felbontásával ellenõrizhetjük az átalakítás helyességét.

Alakítsuk szorzattá!

25p2 – 16q2.

Kéttagú különbség, mindkét tag teljes négyzet: 25p2 = (5p)2, 16q2 = (4q)2, ezért a 3. azonosságot hasz-
nálhatjuk:

25p2 – 16q2 = (5p + 4q)(5p – 4q).

A zárójel felbontásával ellenõrizhetjük az átalakítás helyességét.

a4 – a3 – a2 + a = a3(a – 1) – a(a –1) = (a – 1)(a3 – a) = (a – 1)a(a2 – 1) = (a – 1)2a(a + 1).

Alakítsuk szorzattá az x2 + 8x + 12 kifejezést!

1. módszer

Próbáljuk meg két elsõfokú kifejezés szorzataként felírni: x2 + 8x + 12 = (x + a)(x + b).

x2 + 8x + 12 = (x + a)(x + b) = x2 + ax + bx + ab = x2 + (a + b)x + ab.

Hasonlítsuk össze: x2 + 8x + 12 = x2 + (a + b)x + ab.
Keressünk két számot, a-t és b-t, melyek összege 8, szorzatuk 12.

4. példa

Megoldás

Megoldás

2. példa

Megoldás

3. példa

MÁSODFOKÚ KIFEJEZÉSEK SZORZAT ALAKJA
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Ezek a számok az a = 2 és a b = 6. Tehát a keresett szorzat alak:

x2 + 8x + 12 = (x + 2)(x + 6).

A példákban az elõzõ feladat jelöléseit alkalmazva:
x2 + 12x + 35 = (x + 5)(x + 7), mert a = 5 és b = 7 esetén lesz a + b = 12 és ab = 35.
a2 – 4a – 21 = (a – 7)(a + 3), mert a = –7 és b = 3 esetén lesz a + b = –4 és ab = –21.
x2 + 9x – 10 = (x + 10)(x – 1) mert a = 10 és b = –1 esetén lesz a + b = 9 és ab = –10.

2. módszer

x2 + 8x + 12 = (x + p)2 + q = x2 + 2px + p2 + q.

Ekkor 2p = 8, p = 4 behelyettesítve: p2 + q = 12, q = –4.

x2 + 8x + 12 = (x + 4)2 – 4 = [(x +4) + 2][(x + 4) – 2] = (x + 6)(x + 2).

Nézzünk néhány példát a szorzattá alakításra!

x2 + 14x + 40 = (x + 7)2 – 49 + 40 = (x + 7)2 – 9 = (x + 7 + 3)(x + 7 – 3) = (x +10)(x + 4).

x2 + 22x + 105 = (x + 11)2 – 112 + 105 = (x + 11)2 – 16 = [(x + 11) + 4][(x + 11) – 4] = (x +15)(x + 7).

.

Alakítsunk szorzattá a tanult módszerek együttes alkalmazásával (kiemelés, nevezetes azonosságok fel-
használása)!

a) 2a2 – 2b2; c) 3x2 – 3x; e) 18a2 – 50b2; g) .

b) 10x2 – 10; d) m3n – mn3; f) 8a4b2 – 98a2b4;

a) 3a2 – 6ab + 3b2; c) 15ab2 – 30ab + 15a; e) –y2 + 4y – 4.
b) 7c2 + 14cd + 7d2; d) –x2 – 2x – 1;

x y xy25
8

49
25 3 3-

6 6x x x x x x x x2
1

2
1

2
1

4
25

2
1

2
5

2
1

2
5 3 22

2 2 2

+ = + = + = + + + = +- - - - - -b b b b b ] ]l l l l l g g; ;E E

5. példa

8. példa

7. példa

6. példa

FELADATOK

1. K1

2. K1

Fogalom
teljes négyzet.
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34. SZORZATTÁ ALAKÍTÁS NEVEZETES SZORZATOK FELHASZNÁLÁSÁVAL

a) a2 + 2ab + b2 – 1; d) 4y2 – 20yx + 25x2 – 121; g) a3 – a2b – ab2 + b3;
b) x2 – 2xy + y2 – 9; e) a2 – b2 + a – b; h) x2 – 4xy + 4y2 – xz + 2yz.
c) 36 – x2 – 2xy – y2; f) m2 – n2 – 2m – 2n;

Alakítsuk teljes négyzetté, majd ennek felhasználásával szorzattá az alábbi kifejezéseket!
a) a2 + 6a + 8; e) a2 – 3a – 10; i) 2a2 – 6a + 4;
b) a2 – 5a + 6; f) a2 + 8a + 12; j) –2a2 + 2a + 24;
c) a2 – 7a + 12; g) 2a2 + 10a + 8; k) 3a2 – 6a – 24.
d) a2 + 2a – 15; h) –a2 – 8a – 15;

A megismert azonosságok alkalmazásával alakítsuk szorzattá az alábbi kifejezéseket!
a) x4 + x3 + x2 + x;   b) x3 – 1 + 6x2 – 6;   c) x3 – 6x2 + 5;   d) x5 – x3 + x2 – 1.

Ajánlott feladatok

5. E1

4. K2

3. K2

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 672–690.

35. ALGEBRAI TÖRTKIFEJEZÉSEK EGYSZERÛSÍTÉSE,
SZORZÁSA, OSZTÁSA

Polinomoknál értelmeztük a helyettesítési érték fogalmát. Ezt algebrai törtek esetén is megtehetjük.

Határozzuk meg a tört értékét x = 3-nál, -nél!

Ha x = 3, akkor . Ha , akkor .

Mi lesz a helyettesítési érték esetén?
Ha , akkor a nevezõ értéke 0, így a tört nem értelmezhetõ. Ekkor természetesen nincs helyette-

sítési értéke sem.
3x = -

3x = -

x 2
1

=

2
1 3

2 2
1

2
7
1

7
2$

+
= =3 3

2 3 1$
+

=

x
x
3

2
+

x 2
1

=

Megoldás

1. példa

A nevezõben levõ polinom zérushelyeinél a törtnek nincs helyettesítési értéke, hiszen ekkor 0-val
kellene osztanunk. A nevezõ zérushelyei nem elemei a kifejezés értelmezési tartományának.
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Törtek egyszerûsítésekor a számlálót és a nevezõt ugyanazzal a 0-tól különbözõ számmal osztjuk. Ilyen-
kor a tört értéke nem változik.

Vizsgáljuk meg, hogyan lehet törtkifejezéseket egyszerûsíteni!

Egyszerûsítsük a következõ törtet! ,   ha   x ≠ –3. (Ekkor lenne a nevezõ értéke 0.)

,   ha   x ≠ –3.

Mivel a számlálót és a nevezõt kiemeléssel úgy tudtuk szorzattá alakítani, hogy kaptunk közös tényezõt,
így ezzel a tényezõvel lehetett egyszerûsíteni.

Még azt kell végiggondolni, nem változott-e a kifejezés értelmezési tartománya. Mivel 2-vel egyszerûsí-
tettünk, így nem változott, tehát

,    ha  x ≠ –3.

Egyszerûsítsük a következõ törtet! .

Alakítsuk szorzattá a számlálót és a nevezõt!

.

A szorzat alakból jól látható, hogy a kifejezés akkor értelmezhetõ, ha
a ≠ 3 és a ≠ –3. Közös szorzótényezõ az (a – 3), ezzel egyszerûsíthetünk:

,   ha   a ≠ 3 és a ≠ –3.

,   ha   b ≠ –3.

,   ha   p ≠ –1.p
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Megoldás

2. példa

AZ EGYSZERÛSÍTÉS

Megoldás

3. példa

Egyszerûsítéskor megváltozhat a kifejezés értelmezési tartománya, így azt az egyszerûsítés elvégzése
elõtt kell megállapítani.

Egyszerûsíteni csak a közös szorzótényezõvel lehet.

Példák
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35. ALGEBRAI TÖRTKIFEJEZÉSEK EGYSZERÛSÍTÉSE, SZORZÁSA, OSZTÁSA

,   ha   a ≠ –2.

,   ha   x ≠ –2,  és  x ≠ 3.

Törtek szorzásakor a számlálók szorzatát osztjuk a nevezõk szorzatával (ha az nem 0).
Vizsgáljuk meg, hogyan lehet törtkifejezéseket szorozni!

, 5k-val egyszerûsítve: ,   ha   k ≠ 0.

.

Vizsgáljuk meg, hogy lehet-e egyszerûsíteni, elõtte állapítsuk meg az értelmezési tartományt!
A törtek értelmezhetõk, ha b ≠ 0, a ≠ –b, a ≠ b. Egyszerûsítés után:

.

Egy szám reciproka az a szám, mellyel megszorozva 1-et kapunk. (Például reciproka .) Minden

számnak, a 0 kivételével, létezik reciproka.
Egy tetszõleges számot törtszámmal úgy oszthatunk, hogy a tetszõleges számot az osztó reciprok érté-

kével szorozzuk. 

Mivel kell megszorozni az kifejezést, hogy a szorzat értéke 1 legyen?

2
3

3
2

a
a b-

b
a b

a b
b

b a b a b
b a b

a b
b

8
4

8
4

22 2 2

3

2

3
$ =

+
-

- -
- =

+] ]

]

]g g

g

g

b
a b

a b
b

b a b
a b b

b a b a b
b a b

8
4

8
4

8
4

2 2 2

3

2 2 2

3

2

3
$-

-
=

-

- =
+ -

-
^

]

] ]

]

h

g

g g

g

k
k k

k
10

5
10
5$ =

k
k k

k
10

5
10
5

2
1$ = =

x x
x x

x x
x x

x
x

6
2 3

2 3
1 3

2
1

2

2

- -
- - =

+ -
+ - =

+
+

] ]

] ]

g g

g g

a
a

a
a

a
a a a a a

3 6
8

3 2
2

3 2
2 2 4

3
2 43 3 3 2 2

+
+ =

+
+ =

+
+ - + = - +

] ]

] ^

g g

g h

A SZORZÁS

Figyelnünk kell, hogy a törtkifejezések hol vannak értelmezve. Ez az értelmezési tartomány az egy-
szerûsítés után sem változhat!

4. példa

5. példa

AZ OSZTÁS

6. példa
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7. példa

Megoldás

9. példa

8. példa

A kifejezés akkor értelmezhetõ, ha a ≠ 0. Ha a tört értéke 0, akkor nincs olyan szám, amellyel megszo-
rozva 1-et kapunk, ezért a – b ≠ 0, vagyis a ≠ b.

A keresett tényezõ az reciproka, vagyis .

Ekkor , ahol a ≠ 0 és a ≠ b.

Határozzuk meg a kifejezések reciprokát!

k reciproka: , ha k ≠ 0.

reciproka: , ahol m ≠ n és m ≠ –n.

Végezzük el az osztást!

, ahol d ≠ 0, a ≠ 0, b ≠ 0, c ≠ 0.

Végezzük el az osztást!

.

Elõször alakítsuk szorzattá a számlálókat, illetve a nevezõket!

.

A törtek akkor értelmezhetõk, ha a ≠ b, a ≠ –b.
Az osztás akkor értelmezhetõ, ha a(a + b)  ≠ 0, ezért a ≠ 0.
Szorozzunk az osztó reciprokával, majd egyszerûsítsünk:
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35. ALGEBRAI TÖRTKIFEJEZÉSEK EGYSZERÛSÍTÉSE, SZORZÁSA, OSZTÁSA

Mely számok esetén értelmezhetjük az alábbi törteket?

a) ; b) ; c) ; d) .

Egyszerûsítsük a következõ törteket a változók lehetséges értékei mellett!

a) ; b) ; c) ; d) .

Alakítsuk szorzattá az alábbi törtek számlálóját, illetve nevezõjét, majd egyszerûsítsük a törteket!

a) ; c) ; e) ;

b) ; d) ; f) .

Egyszerûsítsük a következõ törteket!

K2 a) ; K2 c) ; E1 e) .

K2 b) ; E1 d) ;

Végezzük el a kijelölt mûveleteket, és írjuk a törteket a lehetõ legegyszerûbb alakba!

K1 a) ; K2 c) ; K2 e) ;

K1 b) ; K2 d) ; K2 f) .

Végezzük el a kijelölt mûveleteket! 

a) ; b) ; c) .

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 698–712; 725–727.
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FELADATOK

1. K1

2. K1

5. 

3. K1

4. 

6. E1

Ajánlott feladatok

Érdekesség

Hogyan oldotta meg Descartes az negyedfokú egyenletet?

Elôször a tagokat kettesével csoportosította, és kiemelt (x – 4)-et: . 

Kiemelhetô (x – 4): . Ezután a második tényezôt alakította át: 

= = = .

Végül .

Eredmény: , a gyökök pedig: {4; 3; 2; –5}.
Forrás: Dr. Lévárdi – Sain: Matematikatörténeti feladatok, Tankönyvkiadó, 1982

x x x x x4 19 4 30 4 03 - - - + - =^ ^ ^h h h

x x x3 3 102- + -^ ^h hx x x x x3 3 3 10 32 - + - - -^ ^ ^h h hx x x x x3 3 9 10 303 2 2- + - - +x x19 303 - +

x x x4 19 30 03- - + =^ ^h h

x x x x4 19 106 120 04 3 2- - + - =

x x x x x x x x x x3 10 5 2 10 5 2 5 2 52 2+ - = + - - = + - + = - +^ ^ ^ ^h h h h

x x x x4 3 2 5 0- - - + =^ ^ ^ ^h h h h
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III. ALGEBRA

36. ALGEBRAI TÖRTKIFEJEZÉSEK ÖSSZEVONÁSA,
MÛVELETEK TÖRTKIFEJEZÉSEKKEL

Az eddig megismert azonosságainkat jól használhatjuk az algebrai törtekkel végzendõ mûveletek esetén. 

Végezzük el az összeadásokat!

,   ha   b ≠ 0.

Hozzunk közös nevezõre, majd végezzük el a mûveleteket!

, ha b ≠ 0.

Írjuk fel egyszerûbb alakban a összeget!

Célszerû a következõ algoritmust követni:
– alakítsunk szorzattá, ahol lehet;
– állapítsuk meg az értelmezési tartományt;
– keressünk közös nevezõt, majd bõvítsünk, ha szükséges;
– végezzük el az összevonásokat;
– végezzük el a lehetséges egyszerûsítéseket.

, ahol x ≠ –3.

Végezzük el a mûveleteket!

, ahol t ≠ 5, t ≠ –5.

Hozzunk közös nevezõre, majd végezzük el az összevonásokat!

, ahol t ≠ 5, t ≠ –5.
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Megoldás

3. példa
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36. ALGEBRAI TÖRTKIFEJEZÉSEK ÖSSZEVONÁSA, MÛVELETEK …

Végezzük el a mûveleteket!

.

A mûveletek akkor értelmezhetõk, ha k ≠ –1, k ≠ 1, , .k 2
1! k 2

1!-
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4. példa

FELADATOK

Végezzük el a következõ törtek összevonását!

a) ; b) ; c) .

Vizsgáljuk meg, a változók mely értékénél értelmezhetõk az alábbi mûveletek, majd végezzük el
a törtek összeadását, kivonását!

a) ; b) ; c) .

Végezzük el a kijelölt mûveleteket!

a) ; b) ; c) .

A következô törtek összeadásakor elôször keressük meg a közös nevezôt!

K1 a) ; K2 c) ;

K1 b) ; K2 d) .

Bizonyítsuk be, hogy az alábbi kifejezések értéke független x-tõl!

a) ; b) .

(Játék) Anna és Béla egy-egy kifejezés helyettesítési értékeit vizsgálja, és ezzel kapcsolatban kü-
lönbözõ állításokat fogalmaznak meg. 

Anna kifejezése , Béláé .

a) Anna és Béla is azt állítja, hogy a saját kifejezésük minden x egész szám esetén egész értéket
vesz fel.

b) Anna szerint az egész helyeken vizsgálva B(x) mindig 4-gyel nagyobb, mint A(x).
c) Béla szerint a b) állítás akkor is igaz marad, ha x tetszõleges valós szám.
Melyik igaz, melyik hamis az állítások közül?
(Segítség: A(x) számlálója , nevezôje alakban is írható.) 
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IV. FÜGGVÉNYEK

Ebben a fejezetben különféle objektumok, folyamatok közti kapcsolatokat próbálunk megjeleníteni
a matematika eszközeivel. A valóságban ezek a kapcsolatok nagyon bonyolultak és áttekinthetetlenek is
lehetnek. Ahhoz, hogy a lényeget megértsük, elõször leegyszerûsítjük a problémát. Csak két halmaz ele-
mei közötti hozzárendeléseket vizsgálunk. A két halmaz szerepe nem szimmetrikus, mert nem mindegy,
hogy melyik elemeihez rendelünk hozzá valamit. Elõször csak az a célunk, hogy egyszerû, mindenki szá-
mára világos módon írjuk le ezeket a hozzárendeléseket. A korábbi években már foglalkoztunk hason-
lókkal. Most felelevenítjük a legfontosabb típusokat, és újabbakkal is megismerkedünk.

A környezõ világ megismerésének és leírásának egyik leghatékonyabb eszköze a függvények haszná-
lata. Eredményeit többek között mérnökök, biológusok, szociológusok is használják. A képen látható
építmény megtervezésénél meg kellett keresni azt az ívet (függvényt), amelyik használata esetén ez a
hatalmas súly a lehetõ legjobban oszlik el a tartópilléreken.

A képen a híres építész, Santiago Calatrava által tervezett a Hemisfèric gyönyörû, modern épülete lát-
ható, mely a Mûvészetek és Tudományok városrészben van, Valenciában, Spanyolországban. Az épü-
letben planetárium, mozi, lézershow és kiállítások találhatók.

IV. FÜGGVÉNYEK
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37. BEVEZETÕ FELADATOK A FÜGGVÉNYEKHEZ

Nézzünk néhány példát halmazok közötti hozzárendelésekre!

Milyen hozzárendeléseket jelentenek a nyilak? Folytassuk a munkát!

Határozzuk meg a két halmazt, amelyek között
kapcsolatot létesítettünk!

Fogalmazzuk meg a hozzárendelés szabályát!
A táblázat bal oldali oszlopában néhány 

magyarországi hegységet, a jobb oldaliban pedig a
legmagasabb csúcsaikat soroltuk fel valamilyen sor-
rendben. (Nincsenek egymás mellett az összetar-
tozók.) Ezután könnyen kitalálhatjuk a hozzáren-
delési szabályt. Minden hegységhez a legmagasabb
csúcsát rendeltük.

A következõ táblázatot egy elárusítópult belsejében lehetett látni.

Az üres helyeken is voltak számok, csak elmosódtak. Töltsük ki az üres helyeket!
Milyen képlet segítségével számíthatjuk ki az egyes termékek árait?

tömeg (dkg) 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tökmag 80 Ft 120 Ft 240 Ft 280 Ft 320 Ft 360 Ft 400 Ft
szotyi 50 Ft 75 Ft 100 Ft 225 Ft 250 Ft
ananász 120 Ft 180 Ft 600 Ft
sós mogyi 120 Ft 270 Ft

2. példa

1. példa

A
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Börzsöny
Bükk

Cserhát

Kõszegi-hegység

Mátra

Mecsek

Vértes

Villányi-hegység

Zempléni-hegység

Szársomlyó (442 m)

Körtvélyes (480 m)

Naszály (652 m)

Zengõ (682 m)

Kõrishegy (704 m)

Írott-kõ (883 m)

Nagy-Milic (896 m)

Csóványos (939 m)

Istállós-kõ (959 m)

Kékes (1015 m)

Bhegység

Bakony

Börzsöny

Bükk

Cserhát

Kõszegi-hegység

Mátra

Mecsek

Vértes

Villányi-hegység

Zempléni-hegység

hegycsúcs

Szársomlyó (442 m)

Körtvélyes (480 m)

Naszály (652 m)

Zengõ (682 m)

Kõrishegy (704 m)

Írott-kõ (883 m)

Nagy-Milic (896 m)

Csóványos (939 m)

Istállós-kõ (959 m)

Kékes (1015 m)

Kékes (Magyarország)
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IV. FÜGGVÉNYEK

Ha csak egy adatot is ismerünk, abból könnyedén kiszámíthatjuk 1 dkg termék árát. Ezután már csak
ezt kell megszoroznunk a termék tömegével és megkapjuk az árát, hiszen az árnak egyenes arányban kell
állnia a tömeggel. Például 10 dkg tökmag 80 Ft ⇒ 1 dkg = 8 Ft ⇒ 20 dkg = 160 Ft stb. A táblázat minden
sora egy-egy hozzárendelést ad meg, mégpedig az adott áru tömege és ára között.

Az M3-as autópályán egyenletes sebességgel utazunk Budapestrõl Miskolcra (180 km). Utunk során el-
haladunk Gödöllõ (30 km), Aszód (40 km), Hatvan (60 km), Gyöngyös (80 km), Füzesabony (120 km),
Mezõkövesd (135 km) mellett. Másfél óra alatt érünk Miskolcra. Az indulás után hány perccel haladunk el
a megadott városok mellett? Készítsünk vázlatrajzot a négyzethálós füzetbe! Ügyesen válasszuk meg az egy-
séget! Keressünk egyszerû összefüggést az eltelt idõ és a megtett távolság között! 

180 km-t 90 perc alatt tettünk meg. Ez azt jelenti, hogy percenként 2 km-t tettünk meg, vagyis félper-
cenként 1 km-t. Ezután a távolságot 0,5-tel szorozva kapjuk a megfelelõ idõket. Mivel minden távolság az
5 km-nek egész számú többszöröse, ezért érdemes ezt egységnek választani.

A rajz egy hozzárendelést határoz meg a városok és az eltelt idõ között.

Egy magas ház tetejérõl leejtettünk egy golyót. Az egyes emeletek magas-
ságának ismeretében meghatároztuk a szabadon esõ test megtett útját az elsõ
néhány másodpercben. A következõ táblázatban ezt láthatjuk.

Vajon
a) mennyit zuhanna a test az 5. mp végéig?
b) mennyit zuhanna 4,5 mp alatt?
c) mikor ér földet egy 500 m magasból leejtett golyó?
Keressünk összefüggést az eltelt idõ és a megtett út között! 

idõ 1 mp 2 mp 3 mp 4 mp

út 5 m 20 m 45 m 80 m

4. példa

Megoldás

3. példa

Megoldás
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Ha két változó mennyiség összetartozó értékeinek hányadosa állandó (≠ 0), akkor egyenes arányos-
ságról beszélünk.
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37. BEVEZETÔ FELADATOK A FÜGGVÉNYEKHEZ

Az idõt „t”-vel, az utat pedig „s”-sel jelöljük. Fizikaórán tanultuk, hogy s ∼ t2. Rövid próbálkozás után
azt találjuk, hogy s = 5 · t2. Könnyen ellenõrizhetjük, hogy a képlet megfelelõ. Ezután már válaszolhatunk
a kérdésekre.

a) s = 5 · 52 = 125 m.
b) s = 5 · 4,52 = 101,25 m.
c) 500 = 5 · t2 ⇒ 100 = t2 ⇒ 10 = t vagy t = –10, de ez utóbbi megoldásnak nincs értelme. Tehát

10 másodperc alatt esik le a golyó 500 m magasból. 

Egy kerítés 120 db palánkból áll. Ezeket kell lefestenünk. A munka megtervezésekor meg szeretnénk ha-
tározni, hogy mennyi ideig tart majd a festés. Ha tudjuk, hogy óránként hány palánkot tudunk lefesteni,
akkor kiszámíthatjuk, mennyi idõre lesz szükségünk.

A következõ táblázat a teljesítmény függvényében mutatja a szükséges idõtartamot.

Milyen összefüggést találunk a két mennyiség között?
Hogyan függ a munka elvégzéséhez szükséges idõ a teljesítménytõl?

A fizikából jól ismert fogalmakat használva a teljesítmény és az idõ szorzata állandó, ebben az esetben
éppen 120. A két mennyiség fordítottan arányos. 

Az elnevezés jogosnak tekinthetõ, hiszen ha az egyik változót valahányszorosára növeljük, akkor a másik

ugyanannyiad részére csökken. Ezután kitölthetjük a hiányzó helyeket: és .

A táblázatban egy hozzárendelést adtunk meg a teljesítmény és a munka elvégzéséhez szükséges idõ 
között.

A következõ példákban a hozzárendelési szabályok keresésével foglalkozunk.

Milyen kapcsolat van a táblázat elsõ és második sorában lévõ számok között? 

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y 8 6 4 2 0 –2 –4 –6 –8 –10

40
120 3= 60

120 2=

p (db/óra) 10 15 20 30 40 50 60
idõ (óra) 12 8 6 4 ? 2,4 ?

6. példa

Megoldás

5. példa

Megoldás

Ha két változó mennyiség összetartozó értékpárjainak szorzata állandó, akkor a mennyiségeket for-
dítottan arányosnak nevezzük. 
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Ha 10-bõl kivonjuk az elsõ sorban lévõ szám kétszeresét, akkor kapjuk meg a második sorban lévõ 
számot. y = 10 – 2x.

Folytassuk a táblázatot!

A dolog elég egyszerûnek tûnik.
a) Minden számhoz hozzárendeljük

önmagát:

b) Minden számhoz rendeljük hozzá
a köbét:

Az elsõ három érték mindkét táblázatban megegyezik. Utána viszont másképpen folyta-
tódnak a sorok.

Vigyáznunk kell az ilyen problémákkal! Ha egy hozzárendelés néhány elempárját ismer-
jük csak, akkor még nem tudjuk egyértelmûen megmondani a szabályt, ahhoz még néhány to-
vábbi információra is szükség van. Ebben a példában, ha még azt is kikötöttük volna, hogy a
hozzárendelési szabály egy elsõfokú algebrai kifejezés, akkor már egyértelmû lett volna a meg-
oldás.

Keressünk olyan mennyiségeket, amelyek fordítottan arányosak!

Adjunk meg egy olyan hozzárendelést, ami az egyjegyû egész számokhoz negatív egészeket rendel!

Adjunk meg olyan hozzárendelést, ami a sík pontjaihoz a sík pontjait rendeli! Hány ilyet tanultunk már?

Milyen hozzárendeléseket valósítanak meg a következõk:
a) a bizonyítvány;    b) egy menza menüje;    c) az órarend?

Keress a környezetedben olyan információkat, amelyeket hozzárendelések formájában adunk meg!

Tudunk-e mondani olyan hozzárendelést, ami bármely két egész számhoz egyértelmûen rendel egy har-
madikat?

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 593; 594; 595; 596; 600.

x –1 0 1 2 3 4 5
y –1 0 1 8 27 64 125

x –1 0 1 2 3 4 5
y –1 0 1 2 3 4 5

x –1 0 1 2 3 4 5
y –1 0 1 ? ? ? ?

7. példa

Megoldás

FELADATOK

Fogalmak
hozzárendelés;
hozzárendelési 

szabály;
egyenes arányosság;
fordított arányosság.

1. K1

2. K1

6. E1

3. K1

4. K2

5. K2

Ajánlott feladatok

Megoldás
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38. MIT NEVEZÜNK FÜGGVÉNYNEK?

Nézzünk két egyszerû példát!

Legyen az alaphalmaz A = {az osztály 5 legjobb tanulója}.

A hozzárendeléseket kisbetûkkel fogjuk jelölni.

Mindenkihez rendeljük hozzá 
f: a kedvenc tantárgyait; i: a szeptemberi matekjegyeit;
g: az év végi matematikaosztályzatát; j: a hajszínét!
h: a naplóbeli sorszámát;

Az alábbi táblázat egy lehetséges hozzárendelést tartalmaz:

Rajzoljuk le halmazábrák segítségével
mind az öt hozzárendelést külön-külön!
A hozzárendeléseket nyilakkal fogjuk je-
lezni.

x Adu Ádám Csák Máté Gál Rozi Kis Éva Nagy Gyula
f matek, tesi ének földrajz magyar, töri –
g 5 4 5 4 5
h 1 3 8 12 20
i 5 4, 5, 3 5, 5 4 3, 5
j barna szõke fekete szõke barna

1. példa

A függvény fogalma az egyik leghasznosabb azok közül, amit a matematikusok bevezettek. Rengeteg,
a gyakorlatban felmerülõ probléma megoldását kaphatjuk meg a függvények tulajdonságainak tanul-
mányozásával. Azt nem mondhatjuk, hogy már a görögök is használták ezt a
fogalmat a mai formájában. Egy ilyen definíció megalkotása hosszú folyamat.
Az elsõ komoly lépéseket Descartes (1596–1650) tette meg a róla elnevezett
koordináta-rendszer elterjesztésével és azzal, hogy a függvényeket hozzá-
rendeléseknek tekintette egyszerû táblázatok helyett. Euler (1707–1783) ve-
zette be az „f” betût függvények jelölésére. A mai értelemben is használatos
meghatározást Dirichlet (1805–1859) írta le 1839-ben: „Ha az y és x válto-
zók olyan viszonyban vannak egymással, hogy x valamely számértékéhez bár-
milyen törvény hozzárendeli y-nak egy értékét, akkor azt mondjuk, hogy y az
x független változó függvénye.”

A B

Adu
Csák
Gál
Kis

Nagy

matek
tesi

ének
földrajz
magyar

töri

f A B

Adu
Csák
Gál
Kis

Nagy

1
2
3
4
5

g

Leonhardt Euler
Lejeune Dirichlet
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Tekintsük az A = {egyjegyû pozitív páros számok} halma-
zát. Adjuk meg táblázat, majd halmazábra segítségével a kö-
vetkezõ hozzárendeléseket!

f: minden x ∈ A-ra  x 7 2x (minden számhoz a kétszeresét
rendeljük);

g: x 7 x – 5;
h: x 7 10 – x.

Megjegyzés
A hozzárendelések közül csak az egyértelmûeket nevezzük függvénynek. 
Ez nem jelent feltétlenül kölcsönösen egyértelmû megfeleltetést. Elõfordulhat, hogy az A halmaz két kü-

lönbözõ eleméhez is ugyanazt az elemet rendeljük a B halmazból. A B halmaznak nem kell pontosan meg-
egyeznie a hozzárendelésben részt vevõ elemekkel. Megadhatunk ezeknél egy bõvebb halmazt is. Ha pon-
tosan szeretnénk tudni, hogy mely elemekrõl van szó, akkor ezt külön hangsúlyozzuk. Az Rf ⊆ B. 

2. példa

A B

Adu
Csák
Gál
Kis

Nagy

1
2
3
4
5

i
A B

Adu
Csák
Gál
Kis

Nagy

barna
szõke
fekete

j

x 2 4 6 8

2x 4 8 12 16

x – 5 –3 –1 1 3

10 – x 8 6 4 2

Definíció

Legyen adott két nem üres halmaz, A és B. 
Ha az A halmaz minden eleméhez egyértelmûen hozzárendeljük a

B egy-egy elemét, akkor ezzel egy függvényt határozunk meg.
Az A halmazt a függvény értelmezési tartományának hívjuk, és ÉT-vel

vagy Df-fel jelöljük (a jobb alsó index a függvény betûjele, nem feltétle-
nül f).

A B-t pedig képhalmaznak nevezzük. A képhalmaznak a hozzárende-
lésben részt vevõ elemei alkotják az értékkészletet, amit ÉK-val vagy Rf-
fel jelölünk.

A A AB B B

4
8
12
16

�

�

3
1

1
3

2
4
6
8

f g h

2
4
6
8

2
4
6
8

2
4
6
8

A B

a3

b1

a2

a4

b5

b3

a1

b2

b4

A B

Adu
Csák
Gál
Kis

Nagy

1
3
8
12
20

h
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A függvénnyel kapcsolatos érték szó szimbolikus jelentésû, hiszen mind az A, mind
a B elemei tetszõleges dolgok lehetnek.

Ezek után vizsgáljuk meg az elsõ két példában szereplõ hozzárendeléseket!

Az 1. példában az f semmiképpen nem függvény. Elõször is az A-nak nem minden ele-
méhez rendeltünk valamit. Másodszor például Adu Ádámhoz két tárgyat is rendeltünk. 

Ugyanígy i sem függvény, hiszen ez sem egyértelmû hozzárendelés, például Csák
Mátéhoz három elemet is rendeltünk. 

A másik három g, h, j mindegyike egyértelmû hozzárendelés, tehát függvény.
A 2. példában f, g és h egyértelmûek, tehát függvénykapcsolatot határoznak meg.
Itt mindhárom példában az ÉT és az ÉK is egy számhalmaz. Ezeket valós függvé-

nyeknek nevezzük. A továbbiakban csak ilyenekkel foglalkozunk.

A 2. példában az f jelû hozzárendelés függvény, amelyet a következõ módon ad-
hatunk meg:

f: {2,4,6,8} " {4,8,12,16}, x 7 2x (elõször megadjuk a függvény betûjelét, rögtön
utána az értelmezési tartományt és a képhalmazt, majd a hozzárendelési szabályt, amit
’x talpas nyíl két x’-nek olvasunk).

Az x 7 2x jelölés helyett az f(x) = 2x-et is használhatjuk, ami az f függvény x helyen
vett helyettesítési értékét jelenti. Például: f(1) = 2, f(2) = 4 és általában f(x) = 2x. 

A függvényeket megadhatjuk más módon is, például táblázattal, grafikonjukkal (erre még visszatérünk),
vagy akár rendezett számpárokkal is. Ha rendezett párokkal adjuk meg a függvényt, akkor az elsõ tag min-
dig az ÉT egyik eleme, a második pedig a hozzárendelt függvényérték. Nyilvánvalóan ahány eleme van az
ÉT-nak, annyi számpárt kell megadnunk.

Az f-et rendezett számpárokkal a következõ módon adhatjuk meg:

f: (2; 4), (4; 8), (6; 12), (8 ; 16).

Ha megváltoztatjuk az értelmezési tartományt, akkor azzal egy új függvényt adunk meg. Legyen f az
elõbb meghatározott függvény, vagyis f: {2, 4, 6, 8} " {4, 8, 12, 16}, x 7 2x, a g pedig: g: R " R, x 7 2x
(’a g valós-valós függvény hozzárendelési szabálya, x talpas nyíl két x’), most R a valós számok halmazát jelöli. 
Az f és g függvényeknek csak a hozzárendelési szabálya egyezik meg, az értelmezési tartományuk nem.

A függvényeket az ábécé kisbetûivel jelöljük. Ha az f függvényt szeretnénk megadni, a következõ
módon járhatunk el:

A jelölés elsõ része f: A " B azt fejezi ki, hogy az f az A halmazon értelmezett, B-beli értékeket fel-
vevõ függvény. Gyakran mondjuk azt is, hogy f az A-t B-be leképezõ függvény. 

A jelölés második része x 7 f(x) a hozzárendelés szabályát adja meg, ami legtöbbször egy képlettel
történik, de lehet valamilyen elõírás vagy utasítás is.

f: A " B, x 7 f(x).

A B

Adu
Csák
Gál
Kis

Nagy

matek
tesi

ének
földrajz
magyar

töri

f

A B

4
8
12
16

f

2
4
6
8

A B

Adu
Csák
Gál
Kis

Nagy

1
2
3
4
5

i

Rendezett számpáron két, pontosvesszõvel vagy vesszõvel elválasztott, zárójelbe tett számot értünk,
mint például (2; 3). A 2 a számpár elsõ, a 3 pedig a második tagja. Természetesen (2; 3) ≠ (3; 2), mert
két rendezett számpárt akkor tekintünk egyenlõnek, ha az elsõ és a második tag is megegyezik. Tehát
(a; b) = (c; d) ⇔ ha a = c és b = d.
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Megállapodás:
Ha a függvények megadásakor nem adunk meg értelmezési tartományt, akkor ez azt je-

lenti, hogy a lehetõ legbõvebb halmazra gondolunk. 
Ha az értelmezési tartomány az összes valós szám, akkor azt nem szoktuk külön jelezni. 

Például az függvénynek az értelmezési tartománya Df = R\{0}. 

Természetesen ha más értelmezési tartományt akarunk, akkor azt jelezni kell. Például ha

csak a pozitív számokon akarjuk értelmezni a függvényt, akkor g: ]0, ∞[ " R, egy lehet-

séges megadás. Gyakran használjuk az , x ≠ 0, vagy , x > 0 meghatározást is.

Határozzuk meg a következõ függvény értelmezési tartományát és értékkészletét!
f: (1; 2), (3; 4), (4; 5), (6; 5), (7; 7), (8; 7).

Legyen Df = {1, 2, 3} és Rf = {5, 6, 7}. Adjuk meg az összes ilyen függvényt rendezett számpárokkal!
Hány megoldást kapnánk, ha {5, 6, 7} a képhalmaz lenne?

Határozzuk meg a következõ függvények értékkészletét!

a) f: {pozitív páros számok} " Z, ; d) i: [–1; 5] " R, x 7 x + 3;

b) g: [0; 10] " R, ; e) j: {–2; –1; 0; 1; 2} " R, j(x) = 1;

c) h: R " R, ; f) k: {–3; –2; –1; 0; 1; 2; 3} " R, k(x) = –x.

Adjuk meg a táblázattal megadott függvények hozzárendelési szabályát, értelmezési tartományát és érték-
készletét!

a)

b)

Adjunk meg egy olyan függvényt, aminek az értelmezési tartománya {1, 2, 3, 4}, és értékkészlete az 
{1, 2, 3, 4, 5} halmaz!

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény II.: 571; 572; 574; 578; 579; 580; 581; 583; 601.

x 2 4 6 8 10 12 14 16

g(x) 3 1 –1 –3 –5 –7 –9 –11

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9

f(x) 1 4 7 10 13 16 19 22 25

( )g x x
1

=( )f x x
1

=

( )f x x
1

=

( )f x x
1

=

( )h x x
2=

( )g x x
2=

( )f x x
2=
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Két függvényt akkor és csak akkor tekintünk azonosnak, ha értelmezési tartományuk és a hozzá-
rendelési szabályuk is megegyezik.

FELADATOK

1. K1

2. K1

3. K1

4. K1

5. K1

Fogalmak
egyértelmû hozzá-

rendelés;
függvény;
függvények egyenlô-

sége;
értelmezési tarto-

mány;
értékkészlet;
képhalmaz;
rendezett számpár.

Ajánlott feladatok
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39–40. PONTHALMAZOK ÉS FÜGGVÉNYEK ÁBRÁZOLÁSA ...

39–40. PONTHALMAZOK ÉS FÜGGVÉNYEK 
ÁBRÁZOLÁSA DERÉKSZÖGÛ 
KOORDINÁTA-RENDSZERBEN

A legtöbbször olyan függvényekkel foglalkozunk, amelyeknek az értelmezési tar-
tománya és az értékkészlete is a valós számok egy részhalmaza. Ezeket valós függ-
vényeknek nevezzük. A valós függvények jól szemléltethetõek a derékszögû koor-
dináta-rendszerben. Mindenekelõtt érdemes tisztáznunk, hogy mi is az a
koordináta-rendszer.

Ha meg akarjuk határozni egy pont helyzetét, akkor elõször párhuzamost húzunk
a ponton keresztül a tengelyekkel, a metszéspontoknak megfelelõ számértékek al-
kotják a pont koordinátáit. 

Példák: A (3; 2), B (4; –3), C (–2; 5), D (–4; –2) stb.

Így függvénykapcsolatot határoztunk meg a sík pontjai és a rendezett számpárok között. A sík min-
den pontjához egyértelmûen hozzárendeltünk egy számpárt. A hozzárendelés legfontosabb tulajdonsága,
hogy minden számpár csak egyetlen ponthoz tartozik. Ez azt jelenti, hogy a pont koordinátáinak ismereté-
ben egyértelmûen meg tudjuk mondani, hogy melyik pontról van szó. 

A két számegyenesnek nem kell feltétlenül merõlegesnek lennie, bizonyos esetekben sze-
rencsésebb úgynevezett ferde szögû koordináta-rendszert használni. Egy pont koordinátáit
kétféle módon is meghatározhatjuk, vagy úgy, mint fentebb, vagyis párhuzamost húzva a ten-
gelyekkel, vagy pedig merõlegest állítva rájuk, és ezzel meghatározva a pontok elõjeles tá-
volságát a tengelyektõl.

Vegyünk fel a síkon két közös kezdõpontú, egymásra merõleges számegyenest, ezek segítségével
egyértelmûen megadhatjuk egy pont helyzetét a síkon. 

A két számegyenest tengelynek nevezzük, a közös kezdõpontot pedig origónak. A tengelyeket víz-
szintesen és függõlegesen szokás elhelyezni. A vízszintes tengelyt x tengelynek vagy elsõ tengelynek,
a függõlegest pedig y tengelynek vagy második tengelynek nevezzük.

Az x tengelyen lévõ számot elsõ koordinátának vagy abszcisszának, az y
tengelyen lévõt pedig második koordinátának vagy ordinátának nevezzük. Ez
a két szám ebben a sorrendben egy rendezett számpárt alkot, ezekkel a pont
megjelölésére szolgáló nagybetû mellé írva adjuk meg a pont helyét a koordi-
náta-rendszerünkben.

A KOORDINÁTA-RENDSZER

163

Szeizmográf

x

y

1

0 1

C ( 2; 5)�

A (3; 2)

D ( 4; 2)� �

B (4; 3)�

x

y

A ( ; )a a
1 2

a
1

d
1

a
2

d
2

A d d( ; )
1 2

OH_MAT09TB_Matek9_04_tordelt4  2020.06.18.  8:52  Page 163



A derékszögû vagy Descartes-féle koordináta-rendszerben a két meghatározás
ugyanarra a végeredményre vezet. Ez azt jelenti, hogy a pont koordinátáinak ismere-
tében megadható a pont tengelyektõl mért elõjeles távolsága is.

Az origót mindig O-val jelöljük, koordinátái O(0; 0).
Az x tengelyen lévõ pontok második koordinátája, az y tengelyen lévõknek pedig

az elsõ koordinátája nulla. 
Legyen: A(3; 0), B(–5; 0), C(0; 7), D(0; –9).
Egy tetszõleges pontot P(x; y)-nal jelölhetünk. Ha megadunk egy összefüggést x

és y között, ezzel egy ponthalmazt határozunk meg a koordinátasíkon. Azok és csak
azok a pontok tartoznak a halmazhoz, amelyeknek elsõ koordinátáját x, a másodikat
pedig y helyébe írva az összefüggés igaz marad. Ezt az összefüggést az alakzat egyen-
letének hívjuk.

Példák ponthalmazokra:
a) x = 0. Egyenletünk azt jelenti, hogy a pont elsõ koordinátája 0. Ha megrajzoljuk az

összes ilyen tulajdonságú pontot, akkor az y tengelyt kapjuk. Azt is mondhatjuk, hogy
az y tengely egyenlete: x = 0.

b) y = 0. Ez az x tengely egyenlete.

c) x = y. Azokat a pontokat kapjuk, amelyeknek elsõ és
második koordinátája megegyezik. Ezek is egyenest
alkotnak, ami az x tengely pozitív felével +45°-os szö-
get zár be, és átmegy az origón.

d) A tengelyek a síkot négy részre osztják, ezeket síkne-
gyedeknek nevezzük. Az I. síknegyedbe azok a pon-
tok tartoznak, amelyeknek mindkét koordinátája po-
zitív, egyszerûbben: x > 0 és y > 0. 

e) III. síknegyed: x < 0 és y > 0; 
III. síknegyed: x < 0 és y < 0; 
IV. síknegyed: x > 0 és y < 0.

164
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1. példa

x

y

1

0 1

y = 0

x

y

1

0 1

I. síknegyed
> 0, > 0x y

II. síknegyed
< 0, > 0x y

IV. síknegyed
> 0, 0x y <

III. síknegyed
0, 0x y< <

x

y

1

0 1

A(3;0)

C(0;7)

D(0; 9)�

B( 5;0)�

PONTHALMAZOK MEGHATÁROZÁSA

b)

d–e)
x

y

1

0 1

A(3;3)

x y=c)

x

y

1

0 1

x = 0

a)
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39–40. PONTHALMAZOK ÉS FÜGGVÉNYEK ÁBRÁZOLÁSA ...

Keressük meg azokat a pontokat a síkon, amelyeknek koordinátái kielégítik a következõ
feltételeket: x > 0 vagy y > 0! 

A megadott feltételek azt jelentik, hogy a pontnak legalább az egyik koordinátája pozitív.
Ez, kivéve a III. síknegyedet és a tengelyek negatív felét, valamint az origót, mindig teljesül.

Tehát a megoldás az I., a II. és a IV. síknegyed, valamint a tengelyek pozitív fele.

Keressük meg azokat a pontokat a síkon,
amelyeknek koordinátái kielégítik a követ-
kezõ feltételeket: xy = 12! Hogyan nevezzük
a kapott alakzatot?

Olyan pontokat kell keresnünk, ahol az
elsõ és a második koordináta szorzata éppen
12. A keresett alakzatnak biztosan nincsen
egyetlen pontja sem a tengelyeken. Mivel a
szorzat pozitív, ezért a pontok elsõ és második
koordinátája azonos elõjelû. Ez azt jelenti,
hogy vagy az elsõ, vagy a harmadik síknegyed-
ben kell lenniük. Keressünk néhány pontot!

P1(1; 12), P2(2; 6), P3(3; 4), P4(4; 3), 
P5(6; 2), P6(12; 1);

Q1(–1; –12), Q2(–2; –6), Q3(–3; –4), 
Q4(–4; –3), Q5(–6; –2), Q6(–12; –1).

A megadott néhány pontra ráilleszthetünk
egy görbét, amit hiperbolának nevezünk.
Késõbb még foglalkozunk ezzel a görbével.

Keressük meg azokat a pontokat a síkon, amelyeknek koordinátái kielégí-
tik a következõ egyenletet: y = 2x – 1! 

Az alakzat egyenlete azt jelenti, hogy olyan pontokat keresünk, amelyek-
nek második koordinátája az elsõ kétszeresénél eggyel kisebb. Tehát az elsõ
koordinátát szabadon megválaszthatjuk, majd a másodikat a megadott képlet
segítségével kiszámíthatjuk.

P1(–3; –7), P2(–2; –5), P3(–1; –3); P4(0; –1), P5(0,5; 0), P6(1; 1);
P7(2; 3), P8(3; 5), P9(4; 7).

A pontok egy egyenes mentén sorakoznak.

Megoldás

3. példa

Megoldás

2. példa

x

y

1

0 1

x

y

1

0 1

x · y = 12

P3(3; 4)
P4(4; 3)

P5(6; 2)
P6(12; 1)

P2(2; 6)

P1(1; 12)

Q3( 3; 4)� �

Q4( 4; 3)� �

Q5( 6; 2)� �
Q6( 12; 1)� �

Q2( 2; 6)� �

Q1( 1; 12)� �

x

y

1

0 1

y x= 2 1�

P3( 1; 3)� �

P4(0; 1)�

P5(0,5; 0)
P6(1; 1)

P2( 2; 5)� �

P1( 3; 7)� �

P7(2; 3)

P8(3; 5)

P9(4; 7)

Megoldás

4. példa
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IV. FÜGGVÉNYEK

Keressük meg azokat a pontokat a síkon, amelyeknek koordiná-
tái kielégítik a következõ egyenletet: x2 +y2 = 25! Legalább 12 pon-
tot keressünk! Gondoljunk a szimmetriára is!

x2 + y2 = 52. Az egyenlet nagyon emlékeztet Pitagorasz tételére.
Ha x ≠ 0 , y ≠ 0 és x2 + y2 = 52, akkor a = | x |, b = |y | és c = 5 ada-
tokkal egy derékszögû háromszög szerkeszthetõ.

Így könnyen találunk megfelelõ pontokat. P(0; 5), Q(3; 4), 
R(4; 3), S(–5; 0), és ezek tükörképei az x és y tengelyre, valamint az
origóra. Mivel a pontok távolsága az O-tól mindig 5 egység, ezért
ezek a pontok az origó körüli 5 egység sugarú körön helyezked-
nek el.

Keressük meg azokat a pontokat a síkon, amelyeknek koordiná-
tái kielégítik a következõ egyenletet: xy = 0.

Egy szorzat csak úgy lehet nulla, ha legalább az egyik tényezõje
nulla. Ez azt jelenti, hogy x = 0 (y tengely pontjai), vagy y = 0 (x ten-
gely pontjai). A megoldás a két tengely pontjainak uniója.

Megjegyzés
Ez a feladat lehetõséget ad számunkra, hogy átgondoljuk, hogyan kaphatjuk meg két alakzat uniójának egyenletét.

Legyen az egyik az x = y, a másik pedig az x = –y egyenes. Rendezzük át õket úgy, hogy az egyik oldalon nulla legyen
(nullára rendezés):

II: x – y = 0,
II: x + y = 0. 

Ezután szorozzuk össze a bal oldali kifejezéseket, nyilván a végeredmény is nulla lesz:

I × II: (x – y)(x + y) = 0.

Egy szorzat csak úgy lehet nulla, ha legalább az egyik tényezõje nulla.
Ez viszont azt jelenti, hogy vagy az egyik, vagy a másik egyenes egy pontjának a koordinátáit helyettesítettük be. Így

akárhány alakzat uniójának egyenletét megkaphatjuk.

Megoldás

6. példa

Megoldás

5. példa

x

y

1

0 1

y x y=
2 2�

R

Q

P

S

5

4

3

x

y

1

0 1

x = 0

y = 0

x = 0

vagy

y = 0

A függvények ábrázolása során is egy ponthalmazt kapunk. A következõket kell tennünk: ábrázol-
juk az összes olyan pontot, aminek az elsõ koordinátája az értelmezési tartomány egyik eleme, a máso-
dik koordinátája a hozzárendelt függvényérték. Ez azt jelenti, hogy ábrázolnunk kell az összes P(x; f(x))
koordinátájú pontot, ahol x ∈ Df. A függvénygörbének mint ponthalmaznak az egyenlete: y = f(x).

FÜGGVÉNYEK ÁBRÁZOLÁSA A DERÉKSZÖGÛ 
KOORDINÁTA-RENDSZERBEN
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39–40. PONTHALMAZOK ÉS FÜGGVÉNYEK ÁBRÁZOLÁSA ...

Nem mindig áll módunkban a grafikon összes pontjának az ábrázolása. Ha Df = R, akkor ez nem le-
hetséges, ilyenkor mi választhatjuk meg, hogy az értelmezési tartomány mely részhalmazán végezzük el az
ábrázolást.

Ha a függvényünket rendezett számpárok formájában adtuk meg, akkor ezek az ábrázolandó pontok. 

a) Rajzoljuk meg a következõ függvény grafikonját!

f: [–2; 3] " R, f(x) = –2x + 1.

Készítsünk táblázatot!
b) Ábrázoljuk a {–2; –1; 0; 1; 2; 3} → R, y(x) = –2x + 1 függvényt!
c) Ábrázoljuk a h: R→ R, h(x) = –2x + 1 függvényt!

Az elsõ sorban az ÉT néhány elemét soroljuk fel, a másodikban a nekik megfe-
lelõ függvényértékeket. Így megkapjuk a görbe néhány pontját. Például: 

f(–2) = –2 · (–2) + 1 = 4 + 1 = 5;

f(3) = –2 · 3 + 1 = –6 + 1 = –5.

Tehát ábrázolnunk kell a (–2; 5), (–1; 3), (0; 1), (1; –1) (2; –3), (3; –5) pontokat.
Most csak a grafikon hat pontját kaptuk meg. A pontokat folytonos vonallal ösz-

szekötve egy szakaszt kapunk. 

b) A pontokat most nem kötjük össze!

c) Nem tudjuk, melyik x értékek esetén kellene kiszámolnunk a függvényértékeket. 
A teljes görbét nem tudjuk ábrázolni, csak egy részletét. Ábrázoljuk a [–2; 3] inter-
vallum egész értékeit. Így az a) és a b) feladatokban megkapott pontokat kapjuk. Az
ezekre fektetett egyenes lesz a függvény görbéje.

Mivel a pontok elsõ koordinátái az értelmezési tartomány elemei, ezért a pontok elsõ koordinátái alkotják az
ÉT-t. Ezt mi pirossal jelöltük az x tengelyen. A második koordináták pedig az értékkészletet alkotják. Ezt pedig
zölddel jelöltük az y tengelyen.

x –2 –1 0 1 2 3

f(x) 5 3 1 –1 –3 –5

Megoldás

7. példa

x

y

1

0 1

Rf = [ 5;5]�

Df = [ 2;3]�

x

y

1

0 1

Milyen ponthalmazok lehetnek függvénygörbék?
A függvény egyértelmû hozzárendelés, vagyis minden x-hez egy függvényérték vagy egy sem tarto-

zik, attól függõen, hogy x benne van-e az értelmezési tartományban, vagy nincs. Ez azt jelenti, hogy
nem lehet a görbének két olyan pontja, amelyeknek az elsõ koordinátája megegyezik. Másként fogal-
mazva, bármely függõleges egyenes maximum egyszer metszheti a görbét. Ha egy ponthalmazra ez az
egyszerû feltétel teljesül, akkor az lehet egy függvény grafikonja. 

a)

a)

b)
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IV. FÜGGVÉNYEK

Lehetnek-e a következõ ponthalmazok egy függvény grafikonjai? A ponthalmazokat pirossal rajzoltuk be. 

a) b) c)

d) e) f)

a) Ez annak a függvénynek a képe, ami minden számhoz a nullát rendeli.
b) Ez nem lehet függvénygrafikon, hiszen a nullához nem csak egy számot rendel.
c) Ez sem lehet függvény grafikonja, hiszen a nullához a –3-at és +3-at is hoz-

zárendelné.
d) Ez függvény grafikonja, mert bármely függõleges egyenesnek maximum egy

metszéspontja van a görbével.
e) Ez nem függvény grafikonja, mert van olyan függõleges egyenes, aminek két

metszéspontja van a görbével.
f) Igen, függvény grafikonja. 

Mi az egyenlete a következõ alakzatoknak?

Megoldás

8. példa

x

y

1

0 1 x

y

1

0 1 x

y

1

0 1

x

y

1

0 2�

3��

4� x

y

1

0 1

B( 1;4)�

A(4;1)

C( 2; 4)� �

x

y

1

0 1

FELADATOK

1. K1

x

y

1

0 1

x

y

1

0 1

x

y

1

0 1

Fogalmak
koordináta-rendszer;
ponthalmaz 

egyenlete;
alakzat egyenlete;
függvény;
függvény grafikonja;
függvénygörbe;
Descartes-féle koor-

dináta-rendszer.

a) b) c)
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Keressük meg a koordináta-rendszerben azokat a pontokat, amelyeknek második koordinátája
feleakkora, mint az elsõ!

Van-e olyan függvény, aminek a képe egyetlen pont? 

Keressük meg a koordináta-rendszerben azokat a pontokat, amelyeknek koordinátái kielégítik az
alábbi egyenleteket!
a) [(x – 1)2 + y2] · [(x + 1)2 + y2] = 0;
b) x2 – y2 = 0.

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény II.: 573; 584.

4. K2

3. K1

2. K1

169

39–40. PONTHALMAZOK ÉS FÜGGVÉNYEK ÁBRÁZOLÁSA ...

Ajánlott feladatok

41. LINEÁRIS FÜGGVÉNYEK

Elõször a legegyszerûbb függvénytípussal foglalkozunk. Olyan függvényeket vizsgálunk, amelyeknek a
képe a derékszögû koordináta-rendszerben egyenes, vagy annak egy részhalmaza, amelyek egy egyenesre
illeszkednek.

a) f: R " {2}, x 7 2; c) h: [–3; 3] " {2}, x 7 2;
b) g: [0; ∞[ " {2}, x 7 2; d) i: N " {2}, x 7 2.
Ábrázoljuk a függvényeket a koordináta-rendszerben! 

Ezeknek a függvényeknek a képe igen egyszerû. A megfelelõ pontok az x tengellyel párhuzamos egye-
nesen helyezkednek el.

a) b) c) d)

A megadott négy függvény csak az értelmezési tartományban különbözik. A hozzárendelésben szereplõ
2 egy nulladfokú algebrai kifejezés, vagyis egy konstans (állandó).

Az f(x) = c (a c egy tetszõleges rögzített szám) típusú függvényeket konstans függvényeknek nevezzük.
A képük egy vízszintes egyenes, ami az y tengelyt a (0; c) pontban metszi.

Megoldás

1. példa

x

y

1

0 1 x

y

1

0 1 x

y

1

0 1x

y

1

0 1
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IV. FÜGGVÉNYEK

A hatoslottó-sorsolásra (45 számból 6-ot húznak ki) véletlenszerûen választják ki a számhúzókat. Min-
denki kap 20 000 Ft-ot, és még annyiszor 10 000 Ft-ot, mint amelyik számot kihúzta. 

Adjuk meg azt a függvényt, amelyik megadja a kapott pénzt a kihúzott számtól függõen!
Milyen határok között mozog a játékosoknak kifizetett összeg? 

A függvény értelmezési tartománya az egytõl negyvenötig terjedõ pozitív egészek halmaza. Tehát:
f: {1, 2, …, 45} " R, x 7 20 000 + 10 000x.
Így a kifizetett pénz minimum 30 000 = 20 000 + 10 000 és maximum 470 000 = 20 000 + 

+ 45 · 10 000-Ft lehet. Ha eggyel növekszik a kihúzott szám értéke, akkor a hazavihetõ összeg is nõ, még-
hozzá mindig pontosan ugyanannyival. 

A megadott hozzárendelési szabály egy elsõfokú algebrai kifejezés, ezért az ilyen típusú függvényeket
elsõfokú függvényeknek nevezzük. 

Tíz gramm színtiszta arany ára 4000 $.
(Az arany árfolyama változik.) Milyen gaz-
dagnak érezhetjük magunkat, ha egy 18
grammos aranyrög lapul az erszényünk-
ben? Írjuk fel azt a függvényt, ami megadja
a nálunk lévõ arany értékét az arany tö-
megének függvényében! Ábrázoljuk a ko-
ordináta-rendszerben ezt a függvényt!

Jelöljük x-szel az arany mennyiségét,
f(x)-szel pedig az értékét $-ban. A két
mennyiség egyenesen arányos egymással. 

10 g = 4000 $
1 g = 400 $
x g = 400x $ 

Ez azt jelenti, hogy f(x) = 400x, így a birtokunkban lévõ aranyrög 18 · 400 = 7200 $-t
ér.

A függvény értelmezési tartománya a pozitív számok halmaza, és a függvénygörbe
az origóból induló félegyenes. (Ez mindig így van az egyenes arányosságot leíró függ-
vénynél.)

Mai árfolyamon ez a mennyiség hány forintot ér?

Emlékeztetõ: Két mennyiség egyenesen arányos, ha az összetartozó értékpárok há-
nyadosa állandó. Ezt a hányadost arányossági tényezõnek nevezzük, jelöljük ezt most
a-val. Az egyenes arányosságnak megfelelõ függvény az f: ]0; ∞[ " R, f(x) = ax.

Nézzük meg a függvények képét néhány a esetén! 

Megoldás

2. példa

Megoldás

3. példa

x (g)

y
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P(18;7200)

x

y

1

0 1

a=0,5

a=1
a=2a=3
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41. LINEÁRIS FÜGGVÉNYEK

A függvénygörbék az origóból induló félegyenesek, amelyeknek meredeksége éppen a-val egyenlõ.

Megmutatja ennek jogosságát a következõ: f(x) = ax, akkor f(x + 1) = a(x + 1) = ax + a, azaz f(x + 1) = f(x) + a.

Ábrázoljuk a következõ függvényeket értéktáblázat segítségével!

a) f(x) = 2x – 1;     b) g(x) = –x + 3;     c) h(x) = .

A függvények értelmezési tartománya az összes valós szám. Mi a táblázatunkban csak
néhány értéket tudunk kiszámítani. Ezekbõl következtetünk a grafikon alakjára. Jelen eset-
ben azt tapasztaljuk, hogy a berajzolt pontok egy-egy egyenes mentén helyezkednek el.
Akárhány újabb helyen számolnánk ki az értékeket, ez mindig így maradna. (Ezt csak a
késõbbiekben tudjuk majd teljes egészében igazolni.) 

a)

b)

c)

A megadott függvények közös tulajdonsága, hogy a hozzárendelés egy elsõfokú algebrai kifejezés.
A képük így egyenes.

x –7 –2 3 8 13
h(x) –5 –2 1 4 7

x –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3
g(x) 8 7 6 5 4 3 2 1 0

x –3 –2 –1 0 1 2 3 4
f(x) –7 –5 –3 –1 1 3 5 7

x
5

3 4-

Meredekség: Az egyenes meredeksége megmutatja, hogy ha a grafikon bármely pontjából egy egy-
séget „jobbra” megyünk (x értékét eggyel megnöveljük), akkor mennyivel kell „fölfelé” (az y tengely
mentén pozitív irányba) vagy „lefelé” ( az y tengely mentén negatív irányba) elmozdulni, hogy újra a gra-
fikonra jussunk, azaz mennyivel változik a függvény értéke. 

Megoldás

4. példa

x

y

1

0 1

f(x) x= 2 � 1

x

y

1

0 1

g(x) x= � � 3

x

y

1

0 1

h(x) = 3 4x �

5

a)

b) c)
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A 4. példa c részében megadott függvény esetében egy kis átalakítás után szintén leol-

vashatjuk a és b értékeit. Az alakból jól látszik, hogy és .

Ha tudjuk, hogy az elsõfokú függvény képe egyenes, akkor az ábrázoláshoz elegendõ a grafikon két
pontját meghatározni. Ezeken keresztül meghúzhatjuk az egyenest. Esetleg érdemes egy harmadik pontot
is felvenni az ellenõrzés kedvéért. 

Határozzuk meg azt az elsõfokú függvényt, amelynek a képe áthalad a P(–2; 3) és a Q(6; –1) pontokon!

Tudjuk, hogy a keresett függvény elsõfokú, aminek általános alakja . Az „a” szám a mere-
dekség, ami megmutatja, hogy a függvény mennyivel változik, ha az x értékét eggyel növeljük. Ha kettõvel
növeljük az x-et, akkor 2a-val változik a függvény értéke. A mi feladatunkban a grafikon tanulmányozása
után megállapíthatjuk, hogy x-et nyolccal növelve a függvény értéke néggyel csökken. Ha csak eggyel növel-

nénk, akkor -dal csökkenne, ami azt jelenti, hogy a meredeksége . 

. Ezek után már annak ismeretében, hogy a függvény a 6-hoz –1-et rendel, felírhatunk egy egy-

szerû egyenletet. 

a 2
1

= -

8
4

2
1

- = -8
4

f x ax b= +^ h

( )f x x5
3

5
4

= - a 5
3

= b 5
4

= -

( )f x x
5

3 4
= -

Megoldás

5. példa

Az elsõfokú függvény általános alakja

f(x) = ax + b.

Az a és a b tetszõleges valós számok lehetnek, csak a ≠ 0.
Ha a = 0, akkor az 1. példában tárgyalt konstans függvényt 

kapjuk. 
Az ábrázolás szempontjából a és b egészen mást jelentenek. Az a

a meredekség, vagyis pontosan ennyivel változik a függvény értéke,
ha eggyel növeljük x-et. 

A b az egyenes y tengellyel való metszéspontjának a második ko-
ordinátája. Ha kiszámítjuk a függvény 0 helyen vett helyettesítési ér-
tékét, éppen b-t kapjuk. 

f(0) = 0 · x + b,  vagyis  f(0) = b. 

A függvénygörbe tengelyekkel való metszéspontjait tengelymet-
szeteknek nevezzük. Az elsõfokú függvény esetében az y tengelyen a
P(0; b) pont van. 

Az x tengelyen lévõ metszéspontot zérushelynek is nevezzük. Az
elnevezés jogos, hiszen azt az x értéket jelenti, ahol a függvényérték 0,
vagyis zérus. Ennek meghatározásához egy elsõfokú egyenletet kell
megoldanunk.

ax + b = 0, ax = –b, x = ,  ha a ≠ 0, .;Q a
b 0-b la

b
-

x

y

1

0 1

P b(0; )

Q( )� ;0b
a

a

1

a

1

x

y
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,

/+3
.

Tehát a kereset függvény .

A nagyvárosokban a turisták gyakran közlekednek taxival. A na-
pokban két ismerôsünk is beszámolt brüsszeli élményeirôl. Mind-
ketten utaztak taxival is. Az egyik ismerôs egy 8 km-es útért 21 eurót,
a másik pedig egy 3 km-es útért 11 eurót fizetett. Vajon mennyibe
kerül a taxizás Brüsszelben? Feltételezzük, hogy van egy kiállási díj és
egy km díj, ami egyenesen arányos a megtett kilométerrel (termé-
szetesen a megtett kilométernek nem kell egésznek lennie). Fize-
tendô ennek a kettônek az összege. Ezek a tarifák minden taxira egy-
ségesen vonatkoznak a városban.
a) Határozzuk meg azt a függvényt, ami megadja a taxizásért fize-

tendô összeget a megtett kilométer függvényében!
b) Mennyit fizetnénk egy 10 km-es útért?
c) Egy harmadik ismerôsünk egy alkalommal 16 eurót fizetett egy

brüsszeli taxizásért. Vajon ô hány kilométert tett meg a taxival?

a) Az árképzés ismeretében világos, hogy a keresett függvény lineá-
ris, az értelmezési tartománya a nemnegatív számok halmaza
(amint megérkezik a taxi, a kiállási díjat már fizetni kell). Elsô lé-
pésben a kilométerdíjat határozzuk meg a megtett km függvé-
nyében. Egyenes arányosság esetén, ha ábrázoljuk az egyik válto-
zót a másik függvényében, akkor egy origón átmenô félegyenest
kapunk (lásd 170 oldal). A mi függvényünk ettôl csak abban kü-
lönbözik, hogy minden értékhez hozzáadtunk egy pozitív számot
(kiállási díj). Ezért a keresett függvény grafikonját úgy kapjuk, hogy
egy félegyenest eltolunk az y tengely mentén pozitív irányba.

Ábrázoljuk a megadott adatoknak megfelelô két pontot a ko-
ordináta-rendszerben. Mivel 8 kilométerért 21 eurót kell fizetni,
ezért a keresett függvény a 8-hoz a 21-et rendeli. Tehát ábrá -
zolnunk kell a P1(8; 21) pontot. Hasonlóan kapjuk a P2(3; 11)
pontot.

A függvény grafikonja a megadott két ponton átmenô egye-
nesnek az elsô síknegyedbe esô része. Jól látható, hogy ha x érté-

f x x2
1 2= - +^ h

b2 =

b1 3- = - +

b1 6 2
1

- = - +b l

f a b6 6= +^ h

x

y

1

0 1

P( 2;3)�

Q(6; 1)�

f(x) x= 2� �1
2

GYAKORLÓ FELADATOK A LINEÁRIS FÜGGVÉNYEK KÖRÉBEN

6. példa
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két 5-tel megnöveljük, akkor a függvény értéke 10-zel nô. Ha csak eggyel nône x értéke, akkor a függ-
vény értéke kettôvel nône. Azaz kilométerenként 2 eurót kell fizetni a taxizásért. Tehát a függvény me-
redeksége 2. A P2 pontból indulva, ha 1-gyel csökkentjük az elsô koordinátát, a másodikat pedig 2-vel,
akkor újra a grafikon egy pontját kapjuk. Ezt folytatva jutunk a P3(0; 5) pontba. Tehát 0 kilométer „meg-
tétele” után 5 eurót kell fizetni, vagyis a kiállási díj 5 euró.
A keresett függvény hozzárendelési utasítása:
f(x) = 2x + 5
Ellenôrzés: f(3) = 2 · 3 + 5 = 11,  f(8) = 2 · 8 + 5 = 21

b) f(10) = 2 · 10 + 5 = 25. Tehát 10 km-es útért 25 eurót kell fizetni. 
c) Ha a 16 euróból kivonjuk az 5 eurós kiállási díjat, akkor megkapjuk a megtett kilométerek után fize-

tendô 11 eurót. A 11-nek a fele 5,5. Tehát 5,5 kilométert utazott a harmadik barátom.
Ellenôrzés: 2 · 5,5 + 5 = 16. 

Miklós az M3-as autópályán autózott Miskolc felé. Indulás után fél órával a 120-as km kônél egy autó-
pálya kamera észlelte az autóját. Negyedóra múlva a 150-es km kônél haladt el egy másik mérômûszer mel-
lett. Miklós az útja során szokásainak megfelelôen nyugodt, egyenletes tempóban haladt. 

a) Az autópályán 130 a megengedett sebesség. Vajon szabályosan közlekedett Miklós?

b) Adjuk meg azt a függvényt, ami megadja, hogy Miklós autója hányas km kônél jár az útja során az in-
dulástól eltelt idô függvényében! Mérjük az idôt órában!

c) Melyik városból indult el?
d) Mikor érkezett Miskolcra, ha tudjuk, hogy reggel nyolc órakor indult és sehol nem állt meg?

Az M3-as autópályán, Budapesten kezdik a km-ek számozását a nulla km-kôtôl. (Miskolc határa a 180-
as km kônél van.)

a) Egyenletesen mozgó jármû esetén a megtett út egyenesen arányos az út megtételéhez szükséges idôvel,
az s = vt összefüggés segítségével számíthatjuk ki a megtett utat. Mivel Miklós negyedóra alatt eljutott a
120-as km kôtôl a 150-esig, ezért negyedóra alatt 30 km-t tett meg. Ezért az egyenes arányosság miatt egy

óra alatt 120 km-t tett meg, tehát a sebessége v = 120 . Tehát Miklósnak nem kell büntetéstôl félnie.

b) Egy elsôfokú, f(x) = ax + b alakú függvényt keresünk, ahol x az indulástól eltelt idôt jelenti órában mérve,
f(x) pedig azt adja meg, hogy éppen hányas km kônél jár Miklós.
Tudjuk, hogy f(0,5) = 120 és f(0,75) = 150.
I. 120 = 0,5a + b

II. 150 = 0,75a + b

Vonjuk ki a második egyenletbôl az elsôt: 
30 = 025a /· 4

120 = a
A kapott a értéket visszahelyettesítve az elsô egyenletbe:

120 = 120 · 0,5 + b
120 = 60 + b /–60

60 = b Tehát f(x) = 120x + 60 

km
h

km
h

7. példa

Megoldás
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Ahhoz, hogy egyértelmûen megadjuk a függvényt, meg kell adnunk az értelmezési tartományt is. A fel-
adat szövege alapján erre csak a „d” részfeladat megoldása után tudunk egyértelmû választ adni.

c) Mivel az induláskor Miklós a 60-as km kônél tartózkodott, megállapíthatjuk, hogy Hatvan városából au-
tózott Miskolcra.

d) Mivel Miskolc a 180-as km kônél van, ezért függvényünk képletének ismereté-
ben felírhatjuk, hogy 
180 = 120x + 60  /–60
120 = 120x

1 = x

Tehát az indulás után egy órával érkezett meg. Mivel 8 órakor indult, ezért 
9-re érkezett.
Most már meg tudjuk adni az f(x) függvény értelmezési tartományát és érték-
készletét is. Mivel tudjuk, hogy Miskolcra utazott, ahová egy óra alatt megér-
kezett, ezért Df = [0; 1], és
f: Df = [0; 1], f(x) = 120x + 60.

Vizsgáljuk a következô függvényt!
f: [0; 4] → R, f(x) = 2x + 1
a) Ábrázoljuk a függvényt!
b) Határozzuk meg az értékkészletét!

a)

b) A grafikonról leolvasható, hogy f értékkészlete: Rf = [1; 9].

A függvény egyértelmûen meghatározza, hogy az értelmezési tartomány elemeihez hogyan rendeljük
hozzá az értékkészlet elemeit. Vajon az értékkészlet egy tetszôleges elemének ismeretében meg tudjuk-e
mondani, hogy azt melyik számhoz rendeltük?

Ha igen, akkor hogyan tudjuk ezt megtenni? 
Próbáljuk kitalálni, hogy melyik számhoz rendeltük például a 7-et! Visszafelé haladva, ha a 7-bôl levo-

nunk 1-et és a kapott eredményt elosztjuk 2-vel, akkor eljutunk ahhoz a számhoz, amihez a 7-et rendel-
tük, a 3-hoz. Valóban: 2 · 3 + 1 = 7.

x

y
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0 1

f

8. példa

Megoldás

x

y

1

0 1

f

D
f

R
f

OH_MAT09TB_Matek9_04_tordelt4  2020.06.13.  14:21  Page 175



176

IV. FÜGGVÉNYEK

Ugyanezt megtehetjük az értékkészlet bármely elemével.
Jelöljük az értékkészlet egy tetszôleges elemét y-nal, vagyis y ∈ [1; 9]. Ekkor

y = 2x + 1   /–1
y – 1 = 2x /:2

= x

Így y ismeretében kiszámíthatjuk x értékét. Vagyis az értékkészlet minden eleméhez egyértelmûen meg-
határozhatjuk, hogy az értelmezési tartomány melyik eleméhez rendeltük.

Ekkor egy újabb függvényt kapunk, de az értelmezési tartomány és az értékkészlet felcserélôdött. Tehát
az új függvény értelmezési tartománya az eredeti függvény értékkészlete, az értékkészlete pedig az eredeti
függvény értelmezési tartománya lesz. 

Az eredeti függvény: f: [0; 4] → [1; 9], f(x) = 2x + 1, itt már a képhalmazt leszûkítettük a függvény ér-
tékkészletére. 

Az új függvényt f –1-nel szokás jelölni.

f –1: [1; 9] → [0; 4],  f –1(x) = . 

Ábrázoljuk a kapott függvényt és az eredetit ugyanabban a
koordináta rendszerben! 

Milyen geometriai transzformációval kaphatjuk meg az
egyik függvény grafikonjából a másikat? A válasz megtalálásá-
ban a grafikonok mellett nagyban segít az ábrán zöld szaggatott
vonallal jelölt egyenes, ami a koordinátatengelyek elsô síkne-
gyedbeli szögfelelôje. Jól látható, hogy a két grafikon tükrös az
y = x egyenesre. 

Megjegyzés: Ha az f –1(x) függvénybôl indultunk volna ki, akkor az ere-
deti f(x)-et kaptuk volna.

Szerencsére most sikerült egyértelmûen meghatározni y-hoz
x értékét. Ez nem mindig van így. Például a konstans függvény

esetén nem tudjuk egyértelmûen megmondani, hogy az adott számot mihez rendeltük, hiszen az értelme-
zési tartomány minden eleméhez ugyanazt a számot rendeltük, így a visszafelé hozzárendelés nem lenne
függvény.
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A számtani sorozatokkal már régebben megismerkedtünk.

A pozitív egész számok például számtani sorozatot alkotnak. Az elsõ elem az 1, és a differencia is 1. 
Képlettel: an = n, vagy f(n) = n.

Ha ismerjük a sorozat elsõ elemét és differenciáját, akkor bármely elemét kiszámíthatjuk. 

a2 – a1 = d⇒ a2 = a1 + d,

a3 – a2 = d⇒ a3 = a2 + d = (a1 + d) + d = a1 + 2d. Ugyanígy: an = a1 + (n – 1)d.

Látható, hogy minden következõ elem d-vel nagyobb az elõzõnél.
Ha a1 = 2 és d = 2, akkor a pozitív páros számokat kapjuk meg.
Ha a számtani sorozatokat a függvények szempontjából vizsgáljuk, akkor áttérhetünk az 

f(n) = f(1) + (n – 1)d jelölésre. 

Ábrázoljunk néhány számtani sorozatot!

Legyen a1 = –5, d = 3 ⇒ f(n) = –5 + (n – 1)3 = –5 + 
+ 3n – 3 = 3n – 8. Ez a képlet nagyon hasonlít a g(x) = 3x – 8
függvény képletére. A két függvény hozzárendelési szabálya
megegyezik, de az értelmezési tartományuk különbözõ. Az 
f-et a pozitív egészeken értelmezzük, és a képe diszkrét (kü-
lönálló) pontokból áll. A g minden valós számon értelmezett, és
képe egy egyenes. Nyilván f pontjai a g egyenesén helyezked-
nek el.

Az f hozzárendelési szabálya elsõfokú algebrai kifejezés,
tehát a grafikon pontjai egy egyenesen helyezkednek el. Az
egyenes meredeksége éppen a sorozat differenciája, a kons-
tans tag pedig d-vel kisebb az elsõ elemnél. 

9. példa

A sorozatok is függvények. A pozitív egész számokon értelmezett függvényeket nevezzük soroza-
toknak.

A sorozat elemeit általában az ábécé kisbetûivel jelöljük. Ha a sorozatot az f függvénnyel adjuk meg,
akkor a szokásos jelölésekkel:

f(1) = a1, f(2) = a2, …, f(n) = an. A sorozatok igen változatosak lehetnek. Mi most csak az egyik spe-
ciális sorozattal, a számtanival foglalkozunk bõvebben.

Egy sorozatot számtaninak nevezünk, ha az egymást követõ elemek különbsége állandó. Ezt az ál-
landót d-vel szoktuk jelölni, a differencia (különbség) szó kezdõbetûjével.
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Melyik számtani sorozatot határozza meg az an = –2n + 7 összefüggés? 

Mi is a feladat? Egy számtani sorozatot akkor tekintünk megadottnak,
ha ismerjük a1-et és d-t. Azt is indokolni kell, hogy valóban számtani so-
rozatról van szó. 

an+1 – an = [–2(n + 1) + 7] – [–2n + 7] = –2n – 2 + 7 + 2n – 7 =
= –2 = d = állandó. Tehát a sorozat differenciája –2. Az elsõ elem pedig
a1 = –2 · 1 + 7 = 5. Ábrázoljuk a sorozatot mint függvényt!

Nemcsak az igaz, hogy minden számtani sorozat hozzárendelési sza-
bálya elsõfokú, de ennek a megfordítása is. Ha egy sorozat hozzárende-
lési szabálya elsõfokú, akkor az számtani sorozat. 

Számtani sorozat-e az an = n2 sorozat?

Elég megmutatni, hogy az egymást követõ elemek különbségei között van legalább két különbözõ. Jelen
esetben a2 – a1 = 22 – 12 = 4 – 1 = 3 és a3 – a2 = 32 – 22 = 9 – 4 = 5. A különbségek nem egyenlõk, tehát
nem számtani a sorozat. Elegendõ volt egyetlen ellenpéldát találni.

Egyszerûen azt is mondhattuk volna, hogy n2 nem elsõfokú kifejezés, tehát az
an biztosan nem számtani sorozat.

Ábrázoljuk a következõ függvényeket!

a) f(x) = –3x + 5;   b) ;   c) .

Keressük meg azt az elsõfokú függvényt, amelynek a képe áthalad az 
a) A(0; –3) és a B(1; 0);  b) R(–1; –1) és az S(5; –1);  c) P(–6; 3) és a Q(1; –4;) pontokon!

a) Keressük meg a megadott függvényekhez azt a függvényt, amelyik az értékkészlet elemeihez a hozzá
tartozó értelmezési tartománybeli elemet rendeli!

b) Ábrázoljuk a kapott függvényeket a párjukkal együtt egy-egy közös koordináta-rendszerben!
g: [0; 5] → [0; 5], g(x) = –x + 5;  h: [–4; 5] → [–8; 1], h(x) = x – 4  i: [1; 4] → [1; 10], i(x) = 3x – 2 

A megadott függvények közül melyek az elsõfokúak?

a) ;   b) ;   c) ;   d) i: R\{–3}; .

Ábrázoljuk a sorozatok elsõ öt elemét koordináta-rendszerben! Döntsük el róluk, hogy számtaniak-e! 

a) ;   b) bn = 6 – n;   c) ;   d) .

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény II.: 623; 624; 625; 627; 632; 633; 634; 635; 637; 638.
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42. AZ ABSZOLÚTÉRTÉK-FÜGGVÉNY

Ez volt eddig a definíció.
Ez a fogalom nagyon szemléletes, jól látható, hogy egy szám abszolút értéke nem lehet negatív. A defi-

níciót megalkothatjuk a függvények nyelvén is. 

A két definíció ugyanazt jelenti.

Ábrázoljuk az f(x) = |x| függvényt!

A grafikon két félegyenesbõl áll, amelyeket a lineáris függvényekrõl tanultak alap-
ján ábrázolhatunk.

Megkaptuk az abszolútérték-függvényekre jellemzõ „V” alakzatot.
Jól látható, hogy az értékkészlet a nemnegatív számok halmaza.

Adjuk meg azt a függvényt, ami a számoknak az 1-tõl vett távolságát mutatja a
számegyenesen! Ábrázoljuk ezt a függvényt!

f(x) = |x – 1|, ha csak az (x – 1) függvényt vennénk, akkor az elõjeles távolságot kap-
nánk meg. Az ábrázoláshoz készítsünk táblázatot!

Az abszolút érték definíciója alapján, ha az abszolútérték-jelen belül nemnegatív szám áll, akkor ahhoz
önmagát rendeli a függvény. Tehát ha x – 1 ≥ 0, vagyis x ≥ 1, akkor a függvény értéke x – 1 lesz. Ellenkezõ
esetben, vagyis ha x – 1 < 0, tehát x < 1, akkor |x – 1| = –(x – 1) = –x + 1. Összefoglalva:
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Definíció

Egy szám abszolút értéke a nullától való távolsága 
a számegyenesen.

0�1�2�3�4�5�6 1 2 3 4 5 6 7 8

d=5
d=7

Definíció

A pozitív számoknak és a nullának az abszolút értéke önmaga, a negatív számoknak pedig az ellen-
tettjük.
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Határozzuk meg a valós számok 0-tól és 2-tôl mért távolságának összegét! Ábrázoljuk ezt a függvényt!

Elsõ megoldás:

Az elõzõ feladat alapján az |x| és az |x – 2| függvények összegét kell vennünk. Tehát:

f(x) = |x| + |x – 2|.

Táblázat segítségével felvázoljuk a grafikont.

Második megoldás:

, és , ezért három esetet kell megkülön-

böztetni.

Az elsõ eset, amikor mindkét abszolút értéken belül nemnegatív szám áll.
Ez azt jelenti, hogy (x ≥ 0 és x ≥ 2) ⇒ x ≥ 2.
Ebben az esetben |x| + |x – 2| = x + (x – 2) = x + x – 2 = 2x – 2.

Második eset, ha( x ≥ 0 és x < 2) ⇒ 0 ≤ x < 2. Az elsõ abszolút értéken belül
pozitív, a másodikon belül pedig negatív szám áll.

Itt |x| + |x – 2| = x + (–(x – 2)) = x – x + 2 = 2.

Harmadik eset, ha negatív szám áll mindkét abszolút értéken belül.
(x < 0 és x < 2 ) ⇒ x < 0, akkor
|x| + |x – 2| = –x + (–(x – 2)) = –x – x + 2 = –2x + 2.

Összefoglalva:

Ennek alapján megrajzoljuk a megfelelõ intervallumokon a függvényeket.

Harmadik megoldás:
Ha tudjuk azt, hogy a lineáris függvények összeadásánál a meredekség összeadódik, akkor

egy egyszerû megoldást kapunk. 
Ha x < 0, akkor két –1 meredekségû függvényt kell összeadnunk. Tehát egy –2 meredekségû függvényt kapunk. 
Ha 0 ≤ x < 2, akkor –1 + 1 = 0, vagyis egy konstans lesz a két meredekség összege. Tehát egy konstans függvényt

kapunk.
Ha viszont 2 ≤ x, akkor 1 + 1 = 2 lesz a meredekség. 
Ezután az x = 0-nál és x = 2-nél kell kiszámolni a függvény értékét.
Elemezzük egy kicsit ezt a megoldást! Láthatjuk, hogy a két ponttól mért távolság összege a két pontot összekötõ

szakaszon mindig ugyanannyi, éppen a két pont távolsága. A két ponton kívül pedig ennél nagyobb. 
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3. példa

x –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5

|x| 3 2 1 0 1 2 3 4 5

|x – 2| 5 4 3 2 1 0 1 2 3

f(x) 8 6 4 2 2 2 4 6 8

x

y

1

0 1
f x x( ) = | 2|�| | +x

| 2|x �

| |x
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1
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Megoldások
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42. AZ ABSZOLÚTÉRTÉK-FÜGGVÉNY

Egy nagy üzletlánc az M3-as autópálya mentén építi meg logisztikai bázi-
sát. Innen kívánja kiszolgálni Gödöllõn, Hatvanban és Miskolcon lévõ üzle-
teit. Hová építsék fel a bázist az út mentén, ha azt szeretnék, hogy a három
várostól mért távolság összege a lehetõ legkisebb legyen? Tudjuk, hogy Gö-
döllõ 30 km-re, Hatvan 60 km-re és Miskolc 180 km-re van Budapesttõl.

Elsõ megoldás:
Használjuk az elõzõ feladat megoldását! Ha csak Gödöllõre és Miskolcra

szállítanának, akkor a két város között mindegy, hogy hová tesszük a bázist. 
A Hatvanra történõ szállítás szempontjából legjobb, ha éppen oda építjük a
központot. Így lesz a három távolság összege a lehetõ legkisebb.

Második megoldás:
Jelöljük x-szel a bázisnak Budapesttõl mért távolságát. Mivel a három vá-

rostól mért távolság összegére vagyunk kíváncsiak, ezért az

f(x) = |x – 30| + |x – 60| + |x – 180| függvényt kell vizsgálnunk, ahol 0 ≤ x.

Rajzoljuk meg a függvénygörbét!
Látható, hogy a grafikon legalsó pontja a S(60; 150) pont. Ez azt jelenti, hogy a függvény minimuma 150, és ezt az

x = 60-nál veszi fel. Tehát a függvényvizsgálat során is ugyanazt az eredményt kaptuk, mint az elõbb.
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4. példa

x

y

30

120

240

360

0 30 90 150

Q(30;180)

P(0;270)

S(60;150)

R(180;270)

T(210;360)
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IV. FÜGGVÉNYEK

Ábrázoljuk az f(x) = |2x – 4| függvényt!

Elsõ megoldás:
Készítsünk egy táblázatot!

Ábrázoljuk mindkét függvényt!

Második megoldás:
Vizsgáljuk az abszolút érték definíciója alapján a függvényt!
Ha 2x – 4 < 0, vagyis x < 2, akkor |2x – 4| = –(2x – 4) = –2x + 4.
Ha 2x – 4 ≥ 0, vagyis x ≥ 2, akkor |2x – 4| = 2x – 4.

Összefoglalva:

x < 2 esetén éppen az eredeti függvény –1-szeresét kell ábrázolnunk. 
A grafikonon jól látható, hogy ez az x tengelyre vonatkozó tükörkép, hiszen csak a

pontok második koordinátája változik –1-szeresére.

Ebbõl az egyszerû feladatból komoly következtetéseket vonhatunk le. 
Ha ismerjük egy f függvény grafikonját, akkor tudjuk áb-

rázolni a g(x) = |f(x)| képét is.
Ha f(x) ≥ 0, vagyis a grafikon megfelelõ pontjai az x ten-

gelyen vagy afölött helyezkednek el, akkor a pontok helyben
maradnak. Ha viszont f(x) < 0, tehát a pontok az x tengely
alatt vannak, akkor a függvénygörbe ezen részét tükrözzük az
x tengelyre.

Ábrázoljuk a következõ függvényeket táblázat segítségével!
K1 a) f(x) = |x – 3| – 2; E1 c) h(x) = |x + 2| – |x – 2|;
K1 b) g(x) = –|x + 4| + 3; E1 d) i(x) = ||x – 4| – 3|.

Hogyan változik a 4. példa megoldása, ha tudjuk még, hogy Hatvanba kétszer, Miskolcra pedig háromszor
annyi árut szállítanak, mint Gödöllõre?

Ábrázoljuk a következõ függvényeket!
K2 a) f(x) = |x2 – 4|; K1 b) g(x) = |3 – x|.

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény II.: 641; 642; 643. a), b), c), d); 645; 646;
647. a), b), c), d), e); 650. a), b); 651; 654; 655.
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Megoldások

5. példa

FELADATOK

Ajánlott feladatok
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43. A MÁSODFOKÚ FÜGGVÉNY

Az f(x) = x2, g(x) = 2x2 – 4, h(x) = x2 – 6x + 5, i(x) = –x2 + 4 olyan függvények, amelyeknek hozzáren-
delési szabálya másodfokú algebrai kifejezés. Ezeket másodfokú függvényeknek nevezzük.

Például h-ban a = 1, b = –6, c = 5. Célunk az, hogy bármely hasonló függvényt ábrázolni tudjunk. 

Ábrázoljuk az f(x) = x2 függvényt értéktáblázat segítségével!

Az értelmezési tartomány az összes valós szám. Természetesen a táblázat segítségével
csak véges sok helyen adhatjuk meg az értékeket.

Adott a síkon egy egyenes és rajta kívül egy pont. Ha megkeressük az összes olyan pontot a síkon,
amelyek egyenlõ távolságra vannak a megadott egyenestõl és ponttól, akkor parabolát kapunk. Az
egyenest vezéregyenesnek (direktrixnek), a pontot pedig fókusznak (fókuszpontnak) nevezzük. 
Az így kapott ponthalmaz tengelyesen szimmetrikus. A tengely átmegy a fókuszponton és merõleges
a vezéregyenesre. A tengely és a parabola metszéspontja a tengelypont. A parabola sok érdekes tu-
lajdonsággal rendelkezik. Például a tengellyel párhuzamosan érkezõ fénysugarakat visszaverõdés
után a fókuszpontba gyûjti össze. Ezt a nagyon fontos tulajdonságát használják ki a parabolaanten-
nák készítésénél. Nyilván az antenna maga nem parabola, hiszen az egy síkbeli alakzat. Az antennát
úgy kapjuk, hogy a parabolát térben megforgatjuk a saját tengelye körül. Az így kapott térbeli alak-
zatot forgásparaboloidnak nevezzük. 

x 0,5 1 1,5 2 3 4 5

x2 0,25 1 2,25 4 9 16 25

x –4 –3 –2 –1,5 –1 –0,5 0

x2 16 9 4 2,25 1 0,25 0

Megoldás

1. példa

A másodfokú függvény általános alakja: f(x)= a · x2 + b · x + c, ahol a, b és c konkrét valós szá-
mok, és a ≠ 0.

A PARABOLA (Olvasmány)

x

y

vezéregyenes direktrix

fókusz

A megadott pontokat egy görbe vonallal összekötve megkapjuk a másodfokú függ-
vények jellegzetes görbéjét, a parabolát. A grafikon az y tengelyre szimmetrikus alak-
zat. A parabola és a tengely metszéspontját tengelypontnak vagy csúcspontnak ne-
vezzük. 

x

y

1

0 1

y x= 2

Emelt szint
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IV. FÜGGVÉNYEK

A bevezetõ feladatok között (156. oldal 4. példa) találhatunk egy táblá-
zatot, ami egy szabadon esõ test által megtett utat mutatja az eltelt idõ függ-
vényében. Ábrázoljuk a megadott pontokat egy koordináta-rendszerben! Ke-
ressük meg a két mennyiség közötti függvénykapcsolatot! 

A pontokat görbe vonallal összekötve egy félparabolát kapunk. Ha egy
test állandó gyorsulással egyenes vonalú pályán mozog, akkor az út-idõ gra-
fikonja mindig parabola.

A hozzárendelés szabálya: s = 5t2 & f(x) = 5x2.

Ábrázoljuk a következõ függvényeket!
a) f(x) = x2 – 9;
b) g(x) = x2 – 4;
c) h(x) = x2 – 1;
d) i(x) = x2 + 1.

Az ábrák jól mutatják, hogy egy konstans hozzáadása, vagy elvétele
csak függõlegesen mozdítja el a grafikont. Amikor 9-et vontunk ki az x2-bõl,
akkor a grafikon az y tengely mentén mozdult el negatív irányba 9 egységgel. 
A többi eset is könnyen átlátható.

x –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

x2 16 9 4 1 0 1 4 9 16

x2 – 9 7 0 –5 – 8 –9 –8 –5 0 7

x2 – 4 12 5 0 –3 –4 –3 0 5 12

x2 – 1 15 8 3 0 –1 0 3 8 15

x2 + 1 17 10 5 2 1 2 5 10 17

x = idõ = t 1 mp 2 mp 3 mp 4 mp

y = út = s 5 m 20 m 45 m 80 m

Megoldás

3. példa

Megoldás

2. példa
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43. A MÁSODFOKÚ FÜGGVÉNY

Megoldás

4. példa

x

y

1

0 1

x 2 ( 6)x �
2

( 2)x �
2

( 6)x �
2

( 2)x �
2

Rajzoljuk meg a következõ függvények grafikonját!
a) f(x) = (x – 2)2;
b) g(x) = (x – 6)2;
c) h(x) = (x + 2)2;
d) i(x) = (x + 6)2.

Ha táblázat segítségével szeretnénk ábrázolni a függvényt, akkor ügyesen kell megválasztani az x érté -
keit! A függvények legkisebb értékét akkor kapjuk, ha a nullát emeljük négyzetre. Ezt az x értéket megkap-
hatjuk, ha a zárójelben lévõ kifejezésnek megkeressük a zérushelyét. Ezután már csak ehhez képest szim-
metrikusan kell megválasztanunk az x értékeit.

a)

b)

c)

d)

x –9 –8 –7 –6 –5 –4 –3

x + 6 –3 –2 –1 0 1 2 3

(x + 6)2 9 4 1 0 1 4 9

x –5 –4 –3 –2 –1 0 1

x + 2 –3 –2 –1 0 1 2 3

(x + 2)2 9 4 1 0 1 4 9

x 3 4 5 6 7 8 9

x – 6 –3 –2 –1 0 1 2 3

(x – 6)2 9 4 1 0 1 4 9

x –1 0 1 2 3 4 5

x – 2 –3 –2 –1 0 1 2 3

(x – 2)2 9 4 1 0 1 4 9

Idézet

A világ alkotóeleme … a mennyiség, s az emberi szellem (e világban világfölötti) semmit sem fog fel olyan jól, mint
éppen a mennyiséget, minek felismerésére nyilvánvalóan teremtetett. (Johannes Kepler)
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IV. FÜGGVÉNYEK

Készítsük el az f(x) = –x2 függvény grafikonját!

A számolásnál ne feledjük a mûveleti sorrendet! A hatványozást kell elõbb
elvégezni, és csak utána a szorzást. A  – x2 azt jelenti, hogy az x-et elõbb négy-
zetre kell emelni, és utána a végeredményt megszorozni –1-gyel.

A rajzot szemlélve érthetõ, hogy
miért nevezzük a görbét lefelé nyitott,
„lefelé nézõ” vagy „szomorú” parabolá-
nak. Ezek után természetes, hogy az 
x2 függvény képe a felfelé nyitott, „fel-
felé nézõ”, vagy „vidám” parabola.

Ábrázoljuk a következõ függvényeket ugyanabban a koordináta-rend-
szerben!

a) f(x) = 3x2; d) ;

b) g(x) = 2x2; e) j(x) = –2x2.

c) ;

x –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

3x2 48 27 12 3 0 3 12 27 48

2x2 32 18 8 2 0 2 12 18 32

0,5x2 8 4,5 2 0,5 0 0,5 2 4,5 8

–0,5x2 –8 –4,5 –2 –0,5 0 –0,5 –2 –4,5 –8

–2x2 –32 –18 –8 –2 0 –2 –8 –18 –32

( )i x x2
1 2= -

( )h x x2
1 2=

x –3 –2 –1 0 1 2 3

x2 9 4 1 0 1 4 9

–x2 –9 –4 –1 0 –1 –4 –9

Megoldás

6. példa

Megoldás

5. példa
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43. A MÁSODFOKÚ FÜGGVÉNY

Értéktáblázat segítségével ábrázoljuk a következõ függvényeket!

a) f(x) = x2 – 4x + 5;
b) g(x) = x2 + 12x + 27.

Keressünk hasonló grafikonokat az elõzõ feladatok megoldásai között! Vajon mivel magyarázható ez a
hasonlóság? 

a)

A táblázat elsõ három oszlopának figyelmen kívül hagyása után ábrázolhatjuk a
függvényt.

A grafikont tanulmányozva láthatjuk, hogy nagyon hasonlít az (x – 2)2 grafikon-
jára. A 4. példa a) megoldásához képest a parabola eggyel feljebb tolódott. Ennek
az okát könnyen kideríthetjük. Az algebrai azonosságaink felhasználásával kifejtjük
az (x – 2)2-t.

(x – 2)2 = x2 – 4x + 4   / +1;
(x – 2)2 + 1 = x2 – 4x + 5.

Ez a képlet azt mutatja, hogy ha egyet hozzáadunk az (x – 2)2 függvényünkhöz,
akkor az elõbbi grafikonja feljebb „megy” 1-et.

b)

Itt is felfedezhetjük a hasonlóságot az (x + 6)2 grafikonjával.

(x + 6)2 = x2 + 12x + 36            /–9;
(x + 6)2 – 9 = x2 + 12x + 27.

Tehát ha 9-et vonunk ki az (x + 6)2 függvénybõl, akkor az elõbbi grafikonja ki-
lenc egységgel „megy” lejjebb. 

A parabola tengelypontja a T(–6; –9) pont. Ez a pont a grafikon „legalsó” pontja.
Ennek fontos matematikai jelentése van. Ha megvizsgáljuk függvényünk értékkész-
letét, láthatjuk, hogy annak legkisebb eleme a –9.

x –10 –9 –8 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0

x2 100 81 64 49 36 25 16 9 4 1 0

12x –120 –108 –96 –84 –72 –60 –48 –36 –24 –12 0

g(x) 7 0 –5 –8 –9 –8 –5 0 7 16 27

x –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5

x2 25 16 9 4 1 0 1 4 9 16 25

–4x 20 16 12 8 4 0 –4 –8 –12 –16 –20

f(x) 50 37 26 17 10 5 2 1 2 5 10

Megoldás

7. példa
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A „vidám” parabola tengelypontjának elsõ koordinátája a minimumhely, a második pedig a minimum
értéke. Mivel az értékkészletnek nincs legnagyobb értéke, ezért azt mondhatjuk, hogy függvényünknek
nincs maximuma. 

Ha a parabola lefelé nézõ, akkor éppen fordított a helyzet. Ott a függvénynek maximuma van, de mi-
nimuma nincs.

A gyakorlati alkalmazások során a matematika egyik legfontosabb feladata a függvények minimumának
és maximumának a meghatározása.

Tapasztalataink alapján azt mondhatjuk, hogy a másodfokú függvény képe mindig parabola. Ha az x2

együtthatója, az a értéke pozitív, akkor a parabola mindig felfelé nézõ (vidám). Ha viszont a értéke nega-
tív, akkor a parabola lefelé nézõ (szomorú). 

Keressünk olyan másodfokú függvényt, amelynek a grafikonja áthalad a P(0; 5), S(6; 5) és a T(3; –4) pontokon! Ke-
ressünk még legalább két olyan pontot, amelyeknek a koordinátái egész számok és rajta vannak a parabolán! 

Másodfokú függvényt keresünk, amirõl tudjuk, hogy a képe egy parabola. A parabolának mindig van egy szim-
metriatengelye, ami jelen esetben párhuzamos az y tengellyel. A P és S pontok második koordinátája megegyezik, ezért
õk egymás tükörképei. Ez ezt jelenti, hogy a szimmetriatengely a két pont szakaszfelezõ merõlegese lesz. Mivel ezen
rajta van a T pont, ezért õ csak a parabolánk tengelypontja lehet. Tehát a keresett másodfokú függvény képlete csak 

f (x) = a(x – 3)2 – 4 alakú lehet. Mivel ha a tengelyponthoz képest hárommal növel-
jük x értékét, akkor a függvény értéke 9 = 32-nel nõ, ezért ez csak az e(x) = x2 egy-
ségparabola eltolt képe lehet. Tehát:

f (x) = (x – 3)2 – 4 = x2 – 6x + 9 – 4 = x2 – 6x + 5. Ezt az eredményt még el-
lenõriznünk kell. A megadott pontok elsõ koordinátáját
az x helyébe írva éppen a második koordinátát kapjuk. 

Ha újabb pontokat keresünk a parabolán, láthatjuk,
hogy például a Q(1; 0) és R(4; –3) szintén rajta vannak.

Megoldás

8. példa

Az értékkészlet legkisebb elemét minimumnak nevezzük. Az értelmezési tartomány azon eleme
(elemei), ahol a függvény felveszi a minimumát, a minimumhely.

Az értékkészlet legnagyobb elemét maximumnak nevezzük. Az értelmezési tartomány azon eleme
(elemei), ahol a függvény felveszi a maximumát, a maximumhely.

x

y

1

0 1

x x2 6 5� �

T(3; 4)�

Q(1;0)

R(4; 3)�

P(0;5) S(6;5)

Fogalmak
másodfokú függ-

vény;
parabola;
tengelypont;
függvény mini-

muma;
függvény maxi-

muma;
minimumhely;
minimumérték;
maximumhely;
maximumérték.

OH_MAT09TB_Matek9_04_tordelt4  2020.06.13.  14:22  Page 188



Értéktáblázat segítségével ábrázoljuk a következõ függvényeket! Keressük meg a parabolák ten-
gelypontjait! Adjuk meg a függvények értékkészletét!
a) f(x) = 2x2 – 8; d) i(x) = x2 + 6x + 5;
b) g(x) = –x2 + 4x; e) j(x) = (x – 3)2 – 4;
c) h(x) = –(x – 2)2 + 4; f) k(x) = x|x|.

Adjuk meg azt a másodfokú függvényt, aminek grafikonja illeszkedik a következõ három pontra!
a) A(0; 0), B(1; 1), C(2; 0); b) P(–3; –1), Q(0; 2), R(–6; 2).

A grafikonjuk alapján adjuk meg az ábrán látható má-
sodfokú függvények hozzárendelési szabályát, értel-
mezési tartományát és értékkészletét!

Egy nagy erõvel megütött golflabda földfelszíntõl mért
távolságát jó közelítéssel a h(t) = 25t – 5t2 függvény írja
le. (A t idõt másodpercben, a h magasságot méterben
számítjuk.)
a) Mekkora volt a földfelszíntõl mért legnagyobb távol-

sága a labdának?
b) Mekkora távolságot tett meg vízszintes irányban a

labda, ha a vízszintes irányú sebessége a mozgás fo-
lyamán állandónak tekinthetõ 32 m/s volt? (A labdát
lassító közegellenállás hatását elhanyagoljuk.)

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény II.:
656; 657; 658; 662; 665; 680; 684.

x

y

1

0 1

a)

b)

c)

d)

3. K2

4. K2

2. E1

1. K2

189

43. A MÁSODFOKÚ FÜGGVÉNY

FELADATOK

Ajánlott feladatok

Az agóra az athéni olimpiai faluban (Santiago Calatrava)
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IV. FÜGGVÉNYEK

44. RACIONÁLIS TÖRTFÜGGVÉNYEK

Korábbi algebrai tanulmányainkban szerepelt egy nagyon fontos fogalom, az algebrai tört. Szeretnénk
megismerkedni a neki megfelelõ függvényekkel. Elõször csak a legegyszerûbb típusokkal foglalkozunk. 

Vizsgáljuk meg azokat a törteket, amelyek nevezõjében egy elsõfokú, a számlálójában pedig nullad- vagy
elsõfokú algebrai kifejezés áll! Az így kapott függvényeknek a képe hiperbola.*

Például .

Ábrázoljuk azt a függvényt, ami minden nullától különbözõ számhoz hozzárendeli a reciprokát!

Egy szám akkor reciproka a másiknak, ha a szorzatuk 1. Tehát ha egy tetszõleges x szám reciproka y,
akkor x · y = 1. Mivel x ≠ 0, ezért oszthatunk vele.

Így kapjuk, hogy . Ezek után megadhatjuk a megfelelõ függvényt: f: R\{0} " R\{0}, .

Táblázatot készítünk:

Ha megnézzük a grafikon pontjait, lát-
hatjuk, hogy azoknak a tengelyektõl vett
elõjeles távolságai x és f(x). Mivel ezek szor-

zata állandó, ez azt 

jelenti, hogy a grafikon pontjai egy hiper-
bolán helyezkednek el. A két koordináta-
tengely alkotja az aszimptotákat. Az x érté-
keit növelve a függvényértékek egyre
csökkennek, vagyis a grafikon pontjai egyre
közelebb kerülnek az x tengelyhez (x > 0
esetén), de soha nem érik el azt. 

( )x f x x x
1 1$ $= = =

( )f x x
1

=y x
1

=

( ) , ( ) , ( )f x x g x x h x x
x1

5
1

4
2 3

= =
+

= +
-

Megoldás

1. példa

x –10 –5 –2 –1 – 2
1 – 5

1
5
1

2
1 1 2 5

x
1 –10

1 – 5
1 – 2

1 –1 –2 –5 5 2 1 2
1

5
1

x

y

1

0 1

1
x

190
* A hiperbola általános definíciójával most nem foglalkozunk.
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44. RACIONÁLIS TÖRTFÜGGVÉNYEK

Ugyanígy láthatjuk, ha x értékei egyre kisebb pozitív számok, a függvényértékek egyre nagyobbak lesz-
nek, a pontok egyre közelebb kerülnek az y tengelyhez. Lényegében ezért nevezzük a tengelyeket a hi-
perbola aszimptotáinak. Az elsõ síknegyedben lévõ hiperbolaágat az origóra tükrözve kapjuk a másik ágat.
Ez egy nagyon fontos tulajdonság, hiszen ha a pozitív x-ekre sikerül ábrázolni a függvényt, akkor már csak
egy középpontos tükrözés van hátra, hogy megkapjuk a teljes grafikont. 

A legtöbb függvény se nem páros, se nem páratlan.

Definíció

Egy f függvény páros, ha x ∈Df esetén –x ∈Df és minden x ∈Df esetén f(–x) = f(x) (vagyis az értel-
mezési tartomány, és a függvény grafikonja is tükrös az y tengelyre). Az f(x) = x2 és a h(x) = |x| páros
függvények.

x

y

1

0 1

Q(6;6)

P(2;2)

Q’ ( 6;6)�

P’ ( 2;2)�

x

y

1

0 1

Q(3;9)

P(2;4)

Q’ ( 3;9)�

P’ ( 2;4)�

Definíció

Egy f függvény páratlan, ha x ∈Df esetén –x ∈Df és minden x ∈Df esetén f(–x) = –f(x) (vagyis az ér-
telmezési tartomány, és a függvény grafikonja is tükrös az origóra). Páratlan függvény az f(x) = x is.

x

y

1

0 1

Q(2;2)
P(1;1)

R(3;3)

Q � ( 2; 2)� �

P’ ( 1; 1)� �

R’ ( 3; 3)� �

x

y

1

0 1

Q(1;1)

P(0,5;2)

R(2;0,5)

Q’ ( 1; 1)� �

P’ ( 0,5; 2)� �

R’ ( 2; 0,5)� �
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IV. FÜGGVÉNYEK

Budapest és Gyõr távolsága autópályán 120 km. Ha gyalog

szeretnénk megtenni ezt az utat, kb. 5 sebességet feltételezve

órára lenne szükségünk. Pihenõk beiktatása nélkül

erre igen kevés ember lenne képes. Egy Forma–1-es autóval 

240 -s tempóban akár fél óra alatt is odaérhetnénk, ha ezt a

közlekedési szabályok megengednék. Írjuk fel azt a függvényt,
ami megadja az út megtételéhez szükséges idõt a sebesség isme-
retében! Feltételezhetjük, hogy a sebességek az elõbb említett
két érték között mozognak. Ábrázoljuk ezt a függvényt!

Feltételezzük, hogy az út folyamán végig egyenletes tempóban haladunk. Ebben az esetben a fizikából

jól ismert képlettel számolhatunk. Tehát

f: [5; 240] " R, .

Készítsünk táblázatot!

x x
120

7

t v
s

=

km
óra

5
120 24=

km
óra

2. példa

Megoldás

x 5 10 15 20 30 40 60 80 100 120 140 160 180 240

x
120 24 12 8 6 4 3 2 1,5 1,2 1 ≈0,86 0,75 ≈0,67 0,5

A táblázat tanulmányozása után megállapíthatjuk, hogy
az értékkészlet a [0,5; 24] zárt intervallum lesz. Tehát az
út megtételéhez szükséges idõ fél óra és huszonnégy óra
között mozog. A grafikonunk egy hiperbola részlete. Fel-
adatunkban a sebesség és az idõ fordítottan arányos meny-
nyiségek, mert a szorzatuk állandó. 

x

y

10

0 10

120
x
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44. RACIONÁLIS TÖRTFÜGGVÉNYEK

a) Ábrázoljuk azt az f függvényt, ami a 2 kivételével minden számhoz hozzárendeli a nála 2-vel kisebb
szám reciprokát!

b) Legyen g(x) = f(x) + 5. Ábrázoljuk a g függvényt!

A függvények hozzárendelési szabálya:

a) f: R\{2} " R, ;

b) g: R\{2} " R, .

A 2 nem tartozik az értelmezési tartományhoz, mert ha x helyébe 2-t helyettesítenénk, akkor nullával
kellene osztanunk. Ez azt jelenti, hogy az x = 2-nél húzott függõleges egyenesen nem lehet pontja a grafi-
konnak. Az ábrázolás elõtt ezt az egyenest szaggatott vonallal mindig megrajzoljuk. Könnyen észrevehet-
jük, ha a kettõhöz közeli számokból vonjuk ki a kettõt, akkor nagyon kis pozitív vagy negatív számot kapunk.
A számok reciprokának abszolút értéke viszont nagyon nagy lesz. Ennek figyelembevételével készítjük el a
táblázatunkat.

a) A grafikonon jól látható, hogy a vízszintes aszimptota továbbra is az
x tengely lesz. Ez azt jelenti, hogy a nulla nem szerepel az érték-

készlet elemei között. Az tört értéke soha nem lesz nulla, 

hiszen ahhoz a számlálónak kellene nullának lennie. Tehát 
Rf = R\{0}.

b) Az f grafikonjából úgy kapjuk a g-nek megfelelõt, hogy az eltolódik
5 egységgel feljebb. Így a vízszintes aszimptota is feljebb lesz 5 egy-
séggel. Így Rg = R\{5}.

x 2
1
-

( )g x x 2
1 5=
-

+

( )f x x 2
1

=
-

Megoldás

3. példa

x –2 –1 0 1 1,5 1,8 1,9 2,1 2,2 2,5 3 4 5 6

x – 2 –4 –3 –2 –1 –0,5 –0,2 –0,1 0,1 0,2 0,5 1 2 3 4

x 2
1
-

–0,25 3
1

- –0,5 –1 –2 –5 –10 10 5 2 1 0,5 3
1 0,25

x 2
1 5
-

+ 4,75 4 3
2 4,5 4 3 0 –5 15 10 7 6 5,5 5 3

1 5,25

x

y

1

0 1

1
x � 2 +5

1
x � 2
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Keressük meg a következõ függvények
képeit a az alábbi grafikonok között!

a) f: R\{0} " R, ;

b) g: R\{0} " R, ;

c) h: R\{0} " R, ;

d) i: R\{2} " R, ;

e) j: R\{1} " R, .

a) Az f képe a 4. grafikon. Ez az grafikonjának a tükörképe az x tengelyre nézve.

b) Ez az 5. görbe. A P(0; 1) és a Q(0; –1) ponton lévõ üres karika éppen

azt jelenti, hogy a függvény nullánál nincs értelmezve.

c) A függvénynek nem lehetnek negatív értékei. Az grafikonjának x tengely alatti részét tükröztük

az x-re. Ez az 1. grafikon.

d) A függvénygörbe megegyezik az függvény képével. Ez a 2.

görbe. Rövid algebrai átalakítással igazolhatjuk, hogy a két hozzárendelési szabály
megegyezik.

.

e) Itt is szükségünk lesz egy kis átalakításra.

, ha x ≠ 1. Ez a 3. grafikon.1x
x

x
x

x
x

1
1

1
1

1
1

= + = =
-
-

-
- -

-
- - -

] ]g g

( )j x x
x
1

1
=

-
-

( )i x x
x

2
5 9

=
-
-

( )h x x
1

=

x x x
x

x
x

x
x

x
x

2
1 5 2

1 5 2
2

2
1 5 2

2
1 5 10

2
5 9$

-
+ =

-
+

-
- =

-
+ - =

-
+ - =

-
-] g

x x 2
1 57
-

+

x x
1

7

( )
,

,

;

.
g x x

x

x
x

x

x

1

1

0

0

ha

ha

2

1
=

=

=- -
*

x x
1

7

( )f x x
1

= -

( )g x x
x

=
x

y

1

0 1

1

x

y

1

0 1

3

x

y

1

0 1

5

x

y

1

0 1

P (3;6)

Q (1;4)

2 x

y

1

0 1

4

4. példa

Megoldás

Fogalmak
racionális 

törtfüggvény;
reciprok;
aszimptota;
páros függvény;
páratlan függvény;
hiperbola.
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3. K2

1. K1

2. K1

Keressünk fordítottan arányos mennyiségeket! Adjuk meg a nekik megfelelõ függvényt a grafi-
konjával együtt!

Ábrázoljuk a következõ függvényeket értéktáblázat segítségével! Ügyesen válasszuk meg x értékeit!

a) f: R\{–2} " R, ;      b) g: R\{–2} " R, ; 

c) h: R\{4} " R, .

Adjuk meg a grafikonjukkal megadott függvények hozzárendelési szabályát!

a) b)

x x 2
6

7
+

x x 2
6 37
+

-

x x 4
4 47
-

+

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény II.: 686; 688; 689; 690; 693; 694; 699.

Ajánlott feladatok

FELADATOK

x

y

1

0 1

R (4;4)

P (1;1)

Q (2;0)

S (5;3)
x

y

1

0 1

R (–2;1)

P (2;–5)

Q (–3;0)

S (3;–4)

Nice, Franciaország
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AZ EGÉSZRÉSZ-, TÖRTRÉSZ- 
ÉS AZ ELÕJELFÜGGVÉNY (Olvasmány)

Néhány esetben érdemes a számokat felbontani egy egész és egy törtszám összegére.
Ha azt szeretnénk, hogy ez a felbontás egyértelmû legyen, meg kell állapodnunk a felbontás módjában. 

Természetesen az egész számok egész része önmaga. Lássunk pár példát! 
a) [5] = 5,   b) [–3] = –3,   c) [2,3] = 2,   d) [3,99] = 3,   e) [–1,3] = –2,   f) [–6,8] = –7.

Ha már tudjuk egy szám egész részét, akkor könnyen megkaphatjuk a törtrészét is.

Például: {7} = 0, {0,3} = 0,3, {5,67} = 0,67, {–3,8} = –3,8 – (–4) = –3,8 + 4 = 0,2.
Így valóban egy felbontást kaptunk, hiszen
x = [x] + {x}, vagyis minden szám egyenlõ egész és törtrészének összegével.

Ábrázoljuk az 

f: R " Z, függvényt!

Mivel két egész szám között a függvény értéke nem változik, ezért itt egy
vízszintes szakasz lesz a képe. A szakasz bal oldali végpontját teli karikával, a
jobb oldalit pedig üressel jelöljük, mert a bal oldali végpont hozzátartozik a
grafikonhoz, a jobb oldali pedig nem. Az ilyen függvényt lépcsõs függvénynek
is szokás nevezni a grafikonja alapján. Az értékkészlet az egész számok hal-
maza lesz.

x x7 5 ?

Megoldás

1. példa

Definíció

Egy szám egész részén a hozzá legközelebb esõ, nála nem nagyobb egész számot értjük. Jele: [x].

Definíció

Egy szám törtrészét megkapjuk, ha az eredeti számból kivonjuk az egész részét.
Jele: {x}. Tehát: {x} = x – [x].

x

y

1

0 1

[ ]x
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AZ EGÉSZRÉSZ-, TÖRTRÉSZ- ÉS AZ ELÕJELFÜGGVÉNY

A gyakorlatban használt egészre kerekítési szabály szerint öt tizedtõl már felfelé kere-
kítünk.

Adjunk meg olyan függvényt, ami minden pozitív számhoz a valódi egészre kerekített ér-
tékét rendeli!

Ha a kerekítendõ számhoz hozzáadunk 0,5-et, akkor már csak az egész részét kell ven-
nünk.

Tehát az f(x) = [x + 0,5] éppen jó lesz.

Ábrázoljuk az 

R " [0; 1[, függvényt!

{x} = x – [x]. Rajzoljuk meg az f(x) = x és a g(x) = [x] függvényeket ugyanabba a koor-
dináta-rendszerbe! 

Látható, hogy f és g értékei az egész számoknál megegyeznek. Ez azt jelenti, hogy a kettõ
különbsége ezeken a helyeken nulla lesz. Máshol az f mindig a g fölött van. Tehát az 
{x} = f(x) – g(x) itt pozitív lesz. Megfigyelhetjük, hogy a [0; 1[ intervallumon {x} = x. 

A függvénygörbe lényegében a [0; 1[ intervallumon megrajzolt rész periodikus ismétel-
getésével elõállítható. Az ilyen függvényeket periodikus függvényeknek nevezzük. 

A {x} periódusa nyilván 1, mert {x + 1} = {x}.

Ábrázoljuk az f(x) = [2x] és a g(x) = {2x} függvényeket!

Elõször az f-et ábrázoljuk. Rajzoljuk meg a 2x függvényt, majd húzzunk párhuzamosokat az x tengellyel az y egész
pontjain keresztül! Minden két ilyen vonal közti részt merõlegesen az alsóra vetítve kapjuk a függvény egész részét. Ezzel
a módszerrel tetszõleges függvény egész részét ábrázolni tudjuk.

x x7 ! +

Megoldás

4. példa

Megoldás

3. példa

Megoldás

2. példa

x

y

1

0 1

[ 0,5]x �

x

y

1

0 1

f x( ) = x

g x x( ) = [ ]

x

y

1

0 1

{ }x

Periodikus függvény: Ha létezik olyan k > 0 szám, hogy minden x ∈ Df esetén (x + k) ∈ Df és f(x + k) = f(x). A
legkisebb k pozitív számot, amire a fenti állítás igaz, a függvény periódusának nevezzük.
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Innentõl kezdve már könnyû dolgunk van a törtrész ábrázolásával. Mivel {2x} = 2x – [2x], ezért csak a két grafikon
közti részt kell eltolnunk az y tengellyel párhuzamosan az x tengely fölötti sávba.

Ismerkedjünk meg egy roppant egyszerû, de nagyon hasznos függvénnyel! 

Természetesen tetszõleges függvény elõjelét ábrázolhatjuk.

Ábrázoljuk a következõ függvényt!

f: [–3; 3] " R, .x x 4sgn 2
7 -^ h

x

1

0 1

y

2x

[2 ]x

x

1

0 1

y

2x

[2 ]x

{2 }x

5. példa

Az elõjelfüggvény vagy szignum (x), jele „sgn (x)”. A pozitív számokhoz
1-et, a negatív számokhoz –1-et és a nullához 0-t rendel.

,
,
,

;
;
.

x
x
x
x

1
0
1

0
0
0

sgn
ha
ha
ha

2

1
= =

-

] g * x

y

1

0 1

sgn( )x
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AZ EGÉSZRÉSZ-, TÖRTRÉSZ- ÉS AZ ELÕJELFÜGGVÉNY

A [–3; –2[ és a ]2; 3] intervallumon a belsõ függvény értékei pozitívak, tehát
az elõjelfüggvény +1-et vesz fel. A ]–2; 2[-ben pedig x2 – 4 negatív, tehát a
szignumfüggvény értéke –1. A 2-nél és –2-nél a függvényérték 0 lesz.

Megoldás

FELADATOK

x

y

1

0 1 3–3

x2
� 4

sgn( 4)x2
�

1. 

2. 

(Nem érettségi tananyag.) Adjuk meg azt a függvényt, ami a számokat tízesekre kerekíti! 

(Nem érettségi tananyag.) Ábrázoljuk a következõ függvényeket!
a) f: [–4; 4] " R, ; d) i: [–3; 3] " R, ;
b) g: [–4; 4] " R, ; e) j: ]–4; 4] " R, ;

c) h: [–3; 3] " R, ; f) k: [–5; 5] " R, .x x2
7 6 @ x x

2 1sgn7 +b l

x x27 $ ! + x x 1sgn7 +] g

x x27 $ 5 ? x x2
7 " ,

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény II.: 701; 703; 706; 709.

Fogalmak
egész rész;
törtrész;
elõjelfüggvény;
periodikus függvény.

Ajánlott feladatok

Név: Edit
Lakhely: Budapest
Végzettség: közgazdász
Jelenlegi beosztás: menedzser
Milyen tantárgyakból felvételizett, tanult emelt szinten? Matematika.

Sziasztok!

Edit vagyok, és öt éve egy bankban dolgozom. Mindig is szerettem a matekot, egy olyan játéknak láttam, amiben miután
megtanították az alapvető szabályokat, mindig új és új feladatokkal és problémákkal játszottam. 

Az egyetemen arra is rájöttem, hogy az a matek, amit a gimiben elsajátítottam, az egyik legfontosabb eszköz ahhoz, hogy 
az egyetemen meg tudjak tanulni mindent, amitől jó közgazdász leszek. A munkámban fontos, hogy az ember ne ijedjen meg 
a számoktól, értse az összefüggéseket.

A matek a tiszta, követhető logikára nevel. Ez egy nagyon fontos közös nyelv és gondolati keret, aminek segítségével gyorsan
megértem, mire gondol a másik, miért gondolja úgy, és meg tudom magyarázni, én miért értek egyet vele vagy miért nem. 
Ha egy bonyolult, ijesztő új feladattal találkozom, perceken belül elemeire tudom bontani. Egyesével a komplex probléma is
átláthatóvá, megfoghatóvá és megoldhatóvá válik. 

Pá
ly

ak
ép
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A mindennapokban gyakran teszünk ilyen kijelentéseket:
„…ez a fiú kosaras termet” – azaz nagyon magas. Mihez viszonyítva?
„…a magyarok kevés halat esznek”. Kikhez képest? Vagy milyen ételhez képest?
„…az USA-ban több a számítógép, mint Mongóliában”. Mondhatnánk, hogy persze, hiszen sokkal

többen élnek az Egyesült Államokban, de errõl van-e szó?
Ezek, és még sok hasonló kijelentés a statisztika tárgykörébe vezet minket.

A statisztika emberek, tárgyak csoportjait vizsgálja adatok összegyûjtésével. Soha nem az egyes ember
vagy tárgy az érdekes statisztikai szempontból, hanem a csoportra jellemzõ vonásokat keresi, akarja be-
mutatni.

Módszere az adatgyûjtés, az adatok rendszerezése, rendezése.

V. STATISZTIKAV. STATISZTIKA
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45–46. ADATOK ÉS ÁBRÁZOLÁSUK. 
A STATISZTIKA TÁRGYA ÉS FELADATA

Vajon mi történik a népszámlálások sok millió adatával? Ömlesztve használhatatlanok,
rendet kell tenni bennük. Csoportosítani kell, áttekinthetõvé tenni. Ennek egy lehetõsége,
hogy az adatokat táblázatokba foglalják, a táblázatokból grafikonokat, diagramokat ké-
szítenek. 

Nézzünk néhány példát arra, hogy mit lehet kiol-
vasni egy táblázatból, és milyen grafikont célszerû
használni a különbözõ adathalmazok ábrázolására.
(Az adatok a www.ksh.hu weblapról származnak.) 
A tanulói létszám és a pedagógusszám a gimnáziu-
mokra vonatkozik.

Az elsô táblázatból látszik, hogy a nappali tagoza-
tos gimnáziumi tanulók száma nagyjából változatlan,
a gimnáziumi tanárok száma enyhén emelkedett,
ezért az egy pedagógusra jutó tanulók száma a vizsgált
idôszak utolsó öt évében gyakorlatilag állandó, 10,1
körüli érték. 

Oszlopdiagram

Ezt a diagramtípust oszlopdiagramnak
nevezzük.

Év Közúti balesetek száma
2012 15 174
2013 15 691
2014 15 847
2015 16 331
2016 16 627
2017 16 489
2018 16 951

0

15 000

15 500

16 000

16 500

17 000

Közúti balesetek száma

2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

�

Tanév Nappali oktatásban 
tanulók száma

Pedagógusok
száma

2014/2015 182 228 17 884
2015/2016 180 966 17 937
2016/2017 181 782 18 260
2017/2018 184 525 18 259
2018/2019 187 599 18 564

1. példa

2. példa

Tanév Egy pedagógusra jutó tanulók száma
a gimnáziumokban

2014/2015 10,2
2015/2016 10,1
2016/2017 10,0
2017/2018 10,1
2018/2019 10,1

201
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V. STATISZTIKA

Vonaldiagram

Több adatsor közös diagramon való ábrázolása jól szemlélteti egymáshoz való viszonyukat is.

Most vonaldiagramot rajzolunk. 

Gyakran csak a diagramot adják meg, az adatokat mi olvassuk ki a grafikonokból. Például az 1952–
1955 környékén levõ csúcspont a Ratkó-korszak „asszonynak szülni kötelesség, lánynak szülni dicsõség”
abortuszt tiltó rendszerére utal, míg az 1975 táján lévõ csúcs a gyermekgondozási segély bevezetése nyomán
megnõtt gyermekvállalási kedvet tükrözi. Látható azonban, hogy 1980 óta egyre kevesebb gyerek születik.
Magyarország interaktív korfáját a https://www.ksh.hu/interaktiv/korfak/orszag.html linken találod meg.

0

50

100

150

200

250

300
Ezer fõ

Az élveszületések száma

1919 1940 1960 1980 2007

Fiú Leány

0

1000

2000
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5000

A foglalkoztatottak száma Magyarországon 2013-tól (ezer fő)

2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019

összesen férfi nő

A foglalkoztatottak száma Magyarországon 2013-tól (ezer fô)
Év 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019
Összesen 3893 4101 4211 4352 4421 4470 4512

Ebbõl:
férfi
nô

2104
1789

2221
1880

2284
1927

2363
1989

2417
2004

2446
2023

2480
2032

A népesség száma nem és életkor szerint
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100�x

100 90 80 70 60 50 40 30 20 10 0 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Ezer lakos

1949. január 1. 2005. január 1.

Ezer lakos

FÉRFI NÕ

3. példa

4. példa
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45–46. ADATOK ÉS ÁBRÁZOLÁSUK. …

Gyûjtsük össze az osztályba járó lányok magasságának adatait! Ábrázoljuk oszlopdiagramon! 

Keressünk hibás (csalfa, tendenciózus) diagramokat a sajtóban!

Ábrázoljuk közös vonaldiagramon a látogatók számát! (Forrás: KSH.)

Év
1000 lakosra jutó látogatások száma

Mozi Színház Hangverseny

2014 1048 655 158
2015 1272 685 193
2016 1456 726 202
2017 1496 856 243
2018 1585 873 272

3. K1

2. K1

1. K1

Kördiagram

Ha például az adatok egymáshoz viszonyított arányára vagyunk kíváncsiak, jól használható a kördiag-
ram. Ekkor a kör kerületét (területét) a megfelelõ adatok arányában osztjuk fel. Egy adathoz tartozó körcikk
szöge úgy aránylik a 360°-hoz, mint az adat az adatok összegéhez.

Itt még elõször meg kell határoznunk, hány vendégéjszakát töltöttek a kül-
földiek az egyes negyedévekben a kereskedelmi szálláshelyeken.

Most már ábrázolhatjuk az adatokat.
Láthatjuk, hogy a harmadik negyedévben, július 1. és szeptember 30. között

több éjszakát töltenek itt, mint október 1. és március 31. között. Többek közt
ezért találták ki a Budapesti Tavaszi Fesztivált és a Budapesti Õszi Fesztivált az
idegenforgalmi szakemberek.

Érdemes kipróbálni a gondolatsor követését 2017-es adatokkal is!

Év I. negyedév II. negyedév III. negyedév IV. negyedév

2016 2178 3492 5164 2968

A külföldiek által eltöltött vendégéjszakák száma a kereskedelmi 
szálláshelyeken (ezer fô)

Év I. negyedév I. félév I–III. negyedév I–IV. negyedév

2016 2178 5670 10 834 13 802

2017 2413 6420 11 831 14 942

FELADATOK

Fogalmak
oszlopdiagram;
kördiagram;
korfa;
vonaldiagram.

5. példa

I. negyedév
II. negyedév
III. negyedév
IV. negyedév

Vendégéjszakák aránya 2016-ban
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Mit olvashatunk le a 2005-ös korfáról, összehasonlítva az 1949-essel? (Forrás: KSH.)
Mi okozza a beugrást a 28–33 éveseknél az 1949-es korfán? Hol tart ez a beugrás 2005-ben?
Mikor születtek a 2005-ös korfa maximális férfi- és nõi értékeihez tartozók?

Ábrázoljuk a középhõmérsékleteket vonaldiagramon! (Forrás: OMSZ.) A lehullott csapadék összmennyi-
ségének hány százaléka esett az egyes hónapokban? Ábrázoljuk kördiagramon!

204

V. STATISZTIKA

A siófoki megfigyelõállomás idõjárási adatai

Idõszak
közép- maximális minimális lehullott csapadék,

mmhõmérséklet, °C
2019. J 0,5 11,8 –6,5 14

F 3,7 17,0 –5,2 5
M 9,1 21,5 –0,5 7
Á 13,1 27,6 3,8 10
Mj 13,9 24,3 3,8 19
Jú 23,8 33,8 15,2 6
JI 23,7 35,5 14,5 12
Au 23,8 32,7 13,6 9
Sz 18,4 31,2 6,0 8
O 13,2 25,3 2,8 8
N 9,1 21,8 0,7 20
D 4,3 18,0 –4,5 10
J–D 13,1 35,5 –6,5 128

5. K1

4. K1

A népesség száma nem és életkor szerint
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Ez a térkép és a kördiag-
ramok az Európai Unió
országainak erdõs terüle -
teirõl készült adatokat
mutatják. Értelmezzük!
(For rás: eustat.com)
Hol a legnagyobb az er -
dõk aránya (narancssárga)
a többi földterülethez (lila)
képest?
A térkép színezése szerint
milyen határok közt van
az erdõs terület nagysága
Spanyolországban, Romá -
niá ban és Portugáliában?

Gyakorló és érettségire
felkészítõ feladatgyûjte-
 mény II.: 1441–1490.

205

45–46. ADATOK ÉS ÁBRÁZOLÁSUK. …

6. K2

< 5000
5000 – 10 000
10 000 – 15 000
15 000 – 20 000
> 20 000

Erdõk

Többi földterület

Erdõk az EU-ban (1000 ha)

Ajánlott feladatok

Az Európai Parlament épülete 
Brüsszelben, Belgiumban
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V. STATISZTIKA

47–48. KÖZÉPÉRTÉKEK

Az iskolai menzán megígérték, hogy gyerek-
napon a tanulók kedvenc menüjét fõzik. Ehhez
kérdõíveket adtak ki, amire be lehetett írni, ki mit
szeretne enni majd a nevezetes napon. Rengeteg
ötlet érkezett. Vajon hogy döntöttek? Megnézték,
melyik leves, fõétel, desszert kapta a legtöbb sza-
vazatot, és azt fõzték. Statisztikai szempontból
megkeresték a leggyakoribb adatot a három min-
tában. Láthatjuk, hogy ez akkor is értelmezhetõ,
ha az adatok nem számok.

Végül paradicsomleves, rántott hús és pala-
csinta volt az ebéd. 

Egy futóversenyen 60 méteres futásban az a
és a b osztály tanulói a következõ eredményeket
érték el (sec):

Melyik osztály ért el jobb eredményt? 

Erre a kérdésre nem egyértelmû a válasz.
Nézhetjük a leggyorsabbakat az osztályokban, de
ez nem jellemzi az egész osztály teljesítményét,
ahogy nem jellemzi az sem, melyik osztályban
van a leglassabb futó. Az egész osztályt a középsõ
eredmények összehasonlítása inkább jellemezné.
Ehhez rendezni kell az adatokat. Ezt mutatja
mindkét osztálynál a jobb oldali oszlop. Az a osz-
tálynál van középsõ elem, a tizedik a 19 ered-
mény közül, ennek értéke 10,51 sec, a b osztály-
nál „két középsõ” van, mivel itt 22-en futottak.
Vegyük középsõnek ennek a két eredménynek a
számtani közepét. Ennek értéke 10,885 sec,
ebbõl a szempontból tehát az a osztály volt a
jobb. 

Megoldás

2. példa

1. példa

Bármely mintában megkereshetjük a leggyakoribb adatot, ezt a statisztikai minta móduszának nevez-
zük. Ha a mintában kétféle leggyakoribb elem van, akkor azt mondjuk, hogy két módusz van. Ha kettõnél
több azonos elemszámú leggyakoribb elem van, akkor a mintának nem igazán jellemzõ adata a módusz.

Az a osztály tanulói (sec) A b osztály tanulói (sec)
9,62 9,21 9,54 9,54
9,21 9,59 10,21 9,86

10,51 9,62 10,88 10,15
10,29 10,18 9,86 10,21
9,59 10,29 10,21 10,21

11,64 10,29 11,08 10,26
10,47 10,31 10,82 10,48
10,29 10,37 10,89 10,78
11,14 10,47 10,26 10,80
10,31 10,51 10,90 10,82
10,18 10,76 10,15 10,88
12,53 11,14 10,78 10,89
10,37 11,48 11,12 10,90
11,48 11,64 12,90 10,96
11,77 11,65 11,10 11,08
14,14 11,77 13,80 11,10
11,65 12,53 12,29 11,12
13,11 13,11 10,48 11,55
10,76 14,14 11,55 11,86

11,86 12,29
10,80 12,90
10,96 13,80
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47–48. KÖZÉPÉRTÉKEK

Fontos, hogy ez csak rendezett, számokból álló mintából határozható meg. 

Meghatározása nagyon egyszerû, és ha nincsenek nagyon kiugró értékek, jól közelíti az átlagot. Bizo-
nyítható, hogy a medián olyan érték, amelynek a minta összes elemétõl vett eltéréseinek összege (a kü-
lönbségek abszolút értékeinek az összege) a legkisebb. Páros elemszámú mintában nem feltétlenül a medián
az egyetlen minimumhely. Ha a medián nem mintaelem, akkor a minimumhelyek a mediánt közvetlenül
közrefogó mintaelemek által meghatározott zárt intervallum pontjai.

Azt is megtehetjük, hogy kiszámítjuk az osztályokba járó tanulók átlagteljesítményét. Ezt úgy kapjuk
meg, hogy összeadjuk az összes gyerek idejét, és elosztjuk a gyerekek számával. 

Az a osztálynál ez 

sec adódik.

Kiszámíthatjuk a másik osztály átlageredményét is, és meglepetésünkre, arra is sec jön ki.
A két osztály tehát eszerint egyformán jól futott (egy tizedesjegyre kerekítve).

A testnevelésórán kislabdadobásból felmérést végeznek. Mindenki hatszor dob a labdával. A felmérés
eredményeként a hat dobás hosszának átlagát jegyzik fel. János elsô öt dobásának átlaga 52 m. A hatodik
dobása olyan jól sikerült, hogy az átlagát egy méterrel javította. Hány métert dobott utolsóra János?

Az adatok átlagának és az adatok számának szorzataként könnyen kiszámíthatjuk az adatok összegét. 
Az elsô öt dobás hosszának az összege 52 · 5 = 260.
Jelöljük a hatodik dobás hosszát méterben számolva x-szel.

Így a hat dobás átlagára egyfelôl , másfelôl tudjuk, hogy ez 1-gyel nagyobb mint 52, így felír-

ható az egyenlet: 53 = /·6

318 = 260 + x /–260
x = 58.   Tehát 58 métert dobott utolsóra János.

x
6

260 +

x
6

260 +

,Y 11 0=

11,0X =

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , .

X 19
9 62 9 21 10 51 10 29 9 59 11 64 10 47 10 29 11 14 10 31

19
10 18 12 53 10 37 11 48 11 77 14 14 11 65 13 11 10 76

=
+ + + + + + + + +

+

+
+ + + + + + + +

Ha egy statisztikai minta elemei x1, x2, …, xn számok, akkor az adatok átlaga (számtani közepe) az
adatok összegének és az elemek számának a hányadosa. Képletben:

.X n
x x xn1 2 f

=
+ + +

Egy rendezett minta középsõ elemét – páros elemszámú minta esetén a két középsõ elem számtani
közepét – a minta mediánjának hívjuk. 

3. példa

Megoldás
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V. STATISZTIKA

Megjegyzés:
Ha hatodikra 52 métert dobott volna, akkor ugyanannyi maradt volna az átlag, így ha a hat dobás át-

laga 1 méterrel több, akkor a korábbi átlagnál 6 m-rel kellett többet dobni.

Egy kilencedikes diáknak matematikából ebben az évben nyolc darab jegye van. Tudjuk még, hogy a
jegyek átlaga 3,25, a módusza pedig 4. Azt is tudjuk, hogy nem kapott elégtelent. 

a) Milyen jegyei vannak ennek a diáknak matematikából ebben az évben?
b) Mennyi a jegyek mediánja?
c) Ábrázoljuk a jegyeket kördiagram segítségével!

a) A nyolc jegy összege 8 · 3,25 = 26. Ha a 4-es az egyedüli módusza a jegyeknek, akkor abból leg-
alább három van (ha két 4-ese lenne, akkor maximum 2 + 3 · 1 = 5 jegye lehetne). 

Ha három 4-ese van, akkor legfeljebb kettô darab lehet a 2-esbôl és a 3-asból is. Ha két 2-ese és
két 3-asa van, akkor a hét jegy összege 22. Így viszont már csak egy újabb 4-es lehet a nyolcadik jegy.
Tehát ebben az esetben a kapott jegyek: 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 4.

Ha az egyik hármas helyett kettest írunk, a másik helyett pedig négyest, akkor kapjuk a második
lehetséges megoldást: 2, 2, 2, 4, 4, 4, 4, 4.

b) Mivel a megoldásokat eleve nem csökkenô sorrendben írtuk fel, ezért könnyû meghatározni az ada-
tok mediánját. Az elsô esetben a medián (3 + 4) : 2 = 3,5, a másodikban pedig 4.

c) Az elsô esetben a nyolc adat 2 : 2 : 4 arányban oszlik el a három érdemjegy között, ezért a teljes szög-
nek megfelelô 360 fokot fel kell osztani ilyen arányban. A ketteseknek megfelelô körcikk középponti

szöge , ugyanígy kapjuk a hármasoknak és a négyeseknek megfelelô körcikkek kö-

zépponti szögeit is. Sorban: 90°, 90°,180°.
A második esetben 3 : 5 arányban kell felosztani a 180°-ot. Az imént látott megoldás alapján a kette-

sekhez tartozó középponti szög 135°, a négyeseké 225°.

2

2

3

5
4

8
360 2 90

o
o$ =

4. példa

Megoldás
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A 9. a osztályba 35 diák jár. A fiúk átlagmagassága 180 cm, a lányoké pedig 170 cm. Az osztály átlag-
magassága 174 cm. Hány fiú és hány lány jár az osztályba?

Ha a lányok számát x-nek vesszük, akkor a fiúk száma (35 – x). Ezután a diákok magasságának az összegét
kétféle módon is felírhatjuk, és ezek egyenlôségébôl alkothatunk egy egyenletet.

170 · x + 180 · (35 – x) = 174 · 35    
170 · x + 6300 – 180 · x = 6090 

–10 · x + 6300 = 6090  /–6300
–10 · x = –210   /:(–10)

x = 21
Tehát 21 lány és 14 fiú jár az osztályba. A válasz helyességét a szövegbe behelyettesítve könnyen el-

lenôrizhetjük. 

Kati jegyei kémiából az év során a következõk voltak: 5; 4; 5; 1; 5; 4; 3; 5; 3; 4.
Mennyi a jegyei átlaga? 

Egyszerûbb kiszámítani az átlagot , ha elõbb csoportosítjuk a jegyeket, azaz volt négy 5-öse, három 4-
ese, két 3-asa és egy 1-ese. Ezt táblázatba is foglalhatjuk:

A felsõ sor tehát a minta lehetséges értékeit tartalmazza, az alsó sorban azt láthatjuk, hogy az egyes ér-
tékek hányszor fordultak elõ a mintában. Ezt a minta gyakorisági eloszlásának nevezzük.

Az átlag tehát:

.

A súlyozott számtani közép különösen fontos, ha adathalmazok egyesítésének átlagát kell meghatározni
a két vagy több rész átlagából, és a részek elemszámát ismerjük.

3,9X 10
4 5 3 4 2 3 0 2 1 1$ $ $ $ $

= + + + + =

xi 5 4 3 2 1

fi 4 3 2 0 1

Megoldás

6. példa

5. példa

Megoldás

Az átlagot tehát úgy kaptuk meg, hogy a lehetséges értékeket megszoroztuk a gyakoriságukkal, eze-
ket összegeztük, és az összeget elosztottuk a minta elemeinek számával. Ezt nevezzük súlyozott szám-
tani középnek.
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A kilencedik évfolyamon az a osztály matematikajegyeinek átlaga 3,82; a b
osztályé 4,05, míg a c-é 3,90 volt. Mennyi a kilencedik évfolyamon a matemati-
kaátlag, ha az egyes osztályokba rendre 35; 28; 31 tanuló jár?

Itt az osztályátlagok annyi tanulóhoz tartoznak, ahányan az adott osztályba jár-
nak. Az évfolyamon 35 + 28 + 31 = 94 diák tanul. Tehát az évfolyam átlaga ma-
tematikából: 

.

Megjegyzés

A súlyozott számtani átlagot az képlettel számítjuk ki, ahol x1, x2, …, xn a minta lehet-

séges értékeit, f1, f2, …, fn a lehetséges értékek mintában való elôfordulásának gyakoriságát jelentik. 

X
f f f

f x f x f x
n

n n

1 2

1 1 2 2$ $ $
f
f

=
+ + +

+ + +

, , , 3,91X 35 28 31
35 3 82 28 4 05 31 3 90

94
368$ $ $

.=
+ +

+ +
=

Megoldás

7. példa

Emelt szint

Fogalmak
gyakorisági eloszlás;
módusz;
medián;
átlag;
számtani közép;
súlyozott számtani

közép.

Tudod-e?

A forgalomban lévõ zsebszámológépek egy részén – már a középkategóriás gépeken is – megtalálhatók a statiszti-
kai számításokat megkönnyítõ billentyûk. Mûködésük, jelölésük nem egységes; elõször általában az adatokat kéri
a gép, majd ezek tárolása után gombnyomásra kiszámolja az egyes statisztikai jellemzõket (középértékek, regresz-
sziószámítás, szórás – ez utóbbi fogalmakkal jövõre találkozunk).

Ugyanígy megtalálhatók a kombinatorikai és valószínûségszámítási billenytûk is, sôt a drágább grafikus kalkulá-
torok még több funkcióval rendelkeznek: a táblázatok és függvények grafikus megjelenítése mellett egyszerûbb ma-
tematikai eljárásokat is végezhetünk velük, és gyakran programozhatók is.

A számítógépeken az Excel táblázatkezelô a legismertebb program a statisztikai számítások alkalmazására.
Ismerd meg a saját géped! Nem is gondolnád, néha mennyi számolási munkát takaríthatsz meg …
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1. K1

4. K2

3. K1

2. K1

5. K2

6. K2

7. K1

8. E1

9. E1

Az osztályzatai melyik középértékét érdemes kérnie a jó tanulónak, aki egyszer elfelejtette meg-
csinálni a feladatát, és kapott egy 1-est? És a rossz tanulónak, akinek pontokból összejött egy 5-
öse?

Számítsuk ki annak az osztálynak az átlagát matematikából, amelyben 6 db 5-ös, 7 db 4-es, 9 db
3-as, 3 db kettes és egyetlen elégtelen volt!

Az évfolyamon kémiából az a osztály átlaga 3,65; a b osztály átlaga 4,02; a c osztály átlaga 3,86,
míg a d osztály átlaga 3,54 volt. Mennyi az évfolyam átlaga kémiából, ha az egyes osztályokba
rendre 28; 25; 32 és 30 gyerek jár?

Egy 10 elemû pozitív egészekbõl álló mintában a
medián 19. Ha az utolsó, legnagyobb elem értékét
20-szal megnöveljük, hogy változik a medián ér-
téke? Változhat-e a módusz? Változik-e és mennyi-
vel az átlag?

Ha az utolsó tesztemet angolból 89 pontra írom,
akkor 82 pont lesz az átlagom, ha csak 57 pontra,
akkor az átlagom 78 pont lesz. Hány tesztet eddig
az idén?

Adjunk meg olyan pozitív természetes számokból
álló 10 elemû mintát, amelynek mediánja 2, és
egyetlen módusza 4! Mennyi az átlaga?

Számítsuk ki az elõzõ lecke feladatsorának 5. fel-
adatában az éves középhõmérsékletet mint a havi
középhõmérsékletek átlagát! Vegyük figyelembe,
hogy az egyes hónapokban hány nap van! A feb-
ruár legyen 28 napos.

Egy diáknak 7 jegye van matematikából. Ha még
egy ötöst kapna, az átlaga 0,125-del nõne. Hány
négyese lehet eddig, ha a két leggyengébb jegyé-
nek átlaga 2?

Hány fõs az az évfolyam, ahol ha az osztályzatom
eggyel jobb, mint a többiek átlaga, akkor hozzávéve
az én jegyem, az átlag 0,02-dal emelkedik? Mennyi
volt az átlag az én jegyem nélkül?

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény II.: 1495–1501.

Ajánlott feladatok

FELADATOK
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49. AZ ESÉLYTÔL A VALÓSZÍNÛSÉGIG

A felsô tagozaton megismerkedtünk az esély fogalmával, amivel elôkészítettük az egyik legösszetettebb
fogalmat a középiskolai tanulmányaink során: a valószínûség fogalmát. Most kísérletek elvégzésén és a ta-
pasztalatok megfogalmazásán keresztül alapozzuk meg a pontosabb definíciót, amit majd a jövô tanévben
alkotunk meg.

Olyan eseményekkel fogunk foglalkozni, amelyek bekövetkezését a véletlen határozza meg. Ez nem azt
jelenti, hogy ezeknek az eseményeknek nincs oka, hanem azt, hogy annyi körülmény befolyásolja a bekö-
vetkezésüket, hogy lehetetlen az összeset figyelembe venni. 

A valószínûségszámítás kibontakozása a szerencsejátékok, vagy ahogyan a középkorban is nevezték, a
hazárdjátékok tanulmányozásával kezdôdött. Napjainkra nagyon nagy ívû pályát futott be a matematiká-
nak ez az ága is. Manapság a fizika, a kémia, a biológia, a társadalomtudományok, a közgazdaságtan nél-
külözhetetlen segédeszköze. A közvélemény-kutatások megállapításait nem is tudnánk értelmezni a való-
színûségszámítás fogalmainak pontos ismerete nélkül.

Ismerkedjünk a véletlennel!

Feldobunk egy szabályos pénzérmét. Mennyi az esélye annak, hogy fejet dobunk, és mennyi az esélye
annak, hogy írást dobunk?

Az érme szabályossága azt jelenti, hogy a fej és az írás dobásának esélye ugyanakkora, és dobás után so-
hasem áll meg az élén. Így 50-50% esélyt adunk mindkét lehetôségnek. 

A véletlen természetét jól szemléltetô kísérlettel indulunk el a valószínûség fogalmához vezetô úton.

Kísérlet

Párban dolgozzatok! Vegyetek elô egy pénzérmét, és dobjátok fel ötvenszer
egymás után! Jegyezzétek fel sorban mind az ötven dobás eredményét (fej vagy
írás)! Ha készen vagytok, számoljátok össze, hogy hányszor dobtatok fejet az
ötven dobásból!

A kísérlet során azt vizsgáljuk, hogy egy pénzérmét sokszor feldobva, a do-
bások hányadrészében dobunk fejet. Ezt az arányt kifejezzük százalékban is.
Így jobban érzékeltethetô, hogy miként változik ez az arány a dobások számá-
nak növekedésekor.

Készítsetek egy táblázatot, aminek négy sora és eggyel több oszlopa van,
mint ahány pár dobálta a pénzérmét.

Az elsô sorban a dobások száma szerepel. Ezt n-nel jelöljük, ez jelenti az el-
végzett kísérletek számát.

A második sorban a dobott fejek száma szerepel, amit k-val jelölünk. Ezt úgy
kapjuk, hogy valamilyen sorrendben minden pár bediktálja, hogy mennyi fejet
dobott. Ezeket a számokat mindig hozzáadjuk az elôzôhöz. (A mi táblázatunk
azt mutatja, hogy az elsô pár 28 fejet dobott, a második pedig 26-ot, így a két

1. példa

Megoldás
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pár összesen 54-et.) Ez a szám mutatja tehát, hogy a kísérletünkben a „fej” kimenetel hányszor fordult elô,
amit az adott kimenetel gyakoriságának nevezzük.

A harmadik sorban azt számítjuk ki, hogy a dobott fejek száma, azaz a gyakoriság, hogyan aránylik az
eddigi összes dobás számához. Ezt rn-nel jelöljük, és a fejdobások relatív gyakoriságának nevezzük.

A negyedik sor ugyanezt az arányt tartalmazza, csak százalékban kifejezve.

A kapott eredmények szemléltetésére ábrázoljuk ezeket egy koordináta-rendszerben! A vízszintes ten-
gelyen n értékeit, a függôlegesen pedig a hozzájuk tartozó rn értékeket tüntetjük fel. (Ügyeljetek a tenge-
lyek megfelelô beosztására!) A kapott pontokat össze is köthetjük, ezzel is jobban érzékeltetve rn változá-
sát, ahogyan növekszik n értéke. 

Figyeljétek meg, hogy rn értéke hogyan változik n növekedésekor! Mit lehet megállapítani? Az érdekes-
ség kedvéért rajzoljátok fel újra a táblázatot, és töltsétek ki újra, csak most más sorrendben kerüljön be az
egyes pároknál kapott fejek száma a második sorba! Ábrázoljátok egy másik színnel az így kapott rn érté-
keket ugyanabban a koordináta-rendszerben! Mit tapasztaltok?

Mi is történt eddig?
Definiáltunk egy véletlen kísérletet: dobjunk fel egy szabályos pénzérmét!

Ennek két lehetséges kimenetele van: vagy fejet dobunk, vagy írást. Ezeket elemi eseményeknek ne-
vezzük.

Elôször azt vizsgáltuk, hogy n kísérlet elvégzésekor egy bizonyos kimenetel (fej) hányszor fordul elô. Ezt
nevezzük gyakoriságnak. Ezután azt vizsgáltuk, hogy a kísérletek hányadrészében dobtunk fejet. Ezt ne-
vezzük relatív gyakoriságnak.

Az elsô példa alapján a fej dobásához tartozó 50% azt jelenti számunkra, hogy ha nagyon sokszor el-
végezzük a kísérletet, akkor a kísérletek körülbelül fele részében fogunk fejet dobni.

Vizsgáljuk meg, hogy az általunk elvégzett kísérletsorozat milyen mértékben igazolja az elméleti értéket!
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n 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 stb.

k 28 54

rn = k
n

28
50

54
100

rn(%) 56% 54%

Definíció

Véletlen kísérlet olyan kísérlet, amelynek kimenetele nem határozható meg elôre.

Definíció

A véletlen kísérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezzük.
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Van két különbözô, mondjuk egy piros és egy zöld szabályos dobókockánk. (Egy dobókockát akkor te-
kintünk szabályosnak, ha minden oldalára ugyanolyan eséllyel esik dobás után.) Egyszerre feldobjuk mind
a kettôt, és a dobott számokat összeadjuk.

a) Mik a lehetséges összegek? A lehetséges összegek közül melyiknek a legnagyobb az esélye?
b) Annak van nagyobb esélye, hogy ötnél kisebb lesz az összeg, vagy annak, hogy pontosan hét lesz?

Kísérletezzetek párban! Dobjátok fel a két kockát 50-szer, és jegyezzétek fel a dobott számok összegét!
Ezután készítsetek egy olyan táblázatot, amiben minden lehetséges összeg esetén kiszámoljátok az adott
számhoz tartozó relatív gyakoriságot! Válaszoljátok meg a tapasztalat alapján a fenti kérdéseket!

Most nézzünk néhány elméleti megfontolást!
A két dobókockát figyelve 6 · 6=36-féle kimenetele lehet a kísérletnek. Ezt a 36 elemi eseményt a do-

bott számok összege szerint csoportosítva a következôket kapjuk (az összegekben az elsô szám a piros koc-
kával, a második pedig a zöld kockával dobott számot jelenti):

1 + 1 = 2 6 + 6 = 12

1 + 2 = 2 + 1 = 3 6 + 5 = 5 + 6 = 11

1 + 3 = 2 + 2 = 3 + 1 = 4 6 + 4 = 5 + 5 = 4 + 6 = 10 

1 + 4 = 2 + 3 = 3 + 2 = 4 + 1 = 5 6 + 3 = 5 + 4 = 4 + 5 = 3 + 6 = 9 

1 + 5 = 2 + 4 = 3 + 3 = 4 + 2 = 5 + 1 = 6 6 + 2 = 5 + 3 = 4 + 4 = 3 + 5 = 2 + 6 = 8 

1 + 6 = 2 + 5 = 3 + 4 = 4 + 3 = 5 + 2 = 6 + 1 = 7

A dobókockákon megfigyelhetjük, hogy a szemközti lapokon lévô számok összege 7. Tehát, ha a két felsô
szám összege n, akkor a két alsó szám összege (14 – n) lesz. Ez azt mutatja, hogy az n összeg ugyanannyi-
féleképpen jöhet ki, mint a (14 – n).   

A második sorban szereplô számokat összeadva megkapjuk az összes elemi esemény számát.
Láthatjuk, hogy a hetes összegnek van a legnagyobb esélye, és ez pontosan megegyezik annak az esé-

lyével, hogy kettô, három vagy négy lesz az összeg. 
Ahhoz, hogy a fenti táblázat utolsó sorában szereplô értékeket a gyakorlatban akár csak kö-

zelítôleg megkapjuk, nagyon sok kísérlet elvégzésére lenne szükség. Éppen ezért az a legegy-
szerûbb, ha a számítógépet hívjuk segítségül, például egy táblázatkezelô programot. A két koc-
kát a gép véletlenszám-generátora helyettesítheti. Az elsô lépésben a gép készítsen két véletlen
számot az {1, 2, 3, 4, 5, 6} halmazból, majd ezeket adja össze. Ezután számítsa ki az egyes ösz-
szegek relatív gyakoriságát. Ha elég sokszor (akár több ezerszer) végezzük el a kísérletet, akkor
jó közelítéssel a fenti táblázatban szereplô százalékos értékeket kapjuk. 

2. példa

Lehetséges 
összeg 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Hányféle módon
jöhet ki 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

Az esélyek 
kifejezése %-ban 2,78 5,56 8,33 11,11 13,89 16,67 13,89 11,11 8,33 5,56 2,78

Fogalmak
elemi esemény;
véletlen kísérlet.
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Dobjatok fel egyszerre két különbözô pénzérmét 50-szer, és jegyezzétek fel, hogy mi lett a do-
bások kimenetele! Számoljátok ki a két fej, a két írás, valamint az egy fej és egy írás dobások re-
latív gyakoriságát. A kapott eredmények alapján mennyi az esélye annak, hogy a két pénzérme
különbözô oldalára esik? És mennyi annak az esélye, hogy mindkét dobás fej lesz?

Négy szabályos kockát feldobva arra vagyunk kíváncsiak, hogy melyiknek nagyobb az esélye:
annak, hogy a négy kockát feldobva a dobások között lesz legalább egy hatos, vagy annak, hogy
nem lesz? Táblázatkezelô program segítségével válaszoljatok a kérdésre!

Legyen mindenkinek a kezében 3 rajzszög. (Vigyázzatok,
hogy ne szúrjátok meg a kezeteket!) Dobjátok fel a rajszö-
geket és jegyezzétek fel, hogy hány érkezett a lapjára!
(A képen egy rajzszög a lapjára érkezett, kettô nem.) Vé-
gezzétek el a kísérletet 50-szer! Dolgozhattok párban is.
a) Hányszor következett be, hogy 0, 1, 2 illetve 3 rajzszög

érkezett a lapjára? A többiek eredményeit is figye-
lembe véve adjátok meg ezeknek az eseményeknek az esélyét a tapasztalat alapján!

b) Az a) feladatban kapott esélyek alapján találjatok ki olyan szerencsejátékot, amikor az egyes
események bekövetkezéséhez (0, 1, 2 vagy 3 rajzszög érkezik a talpára) valamilyen nyere-
ményt rendeltek hozzá.

Padtársaddal játszatok az alábbi táblán. Az A pontból in-
duljatok el úgy, hogy egy pénzérmét dobtok fel. Ha a dobás
fej, akkor jobbra léptek egyet a rácson (B pont), ha írás,
akkor felfelé (F pont). A következô lépések irányát mindig
ezzel a módszerrel döntsétek el, összesen négyszer dobja-
tok és lépjetek. Írjátok fel, hogy mely pontba jutottatok 4 lé-
péssel.
a) Mely pontokba juthattok el 4 lépéssel?

20 játék után írjátok össze, hogy melyik pontba hányszor
jutottatok el. Az eredményeiteket hasonlítsátok össze a töb-
biek eredményével.

b) Melyik pontba jutottatok el a leggyakrabban?
c) Melyik pontba jutottatok el a legritkábban?
d) Hányszor nagyobb annak az esélye, hogy négy dobás után az I pontba juttok, mint annak az

esélye, hogy az E pontba kerültök?

Írjátok fel az osztály minden tanulójának a nevét egy-egy cetlire. A cetliket rakjátok be egy do-
bozba és mindenki húzzon egy cetlit a dobozból véletlenszerûen. (Olyan ez, mint amikor az osz-
tálykarácsony elôtt húztok.)
a) Lett-e olyan, hogy valaki a saját nevét húzta?

Most ismételjétek meg a húzást többször. 

b) A húzások hány százalékában fordult elô, hogy valaki a saját nevét húzta?
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49. AZ ESÉLYTÔL A VALÓSZÍNÛSÉGIG

FELADATOK

1. K1

2. K1

3. K1

4. K1

5. K1
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X
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VI. GEOMETRIAI 
TRANSZFORMÁCIÓK

A folyó felszínén visszatükrözôdik a táj. Az így kialakult szimmetria kiegyensúlyozottságot kiegyensú-
lyozottságot, nyugalmat áraszt. Környezetünkben a virágok, élõlények, épületek, tárgyak formájában is
fellelhetõk különbözõ geometriai transzformációk.

VI. GEOMETRIAI 
TRANSZFORMÁCIÓK
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50. GEOMETRIAI 
TRANSZFORMÁCIÓK

Az általános iskolában megismerkedtünk a tengelyes tük-
rözéssel, a középpontos tükrözéssel és az eltolással. Azt mond-
tuk, hogy ezek geometriai transzformációk. Tulajdonképpen
mit nevezünk „geometriai transzformáció”-nak?

Mi csak olyan geometriai transzformációkkal foglalkozunk, amelyek kölcsönösen egyértelmû hozzáren-
delések, valamint értelmezési tartományuk és értékkészletük ugyanaz a halmaz. 

Ilyen geometriai transzformáció például az általános iskolából ismert síkbeli tengelyes tükrözés, ahol a
transzformáció értelmezési tartománya és értékkészlete is a sík, és adott tükörtengely esetén egy pont és tü-
körképe kölcsönösen kölcsönösen egyértelmûen meghatározzák egymást.

Eddig nem említettük azt a geometriai transzformációt, amelynél az értelmezési tartomány minden pont-
jához saját magát rendeljük. Az ilyen hozzárendelés is geometriai transzformáció. 

Minden transzformációnál a következõ tulajdonságokat fontos megvizsgálni: 
Egyenest egyenesbe visz-e át – ezt úgy mondjuk, hogy egyenestartó-e?
Bármely két pont távolsága és a két pont képének távolsága megegyezik-e – ezt úgy mondjuk, hogy tá-

volságtartó-e?
Bármely szög és a képe megegyezõ nagyságú-e – ezt úgy mondjuk, hogy

szögtartó-e?
Vannak-e fix pontjai a transzformációnak, azaz vannak-e olyan pontok,

amelyeknek a képe önmaga? Vannak-e fix alakzatok, amelyek minden pontja
fix pont?

Vannak-e olyan alakzatok, amelyeknek a képe önmaga, de pontjai nem
mind maradnak helyben? Az ilyen alakzatokat invariáns alakzatoknak ne-
vezzük. 

A transzformációk szempontjából általában kitüntetett szerepük van a fix
vagy invariáns egyeneseknek, illetve – térben – a fix síkoknak.

Ezután meg kell vizsgálni, hogy a síkbeli transzformáció körüljárástartó-e.
Ez azt jelenti, hogy ha három nem egy egyenesen lévõ pontot és a képeiket
vizsgáljuk, és egy rögzített sorrendet megadunk, akkor az eredeti és a kép-
pontok vagy mindkettõ az óramutató járásával megegyezõ vagy mindkettõ az
óramutató járásával ellentétes irányban járható körbe. Ha a transzformáció
megfordítja a körüljárást, akkor az eredeti és a képpontok közül az egyiket az

Azt a geometriai transzformációt, amely minden ponthoz saját magát rendeli, helyben hagyásnak,
(idegen szóval identitásnak) nevezzük.

A geometriai transzformációk olyan függvények, ame-
lyeknek értelmezési tartománya és értékkészlete is ponthal-
maz. Az értelmezési tartomány lehet a tér, egy sík, néha egy
egyenes, vagy ezeknek egy részhalmaza. 

A

B

C

A�B�

C�

a)

+

�

A

B

C

A�

B�

C�b)

+

+

a)

b)
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VI. GEOMETRIAI TRANSZFORMÁCIÓK

óramutató járásával megegyezõ, a másikat az óramutató járásával ellentétes irány-
ban tudjuk bejárni. Az óramutató járásával ellentétes körüljárást pozitív körüljá-
rásnak, az óramutató járásával megegyezõ körüljárást negatív körüljárásnak ne-
vezzük.

Számunkra most a legfontosabb, hogy bármely szakasz és a képe ugyanolyan
hosszú-e. Ezt a tulajdonságot távolságtartásnak nevezzük.

Távolságtartó transzformációnak ismertük meg a tengelyes tükrözést és a kö-
zéppontos tükrözést is. Egybevágósági transzformáció az identitás is, amit az elõbb
vezettünk be.

Ezekrõl a transzformációkról tanultakat fogjuk most átismételni, kiegészíteni. 

51–52. TENGELYES TÜKRÖZÉS

Piroska kis kosárkájával elindult a patak ugyanazon az oldalán lakó nagymamá-
jához. Útközben még vizet kell merítenie a korsójába, és azt is el kell vinnie a nagy-
mamához. Tervezzük meg az útvonalát, ha a lehetõ legrövidebb úton akarja a fel-
adatát végrehajtani!

Hogy lehetne eldönteni, melyik rövidebb: ha merõlegesen legrövidebb úton le-
megy a patakhoz, onnan egyenesen megy nagymamához, vagy menjen inkább a két

ház felezõmerõlegesének és a pataknak a metszéspontjához, azután nagymama házához, vagy van még
jobb út? Jó lenne kiegyenesíteni ezt a törött vonalat, hogy lássuk, hogyan a legrövidebb…

Az általános iskolában tanult tengelyes tükrözést hívhatjuk segítségül a feladat megoldásához.

Tükrözzük nagymama házát gondolatban a patak egyenesére! Ha most Piroska
és a nagymama házának tükörképét összekötnénk, ez az egyenes szakasz lenne a
legrövidebb út . Menjünk a pataknak ahhoz a pontjához, ahol az egyenes met-
szi, és folytassuk utunkat onnan egyenesen a házig. Ez lesz a legrövidebb út, mert
ennek tengelyes tükörképe az egyenes szakasz folytatása, ezért egyenlõ hosszú vele.

Ismételjük át, mit nevezünk tengelyes tükrözésnek!

PNl^ h

Megoldás

1. példa

A távolságtartó transzformációkat egybevágósági transzformációknak hívjuk.

P
N

P

N

N’

Tengelyes tükrözés
Tengelyes tükrözésnél megadjuk a sík egy t egyenesét, amelyet tengely-

nek nevezünk. A sík P pontjához úgy rendeljük a képét, hogy ha a P pont il-
leszkedik a t tengelyre, akkor a képe önmaga. Ha a P pont nem illeszkedik a
t tengelyre, akkor a P pontból merõlegest bocsátunk a t tengelyre, ennek
talppontja legyen T. A PT egyenesre a T pontból a P-vel ellentétes irányban
felmérjük a PT szakaszt, a kapott P’ pont lesz a P pont képe.

P

P’

t

T

Fogalmak
geometriai 

transzformáció;
megfordítható;
egyenestartó;
szögtartó;
fix pont;
fix alakzat;
invariáns alakzat;
körüljárástartás;
pozitív körüljárás;
negatív körüljárás;
identitás;
távolságtartó;
egybevágósági

transzformáció.
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A tengelyes tükrözés tulajdonságai

Invariáns alakzat minden olyan kör is, amelynek közép-
pontja a tengelyen van. Számos alakzatot tudunk találni,
amelyek invariánsak egy adott tengelyre.

Tengelyesen szimmetrikus alakzatok

A tengelyt a síkbeli alakzat szimmetriatengelyének nevezzük.

Milyen háromszög lehet tengelyesen szimmetrikus?
A háromszög egy csúcsának a tengelyen kell lennie. 
Ha nem lenne, akkor mivel a háromszög képe önmaga, van olyan félsík, amiben két pont van.

Tükrözés után ezek a másik félsíkba kerülnek, ahol eddig csak egy pont volt, de mivel a transz-
formáció kölcsönösen egyértelmû, nem lehet az az egy mindkettõ képe.

Nyilvánvaló, hogy a háromszög AB oldalának a tengelyre vonatkozó képe az AC oldal, és for-
dítva: az AC oldal képe AB. A tengelyesen szimmetrikus háromszög tehát egyenlõ szárú.

Megfordítva: az egyenlõ szárú háromszög tengelyesen szimmetrikus. (A szimmetriatengelye az
alap felezõmerõlegese.)

A szabályos háromszögnek három szimmetriatengelye van.

A tengelyes tükrözés távolságtartó, egyenestartó és
szögtartó.  A körüljárási irányt megváltoztatja. Fix pontjai
a tükörtengely pontjai, így a tengely egyenese fix egyenes.
Invariáns alakzat minden, a tengelyre merõleges egyenes.
Jó tudni, hogy az egyenes és a képe a tengellyel ugyanak-
kora szöget zár be. 

Egy alakzat tengelyesen szimmetrikus, ha létezik olyan tengely, amelyre történõ tükrözéskor az
alakzat képe önmaga.

2. példa

A=A’

t
B=C’

C=B’
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Milyen négyszög lehet tengelyesen szimmetrikus?

Lehetséges, hogy a négyszög két csúcsa a tengelyen van. Ekkor a harmadik és negyedik csúcs
egymásnak tengelyes tükörképe. Ez a négyszög tehát a deltoid. A négyszög két-két oldala egyenlõ
hosszúságú, a tükörtengely felezi a másik átlót és a deltoid két szemközti szögét. A másik két
csúcsnál levõ szög egyenlõ. A deltoid speciális esete a rombusz és a négyzet.

Lehetséges, hogy a négyszögnek nincs csúcsa a tengelyen. Emiatt a négy csúcs közül kettõ-
kettõ egymásnak tengelyes tükörképe. Ez a négyszög a húrtrapéz. Ennek speciális esete a tégla-
lap és a négyzet. 

Szerkesszük meg az ABC háromszöget, ha adott az A és a B csúcspontja, továbbá a γ szög f szögfelezõ
egyenese!

Az ábra a megoldott feladatot szemlélteti, de ebbõl ötletet is kapunk a megoldáshoz. Ész-
revehetjük, hogy az AC oldalegyenesnek f-re vonatkozó tükörképe a BC oldal egyenese, mert
egyenes, és a képe egyenlõ szöget zár be a tengellyel. Ha A-t tükrözzük f-re, az A’ tükörkép
a BC egyenesre kerül. A’B egyenese f-et a háromszög hiányzó C csúcsában metszi.

A feladatnak általában egy megoldása van. Az A pont tükörképét B-vel, illetve a B pont
tükörképét A-val összekötõ egyenes ugyanabban a C pontban metszi f-et.

Nincs megoldása a feladatnak, ha úgy vesszük fel az adatokat, hogy f nem metszi az AB
szakaszt. (A szögfelezõ metszi a szemközti oldalt.)

Elõfordulhat, hogy A’B egyenes f-fel párhuzamos, és ekkor nem kapunk 
C pontot, a feladatnak nincs megoldása.

Nincs megoldás akkor sem, ha az A’B egyenes merõleges f-re. Ilyenkor
ugyanis A, B, C pontok egy egyenesre esnek, s így nem alkotnak háromszöget.

Ha A tükörképe éppen a B pont, akkor f az AB szakasz felezõ -
merõlegese. Ilyenkor végtelen sok megoldása van a feladatnak 
(f minden pontja T kivételével lehet C).

Megoldás

4. példa

Megoldás

3. példa

A

D C

B

A

C

B

A’

�

f

B’

Fogalmak
tengelyes tükrözés;
tengelyes 

szimmetria.
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B
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Tükrözzünk egy háromszöget 
a) egyik oldalegyenesére;
b) egyik szögfelezõ egyenesére;
c) a sík egy, a háromszöget nem metszõ egyenesére!

Tükrözzünk egy kört 
a) egyik átmérõjére;
b) egyik húr egyenesére;
c) egyik érintõjére!

Szerkesszünk egyenlõ szárú háromszöget, ha adott a szim-
metriatengelye, az azon lévõ csúcs és a másik két csúcson
átmenõ 
a) egy-egy egyenes;
b) egy-egy kör;
c) egy kör és egy egyenes!

Bizonyítsuk be, hogy az egyenlõ szárú háromszög szárához
tartozó magasságának az alappal bezárt szöge fele a szár-
szögnek!

Egy egyenlõ szárú háromszög alapjának egyik végpontjából
induló belsõ szögfelezõje a háromszöget két egyenlõ szárú
háromszögre vágja szét. Mekkorák a háromszög szögei?

Bizonyítsuk be, hogy ha egy szimmetrikus trapéz átlója felezi
a trapéz egyik szögét, akkor a szára valamelyik alappal
egyenlõ!

4. K2

5. K2

6. K2

3. K2

2. K1
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51–52. TENGELYES TÜKRÖZÉS

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 302–354.

Ajánlott feladatok

1. K1

FELADATOK

Tükrözõdõ épület Iránban

Kínai pagoda

Dóm Szegeden

Gyalogos híd Londonban
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53–54. A THALÉSZ-TÉTEL

Jelölje K az AB átmérõ felezõpontját, azaz a kör középpontját! Kössük össze C-t K-val! Így az ABC há-
romszöget két egyenlõ szárú háromszögre bontottuk, mert AK = BK = CK = a kör sugara. Egyenlõ szárú
háromszög alapon fekvõ szögei egyenlõk, ezért 

ACK ] = CAK ] = α és CBK ] = BCK ] = β. A háromszög szögeinek összege 180 °, ezért 
2α + 2β = 180°. Kettõvel osztva α + β = 90° adódik, ami éppen azt jelenti, hogy ACB ] = 90°.

Tétel

Thalész-tétel: Ha egy kör tetszõleges AB átmérõjének végpontjait összekötjük a kör kerületének bár-
mely más pontjával – nevezzük C-nek –, akkor az ACB szög derékszög. 

A milétoszi Thalész (ejtsd: Tálész, Kr. e. 624?–548?) volt mindenben az elsõ.
A hét görög bölcs között õ az elsõ, õ az elsõ természetfilozófus, az elsõ fizikus,
az elsõ csillagász és az elsõ matematikus. 

Thalész a kis-ázsiai Milétoszban született. Kereskedõ volt, és így beutazta az
akkor ismert mûvelt világot Mezopotámiától Egyiptomig. A legenda szerint az
egyiptomi papok csodálatát vívta ki azzal az egyszerû módszerrel, amellyel egy
piramis magasságát meghatározta. Leszúrt egy botot a földbe, és amikor annak
az árnyéka éppen egyenlõ volt a bot hosszával, akkor megmérte a piramis ár-

nyékát, amely ekkor megegyezett a piramis magasságával. Persze az ilyen legendákat nem lehet kész-
pénznek venni. (Csak a piramis alaplapján túlnyúló árnyék hosszát lehetett lemérni, ezért a tényleges
magasság meghatározásához számítások is szükségesek.) 

Thalész elsõként bizonyított be több geometriai tételt.
Õ mutatta meg, hogy két háromszög fedésbe hozható,
ha megegyezik egy oldalban és a rajta fekvõ két szögben.

Thalész matematikai, illetve geometriai munkássá-
gát összefoglalva: Biztosnak látszik, hogy Thalész a „ma-
tematika atyja”. Õ a fejlõdésnek azt a határkövét jelenti,
amely elválasztja a szemléletre alapozott tapasztalati
geometriát az érzékekre már nem támaszkodó, logikai
bizonyítást igénylõ geometriától. 

(A részletek Sain Márton: MATEMATIKATÖRTÉNET
címû könyvébõl származnak.)

Bizonyítás

Ha az ABC háromszög C csúcsánál derékszög van, akkor C rajta van az AB átmérõjû körön.
Ez éppen az elõzõ állítás megfordítása.

Tétel
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Emelt szint

Tükrözzük az ABC háromszöget középpontosan az AB átfogó felezõpontjára! Az A pont képe B, a B pont képe 
A lesz, C képét jelölje C’. Mivel a középpontos tükrözés szögtartó, CAB ] = ABC’ ] és CBA ] = BAC’ ]. Mivel a de-
rékszögû háromszög két hegyesszögének összege 90°, ezért CAC’ ] = CBC’ ] = 90°. Az ACBC’ négyszög téglalap,
mert minden szöge derékszög. A téglalap átlói egyenlõk, tehát AB felezõpontja, a téglalap átlóinak metszéspontja

egyenlõ távol van A-tól, B-tõl és C-tõl is. Ezért e körül a pont körül sugarú kör átmegy az A, a B és a C ponton is. 

Az AB átmérõjû kört az AB szakasz fölé írt Thalész-körnek hívjuk.

Szerkesszünk külsõ pontból adott körhöz érintõket!

A Thalész-tételt használjuk a megoldáshoz. Mivel az érintési pontba húzott sugár
merõleges az érintõre, ezért az érintési pont rajta van az adott pont és a kör közép-
pontja által meghatározott szakasz Thalész-körén. Az adott kör és a Thalész-kör met-
széspontjai az érintési pontok, amit az adott ponttal összekötve megkapjuk az
érintõket.

Mivel az ábrán az OE1P és az OE2P háromszögek két oldala és a nagyobbal szem-
közti szög egyenlõ, ezért fedésbe hozhatók. Ebbõl következik, hogy külsõ pontból
egy körhöz húzott két érintõszakasz egyenlõ hosszúságú.

Az utolsó állítás, mely szerint külsõ pontból egy körhöz húzott érintõszakaszok egyenlõk, egy érdekes
tételhez vezet. Tudjuk, hogy minden háromszögbe írható mindhárom oldalát érintõ kör. Négyszögek
közül például a rombuszba írható minden oldalát érintõ kör; egy olyan téglalapba, amelynek egyik oldala
a másik duplája, nem írható minden oldalát érintõ kör. Van-e valami jellemzõje azoknak a négyszögek-
nek, amikbe írható kör?

Érintõnégyszögben a szemközti oldalhosszak összege egyenlõ. Tehát  a + c = b + d.

Jelölje az A, B, C és D pontokból a beírt kör érintési pontjáig húzott szakaszokat
rendre x; y; z és v. Ekkor a + c = x + y + z + v és b + d = x + y + z + v,  ami állítá-
sunkat igazolja.

Az is bizonyítható, hogy igaz az állítás megfordítása is. Tehát egy konvex négyszög
akkor és csak akkor érintõnégyszög, ha a szemközti oldalhosszak összege egyenlõ.

AB
2

Megoldás

1. példa

Bizonyítás

Ebbõl az is következik, hogy derékszögû háromszög köré írt körének középpontja az átfogó felezõ-
pontja.

P

k

O

E1

E2

e1

e1=e2

e2

Fogalmak
Thalész-tétel;
a Thalész-tétel 

megfordítása;
Thalész-kör;
külsõ pontból 

húzott érintõsza-
kaszok;

érintõnégyszög.

Tétel

Bizonyítás

Olvasmány

Azokat a konvex négyszögeket, amelyeknek van beírt köre (minden oldalát érintõ köre),
érintõnégyszögeknek hívjuk.

Emelt szint

A

B

C

D

z z

v

v

x

x

y

y

c
b

d

a
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6. K2

7. K1

8. K2

9. E1

10. E2

Ajánlott feladatok

11. E1

a

c

e

b

d

f

5. K1

4. K1

3. K1

FELADATOK

2. K1

1. K1 Igazoljuk, hogy egy egyenlõ szárú háromszög szára mint átmérõ fölé rajzolt kör átmegy az alap fe-
lezõpontján!

Hol metszi egy hegyesszögû háromszög tetszõleges oldala mint átmérõ fölé rajzolt kör a másik két oldalt?

Egy kör egyik húrjának egyik végpontját kössük össze a középponttal. Bizonyítsuk be, hogy ennek a sugár-
nak a Thalész-köre felezi a húrt!

Szerkesszünk háromszöget egy oldalából és a két másik oldalhoz tartozó magasságából!

Szerkesszünk egyenlõ szárú háromszöget az alapjából és a szárhoz tartozó magasságából!

Adott az A és B pont, amelyek távolsága 6 cm. Szerkesszünk B-n át olyan egyenest, amely A-tól 3 cm-re halad!
Mekkorák a szögei annak a háromszögnek, melynek csúcsai A, B és az egyenesen az A-hoz legközelebb esõ pont?

Hol metszi a háromszög AC és AB oldalát az AM szakasz Thalész-köre? (M a háromszög magasságpontját
jelöli.)

Bizonyítsuk be, hogy a háromszög AB oldalának felezôpontja, valamint a BC és az AC oldalon lévõ magas-
ság talppontok egyenlõ szárú háromszöget határoznak meg!

Bizonyítsuk be, hogy egy körön kívül fekvõ P pontot összekötve a kör egy átmérõjének A és B végpontjai-
val az APB szög hegyesszög! Mit mondhatunk, ha P a Thalész-körön belül van?

Le lehet-e fedni egy tetszõleges konvex négyszög alakú teraszt az esõ ellen az oldalak fölé befele húzott fél-
kör alakú ernyõkkel?

Bizonyítsuk be, hogy egy érintõhatszögben a + c + e = b + d + f !

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 531–553.

Idézet

Meg akarom tudni, mi lakozik az emberek szívében, miért ragyognak a csillagok, és miért szabja meg a dolgok rend-
jét a számokban lakozó pitagoraszi erõ. 

(Bertrand Russell)
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55–56. KÖZÉPPONTOS TÜKRÖZÉS 

Ezt a transzformációt is tanultuk már az általános iskolában.
Középpontos tükrözésnél egy O középpontot kell megadnunk. A P ponthoz úgy

rendeljük hozzá a P’ képpontot, hogy ha a P pont azonos az O-val, akkor képe önmaga;
ha P nem azonos az O-val, akkor a P pontnak a P’ képe az a pont, amelyre PP’ fe-
lezõpontja O.

P

O

P’

A pontra vonatkozó tükrözés következõ tulajdonságait érdemes megjegyezni:

1. A középpont tükörképe önmaga. Bármely más pontot a középpont elválaszt a tükörképétõl.
2. Ha a P pont O-ra vonatkozó tükörképe P’, akkor P’-é P.
3. Bármely alakzat és középpontos tükörképe fedésbe hozható.
4. A középponton átmenõ egyenes invariáns egyenes. Ha a középpont nem illeszkedik az egye-

nesre, akkor az egyenes és a képe párhuzamos.
5. Ha egy síkidomot tükrözünk egy, a síkjában levõ tetszõleges pontra, akkor az eredetivel meg -

egyezõ körüljárású síkidomhoz jutunk.

O
T

T’ P

O P’

e

e’

O A’

C’
B’

A

BC

Tádzs Mahal (India) alaprajza is középpontosan tükrös
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Két egymást metszõ kör egyik metszéspontján át szerkesszünk olyan
szelõt, melybõl a két kör egyenlõ hosszú húrokat metsz ki!

Az ábra a megoldottnak képzelt feladatot mutatja. Az ábrán tehát 
AM = MB.  A és B az M pontra tükrösek. Meg kell keresnünk az egyik körön
azt a pontot, amelynek M-re vonatkozó tükörképe a másik körre esik. Tük-
rözzük a k1 kör pontjait az M-re! A tükörképek halmaza a k1 kör M-re vo-
natkozó k’1 tükörképe. A k’1 és k2 körök M-tõl különbözõ metszéspontját kös-
sük össze M-mel. Ez a keresett szelõ. Az MN szelõ is megoldása a feladatnak.

Lehet-e háromszög középpontosan szimmetrikus?

Ha valamely háromszög középpontosan szimmetrikus lenne, az csak úgy lenne
lehetséges, hogy az egyik csúcspontjának képe önmaga, ez tehát csak a tükrözés
középpontja lehet. A másik kettõ egymásnak középpontos tükörképe kell legyen. Ez
azonban azt jelentené, hogy a háromszög három csúcspontja egy egyenesre illesz-
kedik. Az egy egyenesen levõ három pontot azonban nem tekintjük háromszögnek.

Háromszög nem lehet középpontosan szimmetrikus.

Milyen négyszög lehet középpontosan szimmetrikus?
Ha egy négyszög középpontosan szimmetrikus, akkor egyik csúcsának a képe a négyszög valamelyik

csúcsa. Ennek alapján, ha az ABCD négyszög középpontosan szimmetrikus, akkor csúcsainak A’, B’, C’, D’
képe is a négyszög csúcsai közül kerül ki.

Mi lehet az A pont képe?
Ha A = A’, akkor az A pont a tükrözés középpontja: A = O. Ekkor a

B csúcspont, annak a B’ képe és az O pont egy egyenesen vannak. Ez nem
lehet, mert a négyszög három csúcsa nem illeszkedhet egy egyenesre.

Ha az A csúcs képe egy szomszédos csúcs, jelöljük ezt B-vel, akkor C
képének D-nek kell lennie. Ekkor az AB oldalnak is, a CD oldalnak is fe-
lezõpontja az O középpont, tehát a négyszög két oldala egy belsõ pontban
metszi egymást. Az ilyen hurkolt négyszögekkel mi nem foglalkozunk.

Ha az A csúcs képe a szemközti csúcs, jelöljük ezt C-vel, akkor a B és a
D csúcsok egymásnak képei. A középpontos tükrözés tulajdonságai alapján
az ABCD négyszögben az AC és BD átlók felezik egymást, vagyis az ABCD
paralelogramma. Ezzel bebizonyítottuk, hogy középpontosan szimmetri-
kus négyszög csak paralelogramma lehet.

Könnyen belátható, hogy bármely paralelogramma középpontosan szim-
metrikus. 

Egy alakzat középpontosan szimmetrikus, ha létezik olyan pont, amelyre vonatkozó tükrözéskor
az alakzat képe önmaga.

KÖZÉPPONTOSAN SZIMMETRIKUS ALAKZATOK

A

B
M

N

K

K’

k1

k2

k1’

Megoldás

1. példa

C B’�

O � A

B C’�

O

A

B

C

D

A=C’ B=D’

C=A’D=B’

O
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A kör definíciójából következik, hogy középpontosan szimmetrikus alakzat.

1. K1

227

55–56. KÖZÉPPONTOS TÜKRÖZÉS

Egy négyszög akkor és csak akkor középpontosan szimmetrikus, ha az paralelogramma.

Ajánlott feladatok

Tükrözzünk egy háromszöget
a) az egyik csúcsára;
b) az egyik oldal felezõpontjára;
c) egy háromszögön kívül esõ pontra;
d) a háromszög egy belsõ pontjára!

Adott egy konvex szög és szárai közt egy pont. Szerkesszünk olyan egyenest, amely átmegy a
ponton, és a szögszárak közti szakaszát az adott pont felezi!

Adott egy konvex szög és szárai közt egy pont. Szerkesszünk olyan rombuszt, amelynek közép-
pontja a megadott pont, és két szemközti csúcsa a szögszárakon van!

Bizonyítsuk be, hogy a szabályos hatszög középpontosan szimmetrikus sokszög! Minden szabá-
lyos sokszög középpontosan szimmetrikus?

Szerkesszünk paralelogrammát, ha adott
K1 a) két oldala és egyik átlója;
K1 b) két oldala és a közbezárt szög;
K1 c) egy oldala és két átlója;
K1 d) két átlója és az átlók szöge;
K2 e) egy átlója, egy oldala és az adott oldalhoz tartozó magassága;
K2 f) két átlója és az egyik magassága!

5. K2

4. K2

3. K1

2. K1

FELADATOK

Fogalmak
középpontos 

tükrözés;
középpontos 

szimmetria;
középpontosan

szimmetrikus
alakzat.

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 360–402.

Kék mecset, Isztambul, Törökország
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57. KÖZÉPVONALAK

Középvonalnak hívjuk egy négyszögben a szemközti oldalak felezõpontjait összekötõ szakaszokat. Min-
den négyszögnek tehát két középvonala van.

A paralelogrammák középvonalai

Húzzunk a paralelogramma O középpontján át párhuzamost az AB oldallal! Jelöljük az AD
és BC oldalakkal való metszéspontját X-szel és Y-nal (ábra). Az ABYX négyszög paralelogramma,
így AX = BY. AX és CY az O pontra tükrös, ezért egyenlõ hosszúak. BY és CY tehát egymással is
egyenlõ, így Y a BC szakasz felezõpontja. Természetesen X is felezi az AD szakaszt.

Az XY tehát középvonala a paralelogrammának. 

A paralelogrammának két középvonala van.

A háromszög középvonalai

Vegyük fel az ABC háromszöget, és tükrözzük a CA oldal O felezõpontjára. A tükörkép
a CDA háromszög lesz. A két háromszög együtt az ABCD paralelogrammát adja. Az ábrán
megrajzoltuk a paralelogramma XY középvonalát. OY az ABC háromszög két oldalának a fe-
lezõpontját köti össze, párhuzamos az AB oldallal és feleakkora. 

A trapézok középvonalai

A trapéznak is két középvonala van. Ha külön nem hangsúlyozzuk, hogy a másik középvonalról van
szó, akkor mindig a szárakat összekötõ középvonalra gondolunk.

228
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A B

CD

O
X Y

A paralelogramma két szemközti oldalának felezõpontját összekötõ szakaszt a paralelogramma 
középvonalának nevezzük.

A háromszög bármely két oldalának felezõpontját összekötõ szakaszt a háromszög középvonalának
nevezzük. A háromszögnek három középvonala van.

BizonyításEmelt szint

A B

CD

O
X Y

A PARALELOGRAMMA, A HÁROMSZÖG 
ÉS A TRAPÉZ KÖZÉPVONALA

Tétel

A háromszög középvonala párhuzamos a nem felezett oldallal, és fele olyan hosszú.

Tétel

A paralelogramma középvonala párhuzamos és egyenlõ a két nem felezett oldallal. 
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Az ábrán felvett ABCD trapézt tükrözzük a BC oldal O felezõpontjára. A tükörkép az
A’CBD’ trapéz. A tükrözés miatt AD és A’D’ párhuzamos, így a két trapéz együtt az AD’A’D
paralelogrammát adja. Az XY e paralelogramma középvonala. Az OX a trapéz két szárának
felezõpontját összekötõ szakasz, vagyis a trapéz középvonala. OX párhuzamos a trapéz
alapjaival, hossza az XY szakasz felével egyenlõ. XY hossza megegyezik a paralelogramma

AD’ oldalával, (a + c)-vel. Tehát .

Osszunk fel egy adott szakaszt három egyenlõ részre!

Az adott AB szakasz egyik végpontjából húzzunk egy félegyenest, és mérjünk
rá egymáshoz csatlakozva három egyenlõ hosszú szakaszt. Az ábrán AX = XY =
= YZ a félegyenesre felmért egyenlõ szakaszok. Kössük össze a B és Z pontokat.
Az Y és X pontokon át húzzunk a BZ egyenessel párhuzamos egyeneseket. Ezek
az AB szakaszt az Y’ és az X’ pontokban metszik. Minthogy az X pont az AY sza-
kasz felezõpontja, és XX’ párhuzamos YY’-vel, ezért XX’ az AYY’ háromszög kö-
zépvonala. Így X’ az AY’ szakasz felezõpontja. AX’ = X’Y’. Hasonlóan látható be,
hogy YY’ az XX’BZ trapéz középvonala, és így X’Y’ = Y’B. Az X’, Y’ pontok tehát
az AB szakaszt három egyenlõ részre osztják.

Hasonló eljárással lehet egy szakaszt n egyenlõ részre felosztani, ahol n
tetszõleges 2-nél nem kisebb természetes szám.

Szerkesszünk háromszöget, ha adott a három oldal felezõpontja!

Legyen a három oldal felezõpontja A’, B’, C’. A szerkesztendõ ABC három-
szög középvonalai az A’B’C’ háromszög oldalai. Tudjuk, hogy az oldalak párhu-
zamosak egy-egy középvonallal. Húzzunk tehát A’-n át párhuzamost a B’C’ egye-
nessel. Ezen a párhuzamoson helyezkedik el a keresett háromszög BC oldala. A
háromszög többi oldalegyeneséhez hasonlóan juthatunk. A három oldalegyenes
az ABC háromszöget határozza meg. Az ABC háromszögben A’, B’, C’ valóban
oldalfelezõ pontok, hiszen például A’B és A’C is egyenlõ B’C’-vel, mert A’C B’C’
és A’B’C’B paralelogramma.

OX a c2
1

= +] g

Megoldás

2. példa

Megoldás

1. példa

Bizonyítás

A D’

A’D

O
X Y

B=C’

C=B’

A KÖZÉPVONALLAL KAPCSOLATOS PÉLDÁK

A B

X

Y

Z

X’ Y’

A
B

A’
B’

C

C’

Bármely trapéz középvonala párhuzamos a trapéz alapjaival, és hossza az alapok összegének a fele
(a két alap hosszának számtani közepe).

Tétel

Emelt szint
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Igazoljuk, hogy egy négyszög oldalfelezõ pontjai paralelogrammát határoz-
nak meg!

Az ABCD négyszög oldalfelezõ pontjai legyenek K, L, M, N. A négyszög AC át-
lója a négyszöget két háromszögre vágja szét. E háromszögek közös AC oldalával
párhuzamos középvonalai KL és MN. Ezek tehát párhuzamosak. KL és MN egyenlõk
is, mert mindkettõ az AC átló fele. A KLMN négyszög tehát paralelogramma.

Vegyük az ábrán látható kocka E, B, G, D csúcsait! Nem található olyan sík, amelyik mind a négy pontot
tartalmazza. EBGD egy úgynevezett tetraédert alkot. Tetraéderhez juthatunk úgy is, ha a következõ ábra ABCD
négyszögének ACB háromszögét az AC átló körül kissé elforgatjuk, és a D pontot összekötjük a B’-vel. A tet-
raéder oldalfelezõ pontjai is paralelogrammát határoznak meg, mert az elõbbi okoskodásban nem használtuk

ki, hogy ABCD síknégyszög.
A továbbiakban, ha négyszöget írunk, mindig síknégyszögre gondo-

lunk. Külön megmondjuk, ha valahol tetraéder lép fel.

Bizonyítsuk be, hogy bármely négyszög két középvonala felezi egymást!

Bebizonyítottuk,hogy minden négyszög oldalfelezõ pontjai paralelogram-
mát alkotnak. Ennek a paralelogrammának az átlói a négyszög középvonalai.
A paralelogramma átlói viszont felezve metszik egymást.

Igazoljuk, hogy egy tetszõleges négyszög két szemközti oldalának fe-
lezõpontját összekötõ szakasz nem lehet nagyobb, mint a másik két oldal
számtani közepe!

Az ábrán X és Y jelöli az AB és a CD oldalak felezõpontját. Z az AC átló fe-
lezõpontja. XZ az ABC háromszög, ZY az ACD háromszög középvonala. E két
középvonal összege éppen a BC és AD oldalak számtani közepe. Az XY szakasz
viszont nem lehet nagyobb az XZ és ZY szakaszok összegénél.

Megoldás

5. példa

Megoldás

4. példa

Megoldás

3. példa

A B

C
D

K

L

M

N

A B

CD

E F

GH

A
B

C
D

B’

A

B

C

D

A B

C
D

X

Y

Z

Fogalmak
háromszög 

középvonala;
négyszög 

középvonala;
paralelogramma 

középvonala;
trapéz középvonala;
szakasz adott arányú

felosztása.
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Szerkesszünk trapézt, ha adott
a) az m magassága, a k középvonala és az egyik alapon fekvõ két szöge: α és β;
b) a középvonala, a két szára és a magassága!

Adott egy konvex négyszög. Szerkesszünk olyan paralelogrammát, amelynek csúcsai a négyszög
egy-egy oldalára esnek! (A diszkussziótól tekintsünk el.)

Mit mondhatunk arról a négyszögrõl, amelynek oldalfelezõ pontjai
a) rombuszt;
b) téglalapot alkotnak?

Bizonyítsuk be, hogy a trapéz átlóinak felezõpontjait összekötõ szakasz egyenlõ az alapok kü-
lönbségének felével!

Bizonyítsuk be, hogy egy négyszög középvonala nem nagyobb a nem felezett oldalak számtani
közepénél! 

Bizonyítsuk be, hogy egy háromszög oldalfelezõ pontjai és egyik magasságának talppontja egyenlõ
szárú háromszöget vagy húrtrapézt határoz meg!

5. E1

4. K2

6. K2

3. K1

2. K2

1. K1
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FELADATOK

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 510–525.

58–59. A HÁROMSZÖGEK NEVEZETES PONTJAI, 
VONALAI

Ajánlott feladatok

A háromszög magasságvonalának a csúcsból a szemközti oldal egyenesére bocsátott merõleges
egyenest nevezzük. Minden háromszögnek három magasságvonala van.

A B

C

mc

mb

ma

A B

C

mc mb

ma

A = M
B

C

mc

mb

ma

M

M

A HÁROMSZÖG MAGASSÁGVONALAI
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A magasságvonalaknak azt a szakaszát, amely a háromszög egyik csúcsa és a szemközti oldal egyenese
között van, a háromszög egyik magasságának nevezzük.

A „magasságvonal” és a „magasság” között fogalmi különbség van: a magasságvonal egyenes, ennek
egy szakasza a háromszög egyik magassága. A magasság alatt gyakran a szakasz hosszát értjük.

A magasságvonal, a magasság és annak hossza közötti fogalmi különbségeket nem hangsúlyozzuk min-
dig. Ha egy feladatban vagy egy állításban a mondat értelme megmutatja, hogy mirõl van szó, akkor rövi-
den csak „magasságról” beszélünk.

Húzzunk párhuzamosokat a háromszög csúcsain keresztül a szemközti oldalakkal.
Használjuk az ábra jelöléseit! Az ABCB’, a CAC’B és az ABA’C négyszögekben

két-két szemközti oldal párhuzamos, tehát paralelogrammák. Ebbõl következik, hogy
az A’B’ oldalon a C; az A’C’ oldalon a B és a B’C’ oldalon A felezõpont, és az A’B’C’
háromszög oldalai párhuzamosak az ABC háromszög oldalaival. Az ABC háromszög
magasságvonalai az A’B’C’ háromszög oldalfelezõ merõlegesei. Azt már tudjuk, hogy
bármely háromszög oldalfelezõ merõlegesei egy pontban metszik egymást, így az
A’B’C’ háromszög oldalfelezõ merõlegesei is. Ez azt jelenti, hogy az ABC háromszög
magasságvonalai egy pontban metszik egymást.

A háromszög magasságpontja a háromszögön belül van, ha a háromszög hegyesszögû, a háromszögön kívül
található, ha a háromszög tompaszögû. A derékszögû háromszögnek a magasságpontja a derékszögû csúcs.

A tétel bizonyításához tekintsük a háromszög AC és BC oldalának az E, illetve F 
felezõpontját. A háromszög BE, illetve AF súlyvonalának metszéspontját jelöljük S-sel.

A háromszög EF középvonaláról tudjuk, hogy párhuzamos az AB oldallal, 
és AB : EF = 2 : 1.
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A háromszög magasságvonalai egy ponton mennek át, ez a pont a háromszög magasságpontja.

A
B

A’
B’ C

C’

Emelt szint

A HÁROMSZÖG SÚLYVONALAI

Egy háromszög súlyvonalának nevezzük a háromszög csúcspontját és a szemközti oldal fe-
lezõpontját összekötõ szakaszt. A háromszögnek három súlyvonala van.

Emelt szint

Tétel

Bizonyítás

Bizonyítás

Tétel

A háromszög súlyvonalai egy ponton mennek át, ez a pont a háromszög
súlypontja. A háromszög bármely súlyvonalán a súlypont az oldalhoz közelebb
esõ harmadolópont.

A B

C

SE F

A B

C

S
E F

G H
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58–59. A HÁROMSZÖGEK NEVEZETES PONTJAI, VONALAI

1. K1 Szerkesszünk háromszöget, ha adott 
K1 a) egy oldala, a hozzá tartozó magasság és egy másik magasság;
K1 b) egy oldala, a hozzá tartozó súlyvonal és magasság;
K1 c) egy oldala és a másik két oldalhoz tartozó súlyvonala;
K1 d) egy oldala és a hozzá tartozó súlyvonal és egy másik súlyvonal;
K2 e) két oldala és a közbezárt súlyvonal;
E1 f) három súlyvonala!

Bizonyítsuk be, hogy a háromszög súlyvonala kisebb, mint a közrefogó oldalak számtani közepe!

Bizonyítsuk be, hogy a háromszög súlyvonalai hosszának összege kisebb, mint a háromszög ke-

rülete és nagyobb, mint a kerület része!

Bizonyítsuk be, hogy a háromszög súlypontját a háromszög csúcsaival összekötve három egyenlõ
területû részre bontottuk a háromszöget!

Az ABC egyenlô szárú háromszögben AB = 20 cm, AC = BC = 26 cm. Milyen hosszúak a há-
romszög magasságai és súlyvonalai?

Jelölje egy ABC hegyesszögû háromszög magasságpontját M, és körülírt körének A-val átellenes
pontját A’. Bizonyítsuk be, hogy BMCA’ paralelogramma!

3
4

3. E1

2. E1

Tekintsük most az ABS háromszöget. Jelöljük az AS és a BS szakaszok felezõpontját G-vel és H-val. Az ABS három-
szög középvonala GH, ezért ez is párhuzamos az AB oldallal, és AB : GH = 2 : 1. Ebbõl következik, hogy az EFHG négy-
szög paralelogramma, mert két szemközti oldala párhuzamos és egyenlõ. Átlóinak metszéspontja S, ezért SF = SG = GA,
tehát S valóban az oldalhoz közelebb esõ harmadolópont az AF súlyvonalon. Hasonlóan elmondható ez a BE súlyvo-
nalra is.

Gondolatmenetünkben bármely két súlyvonal szerepelhet, emiatt a harmadik súlyvonal is ebben az S pontban met-
szi az elõzõ kettõt.

Bizonyítsuk be, hogy a háromszög súlyvonalai felezik a há-
romszög területét!

Mivel abból a csúcsból, ahonnan a súlyvonal indul, csak egy
magasságot lehet húzni, ez közös magassága a két háromszögnek.
A szemközti oldalt pedig két egyenlõ részre osztja a súlyvonal,
ezért a területek egyenlõk.

A B

C

C1
TC

sc

mc

Fogalmak
háromszög magas-

ságvonala;
magassága;
magasságpontja;
súlyvonala;
súlypontja.

FELADATOK

Példa

Ajánlott feladatok

4. K2

5. K2

6. E1

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 526–530; 612–616; 623; 624.
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VI. GEOMETRIAI TRANSZFORMÁCIÓK

60. A PONT KÖRÜLI ELFORGATÁS 
ÉS TULAJDONSÁGAI

A hétköznapokból világos, hogy ha a nyári idõszámítás kezdõnapján észre-
vesszük, hogy az óránk 5 percet késik, akkor nem elég csak egy órával (–360°-
kal) elõreállítani, hanem még 5 perccel (–30°-kal) többel kell tekernünk, össze-
sen –390°-ot. Téli idõszámításra való visszatéréskor 1 órával vissza kell állítani az
órákat, tehát az óramutató járásával ellentétes (pozitív) irányba kell +360°-ot
forgatni. A pont körüli forgatásnál is így értelmezzük a szögeket, tehát pl. a
2008°-os forgatás azt jelenti, hogy az óramutató járásával ellentétes (pozitív)
irányba kell ötször teljesen körbeforgatni az objektumot, és még tovább 208°-
kal. A szögeknek ilyen értelmezésekor forgásszögrõl beszélünk.

A leírt származtatásból következik, hogy pont körüli elforgatással az eredeti
alakzat és képe fedésbe hozható. Így az elforgatás távolság-, szög- és egyenes-
tartó. A transzformáció megfordítható. Az elforgatás a körüljárás irányát nem
változtatja meg.

Ha α ≠ k · 360°, akkor egyetlen fix pontja van a transzformációnak, a forga-
tás középpontja.

Ha α = k · 360°, akkor az identitást, ha α = (2k + 1) · 180°, akkor speciá-
lis esetként a középpontos tükrözést kapjuk (k tetszõleges egész).

Vegyünk fel egy O pontot és egy e egyenest. Forgassuk el az egyenest O
körül α szöggel például pozitív irányban. Megtehetjük, hogy az egyenesen fel-
veszünk két pontot, és ezeket forgatjuk el. A két elforgatott ponton átmenõ e’
egyenes az e elforgatottja. Az ábra célszerûbb eljárást mutat. O-ból merõlegest
állítottunk e-re, a merõleges T talppontját forgattuk el. Az így kapott T’ pontban
az OT’-re állított merõleges adja az e egyenes e’ elforgatottját. Az ábrán kelet-
kezett derékszögû deltoid segítségével leolvashatjuk, hogy e és e’ M-nél levõ
egyik szöge α. Fontos megjegyezni, hogy az egyenes és a képe az elforgatás
szögét zárja be.

Forgásszimmetrikus alakzatok a szabályos sokszögek, amelyeket például a körülírt körük középpontja

körül szöggel elforgatva a képük önmaguk. Forgásszimmetrikus alakzat a kör is tetszõleges szögre.n
360c

Pont körüli elforgatásnál a sík egy fix O pontját, valamint az elfor-
gatás szögének nagyságát és irányát adjuk meg. Az elforgatást pozitívnak
mondjuk, ha az óramutató járásával ellentétes irányú. Az óramutató já-
rásával megegyezõ irányú forgatást negatívnak mondjuk.

Pont körüli elforgatásnál a sík egy P pontjához úgy rendeljük a P’ kép-
pontot, hogy ha P nem azonos az O-val, akkor a P pont képe az a P’
pont, amelyre OP’ = OP, és a POP’ szög nagysága és iránya az elforga-
tás adott α irányított szögével egyezik meg. Ha P azonos az O-val, akkor
a képe önmaga.

P

P�O

�

�

Egy alakzatot forgásszimmetrikusnak mondunk, ha van olyan pont és olyan  a szög, hogy az alak-
zatot a pont körül α szöggel elforgatva a képe önmaga lesz. 

T
T’

O

�

e

e’
M

�
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60. A PONT KÖRÜLI ELFORGATÁS ÉS TULAJDONSÁGAI

Szerkesszünk szabályos háromszöget, ha adott az A csúcspontja és a körülírt körének O középpontja!

Az ábrán megrajzoltunk egy ABC szabályos háromszöget és körülírt körének O közép-
pontját. Így

AO = BO = CO.
A háromszög szabályosságából az is következik, hogy az O-nál fellépõ szögek 120°-osak.

Az A és O ismeretében B-hez és C-hez eljuthatunk, ha A-t O körül ! 120°-kal elforgatjuk.

Szerkesszünk egyenlõ szárú derékszögû háromszöget, ha adott a derékszögû csúcsa, a másik két csúcsa
pedig egy-egy adott egyenesen helyezkedik el!

Jelöljük C-vel az adott csúcsot, e-vel és f-fel az adott egyeneseket! Az ábrán a meg-
szerkesztendõ háromszöget is megrajzoltuk. Az ábráról leolvashatjuk, hogy ha az A pon-
tot C körül megfelelõ irányban 90°-kal elforgatjuk, akkor a B-be kerül. Az e egyenesen
rajta van az A pont, ezért ha e-t a C körül 90°-kal elforgatjuk, az elforgatott e’ egyenes át-
megy a B ponton. Tehát e’ és f metszéspontja a keresett B csúcspont. Ezt C körül 90°-kal
visszaforgatva nyerjük a háromszög A csúcsát. Az e egyenest C körül kétféle irányban is el-
forgathatjuk. Mindkét elforgatás adhat egy-egy megoldást. Nincs megoldás, ha e’ párhu-
zamos f-fel (ezt az utolsó ábrán f2-vel jelöltük), és végtelen sok megoldás van, ha e’ és f egy-
beesik (ezt az utolsó ábrán f1-gyel jelöltük).

Megoldás

2. példa

Megoldás

1. példa

O

A B

C

120�

120�

C

A

B

e
f

e’

C

B1

e

f

e’

+90�

� �90

e’’

B2

A1

A2

C

e

f2

e’ � f1

A

B Fogalmak
pont körüli 

elforgatás;
forgásszög;
forgásszimmetrikus

alakzat.
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Szerkesszük meg egy négyzet elforgatott képét, ha 
a) a középpont körül forgatunk 45°-kal;
b) a csúcsa körül forgatunk –90°-kal;
c) az egyik oldal felezõpontja körül forgatunk 60°-kal;
d) egy külsõ pont körül forgatunk α szöggel!

Szerkesszünk szabályos háromszöget, ha adott egy csúcsa és
a) egy-egy egyenes, ami a másik két csúcson megy át;
b) egy egyenes és egy kör, ami a másik két csúcson megy át;
c) két kör, ami a másik két csúcson megy át!

Adott három párhuzamos egyenes. Szerkesszünk olyan szabályos háromszöget, amelynek egy-egy csúcsa
egy-egy egyenesre illeszkedik!

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 403–446.

61. A KÖZÉPPONTI SZÖG ÉS A HOZZÁ TARTOZÓ
KÖRÍV

Egy körvonalon vegyük fel az A és B pontot. E két pont a kört két ívre bontja. A kör O
középpontjából kiinduló OA, OB félegyenesek két szöget határoznak meg. A két szögtarto-
mány mindegyike az elõbbi körívek közül egyet tartalmaz. Ha egy szög csúcsa egy kör kö-
zéppontja, akkor a szöget középponti szögnek nevezzük. Minden középponti szöghöz tar-
tozik egy körív és minden körívhez egy középponti szög. Szokás azt mondani, hogy a
középponti szög a hozzá tartozó köríven nyugszik.

Ha egy körön két egyenlõ nagyságú ívet vagy két egyenlõ nagyságú középponti szöget je-
lölünk ki, akkor ezek egyikét a kör középpontja körül elforgathatjuk úgy, hogy fedje a mási-
kat. Ebbõl következik:

Az elforgatásból az is látható, hogy az egyenlõ hosszú ívek vég-
pontjait összekötõ húrok is egyenlõk hosszúak (jobb oldali ábra).
Mégsem szerencsés azt mondani, hogy a középponti szög a húr-
hoz tartozik. 

Egy körben kétszer akkora ívhez kétszer akkora középponti
szög tartozik. A húr azonban nem lesz kétszer akkora! A bal oldali
ábra két olyan ívet szemléltet egy körben, melyeknek aránya 2 : 3.
Az ábráról az is leolvasható, hogy ekkor a megfelelõ középponti
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FELADATOK

1. K1

3. E1

2. K2

Ajánlott feladatok

Egy körben egyenlõ hosszú körívekhez tartozó középponti szögek nagysága, illetve
egyenlõ nagyságú középponti szögekhez tartozó körívek hossza egyenlõ.

O

i

h

h
i

�
�

O

i1

i2

��

��

A B

O
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61. A KÖZÉPPONTI SZÖG ÉS A HOZZÁ TARTOZÓ KÖRÍV

szögek aránya is 2 : 3. Hasonlóan bizonyítható bármilyen racionális arányra, hogy
az ívek aránya megegyezik a középponti szögek arányával. 

Általában is igaz, hogy egy körben két ív aránya megegyezik a hozzájuk tartozó
középponti szögek arányával:

.  

Ezt a következõképpen is fogalmazhatjuk:

Megállapításaink akkor is érvényesek, ha egy kör helyett két egyenlõ sugarú kört veszünk. Egyenlõ su-
garú körökben egyenlõ középponti szögekhez egyenlõ ívek tartoznak, és megfordítva.

Ha egy kör kerületét egyenlõ részekre osztjuk, akkor az egyes ívekhez tartozó középponti szögek
egyenlõk. Ezt fogjuk most szögmérésre használni. A kör kerületét 360 egyenlõ részre osztjuk. Egy ívhez tar-
tozó középponti szög a teljesszög háromszázhatvanad része. Ezt a szöget nevezzük 1 foknak (jelben 1°), és
tekintjük a szögmérés egységének. 1° hatvanadrészét 1 percnek (jelben 1’), 1’ hatvanadrészét 1 másod-
percnek (jelben 1’’) nevezzük.

A mérés egységgel való összehasonlítást jelent. Egy szakasz hosszának megméréséhez hosszúságegysé-
get (1 cm-t, 1 dm-t, 1 m-t stb.) választunk. A szakasz mérésekor azt állapítjuk meg, hogy a szakasz hány-
szorosa a választott egységnek. Hasonlóan járunk el az elõbb leírt szögméréskor.

Ha az ív kétszer, háromszor, n-szer akkora, mint a sugár, akkor a szög két, három, n radián. Tehát a szög-
höz tartozó ív és sugár hányadosa megmutatja, hogy hány radián a szög.

Célszerû a szög csúcsa körül egységsugarú körívet rajzolni. Ilyenkor a szög radiánokban mért mérõszáma
megegyezik a szöghöz tartozó ív mérõszámával. Ezért szokás egy szög radiánokban megadott mérõszámát
a szög ívmértékének nevezni.

i
i
2

1

2

1= a
a

O

i1

i2

��

��

Egy körben az ív hossza egyenesen arányos a hozzá tartozó középponti szög nagyságával.

A SZÖG ÍVMÉRTÉKE

A fok helyett más szögegységet is használhatunk. A cél az, hogy a szöget
hosszúsággal tudjuk összevetni. Írjunk a szög csúcsa köré egy kört. Egység-
nyinek vesszük azt a szöget, amelyhez tartozó körív hossza egyenlõ a kör
sugarával. Ezt egy radiánnak nevezzük.

O

i=r

1 rad

r

A szög ívmértéke tehát azt mutatja meg, hogy a szöghöz tartozó körív hossza hányszorosa a kör su-
garának. Így a szög ívmértéke „puszta” szám.

Az egységsugarú kör kerülete 2π, így a teljesszög ívmértéke 2π.
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Mekkora a fokban megadott következõ szögek ívmértéke?
a) 15°; d) 210°; g) 17°;
b) –75°; e) –300°; h) –204°;
c) 150°; f) 540°; i) 1234°.

Hány fokosak az ívmértékben megadott következõ szögek?

a) ; e) ; i) –5;

b) ; f) ; j) 2008.

c) ; g) ;

d) ; h) 1;

(Kutatómunka) A radián fontos fogalom. Keress példákat az interneten, hogyan, mely témakörökben
használja például a fizika tudományterülete a radián fogalmát!

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjte-
mény III.: 2456–2464.
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FELADATOK

Ajánlott feladatok

Fogalmak
körív;
középponti szög;
ívhossz;
ívmérték;
radián.

Az egyenesszög ívmértéke r, a derékszög ívmértéke , a 60°-os szög ívmértéke , a 

45°-os szögé , a 30°-os szögé stb.

Az 1°-os szög a teljesszög háromszázhatvanad része, így ívmértéke . Ennek

négy tizedesjegyre kiszámított közelítõ értéke 0,0175.

Az n°-os szög ívmértéke . Mivel 2r radián = 360°,

ezért 1 radián = = . Innen 1 radián közelítõleg

57,3°. Ebbõl következik, hogy p radián = .p 180$ c
r

180c
r2

360c
r

n
180

r

360
2

180=
r r

6
r

4
r

3
r

2
r

O

i=

1

n°

n�
180

Ívmérték Szög

r 180°

2r 360°

2
r 90°

3
r 60°

4
r 45°

6
r 30°

1. K1

2. K1

3.
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62. A KÖRÍV HOSSZA, A KÖRCIKK TERÜLETE

62. A KÖRÍV HOSSZA, A KÖRCIKK TERÜLETE

Láttuk már, hogy egy körben két ív aránya megegyezik a hozzájuk tartozó középponti szögek arányával:

.

A kör kerülete 2rr, így a teljesszöghöz tartozó körív hossza 2rr. Ebbõl következik, hogy i
a
-val jelölve az

α középponti szöghöz tartozó körív hosszát

,   ahonnan   . 

Ha egy körben két egyenlõ nagyságú középponti szöget jelölünk ki, és nézzük az ezekhez tartozó körcik-
keket, akkor ezek egyikét a kör középpontja körül elforgathatjuk úgy, hogy fedje a másikat. Ebbõl következik:

A kör területe rr2, így a teljesszöghöz tartozó körcikk területe rr2. Ebbõl következik, hogy t
a
-val jelölve

az a középponti szöghöz tartozó körcikk területét , ahonnan . Vessük össze ezt a

képletet az ívhosszra kapottal! 

Mekkora a 6 cm sugarú körben a 120°-os szöghöz tartozó körív hossza és a körcikk területe?

, ahol a = 120°. Az arány jobb oldalán így áll, tehát (cm2). A körív

hossza a kerület harmada: i120° = 4r (cm).
r
t

3602 c
c

=
r

aa

3
1 36 12t 3

1
120 $= =r rc

r
t

3602 c
c

=
r

aa t r360
2

c
c

=
a ra

r
i

2 360c
c

=
r

aa 2i r r360 180c
c

c
c

= =
a r a ra

i
i
2

1

2

1= a
a

Megoldás

1. példa

Egy körben két egyenlô nagyságú középponti szöghöz tartozó körcikkek területei egyenlôk.
Hasonló gondolatmenet segítségével bizonyítható be, mint a köríveknél, hogy egy körben a kör-

cikk területe egyenesen arányos a hozzá tartozó középponti szöggel, azaz .t
t
2

1

2

1= a
a

O
O

t1

t2

a�

a�

a�

a�

t2

t1
a a1 2=
t t1 2=

a1

a2

=
t1

t2

Láthatjuk, hogy . A körcikk területét megkapjuk, ha a körív hosszát megszo-

rozzuk a sugár felével.

t r
i r

360 2
2 $

c
c

= =
a ra

a
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VI. GEOMETRIAI TRANSZFORMÁCIÓK

A kört egy húrja két részre bontja. Mindkét lemetszett részt körszeletnek hívjuk.

Mekkora a 6 cm sugarú körben a 120°-os szöghöz tartozó kisebb körszelet területe?

A körcikk területébõl ki kell vonni a háromszög területét.
Az elõbb már kiszámítottuk, hogy a körcikk területe 12r.
A háromszög területe pedig egyenlõ egy 6 cm oldalú szabályos
háromszög területével, mivel annak a merõleges által kettévá-
gott két része van a 3 cm-es oldalakkal összeillesztve, tehát

. A körszelet területe tehát (cm2). 

Hány fokos középponti szög tartozik egy 6 m sugarú kör 10 m hosszú ívéhez?

Számítsuk ki a zöld részek területét, ha a négyzet oldala egységnyi!
a)

b)

Hányadrésze az a) és b) ábrán a zöld terület a négyzet területének? Igaz-e, hogy a c) ábrán a kék és sárga
területek egyenlôk?
a) b) c)

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 1553–54; 1570; 1559.

12 9t 3= r -t 4
6 32

=9

Megoldás

2. példa

O

30°

t
�

60°

Fogalmak
körív hossza;
körcikk;
körszelet;
területük kiszámítása.

FELADATOK

Ajánlott feladatok

2. K1

3. K2

1. K1
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63–64. ELTOLÁS

Eltoláskor a P ponthoz a P ponttól megadott irányban és megadott tá-
volságban levõ P’ pontot rendeljük hozzá. Röviden azt mondjuk, hogy a PP’
irányított szakasz egyértelmûen meghatározza az eltolást. Az egyirányú és
egyenlô hosszú irányított szakaszok ugyanazt az eltolást határozzák meg,
ezért azt mondjuk, hogy az egyirányú és egyenlô hosszú irányított szakaszok

egyértelmûen meghatároznak egy v vektort.
Az a vektorral megadott eltolásnál bármely P ponthoz a P kezdõpontú 

vektor P’ végpontját rendeljük.
Az identitást is tekinthetjük olyan eltolásnak, amelynél a pontot (vagy alakzatot)

0 távolsággal toljuk el. Ez az eltolás milyen irányú? Teljesen mindegy. Így bevezet-
hetjük a 0 vektor (zérusvektor) fogalmát. A 0 vektor hossza 0, iránya tetszõleges.

Az eltolást megadja egy vektor. Az eltolást megadhatjuk jel-
ben egy nyíllal (a nyíl hossza és iránya az eltolás hosszát és irá-
nyát adja). Az ábrán például az A-ból az A’-be mutató nyíl meg-
adja az eltolást. Mondhatjuk, hogy az ABC háromszöget AA’
irányban AA’ távolsággal toltuk el.

Az irányon mindig az A pontból az A’ pontba mutató

irányt értjük. Az irány az iránnyal ellentétes.

Szerkesszünk trapézt, ha adottak az a, c alapok és a b, d szárak!

Az ábra a megoldottnak képzelt feladatot mutatja. Az
ábrán nem találunk közvetlenül megszerkeszthetõ részletet.

A jobb oldali ábrán az AD szárat DC irányban DC tá-
volsággal eltoltuk. EC az eltolt szár. Az EBC háromszög olda-
lai: EB = a – c, BC = b és CE = d. Elõször ezt a háromszö-
get szerkesztjük meg. Ha e háromszög EC oldalát BE irány-
ban c távolsággal eltoljuk, akkor a keresett ABCD trapézt
kapjuk.

AAl

AAl A Al

PPa = l

Megoldás

1. példa

v
v

v v

P

P’

a

P

P’

A’

A

B

C B’

C’

A

A�

AA�

A A�

Az eltolás tulajdonságai:
1. Az eltolt alakzat fedésbe hozható az eredeti alakzattal, tehát távolság-, egyenes- és szögtartó.
2. Bármely egyenes és az eltolt képe párhuzamos.
3. Az alakzat és az eltolt alakzat körüljárása megegyezik.
4. Az eltolásnak nincs fix pontja (ha nem nullvektorral tolunk el), de van invariáns egyenese. Ilyen

minden egyenes, ami az eltolás vektorával párhuzamos.

NÉHÁNY PÉLDA AZ ELTOLÁS ALKALMAZÁSÁRA

A B

CD

a

b

c

d

A B

CD

a c�

b

c

d

c E

d
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VI. GEOMETRIAI TRANSZFORMÁCIÓK

e

O1

O2

E1

E2

r1

r2

P
a)

d)

b)

e)

c)

Az ábrán az e egyenes a k1 és k2 körök közös érintõje. Hogyan szer-
keszthetõ meg ez az érintõ, ha adott a két kör?

Az e érintõt ismerjük, ha az E1, E2 érintési pontokat megszerkesztjük. Az
O1O2E2E1 négyszög derékszögû trapéz. A körök adottak, így adott e derék-
szögû trapéz r1, r2 és c (= O1O2) oldala is. Ezt a trapézt ismét eltolás segít-
ségével szerkeszthetjük meg. Az E1E2 szakaszt toljuk el E2O2 irányban r2 tá-
volsággal, ha r1 > r2. Az E1E2 az eltolás után PO2-be jut. Az O1O2P
derékszögû háromszög O1O2 átfogója és PO1 = r1 – r2 befogója ismert. Ez
a háromszög tehát megszerkeszthetõ. (P az O1O2 szakasz fölé rajzolt Tha-
lész-körön lesz O1-tõl r1 – r2 távolságra.) Az O2P szakaszt O1P irányban r2 tá-
volsággal eltolva kapjuk E1E2-t.

Mindig jelölhetjük r1-gyel a nagyobbik kör sugarát, ha nem egyenlõ su-
garú köröket szerepeltetünk. Így kiköthetjük, hogy r1 > r2 legyen. Ha a
körök egyenlõ sugarúak, akkor O1O2 -vel párhuzamos, tõle sugártávolság-
ban haladó egyenes lesz a közös érintõ. Szerkesztéskor a két középpontot
összekötõ egyenest merõlegesen eltoljuk mindkét irányba a sugár hosszá-
val.

Az elõbb megszerkesztett érintõt a két kör közös külsõ érintõjének
szokás nevezni. Két ilyen érintõ létezhet. Két körnek lehet két közös belsõ
érintõje is. A közös belsõ érintõket az elõbbihez hasonlóan eltolással szer-
keszthetjük meg. A szerkesztés az ábráról leolvasható. A metszõ köröknek
nincs közös belsõ érintõjük. Ha az egyik kör tartalmazza a másikat, akkor
nincsenek közös érintõik. 

Megoldás

2. példa

e

O1

r <r2 1

O2

E1

E2
r1

r2

e

O1

r r1 2�

O2

E1

E2

r2

P

e1

O1

r r2 1=

O2

E1
E2

r1
r2

e2

O1
O2

e1

e2

Fogalmak
eltolás;
irányított szakasz;
vektor;
két kör közös érintôi.
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Toljunk el egy háromszöget 
a) az egyik oldalvektorával;
b) a háromszög súlypontjából a körülírt kör középpontjába mutató

vektorral!

Szerkesszünk trapézt, ha adottak az átlói, az átlók szöge és
a) az egyik alapja;
b) az egyik szára!

Szerkesszünk paralelogrammát, ha adott egyik oldala és a másik két
csúcson átmenõ
a) egy-egy egyenes;
b) egy kör és egy egyenes!

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 447–488.

65. A VEKTOR FOGALMA

Az elõzõ leckében az ABCD trapéz egyik szárát DC irányban a DC oldal hosszával toltuk el. Ezt az eltolást
a 237. oldali ábrán két nyíl mutatja. Elegendõ egy nyilat is bárhol megrajzolni, ha ezt úgy értjük, hogy min-
den szükséges pontot, esetleg az egész síkot vagy a teret a nyíllal megjelölt irányban a nyíl hosszával el kell tolni. 

Az eltolást tehát egy vektorral adhatjuk meg.

Megjegyzés
Találkoztunk már ilyen furcsasággal a matematikában például az oszthatóságnál. Amikor azt mondjuk, hogy néz-

zük az öttel osztva 3 maradékot adó számok halmazát, akkor reprezentálhatjuk ezt a halmazt a 3-mal, a 98-cal vagy
akár a 2008-cal is.

Ha egy vektort úgy helyezünk el, hogy kezdõpontja az A pont, végpontja a 

B pont, akkor ezt a vektort a következõképpen jelöljük: .
Legtöbbször nem érdemes a vektor kezdõ- és végpontját külön jelölni, hanem

magát a vektort jelöljük egy betûvel. Írásban a vektort aláhúzott latin kisbetûvel,
nyomtatásban vastag (félkövér) betûvel jelöljük.

Az ábrán szereplõ a és b vektorok egyenlõk. Az egyenlõ vektorokat szokás
ugyanazzal a betûvel is jelölni.

AB

FELADATOK

63–64. ELTOLÁS

1. K1

2. K2

3. K2

Ajánlott feladatok

A

B

AB

a
b

a = b

Két vektor egyenlõ, ha hosszuk és irányuk megegyezik.
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A jobb oldali ábra a és b vektora nem egyenlõ, bár hosszuk
megegyezik, de irányuk különbözõ. A bal oldali ábra a és b vek-
tora egyezõ irányú ugyan, de hosszuk különbözõ, tehát e két
vektor sem egyenlõ.

Vektorokkal a fizikában is találko-
zunk. Budapesttõl Szeged légvonalban
kb. 150 km távolságra van. Ha azt tud-
juk, hogy egy repülõgép Budapesttõl
150 km-t távolodott, akkor még nem
mondhatjuk, hogy Szeged fölött jár.
Lehet például Dombóvár, Baja vagy
Miskolc fölött is. Az elmozdulást tehát
csak a hosszával nem jellemezhetjük,
meg kell adnunk az elmozdulás irányát
is. Az elmozdulás vektormennyiség, irá-
nyított szakasszal ábrázoljuk. Az el-
mozduláson kívül vektormennyiség
például a sebesség és az erõ is, de
késõbbi tanulmányainkban más vek-
tormennyiségeket is meg fogunk is-
merni.

Egyenlõ-e a négyzet két átlóvektora?

Egyenlõk-e a kocka szemközti lapjain párhuzamosan futó átlóvektorok?

Van-e olyan vektor, ami egyenlõ a 45°-os elforgatottjával?

Van-e olyan vektor, ami egyenlõ a kétszeres nyújtásával?

244

VI. GEOMETRIAI TRANSZFORMÁCIÓK

4. K1

3. K1

2. K2

1. K1

a

b

| |a = | |b

a

b

a || b

FELADATOK

Fogalmak
irányított szakasz;
vektor;
vektor 

abszolút értéke;
iránya;

nullvektor.

A vektor hosszát a vektor abszolút értékének nevezzük. Jelölése: .
A vektor jellemzõi tehát a hossza (abszolút értéke) és az iránya. Kezdõpontját bárhol felvehetjük.

;AB a
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66. VEKTOROK ÖSSZEADÁSA

Legyen egy f transzformáció az a vektorral, egy g transzformáció a b vektorral tör-
ténõ eltolás. Elõször hajtsuk végre elsõnek az f, másodiknak a g transzformációt. Az-
után csináljuk fordítva, hajtsuk végre elsõnek a g, másodiknak az f transzformációt.
Ugyanahhoz a képponthoz jutunk, hiszen a két vektornak egy pontból kétféle sor-
rendben történõ egymás utáni felmérésével paralelogramma keletkezett. A kiinduló-
ponttal átellenes paralelogrammacsúcsba jutottunk. A két eltolás helyettesíthetõ egyet-
len eltolással, amelynek vektorát a két közös pontba felmért vektor által kifeszített
parale logramma ugyanabból a pontból induló átlója reprezentálja. Az ábrák vizsgála-
takor azt látjuk, hogy az a és b vektort egymás után mértük fel: az egyik vektor vég-
pontjába került a másik vektor kezdõpontja. A két vektor közül az elsõ kezdõpontját
összekötöttük a másik vektor végpontjával, és ezt a szakaszt a végpont felé irányítot-
tuk. Erre az eljárásra külön elnevezést vezetünk be, ezt két vektor összeadásának, a
kapott vektort pedig a két vektor összegének nevezzük.

Ez a definíció akkor is használható, ha a két vektor egyirányú vagy ellentétes irányú, tehát ha a két vek-
tor nem határoz meg paralelogrammát.

Vektorok összegezésére beláthatók a következõ tulajdonságok.
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66. VEKTOROK ÖSSZEADÁSA

a
b

a

b

a b+

b a+P

P’
P”

P1

P2

a b

b

c
+

c
a b+

( + )a b + = + ( + )c a b c

Definíció

Adott az a és b vektor. Legyen = a. Az vektor B végpontjába mérjük fel a = b vektort.
Az a és b vektor összege:

a + b = = c. AC

BCABAB

1. Két vektor összege független az összeadandók sorrendjétõl: a + b = b + a, azaz a vektorok össze-
adása kommutatív mûvelet.

2. Három vektor összege független az összeadandók csoportosításától (asszociatív mûvelet):
(a + b) + c = a + (b + c). Ezt beláthatjuk az ábráról.
Ennek a tulajdonságnak az újabb alkalmazásából következik, hogy véges sok vektor összege a vekto-
rok csoportosításától független.

3. Értelemszerûen a + 0 = 0 + a = a.
4. Minden eltoláshoz tartozik egy „visszatolás”, azt mondjuk, hogy minden vektornak van

ellentett vektora, ami éppen a „visszatolás”-t adja meg. Ez tehát a-val egyenlõ hosszú
és ellentétes irányú. Két egyenlõ hosszú, de ellentétes irányú vektor összege a null-
vektor.

Az egyenlõ hosszú, de ellentétes irányú vektorokat ellentett vektoroknak nevezzük. 
A számokkal való analógia indokolja, hogy az a ellentettjét –a-val jelöljük.

a + (–a) = 0.

a
�a

a a 0+( ) =�

a

bc

A
B

C
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VI. GEOMETRIAI TRANSZFORMÁCIÓK

6. K2

5. E1

4. K2

3. K1

2. K1

1. K1

A ábrán három olyan vektort adtunk össze, ame-
lyek egymáshoz fûzve háromszöget alkotnak. E vek-
torok összege 0. A nullvektorhoz jutunk akkor is, ha
háromnál több olyan vektort adunk össze, amelyek
egymáshoz fûzve zárt sokszöget alkotnak.

Bizonyítsuk be, hogy tetszõleges a és b vektor esetén fennáll az alábbi egyenlõtlenség-rendszer!

.

A tetszõleges a és b vektort vegyük fel az ábra szerint. Az a, b és 
a + b vektorok háromszöget határoznak meg, abszolút értékeik a há-
romszög oldalhosszai. Az egyenlõtlenség-rendszer a háromszög-
egyenlõtlenség kétféle alakjának az összekapcsolása. Az elsõ egyenlõség
akkor teljesül, ha – az ábrától eltérõen – az a és b ellentétes irányú vek-
torok, a második akkor, ha azonos irányúak.

Megjegyzés
Észrevehetjük, hogy az abszolútérték-jel vektorok hosszát és valós szám abszolút értékét is jelöli az
egyenlõtlenségben.

Rajzoljunk tetszõleges négyszöget. Szerkesszük meg az összegvektort!

Fejezzük ki a kocka egy csúcsból induló három oldalvektora segítségével az adott csúcsból a többi csúcsba
mutató vektorokat!

Fejezzük ki egy szabályos hatszög egyik csúcsából induló két oldalvektora segítségével az adott csúcsból a

többi csúcsba mutató vektorokat! ( vektort vektornak szokás írni.)

Három (egyenlõ tömegû) kutya egyenlõ nagyságú erõvel húzza ugyanazt a zsákmányt. Mekkora szöget zár
be közülük két kutya által kifejtett erõ, ha egy tapodtat sem tudnak semmilyen irányba mozdulni?

Szerkesszük meg a háromszög súlypontjából a csúcsokba mutató három vektor összegét! 
Mit tapasztalunk? Indokoljuk!

A folyó sebessége 3 . A folyásirányra merõlegesen 4 sebességgel evezünk. 

Szerkesszük meg a csónak haladási irányát és sebességét!

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 2282–2316.

s
m

s
m

EF EF+ EF2

AB BC CD DA+ + +

a b a b a b# #+- +

a
b

c

+ + =a b c 0

a1

a a a a a a 01 2 3 4 5 6+ + + + + =

a2
a3

a4

a5a6

Megoldás

1. példa

a

b

a b+

Fogalmak
vektorok 

összeadása;
a vektorösszeadás 

tulajdonságai.

FELADATOK

Ajánlott feladatok
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67. KÉT VEKTOR KÜLÖNBSÉGE

67. KÉT VEKTOR KÜLÖNBSÉGE

Az a – b különbségvektor értelmezésébõl (és az összeadás tulajdonságaiból) következik, hogy ha a b vek-
torhoz hozzáadjuk az a – b vektort, az a vektort kapjuk.

Az a és b vektor a – b különbségvektorát úgy is megszerkeszthetjük, hogy a két vek-
tort közös pontból mérjük fel, és a két vektor különbsége a kivonandó vektor vég-
pontjából a kisebbítendõ vektor végpontjába mutat.

Az a – b és a b – a vektorok tehát ellentett vektorok.

Bizonyítsuk be, hogy ha , akkor az AB és CD szakaszok valamely O pontra szim-
metrikusak!

Az eredeti egyenlõség átírva a következõ:

. 

A bal és a jobb oldalon álló különbségeket egyszerûbben felírva a

egyenlõséget kapjuk. Ez azt jelenti, hogy a BA és a CD szakasz
egyenlõ hosszú és párhuzamos. Emiatt az ABCD négyszög paralelog -
ramma, tehát középpontosan szimmetrikus.

Speciális esetben elõfordulhat, hogy az említett vektorok között van 0
vektor, vagy az említett pontok egy egyenesre illeszkednek. Ebben az eset-
ben is belátható az állítás, bár akkor nem jutunk paralelogrammához.

BA CD=

PA PB PD PC=- -

PA PC PB PD+ = +

Megoldás

1. példa

a

b

a b�

Az a – b jelölést használjuk, és az a és b vektor különbségének nevezzük azt a vektort, amit úgy ka-
punk, hogy az a vektorhoz hozzáadjuk a b vektor ellentettjét. Tehát 

a – b = a + (–b). 

A

B

C

D

P

O

PA PC�

FELADATOK

Fogalom
két vektor 

különbsége.

Bizonyítsuk be, hogy ha két vektor abszolút értéke egyenlõ, akkor a két vektor összege és kü-
lönbsége merõleges egymásra!

Bizonyítsuk be, hogy ha két vektor összege és különbsége merõleges egymásra, akkor a két vek-
tor abszolút értéke egyenlõ!

2. K2

1. K2
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A folyó sebessége 2 . Szeretnénk pontosan szemben partot érni. Milyen irányba induljunk el, ha 4 se-

bességgel tudunk evezni?

Bizonyítsuk be, hogy a háromszög körülírt körének középpontjából a csúcsokhoz mutató vektorok összege
a háromszög magasságpontjába mutat!

Tekintsük az ABCD négyszög AD oldalának felezõpontját E-t, és BC oldalának felezõpontját, F-et. Bizo-

nyítsuk be, hogy a négyszög középvonalvektorára igaz, hogy !

Jelölje egy szabályos hatszög csúcsait A, B, C, D, E, F. Bizonyítsuk be, hogy , és

!

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 2282–2316.

68. EGYBEVÁGÓSÁG

Korábban megismerkedtünk az identitással, a tengely körüli elforgatással, az egyenesre,
pontra és síkra vonatkozó tükrözéssel, az eltolással és a síkban a pont körüli elforgatással.
A felsorolt geometriai transzformációk mindegyike távolságtartó. Ez azt jelenti, hogy bár-
mely szakasz és tükörképe, elforgatottja vagy eltoltja („megfelelõje”) egyenlõ hosszú. A tá-
volságtartó transzformációkat összefoglaló néven egybevágósági transzformációknak, vagy
egybevágóságoknak nevezzük.

Egybevágó az ábrán látható bal és jobb cipõ is. Egyik a másikba síkra vonatkozó tükrö-
zéssel vihetõ át.

Két alakzat egybevágóságának az eldöntéséhez sokszor elegendõ bizonyos „meghatá-
rozó” adatainak az egyenlõségét kimutatni. Nincs tehát feltétlenül szükség az egyiket a má-
sikba átvivõ egybevágósági transzformáció megkeresésére. Például a kör ilyen meghatározó
adata a sugara. Két egyenlõ sugarú kör egybevágó.

BC DE FA 0+ + =

AB CD EF 0+ + =

EF EF EF AB DC+ = +

s
m

s
m

Két alakzat egybevágó, ha van olyan egybevágósági transzformáció, amelyik az
egyik alakzatot a másikba viszi át.

Az egybevágóság jele: ≅.

6. K2

5. E1

4. E1

3. K2

Ajánlott feladatok

OH_MAT09TB_Matek9_06b_tordelt5  2020.06.18.  9:14  Page 248



249

68. EGYBEVÁGÓSÁG

Három oldalból természetesen csak akkor szerkeszthetõ háromszög, ha a megadott oldalakra a három-
szög-egyenlõtlenségek teljesülnek. A 2. alapesetben a szerkeszthetõség feltétele, hogy a megadott szög
180°-nál kisebb legyen. A 3. alapesetben csak akkor szerkeszthetõ meg a háromszög, ha a két adott szög
összege kisebb mint 180°.

A 4. alapesetben lényeges az, hogy a nagyobbik oldallal szemközti szög szerepeljen. Amennyiben a, b,
és α adott, és a < b, akkor lehetséges, hogy ezekkel az adatokkal nem szerkeszthetünk háromszöget; lehet,
hogy egy háromszöget, de az is lehet, hogy két nem egybevágó háromszöget szerkeszthetünk.

A négy alapesetben a háromszöget egyértelmûen tudjuk megszerkeszteni. Ez azt jelenti, hogy ha ugyan-
azokkal az adatokkal két háromszöget szerkesztünk, akkor a két háromszög egybevágó.

A háromszög megszerkesztéséhez általában három adat szükséges. Természetesen három szög nem
határozza meg a háromszöget, még akkor sem, ha úgy adjuk meg a három szöget, hogy összegük 180°. Há-
romszöget csak három független adatból szerkeszthetünk.

Sokszögek egybevágóságához nem elég az oldalak egyenlõsége, gondoljunk például a 45°–135°-os szögû
rombusz és a vele egyenlõ oldalú négyzet esetére. Egy oldal és a megfelelõ szögek egyenlõsége sem bizto-
sítja az egybevágóságot, elég, ha egy négyzetre és egy vele közös oldalú nem egyenlõ oldalú téglalapra gon-
dolunk. Elégséges feltétel sokszögek egybevágóságára, ha minden megfelelõ oldaluk és minden megfelelõ
szögük egyenlõ, vagy ha minden megfelelõ oldaluk és minden megfelelõ átlójuk egyenlõ.

Elmondhatjuk tehát, hogy két háromszög egybevágó, ha
1. oldalaik páronként egyenlõk;
2. két oldal és az ezek által közrefogott szög a két háromszögben páronként egyenlõ;
3. egy oldal és a rajta fekvõ két szög a két háromszögben páronként egyenlõ;
4. két oldaluk és ezek közül a nagyobbikkal szemben fekvõ szögük páronként egyenlõ.
Ezek a háromszögek egybevágóságának alapesetei.

Már az általános iskolában megismertük, hogy a következõ négy alapesetben megszerkeszthetõ a
háromszög:

1. Adott a háromszög három oldala.
2. Adott a háromszög két oldala (a és b) és az ezek által közrefogott szög (γ).
3. Adott a háromszög egy oldala (c) és a rajta fekvõ két szög (α és β). (Természetesen bármely

kettõbõl a harmadik szög kiszámítható. Valójában csak az fontos, hogy két egymásnak megfelelõ
szög legyen adva.)

4. Adott a háromszög két oldala (a > b) és a nagyobbikkal szemben levõ szöge (α).

A
B

C

c

ab

A
B

C

ab

�

A
B

C

c

�
�

B
A

C

b
a

�

a>b

A AA
C CC

B

B1

b bb

a a
a

� ��

B2 a

1. 2. 3. 4.
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A négyszög egyik átlójával két háromszögre bontható. A két háromszög azonban nem független egymástól, van egy
közös oldaluk. Így csupán az egyik háromszög megszerkesztéséhez van szükség három adatra, a másikhoz már elég to-
vábbi két adat.

Az általános négyszög megszerkesztéséhez általában öt független adatra van szükségünk.
Hasonló gondolatmenettel ki lehet számolni, hány adat kell egy n-szög megszerkesztéséhez.

Kiegészítõ anyag

A definícióból (távolságtartás) következik, hogy egybevágósági transzformációk egymás
utáni alkalmazása (azaz a transzformációk szorzata) szintén egybevágóságot eredményez.
Egy szép tétel szerint bármely síkbeli egybevágóság elõállítható tengelyes tükrözések szor-
zataként; sõt az is igaz, hogy elegendõ legfeljebb három tengelyes tükrözés alkalmazása.
(Például a forgatás két metszõ, az eltolás pedig két párhuzamos egyenesre történõ tükrö-
zéssel helyettesíthetõ.)

Bizonyítsuk be, hogy két szabályos háromszög egybevágó, ha megegyezik
a) a magasságuk;
b) a beírt körük sugara!

Bizonyítsuk be, hogy két egyenlõ szárú derékszögû háromszög egybevágó, ha megegyezik
a) a befogójuk;
b) a háromszög köré írt körük sugara!

Melyek igazak a következõ állítások közül? Válaszunkat indokoljuk!
K2 a) Két háromszög egybevágó, ha megegyezik két szögük és egy oldaluk.
K2 b) Ha egy háromszögben két magasság egyenlõ, akkor a háromszög egyenlõ szárú.
E1 c) Két háromszög egybevágó, ha megegyezik két szögük és a harmadik csúcshoz tartozó magasságuk.

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény III.: 263–277.
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Emelt szint

FELADATOK

Az Országház Budapesten

Fogalmak
két alakzat 

egybevágósága;
a háromszögek egy-

bevágóságának
alapesetei;

sokszögek egybevá-
góságának elég-
séges feltétele.

Ajánlott feladatok

3. 

1. E1

2. E1
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69. GEOMETRIAI TRANSZFORMÁCIÓK EGYMÁS
UTÁNI VÉGREHAJTÁSA

Megismerkedtünk a legfontosabb síkbeli egybevágósági transzformációkkal: a tengelyes tükrözéssel, a kö-
zéppontos tükrözéssel, a forgatással és az eltolással. Természetesen egymás után több transzformációt is
végrehajthatunk, és a sík bármely pontjára elvégezhetjük az elôírt leképezéseket. Több transzformáció egy-
más utáni végrehajtása, a papír alapú szerkesztés elég idôigényes munka, ezért érdemes valamilyen digitá-
lis segédprogramot használnunk. Ebben a leckében a GeoGebra szoftverrel végzünk néhány szerkesztést.
A programban a transzformációk végrehajtása egyszerû mûveletekkel történik, és mivel interaktív a felület,
nagyon alkalmas a transzformációk egymás utáni alkalmazásának szemléltetésére. (Az interaktív programok
esetében, ha az alappontok helyzetét változtatjuk, akkor a származtatott pontok új helyzete azonnal meg-
jelenik.)

Mint az elôzô lecke végén szerepelt, az egybevágósági transzformációk – definíció szerint – távolság-
tartók, ezért egymás utáni végrehajtásuk eredménye is távolságtartó, azaz egybevágósági transzformáció
lesz. (A transzformációk egymás utáni végrehajtását nevezik transzformációk egymásutánjának vagy szorza-
tának is.)

Tükrözzük a sík pontjait egymás után két párhuzamos egyenesre! Mit állíthatunk az eredményrôl?

Az ábrán látható A, B, C pontokat elôször a t1 tengelyre tük-
röztük (a képpontok A1, B1, C1), majd a képpontokat a t2 ten-
gelyre, így kaptuk az A2, B2, C2 pontokat. Az A, B, C pontok hely-
zetét változtatva azt sejthetjük, hogy a t1 és t2 tengelyes
tükrözések egymás utáni végrehajtása egy olyan e vektorú elto-
lást eredményez, amely merôleges a tengelyekre, a hossza a két
tengely d távolságának kétszerese, azaz 2d, és iránya t1 felôl t2
felé mutat.

A bizonyítás során több esetet kellene megvizsgálnunk, attól
függôen, hogy a pontok és képeik az 1., 2. és 3. síktartományok
közül melyikbe, vagy éppen melyik tengelyre esnek. A pontok
elhelyezkedésének idôigényes diszkussziója helyett elegendô,
ha a GeoGebrában a kiindulási pontokat az egérrel mozgatjuk;
a megfelelô képpontok mozgásai megerôsítik a sejtést.

Az állítást bebizonyítjuk például az A pont egyszerû esetére: , , így

(és a szakaszok merôlegesek a tengelyekre).

Megjegyzések (kiegészítô anyag): 
1. Számít a tengelyek sorrendje: a t2, majd t1 tükrözések egymásutánja az ellentett vektorú eltolást adja.
2. Az is igaz, hogy nem számít a párhuzamos tengelyek konkrét helyzete, csak a két tengely távolsága. A t1-et – ön-

magával párhuzamosan – bárhol felvehetjük. Ha a t2-t tôle d távolságban (és megfelelô irányban) vesszük fel, akkor a
két transzformáció egymásutánja ugyanazt az eredményt adja.  

3. Az elôzô pontból az eredeti állításunk „fordítottja” is következik: bármely eltolást elôállíthatunk két megfelelô ten-
gelyes tükrözés egymás utáni alkalmazásával.

AA A t A t t t d2 2 22 1 1 1 2 1 2= + = =^ h

A A A t21 2 1 2=AA A t21 1 1=

1. példa

Megoldás
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Tükrözzük a sík pontjait egymás után két egymást metszô egyenesre! Mit állíthatunk az eredményrôl?

Az ábrán látható A, B, C pontokat elôször a t1 tengelyre tükröztük (a kép-
pontok A1, B1, C1), majd a képpontokat a t2 tengelyre, így kaptuk az A2, B2, C2
pontokat. Az A, B, C pontok helyzetét változtatva azt sejthetjük, hogy a t1 és t2
tengelyes tükrözések egymás utáni végrehajtása egy olyan forgatást eredmé-
nyez, amely szöge a két tengely a hajlásszögének a kétszerese, azaz 2a, és irá-
nya megegyezik a irányával.

Ez a transzformációs kapcsolat már nehezebben vehetô észre. Segíthet pél-
dául, ha felhasználjuk, hogy az A, A1 és A2 pontoknak a két egyenes O met-
széspontjától való távolsága állandó marad: AO = A1O = A2O.

A bizonyítás során most is több esetet kellene megvizsgálnunk, attól füg-
gôen, hogy a pontok és képeik melyik szögtartományokba, vagy éppen melyik
tengelyre esnek. Például az ábrán látható A, A1, A2 pontok esetén egyszerû a bi-
zonyítás, mert az OA1 szakasz két részre osztja a-t, és a tükrözések miatt az
AOA2 szögben mindkét rész kétszer jelenik meg: AOA2B = 2a.

Megjegyzések (kiegészítô anyag): 
1. Számít a tengelyek sorrendje: a t2, majd t1 tükrözések egymásutánja ellentétes irányú forgatást eredményez.
2. Most sem számít a tengelyek konkrét helyzete, csak a két tengely bezárt szöge, és hogy ezek az O pontban

metsszék egymást. A t1-et – O-n áthaladva – bárhogyan felvehetjük. Ha a t2 áthalad O-n, és (a megfelelô irányban) 
a szöget zár be t1-gyel, akkor a két transzformáció egymásutánja állandó eredményt ad.  

3. Az elôzô pontból az eredeti állításunk „fordítottja” is következik: bármely O pont körüli, 2a szögû forgatást elô-
állíthatunk két megfelelô tengelyes tükrözés egymás utáni alkalmazásával, ha a tengelyek O-ban metszik egymást, és
bezárt szögük a.

Milyen transzformációval helyettesíthetô két középpontos tükrözés egymásutánja?

Az ábrán látható A, B, C pontokat elôször az O pontra tükröztük (a kép-
pontok A1, B1, C1), majd a képpontokat a Q pontra, így kaptuk az A2, B2, C2
pontokat. Az A, B, C pontok helyzetét változtatva azt sejthetjük, hogy az O és
Q centrumú középpontos tükrözés egymás utáni végrehajtása egy olyan elto-

lást eredményez, amely vektora az -val megegyezô irányú, hossza pedig

annak kétszerese. (Ezt úgy is jelöljük, hogy az eltolás vektora .)
A bizonyításhoz ismét több tárgypont képeit kellene megvizsgálnunk, de

ehelyett ügyesebben is eljárhatunk, ha figyelembe vesszük az 1. és 2. példa
eredményeit.

Elôször észrevehetjük, hogy a középpontos tükrözés megegyezik az adott
pont körüli 180°-os forgatással. Az O pont körüli 180°-os forgatást pedig 
– a 2. példa alapján – elô tudjuk állítani két tengelyes tükrözés (t1 és t2) egy-

OQ2 $

OQ

2. példa

Megoldás

3. példa

Megoldás
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másutánjaként, ha a tengelyek egymással nagyságú szöget zárnak be, és O-ban metszik egy-

mást. (Állásuk egyébként tetszôleges lehet.) 
Hasonlót mondhatunk a Q centrumú középpontos tükrözésrôl is: elôállítható a t3 és t4 tengelyes tükrö-

zések egymásutánjaként, ha ezek merôlegesek egymásra, és Q-ban metszik egymást.
Az O és Q középpontos tükrözések egymásutánját elôállíthatjuk tehát a t1, t2, t3 és t4 tengelyes tükrö-

zések egymás utáni végrehajtásával. A tengelyek megválasztásában van egy kis szabadságunk: felvehetjük
ôket úgy, hogy a t2 és t3 tengely egybeessen (lásd az ábrát). Mivel ekkor a t2 és t3 tükrözések egymásutánja
helyben hagyás (identitás), a négy tengelyes tükrözés csak t1 és t4 végrehajtására egyszerûsödik.

Azt pedig már láttuk az 1. példában, hogy a t1 és t4 párhuzamos egyenesekre való tükrözések egymás-

utánja éppen az kétszeresével való eltolást eredményezi.

Kiegészítô anyag 

a) Adottak egy háromszög oldalfelezô pontjai. Szerkesszük meg a háromszöget!
b) Adottak egy négyszög oldalfelezô pontjai. Szerkesszük meg a négyszöget!
c) Adottak egy ötszög oldalfelezô pontjai. Szerkesszük meg az ötszöget!

2
180 90

o
o=

OQ

4. példa

Megoldás

a) Többféleképpen is eljárhatunk. Az ábra szerinti betûzést használva
tudjuk, hogy az FbFa középvonal párhuzamos AB-vel, és hossza fele-
akkora. Ezért ha Fc-bôl felmérjük az vektort, megkapjuk B-t, és
a többi csúcs hasonlóan szerkeszthetô.

Más megoldási lehetôségek:
– Ha párhuzamost húzunk FbFa-val Fc-n keresztül, akkor meg-

kapjuk az AB oldal egyenesét, és hasonlóan megszerkeszthetjük a
másik két oldalegyenest is. Ezek kijelölik a háromszöget.

– Vagy észrevehetjük, hogy FbFcFaC négyszög paralelogramma
(szemközti oldalai párhuzamosak), így ha Fc-t tükrözzük az FbFa sza-
kasz felezôpontjára, megkapjuk C-t. (És hasonlóan adódik a többi
csúcs is.) 

A háromszög mindig megszerkeszthetô, ha Fa, Fb és Fc nincs egy
egyenesen.

b) Tekintsük a feladatot megoldottnak, és próbáljunk a keresett A, B,
C, D csúcsok között valamilyen transzformációs kapcsolatot találni!
(Az ábra szerinti betûzést használjuk.)

Ha az A csúcsot tükrözzük Fa-ra, akkor B-t kapjuk; és ha B-t tük-
rözzük Fb-re, akkor C-t. A 3. példa megjegyzésében láttuk, hogy két
középpontos tükrözés helyettesíthetô egy eltolással, most az két-

szerese, az eltolás vektora. (Ezt az eredményt kapjuk akkor is, ha
észrevesszük, hogy az ABC háromszögben FaFb középvonal.)

Ha C-t tükrözzük Fc-re, akkor D-t kapjuk, és ha D-t tükrözzük Fd-
re, akkor A-t. Az Fc és Fd centrumú középpontos tükrözés eredménye
a vektorú eltolás, ami az elôzô vektor ellentettje. Két ilyen
eltolás eredménye pedig helyben hagyás (identitás).

CA AC

AC

F Fa b

F Fb a
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Az A pont helyzetérôl semmilyen feltevésünk nem volt, így érdekes eredményt fogalmazhatunk meg: ha egy
tetszôleges pontot tükrözünk az Fa, Fb, Fc, Fd pontokra (a tükrözést mindig az aktuális képponttal folytatva), akkor
a negyedik tükrözés után az eredeti pontot kapjuk. A feladatnak tehát általában végtelen sok megoldása van: az
Fa, Fb, Fc, Fd pontokon kívül a sík bármely pontja lehet a négyszög egyik (A) csúcsa, mindig szerkeszthetô (esetleg
konkáv) négyszög. (Az ábrán egy tetszôleges P pont képeit is feltüntettük.)

A megoldhatóságnak persze szükséges feltétele, hogy a négy kiindulási pont, FaFbFcFd paralelogrammát al-
kosson. Ugyanis FcFd középvonal az ADC háromszögben, párhuzamos AC-vel és hossza feleakkora; ezért FaFb és
FcFd párhuzamos és egyenlô hosszú.

c) Tekintsük a feladatot megoldottnak! Az ábrán Fa, Fb, Fc, Fd, Fe jelöli az oldalak felezôpontjait, A, B, C, D, E az öt-
szög (szerkesztendô) csúcsait. A négyszög szerkesztéséhez hasonlóan transzformációs lépésekkel próbálkozunk.

Ha egy tetszôleges P pontot tükrözünk az Fa, Fb, Fc, Fd, Fe pontokra (a tükrözést mindig az aktuális képponttal
folytatva), akkor az ötödik tükrözés után a P5 pontot kapjuk. A GeoGebrát alkalmazva érdekes sejtést fogalmaz-
hatunk meg.

Úgy tûnik, akárhogy is változtatjuk a P pont kezdôhelyzetét, az A csúcs mindig a PP5 szakasz felezôpontja
marad. Hogyan tudnánk ezt a sejtést igazolni?

Amikor a P pontot tükrözzük Fa-ra, majd P1-et Fb-re, akkor a két középpontos tükrözés helyettesíthetô egy
eltolással. Mivel FaFb az ABC háromszögben középvonal, ezért ennek az eltolásnak a vektora . (Kaptuk:

.)
Hasonlóan ha P2-t tükrözzük Fc-re, majd a P3-at Fd-re, akkor a két középpontos tükrözés ismét helyettesíthetô

egy eltolással. Az eltolás vektora kétszerese, azaz , mert FcFd középvonal a CDE háromszögben. (Kaptuk:

.)

A négy középpontos tükrözés eredménye tehát az és vektorú eltolás, ami – könnyen látható – meg-

egyezik az eltolással. Mivel , így PP4EA paralelogramma. Az FeP4E és FeP5A háromszögek közép-
pontosan szimmetrikus helyzetûek (a centrum Fe), ezért AP5 párhuzamos és egyenlô hosszú P4E-vel – csakúgy,
mint PA. Ebbôl pedig már következik, hogy A valóban a PP5 szakasz felezôpontja.

AE PP AE4 =

AC CE

P P CE2 4 =

CEF Fc d

PP AC2 =

AC
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69. GEOMETRIAI TRANSZFORMÁCIÓK EGYMÁS UTÁNI VÉGREHAJTÁSA

Ezután a szerkesztés már könnyû. Tetszôleges P pontot tükrözünk az Fa, Fb, Fc, Fd, Fe pontokra (a tükrözést min-
dig az aktuális képponttal folytatva), így kapjuk P5-öt. PP5 felezôpontja megadja A-t; A-t tükrözve Fa-ra megkap-
juk B-t és így tovább.

Megjegyzés
Ezzel a módszerrel az a) feladatbeli háromszög is megszerkeszthetô.

Fogalom
transzformációk

szorzata 
(egymásutánja).

Ezekben a feladatokban megadunk néhány kiindulási alakzatot (egyenes, pont), és a sík pontjaival ezekre
vonatkozó tükrözéseket kell végezni (a tükrözést mindig az aktuális képponttal folytatva). Érdemes meg-
gondolnod, kipróbálnod a következôket:

– Számít-e az, hogy milyen sorrendben hajtjuk végre a tükrözéseket?
– Esetleg van valamilyen sejtésed, milyen transzformáció lesz a tükrözések egymásutánjának az ered-

ménye? Hogyan lehetne bizonyítani a sejtést?
– Hogyan változik a transzformáció, ha a kiindulási alakzatokat (a pontok vagy egyenesek helyzetét) vál-

toztatjuk?

GYAKORLATI FELADATOK A GEOGEBRA SZOFTVERREL 

1.

2.

3.

4.

5.

Vegyél fel egy t egyenest és rajta egy A pontot, majd tükrözd a sík néhány pontját elôször A-ra,
utána a képpontjukat t-re! Vizsgáld meg, mi lesz a pontok képe, és hogyan változnak a képpon-
tok, ha a kiindulási pontokat mozgatod!

A 2. példában láttuk, hogy két metszô egyenesre vonatkozó tükrözés egymás utáni végrehajtá-
sának eredménye egy forgatás. Vajon hogyan változik ez a transzformáció, ha még egy tükrözést
is végrehajtunk a metszéspontra?

Vegyél fel két, egymást az A pontban metszô egyenest, majd tükrözd a sík néhány pontját
adott sorrendben elôször az egyenesekre, majd az A pontra (a tükrözést mindig az aktuális kép-
ponttal folytatva)! Vizsgáld meg, mi lesz a pontok képe, és hogyan változnak a képpontok, ha a
kiindulási pontokat mozgatod!

Vegyél fel három párhuzamos egyenest (t1, t2, t3), majd adott sorrendben tükrözd a sík néhány
pontját az egyenesekre (a tükrözést mindig az aktuális képponttal folytatva)! Vizsgáld meg, mi lesz
a pontok képe, és hogyan változnak a képpontok, ha a kiindulási pontokat mozgatod! 

Vegyél fel három egyenest (t1, t2, t3) úgy, hogy ezek egy pontban metsszék egymást, majd adott
sorrendben tükrözd a sík néhány pontját az egyenesekre (a tükrözést mindig az aktuális kép-
ponttal folytatva)! Vizsgáld meg, mi lesz a pontok képe, és hogyan változnak a képpontok, ha a
kiindulási pontokat mozgatod! 

Vegyél fel három egy egyenesen lévô pontot (A, B, C), majd adott sorrendben tükrözd a sík né-
hány további pontját A-ra, B-re és C-re (a tükrözést mindig az aktuális képponttal folytatva)! Vizs-
gáld meg, mi lesz a pontok képe, és hogyan változnak a képpontok, ha a kiindulási pontokat
mozgatod! 

Hogyan változik a transzformáció, ha az A, B, C pontok helyzetét változtatod?
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„… ha valaki tudomány nélkül szerelmes a gyakorlatba, akkor éppen olyan, mint az a kormányos, aki kor-
mány és iránytû nélkül száll hajóra; sohasem lehet biztos, hogy hová is hajózik. A gyakorlat nélküli tu-
domány pedig hasonlatos a lefolyástalan állóvízhez, amely vagy megposhad, vagy hidegen befagy; az em-
beri elme pedig, ha nem talál magának kibontakozást, elsatnyul.”

Leonardo da Vinci

VII. EGYENLETEK,
EGYENLÔTLENSÉGEK,
EGYENLETRENDSZEREK

VII. EGYENLETEK,
EGYENLÔTLENSÉGEK,
EGYENLETRENDSZEREK
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70. AZ EGYENLET, EGYENLÕTLENSÉG FOGALMA

Melyik az a szám, amelynek ötszörösébõl ha hetet elveszünk, akkor ugyanannyit kapunk, mintha 
41-bõl vettük volna el a számot?

Bár nem tudjuk, hogy egyáltalán létezik-e ilyen szám, tételezzük fel, hogy igen. Ha a keresett számot x-
szel jelöljük, akkor a kérdés így írható fel:

x = ?, ha 5x – 7 = 41 – x.

A kérdés ilyen alakú lejegyzését tanulmányaink során egyenletnek neveztük. Rendezéssel meg tudjuk
oldani:

5x – 7 = 41 – x /+ x + 7 Ellenõrzés: 8 · 5 – 7 = 33.

6x = 48 /: 6 41 – 8 = 33.

x = 8.

A 8-at az egyenlet megoldásának, vagy az egyenlet gyökének nevezzük.
Az ellenõrzéskor láttuk, hogy a keresett szám valóban létezik, értéke 8, valamint a megoldás módsze-

rébõl tudható, hogy más szám nem felel meg a kérdésnek.

I. értelmezés:

II. értelmezés:

Megoldás

1. példa

EGYENLETEK, EGYENLÕTLENSÉGEK ÉRTELMEZÉSE

Az egyenleteket értelmezhetjük úgy, hogy az egyenlõség két oldalán egy-egy algebrai kifejezés áll. 
Az értelmezési tartomány azon elemeit, melyekre a kifejezések helyettesítési értékei megegyeznek,

az egyenlet megoldásának, vagy az egyenlet gyökének nevezzük.

Az egyenleteket értelmezhetjük úgy, hogy az egyenlõség két oldalát egy-egy függvény hozzáren-
delési szabályának tekintjük. Értelmezési tartománya az a halmaz, amely a függvények értelmezési 
tartományának közös elemeibõl áll. Az egyenlet megoldása azt jelenti, hogy keressük az értelmezési tar-
tomány azon elemeit, amelyeknél a függvények azonos értékeket vesznek fel.
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VII. EGYENLETEK, EGYENLÔTLENSÉGEK, EGYENLETRENDSZEREK

III. értelmezés:

a) példa:
Tíznek a fele öt. 
Ez egy olyan kijelentõ mondat, melyrõl könnyen eldönthetõ, hogy igaz vagy hamis. Esetünkben az állí-

tás nyilván igaz.

b) példa:
Holnap szerda lesz.
Ez is egy kijelentõ mondat. Természetesen nem lehet egyértelmûen eldönteni, hogy igaz-e, vagy sem.

Ha kedden hangzott el, igaz, ha más napokon, akkor hamis.

Oldjuk meg az (x + 2)(x – 2) = x2 – 4 egyenletet a valós számok halmazán!

A már ismert azonosság alapján egyenletünket bármely valós szám kielégíti, ezért azonosság.

Oldjuk meg az x2 – 10x + 28 > 0 egyenlõtlenséget a valós számok halmazán!

x2 – 10x + 28 > 0 /alakítsuk teljes négyzetté:
(x – 5)2 + 3 > 0.

Azonos egyenlõtlenséghez jutottunk, mivel a bal oldal minimuma 3, így minden valós számra igaz az
egyenlõtlenség.

Megoldás

3. példa

Megoldás

2. példa

A matematikai logikában azokat a kijelentõ mondatokat, amelyekrõl egyértelmûen eldönthetõk,
hogy igazak vagy hamisak, állításoknak, vagy kijelentéseknek (ítéletnek) nevezzük. 

Az olyan hiányos állításokat, amelyek logikai értéke attól függ, hogy mit írunk a változó(k) helyére,
logikai függvényeknek nevezzük. 

Az egyenleteket, egyenlõtlenségeket ilyen értelemben tekinthetjük logikai függvényeknek is. (Általá-
nos iskolai tanulmányainkban nyitott mondatoknak is neveztük.)

Ha egy egyenlet az értelmezési tartományának minden elemére igaz, akkor az egyenletet azonos-
ságnak nevezzük.

Ha egy egyenlõtlenség az értelmezési tartományának minden elemére igaz, akkor az egyenlõtlenséget
azonos egyenlõtlenségnek nevezzük.
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70. AZ EGYENLET, EGYENLÔTLENSÉG FOGALMA

Állapítsuk meg az egyenlet értelmezési tartományát! .

A jobb oldali kifejezés mindig értelmezhetõ.
A bal oldali kifejezés abban az esetben értelmezhetõ, ha a törtek értelmezhetõk.
Tehát x ≠ 0, valamint x2 – 2x + 1 ≠ 0. Ez utóbbi: x2 – 2x + 1 = (x – 1)2, ezért x ≠ 1.
Összegezve: az egyenlet értelmezési tartománya: R\{0; 1}.

Írjuk fel azt az egyenletet, amelynek megoldásához az ábrán látható függvények
grafikonjait rajzoltuk fel! Határozzuk meg az egyenlet értelmezési tartományát, gyö-
keit! Ellenõrizzük a gyököket!

Mivel a két függvény: , g(x) = x – 3, ezek közös értelmezési tarto-

mánya: R\{3}, az egyenlet: .

A gyökök: x1 = 2, x2 = 4.

Ellenõrzés: és 2 – 3 = –1,

és 4 – 3 = 1.

x x
x

x2 1
2 102 - +

+ =

4 3
1 1
-

=

12 3
1

=
-

-

x x3
1 3
-

= -

f x x 3
1

=
-

] g

1. K1

Megoldás

5. példa

Megoldás

4. példa

x

y

1

0 1

FELADATOK

Tekintsük a következõ kijelentõ mondatokat. Ha eldönthetõ, akkor döntsük el, hogy az állítások
közül melyik igaz és melyik hamis!
a) Tizenhat négyszerese négyzetszám. e) Minden paralelogramma trapéz.
b) Tegnap délután sütött a nap. f) Minden harmadik természetes
c) Mai napon lesz biológiaóránk. szám osztható 3-mal.
d) A körnek 4 szimmetriatengelye van. g) 3 · 5 = 16.

Állapítsuk meg, hogy az alábbi logikai függvények mely értékekre igazak és mely értékekre ha-
misak a megadott értékek közül!
a) 3x + 7 = x – 3; x = 0;   –2;   –5;   3;

b) |2x – 5| = 4; x = –2,5;   0;   0,5;   1,5;   ;

c) –(x + 2)2 + 3 = –x – 1; x = –4;   –3;   –2;   –1;   0.
2
9

2. K1

Fogalmak
egyenlet;
egyenlet gyöke;
állítások;
kijelentések;
logikai függvény;
azonosság;
azonos 

egyenlõtlenség.
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VII. EGYENLETEK, EGYENLÔTLENSÉGEK, EGYENLETRENDSZEREK

3. K1

4. K1

5. 

6. 

Válasszuk ki az azonosságokat a következõ egyenletek közül!

a) 2x + 3 + x – 5 = x – 8 + 4x + 3 – x; c) ;

b) 11 – 2x = 7x + 29 – (9x + 18); d) 3 – x = 5 – x.

Írjunk fel olyan egyenleteket, melyeknek ábrázolásához az alábbi grafikonokat rajzoltuk fel!

a) c)

b) d)

Mely számok esetén értelmezhetjük az alábbi egyenleteket?

K1 a) ; K1 d) ;

K1 b) ; K2 e) .

K1 c) ;

Milyen számot írhatunk a b betû helyére, hogy azonos egyenlõtlenséget kapjunk?
K2 a) (x + 5)2 + b ≥ 0; E1 c) x2 + 2x + 3 + b ≥ 0;
E1 b) x2 – 8x + b ≥ 0; E1 d) –(x + 3)2 + 5 + b ≤ 0.

x
x

x
x

x x
x x

2
3

3
2

6
2 8 11

2

2

-
+ +

+
- =

+ -
+ -

x
x

x x
x

5 5
2 1 12-

+
-
- =

x
x

x
x

1
1

5 5
3 4

5
1

-
+ +

-
+ =

x x
5

1
8

=
-

x
4

2 5 3- =

x

y

1

0 1 x

y

1

0 1

x

y

1

0 1

x

y

1

0 1

,x x
2

5 3
6

15 1 5+ = +

Rejtvény

Vannak olyan számok, amelyek szorzata és összege megegyezik. Néhány példa:

2 ⋅ 2 = 2 + 2,  vagy  11 ⋅ 1,1 = 11 + 1,1.

Vajon vannak más ilyen tulajdonságú számpárok is?
(A rejtvény megoldása a 263. oldalon található.)

3 1 3 12
1

2
1$ = +
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71. EGYENLET, EGYENLÕTLENSÉG MEGOLDÁSI MÓDSZEREI

71. EGYENLET, EGYENLÕTLENSÉG MEGOLDÁSI 
MÓDSZEREI

Az egyenletek, egyenlõtlenségek megoldásának nincs általánosan alkalmazható algoritmusa. Néhány
esetben igen kemény diónak bizonyul a megoldásuk. Példáinkkal néhány jó „fogást”, ötletet mutatunk be
a sikeres feladatmegoldásokhoz. Az adott feladathoz próbáljuk meg mindig a legcélravezetõbb módszert al-
kalmazni.

Az egyenletek, egyenlõtlenségek II. értelmezése alapján a gyökök megkereséséhez a függvényeket hív-
hatjuk segítségül.

A függvények vizsgálatakor már foglalkoztunk ezzel a megoldási módszerrel, így most egy példa erejéig
ismételjük át a lényegét.

Oldjuk meg az egyenletet, egyenlõtlenséget a valós számok halmazán!
a) x2 + 6x + 5 = x + 1;   b) x2 + 6x + 5 < x + 1.

Alakítsuk át a bal oldal hozzárendelési szabályát:

f(x) = x2 + 6x + 5 = x2 + 6x + 9 – 4 = (x + 3)2 – 4,

g(x) = x + 1.

A közös értelmezési tartomány a valós számok halmaza. 
Ábrázoljuk a függvényeket!

a)
A két grafikon az x1 = –4 és az x2 = –1 abszcisszájú helyen metszi egymást. Ekkor a két függvény-

érték egyenlõ. Számolással ellenõrizzük a gyökök helyességét:

f(–4) = –3 és g(–4) = –3,

f(–1) = 0 és g(–1) = 0.

Tehát az egyenlet gyökei: x1 = –4 és x2 = –1.

b)
Az egyenlõtlenség megoldásához keressük meg, mikor van az f(x) = x2 + 6x + 5 függvény grafikonja a

g(x) = x + 1 függvény grafikonja alatt, hiszen ekkor kisebbek az f(x) függvény értékei, mint a g(x) függvény
értékei.

Ez akkor igaz, ha –4 < x < –1, tehát ez az egyenlõtlenség megoldása.

Megoldás

1. példa

I. A GRAFIKUS MEGOLDÁSI MÓDSZER

x

y

1

0 1

f x( ) g x( )
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VII. EGYENLETEK, EGYENLÔTLENSÉGEK, EGYENLETRENDSZEREK

Megjegyzés

A módszer elõnye, hogy akkor is alkalmazhatjuk, ha algebrai módszerekkel nem tudjuk az egyenletet
megoldani. 

Hátránya, hogy hibátlan függvényábrázolás esetén sem lehetünk biztosak a gyökök pontos leolvasásá-
ban, esetleg csak közelítõ értékeket tudunk megállapítani.

A leolvasott eredményeket minden esetben ellenõrizni kell!

Oldjuk meg az egyenletet a valós számok halmazán!

Értelmezési tartomány: R\{2}, mert x = 2 esetén a tört nem értelmezhetõ.
Ha mindkét oldalt az (x – 2) ≠ 0 számmal szorozzuk és rendezzük az egyenletet, akkor:

1 + 3(x – 2) = 3 – x,

1 + 3x – 6 = 3 – x,

4x = 8,

x = 2.

Bár kaptunk látszólag gyököt, azonban ez a szám nem eleme az egyenlet értelmezési tartományának,
ezért az egyenletnek nincs megoldása a valós számok halmazán.

Oldjuk meg a egyenlõtlenséget a valós számok halmazán!

Mivel csak nemnegatív számoknak értelmeztük a négyzetgyökét, ezért egyidejûleg teljesülnie kell az
alábbi feltételeknek:

3 – 2x ≥ 0; 2x – 3 ≥ 0.

;   .

Látható, hogy az egyenlõtlenség értelmezési tartománya egyetlen szám, a . Ez egyben az egyetlen

megoldás is, hiszen ekkor mindkét oldal értéke 0.
2
3

x2
3 $ x 2

3$

x x3 2 2 3$- -

x x
x

2
1 3 2

3
-

+ =
-
-

Megoldás

Megoldás

3. példa

2. példa

II. AZ ÉRTELMEZÉSI TARTOMÁNY SZEREPE AZ EGYENLET
MEGOLDÁSÁBAN

OH_MAT09TB_Matek9_07_tordelt4  2020.06.13.  11:48  Page 262



263

71. EGYENLET, EGYENLÕTLENSÉG MEGOLDÁSI MÓDSZEREI

Oldjuk meg az egyenletet, egyenlõtlenséget a valós számok halmazán!

a) –x2 – 2 = (x – 2)2;   b) –x2 – 2 < (x – 2)2.

Az egyenlet és az egyenlõtlenség értelmezési tartománya egyaránt R.
Nem érdemes felbontani a zárójelet, mert komplikáltabb egyenlethez, egyenlõtlenséghez jutunk.
A bal oldalon álló kifejezés helyettesítési értékei –2, vagy az ennél kisebb számok.
A jobb oldalon álló kifejezés helyettesítési értékei a nemnegatív számok.
Az elõzõekbõl következik, hogy az egyenletnek nem lehet megoldása, míg az egyenlõtlenségnek min-

den valós szám megoldása.

Oldjuk meg az |x + 4| + (x + 4)2 ≤ 0 egyenletet a valós számok halmazán!

Az egyenlõtlenség értelmezési tartománya R.
Sem grafikus úton, sem rendezésekkel nem tûnik egyszerûnek a megoldás megkeresése.
Ugyanannak a valós számnak [(x + 4)-nek] sem az abszolút értéke, sem a négyzete nem lehet negatív.

Ezért a bal oldali kifejezés minimuma 0. Ezt pontosan akkor veszi fel, ha az összeg mindkét tagja 0.
Tehát az egyenlõtlenségnek pontosan egy gyöke van: x = – 4.

(Nem érettségi tananyag.)

Oldjuk meg az egyenletet a ]–∞; 6[ számok halmazán!

A bal oldali kifejezés értékkészlete: [2; ∞[ intervallum, a jobb oldalon állóé pedig a 3-nál kisebb egész
számok. A két halmaznak csak egy közös eleme van, a 2.

Ha az egyenletnek van megoldása, az csak olyan szám lehet, amelyre mind a két oldal értéke 2.
Az (x – 5)2 + 2 = 2, ha x = 5.

Ha x =5, akkor .

Tehát az egyenlet egyetlen megoldása az x = 5.

22
5

=: D

2x x5 2
2
+ =-] g : D

Megoldás

6. példa

Megoldás

5. példa

Megoldás

4. példa

III. AZ ÉRTÉKKÉSZLET SZEREPE AZ EGYENLET, EGYENLÕTLENSÉG
MEGOLDÁSÁBAN

Fogalmak
grafikus módszer;
értelmezési 

tartomány 
vizsgálata;

értékkészlet 
vizsgálata.
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VII. EGYENLETEK, EGYENLÔTLENSÉGEK, EGYENLETRENDSZEREK

1. 

2. K2

5. K2

6. K2

3. 

4. E1

Oldjuk meg grafikusan az alábbi egyenleteket!

K1 a) ; E1 c) –|x – 1| + 5 = (x – 3)2 + 1;

K1 b) ; E1 d) .

Oldjuk meg az alábbi egyenleteket!
a) ; c) ;

b) ; d) .

Oldjuk meg a valós számok halmazán az alábbi egyenleteket!
K2 a) |x – 3| + |y + 5| = 0; E1 d) (2y + 7)2 + (x + 4y – 5)2 = 0;
K2 b) (x + 1)2 + (y – 2)2 = 0; E1 e) |3y – z| + |2y + x| + |x – 3| = 0.
E1 c) (x + 7)2 · (2y – 3) = 0;

Oldjuk meg az egyenleteket, egyenlõtlenségeket a valós számok halmazán!
a) (x – 4)2 + 1 = 1 – 2|x – 3|;
b) x2 – 6x + 7 < –3|x + 1| – 4;
c) (x – 2)2 + 1 = {x}. (Nem érettségi tananyag.)

Egy 12 cm magas gyertya 6 óra alatt, egy 9 cm-es gyertya 9 óra alatt ég el. Egyszerre meggyújtjuk mindkét
gyertyát, amelyek ezután egyenletesen égnek (fogyásuk egyenletes). 
a) Ábrázoljuk a gyertyák magasságát az eltelt idõ függvényében!
b) Meggyújtásuk után hány perccel lesz kétszer akkora az egyik gyertya, mint a másik?

Mi a hiba az alábbi feladat megoldásában?
Feladat: Oldjuk meg az n(n + 4) = 60 egyenletet!
„Megoldás” (hibás): Észrevehetjük, hogy n = 6 megoldás: 6 · 10 = 60. Több megoldás nincs, mert n nö-
velésével vagy csökkentésével a bal oldal is nô, illetve csökken, míg a jobb oldal állandó.

Gyakorló és érettségire felkészítõ fel-
adatgyûjtemény I.: 1006; 1009; 1526;
1527; 1528.

,x x2 5 2 5 3- + - =

x x5 5 0- - - =

x x2 3 2
2

- - =
-

x x2
1 2 2

3 6+ = - +

x x3
1 2 6- = - -

x x2 5+ - =

x x2 1- = -

Ajánlott feladatok

FELADATOK
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72. EGYENLET, EGYENLÕTLENSÉG MEGOLDÁSA 
SZORZATTÁ ALAKÍTÁSSAL

Az olyan szerkezetû egyenleteket, amelyeknek egyik oldalán szorzat, a másik oldalán 0 szerepel, köny-
nyen meg tudjuk oldani, mivel egy szorzat pontosan akkor lehet 0, ha legalább az egyik tényezõje 0.
Egyenlõtlenségek megoldásában is segít az ilyen alak, ekkor azonban körültekintõbbnek kell lennünk. A szor-
zattá alakítás elõnye, hogy ezzel a módszerrel olyan feladatokat is meg tudunk oldani, amelyeket más mód-
szerrel nem sikerülne.

Oldjuk meg az egyenletet, egyenlõtlenséget a valós számok halmazán!

a) (x + 1)(5 – 2x) = 0;   b) (x + 1)(5 – 2x) < 0.

Az egyenlet és az egyenlõtlenség értelmezési tartománya egyaránt R.

a) A bal oldalon kéttényezõs szorzat szerepel, a jobb oldalon 0, így az egyenletnek pontosan 2 megol-
dása lehet:
x + 1 = 0     vagy     5 – 2x = 0.

Ezek akkor teljesülnek, ha x1 = –1, .

Ellenõrzéssel meggyõzõdhetünk a gyökök helyességérõl.

b) Egy kéttényezõs szorzat pontosan akkor negatív, ha tényezõi különbözõ elõjelûek.

1. eset:

Ha x + 1 > 0 és 5 – 2x < 0, vagyis ha x > –1 és egyidejûleg igaz. Tehát a megoldáshalmaz:

.

2. eset:

Ha x + 1 < 0 és 5 – 2x > 0, vagyis ha x < –1 és egyidejûleg igaz. Tehát a megoldáshalmaz: 

x < –1.

Összegezve: .

Oldjuk meg az egyenletet, egyenlõtlenséget a valós számok halmazán!

a) x3 + 6x2 + 3x – 10 = 0;   b) x3 + 6x2 + 3x – 10 < 0.

Az egyenlet és az egyenlõtlenség értelmezési tartománya egyaránt R.

; ;x 1 2
5,3 3! - - 6 :@ D

x 2
51

x 2
52

x 2
52

x 2
5

2 =

2. példa

Megoldások

1. példa

A SZORZATTÁ ALAKÍTÁS MÓDSZERE
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VII. EGYENLETEK, EGYENLÔTLENSÉGEK, EGYENLETRENDSZEREK

a) x3 + 6x2 + 3x – 10 = 0.
Próbáljuk szorzattá alakítani az egyenletet!

(x3 + x2 – 2x) + (5x2 + 5x – 10) = 0;

x(x2 + x – 2) + 5(x2 + x – 2) = 0;

(x + 5)(x2 + x – 2) = 0;

(x + 5)(x2 – x + 2x – 2) = 0;

(x + 5)[x(x – 1) + 2(x –1)] = 0;

(x + 5)(x – 1)(x + 2) = 0.

Innen már leolvashatók az egyenlet gyökei, mivel a bal oldal szorzat, a jobb oldal 0.

x1 = –5;   x2 = 1;   x3 = –2.

Ellenõrzéssel meggyõzõdhetünk a gyökök helyességérõl.

b) (x + 5)(x – 1)(x + 2) < 0.
Az egyenlõség három gyökét jelöljük be a számegyenesen:

Négy intervallumot kaptunk, keressük a megoldáshalmazt külön-külön az egyes intervallumokon. 
A –5; –2; 1 nem lehet megoldás, mert ekkor a szorzat 0 lenne.

1. eset:
Ha x < –5, akkor
x + 5 < 0, x + 2 < 0, x – 1 < 0,   tehát a szorzat negatív. Ezek a számok megoldások.

2. eset:
Ha –5 < x < –2, akkor
x + 5 > 0, x + 2 < 0, x – 1 < 0,   tehát a szorzat pozitív. Ezek a számok nem megoldások.

3. eset:
Ha –2 < x < 1, akkor
x + 5 > 0, x + 2 > 0, x – 1 < 0,   tehát a szorzat negatív. Ezek a számok megoldások.

4. eset:
Ha x > 1, akkor
x + 5 > 0, x + 2 > 0, x – 1 > 0,   tehát a szorzat pozitív. Ezek a számok nem megoldások.

Összegezve: az egyenlõtlenség megoldáshalmaza: x ∈ ]– ∞; –5[ , ]–2; 1[.

0�5 �2 1

x + 2

x 1�

x + 5

++

+��

�

+++

�

�

�

Megoldások
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Oldjuk meg az egyenlõtlenséget a valós számok halmazán!

Az egyenlõtlenség értelmezési tartománya x ∈ R\{5; 7}.
Nem célszerû a közös nevezõvel beszorozni, mert nem ismert az elõjele, így nehéz lenne vizsgálni az

egyenlõtlenségjel irányát. Próbáljuk meg másképp!
Rendezzük 0-ra, majd hozzunk közös nevezõre:

. Végezzük el a számlálóban a mûveleteket:

.

. Oszthatunk 18-cal, az egyenlõtlenség iránya nem változik:

. Ezt felfoghatjuk háromtényezõs szorzatnak:

.

Most már „csak” a szorzat elõjelét kell vizsgálnunk. Ezt az elõzõ példa mintájára végezhetjük. Most is
négy intervallumon vizsgáljuk a szorzat elõjelét, de figyeljünk arra is, hogy az 5 és a 7 nem, míg a 6 eleme
az értelmezési tartománynak.

1. eset:
Ha x < 5, akkor a szorzat negatív.

2. eset:
Ha 5 < x ≤ 6, akkor a szorzat nemnegatív.

3. eset:
Ha 6 ≤ x < 7, akkor a szorzat nempozitív.

4. eset:
Ha x > 7, akkor a szorzat pozitív.

Összegezve kapjuk a megoldáshalmazt: x ∈ ]– ∞; 5[ , [6; 7[.

x
x

x
x

5
4

7
2 2#

-
+ +

-
+

x x
x x x x x x

5 7
4 7 2 5 2 5 7 0#

- -
+ - + + - - - -

] ]

] ] ] ] ] ]

g g

g g g g g g

0
x x

x x x x x x
5 7

3 28 3 10 2 24 702 2 2
#+

- -
- - - - - - +

] ]

^ ^ ^

g g

h h h

x x
x

5 7
18 6 0#
- -

-
] ]

]

g g

g

x x x6 5
1

7
1 0$ $ #-

- -
] g

x x
x
5 7

6 0#
- -

-
] ]g g

Megoldás

3. példa

Ha az egyenlet értelmezési tartománya az egész számok halmaza, akkor az egyenletet diofantoszi
egyenletnek is szoktuk nevezni. Ezek megoldása során is hatékony lehet a szorzattá alakítás módszere.

(Diophantosz görög matematikus a III. században foglalkozott ilyen típusú egyenletekkel.) 

A 256. oldalon lévõ rejtvény megoldása

Ha a két szám a és b, akkor:
ab = a + b | -a
a(b - 1) = b | : (b - 1)

.

Végtelen sok megfelelõ számpár van,
tetszõleges b-hez (b ≠ 1) létezik a. Néhány

példa a (b; a) számpárra: , ,

, .;2 3
2

-b l, ;0 5 1-^ h

, ;7 5 13
15

b l;5 4
5

b l

a
b

b
b1

1
1

1
=

-
= +

-
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1. 

Megoldások

4. példa

FELADATOK

2. 

a) Oldjuk meg az x2 – 2xy = 15 egyenletet az egész számok halmazán!
b) Lehet-e két pozitív egész szám reciprokának összege egyenlõ az összegük reciprokával? (Másképpen: Oldjuk

meg az egyenletet a pozitív egész számok halmazán!)

a) x2 – 2xy = 15. Alakítsuk szorzattá a bal oldalt:
x(x – 2y) = 15. Két egész szám szorzata úgy lehet 15, ha ezek 15 osztói. Foglaljuk táblázatba a lehetõségeket:

A táblázatból kiolvasható, hogy az egyenletnek 8 összetartozó (x; y) számpár felel meg.

b) . Hozzunk közös nevezõre, rendezzük 0-ra:

. Ez csak úgy teljesülhet, ha a számláló 0, mivel a nevezõ biztosan pozitív egész. 

Kiemeléssel szorzattá alakíthatjuk az elsõ két tagot:

(x + y)(x + y) – xy = 0. Rendezve:

x2 + y2 + xy = 0.

Pozitív számok négyzete és szorzata is pozitív, így az egyenletnek nincs megoldása.
Tehát nincs két olyan pozitív egész szám, amelyek reciprok értékeinek összege
egyenlõ az összegük reciprokával.

Oldjuk meg az alábbi egyenleteket, egyenlõtlenségeket!
K1 a) (x – 5)(x + 3) = 0; K1 d) (5x – 6)(2 – 3x) ≥ 0;
K1 b) (2x – 5)(x + 2)(x – 1) = 0; K2 e) x(6 – 2x)(5 + 2x) > 0;
K1 c) x(x – 3) ≤ 0; K2 f) (2x – 4)(5x + 8)(x – 6) < 0.

Alakítsuk szorzattá a bal oldalon álló kifejezéseket, és határozzuk meg az egyenletek gyökeit!
K1 a) (x – 1)(x + 5) + (x – 1)(x + 8) = 0; K2 d) x2 + 5x + 6 = 0;
K1 b) (2x – 5)(3x + 4) – (2x – 5)(1 – x) = 0; K2 e) x3 + 6x2 + 8x = 0;
K1 c) (x + 2)(5x – 7) – 2 – x = 0; K2 f) x3 + 3x2 – 4x – 12 = 0.

x 1 15 –1 –15 3 5 –3 –5

x – 2y 15 1 –15 –1 5 3 –5 –3

y –7 7 7 –7 –1 1 1 –1

0
xy x y

y x y x x y xy
+

+ + +
=

-

^

^ ^

h

h h

x y x y
1 1 1

+ =
+

x y x y
1 1 1

+ =
+

Fogalmak, név
diofantoszi egyenlet;
szorzattá alakítás.
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Oldjuk meg az alábbi egyenlõtlenségeket a valósz számok halmazán!

a) ; c) ;

b) ; d) .

Oldjuk meg a valós számok halmazán az alábbi egyenlõtlenségeket!

K2 a) ; E1c) ;

K2 b) ; E1d) .

Két egész szám összegéhez hozzáadjuk a két szám szorzatát, eredményül 23-at kapunk.
Melyik ez a két szám?

Két természetes szám reciprokának összege . Melyik ez a két természetes szám?

Oldjuk meg az alábbi egyenleteket a természetes számok halmazán!
a) 2x2 + xy = 28;

b) .

x
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x
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3
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7. E2

6. E2

5. E2

4. 

3. K2
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Ajánlott feladatok

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 1198; 1199; 1459; 1464; 1465.

Név: Janka
Lakhely: Leuven (Belgium)
Végzettség: biomérnök
Jelenlegi beosztás: posztdoktori kutató (olyan kutató, aki nemrégen szerezte a doktori fokozatát)
Milyen tantárgyakból felvételizett, tanult emelt szinten? Matematika.

Sziasztok! 

Jankának hívnak. Egy génterápia-laboratóriumban dolgozom kutatóként. Egy nagyszerű nemzetközi (kubai-belga-olasz-etióp-
albán-ghánai-iráni-maláj-kínai-bolgár-görög-magyar) csapatban. 
Amikor kutatótársaimmal sikerül átprogramozott testi sejtekből összehúzódó szívizomsejtet előállítani egy Petri-csészében,
vagy egy hemofíliás kutyát meggyógyítani, vagy angliai kollégáinktól olyan kísérletről hallani, amelyben a génterápiának köszön-
hetően vakok kezdenek el megint látni, tudom, hogy olyan kalandnak vagyok részese, amit kár lenne kihagyni.
A munkám nagyon sokszínű és összetett. Magába foglalja a kísérletek kivitelezéséhez szükséges összes lépést. A siker kulcsa
az a kreatív problémaátlátó és -megoldó képességem, amit a gimnáziumi matematikaórákon sajátítottam el. Az ott tanult 
technikák, trükkök sokszor napi szinten köszönnek vissza. A mi tudományterületünkön sem vezet királyi út egy-egy megoldás-
hoz. 

Pá
ly

ak
ép
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73. EGY ÁLTALÁNOS MÓDSZER: 
A MÉRLEGELV

Az egyenletek, egyenlõtlenségek megoldása során gyakran célszerû az
egyenleteket, egyenlõtlenségeket más alakban, egyszerûbben felírni. Eze-
ket az átalakításokat rendezésnek nevezzük. A rendezéseknél figyelnünk
kell arra, hogy az átalakított egyenletnek, egyenlõtlenségnek pontosan
ugyanazok a gyökei legyenek, amelyek az eredeti feladatnak is gyökei.
Ezeket a rendezéseket ekvivalens átalakításoknak, az így kapott egyen-
leteket ekvivalens egyenleteknek nevezzük.

Oldjuk meg az egyenletet a valós számok halmazán!

Az egyenlet értelmezési tartománya R.
Szorozzunk a közös nevezõvel:

6(x + 1) + 4(x + 2) = 36 – 3(x + 3) /zárójelfelbontás, összevonások

10x + 14 = 27 – 3x /+3x – 14

13x = 13 /: 13

x = 1.

Ellenõrzés:

Bal oldal: .

Jobb oldal: .

Tehát az egyenlet gyöke: x = 1.

3 4
1 3 2- + =

2
1 1

3
1 2 2+ + + =

x x x
2

1
3

2 3 4
3+ + + = - +

Megoldás

1. példa

Egyenlet, egyenlõtlenség rendezésekor, ha mind a két oldalhoz ugyanazt a számot vagy kifejezést
adjuk hozzá (vonjuk ki), és nem változik meg az alaphalmaz, akkor ekvivalens átalakítást végzünk.

Ha az egyenlet mind a két oldalát ugyanazzal a 0-tól különbözõ számmal szorozzuk (osztjuk) úgy,
hogy az értelmezési tartománya ne változzon, akkor ekvivalens egyenlethez jutunk.

(Egyenlõtlenség esetén hasonlóan járhatunk el, csak figyelni kell az egyenlõtlenségjel irányára is.)
Kerüljük az ismeretlent tartalmazó taggal történõ szorzást, osztást, ha lehet! Ekkor ha ismeretlent tar-

talmazó taggal szorzunk, hamis gyököt kaphatunk, ha osztunk, gyököt veszíthetünk.

A MÉRLEGELV
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Oldjuk meg az egyenletet a valós számok halmazán!

Az egyenlet értelmezési tartománya R\{–3}.
Vegyük észre, hogy a számláló teljes négyzet, ezért:

= 2x + 6 /az értelmezési tartomány miatt nem vesztünk gyököt, ha egyszerûsítünk.

x + 3 = 2x + 6 /–x – 6
–3 = x.

Mivel a –3 nem eleme az értelmezési tartománynak, ezért az egyenletnek nincs megoldása.

Oldjuk meg a egyenlõtlenséget a valós számok halmazán! Melyik az a legnagyobb

egész szám, amely kielégíti az egyenlõtlenséget?

Az egyenlõtlenség értelmezési tartománya R.

3x – 4 <  /· 2

6x – 8 < x + 1 + 2 /–x + 8
5x < 11 /: 5

x < .

A legnagyobb egész megoldása a feladatnak: x = 2.

Oldjuk meg az egyenletet, egyenlõtlenséget a valós számok halmazán! Figyeljük meg a két feladat meg-
oldásának különbözõségét!

a) ;   b) .

Az egyenlet és az egyenlõtlenség értelmezési tartománya egyaránt R\{1; –2}.

a) = /Szorozzunk a közös nevezõvel. Ezt megtehetjük, mivel nem 0.

(x + 1)(x + 2) = (x – 1)(x – 1) /zárójelfelbontás, összevonás
x
x

1
1

-
+

x
x

2
1

+
-

x
x

x
x

1
1

2
1

-
+ =

+
-

x
x

x
x

1
1

2
1#

-
+

+
-

5
11

x
2

1 1+ +

x x3 4 2
1 11- + +

x
x

3
3 2

+
+] g

x
x x x3

6 9 2 6
2

+
+ + = +

Megoldások

4. példa

Megoldás

3. példa

Megoldás

2. példa
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x2 + 3x + 2 = x2 – 2x + 1 /–x2 + 2x – 2
5x = –1 /: 5
x = .

Ellenõrzés:

Bal oldal:  .   Jobb oldal:  .

Tehát az egyenlet gyöke: .

b) Nem célszerû szorozni az egyenlõtlenséget ismeretlent tartalmazó tényezõvel.

≤ /rendezzük 0-ra, hozzunk közös nevezõre

≤ 0 /zárójelfelbontás, összevonás a számlálóban

≤ 0 /Alkalmazzuk a szorzattá alakításnál tanultakat!

Az ábráról leolvashatók a megoldáshalmaz elemei: 

.

(Nem ekvivalens átalakítások.) Az alábbi a)–c) példákban az egyenletekhez változót adtunk, változóval szo-
roztuk, illetve négyzetre emeltük õket. Észrevehetjük, hogy az MA és MB megoldáshalmazok különböznek.
A d) feladat mutatja, hogy törtes egyenlõtlenséget közvetlenül nem szorozhatunk meg a nevezõvel; míg 

e) a azonosság helytelen alkalmazására példa.

a) A: x2 – 4 = 0; B: ; MA = {–2; 2}; MB = {–2}.

b) A: x – 2 = 6; B: (x – 2)2 = 6x – 12; MA = {8}; MB = {8; 2}.
c) A: x – 2 = 6; B: (x – 2)2 = 36; MA = {8}; MB = {8; –4}.

d) A: ; B: 3x – 4 $ x + 2; MA = ]–3; –2[ , [3; 3[; MB = [3; 3[.

e) A: = –3; B: = –3; MA = {3}; MB = Q.x x3 4 2$ -^ h

4x x x2
1

2
12 - +

-
=

-

x x4 3-^ h

x
x

2
3 4 1$

+
-

x x4 42- = -^ h

0�2
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1

x + 2

x 1�

5 + 1x

+

+

+

+

+

�

�

�

�

�

1

1

5
�
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+

; ;x 2 5
1 1,3! - - -6 : :@

5
1

-

5
1 1
5
1 1

3
2

- -

- +
= -

5
1 2
5
1 1

3
2

- +

- -
= -

x 5
1

= -

x
x

1
1

-
+

x
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2
1

+
-

x x
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1 2
1 2 1 1

- +
+ + - - -

] ]

] ] ] ]

g g

g g g g

x x
x
1 2

5 1
- +

+
] ]g g

Fogalmak
mérlegelv;
ekvivalens 

átalakítás;
ekvivalens egyenlet;
hamis gyök.

5. példa
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1. K1

2. 

Oldjuk meg az alábbi egyenleteket mérlegelv segítségével a valós számok halmazán!
a) 5(x + 1) – 7 = 3(x – 2) – 4; c) (8 – 4x) – (3x – 5) = 2x – 5;
b) 4x – (x + 5) + 12 = 14 + 2x; d) 4(x – 5) –3(2x + 3) = 8x – 6(5 – x).

Van-e az alábbi egyenleteknek megoldása a pozitív számok halmazán?

K1 a) ; K2 c) ;

K1 b) ; K2 d) .

A tanult nevezetes azonosságok felhasználásával oldjuk meg az alábbi egyenleteket a valós szá-
mok halmazán!

K1 a) (x + 3)2 + (x + 5)(x – 2) + 4 = 2(x + 7)(x – 3);

K2 b) (x – 2)3 + (x + 3)3 – x3 – 4x2 = x2(x – 1) + 19x – 1.

A változók lehetséges értékeinél van-e megoldása az alábbi egyenleteknek?

K1 a) ; K2 c) ;

K1 b) ; K2 d) .

Oldjuk meg az alábbi egyenlõtlenségeket a legbõvebb számhalmazon, és ábrázoljuk a megoldá-
sokat számegyenesen! 

K1 a) 8x + 7 ≤ 9x + 8; K2 c) ;

K1 b) 3(x + 1) + 5(x + 5) > 11(x + 3); K2 d) (x – 5)(x – 3) – 4 < (x – 4)2 + 6.

Mekkorák annak a háromszögnek a szögei, amely  
a) egyenlô szárú, és egyik külsô szöge háromszorosa egy belsô szögének;
b) derékszögû, és egyik külsô szöge 80°-kal nagyobb egy belsô szögénél?

Mi a hiba az alábbi feladat megoldásában?

Feladat: Oldjuk meg az egyenletet!

„Megoldás” (hibás): Mindkét oldalból kivonunk -at, rendezünk és szorzattá alakítunk: x2

= 9  + x2 – 9 = 0  + (x + 3)(x – 3) = 0.
Az egyenlet megoldása x1 = –3 vagy x2 = 3.

x 3
1
+

x x x3
1

3
1 92 +

+
=

+
+

x x x
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4 2
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4 3
4
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2 5 6
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- -
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x x x5 5
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2 7 4 6

5 4
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3 1
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3 2 6 7

5 2 2- + = + -

x x
3
2

5
3

4
3 2

+ = -

x
x

x x
x

1
5 4

3 3
2

2 2
2 7 3

-
- +

-
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-
- =x x4

5 2 4
3

-
- =

-

x x
x1 3

3
3 1+

-
=

-
-

5. 

4. 

3. 

Ajánlott feladatok

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 1000–1008.

73. EGY ÁLTALÁNOS MÓDSZER: A MÉRLEGELV

FELADATOK

6. K2

7. K2
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74. ABSZOLÚT ÉRTÉKET TARTALMAZÓ EGYENLETEK,
EGYENLÕTLENSÉGEK

A függvények vizsgálatánál már foglalkoztunk abszolút értékes függvényekkel, megismertük a legegy-
szerûbb ábrázolási technikákat.

Az egyenletek, egyenlõtlenségek megoldása során, ha több abszolút értékes tag is szerepel, akkor kö-
rülményesebb a megoldás menetének megtalálása. Ehhez mutatunk különbözõ módszereket.

Oldjuk meg az egyenleteket a valós számok halmazán!
a) |2x – 3| = 0;

b) ;

c) |x2 – 5x + 6| = –4.

Az egyenletek értelmezési tartománya egyaránt R.

a)|2x – 3| = 0.   Mivel csak egy olyan szám van, melynek abszolút értéke 0, és ez a 0, ezért
2x – 3 = 0.

x = .

Behelyettesítéssel meggyõzõdhetünk a megoldás helyességérõl.

b) . 

Két eset lehet, mert és abszolút értéke is .

1. eset:

, rendezéssel: .

2. eset:

, rendezéssel: .

Behelyettesítéssel meggyõzõdhetünk a megoldások helyességérõl.

c) |x2 – 5x + 6| = –4. Mivel nincs olyan szám, melynek abszolút értéke negatív, így az egyenletnek nincs
megoldása.

4x
3

2
2
1+ =- - x 2

17
2 =

4x
3

2
2
1+ =- x 2

23
1 =

2
1

2
1

-b l 2
1

x
3

2 4 2
1+ - =

2
3

x
2

2 4 2
1+ - =

Megoldások

1. példa
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74. ABSZOLÚT ÉRTÉKET TARTALMAZÓ EGYENLETEK, …

Oldjuk meg a |3x – 10| –5 > 4 egyenlõtlenséget a valós számok halmazán! Ábrázoljuk a megoldás-
halmazt számegyenesen!

Az egyenlõtlenség értelmezési tartománya R.
|3x – 10| –5 > 4;
|3x – 10| > 9.
Az egyenlõtlenség úgy teljesülhet, ha az abszolút értékben levõ kifejezés vagy nagyobb mint 9, vagy ki-

sebb mint –9.

1. eset: 3x – 10 > 9, ha .

2. eset: 3x – 10 < –9, ha .

Összegezve: , vagy .

Oldjuk meg a egyenletet a valós számok halmazán!

Az egyenlet értelmezési tartománya R.

.

.

Vizsgáljuk az abszolút értékek elhagyását „kívülrõl befelé haladva”.

Két eset van

vagy .

. Itt ismét 2 eset van. . Ez ellentmondás.

vagy . Ez ellentmondás.

. Itt ismét 2 eset van.

x + 3 = 14      vagy      x + 3 = –14.

Az egyenlet gyökei: x1 = 11, x2 = –17.
Behelyettesítéssel meggyõzõdhetünk a megoldások helyességérõl.

x 3 14+ =

x 3 1 13+ - = 1 13x 3+ =- -

x 3 1 13+ =- 3x 3 1+ =- -

x 3 1 5 8+ - - = 5 8x 3 1+ =- - -

x 3 1 5 8+ =- -

x 3 1 5 2 6+ - - - =

x 3 1 5 2 6+ - - - =

x 3
11 x 3

192

x 3
11

x 3
192

Megoldás

3. példa

Megoldás

2. példa

0 1
3

19
3

OH_MAT09TB_Matek9_07_tordelt4  2020.06.13.  11:49  Page 275



276
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Oldjuk meg az |x – 1| + |2x + 6| = x + 10 egyenletet a valós számok halmazán!

Mivel a bal oldalon két abszolút értékes kifejezés összege szerepel, ezek összege nyilván nem lehet negatív, ezért
az x + 10 ≥ 0 feltételnek teljesülnie kell.

Tehát az egyenlet értelmezési tartománya a [–10; ∞[.
Az abszolút értékben levõ kifejezések „elõjelváltó” helyei (zérushelyei) az x = 1 és az x = –3.
Ezért három intervallumot vizsgálva oldjuk meg az egyenletet.

1. eset:
Ha x ∈ [–10; –3[, akkor mindkét abszolút értékben levõ szám negatív, tehát abszolút értékük az ellentettjükkel

egyezik meg. Egyenletünk ekvivalens a következõ egyenlettel:

(1 – x) + (–2x – 6) = x + 10 /rendezésekkel

–3x – 5 = x + 10,

–15 = 4x,

= x.

Ez eleme a vizsgált intervallumnak, és megoldása az egyenletnek.

2. eset:
Ha x ∈ [–3; 1[, akkor az elsõ abszolút értékben levõ szám negatív, a második abszolút értékben levõ szám nemne-

gatív, így egyenletünk ekvivalens a következõ egyenlettel:

(1 – x) + (2x + 6) = x + 10 /rendezésekkel

x + 7 = x + 10.

Ez ellentmondás, tehát az intervallumon nincs megoldása az egyenletnek.

3. eset:
Ha x ∈ [1; ∞[, akkor mindkét abszolút értékben levõ szám nemnegatív, tehát abszolút értékük a számokkal egye-

zik meg. Egyenletünk ekvivalens a következõ egyenlettel:

(x – 1) + (2x + 6) = x + 10 /rendezésekkel

3x + 5 = x + 10,

2x = 5,

x = .

Ez eleme a vizsgált intervallumnak, tehát megoldása lehet az egyenletnek.

Az egyenletnek két gyöke van: és .

Ellenõrzés:

Bal oldal: . Jobb oldal: .

Bal oldal: . Jobb oldal: .2
5 1 2 2

5 6 2
25$+ + =- 102

5
2
25

+ =

4
15 1 2 4

15 6 4
25$+ + =- - -b l 104

15
4
25

+ =-

x 4
15

1 = - x 2
5

2 =

2
5

4
15

-

Megoldás

4. példa
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Oldjuk meg grafikusan az alábbi egyenleteket, egyenlõtlenségeket!

K1 a) |x – 5| – 3 = 1; c) –|x + 3| + 4 < x – 3; e) ;

b) –|x + 3| + 4 = x – 3; d) |x – 3| – 5 ≥ –1; f) .

Oldjuk meg algebrai úton az alábbi egyenleteket!
a) 2|x| + 4 = |x| + 1; b) |x – 3| = 5; c) |x + 5| = –1.

Van-e a pozitív számokon megoldása az alábbi egyenleteknek?

a) |x + 3| = 7 – x; b) ; c) |x – 2| = x – 2.

Oldjuk meg az alábbi egyenlõtlenségeket, és a megoldást ábrázoljuk számegyenesen!
a) |x| < 3; c) |x + 1| ≤ 1; e) |x| ≥ 2x;
b) |x| > 2; d) |2x – 5| > 1; f) |x – 2| ≤ 2x + 5.

Oldjuk meg a következõ egyenleteket, egyenlõtlenségeket!

a) |x – 2| + |x + 3| = 7; d) ||x – 3| – 2| – 1 = 3;

b) |x| + |x – 5| = 2; e) ;

c) |1 – x| + |x + 2| ≤ 5; f) .

Egy pontszerû test kezdetben a koordináta-rendszer A(–16; 0) pontjában van. Ezután a test idô-
egységenként 2 egységnyi utat megtéve egyenletes sebességgel halad az x tengely mentén pozi-
tív irányba. 
a) Mekkora a pontszerû test távolsága t idô múlva az origótól?
b) Ábrázoljuk a pontszerû test és a B(4; 0) pont távolságát az idô függvényében!
c) Mennyi idô múlva lesz a pontszerû test 5 egység távolságra a C(10; 0) ponttól?

x x4 2
1 3- = +

x x1 3 2
1 22+ - +

x x3
1 2 4 2$- - -

x 3
1 22
-

x2
1 1 2 3 1+ - - =

5. E1

4. K2

6. K2

3. K1

2. K1

1. K2
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74. ABSZOLÚT ÉRTÉKET TARTALMAZÓ EGYENLETEK, …

FELADATOK

Ajánlott feladatok

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 1570; 1572; 1575; 1576; 1577; 1581; 1583–1585.

Idézet

Egy középiskolás diákot nehéz meggyõzni, hogy az életben egy halom sokkal nehezebb dologgal fog találkozni, mint
amilyen az algebra vagy a mértan. 

(Ed Howe amerikai újságíró)
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75. PARAMÉTERES EGYENLETEK, EGYENLÕTLENSÉGEK

Keressük meg az egyenletek megoldásait a valós számok halmazán!

a) 2x – 3 = 17; b) 2x – 11 = 17; c) 2x + 9 = 17.

Az egyenletek értelmezési tartománya R.

a) ; b) ; c) .

Észrevehetjük, hogy mind a három egyenlet azonos szerkezetû, megoldásának lépései is megegyezõk. Az eltérés a
bal oldali konstans tagban van.

Hogyan írhatnánk fel az összes olyan egyenletet, melyek csak ebben a konstans tagban különböznek? Hogyan old-
hatnánk meg õket? Erre mutatunk példát.

Keressük meg az egyenletek megoldásait a valós számok halmazán, ha p valós paraméter.
A p-t nem ismeretlennek, hanem paraméternek nevezzük. Ez azt jelenti, hogy megadott állandó szám, amely

azonban tetszõleges lehet.

2x + p = 17. Az egyenlet megoldása: .

Keressük meg az egyenletek megoldásait a valós számok halmazán! Az x-tõl különbözõ betûk valós paraméterek.
a) 2x + 3b – 4 = 5x + 2a – 8;
b) mx + ax + (–x) = m + a – 1;

c) .

a) 2x + 3b – 4 = 5x + 2a – 8 /rendezéssel
3b – 4 – 2a + 8 = 3x /: 3

= x.b a
3

3 2 4+-

x x
m

3
1

2
5

=
+
+

-

x
p

2
17

=
-

10x 2
17 3

= + = 4x 2
17 11 1= + = 4x 2

17 9
= =-

2. példa

Megoldások

3. példa

Megoldás

1. példa

A paraméteres egyenletekben, egyenlõtlenségekben az ismeretlent is és a paramétert is betûk jelölik. Ezért min-
dig tisztázni kell, mely betû(k) a paraméter(ek), mely(ek) az ismeretlen(ek). Az egyenlet, egyenlõtlenség meg-
oldása során fokozottan figyelnünk kell azokra az átalakításokra, amelyeknél a paraméteres kifejezéssel szorzunk,
osztunk. Gyakran esetek vizsgálatával találjuk meg a megoldáshalmazt.

Emelt szint
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75. PARAMÉTERES EGYENLETEK, EGYENLÕTLENSÉGEK

Ellenõrzés:

Bal oldal: .

Jobb oldal: .

Az ellenõrzésbõl látható, hogy a paraméterek bármely értékére a két oldal helyettesítési értéke egyenlõ.

b) mx + ax + (–x) = m + a – 1 /rendezéssel
(m + a – 1)x = m + a – 1.

Mielõtt osztanánk mind a két oldalt (m + a – 1) kifejezéssel, két esetet különböztessünk meg:

1. eset:
Ha (m + a – 1) = 0, akkor mind a két oldal értéke x értékétõl függetlenül 0, azaz egyenlõ.

2. eset:
Ha (m + a – 1) ≠ 0, akkor az egyenlet gyöke: .

Összegezve: 
Ha (m + a – 1) = 0, akkor az egyenlet azonosság, ha (m + a – 1) ≠ 0, akkor az egyenlet gyöke: x = 1.

c) .

Az egyenlet értelmezési tartománya R\{3; –2}.
x + 2 = (x – 3)(m + 5);
x + 2 = mx + 5x – 3m – 15;

x – mx – 5x = –2 – 3m – 15;
–(4 + m)x = –(3m + 17).

1. eset:
Ha m = –4, akkor a bal oldal értéke x értékétõl függetlenül 0.
A jobb oldal értéke –5. Ezért m = –4 esetén nincs megoldása az egyenletnek.

2. eset:
Ha m ≠ –4, akkor oszthatunk –(m + 4)-gyel:

.

Vizsgálnunk kell még az értelmezési tartományt!

Mivel x ≠ 3, ezért ⇒ 3m + 17 ≠ 3m + 12, ez nyilván mindig igaz.

Mivel x ≠ –2, ezért ⇒ 3m + 17 ≠ –2m – 8    ⇒ m ≠ –5.

Összegezve:
Ha m = –4, vagy m = –5, akkor nincs valós gyök, ha m ≠ –4, m ≠ –5, akkor .

Ellenõrzés:

Ha , akkor ; ellentmondás.

Ha , akkor ; ellentmondás.5m = - 0x x3
1

2
5 5

=
+
+ =

-
-

4m = - x x3
1

2
4 5

=
+
+

-
-

x m
m

4
3 17

=
+
+

2m
m

4
3 17 !

+
+ -

m
m

4
3 17 3!

+
+

x m
m

4
3 17

=
+
+

x x
m

3
1

2
5

-
=

+
+

x m a
m a

1
1 1=

+ -
+ - =

b a a b a a b a5 3
3 2 4 2 8 3

15 10 20 3 2 8
3

15 4 4$ + + = + + =- - - - - -] g

2 3 4b a b b a b b a
3

3 2 4
3

6 4 8 3 3 4
3

15 4 4$ + + = + +- - - - = - -] g
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Ha m ≠ –4 és m = –5, akkor:

Bal oldal: .

Jobb oldal: .

Látható, hogy a két oldal egyenlõsége minden megengedett m valós szám esetén igaz.

Oldjuk meg az egyenlõtlenséget a valós számok halmazán, ahol p valós paraméter!
px – 5 < 3x – 1.

px – 5 < 3x – 1 /rendezéssel
(p – 3)x < 4.

1. eset:
Ha p = 3, akkor a bal oldal értéke x értékétõl függetlenül 0, tehát teljesül az egyenlõtlenség.

2. eset:
Ha p < 3, akkor (p – 3) negatív szám, ezért egyenlõtlenségünk:

.

3. eset:
Ha p > 3, akkor (p – 3) pozitív szám, ezért egyenlõtlenségünk:

.

Határozzuk meg az egyenletben szereplõ a paraméter értékét úgy, hogy az egyenletnek a valós számok
halmazán
I. legyen;  II. ne legyen megoldása!
a) ax – 2 = 2x – 4; b) (a + 3)x = 5x – 7; c) (a – 2)x + 11 = 2ax – 4.

Hogyan válasszuk meg a p paraméter értékét, hogy az egyenlet megoldása pozitív szám legyen?
a) 5x + 3p = 2x – 4; b) px + 4 = x + 2; c) (p + 1)x + 9 = 2x – 5.

Ha m munkás n nap alatt t darab terméket gyárt, akkor:
a) Hány terméket gyárt x munkás 10 nap alatt?
b) Hány nap alatt gyárt y munkás z terméket?
c) Hány munkás gyárt z terméket u nap alatt?
(Feltételezzük, hogy a munkások termelése egyenletes.)

x p 3
41
-

x p 3
42
-

m
m

m

m
m m

m

m
m

m m

4
3 17 2

5

4
3 17 2 8

5

4
5 5

5
5

4

+
+ +

+ =

+
+ + +

+ =

+
+

+ = +
] g

m
m

m

m

4
3 17 3

1

4
5
1

5
4

+
+

=
-

+

= +

Megoldás

4. példa

FELADATOK

1. E1

2. E1

3. E1

Fogalom
paraméter.

OH_MAT09TB_Matek9_07_tordelt4  2020.06.13.  11:49  Page 280



Oldjuk meg az egyenleteket a valós számok halmazán, ahol az a valós paraméter!
a) 5x = a; c) 7x – (a + 2)x = 4; e) ax2 – a = ax – 1;
b) 2x + a = ax; d) ax + 5 = 3x + 7; f) 18 + a2x = 2a + 9ax.

Határozzuk meg a p paraméter értékét úgy, hogy az alábbi egyenletek megoldása 2-nél nagyobb
valós szám legyen!

E1 a) ; E2 b) p(1 – 2x) = 5 – 3x.

Oldjuk meg az alábbi paraméteres egyenleteket (a egész paraméter) az egész számok halmazán!

a) 4ax – 6 = (a + 2)x + 12; b) ; c) .

Hogyan függ a p paramétertôl az alábbi egyenletek megoldásainak a száma?

a) ; b) ; c) .
(Segítség: ábrázoljuk koordináta-rendszerben a bal oldalon szereplô függvényeket!)

x p2 1 1+ = -x p3 2+ = - +x p32 - =

ax x a2
3

5 2
2

-
=

- a
x a

a
x a

1
3 2

1
2

-
- =

+
+

x p
x p3

5 2
1

-
+ = -

^ h
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4. E1

5. 

6. E2

7. E2

Ajánlott feladatok

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 1081; 1082; 1083; 1084; 1098; 1099.

76. ELSÕFOKÚ 
EGYENLETRENDSZEREK

Példáinkban bemutatunk néhány megoldási módszert. Célszerû a
megoldandó egyenletrendszerhez választani a megoldási technikák
közül. (Figyeljünk arra, hogy a megoldáshalmaz rendezett párokból áll,
ha kétismeretlenes egyenletrendszert oldunk meg.)

Oldjuk meg a kétismeretlenes egyenletrendszert a valós számpárok halmazán!

.

Az egyenletrendszer értelmezési tartománya: (x; y) rendezett valós számpárok.

2 11x y
x y3 9

+ =

- =
4

1. példa

Gyakran találkozunk olyan feladatokkal, amelyekben nem csak
egy ismeretlen szerepel. Ha ezek az ismeretlenek elsõfokú egyen-
letekben fordulnak elõ, akkor elsõfokú egyenletrendszerrõl beszé-
lünk. Az ismeretlenek számától függõen két-, három-, többismeret-
lenes egyenletrendszereket különböztethetünk meg.
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Az egyenletrendszer megoldására mutatunk három eljárást.

A grafikus módszer

Rendezzük mind a két egyenletet az egyik ismeretlenre.

Ábrázoljuk az f(x) = 11 – 2x és a g(x) = 3x – 9 függvényeket közös koor-
dináta-rendszerben.

Az egyenletrendszer megoldáshalmazát a metszéspont koordinátái adják.
Mint az ábráról leolvasható, az egyenletrendszerünk megoldása: 

(x; y) = (4; 3).

Mindig végezzünk ellenõrzést az eredeti egyenletekbe történõ behe-
lyettesítéssel!

Ellenõrzés:
2 · 4 + 3 = 11;
3 · 4 – 3 = 9.

A behelyettesítõ módszer

Fejezzük ki az egyik egyenletbõl az egyik ismeretlent. Például az elsõbõl:
(1)  y = 11 – 2x.
Helyettesítsük be a másik egyenletbe a kifejezett ismeretlen helyére a kifejezett alakot:
(2)  3x – (11 – 2x) = 9.
Oldjuk meg az egyismeretlenes egyenletet:
x = 4.
Visszahelyettesítve keressük meg a másik ismeretlen értékét:
y = 11 – 2 · 4 = 3.
Ellenõrizzük a kapott megoldást!

Az egyenlô együtthatók módszere

Az elsõfokú kétismeretlenes egyenletrendszer egyenletei mindig felírhatók rendezés után

(1) ax + by = c,
(2) dx + ey = f

alakban, ahol a, b, c, d, e, f valós számok, x és y az ismeretlenek.
Az azonos együtthatók módszere a következõ két esetben egyszerûen alkalmazható:

1. eset:
Van olyan ismeretlen, amelynek együtthatói az egyenletekben azonosak, pl. a = d. Ilyenkor célszerû a

két egyenlet megfelelõ oldalait kivonni egymásból, így az egyik ismeretlen „kiesik”, mert ezek különbsége 0.

2 11x y
x y3 9

+ =

- =
4

y x
y x

11 2
3 9

=

=

-

-
4

x

y

1

0 1 4

3

f x x( ) = 11 2�

g x x( ) = 3 9�

Megoldás
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2. eset:
Van olyan ismeretlen, amelynek együtthatói az egyenletekben egymás ellentettjei, pl. b = –e. Ilyenkor

célszerû a két egyenlet megfelelõ oldalait összeadni, így az egyik ismeretlen „kiesik”, mert ezek összege 0.

3. eset:
Ha nincs olyan ismeretlen, amelynek együtthatói az egyenletekben azonosak, vagy egymás ellentettjei,

akkor az azonos együtthatók módszere úgy alkalmazható, hogy az egyenleteket alkalmasan választott szá-
mokkal megszorozzuk, és így jutunk az ismertetett egyszerû esetekhez.

Az y együtthatói 1 és –1, ezért adjuk össze az egyenletek bal, illetve jobb oldalait:

(1) + (2),
5x = 20,

x = 4.

A kapott x értéket behelyettesítve kapjuk meg y lehetséges értékét.
Ebben az esetben is ellenõrizzük a kapott megoldást!

Oldjuk meg az egyenletrendszert a valós számok halmazán!

Rendezzük át az egyenletrendszert:

Az egyenletrendszer értelmezési tartománya: (x; y) rendezett valós számpárok.
Alkalmazhatjuk az azonos együtthatók módszerét, ha az elsõ egyenletet megszorozzuk 3-mal, a máso-

dikat 5-tel. Így az y együtthatói egymás ellentettjei lesznek:

Adjuk össze a megfelelõ oldalakat:

–18x = –9.

, behelyettesítve: .

Ellenõrzés:

(1) ;

(2) .3 5 6 2
1 12 0$ $- - =

4 2
1 5 5 23 0$ $- + =

x 2
1

= 4 5 23 5y y2
1

&$ = =- -

( )
( )

x y
x y

1
2

12 15 69
30 15 60

=

+ =

- -

-
3

( )
( )

x y
x y

1
2

4 5 23
6 3 12

=

+ =

- -

-
3

( )
( )

x y
y x

1
2

4 5 23 0
3 6 12 0

+ =

=

-

- -
3

( )
( )

x y
x y

1
2

2 11
3 9

+ =

=-
3

Megoldás

2. példa

Rejtvény (Lewis Carroll, 1882)

Ismert, hogy egy pohár limonádé, 3 szendvics
és 7 sütemény 1 shilling 2 pennybe, 
egy pohár limonádé, 4 szendvics és 10 süte-
mény pedig 1 shilling 5 pennybe kerül. 
(1 shilling =12 penny.) Meg tudod-e hatá-
rozni 
a) egy pohár limonádé, egy szendvics és egy

sütemény, illetve
b) 2 pohár limonádé, 3 szendvics és 5 süte-

mény árát?

A megoldás: a)8 penny, b)19 penny. 
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Új ismeretlen bevezetése

Oldjuk meg az egyenletrendszert a valós számok halmazán!

Az egyenletrendszer értelmezési tartománya: (x; y) rendezett valós számpárok, amelyekben x és y egyike
sem 0.

Vegyük észre, hogy mind a két egyenlet azonos szerkezetû. Beszorzásokkal másodfokú kifejezéseket is
kapnánk, ezért keressünk más ötletet.

Vezessünk be új jelöléseket: és . Új egyenletrendszerünk:

Ezt már az elõzõek alapján könnyen meg tudjuk oldani, a megoldás: .

Tehát: ⇒ x = 3;

⇒ y = 12.

Ellenõrzés:

(1) ;

(2) .

Oldjuk meg az egyenletrendszert a valós számok halmazán!

Egy lehetséges indulás, hogy visszavezetjük a feladatot már ismert feladat megoldására. Természetesen más mód-
szerrel is dolgozhatunk.

Ahhoz, hogy kétismeretlenes egyenletrendszerhez jussunk, amire már vannak megoldási módszereink, fejezzük ki
az egyik ismeretlent, majd ezt helyettesítsük be a másik két egyenletbe.
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x y z
x y z
x y z
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=
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=
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4. példa

Megoldás

3. példa

Megoldás
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(2) x = 13 + y – 2z. Behelyettesítve:
(1) 2(13 + y – 2z) + 3y + 4z = 56.
(3) 3(13 + y – 2z) + 2y – z = –15.

Rendezések után:
(1) 5y + 26 = 56 ⇒ y = 6. (3)-ba behelyettesítve kapjuk:
(3) –7z + 69 = –15 ⇒ z = 12. (2)-be helyettesítve kapjuk:
(2) x = –5.

Ellenõrzés:
(1) 2 · (–5) + 3 · 6 + 4 · 12 = 56.
(2) (–5) – 6 + 2 · 12 = 13.
(3) (–15) + 2 · 6 – 12 = –15.

Tehát az egyenletrendszer megoldása: (x; y; z) = (–5; 6; 12).

1. K1

FELADATOK

Oldjuk meg behelyettesítõ módszerrel a következõ egyenletrendszereket!

a) ; b) ; c) ; d) .

Oldjuk meg az azonos együtthatók módszerével az alábbi egyenletrendszereket!

a) ; b) ; c) ; d) .

Vezessünk be célszerûen megválasztott új ismeretlent, és ennek segítségével oldjuk meg az egyen-
letrendszereket!

a) ; b) ; c) .

Két szám összege 40, különbsége 13. Melyik ez a két szám?

Egy panzióban három- és kétágyas szobák vannak. Összesen 14 szoba van, a férõhelyek száma
34. Hány két-, illetve háromágyas szoba van a panzióban?
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2 6 6x y

x y2 3
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3. K2

2. K1

5. K1

4. K1

Fogalmak
egyenletrendszer;
grafikus módszer;
behelyettesítô

módszer;
egyenlô együtthatók

módszere;
új ismeretlen 

bevezetése.
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8. K1

7. K1

6. K1 Egy- és kéteurós pénzérmébõl összegyûjtöttünk 35 db-ot, melynek
értéke 56 euró. Melyik pénzérmébõl hány db-ot gyûjtöttünk össze?

Ha egy kétjegyû számhoz hozzáadjuk a jegyei felcserélésével ka-
pott számot, 132-t kapunk. Másrészt tudjuk, hogy a jegyek felcse-
rélésével kapott szám harmadrésze 8-cal kisebb, mint az eredeti
szám. Melyik kétjegyû számról van szó?

Egy somlói galuska és egy krémes ára 560 Ft. Három krémes 
80 Ft-tal drágább, mint egy somlói. Mennyit kell fizetnünk öt kré-
mesért és két somlóiért?

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 1039–1057; 1058–1067.

77. SZÖVEGES FELADATOK 1.

A matematikában az egyenletek, egyenlõtlenségek, egyenletrendszerek megoldhatóságának vizsgálata,
megoldásának módszerei fontos szerepet töltenek be. A mindennapi életben azonban természetesen nem
egyenletekkel, egyenlõtlenségekkel találkozunk. A valóságban felvetett problémák megoldása során eddigi
ismereteink inkább csak technikai segítséget jelenthetnek a válaszok megadásában. Nemcsak ezekkel a
módszerekkel kereshetünk válaszokat a felvetett kérdésekre – bár ezek az algoritmusok hatékonyak –,
hanem gyakran logikai következtetésekkel is. Ne feledjük ezek használatát elménk csiszolása érdekében!

A pénzváltó automatában a papírpénzt 10 és 20 forintosokra válthatjuk. Azt is megválaszthatjuk, hogy
összesen hány darab érmét kapjunk. Hogy váltja fel az automata az 1000 Ft-ot, ha 90 darab érmét kérünk?

Jelöljük a 10 Ft-os érmék számát x-szel, ekkor a 20 Ft-os érmék
száma 90 – x.

10x + 20(90 – x) = 1000,
–10x = –800;

x = 80 ⇒ 90 – 80 = 10.

Ellenõrzés:
80 darab 10 Ft-os értéke 800 Ft, 10 darab 20 Ft-os értéke 

200 Ft, 800 Ft + 200 Ft = 1000 Ft.
Tehát az automata 80 darab 10 Ft-os és 10 darab 20 Ft-os ér-

mére vált fel.

Megoldás

Ajánlott feladatok

1. példa

286
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77. SZÖVEGES FELADATOK 1.

Húsz év múlva az apa kétszer annyi idõs lesz, mint a fia. 8 évvel ezelõtt pedig hatszor idõsebb volt nála.
Hány évesek külön-külön?

Jelöljük jelenlegi életkoraikat: apa a éves; fia f éves. A feltételeket írjuk fel egyenletekkel:

/rendezve

. Vonjuk ki az elsõ egyenletbõl a másodikat!

4f = 60,
f = 15. 
Visszahelyettesítve megkapjuk: a = 50.

Ellenõrzés:
Húsz év múlva: apa: 70 éves, fia: 35 éves, 35 · 2 = 70.
Nyolc évvel ezelõtt: apa: 42 éves, fia: 7 éves, 7 · 6 = 42.
Mostani életkoraik: 50 év, illetve 15 év.

Egy háromszög belsõ szögeinek aránya 1 : 2 : 3, kerülete
cm. Számítsuk ki a leghosszabb oldalhoz tar-

tozó magasság hosszát!

Mivel α : β : γ = 1 : 2 : 3, ezért , ⇒ γ = 90°.

Tehát a háromszög derékszögû háromszög, egy szabályos háromszög fele (olda-
lai: 2x, x, ).

A háromszög kerülete: ⇒ x = 10 cm.

Jelöljük az átfogóhoz tartozó magasságot m-mel.
A háromszög területét kétféleképpen felírva:

⇒ (cm).

A leghosszabb oldalhoz tartozó magasság hossza cm.5 3

m
2

10 10 3
2

20$
= m 5 3=

x x x30 10 3 2 3+ = + +

x3 $

6
180 30c ca = = 2 6

180 60$ c cb = =

30 10 3+^ h

2 20a f
a f6 40
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- = -
3
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Megoldás

2. példa

Megoldás

3. példa

2x

30°

60°

x

x�3
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Egy kétjegyû szám számjegyeinek összege 11. Ha a számjegyeit felcseréljük, 45-tel kisebb számot ka-
punk. Melyik az eredeti szám?

Jelöljük az egyeseken álló számjegyet x-szel, ekkor a tízes helyiértéken álló számjegy (y) a feltétel miatt:
y = 11 – x. Eredeti szám 10 ⋅ y + x = 10(11 – x) + x. A felcserélt szám 10x + y = 10x + (11 – x). Egyen-
lettel felírva a feltételeket:

[10(11 – x) + x] – [10x + (11 – x)] = 45;
–18x + 99 = 45;

x = 3   ⇒ y = 11 – 3 = 8.

Ellenõrzés:
8 + 3 = 11  és  83 – 38 = 45.
A keresett szám a 83.

Megjegyzés
A hasonló jellegû feladatokat módszeres próbálkozással is megoldhatjuk. Gyakran hamarabb megol-

dáshoz juthatunk ezzel a módszerrel.

Apa és fia nekiálltak kerítést festeni. Egymásról tudták, hogy egyedül 6, illetve 10 óra alatt lennének
kész. Egyórányi közös munka után a mama elküldte a fiút vásárolni, így az apa fél órán át egyedül dolgo-
zott. Majd közösen befejezték a kerítés festését. Összesen mennyi ideig tartott a kerítés festése?

Foglaljuk táblázatos elrendezésbe adatainkat! Jelöljük x órával azt az idõt, amennyi ideig együtt dol-
goztak.

Az apa egyedül elvégzi a munka részét 1 óra alatt;

a fiú egyedül elvégzi a munka részét 1 óra alatt.

1 óra közös munkavégzés alatt: részt;

az apa fél óra alatt: részt;

közösen x óra alatt a befejezésig: részt.x x x
6 10 15

4
+ =

12
1

6
1

10
1

15
4

+ =

10
1

6
1

Megoldás

Megoldás

5. példa

4. példa

OH_MAT09TB_Matek9_07_tordelt4  2020.06.13.  11:51  Page 288



289

77. SZÖVEGES FELADATOK 1.

Egyenlettel megfogalmazva: = 1, rendezéssel:

16 + 5 + 16x = 60, innen  x = . Ennyi órán át dolgoztak együtt.

Számítsuk ki, mennyi ideig dolgoztak külön-külön!

Apa: órát. Fiú: órát.

Az apa elvégezte a munka részét, a fiú részét. Ketten együtt:

, elvégezték a teljes munkát.

A kerítésfestés összesen óráig = 3 óra 56,25 percig, körülbelül 4 óráig tartott.16
63

32
21

32
11 1+ =

16
63

6
1

96
63

32
21$ = = 16

55
10
1

160
55

32
11$ = =

1 16
39

16
55

+ =1 2
1

16
39

16
63

+ + =

16
39

x
15
4

12
1

15
4

+ +

FELADATOK

Egy kétjegyû számban a tízes helyiértéken 2-vel kisebb szám áll, mint az egyes helyiértéken. Ha
a számjegyeket felcseréljük, az eredeti és felcserélt számok összege 154. Melyik ez a szám?

Egy háromjegyû szám elsõ számjegye 2. Ha a tízes és az egyes helyiértéken lévõ számokat fel-
cseréljük, akkor az eredeti szám és a kapott szám különbsége 63. Melyik ez a szám?

Egy fürdõmedencét két csapon keresztül lehet feltölteni. Az elsõ csap egyedül 18 óra alatt, a má-
sodik csap egyedül 15 óra alatt töltené fel a medencét. Mennyi idõ alatt telik meg a medence,
ha az elsõ csapból 2 órán keresztül folyik a víz, majd ezt a csapot elzárják?

Egy autópálya-szakasz építéséhez kavicsot hordanak. Három különbözõ teljesítményû teherautó
végzi a munkát. Az egyik teherautó egyedül 5 nap alatt, a másik teherautó egyedül 8 nap alatt,
a harmadik teherautó egyedül 9 nap alatt vinné a helyszínre a szükséges kavicsmennyiséget.
Mennyi idõ alatt végzi el a három teherautó a munkát, ha párhuzamosan dolgoznak?

Karcsi 17 évvel fiatalabb mogorva szomszédjánál. Ha kétszer annyi idõs lenne, mint most, akkor
egy évvel volna idõsebb, mint a szomszédja most. Hány éves a mogorva szomszéd?

Három testvér közül a legidõsebb kétszer annyi éves, mint a legfiatalabb, a középsõ négy évvel fi-
atalabb, mint a legidõsebb. Öt év múlva életkoraik összege 46 év. Hány évesek most a testvérek?

Egy nagy méretû, kör alakú templomi ablak kerülete 5 méter. Hány méter a kör sugara? (A vá-
laszt cm pontossággal adjuk meg!)

Egy téglalap alakú füvesített terület közepére kb. 100 m2 területû, kör alakú szökõkutat tervez-
nek. Mekkora a füvesített terület oldalainak hossza, ha oldalainak aránya 7 : 3, és a szökõkút te-
rülete a téglalap alakú park területének 13%-át foglalja el? A választ méter pontossággal adjuk
meg!

1. K1

2. K1

3. K1

4. K1

5. K1

6. K1

7. K1

8. K1
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VII. EGYENLETEK, EGYENLÔTLENSÉGEK, EGYENLETRENDSZEREK

Egy lakóparkot L alakú park ha-
tárol, mely 6 db azonos méretû
négyzetre bontható. A parknak
nincs kerítése a lakónegyed felé.
A parkot határoló kerítéshossz
mérõszámának tízszerese (m-ben
mérve) megegyezik a park terü-
letének mérõszámával. Hány
négy zetméter a park területe?

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 1011–1019; 1077–1078; 1103–1127; 1171–
1174; 1175–1178.

78. SZÖVEGES FELADATOK 2.
Foglaljuk össze, hogyan építhetjük fel megoldásunkat gyakorlati feladatok esetén!

Az óra mutatói 6 órakor egy egyenesbe esnek és ellentétes irányúak. 6 óra után legközelebb mikor kö-
vetkezik be ugyanez a helyzet?

Jelöljük a nagymutató szögelfordulását 2r + x-szel, szögsebességét ~n-nel, ekkor a kismutató szögelfor-

dulása x, szögsebessége .

A két mutató mozgása ugyanannyi ideig tart, tehát . Rendezve: .

A nagymutató 2r, azaz 360°-os elfordulása 60 percig tart, így tehát szögelfordulás percig

tart.

Vagyis 1 óra és perc múlva áll elõ a kérdéses helyzet, azaz 7 óra perckor.11
60 511

5

11
60x11

2r
=

x11
2r

=
x x2

12
n n~

r
~

+ =

12
n~

9. K1

Ajánlott feladatok

– A szöveg értelmezése után vezessünk be ismeretleneket, jegyezzük le mit, mivel jelöltünk!
– A szövegben megfogalmazott összefüggések után vagy logikai okfejtéssel oldjuk meg a feladatot,

vagy fogalmazzunk meg egyenleteket, egyenlõtlenségeket!
– Oldjuk meg a felírt egyenleteket, egyenlõtlenségeket!
– A kapott eredményeket az eredeti szövegbe visszahelyettesítve végezzünk ellenõrzést! Nem szabad

csak az egyenletmegoldást ellenõrizni, mert rosszul felírt egyenletet hibátlanul megoldva sem kapunk
jó választ a feladat kérdésére!

– Jegyezzük le válaszunkat a feltett kérdésre!

Megoldás

1. példa
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78. SZÖVEGES FELADATOK 2.

Két iskolai csoport találkozót beszélt meg. A két turistaház, ahol
megszálltak, egymástól 25 km-re van, melyet egy ösvény köt össze.
Az egyik csoport óránként 4, a másik 6 km-t tud megtenni. Ha egy-
szerre indulnak el, akkor mennyi idõ múlva találkoznak? Határoz-
zuk meg a találkozás pontos helyét!

1. megoldás:
Mivel a sebességek aránya 4 : 6, így azonos idõ alatt a megtett

utak aránya szintén 4 : 6.

Tehát a lassabbak km-t, míg a gyorsabbak 15 km-t

tesznek meg. Mind a két társaságnak ehhez 2,5 órára van szüksége.

2. megoldás:
Jelöljük x km-rel azt az utat, amelyet a lassabban haladók tesznek meg a találkozásig.

Ekkor õk összesen óráig vannak úton, a másik csoport tagjai pedig óráig.

Ezek egyenlõségébõl:

⇒ x = 10 km   ⇒ 25 – 10 = 15 km.

A lassabban haladók 10 km-t 2,5 óra alatt, míg a gyorsabban ha-
ladók 15 km-t szintén 2,5 óra alatt tesznek meg a találkozásig.

Laboratóriumban gyakran kell 30%-os és 80%-os oldatból 5 liter
60%-os töménységû oldatot készíteni a kísérletekhez. Melyikbõl
mennyit kell vennünk? Adjuk meg a választ úgy is, ha azt szeret-
nénk, hogy a keverék töménysége p%-os legyen!

Oldjuk meg az általánosabb kérdést!
Jelöljük a 30%-os oldat térfogatát x literrel. Foglaljuk táblázatba

az adatokat:

x liter 30%-os oldat tömény része: liter,

(5 – x) liter 80%-os oldat tömény része: ,

5 liter p%-os oldat tömény része: .

A tömény részekkel paraméteres egyenlethez jutunk:

.x x p
100
30

100
80 5

100
5

+ - =
] g

p
100
5

x
100

80 5 -] g

x
100
30

x x
4 6

25
= -

x
4

x
6

25 -

10
25 4 10$ =

Megoldások

2. példa

Megoldás

3. példa
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Oldjuk meg az egyenletet a pozitív számok halmazán, ahol 0 ≤ x ≤ 5 és 30 ≤ p ≤ 80!

400 – 50x = 5p.

x = .

Egyszerû számolással meggyõzõdhetünk, hogy a kapott gyök kielégíti a feltételeinket:

Ha ⇒ 0 ≤ 80 – p ≤ 50   ⇒ 30 ≤ p ≤ 80.

Ha, az elsõ kérdésnek megfelelõen, p = 60, akkor:

, azaz 2 liter kell a 30%-os és 3 liter a 80%-os oldatból.

Ellenõrzés:
2 · 0,3 + 3 · 0,8 = 3 = 5 · 0,6.

Egy derékszög  háromszög oldalainak mérôszáma egész szám. A háromszög kerületének és területének a mérô-
száma megegyezik. Határozzuk meg a háromszög oldalait!

Jelölje a két befogó hosszát a és b, ekkor az átfogó hossza , és a kerület és terület mérôszámának

egyenlôségébôl (ahol a, b pozitív egész számok). Az egyenletet átrendezzük és négyzetre eme-

lünk:

Rendezés és ab-vel osztás után 
0 = ab + 8 – 4a – 4b.
A másodfokú diofantoszi egyenlet mindkét oldalához hozzáadunk 8-at, majd a jobb oldalát szorzattá alakítjuk:
8 = (a – 4)(b – 4).
Mivel (a – 4) és (b – 4) egész számok, a tényezôk csak a 8 osztói lehetnek. Feltehetjük, hogy pl. a# b, ekkor a le-

hetôségek:

Két megoldást kapunk: (a, b) = (5, 12) vagy (a, b) = (6, 8).
Ellenôrzés: ha (a, b, c) = (5, 12, 13), akkor a kerület és a terület 30; (a, b, c) = (6, 8, 10) esetén pedig a kerület és

a terület is 24.

a b a b a b ab ab a b4 22 2
2 2

2 2+ = + + + - +^ h

a b ab a b2
2 2+ = - +^ h

a b a b ab
2

2 2+ + + =

c a b2 2= +

2x 10
80 60

= - =

0 5
p

10
80

# #
-

p p
50

400 5
10

80-
=

-

Megoldás

4. példa

Emelt szint

a – 4 –8 –4 1 2

b – 4 –1 –2 8 4

a –4 0 5 6

b 3 2 12 8
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Az A autó a sebességgel, míg a B autó b sebességgel halad (0 < a < b). Induláskor a közöttük levõ távol-

ság d > 0 km. Mikor találkozik a két autó, ha
a) egy irányba haladnak (B van hátrább);
b) ellentétes irányba haladnak?

Jelöljük x-szel a találkozásig eltelt idõt órában számolva. A megtett utak egyenlõségébõl:

a) bx – ax = d.

(b – a)x = d, mivel b ≠ a, így .

b) ax + bx = d⇒ .

A találkozásig óra, illetve óra szükséges.
b a

d
- a b

d
+

x
a b

d
=

+

x
b a

d
=

-

h
km

h
km

Megoldások

5. példa

1. K1

2. K2

3. E2

4. E1

FELADATOK

Ajánlott feladatok

Egy autó A-ból B felé halad. Bizonyos idõ múlva a megtett
út úgy aránylik a még hátralévõhöz, mint 3 : 5. Ha az autó
megtesz még 40 km-t, akkor az út felénél tart. Mekkora az
AB távolság?

10 liter 20%-os oldathoz legalább hány liter 80%-os oldatot
öntsünk, hogy a keverék legalább 42%-os legyen? (A választ
két tizedesjegy pontossággal adjuk meg.)

Numizmatikus barátomnak k db érméje összesen K dkg.
Legfeljebb hány érme tömege lehet nagyobb, mint

?

Egy 2x liter térfogatú edényben x liter víz, mellette egy 2y
liter térfogatú edényben y liter víz van. Az elsôbe percen-

ként liter, a másodikba percenként liter víz folyik be.

Hány perc múlva lesz a két edényben ugyanannyi víz?

x
y

y
x

,
k
K 0 01+

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 1020–1023;
1034–1038; 1146–1151; 1152–1157.
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VIII. FÜGGVÉNYEK –
TRANSZFORMÁCIÓK

Egyenleteinket úgy is értelmezhetjük, hogy annak mindkét oldalán egy-egy függvény áll. Az egyenlet
értelmezési tartománya a két értelmezési tartomány metszete. A megoldáshalmazt pedig az értelmezési
tartomány azon elemei alkotják, amelyekre a két függvény értéke megegyezik. A grafikus megoldás szem-
pontjából ez annyit jelent, hogy ábrázoljuk mindkét függvényt. Ezután megkeressük a két grafikon met-
széspontjait. A metszéspontok elsõ koordinátái a megoldások. A második koordináták pedig a meg  egyezõ
függvényértékek. Ezt a megoldást csak akkor alkalmazhatjuk, ha a metszéspontok koordinátái pontosan
leolvashatók. A leolvasás után behelyettesítéssel ellenõriznünk kell a megoldást.

George Washington híd New Yorkban.

VIII. FÜGGVÉNYEK –
TRANSZFORMÁCIÓK
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79. EGYENLETEK ÉS EGYENLÕTLENSÉGEK 
GRAFIKUS MEGOLDÁSA

Oldjuk meg grafikusan a következõ egyenletet!

x2 = 2 – x.

Egyenletünk mindkét oldalának értelmezési tartománya a valós számok
halmaza. Ábrázoljuk az és az függvényeket! 

A két függvény grafikonja a P(–2; 4) és Q(1; 1) pontokban metszi egy-
mást. Át kell gondolnunk, lehet-e több metszéspont. A parabolának és az
egyenesnek nem lehet kettõnél több közös pontja. Ez azt jelenti, hogy az
egyenletnek két megoldása van, mégpedig az x1 = –2 és az x2 = 1. Behe-
lyettesítéssel ellenõrizhetjük, hogy ezek valóban megoldásai az egyenlet-
nek.

Ellenõrzés:
(–2)2 = 2 – (–2),

4 = 4,
12 = 2 – 1,
1 = 1. Tehát mindkét megoldás helyes.

Keressük meg azokat a pozitív egész számokat, amelyek reciprokának hatszorosa ugyanannyi, mint 
amennyivel õk maguk kisebbek hétnél!

A egyenlet megoldásait keressük.

Ábrázoljuk az és az függvényeket az R\{0} halmazon!

A két grafikon a P(1; 6) és a Q(6; 1) pontokban metszi egymást. Tehát
az egyenlet gyökei az x1 = 1 és az x2 = 6. Ezeket behelyettesítéssel el-
lenõrizhet jük. 

= 7 – 1,

6 = 6,

= 7 – 6,

1 = 1, valóban megoldásai az egyenletnek.
6
6

1
6

x x
6

7 x x77 -

x x6 7= -

x x2
7 x x27 -

Megoldás

2. példa

Megoldás

1. példa

x

y

1

0 1

Q(1;1)

P( 2;4)�

x1= 2� x2=1

x

y

1

0 1

Q(6;1)

P(1;6)

x1=1
x2=6

7 � x

6
x
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Oldjuk meg a következõ egyenletet!

.

Az eddigiek alapján nem lesz nehéz dolgunk. 

Ábrázoljuk az és az függvényeket!

A metszéspontok koordinátái könnyen leolvashatók. P(–2; 2)
és Q(6; 6). Tehát a megoldások: x1 = –2, x2 = 6. Ezeket köny-
nyen ellenõrizhetjük:

(Nem érettségi tananyag.)
Keressünk olyan pozitív számokat, amelyek kétszereséhez az

egész részüket hozzáadva 5-öt kapunk!

Feladatunk egyenértékû az [x] + 2 · x = 5 egyenlet megoldásá-
val. Ha grafikusan akarjuk megoldani a problémát, akkor célszerû át-
alakítani egyenle tünket.

[x] + 2 · x = 5 /–2 · x
[x] = –2 · x + 5

Most már ábrázolhatjuk a két függvényt. f(x) = [x] és g(x) = –2 · x + 5.
A két görbének nincs közös pontja. Az f függvény görbéjéhez nem

tartozik hozzá a P(2; 1) pont, hiszen [2] = 2. Tehát az egyenletnek
nincs megoldása.

(Nem érettségi tananyag.)
Keressük meg az összes olyan számot, amelyek harmadát 1-bõl kivonva eredményül a szám tört részét kapjuk!

2 2
1 2 3

6 2
1 6 3

$

$

= +

= +

- -] g

x x7 x x2
1 37 +

x x2
1 3= +

Megoldás

Megoldás

4. példa

5. példa

Megoldás

3. példa

x

y

1

0 1

Q (6;6)

P ( 2;2)�

x1= 2� x2=6

+ 3x1
2

| |x

x

y

1

0 1

[ ]x�2 + 5x

x

y

1

0 1

{ }x
S (3; 0)

P ( );3
4

3
4

R ( );9
4

1
4

Q ( );3
2

1
2

1
3

� x + 1

x4=33
4x1=

9
4x3=

6
4x2=

A feladat a egyenlet

megoldását kívánja tõlünk. Az egyen-
let algebrai megoldása kicsit hosszadal-
masnak tûnik. A függvények segítsé-
gével viszont elég gyorsan célhoz 
érhetünk. Tehát ábrázolnunk kell az

és az függvényeket. 1x x
37 -x x7 ! +

1x x
3= -! +
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79. EGYENLETEK ÉS EGYENLÔTLENSÉGEK GRAFIKUS MEGOLDÁSA

Most nem tudjuk közvetlenül leolvasni az összes megoldást. Azt viszont láthatjuk, hogy egyenletünknek pontosan
négy megoldása van. Ha x = 0, akkor a (0; 1) nem megoldás, mert az {x} grafikonjának a (0; 1) nem pontja. Az S(3; 0)
pont könnyen leolvasható a grafikonról. Az x1-rõl csak annyit tudunk, hogy 0< x1<1. Viszont itt egyszerû algebrai átala-
kításokkal hamar célhoz érünk. Tudjuk, hogy {x} = x, ha 0 ≤ x < 1, ezért egyenletünk így alakul:

x = /· 3

3 · x = 3 – x /+ x
4 · x = 3 /: 4

x = , tehát és . Az eredményt könnyen ellenõrizhetjük.

= /⋅ 3

= ,

= , valóban megoldás.

Az x2-rõl látjuk, hogy 1 < x2 < 2. Ebben az intervallumban a {x} = x – 1, hiszen az grafikonját eggyel toltuk
„lejjebb”. Itt egyenletünk így alakul:

x – 1 = /· 3

3 · x – 3 = 3 – x /+ x
4 · x – 3 = 3 /+ 3

4 · x = 6 /: 4

x = , tehát , . Ellenõrzés: = ,

= .

Ha 2 ≤ x < 3, akkor az képét úgy kapjuk, hogy az görbét kettõvel „lejjebb” toljuk. Így ezen az in-
tervallumon {x} = x – 2.

Az egyenlet alakú lesz.

x – 2 = /· 3

3x – 6 = 3 – x /+ x
4x – 6 = 3 /+ 6

4x = 9 /: 4

x = , tehát és .

Tehát egyenletünk megoldásai: , , , x4 = 3.x 4
3

1 = x 2
3

2 = x 4
9

3 =

4
9 x 4

9
3 = ;R 4

9
4
1

b l

1 x
3-

2 1x x
3=- -

x x7 ! + x x7

2
1

2
1

4
6

2
3

= x 2
3

2 = ;Q 2
3

2
1

b l 2
3

& 0 1 3
1

2
3

- b l

1 x3
1

-

x x7

4
3

4
3

4
3 1 4

1
-

4
3

& 0 1 3
1

4
3

- b l

4
3 x 4

3
1 = ;P 4

3
4
3

b l

1 x3
1

-

Ellenõrzés: = ,

= ,

= .4
1

4
1

1 4
3

-2 4
1

+& 0

1 3
1

4
9$-4

9
& 0
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Érdemes a függvényeket még egyszer felrajzolni;
négyzethálós füzetünkben egy egységet két cm-nek
véve.

Egyenleteinket rendszerint nullára rendezzük. Ha
ilyen formában szeretnénk megoldani grafikus mód-
szerrel, akkor az egyik függvény az azonosan nulla
függvény lesz. Ennek képe az x tengely. Tehát lénye-
gében a másik oldalnak megfelelõ függvénynek az x
tengellyel való metszéspontjait keressük. 

Egy róka tõle 30 m távolságra megpillant egy nyulat, és azonnal a

nyomába ered. A róka 8 , a nyúl pedig 6 sebességgel tud futni.

A nyúl egyetlen esélye, hogy a róka csak 10 másodpercig tud ilyen
gyorsan futni. Megmenekül-e a nyúl?

Grafikus megoldással kísérletezünk.
Fizikai tanulmányainkból tudjuk, hogy az egyenletes

mozgást végzõ test által megtett út (s) a sebesség (v) és az el-
telt idõ (t) szorzata. Az x tengelyen az eltelt idõt másodperc-
ben, az y tengelyen pedig a róka kezdeti helyzetétõl mért tá-
volságot méterben mérjük. 

A róka helyzetét az f(x) = 8x függvény adja meg, ahol az
x az eltelt idõt, f(x) pedig a kezdeti helyzettõl mért távolságot
jelenti. Természetesen x ≥ 0.

A nyúl esetében a g(x) = 30 + 6x lesz a megfelelõ függ-
vény.

Ábrázoljuk mindkét függvényt ugyanabban a koordináta-
rendszerben.

Jól látható, hogy a rókának 15 másodpercre lenne szük-
sége ahhoz, hogy utolérje a nyulat. Mivel a róka csak tíz má-
sodpercig tud ilyen sebességgel futni, ezért a nyúl megme-
nekül. 

A grafikonról azt is leolvashatjuk, hogy tíz másodperc alatt
a kezdeti 30 m-es elõnybõl csak 10 m maradt. 

s
m

s
m

6. példa

x (s)

y (m)
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0 1
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6 + 30x
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P ( );3
4

3
4

R ( );9
4

1
4

Q ( );3
2

1
2

1
3

� x + 1
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79. EGYENLETEK ÉS EGYENLÔTLENSÉGEK GRAFIKUS MEGOLDÁSA

Oldjuk meg grafikusan a 2x – 3 > 6 – x egyenlõtlenséget!

Mindkét oldal értelmezési tartománya az összes valós szám.
Most is ábrázoljuk az és függvényeket!
Olyan x-eket keresünk, amelyekre az f függvény értékei nagyob-
bak a g értékeinél. Mivel a grafikon pontjainak második koordi-
nátája a függvényérték, ezért azon x értékeket keressük, ame-
lyekre az f képének pontjai g képének pontjai fölött vannak.

Nézzük a grafikonokat!
Az ábrán jól látható, hogy x = 3-nál a két függvény értékei

megegyeznek. Ha viszont x > 3, akkor az f képének pontjai van-
nak fölül. Tehát a megoldáshalmaz a háromnál nagyobb számok.

Például x = 4-nél:
2 · 4 – 3 = 5 > 6 – 4 = 2.

Tehát a megoldáshalmaz M = ]3; ∞[. 
Az egyenlõtlenséget algebrai úton is megoldhatjuk:

2x – 3 > 6 – x /+ x
3x – 3 > 6 /+ 3

3x > 9 /: 3
x > 3.

Ily módon egyszerûbben jutottunk eredményre, de ez nem
mindig van így. A függvények néha akkor is segíthetnek, amikor
az algebrai átalakítások csõdöt mondanak.

Az 7. példa módszerét általánosíthatjuk is. 

Az f(x) < g(x) egyenlõtlenség grafikus megoldása érdekében
mindkét függvényt ábrázoljuk.

Megkeressük az f függvénygörbe azon pontjait, amelyek a g
függvénygörbe pontjai alatt helyezkednek el. Ezeknek az elsõ ko-
ordinátái alkotják a megoldáshalmazt. Természetesen az egyen -
lõtlenségünk értelmezési tartománya csak a két függvény értel-
mezési tartományának a közös része lehet. 

Tehát M ⊆ Df ∩ Dg,

f(x) < g(x),

a megoldás: x1 < x < x2.

: 2 3f x x7 - : 6g x x7 -

x

y

1

0 1

M y2( ; )x2 2

x1 x2

M y1( ; )x1 1

g x( )

f x( )

Megoldás
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EGYENLÕTLENSÉGEK MEGOLDÁSA GRAFIKUS MÓDSZERREL

x

y

1

0 1
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2 3x �

6 x�
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VIII. FÜGGVÉNYEK – TRANSZFORMÁCIÓK

Oldjuk meg grafikusan a következõ egyenlõtlenséget!

.

Ábrázoljuk a függvényeket: , g(x) = 7 – x2! Az egyenlõtlenség értelmezési tartománya R\{0}.

Az ábrázoláshoz készítsünk táblázatot!

A metszéspontok koordinátáit már a táblázatból is kiolvas-
hatjuk, P(–3; –2), Q(1; 6), R(2; 3).

Három olyan intervallumot találunk, ami megoldása fel -
adatunknak:

M = ]–∞; –3] ∪ ]0; 1] ∪ [2; ∞[.

f x x
6

=] g

x x6 7 2$ -

Megoldás

8. példa

x –5 –4 –3 –2 –1 1 2 3 4 5 6

x
6 –1,2 –1,5 –2 –3 –6 6 3 2 1,5 1,2 1

x2 25 16 9 4 1 1 4 9 16 25 36

7 – x2 –18 –9 –2 3 6 6 3 –2 –9 –18 –29

x

y

1

0 1

R (2; 3)

Q (1; 6)

7 � x 2

6
x

P ( 3; 2)� �
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79. EGYENLETEK ÉS EGYENLÔTLENSÉGEK GRAFIKUS MEGOLDÁSA

8 millió forintom van a bankban, évente 2 milliót tudok
megtakarítani. A barátomnak ugyan egy forintja sincs a bank-
ban, de éves szinten 4 milliót tud megtakarítani. Mennyi ideig
érezhetem gazdagabbnak magam nála?

Jelöljük an-nel a bankban lévõ pénzemet n év múlva mil-
lióban. Legyen bn a barátom vagyona a bankban, szintén mil-
lióban. Az n egy nemnegatív egész számot jelent. Két soroza-
tot kapunk:

an = 8 + n · 2,
bn = 4 · n.

Ábrázoljuk mindkét sorozatot egy koordináta-rendszerben!
A grafikonról leolvasható, hogy a negyedik év végéig én le-

szek a gazdagabb. Mivel év közben nem tudjuk pontosan, mi
történik, ezért feltételezzük, hogy vagyonunk egyenletesen
gyarapszik. Négy év elteltével pontosan ugyanannyi pénzünk
lesz. Utána pedig már a barátom lesz a vagyonosabb.

3. 

2. 

1. 

Megoldás

x (év)

y (millió)

4

0 1

M(4;16 )

an

bn

FELADATOK

Oldjuk meg az elsõ négy példa megoldásának felhasználásával a következõ
egyenlõtlenségeket!

K1 a) x2 > 2 – x; K2 c) ;

K2 b) ;            Nem érettségi tananyag: d) .

Oldjuk meg az egyenleteket!
K1 a) x2 = 2x; E1 b) x2 = |x|;       Nem érettségi tananyag: c) [x] = x2 – 2.

Oldjuk meg az egyenlõtlenségeket!

K1 a) ; E1 b) x2 – 6 > –|x|; K2 c) x2 + 6x + 5 ≤ 0.

Gyõr és Miskolc távolsága autópályán 300 km. Reggel egy idõben elindul két személyautó egy-

mással szemben. A Gyõrbõl indulónak 70 , a Miskolcról indulónak pedig 80 az átlagse-

bessége. Az indulás után mennyi idõvel találkoznak? Mennyi idõ múlva lesz a két autó távolsága
30 km? (Ábrázoljuk az autók távolságát az idõ függvényében!)

x x2
1 31 + x x1 32 -! +

x x6 71 -

ra
km
ó ra

km
ó 

x x1 21+

4. K2

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény I.: 153. oldal.

Fogalmak
grafikus megoldás;
egyenletek grafikus

megoldása;
egyenlõtlenségek

grafikus 
megoldása.

Ajánlott feladatok

9. példa
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FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK 
(Olvasmány)

A korábbi leckékben megismerkedtünk a függvények néhány alaptípusával. Az ábrázolások során megtapasztaltuk,
hogy a hozzárendelési szabály kis változtatása hogyan módosítja a függvény grafikonját. 

Ezeket az ismereteket foglaljuk most össze.

I. A függvénygörbe eltolása az y tengely mentén.

f1(x) = |x|, f2(x) = |x| – 2, f3(x) = |x| + 3,
g1(x) = x2, g2(x) = x2 – 2, g3(x) = x2 + 3.

Bár mindkét esetben más volt az alapfüggvényünk, mégis ugyanaz az
eltolás vezetett eredményre. 

Ezekbõl arra következtethetünk, hogy tetszõleges függvény képének is-
meretében ábrázolni tudjuk a tõle csak egy konstansban különbözõt.

Ezt egyszerûen leírhatjuk a függvények nyelvén : f(x) → f(x) + c.
A grafikont el kell tolnunk az y tengely mentén c-vel. 

II. A függvénygörbe eltolása az x tengely mentén. 

Az elsõ esetben a függvény értékét változtattuk meg, most viszont a
változót fogjuk. 

Lássuk a példákat!

f1(x) = |x|,   f2(x) = |x – 2|,   f3(x) = |x + 3|.

x –3 –2 –1 0 1 2 3

|x| 3 2 1 0 1 2 3

|x| – 2 1 0 –1 –2 –1 0 1

|x| + 3 6 5 4 3 4 5 6

x –3 –2 –1 0 1 2 3

x2 9 4 1 0 1 4 9

x2 – 2 7 2 –1 –2 –1 2 7

x2 + 3 12 7 4 3 4 7 12
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x

y

1

0 2

x2
� 2

x2
+ 3

x2

x

y

1

0 2

| | 2x �

| |+ 3x

| |x

x –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

|x| 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4

x – 2 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2

|x – 2| 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2

x + 3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7

|x + 3| 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7
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g1(x) = x2,   g2(x) = (x – 2)2,   g3(x) = (x + 3)2.

Itt is eltolással kaptuk meg az új függvényt az eredetibõl.
A képletben a változó helyére egy új változót helyettesí-

tünk. Egyszerûen így foglalhatjuk össze: f(x) → f(x – c). Tehát
az f(x) képének ismeretében tudjuk ábrázolni az f(x – c)-t. Az
eredeti függvény grafikonját el kell tolnunk c-vel az x tengely
mentén. Ha c > 0 (pl. 2, f(x – 2)), akkor pozitív irányba kell
eltolnunk, ha c < 0 (pl. –3, f(x – (–3)) = f(x + 3)), akkor pedig
negatív irányba az x tengely mentén. 

Jelen esetben c = –3, illetve c = 2.

Vigyázz!
Ha a függvényt pozitív irányba toljuk az x tengely men-

tén c-vel, a képletben x helyett (x – c)-t helyettesítünk!

III. Szorozzuk meg a függvényt egy számmal!

f1(x) = |x|, f2(x) = 2|x|, .

x

y

1

0 1

( 2x 2
� �

( + 3x �
2

x2

f x x2
1

3 =] g

x

y

0 1

| 2|x �| + 3x |

| |x

x –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

x2 25 16 9 4 1 0 1 4 9 16

x – 2 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2

(x – 2)2 49 36 25 16 9 4 1 0 1 4

x + 3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7

(x + 3)2 4 1 0 1 4 9 16 25 36 49
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g1(x) = x2, g2(x) = 2x2, ;

A függvények hozzárendelési szabálya csak annyiban változott, hogy
megszoroztuk egy pozitív számmal. A rajzokon jól látható, hogy ebben az
esetben a grafikon pontjai egy függõleges egyenes mentén mozdulnak
el. Az x tengelytõl mért elõjeles távolságuk változik pontosan annyiszo-
rosára, mint amennyivel a függvényt szoroztuk. A tengelyen lévõ pontok
helyben maradnak. Ha egynél nagyobb számmal szorzunk, akkor a pon-
tok távolodnak az x tengelytõl, és ezt mi nyújtásnak fogjuk nevezni. Ha
egynél kisebb ez a szám, akkor zsugorításról beszélünk. Ezt a geometriai
transzformációt az x tengelyre történõ merõleges affinitásnak nevezzük.

Tehát f(x) → c · f(x), ahol c > 0, de c ≠ 1, akkor ez vagy nyújtás 
(c > 1), vagy zsugorítás (0 < c < 1).

IV. Nézzük meg a c = –1 esetet!

f1(x) = |x|, f2(x) = –|x|;

g1(x) = x2, g2(x) = –x2. 

g x x2
1

3
2=] g

x –3 –2 –1 0 1 2 3

x2 9 4 1 0 1 4 9

–x2 –9 –4 –1 0 –1 –4 –9

|x| 3 2 1 0 1 2 3

–|x| –3 –2 –1 0 –1 –2 –3
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Látható, hogy f(x) → –f(x) esetén az x tengelyre vonatkozó tükrözés
vezet eredményre.

Egy függvényábrázolás során lehet, hogy ezeket a transzformációkat
többször kell alkalmaznunk egymás után. Például:

f(x) = (x – 3)2 – 4.
Nézzük, hogyan kell ezt a függvényt transzformációk egymásutánjá-

val ábrázolni.
Kiindulunk az x2 grafikonjából. Ezt hárommal „jobbra” (az x tengely

mentén pozitív irányba) tolva kapjuk az (x – 3)2-et. Ha ezt eltoljuk néggyel
„lefelé” ( az y tengely mentén negatív irányba), akkor megkapjuk f(x)
képét. Ezt egyszerûen így írhatjuk:

x2→ (x – 3)2→ (x – 3)2 – 4.

Ábrázoljuk az f(x) = –2(x + 2)2 + 2 függvényt!

Nézzük, hány transzformációs lépéssel juthatunk el idáig az x2 grafikonjából kiindulva!

x2→ 2x2→ –2x2→ –2(x + 2)2→ –2(x + 2)2 + 2.

Tehát elõször nyújtjuk kétszeresére, majd tükrözzük az x tengelyre, ezután eltoljuk kettõvel „balra” (az x tengely
mentén negatív irányba), végül eltoljuk 2-vel „felfelé” (az y tengely mentén pozitív irányba).

x

y

1

0 2

�x2

x2
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Megjegyzés
Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a következõ sorrendben hajtjuk végre

az ábrázolást:
x2→ (x + 2)2→ 2(x + 2)2→ –2(x + 2)2→ –2( x + 2)2 + 2.

Megjegyzés
Minden másodfokú kifejezést átalakíthatunk erre a transzformációs alakra. 
Nézzünk két egyszerû példát!

Készítsük el az f(x) = x2 + 4x függvény grafikonját!

Ilyen alakban nem tudjuk leolvasni a transzformációs lépéseket. Algebrai ta-
nulmányaink során megismerkedtünk a másodfokú kifejezések azonos átala-
kításaival. Ezek közül most a teljes négyzetté alakítást fogjuk használni. 

x2 + 4x = x2 + 4x + 4 – 4 = (x2 + 4x + 4) – 4 = (x + 2)2 – 4. Így már el-
végezhetjük a transzformációs lépéseket.

Az ábrázoláshoz két lépésre lesz szükség.
x2 → (x + 2)2 → (x + 2)2 – 4, vagyis a normálparabolát elõször eltoljuk

„balra” két egységgel, majd „lefelé” 4 egységgel.

Ábrázoljuk az f(x) = –2x2 – 8x – 6 függvényt! Keressük meg a parabola ten-
gelypontját!

Újra teljes négyzetté alakítással próbálkozunk. Elõtte azonban emeljük ki az x2 együtthatóját az egész kifejezésbõl!

–2x2 – 8x – 6 = –2(x2 + 4x + 3) = –2[(x + 2)2 – 1] = –2(x + 2)2 + 2.

Megkaptuk az elsõ példában már ábrázolt függvényt. Így a tengelypont koordinátáit is könnyen meghatározhatjuk:
T(–2; 2).

A másodfokú függvények ábrázolása során tanultakat hasznosíthatjuk más függvények ábrázolásánál is.

x

y

1

0 1

x2

T ( 2; 2)�

�2( 2) +2x + 2

( 2)x + 2
2( 2)x + 2

�2( 2)x + 2
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Ábrázoljuk az függvényt!

Most az alapfüggvény az , aminek a képe hiperbola, melynek aszimp-

totái az x és y tengely.
Nézzük a transzformációs lépéseket!

.

Az elsõ lépésben eltoljuk a hiperbolát kettõvel jobbra. Ekkor viszont a
függõleges aszimptota, vagyis az y tengely is kettõvel jobbra mozdul. Az új
aszimptotát egy függõleges szaggatott vonallal jelöljük. A második lépésben
3-mal felfelé (az y tengely mentén pozitív irányba) toljuk el grafikonunkat.
Ekkor a vízszintes aszimptota, vagyis az x tengely is hárommal feljebb kerül.
Húznunk kell egy vízszintes szaggatott vonalat, ami 3-nál metszi az y ten-
gelyt.

A transzformációk megváltoztatták az értelmezési tartományt és az értékkészletet is.

Az -nek az ÉT-a és az ÉK-e is az összes valós szám, kivéve a nulla.

Az -nak az ÉT-a az összes valós szám, kivéve a 2-t, az ÉK-e az összes valós szám, kivéve a 3-at.

A transzformációk alkalmazása során mindig ügyelnünk kell arra, hogy a megfelelõ helyeken értelmezve legyenek
a függvényeink.

Ábrázoljuk az függvényt!

Itt szintén nem tudjuk rögtön leolvasni a transzformációs lépéseket.
Szükségünk van némi átalakításra. Ezt ezután transzformációs alakra hozás-
nak, vagy „egész rész leválasztásnak” hívjuk.

.

Végeredményben egy olyan törtet kaptunk, ahol a számlálóból eltûnt
az x.

Így már fel tudjuk írni a transzformációkat.

.

A hiperbolát elõször eltoljuk 2-vel „jobbra”, utána tükrözzük az x ten-
gelyre, végül kettõvel eltoljuk „felfelé”.

x x x x
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1 2" " "
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-
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VIII. FÜGGVÉNYEK – TRANSZFORMÁCIÓK

Megjegyzés
Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha transzformációkat a következõ sorrendben végezzük el:

Ábrázoljuk a következõ függvényeket a megfelelõ transzformációs lépések segítségével!
Keressük meg a tengelypontok koordinátáit!

K1 a) f(x) = (x + 2)2 – 9; K2 c) h(x) = –x2 + 8x – 12;
K2 b) g(x) = x2 – 6x + 6; E1 d) i(x) = 0,5x2 + 3x + 3,5.

K1 a) ; K2 b) ; K2 c) .

a) f(x) = |x – 2| – 2; b) g(x) = –3|x + 3| – 3; c) h(x) = 0,5|x – 4| – 4.

Nem érettségi tananyag: a) f(x) = 3{x} – 1; b) g(x) = – {x} + 1. 

Gyakorló és érettségire felkészítõ feladatgyûjtemény II.: 742; 743; 744; 745; 753./a), d), e), f).

x x x x
1 1

2
1

2
1 2" " "- -

-
-

-
+

h x x
x

4
3 13

=
-

- +] gg x x
x

1
1

=
+
-] gf x x 3

3 3=
-

-] g

1. 

FELADATOK

2. 

3. K1

4. 

Ajánlott feladatok

Fogalom
függvénytranszformációk.

Név: Balázs
Lakhely: Budapest
Végzettség: angol–magyar szakos tanár
Jelenlegi beosztás: doktori hallgató, angol- és drámatanár 
Milyen tantárgyakból felvételizett, tanult emelt szinten? Magyar nyelv és irodalom, angol nyelv.

Sziasztok!

Általános iskolás korom óta érdekel a matematika, elsősorban mindig is a kihívást jelentő, több gondolkodást
igénylő, rejtvényszerű feladatokat szerettem: azt, ahogyan egy elsőre talán kuszának látszó egyenletből,
szöveges feladatból vagy éppen geometriai problémából a megfelelő lépések felfedezése közben egyszerre csak
kibomlik a megoldás. Bár érettségi után az angol–magyar szakot választottam, a matematika iránti érdeklődés és
az ilyenfajta rendszerteremtő és problémamegoldó feladatok igénye az egyetem évei alatt is utat tört magának,
mikor angol nyelvészeti szemináriumokat hallgattam, majd később tanítottam is, hiszen e tudományág ma
elsősorban a matematikai és természettudományos megközelítéseken alapul.
Az egyetem elvégzése után angoltanítással, irodalom- és színháztudománnyal, illetve színházrendezéssel
foglalkozom, és bár látszólag egyiknek sincsen egyértelmű kapcsolódása a számtannal, a korábbi matematikai
képzésnek olyan gondolkodásmódot és problémamegoldó képességet köszönhetek, amelyeknek nemcsak jelenlegi
munkaköreimben veszem hasznát, hanem az élet bármely más területén is.
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NEVEK

Bhászkara 96
Bolyai János 69
Cantor 44
de Morgan 33
Descartes 51, 151
Diophantosz 267
Dirichlet 159
Eukleidész 69
Euler 159
Gauss 34
Leibniz 40
Lobacsevszkij 69
Mascheroni 75
Mohr 75
Püthagorasz 80
Platón 74
Steiner 75
Thalész 80, 222
Venn 23

FOGALMAK

A

abszcissza 163
abszolút érték

– szám abszolút értéke 179
– vektor abszolút értéke 244

abszolútérték-függvény 179
alakzat egyenlete 164
alakzatok egybevágósága 248
alapmûveletek (a racionális számok

halmazán) 97
algebrai kifejezés 124
algebrai törtkifejezés 124
állítás, kijelentés 258
alulcsordulás* 116
arányosság

– egyenes arányosság 156
– fordított arányosság 157

aszimptota* 190
asszociativitás 32, 245
átlag 207
átló 91
átmérô 71
átvitel 118
azonos egyenlôtlenségek 258

azonos együtthatók módszere 
282

azonosság 258

B

behelyettesítô módszer 282
beírt kör (háromszögé) 83
belsô szögek összege 

– háromszögben 78
– sokszögben 92

belsô szögfelezôk (háromszögé) 83
bôvítés 15, 97

C

csúcsszög 71

D

deltoid 72, 88
– konkáv deltoid 88

derékszögû háromszög 71
Descartes-féle koordináta-rendszer

51, 164
diagram 201
differencia (különbség) 177
diofantoszi egyenlet 267
diszkusszió* 74
disztributivitás 132

E

egész rész* 196
egészrész-függvény* 196
egész szám 15
egész típusú kifejezés 124
egyállású szög 71
egy- és többváltozós kifejezések 123
egybevágóság 248

– alakzatok egybevágósága 248
– háromszögek egybevágóságának

alapesetei 249
egybevágósági transzformáció 218
egyenes arányosság 156
egyenestartó (transzformáció) 217
egyenlet 257

– egyenlet gyöke 257
– alakzat egyenlete 164
– diofantoszi egyenlet 267
– ~ grafikus megoldása 261
– ekvivalens egyenletek 270

egyenletrendszer 281
– elsôfokú egyenletrendszer 281
– ~ megoldási módszerei 282

egyenlô szárú háromszög 78
egyenlô szárú trapéz 87
egyenlôtlenség 258

– ~ grafikus megoldása 261
egyértelmû hozzárendelés 160
egyesítés (unió) 30
egynemû kifejezés 126
egyszerûsítés 15, 97, 148
egytagú kifejezés 126
együttható 126
ekvivalens átalakítások 270
ekvivalens egyenletek 270
elégséges feltétel 56, 249
elem 21
elemi esemény 213
ellentett 15
elôjelfüggvény* (szignum) 198
elsôfokú egyenletrendszer 281
elsôfokú (lineáris) függvény 172
eltolás 241
érintô 73
érintônégyszög 223
értékes számjegy* 122
értékkészlet 160

– értékkészlet vizsgálata 263
értelmezési tartomány 123, 160

– ~ vizsgálata 262
euklideszi szerkesztés 74

F

faktoriális 37
fix alakzat 217
fix pont 217
fokszám (polinomé) 129
fordított arányosság 157
forgásszimmetria 234
forgásszimmetrikus alakzat 234
forgásszög 234
forgatás (pont körül) 234
függvény 159

– függvény ábrázolása 166
– abszolútérték-függvény 179
– egészrész-függvény* 196
– elsôfokú (lineáris) ~ 172
– ~ értelmezési tartománya 160

FOGALOMTÁR
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– függvény értékkészlete 160
– függvény görbéje 167
– függvény grafikonja 167
– függvény maximuma 188
– függvény minimuma 188
– függvénytranszformációk 302
– függvény zérushelye 172
– konstans függvény 169
– lineáris függvény 172
– logikai függvény 258
– másodfokú függvény 183
– páratlan függvény 191
– páros függvény 191
– periodikus függvény* 197
– racionális törtfüggvény 190
– törtrész-függvény* 196

G

geometriai transzformáció 217
– egyenestartó ~ 217
– körüljárástartó ~ 217
– megfordítható ~ 217
– szögtartó ~ 217
– távolságtartó ~ 218

gömb 53
gráf 59

– gráf csúcsai (pontjai) 59
– gráf élei 59

grafikon 167
grafikus megoldás 261

– egyenletek ~-a 261
– egyenlôtlenségek ~-a 261

grafikus módszer 282
gyakorisági eloszlás 209
gyök (egyenleté) 257

H

halmaz 21
– halmaz eleme 21
– halmaz elemszáma 41
– halmazmûveletek 30
– halmazmûveletek tulajdonságai

32
– halmazok egyenlôsége 25
– halmazok különbsége 30
– halmazok metszete (közös

része) 30
– halmazok uniója (egyesítése) 30
– halmaz része 23
– halmaz részhalmaza 23
– komplementer ~ 31
– üres halmaz 22
– ~ részhalmazainak a száma* 63

hamis gyök 270
háromszög

– derékszögû háromszög 71
– hegyesszögû háromszög 71
– tompaszögû háromszög 71
– háromszög beírt köre 83
– ~ belsô szögfelezôi 83
– egyenlô szárú háromszög 78
– háromszög-egyenlôtlenség 78
– háromszögek egybevágóságának

alapesetei 249
– háromszög hozzáírt körei * 84
– háromszög köré írt köre 83
– háromszög középvonala 228
– háromszög külsô szögfelezôi 84
– háromszög magassága 72, 232
– háromszög magasságpontja 232
– háromszög magasságvonala 231
– háromszög oldalai és szögei kö-

zötti kapcsolat 78
– háromszög oldalait érintô kör 85
– háromszög súlypontja 232
– háromszög súlyvonala 232
– szabályos háromszög 78

határozatlan 123
hatványozás 105

– ~ azonosságai 108, 109
– alap 105
– kitevô 105

hegyesszögû háromszög 71
helyes számjegy* 122
helyettesítési érték 124, 130
hiba* 121
hiperbola 190
hozzáírt kör (háromszögé)* 86
hozzárendelés 155
hozzárendelési szabály 155
húr 73
húrtrapéz 87

I

identitás (helyben hagyás) 217
indirekt bizonyítás 82
intervallum (zárt, nyílt, félig zárt,

félig nyílt) 50
invariáns alakzat 217
irányított szakasz 241, 243
irracionális szám 17, 64
ismeretlen 123
ívhossz 237
ívmérték 237

K

karakterisztika 111
képhalmaz 160
kerekítés 117
kerekítési szabály 118

két kör közös érintôi 242
kiegészítô szög 70
kifejezés

– algebrai kifejezés 124
– algebrai törtkifejezés 124
– kifejezés értelmezési tartomá-

nya (alaphalmaza) 123
– ~ helyettesítési értéke 124
– egész (típusú) kifejezés 124
– egynemû kifejezések 126
– egytagú kifejezések 126
– egy- és többváltozós kifejezések

123
– többtagú kifejezések 127, 132
– törtkifejezés 124

kijelentés, állítás 258
kommutativitás 32, 243
komplementer halmaz 31
komplementer leszámolás 37
konkáv deltoid 88
konkáv sokszög 73, 92
konstans függvény 169
konvex

– alakzat 73
– sokszög 73, 92
– sokszög belsô szögeinek az ösz-

szege 92
koordináta 51, 163
koordináta-rendszer 51, 164
korfa 204
kör 53, 73

– érintkezô körök 73
– koncentrikus körök 73
– körcikk (és területe) 73, 239
– körív 73, 236
– körív hossza 232, 236
– körszelet (és területe) 73, 239
– kör kerülete 11
– kör területe 11

kördiagram 203
köré írt kör (háromszögé) 83
körüljárási irány (pozitív, negatív)

217
körüljárástartás 217
közelítô érték 118
középpárhuzamos 55
középponti szög 236
középpontosan szimmetrikus 

alakzat 226
középpontos szimmetria 226
középpontos tükrözés 225
középvonal

– háromszög középvonala 228
– paralelogramma ~-a 228
– trapéz középvonala 228
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közönséges tört 16
közös rész (metszet) 30
különbség (differencia) 177
különbség (halmazoké) 30
külsô pontból húzott érintôszaka-

szok 223
külsô szög 72, 78

– sokszögek külsô szögeinek ösz-
szege 92

külsô szögfelezôk (háromszögé) 84

L

lineáris függvény 172
logikai függvény 258
logikai szitaformula 42, 62

M

magasság 231
magasságpont 232
magasságvonal 232
másodfokú függvény 183
maximumérték 188
maximumhely 188
medián 207
megfordítható geometriai transzfor-

máció 217
megoldáshalmaz 265
megszámlálhatóan végtelen* 44
mellékszög 70
meredekség 171
mérlegelv 270
merôleges egyenes szerkesztése 76
merôleges szárú szög 71
metszet (közös rész) 30
minimumérték 188
minimumhely 188
módusz 206
Möbius-szalag* 95
mûveleti sorrend 17, 97
mûveleti tulajdonságok

– asszociativitás 32, 245
– disztributivitás 132
– kommutativitás 32, 245

N

negatív egész szám 15
negatív körüljárási irány 217
negatív szám 27
négyszög 72

– négyszög középvonala 228
– négyszögek területe 89

négyzet 72, 87
nem megszámlálhatóan végtelen*

44
nevezetes szorzatok 135, 139

n faktoriális 37
normálalak 111

– karakterisztika 111
nullvektor 244

O

oldalfelezô merôleges (háromszögé)
83

ordináta 163
origó 51, 163
oszlopdiagram 201

Ö

összeadási szabály 36

P

parabola 179
paralelogramma 72, 87

– ~ középvonala 228
paraméter 278
paraméteres egyenletek, egyenlôt-

lenségek 278
páratlan függvény 191
párhuzamos egyenespár 53
párhuzamos egyenes szerkesztése

77
páros függvény 191
periodikus függvény* 197
permanenciaelv* 108
Pitagorasz-tétel és megfordítása 80,

81
polinom 127

– egyváltozós polinom 130
– mûveletek polinomokkal 

132
– többváltozós polinom 130
– polinom fokszáma 129
– ~ helyettesítési értéke 130
– polinom zérushelye 130
– polinomok egyenlôsége 130

pont 47
pont körüli elforgatás 234
ponthalmaz 47
ponthalmaz egyenlete 168
pótszög 70
pozitív egész szám 15
pozitív körüljárási irány 217
pozitív szám 27

R

racionális szám 16, 64
racionális törtfüggvény 190
radián 238
reciprok 17, 190
rendezett számpár 161, 163

részhalmaz 23
rombusz 72, 87

S

sokszög 73, 91
– konkáv sokszög 73, 92
– konvex sokszög 73, 92
– konvex sokszög átlóinak a

száma 91
– sokszögek egybevágóságának

elégséges feltétele 249
– sokszög szögösszege 92

sorozat 177
sugár 73
súlyozott számtani közép 209
súlypont 232
súlyvonal 232

SZ

szabályos háromszög 78
szabályos sokszög 92
szakasz adott arányú felosztása 77,

229
szakaszfelezô merôleges 54

– ~ szerkesztése 76
szám

– irracionális szám 17
– negatív egész szám 15
– negatív szám 27
– pozitív egész szám 15
– pozitív szám 27
– racionális szám 16
– a számfogalom kialakulása 

14
– természetes szám 15
– valós szám 19

számegyenes 48
számírás 14
számosság (halmazoké)* 44
számtani közép 207

– súlyozott számtani közép 
209

számtani sorozat 177
százalékalap 104
százalékérték 104
százalékláb 104
százalékpont 104
szelô 73
szimmetria

– forgásszimmetria 234
– középpontos szimmetria 226
– szimmetriacentrum 226
– tengelyes szimmetria 219

szimmetrikus differencia* 31
szorzási szabály 35
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szorzattá alakítás 141, 265
– ~ módszerei 141
– csoportosítás 143
– kiemelés 142
– ~ nevezetes szorzatok felhasz-

nálásával 144
szög, szögtartomány 70

– csúcsszög 71
– egyállású szög 71
– kiegészítô szög 70
– mellékszög 70
– merôleges szárú szög 71
– pótszög 70
– váltószög 71

szögfelezô 55
szögfelezô szerkesztése 76
szögmásolás 76
szögösszeg

– belsô szögek összege (három-
szög, sokszög) 78, 92

szögtartó (transzformáció) 217
szükséges és elégséges feltétel 

56
szükséges feltétel 56, 254

T

távolságtartó (transzformáció) 218
téglalap 72, 87
teljes négyzet 145
tengely 163
tengelyes szimmetria 219
tengelyes tükrözés 218
tengelyesen szimmetrikus alakzatok

219
tengelymetszet 172

tengelypont 183
természetes szám 15
terület

– kör területe 11
– körcikk, körszelet területe 239
– négyszögek területe 89

Thalész-kör 223
Thalész-tétel 222
Thalész-tétel megfordítása 222
tizedes tört 17, 64

– mûveletek tizedes törtekkel 98
– véges tizedes tört 18
– végtelen tizedes tört 18

tompaszögû háromszög 71
többtagú kifejezések 127, 132
törtkifejezés 124

– ~ egyszerûsítése 148
– ~ osztása 149
– ~ szorzása 149
– mûveletek törtkifejezésekkel

152
tört rész* 196
törtrész-függvény* 196
törtszám 15

– mûveletek törtekkel 97, 98
transzformáció

– egybevágósági ~ 218
– függvénytranszformáció 302
– geometriai transzformáció 217

transzformációk szorzata (egymás-
utánja) 250, 251

trapéz 72, 87
– ~ alapja 87
– ~ középvonala 228
– ~ szára 87

túlcsordulás* 116
tükörtengely 

U, Ü

új ismeretlen bevezetése 284
unió (egyesítés) 30
üres halmaz 22

V

valódi részhalmaz 26
valós szám 19
váltószög 71
változó 123
véges halmaz 41

– ~ részhalmazainak a száma* 63
végtelen halmaz 43
vektor 241, 243

– két vektor összege 245
– két vektor különbsége 247
– nullvektor 244
– vektorok egyenlôsége 243
– vektor abszolút értéke 244
– ~ hossza 244
– ~ iránya 244
– vektorok kivonása 247
– vektorok összeadása 245
– vektorösszeadás tulajdonságai

245
véletlen kísérlet 213
véletlen számok 114
Venn-diagram 23
vonaldiagram 202

Z

zérushely 172
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