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A TANKONYV TEMAKOREI

4. Bevezetés a geometriaba

- DEREKSZOGU HAROMSZOGEK ES PITAGORASZ TETELE

Kivancsi vagy egy olyan sikidomra, melyrdl a fennmaradt elsé irasos emlékek kb. i. e. 2000-bél szarmaznak?

- ALAKZATOK TAVOLSAGA

»Messzi-e még a messzi?” Azaz: hogyan értelmezziik a tavolsagot?

- HAROMSZOGEK NEVEZETES PONTJAI ES VONALAI

Vonalakbdl pontok, pontokbol korok, korokbdl... Nem art iigyelni a haromszogek vonalaira sem.

- DEREKSZOGU HAROMSZOG A KORBEN (THALESZ TETELE)
Mar a gorogok is tudtak...

5. Fiiggvények

- HOGYAN KEZELJUNK SOK-SOK ADATOT?

Mennyi szam!? Van értelme? Tanuld meg, hogyan igazodj ki egy adatsokasagban!

- ABRAZOLJUNK FOLYAMATOKAT!

Szigoru és monoton? Olvass az abrakrol! Ertelmezd a grafikonokat!

- ALAPFUGGYVENYEK MEGISMERESE
Mitél fiigg? Es hogyan?

- SZOVEGES FELADATOK MEGOLDASA FUGGVENNYEL
Szovegbdl grafikon... Abrazoljuk! Na latod, hogy latod!

6. Egybevagosag, négyszogek

- SZIMMETRIAK, TUKROZESEK, ELTOLASOK
Tiikor, biliardasztal, forgo asztal...

Tudod, hogy mi ezekben a k6z6s? A témakor végén mar tudni fogod!

- NEVEZETES NEGYSZOGEK ES JELLEMZOIK

Csticsainak szama négy. Van két egyenlé nagysagu szoge. Atléi merdlegesek egymasra... Mi az?

- TERULET ES KERULET SZAMITASA

Szeretnél majd hazat tervezi, kertet épiteni? Ehhez el kell mélyiilni a teriiletszamitas témakdorébe.
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ELMELET

KIDOLGOZOTT FELADAT

1.

A benniinket koriilvevé targyakat feliiletek hataroljak. A szekrény oldala, az asztal teteje siklap, a viragcserép, a vizesiiveg
kiilseje gorbe feliilet. A feliiletdarabok vonalakban csatlakoznak egymashoz. Az asztallab szomszédos lapjai egyenes vo-
nalban, a bogre vagy egy palack alja és oldala gorbe vonalban metszik egymast. A vonalak is, a lapok is pontokbdl dllnak.
A valdsagos dolgok alapjan megalkotott geometriai alapfogalmak: a pont, az egyenes és a sik. Ezeket térelemeknek ne-
vezziik. A tér maga is alapfogalom. ceties
Az egyenes és a sik részei:

Ha akkor

A szogek mérése
A sz6g mértékének egyik egysége a teljesszog az a nullszog, a = 0°
360-ad része. Ezt 1°-o0s szognek mondjuk.
(Masik egységérdl késdbb fogunk tanulni.) h } 0° 00°
A tablazat mutatja, hany fokosak a kiilonféle | ., az (Negyesszo, <<
szogek. gb

3

% az a derékszog, a = 90°.

Z } : \

S

R

N j az o tompaszog, 90° < & < 180°.
m az o egyenesszog, o = 180°.

%4 az o homort

o0 ) . 180° < « < 360°.

i (konkav) szog,

>

3

~

é @7 az a teljesszog, a = 360°.

Egy egyenesszoget harom kisebb szogre osztunk 2+3+7=12. Az egyenesszog egytizenketted része
fel. A keletkez6 szogek aranya 2 : 3 : 7. Mekkorak az 180°: 12 = 15°

egyes szogek? A sarga rész: 2-15°=30° a zold rész: 3-15° = 45°,
arozsaszin rész: 7 - 15° = 105°.

Ez a harom szog valéban ugy aranylik egymashoz, mint
3 7 2:3:7, és az osszegiik 180°.

BEVEZETES A GEOMETRIABA



Egy sikban két egyenes VAGY parhuzamos (nincs kozos pontjuk),

VAGY metszi egymast (egy k6zos pontjuk van). (A pontos matematikai

definici6 szerint minden egyenes 6nmagaval is parhuzamos.) »@4
Ha két egyenes metszi egymast, de nem merdleges egymasra, akkor a ke- 6
letkezd hegyessziget nevezziik az egyenesek szogének. Abrankon:

o és y csticsszogek, f3 és § csucsszogek,
o és f mellékszogek, y és § mellékszogek.
A csticsszogek egyenl6k, a mellékszogek Osszege egy egyenesszog.

Nevezetes szogparok
A parhuzamos szara szogek - elhelyezkedésiik szerint —, amint az dbran lathato, egyenldk, vagy 180°-ra egészitik ki egy-
mast. Azokat a szogeket, melyek 6sszege 90°, potszogeknek hivjuk.

Z =

egyallasu szogek valtoszogek kiegészit6 szogek potszogek
(egyenldk) (egyenl6k) (180°-ra egészitik (Osszegiik 90°)
ki egymast)

KIDOLGOZOTT FELADAT

2. Azasz0g16°-kal nagyobb a mellékszogénél. Mekko- Masodik megoldds, kovetkeztetéssel
ra a csucsszoge? Ha két mellékszog kilonbsége 16°, akkor az egyik 8°-kal
Els6 megoldds, egyenlettel nagyobb a 90°-ndl, a masik pedig 8°-kal kisebb nala. Tehat
Az o s20g mellékszoge o — 16°, a két sz6g dsszege egy egye- a nagyobbik sz6g 98°-0s.
nesszog: Természetesen ugyanekkora a csticsszoge is.
a+a-16° = 180°
200 - 16° = 180°
2a = 196°
o = 98° és természetesen a cstcsszoge is ugyanekkora.

Eukleidész gorog matematikus, a ,,geometria atyja” (i. e. 3. szazad) szerkesz-

tési feladatokkal is foglalkozott. Ehhez egyélii vonalzét és korzot hasznalt.

Ezek hasznalatat a kovetkez6képpen rogzitette.
Két ponton at egyenest fektethetiink.

Két pont tavolsagat korzényilasba vehetjiik. A

Adott pont koriil adott sugarral kort rajzolhatunk.
Két egyenes metszéspontjat meghatarozhatjuk.
Egyenes és kor metszéspontjait meghatarozhatjuk.

AN

Két kor metszéspontjait meghatérozhatjuk.

39. lecke | A SIK GEOMETRIAJA



A véges sok ilyen 1épésbdl 4ll6 szerkesztést euklideszi szerkesztésnek nevezziik, s ezek segitségével elvégezhetd a kovet-
kez§ alapszerkesztések mindegyike:
(Az abrdkon a sorszdmok a szerkesztési 1épéseket jelolik.)

1. szogmasolas 2. szogfelezd szerkesztése
3.
B
2.
0 T T
A 1.
3. szakaszfelez8 merGleges egyenes 4. meréleges szerkesztése adott egye- 5. merdleges szerkesztése adott egye-
szerkesztése nesre (e) az egyenes adott pontjan nesre (e) az egyenesre nem illeszke-
at (B) dé6 ponton keresztil (P)
2. 1. 2. 3. 3.> < 2.
P
A [ BN |
A 3 B e \ / .
1 1 B e
27101, 4
4.

1 s Azalabbi nyomtatott nagybetiik melyikében taldlsz a) Mely egyenesek kozott all még fenn pdrhuza-

a) cstcsszogeket d) homoruszoget mossag, illetve merdlegesség?

b) tompaszoget e) kiegészitd szogeket b) Hatarozd meg az abran gorog bettikkel jelolt

c) valtoszogeket f) potszogeket? szbgek nagysagat, ha tudjuk, hogy @ = 40°!

AEHKLMNTXZ 3

Rajzolj egy olyan haromszoget a fiizetedbe, mely-

Y

nek méretei kozel azonosak az dbran 1év6vel!

2 5 Az dbrén lithato egyenesekrél tudjuk, hogy e | f; a) Korzé hasznalatdval dontsd el, hogy melyik
fllgs hljsilLe a rajzolt haromszoged legnagyobb, illetve leg-
(A || szimbélum az egyenesek parhuzamossagat, kisebb szoge! Ne hasznalj szogmérét!
a L szimbolum az egyenesek merdlegességet jelzi.) b) Szerkeszd meg az @ szog szogtelezdjének és az

AB oldal felez6merélegesének metszéspontjat!

C

Y

BEVEZETES A GEOMETRIABA



4 5 Hany fokot fordult el a toronyéra nagymutatdja,
illetve kismutato6ja 4 dra 00 perct6l 4 6ra 40 percig?

5 5 Tudjuk, hogy egy szog potszogének és kiegészitd
szogének Osszege 210°-kal nagyobb a szog valto-
szogének nagysaganal. Hany fokos az eredeti szog?

6 5 A téglalap alaku bilidrdasztalon meglokott A golyd
hatszori visszaver6dés utan talalta el a B biliardgo-
lyot.

a) Szamitsd ki a megjelolt szogeket (minden visz-
szaver6dés tokéletesen rugalmasnak vehetd)!

HAZI FELADAT

1 5 Hany fokos szoget alkotnak az éramutatok (a kis- 4 s Egy egyenesszoget négy részre bontunk gy, hogy
és nagymutato) a szomszédos szogek kiilonbsége 10°, és az egymast
a) 5 orakor; kovetd szogek egyre nagyobbak. Mekkorak ezek a
b) 3 éra 20 perckor; szogek?
c) 12 6ra 30 perckor?
5 5 Az dbran egy bilidrdasztalt latunk. Keress parhuza-
2 5 Mekkora az a szog, amely mos szaru szogeket! Vannak-e kozottiik
a) a mellékszogének a hetedrésze; a) egyallasa derékszogek (az asztalt hatarolo egye-
b) a kiegészit6 szogével egyenld; neseket is figyelve);
c) avaltoszogével egyiitt 128°-ot tesz ki? b) 30°-os valtészogek;
c) egyenld kiegészitd szogek;
3 5 Rajzold meg a fiizetedbe az &, a B, a y és a § szdg- d) nem egyenl6 kiegészit6 szogek;
felez6jét! e) tompaszogl valtoszogek?
a) Hany egyenest kaptal?
b) Mekkora ezeknek az egyeneseknek a szoge?
K
»
™
Meroleges szaru szogek
A mer6leges szaru hegyesszogek egyenldk, s a merdleges szard tompaszogek is egyenlok. \Q\
Ha az egyik hegyesszog, a mésik tompaszog, akkor 180°-ra egészitik ki egymast.

39. lecke | A SIK GEOMETRIAJA

b) A megadottak kozil valassz ki tovabbi parhu-
zamos szard szogeket: egyallast szogeket, val-
toszogeket és kiegészitd szogeket!




BEVEZETO

Az ABC haromszogek szokasos jelolései:

- az A csticsnal 1év6 belsé szog «, és a szemkozti BC oldalt jel6ljitk a-val;
- a B csticsnal 1év6 belsd szdg 5, és a szemkozti AC oldalt jeldljiik b-vel;
- a Ccsucsnal 1év6 belsd szog 7, és a szemkozti AB oldalt jel6ljiik c-vel.

A geometridban a pontok jel6lésére altalaban a latin dbécé nagybetiit, az egyenesek és

a szakaszok jelolésére a latin abécé kisbettit, a szogek jelolésére a gorog abécé kisbettit
hasznaljuk.
Szokasos, hogy a szakasz (illetve oldal) bettijele a szakasz (illetve oldal) hosszat jel6li. Példaul a rajzunkon 1év6 A és B pontok

altal 1étrehozott szakasz bettjele ¢, mely egy szamitasi feladatban jelentheti a szakasz hosszanak nagysagat is. A bet( jelen-

tését minden esetben a szovegkornyezet alapjan tudjuk egyértelméien eldonteni.

Minden haromszogre igaz, hogy:

a bels6 szogek osszege 180° a+f+y=180°

minden belsé szog és a mellette fekvé o+ a’ = 180°% S+ ' = 180°

kiils6 szog Osszege 180° y+7y = 180°

mindegyik kiils6 szog egyenl6 a két nem a'=L+y B =a+y;

mellette fekvé belsd szog 6sszegével; Y =a+f

a kiils6 szogek Osszege 360°. a' + B +y =360° .

Minden haromszogre igaz, hogy:

barmely két oldal hossztisdganak az 6sszege nagyobb, mint a harmadik oldal; a+b>c¢ a+c>b; b+c>a

barmely két oldal hossztségénak a kiilonbsége kisebb, mint a harmadik oldal; |a-b| < ¢ |a-c|<b; |[b-c|<a

1 = Az ABC héromszog @ szdge 45°-0s, 5 szoge 75°-0s.

Készits abrat a fiizetedben, jel6ld be rajta a haromszog kiilsé és bels szogeit, és toltsd ki a tablazatot!

a haromszog a kiilsé S kiils6 7 kiilsé a hdromszog
belsd szogeinek szog nagységa szogének szogének szogének kiilsé szogeinek
Osszege nagysaga nagysaga nagysaga Osszege

8 BEVEZETES A GEOMETRIABA



2 = Az alabbi dllitasokrdl dontsd el, hogy melyik igaz, melyik hamis!

Igaz Hamis
1 cm, 2 cm és 3 cm hosszu szakaszokbdl (mint oldalakbdl) nem lehet haromszoget alkotni.
2 cm, 3 cm és 4 cm hosszu szakaszokbol (mint oldalakbol) nem lehet haromszoget alkotni.
Van olyan haromszog, melynek egyik belsé szoge 80°-0s, ugyanakkor van 110°-os kiilsé szoge.
A kiils6 szogek 6sszege minden haromszog esetén ugyanannyi.

Minden haromszog kiilsé szogeinek dsszege 180°.
Van olyan hdromszog, amelynek egyik kiils6 szoge kétszer akkora, mint a masik két csticshoz
tartozd bels6 szog Osszege.

Ha egy haromszognek van két egyenld hosszusagu oldala, akkor van két egyenl6 szoge is.

Ha egy haromszognek van két egyenld szoge, akkor van két egyenl6 hosszasagu oldala is.

Egyenl6 szard haromszogek

Ha egy haromszognek van két egyenl6 hossztsagu oldala, akkor ezeket a haromszog szarainak ne-
vezziik, és azt mondjuk, hogy a hdromszog egyenl6 szaru. A harmadik oldal a haromszog alapja.

Minden egyenl6 szaru haromszogre igaz, hogy:

van két egyenlé nagysagu szoge (alapon fekvé szogek);

tengelyesen szimmetrikus;

szimmetriatengelye a haromszog egyik oldalanak (alapjanak) felezomerélegese, egyben a

szarak altal meghatdrozott szog (szarszog) szogfelezdje is. b

Ha egy hdromszoégnek mindharom oldala egyenld, akkor szaba-
lyos haromszognek nevezziik.

Minden szabélyos haromszogre igaz, hogy:

minden szdge egyenld nagysagu, 60°-0s;

tengelyesen szimmetrikus;

[NSJENY
[NSYENY

3 szimmetriatengelye van.

KIDOLGOZOTT FELADAT

A gytimolcsszedéshez két 1étrat kaptunk koleson, ezek azonban nem egyfor-

ma hossztiak. Oda lehet-e tdmasztani a létrakat a fdhoz két oldalrdl agy, hogy
ugyanolyan magasra érjenek?

Megoldds

A feladat természetesen konnyedén megoldhatd, minddssze annyi sziikséges,
hogy a hosszabb létrat (a > b) kisebb szogben tamasszuk a fahoz, mint a ro-
videbb létrat (a > f).

40. lecke | ALTALANOS ES SZIMMETRIKUS HAROMSZOGEK 9



Ha a haromszogben két oldal nem egyenld, akkor a nagyobb oldallal szemkdzti sz6g na-

gyobb, mint amelyik a kisebb oldallal van szemben.

Es megforditva:

Ha a haromszogben két sz6g nem egyenld, akkor a nagyobb szoggel szemkozti oldal na-

gyobb, mint amelyik a kisebb szoggel van szemben.

Tehétha a > b, akkor a > B, ésha a > f3, akkor a > b. Osszefoglalva: a > b, akkor és csak akkor, ha a > f.

FELADAT

3 5 Az ABC egyenlé szara derékszogli haromszogben
CB = CA, és fenndll, hogy AD = AC és BE = BC.
a) Mekkorak a rajzon lathat6 hegyesszogek?
b) Igazold, hogy a CDE hiaromszog egyenlé szart!

B

4 = (Erettségi feladat, 2015)
Az ABC héromszog A csticsanal 1évé kiilsé szoge
104°-0s, B csticsnal 1év bels6 szoge 74°-o0s. Hany
fokos a haromszog C csucsnal 1évé kilsé szoge?
Indokolj!

5 5 A kovetkez6 dbran egy Otszog cstcsait kotottik
Ossze szakaszokkal. Az azonos szinii szakaszok
hossza egyenl.

a) Adj meg cstcsaival legaldbb harom olyan egyen-
16 szart haromszoget, melynek szarai zoldek!

b) Adj meg cstcsaival legaldbb harom olyan egyen-
16 szaru haromszoget, melynek alapja zold!

c¢) Igazold, hogy az ABD haromszognek van két
egyenld nagysagu szoge!

HAZI FELADAT

1 = (Erettségi feladat)
Egy haromszog belsé szogeinek aranya 2:5:11.
Hény fokos a legkisebb szog?

10

6>

d) Hatarozd meg az a), b) és c) esetben emlitett
haromszogek szogeinek nagysagat, ha tudjuk,
hogy a PQRST 6tszog minden bels6 szogének
nagysaga 108°!

D

N
K

Egy derékszogli haromszog egyik szogfelezdje
65°-0s szoget alkot a szemkozti oldallal. Mekkorak
lehetnek ennek a haromszognek a szogei?

B

A 3. feladatban 1év6 ,szines” abran keress olyan
egyenld szart haromszoget, melynek nincs zold
szinl oldala! Add meg csucsaival az Osszes ilyen
héromszoget!

BEVEZETES A GEOMETRIABA



3 5 Egy egyenld szart haromszég egyik alapszoge a) Mekkorak a rajzon lathatd hegyesszogek?
43°-kal kisebb, mint az egyik kiils6 szoge. Mekko- D c
rak lehetnek ennek a haromszognek a szogei?
M
4 = Szerkessz olyan egyenl6 szaru haromszoget, amely- S
nek az alapja 4 cm hosszu, és L ’ Y
a) az alapjdhoz tartozé magassaga 3 cm hosszu; R R ES
b) szarai 2 cm-rel hosszabbak, mint az alapja L . '
c) az egyik szoge 90°-os; I \
d) az egyik szoge 60°-0s! A B "B
5 s Az ABCD négyzetben AM = AB, és az MK szakasz b) Igazold, hogy a BK, a KM és az MC szakasz
merdleges az AC atlora. egyenl6 hosszu!

/o)

RAADAS P

(Kompetenciamérés, 2007) S

Melyik haromszogre igaz az aldbbi leirds?

»A PQR derékszogli haromszog, amelyben az R csucsnal taldlhato
a derékszog. Az RQ oldal hossza kisebb a PR oldal hosszanal. Az
RQ oldal felez6pontja az M pont, az N pont pedig a PR oldal fele-
z8pontja. Az S pont a hdromszog belsé pontja. Az MN oldal hossza

nagyobb, mint az MS oldalé” P R i

RAADAS

»Piithagorasznak és iskoldjanak mennyiségtani ismereténél még sokkal érdekesebb geometriai tudomdnya. Bamulatra mélt6
az a gondossag és megfigyelési tehetség, melyek segitségével annyi ismeretre tettek szert. Ismerték azt a tételt, hogy a harom-
sz0g szogeinek Osszege 180°, és ezt be is bizonyitottdk, mégpedig uigy, hogy a haromszog egyik csticspontjan at a szemkozt
fekvé oldallal parhuzamos vonalat huztak, és a keletkezett valtdszogek egyenléségére utaltak. Manapsag is még rendesen ezt
a bizonyitast hasznaljuk.

Piithagorasz behatéan tanulmanyozta a szabélyos idomokat és ki-
valéan azokat, melyeket vagy egyenl szaru derékszogii vagy min-
taharomszogekre lehet bontani. Ennek alapjan az 6sszes idomok

alapelemének a derékszogli haromszoget tekintette. Azt talalta to-
vabbd, hogy a sikot csak szabalyos harom-, négy- vagy hatszogek
tolthetik ki teljesen. A szabdlyos 6tszoggel is foglalkozott, és azt

kiilonboz6 vonalakkal 30 derékszogt haromszogre bontotta.

A vonalak és idomok e sokasagabdl kiilonosen a csillagotszog bontakozott ki, az tin. pentagramm, melyet a pythagoreusok
ismertetd jeliil hasznaltak és a tokéletesség és titoktartas szimbolumanak tekintettek. E jelet utébb a kézépkorban is gonosz
szellemek ellen alkalmaztak”

(Forras: Kozépiskolai Matematikai Lapok, 1897. 4prilis)
Fejtoro:
Hat (azonos hosszasagt) gyufaszalbol rakj ki négy szabalyos haromszoget, melyeknek minden oldala egy gyufaszal hosszu-
sagu! Engedd szabadjara fantdziad minden iranyban!

40. lecke | ALTALANOS ES SZIMMETRIKUS HAROMSZOGEK
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BEVEZETO

12

1. Be lehet-e tolni &sszehajtas
nélkiil egy 15-szor 20 cm-
es, téglalap alaku levélre-
keszbe egy 25 cm széles
boritékot?

Megoldds

Nyilvan a legnagyobb hely atlésan van, ezért igy probal-
juk berakni a boritékot. A tapasztalat azt mutatja, hogy ez
éppen sikeriil. A 25 cm-es boriték még pontosan belefér
arekeszbe, de ha egy kicsit is szélesebb lenne, mar meg kel-
lene hajlitani.

2 . Milyen Osszefiiggés all fenn az el6z6 feladatbeli ha-
rom szdm kozott?

Megoldds

15%+20° = 25°,

Ilyen 6sszefiiggés 4ll fenn a 3 cm, 4 cm és 5 cm oldala ha-
romszogek oldalai kozott is.

Ez a haromszog derékszogu:
3244 =9+16 =25=5"

Az 5-12-13 szamhdarmasra is hasonld 6sszefliggés igaz.
524127 =25+ 144 = 169 = 137,

Ez az Osszefiiggés minden derékszogii haromszog oldalai
kozott fenndll: a két befogd négyzetének Osszege egyenld
az atfogo négyzetével.

3. A tévékésziilékek képernydméretét a képatld hossza-
val szoktdk megadni. Figyelembe véve, hogy a régeb-
ben hasznalatos késziilékek képernyéjének széles-
ség-magassag aranya 4 : 3, mekkora az a képernyd,

amelyet 55 cm-esként hirdetnek?

Megoldas

,_g-’)

S
3x S

™

4x

Itt azt tudjuk, hogy sz = 4x, m = 3x, tehat ha ez igy van,
akkor a képatlo 5x = 55.
Ezt a teriiletek alapjan felallitott képlettel is ellendrizhetjiik:

(3x)%+ (4x)> =552
9x%+16x* = 3025
25x% = 3025

x* =121

x =11

x = 11, tehat amagassdg 3x = 3 - 11 = 33 (cm), a szélesség
4x =4-11 = 44 (cm).

BEVEZETES A GEOMETRIABA



Pitagorasz tétele Ez a sok ezer éves matematikanak a leghiresebb tétele.

B A derékszogii haromszog két befogodjanak négyzetosszege
y = 90° egyenlo az atfogoé négyzetével.
B ¢ U (Masképp: Ha egy haromszog derékszogi, akkor két befogo-
» janak négyzetosszege egyenl6 az atfogo négyzetével.)
2,12 _ 2
c ; A a‘+b°=c
Bizonyitds:

Jelolje a derékszogti haromszog befogdinak hosszat a és b, atfogo-
janak hosszat c.

Allitas: a® + b* = &

Tekintsiink két a + b oldalt négyzetet az abra szerint!

A két négyzet teriilete egyenld. 4l a

A bal oldali négyzetet felbontottuk egy a és egy b teriiletti négy- B
zetre (a felosztasabol eredd parhuzamossag miatt), tovdbba négy a
olyan derékszogli haromszogre, amelynek befogdi g, illetve b. Ezen

négy haromszog egybevago (fedésbe hozhatd) egymassal és az ere- )

deti haromszoggel, tehit tertiletiik egyenld. a

A jobb oldali négyzetben létrehozott derékszogi haromszogek egybevagok (fedésbe hozhatok) egymassal és az eredeti
haromszoggel is, ezért atfogdik hossza — a kozépen elhelyezkedd négyszog oldalainak hossza - egyenlé. Ugyanakkor a ko-
zépen elhelyezkedd négyszog szogei 90°-osak, mivel az egybevigd derékszogli haromszogekben @ + 5 = 90°. El6bbiekb6l
adédik, hogy a kozépen 1év6 négyszog négyzet.

Ha a derékszogli haromszogek 4tfogoja c, akkor a kozépen 1évé négyzet teriilete c’.

Mindkét a + b oldalt négyzet teriiletébdl kivonva a 4-4 egybevagd haromszog teriiletét, a fennmarado teriiletek egyenlék
lesznek, igy a* + b” = ¢.

Ezzel igazoltuk az allitast.

A Pitagorasz-tétel megforditasa:

Ha egy haromszog két oldalanak négyzetosszege egyenld
) ! . a’+b?=¢? a harmadik oldal négyzetével, akkor ez a haromsz6g derék-
U szogu.
90° A derékszog a leghosszabb oldallal van szemben.
c y -
Bizonyitds:
Legyen az ABC haromszog harom oldala a, b és c. C
Tudjuk, hogy a hdromszég oldalaira igaz: a” + b° = ¢’. ) z a
Allitas: a c oldallal szemben 1év6 7 szdg nagységa 90°.
Az a, b szakaszokkal mint befogokkal rajzoljunk egy A'B'C” derékszogli hdromszoget, 4 c B
melyre Pitagorasz tétele miatt a* + b* = d°. Az oldalakra felirt egyenlségek miatt ¢ = d*>, 4’
ezért ¢ = d, ahol ¢ és d pozitiv szamok. A haromszoget harom oldaldnak hossza egyértel- d
muen meghatdrozza, ezért a megfelel szogeik paronként egyenldk. Ezzel belattuk, hogy &
az ABC haromszogben a C csucsnal derékszog van, nagysaga 90°. o 90° B
a

41. lecke | PITAGORASZ TETELE
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KIDOLGOZOTT FELADAT

14

1. Derékszogliek-e az aldbbi hdromszogek?
a) b)

6,5 cm

0,
“,

56 m

90 m
Megoldds
a) 56%+33%=6,5"
31,36 + 10,89 = 42,25
42,25 = 42,25
Ez igaz allitds, tehat (a Pitagorasz-tétel megforditasa
szerint) a haromszog derékszogii.

b) 56%+90° = 104°
3136 + 8100 = 10 816
11236 = 10 816
Ez hamis allitds, tehat (a Pitagorasz-tétel szerint)a ha-
romszog nem derékszogi.

Mekkora a derékszog hdromszog teriilete?
Mekkora a haromszog atfogdja (c)?

Mekkora a haromszog atfogohoz tartozé ma-
gassaga (m)?

Mekkora szakaszokra bontja az atfogéhoz tar-
toz6 magassag az atfogot (mekkora p és q)?

Igaz-e, hogym = \/p-q?

Széamitsd ki a telek ismeretlen oldalhosszat és a te-
lek tertletét!

661)2

50 m

120 m

2 . Egy derékszogl haromszog egyik befogoja 5,5 cm
hosszu. Az atfogodja 2,5 cm-rel hosszabb, mint az is-
meretlen befogé. Milyen hosszu az atfogé?

Megoldds:

Jeloljik az ismeretlen befogd

hosszat x-szel. Ekkor az atfogd

hossza x + 2,5. x x

Irjuk fel a hdromszog oldalaira

Pitagorasz tételét!

55+ x° = (x + 2,5)° 55

A zardjel felbontasakor alkalmazzuk a nevezetes azonos-

sagot!
(x+2,5°=x"+2-25-x+25 =x" +5x+ 6,25
Ezért:

552+ x% = x> + 5x + 6,25 /- x*

30,25 = 5x + 6,25 /- 6,25
24 = 5x
x = 4,8 (cm)

Az atfogd hossza 4,8 + 2,5 =7,3 (cm).

Egy haromszog oldalainak hossza
12, 15 és 11; 40, 41 és 9.
Derékszogili-e a haromszog?

Hajozasi szakbolt reklamjahoz vitorlat jelképe-
26, ,allo” derékszogli haromszoget szeretnének
késziteni neonkdbelbdl, a neonkdbel meghajlita-
saval. A csd (ABCA torottvonal) hossza 126 cm,
és a tervezett vitorla szélessége (CA a derékszogl
haromszog rovidebb befogoéja) 28 cm. Az egyik vé-
gétdl szamitva hany cm tavolsagban hajlitsak meg
a neoncsovet ahhoz, hogy elkésziiljon a kivant ha-
romszog? Mekkorak az igy kapott ,vitorla” oldalai?

B

<, O

7/

BEVEZETES A GEOMETRIABA



HAZI FELADAT

1 5 Az aldbbiak koziil melyik téglalap atloja hosszabb?

4 cm

5cm

)

utdan magabiztosan 1ép az eladéhoz. Hany méter
keritésanyagot kell kérnie, ha a gyartas és a szerelés

soran fellépd veszteség miatt a sziikségesnél 10%-
kal tobb anyagot vesz?

Egy téglalapot és egy egyenld szaru haromszoget
rajzoltunk. Melyik kijelentés igaz, melyik hamis?

5,8 cm 5cm
a)

2 = Egy hajo6 nyugat felé indult, és irdnyvaltoztatds nél-
kil 3 km-t haladt. Ezutdn délnek fordult, és irany- ¢
valtoztatas nélkiil Gjabb 5 km-t tett meg. Mekkora

tavolsagra kertlt a kiindulasi helyét61?

w
Y)

Gazda Géza fakeritéssel szeretné korbevenni tég-
lalap alakd hétvégi telkét. A barkacsboltban veszi

b)

észre, hogy otthon hagyta a kert adatairdl készitett atc=b e’ +m?=d?
2, 2

jegyzetét. Arra emlékszik, hogy a kert egyik oldala b"+c"=a g8 € :Z

33 méter hosszu, és hogy a kert atlésan 9 méterrel 2=i®=a? m’+ fT =d’

hosszabb, mint a kert masik oldala. Rovid fejtorés

RAADAS

A ,,szektavezér”

Valamikor id6szdmitdsunk el6tt 520 kornyékén Gordgorszag partjainak kozelében egy megkotozott férfi kiizdott az életéért, mi-
don végiil belehajitottik a hdborgo tenger hulldmai kozé. A biine, mellyel az istenek el6tt kellett felelnie, az volt, hogy kimondott

egy szornyti titkot. Az irracionalitds titkdt.

A fenti sz6vegrész nem Pitagoraszrol szol, de ha tovabb olvasol, tobbet is megtudhatsz a szérnyt gyilkossagrol. Pitagorasz
nagy tekintély gorog filozofus volt, i. e. VI. szdzadban élt. Tanitvanyai, a pitagoreusok a szamoknak magikus er6t tulaj-

donitottak, azt képzelték, hogy a szamokbol - ez alatt a természetes szamokat
értették — ered az élet harmonidja. A szamok segitségével probaltdk megismerni
magat a vilagot, példaul a zenei harmoniat.

Ugyan a Pitagorasz-tétel kétségkiviil az egyik legnagyobb jelentéség tantételitk
volt, arra nincs bizonyitékunk, hogy Pitagorasz maga is ismerte volna ennek a
tételnek a bizonyitasat. Az bizonyos, hogy a tételt az indiaiak és babiloniak mar
korabban is ismerték és hasznaltak, és az is valdszini, hogy bizonyitast is ismer-
tek hozza. Az, hogy mégis Pitagorasz nevéhez kapcsoljuk, annak az eredménye,
hogy 6 és tanitvanyai jatszottak a legnagyobb szerepet a tétel elterjesztésében.

A pitagoreus kozosségrol ugyanakkor fennmaradt néhany - szintén kétes hite-
lességli — legenda. A leghiresebb ezek koziil Hippaszosz esete, akit a torténet sze-
rint azért vetettek a tengerbe, mert felfedte az ,,irracionalitds titkat”, miszerint egy
négyzet atléjanak hossza nem irhat¢ fel az oldalak egész szamu tobbszoroseinek
ardnyéval. Ez a felismerés 1ényegében azt mondja ki, hogy a v/2 irracionalis szam.

41. lecke | PITAGORASZ TETELE
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BEVEZETO

1. Irészerboltokban kaphat6 olyan derékszogii hdrom-
szogvonalzo, amelynek a két befogoja egyenld hosz-
szu. A skalat rendszerint az egyik befogdra teszik, de
az atfogdja mentén ennél hosszabb vonalat is huzha-
tunk vele. Milyen hosszut?

Megoldds

Legyen a vonalzd befogdja pl. 1 dm, az atfogdja x dm.
Ebbdl Pitagorasz tétele alapjan:

x*=17+17

x*=1+1

x*=2

x=+/2 =141

Az atfogd hossza kozelitéleg 1,41 dm hosszu, igy ilyen
hosszusagu szakasz htizhaté az atfogd mentén.

Az a befogéju egyenlé szaru derékszogii haromszog atfogojanak hossza a befogd hosszanak

V2 -szerese, vagyis av2.

Az a oldalu négyzet 4tlojanak hossza a négyzet oldalénak v/2-szerese, vagyis av/2.

2 . Mekkora nyilasu villaskulcs sziik-
séges egy olyan anyacsavar meg-
hazasahoz, amelyiknek az oldal-
lapja 1 cm széles?

Megoldds
Az anyacsavar feliilnézetének

koérvonala szabalyos hatszog
alaku. Ez a hatszog a ko-
zéppontjabol kiindulva

szabalyos haromszogek-

re bonthatd. Az ilyen ha-
romszogek oldala éppen
a hatszog 1 cm-es oldala, a ke- 1cm

16

Prébaljuk meg egy atlagos, 20 cm-es befogoju vonalzoval
is:

x*=207+20"=20%-2

x =207-2

x =~20" 42 =202 = 28,3 (cm).

Tapasztalatunk szerint tehat az atfogd V2-szér olyan hosz-
szu, mint a befogdok. Ez a kapcsolat éltaldnosan igazolhato.
Végezd el a levezetést!

resett kulcsnyilas pedig a szaba-
lyos haromszogek magassaganak
kétszerese.

R

S
A szabalyos haromszoget a ma- Y =
gassaga két derékszogli harom-
szogre bontja, alkalmazzuk ezek- 1
—Ccm
re Pitagorasz tételét: 2
oo fy
2

1 3
W=1--==

4 4

A keresett kulcsnyilds ennek dupldja, azaz

x=2h=x/§z1,73cm.

BEVEZETES A GEOMETRIABA



Sok probléma megolddsa kozben bukkan fel a szabalyos haromszog fele. Ennek az egyik szoge derékszog, a masik 30°-os,
a harmadik 60°-os.
Altalénos érvényt dsszefiiggés irhaté fel a szabalyos hidromszog oldalanak és magassaganak hossza kézott.

Végezd el a levezetést!

A szabélyos haromszog magassaganak hossza megegyezik

/3

Ha a szabdlyos haromszog oldaldanak hossza b, akkor

a haromszog oldalhosszanak -szeresével.

a magassag b é hosszu. ¥

FELADAT

1 5 Szamitsd ki a térottvonal hosszét, ha az abran 1évé 3 5 Szerkessz a fiizetedbe a lap kézepére egy 4 cm ol-
minden négyszog négyzet! dalhosszusagu szabalyos haromszoget! Szerkessz a
hdromszog minden oldaldra kifelé egy tjabb 4 cm
oldalhossztisagu szabalyos haromszoget!
a) Milyen sikidomot hoz létre az el6bb megszer-
kesztett négy haromszog?
b) Szamolassal hatarozd meg a kapott sikidom
R 2 3 em magassaganak hosszat egy tizedesjegyre kere-
kitve!
2 - Szémitsd ki az ismeretlen hossztisigokat! c) Szerkeszd meg a kapott sikidom magassagat!
%) , d) Meérd le a magassag hosszat, és hasonlitsd 6ssze

a mérés és a b) feladatrészben elvégzett szamo-

b)
. o
/ e lasod eredményét!
E S\ Adott az ABC derékszogli hdromszog, melyben

CA = CB = 8 egység. Rajzolj olyan egyenlé oldalt

=
10,2 dm
=
=
Y

héromszoget, melynek egyik oldala az AB szakasz,

és jelold a haromszog harmadik csucsat D-vel! Ha-
c) tarozd meg a CD tavolsag pontos értékét! Hany le-
hetséges megoldds van?

5,7 m

30° /
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HAZI FELADAT

1 - Szdmitsd ki az ismeretlen hossztisagokat! (Az dbra-

kon két szabalyos hatszoget és két négyzetet latsz,
a szaggatott vonalak oldalfelez6 pontokat, illetve
csuicsokat kotnek ossze.)

0,8 cm

2 5 Milyen magas a torony (h), milyen hossziak a tar-

tokotelek (x és y), és milyen messze van a torony-
labtol a talajon fekvé tavolabbi rogzitépont, ha a
kozelebbi 25 m-re van?

35 Az elsébbségadds kotelezd” tdbla magassga

70 cm, a szélén levé piros sav pedig 8 cm széles.

{| 8cm

70 cm

Mekkora a bels6, fehéren hagyott szabalyos harom-
sz6g oldala?

(Utmutatds: el8szor a fehér szabélyos hdromszog
magassagat célszeri kiszamitani, majd ennek is-
meretében a haromszog oldalat.)

EMELT SZINT

FELADAT

1.

Az ABCD téglalap alaku lapot az alabbi abran lathato
modon hajtogattuk.

Els6 Iépésben az eredeti B-vel jeldlt csticsot helyeztiik
el a téglalap CD oldalan (B”) Ggy, hogy a felhajtott
rovidebb oldal illeszkedjen a téglalap hosszabbik ol-
daldra.

Masodik 1épésben a D-vel jelolt cstcsot illesztettiik
az elébb kapott ,,uj” B'P szakaszra ugy, hogy egyttal
a D'B’ szakasz is illeszkedjen B'P szakaszra.

D B’ c
: -------------- 1
i i
1 1
i i
1 1
i i
1 1
i i
1 1
Qt D’ |
!
A P B

a) Igazoljuk, hogy a PC szakasz parhuzamos a QB’
szakasszal!

b) Hatdrozzuk meg az APCB’Q sokszog kertiletét és
teriiletét, ha a téglalap oldalainak hossza AB =a
ésBC=b(a > b)!

A 22. leckében emlitettiik, hogy a szdmegyenesen
a v 2 helyét a Pitagorasz-tétel segitségével meg lehet
szerkeszteni. Az eljarast az abra mutatja:

V2 \

\/
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a) Melyik valés szam helyét szerkesztettiik meg 3. Mekkordk az dbran jelolt haromszég oldalai, ha
a szamegyenesen? a kocka éle egységnyi hossztisaga?

-1 2
4 a) Mekkora az aldbbi dbrén ldthat6 hdromszog terii-
lete, ha a kocka élei 6 cm-esek?
b) Készitsd el a kockabol a szines haromszog altal
levagott gula haldjat, ha a kocka élei 6 cm-esek!
b) Szerkessz v'5 — v'3 hossziisdgu szakaszt Pitago- Mekkora ennek a guldnak a felszine?
rasz-tételének segitségével, ha adott egy egység P —

hossztsagu szakasz!

Az 6kori Egyiptom foldmérdi és épitészei a derékszogek szerkesztéséhez a

kovetkezé eljarast hasznaltak: egy kotélre azonos tavolsagokban 13 csomot g
kotottek, majd az els6 és a 13. csomot Osszefogva ugy feszitették ki a kotelet :
haromszog alakban, hogy az oldalak 3, 4 és 5 csomo6koz hosszuak legyenek.
Az igy kapott haromszog rovidebb oldalai kozott mérhetd szog pontosan 90°,

hiszen Pitagorasz tételének megforditasa értelmében az ilyen haromszog de-
rékszog.

Pitagoraszi szamharmasok

Ha harom pozitiv egész szam koziil kettd négyzetének Osszege egyenld a harmadiknak a négyzetével, akkor ezekre azt
mondjuk, hogy pitagoraszi szamharmast alkotnak. Végtelen sok pitagoraszi szamharmas van.

Példaul

3, 4, 5 5, 12, 13; 7, 24, 25; 8, 15, 17; 9, 40, 41; 33, 56, 65; 48, 55, 73; 39, 80, 89.

Az ilyen oldalhosszusagu haromszogek derékszogtiek.

FELADAT

1. Legyen k és [ két pozitiv egész szam, és k > I Igazold, hogy 2k, k* - I és k* + I? pitagoraszi szdmharmast alkotnak!
2 . Adj meg olyan pitagoraszi szdmhdarmasokat, amelyek egyik tagja 20! Hasznald az internetet!

3. Létezik-e olyan derékszogli haromszog, amelynek minden oldala egész hosszusagu, és az egyik oldala 1 egység?
Ha létezik, milyen hossztak az oldalai? Ha nem létezik, miért nem létezhet?

4 Létezik-e olyan derékszogli haromszog, amelynek minden oldala egész hossztisagu, és az egyik oldala 2 egység?
Ha létezik, milyen hossztak az oldalai? Ha nem létezik, miért nem létezhet?
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BEVEZETO 1.

(Kompetenciamérés, 2007)
Az alabbi térképen az azonos tengerszint feletti magassagu helyeket egy ugy- A B C D E F G H I

nevezett szintvonallal kototték ossze. A szamértékek a tengerszint feletti ma- 1 15 O o000 o
‘ L. . Magasles O O
gassagot jelzik méterben.

2 240
S e) 9
. [ P [ (1 x (et . 3 O O ©) O 0 O
Egy kirandulas vezetdi kincsvaddszatot rendeznek a térképen dbrazolt terii- o
leten. A gyerekeknek a fenti térkép és négy informacié alapjan kell minél 4 o O OTuristzléz 0
hamarabb megtalalniuk a kincset. 5. O 230 O

o A kincs egy fan van elrejtve. 6 OWO

o A fatél 30 m-re egy turistahdz taldlhato.
« A kincs a folduttol 20 m-re van.

o A keresett hely 233 m tengerszint feletti magassagban van. 0 10 20 30 40 50m

Jelold meg X-szel a térképen azt a mezdt, ahol a kincs talalhato!

Sikeriilt megtalalnod a kincset?

Az euklideszi geometria alapfogalmai a pont, az egyenes, a sik, a tér (kozos néven térelemek) és az illeszkedés. (Az
alapfogalmakat nem definialjuk, hanem az azokrdl kialakitott szemléletes képet hasznaljuk a geometriai fogalmak meg-
alkotasa soran.)

Térelemek tavolsaga

Definicio: Két pont tavolsdga az altaluk meghatarozott szakasz hossza. Ha a két pont p %‘
egybeesik, akkor tavolsaguk nulla. Q
A tavolsag megadasa egy nemnegativ valds szammal és egy mértékegységgel torténik.

Ha a mértékegység mm, akkor a két pont (P és Q) tavolsaga 240 mm, ha cm, akkor 24 cm, ha dm, akkor 2,4 dm.

Definicio: Ha két térelemnek van kozos pontja, akkor a tavolsaguk 0. Ha nincs kozos pontjuk, akkor a pontjaik kozotti
tavolsagok koziil a legkisebbet nevezziik a két térelem tavolsaganak. Jele gyakran: d (tavolsag: latinul distancia).

Pont és egyenes tavolsaga a pontbol az egyenesre allitott merdleges szakasz hossza. d
Ha a pont illeszkedik az egyenesre, akkor tavolsaguk nulla.

Két killonbo6z6é egyenes parhuzamos, ha egy sikban vannak és nincs kozos pontjuk.

(A pontos matematikai definici6 szerint minden egyenes 6nmagaval is parhuzamos.) d
Két parhuzamos egyenes tavolsaga az egyik egyenes tetsz6leges pontjanak a masik egye-

nestdl vald tavolsaga.
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Pont és sik tavolsaga a pontbdl a sikra allitott merdleges szakasz hossza.
Ha a pont illeszkedik a sikra, akkor tavolsaguk nulla.

#
Egy egyenes meréleges egy sikra, ha az egyenes merdleges az egyenes és a sik /\Q

metszéspontjara illeszkedé minden sikbeli egyenesre. Bizonyithatd, hogy a mer6-
legességhez elegendé az is, hogy az adott egyenes a sik két egyenesére meréleges
legyen, az abranak megfeleléen.

Egy egyenes és egy sik parhuzamosak, ha nincs k6zos pontjuk. (A pontos defini-
ci6 szerint a sikra illeszkedd egyeneseket is parhuzamosnak tekintjiik a sikkal.)
Sik és azzal parhuzamos egyenes tavolsaga az egyenes egy tetszéleges pontjanak : &
a siktol val6 tavolsaga.

Két sik parhuzamos, ha nincs k6zo6s pontjuk. (A pontos definicié szerint két egy-
bees6 sikot is parhuzamosnak tekintiink egymassal.)

I
Q
Parhuzamos sikok tavolsaga az egyik sik egy tetsz6leges pontjanak a masik sik- /\
tél vald tavolsaga.

A fentiek alapjan kimondhatjuk, hogy a tavolsagot jelent6 legrévidebb szakasz
mindig az egyenesre vagy sikra allitott merdleges egyenesen talalhato.

FELADAT

1 5 Az alabbi varostérképen megjeldltiik egy korhaz, egy parkolohaz, egy szallashely, egy étterem, egy benzinkut és egy
torténelmi nevezetesség helyét.

A térkép méretaranya 1: 20 000.

a) Allapitsd meg, hogy a piktogramok koziil melyik mit jelslhet!

b) Vonalz6 segitségével mérd le a kérhaz és szallashely, valamint a parkoléhaz és benzinkat kézotti (légvonalban
meért) tavolsagot! A méretarany alapjan fejezd ki a valds tavolsagokat km-ben!
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c) Hatarozd meg, hogy a kijel6lt helyektd] hany km-t kellene gyalogolnunk ,,arkon-bokron” keresztiil, hogy legro-
videbb uton a folyopartra érkezziink!

d) Keress megfelel6 modszert — akar segédeszkoz haszndlataval — arra vonatkozéan, hogy hogyan lehet megallapi-
tani annak a folyészakasznak a hozzavet6leges hosszat, amit a térképen latunk! Hasznald a médszered, hatarozd
meg a kérdezett hosszt!

2 s Egy szabélyos haromszog oldalai 9 cm hossztak. Egyik oldalan kijeldljiik az oldal egyik harmadol6 pontjat. Milyen
tavol van ez a pont a masik két oldalegyenest61? Készits abrat!

3 5 Az abrén a K és L pontok tavolsdga 8 m, az L és P pontok tavolsdga 6 m, az LP p

szakasz 45°-0s szoget zar be az e egyenessel. Szamitsd ki a P pont és az e egyenes
tavolsagat, majd a P és K pontok tavolsagat is!

45°

T
o}

4 5. Mekkora a kocka éleinek a tavolsaga
a) a C ponttol; b) az AB egyenestdl; c) a BCGF siktdl? E
Toltsd ki az alabbi tablazatot, dolgozz a fiizetedben!

0 tavolsdgra van 2 tavolsagra van 2\/5 tavolsdgra van Moy ----/C

A C ponttdl A 2cm B
Az AB egyenestdl
A BCGF siktdl

BEVEZETO II.
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A lengoteke (mas néven kugli) igen népszert jaték. Lényege, hogy kijelolt tavol-
sagbol ugy kell megléditani egy kotélre kotott golydt, hogy az minél tobb babut
ledontson. Péter leng6tekével jatszik, de egy tigyetlen mozdulattal tigy engedte el
a kotélen 1évé golyot, hogy az a jatékot tarté rudnak csapodott. Hova csapodott
a golyd, ha kozben feszes maradt a kotél? Melyik a helyes valasz bettijele?

(Kompetenciamérés, 2009)

C
A vonalzdd, a korzéd vagy egy cérnaszal segitségével konnyen kiderithetted, hogy H D
hol van a rudnak az a pontja, mely ugyanakkora tavolsagra van a kotél rogzitési
pontjatol, mint a golyo. Ez alapjan a helyes valasz a C.

Az ovisok tudjak, hogyan kell elhelyezkedniiik, ha korjatékot akarnak jatszani.
A kertésznek nem okoz problémat, ha azt kérik téle, hogy a kerités vonalatdl egyenlé tavolsagra iiltesse el a virdgpalantakat.

Ha azt halljuk, hogy a Féld ellipszispalyan kering a Nap kortil, akkor el tudjuk képzelni, mit értsiink ez alatt. (Ha ez mégsem
sikertiil, akkor keress Kepler L. torvényére vonatkozo képet és leirst az interneten!)

Az el3bbi példak is azt mutatjak, hogy hétkoznapi tapasztalatunk van arrol, hogy milyen lehet kiilonb6z6 geometriai alak-
zatok formaja.
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Tavolsaggal megadhato nevezetes ponthalmazok a sikban

A matematikdban az adott tulajdonsagt pontok Gsszességét mértani helynek, ezek koziil a specialis tulajdonsaggal
rendelkez8ket nevezetes ponthalmaznak nevezziik.

A sik egy adott pontjatdl adott tavolsdgra 1évé pontok halmaza a kérvonal (r6-
viden kor). Az adott pont a kor kdzéppontja, az adott tavolsag a kor sugara.

A sik két pontjatdl egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza a sikban a két pont
altal meghatarozott szakasz felezomeréleges egyenese. A felezGmer6leges il-
leszkedik a szakasz felez6pontjara, és merdleges a szakaszra.

A sik egy egyenesétdl adott tavolsagra 1évé pontok halmaza a sikon két olyan
egyenes, melyek parhuzamosak az eredeti egyenessel, és amelyek tavolsagat
felezi az eredeti egyenes.

A sik két parhuzamos egyenesétdl egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza a
sikon a két egyenes kozépparhuzamosa. A kozépparhuzamos a két egyenessel
parhuzamos és tavolsagukat felezi.

1o

A sik két metsz6 egyenesét6l egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza a sikon
a két egyenes dltal meghatdrozott szogek szogfelez6 egyenesei, melyek merd-
legesek egymasra.

FELADAT

5 5 (Kompetenciamérés, 2013) 14

*

héz bejarata

Zs6fi egy kincseslddat asott el a kertjiikben, térképet is készitett a helyérél. |,
A kincsesladat a tolgyfatol és az almafatdl ugyanolyan tévolsagra dsta el

10
ugy, hogy egyenld tavolsagra legyen a postaladatol és a haz bejaratatdl is.
Melyik koordinataju helyen ashatta el a kincsesladat? 8
6 <
postalada
4 L 2
tolgyfa
2 ’almafa
0

0 2 4 6 8 10 12 14
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HAZI FELADAT

1 s Szdmitsd ki a P pont és az e egyenes tavolsigit,
majd a P és K pontok tavolsagat is!

a) P
b& m
135°

K 8 m L e

b) P

3> m

150°
K 8 m L e

2 = Milyen messze van Gutahdza légvonalban a vasut-
vonaltol? Valojaban koriilbeliill mekkora utat tesz
meg az, aki a Gyandgeregyén és Szentléranton ke-
resztill vezetd uton jut el a vasutvonalhoz? (Meny-
nyire lehetnek pontosak az eredményeid?)

Sorkifalud
o

Szentlérant

RAADAS

1. A tévolsagmérés térképen viszonylag konnyi feladatnak latszik. Csak 6sszekotjiik a
keresett pontokat, megmérjiik vonalzdval az 6sszekotd szakasz hosszat, és megszo-
rozzuk a térkép méretaranyaval (pl. 1 : 25000 léptékii térképen egy 5 cm-es ta-
volsag a valésagban 5 - 25000 = 125000 centiméter, azaz 1250 méter vagy
1,25 km lenne). Nagyobb foldrajzi tavolsagoknal azonban jelentds eltérést
okoz, hogy a Fold felszine nem lapos, hanem tobbé-kevésbé gombfe-
lillet. Mindez azt jelenti, hogy legtobbszor a térképen sem mérhetiink

nagyobb tavolsagokat egyenes mentén.

A gombolyti foldfelszinen két pont tévolsagat mar nem egyenes, hanem koriv
mentén kell mérniink, mégpedig olyan kor ivén, amely 4thalad a két ponton,
kozéppontja a Fold kozéppontja, és igy sugara a Fold sugaraval egyenld.

24

3 s Milyen tévol van a 6 cm oldaléli kocka kozép-
pontja
a) az oldallapoktdl;
b) az oldalélektdl;
c) a csucsoktdl?

4 = Alsofalu és Felsofalu kozos vasttdllomast szeretne
a vasttvonal mellé ugy, hogy egyenlé tavolsigra
legyen a két helységt6l. Szerkeszd meg a vasutallo-
mas helyét a flizetedben!

[ ]
Alsofalu

[ ]
Fels6falu

5 . Adott a sik egy P pontja és harom, egymadssal pa-
ronként parhuzamos egyenes, az e, az fésa g.
Tudjuk, hogy a P pont és az e egyenes tavolsa-
ga2cm, a P pont és az f egyenes tavolsaga 6 cm,
a P pont és a g egyenes tavolsaga 7 cm. Mekkora
lehet az egyenesek tavolsaga?

BEVEZETES A GEOMETRIABA



2 . Azegyik foldrész teriilete

Az dbran az Antarktisz térképe lathato.
a) Mekkora a tavolsag a Menzies-hegy és a Déli-sark kozott?
(A becsléshez hasznald a térkép méretardnyat!)

b) Becsiild meg az Antarktisz teriiletét a térképen feltiintetett
A

méretarany segitségével! Ird le a szdmit4saidat és azt, ho- Mty

gyan végezted el a becslést!

ANTARKTISZ

0 500 1000 km e

C

b

3. Biztos? Lehetséges? Lehetetlen?
A megfelel6 valaszhoz tartozo szot ird a rejtvényabra megfelel6 soraba! A fiiggéleges oszlop egy hires magyar sportolo,
haromszoros olimpiai bajnok vezetéknevét rejti. Ki 6?

Biztos Lehetséges Lehetetlen
Egy derékszogli haromszog egyik oldala 3 cm, masik ol-
dala 4 cm hossza.
Biztos, lehetséges vagy lehetetlen, hogy a harmadik oldal B e I
5 cm hosszt?
P és Q pontok tavolsaga 10° cm. P és R pontok tavolsiga
10° cm. B . )
Biztos, lehetséges vagy lehetetlen, hogy Q és R pontok ta- DEREKSZOG SZABALYOS MEROLEGES
volsaga 10° cm?
Az AB szakaszfelez6 mer6legese a sikon a t egyenes. Ugyan-
ezen a sikon 1évé P pontrdl tudjuk, hogy ugyanolyan tavol
van A-t6l, mint B-t6l. VONALZO EGYENES HATSZOG
Biztos, lehetetlen vagy lehetséges, hogy P a t egyenes egy
pontja?
A t egyenes az egymdst metszé e és f egyenesek szogfe-
lez6je. A metsz6 egyenesek sikjaban 1évé P pont ugyan- . L
olyan tavol van e-t6l, mint f-t6l. Biztos, lehetetlen vagy HOSSZ CSUCS MERES

lehetséges, hogy P a t egyenes egy pontja?
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BEVEZETO
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Hétkoznapjaink egyik leggyakoribb formdja a kor, vagy
annak egy Osszefiiggd része, a koriv. Elég, ha kozvetlen
kornyezetiinkben kortlpillantunk, maris szemiinkbe
otlik egy pohar, az ora szdmlapja, egy CD vagy DVD,
egy fémpénz, a nyomogombok és igy tovabb. Az épité-
szetben is kedvelt diszit6elemek a korivek, az érintkez6
és metsz6 korok. De korpalyan mozognak a rogzitett
tengely koriil forgé testek pontjai is.

Adott egy kor a kozéppontjaval és a sugaraval. korvonal
A siknak azok a pontjai, amelyek kisebb tavolsigra vannak a kor kozéppontjatol,

mint amekkora a sugar, nyilt korlemezt (korlapot) alkotnak. Ha ehhez hozzavessziik

még a korvonalat is, akkor zart kdrlemezhez (korlaphoz) jutunk. Ha csak egyszerti-

en korlemezt emlitiink, akkor zdrt korlemezre gondolunk.

A kornek minden olyan egyenes szimmetriatengelye, amely benne van a sikjaban, és
atmegy a kozéppontjan.

Egy sikban egy korvonalnak és egy egyenesnek 0, 1 vagy 2 kozos pontja lehet. A kzos pontok szama attol fiigg, mekko-
ra tavolsagra van az egyenes a kor kozéppontjatol.

Ha az egyenes és a kor kozéppontjanak a tavolsaga

- nagyobb a kor sugaranal, akkor nincs k6zos pontjuk (vagyis 0 a kozos pontok szama);

- egyenl6 a kor sugaraval, akkor 1 kzos pont van; az ilyen egyenest a kor érintéjének nevezziik;
— kisebb a kor sugaranal, akkor 2 kézos pontjuk van; az ilyen egyenest a kor szeldjének nevezziik.

érintési pont

érint6
d>r

Tétel: A kor érintGje merdleges az érintési pontba hizott sugarra.

Tétel: Egy korhoz a sikjanak egy koron kiviili pontjabdl két érinté huzhato.
A koron kiviili pont és az érintési pont altal meghatarozott két érint6 szakasz
(e) egyenl6 hosszusagu.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1. A KP szakasz hossza 4 cm. A P-bdl két érintét hu-
zunk a Kkozéppontt, 2 cm sugart korhoz, az érintési
pontok E és F.

a) Milyen hosszt az EP és az FP érint6 szakasz?
b) Mekkora az EF szakasz hossza?

E

o

Megoldds
a) Az EKP haromszognek az E csticsnal derékszoge van,

mert az érinté merdleges az érintési pontba vezetd su-

garra. Az atfogo kétszer akkora, mint az egyik befogd,

tehat ez egy szabdlyos hdaromszog fele. Ezért a harmadik
oldal, az EP érintd szakasz hossza 2+/3 cm. Ugyanekko-
ra az FP érint6 szakasz is.

E

30°
K P

b) Az EKP haromszog P csucsnal 1évé szoge 30°-os.
Ugyanekkora a KPF szog is, tehat az EPF sz6g 60°-o0s.
Az EFP haromszog két ol- £
dala egyenld, a kozottik
1évé szog pedig 60°-os. Ez

csak ugy lehetséges, ha ez g P

a hdromszog egyenlé oldalu,

vagyis
EF = EP = 2/3 (cm). F

A szel6nek a korlemezen 1év6 szakaszat a kor hurjanak nevezziik. A kor kozéppontjan atmend

hdr neve atmérd; ez kétszer olyan hosszu, mint a sugar. Az atméré a kor leghosszabb hurja.

FELADAT

15

N
Y

Egy 6,5 cm sugaru kor egyik hurja 11,2 cm hossza.
Mekkora tavolsagra van ez a hur

a) akor kozéppontjatol;

b) ara merdleges atmérd két végpontjatol?

Egy negyed korrel ha-
tarolt korcikkbe olyan
kisebb kort rajzoltunk,
amely érinti a korcikket r

hatarolé korivet és a két
sugarat. A korcikket egy R

sugart korbél vagtuk ki, a =
kis kor sugara pedig r.

Mekkora a korcikk R sugara, ha r = 4 cm?

44. lecke | A KOR
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3 5 Egy 7 mm sugaru és egy
25 mm sugaru kornek
ugyanaz a kozéppont-
ja (koncentrikus ko-
rok). Milyen hosszt a
nagyobbik kornek az
a hurja, amely érinti
a kisebbik kort?

4 = Mit alkot az 6sszes olyan pont, amelybdl egy 3 cm
sugari korhoz 4 cm hosszusagu érintd szakasz
htzhat6?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

2. A Ckozéppontu kér sugara 25 mm, a K kdzéppontiaé
12 mm. Az e egyenes illeszkedik a két kér kozéppont-
jara (centralis egyenes). A kisebb sugart kort moz-
gatjuk az e egyenes mentén. Hany k6z0s pontja lehet

&)

vagy
CK =13, akkor a két %
korvonalnak egy kozos Q
pontja van (érintik egy- %

a két korvonalnak?

Megoldds

Konnyen lathatd, hogy ha
CK > 25+ 12 = 37, ak-
kor a két korvonalnak
nincs kozos pontja;

ha CK < 25-12 =13,
akkor sincs a két korvo-

o

nalnak k6zos pontja;

mast);

HAZI FELADAT

28

1 5 Mekkora annak a kornek K\

.y 2
a sugara, amelynek kozép- oA

pontja a K pont, és érinti \
mindkét egyenest (a-t és
b-t)? Mekkora tavolsag-
ra van a K pont ezektdl az

60°

a
\
\
\
\

\

egyenesektdl?

Egy 8 cm sugaru korben adott egy 9,6 cm hosz-
szt har. Mekkora annak a kornek a sugara, ame-
lyik koncentrikus az adott korrel, és érinti az adott
hart?

Adott harom 1 cm sugara kor ugy, hogy a kozép-

W
Y)

pontjaik nincsenek egy egyenesen. Szerkessz egy
kort, amelyik mindharom adott kort érinti!

ha 13 < CK < 37, ak-
kor a két korvonal met-
szi egymast, két kozos
pontjuk van.

gy

3. Adott két 1 cm sugar kor, amelyek kozéppontja
2,5 cm-re van egymastol. Szerkessz egy 1 cm sugaru
harmadik kort, amely mindkett6t érinti!

Megoldas
A szerkesztend6 harmadik kor kozéppontja mindkét adott
kor kozéppontjatol 2 cm tavolsagra van. Tehat rajta van
a KK, szakasz felez6merdlegesén és a K, koriil 2 cm sugarral
irt koron is. E kérnek
és a felez6merdleges-
nek a kozos pontja le-
het a szerkesztend6 kor
kozéppontja. Mindkét
pont megfelel, tehat két
1 cm sugard, érint6 kor
szerkeszthetd.

4 > Egy (szabdlyos) hdromszog alakt ablakkeretet sze-
retnénk késziteni harom szines ablakiiveg koré, me-
lyek mindegyike 30 cm sugart korlap. A koérokon
kiviil esé részt atlatszo iivegbdl készitjilk. Hogyan
valasszuk meg a keret oldalainak hosszat, ha azt
szeretnénk, hogy az tiveg korlapok (az dbran lathato
moédon)  paronként

érintsék egymast, és

mindegyik érintse a

keret oldalait is? Va-

laszod cm-ben, egé-
szekre kerekitve add

meg!

@ Egy geometriai szoftverrel, példaul a GeoGebra
programmal ellenérizheted a szerkesztéseid

helyességét.
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EMELT SZINT

Definicié

Egy adott kor sikjaban azokat az egyeneseket nevezziik a kor érintdinek, amelyeknek egy kozos pontjuk van a korrel.
A koz0s pontot érintési pontnak nevezziik.

L. tétel
A kor érint6je merdleges az érintési pontba vezet6 sugdrra.

Elsé bizonyitds

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az érint6 E pontja (az érintési pont) sugarnyi tavolsagra van a kor kozép-
pontjatdl, a tobbi pontja pedig ennél nagyobb tavolsagra. Egy pont és egy

egyenes pontjai kozott a legkisebb tavolsdg a merdlegesen mérhetd, tehat az
EK egyenes merdleges az érintére.

Masodik bizonyitds

(Ebben a bizonyitasban felhasznaljuk, hogy ha a kér kozéppontjabdl mers-
leges egyenest allitunk a kor sikjanak barmely egyenesére, akkor a merdle-
ges kozos szimmetriatengelye lesz a kornek és az egyenesnek.)

Titkrozziik a kor kozéppontjabol az érintére éllitott merSleges egyenesre
a kort és az érintdt! Ha az érintési pont nem lenne rajta a merdlegesen, ak-
kor a titkorképe is kozds pontja lenne a kornek és az érintének. Ez azonban
lehetetlen, hiszen ezeknek csak egy ko6zos pontjuk van. Tehat az érintési

pont rajta van az érintdre allitott merdlegesen, vagyis az érintési pontba
vezet6 sugar valoban mer6leges az érintére.

Ez a bizonyitds arra tdmaszkodik, hogy ha nem lenne igaz a merdlegesség, akkor ellentmondasba keriilnénk az eredeti fel-
tétellel. Az ilyen gondolatmenetet szokas indirekt bizonyitasnak mondani.

II. tétel
Egy korhoz kiils6 pontbdl huzott érinté szakaszok hossza egyenld.

Elsé bizonyitds

Hasznaljuk az dbra jeloléseit!
Az EKP derékszogli hiromszogben Pitagorasz tétele szerint e® = ¢ - 17, P

az FKP derékszogli haromszogben pedig f* = ¢*-r’. Tehat e’ = f?,

vagyise = f. f

Mdsodik bizonyitds F

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Titkrozziik a KP egyenesre a kort és a PE érint6 egyenesét! A titkr6zés tulajdonsagai miatt egy olyan, a P ponton atmend
egyenest kapunk, amely az E pont F tiikorképében érinti a kort. A szimmetria miatt tehat a PE érint6 szakasz hossza meg-
egyezik a PF érint6 szakasz hosszaval.
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A fotokon megjelené zavaré arnyékok kikiiszobolésére
a fényképészetben harom fényforrassal egyszerre vilagitjak
meg a lefényképezni kivant targyat. Ennek az eljardsnak
nagyon fontos eleme, hogy a targynak a harom fényfor-
ras mindegyikétdl egyforma tavolsagra kell lennie. Ponto-
san hovd helyezziik a targyat, ha adott a harom fényforras
helye?

A HAROMSZO0G NEVEZETES

VONALAI ES PONTIJAI I.

Megoldds

Tudjuk, hogy egy sikban a sik két pontjatol egyenlé tavol-
sdgra 1évé pontok a két pont kozott hizott szakasz felezd-
merd6legesén talalhatok. Mivel a targynak barmely két lam-
patol egyforma messze kell lennie, ezért rajta lesz minden
olyan szakasz felez6merdlegesén, amelyet két-két lampa
kozé haztunk, azaz az ilyen felez6merélegesek metszés-
pontjaban kell lennie.

Definicié: A haromszog oldalanak felezémerdleges egyenesét a haromszog oldalfelez6 merélegesének nevezziik.

Azt a kort, melyre illeszkedik egy adott haromszég mindharom cstcsa, a haromszog koré irhaté kornek (vagy mas-

ként: koriilirt kérnek) nevezziik. Minden hédromszog esetén egyetlen ilyen kor talalhato.

Tétel: A hdaromszog harom oldalfelezé merélegese egy pontban metszi egymast. Ez a pont egyenld tavol van a harom-

sz0g csucsaitol, ezért ez a pont a haromszog koré irhaté kor kozéppontja.

Bizonyitas

Felhasznaljuk, hogy a sik két pontjatdl egyenlé tavol 1évé pontok halmaza a két pont altal meghatarozott szakasz felezd-

merdélegese. (Ez az allitds a tengelyes tiikrzés tulajdonsagaibol levezethetd.)

Az AB és a BC oldalak felez6merdlegeseinek metszéspontja legyen K.

K rajta van az AB oldal felez6mer6legesén, ezért egyenlé tavol van A-tdl és B-t6l: KA = KB.

K rajta van a BC oldal felez6merdlegesén, ezért egyenlé tavol van B-t6l és C-t6l: KB = KC.

KA = KB és KB = KC, ezért KA = KC.

K egyenl6 tavol van tehat A-tdl és C-t6l, ezért K rajta van az AC felez6merdlegesén is. Vagyis AC felez6mer6legese is at-

megy a K ponton. Ezzel belattuk a tételt.
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Megjegyzés:

A haromszog koré irhat6 kor kozéppontja hegyesszogli haromszog esetében a haromszog belsejében, derékszog ha-
romszog esetében az atfogo felez6pontjaban, tompaszogii haromszog esetében a haromszogon kiviili sikrészben van.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Ez a fotd a parizsi Notre-Dame egyik un. ,,rézsaablakardl” ké-
sziilt. Hogyan kell megszerkeszteni az ablak korének kozép-
pontjat és sugarat, hogy az ,illeszkedjen” a haromszogbe, azaz
a haromszog oldalai éppen érintsék a kort?

Megoldds

Tudjuk, hogy egy konvex szogtartomanyban a szog két szara-
tol egyenld tavolsagra levd pontok a szogfelezd félegyenesen
talalhatok. Mivel a koér kézéppontjanak barmely két oldaltol
egyenld tavol kell lennie, ezért két szogfelezén is rajta kell

lennie, vagyis két szogfelezé metszéspontjaban van.

Definicié: A haromszog belsé szogének szogfelezd félegyenesét a hd-
romszog belsé szogfelez6jének nevezziik. (Sokszor igy nevezziik a fél-
egyenesnek a hdromszog belsejébe esé szakaszat is.)

Azt a kort, amely adott hdromszog mindhérom oldalat érinti, a harom-
szogbe irhaté kornek nevezzilk. Minden haromszog esetén egyetlen
ilyen kor talalhatd.

Tétel: A haromszog harom belsd szogfelezdje egy pontban metszi egy-
mast. Ez a pont egyenld tavol van a haromszog oldalegyeneseitl, ezért
ez a pont a haromszogbe irhato kor kozéppontja.

Bizonyitas

Felhasznaljuk, hogy egy konvex szdgtartomanyban a szog két szaratol egyenld tavol 1évé pontok halmaza a szdgfelezd
télegyenes. (Ez az allitds a tengelyes tiikrozés tulajdonsagaibol levezethetd.)

A CAB ésaz ABC szogfelezéinek metszéspontja legyen K.

K rajta van a CAB < szogfelezdjén, ezért egyenl6 tavol van az AB és az AC szogszaraktol.

K rajta van az ABC <[ szogfelez6jén, ezért egyenld tavol van az AB és a BC szogszaraktol.

Ezekbdl kovetkezik, hogy K egyenld tavol van az AC és a BC szogszaraktol is, ezért K rajta van a BCA <L szogfelezdjén is.
Vagyis BCA < szogtelezdje is atmegy a K ponton. Ezzel belattuk a tételt.
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FELADAT

1 = Szerkeszd meg egy 4 cm oldalu szabalyos harom- 8l-cgmajor  Arpadielep
sz6g beirt és koriilirt korét!
Ujtelep
Komlosfecskéspuszta Csatékamras
Kamardaspuszta
11-es major
Mez6he Belséperegpuszta
major

a) Szamitsd ki e korok sugaranak hosszat! o . .
Egy derékszogti haromszog befogbinak hossza

w
Y

b) Milyen kapcsolat van e korok sugarainak hosz- ) ) ) )
<za kibzott? 10 cm és 12 cm. Hatarozzuk meg, milyen hosszu a
' haromszog beirhatd korének sugara!

o Ve el belly blzdliogyessn, syl sgenld 4. s Egy haromszog koriilirt korének sugara 4 cm,

Y

tavolsagra van Ujtelep, illetve a 81-es és a 46-0s ma- egyik oldaldnak hossza 7,5 cm, egy misik oldals-

jlor g peripislls Vel aoaed findteilted nak hossza 3,5 cm. Szerkeszd meg a haromszoget!

HAZI FELADAT

1 5 Szerkeszd meg egy hegyesszogt haromszog koriil- 4 s Egy derékszogli haromszog egyik szoge 26°-os.
irt korét és beirt korét a fiizetedben! A beirhaté kor kézéppontjat 6sszekotjitk a harom-
Sl i e B sz0g csucsaival. Igy harom héromszdget kapunk.
2 5 Szerkessz egy olyan dercksz0gh hdromszoget, Hatarozd meg a haromszogek szogeit!
amelynek a koriilirt kore 2,5 cm sugart! Szerkeszd N
meg ennek a haromszognek a beirt korét!
@ Egy geometriai szoftverrel, példaul a GeoGebra
programmal ellendrizheted a gondolatmeneted X
és a szerkesztéseid helyességét.
3 5 Szerkessz egyenl szarti haromszoget, ha koriilirt 8
korének sugara 3,5 cm, szara pedig 6 cm! ¢
L
EMELT SZINT
Az abran 1év6, tigynevezett Hippokratész holdacskait az ABC derékszogli harom-
sz0g oldalai f61é szerkesztett félkorok hataroljak. Mutasd meg, hogy a két szinezett
holdacska teriiletének dsszege a haromszog teriiletével egyenld!
A B
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RAADAS
Varosnézéseink soran konnyen felfedezhettink olyan diszi-

témotivumokat, amelyek egymassal érintkez6 korokbdl,
korivekbél éptiilnek fel.

Ezek koziil kettének a szerkesztése olyan egyszerti, hogy
matematikai ismeretek nélkiil is konnyen adhattdk tovébb
a mesteremberek tanitvanyaiknak. Tanulmanyozd az abra-
kat, és ,fejtsd meg” a mesteremberek , titkat”! Hajtsd végre

a szerkesztéseket!

e it

Ha a j6 mesterember a ,,blivos” Pitagorasz-tételt is ismerte,
akkor konnyen kiszamithatta, hogy a bal oldali dbra leg-
kisebb korének sugara pontosan harmada a legnagyobb
kor sugaranak, a jobb oldali abra kis koreinek sugara pedig
pontosan hdaromnyolcada a nagy korok sugaranak. Lasd
be, hogy jol okoskodtak!

45. lecke | A HAROMSZOG NEVEZETES VONALAI ES PONTJAI I.
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Vagj ki kartonpapirbol egy tetszéleges harom-
szoget! Probald meg kiegyensulyozni a vonalzdd
élén (s6t: akar a kinyujtott tenyered élén!) ugy,
hogy az alatdmasztds atmenjen az egyik csucson!
Hogyan kell igazitani a haromszoget?

Most probald meg kiegyenstlyozni a haromszo-
get az ujjad hegyén! Hol legyen az aldtamasztas?

Definicié: A haromszog csticsan atmend és a szemkozti oldal egyenesére merdleges egyenest a haromszog magassag-
vonaldnak nevezziik. Magassagnak nevezziik a magassagvonalnak a cstcs és az oldalegyenes kozé es szakaszat, illetve
ennek a szakasznak a hosszat. (Masképp: a haromszog magassaga a haromszog egy csucsdnak és a cstcesal szemkozti

oldalegyenesnek a tavolsaga.)
Tétel: A haromszog harom magassagvonala egy pontban metszi egymast.
Ezt a pontot a haromszog magassagpontjanak nevezziik.

Megjegyzés:

\
A haromszog magassagpontja hegyesszogt haromszog esetében a haromszog belsejében, derékszogli haromszog eseté-

ben a derékszogl csticsban, tompaszogli haromszog esetében a haromszogon kiviili sikrészben van.

Definicié: A hdromszog csticsat a szemkozti oldal felezépontjaval dsszekétd szakaszt
a haromszog sulyvonalanak nevezziik.

Tétel: A haromszog harom sulyvonala egy pontban metszi egymast.

Definicio: A sulyvonalak metszéspontja a haromszog sulypontja.

(A bevezet6 feladat alatamasztasi pontja éppen ez a pont!) Fa

[NSIRSY
[NSIRSY

Tétel: A sulypont harmadolja, vagyis 1: 2 aranyban osztja két részre a stilyvonalat gy,
hogy a hdaromszog csticsatol van tavolabb, az oldalfelezd ponthoz kézelebb.
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Definicio: A haromszog két oldalfelez6 pontjat 6sszekotd szakasz a haromszog kézépvo-
nala.

Tétel: A haromszogben a kozépvonal parhuzamos a haromszog harmadik (altala 6sz-

sze nem kotott) oldalaval, és feleolyan hosszu.

@ Egy geometriai szoftverrel, példaul a GeoGebra programmal szemléltethetd az allitdsok érvényessége minden ha-

15

25

1s

25

35

romszog esetére.

FELADAT

Van-e olyan haromszog,

a) amelynek egyik sulyvonala merdleges a felezett
oldalra;

b) amelynek egyik stlyvonala egyben szogfelez6 is;

c) amelynek sulypontja egybeesik a korilirt kor
kozéppontjaval;

d) amelynek sulypontja illeszkedik a haromszog
egyik kozépvonalara?

Egy szabdlyos hdromszog stlypontja az egyik
csucstol 2,8 cm tavolsagra van.

a) Mekkora a hdromszog magassaga?

b) Mekkora a beirhat¢ és a koré irhatd kor sugara?
¢) Mekkora a haromszog oldala?

HAZI FELADAT

Mekkorak a 4,8 cm oldalt szabalyos ha-
romszog kozépvonalai és sulyvonalai?

Egy haromszog oldalainak hossza I\g oY
4cm, 7 cm, 7 cm.
a) Szerkeszd meg a koré irt kor
O kozéppontjat, az M magas-
sagpontot és az S sulypontot! dem
b) Milyen kapcsolatot sejtesz az OS és az SM sza-
kaszok hossza kozott? Valaszod méréssel indo-

kold!

Egy derékszogli haromszog atfogdjanak hossza
5 dm, egyik befogo6janak hossza 48 cm. Hatarozd

o
Y

B
Y

a
2

NI

Egy derékszogli haromszog atfogdja 65 cm, egyik

befogdja pedig 56 cm hosszu.

a) Szamitsd ki a kozépvonalainak hosszat!

b) Milyen hossztak a befogokhoz tartozé stlyvo-
nalak?

Egy haromszog két oldalanak a hossza 25 mm,
illetve 18 mm, az altaluk bezart sz6g a. Mekkora
a 25 mm-es oldalhoz tartozé magassag, ha

a) o = 30% d) a=120%
b) «a = 45°% e) a =135%
c) a=90°%

Egy egyenld szart haromszog alapja 42 cm, szara
29 cm hosszu. Szamitsd ki a haromszog kozépvo-
nalainak és stlyvonalainak hosszat!

meg a tavolsagot a haromszog stlypontja és koré
irhat6 korének kozéppontja kozott, valamint a ha-
romszog sulypontja és magassagpontja kozott!

Az dbra szerinti derékszogli haromszogben a de-
rékszogl csucsot Osszekotottitk az atfogo felezo-
pontjaval, és Osszekotottiik a két befogd felezo-
pontjat is. Mekkora ez a két szakasz?

2cm

2 cm
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Bizonyitsuk be a haromszog magassdgvonalaira és stlyvonalaira vonatkozd tételeket!

Tétel: A haromszog harom magassdgvonala egy pontban metszi egymast. B A

Bizonyitas /
Felhasznaljuk, hogy ha egy négyszog szemkozti oldalai parhuzamosak, akkor a

négyszog paralelogramma, igy a szemkozti oldalai egyenlok.

Huzzunk parhuzamost a szemkozti oldallal az ABC haromszog minden csticsan
at! Jeloljiik a kapott haromszoget az abra szerint A’B’C’-vel.

Az igy keletkezett C'BCA négyszog paralelogramma, hisz szemkozti oldalai pér-
huzamosak. Ezért AC” = BC.

Hasonldan, az ABCB’ négyszdg paralelogramma, hisz szemkozti oldalai parhu-
zamosak. Ezért AB” = BC.

Azt kaptuk, hogy az A pont felez6pontja a C'B’ oldalnak, ezért az ABC harom-

szogben az A-bol huzott magassagvonal egyben oldalfelezé mer6leges az A’B'C’

haromszogben.
Hasonloképpen beldthat6, hogy az ABC haromszog madsik két magassagvonala is egyben az A’B’C’ hdromszog egy-egy
oldalfelezé merélegese. A haromszog oldalfelezé6 merdlegesei egy pontban metszik egymast, ezért a harom magassagvonal
is egy pontban metszi egymast.

Tétel: A haromszog stlyvonalai egy pontban metszik egymast.

Bizonyitas

Legyenek F, és F, az ABC haromszog oldalfelez6 pontjai. Az AF, és BF, sulyvona-
lak metszéspontja S, az AS és BS szakaszok felezépontjai pedig P és Q.

Az F F, szakasz az ABC haromszogben kézépvonal, ezért parhuzamos az a oldallal,
és feleakkora hosszuisagu.

A PQ szakasz az ABS haromszogben kozépvonal, ezért parhuzamos az a oldallal,
és feleakkora hosszusagu.

A PQF,F, négyszog paralelogramma, hiszen van két parhuzamos és egyenlé hosszua oldala. A paralelogramma atldi felezik
egymast, ezért F,S = SP. Ugyanakkor P felez6pont az SA oldalon, ezért SP = PA. Ezzel belattuk, hogy az S pont - és ezzel az
s, sulyvonal is — az s, sulyvonalat 2 : 1 aranyban osztja.

Ugyanigy belathato, hogy s.is 2 : 1 aranyban osztja az s, stlyvonalat, ezért az is athalad az S osztéponton. A harom sulyvonal
tehdt egy pontban metszi egymast.
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RAADAS

1. Négyszogek kozépvonalai
Egy négyszog két szemkozti
oldaldnak felez8pontjat 6sz-
szekoto szakasz a négyszog
koézépvonala.

A paralelogramma kozépvo-

nala parhuzamos és egyenl6
hossza a megfelel6 oldalak-
kal.

A trapéz szarainak felez6-

15}
K
S

o
L —

pontjat Osszekoté kozépvo-
nal hossza az alapok 6sszegé-

nek fele. a

. Az abra érdekes kapcsolatot szemléltet.
Egy haromszogbe berajzoltuk a kozépvonalait, aztan az
igy kapott haromszogbe ismét, és ezt tobbszor megis-
mételtiik.

XY

Feladat: Milyen pontot zarnak kozre az egyre kisebb és
kisebb haromszogek? Miért?

. Minden hédromszogre igaz:
A koriilirt kor O kézéppontja, az M magassagpont és az
S sulypont egy egyenesre esik.

Ezt az egyenest a haromszog Euler-egyenesének nevez-
ziik. A sulypont a masik két pont kozott van, kétszer ak-
kora tavolsagra M-t6l, mint O-tdl.

(L. Euler 1707-t61 1783-ig ¢élt, svdjci sziiletést tudds volt.

46. lecke | A HAROMSZOG NEVEZETES VONALAI ES

Nevét igy ejtjiik: ajler.)

Megjegyzés: Szabalyos hdromszog esetében a harom
nevezetes pont egybeesik, ezért a tétel allitdsa ebben az
esetben is igaz, dmde ,,semmitmondd”

4. Minden haromszogre igaz:

A héarom oldalfelezé pont meghataroz egy kort. Ezen

rajta van

- a magassagvonalak és az oldalegyenesek harom met-
széspontja;

- a magassagpont és a csucsok kozotti szakaszok felezd-
pontja.

Ezt a kort a haromszog Feuerbach-korének, mas elne-

vezéssel a kilenc pont korének nevezziik. A Feuerbach-

kor kozéppontja az Euler-egyenesen van, kozépen, a ko-

rulirt kor kozéppontja és a magassagpont kozott. A kor

sugara feleakkora, mint a haromszog koré irt kor sugara.

(K. W. Feuerbach 1800-t61 1834-ig élt, német gimnaziu-

mi tandr volt. Nevét igy ejtjiik: fajerbah.)

@ A 3. és 4. feladat allitasanak altalanos érvényessé-
gét geometriai szoftverekkel, példaul a GeoGebra
programban is szemléltetni lehet.

PONTIJALI II.
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GYAKORLAS

FELADAT

1 = Dontsd el az alébbi éllitasok mindegyikérél, hogy
igaz vagy hamis! Vélaszod indokold!
a) Van 89°-osnal nagyobb hegyesszog.
b) Ha két hegyesszog egymasnak potszoge, akkor
nagysaguk kiilonb6zo.
c) Létezik olyan hdromszog, mely oldalainak
hossza 30 cm; 7 dm; 0,9 m.

d) A haromszog belsé szogfelezéje mindig felezi a
szemkozti oldalt. d)

e) Ha két sz0g egymasnak cstcsszoge, akkor 9sz-
szegiik lehet homort szog.

f) A2aoldalhosszisagu szabalyos haromszog ma-

gassagénak hossza av/'3 .
g) A haromszog bels6 szogfelezéinek metszés- \ -
\ 1

pontja a haromszogbe irt kor kozéppontja.

h) A haromszognek van olyan nevezetes vonala, ‘ I8

mely nem halad at a haromszog egyik csticsan
sem.

2 5 Jellemezd pontoktol és egyenesektol mért tavolsa-
gokkal az abran piros szinnel jelolt sikbeli ponto-
kat!

a)

3 = Egy sifelvon6 a tengerszint folott 1100 méterrdl
indul és a tengerszint f6l6tt 1700 méterre érkezik.
A felvonéval 1500 méter hosszan tart az Gt. Mek-
kora a vizszintesen torténé elmozdulds, mikozben

a felvoné egyenesen eljut az indulasi pontbol az ér-
kezési pontba?
b)

4 s Egy 25 cm sugaru kor két, egymassal parhuzamos

hurjanak hossza 30 cm és 48 cm. Mekkora lehet a
két hur tavolsaga?

5 s Adott egy egység hosszusagu szakasz. Szerkessz
o =0 53 g V3 hosszusagu szakaszokat! Ird le a szerkesz-
tés menetét és azokat az ismereteket, melyekre a

megoldast alapoztad!
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HAZI FELADAT

1s

N
Y

W
Y

Adott a sik egy K pontja és egy f egyenese, melyek-

nek egymastol valo tavolsaga 4 cm. Szerkeszd meg

a sikban azon pontok halmazat, melyekre teljesiil,

hogy

a) a K ponttol vald tavolsaguk kisebb, mint 4 cm;

b) az f egyenestl mért tavolsaguk legalabb 2 cm;

c) kisebb tavolsagra vannak az f egyenest6l, mint
a K ponttdl;

d) a K ponttdl valé tavolsaguk legalabb 3 cm, az
fegyenestél mért tavolsaguk legfeljebb 3 cm!

Egy (talajra mer6leges) colop rogzitéséhez sod-
ronyokat hasznalnak ugy, hogy azok egyik végét
a colop fels6 végéhez, masik végét a talajhoz rog-
zitik. A c6lop magassaga 3 méter. Az egyik kife-
szitett sodronyt a colop talpatél 7 méterre tudjak
rogziteni a talajon, a masik sodronyt a c616p masik
oldalan, a c6lop talpatdl 4 méterre. Hatarozd meg
egy tizedesjegy pontossaggal, hogy milyen hosszu
sodronykétélre van sziikség Osszesen ehhez a két
rogzitéshez!

Keresd meg az aldbbi Magyarorszag-térképen a
Békéscsaba, Debrecen, Tatabanya varosok helyét
jelolé pontokat!
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Mérd le a pontok tavolsagat (légvonal), majd sza-

molds segitségével hatdrozd meg, hogy a hirom

varos altal alkotott haromszog

a) (kozel) derékszogti-e;

b) mely cstcsanal van a legkisebb szog.
Projektfeladat:
Nézz utdna, hogy a valésagban mekkora a Békéscsaba-
Debrecen tavolsag légvonalban, és ez alapjan allapitsd
meg a térképen hasznalt hozzavet6leges méretaranyt!

4 > Egy geodéziai mérésekhez haszndlatos mérGbe-
rendezés (teodolit) allvanyanak harom labat a viz-
szintes talajon egy szabdlyos hdromszog hdrom
csucspontjaban helyezik el a stabilitas érdekében.
A labak talpainak tavolsiga egymastol 150 cm,
a labak hossza 190 cm. A talpak altal 1étrehozott
hdromszog sulypontja f6l6tt milyen tdvolsagban
van a talajtél a muszer rogzitési pontja az allva-
nyon?
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Thalész tétele

Ha egy kor atméréjének két végpontjat 6sszekotjiik a korvonal egy harmadik
pontjaval, derékszogii haromszoget kapunk. A harmadik pont lesz a derék-

sz0gi csucs.

Masképp:

Ha a C pont rajta van az AB atmér6jii koron, de nem esik egybe sem A-val, sem
B-vel, akkor a C-bél az AB szakasz ,,derékszogben latszik”.

Bizonyitas

Tudjuk, hogy az ABC haromsz6g AB oldala a hdromszog koré irt kor atmérdje.
Ha a C-t 6sszekotjiik a kor K kézéppontjaval, akkor az ABC haromszoget az ACK
héromszogre és a BCK haromszogre bontottuk, amelyek mindketten egyenld sza-

ru haromszogek (a szarak a kor sugaraval egyenl6k).

Jeloljiik az A-nal 1év6 szoget a-val, a B-nél 1évé szoget f-val! Az egyenld szara
haromszog alapon fekvé szogei egyenl6k, ezért

ACKY = aés BCK = .

Tudjuk, hogy a hdromszog szogeinek dsszege 180°.

a+a+pf+=180% 2a+2=180% a+f5=90°

Ez azt jelenti, hogy az ABC haromszognek a C csticsnal derékszoge van.

Thalész tételének megforditasa

A derékszogii haromszog koré irt kor kozéppontja az atfogo felez6pontjaban van.

Masképp:
Ha a C pontbdl az AB szakasz ,derékszogben latszik”, akkor C rajta van az AB
atmérdjii koron.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Hogyan dllapithaté meg egy kor kozéppontja, ha csak egy derék-
sz0gl vonalzénk van?

Megoldas

Illessziik a derékszogli csucsot a kor egy tetszbleges pontjahoz, huzzuk
meg a két — egymasra merdSleges — hurt, és kossiik 6ssze a masik vég-
pontjaikat! Thalész tételének megforditdsa értelmében az igy kapott de-
rékszogl haromszog atfogoja éppen a kor egyik atmérdje lesz. Ismételjik
meg az el6z6 eljarast egy masik ponttal! A kor kozéppontja a két atméré
metszéspontja lesz.
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Milyen kapcsolatban van egymassal egy tétel és a tétel megforditasa?

Minden tétel két részbdl all: a feltételbdl és az allitasbol. Ha a feltételt és az allitast felcseréljiik, megkapjuk a tétel meg-
forditasat.

Némelyik tételnek a megforditasa is igaz, mas tételeké viszont nem feltétlendil.

Példdul
a Thalész-tételnél:
Feltétel Allitas Kovetkezik-e a feltételbdl az allitas?
a haromszog egyik oldala a koré irt ~ a haromszog derékszogl igen
kor atméréje
a haromszog derékszogu a haromszog egyik oldala a koré irt kor igen
atmérdje

Vizsgaljunk meg egy masik tételt ehhez hasonloéan: Ha egy négyszog négyzet, akkor a szogei derékszogek.

Feltétel Allités Kovetkezik-e a feltételbdl az allitas?
a négyszog négyzet a négyszog szogei derékszogek igen
a négyszog szogei derékszogek a négyszog négyzet nem

Ennek a tételnek a megforditasa (Ha egy négyszog szogei derékszogek, akkor a négyszog négyzet.) nem igaz, mert van olyan
négyszog, amely nem négyzet, de a szogei derékszogek. Ilyen minden téglalap, amelynek nem egyenl6 hossztiak az oldalai.

KIDOLGOZOTT FELADAT

D . Szerkessziink a k kérhoz érintéket a kiilsé P pontbdl!

Megoldds

Az érint6 merdleges az érintési pontba huzott sugarra. Ezért olyan pontot
kerestink a k koron, melyb6l az OP szakasz derékszogben latszik. Szerkesz-
sziik meg el6szor az OP atmérdji kort! A két kor az E és G pontokban met-
szi egymast. Thalész tétele miatt a PEO haromszog derékszogti az E pont-
nal. Ezért a PE egyenes érinti a k kort.

Hasonl6an lathato, hogy a PG egyenes is érinti a k kort.

FELADAT

1 5 Szerkessz olyan derékszogli haromszoget, amely- K
nek az atfogoja a KL szakasz, és a harmadik csticsa
a k koron van! Masold le az aldbbi abrit, és a fiize-
tedben dolgozz! Hany megoldast kaptal?
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2 = Helyezd el ugy a KL szakaszt, hogy az el6z6 feladat-
nak csak egy megoldasa legyen!

3 5 A hiromszog egyik oldala mint atméré f6lé kort
szerkesztettiink. Magyarazd meg, hogy a megszer-
kesztett M pont miért a haromszog magassagpontja!

@ Egy geometriai szoftver, példaul a GeoGebra
program segitségével is vizsgald meg a fenti fel-
adatot!

4 = Rajzolj egy 2,5 cm sugart kort!
a) Szerkessz egy olyan pontot a koron kiviil, amely-
b6l 1 cm hosszt érintdszakasz htizhat6 a korhoz!

HAZI FELADAT

1 o Szerkessz olyan derékszo- ¢
gli hdromszoget, amely-
nek két csticsaaz AésaB  A°
pont, a harmadik cstcsa
pedig az e egyenesen van!
Masold le az alabbi abrat és a B
fizetedben dolgozz! Hany megol-
dasa van a feladatnak?

2 5 Kosd 6ssze gondolatban az e egyenes mindegyik
pontjat A-val és B-vel! Vedd fel az dbrat a fiizetedben!
Valaszolj az alabbi kérdésekre indoklassal!

a) Melyik pontokbdl ,latszik” az AB szakasz de-
rékszogben?

b) Szerkeszd meg az 6sszes olyan pontot, amelybdl
akorhoz 1 cm hosszu érintGszakasz huizhato!

5 5 Adott egy kor és belsejében két pont: P és Q. Szer-
kessz a korbe derékszogli haromszoget (ez azt je-
lenti, hogy a cstcsai illeszkedjenek a korvonalra),
amelynek egyik befogoéja athalad a P ponton, masik
befogoja pedig a Q ponton! Masold le az abrat és a
fiizetedben dolgozz!

b) Milyen szogben ,latszik” az AB szakasz a koron
kiviili pontokbol, példaul a P-bél?

c) Milyen szogben ,latszik” az AB szakasz a koron
beliili pontokbol, példaul a Q-bol?

3 5 Egy derékszogli haromszog atfogoja 7,6 cm, at-
fogohoz tartoz6 magassaga 3 cm. Szerkeszd meg
a haromszoget!

4 s Az ABC derékszogti haromszog egyik szoge 15°-0s,
az AB atfogd 12 cm hossza.

a) Mekkora a CF stlyvonal?
b) Mekkora a  szog?

c) Mekkora az ¢ és a ¢ s20g?
d) Mekkora a CT magassag?
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RAADAS

Thalész (Kr. e. 624?-548?) matematikus és filozdfus, a hét gorog bolcs egyike volt.
Sokan a gorog filozofia atyjaként emlegetik.

A kis-dzsiai Milétoszban sziiletett, foniciai nemesi csalddban. A tudomanyok mellett
politikaval és kereskedelemmel is foglalkozott.

Thalész érdekesen magyarazott egyes természeti jelenségeket; a foldrengéseket pél-
daul gy, hogy a Fold vizen uszik, és a foldrengéseket a viz hullimzasa okozza.

O volt az elsd olyan matematikaval is foglalkozé tudés, akinek a neve is fennmaradt.
Komoly geometriai ismeretekkel rendelkezett, hasznalta a térben elhelyezkedd egye-
nesek, sikok, testek fogalmat, tavolsagokkal és szogekkel dolgozott. Megmutatta, hogy
a csucsszogek egyenldk, hogy az egyenld szart haromszog alapon fekvé szogei meg-
egyeznek, és hogy ha két haromszog egy-egy oldala és az azokon fekvé szogek paron-
ként egyenl6k, akkor a két haromszog egybevagd. Bebizonyitotta, hogy a haromszog
belsd szogeinek Gsszege akkora, mint két derékszog egyfitt.

Foglalkozott a hasonlé haromszogekkel is, és kutatasai eredményét gyakorlati célokra

is felhasznalta. Példaul a hasonl6 haromszogek segitségével hatarozta meg a piramisok

TNSERC XN

magassagat, s6t ilyen modszerrel megmérte hajok tavolsagat a tengeren.

Leghiresebb megallapitdsa a derékszogii haromszog és a koré irt kor kapcsolatat kimondo tétel, amely maig az 6 nevét viseli.
Magat az Osszefliggést az egyiptomi és babiloni papok valdszintileg mar Thalész el6tt is ismerték, errél azonban nem maradt
fenn bizonyiték. A tétel els6 bizonyitasat neki tulajdonitjak.

T
EMELT SZINT

Bizonyitsuk be Thalész tételének a megforditasat!

Bizonyitas C

Most azt tudjuk, hogy az ABC haromszog derékszogl, és C a derékszogii cstcs.

A két hegyesszog Osszege: a + f = 90°.

Osszuk két részre a C cstucsnal fekvd derékszoget az abra szerint!

Az AKC héromszog két szoge egyenld, ezért ez egy egyenld szart haromszog, amelyben a B

KA = KC. A B
A BKC haromszog két szoge egyenld, ezért ez egy egyenld szara haromszog, amelyben

KC = KB. 4ﬂt>

Tehat KA = KC = KB, vagyis a K pont az atfogé felezépontja, és ez egyenld tavolsagra

van a haromsz6g mindharom cstcsatdl. K tehat a derékszogli haromszog korilirt koré-

nek kézéppontja.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Rajzoljuk meg azt a kort, amelynek atmérdje az ABC egyenld szart haromszog

C
AC szaral Igazoljuk, hogy ez a kér a haromszog AB alapjat annak a felezGpontja-
ban metszi!
(@)
Megoldds
Az abrdn P a kor és az AB alap metszéspontja. Thalész tételébdl kovetkezik, hogy az
P

APC sz6g derékszog. A C-b6l AB-re hizott merdleges viszont nem mas, mint az ABC 5

hdromszog szimmetriatengelye, tehat P az alap felez8pontja.

92 . Az ABC szabalyos haromszog oldalai 44 mm-esek, az AB oldal felez6pontja D. C
Mekkora részekre osztja az AC oldalt a CD atmérdjii kor?

Megoldds

Jeloljiik a kor és az AC oldal metszéspontjat E-vel! Thalész tételébol kovetkezik, hogy a

CED sz0g (és igy az AED sz0g is) derékszog. Az AED derékszogii haromszog A csticsa-

nél 1évo szoge 60°-0s, ezért az AE befogd az AD atfogo fele. EX

Az AD szakasz pedig az AB oldal fele, vagyis 22 mm hosszusaga. Tehat B

1 1 D
AE = —-AD =—-22 =11 mm,
2 2

az AC oldal masik része pedig AC — AE = 44 - 11 = 33 mm.
Erdekes: az AC oldal egyik része (az EC szakasz) 3-szor akkora, mint a mésik (az AE szakasz).

44

1 = Egy kor sugara 3,4 cm, s a kozéppontjatol 4,5 cm 3 5 Az ABC haromszog egyenld szart, derékszogi. Az

tavol van egy P pont. Milyen hosszuak a P pontbdl AB szakasz 100 cm hossza. A kor atmegy a C-n, és
a korhoz huzhaté érintdszakaszok? a felez6pontjaban érinti az AB atfogot.
©

2 5 a) Vegyél fel két szakaszt! Szerkessz derékszogi
hdromszoget, ha az egyik szakasz az atfogonak
a hosszat és a masik szakasz az atfogéhoz tarto-
z6 magassagnak a hosszat adja meg! Hany szer-
kesztési lehetdség van?

b) Szerkessz haromszoget, ha egyik oldalanak A B
hossza 6 cm, valamint egy mésik oldalhoz tar- a) Mutassuk meg, hogy a kor a befogdkat a felezd-
tozé magassaga 4 cm, és sulyvonala 5 cm hosz- pontjukban metszi!
szusag! b) Hatarozzuk meg a kor és a befogék metszés-

pontjainak tavolsagat a haromszog cstcsaitol!
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4 s Egy haromszog oldalainak hossza 6; 8 és 9 egység.
a) Igazold, hogy a haromszog hegyesszogt!
b) Hatdrozd meg, hogy milyen tavolsdgban van a
9 egység hosszusagu oldal felezGpontja a masik
két oldalhoz tartozé magassagok talppontjaitol!

HAZI FELADAT

5 s Az ABC hegyesszogli haromszog AB oldalanak
felezopontjat jelolje P, az A csticsbdl induldé ma-
gassag talppontjat Q, valamint a B csticsbél indul6
magassag talppontjat R.

a) Bizonyitsuk be, hogy a PQR haromszog egyen-
16 szara!

b) Igaz-e az allitas derékszogu, illetve tompaszogli
hdromszog esetén is?

1 = Egy téglalap oldalai 3,9 cm és 8 cm hosszuiak. Mekkora a koré irhaté kor sugara?

2 5 Vegyél fel harom szakaszt, legyenek ezek a; my; m,. Szerkessz haromszoget, amelyben az adott szakaszok hossza

éppen az egyik oldalnak (a), illetve a masik két oldalhoz tartozé magassagnak (m,, m_) a hossza.

3 5 Misold at masolopapirra (siitépapirra, zsirpapirra, pauszpapirra) az abran 1évé szinpad széleit jelz6 A és B pon-

tokat!

Szerkesztéssel hatarozd meg a papiron azon pontok mértani helyét, melyekbdl az AB szakasz derékszog alatt

latszik!

Az abrara megfelel6en visszahelyezve a masolopapirt hatarozd meg néhany olyan til6hely ,,koordinatait” (sor;

sz€k), melyekbdl a szinpad (azaz az AB szakasz) kozelitleg derékszog alatt latszik!

\\ SZINPAD ///
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1.

Az abran lathaté lobogd
kék és piros darabjat dssze-
varras el6tt szeretnénk be-
szegni.

a) Milyen hosszt szegélyt ,
vegylink egy-egy haromszogre?

b) Mennyi piros és mennyi kék anyagra lenne sziik-
ségiink, hogy az dbra szerinti lobogoét elkészit-
hessiik?

Megoldds

a) A piros és a kék haromszog megfelelé adatai meg-
egyeznek, hiszen mindkettd derékszogli harom-
sz0g, azonos hosszusag befogokkal. Ezért nyilvan
mindkettére azonos hosszisagu szegély kell. A sze-
gély hossza a hdromszog oldalainak Osszege, azaz a
haromszog keriilete. A befogok itt adottak, az atfo-
got pedig Pitagorasz tételével kiszamithatjuk, ez kb.
94 cm. A haromszog keriilete kozelit6leg:
50 cm + 80 cm + 94 cm = 224 cm, ennyi tehat az
egyes darabokhoz sziikséges szegély hossza.

A haromszog teriilete:

barmely oldal és a hozz4 tartozé magassag szorzatanak a fele.
_bm,  cm,

2 2 2

b) Mivel a két haromszog megfelelé adatai megegyez-
nek, nyilvanvald, hogy ugyanannyi kék és piros anyag
kell, mégpedig mindkett6bdl éppen a lobogd teljes

teriiletének fele: T = @ = 2000 cm?2.

2. Mennyi piros szinl anyag
kellene az abran lathaté lo-
bogo elkészitéséhez?

Megoldds

Vagjuk szét a lobogot — a rajz sze-
rint — két részre:

Mindkét piros darab a megfeleld
lobogorész teriiletének fele, ezért

az egyesitésiik is a lobogd teljes x
teriiletének fele lesz. Tovabbra is :
igaz tehat, hogy T' = @ = 2000 cm?2.

Ebben az esetben az eredeti téglalap egyik oldala a ha-
romszOg egyik oldaldval, mig a téglalap madsik oldala

a haromszog egyik magassdgdval egyezik meg.

my

A haromszog teriiletképletét hegyesszogi, derékszogu és tompaszogii haromszogek esetén ugyanigy alkalmazhatjuk:

Hegyesszogl haromszog esetén

Derékszogli haromszog esetén

Tompaszogu haromszog esetén

3
[
<

a a

a

Az egyik befogbéhoz tartozd

magassag éppen a masik befogo.

Az a oldalhoz tartozé magassagvonal
a haromszogon kiviil taldlhato.
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1 a’
T=—--a-a=—. .
2 2 Tzl.a.a_x/gza\/g.
2 2 4

Az a befogéju egyenl§ sza-

. Dronitott T , Az a oldalu szabalyos a a
ru derékszogt haromszog ¢ ; ) . Y />
2 haromszog teriilete:
.. a
tertilete: PX a3
a 4 a

FELADAT

4 5 a) Mekkora tavolsdgra van a K pont a PL szakasz

1 & Szdmitsd ki a hdromszogek teriiletét! egyenesétd], illetve a P pont a KL szakasz egye-
nesétol?
b) Szamitsd ki a KPL haromszog teriiletét!
§ o c) Mekkora a KPL haromszog
) a 2

keriilete?

h
12 cm a
S e
< X
12m
5 5 Egy 10 m x 8 m-es téglalap alapra 3,5 m magas te-
2 5 Egy derékszogl hdromsz6g befogoi 6 cm és 8 cm t6t készitettek. Hany m2-t kell cseréppel befedni?
hossztak.

a) Milyen hossztak a befogokhoz tartozé magas-
sdgai?

b) Mekkora a tertilete?

¢) Milyen hosszt az atfogdhoz tartozé magassaga?

3 5 Legyen az ABCD négyzet CD oldalanak felezd-
pontja F, az AD oldalanak D-hez kozelebb es6
harmadoldpontja H. Szamold ki, hogy a HBF ha-
romszog teriilete hany szazaléka az ABCD négyzet

tertiletének!

S/ >

50. lecke | HAROMSZOGEK KERULETE ES TERULETE 47



HAZI FELADAT

1 5 A tortat két vagassal négyfelé vagtuk. Mind a né- At =t =t C) t<t<t
gyen egy-egy részt kaptunk. Igazsagos volt-e az B) >t >t D)t,=t>1t
osztozkodas?

4 5 A minta minden hiromszdge szabédlyos haromszog
vagy egyenl6 szaru derékszogu haromszog.

2 5 Egy egyenl6 szard hdromszog alapja 8 cm, szdrai
15 cm hossztak.
a) Mekkora az alaphoz tartozé magassaga?
b) Mekkora a teriilete?
c) Milyen hossztak a szarakhoz tartozé magas-
sagok?

3 - Ahdromszogek csicsai két parhuzamos egyenesen
vannak, és a jelzett oldaluk egyenld hosszu (x). Me-

10
lyik allitas igaz a tertiletiikre? Vélaszod indokold! -

x

Szamitsd ki a hatarolé nyolcszog kertiletét és
a tertiletét!

EMELT SZINT

Bizonyitsuk be a haromszog teriiletképletét! Ehhez elszor egy specidlis haromszog, a derékszogii haromszog teriiletét irjuk

fel, a téglalap tertiletképletének ismeretében. D,

1. A derékszogii haromszog teriilete b

Az a, b befogojt derékszogli haromszog tertilete %b, ) a

mert ez egy a, b oldalu téglalap fele.

2. A hegyesszogli és a tompaszogli haromszog teriilete

a) A magassdg a hdromszog belsejében van.
A haromszogiink két derékszogti haromszogre bomlik. y l

x-m, ym (x+y)m, am
T: a ll: a: a
2 * 2 2 2

48 BEVEZETES A GEOMETRIABA



b) A magassdg a hdromszdogon kiviil halad.
A haromszogiinkhoz hozzatoldunk egy derékszogli haromszoget.
T (a+x)-m, x-m, _am,
2 2 2

Mas képletek a haromszog teriiletére

1. Héron képlete

Ha a haromszog keriiletének felét s-sel jeloljiik, bizonyithatd, hogy terii- b c c_atbtc
lete igy is kiszdmithat6: T = ,/s(s —a)(s — b)(s —¢). 2
Példiul: ’

Egy hdromszog oldalhossztsagai mm-ben: 13, 20 és 21. Ekkor K = 54, tehat s = % = 27, a hdromszog teriilete pedig:

T =,27(27 - 13)(27 - 20)(27 —21) =v/2*-3*- 7> =297 = 126 mm’.

2. Ha a haromszog keriiletének felét s-sel, a beleirt kor sugarat r-rel jelol-
jilk, akkor a haromszog tertilete igy is kiszamithatd: T = r - s.

Bizonyitds
Kossiik dssze a piros kor kozéppontjat a haromszdg csucsaival! gy az ABC

haromszoget 3 haromszogre bontottuk. E hdromszogek egy-egy oldala
a, b, illetve ¢, a hozzajuk tartozé magassag r, és a teriiletiik 6sszege megad- A
ja az eredeti haromszog teriiletét:

T:ﬂer;erg:,.(M):,.s‘

2 2 2 2
Példaul:
Az el6z6 példankban szerepld 13, 20, 21 oldalt haromszogbe irt kor suga- B a ¢

ra igy konnyen kiszamithaté: r = % = % = %

FELADAT

A minta minden haromszoge szabalyos haromszog vagy b) Egy téglalapbol vagjunk ki két, a 4. hazi feladatban

egyenld szara derékszogli haromszog. adott alakzattal egybevagé alakzatot az abran lerajzolt
a) Mutasd meg, hogy a hatarol6 szakaszok kozott vannak moédon! A 4. hazi feladatban jelolt oldal hossza legyen
parhuzamosak! 10 cm.

a) Mekkorak a téglalap oldalai?

b) Legaldbb hany szazalék hulladék keletkezik?

c) Legalabb hany szazalék a hulladék, ha a jel6lt oldal
20 cm?
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Milyen messze van az abran lathaté P pont az AB
egyenestdl és az A ponttol?

1209

Egy derékszogli haromszog atfogdjahoz tartozd

magassagvonala és a derékszog szogfelezéje 20°-o0s

szoget zarnak be egymassal.

a) Hatarozd meg a hiromszog hegyesszogeinek
nagysagat!

b) Mekkora a haromszog koré irhaté kor sugara,
ha az atfogd hossza 16 cm?

Mekkorak lehetnek azok a szogek, melyek

a) egymasnak potszogei, és az egyik a masiknak
4,5-szerese;

b) egymas mellékszogei és kiilonbségiik 42°-os;

c) egyallast szogek és osszegiik 170°%

d) valtoszogek, és az egyik 12°-kal kisebb, mint a
masik?

Az dbran egy téglalap alaku lemezbdl kivagott al-
katrész lathato. A feltiintetett hosszuisagok cm-ben
értendok. Mekkora a lemez teriilete?

1

253

5S

A repiil6gép az A és a Biranyjelz6tél is 15 km tavol-
sagban volt az R, helyen, amikor gyorsan siillyedni
kezdett. Amikor az R, helyre ért, a B irdnyjelz6t6l
ismét 15 km tavolsagra volt. (Az dbra mutatja a re-
piilé fedélzeti szamitdgépe éltal kiszamitott szoge-
ket is.)

(Az A, B, R, és R, pontok ugyanabban a fiigg6leges

sikban vannak.)

=y
Y

a) Mekkora magassagban (h,) volt a repiil6gép az
R, helyen?

b) Mekkora tavolsagra (x) van R, az R, helyt6l?

¢) Hany km-t stillyedt a repiil, amig R,-be ért?

d) Mekkora szoget zar be a vizszintessel az R|R,
egyenes?

Szerkessz olyan ABC haromszoget, amely oldalai-
nak hossza: AB =6 cm, BC=5cm, CA =4 cm!
Jelold szinessel a haromszég oldalain 1évé azon
pontokat, melyekre teljesiil, hogy kozelebb van-
nak a C ponthoz, mint a B-hez, és ugyanakkor az
A ponttol vald tavolsaguk legalabb 1 cm!

Egy K kozéppontu, r sugara korhoz (a kor sikja-
ban 1év6) P pontbol huzott PE érintészakasz hossza
40 cm. Tudjuk még, hogy KP + r = 50 cm. Hataroz-
zuk meg a KPE haromszog teriiletét!

BEVEZETES A GEOMETRIABA



8 5 (Erettségi feladat, 2005)
Kor alaka amfiteatrum kiizd6terének két atellenes
pontjdban, egy atméré két végpontjaban all egy-egy
gladidtor, az uralkodoé a palya szélén iil. A gladiato-

TUDASPROBA

1 > Csehorszdg zdszlaja egy szabdlyos haromszoget tar-
talmaz, amely éppen a zaszlé kozepéig nyulik be.

Mekkordk a zaszlé egyes részeinek teriiletei, ha
a zaszlot alkoto téglalap rovidebbik (fiiggdleges) ol-
dala éppen 1 m hosszu?

Egy O kozéppontu kor sugara 5 egység. A korhoz egy

kiils6 P pontbdl érintéket huzunk, amelyek éppen
90°-0s szoget zarnak be egymassal.

-

a) Mekkora az OP tavolsag?
b) Milyen hosszuak a P-bél a korhoz huzott érintd
szakaszok?
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rok egyenes vonalban odafutnak az uralkodoéhoz.
Az egyik 20 métert, a masik 1 méterrel tobbet tesz
meg, amig odaér. Mekkora az amfiteatrum sugara?
Készits abrat is a megoldashoz!

Mekkora szoget zar be egymassal a haromszog két-
két magassdgvonala, ha a haromszog szogei koziil az
egyik 70°-o0s és egy masik 30°-o0s nagysagu?

Milyen magas a varoshaza tornya? Azt tudjuk, hogy
amikor a Nap sugarai 30°-0s szogben érik a talajt, ak-
kor a torony arnyéka 42 méter.

a) Szerkessz derékszogti haromszoget, ha atfogdja-
nak hossza 12 cm, és az atfogohoz tartoz6 magas-
sag 4 cm hosszu!

b) Szerkeszd meg az el6bbi derékszogt haromszog
beirhato korét!

A képen lathatd kerék atmérdje 80 cm, és négy
egyforma széles deszkalapbol faragtak, amelyeket az-
utan egymads mellé illesztettek. Milyen hossztiak az
egyes illesztések (az abran pirossal jelolve).




Hany fokos szoget zdrnak be egymadssal az 6ramuta-
tok

a) 2:45-Kkor,

b) 16:40-kor?

a) Egy egyenld szart haromszog szarszoge 40°-os.
Mekkorak a haromszog szogei?

b) Egy egyenld szart haromszog alapjan fekvé egyik
sz0g 80°-0s. Mekkorak a haromszog szogei?

c) Egy egyenld szart haromszog alapjan fekvo szo-
geinek szogfelezdi 150°-0s szoget zarnak be egy-
massal. Mekkorak a haromszog szogei?

Egy haromszog oldalhosszai centiméterben kifejezve
egész szamok. Két oldal hossza 3 cm és 7 cm. Hany
ilyen hdromszog van? Mekkora lehet a haromszogek
kertilete?

Melyik téglalap atléja hosszabb: amelynek oldalai
3,4 cm és 4,5 cm hossztak, vagy amelynek oldalai
2,8 cm és 4,9 cm hosszuak?

Aron azt a feladatot kapta, hogy egy &/ \%

55 cm hossza, 29 cm széles, téglalap S, >

alaku kartonlapbdl vagjon ki 10 db . .

egyforma ,hazikot” az dbra szerinti 3 2

meéretekkel. B B
10 cm

a) Szamitassal mutasd meg, hogy
Aron feladata megoldhaté!
b) Szamitsd ki, hany szazalék hulladék keletkezett!

Az Andrassy ut egyik végétdl kiindulva 2000 m hosz-
szan egy kotelet szeretnénk kifesziteni. A kotél két
végét rogzitjiik is az egymastol pontosan 2 km ta-
volsagra 1évé pontok kozott, de kideriil, hogy a kotél
2001 méter hosszu, ezért nem feszes. Milyen magasra
tudnank felemelni a kotelet, ha a kozepénél felemelve
kifeszitenénk? Atférne alatta a 4-6-o0s villamos?

RS | EOEEHER A/ oo ;| EF BEE

¥ oo Hlokar o] 57 s v6 ¢
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Egy téglalap oldalai 7 cm és 9 cm hossztak. Milyen
messze van a téglalap egyik csucsa a téglalap két at-
16jatol?

(Kompetenciamérés, 2013)

Téglalap alaka kertekhez talaltak ki az olyan locso-
16t, amely egy negyedkor (derékszogil korcikk) alaka
teriiletet locsol meg, igy a kert sarkaba éllitva csak
a kertet 6ntozi, ahogy a kovetkezd abra mutatja. Egy
3 méter széles és 4 méter hosszu (téglalap alakd) vira-
goskertben milyen legkisebb hatdsugaru locsolokra
van szitkség ahhoz, hogy a kert egész teriilete meg
legyen 6ntozve?

Vizsugar

Locsold

Jarda

Egy haromszog bels6é szogeinek aranya 10:11:15.
Hany fokos a legkisebb kiilsé szog?

Egy egyenld szart haromszog alapja 6 cm, és két sz0-
ge 30°-0s.

a) Mekkora az alaphoz tartoz6 magassaga?

b) Mekkora a szarhoz tartozé magassaga?

(Erettségi feladat, 2019)
Az ABCD négyzet oldalanak hossza 12 egység.
A négyzet belsejében kijel6ltiik az E pontot ugy, hogy
BE = CE = 12 egység legyen (lasd az abrat). Szamitsd
ki az A és E pontok ta- D c
volsagat!

BEVEZETES A GEOMETRIABA
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135

Egy téglalap atléja az egyik oldal kétszerese. Mekkora
az atléinak a hajlasszoge?

(A 2006. évi Kompetenciamérés nyoman)

Egy 3 méter szélességti biztonsagi kapu a kapu alap-
vonalanak minden pontjatdl legfeljebb 2 méter ta-
volsagig érzékeli a mozgast. Az alabbi abrak koziil
melyik mutatja a kapu altal biztositott teriiletet az
alapvonal sikjaban?

A B
2m 2m
T sm T
C D
2m 2m
T sm T 3m

145

15

Y

18>

195

20 >

21>

Szerkessz derékszogt haromszoget, ha adott a koré
irhaté kor sugara és az egyik hegyesszoge!

Egy haromszog szogei 68° és 76°. Megrajzoljuk a be-
irhaté korét, s azt a harom pontot, ahol az oldalak
érintik a beirhaté kort. A harom érintési pont alkot
egy haromszoget. Mekkorak ennek a haromszognek
a szogei?

Szerkessz haromszoget, ha adott a koré irhat6 kor su-
gara, egyik oldala és az oldalon 1év6 egyik szog!

Szerkessz hdaromszoget, ha adott a koré irhat6 kor su-
gara, egyik oldala és az oldalhoz tartoz¢ stilyvonala!

Szerkessz egyenlé szart haromszoget, ha adott a koré
irhat6 kor sugara és az alapja!

Egy haromszoget a koézépvonalaival négy harom-
szogre bontunk. Ezek keriileteinek 9sszege 32 cm.
Mekkora az eredeti haromszog keriilete?

Egy derékszogt haromszog egyik befogdja 7 cm. Mi-
lyen tavol van az atfogd felezGpontja a masik befog6tdl?

Egy derékszogt haromszog befogdi 45 mm és 28 mm
hosszaak. Milyen messze van a stlypontja a derékszo-
gli csucstol?

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

22

Y

23

Y

24 >

25>

26 >

27 >

28 >

29

Y

Egy derékszogli haromszog egyik befogdja 39 mm,
atfogdja 89 mm. A stlypontjat 6sszekotjiik a csticsa-
ival, igy harom darab haromszogre bontjuk. Mennyi
a keletkez haromszogek kertilete?

Vegyél fel a flizetedben hdrom, nem egy egyenesre
es6 pontot! Jelold el a pontokat A, B és S bettikkel!
Szerkeszd meg azt a haromszoget, amelynek két csu-
csa A és B, stulypontja pedig S!

Egy derékszogt haromszog befogdi 20 mm és 21 mm.
Milyen messze van a befogok felezépontjatdl a derék-
sz0gu csticsbol huzott magassag talppontja?

Egy 2,4 cm sugart kérhoz egy kiilsé P pontbdl meg-
haztuk a két érintét. Az érinték 120°-os szoget zdr-
nak be egymassal. Milyen messze van P a kor kozép-
pontjatol?

Egy haromszog oldalai 15 cm, 20 cm és 25 cm. Mek-
kora a koré irhat6 kor sugara?

Egy ABC haromszogben az A-bdl, illetve a B-bdl hu-
zott magassagok talppontjai legyenek T, és T,! Ha-
tarozzuk meg az AB oldal ismeretében, hogy milyen
tavol vannak ezek a talppontok az AB oldal felez6-
pontjatol? Indokold a valaszodat!

Egy derékszogii haromszogrél tudjuk, hogy az atfo-

goja négyszerese a hozza tartozé magassagnak.

a) Készits abrat a haromszogrél és a hozza tartozo
Thalész-korrol!

b) Mekkorak a hdromszog szogei?

Egyes orszagok (pl. Salamon-szigetek, Bhutan, Na-
mibia vagy Tanzania) nemzeti lobogdjanak alapja
az atlésan kettéosztott téglalap. Az abran a Salamon-

szigetek zdszlaja lathato.

A téglalap 1:2 oldalarannyal rendelkezik, a kozépen
ativeld sarga csik az oldalak huszadolopontjait koti
Ossze.
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33>

54

Legyen a téglalap révidebbik oldalhossza 1 egység, a hosszabbik 2 egység.
a) Szamitsd ki, hogy mekkora a z6ld és a kék haromszogek teriilete!
b) Szdmitsd ki a harom tartomany kertiletét!

A képen Namibia zaszlaja lathatd. A z4szl6 2 : 3 oldalarannyal rendelkezik. A fehér csikok

16 . .. 17
az oldalak 20 aés 20

Legyen a téglalap révidebbik oldala 2 egység, a hosszabbik oldala 3 egység.

-a kozotti szakaszokat kotik ossze.

a) Szamitsd ki a kék és z6ld haromszogek teriiletét!
b) Szdmitsd ki a z6ld és a kék haromszog kertiletét is!

(Kompetenciamérés, 2014)

Krisztina agytakarot szeretne késziteni fehér és sotétkék szint anyagbol. Mindkét anyag 2 méter széles, a fehérbél egy
1,5 méter hosszt, a sotétkékbdl egy 2,5 méter hosszu darabja van. Az anyagokat négyzet és haromszog alakd dara-
bokra vagva, majd ezeket Gsszevarrva szeretne osszedllitani egy négyzet alakd agytakarot a kovetkezo abrakon lathato
mintak valamelyike szerint.

Melyik mintat vélassza Krisztina, ha az sszes anyagot szeretné felhasznalni?

Valaszod indokold!

(Kompetenciamérés, 2003)

Egy négyzetet az abran lathaté modon, négy azonos méretli (egybevagd) téglalapra
osztunk fel, meghuzzuk egyik atléjat, majd az igy kapott alakzatokat az dbran lathato

moddon beszinezziik.
Hényad része a sotéttel szinezett rész terilete az eredeti négyzet tertiletének?

L

(Kompetenciamérés, 2013)
A kovetkezd diagram egy 12 évfolyamos iskola tanuldi

Osszetételét mutatja.
A téblazatok koziil melyik mutatja helyesen az iskoldba

jaré tanulok osszetételét?

A) B) C) D)
Tanulék Fo Tanulék Fo Tanulék Fo Tanulék F6
Alsés tanulok 420 Alsés tanulok 315 Alsés tanulok 280 Alsés tanulok 475
Felsds tanuldk 375 Felsds tanuldk 225 Felsds tanuldk 257 Fels6s tanuldk 395

Gimndaziumi tanulok 120 Gimndaziumi tanulok 180 Gimndziumi tanulok 204 Gimndaziumi tanulok 305

BEVEZETES A GEOMETRIABA



34 5 (Kompetenciamérés, 2016)

35.

Egy mérleghinta rogzitett pontja 90 cm-es magassag-
ndl taldlhat6 (P, pontban), de 60 cm-es magassagra
»leengedhetd” (P, pontba), ahogyan az abran lathatd.

tengely

gumitégla gumitégla

A talajhoz iitkozés csillapitasara gumitéglat helyez-
nek el a mérleghinta alatt. Ahol az iilés vége a gumi-
téglaval érintkezik, a gumitégla id6vel elkopik, elszi-
nezddik.

Melyik igaz az alabbiak koziil?

A Ugyanott kopik a gumitégla a 60 cm és a 90 cm-es
bedllitdsnal.

B 60 cm-es rogzitésnél a mérleghinta tengelyéhez
kozelebb kopik a gumitégla, mint a 90 cm-es rog-
zitésnél.

C 60 cm-es rogzitésnél a mérleghinta tengelyétdl
tavolabb kopik a gumitégla, mint a 90 cm-es rog-
zitésnél.

D Ennyi adatbdl nem hatarozhat6 meg, hogyan he-
lyezkedik el egymashoz képest a két kopasvonal.

Az abran egy bilidrdasztalt latunk. Az A egyenlé ta-

volsagra van az asztal hosszabb oldalaitol.

a) Mekkora utat tesz meg a golyd, mig A-bdl a P
pontba jut, ha x = 50 cm?

b) Megvalaszthatd-e az x értéke ugy, hogy a P pont-
bdl vald visszapattandas utan a biliardgoly6 ismét
athaladjon a kiindulasi helyén (A)?

200 cm

150 cm

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

36 . Az ABC haromszég C-nél derékszogi. Keress az ab-

37.

rdkon merdleges szaru szogeket!

a) B

Egy négyzetes oszlop feliiletén bejeldltitk az « és 8 he-
gyesszoget. Az a sz0g AE szara mer6leges a f3 sz6g AC
szarara, és az « sz0g AH szara merdleges a 3 sz6g AB
szarara. Tehat o = f3.

Helyes-e ez a kovetkeztetés? Miért?

H
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BEVEZETO

A matematika egyik fontos feladata, hogy

nagy mennyiségl 6sszegyujtott adatbdl al- "

talanos kovetkeztetéseket vonjon le, ezek oy 2
15.0

segitségével tajékozodjon a jelenben, il- s =

letve megprobalja jovébeni események le-

folyasat megjosolni. Az adatok Osszegytj- P00t GOS M 1100 2 4007 S0P
tésével, rendszerezésével és elemzésével
foglalkozik a statisztika.

KIDOLGOZOTT FELADAT
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1. Egyrenddrségi traffipax (sebességmérd radar) az autépalyan tiz perc alatt a kovetkez6 sebességeket mérte (az adatok

km -ban értenddk):

h
130, 130, 128, 128, 120, 115, 130, 127, 127, 125, 130, 130, 132, 140, 132, 127, 125, 128, 130, 127, 130, 125, 128, 132, 130,
130, 127,128, 162, 130, 135, 132, 130, 120, 125, 127, 130, 128, 132, 128, 127, 125, 130, 130, 128, 130, 125, 130, 132, 128,
128, 130, 140, 135, 130, 130, 120, 130, 130, 127.

Mennyire jellemz6 az elhaladé autésokra a 130 % sebességhatar megszegése?

Megoldds

Az adatok jobban attekinthet6vé, gyorsabban és konnyebben feldolgozhatéva valnak, ha azokat rendszerezziik, tablazatba
foglaljuk. A tabldzat megmutatja, hogy bizonyos sebességgel hany autds kozlekedett. A tdblazat alapjan konnyen megallapit-
hatjuk, hogy 11 auté Iépte tul a sebességhatart.

Sebesség (km/h) 115 120 125 127 128 130 132 135 140 162 Osszesen:
Autdk szama (gyakorisag) 1 3 6 8 10 21 6 2 2 1 60
km _

h
Onmagéban ez a szdm nem sokat 4rul el arrél, hogy az autésok éltaliban betartjik-e a szabalyt, mert nem mindegy, hogy

Mas szavakkal: a mérések kozott a 130 t meghalado sebességek gyakorisaga 11 volt.

pl. 60 megmeért sebesség kozott volt 11 szabalytalan, vagy mondjuk 22 megmért sebesség kozott talaltak 11-et.
Szemléletesebbé tehetjiik a szabalysértések szamat ugy, ha megadjuk, hogy a vizsgalt esetek mekkora részében voltak sza-
bélytalanok az autévezetdk.

km _

11
A11a60-naka © része, azaz kb. 18%-a. Ez az arany a 130 h

t atlépSk szamanak relativ gyakorisaga a 60 mért sebesség
kozott.

1
A sebességhatdrt jelentdsen, azaz 10%-ot meghaladé mértékben tullépSk gyakorisaga 1, relativ gyakorisaga pedig% = 0,017
(= 1,7%) volt.

FUGGVENYEK



Ha egy kisérletet, megfigyelést n-szer végeztiink el, és k-szor kaptunk meg egy eredményt, akkor azt mondjuk, hogy
ennek az eredménynek a gyakorisaga k, a relativ gyakorisaga pedig E
n

Itt az n pozitiv egész, a k nemnegativ egész szam és k < n.

A relativ gyakorisag jobban jellemzi az eseményt, mint a gyakorisdg, mert azt mutatja meg, hogy az esetek hdnyadré-
szében kaptuk meg a vizsgalt eredményt.

Az olyan tablazatot, amely az egyes adatok el6fordulasanak ardnydt mutatja, relativ gyakorisagi tablazatnak nevezziik.
A relativ gyakorisagot a konnyebb érthetdség kedvéért sokszor szazalékban adjak meg.

Az ilyen tipusu feladatok megoldasa sordn figyelj a kerekitésekre, és ellendrizd, hogy az egyes sorokban 1évé relativ
gyakorisagok Osszege 1-et adjon, a szdzalékban kifejezett értékek 6sszege pedig 100%-ot!

KIDOLGOZOTT FELADAT

2 . Egy cipébolt eladoi egy délutan statisztikat készitettek a naluk vasa-

Relativ gyakorisag
rolt cip6k méretérdl. A tablazatban azt is feltiintették, hogy a vevék Cipbméret Vasarl6k szima %
milyen ardnyban vasdaroltak az egyes méreteket. (gyakorisdg)  Argny  (egészre

(114 iz ‘ . .. 14 4 kerekif
A tablazat alapjan valaszoljunk a kovetkezd kérdésekre! erekitve)
. SO I ¢ .. . 38 2 2/60 3
a) Milyen mérett cip6bél vettek a legtobbet (melyik volt a leggyako-
) , 39 3 3/60 5
ribb eladott méret)?
.. (o m1ox , 40 6 6/60 10
b) Az 6sszes eladott par cipd hanyadrésze volt 40-es (mekkora volt az
. A S ; . 41 8 8/60 13
eladott cip6k kozott a 40-es méretiiek relativ gyakorisaga)?
; P 1 . 42 11 11/60 18
c) Az eladasok kozott mekkora volt a 42-es vagy anndl kisebb mére-
w12t 1 .y . 43 13 13/60 22
tii labbeli eladasanak gyakorisaga?
44 9 9/60 15
Mego ldds ) 45 8 8/60 13
Osszesen: 60 60/60 100

a) A tablazat alapjan 43-asbdl. 6
b) 60 parbdl 6, azaz az eladott cipSk o része volt 40-es.

6 1
Megjegyzés: Mivel 5 = E = 0,1, vélaszunkat igy is

megfogalmazhatjuk: az eladott cipdk 0,1 része (10%-a)
volt 40-es.

c) 2+3+6+8+11=30.

@ A relativ gyakorisag kiszdmitasat tdbldzatkezeld

programra is bizhatjuk.

FELADAT

1 = Egy osztaly tanuloi egy 20 pontos ropdolgozatra a kovetkezé pontszamokat kaptak:
15, 16, 10, 15, 13, 12, 17, 15, 16, 20, 19, 15, 16, 13, 10, 6, 10, 19, 16, 13, 14, 17, 12, 17, 15, 14, 16, 19, 10, 12.
Rendezd az adatokat gyakorisagi tablazatba! Add meg az egyes adatok relativ gyakorisagat is!
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2 5 Megkérdeztek 25, harminc év alatti fiatalt, hogy 2019-ben
héany alkalommal voltak szinhazban. A valaszok a kovetkezok
voltak: 5, 3,0,4,7,5,6,2,0,4,10,4,6,8,4,2,0,1,5,3,6,9,

3,5
a)

b)

, 0.

Rendezd a vélaszokat gyakorisagi tabldzatba, és add meg
az egyes valaszok relativ gyakorisagat is! A fiizetedben
dolgozz!

Az adatok feldolgozasakor megvizsgaltdk, mennyi a meg-
kérdezettek kozott azoknak a relativ gyakorisaga, akik
legfeljebb egyszer, legfeljebb kétszer, ..., legfeljebb 10-
szer voltak szinhazban. Toltsd ki a tablazatot te is! A fiize-

tedben dolgozz!

Gyakorisaga  Relativ gyakorisaga

Egyszer sem
Legfeljebb 1-szer
Legfeljebb 2-szer
Legfeljebb 3-szor
Legfeljebb 4-szer
Legfeljebb 5-szor
Legfeljebb 6-szor
Legfeljebb 7-szer
Legfeljebb 8-szor
Legfeljebb 9-szer
Legfeljebb 10-szer

3 5 Teri mama szerencseszamaia 3,a 7 és a 13. A hatoslotton a 2000-2007 években 426-szor tortént hiizas, és minden
alkalommal hat szamot haztak ki. Az eredményeket Gsszesitve Bence azt latta, hogy Teri mama szamait rendre 59,
56, illetve 63 alkalommal huztak ki (a hatoslottén az els6 45 pozitiv egész szam koziil hiznak ki 6-ot).
a) Szamitsd ki Teri mama szerencseszamainak relativ gyakorisagat a 426 huzas alapjan!
b) Ugyanezt a 426 htzast vizsgalva lathatd, hogy a leggyakrabban kihuzott szam a 35 (69 alkalommal huztak ki),
a legritkabban kihtzott pedig a 19 volt (42-szer huztak ki). Mekkora a 35 és a 19 relativ gyakorisaga a vizsgalt

hazasok sordn?

¢) Mennyi lenne az egyes lottdszamok gyakorisaga, illetve relativ gyakorisdga a 426 huizas soran, ha mindegyiket
ugyanannyiszor (vagy legalabbis majdnem ugyanannyiszor) huztak volna ki? Ennek alapjan valoban szerencse-

szamoknak nevezhet6ek-e Teri mama kedvenc szdmai?

HAZI FELADAT

1 5 Egyautokeresked6 honaprol honapra feljegyezte az 2>
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eladott autok szamat:

Hoénap

Eladott

autok szama

a)

b)
c)

d)
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Osszesen hény aut6t adott el a kereskedd az év
sordn?

Hény autét adott el az els6 negyedévben?
Egészitsd ki a tablazatot egy harmadik sorral,
amely azt mutatja, hogy az adott hénap végéig
hany autdt adott el a keresked§ az év soran 6sz-
szesen!

Melyik hénapban lépte 4t az addig eladott
autok szama a 100-at?

Melyik hénap folyaman érte el az éves eladds
50%-at?

Egy fout mentén 15 percen keresztiil forgalom-
szamlalast végeztek. Az eredmények nyers forma-
ban itt lathatok:

Személyautd: T THL T T T (]

Teherauto: T

Autébusz: T I

Motorbicikli: ~ THL [l

Egyéb jarmi: |

a) Hany jarmu haladt el a szamlalé el6tt az egyes
fajtakbol?

b) Az elhaladé jarmtivek hanyadrésze volt teher-
auto, és mekkora volt az autébuszok relativ gya-
korisaga?

c) Készitsd el az adatok gyakorisagi és relativ gya-
korisagi tablazatat!

FUGGVENYEK



3 5 500 késziiléket ellendriznek ugy, hogy véletlenszerden Kiva- oo 0oL —— Relatiy

lasztanak koziilitk harmincat, és megszamoljak, hogy hany a mintéban (db) gyakorisdga
hibas van kozottiik. Ezt a vizsgalatot tizszer végzik el. A tab- 0 1
lazat a vizsgalatsorozat eredményét mutatja. Toltsd ki a tabla- 1 4
zatot a fiizetedben! 2 3
3 2
4 vagy tobb 0

4 s Akovetkezd tablazat azt mutatja, hogyan sikerdilt a legutobbi matematika felméré dolgozat egy gimnazium harom
kilencedikes osztalyaban:

A dolgozatjegyek
Osztaly 5 4 3 2 1 5 4 3 2 1
gyakorisaga relativ gyakorisaga
9.A 7 6 4 1 1
9.B 3 4 10 2 0
91 C 12 0,083 0,5 0,333 0,083

Mi kertiil a téblazat iiresen hagyott celldiba? (A fiizetedben dolgozz!)

RAADAS

A legjobb auto

Egy autésujsag az 4j autok értékeléséhez egy pontrendszert hasznal, és az Ev autdja cimet annak az auténak adja, amelyik
a legtobb pontot éri el. Ot 4j aut6t értékelnek, amelyek pontszamait a mellékelt tablazatban lathatjuk.

Auté Biztonsagi Uzemanyag-“ Kiilsé Belso
felszereltség (B) ~ felhaszndlas (U)  megjelenés (K)  felszereltség (F)
Ca 3 1 2 3
M2 2 2 2 2
Sp 3 1 3 2
N1 1 3 3 3
KK 3 2 3 2

A pontszamok jelentése a kovetkez6: 3 pont = kitling; 2 pont = jo; 1 pont = kozepes.

a) Egy autd osszpontszamanak kiszamitasdhoz az Gjsag az alabbi szabalyt hasznalja, ami tulajdonképpen az egyes pontsza-
mok sulyozott dsszesitése:
ésszpontszdm = (3-B) + U+ K+ F.

Szamitsd ki mind az 6t aut6 6sszpontszamat, és rakd az autokat ez alapjan sorrendbe! Melyik aut6 a gyéztes?

b) A ,Ca” auté gyartéja ugy gondolja, hogy az 6sszpontszam kiszamitasanak szabalya nem igazsagos.
[rj egy olyan szamitdsi szabdlyt, amely alapjan a ,,Ca” auté lenne a gydztes!
Az 4ltalad megadott szabélyban szerepelnie kell mind a négy valtozénak. Ugy add meg a szabalyt, hogy az alébbi egyen-
let négy pontozott vonaldra pozitiv szimokat irsz! A fiizetedben dolgozz!

Osszpontszdm = .......co........ Bt e, U+ s o G -E
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy érmét 20-szor feldobva a kovetkez6 sorozatot kaptuk:
F; F: Pa I; Ia F, I, I) I, I, I, I, F, I, I, F, I, F, F, I. (AZ F athelenti,
hogy ,.fejet” dobtunk, az I pedig azt, hogy ,irast”)

60

a)
b)

c)

Mennyi a fej és az irds relativ gyakorisaga?
Abrézoljuk a relativ gyakorisigokat oszlopdiagra-
mon és kordiagramon!

Minden egyes dobds utan adjuk meg a fej gyako-
risagat az addigi dobasok kozil, és szamitsuk ki
a fej relativ gyakorisagat is! Az eredményeket fog-
laljuk tablazatba, majd abrazoljuk vonaldiagramon
a relativ gyakorisag valtozasat!

Megoldas

a)

b)

A 20 dobasbdl all6 sorozatban a fej gyakorisaga 8, az
irasé pedig 12. A fej relativ gyakorisdga % =0,4,az
12
irasé pedig— = 0,6.
pedig —
A Kkordiagram elkészitéséhez a 360°-ot 0,4:0,6
aranyban fel kell osztani. 0,4:0,6 = 4:6, ezért a
360°-ot 4+ 6 =10 egyenld részre kell felosztani
(1 rész = 36°), majd ezt az értéket 4-gyel, illetve 6-tal
szorozni (144°, 216°). Ugyanezt kapjuk eredmény-

ként, ha a 20 dobasnak megfeleld teljes szoget, vagyis
a 360°-o0s szoget osztjuk fel 8: 12 aranyban.

A
074
064 —

0,5 +

relativ gyakorisag

0,4 +
0,3 +

0,2 +

0,1+

0,0

fej iras

oszlopdiagram

kordiagram

c)

fejek relativ gyakorisaga

Dobasok Fej Fej relativ
szama gyakorisaga ~ gyakorisiga
1 1 1
2 2 1
3 3 1
4 3 0,75
5 3 0,60
6 4 0,67
7 4 0,57
8 4 0,50
9 4 0,44
10 4 0,40
11 4 0,36
12 4 0,33
13 3 0,38
14 5 0,36
15 5 0,33
16 6 0,38
17 6 0,35
18 7 0,39
19 8 0,42
20 8 0,40
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
T + + + + + + + + +—>
0 4 6 8 10 12 14 16 18 20
dobasok szama
vonaldiagram
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A tablazatokndl szemléletesebb az adatok grafikonon, diagramon valé dbrazolasa, mert azok latvanyosabb médon adnak
informdciot, és atlathatobb4d teszik az adathalmazt, az adatok valtozdsdnak mértékét.

Az oszlopdiagramot azonos szélességt téglalapok alkotjak, melyek magassdga aranyos az abrazolt adatok értékével. Hasz-
nalata célszerd, ha az adatok valtozasat, egymdshoz valo viszonyat akarjuk szemléltetni. Hasznalata nem célszer(, ha van
kiugréan nagy adat, vagy ha nagyon kicsi az eltérés az adatok kozott.

Az oszlopdiagram elkészitésekor fontos a 1épték helyes megvalasztasa és aranyos hasznalata a gyakorisagokat magaban
foglal¢ (4ltalaban fuggdleges) tengelyen. Fontos, hogy a tengely szamozasat 0-val kezdjiik, mert a diagram igy lesz infor-
mativ, és igy mutatja korrekt médon (nem megtévesztéen) az adatok kozotti kapcsolatokat.

A vonaldiagram a derékszogti koordinata-rendszerben ébra-
zolt gorbe vagy Osszefliggd torottvonal. Hasznalata célszerd,

ha szemléltetni szeretnénk az adatok egymashoz valé viszo- 0 J.e'les
nyat, (leginkabb id6beli) megvaltozasat. B s

[ kozepes
Kordiagramon dbrazoljuk az adatokat, ha azok relativ gya- W elégséges
korisagat szeretnénk szemléltetni. A teljes kor (360°-os ko- [] elégtelen
zépponti szogli korcikk) jelenti az adatok egészét (100%-ot).
A kort olyan korcikkekre bontjuk, melyek kdzépponti szo-
geinek nagysaga az abrazolandé adatok relativ gyakorisagai- O jeles
val egyenes aranyban all. Kérdiagram hasznélata nem idealis m| s
tul sok adat esetén, vagy ha tobb kicsi és tobb nagy adat van [ kozepes
a vizsgalandok kozott. W eleoséges
Vigyézni kell azzal, hogy a kérdiagram kiillonbozd térbeli [] elégtelen

megjelenitése rossz kovetkeztetésekre adhat okot. Ugyanazon adatok dbrdzoldsa mds szemszogbél

FELADAT

1 s Abrézold vonaldiagramon az irasok relativ gyakorisiganak valtozasét a kidolgozott feladatban!

2 = Egy iskola menzdjan 270-en ebédelnek. Ezen a héten 150-en vélasztottdk az A meniit és 120-an a B meniit. Szamold
ki a kétféle menii valasztasanak relativ gyakorisagat szazalékban egy tizedesjegy pontossaggal, és abrazold a kapott
értékeket oszlopdiagramon és kordiagramon is!

3 .. Foglaljuk tablazatba az oszlopdiagramon megjelenitett adatokat! Egészitsiik ki a tablazatot az érettségizok szama-
nak az el6z6 évhez viszonyitott valtozasat szemléltetd mezdkkel!

A
120 000 +
<
5 o one 95008 98 000
\g 100000t 84 539 88 158 90 249 92 098 92770
4
£ 80000+ 65504
3]
:;;D 60 000 +
= 40000 +
8
20 000 +
b t t + + 4 J »
t t t } ; ; —>
1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 év

53. lecke | DIAGRAMOK

61



4 = Egy iskola menzajan 270-en ebédelnek. Ezen a héten 90-en valasztottak az A meniit, 135-en a B meniit, és 45-en
a C meniit. Szamold ki a haromféle menii valasztasanak relativ gyakorisagat szazalékban egy tizedesjegy pontos-
saggal, és dbrazold a kapott értékeket oszlopdiagramon és kordiagramon is!

5 5 Egy iskolaban 6t 17 fés diakcsoport ugyanazt a témazaré dolgozatot irta matematikabol. A diagramok az egyes
csoportok eredményét mutatjak.

a) Készits tablazatot az egyes csoportok érdemjegyeinek eloszlasardl (gyakorisagarol)!
b) Egészitsd ki a tablazatot az egyes csoportok atlagosztalyzataval!
c) Készits gyakorisagi tablazatot a 85 tanul6 osztalyzatairol, és szamitsd ki a témazaré dolgozatbdl elért atlagos
osztalyzatot!
d) Jellemezd az egyes csoportok teljesitményét a sajat szavaiddal! Melyik csoport teljesitményét jellemzi jol az
atlagos osztalyzat, és melyikét nem? Miért?
1L, t 2 t
b csopor b A csopor
10 10 +
8 8 1
6 61
4 41
2 21
0+ : : : 0 M : _ : :
5 4 3 2 1 5 4 3 2 1
3. csoport 4. csoport 5. csoport
10 + 10 + 10 +
81 81 81
6+ 6+ 6+
41 41 4t H
2+ 21 2
L Bl e BN e B BEl
5 4 3 2 1 5 4 3 2 1 5 4 3 2 1
HAZI FELADAT

1 5 Egy osztdly tanul6i korében a testvérek szdma a tablazat o srek szama 0 1 ) 3
szerinti gyakorisaggal fordul elé. e — 7 1 5 )
a) Add meg a testvérek szdmdnak relativ gyakorisagit .o P

szazalékban! Valaszod egy tizedesjegy értékre kerekit-
ve add meg! (A fizetedben dolgozz!)
b) Készits oszlopdiagramot a relativ gyakorisagokrol!
c) Haaz osztaly évzaré bulit rendez, amelyre eljon az 6sz-
szes csalad minden gyereke, akkor hany gyerek lesz a
buliban?
2 - Egy iskola menzdjan 240-en ebédelnek, és haromféle
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A meniit valasztok szama  Relativ gyakorisaga
meni koziil vélaszthatnak. A tablazat az egyes meniiket

»A” meni 0,55
valasztok relativ gyakorisagat mutatja. B menii 03
a) Szémold ki, hényan vélasztottik az egyes meniiket! ., . o 0.15

(A fiizetedben dolgozz!)
b) Abrézold kordiagramon az egyes meniiket vélasztok
gyakorisagat!

FUGGVENYEK



3 5 Akordiagram egy 5400 lakost telepiilés lakossaganak megoszlasat mutatja.
Add meg a férfiak, a nék és a gyermekek szazalékos eloszlasat és 1étszamat!

% gyermek

4 s A kovetkezd tabldzat azt mutatja, hogyan sikeriilt a legutobbi matematika felméré dolgozat egy gimnazium négy

kilencedikes osztalyaban:

Az osztaly A A dolgozatjegyek
hianyzok 5 4 3 2 1 5 4 3 2 1
jele 1étszama i
gyakorisaga relativ gyakorisaga
A 33 8 3 2 0,25 0,219
B 0 7 10 2 2 0,25
@ 29 4 0,32 0,24 0,16 0,08
D 31 1 4 8 13 1

a) Toltsd ki a tablazat tiresen hagyott cellait! A fiizetedben dolgozz!

b) Abrazold kozos grafikonon més-mas szinnel a négy osztaly jegyeinek relativ gyakoriségat!

c) Készits tablazatot arrdl, hanyan kaptak az egyes osztalyokban legalabb egyest, legalabb kettest, legalabb har-

mast, legalabb négyest, legalabb 6tost! Szamitsd ki a relativ gyakorisagokat is! Készits grafikont!

@ Az abrazolas megoldhatd a Graph program segitségével is.

RAADAS

A diagramok f6 célja, hogy segitségiikkel konnyen értelmezhetd, attekinthet6 formaba rendezziik az adatokat. Szemléletes,

jo diagramot késziteni azonban sokszor nem is olyan egyszert feladat.

1. Az adatok abrazoldsanak egyik legnagyobb problémadja a kiugré (a tobbi adat-
hoz képest tul nagy vagy tdl kicsi) értékek kezelése. Legyenek példaul az adataink:
1,2,1, 1000, 1.

Ha ezeket az adatokat oszlopdiagramon abrazoljuk, akkor az 1000-es adat oszlopahoz
képest a tobbi olyan kicsi, hogy nemhogy a koztiik 1év6 kiilonbségeket, de még magukat
az oszlopokat sem latjuk.

Ha akkora diagramot rajzolnank, amelyiken mar jol lathaté a kis adatok kozti eltérés,
akkor meg az 1000-es oszlop ,,l6gna ki” az abrabdl.

Ennek a problémanak egy lehetséges — bar nem tul elegans — megoldasa, hogy ,,megtor-
jik” a diagramot:

Ezen a diagramon jol megférnek egymassal az adatok, csakhogy a figyelmetlen szem-
1él6nek konnyen ugy tlinhet, hogy a negyedik oszlop csak kb. 4 egység magas. Ezért
kiillondsen fontos, hogy a grafikon (és a fiiggbleges tengely) megtorése nyilvanvalo és
felttin6 legyen.
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2 . Problémat okoz a masik véglet is, amikor az adatok kozotti killonbségek tual ki-

. . . . . Y . 1000
csik. Az ilyen diagramokon minden oszlop egyformanak tlinik, pont a lényeg 300
- a kiilonbségek - nem lathatok. 600

) 400

Ev 2004 2005 2006 2007 200

Munkanélkiiliek szima 996 998 1000 1009
2004 2005 2006 2007

wVarosunkban a munkanélkiiliek szdma

(s . 1o o C . nem valtozott jelent6sen az elmult években”
Ezen a problémadn sokan tigy probalnak segiteni, hogy kivagjak a diagram ,,te- !

tejét’, azaz itt a figgdleges tengely beosztasa nem nullérol indul. Ez a megoldas

1010
sokszor hasznos, azonban néha veszélyes is lehet, mert az eredmény konnyen
megtévesztheti a feliiletes olvasot. 1005
Te milyen diagram segitségével tudnad jobban szemléltetni az el6bbi adatokat? 1000

995

2004 2005 2006 2007

»Varosunkban a munkanélkiiliség az
elmult években drasztikusan novekedett”

3. Ugyelniink kell arra is, hogy egy tulzsufolt grafikonrél semmit nem lehet érdemben leolvasni. Nem szabad tehat ren-
geteg adatot belezstfolni egyetlen abrabal

1000 +

Az ilyen diagramok értelmezhetetlenek. Ha tul sok adatunk van, meg kell prébalnunk csoportokba (n. osztalyokba)
sorolni 6ket. (Felidézheted az osztélyba sorolasrol tanultakat a 10. lecke alapjan.)

4 . Ma mar alegegyszer(ibb szamitégépes adatkezelé programok is lehetéséget adnak latvanyos térbeli diagramok készi-
tésére. A térbeli perspektiva azonban furcsa optikai csaloddsokhoz vezethet!
A két alabbi, henger alaku grafikon ugyanaz a kérdiagram, de kiilonboz6 szogekbdl nézve! Az értelmezés mégis tel-
jesen kiilonbo6z6. Ha példaul egy cég a piaci részesedését szeretné abrazolni (zo6ld szinnel az adott cég részesedése),
akkor a kiilonb6z6 diagramok kiilonbozé hatast eredményezhetnek a részesedés mértékét illetéen.

SO — =

»Piaci részesedésiink alig toredéke »Piaci részesedésiink kortilbelil
a vezetd cégek részesedésének” a tobbi cégével azonos aranyu”
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RAADAS

1. (Kompetenciamérés, 2014)

Aszalds soran a novények a vizveszteség miatt veszitenek tomegiikb6l. Az aldbbi diagram kiilonb6z6, 100 dkg tomegti

nyers novénynek aszalds utani tomegét abrazolja.

Aszalds utani tomeg (dkg)

a)

b)

c)

30

25

20

15

10

korte szilva sargabarack Gszibarack alma  hagyma sargarépa  zeller gomba

A diagram adatai alapjan dontsd el, melyik igaz, illetve melyik hamis a kovetkez6 allitasok koziil!

A A vizsgalt névények aszalas soran tomegiik kb. 75-94%-4t veszitik el.

B A szilva vesziti el tomegének legnagyobb szazalékat aszalaskor.

C Ugyanakkora tomegii sargarépa és gomba aszaldsa utan a sargarépa tomege feleakkora lesz, mint a gombaé.

D Az aszalt sargabarack tomege a nyers gyiimolcs tomegének %-e.

Sargabarackot és ¢szibarackot aszaltunk. Az aszalas utani 6ssztomeg 82%-kal volt kevesebb, mint az eredeti tomeg.
Az eredeti gyiimolcs tomegének hany szazaléka volt sargabarack?
Kétszer akkora tomegt almat aszaltunk, mint szilvat. Mi lesz az aszalas utdn az 6sszetevok tomegének aranya?

2 . (2016. évi érettségi feladat nyoman)

Egy hatkérdéses tesztben minden kérdésnél a megadott
hérom lehet6ség (A; B és C) kozil kellett kivalasztani a he-
lyes vélaszt. A tesztet tiz diak irta meg. Az alabbi diagram
az egyes feladatokra adott valaszok eloszlasat mutatja.

A teszt értékelésekor minden helyes valaszra 1 pont, hely-
telen valaszra pedig 0 pont jar. Tudjuk, hogy a tiz diak 6sz-

2 -
1 -
szesen 35 pontot szerzett. 0- E
T

AN NN

3

Vilasz gyakorisiga
S
1

Allapitsd meg az alébbi allitdsokrél, hogy biztosan igaz, L 2. 3. 4. 5. 6.

lehetséges vagy nem igaz allitasok. A megfeleld valaszhoz
tartozd betikbdl egy hires magyar szinész vezetéknevét

Feladat sorszama

[0 Avalasz [ Bvalasz B Cvilasz

rakhatod ki. Rakd a bettiket helyes sorrendbe!

biztosan igaz lehetséges nem igaz
Volt olyan diak, aki nem valaszolt minden kérdésre. K M U
A helyes vélaszok szama 5-tel tobb, mint a helytelen valaszok szdma. A G R
Van olyan kérdés, amelyre nem az a j6 valasz, amit a legtobben jeloltek be. T P ()
Van olyan didk, aki az els6 és az utolso kérdést egyarant elhibazta. I J N
Van olyan didk, aki minden kérdésre a jo vélaszt jeldlte. S (¢} IL
Kevesebb olyan kérdés volt, amelyre a C vélasz volt helyes, mint amelyre a B vélasz. B A (0)
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BEVEZETO

A minket koriilvevé vilag allandéan mozgasban van, folyamatosan valtozik. Valto-
zik az id6jaras, a hémérséklet a nap folyaman, de éves periddusokban is. Véltozik
a boltok kindlata, az arak, valtoznak az ismerdseink és mi magunk is. Természetesen
lehetetlen mindezt egyiittesen leirni, de bizonyos kiszemelt mennyiségek valtozasat
kénnyen nyomon kévethetjiik. Sokszor megkonnyiti a dolgunkat, ha grafikonon ab-

razoljuk a folyamatot.

1 5 A tachograf (menetir6) olyan késziilék, amely
mozg6 jarmiivek — elsdsorban buszok, teherautdk —
sebességadatait jegyzi késobbi ellendrzés céljabol.

Egy helykozi autébuszjarat egyik utasa ztizédasos
sériiléssel jelentkezett a varosi kérhézban. Allita-
sa szerint a busz hirtelen fékezett, 6 pedig elesett.
A kozlekedési vallalatnal jegyzékonyvet vettek fel
a panaszrol, ebben az utas a kovetkezéképpen me-
sélte el a torténteket:

»A kovespusztai megallo utan egy darabig még
ugy 70-nel mehettiink az orszaguton, aztan a va-
ros szélén a busz 50-re lassitott. 2-3 perc utan
a piros lampanal a vezeté fékezett, aztdn meg-
allt. A lampa elég hamar zoldre valtott, mehet-
tink tovabb az alsévarosi megélléig, ami kb.
negyedoranyi ut a kovespusztaitél szamitva. Itt
nem volt senki, igy a vezetd lassitas nélkil, 50-
nel ment tovabb, egészen a kovetkezd jelzlam-
paig. Ott olyan hirtelen allt meg, hogy elestem.
A kovetkez6 megallonal le is szalltam.”

66

Az autébusz-tarsasag bekérte a vezet6tdl a busz ta-
chografjat, amely a kérdéses idGtartamrol a kovet-
kez§ grafikont rogzitette:

A
80 +
70 4

sebesség (km/h)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
id6 (perc)

a) Azonositsd a grafikonon az ut szakaszait a pa-
naszos utas beszamoldja alapjan!

b) A beszamol6 melyik részei igazak, és hol allitott
valdtlant az utas?

¢) Mi tortént valdjaban azon a szakaszon, amellyel
kapcsolatban nem mondott igazat az utas?

d) Tudjuk, hogy a busz a kovespusztai megallotol
indulva éltalaban 7-8 perc alatt éri el a véaros-
hatart. Ezt figyelembe véve megszegte-e valahol
a busz vezetdje a sebességhatdrokat? (Az auto-
buszok szamara megengedett maximalis sebes-

km km
ség varosban 50 W varoson kiviil 70 T.)

FUGGVENYEK



2 5 A grafikon a 95-6s oktdnszamu benzin arvaltoza- A grafikon és a tablazat alapjan vélaszolj a ko-

sait mutatja egy benzinkdtnal a 2008-as év soran. vetkez6 kérdésekre!
Benzindr alakuldsa 2008-ban A) Mennylt csokkent a benzin dra

320 a) januar és december kozott;

;l)g b) julius és december kozott?
.. 290 B) Mennyi volt januar és julius kozott
L
=l igg a) alegnagyobb;
§ 260 b) alegkisebb;
hal 4

;Zg c) az atlagos

230 havi novekedés?

220 A C) Mennyi volt julius és december kozott

2

jan
febr.
apr.

maj.
jun

aug.
okt.
nov.
dec.

a) a legnagyobb;
b) a legkisebb;
¢) az atlagos

marc.
szept.

a) Roviden ird le, mi tortént a benzindrakkal az év

folyaman! Térj ki arra, hogy melyik idszakban

i’ o ,J o t’kf(’;y 'IZ ) , havi csokkenés?
milyen irdnya és mértékii a véaltozds, mennyi L , .

) A e o, s y D) Megallapithat6-e a grafikon alapjan, hogy
valtozott a benzin ara az egyes idGszakokban, . . . . .
. . mennyibe keriilt egy liter benzin majus
illetve Gsszesen!

b) Foglald tabldzatba a benzinarakat! A novekedést
pozitiv, a csokkenést negativ szamokkal jelold!

17-én, illetve november 20-4n?

A grafikonok készitéséhez a derékszogi koordinata-rendszert haszndljuk. Ismé- ¥ A ordinatatengely
teljiik 4t, mit tanultunk errol!

. P . s ; . , . 1L I
Derékszogii koordinata-rendszert kapunk, ha két szamegyenest ugy helyeziink

merélegesen egymasra, hogy a 0 jelzés(i pontjuk kozos legyen. Ezt a kozos pontot

origénak nevezziik. 0

S 4

1
abszcisszatengely

Rajzunkon a vizszintes szamegyenes az elsé tengely (x tengely, vagy mds néven absz- L v
cisszatengely), a figgéleges a mdsodik tengely (y tengely, vagy mds néven ordindta-

tengely).

A két tengely a sikot négy negyedre vagja. Ezek szamozdasat az abra mutatja.

@yA
Ha egy sikban koordindta-rendszert vesziink fel, akkor e stk minden pontjit egy B n

rendezett szampdrral (olyan szamparral, amelyben fontos a szamok sorrendje is)
jellemezziik. 2 A

Példa’ul »
Az abrankon 1év6 A pontot a (3; 2) rendezett szampdrral, a B pontot a (-2; 4) rende- -2 0 3 (1)'x

zett szampdrral. A rendezett szamparok tagjait a pontok koordinatainak nevezziik.

Az els6 koordinatat abszcisszdnak, a masodik koordinatat ordindtdnak, ebbdl adéddan az elsé tengelyt abszcisszatengely-
nek, a masodikat pedig ordindtatengelynek is nevezzik.

A statisztikai elemzések soran készitett diagramok tengelyein az adatokra vonatkozo vizsgalati szempontokat (pl. idésor,
mennyiség) és tulajdonsagokat (pl. testsuly, atlag, egységar, létszam) tiintetjiik fel szamértékekkel és mértékegységekkel.
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3

Start

1s

A grafikon egy versenyauté sebességének A sebesség
180 1+ (km/h)

160 A

140 1
a) Megkozelitéleg mekkora a tavolsag a 1501

valtozasat mutatja, amikor egy 3 kilométeres
vizszintes palya masodik korét futja.

startvonal és a palya leghosszabb egyenes 1004

szakaszanak kezd6pontja kozott? 80 ¢
A) 0,5km C) 2,3km 60T
B) 1,5km D) 2,6 km 07
b) A palya mely pontjan mérték a legalacso- 1 0,5

1,5 2,5

»

nyabb sebességet a masodik korben?
A) astartvonalndl  C) kb. 1,3 km-nél startvonal
B) kb.0,8 km-nél D) a pélya felénél

c) Mit lehet mondani az auté sebességérdl
a 2,6 km és a 2,8 km kozotti szakaszon?
A) Az auté sebessége allando.

B) Az autd sebessége csokken.

C) Az autd sebessége novekszik.

02 04 06 08 1,0 1,2 14 1,6 1,8 2,0 22 24 2,6 28 3,0

>

palydn megtett tavolsag (km)

D) Az autd sebességét nem lehet meghatarozni

a grafikon alapjan.

d) Az alabbi dbran 6t killonboz6 pélya rajza latha-

td. A korabban szerepld sebességgrafikon alap-

jan allapitsd meg, melyik palyan haladt a ver-

senyauto!

Start
Start
Start
Start m

HAZI FELADAT

A két grafikon egy cég varhato kiadasait és bevételeit szemlél-
teti a legyartott termékek szamdnak fiiggvényében. (A viz-
szintes tengelyen 1 egység 100 darabot jeldl, a fiigg6leges ten-
gelyen 1 egység ezer Ft-ot jelol.)

a) Mivel magyarazhat6, hogy kisszamu termék esetén a ki-
adasok felillmuljak a bevételeket?

b) Mi az a termékszam, aminél a cég nullszaldds, azaz a be-
vételek pont fedezik a kiaddsokat?

c) Készits olyan grafikont, amely a cég altal termelt profitot
(a bevétel és a kiadas kiilonbségét) szemlélteti a legyartott
termékek szamanak fliggvényében! (Veszteség esetén a
profit negativ érték!)

20 4
18 4
16 4
144
124

A

N s O oo

\ ezer Ft

bevétel

kiadds

»

>

2 4 6 8 10 12 14 16

100 darab
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2 = Egy tzlethaz parkoléjaban az elsé két 6raért nem kell parkolasi Z I
dijat fizetni, utana viszont minden megkezdett draért 100 forin- X
tot szamolnak fel., A maximalis dij csak 400 forint lehet.

a) Készitsd el a tablazatot a fiizetedbe, és toltsd ki!

Parkolasi id6 (6ra) 1 2 2,5 3 3,8 4,5 6
Parkolasi dij (Ft) 0

b) Melyik grafikon mutatja helyesen a parkoldsért fizetendé 6sz-

szeget?
A <100 Ft A <100 Ft

5 4 5 4

4 o 4

3+ o—e 3+

2+ o——e 2+

1+ o—e 1+
1 & 1 1 1 1 1 1 A - 1 1 1 1 1 A -
— > } >

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ora 0 1 7 8 9 éra

c) Miért helytelen a masik grafikon? Milyen kortilmények kozott lenne az a helyes?

3 = A grafikon az acél vilagpiaci aranak alakulasat mutatja. Me-

il g ol s s eva A Al s GombiE iz = ol
indokold! %
a) 2005-ben az acél 4ra év végén alacsonyabb volt, mint évele- £ 5
jén. § 4
b) Az acél ara 2005-ben folyamatosan csokkent. ;% Z
c) 2004-ben folyamatosan nétt az acél ara. 5,
d) 2003-ban volt a legalacsonyabb az acél ara a vizsgalt négy 0 g g g >
| 2003 2004 2005 2006

évben.
e) Az acél tonnankénti ara mindvégig 500 USA-dollar f6lott volt a vizsgalt években.
f) A 2004-es év nagyobbik részében az acél tonnankénti ara 500 USA-dollar folott volt.

4 s Az dbran egy iizletkozpont parkoldjaban fizetendd dijak lat-
hatok.
a) Mennyi a parkolasért fizetend6 Osszeg, ha a parkolasi idé
A) 45 perc; Parkolési idé Parkolasi dij
B) 2,? ora; 0-1. 6ra Ingyenes
o i o g
‘ 3. 6ra 200 Ft
b) Jelenitsd meg grafikonon a parkoldsért fizetend6 Gsszeget 4 bra 250 Ft
a parkolasi id6 fiiggvényében! 5 G 300 Ft
c) Lehet-e a (megszakitas nélkiili) parkolasért fizetend6 osz- minden tovabbi éra 300 Ft

szeg 1000 forint?
d) Mennyi ideig parkolt (megszakitas nélkil) a jarmd, ha
a parkolasaért 1550 forintot kellett fizetni?
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Raadas

CSOPORTMUNKA

1 s Egy felmérésben 1500-1500 véletlenszertien kivalasztott 10 és 70 év kozotti férfi és né alvassal toltott drainak szamat

70

N
Y

vizsgaltdk az életkoruk fiiggvényében. Az eredményeket atlagoltak, és igy a kovetkezd grafikont kaptak:

a) Az alabbi allitasok koziil melyik mennyire
pontosan irja le a grafikonon lathato jelen-
séget?

- A n6k tobbet alszanak, mint a férfiak.

— A n6k kb. 60 éves korukig tobb orat tol-
tenek naponta alvassal, mint a hasonl6
koru férfiak.

- A fiatal férfiak dltalaban kevesebbet al-
szanak, mint a hasonlé kort nék.

— Az id6sebb férfiak kevesebbet alszanak,
mint a fiatalok.

b) Magyarazd meg, hogyan jelentkezik a gra-
fikonon az a tény, hogy 40 és 60 éves koruk
kozott a férfiak nagyjabdl ugyanannyi id6t
toltenek naponta alvassal!

»

A

10,5 +

alvéssal toltott id6 naponta (6ra)

fériak

nok

életkor (év)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

| | | ) | | T .
t t t t t t >

¢) Mivel tudnad alatamasztani a kovetkez6 allitas igazsagat? ,, A nok alvassal toltott drainak szama 10-15 éves koruk-

ban joval erételjesebben csokken, mint 20-25 éves korban.”

Magyarorszagon a személyi jovedelemado
mértéke 2011 el6tt az éves jovedelem nagy-
sagatol fuggden tn. tobbkulcsos rendszerben
valtozott. Ez azt jelenti, hogy magasabb jove-
delmek esetén az addalap egyre nagyobb és
nagyobb szazalékat kellett adoként megfizetni.
Az adodkulcsok szerkezetét 2005-ben mddosi-
tottdk jelent6sen, ekkor tértek at a korabbi ha-
rom jovedelmi savrol kettore.

0-800000 Ft
800001-1500000 Ft
1500001 Ft-tdl

0-1500000 Ft
1500001 Ft-tol

a) 2005 elején Szabo apuka igy beszélgetett egy baratjaval:

2004
18%
144000 Ft és a 800000 Ft-on feliili rész 26%-a
326000 Ft és az 1500000 Ft-on felili rész 38%-a

2005
18%
270000 Ft és a 1500000 Ft-on feliili rész 38%-a

Szabé apuka: ,En jol jartam ezzel a valtéssal. Evente 1 200 000 forintot keresek, eddig 26%-ot adéztam, most majd

csak 18-at fogok, a 8% ennél a fizetésnél 96 000 Ft megtakaritds az év soran”

A baratja:

»En bezzeg jol megjértam! 2004-ben 1 460 000-et kerestem egy évben, 2005-ben 1 520 000-et, ezzel

pont atkeriiltem a 38%-os savba. Mire levonjak az adot, kevesebb marad, mintha nem is emeltek

volna.

Valdjaban egyikiiknek sincs igaza. Szamitsd ki, kinek mennyi adét kellett fizetnie 2004-ben, és mennyit 2005-ben!

b) Abrazold grafikonon az egyes években fizetendd adé mennyiségét az éves jovedelem fiiggvényében! Hogyan olvas-

hato le a grafikonrdl, hogy kik jartak jol a véltozassal?

c) Magyarazd meg a grafikon alapjan, miért nem lehetséges az, hogy valakinek 2005-ben tobb adét kelljen fizetnie,

mint 2004-ben, mikozben a jovedelme valtozatlan maradt!

d) Mekkora az az éves ad6alap, amelynél a valtozas a legnagyobb kiilonbséget okozta?

FUGGVENYEK



3 s A grafikon egy bizonyos arufajta egységara és az aru iranti kereslet kozotti kapcsolatot szemlélteti.

A egységar

mennyiség (keres

Melyik kijelentés igaz, és melyik hamis? Indokold a valaszaidat!

a) Ha csokken az aru irdnti kereslet, akkor n6 a termék dra.

b) Nagyobb kereslethez alacsonyabb ér tartozik.

c) A grafikonon abrazolt esetben az aru ara és a kereslet egyenesen aranyos.

d) A grafikonon abrazolt esetben az aru dra és a kereslet forditottan aranyos.

HAZI FELADAT

1 s A grafikon egy bizonyos arufajta egységara és az
aru piaci kinalata kozotti kapcsolatot szemlélteti.

A egységir

—
+—P»

mennyiség (kindlat)

Melyik kijelentés igaz, és melyik hamis? Indokold

a valaszaidat!

a) Ha nd a termék ara, akkor né az aru piacon fel-
kinalt mennyisége.

b) Alacsonyabb arhoz nagyobb kindlat tartozik.

c) A grafikonon dbrazolt esetben az aru ara és
a kinalat egyenesen aranyos.

d) A grafikonon abrazolt esetben az aru dra és
a kinalat forditottan aranyos.

e) Ha az aruért a fogyasztok magasabb arat is haj-
landéak fizetni, akkor a piacon né a kinalat az
adott arubol.

Raadas | GRAFIKONOK A MINDENNAPOKBAN

2 5 Egy alapanyagot gyart6 cég a gyartas soran felme-

rulé koltségeket a gydrtott mennyiség fiiggvényé-

ben vizsgalja. Az eredményt grafikonon abrazoljak.

6+
54

A
74

illi6 forint

i Osszkoltség
31
24
14 egyéb koltség
eléallitasi koltseg
— >
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

mennyiség (ezer kg)

a) Hogyan valtozik az el6allitasi koltség az el6alli-

tott mennyiség novekedésével?

b) Hogyan valtozik az egyéb koltség az el6allitott

mennyiség novekedésével?

c) Mekkora eléallitott mennyiség esetén a legala-

csonyabb az 6sszkoltség, és mennyi ez? Mennyi
ebben az esetben az eléallitasi koltség, és meny-
nyi az egyéb koltség?

d) Mekkora gyartott mennyiség esetén lesz 4 millio

forint az 9sszkoltség? Mibdl tevédik ez Gssze?
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Rajzoljunk be a koordindta-rendszer sikjaba 10 olyan pontot, amelynek
a) amasodik koordinatdja 3-mal nagyobb az els6nél;
b) a masodik koordinatdja az els6 koordinata abszolut értéke.

Vilasszuk elsd koordindtdanak a -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4 szdmo- YA
kat! Toltsiik ki a tablazatokat! 74 .
Els6 koordindta (x) o e S G | e o1 *
Masodik koordinata()) -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 St .
41
Az als6 sorban 1év6 szamok mind 3-mal nagyobbak a felettiik 1év6 NI
szamnal.
A megrajzolt 10 pont egy egyenesre illeszkedik. Ha a pontok elsé * 27
koordinatajat x-szel, a masodik koordinatajat y-nal jeldljiik, akkor . 11
itt minden pontnal: y = x + 3. A S S S I >
Azt is szoktuk mondani, hogy a tablazat fels6 szamaihoz (fiigget- T _.4 7T 77T _(1)__ T 1t 3
len valtozo6ihoz) az alattuk 1év6 szamokat (fiiggé valtozdkat) ren-
deljitk hozza. Ennek a jelolése: 1 1
X X+ 3.
b)  B1s6 koordindta (x) s|la|ls|l=z|alalila]s]a y A
Misodik koordindta(y) 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 o1
° 5+
A fels6 sorban 1év6 szamok ala az abszolit értékiiket irtuk. o 44 o
Az ébran a 10 pont nem esik egy egyenesre. Ha a pontok els6 koor- . 3 .
dindtajat x-szel, a masodik koordinatdjat y-nal jeloljiik, akkor itt
minden pontnél y = |x]|. I 1 I
Azt is szoktuk mondani, hogy a tablazat fels6 soraban 1év6 szama- .
ihoz az alattuk 1év6 szamokat rendeljiik hozza. Ennek a jelolése: — ; >
5 4 -3 2 -10 2 3 4 5 x
x> x| i
21
Definici6: Adott két nem iires halmaz, A és B. Ha A halmaz ~ ¢értelmezési tartomdny
minden eleméhez hozzarendeljiik a B halmaz pontosan egy képhalmaz

elemét, akkor ezt a hozzarendelést fiiggvénynek nevezziik.
Az A halmaz a fiiggvény értelmezési tartomanya, a B hal-
maz a fuggvény képhalmaza. A B halmaz azon elemeinek
halmazat, melyeket hozzarendeltiik valamely értelmezési tar-
tomdnybeli elemhez, a fiiggvény értékkészletének nevezziik.

értékkészlet

FUGGVENYEK



A fiiggvényeket gyakran egy-egy bettivel jeloljiik.

Egy f-fel jelolt figgvény értelmezési tartomdnydnak a jele: Dy, értékkészletének a jele: R;.

Ha egy f-fel jelolt fiiggvény esetében x € Dy, akkor az x-hez hozzérendelt elemet a fiiggvény x helyhez tartozé helyette-
sitési értékének nevezziik, és igy jeloljiik: f(x).

A fuggvény meghatarozasakor meg kell adni az értelmezési tartomanyat, képhalmazat, és valamilyen forméban a hoz-
zarendelést is. Sokszor ezt ugy tessziik, hogy megadjuk a hozzarendelés szabalyat.
Példdul: Amikor minden egész szamhoz az abszolut értékét rendeljiik, ezt igy irhatjuk:

[iZ—-Rs x—|x| vagy f:Z-R flx)=]x]|

KIDOLGOZOTT FELADAT

1.

Megoldds

a)

b)

c)

A halmazabra egy osztilyzenekar dsszetételét mutatja.
a) Mit olvashatunk le az 4brarol?

b) Hogyan véltozna a hozzarendelés, ha Kati zongordzni is

dOb zongora
tudna? §

c) Hogyan valtozna a hozzarendelés, ha Béla nem jatszana az
egylittesben?

Az abran egy figgvényt adtunk meg. Jeloljik f-fell Most
D, = {Kati, Lajos, Béla, Andi}, R, = {zongora, gitar, dob}.

A nyilak azt mutatjak, hogy Andi zongorazik, Kati és Béla gitarozik, Lajos pedig dobol.
A kapcsolatokat tablazattal is szemléltethetjiik:

Kati Lajos Béla Andi

gitar dob gitar zongora

Helyettesitési értékekkel leirva: f(Kati) = gitar;  f(Lajos) = dob;  f(Béla) = gitar;  f(Andi) = zongora.

Itt a fiiggvényt megadhatjuk szavakkal, halmazdbraval, a helyettesitési értékekkel vagy tablazattal is. Grafikont termé-
szetesen nem készithetiink, mert nem szamokrol van szo.

Ebben az esetben nem beszélhetiink fiiggvényrél, mert Katihoz két értéket (gitar, zongora) rendeliink, vagyis nem egyér-
telmi a hozzarendelés. A fiiggvény minden esetben egyértelmii hozzdrendelés, azaz egy értelmezési tartomanybeli elem-
hez egyetlen képhalmazbeli elem tartozhat.

Azért érdekes ez az eset, mert ekkor minden hangszerrdl el tudjuk donteni, hogy ki jatszik rajta. Visszafelé is egyértelmt
a kapcsolat, azaz fiiggvény lenne az a hozzarendelés is, ha a hangszerhez rendeljitk hozzd, hogy ki jatszik rajta. A mindkét
iranyban egyértelmd hozzarendeléseket kolcsondsen egyértelmii hozzarendelésnek nevezziik.

Mondj te is példat a hétkoznapi életbdl vagy mas tudomanyteriiletr6l nem egyértelmt, egyértelmt valamint kolcsonosen

egyértelmii hozzarendelésre!

2.

Egy fiiggvény minden

a) egész szamhoz; b) valds szdmhoz

a nala 3-mal kisebb szam abszolut értékét rendeli hozza.
Mi az értelmezési tartomanyuk és értékkészletiik?

Add meg a hozzarendelési szabalyukat!

Abrazold a figgvényeket koordinata-rendszerben!
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Megoldds

a) DfZZ; R=N; x—|x—3|

b) D,=R; R, =Ry (igy jeloljiik a nemnegativ valos szamokat); x — |x — 3|
Az elsé ffiiggvény helyettesitési értéke példaul az 5 helyen f(5)=|5— 3|= 2.
A masodik fiiggvény helyettesitési értéke példaul a —2,4 helyen
g(—2,4)=|-2,4—3|=54.

Az f fuggvény grafikonjanak pontjait a piros pontok, a g fiiggvény grafikonjat

a z0ld vonal mutatja.

Megallapodds

Ha egy fliggvény értelmezési tartomanya a valés szamok halmaza (R), azt nem kotelez6 kiirni. Ha tehat egy fiiggvény
megadasakor csak a hozzarendelési szabalyt latjuk, akkor ennek a fiiggvénynek az értelmezési tartomanya R.

FELADAT

1 - Téablazatba foglaljuk, mennyibe keriil 1 kg, 2 kg, A) A
3 kg, 4 kg, 5 kg, 6 kg, 7 kg, 8 kg, 9 kg, 10 kg savanyu 4
kaposzta: 34
Tomeg (kg) 1 2 3 4 5 2T
Ar (forint) 390 T+
Tomeg (kg) 6 7 8 9 10 ; ; ; >
Ar (forint) 3 2 4l ol 1 2 3 4 x
2l
a) Készitsd el a tdblazatot a flizetedben, és toltsd ki!
b) Ezzel a tablazattal megadtunk egy fuggvényt. =T

Mi ennek az értelmezési tartomanya, mi az ér-
tékkeészlete?

c) Készits a tablazat alapjan grafikont!

2 = Az alabbi grafikonok ismeretében valaszolj a kér-
désekre!
a) Melyik fiiggvénynek mi az értelmezési tarto-
madnya?

b) Melyik fliggvénynek mi az értékkészlete?

c) Melyik fiiggvénynek lehet képhalmaza a pozitiv Q) YA
szamok halmaza? 4
d) Melyik fiiggvénynek lehet képhalmaza az egész 3]
szamok halmaza? o1
e) Készits tablazatot és halmazabrat a B) grafikon
alapjan! M
S ol 13 3 4 5%
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3 5 Kerékparral allando6 sebességgel tekersz.

a) Toltsd ki a tablazatot arrdl, mennyi idére van sziikséged az Tivolsig(m) 100 150 250 350 400 500

egyes tavolsagok megtételéhez! A fiizetedben dolgozz!

b) Ezzel a tablazattal megadtunk egy figgvényt. Mi ennek az Ll "
értelmezési tartomanya, mi az értékkészlete?
c) Készits a tabldzat alapjan grafikont!
1 5 Add meg tablazattal is mindkét fiiggvényt! Add d) Melyik szamhoz tartozik az 1, és melyikhez a
meg a hozzarendelési szabalyokat! -1 helyettesitési érték?
r4 3 s Foglald tablazatba, hany kiilonb6z6 mdédon lehet
21 l i sorba allitani x tanulét, ha x € {1; 2; 3; 4; 5; 6}!
11 o Mi az értékkészlete a tdblazattal megadott fligg-
| ‘ > vénynek?
5 4 3 2 4 % 1 2 3 4 %
. 14 4 A g-vel jelolt figgvény értelmezési tartomanya
! ¢ Ll a D, = {4; 2; 0; -4; -6} halmaz, hozzdrendelési sza-
? bélya:x|—>3—§.
a) Toltsd ki a tablazatot a fiizetedben!
yA Ertelmezési tartomany 4 2 0 -4 -6
I 1 Helyettesitési érték 3
¢ 17 Megfelel6 pont a koordina-
| = ta-rendszerben
5 4 3 2 10 2 3 4 % b) Rajzold meg a fiiggvény grafikonjat!
N c) Add megaz R, halmazt!
’ ! 5 5 Andras és Bence kedvenc szabadidds elfoglaltsaga
‘ a zenehallgatas, Réka a szamitogépes jatékokkal
2 - Az f-fel jelolt fiiggvény grafikonja 5 pontbdl all. szeret legjobban jatszani, Nora konyveket olvas,
A pontok: (-4; 1), (5; 1), (0; -1), (1; 0), (=2; 1). Erzsi pedig tiszni szeret.
a) Rajzold meg a fiiggvény grafikonjat! Abrazold halmazdbraval azt a fiiggvényt, amely
b) Add mega D és az R, halmazt! mindenkihez a kedvenc szabadidds elfoglaltsagat
¢) Mennyi f(5), és mennyi f(1)? rendeli hozza! Add meg a fiiggvényt tablazattal is!

RAADAS

1. Az A halmaznak 8 eleme van, a B halmaznak 6. Hany kiilonbo6zé fiiggvény készithetd, amelynek
a) értelmezési tartomanya A, képhalmaza B; b) értelmezési tartomanya B, képhalmaza A?

2 . Az xvalds szam egészrészének hivjuk azt az egész szamot, amely a nala nem nagyobb egész szdmok koziil a legna-
gyobb. Jelolése: [x]. Példaul 4,2 egészrésze 4, illetve 13 egészrésze 13, vagyis [4,2] = 4, [13] = 13. Negativ szamok
esetén azonban o6vatosnak kell lenni: —1,6 egészrésze nem —1, mert az egészrész nem lehet nagyobb, mint a szam.
—1,6 egészrésze —2, vagyis [—1,6] = -2.

Abrézold a derékszogi koordinata-rendszerben azt a fiiggvényt, mely minden valds x-hez hozzarendeli az egészrészét!

(f:R = Z; f(x) = [x])
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy hosszt és unalmas autobuszos utazas soran Gyula azt szamolgatta, hogy mi- Kin-tabla || Megtett ut (k) || 1d8 (cp)
lyen gyorsan mehet a busz. Egyszerre figyelve az drdja masodpercmutatéjat és az at 85 0 0
mentén felt@ing kilométertabldkat felirogatta az osszetartozo értékparokat, és ebbél 87 ) 120
probélta megallapitani a busz sebességét. Néhany kilométertablanal elbambult, igy % 5 =
csak a kovetkezd adatokat jegyezte fel. o p P
A tablazatbol azt vette észre, hogy érdemes masodpercrdl percekre kerekiteni, ezzel = . e

nem veszit semmit az amugy is kétséges pontossagbdl. Az igy nyert eredményeket

egy grafikonon dbrazolta. A pontok egy egyenesre esnek, ebbdl arra kovetkeztetett, hogy a busz egyenletes tempdban (allan-

dé nagysagu sebességgel) haladt, az eltelt id6 és a megtett Gt egyenes aranyos.

a) Mi az Osszefiiggés az eltelt id6 és a megtett kilométerek szama kozott?

b) Hogyan véltozik meg a grafikon, ha Gyula nem a megtett utat, hanem a kilométertablan 1év6 szamot abrazolja az eltelt
percek fliggvényében? Add meg most is az dsszefiiggést a kilométertablan 1évé szamok és az eltelt id6 kozott!

c) Bar pontosan nem tudta leolvasni, Gyula elgondolkozott azon, hol metszheti a pontokra illeszthetd egyenes az x tengelyt.

A megtett ut (km)
+ °

Megoldds
a) A tablazat els6 két sora alapjan hamar megkapta, hogy a busz 2 km-t 120 ma-

sodperc, azaz 2 perc alatt tett meg, tehat percenként nagyjabdl egy kilomé- 1 1

+ °

tert haladt. (Azt is megéllapitotta, hogy a tdblazat masik két sorat vizsgalva
ugyanerre az eredményre jut.)

Kilométerek szima = percek szama.

Ha az eltelt percek szamat x-szel jeloljik, a megtett kilométerek szamat pe-

1 4

km , hiszen egy ora, azaz
h 11—
0 1 id6 (perc)

dig y-nal, akkor y = x. A busz sebessége pedig 60

-

60 perc alatt 60 km-t tesz meg.

b) Gyula sehogy sem tudott atlathato grafikont késziteni, de azt észrevette, hogy az el6z6 egyenest 85 egységgel feljebb kellett
tolni, azaz 85-nél metszi az y tengelyt. Ha az eltelt percek szamat tovabbra is x-szel jel6ljiik, y-nal a pedig kilométertablan
szerepl$ szamokat, akkor: y = x + 85.

hely (km) A
—9-® T
e 204
1 1 - - T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 A -
’I, = T T T T T T T T T T T T T T T T T T .I L T Lol
- 0 10 idé (perc)

c) Rajott, hogy ez a pont a 0 kilométertablanak felel meg. Ha a busz korabban is ugyanezzel az allandé nagysagu sebességgel
haladt volna, akkor a 0 kilométertabla mellett 85 perccel korabban haladt volna el. Az imént abrazolt egyenes tehat az x
tengelyt a —85-nél metszi.
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Definicio: Egy f fiiggvény értelmezési tartomdnyanak azon elemeit, amelyekhez a fiiggvény a 0-t rendeli (azaz f(x) = 0)

az f fiiggvény zérushelyeinek nevezziik.

FELADAT

1 = Az, hogy egy fazék viz mennyi id6 alatt forr fel a tlizhelyen, alapvet6en a viz meny-
nyiségétdl fiigg. Megmeértiik, hogy kiilonboz6 nagysagu fazekakat megtoltve meddig
tart felforralni a benniik 1év vizet az otthoni gaztlizhelyen. Az adatokat a tablazat

mutatja.
a) Készitsiink grafikont a tablazat alapjan!

b) Koriilbelill mennyi vizet lehet felforralni ezen a ttizhelyen 1 perc alatt?

c) Irjunk fel 6sszefiiggést a viz mennyisége és a felforralashoz sziikséges id6 kozott!
d) Koriilbelill mennyi ideig tartana ezen a ttizhelyen felforralni 1,5 liter vizet?
e) Maximum mennyi vizet szabad a fazékba tolteni, ha 15 perc alatt fel kell forral-

nunk?

2 . Egy taxi utasa idénként a taxiérara pillantva a kovetkez6 szamokat latta a kijelzon:
a) Abrazoljuk az sszetartozé értékeket koordindta-rendszerben, és keressiik meg
azt az egyenest, amelyre ezek a pontok mind illeszkednek!

b) Hol metszi az egyenes az y tengelyt? Mit fejez ki ez az érték?

¢) Mi a kapott fiiggvény zérushelye?

HAZI FELADAT

1 = Egy grafikon pontjait tablazattal adtuk meg. Raj-
zold meg derékszogii koordinata-rendszerben a pon-
tokat, és keress kapcsolatot/0sszefiiggést a grafikon
pontjainak elsé (x) és masodik (y) koordinatai ko-

z0ott!
Pont neve A B C D
Els6 (x) koordinétdja -2 0 1 4

Masodik (y) koordinitdgja 0 2 3 6

2 5 Valaszd ki, a felsoroltak koziil melyik képlettel jel-
lemezhetjiik a grafikon pontjait! Ha segit, foglald
tabldzatba a pontok koordinatait! Vigyazz, tobb
megoldas van!

56. lecke | KESZITSUNK GRAFIKONT!

Vizmennyiség 1d6
(liter) (perc)
0,2 2
1 10
2,5 24
3 29
9,8 102

km  Viteldij (Ft)

3 1020
6 1740
8 2220
11 2940
d) y=|x-4
e) x=|y-4

f) 5-y=|x+1|

2l 4



3 5 A2.feladatban szereplé dijszabashoz olyan grafikonvazlatot készitettiink, amelyik azt mutatja meg, hogy egy bizo-
nyos osszegbol hany km-t utazhatunk taxival. Valaszd ki a megfeleld grafikont! Valasztasodat indokold!

A A A A
tavolsag (km) tavolsag (km) tavolsag (km tavolsag (km)

/ / /
/ / /

/ / / /
/ / /
> >» 4 > >
t')qszeg (Ft) osszeg (Ft) 6spzeg (Ft) Osszeg (Ft)

4 = Keress kapcsolatot/dsszefiiggést a grafikon pontjainak elsé (x) és masodik (y) koordinatai kozott!

a) y A b) y A c) YA
3 3 . 3
o} 2 2
[ )
1 14 o 1
[ )
A -
>
2 1,0 J x -1 0 x R ) x
1 ol 1
L]
~

o} 2 2

RAADAS

A természettudomanyokban gyakran nevezik a grafikont gorbének, még akkor is, ha az egyenes. Most mutatunk néhany
példat, amikor a grafikon valoban egy gérbe vonal.

1 . Nedves, cstszds tton kiiléndsen fontos a gépkocsik sebességé-
nek mérséklése, hiszen ilyenkor a gumikerekek kevésbé tapad-
nak az aszfalton. A tablazat azt mutatja, hogy ilyen koriilmé-
nyek kozott, kiilonbozé sebességek mellett koriilbelil milyen
hosszt lesz a fékut allora fékezett — blokkolt — kerekekkel.

Milyen 6sszefiiggés all fenn a sebesség

Sebesség Fékat és a fékut kozott? Abrazoljuk az ada-
(km/h) (m) tokat grafikonon!
30 9

(Figyelem! Ez csak a fékezés utolsé sza-

0 10 kasza! A biztonsdgos megallashoz ennél
»0 » hosszabb ut kell, hiszen a kocsi azalatt
60 3 is halad, amig észleljik az akadalyt és
70 29 benyomjuk a fékpedalt! Ezt a hosszabb
80 4

utat nevezziik féktavolsagnak.)
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Megoldds T A )
A grafikonon jol lathatd, hogy ez az dsszefliggés nem linedris, azonban még _§ 0T ’
igy sem kiilondsebben nehéz kitalalni: =60
Sebesség )’ Sebesség’ 0T
Fékut = | ———= | , vagy Fékat = ——=—,
( 10 ) & 100 07
ahol a fékutat méterben, a sebességet pedig km/h-ban mérjiik. 0T
204
Ha a sebességet v-vel, a fékutat s-sel jeloljiik, akkor 101 .
2 2 ==+
s = [l) vagy s = r 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
100 sebesség (km/h)
2. Egy nemzetkozi telefonhivdsokra specializalodott villalkozds reklimjaban az USA-bSl  Beszélgetési Dijj
Magyarorszigra irdnyulé hivasdijakra a kovetkezd tablézatot taldltuk: id6 (perc) )
a) Abrazold az adatokat grafikonon! 2 1,70
b) Ird fel azt a képletet, amely megadja a fizetendd &sszeg nagysagit a beszélgetési idé > 2,00
tiiggvényében! & 2y
c) Mennyibe keriilne egy hétperces beszélgetés? e 258
d) Mennyi ideig lehetne hdrom dolldrért beszélgetni? = 2oL

3. Keress kapcsolatot/sszefiiggést a grafikon pontjainak elsé (x) és masodik (y) koordinatai kozott!

a b
) J’4§ ) Y!k
6+ e 6
5+ 5
° 4+ . 4
3+ 34
L]
24 2
® 1+ Y 14
t t ° t t t > t t t t >
2 -1 0 1 2 3 x 2 -1 0 1 2 X

4 . Benceirhato DVD-lemezt szeretne venni, erre van 2400 Ft-ja. A kozeli iizletben 6tféle lemezt lehet kapni, ezek egység-
ara 200 Ft, 300 Ft, 400 Ft, 600 Ft és 800 Ft. Melyik grafikon szemlélteti Bence lehetséges valasztasait, ha csak az egyik
fajtabol vasarol, és mind a 2400 forintjat elkolti?

A) A darabszam P} A darabszam
14+ 144N
134+ 13 \\
124 < 12 AN
11+ Y 11 N
104 \ 10 *
94 \\ 9 AN
st X 8 N
74 \ 7 N
61 S 6 v
54 S 5 <
4T \.\ ~| 4 > N
34 .o 3 [
21 il 2 \\
b egységar 1 o egységir
L L L L L L L It It It It ) L L L L L L L L L 4 Il - .
T T T T T T T T T T T I T T T T T T T T T T T I
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Magyarorszagon a gépkocsik tizemanyag-fogyasztasat legtobbszor liter/100 km-ben adjak meg. Az egyes autok fo-
gyasztasa igy konnyen Gsszehasonlithatd. Az tizemben tartas koltségének kiszamitasandl ez fontos tényezd.
Tapasztalataink alapjan kijelenthetjiikk, hogy - allandé fogyasztast feltételezve — kétszer akkora hosszusagu uton két-
szer annyi lizemanyag fogy, haromszor akkora hosszisagu titon haromszor annyi stb. Ez azt jelenti, hogy az elhasznalt
lizemanyag-mennyiség és a megtett it egyenesen aranyos, hanyadosuk allandé. Ez a hanyados az aranyossagi tényezd.
(Emlékeztetd: Ha két valtozé mennyiség dsszetartozo értékeinek a hanyadosa [aranya] allando, akkor a két mennyiség
kozott egyenes aranyossag van.)

Vizsgaljuk tablazattal, képlettel és grafikonnal egy 6 liter/100 km jellemz6ji gépkocsi tizem- A fogyaszths (liter

anyag-fogyasztasat! 0 /

Megoldas
Tablazattal:

/
/
Megtett Gt (100 km) (x) 0,5 1 2 3 /l =6x

Uzemanyag-fogyasztés (liter) (y) 3 6 12 18

Képlettel:
y = 6x, ahol x jel6li a megtett Gt hosszat 100 km-ekben mérve, y pedig az x-hez tartozo, liter-

=)

ben mért izemanyag-mennyiséget.

Az y = 6xegyenlet atirhato Y 6 alakba is. Itt olyan egyenes aranyossagrol van szd, amelynek
y gy yan egy yossag yn

X 5

—
—
—

aranyossagi tényezdje 6.

‘1'\\

A grafikont olyan pontok alkotjak, amelyeknek masodik koordinétaja a pont elsé koordinataja-

tayolsag (100 k
nak éppen a 6-szorosa. Az ilyen tulajdonsagu pontok egy origon dtmend egyenesre illeszkednek. 1 ag_( Hé)

A megtett Gt csak nemnegativ szam lehet, ezért a grafikon egy origé kezdépontu félegyenes.

Ez a félegyenes az x = 6x (x 2 0) fliggvény grafikonja.




FELADAT

1 = A kék félegyenes azt szemlélteti, hany cm az x cm oldalt szabalyos haromszog
kertiilete, a rézsaszinii félegyenes pedig azt, hogy hany cm az x cm oldalt négyzet
kertilete. Olvasd le a grafikonrol,

a) mekkora az x, ha az x cm-es oldald négyzet és haromszog kertiletének a kii-
lonbsége 1 cm;

b) mennyivel nagyobb a haromszog oldala, mint a négyzeté, ha mindkettének
4 cm a kertilete;

¢) mit jelent az, hogy a (0,5; 1,5) pont rajta van a kék félegyenesen;

d) mit jelent az, hogy a (0,5; 2) pont rajta van a rozsaszint félegyenesen!

2 - Az dbran lévé mindkét félegyenes egy-egy fiiggvény grafikonja. Mindkét fiigg-
vény egyenes aranyossagot ir le. Mi ennek a két fiiggvénynek az értelmezési tar-

tomanya és az értékkészlete?

Ha egy f fliggvény értelmezési tartomanya valds szamokbol 4ll, és a hozzarendelési szabdlya f(x) = ax alakba irhatd
(a adott valods szam, de a # 0), akkor ez a fliggvény egyenes aranyossagot ir le.

Ha az egyenes aranyossagot leiré fliggvény értelmezési tartomanya az R halmaz, akkor értékkészlete is az R halmaz, gra-
fikonja pedig egy — az origén atmend - egyenes.

Ha a > 0, akkor f szigortan monoton névekedd, v A A /
a grafikonjat alkot6 pontok egy ,emelked8” egyene- i
/
sen helyezkednek el. /
7
(Az egyenes ardnyossagot leird fliggvény értelmezé- Y
7
si tartomanya a valds szamok halmazanak részhal- /
maza, ezért a grafikonja nem feltétleniil egy teljes f ,/ >
egyenes. Ezt szemlélteti a két abra.) R4
Haa < 0, akkor f szigortan monoton fogyd, a gra- A \ 3 A
fikonjat alkot6 pontok egy ,,stillyed§” egyenesen he- X
\
lyezkednek el. \
\
3
\
s
\
x N x
\
\

Definicié: Egy f fiiggvény szigoruan monoton ndvekedo az értelmezési tartomanyanak egy intervalluman, ha az interval-
lum barmely két elemére teljesiil, hogy a nagyobb elemhez nagyobb fiiggvényérték tartozik: x; < x, esetén f(x;) < f(x,).

Definicio: Egy ffiiggvény szigortan monoton csokkend (fogyo) az értelmezési tartomanyanak egy intervalluman, ha az in-
tervallum barmely két elemére teljesiil, hogy a nagyobb elemhez kisebb fiiggvényérték tartozik: x; < x, esetén f(x;) > f(x,).

Ha a figgvényértékek kozott az egyenldség is fennallhat, akkor monoton novekedd, illetve monoton csokkené fiiggvé-
nyekrél beszéliink.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

2 . Az Egyesiilt Allamokban mashogy szamitjdk ki, mennyit fogyaszt egy auté. Ott az 1 gallon (1 USA gallon = kb. 3,8 liter)
tizemanyaggal megteheté mérfoldek szamat adjak meg (1 mérfold = kb. 1,6 km).

Az alabbi tablazat néhany tipikus értékre vonatkoztatva megmutatja, hogy minek felel meg liter/100 km-ben mérve a mér-

fold/gallonban megadott fogyasztasérték:

15 39,5
Fogyasztés mérféld_ban () 10 (Suv (nagyobb amerikai 23,7 (kisebb eurdpai
gallon terepjarok) vérosi kocsik) vérosi kocsik)
liter
F sztas -b 23,7 15,8 13,17 10 6
ogyaszta e en (y)
Grafikonon ébrazolva: A Titer/
A tablazatbdl (killondsen az elsé és az utolso elétti oszlopbdl) arra kévet-
keztethetiink, hogy itt az Osszetartozo6 értékparok szorzata éllandd, mindig )
237. A két mennyiség kozott tehat forditott aranyossag van, az aranyossagi
tényez6 237.
A grafikont olyan pontok alkotjak, amelyeknek elsé (x) és masodik (y) koor- N e e P
dinatdja kozott az x - y = 237 Osszefliggés 4ll fenn.
ESiSERestEAne >
’:#Fri il L:'%t:ﬁg:ﬁsyi il i i

a
Ha egy fiiggvény értelmezési tartomanya 0-t6l kiilonbozé valos szamokbdl all, és a hozzarendelési szabélya x > —
X

alakba irhat6 (a valds szam, de a # 0), akkor ez a fliggvény forditott aranyossagot ir le.

Ha a forditott aranyossagot leiré fiiggvény értelmezési tartomanya R \ {0}, akkor az értékkészlete is az R \ {0} halmaz,

grafikonja pedig egy hiperbola.

Példdul YA

Ay

il 4

|y =

i

[

S

I

(az Osszetartozo értékek szorzata 4)

FELADAT

3 - Abrazold az

1 6
a) x> —; b) x = —;
X X

(az Osszetartozd értékek szorzata -2)

4
C) x> —

X

forditott aranyossagot leird fiiggvények grafikonjat, ha az értelmezési tartomany mindegyik esetben R \ {0}!
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FUGGVENYEK



HAZI FELADAT

1 = Mennyi az dbrazolt egyenes aranyossagot leir6 fiiggvények esetén az ardnyossagi tényez6?

y YA YA YA
4 4+ 4+ 4+
3 . 3+ 3+ 3+
2 ° 2+ 2+ 2+
[ ]
1 o 1+ 1+ 1+
t t t t t + t +» t t t t + t + » —1—F—F—+—F+>
1 2 3 X -3 2 -10 1 2 X -3 -2 -1 1 2 3 4 x 0 1 2 3 4 x
-1+ o AL 14
21 . 21 21
-31 31 o

2 5 Fizikaodran Bence egy elzart levegébuborék térfogatanak (V) és a buborékban 1évé levegé nyomasanak (p) kap-

csolatat vizsgalta. Azt tapasztalta, hogy az dsszetartozo térfogat- és nyomasértékek szorzata nagyon jo kozelitéssel

minden esetben 3 lett (a mértékegységeket Bence nem jegyezte fel).

a) Van-e egyenes vagy forditott aranyossag az elzart levegé nyomasa és térfogata kozott?

b) Melyik grafikont mellékelhette Bence a kisérletrdl irt jegyzokonyvéhez?

VA VA v A v A
44
4T 4 4
° 3+
3+ . 2+ 3+ . 34
[ ]
° 1T+
2-- © I I I I I I —2 2-- 2-
‘ 3210 1 2 3 4p C
14 =1t 14 1
21
: —> 3l ' : > . —>
0 1 2 0 1 2 0 1 2 p

3 - Abrézold kozds koordindta-rendszerben azokat az egyenes, illetve forditott ardnyossdgokat leir6 fiiggvényeket,

amelyeknek értelmezési tartomanya a ]0; 4] intervallum, hozzarendelési szabalyuk pedig x — %x; X~ —%x;
3.1y
x pakdade

@ Ellenérizd a Graph program segitségével, hogy jok-e a grafikonjaid!

RAADAS
Egy 4ll6 helyzetbdl indul6 test sebessége 2 masodpercen at egyenes aranyossag szerint né 4 % sebességig, majd forditott

aranyossag szerint csokkenni kezd. Abrazold grafikonon a sebességet az id fiiggvényében! Fogalmazd meg, mit olvashatsz
le a test mozgasarol a grafikon alapjan! Jellemezd a grafikont a monotonitas szempontjabol! Melyik pillanatokra igaz, hogy

a test sebessége 1,5 %?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Egy robogé lizemanyag-fogyasztdsa 2 liter/100 km, egy nagyobb motorkerékpéré pedig 3 liter/100 km. Abrézoljuk a
két jarm altal felhasznalt tizemanyag mennyiségét a megtett tt fiiggvényében! (A tavolsagot 100 km-es egységekben,

az elfogyasztott tizemanyag mennyiségét literben fejezziik ki!)

Megoldds

Ay diter) A fogyasztast az x > 2x ésazx > 3x (x 2 0) egyenes aranyossagot leird fiiggvények jellem-
1 zik, grafikonjuk egyenlete tehat y = 2x, illetve y = 3 x.
81 y—2x  Mindkét fiiggvény grafikonja félegyenes. Azt mondjuk, hogyazy = 3 x egyenletd egyenes mere-
T i3 deksége 3, az y = 2x egyenletli egyenes meredeksége pedig 2.
o1 A nagy motorkerékpar grafikonjanak egyenese meredekebben emelkedik, mint a robogdé.
54
44
31
24
14

L Foekm

of 12 3 4 5

1 s Harom izz6 energiafogyasztasat vizsgaltak. Az egyik izz6 masodpercenként 0,5 joule energiat fogyaszt, a masodik
1 joule energiat, a harmadik 1,5 joule energiat, és feltételezhetd, hogy az energiafogyasztasuk egyenesen ardnyos
az idével.

a) Abrazold kozos koordindta-rendszerben az izz6k energiafogyasztasat az idé fiiggvényében!
b) Ird fel a grafikonok egyenletét!
c) Mekkora a grafikonok egyenesének meredeksége?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

D . A két abrdn egyenes aranyossagokat leird 57 7 A /
fiiggvényeket dbrazoltunk. A bal oldali 4bran | i
e
lathat6 piros (a) egyenes meredeksége 2, a i 6 p
_3 - v
kék (b) egyenesé pedig —%. 2 ;__ 5 4
Adjuk meg a jobb oldali dbra c, d, e egyene- AR 4 /
seinek meredekségét! \"
Megoldds -4 -3 -2 19] 2 4'x 2 c
it mutat egy egyenes meredeksége? Azt, hogy 2 1
ha az egyenes valamelyik pontjabdl I egységet me- . 3 - — _
gyiink az x tengellyel parhuzamosan, pozitiv irdny- ' _:" 3~ 4 x
ba, akkor mennyit kell menniink az y tengellyel par- _6 7
huzamosan, hogy Ujra az egyenes egy pontjahoz N\

jussunk.
A jobb oldali abran a kék (d) egyenes meredeksége 1, a zold egyenes (e) meredeksége 3.

A piros (c) egyenesnél a (3; 1) pont is, és az origé is rajta van a piros egyenesen, tehat 3 egység ,,jobbra” haladashoz 1 egység

»emelkedés” tartozik. Ez uigy lehetséges, hogy valéjaban 1 egység ,,jobbra” haladashoz % egység ,emelkedés” tartozik. Tehat
. 1

a piros egyenes meredeksége 3

Ha egy egyenes egy fiiggvény grafikonja, akkor meredeksége m, ha a valtozo (x) értékét 1-gyel novelve a fiiggvényérték
m-mel valtozik.

FELADAT

2 5 a) Add meg az abran lathat6 harom egyenes meredeksé- yA
gét! , €4
b) A harom egyenes mindegyike egy-egy fiiggvény képe. 3

Melyik fiiggvény hozzarendelési szabalyat talalod

meg az alabbiak kozo6tt? Parositsd a fiiggvények betii-

—~—— a .
jeleit a megfelel6 hozzarendelési szabalyhoz! —_ \
1 1 1 — >
X —-X; X —Ex; X = —Zx; X = Zx; X —2x 5 -4 -3 -2 -10 N_\. 4 X
1
c) Told el a harom egyenest az y tengely mentén 3 egy- 2

séggel, pozitiv iranyba! Véltozik-e az egyenesek me-

redeksége az eltolds kovetkeztében? Fel tudod irni az
eltolassal kapott fiiggvények hozzarendelési szabalyat?
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Két egyenes meredekségét 6sszehasonlitva konnyen lathato, hogy az egyenesek parhuzamosak-e vagy sem.
Ha két egyenes parhuzamos, akkor a két egyenes meredeksége egyenld.

Az el6bbi allitas megforditasa is igaz.

Ha két egyenes meredeksége egyenl6, akkor a két egyenes parhuzamos.

H!l{,ff!!)/ B NI,
J o M/ ) :
/ 1
6 / 2 o) 1 1
A/ A, 1, 2
4 / I el Al 1 >
) VE T~ ;| 10 2 03 4 5%
-1 1
2 2 2t RN
! 1 E\\ <\2
- > 44 \
3 4 X \\ 1
51 ~= %
61 ~N
74
81
2 meredekségti egyenesek —% meredekségu egyenesek

@ A meredekség jelentését vizsgalhatod egy geometriai szoftverrel is, példdul a GeoGebra programmal.

FELADAT

86

3 - Allapitsd meg az abrézolt egyenesek meredekségét! N\ f 7
a) Vannak-e az egyenesek kozott parhuzamosak? § 7
b) Melyik egyenes meredeksége a negativ? G b
. . c hhe
¢) Melyik egyenes meredeksége a legkisebb? . 1S /
y N
d ) N y
L Vi
) L ~; 4
4 3 2 -1 10 2 L

4 - a) Egy egyenes athalad a (3; 1) ponton és az (5; 4) pon-

ton is. Rajzold meg ezt az egyenest, és szamold ki

a meredekségét!
b) Egy egyenes athalad a (3; 1) ponton, a meredeksége pedig % Rajzold meg ezt az egyenest, és dllapitsd meg,

hogy athalad-e a (-7; —-4) ponton!

FUGGVENYEK



HAZI FELADAT

15

a) Abrazold a kovetkezd egyenes ardnyossagot le-
ir6 fiiggvényeket:
3 4

TP V- [ P SR |
(R 2 R): x 585 5% SX X 3x.

b) Ird fel a grafikonok egyenletét!
c) Add meg az egyenesek meredekségét!

Két kisebb edényben viz van. A vizet mindkét
edényben addig hiitjiik, amig el nem éri a 0 °C hé-
mérsékletet. Az abra a hémérséklet véaltozasat mu-

tatja az id6 fiiggvényében.
YA (°C)

= W bk U1 Y I

x (perc)

123456 7 8 910111213141516

a) Mekkora volt az egyes edényekben a viz hé-
meérséklete a htités kezdetekor?

b) Mennyi a grafikonok egyenesének meredek-
sége?

c) Hany fokot hiil az els6, illetve a masodik edény-
ben 1év6 viz percenként?

d) Hany perc alatt hiil 1 °C-ot az elsd, illetve a ma-
sodik edényben 1év6 viz?

e) Melyik edényben gyorsabb a hiilési folyamat?

A P(1;3) pontrajtavanaza, b, ¢, d egyenesek mind-
egyikén. A P ponton kivill az a egyenes atmegy

RAADAS

1. Egy egyenesnek ismerjiik két pontjat: P(152; —355) és Q(—233; —104). Mennyi az egyenes meredeksége?

2 . Oldjuk meg az el6z6 feladatot ltalénosan! Tekintsiik a P(a; b) és a Q(c; d) pontokat. Ird fel a betik segitségével a rajtuk
atmend egyenes meredekségét! Mindig lesz megoldas, vagy lehetnek a valtozéknak olyan értékei, amikor nem tudjuk

felirni a meredekséget?

58. lecke | EGYENESEK MEREDEKSEGE

Y

a Q(0; 1) ponton, a b egyenes az R(3; 5) ponton,

a ¢ egyenes az S(3; 6) ponton, a d egyenes pedig

a T(4; 0) ponton.

a) Rajzold meg az egyeneseket egy koordinata-
rendszerben!

b) Mekkora az egyenesek meredeksége?

Taviranyitasa jatékautokat teszteltek. A kocsikat
egyenes palyan futtattak és azt mérték, mekkora
utat tesznek meg akkor, amikor mar elérték a vég-
sebességiiket. A mérés mindegyik esetben 10 ma-

sodpercig tartott.
y A (m)
124
e 4. autd
104+
91 3. auto
s+
71 2. autd
64
5+ T-autd
41
34
24
14
B — I
0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 x(sec)

a) Ird fel mindegyik grafikon egyenletét!
b) Mennyi a grafikonok egyenesének meredek-
sége?
c) Mekkora az egyes auték végsebessége E—ban,
s

illetve %—ban kifejezve (1 m_ 3,6 %)?
s

87



1 5 Abrankon a piros és a kék félegyenes azt mutatja, a) Mitél fugg az, hogy melyik taxit érdemes igény-
hogy hany tallért kell fizetniink a megtett ut hosz- be venniink? (Ugy képzeljiik, hogy sehol sem
szatol fiiggben a Kisgaz, illetve a 7 x 7 fuvarozdcég kell megallnunk, csak a célallomason.)
taxijaba ulve. b) Az alapdijon felill mekkora a megtett kilomé-

A terenként fizetendd dij az egyik, illetve a masik
y (tallér)

cég esetében?

c) Mekkora a grafikonok meredeksége?

d) Osszesen hany tallért kell fizetniink az egyik,
illetve a masik cégnél, ha x km-t taxizunk? Add
meg képlettel!

e) Szamitsd ki a képleteddel, hogy mennyit mutat
a taxidra a két cégnél 2,8 km, 4,8 km, 6,8 km

x (km) ) )
— megtétele utan!

A

f) Olvasd le a grafikonrdl, hogy hany km-t taxizha-

tunk 4 tallérért az egyik, illetve a masik cégnél!

Definicio: Egy fiiggvényt els6foku fiiggvénynek neveziink, ha
— értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza, és

- hozzarendelési szabalya x > ax + b alaku, ahol a és b adott valds szam, a # 0.

Az x — ax + bhozzarendelési szabélyu elséfoka fiiggvény grafikonja olyan egyenes, amely mindkét koordinatatengelyt
metszi. Ennek az egyenesnek a meredeksége a, az ordindtatengelyt pedig a b masodik koordinataju pontban metszi.
Ha a koordinata-rendszer tengelyeit az x és az y bettivel jeloljiik, akkor ennek a grafikonnak az egyenlete: y = ax + b.

Példaul v A
Az x = -0,5x - 1 elséfoku fiiggvény grafikonja egy olyan egyenes, amely- 31

nek meredeksége -0,5, az ordinatatengelyt pedig a -1 masodik koordinataja 5

y=-0,5x—1
\ 14+

4 3 o2~ 0 1 2
-2-\

Az olyan fiiggvényeket, amelyek grafikonja egy egyenes vagy annak egy részhalmaza, linearis fiiggvényeknek nevez-

pontban metszi. Az egyenes egyenlete: y = -0,5x — 1.

(a4

ziik.
@ Az a és a b szerepét vizsgalhatod geometriai szoftverrel is, példaul a GeoGebra programmal.
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FELADAT

2 = Abrézold kézos koordinata-rendszerben a kovetkezd elséfoku fiiggvényeket!

2
X 1,5x+2; x> —-x+2 x|—>§x+2

3 5 Az abrakon megadott harom egyenes egy-egy elséfoku fiiggvény grafikonja.
Mi a fiiggvények hozzarendelési szabalya?

KIDOLGOZOTT FELADAT

1

Megoldds

A

egy egyenest hatdroz meg.
Az x > ax + b hozzarendelési szabalyu elséfoku fiiggvény grafikonja egyenes. Az
egyenes meredeksége a, és az ordindtatengelyt b-nél metszi.

A

pontban metszi. Az egyenlete ezért: y = 2x — 3.

A

Meredeksége =

Miutén a meredekséget mar kiszamoltuk, igy az y = 2x + b egyenletbdl csak a b-t nem
ismerjiik. Az adott pontok barmelyikének koordinatdi az egyenletbe helyettesitve ki
kell elégitsék az egyenletet. P(2; 1) pont esetén x =2 ésy = 1.

Ezeket behelyettesitve: 1 =2 -2 + b. Ebb6l b = —3.

A

. Van-e olyan elséfoka fiiggvény, amely a 2-hoz 1-et, a 4-hez pedig 5-6t rendel?

fiiggvény grafikonjabdl két pontot ismeriink: P(2; 1) és Q(4; 5). Ez a két pont

grafikonrdl leolvashatjuk, hogy az egyenes meredeksége 2, és az y tengelyt a —3

két ismert pontbol szdmoldssal is megkaphatjuk az egyenletet:

mdsodik koordindtak kiilonbsége _ 51 _ 5

els6 koordinték kiilonbsége 4-2

keresett elséfoku fiiggvény tehat: R > R; x = 2x — 3.

(Ellenérzés: 2 +>2-2-3=1¢és 4> 2-4-3=5))

FELADAT

4 = Egy elséfoku fiiggvény grafikonjanak két pontja: A(1; 2) és B(3; 3). Add meg a fiiggvény hozzarendelési szabalyat!

KIDOLGOZOTT FELADAT

2.

A hémérsékletet a legtobb orszégban - igy pl. Kanadaban is — Celsius-fokban (°C) mérik. Az Egyesiilt Allamokban és
még néhany més orszégban azonban az tigynevezett Fahrenheit-fokot (°F) hasznaljak. Igy aztan a kanadai id6jarés-
jelentésben egészen mas szamok hangzanak el, mint az egyesiilt allamokbeliben, még akkor is, ha a hatar két oldalan,
egymastdl alig néhany km-re fekv6 varosokrol van szo, ahol nyilvanvaléan ugyanolyan az idé.

59. lecke | LINEARIS FUGGVENYEK
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Példaul:

Kanada (°C) -10 0 20 25
USA (°F) 14 32 68 77

a) Adjuk meg képlettel, milyen osszefiiggés 4ll fenn a Celsius- és
a Fahrenheit-skala kozott!
b) Mennyi a jég olvadaspontja Fahrenheit-fokban?
c) A Fahrenheit-skala egyik alappontja eredetileg a 96 °F volt.
Mi szolgalhatott alapul ehhez az értékhez? Mennyi Celsius-fokban a 96 °F?

Megoldds

a) Abrézoljuk az adatokat koordindta-rendszerben:
A pontok egy egyenesen vannak. Ha tehat egy kanadai hémérén x °C a hdmér-
séklet, és ugyanitt, ugyanekkor egy egyesilt allamokbeli h6mér6 y °F-et mutat,
akkory =a-x+b.

Az a meredekséget megallapithatjuk pl. az elsé két pont alapjan:
18

a=—
10 9 9
Igy a keresett képlet: y = ox + 32, vagy ,,beszédes” formaban: F = 5 C+ 32.

9
=3 a b tengelymetszet pedig a tablazat alapjan pontosan 32.

b) A jégolvadaspontja: % -0 432 =32 (°F).

9 5
c) AzF = 5 C + 32 egyenlet atrendezheté a C = 5 (F —32) alakba is, igy a két

hémérsékleti skala szerinti barmelyik értéket at tudjuk véltani a masikba.

5
A 96 °F értéke °C-ban: — - (96 — 32) = 36, ami koriilbeliil az emberi test hOmér- | | | | }
. 9 76 10 Of 10 20 30
séklete.

»
Ll
X

Példankban a kétféle h6mérsékleti skala kapcsolatat egy olyan képlet irja le, amelyhez a koordinata-rendszerben egy egyenes
tartozik. Az egyenes latin neve linea. Ennek nyoman a kétféle hémeérsékleti skdla kozotti kapcsolatot linedrisnak nevezziik.

5 s a) ,Fahrenheit 451 fok - az a hémérséklet, amely- b) Ha a kanadai id6jards-jelentésben az hangzik
nél a kdnyvnyomo papir tiizet fog és elég. Ha el, hogy a hatdr menti telepiiléseken 10 °C-kal
vonalazott papirt tesznek eléd - madsra irj” (5 °C-kal, 1 °C-kal) csokken a hémérséklet, ak-
(Juan Ramun Jiminez) Az idézet Ray Bradbu- kor az USA-ban él6k hany °F-os cs6kkenésre
ry Fahrenheit 451 cim( regényének bevezetdje. szamithatnak?

Hany °C-on fog tiizet a konyvnyomo papir?

HAZI FELADAT

1 5 Add meg egy olyan linearis fiiggvény hozzarende- 2 - Egy elsofoku fiiggvény grafikonja dtmegy a P és

1ési szabalyat, a Q ponton. Add meg a fliggvény hozzarendelési
a) amely a 0-hoz 2,5-et, az 1-hez 4,5-et rendel; szabalyat, ha

b) amely a 0-hoz 10-et, az 1-hez 8,5-et rendel; a) P(-1;5) és Q(0; 4);

c) amely a 0-hoz 2-t, és az 5-hoz is 2-t rendel! b) P(-3;1) és Q(3;5)!
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3 = Toltsd ki a fiizetedben a tablazat tires mezdit, ha f(x) = —%x és g(x) = —%x +4 (x € R)!

Megfelel6 pont Megfelel6 pont
* f® a grafikonon &) a grafikonon
2
-6 5 (-6) =4 (=6; 4)
-3
(0;4)
0
8
4 s Van-e olyan hémérséklet, amely °F-ben és °C-ban mérve is ugyanannyi?
RAADAS
Halmazébraval igy szemléltethetjiik a li- | Linearis fiiggvények |
nedris fliggvények fajtait:
konstans fiiggvények | | elséfoka fiiggvények
y y y
—_—t —o——ﬁLo—o—> —
0 x 0],/ x 0 x
Emeljiik ki azokat a linearis fiiggvénye- y TS y
ket, amelyek értelmezési tartomanya a
valds szamok halmaza. Ezek grafikonja ——— _,F_,_,_,_, /L
X X X
egy egyenes. Tablazatunk megmutatja, T 7
mit érdemes megjegyezniink ezekrél a =
| egyenes aranyossagot leiré fiiggvények |

specialis esetekrol:

a és b valtozasa
A hozzarendelési szabaly
Milyen fiiggvény?

A orafik | merdéleges az
rafikon egy egyenes, ame
. ey d y tengelyre

konstans fiiggvény

az0ésb=0

X = ax

els6foku fiiggvény és egyenes
aranyossagot leir6 is

atmegy az origdn, de nem az

x és nem az y tengely

Igaz az is, hogy egy x—y koordinata-rendszer minden egyenese, amely nem me-

réleges az x tengelyre, egy elséfoku vagy egy konstans fiiggvénya grafikonja.

Az y tengely egyenese és a vele parhuzamos egyenesek nem fiiggvénygrafikonok.

Miért? Mert nem igaz rajuk, hogy mindegyik pontnak mas szam az elsé koor-

dinataja, azaz az igy dbrazolt hozzarendelések az értelmezési tartomany egy x

a#0ésb=0

x> ax+b

els6foku fiiggvény, nem egyenes

aranyossagot leir6

metszi az x és az y tengelyt is az

origo6tdl kiilonbozé pontban

R W RN
: i :
+

-4

értékéhez nem csak egy y értéket rendelnek - igy nem lehetnek fiiggvények.
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KIDOLGOZOTT FELADAT yf_
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Péter egy egyenes orszaguton allando, 15 km sebességgel biciklizik. Egy éra utan

h
keresztiilhalad egy vonalon, amelyet egy kerékpdros verseny startvonalaként festet-

tek az utburkolatra.
Abrazoljuk grafikonon Péter tavolsagit a startvonaltdl az id6 fiiggvényében!

Megoldds
Péter az els6 egy oraban kozeledett a startvonalhoz. Mivel egy 6ra alatt 15 km-t te- tavolsag (km)
kert, 15 km tavolrdl indult, s ez a tavolsag egyenletesen csokkent: fél 6ra utan mar 30
csak 7,5 km volt. 1 éra elteltével a vonaltél mért tavolsaga 0 km. Ezutdn megint
egyenletesen nott a tavolsag. Az induldstdl szamitva 1,5 6ra mulva 7,5 km, 2 dra
mulva 15 km, 3 6ra mulva 30 km. 20
Foglaljuk tablazatba az adatokat:

idé (6ra) 0 05 1 1,5 2 3 10

tavolsag (km) 15 7.5 0 7.5 15 30
Abrézoljuk grafikonon az adatokat, majd a teljes utazast!

0 1 2 3 id6 (6ra)

Definicio: Egy valds szam abszolut értéke nemnegativ szimok esetén maga a szam, negativ szamok esetén a szam ellen-
tettje. Jele: | x |
xhax=0
%] =
—x,hax <0

(példaul: | 7| =7, vagyis +7 abszolut értéke maga a szam, a +7; | —3| = —(—3) = 3, vagyis —3 abszolut értékét ugy ké-
pezziik, hogy vessziik a —1-szeresét)

>

Abrazoljuk a kovetkezé fliiggvényeket:

a) f:R->R x~—|x|; b) g:R-> R x—|2x+2]! .l
Megoldds N 1 1 x
a) Abrazoljuk el8szor az x — x fiiggvényt a valos szémok halmazan! 1

FUGGVENYEK



Ha a fiuggvényérték nemnegativ (nulla vagy pozitiv
értékii), akkor abszolut értéke 6nmaga, ezért az x — x
fuggvény grafikonjan a nemnegativ figgvényértéki
pontok illeszkednek az x — | x| fliggvény grafikonjara
is (azaz az x tengelyre illeszkedd pont és az x tengely
folott 1évé pontok helyben maradnak).

Ha a fuggvényérték negativ, akkor abszolut értéke az
eredeti fiiggvényérték ellentettje, ezért az adott helyen
nem az x — x fliggvény grafikonjanak pontjai, hanem
azok x tengelyre vett tiikorképei illeszkednek az x — -x

fiiggvény grafikonjdra.
y A
1__
T T T T 1 i T T T x'
Azf:R = R; x ~—|x| grafikonja tehat:
y A
1__
T T T T 0-- i T T T x'

Lathato, hogy az x —|x| fiiggvény mindegyik értéke
pozitiv vagy 0.
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b) Ugyanigy gon- y A

doljuk végig
g fuggvény
esetében is!
Abrézoljuk
azR ~ R 1 T 'X>

X—=2x+2 T
fiiggvényt! T

Amikor a fiigg- v A
vényértékek T
nem negativak, T
akkor abszolut
értékiik maguk

a fﬁggvény- T T T T T T —»
értékek, ezért T *
értékiik nem T
véltozik (a +
fiiggvény grafi- T

konja helyben
marad).

Amikor a figgvényértékek negativak, akkor abszolat
értékiik az eredeti fuggvényérték ellentettje, ezért az
abrazolashoz a negativ értékd figgvénypontokat tiik-

rozziik az x tengelyre.
T T | i T T X’
g: R R
x| 2x + 2|
grafikonja:
T T | i T T X’
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FELADAT

1 = Abrézold a kovetkezd fiiggvényeket!
a) R>R; x—3x és

R~ R; x—|3x| b) R>R; x—05x+2 ¢é R—>R; x—]0,5x+ 2]

Definicié: Azt a fiiggvényt, amely minden valds szamhoz az abszolut értékét ren- y A
deli, abszolutérték-fiiggvénynek nevezziik.
f:R—> R
Az abszolutérték-fiiggvény értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza, ér-

xe|x);

tékkészlete pedig a nemnegativ valds szamok halmaza.

Ha x < 0; akkor a fiiggvény szigortian monoton csékkend, 1 1 1 1 x>
ha x > 0; akkor a fliggvény szigortian monoton névekvo.

Az abszolutérték-fiiggvény x = 0 esetén veszi fel az értékkészlet legkisebb elemét,
ezt ugy mondjuk, hogy x = 0-ban az abszolutérték-fiiggvénynek minimuma van.
A fiiggvény minimumanak értéke f(0) = 0.

Definicié: Egy f fiiggvénynek minimuma van az értelmezési tartomany egy
x, helyén, ha a fliiggvény az ott felvett f(x,) fiiggvényértéknél sehol sem vesz fel kisebb értéket. Ekkor x, egy minimum-
hely, f(x,) pedig a fiiggvény minimuma.

Definicio: Egy f fiiggvénynek maximuma van az értelmezési tartomany egy x, helyén, ha a fiiggvény az ott felvett f(x,)
fiiggvényértéknél sehol sem vesz fel nagyobb értéket. Ekkor x, egy maximumbhely, f(x,) pedig a fiiggvény maximuma.

A minimumot és a maximumot szélséértékeknek is nevezziik.

FELADAT
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2 5 Olvasd le az abszolutérték-fiiggvény grafikonjarol!
a) Melyik szamok abszolut értéke 4,5?
b) Melyik szam abszolit értéke egyenlé a nala

c¢) Szamolassal ellenérizd, hogy az a) részben leol-
vasott metszéspont koordinatak helyesek-e!
3-mal nagyobb szam abszolut értékével? 5 5 Hatdrozd meg, melyik fiiggvény grafikonja lathato
az abran!
3 = Abrézold a fiiggvényeket, majd olvasd le a grafi- a) b) c)
konrdl, hol veszi fel a fiiggvény a minimumat? y
a) fiR>R;  f(x)=|1,5x+ 4]
b) g:R=>R; g(x)=|3x— 6|
c) h:R—>R; h(x)=|-2x+2|

Abrazold kozos koordinata-rendszerben az alabbi
fiuggvényeket!
fiR=>R;  f(x) =—%x

g:R=>R g(x)=|2x+ 8|
a) Olvasd le a metszéspontok koordin4tait!
b) Mit fejeznek ki a metszéspontok koordinatai?

| »
T T T T T T T T T >
X

Ird fel a hozzarendelési szabalyokat két kiilonb6zé
moédon!

FUGGVENYEK



HAZI FELADAT

1 5 Abrazold a kovetkez§ fiiggvényeket!
R>R x~—-05x+2 ¢és
R-> R, x—|-0,5x+ 2]

2 5 Abrézold a fiiggvényeket, majd olvasd le a grafi-
konrdl, hol veszi fel a fiiggvény a minimumat!
a) :R>R;  f(x)=|4x+ 8|
b) g:R->R; g(x)=|-3x— 3|

RAADAS

3 = Hatarozd meg, melyik fiiggvény grafikonja lathat6
az abran! Add meg a hozzarendelési szabalyokat!

a) b) c)
NNEZ

N\ /
NN A

sy

1 . Haismerjik egy f fliggvény grafikonjat, akkor hogyan készithetjiik el egyszertien az g : g(x) = f(x) — 2 figgvény gra-

fikonjat?
a) Abrazold kozos koordinatarendszerben: R = R;
b) Abrazold kozos koordinatarendszerben: R — R;

2 . Abrézold a kovetkezd fiiggvényt!
a) R>R x—||2x|-2|

x—|x| és
x—|2x| és

R - R;
R~ R;

x—|x|— 2!
x—|2x|— 2!

b) R> R xm|[x+3]-2

3. Hatdrozd meg, melyik fliggvény grafikonja lathat6 az abran!

y A

i /

4 . Az dbran lithat6 f(x) fiiggvény grafikonjanak ismeretében abrézoljuk az f(x) + 1; f(x — 3); |f(x)| figgvények grafi-

konjat!
7 A
6
_ y=/x)
4
. \
o)
1 \
-7/%6 5 -4 3 -2 -1 10 4 6\ 7 x
, \
3
\
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Az dbran egy f fiiggvény grafikonjat latod. Olvasd le a gra-
fikonrdl a fiiggvény értelmezési tartomanyat, noévekedési
viszonyait, szélsGértékeit, zérushelyét és értékkészletét!

Megoldds

A fiiggvény értelmezési tartomanya az x tengelyrdl ol-
vashatd le. Mindazok a szdmok beletartoznak, amelyek-
hez a fiiggvény rendelt valamit, azaz amelyekhez tartozik
fiiggvényérték. Ez most balrdl nyilt intervallum: a —1-hez

mar nem rendelt értéket a fliggvény, de a 4-hez még igen.
Dy=1-1;4].

A fuggvény a ]—1; 1[ intervallumon szigordan monoton
csokkend, majd az ]1; 4] intervallumon szigortian mono-
ton novekvo.

A grafikonrdl az is latszik, hogy a fiiggvénynek van legki-
sebb és legnagyobb értéke. Ezek a fiiggvény szélsdértékei.
Minimuma (minimum értéke) 0; minimumbhelye 1; maxi-
muma (maximum értéke) 6; maximumbhelye 4.

A figgvény a 0 értéket az x =1 helyen veszi fel, ezért
zérushelye csak egy van: az 1.

Az y tengelyen olvashatd le a fiiggvény értékkészlete. Min-
den 0 és 6 kozotti valds szamot felvesz valahol a fiiggvény.
A fuggvény értékkészlete: R = [0; 6].

Erdekessége, hogy van azonban olyan szdm az értékkész-
letben, amelyet tobb helyen is felvesz a fiiggvény. Példaul
f(x) = 3-hoz kétféle elem is tartozik az értelmezési tarto-
manybol: x; =—0,5 és x, = 2,5 (ezért nem kélcséndsen
egyértelm).

Definicio: Egy fiiggvény kolcsondsen egyértelmii, ha az értelmezési tartomany kiilonb6z6 elemeihez a képhalmaz kii-

16nboz6 elemeit rendeli.

Az ilyen fiiggvény azért is kiilonleges, mert a megforditasa is fiiggvény: az a hozzarendelés, amely az értékkészlet minden

eleméhez az ,,6sét” rendeli, azt az elemet, amelyhez eredetileg hozzarendeltiik.

Ha egy fuggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete szamhalmaz, akkor van grafikonja. Akarhol alli-

tunk merdlegest a koordinata-rendszer x tengelyére (az abszcisszatengelyre), annak legfeljebb egy kozos pont-

ja van ezzel a grafikonnal (ha egynél tobb kozos pontja van, akkor nem fiiggvény; nem egyértelmi a hozzarendelés).

Ha egy fliggvény olyan, hogy a grafi-
konjanak az y tengelyre (az ordinata-
tengelyre) allitott mer6legesekkel is leg-
feljebb egy kozos pontja van, akkor ez a
fiiggvény kolcsonosen egyértelmti.

kolcsondsen egyértelmii fiiggvény

Al

nem kolcsonosen egyértelmd fiiggvény

FUGGVENYEK



FELADAT

1 5 Olvasd le a fiiggvények értelmezési tartomanyat, novekedési viszonyait, szélséértékeit! Melyik ezek koziil kolcso-

61. lecke | FUGGVENYEK JELLEMZESE

nosen egyértelmi fiiggvény?
b)

c)

d)

Az f fuggvény kolcsonosen egyértelmi, értelmezési tartomanya pedig a {10; 20; 30; 40; 50} halmaz. Melyik halmaz
lehet az f értékkészlete az alabbiak koziil?
b) {m}

a) {0;1;5;11;9}

c) {-4;-3;0;2;3}

d) {A; B; C; D}

Biztos-e, lehetséges-e, lehetetlen-e, hogy az f fiiggvény kolcsondsen egyértelm, ha

a) Dyis és Ry is5 elem halmaz;

b) Df 10 elemdi és Rf 7 elemd halmaz;

c) Dy is és R; is végtelen halmaz?

Adj meg egy-egy olyan fiiggvényt, amelynek a hozzarendelési szabalya x > |x], és a fiiggvény

a) kolecsonosen egyértelmdi;

b) nem kolcsonosen egyértelmi!

Jellemezd a fiiggvények novekedési viszonyait grafikonjuk alapjan!

Emlékeztetd:

Ha egy fliggvény az értelmezési tartomdany nagyobb eleméhez

- nagyobb vagy egyenld értéket rendel, akkor monoton novekvo;

- nagyobb értéket rendel, akkor szigortian monoton névekvo;

— kisebb vagy egyenl6 értéket rendel, akkor monoton csokkend;

- kisebb értéket rendel, akkor szigoriian monoton csokkend

az adott intervallumon.

)/‘

.

—

A

/

/

2y

y A

4

31
/}

14

-
-

y A
N
* \ 1
\ 1 >
<<
\
y A
44
3

_"3 _'2 _'1 0

14

Y
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G - Dontsd el, melyik allitas igaz, ha az f fiiggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete is szamhalmaz!

a) Haaz f szigortian monoton fiiggvény, akkor kolcsonosen egyértelmd.

b) Ha az f kolcsondsen egyértelmii fiiggvény, akkor f szigordan monoton.

A valés szamokon értelmezett fiiggvények vizsgalatakor eddig ilyen kérdésekre kerestiik a valaszt:

- Mi a fliggvény értelmezési tartomanya, képhalmaza és

hozzérendelési szabalya?

- Mi jellemzi a fiiggvény novekedési viszonyait?

- Vannak-e széls6értékei? Mely helyeken?

Ezt nevezziik fiiggvényvizsgalatnak.

- Vannak-e zérushelyei, melyek ezek?

- Kolcsonosen egyértelmi-e a fiiggvény?
- Mi az értékkészlete?

Sok olyan fiiggvény van azonban, amelyek esetén még nem tudjuk a pontos valaszt minden kérdésre. Vagy azért, mert

még kevés az ismeretiink, vagy azért mert a fels6bb matematika eszkozeivel sem lehet pontos valaszt adni.

HAZI FELADAT
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Grafikonja alapjan allapitsd meg, melyik fiiggvény
monoton, és melyik nem az! A monoton fiiggvé-
nyek szigoruan monotonok-e?

a) b)
Y A YA

c) d)
b \ YA

Az f fiiggvény értelmezési tartomanya az {1; 2; 3; 4}
1
halmaz, hozzarendelési szabalya pedig: x - P

Add meg f értékkészletét, és allapitsd meg, igazak-e
az alabbi kijelentések!

a) Az f monoton fiiggvény.

b) Az f szigorian monoton névé fiiggvény.

c) Az f kolcsondsen egyértelm.

3>

Hany olyan fiiggvény van, amelynek értelmezési
tartomdnya az {1; 2; 3} halmaz, értékkészlete pedig
a {2; 4; 9} halmaz? Add meg mindegyiket egy-egy
tablazattal! Koziiliik melyik kolcsonosen egyértel-
mu?

Az abran egy fiiggvény grafikonjat latod. Dontsd el
a fiiggvényre vonatkozo alabbi allitasok mindegyi-
kérél, hogy igaz vagy hamis!

JA

a) a fiiggvény értelmezési tartomanya [—4; 2];

b) a fiiggvény szigortan monoton ndvekvd, ha
—4 < x < =3

c) f(0)=—4

d) afuggvény értékkészlete [—2; 2[;

e) a fiiggvény kolcsondsen egyértelmd;

f) a fiiggvény szigortan monoton csokkend
x € [—2; —1] esetén;

g) f(1)=0;

h) a fiiggvény legkisebb értéke —2.

FUGGVENYEK



EMELT SZINT

A fuggvényt ugy is definidlhatjuk, hogy olyan rendezett parok nem iires = y A
halmaza, amelyek els6 tagja mind kiilénbozé. o1 *
Ha egy fiiggvény kilcsondsen egyértelmil, akkor a rendezett pdarok md-  gi
sodik tagja is mind kiilonboz6. Ebben az esetben akkor is fiiggvénytka- . [
punk, ha mindegyik rendezett parban felcseréljiik az elsé és a masodik ol R
tagot. Ez a fliggvény az eredetinek az inverze.

51
Példaul a {(0,5; 0,25); (1,5; 2,25); (2; 4); (2,5; 6,25); (3; 9)} fiiggvény 4l .
kolecsondsen egyértelmd, mert a rendezett parok elsé tagja is csupa N |
kiil6nb6z6 szam, és a masodik tagja is csupa kiilonb6z6 szam. Ennek .
a fuggvénynek az inverze: {(0,25; 0,5) (2,25; 1,5); (4; 2); (6,25; 2,5); 21 : . *
(9; 3)} |

..

Definicio: Ha az f:x+— f(x) kolcsonosen egyértelm fiiggvény értel- R R R R R R I

mezési tartomanya az A, értékkészlete pedig a B halmaz, akkor azt a
fuggvényt, melynek értelmezési tartoménya a B, értékkészlete pedig az A halmaz, és a B halmaz minden y eleméhez azt az
A-beli x elemet rendeli, melyre f(x) = y, az f fiiggvény inverzének nevezziik. Az inverz fiiggvény jelolése: f .

FELADAT

1. Adjunk megegy olyan kélcsondsen egyértelmti fiigg-
vényt, amelynek az értelmezési tartomanya a termé-
szetes szamok halmaza, értékkészlete pedig az egész
szamok halmaza!

Megoldds

[rjuk fel névekvd sorrendben a természetes szamokat, ald-
juk pedig a 0-t és utana felvaltva a pozitiv és a negativ egész
szamokat, noveked6 abszolut értékek szerint:

Ha mindegyik természetes szamhoz hozzarendeljiik azt az
egész szamot, amely a tablazatban alatta van, akkor meg-
kapjuk feladatunknak egy lehetséges megoldasat. A hozza-
rendelési szabélyt képlettel is felirhatjuk:
X [ s [ ‘
- ha x péros pozitiv egész szam,
x4 0, hax =0,

x 1 4 e r 4
B + >’ ha x pératlan pozitiv egész szam.
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Feladatunknak mas megolddsait is el6allithatjuk. Cseréljitk
fel példaul a tablézat alsé sordban a 3-at és a (-4)-et! Ekkor
egy masik fiiggvényt kapunk, de ez is megfelel a feladat ko-
vetelményeinek.

2 . Adj meg olyan kolcsondsen egyértelmi fliggvényt,
amelynek az értelmezési tartomdanya a pozitiv egész
szamok halmaza, és értékkészlete
a) anegativ egész szamok halmaza;

b) atermészetes szimok halmaza;
c¢) az 5-nél nagyobb egész szamok halmaza!

3. Igaz-e, hogy haegy fiiggvény szigortian monoton no-
vekvd, akkor
a) van inverze;
b) az inverze is szigoruan monoton néveked$?

4 . Abrézold kozds koordinata-rendszerben az f fiigg-
vényt és az inverzét, ha Df =1{0;1;2;3;4; 5} ésaz f
hozzérendelési szabdlya: x — x°. Mi az inverz fiigg-
vény hozzarendelési szabalya?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Harom fiiggvénynek, az f-nek, a g-nek és a h-nak ugyanaz a hozzarendelési szabélya, de mas-mas halmaz az értelme-
zési tartoménya: Dy = [-2; 2], D, = [-2;0], D, =1-2;2]; f(x) =g(x) = h(x) = x°. Van-ea fiiggvények értékkész-
letének legnagyobb, illetve legkisebb eleme? Ha van, akkor melyik szam az?

100

Megoldds

Nagyobb szdmnak nagyobb a kdbe is, ezért
az x > x° hozzarendelési szabalyu fiiggvé-

nyek mind szigorian monoton névekvok.

Legnagyobb érték 8

Legnagyobb érték
helye

Legkisebb érték -8
Legkisebb  érték

helye =

g

0 8

0 2

g h
-8  nincs
-2 nincs

SZELSOERTEKEK

v A y A YA
8 8 8
7 7 7
6 6 6
I3 ’ I3 5 ’
4 [ 4 4 [
3 / 3 3 /
2 / 2 2 /
1 1 1
> > >
32 -f x  322-f x 32 -0 x
I 1 1
2 ) o)
[ [ [
| | |
| s | s | s
| L | & | &
fl L, gl nl
8 8 8
T

2. LegyenD;=D,=D, = [-1;4[ és f(x) =x-2, gx) =2x-2, h(x) =0,5x-2.

a) Rajzoljuk meg a figgvények grafikonjat, és adjuk meg f, g és h legnagyobb és legkisebb értékét (ha van)!

Megoldds
YA
6
5
JA 4
R X 7A
) 2 o)
1 ) Y 1
20 4 x 20 x 210 4 5 x
2 2 2 h
L
3 3
4 4 4
f g h f
Legnagyobb érték nincs nincs nincs Legkisebb érték -3
Legnagyobb érték nincs nincs nincs Legkisebb érték -1
helye helye

-4

-2,5

FUGGVENYEK



b) Rajzoljuk meg az f, g és a h figgvény abszolut értékének grafikonjat, és keressiik meg az |f|, |g|, | 1| figgvények
legnagyobb és legkisebb értékét!

Megoldds
Ha adott az f fuggvény, akkor az |f| azt a fiiggvényt jelenti, amely az értelmezési tartomény x eleméhez | f(x) |-et rendel,
vagyis minden esetben az f fiiggvény altal hozzarendelt érték abszolut értékét.
Itt a figgvények hozzdrendelési szabdlya: x > |x - 2|, x> |2x-2], x> |0,5x - 2]|.
Az vj grafikonokat ugy kapjuk meg, hogy az eredeti grafikonok x tengely ,alatti” részét titkkrozziik az x tengelyre, a tobbi
részt pedig a helyén hagyjuk.

v A

x
|f1 gl |l |f1 g ||
Legnagyobb érték 3 nincs 2,5 Legkisebb érték 0 0 nincs
Legnagyobb érték . Legkisebb érték )
=l nincs -1 2 1 nincs
helye helye

@ Az intervallumon értelmezett fliggvények abrazolasahoz is hasznalhat6 a Graph program.

FELADAT

= Legyen D, = [-1;1], D, = [-1;2], D, = |-2;1[; f(x) = g(x) = h(x) = x". ovetkezo kérdések megvalaszola-
s LegyenD; = [ 1], D= [-1;2], D, = -2 1l f(x) = g(x) = h(x) = x°. A kovetkez8 kérdések megvalaszold
saban segitségként haszndld a kidolgozott feladathoz tartozé grafikonokat! Van-e a fliggvények értékkészletének
legnagyobb, illetve legkisebb eleme? Ha van, akkor melyik szam az? Hol veszi fel a fliggvény a legnagyobb, illetve

legkisebb értékét?

Legyen D; = D, = D, = [-1;4[ és f(x) = -x+2, glx) = -2x+2, h(x)= —%x+2.

N
Y

a) Rajzoljuk meg a fliggvények grafikonjat, adjuk meg f, g és h legnagyobb és legkisebb értékét, ha van!
b) Rajzoljuk meg az f, g és a h fuiggvény abszolut értékének grafikonjét, és keressitk meg az |f|, |g/|, | 7| fiiggvé-
nyek legnagyobb és legkisebb értékét, ha van!
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3 s a) Olvasd le a grafikonokrol a fiiggvények legnagyobb és legkisebb értékét, ha ezek léteznek!
y A y A y A

b) Vazold a -f, —g és —h fliggvények grafikonjat, és allapitsd meg e harom fliggvény legnagyobb és legkisebb
értékét! (A —f jelolés azt a fiiggvényt adja meg, amely az f értelmezési tartomanyanak mindegyik eleméhez az
eredeti helyettesitési érték ellentettjét rendeli hozza.)

c) Mennyi az |f|, |g], | h| fuggvények legnagyobb és legkisebb értéke? Hol veszi fel a fiiggvény a legnagyobb,
illetve legkisebb értékét?

HAZI FELADAT

1 s Legyen az f fiiggvény értelmezési tartomanya az [1; 3] zart intervallum, és f(x) = %x — 4.
a) Szamold ki az f(1), f(2,8) és f(3) fiiggvényértékeket!
b) Abrazold az f fliggvényt! Allapitsd meg a legnagyobb és a legkisebb fiiggvényértéket!

¢) Rajzold le a g figgvény grafikonjat, ha D, = [6; 10] és g(x) = %x — 4!

2 5 Olvasd le a grafikonrdl a fiiggvények maximumat és minimumat, ha léteznek! Hatdrozd meg a fiiggvények maxi-
mumanak és minimumanak a helyét!
a) b)

"y

3 = Rajzold fel egy olyan f fiiggvény grafikonjat a koordinata-rendszerben, melyre teljesiilnek a kovetkezok:
D= [=5; 3]; R, = [—2; 6]; minimumanak helye x = —1; maximumanak helye x = 2.
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RAADAS

1.

Abrazoltuk egy f figgvény grafikonjit.

Tekintsiik a fliggvény lesziikitését egy [a; b] in-
tervallumra! Ez azt a fiiggvényt jelenti, amely az
[a; b] intervallumon van értelmezve, és az inter-
vallum elemeihez ugyanazt rendeli, mint az ere-
deti f figgvény. (Az [a; b] intervallum az eredeti
értelmezési tartomany részhalmaza kell legyen.)
h:la;b] > R x— f(x)

Add meg a és b értékét gy, hogy egész szamok
legyenek, és a h fiiggvénynek

a) 3 maximumhelye és 2 minimumbhelye legyen;
b) 2 maximumbhelye és 2 minimumbhelye legyen;
c) 2 maximumbhelye és 1 minimumbhelye legyen;
d) 1 maximumbhelye és 2 minimumbhelye legyen;
e) 1 maximumbhelye és 1 minimumbhelye legyen!

f) Melyik kérdések azok, amelyekre csak véges szamu megoldas van?
g) Hatarozd meg a fiiggvények hozzarendelési szabalyat!

Grafikonjaval adtuk meg az f fiiggvényt.

2 VA

y A

i

i /

. vényt szélséértékek szempontjabol!
. f b) Vilaszd kiaz |f|, -f, | -f| és -|f] fiiggvény grafikonjat a megadottak kozil!

VA

VA a) Hatdrozd meg a fiiggvények értelmezési tartomanyat, értékkészletét és jellemezd a fiigg-

y A

T

5

5

=Y

i 4

—

e

—

IS

—

A - A - g5
s 3 2 -10 x 10 %
VA VA
g g
4 4
\d e/
3 2
\ , /
\ 1 /
> '
3 -» 10 X 10 X
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BEVEZETO

KIDOLGOZOTT FELADAT

104

A sz6kokatbol kidramlé vizsugar, a ferdén kil6tt rakéta, az eldobott labda egymashoz hasonld pélyét irnak le mozgasuk so-
ran. Az emlitett testek palyaja (vagyis az a vonal, melyen a test a mozgast végzi) specidlis tulajdonsagokkal rendelkezé gorbe,
a parabola. Ebben a leckében olyan fliggvényeket vizsgdlunk, melyeknek grafikonja ugyancsak parabola.

VA
13-4
1. Hogy valtozik a négyzet teriilete, ha az oldalak hosszusagat egyre néveljiik? b
14
Megoldas 0
Ha egy négyzet oldala x cm-es, akkor a teriilete x> cm2. Itt az x tetszéleges .
nemnegativ szam lehet. (Most megengedjiik, hogy egy négyzet oldala 0 cm, igy )
teriilete 0 cm” legyen.) , /
Tehat a valtozast az a fuggvény irja le, amelynek az értelmezési tartomanya .
a nemnegativ szamok halmaza (R,"), hozzarendelési szabalya pedig x > x°. 1
51
Jeloljiik ezt a fiiggvényt f-fel!
44
Adjunk az x-nek néhany értéket, készitsiink ehhez a fiiggvényhez tablazatot! i
24
Oldalhosszusag (x cm) 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 1+
Tertlet (x2 cm?) 0,25 1 2,25 4 6,25 9 12,25 — >
“4 -3 2 -10] 1 2 3 4 5x

2 . Rajzoljuk meg annak a fiiggvénynek a grafikonjat, amely minden valés szdmhoz a négyzetét rendeli hozza! Jel6ljiik ezt
a fuggvényt g-vel!

Megoldas

Azt a figgvényt kell abrazolnunk, amelynek az értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza (R), hozzarendelési szabélya
pedig x > x°. Ez egy masodfoka fiiggvény. Az el6z6 és a mostani fiiggvény hozzarendelési szablya ugyanaz, értelmezési
tartomanyuk azonban kiil6nb6z6.

Az el6z6 feladatban mar lattuk, milyen ennek a grafikonnak a nemnegativ szimokhoz tartozé része. Készitstiink most olyan
tablazatot, amelyben néhany negativ szdm szerepel!

FUGGVENYEK
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»

x -0,5 -1 -1,5 -2 -2,5 -3 -3,5
gx) = x* 025 1 2,25 4 6,25 9 12,25

—_ e
— (i8] w
| | |
T T T

A téblazat alapjan megrajzoljuk a grafikon 15 pontjat. A pontokat dsszekétjiik.

-
(e
|
T

Tengelyesen szimmetrikus gorbét, egy parabolat kaptunk.

no w > w @)} ~ ] O
| | | | | | | |
T T T T T T T T

PROJEKTFELADAT: Jarj utdna az interneten, hogy milyen nevezetes pont-

—
|
T

halmaz a parabola! Gondold végig a megfogalmazott definicié alapjan, hogyan

tudod megszerkeszteni a parabola pontjait! * B 2 0

Az f:R = R; x> x° fiiggvény minden valds szimhoz a négyzetét rendeli. Ez egy masodfoku fiiggvény.

A fuggvény értelmezési tartomanya a valos szamok halmaza, értékkészlete a nemnegativ valds szamok halmaza.
x < 0 esetén a fiiggvény szigortian monoton cs6kkend, x > 0 esetén szigortian monoton névekva.

A fuggvény zérushelye x = 0.

A fuggvénynek minimuma van. A minimum helye x = 0, a minimum értéke f(0) = 0.

A fiiggvénynek nincs maximuma.

Azf:R = R; x> x° fiiggvény grafikonja parabola.

A parabola szimmetriatengelyén 1év6 pontjat tengelypontnak nevezziik.

Az el6z0 feladat esetében a szimmetriatengely az ordinatatengely, a tengelypont pedig az origé.

A fiiggvények dbrazoldsiahoz egy geometriai szoftvert, példaul a GeoGebra vagy a Graph programot is hasznal-
hatod.

FELADAT

1 = a) Az alabbi pontok koziil melyek illeszkednek az 2 5 Hany olyan racspont van a derékszogt koordinata-

f:R = R; f(x) = x° fiiggvény grafikonjira? rendszerben, melyre teljesiil, hogy
A(=1,1; 1,21) B(0,2; 0,4) C(—1,7; 2,89) a)l=x=3é0<y= x5
D(16; —4) E(%, %) F(-3,3;9,9) b) 1 <x<5é0<y= X

) 1<x<6é0<y=x

? (A racspont olyan pont, melynek mindkét koordi-

~

Melyik valés szamot rendeli az f:R — R;

x+>x* masodfokt fiiggvény a 32-héz, a B oo .
natdja egész szam.)

—8-hoz, a %—héz?

¢) Melyik valds szamhoz rendeli az f:R — R;
x> x> masodfoku fiiggvény a 225-6t, a

36

20 ote
49 et?

—1,96-0t, a
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KIDOLGOZOTT FELADAT

3. Abrazoljuk azt a fiiggvényt, amely az x m? (x > 0) teriiletli négyzethez hozzérendeli a négyzet méterben mért oldal-
hosszat!

Megoldds
Az x m? teriileti négyzet oldala Jx méter hosszusagu, tehat az x — Jx (x> 0) fiiggvényt kell dbrazolnunk.
Néhany esetben tablazatba foglaljuk az 6sszetartozé szamokat:

X 0 0,25 1 2,25 4 9

JVx 0 0,5 1 1,5 2 3

A grafikonra illeszkedd pont koordinatai (0; 0) (0,255 0,5) (1; 1) (2,255 1,5) (4;2) (9; 3)
A grafikon:

»
>
X

of 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Szemléletiink és a grafikon is azt mutatja, hogy ez a fiiggvény szigoruan monoton névekvé (két négyzet koziil a nagyobb
teriiletlinek nagyobb az oldala).

Definicié: A nemnegativ valés szamok halmazan értelmezett x — Jx hozzarendelési szaballyal megadott fiiggvényt
négyzetgyokfiiggvénynek nevezziik. Jeloléssel: f: RS = R; x > /x. (Az R, szimbSlumot a nemnegativ valés szamok
halmazanak jel6lésére hasznaljuk.)

A négyzetgyokfiiggvény szigorian monoton novekvo, értékkészlete a nemnegativ valos szamok halmaza.

A fuggvény zérushelye x = 0.

A fliggvénynek minimuma van. A minimum helye x = 0, a minimum értéke f(0) = 0.

A fiiggvénynek nincs maximuma.

A négyzetgyokfiiggvény grafikonja egy parabolanak a fele. (A teljes parabola tengelypontja az origd, szimmetriatengelye
pedig az abszcisszatengely lenne.)

FELADAT

3= a) A megadott pontok koziil melyek vannak rajta a négyzetgyokfiiggvény grafikonjan?
A(4; 16), B(25;5), C(100;-10), D(0;0), E(-64;-8), F(3,5;12,25), G(51,84;7,2)
b) Melyik nemnegativ szamhoz rendel a négyzetgyokfiiggvény 0-t, 2,8-et, 5,1-et, illetve 12-t?
c) Melyik szamot rendeli a négyzetgyokfiiggvény a 0-hoz, a 2,8-hez, az 5,1-hez, illetve a 12-h6z?
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4 = Hatdrozd meg, melyik két egész szam kozé esik 5 5 Hany olyan porzitiv koordinataju racspont van a

v/19 g V57 g V93 értéke! Indokold valaszod a derékszogli koordinata-rendszerben, melyre telje-
négyzetgyokfiiggvény tulajdonsagainak ismereté- stil, hogy
ben! Melyik tulajdonsagot hasznaltad? a) 1 <x<4éy=< Vx;

b) 1 <x<7éy< Vx;
) 0<x<10ésy < Vx?

KIDOLGOZOTT FELADAT

4. a) Abrézoljuk kozos koordindta-rendszerben az v A
fiR > R; f(x)=x"és g:R; = R; g(x) = V'x fiiggvények grafi- .
konjat!

b) Add meg néhany, az f és g fiiggvény grafikonjara illeszkedé pont
koordin4tait!
Az ffiiggvény grafikonjara illeszkedik példaul: |
F,(0; 0), F,(1; 1), F;(2; 4), ezen pontok koordinatai az abrardl leol- y= k'
vashatok;
F,(1,3; 1,69), F5(7; 49), F4(33; 1089), ezen pontokrdl szamolassal
igazolhat¢ az illeszkedés.

fad 4

o
—
o4
LSS
.

A g fiiggvény grafikonjara illeszkedik példaul:

G,(0; 0), G,(1; 1), G5(4; 2), ezen pontok koordinatai az abrarol leol-
vashatok;

G,(1,69; 1,3), G5(49; 7), G4(1089; 33), ezen pontokrdl szamolassal igazolhat6 az illeszkedés.

c) Milyen kiilonleges kapcsolatot veszel észre az f, valamint g fliggvény grafikonjara illeszkedé pontok koordinatai
kozott?
Ha egy pont rajta van az f fiiggvény grafikonjan, akkor a koordinatai felcserélésével adddoé pont illeszkedik a g fligg-
vény grafikonjara, és ez forditva is igaz.
Példaul:
F,(1,5; 2,25) rajta van az f fiiggvény grafikonjan, mert 1,5-hez a négyzetét rendeli, ami 1,5 = 2,25. A koordinatik
felcserélésével kapott (2,25; 1,5) koordinatdja pont illeszkedik a g fiiggvény grafikonjara, mert 2,25-hoz a négyzet-
gyokét rendeli, és v/2,25 = 1,5.
Belathato az is, hogy az f és a g fiiggvények grafikonjai tengelyesen szimmetrikusak a y = x fliggvény grafikonjara
nézve — amint az abra mutatja.

d) Abrézoljuk Venn-diagram segitségével az f, valamint g fiiggvénynek megfeleld hozzdrendelést!

f: nemnegativ szimhoz rendeli
a négyzetét

g: nemnegativ szamhoz rendeli

a négyzetgyokét

63. lecke | MASODFOKU FUGGVENY ES A NEGYZETGYOKFUGGVENY 107



HAZI FELADAT

1 5 Az alabbi pontok koziil melyek illeszkednek az c) Ird fel annak a linedris g fliggvénynek a hozza-
f:R = R, f(x) = x* fiiggvény, illetve a g:R; — R, rendelési szabalyat, melyet a b) részben létreho-
g(x) = v/ x fiiggvény grafikonjéra? zott P’ és Q” pontok hatdroznak meg!
A(—6;36)  B(25;5) C(=2,2; 4,84) d) Abrézold a c) feladatban felirt g fiiggvény gra-
fikonjat is ugyanabban a koordinata-rendszer-
D(0,01;0,1) E(— %; 0,2) F(%; —2,25) ben! Milyen Osszefiiggést figyelsz megaz fésag
grafikonja kozott?
G(£0.16)
Rl 2 3 2 e 2 .
25 a) Abrazold a derékszogli koordindta-rendszer- 35 Abrazo+ld e fslR = 1576 —~ flllggveny, 111et.\fe
ben az f:R — R, f(x) = 3x — 2 fiiggvény grafi- a giR; ~ R, g(x)=x fiiggvény grafikonjit a
Konjit! koordinéta-rendszerben!
b) Add meg az f fiiggvény grafikonjnak két kii- Képezd az adott fiiggvények abszolut értékét!
[oabozolponat koordinatavall (epyeneld ezl Milyen kapcsolatot veszel észre a fiiggvények és
P és Q pontok), majd ird le a koordinatdk fel- abszolut értékeik kozott? Mi lehet ennek a magya-
cserélésével kapott pontokat a koordinataikkal i
(legyenek ezek P’ és Q' pontok)!

RAADAS

1. Melyik a nagyobb?
A pozitiv szamokon értelmezett f(x) = v'x fiiggvény szigortian monoton névekedd. Vajon mit mondhatunk mono-

tonitas szempontjabdl a pozitiv szamokon értelmezett g(x) = % fiiggvényre?
X
Legyen x, és x, két pozitiv valds szam, melyre 0 < x; < x,.
Melyik a nagyobb a kovetkez6 kifejezések koziil? Ha a nagyobb értékhez tartozo bettiket helyes sorrendbe rakod, ak-
kor egy vildghiri magyar sportold, 6tszords olimpiai bajnok vezetéknevét kapod. Ki 6?

v Vx vagy Vv R

E j— vagy j— c
X %

s —/x vagy ~/x Y

H (Vx) vagy (V) E

T =1 vagy =1 I

G 1=/ vagy 1—. /=3 M

N 1o vagy 1--L G
Jx v

A (V% —/x) vagy (Vo +vx) z
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(Kompetenciamérés, 2017)

Egy sportuszoda 50 méteres medencéjében uszoversenyt rendeztek. 100 méteres iszasnal a versenyzok féltavnal elérik
a medence szemkozti falat, majd megfordulnak, és visszatsznak a rajtk6hoz. Az alabbi diagram David és Zoli Giszasat
mutatja egy 100 m-es tdvon.

60

S 50 ———

£ ﬁ\ \_ David

et \

0 40 s

3 \

E // Zoli\ \

s V4 \

< 30 \

g // / \ \

g 2077 \\

2 // \

S 10 +4 ©

~ \
0 \

T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
Id6 (masodperc)

Mi tortént az 50. masodpercben?
A Zoli megelézte Davidot.

B David megeldzte Zolit.

C Egymas mellett Gsztak.

D Egymassal szemben usztak.

Héany olyan pozitiv koordinitaju rdcspont van a derékszogli koordinata-rendszerben, melyre teljesiil, hogy
1 <x<2020ésy < x?

A feladat megoldasaban segit, ha hasznalod az els6 n négyzetszam osszegére felirt alabbi 6sszefiiggést:

nn+1)2n+1)
6

P+22+3%+ . +(n—-1)"+n= ,aholn € Z".

Adott egy fiiggvény az alabbi hozzarendelés szerint:

-1, ha x <0
ffR->R; fix)={ 0, ha x=0
1, ha x>0

a) Abrazold a fiiggvény grafikonjit a koordinata-rendszerben!
b) Hatarozd meg a fiiggvény értékkészletét, zérushelyét, széls6értékeinek helyét és értékét!
c) Jellemezd a fiiggvény monotonitasat!
d) A fenti hozzarendelés neve szignumfiiggvény.
Jelolése f:R = R; f(x) = sgn x.
Jarj utdna, miért nevezik igy a fliggvényt, mi a signum (szignum) sz6 jelentése!
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1 s A Spedor nevii fuvarozdcég a kovetkezd képlettel
szamitja ki a szallitasi dijat egy teheraut6 igénybe-
vétele esetén: f(x) = 2,5x + 8. A képletben x jeloli
a szallitas sordn megtett utat km-ben (x > 0), f(x)
pedig az érte fizetend6 Gsszeget tallérban.

a) Hany tallérba keriil a szallitds 12 km tavolsagra
[azaz mennyi az f(12)]?

b) Mennyi a kiallasi dij (amit a megrendel6nek
akkor is meg kell fizetnie, ha végiil nem veszi
igénybe a szolgaltatast)?

c) Hany km-t szamlézott a Spedor, ha 53 tallért
kellett fizetniink?

d) Abrazold az f: x > 2,5x + 8, x > 0 fiiggvényt!

e) A Padlégaz nevii konkurens szallitocég igy adja
meg az ajanlatit: egy teherautd igénybevétele
esetén, ha x km a megtett t, akkor az érte fi-
zetend$ Osszeg 3x tallér. Mekkora tavolsagok
esetén kedvezébb a Padlégaz ajanlata?

2 s A(0;7), B(7; 0), és a P pont az AB szakasz pontja.
y A

gl

7 A

P

[\S] w S w
L I L
T T

\llt;l
45 6 7 8

ol 1 2 3

il /

a) Ird fel azt a hozzérendelési szabélyt, amellyel
a z0ld grafikon pontjait jellemezhetjiik!

b) Ha P els6 koordinataja x, akkor a masodik koor-
dinatdja az a) pontban talalt szaballyal felirhato.
Ird fel ekkor a rézsaszin téglalap teriiletét!

c) Jelold ki az AB szakaszon 1év6é valamennyi
racspont segitségével létrehozhatd téglalapot,
és szamitsd ki ezek teriiletét! Melyik téglalap a
legnagyobb teriilet(i az el6bbiek koziil?

3 5 A grafikon egy bankszdmlan 1év6 6sszeg alakulasat

mutatja az id6 fiiggvényében.

120
110
1001
90 1+
80 1
701
601
501
401
301
201
101

A

. P (ezer Ft)

»

t 1
10 t (hét)

a) Mekkora a hetenkénti novekedés az utolso sza-

kaszban?

b) Mi az itt szerepld fiiggvény értelmezési tartoma-

nya, értékkészlete és hozzarendelési szabalya?

c) Linedris-e a bankszamlan 1év 6sszeg és a szam-

lara helyezés ota eltelt id6 kapcsolata?

4 = Zedorszagban a postai dijak a killdemények tome-

gétdl fiiggnek a mellékelt tablazat szerint:

Tomeg (egész grammra kerekitve)

20 g-ig
21g-50g
51g-100g
101 g-200 g
201 g-350 g
351g-500¢g
501 g-1000 g
1001 g-2000 g
2001 g-3000 g

Dij
0,46 zed
0,69 zed
1,02 zed
1,75 zed
2,13 zed
2,44 zed
3,20 zed
4,27 zed
5,03 zed

FUGGVENYEK



a) Az alabbi grafikonok koziil melyik mutatja legjobban a postai dijszabast Zedorszagban?

(A vizszintes tengelyen a tomeg grammokban, a fiigg6leges tengelyen a dij zedben van dbrazolva.)

A) 9)
A A
6+ 6 |
54 ° 51
41 * 41
34 * 3+
[ ]
24 ° 2
[ ]
1je 1+
>
I I I T I I I T
. . . > . . . >
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
B) D)
A A
6+ 61
54 51 °
4+ 4 4 °
34 — 3+ <
— [ ]
24 = 2+ e
-— [ ]
14 14+ .
° [ ]
y y y 5> y ; y y 3>
0 1000 2000 3000 4000 0] 20 50 100 200 350 500 1000 2000 3000

1s

b) Gyurka két levelet akar kiildeni (Zedorszagbol) egy baratjanak.

A levelek tomege 40 g, illetve 80 g.

A zedorszagi posta dijszabasa alapjan dontsd el, melyik eset-
ben kell kevesebbet fizetnie Gyurkanak: ha egy boritékban adja
postara a két levelet, vagy ha kiilon-kiilon adja postara Sket! Ta-

maszd ald szdmoldssal az éllitdsodat!

HAZI FELADAT

Egy vidamparkban kiilonosen kedvelt a sarkdnyre-
piilé. Két cimbora koziil az egyik 15 menetért és
a belépdért fizetett dsszesen 1600 forintot, a masik
18 menetért és a belépbért Gsszesen 1840 forintot.
a)
b)

Mennyi egy menet ara, és mennyi a belép6dij?
Add meg a menetszam-0sszkoltség Osszefiig-
gést!

c)
d)
e)

Mennyit kellene fizetniink 8 menetért?

Hany menetre lenne elég 2000 forint?

Igaz-e, hogy a menetszam és az Osszkoltség
kapcsolata linedris?

64. lecke | GYAKORLATI FELADATOK

2 s Egy tartalyban a t6ltéanyag mennyisége az idonek

linearis fiiggvénye. Ha a gyartasi folyamat kez-

detétdl eltelt id6 x 6ra, akkor a toltéanyag meny-

nyisége y kilogramm. A kett6é kozotti kapcsolat:

y =500 -2,5x. Jelenitsd meg koordinata-rend-

szerben a kapcsolatot!

a) Hany kilogramm tolt6anyag fogy oranként?

b) Mennyi id6 alatt iirtil ki a tartaly?

c) A gyartasi folyamat induldsa utin mennyi id6-
vel lesz a tartélyban levé toltéanyag mennyisége
150 kilogramm?

111



KIDOLGOZOTT FELADAT
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1. Sari a piacon maddreledelt vett. Ennek 30%-a fény-
mag. Ezt az ardnyt szeretné Sari 50%-ra névelni.
Mennyi fénymagot tegyen a piacon vasarolt 40 dkg
magkeverékhez?

Megoldas

Legyen a sziikséges fénymag tomege x dkg. Ha ezt Sari a pia-
con vasarolt madareledelhez onti, akkor a keverék tomege
(40 + x) dkg lesz, ennek a fele 0,5 (40 + x) dkg fénymag.
40 dkg madéreledelben 40-0,3 =
= 12 dkg fénymag volt, ehhez jott még x dkg. Ezért ossze-

A megvésarolt

sen (12 + x) dkg fénymag lesz a keverékben.
Tehat 0,5(40 + x) = 12+ x; 20+ 0,5x = 12 + x.
Oldjuk meg ezt az egyenletet!

Elsé6 (algebrai) médszer

20+ 0,5x =12 +x /-12-0,5x
8 =0,5x /-2
16 = x

Tehat 16 dkg fénymagot kell Sarinak a piacon vasarolt ke-
verékhez dntenie.

Ellenérzés

Ha Sari a 40 dkg magkeverékhez 16 dkg fénymagot ont, akkor
56 dkg magkeveréket kap. Ebben 0sszesen 12 + 16 = 28 dkg
fénymag van, és ez valéban 50%-a az 56 dkg-nak.

Mdsodik (grafikus) médszer
Rajzoljuk  meg kozos koordinata-rendszerben az

x> 20+ 0,5x és az x > 12 + x fiiggvény grafikonjat!

) =20+0/5x

il 4

Ez a két grafikon a (16; 28) L

pontban metszi egymast.

-
ben is a szoveg alapjan végez- 1
R

ziik. _

A metszéspont elsé koordi-
nataja a 20+0,5x=12+x
egyenlet gyoke: x = 16.
Ugyanazt az eredményt kap-
tuk, amit az elsé modszerrel.
Az ellenérzést ebben az eset-

2 . Melyek azok a szdmok, amelyek esetében

|x|:lx+3?
2

Megoldas
Rajzoljuk meg kozo6s koordinata-rendszerben a valds sza-

1
mok halmazan értelmezett x > |x| és az x ox +3
fiiggvény grafikonjat!

|

1

|

1

T

1

|

|

|

. |
| |

] ]

| |
-2 6

i 4

19 123456 7 8
Az abrardl leolvashatjuk, hogy a két grafikon két pontban
metszi egymast. Ennek a két pontnak az els6 koordinataja az
adott egyenlet két gyoke. A jobb oldali metszéspont elsé
koordinataja 6, a bal oldalié pedig -2.

Behelyettesitéssel ellenérizhetjiik, hogy
1 1
l6] = 5-6+3 és|-2| = ;(_2)+ 3 is igaz, tehét az adott

egyenletnek két gyoke van: a -2 és a 6.
Az egyenlet megoldashalmaza: {-2; 6}.

FUGGVENYEK




Az egyenletek megoldasat grafikus médszerrel is elvégezhetjiik.

Az egyenlet két oldaldn 1év6 kifejezést egy-egy fiiggvénynek tekintjiik, és k6zos koordinata-rendszerben abrazoljuk azo-
kat. Az egyenlet megoldasat a két fliggvénygrafikon metszéspontjanak, illetve metszéspontjainak elsé koordinataja
adja meg. Az egyenlet ellenérzése soran a két fiiggvény — az egyes metszéspontok elsé koordinatajaval szamolt — helyet-
tesitési értékének egyenlésége adodik. Ez a kozos helyettesitési érték épp a kérdéses metszéspont masodik koordinatdja.

A modszer elénye, hogy olyan egyenletek is megoldhatdk a segitségével, melyeket algebrai titon nem vagy csak hosszadal-
masan tudnank megoldani.

A modszer hatranya, hogy nem minden esetben lehet pontosan meghatarozni a megoldast, mert el6fordulhat, hogy a
metszéspont elsé koordinatajat csak kozelit6leg tudjuk leolvasni.

FELADAT

1 5 Oldd meg grafikus médszerrel a kovetkezo egyen- 3 5 Egyhordoban 16 liter viz van. Ha a dugaszt eltédvo-
leteket! litjak, akkor percenként 2 liter viz folyik ki bel6le.
a) x—1=Llxis 51 D Egy masik hordéban 1 liter viz van, és ezt olyan

b) [x|=x+2 d) x?=3x+4 csappal toltik fel, mely percenként 3 liter vizet po-
tol. Mennyi id6 mulva lesz a két hordéban ugyan-
annyi viz, ha egyszerre kezdik el a hordok kitirité-
sét, illetve feltoltését? Oldd meg a feladatot tobbféle

madszer segitségével!

2 5 Oldd meg az egyenleteket grafikus tton! Ellen-
6rizd az eredményeket behelyettesitéssel!
a) [1-3x|=3-x  b) [Zx+5|=2x+1

HAZI FELADAT

1 s Oldd meg grafikus médszerrel!

()
Y

S Két pok fiiggblegesen, allando6 sebességgel ereszke-
a) 2x+3 = |x| b) X =2x+3 dik lefelé egy épiilet falin. Az egyik 320 cm ma-
gasan van, és 8 masodperc alatt tud leereszkedni

2 5 0Oldd meg grafikusan az egyenleteket! a talajra, a masik 240 cm magassagbdl indul, és
a) |2-3x|=4-x 12 mésodperc alatt éri el a talajszintet. Mikor lesz-
b) |3-2x|=4x nek azonos magassagban, ha egyszerre indulnak?

RAADAS

1. Oldd meg az egyenletet grafikus titon a valds szamok halmazan!
a) [x+6|=|3x+2]|
2,.4
m|4—zm:‘3x+3‘
2 . Akovetkezd egyenletben p és g valds szamok. Az egyenlet a valds szamok halmazan van értelmezve, és megoldashal-

maza: {-3; 2}. Milyen valds szamokat jel6l p és q?
[2x—1]|=px+q

65. lecke | EGYENLETEK GRAFIKUS MEGOLDASA
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66 EGYENLOTLENSEGEK

BEVEZETO

Hany évesek lehetnek az 6tos ikrek, ha tudjuk, hogy 12 év
mulva sem éri el az életkoruk 9sszege a 100-at?

Megoldds

Ha most x évesek, akkor 12 év mulva x + 12 évesek lesznek,
az életkoruk Osszege pedig 5-szor ennyi lesz. A feladat sze-
rint 5(x + 12) < 100. Egy egyenlétlenséget kaptunk, ame-
lyet a mérlegelvvel oldunk meg:

5(x + 12) < 100 /:5
x+12<20 /=12
x<8
Eredményiink azt mutatja, hogy az ikrek még nem érték
el a 8 évet.
Ellendrzés

Ha most 8 évesek lennének, akkor 12 év mulva az életkoruk 6sszege 5 - 20 = 100 lenne. Ha pedig mar most 8 évesnél id6-
sebbek lennének, akkor ez az 6sszeg 100-ndl nagyobb szam lenne.

Az egyenl6tlenségek megoldasara is hasznalhatjuk a mérlegelvet. Ez azt jelenti, hogy

az egyenl6tlenség megoldasainak a halmaza nem valtozik meg, ha a <, >, <, > jel két oldalan all¢ kifejezést (szamot)

- ugyanannyival néveljiik vagy csokkentjiik,

- ugyanazzal a pozitiv sziammal megszorozzuk vagy elosztjuk,

- ugyanazzal a negativ szammal megszorozzuk vagy elosztjuk, és ezzel egy idében a <, >, <, illetve > jelet az ellenkez6-
jére valtoztatjuk.

Tehdt a negativ szamokkal valo szorzas és osztas esetében kiilonosen figyelniink kell. Nyilvanvald, hogy ilyenkor meg
kell forditanunk a jelet, mert példaul

3<8, de -3>-8;

-5<1, de 5>-1;

-9 < -6, de 9>6;

vagyis a (-1)-gyel valé szorzas megforditja a nagysagviszonyokat. Ugyanez a helyzet az osztassal is. Ha lehetséges, ren-
dezziik ugy az egyenlétlenséget, hogy ne kelljen negativ szammal osztanunk vagy szoroznunk. Még jobban kell figyelni
az egyenldtlenség megoldasa soran, ha ismeretlent tartalmazd kifejezéssel szorozzuk vagy osztjuk mindkét oldalt!

FELADAT

1 5 Oldd meg az egyenldtlenségeket a mérlegelv alkalmazasaval!
3-5x 5-4x S 7

a) -23 - 8x<-15(-7 - 8x) b) 5(x+2)%-8x=5x>+12x c) >
5 10 20

FUGGVENYEK



KIDOLGOZOTT FELADAT

1. A grafikon alapjin dontsiik el, melyik természetes
szamokra igaz, hogy 1 + x = 3x - 6!

Megoldds

Olyan pontokat kell keresniink az y = 1 + x egyenlett
egyenesen, amelyeknek els6 koordinatdja természetes
szam, és amelyekhez legalabb akkora masodik koordinata
tartozik, mint az y = 3x - 6 egyenes megfelel6 pontjaihoz.
Négy ilyen pont van:

(0; 1), (152), (2; 3) és (35 4).

Tehat az N alaphalmazon az 1 + x > 3x — 6 egyenl6tlenség
megoldashalmaza: {0; 1; 2; 3}.

FELADAT

Megjegyzés
Az 1 +x 2 3x - 6 egyenl6tlenséget algebrai uton is meg-
oldhatjuk. A mérlegelvet hasznaljuk:

1+x>3x-6 /-3x-1
-2x > -7 /:(=2)
x < 3,5.

Az utols6 1épésnél a > jelet <-re valtoztattuk. Azt kaptuk,
hogy az x természetes szamnak 3,5-nél kisebbnek kell len-
nie. Négy ilyen természetes szam van: a 0,az 1,a2 ésa 3.

2. Van-e olyan, legfeljebb 21 cm keriileti haromszog,
amelynek oldalai (cm-ben mérve) x, x+4ésx+8
hosszuak?

Megoldds

A kivant tulajdonsdgu hdromszog létezéséhez harom felté-
telnek kell teljesiilnie:

x>0 és x+ (x+4)+ (x+8) <21 (a keriilet miatt) és
X+ 8 < x + (x +4) (a haromszog-egyenldtlenség miatt).
Meg kell oldanunk a kovetkezd egyismeretlenes egyenlét-
lenség-rendszert:
x>06s3x+12<21ésx+8<2x+4.

A masodik egyenldtlenséget mérlegelvvel megoldva: x < 3.
A harmadik egyenl6tlenséget mérlegelvvel megoldva: 4 < x.
Olyan pozitiv szdm azonban nincs, amelynél egyszerre tel-
jestilne az, hogy 3-ndl nem nagyobb, 4-nél viszont nagyobb.
Nincs tehat a szovegnek megfelelé haromszog.

2 5 A grafikonok segitségével oldd meg az egyenlStlenségeket a természetes szamok halmazan, majd a valés szamok

halmazan is!

a) 0<5-2x

b) x+2<5-2x

yA
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<5-2x

c) 5-2x>35-0,5x d)
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3 5 Hény olyan, legfeljebb 21 cm keriilett hdromszog
létezik, amelynek oldalai (cm-ben mérve) x, x + 2
és x + 4 hosszuak? Hany olyan van ezek kozott,
amelyekre x € N?

& ’o
4+ @

x+4cm

4 5 Szocidlis segély igénylésekor a jogosultsdg egyik
feltétele az egy fore jutéd jovedelem. A csalad ,lét-
szamat” igy hatdrozzak meg: igényl6 1,2, igényld

HAZI FELADAT

1 5 Juditnak biolégidbol 6t osztalyzata van, ezek at-
laga 3,8. Hany o6tost kell szereznie, hogy az atlaga

4,3-nél nagyobb legyen?

2 5 Oldd meg az egyenl6tlenség-rendszereket a valds
szamok halmazan!
a) 5-x<0ésx-8<0
x+3

b) 5-4x2>7¢és =0

4x +5 , 14 -3x
c) G <1lés

<X

116

héazastarsa 0,9, gyerekenként 0,8. (Tehdt egy 3 f6s
csaldd ,létszdma™: 1,2 + 0,9 + 0,8 = 2,9.) A csalad
akkor részesiilhet szocialis segélyben, ha a csalad
osszjovedelmének és a csalad fentebb leirt médon
kiszamitott ,,1étszamanak” hanyadosa nem haladja
meg a 26 500 tallért.

Az egyik igénylének és hazastarsanak két gyerme-
ke volt, és csak a harmadik gyermekiik megszii-
letése utan valtak jogosulttd a szocidlis segélyre.
Mennyi lehetett a csalad 6sszjovedelme eredetileg,
ha a bevételiik — a harmadik gyermek megsziiletése
utan - még a 3. gyermek utan jar6 13 000 tallér csa-
ladi potlékkal megnéitt?

3 5 Oldd meg az egyenl6tlenségeket a grafikonok se-
gitségével a valos szamok halmazan!

a) 0>3-2x c) 3-2x>-0,5x
y
3
2
1
10 3 4x

FUGGVENYEK



T
EMELT SZINT

Tétel: Egy pozitiv szimnak és reciprokédnak osszege nem kisebb, mint 2, vagyis minden x € R" esetén fenndll, hogy

x4+ % = 2. Az egyenl6ség csak x = 1 esetén teljestil.

Vizsgaljuk meg a tétel allitasat grafikus megkozelitésbol!

1. Az egyenl6tlenség bal oldalan all6 kifejezésnek megfelelé fliggvényt nem tudjuk abrazolni az eddig tanult elemi méd-
szerekkel. A megoldashoz készitsd el a fiiggvény grafikonjat fiiggvénydbrdzold program, példaul Geogebra segitségével!
Allapitsd meg a kapott fiiggvény értékkészletét!

2. A bal oldalon all6 kifejezést nem tudjuk elemi uton fiiggvényként abrazolni, ezért | y 4

az eredeti egyenl6tlenséggel egyenértékli (ekvivalens), atrendezés utdn kapott 5
% = 2 — x alakot hasznaljuk. Tekintsiik a bal és jobb oldali kifejezések alapjan az 4
flx) = %, valamint g(x) = 2 — x fliggvényeket a pozitiv szamok halmazan, és ab- ’

2

razoljuk 6ket.

Az abra alapjan azt sejthetjiik, hogy a két grafikonnak egyetlen kozos pontja van (a
piros félegyenes érinti a kék gorbét). A két grafikon k6zos pontjanak elsé koordinataja: 0 1 2\3 4 5 6 «x
x =1, mely esetén f(x) = g(x). (Ezt behelyettesitéssel ellendrizhetjiik.) Barmely mas

pozitiv valds x érték esetén teljesiil, hogy f(x) > g(x).

Bizonyitsuk be a tétel allitasat algebrai tton!
3. Az egyenlotlenség a mérlegelv segitségével és algebrai dtalakitdsokkal a kovetkez6 moédon irhato fel:
x+Ll>2
x
x+Ll_2>0
x

¥—2x+1 >0
X
uzo
X

Az egyenl6tlenség bal oldalan allo tort nevezdje a feltétel szerint pozitiv. A szamlaloban 4ll6 kifejezés teljes négyzet, mely
barmely valds szam esetén nemnegativ, és a 0-val valo egyenldség csakis az x = 1 esetén all fenn.

A szamldlo és nevezd lehetséges el6jelei miatt a tort értéke nemnegativ.

Az utolsé sorban kapott egyenlétlenség tehat igaz barmely pozitiv valos x esetén, ezért igaz a vele ekvivalens eredeti
allitdsban megfogalmazott egyenl6tlenség is. (Az eredeti egyenl6tlenségbdl ekvivalens atalakitasokkal jutottunk a végsé

egyenl6tlenséghez, igy a gondolatmenet visszafelé is helytallé.)

Ezzel belattuk a tételt.

FELADAT

1. Milyen (x; y) pozitiv valés szamparok teljesitik az y + % =2 — x* egyenldséget?

2 . Hény (x; y) valos szampér esetén teljesiil az y* + % =1—2x—x" egyenléség?
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Raadas

1 = Egy kisebb cég fennalldsanak 10. évforduldjra s A x
tinnepséget szervez. A cégvezetés ugy dont, hogy
az Uinnepi vacsoran egy-egy viddm ajandéktargy- N ?T \
gyal meglepi a 42 alkalmazottat. Az ajandékokat ~
130 000 Ft-os keretbdl szeretnék megoldani. Kétfé-
le ajandéktargy meriilt fel: egy 2800 Ft-os nyaklénc 56T
és egy 3500 Ft-os hatdridénaplo. Annak a 14 al-
kalmazottnak, akik a forgalmazassal foglalkoznak, > ;
mindenképpen naplét szeretnének adni. J%
Hany nyaklancot és hany hatdrid6énaplét vehetnek G \s
a 130 000 Ft-bol? 28 -
141
0 14 28 0 56 ko
b) Gondold végig a feladatot ugy is, hogy csak egy

ismeretlent vezetiink be!
Ha k db hataridénaplot vesziink, akkor 42 — k db
nyaklancra lesz sziikség.

Ird fel, hogy ezek mennyibe keriilnek sszesen!
c) A teljes koltség nem lehet tobb 130 ezer forint-
nal. Mennyi lehet ekkor a k?
Hanyféle megoldas johet szoba, ha az 9sszes fel-

a) Figyeld meg az egyenletet és az egyenl6tlensé-
geket! Mit jelenthetnek a bettik? Mit jelentenek d
az egyenlétlenségek? Mit jelentenek a koordi-

~—

tételt figyelembe veszed?
nata-rendszerben bejelolt részek?

k+s =42 k > 14;
0<s<28; 3,5k +2,8s < 130.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Azallatkertbe 5290 Ft a ,,csaladi” jegy (két felnétt és
két gyerek részére). Minden tovabbi gyerek utan 890
Ft-ot kell fizetni.

Mekkora létszamu gyerekcsoportot vigyen két dvoné
az allatkertbe, hogy (az dvondket is beleértve) az egy
fére juto jegyar 1000 Ft-nal kevesebb legyen?

Megoldds

Két 6voné és két gyerek bemehet a csaladi jeggyel.
Jeloljiik a tovabbi gyerekek szamat x-szel.

Ekkor a teljes fizetendd 6sszeg

4 + x 6 utan 5290 + 890 x Ft.

Az egy fore juto rész: 52934_& Ennek kell 1000 Ft-nal
+ X

kevesebbnek lennie.
5290 + 890x

Meg kell tehat oldanunk az < 1000 egyenl6t-

+Xx
lenséget a természetes szamok halmazan.

Az x + 4 ebben az esetben pozitiv, ezért nem fordul meg
a relacids jel, ha megszorozzuk vele az egyenlGtlenség
mindkét oldalat.

5290 + 890x

< 1000 /(4 +x)
4+ x
5290 + 890 x < 4000 + 1000 x / =5290
890x < -1290 + 1000 x / - 1000x
-110x < -1290 / : (-110)
x> 11,73

Tekintve, hogy a gyerekek szama természetes szam, a meg-
oldas x > 12, tehat 6sszesen legalabb 12 + 2 = 14 gyerek-
kel kell menniiik.

Ellendrzés

A 16 belépdért fizetett Osszeg:

5290 + 12 - 890 = 15970 Ft.

Ez kevesebb 16 000 forintnal, igy az egy fére jutd jegyar
valéban kevesebb 1000 Ft-nal.

Megjegyzés
Ekkora csoportnak mér érdemes csoportos belép6t rendel-
ni. Ezt ugyan kordbban kell elintézni, viszont jéval olcsébb.

Raadas. lecke | KISEBB, NAGYOBB, EGYENLO

2. Oldjuk meg az (x +2)(4 - x) > 0 egyenl6tlenséget
a valos szamok halmazan!

Egy kéttényezds szorzat pontosan akkor pozitiv, ha
mindkét tényezd pozitiv vagy negativ. Vizsgaljuk ezért
mindkét tényezd el6jelét.

Elsé megoldds (grafikus médszer)

Abrézoljuk az f:ix+> x+2 és g:x > 4-x elséfoku
fuggvényeket a valos szamok halmazan!

_%2 -1 0

A (-2)-nél kisebb szamok esetén az f fiiggvény negativ,
a g porzitiv értékeket vesz fel, tehat ezek a szimok nem
megoldasai az egyenlétlenségnek.

A (-2)-nél nagyobb és 4-nél kisebb szamok esetén
mindkét fiiggvény pozitiv értékeket vesz fel, ezért ezek
a szamok mind megoldésai az egyenl6tlenségnek.

A 4-nél nagyobb szamok esetén az f fiiggvény po-
zitiv, a g negativ értékeket vesz fel, tehat ezek
a szamok sem megoldasai az egyenl6tlenségnek.

A -2 és 4 szintén nem megoldas, hiszen ezek barmelyi-
kének behelyettesitésekor az eredeti egyenl6tlenségbdl
a0 > 0 hamis kijelentést kapjuk.

Osszefoglalva:

az (x +2) (4 - x) > 0 egyenl6tlenségnek minden -2 és 4
kozotti szam gyoke, és mas gyoke nincs. Ezért az egyen-
l6tlenség megoldashalmaza a ]-2; 4[ nyilt intervallum.

Mdsodik megoldds (algebrai médszer)
(x+2>06és4-x>0) vagy (x+2<0¢és4-x<0),
(x> -26és4 > x) vagy (x < -2és4 < x).

Az elsé zardjeles egyenlStlenségrendszer megoldashal-
maza a ]-2; 4[ nyilt intervallum, a masodiké pedig az
tires halmaz [nincs ugyanis olyan (-2)-nél kisebb szam,
amely 4-nél nagyobb lenne].

Tehat az (x + 2) (4 - x) > 0 egyenl6tlenség megoldashal-

maza a |-2; 4[ nyilt intervallum.
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FELADAT

2 s Egy alapitvanyi iskola bevétele az iskola tanuléinak c) 1-x <0
1étsz4mitol is fiigg, Ha az iskoldnak 100-ndl tobb x+2
egyenl6tlenséget!

tanuldja van, akkor a helyi 6nkormanyzattol 50 000

tallért és a 100-on feliili létszdm utan tanulénként

még 800 tallér hozzajérulast kapnak. A tamogatés @ Megolddsaidat a fiiggvénydbrdzold programok

feltétele az, hogy a teljes juttatds egy tanulora juté segitségével is ellendrizheted.
Osszege nagyobb legyen 550 tallérnal, de ne haladja

meg a 600 tallért. Mekkora létszam esetén kaphatja 4 > Oldd meg az egyenlStlenscgeket a valds szimok

halmazén!

meg az iskola az 6nkormanyzati timogatast? Hany
a) (2x—5)(3—4x)<0

megolddsa van a feladatnak?

3—7x
>
b) 12 + 5x g

3 5 Oldd meg a valds szimok halmazin az

a) xt2 > 0; 5 5 Oldd meg az egyenlétlenséget a valds szamok hal-
4-x mazan!

b) 22 <o, (x+1)-(x+2) (x+3)>0
4-x

HAZI FELADAT

1 s Hany olyan P(x; y) pont van a koordinéta-rendszer 3 s Tibornak a 4 < 0 egyenlétlenséget kellett meg-
X

Y

Sik,j dban, ,amfelynek mindkét koordindtdja egész oldania. Ugy gondolta, alkalmazza a mérlegelvet.
sz4m, tovabba: Mindkét oldalt megszorozta x-szel: 4 < 0. Ez ha-
X-320ésy-6<0¢ésy2 %x + 2?2 mis kijelentés, tehat az egyenl6tlenségnek nincs
A megoldasa — gondolta Tibor.

y
9+ Jol gondolkodott-e Tibor? Valaszod indokold!
8
7

/

=Y/

2 5 Oldd meg a kévetkez6 egyenlStlenségeket a valos 4

S Egy jatékban harom dobdkockaval dobunk. A do-
szamok halmazan!
e _ bott pontok 6sszegét jeloljiik p-vel. A jatékban nye-
a) X2 o p) EZ25g o T2 .
x+5 X 2x+3 riink, ha a 2(9 - p)(5 - gpj szorzat értéke nega-
@ Megoldasaidat a fiiggvénydbrazolo programok se- tiv, egyébként veszitiink.
gitségével is ellenérizheted. Hanyféle pontdsszeg esetén nyerhetiink?
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RAADAS

1. A villamosmegall6 tajékoztatoja szerint a kovetkezd villamos 12 perc mulva érkezik. A 10 perces villamosut helyett
Karcsiék inkdbb gyalog indultak el, és egy 6ra alatt tették meg a 4 km-es tavot.
a) Hany villamos haladt el mellettiik és el6zte meg 6ket, ha a villamosok a menetrend szerint 15 perces id6kozonként
kovetik egymast?
b) Hény szembdl j6v6 villamossal talalkozhattak, ha a masik végallomdsrél mindig akkor indul egy-egy villamos,
amikor beérkezik egy ellenkezd irdnya?

Megoldds
A villamosok szamara vonatkozo egyenletet nehéz felirni, viszont grafikonok segitségével meglepGen egyszer(i a megoldas.

y A
35 1
2,5
L5+

0,5+

[\S)

=)
il 4

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

A vizszintes tengelyen a percekben mért idét, a fiiggélegesen a km-ben mért megtett utat latjuk. A piros vonal Karcsiék
mozgasgrafikonja.
A metszéspontok azt jelzik, hogy 3 villamos hagyta el Karcsiékat, és 5 szembdl jové villamost szimolhattak meg.

2 . Oldjuk meg a valés szamok halmazan az egyenlétlenséget!

3—x
<2
7x

Megoldds:
Az értelmezési tartomany: R\ {0}.
Konnyebben boldogulnank a feladattal, ha az egyenl6tlenség jobb oldalan 0 allna. Az egyenl6tlenség megoldashalmaza
nem valtozik (ekvivalens az 4talakitas), ha mindkét oldalbdl kivonunk 2-t. Ezért rendezziik az egyenl6tlenséget a kovetkezd
modon:
3—x
2=+ _2<
- 2<0
Hozzuk k6z6s nevezére, és vonjuk dssze a bal oldalon 4ll6 kifejezéseket!
3—x _ 14x
K
7x 7x 0

3—15x
=222 0
7x

Fejezziik be innen a feladat megoldésat!
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KIDOLGOZOTT FELADAT

122

1.

Lajos kerékparversenyz8. Napi edzése részeként
a 45-6s kilométertdblanal allo6 hdzatél éllandd

30% sebességgel elkarikazik a megyeszékhelyig,

ahol a kilométertablak szdmozasa kezdédik. Innen
rogton visszafordulva ugyanakkora sebességgel ha-
zahajt.

A mellékelt grafikon megmutatja, hogy Lajos az
edzése melyik pillanatdban mekkora tavolsdgra volt
a megyeszékhelyt6l. Az idépontokat az x tengelyrdl,
a tavolsagokat az y tengelyr6l olvashatjuk le.

A grafikon egyenlete: y = |30x - 45].

A

=y

a) Azindulastol szamitva mikor hajt el Lajos a 25-0s
kilométertébla mellett?

b) Lajossal egy id6ben a baratja, Tibor is elindul egy
kempingbiciklivel. O az 5-6s kilométertablatsl
indulva a megyeszékhellyel ellentétes iranyban,

10 % sebességgel halad. Mikor és hol taldlkozik

Tibor Lajossal?

Megoldds
a) A masodik grafikonrol leolvashato, hogy Lajos

2 2
odafelé £ =3 orakor (vagyis a 40. percben),
25 7
visszafelé pedig 1,5 + 303 orakor (vagyis az indulds

utan 2 6ra 20 perccel) halad el a 25-6s tabla mellett.

Megjegyzés: Grafikus uiton megoldottuk az
|30x - 45| = 25 egyenletet.

A
J

45 <
40+
354
301
25

201
154
10+

i

b) Az alsé koordinata-rendszerben dbrazoltuk azt a figg-
vényt is, amely a kempingkerékpar helyzetét irja le. En-
nek a hozzarendelési szabalya: x > 10x + 5.

A két grafikon két helyen metszi egymast, tehat kétszer
fognak talédlkozni. El6szér induldsuk utan 1 6raval (ek-
kor Lajos a varoskozpont felé halad), a 15-6s tablanal,
aztan pedig indulasuk utdn 2,5 éréval, a 30-as tdblanal
(ekkor Lajos mar hazafelé kerékparozik).

Megjegyzés: Grafikus uton megoldottuk az

|30x - 45| = 10x + 5 egyenletet.

A
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2 . Melyik szdmot jelolhetiaz x, ha |3x + 2| = 82

Megoldds

Elsé (grafikus) médszer

Rajzoljuk meg az x > |3 x + 2| fiiggvény grafikonjét a va-
16s szamok halmazan, és olvassuk le, melyik szamhoz ren-
deli ez a fiiggvény a 8 értéket!

El6szor az x +— 3 x + 2 els6foka figgvényt abrazoljuk:

=
»

\\lf W oA 1N N ©
1 i ! i i ., i |
- - - - - - - -

"y

Ezutdn a grafikonnak az x tengely alatti részét az x ten-
gelyre tiikrozziik. Igy kapjuk az x > |3x + 2| fiiggvény
grafikonjat (V bet(ihoz hasonld kék torottvonal). Ugyanitt
megrajzoltuk az x - 8 fiiggvény grafikonjat, a piros egye-
nest. A két grafikon metszéspontjainak elsé koordinatai
adjidk meg az |3x + 2| = 8 egyenlet gyokeit.

Az abrardl természetesen csak kozelitéleg olvashatjuk le

1
al2ésa —35 szamot.

Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, pontosan megkaptuk-e
az egyenlet gyokeit.

FELADAT

X + 2|

il 4

513 2 10

Hax = 2,akkor |3x + 2| = |6 + 2| = 8, tehdt a 2 gyoke az
adott egyenletnek.

1
Ha x:—3g, akkor [3x+2|=|-10+2| =38, tehdt

1
a —35 is gyoke az adott egyenletnek.
A grafikon jél mutatja, hogy az x mas szdmot nem jelolhet.
Rdadds
Masodik (algebrai) modszer
Két olyan szam van, amelynek az abszolut értéke 8: a 8 és
a -8. Ezért

3x+2=8vagy3x+2=-8.

Az els6 egyenletbSl 3x = 6, vagyis x = 2, a masodik egyen-
1

35
Tehat az x két kiilonbozé szamot jelenthet: a 2-t vagy

1
a (—3—]—0'[.
3

@ Egyenlet megolddsahoz hasznalhatok a fiigg-
vényadbrdzolo programok is.

10
letb6l 3x = -10, vagyis x = Y

1 = Oldd meg a kovetkez6 abszolut értékes egyenleteket (x € R)!

a) [x+2|=3 b) [x+2]=23

c) [x+2|=0 d) |x+2|=-18

2 = Irj fel egy-egy olyan egyenletet, amelynek a megolddsa leolvashaté a megadott grafikonrol! Behelyettesitéssel el-
lendrizd, hogy a leolvasott szimok valéban megoldasok!

b)

N

/1 N

y 17 c) y A
- 1 —+

1+
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KIDOLGOZOTT FELADAT

3. Oldjuk meg grafikus tonaz |3x + 2| = 0,5x - 1 ésaz [3x+2| = 0,5x+5
egyenletet (x € R)!

Megoldds

Az el6z8 feladat megolddsa soran mar megrajzoltuk az x — |3 x + 2| fiiggvény gra-
fikonjat. Most berajzoljuk ugyanabba a koordinata-rendszerbe az x > 0,5x — 1 és az
x > 0,5x + 5 elséfoka fiiggvény grafikonjat is.

Az elsé egyenesnek nincs kozos pontja az x —> |3x + 2| fiiggvény grafikonjaval. Ez
azt jelenti, hogy az |3x + 2| = 0,5x - 1 egyenletnek nincs gyoke.

A miésodik egyenesnek 2 kozos pontja van az x > |3x + 2| fliggvény grafikonjaval.
Ez azt jelenti, hogy az |3x + 2| = 0,5x + 5 egyenletnek 2 gyoke van, e kozos pontok-
nak az els6 koordinatdja: -2 és 1,2.

Az abrardl csak kozelitSleg olvashatjuk le a metszéspontok elsé koordinatait. Hogy

pontosan ezek a gyokok, azt behelyettesitéssel ellendrizhetjiik:
Hax = -2,akkor [3x+2| =|-6+2]| =4és0,5x+5 = -1+ 5 = 4, vagyis a -2 gyo- -2+
ke az egyenletnek. -3+
Ha x =12, akkor |3x+2|=3,6+2| =56 és 0,5x+5=0,6+5 = 5,6, vagyis
az 1,2 is gyoke az egyenletnek.

A grafikonrol leolvashatjuk, hogy egyenletiinknek tobb gyoke nem lehet.

3 5 Oldd meg a kovetkezd abszolut értékes egyenleteket (x € R)!

2
a) [2x-6|=3 b) |2x-6]=x c) |2x—6|=—§x+6 d) |2x-6|=x-3

4 = Oldd meg grafikusan a kovetkezo egyenleteket (x € R)! Behelyettesitéssel ellenérizd a megoldasokat!
a) [25x—4|==3x+4 b) 9-Zx=|18:—2

5 5 Oldd meg grafikusan az alabbi egyenleteket (x € R)!
a) |x| = x b) |x| = —x c) |x| =|x|

HAZI FELADAT

1 5 Irj fel egy-egy olyan egyenletet, amelynek a megoldasa leolvashaté a megadott grafikonokrol! Behelyettesitéssel
ellenérizd, hogy a leolvasott szamok valoban megoldasok-e!
a) b) c)
y A
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2 5 Oldd meg a kovetkezo egyenleteket (x € R)! 3 5 Oldd meg grafikusan az alabbi egyenleteket

a) |x-27| =35 c) |70,4 +22x| = 30,8 (x € R)!
b) |57 -3x| =57 d) |[4-x|+9=0 a) |2x|=x+2 c) |[2x-2|=3-x
2 1
b) |2x|=3-x d) gx—2‘2—5x+2

@ Megoldasaidat fiiggvénydbrdzolo programmal is ellendrizheted.

RAADAS

Vizsgéljuk meg, hogy az a értékének mds-mas megvdlasztdsa esetén hany gyoke van a |3x + 2| = x + a egyenletnek a valds
szamok halmazan!

Adjunk az a-nak tébb értéket! Abrazoljuk az x > x + a elséfoku
fuggvényeket az x > |3x + 2| fiiggvénnyel k6z6s koordindta-rend-
szerben! Latjuk, hogy

haa= %, akkor az egyenesnek 1 kozos pontja van az x > |3x + 2|
fliggvény grafikonjaval, vagyis az [3x + 2| = x + % egyenletnek egy

2
gyoke van, a -3

ha a> %, vagyis ha a piros egyenest ,feljebb” toljuk, akkor

az Uj egyenesnek 2 kozos pontja van az x> |3x+2| flgg- ,% s 11 5 b

vény grafikonjdval, vagyis az | 3x + 2| = x + a egyenletnek két gyoke

van;
ha a < %, vagyis ha a piros egyenest ,lejjebb” toljuk, akkor az 1j
egyenesnek nincs k6z9s pontja az x > |3x + 2| figgvény grafikon-

javal, vagyis az | 3x + 2| = x + a egyenletnek nincs gyoke.

FELADAT

1. A pparaméter egy valos szam. Mennyi p értéke, ha a %x + p =1|1,5x — 4,5| egyenletnek a valés szamok halmazan
a) nincs megoldasa;
b) pontosan egy megoldasa van;
c) két megoldasa van?

2 . Abrézold a kovetkezd fiiggvény grafikonjat!

: ha0 <x <1
a) f:[0;4] - R, f(X)={;(x_1), thzf

b) g:[0;4] > R, glx)=1, ha0 =x<1; é gx+1)=gx)+x hao<=x=<3

67. lecke | ABSZOLUT ERTEKES EGYENLETEK
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1 = Egy dobokockaval 50-szer dobtunk, és a kévetkezd

126

eredményeket kaptuk:

6,3,2,52,2,1,5,4,1,3,2,5,6,2,2,1,5,4,1,6, 1,

56,2,2,3,52,1,6,2,5,6,2,6,1,5,4,1,4,2,5,

6,1,3,3,54,1.

a) Készits gyakorisagi tablazatot!

b) Abrazold a gyakorisdgokat oszlop- és kordiag-
ramon!

Egy els6fokua fiiggvény grafikonja olyan egyenes,
amely 4thalad a (0; -3) ponton, és a meredeksége 2.
Az alabb felsoroltak koziil melyik a fiiggvény hoz-
zarendelési szabdlya?
a) x— -3x+2

b) x> 3x-3

c) x—>2x-3
d x> 2x

Add meg azt a valés szdamok halmazan értelme-
zett fiiggvényt, amelynek grafikonja az az egyenes,
amely athalad a P(—1;-3) és Q(3; 3) pontokon!

Abrazold a kévetkezd fliggvényeket! Add meg az
értékkészletiiket, a zérushelyeiket, a legnagyobb és
a legkisebb fiiggvényértékiiket, ha ezek léteznek!
Jellemezd 6ket monotonitas szempontjabol!

Y

Y

3
a) xe [0;5], x|—>5x+1

b) xe ]-3;4[, x> |x+1]|
c) xe [-1;+o0[, x> -2x

Kozilik melyik elséfoka fiiggvény, melyik ir le
egyenes aranyossagot?

Az f fuggvény értelmezési tartomanya a [-4; 6[ in-
tervallum, hozzarendelési szabalya: x > |2x - 3|.
Rajzold meg az f grafikonjat, sorold fel néhany tu-
lajdonsagat (legnagyobb fiiggvényérték, legkisebb
fiiggvényérték, értékkészlet, zérushely, novekeds,
csOkkend, monoton)!

Oldd meg grafikus mddszerrel az alabbi egyenle-
teket, egyenldtlenségeket a megadott szamhalma-

zon!

a) 3x—1=—x+3 x€R

b) 2x+1)5—x) =0 x€Z

c) |2x—4|=5-« x€Q

d) ;‘_Ll<o x€]-1;4]

Olvasd le a grafikonjukkal megadott fliggvények értelmezési tartomdanyat, legnagyobb és legkisebb értékét (ha

van!), értékkészletét, zérushelyeit!

FUGGVENYEK



TUDASPROBA

1 5 A grafikon egy osztily matematikadolgozatanak
eredményeit szemlélteti.

10

darabszam

S N R N

1 2 3 4 5
érdemjegy

a) Add meg az érdemjegyek relativ gyakorisagat!
b

~

Abrézold kérdiagramon az adatokat!

2 5 a) A megadott egyenesek koziil melyik egyenlete az

2
y=—x+22
3
b) Melyik lehet egyenes aranyossagot leir¢ fiiggvény
grafikonja?
YA
7
A - B C
N 5
AN

4

3 D

e >
8 -6 20 . ' X
N

/ )
/ 3
4
g5
# 5
6

c) Add meg a tobbi grafikon egyenletét is!

Egy f linedris fuggvényr6l tudjuk, hogy értelmezési
tartomdnya a valos szamok halmaza, f(—=2) =5, és
f(2)=-1.

a) Abrazold a fiiggvény grafikonjat!

b) Add meg a fiiggvény hozzarendelési szabalyat!

c) Abrazold és jellemezd az | f | fiiggvényt!

68. lecke | GYAKORLAS; TUDASPROBA

45>

55

(-2)
Y

Abrazold kozds koordindta-rendszerben a kovetkez

fuggvényeket!

ffR=>R, flx)= [2x + 8| és

R R, glx)=|-3x+6|

Melyik fiiggvényre igazak a kovezkezé allitasok: f-re,

g-re, mindkettére vagy egyikre sem?

- A negativ szamok halmazan szigoruan monoton
csokkend.

- A pozitiv szamok halmazan monoton névekvé.

- Az x = —4 helyen minimuma van.

- Az x = 2 helyen az értéke 12.

— Ertékkészletének eleme a 0.

- Ha x zérushelye, akkor | x| is zérushelye.

Egy kisebb folyo vizallasat 24 éran keresztiil folyama-
tosan mérték, majd grafikonon abrazoltak.

Ay (méter

T

.

10 15 20 x|(6 g7L

a) Ezen a folyén a harmadfokt drvizvédelmi ké-

sziiltséget akkor rendelik el, ha a vizéllas eléri
a 3,5 métert. Mikor rendelték el, illetve mikor
szintették meg a harmadfoku késziiltséget?

b) Oranként hdny méterrel nétt a vizszint, amikor
a névekedés sebessége a legnagyobb volt?

c) Oranként hany méterrel véltozott a vizszint,
amikor a valtozas (novekedés vagy csokkenés)
a leggyorsabb volt?

Oldd meg az egyenl6tlenségeket a valds szamok hal-
mazan!
a) x—1=>25-2x

b) x+3 5
X

127
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Egy felmérés soran 1000 véletlenszertien kivalasztott
embert kérdeztek meg arrol, hogy milyen kozlekedé-
si eszkozzel jar reggelente munkaba. A valaszok sza-
mat a tablazat mutatja:

Gyalog 125
Kerékpar, motorkerékpar 75
Autd 425
Tomegkozlekedés 375

a) Szamitsd ki az adatok relativ gyakorisagat!
b) Abrazold a gyakorisdgokat kérdiagramon!

Egy 35 pontos matematika dolgozatban a kovetkezd
pontszamok sziilettek:

Pontszam  0-5 6-10 11-15 16-20 21-25 25-30 31-35

Gyakorisag 2 2 8 5 8 6 5

a) Abrazold oszlopdiagramon az adatokat!
b) Készits tablazatot a relativ gyakorisagokrol!

(Erettségi feladat, 2006)

A 12. évfolyam tanuldi magyarbdl probaérettségit ir-

tak. Minden tanuld egy kddszamot kapott, amely az

1, 2, 3, 4 és 5 szamjegyekbdl mindegyiket pontosan

egyszer tartalmazta valamilyen sorrendben.

a) Hany tanulé irta meg a dolgozatot, ha az 6sszes
képezhetd kodszamot mind kiosztottak?

b) Az alabbi kordiagram a dolgozatok eredményét
szemlélteti:

105°

60°
elégséges

kozepes
0°

210°

Add meg, hogy hany tanulé érte el a szereplé érdem-
jegyeket!

Valaszod foglald tablazatba, majd a tdbladzat adatait
szemléltesd oszlopdiagramon is!

45

Osztélyzatok darabszdma

o
Y

(Kompetenciamérés, 2010)

A diakonkormanyzat tanulmanyi versenyt hirdetett az
osztalyok szamdra kémiabdl. A versenyen vald rész-
vételhez minden osztalynak le kellett adnia az év végi
kémiaosztalyzatokat. Az A osztaly oszlopdiagramon,
a B osztaly kordiagramon adta le az eredményeket.

A osztély eredményei

=i

Elégtelen  Elégséges  Kozepes Jeles

Osztélyzat

B osztaly eredményei (30 tanuld)

Elégtelen:
0%
Jeles: Elégséges:
20% 10%
Kozepes:
J6: 40%

30%

A diagramok alapjan dontsd el, melyik igaz, illetve me-

lyik hamis a kovetkezé éllitasok koziil!

a) Mindkét osztalyban kozepes osztélyzatot értek el
a legtobben.

b) Az A osztilyban kevesebben értek el jeles ered-
ményt, mint a B osztalyban.

c) Mindkét osztilyban ugyanannyi az osztalylét-
szam.

d) A két osztalyban 6sszesen 17 tanuld kapott elég-
séges osztalyzatot.

Adott két halmaz: A ={1; 2; 3} és B=
kiil6nboz6 fiiggvény van, amelynek

{x; y}. Hany

a) értelmezési tartomanya A és képhalmaza B;
b) értelmezési tartomanya B és képhalmaza A;
c) értelmezési tartomanya A és értékkészlete B;
d) értelmezési tartomanya B és értékkészlete A?

FUGGVENYEK
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115

125

135

Abrazold a kovetkezd fiiggvények grafikonjat! 14 s A grafikon egy ,challenge day” napi kirandulds moz-
a) f:{-2;-0,50,51;2} > R, f(x)=2x

b) g:{~2—-05;051;2} > R, g(x)= % a kovetkezé kérdésekre!

gasgrafikonja. Vizsgald meg a grafikont, és valaszolj

tavolsag (km)

Abrazold a kovetkezd fiiggvények grafikonjat!
a) {—2;-0,5;0,51;2} > R, x—~x+3

b) [-2;2] > R, x—x+3

¢) -3 > R, x—x+3

d) R">R, x—x+3

Add meg az elséfoka fiiggvényt, ha 4
a) grafikonjanak meredeksége % és az y tengelyt i BN
—2-nél metszi; idé (h)

b) grafikonjinak meredeksége —4 és az y tengelyt a) Milyen messzire jutottak a kiranduldk a kiindula-

%-nél metszi! si helyiikts1?
b) Hazaérkezésig Osszesen hany kilométert gyalo-
Add meg az elséfoka fiiggvényt, ha goltak?
a) grafikonjanak meredeksége —3 és egyik pontja c) Mikor (mely idépontok kozott) haladtak a leg-
P(4; 1); gyorsabban?
b) ir(?;ﬁ:(;r;ianak meredeksége 2,5 és egyik pontja d) Hany % volt a sebességiik egyes esetekben?

e) Hanyszor tartottak pihen6t?

Add meg az elséfoki fiiggvényt, ha f) Osszesen mennyi ideig pihentek?

a) grafikonjanak két pontja P(102; 13) és Q(17; 21); g) Hdny orakor indultak hazafelé?
b) grafikonjanak két pontja P(—41; —9) és Q(56; 92)! h) Hany érakor érkeztek haza?
Mennyi Fahrenheit-fokban mérve 15 5 (Kompetenciamérés, 2011)

a) a glicerin fagyaspontja (18 °C); Zedfalva foly6janak vizszintjét folyamatosan mérik.

b) az etanol forrdspontja (78,4 °C)? Egyik nyaron a sok csapadék miatt a foly6 vizszintje

emelkedni kezdett. Junius 20-dn 320 cm-es vizma-
Egy f els6foka figgvényrdl tudjuk, hogy f(—4) = 10 gassagot mértek. A kovetkezd két hétben viszonylag
és f(2) = 8. Add meg a fiiggvény hozzdrendelési sza- egyenletesen, naponta atlagosan 37 cm-rel emelke-

baly4t dett a foly6 vizszintje.

a) Abrazold grafikonon a folyé vizszintjének alaku-

lasét!
P IR EP e 7 m 7 7
Egy biciklis allando, 5 s sebességgel halad. Induld- b) Koériilbelill milyen magas volt a vizszint julius

sa utan 1 masodperccel egy masik kerékparos is elin- 4-én?

dul ugyanazon az tton, ugyanarrdl a kezdépontrol,

ugyanabban az irdnyban. A mdsodik biciklis sebes- 4 @ 5. Egy wjsziilott koala kb. 2 cm hosszd. Az ezt kovetd
sége 6 1L 4 év alatt — havonta atlagosan 1,5 cm-t névekedve —
y fejlodik ki teljesen.

Abrézold kozos koordinata-rendszerben, hogy mek- L ]
ok pe g . a) Add meg azt a fiiggvényt, amely a koala hosszat
kora utat tesznek meg az id6 fiiggvényében (az elsé

a sziiletése Ota eltelt honapok szamanak fiiggvé-
biciklis indulasatol szamitva)! Olvasd le a grafikon- o P 88
] . L. ] . L nyében irja le!
rol, hogy mikor, és milyen tavol éri utol a masodik . . )
L . b) Milyen hosszu egy 1 éves koala?
kerékparos az elsot! o ,
c) Mennyi idésen lesz 50 cm hossza?

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY
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(Erettségi feladat, 2012)
Az f fiiggvényt a 3-tol kiilénbozo valés szamok hal-
mazan értelmezziik az f(x) = xlj képlettel. Me-

lyik valds x szam esetén veszi fel az f fiiggvény az %

értéket?

(Erettségi feladat, 2013)
Adott
f(x)=]x—4] fuggvény. Mely x értékek esetén lesz
flx)=6?

a valds szdmok halmazdn értelmezett

(Erettségi feladat, 2014)

Valaszd ki az f fuggvény hozzarendelési szabélyat az
A, B, C, D lehetéségek koziil ugy, hogy az megfeleljen
az alabbi értéktablazatnak:

X -2 0 2
f(x) -4 -4
A: f(x)=2x
B: f(x)=x
C: f(x)=-2x
D: f(x) = -«

(Erettségi feladat, 2018)
Hol metszi a koordinatatengelyeket az x » -2x + 6
(x € R) fiiggvény grafikonja?

(Erettségi feladat, 2018)

Egy els6foku fiiggvény grafikonja az x tengelyt a
(-2)-ben, az y tengelyt a 6-ban metszi. Mennyi a me-
redeksége?

(Erettségi feladat, 2015)

Az f:R = R, f(x) = ax + b linearis fiiggvény zérus-
helye —4. Tudjuk tovabbd, hogy az x =4 helyen a
fuggvényérték 6. Add meg a és b valés szamok ér-
tékeét!

(Erettségi feladat, 2018)
Add meg a [-3; 1] zart intervallumon értelmezett
x o | x| fiiggvény értékkészletét!

(Erettségi feladat, 2017)

Legyen f:[-2; 5] = R, f(x) = |x—4],ésg:R > R,

g(x)=2x+1.

a) Abrazold az f fiiggvényt!

b) Hatarozd meg, x mely értéke esetén leszaz fésag
tiiggvény értéke egyenld!

25>

26>

27 S

28 >

29>

305

315

Egy idében két gyertyat gydjtunk meg. Az els6 gyer-
tya 16 cm magas, és 4 Ora alatt égne le teljesen. A ma-
sodik gyertya 12 cm magas, és 6 Ora alatt égne le tel-
jesen.

Abrazold kozos koordinata-rendszerben, hogy milyen
magasak a gyertyak az id6 fuggvényében (a meg-
gyujtasuk pillanatatdl szamitva)! Mikor lesznek egy-
forma magasak? Milyen magasak ekkor?

Abrazold a fiiggvények grafikonjt!
a) R R x~2x—3
b) R~ R, x—|2x— 3]

Abrézold a kovetkezd fiiggvények grafikonjat, és jel-
lemezd a fiiggvényeket!

a) R-> R, x—|3x— 5]

b) R = R, x~|1—2,5x|

Abrazold a kovetkezé fiiggvények grafikonjat, és jel-
lemezd a fliggvényeket! Hatdrozd meg szélséérté-
keieket, novekedési viszonyaikat, értékkészletiiket,
zérushelyiiket!

a) {—L;5} 2> R, x—|6— 2x|

b) 1-1;5] 2 R, x — |6 — 2x|

Hol van zérushelye a kovetkez6 fiiggvényeknek?
a) R> R x—(x—3)(x—6)

b) R=>R x—(x—1)(x+4)

¢) R R, x—(2x—5)(x+3)

Hatarozd meg az alabbi fiiggvények zérushelyét sza-
molassal! (x € R)

a) f(x):—%x+3

b) flx)=-2x+3
c) fixy=x"+2
d) fix)y=x"-9
e) flx)=(x+3)
) flx)=(x-3)

Hatdrozd meg az aldbbi, valds szimok halmazan ér-
telmezett fliggvények zérushelyét szamolassal!

a) f(x) = [3x—5|

b) g(x) = |4 — 7x]

©) hx) = |3%-2|

d) Hol pozitiv az f; g; h fiiggvények helyettesitési ér-
téke?

FUGGVENYEK
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Oldd meg grafikusan az alabbi egyenleteket, egyenldtlenségeket a valds szimok halmazan!

a) 2x+1=3x—6 c) —x+5<2x—1 e) [3x—1]=2x—14
b) lx-i—2=—lx-i-5 d)gx—SZ—lx—i-Z f) ‘%x+l‘:|x—4|
4 2 3 2

(Erettségi feladat, 2010) Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenl6tlenséget!
_x-1 x—3 x-—2
2 - 4 3

X

(Erettségi feladat, 2015) Oldd meg az alabbi egyenletet a valés szamok halmazén!

|[x—=3]=3x—1

(Erettségi feladat, 2013) Oldd meg a valés szémok halmazan az egyenl6tlenséget!

xX+2 >

3—x 0

(Erettségi feladat, 2009) Melyek azok az egész szamok, amelyek mindkét egyenlStlenséget kielégitik?
3->x & 3x+42-3x—8

Oldd meg grafikus moédszerrel az alabbi egyenldtlenségeket a valds szamok halmazén!

a) (54 3x)(x—2)>0; b) (6x+4)(5—2x)<0; ¢) (10— 2x)(21—-3x)=0; d) (7x+1)(3x—6)(x—4)=<0

0Oldd meg grafikus modszerrel az alabbi egyenldtlenségeket a valos szamok halmazan!

2x— 6 5x+ 33 4x—10 4— 2x
£E 2 >0, =1 == <0; ————=>0; = =0.
a) x+3 0 b) 7—x 0 ©) x+9 0 d) 8+ x 0

(Kompetenciamérés, 2016)

Péter hdlégballonozik. Az alébbi diagram a repiilési magassdganak a VALTOZASAT é&brézolja 15 percenként, azaz azt

mutatjak az oszlopok, hany métert emelkedett vagy siillyedt az el6z6 adathoz képest.

A

200

150

100

50

0 - - -  m— . ; E

15 : 75 90 td6{perc)

-50

Emelkedés (m)
J
&
(-
A
'
[
g

-100

-150

-200

-250

a) Dontsd el, melyik igaz, illetve melyik hamis az alabbi allitdsok koziil!
A A hélégballon kb. 100 métert siillyedt a 45. és a 60. perc kozott.
B A holégballon a 75. és a 90. percben ugyanolyan magasan volt.
C Az emelkedés kevesebb, mint 75 percig tartott.
D A 75. percben magasabban volt a hélégballon, mint a 15. percben.

b) Készits olyan grafikont, amely azt dbrazolja, hogy milyen magasan volt a hélégballon az id6 fiiggvényében! Koze-
litsd a hélégballon mozgasat azzal, hogy 15 percen keresztiil minden alkalommal alland6 sebességgel emelkedik,

illetve siillyed.

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY
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BEVEZETO

Az asztalosok tobbféle megoldassal tudnak kinyithat6 asztalt
késziteni. Az egyik otletes megoldas, amikor az asztallap egy
tengely koriil elforgathaté. Ha 90°-kal elfogatjuk, akkor kinyit-
hatjuk Ggy, hogy a labak a tartd kerettel ugyantigy kozépen van-
nak, mint félbehajtott dllapotban. Ehhez tigyesen kell elhelyezni

a tengelyt. A jol elhelyezett O pont koriil 90°-kal elforgatva az
L . F ABCD téglalap az EFGH tég-

ya— lalapba fordul at.
B/ C
o . Az abran feliilnézetbdl latja-
‘ | tok az egymasba fordulé tég-
lalapokat és az elforgatas O
\ kozéppontjat. Késébb meg-
A //,

p nézzik, hogy lehet az O pon-

%

tot megszerkeszteni a tégla-
S lap cstcsainak ismeretében.

FELADAT

1 = (Kompetenciamérés, 2009)
A jobb oldali abran egy sikidom lathato.
Ezt a sikidomot a sikban elforgatjuk. Melyik kép mutathatja a forgatds eredményét?

N

2 5 Az ABszakaszt elforgattuk az O pont koriil 60°-kal az 6ramutaté jarasaval megegyezd iranyban. :\ e
Az dbra mutatja az A pont képét a forgatds utan (A"). Hol lesz a B pont képe? 160
Vedd fel az abrat a fiizetedbe, és szerkeszd meg a B pont képét! 0}

132

A 2. feladatban lathaté mdédon az O pont koriili 60°-os forgatds utdn az A pontra és annak A" képére
igaz, hogy az A és A’ pontoknak az O-tdl valé tavolsaga megegyezik, és az AOA" sz6g 60°. A 60° itt egy
iranyitott szog, amelyben az dramutatd jarasaval ellentétes forgatasi irany tartozik a pozitiv szogek-
hez, és az ramutato jarasaval megegyez6 forgatasi irany tartozik a negativ szogekhez.

EGYBEVAGOSAG, NEGYSZOGEK



Ezzel az eljérdssal az A ponthoz hozzédrendeljitkk az A” pontot, és hasonlé médon a sik tébbi pontjahoz is megszerkeszthetd
(és egyben hozzarendelhet) a megfelel képpont. Azt a (kdlcsondsen egyértelmti) fiiggvényt, melynek értelmezési tar-
tomanya és értékkészlete is ugyanaz a ponthalmaz, geometriai transzformacidénak nevezziik. A pont koriili forgatas egy
geometriai transzformacio.

Pont koriili forgatas

Definicio: Adott a sikon egy O pont (az elforgatas kozéppontja), és adott egy « iranyitott sz6g. A sik minden P pontjahoz

rendeljiik hozzd a P” pontot ugy, hogy

- Oképe 6nmaga (azaz O’ = 0),

- ha P+ O, akkor P’ a siknak az a pontja, melyre OP= OP’, Y
ésa POP’ szog . \

A forgatas iranyat pozitivnak mondjuk, ha az ellentétes az ramutat6 jara-
saval, negativnak mondjuk, ha az megegyezik az 6ramutato jarasaval. Ha
a forgatds szoge mellé nem irunk el6jelet, akkor azt pozitivnak gondoljuk.
A szerkesztés 1épései:

- az OP félegyenesre felmérjiik az ¢ iranyszoget;

- az O pontbol OP sugarral kérivet rajzolunk. P” a koriv és az 0j szogszar

metszéspontja.

FELADAT

3 = A fiizetedben dolgozz!
a) Forgasd el az AB szakaszt az O pont koriil 180°-kal! Miért
nem adtuk meg az elforgatas iranyat?
b) Tiikrozd az AB szakaszt az O pontra! A o
c) Mit tapasztalsz? Milyen kapcsolat fedezhet6 fel az O pont
korili 180°-os elforgatas és az O pontra valo titkrozés ko-
Z0tt?

Kozéppontos titkrozés

Definicié: Adott a sikon egy O pont, a titkkrozés kozéppontja. A sik minden P pontjahoz rendeljitk hozza a P” pontot ugy,
hogy:

- Oképe 6nmaga (azaz 0" = 0),

- ha P # O, akkor a P” a PO egyenesének azon P-t8l kiilonb6z6 pontja, melyre P'O = PO.

A sikon a kézéppontos titkrozés a pont koriili forgatas egy kiilonleges esete: 180°-os forgatas O pont koriil.

A szerkesztés 1épései:
- meghtzzuk az OP egyenest;
- az O pontbdl OP sugarral korivet rajzolunk. P” a koriv és az egyenes (P-t6l kiilon-

boz6) metszéspontja. 1 i

69. lecke | FORGATAS ES KOZEPPONTOS TUKROZES 133



FELADAT

134

4. - Hajtsd végre a négyzetracs felhasznaldsaval a transz-

formdciokat az 6tszogon és a koron a flizetedben!

a) Tikrozés a K pontra.

b) Forgatas a K pont koriil +90°-kal.

K
HAZI FELADAT

4 = Forgasd el a haromszoget a kor kézéppontja koriil, negativ iranyban, 45°-kal! A fiizetedben dolgozz!

a) b)

5 = Szerkessz olyan derékszogii haromszoget, amely-

nek befogdi 6 cm és 3 cm hosszuak! Forgasd el
a haromszoget

a) aderékszogl csticsa kortl;

b) az atfogdjanak felez6pontja koriil +90°-kal!

6 - Tikrozz egy hiromszoget mindharom oldalanak

a felez6pontjara! Mit alkot egytitt a hdromszog és
a harom képe?

7 = Forgasd az ABC haromszoglemezt az O pont koriil!

(A fiizetedben dolgozz!) Ha elég nagy a forgatds
szoge, akkor forgatas kozben a haromszoglemez-
nek tobb pontja is athaladhat a megadott P ponton.

P

Oe

B

a) Szerkeszd meg a haromszog egy olyan elfor-
gatottjat, amelynek a hatarvonaldra illeszkedik
a P pont! Hany megolddsa van a feladatnak?

b) Szerkeszd meg az ABC haromszoglemezen az
osszes olyan pontot, amelynek az O pont koriili
elforgatottja lehet a P pont is!

c)

EGYBEVAGOSAG, NEGYSZOGEK



2 ~ Tiikrozd a szabalyos sokszoget a koriilirt korének
kozéppontjara! A fizetedben dolgozz!
a)

b)

Y

c)

3 5 Szerkessz olyan hdromszoget, amelynek oldalhosz-

szusagai 36 mm, 48 mm és 60 mm, majd tiikrozd
a) alegkisebb oldal felez6pontjara;

b) alegnagyobb oldal felezGpontjara!

A haromszog és a tiikorképe egyiitt egy négyszoget
alkot. Sorold fel ennek a négyszognek a tulajdon-
sdgait!

Vegyél fel két kiilonb6z6 pontot: A-t és B-t! Szer-
keszd meg azt az O pontot, amelyre A-t tiikrozve
B-t kapjuk!

@ Egy geometriai szoftverrel, példdul a GeoGebra programmal ellendrizheted a szerkesztéseid helyességét.

RAADAS

1.

A renddrok gyakran hasznaljdk az irdny
meghatdrozasara az draillasok megneve- @
zését, ahol mindig arra van 12 6ra, amer-

re a rend6r néz. Példaul ha a rendér (R) e
és a blinoz6 (B) az abran lathatd modon
helyezkedik el egymdshoz képest, akkor a blin6zé
5 6rdnal talalhato.

a) Hany o6ranal van a biin6z6 a kovetkezd abran a

-®

rend6rhoz képest?

‘,, 3

b) Merre néz az A helyen 1év6 renddr, ha hozza ké-
pest a btin6z6 8 érandl van?
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(Kompetenciamérés, 2017) 2.

Y

Y

(Kompetenciamérés, 2015)

A képen négy alakzat lathato.
Helyezd el mind a négy alakza-
tot egy 4 x 4-es négyzethdlon
ugy, hogy ne fedjék egymast! Az
alakzatokat csak elforgatni sza-
bad, tengelyesen tiikrézni nem.

Vegyél fel egy konvex szoget, és a szogtartomanyban
egy P pontot! Szerkeszd meg azt az egyenest, amelynek
a szogtartomanyba es részét a P pont felezi!

Vegyél fel két parhuzamos egyenest, és kozottiik egy
P pontot. Szerkeszd meg azt a szabélyos haromszo-
get, amelynek egyik csticsa P, masik két csticsa pedig
az egyik, illetve a masik egyenesre illeszkedik!
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BEVEZETO

A repul6gépek kotelékben repiilnek. Az eseményrél masodpercenként

felvételt készitenek a f6ldrél. Mindegyik repiil6h6z odarajzoltuk azt yy

az elmozdulasvektort, amely a kovetkez felvételhez tartozik. Lathato, 7 /:w Tl
hogy két pildta kicsit hibazott. Melyik kettd, és milyen hibat kivetett el? —w

Megoldds -w’

A képen lathato két also gép pildtdja hibazott. A legalsé gép nem tartot-
ta az irdnyt, a felette repiilé gép tartotta az iranyt, de kicsit nagyobb volt

a sebessége, mint a tobbinek.
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Talalkozhattatok mar azzal a megfogalmazassal, hogy ,a vektor iranyitott szakasz” Ez 4
abban az értelemben megfelel, hogy minden vektornak van hossza, ahogy minden sza- \B
kasznak is van hossza. Az is igaz, hogy ha a szakasz egyik végpontjat kezdépontnak, a
masik pontjat végpontnak tekintjiik, akkor az iranyitott szakasz egyértelmten meghatd-

roz egy vektort. .
Viszont arra is figyelni kell, hogy amig az abran lathato két szakaszt kiillonbozének tekint- \D

jilk (AB és CD), addig ha az A-bdl B-be, illetve a C-bSl D-be mutat6 vektort nézziik, akkor
ezek ugyanazt a vektort jelenitik meg. Masként fogalmazva: ha két iranyitott szakasznak megegyezik a hossza és az iranya,
akkor ezek ugyanazt a vektort hatarozzak meg.

Hasonlit ez a helyzet a kozonséges tortekre: ott is igaz, hogy ugyanazt az értéket végtelen sokféle alakban felirhatjuk:
3_6_75

1-8=700" Ahogy ezek a tortek kiillonboz6 alakban ugyanazt a szamot hatarozzdk meg, az egymassal egyenérté-

kit (azonos hosszuisagu és irdnyu) irdnyitott szakaszok ugyanazt a vektort hatdrozzak meg.

A vektort az irdnya és az hossza (abszoluat értéke) jellemzi.
Abrénkon:

y /
tetes iranyu. c /
- Az a, ad és az e abszolut értéke egyenld; a b és a ¢ abszolut értéke egyenld. /

Ezek miatt az a és az e egyenld vektorok, az a és a d ellentett vektorok, a d és az e ellen-

- Azaésazeegyirdanyd, a b és a d egyiranyu, az a és az e a b-vel is, és a d-vel is ellen-

tett vektorok, a tobbi vektor kozott ilyen kapcsolat nincs.

Két vektort egyenlének mondunk, ha ugyanaz az iranyuk is, abszolut értékiik is.

Két vektor egymas ellentettje, ha ugyanaz az abszolut értékiik, az iranyuk pedig ellentétes.
Egy v-vel jelolt vektor ellentettjének a jele: —-v. A —v vektor ellentettje a v.

Tehat az dbra szerinti vektorok esetén példdul: d = -aésa = -d.
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FELADAT

1 = Keress az dbran egyenld és ellentett vektorokat szemléltetd iranyi-

tott szakaszokat.

D 5 Vegyél fel egy P pontot és egy v vektort! Keresd meg azt a Q pon-
tot, amelyre
a) P-bdl Q-ba mutaté vektor v;
b) P-bél Q-ba mutaté vektor —v; yA
c) Q-bdl P-be mutaté vektor v; 81
d) P-bél Q-ba mutat6 vektor hossza megegyezik v hosszaval, de 74

nem parhuzamos v-vel! ot

3 = A koordinata-rendszerben az dbra szerint felvettiik az ABC derék-
szogli haromszoget. Eltoltuk a haromszoget, és ekkor az A’B'C’
haromszoghoz jutottunk.

Hasonlitsd 6ssze az A-bol A”-be, B-bél B"-be, és C-b6l C"-be mu-
taté vektorokat!
a) Igaz-e, hogy egyenl6 hosszuak? Igaz-e, hogy azonos az ird-

bl 4

nyuk?
b) Hany vektor ez valéjaban?

Eltolas

Az eltolas és a vektor két szorosan osszekapcsolodo fogalom.

Definicié: Adott a sikon egy v vektor. A sik minden P pontjdhoz rendeljitkk hozza a P’ pontot gy, hogy a PP’ vektor
megegyezzen v vektorral.

k
u
u
©
Ha egy egyenes parhuzamos az eltolds vektoraval, ak- Az abra azt mutatja, hogy mi torténik egy korrel és egy sok-
kor a képe 6nmaga, minden mas esetben az egyenes és sz6ggel, ha a sikjukban egy adott u vektorral eltoljuk 6ket.

a képe parhuzamos egymassal.

Egyenlé vektorok ugyanazt az eltolast hozzak létre.
Ha egy ponthalmazt eltolunk egy vektorral, utiana pedig a képét az ellentett vektorral toljuk el, visszajutunk az eredeti
ponthalmazhoz.
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FELADAT

4. = a) Told el a téglalapot az u, majd a kapott alakza-

tot a v vektorral! D‘ ¢
b) Melyik vektorral kell eltolni a téglalapot, hogy
A cstcsanak a képe a téglalap egy masik csticsa v
legyen?
Al | B
5 = (Kompetenciamérés, 2003) L5

Melyek azok az alakzatok, amelyek egymasbol elto-
lassal, (forgatas nélkiil) megkaphatok?

) 5[] [

= Xy

6 = Told el a haromszoget ugy, hogy az eltolds utdn

egyik csucsa az egyenesre essen!
a) Hany megoldésa van a feladatnak?

b) Melyik esetben lesz az eltolas vektoranak hosz- A
sza a legkisebb?
c) Told el a haromszoget ugy, hogy az egyik csu- {
csa az egyenesre essen, és pontosan egy kozos
pontja legyen az eredeti haromszoggel! Hany
megolddsa van a feladatnak?
1 5 Keresd meg az egyenld vektorokat és az ellentett 2 = Tolj el a sikjaban egy 4 cm atméréjii korvonalat egy
vektorokat! 4 cm hossza vektorral! Melyik allitds igaz, és me-
a) lyik hamis?
< ° a) Az eredeti és az eltolt kor kozos pontjainak sza-
A g ma fiigg az eltolds iranyatol is.
b) Az eredeti és az eltolt kor kozos pontjainak sza-
d b ma csak 0 lehet.
Z 3 c) Azeredeti és az eltolt kor kozos pontjainak sza-
ma csak 1 lehet.
a d) Az eredeti és az eltolt kor kozos pontjainak sza-
ma lehet 2 is.
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3 5 Told el a négyzetet az u vektorral!

RAADAS

1.

(Kompetenciamérés, 2016)

A triominos olyan domindjaték, amely olyan harom-
sz6g alaku lapocskakbdl dll, amelyeknek a sarkaira
kiilonb6z6 szamu pont van felfestve 0 és 5 kozott.

A jaték sordn a lapocskdkat gy helyezik egymas
mellé, hogy az egymdssal érintkez6 csticsokon 1évé
pontok szdma azonos legyen. A kévetkezé abran egy
megkezdett jaték pillanatnyi allasa lathatd. Melyik la-
pocskak helyezhetdk el a szabalynak megfeleléen az

tires helyekre?

(Kompetenciamérés, 2017)

Balazs tetriszt jatszik a szamitogépén.

A lefelé es6 alakzatokat forgatassal, illetve jobbra és
balra torténd eltolassal lehet mozgatni a palyan, amig
le nem érnek az aljara vagy el nem érnek egy masik
alakzatot. Ha egy hézagmentes sor keletkezik, az eltd-
nik a pélyarol, és a f6lotte 1év6 sorok lejjebb kertilnek.
Az alakzatok kis négyzetekbdl dllnak, a fekete alak-
zat forgatasanak kozéppontja a ,k6zépsé” kis négy-
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Milyen alakzat lett az eredeti és az eltolt alakzat ko-
20s része? A kozos rész tertilete hany szazaléka az
eredeti négyzet teriiletének?

4 s Vegyél fel egy kort és benne egy AB hurt! Told el

ugy a kort, hogy

a) az A pont képe B pont legyen!

b) a B pont képe az A pont legyen!

Mindkét esetben add meg az eltolas vektorat!

zet kozéppontja: annak a négyzetnek a kozéppontja,
amelyiknek mindharom masik kis négyzettel van ko-
26s oldala.

Lefelé es6 alakzat

'

nlie

a) Hogyan mozgassa Baldzs a lefelé esé alakzatot,
hogy hézagmentessé valjon és eltlinjon a legalsé
sor?

A Forgassa el jobbra 90°-kal, majd tolja el jobbra
a falig.

B Tolja el jobbra a falig, majd forgassa el jobbra
90°-kal.

C Tolja el jobbra a falig, majd forgassa el balra
90°-kal.

D Forgassa el balra 90°-kal, majd tolja el jobbra a
falig.

b) Hol all meg a lefelé es6 alakzat a tobbi esetben?
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BEVEZETO

Szép lehet egy tengelyesen szimmetrikus

diszité minta. Szép az emberi arc is, a maga
szimmetriajaval. Kézismert tény azonban,
hogy az ember arca sosem tokéletesen szim-
metrikus. A digitalis technika koraban érde-
kes kisérlet azzal eljatszani, hogyan néznénk
ki tokéletesen szimmetrikusan. Szamitogépes
képszerkesztd program segitségével egy fény-

kép megfelezhetd és tiikrozhetd. Ha van ked-
ved, probald ki!

Egyenesre vonatkozo (tengelyes) tiikrozés

Definicio: Adott a sikon egy ¢ egyenes (a tilkrozés tengelye). A stk minden P pontjéhoz rendeljitk hozzd a P” pontot ugy; hogy:
- ha P ategyenes egy pontja, akkor a képe 6nmaga,

— ha P nincs rajta a t egyenesen, akkor a képe az a P” pont a sikban, amelyre P'P szakasznak felez6merdlegese a t egyenes.

A tengely képe 6nmaga. Ha a sik egy egyenese merdleges a tengelyre, ak-
kor egybeesik a képével, ha pedig parhuzamos a tengellyel, akkor a képe
is parhuzamos vele. Ha egy egyenes metszi a tengelyt, de nem mer6leges
ra, akkor a képét a tengelyen metszi. Az egyenes és a képe ugyanakkora
szoget alkot a tengellyel.

Az als6 abra azt mutatja, hogy mi torténik egy korrel és egy sokszoggel, ha
a sikjuknak egy t egyenesére tiikrozziik 6ket.
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FELADAT

1 = Tiikrozd a haromszoget a megadott oldalfelez6 me-

rélegesére, illetve a megadott szogfelezd egyenesé-
re! Szinezd ki az eredeti és a titkkrozott haromszog-
lemez metszetét! Milyen sikidomot kaptal az egyik,
illetve a masik esetben?

A
<

D 5. Vegyél fel egy kort és benne egy AB hurt! Tiikr6zd

a kort az AB egyenesére!

Hogyan kell felvenni az AB hurt, hogy a titkorkép
ugyanaz a kor legyen, mint az eredeti? Mit mond-
hatunk ekkor a kor egy tetszéleges P pontjardl és
a titkorképérol?

HAZI FELADAT

1 5 Tikrozd a paralelogrammit az atlé egyenesére!

A fiizetedben dolgozz!

2 = Vegyél fel egy derékszogli haromszoget, amelynek

egyik befogdja 24 mm, masik befogdja 18 mm.
Tiikrozd az atfogojara! Milyen alakzatot hataroz
meg egylitt a kép és az eredeti haromszog? Mekko-
ra ennek a teriilete?

. lecke | TENGELYES TUKROZES

3 = Tiikrozd a haromszoget az e egyenesre, majd a ka-

pott titkorképet az e-vel parhuzamos f egyenesre!
Milyen egyetlen transzformaciéval kaphaté meg az
eredeti haromszogb6l a masodik titkrozés utan ka-
pott haromszog? A fiizetedben dolgozz!

4 s Vegyél fel két egyenest, amelyek 30°-os szoget zar-

nak be egymdssal! Az egyenesek legyenek e és f,

metszéspontjuk legyen K. Vegyél fel egy P pontot,

amely egyik egyenesre sem illeszkedik!

a) Tikrozd a KP szakaszt e-re, majd a kapott K'P”
szakaszt titkrozd tovabb f-re!

b) Hogyan lehetne egyetlen transzformacidval
megkapni KP-b6l a masodik tiikorképet?

c) Végezd el a feladatot ugy is, hogy el8szor f-re
titkr6zol, majd a tiikorképet e-re!

d) Gondold végig, hogyan médosul a feladat meg-
oldasa, ha e és f egyenesek szoge nem 30°, ha-
nem 40°!

3 s Vegyél fel egy 3 cm oldali négyzetet!

a) Tikrozd az egyik oldalegyenesére!

b) A kapott képet tiikrozd a négyzet egy masik
oldalegyenesére!

c) Hany kozos pontja lehet a masodik tiikorkép-
nek és az eredeti négyzetnek?

d) Hogyan lehetne egyetlen transzformacidval
megkapni az eredeti négyzetbdl a két titkrozés
utan kapott képet, ha a két tengely parhuzamos
volt, és hogyan, ha a tengelyek mer6legesek vol-
tak egymasra?

4 - Vegyél fel két egyenl6 sugaru kort! Szerkeszd meg

azt az egyenest, amelyre titkrozve az egyik kor képe
a masik kor!
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1.

(Kompetenciamérés, 2009)

A titkos, bizalmasan kezelendd iratokra pecséttel ranyomjak azt, hogy , TITKOS”. A pecsételdn 1év6 felirat titkorképe
jelenik meg a papiron. Melyik szoveget kell ratenni a pecsételére ahhoz, hogy a pecsét helyén a TITKOS sz6 alljon?
TITKOS SOKTIT IILKOS SOJATIT

(Kompetenciamérés, 2007)
Egy négyzet alaku papirlapot kétszer dsszehajtottunk, majd az dbran 1. hajtésutin 2. hajtds utin
feketére szinezett részeket kivagtuk beléle. Amikor ujra kihajtogattuk,

__________________

hogyan nézett ki a papirlap? Rajzold le! | !

a

(Kompetenciamérés, 2008)
Ha egy fénysugarat egy téglatest alaku prizma bal fels6 sarkdra iranyi-

tunk dgy, hogy az oldalegyenesekkel 45°-0s szoget zarjon be, a fény

behatol a prizméba, a prizma falairdl 45°-os szogben mindig visszave-

rédik, mig eléri az egyik sarkot, ahol kilép. Erre mutat példat a két abra.

a) Melyik sarokban 1ép ki a fény egy 2 x 15-0s prizma esetében?
b) Melyik sarokban 1ép ki a fény egy 3 x 4-es prizma esetében?

c) Keress olyan prizmit, amely esetén legalabb két torés utan a fénysu-
gar a jobb alsé sarokban 1ép ki! Kisérletezz nagyobb prizmakkal is!

(Kompetenciamérés, 2015)
Linda vonaton {il. A vele szemben il utas kardrajan ezt latja:
Mennyi az id6 az dra szerint?

Adott a sikon két, egymast nem metsz6 kor és kozottiik egy egyenes. Szerkessz szabalyos haromszoget, amelynek az
egyenes az egyik szimmetriatengelye, és egyik cstcsa az egyik korre, egy mésik csucsa a masik korre illeszkedik!
Hany megoldas lehet? Fel tudod venni az adatokat ugy, hogy ne legyen megoldas?

Adott a sikon két pont, A és P. Tiikrozd az A pontot egy P-n dtmend egyenesre! Milyen alakzatot hataroznak meg

azok a pontok, amelyeket ugy kapunk, hogy A-t titkkrozzitk a P-n atmend Osszes egyenesre? Vizsgald meg a feladatot
szamitogép, pl. a GeoGebra program segitségével!
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EMELT SZINT
TERBELI TRANSZFORMACIOK

t
Az egyenes koriili forgatas
Megadunk egy egyenest, a forgastengelyt (1), egy szoget («) és egy for- s
gatasi irdanyt. Az dbra mutatja, hogyan mozdul el egy P pont a ¢ kordl: Po. .
P-bél a t-re merdleges egyenest (a) és sikot (S) allitunk. Az a és a ¢ k AT
metszéspontja A. A forgatas soran a P az S sikban, az A kézéppontd, };f /
AP sugaru koron mozdul el, a megadott irdny szerint ugy, hogy a PAP’
sz0g az a-val legyen egyenlé.
Ko6zéppontos tiikrozés a térben e p
Megadunk egy pontot (K). A tér minden egyes pontjahoz (P) hozza- T
rendeljiik a tér egy pontjat (P’) ugy, hogy a pont és a képe altal meg- e Kk
hatarozott szakasz felez6pontja a K legyen. Pe-"
A sikra valé tiikrdzés P
Megadunk egy sikot (S). A tér minden egyes pontjdhoz (P) hozzaren-
deljiik a tér egy pontjat (P’) tgy, hogy a pont és a képe altal megha- .
tarozott szakasz meréleges legyen S-re, és e szakasz felez6pontja S-re k
illeszkedjen.
Eltolas a térben
Megadunk egy vektort. A tér minden egyes P pontjahoz azt a P’ pon- P
tot rendeljiik, amire a PP’ irdnyitott szakasz éppen a megadott vektor-
nak felel meg.
1 . Egy szabalyos 4 oldala gu- 3. Egy asztalra tett kockat tiik- f
lat elforgatunk a magassa- roziink |
ganak egyenese koriil 45°- a) afed6lapjanak a sikjara; E
kal. b) az egyik oldallapjanak a i ______ /-
a) Melyik cstcs hova for- sikjara; §
dul el? c) a pirossal jelzett atlos sikra.
b) Milyen test az eredeti és Milyen testet alkot az eredeti kocka és a tiikorkép
az elforgatott gula kozos része? egylitt?
2 . Egy gtla alaplapja négyzet, 4 . Egy kocka mindegyik lapjara
mindegyik oldallapja sza- ragasztunk egy ugyanakkora
bélyos haromszog. Tiikrozd kockat agy, hogy ezek pon-
ezt a gulat az alaplap kozép- tosan fedik az eredeti kocka
pontjdral! lapjait. Két ilyen kockat mar
a) Hany lapja, hany éle és hany csticsa van annak a test- berajzoltunk az abran.
nek, amelyet a a gtila és a képe egytittesen alkot? a) Hany lapja, hny éle és hany csticsa van a 7 kocka-
b) Milyen masféle transzformacidval kaphatnank bol all6 testnek?
meg a gulanak ugyanezt a képét? b) Melyik kockat milyen transzformaciéval éllithat-
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juk el az eredeti kockabol kiindulva?
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Vedd fel az dbrakat a fiizetedben!

144

1s

N
Y

Vedd fel az abra szerint az C
ABC héaromszoget, mely-
nek oldalai: AB=3cm,
BC=4cmés CA=5cm.
a) Forgasd el az A pontot
a B pont koriil 90°-kal!
A kapott pontot jelold
D-vel! A
b) Told el a D pontot az AB vektorral! A kapott
pontot jelold E-vel!

B

c) Mekkora az ADEC négyszog teriilete és kertile-
te?

d) Vizsgald meg a feladatot szamitogép, pl. a
GeoGebra program segitségével!

Az abraknak megfelel6en adott két egyenld hossza
szakasz. Vedd fel a szakaszokat a fiizetedbe az ab-
rdknak megfelel6en, és keress olyan transzforma-
cidkat, amelyek esetén az egyik szakasz képe a ma-
sik szakasz!

Van-e ilyen tengelyes titkrozés? Hol van a tiikr6zés
tengelye?

Van-e ilyen kozéppontos titkkrozés? Szerkeszd meg
a kozéppontot!

Van-e ilyen forgatds? Hany ilyen forgatds van?
Szerkeszd meg a forgatdsok kozéppontjat!

Van-e ilyen eltolas? Add meg az eltolas vektorat!

a) A szakaszok egy egyenesre illeszkednek.

b) A szakaszok parhuzamosak egymassal.

A B
————

c) A szakaszok nem parhuzamosak egymassal, és
nem illeszkednek egy egyenesre.

A B

L e ———

3 = Vegyél fel a fiizetedbe egy ABC haromszoget, mely-

nek A-nal derékszoge van!

Szerkessz négyzeteket a haromszog AB befogdjara

és BC atfogojara kifelé (kifelé: ez azt jelenti, hogy

nincs kozos belsé pontjuk a haromszoggel)! A be-

fogora szerkesztett négyzet cstcsai legyenek A, B,

D, E; az atfogora szerkesztett négyzet csucsai legye-

nek B, C, F, G, ebben a sorrendben! Ekkor DC és

AG szakaszok hossza egyenlo.

a) Szerkeszd meg az abrat!

b) Bizonyitsd be a DC és AG szakaszok hosszanak
egyenldségét! Keress olyan forgatast, amely a DC
szakaszt az AG szakaszba viszi at! Melyik pont a
forgatds kozéppontja? Mekkora a forgatas szoge?

4 = (Kompetenciamérés, 2011)

Titkrozd a kovetkez6 abra
kozépsé négyzetét a vasta-
gon jelolt vonalak mentén
a nyilak iranyaban, majd
folytasd az igy kapott alakzat
tiikrozését a nyilak szerint!
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Definicié: A geometriai transzformaciok olyan (kélcsondsen egyértelmi) fiiggvények, amelyeknek értelmezési tar-
tomanya is, és értékkészlete is ugyanaz a ponthalmaz. A transzformaci6 sordn egy ponthoz hozzarendelt pontot az
eredeti pont képének nevezziik.

Definicio: Ha egy transzformacio tdvolsdgtartd, vagyis barmely két pont tavolsaga ugyanakkora, mint a képeik tavol-
saga, akkor ezt egybevagosagi transzformacidonak nevezziik.

Egybevagosagi transzformdciok esetében az egyenes képe egy egyenes, a kor képe egy vele egyenld sugart kor, a sz6g
képe egy vele egyenl6 szog.

Definicié: Ha két ponthalmazhoz van olyan egybevagdsagi transzformacid, amely az egyiket a masikba viszi at, ak-
kor ezeket a ponthalmazokat egybevagéknak mondjuk.

A sik egybevagosagai kozott fontosak:

- pont korili forgatés,

- kozéppontos titkrozés,

- eltolas,

- tengelyes tiikrozés.

Ha ezek koziil tobbet végziink el egymas utan, akkor is egybevagosagi transzformaciot kapunk.

@ A geometriai transzformaciok tulajdonsagai vizsgalhatok geometriai szoftverrel is, példaul a GeoGebra prog-

rammal.

HAZI FELADAT

1 s Melyik egyenesre kell titkrozniink az abran lathatd 3 = Melyik pont koriil és mekkora szoggel forgathatjuk

alakzatot, hogy el az els6 hazi feladatban lathatd csillagot, ha azt
a) azold egyenes képe a piros egyenes legyen; akarjuk, hogy

b) a piros egyenes képe a zold egyenes legyen; a) aképe dnmaga legyen;

c) apiros egyenes képe 6nmaga legyen; b) minden pontjanak a képe 6nmaga legyen?

d) acsillag képe 6nmaga legyen?
4 - Egy5 cm oldald négyzetet el8szor 24 mm-rel balra,
majd 45 mm-rel felfelé toltunk el.
a) Szerkeszd meg az eredeti négyzetet és az eltolt
képét!
b) Rajzold be azt az egyetlen eltolasvektort, amivel
a két 1épés helyettesithetd!
c) Milyen hosszt ez a vektor? Mérd meg, majd
igazold az eredményt szamitassal is!

2 s Melyik pontra kell tikkrozniink az els6 hazi feladat- <o Velagolja Lendtudg
ban lithaté alakzatot, hogy a) Melyik transzformacié esetén igaz, hogy min-

a) azold egyenes képe a piros egyenes legyen; den pont képének a képe az eredeti pont?

b) a piros egyenes képe a zold egyenes legyen; b) Melyik transzformdci6 esetén igaz, hogy min-

¢) az6ld egyenes képe dnmaga legyen; den egyenes képének a képe az eredeti egyenes?

d) a csillag képe 6nmaga legyen?

72. lecke | SZERKESZTESEK

145



EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK
A GYAKORLATBAN

Raadas

CSOPORTMUNKA

Fedezzétek fel, melyik egybevagosagi transzformacié ismerhet6 fel a kovetkez6 példakban!
Az abrakat vedd fel a fiizetedben!

1 s Kétkistelepiilés (A és B) kozelében egyenes orszagut fekszik.
a) A két telepiilés kozott 0sszekotd utat épitenek. Milyen hosszu ez az ut, ha a lehetd legrévidebbre tervezik? (A négy-
zethalé km-beosztdsu.)

Az orszagut mentén megallot épitenek a tavolsagi busz szamdra. Hol legyen a megalld, hogy

b) a B telepiiléshez a legkézelebb legyen? Mekkora ez a tavolsag? Mekkora tavolsagra van a megalld az A telepiiléstSl
ebben az esetben?

c) az A-bol B-be vezet, a megallot is érinté ut hossza a legrovidebb legyen? Mekkora ennek a legrévidebb ttnak

a hossza?
1. eset II. eset B
Lot
0(51’%/ P %{)&
A o
A
B

2 s Egy foly6 két partjan van két falu: A és B. Hova épitsék WA
a hidat, hogy

a) A-hoz alegkozelebb legyen;

b) A-bdl alegrévidebb uton lehessen B-be jutni?

c) A hidépités magas koltségei miatt csak a folyopartra
merd6leges hidat épitenek. Hova épitsék a hidat, hogy
a legrovidebb uton lehessen A-bdl B-be jutni?
(Gondold végig azt az esetet, amikor a telepiilések
a folyoparthoz képest ugyanigy helyezkednek el, de

sokkal keskenyebb a foly6. Majd kezdd el fokozato-
san novelni a folyd szélességét!)

3 = A piros biliardgolyéval kell eltalalni a feketét ugy, hogy
a piros golyd mds golyohoz nem érhet hozza, de a bi-
lidrdasztalnak a rajzon lathato két fala is hasznalhato. O
Hany megoldasa van ennek a problémanak? Q
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4>

A gbzmozdonyok kerekét csuklos szerkezettel hozzak for-
gasba. Ennek leegyszertsitett valtozata lathatd az abran.
A C, pont a mozdonykerékhez van rogzitve, a C, pont pe-
dig a dugattyarad végéhez. A merev hajtérad a C, és C,
pontok koriil is elfordulhat (csuklds szerkezet).

A mozdonytesthez rogzitett hengerben a dugattya csak
»vizszintesen” mozoghat.

a) Milyen mozgast végez a dugattyd, ha hatdsara a C, pont

360°-ot fordul az O koriil?

b) Szerkeszd meg a dugattyt két szé&ls6 helyzetét a henger-

ben! Mekkora a két széls6 helyzet tavolsaga? (Segit az
O, C,, C, és D pontok megszerkesztése!)
c) Szerkeszd meg a dugattyd helyzetét abban az

esetben, amelyben az OC, merdleges az OC,- dugattyd-

henger

re! Igaz-e, hogy a dugattyu ekkor éppen ,,fél-

uton” van a két széls6 helyzete kozott?

mozdonykerék
5 s Egy gémeskat miikodésének harom mozzanatat
mutatjak az dbrak.
S
~
E. 2m
@ > A
g g g \
10 0 0
N N N
vy
g
1m 1m n 1m
o
g
8 E E |«
— — v —
o o v o
v
1,5m 1,5m 1,5m

Az 4gas a kut szélét6l 1 m-re van a f6ldbe allitva, ezen a gém (vizszintes) forgastengelye 2,5 m magasan van a foldtél.
A gémnek a kut folé belogo része a forgastengelyt6l mérve 2 m hosszu, a kit 3 m-nél mélyebb, szélessége 1,5 m.

a) Milyen magasan van a talajszint felett V az els6 helyzetben?

b) Milyen mélyen van V a talajszint alatt a harmadik helyzetben?

c) Szerkeszd meg a masodik abrdn azt a palyat, amelyen a V mozog, amig az els6 helyzetbdl a harmadik helyzetbe jut!

@ Szerkeszd meg ezt a feladatot egy szamitogépes szerkeszt$ programmal, pl. a GeoGebra programmal!

6>

\\\llll//
(Kompetenciamérés, 2013) \\\ 7 ’

N\ 7/
Anna a fodraszndl ilve az elStte 1év6 titkkorben meglatta a faliora titkkorképét, és rogton 3 “
tudta, hogy nem fogja elérni a 20 perc mulva kezd6d6 mozifilmet. = =
Az 6ra titkorképe az abran lathatd. = =
a) Hany orakor kezdddik a mozifilm? /;/ \\Q\
7/

b) Rajzold le, mit lathatott a tiikkorben a fodrasz 3 ora 12 perccel korabban?
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BEVEZETO

Vannak-e szimmetrikusak az alabbi képeken felismerhet6 négyszogek kozott? Ha igen, milyen szimmetridkat talalsz?

A négyszogek csoportositasa

konvex négyszog konkav négyszog
(minden szoge kisebb egy egyenesszognél) (van olyan szoge, amelyik nagyobb egy egyenesszognél)

Minden négyszogre igaz: a bels6 szogek dsszege 360°.

Tengelyesen szimmetrikus négyszogek

hurtrapéz deltoid
- az alapoktdl killonboz6 két oldal egyenld, ezek a sza- - két-két szomszédos oldala egyenld;
rak; - két szemkozti szoge egyenld;
- az egy alapon fekvé szogek egyenldk; — az atléi merdlegesek egymasra;
- a szemkozti szogek sszege 180°; - a szimmetriatengelyen 1év6 atlé felezi a masik atlot
- az atlok egyenl6é hossztak, a szimmetriatengelyen és a deltoid két szogét.

metszik egymast;
- van olyan kor, amelyik mindegyik csucsan atmegy.
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Kézéppontosan szimmetrikus négyszog: paralelogramma.

— két-két szemkozti oldala egyenld;

- két-két szemkozti szoge egyenld;

- két-két szemkozti oldala parhuzamos;

- a szomszédos szogek Osszege 180°;

— atldi felezik egymast.

A szimmetrikus négyszdgek csoportositasa

hurtrapézok

paralelogrammak

l ;

N s N

téglalapok

s

rombuszok

deltoidok

/N

négyzetek

FELADAT

1 5 A szimmetrikus négyszogeket szemléltetd abra

alapjan dontsd el, melyek igazak az alabbi kijelen-
tések koziil!

A:

g2

Minden rombusz deltoid.

B: Minden téglalap rombusz.

C: Van olyan téglalap, amelyik rombusz.
D:
18

Minden négyzet paralelogramma.

Minden tengelyesen szimmetrikus trapéz para-
lelogramma.

Ha egy négyszog kozéppontosan is és tengelye-
sen is szimmetrikus, akkor az téglalap.

Ha egy tengelyesen szimmetrikus trapéz kozép-
pontosan is szimmetrikus, akkor az téglalap.

: Minden négyzet deltoid.

73. lecke | SZIMMETRIKUS NEGYSZOGEK
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s

Van olyan téglalap, amely paralelogramma.
Van olyan deltoid, amely paralelogramma.

2 = Egy haromszog oldalai 36 mm, 77 mm és 85 mm

hosszuak.

a)
b)

c)

Igazold, hogy a haromszog derékszog!
Titkrozd a haromszoget az atfogd felezépontja-
ra. Milyen sikidomot alkot egytitt a két harom-
sz6g? Mekkora a teriilete?

Titkrozd a hdromszoget az atfogd egyenesére!
Milyen sikidomot alkot egyiitt a két hdrom-
sz0g? Mekkora a teriilete? Milyen hossztak az
atloi?
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3 = Hanyféle olyan négyszég van, amelynek két egy-

mas melletti oldala 24 mm, a masik ketté pedig
35 mm hosszu?

4. = Egy 5 cm sugaru kor két parhuzamos hdrjanak

hossza 6 cm, illetve 8 cm. Sorban 6sszekotjiik a két
har négy végpontjat. Milyen négyszoget kapunk?
A hurok kétféleképpen helyezkedhetnek el a kor-
ben, ezért kétféle négyszog keletkezhet. Készitsd el

S 8cm
K

az dbrakat a fizetedben!

o 6em
S
2
8 cm

a) Van-e a két négyszognek szimmetriatengelye?

Ha van, akkor melyik egyenes?

HAZI FELADAT

150

1 s Bence szobdjaban olyan a parketta, hogy harom

egyforma parkettadarabot az dbra szerint helyeztek
el, majd az igy kapott nagyobb ,,paralelogramma”
ismétlodik.

8 cm
>

C,

13

Bence azon gondolkodik, hogy milyen egybeva-

gosagi transzformaciéval viheték at egymasba
a paralelogrammak. Adj meg olyan egybevagdsagi
transzformaciot (vagy tobb, egymas utdn elvégzett
transzformaciot), amelyik

a) az 1. jeldta 2. jeltibe;

b) az 1.jelit a 3. jeltibe;

c) a3.jeliita 2. jelibe viszi at!

Y

Y

Y

Y

b) Mekkora tavolsagra van a két parhuzamos hur
a kor kozéppontjatol?

c) Mekkora a két parhuzamos hur tavolsaga?

d) Mekkorak a négyszog ismeretlen oldalai?

Legyen az ABCD paralelogramma BD atl6ja merd-
leges az AD oldalra. A paralelogramma A-nal lev
szoge 60°. Az AB oldal hossza 5,2 cm. Keresd meg
a nevezetes haromszoget az abran! Ennek tulajdon-
sagai alapjan szamold ki a kovetkezéket:

D C
6(A\>\
A B

a) Milyen hosszt a BD 4tl6?

b) Milyen hosszt a paralelogramma tobbi oldala?

¢) Mekkora a paralelogramma teriilete?

d) Milyen hosszu a paralelogramma két magas-
sdga?

Szerkessz hurtrapézt a fizetedben, ha a korilirt
korének sugara 2,5 cm, hosszabbik alapja 4,5 cm,
rovidebb alapja pedig 3 cm hossza! Hany kiilon-
boz6 (azaz nem egybevago) trapéz szerkeszthet$?

4,5 cm

Egy rombusz beirhat6 kére 1,8 cm sugart, hosz-
szabbik atloja 8,2 cm. Szerkeszd meg a rombuszt!

Szerkessz olyan hurtrapézt, amelynek a 6 cm-es
alapjan fekvé szogei 60°-osak, és a szarai 2 cm hosz-
szuak! Mekkora a rovidebb alapja? Hany szabalyos
haromszogre bonthaté ez a trapéz?

EGYBEVAGOSAG, NEGYSZOGEK



RAADAS

1 . Igaz vagy hamis?
A helyes vélaszhoz tartozo szot ird be a keresztrejtvény megfeleld sordbal A fiiggdleges oszlop egy hires magyar festé
vezetéknevét rejti. Ki 6?

Igaz Hamis

H tgyszog téglalap, akkor atloi me- M .
a egy négyszog téglalap, akkor atl6i me ATLO SZOG

rélegesen felezik egymast.

Az eltolds mindig el6dllithato két, egymas-

sal parhuzamos egyenesre val6 tilkrozés KONVEX — TRAPEZ
egymasutanjaval.

Ha egy alakzatot egy O pont koriil forga-

tunk +60°-kal, majd a képet elforgatjuk O

koriil +120°-kal, akkor a két forgatds utdni ~ CSUCS OLDAL
kép kozéppontosan szimmetrikus az ere-

deti alakzatra.

Ha egy kort eltolunk egy olyan vektorral,

amelynek hossza megegyezik a kor sugara-
B e DELTOID TENGELY

val, akkor az eredeti kornek és a képének

pontosan egy kozos pontja lesz.

Van olyan deltoid, amelynek pontosan B} N

. . KEP KOR

3 szimmetriatengelye van.

2 . A tangram egy 6si kinai kirakoéjaték. A jaték célja: 7 ,,tangramkd” segitségével
kirakni kiilonb6z6 alakzatokat, illetve megfejteni, hogy egy megadott alakzat-
ban hogyan helyezkednek el a kovek. A jatékhoz 7 ,k8” sziikséges, amelyek
egy négyzet feldarabolasaval keletkeznek. Ezt mutatja az abra. A kovek egyik
oldalat beszamoztuk, az egyforma szamok egybevago alakzatokat jelolnek.

a) Melyik tangramkdnek van egynél tobb szimmetriatengelye?

b) Az aldbbi dbra a ,kutya” alakzatot abrazolja, illetve azt, hogyan lehet ki-
rakni tangramkovekbdl. Melyik tangramké az, amelyet mindenképp a be-
szamozott oldalaval lefelé kell forditani ahhoz, hogy kirakhassuk a ,,kutya”
alakzatot?

i

c) Rakjkiaz 6sszes tangramké felhasznaldsaval paralelogrammat, hartrapézt, téglalapot! (Ha nincs tangramkészleted,

vagd ki kemény papirbol az alakzatokat!)
d) A tangram kirakoéjatékhoz tobb killonleges feladvany kapcsolddik. Ezek kozé tartozik a ,,két szerzetes paradoxona’,
illetve a ,,torott vaza paradoxon”. Nézz utana az interneten, hogy melyik feladvanyokat nevezik igy!
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BEVEZETO

A képen egy elészoba padldjanak szokatlan, de érdekes
mintdja burkolatat latjuk. A térbeli hatast kiilonboz6 szi-
nt és allast rombuszok lerakasaval érték el. Ezek a rom-
buszok mind egybevagok, szogeik 60, illetve 120 fokosak.

KIDOLGOZOTT FELADAT

152

1. Egy rombusz alakd jrdlap atléinak
hossza: 16 cm és 30 cm. A hulla-
dékot nem szamitva kb. hany a4 a

15 cm

ilyen jardlap kell egy 6 m2-es
fiirdgszobapadlé  burkolasa-

hoz? \

8 cm 8 cm

15 cm

Megoldds
El6szor szamitsuk ki egy rombusz teriiletét!
Tudjuk, hogy a rombusz atléi merélegesek egymasra, és
kolcsonosen felezik egymast, igy a rombuszt 4 egybevago
derékszogli haromszogre osztjak fel.
15-8

Ezért a rombusz tertlete: T = 4 - 5 = 240 (cm?2).
A 6 m2-es (60 000 cm?) fiirdészobahoz — hulladék nélkiil -
60 000

240

= 250 darab jarolapra lesz sziikség.

NEVEZETES NEGYSZOGEK TERULETE

Megvaltoztathatjuk a térhatast kiilonb6z6 rombuszok
igyes alkalmazasaval, példaul igy.

Ha egy ,,szokasos”, téglalap alaku helyiséget akarunk igy
burkolni, akkor tisztdban kell lenniink a rombuszok ol-
dalainak, atléinak, magassaganak és teriiletének viszo-
nyaival.

2 . Szamitsuk ki az el6z6 feladatban szereplé rombusz
magassagat!

Megoldds

El6szor szamitsuk ki a rombusz oldaldnak hosszat!

A Pitagorasz-tétel értelmében:

a’=15%+8%=225+64 = 289 = 17°, tehat a rombusz
oldala: a = 17 (cm).

N

17 cm

A rombusz teriiletét az oldal - magassig képlettel is kisza-
mithatjuk:

T=a-m

240 = 17 - m,

ebbdl a magassag m = 240 : 17 =~ 14,12 cm, ezt kell tehdt
figyelembe venni, amikor az egymas mellé elhelyezhet6 ja-
rélapok szamat kalkulaljuk.

EGYBEVAGOSAG, NEGYSZOGEK



Tekintsiik at a nevezetes négyszogek teriiletérdl tanultakat!

négyzet téglalap paralelogramma trapéz

a a a
a a b b M, b "
a :
- . a a a
T=a T=ab T=a-m, T:(a—i—zc

FELADAT

1 5 Szamitsd ki az aldbbi alakzatok teriiletét! 3 5 Egy rombusz keriilete 48 cm. Lehet-e a teriilete
a) a) 48 cm? c) 0,1 cm?
b) 150 cm?; d) 144 cm??
f0a?
1 10em Ha lehet, akkor mekkora a rombusz magassaga?
§ b) 4 5 Két szomszédos telek hatarvonaldt az abra szerint
D~

modositani kellett. Hiny m2-rel valtozott a telkek

tertilete? (Szaggatott vonallal az eredeti, folytonos-

3em[A 4em /o) 7cm sal az Uj hatarvonalat jeloli az dbra.)

a) 2m

-/

\

25 m

2cm Zm
b) 0,5m
2 5 Szamitsd ki a trapéz, a deltoid és a paralelogramma -/ %
tertiletét! \

37 m
o

-/

c)

9,8 cm

150°

30 dm
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KIDOLGOZOTT FELADAT

<

3. Egy kiilonlegesen nagy csoki csomagoldsa egy egyenes hasabot formdaz, amelynek

keresztmetszete szimmetrikus trapéz (lasd a rajzot). A csoki hosszusaga 25 cm,
a trapéz méreteit az dbran lathatod. Hany cm” a csokisdoboz kiils felszine? Véla-
szodat cm®-ben, egészre kerekitve add meg!

10
Megoldds

A doboz kiilsé felszine négy téglalapbdl és két trapézbdl dll. A téglalapok egyik oldala 25 cm, a masik oldala pedig a trapéz
valamelyik oldala. Igy ezek teriiletei 6sszesen: T; =5-25+6-25+5-254+10-25=25- (5+ 6+ 5+ 10) =25 26 =650 (cm?).
A szimmetrikus trapéz teriiletének kiszamitasahoz sziikségiink van a magassagara. Ha a rovidebb alap végpontjaibol meg-
hazzuk a magassagvonalakat, a trapéz madsik alapjat felosztottuk egy 6 cm-es kozépsd, és két azonos hosszisagu, 2-2 cm
hosszu szakaszra. Igy mindkét oldalon kapunk egy-egy derékszogii haromszoget, amelynek egyik befogéja 2 cm, atfogdja
pedig a trapéz szara, vagyis 5 cm. 6

A magassdg Pitagorasz-tétellel kiszamithat6: m* = 5> — 2° = 25 — 4 = 21.
Ebb6l m = 4,58 cm.
A trapéz teriilete: T, = % - 4,58 = 36,64 (cm?).

A doboz felszine tehat: T, + 2T, = 723,28 cm® = 723 cm”. 2 6 2

HAZI FELADAT

154

1 5 Szamitsd ki a négyszogek tertiletét!
j \ 60 m

N //%m

27 cm 120 m

(1)
Y

Egy 60 cm-es és egy 40 cm-es nadszal felhasz-
nalasaval deltoid alakd papirsarkanyt készitiink.
(A nadszalak a deltoid 4tléi.)

a) Mekkora lesz a sarkany tertilete?

b) Mekkora lesz a sarkany keriilete, ha a nadszalak

27 cm

felezik egymast?
c) Mekkora a sarkany kertilete, ha a 40 cm-es
2 5 Egy (egyenes hasib for- 0 cm nadszal felezépontja a 60 cm-es nadszélat 2 : 1
mdju) badog virdglada ke- aranyban osztja két részre?

resztmetszete hurtrapéz.

§
S
A ldda hossza 1,2 m. ”

w08

4 5 Afiirdszobaban 3,6 m?-es részt szeretnénk mozaik-
T lapokkal burkolni. Erre még 5%-ot ra kell szamita-

a) Hany m? a viraglada kiils6 felszine? nunk f‘ daralmlals(oi(l’l:or T(Selk, & anYag}lilba mlatt:?
b) Héany m2 anyagot kellett felhasznalni a készitésé- a) Hany m?-re kell burkoldanyagot beszerezni?

hez, ha a gyartas soran a rendelkezésre allé ba- b) 10 cm oldald, rombusz alaki mozaiklapokat

dog 20%-a hulladék lett? vesziink, amelyek hegyesszoge 60°-os. Hany da-

rabra van sziikségiink?

EGYBEVAGOSAG, NEGYSZOGEK



EMELT SZINT

1. Két szomszédos telek hatirvonalat az dbra szerint A kovetkezd feladatokban hasznald Héron képletét!
modositani kellett. Hogyan valtozott a telkek tertile- (Héron képletét megtaldlod az 50. leckében)

te? (Szaggatott vonallal az eredeti, folytonossal az 4j

hatarvonalat jeléli az &bra.) 2 . a) Egy paralelogramma oldalai 24 cm és 18 cm hosz-

szuak, egyik 4tldja 12 cm. Szamitsd ki a teriiletét!

b) Egy paralelogramma 4tl6i 24 cm és 18 cm hosz-

szuak, egyik oldala 12 cm. Szamitsd ki a teriiletét!

3. Egy trapéz alapjai 50 cm és 10 cm, szdrai 37 cm és
13 cm hossztiak. Mekkora a teriilete? Segit az abra!

10 cm

10 cm

50 cm

4  Egy szimmetrikus trapéz (hurtrapéz) hosszabbik
alapja 44 cm, szarai 17 cm-esek, atldi 39 cm-esek.
Mekkora a teriilete?

RAADAS

Fizikusok kedvelt médszere bizonyos mennyiségek értékének megillapitdsdra, hogy az sebesség

adott jelenséget leird fliggvény grafikonja alatti teriiletet vizsgaljak. Példaul egyenes vo-

nald egyenletes mozgas esetén — egy bizonyos t idépontig vizsgalédva — a gorbe alatti

terlilet mérészama megegyezik a megtett ut nagysaganak mérészamaval. s=vit

4

A gondolatmenet kiterjeszthetd olyan mozgasokra is, ahol a sebesség valtozik, ennek el-
méleti hatterével és gyakorlati modszereivel az integrdlszdmitds foglalkozik.

Egyenletes gyorsulasnal a sebesség nagysaga egyenletesen valtozik, ilyenkor a gorbe alatti A sebesség (m/s)

teriilet trapéz. A grafikonon bemutatott mozgds esetén pl. a trapéz ,alapjai” 4 és 9 egy- 9 |---------------—=

4+9
ség hosszuak, ,,magassaga” 10 egység, ezek alapjan a teriilet pedig T = - 10 = 65,

a megtett Ut tehat ebben az esetben 65 m.

10 ids (s)
Trapézokkal kozelithet szinte barmilyen tetszoleges ,,gorbe alatti” teriilet. Minél tobb tra- ~ Asebesség
pézt hasznalunk, annal pontosabban tudjuk becsiilni a tényleges teriiletet.
id6

74. lecke | NEVEZETES NEGYSZOGEK TERULETE 155



75 GYAKORLAS

FELADAT
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1 5 Az abran egy sokszoget allitottunk 6ssze két négy-
zetb6l és két haromszogbol.

a) Hany oldalu ez a sokszdg, és hany 4tldja van?

b) Van-e szimmetriatengelye, szimmetria-kozép-
pontja?

c) Mennyi a belsd szogeinek osszege?

d) Mekkordk az oldalai, a szogei, és mekkora a leg-
hosszabb atlja?

e) Mekkora a keriilete és a teriilete?

Egy rézlemez konvex deltoid alakt. Az oldalainak

N
Y

a hosszasaga 13 cm és 8 cm. A két rovidebb oldal
merdleges egymasra.

>

a) Mekkorak a deltoid atloi?

b) Mekkora a rézlemez teriilete?

c) Legalabb hany szazalék a hulladék, ha téglalap
alakd lemezbél vagjak ki a deltoidot?

a) Megrajzoltuk az abra szerinti paralelogramma

()
Y

atlojat. Mekkora az « és a 52 Milyen hossza
a megrajzolt atl6?

§LP
%

~

60° /a
16 cm

b) Az ébra szerint harom részre bontottuk a para-

lelogrammat. Mekkordk a keletkezett harom-
szogek szogei és oldalai?

8 cm

c) Mekkora a paralelogramma teriilete?

4 = Egy hurtrapéz hosszabbik alapja és atldi is 6 cm
hossztiak. Az atlok merélegesek egymasra.
a) Szerkeszd meg a trapézt!
b) Mekkorak a trapéz szogei, mekkora a keriilete
és a tertilete?

—

N

5 s Az ABCD trapéz atldinak felezOpontjai E és F.
Milyen hosszt az EF szakasz, ha a trapéz két alapja
aés b?

D b c
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HAZI FELADAT

1 s Szerkessz konvex deltoidot a fiizetedben, amelynek

atloi 4 cm, illetve 6 cm hosszuak, egyik szoge 120°-
o0s, a masik harom szoge ettdl kiillonbo6z6! Hany kii-
16nb6z6 (azaz nem egybevagd) deltoid szerkeszt-
het6? Mekkora ezeknek a teriilete?

2 5 Egyrombusz révidebb atloja 7,2 cm, hosszabb atlo-

ja 9,6 cm hosszd. Szamitsd ki a rombusz keriiletét
és teriiletét!

RAADAS

1.

Az ABCD deltoid oldalai 4 cm és 6 cm hossztisa-
guak, a két 4 cm-es oldal kozott pedig 60°-os szog
van. A deltoidot az atléival négy haromszogre
bontottuk. A haromszogek koré irhaté korok ko-
zéppontjai egy négyszoget hataroznak meg. Mek-
kora ennek a négyszognek a teriilete és a kertilete?

75. lecke | GYAKORLAS

3 s Egy konvex deltoidnak egyetlen derékszoge és

egyetlen 60°-0s szoge van.

a) Mekkora a deltoid masik két szoge?

b) Mekkora lehet a deltoid keriilete és teriilete, ha
két oldala 18,4 cm hossza?

N

\/

4 s Az ABCD négyszog két oldala parhuzamos, a ma-

sik kett6 egyenld, de nem parhuzamos.

D C
IS
5 : 3
g/ |E %
o

“ 39 mm

a) Szerkeszd meg ezt a négyszoget!
b) Sorold fel a tulajdonsagait!

c) Mekkora az ismeretlen oldal?
d) Mekkora a négyszog teriilete?
e) Mekkorak a négyszog atloi?

Négy egyforma rudat csuklokkal egymashoz kap-
csolunk, majd az utolsé szabad végét az elsd szabad
végével illesztjiik dssze. Igy egy olyan keretet kapunk,
amely mindig rombusz alaku, de csuklokkal mozgat-
hat6. Egyik radjat a talajon tartjuk. Milyen pélyan
mozog a rombusz atléinak metszéspontja, mikozben
a keretet mozgatjuk?
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Raadas

FELADAT

1 5 Egy szokokut medencéje négyzet ala-
ka talapzaton all. A talapzat koré — az
abra szerint — szabdlyos nyolcszog alak-
ban szeretnének diszburkolatot épiteni.
A talapzat oldalai 3 méter hossztak.
Mekkora a diszkével boritand6 vizszin-
tes feliilet?

2 = A Malajzia févarosaban, Kuala Lumpurban felépiilt Petronas
ikertornyokat a modern épitészet egyik csodajaként tartjak
szamon. A tornyok alaprajzdhoz — az egymasba kapcsolodo
négyzetekhez és korokhoz — az orszag uralkodo vallasa, az isz-
lam épitészeti stilusa adott ihletet.

Szerkeszd meg a bemutatott alaprajzot egy 15 cm oldalt négyzetbdl

kiindulva!

= — Forgasd el a négyzetet a k6-
zéppontja koriil 45°-kal!

- Kosd 0Ossze a két négyzet
csucsait, igy egy szabalyos
nyolcszoget kapsz!

— Szerkessz olyan koroket,
amelyeknek kozéppontja a
két négyzet egy-egy oldala-
nak a metszéspontja és érin-
tik a nyolcszog oldalait!
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3 3 Azasztalos 6sszecsukhato étkezdasztalt készit. Az asztal kinyitva a kiils6 téglalapot formazza,
felére dsszecsukva és elforditva pedig a belsé téglalapot. A kinyitott asztal hosszabbik oldala

180 cm, rovidebbik oldala 120 cm.

a) Hany fokos szoggel kell elforgatni a kettéhajtott asztallapot?
b) Hova kell szerelni a csapszeget, amely koriil a félbehajtas utan elforgatjuk az asztallapot?

HAZI FELADAT

A hézi feladatok a Petronas tornyokkal kapcsolatosak.
A kérdések arra az alaprajzra vonatkoznak, amelyet
a tanora 2. feladatdban leirt médon, 15 cm oldalt négy-
zetbdl kiindulva kaphatsz.

1 5 Mekkordk a ,kiils6” szabalyos nyolcszog oldalai?

(Figyeld meg a narancssarga hdromszogek olda-
lait!)

2 5 Mekkora a ,,kiils6” szabalyos nyolcszog két szem-
kozti oldala kozotti tavolsag?

Raadas | ERDEKES FELADATOK

3 s Mekkora a ,,bels6” szabdlyos nyolcszog két szem-
kozti cstcsa kozotti tavolsag? (Figyeld meg a zold
haromszoget!)

4 s Mekkora a korok sugara?

5 s Mekkora a kicsinyitett alaprajz teriilete?

15 cm
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Raadas 2 S
LAKASFELUJITAS

PROJEKTMUNKA

Megadjuk egy lakas alaprajzat. A méreteket cm-ben adtuk meg, a belsd falak vastagsaga mindenhol 10 cm, a helyiségek
magassaga 265 cm. Az alaprajzon ferdén rajzolt falak mindenhol 45°-os szoget zarnak be az oldalfalakkal.

Egy csaldd lakasfelujitast tervez. A helyiségek egy részét parkettdzni kell, mds részére jarélapokat raknak, a falak mentén
szegélyléceket kell lefektetni, a falakat és a plafont pedig ki kell festeni.

Dolgozzatok fel, hogy az alaprajzbdl kiindulva mely munkéhoz mennyi alapanyagra lesz sziikség, és mekkora koltséggel jar
mindez Osszesen. Az alabbi feladatokban szerepld informaciokat hasznalhatod a munkddhoz, de ha szeretnéd, 6nall6an is
utana nézhetsz az anyagkoltségnek. A szamitasok sordn kerekithetsz vagy becsiilhetsz is, ezzel a szamolas menetét is meg-

koénnyitheted.
520 470
Szoba 1
[l
0
[N}
(=}
<
<t
f=l
(o)}
(=}
2 Héstartis -
o iG] Filirdészoba
helyiség
400 30 100 30 190 220
Parkettazas

1 5 A két haloszobaba egyforma, vilagos szint laminalt parkettat szeretnének lerakni.
a) Mekkora a lefedendé teriilet?
b) Egy csomag parkettabdl 2,24 m2-t lehet lefedni. Hany csomagot vegyenek, ha 5% hulladékkal szamolnak?
c) A vilagos parketta ara 2100 Ft/csomag. Mennyit fognak fizetni?
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2 5 A nappalit s6tétebb szini parkettaval szeretnék burkolni. Ez 1,96 m?/csomag kiszerelésben kaphato.
a) Mennyit vegyenek, ha itt is 5% hulladékkal kell szamolni? (A szamolashoz felhasznalhatod, hogy egy r sugaru kor
teriilete kozelitoleg 3,14 - r°.)
b) A s6tétebb parketta csomagja 2600 Ft. Mennyibe fog keriilni ez a fajta parketta?

3 5 A parketta és a falak talalkozasat szegélyléccel szoktak letakarni.
a) Hany m szegélylécet vegyenek a két szobdhoz és a nappalihoz dsszesen? (Vigyazat! Az ajtokiiszoboknél és a jard-
lapozott részeken nem kell szegélyléc!)
b) Mennyibe keriil ez 290 Ft/m aron szamitva?

Jardélapok

4 5 A héztartasi helyiségbe és a konyhapult koré jarélapot terveznek.

a) Hany m? jardlapra lesz sziikség?

b) A jardlapok 33 x 33 cm-esek, és 9 db van beldliik egy csomagban, igy minden csomag 1 m? teriilet burkolasara
alkalmas. Egy csomag, tehat 1 m? jarélap dra 2900 Ft, de a csomagokat nem lehet megbontani. Hany csomagra lesz
sziikség, és mennyit kell majd fizetni értik?

c) Egy burkolomester azt javasolta, hogy néhany lapot vagjanak szét 4 egyforma széles csikra, és épitsenek beléle ,,1a-
bazatot”, azaz ragasszak fel korben a burkolt tertilet szegélye mentén a falra. Hany plusz lapra lesz ehhez sziikség?

5 5 Ugyanilyen moédon (labazattal) burkoljék a fiirdészobat és a WC-t. Oda olyan jérélapot vélasztanak, melybdl egy
csomag jardlap 1 m? lefedésére elég, és az ara 3200 Ft. Hany csomag jarolapra lesz sziikség, és ez mennyibe keriil?

6 5 Akéthdlészobét szeretnénk egyforma szintre festeni. Az ajték 1,8 m®, az ablakok pedig egyenként 1,3 m” feliilettiek.
Mekkora falfeliiletet kell 6sszesen befesteni?

7 5 Az Osszes helyiségben fehér szintre festjiik a mennyezetet. Mekkora ez a feliilet 6sszesen?

8 5 A két szobaban a mennyezeten kérbe gipsz diszlécet szeretnének felrakni. Hany darab 2 m hosszua diszlécet kell
venniiik?

9 5 A mellékhelyiségeket is kifestik, de oda nem tesznek diszléceket. Hany m?2-es falfeliilettel szamoljanak?
A nappalival most nem foglalkozunk, azt szakemberrel fogjuk tapétaztatni.

10 s Afestéket 101 térfogatu vodrokben hozzak forgalomba, egy vodérben 9,51 festék van. 1 m2-re kb. 0,1 liter festék kell.
Hany vodor festéket kell vennitik?

1.1 5 Egy vodor festék ara 6830 Ft, egy szal (2 m) diszléc ara 1230 Ft. Mennyibe fog keriilni a festék és a diszlécek?
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1 = Mi jellemzi a nevezetes négyszogeket? Ird be a
tablazat megfelel6 celldiba azoknak a tulajdonsa-
goknak a sorszamat, amelyek az adott tipusu négy-
szogre biztosan igazak!

trapéz
huartrapéz
paralelogramma
deltoid

rombusz
téglalap

négyzet

1. atloi egyenld hosszuak

2. atldi felezik egymast

3. atléi merélegesek egymadsra

4. van két egyenl6 hosszu oldala
5. van két egyenl6 nagysagu szoge
6. kozéppontosan szimmetrikus
7. tengelyesen szimmetrikus

8. konvex

Vegyél fel egy trapézt, melynek hosszabbik alapja

10 cm, rovidebbik alapja 5 cm, rovidebbik szara

5 cm, és az alapokon fekvé egyik szoge derékszog.

a) Tikrozd a trapézt a hosszabbik 4tl6 felezépont-
jaral

b) Tiikrozd a révidebbik 4tlé egyenesére!

c) Hatarozd meg, hogy az a) és b) esetekben mek-
kora a titkorkép és az eredeti sikidom kozos ré-
szének tertilete?

5cm

10 cm

3 5 (2008. évi érettségi feladat
nyoman)
a) Az aldbbiak kozil me-
lyik transzformaciok vi-
szik 6nmagaba az abran
lathatd,  sugarveszélyt
jelzo tablat?
A 60°-0s elforgatas a tabla kozéppontja koriil

B 120°-os elforgatds a tabla kozéppontja koriil
C kozéppontos tiikkrozés a tabla kdzéppontjara
D tengelyes titkrozés a tabla kozéppontjan és a
tabla egyik csticsan atmend tengelyre
b) Nézz utana, mit jelent az, hogy sugarveszély!

4 s Az A telepiilésrél a B telepiilésre szeretnénk eljutni
ugy, hogy kozben 2 km-t tszunk a folyoban. Me-
lyik a legrovidebb ut?

*B

‘&\

5 s Egy hurtrapéz egyik alapjanak a hosszusaga 15 cm,
a szarai 9 cm-esek, a koriilirt korének dtmérdje is
15 cm.
a) Mekkordk az 4tloi?
b) Mekkora a magassaga?
¢) Mekkora a masik alapja?

15 cm
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TUDASPROBA

41 = Egy hdromszog oldalainak hosz- c) Tiikrozd a trapézt tengelyesen a révidebbik atlo
sza 14 mm, 25 mm és 25 mm. Ezt egyenesére! Mekkora a titkorkép és az eredeti sik-
a haromszoget tiikrozzitk mind- idom kozos részének teriilete?
hérom oldalfelez8 pontjara. A ha- és 2
romszog és a hdrom tikorképe & % 3 s Egy rombusz egyik tompaszogii csticsabol meghtiz-
egyiitt egy sokszoget alkot. tuk a magassagot. Ez a magassag felezi a szemkozti
a) Hany oldal ez a sokszog? oldalt. Mekkorak a rombusz szogei?
b) Hény szimmetriatengelye van? T
c) Mekkora a teriilete? 4 s Egy deltoid két szoge A
105°-0s, egyik szoge
2 5 Vegyél fel egy derékszogu trapézt, melynek magassa- 60°-0s. Hosszabb oldalai
ga 4 cm, és két alapja 5 cm, illetve 8 cm hosszu. 10 cm hossztak. B D
a) Tikrozd a trapézt tengelyesen a hosszabb atld a) Milyen hossztiak az
egyenesére! Milyen sikidom a tiikorkép és az ere- atloi?
deti sikidom ko6zos része? Mekkora a kertilete? b) Mekkora a tertilete?
b) Tiikrozd a trapézt kozéppontosan a hosszabbik atlo c) Milyen hosszu a két
felezGpontjara! Milyen sikidom a tiikérkép és az rovidebb oldal? W
eredeti sikidom koz0s része? Mekkora a teriilete? ¢

RAADAS

1.

Egy bilidrdasztalon az egyik atléval parhuzamosan el-
inditok egy biliardgolyét. Hova fog érkezni a biliard-
golyd, miutan mind a négy oldalon visszaver6dott?
Valaszodat indokold! (Az asztal téglalap alakd, a visz-
szaver6dések tokéletesen rugalmasak, a golyé nem az
asztal kozepérdl és nem a legszélérdl indul ugy, hogy
utja soran nem esik bele egyik lyukba se.)

(Kompetenciamérés, 2011)
A kozlekedésben néhany jarmd (ment6k, rendérség, tlizoltok) elején specialis felirat lathato. Ezt a feliratot a jarmtve-
zet6k a visszapillanto tiikorbél tudjak elolvasni anélkiil, hogy hatrafordulnanak.
a) Melyik felirat van elhelyezve egy ttizoltéautd elején?
A) B) C) D)

TUZOLTOSAG LQXNOI'LO2YC DAROTIONUT DYSOLTIOZAL

b) Milyen feliratotkészitsena RENDORSEG, haazt szeretné, hogy eztaszot olvassék a vezetéka visszapillantétitkdrben?

76. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA
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Egy derékszogli haromszog befogdinak hossza
4,2 cm és 2,3 cm.

a) Tiikrozd a haromszoget a hosszabbik befogo fele-
z6pontjara!

b)

c) Milyen sikidomot hatiroz meg egyiitt az eredeti

Tiikrozd a haromszoget az atfogoéral!

és a tiikorkép a két esetben?

Egy 3,5 cm oldalu szabalyos haromszoget forgass el
60°-kal az egyik csucsa koriil. Milyen sikidomot ha-
taroz meg az eredeti haromszog és a képe egytitt? Mi-
lyen hossztak az atl6i?

Vegyél fel a fiizetedben két metsz6 egyenest, e-t és
f-et, és az egyeneseken kiviil egy P pontot! Forgasd el
P koriil az e egyenest ugy, hogy a képe

a) f-fel parhuzamos legyen;

b) f-re mer6leges legyen!

Egy 4,4 cm oldalu négyzet egyik cstcsa A, kozép-
pontja O. Told el a négyzetet az OA vektorral! Mek-
kora teriilett a két négyzet kozos része?

Egy paralelogramma egyik szoge 45°-os, oldalai
8 cm és 3 cm hosszuak. Told el a paralelogrammat
egy 3 cm hossz(, a paralelogramma egyik oldalaval
parhuzamos vektorral! Mekkora az eredeti és az eltolt
paralelogramma éltal lefedett teriilet, ha

a) a vektor a révidebb oldallal parhuzamos;

b) a vektor a hosszabb oldallal parhuzamos?

Vegyél fel a fiizetedben két metszé egyenest és egy
olyan szakaszt, amely egyik egyenessel sem parhuza-
mos! Told el a szakaszt ugy, hogy végpontjai az egye-
nesekre essenek! Hany megoldas van?

Vegyél fel a fiizetedben egy 2,5 cm sugart kort és egy
4 cm hosszt szakaszt! Szerkeszd meg a korben azt
a 4 cm hossza huart, amely parhuzamos a szakasszal!
Hany megoldas van?

Szerkessz egy négyzetet! Egyik oldalanak felez6pont-
ja legyen P. Tiikrozd P-t a négyzet csucsaira!l Milyen
négyszoget hataroznak meg a kapott pontok?

10>

11>

125

135

145

Egy hdromszog egyik szoge 30°-os, masik szoge
80°-0s. A haromszog beirhat6 korének kozéppontjat
tilkrozzitk a hdromszog oldalegyeneseire. A kapott
pontok a haromszdg cstcsaival egyiitt egy hatszoget
hataroznak meg. Mekkorak a hatszog szogei?

Az ABCDEF konvex hatszogrél tudjuk, hogy az
ABDE és a BCEF négyszogek paralelogrammak. Bi-
zonyitsd be, hogy a CDFA négyszog is paralelogram-
ma!

Egy haromszog stlypontjat tiikrozziik a haromszog
oldalfelez6 pontjaira. A kapott pontok a haromszog
csucsaival egylitt egy hatszoget hataroznak meg. Bi-
zonyitsd be, hogy a hatszog kozéppontosan szimmet-
rikus!

Egy deltoidban két szemkozti szog nagysaga 52° és
116°. Mekkora szdget zarnak be az atlok az oldalakkal?

Hat szabalyos haromszdg oldalai 25 mm-esek. Allits
oOssze beldliik egy olyan sokszoget, amely

a)
b)
c) tengelyesen szimmetrikus, de kozéppontosan nem;
d)

kozéppontosan is, és tengelyesen is szimmetrikus;
koézéppontosan szimmetrikus, de tengelyesen nem;

sem tengelyesen, sem kozéppontosan nem szim-
metrikus!

(Erettségi feladat, 2008)

Melyik allitas igaz, melyik allitds hamis?

A Haaz ABCD négyszog téglalap, akkor 4tloi felezik
egymast.

B Ha az ABCD négyszog atloi felezik egymast, ak-
kor ez a négyszog téglalap.

C Ha az ABCD négyszog nem téglalap, akkor atléi
nem felezik egymast.

EGYBEVAGOSAG, NEGYSZOGEK
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18>

20>

21>

22>

(Erettségi feladat, 2008)

Melyik allitas igaz, melyik allitds hamis?

A Minden rombusznak pontosan két szimmetria-
tengelye van.

B Minden rombusznak van két szimmetriatengelye.

C Van olyan rombusz, amelynek pontosan két szim-
metriatengelye van.

D Nincs olyan rombusz, amelynek négy szimmet-
riatengelye van.

Egy téglalap szomszédos oldalainak hossza 12 cm és
16 cm. Mekkora a téglalap kortlirt korének sugara?

(Erettségi feladat, 2010)

Egy hurtrapéz egyik alapjanak hossza 7 cm, ezen az
alapon fekvé szogei 60°-osak. A szarai 4 cm-esek.

a) Szamitsd ki a masik alap hosszat!

b) Szamitsd ki a trapéz teriiletét!

Egy rombusz egyik oldala 14 cm hosszu, egyik szoge
120°-o0s.

a) Milyen hosszu a hosszabbik atléja?

b) Mekkora a teriilete?

(Erettségi feladat)

Egy négyzetet az egyik oldalaval parhuzamos két
egyenessel harom egybevago téglalapra bontunk. Egy
ilyen téglalap keriilete 24 cm. Héany cm” a négyzet te-
riilete?

Az ABCD konvex négyszoget atldival négy harom-
szogre bontottuk. Milyen négyszoget hatdroznak meg
a haromszogek koré irhatd koreinek kozéppontjai?

Hény szazalékkal nagyobb a 3 cm oldalhosszusagu
négyzet teriilete, mint annak a 3 cm oldalhosszisagu
rombusznak a teriilete, melynek egyik sz6ge 60°-0s?

A féutvonalat jelz6 tabla 60 cm x 60 cm nagysagu,
élére allitott négyzetet formaz. A fiigg6legesen behu-

zott atlé mentén a kiilsé fekete sav az 4tlo 21—0 részéig

tart, a kozbiils6 fehér sav pedig az atlo % részéig.
Szamitsd ki a tablan talalha-

t6 hdrom tartomany (a kiilsé

fekete sdv, a kozbiilsé fehér

sav és a kozépso sarga négy-

zet) teriileteinek aranyat!

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

23>

24 >

25>

26 >

27 >

28 >

Egy hurtrapéz alapjai 16 cm és 12 cm hosszuak, ma-
gassaga 8 cm hosszu.

a) Mennyi a teriilete?

b) Milyen hossziak a szarai?
c)
d)

e)

Mennyi a kertilete?

Milyen hossztak az 4tl6i?

Kétilyen hirtrapézt egymas mellé illeszthetiink gy,
hogy egy paralelogrammat kapjunk. Készits abrat!
f) Mennyi a paralelogramma tertilete és keriilete?

Az dbra szerinti trapézban CE parhuzamos DA-val.
A BE szakasz 4 egység, a trapéz kozépvonala 5 egység
hosszt. Milyen hossztak a trapéz alapjai?

C B

D E A

Az ABCD paralelogramma A cstcsahoz tartozé ma-
gassaga felezi a CD oldalt. BC oldal hossza 4,7 cm.
Milyen hosszti az AC atl6?

Egy trapéz egyik szoge 40°-0s. A 40°-0s szogbdl hu-
zott atldja a trapézt két egyenld szard haromszogre
bontja. Mekkora lehet a trapéz tobbi szoge?

Egy hurtrapéz hosszabbik alapja és atl6i is 6 cm hosz-
szuak. Az atlok merdlegesek egymasra.

a) Mekkorak a trapéz szogei?

b) Mekkora a trapéz kertilete és tertilete?

Az abra szerinti ABCD négyzetben AM = AB, és az
MK szakasz meréleges az AC atlora. A négyzet oldala

12 cm.
D C
M
K
A B

a) Milyen sikidom az ABKM négyszog?

b) Tiikrozd az M és K pontokat a BD atlé egyenesére,
legyenek az igy kapott pontok M és K’. Milyen sik-
idom az MM 'K'K négyszog? Mekkora a teriilete?

c) Mekkora az ABK haromszog teriilete?
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Raadas

I. Rejtvények

13 Néhény oszlopban az dsszes karikét szinezd pi- 2 5 Kosd 6ssze az azonos bettiket, de csakis a négyzetek
rosra gy, hogy minden sorban pontosan egy kézéppontjan at vizszintesen és fiigg6legesen hala-
karika legyen piros! dé, egymast nem metsz6 vonalakkal!

O OO A
OO B
O

OO

O
O O B
O 1O

OO

3. 2 Szamkeresztrejtvény

Vizszintes: a) Egy primszdm négyzete. e) A fiiggbleges j) és a fiigg6leges
k) legnagyobb kozos osztdjanak a fele. f) Egy négyzetszam kobe. h) A viz-

szintes a) négyzetgyoke. j) Szimmetrikus négyzetszam (jegyei forditott
sorrendben is ugyanazt a szamot alkotjak). m) A fiiggéleges i)-nél 1-gyel
nagyobb szam. n) A vizszintes h) 6tszorése. o) A vizszintes m)-nél 1-gyel
nagyobb szam négyzete.

Fiiggoleges: a) 8-cal kisebb a legkisebb olyan természetes szamnal, amely

2-vel osztva 1-et, 3-mal osztva 2-t, 4-gyel osztva 3-at, 5-tel osztva 4-et, |m n

6-tal osztva 5-6t ad maradékul. b) Szamjegyeinek Osszege 29. ¢) Prim-

szam. d) A fiiggbleges k) egyik primtényezdje. g) A vizszintes m) és a viz- °

szintes o) szorzatanak négytizede. i) A fligg6leges d) kétszerese. j) A flig-

gbleges k) forditottja. k) A vizszintes j) négyzetgyoke.l) A vizszites
m) legnagyobb primtényezdjének tobbszorose.
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Il. Fejtorék

13 Gondolj egy szémra, adj hozzé 2-t, szorozd meg 6-tal, adj hozza 9-et, oszd el 3-mal, vegyél el beléle 7-et, oszd el
2-vel! Igy megkapod azt a szdmot, amelyre gondoltal. Miért?

23 Gondolj egy szémra, adj hozza 5-6t, szorozd meg 2-vel, vegyél el bel6le 20-at, adj hozzé 9-et, szorozd meg 3-mal,
vond ki a gondolt szdém 6-szorosabol! Igy 3-at kapsz. Miért?

3 3 Hérom szoba koziil az egyikben kincs van, a mésik kett6ben pedig egy-egy tigris. A szobék ajtajan szerepl ha-
rom felirat koziil legfeljebb egy igaz. Melyik szobaban van a kincs, ha a feliratok a kovetkezok:

S
Y

Hatarozd meg azt a legnagyobb szamot, amelyben a harmadik szamjegyt6l kezdve minden szamjegy az el6z6
két szamjegy Osszege!

o
Y

A 4 cm oldaltl négyzetnek 16 cm? a teriilete és 16 cm a kertilete. Van-e még egy olyan téglalap, amelynek annyi
négyzetcentiméter a teriilete, ahany centiméter a keriilete? A téglalap oldalainak hossza csak egész centiméter lehet.

6 N Egy szabélyos sakktébla bal alsé sarkabdl elindul egy babu. Balazs és apa 1épteti vagy vizszintesen jobbra valahdny
mez6t, vagy fliggblegesen felfelé valahdny mezét. Az nyer, aki a jobb felsd sarokba lép. El8sz6r Balazs 1épett, és ak-
kor apa azt mondta, hogy Balazs maris vesztett. Honnan tudta apa, hogy ha 6 jol jatszik, akkor Balazs nem nyerhet?

~
Y

Csongor elokészitett 56 gyufaszalat. Balazzsal ezekbdl felvaltva vesznek ki 1, 2 vagy 3 darabot. Az nyer, aki az
utolsot veszi el. Balazs azt éllitotta, hogy 6 biztosan nyer, ha Csongor kezdi a jatékot. Ezt Csongor csak azutan
hitte el, hogy Baldzstdl 5-szor kikapott. Mi lehet Balazs triikkje?

8 3 Csongor egy gyufit kidobott, maradt 55 darab. Kivéncsi volt, igy is megveri-e az dccse. Baldzs valtig éllitotta,

hogy igen, de akkor neki kell kezdenie a jatékot. Csongor beleegyezett. Balazs az elsé huizasnél 3 gyufat vett el.
Ezutdn pedig mindig Gjra Balazs gy6zott. Miért?
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39.lecke: 1.a) X. b) A; K; X. ¢) H;N; Z. d) A E; Ly M;

N; Z.e) A; E; H; T; X. f) nincs. 2.a) e || ii L fii L g

b) 5 =130°% 7 = 50°% & = 130°. 4. nagymutat6: 240°; kis-
mutatd: 20°. 5. 20°. 6. a) 130° 65°; 50°; 25°. b) Egyallastak
példdul S és e. Véltoszogek @ és A. Kiegészit6szogek 4 és ¢.

40. lecke: 1. 180°; 60° 135°% 105°; 120°; 360°. 2. igaz;
hamis; igaz; igaz; hamis; hamis; igaz; igaz. 3. a) 22,5°% 45°%
67,5°. 4. 150°. 5. a) ECD; ADE; BEA; CAB; DBC. b) EAT;
EAC; ABP; ABD; BCQ; BCE; CDR; CDA; DES; DEB.

¢) AD = BD (2 kék + 1 z6ld szakasz), AD-vel és BD-vel
szemkozti szogek egyenlSk. d) a) és b) részben: 36°; 36°
108°; ¢) részben: 36°; 72°% 72°. 6. 40°s 50°. 20° és 70°.

41.lecke: 1. a) 37,5.b) 12,5. ¢) 6. d) 4,5 és 8. e) igaz.
2.a) nem. b) igen. 3. 112 m; 6696 m?. 4. oldalak: 28 cm;

45 cm; 53 cm.

42.lecke: 1. 13,5 cm. 2.a) 11,8 dm. b) 10,4 m. ¢) 11,4 m;
9,87 m. 3. a) szabalyos haromszog; oldala kétsze-

rese az eredetinek. b) 6,9 cm. 4. két lehetéség van;

CD = 4(v/6 ++/2) vagy CD = 4(v6 —2).

43.1ecke: 1. b) ¢) a cm-ben lemért tavolsag 0,2-szerese adja
meg km-ben a tévolsagot. d) pl. cérna segitségével.

2. 2,60 cm; 5,2 cm. 3. 4,24 m; 5,66 m. 4. a) BC; CG; DC. /
AB; AD; DH; BF; FG; GH. | AE; EF; EH.b) AB; AD; AE;
BG; BF. | EF; DC; EH; DH; FG; CG. / GH. ¢) AB; BC; EF;
BF; FG; GH; DC; CG. | EH; DH; AD; AE. 5. (7; 7).

44. lecke: 1. a) 3,3 cm. b) 9,8 cm; 3,2 cm. 2. a) 9,66 cm.

3.48 cm. 4. 5 cm sugart koncentrikus kor.
45.lecke: 1. a) 2,31 cm; 1,15 cm. b) fele. 2. nincs. 3. 3,19 cm.

46. lecke: 1. a) igen. b) igen. c) igen. d) nem. 2. a) 4,2 cm.
b) 1,4 cm; 2,8 cm. ¢) 4,85 cm. 3. a) 32,5 cm; 28 cm; 16,5 cm.
b) 43,28 cm; 58,38 cm. 4.a) 9 mm. b) 9v/2 mm. ¢) 18 mm.
d) 93 mm. e) 9v/2 mm.5. kozépvonalak: 21 cm; 14,5 cmy
14,5 cm; stlyvonalak: 20 cm; 33 cm; 33 cm.

47. lecke: 1. a) igaz. b) hamis. ¢) igaz. d) hamis. e) igaz.

f) igaz. g) igaz. h) igaz. 2. a) mindkét egyenestdl (e és f)
kisebb, mint 3,5 cm tavolsagra 1év6 pontok. b) K ponttol
nagyobb, mint 3 és (ugyanakkor) P ponttdl legfeljebb 2
egység tavolsagra 1év6 pontok. ¢) B ponttdl valo tavolsaga
legalabb 2 km és ugyanakkor B-hez kozelebb 1év6 pontok,
mint A-hoz. d) K ponttdl 6 egység tavolsagra 1év6 pontok,
melyek az e egyenest6l legfeljebb 1 egység tavolsagra van-
nak. e) K ponttdl 6 egység tavolsagra 1év4 pontok, melyek
legalabb olyan tavolsagban vannak f egyenestdl, mint e
egyenestOl. 3. 1375 méter. 4. két eset van: 13 cm vagy 27 cm.
5. a Pitagorasz tétel segitségével: pl. 1 egység befogdju
egyenlészart derékszogli haromszog 4tfogoja (v'2 egység),
illetve a 2 egység oldalhosszlisagu szabalyos haromszog

magassga (v'3 egység).

49. lecke: 1. 2,95 cm. 3. a) a Thalesz tétel és az egyenldsza-
ru derékszogl haromszog tulajdonsagainak felhasznalasa-
val. b) a téavolsdgok: 25+/2; 25v/2; 2510 .

4. a) hegyesszogl, mert 6° + 8% < 9°. b) 4,5 cm (a Thélesz
tétel megforditdsa miatt). 5. a) lasd el6z6 feladat. b) része.

b) igaz.

50. lecke: 1. 72 dm? 16 dm% 62,4 m?. 2. a) 8 cm és 6 cm.
b) 24 cm?. ¢) 2,4 cm. 3. 33,33%. 4. a) 13,9 m és 10,4 m.
b) 83,1 m*. ¢) 52,3 m. 5. ~102 m*.

51.lecke: 1. 6,93 m; 14,73 m. 2. a) 25° 65°. b) 8 cm.
3.a) 16,37°% 73,63°. b) 69° 111°. ¢) 85°. d) nincs ilyen.
4.21,25 cm® 5.a) 13 km. b) 21,2 km. ¢) 5,5 km. d) 15°.
6. Segit a pontok megtalalasaban, ha berajzoljuk a BC
oldal felez6merd&legesét, és az A kozéppontd 1 cm sugart
kort. 7. 180 cm”’. 8. a) 14,5 m.

52. lecke: 1. Novekvd pontszamhoz tartozé gyakorisagok:

15 4; 35 3; 2; 55 5; 3; 3; 1; relati isagok: 15 25 1
3; 3;2; 5; 55 3; 3; 1; relativ gyakorisagok 30° 15° 10
1. 1.1.1, 1, 1

10°15° 6 6° 10° 10° 30" 2. a) gyakorisagok: 4; 1; 2; 3;
4; 4; 3; 1; 1; 1; 1. b) gyakorisagok: 4; 5; 7; 10; 14; 18; 21;
22;23; 24, 25. Relativ gyakorisagok: 0,16; 0,25; 0,28; 0,40;
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0,565 0,72; 0,84; 0,88; 0,92; 0,96; 1,00. 3. a) ~ 0,14; =~ 0,13;
=~ 0,15.b) = 0,16; = 0,1. ¢) =~ 57; =~ 0,13.

53. lecke: 1. relativ gyakorisagok: 0,00; 0,00; 0,00, 0,25; 0,40;
0,33; 0,43; 0,505 0,56; 0,60; 0,64; 0,67; 0,62; 0,64; 0,67; 0,62.

150 120 90 .
2. 270 = 0,5556 és —=— 270 =~ 0,4444. 4. 270 =~ 0,3333;

135 _ 45
570 =0,5és —— 270 0,1667.

54. lecke: 1. a) 0. perc Kévespuszta; 11. perc varos széle
(piros lampa); 15. perc Alsévaros, 15-16. perc varako-

zas; 20,5 perc piros lampa (allitélagos baleset); 24. perc
leszallas. b) Alsévarosndl megallt; 15-16. perc kozott véara-
kozott, hasonlé tempdban lassitott, mint az el6z6 piros

lampanal. ¢) varakozott a busz egy percen keresztiil.

d) 2-3. perc kozott atlépte a 70 % megengedett sebes-

séget. 2. a) Januartol juliusig novekedett, juliustdl decem-
berig csokkent. A novekedés mértéke sszességében
kisebb, mint a csokkenésé. Janudrhoz képest decemberben
olcsobb lett. b) A) a) -60; b) —93. B) a) majus—junius: 11;
b) aprilis—majus: 3. c) atlagos: % ~ 4,67. C) a) oktdber—
november: —40; b) augusztus-szeptember: -2;

c) atlagos: —12. D) pontosan nem allapithat6é meg.

Ft ; november 20. ~ 240 —— Ft
liter liter

3.a)B.b)C.c) C.d) B.

Mijus 17. = 305 ———

Rdaadas lecke: 2. a) 248; 216; 315,6; 277,6 (ezer Ft).
d) 1,5 millié Ft vagy ennél tobb. 3. a) igaz. b) igaz. ¢) hamis.
d) igaz. e) igaz.

55. lecke: 1. a) 130; 260; 520; 650; 780; 910; 1040; 1170; 1300.
b) D=1{1;2;3;4;56;7;8;910} = {x €Z| 1 < x < 10}
R={130x|x€Z1 < x < 10} 2.a) D, = [-3; 4],

D, ={-2;—1;0;1;2}, D, = [-2; 5]. b) R, = [-3; 4];
R,={-2;0; 1} R.={4}.¢) c.d) b ésc. 3. a) 20; 30; 50; 70;
80; 100(s). b) D = {100; 150; 250; 350; 400; 500};

R = {20; 30; 50; 70; 80; 100}.

56. lecke: 1. a) linedris fiiggvény. b) kb. 0,1 litert. ¢) id6-
tartam = 10 - mennyiség. d) 15 perc. e) 1,5 liter.

2.b) Ha a pontokra egyenest illesztiink, akkor 300 forint-
nal. Ez jelenti az alapdijat. ¢) Zérushelye nincs, negativ

valdsak esetén nem értelmezhetd a feladat a sz6vege miatt.

57.lecke: 1. a) 0,5 cm. b) % cm-rel. ¢) teljesiti az y = 3x
kapcsolatot, azaz 1,5 = 3 - 0,5. d) teljesiti az y = 4x kapcso-
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latot, azaz 2 = 4 - 0,5. 2. Mindegyik a nemnegativ szamok

halmaza.

58.lecke: 1.b) f,(x) = 0,5- x5 f,(x) =1 x; f3(x) = 1,5 x.

) 0,5; 1; 1,5. 2. a) m, = —0,25; m, = —1; m_ = —2.
b) f,(x) = —0,25x; f,(x) = —x; f.(x) = —
¢) f,(x) = —0,25x + 3; f,(x) = —x + 3; f.(x) = —2x + 3.

3. a) f parhuzamos c-vel; a parhuzamos e-vel. b) d, c és f

egyenesek. c) c és fegyenes 4. a) % b) igen.

59.lecke: 1.a) 0 < x < 4 esetén Kisgézzal, x = 4 esetén

1

mmdegy, 4 < xesetén,7 x 7 -tel. b) tallér illetve >

1 _1
d)yKlsgaz 2x+1;y7><7_zx+2'

e) 2,848 6,8 km utan a Kisgaznal 2,4; 3,4 és 4,4 tallért;
a,7Xx7’- nél 2,7; 3,2 és 3,7 tallért. f) 6 km, illetve 8 km.
3.f(x)= ——x—3 h(x)=—-2x—-3

2
4.y= —x+

tallér. c) = 1lletve

- —x 3; g(x) =

25a)

60. lecke: 2. a) —4,5 és 4,5. b) —1,5. 3. minimumbhelyek: — %;
2¢és1.4.a) (—6;4) és (—3;2). b) az a hely (elsé koordinata),
ahol megegyezik a két fiiggvény értéke (masodik koordina-

ta).5.a) f(x)= i~x+3 vagy f(x)= —%'x—.%‘.
b) f(x)= |- 5w+ 2| vagy ()= |35 2
o) f(x)=|-3 x+1]|vagy f(x)=]3-x—1].

61. lecke: 2. a) és c) lehet. 3. a) biztos. b) lehetetlen.
c) lehetséges. 4. a) f: R" = RY, f(x) =|x]|.
b) f:R" = Ry, f(x) =|x]|. 6. a) igaz. b) nem igaz.

62. lecke: 1. f: legkisebb értéke —1; legnagyobb értéke 1.
g legkisebb értéke —1; legnagyobb értéke 8. h : legkisebb
értéke nincs; legnagyobb értéke nincs. 2. a) legkisebb
nincs, legnagyobb 3; 4, illetve 2,5. b) legnagyobb 3; nincs,
illetve 2,5. Legkisebb 0; 0, illetve nincs. 3. a) legnagyobb 3;
nincs, illetve 3. Legkisebb —1; —1; —1.

b) legnagyobb 1; 1; 1. Legkisebb —3; nincs, illetve —3.

¢) legnagyobb 3; nincs, illetve 3. Legkisebb 0; 0; 0.

63. lecke: 1. a) A; C. b) 1024; 64; 29—5. ¢) —15 és 15; nincs

megoldas; —g és g 2.a) 14.b) 29. ¢) 90. 3. a) rajta van:

B; D; G. b) rendre: 0; 7,84; 26,01; 144. ¢) rendre: 0;
V2,8 =~ 1,67; V5,1 ~226; /12 =~ 3,46.
4.4=v16 < V19 <25 =5;

7=v49 <57 <64 =8;

232,7°C.b) rendre 18 F; 9 F; 1,8 F.
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9 =481 <+93 <100 = 10 a négyzetgyoktiiggvény
szigord monoton névekvé tulajdonsagat hasznaltuk.
5.a) 5.b) 8. ¢) 30.

64. lecke: 1. a) 38 tallér. b) 8 tallér. ¢) 18 kilométer. e) 16
kilométernél kisebb tavon. 2.a) y=—x+7,0<x < 7.

b) T(x) = x(7 — x). ) (3; 4), illetve (4; 3) koordinatdju
pontok esetén a teriilet 12 teriiletegység.

3.a) =~ 26 667 forint. b) D = [0; 11]; R = [50; 130];

¢) Nem, csak szakaszonként linearis. 4. a) B.

b) 40 g 0,69 zed, 80 g 1,02 zed, egyiitt 1,71 zed;

120 g 1,75 zed, tehat kiilon jobban megéri.

65.lecke: 1.a) x=12.b) x=—1.¢) x;, = —1;x,=0;x; = 1.
d)xl=—1;x2=4.2.a)x1=—1;x2=l.b)x=&.

3
3. 3 perc mulva.

66. lecke: 1. a) —1 < x.b) minden valds szam. ¢) x < 0,75.
22)x <25.b)x<1.¢)x<1.d)x=<33.2<x=<5;
valds szamok esetén végtelen sok, természetes szamok

esetén harom. 4. legalabb 11 050 Ft, legfeljebb 132 250 Ft.

Raadas lecke: 1. a) k = hatarid6énaplok szama;

s = nyaklancok szama. b) 3,5k + 2,8(42 — k) Ft.

c) k = 17,71. d) 4-féle. 2. 30 lehetdség van, a 1étszam lehet
121;122; 1235 ...;149; 150. 3. a) =2 < x < 4.b) x < —2 vagy
x>4.¢)x < —2vagyx = 4.4.a) x < 0,75vagy 2,5 < x.

b)—% <x < %.5.—3<x<—2vagy—1 <x <0.

67.lecke: 1.a) 1 és —5.b) 0,3 és —4,3. ¢) —2. d) nincs
megoldas. 2. a) |3x — 7| = 4 vagy |-3x+ 7| = 4.

b) [2x+ 4|=2.¢) —|x|=—3.3.2) 45¢é5 1,5.b) 2 és 6.
¢)0és4.d)3.4.a)26és0.b)5és—5.5.a) 0 < «x.
b)x < 0.¢c)x=0.

68. lecke: 2. ¢c.3. y = %x— % 6.a) 1.b) 0; 1;2; 3; 4; 5.

¢) 3; —1; d) nincs megoldasa.

69. lecke: 1. C. 6. Haromszoget (mely hasonl6 az eredeti-
hez). 7. Az adatoktdl fiiggden legfeljebb 6 megoldds lehet.

70. lecke: 1. Egyenl6ek d és e, u és v; ellentettek a és w, b és
¢; egyenl6 hossztak de nem egyallastuak példaul a és v.
3.a) igaz. b) egy. 4.b) AB; AC vagy AD vektorok vala-
melyikével. 5. A és D, B és F. 6. a) végtelen. b) Amikor az

eltolas vektora merdleges az egyenesre, hossza megegyezik

a B pont és az egyenes tavolsagaval. c) végtelen.

71. lecke: 1. Egyenl6szart haromszoget; deltoidot. 2. AB a
kor atmérdje. Ekkor P'P egy AB-re meréleges hir. 3. Elto-
lassal. 4. b) 60°-os forgatéssal.

72. lecke: 1. ¢) teriilete 21 cm?, keriilete =~ 19,86 cm.

2. a) Tengelyes tiikrzés van, tengelye BC felezémerdlege-
se. Kozéppontos tiikrozés van, kozéppontja a BC szakasz
felez6pontja. Forgatas van, kozéppontja a BC szakasz fele-
zbépontja. Eltolds van, vektora az AC vagy a CA vektor.
b) Tengelyes titkkrozés nincs. Kézéppontos titkkrozés van,
kozéppontja a BC szakasz felez6pontja. Forgatas van, ko-
zéppontja a BC szakasz felezOpontja. Eltolas van, vektora
az AC vagya CA vektor. ¢) Tengelyes titkrézés nincs.
Kozéppontos tiikrozés nincs. Forgatas van, két 1ényege-
sen kiilonb6z6 médon: egyik kozéppont a BC szakasz
felez6merdélegesének és az AD szakasz felez6merdlege-
sének metszéspontja, masik kozéppont az AC szakasz
felez6merdélegesének és a BD szakasz felezomerdlegesének
metszéspontja. Eltolds nincs. 3. b) A forgatas kozéppontja
a B pont, a forgatas szoge 90°. 6. Visszajutunk a kiindulasi

korhoz a), b) és c) esetben, a) és b) esetben pontonként is.

Rdaadas lecke: 1. 1. eset. a) 5,39 km. b) B-t6l 2,24 km,
A-tdl 4 km. ¢) 5,39 km. II. eset a) 2,83 km. b) B-t6l 2,24 km,
A-t6l 3 km. ¢) 4,47 km. 2. a) A-bol mer6legest bocsajtunk
a folyora. b) AB egyenesén. ¢) A-t toljuk el a foly6 széles-
ségével, a folyora merdlegesen B felé. A'B kimetszi a folyd
szélét jelentd egyenesbdl a hid helyét. 3. Harom megoldas
van. 5. a) 0,732 m. b) 2,73 m. 6. a) 7:30-kor. b) Nagymuta-

t6 két perccel a 12-es utan, kismutaté majdnem a 8-asnal.

73.lecke: 1. Hamis: B, E és F. 2. b) Téglalap. 2772 mm”.
¢) Deltoid. 2772 mm®. 3. Végtelen. Lehet sokféle konvex
vagy konkav deltoid is. 4. Szimmetrikus trapéz. a) Igen.
b)3cm;4cm.c)7 cm; 1 cm. d) 7,07 cm; 1,41 cm.

5.a) 4,50 cm. b) 2,6 cm; 5,2 cm; 2,6 cm. ¢) 11,71 cm?
d) 2,25 cm; 4,50 cm.

74.lecke: 1. a) 35 cm®. b) 20 cm”. ¢) 12 cm”. 2. 227,2 cm’;
42,3 m% 750 dm?. 3. a) lehet, 4 cm. b) nem lehet.

¢) lehet, 0,0083 cm. d) lehet, 12 cm. 4. a) nem viéltozott.
b) 18,5 m?-rel. ¢) 13 m*-rel.
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75.lecke: 1. a) 6; 9. b) Szimmetriatengelye van. ¢) 720°.

d) 10 cm; 5 cm; 8,66 cm; 120°% 150°; 90° 19,3 cm.

e) 47,3 cm; 143,3 cm”’. 2. a) 11,3 cm és 17,4 cm. b) 98,3 cm”.
¢) 50%. 3. a) 30% 90° 13,86 cm. b) a baloldali: 60°, 60° és
60°; minden oldala 8 cm; a jobboldali: 30°, 30° és 120°,
oldalai 8 cm, 8 cm és 13,86 cm; a kzépsd: 60°, 30° és 90°;
oldalai 8 cm, 16 cm és 13,86 cm. ¢) 110,9 cm”. 4. b) 112,5°%
112,5% 67,5°% 67,5°. Keriilete 17,7 cm; teriilete 18 cm®.
5.9,12 cm? 13,12 cm.

Raadas lecke: 1. 5,9 m”. 2. a) 90°-kal. b) Egymésnak meg-
felelé csticsokat dsszekotd szakaszok felezomerdlegeseinek

metszéspontjaba.

A FELADATOK VEGEREDMENYEI

Raadas lecke: 1. a) 20,135 m>. b) 10. ¢) 21 000 Ft.

2.a) 16.b) 41 600 Ft. 3.a) ~42 m. b) 12 180 Ft.

4.a) kb. 9 m’. b) 9 csomag; 26 100 Ft. c) 8. 5. 10 csomag;
32 000 Ft. 6. kb. 61,5 m”. 7. 70 m>. 8. 14 darab.

9. kb. 56,6 m* 10. 3 doboz. 11. 37 710 Ft.

76. lecke: 1. trapéz: 8; hurtrapéz: 1, 4, 5,7, 8;
paralelogramma: 2, 4, 5, 6, 8; deltoid: 3, 4, 5, 7;

rombusz: 2, 3,4, 5, 6, 7, 8; téglalap: 1, 2,4, 5, 6, 7, 8;
négyzet: 1,2,3,4, 5,6, 7, 8. 2. ¢) mindkét esetben 25 cm”.
3.Bés D. 4. A-t toljuk el 2 km-rel a folyé mentén, s ekkor
keressitk meg a folyot érint6 legrévidebb utat.

5.a) 12cm. b) 7,2 cm. ¢) 4,2 cm.
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A programok telepitése elott gy6z6djiink meg a hasznalati jogosultsagrol!

1. Abrazoljuk a GeoGebra program segitségével (ingyenes matematikai program, letdlthetd a www.geogebra.org oldal-
rdl) a valés szamok halmazan értelmezett x +— ax + b linedris fuggvényt! Vizsgaljuk, hogyan valtoznak a fiiggvény
tulajdonsagai az g, illetve a b értékének véltoztatasaval!

Segitség

- Hozzunk létre egy-egy csiiszkdt a, illetve b névvel, allitsuk a lehetséges értékeiket a vizsgalni kivant eseteknek meg-
felel6en.

- Definidljuk az f fiiggvényt az f(x) = ax + b képlettel (vagy az y = ax + b képlettel egy egyenest, amelyik az f fiiggvény
grafikonja). Ekkor a program a csuszkan beallitott aktualis értékeknek megfeleléen megrajzol egy egyenest.

- Valtoztassuk a csuszkak értékét és figyeljiikk, hogyan valtozik a fiiggvény grafikonja (az egyenes meredeksége, illetve

az y tengelyen 1év6 metszéspontja).

2 . Figyeljikk meg a GeoGebra program segitségével, hogyan valtozik meg egy f fiiggvény grafikonja, és hogyan valtoz-
nak meg a fiiggvénytulajdonsagok, ha ttériink az | f| vagy a —f figgvényre!

Segitség

— Hozzunk létre egy-egy csiiszkdt a, illetve b névvel, ezek felhasznélasaval definialjuk az f(x) = ax + b fuggvényt!

~ A parancssorba g = abs( f) utasitést irva tudjuk létrehozni az | f| fiiggvényt. Ugyanitt tudjuk definidlni h = —f pa-
ranccsal a —f fliggvényt.

— Megtehetjiik ezt masfajta, linedris fiiggvénytdl kiilonboz6 fiiggvények esetén is.

3. Vizsgiljuk a fiiggvény zérushelyét, szélséértékét (és monotonitasat) a Graph program segitségével! (Ingyenes ma-
tematikai szoftver, letoltheté a www.padowan.dk oldalrél.) A program tobbek kozott magyar nyelvli meniivel is
futtathato, a kivant nyelvi kornyezet a Szerkesztés = Bedllitdsok (angol nyelv(i kornyezetben az Edit = Options) me-

niipontban valaszthaté ki.

Segitség

- A programban a Fiiggvény = Fiiggvény besziirdsa meniipontban adjuk meg a fiiggvény hozzarendelési szabalyat és
a fliggvény értelmezési tartomanyat, tigyelve a szintaxisra (példaul tizedes pontot kell hasznalnunk, a négyzetgyokfiigg-
vény neve sqrt(), az abszolutérték-fiiggvény neve abs(), a hatvanykitevét az AltGr+3 billentytikombindcié lenyomasat
kovetden lehet beirni, pl. igy: xA5)! Allitsuk be a grafikon szinét, vonalvastagsagat!

- Jeloljiik meg a vizsgalni kivant fliggvényt és inditsuk el a Szdmitdsok meniipontban a Szdmitds-t. Ekkor megjelenik egy
segédtablazat (jellemzden a képernyd bal als6 részén).

- A segédtablazatban az Illesztés legordiil6 meniijében kivalaszthatjuk, hogy milyen vizsgalatot szeretnénk. Példaul
a zérushely kereséséhez az ,x tengelyhez” sort kell valasztani. Ezutan a kivalasztott fiiggvény grafikonjan egérrel kat-
tintva a zérushely kozelében, a program azonnal Kiirja a segédtablazatban a zérushelyet (és a ,,zérushelyhez” tartozé
helyettesitési értéket, tovabba az adott helyen az els6 és mdasodik derivalt értékét is, ha ezek léteznek).
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4 . Egyenlet és egyenl6tlenség (grafikus) megoldasara akar a Graph, akar a GeoGebra program is hasznalhato.

Segitség

Egyismeretlenes egyenlet, egyenlétlenség megoldasa:

— Abrézoljuk a kivélasztott program segitségével az egyenlet bal, illetve jobb oldalén 4116 kifejezéssel definidlt fiiggvé-
nyeket (a megfelel$ értelmezési tartomanyon).

- Ha az egyenlet egyik oldalan a 0 4ll, akkor olvassuk le az abrazolt fiiggvény zérushelyét; ha nem, akkor az abrazolt két
fiiggvény metszéspontjanak (metszéspontjainak) els6 koordinatdja adja az egyenlet megolddsat.

- Az egyenlet megolddsanak ismeretében az egyenlétlenség megoldasa értelemszertien adodik.

5 . Keressiik meg a haromszogek nevezetes pontjait, vonalait a GeoGebra program segitségével!

Segitség

- Vegytink fel a sikon hdrom pontot, A-t, B-t és C-t. A Sokszog ikon segitségével megrajzolhatjuk az ABC haromszoget,
ha sorba kattintunk az A, B, C és végiil Gjra az A pontra.

- A pontokat definidlé ikonok alatt taldljuk a Felezépont ikont. A nevezetes ponthalmazokat létrehozé ikonok kozt
talaljuk azokat, amelyek segitségével egy adott pontbol egy egyenesre merdlegest allithatunk, szakaszfelezé merdlegest
vehetiink fel, szogfelezdt rajzolhatunk. Kort rajzolhatunk pl. a kdzéppont és egy keriileti pont megadasaval.

- A Mozgatds ikonra kattintva tudjuk valtoztatni az objektumokat. Kattintsunk a Mozgatds ikonra, majd az egér gomb-
jat lenyomva tartva mozgathatunk a sikon egy pontot. Ekkor a ponttal egyiitt elmozdul az 6sszes olyan objektum is,
amelyet ennek a pontnak a felhasznaldsaval hoztunk létre. A haromszog csticsainak mozgatasaval megfigyelhetjiik, hol
helyezkednek el killonb6z6 haromszogek esetén a megszerkesztett nevezetes pontok, vonalak.

6. A geometriai transzformaciok tulajdonsagainak vizsgalata torténhet GeoGebra program segitségével is.

Segitség

- Adjuk meg a transzformaciod jellemzd adatat (a tiikrozés/ forgatas kozéppontjat, vagy a titkrozés tengelyét, vagy az
eltolas vektorat) és a transzformalni kivant pontot (vagy akar egy egész sikidomot, esetleg egy kiils6 forrasbél importalt
képet).

- A meniisor alatt talalhaté ikonok koziil gorditsiik le a transzformdciés ikont, vélasszuk ki a kivant transzformaciot,
kattintsunk ra. Ekkor az ikon abrdja a kivant transzformacionak megfeleléen megvaltozhat (alaphelyzetben a tenge-
lyes titkr6zés ikonja lathato). A képernyé aljan megjelenik, hogy milyen sorrendben kell az objektumokra kattintani a
transzformacio végrehajtasahoz.

— Egérrel jeloljiik ki a transzformalni kivant objektumot, kattintsunk a transzformacié ikonjara, majd a transzformaciot
definialé objektumra (pontra, egyenesre vagy vektorra). Ekkor a program a kivalasztott objektumon végrehajtja a kivant
transzformaciot. (Forgatasnal el6bb még kéri a forgatas irdnyat és szogét is.)

- Valtoztassuk folyamatosan a transzformaciot definialé objektumot, és figyeljitk meg, hogyan valtozik meg az eredeti
és a transzformalt objektum kolcsonos helyzete.

- Maradjon viltozatlanul a transzformaciot definialé objektum, és valtoztassuk folyamatosan a transzformalni kivant
objektumot. Figyeljitk meg, hogyan valtozik a képalakzat.

7 . Pontdiagram (vonaldiagram) készitheté Graph programmal is.

Segitség

- Vélasszuk a Fiiggvény = Pontsor besztirdsa mentipontot.

— A felugro ablak tablazatdnak ,,x” jelli oszlopaba gépeljiik be az x tengelyen dbrazolni kivant értékeket, az ,,y” jelli osz-
lopéaba pedig a hozzajuk tartozo értékeket.

- Vélasszuk ki a vizudlis megjelenés paramétereit.

- Ha kivanjuk, akkor vonaldiagramként is megjelenithetjiik a tablazat adatait, ehhez az Interpoldcién beliil valasszuk
a Linedris opciot, és adjuk meg a pontokat 9sszekotd vonal stilusat is (folytonos vonal, szaggatott stb.).
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