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A konyv bemutatasa

KINEK?

Kinek szdl ez a gytijtemény? Els6sorban azok-
nak a kozépiskolds didkoknak, akik emelt
szint( érettségire késziilnek vagy akik szeret-

nének biztos alapokat szerezni egyetemi tanulma-
nyaikhoz (akik matematikafakultdciora jarnak).

)

Mit?

I- A gytijtemény nem csak a 11-edikes és 12-edi-
kes, hanem a 9-edikes és 10-edikes tananyag
emelt szint( kiegészitéseit is tartalmazza.

HoaGyAn?

Hogyan hasznald ezt a konyvet? A konyv fel-

épitésében és stilusaban koveti a TA jelzésti
matematika tankonyveket. (A jelzés a rakta-
ri szamok végén talalhat6. Pl.. OH-MATI10TA.)
A témakorok agy bomlanak leckékre, hogy a lec-
kék tananyaga 1 vagy 2 tandra alatt feldolgozhato
legyen.

lI'|||
.

JELOLESEK

“ A feladatok szintezésénél haszndlt jelolések

arra utalnak, hogy kozépszintli vagy emelt

szint(i érettségiben fordulhat el6 ilyen jellegti

feladat, illetve az érettségi dolgozat els vagy ma-
sodik részében.

K2 kozépszintt érettségi masodik része
E1 emelt szinti érettségi elsé része
E2 emelt szint{i érettségi masodik része

E2* nehezebb tipust emelt szintii feladat

ERETTSEGI
’ Az emelt szintd szébeli érettségire valo felké-

sziilést segitik a témakorok végén 1évo Gssze-
foglal6 tablazatok.

A gyakorlast segitik a témakoroket kovetd témaza-
ré feladatgytjtemények.

CELoK

A gytjtemény célja, hogy felkészitsen az emelt
szintli matematika érettségi vizsgara, illetve

hogy elmélyitse és kiszélesitse a kozépiskolai
matematikai ismereteket, és megalapozza a felsébb
matematika megértését.

KERETEK

< WA konyv feltételezi, hogy a tanév soran a dia-
(] kok ezzel parhuzamosan elsajatitottak vagy
elsajatitjak a kozépszintl érettségi kovetel-
meényszintjének megfelel6 ,alap” tananyagot ma-
tematikabol.

FELEPITES
"~ A leckékben szines fejlécek jelzik a kiilonbo6z6
by tipusu tartalmakat. A leckék a kovetkez6 ré-

szekbdl épiilnek fel:

A jel utan felsorolt fogalmakkal, isme-
retekkel mar taldlkoztal a korabbi tanulmanyaid
soran.

A jel utan felsorolt fogalmakat és is-
mereteket 4j tananyagként mutatja be a kényv (a
9-edikes és 10-edikes kiegészitését is tartalmazza).

mltt arra taldlhatsz példat, hogyan

kapcsolodik a tananyag egy mindennapi helyzet-
hez vagy érdekes problémahoz.

e R

adat megoldasat ismerteti.

LR Osszefoglalja és rendszerezi az isme-

reteket, definicidkat és tételeket. Folyamatabrak
szemléltetik a mddszereket és eljarasokat.

m Ez a rész sok korabbi érettségi felada-

tot és gyakorlofeladatokat tartalmaz, amit néha
egy-egy rejtvény szinesit. Szintezés jeldli a felada-
tok nehézségét.

Ezek a részek tovabbi kiegészitéseket,
érdekességeket tartalmaznak.

N Kiegésziti a témakorok vé-

gén 1évo osszefoglalast.

Az ikon utdn oOtleteket taldlsz geometriai
szoftver hasznalatahoz, illetve szamitogépen meg-
oldhat¢ feladatokat.



-m polinom, méasodfoku egyenlet megoldasa, diszkriminans, masodfokd polinom gyoktényezds alakja

m Viete-formulak, polinom fokszama, fokszam szerint rendezett alakja

FELADATOK

E1 (Emelt szint( érettségi, 2013) x 1-x
Egy 1 méter oldalti négyzetbe egy masik négyzetet rajzolunk ugy, hogy a bels6 négyzet minden
csucsa illeszkedjen a kiilsé négyzet egy-egy oldalara. A belsé és a kiilsé négyzet oldalainak
aranya 5 : 7. Milyen ardnyban osztja két részre a bels6 négyzet csticsa a kiils négyzet oldalat?
Az arany pontos értékét add meg!

E K2 Oldd meg az egyenleteket a valos szimok halmazan! Hényféle értelmes, 3 betlis magyar sz6t tudsz alkotni a he-
lyes vélaszhoz tartozo betlikb6l, amelyben mindegyik bettit felhasznalod?

E

A A
M T IL

=

E K2 Kosd 0ssze azokat a kifejezéseket, amelyek ugyanazt a polinomot jelentik! Kettének nincs parja, azokat ird fel
mas alakban!

(x - 8)? 16 + x> - 8x 4 + x)? (x+4)(x-8)
x?—4x-32 x? - 64 x? - 16x + 64 x? + 8x + 32

n K1 Oldd meg az egyenleteket a valés szimok halmazan, és toltsd ki a tabldzatot!

E E1 Add mega polinomok fokszam szerint rendezett alakjat, és toltsd ki a tablazatot! Masodfoku polinomok esetében
ird fel a polinom gyoktényezds alakjat is!

4x* - 23x-6 2 4(x + 0,25)(x - 6)

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK



1. Masodfoki egyenlet megoldasa

Az ax® + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenletben (a, b, c € R és a # 0) az ax’ + bx + c polinom fokszam szerint rendezett alak-
ban (kanonikus alakban) szerepel. A polinom fokszama az ismeretlen legmagasabb kitevéje, azaz 2.

Az egyenlet diszkrimindnsa: D = b* - 4ac.

P Haa diszkrimindns negativ, akkor az egyenletnek nincs valés megoldasa.

P Haa diszkrimindns nulla, akkor az egyenletnek egy valos megolddsa van (mds megfogalmazasban: két egybeesd va-
16s megoldds van), melyet az egyenlet kétszeres gyokének neveziink. A megoldas ekkor: x = b .

2a
P Haadiszkrimindns pozitiv, akkor az egyenletnek két kiilonboz6 valés megolddsa van. Ezeket adja meg a masodfoku

—b+b* —4ac

egyenlet megoldoképlete: x, , = — 5 (Ennek bizonyitasa a 7. leckében taldlhato.)
a

Az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet megoldasai (gyokei) és az ax* + bx + ¢ polinom gyokei megegyeznek.

2. Masodfoku polinom gyoktényezds alakja

Ha vannak valds gyokok, akkor azok segitségével felirhat6 egy masod- ax’+bx+c = alx-x)(x-x,)
foku polinom gyoktényezds alakja. Ha az ax’ + bx + ¢ = 0 masodfoku

egyenlet gyokei x, és x,, akkor ax® + bx + c = a(x - x )(x - x,) . kanonikus alak gyoktényezds alak

Példdul:  2x* - x - 3 = 0 egyenlet megoldasai (gyokei) -1 és 1,5;
2x* - x - 3 polinom gydktényezds alakja: 2(x + 1)(x - 1,5).

3. Viete-formulak: a masodfoku egyenlet gyokei és egyiitthatdi kozotti osszefiiggések

Haazax® + bx + ¢ = 0 (a # 0) masodfoku egyenletnek van két nem feltétlentil kiilonb6z6 valos gyoke (x, és x,), akkor a meg-
felelé polinom felirhaté a gyoktényezés alak segitségével: a(x — x,)(x - x,). Alakitsuk 4t a polinomot a kovetkezé médon:

ax’ +bx +c=alx-x)(x-x) =ax’ - alx, + x,)x + axx,
_— 1T

— .

ax* + bx +

b c
. . . . 9 X +x, =—— XXy =—
A polinomok azonossiga miatt —a(x, + x,) = b, illetve ax x, = ¢, ezek alapjan a a

gyokok Osszege is és a gyokok szorzata is kiszdmithato az egyenlet egyiitthat6ibol.

Ezeket az Osszefiiggéseket nevezziik Viete-formulaknak.

Megjegyzés: A Viete-formulakbdl a gyokok dsszegére és szorzatara akkor is szamolhatd egy valds szam, ha nincsenek valds
gyokok. Ezért a Viete-formulak alkalmazasa el6tt ellendrizni kell a diszkrimindns segitségével, hogy vannak-e valds gyokok.

FELADATOK

m E1 Azax?+ bx + ¢ =0 masodfoku egyenlet egytitthatoi Gsszekeveredtek. Keresd meg mindegyiknek a megfelel6 helyét!

A harom egyiitthat6 valamilyen sorrendben Tudjuk az egyenletrol Mi lehetett az egyenlet?
-11 4 8 nincs megolddsa a valés szamok halmazan
-12 -2 2 két gyoke van, ezek Gsszege 6
-1 1 4 két gyoke van, ezek szorzata —4

E1 Add megahidnyzo egyiitthatok értékét, majd ellendrizd a diszkrimindns vizsgélataval, hogy van két valos megoldas!
a)3x*+ ..x+7=0 egyenletnek van két valés megoldasa, és azok Osszege 8.
b) ...x* + 16x + 7 = 0 egyenletnek van két valos megoldasa, és azok szorzata 5.

c) —x?+ ...x + ... = 0 egyenletnek van két valos megolddsa, azok Gsszege 4 és szorzata 3.



kétismeretlenes els6foku egyenletrendszer megoldasa

hdrom- vagy tobbismeretlenes els6foku egyenletrendszer megoldasa

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy edzé6taborban floorballviadalt rendeztek. 16 csapat mérte Ossze az .

erejét, rovid, 10 perces mérkdzéseken. Minden csapat minden csapattal C ha m plons h
pontosan egy meccset jatszott. A gybézelemért 3 pont, a dontetlenért ®% Y u, »

1 pont jart, a vereségért nem jart pont. Andras csapata 23 pontot szerzett. ~u ,‘ il 4 A n |
A gy6ztes meccseiken atlagosan 4 golt 16ttek, a dontetlenre végzédé @,
meccseiken atlagosan 3-at, a vesztes meccseiken atlagosan 0,5 golt. A gol-
atlaguk a teljes viadalra nézve 3 gol volt. Osszesen hany meccset nyertek?

Megoldds:

Jeloljiik a gy6ztes meccseik szamat x-szel, a dontetlenre végzédok sza-
mat y-nal, a vesztes meccseik szamat z-vel. Mivel mindenkivel jatszot-
tak, ezért x + y + z = 15. Mivel 23 pontot értek el, ezért 3x + y = 23. A
16tt golok szama: az x db gydztes meccsen dtlagosan 4 golt I6ttek, az dsszesen 4x, a dontetlenre végz6d6 meccseken 3y, a
vesztes meccseken 0,5z golt 16ttek. A 15 meccsen atlagosan 3 golt 16ttek, ez dsszesen 45 golt jelent. Ebb6l 4x + 3y + 0,5z =
45. Felirhat6 tehdt a kovetkez egyenletrendszer:

x+y+z=15 (1)
3x+y=23 (I1.)
4x+3y+0,5z=45 (I1L.)

Az utols6 egyenletet szorozzuk meg 2-vel, és az egyenld egyiitthatok modszerét alkalmazva vonjuk ki beléle a legelsé
egyenletet!

8x+6y+2z=90
-| x+y+z=15

7x+5y=75

A kapott egyenletben mdr csak két ismeretlen van. A II. egyenlettel egy kétismeretlenes egyenletrendszert alkot. Alkal-
mazzuk Gjbol az egyenld egytitthatok modszerét, ehhez szorozzuk meg a II. egyenletet 5-tel, és vonjuk ki egymasbol a két
egyenletet!

15x+5y =115
—| 7x+5y=75
8x =40

Ebbél x = 5. Ezt visszahelyettesitve a kétismeretlenes egyenletek egyikébe, kapjuk, hogy y = 8. Ezt és az x = 5-6t visszahe-
lyettesitve a haromismeretlenes egyenletek barmelyikébe, kapjuk, hogy z = 2.

Ellenérzés:
Osszesen 5 + 8 + 2 = 15 meccset jdtszottak Andrasék. Pontjaik szdma 5 - 3 + 8 = 23. Az 5 gy6ztes meccsen 20 golt, a 8 don-
tetlen meccsen 24 golt, a 2 vesztes meccsen 1 golt 16ttek, ez dsszesen 45 gél, aminek a meccsenkénti atlaga B 3.

15

Vilasz: Osszesen 5 meccset nyertek.



Harom- vagy tobbismeretlenes linearis (azaz els6fokt) egyenletrendszernek altalaban akkor van egyértelmi megoldasa,
ha annyi egymastdl fiiggetlen egyenlet van, ahany ismeretlen szerepel az egyenletrendszerben.

P A megoldas sordn arra téreksziink, hogy az ismeretlenek szamat csokkentsiik, azaz egy-egy ismeretlent ,,kikiisz6bol-
junk”.
P Ha meghatdroztuk az egyik ismeretlen értékét, akkor a lépéseken visszafelé haladva szamolhatjuk ki a tébbi ismeret-

len értékét, ha visszahelyettesitjiik a mar kiszamolt értékeket.

P A megoldds végén ne feledkezz el az ellendrzésrél, és arrol, hogy valaszolj a feladatban feltett kérdésre!

FELADATOK

E E1 Egy hdromszog oldalainak hossza (mm-ben E E2 (Emelt szint( érettségi, 2009)

mérve) a, b és c. Tudjuk, hogya + b=41;a + ¢ =53
és b + ¢ = 58. Mekkorak a haromszog oldalai? Ellen-
Orizd, hogy a kapott oldalhosszusagokkal valoban
létezik-e haromszog!

E E1 (Emelt szint(i érettségi, 2009)

Egy 30 f8s osztalyban a tanulék harom idegen nyelv
kozil valaszthattak, ezek az angol, a német és a fran-
cia. Hanyan tanuljak mindhdrom nyelvet, és hanyan
nem tanulnak franciat, ha tudjuk a kovetkezéket:

(1) Minden diak tanul legalabb két nyelvet.

(2) Az angolt is és a németet is tanul6 didkok szama
megegyezik a franciat tanulé didkok szamaval.

(3) Angolul 27-en tanulnak.

(4) A németet is és a franciat is tanulok szama 15.

n E1 (Emelt szint(i érettségi, 2019)

A p, g, r pozitiv szamok 6sszege 180. Tudjuk tovabba,
hogyp:q=7:8ésr:p=>5:3. Hatirozd meg ezeket
a szamokat!

ﬂ E1 Déri mogyordt, diét és manduldt vasarol. Ha

mindegyikbdl egy-egy kg-ot vesz, akkor 14 500 Ft-ot
fizet. Ha 2 kg diét venne és a masik kett6bdl pedig fél-
fél kg-ot, az 13 550 Ft-ba keriilne. Ha 2 kg mandulat
vasarol, és hozza fél-fél kg-ot a diobdl és a mogyorod-
bdl, az 15 950 Ft-ba kertiil.

Mennyibe keriil 1 kg did, 1 kg mogyord, illetve 1 kg
mandula?

Egy tizletben haromféle palackozott ecet van a pol-
con: 12 db 10%-os, 8 db 15%-0s és 5 db 20%-os.
Mindegyiket azonos csomagolasban, 1 literes kisze-
relésben aruljak.

a) Hany szazalékos ecetet kapnank, ha a polcon 1évé
Osszes ecetet 0sszedntenénk?

b) Kazmér elképzelése az, hogy egy palack ecet arat
az tires palack ardbdl, a tomény ecet, valamint a
tiszta viz literenkénti arabol kalkulaljak ki. Az
tires palack ara 30 Ft, a tomény ecet literje 500 Ft
és a tiszta viz literje 10 Ft. Mennyibe keriilne a ha-
rom kiilonbo6zé toménységli palackozott ecet az
tizletben, ha a fogyasztoi 4r a Kazmér elképzelése
szerint kalkulalt ar 120%-a? (A fogyasztoi arat a
végén kerekitik egész forintra!)

¢) Kazmér felirta aliteres palackok boltidrait: a 10%-o0s
ecet 144 Ft, a 15%-o0s 150 Ft, a 20%-o0s 156 Ft. Ha
ezeket az drakat a b) részben leirtak szerint kalku-
laltak, akkor ki lehet-e mindezekbdl szamitani az
tires palack, a tomény ecet és a tiszta viz arat?

ﬂ E2 (Emelt szintd érettségi, 2020)

Egy étteremben (hatosagi engedély birtokaban) az ér-
vényes altalanos forgalmi adotdl (dfa) kismértékben
eltér6 adokulcsok alkalmazasanak hatdsat vizsgaltak
az ételek és italok fogyasztasara nézve. Az ételek ese-
tében 4%, az italok esetében 30% afat adtak hozzd a
nettd arhoz, és az igy kapott brutté arat kellett a ven-
dégnek kifizetnie.

A Kkisérlet els6 napjan az Uj szamitogépes program
hibaja miatt a szamlan éppen forditva adtdk a net-
t6 arakhoz az afat: az ételek netté arahoz 30%-ot, az
italok netté arahoz pedig 4%-ot szamoltak hozza, és
ez a szamlan is igy, hibdsan jelent meg. Egy csalad
ebben a vendégldben ebédelt, és a hibas program mi-
att 8710 Ft-os szamlat kapott. A hibat észrevették, igy
végiil a helyes Osszeget, 7670 Ft-ot kellett fizetniiik.
Hany forint volt az elfogyasztott ételek, és hany forint
volt az elfogyasztott italok helyes brutt6 ara?



Két valds szam sszege 4. A két szam reciprokanak ossze-

ge % . Melyik ez a két szam?

Megoldds:

Jeloljiik a szamokat x-szel és y-nal! Mivel van reciprokuk,
egyik szam sem lehet 0. Felirhat6 a kovetkezd egyenlet-
rendszer:

x+y=4
1 1 16
—_t—=—
x y 15

Fejezziik ki az els6 egyenletbdl x-et: x =4 - y.
Ezt irjuk be a masodik egyenletbe:
16

1 1
_— ==
4-y y 15

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat (4 - y)-nal és

y-nal! Ezek egyike sem 0, ezért a szorzas soran nem vélto-
zik meg az egyenlet megoldashalmaza.

16
t4—y=—(4-
y y 15( )y

Mérlegelv

m tortes egyenlet megoldasa, masodfokira visszavezethet6 egyenletrendszer megoldasa

KIDOLGOZOTT FELADAT

Rendezés utén: 4= %, 16 2,
15
Szorozzuk meg az egyenletet 15-tel, majd rendezziik:
60 = 64y - 16y?

16y* - 64y + 60 = 0
A megoldoképlet segitségével kapjuk, hogy két megoldas

van: y, = 3 & Y, = % A megfeleld x értékek x, = g és
2

x,= E.Akétszémtehéta 3 ésaz E
2 2 2
2 2 1
Ellenérzés: 3 + 2 =4és —+—:—6.
2 2 3 5 15

(A két valtoz6 felcserélhetd ebben a feladatban.)

Nem valtozik meg az egyenlet megoldasa, ha az egyenléségjel két oldalan allo kifejezést

ugyanazzal a valés szammal noveljiik vagy csokkentjiik v

ugyanazzal a nullatdl kiilonb6z6 valés szammal szorozzuk vagy osztjuk v/

Ovatosan kell eljarni, ha olyan kifejezéssel szeretnénk szorozni vagy osztani, amely ismeretlent tartalmaz. Ekkor kiilén

meg kell vizsgalni, hogy ennek értéke lehet-e nulla.

P Ha nem lehet nulla, akkor oszthatunk vagy szorozhatunk vele, nem valtozik a megoldashalmaz.

P> Ha lehet nulla, akkor ezzel a lépéssel megvaltozhat a megolddshalmaz. Ezért ezt a 1épést csak akkor végezziik el, ha
kiillon megvizsgéaljuk azt az esetet, amikor a kifejezés értéke nulla.

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK



FELADATOK

E K2 Hatdrozd meg a kifejezések értelmezési tartoma-

nyat!
1
3 X
a) — ¢+ d)
x-5 2x+3 |x|=5
b) x—4 . x—7_2x+11
x* -4 x+7 2x-11
xX|[+5
o 5 f | x|
x* —8x+15 (x—4)(3x+4)

E E1 (Emelt szint(i érettségi, 2006)
Panni és Kati elvallalta, hogy szovegszerkesztGbe
begépelik Dani szakdolgozatat. A két lany egytittes
munkdval 12 munkadra alatt végezne a gépeléssel.

Kedden reggel 8 6rakor kezdett Panni a munkéhoz,
Kati 10 orakor fogott hozza. Megallas nélkiil, ki-ki
egyenletes sebességgel dolgozott kedden 14 6raig, ek-
kor a kéziratnak a 40%-aval végeztek, és abbahagytak
a munkat.

a) Hany ora alatt gépelné le Panni, illetve Kati egye-
diil a teljes szakdolgozatot (allandé munkatempot
és megszakitas nélkiili munkat feltételezve)?

Panni Kati

A teljes munkat hany 6ra

: : . x y
alatt végezné el egyediil?
1 6ra alatt a munka 1 1
hanyadrészét végzi el? X y
Hany o6rat dolgozik
kedden?

b) Szerdan reggel egyszerre kezdtek hozza 9 érakor
a hatralévo 60% gépeléséhez, és egyiitt egyszerre
fejezték be. Szerdan Panni fél 6ra ebédsziinetet
tartott, Kati pedig a délel6tti munkajat egyoranyi
id6tartamra megszakitotta. Hany érakor végeztek
a lanyok a munkaval szerdan?

E E1 Egy tartdlyt két csapon keresztiil lehet megtolte-
ni. Ha egyszerre nyitva van mindkét csap, akkor az
tires tartaly 48 perc alatt telik meg.

Egy alkalommal a tartdly pontosan a feléig van meg-
toltve, és ekkor az egyik csapot elzarjak. Ha az els6
csapot zarjak el, akkor a tartaly megtoltéséhez 20
perccel tobb idére van sziikség, mintha a masodik
csapot zarjak el.

Mennyi id6 alatt telne meg az iires tartaly, ha csak az
elsd csap lenne nyitva?

n E1 Egyhagyomdnydrzé egyesiilet 72 000 Ft timoga-
tast kapott egy kozos kirandulasra. Mivel két tagjuk
lemondta a programot, kettével kevesebben mennek,
mint tervezték. [gy fejenként 150 Ft-tal t6bb tamoga-
tas jutott mindenkire a tervezetthez képest. Hanyan
mentek kirandulni?

E E1LE ’ . 7 & . km

gy utazas soran egy auté atlagsebessége 70 o
volt. Az ut elsé harmadan azonban lassabban lehetett
haladni, mint az ut tovabbi kétharmad részén. Az ut

els6 harmadan az atlagsebesség 30 % -val kevesebb

volt, mint a tovabbi kétharmad részen. Mekkora volt
az atlagsebesség az ut elsé6 harmadan?

m E1l Egy adathalmazban az adatok Gsszege 120. Ha
még hozzavesziink az adathalmazhoz két darab
3-ast, akkor az dtlag 0,5-del lecsokken. Hany elem
volt eredetileg az adathalmazban?

E1l (Kozépszinti érettségi, 2018)
Oldd meg az egyenletet a valos szamok halmazan!

x 8
x+2_(x+2)(x—2)

E E2 Egy 400 m-es kor alaka futdpdlyan tart edzést

Tomi és Andris. Ha ugyanarrdl a helyrdl indulnak,
de ellentétes irdanyba, akkor 50 masodperc mulva ta-
lalkoznak.
Ha valtofutast tartanak, amelyben el6szér Tomi,
majd amikor 6 visszaért, akkor Andris, majd Andris
megérkezése utan Gjra Tomi fut le egy teljes kort, ak-
kor ez 6sszesen 5 percig tart.

Mekkora sebességgel futnak, ha feltessziik, hogy
edzés kozben végig dllando a sebességiik?

EN E1 (Kozépszinti érettségi, 2012 és 2020)
Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halmazan!

x=2 2x+1

1
=1l b) —+ =
) x+2 2(x+2)

X x+2 2




EGYENLETEK,

EGYENLOTLENSEGEK

UJ ISMERETLEN BEVEZETESE

1. Oldd meg az egyenletet 1j ismeretlen bevezetésével a
valds szamok halmazan!

x'-4x*-45=0
Megoldds:

x* = (x*)’. Ezért ha x? helyére Gj ismeretlent vezetiink be,
akkor x* felirhat6 annak négyzeteként. Jeloljiik x*-et a-val!

(x"-4(x)-45=0

a*-4a-45=0

A megoldoképlettel kapjuk, hogy két megoldas van a-ra:
9 és -5. Az a azonban egy valds szam négyzete, ezért nem
lehet negativ. Csak az a = 9 esetben kapunk megoldast:
x* = 9,ebb6l x = 3 vagy x = -3.

Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy x =3 és x = -3
valéban megoldasok:

2. Egy derékszogli hdromszdg teriilete 330 cm?, az dtfo-
goja 61 cm-es. Mekkorak a befogoi?

Megoldds:

61 cm

ycm

Irjuk fel az x és az y segitségével a haromszog teriiletét és
atfogdjanak hosszat! Ez utébbihoz felhasznaljuk a Pitago-
rasz-tételt.

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

m masodfokura visszavezethetd magasabb foku egyenlet, masodfoku egyenletrendszer

KIDOLGOZOTT FELADAT

%:330 Xy =660 }

2, 2
x2+y2=612 x"+y°=3721

Az elsé egyenletbdl: y = @ Ezt behelyettesitjilk a ma-

sodik egyenletbe: x
2
435600
x2+(@J =3721 P X+ =3721
X X

Az x* helyett vezessiink be Uj ismeretlent, példaul az u-t
(u > 0)! Ekkor egyenletiink igy alakul:

435600

u+ =3721

u
u? + 435600 = 3721u
u? - 3721u + 435600 =0

Megolddképlettel:
3721 (3721 4435600 3721+3479
U, = =
1,2 2 2
u, = 3600 u, =121

Az u = x* helyettesités miatt x olyan pozitiv szamot je-
161, amelynek a négyzete 3600 vagy 121. Tehdt x, = 60 és
x, =1L

Szamitdasunk azt mutatja, hogy a vizsgalt hdaromszog
egyik befogdjanak hossza 60 cm vagy 11 cm. A masik be-

fogd hosszataz y = 660 egyenletbdl kapjuk meg:
x

660 660 . 660 660
ylz—:—zll es y2=———:

= 60.
x, 60 x, 11

Tehat egyféle haromszog felel meg a feladatunk felté-
teleinek, ennek az egyik befogdja 11 cm, a masik 60 cm
hosszusagu.

Ellenérzés:
A 60 cm és 11 cm befogdji derékszogli haromszog te-

rilete T = % = 330 cm? ¢és atfogdjanak hossza

V602 +11> =61 cm.



FELADATOK

E E1 Oldd meg az egyenleteket tj ismeretlen bevezetésével a valés szamok halmazan!

a)4xt-37x*+9=0 b)x6-7x°-8=0 c)xt-26x*+25=0 d)x*-15x>-16=0
E K2 Egy téglalap alaku telek teriilete 5040 m?. Legtavolabbi pontjainak tavolsaga 106 m. Mekkorak a telek oldalai?
E E1 Egy rombusz alaku papirsarkany teriilete 840 cm? kertilete 148 cm. Milyen hossztak az dtloknak hasznélt palcak?
ﬂ E1 Egy derékszogli hdromszoge teriilete 180 cm?, kertilete 90 cm. Mekkordk a hdromszog oldalai?

E E2 A tengeren egy hajé a vilagitétoronytdl 74 km tavol van. A vilagitétoronyhoz y A
rogzitett koordinata-rendszerben a hajo elhelyezkedését az abran az A(x; y) pont
jelzi (x és y km-ben van feltiintetve, és x, y > 0). | A(x; )

Ha a hajé 10 km-t nyugat felé és 8 km-t észak felé halad, akkor a vilagitétoronytdl e
68 km tavolsagban lesz. Hatarozd meg a hajo kezdeti (x; ) koordinatdit! e 74km

=Y

O

m E1 Keresd meg az egymads utani lépéseket! Az els6 oszlopban 4 egyenlet taldlhaté. A masodik oszlopban az 4j is-
meretlen meghatarozasa. A harmadik oszlopban pedig az, hogy az 4j ismeretlen bevezetésével milyen egyszertibb
egyenlethez jutunk. Kosd 6ssze az 6sszetartozdkat!

(®+3)P+x*+3=2 a=x*+3x-3 a-(a+2)=2
(> +3x-3)(x*+3x-2)=2 a=x? a’+a=2
xt+3x2=2 a=x>+3x a’+3a=2
(P +3x)(2+3x+2)=2 a=x*+3 a-(a+1)=2

E2 Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan uj ismeretlen bevezetésével!

(x* +3x)(x* + 3x + 8) =-12 (+3x-3)(x*+3x-2)=2

1
ﬂ E1 Oldd meg az egyenletrendszereket a valos szamok halmazan! Elsé 1épésként vezess be 1j ismeretleneket — és 1

helyébe! x
34_2:12 E.}.Z:z

a) Xy b) Xy
3. 1., 2.7 10
Xy Xy

ﬂ E1 Egy tartalyt két csapon keresztiil lehet megtolteni. Ha az els6 csap 30 percig van nyitva, a masodik csap pedig csak
20 percig, akkor az iires tartaly 70%-a lesz tele. Ha viszont forditva torténik, és az elsé csap 20 percig van nyitva, a
masodik csap pedig 30 percig, akkor az tires tartaly 80%-a lesz tele. Hany perc alatt toltené meg az tires tartalyt kiilon
az elsé csap, illetve kiilon a masodik csap?

m E2 Oldd meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazén! Vezess be 6j ismeretleneket!

4 1 g 30 16
+1 3- X+2y  y-3x

5 2 24 10 13
— =3 + ==

x+1 3-y x+2y 3x—-y 2



egyszerl abszolutértékes egyenlet grafikus megoldasa
m abszolutértékes egyenlet algebrai megoldasa

KIDOLGOZOTT FELADAT

Melyik valds szamok esetén teljestil, hogy |[2x - 8| = 3x - 72
Megoldds:

Egy kifejezés abszolut értéke egyenlé: P magaval a kifejezéssel, ha a kifejezés pozitiv vagy 0;
P> az ellentettjével, ha a kifejezés negativ.
Ez alapjan bontsuk a megoldast két esetre!

1. eset: 2x -8 =0. 2.eset: 2x -8 < 0.

Ez akkor teljesiil, ha 2x > 8, azaz hax > 4. Ez akkor teljesiil, ha 2x < 8, azaz ha x < 4.
: : : : : - — ’ ’ ’ ’ ’ o———+—>»
1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5

A masodik esetben tehat csak 4-nél kisebb szamok kozott

Vagyis az elsé esetben csak 4-nél nagyobb vagy egyenld
keressiik a megoldast.

szamok kozott keressiik a megoldast.

Ekkor |2x - 8| = 2x - 8, hiszen 2x - 8 nemnegativ. Ezért az
egyenlet ilyen alakra irhato:

2x-8=3x-7

Ekkor |2x — 8| = -2x + 8, hiszen 2x - 8 negativ. Ezért az
egyenlet ilyen alakra irhatd:

2x+8=3x-7

Ezt mérlegelvvel megoldva: x = -1. Meérlegelvvel megoldva: 5x = 15, azaz x = 3.

Meg kell vizsgalni, hogy ez a megoldas eleme-e annak az
intervallumnak, ahol ebben az esetben a megoldast keres-
tiik. -1 kisebb, mint 4, ezért az abszolutértékes egyenlet-
nek a -1 NEM megoldasa.

Meg kell vizsgalni, hogy x = 3 eleme-e annak az interval-
lumnak, ahol ebben az esetben a megoldast kerestiik. 3 ki-
sebb, mint 4, ezért x = 3 megoldasa az egyenletnek.

> -1 0 1 2 3 4 5

L 4 + + + +
-1 0 1 2 3

N}

Behelyettesitéssel ellendrizve:

|2-3-8|=]-2|=2 é 3.-3-7=2.

FELADATOK

E1 Egy bogar 9 2 4llandé sebességgel repiil. Ami-
s

kor elkezdjiik figyelni, 18 m-re van egy lampatol, és
egyenesen a lampa felé tart. De nem széll le a lampdra,
hanem kozvetleniil mellette, iranyvaltoztatas nélkil
ugyanolyan sebességgel repiil tovabb, és tavolodik
a lampatdl. A megfigyelés pillanatatél mérve melyik
idépontokban lesz pontosan 3 m-re a lampatol?

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK



Abszolutértékes egyenlet megoldasa
Leggyakrabban alkalmazhaté mddszerek:

P algebrai megoldas esetszétvalasztassal

Segit, ha szamegyenesen abrazolod az egyes esetekhez tartozé intervallumokat.

FELADATOK

PR y=3x-7
Példdul: | ]
. y=Px-38|f
——t—————0—+—+> x 2 4 esetben az x = -1 nem lehet megoldas;
-2-10 1 2 3 4 5 6
—t—t—t—t—t—0—+—+> x < 4 esetben az x = 3 lehet megoldas.
-2-10 1 2 3 4 5 6 /
P grafikus megoldas
Olvasd le a grafikonrol a megoldast, majd ellenérizd behelyettesitéssel! ! /
Példaul: A Kidolgozott feladat grafikusan megoldhaté az dbran lathaté grafikon segitségével. o] 1 x
E E1 Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) 3x+2| =4x+2 b) 3 - 5x=|8x - 6| c)|7x+5|=5x-5 d) 14 -9x=|12x - 7|

ﬂ E1 Egy valds szamrol tudjuk, hogy a szdmegyenesen a 12,4-t6] mért tdvolsaga haromszor akkora, mint a -3,6-t6l
mért tavolséga. Melyik lehet ez a szam? Irj fel olyan abszolutértékes egyenletet, amely megfelel a feladat szovegének!

ﬂ E2 Melyik valos szdmra teljesiil, hogy a szdmegyenesen a 15-t6l mért tavolsaga kétszer akkora, mint amennyivel a szdm
maga nagyobb 3-nal?

I8 EL (Emelt szintd érettségi, 2007, 2015, 2020)
Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) 2= |x- 6| b) |x - |xl| = 2x - 1 €) |x-2[=7+0,25¢

B E2 A lépéseket kovetve, algebrai tton oldd meg az egyenletet!
|x+3|+[2x+4|=8

a) Melyik intervallumon lesz x + 3 pozitiv vagy 0, és melyiken negativ?
Melyik intervallumon lesz 2x + 4 pozitiv vagy 0, és melyiken negativ?

b) Bontsd 3 esetre a feladatot! Az alabbi szimegyenesen megjel6ltiink 3 intervallumot. Mit jeldl a és b?

c) Oldd meg az egyenletet mindhdrom esetben! Figyelj arra, hogy amikor az abszolatérték-jelen beliil szereplé kifeje-
zés negativ, akkor annak abszolut értéke az ellentettje.

d) Mindharom eredményt vesd 6ssze azzal az intervallummal, amelyben épp akkor a megoldast kerestitk! Melyik
esetben van benne az intervallumban a megoldas, melyik esetben nincs?

€) A megolddsokat ellenérizd behelyettesitéssel!

o >
@——0
]
a b 0

x+3<0és2x+4<0 x+3>206€s2x+4<0 x+32>20é€s2x+42>0



EGYENLETEK,

EGYENLOTLENSEGEK

NEGYZETGYOKOS EGYENLETEK

-m négyzetgyok fogalma, +/x+b = cx + d tipust egyenlet megolddsa, hamis gyok

m legfeljebb két négyzetre emeléssel megoldhat6 egyenlet megoldasa

BEVEZETO

Hatarozd meg a kifejezések értelmezési tartomdanyat! Az egyes négyszogekben 1évé kifejezések értelmezési tartomanya
megmutatja, hogy melyik Gton 1épj at a kovetkezé mezére. Indulj a bal fels6 mez6r6l, és juss el a ©-igl

1 2 3

1. Ne felejtsd el! Bérmely valos x esetén: \/x—2 =|x|

2. Négyzetgyokos egyenletek megoldasa:

Ha'farozzuklrr'leg , Négyzetgyokjel alatt nem allhat negativ szam.
az értelmezési tartomanyt!

Négyzetre emelés el6tt, ha lehet, rendezziik Ggy az egyenletet, hogy a

gyokos tag 6nmagaban alljon!
Oldjuk meg az egyenletet! > Ha tobb gyokjel szerepel az egyenletben, akkor rendszerint tobb
négyzetre emelés sziikséges. Négyzetre emelés el6tt 6sszevondsokkal,
mérlegelvvel rendezziik az egyenletet minél egyszertibb alakra.

> Vigyazat! Kaphatunk hamis gyokot!

Helyettesitsiik be a kapott x értéket ellenérzésképpen az ere-
deti egyenletbe!

Ellenérizziink!

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK



A négyzetre emelés kiilonbozd eldjelt oldalak esetén nem ekvivalens atalakitas. Igaz ugyan, hogy ha két valds szam
egyenld, akkor a négyzetiik is egyenld, de visszafelé ez mar nem teljestil. Ha két valos szam négyzete egyenl6, akkor a
szamok lehetnek kiilonbozok, egymas ellentettjei.

A=B = A’=B de A*=B* = A=B vagy A=-B.

Ezért a négyzetre emelés utan kapott egyenletnek tobb megoldasa lehet, mint az eredeti egyenletnek. Kaphatunk hamis
gyokot, vagyis olyan értéket, amely eleme ugyan az értelmezési tartomanynak, de az eredeti egyenletnek nem megoldasa.
Ezért a négyzetre emelés utdn nagyon fontos az ellendérzés, vagy azt megelézdéen az oldalak eljelének vizsgalata.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg a valos szamok halmazan az egyenletet! /4x ++/x+24 =7

Els6 megoldds: P Ha azt latjuk, hogy mindkét oldal pozitiv vagy 0, ak-
kor a négyzetre emelés ekvivalens mtivelet.

P> Haaz egyik oldal esetén egyértelm, hogy az ott 1évé

4x20és x+2420 = x20. kifejezés értéke pozitiv vagy 0, akkor a masik oldal

értéke is pozitiv vagy 0 kell legyen, ez alapjan érdemes

lesztikiteniink az értelmezési tartomanyt.

A gyokjel alatti kifejezés nem negativ, ezért

Emeljiik négyzetre az egyenlet két oldalan 4ll6 kifejezést!

4x+2-+4x x+24 +x+24=49
Az értelmezési tartomany (x > 0)

Rendezziik ugy, hogy a gyokos kifejezés 6nmagaban all- — = . esetén mindkét oldal érteke pozi-
jon az egyenlet egyik oldalan! Ax+Nx+24=7 Iiv Vligy 0i Ezérta nlégyzetre eme-
és ekvivalens mtvelet.

4x+2-\Jax Jx+24 + x+24=49

Rendezziik ugy, hogy a gyokos kifejezés onmagaban all-
jon az egyenlet egyik oldalan!

2/4x(x +24) =25—5x
244x? +96x =25—5x

Emeljiink ismét négyzetre!

16x> + 384x = 625 - 250x + 25x°
) 24/4x(x +24) =25-5x
Atrendezve: 9x* — 634x + 625 = 0.

A masodfoku egyenlet gyodkei: x, = 1 és x, = 625, 69,44 . A bal oldalon 4ll6 kifejezés ér-

9 téke biztosan pozitiv vagy 0.
Ezért a jobb oldalon 4ll¢6 kife-
jezés értéke is pozitiv vagy 0
kell legyen.

Mivel az egyenlet megoldasa soran kétszer is négyzetre
emeltiink (ami a valds szdmok halmazéan 4ltaldban nem
ekvivalens miivelet), ezért ellenérizniink kell behelyette-
sitéssel, hogy x, és x, megolddsai-e az eredeti egyenletnek.
24/4x(x+24) =25—5x Teljestil tehat, hogy
25-5x20, azazx < 5.

x,= Tesetén Vax +x+24 =4 +25 =7 Tehitx, =1 Sziikitsiik le az értelmezési
valéban megoldas.

Ellenérzés:

tartomdnyt: 0 < x < 5.

625 , 2500 841
x, = e esetén v4x ++x+24 =, }T +, ’7 = Ezen a halmazon a négyzetre

emelés ekvivalens atalakitds.
50 29

=3 + 3 # 7. Tehdt x, nem megoldas. 16x2 + 384x = 625 — 250x + 25x>
Ezért egy megoldds van, az x = 1. Atrendezve: 9x* - 634x + 625 = 0.

, , . 625
Mdsodik megoldds: A masodfoku egyenlet gyokei: x, = 1 és x, = 5 F 69,44 .
Az egyenlet értelmezési tartoménya: x > 0. A gyokok kozil x, > 5, ezért nem megoldds. x, = 1 eleme

a lesztikitett értelmezési tartomanynak. Ezen a halmazon
ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért x = 1 megolda-
sa az eredeti egyenletnek, és mas megoldds nincs.

Az egyenlet megoldasa soran tobb olyan 1épést végziink,
amikor négyzetre emeljiik az egyenlet két oldalan 4ll6 ki-
fejezést. Ezen 1épés el6tt azonban mindig vizsgaljuk meg,
hogy melyik kifejezésnek mi az elGjele.




Megjegyzés:
1. A masodik megoldas ravilagit arra, hogy miért kaphatunk hamis gyokot. Helyettesitsiik be x, :%-et a masodik

négyzetre emelés el6tt felirt 24/4x(x +24) =25—5x egyenletbe!

25 841 2529 2 25 22 12 2
244x(x+24) =2 4.&.8_:2.2._5._9:ﬂ 25_5x:25_5.ﬁ:_5_ﬂ:_ﬂ
9 9 3 3 9 9 9 9 9

A két érték egymas ellentettje. A négyzetiik egyenld, ezért a négyzetre emelés soran kapott egyenletnek a 625 yalsban
megoldasa, mig a négyzetre emelés el6tti egyenletnek nem megoldasa.

2. Megtehetjiik, hogy atvissziik ez egyik gyokos tagot a masik oldalra, és tigy emeljiikk négyzetre az egyenletet.

Nx+24 =7 - «J4x négyzetre emelve: X+24=49-14+4x +4x.
Atrendezve: 14/4x =3x+25, négyzetre emelve: 784x = 9x* + 150x + 625, atrendezve: 9x* - 634x + 625 =0.

Innentdl a megoldas kéveti az Elsé megolddsban leirt 1épéseket.

FELADATOK

E K2 Igaz vagy hamis? Add meg az éllitdsok logikai ﬂ E1l Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenle-

értékét! teket!
Igaz
vagy a),/ ! =\/1—71 b) V3++Vx-3 =4
: x=2 X
hamis?
A /(_7)2 _7 E E1l A kovetkezd egyenleteknek a valos szamok hal-
- mazan kiilonboz4 szamu gyoke van.
. .
B Minden x € R esetén \/x_2 =X. Melyiknek mennyi?
——— I 1
C Vanolyan x € R szdm, melyre i =x. a) v2x+5+x=-1 c) 2x+5+2=5x
2
D Ha x pozitiv valds szam, akkor (\/;) =53 b) V2x+5+ lx =—3
2
E K1 (Kozépszintd érettségi, 2010) m E1 Oldd meg a valés szdmok halmazan az egyenle-
Valaszd ki az A = {~1; 0; 1; 2; 3} halmaz elemei koziil teket!
azokat a szamokat, amelyek megoldésai a \/xT =—x a) VZx+12—2=x

egyenletnek!

b) V2++2x-5=3

B E1 Ha egy v, kezddsebességrdl indulé test sebessége

a gyorsuldssal valtozik, akkor a test sebessége a ko- EA EL (Emelt szinti érettségi, 2016)
vetkezé méodon irhato fel: v = /v +2as , ahol v, a test Oldd meg a [4; 6] alaphalmazon az alabbi egyenletet!
kezddsebessége, a a gyorsuldsa, s pedig a megtett ut. Jox—3=Jx110-1

Fékezéskor egy motorkerékpar gyorsulasaa=-7,5 22 .
s
(A negativ érték azt jelenti, hogy a motorkerékpar se-

bessége csokken, azaz a jarmt lassul.)

E E2 (Emelt szintd érettségi, 2019)
Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenletet!

a) Mekkora Gt megtétele alatt all meg, ha kezddse- V6x—24 =+2x -7 -1
. km
bessége 70 T ? B E2 Oldd meg a valés szimok halmazan a kovetkezd

egyenletrendszert! Vezess be 4j ismeretleneket!

km
b) M ] étele al lefé 190 — —_— L
) Mekkora ut megtétele alatt tud lefékezni 90 - 2422y +1=10
- km P
sebességrél 30 . sebességre? ax_2-3 Dy +1=7




-m nevezetes azonossagok az (a + b)?, (a — b)* és a? - b* kifejezésekkel

m egyenletmegoldas értelmezési tartomany, illetve értékkészlet vizsgalataval, valamint szorzattd alakitassal, az a" - b"
ésaz a®*! + b+ ! kifejezések szorzatta alakitdsa, a masodfokud egyenlet megoldoképletének bizonyitasa

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valés szamok halmazan!

a) V5x—2++2-5x+10x=4 b) 5x-2++2-5x+15x=10

Megoldds:

Hatdrozzuk meg az egyenletek értelmezési tartomanyat! A gyokjel alatt nem dllhat negativ szam, ezért 5x — 2 > 0, amibdl
X2 2 , valamint 2 — 5x > 0, amibél x < 2 . Ez a két feltétel azonban egyszerre csak akkor teljesiil, ha x = % .Igy az egyenlet
értelmezési tartomanya egyetlen szambol all: {%} . Meg kell vizsgalnunk azonban, hogy a lehetséges érték kielégiti-e az

eredeti egyenletet. Ha az egyenléség igaz, akkor az egyenlet megoldasa x = % . Ha az egyenl@ség nem teljesiil, akkor nincs
megoldas.

a) \/5-%_2+\/2_5.z+10£:4 v, ezért megolddsa x = %
5 5 5

b) 5-3—2 +\/2—5.z +15.E¢4, ezért nincs megoldas.
5 5 5

2. Oldd meg az egyenleteket a valos szdmok halmazén!

a) Qx—3)+|2x—3|=—~2x+3 b) x° - 8x*+ 16x=0

Megoldds:

a) Az egyenl6ségjel bal oldaldn 4116 tagok nem vehetnek fel negativ értéket. Igy a bal oldal értéke legalabb 0. A jobb olda-
lon 4ll6 kifejezés értéke viszont legfeljebb 0.

(2x-32>0 |2x-3=0 —Lx+3<0
Ezért az egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha a mindkét oldal egyenl6 0-val.
A bal oldal akkor 0, ha 2x - 3 =0, azaz x = 1,5.
A jobb oldal akkor 0, ha 2x + 3 =0, azaz x = -1,5.

Ezért nem lehet a két oldal értéke egyszerre 0, vagyis az egyenletnek nincs megoldésa.

b) Emeljiink ki x-et! x(x*-8x>+16) =0
Vegyiik észre, hogy a zérdjelben egy teljes négyzet szerepel! x(x*-4)7=0

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0.

x=0 vagy (x*-4)=0 > x*-4=0 > x=x2

Ezért az egyenlet megoldasai 0; -2 és 2.

7. LECKE / EGYENLETMEGOLDAS MAS MODSZEREKKEL




1. Egyenletmegoldas értelmezési tartomany vizsgalataval

Ha az egyenletben olyan algebrai kifejezések (pl. gyokos kifejezések)

szerepelnek, melyek értelmezési tartomanyanak nincs kozos része, ’ nem lehet negativ
akkor az egyenletnek nincs megoldasa. Ha az értelmezési tartoma- L 4

nyok metszete csak néhany szambol all, akkor behelyettesitéssel el-
lendrizni kell, hogy ezek megoldasai-e az egyenletnek.

2. Egyenletmegoldas értékkészlet vizsgalataval

Négyzetre emelés, illetve gyokvonas eredménye nem lehet kisebb,

mint 0. Ha az egyenlet két oldalan olyan algebrai kifejezés all, me- € >

lyek értékkészletének nincs kozos része, akkor az egyenletnek nincs nem lehet negativ
megoldasa. Ha az értékkészletek metszete csak néhany (pl. egy vagy

két) szam, akkor azt kell ellendrizni, hogy ugyanazon a helyen ve- w

szi-e fel a két kifejezés a kozos értéket.

3. Egyenletmegoldas szorzatta alakitassal

Magasabb foku egyenletek megoldésakor segithet a szorzatta alaki-

tas. Ha egy egyenlet olyan alakra rendezhet6, hogy az egyik oldalon nevezetes azonossagok

egy szorzat dll, a masik oldalon a 0, akkor az egyenlet gyokeit azok I? T~

az értékek adjak, amelyek a szorzat egyes tényez6it 0-v4 teszik. O O

4. Nevezetes azonossagok

A szorzatta alakitdsban segithetnek a nevezetes azonossagok.
Minden a, b € R esetén:
> (@a+b?=a’+2ab+b* (a - b)*=a’-2ab+b* (@a+b)a-b)=a’>-b*
Mindena, b € R, n € Z* esetén:
P a" - b" szorzattd alakithatd oly médon, hogy beléle az (a — b) tényezd kiemelhetd:
a'-b"=(@-b)a"'+a""b+a"3b*+...+b" ")
P a2l b+l szorzattd alakithatd oly médon, hogy beldle az (a + b) tényezé kiemelhetd:
a1+ b = (a+ b)(a@ - a* b+ a™ b7 - ...+ b™)

Példdul: a* - b* = (a - b)(a* + ab + b?)

a’+ b’ =(a+b)a*-ab+b?)

Az azonossagokat (tovabbi azonossagokkal kiegészitve) megtalalod a fiiggvénytdbldzatban is.

5. A masodfoku egyenlet megoldéképletének bizonyitasa

Igazoljuk az ax® + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenlet (a, b, ¢ € R, a # 0) megolddképletét!

Bizonyitds:
Szorozzuk meg az egyenletet 4a-val! (4a = 0) Ha b* - 4ac = 0, akkor 2ax + b =0
22 4ac=0
datx’ + dabx + dac P egy (két egybeesd) valds gyok van: x = - b .
Mivel 2ax + b)* = 4a*x* + 4abx + b?, ezért a bal oldalon 2a
allo elsd két tag igy irhatd: (2ax + b)* - b2 Ha b - 4ac > 0, akkor |2ax + b| = /bz _4ac .
2ax + b -b*+4ac=0 < (2ax+b)*=b*-4ac.
( ) ( ) 2ax +b =+ \b* —4ac vagy2ax +b=-~b> —4ac

Ha b* - 4ac < 0, akkor nincs valos gyok.
~b++b* —4ac

P kétkiilonboz6 valds gyok van: x,= -



FELADATOK

I8 K2 Hatérozd meg a kifejezések értelmezési tartomd-
nyat!

a) \3x-7 c) ,/3_52)6

h) vx?-4 d) J(x—5)

P2 E1 0ldd meg az egyenleteket a valés szamok halma-
zén!

a) Vx—-5+4=v2-x
b) 5+2x—5=1/2,5—x +2x

c)/f§1+4=2—41—x

E E1 Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halma-
zan!

a) [lj2+3=2—\/;

X

e)x/?

b) 12x-3)*+3=3 - [4x - 1]

n E2 Figyeld meg a kifejezések értelmezési tartoma-
nyat, illetve értékkészletét, és ezek alapjan a kifeje-
zéseket felhasznalva allits 6ssze olyan egyenleteket,
amelyeknek nincs megoldasa a valés szamok halma-
zan! Legalabb két kifejezést hasznalj az egyenletekben!

1 6
\/5—2x _3—x 4

\/2.96—6

—(x - 5)? x*+5 —|x + 5]

x+5

E E1 Melyik (x, y) szimpdarok esetén teljesiil az egyen-
16ség? Oldd meg az egyenleteket a valds szamok hal-
mazan!

a) |[x—7|+Jy+5=0 h) (x—6)2+\/1=0
y

I E2 0ldd meg az egyenleteket a valés szamok halma-
zan! Segit a szorzatta alakitas.

a)x*+4x° +4x2=0
b)2x° - 12x*+ 18x° =0

5 2
—x +
c) x—SxZO

x—2

E1 Oldd meg az egyenleteket a vals szimok halma-
zan!
a)x’-x*-42x=0

b) 2x* + 3x> - 5x*=0

B E1 Oldd meg az egyenleteket a valés szdmok halma-
zan! Alkalmazd a nevezetes azonossagokat!

x -8

a)
x—2

=0

27x° -1
3x-1
x'—625
x* +25

b)

13

c) 24

ﬂ E2 Oldd meg az egyenleteket a valds szdmok halma-
zan! Hasznald a nevezetes azonossagokat!

3

-27
X -7
x—3
x'-16
x—2

a)

0

b)

125+x°
X+5

c) 19

3
d) x” +1 _3
x+1
m E2 Melyik (x; y) szimparok esetén teljesiil az egyen-
16ség? Oldd meg az egyenleteket a valds szamok hal-
mazdan!
a)(x-52+(y+302=0

b) x* - 12x+ y*+ 2y +37=0

C) x> - 6x+y*+ 10y = -34




paraméter, paraméteres els6foku egyenletek megoldasa

Mekkora sebességre kell lelassitanunk egy kanyarban, hogy az auté ne cstisszon
meg? A valasz attol fiigg, hogy milyen éles a kanyar és milyen csuszos az t.
A kanyar sugara, valamint az aut6 és az ut kozotti surlodasi egytitthatd egy-egy
paraméter — ezek ismeretében lehetne kiszdmolni a valaszt, hogy mekkora a
megfelel$ sebesség.

A paraméter a matematikai egyenletekben egy olyan egyiitthatd, amelynek nem
ismerjiik a konkrét értékét. Ha a paraméter helyébe kiilonb6z6 valés szdmokat
helyettesitenénk be, akkor (rendszerint) kiilénboz6 egyenletekhez jutnank.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Oldd meg grafikus uton a p?x - 1 = x + p egyenletet a valds szamok halmazan, ha a p paraméter a {0; 1; -1; 2; -2} hal-
mazban megadott értékeket veszi fel!

Megolds:

Oldjuk meg a feladatot fiiggvényabrazold szoftver (pl. GeoGebra) segitségével! Vegyiink fel egy csuszkat, és nevezziik
&t p-nek! Abrazoljuk az y = p>x - 1 és az y = x + p fiiggvények grafikonjit a valés szimok halmazén, majd 4llitsuk be a
csuszkan p-t a megadott értékekre! Mindkét oldal grafikonja egy egyenes. A p valtoztatasaval azonban megvaltozik az elsé
fiiggvény (y = p>x — 1) esetén az egyenes meredeksége, mig a masodik fiiggvény (y = x + p) esetén az, hogy az egyenes hol
metszi az y tengelyt. Ha a két egyenes parhuzamos, akkor az egyenletnek nincs megoldasa. Ha a két egyenes egybeesik,
akkor minden valds szam megoldas. Ha a két egyenes metszi egymast, akkor egy megoldas van.

p=0 p=1 p=-1 p=2 p=-2
‘ yA ‘ ‘yﬂ ‘ ‘ yA ‘yﬂ / ‘ ‘ y A /
p=0 p=1 p=-1 p=2 p=-2
1 1 1 1 / 1 /
N UZEBE 0%z of 1 T x of i/ *
/ /
p =0 esetén p=1esetén p=-1esetén p =2 esetén p = -2 esetén
az egyenlet: az egyenlet: az egyenlet: az egyenlet: az egyenlet:
-1=x x-1=x+1 x=—1=x—1 4x-1=x+2 4x-1=x-2
Az egyenesek
, ; . Az egyenesek , ;
Egy metszéspont van.  parhuzamosak és cavbeesnek Egy metszéspont van. Egy metszéspont van.
nincs metszéspontjuk. gy ’
’ . o . megoldas:
megoldas: . , minden valds szam megoldas:
nincs megoldas , _ 1
x=-1 megoldas x=1 ===

3



2. Hény megolddsa van a valds szdmok halmazdn a p>x - p* = 4x + 8 egyenletnek a p paraméter kiilonboz4 értékei esetén?

Megoldas:

Az egyenletben x az ismeretlen, azt kell kifejezniink konkrét szamok és a paraméter segitségével. Az x-re nézve ez egy elsé-
fokd, egyismeretlenes egyenlet, ezért ugy kell megoldani, mint azokat az egyismeretlenes elséfoku egyenleteket, amelyek
egyiitthatoi konkrét szamok. Ezért rendezziik egy oldalra és vonjuk 9ssze az x-et tartalmazé tagokat, a masik oldalra az
x-et nem tartalmazé tagokat.

px-4x=p*+38
(P*-4dx=p*+38

Amikor linearis egyenletet oldunk meg, a kovetkez6 1épés az lenne, hogy osztunk az x egytitthatéjaval. Ez az egyiitthatd
azonban tartalmazza a paramétert, ezért esetszétvalasztast kell alkalmazni: kiilon meg kell vizsgalni, hogyan alakul az
egyenlet, amikor a paraméter miatt ez az egyiitthato 0.

p* - 4 =0Kkét esetben teljestil: p = 2 vagy p = -2.
l.eset: p=2.

Ekkor az egyenletben konkrétan kiszamithatjuk a hidnyzé egyiitthatokat.
Ezt kapjuk: Ox = 16. Ennek nincs megoldasa.

2.eset:p=-2.

Ekkor is kiszamolhatjuk a hidnyzé egytitthatokat. Ezt kapjuk: Ox = 0. Ennek
az egyenletnek minden valds szam a megolddsa.

3.eset:p#2ésp#-2.

3

p+

Ekkor az egyenletben az x egyiitthat6ja nem nulla, ezért oszthatunk vele. Ezt kapjuk: x ==

8 .

e Minden p esetén, amely
nem 2 és nem -2, ez egy konkrét szam, ekkor ez az egyetlen szam az egyenlet megoldasa.

Osszefoglalva:

P hap =2, akkor az egyenletnek nincs megolddsa;

P hap = -2, akkor az egyenletnek minden valds szdm a megolddsa,

P hap =2 ésp+-2,akkor az egyenletnek egyetlen megolddsa van: x =

Paraméteres egyenletek

Paraméteres egyenletrél akkor beszéliink, ha az egyenlet néhany egytitthatéja nem ismert, és egy paraméter (pl. p) kifeje-
zéseként van megadva.

Példaul: Ha példaul p paraméter értéke 10, akkor az egyenlet igy
alakul: 10x + 4 = 5x + 34.
\‘\‘

px+4=5x+p+24 Ennek megolddsa: x = 6.

//'

Ha egy paraméteres egyenlet gyokeit kell meghataroznunk, akkor az egyenlet rendezése kozben gy kell kezelniink a pa-
ramétert, mintha egy konkrét valds szam lenne. Koriiltekintéen kell azonban eljarnunk, mivel az értékét nem ismerjiik.
Ezért ha olyan kifejezéssel szeretnénk osztani vagy szorozni, amely tartalmazza a paramétert, akkor esetszétvalasztast kell
alkalmaznunk. Hatdrozzuk meg, hogy a paraméter mely értékeinél lesz ez a kifejezés 0, majd vizsgaljuk meg, hogyan ala-
kul az egyenlet ezekben a konkrét esetekben! Végiil az egyenlet gyokeit a paraméter fliggvényében tudjuk meghatarozni.



I a paraméter (p) valds szamot jell, ugy kell bannunk vele, mintha konkrét valos szam lenne )

I az ismeretlen (x) a paraméteres tagbol is kiemelhets P 2x-px=(Q2 - p)x )

I paramétert tartalmazd kifejezéssel szeretnénk osztani? P> esetszétvalasztds )

I melyik konkrét p esetén lesz az a kifejezés nulla, amellyel osztanank? )

I ezen konkrét p értékekkel oldjuk meg az eredeti egyenletet P> 1. eset/2.eset... )

I ha p ezektdl az értékektd] killonbozik, akkor oszthatunk vele P> utolsé eset )

A feladatokban p valds paramétert jelol.
E E1 Oldd meg az egyenleteket a valds szimok halma-
z4n!
a)3x+p=12p-8x
by 2X*tP _3%-2p _,
4 2

E E1 Oldd meg az egyenleteket a valds szimok halma-

zan!

a)2p-x=>5x-10p+3

by X P_2 3%

3 5 5 2

E E1 A p paraméter mely értékei esetén lesz az egyen-

leteknek gyoke a 2?

a) p+3+x+3=p+x
2 5 4

b) 3x+p —05

n E2 A valés szdmok halmazdn értelmezett fiigg-
vények esetében adj olyan értéket a hozzarendelési
szabalyban szereplé paraméternek, hogy a fiiggvény
grafikonja illeszkedjen a koordinata-rendszer meg-

adott pontjara!

a) fx)=>x+p-i A2 )
4 2

b)glx)=px+2p-1 B(4; 6)

A paraméter valtozasat fliggvényabrazold szoftverrel (pl. GeoGebra) egy csuiszka éllitasaval szimulalhatjuk.
Igy dinamikusan vizsgalhatjuk, hogy a paraméter értékétél fiiggden hogyan alakul a feladat megoldésa.

FELADATOK

E E2 Grafikon segitségével hatdrozd meg, hogy hany
megolddsa van az egyenletnek a valos szimok halma-
zan, ha p valés paraméter!

[x+2|-3=p+2

ﬂ E2 A p valés paraméter mely értékei mellett lesz a
valds szamok halmazan az egyenletek gyoke a 02

a) 3p+4=px+p’

b) 2p+1 x+p px+l_
2 3 6

0

E2 Oldd meg az egyenleteket a vals szdmok halma-
zan!

a) px+3p=9p - 10x
b) 15 - 3px = 10p - 6x
m E2%* Oldd meg az egyenleteket a valos szdmok hal-
mazdan!
a)3 - 6px=3p+3x
b)3x-p*=px-9
C) p>x - 25x =p*>+ 10p + 25

E E2* Oldd meg az egyenleteket a vals szamok hal-

mazan!

a)2x-p|=14
+5

b) X =3x—-4
p



m paraméteres masodfokd egyenlet
FELADATOK

E1 A grafikon se- \ yA [ [lp=11 E E1 Abrézold a valds szamok halmazan értelmezett
gitségével hatdrozd \ [ p=10 Sflx) = (x + 3)* - 4 fiiggvényt!
meg, hogy hany meg- p=9 A grafikon segitségével hatdrozd meg, hogy
olddsa van az egyen- J)=(G+1) +2 P8 hdny megolddsa van a valés szamok halmazan a
letnek a valds szamok \ [l |p27 (x + 3)* — 4 = 2p egyenletnek a p paraméter fiiggvé-
halmazén, ha p valds 16 nyében!
paraméter! i - Z
(x+12*+2=p-3 ! N
0] 1 X

KIDOLGOZOTT FELADAT

5
Melyik szamot jelolheti p, haa [Z p- lsz +2px+4=0 egyenletnek két kiilonb6z6 gyoke van a valos szamok halmazan?

Megoldads: pA| |
Az egyenletnek akkor van két kiilonb6z6 gyoke, ha \‘ ’,
P masodfokd, azaz a f8egyiitthatdja nem nulla, és ‘\ ,,
P adiszkrimindnsa pozitiv.
A féegyiitthaté akkor nem nulla, ha > p—1#0,vagyisp #0,8. — 1
4 >
0 p

5
A diszkriminans akkor pozitiv, ha D =(2p)* — 4(217 - 1) 4=4p> -20p+16>0.

A diszkrimindns értékét egy p-tél fiiggd masodfoku kifejezés adja meg. Abrazoljuk D értékét
a p fiiggvényében! A grafikon egy parabola, amely felfelé nyitott, hiszen a féegyiitthatdja
pozitiv, és zérushelyei meghatarozhatok a megoldoképlet segitségével: p =1 és p = 4.

—
[
[
—
—
—

A grafikonrdl leolvashatd, hogy a diszkriminans értéke pozitiv, ha p < 1 vagy p > 4.

Osszegezve: J

Az egyenletnek két kiilonb6z6 gydke van, ha p # 0,8, és p < 1 vagy p > 4.

»

Szamegyenesen dbrazolva: — j 0-0 : : o —>
-1 0 081 2 3 4 5 p

Megjegyzés: Vizsgaljuk meg, hogy p néhany konkrét értéke esetén milyen egyenletet kapunk!
Hap=8 P azegyenlet: 9x*+16x+4=0 » D=112 P kétkiilonboz6 megoldas R-en.
Hap=2 P azegyenlet: 1,5x*+4x+4=0 » D=-8 P nincs megoldds R-en.

9. LECKE / PARAMETERES MASODFOKU EGYENLETEK



Paraméteres masodfoku egyenletek

Vannak olyan paraméteres masodfoku egyenletek, amelyek esetében ismert valamilyen 6sszefiiggés vagy informacié az
egyenlet gyokeire vonatkozoan, és azt kell meghatarozni, hogy a paraméter mely értékei esetén teljesiil a megfogalmazott
Osszefiiggés, illetve informacié. Példaul

ismert ekkor felhaszndlhatjuk
C az egyik valds gyok értéke ) > Cezt az értéket behelyettesitve teljesiil az egyenlc’iség)
C pontosan egy valds gyoke van ) > C a diszkriminans értéke nulla )
C nincs valés gyoke ) > C a diszkriminans értéke negativ )
C két kiilonb6z6 valds gyoke van ) > C a diszkriminans értéke pozitiv )
C egyik gyoke pozitiv, méasik negativ ) | C Viete-formulak, a diszkriminans értéke pozitiv )

Ha a paraméter a f6egytitthatoban is szerepel, akkor figyelni kell arra, hogy a paraméternek lehet olyan értéke, amely
esetén a féegyiitthato 0, ezért az egyenlet nem masodfoku. Ezt az esetet kiilon meg kell vizsgalni.

ha a f8egyiitthatoban szerepel > lehet olyan eset, amikor az egyenlet
a paraméter nem masodfoku

Megjegyzés:

A masodfoku egyenlet megoldoképlete nem mads, mint az ax* + bx + ¢ = 0 paraméteres egyenlet valos megoldasainak fel-
irdsa, melyben a, b és c valos paraméterek.

FELADATOK

ﬂ EL A p paraméter mely értéke esetén lesz az egyenle- E E2 (Emelt szint( érettségi, 2020)

teknek pontosan egy megoldasa a valés szamok hal- Adott az x* — (4p + 1)x + 2p = 0 masodfoku egyenlet,
mazan? ahol p valés paraméter.
a)x*-(p+2)x+16=0 a) Igazold, hogy barmely valds p érték esetén az

b)x+(p-1x+2p-5=0 egyenletnek két kiilonboz6 valds gyoke van!

b) Ha az egyenlet egyik gyoke 3, akkor mennyi a ma-
n E2 A p paraméter melyik értéke esetén lesz a sik gyoke?
px*+ (p - 3)x + 1 =0 egyenlet egyik gyoke a 3 a valos
szamok halmazan? Hatarozd meg ebben az esetben
az egyenlet masik gyokét!

c) Hatdrozd meg a p paraméter értékét gy, hogy az
egyenlet gyokeinek négyzetosszege 7 legyen!

I8 E2 A p paraméter mely értéke esetén lesz az egyen- E2 (Emelt szint( érettségi, 2011)
leteknek két kiilonbozé megoldésa a valés szamok Vizsgald meg a kovetkez6 paraméteres egyenlet meg-
halmazan? olddsainak szamat a k paraméter fiiggvényében! A k
paraméter valos szam, az egyenlet értelmezési tar-
tomanya a valés szamok halmaza. (Hasznalj hozza
b) px*+px+5=0 grafikont!)

a)x*+px+3p-8=0

c)px*+(p-3)x+1=0 |(x-2y-1=k

d) px2+(p+2)x+%=O



-m els6fokd, masodfoku egyenldtlenség megoldasa, grafikus megoldas

m egyenldtlenség-rendszer, tortes, négyzetgyokos egyenlétlenség megoldasa

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Oldd megaz 2x *3

>0 egyenldtlenséget a valos szamok halmazan!

Els6 megoldds:

Az értelmezési tartomany R \ {1}. yA

Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben a valés szimok halmazan ér- g f
telmezett f(x) = x + 3 és g(x) = 2x - 2 fuggvények grafikonjat!

Mikor lesz a feladatban szerepl tort értéke pozitiv?

P> amikor a szamléldban és a nevez8ben 4ll6 kifejezés értéke pozitiv -
ekkor mindkét grafikon az x tengely f6l6tt halad;

P> amikor a szdmléloban és a nevezdben 4l16 kifejezés értéke negativ -
ekkor mindkét grafikon az x tengely alatt halad.

Erdemes szdmegyenesen dbrazolni a kifejezések eléjelét. A szdmlal6 po-

zitiv, ha x > -3, nulla, ha x = -3, és negativ, ha x < -3. A nevez6 pozitiv, 0 x;
ha x > 1, és negativ, ha x < 1. A nevez6 nem lehet nulla, emiatt x = 1. ‘

fO @

g © ®

A szamegyenesrdl leolvashatd, hogy az egyenl6tlenség
megoldasa: x < -3 vagy x> 1.

452101 2 5 45 6 7 8 9 10%x

©) ) ® Mas jeloléssel felirva: x € ]—eo; =3[ U]1; oo .
7

4
Masodik megoldds:

Az értelmezési tartomany R \ {0}.

Egy tort értéke pozitiv, ha szamlaléjanak és nevezdjének az eléjele megegyezik. Ez két esetre bontja a feladatot. Mindkét
esetben egyszerre teljesiil a szamlalora és a nevezdre felirt egyenl6tlenség, tehat két egyenl6tlenség-rendszert kapunk.

x+3>0 x>-3 x>-3
Els6 eset: = =
2x-2>0 2x>2 x>1
Mindkét egyenlétlenség teljesiil, ha x > 1. (Ebben az esetben a szamlald és a nevezd is pozitiv.)
Masodik eset: x+3<0 =3 x<-3 = x<-3
2x-2<0 2x<2 x<1

Mindkét egyenl6tlenség teljesiil, ha x < -3. (Ebben az esetben a szamlalé és a nevezd is negativ.)

A feladat megoldasa tehat: x < -3 vagy x > 1.

10. LECKE / EGYENLOTLENSEGEK



1. Egyenlétlenség tortes kifejezésekkel

Egy tort értéke pozitiv, ha szamlél6janak és nevezdjének az eléjele megegyezik: vagy mindkettd pozitiv vagy mindkettd
negativ. A tort értéke negativ, ha a szamlalo és a nevezd koziil az egyik pozitiv és a masik negativ. Ennek segitségével old-
hat6 meg egy tortes egyenldtlenség, ha a relécios jel egyik oldaldn a nulla 4ll. Erdemes grafikonon vagy szémegyenesen
abrazolni, hogy a kifejezések mikor vesznek fel pozitiv, és mikor negativ értéket.

Ha az egyik oldalon egy tortes kifejezés, a masik oldalon egy nullatol killonb6z6 valds szam 4ll, akkor rendezziik egy
oldalra az egyenlStlenséget, és kozds nevezére hozva vonjuk Gssze a tagokat.

Példdul:
+2 _
al >3 P> atrendezve: x+2 -3>0 > a tagokat 0sszevonva: M >0 >
x+10 x+10 x+10
" —2x—28 ) ) )
egyszerlibb alakban: ilo >0 > a feladatot visszavezettiik egy egyszer(ibb feladatra.
X+

(A megoldas: x € ]-14; -10[.)

Megjegyzés: Egyenlotlenség-rendszert oldunk meg, amikor azt vizsgaljuk, milyen valds szamok esetén teljesiil egyszerre
két egyenl6tlenség, példaul az, hogy a szamlalo és a nevezd is pozitiv.

2. Egyenlétlenség négyzetgyokos kifejezésekkel

Nemnegativ szamok esetén teljesiil, hogy nagyobb szam négyzete nagyobb, kisebb szam négyzete kisebb. Ezért ha az
egyenl6tlenség mindkét oldala pozitiv vagy nulla, akkor a négyzetre emelés utdan kapott egyenl6tlenség ugyanakkor tel-
jestil, mint az eredeti egyenlétlenség.

Négyzetgyokos egyenl6tlenségeknél ne feledkezz el az értelmezési tartomanyrol!

3. Mérlegelv egyenl6tlenségek esetén

Nem valtozik meg az egyenldtlenség megoldasa, ha a relacids jel két oldalan allo kifejezést

ugyanazzal a valés szammal néveljitk vagy csokkentjiik; v
ugyanazzal a pozitiv valés szammal szorozzuk vagy osztjuk; 4
ugyanazzal a negativ valds szammal szorozzuk vagy osztjuk és megforditjuk a reldcios jel iranyat. v

Ovatosan kell eljarni, ha olyan kifejezéssel szeretnénk szorozni vagy osztani, amely ismeretlent tartalmaz. Ekkor kiilén
meg kell vizsgélni, hogy ennek értéke lehet-e nulla, illetve hogy ennek értéke pozitiv vagy negativ. Ha pozitiv és negativ
értéket is felvehet, akkor az algebrai levezetést tobb esetre kell bontani.

4. Egyenlétlenségek grafikus megoldasa

Grafikus megoldas soran abrazoljuk annak a két fiiggvénynek a grafikonjat, amelyek az egyenl6tlenség két oldalan allo
kifejezéshez tartoznak!

Abrazoljuk kozos 3 > Keressiik 3 > Olvassuk le a graﬁkonrél?

koordinata-rendszerben! a metszéspontokat! a megoldast!

Olvasssuk le a .
. 1 . . Melyik grafikon van
Ha segit, rendezziik at metszéspontok elsé RS .
. . g P »feljebb”, melyik van
az egyenl6tlenséget! koordinatait! Ellenérizziink o
(o »lejjebb”?
behelyettesitéssel!

Grafikus megolddst érdemes kovetni példaul a masodfoku és az abszolutértékes egyenlStlenségeknél.



KIDOLGOZOTT FELADAT

2. Oldd meg a valds szaimok halmazan az egyenlStlenségeket!

a) V2x+3<5

Megoldds:

b) 2<+x-5

a) Az értelmezési tartomdny: x > -1,5. Az egyenlétlenség mindkét oldalan 4116 kifejezés értéke nemnegativ, ezért elég
megoldani a négyzetre emelés utdn kapott 2x + 3 < 25 egyenldtlenséget. Ebb6l: x < 11, az értelmezési tartomannyal

Osszevetve a feladat megoldasa: -1,5 < x < 11.

b) Az értelmezési tartomany: x > 5. Az egyenl6tlenség jobb oldalan all6 kifejezés értéke nemnegativ, ezért biztosan na-
gyobb, mint -2. Ezért a megoldas az értelmezési tartomany minden eleme: x > 5.

FELADATOK

E E1 A szimegyenesen bejeloltiik, hogy x — 5 értéke
milyen x esetén pozitiv, illetve negativ. Hasonlé mo-
don abrazold, hogy 2 - x értéke mikor pozitiv, mikor
negativ!

S @

=Y

~4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A szamegyenes segitségével oldd meg az egyenl6tlen-
ségeket a valos szamok halmazan!

a)x_—5>0 b) x__sgo
2—x 2—x

E E1 Oldd meg az egyenl6tlenségeket a valds szamok

halmazan!
+4 2x+10 -1
a) X 250 pZE<0 ¢ X0
x+7 3—x 3—x

ﬂ E1 Oldd meg az egyenl6tlenségeket a valds szamok
halmazan!

a) V2x+8 <4 b) V4x+12>2

n E1 Oldd meg az egyenlStlenségeket a valds szamok
halmazan!

a)x-1]23 b) |6 - 5x] <3

I E2 (Kozépszinti érettségi, 2006)
Egy osztély térténelemdolgozatot irt. Ot tanul6 dol-
gozata jeles, tiz tanuldé jo, harom tanuléé elégséges,
két tanul6 elégtelen dolgozatot irt. Hanyan irtak
kozepes dolgozatot, ha tudjuk, hogy az osztélyatlag
3,41-nal nagyobb és 3,42-nal kisebb?

m E2 Egy vegyi tizemben sszedntenek 15 liter 10%-0s
oldatot és valahany liter 35%-o0s oldatot ugyanabbol
az anyagbol. A keletkezd oldat toménysége tobb mint
27%, és kevesebb mint 28%. Hany litert hasznalhat-
tak a 35%-os oldatbol?

E2 (Emelt szint( érettségi, 2018)
Oldd meg az x—4
x

<—1 egyenl6tlenséget a valds sza-

mok halmazén!

m E1l Add meg a kifejezések értelmezési tartomdnyat!
a) Vax +5—x* b) V14 +5x—x2

ﬂ E2 (Emelt szint(i érettségi, 2019)
Oldd meg az egyenldtlenséget a valds szamok halma-
zan!

IX-4<20
5




m nevezetes kozépértékek, a kozépértékekre vonatkozé egyenlétlenségek

FELADATOK

K2 Az ABCD téglalap oldalai 4 egység és 9 egység
hossztiak. Mekkorak az oldalai annak a négyzetnek,
amelynek

a) kertilete ugyanannyi, K
mint az ABCD
téglalap kertilete?

K
9
b) teriilete ugyanannyi,

téglalap tertilete? 9 =

c) atléja ugyanolyan

hosszt, mint az ABCD |7| ZE:
téglalap atloja? 4

1. Nevezetes kozépértékek

Definicié: Legyenek a és b pozitiv valos szamok. Ekkor

Megjegyzések:

E E1 Miavalasz az 1. feladatban feltett kérdésekre, ha
a téglalap oldalainak hossza a és b (a, b € R*)?

E E1 Az1km hosszt utat egyik irdnyban 9 % , Vissza-

felé ugyanezt az utat 4 % sebességgel tesszitk meg.

a) Osszesen mennyi ideig tartott az oda-vissza Gt?

b) Mekkora volt az oda-vissza ut sordn az 4tlagse-
besség (atlagsebesség: a megtett ut teljes hosszat
elosztjuk a megtételéhez sziikséges id6vel)?

€) Mi a valasz az a) és b) pontban feltett kérdésekre,

ha a sebességiink az egyik irdnyban v, % ,ama-

sik iranyban v, % ?

az atlaguk, vagyis az Gsszegiik fele aT-l-b
a szorzatuk négyzetgyoke Jab
a* +b*
anégyzeteik atlaganak négyzetgyoke 5
2 2ab
a reciprokaik atlaganak reciproka 1 N 1 T a+b
a b

P A szamtani kozepet értelmezzitk minden valds szdm esetén, azaz negativ szdmok és a nulla esetében is. A tobbi ko-

zépértéket pozitiv szamok esetén szoktdk értelmezni.

P A kozépértékek tobb szam esetén is értelmezhetdk.

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK



2. Nevezetes kozepek kozti egyenl6tlenségek
Tétel: Minden a, b pozitiv valds szam esetén teljestil:

harmonikus kozepitk < mértani kozepiik < szamtani kozepiik < négyzetes kozepiik.

2 +b / 240
1 < Jab < 2 5 < |2 5 Egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha a = b.
a'b
Példdul a 4 és 9 szamok nevezetes kozépértékei:
Harmonikus kézép Meértani kozép Szamtani kozép Négyzetes kozép
2 72
=’% <554 4+9 13 4 +9 7
11 13 J4-9=136~6 ——=—=65 = JZ ~696
o 2 2 2 2

3. Példak A kozépértékeket sokféle folyamatban, jelenségben felfedezhetjiik.

P Szamtani kozép: 4tlagszamitas, pl. osztalyzatok, életkorok, testmagassagok dtlaga.
P Meértani kozép: pénziigyi folyamatokban, pl. banki kamatozds, inflacio.

P Négyzetes kozép: hibaszamitas mérési eredmények elemzésekor, statisztikai szords.
>

Harmonikus kozép: 4tlagsebesség, parhuzamos kapcsolas.

KIDOLGOZOTT FELADAT \ /

\
1. Bizonyitsuk be, hogy atbh >.Jab,haa, b e R*! >~ =
2 \,‘7// — .
Bizonyitds: _
Mivel az egyenldtlenség mindkét oldalan pozitiv szam all, négyzetre AsT™ (\ =))
emelhetjitk a két kifejezést: a relacié pontosan akkor teljesiil, amikor /\ﬁ\h N )\
a négyzeteik kozott teljesiil ugyanaz a relacio. : \A\ R
2
2
(2] = ()
, 2 , Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért az els6 egyenl6tlenség pontosan ugyanak-
a+2ab+b” ab kor teljesiil, mint az utolsé. Az utolsé egyenl6tlenség minden a, b € R* esetén teljesiil
4 - (hiszen valds szam négyzete nem lehet negativ), ezért a tételben szerepld egyenlétlen-
a® +2ab+b* > 4ab ség is teljestil minden a, b € R* esetén. Latszik az is, hogy egyenldség pontosan akkor

a’ —2ab+b*>0 teljestil, haa =b.

(a—b)*=0

2. Bontsuk fel a 24-et két pozitiv valds szdm Gsszegére ugy, hogy a tagok szorzata a lehetd legnagyobb legyen!

Megoldas:

Jeloljiik a két szamot a-val és b-vel. Azt keressiik, hogy ab mikor maximalis. Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép
kozti egyenlStlenséget!

Jab < asz =12. Mivel vab és 12 is pozitiv, ezért teljesil, hogy ab < 12* = 144.

A szorzat maximuma 144, és ezt az értéket akkor veszi fel, amikor a = b, vagyis a 24-et két egyenl6é szamra bontottuk,
mindkét szam a 12.

Megjegyzés: A feladat az f(x) = x - (24 - x) masodfoka fiiggvény szélséérték vizsgalataval is megoldhato.



FELADATOK

W E1 (Kozépszinti érettségi, 2015)
Zsuzsa egyik testvére hét évvel id6sebb a masik test-
vérénél. A két testvér életkoranak mértani kozepe 12.
Hany éves Zsuzsa két testvére?

E E1l Melyik az a két valos szdm, melynek
a) szamtani kozepe 12,5 és mértani kozepe 10?
b) mértani kozepe 8 és harmonikus kozepe 6,42
c) szamtani kozepe 45,5 és mértani kozepe 42?

d) szamtani kozepe 4 és négyzetes kozepe 52

m E1 Egy vallalkozas vagyona az egyik évben 21%-kal
novekedett, majd a kévetkez6 évben tovabbi 69%-kal
nott.

a) Hany szazalékkal nétt a vagyon ez alatt a két év
alatt?

b) A 21% és a 69% szamtani kozepe (atlaga) 45%.
Hany szazalékkal nétt volna a véllalkozas vagyo-
na, ha mindkét évben 45%-kal névekedett volna?

¢) Hany %-os éves novekedés esetén teljestilne, hogy
mindkét évben ugyanannyi szazalékkal né a va-
gyon, és a két év elteltével ugyanannyi lesz, mint-
ha az els6 évben 21%-kal, a masodik évben 69%-
kal n6?

E1 Egy 80 cm hosszu palcdbdl papirsarkdnyt készi-
tlink ugy, hogy a palcat kettétorjiik, és a két rész lesz
a deltoid két atloja. Hogyan torjiik ketté, ha azt sze-
retnénk, hogy a papirsarkany teriilete a lehetd legna-
gyobb legyen?

E E1 Irjuk fel a 36-ot két pozitiv valés szdm szorzata-
ként tgy, hogy a tényezdék osszege a lehetd legkisebb
legyen!

ﬂ E2 Adott egy kor, és rajta kiviil egy P pont. A P pon-
tot Osszekatjiik a kor kozéppontjaval, és P-t6l a ko-
zelebbi metszéspontig tart6 szakaszt jeloljiik a-val, a
tavolabbi metszéspontig tartd szakaszt b-vel.

a) Igazoljuk, hogy a PO szakasz hossza a és b szamta-
ni kozepével egyenld!

b) Hazzunk érint6t P-b6l a korhoz! Az érintési pon-
tot jeloljitk E-vel. Igazoljuk, hogy a PE szakasz
hossza a és b mértani kozepével egyenld!

E

c) Allitsunk merdlegest PO egyenesére az O pontban.
Ennek és a kornek az egyik metszéspontja legyen
F.Igazoljuk, hogy a PF szakasz hossza a és b négy-
zetes kozepével egyenld!

|a+ b’
2

a+b

2

d) Allitsunk merélegest a PO egyenesre az E pontban.
Ennek és a PO szakasznak a metszéspontja legyen
T. Hasonlosag segitségével igazoljuk, hogy a PT sza-
kasz hossza a és b harmonikus kozepével egyenld!

€) Hogyan jelennek meg az dbran a nevezetes kozép-
értékek kozotti egyenldtlenségek?




FELADATOK

E E1 Melyik a helyes ut? A tovébblépés irdnydt mindig a helyes eredmény szabja meg. Indulj a bal felsd sarokbdl, és juss

1 2 3
ela ® -ig.
2és18 10 és 15 2és14
A mértani 6 harmonikus 12 négyzetes
gy
kozepe kozepe kozepe
9 \\ 11,4 // 0
1 4.2 1 ,.1
6és 10 385 Z &5
B szamtani ;—Z mértani 1 harmonikus
kozepe kozepe kozepe

6
L N 16
sx\@//@
1

5és9 cés g

€S 6 2

C négyzetes % szamtani 3 o o
kozepe kozepe

E E1 Melyik egyenlétlenséghez melyik dbra tartozik? Az egyenlStlenségekhez tartozé grafikon, illetve szémegyenes
segitségével hatarozd meg az egyenlétlenségek megoldasat a valos szamok halmazan!

a) 2—2x<0 b) 1+O,5x>0 c) 2x+120
x+1 2—-0,5x 2—Xx
A) vA B) C) yA
AN ® ©
© ®

A e

/ 1 > -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 «x -
of 1 5 0] 1 x




B E1l A kovetkez6 egyenletekben a p paraméter valos
szamot jelol. Hany gyoke van az egyenleteknek a va-
16s szamok halmazan?

a)3x+8-6p=px+11  b) ZXF1Z__PX
3

ﬂ E2 (Emelt szint( érettségi, 2020)
Van néhany dobozunk és valahany érménk. Ha min-
den dobozba egy érmét tesziink, akkor m darab érme
kimarad. Ha minden dobozba pontosan m db ér-
mét akarunk tenni, akkor 7 dobozba nem jut érme
(m # 1). Hany érménk lehet, ha a dobozok szama 6?

E E2 Legyen a pozitiv valds szdm. A szdmtani és mér-
tani kozép kozotti egyenldtlenség segitségével bizo-
nyitsd be, hogy a-nak és a reciprokanak dsszege na-
gyobb vagy egyenld, mint 2. Melyik a esetén teljesiil
az egyenl9ség?

m E2 A p val6s paraméter mely értékei esetén nincs
megolddsa az egyenletnek a valés szamok halmazan?
a)(p+ x>+ 6px+12=0
b) (p-2)x*-4px+10p+6=0

E E2 Hatdrozd meg a p valés paraméter értékét ugy,
hogy az x> + 2p - 3)x + p*> - 6p + 5 = 0 egyenletnek a
valds szamok halmazan

a) egy valos gyoke legyen; ) gyoke legyen a 0;

b) ne legyen valds gyoke;  d) gyoke legyen az 1!

E E1 Két pozitiv szam harmonikus kozepe L ésmeér
10

tani kozepe % . Melyik ez a két szam?

IEX E1 0ldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezd

egyenletrendszereket!
x+y+z=10 3x+2y+z=9
a) {2-(x+y)=16 b){ 2x+y=-I
_Z+y=4 xX—y=z-6
X

m E1l Hatdrozd meg a kifejezések értelmezési tartoma-
nyat!

a) _ b) V& +3x—28

6x> +x—1 2x—5

Helyezd el az dbraba a felsorolt szamokat ugy, hogy két 6sszekapcsolt szam ald a megadott kozépértéke keriiljon!

7,5 22
O harmonikus [ ] [ ] négyzetes D D szamtani @
— ) — )
D szdmtani D mértani Q
— U _/
Y Y
D mértani Q

]



(D = definici6, T = tétel, M = mddszer, eljaras)

Polinom fokszédma,
D fokszam szerint
rendezett alakja

M Meérlegelv

Ekvivalens atalakitas

Hamis gyok/gyokvesztés

Egyenlet megoldasanak
modszerei

Masodfoku egyenlet
altalanos (kanonikus) alakja

Masodfoku egyenlet
diszkriminansa

Masodfoku egyenlet
megolddképlete

Masodfoku egyenlet
gyoktényezds alakja

A polinom fokszam szerint rendezett alakjaban a tagok a fokszamuk szerint
csokkend sorrendben kovetik egymast. A polinom fokszdma egyenlé a legna-
gyobb fokszamu tag fokszamaval. Egyvéltozds polinom esetén ez egyenld a
valtozé legnagyobb kitevéjével.

Az egyenletek megoldasa sordan nem valtozik meg az egyenlet megoldashal-
maza, ha az egyenldségjel két oldalan all6 kifejezést ugyanazzal a valos szam-
mal noveljitk vagy csokkentjiik, illetve ugyanazzal a nullatdl kiilonb6z6 valds
szammal szorozzuk vagy osztjuk.

Azok az atalakitasok az ekvivalens atalakitasok, amelyek sordn az eredeti
egyenletnek egyetlen gyokét sem veszitjiik el, és nem kapunk olyan megol-
dast, amely nem gyoke az eredeti egyenletnek.

Nem feltétleniil ekvivalens dtalakitds példdul az ismeretlennel val6 szorzas
vagy osztas, paros hatvanyra emelés, gyokvonas.

Hamis gyokot kaphatunk, vagy gyokot veszithetiink akkor, ha az egyenlet-
megoldas soran nem ekvivalens atalakitasokat végziink. Ilyen lehet példaul a
négyzetre emelés, az ismeretlennel val6 szorzas, osztas.

Ennek kikiiszobolésére hasznalhatunk a muvelet el6tt tjabb feltételeket, vagy
a végén ellendrziink.

az egyenlet rendezése mérlegelv segitségével
4j ismeretlen bevezetése

értelmezési tartomany vizsgalata
értékkészlet vizsgalata

szorzatta alakitas kiemeléssel vagy nevezetes azonossagok segitségével

ax’ +bx+c=0 (melyben a, b,c e R ésa #0)

D = b* - 4ac,
ha D > 0, akkor két kiilonb6z6 valés megoldds van;
ha D = 0, akkor egy valés megoldas van (kétszeres gyok, két egybeesé gyok);

ha D < 0, akkor nincs megoldas a valés szamok halmazan.

_ —b++b* —4ac

X, , =
1,2
2a

a(x - x,)(x - x)) = 0, ahol x, és x, az egyenlet gyokei.



Viete-formulak

Nevezetes azonossagok

Paraméteres egyenlet

Masodfoku paraméteres
egyenlet

Meérlegelv egyenlétlenségek
esetén

Egyenlétlenség grafikus
megoldasa

Masodfoku egyenl6tlenség
megolddsa

. c
X, tx,=— 68  x -x,=—
a a

(a+b)*=a*+2ab + b?
(a-bP=a*-2ab+ b?
(a+ba-b)=a>-b

a’> - b= (a-b)a*+ab+b?)

@+ b= (a+b)a*-ab+b?

Minden a, b € R, n € Z* esetén

a"—b"és a™+!' + b** ! szorzatta alakithatd.

a paraméter val6s szamot jelol
16s szam lenne

ugy kell bannunk vele, mintha konkrét va-

ha rendezziik az egyenletet
hetd

az ismeretlen a paraméteres tagbol is kiemel-

ha paramétert tartalmazd kifejezéssel osztunk = esetszétvalasztas

ha a féegytitthatoban is szerepel a paraméter, akkor lehet olyan eset, amikor
az egyenlet nem masodfokt  esetszétvalasztas

ha ismert az egyik gyok = helyettesitsiik be

ha pontosan egy (vagy két egybeesd) gyok van  a diszkriminans 0

ha nincs valés gyok = a diszkrimindns negativ

ha két kiilonbo6z6 valos gyok van — a diszkriminans pozitiv

Ha negativ valés szammal szorzunk vagy osztunk, akkor meg kell forditani
a relacios jel iranyat.

Ettdl eltekintve az egyenleteknél irt szabéalyok érvényesek.

Abrézoljuk az egyenl6tlenség két oldalahoz tartozé fliggvény grafikonjit ko-
z0s koordinata-rendszerben! A grafikonrdl leolvashato, hogy az egyenl6tlen-
ség bal oldalan all6 kifejezés milyen x esetén vesz fel kisebb, nagyobb, illetve
egyenld értéket, mint a jobb oldalon allo kifejezés.

1. 0-ra rendezziik az y
egyenl6tlenséget;

2. megkeressitk a masod-
foku kifejezés gyokeit;

3. dbrazoljuk koordi-
ndta-rendszerben a
kifejezéshez tartozd
masodfoku fiiggvényt;

4. leolvassuk az egyenl6t-
lenség megoldasat.

-
. 4
Ry




A tortes egyenlStlenséget érdemes gy rendezni, hogy az egyenl6tlenség
egyik oldalan nulla legyen.

Egy tort értéke pozitiv, ha a szamlalo és a nevezd eldjele megegyezik. A tort

Tortes egyenl6tlenség
megoldasa

értéke negativ, ha a szamlalo és a nevez6 koziil az egyik pozitiv és a masik ne-
gativ. Ennek segitségével oldhaté meg egy tortes egyenlStlenség, ha a relacios

jel egyik oldalan nulla all.

Erdemes egymas alatti szimegyeneseken abrdzolni, hogy a szaml4l6 és a ne-
vez6 melyik intervallumban pozitiv és melyik intervallumban negativ.

Négyzetre emelés
egyenl6tlenség esetén

a és b szamtani kozepe

a és b mértani kozepe

Nevezetes kozépértékek

D (4 b e R, a szdmtani kozép
esetén a; b € R)

a és b harmonikus kozepe

Nevezetes kozepek
kozotti egyenlétlenségek 1 +

alak segitségével!
2 2
+3x-28 —
a) x2 X b) 15x° —105x +150
x* 3,502 5x° —10x-75

. E2 Ellendrizd a diszkrimindns vizsgdlatdval, hogy
van-e valés megoldasa a 3x* - x — 2 = 0 egyenletnek,
majd szamitsd ki a Viete-formuldk segitségével, hogy
mennyi a kovetkez6 kifejezések értéke!

1 1
a) —+—

2 2
b) x? + x2
X X%

c) (x, - x,)’

. E1 Oldd meg az egyenletrendszereket a valds szimok
halmazén!

x+y-z=9 2x—y+z=-6
a) x—y+z=-1 b) x+y-2z=0
2x+y+3z=5 x—z=y-9

a és b négyzetes kozepe

Ha az egyenlétlenség mindkét oldala pozitiv, akkor a négyzetre emelés utan
kapott egyenl6tlenségnek ugyanaz a megoldashalmaza, mint az eredetinek.

az atlaguk, a+b
vagyis az 0sszegiik fele 2
a szorzatuk Jab
négyzetgyoke b
a négyzeteik atlaganak a’+b?
négyzetgyoke 2
2 2ab
reciprokaik 4tlaganak ELEREE
: 1 1 a+b
reciproka -
a b
2 b2
2% @beRr)

2

FELADATGYUJTEM ENY

1. E1 Egyszertsitsd a kovetkezd torteket a gyoktényez8s 4. K2 Egy brigdd egy csaladi héz épitésén dolgozik. Ha

a brigadbdl 3 embert egy masik épitkezésre iranyitana-
nak, akkor 6 nappal hosszabb ideig tartana a munka.
Ha viszont 3 emberrel tobben lennének a csapatban, ak-
kor 3 nappal rovidiilne a munka elvégzéséhez sziikséges
id6. Hanyan vannak a brigddban, és hany napig tart a
munka eredetileg?

. E1 Add meg a polinomok fokszdm szerint rendezett

alakjat, fokszamat és féegytitthatdjat!

a) x> + 5x* - 3x e)(x-2)(x+5)

b) 2x* - 6x* -9 f) x(x+D(x+2)
c)4-3x g) (2 - 3x)
d)x?+2-3x h) 2x + 1)?



6.

8.

10.

11.

12.

13.

E1l Ha egy hiromszog két kisebb szogének Gsszegét
kivonjuk a legnagyobb szogbdl, akkor 20°-ot kapunk.
A két kisebb szog kozil az egyiket 2-vel szorozva,
ugyanazt az értéket kapjuk, mint a mésikat 3-mal szo-
rozva. Mekkorak a haromszog szogei?

K2 (Kozépszintl érettségi, 2018, 2020)
Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!

x+2 4 x-1 8 X 8
a) ——=Z_—4+— d) =
x 5 2x 15 x+2 (x+2(x-2)
3 6 ?—4x+4
b) +—=25 e T2,
2(x-1) x-1 x> —4
5 x—4 35
c) =

x(x—l)_ x  x-1

E2 Uj ismeretlen bevezetésével oldd meg az egyenle-
teket, egyenletrendszereket a valds szamok halmazan!

a)x®-3x>-88=0 C)(x-22-5(x-2)+6=0

2,3 3 2
x+1 y-2 Vx=2 /y+3

b) d)
10 2 > 3 35
x+l 2-y Je—2 fy+3 7

. E2 (Emelt szint( érettségi, 2015)

Oldd meg az egyenletrendszert a valos szamok halma-
zan!

x+2 y=3_
3 4
> L.
x+2 y-3

E1l Oldd megaz egyenleteket az egész szdmok halma-
zan!

a)2x-7|=4-3x b) 4x - 3 =|-2x + 5|

E2 Algebrai uton oldd meg az alabbi egyenleteket!
a)|x-4/+3x+6/=10 b)[2x-6|+|7-x|=7

EL (Emelt szint( érettségi, 2021)
Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenletet!

V2x+6=x+1

E1 Hany gyoke van a kovetkezd egyenleteknek a va-
16s szamok halmazan?

a) Jd—x = 1x+2

2

b) Va- :—%Hz

c) \/4—x=%x—2

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

E2 Oldd meg a val6s szdmok halmazén a kovetkezd
egyenletrendszereket!

) 2\3—-x+42y—-1=11

a

3V3-x—42y-1=9
2V2x—=3+5,/y+5=25
42x =3 +3y+5=15

E1l Oldd meg az egyenleteket a valds szimok halma-
zan!

4 2
) 35— 24xt + 488 =0 d) X 22X _,
x? —10x +25
b) x2+2x:0 e) 9x* ~16 0
x 9x” +24x+16
2
€) x* = 27x =0 f) X +20_,
x+5

E1 Oldd meg az egyenleteket a valds szdmok halma-

zan! Az egyenletekben a p valds paraméter.
a)sx+p-1=2(p-x) d)x+px=2px+p-1

p) X222 _P=x_,
2 3

c)p’x-p=16x+4

e) p*x - p*=25x + 125

E1 A valdsszamok halmazan értelmezett fliggvények
esetében adj olyan értéket a hozzarendelési szabalyban
szerepld paraméternek, hogy a fiiggvény grafikonja il-
leszkedjen a koordinata-rendszer megadott pontjara!l

A(-1;4)
B(1; -8)

a)flx)=-2x+p-7
b) gx) =p*x+4p-5

E2 Grafikon segitségével hatdrozd meg, hogy hény
megolddsa van az egyenletnek a valos szamok halma-
zan, ha a p valos paraméter!

“x-1+2=p-1

E2 A kovetkezd egyenletekben a p valos paramétert
jelol. Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halma-
z4n!

a) |x-3p|=5 b) [px-2|=7

E1 Abrézold a valés szamok halmazan értelmezett
flx) = x* - 4x + 1 figgvényt!

A grafikon segitségével hatdrozd meg, hogy a p valds
paraméter fiiggvényében hany megoldasa van a valds

P

szdmok halmazan az x* —4x+1= 3 egyenletnek!

E2 A p paraméter mely valds értéke esetén lesz pon-
tosan egy megoldasa az egyenleteknek a valds szamok
halmazan?



22,

23.

24,

25.

26.

27.

a)px*-(p+2)x+2=0
b)(p+Dx*-2(p-Dx+p=0
E1l (Emelt szint( érettségi, 2021)

Hatarozd meg az m valds szam 6sszes lehetséges érté-
két ugy, hogy az alabbi kijelentés igaz legyen!

Az x* - 2x + 4 = mx egyenletnek pontosan két kiilon-
boz6 valds gyoke van.

E2 Adotta px* - (3p + 3)x + 2 - 2p = 0 egyenlet, ahol
a p valos paraméter.

a) Ha az egyenlet egyik gyoke a 4, akkor mennyi a ma-
sik gyoke?

b) Mely paraméter esetében van pontosan egy valos
gyoke az egyenletnek?

c) Hatdrozd meg a paraméter értékét ugy, hogy az
egyenletnek két valos gyoke legyen és ezek recipro-
kénak 6sszege 0 legyen!

E1l Oldd meg az egyenl6tlenségeket a valds szdmok
halmazan!

x—2

a)3x?-4,5x-2,5>0 d) >0
3-2x
b) 2 + 12x+ 1450 ) X7 g
x—4
c)x*-4x<0 f) x_+32_2
x=2
E1l Hatdrozd meg a kifejezések értelmezési tartoma-

nyat!

a) V—4x—5+x c) X7
3x+6
b) V=24 5x — 2% d), [2+3
13—x

E1l (Emelt szint( érettségi, 2018)
Oldd meg az X~ 4

< -1 egyenlétlenséget a valds szd-

mok halmazan!

E2 Oldd meg az egyenlétlenségeket a valds szdmok
halmazan!

-5 0

a) \V2x+5 B

2
b =0 d) V8-2x >4
) N7 —-2x ) *

c) 3Bx-5|=4

28.

29.

30.

31.

32.

E1l Melyik az a két valos szdm, melynek
a) szdmtani kozepe 34 és mértani kozepe 30?
b) szamtani kozepe 10 és harmonikus kézepe 9,6?

c) négyzetes kozepe 10 és szamtani kozepe 9?

E2 A p paraméter mely valds értéke esetén teljesiil,
hogya (p-2)x*+px-1=0

a) egyenletnek két kiilonb6z6 megolddsa van a valds
szamok halmazdn?

b) egyenlet két valds gyoke kozil az egyik pozitiv, a
masik negativ?

c) egyenlet két valos gyokének reciprok Osszege
egyenl6 2-vel?

d) egyenletnek két pozitiv gyoke van?

E2* (Emelt szint( érettségi, 2019)

Egy kozépiskolaban a tizedikesek évfolyamdolgoza-
tot irtak matematikabol. A dolgozatban maximalisan
100 pontot lehetett elérni. Az évfolyamra jard 80 ta-
nuld koziil a dolgozat megirasakor néhdanyan hianyoz-
tak. A dolgozatokban elért pontszamok dtlagat el6szor
ugy szamitottak ki, hogy a hianyzé tanulok eredmé-
nyét 0 pontosként vették figyelembe. Késébb, hogy
realisabb képet kapjanak, a hianyzok figyelembevétele
nélkiil szamoltak. Az igy kapott atlag 4,2 ponttal ma-
gasabbnak adodott, mint az els6 szamitas utani atlag.
Egy héttel kés6bb az elsé megiras alkalmaval hianyzo
tanuldk pétoltak a dolgozatot; az 6 atlageredményiik
64 pontlett (a potdolgozatban is maximalisan 100 pon-
tot lehetett elérni). A teljes tizedik évfolyam matema-
tikadolgozatainak atlageredménye igy 67 pontos lett.

Hény tanulé hidnyzott a dolgozat elsé megirdsakor?
Hény pont volt azoknak a tanuldéknak az atlageredmé-
nye, akik az els6 alkalommal megirtak a dolgozatot (a
hianyzok nélkil, a masodik moédszerrel szamolva)?

E2* Egy aut6s el akart utazni egy hosszt hétvégére.
Odafelé autdpalyan ment, igy az autdja 12 km-enként
fogyasztott 1 liter benzint. Visszafelé azonban nagy
dugd volt az autdépalyan, igy a parhuzamos fbutat
hasznalta (amely ugyanolyan hosszu volt, mint az au-
topdlya lett volna), ekkor 16 km-enként fogyasztott az
autdja 1 liter benzint. Atlagosan mekkora utat tett meg
1 liter benzinnel?

E2 Bizonyitsd be, hogy ha a és b pozitiv valos szd-
mok, akkor a mértani kozepiik nagyobb vagy egyenld,
mint a harmonikus kozeptik, és egyenldség csak akkor
all fenn, ha a két szdm egyenld!



hegyesszogek, tompaszogek és a derékszog szogfiiggvényei, szinusztétel, koszinusztétel

BEVEZETO

Sik vidéken all6 domb tetejére két egyenes Osvény vezet
fel, az egyik a keleti, a masik a nyugati oldalon. A nyugati
domboldal meredekebb: az 6svény a vizszinteshez képest
25°%-0s sz0gben emelkedik, mig a lankdsabb keleti oldalon
ez a sz0g csak 18°.

C

o 18°
N 25 8 K

Megmértitk a nyugati oldalon talalhaté 6svény hosszat

Y

a csucsig: NC = 40 méter.

FELADATOK

E K2 Szamitsd ki a bevezet6 feladatban szereplé NK
szakasz hosszat (azaz a domb alapjanak szélességét)
tobbféleképpen!

a) Az NT és TK szakaszok hosszat kiszamithatod a
Pitagorasz-tétel segitségével.

b) Az NT és TK szakaszok hosszat tg 25°, tg 18° és az
m magassag segitségével meghatarozhatod.

¢) Szamolhatsz cos 25° cos 18° és az dsvények hosz-
szanak felhasznalasaval.

d) Az NKC haromszogre alkalmazd a szinusztételt!

€) Az NKC haromszog NK oldalara ird fel a koszi-
nusztételt!

a) Milyen magasan van a dombtetd a kornyez6 siksag fe-
lett, azaz mekkora a C pont tavolsaga az NK alaptdl?

b) Milyen hosszt a keleti oldalon 1év6 CK lejt6?

Megoldds:
A keresett m magassag a dombot modellezé haromszoget
két derékszogli haromszogre bontja.

40 m I=1?

N 25 . 18 X

a) Az NTC derékszogli haromszogrol leolvashatjuk, hogy

sin 25° = ™ amibél
40
m = 40 - sin 25° = 16,9 (méter).

A dombtet6 tehat kb. 17 méterrel van a kornyez6 siksag
felett.

b) Hasonlé moédon, a KTC derékszogli haromszog je-

loléseinek  megfeleléen  sin 18° = ™ ahonnan
m 16,9
I=— =— ~ 54,7 (méter). A keleti lejt6n 1év6
sin18° sin18°

Osvény tehat kozelitéleg 55 méter hosszu.

E K2 Egy tengelyesen szimmetrikus trapéz oldalainak
hossza 2,4 cm, 3,6 cm, 5,2 cm és 3,6 cm.
Rajzold le ezt a trapézt, majd bontsd fel egy téglalapra
és két egybevago derékszogt haromszogre!

a) Mekkorak egy ilyen haromszog szogei?
b) Mekkorak a trapéz szogei?
¢) Mekkorak a trapéz atl6i?

d) Mekkora a trapéz teriilete?

B K2 Egy téglalap oldalainak hossztsiga 5,32 dm és

3,81 dm. Rajzold meg a téglalapot, és rajzold be a két
atlojat! Hatdrozd meg a keletkezett szogek nagysagat!



1. Derékszogii haromszog esetén, hegyesszogek szogfiiggvényei

_a szoggel szemben 1év6 befogd hossza o szdg melletti befogd hossza

sina

——— cosa ——
atfogd hossza atfogd hossza
o szoggel szemben 1év6 befogd hossza o szog melletti befogd hossza
tga= ~ : . ctga= " o .
o sz6g melletti befogd hossza o szoggel szemben 1év6 befogd hossza

2. Minden haromszog esetén teljesiil (a tobbi oldal, illetve oldalpar esetén is)

. ; a sina (oA . . .
Szinusztétel: —=——, masként: a:b:c=sina:sinf:siny.
sin 4
(A haromszogben az oldalak hosszanak ardnya egyenld a veliik szemkozti sz6-
gek szinuszainak ardnyaval.)

Koszinusztétel: 2 =a?>+b*-2-a-b-cosy

A haromszog teriilete: T = a-b:siny
3. Szogfiiggvények kiterjesztése tompaszog és a derékszog esetére

Tompaszogre és derékszogre ugy értelmezziik a szogfiiggvényeket, hogy a hegyesszogii haromszogre megfogalmazott
tételek tompaszogi és derékszogii haromszogre is teljesiiljenek.

P Tompaszdg szinusza egyenld kiegészits szogének szinuszaval: sin o = sin (180° - ).
P Tompaszog koszinusza egyenld kiegészitd szoge koszinuszanak ellentettjével: cos a = —cos (180° - o).
. P . ; . p . . sin o
P Tompaszog tangense egyenld szinuszdnak és koszinuszdnak hdnyadosaval: tg o= .
cos o

P sin90°=1 és cos 90° = 0.

P A derékszognek nem értelmezziik a tangensét.

FELADATOK

ﬂ EL (Emelt szint( érettségi, 2018)
Egy haromszog oldalainak hossza 7 cm, 9 cm és
11 cm. Igazold, hogy a haromszog hegyesszogt!

a) Hény fokos szoget zdrnak be a napsugarak a fiig-
gbleges egyenesekkel?

b) Hany fokos szoget zarnak be a napsugarak a lejté
I E1 Egy rombusz 4tléinak hossza 591 cm, illetve sikjaval?

8,34 cm. ¢) Hiny méter magas a fa?

a) Mekkorék a szogei? C
b) Mekkorik az oldalai?

¢) Mekkora a teriilete?

I E1 (Emelt szintd érettségi, 2013) F
Egy 15°-0s emelkedési sz6gti hegyoldalon all6 fiiggd- =
leges fa egy adott iddpontban a hegyoldal emelkedé- 2a
sének iranyaban 3 méter hosszu drnyékot vet. Ugyan-
ebben az idépontban a kozeli vizszintes fennsikon D aE
allo turista drnyékanak hossza éppen fele a turista A 3m
magassaganak.




TRIGONOMETRIA

HOSSZUSAGOK ES SZOGEK KISZAMITASA

BEVEZETO

Egy sz616birtok trapéz alaku, a két szara 106 m és 130 m, a b) A CQB derékszogli haromszogbdl: sin ¢ = 72 , ahon-
teriilete pedig 1,3 hektar. A hosszabbik alapon fekvé egyik 130

sz0g 43°. Az adatok alapjan az egyik f6ldméré gyakornok nan ¢ = 33,6° adodik. A trapéz szogei tehat 43°, 34°,
elkészitett egy vazlatrajzot: 146° és 137° nagysaguak.
106 m i T-13ha 130 m
13\ /]

Hatdrozd meg a rajz alapjan c) Az abran d-vel, illetve g-vel jelolt szakaszok hosszat

a) a trapéz két parhuzamos oldalanak tavolsagat; egy-egy derékszogli haromszogbdl szamolhatjuk:

b) a trapéz szogeit; d=130-cos ¢=108 (m) és g=106- cos 43° =78 (m).

A DC oldal hosszanak kiszamitasahoz hasznéljuk fel a

c) a trapéz parhuzamos oldalainak hosszat! ; o
trapéz tertiletét, amely 1,3 ha = 13 000 m>.

Megoldads: Ebbél a két derékszogli haromszog egyiittes teriilete
108+78

a) A trapéz magassaganak kiszamitasdra egy alkalmas de-
rékszogli haromszoget valasztunk (lasd az abrat). Eb-

- 72 = 6696 (m?), ezért a PQCD téglalap terii-
lete 6304 m?2.

6304

bél: % =sin 43° tehdt h = 106 - sin 43° = 72,3. A telek
PQ=CD= = 88 (m).
72

két parhuzamos oldalanak tavolsaga tehat kozelitdleg
72 m. A trapéz alapjainak hossza tehat 88 méter, illetve
78 + 88 + 108 = 274 méter.

Szamitasok haromszogekben

I Deréksz6g(i haromszog > > I Hasznalhatod a szogfiiggvények definicioit. >
/ I Hasznalhatod a szinusztételt. >
I Altaldnos hiromszog Hasznalhatod a koszinusztételt. >

\ I Kereshetsz derékszogii haromszoget. >

Példdul: Ha adott a haromszog oldalainak hossza, akkor szogeinek nagysdga meghatdrozhaté a koszinusztétellel.

TRIGONOMETRIA



FELADATOK

E EL (A kidolgozott feladat folytatdsa.) A telek adatai
alapjan egy masik foldméré gyakornok is készitett
egy vazlatot, ez azonban kiilonbozott az elsé gyakor-
nok rajzatdl.

D C

A
Szamitsd ki ebben az esetben az ABCD trapéz
a) magassagat; b) szogeit; c¢) alapjainak hosszat!

E E1 (Az el6z6 feladat folytatdsa.) Amikor a telek tu-
lajdonosa meglatta a gyakornokok rajzait, illetve a
szamitasokat, meghokkenve ceruzat fogott, és egy
egészen mas alaku trapézt rajzolt.

D @

106 m T=13ha 130m

P 43°
A B

a) Mekkora a trapéz magassaga?
b) Mekkorak az alapok?

c) Mekkorak a trapéz szogei?

E EL (Az el6z6 feladat folytatdsa.) Van még egy negye-
dik olyan trapéz is, amelynek a két szara 106 m és
130 m, a teriilete 1,3 hektdr, és az egyik alapon fekvo
szoge 43°-0s.

a) Melyik ez a trapéz? Megfelel-e a leckében szerepl$
Kidolgozott feladat sz6vegének?

b) A Kidolgozott feladat megoldhaté tgy is, hogy a
trapézt csak két részre bontjuk: egy paralelogram-
mara és egy haromszogre. Oldd meg ezzel a méd-
szerrel is a lecke Kidolgozott feladatat!

ﬂ E1 Az abran lathat6 hélo olyan szabédlyos hdromszo-
gekbdl épil fel, amelyek oldalhossztsaga 1 cm. Szd-
mitsd ki a piros haromszog kertiletét és teriiletét!

E K2 Egy nagy viharban a Balatonon egy gumimatra-
cos fiird6z6 a nyilt vizre sodrodott. A vizi mentdk csak
azt tudjak, hogy valdszintileg a mellékelt térképen lat-
hatd négyszog alaka teriileten lehet. Szamitsd ki

a) az Als6o6rs-Sostd (AC) tavolsagot;
b) a Balatonalmadi-Sést6—Als6ors (BCA) szoget;
c) az Als6ors-Siofok (AD) tavolsdgot!

Balatonalmadi

d) Hany km? tertiletet kell a ment6csapatoknak at-
kutatniuk?

ﬂ E1l Egy hiromszog alaku telket egy csatorna vdg
ketté. A birtok egyik cstuicsa a H-val jelolt hidndl van.
Innen a csatorna mentén 1,6 km utan jobbra fordulva
a dtl6uton 1800 métert kell megtenni a birtok masik
csiicskéig, a P pontig. Ez a diiléut, ahogy az abra mu-
tatja, 72°-0s szoget alkot a csatornaval. Ha a H hidnal
balra, 40°-0s szogben indulnak el, és 2,1 km-t halad-
nak, éppen a birtok harmadik cstcsat, Q-t érik el.

csatorna

a) Mekkora a birtok HP hatarszakasza?
b) Mekkora a QHP sz6g?

¢) Mekkora a birtok PQ hatarszakasza?
d) Hany hektdros ez a birtok?



BEVEZETO

Részlet egy tjsagcikkbdl: ,,A vilag legmagasabb épiileté-
nek atadasa nem csak lenytigozd, tlizijatékos tinnepségé-
vel lepte meg a vilagot, és nem is csak azzal, hogy a torony
egyaltalan elkészilt. A hétf6i megnyiton Dubaj vezetéje a
hivatalos magassag — 828 méter — mellett még bejelentette:
a torony Uj nevet kap: Burdzs Kalifinak nevezték el. A 95
kilométerrdl lathaté monstrumot 75 ezer munkas 6t év és
harom honap alatt épitette fel.”

Mekkora magassagu rész lathat6 95 km tavolsagbol a 828
méter magas toronybol, ha a Foldet egy 6370 km sugart
gombbel modellezziik?

Megoldds:

A feladathoz egy sikbeli, nem
aranyos abrat készitiink. Ezen C
atorony csucsa, és a PB szakasz a
toronynak az a része, amelyet
nem lehet latni 95 km-rél. Jelol-
jik ennek a résznek a hosszat
kilométerben mérve x-szel!

Az o kozépponti szoget az iv-
hosszbdl (95 km) és a sugarbol 8
(6370 km) szamithatjuk ki:
95 s . .
o= ——— - 360° = 0,8545° (itt indokolt a négy tize-
21 -6370
desjegy, hiszen az x-et a feladathoz illeszkedden két tize-

FELADATOK

E E1l Hatdrozd meg, hogy elméletileg mekkora tavol-
sagra lehet ellatni a Fold felszinén

a) a Burdzs Kalifa legmagasabb pontjardl, azaz 828
méter magassagbol;

b) az Empire State Building tetejérdl (381 m);
¢) a Mount Everest legmagasabb pontjardl!
E E1 Egy leszélldshoz késziil6d6 sportrepiilégép pilo-

taja mar beallt a leszallopalya iranyaba. Az 1200 mé-
ter hosszu palya kozelebbi végét 3°-os depresszidszog

desjegy pontossaggal szeretnénk megadni). Az OAP ha-
romszog derékszogili, mert AP a kor érintdjére illeszkedik.
6370

cosa
=0,71 (km).

Ezért: OP =

=~ 6370,71 (km), tehat x = OP — 6370 =

Tehat 95 km tavolsagbdl a torony megkozelitéleg 710 mé-
ter feletti kb. 120 m-es része latszik.

Megjegyzés:

Dubaj a tengerparton fekszik, ezért a tenger felél hajoval
érkezve a feladatnak megfelel$ helyzetet konnyen el lehet
képzelni.

alatt latja, a tavolabbit 2,7°-0s szog alatt. (Az dbran az
attekinthetdség érdekében a szogeket a valosagosnal
nagyobbnak rajzoltuk.) Milyen magasan repiil ez a
repiil6gép?

T 1200 m K



E EL1 (Emelt szint{ érettségi, 2021)
A Budavari Sik- [ e
16t 1870-ben épi-
tették. Korabeli
forrasok szerint
a siklé (hegy-
oldali vasttvo-
nal) kivitelezdje,
Wohlfarth Hen- i
rik a palya eredeti tervekben szerepl6 kb. 33 fokos
hajlasszogét — ma mar nem tudni, milyen okbol - 30
fokra csokkentette. A kivitelezés soran a felsé allo-
mas helye véltozatlan maradt, az alsé allomas azon-
ban a tervekhez képest 6 méterrel feljebb keriilt. (Az
als6 dllomads tervezett és valdsagos helyét 6sszekotd
képzeletbeli egyenes merdleges a foldfelszinre.) Ha-
tarozd meg a siklo palydjanak hosszat, és a palya szin-

temelkedését!

ﬂ E1 Egy sik vidéken 4ll egy fiigg6leges torony. A sik-

sag két pontjabol megmérjiik, hogy milyen emelkedé-
si szogben latszik a torony teteje. Az elsé pontbdl 25°,
a masodik pontbdl 18° az emelkedési szog. A két mé-
rési pont tavolsaga 300 m. A masodik mérési pontban
még egy szogmeérést végziink: megmérjiik, hogy mi-
lyen szog alatt latszik az els6 mérési pontot a torony
als6 pontjaval 6sszekotd szakasz. Ez a szog 37°-os.

a) Készits abrat!

b) Milyen magas a torony?

E K2 Igaz vagy hamis? A helyes valaszhoz tartozo be-

tikbol két hires magyar matematikus (apa és fia) ve-
zetékneve rakhato ki. Kik 6k?

Igaz Hamis

Ha egy haromszogben két oldal
hossza egyenld, akkor a haromszég O g
két szogének a szinusza egyenld.

Ha egy négyszogben két szog

szinusza egyenld, akkor két szog T L
nagysaga egyenld.

Minden haromszognek kisebb a

tertilete, mint a két leghosszabb A G
oldal hosszanak szorzata.

A paralelogramma minden

s . P B M
szogének szinusza egyenlo.
Ha egy négysz6g minden szogének
szinusza egyenl6, akkor a négyszog  E I
paralelogramma.
Barmely haromszog minden K v

szogének van tangense.

ﬂ E1 A Baltimore vdrosdban (USA) taldlhatdé World
Trade Center 123,5 m magas. Ez a vilag legmagasabb
szabalyos Otszog alaprajza éptilete. A 30 szintes (a
fényképen 28 irodai szint, tovabba a tet6tér és az alap-
szint lathato) irodaépiilet Osszesitett teljes alaptertile-
te 39 200 m?. (Minden szint egyforma teriilet(.)

a) Hany m? az épiilet térfogata?

b) Mekkora az alaprajz 6tszoge koré irhaté kor su-
gara?

¢) Hany méter hosszt az 6tszog egy-egy oldala?

E2 (Emelt szint( érettségi, 2012)

A Csendes-6cean egyik kis szigetét6l keletre, a szi-
gett6l 16 km tavolsagban elsiillyedt egy fold koriili
uton jaro vitorlas. A legénység egy mentécsonakban
segitségre var, a naluk 1évé jeladd késziilék hatosu-
gara mindossze 6 km. Amikor a vitorlas elstillyedt,
akkor a szigett6l délre, a szigett6l 24 km tavolsagra
volt egy tengerjard hajo. Ez a hajo allanddan észak-
keleti iranyba halad, a hajotorottek pedig a vitorlas
elsiillyedésének helyérdl folyamatosan kiildik a vész-
jeleket.

a) Igazold, hogy a tengerjard legénysége észlelheti a
segélykérd jelzést!

Egy 1,5 km magassagban haladé repiilé6gép éppen a
sziget felett van, amikor a repiilégép fedélzeti miisze-
rei észlelik a tengerjar6 hajot, amely a vitorlas elstily-
lyedése 6ta 20 km-t tett meg.

b) Mekkora depresszioszog (lehajlasi szog) alatt ész-
lelik a miiszerek a tengerjar6t? Valaszodat fokban,
egészre kerekitve add meg! Szamitdsaid soran a
Fold gorbiiletétdl tekints el!



hegyesszogek, derékszog és tompaszogek szogfliggvényei

szogfiiggvények Kiterjesztése tetsz6leges forgasszogre

1. Hegyesszogek szogfiiggvényei /
A

Ha két derékszogii haromszog egyik hegyesszoge egyenld nagysagu (a), ak-
kor a hasonldsag miatt a megfelelé oldalak hosszanak aranya egyenlé. Ezek-
kel az aranyokkal definidltuk a hegyesszogek szogfiiggvényeit. a ]

2. Derékszog és tompaszogek szogfiiggvényei v

A szogfuggvények segitségével tobb fontos Osszefiiggés is felirhaté hegyes-

\
sz6g( haromszogekre. Ilyen példdul a szog szinuszaval felirhato teriiletkép- Q "
let, a szinusztétel és a koszinusztétel. A szogfiiggvények fogalmat gy ter-
jesztettitk ki derékszogre és tompaszdgekre, hogy barmely hdromszogben .
ugyanugy teljesiiljenek a felsorolt osszefiliggések. sin (180°~p)
o

Ha a Q pontot ugy kaptuk, hogy a P(1; 0) pontot 3 derékszoggel vagy tom- / \(180°—8
paszoggel elforgattuk az origé koriil pozitiv iranyban, akkor a Q pont koor- iR
dindtdi: (cos SB; sin f3).

=V

cos (180°-p) | O

—

3. A szinusz és koszinusz szogfiiggvények Kkiterjesztése tetszéleges for-
gasszogre

A derékszogre és tompaszogekre alkalmazott definici6 tovabb altalanosit-
hat6 tetsz6leges forgasszogre. (A forgasszogek esetén az x tengely pozitiv
télegyeneséhez viszonyitunk, az dramutatd jardsaval ellentétes forgatasi
irany a pozitiv irany.)

e

Definicié: Forgassuk el a P(1; 0) pontot az orig6 koriil o szoggel! Az elfor- Vi
gatdssal kapott P’ pont elsé koordinatdjat (cos a)-nak, a pont masodik ko-

\
1
ordinatajat pedig (sin a)-nak nevezziik.
A Kkiterjesztésnek olyannak kell lennie, hogy a korabban megismert dssze-
tiiggések tovabbra is érvényben maradjanak. Ezt az ,elvarast” permanen-
ciaelvnek nevezziik.
[gy minden forgésszog esetén teljesiil: Csinl o+ cos?a= 1) [eosa ﬁ \ ¢

-1 | 0 P(1;0)
4. A tangens szogfiiggvény kiterjesztése !
Azokra a forgasszogekre, amelyeknek a koszinusza nem egyenl6 0-val, ér- ~ ¥“----- R sin @
telmezziik a tangens szogfiiggvényt. P/(cos a;sin @)
Definicié: Ha az o forgasszog olyan, hogy cos a # 0 (azaz a # 90° + k - 180°, \
ahol k tetsz6leges egész szam), akkor tg a = sma
cosat

Megjegyzés: A permanenciaelv megnyilvanuldsa, hogy a tangens szogfiiggvényre a hegyesszogek esetében fennallé azo-
nossag a kiterjesztés soran definiciéva valik.

Az elforgatas szamitégépes animacioval is bemutathato (példaul a GeoGebra programmal).



FELADATOK

E E1 Rajzolj egy koordinata-rendszert! Forgasd el
a P(1; 0) pontot az origd koriil 305°-kal!

a) Melyik siknegyedben van a P képe, a P’ pont?

b) Melyik hegyesszog koszinuszaval egyenlé a P’
pont els6 koordinatdjanak abszolut értéke?

¢) Mennyi a cos 305°?
d) Milyen eljelli a P' pont masodik koordinataja?

€) Melyik hegyesszog szinuszaval egyenl6 a P’ pont
masodik koordinatajanak abszolut értéke?

f) Mennyi a sin 305°?
E E1 Oldd meg az 1. feladatot ugy, hogy 305° helyett
c) 560°-kal;
d) (-415°)-kal

a) 200°-kal;

b) (-55°)-kal;

forgatod el a P(1; 0) pontot!
E E1l Mekkora o szoggel forgassuk el a koordinata-

rendszer kezdépontja kériil a P(1; 0) pontot, hogy a képe

a) a masodik siknegyedbe keriiljon, és o szinusza
megegyezzen a 15° szinuszaval;

b) a harmadik siknegyedbe keriiljon, és o szinusza
megegyezzen a 287° szinuszaval;

c) az elsé siknegyedbe keriiljon, és o koszinusza
megegyezzen a 342° koszinuszaval;

d) a negyedik siknegyedbe kertiiljon, és a koszinusza
megegyezzen a 400° koszinuszaval?

n K2 A 0° 30° 45° 60°, 90°-0s szogeket nevezetes sz6-
geknek hivjuk. A definicio, illetve a nevezetes derék-
sz0gli haromszogek alapjan hatarozd meg ezen sz6-
gek szogfliggvényeinek pontos értékét!

o 0° 30° 45°  60° 90°
sin «
cos a
tga nem létezik

(8]
Ao

E E1 Mekkora a szoggel forgassuk el az origé koriil a
P(1; 0) pontot, hogy a képe

a) a II. siknegyedbe keriiljon, és az a szog szinusza
0,5 legyen;

b) a III. siknegyedbe keriiljon, és az o sz6g koszinu-
sza -3 legyen;
2
c) aIV. siknegyedbe keriiljon, és tg o = -1 legyen?

YA

E K2 Mekkorak a bettivel jelolt szakaszok? Szamolo-
gép nélkiil add meg a vélaszaidat!

a) c)
tg 45°
y X g X
sin 60° y
45° /< [ e0° 45° /[ 60°
v
X

z 14 z

b) d)
y x »\
v
45° /< [ 60° /<] [ e0°
z tg 30° z V3

K2 Szamitsd ki a trapéz alaka telek keriiletét és terii-
letét! Haszndld a nevezetes hegyesszogek szogfliggvé-
nyeinek pontos értékét!

30 m
60°
x
20 m
30°
Yy




_ 111 kozépponti sz6g, koriv hossza, hasonldsdg
BT ek vméncie

BEVEZETO

A teljes sz0g 360 egyenl6 részre valo felosztdsanak gondo- A szogmérésnek valoban

lata t6bb mint 2500 éves. Eredete valdszintleg Babilonia- létezik egy masik moddja,

ba nyulik vissza. A fokokban vald szogmérés egyik fontos amely sordn a sz0g nagy-

elénye, hogy igy a nevezetes haromszogekben eléfordu- sagat egy mértékegység

16 szogek (30°, 45° 60° 90°) mérészamai egész szamok. nélkiili valés szammal jel-

Mindezek mellett jogos a kérdés, hogy miért 360 részre lemezziik. Ezt alkalmaz- :

osztjuk a teljes szoget. Nem lenne egyszertibb, ha mas egy- zak példaul a kérmozgas, a rezgémozgas, a valtakoz6 dram
séget talalnank? leirdsakor, illetve a matematika szamos teriiletén.

1. Szogek ivmértéke i

Azonos kozépponti szogt korcikkek hasonldsaga miatt ugyanakkora ko- S
zépponti szog esetén a kozépponti szoghoz tartozé koriv hosszanak és a h “
kor sugaranak a hdnyadosa allandé. A szog nagysaga megadhato tehat az iv

és a sugar hosszanak aranyaval. Ezt az aranyt hivjuk a szog fvmértékének.

Lo b

hon
1 s T ~S
Definicié: szog ivmértéke, radian e e .
e / r
A korben az o kozépponti szoghdz tartozo i koriv és az r sugar hossza-  / r ! @
1
nak hdnyadosat az « szog ivmértékének nevezziik. ! \ o) ro
1 r ! \\ /
i . . e NPT o ! \ /
1 radidnnak mondjuk azt a sz6get, amelyhez mint kézépponti sz6ghéz  \ ke i /
I T . . . o vmerteke = 2 S JRe
egy korben ugyanolyan hosszt koriv tartozik, mint amekkora a kor su- rJ/ See- -
gara. Jelolése: rad. NS o

Megjegyzés: Mivel a szogek ivmértékét ugy kapjuk, hogy két hossztisagértéket osztunk el egymassal, az ivmérték tekint-
het6 egy mértékegység nélkiili mennyiségnek, és a radiant (rad) nem kételezd kiirni. Sokszor azonban megkonnyiti a
megértést, ha zardjelben odairjuk az ivmérték utan.

2. Atvaltas fok és radian kozott
A teljes sz6ghoz (360°) tartozo koriv éppen a teljes kor, aminek kertilete r sugara kor esetén 2rm. Ezért a teljes szog ivmeér-

téke 277 =27~ 6,28.
r 180° = 7 (rad)
Az egyenesszog (180°) ivmértéke a félkoriv és a sugar hanyadosa, azaz 7 = 3,14.

Az atvaltas fok és a radidn kozott az egyenes ardnyossag szabalya szerint, ardnyparok segitségével torténhet.

Példdul: Ha a = 20°, akkor o ivmértékét x-szel jelolve: % =&. Ebbél x = % ~ 0,349. Vagyis a = 0,349 (rad).

Ha a = 3 (rad), akkor a fokokban mért nagysagat y-nal jelolve: %: @ Ebbdl y = 240 171,9. Vagyis a = 171,9°.
T

3



FELADATOK

E1 Toltsd ki a tablazatot! Hatdrozd meg a szogek
fokban mért nagysagat!

Szog tvmeérté- -
ke (rad) 2

Szog fokban
mért nagysaga

1 2 4 81

o

P2 E1 Téltsd ki a tablazatot! Hatérozd meg a szogek ra-
dianban mért nagysagat, vagyis a szogek ivmértékét!
Valaszolj pontos értékkel és kozelité értékkel is!

Szog fokban

mért 180° 18° 10° 36° 1080°
nagysaga

Szog fvmér- | pontos

téke (rad) érték

Szog ivmeér-  kozelitd

[ >4

B EL Figyeld meg az dbran a nevezetes szogeket, és ez
alapjan kosd 0ssze azokat az értékeket, amelyek ugyan-
olyan nagysagu szoghoz tartoznak!

I A AN A

i T
6 2

V3
4

( 180° = 7 (rad) )

i
3

Miért praktikus az ivmérték haszndlata a fizikaban? Ho-
gyan alakulndnak az egyenletes kormozgas leirasara hasz-
nalt képletek, ha a szogelfordulast fokban mérnénk?

Egy egyenletes kormozgast végzo test esetében a kor suga-
rat jelolje r, a periddusid6t T. Ha a szogsebességet fokban

]

mérnénk, akkor a test szogsebessége o = lenne.
Ekkor a kertileti sebessége v = rm_2m ‘w- 27 .
T  360° 360°
@

Vagyisaszamolas soran figyelembe kell venni egy 60°

szorzotényezOt, a centripetalis gyorsulas szamolasakor
pedig ennek a négyzetét. Ezt tudjuk kikiiszobolni, ha a
szoget radianban mérjik. Ekkor v=r- .

n E1 Milyen hosszu koriv tartozik egy 7 cm sugart
koérben

a) a 2,3 radidn nagysdagt kozépponti szoghoz;
b) a 2,3°-0s kozépponti sz6ghoz?
E E1l Mekkora tertiletd

korcikk tartozik a 7 cm
sugaru korben

a) a 2,3 radian nagysa- @

gu kozépponti szog- Z
héZ; 2.3° /
h) a2,3°o0s kozéppon-
ti szoghoz?
E E1l Egy 6 cm sugart korben egy korcikk teriilete
13,5 cm?. Mekkora a korcikkhez tartozé
a) koriv; b) kozépponti sz6g?

n E1 Egy haromszog egyik szoge 24 fokos, masik sz6-
ge 1,2 radian nagysdgu. Mekkora a harmadik szoge?
Fejezd ki fokban is, radianban is!

m E1 Hény fokosak azok a szogek, amelyeknek az iv-

meértéke
3n 1w 4 2w
a) —+—; c) —+—;
4 6 5 3
b) 3_”_£; d) A 2,
4 6 5 3

A radian hasznalata esetén a szogelfordulast egységsugart
korben a hozzd tartozo korivvel, azaz a megtett ut hosz-
szaval mérjik.




forgasszogek szogfiiggvényei

radianban kifejezett forgasszogek szogfliggvényei, az egységkor hasznalata

FELADATOK

E E1l Kosd ossze az egymasnak

60° 45° 30°
megfelelGket!

2r

oy

r
6

E E1 Elforgatjuk az origé koriil a koordindta-rendszer P(1; 0) pontjat. Az elfor-
gatds szogét radianban adjuk meg. Jelold be az dbraba a megadott pontokat,
majd valaszolj a kérdésre!

Az elforgatds szoge 7 T 61 117 127 197
radidnban 5 5 5 5 5 5

A forgatas utan
kapott pont jele

Melyek azok a pontok, amelyek egybeesnek?

B E1 Elforgatjuk az orig6 koril a koordinata-rendszer P(1; 0) pontjat. Az elfor-
gatas sz0gét radianban adjuk meg. Jelold be az abrdba a megadott pontokat,
majd vélaszolj a kérdésekre!

Az elforgatds szoge 27 _2m 4r 57 7 167

radidnban 7 7 7 7 7 7

A forgatds u’fan B c D E F

kapott pont jele
Melyek azok a pontparok, amelyek elhelyezkedése
a) tengelyesen szimmetrikus az x tengelyre?

b) tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre?

Az 1 egység sugaru, orig6 kozéppontu kort egységkornek nevezziik. Az egység-
kor sokat segit a szogfiiggvényekhez kapcsolddo feladatok megoldasaban. Az abra
a radidnban mért x forgdsszog szinuszat és koszinuszat szemlélteti az egységkor
segitségével.

A radidnban mért forgasszogeknek ugyantugy meghatarozhatjuk a szogfiiggvé-
nyeit, mint a fokokban mért forgasszogeknek. Szamoldgép segitségével kozvetle-
niil szamolhatok a radidnban mért forgasszogek szogfiiggvényei. Ehhez allitsd a

szamologépedet modba!
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FELADATOK

ﬂ E1 Az egységkor segitségével valaszolj a kérdésekre! A forgasszogek mértékét y
radianban add meg!

a) Melyik az a 0 és 27 kozotti forgasszog, amelynek szinusza 12

b) Melyik az a 0 és 27 kozotti forgasszog, amelynek szinusza -1?
c) Melyik az a 0 < x < 27 forgdsszog, amelynek koszinusza 1? KN P(1;0)
d) Melyik az a 0 és 27 kozotti forgasszog, amelynek koszinusza —1? = o *
i
E E1 Az egységkor segitségével adj meg tobb olyan forgdsszoget, amelynek szi- YA
nusza egyenld
1 P/(cosZ;sink)
T, , T . T~ N ey 3
a) 3 szinuszaval; ¢) — koszinuszaval; !
T z T . z T i
bh) - = szinuszaval; d) - = koszinuszaval! 5 (rad) P(1; 0)
3 3 H 5 —
_ 1 X
—1 <

A E1

a) Zsebszamologéped segitségével hatarozd meg, mennyi
az 1 (rad) forgasszog szinusza!

b) Az egységkor segitségével adj meg egy masik forgas-
szoget 0 és 2 kozott, amelynek ugyanennyi a szinusza!

C) Az egységkor segitségével adj meg két masik forgasszo-
get 27 és 4 kozott, amelynek ugyanennyi a szinusza!

d) Zsebszamologéped segitségével hatarozd meg, mennyi
az 1 (rad) forgasszog koszinusza!

€) Az egységkor segitségével adj meg egy masik forgasszo-
get 0 és 2 kozott, amelynek ugyanennyi a koszinusza!

f) Zsebszdmologéped segitségével hatdrozd meg, mennyi
az 1 (rad) forgasszog tangense!

E E1 Szamologép hasznalata nélkiil, az egységkor segitségével allapitsd meg, hogy melyik kifejezések értéke egyenld!

. T . T . T b4 V4
sin — sin — sin 2 — cos — Ccos —
6 3 3



m E1l Az egységkor segitségével adj meg tobb olyan forgasszoget, amelynek szi- VA
nusza egyenld

T , T . , P/(cos L sin L)
a) 7 szinuszaval; c) 7 koszinuszdval; L2 : 474
i
1
ﬂ . 7 7r . 7 71.. \
b) - 7 szinuszaval; d) - 7 koszinuszaval! % (rad P(1; 0)
i o) 1 x

-1 4

YA VA
A nevezetes szogekhez kapcsolddo szogfiiggvényértékek / ! / RN
. x 3 3 z S A ) s
x 6 4 3 2 \y \y
: 1 V2 3
sin x 0 = — — 1
5 2 2 YA yln
1 P
1 i
coS x 1 £ ﬁ = 0 / ! / T
% 2 2 AT I 2 >
) ( z lx 0 1x
tg x 0 - 1 nem létezik y /
g N V3

A tangens szogfiiggvény és az egységkor

Az origd kozéppontu egységkorhoz érint6t huztunk a P(1; 0) pont- y frints
ban. Az origdn dthalado, az x tengely pozitiv irdnyaval a szoget beza- /
rd egyenes ezt az érint6t a Q pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy a Q15 q)
Q pont masodik koordinataja az o sz6g tangensével egyenld!

Megoldds: 1 B

Ha o hegyesszog, akkor tangense pozitiv. Az abra szerinti OAB
hdromszog oldalainak hossza OA = cos a, AB = sin a. Az OAB ha-

romszog hasonlé az OPQ haromszoghdz, mert szogeik paronként ol /e Sin“ \
egyenl6k. Az OPQ haromszog oldalainak hossza OP = 1 (hiszen egy- } — ;) — >
ségkorben dolgozunk), illetve PQ = q. A hasonldsag miatt a megfeleld -l A (1;0) x
oldalak aranya egyenl§, ezért 4_S% prpsl g=tga.

1 cosa

Igazold az allitast arra az esetre, amikor o nem hegyesszog!




11l forgdssz6g meghatarozdsa, ha ismert a szinusza vagy a koszinusza

KIDOLGOZOTT FELADAT

Melyek azok a forgasszogek, amelyeknek a szinusza 12 Hatarozd meg a megfeleld, radidanban mért forgasszogeket!
2

Megoldds: YA

tottjanak, P-nek a masodik koordinataja L Ilyen P’ pontot és x forgasszoget mutat _\ )
az dbra 2 W P(cos x; sin x)

Vegyiink fel egy egységkort. A keresett forgasszogek esetén a P(1; 0) pont elforga- 1

Az ébra szerinti P’ pontot megkaphatjuk, ha az elforgatds szoge 30°, azaz % radian. | x (rad)
P'-t megkaphatjuk tgy is, ha az elforgatas szoge 30° + 360°, vagy 30° + 2 - 360°,

30° + 3 - 360° stb. Ugyancsak a P’ ponthoz jutunk, ha az elforgatds szoge
-330°=30°-360° 30° - 2 - 360° vagy 30° - 3 - 360° stb. Ezeket az eseteket osszefog-
lalva igy irhatjuk: 30° + k - 360°, ahol k € Z.

Ugyanezeket radianban igy irhatjuk: x, = % +k-2m aholk e Z.

Vegyiik észre, hogy van mas megoldads is. A koron két kilonbozé pont esetében is 57
teljestil, hogy a pont masodik koordinatéja 1 1

2

Az dbra szerinti P" pontot megkaphatjuk, ha az elforgatas szoge 30°-kal kisebb, Plcgs %asinx) | Plcos 2 sin x)
mint 180°, vagyis 150°, hiszen P’ és P” tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre. De ~ fc-------- Sfmmmmmmm—

az elforgatas szoge ebben az esetben is lehet 360° egész szamu tobbszordsével tobb . (rad)

vagy kevesebb, mint 150°, azaz 150° + n - 360° ahol n € Z. | 7 x, (rad)} P(1; 0)

Radidnban felirva: x, = 5?” +n-2m, aholn e Z.

Azok a forgasszogek tehat, amelyeknek a szinusza l, két csoportban adhatok meg:
2

x12%+k'2ﬂ (keZ) és x:%r+n'27r nelZ).

2
FELADATOK

E1 Az egységkor segitségével, szamologép hasznéla- E E1l Szamologép hasznalata nélkiil, az egységkor se-
ta nélkiil 4llapitsd meg, hogy mely kifejezések értéke gitségével allitsd novekvo sorrendbe a kovetkezd sza-
egyenld! mokat!

7 LT T . 6r 61
a) sin i, sin 3_7r, sin 5—”, sin —ﬂ:, sin 9—”; a)sin =, cos—, sin—, cos—;
10 10 10 10 5 5 5 5
267 131
b) sin E, sin 19_”, sin &, sin 24_”, sin —. b) cos 3w, cos 107, cos -
10 10 10 10

20. LECKE / FELADATOK AZ EGYSEGKORON _



1. Melyek azok a radianban mért forgasszogek, amelyek szinusza c (c € R )? YA

P Hac< -1, vagy ¢ > 1, akkor nincs olyan forgdsszdg, amelynek szinusza c. 14

P Ha ¢ = 1, akkor az egységkorben egyetlen helyzet van, amely esetén a pont
42masodik koordinataja c. Ezért 0° és 360° kozott az egyetlen megoldas 90°,

ﬂ P(1;0)

., P T
radidnban mérve x = >

Figyelembe kell venni, hogy ugyanehhez a ponthoz jutunk, ha egy teljes korrel
vagy akdrhany teljes korrel elforgatjuk ezt a pontot pozitiv vagy negativ irdnyban.

A teljes kor radidanban mérve 27, ezért megfelelé forgasszoget kapunk, ha g—héz

hozzaadjuk 27 egész szamu tobbszorosét. A megoldas tehat: % +k-2n(k eZ).
3
P Hac=-1, akkor 0 és 2 kozott az egyetlen megoldas: x = > A forgatds figyelembevételével a megoldas:

3
7ﬂ+k-2ﬂ(keZ).

P Ha-l<c<1:

0<cxl -1<c<0 c=0
Ekkor 0 és 27 kozott két olyan forgds-  Ekkor a szamoldgép azt a negativ for-  Ekkor x, = 0, és x, = 7 olyan radi-
sz0g van, amelynek szinusza c. gasszoget adja meg, amelyhez tartozé6  anban mért forgasszogek, amelyek
P'pont aIV. siknegyedbe esik. szinusza c.
Y YA YA
1 14 1
o B
x, (rad)
%, (rad) x, (rad) x (rad)
P(1;0) : P(1;0) P(1;0)
-1 © 1ox -1 0 )] X -1 o 1ox
Cc
-1 —1- —1-
A tengelyes szimmetria miatt Az abra szerint ekkor is felirhato: Ebben az esetben is teljesiil, hogy
x, +x,=msezalapjin x, = 7 - x,. X, +x,=m, ésezalapjan x, = 7 - x,. X,=T—-X,.

Ezenkivil figyelembe kell venni azt is, hogy a kapott forgasszogekhez 27 egész szamu tobbszorosét adva az egységkoron
ugyanazokhoz a pontokhoz jutunk.

Osszefoglalva, ha -1 < ¢ < 1, akkor végtelen sok olyan forgdsszdg van, amelynek szinusza c, és ezek a ¢ = +1 esetté] eltekint-
ve két csoportba sorolhatok. A szimologép megad egyetlen értéket (x,), majd egy kivonas segitségével ki tudunk szdmitani
egy mdsodikat (x, = 7 - x,), és a forgatas figyelembevételével fel tudjuk irni dsszesitve:

- I k-2kZ>
RAD > x +k-2m (keZ)

b
i 5d billenty !
uzemmo 1llentyu > > I x,+n-2m neZ) )




2. Melyek azok a radianban mért forgasszogek, amelyek koszinusza ¢ (c € R )?

>
>

Ha ¢ < -1, vagy ¢ > 1, akkor nincs olyan forgasszog, amelynek a koszinusza c.

Ha ¢ = 1, akkor az egységkorrdl leolvashato egyetlen megoldds az x = 0 for-
gassz0ghoz tartozik. A forgatas figyelembevételével a megoldas: k - 27 (k € Z).

Ha ¢ = -1, akkor 0 és 27 kozott az egyetlen megoldas: x = 7. A forgatas figye-
lembevételével a megoldas: 7+ k- 27 (k € Z).

Ha c egy -1 és 1 kozotti valds szam (-1 < ¢ < 1), akkor az egységkorben két
olyan helyzet all el6, amikor a koszinusz értéke c. Ez a két helyzet tengelyesen
szimmetrikus az x tengelyre, ezért felirhatd ugy, hogy a két forgasszog egymas
ellentettje: x, = —x,.

YA

R ommmm

¢, (rad)

';"
E
<y

sz(rad)

Ezért ha -1 < ¢ < 1, akkor végtelen sok olyan forgasszog van, amelynek koszinusza c, és ezek a ¢ = £1 esettd] eltekintve
két csoportba sorolhatok. A szdmolégép megad egyetlen értéket (x ), majd ennek ellentettjeként kapunk egy mdsodikat
(x, = —x)), és a forgatds figyelembevételével fel tudjuk irni dsszesitve:

billentyti

FELADATOK

E E1 Az édbra alapjén add meg az dsszes forgasszoget fokban is és radidnban is, amelyeknek

I > I x, +k-2n (keZ) )

1
> > Ix2+n-27z(neZ)>

. 2 . .
a) szinusza — ; b) koszinusza - : ¢) koszinusza - - .
2 2 2
YA YA YA
14 14 P’(cos x; sin x) P’(cos x; sinx) _ 11
P"(cos y3siny) 5 P’(cos x; sin x) ] |
_____ 2 i i
i i
1 1
i i
P(1;0) i P(1;0) i (1;0)
-1 [9) 1 x -1 0 1 1 x 21 1 0 1 x
2 2
1 1
i i
1 1
i i
-14 -1 P”(cos y; sin y) P”(cos y; sin y) ~19




ﬂ E1 Melyek azok a radidnban mért forgasszogek, amelyeknek szinusza az adott szdim? Szdmologéped segitségével
toltsd ki a téblazat elsé oszlopdt (x,), majd ennek ismeretében a t6bbi oszlopot! Hogyan jelenik meg az egységkorben
az 0sszes megoldas? Valaszd ki a feladatok soraihoz a megfelel6 abrat, és egészitsd ki!

Az Gsszes megoldds

Szogfiiggvény értéke x, x, knel) Abra jele
sin x = 0,8192 ~ 0,960 ~7- 0,960 ~ 2,18 =~ 0,960 + k - 271
=2,184+n-2m
sin x = 0,4618
sin x = -0,8912
a) b) c)
VA YA YA
1.
P(1;0) P(1;0) P 0)
1 x 4 ) T —
-1 R »

E E1 Melyek azok a radidnban mért forgasszogek, amelyeknek koszinusza az adott szam? Szamologéped segitségével
toltsd ki a tébldzat els6 oszlopat (x,), majd ennek ismeretében a tobbi oszlopot! Hogyan jelenik meg az egységkorben
az Osszes megoldds? Valaszd ki a feladatok soraihoz a megfelel dbrat, és egészitsd ki!

Az 6sszes megoldas

Szogtiiggvény értéke X, X, tone) Abra jele
~ 1437 + k- 27
cos x =0,1334 = 1,437 =~ -1,437 ~ 1437 +n-21
cos x = 0,3791
cos x = -0,7912
a) b) c)
YA YA YA
14 14 14
| \ P(1;0) / ! P(1;0) | P(1;0)
iy o Tx ol T 1 * ol -
) / \1. il




m a valos szamokon értelmezett trigonometrikus fiiggvények
FELADATOK

E1l A forgdsszogek radidnban mért értéke megfelel a valés szdmoknak, ezért definidlhatjuk a valés szdmok halma-
zan az x > sin x fiiggvényt. Ez alapjan toltsd ki a tabldzatot, majd annak segitségével abrazold a valds szamokon
értelmezett f(x) = sin x fiiggvényt!

A

E E1 Jelold meg az el6bbi koordinata-rendszer abszcisszatengelyén
a) pirossal azokat a szakaszokat, amelyeken a szinuszfiiggvény novekedd;
b) kékkel azokat a pontokat, amelyekhez ez a fiiggvény 1-et rendel hozz4 (ezek a fiiggvény maximumbhelyei);

c) feketével azokat a pontokat, amelyekhez ez a fiiggvény (-1)-et rendel hozz4 (ezek a fiiggvény minimumhelyei)!

E E1 Az x valds szam koszinusza megegyezik az x radidn ivmértékii forgdsszog koszinuszaval. Ez alapjan toltsd ki a
tabldzat tires helyeit, majd annak segitségével abrazold a valds szimokon értelmezett f(x) = cos x figgvényt!

A

n E1 Az el6z6 feladat grafikonja alapjan jellemezd a valés szamok halmazén értelmezett koszinuszfiiggvényt!

21. LECKE / TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK



1. A szinuszfiiggvény

Ha minden x valés szdmhoz hozzarendeljiik az x radidan ivmértékii forgasszog szinuszat, akkor a szinuszfiiggvényt kap-
juk. Grafikonja a szinuszgérbe.

A

P értelmezési tartomany: R;

P értékkészlet: [-1; 1];

> P Zérushelyekix=k-nw(keZ).

A szinuszfiiggvény

P szigorian monoton né a

N .. T 3n
mokon, szigortian monoton csékken a {—+ln’; —+In
2

intervallumokon (k, [ € Z);

P maximumbhelyei x = % + k- 2m, ahol k € Z, a maximum

értéke 1;

3
P minimumbhelyei x = 7 +1-2m, ahol | € Z, a minimum

értéke —1.

Megjegyzés:

T T
——+kr; —+kn

intervallu-

A négyzethdlos fiizetben a szinuszfiiggvény abrazoldsakor (ahhoz, hogy a fiiggvény grafikonja a korilbeliill megfeleld
aranyokat mutassa) érdemes az egységeket a kovetkez6 modon felvenni: az y tengelyen legyen 2 beosztasnal az egység, az
x tengelyen pedig legyen 6 beosztasnal a .

2. A koszinuszfiiggvény

Ha minden x valés szamhoz hozzarendeljiik az x radian ivmértéki forgasszog koszinuszat, akkor a koszinuszfiiggvényt

kapjuk.

P értelmezési tartomdny: R;

P értékkészlet: [-1; 1];

% P zérushelyek:x =% +k-nkeZ).

A koszinuszfiiggvény

P szigortian monoton nd a [7 + 2kz; 27 + 2kn] intervallumokon, szigortian monoton csokken az [2Im; 7+ 2l7] inter-

vallumokon (k, [ € Z);

P maximumhelyei x = k - 27, ahol k € Z, a maximum értéke 1;

P minimumhelyei x = 7+ - 27, ahol | € Z, a minimum értéke -1.



3. Tovabbi fiiggvénytulajdonsagok

P A szinuszfiiggvény és a koszinuszfiiggvény periodikus, periédusuk 27. A forgésszogek vizsgalatakor lattuk, hogy
az elforgatott P pont egy kort megtéve Ujra visszatér ugyanabba a pozicidba, igy az ennek megfeleld szinusz- és ko-
szinuszértékek is djra ugyanazok lesznek. Ezt periodikussagnak nevezziik. Ez a szinusz- és a koszinuszfiiggvényre
nézve is azt jelenti, hogy ha a grafikonjat az x tengellyel parhuzamosan eltoljuk 27-vel, akkor az eredeti fiiggvény
grafikonjat kapjuk (és ennél kisebb — nem nulla - eltolds esetén ez nem teljesiil). A periodikussag azt jelenti, hogy
sin x = sin (x + 27) és cos x = cos (x + 27).

P A szinuszfiggvény a valds szamok halmazan paratlan fiiggvény. Ez azt jelenti, hogy ha x eleme az értelmezési tar-
tomanynak, akkor (-x) is eleme az értelmezési tartomanynak, és a (-x) és az x helyen felvett fiiggvényérték egymas
ellentettje, azaz sin (-x) = —sin x. (A paratlan fliggvény grafikonja kozéppontosan szimmetrikus az origoéra.)

P A koszinuszfiiggvény viszont paros fiiggvény. Ez azt jelenti, hogy ha x eleme az értelmezési tartomanynak, akkor
(-x) is eleme az értelmezési tartomanynak, és a (-x) és az x helyen felvett fiiggvényérték egyenl6, azaz cos (-x) = cos x.
(A paros fliggvény grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre.)

P Azt, hogy egy fiiggvény péros, illetve paratlan, a fiiggvény paritasanak mondjuk. Nagyon sok fiiggvényre nem jel-
lemz6 a paritas mint tulajdonsag: sok fiiggvény se nem paros, se nem paratlan.

4. A tangensfiiggvény

. T . . . SRS R L
Ha minden x = 5 + k- 7 (k € Z) valés szamhoz hozzarendeljitk az x radian ivmértéki forgasszog tangensét, akkor a tan-

gensfiiggvényt kapjuk. Ennek grafikonjat és jellemzését a 5. feladatban talalod.

FELADATOK

E E1 A tangensfiiggvény értelmezési tartomdnya azon valds szamok halmaza, amelyek koszinusza nem nulla, azaz

T
R\ E-i-k'n (keZ);. Az x valds szam tangense megegyezik az x radidn fvmértékl fogasszog tangensével, ha ez

létezik. Abrézoltuk a tangensfiiggvény grafikonjit. A grafikon alapjan jellemezd a fiiggvényt! Téltsd ki a tdblazatot!

[i 74 | i
, : , : , : Ertékkészlet
I I I
l i I i l i Zérushelyek
/ N / | / | /
7 _’% 7o % i 32l A Szélséérték
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! I ! l ! l Periédus
| | |
:’ :’ :’ Paritas
] ] ]

m E1 Szdmologép hasznalata nélkiil dllitsd monoton névekvé sorrendbe a fels6 sorban allé kifejezéseket! Haszndld a
megolddshoz a szinuszfiiggvény grafikonjat!

sin 1,57 sin 1,5 sin 37 sin 3 sin 317 sin 31
M Y K S C N

A kifejezésekhez tartozé betiiket ird a megfelel6 sorrendben az tires téglalapokba! Két tovabbi bettivel kiegészitve egy
hires magyar festémiivész nevét kapod megfejtésiil. Ki 62
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_ LI figgvénytranszformaciok, kivéve az f(cx) transzformacié

m trigonometrikus fliggvények fiiggvénytranszformacidi, kivéve az f(cx) transzformacio6

KIDOLGOZOTT FELADAT

Abrazoljuk és jellemezziik a valés szamok halmazan értelmezett f(x) = 2 cos x + 1 fiiggvényt!

Megoldds:

Az abrazolast tobb lépésben végezhetjiik el. Els6 lépésként a g: x > cos x
tiiggvény, masodikként a h: x 2 cos x, harmadik Iépésben pedig az f fiigg-

vény grafikonjat rajzoljuk meg.

A g fuggvény grafikonjat éppen az el6z6 leckében ismertitk meg. A h grafi-
konjat ugy kapjuk meg, hogy g grafikonjat az x tengelyre merélegesen ,,kétsze-
resére nyujtjuk”. (Ez azt jelenti, hogy a grafikon minden pontjanak masodik
koordinatéjat a 2-szeresére véltoztatjuk. Igy minden pont 2-szer akkora t4-
volsagra keriil az x tengelytdl, mint amekkora az eredeti tavolsaga volt.) Vé-
gul fgrafikonjat a h grafikonjanak az y tengellyel parhuzamos, pozitiv irdnyu,

1 egység nagysagu eltolasaval kapjuk meg.

A

COS X +

=]
1

o

P
]

« YA

=1
2 cos

Az ffuggvény értékkészlete: [-1; 3]. A fiiggvény periodikus, a periddusa megegyezik a koszinuszfiiggvény periodusaval: 2.

A figgvény maximumbhelyei megegyeznek a koszinuszfliggvény maximumbhelyeivel, ugyanez a minimumbhelyekre is igaz.
A maximum értéke 3, a minimum értéke -1.

A fuggvény grafikonja szimmetrikus az y tengelyre, tehdt az f paros fiiggvény.

Az ftiiggvény zérushelyei azok a valos szamok, amelyekre 2 cos x + 1 = 0. Ezt az egyenletet atrendezve ezt kapjuk: cos x = - 1
2

Azok a valds szamok, amelyek koszinusza - 1 , két csoportban irhatok fel: Z?n + k- 2, illetve —2?7[ +n-2n (k,neZ).
2

Fiiggvénytranszformaciok I.

Hogyan kaphatjuk meg az f fliggvény grafikonjabdl egy, az f transzformalasaval kapott fiiggvény grafikonjat?

Eltoljuk f grafikonjat az y tengellyel parhuzamosan c-vel.

Eltoljuk f grafikonjat az x tengellyel parhuzamosan (-c)-vel.

iranyaban. Ha c negativ, akkor tiikrozziik is az x tengelyre.

fuggvény grafikonja nem valtozik.

TRIGONOMETRIA

Tiikrozzik f grafikonjat az x tengelyre (ez az el6z6nek egy specialis esete: ¢ = -1).

Minden fiiggvényérték c-szeresére valtozik. ,Megnyujtjuk” vagy ,zsugoritjuk” f grafikonjat az y tengely

A grafikonnak azt a részét, ahol f értéke negativ, titkrozziik az x tengelyre. Ahol f értéke nemnegativ, ott a



A koszinu