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FONTOSABB JELOLESEK

Az A pont és az e egyenes tavolsaga: d(A; e) vagy Ae Halmazok uniéja, metszete: U, N; AUB, ANB
Ae
vagy ne Halmazok kilonbsége: \; A\B

Az A és B pont tavolsaga: AB vagy AB vagy d(A; B .
P 8 &Y gy dA; B Ures halmaz: @, {}
Az A és B pont sszekotd egyenese: e(A; B)

Az f, és f, egyenesek szoge: < (f; ) vagy (fi; ) < Az A halmaz komplementere: A

A B csticspont szog, melynek egyik szaran az A, Az A halmaz elemszama: |Al; [{0;1;2}= 3
masik szaran a C pont taldlhat6: ABC< Végtelen: oo; ‘N | - %

A C cslicspontd szog: C<L Az x szam abszolGt értéke: [x[; |-3,1|= 3,1

Szog jelolése: @, B, 7, ... Az f fiiggvény értelmezési tartomdnya és értékkészlete:

Az A, B és C cstcsokkal rendelkezé haromszog: D, R,
ABCA Az f fliggvény hozzérendelési szabdlya:
Az ABCA teriilete: T(ABC) vagy T, fr x—f(x); f: x— 2x+ 3
Az a, b és c oldalt haromszog félkeriilete: f(x)=y; f(x)=2x+3
s = % Az f fliggvény helyettesitési értéke az x, helyen:

f(xo); f(5), haxo= 5

A derékszog jele: b Az f fliggvény inverze: -

Az e egyenes meréleges az f egyenesre: e Lf n faktoridlis: nl; 4! =4.3.2.1 =24

Az e egyenes parhuzamos az f egyenessel: e || f Az X sokasag atlaga: X

Egybevagosag: =; ABCp = A'B'C, .
Az dsszegzés jele: 5 D x = X+ X, + ...+ X,

Hasonldsag: ~; ABCa ~A'B'Ca ]

A hasonléség arénya: A Permutécic')k: Pn’ Pn = n!/ P4 =41 =24
— L1z 2 21, pklm .
Az A pontbél a B pontba mutaté vektor: AB Ismétléses permutdciok: P, (k + 1+ m =n);
J,m n! . , 5!
Az A pontba mutaté helyvektor: a vagy A Py = K ml Py = 31,97 = 30
—>
Av vektor: v vagy v vagy v Varidciok: V5, VE=n-(n-1)-(n=2)- .- (n—k + 1);
A természetes szamok halmaza: N;  {0; 1; 2; ...} Vé=5.4.3=60
Az egész szamok halmaza: Z Ismétléses varidciok: V¥ V5 =k V3 = 5% =125
{..;-2;-1,0;1;2; ...}
- R . ok n
A porzitiv, a negativ egész szamok halmaza: Kombindciok: C; vagy |, |;
Zv, Z= {1;2;3;...}, {1, =2;-3; ...
{ I } Ck_n-(n—1)-...~(n—k—i—1).Cz_5.4_10
A raciondlis, az irraciondlis szamok halmaza: Q, Q* n k! TS 21T

A pozitiv, a negativ raciondlis szamok halmaza: Q*, Q- | ) n\ (5\ 5.4
Binomidlis egytthat6: ; ==—=10
A valés szamok halmaza: R &Y <k> (2) 2-1

A pozitiv, a negativ valés szamok halmaza: R*, R- Allitasok tagadasa (negacicja): -

Allitésok diszjunkciéja, konjunkciéja:

Eleme, nem eleme a halmaznak: €, &; 5N, =2 & Z* ) Hasok diszjunkcioja, Konjunicioja: v, A
Allitasok implikdcidja, ekvivalencidja: =, < vagy —, <>

Részhalmaz, valédi részhalmaz: S, c; ACR, NCQ Univerzalis kvantor (minden ...) ¥

Nem részhalmaza a halmaznak: ; Z ¢ Q* Egzisztencialis kvantor (létezik ...) 3



A TANKONYV HASZNALATAROL

A tankonyv elsGsorban a k6zépszint(i érettségi vizsga tananyagdt tartalmazza, de megtalalhaté benne
néhany olyan kiegészités is, amely az emelt szint(i érettségi vizsga kovetelményrendszeréhez tartozik.

A tankonyv nem tartalmaz minden ismeretet az emelt szintl érettségi vizsgara valé felkésziiléshez.

A tankonyvben a matematikai szemlélet fejlesztése a definiciokhoz és a fogalmakhoz kapcsolédé tan-
anyagelemek kidolgozéasaval torténik. A matematika megértéséhez, sikeres tanulasahoz feltétlentl hozza-
tartozik a bizonyitdsi készség kialakitasa és fejlesztése. Minden lecke végén osszegyujtottiik a fontosabb Gj
fogalmakat. Kiegészité anyagként ajanljuk az olvasmanyok és matematikatorténeti ismertetések, érdekes-
ségek elolvasasat.

A tankonyvben @IS IEFATT@-tel (és apro betdvel), j6l elkiilonitve jeloltik azokat a kiegészitéseket, ame-

lyek csak az emelt szintti érettségi vizsgan kérhet6k szamon.

A tankonyvben a definiciok és a tételek fejléccel ellatott keretbe keriiltek. Abban az esetben, amikor
nincs fejléc, fontos gondolatokat emelttink ki.

A konyvben szereplé Olvasmdnyok éltaldban érdekességeket, az érettségi vizsga anyagan tdlmutato ki-
egészité anyagrészeket tartalmaznak.

Szamos kidolgozott példa talalhat6 a tankdnyv minden leckéjében, amelyek fokozatosan vezetik be a
tanulékat az elsajatitandé tananyagba. A tananyag gyakorlasat, elmélyitését, az otthoni tanulast és az érett-
ségi vizsgdra valo felkésziilést a leckék végén kitlizott feladatok segitik. Ezeket a nehézségi szintjiik szerint
is csoportositottuk:

= kozépszint, konnyebb; = kozépszint, nehezebb;

a = emelt szint, nehezebb feladat;

= emelt szint, konnyebb;

= kiegészit6 anyag.

Az érdekléddk vagy gyakorolni vagyok szamdra a leckék végén még tovabbi feladatokat is ajéanlunk,
amelyeket az Oktatési Hivatal MATEMATIKA Cyakorlé és érettségire felkészitd feladatgytijtemény csaladja-
bél jeloltiink ki.

A felkésziléshez ajanlott példatarak:

Gerdcs Laszl6 — Orosz Gyula — Paréczay J6zsef — Szaszné Dr. Simon Judit:
16125/NAT (+CD-n a megoldasok) MATEMATIKA Gyakorlo és érettségire felkészits feladatgytjtemény I.
16126/NAT (+CD-n a megoldasok) MATEMATIKA Gyakorl6 és érettségire felkészité feladatgydjtemény II.

Czapary Endre — Czapary Endréné — Csete Lajos — Hegyi Gyorgyné — Ivanyiné Harr6 Agota —

Morvai Eva - Reiman Istvan:

16127/NAT (+CD-n a megoldasok) MATEMATIKA Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytjtemény lll.,
Geometriai feladatok gytijteménye
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A kozépkor végének Eurépdjaban egyre fontosabba valt a hajozas, a csillagaszat, a kereskedelem és
az ipar fejlesztése. Ezt a felgyorsult fejl6dést elsésorban miiszaki és matematikai vivmanyoknak koszon-
hették. A pénzforgalomban érdekelt szakemberek szimara a kamatos kamat gyors kiszdmitdsa érdeké-
ben tablazatokat készitettek. A megfeleltetést a gorog logosz, arany és arithmosz, szam 6sszevonasabol

atingsan logaritmusnak nevezték.el. -




1. VEGYES ALGEBRAFELADATOK (Ismétlés)

1. VEGYES ALGEBRAFELADATOK (Ismétlés)

A 9. és 10. osztalyban elsajatitott algebrai médszerek és eszkozok mar sokféle feladat megoldasat teszik
lehetévé. Ismétlésképpen a hatvanyozés, a gydkvonds és a nevezetes azonossagok témakorébdl valogattunk
Ossze néhény feladatot. Ezek megoldaséhoz néha valamilyen otlet kell — és a megoldas leirdsa elegansan,
néhany sorban megadhaté.

Az alébbi feladatsorban az A, B, ..., F szamértékeket kell meghatarozni. Probaljuk tigyes szdmolassal, a
szamologép haszndlata nélkil megoldani a feladatot!

1. példa
Adjuk meg a kovetkezé kifejezések pontos értékét!
A=3124217 + 212 4212 - 624 842 - 212 421; B =777 777 7782 — 222 222 223%
C = 444 444 4452 + 111 111 111 — 444 444 4442 D= (1 + %)(1 + %)(1 + %);
12343212345
£ = ;. F=+v10-4/6 —v/10+ 4/6.
123432123467 — 12343212345 12343212347 N

Segitség:

A: Az x? + y2 = 2xy = (x —y)* azonossagot alkalmazhatjuk.

B: Segit az x> —y? = (x + y)(x — y) azonossag.

C: Az x* + y — z* kifejezés tagjait érdemes x? — z2 + y sorrendbe csoportositani.
D: Alakitsuk at a tényezdket kozonséges tortté!

E: Legyen példaul x = 12 343 212 346, ekkor a tort o (XX__1;<X+ ) alaka.

F: Eszrevehetjiik, hogy a két négyzetgyok alatt teljes négyzetek szerepelnek.

Eredmények:

A =(312421-212 421)> = 100 000* = 10'°.

B = (777777 778 + 222 222 223)(777 777 778 — 222 222 223) = 1 000 000 001 - 555 555 555 =
= (1000000000 + 1)- 555 555 555 = 555 555 555 000 000 000 + 555 555 555 = 555 555 555 555 555 555
(18 darab 5-06s).

C = (444 444 445 + 444 444 444)(444 444 445 — 444 444 444) + 111 111 111 = 888 888 889 +
+ 111111 111 = 1 000 000 000 = 10°.

p—3.45 100 101 _ 101

23 4 99 100 2

=x—(x=T(x+1N)=x"—(x*—T)=1,igyatort E = ~—— = alaka.

F:10-4v6 = (V6 —2) és10+ 4v6 = (V6 + 2), fgy
F= V(6= 27 - /(V6+ 2 = |V - 2|-| /6 + 2| = /6~ 2~ (/6 + 2)=—4.

Masképpen is eljarhatunk:

F2=10-4v6 +10+ 4v6 — 2,/(10— 4/6)(10+ 4v/6) = 20— 2/100—16 -6 =16, s mivel F < 0,
ebbdl F = -4 kovetkezik.

(A 3,4, ..., 100 tényezékkel egyszerUsithettink.)

A kovetkezé két példa egy-egy matematikai alkalmazés. Most is el6szor 6nélléan prébéljuk megoldani



I. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

2. példa

Megfigyelhetjiik, hogy
11-2=3.3;

1111 -22 =33 - 33;

111 111 - 222 = 333 - 333.

Vajon folytatédik ez a szabalyossag?

Megoldas

Azt kell igazolnunk, hogy 11...1—22...2 = 33...3-33...3 minden pozitiv egész k szamra teljesiil. He-

CESIIT MO LT
2k darab k darab k darab k darab
lyettesitsiik a k darab 1-esbél all6 11...1 szdmot a-val! Ekkor az 11...1szdm a- 10* + a, és az igazolandd
k darab 2k darab

allitds a - 10 + a — 2a = 3a - 3a alakd. Atrendezés és a-val val6 egyszer(isités utin 10 — 1 = 9a egyenlet
adédik, és ez minden fenti a-ra igaz: 10— 1 éppen k darab 9-esbdl dll.
Az észrevett szabalyossag tehat folytatodik.

3. példa

A darts nevti Ugyességi jatékban a céltdbla egyes mezéire dobo-
nyillal célzunk. A megfelel6 1, 2, ..., 20 mezdbket eltaldlva ennyi pon-
tot ér egy-egy dobas. A kiils6 vékony korgyir(it eltaldlva a dobasérték
duplézédik, a beljebb lévé korgytirl eltalalasa pedig haromszorozza
az értéket. Még két specialis mez6 van: a céltabla piros kozepe (Bull)
50 pontot, a koriilétte levé zold kiilsé Bull pedig 25 pontot ér.

Harom dobasbdl legfeljebb 180 pont érheté el, ha harom tripla
20-ast dob a jatékos (T20 + T20 + T20 = 180).

Feladat: mutassuk meg, hogy a 173 pont nem érhetd el harom
dobasbol!

6
Szimpla szektor !

Megoldas

Ha az egyik dobas 50-es Bull (vagy kisebb értékdi), akkor a maradék 123 pont tdl sok, két dobasbél nem
érhet6 el. Minden dobasnak tehat 50-nél nagyobbnak, azaz triplanak kell lennie.

De a tripla taldlatok, valamint 6sszegiik is mind oszthat6k 3-mal, mig a 173-ra ez nem igaz. Ezérta 173
pont valéban nem allithat6 elé.

FELADATOK
m Mennyi az alabbi kifejezések kiszamitott értékében a szamjegyek Osszege?
a)(10°P-7; B 10"—7,  ©99+99+999 + ... + 99...9.

2011darab

Mennyi az kifejezés pontos értéke?

T 1 1
VI+v2 V24+V3 V99 + 100

(Segitség: gyoktelenitsiik a torteket!)

2. E1



2. EGESZKITEVOJU HATVANYOK, AZONOSSAGOK

2. EGESZKITEVOJU HATVANYOK, AZONOSSAGOK

El6z6 évi tanulményainkban értelmeztiik a valds szamok egészkitevdjii hatvanyét. Természetes a kérdés:
bévithets-e a hatvanyozas fogalma tetszéleges raciondlis, esetleg irraciondlis kitevSkre is? Ezt a kérdést fog-
juk megvizsgélni, elStte ismételjiik at a hatvanyozés azonossagait.

1. Azonos alapi hatvanyok szorzata:
a"-a"=a"", aeRa#0,mnelL.

53_55_5—6: 53+5—6: 52;
5P (5\* 59-4_(5\"_7
36 =61 -8r -

p3_pa.p—b - p3+a—b.

2. Szorzat hatvanyozasa:
(a-by'=a"-b", a,beR a#0,b#0,nelZ.

3. Azonos alapi hatvanyok hanyadosa:

a _
“-=a"", aeR a#0 mnel”.

a

321 B 327(71): 33.
3_ ’
5.2
a -a

g — ¢

5+2-4 3
=a.

4. Tort (hanyados) hatvanyozasa:

(%)”:g—:, abeR a0 b+0neZ.
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)4 2° 16,
34 81/

5. Hatvany hatvanyozasa:
(@)"=a"", a€Ra#0,mneZ.

—2\—3
(k—2> :/I%/ k1eR k#0,1#0.

Nézziink néhany példat az azonossagok Gsszetett hasznalatéra, ezek segitségével kifejezések egyszertibb
alakjat keresstk.

1

Hatdrozzuk meg az ca *b*a’b™’ kifejezés értékét, ha a =—

Megoldas

T —2pa3p-3_ 1, 1T ( 1T\ oq_ 1
5d b*a’h™ = ab—S( 8)8— 5

1 p_a
8,b—8.

U

Hozzuk egyszer(ibb alakra az alabbi kifejezéseket:

G 5 \4 ~
g LR ( n73) :(m”-n7?*, m,n€R, mn+#0;
m-n m

b) pg(p~'+ g Ng*—p*)", p.g ER, pg #0,q #p.

Megoldas

3 2 5 \4
m’- 4
a) n <n ):(m7'n 2) —mz'n 1'n20'm12'm28'n B—m42'n11;

m-n—" \m™

=1 N2 _ A2V _ 1.1 1 —
b) pg(p~'+ q )q* - p*) —pq(p+q< - 2)

_ptq 1 _
P g (p—q)p+q) " q+p)<(q+p)(q—P)> q-p
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FELADATOK

Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok értékét!

a) 2% -2°, (—2); d) ((;)33)7435/

b) (3°-3%):3°; e) —25#42.62’; 2.
8 22 4

o % f ﬁ

Dontsiik el, hogy igazak-e az aldbbi egyenléségek! Ahol az egyenldség nem igaz, javitsuk ki Ggy,
hogy igaz legyen!

a) 5 . 541 — 2541/, d) 840 480
b) 9.324_ 326. e) 240.4402 8 0;
C) (9 3)24 2726 D 240.440 — 840.
3. K1 Irjuk fel egyetlen hatvanyként az alabbi miiveletek eredményét!
1240'92'83 252'318'810
= b)) =—F—7—.
a) 32'(67)6 ) 154.1215
m irjuk fel negativ kitevd nélkil az alabbi hatvanyokat!
= = PARS 5°
a) 27 b 3 o (5) d 55 e 2.
m Irjuk fel egyetlen hatvanyként az alabbi kifejezéseket, ha x,y € R, x # 0, y # 0.
35 (y-2)4
2 (¢)-(); @ X
by A o Y
2 [2\157 —6Y .
X (x)° )y
(y4)3 o),
o) 3
o)y
m irjuk egyszer(ibb alakba az alabbi kifejezéseket, ha . ,
abeR ab+0! Franciaorszagban 1795-ben elfogadott prefixumok:
a) a3 . b*Z . <a_5>3 . (ag ‘ b*3)’4 A prefixum A prefixum A preﬁxum
b-a™' \b~ ' neve | értéke jele eredete | jelentése
b) a®+a’+a® a" kilo 10° k gorog | ezer
a’ a’+a+ hekto | 10? h gordg | szaz
deka |10 da gorog | tiz
deci 10" d latin tized
Ajanlott feladatok centi |107 c latin szézad
milli 107 m latin ezred
Gyakorlé és érettségire felkészité feladatgytijtemény . 4 . .

I. 816-825, 827-828, 834-840.
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3. SZAMOK n-EDIK GYOKE

Az el6z6 évben megismerkedtiink a négyzetgyok definicidjaval, azonossagaival és néhdny alkalmazasa-
val. Ebben az évben olyan problémakra is ratériink, amelyek megoldasahoz érdemes a szamok harmadik,
negyedik, vagy tetszéleges n-edik gyokét is bevezetni.

ElStte nézzik at Gjra a négyzetgyokrdl tanultakat.

Egy nemnegativ szam négyzetgyokén azt a nemnegativ szamot értjiik, aminek a négyzete maga a

szam ((Va) =a,a>0,/a >0).

I. Szorzat négyzetgyoke egyenld a tényez6k négyzetgyokének szorzataval.

Haa>0ésb >0, akkor yab = ya-/b.
II. Tort (hanyados) négyzetgyoke egyenl6 a szamlal6 és a nevez6 négyzetgyokének hanyadosaval.

Haa>0ésb > O,akkor\/§=g.

Ill. Egy nemnegativ szam négyzetgyokének egész kitevés hatvanya egyenl6 a szam ugyanazon kitevés
hatvanyanak négyzetgyokével.

Haa>0ésn € Z, akkor ya" = (Va)'.

A gyakorlati életben is — kamatszamitasok, tertletszamitdsok, térfogatszamitasok stb. — gyakran kell meg-
hatdroznunk olyan szdmot, melynek masodik, harmadik, n-edik hatvanyat ismerijtik.

Mekkora annak a négyzetnek az oldala, amelynek teriilete

a) 81 cm?; b) 16 cm?; ¢) 50 cm??

9
Megoldas

Ha a keresett négyzet oldala a cm (a > 0), akkor terilete a2 cm?.
Tehat keresstink olyan pozitiv szamot, amelyet dnmagaval szorozva a tertilet mérészamat kapjuk!

a) a®=8l=a=29 mert 9-9 = 81. A négyzet oldala 9 cm.

2_ 16 _4 4.4_16 44 4
b) a‘= g = a=z, mert 5 == . A négyzet oldala 3 cm.

©) Ha a’ = 50, akkor, mivel a nem raciondlis, ezért értékét nem tudjuk pontosan meghatarozni. Azt
megallapithatjuk, hogy a négyzet oldalara teljestl: 7 cm < a < 8 cm.

Mekkora annak a kockénak az éle, melynek térfogata
a) 125 cm?;
b) 100 cm??
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Megoldas

Ha a kocka éle b cm hosszi, akkor térfogata b® cm?. Keresstink olyan b pozitiv szamot, melynek har-
madik hatvanya:
a) b®> = 125. Ekkor b = 5, mert 5° = 125. A kocka éle 5 cm.
b) b* = 100. Nincs olyan raciondlis szam, melyre az allitas teljestl, ezért nem tudjuk b értékét ponto-
san meghatarozni. Annyi megdllapithat6, hogy 4 < b < 5, mert 4> = 64 < 100 < 5% = 125.

Kortlbeliil mekkora éves kamatra kellene lek6tniink 1 000 000 Ft-ot, hogy 20 év mdlva 9 500 000 Ft-ot
kapjunk?

Megoldas

Jeloljiik az éves kamatot p%-kal. Ekkor a feltételek szerint

20
. p ) _
1000 000 (1 + 700) = 9 500 000,

20
L) _
e )= 0s

Olyan szamot kell keresniink, melynek 20. hatvanya 9,5. Szamolégéppel kozelitéen megadhaté a ke-
resett szam:

1,11~ 8,06, 1,12° = 9,65. Korulbelil 11,9%-o0s kamatra kell lekétniink pénziinket, am a pontos ér-
téket nem tudjuk igy megallapitani.

Az eléz6 példdkban nem minden esetben jutottunk megoldashoz, mert nem definidltunk megfelelé
mlveletet az eredmény meghatdrozasédhoz.
Célszer( a kovetkezét bevezetni:

Definicio
Egy tetsz6leges a nemnegativ valés szam n-edik gyokén azt a nemnegativ valés szamot értjik, mely-
nek n-edik hatvanya az a szammal egyezik meg, aholn € N, n = 2.
A definicié szerint: (Va)' = a,a=0,neN,n=2.

Az "/ a kifejezésben szereplé n szamot gyokkitevének nevezziik.

Ennek alapjan megvalaszolhatok eddigi problémaink:
Ha a’ = 50, akkor a = +/50.
Ha b* =100, akkor b = %/'100.

20
L) _ P _ —100.(20/9 5 _
Ha (1 +705) = 95 akkor T+ 465 = 2%4/9,5, azaz p =100 (20/9,5 —1).

Megjegyzés

A kapott értékeket pontos megoldasnak tekintjiik a definicié szerint. Sok esetben nehéz ,érzékelni” a
nagysagukat. Ehhez kozelit6 szamitasokat, illetve szamoldgéppel torténd szamitasokat végezhetiink.
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Felmeriil a kérdés, létezik-e olyan negativ szam, melynek értelmezhetjiik az n-edik gyokét, hiszen az ed-
digi definicié csak nemnegativ szamok n-edik gyokére alkalmazhaté.

Keresstink olyan szdmokat, amelyek hetedik hatvanya —1, harmadik hatvdnya —8. stb. Ha |éteznek ilyen
szamok, ezeket is nevezhetjik a szamok hetedik, harmadik, ...stb. gyokének.

ST =a 013 4/ 625.

Megoldas

Tudjuk, hogy ha pératlan darab negativ szamot szorzunk 6ssze, akkor a szorzat is negativ szam lesz. Ezt
felhasznalva:

V=1=—=1mert (=1 =-1;
Y-8 =—2, mert (-2)*=—-8;
%—243 =—3, mert (—3)> = —243,

%/—625 nem értelmezhetd, mivel paros darab azonos elgjell szém szorzata nem lehet negativ.

Az éltalanos definiciot megfogalmazhatjuk a gyokkitevd paritasatol fliggéen a kovetkezé médon:

Az "V a definici6ja:
1. eset

Ha n pozitiv paros szam, azaz n = 2k, k € N*, akkor az a nemnegativ szam 2k-adik gyokén azt a
nemnegativ szamot értjiik, melynek 2k-adik hatvanya a.

(*/a)*= a, ahol a> 0, és k € N*.

%64 = 8, mert a gyokkitevs paros, és teljesiil, hogy 64 >0, 8 > 0, és 8% = 64.
4/81= 3, merta gyokkitevd paros, és teljesiil, hogy 81 =0, 3 =0, és 3* = 81.

Megjegyzés
A négyzetgyok esetén a 2-es gyokkitevét szokds elhagyni, pl. 364 = v64 .

2. eset
Ha n = 3 pozitiv paratlan szam, azaz n = 2k + 1, k € N*, akkor az a val6s szam (2k + 1)-edik gyo-
kén azt a valés szamot értjiik, melynek (2k + 1)-edik hatvanya a.

(*+1/2)** "= 2, ahol a € R, és k € N*.



V=343 =—7, mert (-7)* = —343.
%343 = 7, mert 7% = 343.

%/=100 000 =—10, mert (=10)> = —100 000.

3. SZAMOK n-EDIK GYOKE

A (-9) hetedik gyoke: V-9 (ez a jeldlése a pontos értéknek), mely harom tizedesjegy pontosségig sza-

molégéppel meghatdrozva: v—9 ~—1,369.

Figyeljik meg a kovetkezé fliggvények grafikonjat, monotonitasat, ha a fuiggvények értelmezési tarto-

manya a nemnegativ val6s szamok halmaza!

a)

a) f)=%x, gx)=x
b) f(x)=%x, gx)=x’
o fx)=%x, gx=x%
d) f)=%x, gx)=x"
ya
y =X
! y =W
‘I..
:0" :X;
y A
T o
! y =W
‘I..
:0" :X;

b) yl\
y =X
1 y =K
‘I..
of 1 i's
d) yﬂ
y =X
1 y =%
‘l..
of 1 i's
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Megoldas

Megfigyelhetjiik, hogy a kapott fliggvényparok grafikonjai egymas tiikorképei
az x — x flggvény egyenesére nézve.

Minden esetben igaz az is, hogy a gyokos fliggvények szigordan monoton no-
vekvok. kobgydk: ¥/x ;

Vx;

Fogalmak
négyzetgyok: v'x ;

FELADATOK
m Hatdrozzuk meg a kovetkezd gyokok értékét!
J121; V8 V=-8; V(=3); 57

Hatdrozzuk meg a kovetkezd gyokok értékét!

9. 3/ 8. 3 /27 . 1. 9/_
\/Z’ 277 1257 ’ 100 000’ B
3. K1 Keressiik meg a muiveletsorok eredményét!

a) V16 —¥-1+%8 - %16;
125, /81 _5/_1 1.
Y VA T 8+\/;’
1
3 _
0 40,001 - 4/ =5t + 1/0,01.

Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartoméanyat!

Va; “b; ¥c—3; d—3; %2e —10.

2. K1

4. E1

Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartomanydt, majd hatdrozzuk meg a kévetkezd gyokok értékét!

Ve Nl V7 Ve,
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4. AZ n-EDIK GYOKVONAS AZONOSSAGAI [ Emelt szint

A négyzetgyoknél megismertiik a négyzetgyokre vonatkozé azonossagokat. Ezeket felhasznaltuk négy-
zetgyokos kifejezések atalakitasa esetén. Vizsgéljuk meg, hogy az azonossagok érvényben maradnak-e
n-edik gyok esetén is, illetve milyen Gj azonossagokat hasznélhatunk fel a feladatmegoldasokban!

I. Szorzat n-edik gyoke egyenlé6 a tényezdk n-edik gyokének szorzataval.
Haa=0,b>0ésneN,n=>2, akkor Vab ="Va -Vb.

I1. Tort (hanyados) n-edik gyoke egyenl6 a szamlalé és a nevez6 n-edik gyokének hanyadosaval.

HaaZO,b>Oésn€N,nZ2,akk0r”\/%=ng.

I1l. Egy pozitiv szam n-edik gyokének egész kitevojii hatvanya egyenl6 a szam ugyanazon ki-
tevdji hatvanyanak n-edik gyokével.

Haa>0, neN,n=>2 éskEZ,akkor(”x/E)kz”«/?.

IV. Az n-edik gyok k-adik gyokét felirhatjuk dgy is, hogy a gyokjel alatti kifejezés (nk)-adik gyo-
két vessziik.

Haa>0,neN,n>2é k&N, k>2,akkor Va =" a.

V. Hatvany alakau kifejezés gyokénél a hatvanykitevé és a gyokkitevo egyszeriisithetd, bovithet6.
Haa>0,neN,n>2 keN, k>2 meZ,akkor "Va™ = "va".

Az elsé harom azonossag bizonyitasa hasonl6an egyszertien torténhet, mint azt a négyzetgyok esetén lat-
hattuk. Példaként figyeljiik meg a IV. és V. azonossdg igazolasat!

Igazoljuk, hogy egy pozitiv val6s szam n-edik gyokének k-adik gyokét felirhatjuk Ggy is, hogy a gyokijel
alatti kifejezésbdl (nk)-adik gyokst vonunk:
Haa>0,neN, n>2éskeN, k>2,akkor V¥a =" a.

Emeljiik mindkét oldalt (nk)-adik hatvényra:
(va)" = (%/a)™,
Ekkor: (VR 2) " = [(v"2)] = Wa)=a & (Wa)*=a.

Az atalakitasok sordn a hatvanyozas azonossagait, valamint az n-edik gyok definiciéjat hasznaltuk fel.

Mivel a nem negativ szamok halmazan a pozitiv egész kitevéjli hatvanyra emelés kolcsonosen egyértelmdi
és mindkét esetben ugyanahhoz az eredményhez jutottunk, ezért az allitas igaz.
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Bizonyitsuk be, hogy hatvany alakd kifejezés gyokénél a hatvanykitevé és a gyokkitevd egyszer(isitheto,

bévithetd, azaz:

haa=0,neN,n>2 keN, k=2 m < Z, akkor "Va™ = Vva™|

Megoldas

Emeljiik mindkét oldalt (nk)-adik hatvanyra:
(o ame )™ = a™, a gyok definiciéja miatt.

(n a”)™ = [("v am)n] =(am*= a™ az atalakitdsaink végig ekvivalensek voltak a hatvanyozas azonos-
8i8 Y

sdgai miatt.

Mivel mindkét esetben ugyanahhoz az eredményhez jutottunk, ezért az allitas igaz.

Szamitsuk ki a kifejezések pontos értékét az azonossagok felhasznéldsavall

) VEN2, V279, VY, V64,
b) 5/64 7\/?. e) /5.

V2’ V25’ /
o (V7)%; H V243,

Megoldas

a) A gyokkitevék megegyeznek, alkalmazzuk az I. azonossagot:
Y8-42="%8-2="%16 =2, mert 2*=16.
Y27 %9 =%27-9=%243 = 3, mert 3° = 243.

b) A gyokkitevék megegyeznek, alkalmazzuk a Il. azonossagot:
%64 . 64 5 _5/95 _
61 =3/ = 32=%2°=2,
77:? 7 /2 =75 =5,

o Al azonossag alapjan:
(V7)== =

d) AIkaImazzuk alVv. azonossagot.
3/4\/7:3‘4‘/7:12«/7:1
6k = *36h = Y2 = 2,

e) Vegyik észre, hogy a hatvanykitevé nagyobb, mint a gyokkitevé.
Es nem relativ primek. Alkalmazzuk az V. azonossagot:

12/516:34/54-4:3‘/?:3/53_ =3/53.3/5 = 5.3 5~ 8,55.

A kozelit6 értéket szamoldgép segitségével hataroztuk meg.
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f) El&szor hozzunk azonos gyokkitevére:
3[ / 4/3f 12F:12r,
4/— / _3 /4 12J— \/_
Az atalakltasokat felhasznalva.

3/2-4/3 ="2/16 -13/27 = '2/432 ~ 1,658.

A kozelit6 értéket szamolégép segitségével hataroztuk meg.

FELADATOK
m Szamitsuk ki a kifejezések értékét!
a) ¥64; b) % —64; o Y16; d) ¥/5°%; e V2",
2. F1 Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartomanyat!
a) Va; b) ¥b; ¢ ¥3c—4; d) %2d-8.

Szamitsuk ki a kifejezések értékét!
D VAT, bVEEVE VT 032 /%010, g ey,

m irjuk fel egyetlen gyokjel segitségével a kifejezéseket, majd szamitsuk ki szamol6gép nélkil az ér-

tékiket, ha lehet!
a) ¥V o VYV e V24272,
b)S//3/7120; d)ﬁ.3ﬁ;

Adjuk meg a kifejezés értelmezési tartomanyat és legegyszer(ibb alakjat!

a) 5%/2a-2%/8a%; o Ve %2 Y3c; e) ¥ a*p* .
b) ¥b?- Vb -p: d) (12 d11:4ﬁ)2'

Antik tekerds szamoldogép
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CZED 5. AZ n-EDIK GYOKVONAS AZONOSSAGAINAK
ALKALMAZASA

1. példa

Keressiik meg a kifejezés egyszertibb alakjat!
Ya’+ b’ + 3ab(a+ b).

Megoldas

Mivel a gyokkitevé paratlan szam, ezért a kifejezés minden valés a, b szamon értelmezhetd. A gyokjel
alatt harmadik hatvanyok vannak, ezért gondolhatunk egy 6sszeg harmadik hatvanyara:

(a+ b)’ = a*+ 3a’b + 3ab*+ b> = a*+ 3ab(a+ b) + b®, tehit
Va*+ b’ + 3ab(a+ b) = ¥(a+ b)* = a+b.

Melyik szam nagyobb: 4%/3 vagy 3%/5?

Megoldas

Probalkozzunk a négyzetgyoknél megismert trikkel: ,bevitel
a gyokjel ala”.

4%/3 =%/4%.3=%192; 3%5=2%3%5=3%135.

Mivel az f(x) = ¥ x faggvény szigorGan monoton né, ezért
43/3 > 3Y5 Marin Mersenne (1588-1648) francia
: matematikus és fizikus szerzetes koranak
nagy hatast ismeretterjesztéje volt, szinte
minden jelentds kortars matematikussal

Egy kis tudomanytorténet

3. példa levelezett. Nevét 6rzik a 2” — 1 alakd pri-
mek. (Ekkor p sztikségképpen primszam.
Miért?)

Hozzuk egyszer(ibb alakra: %54 + %16

Nem ismeretes, hogy vajon végtelen
sok Mersenne-féle primszam van-e; de a
jelenlegi legnagyobb primszam-rekorde-
reket is ezen szamok korében keresik.

Megoldas

A gydkkitevok azonosak, de dsszeadni nem lehet a gyokos ki- 4., Li4na az e, mEE A

fejezéseket. lenleg ismert legnagyobb primszamok!
Vizsgéljuk meg a gyokjel alatti szamok primfelbontésat: (Ezek egydttal Mersenne-primek is lesz-
54=2-27=2-3% nek.)
16 = 74 = AR

V54 +¥16 =%2-3°+%2-2° = 3V2 + 22 = 52,
Az &talakitdsok soran a ,kihozatal a gyokjel alél” mdveletet
hasznéltuk.
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irjuk fel egyetlen gyokjel segitségével a kifejezést: v 22 -%2-y2 |

Megoldas

Alkalmazzuk t6bbszor a ,bevitel a gyokjel ald” tipust atalakitast, illetve a hatvanyozas és a gyokvonas
azonossagait:

V225272 =V¥25 23272 =" Y25 322 =V 2 /2 =
=322 =V /(2% 2 = /27 = /27,

Hozzuk egyszer(ibb alakra!
/X )Y n+m, [(n*~m?)*
2 4y /L O n=my rmp
Megoldas

a) A kifejezés akkor értelmezhetd, ha x # 0, y # 0, valamint ha x és y azonos eljelli. Hozzunk k6z6s
gyokkitevére, majd alkalmazzuk az ismert azonossagokat:

R R

b) A kifejezés akkor értelmezhetd, ha n # m, illetve n #—m. Alkalmazzuk a gyokjel ala bevitel méd-
szerét, majd egyszer(sitsiink a gy('jkjel alatt:

n+m3/(n—m2) \/n+m —m)*(n+m)* \/(n+m)7(n m*_s/n—m
(n+ m)? (n+ m)® (h—mi(n+mp Vntm:

Gyoktelenitsiik a tortek nevezéjét'

3.
a) 3@/ b) hax>0 c) 3/— x/—

Megoldas

Azt szeretnénk elérni, hogy a nevezdben gyokos kifejezések helyett raciondlis kifejezések alljanak. Az
ilyen atalakitdasok mar kobgyokos kifejezések esetén is bonyolultak, magasabb gyokkitevék esetében még
bonyolultabbak, ezért fokozott figyelmet igényelnek.

ha k #1.

a) Bévitsiik a tortet (3/9)”-nel, mert ekkor a nevezében harmadik gyok harmadik hatvanya szerepel,
majd alkalmazzuk a gyokre és a hatvanyra vonatkozé azonossagokat:
3 (W9)_3%9' 333 3233 _ 44
Vo (/o) (/e 9 | 9 |
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.
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3.E

N
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. 3
b) Bovitlink az eléz6 példaban latottak szerint (%/x*) -nal:

2 (& x3)3: 20X 22X WX 24/x
Ve (o) X v '

O 1 bkt
A nevezé gyoktelenitéséhez haszndljuk a kovetkezd azonossagokat:
1k=1=&k)=(/1).
2. a%=b*=(a-b)a’+ab+ b?),

azaz: (Vk)' = (/1) = Vk = VDK + ¥k VT + (/T)7).
3/%(:3{/7 _ k= VT?;;?QFTstF NVE) _ /i 4 R+ VP

FELADATOK
Vigytk be a gyokjel el6tti szorzétényez6t a gyokjel alal

2) 248 b)3%/2: 045, 24/

Vigytik be a gyokjel elétti szorzétényezét a gyokjel ald!

a) ab¥a’b; b) %6@; o (e+1)1 76_1’[; d) (m+n)3\/m.

Vigyiik a gyokjel elé a lehetséges szorz6tényezéket!

JE—
a) ¥/81; b) V64 ; o) V64; d) 'Var.7"%; e)3/42‘%.

Vigytk a gyokjel elé a lehetséges szorz6tényezét!
a) 5\/37‘[)10; b)3/c4-d7~e”; C)k/PkH‘qk”; d) H+W'

Végezziik el a miiveleteket!

9 (V3-V94+427).4/3; 0 (Vb2 = 4/b°)- (/b + ¥b);

b (Va—Va+a); d) (2-vk =32/ ) (B vk - vie).
Vélasszuk ki az allitasok koziil az azonossagokat!

a) Wa'="aya’, a=0; o VvV =2/,

b 46 Vb = Vb, T+ VT =N
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6. RACIONALIS KITEVOJU HATVANY,
PERMANENCIAELV

Az el6z6ekben az egészkitevdjli hatvanyokat értelmeztiik, a hatvanyozas és az n-edik gyok azonossagait
ismételtiik 4t. Nyilvanval6an felmerdl a kérdés, kiterjeszthet6-e a hatvanyozas fogalma tetszéleges raciondlis
kitevékre. Ha ez lehetséges, akkor gy jarjunk el, hogy az eddig megismert azonossagok érvényben ma-
radjanak. Ezt az igényt nevezzitk permamenciaelvnek. (Lényegében amikor a nulladik és a negativ egész
kitevére értelmeztik a hatvanyokat, akkor is ezt az elvet hasznéltuk.)

Vegyik figyelembe a kovetkezd azonossagot:
(a¥) = a¥, ahol k, I € Z.

Tehat ha raciondlis kitevére szeretnénk értelmezni a hatvanyozést, akkor legyen igaz:

(a%)n= a",ahola>0,n=2, mnelZ.

Ha mindkét oldalbdl n-edik gyokot vonunk:

a%=”\/am.

Vizsgdljuk meg, miért is tettlink Gjabb kikotéseket az alap és a kitevé estén. Harom probléma mertilhet fel.

1. probléma

Miért nem lehet a, a hatvany alapja 0, illetve negativ egész?

3
(=3)* = 4/(=3) nem értelmezhetd a valds szimok halmazan, ezért a negativ alapot ki kell zarnunk. 0°-t
nem tudjuk értelmezni, ezért az alap nulla sem lehet.

2. probléma

m k
Ha rr? = %, akkor a” = a’ teljestl-e?

Az igazolashoz alakitsuk at a feltételt.

Ha%:%,akkorm-l:k-n.

Induljunk ki az igazoland6 egyenléség bal oldalabdl.

a%:n\/a_m:nl/amlznl/akn:l/ak — a%
Az egyenlGségsorozat harmadik 1épésénél haszndltuk ki a feltételt, és igazoltuk az allitast, azaz a tortki-
tevé mds alakban torténd felirdsatol nem fiigg a hatvany értéke.
3 6
(Negatl’v alap esetén ez sem teljesiilne: (=3)" # (=3)° )

3. probléma

A permanenciaelv vizsgélata:
Bizonyithato, hogy a hatvdnyozds azonossagai is érvényben maradnak.

m k m_k
]

Példaként vizsgdljuk meg, hogy az a”-a' = a

+ z z z
azonossag érvényes-e!
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Egyrészt: an-al = an-ah = "/am /g = /gl

k I+
Mésrészt: an 1= a o = "/am.
Az egyenl6ségek jobb oldalai megegyeznek, tehét a bal oldalak is egyenlék.

m k m, k

p . . L (o
Ezzel belattuk, hogy a régebben ismert a”-a' = a" ' azonossdg érvényben maradt.
Hasonléan igazolhaté a tobbi azonossag megmaradasa is.

” I 2 m . z 2 . 2 21 2 . @
Egy tetszbleges pozitiv a szam —--edik hatvanya az a szam m-edik hatvanyab6l vont n-edik gyok,
azaz

m
n

an="a",ahola>0 meZ neN,n = 2.

Szamitsuk ki a kovetkezé hatvanyok pontos értékét!

1 _5 4
) 83; b) (18—?) 3, 0 0,01725; d) 6255,
Megoldas
a1 3
a) 83=%8=2; b) 0% = /0% = 0;

Hozzuk egyszer(ibb alakra a kifejezéseket!

14 :
a) (23> V22, b) ¥a’-a? haa > 0.

(ay"

1\-4 _4 2 —4+2 _2 1
2 (23 VP =232 =2 =4
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Végezziik el az alabbi m(veleteket, ha a hatvanyok alapja pozitiv valés szam!

2 13 1 1\2
a) <a7b5)3; b) <a3+ b3) .
Megoldas
Fogalmak
2 1\3 42 20 14 permanenciaelv;
( 7 5) =a?h" = a'"h'" = 1% ap™; racionalis kitevéj
il 2 1 2 hatvanyozas.
by (a3 + b3) = 25 2(ab) + b5 = V& + 2-3/ab + VE.
FELADATOK
m Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok értékét!
1 4 5 2
a) 32°; b) 8°; o(%) " d) 0,000017%; € 13317;
10 2
0,75. —0,4. ’? ; i 65 ’E
N 16%7; g) 32704, h) 27 :)(81) ; j) 0,36
m irjuk at az alabbi kifejezéseket gyokos alakba!
1 3 _>5 4
a) 5°; b) 10%; o7 % d) 67%°; e 133.
irjuk fel az aldbbi kifejezéseket egyetlen szam hatvanyaként!
2 5
a) V8; b5 /(3) 0 W25-57; d) 8°-%/2° /16,
- Irjuk fel egyetlen gyokjel segl’tségével az alabbi miiveletek eredményét!
I\-5 3 -5
a) (33> Y32 b) V52 22, o) 5@-(51%) %a* haa>06ésb > 0;
(Vs)
3/p3 4x/7 b
d) ~—~——==——,hab > 0.
(Vby
Mol Végezziik el az alabbi hatvanyozéasokat!
1oy 32,470 1y
a) (25-33>4; b) 2 'fﬁm; c)(az—bz),haa>0ésb>0.
10°

Irjuk a lehetd legegyszer(ibb alakba az alabbi kifejezéseket, ha a és b pozitiv val6s szamok!

11 1 A
a)a b2 /%4; blatep?)  —ab
(a+b) (a5+b§)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény I. 927-937.
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7. AZ EXPONENCIALIS FUGGVENY

Az el6z6 leckében értelmeztiik a pozitiv alapd, raciondlis kitevéji hatvanyt. Magasabb matematikai
modszerekkel bizonyithat6, hogy az értelmezés kiterjeszthetd irracionalis kitevékre is. Ez a kiterjesztés, a per-

manenciaelvnek megfeleléen, megtartja az eddig megismert hatvanyozasazonossagokat, valamint teljesdl
a kovetkezé tulajdonsag:

—haa > 1 valés szam, p, r raciondlis szamok, q irraciondlis szam és p < q < r, akkor a”? < a% < a;

—ha 0 <a<1 valés szam, p, r racionalis szdmok, g irraciondlis szam és p < q <r, akkor
aP > a% > a’. (1-nél nagyobb alap esetén, nagyobb kitevéhoz nagyobb hatvanyérték tartozik.
Ha ez a tulajdonsag teljestl, akkor egyértelmiien megkapjuk az 6sszes irracionalis hatvany értékét.
Ha az alap 0 és 1 kozé esik, akkor a kitevé novelése esetén csokken a hatvany értéke. Ha az alap
egy, akkor a hatvany értéke minden kitevé esetén 1 lesz.)

Az exponencidlis kifejezések vizsgdlatat, egyenletek, egyenlStlenségek megoldasat segiti, ha megismer-
juk az exponencidlis fliggvényeket és legfontosabb tulajdonségaikat.

Azokat a fuiggvényeket, amelyekben a véltozé csak a kitevében szerepel, exponencialis fiiggvé-
nyeknek nevezzik. Azf: R — R*, f(x) = &, ahol a > 0 fliggvény az a alapt exponencidlis fliggvény.

Vizsgéljuk meg az f : R — R*, f(x) = a* fliggvényt, ahol a > 0!

Tekintstk elészor az f : R — R, f(x) = 2* flggvényt.

Az x = 2* exponencidlis fliggvény szigorGan monoton névekvé.

A bevezetSben emlitettik, hogy bizonyithaté, hogy ha az értelmezési tartomanyt kiterjesztjik a valés sza-

mok halmazara, akkor a fliggvény monotonitasa nem véltozik, és a hatvanyazonossagok érvényben ma-
radnak (permanencia elv).

A fuggvény grafikonja:

y4 A flggvény legfontosabb tulajdonsagai:

1.D,=R.

2. R. = R* (minden pozitiv értéket felvesz pontosan egyszer).
3. SzigorGan monoton novekvé.

4. Zérushelye nincs.

5. Az ordinatatengelyt a grafikon a (0; 1) pontban metszi.

'O__

Felmer(l a kérdés: Milyen lényeges tulajdonségok valtoznak meg, ha az alapot médositjuk?
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Legyen az alap: a > 1. Tekintsik a kovetkezd fliggvényeket:

f: R > R, f(x) = 3%; g R R, g(x):(%)x; h: R > R*, h(x)=(v2)".
& y4 y4

Legyen az alap: a = 1;

f:R— R*, f(x)= 1%

Ebben az esetben a fliggvény konstans fliggvény, grafikonja az x ten-
gellyel parhuzamos egyenes.

(Megjegyzés: Sok esetben az a = 1 alapot nem engedik meg.)

Legyen az alap 0 < a < 1. Tekintstk a kévetkezd
flggvényeket:

f:R— R*, f(x) = (1)X;

2
g:R—>R*, g(x)= <%)X

Lathat6, hogy lényeges véltozas csak a monotoni-
tasban tortént!

Tulajdonsagok:

1.D,=R.

2. R, = R, azaz csak pozitiv értékeket vesz fel.

3. SzigorGian monoton csokkend.

4. Zérushelye nincs.

5. Az ordinatatengelyt a grafikon a (0; 1) pontban
metszi.
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Osszegezziik megfigyeléseinket!

Az f:R— R*, f(x) = a* fliggvényt, ahol a > 0, exponencidlis fiigg-
vénynek nevezziik. A fliggvény legfontosabb tulajdonsagai:

Ha a = 1, akkor a fliggvény konstans fiiggvény. (Mivel az expo-
nencidlis flggvény szigorlan monoton, ezért a = 1 esetben nem be-
szélhettink exponencidlis fliggvényrdl.)

Ha 0 < a < 1, akkor a fliggvény szigorGan monoton csokkend.

Haa > 1, akkor a fliggvény szigorGan monoton novekvé.

Mindhdarom fiiggvény csak pozitiv értékeket vesz fel, igy zérushelye
nincsen, valamint az ordinatatengelyt a (0; 1) pontban metszi.

Abrézoljuk és jellemezziik a fuggvényeket!

a) FRo>R, f(x)=2—=5 b g RoR, gx)=2"% c)h:R—>R+,h(x)=2-<l)X.

Megoldas

a) Az f: R > R, f(x) = 2*— 5 szigorGan monoton novekvé, mert az
alap 1-nél nagyobb. A fuiggvény grafikonja eltolassal kaphaté a
k: R —> R*, k(x)= 2* fuggvény grafikonjabdl, az eltolas vektora:
v(0; =5).

b) Ag: R— R*, g(x) = 2*° szigorGan monoton ndvekvd, mert az alap 1-nél na-

gyobb. A flggvény grafikonja eltoldssal kaphat6 a k: R — R*, k(x) = 2* fiigg-
vény grafikonjabdl, az eltolas vektora: v(5; 0).




7. AZ EXPONENCIALIS FUGGVENY

¢ Ah:R—>R*, h(x)=2 <%)X szigordan monoton csokkend, mert az alap 1-nél

kisebb. A fuggvény grafikonja a k: R - R, k(x) = (%)X flggvény grafikonjabdl

y iranyl 2-szeres nydjtassal kaphat6.

Oldjuk meg grafikusan a kovetkezé egyenletet!
2’=-x+6

Megoldas

Abrézoljuk grafikusan az f: R — R, f(x) = 2ésag:R—> R gx)=—x+6 flggvé-
nyeket!
Az f(x) = 2" egy szigorGan monoton névekvé fuggvény, mig

S . R Fogalom
a gx) = —x + 6 egy szigorGan monoton csokkend fliggvény. exponencidlis
Ebbdl kovetkezik, hogy az egyenletnek csak egy megolddsa fiiggvény.

lehet, ez pedig az x = 2, a metszéspont els6 koordindtdja. M4
Az eredeti egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy a 2 valo-  aemame® s o

ban megoldasa a feladatnak.

FELADATOK
m Abrazoljuk a valés szimok halmazan értelmezett az f: x — 10" fuggvényt!

2. K1 Valasszuk ki az aldbbi, a valés szamok halmazan értelmezett fiiggvények kozil azokat, amelyek
szigorian monoton csokkendek!

a:x — 5% b:x»—»(%)x; C:X»—»(%)X; d:x»—»z—x' e:xw—47%; fix—0,17%.

5 ’
3. K1 Abrazoljuk a megadott fiiggvények grafikonjait! Hatdrozzuk meg, hogy hol veszi fel, és mennyi
az f fliggvény minimuma és maximuma!
f:[-1; 3] > R, X 4%
g:[-2; 4] >R, X 37
. [0; 10°
h:[0; 5] > R, TR
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m Az eddig tanult fliggvénytranszformaciok felhasznalasaval ab-
rdzoljuk az alabbi, a val6s szamok halmazan értelmezett fiigg-
vényeket!

fix— 37 gix— 3% h:x»—»4-<l>x;
k:x ——3% m:x— 2"

“ Abrazoljuk és jellemezzik az aldbbi, a valés szamok halmazéan
értelmezett fliggvényeket!

Kla) x—37% Kid xH_<l)‘X; K29 x~ 371,
K1 b) X»—><1>X; K2 e) X._.3|X|; Kzg) X._)3‘—x‘.

Klo x—-37%

m Keressiik meg grafikus tton az egyenletek megoldasait!
a)3"'=5-2; b)2/x|=2"

2

3

3

¥

i

Meteoresé a Fold légkérében (NASA)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgy(jtemény Il. 723-730.

8. EXPONENCIALIS EGYENLETEK

Korabban olyan gyakorlati problémakkal foglalkoztunk, amelyek megoldasa soran elsé, vagy masodfoku

egyenleteket oldottunk meg. Ha azonban pénziink banki kamatozasaval kapcsolatos szdmitasokat végziink,
akkor exponencidlis egyenletet is meg kell oldanunk. El6szor az exponencidlis egyenletekkel ismerkediink
meg, utana pedig ezek segitségével a természetben és a tarsadalomban lejatszodo6 folyamatokat tanulma-
nyozunk. Lassunk egy példat!

Az osztbédassal szaporod6 baktériumok szama — révid alkalmazkodasi periédus utan, és mindaddig, amig

ezt a kornyezet lehetévé teszi — exponencialis névekedést mutat. Ha a baktériumok szdma elér egy magas
szintet, akkor bekovetkezik egy tgynevezett telitédési szakasz. A kornyezeti eréforrasok végessége miatt, ez
mindenképpen bekovetkezik. Mi most a folyamatnak azt a szakaszat vizsgaljuk, amikor még az exponen-
cidlis ndvekedés a jellemzd.

Egy 1 ml-es laboratériumi mintdban a kutatok egy adott idépontban kortilbeltl 100 millié baktériumot

szamoltak 6ssze, két 6ra malva pedig 200 milliot.

P

Irj fel egy olyan képletet, amely a mérés kezdetétd| eltelt id6 fiiggvényében megadja a baktériumok sz-

mat!

a) Hany baktérium lesz ebben a tenyészetben az elsé mérés utan 3 éraval?
b) Hany baktérium volt ebben a tenyészetben az elsé mérés elétt 3 draval?
¢) Mennyi idé alatt né dupldjara a baktériumok szama a mintaban?

A megoldast lasd az ,Exponencialis novekedés a természetben és a tarsadalomban” cim( leckében.

Ahhoz, hogy ilyen problémakat meg tudjunk oldani, behatébban kell tanulmanyoznunk az exponen-

cialis egyenleteket, egyenlétlenségeket, egyenletrendszereket.
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a) 3* = 243; b) 343*:%; ) %:@; d) 523 =1.

Otlet: az ,alapegyenletekben” szereplé szamokat, kifejezéseket irjuk fel azonos alapt hatvanyokkal.

Megoldas

a) 3" = 243; b) 343 = 1, 0 4_V2. d) 5272 =1;
7 8~ 2
3X: 35, 73X: 7—1‘ 22—3)(: 2_%‘ 52X—3= 50.

Ertelmezziik az egyenletek bal oldalan 4ll6 kifejezéseket mint egy-egy exponencidlis fiiggvényt. Mivel

az exponencidlis figgvény szigorGan monoton (kolcsondsen egyértelmd), igy a megoldasok a kitevék
egyenldségébdl kovetkeznek:

a)x=5; b) 3x = —1; 0 2-3x=-1; d) 2x—3 = 0;
. 5_ . =3
X==3; 2—3x, X=5.
Megoldasainkat ellenérizzik!
_1
példaul: a) 35 = 243; b) 343 3 = 3‘/% - ; valéban.

Osszetett egyenletek esetén el6szor torekedjiink arra, hogy ekvivalens atalakitdsokkal az 1. példaban I4-
tott ,alapegyenlethez” jussunk.

Oldjuk meg az egyenletet a valés szamok halmazan!
13X1+3X718 - 1

Megoldas

1318 =13° Mivel az exponencidlis fiiggvény szigoran monoton, igy
x*+3x—18=0;
(x+6)(x—=3)=0;
X;=—6, x,= 3.

Ellendrzéssel megdllapithatjuk, hogy a kapott gyokok kielégitik az egyenletet.
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Ha az egyenletben azonos alapi hatvanyok 6sszege szerepel:

Oldjuk meg az egyenletet a val6s sziamok halmazan!
3%+ 3%+2= 270.

Megoldas

Alakitsuk at az egyenlet bal oldalat:
32X+ 32_ 32)( - 270;

10-3% = 270;
ERE Tudod-e, ‘ ,
” ; hogyan kell kiolvasni ezt a szamot:
37=3% 123 132 213 231 312 321 1242
Mivel az exponencidlis fliggvény szigordian monoton, gy a ki- Segitségul hasznélhatod a tdblazatot.
tevikre: i
100 — millié
2x=3; 10° — milliard
e BN (1092 — billi6
2 10" - billidrd
Végezziink ellenérzést! (1093 — trillio
2.3 2342 (10%)* — quadrillio
3 2= 27; 3 2 =35=243; 27 + 243 = 270. >

Ha az egyenletben kiilonb6z6 alapt hatvanyok szerepelnek:

Oldjuk meg az egyenletet a valés szamok halmazan!
25— 3-5*—10=0.

Megoldas

Azonos alapt hatvanyokkd alakitva a két hatvanyt:

5%—3.5"—10 = 0, most 5*re nézve masodfokt egyenlethez jutottunk:
(5*¥—3-5*~10=0;
xy _3*v9+40 _3+7
<5 )1,2 - 2 - 2
Tehét egyrészt
5¢=5.
Mivel az exponencialis fliggvény szigordan monoton né, tehat minden értéket csak egyszer vesz fel, igy
x=1.
Masrészt 5* = 2.
Ez utébbi egyenletnek nincs megolddsa, mivel 5% csak pozitiv értékeket vesz fel.
Ellendrzéssel megallapithatjuk, hogy a kapott gyok kielégiti az egyenletet.
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Oldjuk meg az egyenletet a val6s szdmok halmazan!
2x+ 3)(—2: 3x_ 2x+1.

Megoldas

Ekvivalens atalakitasokkal:
2x+ 3x—2: 3x_ 2x+1;

X L9X x_l' X.
2"+ 2-2"=3 9 3%
cox— 8 ax
3-2 =9 3%
Mivel 3* # 0, igy
2
3X 33/

(5)=(5)
3/ " \3)°
Mivel az exponencidlis fliggvény szigorian monoton né, igy x = 3.

Ellen6rzés: 2°+3*2=8+3=11;
3°—2°""=27—-16 =11. A két oldal egyenl.

Mutassuk meg, hogy az egyenletnek nincs megolddsa a val6s szamok halmazan!

(3)+ 3y =0.

Megoldas

) Fogalom
Az exponencidlis figgvény csak pozitiv értékeket vesz fel, igy (%) >0, és  exponencidlis
egyenlet.
(V3)*> 0, ezért 6sszegitk nem lehet 0. _—
FELADATOK
o Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a val6s szamok halmazan!
K1 a) 5 =125; K1 e)%;z%; K1) V2 %= 8;
K1 b) 3" 2= 243; K1 ) 2%8=2; K2 j) 33" =09;
K1 o 11%=11-11%; K1 g 9° %=1 K2 k) 4P =8"°2;
K1 d) (292 = 4", K1 h) 7= 0; K2 ) (5247725 2= (%)37”-5
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u Van-e az alabbi egyenleteknek megoldésa az egész szamok halmazan?
K1 a) 2x+2x+1:3'215; K2 C) 62x’9x—1:4xb27x+30;
K1 b) 3"— 3 %= 648; E1 d) 9°-27%-37%= 93+*. 243,

3. K2 Uj ismeretlen bevezetésével oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) 24 2"*1=192;
b) 51— 4.5+ 57 '=150;

2x+1

0 3% '+ 9%'=9 2 4 171.

Hany megoldasa van az alabbi egyenleteknek az egész szamok halmazan?
a) 32)(2‘3)(:92)(4»1; C) 4)(: 92X_8, e) 2X+1: 10_237X;
b) 4x: 3'2x+1_5; d) 53xz+x—2:1; D 7X+1_ 7‘1—x: 48

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény I. 1603-1609, 1612-1613, 1616.

CZED 9. EXPONENCIALIS EGYENLETRENDSZEREK,

EGYENLOTLENSEGEK

Az egyenletrendszerek megoldéasakor alkalmazzuk a mar j6l ismert modszerek valamelyikét, célszerd

el6szor ekvivalens atalakitasokkal egyszertibb alaki egyenleteket keresni. Az G ismeretlen bevezetése gyak-
ran egyszer(sitheti a feladatmegoldast.

1. példa

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valés szamok halmazén!
(1) 3"+ 27" '=11; (2)5-3*=3-2V=3.

Megoldas

Végezziik el az (1) egyenletben a kovetkezd atalakitast: 27 ' = 2 - 27.
Vezessiink be (j ismeretleneket, legyen 3* = a, 2¥ = b, ahol a, b pozitiv szdamok. Ekkor:
(MYa+2b=11 = a=11- 2b;

(2) 5a—3b = 3.
Behelyettesitve:
5(11—2b)—3b = 3;
55— 13b = 3;
52 = 13b;

4=php = a=3.
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Visszatérve az eredeti ismeretlenekre:

3=3 = x=1,2"=4=2" = y=2, mivel az exponencidlis fiiggvény szigorGan monoton.
Az egyenletrendszer megoldasa: (x;y) = (1;2).

Ellendrzés:

(1) 34 22+1= 314 g /=N

(2)5-3'-3-2°=15-12= 3.

Oldjuk meg az egyenlétlenségeket a valés szamok halmazan!

a) 3)(281, b) (%)XS'I, c) 53x—42%; d) (%)5‘_15(%)".
Megoldas
a) 3'>81;
3 =

Mivel a hatvany alapja 1-nél nagyobb, az f(x) = 3* fliggvény szigoran monoton né, igy akkor vesz fel
34-nél nem kisebb értéket, ha

x=4.

(Figyeljuk meg, hogy a relacidjel alldsa véltozatlan maradt.)

b (5) =1
2\ (2
(5 =(3)"
Mivel a hatvany alapja 1-nél kisebb, az f(x) = (%)X fuggvény szigordan monoton csokken, igy akkor

%)O—nél nem nagyobb értéket, ha

x=0.
(Figyeljik meg, hogy a relacidjel allasa megfordult.)

vesz fel (

-4~ 1.
A 572 55

53)(—4 Z 5—2.
Mivel a hatvdny alapja 1-nél nagyobb, az f(x) = 5>~* fiiggvény szigorGan monoton nd, igy akkor vesz
fel 572-nél nem kisebb értéket, ha
3x—4>—2;
3x=2;
X2 %
(Figyeljik meg, hogy a relaciojel allasa valtozatlan maradt!)
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9 (5)'<(3)
=

Mivel az alapok egyenl6k és 2 1, igy a kitevékre fennall az aldbbi egyen-

2
|6tlenség
5—-1=—x; Fogalmak
exponencialis
—1<0;
=T = egyenletrendszer;
X < % exponencidlis
R 2 2l] Al oo egyenlGtlenség.
(Figyeljik meg, hogy a relaciojel allasa valtozatlan maradt!)
\_A,‘ o)

FELADATOK

Ismételjiik at, mikor mondjuk azt egy fliggvényrél, hogy
a) szigortan monoton novekeds;
b) szigordan monoton csokkend!

Abrézoljuk kozos koordinata-rendszerben az f: R = R* x — 2* ésag: R = R* x — (%)X fuggvényeket!

a) Vizsgaljuk meg a figgvényeket monotonitds szempontjabol!
b) Altaldnosan milyen esetekben

— szigorGian monoton novekedd;

— szigordan monoton csokkend egy exponencialis fliggvény?

a) 2°< 8; b) 3**2>/3; ¢ 0,1% < 0,001; d) 325 <15.

Abrazoljuk szamegyenesen az alabbi egyenlétlenségek megoldasait a valés szamok halmazan!

v 1. 2y _ 3. 52 _ -
2) (Z) =1 b) <§) <3; 0 (Z) <0,8; d) 0,01'"*>1000.

Oldjuk meg az egyenlétienségeket a valds szamok halmazan!

Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket a valés szamok halmazan!
5x+3

1

x=1
a) 4x+3 < 2‘1—2x; b) <%>x+2 21/ C) 0l01x—1 <102x—3; CI) 2XZ+5X_9S§'

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytijtemény I. 1619-1622, 1626-1628.
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10. A LOGARITMUS FOGALMA

Vizsgéljuk 600 000 Ft lekotését, évi 4,5%-os kamatos
kamat esetén. Mennyi idére kell lekétni a pénziinket ahhoz,
hogy 1 millié Ft koveteléstink legyen a bankkal szemben?

Megoldas

1 év mulva 600 000 - 1,045 = 627 000 Ft-ot,

2 év malva 627 000 - 1,045 = 600 000 - 1,0452
= 655 215 Ft-ot,

3 év mulva 655 215 - 1,045 = 600 000 - 1,0453
~ 684 700 Ft-ot,

Q

n év miulva 600 000 - 1,045" Ft-ot kovetelhetnénk.

Tehat a kovetkez6 egyenlet megoldasat keresstik:
600 000 - 1,045" = 1 000 000,
ahol n a keresett évek szamat jeloli. Rendezve
»_ 1000000 _ , ¢
1,045" = 600 000 — 1,6.
Nyilvénval6 a kérdés: Létezik-e olyan n egész szém, amelyre 1,045" = 1,62
Mivel n pozitiv egész szdm (évek szdma), ezért prébélgatassal, szamolégéppel szamolva:
1,045 ~ 1,62, 1,045 ~ 1,696.
Tehat minimum 12 évre kellene lekotniink a 600 000 Ft-ot, 12 év elteltével koveteléstink:
~ 1017 529 Ft.
Az egyenletnek ennél pontosabb megoldasara most a feladat szovege miatt nyilvan nincs sztkségtink.

Altaldnosan nézve a problémat, az

a*=b (xeR)
alakd egyenletnek keressiik a megoldésat, ahol x valés szam, a hatvany alapja és értéke is pozitiv valés szam
(@, b €R* a+ 1).

Ugy is fogalmazhatunk: olyan x kitevét keresiink, amelyre a pozitiv alapot, a-t emelve a hatvany értéke
a pozitiv b szam. A keresett kitevét a tovabbiakban a alapd logaritmus b-nek fogjuk nevezni.

Definicio
A b pozitiv szam a alapi (a > 0, ésa # 1) logaritmusanak nevezziik azt a kitevét, amelyre a-t emelve

b-t kapunk.
A kitevé jelolése: log_ b. (Kiolvasva: ‘a alapi logaritmus b’.)

Tehét a definici6 szerint: %" = b.
Ha a logaritmus alapja 10, akkor révidebb jel6lést hasznélunk: log, b helyett Ig b-t frunk. /
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Megjegyzés
A matematikaban fontos egy specidlis alapt logaritmus hasznalata, ez az ,e” alapt logaritmus, melynek
jelolése log, x helyett az In x. (Az e szam a 7-hez hasonl6 irracionalis szam, értéke kb. 2,718281...)

Definicié egyszer(i hasznélata:

a) log,16 = 4, mert 2* =16.
b) Ig 1000 = 3, mert 10° = 1000.

1 —2_ 1
c) log, 5 =-2, mert 37* = 5.

1 v _ 1
d) Iog% 5= 3 mert <§) =75
=3
e) logi 8 =-3, mert (%) =2’=8.
2
f) log,1=0, mert 6°=1. @
3 — :

5 _ 3 5 5/23_ 5/95 Az osebergi viking hajot 834-ben készithették, de egyes ré-

g log, V27 = 5’ mert 3° = ¥/3% = %/27. szei 800 koriil ke?etkeztek/ illetve még régebbrél. Az ilyen le-

letek kordnak meghatdrozdsa exponencialis bomlasi folya-
matok megolddsaval torténik, a logaritmus felhasznalasaval

FELADATOK

irjuk at a logaritmus fogalmanak felhasznalaséval az aldbbi hatvanyokat logaritmusos alakba!
a) 3°=1243, 112=121, 20=1024, 3'= 9, 1072 = 0,01;

S AL B S gi- 1 =l (V0
=32 =5 =243/ =17 (10) =10

irjuk at hatvany alakba az aldbbi egyenldségeket!

a) log,16 = 4, log, 81 =2, log, 3 = %, log,s 25 = 4;
1 1 1
b) Iog% 4=-2, log, 37 =6, log,y = = —5 lg0,01 =-2.
Szamitsuk ki az aldbbi logaritmusértékeket!
a) log, 8, log, 128, log, 0,5, log, 1, log, (—1), log, %;
b) log. 0, log, 2—15, Iog% 125, log,, 32, log, #/8, log,, 16.
m Szamitsuk ki az alabbi logaritmusos kifejezések értékét!
a) 2[0g26, b) 4I0g15, C) 16'0&3' d) 2Iog49, e) 3I0g‘,25+1 Fogalmak
’ ! / / ’ b pozitiv szam
a alaptd
logaritmusa;
Ajanlott feladatok 10-es alapd
logaritmus.
Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I. 942-948. L
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A logaritmus definici6ja alapjan értelmezhetjik a logaritmusfiiggvényt.

Definicio

Azt a fliggvényt, amelynek az értelmezési tartomdnya a pozitiv valés szamok halmaza, és minden
szamhoz annak az a alapt (a > 0, a # 1) logaritmusat rendeli hozza, az a alapi logaritmusfiiggvény-
nek nevezzik. f: R* — R, f(x) = log, x, ahola > 0, ésa # 1.

Abrézoljuk, jellemezziik az f: R* — R, f(x) = log, x és ag: R* — R, 8(x) = log: X fuggvényeket!

Megoldas

Készitsiink értéktablazatot:

No|—
ENEY
o=

log, x o| 1T |-1|{2]-21]3]|-3

logix | o (-1 |1 2|2 |-3|3

A fuggvények grafikonjai:

y A y A

Tulajdonsagok: 1. A vizsgalt logaritmusfiiggvények minden valds értéket felvesznek. Ez kovetkezik az ex-
ponencialis fliggvény tulajdonsagaibdl, hiszen barmilyen x valés szamra igaz, hogy log, 2* = x.

2. Az f: R* - R, f(x) = log, x flggvény szigorGan monoton ndvekvs, hiszen ha 0 < x, < x,, vagy mas
alakban 2" < 2™, akkor az exponencidlis fiiggvény monotonitasa miatt log, x, < log, x,. Tehatf(x,) < f(x,),
vagyis a fiiggvény szigortian monoton névekvé. Az g: R* — R, 8(x) = |0g% X fuiggvény szigortian monoton

log; X log; X,
csokkend, hiszen ha 0 < x, < x,, vagy mds alakban <1?> W< <1?> " akkor az exponencidlis fliggvény szi-

gortian monoton csokkenése miatt log% X, > Iog% X,. Tehat f(x,) > f(x,), ami éppen azt jelenti, hogy a fiigg-

vény szigorGian monoton csokkend.
3. A szigorGan monotonitasbol kovetkezik, hogy mindkét figgvény kolcsondsen egyértelmdi.
4. Zérushelytk az x = 1.
5. A flggvényeknek se minimuma, se maximuma nincs.
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmusfliggvény értelmezé-
sébdl kovetkezik, hogy szoros kapcsolat van a két fliggvény kozott.
Ha az elébbi tabldzat elsé két sorat megcseréljiik,

X 0 1 -1 2 12| 3|3

X 1 1
2 1 2 vl 7

1
8

akkor az értéktablazatunk a g(x) = 2* fliggvény értéktablazatanak
egy részlete.

Az f logaritmusfliggvény értelmezési tartomanya a g exponen-
cialis fuggvény értékkészletével egyezik meg, mig a g exponencia-
lis figgvény értelmezési tartomanya az f logaritmusfliggvény érték-
készletével azonos, és ha az f tetszéleges x-hez f(x)-et rendel, akkor
a g az f(x)-hez x-et rendel.

Ezen tulajdonsagok miatt a két fliggvény egymas inverze, grafi-
konjaik egymas tiikorképei a h: R — R, h(x) = x fliggvény grafi-
konjra (egyenesére) nézve.

Belathat6, hogy ez a kapcsolat tetszéleges a alap esetén is érvényes.

Adotta > 0, ésa = 1 alap esetén, az x — a* és az x — log, x fliggvények egymas inverzei.

y

Amennyiben 0 < a < 1, akkor a két fliggvény Amennyiben a > 1, akkor a két fliggvény szigo-
szigordian monoton csokken6: rdan monoton novekvé:

Osszegezve megillapitasainkat az f: R* — R, f(x) = log, x logaritmusfiiggvény legfontosabb tulaj-

donsagai:
1. A logaritmusfiiggvény a pozitiv szamok halmazan értelmezett, kélcsonosen egyértelmd fliggvény.
2. A logaritmusfliggvény szigordan monoton
—novekvs, haa > 1;
— csokkend, ha0 <a < 1.
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3. Inverze a g: R — R*, g(x) = a* fuiggvénynek; a fuggvények grafikonjai egymas tiikorképei a
h: R — R, h(x) = x fliggvény grafikonjara nézve.

4. Minden nem transzformdlt logaritmusfiiggvény grafikonjéra illeszkedik az (1; 0) pont, azaz a fiigg-
vény zérushelye az x = 1.

5. A fuggvénynek se minimuma, se maximuma sincs.

Abrazoljuk és jellemezziik a kovetkezd fiiggvényt: f: R* — R, f(x) = 5+ log% x!

Adjuk meg a fuiggvény inverzét!

Megoldas

Az f: R* — R, f(x)= 5+ logi x fliggvény grafikonjit a g: R* — R,
3
g(x) = log: x fuggvény grafikonjabdl eltoldssal kapjuk, az eltolas vektora:
3

v(0; 5).

Az f: R* - R, f(x) = 5+ log1 x fliggvény jellemzése:
3

Ertelmezési tartomdnya a pozitiv val6s szamok halmaza.
Ertékkészlete a valés szamok halmaza.

Zérushelye az x = 243, mert 5 + logi 243 = 5+ log1 3°= 5-5 = 0.
3 3

Széls¢értéke nincs.

Szigortian monoton csokkend fliggvény. Fogalom
1\¢-5 logaritmusftiggvény
A fliggvény inverz fiiggvénye: f'(x) = <§) (az inverz fliggvény jelolésére az el6z6 tan- tulajdonsagai.

évben vezettik be a f(x) jelolést).

FELADATOK

m Abrézoljuk és jellemezziik az f: R* — R, f(x) = log, x fiiggvényt!

m Vélasszuk ki az alébbi fliggvények kozil a monoton névekvéket!
a) f:R* >R, f(x)=log x; d) k: R* > R, k(x)=logs x;
5
b)g:R* >R, g(x)=Igx; e) I:R* >R, I(x)=logs x.
2
o h:R* >R, h(x)= log% X;

3. E1 Abrézoljuk fiiggvénytranszformaciok felhasznéldséval az alabbi fiiggvényeket a val6s szamok hal-
mazan! Hatdrozzuk meg a fliggvények értelmezési tartomanyat! (A megoldasok el6tt nézzétek
meg a kilencedikes tankonyv fliggvénytranszformaciokrol sz616 olvasmanyat.)

a) f:x—log,(x+1); b) g:x— log, x—1; ¢) h:x—2-log, x.
8> 8 8> 8>
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4. E1 Abrazoljuk az R* — R, x — log, x grafikonjanak

felhasznalasaval az alabbi fliggvényeket! Hataroz-
zuk meg a fliggvények értelmezési tartomanyat!
a) f:x ——log, x;

b) g:x — log, (—x);

o) h:x—|log, x|; A képen egy logarlécet ldtsz. llyen eszkézok-

kel szamoltak az elektronikus szamolégépek

d) k:x = log, | x|. megjelenése elbtt logaritmust. A logarlécrd|
és hasznélatardl az aldbbi helyen olvashatsz:
5. E1 Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenleteket! https://hirmagazin.sulinet.hu/hu/tudomany/

a) log, x =x-15; igy-szamoltunk-a-logarlec
2 - ’

b) |log, s (x+2)|=—x*=1.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény Il. 731-733, 737-738.

12. A LOGARITMUS AZONOSSAGAI

Feladatmegoldasokban, egyenletmegoldasok esetén gyakran kell atalakitanunk logaritmusos kifejezése-
ket. Ehhez ismerniink kell az atalakitasok szabdlyait, azaz a logaritmus azonossagait. Ezek megfogalmaza-
sahoz felhasznéljuk a definiciét, valamint a logaritmusfiiggvény megismert tulajdonsagait.

A logaritmus azonossagai a hatvanyozas azonossagaival egyeznek meg. Itt ugyanazokat az azonossago-
kat soroljuk fel, csak a logaritmus (kitevd) segitségével.

Példaul az azonos alapl hatvanyok szorzaséndl a kitevéket 6ssze kell adni (elsé azonossag). Osztasnal
a szamlalé kitevsjébdl kivonjuk a nevezd kitevéjét (masodik azonossag). Hatvany hatvanyozésandl a kite-
véket 6ssze kell szorozni (harmadik azonosséag).

Ezeket az azonossagokat pontos matematikai formaban is leirjuk.

Ezek az azonossagok tették lehetévé, hogy a szamologépek elétti idékben ardnylag konnyen tudjunk na-
gyobb szamokat 6sszeszorozni, osztani, hatvanyozni, vagy esetleg gyokot vonni bel6lik. Ezeknek a muive-
leteknek itt az 6sszeadds kivonas vagy esetleg egész szdmmal osztas vagy szorzas felel meg.

Példaul két nagy szam szorzasanal logaritmus tablazat segitségével megkaptuk a két szam logaritmusat.
Ezeket csak 6ssze kellett adni, ezutdn pedig meg kellett keresni, hogy melyik szamnak a logaritmusa a ka-
pott 6sszeg.

Szorzat logaritmusa
log, (bc) = log, b+ log,c,haa >0,a=1,b>0,c >0, azaz
szorzat logaritmusa egyenlé a tényezék logaritmusanak dsszegével.

Bizonyitas

Egyrészt: a[ogﬂb: b, és alogac =c = bc= a[ogﬂb_ log, ¢ log, b+ log, ¢ bc)-

a%°“=a . Mésrészt: bc = a'°8(

Osszevetve a két egyenldséget: bc = a8 *'%8:¢ = 3'*8.(") = Jog (bc) = log, b + log, c.
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A bizonyitasban a hatvanyozas ismert tulajdonsagai alapjan végeztiik az atalakitasokat, valamint fel-
hasznaltuk az exponencidlis fliggvény szigordan monoton tulajdonsagat.

Hanyados logaritmusa
log, (%)z log, b—log,c,haa>0,a#1,b>0,c>0,azaz

hanyados logaritmusa egyenl6 a szamlal6 és a nevezd logaritmusanak kilonbségével.

Bizonyitas

Egyrészt: a¢" = b, és a*¢“=c =

log, b | b
%: d 7 = a8 b=V8C Masrészt: %: (e

.. b
Osszevetve a két egyenldséget: % = amb-lose = gonle) o log, (%) = log, b - log, c.

A bizonyitasban a hatvanyozds ismert tulajdonsagai alapjan végeztiik az atalakitdsokat, valamint fel-
hasznaltuk az exponencidlis figgvény szigordan monoton tulajdonsagat.

Hatvany logaritmusa
log, (b*) = k-log, b, haa>0,a=1,b>0,k€eR, azaz
hatvany logaritmusa egyenl6 az alap logaritmusanak és a kitevének a szorzataval.

Egyrészt: b* = 2% ) Masrészt: b* = (2% b) = ak'8.b,
Osszevetve a két egyenldséget: b* = a's ) = akleb — Jog (b¥)= k- log, b.

A bizonyitasban a hatvanyozas ismert tulajdonsagai alapjan végeztiik az atalakitdsokat, valamint fel-
hasznaltuk az exponencidlis fliggvény szigordan monoton tulajdonsagat.

n-edik gyok logaritmusa

Az el6z6 eset specialisan, k = % esetén, n €N, n = 2:

log, Vb = IOgna b, azaz

n-edik gyok logaritmusa egyenl6 a gyok alatti kifejezés logaritmusénak és a gyokkitevének a hanyado-
saval.

Attérés tizes alapi logaritmusra
Bizonyithat6 az aldbbi 6sszeftiggés:
lg b
lga’
egy szam a alapul logaritmusat megkapjuk, ha a szam tizes alapi logaritmusét elosztjuk az alap tizes

alapi logaritmusaval.

haa>0,a=1,b >0, azaz

log, b =
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1. példa

Szamitsuk ki a kifejezés pontos értékét!
3log, 6 + log, 35 — log, 20 — log, 42.

Megoldas

3log, 6 + log, 35 — log, 20 — log, 42 = log,

635 _ | 7650 _ _
2042~ 1987840 = 08,9 = 2.

2. példa

Adjuk meg a kifejezés értelmezési tartomanyanak legbévebb halmazat! Fejezziik ki x értékét a, b, ¢, d
segitségévell

2 4 1
log, x = 5log, b+ zlog, c - 5log, d.

Megoldas

A kifejezés értelmezheté, haa=1,ésa>0,b >0,¢c>0,d > 0.
2 4

3 3
log, x = 2log, b+ $log, ¢~ Tlog, d = log, " = log,3/2¢"
d3

o b*c*

| -

3. példa

Hatarozzuk meg Ig 6 értékét a és b segitségével, ha
a=1Ig48,ésb =1g72!

Megoldas

Célszerli a szamok primtényezés felbontasabol kiin-
dulni:

48=2%3 RN 37 GER0 3

Célunk meghatérozni Ig 2-t és Ig 3-at a és b segitségé-
vel, mertlg2 + g3 = Ig6.

a=1Ig48=4Ig2+1g3,

b=3lg2+2lg3.

Azt prébaljuk meg elérni, hogy Ig 3 egyiitthat6i azono-
sak legyenek, ekkor kilonbségiikben nem szerepel Ig 3:

2a—b=28lg2+2lg3—-(3lg2+ 2Ig3)=5lIg2;

2a—b

5

=lg2.
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Most fejezziik ki lg 3-at:

2a—b

A legtobb szamologépen az <x’> vagy < ™ >
lg3=a— SaE b _ 4bg 3a; billenty(ikkel végezhets el a hatvanyozas, de

A szamolégép hasznalata

—b 4b—-3a 3b—a néhany tipuson az 7/ miiveletre nincs kiilon
+ = .

. _2a
lg6=lg2+1g3 == 5 5

]
billentyd. Ezeken az /'x = x" azonossagot al-
kalmazhatjuk.

Altalaban csak a 10-es és e alapd logaritmus
szamolhat6 kozvetlendl; c alap esetén a

Ig x , ,
log, x = 2— azonossag vezet célhoz.

lg c

— -"f — -t —— ot —_—

Igaz-e a kovetkezd egyenldség: log, 10 -log, 3 = log, 10 log, 3?

Megoldas

Térjlink &t tizes alapd logaritmusra.

lg10 Ig3 _Ig10 Ig3
g2 g7  1g7 lg2

lg10-1g3 1g10-Ig3 Fogalom
lg2-lg7 = 1g7-lg2 a logaritmus
azonossagai.
Mind a két oldalon azonos tényezdk szerepelnek, tehdt az egyenldség igaz.
J“
FELADATOK
m Szémitsuk ki az x értékét!
a) logs 4 + log; 2 = log; x; o lgx=Ig4+1g9—-1Ig12;
b)lg18—1g2 =lgx; d) log, x = log, 60 — 2.

m Szémitsuk ki az alabbi kifejezések értékét!
a) lg4+3lg5+1g11—1Ig55;

b) log, 27 + 2log, 5 — log, 20%+ log, 16 — log, 5;

O lg52+31g2 +1g125+ 713325~ Ig13.
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3. Hozzuk egyszer(ibb alakra!
K1 a) Ig135(|g25+ Ig 49); K2 b) log, ¥a?-Va’.

irjuk &t az aldbbiakat tizes alapt logaritmus alakra!

a) a=log, 2; b) b = log, 3; o c=log,3v3; d) d=log,, 4.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény 1. 958-960, 961, 963.

€D 13. LOGARITMUSOS EGYENLETEK

Példékon keresztil mutatjuk be a logaritmusos egyenletek megoldasdnak néhany alapétletét. A fel-
adatmegoldésok soran gyakran hivatkozunk a logaritmusftiggvény és az exponencidlis fiiggvény tulajdon-
sdgaira, a logaritmus azonossagaira.

Fontos az egyenletek értelmezési tartomanydnak vizsgélata, valamint a megoldas ellenérzése, hogy
kisz(irjuk a fellépé hamis gyokoket!

Az egy fére juté brutté hazai termék (GDP) 20 000 dollar koril volt K6zép-Eurépaban, a dél-eurdpai
allamokban pedig 30 000 dollar 2020-ban. Feltételezziik, hogy Kozép-Eurépaban 6% kordl alakul az éves
novekedés, Dél-Eurépaban pedig csak 4% kordil.

Hany év mdlva lesz kortlbeldl egyforma a két régioban ez a mutaté?

Megoldas

Irjuk fel hogyan alakul a két régioban a GDP.

Hat szézalékos novekedés esetén minden évben az el6z6 év 106 szazaléka lesz a kovetkezé évi adat.
Barminek a 106%-at gy is kiszamithatjuk, hogy megszorozzuk 1,06-tal.

Ezek utdn ha n éven keresztil folytatodik a névekedés és egyenld lesz, akkor

20000 - 1,06" = 30 000 - 1,04

Ez igy egy exponencialis egyenlet, de hamar kiderl, hogy az exponencialis egyenletek megoldasa soran
tanult modszerekkel nem jutunk a végére.

El6szor atalakitjuk az egyenletet, utdna felhasznaljuk a logaritmus azonoségait

20 000 - 1,06" = 30 000 - 1,04" /:20 000

106" = 1,5 - 1,047 /1,040
1,06}

(1,04> = flg()

Nem tudjuk a két oldalt ugyanolyan alapd hatvanyokka alakitani, ezért most vessziik mindkét oldal tizes
alapu logaritmusét. Ez egy ekvivalens dtalakitas lesz, hiszen a log,  x = Ig x fliggvény szigorGan monoton né-
vekvd, tehat egy kolcsonosen egyértelm(i megfeleltetést valésit meg.
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1,06\
|g<1104> — Ig1,5

Felhasznaljuk a logaritmus azonossagait

n-|g<1:82>= lg1,5
lg1,5

n—w— 21,29
8\1,04

Tehat tébb mint 21 évre van sziikség ilyen kortilmények kozott, hogy az egyik régio felzark6zzon a ma-
sikhoz.

Ha az egyenlet egyik oldalan konstans érték szerepel.
Oldjuk meg az egyenletet! 2log, (3x — 5) = 2.

Megoldas

A hamis gyok fellépése elkertilheté a kovetkezé médon:
2log, (3x—5) = 2;

log,(3x—5)=1;

log, (3x — 5) = log, 3;

3x—5=13;
x=5.

A megoldasban felhasznaltuk a logaritmus fliggvény szigoran monoton tulajdonsagat.

Ellenérzés:

2|og3(3%—5)=2|og33=2-1 =2.

Stanley Fuller mahagéni logarléce 1919-bél (Magangy(ijtemény)
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(Ha az egyenlet mindkét oldalan szerepel logaritmusos kifejezés.)
Oldjuk meg az egyenletet a valés sziamok halmazan!

lgv/3x— 5+ IgvV7x—3=1+1g 11

Megoldas

Az egyenlet akkor értelmezhetd, ha 3x — 5 > 0, valamint ha 7x — 3 > 0, azaz x > %

Els6 észrevételiink: 1 = Ig 10, behelyettesitve és a szorzat logaritmusa alapjan:
lg(vV3x—5-v7x—3) = lg<10 ‘/11010)
lg(v3x—5v/7x—3)— |g<10 4/100> 0;

g V20X = 4+ 15 _

0.
O.m
10

A definici6 alapjan:
V21x*— 44x+15
m

21x*— 44x +15 =11.

2

A masodfoki egyenlet gyokei: x,= 2, x, = 77 ahol x, nem eleme az értel-

mezési tartomanynak.

Ellendrzés:
|g(¢3~2—5~¢7-2—3)—lgf-
1+1g =1g10+1g./ =5n Ig( /1101> |g<10 F) lgvV11.

A két oldal egyenlosege miatt az x = 2 gyoke az egyenletnek.

Adjuk meg az egyenlet nemnegativ megoldasait!

lg(x*— 5x—9)—Ig(2x—1)= 0.

Megoldas

Az egyenlet akkor értelmezhetd, ha

x*—5x—9 >0, illetve ha 2x—1 > 0, azaz ha:
g Gl 2‘/6_vagyx>5+‘/_ és x>%.

A feltételeket Gsszevetve az értelmezési tartomany:

5+ V61
x>+ Y61+ 6,4).
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lg(x*— 5x—9)—Ig(2x— 1) = 0;

x}—5x—9 _
Ig =1 =0
A logaritmus definicidja alapjan:
xX*=5x—9 _ 1.
x—-1 —

2 . - -
X"=5x—9=2x-1; =38, x,=-1.
(=1) nem eleme az értelmezési tartomanynak.
Ellenérzés:

lg(8°—5-8—9)—1g(2-8—1)=1g15—1g15 = 0.
Az egyenlet gyoke: x = 8.

Erdekesség

Egy Anglidban széles korben elterjedt,
kedves torténet szerint Viktéria kirdlyné
annyira el volt ragadtatva Lewis Carroll
Alice Csodaorszagban cimi m(ivétdl, hogy
a szerzé lelkére kototte: a kovetkezd
konyvét, amint elkésziil, feltétlendl kiildje
el neki. gy is tortént: amint befejezte,
Lewis Carroll rogvest elkiildte az Gj muvét,
amely a kiralyné legnagyobb megrokonyo-
désére a Determindnsok vizsgalata elemi
modszerekkel cimet viselte.

(Lewis Carroll — eredeti nevén Charles
Lutwidge Dodgson [1832-1898] — kivalo

5. példa matematikus volt, az oxfordi egyetem

professzora, a geometria, matrixalgebra,
a valészin(iség-szamitds és a matematikai

Oldjuk meg az egyenletet a val6s szimok halmazan! ‘ USes
logika m(iveldje.)

32x+1 — 2473X'

Megoldas

3%+ 1= 2*%_ A hatvanyozds azonossagai alapjan:
16

3-9"= i rendezéssel
X, X_E,
9.8 = 2
x_ 16
72" = 3

Vegyiik mindkét oldal logaritmusét, ez megtehetd, mivel az
egyenlet mindkét oldalan pozitiv szam all.

lg72* = lg%;
Tim Burton: Alice Csodaorszagban (2010)
x-1g72 = lg1?6;
16 Fogalmak
| 3 logaritmusos
X = |g—72 =~ 0,3914. egyenletek.
Mivel ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, a kapott gyok megolddsa az egyenletnek. A
FELADATOK
Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletek megoldésait!
a) log, x =9, log, x = 32, lg x = %/0,01, log,(x*—1) = 3;
b) lgx =-1, log,7 x =16, Iogﬁx:%, log, x = 0,25.
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Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!

a) log, x+log, 6 = 9; d) log, 5 (x+3)=2;
b) log,(x*+ x+7) = 2; e) %Ig2x+|gvx+1:lg(3—x);
o log,(x+ 2)—log, x =1; ) log,[12 + (1 log, x]= 4.
3. E1 Oldjuk meg az alabbi egyenleteket! (Segithet egy Uj ismeretlen bevezetése.)
a) %: lgv/x; c) log, xlog, 9x = log, 27;
2 . 1 _ g x
b) (log, x)* = 5log, x— 6; d) X+ lg10_7|gx2—|g100'

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgy(lijtemény I. 1639-1657.

€D 14. LOGARITMUSOS EGYENLETRENDSZEREK,
EGYENLOTLENSEGEK

Logaritmusos egyenletrendszerek esetén az egyenletrendszerek megoldasainak kilonb6zé médjait, va-
lamint a logaritmus azonossagait hasznalhatjuk fel. EgyenlStlenségek esetén a logaritmusfliggvény monoto-
nitasa alapjan figyeljink a relaciéjel allasara.

Oldjuk meg az egyenletrendszert a val6s szdamok halmazan!
(1) lgx—2lgy =3,
(2) 5lgx+1gy = 4.

Megoldas

Az egyenlet akkor értelmezhetd, hax > 0, ésy > 0.

Az egyik leggyakrabban hasznalhaté otlet az Gj ismeretlen bevezetése, ekkor egyszertibb egyenletrend-
szert kapunk.

Legyen a = Igx, és b = Igy. Ekkor:

(1) a—2b=3,
(2) 5a+ b = 4.
A masodik egyenlet kétszeresét az els6 egyenlettel 6sszevonva:
e =g visszahelyettesitve: =20
a=1, —1=b.
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Visszatérve az eredeti ismeretlenekre:

_ -1=lgy,
[ 1% illetve 1
10 = x, 0=V
Ellenérzés:

(1)1g10—2lg = 1-2-(~1)=3,

(2) 51810+ Ig =51+ (=)= 4.

A kapott gyokok kielégitik az egyenletet, igy a megoldas: (x;y) = (1 0; W)

2. példa

Oldjuk meg az egyenletrendszert a rendezett val6s szimparok halmazan. Abrazoljuk a megoldast ko-
ordindta-rendszerben!

(1) log, log,(x + y) =1,

(2) lgx+ gy = 3lg2.

Megoldas

Az egyenletrendszer akkor értelmezhet6, hax > 0, ésy > 0.
Irjuk fel az egyenleteket az azonossagok alapjan egyszertibb alakban:

(1) log, log,(x+y)=1, (2) lgx+1gy=3lg2,
log, (x+y) = 2, I3 (xy) = 1g2”
X+y=29; Xy = 8.

Oldjuk meg behelyettesitéssel a kapott egyenletrendszert!
y=9-x = x(9-x)=38;
—x*+ 9% —-8=0;

_ —9+v81—-32
B =z

X; 5 =1 x,=8.

A megfeleld y értékek:
Ha x,=1, akkor y;=9—1 = 8, illetve ha x, = 8, akkor y,=9—-8 =1.

Tehdt a megoldas két pont a koordindta-rendszerben: (1;8), és a (8; 1).

3. példa

Oldjuk meg az egyenlétlenségeket a valés szamok halmazan!
a) log,(2x+1) = 3; b) log%(2x+1)23,

Megoldas
a) log,(2x+1) = 3.

Az egyenl6tlenség akkor értelmezhetd, ha x > — %
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A 3-as alapu logaritmusfliggvény szigorGan monoton né, ezért
log, (2x + 1) = 3;
2x+1=3°
(Figyeljik meg, hogy nem fordult meg a relaciéjel.)
x=13.

Ezek a szamok az értelmezési tartomdnynak elemei, tehat a megoldas: x =13.
b) logi(2x+ 1) = 3.
3

Az egyenl6tlenségnek akkor lehet megoldasa, ha x > — %

Az % alapt logaritmusfiiggvény szigordan monoton csokken, ezért
21 < (1)
X+1= <§) .

(Vegyiik észre, hogy megfordult a relacidjel.)

26

< _ £V
2x < 577
13
=12
XS—55.

. , - p . 1 13 2 7 . .
Osszevetve az értelmezési tartomdnnyal, mivel — 5 <—5=, ezért az egyenlétlenség megoldasa:

—
W

<x=-—

Abrézoljuk szimegyenesen az egyenltlenség pozitiv megoldésait:
lg(2x—6)+ lg(x+5) <1+ Ig(x—3).

Megoldas

Az egyenlGtlenség akkor értelmezhetd, ha
2x—6 >0 és Xx+5>0 és x—3 >0, azaz ha x > 3.
Ig(2x— 6)+ Ig(x+ 5) <1+ Ig(x — 3). A logaritmus azonossagai alapjan:
. (2x— 6)(x+ 5)
X—3
A 10-es alapu logaritmusfiiggvény szigorGan monoton né, ezért
(2x— 6)(x+ 5)
x—3
(Figyeljik meg, hogy nem fordult meg a reldciéjel.)

N[ —
No
N

=1

<10.

Fogaligss A tortet egyszer(sithetjiik a pozitiv (x — 3) tényezével:
logaritmusos

egyenletrendszer; 2(x+ 5)<10;
logaritmusos ¥ <0.

egyenlétienseg. Ezek a szamok nem elemei az értelmezési tartomdnynak, igy az egyenlStlenségnek nincs

e ™ o | megoldasa a valés szamok halmazan.
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FELADATOK
Mely valés szamokra értelmezhet6k az alébbi kifejezések?
. oo x Ig x
a) IOgS(X + 4), b) Ing X, C) m
Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket a valés szamok halmazan!
a) log, x =1; b) log,(x —1) < 0; c) logi x=1; d) log,, x <—1.
- ,

Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenlétlenségeket!
a) log,(x*+ 3) <1+ log,(4x — 3); b) log, ;(2x — 1) = log, ;(4x — 3).

Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletrendszerek valés megoldasait!
a) 2lgx+3lgy=3,

3lgx—2Ilgy=11;
b)lgx+lgy=1+2lg3,

m
-

lg(x—y)=0;
c) log, xy =5,
Iog“%:l

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészité feladatgytijtemény I. 1689-1692, 1676-1678.

MIERT HASZNALUNK LOGARITMUSSKALAKAT?
(Olvasmany)

A természettudomanyokban felmeriilé6 mennyiségek nagyon széles skalan mozoghatnak. Az akar tébb
nagysagrenden keresztiil szdmunkra értelmezheté mennyiségeket olyan formaban kell a nagyobb nyilva-
nossag elé tarni, hogy azt mindenki konnyen értelmezni tudja.

Nézziink egy klasszikus példat!

Szemiink és fultink is logaritmikus érzékenység, ez teszi lehetévé, hogy nagyon nagy fény, illetve hang-
intenzitas véltozast is konnyedén érzékelheté médon kozvetitse agyunknak.

A hangerésséget altaldban decibelben (dB) szoktédk megadni.

Hogyan késziilt a decibel skala?

Hatdrozzuk meg az emberi ful szamara még érzékelhetd legkisebb hangerét. Ez egészséges fiil esetén
P,= 10" W teljesitmény (példdul: egy sziinyog repiilésének a zaja hdrom méterrdl). Ezt tekintjik referen-

cia értéknek. Egy P teljesitmény(i hang esetén a % hanyadosnak vessziik a 10-es alapt logaritmusat. Ekkor
0

kapjuk a hangteljesitmény Bell-ben (B) vett mértékét. Ennek a tizszerese lesz a dB (decibel) értéke, mint
ahogyan a neve is mutatja. A hangteljesitmény és a decibel kozott fenndllé 6sszefliggés:

X(dB) = 1O-|0g]0<%>.
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Ezek szerint, ha a fliltinkbe érkezé hang teljesitménye 10-szeresére né, akkor a decibelben mért értéke
tizzel né.
Indoklas: Tételezziik fel, hogy az eredeti hang teljesitménye P, akkor ennek a mértéke 10 - logw<%>.
0
Nézziik meg, hogyan véltozik ez az érték, ha P 10-szeresére né!

10- |Ogm<%> =10- [08101()(%0) =10 '[[Og1010 + lOgm(%)]: 10+ 10- ]Ogm(%).

Tehat tizzel nétt a hangerésség dB-ben vett értéke.

A decibel hasznalatanak az oka a fultink azon képessége, hogy nagyon széles hangtartomanyt képes ér-
zékelni. A hallott hangok nyomdsardnya, ami még nem karositja a fiilet, hozzavetélegesen egymilliard. Mivel
a teljesitmény a nyomds négyzetével aranyos, igy a teljesitmények aranya hozzavetSlegesen 1 és egymilli-
ard négyzete kozé esik. Az egymilliard négyzetének tizes alapt logaritmusa 18 (egymilliard négyzete
(109 = 10", log, 10'® =18), ezért a decibel skaldn az értékek leggyakrabban 0 és 180 dB kozé esnek.

FELADATOK

Mikor érezziik nagyobbnak a hangerésségvaltozast, ha az 60 dB-rél 65 dB-re, vagy 90 dB-rél 95 dB-re val-
tozik? A flliink az 6sszehasonlitasnal azt érzékeli, hogy az eredeti hangeré hanyszorosara nétt.

2. K1 Emberi fil szamara hallhaté-e a nulla dB hangteljesitmény?
1 Hany dB-lel né a hangteljesitmény, ha a dupldjara n4?

Létezik-e (-1) dB hangteljesitmény?

ALA ERTE Decibel skala (dB
DECIBEL SKALA ERTEKEI

5
o

A fultinket nagyon megterheli a nagyon erds hanghatds, kii- R i A Mtnany
|6nosen ha hosszabb ideig vagyunk kitéve erds zajnak. tase. Sugitaiiimi | SRR
Jo, ha tUdek3 % Fendirsiiréna i
* 40 dB feletti tartés hanghatds esetén tanulasi, és koncent- °
raciés nehézségek jelentkezhetnek; R 108 Rendkiviil hangos

* 60 dB felett: hosszabb ideig tarté zajhatds esetén hallds- ~ g==+ Helioer
karosodas jelentkezhet; ¢ .

* 65 dB felett: hosszabb ideig tart6 zajhatas esetén 20%-kal ~ ““F "
né a sziv- és érrendszeri megbetegedések kockazata; il Tenerauts

* 85 dB a karosodast okoz6 tartomany kezdete, kilondsen
nagy zajjal jaré munkahelyek esetében;

Nagyon hangos

- Atd,
© @ Virosiforgalom Hangos

* 120 dB felett: mar rovid ideig tart6 hatas esetén is hallas- i: Beszélgetés 6008 Kizepestdl halkig
karosodas jelentkezhet. o vame L
i ErOSSEEU £50
Mindenkinek fontos, h.(.)gy. vigyazzon a hallészervére, ezért '[_ i P
nagyon fontos, ha nagy zajjal jaré tevékenységet végziink, vagy g '
tudjuk elére, hogy nagy zajhatasnak lesztink kitéve, akkor hasz- €8, sotons

naljuk védéfelszerelést. N, Levelonges
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MIERT HASZNALUNK LOGARITMUSSKALAKAT? (Olvasmany)

OLDATOK pH ERTEKE

Egy masik fontos példa a logaritmus skéla haszndlatara a viz pH értéke. A pH (latinul potentia hydrogeni,
hidrogénion-kitevd) egy adott oldat kémhatdsat (savassdgat vagy luigossdgat) jellemzi.

A vizben a vizmolekuldk is kolcsonhatdsba lépnek egymassal. llyenkor az egyik vizmolekula hidrogén-
iont ad at egy masik vizmolekulanak és az igy létrejové oxdniumion koncentracidja fogja meghatarozni a
viz pH-értékét.

A semleges kémhatdsu vizben a keletkez6 és leboml6 ox6niumionok egyenstlyi allapotot hoznak létre,

mol _ ;-7 mol

ilan.
dm’ T stabilan

25 °C-on 10° Pa nyoméson az ox6éniumionok koncentréciéja 107

Hig vizes oldatokban 25 °C-on és 10° Pa nyomason a pH egyenl6 az oxéniumion-koncentracié

(mol —(=7)=7, ez azt

-ben vett érték) tizes alapi logaritmusanak ellentettjével. Mivel —(log,  107) =
jelenti, hogy semleges kémhatas esetén a viz pH-ja 7.

Savas kozegben (példaul a gyomorsav, az tires gyomorban, evés el6tt) megné az oxéniumionok mola-
mol .

ris koncentracidja, akar 0,1 dm’ lehet.
Mivel —(log,, 0,1) = —(log,,10™") = —(=1) = 1, ezért a savas kdzegnek a pH-ja 1. Tehdt savas kézegben

a pH értéke csokken a semlegeshez képest.
Ligos kbzegben (példaul az oltott mész, kalcium-hidroxid, Ca(OH),) pontosan forditott a helyzet.

A ligos oldatban az oxéniumionok koncenraciéja csokken, akar 1072 (TOI is lehet.

Mivel —(log,, 107%) = ( 12)=12, ezért ennek a IL’Jgos kézegnek a pH-Ja 12.

garitmusa mindig negativ. A (—1)-gyel val6 szorzés azért van, hogy ne hasznaljunk negativ szamokat. Ennek
a kovetkezménye az, hogy minél nagyobb a folyadék pH-ja annél kisebb benne az oxéniumion koncenra-
cidja. A vizes oldatok pH-ja a 0-14 tartomanyba esik.
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I. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

FELADATOK

€

A foldrengések erdsségét (magnitidéjat) a logaritmusos Richter-skalan mérik. Ezt
Ggy allapitjak meg, hogy a foldrengéstsl 100 km-es tavolsdgban megnézik a szeiz-
mograf (a foldrengések erdsségének mérésre hasznalt miszer) mutatéjanak kilen-
gését. Ha a kilengés példaul 10* pm (mikrométer), akkor a foldrengés a Richter-ska-
lan 4-es erdsségli, ha a kilengés mértéke 102 pm, akkor a foldrengés 2-es erésségti.
Altalaban a skala a 100 km-es tavolsagban, mikrométerben mért maximalis ampli-
tGdé logaritmusat jelzi.

a) A Richter-skalan 8-as erdsségli foldrengés hanyszor akkora kilengést okoz a

Charles Francis Richter szeizmografon, mint a 4-es erdsség(i foldrengés?
(1900-1985) b) Milyen erésségli az a foldrengés, ami a rengés centrumatél 100 km-re 5 mm-es

kilengést okoz?

MAGYARAZAT FOLDRENGES MAGNITUDOJA ES EREJE

igen eros nagyon erds és rendkiviili erejii
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[1.0-1.9°

MAGNITODO

5.0-5.9 6.0-6.9 7.0-79 8.0-8.9 9.0 és nagyobb

A Richter-skalardl leirtakndl kicsit pontosabb definiciét adunk. Itt is a szeizmograf altal mért legnagyobb ki-

térést (amplitddo) hasznaljuk, de nem csak a rengéstél 100 km-re, hanem 600 km-ig barhol hasznélhatjuk.

A feladat kittizése elétt ismerkedjiink meg az Ggynevezett lokalis magnitidé (ML) definicijaval.

ML = log,, A + 2,56log, D — 1,67, ahol A a mért amplitdd6 mikrométerben, D az epicentrum és a re-

gisztralas tavolsaga km-ben. (Ez az 6sszefiiggés kb. 600 km tavolsagig hasznalhato.)

a) Mekkora amplitadéjd hulldmokat rajzol a szeizmograf egy 7-es erésségli foldrengés esetén a rengés epi-
centrumatol 100 km-re?

b) Mekkora amplitadéjd hullamokat rajzol a szeizmogréf egy 7-es erdsségli foldrengés esetén a rengés epi-
centrumatol 500 km-re?

Projektfeladat
Keressetek tovabbi példakat logaritmus skalak hasznélatara! Prébaljatok azok hasznélatat osztalytarsaitok sza-
mara is kozértheté médon elmagyarazni!



15. EXPONENCIALIS NOVEKEDES A TERMESZETBEN ES A TARSADALOMBAN
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Ha egy mennyiség idébeli véltozasat vizsgaljuk, és azt tapasztaljuk, hogy egységnyi id6 elteltével min-
dig ugyannyival ng, akkor azt linedrisan néveked6nek mondjuk. Ha dbrazoljuk ezt a mennyiséget az id6
flggvényében, akkor egy egyenest kapunk, aminek a meredeksége éppen az adott mennyiség egységnyi
idére vetitett ndvekedése.

Ha egy masik mennyiség idébeli valtozasat vizsgéljuk, és azt tapasztaljuk, hogy egységnyi idé elteltével
mindig ugyanannyi-szorosara né, akkor exponencidlisan novekedének mondjuk. Ha &brézoljuk ezt a meny-
nyiséget az idé fliggvényében, akkor egy exponenciilis fliggvénygorbét kapunk, aminek az adott mennyi-
ség az alapja.

Baktériumok szaporodasa idealis koriilmények kozott

Az osztédéssal szaporod6 baktériumok szama — révid alkalmazkodasi periédus utan, és mindaddig, amig
ezt a kornyezet lehet6vé teszi — kétéranként megkétszerezddik, azaz exponencialis novekedést mutat. (Ha
a baktériumok szama elér egy magas szintet, akkor bekovetkezik az Ggynevezett telitédési szakasz. A kor-
nyezeti er6forrasok végessége miatt, ez mindenképpen bekovetkezik. Mi most a folyamatnak azt a szaka-
szat vizsgéljuk, amikor még az exponencialis ndvekedés a jellemzd.)

Egy 1 milliliteres laboratériumi mintdban a kutatok egy adott idépontban kortlbeldl 100 millié bakté-
riumot szamoltak, két 6ra mualva 200 milliét.

a) Irj fel egy olyan fiiggvényt, amely a mérés kezdetétd| eltelt idé fiiggvényében megadija a baktériumok

szamat!

b) Hany baktérium lesz ebben a tenyészetben az elsé mérés utan 3 éraval?

¢) Hany baktérium volt ebben a tenyészetben az elsé mérés elétt 3 draval?

d) Mennyi idé alatt né dupléjara a baktériumok szama a mintédban?

Megoldas

a) Mivel tudjuk, hogy a baktériumok szama exponencialis névekedést mutat, a keresett fiiggvény egy ex-
ponencidlis figgvény lesz, jeloljik ezt N(t)-vel. (A fuggvény a baktériumok szamat adja meg az eltelt
t id6 mulva.) A szoveg alapjan N(0) = 108db, N(2) = 2 - 108 db. A keresett exponencidlis fliggvény
kitevGjében szerepelni fog a t. Mi legyen az alap?
Els6 lehetdség:
N() " B N(1 ))t " N(1)
Az N(O) t vessziik alapnak. llyenkor N(t) = N(O)'<N(O) alakd lesz. A gyakorlatban az N(O)
mennyiséget g-val jeloljik, ekkor N(t) = N(0)- q'. A késSbbiekben erre is latunk példat, elsésorban
gazdasagi és pénzligyi szamitdsoknal.

Masodik