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1. TRIGONOMETRIA

- Derékszogii haromszogek nem csak nevezetes

szogekkel.

Milyen meredek? Milyen magas? Mekkora
pallo kell?
- Szamoljunk teriiletet!
Uj teriiletképlet a haromszoghoz. Szabalyos
és szabalytalan sokszogek teriilete.
- Haromszogeljiink! Ismerd meg a GPS-rendszer
alapjait!
Milyen tavol van? Mekkora szogben illeszke-
dik? Mekkora teriiletii?

2. KOMBINATORIKA, GRAFOK

- Allitsuk sorba! Valasszuk ki!
Fagyi, zenelejatszas, kartya, lotto, jelsza-
vak... Varialjunk, kombinaljunk!

- Hanyféleképpen lehet?
Nem mindegy, hogy szamit-e a kivalasztas
sorrendje.

- Abrazoljuk grafokkal!
Rajzoljuk a megoldast!

3. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

- Negyedik gyok? Hanyados a kitevében? Mi az
értelme?

- Exponencialis folyamatok.
Osztddas, népesedés, virusok, radioaktivitas.

- Mi all a kitevoben?
Kamatozas, az informacio mérése, pH-érték.

- Szamhalmazok.
Bent marad vagy kivezet? Hogyan épiilnek
egymasra a szamhalmazok?

— Primszamok, osztok és tobbszorosok.
Tudod, mi a titkos kodok alapja? Hallottal
mar Erathosztenész szitajarol?

- Szamrendszerek.
Hogyan szamol a szamitégép? Nem csak 10
lehet a valtoszam.

5.STATISZTIKA,VALOSZINUSEGSZAMITAS

- Adatsokasagok és jellemzéik.
Hogyan valasztanak baseballjatékost? A Big
Data kiilonleges vilaga.

- Tablazatok és diagramok.
Lathatova és atlathatova tessziik az adatso-
kasagot.

- Lehet, hogy lehetetlen, vagy biztos, hogy lehetsé-

ges? Mennyire valoszini?

Véletlen? Dobokockak, sorsolasok, jatékok,
hibas és hibatlan termékek.

6. KOORDINATAGEOMETRIA

- Vektorokrol régit és ujat.
Tobb hatas egy idében: hogyan szall le a
repiil6gép?
- Vektorok és koordinatak.
Nem csak a pontoknak vannak koordinatai.
- Korok és egyenesek a koordinata-rendszerben.
A szamitogép is érti a geometriat? ©




Beveretes

BEVEZETO

A matematika az élet szamos teriiletéhez kapcsolodik. Pél-
daul a természethez, a szaktudomanyokhoz, a mtivészet-
hez, a jatékokhoz, a sporthoz. Ebben a tanévben sok ilyen
alkalmazast, problémat vizsgdlunk majd meg, és megta-
nuljuk, hogy ezek modellezéséhez, megoldasahoz milyen
matematikai eszkozok allnak rendelkezésiinkre. Szeretettel
kivanunk neked kitartast, sikert és sok 6romet az idei tan-
évhez!

A leckék
galmak, tételek leirdsat és rendszerezését. Sok folyamatabra

részeiben talalod majd a matematikai fo-

illusztralja, hogy milyen lépésekbdl épiil fel egy matemati-
kai feladatmegoldas.

Egy-egy mutatja be az 4j ismeretek,

modszerek alkalmazasat.

A sok-sok kozott tobb korabbi érettségi feladat is
talalhato. Ha tartds tankonyved van, akkor ne irj a tablaza-
tokba, dbrakba, hanem dolgozz a fiizetedben! Segitségedre
lehet egy ontapados jegyzettomb (post-it), abbdl tegyél egy
ontapados lapot a tablazat vagy abra mellé, és arra irhatod
az eredményeket.

A részben taldlhaté feladatokat elsésorban
otthoni, egyéni munkdra, ismétlésre szantuk.

FELADAT

Néhdny lecke végén is taldlhatd, érdekességekkel,
kiegészitésekkel. Ezek a feladatok éaltalaban nehezebbek,
mint az drai feladatok. Ha hamar végzel az 6rai feladatok-
kal, érdemes megpréobalkoznod ezekkel is.

A témakérok végén 1évé TEMAZARO FELADATGYUJ-
TEMENY sok tovabbi feladatot tartalmaz.

A tankonyv a kozépszintl érettségi vizsgara készit fel. Az
emelt szintli matematikaérettségi ezenkiviil tovabbi isme-
reteket, mélyebb alkalmazasokat és Gsszetettebb feladato-
kat is tartalmaz, ezeket a tankényvcsalad masik kényvében
talalod.

Hatarozd meg a kovetkez6 éllitasok logikai értékét (igaz vagy hamis)! A helyes valaszhoz tartozé szavakat ird
a keresztrejtvény megfelel6 soraba! A rejtvény fiiggéleges oszlopa egy kis magyar falu nevét rejti. Mirdl hires ez

a telepiilés?

Minden masodfoku egyenletnek van megoldasa a valos szamok halmazan.
Van olyan masodfoka fiiggvény, amelynek grafikonja egy egyenes.
Ha két haromszog szogei paronként egyenl6k, akkor a két haromszog hasonlo.

Ha két haromszog hasonld, akkor szogeik paronként egyenlok.

A szabalyos haromszog magassaganak hossza az oldalhosszanak
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Igaz Hamis
EGESZ 0SzTO
VEKTOR LOGIKA
PONT SZOG
HASONLO MUVELET
KOR FOK

BEVEZETES



Megjegyzés: Ismert gotikus diszitéelem az egy kor-

be rajzolt négy egybevagd, egymast és a nagy kort

érint6 kis kor. A feladatban szereplé abra ennek

a gotikus diszitéelemnek a fele.
Egy félkorbe két egybevagé kis kort rajzoltunk az

abran lathaté moédon. A kis korok érintik egymast

is, a félkorivet is, és a félkort hatarold atmérot is.

a) Mekkora a félkoriv sugara, ha a kis korok suga-
ra5cm?

b) Mekkora a kis korok sugara, ha a félkoriv suga-
ra 10 cm?

HAZI FELADAT

0N Elevenitsd fel a masodfokd egyenlet megold6- Az ABC derékszogli haromszogben a befogok
képletét! Hatdrozd meg az 5x° + 17x — 12 = 0 hossza 5 cm és 12 cm. A hozza hasonlé EFG ha-
egyenlet megolddsait a valos szamok halmazan! romszogben az atfogd hossza 6,5 cm. Milyen hosz-

szuak az EFG haromszog befogoi és a korilirhato
korének sugara?

RAADAS

Az 6rai 2. feladat abrajat harom tovabbi kis korrel egészitettiik ki, melyek az dbra szerint érintik a korabbi koéroket, illetve a
félkort hatarold atmér6t. A félkor sugara 10 cm.

a) Mekkora az tjonnan berajzolt fels6 kor sugara?

b) Emelt szint(i feladat a két legkisebb kor sugaranak meghatarozasa. Mekkorak ezek a sugarak?

c) Szerkeszd meg az abrét szerkeszt6program segitségével (példaul GeoGebra)! @

BEVEZETES



Hegyessz0y tangense

BEVEZETO

Hogyan lehet megha-
tdrozni egy viztorony
magassagat, ha tudjuk,
hogy a toronytdl 30 m
tavolsagra 1évé hely-
16l 38°-os emelkedési
szogben latjuk a legfel-

s6 pontjat?

Kicsinyitéssel és méréssel dolgozunk. Milliméterpapirra
rajzolunk egy derékszogli haromszoget, amelynek az egyik
hegyesszoge 38°-0s. Haa szog mellettibefogd hossza 30 mm,
akkor ahany mm a szoggel szemkozti befogd hossza, annyi

FELADAT

1>

méter a viztorony magassaga. Pontosabb értéket kapunk, ha
nagyobbharomszoget vesziink fel. Rajzunkon a szog melletti
befogd 50 mm, a szoggel szemkozti befogd 39 mm hosz-
szusagu. Ez azt jelenti, hogy a 38°-o0s szoggel szem-
kozti befogd és a szog melletti befogd hosszanak aranya
39:50, azaz 0,78.

Hasonl6 haromszogek esetén a megfelelé oldalak aranya
egyenld. Ezért ez minden olyan derékszogii haromszogben
igaz, amelynek van 38°-os hegyesszoge, hiszen ezek a de-
rékszogli haromszogek mind hasonlék egymashoz.

A torony magassaga tehat 30 - 0,78 = 23,4, azaz kozelitSleg
23 méter.

Megfigyelés
Egyetlen derékszogli haromszog segitségével sokféle prob-

lémét megoldhatunk. Milyen derékszogi haromszogekre
vonatkoznak ezek? Olyanokra, amelyekrdl tudjuk, hogy
van 38°-os szOgiik, vagy azt tudjuk, hogy a két befogdjuk
aranya 0,78.

Példdul:
Ha egy derékszogli haromszog befogoinak hosszisaga
7,8 cm és 10 cm, akkor a kisebbik hegyesszoge 38°-os.

Olyan derékszogli haromszogeket rajzoltunk milliméterpapirra, amelyeknek szintén 50 mm az egyik befogéjuk.

Olvasd le a masik befogo hosszat, és szamitsd ki a két befogé aranyat! Toltsd ki a tablazatot!

Hegyesszog

5o

15°

25°

35°

ENCTH ] m 450

Szemkozti befogd Szog melletti

(mm) befogé (mm) Aranyuk
. 50 4,5:50 0,09
50
23,5 50 23,5:50 0,47
50
>0 50 50: 50 1

TRIGONOMETRIA



Hegyessz6g tangense

Hasonld haromszogekben a megfelel6 oldalak hosszanak aranya egyenld. Két
derékszogli haromszog hasonl6, ha egyik hegyesszogiik nagysaga egyenl6,
ezért ekkor a megfeleld befogok hosszanak aranya egyenld.

Az dbran példaul -~ = s Adott @ hegyesszog esetén ez az arany minden

a sz0gl derékszogli haromszogben ugyanekkora, azaz egy konkrét szam.

b

Ezt a szamot nevezzik az @ hegyesszog tangensének.

Definicio: hegyesszog tangense

Ha egy derékszogt haromszog egyik hegyesszoge @, akkor a vele szemben
1évS befogd és a mellette 1év6 befogd hosszusaganak a hanyadosat az @

tangensének nevezzik. Jelolése: tg a.

FELADAT

Az 1. feladatban készitett tablazat felhaszndaldsaval

valaszolj a kovetkez6 kérdésekre!

a) Egy derékszogl haromszog egyik szoge 35°-0s,
az egyik befogodja 5 cm hosszi. Mekkora lehet
a masik befogdja?

b) Egy téglalap oldalai 23,5 cm és 50 cm hosszusa-
guak. Hany fokos szoget alkot az atl6ja az olda-
lakkal?

Mely szogek tangense olvashatd le az 1. feladat
tablazatarol? Ird fel ezeket az j jel6léssel (példaul:
tg 25° = 0,47)!

A kék haromszog derékszogl, a sarga haromszog
egyenld szaru. Mennyi az @, f5, y szogek tangense?

HAZI FELADAT

Az 1. feladatban készitett tablazat felhasznaldsaval

2>

valaszolj a kovetkez6 kérdésekre!

a) Hany fokosak annak a derékszogli haromszog-
nek a szogei, amelynek az egyik befogéja 10 cm,
a masik 4,7 cm hossza?

b) Egy téglalap hosszabbik oldalai 35 cm-esek, és
35°-0s szoget zarnak be az atléval. Mekkorak
a téglalap rovidebb oldalai?

A sarga haromszog derékszogt, a zold egyenld ol-
dalt. Mennyi az @, a 5, a 7 és a 0 sz0g tangense?

1. lecke | HEGYESSZOG TANGENSE

3

3,2 cm

b
6 cm 38 cm 5cm 5 cm
o B Y\\ 5 /Y
6

cm

Egy derékszogli haromszog egyik befogdja 12 cm

hosszu. Ezzel a befogoval szemkozti szog tangense

0,75.

a) Készits abrat!

b) Szamitsd ki a haromszog ismeretlen oldalainak
hosszat!

c) Szamitsd ki a haromszog atfogohoz tartozé ma-
gassaganak hosszat!

5,5 cm

a B 7 ﬁ

7 cm

Egy derékszogli haromszog egyik hegyesszogének
tangense 0,55. Ezen hegyesszog melletti befogo
hossza 1,6 cm.

a) Készits dbrat!

b) Szamold ki a haromszog tobbi oldalanak hosszat!



BEVEZETO

A hegyesszogek tangensét zsebszamoldgéppel is kiszamit-
hatod, a (tan gomb segitségével. A legtobb szog esetén ez
kozelitd érték lesz.

Adjuk meg a kovetkez6 szogek tangensét szamologép
segitségével: 64° 14° 24",

Megoldds
A zsebszamologépek képe-
sek a szogek tangensének
nagy pontossagi megada-
sara. Figyelni kell azonban
arra, hogy a szogek mérése
nem csak fokban torténhet,
mas mértékegységek is hasz-
nélatosak. A szdmolas el6tt
ezért el6szor be kell allitani a
zsebszamologépen, hogy mi
fokokban szamolunk. Ennek
kozlésére sok gépen aDRG
gomb szolgdl, amelynek
tobbszori  megnyomadsaval
legtobbszor a kijelz6 legfel-
s6 soraban valtakozva a D,
illetve DEG (degree = fok), R, illetve RAD (radidn) vagy
G, illetve GRAD (gon; gradian) jelenik meg. Mas gépek
esetében ez a MODE gomb megnyomdsa utin a megfelel$
szambillentyi leiitésével, megint mas gépeken kiilon me-
niiben allithato be.
A 64° tangensének kijelzéséhez tehat allitsuk be a D jel-
zést a kijelz6n, majd nyomjuk meg a tan gombot, utdna
pedig irjuk be a 64-et. Ezutan az (= gombot megnyomva
2,050303842 jelenik meg a kijelz6n, vagyis
tg 64° =2,0503.

tan 64

TR N

Szamologéptdl fiiggben eldéfordulhat, hogy elébb kell
a 64-et beirni és csak utdna megnyomni a 'tan gombot (ez
f6leg egysoros kijelz6jli szamologépeknél fordul el6), mas
gépeknél zarodjel hasznalatat is kérheti a gép.

A 14° 24’ tangensének kiszamitasa a 64° tangenséhez ha-
sonlé mddon torténhet. A legegyszeriibb, ha a 14° 24 -et
14,4°-ra valtjuk at, és igy irjuk be: [tan 14,4. Eredményiil
0,25675636 =~ 0,2568 adddik. Van olyan szamoldgép, ame-
lyen kozvetleniil beirhaté a (tan| 14° 24" is. Tanulmanyozd
a géped hasznalati utmutatojat!

tan 14.4

R

Melyik az a sz6g, amelynek a tangense
0,2308;
5?

Megoldds

a) Ha ismert egy sz0g tangensének értéke, akkor a zseb-
szamologépen a [tan~! funkcio segitségével hatdrozhat-
juk meg annak a hegyesszognek a nagysagat, amelynek
ez a tangense.
Szamologéppel a kovetkez6 gombok megnyomasaval
kaphatjuk meg a vélaszt: 2ndf (tan 0,2308 (=. Ha a
kijelzé D éllast jelez, akkor fokban kapjuk a valaszt:
12,99629059. Tehat a kérdezett szog megkozelitdleg

3.. . :3’-8:0"'-8 A l

A [2ndf helyett a vele azonos hatdsu [SHIFT billenty(i
taldlhat6 egyes gépeken.

b) A 2ndf [tan 5 (= billentytik hasznalatdval kapjuk az
eredményt: 78,69°.

TRIGONOMETRIA



Hegyesszog tangense a zsebszamologépen

Ellendrizd, hogy a zsebszamoldégéped fokokban szamoljon!
(DRG funkcidban a D vagy DEG médot kell valasztani (degree = fok))

tan billentyt

adott sz0g nagysagahoz meghatdrozza a szog tangensét

tan ' funkcid

a sz0g tangensének ismeretében megadja a megfelelé hegyesszog nagysagat

Egy osztaly tanuléi egy torony magassagat szeretnék meg-
mérni. Gondosan kijelolnek egy pontot 30 méterre a to-
rony talpatdl, majd tobbszor is megmérik, mekkora emel-
kedési szogben lathaté a kijelolt pontbdl a torony csucsa.
Elég pontos a mérdeszkozik, igy a méréseik eredménye
36° és 38° kozott szorodik.

Mit mondhatnak a torony magassagarol?

Mi lenne a valasz, ha a mérési eredmények 36,5° és

37,5° kozott szorédnanak?

Megoldds
Ha a torony magassaga h és a mért szog @, akkor

ho_ is h =30
3O—tga/,vagylsh 30-tga.

30 m

a) Haa =36°, akkor

h=30- tg 36° ~ 21,8 méter,

ha @ = 38°, akkor

h=30-tg 38° = 23,4 méter.

Tehat 21,8 m és 23,4 m koz6tt van a torony magassaga.
b) Haa = 36,5°, akkor

h=30-tg 36,5° = 22,2 méter,

ha @ = 37,5°, akkor

h=30-tg37,5° ~ 23,0 méter.

Tehat 22,2 m és 23,0 m kozott van a torony magassaga.

2. lecke | SZAMOLAS SZOGEK TANGENSEVEL

Megfigyelés
A hétkéznapok soran a szogmérésnél nem szamit ritka ese-

ménynek 1-2 foknyi eltérés a mérési eredmények kozott.
Nincs értelme ilyen esetben a szamoldgép altal kijelzett sok
tizedesjegy kiirasanak. Lathat6, hogy még egy kisebb ta-
volsag esetében is akdr 1 méteres bizonytalansag lehet az
eredményben.

A csillagaszok nagyon pontosan mérnek szoget, am a fény-
években mérhetd hatalmas tavolsagok miatt 6k akar tobb
millié kilométert is tévedhetnek; mérésiiket mégis elég

pontosnak mondjak.




FELADAT

Add meg négy tizedesjegyre kerekitve a kovetkezd

"y

"y

"y

Y

szogek tangensét szamologép segitségével!
1,2°% 12° 24,6° 59,9° 78,3°; 88,4°; 89,9°

Hany fokos az a hegyesszog, amelynek a tangense:
94,5; 29,2; 8,4; 3,2; 1; 0,282

Az egyik csillagdsz egy galaxis tavolsagat 15,047
fényévnek mérte, mig egy masik csillagasz ugyanen-
nekagalaxisnaka tavolsagat 15,046 fényévnek. A két
mérést a ,,sok tizedesjegy miatt” pontosnak érez-
ziik. Vajon hany km eltérés van kozottik? (A fény
1 masodperc alatt 300 000 km-t tesz meg.)

Egy téglalap alaka kert egyik oldalanak hossza
25 méter. Az adott oldal és a kert atloja altal bezart
sz0g mérésekor 39,5 és 40,5 fok kozotti értékeket
kaptunk. Mekkora lehet a kert teriilete?

Megmértiik, hogy egy magas hegytetén allo kilatd
teteje mekkora emelkedési szogben lathatd. A mé-
rések 26° és 28° kozotti eredményeket adtak. Tér-
képen megmértiik, hogy a hegycsucs és a mi hely-
zetlink tavolsaga éppen 1 cm, ami a valdsagban
1 km-nek felel meg.

a) Milyen magasan lehet a hegycstics a mérést végzo

személy szintje felett?

HAZI FELADAT

10

1y

Készits tablazatot a flizetedben, és toltsd ki az abra
alapjan! Az oldalak hosszat cm-ben adtuk meg.

a
b
a b c a B
1. haromszog 5,8 25,4°
2. hdromszog 12,3 72,1°
3. haromszog 2 5
4. haromszog 12 13

)
Y

N
Y

w
Y

b) Valtoztat-e a valaszod ,pontossagan”, ha nem
a hegytet6n allo kilato tetejére vonatkozd szog
szerepel adatként, hanem a hegy ,valddi csu-
csa’? Ervelj az 4llitasod mellett!

A lejtés utak meredekségét ,szazalékban” adjak

meg. A 9%-os meredekség azt jelenti, hogy az tton

100 méternyi vizszintes elmozdulashoz 9 m fiig-

gbleges elmozdulas tartozik. Ezt most mar agy is

kifejezhetjiik, hogy a lejt6 vizszintessel alkotott he-

gyesszogének tangense 0,09. Mivel ez az érték az

5°-0s sz0g tangense, ezért a lejté 5°-os szoget zar be

a vizszintessel.

a) Hany szazalékos emelkedésti az a lejt6, amely
a vizszintessel 15°-os szoget alkot?

b) Egy 15°-0s emelkedésii egyenes uiton bizonyos
tavolsagot biciklizve az induldsi helytinknél
30 m-rel magasabban fekvé helyre jutottunk.
Hany métert bicikliztiink ezen az titon?

c) Egyenletesen emelked6 uton biciklivel 250 m-t
lefelé gurulva 23 méterrel lejjebb kertltiink
a kiindulasi szinthez képest. Hany szazalékos
lejtén gurultunk? Hany fokos szoget zar be
a vizszintessel a lejtés at?

d) Hany fokos emelkeddét jelentene a 100%-o0s me-
redekség?

Egy téglalap alaku viragoskertet az atldival négy
részre osztottunk az abra szerint.

127°

a) Mekkorak a téglalap ismeretlen oldalai?
b) Mekkora egy-egy rész teriilete?
c) Mekkorak a téglalap atloi?

Milyen hosszt az arnyékod, amikor a napsugarak

a) 57°-0s; b) 45°-o0s; c¢) 37°o0s; d) 20°-o0s
szoget zarnak be a vizszintes talajjal?

TRIGONOMETRIA



RAADAS

A fiiggvénytablazat hasznalata

A szamologépek megjelenése kiszoritotta azokat a tablazatokat, amelyeket tobb évszazados munkaval allitottak 6ssze mate-
matikusok, csillagaszok, ,,megszallottak”. A hatalmas munka eredménye ma egy aprd szerkezetbe van zarva, a kért értékek
»gombnyomasra” megjelenitheték. S6t, olyan pontossaggal irja ki a szdmoldgép az eredményeket, amelyrdl a tablazatok
készit6i almodni sem mertek.

Szogek tangense

lﬁ tg 0°—45° —>

tg
[ 0° ] 00000 | 0017 | 0035 | 0052 | od7o | 0087 | 0105 | o122 | ofwo | 0157 | 0175
1(]

0175 0192 0209 0227 0244 0262 0279 0297 03|14 0332 0349
2° 0349 0367 0384 0402 0419 0437 0454 0472 0489 0507 0524
3° 0524 0542 0559 0577 0594 0612 0629 0647 06p4 0682 0699
4° 0699 0717 0734 0752 0769 0787 0805 0822 0840 0857 0875

5° 0875 0892 0910 0928 0945 0963 0981 0998 10[16 1033 1051
6° 1051 1069 1086 1104 11p2 1139 1157 1175 1]?2 1210 1228
9 1370

7° 1228 1246 1263 1284 12099 1317 1334 1352 1388 1405
8° 1405 1423 1441 1459 1477 1495 1512 1530 1548 1566 1584
9° 1584 1602 1620 1638 1655 1673 1691 1709 1727 1745 1763
10° 1763 1781 1799 1817 1835 1853 1871 1890 1908 1926 1944
11° 1944 1962 1980 1998 2016 2035 2053 2071 2089 2107 2126
12° 2126 2144 2162 2180 2199 2217 2235 2254 2272 2290 2309
13° 2309 2327 2345 2364 2382 2401 2419 2438 2456 2475 2493
14° 2493 2512 2536 25492568 2586 2605 2623 2642 2661 2679
15° 2679 2698 2717 2736 2754 2773 2792 2811 2830 2849 2867
16° 2867 2886 2905 2924 2943 2962 2981 3000 3019 3038 3057

Hogyan hatarozhaté meg a tablazat segitségével példaul tg 14° 242
Igen egyszer(ien, ahogyan azt a rajz segitségével konnyen leolvashatjuk: 0,2568. Természetesen ez egy négy tizedes-
jegyre kerekitett érték, ahogyan azt a fiiggvénytablazat neve (Négyjegyti fliggvénytablazatok) is sugallja.

Melyik hegyesszog tangense a 0,1370? Ezt is konnyen leolvashatjuk: 7° 48" = 7,8°.

ER Ha olyan szoget keresiink, amely nem olvashato le a tablézatbol, akkor kézelitéssel tudjuk csak megadni az eredményt.
Példdul: Mennyi tg 11,55°?
Megoldas

11,55° = 11° 33". A tablazatbl ltjuk, hogy tg 11° 30" = 0,2035 és tg 11° 36" = 0,2053.

Amig a sz0g 6 -et né, addig a tangense 0,2053 — 0,2035 = 0,0018-del névekszik. Egy szogpercnovekedésre ezért (ha
egyenletesnek képzeljitk a novekedést) 0,0018 : 6 = 0,0003 névekedés ,jut” Igy 3" novekedésre 0,0003 - 3 = 0,0009 ndvekedés
jut. Ezért tg 11,55° = tg 11° 33" = 0,2035 + 0,0009 = 0,2044. A szamoldgépiink altal kijelzett tg 11,55°-ot négy tizedesjegyre
kerekitve az el6bb kiszamitott értéket kapjuk.

A leirt kozelit6 eljarast linedris interpoldcionak nevezik. Ennek jelentését és pontossagat csak a tangensfiiggvény megismerése
utan érdemes kutatni.

2. lecke | SZAMOLAS SZOGEK TANGENSEVEL
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FELADAT

Olyan derékszogli haromszogeket rajzoltunk millimé- |

terpapirra, amelyeknek 25 mm az atfog6juk. Olvasd \
le a két befogd hosszat, és mindkét befogo esetén sza- \
mitsd ki a befogd és az atfogo aranyat! Toltsd ki a tab-

lazatot!

(Szamits rd, hogy a leolvasasod pontatlan!)

25

50|

ey Szoggel szemkozti  Szog melletti  Atfogd  Szoggel szemkozti befogd — Szog melletti befogd

befogd (mm) befogd (mm) (mm) és atfogd aranya és atfogo aranya
5° 2 25 25 0,08 1
10° 4,5 24,5 25 0,18 0,98
20° 23,5 25
30° 12,5 21,6 25
40° 16 25
50° 16 25

PN Az el6z6 feladatban készitett tablazat felhasznalaséval valaszolj a kovetkez6 kérdésekre!
a) Egy derékszogt haromszog egyik szoge 40°-os, az atfogdja 14 cm hosszti. Mekkorak a befogdi?

14 cm

a
40° B

y 17,3 cm

b) Egy téglalap atldja 20 cm, egyik oldala 17,3 cm hossztusagu. Hany fokos szoget alkot az atl6 az oldalakkal?

12 TRIGONOMETRIA



ELMELET

1. Definicio: Ha egy derékszog(i haromszog egyik hegyesszoge a, akkor
- a szOggel szemben 1év6 befogd és az atfogd hosszlisaganak a hdanyadosat az c

- a szog mellett 1év6 befogd és az atfogd hosszasaganak a hanyadosat az .

a szinuszanak nevezzik, jel6lése: sin a;

a koszinuszanak nevezzik, jelolése: cos a.

sina =

cosa =

A szogek szinuszat, koszinuszat és tangensét a szogek szogfiiggvényeinek nevezziik.

2. A haromszog elhelyezkedése és betlizése sokféle lehet. A szogfiiggvények hasznalatakor mindig jelold be, hol van
a derékszog, és melyik a feladatban szerepld hegyesszog! Gondosan azonositsd be, hogy melyik oldal az atfogd, melyik

a hegyesszoggel szemkozti befogd, melyik a hegyesszog melletti befogd!

Az abra szerinti derékszogt haromszogekben:

sin @ = cosa = tga=

sin @ = Cos @ = tg o=

—= ==

§‘a~ o=
I~ o=

3. Hegyesszog szogtiiggvényei a zsebszamoldgépen

o s o8

El6szor ellendrizd, hogy a zsebszamoldgéped fokokban szamoljon! (D vagy DEG)

A sz0g szinuszanak meghataro-

sin  billentyGi . :
Y dsa (a szog ismeretében)

A sz6g koszinuszanak meghata-

cos  billentyt . . 2
VY rozdsa (a sz0g ismeretében)

FELADAT

3>

500 m hosszt egyenes tt vezet fel a turistahdztdl

a hegycsucsra. Az ut a vizszintessel kozelitdleg

15°-0s szoget zar be.

a) Mekkora szintkiilonbség van a kiindulasi és ér-
kezési hely kozott?

b) Mekkora tavolsagot mérhetiink a kiindulési he-
lytinket jelz6 pont és a hegycsticsot jelzé pont
kozott az 1 : 8000 aranyu turistatérképen?

HAZI FELADAT

1>

N
Y

Egy épitkezésen egy 0,5 m magas platohoz egy ko-
rtlbeliil 2 m hosszu pallét tamasztottak, hogy azon
toljak fel a talicskakat. Koriilbeliil mekkora szoget
zar be a pall6 a vizszintessel?

Egy derékszogli haromszog rovidebb befogodja
1,8 cm, atfogdja 4,7 cm hosszi. Hatarozd meg a
haromszog hegyesszogeinek szinuszat, koszinuszat
és tangensét!

3. lecke | HEGYESSZOG SZINUSZA, KOSZINUSZA

sin’ funkcié

Ccos~

4>

(0]
Y

w
‘Y

F'S
‘Y

! funkcié

(a szog szinuszanak ismeretében)

(a szog koszinuszanak ismeretében)

Indokold meg, miért nincs olyan hegyesszog, amely-
nek a szinusza vagy a koszinusza nagyobb 1-nél!

Egy egyenl szari haromszogben a szarak hossza
14 cm, és a két szar 44°-os szoget zar be egymassal.
a) Milyen hosszt a haromszog alapja?

b) Milyen hossztiak a haromsz6g magassagai?

Egy derékszogti haromszog atfogdjanak hossza
25 cm, az egyik hegyesszoge 35°-os. Mekkorak
a haromszog befogoi, és mekkora az atfogéhoz tar-
tozd magassaga?

Egy egyenl6 szart haromszog szarai 28 cm hosz-
szuak, alapja pedig 10 cm hosszi. Mekkorak
a szogei?

A hegyesszog értékének meghatarozasa

A hegyesszog értékének meghatarozasa

13
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KIDOLGOZOTT FELADAT

A szabalyos haromszog, valamint az egyenld szart derékszogli haromszog segitségével ha-

tarozzuk meg a nevezetes szogek (30°, 45°, 60°) szogfiiggvényeinek pontos értékét!

Megoldds g V2b
A szogfiiggvények értékét megkapjuk, ha a megfelel6 oldalhosszusagokat
elosztjuk egymassal. PL. sin 45° = — 2 = L — Q
Jcceym J2b V2 2 a 45° ]
. V3, ; b
a sin & cos @ tga . 2 !
W L. 5 A |
2 2 3 !
o \/E \/E \\\ i
45 — — 1 ~ i
2 2 ‘\\\\ !
. V31
60 5 > V3

A szogfiiggvények tulajdonsagai

1. Potszogek szogfiiggvényei
Az 4bra jeloléseivel: sin S = % =cosa és cos 8 = % =sin «.

Vagyis hegyesszog szinusza egyenlé potszogének koszinuszaval.

2. A tangens szogfiiggvény kifejezése a szinusz és koszinusz szogfiiggvényekkel

a
sina _ ¢ _a _ sin &
=L =9 _tgq > =
cosa b b 8 tg @ cos a
c
3. Tekintsiink egy olyan derékszogli haromszoget, melynek az egyik hegyesszoge @,
és atfogdjanak hossza 1 egység. a=sina b=cosa
. a 1 .
SIna& =75 ebb8l  a=sina; cosa=L2; ebbsl b=cosa. a
1
[rjuk fel erre a derékszogli haromszdgre a Pitagorasz-tételt!
a*+b* =1, azaz (sin @) + (cos @2 =1
Ha sin @, cos @ értékét négyzetre emeljiik, azt igy jeloljiik: sin @, cos’ @. (sin2 a+cos’a=1 )

Ennek az Osszefliggésnek a segitségével egy hegyesszog szinuszanak ismeretében kiszamithatjuk a sz6g koszinuszat és
viszont.

4. Milyen értékeket vehetnek fel a hegyesszogek szogfiiggvényei?

A hegyesszog szinusza, koszinusza, tangense a definici6 sze- 0<sinag <1
rint két hossztisag hanyadosa, ezért biztosan pozitiv. A derék- Ha o hegyesszog, akkor { 0< cosa < 1
sz0gli haromszog befogdja mindig kisebb, mint az atfogdja. 0<tga

Ezért a hegyesszog szinusza és koszinusza is kisebb, mint 1.




FELADAT

A feladatok megoldésahoz hasznalj szamologépet! Ugyelj

arra, hogy a szamoldgéped fokokban szamoljon (D vagy
DEG allasban legyen)!

1»

(%) N
Y Y

Egy Spanyolorszagrol szol6 ttikonyvben olvastuk:

»A Montserrat hegységben van a vilag legmere-

dekebb drotkotélpalyas felvondja. Emelkedése

82°-0s, hossza 680 méter, és Gtja soran 535 méter

szintkiilonbséget gy6z le”

a) Készits rajzot!

b) Mutasd meg, hogy ezek az adatok nincsenek
Osszhangban egymassal! Mi lehet a magyarazat?

Ellenérizd a nevezetes szogekre a sin” @ + cos’ @ = 1
azonossagot!

A motorcsonakos sikléerny6zés (parasailing) so-
ran egy motorcsoénakhoz rogzitett kotél segitségé-

HAZI FELADAT

1y

A Budavari Sikl6t grof Széchenyi Odonnek - grof
Széchenyi Istvan fidnak — kezdeményezésére épi-
tették. 1987 6ta az UNESCO vilagorokségi listdjan
szerepel. Palyaja a Lanchid budai hidf6jétél a bu-
davéri palota bejarataig tart. A két végpont szint-
kiilonbsége 50 méter. A siklo palyajanak hossza

95 méter.

Mekkora szoget zar be a vizszintes sikkal a sikl6
palyaja?

4.lecke | A SZOGFUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

'S
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vel emelkedik magasba az ejt6ernyds. Mikor szall
magasabban a sikloernyds, amikor 80 méteres a
kotél és 35°-os az emelkedési szog, vagy amikor
50 méteres a kotél és 58°-0s a sz0g?

Egy hegyesszdg szinusza 0,8. A sin” @ + cos’ @ = 1
azonossag segitségével hatarozd meg a szog koszi-
nuszanak és tangensének pontos értékét!

Mennyi sin’ 37° + sin 37° — cos 53° + sin® 53°2
Ne hasznalj szamoldgépet!

Folytasd a lecke orai 1. feladatat!

a) Mekkora lenne a fligg6vasut emelkedési szoge,
ha egyenletes emelkedéssel érné el 680 méteres
uton az 535 méteres emelkedést?

b) Mekkora utat tenne meg a fiiggévasut, ha
82°-0s egyenletes emelkedéssel 535 méter
szintkiillonbséget gy6zne le?

c) Mekkora szintkiilonbséget gydzne le a fiiggé-
vasut, ha 82°-os egyenletes emelkedéssel halad-
na 680 méteres uton?

Sandor 8 méterre all egy épulettol.

A szemmagassaga 1,6 méter. Az épiilet
tetejét a vizszinteshez képest 70°-o0s

emelkedési szogben latja. Milyen
magas az épiilet?

Egy 20 m hosszi medence az
egyik végénél 120 cm mély,
a masik végénél 160 cm

1,6 m

mély, és kozben egyen-
letesen mélyiil. Mekkora
szoget zar be a vizszin-
tessel a medence alja?

15



Tandcsok hosszusagok és szogek kiszamitasahoz

mlp-

mlp-

Legfontosabb ismeretek a hegyesszdgek szogfiiggvényeirél

. szoggel szemkozti befogd hossza

szog melletti befogd hossza

e a s

<in @ szoggel szemkozti befogd hossza

1 =
atfogo hossza
. J .
s a
sz6g melletti befogé hossza
cosa = —
atfogod hossza

\ J

[sinza +cos’a = 1]

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy egyenl6 szara haromszog alapja 12 cm hossza, a
hdromszog szardhoz tartozé magassag 10,8 cm.

a) Mekkordk a haromszog szogei?

b) Mekkorak a haromszog szarai?

Megoldds
a) Hasznaljuk az abra jeloléseit! Az ABD derékszogli ha-

romszogben az @ hegyesszoggel szemben fekvé AD
befogd és az AB atfog6 hosszat is ismerjiik. Ebbél arra

10,8
12

kovetkeztetiink, hogy sina = = 0,9. Szamold-

géppel kapjuk: @ = 64,2°.

Az egyenl szaru hdromszog alapon fekvd két szoge
egyenld, ezért a szarszoge:

ACB< =180°—2- 64,2°=51,6°.

64,2°

b) A szarak hosszanak kiszamitasahoz masik derékszogi
haromszoget valasztunk: megrajzoljuk az alaphoz tar-
tozd magassdgot (ez felezi az alapot). A BFC derékszo-
gl haromszogben ismerjiik a B-nél fekvd szoget (64,2°)
és a sz0g melletti BF befogo hosszat (6 cm). Ezek isme-
retében kell a BC atfogd hosszat (x cm) kiszamitanunk.

Cos 64,2° = ﬁ.
x

6
cos 64,2°

Szamologéppel kapjuk, hogy x =~ 13,8.

Ebbél x - cos 64,2° = 6, vagyis x =

A hdromszog szérai kozelitleg 13,8 cm hosszuak.

Megjegyzés

- A b) feladat megolddsaban hasznalhattuk volna a BFC
derékszogli haromszog C csucsandl fekvé szoget is
(25,8°).

- Hasznalhattuk volna az ABD és CFB haromszogek ha-
sonlosagat is a megoldas soran.




Az A telepiilésrél eddig csak a B és a C teleptilésen ke-
resztiil lehetett eljutni a D telepiilésre az dbra szerint.
A BC ut parhuzamos a tervezett Gj AD tttal.

B 25 km C

30 km 20 km

37° )
A D

Hany km-rel rovidebb az 4j ut, mint az eredeti
A - B-C- D utvonal?

A-bdl és D-bél egyszerre kezdik el megépiteni az
Uj utat. Mekkora legyen a CDA <(?

Megoldds

A két kérdésre a valaszt egyiittesen is megadhatjuk.
Rajzoljuk meg a trapéz két magasségat az dbra szerint! Igy
két derékszogli haromszogre és egy téglalapra bontottuk
a trapézt.

FELADAT

ﬂ .
30 Vesyis

m =30 - sin 37° = 18,05 ~ 18,1 (km), ebbél a Pitagorasz-
tétel alapjan az AP szakasz hossza kozelitéleg 24 km.

Az APB derékszogi haromszogbdl: sin 37° =

B 25 km C

37°

25km  [N\/6

Q D

A

A P

A CQD derékszogli haromszogbél sin 6 = ﬂo, ahonnan

0 = 64,5% QD =20-cos 0 = 8,6 (km).

Az AD szakasz hossza: 24 + 25 + 8,6 = 57,6 (km), azaz

kozelitéleg 58 km.

a) Az A-bSl B-n és C-n keresztiil D-be vezetd at hossza
30 + 25 + 20 = 75 (km), tehdt az 4j ut megépitésével
koriilbeliil 17 km-rel révidebb ut vezet A-bél D-be.

b) Az Gj at megépitését D-bol ugy kell megkezdeni, hogy
a CDA < 64,5°-0s legyen.

Melyik abrahoz melyik szogfliggvény tartozik? Parositsd a képleteket a hozzajuk tartozd abraval, majd jelold

a szogeket a megfelel6 gorog bettikkel!

R=4cm

Egy emelddaru teleszkdopos karjanak (gémnek) a hossza (k) 4 m és 12 m
kozott valtozhat, a karnak a vizszintessel bezart szoge (@) pedig 10° és

60° kozott allithato be.

targy?

Legfeljebb mekkora tavolsagra (d) lehet a darutdl a felemelendd

sina:%

tgﬁz%

tgy =4 3
tgﬁz%

tge:% ‘ 1
cosgoz%

b) Mekkora tavolsagra van a darutél az a legkozelebbi targy, amelyet a

daru fel tud emelni?

c) Legfeljebb mekkora magassagba (h) lehet ezzel a daruval felemelni a targyakat?

d) Mekkora magassdgba emelheti a targyat a daru, ha a gém a legrovidebb allasban van?

5. lecke | HOSSZUSAGOK ES SZOGEK KISZAMITASA
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szes sisakot terveztek.
A tervrajzon a toronysisak
forgastengelyén  atmend
sikmetszete lathaté. Mi-
lyen magas a diszit6 to-

ronysisak?

2,4 m

1,8 m

HAZI FELADAT

1y

N
Y

18

Egy 712 m magas hegy tetején allva nézziik a szom-
szédos hegy csucsat. A vizszinteshez képest lefelé
néziink, és a latosugar 6°-os szoget zar be a viz-
szintessel. A két hegycsucs tavolsaga légvonalban
435 m. Milyen magas a szomszédos hegy?

Egy hurtrapéz 8,4 cm hossztsagu alapjan fekvo
szogei 113°-o0sak, a trapéz magassaga 10,2 cm.

a) Szamitsd ki a szdrak és a mésik alap hosszat!

b) Szamitsd ki a trapéz teriiletét!

4>

]
Y

w
Y

Egy derékszogli trapéz alaka telek méreteit mutatja

az 4bra.
N k
12,5m
73,8° /39,10

a) Hany méter keritéssel lehet bekeriteni a telket?
b) Mekkora a telek tertilete?

A
New Yorkban egy 47 m

Szabadsag-szobor

magas talapzaton all, a
szobor maga 46 m ma-
gas. A talapzattol 70 m
tavolsagbol néziink a
szoborra, a talapzat
aljaval azonos magas-
sagban.

a) Mekkora

lathato a szobor alja?

szogben

b)
c)

Mekkora szogben lathato a szobor teteje?
Mekkora szogben lathaté maga a Szabadsag-
szobor? (Vagyis mekkora az a) és b) pontban
kiszamolt két szog kiilonbsége?)

Egy toronyantennahoz 230 m hosszu egyenes tt
vezet, melynek emelkedési szoge 21,3°. Az ut ele-
jérdl az antenna cstcsa 39,8° emelkedési szog alatt
latszik. Milyen magas az antenna?

TRIGONOMETRIA



RAADAS

Hegyesszog kotangense, a kotangens szogfiiggvény

1. Definicio: Ha egy derékszogii haromszog egyik hegyesszoge a, akkor a mel-

lette 16v6 befogd és a vele szemben 1év8 befogd hosszuisaganak hanyadosat az

« kotangensének nevezziik. Jele: ctg a.

Az ébra jeloléseivel: ctg @ = %

2. Tulajdonsagok

- Hegyesszog kotangense egyenlé tangensének reciprokaval.

- Hegyesszog kotangense egyenl6 koszinuszanak és szinuszanak hanyadosaval.  ctg @ =

— Hegyesszog kotangense egyenld potszogének tangensével.

b a
a
c
1

ctga =———

& tg a
cos a

sin @

ctg @ = tg(90° — @)

3. A kotangens szogfiiggvény értékének szamolasa zsebszamologéppel

A sz6g kotangensének szamoldsara a legtobb zsebszamoldgépen nincs kiilon billentyi. Meghatarozasahoz azt érdemes

felhasznalni, hogy értéke a szog tangensének reciproka.

Ellenérizd, hogy a zsebszamologéped fokokban szamoljon! (D vagy DEG tizemmdd)

@ tangense

tan | billenty(i
reciprok

1/x vagy | x' billentyt

FELADATOK

reciprok

1/x vagy x| billentyd
sz6g meghatdrozasa

tan”| billentyt

A kovetkez6 kifejezésekben az @ hegyesszoget jelol. Kosd ossze azokat a kifejezéseket, amelyek minden hegyesszog
esetén egyenldek! Az egyik kifejezésnek nincs parja, azt ird fel egyszer(ibb alakban!

tg a-cosa (1—cosa)-(1+cosa)

tg a sin &

1+tga 1
1+ ctg a cos’a

-1 (sin @+ cos @) —1

tg’a sin’@

Egy hegyesszog szinusza 0,55. A sz6g meghatdrozasa nélkiil szamold ki a szog koszinuszat és tangensét!

ERM Egy hegyesszog tangense 4. A szog meghatarozésa nélkiil szamold ki a szog szinuszét és koszinuszat!

5. lecke | HOSSZUSAGOK ES SZOGEK KISZAMITASA
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy viztarozoban 1év8 viz mennyiségét kell megbecsiil-

nlink. A térképen a tarozé alakja egy olyan paralelogram-
maval kozelithet6, amelynek oldalai 1,2 km, illetve 1,3 km
hossztak, a paralelogramma hegyesszoge pedig 41°-os.
A térozoéban a viz atlagos mélysége 2,5 m.

Megoldds

A viz mennyiségét egy olyan hasab térfogataval becsiil-
hetjiik, amelynek alaplapja a megadott paralelogram-
ma, magassaga pedig 2,5 méter. A hasab térfogatat a pa-
ralelogramma teriiletének és a viztdrozd mélységének
a szorzata adja meg. Figyelniink kell arra, hogy egyforma
hossztsagegységet hasznaljunk a teriiletszamitdsnal és
a mélység mérésénél.

1. Ha egy paralelogramma két szomszédos oldala g, illetve b hosszusagu, és az

A paralelogramma teriiletét egy oldalanak és az ehhez az
oldalahoz tartozé magassaganak szorzataként szamithat-
juk: T=1,3- m (4bra).

Az dbra szerint az 1,3 km hossza oldalhoz megrajzolt ma-
gassdg egy derékszogli haromszog egyik befogodja. Tehdt
m

= sin41°, amib6l m =1,2-sin 41°. A paralelogram-

ma terillete T=1,3- m=1,3- 1,2- sin 41°.
Szamolégéppel kapjuk, hogy T = 1 (km?).

A viztarozd mélysége méterben van megadva, ezért a tertiletet
is négyzetméterben fejezziik ki. Mivel 1 km® = 10° m’, ezért
a tarozéban koriilbeliil 2,5+ 10° m? (két és fél millié kobmé-
ter) viz van. Ez 25 millié hektoliter.

altaluk kozrefogott hegyesszog 7, akkor az abra jeloléseit hasznalva, a parale- b a b,

logramma magassdga m, = b - sin 7, és a paralelogramma teriilete

T=a-m,=a-b-sinv.

2. Ha egy haromszognek két oldala a, illetve b hosszusagu, és az altaluk kozrefo-
gott hegyesszog 7, akkor az dbra jeloléseit hasznalva, a haromszog a oldaldhoz
tartoz6 magassaga m, = b - sin 7, és a hdromszog teriilete

a-m, a-b-sin
T="pr =t
Példdul:
Haa=4,5cm, b=2,8 cm és y = 73°, akkor
T=(45-28"sin73°:2 = 6,0cm’.

rAWA




FELADAT

LB Egy kiilonos alaku szoba alaprajzat lathatod az

abran.
2,8m
? 5,0 m
30°
259 5,1 m
34m

a) Szamitsd ki a szoba alaptertiletét!

b) A valddi tavolsagok a megadott mérési eredmé-
nyektdl legfeljebb £1%-kal térhetnek el. Hany
négyzetméteres (és hany szazalékos) bizonyta-
lansagot okozhat ez a szoba alapteriiletének ki-
szamitasaban? (Hasznald a hasonl6 sokszogek
teriiletének ardnyarol tanultakat!)

N
Y

Egy 18 cm sugart koron felvettitk az A és a B pon-

tot ugy, hogy a tavolsaguk 30 cm.

a) Mekkora az AKB <, ha K a kor kozéppontja?

b) Mekkora ivekre bontja a kort a két megadott
pontja?

c) Mekkora az AKB korcikkek teriilete?

d) Mekkora az AKB haromszog tertilete?

HAZI FELADAT

a) Egy konvex deltoid két oldaldnak hossza 7 cm,
illetve 14 cm, és ezek 82,2°-0s szdget zarnak be.
Szamitsd ki a deltoid teriiletét!

b) Egy konvex deltoid két oldalanak hossza 7 cm
és 14 cm, és az egyik atlo hossza is 7 cm. Sza-
mitsd ki a deltoid szogeit, teriiletét és a masik
atl6 hosszat!

Y

o

Mekkora annak a kornek a sugara, amelyben
a 132,6°-0s kozépponti szoghoz 12 cm hossza
hur tartozik?

b) Milyen messze van ez a hir a kor kozéppontja-
tol?

6. lecke | UJ TERULETKEPLET

a) Egy paralelogramma teriilete 45 cm’, két olda-
lanak hossza 8 cm és 7,5 cm. Mekkora a para-
lelogramma hegyesszoge?

b) Egy paralelogramma hegyesszoge 40°-os, terii-
lete 0,3214 m’, keriilete 3 m. Mekkordk a para-
lelogramma oldalai?

a) Becsiild meg, mekkora teriileten fekszik a Pen-
tagon (ez az USA védelmi minisztériumanak

épiilete Washingtonban)! Hasznald a megadott
méretskalat!

b) Mekkora a Pentagon ,,udvaranak” teriilete?
/ = ‘_‘7,.—-————,,, = 5 &

* 7z

c) Mekkora annak az egyenld szaru haromszog-

nek a tertilete, melynek alapja ez a htr, harma-
dik csticsa pedig a kor kozéppontja?

w
Y

Szamitsd ki az alabbi dbran lathato, kozéppontosan
és tengelyesen is szimmetrikus hatszog tertiletét
ugy, hogy harom paralelogrammara bontod fel!
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Raadas Milyen magas a

Sik vidéken, egy folyé kozelében allé torony magassagat (AB) szeretnénk
megallapitani, de csak a foly¢ tuls6 partjan tudunk méréseket végezni.

Megoldds

Megallunk a toronnyal szemkozti parton egy K pontban, megmérjitk az AKB
szOget: 32°. Az ABK derékszogt haromszogrél leolvashatjuk, hogy

AB = AK - tg 32°.

Tehat el6szor az AK szakasz hosszat kell meghataroznunk. A folyé innensé part-
jan az AK-ra merdlegesen elmegyiink 250 méternyire, az L pontba, megmérjiik
az ALK szoget: 36°.

Az ALK derékszogti haromszogrél leolvashatjuk, hogy AK = 250 - tg 36° = 182 (méter), tehat
AB=AK- tg 32° = 182 tg 32° = 114 (méter).

Mekkora szogben latjuk a tornyot az L pontbol?

Megoldds

Az AB fiiggéleges, ezért minden vizszintes egyenesre meréleges, igy az AL egyenesre
is. Az LAB haromszog tehat derékszogli. Ennek a hdromszognek az L csticsanal
tekvé hegyesszogét kell kiszamitanunk.

Az AKL haromszogbdl kiszamitjuk az AL szakasz hosszat:

cos 36° = %, amibOl AL = 250 : cos 36° =~ 309 méter,

azutan pedig az LAB derékszogt haromszogbdl: tg y = AB 114 4 369,

AL ~ 309
Ebbél y =~ 20°. Az L pontbdl 20°-o0s szdgben latjuk a tornyot.

FELADAT

iINM a) Mekkora szogben ldtjuk a kidolgozott feladatban angol nevére utal). Ezeknek a csomagoldsan alta-
szerepl6 tornyot a KL szakasz felezGpontjabol? laban feltiintetik az ugynevezett ,vilagitasi szoget”

b) Milyen messzire menjiink a parton K-tél a KL (lasd az dbrat).
egyenesen, hogy onnan a tornyot 15°-0s szog- a) Két lampat vasaroltunk: az egyik vilagitasi szoge
ben lassuk? 40°, a masiké 110°. A lampdkat egy asztal lapja

folé, a laptdl 40 cm magassagban rogzitjik, és a
fénytiket figgolegesen lefelé iranyitjuk. Mekko-
ra atmérdjli korlapot vilagit meg az egyik, illetve

N
Y

Egyre jobban elterjednek
hazankban is az energia-
takarékos  fényforrasok, a masik LED-14mpa?

koztiik azok, amelyeket b) Legalabb mekkora vilagitasi szogti LED-lampat

LED-lampanak neveznek.

kell a 80 cm atmérGju kerek asztal lapjatél 0,6 m

(A LED bettisz6 a fény- magassagban felszerelni, hogy teljesen megvila-
kibocsito diéda kifejezés gitsa az asztallapot?

22 TRIGONOMETRIA



Egy 10 m x 10 m-es alap folé szabalyos négyolda- Mekkora szoget alkot a C

'S
Y

It gila alakd haztet6t emeltek. A teté oldallapjai
40°-os szoget alkotnak a vizszintes sikkal (lasd az
abrat).

10 m

a)
b)
c)

Milyen magas a tet6 (h)?

Hény m’-t kell cseréppel befedni?

Milyen hossztak az oldalélgerenddk (x), és
mekkora szoget alkotnak a vizszintes sikkal
()2

d) Mekkora szoget zar be két szomszédos oldalél-

gerenda? Es a két szemkozti?

Egy téglatest oldalai 3,2 m; 6,9 m és 8,4 m hossztak.
Mekkora szoget zar be a téglatest egyik testatldja az
oldallapokkal?

HAZI FELADAT

1>

N
Y

Ha Péter kinéz az ablakukon, akkor a szemmagas-
saga 6 méterrel van a jarda folott. A szemkozti ha-
talmas fa aljat 10°-os depressziészogben (mas né-
ven: lehajlasi szogben), a tetejét 22°-0s emelkedési
szogben latja. Milyen magas a fa? (A depresszio-
sz0g a megfigyel6tdl egy nala alacsonyabban fekvd
pontra irdnyuld latésugarnak a vizszintes sikkal
bezart szoge.)

.....

rendara rogzitettek 260 cm magasan, és ponto-
san fliggélegesen lefelé iranyitottak. Mekkora a
padlon megyvilagitott teriilet?
b) Milyen magasan legyen a lampa, ha azt szeret-
nénk, hogy legfeljebb egy 8 m*-es teriiletet vild-

gitson be?

RAADAS

Mekkora tavolsagbol latszik a legnagyobb szogben a New York-i Szabadsag-szobor? Az adatokat az 5. lecke 5. feladataban

taldlod.

6. lecke | MILYEN MAGAS A TORONY?

o
Y

w
Y
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‘Y

kocka pirossal rajzolt test-

atléjanak egyenese a fed6-

lap sikjaval?

a) Igazold, hogy az ABC _
haromszog derékszogu!

b) Mekkorak az ABC ha- A
romszdg oldalai, ha a

kocka éle 3,2 cm hosz-
szu?

c) Igazold, hogy az ACB sz0g adja meg a piros egye-
nes ¢és a fedSlap szogét!

d) Szamitsd ki az ACB szoget!

A szabalyos tetraédert négy egybevagé szabalyos ha-

romszoglap hatarolja.

Tekintsiik a szabalyos tetraéder egyik lapjat (nevez-

ziik ezt most alaplapnak), és egy olyan élét, amelyik

nem illeszkedik erre a lapra (oldalélét)!

a) Mekkora szoget zar be a tetraéder oldaléle
az alaplaphoz tartoz6é magassaggal?

b) Mekkora szoget zar be a tetraéder oldaléle
az alaplappal?

A 5. feladatban szerepl6 kocka A csucsat kosd 6ssze
a BC oldal felez6pontjaval (ezt jeloljik F-fel)!

a) Mekkora szoget zar be AF egyenese a kocka fe-
délapjaval?

b) Mekkora szoget zar be AF egyenese a kocka
alaplapjaval?

c) Mekkora szoget zar be AF egyenese a kocka

jobb oldali oldallapjaval?

Hatarozd meg a foly6 tulsé partjan allé torony ma-
gassagat (AB-t), ha a folyd innensé partjan 1évé K
pontbdl 28°-os szogben latszik, a K-tél 250 m-re
1évé L pontbdl 18°-0s szogben latszik! Tudjuk to-
vabba, hogy AKL sz6g derékszog, ahol A a torony
talppontja.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Mekkora annak a haromszognek a teriilete, amelynek két

oldala 26 cm, illetve 45 cm, az altaluk kozbezart sz6g pedig
a) 52%

h) 128°7

45cm
Megoldds
a) A 45 cm-es oldalhoz tartozé magassag hossza
m = 26 - sin 52°, ezért a haromszog tertilete:
T = 45-26~zsin 52° _ 461 cmd.

a

b) A tompaszogl haromszogben a 45 cm-es oldalhoz tar-
toz6 magassag hossza a haromszoghoz toldott derék-
sz6gli hdromszogben szamolhaté ki. Itt a magassaggal

1. Az dbra szerinti ABC és CBD haromszogek teriilete egyenld,
hiszen az AC és CD oldalak hossza egyenl6, és a hozzdjuk tar-
tozé magassdg hossza is egyenld. Ertelmezziik ugy a tompa-
szogek szinuszat, hogy tompaszogii haromszog esetén is alkal-

mazhato legyena T = ab-;—my teriiletképlet!
A CBD haromszogre: T = w.
Az ABC haromszogre T = abs%y

szemben fekv hegyesszog a 128°-0s szog mellékszoge.
Ennek a nagysaga 180° — 128° = 52°. Tehat a tompa-
szogli haromszognek ez a magassiga ugyanakkora,
mint az a) feladatbeli haromszogé: m = 26 - sin 52°.
Ezért ennek a tompaszogli haromszognek a teriilete
ugyanakkora, mint az a) feladatban szereplé hegyes-
sz6gli haromszog teriilete:
T,=T,= 45:26/ 552" 26;in 52° ~ 461 em’.

Megjegyzés

A fenti két haromszog az alabbi abra szerint is elhelyezhet6

egymads mellett.

45 cm 45 cm

Ebben az elrendezésben sokkal szemléletesebb a két hé-
romszog adatai kozotti kapcsolat.

A teriiletek egyenlSk. Akkor teljesiil az ABC tompaszogl haromszogre felirt teriiletképlet, ha y tompaszog szinuszat a

kovetkezé mddon értelmezziik: sin ¥ = sin (180° — ).

Definici6: Tompaszog szinusza egyenld kiegészité szogének szinuszaval.

2. Az dbra szerinti derékszogli haromszog teriilete T =

Ahhoz, hogy erre a haromszogre is teljestiljona T =
tertiletképlet, a derékszog szinusza legyen 1.

Definicio: Derékszog szinusza 1, azaz sin 90° = 1.

ab-sin y c

ab




3. A zsebszamoldgép | sin | gombja

a
sz0g szinuszat. he%\]essz'c')%?.
Vigyézni kell azonban, amikor a Melyik ez a szog? a
szinusz értékhez keressiik a meg- sin & sin”!) billentyti @
felel6 szoget! A (sin” funkcid @ tompy
hegyesszoget ad meg. Ha tom- 2607 180°
-a
paszoget keresiink, akkor ennek
kiegészit$ szoge a megoldas.
Eolltsd 'kl © (EbEbaT i 1. haromsz6g 2. haromszog 3. haromszog 4. haromszog 5. haromszog
elyeit!
Y a 38 cm 19 cm 49 mm

b 29 cm 17 km 54 mm 8 m

y 142° 150° 30° 90°

T 80,75 cm’ 80,75 km” 1323 mm’ 48 m’

N
Y

w
Y

megadja a tompaszog és a derék-

Déri figyelmetleniil valaszolta meg az el6z6 feladatban a 4. haromszogre vonatkozé kérdést. A megadott oldalhossz
(a = 49 mm) helyett a = 94 mm-rel szamolt, és igy a kovetkez6 eredményre jutott:

. _ 21323 _
sin y = 9454 0,5213.

A szamologépe segitségével azt kapta, hogy 7 =~ 31,4°. Hianytalanul oldotta-e meg Dori a feladatot a megvaltozta-
tott adatokkal? Indokolj!

Az abran lathaté ,nyilhegyet” gy rajzoltuk meg, hogy egy 4 cm sugart kort 16
egyenld részre osztottunk, és néhany osztopontot dsszekotottiink egymassal, illetve
a kor kozéppontjaval. Mekkora a nyilhegy keriilete és tertilete?

HAZI FELADAT

Egy vitorlas hajo6 egyik vitorlajanak alakja olyan ha- b) Egy haromszog két oldala 10 cm, illetve 12 cm
romszog, amelynek egyik oldala 9 m, egy masik ol- hosszy, a teriilete 36,1 cm”. Lehet-e ez a harom-
dala 4,4 méter hosszu, az altaluk bezart szog pedig sz0g tompaszogli? Ha igen, szamitsd ki egy le-
93°-0s. A vitorla azonban nem lapos, hanem enyhén hetséges tompaszogének nagysagat!
domboru, ezért a vitorlakészitd mester a sik harom-
sz0ghoz képest 12%-kal tobb anyagot hasznalt fel. Mekkora a paralelogramma teriilete, ha
Hany m’ anyagra volt sziikség a vitorla elkészitéséhez? a) oldalainak a hossztsaga 36 mm, illetve 54 mm,

23

a két oldal altal bezart sz6g pedig 145°

a) Egy hegyesszogh haromszog két oldala 10 cm, b) atléinak a hosszusaga 36 mm, illetve 54 mm, az
illetve 12 cm hosszua, az altaluk kozrezart szog 4tl6k 4ltal bezért szdg pedig 35°-0s?

37°-0s. Szamitsd ki a haromszog teriiletét!

7. lecke | A TOMPASZ0G ES A DEREKSZ0G SZINUSZA
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A szinusztetel

BEVEZETO

Pozsony egyik nevezetessége az Uj Hid (Novy Most),
amely a vilag egyik legnagyobb egypilléres kabelhidja.
A pillér kb. 109°-0s szogben d6l hatra, hogy megtart-

sa a hid palyatestét. A pillér labatol kb. 200 méterre van
a leghosszabb tartokabel rogzitési helye. A kabel kb.
16°-0s szoget alkot a hiddal. Milyen hosszu lehet ez
a kabel?

Megoldds

Ismerjiik egy haromszog egyik oldaldnak hosszat (200 m)
és a haromszog szogeit (109°, 16° és 55°). Keressiik (a jobb
fels6 abra jelolésével) a b oldal hosszat.

A haromszog teriiletét kétféleképpen is felirjuk:

T = 200~c-zsin109°’iuetveT= b-c-52in55°_

FELADAT

Szamitsd ki, milyen hosszu lehet a bevezetd feladatban emlitett Uj Hid pillérén a feladat megoldasdban c-vel jelslt

Szamitsd ki a bevezeté feladatban emli- A

26

szakasz!

tett Uj Hid mésik két tartokotelének (e, d)
hosszit, tovabba a BP, PQ és QC tavolsa-
gokat is!

A
i b
c
109° &
B a=200m ¢
Ebbél a bocosind5’ _ 200:-c-sinl09"  yerismeretle-

2 2

nes egyenlethez jutunk.
Ha mindkét oldalt megszorozzuk 2-vel, és elosztjuk a po-
zitiv ¢ szdammal, akkor mdr csak egy ismeretlen marad:
b - sin 55° = 200 - sin 109°.
Mindkét oldalt elosztva sin 55°-kal megkapjuk, hogy
p— 200:8in109° _ »3y

sin 55°
A tartokotél hossza kb. 231 méter lehet.

Megjegyzés
A b sin 55° = 200 - sin 109° egyenletet rendezve a

b sin109° .. . .
——— = >=—2— psszefiiggéshez jutunk.
200~ sin55° sEener)
Azt tapasztaljuk, hogy a haromszog két oldala hosszanak
hanyadosa (aranya) egyenld a veliik szemkozti szogek szi-

nuszanak hanyadosaval (aranyéval).

200 m

TRIGONOMETRIA



ELMELET

Szinusztétel: A haromszogben két oldal hosszanak ardnya egyenld a velik szemben 1év6 sz6-
a _ sina

b sinf’

gek szinuszanak az aranyaval. Az dbra jel6léseivel:

Bizonyitds

[rjuk fel kétféleképpen a vizsgalt hdromszog teriiletét:
acsin f _ besina

a _ sina
2 2 , . . b sinf
Ha az egyenlet mindkét oldalan 1évé kifejezést megszorozzuk 2-vel, utdna pedig elosztjuk
. ) . a _ sina
(be sin f3)-val, akkor azt kapjuk, hogy b= sin g

A szinusztételt altaldban akkor hasznaljuk, ha

- ismerjiik egy haromszog két szogét és egy oldalhosszusagat, és egy masik oldal hosszusagat keressiik;

- ismerjiik egy haromszog két oldaldnak a hossztisdgat és az egyik oldallal szemkozti szoget, és a masik oldallal szemkozti

‘Y

3

S
Y

szoget keressiik. (Vigyazat, egy szinuszérték hegyesszoghoz és tompaszoghoz is tartozhat!)

FELADAT

Egy hajé a nyilt vizen horgonyoz. A parti 6rség onkéntesei ki akarjak szami-

tani, hany méterre van a hajé a parttol.

hajé

Kijelolnek a parton egy 100 méteres szakaszt. Mérésiik szerint & = 74° és

B = 52°. Mekkora a haj6 és a part tévolsdga?

Egy haromszog két oldalhosszanak 6sszege 20 cm. E két oldallal szemkozti

szogek nagysaga 67° és 48°.
a) Mekkordk a haromszog oldalai?
b) Mekkora a haromszog tertilete?

HAZI FELADAT

1y

N
Y

Szamitsd ki a haromszog ismeretlen oldalhosszusa-
gait és szogeit!

)
: 3,5 cm @ b

32°

a

b)
3,5cm @ ©

7,5 cm

Pista evez8s csonakkal a folyé melletti P pontbdl
a tulso partra, a vele szemben 1év6 Q pontba akart
atjutni. Tudta, hogy a viz sodrasa miatt nem pont a
partra mer6legesen kell eveznie, ezért iranyzéknak

lecke | A SZINUSZTETEL

100 m part

kinézett egy magas nyarfat a talsé parton, kissé
feljebb (a rajzon a fat az A pont jeloli). A sodras
azonban a vartnal er6sebbnek bizonyult, igy végiil
sokkal lejjebb, a B pontban tudott csak kikotni.

A Q B
A3 \4\07 7
AN
> tervezett > \1 60m tényleges
sodras irdny AN f
N ttvonal
N
S
P

a) Mekkora utat tett meg a csonak?
b) Milyen széles a foly6?
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BEVEZETO

Egy repiilégép vizszintes sik terep felett repiil alland6 ma-
gassagban. A gép a repiil6tér kozelében telepitett f6ldi jel-
adé miszert egy adott pillanatban 27°-0s depresszi6szog
(lehajlasi szog) alatt ,latja’, tovabbi 3000 m repiilés utan
pedig 57°-os depresszidszog alatt. A két észlelés kozott
a gép nem repiilt 4t a jeladd felett, tovabbd a repiilégép és
a jeladé mindvégig ugyanabban a fiigg6leges sikban volt.

R, 3000 m R,

hi

PN

Mekkora tavolsagra volt a repiil6gép a jeladd toronytol

az elsé, illetve a masodik alkalommal?

Mekkora magassagban repiilt a gép?
A repiilégép modern fedélzeti miiszerei a tévolsagokat és
szdgeket igen pontosan mérik, ezért a tavolsagokat tiz mé-
terre kerekitve adjuk meg!

FELADAT

Egy hajo bent all a tengeren. A parti 6rség onkéntesei
kiszamitjak, hany méterre van a hajo a parttol (x).
A parton kimért 120 m-es tavolsag két végén meg-
mérik az @ és a [ szdget. Azt kapjak, hogy o =~ 73°
és B =~ 52°.
a) Szamitsd ki a szaggatottan rajzolt harom-

sz0g két ismeretlen oldalanak hosszat!

b) Hany méterre van a hajo

z
a parttol?
P ,&
_
-~ /
- /
-~ /
-~ !
- /
-~ /
-~ /
-~ / X
-~ /
-~ /
~ /
-~ /
~ /
/ﬁ'\- //
- a
S < S I 7 I
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Megoldds
Hasznaljuk az abra jeloléseit!
a) Az R R,] haromszdégben szinusztétellel dolgozhatunk.

d _ sin123°

= , amibél
3000 sin 30°

d = 3000- 80123 5030 (m),
sin 30

e _ sin27°

= , amibél
3000  sin30°

e = 30003027+ 3720 (m).
sin 30

b)

A h repiilési magassagot az R PJ derékszogli harom-
sz0gbdl célszerti kiszamitani, felhasznalva, hogy a J-nél
fekvé hegyesszog 27°-o0s (valtdszoge az R -nél fekvo
27°-0s szognek).

 h=d-sin27° ~ 5030 - sin 27° =~ 2280

Az dbran lathaté meteoroldgiai léggdmbat egy 98 és
egy 107 méteres drotkotél rogziti a domboldalhoz.
A rovidebbik ka-

bel a domboldal-

lal 136°-0s szoget M\

zar be. Mekkora a ‘\\‘\

két rogzitési pont
kozott mért x ta-
volsag?

TRIGONOMETRIA



Egy haromszogben a szokasos jelolésekkel a = 4,5 cm,

b = 6 cm és az a oldallal szemben 1év6 @ szog 45 fo-

kos. Lehetséges-e, hogy ez a haromszog
hegyesszogti? tompaszogii?

Ha a valasz igen, akkor adjuk meg a haromszog sz6-

geit!

Megoldas

Azt tudjuk, hogy ha van megfelel6 haromszog, akkor ab-

ban a 6 cm-es oldallal szemben 1év6 szognek 45°-nal na-

gyobbnak kell lennie. Az azonban egyaltalan nem biztos,

hogy van a megadott adatokhoz megfelel haromszog.

a) Ha van megfelel6 haromszog, akkor abban a b oldal-
lal szemben fekvd /5 szogre a szinusztétel miatt fennll,

hooy SR8 _ 6
&y sin45° 4,5
Ebbél sin /3 = %‘15450 ~ 0,9428.

Van olyan hegyesszog, amelynek 0,9428 a szinusza. Ez a
sz0g kozelitbleg 70,53°-0s.
Ha /S = 70,53°, akkor a haromszdg harmadik szoge:

y = 180° — (@ + f) =~ 64,47°.
Tehat van megfelel6 hegyesszogt haromszog.

b) Ha van megfelel6 hdromszog, akkor a szinusztétel
szerint mindenképpen igaz, hogy sin [ ~ 0,9428, 4m
ebbdl nem kovetkezik, hogy a [ szog csak hegyesszog
lehet. Ha /5 tompaszog, akkor a szinusza megegyezik
a 180° — [ hegyesszog szinuszdval. Az a) részben lat-
tuk, hogy ez a hegyesszog kozelitéleg 70,53°-0s, ezért
180° — S = 70,53°, amibdl azt kapjuk, hogy
B ~ 180° — 70,53° = 109,47°.

Ha f = 109,47°, akkor a hdromszdg harmadik szdge:
y = 180° — (a + B) =~ 25,53°.
Tehat van megfelel tompaszogli hdromszog is.

Megfigyelés
Két 1ényegesen kiilonb6zé (nem egybevagd) haromszog is
van, amelynek oldalai 4,5 cm, illetve 6 cm, és a kisebb ol-

FELADAT

Van-e olyan haromszog, amelyben a szokasos jelolésekkel

a) a=6cm,b =4,5cmésa = 45°%
b) a=5cm,b = 10cm ésa = 30°%

dallal szemben 1év6 szog 45°-0s. Az abran egymads mellé

illesztettiik ezt a két haromszoget.

Van-e olyan haromszog, amelyben a szokasos jelolé-
sekkel
a=2cm,b=7cm,a =68%
a=6,5cm,b=7cm,a = 68%
a=8cm,b=7cm, @ =687
Ha van, akkor hany ilyen (nem egybevag6) harom-
sz0g van, és mekkorak a szogei?

Megoldds
a) Ha van ilyen haromszég, akkor teljesiil rd a szinuszté-

Losinfl _ b M B i ego.
tel. Ez alapjdn sng = a.Ebbol sin 5 = sin 68 7 =

=~ 3,24. De a szinusz szogfiiggvény értéke nem lehet
nagyobb, mint 1, ezért ilyen sz6g nem létezik. Igy ilyen
haromszog nincs.

b) A fentiekhez hasonlé gondolatmenettel
n o ceo. T
sin A = sin 68 c5 = 0,9985.

>

Ez a szinusz szogfliggvényérték a 86,9°-os hegyesszog-
hoz és a 93,1°-0s tompaszoghoz tartozik. Két megoldas
van, és mindkettd 1étezik. A haromszog szogei lehet-
nek: 68°, 86,9°s 25,1°; illetve 68°, 93,1°és 18,9°.

¢) sin 8 =sin 68°- % =~ 0,811. Ez a szinuszérték az 54,2°-0s

hegyesszoghoz és a 125,8°-0s tompaszoghoz tartozik.
De haa = 68°és 5 = 125,8°, akkor a szdgek Gsszege na-
gyobb, mint 180°, ami nem lehetséges. Ezért ez az eset
nem valdsul meg.

Egyetlen megoldas van, s ennek szogei 68°, 54,2° és 57,8°.

c) a=6cm,b=75cmésa = 65°%
d) a=6cm,b=75cmésa = 30°?

Ha van megfelel6 haromszog, akkor hany ilyen (nem egybevagd) haromszog van, és mekkorak a szogei?

9. lecke | ALKALMAZASOK
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Egy cserkészcsapat egy hegy magassagat szeretné meg- Egy bilidrdasztal egyik sarokzsebétél 75 cm ta-

hatérozni. Ehhez a hegy labanal, vizszintes réten méré-
seket végeznek. Kijelolnek két pontot, A-t és B-t.

h=223m

Tobb mérés atlagolasaval azt kapjak, hogy az AB

szakasz h hossztisaga 223 méter, az ABH haromszog

két szoge: @ = 74°, illetve § = 51°, a BKH haromszog

B-nél 1év6 szoge: y = 11°.

A szintkiilonbséget m-mel jelolik.

a) Egyikiik szerint ha a BH hosszat kiszamitjak, ak-
kor a BKH haromszogb6l mar az m is kiszamitha-
t6. Vajon hogyan?

b) Keress olyan haromszoget, amelybél BH hossza
meghatdrozhat6! Mekkora a BH tévolsag?

c) Milyen magasan van a hegycsucs a rét felett?

HAZI FELADAT

A 2001-ben befejezddott stabilizacids program ota a

pisai ferde torony a fiiggélegeshez képest kozelit6leg
4°-kal d6l, majdnem pontosan déli iranyba. Milyen
magas lenne ,kiegyenesitve” a torony? Amint az dbra
is mutatja, a torony dél feldl tiz6, 77°-os emelkedési
sz6gl napsugarak esetén 9 méter hossza arnyékot vet.

2\

Y

volsagra egymas mellett all két egyforma golyo.
Ugy szeretnénk meglokni 6ket egy harmadikkal,
hogy a két golyo 130°-o0s szogben szétszaladva
pontosan a 120 cm-es oldalu asztal két szomszé-
dos sarokzsebébe guruljon. Tudjuk, hogy ilyen
lokéshez a harmadik golyot a 130°-o0s szog felez6-
jének iranyaban kell megcélozni. Mekkora legyen a
rajzon x-szel jelolt tavolsag, hogy sikeriiljon a mu-
tatvany? (A golyokat tekintsiik pontszertinek.)

120 cm

Egy Mars-szonda véletleniil éppen egy krater fene-
kén landolt. A szonda radarjanak mérései alapjan a
krater lejtéje 31 méter hosszu, és a marsbeli vizszin-
teshez képest 25°-0s szogben emelkedik. A szonda
ezutan felemelte a radart, hogy tjra bemérje a krater
peremét. A radarsugar vizszintessel bezart szoge ez-
uttal mar csak 22° volt. Milyen tavolsagra volt ekkor
aradar a krater aljatol?

Toltsd ki a tablazat tires helyeit! Vedd figyelembe az 6sszes lehetséges haromszoget!

30

a b
1. haromszog 6 cm 13 cm
2. haromszog 15 cm

@

9 cm

a B 4
48°

26°

TRIGONOMETRIA



RAADAS

Haromszogek szerkeszthetdsége és a szinusztétel

Legyen adott - a szokasos jelolésekkel — a haromszog a oldala, b oldala, valamint a 5 szog (0° < 5 < 180°).

a)

b)

Vizsgaljuk meg, hogy milyen adatok mellett van olyan ABC haromszog, amely ezekbdl az adatokbdl szerkeszthetd!
Legyen az 1.esetbena=10cm; S =30°ésb, =4 cm;
a2.esetbena=10cm; S =30°és b, =5 cm;

a 3. esetben a = 10 cm; 5 = 30° és

A szerkesztés menete:

- Vegyiik fel az a szakaszt, melynek végpontjai B, illetve C pontok!

- Szerkessziik meg a B csucsban a 3 szdget, melynek egyik szogszara BC!

- Szerkessziik meg a C kézéppontd, b sugaru kort!

- Hatdrozzuk meg a kapott kériv, valamint a f§ sz6g BC szératol killonbozd szaranak metszéspontjat!

A b, esetén nem jon létre metszéspont, azaz nincs a feltételeknek megfelel haromszog.

A b, esetén egy kozos pont adddik, azaz egyetlen olyan haromszog létezik, mely az adatokkal megszerkeszthetd
(ez a haromszog derékszogl, mivel egyik oldalegyenese a kor érint6je, masik oldala az érintési pontba huzott sugar).

A b, esetén két metszéspont jon létre, azaz az adatok két, nem egybevagd haromszoget hataroznak meg.

o]
2
a

Hatarozzuk meg szamitassal a fenti adatok mellett a haromszog ismeretlen szégeinek, illetve oldalainak hosszat!
Az 1. esetben a =10 cm; § =30°és b, = 4 cm.

A 2. esetbena =10 cm; f =30°és b, =5 cm.

A 3. esetben a =10 cm; 5 = 30°és

A szinusztétel értelmében

sina, _ g sina, _ g
sinf8, b’ sinf, b’ ’
melyekbdl atrendezéssel kovetkezik, hogy
. p .
. asin . asin
sina@, = Zh , sina, = b, ,
bl bZ
Az adatok helyettesitésével arra jutunk, hogy
. _5 . _
sin@, = sina, =1,

Ezekbdl kovetkezik, hogy

- nem létezik ilyen @ sz0g, azaz nincs az 1. esetbelinek megfelel haromszog;

- a,=90° azaz a 2. esetbeli adatokkal egy haromszog rendelkezik;

- a3.esetben vagy , azaz ilyen adatokkal két egymastol kiilonboz6 haromszog is 1étrejon.

A hédromszogek ismeretlen szogeinek nagysaga, oldalainak hossza kiszamithato a szinusztétellel.

9. lecke | ALKALMAZASOK
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BEVEZETO

A hegyesszogek mindegyikének van szinusza és koszinusza is, és mar értelmeztiik a derékszog és a tompaszog szinuszat is.
A tompaszog és a derékszog koszinusza is értelmezhetd ugy, hogy illeszkedjen az eddig tanultak soraba.

Helyezziik el az @ hegyesszoget a kovetkez6 modon a derékszogu y A

koordindta-rendszerben!
1

Vegyiink fel egy P pontot az I. siknegyedben ugy, hogy az OP tavol- — [ T~ P

0s o sin|@)

sag 1 egység, és az OP szakasz a szoget zar be az x tengely pozitiv

télegyenesével. Ekkor @ egy hegyesszog, és a P pont rajta van az

origd kozéppontu, 1 egység sugart koron. Az abran lathaté derék- / ) // sin a\
sz0gl haromszog befogdinak hossza megegyezik a P pont x és y 0:2 f \ /]
koordinatajaval. A befogdk hossza (azaz x és y) meghatérozhat6 az ol o2 | os ) x;
a szogtiggvényei és az atfogd hosszanak segitségével. \ cos /
sin @ = %, ezért y = sin & és cos @ = %, ezért x = cos . Vagyis
a P pont koordinatai: (cos @; sin ).
~— —
Definidljuk a tompaszog koszinuszat hasonléképpen!
Vegyiink fel egy Q pontot a II. siknegyedben ugy, hogy az OQ
tavolsag 1 egység legyen, az OQ szakasz pedig [ szoget zérjon be 1
az x tengely pozitiv félegyenesével. Ekkor S tompaszog. L,
Legyen cos S egyenld a Q pont x koordinétajéval, sin S pedig a Q" ™
Q pont y koordinatajaval!
Q pont koordinatai: (cos 3; sin 3) \\
Az dbra alapjan az is lathato, hogy: sin (1809-5) mna_’} \
cos 5 = —cos(180° — /3) BV _
ha f§ tompaszdg, akkor< os (180°-p) |° 0,6 ] x
sin 5 =sin (180° — f3) \ /

Derékszog koszinusza az abra szerinti M pont koordinatai alapjan

legyen 0. ~ 1

Igy ismét teljesiil, hogy M pont koordintdi (cos 90°% sin 90°).

Ebbél adédik, hogy

0 - 00° y A
€0s 90° = 0; sin 90° = 1.
L] M(os1
Ez a gondolatmenet tovabb is folytathato tetszéleges nagysagu
szogre, illetve forgasszogre. Fontos, hogy az a pont, amelynek a
koordinatait figyeljiik, 1 egység tavolsagra legyen az origotol, és
figyelembe kell venni a forgasszog iranyat is.
90°
0 1 x'

TRIGONOMETRIA



Definicio: Tompaszog koszinusza egyenl6 kiegészit6 szoge koszinuszanak ellentettjével. Vagyis ha @ tompaszdg, akkor
cos @ = —cos(180° — ).

Definicio: Derékszog koszinusza 0, vagyis cos 90° = 0.

Az @ akar hegyesszog, akar derékszog, akdr tompaszdg, teljesiil, hogy sin’ @ + cos’ @ = 1.

@ hegyesszdg f tompaszdg 7 és 0 kiegészit6 szogek
a B S Y
0<sina<1 0<sinf <1 siny =sin 0
0<cosa <1 -1 <cosB <0 cos y =—cos 0

A zsebszamoldgép megadja egy tompaszog koszinuszat a | cos | billenty(i hasznalataval. Visszafelé is egyszer(i a dolgunk:
ha negativ koszinusz szogfliggvényértéket adunk meg, akkor a zsebszamoldgép meghatdrozza az ehhez tartozé tompa-
szoget a [cos | funkcio segitségével.

FELADAT

13

Toltsd ki a tablazat iires helyeit a szamologéped segitségével!
a 92° 102° 112° 122° 132° 142° 152° 162° 172°
sin @
cos @

a) Egy haromszog két szogének koszinusza 0,5 és 0. Mekkora a harmadik szogének a koszinusza és a szinusza?

V3

b) Egy haromszog két szogének koszinusza N és —0,5. Mekkora a harmadik szogének a koszinusza és a szinusza?

ER Mennyi lehet cos @, ha sin @ értéke

a) @; b) 0,7355?

Y

Egy egyenl6 szart haromszogben
a) az egyik szog koszinusza -0,777; b) az egyik sz6g koszinusza 0,726; c) az egyik szog szinusza 0,428.
Mekkora lehet a tobbi szog szinusza és koszinusza?

HAZ| FELADAT

(BN A szdmologép szerint hény fokos szog az @, ha a ko- Egy paralelogramma egyik sz6gének a koszinusza
szinusza -0,591. Mekkora a tobbi szogének a szinusza és
a) 0,7924; c) 0,5; e) — g? a koszinusza?
b) -0,5; d) — V3 Mennyi lehet cos @, ha sin @ értéke
bl 2 b
a) 0,5; b) @; c) 0,4722

10. lecke | A TOMPASZOG ES A DEREKSZ0OG KOSZINUSZA 33
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Két kisrepiildgép Budapestrdl felszallva egyenesen Bécs,

illetve Zagrab felé indul. Budapest és Bécs kozott a fel- és
leszallohely tavolsaga légvonalban 233 km, a Budapest-
Zagrab-vonalon ez a tavolsag 309 km. A pilotak az irany-
tlirdl azt is leolvastak, hogy a két gép tutiranya kozott 60,9°
az eltérés.

Allapitsd meg ezekbdl az adatokbél, hogy mekkora a Bécs—
Zagrab-tavolsag (ugyancsak légvonalban)!

Megoldds
Bontsuk fel a térképre rajzolt haromszoget az egyik magas-
saga segitségével két derékszogli haromszogre!

309 - x x

A bal oldali derékszogli haromszogben a Pitagorasz-tétel

alapjan
F=h+ (309 -x)>=h+x*+309° - 2- 309 x.
Ha felhasznaljuk, hogy

W + x*= 233" és x = 233 - cos 60,9,

akkor azt kapjuk, hogy

¢* = 23324 309* — 2-309 233 - c0s 60,9°. = ¢ ~ 282 km.
Ez az utdbbi sszefliggés azt mutatja meg, hogyan szamit-
hatjuk ki a hdromszogben egy oldal hosszat a két masik
oldal hosszanak és a kozbezart szogiik nagysdganak az is-
meretében.

Koszinusztétel: Ha g, b és ¢ egy hdromszog oldalainak hossza, y pedig a ¢ oldallal szemkozti

sz6g nagysaga, akkor ¢ = a’ + b* — 2ab cos 7.

Megjegyzések

- A koszinusztétel igaz minden haromszogre, fiiggetleniil attdl, hogy a 7y hegyesszog,

derékszog vagy tompaszog.

- Ha a y derékszog, akkor cos y = 0, ezért ebben az esetben a koszinusztétel nem mds,

a

(c2=a2+b2—2abcosyj

mint a Pitagorasz-tétel: ¢ = a’ + b’. A koszinusztétel tehat a Pitagorasz-tétel dltalanosi-

tasa.

- A koszinusztételt akkor célszert haszndalni egy haromszogben, ha

o ismerjiik két oldalanak hosszat és az altaluk kozbezart sz6g nagysagat, és a harmadik oldalhosszat keressiik;

o ismerjitk mindharom oldal hosszat, és a haromszog szogeinek nagysagat keressiik; ebben az esetben célszerti a leghosz-

szabb oldallal szemkozti sz6get koszinusztétellel kiszamitani, egy tovabbi hegyesszoget pedig szinusztétellel érdemes meg-

hatarozni.




Folytassuk a Beveze-
t6 feladatot! Mekkora
szOget zarna be a re-

Megoldds

Alkalmazzuk a koszinusztételt:

3097 = 282% 4 233> —2-282-233 - cos @. Ebbél:
pilégépek tiranya,
ha mindkettd Bécs-
bdl szallna fel Buda-
pest, illetve Zagrab
felé?

_ 282*+233>—309 _ a1 rno
cos @ = 5282 233 =~ 0,292, amibdl @ =~ 73°.

Megjegyzés

Figyeld meg a f6ldgémbon, hogy sokkal nagyobb foldrajzi
tavolsagok esetén miért lesz pontatlan ez a szamolas! Vajon
milyen irdnyban van a ,legkozelebb” a Fold felszinén pél-

ddul Budapest és San Francisco?

FELADAT

Egy haromszog két oldalanak hosszisdga 53 mm, Egy vizmolekuldban a két oxigén-hidrogén-kotés
illetve 71 mm. Mekkora a harmadik oldala, ha a két
adott oldal altal bezart sz6g nagysaga
a) 60°% b) 147°?

altal bezdrt szog (kotésszdg) o8 pm 98 pm

98 pm (pm = pikométer, 1 pm = 10 " m).

104,5°, a tavolsag az oxigén- és
a hidrogénatommagok kozott
Egy haromszog oldalainak hossza Hany pm tavolsagra van egymastdl a két hidrogén-
a) 5cm, 6cm,7 cm;

b) 27,2 mm, 51,0 mm, 57,8 mm;

c) 13,2 m, 14,1 m, 24,5 m.

Szamitsd ki a hdaromszog legnagyobb szogének nagy-

atommag?

F'S
‘Y

Egy paralelogramma oldalainak hossztsdga 24 cm
és 32 cm, a hosszabbik atloja 42 cm-es.

a) Mekkordak a paralelogramma szogei?

b) Mekkora a rovidebbik atloja?

sagat!

HAZI FELADAT

Két vasuti sinpar 52°-0s szogben keresztezi egymést. [SeI Egy kis patak két partja nem azonos magassagu.

A keresztezddéshez legkozelebb fekvé megallok hely-
zetét az abra mutatja. Milyen messze esik egymastol

légvonalban ez a két megall6?

e

‘N

Egy haromszog oldalainak hossza

‘Y

a) 4,1 cm; 5,3 cm; 9,9 cm;
b) 14 m; 33,6 m; 36,4 m.
Szamitsd ki a hdromszog szogeinek nagysagat!

11. lecke | A KOSZINUSZTETEL

A magasabbik oldalon a patakpart lejtéje 4 méte-
res, mig az alacsonyabbik oldalon csak 1,3 m. A két
part a patakmederben 115°-o0s szogben talalkozik.
Milyen hosszt legyen a két partot 6sszekotd fahid?
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Egy egyenlé szaru héromsz('jg 42°-0s szérsz(jgét a/’ﬁ Az 4brin egy kavicsbénya daruja lathatd. A daru

36

Y

és y szogekre bontottuk. A szogszarak 40 m-es részek-
re osztjak a 120 m-es alapot.

40 m 40 m 40 m

a) Mekkorak a haromszog alapon fekvd szogei, és
mekkorak a szérai?

b) Igazold, hogy @ = 7!

c) Mekkora a és 5?

Egy vasuti toltés keresztmetszete trapéz alakud. A ko-
rona szélessége 4,5 m, a rézst 3,8 m, illetve 4,2 m
hosszd, a toltés alapja 10 m széles. (Azonositsd be
a hasznalt elnevezéseket az abran jelolt hossztusagok

segitségével!)
4,5m

10 m

a) Mekkora a rézsti emelkedési szoge a meredekebb,
illetve a lankasabb oldalon?

b) Milyen magas a t6ltés?

(Utmutatds: egy lehetséges megolddsi médszer, ha

a trapézt felbontjuk egy paralelogrammara és egy ha-

romszogre.)

4>

karja 15 m hosszi. A domb rézstije 12 m, és 42°-o0s
emelkedési szoget zar be a vizszintessel. Milyen hosz-
szu legyen a darurdl fiigg6legesen lefelé 16g6 drotko-
tél, ha le kell érnie a domb aljaig?

15m

12 m

42°

a) Szamitsd ki a Pécs-Budapest-Gyér ,,haromszog”
szOgeinek nagysagat!

b) Szamitsd ki az a)-beli haromszog teriiletét, és azt
is, hogy hany szazaléka ez a teriilet Magyarorszag
teriiletének! (Magyarorszag teriilete 93 030 km™.)

TRIGONOMETRIA



Tompaszog tangense

sin &
cosa’
A tangens szogfiiggvény kiterjesztéséhez ezt a képletet alkalmazzuk. Vigyazni kell azonban, hogy ez derékszog esetén nem

Az @ hegyesszogre teljesiil, hogy tg @ =

vezet eredményhez, mert cos 90° = 0, és 0-val nem lehet osztani. Ezért a 90°-nak nincs tangense.

Definicio: Az @ tompaszog tangense: tg o = .
cos @
HAZI FELADAT
Egy hdaromszog 48 cm-es oldala a hozza tartoz6 nalban! Egész kilométerre vagy inkdbb 10 kilomé-
39 cm-es sulyvonallal 48°-0s szoget alkot. terre kerekitve célszerti megadni ezt a tavolsagot?

b) Mekkora a Kaposvar-Tatabanya-tavolsag lég-
vonalban?

c) Szamold ki a foldrajzi atlaszban talalhatd tér-
kép segitségével is (a térkép méretaranyanak
felhasznélasaval) az a) és a b) feladatban kér-
dezett tavolsagokat! Hasonlitsd 0ssze a kétféle

4

uton kapott eredményeket!

24 cm 24 cm

a) Mekkora a haromszog tertilete?
b) Mekkora a hairomszog masik két oldala és a leg-
nagyobb szoge?

"IN Egy haromszog teriilete 60 cm?, két oldalanak hosz-

szusaga 15 cm, illetve 16 cm.
a) Mekkorak a szogei? (Két eset van!)
b) Mekkora a harmadik oldala?

I a) Szémitsd ki a térkép adatainak felhaszndldsaval,
hogy mekkora a Kaposvar—Miskolc-tavolsag légvo-

Kaposvar

RAADAS

A szinusztétel és a koszinusztétel alapvetd jelentdségti a helymeghatdrozasban. Ez a két tétel adja a geodéziai mérések és
szamitasok, a térképkészités elméletének egyik alapjat (haromszogelés), és (az idéméréssel kiegészitve) gyakorlatilag ezen
a két tételen alapul a jelenleg legmodernebb helymeghatarozé rendszer, a GPS miikodése is.
A helymeghatdrozas 1ényegét egy egyszer(i példaval is megvilagithatjuk.

Sik terepen vegyiink fel harom alappontot, amelyeknek ismerjiik a paronkénti tavolsagat, legyen
példaul AB = 200 m, BC = 300 m, AC = 250 m.

Ha a BC szakasz két végpontjabol szogmérés utjan meghatarozzuk a P tereptargy helyzetét (ez az
un. eléremetszés), akkor szamolassal meghatarozhaté a P pontnak az alappontoktdl valé tavolsa-
ga. B és C pontoktdl valo tavolsaga példaul szinusztétellel szamolhato:

d, = 300 060" 564 (m), d, = 300 S1040° 196 (m) 5
sin 80° sin 80° A 200 m

12. lecke | SOKSZOGEK ES SZOGFUGGVENYEK
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A kor es a szahalyos sokszogek

Gyakran latni az autok kerekein olyan disztarcsakat, ame- Megoldds

lyeknek a kordbban jellemzé 6 helyett 7, 9, 10, 11, 13 kiil- a) 360°:9 = 40°
lo]e/ van. H.a .kfpzelstltl)en osskzek“ot]ik akkullot szomszédos b) Elsé médszer
»csucspontjait’, szabalyos sokszogeket kapunk. Haszndljuk a koszinusztételt!
X’ =17,5+17,5 =2+ 17,5 17,5 - cos 40°.

x =~ 12 (cm).

Az abran lathato, szabalyos kilencszoget formal6 disztarcsa
OA sugara 17,5 cm.

Mdsodik médszer
Az APO derékszogl haromszogbdl:
x=AB=2-AP=2- (17,5 sin 20°) = 12 (cm).

¢) Az AOB haromszog teriilete:
T = % - 17,57 - sin 40° =
~ 98,4 (cm?).

A kilencszog teriilete ennek a
9-szerese, vagyis kozelitéleg
Mekkora az dbran jelolt AOB kozépponti szog? 886 cm’”.

Mekkorak ennek a szabélyos kilencszognek az oldalai?

Mekkora a szabélyos kilencszog tertilete?

FELADAT

Egy 8,4 cm sugaru korben az AB hur 1,6-szer akkora, Az Anglidban hasznalatos 50 pennys érme olyan

mint a sugar. egyenes hasabnak tekinthetd, amelynek az alaplapja
szabalyos hétszog. (Valojaban az élei nagyon eny-
hén domborutak, hogy ne akadjon meg az automa-
takban.) Szamitsd ki, hogy koriilbeliil hany gramm

fémotvozet szitkséges egy ilyen érme elkészitéséhez,
A ha a hétszog koré irhaté kor atmérdje 27,3 mm, az

A v B érme vastagsaga 1,8 mm, és az elkészitéséhez hasz-

nalt nikkel-réz 6tvozet stirtisége 8,7 ig'!
a) Mekkora az AOB sz0g? cm

b) Mekkora az AOB haromszdog teriilete?

c) Mekkora a keletkezett kisebbik koriv hossza?

d) Mekkora a keletkezett nagyobbik kériv hossza?

e) Mekkora teriiletli korcikkekre vagja a kort a két
piros sugar?

f) Mekkora az AB hur éltal 1étrehozott két korszelet
teriilete?
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I Egy 140 cm széles és 160 cm-nél hosszabb teritot a) Az asztallapnak mekkora része marad fedetlen,
az abra szerint egy olyan kerek asztalra tettiink, ha a terit6 és az asztallap szimmetria-kozép-
amelynek az atméréje 160 centiméter. pontja azonos?

b) Mekkora a fedetlen rész teriilete, ha a jobb ol-

dali abra szerint teszik rd az asztalra a terit6t?

Egy 5,7 cm sugaru kor A pontjabol két hur indul.

»
Y

Hosszusaguk 6,5 cm és 8,3 cm.

a) Készits rajzot!
b) Mekkora teriileti részekre oszthatja a korle-

mezt ez a két hur?

1. Koriv és korcikk
Egy korben a kézépponti szogek nagysaga, a hozzdjuk tartozoé kérivek hossztisaga és a megfelel korcikkek teriilete
egyenesen aranyos.

Ha egy r cm sugart korben egy kézépponti szog fokokban mért értéke @, akkor a hozza tar-
toz4 koriv hossza a korkeriilet 360-ad részének az @-szorosa. Ha ennek a cm-ben mért hosz-

S o Qeeqese ._2771'. :rn'a/
szusagat i-vel jeloljiik, akkor i = 360 %= 180
Ugyanebben a korben az @ kozépponti szoghoz tartozd korcikk teriilete a korterdilet

360-ad részének az a-szorosa. Ha ennek a cm’-ben mért nagysagat t-vel jeléljiik, akkor

2 2
fo I, rwa
360 “ 7 360 '
A korcikk teriilete kiszamolhato a koriv hosszabdl és a kor sugarabol is: t = %
A
2. Korszelet teriilete % s
Az 4bran lathato korszelet teriilete kiszamithat6 gy, hogy az @ kozépponti szogl korcikk Qe

teriiletébdl kivonjuk az AOB haromszog teriiletét.
Az AOB haromszog teriiletének meghatdrozasahoz érdemes a szinuszos teriiletképletet al-

kalmazni: T = %
HAZI FELADAT
N Egy 60 cm atmérdji, 2,6 m d) A cs6 térfogatanak hany szazalékat foglalja el
hosszusagu, vizszintes helyze- a viz?

tl csészakaszban 20 cm ma-

gasan all a viz. Az dbra a cs6 ° Egy szabalyos 6tszog alaku teritd cstcsai 70 cm-re

keresztmetszetét mutatja. vannak az 6tszog kozéppontjatol.

a) Mekkora kozépponti szog \\J_Zoy a) Legfeljebb mekkora atmérdji kor alaku asztal-
tartozik a vizfelszint jelolé lap fedhet le teljesen ezzel a teritével?
hirhoz? b) A terit6 szélein diszzsinért akarnak végigvezet-

b) Mekkora a kék korszelet teriilete? ni. Mekkora hosszasagu zsinérra van sziikség?

¢) Mennyi viz van ebben a cs¢szakaszban? c) Mekkora az 6tszog atléinak hossza?

13. lecke | A KOR ES A SZABALYOS SOKSZOGEK



CSOPORTMUNKA

Alkossatok négyf6s csoportokat!

Oldjatok meg a 6 kijelolt feladatot, a 6. feladat eredményét irjatok fel a tablara! Az a csoport nyer, amelyik elszor irja
fel a j6 eredményt. A verseny addig tart, amig mindegyik csoport felirja eredményét a tablara. Ez alatt az id6 alatt
mindegyik csoport egyszer javithat.

Jotandcs: érdemes egy kicsit gondolkozni, miel6tt nekiugrotok a formalis szamoldsnak!

1. feladat

Egy paralelogramma atléinak hossza 30 mm és 50 mm, az altaluk kozrefogott A mm-ben megkapott keriilet egy
tompaszog pedig 120°-os. Szamitsatok ki mm-ekre kerekitve, hogy mekkorak 3 jegyil szdm. A szdmjegyeinek
ennek a paralelogrammanak az oldalai! Ezeknek a kerekitett szimoknak a se- dsszegét jeloljétek A betiivel!
gitségével dllapitsatok meg, hany mm a paralelogramma keriilete!

2. feladat A teriilet értéke egy 3 jegyii szam.
Hény mm” annak a paralelogrammanak a teriilete, amelynek az oldalai 10 mm A szdmjegyeinek szorzatdt jeloljétek
és 70 mm hosszuak, a két oldal altal bezart szog pedig 150°-0s? B betiivel!

T

Kerekitsétek egészekre a toron
3. feladat S 4

Hény méter magas a torony? A PQ szakasz hossza 15 m,
PQH< = 42°, QPH<L = 53°, TQH <L = 72°.

méterben kifejezett magassdgat,
a mérdszdamot jeloljétek
C betiivel!

4. feladat

Egy haromszognek ismerjiik két oldalat és az egyikkel szemkozti szogét: Jeloljétek a kapott szamot
a =50 mm, b =74 mm és & = 37°. Hany fok a b-vel szemkozti [ két lehetsé- D betiivel!

ges értékének Osszege?

5. feladat

Egy 20 cm sugard kort két korszeletre vagunk. A kozép- Jeloljétek a kapott szdmot

ponti szég 110°-0s. Hany cm” a kisebbik korszelet teriilete? E betijvel!

(Kerekitsetek egészekre!) v

6. feladat A kapott szdmot irjatok fel a tdbldra!

Zdardjelben tiintessétek fel a felirds

Szémitstok ki, mennyia (154 - 2) .C— B*+ E értéke! e
2 idépontjdt!

Az els6 3 helyezett csapat bemutatja, milyen egyszert mddszereket alkalmazott (példdul melyik feladatnal nem kellett
szamolni).
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HAZI FELADAT

.IN Egy trapéz alapjainak hossza 57 cm és 41 cm, a hosz-

szabb alapon fekvé egyik szoge 73 fokos. Ezen szog
melletti szar 38 cm hosszd. Szamitsd ki az 4tlok és
a masik szar hosszat!

N
Y

Az dbra szerinti kor kozéppontja a K pont, sugaranak

hossza 2 cm.

a) Mekkora az ABCD hutrnégyszog két-két szem-
kozti szogének Gsszege?

b) Mekkora a négyszog kertilete és teriilete?

c) Mekkora teriiletli korszeleteket vagnak le a kor-
bél a hurnégyszog oldalai?

d) Szamitsd ki a négyszog atldinak hosszat!

RAADAS

A szinuszgorbe

Abrazoljuk azt a fiiggvényt, amely a 0°-nél nagyobb és 180°-nal kisebb szogekhez hozzarendeli a szog szinuszat!
A zsebszamologép segitségével készitsiink tablazatot!

a 15° 30° 45° 60° 75° 90° 105° 120° 135° 150° 165°
sin & 0,2588 0,5 07071 0,866  0,9659 1 0,9659 0,866  0,7071 0,5 0,2588

Abrézoljuk az dsszetartozé értékeket!

Y y

° / \

Végezzétek el milliméterpapiron az abrazolast, még tobb ponttal!
Ha még tobb értéket berajzolunk, egyre pontosabban kirajzolédik annak a gorbének egy darabja, amit a matematikaban
szinuszgorbének neveznek.

Fizikatanulmdnyaid soran mar talalkozhattal a szinuszgorbével, hiszen példaul a rezgémozgast, illetve a valtakozé aramot
jellemz6 fizikai mennyiségek idébeli valtozasat ilyen fiiggvény segitségével lehet abrazolni és jellemezni.

Ay

1
T

ey

14. lecke | CSOPORTVERSENY 41
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FELADAT

42

1y

23

3D

a) Add meg egy olyan derékszogli haromszog
oldalainak hosszat, amelyben az egyik hegyes-
sz0g szinusza 0,6.

b) Mekkora ennek a szognek a koszinusza és a
tangense?

c) Mekkora a derékszogli haromszog masik he-
gyesszogének a szinusza, a koszinusza és a tan-
gense?

Egy haromszog egyik szogének szinusza 0,7642.
a) Mekkora lehet ez a sz6g?

b) Mennyi lehet a sz6g koszinusza?

c) Mennyi lehet a sz6g tangense?

Tinde megmérte egy négyszog alaku helyiség
egyik sarkdnal a négyszog belsé szogét. Tobbszori
mérés utan arra jutott, hogy a mért szog 86°-os.

- Ez a helyiség biztosan nem téglalap alaka - gon-
dolta —, mégis meg tudom allapitani az alapteriiletét.
Az dbra szerinti harom szakasz és két szog nagysa-
gat tobbszori gondos mérés utdn jegyezte fel.

a) Mekkora a helyiség alapteriilete?

b) Vajon paralelogramma-e a négyszog?
Igazold szdmitassal a valaszodat!

4>

)]
Y

)
Y

Egy 3,4 cm sugart kor két érintdje 56°-os szoget

alkot egymassal.

a) Mekkora tavolsagra van az érinték metszés-
pontja a kor kozéppontjatdl?

b) Mekkora annak a konvex sikrésznek a teriilete,
amelyet a kor egy ive és a két érint6 fog kozre?

Az ABCD konvex négyszog A cstcsnal 1évé szoge
104°-0s, C csucsnal 1évé szoge 95°-0s, az AC atldja
22 cm hosszi. Az AC atl6 a négyszoget két harom-
szogre bontja, ezek koziil az ABC haromszogben az
A csucsnal 1év6 szog 60°-0s, a C csucsnal 1évo szog
40°-0s.

a) Készits abrat!

b) Szamitsd ki a négyszog oldalainak hosszat!

¢) Szamitsd ki a négyszog teriiletét!

Egy apa és a fia egyiitt cipelnek egy vizzel teli vod-
rot. A vodorre hatd gravitaciés er6 100 N nagy-
sagu, az apa altal kifejtett erd 109 N nagysagu, és
az apa karja (az erd iranya) a fuggélegessel 35°-0s
szoget zar be. Mekkora F er6vel tartja a fia a vodrot,
és mekkora szoget zar be a fit karja (az er6 iranya)
a fuggolegessel, ha a vodrot igy kiegyensulyozva
tudjak vinni?

100 N

TRIGONOMETRIA



HAZI FELADAT

BN Milyen magas a Kristalysz4llo, ha 12 méter tavolsag- IS Albrecht Diirer, a XV-XVI. sz. fordul6jén élt német

bdl és 1,6 méter szemmagassagbol 65°-os emelke- reneszansz mester az oltarképei és vallasos téma-
dési szogben latjuk a vizszinteshez képest a szalloda ju festményei mellett elsésorban rézkarcairdl és
tetejét? fametszeteirdl ismert. Emellett behatoan foglalko-

zott matematikaval is. A szabalyos hétszog oldal-

Az abran lathaté otszognek két 30°-os, két 195°-0s hosszisagat példaul az ugyanakkora koriilirt kérbe
és egy 90°-0s szoge van. rajzolhat6 szabélyos haromszog oldalanak feleként
A harom ré6videbb oldal 2 dm-es. Mekkora a két adja meg.
hosszabb oldala?

Recvicri b i b kein g

2 2.001D.3.57.90D.-150 |
ber all gleick iffwic £ aufiger

g
wyffeniff.
Bnuoiljchduschden vosigen Deyangelond auffine
14 i in fiben ectmach?/ ich
T i Men D¢ lini. entvil.a.inden pit
g i O 3 it vort
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! fignrange 15t it i cfy

Szamitsd ki egy 1 m sugart korbe irt szabalyos hét-
sz0g oldalhossztisagat, illetve az ugyanabba a korbe
irt szabalyos haromszog oldalanak felét! Mekkorat
tévedett Diirer?

»
‘Y

Egy paralelogramma atléinak hossza 25 cm és
30 cm. Az atlok altal bezart szog nagysaga 46°.

a) Milyen hossztiak a paralelogramma oldalai?

b) Mekkorak a paralelogramma szogei?

c) Mekkora a paralelogramma teriilete?

RAADAS

A szinuszgorbe a mindennapokban

Barmilyen meglepd, de hétkoznapi targyak, eszk6zok is kapcsolatba hozhatdk a szi-
nuszgorbével.

Ha egy hengert ferde sikkal vagunk el, és utana
a palastjat Kkiteritjitkk a sikba, akkor a palast ha-
tarolé vonala éppen egy szinuszgorbe. Varrénok
szabasmintain latni ilyet, ott, ahol egy ingujjat
kell hozzaszabni az inghez. Ha egy ferdén elvagott
szalaminak lehtuzod a héjat, és kiterited a sikba,
ugyanezt tapasztalod. A badogosok az ereszcsa-

tornak illesztésénél talalkoznak ezzel a gorbével.

Ezt végja ki a bddogos, és a kozépsé cikkelyek hajlithaték belble

15. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA
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Az ABC egyenl6 szarti haromszog alapon fekvé sz6-
gei 70 fokosak, szarai 15 cm hosszuak.

a) Készits abrat!

b) Mekkora az alaphoz tartozé magassaga?

¢) Milyen hosszt a hdromszog alapja?

TetStér-beépitési terv vazlata lathaté a mellékelt raj-
zon. A tet$ alatt beépitendd tér 6tszog keresztmet-
szetl, a legalacsonyabb falmagassag 1,6 m, a helyiség
szélessége pedig 4,2 méter. A tetd sikja a vizszintes
sikkal mindkét oldalon 40°-os szdget zar be.

10 m

1,6 m

40°

/]

4,2 m

a) Milyen széles a tetd alapja?

b) Milyen magas a teté (h)?

¢) Mekkora az 6tszog alaku keresztmetszet teriilete?

d) Hany légkobmeéteres lesz a beépitett rész, ha a haz
hossza 10 m?

(Erettségi feladat, 2013)

3>

S
Y

o
Y

Egy 12 cm sugaru kort egy 16 cm hossza hurja két
korszeletre bontja. Mekkora ezek koziil a kisebbik
korszeletnek a teriilete?

Az ABC hiromszog AB oldala 17 cm hosszu.
Az A cstcsndl 1év6 szoge 78°-0s, a B csucsnal 1évo
szdge 36°-0s. Szamitsd ki a haromszog masik két ol-
daldnak hosszat!

Egy telek flivesitésérdl szol az alabbi feladat. A telek
négyszog alaku, méretei a rajzon lathatok. A telken
all egy haz, valamint faskamra és szerszamoskamra
is. Igy aztan 130 m*-nyi részt nem kell fiivesiteni.

36 m

22m 24 m

98°

33m

a) Hany m’-es teriiletre kell flimagot vasarolni?
b) Szamitsd ki, hogy mekkora szoget zar be a telek
33 méteres és 24 méteres oldala egymassal!

Az 4bran lathato ABC haromszogben a D pont felezi az AB oldalt. A hirom- C

szogben ismert: AB = 48 mm, CD = 41 mm, 0 =47°.
a) Szamitsd ki az ABC haromszog teriiletét!

b) Szamitassal igazold, hogy (egész milliméterre kerekitve) a haromszog

BC oldaldnak hossza 60 mm!

c) Szamitsd ki a haromszog B csticsanal 1év6 belsd szog nagysagat!

TRIGONOMETRIA



Egy négyzet alakd alap folé 4,2 méter magas szaba- Mekkora és milyen iranyt a labdéra hato két er¢ ere-
lyos négyoldalu gula alakd hdztet6t emeltek. A tetd déje? Az iranyt az abran jel6lt @ szog kiszamitasaval
oldallapjai 40°-o0s szoget alkotnak a vizszintes sikkal add meg!

(lasd az abrat).

R (Egy 800 éves feladat alapjan.) Két torony 4ll egymas-
tol 60 konyok tavolsagra. A két torony kozott, mind-
két torony cstcsatol egyenld tavolsagra, all egy kat.
Az egyik torony magassaga 50 konyok, ez a kuttdl
69°-0s szogben latszik.

a) Milyen messze van ez a kit a két torony alapjatol?
a) Mekkora a tetd alapéle (a)? b) Mekkora szdgben latszik a masik torony a kuattdl?
b) Hény m’-t kell cseréppel befedni? ©) Milyen magasa mdsik torony?
c) Milyen hosszuak az oldalélgerendak (x), és mek- N : el 34 es oldala a 38 )
kora szoget alkotnak a vizszintes sikkal (@)? : ] g},' P ara:: ogral?ma fes oldaia a o8 mi-es
d) Mekkora szoget zar be két szomszédos oldalélge- dtléval 56%-os szget alkot. o
renda? Es a két szemkéztiz a) Mekkora a paralelogramma tobbi oldala?
b) Mekkorak a paralelogramma szogei?
2> Egy futball-labdaba két jatékos ugyanabban a pil- ©) Mekkoraa mdsik dtlo? o
lanatban ragott bele az dbra szerinti erékkel: d) Mekkoraa paralelogramma teriiletef
Fy = 1500 NésF, = 2000 N. LR Egy tompaszogii hdromszog teriilete 6,65 dm’, két
oldalanak hossza 4,62 dm és 3,08 dm.
a) Mekkora lehet a két adott oldal altal kozbezart
s20g?
b) Mekkora lehet a harmadik oldal?
c) Mekkorak a haromszog ismeretlen szogei?
d) Hanyféle haromszog felel meg az adatoknak?

RAADAS

(Erettségi feladat, 2020)

Egy sétaloutca diszburkolatat 6tszog alapu, egyenes hasab alaku kovekkel készitik el.
(Az abran négy ilyen kovet lehet latni a burkolaton megfigyelhet6 elrendezésben.)

D

10 10

N

A B

a) Szamitassal igazold, hogy az AED és a BCD haromszog derékszogu!
b) Szédmitsd ki az ABCDE 6tszog teriiletét!
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Temazard

feladatgyijtemény

Hatarozd meg a kovetkezd szogek tangensét! Egy derékszogli haromszog egyik szoge 17°-os, atfo-

12° 38°% 82°% 73° goja 23 cm hosszu. Mekkorak a befogok?
N s a1 . g o
Pl Hatdrozd meg a kivetkezd szogek tangensét! K Egy derékszogti haromszog egyik szoge 31°-os, vele
16,8% 33,24°% 88,92°% 71,45° szemkozti befogoja 4,9 cm hosszi. Milyen hosszu
a masik befogd?
B Hany fokos az a hegyesszog, melynek tangense:
a) Oy2- & ¢) ?7. ’ ¥ iU Egy derékszogl haromszog egyik szoge 27°-0s, a szig
b) Zi ’ d) 7 8; melletti befogd 3,8 cm hosszu. Milyen hosszu az atfo-
' . goéhoz tartoz6 magassag?
N . . i
pilll [dny fokos az a hegyesszog, melynek tangense: AL Egy téglalap oldalai 46 mm és 79 mm hossztiak. Mek-
a) 0,33; c) 135 kora szoget zarnak be egymassal a téglalap atl6i?
b) 2,76; d) 85,3?
LR Egy derékszogl haromszog 26 cm-es befogéjan 32°-0s
LR Egy derékszogii haromszo ik h z0ge 72°-
: gY dCTeKsZOgU haromszog egylk NEgyesszoge /= 7-0s. sz0g nyugszik. Mekkora a haromszog koré irt koré-
A mellette fekvd befogdja 5,2 cm hosszu. nek sugara? Hanyszorosa a kér teriilete a hiromszog
a) Mekkora a masik befogdja? teriiletének?
b) Mekkora az atfogdja?
S LU A derékszogli haromszog atfogojahoz tartozé ma-
Rl Egy derélfsz?gu hér,(')mszog egyik hefg,yesszoge 27°-0s. gassaga 5 cm hosszu. A magassag az atfogobol egy
A szemkozti befogdja 34 mm hosszi. 12 centiméteres szakaszt vag le. Mekkorak a harom-
Milyen hosszt a masik befogo? szg oldalai és szogei?
7> Egyenes létrat timasztunk egy egyenes (fiiggéleges) A A 16 szara ha 5o alapi laph
D Yy gy €gy! ggoleg 18. z egyenl6 szard haromszog alapja 14 cm, az alaphoz
fahoz. A létra alja 48 cm-re van a fa aljatol, a létra tartozé magassag 12 cm hossza. Mekkorak a harom-
fels6 vége 208 cm magasan van. Mekkora szoget zar sz0g szogei? Mekkora a hdromszog teriilete?
be a létra a talajjal?
LG Egy hurtrapéz hosszabbik alapja 28 cm hosszi, a
C Egy kétagu létrat szétnyitunk és feldllitunk. Ekkor trapéz hegyesszogei 60°-osak, a szarak hossza 6 cm.
a legmagasabb pontja 185 cm magasan van. A létra két Mekkora a trapéz keriilete és teriilete?
szara 78 fokos szoget zar be a talajjal. Milyen hossztiak
alétra szdrai? PR Egy hurtrapéz alapjai 32, illetve 10 egység hosszuak,
~ a trapéz magassaga 5 egység hosszi. Mekkorak a tra-
CI  Hatdrozd meg a kovetkezd szogek szinuszat és koszi- o i . .
o ) péz szdgei? Mekkora a trapéz keriilete?
nuszat, harom tizedesjegyre kerekitve!
12°  38°% 82°% 73° o . P
PN Egy lejtds Gt hossza 246 méter, a vizszintessel alkotott
ELR  Hiny fokos az a hegyesszog, melynek szinusza: hajlasszoge 6,8°. Milyen magasra visz a lejt6?
a) 0,33; c) 0,811;
b) 0,76; d) 0,985? PP Egy kétag létra szdrainak hossza 2,3 méter. A biz-
tonsagos hasznalathoz legalabb 34°-ra kell nyitni
LEB  Hiny fokos az a hegyesszog, melynek koszinusza: a szarakat. Legalabb milyen tavol van ekkor a két 1ab
a) 0,122; c) 0,611; végpontja a talajon? Eléri-e a létrardl egy 170 cm ma-
b) 0,276; d) 0,885? gas ember a 3 méter magasan 1év6 villanykortét?
46 TRIGONOMETRIA



Egy rombusz alaku kert keriilete 200 méter, az atlok
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hosszanak aranya 3 : 4. Hany fokos szogben latja a
rovidebb atlot Balint gazda, ha a kert valamely csu-
csabol szemlélddik? Hany forintot kell a gazdanak
palantékra koltenie, ha négyzetméterenként 64 darab
palantat iltet el, és a palantdk darabja 140 forintba
keriil?

Az ABC haromszog A cstcsbdl huzott magassaga
36 cm hosszd. A magassag az @ szoget 10,5° és
52°-0s szogekre bontja. Mekkorak a haromszog olda-
lai és szogei?

Egy deltoid 4tl6i egyenld hosszuak, egyik atldja a ma-
sikat 3: 5 aranyban osztja. A deltoid teriilete 144 cm’.
Mekkora a deltoid keriilete?

Egy ablak mérete: 82 cm x 140 cm. Mekkora szoget
zarnak be az ablakra ragasztott, atlésan haladé egye-
nes ragasztoszalagcsikok egymassal?

Egy 16 cm sugaru korhoz egy kiils6 P pontbdl huzott
érint6k 48,5° nagysagu szoget zarnak be egymassal.
Mekkora tavolsagra van a P pont a kor kozéppontja-
tol, és mekkordk az érint6szakaszok?

Egy hegycstcsra egyenes ut vezet fel, ennek hossza
240 m és emelkedése 15° (15°-0s szoget zar be az ut a
vizszintessel). A hegy tetején all egy 32 m magas ki-
lat6. Mekkora szdgben latszik a kilato teteje a hegyre
vezet6 ut aljabol?

Mekkora szogben latszik a 3,6 cm sugara kor kozép-
pontjabol a kor 4,9 cm hosszu hurja?

Akadalymentesités miatt egy lépcsére rampat tervez-
nek. A 1épcs6k magassaga 22 cm, hosszuk 34 cm. A jar-
daszinttdl a bejaratig nyolc 1épcsd vezet. Milyen hosszu

legyen a rampa? Mekkora szoget zar be a jardaval?

Milyen messze van téliink az a 32 m magas épiilet,

amely 6,3 fokos emelkedési szogben latszik, ha a mé-
rést egy 1,5 m magas teodolitdllvannyal végezziik?

15. lecke | TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Egy 30 emeletes toronyhazbdl figyeljiik a talajon,

e

a haztdl 200 méterre allé szobrot. Mekkora depresszio-
szogben (lehajlasi szogben) latszik a szobor talapza-
tanak alja a hetedik, illetve huszonnyolcadik emeleti
ablakbdl, ha egy emelet magassaga 340 cm?

B’}

Egy toronyantennahoz olyan 230 m hossza egyenes

37

Y

ut vezet, melynek emelkedése 14°26". Az ut elejérél
az antenna csticsa 28°5” emelkedési szog alatt latszik.
Milyen magas az antenna?

Egy repiil allandé magassagban repiil egy autdpa-
lya egyenes szakasza felett, a palyaval parhuzamosan.
Az utat ativel6 feliiljaré 23°-os lehajlasi szogben lat-
szik. A repiil6 tovabbhalad a palyaval parhuzamosan
1250 m-t, és ekkor a feliiljar6 32°-os lehajlasi szogben
latszik. Készits abrat! Milyen magasan halad a repiil6?

Mekkora szoget zar be egymassal a kocka egy csticsa-
bdl kiindulo testatldja és lapatldja?

Egy hegy tetejét 26°-os emelkedési szog alatt lat-
juk. Ha 145 m-rel kozelebb megyiink, akkor 29°-os
emelkedési szogben latjuk. Milyen magas a hegy-

csucs?

Egy haztetd alakja szabalyos négyoldalu gula. Az
alapélei 12,3 m hossztiak, az oldalélei 9,8 m hosszuak.
a)
b)

Milyen magas a tet6?

Mekkora szoget zarnak be az oldalélek a vizszin-
tes sikkal?

c) Mekkora szoget zarnak be a tet6 oldallapjai a viz-
szintes sikkal?

d) Hany m’ cseréppel lehet befedni a tet6t?

a7



Egy haromszog két oldalhosszanak dsszege 15 cm, és
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e két oldallal szemkozti szogek nagysaga 49° és 73°.
Mekkorak a haromszog oldalai?

Egy haromszog két oldalhosszanak kiilonbsége 7 dm.
Az ezen oldalakkal szemkdzti szogek nagysaga 30° és
50°. Mekkorak a haromszog oldalai, és mekkora a ha-
romszog teriilete?

A tablazat egy-egy sora egy-egy haromszog adatait
tartalmazza a szokdsos jelolésekkel (az oldalak mér-
téke cm). Szamitsd ki a hianyzé adatokat!

a b c o B y

a) 6 9 62°

b) 37 22 30°
c) 14 250 43°

d 54 123 83°
e 6 8 13

Egy haromszog egyik szoge 94° nagysagu, a vele szem-
kozti oldal 25 cm hosszu. A hdaromszog egy masik olda-
lanak hossza 10 cm. Mekkora a hidnyzé oldal hossza és
a sz0gek nagysaga? Van-e a feladatnak tobb megoldasa?

Egy paralelogramma oldalainak hossza 10 cm és
16 cm, egyik szogének nagysiga 100°. Mekkordk
a paralelogramma 4tloi, és mekkora a tertilete?

Egy haromszog alaku kert egyik oldalanak hossza
50 méter, masik oldaldanak hossza 80 méter. Mek-
kora lehet a kert kertilete, ha ismert, hogy a tertilete
1000 m??

Egy haromszog keriilete 800 m, két szogének nagysa-
ga 30° és 50°. Mekkorak az oldalai?

Egy trapéz hosszabbik alapja 24 cm, az egyik szara
14 cm hosszt. Az ismert szar és a hosszabbik alap haj-
lasszoge 52 fokos, az alapon fekvé masik szog 65 fokos.
Mekkorak a trapéz ismeretlen szogei és oldalai?

Hatarozd meg annak az altalanos négyszognek az ol-
dalhosszait, melynek BD atldja 38 cm hosszu, és ez
az atlo a B-nél 1évo f szoget egy 49°-0s és egy 37°-0s
részre, a D-nél 1év6 & szoget pedig egy 51°-0s és egy
29°-o0s részre bontja ugy, hogy a 49°-os és az 51°-os
sz0g az atlé azonos oldalan van!

Szabdlyos 6tszog alakd, 24 cm oldalhosszisagu teritd-

50 >
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re — diszitésként — aranyhimzést készitiink. A himzést
az oldalak mentén és az atlok mentén helyezziik el.
Hény 6ran keresztiil késziil el a teljes munka, ha 10 cm
himzéshez atlagosan 30 perc munkaidé sziikséges?

24 cm

Egy haromszog két oldala 18 cm és 24 cm hosszu,
kozbezart szogiik 68 fokos. Milyen hosszi a 18 cm-es
oldalhoz tartozé sulyvonal?

Egy haromszog egyik oldala 20 cm hosszu, a masik
két oldal hosszanak kiilonbsége 4 cm. A 20 cm-es ol-
dallal szemben 1év6 szog nagysaga 120°. Mekkorak
a haromszog oldalai és szogei?

Egy kikotobol két hajo indul azonos idépontban.
Az egyik kelet felé halad 75 km

h
a masik pontosan délnyugati iranyba 69

sebességgel, mig

km

h
séggel. Milyen tavol lesznek egymastdl 80 perc mulva?

sebes-

A toronydra kismutatdjanak hossza 32 cm, nagymu-
tatdjanak hossza 46 cm. Milyen tavolsagban van az
ora két mutatdjanak végpontja egymastol

a) 3 orakor; b) fél 8-kor; ¢) 11 dra 20 perckor?

TRIGONOMETRIA



Egy trapéz két parhuzamos oldala 46 cm és 34 cm LN Egy korhoz egy kiilsé P pontb6l meghtizzuk az érin-
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hossza. Az egyik szar 52 cm-es. Ennek a nagyobbik
alappal bezart szoge 48 fokos. Hatarozd meg a trapéz
negyedik oldalat és a trapéz ismeretlen szogeit!

Mekkora szdget zar be egymassal a kocka két kiilon-
boz6 testatldja?

Igazold, hogy az r sugaru korbe irt szabalyos 12-sz6g
teriilete 3r°!

Egy haromszog alaku kertet szeretnénk felasni, mely-
nek oldalai 20, 48 és 60 méter hossztsagtiak. Tudjuk,
hogy 6t négyzetméter felasasa fél d6raba telik. Hany
oran keresztiil kell dolgoznunk a kert teljes felasasaval?

A paralelogramma 4tl6ja 16 cm hosszu. Ez az atlé a
paralelogramma egyik szogét 27 és 38 fokos szogekre
bontja. Mekkorak - egész szamra kerekitve — a para-
lelogramma szogei, oldalai, keriilete és teriilete?

(Erettségi feladat, 2006)
Az abran lathato AB vég-
pontu eserny6t falra akaszt-

25 cm A
/29
juk a koévetkezé modon: a
zsineg szdrai 120°-0s szoget
zarnak be egymassal, a zsi- !
neg teljes hossza 85 cm, és a
felfiiggesztési pontaz A vég-

ponttdl 25 cm-re van. K

a) Hany cm hosszu (egész szamban A
meérve) az eserny6?

Ugyanezt az eserny6t egy masik alka-
lommal ugy figgesztettiik fel, hogy a zsi-
neg szarai derékszoget zarjanak be.

b) Milyen tavolsagra van ekkor a derék-
sz0gl cstcs az esernyd A végpontja-
tol? (Az eredményt cm pontossaggal
adja meg!)

B

Egy kor sugara 8 cm hosszt. Hatdrozzuk meg annak
a hdrjanak a hosszat, melyhez tartozé kozépponti
sz0g nagysaga 84°! Mekkora a hur dltal a korvonalbdl
kimetszett fveknek a hossza?

Egy 41 egység sugart korbe berajzoltunk egy 18
egység hosszusagu hurt. Mekkora teriiletd részekre
bontja ez a hur a kér teriiletét?

15. lecke | TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY
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téket. A két érinté egymassal 54°-os szoget zar be.
Az érint6szakaszok hossza 7,4 cm. Mekkora a két
érint6 és az érintési pontok kozotti rovidebbik koriv
altal hatarolt sikidom teriilete?

Mekkora a 10 cm sugart korbe irt szabalyos 30-sz6g
kertiilete, tertilete? Hany szazalékkal kisebb ez a kor
keriileténél, illetve tertileténél?

Egy 6 cm sugaru korbe szabalyos 6tszoget rajzolunk.
a) Mekkora az 6tszog oldala?

b) Mekkora az 6tszog teriilete?

c) Mekkora a beirhat6 kor sugara?

A lejtore helyezett test mozgasanak vizsgalatdhoz gyak-
ran célszerd a test stlyat megado vektort két olyan vek-
tor Osszegeként eléallitani, amelyek egyike a lejt6vel
parhuzamos, a masik pedig a lejtére meréleges.

Hany newton nagysagu az F,, illetve F,, ha a test
70 newton sulyt, a lejté a vizszintes sikkal 28,5°-0s
szoget zar be?

Egy lejt6 hajlasszoge 42 fokos. A lejtére helyeziink
egy 89 N stilyt testet. Bontsd fel a stlyerdt lejtéiranyt
és lejtére merdleges Osszetevokre (azaz a 89 N nagy-
sagu, fiiggéleges vektort bontsd fel két olyan vektor
Osszegére, melyek koziil egyik parhuzamos a lejt6vel,
masik mer6leges rd)!

a) Készits abrat!

b) Mekkora a sulyerd két dsszetevéije?

Melyik allitas igaz, melyik hamis?

a) Ha a hegyesszog, akkor sin o = sin (180° — @).
b) Ha o tompaszog, akkor sin @ = sin (180° — ).
¢) Haa + B =180°, akkor sin @ = sin /5.

d) Haa + S =180°, akkor sin @ + sin 5 = 0.

e) Ha a tompaszog, akkor 0 < sina < 1.



Jelszavak

BEVEZETO

Nemcsak a lakasok, a széfek, de a szamitogépek és az in-

ternet vilaganak szamos teriilete is megkoveteli jelszavak

készitését. A sok jelszo miatt olykor bajba is keriilhetiink,

mert elfelejthetjitk 6ket. Bendi az egyik szamitogépes do-

kumentumat egy haromkarakteres jelszoval védte le. A jel-

szot elfelejtette, de arra pontosan emlékszik, hogy a jelsz6 a

{B;

e; m; 1; 7} karakterekbdl épiil fol. Hany kilonboz6 jelszo

létezik, ha

tudja, hogy harom kiilonboz6 karaktert hasznalt a jel-
sz6 elkészitéséhez?

nem tudja, hogy a harom karakter kozott voltak-e egy-
formak?

Megoldds

a)

Az esetek Osszeszamlalasat jol szemléltethetjiik, ha a
jelszo elemeinek egy-egy ,rekeszt” feleltetiink meg.
Hivhatjuk ezeket talcaknak, fiokoknak, celldknak, he-
lyeknek is, az a fontos, hogy rogzitett sorrendjiik van.
Az els6 ,rekesz” tartalmat (vagyis az elsé karaktert)
5-féleképpen valaszthatjuk ki. Barmit valasztottunk az

FELADAT

Hajni a {H; a; j; n; i; 1; 9} halmaz elemeibdl 4 karak-
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teres jelszavakat készit. Hanyféle jelszot gyarthat, ha
a) a4 karakter kozott nincs két egyforma?
b) a4 karakter kozott lehetnek egyformak is?

Csilla mas modszert valasztott: minden jelszava 10
karakter hosszu, és a karakterek a {C; a} halmaz ele-
mei kozil kertilnek ki. Hany kiilonboz6 jelszot ké-
szithet Csilla?

Egy teszt 6 kérdésbol all. Minden kérdésnél az A, B, C

és D betiik koziil kell egyet bekarikazni. Hany kiilon-

boz6 kitoltése van a tesztnek,

a) ha minden kérdésre bekarikdzzuk valamelyik va-
laszt?

b) ha az is lehet, hogy valamelyik (vagy akar az sz-
szes) kérdésre nem karikdzunk be semmit?

b)

elsd rekeszbe, a masodikba mar csak 4-féle elem keriil-
het, hiszen azt nem valaszthatjuk, ami az els6 rekeszben
van. Barmit valasztottunk az elsé két helyre, a harma-
dik rekeszbe hasonlé okokbol mar csak 3-féle elem ke-
riilhet.
o S5-féle ¢
1. karakter

2 4—féle [y
2. karakter

? 3-fé1€ [y
3. karakter

Az els6 karakter minden lehetséges valasztdsahoz 4-féle
masodik karakter tarsulhat. Mivel 5-féle elsé karakter
lehet, ez igy mar 5 - 4 eset. De minden ilyen esethez,
azaz minden rogzitett elsé és masodik karakterhez
Ujabb 3-féle harmadik karakter tarsulhat, igy a lehetsé-
ges jelszavak szama Osszesen 5 - 4 - 3 = 60.
Most a masodik és a harmadik karakter is 5-féle lehet,
barmit valasztottunk eldtte. A ,rekeszekkel” szemlél-
tetve:
o 5-féle ¢
1. karakter

2 5-fé1€ [y
2. karakter

? S—féle [y
3. karakter

Osszesen 5 - 5 - 5 = 125 ilyen jelszo 1étezik.

Egy tizemi étteremben 4-féle féétel és 3-féle desz-

o
Y

szert koziil lehet valasztani. Hanyféle leves szerepel
a kinalatban, ha egy 3 fogasos ebédre a lehet6ségek
szama tobb mint 50 és kevesebb mint 80?

Egy informatikai cégnek az dbra szerinti logoét
tervezik. A logén lévé 3 tartomany mindegyikét
a piros, sarga, kék, zold, narancssarga és lila szinek
valamelyikével szinezik ki.

a) Hanyféle szinezése lehet
a logonak, ha mind-

egyik tartomany mas
szind?
b) Hany szinezés koziil
valaszthatunk, ha a két

nyil akar egyforma szi-

nt is lehet?

KOMBINATORIKA, GRAFOK



Az el6z6 példakban n darab kiilonboz6 elembdl valasztottunk valahdnyat gy, hogy fontos volt a kivalasztas sorrendje.
Ekkor a lehet6ségek szama

ha az elemek ismétl6dhetnek:
v'7(1’l—1)v'7(}’1—2)v... i n $ 7 h $F 1 n § -

ha minden elemet legfeljebb egyszer valaszthatunk:
? n

1. Mit jelent az, hogy szamit a kivélasztas sorrendje?
Azt, hogy a kivalasztott elemek valamilyen szempontbol kiil6nb6z6 ,,szerepbe” keriilnek. Példaul:
- sorrendjiik van (jelszd, sorban allas, tobbjegyti szamot alkotunk, teszt kitoltése);
- mias feladatra vélasztjuk ki azokat, mashova kertilnek;
- kiilonbo6z6 dolgokkal parositjuk ket (kiillonboz6 nyeremények, tancpartnerek);
- érdemes egy alkalmas sorrendben végrehajtani dontéseket.
2. Sok feladatban alkalmazhato ez az 6sszeszdamlaldsi mdodszer (,,rekeszekkel’, ,tdlcakkal”) azzal a kiegészitéssel, hogy van
valamilyen megkotés. Hogy milyen szdmot irjunk az egyes helyekre, azt a konkrét feladat donti el. Példaul:
- ha szamot készitiink, akkor az elsé szamjegy nem lehet 0;
- kikothetik, hogy valamelyik helyre konkrétan melyik elem keriil, vagy két elemnek egymas mellé kell keriilnie;

- megtehetjiik, hogy nem az els6 helyen all6 ,,rekeszt” toltjiik ki el8szor.

FELADAT

Melyik feladathoz melyik szdamolds tartozik? Péaro-

sitsd a feladat bettijelét az abra bettjelével! Az egyik

feladatnak nincs parja — készitsd el a hianyzo abrat!

a) Hany négyjegyt szdm van?

Haény olyan négyjegyti szam van, amelyben

b) minden szamjegy kiil6nb6z6?

c) a szamjegyek ismétlédhetnek, és a harmadik
szamjegy a nyolcas?

d) minden szamjegy kiilonb6z6, és a harmadik
szamjegy a négyes?

e) aszamjegyek ismétlddhetnek, és minden szam-
jegy paros?

HAZI FELADAT
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A budapesti telefonszamok hétjegytiek és nem kez-
dddhetnek 0-val. Hany ilyen telefonszam létezhet?

A 26 bettibdl allé6 angol abécé bettiibdl (nincsenek
hosszt maganhangzok, sem kett6s betiik) hany jelszo
készithetd, ha a jelszo6 6 karakter hosszusagu,

a) és a karakterek kozott nincs ismétlodés?

b) és a karakterek kozott lehet ismétl6dés?

Hany olyan négyjegyt szam van, amelynek minden
szamjegye kiilonb6zo, és nem szerepel benne a hetes
szamjegy?

16. lecke | JELSZAVAK

f) minden szamjegy kiilonb6z6, és minden szam-
jegy paros?

A 19 ¢ 1% ¢ 85275

B 98 ¢78 g9 1 ¢ 75

C 29 ¢910¢- §:210 ¢

~
—

D 94 ¢ 74 ¢ 73 ¢22c5

E 99 §7910¢:9210 ¢-9 10 ¢

~

5 darab kiilonb6z6 sportszert sorsolunk ki 20 ta-

nulé kozoétt. Hany kilonboz6 eredménye lehet a

sorsolasnak, ha

a) egy tanulo legfeljebb egy sportszert kaphat;

b) egy tanul6 tobb sportszert is kaphat (akdr mind
az 5-0t);

c) Konrad egy darab sportszert kap, a tobbiek pe-
dig legfeljebb egy sportszert kaphatnak?

51
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BEVEZETO

Ezt a szorzatot igy jeloljiik: n! (kiolvasva: n faktorialis).

A faktorialist technikai okokbdl 0-ra is értelmezziik: 0! = 1.

. Sorba rendezés megkdtésekkel

A cirkuszban 5 vadallat vonul szorosan egymas utan: egy b) Ha az oroszlan kozvetleniil a tigris utan all a sorban, ak-

tigris, egy oroszlan, egy parduc, egy leopard és egy elefant. kor kettéjliket tekinthetjiik egy ,,objektumnak”. Rajtuk
kiviill még 3 ,,objektum” van, tehat sszesen 4 ,,objektu-
mot” kell sorba rendezni. Ezt4 - 3 - 2. 1 = 24 médon
tehetjitk meg (4 - 3- 2- 1 = 4!). A sorban az oroszlan
lehet kozvetlentl a tigris el6tt is, ez ugyancsak 4! = 24
lehet8ség. Osszesen tehat 2 - 4! = 48 olyan sorrendben
vonulhat az 5 allat, amelyben a tigris és az oroszlan koz-
vetleniil egymas utan allnak.

c) Ha az 0sszes lehetséges sorrendbdl levonjuk azoknak a
sorrendeknek a szamat, amelyekben a tigris és az orosz-
lan kozvetlentl egymas utan kovetkezik, akkor meg-
kapjuk azoknak a sorrendeknek a szamat, amelyekben

Hény kiilénb6z6 sorrendben vonulhat az 5 vadallat? ez nem teljesiil. A megfelel6 sorrendek szdma tehat:
Hény olyan sorrend van, amelyben a tigris és az orosz- 5/!—2-41=120— 48 = 72.
lan kozvetleniil egymas utén kovetkezik a sorban? d) Az ot allat 120-féle sorrendben haladhat egymas mo-
Hény olyan sorrend van, amelyben a tigris és az orosz- gott. A T-O-P-L-E sor azonban ezuttal ugyanaz, mint
lan nem egymas utdn kovetkezik a sorban? az O-P-L-E-T; a P-L-E-T-O; az L-E-T-O-P; valamint az
Hany kiilonb6z6 sorrendben vonulhatnak fel, ha kor- E-T-O-P-L sorrend. Hasonléan beldthat6, hogy min-
bevonulnak, és semelyikiiket nem tekintjiik ,,elsének™? den esetnek tovabbi négy, attdl lényegében nem kii-
16nboz6 valtozata van. Eszerint a 120 esetben minden
Megoldds esetet OtszOr is megszamoltunk. Az egymast6l nem kii-
a) AKkilonbozd sorrendek szdma 5-4-3-2-1 = 5! =120. 16nboz6 esetek szama tehat 120 : 5 = 24.
1. Sorba rendezés
Ha sorba rendeziink n darab kiilonb6z6 elemet, akkor a lehetséges sorrendek szaman-(n—1)-...- 1.

Vannak olyan feladatok, amikor az n kiilonb6z6 elem nem minden sorba rendezése megfelel. Néhany ilyen esetet — és

a megoldast segit otletet — sorol fel az alabbi tablazat.

»
»
»

Ha néhany elem helye meg van

hatdrozva:
Ha két elemnek egymas mellé kell

lyekre.

kertilnie:
Ha két elem nem keriilhet egymas
mellé:

Ezeket rogrzitjiik, és a tobbi elemet sorba rendezzitk a megmaradt he-

Ezeket egy elemnek tekintjiik. Sorba rendezziik az eggyel kevesebb ele-
met, majd figyelembe kell venni, hogy a két elem sorrendje kétféle lehet.
Az Osszes eset szamabol vonjuk ki azon esetek szamat, amikor a kérdé-

ses elemek egymas mellé keriilnek.

KOMBINATORIKA, GRAFOK
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(Erettségi feladat, 2015)

Az ottusa lovaglasszamaban, egy akadalypalyan ti-
zenkét kiilonboz6 akadalyt kell a versenyzének atug-
ratnia. Egy akadaly a nehézsége alapjan harom cso-
portba sorolhaté: A, Bvagy C tipust. Adém a verseny
el6tti bemelegitéskor eldszor az 6t darab A, majd a
négy darab B, végiil a harom darab C tipusu akada-
lyon ugrat at, mindegyiken pontosan egyszer. Beme-
legitéskor az egyes akadalytipusokon beliil a sorrend
szabadon megvalaszthat6. Szamitsd ki, hogy a beme-
legités sordn hanyféle sorrendben ugrathatja at Adém
a tizenkét akadalyt!

Testnevelésoran 10 tanuld il egy tornapadon.

a) Hanyféle sorrendben lehetséges ez?

b) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Csilla és Panni
egymas mellett akarnak tilni?

c) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Zoli és Gabor
nem akarnak egymas mellett éilni?

d) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Csilla és Pan-
ni egymas mellett akarnak iilni, de Zoli és Gabor
nem szeretnének egymads mellé keriilni?

Angoléra utdn 12 tanuld egyesével kimegy a terem-

bél.

a) Hanyféleképpen lehetséges ez?

b) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Csilla és Panni
szeretne lenni a ,,két utolsd™?

HAZI FELADAT
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a) A tornateremben 9 tanuld all egy sorban. Hany
kiilonboz6 médon lehetséges ez?

b) A 9 tanul6 ugy all sorba, hogy Andras a sor bal
szélén, Bence pedig a sor jobb szélén van. Hany
kiilonboz6 médon lehetséges ez?

(Erettségi feladat nyomdn, 2005)

Anna, Béla, Cili és Dénes szinhdzba megy. Jegyiik

a bal oldal 10. sor 1., 2., 3., 4. helyére szol.

a) Hanyféle sorrendben tudnak letilni a négy helyre?

b) Hanyféleképpen tudnak leiilni a négy helyre tgy,
hogy Anna és Béla egymas mellé keriiljenek?

c) Hanyféleképpen tudnak letilni a négy helyre ugy,
hogy Anna és Béla nem egymas mellett tilnek?

17. lecke | SORBA RENDEZES
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c) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Zoli, Gabor
és Peti szeretne lenni az ,,elsé harom”?

Harom fia és harom lany tgy tilnek le egymas mel-
1é a néz6téren, hogy az els6 helyre lany til, a maso-
dikra fit5, a harmadikra lany tl, a negyedikre fig, az
otodikre megint lany, a hatodikra pedig fia. Hany
kiilonb6z6 médon tehetik ezt meg?

Tiz kartyara felirtuk a szimjegyeket: mindegyik kar-

tydra egyet, mindegyik kartyara mas szamjegyet.

a) Hany killonb6z6 médon rakhatjuk sorba a tiz
szamjegykartyat?

b) Az a)-beli sorrendek kozott hany olyan van,
amelyikben a szdmjegyek csokkend sorrend-
ben kovetik egymast?

c) Hany olyan van az a)-beli sorrendek kozott,
amelyik tizjegy( szamot hatdroz meg?

d) Hany olyan van a c)-beli tizjegyt szamok ko-
z0tt, amelyik oszthatd 10-zel?

e) Hany olyan van a c)-beli tizjegyti szamok ko-
z0tt, amelyik oszthaté 3-mal?

Egy tanciskolaban 7 fit és 7 lany vesz részt az egyik
proban. Hanyféleképpen alkothatnak 7 tancold
part? (Minden lany fiaval tancol, és két esetet kii-
16nbozének tekintiink, ha van olyan résztvevo, aki-
nek mds a parja.)

Egy kiilvarosi gyorsvasuthalozatnak 35 allomasa

van. A fizetend6 viteldij attol fiigg, hogy melyik két

allomas kozott utazunk, ezért a vonaljegyekre ra-

nyomtatjak a kiindulo- és a célallomast is.

a) Hanyféle jegy létezik ebben a gyorsvasuthalé-
zatban?

b) Legfeljebb hany kiillonb6z6 4ru jegy lehetséges?
(A kiindulé- és a célallomads sorrendjétél nem
fiigg a fizetend6 djij.)

Szamitsd ki a szamoldogépeddel!

: 11! 19!
a) o ) it el 20!
11! 10! )
O se Do ) &Y
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Hany 4 elemt részhalmazavana H={a, b, ¢, d, e, f, & h, i}

halmaznak?

Megoldds
H-nak 9 eleme van. Hanyféleképpen valaszthatjuk ki ezek
koziil sorban a 4 elemet?

2 ¢ 8 s 7 g 6 ¢
2. hely 3. hely 4. hely

1. hely

Az n elemi halmaz k elemii részhalmazainak szama

Alehetdségek szama9 - 8 - 7 - 6. Egy halmaz (részhalmaz) ese-
tében azonban nem szamit az elemek kivalasztasanak sorrend-
je. Az imént megadott lehet6ségek kozott szerepel az 1-3-2-4
ésa4-2-3-1 eset is. Emiatt egy részhalmazt tobbszor is szamol-
tunk. Az {1; 2; 3; 4} részhalmazt példdul annyiszor szamoltuk,
ahanyféleképpen sorba tudjuk rendezni ezt a 4 szdmot, azaz
4! = 24-szer. Mivel minden részhalmazt 4! = 24-szer szamol-

9:8.7:6 _ 6.

tunk, a 4 elemi részhalmazok szdma 4l

Az n elem@ halmaz k elemi részhalmazainak a szamat (n és k pozitiv egész szamok, n = k) megkapjuk, ha:

- a halmaz elemei koziil kivalasztunk egy els6, egy masodik, ..
.., a k-adikat n—(k—1)=n—k+1 elem kozil vélasztjuk, ezért ezt megtehetjilk

a harmadikat n — 2,

n-m—1)-(n—2)-...-(n—k+ 1)-féleképpen;

., egy k-adik elemet. Az els6t n, a masodikat n — 1,

2 n ¢ 9 (n—l) ¢ 9 (1’1—2) ¢ z(n—k-i-l)y
1. hely 2. hely 3. hely k-adik hely

- majd ezt a szorzatot elosztjuk azoknak a lehetdségeknek a szamaval, ahanyféleképpen sorba rendezhetjiik a kivélasztott

k elemet, vagyis a k!-sal.
Példdul:

Egy 10 elemii halmaz 3 elemi részhalmazainak szama

Erre kiilon szimbdlumot vezetiink be.

10 elemd halmaz 3 elemd részhalmazainak szdma:

12 elem( halmaz 4 elemi részhalmazainak szama:

Altaldnosan:
n elem( halmaz k elem részhalmazainak szdma:

10-9-8
3 .

jele: igy olvassuk:
9. 10
1039' 8 <3) 10 alatta 3
.11-10- 12
2 () s
(Z) nalattak.
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Az {A; n; d; 0; r} halmaznak hany olyan részhalmaza
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van, amely
a) 1 elemd; b) 2 elemd; ¢) 3 elemi; d) 4 elemii?

Hany 3 elemt részhalmaza van a B halmaznak, ha B
elemeinek szama
a) 3; b) 4; c) 5; d) 67

A roplabdabajnoksagra hat csapat nevezett. Minden
csapat minden csapattal pontosan egy meccset jat-
szik. Hany mérkézésre keriil sor?

A nagysziil6k egyhetes kempingezésre hivtak meg 9

unokdjukat. Azt kérték, hogy koziiliik harman joj-

jenek két nappal korabban, hogy a bevasarlasban,

csomagolasban, a taborhely el6készitésében segitse-

nek.

a) Hanyféleképpen vélaszthat6 ki ez a 3 unoka, ha
mindegyikiik mas feladatban segédkezik?

b) Hanyféleképpen vélaszthat6 ki a 9 unoka koziil az
a 3, aki a kempingben els6 este megf6zi a vacsora-
nak szant paprikas krumplit?

Apa a képen lathat6 6t
lapot tartja a kezében,
Csilla egyszerre kett6t
kihtz a lapok kozil
Hanyféle lehet a kihu-
zott két lap, ha a lapok

sorrendje nem szamit?

HAZI FELADAT
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a) Egy targyalds megkezdése el6tt a hét résztvevo
mindegyike kezet fogott mindenkivel. Osszesen
hény kézfogas tortént?

b) Hény Osszekotd szakasz (atlé vagy oldal) rajzol-
hat6 egy konvex hétszog csticsai kozé?

Egy 25 f6s osztaly 3 tagbdl all6 kiildottséget szeretne

kijelolni egy vetélked6re. Hanyféleképpen tehetik ezt

meg, ha

a) az egyik kiildott az irodalom-, a masik a torténe-
lem-, a harmadik pedig a foldrajzvetélked6n in-
dul;

b) mindhdrman a matematikavetélked6n indulnak?

Egy 12 fos tarsasag érkezik egy lifthez, amelyben

~
'Y

egyszerre csak 4 személy utazhat.

a) Hanyféle lehet az els6 utazé négyes?

b) Ha mar felment az elsd 4 ember, akkor a tobbi-
ek kozul hanyféleképpen vélaszthatjak ki, hogy
ki utazzon a masodik menetben?

c¢) Ha mar a masodik menet is elment, akkor
hanyféleképpen vélaszthatjak ki, hogy kik utaz-
nak a harmadik menetben?

d) Hanyféleképpen utazhat az emeletre a 12 f8s
tarsasag 3 menetben?

Két nyereményt sorsolnak ki egy parti 90 résztve-
véje kozott. Hanyféle lehet a sorsolds végeredmé-
nye, ha

a) két ugyanolyan nyeremény van, és mindenki
legfeljebb csak egy nyereményt nyerhet?

b) két kiillonb6z6 nyeremény van, és mindenki
csak egyet nyerhet?

c) két kiilonb6zé nyeremény van, és akar ugyan-
az a résztvevd is megnyerheti mindkét nyere-
ményt?

d) kétugyanolyan nyeremény van, és akar egy em-
ber is nyerheti mindkett6t?

Egy 8 elemt halmaznak hany olyan részhalmaza
van, amely legfeljebb 3 elemii?

A lyukasztoval miikodé buszjegy- SEY s
rendszerben a jegyet az utasok
a buszon 1év6 lyukasztogépbe he-
lyezték, amely néhany szam helyén Tl

kilyukasztotta a jegyet. A jegyen

9 szam szerepel.

a) Hany olyan lyukasztas van, amely soran 3 lyu-
kat vag a gép?

b) Hany olyan lyukasztas van, amely soran 4 lyu-
kat vag a gép?

18. lecke | AMIKOR NEM SZAMIT A KIVALASZTAS SORRENDJE
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Binomialis egyiitihatok

BEVEZETO

Anita salat kot ajandékba. Tudja, hogy sima és forditott szemek valtogatasaval
sokféle mintét kialakithat. Hétszemenként ismétl6d6é mintét vélaszt. Ugy dént, \ N m I II " " I |

hogy ezek kozill 3 sima, 4 pedig forditott lesz.
Hanyféle minta koziil valaszthat?

Megoldds

Anita 7 kis rekeszt rajzol, s elképzeli, melyik haromban lesznek a sima szemek:
XXIXE [ T[] IxEIxIX] [ ] ]
I} X[ T 1 I Ix] ] ] ]

Igy gondolkodik:

- Ez ugyanolyan, mint amikor kalapbdl huzunk ki neveket, csakhogy most nem a nevek vannak a kalapban, hanem a reke-
szek sorszama, és azt kell ezek koziil ,,kihtzni”, hogy hova tegyiink sima szemet. Az a kérdés, hdnyféleképpen vilaszthatunk

.6- 7
ki a 7 hely koziil 3-at, ahovd a sima szemet kell kotni. Ez pedig 7 ; > (3) = 35-féle lehet.

1. Ha n darab kiilonb6z6 elem koziil kivélasztunk k darabot (1, k € N*, n = k) ugy, hogy
- minden elemet legfeljebb egyszer valaszthatunk,
- nem szamit a kivélasztas sorrendje,

akkor a lehetdségek szama (Z)

Megjegyzés

Mit jelent az, hogy nem szamit a kivalasztds sorrendje?

Az el6fordulhat, hogy az elemeknek van sorszama vagy valamiféle sorrendje (pl. néz6téri helyek). A kivalasztast

ugyanakkor legtobbszor ugy végezziik, hogy egyesével kijeloliink ezek koziil néhanyat, példaul ramutatunk sorban

néhanyra, vagy megjel6liink néhanyat. Nem szamit, hogy a kivalasztds sordan milyen sorrendben jeloljiik ki az eleme-

ket. Ugyanazt az esetet kapjuk, ha példaul el6szor vélasztjuk A-t és utana B-t, mint amikor elészor valasztjuk B-t és

masodszor A-t. Ilyen helyzetek példaul:

— részhalmazt valasztunk ki;

- két elemet valasztunk ki, és az elemek kozétti kapcsolatban nincs jelentdsége a sorrendnek (pl. kézfogas, szakasz
végpontjai, két szam, amiknek csak az 6sszege érdekes);

- akivélasztott elemek ugyanolyan ,,szerepbe” kertilnek.

2. Kétféle elem sorba rendezése
Példaul:
Kétféle elemiink van, 3 darab egyforma piros és 5 darab egyforma sarga, és sorba rendezziik ezeket. Hanyféle sorrend
lehetséges? Minden eset egy 8 hely hossztisagu sorozat, amelyben 3 helyen piros elem all, a tobbi helyen sarga. Hany-
féleképpen valaszthatjuk ki azokat a helyeket, ahovd piros elemet rakunk?
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2 ) ? § ) 2 § )
1. 4. 5. 7. 8.

A 8 helybdl kivalasztunk 3 helyet. A helyeknek ugyan van sorszdma, az azonban nem szamit, hogy hanyadikként va-

lasztunk ki egy helyet. A 3-2-6 helyek kivalasztasa ugyanazt eredményezi, mintha 6-2-3 sorrendben vélasztottuk volna

8
ugyanezeket a helyeket. A kivalasztas sorrendje nem szamit, a lehetdségek szama tehat < 3> = 56.

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a 8 hely koziil azt az 5 helyet valasztjuk ki, ahovd a sarga elemeket rakjuk.

8 8 8
Ez <5> = 56. Azt kaptuk tehat, hogy (3> = (5>

FELADAT

Kamillanak az idén 11 tantargya van az iskolaban.

A hétféi napon 6 tantargybol van egy-egy oraja.

a) Hanyféleképpen valaszthato ki a 6 tantargy?

b) Hany kiilonb6z6 érarendje lehetne Kamillanak
hétfén?

‘Y

Melyiket szamolhatjuk 7-6-ként, és melyiket

\_76
2 2
feleld celldba!

A 7 ember koziil mindenki mindenkivel kezet

-ként? Ird a feladatok bettijelét a meg-

fog. Hany kézfogas torténik?

7 ember koziill mindenki mindenkinek kiild
egy SMS-t. Osszesen hany tizenetet kiildenek?
7 kosarlabdacsapat kozott minden csapat min-
den csapattal pontosan egy meccset jatszik.

Héany mérkézésre kertil sor?

1. Binomialis egyiitthatok

Az <Z> kifejezéseket (k, n € N, n = k) binomidlis egytitthatoknak nevezziik. Az (

- egy n elemi halmaznak hany darab k elemt részhalmaza van,

Felvesziink egy korvonalon 7 kiil6nb6z6 pon-
tot, és mindegyiket 6sszekotjiilk mindegyikkel.
Hany szakaszt rajzolunk?

7 ember koziil valasztunk egy titkart és egy
jegyz6t. Hanyféleképpen tehetjitk meg?

7 kiilonbozo kartyalap koziil osztanak nekiink
kett6t. Hanyféleképpen alakulhat, hogy melyik
két lapot kapjuk?

Egy orszag 7 szigetbdl all. Egyik reggel minden
szigetr6l minden masik szigetre indul egy hajo.
Hany haj6 indul aznap reggel a szigetek kozott?

n

k) megadja:

- hanyféleképpen valaszthatunk ki » kiillonb6z6 elem koziil k darabot, ha nem szamit a kivélasztas sorrendje.

Az (Z) értelmezhetd akkor is, ha k =0, illetve ha n = 0.

<(5)) Egy 6telemii halmaznak hany 0 elem részhalmaza van?
<g) Egy n elemt halmaznak hany 0 elemt részhalmaza van?
(8) Egy 0 elemt halmaznak hany 0 elem{ részhalmaza van?
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2. Binomialis egyiitthatok szamitasa zsebszamologéppel

Sok zsebszamoldgépen kiilon funkcié van az (Z

) kiszamitdsara, az nCr funkcio.

11
Példaul ( 6) igy szamolhat6: 11 'nCr 6.

3. Binomialis egyiitthatok egy kicsit masként

6!
tényez6ként, mert akkor felirhatjuk a szamlalot 11! alakban. Ehhez 5 -4 - 3 - 2 - 1 = 5!-sal kell béviteniink.
(11)= 11-10.9-8-7-6 _11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 _ 11!

11 .10-9-8-7-
Boévitsiik a ( 6 > =11:10:9-8:7:6 g5ptet ugy, hogy a szamlaléban 11-t6] 1-ig minden természetes szam megjelenjen

6 6! 6'-5-4-3-2-1 ~ 615!
N . . , A n!
Altaldnosan is felirhato: ( k) = bl

11 11
4. Milyen kapcsolat van < 6 ) és ( 5 ) kozott?
Ha 11 gyerek koziil kivélasztunk 6 gyereket, aki kimegy a terembél, ezt gy is megtehetjiik, hogy kivélasztjuk azt az

11 11
5-0t, aki bent marad a teremben. Ezért ( 6 ) és ( 5 ) egyenld.

Altalanosan is felirhato: (n) = ( " )
k n—k

FELADAT

R a) Széamitsd ki, hogy egy 7 elemti halmaznak hany a) A 32 lapos magyar kartyabol 3 lapot osztanak

0 elemd, hany 1 elemd, hany 2 elemt, hany
3 elemd, hany 4 elemt, hany 5 elemd, hany
6 elem és hany 7 elemt részhalmaza van!

7\ 7\ 7\ 7\ _ s

0 1) 2] 3/

7\ 7\ 7\ 7\

7] 6/ 5/ 4]

b) Igaz-e, hogy egymas alatt egyenlé szamok van-
nak? Miért?

c) Osszesen hény részhalmaza van egy 7 elemi
halmaznak?

Y

nekiink. Hanyféleképpen alakulhat ez a kezd6
3 lap?

b) Orémmel latjuk, hogy remek lapunk van: piros
asz, piros felsé és makk kiraly. A maradék pak-
libol ujabb két lapot huzunk. Hanyféle lehet ez
a tovabbi két lap?

Hany 4 jegyu pozitiv egész szam irhato fel a kovet-

kezd szamjegyek felhaszndldsaval:

a) 5db egyes és 1 db kettes;

b) 4 db egyes és 2 db kettes;

c) 3 db egyes és 3 db kettes;

d) 2 db egyes és 4 db kettes?
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(Kompetenciamérés alapjan, 2011)

A kovetkezd tablazat azt mutatja, hogy egy adott
napon az egyes orakban hany latogat6 érkezett
a Foldrajzi Muzeumba, és hany litogatd tavozott
onnan. A muzeum 10 drakor nyitott, és ezen a na-
pon 15:30-kor zart, ezért 15 6ra utdn mar nem en-
gedtek be Uj latogatot.

Egy riporter révid riportot készitett a muzeum
néhdny latogatdjaval. A riport még szerkesztésre
keriilt, ezért a készitésekor nem szamitott, hogy
a riporter milyen sorrendben szélitotta meg a la-
togatokat. Hanyféleképpen valaszthatta ki a riport-
alanyokat, ha

a) 3 embert valasztott ki azok koziil, akik 14 dra-

kor a muzeumban tartézkodtak;

Ora Erkez6k szdma  Tévozok szdma b) 4 embert kérdezett meg azok koziil, akik az
10.00-11.00 22 2 utolsd fél raban vagy zaraskor hagytak el a mu-
11.01-12.00 30 10 zeumot?
12.01-13.00 35 45
13.01-14.00 40 36
14.01-15.00 37 43

HAZ| FELADAT

1>

p W N
Y Y 'Y

Kamillanak kedden a 11 tanult tantargy koziil csak 5 tantargybdl van egy-egy drdja.

a) Az 5 keddi tantargy vagy a kimarad¢ 6 tantargy kivalasztasara van tobb lehet6ség? Miért?
b) Tobb vagy kevesebb keddi 6rarendet lehet késziteni az 5 kivalasztott tantargybdl, mint a hétféi 6-bol? Hanyat?

Csilla karkotoket készit gyongyokbdl. 15 szinbél vannak gyongyei, mind a 15 szinbdl nagyon sok. Hajninak

4 szintd karkotot készit. Hany kiillonb6z6 moédon valaszthatja ki a 15 szinb6l a 4-et?

Csilla lila és sarga gyongyoket valasztott a karkotéhoz. A karkoté minden sora 6 lila és 3 sarga gyongybdl all.

Hanyféle sort allithat 6ssze Csilla 6 lila és 3 sarga gyongybol?

(Kompetenciamérés alapjan, 2014)

Gerg6ék osztalyaban testnevelésoran a medicinlabda-hajitast mérték. A dobott tavolsagot 10 cm-es pontossaggal

meérték le. A kovetkez6 oszlopdiagram az elért eredményeket mutatja.

A

7
6
5
4
3

el
=%}

0-1,0 1,1-2,0 2,1-3,0 3,1-4,0 4,1-5,0 5,1-6,0 6,1-7,0 7,1-8,0 8,1-9,0 9,1-10,0
Tavolsag (m)

Hanyféleképpen valaszthatunk ki a medicinlabdak elpakolasahoz
a) 3 olyan tanulét, akik tobb mint 5 métert dobtak?
b) 4 olyan tanuldt, akik kevesebb mint 6,1 métert dobtak?
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BEVEZETO

Mekkora valészintiséggel lesz Bencének egyetlen kitoltott lottoszelvénnyel telitalalata az 6tos

lotton?

Az 6t6s lottén 90 szambol kell megjeldlni 5-6t. Nem szamit az, hogy melyik szamot jeldltitk

meg eldszor, melyiket masodszor, csak az, hogy melyik a megjeldlt 5 szam. Vagyis a kivalasz-
90

tas sorrendje nem szamit. A 90 szam koziil az 5 nyerd szamra ( 5 )—féleképpen lehet tippelni.

90
Mivel 5] = 43 949 268, ezért ha egy szelvénnyel jatszik Bence, akkor annak a valdszini-

sége, hogy telitalalata lesz, koriilbeliil 1 : 44 000 000, vagyis koriilbeliil 0,000 000 023. Még hét
tizedesjegyre kerekitve is éppen annyi a valdszintisége, hogy egy szelvénnyel telitalalatot ér el,

mintha egyaltalan nem t6lt ki szelvényt.

FELADAT

Ha Bence a hatos lottdval probélkozna, akkor mek-

kora esélye lenne a telitallatra, feltéve, hogy egy szel-
vénnyel jatszik? A hatos lottéban 45 szam kozil 6-ra
kell tippelni.

Hanyféle szabalyosan kitoltott 3 talalatos lottoszelvény 1é-
tezik az 6t0s lotton egy adott héten?

Megoldds

Egy lottdszelvény akkor 3 taldlatos, ha 3 szamot eltalaltunk,
és ugyanekkor 2 szamot nem talaltunk el. Ez ugy lehetséges,
hogy az 5 kihuizott szambol jeloltiink meg 3-at, ezt megtehet-

FELADAT

A didknapi vetélkedd zstirijébe 6 személyt kell kivalasztanunk 5 tandr és 8 diak koziil. Hanyféle kiillonb6z6 modon

60

allithatjuk Ossze a zstrit, ha

Egy nappaliba 7 lampatestet szereltek fel. Mind-
egyik kiilon-kilon kapcsolhatd. Hanyféleképpen
valosulhat meg, hogy legalabb 5 lampa vilagit?

5
tuk ( 3)-féleképpen, és ugyanekkor a 85 nem kihuzott szdm

85
kozil jeloltink meg 2-t, ezt megtehettiik < ) >-féleképpen.

Mivel barmely 3 eltalalt szimot barmely 2 nem eltalalt szam-
mal parosithattuk, a lehetségek szama

{5

a) a tanar-didk létszamarany kozombos a kivalasztds szempontjabol;

b) azstriben 3 tanarnak és 3 didknak kell helyet foglalnia?
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Egy 15 f6s bardti tarsasag egy 4 személyes, egy 5 személyes és egy 6 személyes bérelt autdval megy kirdndulni. Hany-
féle iilésrend lehetséges, ha mindenki tud vezetni, és
a) az egyes autokban az iilésrend Iényegtelen;
b) nemcsak az szamit, hogy ki melyik autdba iil, hanem az is, hogy pontosan melyik iilésre?
c) Oldd meg tgy is a feladatot, hogy a 15 f6 harom darab 5 személyes autéba tl! Az autok kozott nem tesziink
kiilonbséget (csak az szamit, hogy ki kivel il egy autéban), és az is mindegy, hogy az autén beliil ki hol iil.

90
LR Az 6t6s lotton 90 szambol kell 5 darabot kivalasztani, ezért < 5 ) kiilonboz6 szelvényt lehetne kitolteni. Egy adott

héten ezek kozott hany olyan van, amelyen a talalatok szama 5, 4, ..., 02 Toltsd ki a tablazatot!
Tal4latok szama 5 4 3 2 1 0

Szelvények szdma

G Egy 10 f6s csoportban két jutalomtargyat osztunk ki. Hanyféleképpen tehetjiik meg az egyes esetekben? Kosd
oOssze a feladatokat a hozzajuk tartozo helyes valaszokkal! (Az egyik valaszhoz nincs feladat.)
a) ajutalmak kiillonb6zdk, és egy ember csak egy jutalmat kaphat A 0
b) ajutalmak kiilonb6z6k, de egy ember akar tobb jutalmat is kaphat ig _+99
c) ajutalmak egyformadk, és egy ember csak egy jutalmat kaphat 10 + %
d) ajutalmak egyformdk, de egy ember akar tobb jutalmat is kaphat %

A a) Egy 9 elemii halmaz esetében melyikbél van tSbb: olyan részhalmazbél, amelynek az elemszama péros vagy

olyan részhalmazbdl, amelynek az elemszama paratlan? (Figyelj rd: a 0 is paros szam, ezért az iires halmaz is
péros elemszamu részhalmaz.)

b) Egy 10 elemt halmaz esetében melyikb6l van tobb: olyan részhalmazbdl, amelynek az elemszama paros vagy
olyan részhalmazbdl, amelynek az elemszdma paratlan?

c) Egy n eleml halmaz esetében melyikbdl van tobb: olyan részhalmazbdl, amelynek az elemszama paros vagy
olyan részhalmazbol, amelynek az elemszama paratlan (n pozitiv egész szam)? Vélaszodat indokold!

HAZI FELADAT

B8 Van olyan lott6jaték is, amelynél 35 szam koziil 7-re

kell tippelni.

a) Egy szelvénnyel jatszva mekkora a valdszintsége
a telitalalatnak?

b) Hany olyan kitoltés létezik egy adott héten, ame-
lyik 6 talalatos?

N
‘Y

Bence és Donci 32 lapos magyar kartyaval jatszanak.
El6szor Doncinek osztanak 5 lapot.

a) Hanyféle lehet Donci lapja?

Donci utdn Bencének osztanak 5 lapot.

b) Hanyféle lehet Bence lapja, ha tudjuk, hogy mar

Doncinél van a négy kiraly és a makk als6?
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Mikulas reggelén Panni 4 zselés és 10 marcipanos A falu — 1250 szavazo

szaloncukrot talalt a cip6jében. Elhatarozta, hogy

beosztja, és a kovetkezé két hét soran naponta 12%
egyet eszik meg ezek koziil. Hanyféleképp valaszt-
hatja ki azokat a napokat, amikor zseléset eszik? [J Tamogatja
[ ] Nem tamogatja
4> (Kompetenciamérés alapjan, 2012) B Mindegy neki

Az A falut és B falut 6sszekoté ut mellé szemétége-
tot szeretnének telepiteni. A szemétégetd felépité-
séhez azonban a két falu lakdinak beleegyezésére
van sziikség, ezért szavazast irnak ki. Akkor épitik ;

L , o B falu — 2600 szavazd
meg a szemétégetdt, ha azt a két falu szavazdinak
egylittesen tobb mint 50%-a tamogatja. Az oldals6 5%
diagramok mutatjak a szavazas végeredményét.
a) Megépiilhet-e a szemétéget6? [ Timogatja
b) Hanyféleképpen alakithatnak egy 4 f6s csopor- [] Nem tAmogatja

tot azok, aki nem tamogatjak a szemétégetot? B Mindegy neki

c) Hanyféleképpen alakithatnak ki a szavazok egy
olyan 6 f6s csoportot, amelyben 3 f6 van a ta-

mogatok és 3 f6 az ellenz6k koziil?

RAADAS

62

Alapesetek az dsszeszamlalas soran

Van n darab kiilonb6z6 elemiink (1, k €N, n = k). Hanyféle lehetdség van arra, hogy...

sorba rendezziik az dsszeset? kivalasszunk koziilik k darabot, kivalasszunk koziiliik k darabot, ha
ha szamit a kivalasztds sorrendje? a kivalasztas sorrendje nem szamit?
(permutdciok) (varidciok) (kombindcidk)
az elemek nem az elemek
ismétlédhetnek ismétlédhetnek
v v
nl=n-(n—1)-...-1 n\ nm-1-... (n—k+1)
k]~ k!
n-(n—1)-...-n—k+1) W=n.....n
Megjegyzés

Az n* esetben (ismétléses varidciok) az is el6fordulhat, hogy k > n. Ugyanis ha egy elemet tobbszor is kivalaszthatunk, akkor
nemcsak # tagu sorozatot allithatunk elé, hanem akar hosszabbat is. Ilyen eset lehet egy teszt feladatlap kitoltése, példaul
amikor 4 elem; az A, B, C és D koziil valasztunk mindegyik helyre pontosan egy elemet.
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FELADAT

Hanyféleképpen tudjuk kiolvasni az aldbbi képen Hanyféleképpen olvashaté ki a MATEMATIKA sz6 az

a TEGLALAP sz6t? (A kiolvasds bettinként balrél aldbbi képekrdl, ha a bal fels6 sarokbol indulva minden
jobbra vagy fentrdl lefelé haladva térténik.) lépésben vagy egyet jobbra vagy egyet lefelé léphetiink?
T E G L A M A T E M A
E G L Al AT EM A T
G L A L A T E M A T I
LoaLoa b E M A T I K
I. megoldds M A T I K A

A fels6 sor bettiihez csak egyféleképpen juthatunk el, akar-

csak a bal sz€Is6 sor bettithez. A masodik sor masodik osz- M A T
lopéban talalhato ,,G” bet(ihoz a felsé és a t6le balra 1év6 A T E
LE” bettibdl is eljuthatunk. Mivel mindkét ,,E” betiihoz T M
1-1 at vezetett, igy a ,G” bettthoz 2 vezet. A harmadik osz- A T I K
lop masodik soraban talalhato ,,L” bettih6z a téle balra és N I R

a folotte taldlhaté ,,G7-bél is eljuthatunk. Ez el6bbibe 2 1t
vezetett, utobbiba 1, igy az ,,I” betth6z 6sszesen haromfé-
le médon taldlhatunk el. Ezt a gondolatmenetet folytatva — Jarhatsz-kelhetsz a kastélyban, a legels6tl a legutol-

kitolthetiink egy tablazatot, amelyben mez6rél mezére (a soig bejarhatod az 6sszes termet, de a 13. terembe be
téle balra és a folotte 1év6 szamo- ne tedd alabad! - mondta a kiralyldny a szegényember
kat Gsszegezve) megkapjuk, hogy 1 1, 1 1 1 legkisebb fidnak. Fogta magat hat a szegénylegény, és
hany Gt vezet a bal fels6 sarokbdla | 5 5°53" 4 5 elsétalt a legelsé teremtdl a legutolsdig, de kihagyta

jobb alséba. Osszesen tehat 35-fé- 1 3 6 10 15 a 13. szobat. A térképen nézve csak lefelé vagy jobbra
leképpen olvashaté ki a TEGLA- haladt egyik teremb6l a masikba. Hanyféle atvonalon

LAP sz6. S]] juthatott el a legels6 szobatdl a legutolsdig?

II. megoldds

Ahhoz, hogy kiolvassuk a TEGLALAP sz6t, dsszesen 7 1¢-
pést kell tenntink. A 7 1épésbdl 4-et jobbra és 3-at lefelé kell
megtenniink, barmilyen sorrendben. Igy egyediil azt kell
eldonteniink, hogy melyik az a 4 1épés, amit jobbra tesziink
meg. (Pl az els6, masodik, 6todik és hatodik 1épésben 1¢-
piink jobbra, a tobbiben lefelé.) 7 dologbdl kell tehat 4-et

7
kivalasztanunk, amit < 4) = 35-féleképpen tehetiink meg.

Megjegyzés: Természetesen mindegy, hogy a 7 1épésbél a 4

7 7
jobbra lépést vagy a 3 lefelé 1épést valasztjuk ki: ( 4) = ( 3 )




Esetszetvalaszias

Hanyféleképpen oszthat6 ki 3 egyforma jutalom 12 diak
kozott, ha egy didk akar t6bb jutalmat is kaphat?

Megoldds

Az els6 jutalmat 12-féleképpen oszthatjuk ki. A masodik
és a harmadik dijat is kaphatja barmelyik diak, ezért ezeket
is 12-féleképpen oszthatjuk ki. Mivel azonban a jutalmak
azonosak, van olyan eset, amit t6bbszor szamoltunk. Saj-
nos azonban nem minden esetet szamoltuk ugyanannyi-
szor: van, amit egyszer (amikor mindet ugyanannak a di-
dknak adtuk), van, amit kétszer (amikor egy ember egyet,
valaki mas kett6t kapott), és van, amit 3! = 6-szor (amikor
mindegyiket mas kapta). Ezért ez az Osszeszamlalds nem
célravezetd.

FELADAT

Hanyféleképpen lehet A B C

elhelyezni az abra sze-

rinti 3x3-as tabla egy-

egy mezjébe

a) egy fehér és egy feke-
te bastyat gy, hogy

3
ne legyenek azonos

sorban vagy azonos
oszlopban (azaz ne
issék egymast)?
b) két egyforma bastyat gy, hogy ne legyenek
azonos sorban vagy azonos oszlopban?

N
Y

Hanyféleképpen lehet kiszinezni az abra szerinti
3 savos zaszIot a piros, sarga, zold és kék szinekkel,
ha a szomszédos tartoméanyok kiilonb6z6 szintek,
és piros szin csak a legfelsd savba kertilhet?

Valasszuk kiilon az eseteket!
1. eset: Mindegyik jutalmat ugyanaz kapja: ez 12 lehetéség.

2. eset: Egy didk egy jutalmat kap, egy masik didk pedig
két jutalmat. Ekkor 12-féleképpen valaszthatjuk ki, hogy ki
kapjon egyet, majd a tobbi 11 diak koziil valaszthatjuk mel-
1¢, hogy ki kapjon kett6t. Mivel a kivélasztott didkok kiilon-
boz6 moédon lesznek jutalmazva (egyik egyet kap, masik
kett6t), szamit a sorrendjiik. Ez 12 - 11 = 132 lehetdség.

12
3.eset: Hirom didk kapja a 3 azonos jutalmat. Ez ( 3 ) =220

lehet6ség, mivel a kivélasztas sorrendje nem szamit.

Az esetek egyszerre nem kovetkezhetnek be, ezért a lehetd-
ségek szama 12 + 132 + 220 = 364.

(Erettségi feladat, 2010)

Az dbran egy ejtéernyds
klub kittiz6je lathato. Ezt
a lapot fogjak tartoma-

nyonként szinesre festeni.

Hanyféle médon festhet

szinesre a kitliz6, ha min-

den tartomanyt a piros,

sarga, z0ld és kék szinek

valamelyikére festenek a kovetkezd két feltétel

egyiittes figyelembevételével:

- szomszédos tartomanyok nem lehetnek azonos
szintek;

— piros és sarga szind tartomany nem lehet egy-
mas mellett. (Szomszédos tartomanyoknak van
kozos hatarvonala.)

Y

Egy tarsasjatékban 22 lépésre allunk a céltol. Ha
még legalabb 22-t lépiink, akkor célba ériink. Sza-
bélyos dobokockaval dobunk, és annyit 1épiink el6-
re, amennyit a kocka mutat. Hanyféle dobassorozat
esetén sikertil 4 dobassal célba érni?

KOMBINATORIKA, GRAFOK



(Erettségi feladat, 2005) 5 néstény kolyoktigrist, melyeket egy kisebb és egy

A 4 x 100-as gyorsvalt6 hazi versenyén a dontébe
a Delfinek, a Halak, a Vidrdk és a Capak csapata

nagyobb kifutéban kivannak elhelyezni a kovetke-
z0 szabalyok mindegyikének betartasaval:

)
Y

kertilt.

a) Hanyféle sorrend lehetséges kozottiik, ha azt
biztosan tudjuk, hogy nem a Delfinek csapata
lesz a negyedik?

b) A verseny utan kideriilt, hogy az élen kettds
holtverseny alakult ki, és a Delfinek valdban
nem lettek az utolsok. Feltéve, hogy valakinek
csak ezek az informaciok jutottak a tudoma-
sara, akkor ennek megfeleléen hanyféle ered-
ménylistat allithatott ossze?

(Erettségi feladat, 2015)
Egy allatkert a tigrisek fennmaradasa érdekében
tenyésztéprogramba kezd. Beszereznek 4 him és

HAZI FELADAT

Egy 10 f6s tarsasag tagjai kozott 3 egyforma csokoladét sorsolunk ki. Hanyféle lehet a sorsolas eredménye,
a) ha egy ember nyeri mindegyik csokit;

w N
A B4

b) ha ketten nyernek csokoladét;

c) ha mindegyik csokit mas nyeri;

d) ha nincs semmi kikotés?

I. haromnal kevesebb tigris egyik kifutoban sem
lehet;
II. a nagyobb kifutéba tobb tigris keriil, mint a
kisebbikbe;
II. mindkét kifutéban him és néstény tigrist is el
kell helyezni;
IV. egyik kifutéban sem lehet tobb him, mint

ndstény tigris.

Hanyféleképpen helyezhetik el a 9 tigrist a két ki-
futéban? (A tigriseket megkiilonboztetjiik egymas-
tol, és két elhelyezést eltérének tekintiink, ha van
olyan tigris, amelyik az egyik elhelyezésben mas
kifutéban van, mint a masik elhelyezésben.)

Haény olyan négyjegyti pozitiv egész szam van, amely oszthatd 5-tel, és minden szamjegye kiilonb6z6?

Kosd Ossze azokat a feladatokat, amelyeknek ugyanaz a szdm a megolddsa! Hatdrozd meg a kozos megoldast!

Az egyiknek nincs parja — ehhez talalj ki olyan feladatot, amelynek ugyanannyi a megoldasa!

A) Hanyféleképpen rendezhetiink sorba 6 egyforma F) Hanyféleképpen valaszthatjuk egy 6 f6s cso-

almat és 3 egyforma kortét? portbol, hogy ki legyen az elnok, ki a titkdr és ki
a jegyzo6?

B) Hany 3 betis jelszo allithato ossze a MATEK ~G) Hanyféleképpen allhat sorba 7 gyerek, koztik
sz6 bettiibdl, ha a bettiket tobbszor is felhasznal- Zsuzsi, ha tudjuk, hogy Zsuzsi all el6lrdl a har-
hatjuk? madik helyen?

C) Egy 6 elemi halmaznak hany olyan részhalmaza H) Hanyféleképpen valaszthatjuk egy 9 fés cso-
van, amely 2 vagy 3 elem(? portbdl, hogy ki legyen az a 3 {6, akik képviselik

a csoportot?

D) A dobdkockaval hiaromszor dobtunk. Minden I) Hany olyan hiromjegyti pozitiv egész szam van,
dobés kiilonbozé lett. Hanyféle dobassorozat amelynek mindegyik szamjegye paratlan?
torténhetett?

E) Hanyféleképpen rakhaték sorbaa MODERN sz6 )

beti?

21. lecke | ESETSZETVALASZTAS

65



S

Melyik a helyes valasz? Juss el a bal felsé sarokbdl a jobb alséba ugy, hogy mindig a helyes valasz irdnyaba 1épsz tovabb!

1 2 3
Egy 10 elem( Hanyféle 7 Hényféleképpen
halmaznak hany karakteres kod allhat sorba
A 4 elem 210 képezheté a 0; 1 64 5 gyerek?
részhalmaza van? szamjegyekbdl?
220 // 49 // 125
Egy dobdkockaval Hanyféleképpen Hanyféleképpen
3-szor dobunk. allithatunk sorba valaszthatunk ki
B | Hanyféle dobas- 216 3 fehér és 4 piros 70 10 gyerek koziil
sorozatot bébut? egy titkart és
kaphatunk? egy jegyz6t?
729 e 504 N 90
A 8 f6s dont6ben Hany 3 jegyti
hanyféle lehet az pozitiv egész
C els6 3 helyezett, 336 szam létezik? 27
ha nincs
holtverseny?

KIDOLGOZOTT FELADAT

n Hanyféleképpen szinezhetjiikk ki az abra szerinti négysavos zaszIot a piros, fehér, zold, kék,
sdrga, narancssarga szinek segitségével kétszintire gy, hogy két-két sav azonos szinti legyen?
(A szomszédos savok akar azonos szintiek is lehetnek.)

Megoldds
Kovessiik nyomon, hogy milyen valasztasok, dontések vezetnek egy konkrét szinezéshez!
Egy lehetséges gondolatmenet a kovetkezé:

1. Dontsiik el, melyek legyenek azonos szint » Valasszuk ki, melyik sav szine legyen megegye- » 3 Iehetdsé
savok! &

70 a fels6 savval!



A kiszinezhetd zaszlOk ilyenek lehetnek:

2. Szinezziik ki a kiva-
lasztott zaszl6t!

-
.

A sziirke savokra vélaszt-
hatunk 6-féle szint.

A fehér sdvokra valaszthatunk
5-féle szint.

6-5=30
lehet6ség

Mivel minden elrendezést 30-féleképpen szinezhetiink ki, a lehetdségek szama 3 - 30 = 90.

Otletek az 6sszeszamlalashoz

Bontsd fel az eseteket olyan csoportokra, amelyek
jol 6sszeszamolhatok, és nincs koztiik azonos!

Gondold végig, milyen lépések, milyen dontések ve-
zetnek egy konkrét eset 6sszeallitdsahoz!

A kedvezé vagy a kimarado eseteket konnyebb 6sz-
szeszamolni?

A targyakhoz vélasszuk az embereket, vagy az em-

Esetszétvalasztas: a kiilonallo csoportokban 1évé lehet6sé-
gek szamat ossze kell adni.

Ha egy lépésben minden dontést ugyanannyiféleképpen
folytathatsz, akkor a lehetdségek szamat ssze kell szorozni.

»JO esetek szdma =

= (sszes eset szama — ,,rossz” esetek szdma.

Néha érdemes nézGpontot valtani. A ,rekeszek” feliratat te

berekhez a targyakat?

Csak kevés szamu eset fordul eld.

Sok-sok elem szerepel a feladatban.

(Erettségi feladat, 2012)

Egy ajandéktargyak készi-

tésével foglalkozo kisipa-

ros csaladi vallalkozasa

keretében zaszlokat, ki-

tizoket is gyart. Az dbran

az egyik altala készitett ki-

tlz6 stilizalt képe lathato.

A kittizén 1év6 harom mez6 kiszinezéséhez 5 szin

(piros, kék, fehér, sarga, zold) koziil valaszthat. Egy

mez0 kiszinezéséhez egy szint hasznal, és a kiilon-

b6z6 mezdk lehetnek azonos szintiek is.

a) Hanyféle haromszint kittizét készithet a kisipa-
ros?

b) Hanyféle kétszint kit(iz6 készithet6?

22. lecke | GYAKORLAS

valaszthatod ki.

JoOl rendszerezve sorold fel az Gsszeset, és szamold 6ssze.

Gondold végig, hogyan oldanad meg a feladatot, ha csak

kevesebb elem szerepelne.

23

(Erettségi feladat, 2014)

A szokokutban hat egymas mellett egy vonalban
elhelyezett kiomlényilason keresztiil torhet a ma-
gasba a viz. Minden vizsugarat egy-egy szines
lampa vilagit meg. Mindegyik vizsugar megvilagi-
tasa haromféle szinti lehet: kék, piros vagy sarga.
Az egyik latvanyprogram gy valtoztatja a vizsu-
garak megvilagitasat, hogy egy adott pillanatban
harom-harom vizsugar szine azonos legyen, de
mind a hat ne legyen azonos szind (példaul kék-
sarga-sarga-kék-sarga-kék). Hanyféle kiilonbozd
latvanyt nyujthat ez a program, ha a vizsugaraknak
csak a szine valtozik?

67



(Erettségi feladat, 2018)

68

Y

Egy fagylaltozéban hatféle izt fagylalt kaphaté: va-
nilia, csokoladé, puncs, eper, malna és di6. Andrea
olyan hdromgombdcos fagylaltot szeretne venni
tolcsérbe, amely kétféle izt fagylaltbol all. Hany-
féle kiilonb6z6 haromgombocos fagylaltot kér-
het, ha szdmit a gombocok sorrendje is? (Példaul
a di6-dié-vanilia mas kérésnek szamit, mint a did-
vanilia-dio.)

(Erettségi feladat, 2018)
Egy iskolaban az irasbeli érettségi vizsgat olyan
teremben tartjak, amelyben 12 egyszemélyes pad

négy egymas melletti

La] () ] L]
lopban harom egymas L JLy Ly

oszlopba van rendez-

ve. Mindegyik osz-

mdgétti pad dll. Julesi ) ) ) [ )

és Tercsi jo baratnok,

elhatarozzak, hogy a vizsgan két egymas mel-
letti padba iilnek. (Példaul ha Julcsi a B-vel jelolt
padban iil, akkor Tercsi az A vagy C jelti padot fog-
lalja el.)

Hanyféleképpen iilhet le a 12 vizsgazé a teremben
ugy, hogy Julcsi és Tercsi valoban két egymas mel-
letti padban tljon?

Hény olyan 3 jegy(i sz4m van, amelyben szerepel a kilences szdmjegy? Allapitsd meg, hogy hol a hiba az alabbi gon-
dolatmenetekben!

Az els6 szamjegy legyen a kilences. A kovetkezd kettd helyre ekkor barmelyik szamjegy keriilhet, hiszen minden-

képpen van benne kilences. Ezért a lehetdségek szama 1 - 10 - 10 = 100. 1l g9 10 g9 105

Az els6 szamjegy 9-féle lehet, hiszen nem lehet 0. A masodik szamjegy barmi lehet, ez 10 lehet6ség. A harma-
dik szamjegynek bele kell tenniink a 9-est, hogy biztosan szerepeljen benne kilences. Ezért a lehet6ségek szama
9:10-1=90. 7.2 g9 10572 1 ¢

Bontsuk hdrom esetre! El6szor tegyiik a kilencest az elsé helyre, ekkor a masik két helyre barmelyik szamjegy
kertilhet. Masodik lehetdség az, amikor a masodik helyre tessziik a kilencest, ekkor az elsd helyre 9, az utolsd
helyre 10 szamjegy kertilhet (hiszen az els6 helyen nem allhat 0). Harmadik eset, amikor az utols6 helyre tesz-
szitk a kilencest, ekkor az els helyre 9-, a masodikra 10-féle szamjegy keriilhet. Ezért a lehetdségek szama
1-10-10+9-1-10+9-10-1 = 280.

2l ¢910 6910 ¢+9 9 g9 1 ¢:910¢+49 9 ¢:910¢-9 1 ¢

El8szor valasszuk ki, hogy hova tessziik a kilencest. Harom helyre tehetjiik, ez harom lehet6ség. Oda tegyiink
egy kilencest. Ekkor a tobbi helyre barmelyik szamjegy keriilhet, hiszen a kilences mar megvan. Nem jok azon-
ban azok a szdamharmasok, amelyek 0-val kezd6dnek, ezért ezek szamat le kell vonni. Ezért a lehet8ségek szama
3-10-10—1-10-10 = 200.

Megoldds

a) Nem szamoltuk azokat a szamokat, amelyekben az elsé szamjegy nem kilences, de a masodik vagy a harmadik szamjegy
kilences. Példaul 291, 319, 599.

Ha az elsé két szamjegy kozott szerepel a kilences, akkor nem kellett volna azzal befejezni. Igy nem szamoltuk azokat

b)

c)

d)

a szamokat, amelyek nem kilencesre végzédnek, de mégis van benniik kilences. Példaul 913, 290.

Tobbszor szamoltuk azokat a szamokat, amelyekben tobb kilences van. Példaul a 299-et szamoltuk akkor, amikor a ma-

sodik helyre tettiink kilencest és a tobbi helyre barmely szamjegy koziil valasztottunk, és szamoltuk akkor is, amikor a

harmadik helyet valasztottuk az elején, oda tettiink kilencest, majd a tobbi helyre barmit.

Tobbszor szamoltuk azokat a szamokat, amelyekben tobb kilences van. Példaul a 299-et szamoltuk akkor, amikor a

masodik helyet vélasztottuk el6szor, és utana a tobbi helyre barmely szamjegy koziil valasztottunk, és szamoltuk akkor

is, amikor a harmadik helyet vélasztottuk az elején. Masrészt a nulldval kezd6d6 szamok miatt nem 100-at kellett volna
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levonni. Az els6ének 6sszedllitott 300 darab szamhdrmasban valoban szerepelnek olyanok, amelyek nullaval kezd6dnek,
de csak olyanok, amelyekben van kilences, hiszen els6 1épésben valahova kilencest tettiink.

Megjegyzés
- A feladat legegyszertibben a ,,rossz esetek” 6sszeszamlalasaval oldhaté meg. Haromjegyt szambol 9 - 10 - 10 = 900 darab
van. Melyek azok a haromjegyt(i szamok, amelyekben nincs kilences? Ekkor az els6 helyre 8-féle, a masik két helyre 9-féle
szamjegyet irhatunk, vagyis ezek szdima 8 - 9 - 9 = 648.
A ,j6 esetek” (kilencest tartalmazé haromjegyt szamok) szama tehat 900 — 648 = 252.
- Egy masik megoldas, ha esetszétvalasztast alkalmazunk. A kilencesek szama lehet 1, 2 vagy 3.
o Az 1 darab kilences allhat az els6 helyen, ekkor a masodik és harmadik szamjegy 9-féle lehet (hiszen kilences mar nem
keriilhet oda), ez 6sszesen 1 - 9 - 9 = 81 lehetdség.
o Az 1 darab kilences allhat a masodik helyen, ekkor az elsé helyre 8-féle, a harmadik helyre 9-féle szamjegy marad. Ez
8.1-9=72]lehetdség.
o Az 1 darab kilences 4llhat a harmadik helyen, ezis 8 - 9 - 1 = 72 lehetség.
o A 2 darab kilences allhat az elsé és a masodik helyen, ekkor a harmadik helyre 9 szamjegy koziil valaszthatunk (hiszen
oda mar nem jut kilences, abbol most pontosan 2 darab van). Ez 1 - 1 - 9 = 9 lehetdség.
o A 2 darab kilences allhat az els6 és a harmadik helyen, ez is 9 lehet8ség.
o A 2 darab kilences allhat a masodik és a harmadik helyen. Ekkor az els6 helyre 8 szimjegy marad, mert sem kilences,
sem 0 nem keriilhet oda. Ez 8 lehetdség.
o 3 darab kilencessel egyetlen szam alkothatd, a 999, ez 1 lehetdség.
o Osszesen: 81 +72+72+ 9+ 9+ 8 + 1 = 252 lehetdség van.

HAZI FELADAT

Hanyféleképpen helyezkedhet el 3 hazaspar egy sorban gy, hogy minden férj a felesége mellett alljon?

Egy vasuti fillkében egymassal szemben van 4-4 iilés. Hanyféleképpen iilhetnek le az tilésekre egy 8 tagu tarsasag
tagjai ugy, hogy koztiik Juci és Piri vagy egymas mellé, vagy egymassal szemben szeretnének iilni? (Az tlések
szamozottak, ezért mind kiilonbozdk.)

Egy bajnoksagban 8 csapat vesz részt. Minden forduléban minden csapat pontosan egy meccset jatszik. Hanyféle
lehet az els6 forduld beosztasa? (Két esetet kiilonbozének tekintiink, ha van olyan csapat, aminek mas az ellenfele.)

A helyes valaszhoz tartozé bettkbdl egy hires magyar koltd neve rakhato ki. Ki 6?

Hanyféleképpen alakithat 4 fia és 4 lany 4 tancol6 part, ha minden fiu lannyal
i Ty . o Z 576 L 9 R 24
tancol, és a parok sorrendje nem szamit?

Hany 3 jegyti pozitiv egész szam van, amelynek minden szamjegye paros? O 9% N 100 E 50

7 csapat kormérkdzést jatszik: minden csapat minden masik csapattal pontosan
egy meccset jatszik. Hainy mérkdzésre keriil sor?

Hény olyan részhalmaza van a pozitiv egyjegy(i szamok halmazanak, amely leg-
feljebb 3 elemti?

Zoli kivett egy ladabol 7 almat. Koztiik 2 hibas volt, a tobbi hibatlan. Hanyféle-
képpen alakulhatott, hogy hanyadikra huzta a hibasakat?

K 120 A 8 A 130
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Amikor 1931-ben a londoni metrétarsasag egy fiatal
mérnodke, Harry Beck megmutatta metrétérképét a
tarsasag vezetdinek, el6szor egyértelmi visszautasi-
tasra talalt. Hogyan lehetne egy térkép olyan, hogy
nem a valds tavolsagokat titkrozi? Hogyan lehetne
olyan, hogy nem mutatja az igazi varostérképet?
Beck azonban kitarté volt. 1933-ban kisérleti jel-
leggel kinyomtattak a térképét 500 példanyban. Egy
ora alatt elfogyott. A cég vezetdi ekkor ismerték fel,
hogy Beck valami igazan zsenidlisat alkotott. Felis-
merte, hogy a fold alatt utazva az emberek nem arra
kivancsiak, hogy pontosan merre halad a metrd,
hogyan helyezkednek el az utcak és a terek. Hanem

csak arra, hogy hol kell 4tszallni, hanyadik megallonal kell leszallni. A londoni metrétérkép sémdja elterjedt az egész vilagon,

és London egyik ikonjava valt.

A grafok jellemzdi

A grafok olyan helyzetek szemléltetésében vagy olyan feladatok megoldasaban segithetnek, amikor az a fontos, hogy egy

halmaz mely elemei kozott van kapcsolat. Példaul:

- ismeretségek: rokoni, barati, munkatarsi kapcsolatok; kozosségi oldalak, csaladfa;

- térképek és utak, repiil8jaratok;

- munkafolyamatok; logisztikai és szallitmanyozasi problémak;
- mérkdzések, bajnoksagok;

— kémiai kotések;

- szinezési problémak.

Fogalmak:

Cstcsok
Elek

a graf pontjai, ezek jelzik a halmaz elemeit

Csucs fokszama az adott csicsbdl kiindul6 élek szdma

Megjegyzések

a csuicsokat 9sszekotd vonalak, ezek szemléltetik az elemek kozotti kapesolatokat

- Egy graf sokféle modon lerajzolhatd. Az élek lehetnek szakaszok, de lehetnek gorbe vonalak is, csak az a fontos, hogy

melyik cstics melyik cstcesal van dsszekotve. Erdemes olyan elrendezést valasztani az dbrazoldskor, hogy szemléletes

és dttekinthet6 legyen.

- Az ¢él mindig csucstdl cstcsig tart. Nem lehet olyan, hogy egy él valamelyik vége nem egy cstcsba érkezik.
- Ha egy él kezd6- és végpontja azonos (hurokél), akkor az adott cstics fokszamat 2-vel noveli.
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FELADAT

Hasznald a Bevezetdben lathaté metrotérképet!

N
Y

W
‘Y

a) Az Embankmenttdl el tudsz-e jutni a Mary-
lebone megalloba egy 5 megallora érvényes
jeggyel?

b) A Baker Streetr6l milyen utvonalon érdemes
menni a Victoria megalloba, ha minél keve-
sebbszer akarsz atszallni?

c) Ha két megalld kozotti ut atlagosan 3 perc,
egy atszallas pedig 7 perc, akkor merre a leg-
gyorsabb a Leicester Square-rél a High Street
Kensingtonra utazni?

(Erettségi feladat, 2008)

Az dbran lathaté térképvazlat
ot falu elhelyezkedését mutatja.
Az 6t falu kozott négy olyan ut
megépitésére van lehetdség, ame-
lyek mindegyike pontosan két falut két 6ssze. Ezekb6l
két ut mar elkésziilt. Rajzold be a tovabbi két it egy le-
hetséges elhelyezkedését tigy, hogy barmelyik falubdl
barmelyik faluba eljuthassunk a megépiilt négy uton!

F E
AC
D
[ ]

(Erettségi feladat, 2010)
Az abran lathat6 hatpon-
ta grafba rajzolj be 2 élt
ugy, hogy a kapott graf
minden cstcsabol 2 él
induljon ki!

HAZI FELADAT

(Erettségi feladat, 2005)

N
Y

Egy sakkverseny dontdjébe 5 versenyzd jutott be.
Kozilik egy versenyz6 mindegyik tarsat ismeri,
a tobbiek pedig egyenként 2-2 személyt ismernek
a dontd résztvevoi koziil. Szemléltesd graffal az
ismeretségeket, ha az ismeretségek kolcsonosek!

(Erettségi feladat, 2005)

Az iskoldk kozotti labdarago-bajnoksagra jelentke-
zett 6 csapat kozott lejatszott mérkdzéseket szemlél-
teti a graf. F
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(Erettségi feladat, 2009)

o
Y

Egy négytagu csoportban minden tagnak pon-
tosan két ismerése van a csoport tagjai kozott.
Szemléltess graffal egy ilyen ismeretségi rendszert!
(Az ismeretség kolcsonds.)

(Erettségi feladat alapjdn, 2019)
Az abran egy kis mizeum alaprajzat latjuk. A ma-
zeum termei kozotti kapcsolatot graffal is szemlél-
tethetjiik. A graf pontjai a termek, élei pedig az at-
jarok a termek kozott. (Egy él egy atjarot szemléltet
két terem kozott.)

|
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a) Rajzold fel a mizeum termeit és atjaroit szem-

1éltetd grafot!

b) Keress olyan ttvonalat, amikor minden termen
végighaladsz, de mindegyikbe pontosan egy-
szer 1épsz be!

c) Keress olyan ttvonalat, amikor minden ajtén
athaladsz, de mindegyiken pontosan egyszer!
Melyik terembél indulhatsz ehhez?

Hany mérkozés van még hatra, ha minden csapat
minden csapattal egy mérkdzést jatszik a bajnok-
sagban?

Rajzolj egy olyan grafot, amelynek 6 csticsa van, és
a) a fokszamok Osszege 16;

b) afokszdmokrendre 1, 1, 1, 2, 3, 4;

c) 7 éle van, és minden pont fokszama legfeljebb 3.

(Erettségi feladatok, 2006, 2013, 2020)

Rajzolj egy olyan 6t csticspontu grafot,

a) amelyben a csticsok fokszama 4, 3, 3, 2, 2;

b) amelyben a csticsok fokszamanak Gsszege 12;

c) amelynek 7 éle van, és minden pont fokszama
legfeljebb 3.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy asztalitenisz-bajnoksagban 8 versenyz0 vesz részt, mindenki mindenkivel egyetlen mérkézést jatszik. Megkérdeztiik a

résztvevoket, hogy hany meccset jatszottak idaig. Ketten azt valaszoltak, hogy hetet, ketten azt, hogy hatot és négyen azt,
hogy 6t6t. Hany mérkézés van hatra?

Megoldds
Ha 0sszeadjuk a versenyzO6k valaszait, akkor minden lejatszott mérkdzést két- ; 7
szer szamolunk, ezért megkapjuk a lejatszott mérkdézések szamdnak kétszeresét.
2-7+2-6+4-5=46,ezért 23 mérkdzés zajlott le.

Hény mérkézésbol &ll a teljes bajnoksédg? Osszesen annyi meccsbél, ahanyfélekép-
pen kivalaszthatunk a 8 versenyz6bdl 2-t, ha nem szamit a kivalasztas sorrendje. Ez

2 2 > 6
A feladatban szerepl6 helyzet tobbféle mddon el6allhat. Egy ilyen helyzetet szemléltet

8 .
< ) =87 _ 28. A hétralévé mérkézések szama tehat 28 — 23 = 5.

az oldalso graf. A csticsok mellé odairtuk a cstics fokszamat is. 5 5

1. Teljes graf

Egy graf teljes graf, ha a graf barmely két csticsa kozott pontosan egy él fut.
Az n pontd teljes graf (n € N, n = 2) éleinek szdma annyi, ahanyféleképpen kivalaszthatunk az n cstcs koziil kettot

n (n—
ugy, hogy a kivalasztds sorrendje nem szamit. Ez ( 2) = %1)

2. A fokszamok osszege
Tétel: A graf fokszamainak sszege egyenld az élek szamanak kétszeresével.

fokszamok 6sszege = 2 - élek szama
Megjegyzések
- A tétel egyik kovetkezménye, hogy a fokszamok 0sszege mindig paros.
- Szemléletesen ez a tétel azt jelenti, hogy minden él kétszer szamit bele a fokszamok 6sszegébe: annal a két elemnél,
amit 9sszekot.
- A tétel minden grafra teljesiil, olyanokra is, amelyek tartalmaznak hurokélt.

3. Kivalasztasi feladatok grafokban
Gréfokhoz kapcsolédo kombinatorikai feladatokban gondosan figyeld meg, hogy a csticsokra vagy az élekre vonatko-
zik a feladat. A csticsok koziil valasztunk ki néhanyat vagy az élek kozil?

Példaul:
A graf 5 teleptilést abrazol a koztiik 1év6 utakkal.

Hanyféleképpen vélaszthatunk ki 2 telepiilést? » az 5 telepiilés kozil valasztunk
Hanyféleképpen valaszthatunk ki 2 utat? » a 6 ut kozil valasztunk




FELADAT

(Erettségi feladat, 2020)

Egy nemzetkozi konferencia 5 résztvevéje all egy

asztal koril a kavésziinetben (jelolje 6ket A, B, C,

D, illetve E). Tudjuk, hogy A ismer mindenkit az

asztalnal, B nem ismeri E-t, de a tobbieket ismeri.

C két résztvevot ismer, D pedig hdrmat.

a) Abrazold az 6tf6s tdrsasig tagjai kozotti isme-
retségeket egy graffal, és add meg, hogy kiket
ismer az asztalndl az E-vel jelolt személy! (Min-
den ismeretség kolcsonos.)

b) Hany koccintas torténik, ha mindenki minden-
kivel pontosan egyszer koccint?

N
‘Y

Van-e olyan graf, amelyre teljesiil a kovetkez6 le-

iras? Ha van, akkor rajzolj egy ilyet, ha nincs, akkor

indokold meg, hogy miért nincs!

a) 5 csucsa, 7 éle van, és a fokszamok Osszege 12;

b) 6 cstcsa van, és a fokszamok 1, 2, 2, 2, 3, 3;

c) 7 csucsa van, és minden csucs fokszama 3;

d) 7 csucsa van, és minden csucs fokszdma egyen-
16.

(%)
‘Y

Hany csticsa van annak a teljes grafnak, amelyben
a) az élek szama 36;
b) a fokszamok 6sszege 1567

HAZI FELADAT

(Erettségi feladat, 2021)

Egy 4j kozosségi oldalon Anna, Bence, Cili, Dénes,

Edit és Feri mar regisztralta magat. Ahhoz, hogy

két regisztralt felhaszndld ismerds legyen az olda-

lon, kolcsonosen be kell jelolnitik egymast. A 6

f6 kozott Anna mar csak Bencével nem ismerds, a

tobbiekkel igen. Cili (Anndn kiviil) Ferivel, Bence

pedig csupan Edittel ismerds. Dénes, Edit és Feri
még nem ismerdsei egymasnak az oldalon.

a) Szemléltesd graffal, hogy a 6 6 koziil ki kivel
ismerds ezen a kozosségi oldalon, és add meg,
hany olyan ,,par” van kozottiik, akik még nem
ismerdsei egymasnak!

b) Hanyféleképpen valaszthatunk ki egy olyan pa-
rost, akik ismerik egymast?

24. lecke | KOMBINATORIKA ES GRAFOK

A kovetkez6 graf azt szemlélteti, hogy egy kistele-
piilés 8 cége koziil melyek kozott tortént megbizasi

szerz8dés egy adott évben.

D

@
1 E

H G
Az adohatdsag gy dont, hogy ezek koziil 4 szerzé-
dés teljestilését fogja ellendrizni majd az év végén.
a) Hanyféleképpen valaszthatja ki az adohatdsag
azt a 4 szerz6dést, amelyet ellendriz?
b) Ki tudja-e valasztani az adohatosag a 4 szerz6-
dést gy, hogy mindegyik cég érintett legyen
valamelyik szerz6désben?

(1)
Y

Egy eljegyzési tinnepségen a Toth csaladbol 6ten,
a Lengyel csaladbol nyolcan vesznek részt. Az tin-
nepség soran mindenki mindenkivel pontosan
egyszer koccint. Hany koccintds torténik

a) a Toth csalad tagjai kozott;

b) a Lengyel csalad tagjai kozott;

c) akét kilonbozo csalad tagjai kozott?

N
Y

(Erettségi feladat, 2018)

Hét csapat kormérkdzést jatszik, azaz minden csa-

pat minden masik csapattal egyszer mérkézik meg.

Eddig 6sszesen 9 mérkozést jatszottak le.

a) Hany mérkdzés van hatra?

b) Hanyféleképpen valaszthatunk ki az eddig lezaj-
lott mérkézések koziil harmat, hogy azok alapjan
készitsiink statisztikai elemzést a bajnoksagrol?

w
Y

Egy teljes grafnak 120 éle van. Hanyféleképpen va-

laszthato ki

a) a graf csucsai koziil 4 cstcs, ha a kivalasztas
sorrendje nem szamit?

b) a graf élei koziil 4 él, ha a kivalasztas sorrendje

nem szamit?
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| 5 Gyakorlas, tudasproba

FELADAT

tIN A helyes valaszhoz tartozo betlikbél egy olyan magyar telepiilés neve rakhaté ki, amely egy hungarikumhoz kap-

csolddik. Melyik ez a hungarikum?
Hanyfél ilh k, ha kozilik Zsofi il
al?yfe e, s,orrendben tilhet egy padra 8 gyerek, ha koziiliik Zséfi il a pad v 1 | @ sem | w imaeEs
egyik szélén?
A {p; a; 1; i; 1; 2; 3} halmaz elemeibdl 7 karakterbdl all6 jelszot készitiink,
ot et L. e . , S 2401 E 5184 J 6912
melyben 3 bett all elo], és 4 szamjegy koveti. Hanyféle lehet ez a jelsz6?

Hany négyjegyl paros szam van, amelyben nem szerepel a hetes szam-
jegy?
Hanyféleképpen valaszthatd ki november hénapban harom nap, amikor

O 1296 Z 2520 D 3240
. L 87 E 4060 A 12180
gytimolcsnapot tartunk?

Egy grafnak 5 csticsa és 7 éle van. Mennyi a fokszamok Gsszege? M 10 N 14 K 15

Hany éle van egy 8 pontu teljes grafnak? H 28 A 48 I 56

2022-ig a magyar autdk rendszama 3 bettibdl (B) és 3 szamjegybdl

(Sz) allt: BBB-SzSzSz. 2022-ben 4j rendszamokat vezettek be, melyek H A A g A A - 1 2 3
mar 7 karakterbdl dllnak, és felépitésitk BB-BB-SzSzSz. Mindkét eset-
ben a bettik 26 karakter koziil, a szamok pedig a 0; 1; 2; ... ; 9 szamjegyek koziil kertilhetnek ki.

Melyik felépitésti rendszambol lehet a legtobb kiilonbozé rendszamot késziteni, ha egy rendszamon beliil a bettik
és a szamok is ismétlédhetnek? Melyik esetben hényszorosa a lehetséges rendszamok szdma a 2022-ig fennall6
BBB-SzSzSz tipust rendszamok szamanak?

a) B-Sz-B-Sz-B-Sz b) BB-BB-SzSz c) BB-Sz8z-SzSz d) BB-BB-Sz8z5z
EWM Az 4bra szerinti, 9 szamjegyet tartalmazo buszjegy esetében hény olyan lyukasztés létezik, P
a) amikor a lyukak szama legalabb 2 és legfeljebb 5,
b) amikor kozéppontosan szimmetrikusan 5 lyuk keletkezik? ~
8
P (Erettségi feladat, 2017)

Egy sziiletésnapi Osszejovetelen egy 7 fés tarsasag tagjai kozil néhanyan koccintottak egymassal. Lehetséges-e,
hogy az egyes résztvevok 1; 2; 2; 3; 3; 6; 6 masik résztvevével koccintottak? Valaszodat indokold!

LI (Erettségi feladat, 2005)
Egy dllashirdetésre négyen jelentkeztek: Aladar, Béla, Cecil és Dénes. Kideriilt, hogy koziilitk harman: Aladar,
Béla és Cecil osztalytarsak voltak. Dénes csak Aladart ismeri, 6k régebben egy kosarlabdacsapatban jatszottak.
a) Szemléltesd az ismeretségeket graffal! (Az ismeretségek kolcsonosek.)
b) Hanyféleképpen valaszthatunk ki négytik koziil két embert, akik kordbban mar ismerték egymast?
c) Azismeretlenek kézfogassal bemutatkoznak egymasnak. Kozottiik hany kézfogas torténik?
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Hatan pingpongbajnoksagot jatszanak.
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a) Hany mérkézésre keriil sor, ha mindenki min-
denkivel pontosan egy meccset jatszik?

b) Héany mérkézésre keriil sor, ha két haromfds cso-
portot csindlnak, egy csoporton beliil mindenki
jatszik mindenkivel, majd végiil a csoportelsé a
masik csoportelsével, a masodik a masodikkal és
végiil a harmadik a harmadikkal jatszik?

(Erettségi feladat, 2014)

Egy focicsapat 11 jatékosa megérkezik az edzésre,

néhanyan kezet fognak egymassal. (Két jatékos ko-

z6tt legfeljebb egy kézfogas torténik.) Az edzd felirta,
hogy ki hanyszor fogott kezet, és a kovetkezd szamo-

kat kapta: 0; 1; 2; 2; 2; 5; 0; 0; 4; 4; 2.

a) Abrazold a kézfogésoknak egy lehetséges grafjt,
ahol a pontok a jatékosokat jeldlik, és két pont
kozott akkor van él, ha az illet6k kezet fogtak az
edzés el6tt!

b) Hany kézfogas tortént osszesen?

Hanyféleképpen valaszthatja ki a tanar a harom fele-
16t egy 17 f6s csoportban, ha

a) irasban felelnek és ugyanazt a feladatot kapjak;

b) szoban felelnek és mindenki méds feladatot kap?

Hajni, Bence és két baratjuk egyiitt mentek moziba.
A négy jegy egymas mellé sz6lt, de Hajni és Bence
nem akart egymas mellé iilni. Hany kiilonb6zé mo-
don iilhettek le?

A személyi igazolvanyok okmanyazonositdja hat

szamjegybdl és két betlibdl all, ebben a sorrendben.

A szamjegyek mindegyike 0, 1, ..., 9 lehet, a betlik

pedig nem lehetnek ékezetes, kettds, illetve harmas

betlik, tehat csak az angol dbécé 26 karaktere hasznal-

hato.

a) Igaz-e, hogy mindegyik személyi igazolvanyban
egy hatjegy(li szam all?

b) Hény kiilonbo6z6 6 jegy(i szam van?

¢) Hany kiilonboz6, hat szamjegybdl all6 jelsorozat
képezhetd a tiz szamjegybol?

d) Hanyféle lehet a személyi igazolvanyokban sze-
repld betlipar?

e) A fenti szabalyok szerint lehet-e 10 millié magyar
embernek mas-mas igazolvanyszama?

25. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA

Hany csticsa van annak a teljes grafnak, amelyben

N
Y

w
Y

(1]
Y

a) minden csucs fokszama 8;
b) az élek szdma 171;
c) afokszamok Osszege 2107

Egy kozlekedésbiztonsagi napon 10 kérdésbdl allo
tesztet kell kitolteni a résztvevéknek. Minden kérdés-
re 4 valasz koziil kell megjelolni az egyetlen helyes
valasz bettjelét. A kitoltés soran a résztvevék minden
kérdésre bekarikaznak egy betiit, egyetlen kérdést
sem hagynak ,,iiresen”.

a) Hany kilonboz6 kitoltése van a tesztnek?

b) Hany olyan kitoltés van, amelyben az els6 5 kér-
désre helyesen valaszolunk, a masodik 6t kérdés-
re hibdsan valaszolunk?

¢) Hany olyan kitoltés van, amelyben pontosan egy
hibds valasz van, a tobbi valasz mind helyes?

Péterék osztilyaban 27-en vannak, koziilik 15 lany.

Ottagu kiildottséget kell vélasztaniuk az iskola didk-

onkormdnyzatanak tilésére.

a) Hanyféleképpen allithaté ossze az 6ttagu kiildott-
ség?

b) Hanyféleképpen allithatd 6ssze az 6ttagu kiildott-
ség gy, hogy legyen fitl a kiildottségben?

A porzitiv egész szamok kozott hany hatjegyti paros
szam van, amelyben el6fordul a 0 szamjegy?

(Erettségi feladat alapjén, 2011)
Zsuzsi hétjegyti mobiltelefon-

- T =7

(999) 999-9999

szama kiilonb6z6 szamjegyek- Mumber
bél all, és az elsé szamjegy nem n Ow 6
nulla. Amikor Ndiko felhiva
Zsuzsit, felttint neki, hogy a mo-
biltelefonjan megjelené harom LA 2
szamoszlop koziil csak kettére D O &

volt szlikség. Ezekre is ugy, hogy =
el6szor az egyik oszlopban 1évé o .
szamokat kellett valamilyen sor- -
rendben megnyomni (megérinteni), azutan pedig
a masik oszlop szamai kovetkeztek valamilyen sor-
rendben. Hany ilyen telefonszdm lehetséges?
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Temazard feladatyyijteme ny

‘I ) Hany kiilonbozé, 8 szémjegy hossziisagu kod ké- A Mastermind egy kétszemélyes logikai tarsasjaték.
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szithetd a 0 és 1 szamjegyekbd1?
b) Haény olyan 8 szamjegy hosszusagu kod készithetd
a 0 és 1 szamjegyekbdl, amely egyessel kezdddik?

Bence osztalyabol egy négyfds csapat indult a ro-

botikavetélkeddn: Bence, Donci, Kato és Juli. A ve-

télkeddn haromféle feladatot kell megoldaniuk, egy

id6ben, egymassal parhuzamosan dolgozva. Egyikiik

tolti a tesztet, masikuk egy szamitasi feladatot old

meg, s ketten egy modellt kell 9sszeallitsanak.

a) Hanyféleképpen oszthatjak ki egymas kozott a
harom feladatot?

b) Hanyféleképpen oszthatjak ki a feladatokat, ha
nem a két fia allitja 6ssze a modellt?

Hany hatjegy(i szam irhat6 fel az 1, 3 és 8 szamje-
gyekkel? Ezek kozott mennyi paratlan?

Hany 6 jegy(i szam irhato fel a 0, 3 és 8 szamjegyek-
kel? Ezek kozott mennyi paratlan?

a) Hany nyolcjegyt jelszo készithet6 a 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7, 8,9 szamjegyekbdl és az x, y, z, v bettikbdl, ha
a jelszoban lehetnek szamjegyek is, betik is tet-
sz6leges sorrendben, s akar ismétlédhetnek is?

b) Ugyanezekbdl a karakterekbdl olyan nyolcjegyt
jelszot kell késziteni, amelyben az elsé 4 karakter
betli, a masodik 4 karakter szamjegy. Ekkor hany
kiillonb6z6 megoldast talalhatunk?

c) Ugyanezekbdl a karakterekbdl olyan nyolcjegyti
jelszot kell késziteni, amelyben az elsé 4 karakter
betli, a masodik 4 karakter szamjegy, és minden
karaktere kiillonb6z6. Ekkor hany kiilonbozé
megoldast talalhatunk?

(Erettségi feladat, 2008)

Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyek felhasznalasaval otje-
gyl szamokat készitiink az 9sszes lehetséges modon
(egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk). Ezek
kozott hany olyan szam van,

a) amelyik 6t azonos szamjegybdl all;

b) amelyik paros;

c) amelyik 5-tel oszthat6?

®
Y

©
Y

8 szinben talalhaték benne a ,,gombok”. Ezekbdl rak

ki az egyik jatékos egy 4 gombbdl all6 titkos kodot.

A masik jatékos talalgat. Az elsé jatékos értékeli a

tarsa tippjeit: annyi fekete ,,gyufaszalat” rak, ahany

tipp jo helyen van, s annyi fehér ,, gyufaszalat”, ahany

gombra igaz, hogy az el6bbieken kiviil megfelelé a

szine, de nincs jo helyen. Ezen informaciok alapjan

kell kitalalni a titkos kodot.

a) Hanyféle kod rakhato ki a 8 szinbd6l?

b) Hanyféle kod rakhaté ki, ha a gombok kozott
nem lehet tobb azonos szinii?

¢) Ha kitalaltuk a négy szint, akkor a négy szinbdl
hanyféle kdd rakhato ki, ha egy szin nem fordul-
hat el6 tobbszor?

d) Ha kitalaltuk a négy szint (piros, kék, z6ld, sarga),
hanyféle négyszint kod rakhatd ki, amelyben a
piros gomb nincs a kék mellett?

(Kompetenciamérés, 2013)

A mobiltelefonok bekapcsoldsakor a SIM-kértya
PIN-kodjat (négyjegytt szamkodot) kell megadni,
melyet csak a tulajdonosa ismer, igy illetéktelenek
nem tudjak hasznalni a telefont. A négy szamjegy-
bél allé6 PIN-kod szamjegyei 0-t6l 9-ig barmilyenek
lehetnek. 2011-ben Magyarorszagon a SIM-kartyak
szama 11,69 millié volt. Legaldbb hany azonos PIN-
kod volt ekkor Magyarorszagon?

Balazs, Erzsi, Gellért, Klari és Sanyi sorban allnak

a mozi pénztara el6tt.

a) Hanyféleképpen éllhatnak sorba?

b) Hanyféleképpen dllhatnak a sorban, ha tudjuk,
hogy Gellért az els6?

c) Hanyféle lehet a sorrend, ha tudjuk, hogy felvalt-
va allnak sorban a fitik és a lanyok?

Hajni osztalyabdl hatan arra véllalkoztak, hogy
szinpadra visznek egy jelenetet. A 4 lany és a 2 fit
olyan darabot vélasztottak, amelyben 4 néi és 2 férfi
szereplé van. Hany kiilonbozé szereposztas alkot-
hatd, ha a fitk férfiszerepet, a lanyok néi szerepet
jatszanak?

KOMBINATORIKA, GRAFOK



Szamold kil

a) 4!+ 6! 31471 2!+ 5!
b) 344! 414+ 5!+ 7! 6!+ 8!
3! 3! 5!

P a) Hényféleképpen allhat sorba Hajni és 8 osztaly-
tarsa, ha tudjuk, hogy Hajni és Juli egymas mellett
allnak?

b) Hanyféleképpen allhatnak sorba 6k kilencen, ha
tudjuk, hogy Hajni a harmadik?

c) Hanyféleképpen allhatnak sorba, ha Hajni nem az
utols6?

EBR Szamold ki:

5 9 11 320 5110
a) (4)’ (2) (10)’ (318)’ ( 1 >;
VI R O R P €
30 5/ 3/ 4) 7)
LP Hany 0 elem, hény 1 elemd, hény 2 elemd, hany
3 elemt részhalmaza van
a) egy 3 elemt halmaznak;
b) egy 4 elemt halmaznak;
¢) egy 5 elemii halmaznak?

LR a) A 32 lapos magyar kértyabol 3 lapot osztanak ne-

kiink. Hanyféleképpen alakulhat ez a kezd§ 3 lap?

b) Orommel ltjuk, hogy remek lapunk van: piros
asz, piros fels6 és makk kirdly. A maradék pak-
libdl Gjabb két lapot huzunk. Hanyféle lehet ez
a tovabbi két lap?

16> Egy varosban azon gondolkod- 11 1.

nak, hogy dujfajta buszjegyeket

vezetnek be. Az Uj buszjegy nem 210 7]¢

3 x 3-as formatumu lesz, hanem 9 10 11 12

4 x 4-es: 1-t6] 16-ig szerepelnek 13 14 15 16

rajta a szamok, az abra szerint.

a) Ha ezek koziil pontosan harmat lyukaszt ki a lyu-
kaszto, akkor hany kiilonbozé lyukasztas torténhet?

b) Ha két vagy harom lyukat lyukaszt a gép, akkor
hanytéle lyukasztas torténhet?

LR Egy kozvélemény-kutatason egy teszt 10 kérdésére

kell valaszolni, mindegyikre igent vagy nemet.

a) Hanyféle kiilonboz6 kitoltése lehet ennek a teszt-

nek?

b) Hany olyan kitoltése van a tesztnek, amelyben

pontosan 8 igen valasz szerepel?

25. lecke | TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

(Kompetenciamérés, 2018)

Y

19

A kovetkezd tablazat egy orszagos futéversenyre je-
lentkezdk legjobb idejét mutatja.

Nevezési id6

(perc:masodperc) w0
= 1:25 8

1:26 — 1:30 15
1:31 - 1:35 17
1:36 - 1:40 20
1:41 - 1:45 8
1:46 - 1:50 27
1:51 = 31

a) Mennyi legyen a versenyen vald elindulashoz
sziikséges szintid6, ha a versenyre 60 fot szeret-
nénk meghivni?

b) Hanyféleképpen valaszthatunk ki egy 4 futdbol

all6 csapatot ugy, hogy mindegyikiik szintideje

kisebb vagy egyenlé legyen, mint masfél perc, ha

a csapaton belil mindenkinek azonos lesz a fel-

adata?

Egy dolgozat 5 feladatat tetszéleges sorrendben lehet
megoldani.

a) Lehetséges-e, hogy a 112 {8s évfolyam minden
tanul6ja mds-mas sorrendben oldja meg a felada-
tokat?

Andrasnak 3 feladata lett jo, a tobbi hibas. Azon
gondolkodik, melyek lettek jok. Hanyféle lehetd-
ség van?

b)

c) Az elsé feladatban az évfolyam 25%-a kovetett el
kisebb-nagyobb hibat. Hanyféleképpen valaszt-
hatunk ki a matematikaversenyre egy 4 f6s csa-
patot azok koziil, akik az elsé feladatot hibatlanul

oldottak meg?

Egy nyolctagu tarsasag érkezik az épiiletbe. Négysze-
mélyes lifttel szeretnének felmenni az 6todik emelet-
re.

a) Hanyféleképpen valaszthatjak ki azt a négy em-

bert, akik elészor mennek fel?

b) Héanyféleképpen rendezédhetnének két négyes
csoportba, ha a csoportok sorrendje nem szamit?
c) Hanyféleképpen mehetnek fel az emeletre a négy-
személyes lifttel, ha az is szamit, hogy ki megy az
els6 menetben, és ki megy a masodik menetben?
(A lifttel mindkét menetben négy ember megy

fel.)
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(Erettségi feladat, 2019)
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Az ébran egy koérnyezetvé-

dé szervezet logdjanak ki

nem szinezett terve lathato.

A log6 kilenc tartomanyat

hdrom szinnel (sarga, kék és

z0ld) szeretnénk Kkiszinez-

ni ugy, hogy a szomszédos

tartomanyok kiilonboz6 szi-

nuek legyenek. (Két tartomany szomszédos, ha a ha-
tarvonalaiknak van kozos pontja. Egy-egy tartomany
szinezéséhez egy szint hasznalhatunk.) Hanyféleképpen
lehet a log6t a feltételeknek megfeleléen kiszinezni?

A totéban 13+ 1 mérkézés esetén megtippelhetjiik,

hogy ki nyeri a meccset. Haromféle tipp jelolhets

meg. 1: a hazai csapat; 2: a vendégcsapat; x: dontetlen.

a) Hanyféle killonboz6 kitoltése lehet egy totdszel-
vénynek?

b) Hanyféle kitoltés lehetséges, ha az elsé 6 mérké-
zés esetén nem véletlenszerten tippeliink, hanem
gy6ztesként megjeloljiik a bajnoksagban el6rébb
allo csapatot, és a tobbi mérkozés esetén véletlen-
szertien vélasztunk?

(Kompetenciamérés, 2006)

A kinai bolcsek a Viltozdsok konyvében két Gserét
killonboztetnek meg: a Jint és a Jangot. A Jint egy
megszakitott vonallal, a Jangot

egy Osszefiiggd vonallal abra-

zoltak:

A konyvben taldlhat6é valamennyi jelilk 6 vonasbol
tevddik ossze. Ezek mindegyike vagy Jin, vagy Jang.
Példaul az egyik jeliikk neve SiHo, ———
ebben 3 Jin és 3 Jang szerepel a

kovetkezé sorrendben: -

a) Hanyféle jel lehet, amelyben csak 1 Jin szerepel?

b) Hanyféle jel lehet, amelyben pontosan 3 Jang sze-
repel?

c) Hanyféle jel lehet, amelyben legalabb 4 Jang sze-
repel?

d) Hanyféle jel lehet, amelyben péaros szamd Jin sze-
repel?

e) Hanyféle jeliik 1étezhet 6sszesen?

A morzeabécé két karaktert haszndl a betilik és sza-
mok megjelenitésére: pontot és vonalat. Hany kii-
16nboz6 jelet lehet késziteni, ha egy jel legfeljebb 5
karakter hossztsagu lehet? Elegendd-e ennyi jel a

Y

25

26

27>

Y

Y

32>

magyar abécé egyjegyli bettinek, az irdsjeleknek
(pont, vesszd, pontosvesszd, kérddjel és felkialtojel)
és a tiz szamjegynek a megjelenitéséhez?

Hanyféleképpen szinezhetiink ki egy haromsavos
z4szIot a piros, fehér, zold szinekkel kétféle szintire
ugy, hogy piros savok lehetnek egymas mellett, de
mas szind savok nem lehetnek egymas mellett?

Hanyféle 5-tel oszthato, haromjegy(i szam rakhatd ki

a 0, 1, 2, 5 szamkartyakbol?

Haény olyan hatjegy(i szam alkothat6 a0, 1, 2, 3,4, 5,6
szamjegyekbdl, amelynek minden szamjegye kiilon-
b6z6? Ezek kozott hany olyan van, amelyik oszthato
5-tel?

Hany olyan 5 dobasbdl all6 dobassorozat van szaba-
lyos dobodkockaval, amelyben a dobasok dsszege 72

Egy gyartasi folyamat sordan harom fézison megy

keresztiil a termék. Az els§ fazisban négy mardgép

dolgozik egymassal parhuzamosan, melyek ugyanazt

a feladatot végzik. A masodik fazisban egy finomme-

chanikai gép végez egy révid miveletet, ezt csak egy

gép végzi. A harmadik fazisban harom csomagologép
dolgozik egymadssal parhuzamosan a terméken.

a) Hanyféle kiillonboz6 gyartasi uton késziilhet el a ter-
mék, ha tudjuk, hogy egy mar6gép dolgozik rajta,
majd a finommechanikai gép, majd egy csomagolo-
gép? Szemléltesd graffal a gyartasi folyamatot!

b) Hanyadrészére csokken a gyartasi utak szama, ha
egy marogép és egy csomagologép is meghibasodik?

¢) Hanyadrészére csokkenhet a gyartasi utak sza-
ma, ha valamelyik két gép meghibasodik (de nem
tudjuk, hogy melyik)?

Egy grafnak 6t csticsa van, és minden cstics fokszama
egyenld. Adj meg olyan grafot, melyre ez a fokszam:
a) 1; b) 2; c) 3; d) 4.

Rajzolj olyan egyszert grafot, amelynek 6 csticsa van,
és a csucsok fokszamai:
a) 1;1;2;2;3;3;
b) 0;0; 3; 3; 3; 3;

c) 1;1;1;2;2; 2
d) 1;1;2;2;2;6.

Adj meg olyan egyszert grafot, melynek 8 cstcsa
van, és a csucsok fokszdma:
a) 2;2;2;2;2;2;2;2; b) 1;1;1;1; 2; 2; 2; 4.

KOMBINATORIKA, GRAFOK



Egy 6tf6s tarsasigban Anna ismeri Pétert, Balazst és [LENMM (Erettségi feladat alapjén, 2013)

‘Y
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Y

37

Y

38

Y

39

még valakit. Baldzs Annan kivil ismeri Zolit és Ga-
bort. Zoli a tarsasagbol csak Balazst ismeri. Gabor
viszont mindenkit, kivéve Zolit.

a) Szemléltesd graffal, hogy ki kinek az ismerdse!

b) Hany ismerdse van Péternek?

Rajzolj olyan 7 csticsu grafot, melyben a cstcsok fok-
szdmai:

a) 0;0;0; 1;2;2; 3
b) 1;2;3;3;3;3;3;

c) 1;2;3;3;3;3; 4.

Hany éle van annak a grafnak, melyben a fokszamok
a kovetkez6k?
a) 1;2;3;3;4;7 b) 2;4;4;4;5;5

Igazold, hogy nincs olyan graf, melyben a csucsok
fokszdmai a kovetkezdk:

a) 1;2;3;3; b) 1;2;3; 4; c) 0;1;2;3.

Egy hattagt tarsasagban mindenkinek pontosan 3 is-
merdse van. Szemléltess graffal egy ilyen ismeretségi
rendszert (az ismeretségek kolcsonosek)!

a) Hany éle van annak a teljes grafnak, amelynek 10
csticsa van?

b) Hany csucsa van annak a teljes grafnak, amelynek
190 éle van?

Hanyféleképpen vélaszthatunk ki a 8 csticsu teljes
graf élei koziil hatot, ha a kivalasztas sorrendje nem
szamit?

Egy kisebb irodahazban 6 véllalkozas miikodik. Bar-
mely két vallalkozas kozott legfeljebb egy kozos tigy-
let torténik havonta. Megkérdeztiik a vallalkozasok
képviseldit, hogy az elmult hénapban hany céggel
volt kozos tigyletiik az irodahdzon beliil. Az elsé 6t
valasz ez volt: 5, 4, 3, 2, 1.

a) Abrazold gréffal a hat céget és a koztiik a mult ho-
napban létrejott tigyleteket!

b) Mi volt a hatodik valasz?

c) Hanyféleképpen valaszthat ki az adohatdsag 4
ugyletet az irodahdzon beliil a mualt hénapban
megvaldsult tigyletek koziil, amit ellendrizni fog
a kovetkezd héten? (Két kivéalasztas kiilonbozé,
ha van olyan tigylet, ami szerepel az egyikben és
nem szerepel a masikban.)

25. lecke | TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY
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Egy iskola asztalitenisz-bajnoksagan hat tanuld vesz
részt. Mindenki mindenkivel egy mérkézést jatszik.
Eddig Andi egy mérkdzést jatszott, Barnabas és Csaba
kett6t-kettot, Dani harmat, Eniké és Feri négyet-négyet.

a) Rajzold le az eddig lejatszott mérkdzések egy le-
hetséges grafjat!

b) Lehetséges-e, hogy Andi az eddig lejatszott egyet-
len mérkdzését Barnabassal jatszotta?

c) Hanyféleképpen valaszthatunk ki a lejatszott mér-
kézések koziil harmat, amirdl dsszefoglalot készi-
tiink az iskolaujsagba, ha a kivélasztas sorrendje
nem szamit?

d) Hanyféleképpen valaszthatjuk ki, hogy a résztve-
vOk koziil melyik harom tanulét keressiik fel a ri-
porthoz, ha a riportalanyok sorrendje nem szamit?

(Erettségi feladat alapjan, 2021)

Egy nyolccsapatos jégkorongbajnoksagban minden
csapat minden masikkal egyszer mérkézik meg.
Az 4bran lathato graf az eddig lejatszott mérkdzése-
ket szemlélteti. A pontok a csapatokat jelképezik, és
két pont kozott pontosan akkor van ¢él, ha a két csapat

mar jatszott egymassal.
F E

H'\ C

A B

A bajnoksagbdl 5 fordul6t mar megrendeztek, dm

néhdny mérkézés elmaradt. (Egy forduloban - ha

nincs elmaraddé mérkdzés — mindegyik csapat egy
mérkdzést jatszik.)

a) Add meg harom olyan csapat betdjelét, melyek
koztl barmely kett6 mar lejatszotta az egymds
kozotti mérkézéseit! Fogalmazd meg, hogy ez
milyen médon jelenik meg az abran!

b) Hany mérk6zés maradt el az els6 5 forduldéban?

c) Hanyféleképpen alakulhat majd a bajnoksag elsé
hérom helyezettje, ha nincs holtverseny?

d) A bajnoksag végeztével, miutin mar minden
meccset lejatszottak, a sportujsagirdk arrdl is
szavaznak majd, hogy melyek voltak a bajnoksag
legérdekesebb mérkézései. Hanyféleképpen ala-
kulhat a szavazas soran az els6 harom legérdeke-
sebb mérkézés, ha nincs holtverseny?
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BEVEZETO

Egy szabaduldszoba kulcsat egy lakattal zart 1ada rejti. A lakat egy haromjegy(i szamkoddal
nyithato.

A jatékosok rendelkezésére all irdeszkoz és papirlap. A titkos kdd megfejtéséhez a kovetke-
z§ instrukciokat kapjak:

1. Adjatok meg az L. tdblazatba beirt szamokat 2 hatvanyaként, és irjatok azokat a II. tab-
lazat megfelel6 rubrikaiba!

2. Toltsétek ki a II. tédblazat hianyzé helyeit 2 hatvanyaival ugy, hogy biivos négyzetté véljon, azaz az egyes sorokban, osz-
lopokban és atlokban ugyanannyi legyen a szamok szorzata!

3. ATL tablazatban kapott 2 alapt hatvanyok kitevéit irjatok a III. tablazat megfelelé helyeire!

4. ATIL tablazatban 1év6 szamok angol elnevezését irjatok a IV. tablazat megfeleld helyeire!

5. Irjétok be az V. téblazat megfelel6 rubrikaiba a IV. téblazatban szerepld szavak bettiinek szamat! Ellendrizzétek, hogy az
V. tablazat ismét biivos négyzet-e, azaz minden egyes soraban, oszlopaban, atléjdban ugyanannyit ad-e a beirt szamok
Osszege! (Ha igen, akkor lépjetek a kovetkezd pontra, ha nem, akkor gondoljatok ujra végig az eddigi feladatokat!)

6. A titkos szamkddot megkapjatok, ha az V. tdblazatban szerepld szamok szamjegyei 6sszegének kiszamoljatok a —1-edik
hatvényat, és annak a tizedes tort alakjabdl veszitek a tizedesvesszd utan 1év6 elsé 3 szamjegyet!

(A négyzetek jobb fels6 sarkaban 1évé rubrikat mintaként kitoltottiik.)
L 1L III. Iv. V.
2 i h'
4" 5122 2" 18 s 8
een
32’ [ [ [ [
16°
Megoldds: a lecke végén.
1. Egész kitevojii hatvany értelmezése
- Ha a egy valos szam és n egy 1-nél nagyobb természetes szam, akkor a” olyan n d'=a-a-..-a
tényezds szorzat, melynek minden tényezdje a. (n darab tényez6)
— Barmely val6s szam els6 hatvanya maga a valds szam. d=a
- Barmely 0-t6] kiillonb6z6 valés szam nulladik hatvanya 1. 01
(0° nem értelmezett) “=
- Egy 0-tdl kiilonb6z6 valds szam negativ egész kitevés hatvanyat ugy képezziik,
hogy az alap reciprokat a kitevd ellentettjére emeljiik. a'= (%) = #

a€R;a+0é neN

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



2. Hatvanyazonossagok

a, b € R ésm, n € Z esetén, ha a kifejezésekben szerepld hatvanyok mindegyikének értelme van, akkor teljestil:

- azonos alapt hatvanyok szorzata:

- azonos alapu hatvanyok hanyadosa (ha a # 0):

- hatvany hatvanya:
- szorzat hatvanya:

- hanyados hatvanya (ha b + 0):

(Az azonossagokat pozitiv egész kitevék esetén bizonyitottuk, majd kiterjesztettiitk

egész kitevoji hatvanyokra.)

FELADAT

am.an:aern
llm_ m—n
a" -
(am)rI:am»n

(a-b)'=a"-b"
ay _a"
b))

Szamoldgép hasznalata nélkiil dontsd el, hogy me- Add meg két egész szam hanyadosaként!

lyik nagyobb!

a) 2°° vagy 37
b) 5°  vagy —5°
c) 37 vagy (-3)
d) (-2)7 vagy (-3)°
e) -5 vagy —-17°
f) 7° vagy 0

PN [rd fel 2 hatvanyaként!
a) 23 . (2—2)—5
. (2—3)—1
(2—4)—3

c) 4.8°

o (2]

e) 10247\
5127 %

HAZI FELADAT

A 3-nak hanyadik hatvanyaval szorozzuk meg az

alabbi szdmokat ahhoz, hogy eredményiil 3°-t kap-

junk? 3 o
a) 3*. (37" d) ( o)
p 2 Yale

7y o ()
c) 9°.27°

26. lecke | HATVANYOZAS - ISMETLES

‘Y

Y

Z

-2 _ -1 =)
W) 37— o 3525
-2
b 20_2—2
) 2-27°

Add meg az aldbbi kifejezések helyettesitési értékét
kozonséges tort alakban, ha
a =123 456 és b =56 789.

a_(a2)—1.a73 c) (a. b—l)z.as

a) (a,3)—2 . a79 (a—z . b)—3
®) b +b2-1
wr T v

Allitsd novekvé sorrendbe az alabbi szdmokat!
A megoldashoz ne haszndlj szamologépet!

A= (_7)80 C=757 E= (_3)—75
B= (_3)75 D= (23)80 F= (_3)—10

Add meg az alébbi kifejezések helyettesitési értékét

kozonséges tort alakban, haa = 0,4 és b = %

(@)% a” (a-by' v
a) (a4)—2 . a*l C) (a . b—z)—z
b) b)Y bltbi-2

(b0)4 b—3 ) bZ
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Melyik az a valos szam (vagy melyek azok a valds szd-
mok), amelynek

Igaz vagy hamis?
a) Van olyan pozitiv valos szam, amelynek maso-

o) emmedie s 8. dik hatvanya nagyobb a harmadik hatvanyanal.
27 b) Minden negativ szdm negyedik hatvanya na-
b) minusz egyedik hatvanya %; gyobb a szam harmadik hatvanyanal.
c) Egy negativ szam negativ kitevés hatvanya le-
c) negyedik hatvanya %; het pozitiv.
4 d) Van olyan valds szam, amelynek (—1)-edik hat-
d) minusz mdsodik hatvanya 9’ vanya egyenlé magaval a szammal.
e) nulladik hatvanya 1; e) A 2-nek minden péros kitevds hatvénya felirha-
. ) 1 t6 a 4 hatvanyaként.
f) hatodik hatvénya T 64’ f) Van olyan negativ valds szdm, amelynek végte-
g) minusz tizedik hatvdnya 1024? len sok, kiilonboz6 kitevéjii hatvanya egyenlé.
A bevezetében 1év6 feladat megoldasa:
L II. 111 IV. V.
11 2 5 2 18 . |twenty-| eigh-
4 [512 2 2 2 51 22| 18 five . 4 9 8
wo | teen
32’ |$ |2 | 2 |$ 28 | 15| 2 |$ t‘:g“}:ty fifteen| two |$ n| 7|3
2 12 8 25 . twenty-
16 2 2 2 12 8 25 twelve| eight five 6 5 10
Az V. tablézatban 1évé szamok szamjegyeinek dsszege 45. Ennek (—1)-edik hatvénya 457" = 41—5 = 0,02, tehét a tize-

N
‘Y
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desvesszd utan 1évd 3 szamjegy: 022. Igy a titkos kod: 022.

Biivos négyzetek:

A bilvos négyzet olyan szabalyszerliséget mutat6
szamelrendezés, amelyben - egy négyzet n x n da-
rab négyzetre bontasaval kapott mezékben — minden
sorban, minden oszlopban, illetve minden atléban
megegyezik a beirt szdimok Osszege vagy esetleg a
szorzata.

Az egyik leghiresebb 4 x 4-es bilivos négyzet a ma-
gyar szarmazasu Albrecht Diirer (1471-1528) német
fest6 és grafikus alkotdsa, amely a mtivész Melankélia
cimi L. rézmetszetén talalhato.

Keresd meg az eredeti alkotast az interneten!

16 | 3 2 |13
5110 11| 8
9 6 7 | 12
4 15|14 ] 1

A négyzetben elhelyezett szamok soronkénti, oszlo-
ponkénti és atlok szerinti Osszege minden esetben
34, ugyanakkor az als6 sor kozépsé két mezdjében
felfedezhetd a készités éve, 1514.

Ha tilizetesebben megvizsgaljuk a beirt szamokat,
azt lathatjuk, hogy nemcsak a sorokban, oszlopok-
ban, atlékban szereplé szamok Gsszege egyezik meg,
hanem bizonyos szimmetridk szerint elhelyezkedd
szamnégyeseké is. [lyenek példaul

l and

A
[ SR

o
o
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Az indiai matematikazseni, Srinivasa Ramanujan

(1887-1920) olyan 4 x 4-es biivés négyzetet alko- 5832 27 |-2179| 2179 | 27 |-5832
tott, melynek elsd soraban szerepel sziiletési datuma,
1887. 12. 22., ugyanakkor minden sorban, oszlopban L |-2744) =512 | —1 | 2744 | 512

és atloban 139 a négy szam Osszege.

—1000 4913 | —64 64 | —4913( 1000
22 | 12 | 18 | 87

88 | 17 9 25 —4096 | —125 | 3375 [-3375| 125 | 4096

10| 24| 89 | 16 =729 | =343 | 729 | =216 | 343 216

19 [ 86 | 23 | 11

-8 |[-1728|-1331| 1331 | 1728 8

Az alabbi két biivos négyzet ,,hatvanyozottan” is bu-

_ A kovetkezd négyzet duplan biivos, mert nemcsak
VvOs negyzet.

p P . . . blivos Osszeget, hanem biivos szorzatot is alkot-
Az elsében szereplé minden szam négyzetszam, a

blivos Osszeg 8515.

1o

nak a sorokban és oszlopokban 1évé szamhatosok.
Ha nem hiszed, jarj utdna!

4624| 841 |1681( 1369 27 | 25 | 156 | 48 | 84 | 20

289 | 961 | 6241|1024 75 | 144 | 18 | 56 | 52 | 15

3481 784 | 529 | 3721 24 | 12 | 45 (117 | 50 | 112

121 15929] 64 (2401 16 [ 65 | 21 | 30 | 108 | 120

A masodikban minden szam kobszam, éppen az elsé 1401 72 1 40 | 9 | 60 | 39

18 pozitiv egész és az elsé 18 negativ egész kobét tar- 2s | a2 |80 100l 6 | 54

talmazza. A bivds dsszega 0.

FELADAT

Probélj meg olyan biivos négyzetet alkotni, melyben szerepelnek sziiletési
datumod szamjegyei!

Diirer: Melankdélia I.
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? Szamok p-edik gydke

Egy kocka felszine 294 cm®. Mekkorék az élei?
Egy kocka térfogata 64 cm’. Mekkorak az élei?

Megoldds

a) A kocka felszine felirhaté az A = 6a® sszefiiggés se-
gitségével, ahol az a pozitiv valds szam a kocka élének
hosszat jelenti centiméterben. Ezért 294 = 6a’, amibél
a’ = 49 adddik, vagyis azt a pozitiv valés szamot keres-
stik, amelynek négyzete 49. Ez a szam a 7, tehat a kocka
éle 7 cm hosszisagu.

b) A kocka térfogata felirhaté a V = a’ dsszefiiggés segit-
ségével, ahol az a pozitiv valos szam a kocka élének
hosszat jelenti centiméterben. Ezért 64 = a’, amibél
a’ = 64 adédik, vagyis azt a pozitiv valés szdmot ke-
ressiik, amelynek kobe (harmadik hatvénya) 64. Rovid
fejszamolas utdn rajohetiink, hogy ez a szdm a 4, tehat
a kocka éle 4 cm hosszusagu.

Egy kocka alaku doboz egy rétegben val6 kibé-
leléséhez 102 cm’ anyag sziikséges. Mekkorék az
élei?

Egy kocka alaku iivegtartdlyba 45 cm’ viz fér.
Mekkorak az élei?

Megoldds

a) Az 1. feladatban leirtakhoz hasonléan: 102 = 647, ami-
b6l @’ = 17 adddik, vagyis azt a pozitiv valés szamot
keressiik, amelynek négyzete 17. Ezt a szamot fejben sza-
molassal nem, de szdmoldégéppel meg tudjuk hatarozni.
A négyzetgyok definicidjanak ismeretében tudjuk, hogy
ha a keresett szam négyzete a 17, akkor a keresett szdm a
V17, tehét a kocka éle v/17 cm = 4,12 cm hossziisagu.
Megjegyzés: Igazolhat6, hogy a v/17 irraciondlis szam,
vagyis nem irhat¢ fel két egész szam hanyadosaként.

b) Az 1. feladatban hasznalt dsszefiiggés szerint 45 = a’,
amibél a’ = 45 adédik, vagyis azt a pozitiv valos sza-
mot keressiik, amelynek kobe (harmadik hatvanya) 45.
A keresett szam értékérél megallapithatjuk, hogy na-
gyobb 3-nal és kisebb 4-nél, mivel 3’ < 45 < 4°, va-
lamint kiszdmolhat6, hogy nagyobb 3,5-nél és kisebb
3,6-nél, mivel 3,5° < 45 < 3,6,

A négyzetgyok definicijdhoz hasonléan értelmezhetjitk
a kobgyokot, vagyis ha a keresett szam kobe a 45, akkor a
keresett szdm a %/45. A szamolashoz hasznaljuk a szamo-
16gép 3/ gombjét. Tehat a kocka éle %' 45 c¢m = 3,56 cm
hosszusagu.

Megjegyzés: Igazolhatd, hogy a %45 irraciondlis szam,
vagyis nem irhato fel két egész szam hanyadosaként.

MODE SETUP

A népességstatisztika az orszadg népességszamanak
alakuldsarol, nem, életkor és csaladi allapot szerinti
Osszetételérdl ad képet. Az évenkénti atlagos szapo-
rodas, illetve fogyas (az aldbbi képletben az r) szaza-
kozotti idszakra — a P, = P (1 +r)" képlettel sza-
molhatd. Az Osszefiiggésben P, a népesség szama az
id@szak elején, P, a népesség szama az iddszak végén,
n pedig az iddszak hosszdnak években kifejezett ér-
téke.

Magyarorszag népessége 2001-ben kozelit6leg 10,2 mil-
1i6 £6, mig 2021-ben kézelitéleg 9,7 millié £6 volt.
Hatarozzuk meg az eltelt id6szakban az évenkénti at-
lagos fogyas mértékét!

Megoldds
A képletbe helyettesitve a meglévé adatokat
9,7-10°= 10,2 - 10°(1 + r)*
adodik, melybdl rendezéssel:

9,7-10°
10,2-10°
0,95 = (1 + 7).
Azt kell tehat megtudnunk, hogy melyik az a pozitiv valds

=(1+ 1%,

szam, amelynek 20. hatvanya 0,95-dal egyenlé.

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



A megoldashoz vezet6é miveletet 20. gydkvonasnak nevez- bot hasznaljak. Ezeken a'0(, (95, ‘¥, (2.0 jelsoro-

ziik, vagyis 0,95 annak a pozitiv valds szamnak a 20. hatva- zatot kell begépelni.)

nya, amely megegyezik 0,95-nak a 20. gyokével.

Jeloléssel: 2%/0,95 =1+ r.
Azt a szamot, amelynek a huszadik hatvanya 0,95, igy
jeloljitk: *%/0,95 . Ennek kozelitd értékét sok zsebszamo- 0.0026

-V, =1

16gépen az [/ go_mb segitségével kaphatjuk meg a (20, ami azt jelenti, hogy a népesség atlagos évenkénti fogya-
%/ (01, 19)(5) jelsorozattal. sa a kijelolt id6szakban 0,26% (ez példdul 10 millié ember

(Megjegyzés: Egyes szamologépek a gomb helyett - a esetén 26 000 embert jelent),
késébbiekben majd kideriil, hogy mi miatt - az x'” gom-

A szamologéppel kapott eredmény:

2,/0,95 = 0,9974,
igy0,9974 =1+,

A hatvanyozas soran lattuk, hogy

- minden val6s szam péros kitevéji hatvanya nemnegativ, ezért paros kitevéjli gyokot nemnegativ valos szamokra értel-
meziink;

- minden valds szam paratlan kitevdji hatvanya olyan el6jel(, amilyen maga a szam, ezért paratlan kitev6ji gyokvonast
minden valds szamra értelmeziink.

Az n-edik gyok fogalma
~ Ha az a nemnegativ valés sz4m, és n 1-nél nagyobb paros természetes szam, akkor "v'a jelenti azt a nemnegativ valos
szamot, melynek n-edik hatvanya az a.
Példdul:
4/81 =3, mert 3* = 81,
6/0,015625 = 0,5, mert 0,5° = 0,015625.
- Ha az a tetszdleges valos szdm, és az n 1-nél nagyobb paratlan természetes szdm, akkor v'a jelenti azt a val6s szdmot,
melynek n-edik hatvanya az a.
Példaul:
% =216 = —6, mert (—6)’ = —216,
%/ —0,03125 =—0,5, mert (—0,5)° = —0,03125,
V128 =2, mert 2’ = 128.

Megjegyzések

- Az "V a kifejezésben a az alap, n a gyokkitevé. (n € N*\ {1})

- A %64 (mésodik gyok 64) jelolés helyett a megszokott négyzetgyokjelet hasznéljuk: %/64 = v64 = 8.
- A %/64 -et harmadik gyok 64-nek olvassuk, de elterjedt a ,kobgyok” 64 széhasznalat is: /64 = 4.

- A0 pozitiv egész kitevsji gyokét is értelmezziik, mégpedig igy: V0 = 0 (n > 1).




FELADAT

- Add meg a definici6 alapjan a kovetkezd szamokat! - Eurépa legnagyobb népstirtiségii orszaga Hollan-

a) V100; %»'—1000; %/1000 000; %1000 000
b) ¥1; ¥-125; '%1024; 4/625; %/0,001;

)27, /L
8 16

Add meg a zsebszamologéped segitségével a kovetke-
20 szamok kozelitd értékét két tizedesjegyre kerekitve!

a) ¥10; ¥/60; %/120; %/920; *%/1000; */10 000
b) 4/10; 4/60; 4/120; %/920; 4/1000; %10 000

A biivés kocka térfogata 216 cm’. Mekkora a felszine?

Egy viztorony (hidroglébusz) gomb alaku tartalya-

nak teljes térfogata 113 m’.

a) Mekkora a gomb sugara?

b) Hiny m’aluminium sziikséges a burkolat elkészi-
téséhez?

(Az R sugaru gomb térfogatata V = %Ri felszinét

az A = 47R* képlettel szdmithatjuk ki.)

Y

dia, ahol a szarazfoldl tertiletekre szamolt népst-

megismert képlet alapjén hatarozd meg az atlagos

évenkénti népszaporodast az alabbi iddszakokra,

ha ismert, hogy

a) az orszag népessége 1950-ben 10 milli6 {6 volt,
2013-ban 16,78 milli6 f6;

b) az orszag népessége 2014-ben 16,83 milli6 £6
volt, 2021-ben 17,26 milli4 f6!

Az alabbi tablazat a Kozponti Statisztikai Hivatal
demografiai adatait mutatja, de néhany hianyzik.

A novekedés/csokkenés

3 Nepess?g 4tlagos évi mértéke %-ban,
(ezer f6) o ) ,
az el6z6 adathoz viszonyitva

1910 7612
1920 0,482
1930 8 685 0,841
1941 9316 0,64
1949 9205 —0,15
1960 0,72
1970 10 322 0,357
1980 10 709
1990 10 375 —0,316
2001 10 200 —0,1545

a) Hatdrozd meg a hianyz6 értékeket a beirt ada-
tok ismeretében!

b) Beszélgessetek rola, mi lehet a magyarazata
a népesség ilyen modon valo alakuldsanak! Mi
torténik, ha ez a trend folytatodik?
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HAZI FELADAT

Add meg a definici6 alapjan a kovetkezd szamokat! (Erettségi feladat nyoman, 2014)

a) V0,49 «¢) ¥27 e) V1 Vizi él6helyek - az akvériumtél a Balatonig — egyik
b) 4/256 d) %/3* 3° nagy problémadja az algasodas. Megfelelé fény- és

hémérsékleti viszonyok mellett az algaval boritott
tertilet nagysaga akdr 1-2 nap alatt megduplazédhat.

N
'Y

Egy kocka térfogata 42 cm’. Valaszd ki az alabbiak

koziil a kocka felszinét!
a) 6 v42 cm’ novekedett az algaval boritott teriilet nagysaga,

Egy kerti toban minden nap ugyanannyiszorosara

s 5 mig végiil a kezdetben 1,5 m’-en észlelheté alga
b) 6-v42 cm a . 2 2
. egy hét alatt teljesen beboritotta a 27 m™-es tavat.

By
c) 6:(¥42) cm Szamitsd ki, hogy naponta hanyszorosira néveke-

dett az algas tertilet!

RAADAS

Egy szam négyzetgyokének meghatérozasa tetszéleges pontossaggal (szamologép hasznalata nélkiil)
Szamoljuk ki a 3346 négyzetgyokét!

1. Daraboljuk fel a szamot ,,hatulrdl’, az egyes helyi értéktél kezdve kétjegyt szamokra: 33 46.

2. Az els6 vizsgalandd szam a 33. Keressiik meg azt a legnagyobb szamot, amelynek négyzete nem nagyobb, mint 33.
Az 5 négyzete 25, igy kapjuk a fenti szam négyzetgyokének els6 szamjegyét: 5.

3. Vonjuk ki a 33-bdl az 5° = 25-6t, eredményiil 8 adodik, ez keriil a kovetkezé csoport két szamjegye elé: 846.

4. Vegytk az el6bb megkapott els6 szamjegy dupljat, ami 2 - 5 = 10, és hatdrozzuk meg azt a lehetséges legnagyobb n
szadmjegyet, melyre az 10n hdromjegyti szdm és az n sz4m szorzata nem nagyobb, mint 846. Igy n = 7 adédik. Ez lesz az
eredeti szam négyzetgyokének masodik szamjegye. (Mivel ennek a csoportnak a vizsgalataval eljutottunk az egyes helyi
értékig, a kapott szamjegy utan kitessziik a tizedesvesszét.)

5. Képezziik a 846 — 107 - 7 = 97 kiilénbséget (ha ez a kiilonbség 0-nak adédik, akkor az eredeti szam négyzetgyoke egész
szam)! Az eredményiil kapott 97 kertil a kovetkezé csoport két szamjegye elé: 9700.

6. Vegyiik az eddig megkapott szamjegyekbdl all6 kétjegy(i szam, az 57 dupldjat, ami 2 - 57 = 114, és hatdrozzuk meg azt a
lehetséges legnagyobb n szémjegyet, melyre az 114n hiromjegy(d szdm és az n szém szorzata nem nagyobb, mint 9700.
Ebbdl n = 8 lesz, igy az eredeti szim négyzetgyokének kovetkezd (a tizedesvesszd utdni elsé) szdmjegye (57,8° = 3340,84).

Ezt kovetben a lépések sorozata (az algoritmus) tetszéleges szamjegyig folytathato a kivant pontossagig.
Hatarozd meg a kovetkezd szamjegyet az el6bbi tablazat utolsé soranak kitoltésével!

Lépés  Csoport é?:sr:s(e;l; D;piiisz;ss,olz:;e Szorzat képzése A ::frzeezr;iny Maradék
1 33 33 5*=125 > 5 33-25=38
2 46 846 2-5=10 107 -7 =749 7 846 — 749 =97
3. 00 9700 2-57=114 1148 - 8 =9184 8 9700 — 9184 =516
4 00 51 600
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Egy korabbi tanulmany szerint a vilag népessége 2011. ja-
nius végén kozelitéleg 6,98 milliard f6 volt, és ez a szam
évente koriilbeliil az 1,1%-4val ndvekedett akkor. Igy az
ENSZ becslései szerint a Fold lakosainak szama 2011. ok-
tober végén lépte at a 7 milliardot.

Ha t-vel jeloljitk a 2011. jinius vége ota eltelt egész évek
szamat, akkor a vildg népességét az N(t) =6,98- 1,011
képlettel szamolhatjuk (milliard fében).

2011. junius végétdl 2011. oktdber végéig azonban csak

4 honap, azaz % év telik el. Vajon hasznalhatd-e a képlet
1
at= % esetén? Mit jelenthet az, hogy 1,011°?

KIDOLGOZOTT FELADAT

A Bevezet6ben emlitett modell szerint egyenld id6tartamok alatt ugyanannyiszorosdra valtozik a népesség. Ha egy év alatt

1,011-szeres a novekedés, akkor hanyszoros a névekedés % év alatt?

Megoldds
Jeloljiik x-szel, hogy hanyszorosara n6 a népesség % év alatt. Ekkor a kezdeti népesség % év muilva x-szeres, tovabbi - év
mulva mar (x - x)-szeres, és még tovabbi % év mulva mar (x - x- x)-szeres. Egy év alatt haromszor telik el az % év, ezért a
kezdeti népesség az x’-szeresére né.
Ezt kaptuk: x* = 1,011; és ebbdl: x = %/1,011 = 1,0037.
Megjegyzés
A modell szerint tehat 2011. oktéber végén a Fold népessége 6,98 - 1,0037 = 7,006 (millidrd £6) volt.
L L
A gondolatmenet alapjan értelmet adhatunk az 1,011° kifejezésnek: 1,011° =*/1,011 = 1,0037.
1\3
Ez azt is jelenti, hogy (1,0113) =1,011.
1
Definicié: Ha a egy nemnegativ valés szam, és n egy 1-nél nagyobb természetes szdm, akkor an = "Va .
1 L 1 1
Példdul: 32° = V32 = 2; 6,257 = /6,25 = 2,5; 0,0016* = %/0,0016 = 0,2; 0" ='%'0 = 0.
Szamoldgép nélkil hatdrozd meg a hatvanyok érté- 1 1 1 1 1
keét! Toltsd ki a tablézatot! 16 § _ 1000° _ 81* _ 81°



Add meg az aldbbi hatvanyok és gyokos kifejezések

w
Y

értékét!

a) 1 1 1 1 1
4° 0,04>  (8%)? 1024 0,125°

b
) V0,01 3/0,008 40,81 %/0,0001 1,21

A Kkerti tavacska felszinét tavirozsak is diszitik. Egy

matematikai modell szerint, ha kezdetben 8 m’-es

feltiletet fednek be a tavirdzsa levelei, akkor ez a te-
riilet hetenként mindig ugyanannyiszorosara, 1,3-sze-
resére novekszik.

a) Ha a megfigyelés kezdete 6ta eltelt hetek szamat
h-val jeloljiik, akkor melyik Gsszefiiggés felel meg
a fentiekben leirt modellnek?

A) F(h)=8-1,3-h; C) F(h)=8-(1,3-7);
B) F(h)=8-13"; D) F(h)= 8+ 1,3".

b) Egészitsik ki a modellt azzal a feltételezéssel,
hogy a levelek altal befedett teriilet minden nap a
k-szorosara novekszik! Ezt figyelembe véve toltsd
ki a kovetkez6 tablazatot a flizetedben!

HAZI FELADAT

1y

N
Y

28. lecke | RACIONALIS SZAMOK A KITEVOBEN 1.

Szamologép hasznalata nélkiil add meg az alabbi hat-
vanyok értékeét!

a) 64% c) (iﬁ e) V9
b) o,oz7§ d) (vV10) f) 1024°

Egy egyszerti modell szerint Magyarorszag népessége

a 2000-es évek els6 évtizedében minden évben az el6z6

évi népesség 0,2%-aval csokkent. A 2011-es népszamlalas

adatai alapjan 2011. oktber 1-jén, a népszamlalds ,.esz-

mei idépontjaban” kerekitve 9 982 000 {6 volt.

a) Mutasd meg, hogy a népszamlalastol szamitott x év
elteltével a népesség 9982 - 0,998 ezer {6 lesz!

b) Feltételezve, hogy a fenti tendencia folytatodott,
szamitsd ki az orszag lakosainak szamat 2013. ja-
nuar 1-jén (ezer fére kerekitve)!

Y

‘Y

Eltelt napok
, 1 23 456 7
szdma
Befedett
8k 8-13=

teriilet (m?)

c) Mennyi a tablazatban szerepld k értéke?
d) Mekkora a befedett teriilet a hét egyes napjain?

Egyes hangszerek esetében az egymast kovet6 fél-

hangok magassaganak (frekvencidjanak) hanya-

dosa allandé. Egy adott alaphang frekvencidjanak

a nala egy oktavval, azaz 12 félhanggal magasabb

hang frekvencidja éppen kétszerese.

a) Hanyszorosa az alaphang frekvencidjanak a ra
kovetkez6 félhang frekvenciaja?

b) Hényszorosa az alaphang frekvencidjanak az
un. kvint frekvencidja, ha a kvint 7 félhanggal
magasabb az alaphangnal?

Add meg az alabbi hatvanyok értékét!

7R W a7F @ @

Bizonyos sipokat megfujva azt hallhatjuk, hogy
az alaphangon tul egy vagy tobb sokkal magasabb
hang, az ugynevezett felharmonikus hangok is
megszolalnak. (Az alaphangot szokas els6 felhar-
monikusnak nevezni.) Az egyvonalas zenei C hang
frekvencidja kozelit6leg 261,6 Hz. A hozza tartoz6
masodik felharmonikus hang frekvencidja ennek
kétszerese, azaz 523,2 Hz, a harmadik felharmo-
nikus hang frekvenciaja pedig haromszorosa, azaz
koriilbelill 784 Hz. Szamold ki a szamologéped se-
gitségével, hogy hany félhang tavolsagra talalhat6
ez a felharmonikus az alaphangtol! Hasznald az
orai 4. feladat eredményét!
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Az el6z6 oran lattuk, hogy a Fold népességét az N(t) = 6,98 - 1,011° képlettel szamolhatjuk ki (millidrd f6ben), ahol ¢-vel

jeloltiik a 2011. junius vége Ota eltelt évek szamat. Vajon mit mutat ez az dsszefiiggés a 2012. februdr végi, a 2011. junius ota

2
eltelt % év utani népességszamrol? Mit jelenthet a 1,011° kifejezés? Hanyszorosara ndtt a modell szerint a Fold népessége

2012. februar végére, 2 ¢y elteltével?

3
Foglaljuk tablazatba, hogyan alakult a vilag népessége 2011. junius vége és 2012. junius vége kozott!

Idépont 2011. junius 2011. oktdber 2012. februar 2012. junius
Népesség (millidrd £6) 6,98 6,98 - x 6,98 - x° 6,98 x’=6,98- 1,011
1
Léttuk, hogy x = 1,0113 = %/1,011 . Februdr végére tehat x*-szeresére, azaz (*/ 1,011 )2 -szeresére nétt a népesség. A modell

2 2
szerint ezt a szorzotényezét jelljiik a 1,011° hatvényalakkal. Ezt kaptuk: 1,011° = (3/1,011)".

LA r P
Definicio: Ha 0 < g, p és g pedig pozitiv egész szam, de g # 1, akkor az a ¢ hatvanyt igy értelmezziik: a4 = <a ‘1) .
2
Vagy masképp: a¢ = (Va ).
3
Példdul: 325 = (3/32) = 2° = 8.

3 3\-1
Ertelmezziik a negativ tortkitevdjt hatvanyokat is! Figyeld meg a kovetkezd 4talakitdst: 32 ° = (325) = 13 = %
32°
Definicio: A negativ tortkitevéju hatvany egyenl6 az ellentett kitevdjii hatvany reciprokaval.
1
Példdul: 81 2 = 11
<9
81?2
- Szamitsd ki a kovetkezd hatvanyokat a tortk1tev0)u hatvanyra adott ertelmezes alapjan!
3 4
a) 252 b) 642 c) 92 d) 273 e) 83 f) 125°
KIDOLGOZOTT FELADAT
Igazoljuk hogy Egy a szam egész kitevéju hatvanyairdl tanultuk, hogy
2 4 2, 4_ 244 _
2) 287287 = 28%;  b) 280 28" = 28%, Grasa =
— 9Q3
Megoldds Most a = 28°.

Ezért (28%>2 : (28%)4 = (28%>2+4 = (28%)6- 6

S 1y
a) 28°-28°= (283) , ami a definicié miatt valoban 3
Ez pedig - szintén a definicié miatt — valoban 287 -

2
28° -nal egyenl®. nal, vagyis 28”-nel egyenld.

b) A tortkitevdjii hatvanyok definiciéja miatt:
2 4 L2/ Ly
28°-28" = (287) (28°).




Az egész kitevjli hatvanyokra mar megfogalmaztuk (és pozitiv egész kitevdjii hatvanyok esetén bizonyitottuk is) a hatvé-
nyozas azonossagait.

Bizonyithatd, hogy ezek valtozatlan formaban érvényben maradnak a pozitiv szamok raciondlis kitev6jli hatvanyai eseté-
ben is (azaz érvényesiil az igynevezett permanenciaelv).

Tehat ha a, b pozitiv valds szamok, tovabba m és n raciondlis szamok, akkor

Példdul:

5
3.2
3

1 1 1,1
= 2° = 32 vagy 6,25° - 6,25° = 6,25 6 =

FELADAT

5 5
8°=(2°) =2

[rd fel egyetlen hatvanyként! Mutasd meg, hogy az aldbbi miiveletek eredménye
2% 1 2 3 ; il (o o
a) (V10); (53) . 87.8%, 167-16" egész szam! A feladat megoldasahoz ne hasznilj
6 . szamologépet!
b) (4%)7. (L)ﬁf. 5%. 5’%. <L>77 4 3
»\25/) ©\9 27°; 81% 36"*-36™; 5257
S . .. @ a s .
Figyeld megak(ifetkezso ataljkltaSOkit' LR 1rd a kifejezéseket egyetlen tortkitevés hatvény-
578 = (750 = 75 = 75 = (77 = V72, alakba!
10
Ennek mintéjéra ird fel kisebb gyokkitevével a a) 10%. /10° -3/10 c) (6,/ 3%)
V6?; /3% */7% szamokat! b) 2—?4.4%10 /0.5¢
A hatvanyozas azonossagainak felhasznaldsaval vé- Végezd el a kovetkezé szamitasokat, és az ered-
gezd el a kovetkezd szamitasokat! ményt ird egyetlen hatvany formajaban!
2 8 1 2\ a) '&/3° d) (3/3)9
a) 7°-7° c) (225:196)* e) (23> :
i 1 2 1 b) V3 e) (5/5 )E
0,5 81\ 3.3
b) =2 d) (E) f) 4°-8 . 2
0,5 c) V775 f) <4x/§>3
P
A

\

~

O._/
/_\ g




FELADAT

Zsebszamologép haszndlata nélkil dontsd el, melyik A 2-nek hanyadik hatvanyaval egyenl6?

N
Y

92

a nagyobb!

0,25

a) 4" vagy2
b) 3°-37 vagy L
) &Y S

3 2
c) 252 vagy 27

_3
d) 37 vagy 16 *

Az alabbiak koziil melyik szamot jelolik az egyes be-
tiik a szamegyenesen?

A szamegyenesen 1évé egyik betith6z nem tartozik
sz4m a felsoroltak koziil. Ird fel a hidnyzé szamot hat-
vanyformaban agy, hogy az alap és a kitev is negativ
elgjelti legyen!

A B CD E FGH I ]
NSRS e U I U P B
-2 -1 0 1 2
a) 3 —1275 f) v/16-107
b) —3° g (V-243)"
c) 3V 125 h) 71.0_ 24'4—2
1%/1024
1 ; 735 75
d) 495 i)
) J73
e) V2742

a nagyobb!
1\
a) 3° vagy (3)
b) 4".87° vagy 4°-87
3’ 27
c) — va ==
) 92 &Yy /3
5 %25 25°-%/5
d ~—== va =—_r=
Yise B a5

Y

Y

a) ¥16-v27
b) 3275 (3/—128)"

3°.97°
71_0

c)

1,5 -2
4”-8°

q 8
2

Ha 5" = 3, akkor mennyi a pontos értéke az alabbi
kifejezéseknek?

a) 5

b) 5*

c) gk+1

d) 53k—2

e) S%Zk

Ha 7" = 4 és 7" = 5, akkor mennyi a pontos értéke
az alabbi kifejezéseknek?

a) 7k +m

b) 7k =2

c) 73k —2m

q 72"

2k—m

e) 7 3

Ird fel negativ hatvanykitevék és gyokjelek hasznd-
lata nélkiil az alabbi kifejezéseket! (a € R")

a) a'+a?

b) Poata?Val

4 6
a - a
c) =
a
3 -3 6 -5
d) a - a a

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



[rd fel egyetlen gyokos kifejezésként! (b € R")

Ha 10" = 7, akkor mennyi a pontos értéke az alibbi

a) b b Vb2 c) Vo'W kifejezéseknek? :
3 1
g B Vb a) 10-*° d) 102
= 6/1,-13 4k k=2
Vb a AP o)1 A A E
® 57 c) 10°%
N Adottak az
A=(-2)", C=(-2)", E=(-2)", G=(2)"
B=2%, D=2, F=2"",
szamok.

Szamologép haszndlata nélkiil allitsd a szamokat névekvé sorrendbe!

N
‘Y

Szamologép hasznalata nélkil hatdrozd meg, hogy
a) a3-nak hanyadik hatvanya a (3 kobgyoke;
b) a 3-nak hanyadik hatvanya a 3¥ kobgyoke;

1L
c) a 3-nak hanyadik hatvanya az ((%)3 )3 kobgyoke;

d) a2-nek hanyadik hatvanya a (2*) negyedik gyoke;
e) a2-nek hanyadik hatvanya a 2* negyedik gyoke;

_L\g
f) a2-nek hanyadik hatvanya az ((%) ¢ )8 negyedik gyoke!

974 3’
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BEVEZETO

Egy csaladban a nagysziilok unokdjuk jovéjérdl gondol-
koznak:

- Most még csak 8 éves lesz, de egyszer majd lesz 18 is!

— Igaz, és ha segiteni akarjuk, azt jobb most rogton elkez-
deni. Ha 500 000 forintot betennénk a bankba 6%-os ka-
matos kamatra, akkor 10 év alatt talan meg is dupldzédna
a betett pénzosszeg!

Szamitsuk ki, hany forint lenne a lejaratkor a bankbetéten,
ha 500 000 forintot évi 6%-os kamatos kamatra és 10 éves
futamiddre kétnénk le! Valoban megdupldzddna az Gsszeg?

Legaldabb mekkora kamatlab esetén dupldzédna meg
10 év alatt a kezdeti 500 000 Ft-os téke?

Megoldas

Meg kell oldanunk az 500 000 - x'° = 1000 000 vagy az
ezzel egyenértékli x'° = 2 egyenletet.

Ha az x pozitiv valos szam tizedik hatvanya 2, akkor az x
értékét gyokvondssal kaphatjuk meg:

x='"2 = 1,072.

Tehat azt kapjuk, hogy évi kb. 7,2%-o0s kamatos kamat
mellett duplazodik meg a kezdeti 6sszeg 10 év alatt.

Megoldds

Az évi 6%-o0s kamatos kamat azt jelenti, hogy a betét év
eleji értékéhez minden év végén hozzaadjak a 6%-at. Ezt
a megnovelt értéket ugy is megkaphatjuk, hogy az év eleji
értéket megszorozzuk 1,06-dal.

Ki kell tehat szamitanunk az

500 000-1,06-1,06- ... - 1,06 = 500 000 - 1,06"

10 tenyezod

értéket, ami egész forintra kerekitve 895 424 Ft.

Az eredeti 0sszeg tehat nem duplazédna meg.

Szamologép segitségével adjunk becslést arra, hogy
évi 6%-os kamatlab mellett legalabb hany év alatt
duplazédna meg a kezdeti 500 000 Ft-os toke!

Megoldds

Meg kell oldanunk az 500 000 - 1,06" = 1 000 000 vagy a
vele egyenértékii 1,06" = 2 egyenletet. Egyeldre ezt csak
probélgatassal tudjuk megoldani. Az x értéke nyilvan-
valéan egy 10-nél nagyobb egész szdm. 1,06'' =~ 1,898,
1,06 = 2,012, azaz 11 év alatt még nem, de 12 év alatt
mar tobb mint dupléjara néne az eredeti Gsszeg.

Bankbetétek esetében a t6ke, a kamatlab és az id§ jatszik szerepet.

Ha A forintot n évre (ciklusra) kétiink le p%-os évi kamatlab esetén, akkor a megnévekedett Osszeget az A, = A <1 + P )n

képlettel szamithatjuk ki.

100

Ha A-t és p-t ismerjiik, akkor itt egyszer(i hatvanyozasi és szorzasi feladatrol van sz6. Ha azonban az n-et keressiik, akkor

egyeldre a probalgatas modszerére kell szoritkoznunk.

FELADAT

A benzin arat 5-szor egymas utan felemelték ugy, hogy

az 0j ar minden alkalommal az el6z6 ar 106%-a lett.

a) Hanyszorosara nétt a benzin ara az els6 aremelés
elétti arhoz viszonyitva?

b) Hany szazalékkal nétt a benzin ara az els ar-
emelés el6tti arhoz viszonyitva?

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS
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w
Y

600 ezer forintot fektettiink be 3 évre, évi 6,5%-0s ka-
matos kamatra.

a)

b)

Hérom év utdn mennyivel nétt a befektetett pén-
ziink?

A 3 év eltelte utan kivessziik a pénziinket, s ek-
kor 15% kamataddt szamolnak fel. Ez azt jelenti,
hogy a kamat (novekmény) 15%-at adoként kell
befizetni az allamnak. Ezt csak akkor szamoljak
fel, amikor kivessziik a pénzt, addig a kamatozast
nem befolyasolja. Mennyi pénzt kapunk kézhez,
ha nincs mas koltség?

Hény szazalékos kamatos kamat esetén néne 10 év

alatt az eredeti téke

a)
b)
c)

a masfélszeresére;
a kétszeresére;
a hdromszorosara?

Szamologéped segitségével adj minél jobb becslést!

HAZI FELADAT

Befektettiink 1,5 milli6 forintot.

N
Y

w
Y

a)

b)

c)

a)
b)

4>

o
Y

Téth ar egy 3,5 millié forintos Uj autd vasarlasat

fontolgatja.

a)

b)

c)

Hany forintot veszit az értékébdl 3 év alatt az
autod, ha elfogadjuk, hogy értéke minden évben
az el6z6 évi értékének 20%-aval csokken?

Ha Toth ur egy 4 éves hasznalt autét venne
2,5 milli6 forintért, akkor ennek hany forint-
tal csokkenne az értéke 3 év alatt (feltételezve,
hogy az aut6 értéke minden évben az el6z6 évi
értékének 12%-aval csokken)?

Mennyi lehetett a b)-beli hasznalt auté értéke 4j
kordban, ha 3 éves koraig évente 20%-kal, majd
azt kovetden évente 12%-kal csokkent az érté-
ke, s jelenlegi ara 2,5 milli6 Ft?

(Erettségi feladat, 2011)
Egy aut6 ara Gjonnan 2 milli6 152 ezer forint, a

megvasarlasa utdn 6t évvel ennek az auténak az

értéke 900 ezer forint. Az els6 6t év sordn ennek

az auténak az értéke minden évben az el6z6 évi

értékének ugyanannyi szazalékaval csokken. Hany

szazalék ez az éves csOkkenés?

Ha minden évben 18%-os gyarapodast ériink el az el6z6 évi allomanyhoz képest, akkor 5 év alatt mennyire sza-

porodik fel a tékénk?

Legalabb hany szazalékos éves gyarapodas esetén garantélt az, hogy 5 év alatt megduplazodik a t6kénk? Hasz-

nald a szamoldgépedet!

Ha minden évben 18%-os gyarapodast ériink el, akkor hany év kell ahhoz, hogy a tékénk megharomszorozod-

jék? Szamoldogéped segitségével keresd meg a valaszt!

Hany év alatt n6éne kétszeresére a pénziink éves 7,5%-os kamatlab esetén?

Ha a pénziink kivételekor a kamatra szamitott 16% kamatadot kell fizetni az dllamnak, akkor hany év utan dup-

lazédna meg a pénziink éves 7,5%-o0s kamatlab esetén?

Egy ravasz tizlettulajdonos a kezdetben 1000 Ft-os nadrag arat hetente az el6z6 heti ar 5%-aval noveli, gondolvan,

hogy ezt tigysem veszik észre. Az alabb megadott tablazat segitségével vizsgald meg, hogy hanyszorosara nétt, illetve

mennyivel n6tt a nadrag ara az eredeti 1000 forintos arhoz képest!

Ennyi hét utan 5 10 15
Ennyiszeresre nott az ar
Ennyivel nétt az ar (Ft) =~ 630

31. lecke | PENZUGYI SZAMITASOK
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BEVEZETO

Szamologép segitségével dbrazoltuk azt az x — 2" hozza-
rendelési szabalyu fiiggvényt, amelynek értelmezési tarto-
manya a {—2,6; —2,5; —2,4; ...; 3,1} halmaz.

A grafikon 58 pontbol all.
A figgvény szigoruan mono-

ton novekvd, értékkészlete 58

elemd halmaz, amelynek a leg-
kisebb eleme a 27*° = 0,165,
a legnagyobb eleme pedig a
2% ~ 8,574.

Ha az

o

x — 2" hozzarende-

2y

1ési szaballyal masik értelmezési 0

tartomanyon értelmezett fligg-

vényt tekintiink, akkor az el6bb megfogalmazott jellemz8k
koziil biztosan nem valtozik meg az, hogy a kapott fiigg-

vény szigoruan monoton névekvo lesz.

Az eddig értelmezett muveletek csak azt teszik lehet6vé, hogy
az x — 2" hozzarendelési szabélyhoz a racionalis szamok hal-

A valés szamok halmazan értelmezett x — 2* fiiggvényt kettes alapti exponencialis rA
fiiggvénynek nevezziik. A bevezetésben emlitett értelmezés kovetkezménye, hogy ennek V7

a fliggvénynek a grafikonja folytonos vonallal rajzolhato.

A kettes alaptl exponencialis fiiggvény legfontosabb tulajdonsagai a kovetkezok:
- értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza (D;=R);

- szigoruian monoton névekvo;

- nincs szélséértéke, azaz nincs legnagyobb és nincs legkisebb értéke; 0

nincs zérushelye.

FELADAT

1>

96

tulajdonsdgaikat is!
a) ff R>R; x— 3"

értékkészlete a pozitiv valés szamok halmaza (R, = R");

b) ¢: R = R; x —0,5"

Exponencialis filggvenyek

mazanak valamely részhalmazat (esetleg magat a racionalis
szamok halmazat) valasszuk értelmezési tartomanyként.
Fels6bb matematikai ismeretek birtokdaban a hatvany fo-
galma irracionalis kitevékre egyértelmien kiterjeszthetd
ugy, hogy a kiterjesztés megdrzi a szigorti monotonitast, és
az ismert azonossagok érvényben maradnak.

Példdul:

Tudjuk, hogy a v'2 irracionalis szam, és

1,414 < V2 < 1,415 igaz.

A2 hatvanyt ugy kell értelmezni, hogy

QL4 £ Y2 £ pldls igaz legyen, azaz
2,665 < 2Y% < 2,667 teljesiiljon.

Természetesen nemcsak a példankban megemlitett hata-
rokra, hanem barmely két racionalis szamra is teljestilnie
kell, hogy ha r, < v2 < r, igaz, akkor 2" < 22 <27 s
teljestl.

Szamold ki szamoldgép segitségével 2' 7 értékét 3 tizedes-
jegy pontossaggal!

i

"y

Abrézold 10-10 pont megadasival a kovetkezd fiiggvényeket, és add meg a legfontosabb (elméleti részben felsorolt)

c) h: R~ R; x~ 1,5"

d) Az abrazolt fiiggvények segitségével hatarozd meg, melyik két egész szam kozé esnek a kovetkez6 szamok! Zseb-

7z 3 _5 3
szamologéppel ellendrizd az eredményeket! 38; 3 5; 0,5 4; 1,52

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



Definicié: Ha a pozitiv szam, de nem egyenl6 az 1-gyel, akkor a val6s szamok hal- || A /

mazén értelmezett x — a* fiiggvényt a alapti exponencialis fiiggvénynek nevez- | y=04"| y=2
ziik. (Az exponens latin sz6 jelentése: hatvanykitevd; a fiiggvény exponencialis, ha [/
a figgetlen véltozo a hatvanykitevében van.) \ / el
Az q alapt exponencialis fliggvény legfontosabb tulajdonsagai: y=os |\ VAR
- értékkészlete a pozitiv valds szamok halmaza (Rf =R"); N // _
- szigortian monoton fiiggvény: ha 1 < g, akkor az exponencialis fliggvény szigo- > Z—

ruan monoton névekvd, ha 0 < g < 1, akkor szigortian monoton csékkend; — 5 — >

— nincs szélsGértéke;

- nincs zérushelye.
Megjegyzés
Az x — 1" fiiggvény mindegyik fiiggvényértéke 1, tehat konstans fiiggvény. Az exponencialis fiiggvények szinte minden

lényeges tulajdonsagukban kiillonboznek ettdl a fliggvénytél. Emiatt — bar formailag elfogadhaté lenne - ezt a fiiggvényt
nem soroljuk az exponencialis fiiggvények kozé.

FELADAT

Az dbrakon exponenciilis fliggvények grafikonja lathato. Add meg a fiiggvények hozzarendelési szabalyat, ha a raj-
zokon a négyzethal6 négyzeteinek oldalhossza 1 egység!

a) [\ [yA b) A | c) YA

»
X

2/
v

Abrazold kozos koordinata-rendszerben a figgvényeket!

: o s [ . C e (Y . o i 1N . o g 12N
f:R->R;x <4), g R->Ryx (3) h:R—>R; x (4), k:R- R; x (3)
Adottaz f: R > R; x — 0,25". Az el6bbiek kozill melyiknek a grafikonjara illesz-
a) Szamitsd ki a kovetkez6 fiiggvényértékeket! kednek az aldbbi pontok?
f0), A1), fi=1), f=5), f5). a(Ls)  p(-L1) ey a(Lvs)
b) Milyen kapcsolat van az f(a) és az f(—a) figgvény- .
értékek kozott? PZ(—l; ?) P,(1;0) P(0;1)  P(-2;9)

c) Abrazold az f fiiggvényt!

d) Olvasd le a fiiggvénygrafikonrol a 0,25°=3 I Abrézold koézos koordindta-rendszerben a meg-
> 211 e 7 '
egyenlet megoldasat! Ellendrizd a megoldasodat adott exponenc1a11s figgvényeket! .
szamol6gép segitségével! frR2>Rx=5, h:R=R x5
l g
:R> R x—~ (=),
23 Adottak az f: R = R; x = 37, g (5)
g R->Ryx %)x’ R - Rix~ 9 a Megoldasaidat fiiggvényabrazolé programmal is
exponencidlis fiiggvények. ellendrizheted.

32. lecke | EXPONENCIALIS FUGGVENYEK
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BEVEZETO

A korabbiakban vizsgaltuk, hogy a bankba tett pénziink
értéke hogyan ,fiigg az id6tdl), illetve megnéztiik azt is,
hogyan valtozik a Fold népessége ,,az id6 fiiggvényében”
Az id6ben lejatszdo folyamatok matematikai leirasakor
altalaban olyan fiiggvényeket alkalmazunk, amelyeknek az
értelmezési tartomanya a folyamat lejatszodasa kozben eltelt
id6 mérészamit tartalmazza.

Példaul ha a bankba tett 250 ezer forint évi 4%-os kamatos

kamattal gyarapszik, akkor ¢ év mulva a bankszamlankon

Exponencialis folyamatok

1év8 pénz mennyisége 250-1,04" ezer forint lesz. Ebben
az esetben a t — 250 - 1,04' hozzarendelési szabéllyal meg-
adott fiiggvényrdl van sz6, amelynek értelmezési tartoma-
nya a természetes szamok halmazanak egy részhalmaza.
Mivel a széban forgé fiig