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Eloszo — a kGnyv temakirei

Sok szeretettel koszontiink az uj tanévben!

A 11.-es matematika tananyagban olyan kérdések kertil-
nek el6, amelyek kozvetlen kapcsolatban allnak modern
vilagunkkal. Tobbek kozott foldmérdk, varrondk, bado-
gosok, orvosok, informatikusok, szociolégusok, brokerek,
tarsasjaték-alkotdk, statisztikusok, fizikusok, kémikusok,
kozgazdaszok, épitészek vehetik hasznat munkajukban az
idén sorra kertil6 matematikai fogalmaknak. Sok bioldgiai,
fizikai, gazdasagi és tarsadalmi folyamatot irnak le azok a
tiggvények, amelyekkel idén megismerkedhetsz. Maradj te
is nyitott és kivancsi!

Az egyes leckékben a kovetkezé tipusu részekkel talalkoz-
hatsz:

: Sok esetben egyszerli és gyakorlati problémak
vezetnek érdekes matematikai kérdésekhez. Ilyenekre ta-
lalhatsz példat a lecke elején a -ben.

: Ebben a részben részletes magyaraza-
tokkal mutatjuk be egy konkrét feladat megoldasat.

: Itt rendszerezziik a matematikai tartalmakat.
Megfogalmazzuk a pontos matematikai definiciokat és té-
teleket is.

A [gyekeztiink valtozatos feladatokat dsszedllitani
egy-egy Orara, a konnyebbekkel kezdve. A feladatokat ne-
hézségiik szerint szinteztiik.

vagy : Néhany esetben ezt a munka-
format javasoljuk a feladatok megoldasara.

EEIEESTE: 4-5 feladat az otthoni munkahoz.

IS 1tt matematikai érdekességeket taldlsz, és meg-
mutatjuk a tananyag néhany érdekes tovabbgondolasat és
alkalmazasat.

emerrszint - Bzek a részek tulmutatnak a kozépszint( érett-
ségi kovetelményeken. Az emelt szintl érettségi kovetel-
ményeihez tartozé fogalmak, feladattipusok, illetve szép,
preciz bizonyitasok talalhatok ezekben a részekben.

Ha tartds tankonyved van, amit vissza kell adnod az is-
kolanak a tanév végén, akkor ne irj a tankonyvbe, dol-
gozz a fiizetedben! (Tablazatok esetén segitségedre lehet
egy Ontapadods jegyzettomb: egy ontapadds lapot tegyél a
tablazat mellé, s arra irhatod az eredményeket.)

ELOSZO — A KONYV TEMAKDREI

|
- Haromszogeljiink! Ismerd meg a GPS-rendszer

alapjait!
Milyen tavol van? Mekkora szogben
illeszkedik? Mekkora teriiletii?
- Minden sz6gnek és szamnak van szinusza
Uj és mégis ismerds gorbék. Hangok és
hullamok

2.KOMBINATORIKA,VALOSZINUSEGSZAMITAS

- Abrazoljuk grafokkal!
Rajzoljuk a megoldast!

- Allitsuk sorba! Valasszuk ki!
Fagyi, zenelejatszas, kartya, lotto, jelsza-
vak... Varialjunk, kombinaljunk!

- Lehet, hogy lehetetlen, vagy biztos, hogy lehetsé-

ges? Mennyire valoszini?

Véletlen? Dobokockak, sorsolasok, jatékok,
hibas és hibatlan termékek

- Negyedik gyok? Hanyados a kitevében? Mi az
értelme?
- Exponencialis folyamatok
Osztddas, népesedés, virusok, radioaktivitas
- Mi all a kitev6ben?

Kamatozas, az informacio mérése, pH-érték

4. KOORDINATAGEOMETRIA

- Vektorokrol régit és ajat
A sulypont szamithato. A munkavégzés
a vektorokon mulik.

- Korok és egyenesek a koordinata-rendszerben
A szamitégép is érti a geometriat? ©

(L)



El6sz6 — a konyv témakorei......................

Tartalom . ...t

TRIGONOMETRIA
1 Ismételjunk!. ... .. ... ... . oL

2 Feladatok haromszogekre ....................

w

A haromszog teriilete; a tompaszog és a derékszog
SZINUSZA . .o\ttt

Aszinusztétel ........... .. .. ool
Alkalmazasok ........... ... ... ..o oL
Milyen magas a hegy és a torony? .............
A tompaszog és a derékszog koszinusza . ... ...

Téjékozddds a koordindta-rendszerben ........

O 0 NN N Ul

Akoszinusztétel ......... .. .. ..ol
10 Alkalmazasok .......... ...,
Réadas: Vektorok és szogek a fizikdban ............
11 AKROIrrészel .....o.oovviiininonnnnnnn,
12 Gyakorlas ............. ...
13 A szabalyos sokszogek ........... ... ... ...,
Réadas: Becslések, szamitasok....................
14 Tobblépcsds feladatok ............... ... .. ...
15 Csoportverseny ................ccovvuueennn.

16 A szinusz és a koszinusz szogfiiggvények

kiterjesztése . ... ... i
17 Elforgatdsok és szogek ......................
18 A valds szamok szinusza, koszinusza ..........
19 A szinuszfiiggvény ..........................
20 Akoszinuszfiggvény ...............c..oou...
21 Transzformaciok, fiiggvénytulajdonsagok ... ...
22 Hangfrekvencia és fiiggvénytranszformacio . ...
23 A tangens szogfiiggvények. ...................
24 Atangensfiggvény............ ... ...
25 Trigonometrikus egyenletek . .................
26 Gyakoroljunk! .......... ... ...

10
14
16
20
22
24
28
30
32
34
36
38
40
42
44

27 Tuddspréba ... 68
Témazard feladatgytijtemény . .................... 70

KOMBINATORIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS

28 Kombinatorika és grafok ..................... 74
29 Jelszavak — Varidciok ........................ 78
30 Csak sorban! - Permutaciok.................. 80
31 Kombinaljunk! - Kombinacidk ............... 82
32 Kotésmintak — Kombindciok. ................. 84
33 Binomialis egyiitthaték kiszamitdsa............ 88
34 Kivalasztasi feladatok I ...................... 92
Rdadas: Poker - Kivalasztasi feladatok IL. . ......... 96
35 Véletlen? - Relativ gyakorisag................. 100
36 Megismerhet6é véletlen....................... 104
37 Biztos, lehetetlen, véletlen . ................... 108
38 Valdszinliség a gyakorlatban.................. 110
39 Ugyanazt tobbszOr ............ ... ....o.... 112
Raadas: Binomialis eloszlds . ..................... 114

Rdadas: Porszivok — Binomialis eloszlas vizsgalata

szamitogéppel ... ..o 118
Raadas: Visszatevéssel vagy anélkil? .............. 120
40 Gyakorlds......... ... i 124
41 Gyakorlds; tudasproba............ ... .. .. ... 126
Témazaro feladatgy(jtemény . .................... 128

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

42 Hatvdnyozads.................coiiiiiiiinn. 132
43 Novekedés és fogyds ...........ccovenein... 134
44 Szamok n-edik gydke............... ... 136
45 Raciondlis szamok a kitevében I. .............. 138
46 Raciondlis szamok a kitevében IL. ............. 140
47 Exponencidlis fuggvények .................... 142
48 Exponencidlis folyamatok .................... 144
49 Felezésiid6é .......... ...l 146



50 Alogaritmusfogalma........................ 148

51 A tizes alapu logaritmus hasznalata ............ 150
52 Hatvany, gyok, logaritmus ................... 152
53 Alogaritmus azonossagai .................... 154
54 Logaritmusfiggvények....................... 156
55 Exponencialis egyenlétlenségek . .............. 160
56 Egyenl6tlenség logaritmussal ................. 162
57 Exponencidlis egyenletek. .................... 164
58 Egyenletek logaritmussal..................... 166
59 Gyakorlds.............. i 168
60 CSOPOItVerSeny........ovvvuuuieinnneennnn.. 170
61 Tudasproba ..........coeiiiiiiiiiini.n. 172
Témazaré feladatgyljtemény ..................... 174
KOORDINATAGEOMETRIA

62 Vektorokismétlése .......................... 178
63 Vektorok a koordinata-rendszerben............ 180
64 Vektorok skaldris szorzata.................... 182
65 A skalaris szorzas tulajdonsagai . .............. 184
66 Vektorosszeg szorzasa vektorral ............... 186

67 A skalaris szorzat kiszamitasa

a vektorkoordinatakbol ............... ... ... 188
68 Vektorok sz0ge ...........c.oiiiiiiiiiii 190
69 Felezépont, harmadolépont .................. 192
70 A haromszog stilypontja .................... 194
71 Gyakorlas csoportokban ..................... 196
72 Ponthalmazok a koordinata-rendszerben . . . ... 198

TARTALOM

Rd4adas: Ponthalmazok a koordinéta-
rendszerbenIl. .......... ... .. ... . ... .. ...

73 Egyenlettel kort rajzolunk....................
74 Akoregyenlete................oiiii.,
75 Koncentrikus korok ................ ... ...
76 Korrel kapcsolatos feladatok . .................
77 AZegyenes ................iiiiiiiiiii..
78 Azegyenesegyenlete ........................
79 Iranyvektor, két ponton atmend egyenes ... ....
80 Meredekség, irdnytangens....................
81 Egyenesek metszéspontja.....................
82 Alapszerkesztések egyenletekkel. ..............
83 Merdleges és parhuzamos egyenesek ..........
84 A hdromszog nevezetes vonalai ...............
85 AKOrérintdje ...t
86 A haromszog teriilete........................
87 Alakzatok tavolsdga .........................
88 Parhuzamossag, merdlegesség és a meredekség . .
89 Vektorok, egyenesek, korok. ..................
90 Tudasproba ..........ccouviiiiiiiiiiiinan.

Témazaro feladatgytjtemény .....................

Szamitégépes megoldasok, segédprogramok
haszndlata.......... ... ... ... ool

Targymutatd. .............o oo

Néhany feladat végeredménye....................

200



Két fiti, Andras és Joco torpeddjatékot jatszanak:
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ABCDEFGHTI J
- E8.

— Talalt, siillyedt. Kész, minden hajom elsiillyedt, nyertél.
Jatsszunk még egyet!

- J6, de ez igy unalmas. Mi lenne, ha tgy csinalnank, mint
az igazi csatahajokon? Irdnyokkal és tavolsagokkal.

- Rendben van! Legyen az 4gyu az dbra szerint a racs bal
alsé sarkanal, és legyen a 0°-os irdny a ,keleti”

A fitik a jatékot négyzethalds fiizetlapon jatsszak, a négyzet

oldalét hasznaljak hosszegységként. Igy példdul az Al-es
V2

mez6 kozepét a " egység; 45° irany” talalnd el pon-

tosan. Valdjaban ennél kevésbé pontos célzas is talalatot

jelenthet. Példaul a ,,0,7 egység; 45° irany” is beletaldl az

Al mezGbe, a ,,13,4 egység; 45° irany” viszont mar a J10

mezG6be taldl.

a) Hany egység tavolsdgra és mekkora @ szogben kellene
megcélozni az E8-as mezd kozepét?

b) Melyik mezére céloz Joco, amikor a ,,7 egység; 69°”
iranyban tdmad?

Megoldds
a) Az agyutol az E8 mez8 kozepéhez juthatunk el, ha
»keleti” iranyban 4,5 egységet, majd ,,északi” iranyban
ujabb 7,5 egységet lépiink. E két tavolsagbol megha-
75 _ 5

45  3°

tarozhatjuk az @ szog tangensét: tg @ =

b)

—
(=}

jejeojejejejele|e
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7,5 egység
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4,5 egység

Szamologép segitségével ebbdl a = 59°-ot kapunk.

Az agyu és az E8 mez6 kozepének d tévolsagat kisza-

mithatjuk példaul a Pitagorasz-tétellel:
d= 4,5+ 75" = /76,5 =~ 8,7 egység.

Ugyanezt a tavolsagot az @ = 59° sz0g szinusza vagy

koszinusza hasznalataval is megkaphatjuk.
Példaul

. 7,5 S 7,5
sin59° = 2= amibél d = 2 =~ 8,7, va
d sin 59° &Y
cos59° = b2 ,amibél d = _4S 8,7.
d €08 59°

Hasznéljunk ismét derékszogli haromszoget!

g
7 egyseg &
<

b egység

cos 69° = %, innen b = 7-cos 69° = 2,5 egység,

illetve

sin 69° = %, amibdl a = 7-sin 69° = 6,5 egység.

A keresett mezd tehat a C7.



FELADAT

13

a)

b)

Andrés egy szerencsés lovéssorozattal kilStte
Joc6 nagy csatahajéjat, amely a C6, C7, C8, D8,
D9 mez6kon terpeszkedett. Add meg az 6t 1ovést
tavolsagokkal és szogekkel!

—_
(=}

= N W R Ul Y 0 O

ABCDETFGHTI]J

Jocd két 16vést adott le. Az els6 16vés a ,,11,4 egy-
ség; 23,2° irany”, a masik 16vés a ,,11 egység; 30°
irany” volt. Az egyikkel elsiillyesztette Andras
»egyes’ cirkaldjat, de a masik l6vést elhibazta.

23

w
Y

»
Y

Idézziik fel, amit 10. osztalyban tanultunk a szogfiiggvényekrol!

Ha egy derékszogli haromszog egyik hegyesszoge @, akkor

Az dbranak megfelel6 jeloléssel: tg @ =

a b
b

HAZI FELADAT

Hasznéld a bevezet6 feladat abrait! Mekkora a piros
szakasz, és hany fokos az @, ha

b)

a) Bence az A6, a G6 és a G9 mez6 kozepébe;

Joc6 a C10, a C5 és a H5 mez6 kozepébe 162

1. lecke | ISMETELIBNK!

,ctga = —,sina =
a

—,ccosa = —.
c c

Melyik volt a hibas 16vés, és melyik mezén volt
a cirkal6?

Egy derékszogt koordinata-rendszer origoja az O
pont, az (1; 0) pontot A-val jeldljiik, a P pont koor-
din4tai egész szamok. Mik a P pont koordinatai, ha
OP =5 egység, és az AOP sz0g kozelit6leg

a) 36,87°-os; b) 143,13°-0s?

Egy derékszogli koordinata-rendszer origdja az
O pont, az (1; 0) pontot A-val jeldljiikk. Szamitsd
ki, hogy milyen messze van a P pont az orig6tdl, ha
a) P(6; 8); c) P(4;12);

b) P(—6;8); d) P(—4;—12)!

Folytasd az el6z6 feladatot! Mekkora szoggel forgas-
suk el az OA félegyenest O kortil az dramutatd jara-
saval ellentétes iranyban, hogy 4tmenjen a P ponton?

a vele szemben 1év6 befogod és a mellette 1év6 befogd hosszusdganak a hanyadosat az o tangensének,

a mellette 1év6 befogo és a vele szemben 1év6 befogd hosszusaganak a hanyadosat az o kotangensének,
a vele szemben 1év6 befogé és az atfogd hosszuisaganak a hanyadosat az @ szinuszanak,

a mellette 1év6 befogo és az atfogd hosszisaganak a hanyadosat az & koszinuszanak nevezziik.

b @) a

Hasznald a bevezet6 feladat abrait! Melyik mezd-
ben robban a torpedo, ha a piros szakasz hossza 3,9

egység, és
a) a=10% c¢) a=30% e) a=70%
b) @=20°% d) a=45% f) a=280%



BEVEZETO

Sik vidéken all6 domb tetejére két egyenes Osvény vezet
fel, az egyik a keleti, a mdsik a nyugati oldalon. A nyugati
domboldal meredekebb: az 6svény a vizszinteshez képest
25°-0s szogben emelkedik, mig a lankasabb keleti oldalon
ez a sz0g csak 18°.

C

: 1
N 2 K

Megmértiitk a nyugati oldalon taldlhaté osvény hosszit
a csucsig: NC = 40 méter.
Milyen magasan van a dombtet6 a kornyezd siksag fe-
lett, azaz mekkora a C pont tavolsaga az NK alaptol?
Milyen hosszt a keleti oldalon 1év6 CK lejt6?

FELADAT

Szamitsd ki a bevezet6 feladatban szereplé NK sza-
kasz hosszat (azaz a domb alapjanak szélességét)
tobbféleképpen!

a) Az NT és TK szakaszokat a Pitagorasz-tétellel sza-
mithatod ki, ha mar tudod, mekkora az m magas-
sag és az [ hosszusag.

b) Az NT és TK szakaszokat tg 25° és tg 18° segit-
ségével szamithatod ki, ha csak az m magassagot
ismered.

c) Az NT és TK szakaszokat cos 25° és cos 18° segit-
ségével szamithatod ki, ha ismered a két 6svény
hosszat.

Feladatok haromszigekre

Megoldds
A keresett m magassag a domb haromszogét két derékszo-
gl haromszogre bontja.

40 m

P - [18°
N 25 K

a) Az NTC derékszogli haromszogrél leolvashatjuk, hogy
. o_ m oz
sin 25 40" amibdl
m = 40 - sin 25° =~ 16,9 (méter).
A dombtet6 tehat kb. 17 méterrel van a kornyezd siksag

felett.
b) Hasonlé moédon, a KTC derékszogli haromszog

jeloléseinek megfeleléen sin 18° = %, ahonnan
=1 - .16’9 ~ 54,7 (méter). A keleti lejtén
sin18°  sin 18°

1év6 6svény tehat kozelit6leg 55 méter hosszu.

ﬂ Egy tengelyesen szimmetrikus trapéz oldalainak

hossza 2,4 cm, 3,6 cm, 5,2 cm és 3,6 cm.

Rajzold le ezt a trapézt, majd bontsd fel egy tégla-
lapra és két egybevagd derékszogli haromszogre!
a) Mekkorak egy ilyen haromszog szogei?

b) Mekkorak a trapéz szogei?

c) Mekkorak a trapéz atl6i?

d) Mekkora a trapéz teriilete?

TRIGONOMETRIA



Az A és B helyen dthaladé autdpalya épitésekor
alagutat kell farni a két hely kozott fekvé dombba.
Megmérték az dbra szerinti tavolsagokat:

AC = 300 méter, BC = 400 méter.

Az alagit A-hoz
kozelebbi vége a
tervek szerint az
AC egyenest6l 110
méternyire, az ala-
gut B-hez kozeleb-
bi vége a BC egye-

400 m

110 m

nest6l 134 méter- A E— C

nyire lesz.

a) Mekkora az AB tavolsag, és mekkora az & sz6g?

b) Az A-t6]l mekkora tavolsagra kell elkezdeni az
alagut furasat?

c) A B-t8l mekkora tavolsagra lesz az alagut masik
vége?

d) Milyen hosszu lesz az alagut?

(Vedd észre: tavolsagokat szamolhatsz hasonlé ha-

romszogekbdl is!)

HAZI FELADAT

Egy téglalap oldalainak hosszasaga 5,32 dm és Készitsd el az alabbi tablazatot a fiizetedben, és
3,81 dm. Rajzold meg a téglalapot, és rajzold be a két toltsd ki az tires helyeit! A szogeket egész fokra ke-
atlojat! Hatarozd meg a keletkezett szogek nagysagat! rekitve, a tobbi szamot két tizedesjegyre kerekitve

add meg, ha a pontos értéket nem ismered!

I Egy rombusz 4tldinak hossza 591 cm, illetve
8.34 cm. a sin @ cos & tga ctga
a) Mekkordk a szogei? 24°
b) Mekkorak az oldalai? 44°
c) Mekkora a teriilete? e
84°
“]N Egy 22 méter magas hazban tiiz keletkezett, a lakok
egy része a lapos tetdre menekilt. A ttzoltok egy 0,32
23 m, egy 25 m, egy 28 m és egy 30 m hosszu létrat 0.5
tamasztanak a falhoz ugy, hogy a létrak vége éppen a 2,54

héztetbig ér, ezeken mentik a bajbajutottakat. 133

a) Melyik létra all a legmeredekebben?
b) Melyik létra mekkora szoget alkot a talajjal?

c) Melyik létra mekkora szoget alkot a haz falaval?

2. lecke | FELADATOK HAROMSZOGEKRE



Mekkora annak a haromszognek a teriilete, amelynek két
oldala 26 cm, illetve 45 cm, az altaluk kozbezart sz6g pedig
a) 52%

b) 128°2

45 cm

Megoldds
a) A 45 cm-es oldalhoz tartoz6 magassag hossza
m = 26 - sin 52°, ezért a hdromszog teriilete:

T = 45-26~2sin 52° . 461 (cm).

b) A tompaszogli haromszogben a 45 cm-es oldalhoz tar-
tozd magassag hossza a hdromszoghoz toldott derék-
sz0gl haromszogrél olvashatd le. Itt a magassaggal
szemben fekv hegyesszog a 128°-o0s sz6g mellékszoge.
Ennek a nagysaga 180° — 128° = 52°. Tehat a tompa-

A 10. osztalyos tankonyvben megfogalmaztuk:

Ha egy haromszognek két oldala g, illetve b hossztisagu, és az altaluk kozrefogott hegyesszig 7,

akkor e haromszog T teriilete kiszamithaté a T = abs%}' képlettel.

szogli haromszognek ez a magassiga ugyanakkora,
mint az a) feladatbeli haromszogé: m = 26 - sin 52°.
Ezért ennek a tompaszogli haromszognek a teriilete
ugyanakkora, mint az a) feladatban szereplé hegyes-
sz6gli haromszog teriilete:

1'21 — Ta — 45262511'1 52 ~ 461 (sz).

Megjegyzés

A fenti két haromszog az abra szerint is elhelyezhet6 egy-
mas mellett.

45 cm 45 cm

Ebben az elrendezésben sokkal szemléletesebb a két hé-
romszog kozotti kapcsolat.

A bevezet6 feladat meggondoldsai alapjan most ehhez hozzatehetjiik:

Ha egy haromszognek két oldala a, illetve b hossztisagu, és az altaluk kozrefogott tompaszig v,

akkor e haromszog T teriilete kiszamithaté a T =

Nézzitk meg most a derékszogii haromszogeket!

Ha egy haromszogben az a és a b hosszusagu oldal mer6leges egymasra, akkor a hdromszog

tertiletéta T = % képlettel szamithatjuk ki.

absin(180°

=) képlettel.

£

Ezek szerint kiillonb6z6 sz6gii haromszogekre mas-mas teriiletképlet vonatkozik?




Emlékezziink vissza, hogy tizedik osztalyban a hegyesszogek szinuszat két szakasz hosszanak hanyadosaval értel-
meztiik.

Ertelmezziik igy a tompaszogek és a derékszog szinuszat, hogy a haromszogeknek - szdgeik tipusatdl fiiggetleniil -
ugyanolyan teriiletképletiik legyen!

Definicio: Egy tompaszog szinusza legyen egyenld a kiegészit6 szogének a szinuszaval.
Vagyis ha y tompaszdg, akkor sin y = sin (180° — 7).
A derékszog szinusza legyen 1, vagyis sin 90° = 1.
Ezzel a definiciéval elértiik, hogya T = abs%}’
illetve b hossztsagegység, és e két oldal altal kozrefogott szog a 7.

képlet minden olyan haromszogre alkalmazhato, amelynek két oldala g,

Eszerint az abrankon lathaté ABC tompaszogli haromszog teriilete
ugyanakkora, mint a DBC hegyesszogti haromszogé.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Melyik hegyesszog szinuszaval egyenl6é a 100°-os, sin% = sin(ﬂ - 5?”) = sin% =

Do =

a 117°-0s és a 172°-0s szdg szinusza? Mennyi sin 100°,
sin 117°, sin 172° értéke?

Megjegyzés
i A RAD-iéllasban a zsebszamoldgépek kozvetleniil megad-
Megoldds 5
sin 100° = sin 80° ~ 0,9848; jika sin= = -ot.

sin 117° = sin 63° =~ 0,8910;
sin 172° = sin 8° =~ 0,1392.

Megijegyzések

- A tompaszogek szinuszat hegyesszogre vald visszaveze-
tés nélkiil is, kozvetleniil megkaphatjuk zsebszamologép
segitségével:
sin 100° = 0,9848; sin 117° = 0,8910;
sin 172° =~ 0,1392.

- A zsebszamoldgép akkor is ,kiad” valamilyen szamot,
ha 180°-nal nagyobb szoget iitliink be a sin gomb meg-
nyomadsa utdn.

Hamarosan sz6t ejtiink ennek az értelmérdl is.

Melyik hegyesszog szinuszaval egyenld az 5?7[ radidn
szinusza, és mennyi ez az érték?

Megoldds
Ez a sz0g tompaszOg, mert nagyobb a derékszognél

(%—nél) és kisebb az egyenesszognél (7-nél). Ezért



FELADAT

1>

Y

Y

Y

a) Igaz-e, hogy sin 37° = sin (180° — 37°)?
b) Legyen « hegyesszog! Igaz-e, hogy sin @ = sin (180° — a)?

c¢) Tudjuk, hogy a is és f is nagyobb 0°-ndl, és @ + [ = 180°. Igaz-e, hogy ekkor sin @ = sin /? Indokolj!

Készitsd el az alabbi tablazatot a fiizetedben, és t6ltsd ki az tires helyeit!

1. haromszog
a 38 cm
b 29 cm
v 142°
T

2. haromszog 3. haromszog 4. haromszog 5. haromszog
19 cm 49 mm
17 km 54 mm 8m
150° 30° 90°
80,75 cm’ 80,75 km’ 1323 mm’ 48 m’

Dori figyelmetleniil valaszolta meg az el6z6 (2.) feladatban a 4. haromszogre vonatkozé kérdést. A megadott oldal-

hossz (a = 49 mm) helyett a = 94 mm-rel szamolt, és igy a kovetkez6 eredményre jutott:

siny = 21323 5213,

94-54

A szamologépe segitségével azt kapta, hogy 7 = 31,4°. Hianytalanul oldotta-e meg Doéri a feladatot a megvaltozta-
tott adatokkal? Indokolj!

Mekkora a paralelogramma teriilete, ha

a) oldalainak a hossztisdga 36 mm, illetve 54 mm, a két oldal altal bezart szog pedig 145°;

b) atléinak a hossztsdga 36 mm, illetve 54 mm, az atlok altal bezart sz6g pedig 35°?

HAZI FELADAT

Egy vitorlas hajé egyik vitorlajanak alakja olyan ha- P38 a) Egy hegyesszogli haromszog két oldala 10 cm,

12

romszog, amelynek egyik oldala 9 m, egy masik ol-

dala 4,4 méter hosszu,
az altaluk bezdrt szog
pedig 93°-0s. A vi-
torla azonban nem
lapos, hanem enyhén
domboru, ezért a vi-
torlakészitd mester
a sik haromszoghoz
képest 12%-kal tobb
anyagot hasznalt fel.
Hény m’ anyagra volt
szitkség a vitorla el-
készitéséhez?

w
Y

illetve 12 cm, az altaluk kozrezart szog 37°. Sza-
mitsd ki a haromszog tertiletét!

b) Egy haromszog két oldala 10 cm, illetve 12 cm,
a teriilete 36,1 cm’. Lehet-e ez a hdromszdg
tompaszogti? Ha igen, szamitsd ki egy lehetsé-
ges tompaszogének nagysagat!

Az abran lathaté ,nyilhegyet” gy rajzoltuk meg,
hogy egy 4 cm sugaru kort 16 egyenlé részre osztot-
tunk, és néhany osztépontot

osszekotottink — egymassal,

illetve a kor kozéppontjaval.

Mekkora a nyilhegy kertilete

és tertilete?

TRIGONOMETRIA



RAADAS

Egy négyszog alakii mez8gazdasagi teriiletbe egy halasté is ,,belenyulik’, ezért ¢
nem lehet a négysz6g mindegyik oldalat megmérni. A terepviszonyok miatt leg-

konnyebben a két atlé hossza mérhet6: AC = 489 m, BD = 635 m. Konnyen

mérhet6 a két atlo szoge is: 75°. Q
Kiszamithato-e ezekbdl a mérési adatokbol az ABCD négyszog teriilete?

Megoldds

Minden tavolsdgot méterben mériink, a teriiletet pedig m*-ben. A

Legyen AP = x és BP = y. Ekkor PC = 489 — x és PD = 635 — y.
xysin105°  xysin75°

Az APB haromszog tertilete: > = > )

»(489 — x)sin 75°
2 b

a BPC haromszog teriilete:

a CPD haromszog teriilete:
(489 — x)(635— y)sin105° (489 — x)(635— y)sin 75°

2 B 2 ’
(635 — y)xsin75°

5 .
A négyszog teriilete a négy haromszog teriiletének sszege:
+ (489 — x)+ (489 — x)(635— y) + (635 —

xy+¥( x)+( 2x)( )+ ( I)% 750

A tort szamlaléjaban felbontva a zardjeleket (és a 0 Osszegii két-két tagot athuzva):

T:%y+§%y_;y+4w~&5—9%f—§%ﬁ+%f+9%§_%fgn%°

2

az APD haromszog teriilete:

T =

Az 6sszevonasok utan kapjuk:
1= 4822633 . in 75 ~ 150 000 (m).

Tehat a mez6gazdasagi teriilet mintegy 15 hektaros lehet (a belogo tavat
is szamitva).

A feladat megoldasabol jol lathatd, hogy a megmért adatok alapjan az
atlok altal meghatarozott négy haromszog egyikének sem tudjuk kiszami-
tani a teriiletét, de a négyszog teriilete mégis kiszamithato!
Eredményiink minden konvex négyszogre alkalmazhato:

A konvex négyszog teriiletét megkapjuk, ha a két atlé hosszdnak szorzatdt
megszorozzuk a két dtlo szogének szinuszdval, és az eredményt elosztjuk
2-vel.

Tétel: Ha egy konvex négyszogben az atlok hosszat e, illetve f, a szogii-

ket pedig « jeloli, akkor a konvex négyszog teriilete: T = M.

Megijegyzések

- Feltlin6 a hasonlatossag a haromszog teriiletképletével, ezért elég
konnyen megjegyezhetd ez az 6sszefliggés.

- Két atlojanak és ezek szogének ismerete nem hatdrozza meg egyértel-
miien a négyszoget, végtelen sok kiilonboz6 négyszog lenne szerkeszt-
hetd ebbél a hdrom adatbél. Erdekes azonban, hogy a megadott hirom
adat alapjan akdrhany négyszoget is szerkesztiink, ezeknek a teriilete
kivétel nélkiil mind ugyanakkora lesz!

3. lecke | A HAROMSZO6 TERULETE: A TOMPASIOG ES A DEREKSIOG SZINUSIA



A szinuszietel

BEVEZETO

Pozsony egyik nevezetessége az Uj Hid (Novy Most),
amely a vilag egyik legnagyobb egypilléres kdbelhidja.
A pillér kb. 109°-0s szogben d6l hatra, hogy megtart-
sa a hid palyatestét. A pillér 1abatol kb. 200 méterre van
a leghosszabb tartékabel rogzitési helye. A kdbel kb.
16°-0s szoget alkot a hiddal. Milyen hosszu lehet ez a
kabel?

109° o

200 m

Megoldds

Ismerjiik egy haromszog egyik oldaldnak hosszat (200 m)
és a hdromszog szogeit (109°, 16° és 55°). Keressiik (a jobb
fels6 abra jelolésével) a b oldal hosszat.

A haromszog teriiletét kétféleképpen is felirjuk:

T = 200'C'23in1090,illetveT: b~c~szin55°.

FELADAT

Szamitsd ki, milyen hosszu lehet a bevezet6 feladat-

ban emlitett Uj Hid pillérén a feladat megoldasdban
c-vel jelolt szakasz!

A
i b
c
109° s
B a=200m ¢
Ebbsl a b€ sin55” _ 200-c-sinl09° ysyiomeretle-

2 2

nes egyenlethez jutunk.
Ha mindkét oldalt megszorozzuk 2-vel, és elosztjuk a po-
zitiv ¢ szammal, akkor mar csak egy ismeretlen marad:
b - sin 55° = 200 - sin 109°.
Mindkét oldalt elosztva sin 55°-kal megkapjuk, hogy
b= 200:sin 109° _ 531 (m).

sin 55°
A tartokotél hossza kb. 230 méter lehet.

Megjegyzés

A b sin 55° = 200 - sin 109° egyenletet rendezve a
b sin109° . . .

—— = =——2— Osszefliggéshez jutunk.

200~ sin55° seener)

Azt tapasztaljuk, hogy a haromszog két oldalanak hanya-
dosa (ardnya) egyenl6 a velitk szemkozti szogek szinusza-
nak hanyadosaval (aranyaval).

Szamitsd ki a bevezet feladatban emlitett Uj Hid
masik két tartokotelének (e, d) hosszat, tovabba a
BP, PQ és QC tavolsagokat is!

TRIGONOMETRIA



Bebizonyithaté, hogy a bevezet feladatban tapasztalt Osszefiiggés minden haromszog esetében igaz:

Tétel: A haromszog két oldalanak az aranya egyenld a veliik szemben 1év6 sz6gek szinuszainak az aranyaval.

Ezt az allitast szinusztételnek nevezzik.
a _ sina

b~ sin e
A szinusztételt altaldban akkor hasznaljuk, ha

Az dbra jeloléseivel:

- ismerjiik egy haromszog két szogét és egy oldalhosszusagat, és egy masik oldal hossztsagat keressiik;

- ismerjiik egy haromszog két oldalanak a hossztisagat és az egyik oldallal szemkozti szoget, és a masik oldallal szem-

kozti szoget keressiik.

HAZI FELADAT

1y

N
Y

4.

Szamitsd ki a haromszog ismeretlen oldalhosszusa-
gait és szogeit!

)
: 3,5 cm @ b

a

b)
3,5 cm @ ¢

32°

7,5 cm

Pista evezGs csonakkal a folyé melletti P pontbdl
a tulso partra, a vele szemben 1évé Q pontba akart
atjutni. Tudta, hogy a viz sodrasa miatt nem pont a
partra merélegesen kell eveznie, ezért iranyzéknak
kinézett egy magas nyarfat a tulsé parton, kissé fel-
jebb (a rajzon a fat az A pont jeldli). A sodras azon-
ban a vartnal erésebbnek bizonyult, igy végiil sokkal
lejjebb, a B pontban tudott csak kikétni.

A ok
h 3 \427 7
RN
> tervezett \1 60m tényleges
sodrés irdny N i
N utvonal
N
S

P

a) Mekkora utat tett meg a csonak?
b) Milyen széles a foly6?

lecke | A SZINUSZTETEL
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A 10. osztalyos tankonyvben kicsinyitéssel, szer-
kesztéssel és méréssel oldottuk meg a kovetkezd
feladatot:

hajo

100 m part

Egy hajo bent dll a tengeren. Harom osztalytars ki

akarja szamitani, hany méterre van a hajé a parttdl.

Kijelolnek a parton egy 100 méteres szakaszt. Mé-

résiik szerint @ =~ 74° és [§ ~ 52°. Mekkora a hajo

és a part tavolsaga?

Most oldd meg ezt a feladatot szamitasokkal!

a) Mekkora a hdromszog harmadik szoge?

b) Mekkora a haromszognek az @-val szemkozti
oldala?

c) Mekkora a hajo és a part tavolsaga?

12



Alkalmazasok

BEVEZETO

Egy repiilogép vizszintes sik terep felett repiil alland6 ma-
gassagban. A gép a repiil6tér kozelében telepitett foldi jel-
ad6 muszert egy adott pillanatban 27°-os depresszidszog
(lehajlasi szog) alatt ,latja”, ujabb 3000 m reptilés utan
pedig 57°-0s depresszidszog alatt. A két észlelés kozott a
gép nem repiilt at a jeladd felett, tovabba a repiilégép és
a jeladé mindvégig ugyanabban a fiigg6leges sikban volt.

R, 3000 m R,

Mekkora tavolsagra volt a repiil6gép a jeladd toronytdl

az elsd, illetve a masodik alkalommal?

Mekkora magassagban repiilt a gép?
A repiil6gép modern fedélzeti miiszerei a tavolsagokat és
szogeket igen pontosan mérik, ezért a tavolsagokat tiz mé-
terre kerekitve adjuk meg!

FELADAT
Az 4bran lathaté meteo-

rologiai 1léggombot egy 98
és egy 107 meéteres drot- N
kotél rogziti a domboldal-
hoz. A rovidebbik kabel a
domboldallal 136°-os sz6-
get zar be. Mekkora a két
rogzitési pont kozott mért
x tavolsag?

Y

Tizedik osztalyban derékszogti haromszogek segitsé-
gével oldottuk meg a kovetkezd feladatot:

Megoldds
Hasznaljuk a bal oldali dbra jel6léseit!
a) Az R\R,] haromszogben szinusztétellel dolgozhatunk.

d _ sin123°

= , amibdl
3000 sin 30°

d = 3000 80123+ 5030 (),
sin 30

e _ sin27°

= , amibdl
3000  sin30°

e = 3000 S127° 5750 (m).
sin 30°

b) A h repiilési magassagot az R PJ derékszogt harom-
sz6gb6l célszert kiszamitani, felhasznalva, hogy a J-nél
fekvd hegyesszog 27°-os (valtészoge az R,-nél fekvd
27°-0s szognek).
h=d-sin27° = 5030 - sin 27° = 2280 (m).

Egy hajé bent 4ll a tengeren. Joc6 a barataival ko-
moly mérésre késziil: ki akarjak szdmitani, hany
méterre van a hajo a parttol (x).
A parton kimért 120 m-es tavolsag két végén meg-
mérik az @ és a 3 szoget. Azt kapjék, hogy @ =~ 73°
és =~ 52°.
a) Szamitsd ki a szaggatottan rajzolt harom-

sz0g két ismeretlen oldalat!
b) Hany méterre van a haj6

a parttol?

TRIGONOMETRIA



Egy haromszogben a szokasos jelolésekkel a = 4,5 cm,
b = 6 cm és az a oldallal szemben 1év6 szog: @ = 45°.
Lehetséges-e, hogy ez a haromszog

hegyesszogti?

tompaszogii?
Ha a valasz igen, akkor adjuk meg a haromszog szogeit!

Megoldds

Azt tudjuk, hogy ha van megfelel6 haromszog, akkor ab-

ban a 6 cm-es oldallal szemben 1év6 szognek 45°-nal na-

gyobbnak kell lennie. Az azonban egydltalan nem biztos,

hogy van a megadott adatokhoz megfelel6 haromszog.

a) Ha van megfelel6 haromszog, akkor abban a b oldal-
lal szemben fekvd [ szdgre a szinusztétel miatt fenndll,

ho sin = L.
24 sin45° 4,5
Ebbél sin f = &-SI45" 9408

4,5

5. lecke | ALKALMAZASOK

Van olyan hegyesszog, amelynek ennyi a szinusza. Ez a
sz0g kozelitbleg 70,53°-0s.
Ha /S = 70,53°, akkor a haromszog harmadik szoge:

y =180° — (@ + ) =~ 64,47°.

Tehat van megfelel$ hegyesszogli haromszog.

b) Ha van megfelel6 hdromszog, akkor a szinusztétel
szerint mindenképpen igaz, hogy sin [ =~ 0,9428, 4m
ebbdl nem kovetkezik, hogy a [ szog csak hegyesszog
lehet. A 22. leckében tanultuk, hogy ha /5 tompaszdg,
akkor a szinusza megegyezik a 180° — /S hegyesszog
szinuszaval. Az a) részben lattuk, hogy ez a hegyesszog
kozelitéleg 70,53°-0s, ezért 180° — S =~ 70,53°, amibdl
azt kapjuk, hogy

B =~ 180° — 70,53° = 109,47°.
Ha = 109,47°, akkor a hdromszdg harmadik szoge:
y = 180° — (@ + ) =~ 25,53°.
Tehat van megfelelé tompaszogii hdromszog is.
Megfigyelés
Két 1ényegesen kiilonbozé (nem egybevagd) haromszog is

van, amelynek oldalai 4,5 cm, illetve 6 cm, és a kisebb ol-
dallal szemben 1év6 szog 45°-0s. Az dbran egymas mellé

illesztettiik ezt a két haromszoget.

FELADAT

Van-e olyan haromszog, amelyben a szokasos je-
161ésekkel
a) a=6cm,b=45cmésa = 45%
b) a=5cm,b=10cmésa = 30%
c) a=6cm,b=75cmésa = 65°%
d) a=6cm,b=75cmésa = 30°
Ha van megfelel6 haromszog, akkor hany ilyen ha-
romszog van, és mekkorak a szogei?

{l



HAZI FELADAT

BN A kovetkezé tablazat harom haromszog oldalaira és

szogeire vonatkozik. Készitsd el az alabbi tablazatot
a fuzetedben, és toltsd ki az tires helyeit! Vedd figye-
lembe az Osszes lehetséges haromszoget!

b

a

1. hdromszog 11 cm 59°  37°

2. hiromszog 6cm  13cm 48°

3. hdromszog 15cm 9cm 26°

P30 A 2001-ben befejez3dott stabilizdcios program 6ta a

pisai ferde torony a fiigg6legeshez képest kozelitoleg

4°-kal d¢l, majdnem pontosan déli irdnyba. Mi-
lyen magas lenne ,kiegyenesitve” a torony? Amint
az abra is mutatja, a torony dél feldl t(iz6, 77°-os
emelkedési szogli napsugarak esetén 9 méter hosz-
szu arnyékot vet.

Hajni egy alhirrel ,ugratta” Bencét: ,,A Kuksi-1,

w
Y

az els6 magyar Mars-szonda véletleniil éppen egy
krater fenekén landolt. A szonda radarjanak mérései
alapjan a krater lejtéje 31 méter hosszu, és a mars-
beli vizszinteshez képest 25°-os szogben emelkedik.
A szonda ezutan felemelte a radart, hogy ujra be-
meérje a krater peremét. A radarsugar vizszintessel
bezart szoge eztttal mar csak 22° volt. Milyen tavol-
sagra volt ekkor a radar a krater aljatol?”

0Oldd meg te is Hajni feladatat!

EMELT SZINT
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I. Bizonyitsuk be a szinusztételt!

A szinusztétel egy hdaromszog két oldala és a veliik szemkozti szogek szinusza kozotti kapcsolatot mutatja be.

Hasznaljuk az abra jeloléseit! Irjuk fel kétféleképpen a vizsgélt haromszog teriiletét:

acsin B _ besin @
2 2

Ha az egyenlet mindkét oldaldn 1év¢ kifejezést megszorozzuk 2-vel, utdna pedig elosztjuk (besin f5)-

_ sina

val, akkor azt kapjuk, hogy % = sn g’

A felhasznalt teriiletképlet hegyesszog, derékszog és tompaszog esetén is fennall, ezért a szinusztétel igaz, ha a szereplé két

sz0g hegyesszog, de akkor is, ha egyikiik derékszog vagy tompaszog.

Derékszogii haromszog esetén nem célszerd a szinusztétel hasznalata. Miért?

Figyeljiink meg néhany esetet az abra jel6léseit hasznalva!

1. eset: % = L;:;o Tudjuk, hogy sin 90° = 1, ezért % = sin «. Ez igaz, de ezt mar korabban
sin
is tudtuk és hasznaltuk is!
b _ sinf . amo b . ,

2. eset: — = ———_ Tudjuk, hogy sin 90° = 1, ezért = = sin /. Ezt is tudtuk mar.

¢ sin90 ¢
3. eset: & = si-n ¢ _ sin @ . Tanultuk, hogy sin (90° — @) = cos @, tehat 4 = sina@ _ tg @, amit szintén ismer-

b sinf sin(90°— @) gy sin( ) b~ cosa ©

tiink mar a derékszogli haromszogek esetén.

TRIGONOMETRIA



II.

Haromszogek szerkeszthetdsége és a szinusztétel

Legyen adott - a szokdsos jelolésekkel — a hdromszog a oldala, b oldala, valamint a 5 szog (0° < 5 < 180°).

a)

b)

Vizsgaljuk meg, hogy milyen adatok mellett van olyan ABC haromszdg, amely ezekbdl az adatokbol szerkeszthetd!
Legyen az 1.esetbena =10 cm; /S =30°és b, =4 cm;

a2.esetbena=10cm; 5 =30°ésb, =5 cmy

a 3. esetben a = 10 cm; 5 = 30° és

A szerkesztés menete:

- Vegyiik fel az a szakaszt, melynek végpontjai B, illetve C pontok!

- Szerkessziik meg a B csucsban a 5 szoget, melynek egyik szogszara BC!

— Szerkessziik meg a C kozéppontd, b sugaru kort!

- Hatdrozzuk meg a kapott kériv, valamint a 5 sz6g BC szaratol kiillonb6z6 szaranak metszéspontjat!

A b, esetén nem jon létre metszéspont, azaz nincs a feltételeknek megfelel haromszog.

A b, esetén egy metszéspont adddik, azaz egyetlen olyan haromszog létezik, mely az adatokkal megszerkeszthetd
(ez a haromszog derékszogu, mivel egyik oldalegyenese egy kor érintdje, masik oldalegyenese az érintési pontba huzott
sugar).

A b, esetén két metszéspont jon létre, azaz az adatok két, nem egybevago haromszoget hataroznak meg.

Hatarozzuk meg szamitassal a fenti adatok mellett a haromszog ismeretlen szogeinek, illetve oldalainak hosszat!
Az 1.esetbena=10cm; S =30°és b, =4 cm.

A 2. esetbena=10cm; 5 =30°és b, =5 cm.

A 3. esetben a =10 cm; 5 = 30° és

A szinusztétel értelmében

sine, _ g sin, _ g

sinf8, b’ sinfl, b,’ ’
melyekbdl atrendezéssel kovetkezik, hogy

. asin . asin

SlnCKIZ ﬁl, 51na2:7[))2’

b b,

Az adatok helyettesitésével arra jutunk, hogy

.5 . —

sina, = e sina, =1,

Ezekbdl kovetkezik, hogy

- nem létezik ilyen @, sz0g, azaz nincs az 1. esetbelinek megfelelé haromszog;

- @, =90° azaz a 2. esetbeli adatokkal egy haromszog rendelkezik;

- aharmadik esetben vagy , azaz ilyen adatokkal két egymadstol kiilonb6zé haromszog is 1ét-
rejon.

A haromszogek tovabbi ismeretlen szogei, oldalai kiszamithatok a szinusztétellel.
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FELADAT

A tizenegyedikesek osztalykiranduldsra mennek. Az

0

Y

osztalyfénokiik tanitja a matematikat, ezért a ki-
randuldst terepmérésekre is felhasznaljak. Egy nagy
(vizszintes, sik) rétre érkeznek, ahonnan mar nincs
messze a hegycstics, amelyet meg akarnak ,,héditani”.
A tanuloknak mérésekkel kell megallapitaniuk, hogy
még mekkora szintkiilonbséget kell legy6zniiik.

h=223m

Tobb mérés atlagolasaval azt kapjak, hogy az AB

szakasz h hosszusaga 223 méter, az ABH haromszog

két szoge: @ = 74°, illetve 5 = 51°, a BKH haromszog

B-nél 1év6 szoge: y = 11°.

A szintkiilonbséget m-mel jelolik.

a) Karcsi szerint ha a BH hosszat kiszamitjak, akkor
a BKH héaromszogb6l mar az m is kiszamithato.
Igaza van-e Karcsinak? Ha igaza van, melyik szog
melyik szogfiiggvényét kell alkalmazni a szamo-
lasban? Ha nincs igaza, miért nincs?

b) Tiinde azt mondja, hogy mivel most a szinuszté-
telt tanuljak, biztosan ezzel lehet meghatarozni a
BH hossztisagot, mégpedig az ABH haromszog-
bél, amelynek ismerik a 223 méteres oldalat. Ha
Tinde jol szamol, mit kap eredményiil a BH sza-
kasz hosszara?

¢) Milyen magasan van a hegycstcs a rét felett?

Mekkora szogben latszik a hegy az A pontbdl?
(Készits gondolatmenetet a megoldashoz!)

yen magas a hegy és a torony?

Milyen magas a hegy tetején all6 kilaté?

Az abran TH jeloli a kildté magassagat. Karcsi sze-
rint a valaszhoz elég a TBH szoget megmérni. Sze-
rinte ugyanis ,,nyilvanvald”, hogy a TBH harom-
sz0g tompaszoge (90° + 7)-val egyenld, és ezekbdl
az adatokbdl a szinusztétellel meghatarozhatd a
torony magassdga.

T
H
=
90° y=11°
K

a) Indokold, hogy ez a tompaszog (90° + y)-val
egyenld!

b) Készits gondolatmenetet arrél, hogy milyen
lépésekre van sziikség a torony magassaganak
kiszamitasahoz! Gondolatmeneted alapjan sza-
mitsd ki a torony magassagat, ha a TBH szog
3°-o0s!

c) Tundének nem volt kedve a szinusztétellel
szamolni. Egyszertien a TBK és a HBK derék-
sz0gl haromszoggel szamolt, a tangens szog-
fiiggvényt alkalmazta. Szamolj utdna, melyik
mddszerrel lehet kevesebb lépésben megkapni
a torony magassagat!

TRIGONOMETRIA



HAZ| FELADAT

Tizedik osztalyban szerepelt a kovetkez6 hazi feladat:

Egy egyenl6 szart haromszog szarszogét 3 darab 15°-os
szogre bontjuk. A szogszarak x, y és z részre osztjak a
120 m-es alapot. Mekkora az x,

az y és a z hosszusagu szakasz?

Oldd meg ezt a feladatot de-

rékszogli haromszogekkel is,

és a szinusztétel felhasznalasa-

val is! Melyik modszer egysze-

riibb?

x y z
Egy leszéllashoz késziil6d6 sportrepiilégép pilotaja
mar beallt a leszallopalya irdanyaba. Az 1200 méter
hossza palya kozelebbi végét 3°-os depresszidszog
alatt latja, a tavolabbit 2,7°-os szog alatt. Milyen ma-
gasan repiil ez a reptl6gép?

T 1200 m K

Egy bilidrdasztal egyik sarokzsebétél 75 cm ta-

volsagra egymas mellett 4ll két egyforma golyo.
Ugy szeretnénk meglokni 6ket egy harmadikkal,
hogy a két golyé 130°-0s szogben szétszaladva
pontosan a 120 cm-es oldala asztal két szomszé-
dos sarokzsebébe guruljon. Tudjuk, hogy ilyen
lokéshez a harmadik golyo6t a 130°-os szog felezo-
jének iranyaban kell megcélozni. Mekkora legyen a
rajzon x-szel jelolt tavolsag, hogy sikeriiljon a mu-
tatvany?

120 cm




n

CB~

erekszog koszinusza

BEVEZETO

A hegyesszogek mindegyikének van szinusza és koszinusza is, és mar értelmeztiik a derékszog és a tompaszog szinuszat is.
A kovetkezékben megmutatjuk, hogy a tompaszog és a derékszog koszinusza is értelmezheté ugy, hogy illeszkedjen az
eddig tanultak soraba.

Modositsuk az 1. leckében bemutatott torpedoéjatékot ugy, hogy az ,agyu” a koordinata-rendszer origéjaban legyen, és az
iranyzasndl lehessen hegyesszogeket, derékszoget és tompaszoget is megadni. Az agyuval ezuttal a koordinata-rendszer
sikjanak pontjaira ,,célzunk” Melyik pontot vettiik célba, ha a tavolsag 5 egység, az irdnyszog pedig

50°; 130°%; 90°?
Megoldds
a) AQ(5- cos 50°% 5 - sin 50°) pontot céloz- b) A megcélzott T pont a Q pontnak az y tengelyre vonatkozo
tuk meg. A koordinatak kozelit6 értékével: titkorképe, ezért T(=5 - cos 50°% 5 - sin 50°).
Q(3,214; 3,830). Mivel sin 130° = sin 50°, ezért ezt is irhatjuk:
yA T(=5 - cos 50°% 5 - sin 130°).
Q(5/cos 50% 5 sin 50° VA
3BT T(=5 cos 50% 5 sin 130°)|  Q(5|cos 50% 5 sin 50°)
2 5 ill .)Go <----- T T
| . . 5 5 )
1' . SIIT 1’0 5 J00% JGO
50°\ /- = >
0[5 cos 50°3,21 x 5]cos 130P N3 \50 _
-3,21 0 1 321 x

c) Az R(0; 5) pontot vettiik célba. Az 5 helyett irhatjuk, hogy 5 - sin 90°, hiszen sin 90° = 1 yA
ésacos 90° = 0. Tehat R(5 - 0; 5 - sin 90°) = R(0; 5). | g4 Riscos 90°%; 5 sin 90°)
5 sin 90°
=
Moo \ _
0 ‘1 X

Megfigyelések

A Q pont esetében az @ hegyesszog volt. A pont koordinatait igy tudtuk felirni: (5 - cos @; 5 - sin @).

- A T pont esetében az @ tompaszdg volt. E pont koordinatdit igy tudtuk felirni: (=5 - cos (180° — 130°); 5 - sin 130°).
— Az R pont esetén derékszog szerepel. Az R pont koordinatdit igy tudtuk felirni: (5 0; 5 - sin 90°).
- Vegyiik észre, hogy ha cos 150° = —cos 30°, cos 130° = —cos 50° és cos 90° = 0, akkor a torpeddjaték ,agyuja” altal

megcélzott pontokat igy adhatjuk meg: T(5 - cos 130°% 5 - sin 130°), R(5 - cos 90°% 5 - sin 90°).

- Vegyiik észre, hogy ha minden @ tompaszog esetén cos @ = —cos (180° — @) és cos 90° = 0, akkor minden esetben igy

irhatjuk fel az origdtol 5 egység tavolsagban 1év6, megcélzott pont koordinatéit: (5 - cos @; 5 - sin @).

TRIGONOMETRIA



Ertelmezziik a tompaszdgek és a derékszog koszinuszat!

Definicio: Ha o tompaszog, akkor legyen cos @ = —cos (180° — @), a derékszog koszinusza pedig legyen 0, azaz
cos 90° = 0.

Kovetkezmények

1. Minden hegyesszog koszinusza pozitiv, a derékszog koszinusza 0, minden tompaszog koszinusza negativ.

2. Ha @ egy haromszog egyik szoge, akkor —1 < cos @ < 1és0 < sina < 1.

3. Ha a egy hdromszog egyik szdge, akkor sin® @ + cos® @ = 1 (fiiggetleniil attél, hogy « hegyesszog, derékszog vagy
tompaszog).

FELADAT

I a) Készitsd el az aldbbi tiblazatot a fiizetedben, és toltsd ki az iires helyeit a szamologéped segitségével!
a 92° 102° 112° 122° 132° 142° 152° 162° 172°
sin @
cosa
b) Szémold ki néhany esetben, hogy mennyi a sin® @ + cos’ @ &sszeg értéke!
I a) Egy hiromszog két szogének koszinusza 0,5 és 0. Mekkora a harmadik szogének a koszinusza és a szinusza?
b) Egy haromszog két szogének koszinusza @ és —0,5. Mekkora a harmadik szogének a koszinusza és a szinusza?
B Mennyi lehet cos @, ha sin @ értéke
a) 1giﬁ b) 0,7355?

P a) Igaz-e, hogy cos 32° = —cos (180° — 32°)?
b) Igaz-e, hogy minden @ hegyesszog esetén cos @ = —cos (180° — @)? Indokolj!
c) Igaz-e, hogy ha @ egy haromszog egyik szoge, akkor cos (180° — @) = —cos @? Indokolj!

HAZI FELADAT

A szamologép szerint hany fokos szog az @, ha a ko- Egy egyenld szdra hdromszogben

szinusza a) az egyik szog koszinusza -0,777;
a) 0,7924; c) 0,5; e) — g? b) az egyik sz6g koszinusza 0,726;
/3 c) az egyik szog szinusza 0,428.
b) -0,5; d) — 73; Mekkora lehet a tobbi szog szinusza és koszinusza?
I Egy paralelogramma egyik szogének a koszinusza [0 TN Mennyi lehet cos @, ha sin @ értéke
-0,591. Mekkora a tobbi szogének a szinusza és a ko- a) 0,5; b) \/23 : c) 0,4722

szinusza?

7. lecke | A TOMPASZO6 ES A DERENSZO6 KOSZINUSZA



Mekkora annak a vektornak a hossza, amely az origébdl
indul, és a végpontja
a) P(=3;4);  b) Q(6cos60°% 8cos120°)?

Megoldds

Mindkét esetben szamolhatunk Pitagorasz-tétellel.

a) A rozsaszin derékszog haromszogrol leolvassuk, hogy
OP=V3"+4" =5,

vagyis az 0P hossza 5 egység.

yA

P(-3;4)

4

N\

fad 4

b)

Altalanosan is igaz, amit a bevezetd feladatban megfigyeltiink:

Ha O egy koordinaita-rendszer kezdSpontja, A(a,; a,) pedig a sik egy

pontja, akkor az OA szakasz hossza igy is kiszamithato:
O0A = /(a,) + (a,).

(Felhasznaltuk, hogy (|4, |y = a;")

—_—
Ez a szdm természetesen megadja az OA hosszit is.

Az abrankon A a IIL siknegyedben van, de a szamitdsi mddszer a sik

barmely pontjara érvényes.

Eszrevehetjiik, hogy az OP szakasz hossza a P két

koordinatajaval is kifejezhet:
OP=,/(-3y+4" =5.
Mivel cos 60° = 0,5 és cos 120° = —cos 60° = —0,5, ezért

Q(3; —4).

yA
1
ON1 | \d x
N
N\
\\
N Q(3; -4

Az dbra derékszogli haromszogérdl leolvassuk, hogy
0Q = v/3°+ 4% = 5, vagyis az 0Q hossza 5 egység.
Eszrevehetjiik, hogy az OQ szakasz hossza a Q két
koordinatajaval is kifejezheto:

0Q = 3+ (—4y = 5.

el

Bl




Milyen hosszu az OR, ha O a koordinata-rendszer
kezdépontja és R(5cos 118°% 5sin 118°)?

Megoldds

Hasznaljuk fel a most szerzett elméleti ismeretiinket!
OR = /(5c0s118°) + (5sin 118°).

Megtehetnénk, hogy kiszamitjuk az R pont két koordi-

natajanak a kozelité értékét, de erre most nincs szik-
ség. Ugyanis (5cos 118°)° + (5sin 118°)* =

=25 (cos® 118° + sin® 118°) = 25,

mert sin’ @+ cos’@ =1, ha @ hegyes-, derék- vagy
tompaszog (lasd 26. lecke). Tehat

OR = /(5c0s118°F + (5sin118°) = v/25 = 5.

Tehét az OR hossza 5 egység.

Melyik pontba mutat az az origd kezd6ponta vektor,
amelynek hossza 5 egység, és amely az origébdl az
x tengely (5; 0) pontjaba mutat6é vektornak pozitiv
iranya
60°-0s;
elforgatottja?

120°-o0s; 180°-0s

Megoldds

A harom vektor végpontja egy origé kozéppontu, 5 egy-
ség sugaru koron van, tehat ennek a kornek harom pont-
jarol van sz6. Az dbra alapjan vélaszolhatunk:

yAS

A

sin 60

5sin 120°1 5\ yé

Ao Vm\xw.

-5i 5c0s120° 0| 1 5cos607 5

1
' ‘

w1

b=

RV

a) P(5-cos60°%5 - sin60°) = P<%; #),

FELADAT

Melyik siknegyedben és az origétél mekkora tavol-

sagra vannak a megadott pontok?

a) P(—3cos40° 3sin 40°)

8. lecke | TAJEKOZODAS A KOORDINATA-RENDSZERBEN

b) A Q pont a P tiikorképe az y tengelyre nézve. Vegyiik
figyelembe, hogy sin (180°— ) = sin @, illetve
cos (180° — @) = —cos «, ezért
Q(—5-¢cos60%5-sin 60°) =

= Q(5-c0s120°% 5 5in120°) = Q<— 2 #)
¢) R(=5;0).
Megjegyzés

Azt is szoktuk mondani, hogy az OP irdnyszige 60°, az
0Q irdnyszoge 120°, az OR iranyszoge 180°. Az 0P és
az 0Q vektor végpontjanak koordinataiban a vektor
irdnyszogének koszinusza és szinusza szerepel.

Végezziink 1:5 ardnyu kicsinyitést a 2. kidolgozott
feladat abrajan! Jeloljitkk a P képét P™-vel és a Q képét
Q’-vel. Mik a P’ és a Q koordinatai?

Megoldas
A P’ koordinéatdi otodakkorak, mint a P koordinatai:

2> 2
otodakkorak, mint a Q koordindatai: cos 120° és sin 120°,

vagyis Q’(— %; é)

cos 60° és sin 60°, vagyis P’( L £> A Q’ koordinatai

Kovetkeztetés

Szamitasunk azt mutatja, hogy az origébdl a P’ és a Q
pontba mutatd egységvektorok elsé, illetve mésodik
koordinataja éppen a vektorok iranyszogének a ko-
szinusza, illetve szinusza. Masképp fogalmazva: ha a
koordindta-rendszer x tengelyének (1; 0) pontjat 60°-
kal elforgatjuk az origd koriil pozitiv irdnyba, akkor a
(cos 60° sin 60°) pontot kapjuk, ha pedig 120° az elfor-
gatas szoge, akkor a (cos 120° sin 120°) pontba jutunk.

b) Q(—3cos40°% —3sin 40°)
¢) R(—3co0s140% —3sin140°)
d) S(cos140° sin140°)

5



Jeloljiik i-vel egy koordinata-rendszerben az origobdl az (1; 0) pontba mu- YA
tato egységvektort, tovabba legyen adott egy e egységvektor.
- Haazi-t @ szoggel elforgatva az adott e egységvektort kapjuk, akkor azt

mondjuk, hogy @ irdnyszige az e egységvektornak. X .
- Tetsz6leges v iranyszogének nevezziik a vele egyiranyu e egységvektor Y fe 4‘\ \\‘
irdnyszogeit. ¢

A 3. kidolgozott feladat kovetkeztetése igy altalanosithaté: ha @ hegyes-
sz0g, derékszog vagy tompaszog, és a koordinata-rendszer x tengelyének
(1; 0) pontjat @ szoggel elforgatjuk az origd koriil pozitiv iranyba, akkor a
(cos @, sin @) pontot kapjuk.

//Cf
2.
1N}

o
i A
B 4

Megjegyzések
- Azi-nekiranyszoge a 0°, de iranyszoge a 360°, a 720° vagy éppen a —720° is.
- Minden vektornak végtelen sok iranyszdge van, a nullvektornak minden sz6g irdnyszoge.

- Ha « irdnyszoge a v-nek, akkor az @ + k - 360° is iranyszoge a v-nek, barmelyik egész szamot jelolje is a k. Ha v # 0,
akkor a v-nek ezeken kiviil mas iranyszoge nincs.

FELADAT

Add meg az OP két irdnyszogét, ha O a koordindta- d) 210°-os; €) 300°-0s?
rendszer kezdépontja és (Az egységvektor hossza 1 egység.)
a) P(=6;0); c) P(1;1);
b) P(0; —3); d) P(—1;—1)! LR a) Milyen messze van a koordinata-rendszer kez-
dépontjatdl a P(cos 45°% sin 45°) pont?
=B Melyik pontba mutat az az origb kezd6ponti egység- b) Titkrozd az OP -t mindkét koordinétatengelyre
vektor, amelynek az egyik iranyszoge és az origora is! Szamitsd ki az igy kapott vek-
a) 30°-os; b) 150°-os; c) 135°-os; torok végpontjainak koordinatait!
c) Add meg a b)-ben kapott vektorok egy-egy
irdnyszogét!

HAZI FELADAT

Szamoldgép haszndlata nélkiil valaszolj! Melyik igaz Melyik pontba mutat az az origé kezdSponta

és melyik hamis az alabbi kijelentések koziil? egységvektor, amelynek az egyik iranyszoge

a) sin’147° + cos’147° =1 a) 45°-os; c) 150°-0s;

b) cos147° = —cos33° b) 90°-os; d) 240°-0s?

c) sin147° = —sin 33°

d) sin90°+ cos90° =1 <58 Az O pont egy koordinata-rendszer kezdépontja.

€) cos60°-cos120° = — 1 Az OC hossza 4,6 egység, egy iranyszoge 243°.
4 Mik a C pont koordin4tai?

f) sin150° = —cos120°
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RAADAS

Egy négyoldalu gula alaplapja egy olyan szimmetri-
kus trapéz, amilyet az abra is mutat.

D Scm ¢

5cm 5cm

A 11 cm B

Az A-bdl és a B-bél indulé oldalél 12 cm, a masik
kett6 13 cm hosszusagu.

Készits vazlatrajzot errdl a gularol!

Igaz-e, hogy a gula két oldallapja derékszogil ha-
romszog?

Valaszd ki a gala halézatat a megadottak kozil!
Mekkora a gula felszine, vagyis a gulat hatarold
lapok teriiletének 6sszege?

)

€

)

<

®)

<€

8. lecke | TAJEKOZODAS A KOORDINATA-RENDSZERBEN

Az 1. feladatban szerepld gulat kettévagjuk egy olyan
sikkal, amely felezi a gtila magassagat, és parhuzamos
az alaplappal. Igy egy kisebb gtila és egy csonka gula
keletkezik. (A kis gula kozéppontosan hasonld az
eredetihez.)

a) Mekkordk a kis gula élei?
b) Mekkora a kis gula alapteriilete? Hanyadrésze ez
az eredeti gula alaptertiletének?

c) Mekkora a kis gula felszine? Hanyadrésze ez az
eredeti gula felszinének?

d)
e)

f) Mekkora a csonka gula felszine?

Mekkorak a csonka gula élei?
Rajzold le a csonka gula halozatat!

(%
Y

Egy szabélyos csonka gula alaplapja 12 cm-es oldalu
Otszog, fed6élei 9 cm-esek, a csonka gila magassaga

4 cm.

a) Mennyi a hasonldsag aranya
a két otszog kozott?

b) Szamitsd ki a fedélap koré ir-
hat¢ kor tertiletét!

c) Szamitsd ki az alaplap és a

fed6lap teriiletét!

Mennyi a 3. feladatban szerepld csonka gula térfogata?



Két kisrepiildgép Budapestrdl felszallva egyenesen Bécs,
illetve Zagrab felé indul. Budapest és Bécs kozott a fel- és
leszallohely tavolsaga légvonalban 233 km, a Budapest-
Zagrab-vonalon ez a tavolsag 309 km. A pilétdk az irany-
tlirdl azt is leolvastak, hogy a két gép utiranya kozott 60,9°
az eltérés.

Allapitsd meg ezekbél az adatokbél, hogy mekkora a Bécs—
Zagrab-tavolsag (ugyancsak légvonalban)!

Bécs

233 km

60,9°
Budapest

309 km

Zagrab

Megoldds
Bontsuk fel a térképre rajzolt haromszdget az egyik magas-
saga segitségével két derékszogli haromszogre!

309 - x X

A bal oldali derékszogii haromszogben
C=K+0B09-x =K +x+309°-2-309- x.

Ha felhasznaljuk, hogy

B+ x*=233%¢és

x = 233 - cos 60,9°,

akkor azt kapjuk, hogy

¢* = 233"+ 309*— 2309233 - cos 60,9°.

¢ =~ 282 km.

Ez az Osszefiiggés azt mutatja meg, hogyan szamithatjuk ki
kozvetleniil az adatokbdl a keresett oldal hosszisaganak a
négyzetét.

A bevezeté feladat megoldasa soran kapott eredményt dltaldnositva az alabbi 6sszefiiggést kapjuk

a haromszog harom oldaldra és egyik szogére vonatkozdan:

Tétel: Ha a, b és c egy haromszog oldalainak hossza, y pedig a c oldallal szemkozti sz6g, akkor

=a*+b*—2abcos 7.
Ezt az Osszefliggést koszinusztételnek nevezzik.

a

A koszinusztétel igaz minden haromszogre, fiiggetleniil attél, hogy a y hegyesszog, derékszog vagy tompaszog.

Megjegyzések

- Haa y derékszog, akkor cos 7 = 0, ezért ebben az esetben a koszinusztétel nem mas, mint a Pitagorasz-tétel:

=ad+ .

- A koszinusztételt akkor célszert haszndlni, ha egy hdaromszégnek

- ismerjiik két oldalét és az altaluk kozbezart szoget, és a harmadik oldalt keressiik; vagy ha

- ismerjitk mindharom oldalat, és a haromszog szogeit keressiik; ebben az esetben célszerti a leghosszabb oldallal szemkozti

szoget koszinusztétellel kiszamitani, egy tovabbi hegyesszoget pedig szinusztétellel érdemes meghatarozni.




Folytassuk a bevezetd Bécs Megoldas

feladatot!  Mekkora 233 km Alkalmazzuk a koszinusztételt:

szoget zarna be a re- 309% = 2827 + 233% — 2282233 - cos @. Ebbél:
piilégépek utirdnya, Budapest cos @ = 28274233 309" _ 595 aribal g~ 73°

ha mindkett6 Bécs- 282km 2282233 T .
bél szallna fel Buda- Megjegyzés

pest, illetve Zagréb 309 km Figyeld meg a f6ldgémbén, hogy sokkal nagyobb foldrajzi
felé? tavolsagok esetén miért lesz pontatlan ez a szimolas! Vajon

milyen irdnyban van a ,legkézelebb” a Fold felszinén pl.

Zagrab

FELADAT

Budapest és San Francisco?

Egy haromszog két oldaldanak hosszisaga 53 mm, Két vasuti sinpar 52°-os szogben keresztezi egy-

illetve 71 mm. Mekkora a harmadik oldala, ha a két
adott oldal altal bezart sz6g
a) 60° b) 147°?

N
Y

Egy haromszog oldalainak hossza

a) 5cm, 6 cm, 7 cmy;

b) 27,2 mm, 51,0 mm, 57,8 mm;

c) 13,2m, 14,1 m, 24,5 m.

Szamitsd ki a haromszog legnagyobb sz6gének nagy-
sagat!

HAZI FELADAT

Egy kis patak két partja nem azonos magassagu.
A magasabbik oldalon a patakpart lejt6je 4 méteres,

mig az alacsonyabbik oldalon csak 1,3 m. A két part
a patakmederben 115°-o0s szogben talalkozik. Milyen
hosszu legyen a két partot osszekotd fahid?

Egy haromszog oldalainak hossza

a) 4,1 cm; 5,3 cm; 9,9 cm;

b) 14 m; 33,6 m; 36,4 m.

Szamitsd ki a hdromszog szogeinek nagysagat!

9. lecke | A KOSZINUSZTETEL

!

3

mast. A keresztez6déshez legkozelebb fekvé meg-
allok helyzetét az abra mutatja. Milyen messze esik
egymastol légvonalban ez a két megall?

Egy vizmolekuldban a két oxigén-hidrogén-kotés
altal bezart sz6g 104,5°, a tavolsag az oxigén- és a
hidrogénatommagok kozoétt 98 pm (pm = piko-
méter, 1 pm = 10 2 m).

98 pm 98 pm

Hény pm tavolsagra van egymastdl a két hidrogén-
atommag?

Y

Egy paralelogramma oldalainak hossztisdga 24 cm
és 32 cm, a hosszabbik atloja 42 cm-es.

a) Mekkordk a paralelogramma szogei?

b) Mekkora a rovidebbik atloja?

3



El6szor szakértéi csoportokban dolgozzatok, majd a szak-
ért6k a sajat csoportjukban tanitsak meg az altaluk megol-
dott feladatot!

- Egy egyenld szaru haromszog 42°-os
szarszdgét «, [ és y szogekre bon-

tottuk. A szdgszarak 40 m-es ré-

szekre osztjdk a 120 m-es alapot.

a) Mekkorak a haromszog ala-
pon fekvé szogei, és mekko-
rak a szarai?

b) Igazold, hogy a = 7! 40m 40m 40m

c) Mekkora @ és 5?

- Egy vastti toltés keresztmetszete trapéz alaku. A ko-
rona szélessége 4,5 m, a rézsti 3,8 m, illetve 4,2 m
hossz, a toltés alapja 10 m széles.

4,5m

3,8m 42 m

10 m

a) Mekkora a rézsti emelkedési szoge a meredekebb,
illetve a lankasabb oldalon?
b) Milyen magas a toltés?

HAZI FELADAT

Egy haromszog 48 cm-es oldala a hozza
tartozé 39 cm-es stlyvonallal 48°-os

szoget alkot.
a) Mekkora a hirom-
sz0g teriilete? 24cm 24 cm

b) Mekkora a hdromszog masik két oldala és a leg-

nagyobb szoge?

25

(Utmutatds: egy lehetséges megoldasi médszer, ha a

trapézt felbontjuk egy paralelogrammara és egy ha-
romszogre.)

Az abran egy kavicsbanya
daruja lathat. A daru karja
15 m hossza. A domb lejtdje
12 m, és 42°-os emelkedési

; . P 12m
szoget zar be a vizszintessel.

Milyen hosszu legyen a da- :

rurdl fiiggblegesen lefelé 16g6
drotkotél, ha le kell érnie a domb aljaig?

a) Szamitsd ki a Pécs—
Budapest-Gy6r ,,hda-
romszog”  szogeinek s Budapes
nagysagat! Gyér ¥
b) Szamitsd ki az a)-beli B
héaromszog teriiletét,
és azt is, hogy hany
szdzaléka ez a teriilet 185 km 170km
Magyarorszag teriile-
tének! (Magyarorszag a

tertilete 93 030 km?.)

Pécs

Egy hiromszog teriilete 60 cm’, két oldalanak
hossztisaga 15 cm, illetve 16 cm.

a) Mekkordk a szogei? (Két eset van!)

b) Mekkora a harmadik oldala?



<] a) Szémitsd ki a térkép adatainak felhasznalaséval,

hogy mekkora a Kaposvar-Miskolc-tavolsag légvo-
nalban! Egész kilométerre vagy inkabb 10 kilomé-
terre kerekitve célszerti megadni ezt a tavolsagot?

b) Mekkora a Kaposvar-Tatabanya-tavolsag légvo-
nalban?

c) Szamold ki a foldrajzi atlaszban talalhaté térkép
segitségével is (a térkép méretaranydnak felhasz-
naldsaval) az a) és a b) feladatban kérdezett tavol-
sagokat! Hasonlitsd Ossze a kétféle uton kapott
eredményeket!

RAADAS

A szinusztétel és a koszinusztétel alapvetd jelent6ségli a
helymeghatarozasban. Ez a két tétel adja a geodéziai méré-
sek és szamitasok, a térképkészités elméletének egyik alap-
jat (haromszogelés), és (az idéméréssel kiegészitve) gya-
korlatilag ezen a két tételen alapul a jelenleg legmodernebb
helymeghatarozo6 rendszer, a GPS mtikodése is.

A helymeghatarozas lényegét egy egyszerti példaval is

megvilagithatjuk.

Sik terepen vegylink fel ha-
rom alappontot, amelyek-
nek ismerjik a paronkénti
tavolsagat, legyen példaul
AB =200 m, BC =300 m,

AC = 250 m. Az alaphdrom-
sz0g szogei: 82,8°, 55,8° és
41,4°. A
Ha a BC szakasz két végpontjabol szogmérés utjan megha-

B

200 m

tarozzuk a P tereptargy helyzetét (ez az un. el6remetszés),
akkor szamolassal meghatarozhaté a P pontnak az alap-
pontoktdl valo tavolsaga:

d = 300-S060° 564 (m),

sin 80°

d, = 300- 340" 196 (m) (és AP ~ 347 m).
sin 80°

Megijegyzések

- A CBP haromszog tertilete kb. 2,544 ha.

- A P helyzetét meghatarozhatnank ugy is, hogy meg-
meérjitk, mekkora szogben lathaték P-bél az alap-
héromszog oldalai, majd ebbdl szamolassal adnank
meg a P-nek az alappontoktdl vald tavolsagat. Ez az
un. hdtrametszéssel torténé helymeghatarozas, amely

10. tecke | ALKALMAZASOK

Miskolc

190 km
Tatabanya

126°
160 km

91°
Békéscsaba
260 km

Kaposvar

matematikai szempontbol jéval nehezebb, mint az eld-
remetszéssel torténdé meghatarozas.

Hatarozzuk meg szogmérésekkel a Q tereptargy helyzetét
is (CAQ<L = 25°és ACQ< = 125°)!

A 200 m

Az ACQ haromszogbdl szinusztétellel kiszamithaté h, és h,
is:h, = 410 més h, = 211 m.

Ezutan mar nem kell Gjabb méréseket végezni a PQ tavol-
sag meghatarozasahoz, hiszen a QPC haromszog C-nél
fekvs szoge 360° — (125° + 41,4° + 60°) = 133,6°, igy a
koszinusztétellel:

PQ =~ /196> + 2117 — 2-196- 211 - cos 133,6° ~ 374 (m).
Némi szamolassal megkaphatjuk a QPC haromszog masik
két szogét is: CPQ <L = 24,1°, CQP <L = 22,3°.

Ha a P és a Q pontot is hozzavessziik az A, B, C alappon-

tokhoz, akkor most mar 5 alappontunk van (és 4 alapha-
romszogiink), amelyek segitségével tovabbi tereptargyak
helyzetét hatarozhatjuk meg. Ezzel a mddszerrel pontos
térképet készithetiink egy meghatarozott tertletr6l.



Raadds Vektorok és szigek a fizikaban

A leszéllashoz késziil6do repiildgépre haté ,vonoerd” F,,, = 10 000 N nagysagt és a leszallopalya kozépvonaldval parhu-
zamos iranyu. A leszallopalya nyugat-keleti tajolasu, a gép kelet felé repiil. Az egyik leszallasnal vizszintes iranyd délke-
leti sz¢l fdj, amely a reptilére F_, = 2000 N nagysagu (északnyugati iranyu) erével hat. Szamitsuk ki, hogy mekkora és mi-

lyen irdnyud ennek a két erének az ereddje!

Megoldds
Készitstink abrat a feladathoz!

A két megadott erGvektor ereddjét a paralelogramma-modszerrel szerkesztettiik
=F,+F
Az ered6 er6 nagysagat koszinusztétellel szamithatjuk ki:

Feredé = \/Frzep-‘r Fszzél_ 2'Frep'Fszél.(:05450'

F...s = ¥'10 000> + 2000° — 210 000 - 2000 - cos 45° ~ 8700 (N).
Az eredé erdnek a leszallopalyaval alkotott szogét (¢) szinusztétellel célszert kisza-

Lo .osing F.a 2000 o .o 2000 0
tani: = ~ 28U Ehbél ~ sin 45° - 220~ 0,1626, ¢ ~ 9,4°.
mitani sin 450 Fered() 8700 ol s;m @ Sin 8700 (Y]

meg: Fered('i szél*

FELADAT

A 250 m széles foly6 egyik partjan van az A hely, vele b) v, és v, szoge 71°
pontosan szemkozt, a tulsé parton pedig a B hely.

A viz sebessége v, = 3 % nagysagu, a parttal parhu-
zamos iranyu. Egy motorcsonak az A helyrdl indul,

a vizhez viszonyitott sebessége v, = 8 % nagysagu.

Az alabb megadott esetekben szamitassal hatarozd

meg a motorcsénak parthoz viszonyitott v, sebes- A
ségének nagysagat, a folyoviz sebességének iranya-
val bezart szogét és azt is,

hogy a B helytél mekkora £ () Vo VT A2 1S B
tavolsagban ér partot a mo-

torcsonak! (Tudjuk, hogy
v, =Vt Vi)

a) Vv1'z J‘ vcs

a2 TRIGONOMETRIA



23

nagysagu, az apa dltal kifejtett er6 109 N nagysagu, és az apa karja (az erd iranya) a fiigg6leges-
sel 35°-0s szoget zar be. Mekkora F erdvel tartja a fia a vodrot, és mekkora szoget zar be a fia
karja (az er6 iranya) a fiigg6legessel, ha a vodrot igy kiegyenstlyozva tudjak vinni?

HAZI FELADAT

‘BN Egy test sebességvektora v,-rol
v,-re valtozott. Szamitsd ki a
sebességvaltozas  vektoranak

(v, — v,-nek) a nagysagat és

azt a szoget, amelyet a v,-gyel

bezar! A sebességek nagysaga:
v, =29 %, v, = 3,2 %, a két

sebességvektor szoge 54,5°.

N
Y

Szamold ki, mennyi ideig tart a motorcsonak atkelése
a folyo talsé partjara a lecke 1. feladatdban megadott
esetekben!

RAADAS

Bazisrendszert alkot a sik két, egymassal nem parhuzamos
vektora. Ezekkel a sik barmely vektora eldallithatd.

Egy bazisrendszer két bazisvektora u és v. A bazisvektorok
hossza: u = |u|= 5, v =|v| = 8, a két vektor szoge 120°,
az u-t pozitiv irdnya 120°-os elforgatas viszi at a v-vel azo-
nos iranyu vektorba. Adjuk meg ebben a bazisrendszerben
az a(2; 1) hosszat és azt a szoget, amelyet a bazisvektorok-
kal bezar!

Megoldds

Az a-t felirhatjuk igy is: a = 2u+ 1v, és ennek ismereté-
ben (példaul a paralelogramma-mddszerrel) meg is szer-
keszthetjiik, ahogyan az az abran is lathato.

A feladat kérdései megvalaszolhatok a PQR haromszog se-
gitségével.

10. lecke | VEKTOROK ES SZOGEK A FIZIKABAN

Egy apa és a fia egyiitt cipelnek egy vizzel teli vodrot. A vodorre haté gravitacids eré 100 N

] Egy futball-labddba két jatékos ugyanabban a pil-
lanatban ragott bele az dbra szerinti erékkel:
F, = 1500 N és F, = 2000 N.

Mekkora és milyen irdnyd a labdara hat6 két eré
ereddje? Az iranyt az abran jelolt @ szog kiszami-
tasaval add meg!

Koszinusztétellel:
a=+v10"+8"—2-10 8- cos60° = +/84,
vagyis az a hossza a = |a| = 9,17.

Szinusztétellel:

: 8
sin ¢ =
v 84

Mivel ¢ csak hegyesszog lehet (mert 8 < 10), ezért

-sin 60° = 0,7559.

@ = 49,1°. Ekkora az a-nak az u bazisvektorral bezirt szo-
ge, mig a v-vel (120° — @) =~ 70,9°-0s szoget zar be.



BEVEZETO
54 cm Hajni és testvérei szilveszterre vardzslosiiveget készitenek maguknak. Van egy oridsi piros
kartonlapjuk, abbol vagnak ki egy 40 cm sugaru kort. Hajni megmérte a fejiik kertiletét:
Csilla ~ Bence  Hajni
47 cm 56 cm 53 cm
57 cm
- A korlapbol harom olyan korcikket vagnak ki, amelyekhez 48 cm-es, 57 cm-es,
cm

illetve 54 cm-es koriv tartozik (1-1 cm-t rahagytak a ragasztds miatt). A korcik-
kekbdl stiveget formalnak, majd 6sszeragasztjak. Mindegyik varazsldsiiveg olyan, mint egy forgaskap pa-
lastja. A forgaskapok alkotdja 40 cm hosszu, a harom alapkor keriilete pedig 47 cm, 56 cm, illetve 53 cm.
Mennyi maradt a piros korlapbol?
AKor kertilete 807 =~ 251 centiméter, ebbdl felhasznaltak 48 + 57 + 54 = 159 centimétert. Tehat olyan kércikk maradt, amely-
nek az ivhossza 251 — 159 = 92 centiméter. Hajni kiszamitotta a maradék korcikk teriiletét, mégpedig igy: az ivhosszat
megszorozta a sugdrral, és ezt a szorzatot elosztotta 2-vel: 92 - 40 : 2 = 1840 négyzetcentiméter. Tehat a korbsl 1840 cm?,
vagyis 18,4 dm” maradt.

FELADAT

Egy 8,4 cm sugart korben az AB hir 1,6-szer akkora, Egy sikban egy 34 mm és egy
mint a sugar. 15 mm sugara koér kozép-
pontja ugyanaz a pont.
Mekkora a két korvonal altal
hatarolt korgy(r( tertilete?

w
Y

Egy 60 cm atméréjt, 2,6 m

A hosszusagu, vizszintes hely-

A B
v zetli csészakaszban 20 cm

magasan all a viz. Az dbra

L]
a) Mekkora az AOB sz6g? a cs6 keresztmetszetét mu-
b) Mekkora az AOB haromszog teriilete? tatja. W

c) Mekkora a keletkezett kisebbik koriv hossza? a) Mekkora kozépponti szog
d) Mekkora a keletkezett nagyobbik koriv hossza? tartozik a vizfelszint jel616
e) Mekkora teriileti korcikkekre vagja a kort a két hurhoz?
piros sugar? b) Mekkora a kék korszelet teriilete?
f) Mekkora az AB hur altal 1étrehozott két kérszelet c) Mennyi viz van ebben a cs@szakaszban?
tertilete? d) A csé térfogatanak hany szdzalékat foglalja el
aviz?

TRIGONOMETRIA



I. 10. osztalyban tanultuk:

Egy korben a kozépponti szogek nagysaga, a hozzajuk tartozd korivek hossztisaga és a megfelelé korcikkek teriilete egye-

nesen aranyos.

2rra

i

=360

Ha egy r cm sugara korben egy kozépponti szog @°, akkor a hozza tartozd kériv hossza a kor-
kertilet 360-ad részének az @-szorosa. Ha ennek a cm-ben mért hosszusagat i-vel jeloljiik, akkor

— rta
180 °

Ugyanebben a korben egy @°-os kozépponti szoghoz tartozd korcikk teriilete a korterii-

let 360-ad részének az a-szorosa. Ha ennek a cm’-ben mért nagysagt t-vel jeloljitk, akkor
2

_r'ra

P s S
360 °

360

A korcikk teriilete kiszamolhat6 a koriv hosszabdl és a kor sugarabdl is: t = %

II. Egy sikban két azonos kozéppontu (koncentrikus) kor egy korgytiriit hatdroz meg. Ha a kiils6 kor sugara R, a bels§é

pedig r, akkor az 4ltaluk hatérolt korgytird teriilete T = R’7 — r’zr = ©(R> — r°).

Ez a teriilet masképp is kiszamithato: a kozépkor keriiletét megszorozzuk a korgyiirii szélességével.
A kozépkor sugara (amit o-val jeloliink) R és r szamtani kozepe: o =

a szélesség pedig (jele: d) a két sugar kiilonbsége: d =R — 1.
Ezekkel az adatokkal a korgytirti teriilete: T = 207 - d.

HAZ| FELADAT

Egy kor A pontjabdl két hur indul. Hosszisaguk

N
Y

w
Y

58 mm és 74 mm, az altaluk bezart szog pedig 43°-os.

a) Készits rajzot!

b) Mekkora tavolsagra van egymastdl a hurok masik
végpontja?

Egy 5,7 cm sugaru kor A pontjabol két hdr indul.

Hosszusaguk 6,5 cm és 8,3 cm.

a) Készits rajzot!

b) Mekkora teriilett részekre oszthatja a korlemezt
ez a két hur?

Toth nagypapa rézcsoveket rendelt, és arra kérte a
csalddjat, hogy vegyék at a csomagot. Két doboz réz-
csovet rendelt, mindegyik doboz egy tucatot tartal-

1. lecke | A KOR RESIEI

Y

R+71
2 bl

(&

maz. A csdvek hossza 28 cm, kiils6 atméréjiik 6 cm,
belsé atmérdjiik 5 cm. A gimnazista fid, Péter val-
lalkozott ra, hogy kerékparon elviszi a két dobozt,
de édesapja nem engedte, mert ez tul nehéz csomag
lenne. Igy 6 vitte el a cséveket autéval. Szamitsd
ki, hany kg volt a két doboz cs6, ha a réz stirtisége

8,96 5!
cm

Az afrikai kontinens az Egyenlité mentén Gabon

nyugati partjatol (keleti hosszusag 9,3°) Szomalia

keleti partjaig (keleti hossztisag 42,9°) terjed. Sza-

mitsd ki a kontinens szélességét az Egyenlité men-

tén!

3



BEVEZETO

140 cm széles barsonybol 2 méter hosszi, nyolcszog alaka
terit6t készitiink. A 2 méter hosszu, 140 cm széles, téglalap
alaku szovet sarkairdl 30 cm-es befogéju, egyenld szaru
derékszogti haromszogeket vagunk le.

Mekkorak a teritd oldalai és szogei?

Mekkora a terité teriilete?

Milyen szimmetriatulajdonsagai vannak ennek a nyolc-
szognek?

Szabalyos-e ez a nyolcszog?

FELADAT

LI A bevezet6 feladatban szereplé teritét egy olyan ke-

rek asztalra tettiik, amelynek az atméréje 160 centi-

meéter.

Megoldds

a)

b)

<)

d)

A jobb oldali dbra
mutatja a terit6 vaz-
latat.

A rajzrol  kony- |

-

80 cm

nyl leolvasni, hogy 120 om

a 2 méteres hosz-

szusagbol 140 cm-es oldal keletkezik, a 140 cm-esbél
pedig 80 cm-es. A ,ferde” oldalak hossza 30 - v'2 = 42
centiméter.

A sz6gek mind 135°-o0sak, mert mindegyik egyenesszo-
get alkot az egyik egyenl6 szart derékszogii haromszog
45°-0s szogével.

A 2 méter hosszu barsony teriilete 2 - 1,4 = 2,8 négyzet-
méter. A levagott 4 haromszogbdl két 30 cm-es
oldali négyzetet rakhatunk Gssze. Ezek egyiittes teriilete
2- 30 = 1800 négyzetcentiméter, vagyis 0,18 négyzet-
méter. Tehat a terit teriilete 2,8 — 0,18 = 2,62 négyzet-
méter.

Tengelyesen szimmetrikus és kozéppontosan szim-
metrikus. Két szimmetriatengelye van, amelyek az
eredeti téglalapnak is szimmetriatengelyei. Szimmet-
ria-kozéppontja az eredeti téglalap kozéppontja.

Nem, mert nem egyenl6 hossztak az oldalai.

a) Az asztallapnak mekkora része marad fedetlen,
ha a terit6 és az asztallap szimmetria-kozép-
pontja azonos?

b) Mekkora a fedetlen rész teriilete, ha a jobb ol-
dali abra szerint teszik rd az asztalra a terit6t?

TRIGONOMETRIA



Egy szabalyos tizszog oldalai 25 mm hossztsaguak.
Rajzold meg az A csucsbol kiindul6 6sszes atlot!
a) Szamitsd ki az AC 4tlo G F
hosszat és a BAC
szoget az ABC ha-
romszog adatai
alapjan! I
b) Mekkora az ACD
sz0g?

HAZI FELADAT

Figyeld meg a bevezeté feladatban szereplé nyolcszo-
get! Rajzold be a nyolcszogbe az AD és a HE atlot!

G E

B @

a) Milyen négyszogekre vagjak ezek a nyolcszoget?

b) Mekkorak ezeknek a négyszogeknek az oldalai és
a szogei?

c) Mekkordk ezeknek a négyszogeknek az atl6i?

RAADAS

A lecke 2. feladataban és az 1. hazi feladatban azt figyelhet-
titk meg, hogy ha a szabalyos sokszog egy cstcsabol indu-
16 atlokat tekintjiik, akkor ezek egyenld részekre osztjak a
sokszog belsé szogét.

A szabalyos tizsz0g esetében ezek a szogek 18°-osak, mert
144 : 8 = 18; a szabalyos négyszog (négyzet) esetén 45°-osak,
a szabdlyos hatszognél 30°-osak, a szabélyos nyolcszognél
pedig 22,5°-osak.

Ez a tulajdonsag minden szabalyos sokszogre fennall.
(Aki ismeri a kertileti szogek tételét, az ezt az allitast kony-
nyen igazolhatja.)

12. lecke | GYAKORLAS

c) Szamitsd ki az AD atl6 hosszat és a CAD szoget
az ACD haromszog adatai alapjan!

d) Mekkora az ADE sz6g?

e) Szamitsd ki az AE atl6 hosszat és a DAE szoget
az ADE haromszog adatai alapjan!

f) Mekkora az AEF sz6g?

g) Szamitsd ki az AF atl6 hosszat és az EAF szoget
az AEF haromszog adatai alapjan!

h) Mekkora az AG, az AH és az AI 4t16?

i) Hany haromszogre bontottak ezek az atlok a
tizszoget? Koziilik hany hegyesszogt, hany de-
rékszogtl és hany tompaszogii?

d) Mekkora részekre osztja a nyolcszog H-nal 1évé
sz0gét a H-bol indulo 6t 4tlo?
e) Mekkordk a nyolcsz6g H-bol induld atl6i?

Y

Egy szabalyos 6tszog alaku teritd csticsai 70 cm-re

vannak az 6tszog kozéppontjatol.

a) Mekkora atméro6jii kor alaku asztallap fedhetd
le ezzel a terit6vel?

b) A terit6 szélein diszzsindrt akarnak végigvezet-
ni. Mekkora hosszusagu zsinérra van sziikség?

c) Mekkora az 6tszog atldinak hossza?

Az n oldalt szabalyos sokszog egy bels szoge
(n—2)-180°
n
szamu atlé n — 2 egyenld N

nagysagu, az egy csucsbol hiazhaté n — 3

~

részre vagja szét ezt a szo-
get.
Tehat az 4tlék a csucsnal
fekvé szoget
_(n—2) 180° _180°
n-(n—2) n
nagysagu szogekre vagjak

Szét.

=]



Gyakran latni az autok kerekein olyan disztarcsakat, ame- b) Elsé modszer

lyeknek a korabban jellemz6 6 helyett 7, 9, 10, 11, 13 kiil- Hasznaljuk a koszinusztételt: ha a kilencszog AB oldala
16je van. Ha képzeletben 0sszekotjiik a kiillok szomszédos x cm, akkor

»csucspontjait’, szabélyos sokszogeket kapunk. X¥=175+175 -2 17,5+ 17,5 cos 40°.

Az dbran lathatd, szabalyos kilencszoget formal6 disztarcsa x =12 (cm).

OA sugara 17,5 cm.
Masodik médszer
Az APO derékszogli haromszogbél:

x=AB=2- AP=
=2- (17,5 sin 20°) =~
~ 12 (cm).

c) Az AOB haromszog teriilete:
T=1 175 sin 40°~
~ 98,4 (cm?).

A kilencszog teriilete ennek a

Mekkora az abran jelolt AOB kozépponti szog? 9-szerese, vagyis kozelitdleg 4 x cm
Mekkorak ennek a szabélyos kilencszognek az oldalai? 886 cm’”
Mekkora a szabalyos kilencszog teriilete?
Megjegyzés
Megoldds Az AOB haromszog teriilete igy is kiszamithato:
a) 360°: 9 = 40°. T = AP-OP = (17,5 sin 20°) - (17,5 - cos 20°) =

=17,5" - (sin 20° - cos 20°) =~ 98,4 (cm?).

FELADAT

Az Anglidban hasznélatos 50 pennys érme olyan
egyenes hasabnak tekinthet6, amelynek az alaplapja
szabalyos hétszog. (Valdjaban az élei nagyon enyhén
dombortak, hogy ne akadjon meg az automatak-
ban.) Szamitsd ki, hogy kériilbeliil hany gramm fém-
Otvozet szitkséges egy ilyen érme elkészitéséhez, ha
a hétszog koré irhatd kor atmérdje 27,3 mm, vastag-
saga 1,8 mm, és az elkészitéséhez hasznalt nikkel-réz

otvozet strlisége 8,7 LS!
cm

38 TRIGONOMETRIA



Bence Erdélyben jart osztalykirandulason. Kiilono- b) Milyen hosszuak lesznek a maketten az 6tszog
sen felkeltette érdekl6dését a nagyvaradi var. Lefény- oldalai?
képezte, és megtudta, hogy a bels6 var teriilete az c) Bence megallapitotta, hogy a makett nem fér be
épiiletekkel egyiitt kozelitéleg 11 300 m’. Elhatdroz- a vitrinbe, mert annak 80 cm x 45 cm mérettiek
ta, hogy hazaérve épit egy erre emlékezteté makettet, a polcai. Legalabb milyen hosszt és milyen szé-
de az egyszertiség kedvéért a makettet szabalyos ot- les téglalap alapt polcra van sziikség a makett
szdgnek tervezi. Ugy gondolta, hogy ha 1:200 ar- elhelyezéséhez?
nyu kicsinyitést alkalmaz, akkor a makett elfér majd d) Mekkora kicsinyitést alkalmazzon Bence, hogy
dédmama vitrinjében. a makett beférjen a vitrinbe?

ERM Egy szabalyos 13 oldalt

sokszoget kettévagunk
az egyik szimmetria-
tengelye mentén. A ke-
letkezett sokszogek
leghosszabb  oldala

R cosa
18 cm.
a) Hany oldalu sokszo-

gek keletkeztek?

b) Mekkora a 13 szog koré irt kor sugara?
a) Hatarozd meg a tervezett makett 6tszoge koré ir- c) Mekkorék a 13 szog oldalai?

hat6 kor sugarat! d) Mekkora egy-egy rész tertilete?

HAZ| FELADAT

Valaszolj a bevezet6 feladat kérdéseire, ha a disztarcsanak nem 9, hanem 11 kiilléje van!

Albrecht Diirer, a XV-XVI. sz. forduldjan élt német reneszansz
mester oltarképei és vallasos témaju festményei mellett elsGsor-
ban rézkarcairdl és fametszeteirdl ismert. Emellett behatéan fog-
lalkozott matematikéval is. A szabélyos hétszog oldalhosszusagat
példaul az ugyanakkora kortilirt korbe rajzolhatd szabalyos ha-
romszog oldaldnak feleként adja meg.

Szamitsd ki egy 1 m sugart korbe irt szabalyos hétszog oldal-
hosszusagat, illetve az ugyanabba a korbe irt szabalyos harom-
sz0g oldalanak felét! Mekkora az eltérés?

w
Y

A képen lathaté pavilon alaprajza szabalyos 12 szog, amelynek
teriilete 75 m”’.

a) Szamitsd ki a 12 sz6g koriilirhaté korének sugarat!

b) Szamitsd ki a pavilon egy oldalanak hosszat!

13 tecke | A STABALYOS SOKSZOGEK
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Raaias

Ezen az 6ran célszer f6ldgombot (esetleg f6ldrajzi atlaszt)
is hasznalni!

Részlet egy tjsagcikkbdl: ,, A vilag legmagasabb épiiletének
atadasa nem csak lenytigoz6, tizijatékos tinnepségével lepte
meg a vilagot, és nem is csak azzal, hogy a torony egyaltalan
elkésziilt. A hétféi megnyiton Dubaj vezetje a hivatalos
magassag — 828 méter — mellett még bejelentette: a torony
4j nevet kap: Burdzs Kalifanak nevezték el. A 95 kilomé-
terrdl lathaté monstrumot 75 ezer munkas 6t év és harom
hénap alatt épitette fel. A varos 1,5 millidrd dollart fektetett
bele 4j szimbdlumaba. 12 ezer ember élhet a 160 emeletes
felh6karcoléban.”

Mekkora magassagu rész lathatd 95 km tavolsagbdl a 828
méter magas toronybdl, ha a Foldet egy 6370 km sugart
gombbel modellezziik?

Megoldds

A Fold felilletén a két pontot Osszekoté korivek koziil
minden esetben a fékoriven taldlhato iv a legrovidebb: az
A és B pont kozott a rovidebbik narancssarga f6korivnél
hosszabb a rovidebbik kék koriv. Emiatt gondolhatjuk azt,
hogy a Burdzs Kalifa talppontja, a megfigyelés helye és a

Fold kozéppontja egy sikban vannak, és a sik altal a Foldbél
kimetszett f6kor rovidebb ivének hossza a 95 km.

A feladathoz igy egy sikbeli abrat is készithetiink. Ezen C a
torony csucsa, és a PB szakasz a toronynak az a része, ame-
lyet nem lehet latni 95 km-rél.

Ennek a hosszat (x) ki tudjuk szamitani.

Az a kozépponti szoget az ivhosszbol (95 km) és a sugarbdl
(6370 km) szamithatjuk ki:

L 95 oo oasas (i .
= 6370 360° ~ 0,8545° (itt indokolt a négy tize

desjegy, hiszen az x-et a feladathoz illeszkedSen két tize-
desjegy pontossaggal szeretnénk megadni). Az OAP de-

rékszogli haromszogb6l: OP = % =~ 6370,71 (km),

tehat x = OP — 6370 = 0,71 (km).
Tehdt 95 km tavolsagbol a torony megkézelitéleg 710 mé-
ter feletti kb. 120 m-es része ,,latszik”

Megjegyzés

Dubaj a tengerparton fekszik, ezért a tenger fel6l hajoval
érkezve a feladatnak megfelel$ helyzetet konnyen el lehet
képzelni.

Kildtds a Burdzs Kalifdbol




FELADAT

Adj becslést arra, hogy
elméletileg mekkora ta-
volsagra lehet ,ellatni”

a) a Burdzs Kalifa leg-
magasabb pontjardl,
azaz 828 méter ma-
gassagbol;

b) az Empire State Buil-
ding tetejérol (381 m);

c) a Mount Everest leg-
magasabb pontjarol!

Empire State Building
(New York City, USA)

HAZ| FELADAT

13.

San Francisco (USA) és A
Asgabat (Tiirkmenisztan)
kozelitéleg ugyanazon a
37,8%-0s szélességi koron
fekszik, mégpedig e kor két
atellenes pontjaban.
a) Mekkora a 37,8°-0s
szélességi kor sugara,
és mekkora a félkor hossza?
b) Mekkora annak a rovidebbik foldi fékorivnek
a hossza, amelyik a két varost 6sszekoti?

A Burdzs Kalifa épitésérdl sz0l6 tjsagcikkben tobb
olyan adat is felbukkan, amely az épitkezés hatalmas
méreteire vonatkozik. Adj becslést arra, hogy

a) osszesen hany munkadrat toltottek el a munkasok
az épitkezésen;

b) hany forintba keriilt a beruhazas (az USA-dollar
aktualis arfolyaman);

c) mennyi energiat hasznalhatnak el naponta az ott
¢l6 emberek (egy lakas napi elektromosenergia-
sziikséglete 5-10 kWh lehet, tizemeltetni kell a
légkondicionalé berendezéseket, a lifteket stb.);

d) mekkora lehet az épiilet térfogatal

Ha adatokra van sziikséged a (jobb) becslések elkészi-

téséhez, akkor rdkereshetsz a témdara az interneten is!

lecke | BECSLESEK, SZAMITASOK

Dubaj a 25,3%-0s északi szélességi koron fekszik.

Héany km hosszi a Dubajon athalad6 szélességi
kor, ha a Foldet egy 6370 km sugart gombbel mo-
dellezziik?

Egyesiilt Arab Emirségek

Burdzs Kalifa (Dubaj)

Ll



Joco a nyaron egy honapig egy ismerdsiik, Toni bacsi sz6-
16birtokan dolgozott, ahol megkereste a nyaraldsra valot.
A pihenénapon kedve timadt egy kis szamoldsra, ezért
arra gondolt, hogy a sz6léskerttel kapcsolatos ,,minden”
tavolsagot és szoget ki fog szamolni. A gazdaval folytatott
beszélgetéseibdl emlékezett arra, hogy a telek trapéz ala-
ka, a két szara 106 m és 130 m, a teriilete pedig 1,3 hektar.
Megmérte a hosszabbik alapon fekvé egyik szoget, s latta,
hogy az 43°-0s. Joc6 gyorsan készitett egy olyan vazlatraj-
zot, amely megfelelt az adatoknak.

106 m 130 m

h T=1,3ha

43°

Ki tudja-e szamolni Joc a trapéz
két parhuzamos oldalanak tavolsagat;
a trapéz szogeit;
a trapéz parhuzamos oldalainak hosszat?

Megoldds
a) A trapéz magassaganak kiszamitdsara egy alkalmas de-
rékszogli haromszoget valasztunk (lasd az abrat). Eb-

bél: & = sin43°, tehat h = 106 sin43° ~ 72,3.

A telek két parhuzamos oldalanak tavolsaga tehat ko-
zelitSleg 72 m.

FELADAT

(A kidolgozott feladat folytatdsa.) Jocod éppen elké-

sziilt a szamitasaival, amikor megérkezett Donci, aki
altalaban jol 4tlatja a geometriai problémakat. Joco
beszamolodja utan rogton meg is jegyezte, hogy nem
biztos benne, hogy pontosan olyan alaka Téni bacsi
sz6léskertje, mint amilyet Jocd rajzolt.

Dénci rajzat mutatja az dbra.

72

b) A CQB derékszogli haromszogbdl: sin ¢ = 2=, ami-

c)

130

bél ¢ = 33,6° adddik. A trapéz szogei tehat 43°, 34°,
146° és 137° nagysaguak.

Az abran d-vel, illetve g-vel jelolt szakaszok hosszat
egy-egy derékszogt haromszogbdl is kiszamolhatjuk:
d = 130-cos ¢ ~108 (m) és

g = 106" cos 43° = 78 (m).

Mar csak a PQCD téglalap egyik hianyzo oldalanak hosz-
szat kell meghataroznunk. Ennek kiszamitadsahoz hasz-
néljuk fel a trapéz teriiletét, amely 1,3 ha = 13 000 m”.
Ebbél a két derékszogli haromszog egyiittes teriilete

W< 72 = 6696 (m®), ezért a PQCD téglalap te-
riilete 6304 m”.

_cp - 6304 _
PQ =CD = 7 88 (m).
A trapéz alapjainak hossza tehat 88 méter, illetve
78 + 88 + 108 = 274 méter.

Jocé az abrajan ,,minden” tavolsagot és szoget ki tudott
szamitani az ismert adatokbdl.

Szamitsd ki az ABCD trapéz
a) magassagat; b) szogeit; ¢) alapjainak hosszat!

TRIGONOMETRIA



(Az el6z6 feladat folytatdsa.) Amikor Téni bacsi meg- Egy haromszog alaku telket egy csatorna vag ketté.

latta Joco és Donci rajzat, illetve szamitasaikat, meg-
hokkenve ceruzat fogott, és egy egészen mas alaku
trapézt rajzolt.

D C

106 m T=123ha 130m

P 43°
A B

— Ilyen az én sz616m, Jozsi!

Joco és Donci azonnal latta, hogy ez a rajz is megfelel
az adatoknak. Jocd ujra nekilatott a szamolasnak.

a) Mekkora a trapéz magassaga?

b) Mekkorak az alapok?

c) Mekkordk a trapéz szogei?

HAZI FELADAT

‘I8 Egy nagy viharban a Balatonon egy gumimatracos
fiird6z6 a nyilt vizre sodrodott. A vizi menték csak
azt tudjak, hogy valészintileg a mellékelt térképen
lathaté négyszog alaku teriileten lehet. Szamitsd ki
a) az Als6ors-Sosto (AC) tavolsagot;

b) aBalatonalmadi-Sosto—Alsoors (BCA) szoget;
c) az Als6ors-Sosto-Siofok (ACD) szoget;

Balatonalmdadi B

68,6°
5,9 km
A
Alsoors
12,6 km
823° ¢
Sostd
6,2 km
D
Siéfok

d) hany km” teriiletet kell a mentScsapatoknak atku-
tatniuk!

14. lecke | TOBBLEPCSGS FELADATOK

A birtok egyik csticsa a H-val jelolt hidnal van, in-

nen a csatorna mentén 1,6 km utan jobbra fordulva

a dtil6uton 1800 métert kell megtenni a birtok masik

csiicskéig, a P pontig. Ez a diilé1t, ahogy az abra mu-

tatja, 72°-o0s szoget alkot a csatornaval. Ha a H hidnal
balra, 40°-o0s szogben indulnak el, és 2,1 km-t halad-
nak, éppen a birtok harmadik csucsat, Q-t érik el.

a) Mekkora a birtok HP hatarszakasza?

b) Mekkora a QHP
sz0g?

c) Mekkora a bir-
tok PQ hatarsza-
kasza?

d) Hany hektaros
ez a birtok?

csatorna

Az abran lathaté hald olyan szabalyos haromszo-
gekbdl épiil fel, amelyek oldalhosszusaga 1 cm. Sza-
mitsd ki a piros haromszog kertiletét és tertiletét!

(A lecke 2. feladatdnak folytatdsa.) Joco a sok sza-

molas kozben rdjott arra, hogy van még egy ne-

gyedik olyan trapéz is, amelynek a két szara 106 m

és 130 m, a tertilete 1,3 hektdr, és az egyik alapon

fekvo szoge 43°-0s.

a) Eppen mondani akarta Déncinek, hogy egy
mas alaka telek is megfelel az adatoknak, de
aztan 6sszehasonlitotta a bevezetd feladat sz6-
vegét a szamoldsai eredményével, és mégsem
szolt. Miért gondolta meg magat Joc6?

b) Jocé visszatért az elsé abrajahoz, és rajott arra,
hogy derékszogti haromszogek nélkiil is meg
tudja oldani a feladatot, ha a trapézt csak két
részre, egy paralelogrammara és egy harom-
szogre bontja fel. Oldd meg te is ezzel a mod-
szerrel a lecke kidolgozott feladatat!

=
)



CSOPORTMUNKA
Alkossatok négyfds csoportokat!

13  Oldjitok meg a 6 kijelolt feladatot, a 6. feladat eredményét irjatok fel a téblara! Az a csoport nyer, amelyik elészor irja
fel a j6 eredményt. A verseny addig tart, amig mindegyik csoport felirja eredményét a tablara. Ez alatt az id6 alatt
mindegyik csoport egyszer javithat.

Jotandcs: érdemes egy kicsit gondolkozni, miel6tt nekiugrotok a formalis szdmolasnak!

1. feladat

Egy paralelogramma atl6inak hossza 30 mm és 50 mm, az altaluk kozrefogott A mm-ben megkapott keriilet egy
tompaszog pedig 120°-os. Szamitsatok ki mm-ekre kerekitve, hogy mekkorak 3 jegyii szdm. A szdmjegyeinek
ennek a paralelogrammanak az oldalai! Ezeknek a kerekitett szamoknak a se- dsszegét jeloljétek A betiivel!
gitségével allapitsatok meg, hany mm a paralelogramma kertilete!

2. feladat A teriilet értéke egy 3 jegyti szam.
Héany mm” annak a paralelogrammaénak a teriilete, amelynek az oldalai 10 mm A szdmjegyeinek szorzatdt jeloljétek
és 70 mm hosszuak, a két oldal altal bezart szog pedig 150°-0s? B betiivel!

T

Kerekitsétek egészekre a toron
3. feladat S 4

Hany méter magas a torony? A PQ szakasz hossza 15 m,
PQH< = 42°,QPH<L = 53°, TQH<L = 72°.

méterben kifejezett magassdgat,
a mérdszdamot jeloljétek
C betiivel!

4. feladat

Egy haromszognek ismerjiik két oldalat és az egyikkel szemkozti szogét: Jeloljétek a kapott szdmot
a =50 mm, b =74 mm és @ = 37°. Hany fok a b-vel szemkozti [ két lehetsé- D betiivel!

ges értékének Osszege?

5. feladat
Egy 20 cm sugara kort két korszeletre vagunk. A kozép- Jeloljétek a kapott szamot
ponti szég 110°-0s. Hany cm” a kisebbik korszelet teriilete? E betijvel!
(Kerekitsetek egészekre!) v
A kapott szdmot irjatok fel a tdbldra!
6. feladat ¢ Lok f

Zdréjelben tiintessétek fel a felirds
idépontjat!

Szamitsatok ki, mennyi a (15 A — %) -C — B>+ E értéke!

2>  Azelsd 3 helyezett csapat bemutatja, milyen egyszerti modszereket alkalmazott (példdul melyik feladatnal nem kellett
szamolni).

a4 TRIGONOMETRIA



HAZ| FELADAT

Egy trapéz alapjainak hossza 57 cm és 41 cm, a hosz-
szabb alapon fekvé egyik szoge 73°. Ezen szog mellet-
ti szar 38 cm hosszu. Szamitsd ki az atlok és a masik
szar hosszat!

Y

Egy képernyotisztitd folyadékot tartalmazé flakon
alakja egy 19 mm magassagu, 6tszog alapu egyenes
hasab. Az 6tszog harom szogét is ismerjiik: 90°, 80°
és 100°. Szamitsd ki a hasab felszinét és térfogatat!
(A hasab mindegyik oldallapja téglalap!)

AN

2

100 mm
120 mm

80° ] 20 mm
65 mm

19 mm

EMELT SZINT

A 3. hazi feladatban az a) kérdésre a helyes valasz 180°.
Véletlen ez, vagy torvényszer(i?

10. osztalyban részletesen foglalkoztunk ezzel a kérdéssel,
de csak a matematikabol emelt szint(i érettségire késziilok-
nek ajanlottuk ezeket az ismereteket. A mi eszkozeink is
elegend6k azonban a vizsgalathoz!

Egyszer(l szamoldssal igazolhatjuk, hogy ha a hurnégyszog
koré irhatd kor kozéppontja a négyszogon beliil van, akkor
a hurnégyszog két-két szemkozti szogének sszege 180°.
A kor kozéppontjat a hurnégyszog cstcsaival 6sszekotve
egyenld szart haromszogeket kapunk. A kér kozéppontja-
nél keletkez6 szogek 6sszege 360°, vagyis

a+ [+ 7+0=360°

Figyeljiik meg az abra hurnégyszogének két szemkozti sz6-
gét! Ezek Osszege igy is felirhato:

o_ @ g B g 7 g0 0
90° — £+ 90° — -+ 90° — T4 90° — £

15. lecke | CSOPORTVERSENY

A 2 cm sugaru kor kézéppontja a K pont.

a) Mekkora az ABCD hurnégyszog két-két szem-
kozti szogének dsszege?

b) Mekkora a négyszog keriilete és teriilete?

c) Mekkora teriiletti korszeleteket vagnak le a kor-
bdl a hirnégyszog oldalai?

d) Szamitsd ki a négyszog atloinak hosszat!

Ez 360° — w = 360°— % — 180°, tehat az

allitas valdban igaz.

A most bemutatott bizonyitds - némi modositassal - ab-
ban az esetben is elvégezhetd, ha a kor kozéppontja nem
a huirnégyszog belsé pontja, tehat az allitds minden hur-
négyszogre igaz.



Erdekes megfigyeléseket tettiink a 8. leckében a hegyes-, derék- és tompaszogekre yA

vonatkozdan. Ezeket felhasznalva most értelmezziik egy tetszdleges szog koszi-
nuszat és szinuszat ugy, hogy az eddigi megallapitasaink véltozatlan formaban

igazak maradjanak!

Definicio: Forgassuk el a P(1; 0) pontot az origd koril @ szoggel! Az el-

forgatdssal kapott P” pont elsé koordinatdjat (cos @)-nak, a pont méasodik cosa ﬁ \

koordinatajat pedig (sin «)-nak nevezziik.

<Y

0 P(1;0)

____________ sin &
P’(cos a; sin @)

@ Az elforgatds szamitogépes animdciéval is bemutathaté (példaul a GeoGebra programmal).

KIDOLGOZOTT FELADAT

Mennyi

a) acos 270° és a sin 270%

b) acos (—60°) és a sin (—60°);
c) acos 324° és a sin 324°?

Megoldds
yA
1-
sin 60°F----~
1/
//,

/ 60°\cos 60° P =
-1 ON\-607cos (-609)[(1;0) "x

1
i
I\
1
i

sin (-60°) |-----=
B

a) Haa P(1; 0) pontot az orig6 koriil 270°-kal elforgatjuk,

b) Az (1; 0) pontot az origd koriil (—60°)-kal (tehat ne-

gativ iranyban) elforgatva egy olyan pontot kapunk,
amelyik a pozitiv irdnyt 60°-o0s elforgatas utan kapott
pontnak az x tengelyre vonatkozé tiikorképe.

Ezért cos (—60°) = cos 60° = % és

sin (—60°) = —sin 60° = —é.
Ezuttal csak szamologép (fiiggvénytablazat) haszndla-
taval tudunk kell6en pontos valaszt adni.
Szamoldgéppel:
cos 324° =~ 0,8090 és sin 324° ~ —0,5878.
Ha fiiggvénytablazattal dolgozunk, akkor azt hasznal-
juk fel, hogy egy sz0g szinusza és koszinusza ugyan-
akkora, mint a nala 360°-kal kisebb szog szinusza,
illetve koszinusza: cos 324° = cos (324° — 360°) =
= cos (—36°) = cos 36° = 0,8090 és
sin 324° = sin (324° — 360°) = sin (—36°) =
= —sin 36° = —0,5878.

akkor a P”(0; —1) pontot kapjuk. A definici6 miatt ezt
a pontot megadhatjuk a P’ (cos 270° sin 270°) alakban
is, tehat cos 270° = 0 és sin 270° = —1.

A példahoz szamitégépes animacio is hasznéalhato.




FELADAT

Rajzolj egy koordinata-rendszert! Ebben forgasd el g) Mennyi sin 305°?
a P(1; 0) pontot az origd koriil 305°-kal! h) Olvasd le a zsebszamolégépedrdl, mennyi
a) Melyik siknegyedben van a P képe, a P” pont? sin 305° és cos 305°!

b) Milyen elGjellia P” pont elsé koordinataja?

¢) Melyik hegyesszog koszinuszaval egyenld a P’ JPISM Oldd meg az 1. feladatot ugy, hogy 305° helyett
pont els6 koordinatdjanak abszolut értéke? a) 200°-kal;

d) Mennyi cos 305°? b) (—55°)-kal;

e) Milyen el8jelti a P* pont mdsodik koordinatdja? c) 560°-kal;

f) Melyik hegyesszog szinuszaval egyenl6 a P” pont d) (—415°)-kal
masodik koordinatdjanak abszolut értéke? forgatod el a P(1; 0) pontot!

HAZI FELADAT

Toltsd ki az alabbi tablazatot a fiizetedben a definici6 alapjan, szamologép hasznalata nélkl!

a —360° —270° —180° —90° 0° 90° 180° 270° 360°
sin @

cosa

Toltsd ki az aldbbi tablazatot a fiizetedben!

a 405° —405° 210° —210° 660° —660° 875° —875° 1080°
sin @

cosa

Forgasd el a koordinata-rendszer origdja koriil a P(1; 0) pontot
a) 7 radidnnal; c¢) —r radidnnal;
b) 27 radidnnal; d) —2x radidnnal!
Add mega P pont képének a koordinatait, és ennek alapjan add meg a sz6gek koszinuszat,
illetve szinuszat!

'S
Y

Mekkora @ szoggel forgassuk el a koordinata-rendszer kezdépontja koril

a P(1; 0) pontot, hogy a képe

a) a masodik siknegyedbe keriiljon, és @ szinusza megegyezzen a 15° szinu-
szaval;

b) a harmadik siknegyedbe keriiljon, és @ szinusza megegyezzen a 287° szi-
nuszaval;

c) az els6 siknegyedbe keriiljon, és @ koszinusza megegyezzen a 342° koszi-
nuszdaval;

d) anegyedik siknegyedbe keriiljon, és @ koszinusza megegyezzen a 400° koszi-
nuszaval?
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A csalad vetélkedémiisort nézett a tévében. Dédmama egy ,,pil-

lanatra” kiment a szobabdl, és visszajévet éppen azt hallja, ahogy
a musorvezetd a kovetkez6t mondja: ,,Gratulélok, Janos! Jél for-
gatta a szerencse kerekét!”

- Mar hogy forgatta volna? - méltatlankodott dédmama. - Hi-
szen ugyanugy all, mint amikor az el6bb kimentem.

Vajon mennyit fordulhatott a szerencsekerék?

Ha a szerencsekerék a forgatds utan pontosan ugyanabban a helyzet-
ben 4ll, mint el8tte, akkor biztos, hogy éppen valahany egész fordu-
latot tett meg, az elfordulas mértéke tehat k - 360°, ahol k tetszéleges
egész szam.

Megjegyzés

A tévében a vetélkedémiisorok szerencsekerekét ugyan csak egy irdnyba
szabad forgatni, de ettdl eltekintve az allitds az Gsszes — pozitiv, negativ és
nulla - k egész szamra igaz.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Az dbra PQRS négyzetét ugy forgattuk el a koordindta-rendszer kezdépontja
koriil, hogy a VKDM négyzet lett beléle. Az OK egységvektor egyik irdny-
szoge 205° (az iranyszog definicidja a 8. leckében is megtaldlhato).

a) Mekkora az origébdl a VKDM négyzet tobbi csucsaba vezetd vektor legki-

sebb pozitiv irdnyszoge?
b) Mekkora szoggel fordithattuk el a PQRS négyzetet?

Megoldds

a) Az M csucs esetében a legkisebb pozitiv irdnyszog 205° — 180° = 25°,
a Vcstiesnal 205° — 90° = 115°, a D csticsnal 205° + 90° = 295°.

Ha a P(1; 0) pont az M csuicsba fordult, akkor az elforgatas szoge 25° + k - 360°, ahol k valamely egész szam. Példaul

k = 3 valasztasa esetén az elforgatds szoge 25° + 3 - 360° = 25° + 1080° = 1105° ha k = —2, akkor az elforgatds

szoge 25° — 2 - 360° = 25° — 720° = —695°.

Ha a P(1; 0) pont a V csticsba fordult, akkor az elforgatds szoge 115° + k - 360°;

ha a K csticsba fordult, akkor 205° + k - 360°

ha pedig a D csticsba fordult, akkor 295° + k - 360°, ahol k € Z.

b)



FELADAT

Add meg a VKDM négyzet cstcsainak koordinatait Mﬂyen el(’)’]e]ﬁ az @ szinusza és koszinusza, ha

a kidolgozott feladatban végzett szamitasok eredmé- a) 0° < a < 90% c) 180° < a < 270%

nyeit felhasznalva! b) 90° < @ < 180%  d) 270° < a < 3607
e Az o sz6g 123°-0s. 7 A A 3. feladat eredményeit felhasznalva tegyél +, il-

Hany fokos lehet a 1= letve — jeleket a megfeleld helyekre:

5) ha """ sin @

1

. . o E szinusz koszinusz
a) sinff=sina és |
1
!

cos 5 = cos a;

=Y

1

B
b) sin B =sin @, de o
cos 5 #+ cos a; /
c) sin B + sin @, de

cos 5 = cos a?

CIN 1
L/ \ 1/

HAZI FELADAT

Toltsd ki a fiizetedben a kovetkez6 tablazat tires helyeit!

a 40° 110° 180° 350° 320° 390° 460° 530°
sin @
cosa
"]3 Az OK egyik iranyszoge most is, mint a kidolgozott feladatban, 205°. Y
a) Mekkora szoggel forgathattuk el a PQRS négyzetet, ha a VKDM v _—1
négyzet lett beldle? Q P
b) Mik a PQRS négyzet cstcsainak koordinatai? 1 M
205° o
-1 0 i 1 x
K
R S
1 D
Az @ sz6g 4 radian. Hény radién lehet a 3, ha YA
a) sin 8 =sin @ éscos 5 = cos a; 11

b) sin /5 = sin @, de cos 8 # cos @;
c¢) sin B # sin @, de cos 8 = cos a?
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Fizikai problémadk targyaldsanal tobbszor eléfordul, hogy a
szogeket radianban kell mérni, mert a képletek csak ebben
az esetben adnak helyes eredményt. A kovetkezé feladat-
ban egy ilyen esetrél lesz szo.

Egy csavarrugora flggesztett

1

test harmonikus rezgémozgast
végez egy fiiggbleges egyenes
mentén. A rezgés maximalis

kitérése (amplitiddja) 3 cm,

-- +3cm

a rezgés korfrekvencidja 4 L

; , S -- egyenslyi helyzet
(tehat a rezgés frekvencidja

--4--- =3cm

4

2
ben mért id6t t-vel jeloljiik. A test kitérését (az egyensulyi

= 0,64% ; a masodperc-

helyzett6l mért el6jeles tavolsagot) az y(t)=3-sin (4-t)
Osszefliggéssel cm-ben kapjuk meg. Mivel a (4 - t) minden
szoba jovo t esetén egy mértékegység nélkiili valos szam,
ezért lathatjuk, hogy itt nem egy fokokban megadott szog
szinuszardl van szé.

Szamitsuk ki a test kitérését t =0, t =1 és t =5 (s)
esetén!

FELADAT

A kidolgozott feladatban leirt rezgémozgast végz

al

test sebességét a v(t)=12-cos(4-t) Osszefiiggés
alapjan kapjuk, mégpedig % egységben mérve.
Szamitsd ki a rezgd test sebességét t =0, t =1 és
t =5 (s) esetén! (A pozitiv eredmény azt jelenti,
hogy a test éppen ,felfelé” mozdul, a negativ pedig
azt, hogy ,lefelé”)

3 A valos szamok szinusza, koszinusza

Megoldds
Ki kell szamitanunk az y(0), az y(1) és az y(5) helyettesitési
értékeket.
»(0)=3-sin(4-0)=3-sin0=3-0= 0, tehat az id6-
mérés kezdetekor a test kitérése éppen 0 (a test az egyensu-
lyi helyzetén halad 4t).

y(1)=3-sin(4-1)= 3-sin 4 = 3-(—0,7568) ~—2,27,
tehat 1 masodperc elteltével a test az egyensulyi helyzete
»alatt”, attol kb. 2,27 cm-re van.

y(5)= 3-sin(4-5)= 3-sin 20 = 3-0,9129 = 2,74,
tehat 5 masodpercnyi rezgés utdn a test az egyensulyi hely-
zete ,.felett’, attdl kb. 2,74 cm-re van.

Megjegyzés
Az el6z6 szamolasokban sin 4 jelentése a 4 radidn szi-
nusza, sin 20 jelentése pedig a 20 radidn szinusza. Eze-
ket a szogeket kifejezhetnénk fokokban is (4 radidn =
~ 229,2°, 20 radidn =~ 1146°), de ez felesleges részletsza-
mitas lenne, hiszen a szdmologépek a radianban kifejezett
szogek szinuszat is képesek megadni.

Folytasd az el6z6 feladatot! A test gyorsulasat az
a(t) = —48 - sin (4 - t) Osszefiiggés irja le. A gyor-
suldst Cs—rzn-ben kapjuk.

a) Szamitsd ki a rezg6 test gyorsulasatt = 0,f = 1
ést = 5(s) esetén!

b) A kovetkez6 kijelentés igaz: ,,A harmonikus
rezg6mozgast végzo test gyorsuldsa egyenesen
aranyos a kitérésével” Mennyi most az aranyos-

sagi tényez6?

TRIGONOMETRIA



Emlékeztetd
- Azt a szamot, amely megmutatja, hanyszorosa a kozépponti szoghoz tartozé koriv a kérsugarnak, a

sz0g ivmértékének nevezzik. Ebb6l addddan egy kozépponti szog ivmértéke 1igy szdmithato ki, hogy

a hozzd tartozo ivhossziisagot elosztjuk a kor sugardval.

- 1 radian annak a kozponti szognek a nagysaga, melyhez egy r sugart, r hosszusagu koriv tartozik.

— @ radian = % -a’, a° = 180 . 4 radian.

Mindehhez tegyiik még hozzd a kovetkezdket:

— Ha a kor sugara 1 egység, akkor maga az ivhosszusag adja meg a kozépponti szog ivmértékét.

- Az 1 sugart kor keriilete 27, ezért a 360°-os teljesszog ivmértéke 27.

- Erdemes tudni:

Milyen sz6g?  Teljesszog
Fokban 360 180

Radidnban 27 T

FELADAT

Toltsd ki a tablazat tires helyeit a fizetedben!

A sz6g fokban 30 225

A sz0g radianban

A sz6g szinusza

A sz0g koszinusza

Szamitsd ki szamoldgép hasznalata nélkiil: sin ST” - cos

HAZI FELADAT

Egyenessz0g  Derékszog

90
T

2

Toltsd ki a tablazat tires mezdit a fiizetedben!

N

a

sin &

cosa

A hélézati valtakozd fesziiltség id6belilefolyasataz U(t ) = 230 - sin (314,16 - t) 6sszefliggés adja meg. Haa képletben

Nevezetes hegyesszogek

30 45
T .
6 4
T St
2 6
5?7? + cos ST” - sin
_ 2r
T 3

6

60

T
3

ST

Nevezetes tompaszogek

120

2r

3

135

3
4

150

ST
6

2,51

a mérés kezdete Ota eltelt  id6t masodpercben (s) adjuk meg, akkor a fesziiltséget voltban (V) kapjuk meg.
Szamitsd ki, hogy mekkora a fesziiltség, ha t = 0, t = 0,01, t = 0,015, t = 0,02, t = 0,025, t = 10,823!
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Minden valés szamnak van szinusza. Rajzoljuk meg annak a fiiggvénynek a grafikonjat, amely minden val6s szamhoz hoz-
zarendeli a szam szinuszat! f(x) = sin x, ahol x valds szam
Ilyen abrat kapunk:

Definicié: Ha minden valds szamhoz hozzarendeljiik a szinu-
szat, a kapott fliggvényt szinuszfiiggvénynek nevezziik.

Jele: sin. Egy x valos szamhoz hozzarendelt szam jele: sin x.

A szinuszfiiggvény értelmezési tartomanya: R, értékkészle-
te: [—1; 1], mert minden x € R esetén —1 < sinx < 1,ésa
[—1; 1] intervallum minden eleme legalabb egy szamnak szinu-
sza.

A szinuszfiiggvény grafikonjanak neve: szinuszgorbe.

FELADAT

Toltsd ki a tablazatot, majd annak segitségével abrazold a fiizetedben az x —~ sin x fliggvényt!

x -r -

S

e s s y 3
0 3 4 3 0 Vs = 2

sin x

Jelold meg az el6bbi koordinata-rendszer abszcisszatengelyén
a) pirossal azokat a szakaszokat, amelyeken a szinuszfiiggvény noveked6;
b) kékkel azokat a pontokat, amelyekhez ez a fiiggvény 1-et rendel hozza (ezek a fiiggvény maximumbhelyei);
c) feketével azokat a pontokat, amelyekhez ez a fiiggvény (—1)-et rendel hozz4 (ezek a fiiggvény minimumhelyei)!

Mely szakaszokon fogy? a szinuszfliggvény?



Toltsd ki a kovetkez6 tablazat iires helyeit!

X T s 2 Vs 8¢ _m _m _2m _Am
2 6 3 4 3 3 5 5 3

sin x

sin (—x)

Vizsgald meg a szinuszgorbén, milyen kapcsolatban van sin (x + 27) és sin x, ha
__3rm, __3r. _ 2. _ Sm,
a) x= 5 b) «x YR c) x 30 d) x 3

GRS Milyen sejtést fogalmazhatsz meg
a) a4. feladat; b) az 5. feladat
eredményei alapjan? Sejtésedet igazold a szinusz definicidja segitségével!

Milyen valos szamok esetén teljestil, hogy
V3 V3,

a) smx:T; b) smxz—T.

A feladatok (és a szinusz szogfiiggvény definicidja) alapjan megallapithatjuk a szinuszfiiggvény fontos tulajdonségait.

A szinuszfiiggvény

intervallumokon, szigoruan monoton csékken a Ly I, 3T + I

2 2

- szigortian monoton né a [— % + krm; % + km

intervallumokon (k, [ € Z);
- zérushelyei a k - 7 szamok (k € Z);

- maximumhelyei: (% +1- 27r) szamok (I € Z), a maximum értéke 1;

- minimumhelyei: (3777 +m- 271') szamok (m € Z), a minimum értéke —1;

- periodikus, a periodusa 27. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy ha a fiiggvény grafikonjat az x tengellyel parhuzamosan
eltoljuk 27-vel, akkor az eredeti fiiggvény grafikonjat kapjuk. A 27-nél révidebb eltolds esetén (ha az eltolds hossza
nem 0) ez nem fordulhat el6. Ezért nevezziik a 27-t a szinuszfiiggvény periddusanak. A periodikussag a szinusz szog-
fiiggvény definiciojabdl is lathato, hiszen barmely x valds szam esetén sin (x + 27) = sin x;

- grafikonja szimmetrikus az origéra, ezért pdratlan fiiggvény. Ez a szinusz szogfliggvény definici6jabdl is lathatd tulaj-
donsag, hiszen barmely x val6s szam esetén sin (—x) = —sin x.

HAZI FELADAT

'\\ . . . 7

Mely poiltokban metszi a szmuszgorlaet az ) x= 2T7z : d) x= 27
a) y= 5’ b) y= )
egyenes? Keress a szinuszgorbe vizsgalataval olyan x és y va-

16s szamokat, amelyekre igaz, hogy

Vizsgald meg a szinuszgorbén, milyen kapcsolatban a) 2 +sinx =siny; ) 2 sinx=siny;

van sin (x + 7) és sin x, ha b) 1+ sinx = sin y; d) (—=2) - sinx = sin y!
—_3r, —_3r,

a) x= 5 b) x 4
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LI Toltsd ki a téblézat iires helyeit!

L]

_5m _ T T 0 T
& 2 g 2 4 3
cos a
4
a+3
T
s1n(a'+ 2)

1. Az 1. feladat megolddsa soran lathatjuk, hogy egy « szog koszinusza

ugyanakkora, mint a ndla %—Vel nagyobb <a/ + %) sz0g szinusza. Ezt a

jobb oldali abran is megfigyelhetjiik.
Ha a P(1; 0) pontot az origdé korill @ szoggel elforgatjuk, akkor a

P, (cos @; sin @) pontot kapjuk. Ezt a pontot az origd koriil % radiannal

tovabb forgatvaa P, <cos(0z + %), sin(a/ + %)) ponthoz jutunk. Az abra két

derékszogli haromszogének egybevagdsaga miatt azonnal adddik az ossze-
figgés: a P, pont els6 koordinataja egyenld a P, pont masodik koordinataja-

val, vagyis cos @ = sin(a’ + %)

g4 3z o 7
2 2 2
yA
Pz I— -
777777 sin (a+ /5') =cosa
|
i PI
i i
i z :
i 7 a || P(1;0)
cos & x

Az abran az @ hegyesszog, de a kapott 6sszefiiggés minden sz6g esetében igaznak bizonyul.

Igaz tehdt, hogy barmely x valos szam esetén cos x = sin(x + %)

2. Rendeljitk hozza minden valds szamhoz a koszinuszat! A most kapott fliggvényt koszinuszfiiggvénynek nevezziik. Jele:

cos. Egy x valds szamhoz hozzarendelt szam jele: cos x.

A koszinuszfiiggvény értelmezési tartomanya: R, értékkészlete: [—1; 1], mert minden x € Resetén —1 < cos x < 1, ¢és

a [—1; 1] intervallum minden eleme legalabb egy szdamnak koszinusza.

A koszinuszfiiggvény grafikonjanak neve: koszinuszgorbe. Ezt a gorbét megkapjuk, ha megrajzoljuk az x - sin(x + %)

figgvény grafikonjat. Ahogyan azt mar 10. osztélyban is lattuk (példaul a
masodfoka fuggvények abrazolasanal), ennek a fiiggvénynek a grafikon-
jat egy x tengellyel parhuzamos, negativ iranyu, % nagysagu eltolassal, a

szinuszfliggvény grafikonjabdl kaphatjuk meg. Ezt mutatja az abra.

YA

X

CoSs x

sin x

s

=Y
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A grafikon alapjan megadhatok a koszinuszfiiggvény legfontosabb tulajdonsagai.

A koszinuszfiiggvény

szigorian monoton csokken a [kz; 7 + kz] intervallumokon, szigortian monoton né a [z + Ir; 27 + Ir] intervallumo-
kon (k, [ € Z);

zérushelyei a % + k- 7 szdmok (k € Z);

maximumbhelyei: 2k - 7 szamok (k € Z), a maximum értéke 1;

minimumbhelyei: (7 + 2k - 7) szamok (k € Z), a minimum értéke —1.

periodikus (ugyandgy, mint a szinuszfiiggvény), a periédusa 27. A periodikussag a koszinusz szogfiiggvény definicio-
jabol is lathato, hiszen barmely x valds szam esetén cos (x + 27) = cos x;

grafikonja szimmetrikus az ordindtatengelyre, tehdt pdros fiiggvény. Ez a koszinusz szogtiiggvény definiciojabol is lat-
hato tulajdonsag, hiszen barmely x valds szam esetén cos (—x) = cos x.

FELADAT

N 2 B o ton lla
Gkl e @ s — e L oo A4 I a) Az elmélet 1. részének dbrgjat hasznalva dlla
) 3 pitsd meg, milyen kapcsolat van P, masodik

TSt peae G e koordinataja és P, els6 koordinatdja kozott!
a) Mennyi —cos %? b) Milyen kapcsolat van cos(x + %) és sin x ko-

b) Melyik két siknegyedben lehetnek a keresett sz6- agit

gek? Készits abrat! PN viseoild koszi b tven k
c) Adj meg mindkét siknegyedben egy olyan szo- : 1zsgaic meg a oszmu,szgor en, miyen Xapeso-
latban van cos (x + 7) és cos x, ha

et, amelynek a koszinusza egyenld a (—cos E)—
< i < 3 a) x=—37, c) x =27,
mal! 2 3
d) Add meg az egyenlet megolddshalmazat! b) x=—3%, d) x =27
4° 3
05 Allitsd nagysag szerinti sorrendbe a kvetkezd szamokat!
cos 1; Cos 2; cos 3; cos 4; cos 5; cos 6; cos 7.
P35 Mekkora lehet az x, ha
a) cos x = 0,5; b) cos x = —0,5; c) cos x = @; d) cosx = —g?
I Toltsd ki a tablazat iires helyeit! Milyen Ssszefiiggéseket veszel észre?
_5T _ _T _ /s T /s 3
x 2 & 2 4 0 6 3 2 2 2
sin x
CoSs x
_
T2
sin(x — l)
_
cos(x 2 )
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Abrézoljuk és jellemezziik az f: x — 2cos x + 1 fiiggvényt!

Megoldds

Az f figgvény értelmezési tartomdnya — ha nem adtunk
meg mast — a valds szimok halmaza.

Az abréazolast tobb lépésben végezhetjik. Elsé 1épésként
a g:xw~ cosx fuggvény, masodikként a h: x — 2cos x,
harmadik lépésben pedig az f figgvény grafikonjat rajzol-

juk meg.
YA
5 y=2lcosx+1
5
\
. \
y = qos X\
- e 0 3 Vid 2£ 2r X
=1
'y =|2 cos X

A g fiiggvény grafikonjat éppen az el6z6 leckében ismertiik
meg. A h grafikonjat ugy kapjuk meg, hogy g grafikonjat
az x tengelyre merdlegesen ,,kétszeresére nyujtjuk”. (Ez azt
jelenti, hogy a grafikon minden pontjanak masodik koor-
dinatajat a 2-szeresére valtoztatjuk. [gy minden pont 2-szer
akkora tavolsagra keriil az x tengelyt6l, mint amekkora az

FELADAT

Melyik az a fiiggvény, amelynek grafikonjat tigy kap-

3

juk, hogy

a) az x — sin x fuggvény grafikonjat eltoljuk az
y tengely mentén (—2,5)-del;

b) az x — cos x fiiggvény grafikonjat ,felére Gssze-
nyomjuk” az y tengely (ordinatatengely) mentén,
azaz a grafikon minden pontjanak masodik koor-
dinatdjat a felére csokkentjiik?

c) Abrazold a fiiggvényeket!

w
Y

eredeti tavolsdga volt.) Végiil f grafikonjat a h grafikonja-
nak az y tengellyel parhuzamos, pozitiv irdnyd, 1 egység
nagysagu eltolasaval kapjuk meg.

Az egyes fiiggvények grafikonjat kozos koordinata-rend-
szerben szemléltettiik.

Az f fuggvény értékkészlete: [—1; 3], a fuggvény periodi-
kus, a periodusa 27.

A fliggvény maximumbhelyei megegyeznek a koszinusz-
fiiggvény maximumbhelyeivel, ugyanez a minimumhelyek-
re is igaz. A maximum értéke 3, a minimum értéke pedig
—1.

A fuggvény grafikonja szimmetrikus az y tengelyre, tehat
az f paros fiiggvény.

A zérushelyek meghatarozasahoz egy trigonometrikus
egyenletet oldunk meg: a 2cos x+ 1= 0 egyenlet va-
l6s megoldasait keressiik. Az egyenletet atalakitva a

Cos x = —% egyenlethez jutunk.

Az ffuggvény zérushelyei tehat azok a valds szamok, ame-

lyeknek a koszinusza — % Ezeket a szamokat az el(')'zé (43.)

lecke 2. b) hazi feladataban mar megkaptuk
illetve — 2% + k27 (k € 2).

2T 4 k27,

Abrazold és jellemezd az alabbi fiiggvényeket!

a) fix——2sinx
b) g:x+— 0,5sin x + 2
c) h:x—1—cosx

A fuggvények értékkészletének figyelembevételé-
vel potold a hozzarendelési szabalyokbdl hianyzd
szamokat, majd dbrdzold a figgvényeket derékszo-
gl koordinata-rendszerben!

a) flx)= és fx) értékkészlete [—3; 1];
b) g(x) =..cosx+ ... és g(x) értékkészlete [0; 6].

LL.Ssinx+ ...

TRIGONOMETRIA



A fiiggvény megadott értékeinek segitségével abra-
zold a figgvényt, majd hatdrozd meg a fiiggvény
hozzarendelési szabalyaban a hidnyz6 szamokat!

a) f(x)=..sinx+ ...,
ha f(0) =1 & f<%>: 0.

HAZI FELADAT

Abrézold kozos koordinata-rendszerben a kovetkezd

fiiggvényeket!
a) x+— cos x c) 0,5x+— cosx— 2
b) x+— 0,5cos x

Hatarozd meg a c)-beli fiiggvény értékkészletét!

Y

Abrézold az
a) x — sin x; c) x— 3—sin x;
b) x~——sin x;

fuggvényt!

d) x—|sin x|

RAADAS

Y

%

b) g(x)=..cosx+ ...,
ha g(0) =1 és g(%):—l.

A 2. feladatban abrazolt grafikonok segitségével
oldd meg az egyenleteket!

a) 0,5sinx+2=1,5 b) —2sinx=-—1

Figyeld meg a 2. hazi feladatban abrazolt fiiggvé-
nyeket! Kozilik

a) melyik paros;

b) melyik paratlan;

c) melyik periodikus?

Amelyik periodikus, annak add meg a periédusat!

Megallapitasaidat fliggvényabrazolé programmal
is ellendrizheted.

A hétkoznapi életben is taldlkozhatunk a szinuszfiiggvény

grafikonjaval. Ugyanis ha egy hengert ferde sikkal vigunk el,

és utana a palastjat kiteritjiik a sikba, akkor a palast hatarold

vonala éppen egy szinuszgorbe. Varrondk szabasmintain lat-

ni ilyet, ott, ahol egy ingujjat kell hozzaszabni az inghez. Ha

egy ferdén elvagott szaliminak lehizod a héjat, és kiterited a

sikba, ugyanezt tapasztalod. A badogosok az ereszcsatornak

illesztésénél talalkoznak ezzel a gorbével.

Ezt vdgja ki a badogos,

és a kozépsd cikkelyek hajlithatok beléle

FELADATOK

Nyomtasd ki, vagy rajzold meg kozelit6leg az y = sin x

fiiggvény grafikonjat egy papirra! (Valamivel tobb
mint egy teljes peridédus férjen ki a lapra.) Vagd szét a
lapot a gorbe mentén! Tekerd Ossze, illeszd Ossze egy
teljes periédusnal egyenes hengerré, és ellendrizd,
hogy be lehet-e ,,zarni” a palastot egy ferde siklappal!
Probalj kapcsolatot keresni: mekkora a henger atmé-
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réje? Mekkora a henger sugara? Hogy lehetne ferdéb-
ben elvagott hengerhez jutni?

Bizonyitsd be, hogy ha egy hengert egy ferde (példa-
ul 45°-ban metsz6) sikkal elmetsziink, és a palastjat
sikban kiteritjiik, a hatdrolé vonala egy szinuszgorbe
lesz!

a



A hang forrasa - egy hangszer, hangszoré6 membranja vagy

akdr az emberi hangszélak — rezgésbe hozza a levegé ré-
szecskéit, ezt a rezgést hangként érzékeljiik a fiiliinkkel.
Bar az altalunk hallott hangok a valésagban altalaban na-
gyon Osszetettek, a hangtan alapjait mdr a legegyszertibb,
legtisztabb rezgések tanulmanyozasaval is megérthetjiik.
Az egyik legtisztabb rezgés a hangvilla rezgése, amely az
oszcilloszkop képerny6jén egyszer( szinuszgorbeként jele-
nik meg.

Az oszcilloszkdp egy olyan szerkezet, amely lathatova te-
szi az elektromos fesziiltség véltozasait. Az oszcilloszkdp
a nagyon gyors valtozasok vizsgalatara is alkalmas (példaul
hangok elemzése, elektromdgneses hullimok). A hangvilla
rezgéseinek megjelenitéséhez a levegdé nyomasvaltozasait
(amit az emberi fil hangként érzékel) el6szor elektromos-
fesziiltség-valtozassa kell alakitani. Ezt a célt szolgdlja a
mikrofon.

Ha a hangyvilla erdsebb hangot ad ki, akkor az oszcillosz-
kép képerny6jén nagyobb lesz a szinuszgorbék ,,tagassaga”
(amplitidoja). Minél nagyobb az amplitudo, annal na-
gyobb hangerével sz6l a hang.

~

[ 1\

/ / \ / \\
>>> \ \ ] ] fix)=4sinx

\ /
/ \
/ \

/N
>> fiil‘i 177 777i N % flx) =2sinx
> N '/ \\ // \\ 4 flx) =sinx

A kiil6nb6z6 magassagt hangokhoz tartozoé szinuszgorbék
egy masik fontos jellemzdjitkben - a periédusuk hossza-
ban - térnek el egymastol. A feleakkora periédus azt je-
lenti, hogy a hangforrds kétszer annyi teljes rezgést végzett
egy masodperc alatt, mint a hosszabb periddust. Ekkor azt
mondjuk, hogy a rovidebb periédusu rezgésnek megfeleld
hang egy oktdvval magasabb, mint a kétszer olyan hosszu
periodust rezgésnek megfelelé hang. Az abra is egy ilyen
esetet szemléltet a zongorabillenty(ikon. A kék ponttal jel-
zett billenty( leiitésekor egy oktavval magasabb hangot
hallunk, mint a piros ponttal jelzett billentyt letitésekor.

MM v, I v ™ h(x) = sin 2x
A

IR

E”!”! N TN/ ] f0=sinx




FELADAT

Toltsd ki a tablazat iires helyeit! A fiizetedben dolgozz!

x _Srt _ T _TT _T _T 0 s s 2z T 3
3 2 3 4 6 3 2 3 2

sin x

2x

sin 2x

Abrézoljuk az x — sin 2x fiiggvényt! (A sin 2x helyett sin(2x) is irhaté, de altaldban nem tessziik ki a zéréjelet.)

Megoldds

Képzeljiik el, hogy a P(1; 0) pontot két példanyban, kétféle sebességgel forgatjuk az origd koriil! Amig az egyik pont @ szog-
gel fordul el, addig a masik pontosan 2« szoggel.

A szinuszfiiggvény megjeleniti az origd koriil elforgatott P(1; 0) pont masodik koordinatajat. Ha az elfordulas szége x, akkor
az elforgatott pont masodik koordinatéja sin x.

Mit jelenit meg az x — sin 2x fiiggvény? Azt mutatja meg, hogy mennyi a ,kétszer olyan gyorsan forgé” pont masodik
koordinataja akkor, amikor az els6 pont éppen x szoggel fordult el (és igy a masodik koordinataja sin x). Mivel a ,,kétszeres

sebességgel” futd pont feleakkora idé alatt futja be a teljes kort, mint a mésik yA

pont, ezért a lassabban forgd pont még csak 7 szoggel fordult el addig, amig ) y = sinx

a gyorsabb mdr 27-vel. A gyorsabban forgd pont masodik koordinatéjat tehat ) R
egy olyan fiiggvény irja le, amelynek a peridédusa 7. -3 U AN N T x
A két fuggvényt kozos koordinata-rendszerben dbrazolva mutatja az abra. T [y=sinax

FELADAT HAZI FELADAT

Jellemezd az x — sin 2x figgvényt a kovetkezd Abrézold és jellemezd az x — cos 3x fiiggvényt!
szempontok alapjan: értelmezési tartomany, ér-
tékkészlet, periodikussag, paritas (paros, paratlan Oldd meg az alabbi egyenleteket a [—7; 7] alaphal-

vagy egyik sem), zérushelyek, szélséértékek! mazon!
a) 2sin 2x = —1 b) 2cos 2x =1
ER  Abrazold és jellemezd az x — sin%x fiiggvényt!
(Hasznalhatod a Kidolgozott feladat szemléletes Abrazold és jellemezd az x - 3sin 2x — 3 fiigg-
modelljét is.) vényt!

Abrazold és jellemezd az x — 3 cos 2x fiiggvényt! @ Megoldasaidat fiiggvényabrazolé programmal is
ellendrizheted.

o »
4 B4

Hatarozd meg a hidnyzé egyiitthatokat a fiiggvény
tulajdonsagainak ismeretében!
f:x - ..sin...x, ha fminimuma —3,5; és fzérushe-

lyei kozott a legkisebb pozitiv szam ZT”
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BEVEZETO

Bence ma Donciéknél késziti a matematika hdzi feladatat.
Az egyik feladat igy szol:
»Egy haromszog egyik szogének szinusza 0,47.
Mekkora lehet ez a szog?
Mekkora lehet ennek a szognek a koszinusza és a tan-
gense?”

Dénci mindjart nyomogatni kezdi a zsebszdmologépe
gombjait.

- Nézd, Bence - mondja -, ez a szog 28,03429654°-0s,
a koszinusza 0,882666414, a tangense 0,532477493.

Bence persze mindjart belekot:

- Eldszor is ne adj meg ennyi szamjegyet, mert a szinusz
csak 2 értékes jegyre volt megadva. Elég azt irni, hogy
a = 28°% mdsodszor meg elfelejtetted, hogy az @ tompaszog
is lehet.

- Tényleg - jon ra Dénci.

— Akkor az is lehet - folytatja —, hogy @ = 180° — 28° =
= 152°. Tehét a feladat a) részének megoldasa: 28° vagy
152°. A b) részben a 28°-os sz0g esetében jok azok az ered-
mények, amelyeket el6szor irtam, csak kerekiteni kell 6ket:
cos 28° = 0,88, tg 28° = 0,53. A 152°-0s sz0g koszinusza
a cos 28° ellentettje, vagyis ~ —0,88.

Itt azonban Dénci elakadt!

- Te Bence, a tompaszdg tangensét még nem is tanultuk!
—Igaz - felel Bence -, ennyivel konnyebb megoldanunk
a feladatot. Irjuk oda, hogy a 152°-0s szdgnek nincs tan-
gense!

Dénci azonban a szamoldgép nagy baratja, ezért megnézi,
hétha errdl is megtudhat valamit. Igaza van, a gép kiad egy
eredményt: tg 152° =~ —0,53.

Vajon honnan ,tudja” a szamologép, hogy mennyi egy
tompaszog tangense? Hogyan kell értelmezni egy tetszdle-
ges sz0g tangensét?

Definici6: Ha egy « sz6g koszinusza nem egyenlé 0-val, akkor a % hanyadost az @ tangensének nevezziik.

A szdget nemcsak fokban adhatjuk meg, hanem radiédnban is. Igy valds szémoknak is értelmezziik a tangensét, amennyi-

ben a szdm koszinusza nem nulla.

Példdul

C 2T _ V3 g 020 1 e 2m V3 1\

sin 3 ) €s cos 3 = 2,ezerttg 3 = 5 ( 2)— ﬁ

Az a sz6gnek nincs tangense, ha cos @ = 0, azazha @ = % + k- 7, ahol a k egy egész szamot jelol.

Megjegyzés
10. osztélyban lattuk, hogy barmely @ hegyesszogre igaz, hogy tg o = zi(:lTZ/‘ Az 4j definicid tehat a hegyesszogek eseté-

ben ugyanazt adja eredményiil, amit korabban a derékszogt haromszog befogdinak aranyaként kaptunk.

FELADAT

Toltsd ki szamologép segitségével a kovetkez6 tablazatot a fiizetedben!

a —-80° —70° —50° —30° —10° 10° 30° 50° 70° 80°

tga
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Toltsd ki a tablazat iires helyeit a fizetedben!

a 90° 135° 180° 210° 270° 315° 360° 390°
sin @

cos

tg @ nincs

Az orig6 kozéppontu, 1 sugaru korhoz érint6t huztunk a P(1; 0) pontban. Az origén athaladé egyenes ezt az érint6t
a Q pontban metszi. Mutasd meg, hogy a Q pont masodik koordinataja éppen az & tangensével egyenld, vagyis igaz,
hogy g = tg @. Az els6 dbran @ = 55°, a masodik dbran pedig @ = 140°.

YA érintd yA érintd
Q(1; 9)
1 1
55 [N > 1m B >
-1 o P(1;0) x -1 ¢ P(1;0) x
\\ Qs 9)
=] 1 \

Egy forgasszog szinusza 0,742.
a) Készits abrat az egységkorrel!

b) Hany fokos lehet ez a sz6g? Az Gsszes lehetdséget add meg!
c) Add meg a lehetséges szogek koszinuszat és tangensét!

HAZI FELADAT
Egy szog szinusza 0,829.

a) Hany fokos lehet ez a sz6g, ha tudjuk, hogy 0°-nal
nagyobb és 360°-nal kisebb?

b) Add meg a lehetséges szogek koszinuszat és tan-
gensét!

N
Y

Egy sz6g koszinusza 0,877.

a) Hany fokos lehet ez a szog, ha tudjuk, hogy
(—=90°)-nal nagyobb és 180°-nal kisebb?

b) Add meg a lehetséges szogek szinuszat és tan-
gensét!

w
Y

Allitsd novekedd sorrendbe a kovetkezd szamokat!
tg (—50°); tg (—20°);

tg 10°% tg 50°%

tg 80°% tg 110°%

tg 150° tg 250°.
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Az el8z6 leckében értelmeztiik minden olyan szog tangensét, amelynek a koszinusza nem nulla. Ha a szogeket valds sza-
mokkal adjuk meg, akkor mondhatjuk, hogy értelmeztiik végtelen sok valds szam tangensét. Ha ugyanis az x olyan valds

szam, amely nem irhat¢ fel % + k- 7 alakban (ahol k € Z), akkor az x tangensének nevezziik a szinuszanak és a koszinu-
szénak a hinyadosat: tg x = S0X
cos X

Rendeljiik hozza az R\ {% +km(ke Z)} halmaz minden eleméhez a tangen- A érintd
sét! Az igy kapott fliggvényt tangensfiiggvénynek nevezziik. Jele: tg. Egy x valds
szamhoz hozzarendelt szam jele: tg x. P, y
A tangensfliggvény vizsgalatahoz a mellékelt abrat hivjuk segitségiil (az el6z6 lecke
3. feladatéban is talalkoztunk egy ehhez hasonlé abraval). Az origd kézéppont, N B R
egység sugaru korhoz az (1; 0) pontban érintét rajzoltunk. Forgassuk el a P(1, 0) -1 o P(1;0) x
pontot az origd koriil x iranyszoggel, majd a kapott P, pontot késsiik dssze az ori-
goval! Ha ez az egyenes metszi az érint6t, akkor a metszéspont (Q) masodik koor- Q(1;tg x)
dindtaja éppen egyenlé (tg x)-szel. 1 \
YA
Ebbdl a megfigyelésbdl azonnal lathatd, hogy a tangensfiiggvény periodikus, és a periddusa 7.
! Ha ugyanis a P pontot x irdnyszog helyett x + 7 szoggel forgatjuk el, akkor lathatjuk, hogy a
/ # < kapott egyenes megegyezik az x szog esetén kapott egyenessel. Emiatt tehatatg (x + 7) = tg x
-1 0 P(1,0)x igaz minden olyan x esetén, amelynek van tangense.
/ Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik az x szog tangense, amig a P pont egyszer teljesen kérbefor-

dul, azaz x iranyszog (példaul) 0-rol indulva egészen (277)-ig névekszik!
Ha x = 0, akkor az elforgatott pont egyenese éppen a P-ben, azaz az (1; 0) pontban metszi az
érint6t, tehat tg 0 = 0.

VA Ha 0 <x < %, akkor az irdnyszog hegyesszog, és a novekedésével egyiitt a szog tangense is
novekszik.
! \ Ahogyan az iranyszog kozeledik a derékszoghoz, annal erételjesebbé vélik ez a névekedés: az
>\ Y | irdnyszog kicsiny valtozasahoz is a szog tangensének igen nagy valtozasa tartozik.
w0 il; 0F Ha % < x < x, akkor az iranyszog tompaszdg, a tangense negativ. A rajzon jol latjuk, hogy a
\—1 sz0g novekedésével a tangens abszolut értéke csokken, tehdt maga a (negativ) tangens novek-
szik.

Az egyenesszog () tangense 0.



Tovabb nem is kell vizsgalédnunk, hiszena 7 < x < 37” szogek esetében a hegyesszogek, a 377T < x < 21 szogek eseté-

ben pedig a tompaszogek tangensei ismétlédnek. i YA

Az eldzbek alapjan a mellékelt grafikont kaphatjuk a tangensfiiggvényre.

2
nalak éppen ezt jelzik.

l
|
I
l
/

l
|
I
l
/

=T -z 0 T (e

|
AL 4 k-7 (k € Z) szogeknek nincs tangensiik, a fiiggéleges szaggatott vo- I

~

-

A tangensfiggvény /

|
|
|
I
I
l
értelmezési tartomanya az R \ {% +k-7w(ke Z)} halmaz; !

zY

— értékkészlete a valos szamok halmaza; /

— nincs szélsdértéke (tehat nincs se maximuma, se minimuma);

2 2
- zérushelyeiaz [ - 7 szamok (I € Z);

- ]»E + kmy =+ kﬂ[ (k € Z) intervallumokon szigortian monoton né;

—_—

- periodikus, periddusa 7;
- pératlan fiiggvény.

FELADAT

Zsebszamologéped segitségével toltsd ki a tablazat tires helyeit! (A fiizetedben dolgozz!)

X 1,36 1,46 1,56 1,66 1,76 1,86 1,96 2,06 3,06 3,16
tg x
"I Melyek azok az x valds szamok, amelyekre igaz, hogy
a) tgx=1; b) tg x = —1; c)tgx=x/§?
Hatarozd meg mindazokat a [— %; 27t]—be tartoz6 valds szamokat, i YA | | |
I I ) I
amelyekre igaz, hogy tg x = 2sin x! /l : Az ek 7} : //I,
a) A két grafikon alapjan allapitsd meg, hany megoldas van, és adj " : :
| | |
becslést a megoldasokral : | | >
i 7 -3 0 z 48 2 fm x
b) Oldd mega tg x = 2sin x egyenletet! \IJ/ 1 | / i
1 | 1
Y T
' 1 1
Zsebszamologéped segitségével ellendrizd, igaz-e, a) tgx=2; b) tgx = —2.
hogy
T o o TN = gLy Oldd meg a 2. hazi feladatban megadott egyenlete-
a) tg7 tg<7+7z’>, c) tg( 7) tg! g g gY!
- - ket az R alaphalmazon!
b) tg7=tg(—7);

Oldd meg a [—7; 27] alaphalmazon a kovetkezd .E A feladatok megoldasait fiiggvénydbrazold prog-

egyenleteket! rammal is ellendrizheted.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

n Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kévetkez6 egyenleteket!

a) sinx=—% b) sin2y=—% c) 3sinx+ 4 = 2sinx+ 3
Megoldds
a) Azokat a valds szamokat keressiik, amelyeknek a szinusza —%. yA

0 és 27 kozott 2 olyan valos szam van, amelyre ez teljesiil.

A sin% = % ismeretében az abrardl leolvashato, hogy az egyik érték

7-nél %-tal tobb, azaz 7671
a masik érték 27-nél % -tal kevesebb, azaz HT” 0

<Y

De nemcsak a 0 és 27 kozotti megoldasokat kell megkeresniink, hanem az

Osszes valos szamot, amelynek szinusza —%. A grafikonrol leolvashatjuk, \ -1

.

hogy ugy kapjuk meg ezeket a szamokat, ha a 0 és 27 kozotti megolda-

sokhoz egész szamszor hozzdadjuk a szinuszfiiggvény periddusat, 27-t.

7A
L
N TN T Ny N
N~ S N S, A S, N
\_/_1' 1 \/ \/ N
A megoldasok tehat:
x5 ="2E12kn, kez és x =142, leZ.

b) Azokat a valds szamokat keressiik, amelyek kétszeresérél tudjuk, hogy szinusza — %

Keressiik meg el6szor azokat a szamokat, amelyek szinusza — % Az a) pontban épp ezeket hatdroztuk meg, s ezt talaltuk:

1l
6

A mostani egyenletiinknek pontosan azok a szamok lesznek a megoldasai, amelyeknek ezek a kétszeresei. Osszuk el ezért

xl——+2k7r kez és X, = + 2z, I€Z

x,-et és x,-t 2-vel! Vigyazat, minden tagot osztani kell 2-vel, a 2km és 2Irt tagokat is!
Az egyenlet megoldésai:

7T

n="2+kn, kei és y,=UT iz, lez

12

¢) Mindkét oldalbdl kivonva2 sinx-et: 2 sin x + 4 = 3.

Mindkét oldalbdl kivonva 4-et: 2 sinx = —1.
Mindkét oldalt osztva 2-vel: sinx = — %
Az egyenlet megolddsait tehat az a) pontban meghatdrozott valos szamok adjak:

T
[

+2kr, k€Z és x,=UT o, lez,

X = 6



FELADAT

Oldd meg a valés szamok halmazédn a kovetkezd Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenlete-
ket!
a) 3sinx = V2 + sinx

tgx_tgx_L
b) 3 2 6

egyenleteket!

V3

2

/3

a) cosx = >

b) cos2y =

I Oldd meg a valos szamok halmazén az egyenleteket!

a) tgx:—x/g b) tg%z—\/g

KIDOLGOZOTT FELADAT

n Oldjuk meg a valds szamok halmazin a kévetkezd
egyenleteket!

Ezt kapjuk: y, =5¢ésy, = —1.
Ebbél sin x = 5, illetve sin x = —1.
a) sin’x+ 4sinx—5=0 sin x értéke nem lehet 5, ez nem vezet megoldéashoz.

b) sin’x + cosx + cos’x = 0 A valés szamok halmazén a sin x = —1 egyenlet megol-

désai: x = 37” + 2kr, ahol k € Z.

Megoldds
a) A sin’x lefrassal azt jeldljiik, hogy a sin x-nek vesszitk b) Minden @ szog esetén sin’ @ + cos’ @ = 1. Ugyanez tel-

a négyzetét, azaz sin’ x = (sinx)’. jesiil a valos szamok esetén is:

Az egyenletben szerepel sin x is és a négyzete is. Vezes-
stink be sinx helyett @j ismeretlent: y = sinx. Ezzel a
helyettesitéssel az egyenlet igy alakul: y* — 4y — 5 =0.
Ennek a masodfoku egyenletnek a gyokeit meghataroz-

sin® x + cos’ x = 1.

Ezt alkalmazva az egyenlet igy alakul:
1 + cos x = 0, atrendezve: cosx = —1.
A megoldasok:

x =71+ 2kr, aholke Z.

hatjuk a megolddképlettel.

, . ’ ’ 7 .2 2
Tétel: Minden valds szam esetén sin” x + cos” x = 1.

FELADAT

4>

Oldd meg a valos szamok halmazan az egyenleteket! Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenleteket!

a) cos’x — 3cosx =0 a) sin’x + 1 =4sinx — cos’x

b) tg’x —4tgx+3=0

HAZI FELADAT

Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenleteket!
V2 V2

a) sinx = =N b) sin2x = =N

b) sin’x + 2cos’x + cosx — 3 =0

Oldd meg a val6s szamok halmazan az egyenleteket!
a) sin’x + 5sinx — 6 =0
b) tgx+ sin’x+cos’x =0

I8 Oldd meg a val6s szamok halmazan az egyenleteket!

a) 3cosx— V'3 = cosx b) cos2x—2=1
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) Gyakoroljunk!

Figyeld meg az abrat!
Y

a) Add mega P, Q, R, S pontok koordinatait!
b) Add meg az origébol a P, Q, R, S pontokba vezetd
vektorok koordinatait!

Egy koordinata-rendszerben az A(1; 0) pontot elfor-
gatjuk @ szoggel, igy a B pontba keriil. Toltsd ki a tab-
lazat tires helyeit! A fiizetedben dolgozz!

a 20° 60° 180° 200° 310° 380° 450°

A B pont
1. koordinataja

A B pont
2. koordinatdja

Az OB
1. koordinataja

Az OB
2. koordinataja

Rajzolj egy derékszogt koordinata-rendszert, az i és
aj legyenek a ,,szokdsos” bazisvektorok!

a) Az origd kezdépontu e egységvektor egyik irany-
szoge 3000°. Add meg az egységvektor koordina-
tait!

b) Az origé kezdépontu f egységvektor masodik
koordindtaja 0,5. Add meg az egységvektor elsé
koordinatajanak lehetséges értékeit!

A Baltimore varosaban (USA) taldlhat6 World
Trade Center 123,5 m magas. Ez a vilag legmaga-
sabb szabalyos 6tsz0g alaprajzu épiilete. A 30 szin-
tes (a fényképen 28 irodai szint, tovabba a tet6tér
és az alapszint lathato) irodaépiilet dsszesitett teljes
alapteriilete 39 200 m”.

a) Hény m’ az épiilet térfogata?

b) Mekkora az alaprajz 6tszoge koré irhat6 kor su-
gara?

c) Hany méter hosszu az 6tsz0g egy-egy oldala?

[0
Y

Egy tompaszdgii hdromszog teriilete 6,65 dm’, két

oldaldnak hossza 4,62 dm és 3,08 dm.

a) Mekkora lehet a két adott oldal 4ltal kozbezart
s20g?

b) Mekkora lehet a harmadik oldal?

¢) Mekkorak a haromszog ismeretlen szogei?

d) Hanyféle haromszog felel meg az adatoknak?

()
Y

Egy paralelogramma 34 mm-es oldala a 38 mm-es
atloval 56°-os szoget alkot.

a) Mekkora a paralelogramma tobbi oldala?

b) Mekkorak a paralelogramma szogei?

c) Mekkora a masik atl6?

d) Mekkora a paralelogramma teriilete?

TRIGONOMETRIA



Egy telek fivesitésérdl szol az alabbi feladat. A telek

négyszog alaki, méretei a rajzon lathatok. A telken
all egy haz, és még faskamra és szerszamoskamra is

van. Igy aztan 130 m*-nyi részt nem kell fiivesiteni.
36 m

2»m 24 m

98°

33m

a) Hany m’-es teriiletre kell flimagot vésarolni?

b) A telek talaja nem igazan kedvez6 a fiivesitéshez,
ezért 5 cm vastagsagban jol termé foldréteget kell
a meglévd talajra teriteni. Hany m’ foldre van
sziiksége?

¢) Szamitsd ki, hogy mekkora szoget alkot a telek 33
méteres és 24 méteres oldala egymassal!

Y

Egy szabdlyos hatoldalt cson- i
/I,,’ W, kiegészit§
\

ka gula alapélei 15 cm-esek, AR\

fed6élei 5 cm-esek, ma-

csonka
gula

gassaga pedig 18 cm.
a) Mekkora a ki-
egészité gula
magassaga’? 5
b) Mekkorak a kiegészit6 gula oldalélei?
c) Mekkordk a csonka gula oldalélei?

HAZ| FELADAT

Egy sz0g szinusza 0,768. Mekkora lehet

a) akoszinusza;

b) akétszeresének a szinusza;
c) akétszeresének a koszinusza;
d) afelének a szinusza;

e) afelének a koszinusza?

Y

Oldd meg a trigonometrikus egyenleteket a valds
szamok halmazan!
a) SIDX , COSX _ 4o

cosx  sinx

b) sin x = cos(7 — x)
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=7

d) Mekkordk a csonka gula egy oldallapjanak
a szogei, és mekkora a teriilete?
e) Mekkora a csonka gula felszine?

Abrazold és jellemezd az alabbi fiiggvényeket!

a) x'—»cos(x—l—%) b) x——sin2x+1

Allitsd parba a fiiggvények nevét és hozzérendelési
szabalyat!

JA

|
(S5
=}
=
]
[}
®

C) x—2—2sinx

D) x»—»sin%+ 1

A) x+—sin2x—1
B) x+— 2cos x

Oldd meg a trigonometrikus egyenleteket a valds
szamok halmazén!

a) sin’ x+ cos’ x —tgx =1

b) sin(m — x) = cos x

A 9-11. feladatok megoldasait fiiggvényabrazol6
programmal is ellendrizheted.

Egy gula alaplapja a 6. feladatban szerepld para-
lelogramma. A gula magassaga, amely az alaplap
atléinak metszéspontjaba fut be, 54 mm hosszu.
a) Mekkordk a gula oldalélei?

b) Szamitsd ki az oldallapok teriiletét!

c) Mekkora a gula felszine?

d) Mekkora a gula térfogata?

Figyeld meg egy egységsugaru korben az @ tompa-
szoget, az @ — % ésaz a + % szoget! Igaz-e, hogy

a) sin(a — E) = cos @;

N

b) sin(a 4 1) = cos a?

N

o7



i>

Figyeld meg az abrat! YA

a) Add meg az R 11
pont  koordina-
tait!

b) Add meg az OR + f? >
Osszes irdnyszo- /,/”K_ly b
gét! R

c) Az R pontot az -1

O pont koril

90°-kal elforgatva kapjuk a K pontot (a IV.
siknegyedben). Add meg az 0K &sszes iranyszo-
gét! Mennyi ezeknek a szogeknek a szinusza, és
mennyi a koszinusza?

A 12 cm oldalt szabalyos 6tszog egyik cstcsabdl

megrajzoltuk a két atlot.

a) Szamold ki az 4tlék hosszat!

b) Mekkora teriiletii részekre osztja a két atl az 6t-
szoget?

12 cm

Melyik igaz, melyik hamis az alabbi kijelentések ko-

ziil, ha a haromszog oldalainak és szogeinek hagyo-
manyos jelolését hasznaljuk?

a_a
a) b

B
b) a=+b>+ c*— 2bccos @
c) sina:sinf=a:b

Egy haromszog egyik oldala 9,6 cm, az egyik rajta
tekvd szog 52°-0s. E sz0g szogfelezbjének a harom-
sz0g belsejében 1év6 szakasza 8,4 cm hosszu.

a) Mekkordk a hdromszog szogei?

b) Mekkora a két ismeretlen oldal hossza?

c) Mekkora a haromszog teriilete?

a) Rajzold be a koordinatatengelyeket ugy, hogy az
abra a megadott fiiggvény grafikonjat mutassa!

Add meg az x tengelyen a 7, az y tengelyen pedig
az 1 szam helyét is!
b) Melyik fiiggvény paros, és melyik paratlan?

A) x—cosx—1

/ \ / N
AN d N / N /|

B) x——sin x

Flatiron Building (New York City, USA)




N
Y

Figyeld meg az abrat!
YA
1
O -
-1 Y- W 1 x
/¥
R™>_

a) Add meg az R pont koordinatait!

b) Add megaz OR &sszes iranyszogét!

c) Az R pontot az O pont koriil —90°-kal elforgat-
va kapjuk a K pontot (a IL. siknegyedben). Add
meg az OK &sszes iranyszogét! Mennyi ezeknek
a szogeknek a szinusza, és mennyi a koszinusza?

A szabalyos 6tszog egyik csticsabol megrajzoltuk a két
atlot. Az atlok hossza 12 cm.

12 cm

a) Szamold ki az 6tszog oldalhosszat!
b) Mekkora teriiletli részekre osztja a két atlo az 6t-
szoget?
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Melyik igaz, melyik hamis az alabbi kijelentések ko-

»
Y

o
Y

ziil, ha a haromszog oldalainak és szogeinek hagyo-
manyos jelolését hasznaljuk?

a) A haromszog teriilete lehet %—Vel egyenld.

b) A hidromszog teriilete lehet %—nél kisebb.

¢) A hdaromszog teriilete lehet %—nél nagyobb.

Egy paralelogramma 52 mme-es oldala a 38 mm-es

atloval 33°-os szoget alkot.

a) Mekkora a paralelogramma tobbi oldalanak hosz-
sza?

b) Mekkorak a paralelogramma szogei?

c) Mekkora a paralelogramma teriilete?

a) Rajzold be a koordinatatengelyeket ugy, hogy az
abra a megadott fiiggvény grafikonjat mutassa!
Add meg az x tengelyen a 7, az y tengelyen pedig
az 1 szam helyét is!

b) Melyik figgvény paros, és melyik paratlan?

A) x—sinx+1

/ N\ / N
N\ N / /




Temazard feladatyujtemény

Egy derékszogli haromszog két befogdja 4,3 cm és K] > Egy haromszog egyik magassaga 36 cm. A magassag

Y

Y

Y

Y

Y

Y

Y

Y

5,4 cm. Mekkora az atfogd, és mekkorak a haromszog
szogei?

Egy derékszogii haromszog 26 cm-es befogojan 32°-os
sz0g nyugszik. Mekkora a haromszog koré irt koré-
nek sugara? Hanyszorosa a kor teriilete a haromszog
tertiletének?

A derékszogli haromszog atfogdjahoz tartozd magas-
saga 5 cm. A magassag az atfogobdl egy 12 centimé-
teres szakaszt vag le. Mekkordk a haromszog oldalai
és szogei?

Az egyenl6 szart haromszog alapja 14 cm, az alaphoz
tartozo magassag 12 cm. Mekkorak a hdaromszog sz6-
gei? Mekkora a haromszog teriilete?

Egy szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja 28 cm
hosszt, a trapéz hegyesszogei 60°-osak, a szarak
hossza 6 cm. Mekkora a trapéz kertilete és tertilete?

Egy hurtrapéz alapjai 32, illetve 10 egység hosszuak,
a trapéz magassaga 5 egység hosszt. Mekkorak a tra-
péz szogei? Mekkora a trapéz kertilete?

Egy lejtés ut hossza 246 méter, a vizszintessel alkotott
hajlasszoge 6,8°. Milyen magasra visz a lejt6?

Egy kétagu létra szarainak hossza 2,3 méter. A biz-
tonsagos hasznalathoz legalabb 34°-ra kell nyitni a
szarakat. Legalabb milyen tavol van ekkor a két lab
végpontja a talajon? Eléri-e a létrardl egy 170 cm ma-
gas ember a 3 méter magasan 1év6 villanykortét?

Egy rombusz alaku kert kertilete 200 méter, atléinak
aranya 3 : 4. Hany fokos szogben latja a rovidebb at-
16t Balint gazda, ha a kert valamely csucsabol szemlé-
16dik? Hany forintot kell a gazdédnak palantakra kol-
tenie, ha négyzetméterenként 64 darab palantat dltet
el, és a palantak darabja 140 forintba keriil?

Y

11

Y

12

Y

13

=
()}
Y

a szemkozti szoget 10,5° és 52°-0s szogekre bontja.
Mekkordk a haromszog oldalai és szogei?

Egy deltoid atl6i egyenld hosszuak, egyik atloja a ma-
sikat 3: 5 ardnyban osztja. A deltoid teriilete 144 cm”.
Mekkora a deltoid kertilete?

Egy ablak méretei: 82 cm x 140 cm. Mekkora széget
zarnak be az ablakra ragasztott, atlésan haladé egye-
nes ragasztdszalagcsikok egymassal?

Egy 16 cm sugaru korhoz egy kiilsé P pontbol huzott
érint6k 48,5° nagysagu szoget zarnak be egymassal.
Mekkora tavolsagra van a P pont a kor kozéppontja-
tol, és mekkorak az érintészakaszok?

Egy haromszog két oldalanak 6sszege 15 cm, és e két
oldallal szemkozti szogek nagysaga 49° és 73°. Mek-
korak a haromszog oldalai?

Egy hdromszog két oldalhosszanak kiilénbsége 7 dm.
Az ezen oldalakkal szemkdzti szogek nagysaga 30° és
50°. Mekkorak a haromszog oldalai, és mekkora a ha-
romszog teriilete?

A tablazat egy-egy sora egy-egy haromszog adatait
tartalmazza a szokasos jelolésekkel (az oldalak mér-
téke cm). Szamitsd ki a hianyzo adatokat!

a b c o B y

a) 6 9 62°

b) 37 22 30°
c) 14 250 43°

d 54 123 83°
e 6 8 13

Egy haromszog egyik szoge 94° nagysagu, a vele szem-
kozti oldal 25 cm hosszu. A haromszog egy masik olda-
lanak hossza 10 cm. Mekkora a hianyzé oldal hossza és
a szO0gek nagysaga? Van-e a feladatnak tobb megoldasa?

TRIGONOMETRIA



Egy paralelogramma oldalainak hossza 10 cm és

25

Y

Y

Y

1.

16 cm, egyik szogének nagysaga 100°. Mekkorak a
paralelogramma atl6i és mekkora a teriilete?

Egy haromszog alaku kert egyik oldaldanak hossza
50 méter, mdasik oldaldnak hossza 80 méter. Mek-
kora lehet a kert keriilete, ha ismert, hogy a teriilete
1000 m*?

Egy haromszog keriilete 800 m, két szogének nagysa-
ga 30° és 50°. Mekkordk az oldalai?

Egy haromszog két oldalanak hossza 12 cm és 20 cm,
az ezen oldalak dltal kozbezart sz6g nagysaga 100°.
Hatdrozzuk meg a haromszog legnagyobb szogét fe-
lez6 egyenes haromszdgbe es6 részének hosszat!

Egy trapéz hosszabbik alapja 24 cm, az egyik szara
14 cm. Az ismert szar és a hosszabbik alap hajlasszo-
ge 52°, az alapon fekvé masik szog 65°. Mekkorak a
trapéz ismeretlen szogei és oldalai?

Hatarozzuk meg annak az éltalanos négyszognek az
oldalait, melynek BD atldja 38 cm hosszu, és ez az
atlo a B-nél 1év6 P szoget egy 49°-os és egy 37°-0s
részre, a D-nél 1év6 § szoget pedig egy 51°-0s és egy
29°-o0s részre bontja gy, hogy a 49°-o0s és az 51°-o0s
sz0g az atlé azonos oldalan van!

Szabilyos 6tszog alaku, 24 cm oldalhosszusagu teritd-
re — diszitésként — aranyhimzést készitiink. A himzést
az oldalak mentén és az atlok mentén helyezziik el.
Hany 6ran keresztiil késziil el a teljes munka, ha 10 cm
himzéshez atlagosan 30 perc munkaidd sziikséges?

24 cm

Egy haromszog két oldala 18 cm és 24 cm, kozbezart

szOgiik 68°. Milyen hosszt a 18 cm-es oldalhoz tar-
toz6 sulyvonal?
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Egy haromszog egyik oldala 20 cm, a masik két oldal

Y
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29 D

kiilonbsége 4 cm. A 20 cm-es oldallal szemben 1évé
szOg nagysaga 120°. Mekkordk a haromszog oldalai
és szogei?

Egy kiko6t6bol két hajo indul azonos idépontban. Az
egyik kelet felé halad 75 km

h
sik délnyugati iranyba 69 % sebességgel. Milyen

sebességgel, mig a ma-

tavol lesznek egymastol 80 perc mulva?

A toronyéra kismutatdjanak hossza 32 cm, nagymu-
tatojanak hossza 46 cm. Milyen tavolsdgban van az
ora két mutatdjanak végpontja egymadstol a) 3 ora-
kor; b) fél 8-kor; €) 11 6ra 20 perckor?

Egy trapéz két parhuzamos oldala 46 cm és 34 cm. Az
egyik szar 52 cm. Ennek a nagyobbik alappal bezart
szoge 48°. Hatdrozzuk meg a trapéz negyedik oldalat
és a trapéz ismeretlen szogeit!

Mekkora szoget zar be egymassal a kocka két kiilon-
boz6 testatldja?

Mutassuk meg, hogy az r sugara korbe irt szabélyos
12-sz0g teriilete 37!

Egy haromszog alaku kertet szeretnénk felasni, mely-
nek oldalai 20, 48 és 60 méter hossztsagtak. Tudjuk,
hogy 6t négyzetméter felasasa fél ordaba telik. Hany
oran keresztiil kell dolgoznunk a kert teljes felasasaval?



A paralelogramma 4tl6ja 16 cm hosszu. Ez az étlo a eSS Egy kor sugara 8 cm. Hatarozzuk meg annak a hur-

Y

34

Y

35

[

paralelogramma egyik sz6gét 27 és 38 fokos szogekre
bontja. Mekkorak - egész szamra kerekitve — a para-
lelogramma szdgei, oldalai, keriilete és teriilete?

25 cm A

/2

Az dbran lathaté AB vég-
pontu esernyét falra akaszt-
juk a kovetkez6 mddon: a
zsineg szdrai 120°-o0s szoget
zdrnak be egymdssal, a zsi- !
neg teljes hossza 85 cm, és a

felftiggesztési pont az A vég-

ponttdl 25 cm-re van. ;

a) Hany cm hosszu (egész szamban mérve) az eser-
ny6?

Ugyanezt az eserny6t egy masik alka- L

lommal gy fiiggesztettiik fel, hogy a k-

télszarak derékszoget zarjanak be.

b) Milyen tavolsagra van ekkor a derék-
sz0gl csucs az esernyd A végpontja-
tol? (Az eredményt cm pontossaggal
adja meg!)

(2006. mdjusi érettségi feladat, idegen

nyelv.)

Egy haromszog egyik oldalanak hossza 6 cm. Az eze-

ken nyugvo két szog 50° és 60°.

A héaromszog beirt korének kozéppontjat tiikroztiik

a haromszog oldalaira. E harom pont a haromszog

csucsaival egytitt egy konvex hatszoget alkot.

a) Mekkorak a hatszog szogei?

b) Szamitsa ki a hatszog azon két oldalanak hosszat,
amely a haromszog 60°-o0s szogének cstcsabdl in-
dul!

c) Hany négyzetcentiméter a hatszog tertilete?

A b) és a ¢) kérdésekben a valaszt egytizedes pon-

tossaggal adja meg!

(2006. oktdberi érettségi feladat.)

Az ABC haromszog AB oldalat B csucson tul 3AB-
vel, BC oldalat C csucson tul 3BC-vel, AC oldalat
A csticson tul 3AC-vel meghosszabbitjuk. Az igy ka-
pott A’B’C’ hdromszdg teriilete hdnyszorosa az ere-
deti ABC haromszog teriiletének?

Y

40
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janak a hosszat, melyhez tartozé kozépponti szog
nagysaga 84°! Mekkora a hur dltal a kérvonalbol ki-
metszett fveknek a hossza?

Egy 41 egység sugaru korben berajzoltunk egy 18
egység hosszusagu hurt. Mekkora teriileti részekre
bontja ez a hir a kor teriiletét?

Két kor sugardnak hossza 34 cm, illetve 78 cm. A ko-
rok kozéppontjainak tavolsaga 88 cm. Hatdrozzuk
meg a két kor kozos hurjanak hosszat, valamint an-
nak a sikidomnak a teriiletét, melyet a két kor k6zo-
sen lefed!

Hérom, egymast paronként érint6 kor sugarainak
nagysaga 1 m; 2 m; 3 m. Mekkora a harom kor altal
létrehozott zart sikidom kertilete és teriilete?

A\

Mekkora az a tompaszog, melynek
a) szinusza 0,598
b) koszinusza —0,672?

Hatarozd meg a kovetkezd valos szamok szinuszat és
koszinuszat!
L5 2,5 3,5 —2; —5 11

Melyek azok az a szogek, melyekre 360° < o < 1080°,
és

a) sina =0,157
b) sin @ =—0,558

c) cosa =0,823
d) cosa =-0,731

Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések pontos értékét!
a) sin 30° — 2 cos 120° + tg 45°

2 o (1) -on () ()

c) sin (—%) + cos <—377T> + sin 27

TRIGONOMETRIA



Allitsuk névekvé rendbe az aldbbi mennyiségeket!

49

50

51
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Y
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Y

Y

(Prébaljunk meg szamologép nélkiil dolgozni!)
A =sin 3° B = sin 43°
D = cos 47° E=cosm

C=sinn
F = cos 234°

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valds szamok
halmazan!

a) sinx= ¢) sinx=-0,707

b) cosx= d) cosx=—0,1234

Do |
N‘a

Mennyi lehet annak a szognek a koszinusza, melynek
a) szinusza 0,35; b) tangense —1,2?

Abrazold a kévetkezd fiiggvényeket kozds koordina-
ta-rendszerben!
a) x — sinx c) x— 3sinx+3
b) x » 3sinx d) x > 3sinx—1

Abrézold a kévetkezd fiiggvényeket kozos koordina-
ta-rendszerben!
a) x — cosx c) x » 3 —2sinx
b) x » —2cosx d) x - |3 —2cosx]|
Abrézold a kovetkezd fiiggvényeket kozos koordina-
ta-rendszerben!
a) x — cosx c) x - cos3x+2
b) x — cos3x d) x — |cos3x+ 2|
Hatdrozzuk meg az alabbi fiiggvények értékkészletét!
flx)=2sinx+1

g(x) = —cosx+5

h(x) =sin 0,5 x

Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenleteket!
Figyelj ra, hogy az 6sszes megoldast hatarozd meg!
a) tg(2x)=0

cosx _ cosx _ _ 1
b) 3 4 12
c) sinx =cosx

Igaz vagy hamis?
a)
b) van olyan szog, melynek minden szogfiiggvénye

az f(x) = sin x paratlan figgvény;

negativ elGjeld;
c) minden hiromszognek a teriilete kisebb, mint két

hosszabb oldalanak szorzata;
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d) az f(x) = cos(x—i— %) tiiggvény legnagyobb he-

T.
?)
barmely haromsz6g minden szogének van tan-

lyettesitési értéke
e)
gense;
f) ag(x)=3sin x + 2 fliggvény legkisebb helyettesi-
tési értéke -1;
g) barmely haromszégben van harom olyan szog,
melynek szinusz szégtiiggvénye pozitiv;
h) barmely valds a esetén fennall, hogy
(sina@ + cos @)’ = 1.

Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenleteket!
a) 2sin’x +3sinx—2=0
b) 2cosx = sin’*x + cos’x

Hatdrozzuk meg az egyenes korkup magassagat, ha
tudjuk, hogy palastja egy olyan félkér, melynek su-
gara 15,7 cm!

Mekkora a paralelogramma alapu egyenes hasab leg-
hosszabb testatléjanak hossza, ha az alaplap olyan
paralelogramma, melynek oldalai 10 cm és 16 cm
hosszuak, egyik szoge 120° nagysagu, és tudjuk, hogy
a test magassaga megegyezik a paralelogramma révi-
debb atl6janak hosszaval?

11202

10 cm
16 cm

16 cm

10 cm

A gizai nagy piramis - mas néven Kheopsz-piramis -
a legrégebbi és egyben az egyediili fennmaradt csoda
az Okori vilag hét csoddja koziil. Alakja — kisebb elté-
résektol eltekintve — szabdlyos négyoldalu gula, mely-
nek alapéle 230 méter hosszi, magassaga 137 méter.
Hatarozzuk meg, mekkora a

vizszintessel bezart szogiik

az oldallapoknak, valamint

az oldaléleknek!

=



A térkép néhany lehetséges utvonalat mutat be Ajka, Vesz-
prém és Balatonalmadi kozott.

A megjelolt utakon haladva hany kiilonb6z6é mddon jutha-
tunk el Ajkarél Balatonalmdadiba, ha nem akarjuk pazarolni a
benzint, tehat visszafelé nem haladunk?

Ajkérol Veszprémbe két ut kozil valaszthatunk. Majd mind-
két utat haromféleképpen folytathatjuk Balatonalmadiba. Ez
2 - 3 =6 lehetdség.

I. Ha a harom telepiilést egy-egy ponttal, a koztiik 1év6 utakat egy-egy vonallal szemléltetjiik, akkor a kovetkezé vazlatos
abrahoz jutunk:

=

Ez az abra és a térképvazlat is egy graf. A graf pontokbol és a pontokat 6sszekotd vonalakbol all. A pontok a graf cstcsai.
A vonalak a graf élei. Lehet, hogy minden pontpar kozott van él, de az is lehet, hogy csak néhany pontpar van dsszekotve.
(SOt az is graf, amelyben egyetlen él sincs, csak a cstucsok.) Egy adott csucsba befutd élek szamat a csucs fokszamanak
nevezziik.

Az el6bbi grafnak 3 csticsa és 5 éle van. A csticsok fokszama: 2, 5 és 3.

I1. Ha a dontési folyamatot szemléltetjiik, akkor a kovetkezd dbrahoz jutunk:

El6szor eldontjiik, hogy az A vagy a B uton megyiink Ajkarol Veszprémbe. Majd barmelyik Gton
A is érkeztiink Veszprémbe, ott eldontjiik, hogy az 1., a 2. vagy a 3. Giton megytink tovabb Balaton-
almadiba.

Ez az dbra is egy graf. Ennek 9 cstcsa és 8 éle van. A csticsok fokszama: 2,4,4,1,1,1,1, 1, 1.
Az ilyen grafot, amellyel egymdsbdl szétagazo lehetéségeket is abrazolhatunk, fagrafoknak nevezziik.

II1. Mivel minden él két csticshoz tartozik, bebizonyithat6 a kovetkezd osszefliggés:
Tétel: Minden grafban a fokszamok 6sszege egyenld az élek szamanak kétszeresével.
Példdul:

Az els6 gratban a fokszamok Osszege 2 + 5 + 3 = 10; az élek szama pedig 5.

A tétel egyik kovetkezménye az is, hogy a fokszamok 6sszege mindig paros.




IV. Néhany grafelméleti alapfogalom:

Osszefiiggd grdf: barmely csicsbol barmely cstcsba el lehet jutni élek egy sorozatén ét.

Hurokél: olyan ¢él, amelynek kezd6- és végpontja ugyanaz.
Tobbszoros él: ha két csucs kozott tobb €l is fut.

Egyszerti grdf: nincs benne hurokél, és nincs benne tobbszords él.

@.‘OO

graf hurokél tobbszoros él

FELADAT

Jellemezd a grafokat! Hany cstcsuk, illetve hany élikk Héromféle uton juthatunk a hegycstcsrol a folyo-

van? Mennyi a cstucsok fokszama? Melyik kozilik
egyszert graf?
a) d) az etilénmolekula szerkezete

H H
o : :
H H
b) e)
c)
Egy grafnak 6t csticsa van, és minden cstics fokszama

egyenld. Adj meg olyan grafot, melyre ez a fokszam:
a) 1; b) 2; c) 3; d) 4.

Rajzolj olyan egyszert grafot, amelynek 6 csticsa van,
és a csucsok fokszamai:

a) 1;1;2;2;3;3 c) 1;1;1;2;2;2

b) 0;0;3;3;3;3 d) 1;1;2;2;2;6
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partra. A foly6 egyik partjardl a masikra csak egy

hid vezet. A talsé parton megint haromféle tton

juthatunk a kastélyba.

a) Készits grafot a feladathoz!

b) Hanyféle utvonal koziil valaszthatunk (ha nem
haladunk visszafelé)?

c) Készits fagrafot a dontési folyamatrol!

Hanyféle lehet a sorrend egy uszdéverseny dontdjé-
ben, ha 8-an indulnak, és nincs holtverseny?

A személyi igazolvanyok azonositészama 6 szam-

jegybdl és két bettibdl all (ebben a sorrendben).

A szamjegyek mindegyike 0, 1, ..., 9 lehet, a bettik

pedig nem lehetnek ékezetes, kettds, illetve harmas

bettik, tehat csak az angol abécé 26 karaktere hasz-

nalhato.

a) Igaz-e, hogy mindegyik személyi igazolvanyban
egy 6 jegytl szam all?

b) Hény kiilonbo6z6 6 jegyti szam van?

c) Hany kiilonb6z6, hat szamjegybdl allo jelsorozat
képezhet6 a tiz szamjegybol?

d) Hanyféle lehet a személyi igazolvanyokban sze-
repld bettipar?

e) A fenti szabalyok szerint lehet-e 10 milli6 ma-
gyar embernek mas-mads igazolvanyszdama?

15



HAZI FELADAT

1

Adj meg olyan egyszert grafot, melynek 8 cstucsa
van, és a csucsok fokszama:

a) 2;2;2;2;2;2;2;2

b) 1;1;1;1;2;2;2;4.

"y

Egy otf6s tarsasagban Anna ismeri Pétert, Balazst és
még valakit. Balazs Anndan kiviil ismeri Zolit és Ga-
bort. Zoli a tarsasagbodl csak Balazst ismeri. Gabor
viszont mindenkit, kivéve Zolit.

a) Szemléltesd graffal, hogy ki kinek az ismerése!

b) Hany ismerdse van Péternek?

"y

Egy dolgozat 5 feladatat tetsz6leges sorrendben lehet
megoldani. Lehetséges-e, hogy egy 100 f8s évfolyam
minden tanuldja mas-mas sorrendben oldja meg a
feladatokat?

"y

Hany kiilonb6z6 sorrendben jatszhatja le Bence a 10
kedvenc zeneszamat? Koriilbeliil mennyi ideig tarta-

RAADAS

KIDOLGOZOTT FELADAT

Jutka a nydron fagylaltarusként dolgozott a strandon.
A fizetésén feliil mindennap jart neki 3 gombodc fagylalt
is ,természetbeni juttatas”-ként. A sokféle fagylalt koziil
azonban 6 csak a vanilidt, az epret és a kdkuszt szerette.
Els6 nap elhatdrozta, hogy mindennap masmilyen 6sz-
szeallitasban fogja enni a harom gombodcot. Hany nap
alatt tudja végigkdstolni az Osszes lehetséges Osszedlli-
tast? (A gombodcok sorrendje nem szamit, csak az ize.)

'Y

na, ha mindegyik sorrendet ki akarna prébalni, ha
egy zeneszam hossza korilbeliil 4 perc?

Hajni, Bence és két baratjuk egyiitt mentek moziba.
A négy jegy egymas mellé szolt, de Hajni és Bence
nem akart egymas mellé tilni. Hany kiilonb6z6 mo-
don tilhettek le? Szemléltesd graffal!

Megoldds
Foglaljuk tablazatba, hogy milyen 6sszeallitasok lehetsége-

sek (a szamok a gombocok szamét jelslik):

Vanilia Eper Kokusz
0 0 3
0 3 0
3 0 0
0 1 2
0 2 1
1 0 2
2 0 1
2 1 0
1 2 0
1 1 1

KOMBINATORIKA, VALOSZINOSEGSZAMITAS



A kiilonboz6 lehetdségeket graffal is szemléltethetjiik:

2 3
vaniliagombdcok
szama
1¢ 0¢ 0 epergombocok
szama
0e 1 0 kokuszgombdcok

szama

Osszesen tehat 10-féle lehet8ség van, azaz Jutka 10 nap alatt végigkostolhatja az dsszes lehetséges dsszeallitést.

FELADAT

Németh Géza béacsinak harom fia van (Pal, Janos,

N
'Y

Sandor), és 7 leAnyunokaja.
Hanyféle lehet a harom csaladban a lanyok szama?

Segitség a megoldashoz

Erre a harom csalddra vonatkozéan mar nem lenne
egyszerl a tablazattal valo szemléltetés. Valasszunk
mas modszert!

7=+t +...=...=1+1+5=....

Az egyes esetek azonban tobbféleképpen is megva-
losulhatnak, példaul az 1 + 1 + 5 eset 3-féleképpen,
attdl fiiggéen, hogy melyik csalddban van 5 lany.
Oldd meg ezt a feladatot igy, a 7 9sszes lehetséges fel-
bontasdra tdmaszkodva!

Szemléltesd grafokkal az el6z6 feladat megoldasat!
Hany pontd fagraf szemlélteti azt az esetet, amikor
Sandor csaladjaban a) 1, b) 3, ¢) 5, d) 6 lany

van?

Az 1. feladatban szerepl6 testvérek, Pal, Janos és San-
dor mar réges-régen elhatroztak, hogy amelyikiik-
nek legalabb két lanya lesz, az a masodiknak a Csilla
nevet adja. Az 1. feladatban kiszamitottad, hanyféle-
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képpen lehet e harom testvérnek 7 lanya. Most vizs-
gald meg, hogy a lehetséges esetek hany szazalékdban
van kozottiik 0, 1, 2, 3 Csilla!

Gergely Gyula bacsinak 3 gyermeke és 9 leanyuno-
kéja van. A gyermekei: Aranyné Magdi, Kertesné Eva
és Nagyné Klari. Hanyféle lehet a hdrom csalddban
a lanyok szama, ha tudjuk, hogy Aranyéknal harom
gyerek van: Hajni, Bence és Csilla?

Ha egy graffal egymasbdl szétagazé dontési lehets-

ségeket abrazolunk, akkor fagrafot kapunk. A fagra-

fokra ugyanakkor harom, ettdl eltéré definicidt szok-
tunk hasznalni:

1. Olyan 6sszefiiggd graf, amelyben barmely két csu-
csot pontosan egy ut (élek egymashoz kapcsolédo
sorozata) kot dssze.

2. Olyan 0Osszefliggd graf, amely nem tartalmaz kort
(kiillonboz6 élek egy olyan egymashoz kapcsold-
dé sorozatat, amely egy csticsbol 6nmagaba vezet
vissza).

3. Olyan 6sszefiigg6, egyszer( graf, amelynek eggyel
kevesebb éle van, mint cstcsa.

Bizonyitsd be, hogy a hdrom definicié ekvivalens!
(Tehat barmelyikbdl kovetkezik barmelyik és forditva.)



BEVEZETO

Nemcsak a lakasok, a széfek, de a szamitogépek vilaganak
szamos teriilete is megkoveteli jelszavak készitését. A sok
jelsz6é miatt olykor bajba is keriilhetiink, mert elfelejthetjiik
6ket. Bendi minden szamitdgépes jelszava a {B; e; n; 1; 7}
halmaz elemeibdl épiil fel.
Az egyik dokumentumot Bendi egy haromkarakteres jel-
szoval védte le, de elfelejtette azt. Legfeljebb hany probal-
kozassal talalhatja el a valddi jelszot, ha
tudja, hogy harom kiilonboz6 karaktert hasznalt a jel-
sz6 elkészitéséhez;
nem tudja, hogy a hdrom karakter kozétt voltak-e egy-
formak?

FELADAT

Hajni a {H; g; j; n; i; 1; 9} halmaz elemeibél 4 karak-
teres jelszavakat készit. Hanyféle jelszot gyarthat, ha
a) a4 karakter kozott nincs két egyforma;

b) a 4 karakter kozott lehetnek egyformak is?

‘Y

Csilla mas mddszert véalasztott: minden jelszava 10
karakter hosszu, és a karakterek a {C; a} halmaz ele-
mei koziil kertilnek ki. Hany kiilonboz6 jelszot ké-
szithet Csilla?

"y

a) Hany 10 jegyl szam irhatd fel a 2-es szamrend-
szerben? (Vigyazz: 0-val nem kezdédhet a szam!)

b) Hény 10 jegyti szam irhat6 fel a 3-as szamrend-
szerben?

c) Hany 10 jegyt szam irhato fel a 10-es szamrend-
szerben? Ezek kozott hany olyan van, amelyik
5-tel oszthaté?

'S
‘Y

A 26 bettibdl allé angol abécé bettiibdl (nincsenek
hosszti maganhangzok, sem kett6s bettik) hany jel-
sz6 készithetd, ha

)]
‘Y

Megoldds

a) Az elsd karakter 5-féle lehet, a masodik mér csak 4-féle.
Az els6 két karaktert tehat 5 - 4 = 20 killonb6z6 mo-
don vélaszthatta meg Bendi. A 20 kiilonb6z6 lehetéség
mindegyikét 3 kiilonb6z6 mddon folytathatta, vagyis
Osszesen 5 - 4 - 3 = 60-féle jelszot készithetett. Legfel-
jebb 60 probalkozassal tehat megtalalhatja a jelszot (fel-
téve, hogy a program engedélyez ennyi probélkozast).

b) Az elsd és a mésodik karakter is 5-féle lehet, hiszen
ismétlédés is eléfordulhat. Az elsé két karaktert tehat
5- 5 = 25 kiilonb6zé mdédon valaszthatta meg Bendi.
A 25 kiilonboz6 lehetdség mindegyikét 5 kiilonbozd
modon folytathatta, tehat 6sszesen 5 - 5 - 5 = 125-féle
jelszot készithetett. Legfeljebb 125 probalkozassal tehat
megtalalhatja a jelszot.

a) a jelszo 6 karakter hosszusagy, és a karakterek
kozott nincs ismétlodés;

b) a jelsz6 6 karakter hosszuisagu, és a karakterek
kozott lehet ismétlédés?

¢) Hogyan valtozik meg az a), illetve a b) feladatra
adhat6 vélasz, ha mind a 6 karakter lehet kisbe-
tl is, és lehet nagybet( is?

A totéban 13 + 1 mérkozés esetén megtippelhetjiik,

hogy ki nyeri a meccset. Haromféle tipp jelolhetd

meg. 1: a hazai csapat; 2: a vendégcsapat; x: don-
tetlen.

a) Hanyféle killonboz6 kitoltése lehet egy totd-
szelvénynek?

b) Hanyféle kitoltés lehetséges, ha az elsé 6 mér-
kozés esetén nem véletlenszertien tippeliink,
hanem megjeloljiik a bajnoksagban el6rébb allo
csapatot, és a tobbi mérkézés esetén véletlen-
szertien vélasztunk?

KOMBINATORIKA, VALBSZINOSEGSZAMITAS



Az el6z6 feladatokban adott szamu elem koziil ugy kellett adott szamut kivalasztani, hogy fontos volt a kivilasztott elemek
sorrendje. Egyes feladatokndl mindegyik elemet legfeljebb egyszer valaszthattuk, mas feladatoknal ugyanazt tobbszor is
kivalaszthattuk.

Ha példaul 25 tanuld kozott 4 kiilonbozé értékli konyvutalvanyt osztunk szét, akkor ezt vagy 25 - 24 - 23 - 22-féleképpen,
vagy 25 - 25 - 25 - 25-féleképpen tehetjitkk meg attdl fiiggden, hogy egy tanulo6 csak egy utalvanyt vagy tobb utalvanyt is
kaphat.

A lecke feladatainak tdlnyomo része az tigynevezett ,leszdmlalasi alapfeladatok” kozé tartozik, mégpedig a varidciok kozé.

HAZ| FELADAT

‘B8 A hétjegyti budapesti telefonszamok nem kezdédhet- [CISS A morzedbécé két karaktert hasznal a betik és sza-

nek 0-val. Hany ilyen telefonszamot lehet késziteni? mok megjelenitésére: pontot és vonalat. Hany kii-
16nboz6 jelet lehet késziteni, ha egy jel legfeljebb 5

Az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekbdl olyan négyjegyt sza- karakter hosszusagu lehet? Elegendd-e ennyi jel a
mokat készitiink, amelyek oszthatok 2-vel. Hany magyar abécé bettiinek, az irasjeleknek (pont, vesz-
ilyen négyjegyt szam készithet, ha sz6, pontosvessz8, kérddjel és felkidltojel) és a tiz
a) minden szdmjegyet csak egyszer hasznalhatunk szamjegynek a megjelenitéséhez? (A kett6s bettiket

fel; két bettiként is meg lehet jeleniteni!)

b) egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk?

w
Y

5 darab kiilonb6z6 értékd konyvutalvanyt sorsolunk

ki 20 tanul6 kozott. Hany kiilonb6z6 eredménye le-

het a sorsol4snak, ha

a) egy tanuld legfeljebb egy konyvutalvanyt kaphat;

b) egy tanul6 tébb konyvutalvanyt is kaphat (akar

mind az S'Gt); mme omme momm mmme e

c) Konrad egy darab konyvutalvanyt kap, a tobbiek

pedig legfeljebb egy konyvutalvanyt kaphatnak?

—|ZT|®OMmMOO|T| >

RPINI<[X|S|<|cCc|Hd|wn

QO N|OO|O|m~|W DN
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A jelenleg haszndlatos nemzetkozi morzedbécé
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BEVEZETO

A cirkuszban 5 vadallat vonul szorosan egymas utan: egy
tigris, egy oroszlan, egy fekete parduc, egy leopard és egy
kiselefant.

Haény kiilonb6z6 sorrendben vonulhat az 5 vadallat?
Hany olyan sorrend van, amelyben a tigris és az orosz-
lan kézvetleniil egymads utan allnak a sorban?

Haény olyan sorrend van, amelyben a tigris és az orosz-
lan nem egymas utan kovetkezik a sorban?

Hany kiilonb6z6 sorrendben vonulhatnak fel, ha kor-
bevonulnak, és semelyikiiket nem tekintjiik ,,elsének™?

Megoldds

a) A kulonbo6z6 sorrendek szima 5-4-3-2-1 = 120.Ezta
szorzatot igy jeloljik. 5-4-3-2-1 = 5! (olvasd: 5 fak-
torialis).

b) Ha az oroszldn kozvetleniil a tigris utan 4all a sorban,
akkor kettdjiiket tekinthetjiik egy ,,objektumnak”. Raj-
tuk kivil még 3 ,,objektum” van, tehat 6sszesen 4 ,,0b-
jektumot” kell sorba rendezni. Ezt 4-3-2-1 =24

FELADAT

Testnevelésoran 10 tanul6 il egy tornapadon.

a) Hanyféle sorrendben lehetséges ez?

b) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Csilla és Panni
egymas mellett akarnak tilni?

modon tehetjilk meg (4- 3 - 2- 1 = 4!). A sorban az
oroszlan lehet kozvetleniil a tigris el6tt is, ez ugyan-
csak 4! = 24 kiilonbozé6 médon lehetséges. Osszesen
tehat 2 - 4! = 48 olyan sorrendben vonulhat az 5 allat,
amelyben a tigris és az oroszlan koézvetleniil egymas
utan allnak.

c) Ha az Gsszes lehetséges sorrendbdl levonjuk azoknak a
sorrendeknek a szamat, amelyekben a tigris és az orosz-
lan kozvetlentl egymas utan kovetkezik, akkor meg-
kapjuk azoknak a sorrendeknek a szamat, amelyekben
ez nem teljesiil, azaz a tigris és az oroszlan kozott még
mas allat is van (esetleg tobb is). A megfelel6 sorrendek
szama tehat: 5! — 2-4! = 120 — 48 = 72.

d) Az 6t allat 120-féle sorrendben haladhat egymds mo-
gott. AT, O, F L, E sor azonban ezuttal ugyanaz, mintaz
O,EL,E, T;azEL,E, T,0;aL,E, T, O, F; valamint az E,
T, O, E L sorrend. Hasonl6an beldthatd, hogy minden
esetnek tovabbi négy, t6le lényegében nem kiilonb6z6
pérja van. Eszerint a 120 esetben minden esetet 6tszor
is megszamoltunk. Az egymastol nem kiilonb6z6 ese-
tek szdma tehat 120 : 5 = 24.

Megjegyzés

A b) feladat megoldasa az egymasbdl szétagazé dontések
segitségével is értelmezhetd. Két dontést kell meghoznunk.
Az els6 dontés a négy ,,objektum” sorrendje (ez 4! lehet6-
ség), a masodik dontés pedig az oroszlan és a tigris sorrendje
(ez 2 lehetdség). Mivel a négy allat sorrendjéhez minden
esetben ugyanugy két tovabbi lehetdség tartozik, ezért a
dontési lehet6ségek szamat dsszeszorozhatjuk, igy megkap-
va a 4! - 2 Osszes lehetGséget.

c) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Zoli és Gabor nem
akarnak egymas mellett {ilni?

d) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Csilla és Panni egy-
mas mellett akarnak tilni, de Zoli és Gabor nem sze-
retnének egymads mellé keriilni?

KOMBINATORIKA, VALBSZINOSEGSZAMITAS
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Testnevelésora utan mind a 12 tanuld egyesével ki-

megy a teremb0ol.

a) Hanyféleképpen lehetséges ez?

b) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Csilla és Panni
szeretne lenni a ,,két utolsé™?

c) Hanyféleképpen lehetséges ez, ha Zoli, Gabor és
Peti szeretne lenni az ,,els6 harom™?

Hérom fiti és harom lany tgy tilnek le egymas mellé
a néz6téren, hogy az els6 helyre lany l, a masodikra
fia, a harmadikra lany il, a negyedikre fit, az 6t6dik-
re megint lany, a a hatodikra pedig fit. Hany kiilon-
b6z6 médon tehetik ezt meg?

HAZI FELADAT

a) A tornateremben 9 tanul6 all egy sorban. Hany

kiil6nb6z6 moédon lehetséges ez?

b) A 9 tanul6 tgy all sorba, hogy Andrés a sor bal
szélén, Bence pedig a sor jobb szélén van. Hany
kiil6nb6z6 moédon lehetséges ez?

'Y

(2005. mdjusi érettségi feladat)

Anna, Béla, Cili és Dénes szinhazba megy. Jegyiik

a bal oldal 10. sor 1., 2., 3., 4. helyére szol.

a) Hanyféle sorrendben tudnak leiilni a négy helyre?

b) Hanyféleképpen tudnak leiilni a négy helyre ugy,
hogy Anna és Béla egymas mellé keriiljenek?

c) Mekkora annak a valdszintsége, hogy Anna és
Béla jegye egymas mellé szol, ha a fenti négy je-
gyet véletlenszertien osztjuk ki kozottitk?

'Y

(2007. oktoberi érettségi feladat)

A rajzterem falat (lasd az abran) egy naptar disziti,
melyen harom forgathaté korong talalhaté. A bal ol-
dali korongon a hénapok nevei vannak, a masik két
korongon pedig a napokat jel6ld szamjegyek forgat-
hatok ki. A kozéps6 korongon a 0, 1, 2, 3, a jobb szél-
son pediga0, 1,2, 3, ..., 8,9 szamjegyek szerepelnek.
Az dbran beidllitott datum februar 15.

Tiz kartyara felirtuk a szimjegyeket: mindegyik kar-

'Y

'Y

tydra egyet, mindegyik kdrtyara mas szamjegyet.

a) Hany kilonb6zé médon rakhatjuk sorba a tiz
szamjegykartyat?

b) Az a)-beli sorrendek kozott hany olyan van,

amelyikben a szamjegyek csokkend sorrend-

ben kovetik egymast?

¢) Héany olyan van az a)-beli sorrendek kozott,

amelyik tizjegyt szamot hataroz meg?

d) Hany olyan van a c)-beli tizjegyt szamok ko-

z0tt, amelyik oszthatd 10-zel?

e) Hany olyan van a c)-beli tizjegyl szamok ko-

z0tt, amelyik oszthatd 3-mal?

a) Ezzel a szerkezettel valosagos vagy csak a kép-
zeletben létez6 ,datumokat” forgathatunk ki?
b)

c)

Osszesen hany ,,datum” forgathato ki?

Mennyi a valészintisége annak, hogy a harom
korongot véletlenszertien megforgatva olyan
datumot kapunk, amely biztosan létezik az év-
ben, ha az nem szo6k3év?

Egy kiilvarosi gyorsvasathalézatnak 35 dllomasa

van. A fizetendd viteldij attdl fiigg, hogy melyik két

allomas kozott utazunk, ezért a vonaljegyekre ra-

nyomtatjak a kiinduld- és a célallomast is.

a) Hanyféle jegyet kell kinyomtatni?

b) Legfeljebb hany kiilonb6z6 art jegy lehetséges?
(A kiindulé- és a célallomas sorrendjét6l nem
fiigg a fizetendd dij.)

Szamitsd ki a szamologépeddel!

11! 19!
NG ) 3+ el ®) Sor

11! 10! )
] 516! el 91 i ()
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Ot fiatal (Anna, Balint, Cili, Dénes és Elek) kozott sorsolunk
ki harom ugyanolyan koncertjegyet. Beletessziik egy ka-

lapba az 6t fiatal nevét, és kihuzunk koziiliik harmat. Hogy
azonban érdekesebb legyen a jaték, huzas el6tt mindenki le-
adhat egy tippet, hogy kik lesznek a nyertesek.

a) Hany kiilonb6z6 lehetdségre tippelhetnek a résztvevok?
b) Mekkora egy-egy tipp esélye a telitaldlatra?

a) Elsé megoldds
Az 6t fiatal nevét jel6ljiik a kezddbettiikkel! Kénnyen fel-
sorolhatjuk a lehetséges eseteket. Az dsszehasonlithatdsag
kedvéért rendezziik a nyertesek kezd8bettit dbécésor-

rendbe:
ABC ABD ABE ACD ACE
ADE BCD BCE BDE CDE

Osszesen tehdt 10 kiilonboz4 lehetdségre lehet tippelni.
Nem kaphatunk az eddig felsoroltaktol kiilonb6z6 tip-
pet akkor sem, ha a harom nevet nem abécésorrendben
adjuk meg, hiszen csak az szamit, hogy melyik harom
nevet jeloljiikk meg.

Masodik megoldds
Ha arra gondolunk, hogy egy tipp elkészitésekor a ha-
rom nevet dbécésorrendben felirjuk egymas ald, akkor

KIDOLGOZOTT FELADAT

a) Hany kilonbo6z6 lehetdségre tippelhetnek a részt-
vevok a Bevezetében leirt sorsolasnal, ha azt is el
kell talalniuk, hogy milyen sorrendben huzzak ki
a neveket?

b) Mekkora ebben az esetben egy-egy tipp esélye
a telitalalatra?

Megoldds

a) A lehetséges tippek szama 6-szorosa a bevezet6 feladat
a) részében 1év6 szamnak: 5 - 4 - 3 = 60.
Ez persze nem véletlen. Ha ugyanis az el6z8 eset-
ben valakinek telitaldlata volt, mert példdul az Anna,

b)

b)

az els6 név 3-féle lehet: Anna, Balint vagy Cili. A lehet-
séges folytatasokat egy harom fabol 4ll6 graffal is szem-
1éltethetjiik.

Lathatjuk, hogy 10 kiilonb6z6 eset lehetséges.

A B C
MAD
C D EDEE D E E E

A telitalalat valdszintsége 1 : 10, vagy masképpen 0,1.
A mindennapokban ezt az esélyt 10%-os esélynek ne-
vezzik.

Balint, Cili neveket huztdk ki, annak csak akkor lesz
telitalalata ugyanezekkel a nevekkel, ha azt is eltalal-
ja, hogy melyik sorrendben huzzak ki ezt a 3 nevet.
A lehetdéségek szama tehat pontosan annyiszorosara
nétt, ahany kiilonb6z6 mddon sorba lehet rendezni
harom nevet. Eszerint 3!-szorosdra, azaz 6-szorosara,
60-ra nétt a lehetéségek szama.

A telitaldlat esélye most 1 : 60, vagy masképpen:

1 - 170
o = 0017 (= L7%).
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Hany kiillénb6z6 nyerési lehetéség lenne, ha 6 névbél
4-et hazunk ki, és a kihtzott 4 nevet kellene eltalalni
gy, hogy
a kihuzas sorrendjét is elére meg kell tippelni;
csak a kihdzott neveket kell megtippelni, a sor-
rendjliket nem?

Ha 5 név koziil 2-t huznak ki, akkor hany lehetéségre
lehet tippelni, ha

a) asorrendet nem kell eltaldlni;

b) a sorrendet is el kell taldlni?

Ha 8 kiilonb6z6 szam koziil 3-at huzunk ki, akkor
hany lehetéségre lehet tippelni, ha

a) asorrendet nem kell eltaldlni;

b) a sorrendet is el kell talalni?

A bevezet6 feladat 2. megoldasaban egy harom fabol

allo grafot rajzoltunk.

a) Hany csucsa és hany éle van a grafnak?

b) Hany elséfokt, hany masodfokd, hany harmad-
foku és hany negyedfokd cstcsa van a grafnak?

a) A nagyszil6k egyhetes kempingezésre hivtak
meg 9 leanyunokdjukat. Azt kérték, hogy kozii-
lik harman jojjenek két nappal kordbban, hogy
a bevasarlasban, csomagolasban, a tdborhely el6-
készitésében segitsenek. Hanyféleképpen valaszt-

HAZ| FELADAT

1>
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a) Egy targyalds megkezdése el6tt a hét résztve-
v6 mindegyike mindenki masikkal kezet fogott.
Osszesen hany kézfogds tortént?

b) Hany 0sszekotd szakasz (atld vagy oldal) rajzol-
hato egy konvex hétszog csticsai kozé?

Apa a képen lathato o6t la-
pot tartja a kezében, Csil-
la egyszerre kett6t kihuz
a lapok kozil. Mekkora
annak az esélye, hogy a ki-
ralyt és az aszt hlizza?
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Megoldds
a) A lehetéségek szama 6 - 5- 4 - 3 = 360.
b) Az a)-belilehetéségek szama 4!-szor akkora, mint a b)-

beli lehet6ségek szama.

Vagyis

654# =15 kilonb6zé modon lehet meg-

tippelni azt a 4 nevet, amelyet kihtizhatnak.

)]
Y

hatd ki ez a 3 kislany, ha mindegyikiik mas fel-
adatban segédkezik?

b) Hanyféleképpen valaszthato ki a 9 lanyunoka ko-
ziill az a 3, aki a kempingben els6 este megf6zi a
vacsoranak szant paprikas krumplit?

Két nyereményt sorsolnak ki egy parti 90 résztve-

véje kozott.

a) Hanyféle lehet a sorsolas eredménye, ha két
ugyanolyan nyeremény van, de egy ember csak
egy nyereményt nyerhet?

b) Hanyféle lehet a sorsolas végeredménye, ha két

kiil6nb6z6 nyeremény van, és mindenki csak

egyet nyerhet?

c) Hanyféle lehet a sorsolds végeredménye, ha két

kiilonb6z6 nyeremény van, és akdr ugyanaz a

résztvevo is megnyerheti mindkét nyereményt?

d) Hanyféle lehet a sorsolds végeredménye, ha két

ugyanolyan nyeremény van, és akar egy ember

is nyerheti mindkett6t?

Egy utazasi iroda 6 uidiil6helyrdl kindl szines pros-
pektust. Ezek koziil véletlenszertien felmarkolunk
kettt. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

Egy 25 f6s osztaly 3 tagbol allo kiildottséget szeret-

ne kijelolni egy vetélkeddre. Hanyféleképpen tehe-

tik ezt meg, ha

a) az egyik kiildott az irodalom-, a masik a torté-
nelem-, a harmadik pedig a foldrajzvetélkedén
indul;

b) mindhdrman a matematikavetélkedén indul-
nak?

(B
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Anita sélat kot ajandékba. Tudja, hogy sima és forditott sze-
mek véltogatasaval sokféle mintat kialakithat. El6szor egy
kisebb darabon prébalgatja a mintat.

Hét szemet kot egy sorba. Ugy dént, hogy ezek koziil
3 sima, 4 pedig forditott lesz.

Hanyféle tengelyesen szimmetrikus minta kozil vélaszt-
hat?

Megoldds:

A szimmetria miatt a 7 szem koziil a kozéps6 csak sima le-
het, s t6le jobbra is, balra is még 1 sima és 2 forditott szemet
kell elhelyeznie. A lehetdségek a rajzrol leolvashatok. (A
sima szem helyére X, a forditott szem helyére e jelet irunk.)

XooexeoX; exexexe; eeXXX0®;
X00X00X; exexexe; eeXXX0®;
X00X00X; exXexXexe; e0XXX00;

FELADAT

B A bevezet6 feladatban lattuk, hogy ha a minta tengelyesen szimmetrikus, akkor kozépen sima szemnek kell lennie.

Igaz-e az allitas megforditdsa: igaz-e, hogy ha kozépre sima szemet kotiink, akkor a minta tengelyesen szimmetri-
kus? Valaszodat indokold!

KIDOLGOZOTT FELADAT

Eszter érdeklddik Anitatdl, hdnyféle mintat tudna Néhany probalkozas utan latja, hogy tul sok a lehe-
kotni 3 sima és 4 forditott szembdl, ha nem ragasz- t6ség ahhoz, hogy mindegyiket felirja. Igy topreng:
kodna a szimmetridhoz. Anita 7 kis rekeszt rajzol, - Olyan minta, amelyben az elsé és a masodik szem
s elképzeli, melyik haromban lesznek a sima szemek: is sima, 5 van;
|>< | ~ | X| | | | | |X| |>< | X| | | | - olyan minta, amelyben az els6 és a harmadik szem

sima, de a masodik forditott, 4 van; ...
(XIX] IxX] [ ]| [X] Ix] Ix] [ | Eszternek nincs tiirelme ehhez, inkabb igy gondol-
kodik:
XI}[ [ Ix] [ | XL Ix] [ [x] | - Nézd, ez ugyanolyan, mint amikor kalapbdl hu-
XX T T 1< ] X T[T T I zunk ki neveket, csakhogy most nem a nevek vannak
a kalapban, hanem a rekeszek sorszama, és azt kell
(XIx] | | [ [X] (] | [Xx|x] | | ezek kozil ,kihazni’, hogy hova tegyiink sima sze-




met. Az a kérdés, hdanyféleképpen vilaszthatunk ki a
7 hely koziil 3-at, ahova a sima szemet kell kotni. Ez

pedig 752 =75 = 35-fele lehet!

N
‘Y

Gsillanak hét kedvenc plissallata van: Bragg, Elly,
Kapitany, Mici, Percy, Sozsak és Taxi-Nyuszi. Hany
héromelemd részhalmaza van a hét pliissallatbol kép-
zett halmaznak?

Megoldds:

A részhalmazok felsoroldsa igen hosszadalmas lenne, és
megeshet, hogy kifelejtiink egy részhalmazt, esetleg vala-
melyiket véletleniil tobbszor is leirjuk. Ehelyett a kovetke-
z8képpen gondolkodhatunk:

A hételemt halmazbdl haromelem részhalmazt kell készi-
teniink. Ez megfelel annak, hogy a hét kiilonb6z6 elembdl
harmat kivalasztunk. Ha szamitana a kivélasztas sorrendje
(azaz lenne az elemek kozt elsé, masodik és harmadik elem),
akkor ezt 7 - 6 - 5 = 210-féleképpen tehetnénk meg. De igy
minden részhalmazt 3!-szor szamoltunk, hiszen a harom ki-

valasztott elemet ennyiféleképpen rendezhetjiik sorba.

FELADAT

2

a) Szamitsd ki a kotésminta segitségével, hany 4 ele-
mii részhalmaza van egy 7 elemi halmaznak!

Ezért az el6bb kapott eredményiinket 3!-sal el kell oszta-
nunk. A hételemd halmaz haromelemt részhalmazainak
szdma tehat:
765 _

CTR 35.
Nem meglepd, hogy az eredményiink az 1. kidolgozott fel-

adat végeredményével egyezik meg. Ezuttal is 7 ,,dologbol”
kellett 3-at kivalasztani: a halmaz 7 elemébdl 3-at, és mind-
egyik részhalmazhoz pontosan egy ilyen kivalasztas tartozik.

b) Van 3 egyforma piros golyonk és 4 egyforma
z6ld kockank. Hanyféle médon rakhatjuk eze-
ket sorba?

1. A halmazok részhalmazainak szamat az alabbi szimbdélummal irhatjuk le.

7
Egy 7 elem( halmaz 3 elemi részhalmazainak a szamat igy jeloljiik: ( 3); a 4 elem( részhalmazainak a szamat pedig

7
igy: ( 4>. (Kimondva: 7 alatt a 3, illetve 7 alatt a 4.)

Altaldnosan

n
Ha n és k természetes szam, és n = k, akkor ( k) azt jeloli, hogy egy n elemi halmaznak hany k elemi részhalmaza

n

van. Az ( K

Az <Z) binomidlis egyiitthato kiszamithaté az (2) =

k darab tényezét tartalmaz.) Példaul: (

4 4!
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n-(n—1)mn-=2)...-(n—k+1)

) jelet igy olvassuk: n alatt a k. Az ilyen alaka szamokat binomidlis egyiitthatéknak nevezzik.

10): 10-9:8-7

i Osszefiiggéssel. (A szamlalo



2. Hanyféleképpen valaszthatunk ki n kiilonboz6 elem koziil k darabot ugy, hogy mindegyik elem legfeljebb egyszer

valaszthatd, és nem szamit a kivélasztas sorrendje? A lehetdségek szama < )

Példaul: A 7 hely kozil kivalasztjuk azt a 3-at, amelybe a sima szemek kertilnek. A lehet6ségek szama (7) =7 36' 3 = 35,
3 .

FELADAT

I a) Szamitsd ki, hany 0 elemt, hany 1 elem, hdny 2 elemd, 7 7 7 7
hany 3 elemt, hany 4 elemd, hany 5 elemd, hany 6 elemt (0) = (1) = ( 2) = ( 3> =35
és hany 7 elemt részhalmaza van egy 7 elemt halmaznak!
A fiizetedben toltsd ki a tablazatot! <7> — <7) — (7> _ (7> —
b) Igaz-e, hogy egymas alatt egyenld szamok vannak? Miért? 7 6 > i
PR a) A 32 lapos magyar karty4bol 3 lapot osztanak nekiink. Hanyféleképpen alakulhat ez a kezdé 3 lap?
b) Orémmel latjuk, hogy remek lapunk van: piros sz, piros felsé és makk kiraly. A maradék paklibol vjabb két
lapot htizunk. Hanyféle lehet ez a tovabbi két lap?
LI Egy nyolctag térsasag érkezik az épiiletbe. Négyszemélyes lifttel szeretnének felmenni az 6todik emeletre.

a) Hanyféleképpen valaszthatjak ki azt a négy embert, akik el¢sz6r mennek fel?

b) Hanyféleképpen rendezédhetnének két négyes csoportba, ha a csoportok sorrendje nem szamit?

c) Hanyféleképpen mehetnek fel az emeletre a négyszemélyes lifttel, ha az is szamit, hogy ki megy az elsé menet-
ben, és ki megy a masodik menetben? (A lifttel mindkét menetben négy ember megy fel.)

HAZI FELADAT

(N Hény 0 elemd, hény 1 elemd, hény 2 elemt, hany BCRIS Egy utazé vidamparkban 9-féle jatékra lehet feliil-
3 elemti részhalmaza van ni. A menetek azonban igen dragak, a pénziinkbdol
a) egy 3 elemii halmaznak; csak 4 menetre futja.
b) egy 4 elemt halmaznak; a) Hanyféleképpen valaszthatjuk ki a 4 jatékot, ha
c) egy 5 elemt halmaznak? egyiken sem szeretnénk tobbszor menni?

A ) e b) Hogyan mddosulna a valasz, ha 5 menetre fut-
. 2 PO
Mennyi (0>, (1>, <2>, (3), <4> nd a pénziinkbdl?

Tervezz minél tobb kotésmintat A 32 lapos magyarkartya-csomagbol 5 lapot oszta-
a) 2 sima és 3 forditott szembdl; nak nekiink. Hanyféle lehet a kapott 5 lap?
b) 2 sima és 4 forditott szembol!

w N
1 B
o
‘Y
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RAADAS

A kombinatorika néhany fogalma

I. Permutécio

Legyen az n egy pozitiv egész szam. Ha n kiilonboz6 elemet
valamilyen sorrendbe rakunk, akkor azt mondjuk, hogy
megadtuk ezeknek a elemeknek egy permutdcidjdat. Ha a
sorrendet megvaltoztatjuk, akkor ugyanezeknek a elemek-
nek egy mdsik permutdciéjat kapjuk meg.

Példdul az A, C, 1, L betlik egy permutaciéja L A C1, egy
masik permutacidja CIL A;

n kiilonbo6z6 elem permutacidinak szamat igy is szoktuk
jelolni: P,.

Bebizonyithatd, hogy P, = 1- 2- 3 - ... - n. Enneka szor-
zatnak a rovidebb jele: n! (olvasd: n faktorialis).

Példaul:

ha 3 lany be akar menni egy ajtdn, akkor a lehetséges sor-
rendek szdma: 3! =1-2- 3 = 6;

haaz A, G, I, L betliket rendezgetjiik, akkor

4!=1-2- 3.4 = 24 betlicsoportot kaphatunk;

ha 7 név van egy sapkaban, és ezeket kihuzzuk, akkor ezt
7'=1-2-3-4-5-6-7=5040 kiilonb6z6 sorrend-
ben tehetjitkk meg.

II. Variaciok

Legyen az n is és a k is egy pozitiv egész szam, és legyen
k < n. Ha n kiilonb6z6 elem koziil kivalasztunk k darabot
ugy, hogy mindegyik legfeljebb egyszer vdlaszthato, és ezt a
k dolgot valamilyen sorrendbe rakjuk, akkor azt mondjuk,
hogy megadtuk az adott n elemnek egy k-ad osztdlyii va-
Ha ezeket a dolgokat mas sorrendben szemléljiik, vagy
nem ugyanezt a k dolgot valasztjuk ki, akkor az adott n
elemnek egy masik k-ad osztalyt varidciojat adtuk meg.
Példaul:

az A, L, N, O betiik egy mésodosztalyu variaciéja O L, egy
masik méasodosztalyu varidcidja L O.

Ha n is és k is pozitiv egész szamot jel6l, és k < n, akkor n
kiilonboz6 elem k-ad osztalyu varidcidinak a szamat igy is
szoktuk jelolni: V *.

A 3.lecke bevezetd feladatanak a) részében azt szamitottuk
ki, hogy ot kiilonbo6z6 elem harmadosztailyii varidcidinak a
szdma 60. Jelekkel: V) = 5-4-3 = 60.

Bebizonyithatd, hogy
Vi=n-(n—1)(n=2)...-(n—k+1).

Ennek a szorzatnak k tényezdje van.
Példdul Vi = 9-8-7-6.

32. tecke | KOTESMINTAK — KOMBINACIOK

III. Ismétléses variaciok

Legyen az n is és a k is egy pozitiv egész szam. Ha n kiilon-
boz6 elem koziil kivalasztunk k darabot ugy, hogy ugyanaz
az elem tobbszor is vdlaszthatd, és ezt a k dolgot valamilyen
sorrendbe rakjuk, akkor azt mondjuk, hogy megadtuk az
adott n elemnek egy k-ad osztdlyii ismétléses varidcidjdt.
n killonbo6z6 elem k-ad osztalyt ismétléses variacidinak a
szamét igy is szoktuk jelolni: V',

Példdul:

Az A, B betlik egy harmadosztalyt ismétléses variacidja
A A B, egy masik harmadosztélyud variaciéja B A B.

A 3. lecke bevezet6 feladatanak b) részében azt szamitottuk
ki, hogy ot kiilonb6z6 elem harmadosztdlyt: ismétléses va-
ridcidinak a szama 125. Jelekkel:
VX=5-5-5=5 =125,

Bebizonyithaté, hogy V' = n*.

Példaul V' = 9*.

IV. Kombinaciok
Legyen az n is és a k is egy pozitiv egész szam, és legyen
k < n. Ha n kiilonb6z6 elem koziil kivalasztunk k darabot
ugy, hogy mindegyik legfeljebb egyszer vdlaszthato, és nem
szamit a kivdlasztott dolgok sorrendje, akkor azt mondjuk,
hogy megadtuk az adott n elemnek egy k-ad osztdlyii kom-
bindciojat.
Ha nem ugyanezt a k dolgot valasztjuk ki, akkor az adott
n elemnek egy masik k-ad osztalyt kombinacidjat adtuk
meg; de ha a kivalasztott dolgokat mds sorrendben szem-
1¢ljiik, akkor az el6z6vel azonos kombinacio.
Példdul: az A, L, N, O betiik esetében az O L ésa L O
ugyanaz a masodosztélyt kombinacié, az O L és az O N
két kiilonb6z6é masodosztalyt kombindcid.
Ha n is és k is pozitiv egész szamot jeldl, és k < n, akkor
n kiilonboz6 elem k-ad osztalyt kombindcidinak a szamat
igy is szoktuk jelolni: CF.
Az 6ran lattuk, és be is bizonyithato, hogy
ck (n)z V_”k: n~(n—1)~(n—2)~...'(n—k+1).

o \k D, k!

Ha az n kiillonb6z6 elem koziil agy valaszthatunk ki k da-
rabot, hogy egy elem tobbszir is vdlaszthato, de a kivdlasz-
tds sorrendje nem szdamit, azt ismétléses kombinacionak
nevezziik, és 9sszeszamlalasa joval bonyolultabb az eddi-
gieknél.

)



Binomialis egyiitthatok |

BEVEZETO

Egy 5 elemt halmaznak 0, 1, 2, 3, 4 és 5 elem{i részhalmazai
vannak. Melyik fajtabol hany van?

Megoldds
Jeloljiik a vizsgalt halmaz elemeit az a, b, ¢, d és e bettikkel!
Az {a, b, ¢, d, e} halmaznak egyetlen 0 elem részhalmaza

Hany 2 elem( részhalmaza van az
{a, b, ¢, d, e} halmaznak? Ugyanany-
nyi, mint ahdny 3 elemd, mert az
{a, b, ¢, d, e} halmaz 3 elem( rész-
halmazai éppen a 2 elemt részhal-

P
P

mazok kiegészité halmazai. Vagyis

van, az lires halmaz. 5 elemi is 1 van, maga az eredeti hal- (5 _ 5>
maz. 2 3/
, 5 5 5\_ 54 _ ( [(5\_ 543 _

Az 1 elem részhalmazok: Az 5 eleml halmaz részhalmazainak szamat oszlopdiagra-

{ah, {b}{ch{d}{e}

mon is szemléltethetjiik.

5 - .

Tehie ] = 0 2 HIH
Ugyancsak 5 darab 4 elemi részhal- 0) _;f 8 ) 1 B
maza van az {a, b, ¢, d, e} halmaz- § 6 \1/ o 4/

nak, mégpedig az 1 elemd részhal- Z; 4 5 1 (5
mazok kiegészité halmazai: 27 Yo/ ] v57
{b,c,d, e}, {a,c,d, e}, {a,b,d, e}, {a, b, ¢, €}, {a, b, ¢, d}. 0 T T T T T

0 1 2 3 4 5
részhalmaz elemszama

N EAN
Tehat (4) = 5.

FELADAT

5\ (5\ (5\ (5\ [5\ (5
% 7 ’ = 0 -
Szdmitsd ki az <0) * (1)+ (2)+ (3>+ (4> " <5) -

szeget a bevezetd feladat eredményeinek felhasznalasaval!

"IN a) Hiny részhalmaza van egy 4 elemi, egy 3 elem, egy

2 elemd, egy 1 elemd és egy 0 elemt halmaznak?
b) Ird fel a kapott eredményeket binomidlis egyiitthatok
segitségével is!

i KOMBINATORIKA, VALGSZINOSEGSZAMITAS



KIDOLGOZOTT FELADAT

Kamillanak az idén 11-féle 6raja van az iskoldban. A hétf6i b) Kétféleképpen is kiszamithatjuk a lehetséges hétf6i
napon 6 tantargybol van egy-egy ordja. orarendek szamat.
a) Hanyféleképpen valaszthato ki a 6 tantargy?
b) Hany kiilonb6z6 6rarendje lehetne Kamillanak hétfén? Els6 médszer
A lehet6ségek szama
Megoldds 11-10-9-8-7-6 =332 640,
a) A kérdés matematikai modellje a kovetkezd: Hany amit - az arra alkalmas szdmoldgéppel - a 11 nPr 6 =
6 elem(i részhalmaza van egy 11 elemt halmaznak? billentylikombingciéval is kiszamolhatunk.

A valasz: 11
valasz: | ).

Hogyan szamolhatjuk ezt
ki? Sok szamolégépen koz-
vetlen lehet8ség van a bi-
nomidlis egyiitthatok kisza-

mitdsara. Ha van a gépen egy nCr feliratd gomb, Mdsodik médszer

akkor a kiszdmitds modja a kovetkezé: 11 nCr 6 =. Ha mdr megvan a hétf8i nap 6 tantargya, akkor eze-

A kijelz6n megjelenik az eredmény: 462. Tehat a 6 tan- ket mar csak sorba kell rendezni. A hat tantargyat 6!

targy 462 kiilonb6z6 médon valaszthato ki a 11 tanult kiilénb6z8 sorrendbe allithatjuk, azaz a hétfdi ora-

tantargy kozil. rendek szdma 462 - 6! = 462 - 720 = 332 640-féle
lehet.

11 11 .10-9-8-7-
Lithat, hogy 11-10-9--7-6 = (|-, vagyis | = 11-10-9:8:7:0.

Egy kis atalakitas utan azok is konnyen kiszamolhatjak a szamologépiik segitségé-
11
vel a ( 6 ) értékét, akiknek nincs nCr billentytjiik.

11-10-9-8-7-6
6!

5-4-3-2-1
2-1

Bovitsiik a tortetaz 5-4-3-2-1 = 5! szorzattal:

11-10- 11!

6!-5!"

2"‘85'.74' 63 . A szamlaléban éppen a 11! 4ll, és a nevezd is egyszer(ibben irhato:

(11 11!
Tehat: (6): a5 = 462.




a>

Kamillanak kedden a 11 tanult tantargy koziil csak 5

tantargybol van egy-egy oraja.

a) Tobb vagy kevesebb lehetdség van az 5 tantargy
kivélasztasdra, mint a 6-éra?

b) Tobb vagy kevesebb keddi érarendet lehet készi-
teni az 5 kivalasztott tantargybodl, mint a hétf6i
6-bol? Hanyat?

a) Hatarozd meg szamologépeddel a kovetkezd bi-
nomidlis egyiitthatok értékét!

MM HG)

HAZI FELADAT

1>

w
Y

Melyik természetes szamot jelentheti az n, ha egy n
elemti halmaznak 2" részhalmaza van?

Csilla karkotoket készit gyongyokbol. 15 szinbdl van-
nak gyongyei, mind a 15 szinb6l nagyon sok. Hajni-
nak 4 szinti karkotét készit. Hany kiillonb6zé médon
valaszthatja ki a 15 szinbdl a 4-et?

Tamas és 15 osztalytarsa megbeszélte, hogy ha jo lesz
az id6, vasarnap kirandulnak. Mindenki vasarnap
reggel donti el, hogy elmegy-e a megbeszélt talalko-
zohelyre. Hogy a dolog izgalmasabb legyen, senki
sem arulja el a dontését a tobbieknek.

2]
'Y

'S
'Y

L]
‘Y

b) Fogalmazz meg harom olyan valos problémat,
amelyre az a)-ban kiszamitott valamelyik bino-
midlis egyiitthatoval adhaté meg a valasz!

c) Szamologépeddel igazold, hogy:

o)+ (2)+ (5 ) -+ (ia) (1) =2"

A didknapi vetélked6 zstirijébe 6 személyt kell ki-

valasztanunk 5 tandr és 8 diak koziil. Hanyféle kii-

16nb6z6 moédon allithatjuk 6ssze a zstrit, ha

a) a tanar-didk létszdmardny kozombos a kiva-
lasztas szempontjabdl;

b) a zstiriben 3 tanarnak és 3 diaknak kell helyet
foglalnia?

a) Hany kiilonboz6 médon lehetséges az, hogy végiil
a 16 gyerek koziil 7-en mennek el a talalkozora?

b) Héany kilonb6z6 mddon lehetséges az, hogy
végiil a 16 gyerek koziil 9-en mennek el a talal-
kozdra?

¢) Hany kiilonb6z6 modon alakulhat a taldlkozon
megjelené didkok halmaza?

d) Eléggé szeszélyes az idGjaras, ezért aztan szom-
bat délutin Tamds azon gondolkozik, hogy
mekkora az esélye annak, hogy senki sem megy
el a talalkozora, illetve annak, hogy mindenki

elmegy. Milyen eredményt kaphatott?

Megallunk egy gyiimolcsarus pultja el6tt, aki al-
mat, kortét, sz6l6t, dszibarackot és ringlét kinal
eladasra. Eldonthetjiik, hogy vasarolunk-e barme-
lyik gyiimolesbél, vagy csak egyfajtabol vesziink
valamennyit, de az is lehetséges, hogy tobbfélébol,
akar mind az 6t gyiimolcsfajtabdl vasarolunk.

a) Hany lehet6ségiink van, ha kétféle gytimolcsot

szeretnénk venni?
b) Hany lehetdségiink van 0sszesen?

Tamads osztalya torténelembdl felel. 32-en vannak
az osztalyban. A tanaruk 3 felel6t valaszt ki vélet-
lenszertien. Mekkora az esélye annak, hogy Tamas
nincs koztiik? (A felel6k sorrendje nem szamit.)

KOMBINATORIKA, VALBSZINOSEGSZAMITAS



RAADAS

I. Kéttagu osszeg hatvanyai

n
Az ( k) szamokra a binomialis egytitthatd elnevezés onnan ered, hogy ezek a szamok szerepelnek a kéttagui dsszeg (gorogil:

binom) hatvanyainak a kifejtésében.

Binomialis tétel: Ha a és b valos szamok, n pedig pozitiv egész szam, akkor

(a+ by = (g)w’ + (Y)a”lb + (;)a”2b2+ e (:)h

Példdul

2 2 2
(a+by= (0)a2+ <1>ab+ (2>b2 = a’+ 2ab + b

3 3 3 3
(a+by= ( )a3+ ( )azb + (2>ah2+ (3)h3 =a’+ 3a’b+ 3ab> + b*.

0 1

4 4 4 4 4
(a+b) = (0>a“+ <l)a3b+ ( >a2b2+ <3>ab3+ <4)b4 = a'+ 4a’b + 6a°b* + 4ab’ + b*.

2

II. A binomialis egyiitthatok néhany tulajdonsaga

Bebizonyithat6, hogy ha az n és a k olyan természetes szamok, hogy n = k, akkor igazak a kovetkez6 Gsszefiiggések:

n!

n p— .
a) (k Rk
b n\ [ n\
) k)_<n—k)’

n n n n n _ g
c) (0 + 1)+ ) +...+<n_1)+(n =2".
Példdul

100 _ 100 ~100-99 _ ]

1) (%) 1.9

2. minden 77 elem@ halmaznak 2”7 részhalmaza van;
3. han=16¢és k=12, akkor

16\ _ 16! |
) (12)‘ 12041

16\ (16
o )= (s}

16\ (16| (16 16\ (16\
9 (0)+(1)+(2)+...+(15)+(16)_2 .

Igazold a binomialis tételt kombinatorikai megfonto-
lasok segitségével!

P Fent egy haromszogalakba rendezett tablazatot ta-

lalsz a binomidlis egyiitthatokrdl. Eszreveheted, hogy
mindegyik szam a kett6 f6lotte 1évo 6sszege. Igazold,
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hogy az igy kapott szamok valéban a binomiilis
egytitthatok!

Kombinatorikai megfontolasok alapjan igazold,

n+1 n n . Ly
hogy: (k-i— 1):<k>+<k+ 1) minden n, k pozitiv

egész szam esetén!

il



BEVEZETO

ladatok 1.

Mekkora az esélye Bencének, hogy egyetlen kit6ltott lottdszelvénnyel telitalalata lesz az 6tos

lottén?

Az 6t6s lotton 90 szambol kell megjeldlni 5-6t. Nem szamit az, hogy melyik szamot jeloltitk

meg elészor, melyiket masodszor, csak az, hogy melyik a megjelolt 5 szam. Vagyis a kivalasz-

tas sorrendje nem szamit. A 90 szam koziil az 5 nyerd szamra ( )—féleképpen lehet tippelni.

90
Mivel < 5 > = 43 949 268, ezért ha egy szelvénnyel jatszik Bence, a telitalalatra koriilbeliil

1 : 44 000 000, vagyis koriilbeliil 0,000 000 023 az esélye. Ez meglehetésen kevés!

FELADAT

N
‘Y

Ha Bence a hatos lottdval probéalkozna, akkor mek-
kora esélye lenne a telitalalatra, feltéve, hogy egy szel-
vénnyel jatszik? A hatos lottoban 45 szam koziil 6-ra
kell tippelni.

Ha egy szelvénnyel jatszik, akkor mekkora esélye van

Bencének

a) az Otos lotton arra, hogy pontosan 4 taldlata le-
gyen?

b) az 6tos lotton arra, hogy pontosan 3 taldlata le-

gyen?

Tiz didk vizitdrara menne, kapnak is tdravezet6t, de
csak egy harom- és egy Otszemélyes csonak all ren-
delkezésiikre. A kisebb csonakban az egyik utasnak
eveznie, a masiknak kormdnyoznia kell, a harmadik
utas csak pihen. A nagyobbik csénakban il a tura-
vezet6, 6 kormanyoz, mellette négy turazé fér el, 6k
mind evezni fognak. Hanyféleképpen allithaté 6ssze
a tiz diakbol a tdran részt vevok 7 f6s csoportja?

Megoldds
El6szor kivalasztunk a tiz didk kozil hdrmat, 6k majd a

kisebb csénakba iilnek. Mindhdrmukra mas-mds feladat

c) a hatos lottén arra, hogy pontosan 5 talalata le-

gyen?
d) a hatos lottén arra, hogy pontosan 3 taldlata le-

gyen?

Segitség

a) az 5 kihuzott szambdl 4-et kell eltaldlnia, de az
6todik szam a nem nyerd 85 szam koziil vald;

b) az 5 kihuzott szambdl 3-at kell eltaldlnia, de a
masik 2 szam a nem nyer6 85 szam koziil valé.

harul, tehat itt szamit a kivalasztottak sorrendje. Ezért a ki-
valasztasi lehetdségek szama: 10 - 9 - 8 = 720.

Most a tobbi hét didk koziil valasztunk négyet, 6k tilnek a ta-
ravezet6vel a nagyobbik csonakba. Egyforma a beosztasuk,
tehat itt nem szamit a kivalasztottak sorrendje. Ezért a kiva-

7!

T 41-3!

7
lasztasi lehetéségek szama: ( 4> = = 35.

Barhogyan valasztjuk is ki az els6 csonakba a 3 didkot, hoz-
zdjuk 35-féleképpen valaszthatok a méasodik csonak utasai,

7
tehat Osszesen 10-9-8- (4) =720-35=25200 mo-

don allithat6 6ssze a tiz didkbdl a tirdn részt vevd csoport.

KOMBINATORIKA, VALBSZINOSEGSZAMITAS



FELADAT

A kidolgozott feladatban adott probléma masképpen

is megoldhatd. Hiszen kivalaszthatnank el6szor azt
a 4 diakot, aki a turavezetével kerill egy csdnakba,
majd a megmaradt 6 didk kozil azt a harmat, aki a
kisebb csénakban utazik majd. Igy viszont a lehetd-

Egy 15 f6s barati tarsasig egy 4 személyes, egy 5
személyes és egy 6 személyes bérelt autéval megy

kirandulni. Hanyféle tilésrend lehetséges, ha min-
denki tud vezetni, és
a) az egyes autdkban az iilésrend Iényegtelen;

b) nemcsak az szamit, hogy ki melyik autéba i,

10
ségek szamara < 4 ) -6 5-4 adddik. Melyik a helyes

. hanem az is, hogy pontosan melyik tilésre?
megoldas? .
c) Oldd meg ugy is a feladatot, hogy a 15 f6 harom
darab 5 személyes autoba ul! Az autok kozott
nem tesziink kiilonbséget (csak az szamit, hogy

ki kivel il egy autoban), és az is mindegy, hogy

az autén belil ki hol tl.

Az elmult 6rdkon az 6sszetett kombinatorikai feladatok, probléméak megolddsanak harom eszkozével is talalkozhattunk.
Az §sszetettebb feladatok megoldasdban mind a harom mddszer gyakran segitségiinkre lehet:

1. Ha 1gy kell sorba rendezniink elemeket, hogy azok koziil
néhany elemnek mindenképpen egymads mellé kell keriilnie,
akkor ezeket az elemeket érdemes egy elemnek tekinteni.
A sorba rendezés utan még figyelembe kell venniink ezen
elemek egymashoz képesti sorrendjét is.

2. Akad olyan probléma, amikor kénnyebb 6sszeszamolni a
keresett esetek egy tobbszordsét. Igy jarunk el, amikor azo-
nos targyakat elészor megkiilonboztetiink, igy csupa kii-
16nboz6 targyunk lesz. A kiilonbozé targyakkal megoldjuk
a feladatot (példaul 6sszeszamoljuk, hanyféleképpen dllitha-
tok sorba). Majd ezek utan végiggondoljuk azt, hogy mivel a targyak kozott vannak azonosak, igy hanyszor szamoltunk
egy-egy esetet. Ha minden esetet ugyanannyiszor szamoltunk, akkor egy osztassal megkaphatjuk a kiilonb6z6 esetek
szamat. Ha tehdt a lehetséges eseteket Ossze tudjuk ugy szamolni, hogy
abban minden, egymastdl lényegében (a feladat szovege alapjan) nem kii-
16nbo6z6 esetet pontosan k-szor szamolunk, akkor az egymastol kiilonbo-
26 esetek szamdt a k-val vald osztassal kaphatjuk meg.

3. Ha a lehetséges esetek Osszeszamlalasdban nehézségiink
tamad (példaul a modszeriink tul hosszadalmas, vagy van-
nak esetek, amelyeket tobbszor szdmoltunk, de akadnak,
amelyeket nem stb.), akkor célszeri megvizsgalni, hogy
konnyebben 6ssze tudjuk-e szamolni a szamunkra ,ked-
vezOtlen” (rossz) esetek szamat. Az 6sszesbdl kivonva Oket,
megkapjuk a szdmunkra ,,kedvez8” esetek szamat.
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Hanyféle (nem feltétleniil értelmes) anagramma al-
kothaté6 a PARALELOGRAMMA sz6 bettiib61?

I. megoldds:

Ha a 14 betli mindegyike kiilonb6zé lenne, az 14!-féle le-
hetséges sorrendet jelentene. Gondolatban szinezziik be
az azonos bettiket kiilonbo6z6 szintire. Mivel két ,,L” bettit
hasznaltunk fel, minden esetet kétszer szamoltunk: akkor,
amikor a ,,piros I bet van el6rébb, és akkor is, amikor a
»kék” van el6rébb, de a tobbi betli sorrendje valtozatlan.
Igy a 14!-féle lehetdségnek csak a fele lesz az, amelyben
nem kiilonboztetjilk meg az ,,L” bettiket.

De még igy is kétszer szamoltunk minden kiilénboz6 ese-
tet, a két azonos ,,M” betli miatt, valamint ismét kétszer az
»R” betlik miatt. Igy tovébbi 2 - 2-vel kell még osztanunk.
»A” betlib6l négy darab is van, amelyek egymashoz képest
vett sorrendje szintén nem szamit, igy minden megmaradt
esetet 4!-szor szamoltunk.

FELADAT

m Hany darab (nem feltétleniil értelmes) anagrammat
tudnal alkotni a neved bettiibol? Taldlsz értelmes
anagrammat? (Az anagramma tobb sz6bol is dllhat.)

‘Y

Az 52 lapos francia kartyabol taldlomra kivalasztunk

4 lapot.

a) Hanyféle lehet a kivalasztas eredménye?

b) Mekkora az esélye annak, hogy mind a négy asz
a keziinkbe kertil?

c) Mekkora az esélye annak, hogy nem lesz nalunk
mind a négy asz?

d) Mekkora az esélye annak, hogy nem lesz egyetlen
4sz sem a lapok kozott?

A 14 bet(i, amelyek kozt rendre 2, 2, 2, 4 azonos betd van,
14!
2:2-2-4!
Megjegyzés: A tort nevezdjében a 2-es tényezok helyett ir-

tehét -féle sorrendben rakhato ki.

hattunk volna 2!-t is.

I1. megoldds:

Oldjuk meg a feladatot egymasbol szétagazd dontések
segitségével! Egy anagrammat felépithetiink igy is: els6-
ként kivalasztjuk, hogy hova keriiljon a 14 hely koziil a 2

14
L betl. Ez (2

tarozzuk, hogy a maradék 12 hely kozil hova keriiljon a

)—féle lehetdséget jelent. Ezutan megha-

2 ,M” beti. Ez, fuggetlenill az el6z6 dontéstdl, (122 )—féle
lehet&ség. A maradék 10 helyre a 2 ,,R” bettit (120 >-félekép-
pen helyezhetjiik el. A 8 megmaradt helyre a 4 ,,A” bettit
(i)—féleképpen illeszthetjiik be. Végiil 4 kiilonb6z6 betlink

maradt (P, G, E, O), amiket a megmaradt 4 helyre kell sorba
rendezniink, amit 4!-féleképpen tehetiink meg.
Minden esetet pontosan egyszer szamoltunk, igy osszesen

(o) (=) (=) )

lehetséges anagrammat rakhatunk ki.

KOMBINATORIKA, VALOSZINOSEGSZAMITAS



HAZI FELADAT

Van olyan lottéjaték is, amelynél 35 szam koziil 7-re Dénci utan Bencének osztanak 5 lapot.
kell tippelni. b) Hényféle lehet Bence lapja, ha tudjuk, hogy
a) Egy szelvénnyel jatszva mekkora az esélye a telita- Doncinél van a négy kiraly és a makk hetes?
lalatnak? c) Mennyi annak a valészintsége, hogy a b) pont-
b) Egy szelvénnyel jatszva mekkora az esélye a 4 ta- ban leirt esetben Bencénél van a zold dsz?
lalatnak? A jaték vége utdn begytjtotték a kiosztott lapokat,

megkeverték a paklit, és Gj menetet kezdtek. Ismét

Bence és Donci 32 lapos magyar kartyaval jatszanak. o6t-ot kartyat osztottak mindkett6jiiknek.

d) Hanyféle lehet a kezd6 leosztas (Bence kezd6 6t
lapja és Donci kezdé 6t lapja)?

Bence egyik hazi feladata igy szolt: 8 kiilonbo-

w
Y

z6 ajandék kozil 3-at Csongornak, 2-t Boginak

adunk. Hany kiilonb6z6 lehetéség van erre? Oldd

meg a feladatot!

a) Ird le binomidlis egyiitthatok hasznélatéval a ko-
vetkez6 kijelentést: A lehetéségek szama ugyan-
annyi, ha el6szor Csongornak adunk a 8 ajandék
koziil 3-at, majd a megmaradé 5 ajandék koziil
2-t Boginak, mint ha el6sz6r Boginak valasztunk
2 ajandékot a 8 koziil, és a megmaradé 6 ajandék
koziil 3-at valasztunk Csongornak.

b) Mutasd meg a szamoldogéped segitségével, hogy

12\ (9 12\ (7
El6szor Doncinek osztanak 5 lapot. ( ) ; < ) = ( ) | ( 3>! Keress mas hasonl6 pél-

3/ \5 5
& o a1 g
a) Hényfele lehet Dondi lapja? dakat is, és magyarazd el, miért igazak azok!

Rényi Alfréd (1921-1970)

Matematikus, a kombinatorika, a grafelmélet, a szamelmélet és legf6képp a valdszintiségsza-
mitas teriiletén ért el kimagaslo eredményeket. Egyik leghiresebb ismeretterjeszté munkdja a
Levelek a valdsziniiségrél, melyben a valdszintiség fogalmaval kapcsolatos elvi kérdésekkel fog-
lalkozik. Trasaiban szokatlan és szérakoztaté formét valaszt: a téma egyik elsé kutatéjanak, a
XVIL szazadi francia matematikus, Blaise Pascalnak kortarsahoz, Pierre Fermat-hoz irt fiktiv
(kitalalt, nem valos) leveleinek formdjaban igyekszik megvilagitani e teriilet alapvetd kérdéseit.

Erdés Pal (1913-1996)

A XX. szazad egyik legismertebb és legnagyobb hatdsti matematikusa, a matematika szinte
minden teriiletén tevékenykedett. Kiemelked6k a kombinatorika kutataséval és alkalmazasaival
kapcsolatos eredményei.
Hires volt problémafelvetéseirdl — melyekre sokszor pénzjutalmat t(izott ki — és hatalmas tudo-
manyos munkassagarol.
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Parokban dolgozzatok! Minden parnél legyen egy 52 lapos franciakartya-

pakli! Célszer(i a lapokat rendezetten (szin vagy laptipus
szerint) kirakni, hogy a feladatokat konnyebben atlassatok.

BEVEZETO

A poker kartyajatékot az 52 lapos francia kartyaval jatsz-
szak. Egy pakli kartyaban 4 szin van (pikk, kér, kard, treff),
minden szinben 13 killonb6z6 értékd lap (4sz, kiraly, dama,
bubi, 10,9, ..., 3, 2). A jatékosoknak 5-5 lapjuk van.

Az értékes lapkombinaciokat figuraknak hivjak. Ezek ko-
ziil a legegyszertibb az 1 par.

Az 5 lap akkor alkot 1 part, ha az 5 lapbdl kett6 azonos
értékll (pl. mindkettd kirdly), s a masik harom lap értéke
ezektdl is, egymastol is kiillonbozik.

A tobbi figurat késobb ismertetjiik.

Bence és harom baratja, Jocd, Donci és Szulamit poke-
reztek. Bence alaposan kikapott a két fittol és a lanytol.
A jatszma végén megkérdezte t6liik, hogyan lehetett ekko-
ra szerencséjiik.

- Nem szerencse volt. Csak te olyankor is bl6ftoltél, amikor
alig volt esélyed jo lapokra — vélaszolta Donci.

— Ti bezzeg ismeritek az 9sszes valoszintiséget! — csattant
fel Bence.

- En igen - vallotta be csendben Jocd, aki ezuttal nem akart
megint okoskodonak tiinni.

- En nem, de kdnnyen ré lehet érezni - mondta Szulamit.
- Viszont mi pont ezt tanuljuk matekbol, és szerintem ki
tudjuk szamolni az dsszeset. — Erre mar Joco szeme is fel-
csillant.

— Csinaljuk!

- Kezdjiik a parral - mondta Szulamit. - Azt szamoljuk ki,
hogy hanyféleképpen lehet parunk! Figyelj, mert ez nehéz:
ahhoz, hogy parod legyen, kell két egyforma lap és a mara-
dék harom kiil6nboz6 kell legyen.

Bence és Donci hosszasan toprengtek (Joco nekiallt fejben
szamolni), végiil megraztak a fejiiket.

- Ez tényleg nehéz.

Szulamit kis gondolkodas utin Bence kezébe nyomta a
kartyapaklit.

- J6, akkor csindljuk mashogy! Rakj ki 6t lapot ugy, hogy
az pér legyen! Es kozben probald végig tudatositani, hogy
milyen dontéseket hozol, amikor kirakod a kartyalapokat!
Bence 4tnézte a kartyapaklit, aztan kirakott két kiralyt, a
kardt és a kért, valamint a pikk hetest, a karo kilencest és
a kér damat.

- Megvan.

- Es az is, hogy milyen déntéseket hoztal meg kozben?

— Azt hiszem. El8szor azt, hogy milyen parom legyen.
A Kkiralyt vélasztottam. Aztan ki kellett valasztanom, hogy
melyik két kirdly legyen a kezemben. Ezutan kellett egymas
utan harom kiilénb6z6 értékd lap.

- Es ezeket mér mindegy, hogy milyen sorrendben rakod
ki - helyeselt Joco.

KOMBINATORIKA, VALOSZINOSEGSZAMITAS



Irjuk fel a feladat megoldésat Bence gondolatmenete
alapjan!

Megoldds:

Gondoljuk végig, hogy az egyes dontési helyzetekben
hanyféle lehetéség koziil valaszthatunk. Ha a valasztasi le-
hetéségek szama nem fiigg az el6z6 dontésiinktdl, akkor a
lehetéségek szdmait 6sszeszorozhatjuk. Oda kell azonban
figyelni arra is, hogy nem szamoltunk-e bizonyos eseteket
tobbszor is.

1. dontés: Mibdl lesz parom? Mivel 13 kiilonb6z6 értéki
laptipus van a francia kartydban, ez 13-féle lehetdséget je-
lent.

2. dontés: Melyik két lap alkotja a part az adott tipus-
bol? Minden laptipusbol négy kiilonb6z6 szinti van (treff,
pikk, kard, kér), tehat miutan kivalasztottuk, hogy milyen

4
parunk lesz, a 4 lapbdl 2-t kell megjeldlniink, ami < 2) le-

hetéséget jelent.

3. dontés: Mi a harmadik kezemben tartott lap? Mdr csak
48 lapbdl valaszthatok, hiszen olyan tipus, amibél parom
van, mar nem lehet koztiik.

4. dontés: Mi a negyedik kezemben tartott lap? Az el6z6
dontéssel 3 tovabbi lapot kizartam (az el6zével egyez6 ti-
pustiakat), igy mar csak 44 lapbdl valaszthatok.

5. dontés: Mi az 6todik kezemben tartott lap? Az el6z6
dontéshez hasonld gondolatmenettel mar csak 40 lap koziil
valaszthatok.

Szamoltam-e tobbszor azonos eseteket? Igen! A 3-5.
dontésben valasztott lapokat barmilyen sorrendben ki-
valaszthattam, azok ugyanazt a harom lapot jelentik. Igy
minden esetet 3! = 6-szor szamoltam. Az 1-5. dontésbdl
szarmazo szorzatot tehat el kell osztanom 3!-sal.

Az 6sszes lehet6ség tehat, amikor 1 par van a kezemben:

4
13-(2)-48-4440
1 PAR: N = 1098 240.

PARMUNKA

A figura esélyét, tehat azt, hogy az esetek hany szazaléka-
ban fordul elé, szintén ki tudjuk szamolni.

.. 52
Osszesen ( 5 ): 2598 960-féle kombinacié lehet a ke-

ziinkben, annak az esélye (valdsziniisége) tehat, hogy 1
péarunk lesz:

4
13-<z)~48~44~40

3!

= 0,423,
52
5

tehat 42,3%.

Jocé igy irta fel az 1 part alkoto esetek szamat:

13 4. (12 4* = 1098 240
2/\3 - '

Mik voltak Jocé dontései a megoldds soran?

Megoldds:

Az els6 két dontés megegyezik az el6z6 feladatéval.

1. dontés: Mibol lesz parom?

2. dontés: Az adott tipus melyik két lapja alkotja a part?

3. dontés: Melyik harom laptipus alkotja a maradék ha-
rom lapot? A maradék 12 tipusbdl kell 3 kiillonbozét va-
lasztanom, hogy ne legyen erésebb lapkombinaciéom. Ezt

12
( 3 )—féleképpen tehetem meg.

4. dontés: Milyen szinii a maradék hiarom lap? Mivel
mindegyik tipus a négyféle szin barmelyike lehet, ezért itt
4’-féleképpen donthetek.

Szamoltam-e tobbszor azonos eseteket? Nem. Azzal,
hogy a harom maradék lapot is kivalasztassal irtam fel, a
sorrendet sehol sem vettem figyelembe.

Szamoljatok ki minél tobb figuranak a valdszintiségét! Hasznaljatok a kartyapaklit az 6t kdrtya sszeallitdsahoz, és jegyez-

zétek fel, hogy az egyes kartyalapok kivélasztasanal milyen dontéseket kell meghoznotok! Gondoljatok végig azt is, hogy

szamoltatok-e t6bbszor egymastdl lényegében nem kiilonbozé eseteket.

Vigydzzatok! Arra is oda kell figyelnetek, hogy a lapkombindcidé ne legyen ,er6sebb” a kiszamitandoénal. Péld4ul a sor ne

legyen azonos szind, mert az mar szinsor lenne.
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1 PAR ¢
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-

DRILL ¢

SOR

FLUSH

FULL

-
-
-

*

*

POKER ¢  J
SZINSOR

ROYAL FLUSH

2 azonos tipusu lap és harom kiilonb6z6

2-2 azonos tipusu lap és egy ezektdl kiilonb6z6

3 azonos tipust lap és két kiilonb6z6

5 egymast kovet lap (nem azonos szintiek)

5 azonos szind lap (nem alkotnak sort)

3 azonos tipusu lap és egy par (egy drill és egy par)

4 azonos tipusu lap

5 egymast kovet6 azonos szind lap, legfeljebb 9-t6l inditva

azonos szint 10, ], Q, K, A lapok

Az dra végén mutassatok be megolddasaitokat az osztalynak! A tankonyv végén megtaldljatok a helyes végeredményeket, igy

ellenérizhetitek, hogy jo-e a megoldasotok.

HAZI FELADAT

Mekkora annak az esélye, hogy ,lires” leosztds van Egy cip6sszekrényben 10 par cipé van. Talalomra

a kezemben, tehdt egyik fenti se jott ki?

Y

Mira nagyon tehetségesen rajzol. Egy alkalommal a
fizikatandraval ugy dontenek, dekoracidt készitenek
a fizika tanterembe: Mira hires fizikusokrdl készit
plakdtokat. A fizikatanar elképzelései kozott Tycho
Brahe, Galileo Galilei, Isaac Newton, Marie Curie,
Albert Einstein, Richard Feynmann, Peter Higgs és
Vera Rubin szerepelnek, valamint egy-egy ,csoport-
kép” az elektromossagtan és a kvantummechanika
nagyjairol. A tiz plakatot ugy tervezik kihelyezni,
hogy elséként két plakat jelenjen meg, majd havonta
egy-egy ujabb. Az els6 évben Osszesen hét plakatot
fog elkésziteni a tervezett tizb6l. Hanyféle sorrend-
ben keriilhetnek ki az els6 év plakatjai? (Az els6 kettd
sorrendje nem szamit.)

kivélasztottunk beléle négy darabot. Mekkora an-
nak az esélye, hogy

a) nem lesz kozottik par;

b) lesz kozottitk par;

c) pontosan egy par lesz kozottiik?

KOMBINATORIKA, VALOSZINOSEGSZAMITAS



RAADAS

Hényféleképpen tudjuk kiolvasni az aldbbi képen a TEG-
LALAP sz6t? (A kiolvasas betlinként balrél jobbra vagy
fentrdl lefelé haladva torténik.)

T E G L

E G L A L
G L A L A
L A L A P

I megoldds:

A fels6 sor bettiihez csak egyféleképpen juthatunk el, akar-
csak a bal szé&Is6 sor bettiihez. A masodik sor masodik osz-
lopaban talalhat6 ,,G” betlihdz a fels és a tdle balra1évé , E”
betiibél is eljuthatunk. Mivel mindkett6hoz 1-1 Gt vezetett,
igy a ,G” bet(ih6z 2 vezet. A harmadik oszlopban talalhato
,L bettthoz a t6le balra és a f6lotte talalhaté ,,G”-bdl is el-
juthatunk. Ez elébbibe 2 ut vezetett, utébbiba 1, igy az ,,.L”
betithoz 0sszesen haromféle modon talalhatunk el. Ezt a
gondolatmenetet folytatva kitolt-

hetiink egy tablazatot, amelyben o] I
mez6rél mezére (a téle balra ésa 1 >27>3 4 5
folotte 1évé szamokat Osszegezve) 1 3 6 10 15

megkapjuk, hogy hany ut vezeta | 4 109 20 35

FELADAT

Talalj minél tobb lehetséges megoldasi modot a felada-
tokhoz!

Hanyféleképpen olvashatok ki az alabbi képek szavai?

M A T E M A
A T E M A T
T E M A T 1
E M A T I K
M A T I K A
M A T
A T E
T M
A T I K
T I K A
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2>

bal felsd sarokbol a jobb alsoba. Osszesen tehat 35-félekép-
pen olvashaté ki a TEGLALAP szo.

II. megoldds:

Ahhoz, hogy kiolvassuk a TEGLALAP sz6t, dsszesen 7 1¢-
pést kell tenniink: 4-et jobbra és 3-at lefelé, az viszont mind-
egy, hogy milyen sorrendben. A Iépéseket betiikkel jelolve
példaul a JJLJLLJ egy lehetséges kiolvasas. Minden lehetsé-
ges ut megfelel ezen betiik egy anagrammédjanak. Az 1. fel-

7!
4!-3!

adat megoldasa szerint ez = 35 lehetdséget jelent.

III. megoldds:

Az el6z6 megoldds szorzatalakja sugallja, hogy a feladat ki-
valasztassal is megoldhatd. A 7 1épésbdl 4-et jobbra és 3-at
lefelé kell megtenniink, barmilyen sorrendben. Igy egyediil
azt kell eldonteniink, hogy (pl.) melyik az a 4 1épés, amit
jobbra tesziink meg. (Pl. az els6, masodik, 6todik és hato-
dik Iépésben lépiink jobbra, a tobbiben lefelé, ami a JJLLJJL
kiolvasasnak felel meg.) 7 dologbdl kell tehat 4-et kivalasz-

7
tanunk, amit ( 4

Megjegyzés: Természetesen mindegy, hogy a 7 1épésbdl a 4

) = 35-féleképpen tehetiink meg.

7 7
»jobbra lépést” vagy a 3 ,lelépést” valasztjuk ki: < 4> = ( 3 >

— Jarhatsz-kelhetsz a kastélyban, a legels6tdl a leg-
utolsoig bejarhatod az Osszes termet, de a 13. te-
rembe be ne tedd a ldbad! - mondta a kiralylany a
szegényember legkisebb fianak. (Aztdn jol faképnél
hagyta.) Fogta magat hat a szegényember legkisebb
fia, és elsétalt a legels6 teremtdl a legutolsdig, de ki-
hagyta a 13. szobat, és csak a keleti és déli ajtokat
hasznalta. Hanyféle utat jarhatott volna igy be?
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CSOPORTMUNKA

Dolgozzatok parokban! Ezen az 6ran két lehet6ség koziil
valaszthattok: vagy a masok dltal elvégzett kisérleteket ér-
tékelitek, vagy ti is elvégzitek ugyanezeket a kisérleteket,
és sajat eredményeiteket elemzitek a megadott szempontok
alapjan.

1. kisérlet

Minden par dobjon fel 50-szer egy szabalyos pénzdara-
bot, és készitse el a kisérlethez tartozé jegyzékonyvet!

Dobasok Fejek gyakorisaga Fejek relativ gyako-
szama 50 dobasbol risaga 50 dobasbol

50

Amikor mindegyik péar befejezte a dobast, akkor a
parok egymas utan bemondjak a dobott fejek szamat.
Ennek alapjan készitsetek Osszesitd tablazatot az alabbi
mintara!

Dobasok sza-  Ebbdl a fejek  Fejek relativ
ma Osszesen  gyakorisaga  gyakorisaga

1L, 50
2. 100
3. 150

A 9. osztalyban tanultuk:

fiv gyakorisag

Készitsetek diagramot arrol, hogyan valtozott az 6ssze-
sités soran a dobott fejek szamanak relativ gyakorisaga!
Ez az Osszesités azt mutatja, mintha egyetlen pénzdara-
bot sokszor feldobtunk volna, és 50 dobasonként kisza-
mitottuk volna az addig dobott fejek szamanak relativ
gyakorisagat.

Egy iskolai tanuldcsoportban 8 par dolgozott. Naluk
a kovetkez6 Osszesitett tablazat és diagram sziiletett.

Dobasok szama Ebbdl a fejek  Fejek relativ

Osszesen gyakorisaga  gyakorisaga

1. 50 24 0,48
2. 100 49 0,49
3. 150 69 0,46
4. 200 93 0,47
5. 250 116 0,46
6. 300 148 0,49
7. 350 172 0,49
8. 400 201 0,50

g 1,00

2 0,90

£ 080

S 0,70

;" 0,60

£ 0,50 o= —

g 0,40

< 030

< 0,20

3 010

_8 0,00 T T T T T T T

50 100 150 200 250 300 350 400
dobésok szama

Ha egy kisérletet, megfigyelést n-szer végeztiink el, és k-szor kaptunk meg egy eredményt, akkor azt mondjuk, hogy ennek

az eredménynek a gyakorisdga k, a relativ gyakorisdga pedig %

Itt az n és a k természetesen egy-egy nemnegativ egész szam, és k < n.

A relativ gyakorisag jobban jellemzi az eseményt, mint a gyakorisag, mert azt mutatja meg, hogy az esetek hdanyadrészében

kaptuk meg a vizsgalt eredményt.

KOMBINATORIKA, VALBSZINOSEGSZAMITAS



FELADAT

Mit fejez ki az a hétkoznapi kijelentés, hogy ha egy szabélyos pénzérmét feldobunk, akkor 0,5 annak a valdszintisége,
hogy a dobas eredménye fej lesz? Hogyan tamasztja ald az 1. kisérlet ezt a kijelentést?

CSOPORTMUNKA

2. kisérlet

Minden par dobjon fel 50-szer 3 kiilonboz6 pénzdarabot (pl. egy 5 forintos, egy 10
forintos és egy 20 forintos érmét), és minden dobads utan jegyezze fel a dobds eredmé-
nyét! Minden par a sajat kisérletére vonatkozdan téltse ki alabbi tablazatot! (Az els6
beti az 5 forintoson, a masodik a 10 forintoson, a harmadik betti pedig a 20 forinto-
son lathatd képet jelzi, ez minden esetben fej (F) vagy irés (I) lehet.)

FFF FFI FIF IFF FII IFI IIF III Osszesen

Készitsetek 0sszesitd tablazatot a csoport eredményérol:

A kisérlet kimenetele  FFF FFI FIF IFF FII IFI IIF 11T
Osszes gyakorisag
Relativ gyakorisag

Készitsetek diagramot a 8 lehetséges kimenetel relativ gyakorisagarol!
Egy iskolai tanuldcsoportban Osszesen 413-szor végezték el a 2. kisérletet, és az alabbi Osszesité tablazatot, illetve
diagramot kaptak:

A kisérlet kimenetele ~ FFF FFI FIF IFF FII IFI IIF 111
Osszes gyakorisag 51 56 55 47 55 49 51 49
Relativ gyakorisag 0,123 0,136 0,133 0,114 0,133 0,119 0,123 0,119

0,120 [ — —

oo+ 1 1 111 (1 1 1
01004 (1 [ 1 1 1 1 1 I
009041 (1 [ 1 1 1 1 1 I

0070+ — +— - 1 - H— 1 H

relativ gyakorisag
(=1
o
fo5
i

00104 [ [ 1 1 1 1 1

o3+ 1 1 1 1 1 1
0,020-4————~——3

T T T
FFF FFI FIF IFF FII IFI 1IF 111
kisérletek kimenetele
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FELADAT

Feldobunk egy 5 forintos, egy 10 forintos és egy Mekkora annak a valoszintisége, hogy harom egy-

(%
'Y

20 forintos érmét. Mekkora annak az esélye, hogy az
5 forintoson fej, a 10 forintoson és a 20 forintoson
pedig iras lesz a dobas utan? Hogyan tamasztja ald a
2. kisérlet ezt a kijelentést?

Mekkora annak a valdszintsége, hogy harom kiilon-
boz6 érmével dobva egy fej és két iras lesz a dobas
eredménye? Hogyan tamasztja ala a 2. kisérlet a kér-
désre adott valaszt?

HAZI FELADAT

N Végezz el 50 dobast egy szabalyos dobkockaval, és Lacinak olyan szamol6gépe van, amelyen akar

102

ird fel sorban a kapott pontszamokat!

a) Hanyszor kaptal 6-ost az els6 10, az els6 20, az
els6 30, az els6 40 és az 50 dobasbol?

b) Toltsd ki a tabldzatot a fiizetedben!

10 20 30 40 50
dobas dobds dobéds dobads dobds
6-0s dobasdnak
gyakorisaga
6-0s dobasanak

relativ
gyakorisaga

R

forma érmét feldobva egy fej és két irds lesz a dobas
eredménye?

Tibor szerint 4 eset van:

- mindharom érmén fej;

- mindhdrom érmén iras;

— két érmén fej és egy érmén irds;

— két érmén irds és egy érmén fej lesz a dobas utan.
Tehat i annak a val6szintisége, hogy a dobas ered-

ménye egy fej és két irds lesz.
Igaza van-e Tibornak?

1000 kockadobast is ,elvégezhet’, mégpedig ugy,
hogy csak a véletlenen miulik, melyik dobds hany
pontot eredményez. Most 850 dobassal kisérle-
tezik. A tablazatbol leolvashatsz ugyan bizonyos
eredményeket, de az tires cellakat neked kell kitol-
tened. A flizetedben dolgozz!

Hdny pont? 1 2 3 4 5 6
A gyakorisaga 126 180 152 138 119
A relativ
gyakorisaga

Az el6z6 feladat tablazata alapjan szamitsd ki,

mennyi a gyakorisaga, illetve a relativ gyakorisaga
annak, hogy a gép

a) primszamot dobott;

b) Osszetett szamot dobott;

c) legalabb 5-6t dobott!

KOMBINATORIKA, VALBSZINOSEGSZAMITAS



RAADAS

Héarom pénzdarabot egyszerre dobnak el. Ha ugyan-
arra az oldalukra esnek (mind fej vagy mind irds),
akkor Dénci nyer, ellenkezd esetben Bence. Nyilvan
Donci sem olyan buta, hogy igy be lehessen csapni,
de felvetddik: Milyen tétekkel kellene jdtszani, hogy a
jaték igazsdgos legyen?

Ha megnézziik a 2. kisérlet eredményeit, akkor azt latjuk,
hogy ha sokszor végezziik el harom pénzdarab feldobasat,
akkor kortilbeliil az esetek negyedében fordul el6 az, hogy
mindhdrom érmén ugyanaz a minta all (mindharom fej
vagy mindharom iras). Ez azt jelenti, hogy Donci és Bence
nyerési esélyének aranya 1 : 3.

A jaték akkor igazsagos, ha elvarhatd, hogy hosszu tavon
ugyanakkora lesz a két jatékos nyereménye.

Ha minden egyes dobasnal ugyanakkora téttel fogad-
nak, a kisérletek alapjan akkor igazsagos a jaték, ha Ben-
ce tétje 3-szor akkora, mint Doncié. Donci és Bence tétjé-
nek ardnya tehat 3 : 1, ha azt akarjak, hogy a jaték igazsagos
legyen. Igazsagos jaték esetén — hosszu tavon — Bence és
Dénci nyeresége nagy valdsziniiséggel egyarant 0.

Ha a tétek ardnya mas, akkor — hosszu tavon - valame-
lyik fél nagy valdszintiséggel vesziteni fog, a masik pedig
nyerni.

Megjegyzés

A pénz befizetéséhez kotott szerencsejatékok tulnyomo
része (lottdjaték, totdjaték, rulett, kartyajaték) a jatékosok
szamdra igazsagtalan, mert hosszabb tavon nagy valdszi-
niiséggel veszitenek (az altaluk befizetett Osszes pénz tobb,
mint az altaluk megnyert dsszes pénz). Az 6tos lotton pél-
daul a telitalalat esélye 1 : 43 949 268. Az el6bbiek szerint
ha csak az 5 taldlatra fizetnének nyereményt, a befizetett
pénznek és a fényereménynek is ilyen aranyban kellene all-
nia, azaz 225 Ft-os szelvényar mellett 9 888 585 300 Ft-os
f6dij lenne az igazsagos!

Probaljatok ki ketten a kovetkezd jatékokat:
Dobjatok fel tobbszor egymads utin egy pénzérmét,
és jegyezzétek fel a dobassorozat eredményét F és I
jelekkel! (Példaul: FFIFIIIL...)

Mindketten fogadjatok arra, hogy husz dobasbol leg-
feljebb hanyszor dobtok egymas utan egyformat. Az
nyer, akinek a tippje kozelebb van a kisérlet eredmé-
nyéhez. Ismételjétek meg a jatékot tobbszor is. Mit
tapasztaltok?

35. lecke | VELETLEN? — RELATIV GYAKORISAG

Megjegyzés

Meglepdnek tlinhet, de a sok kisérlet elvégzése utan latha-
t6, hogy altalaban hosszu, azonos bet(ikbdl all6 rész alakul
ki a bettisorban, és annak az esélye, hogy a fejek és irasok
valtakozva fordulnak eld, igen csekély. Ezt akar fel is hasz-
néalhatod egy matematikai ,,blivésztriikkre”. Kérd meg egy
ismerdsodet, hogy irja fel egy papirlapra husz dobas ered-
ményét a dobassorozat elvégzése nélkiil, kitalalva az ered-
ményeket, ezutan pedig végezze el a kisérletet, és annak az
eredményét is irja fel a papirlapra. Képes leszel ,olvasni a
gondolataiban”, vagyis megmondani, hogy melyik volt az
igazi dobassorozat, és melyik az, amelyet az ismer6sod ta-
lalt ki. Azt valaszd valddinak, amelyben hosszabb az egy-
mast kévetd azonos dobdsok sora!

Egy masik jatékot is kiprobalhattok. Fogadjatok arra, hogy
a bettisorban az FFI vagy az IFF betiharmas jelenik-e meg
elbb. Ismételjétek meg sokszor a jatékot! Mit tapasztaltok?
Mas betitharmasokkal is probalkozhattok (példaul IFI és
FFF).

103



Dolgozzatok parokban!

Kisérlet

a) Mindegyik pér egyszerre két, egy fekete és egy fehér dobokockaval
dobjon, majd jegyezze fel a két kockan dobott pontok 6sszegét! Min-
den par végezzen el 50 kisérletet, és toltse ki a kisérletéhez tartozd
jegyzékonyvet az aldbbiak szerint:

Pontdsszeg 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Osszesen
Gyakorisag 50
b) A parok altal kapott gyakorisagokat az alabbi tablazatban kell 6sszegezni. Szamitsdk ki minden lehetséges kimenetel

relativ gyakorisagat is!

Pontosszeg 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Osszesen
Gyakorisag
Relativ gyakorisag 1

c) Készitsetek relativ gyakorisagi diagramot az Gsszesitett tdblazat eredményei alapjan!

d) Egy tanuldcsoportban 8 par dsszesen 400 kisérletet végzett el. Osszesitett tablazatuk és relativ gyakorisagi diagramjuk
a kovetkezéképpen alakult:

Pontdsszeg 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Osszesen
Gyakorisag 10 21 30 52 63 66 48 41 32 24 13 400
Relativ gyakorisag 0,025 0,0525 0,075 0,13 0,1575 0,165 0,12 0,1025 0,08 0,06 0,0325 1

Hasonlitsatok dssze a tablazatot és a diagramot a sajat kisérletetekkel!

0,18
0,16 _
0,14 —
2
_’% 0,12 -
%0’10 =
Poos —
£ 006 = -

= 0,04 — —
w2 1] nininisisinli
0
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
pontdsszeg




FELADAT

‘I Zsombor szerint két dobokockéval dobva ugyan- b) Hany lehetséges kimenetele van a kisérletnek?
olyan valdszintiséggel dobhatunk 7-et, mint 8-at. Ki- c) Mekkora annak a valdszintsége, hogy a fekete
jelentését a kovetkez8képpen indokolja: kockan 4, a fehér kockan pedig 1 pont lesz egy
7=1+6=2+5=3+4¢s dobas utan?
8=2+6=3+5=4+4. d) Toltsd ki a kovetkezd tablazat tires helyeit!
Mivel mindkét szdm haromféleképpen bonthato fel,
ezért egyforma a 7 és a 8 pontdsszeg dobasanak esé- Pontosszeg e
lye. 2
a) Alatamasztjak-e a kisérlet eredményei Zsombor 3

okoskodasat?
b) Szerinted koriilbeliill mekkora a valdszintsége a 7, 4
illetve a 8 pontosszeg dobasanak? 5
6
7
8
9
10
11
12

e) Mekkora annak a valdszintisége, hogy egy do-
basnal a dobott pontok sszege 12 lesz?

f) Mekkora annak a val6szindsége, hogy a dobott
pontok Osszege 7? Alatamasztja-e ezt a par-
munkaban végzett kisérlet eredménye?

kisérlet (lasd az el6z6 oldalon!) lehetséges kime- pontok dsszege 82 Alatdmasztja-e ezt a kisérlet
neteleit adja meg! Néhany mez6t mar Kitoltot- eredménye?
tiink. h) Mekkora annak a valdszintisége, hogy a dobott
pontok Osszege kisebb 5-nél? Alatamasztja-e
1 2 3 4 5 6 ezt a kisérlet eredménye?
L & Mekkora annak a valdszintisége, hogy két (szinre
és méretre is) egyforma szabalyos dobokockaval
e < dobva a dobott pontok dsszege
a) 7; b) 11; c) 6lesz?
3 7
4 10
5 6
6 11
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Véletlen kisérlet: A mostani és az el6z6 oran is olyan eseményekkel foglalkoztunk, amelyek bekovetkezése a véletlent6l
tiiggott, mivel a kisérletek eredményét (kimenetelét) a tekintetbe vett koriilmények nem hataroztak meg egyértelmten.

Elemi esemény: A vizsgalt kisérleteknek véges szamu kiillonbozé kimeneteliik lehetséges (egy pénzérme feldobasa ese-
tén 2 kimenetel lehetséges, harom kiilonb6z6 érme feldobasakor 8, két kiilonbozé szinti dobdkocka feldobasakor 36).
Ezeket a lehetséges kimeneteleket az adott véletlen kisérlethez tartozo elemi eseményeknek nevezziik (a két kiilonb6z6 szint
dobokocka feldobasanal példaul 36 elemi esemény van; szOhaszndlatunkban a lehetséges kimenetel és az elemi esemény
fogalmak a késébbiekben egymas szinonimajaként szerepelnek).

Osszetett esemény: A véletlen kisérlethez tobb — az elemi eseményektdl killonboz6 - dsszetett esemény tartozik. Példaul a két
kiil6nbo6z6 kocka feldobasanal megfogalmazhaté a kovetkezd dsszetett esemény: ,a dobott pontok dsszege 5”. A 2. gyakorlo-
feladat tablazatdbodl jol lathato, hogy ez az esemény négyféleképpen is bekovetkezhet: 5=1+4=4+1=2+3 = 3 + 2.
Az ,a dobott pontok Osszege 5” esemény tehat bekovetkezik, ha a felsorolt négy elemi esemény barmelyike bekévetkezik.

Két esemény osszege akkor kovetkezik be, ha bekovetkezik az egyik vagy a masik esemény.
Két esemény szorzata akkor kovetkezik be, ha bekovetkezik az egyik és a masik esemény.

Valésziniiség: A véletlen kisérletek mindegyik kimeneteléhez egy-egy nemnegativ szamot rendeltiink hozz4, és azt mond-
tuk, hogy ez a szam a lehetséges kimenetel esélye, mas széval valdsziniisége. Eddig olyan véletlen kisérletekkel foglalkoz-
tunk, amelyeknél a lehetséges kimenetelek (elemi események) egyenléen valdszintiek voltak. Példdul a hdarom kiilonb6z6

érme feldobdsanal mindegyik elemi esemény valdszintisége % = 0,125, a két kiilonboz6 szinii kocka feldobdsanal mind-

1
36

ként (esélyként), mert ugy gondoltuk, hogy az adott kisérletben mindegyik elemi esemény ugyanakkora val6szintiségu.

egyik elemi esemény valdszintisége —— volt. Ezeket a szamokat szimmetria okokra hivatkozva fogadtuk el valdszintség-

Valésziniiség és relativ gyakorisdg kapcsolata: Az eseményekhez hozzakapcsolt valdszintiségeknek gyakorlati jelentéstar-
talmuk is van. Azt tapasztaltuk, hogy ha a véletlen kisérletet nagyon sokszor, azonos koriilmények kozott végezziik el,
akkor az események relativ gyakorisdga (nagy valdszintiséggel) igen kozel van a valdszintiséglikhoz.



HAZI FELADAT
- Hasznéld a 2. feladat tablazatat!

N
‘Y

w
Y

a)

b)

c)

Mennyi az esélye, hogy mindkét kocka azonos
szamot mutasson?

Mennyi az esélye, hogy a szamok Osszege na-
gyobb, mint 9?

Minek van nagyobb esélye: annak, hogy az dsszeg
nagyobb, mint 9, vagy annak, hogy kisebb, mint 4?

Feldobtunk két kiilonboz6 szinti kockat, a dobott
pontok szorzatat pedig tablazatba foglaltuk.

a)

b)

c)

d)

Készitsd el a tablazatot, és allapitsd meg az elemi
események szamat!

Héany elemi esemény oOsszegeként adhaté meg
»a dobott pontok szorzata 6” Osszetett esemény, és
melyek ezek az elemi események? Mekkora ,,a do-
bott pontok szorzata 6” esemény valdszintisége?
Mekkora a valdszintisége annak, hogy a dobott
.) lesz?

Mekkora annak a valdszintisége, hogy a dobott

pontok szorzata négyzetszam (1, 4, 9, ..

pontok szorzata nagyobb lesz 10-nél?

Norbi és Barnabds ,,kd-papir-oll6” jatékot jatszanak.

a)

Készits a 2. feladatban latotthoz hasonlé tablaza-
tot, amely a jaték egy korének lehetséges kimene-
teleit tartalmazza! Minden rubrikaba ird be, hogy
az adott eset dontetlen-e, illetve ha nem, akkor
melyik fiti nyer!
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b) Mekkora az esély a dontetlenre?

c) Alatamasztja-e a tablazat, hogy ez egy ,fair”
jaték, azaz mindkét jatékosnak egyenld esélye
van a gy6zelemre?

K&, papir, ollé

Ketten jatszotok: jobb kezetekkel egyszerre mutat-
jatok a ké, a papir vagy az oll6 jelét.

o A ko legy6zi az ollot, mert kicsorbitja.

o Az oll6 legy6zi a papirt, mert elvagja.

o A papir legy6zi a kovet, mert becsomagolja.

d) Mekkora a dontetlen esélye a ké-papir-olld-
gyik-Spock jatékban?

K6, papir, ollo, gyik, Spock

Az oll6 elvagja a papirt, a papir bevonja a k-
vet. A k6 agyoniiti a gyikot, a gyik megmarja
Spockot, Spock eltori az ollot. Az oll6 lefejezi a
gyikot, a gyik megeszi a papirt, a papir cafolja
Spockot, Spock feloldja a kovet, és a ko eltori az
ollét.
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hogy két kilonboz6

szind, szabalyos dobdkockaval dobva

a) a dobott pontok dsszege 16-nal kisebb lesz;
b) a dobott pontok 6sszege 12-nél nagyobb lesz;
c) a dobott pontok 6sszege 5 lesz?

Megoldds

a) Ez az esemény mindenképpen bekovetkezik, vagyis
biztos esemény. A valoszintisége 1.

b) Ez az esemény egyetlen alkalommal sem kovetkezhet
be, tehat lehetetlen esemény. A valdszintsége 0.

¢) Ezazesemény (a malt 6ran mar lattuk) négyféleképpen
is bekovetkezhet: ,a dobott pontok dsszege 57 esemény
négy elemi esemény Gsszege. Mindegyik elemi ese-

mény valdszinisége 31_6’ ezért a négy elemi esemény

Osszegének a valdsziniisége 4-szer akkora, mint egy
. s 4 1
1 o=
elemi eseményé: - - = o
25 Egy dobozban 5 kiilonbzd szinii golyd van: barna,
fehér, kék, piros, sarga. Mekkora annak a valdszini-
sége, hogy egy golyot véletlenszertien kihtzva
a) a golyo piros lesz;
b) a golyé nem piros lesz;
c) a goly6 barna vagy kék lesz;
d) agoly6 nem lesz sem fehér, sem piros, sem sarga?

Megoldds
Vilagos, hogy a véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleinek
szama 5, és ezek mind egyenl8en valdszintiek. Tehat mind-

egyik elemi esemény valdszintsége %

a) A piros goly6 huzasa elemi esemény, tehat % a valdszi-
niisége.
b) Most 4 ,kedvezd” elemi esemény van. Ennek az ese-

ménynek a valoszintisége tehat %

c) A kedvezd elemi események szama 2, ezért az esemény
2
5
d) Ez az esemény megegyezik a c) eseménnyel, ezért

bekovetkezésének valoszintisége

ugyanakkora a val6szintsége is: %

Megjegyzések

- A ,kihuzott goly piros” és a ,,kihtzott golyé nem piros”
két olyan esemény, amelyek egyszerre sohasem kovet-
keznek be, de barmi is legyen a véletlen kisérlet ered-
meénye, koziilik az egyik biztosan bekovetkezik.
Ha két esemény ilyen kapcsolatban van egymassal, ak-
kor egymast kiegészité eseményeknek, idegen szdval
komplementer eseményeknek nevezziik 6ket.
Vilagos, hogy ha egy esemény valdsziniisége p, akkor
a komplementer eseményének a valosziniisége 1 — p.

- Ha két esemény minden esetben egyszerre kovetke-
zik be, vagy nem kovetkezik be, akkor a két eseményt
egyenléonek mondjuk. Az egyenl6 események valdszi-
nuisége szintén egyenld.



1. A biztos esemény mindig bekovetkezik, valoszintisége 1.

2. A lehetetlen esemény sohasem kovetkezik be, valdszintisége 0.

3. Ha egy véletlen kisérlet lehetséges kimenetelei (az elemi események) egyenléen valdszintiek, és az A esemény k szamu
elemi esemény Osszegével egyenl6, akkor az A esemény bekovetkezésének valdszintisége k-szor akkora, mint egyetlen
elemi esemény bekovetkezésének a valoszintisége.

Ha az elemi események szama n, akkor egy elemi esemény L valdszintiséggel kovetkezik be, a k szamu elemi esemény
n
Osszegeként felirhaté A esemény bekovetkezésének valoszintisége pedig k.
n

Jelolés: p(A) = % A p betii a valoszintiség szo latin megfeleldjének (probabilitas) kezdébetdje.
_ kedvez6 elemi események szdma
dsszes elemi esemény szdma

Tehét: p(A)

CIR Egy dobozban 5 kiilonbozé szinti golyé van: barna, c) az els6 golyd nem kék szinti lesz;
fehér, kék, piros, sarga. Egymas utan két golyot hu- d) a két kihuzott goly6 kozott nincs piros;
zunk ki ugy, hogy az elsének kihtzott golyét nem e) akét kihuzott goly6 kozott van piros;
tessziik vissza. f) az egyik kihtzott goly6 sarga, a masik pedig fe-
a) Hany elemi esemény van ebben a véletlen kisér- hér?

letben? Szemléltesd graffal!
Mekkora a valdszintisége, hogy

N
'Y

Oldd meg az el6z6 feladatot azzal a véltoztatéssal,
b) az els6 golyd kék szinti lesz; hogy a masodik huzas el6tt az elsének kihuzott go-

ly6t visszatessziik!

HAZ| FELADAT

‘BN Egy repiildgépjérat 200 utasa koziil 94-en magyar 4l- Egyszerre dobunk fel egy 5, egy 10 és egy 20 Ft-ost.
lampolgarok, 72-en angolok, 20-an hollandok és 14-en a) Hanyféle kimenete lehet ennek a véletlen kisér-
németek. Mennyi a valészintisége annak, hogy egy vé- letnek? Szemléltesd graffal!
letlenszertien kivalasztott utas allampolgarsaga b) Mennyi a valdszintisége, hogy mindharom
a) magyar; ¢) nem angol; pénzérme ,,irast” mutasson?

b) holland vagy német; d) kinai? c) Mennyi a valészintisége, hogy mindharom

érme ugyanazt mutassa?

Ha torténelembdl veled egyiitt mar csak hatan nem d) Mennyi a valészintsége, hogy csak egy érme
feleltetek, és a mai dran két ember felel egymas utan, mutasson ,irast’, a masik kettd ,,fejet”?
akkor mennyi a valészintisége annak, hogy e) Mennyi a valdszintisége, hogy NE mutassa
a) teleszel az elsé felel; mindharom érme ugyanazt?
b) te leszel a masodik feleld; f) Megvaltoznanak-e a fenti valdszintiségek, ha
c) felelni fogsz a mai 6ran; 3 darab 20 Ft-os érmét dobnank fel?

d) te nem fogsz felelni a mai éran?

37. lecke | BIZTOS, LERETETLEN, VELETLEN
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Valoszinusey a gyakorlathan

Egy 36 f6s osztalyban 9 didk tanulja emelt szinten a mate-
matikat, 18 a torténelmet, s ezek koziil 3 didk mindkét tan-
targyat. Mennyi a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien
kivalasztott diak

emelt szinten tanulja a torténelmet;

mindkét targyat emelt szinten tanulja;

egyik tantargyat sem tanulja emelt szinten;

csak a torténelmet tanulja emelt szinten;

csak az egyik tantargyat tanulja emelt szinten, a masi-

kat nem?

Megoldds
a) Ha harminchat diakb¢l 18 tanulja emelt szinten a torté-

nelmet, akkor a keresett Valoszmuseg 18 =0,5.
b) - ~0,083.
) 36

c) El8szor tudnunk kellene, hogy pontosan hany diak
nem tanulja emelt szinten egyik tantargyat sem. Eh-
hez készithetiink Venn-diagramot, vagy hasznalhatjuk
a »logikai szita” modszert is: a 36 diak kozil zarjuk ki
azokat, akik valamilyen tantdrgyat emelt szinten tanul-
nak: 36 — 9 — 18 = 9, de azokat, akik mindkét targyat
emelt szinten tanuljak, kétszer zartuk ki, holott csak
egyszer kellett volna. A helyes valasz igy: 9 + 3 = 12.

FELADAT

Egy biztositotarsasag felmérést készitett 1000 vélet-

1o

lenszertien kivalasztott igyfele bevondsaval. Az 1000
tgyfél koziil 611-nek gépjarmi-biztositasa, 389-nek
lakasbiztositasa és 96-nak mindkétféle biztositasa
van a tarsasagnal.

Mennyi a valészintisége annak, hogy az 1000 tigy-
fél kozil egyet véletlenszertien kivalasztva ennek az
tgyfélnek

torténelem

matematika

36 - (6+15+3) =12

Tehat 12 diak nem tanulja egyik tantdrgyat sem emelt

szinten, igy a keresett valoszintiség % ~ 0,333.

d) Hasznaljuk az el6z8 feladat abrajat! A valdszintiség

18—3 _ 15~0417

36 36

Ebben a feladatban mashogy is gondolkodhattunk volna:
annak a valdszintsége, hogy egy diék emelt szinten tanulja

3 6 de ebben ,,benne

van” az a 33_6 valdszintség is, hogy a didk mindkét tan-

a torténelmet, az a) feladat szerint —>

targyat emelt szinten tanulja. Annak valdszintisége tehat,
hogy csak a torténelmet tanulja emelt szinten, a maradék:

18 3 _ 15
36 36 36 0,417.
e) A Venn-diagram alapjan: 6 "g 615 % ~ 0,583. Vagy
valoszintiségekkel: —=- + 15 _ 21 o ¢,583.
36 36 36 ’

a) van gépjarmii-biztositasa a tarsasagnal;

b) akétféle biztositas koziil egyik fajtaval sem ren-
delkezik;

c) akétféle biztositas koziil legalabb az egyik fajta-
val rendelkezik;

d) csak az egyik fajta biztositdsa van, a masik
nincs?

KOMBINATORIKA, VALBSZINOSEGSZAMITAS
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Az alabbi tablazat egy vérellat6 kozpont nyilvantarta-
sa arrol, hogy a legutobbi véradé akcidjuk soran hany
egységet kaptak az egyes vércsoportokbdl a kiilonbo-
z6 donoroktdl (1 egység = 4,5 deciliter).

Vércsoport
0 A B AB
Rh-pozitiv 161 73 44 14
Rh-negativ 30 14 8 2

HAZI FELADAT
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38.

Egy internetszolgaltatd tarsasdg nagyszamu ugyfél
korében elvégzett, reprezentativnak mondhaté fel-
meérést készitett arrdl, hogy tigyfeleik mennyire elé-
gedettek a szolgaltatasaikkal. Az eredményeket a gra-
fikon szemlélteti.

Mennyire elégedett a szolgaltatassal?
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Mennyi a valoszintsége, hogy egy véletlenszer(ien
kivalasztott tigyfél

a) nagyon elégedett a szolgaltatassal;

b) csak kevésbé vagy egyaltalan nem elégedett?

Egy egyetem 860 els6éves hallgatdja kozil 312-en
gazdasagi szakra jarnak, és az elsGévesek kozott
452 né van. Az els6éves hallgatondk koziil 195-en
jarnak gazdasagi szakra. Mennyi a valoszinisége,
hogy egy véletlenszertien kivalasztott els6éves egye-
temista

a) gazdasagi szakra jar;

b) gazdasagi szakra jaré hallgatond;

lecke | VALGSZINOSEG A GYAKORLATBAN
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Véletlenszertien kivalasztva egy donort mennyi

a valdszintlisége annak, hogy

a) adonor AB-s vagy B-s vércsoportu;

b) a donor 0-s vércsoportu vagy Rh-pozitiv;

c) adonor nem AB vércsoportt, és nem is Rh-ne-
gativ?

¢) nem gazdasagi szakra jaro férfi hallgato;
d) gazdasagi szakra jaré férfi hallgatd?

A tablazat egy repulétér kiilonb6z6 parkoldiban
all6 autdk szamat mutatja.

l.zéna 2.zéna 3.zoéna 4. zona
A parkold 43 19 18 5
B parkols 65 41 23 2
C parkol6 39 22 15 11

Mennyi a valészintisége annak, hogy a kovetkezo
auto, amelyik elhajt a parkolobdl

a) az A parkol6 1. z6najabol jon;

b) a B parkolébdl jon;

c) nem a 4. z6nabdl jon;

d) a C parkoldbol vagy a 3. z6nabdl jon?

m



KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy zsakban 3 darab 1-t8l 3-ig sorszamozott sarga szind

pingponglabda és 7 darab 4-t6l 10-ig sorszamozott fehér
szinl pingponglabda van. Egymds utan 5-szor, véletlen-
szertien kihdzunk egy-egy pingponglabdat, feljegyezziik a
sorszamat, majd a kihtzott labdat visszatessziik a zsakba.
a) Hany kiilonb6z6 kimenetele van ennek a kisérletnek?
b) Mennyi annak a valdszintisége, hogy az els6 2 kihuzott
pingponglabda sdrga, a tobbi pedig fehér szinii lesz?
c) Mennyi annak a valdszintisége, hogy a kihuzott 5 ping-
ponglabda kozott 2 sarga és 3 fehér szint lesz?

Megoldds

a) Mind az 5 huzasnal 10-féle lehet a htzas eredménye,
ezért a lehetséges kimenetelek szdma 10°.

b) Azelsé 2 labda 3 -3 = 3? kiillonb6z6 mddon lehet sar-
ga, a tobbi 3 fehér labda pedig 777 = 7° kiilénb6z6
modon vélaszthato. A kedvezé kimenetelek szdma tehét

2 3
3%-7°, a kérdezett val6szintiség pedig: 31T57 ~ 0,031.
c) Az ot huzas kozil barmelyik 2 lehet sarga, ezért a
5
kedvez6 elemi események szama (2)-szér akkora,

mint a b) esetben volt. A kérdezett valdsziniiség tehat:

5 2 3
HEX
A % 0,309.

10°

Megjegyzés
A c) feladat eredményét irhatjuk igy is:

2\ 3 7 _ [P\ (B3 V. (LY
2) 107 100 \2 <10> <10>'
Felfedezhetjiik, hogy a % éppen annak a valoszintisége,

hogy a 10 pingponglabda koziil egyet kihuzva az sarga szi-
nt lesz, a % pedig annak a valdsziniisége, hogy a kihuzott

pingponglabda fehér szinti lesz.



Egy szabalyos dobokockat 6tszor egymas utan feldo-

bunk, a dobott pontokat egymads utan sorban felje-

gyezzilk.

a) Hany kiilonboz6 lehetséges kimenetele van ennek
a dobassorozatnak?

b) Hany olyan dobassorozat van, amelyben els6re leg-
alabb 5-6t dobunk, de a tobbi dobds kisebb 5-nél?

c) Mennyi annak a valdszintsége, hogy elsére leg-
alabb 5-6t dobunk, de a tobbi dobas kisebb 5-nél?

d) Mennyi annak a valdszintsége, hogy az 6t dobas
kozott pontosan egyszer dobunk legalabb 5-6t, de
a tobbi négy dobds mindegyike kisebb lesz 5-nél?

e) Mekkora annak a valdszintisége, hogy az elsé és
a masodik dobasra is legalabb 5-6t dobunk, de a
tobbi harom dobas kisebb 5-nél?

f) Mekkora annak a valészintsége, hogy az 6t dobas
kozott pontosan kétszer dobunk legaldbb 5-6t, de
a tobbi dobas mar 5-nél kisebb?

HAZI FELADAT
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39.

50 darab kiillonb6z6 méretli gyongy kozott 10 darab

selejtes van (nincs rajtuk furat, amelyen a zsinort

at lehetne fizni). A mindségellendr véletlenszerd-

en kivalaszt egy gyongyot, megvizsgalja, feljegyzi,

hogy jo-e vagy selejtes, majd a kivalasztott gyongyot

visszateszi. Osszesen 5 alkalommal vélaszt egy-egy

gyongyot.

Mennyi annak a valoszintsége, hogy

a) nem talal selejtes gyongyot ezzel a modszerrel;

b) mindegyik kivalasztott gyongy selejtes lesz;

c) akivalasztott gyongyok kozott a selejtesek aranya
ugyanannyi lesz, mint az 50 gyongy kozott a selej-
tesek aranya?

Szabélyos dobokockat 7-szer egymds utan feldo-

bunk, és a dobott pontszamokat sorban lejegyezziik.

Mekkora a valdszintisége, hogy

a) az els6 dobas legfeljebb 2, a tobbi dobas pedig
mind 2-nél nagyobb lesz;

lecke | UGYANAZT TOBBSZOR
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Az 5 golyo kozott
a fehér golyok szama

Egy zsakban 3 kiillonb6z6 méretii sarga és 7 kiilon-
boz6 méretti fehér goly6 van. Egymas utan 5-szor
hazunk egy-egy golydt gy, hogy a kihtzott goly6
szinét feljegyezziik, majd a golyot visszatessziik a
zsakba.
a) Héany kilonbozé kimenetele lehet a kisérlet-
nek?
b) Szamitsd ki annak a valészintségét, hogy a ki-
huazott golyok kozott k darab fehér lesz, ahol
k €{0; 1; 2; 3; 4; 5}!
Toltsd ki a tablazatot, és abrazold oszlopdiagra-
mon a valoszintségeket!

Ennek valdszintsége

w
Y

b) pontosan egyszer dobunk 3-nal kisebbet, a tob-
bi hat dobas mindegyike pedig 2-nél nagyobb
lesz;

c) a7 dobds koziil 3 alkalommal 3-nél kisebbet, 4
alkalommal pedig 2-nél nagyobbat dobunk?

A rulettjatékban a 37 szam kozott 18 ,,piros” szam és
18 ,.fekete” szam van, tovabba 1 szam, a nullas ,,z61d”.
Ha 6-szor megporgetik a kereket, akkor mennyi an-
nak a valoszintisége, hogy
a) mindegyik porgetés-

nél piros szam jon ki;
b) mindegyik porgetés-

néla 0 jon ki;
c) az els6 4 porgetésnél

piros, a kovetkez6 2

porgetésnél pedig fe-

kete jon ki;
d) 4 porgetésnél piros

jon ki?

13
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S Binomialis eloszias

Egy nyomtatott aramkor elkészitésekor az automatinak
40 forrasztast kell végrehajtania. A gyartasnal nem vették
észre, hogy az automata meghibasodott, igy minden egyes
forrasztasnal csak 0,85 a valoszintisége annak, hogy a for-
rasztas hibatlan lesz, 0,15 pedig annak a valdsziniisége,
hogy hibas. Ha a 40 forrasztas barmelyike hibas, akkor a
nyomtatott aramkor mar selejtes lesz.

Mekkora a valdsziniisége, hogy a 40 forrasztas végrehajtasa

utan

a) anyomtatott &ramkor minden forrasztsa hibatlan lesz;

b) anyomtatott aramkor selejtes lesz (hibas forrasztas miatt);

c) egy hibas forrasztés lesz az aramkoron;

d) pontosan 2 hibds forrasztas lesz az &ramkoron;

e) a forrasztdsoknak pontosan 15 szazaléka lesz hibas az
aramkoron?

Megoldds

Az automata barmelyik forrasztasanak kimenetele mo-
dellezhetd a kovetkez6képpen:

Képzeljiink el egy 100 pingponglabdat tartalmazo6 zsa-
kot, amelyben 1-t6] 15-ig sorszamozott 15 darab sarga
és 16-t6l 100-ig sorszamozott 85 darab fehér labda van.
Huzzunk ki labdakat ebbdl a zsakbdl gy, hogy a kivett
pinponglabdakat minden alkalommal visszatessziik!

A sarga pingponglabda kihuzasanak valdszintisége ponto-
san 0,15, a fehér labdaé pedig 0,85. Ha a sarga labda huza-
sat hibds forrasztdsnak nevezziik, a fehér labda huzasat pe-
dig jié forrasztasnak, akkor a 40 forrasztast modellezhetjitk
ugy, hogy visszatevéssel 40 alkalommal huztunk a zsakbdl
egy-egy pingponglabdat.

A lehetséges kimenetelek (elemi események) szama ebben

a modellben 100"

a) A kérdéses valdsziniiség megegyezik annak a valoszi-
nuségével, hogy a modellben megadott feltételek mel-
lett mind a 40 alkalommal fehér labdat hiztunk. Ennek
valdszintisége:

85" 85 |
1007 ~ (100)
b) Ezaz esemény az a)-beli esemény kiegészit eseménye,

= 0,85" =~ 0,0015.

ezért a valészintisége: 1 — 0,85% = 0,9985.

c) Annak a valdsziniisége, hogy éppen az els6 forrasztas
lesz hibas, és a tobbi 39 hibatlan, megegyezik a mo-
delliinkben annak az eseménynek a valdszintiségével,
hogy az elsének huzott pingponglabda sarga, a tobbi
pedig fehér. Ennek valdszintisége:

15-85” _ 15 /85 \¥ _ 15.( g5¥
100° ~ 100 (100) = 0.15-0.857

Mivel a 40 forrasztds barmelyike lehet hibas, ezért

a keresett valdsziniiség ennek éppen a 40-szerese:
40-0,15-0,85” ~ 0,0106.

d) Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan okoskodva: an-
nak a valdszintisége, hogy éppen az els6 két forrasztas
lesz a hibas:

2, 38 2 38
7151008453 = ({25) ()" = 0157 0.85™.
A 40 forrasztas kozil azt a kett6t, amelyiknél az

40
automata hibazik, ( N )—féleképpen lehet kivalasztani,
ennyivel kell tehat megszorozni az el6bb kapott szamot:
40 2 38
5 -0,15-0,85™ = 0,0365.

e) A40-neka 15%-a 6. Igy a d)-ben kovetett gondolatme-
nettel arra jutunk, hogy a pontosan 6 hibas forrasztas

’ s 40 6 34
valészintsége: 6 -0,15°- 0,85 =~ 0,1742.

KOMBINATORIKA, VALBSZINOSEGSZAMITAS



@ Szamitogéppel elkészithetjiik az 6sszes lehetséges 0.20

kimenetel valdszintiségét bemutatd diagramot is. 0.18 n
A diagram jol mutatja, hogy igen nagy (tobb 0.16 I1.
mint 0,97) valoszintséggel 2-11 hibds forrasztds o 014 =i
lesz a nyomtatott dramkéron. Az is jol lathats, & “' I -
et . Fo10 HHHI
hogy a legnagyobb valészintiséggel a forrasztd- 3
s . . = 0,08 it
sok 15%-a lesz hibds. Ez az ardny megegyezik a £
. 4 4 4 r . T 1 4 0’06 T
hibds forrasztasoknak a gép hasznalati utasitasa-
0,04 HHHI
ban megadott valdszintiségével. 0024 I
0,00 Hll-ll T T 1T 7T

o
TTT T T T T T T T T T T T T T T T 1 T T T11T T T T T 1T 171
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hibas forrasztasok szdma

A kidolgozott feladat alapjan a kovetkezéket mondhatjuk:

Legyen egy véletlen kisérlet sordn az A esemény bekovetkezésének valdszintsége 0,15. Ha a véletlen kisérletet 40-szer
megismételjiik, akkor annak a valészintsége, hogy a 40 lehet6ség koziil az A esemény pontosan

0 alkalommal kovetkezik be: 0,85";

1 alkalommal kévetkezik be: 40 - 0,15 - 0,85%;

40
2 alkalommal kovetkezik be: < 5 )-0,152 -0,85%;

) -0,15°-0,85™;

6 alkalommal kovetkezik be: (460

' 40
k alkalommal kovetkezik be: < ¢ ) -0,15%-0,85°7F (k € {0; 1;2; ...; 39; 40}).

A binomiilis egytitthatok megjelenése indokolja, hogy az ehhez a 41 szamhoz tartozo valdszintiségeket binomialis elosz-
ldsiinak nevezziik.

Altalaban tehat azt mondjuk, hogy ha egy kisérlet (péld4ul a kidolgozott feladatban olvasott forrasztds vagy az el6z§
lecke feladatai) valamely lehetséges kimenetelének valdszintiségét p-vel jeldljiik (ekkor az esemény komplementerének
valdszintisége 1 - p), és a kisérletet egymas utdn n alkalommal végezziik el, akkor annak a valdszintsége, hogy a kérdéses

kimenetel pontosan k-szor (k < n) kovetkezik be: P = (Z) pH(L—pyk.

n
k

letb&l melyik k alkalommal kovetkezik be a kedvezd kimenetel), a kozépsé tényez6 arra utal, hogy a p valdszintiségii ese-

A szorzat elsé tényezdje arra utal, hogy pontosan < ) kedvezé elemi esemény létezik (hiszen mindegy, hogy az n kisér-

mény k-szor bekovetkezett, a harmadik tényez6 pedig arra utal, hogy a maradék (n - k) alkalommal nem kovetkezett be.

FELADAT

Egy nagyvarosi metrévonalon mar igen sok ellendr- a) mindegyiknek volt érvényes menetjegye (bér-
zést tartottak, és az eddigi ellendrzések azt mutattak, lete);
hogy korilbelill 0,92 annak a valészintsége, hogy b) egyikiiknek sem volt érvényes menetjegye (bér-
egy véletlenszertien kivalasztott utasnak van érvé- lete).
nyes menetjegye (vagy bérlete). Melyik allitast fogadja el a f6nok, ha 6 csak a leg-
A vonalon dolgoz6 ellenérok egyike azt jelenti a 8- alabb 5%-os valdszin(iségl eseményrdl gondolja
nokének, hogy 50 utast ellendrzott, és azt, hogy az valoban megtorténhetett?
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Egy ezernél is tobb angol iskolds részvételével 2000-
ben lebonyolitott nagyszabast kisérletsorozat iga-
zolta, hogy az asztalrdl leesé vajas piritos tényleg
nagyobb eséllyel esik a vajas felére. A nagyszamu
kisérlet eredménye szerint ennek valdszintisége kb.
62%. (A jelenség fizikai magyarazata, hogy az asztal-
rdl lebillend kenyérszelet megpordiil, de egy atlagos

HAZI FELADAT

1>

N
‘Y

116

Egy szabdlyos dobokockat 10-szer feldobva mekkora
annak a val6szintisége, hogy

a) egyszer sem dobunk hatost;

b) mind a 10 alkalommal hatost dobunk;

c) legalabb 8-szor hatost dobunk;

d) legfeljebb 2-szer dobunk hatost?

Egy internetes cikkben az olvashaté, hogy a balkeze-
sek ardnya a teljes népesség korében koriilbeliil 11%.
Bence matematikacsoportjaban 17-en vannak, ko-
ziiliik 3 balkezes tanuld. A cikk olvasasa utan Bence
azon gondolkodik, mennyire valdszint az, hogy pon-
tosan 3 balkezes van a csoportban. Ezért kiszamitja
annak a valdszintiségét, hogy egy véletlenszertien ki-
valasztott 17 f6s csoportban a balkezesek szama pon-
tosan 0, 1, 2, 3, 4, 5, illetve 6. A szamitdsok elvégzése
utan a valdszintiségeket oszlopdiagramon abrazolja.
a) Milyen kovetkeztetésre juthatott Bence?
b) Mekkora annak a valdszintisége, hogy egy vélet-
lenszertien valasztott 17 f6s csoportban a balke-
zesek szama legalabb 1, de legfeljebb 4?

)
'Y

w
Y

'S
'Y

magassagu étkezdasztal esetén csak kb. fél fordu-
latra van id6 esés kozben.) Mennyi a valdszintisége,
hogy 10 lepottyand piritdsszelet koziil

a) egy sem esik a vajas felére;

b) mindegyik a vajas felére esik;

c) lesz olyan, amelyik nem a vajas felére esik;

d) pontosan 7 esik a vajas felére;

e) 7-nél tobb esik a vajas felére;

f) legfeljebb 7 esik a vajas felére?

Egy szabalyos érmét egymas utan 10-szer feldo-
bunk. Jocé azt mondja, hogy 0,5 annak a valdszi-
ntsége, hogy a fejek és az irasok szdma ugyanany-
nyi lesz a dobdssorozat végére. Azért gondolja igy,
mert a dobassorozat eredménye kétféle lehet eb-
bél a szempontbdl: vagy egyenl6 a fejek és irdsok
szama, vagy nem. Szamitdssal igazold, hogy hibas
Jocd érvelése!

Bence nem késziilt fel rendesen a keddi 6 tanoéra-
jara, ezért tart attol, hogy felelni fog. Arra gondol,
hogy mindegyik 6ran korilbelil 5% annak az esé-
lye, hogy felel, ezért 30% koriili lehet annak az esé-
lye, hogy valamelyik 6ran felelni fog.

a) Jol gondolkodik-e Bence?

b) Mekkora annak a valészintisége, hogy legalabb

két 6ran felelni fog?

Egy automata palackgyarté gép 0,08 valdszini-
séggel allit elé hibas palackot. Mekkora annak a
valdszintisége, hogy a gép altal gyartott 50 palack
kozott

a) nincs hibas;

b) nincs hibatlan;

c) van hibds;

d) van hibatlan;

e) pontosan 4 hibas van;

f) legfeljebb 4 hibas van?

KOMBINATORIKA, VALBSZINOSEGSZAMITAS



RAADAS
»Az élet nem igazsagos...”

A binomialis eloszlassal kapcsolatos egyik gyakori félreér-
tés, hogy a kisérlet az esetek tobbségében az eloszlés ,,csi-
csahoz” tartozd, azaz a legnagyobb valdszintiségli esemény
bekdvetkezésével zarul. Ez azonban éltaldban nem igaz.

Tegyiik fel példaul, hogy Bence és Hajni 4 elvégzendd hazi-
munka esetében mindegyik alkalommal pénzfeldobassal
donti el, hogy melyikiiknek kell azt elvégeznie. Bence min-
dig a fejjel, Hajni az irdssal jatszik.

Azt varnank - és a grafikon is azt sugallja —, hogy az esetek
tobbségében az egyébként is legigazsagosabb 2-2 eset fog

megvaldsulni.
0,40 0,375
0,35
0,30
& 0,25 0,25
2 025
=]
2 0,20 —
3
< 015 —
> 0,10 — —
97 0,0625 0,0625
0,05 —
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Ennek a valdszintsége azonban csak 0,375, mig annak az
esélye, hogy NEM az igazsagos 2-2-es eset kovetkezik be,
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0,625, azaz tobb mint mdsfélszer annyi! Vagyis az esetek
nagyobb részében az Gsszes vagy majdnem az Osszes hazi-
munkét - nagy valdszintiséggel — ugyanaz a személy fogja
végezni. Barmelyikiik legyen is az, ugy fogja érezni, hogy
»az élet igazsagtalan”!

Nagyobb szdmu kisérlet esetén még jobban latszik, hogy
hiaba az ,igazsagos” kimenetel a legvaldsziniibb, mégis
legtobbszor egy ,igazsagtalan” kimenetel valosul meg. Ha
nem 4, hanem példaul 100 feladat elvégzésérdl dontenének
pénzfeldobassal, akkor csupan 0,08 korili annak a vald-
szintisége, hogy 50-50 feladat jut Hajnira, illetve Bencére.
Majdnem 12-szer akkora (0,92) az esélye annak, hogy va-
lamelyikiik szamara kedvez6tlen lesz a kimenetel.

.E A probléma tablazatkezel6 programmal is vizsgal-

haté.



..o Porszivok —
Raadas Binomialis eloszlas vizsgalata szamitoge)

— -
LA
=N
=]
(-]
© T

BEVEZETO

Ha van ra lehet6ségetek, ezt az 6rat az informatikateremben tartsatok meg. Ha erre nincs méd, az itt szerepld feladatokat
feldolgozhatjatok projektmunkaként, az 6rat pedig gyakorlasra hasznalhatjatok.

FELADAT ®

Joco nevelGapja egy porszivokat értékesité cégnél dolgozik
termékforgalmazoként. Felkeresi a lakasokat, bemutatdkat
tart. Az elmult évek statisztikai adatai alapjan a megkeresett
magyar haztartasok 30%-a vasarol a termékforgalmazé iigy-
noktdl porszivot. Egy hazald tigynok egy nap alatt 20 haztar-
tast keres fel. A termékforgalmazok nem visznek magukkal
20 porszivot, hiszen ennyit ,,egész biztosan” nem adnak el egy
nap alatt, és ezeket a termékeket mas tigynokoknek oda lehet
adni. Ha azonban tul keveset visznek magukkal, ,felsiilhet-
nek’, vagyis el6fordulhat, hogy még azel6tt kelnek el a maguk-
kal vitt porszivok, hogy végiglatogattdk a 20 haztartast, és igy
kimaradhatnak esetleges potencidlis vevok.

Hany porszivot vigyen magéval Jocod neveléapja, ha 90%-os
biztonsaggal ,nem akar felstilni’?

A feladat megoldasahoz tablazatkezeld programot fogunk hasznalni. Ezeknek a programok-
nak az el6nye, hogy a hosszas szamitasokat elvégzik helyettiink, igy megkonnyitik az 6sszetet-
tebb problémadk vizsgélatat.

Ha 20 haztartast latogatunk meg, akkor annak a valoszintisége, hogy koziiliik pontosan 0, 1,
..» 20 fog porszivot vasarolni, a binomidlis eloszlas segitségével hatarozhat6 meg. Ezeknek az
eseményeknek a valdszintiségét P(0), P(1), ... P(20) jeloléssel latjuk el. El8szor végezziink el
néhany szamitast a fiizetiinkben:

Szamold ki a P(0), P(1), P(2) valdszintiségeket!
I Szémold ki annak a valoszintiségét, hogy legfeljebb két porszivot adunk el!
PARMUNKA

Hasznéljatok most tdblazatkezel$ programot, példaul Excelt. Erdemes egy olyan tabla-
zatot készitenetek amely a sikeresen eladott porszivok szaima mellett ennek az esemény-

//////
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Az eladott porszivok szamanak megadasdhoz hasznaljatok az automatikus kitoltés funkeidt! Ha az elsé két cellat ki-

toltitek (a 0 és 1 értékekkel), majd mindkett6t kijelolitek, a jobb alsé sarokban megjelend ,,+” jelre kattintva az alattuk

1év6 sorokat automatikusan kit6lti a program.

A binomiilis eloszlas segitségével annak a valdszintisége, hogy a 20 hdztartasbdl pontosan k darab vesz porszivot, igy ir-

hat¢ fel:

20
P(k) = ( ; >~o,3k-o,72°"‘

Nem kell azonban ezt a hosszt képletet beirnunk a cellakba, az Excel ugyanis kiillon parancsot ismer a binomiélis eloszlasra.

Haszndljuk a BINOMDIST parancsot (a magyar nyelvii Excelben BINOM.ELOSZLAS parancs). A parancs megadésahoz a

cellaba irt szoveget egyenldségjellel kell inditani. Tehat:

=BINOMDIST(

Vagy
= BINOM.ELOSZLAS(

A zardjel megnyitasa utdn négy adatot kér
a program a szamitashoz, ezeket ;-vel kell
elvalasztani.

Az elsé (number_s/sikeresek) a sikerrel bekovetkezett események szamat
jelenti. Ez a példank esetében az eladott porszivok szama. Mivel minden
sorban az el6tte 1év6 cellaban szerepl6 szam kertil ide, adjatok meg ennek a
celldnak a nevét. A fenti képen ez A2.

A masodik adat (trials/kisérletek) az dsszes kisérlet szamat jelenti. Esetiink-
ben ez a megkeresett haztartasok szama, tehat 20.

A harmadik adat (probability_s/siker_valdszintisége) a sikerrel bekévetke-
zett esemény valdszintiségét jelenti. A példaban annak a valészintsége, hogy
egy porszivot elad, 30%, tehat 0,3.

Az utolsé adat (cumulative/eloszlasfiiggvény) azt jeloli, hogy annak a valo-
szintségét szeretnénk-e megkapni, hogy pontosan k-szor kovetkezzen be az
esemény (ilyenkor a FALSE/HAMIS sz6t kell beirnunk), vagy annak, hogy
legfeljebb k-szor (ilyenkor a TRUE/IGAZ szét kell beirnunk). Szamunkra
hasznosabb lesz az utobbi, de egyelére, az eloszlas vizsgalatahoz irjatok be a
FALSE/HAMIS szot.

Ha hasznaljatok az automatikus kitoltés funkciot, mindegyik valdszintséget
egybdl megkaphatjatok.

Készitsetek oszlopdiagramot a valdszintiségrol!
Jeloljétek ki a valdszintiségeket mutaté mezdket. Az oszlopdiagram beszdrasakor utélag megadhatjuk a vizszintes

tengely adatait, itt valasszuk ki az eladott porszivok szamat.

Tegyetek megfigyeléseket az oszlopdiagram és a tablazat alapjan!

o
Y

A kovetkezd oszlopban adjatok meg az el6z6 parancsot ugy, hogy a cumulative/eloszlastiiggvény adatnak a TRUE/

IGAZ értéket adjatok! Toltsétek ki az dsszes oszlopot, és vizsgaljatok meg az értékeket. Honnan latszik a valdszintisé-

gek értékébdl, hogy ezuttal annak az eseménynek a valoszintiségét hataroztuk meg, hogy legfeljebb k-szor kévetkezik

egy esemény?

Joco nevelGapjanak annyi porszivot bocsatanak a rendelkezésére, hogy azok legalabb 90% valdszintiséggel elegend6k

lesznek a 20 haztartashoz. A tablazatot vizsgalva valaszold meg, hany porszivérol van szo!
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A kozvélemény-kutatdsok szervezésekor fontos, hogy a

megkérdezettek korét jol vélasszak ki, azaz a minta repre-
zentativ, s igy a felmérés eredménye megbizhaté legyen, és
természetesen az sem elhanyagolhaté kérdés, hogy meny-
nyibe is keriil a felmérés elvégzése. A kutatds koltsége nagy-
mértékben fiigg attol, hogy mekkora mintat vélasztanak,
hiszen a valaszok 6sszegytjtése eszkoz- és idéigényes mun-
ka, és a kérdezobiztosokat is meg kell fizetni.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Bence és Jocd azon vitazik, hogy a kozvélemény-kutatas
soran biztositani kell-e azt, hogy mindenkit csak egyszer
kérdezzenek meg. Joco szerint fontos kiilonbségrél van szo,
Bence szerint nem.

Ugyanez a kérdés mertil fel a minGség-ellendrzés soran is:
visszatehet$ a megvizsgalt munkadarab a tobbi kozé (vissza-
tevéses mintavétel), vagy el kell killoniteni az egyszer mar
megvizsgalt termékeket (visszatevés nélkiili mintavétel)?

Egy gép altal gyartott 50 munkadarab koziil 20 darab selejtes, azaz 40% a selejtesek aranya. A mindéség-ellendrzés soran 15

munkadarabot vizsgalnak meg. Azt varjuk, hogy nagy valdszintséggel a 15 megvizsgalt munkadarab kozott is 40% koriili

lesz a selejtesek szama, azaz 5, 6 vagy 7.

Mekkora valészintiséggel lesz 5, 6 vagy 7 selejtes a 15 megvizsgalt munkadarab kozott, ha

a) visszatevéssel;
b) visszatevés nélkiil végzik a mindség-ellendrzést?

Megoldds

a) A visszatevéssel végzett minGség-ellendrzésnél minden alkalommal ugyanazt a véletlen kisérletet hajtjuk végre. Ezért al-
kalmazhatok a binomialis eloszlasrél tanultak. A selejtes munkadarab vélasztasanak valészintisége minden esetben 0,4,
a jo munkadarab valasztasanak valészintisége minden vélasztasnal 0,6. Annak a valdszintisége, hogy a selejtes darabok
szama a 15 alkalommal megismételt kivalasztds soran 5, 6 vagy 7:

15 15 15
(5 )~0,45~0,6“’+ (6)-0,46-0,69+ (7)~0,47~0,68 ~ 0,57.

kedvez6 kimenetelek szama
lehetséges kimenetelek szama

b) A visszatevés nélkiili mintavétel esetén a hanyadossal hatarozhatjuk meg a valdszint-

séget.

Az 50 munkadarab koziil (fg) kiil6nb6z6 moédon valaszthaté ki a 15 munkadarab (ennyi tehdt a lehetséges kimenetelek
10 6/ \9 7/\8
20\ (30 20\ (30 20\ (30
(s} ol ) (7))
=0 = 0,65.
i

20\ (30 20\ (30 20\ (30
szama). A 15 kivalasztott kozott 5, 6 vagy 7 selejtes ( 5 ) ( )+ ( ) ( >+ ( ) < ) kiil6nb6z6 moédon lehet. A ke-

resett valdszintiség tehat:



Lathatd, hogy van kiilonbség a kétféle mintavétel kozott, de nem tul nagy. Ez a kiilonbség azonban még kisebb, ha nem-
csak 50 munkadarab van, hanem sokkal tobb. Joconak tehat elméletileg igaza van, de gyakorlati szempontbdl inkabb

Bencénél van az igazsag.

Megijegyzések

- Ha valamelyik mintavételi eljaras jelentés tobbletkoltséggel jar a masikhoz viszonyitva, akkor nem jelent tdl nagy kocka-
zatot az, ha helyette a masik mintavételi eljarast valasztjak.

- Kozvélemény-kutatas sordn joval nagyobb létszamu a megvizsgalandd halmaz egyedszama (népesebb a populacio), mert
példaul egy tobb tizezer lakosu telepiilésen vagy akar egy tobb milli6 lakostl orszagban kell kutatast végezni, tobb szaz,
esetenként tobb ezer embert megkérdezni. A felmérés megszervezése sokkal olcsobb lehet, ha a visszatevéses mintavételt
valasztjak. Ekkor persze nincs kizarva, hogy ugyanazt az embert akar tobbszor is megkérdezik, csakhogy a népes popula-
ci6 miatt ennek igen kicsi a valdsziniisége. A felmérés végeredménye emiatt gyakorlatilag ugyanaz lesz, mint ha gondosan
tigyeltek volna arra, hogy mindenkit legfeljebb egyszer kérdezzenek meg (azaz visszatevés nélkiili legyen a mintavétel).
Ezzel egyiitt viszont joval olcsobban sikertilhet a felmérést elvégezni. (Lasd még a raadast is!)

FELADAT

Szamitsd ki, hogy a kidolgozott feladatban
megadott feltételek mellett mekkora annak
a valoszintisége, hogy a 15 elemi mintdban
4,5, 6,7 vagy 8 selejtes lesz, ha
a) visszatevéssel;
b) visszatevés nélkiil végzik a mintavételt!

N
'Y

Egy kozlekedési vallalat felmérést készittet
az ellenérokkel, hogy az utasok hany szaza-
léka utazik tanuldbérlettel. Egy buszon uta-
20 60 utas kozul 12-nek (20%-nak) van ta-
nulébérlete. Egy ellenér két megalld kozott
10 utas jegyét vagy bérletét ellenérzi. Az
utasok a buszban szabadon mozoghatnak.
Fontos-e a felmérés hatékonysidga szem-
pontjabol, hogy figyeljen arra az ellendr,
hogy 10 kiilonboz6 utast kérdezzen meg?

a) Toltsd ki a tablazat Gires mezdit a fuze-
tedben!

A 10 megkérdezett utas koziil ennyi utazik

0 1 2 3 4 5 6
tanuldbérlettel
Ennek valdszinlisége visszatevé inta-
flne Va,oszmusegewssza evéses minta 0.107 0.302 0,026
vétel esetén
Ennek valészintiséee visszateves nélkiili
nnek valdszintisége visszatevés nélkiili 0.330 0,081 0,002

mintavétel esetén

b) ,Visszatevéses modszerrel ellendrizve” mekkora annak a valészintisége, hogy a buszon utazé Bencétdl legfeljebb
egyszer kéri az ellendr a bérletét?
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HAZI FELADAT
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Egy iskola kiilfoldi didkcsereprogramot szervez. Osz-

szesen 24 didk jelentkezett, koziiliik fogjak sorsolds-

sal kivélasztani a 3 résztvevot. A jelentkez6k koziil

15 tanul6 tizenkettedik, 9 tanul6 pedig tizenegyedik

osztalyos.

a) Alkalmazhato-e erre a sorsoldsra a visszatevéses
és a visszatevés nélkiili modell is? Ha nem, melyi-
ket kell hasznalni?

b) Mennyi a valdszintisége, hogy mindharom kisor-
solt jelentkez6 tizenkettedikes lesz?

c) Mennyi a valdszintisége, hogy két tizenkettedi-
kest és egy tizenegyedikest valasztanak ki?

A LEGO cég2010-ben dobta piac-
ra a gytdjtheté LEGO minifigura
elsé sorozatat. A teljes gytjte-
mény 16 kilonbozo figurabol
all, kozulik az egyik trha-
jos. Ezek mind ugyanolyan

- nem atlatsz6 — csomagolas-

RAADAS

@ Szamitogép segitségével nagyobb létszamu populdcid esetén is vizsgalhato a visszatevéses és a visszatevés nélkiili min-

tavétel.

Példdul
egy 250 f6s Osszejovetelen a megjelentek 30%-a nyugdijas koru. A jelenlévok kozott 20 konyvutalvanyt sorsolnak ki.

'Y

ban keriilnek forgalomba, igy csak a figurat rejtd
zacsko kinyitasa utan deriil ki, hogy valdjaban me-
lyik figurat is vasaroltuk meg. Egy jatékboltban,
ahol a 16-féle figura mindegyikébdl 4-4 darab van,
64 csomag koziil valogathatunk. Mekkora annak a
valdszintisége, hogy 5 megvasarolt figura kozil

a) pontosan 2 lirhajos lesz;

b) nem lesz tirhajés?

Egy televizios vetélkedémiisorban a nézétéren 60
jatékosjelolt til, koziilik 12-en ugyanannak a bara-
ti tarsasagnak a tagjai. A 60 néz6 koziil sorsolassal
fogjak kivalasztani azt az 5-6t, akik jatszhatnak.
Mennyi a valészintsége annak, hogy az 5 kivalasz-
tott jatékos kozil

a) pontosan ketten;

b) legalabb ketten

a 12 tagu barati tarsasagnak a tagjai, ha mindenki
csak egyszer valaszthato jatékosnak?

Vizsgaljuk meg, mennyi annak a valdszintisége, hogy a nyertesek kozott 0, 1, 2, ..., 20 nyugdijas korta van, ha

a) mindenki csak egy utalvanyt nyerhet;

b) mindenki tobb utalvanyt is nyerhet!

Az a) esetben visszatevés nélkiili mintavételrdl van sz6: annak a valoszintisége, hogy k darab kényvutalvanyt nyugdijas kora
75 175
() "
250 '
()

A b) esetben minden egyes konyvutalvany kisorsolasanal 0,3 annak a valdszintisége, hogy nyugdijas kort nyeri az utalvanyt,

nyer meg:

és 0,7 annak a valoszintsége, hogy nem nyugdijas kord. Annak a valdszintisége, hogy k darab konyvutalvanyt nyugdijas

20
kort nyer meg: ( 3 )-0,3k -0,77° ",
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Oszlopdiagramon abrazolhatjuk az egyes k értékekhez tartozé valdsziniiségeket.

0,200

[0 visszatevés nélkiil

0,150 [ visszatevéssel

val6szintisége
£
—
1=
IS

0,050

0,000 “‘=TE.T T | — T | — | —

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
nyugdijas kort éltal nyert konyvutalvanyok szdma

Megfigyelhetd, hogy mér viszonylag kis populacidészam (250) esetén sem jelentés az eltérés a kétféle mintavétellel kapott

valoszintiségek eloszlasa kozott.

Ha a tarsasag létszama 250 helyett 2500 lenne, és valtozatlanul 30% lenne a nyugdijas kortak aranya, akkor a 20 kényvutal-
vany kétféle kisorsoldsara az alabbi valdsziniiségeloszlast kapnank:

0,200

O visszatevés nélkiil

0,150 @ visszatevéssel

valészintisége
=
=
(=3
[=}

0,050

0,000 "‘=T|:.T T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
nyugdijas kort altal nyert kényvutalvanyok szima

Lathatoan szinte elt(inik a kétféle sorsolasi modszer kozotti kiilonbség.
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CSOPORTMUNKA

Dolgozzatok csoportokban!

I. FELADATSOR

°Y

°Y

Zsuzsi 7 jegyll mobilte-
lefonszama  kiilonb6z6

szamjegyekbdl all, és az

els6 szamjegy nem nul-

la. Amikor Ildik6 felhiv-

ta Zsuzsit, feltlint neki,

hogy a mobiltelefonjan a

hérom oszlop koziil csak kettének a nyomogombja-
ira volt szitkség. Ezekre is ugy, hogy eldszor az egyik
oszlopban 1évé nyomogombokat kellett valamilyen
sorrendben megnyomnia, ezutin pedig egy masik
oszlop nyomoégombjai kovetkeztek valamilyen sor-
rendben. Hany ilyen telefonszam lehetséges?

(A 2011. évi kozépszintii érettségi 14. feladata.)

Egy kockajatékban egy menet abbdl 4ll, hogy sza-
balyos dobdkockaval kétszer dobunk egymas utan.
Egy dobas 1 pontot ér, ha négyest vagy 6tost dobunk,
egyébként a dobasért nem jar pont.
A menetet ugy pontozzdk, hogy a két dobasért jaré
pontszamot osszeadjak.
Mennyi annak a valdszintsége, hogy egy menet-
ben 1 pontot szerziink, és azt az elsé dobasért
kapjuk?
Minek nagyobb a valdszintisége,
- annak, hogy egy menetben szerziink pontot, vagy
- annak, hogy egy menetben nem szerziink pontot?
(A 2010. évi kozépszintti érettségi 15. feladata.)

Il. FELADATSOR

*Y

°Y

Négyen kartyaznak a 32 lapos magyar kartyaval.
El8szor jol megkeverik a lapokat, és leforditva, hat-
lapjukkal felfelé egy huzépakliba rendezik. Az elsd
jatékos felhuzza maganak az elsé 8 lapot.
Az els6 jatékos megnézi a lapjait, azonnal elarulja a
tobbieknek, hogy csupa z6ld lapot huizott. Bence
hangosan megjegyzi, hogy akkor olyan esemény
kovetkezett be, amelynek a valészintisége szinte 0.
Ezutan a masodik jatékos huz fel 8 lapot, nézi
meg a lapjait, és elarulja, hogy minden lapja fi-
gura. Bence hitetlenkedve csévilja a fejét, mert
szerinte, ha mar tudjuk, hogy az elsé csupa zold
lapot huzott, akkor annak a valdszintisége, hogy a
maradék lapokbdl a kovetkezé csupa figurat hiz,
még 0,001-nél is kisebb.
A harmadik jatékos is htiz 8 lapot. O sem mutatja
meg a tobbieknek a lapjait, de megmondja, hogy az
6 8 lapja kozott pontosan 3 figura van. Bence most
helyesléen bologat: ugy véli, hogy az ilyen lapok
vélasztasanak a valdszintisége kozelitéleg 0,25 volt,
tehat semmi meglepd nem tortént.

Hény figura maradt a negyedik jatékosnak?

Végezz szamitasokat, ellendrizd Bence kijelentései-
nek helyességét!

Egy mas alkalommal négy kartyazo szabalyszertien
kiosztja a 32 lapot, mindenkinek nyolcat-nyolcat.
Csilla azt reméli, hogy csupa zold lapot kap.
Mennyi ennek a valdszintisége?
Janka szeretné, ha csupa figurat kapna. Mennyi
ennek a valdszintsége?
Mennyi annak a valoszintisége, hogy a 8 lap ko-
z6tt pontosan 3 figura lesz?
Miben kiilonbozik a 2. feladat az 1.-t61?

KOMBINATORIKA, VALBSZINOSEGSZAMITAS



I1l. FELADATSOR

Egy tesztlap készit6i 10 kiilonbo6z6 kérdést szeretné-
nek feltenni.
Hanyféle lehet a kérdések sorrendje?
A tesztlap elkésziilt, kinyomtattak. A 10 kérdés mind-
egyikére igennel vagy nemmel lehet valaszolni.
Hany kiilonb6z6 mddon télthetd ki egy kinyom-
tatott tesztlap?
Donci nem késziilt fel a tesztlap kitoltésére, ezért vé-
letlenszertien valaszol a tiz kérdés mindegyikére.
Mekkora annak a valoszintisége, hogy Doncinek
egyetlen jo valasza sem lesz?
Mekkora annak a valdszintisége, hogy Doénci
pontosan 5 kérdésre ad j6 véalaszt?
A tesztlap alkotoi azt szeretnék, hogy csak azokat a
tesztlapokat fogadjak el sikeresen kitoltottként, ame-
lyeken legalabb 8 j6 vélasz van.
Mekkora a valdszintisége, hogy Donci sikeresen
tolti ki a tesztlapot?

HAZI FELADAT

1>

N
'Y

Aziskola 12. évfolyamara 126 tanulo jar, koziiliik két-
szer annyi latogatta az iskolanap rendezvényeit, mint
aki nem latogatta. Az Iskolaélet cimii kiadvanyt a ren-
dezvényeket latogatok harmada, a nem latogatoknak
pedig a fele olvasta. Egy ujsagiré megkérdez két tala-
lomra kivalasztott didkot az évfolyamrél, hogy olvas-
tak-e az Iskolaéletet. Mekkora annak a valdszintisége,
hogy a két megkérdezett didk kozil az egyik latogat-
ta az iskolanap rendezvényeit, a masik nem, viszont
mindketten olvastak az Iskolaéletet?

(A 2010. majusi kozépszintt érettségi 16. d) feladata.)

Mennyi annak a valdszintsége, hogy a jové héten az

5-0s lottoban

a) a kihuzott szamok kozott lesz a 20;

b) a kihuzott szimok kozott lesz a 20 is és a 90 is;

c) a kihuzott szamok kozott lesz a 20 is, a 30 is és
a 90 is;

d) csupa 0-ra végz6do szamot htznak ki?

40, lecke | GYAKORLAS
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A tomegkozlekedési eszkozokon

jegyet kell érvényesiteni. A jegyen

9 szamjegy van, 1-t6l 9-ig. A jar-

muvon egy késziilék kilyukasztja,

érvényesiti a jegyet.
Hany kiilonbozé lyukasztas le-
hetséges, ha a jegyen 3 lyuknak
kell lennie?
Ha egy jegyen csak 3 lyuk lehet, akkor mennyi
annak a valoszintisége, hogy az 6sszes lehetséges
modon kilyukasztott jegyek koziil egyet véletlen-
szerlien kivalasztva azon legaldbb 2 primszam is
ki van lyukasztva?
Hany kiilonboz6 lyukasztas lehetséges, ha a jegyen
legalabb 2, de legfeljebb 5 lyuknak kell lennie?
Egy jegyen 5 lyuk szerepel, ezek kézéppontosan
szimmetrikusan helyezkednek el. Hany kiilonbo-
26 lehetdség van erre?

Egy szellemi vetélked6 dontdjébe 20 versenyzot

hivnak be. A zsiri az els6 harom helyezettet és két

tovabbi kiilondijast fog rangsorolni. A rangsorolt
versenyzOk oklevelet és jutalmat kapnak.

a) Az 6t rangsorolt versenyz6 mindegyike ugyan-
arra a szinhazi el6adésra kap egy-egy jutalom-
jegyet. Hanyféle kimenetele lehet ekkor a verse-
nyen a jutalmazasnak?

b) A dobogdsok harom kiilonb6zé értékii konyv-
utalvanyt, a kiillondijasok egyike egy szinhaz-
jegyet, a masik egy hangversenyjegyet kap.
Hanyféle médon alakulhat ekkor a jutalmazas?

c) Ha mar elddlt, kik a rangsorolt versenyzok,
hanyféle modon oszthatnak ki nekik jutalmul
6t kiilonboz6 verseskotetet?

(A 2006. februari kozépszintii érettségi 18. feladata

alapjan.)

1%



FELADAT
Hanyféleképpen valaszthatja ki a tandr a harom fele- Hany
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16t egy 17 £6s csoportban, ha
a) irasban felelnek, mind ugyanazt a feladatot kapja;
b) széban felelnek, mind mas feladatot kap?

a) Egy tizforintost 6tszor feldobva mekkora annak a
valdszintisége, hogy tobb lesz a fej, mint az iras?

b) Egy szazforintost négyszer feldobva mekkora an-
nak a valdszintisége, hogy tobb lesz a fej, mint az
irds?

Bencének 26 osztalytarsa van, ma 3-an hidnyoznak.
A matematikatanar véletlenszerten kivélaszt 2 felelGt.
Egyikiiknek egy feladatot kell megoldania, a masikuk
elméleti kérdést kap. Mennyi a valdszintisége, hogy

a) Bence lesz az egyik felel6;

b) Bence felel az elméleti anyagbol;

c) Bence ma nem felel?

Oldd meg a 3. feladatot azzal a valtoztatassal, hogy
ma 3 tanulo felel, ketten mds-mas feladatot kapnak, a
harmadik pedig elméleti kérdést kap!

- Szamitsd ki szamoldégéppel!

23

126

I — 14! I — 14!
)15 14! )15 14!

13!

Egyre tobb régi film jelenik meg DVD-n. A nagyszii-
16k gytijteményében talalhato régi filmeket tablazat-
ba foglaltuk.

'Y

a) 1 elem;

b) 3 elemdi;

c) 5 elemi;

d) 7 elem;

e) 9elem;

f) 11 elemd

részhalmaza van egy 12 elem(i halmaznak?

g) Hany részhalmaza van Osszesen egy 12 elemt

halmaznak?

Péterék osztalyaban 27-en vannak, kozuluk 15

lany. Ottagu kiildéttséget kell valasztaniuk az isko-

la diakonkormanyzatanak tilésére.

a) Hanyféleképpen allithaté Ossze az ottagu kiil-
dottség?

b) Hanyféleképpen allithatd 6ssze az ottagu kiil-
dottség ugy, hogy legyen fiti a kiildottségben?

c) Hanyféleképpen allithaté Ossze az ottagu kiil-
dottség ugy, hogy tobb legyen a lany kozottiik,

mint a fig?
Héboru elé6tti filmek Héabora utani filmek
5 < B 4
'—o‘ te N [ N
B B |5 2 B3 ¢
g < < g o 38 5]
12 2 10 17 8 6 5

Amikor Tekla meglatogatja nagysziileit, sokszor ki-
valaszt egy-két régi filmet a DVD-s fiokbdl.

KOMBINATORIKA, VALBSZINOSEGSZAMITAS
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Mennyi a valdszintisége, hogy ha taldlomra kivesz

harom filmet, akkor

a) mindharom magyar film lesz;

b) nem lesz koztitkk magyar film;

c) lesz koztiik magyar film;

d) legalabb az egyik haboru el6tti lesz;

e) az egyik film amerikai, a masik kett6 pedig cseh-
szlovak lesz;

f) lesz koztiik hdboru el6tti és habora utani film is?

A 2000-es évek elsé évtizedében évente atlagosan
100-nal is tobb miiholdat allitottak palyara. Ez azon-
ban korantsem kockazatmentes dolog, a statisztikdk
szerint a miholdak kb. 7%-a maér a fellovés soran
megsemmisiil.

Ha elfogadjuk, hogy minden fell6vésnél ennyi az
esélye a megsemmisiilésnek, akkor mennyi a val6szi-
nilisége annak, hogy a kovetkezé 10 mihold koziil a
fellovésnél

a) pontosan kettd semmisiil meg;

b) legfeljebb ketté semmisiil meg?

Két szabalyos dobokockat egyszerre feldobva mek-
kora a valdszintisége, hogy a dobott pontok szorzata
néggyel oszthato lesz?

M. lecke | GYAKORLAS: TUDASPROBA

Szamitsd ki szamologéppel!
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13! — 12! b) 15! + 14!

a) = 131

Egy busztdrsasig nyilvdntartasa szerint az elmult
évben 60 buszuk koziil 3-at kellett kisebb-nagyobb
motorhiba miatt javitani, 10-en kellett gumihibat ja-
vitani, raadasul tovabbi 2 buszon mindkét hibatipus
eléfordult.

Mennyi annak a valdszintisége, hogy egy véletlensze-
riien kivalasztott buszt az elmult évben

a) motorhiba miatt javitottak?

b) nem kellett gumihiba miatt kivenni a forgalombdl?

Két szabalyos dobdkockat feldobva mekkora a vald-
szintisége, hogy a dobott pontok szorzata hattal oszt-
hato lesz?

A hét minden napjan nyitva tart6 sarki bolt egyik

polcan hétféle dobozos miizli koziil valogathatunk:

van A, B, C, D, E, F és G tipusu miizli. Levesziink
egymas utdn harom dobozt, és azokat a kosarunkba
tessziik.

a) Hanyféle sorrendben vehetjiik le a hdrom dobozt,
ha mind kiil6nb6z6, illetve ha egyformak is lehet-
nek?

b) A kosarban hdrom doboz miizli van, mindegyik
mads tipust. Hanyféle lehet a kosar tartalma?

Az E tipust miizlit gyarté cég reklamja szerint az 6

miizlis dobozaik kozil ,,Hétb6l harom ajandékot is

rejt!”

c) Véletlenszertien kivalasztva egy E tipusu miizlis
dobozt, mekkora annak a valdszintisége, hogy ab-
ban lesz ajandék?

A bolt polcait mindennap ujra feltoltik, igy a miizlis

dobozok sohasem ,,fogynak el”

d) Mekkora annak a valdszintisége, hogy ha a hét
minden napjan véletlenszertien vasarolunk egy-
egy E tipust miizlit, akkor a hét koziil pontosan
hérom dobozban lesz ajandék?

1



Temaza

Jellemezd a grafokat! Hany cstcsuk, hany élikk van?

T

2

Y

Y

Y

Y

Y

Mennyi az egyes csticsok fokszama?
Van a grafok kozott egyszert graf?

a) d)

b) e)

Rajzolj olyan 7 pontu, egyszeri grafot, melyben a
csucsok fokszamai:
a) 0;0;0;1;2;2;3
b) 1;2;3;3;3;3;3

c) 1;2;3;3;3;3; 4.

Haény éle van annak a grafnak, melyben a fokszamok
a kovetkezok?

a) 1;2;3;3;4;7 b) 2;4;4;4;5;5

Igazold, hogy nincs olyan egyszer(i graf, melyben
a csticsok fokszdmai a kévetkezok:
a) 1;2;3;3 b) 1;2;3; 4 c) 0;1;2;3.

Igazold, hogy minden 12 pontu egyszert grafnak
biztosan van két olyan csticsa, melyek fokszama meg-
egyezik!

Egy gyartasi folyamat soran harom fazison megy
keresztiil a termék. Az els6 fazisban négy mardgép
dolgozik egymadssal parhuzamosan, melyek ugyanazt
a feladatot végzik. A masodik fazisban egy finomme-
chanikai gép végez egy rovid muveletet, ezt csak egy

ri feladatgyujteme ny

©
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gép végzi. A harmadik fazisban hdrom csomagolégép

dolgozik egymassal parhuzamosan a terméken.

a) Hanyféle kiilonb6z6 gyartasi tton késziilhet el a ter-
mék, ha tudjuk, hogy egy margogép dolgozik rajta,
majd a finommechanikai gép, majd egy csomagolo-
gép? Szemléltesd grafon a gyartasi folyamatot!

b) Hanyadrészére csokken a gyartasi utak szama, ha
egy mardgép és egy csomagologép is meghibasodik?

c) Hanyadrészére csokkenhet a gyartasi utak sza-
ma, ha valamelyik két gép meghibasodik (de nem
tudjuk, hogy melyik)?

Egy hattagti tarsasagban mindenkinek pontosan 3 is-
mer&se van. Szemléltess graffal egy ilyen ismertségi
rendszert (az ismeretségek kolcsonosek)!

Rajzolj egy grafot, mely a kocka csucsait és éleit
szemlélteti!

Dénci a fagyizoban 5-féle izii fagylalt kozil valaszt-

hat. Az egyik nap 2 gombdcot, egy masik napon 3

gombocot kér, tolcsérbe. Készits grafot a kovetkezd

dontésekrol:

a) Hanyféle 2-gombdcos fagylaltot rendelhet?

b) Hény kiillonb6z6 3 gombocos fagyit kérhet, ha
tudjuk, hogy az 5 koziill a kokuszt nem szereti,
ezért ebbdl nem kér, és gy dontott, hogy 3 kii-
16nb6z6 iz gombdcot valaszt?

A mozi pénztara el6tt sorban allnak jegyért Balazs,

Erzsi, Gellért, Klari és Sanyi.

a) Hanyféleképpen allhatnak sorba?

b) Hanyféleképpen allhatnak a sorban, ha tudjuk,
hogy Gellért az els6?

c) Hanyféle lehet a sorrend, ha tudjuk, hogy felvalt-
va allnak sorban a fiuk és a lanyok?

A cukraszdéban 7-féle stitemény kaphaté. Hanyféle-
képpen valaszthatunk ki ezek koziil hdarom kiilonbo-
z0t, ha a slitemények sorrendje nem szamit?

a) Héany kiillonb6z6, 8 hosszusagu kod készithetd
a 0 és 1 szamjegyekbol?

b) Hany olyan 8 hosszusagu kod készithet6 a 0 és 1
szamjegyekbdl, amely egyessel kezd6dik?

KOMBINATORIKA, VALOSZINOSEGSZAMITAS



Egy kozvélemény-kutatdson 10 kérdésre kell vala-
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szolni, mindegyikre igent vagy nemet.

a) Hanyféle kilonboz6 kitoltése lehet ennek a teszt-
nek?

b) Hany olyan kitoltése van a tesztnek, amelyben
pontosan 8 igen valasz szerepel?

A Heimlich & Co. tarsasjatékban 8 kiilonboz6 szi-
nd kértyalap van. Mindenki haz egy kartyat, de nem
mutatja meg a tobbieknek. A jaték soran mind a 8
szinli babut mozgatjék a jatékosok, s ugy kell lépked-
ni, hogy ne deriiljon ki, hogy ki melyik szinnel van,
de kozben mégis a sajat szinii babu érje el a legjobb
eredményt. Bence, Donci és Gyuri arrdl beszélgetnek,
vajon hanyféle kiosztas lehetséges, ha csak harman jat-
szanak (mindharman 1-1 kdrtyat hiznak a 8 koziil).
S hanyféle leosztas van akkor, ha heten jitszanak? Es
ha nyolcan?

Bence osztalyabdl egy négyfés csapat indult a ro-

botikavetélkedén: Bence, Donci, Katd és Juli. A ve-

télkedén haromféle feladatot kell megoldaniuk, egy

idében, egymassal parhuzamosan dolgozva. Egyikiik

tolti a tesztet, masikuk egy szamitasi feladatot old

meg, s ketten egy modellt kell 6sszeallitsanak.

a) Hanyféleképpen oszthatjak ki egymas kozott a 3
feladatot?

b) Hanyféleképpen oszthatjak ki a feladatokat, ha
nem a két fia allitja 6ssze a modellt?

Abrézold graffal a megold4sokat!

Hajni osztalyabdl hatan arra vallalkoztak, hogy szin-
padra visznek egy jelenetet. A 4 lany és a 2 fit olyan
darabot vélasztottak, amelyben 4 néi és 2 férfi szerep-
16 van. Hany kiilonboz6 szereposztas alkothato, ha a
fiak férfi szereplét, a lanyok néi szereplét jatszanak?

A 7-et szeretnénk 3 pozitiv egész szam Osszegére
bontani. Abrazold gréffal, hanyféle felbontas létezik,
ha a tagok sorrendje is szamit! Ezek kozott hany kii-
16nboz6 felbontas talalhato, ha a tagok sorrendjétdl
eltekintiink?

Szamold ki:

a) 4!+ 6!, 31+ 71 2!+ 5!

b) 31+ 4! 41+ 514+ 7! 6! + 8!
3 3! ’ 5!
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A Mastermind egy kétszemélyes logikai tarsasjaték.

8 szinben taldlhatok benne a ,gombok” Ezekbdl rak

ki az egyik jatékos egy 4 gombbdl all6 titkos kodot.

A masik jatékos talalgat. Az elsé jatékos értékeli a

tarsa tippjeit: annyi fekete ,gyufaszalat” rak, ahany

tipp jo helyen van, s annyi fehér , gyufaszalat”, ahany

gombra igaz, hogy az el6bbieken kiviil megfelelé a

szine, de nincs jé helyen. Ezen informaciok alapjan

kell kitalalni a titkos kédot.

a) Hanyféle kod rakhato ki a 8 szinb61?

b) Hanyféle kdd rakhato ki, ha a gombok kozott
nem lehet tobb azonos szint?

c) Ha kitalaltuk a négy szint, akkor a négy szinbdl
hanytéle kod rakhato ki, ha egy szin nem fordul-
hat el tobbszor?

d) Hakitaldltuk a négy szint (piros, kék, zold, sarga),
hanyféle négyszinii kod rakhat6 ki, amelyben a
piros gomb nincs a kék mellett?

Hany 6 jegyti szam irhato fel az 1, 3 és 8 szamjegyek-
kel? Ezek kozott mennyi paratlan?

Hany 6 jegy(i szam irhaté fel a 0, 3 és 8 szamjegyek-
kel? Ezek kozott mennyi paratlan?

a) Hany 5 jegy( szam irhat6 fel a hatos szamrend-
szerben?

b) Mennyi ezek koziil a legnagyobb és a legkisebb
szam a tizes szamrendszerben?

c) Ezek kozott hany olyan van, amelyik paros?

d) Hany olyan 5 jegyti szam irhat¢ fel a hatos szam-
rendszerben, amelynek minden szamjegye ki-
16nb6z6?

A hatos szamrendszerben hany olyan szam van, ame-
lyik legfeljebb 6tjegyti?

a) Hany nyolcjegyt jelszo készithet6 a 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7, 8,9 szamjegyekbdl és az x, y, z, v betiikb6l, ha
a jelszoban lehetnek szamjegyek is, bettik is, tet-
sz6leges sorrendben, s akar ismétlédhetnek is?

b) Ugyanezekbdl a karakterekbdl olyan nyolcjegyti
jelszot kell késziteni, amelyben az elsé 4 karakter

1



betli, a masodik 4 karakter szamjegy. Ekkor hany [{J®

kiillonb6z6 megoldast talalhatunk?

c) Ugyanezekbdl a karakterekbdl olyan nyolcjegyt
jelszot kell késziteni, amelyben az elsé 4 karakter
betli, a masodik 4 karakter szamjegy, és minden
karaktere kiilonb6z6. Ekkor hany kiilonbozé
megoldast talalhatunk?

P A hatos szamrendszerben hény olyan szam van,

27>

Egy véarosban azon gondolkod-

amelynek minden szamjegye kiillonboz6, és legfel-
jebb otjegyti?

a) Hanyféleképpen allhat sorba Hajni és 8 osztaly-
tarsa, ha tudjuk, hogy Hajni és Juli szomszédosak
egymassal?

b) Hanyféleképpen allhatnak sorba 6k kilencen, ha
tudjuk, hogy Hajni a harmadik?

c) Hanyféleképpen allhatnak sorba, ha Hajni nem az
utolsd?

1 2 3 4
nak, hogy ujfajta buszjegyeket
vezetnek be. Az 4j buszjegy nem o2 N I
3x3-as formatumu lesz, hanem 9 10 11 12
4x4-es: 1-t6l 16-ig szerepelnek 13 14 15 16

rajta a szamok, az dbra szerint.

a) Ha ezek koziil pontosan harmat lyukaszt ki a lyu-
kaszto, akkor hany killonbozé lyukasztas torténhet?

b) Ha két vagy harom lyukat lyukaszt a gép, akkor
hanyféle lyukasztas torténhet?

A sakktablan az abra szerint elhelyeziink egy bastyit.

130

a) Ha véletlenszertien elhelyeziink a tabla valame-
lyik tires mez6jére egy masik babut, mennyi a va-
l6szintisége, hogy ugy tettiik le, hogy titésben all?

b) Hogyan valtozik ez a valészintség, ha eredetileg
mashova helyeztiik a bastyat?

N

34>

D

Ha 10 gyerek, koztiik Bence és Donci sorba ll, meny-
nyi a valdszintisége, hogy 6k ketten nem keriilnek
egymas mellé?

A Catan telepesei cimi tarsasjatékban két dobokoc-
kaval dobunk egyszerre. Ha a dobott pontok 6sszege
hét, akkor senki sem jar jol, hanem a szerencsétlensé-
get okoz6 ,,rabld” nevii babut kell mozgatni. Mennyi
a valoszintisége, hogy a dobds utan a ,,rablé” 1ép?

Véletlenszertien hiizunk harmata T, T, T, T, T, E, E, E
bettik koziil. Mennyi a valoszintisége, hogy ki tudjuk
rakni beléliik a TET sz6t?

Mennyi a valoszintisége, hogy két dobokockaval dobva
a) a dobott szamok Gsszege 1?

b) a dobott szamok Osszege 2?

c) adobott szamok Osszege 3?

d) a dobott szamok Gsszege 72

e) adobott szamok dsszege 2 vagy 72

A tarsasjatékban Bence babuja 5 mez6vel all Donci

babuja mogott.

a) Két kockaval dobhat, s a dobott pontok dsszegét
lelépheti. Mennyi a valdszintisége, hogy megel6zi
Déncit?

b) Két kockaval dobhat, s barmelyik dobasa ered-
ményét lelépheti, de csak az egyiket, nem az 6sz-
szegiiket. Mennyi a valoszintsége, hogy megeldzi
Déncit?

Két dobokockaval dobunk egymas utdn. Mennyi a
valészintsége, hogy a masodik kockaval ugyanazt
dobjuk, mint ez elsével?

A totén 13+1 mérkdzésre lehet tippelni, mindegyikre

haromfélét: 1, 2 vagy x.

a) Hany killonb6z6 médon toltheté ki a totdszelvény?

b) Véletlenszertien kitdltve a totdszelvényt mennyi
a valoszintisége, hogy 13 taldlatunk van?

c) Véletlenszertien kitoltve a totdszelvényt mennyi
a valoszintisége, hogy 12 taldlatunk van?

Csilla a Honfoglalé jatékot jatssza. Elvezi a jatékot,
pedig még sok kérdésre nem tudja a vélaszt, s ilyen-
kor véletlenszertien tippel. Inkabb nem kér segitsé-
get. Ha 3 egymds utani valasztos kérdésre nem tudja
a valaszt, s ezért véletlenszertien jel6li meg a négy

KOMBINATORIKA, VALOSZINOSEGSZAMITAS
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lehetséges vélasz koziil az egyiket, mekkora annak
a valoszintisége, hogy pontosan két valaszt eltalal?
Mekkora annak a valdszintisége, hogy legalabb két
valaszt eltalal?

A pokerjaték soran a kovetkezé harom lapot osztot-

tak nekiink: pikk kiraly, kér dama, treft tizes.

a) Mennyi a valdsziniisége, hogy a tovabbi két lap
kiosztasa utan ,sor” lesz a keziinkben?

b) Mennyi a valészintisége, hogy ,,1 par” lesz a ke-
ziinkben?

A pokerjatékban az elsé harom lapunk a karé nyol-

cas, kér nyolcas, treff kilences.

a) Mennyi a valdsziniisége, hogy a tovabbi két lap
kiosztasa utan ,,drill” lesz a keztinkben?

b) Mennyi a valoszintisége, hogy ,,két par” lesz a ke-
ziinkben?

c) Mennyi a valdszintsége, hogy ,.full” lesz a ke-
ziinkben?

A tarsasjatékban Csilla babuja pontosan 15 mezével
all a cél el6tt. Pontosan 16-ot kell 1épnie ahhoz, hogy
célba érjen. Ha tobbet 1ép, ,visszapattan’, s jatékban
marad. Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan 3 do-
basbdl célba tud érni? (Készits a célba érés dobdsso-
rozatarodl grafot!)

A 32 lapos magyar kartyabdl 6 lapot huzunk.

a) Mennyi annak a valészintsége, hogy pontosan 2
kirdly kertil a keziinkbe?

b) Mennyi annak a valdszintisége, hogy legalabb
2 kiraly keril a keztinkbe?

c) Mennyi annak a valdszintisége, hogy legfeljebb
2 kiraly kertiil a keztinkbe?

Az egyik héten (2015 els6 jatékhetében) azt figyelte
meg Bence, hogy a hatos lottén a kihuzott szamok
kozott a legkisebb a 37-es volt. Elgondolkodott azon,
vajon mennyi annak a valdszintisége, hogy a legkisebb
kihtzott szam a 37-es. Majd azon gondolkodott, hogy
mennyi annak a valdszintsége, hogy minden szam na-
gyobb, mint 36. (A hatos lottén 45 szambdl huznak ki
6 szamot.) Mekkorak ezek a valdszintiségek?

Bence és Donci a kovetkezd jatékot jatsszak. Készitet-
tek 3 kiilonleges dobdkockat. Az egyiknek 6t oldalan
4 pont van, egy oldaldn 1 pont. A masiknak 6t olda-
lan 3 pont van, egy oldaldn 6 pont. A harmadiknak
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harom oldalan 2 pont van, harom oldalan 5 pont.
Mindketten huznak egy-egy dobodkockat. Dobnak,
s az nyer, aki a nagyobbat dobja. Bence azt javasolja,
hogy ne véletlenszertien hiizzak a dobokockat, hanem
mindketten vélasszanak. Donci beleegyezik, azzal a
feltétellel, hogy Bence vélaszt elsének. Vajon hogyan
gondolkodott Donci? Szamold ki, mekkora valdszint-
séggel nyernek az egyes kockak a tobbi kocka ellen!

Erettségi feladat, 2007. majus — 3 pont

A 100-n4l kisebb és hattal oszthat6 pozitiv egész sza-
mok koziil véletlenszertien valasztunk egyet. Mekko-
ra valoszintiséggel lesz ez a szam 8-cal oszthatd? Irja
le a megoldas menetét!

Erettségi feladat, 2008. majus — 12 pont

Az 1,2, 3, 4, 5, 6 szamjegyek felhasznélasaval otje-
gyl szamokat készitiink az 6sszes lehetséges modon
(egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk). Ezek
kozott hany olyan szam van,

a) amely 6t azonos szamjegybdl ll;

b) amelyik paros;

c) amelyik 4-gyel oszthatd?

Erettség feladat 2007. majus - 12 pont

A viarosi kozépiskolds egyéni teniszbajnoksag egyik

csoportjaba hatan keriiltek: Andras, Béla, Csaba,

Dani, Ede és Feri. A versenykiiras szerint barmely

két fiinak pontosan egyszer kell jatszania egymassal.

Eddig Andras mar jatszott Bélaval, Danival és Feri-

vel. Béla jatszott mar Edével is. Csaba csak Edével

jatszott, Dani pedig Andrason kiviil csak Ferivel. Ede

és Feri egyarant két mérkdzésen van tul.

a) Szemléltesse graffal a lejatszott mérkozéseket!

b) Hany mérk4zés van még hatra?

c) Hany olyan sorrend alakulhat ki, ahol a hat verseny-
26 koziil Dani az els6 két hely valamelyikén végez?

Erettségi feladat, 2009. oktdber - 12 pont

Béla egy fekete és egy fehér szinti szabalyos dobdkoc-
kaval egyszerre dob. Feljegyzi azt a kétjegyl szamot,
amelyet ugy kap, hogy a tizes helyiértéken a fekete
kockaval dobott szam, az egyes helyiértéken pedig a
fehér kockaval dobott szam 4ll. Mennyi annak a vald-
szin(isége, hogy a feljegyzett kétjegyli szam

a) négyzetszam;

b) szamjegyei megegyeznek;

c) szamjegyeinek sszege legfeljebb 97
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Egy csaladban a nagysziilék unokdjuk jovéjérdl gondol-
koznak:

- Most még csak 8 éves lesz, de egyszer majd lesz 18 is!

- Igaz, és ha segiteni akarjuk, azt jobb most rogton elkez-
deni. Ha 6ssze tudnank adni 500 000 forintot, és betennénk
a bankba 6%-o0s kamatos kamatra, akkor 10 év alatt talan
meg is duplazddnal!

Szamitsuk ki, hdny forint lenne a lejdratkor a bankbetéten,
ha 500 000 forintot évi 6%-os kamatos kamatra és 10 éves
futamidére kétnénk le! Valéban megduplazédna az 6sszeg?

KIDOLGOZOTT FELADAT

Szamologép segitségével probaljunk becslést adni
arrol, hogy legalabb mekkora kamatldb esetén dup-
lazédna meg 10 év alatt a kezdeti 500 000 Ft-os toke!

Megoldds

Meg kell oldanunk az 500 000 - x'° = 1000 000 vagy az
ezzel egyenértékli x'° = 2 egyenletet. Ezt egyelSre csak
probalgatassal tudjuk megtenni. Az x értékének 1,07 ko-
rili, de ennél kissé nagyobb szamnak kell lennie.

1,07"° = 1,967, 1,08" = 2,159, vagyis 7%-os kamatlab-
nal még nem, de 8%-osnal mar t6bb mint duplajara néne
az eredeti Osszeg.

Prébaljuk meg a 7,5%-o0s kamatldbat is: 1,075' =~ 2,061.
Tovabbi probalkozasokkal azt kapjuk, hogy kb. évi 7,2%-os
kamatos kamat mellett duplazédik meg a kezdeti 6sz-

Megoldds
Az évi 6%-0s kamatos kamat azt jelenti, hogy a betét év

eleji értékéhez minden év végén hozzaadjak a 6%-at. Ezt
a megnovelt értéket gy is megkaphatjuk, hogy az év eleji
értéket megszorozzuk 1,06-dal.
Ki kell tehat szamitanunk az
500 000 1,06 1,06 - ... 1,06 = 500 000 - 1,06'°
10 tenyezd
értéket, ami egész forintra kerekitve 895 424 Ft.
Az eredeti 6sszeg tehat nem duplazddna meg.

szeg 10 év alatt. A keresett legkisebb megfelelé kamatla-
bat csak ujabb probalkozasokkal tudnank pontosabban
megadni.

“15 Szamologép segitségével adjunk becslést arra, hogy

évi 6%-0s kamatlab mellett legalabb hany év alatt
duplazédna meg a kezdeti 500 000 Ft-os téke!

Megoldds

Meg kell oldanunk az 500 000 - 1,06" = 1 000 000 vagy a
veleegyenértékii1,06" = 2 egyenletet. EgyelGre eztis csak
probalgatassal tudjuk megoldani. Az x értéke nyilvan-
valéan egy 10-nél nagyobb egész szdm. 1,06'' ~ 1,898,
1,06 = 2,012, azaz 11 év alatt még nem, de 12 év alatt
mar tobb mint dupldjara néne az eredeti dsszeg.

Bankbetétek esetében a téke, a kamatldb és az id6 jatszik szerepet.

Ha A forintot n évre (ciklusra) kotiink le p%-os kamatlab esetén, akkor a megnévekedett Gsszeget az A, = A (l + P )n

képlettel szamithatjuk ki.

100

Ha A-t és p-t ismerjiik, akkor itt egyszer(i hatvanyozasi és szorzasi feladatrél van sz6. Ha azonban az n-et vagy a p-t keres-

siik, akkor egyeldre kisérletezésre kell szoritkoznunk.



FELADAT

600 ezer forintot fektettiink be 3 évre, évi 6,5%-0s ka-

N
Y

matos kamatra.

a) Harom év utan mennyivel nétt a befektetett pén-
ziink?

b) A 3 év eltelte utdn kivessziik a pénziinket, s ek-
kor 15% kamataddt szamolnak fel. Ez azt jelenti,
hogy a kamat (névekmény) 15%-at adoként kell
befizetni az allamnak. Ezt csak akkor szamoljak
fel, amikor kivessziik a pénzt, addig a kamatozast
nem befolyasolja. Mennyi pénzt kapunk kézhez,
ha nincs mas koltség?

A benzin drat 5-szOr egymas utan felemelték ugy,

hogy az tj ar minden alkalommal az el6z6 ar 106%-a

lett.

a) Hanyszorosara nétt a benzin dra az elsé aremelés
elétti arhoz viszonyitva?

b) Hany szazalékkal n6tt a benzin ara az els6 areme-
1és el6tti arhoz viszonyitva?

HAZI FELADAT

Befektettiink 1,5 milli6 forintot.

a) Ha minden évben 18%-os gyarapodast ériink el
az el6z6 évi allomanyhoz képest, akkor 5 év alatt
mennyire szaporodik fel a t6kénk?

b) Legalabb hany szazalékos éves gyarapodas esetén
garantalt az, hogy 5 év alatt megduplazodik a t6-
kénk? Hasznald a szamologépedet!

¢) Ha minden évben 18%-os gyarapodast ériink el,
akkor hany év kell ahhoz, hogy a tékénk megha-
romszorozodjék? Szamoldgéped segitségével ke-
resd meg a valaszt!

RAADAS

Folytassuk az drai els6 feladatot! 600 ezer forintot fektetiink be, évi 6,5%-0s kamatos kamatra. A pénz kivételekor 15%

Hany szazalékos kamatos kamat esetén néne 10 év

»
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alatt az eredeti téke

a) a mdsfélszeresére;

b) a kétszeresére;

c) aharomszoroséara?

Szamologéped segitségével adj minél jobb becslést!

Ird fel egyetlen hatvanyként!
1,2°

a) 1,06°- 1,06 10*- 0,7

[rd fel egyetlen hatvényként! (a + 0 és y + 0)
8

a) x- x }/_3; a-b

Y
b a’-a®. 482, 5\2 (. 3\4
) S8 )

a) Hany év alatt néne kétszeresére a pénziink éves
7,5%-0s kamatlab esetén?

b) Ha a pénziink kivételekor 16% kamatadot kell
fizetni az dllamnak, akkor hany év utan dupla-
z6dna meg a pénziink, éves 7,5%-os kamatlab
esetén?

A Foldnek 1830-ban kortlbeliil 1 milliard lakosa
volt. A népesség novekedését egy matematikai mo-
dell évi 1,1% koriili értéknek feltételezi. A modell
szerint hany lakosa volt a Foldnek

a) 1900-ban; c) 1960-ban;

b) 1930-ban; d) 1990-ben?

Vesd 6ssze a modellt a valosaggal!

kamatado6t vonnak le az allam szamara. Legalabb hany teljes évig kell a bankban tartani a pénzt, ha azt szeretnénk, hogy a

kézhez kapott 6sszeg tobb legyen, mint a befektetett téke kétszerese, ha nincs mas koltség?
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BEVEZETO

Részlet egy ujsagcikkbdl: ,,A XX. szazad utols6 két évtizedében a személyi
szamitogépek drdnak csokkenésével az eladott darabszam robbandsszer(
novekedésnek indult. A 80-as évek kozepétdl kezd6dGen a vilagon haszna-
latban 1év6 személyi szamitégépek szama évente mintegy 16%-kal nétt. Az
utdébbi években azonban lassulni latszik a névekedés, a 2010-es adat (mintegy
1,4 millidrd darab) mér er6sen elmarad a varakozasoktdl...”

1990-ben koriilbeliil 100 millié darab szamitogépet Megkozelit6leg hany millié szamitogépet hasznalhat-

tak az 1988-as évben?

hasznéltak a vilagon. Szamitsuk ki a szamitégépek
vart darabszamat 2010-ben! Csakugyan elmarad a
valos adat a varakozastol? Megoldds

1988-hoz képest 2 év telt el 1990-ig. Jeloljiik x-szel, hogy

Megolds hany milli6 darab szamitogép lehetett 1988-ban.

A szamitégépek N darabszamat (millié darabban) az
N(t)=100-1,16" képlettel szdmithatjuk ki, ahol t az
1990 6bta eltelt évek szdma. 2010-ben, tehat 20 évvel ké-
s6bb, N(20)=100-1,16" ~ 1946 milli6, azaz koriil-
beliil 1,946 millard szamitégépet varnank. A tényleges

100 = x-1,16>. Ebbdl x = 11002

=~ 74,3 millié darab.

>

Megjegyzés: Ugy is gondolkodhattunk volna, hogy ha
egy esemény 2 évvel korabban volt, akkor ¢ helyére (—2)-t
helyettesitiink.

1,4 millidrd ett6l valéban jocskan elmarad.

FELADAT

Mir korabban tanultuk: 27* = L; 57%= LZ =1
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3 személyt fert6z meg, de aki egyszer atesik a be-
2 5
Ird fel kozonséges tort alakban!

a) 2% 373 4% 187!
G
b) (2) > \2) \5

Egy virusos jarvany soran a betegség tobbnyire egy-

tegségen, annal kialakul a védettség, igy tobbszor

mar nem fert6z6dik meg. A jarvany egy adott he-

tében 2430 beteget regisztralnak.

a) Hany betegre kell felkésziilni a mostantdl sza-
mitott 4. héten?

b) Hany beteg volt 4 héttel ezel6tt?

Y

hetes lefolyasa alatt minden beteg 4tlagosan tovabbi

Egy Uj autd az elsé 3 évben évente atlagosan 20%-ot Mennyit érhet most a csalad 9 éves autdja, amit

veszit az el6z6 évi értékébdl, majd ezutdn az éves 6 évvel ezel6tt 3 évesen, 2,5 millid forintért vettek?

csokkenés mértéke 12% Kkoriili szintre valtozik. Mennyibe keriilhetett a kocsi Gjonnan?

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



Megoldds
a) Az éves 12%-os értékvesztés azt jelenti, hogy az autd

értéke minden évben az el6z6 évi érték 88%-a, vagy-

is 0,88-szorosa. Egy t éve vasarolt autd értékét ezek
szerintaz E(t)= A - 0,88' képlettel szamolhatjuk ki,
ahol A az auté vasarlaskori értéke. Esetlinkben ez
E(6) = 2500 000 - 0,88° ~ 1161 000 forint.

b) Most a vésarlas idépontjdhoz képest 3 évvel kordbbi

eseményre kérdeziink, ezért t = —3. A képlet alapjan

FELADAT

Toth tr egy 3,5 millié forintos 4j autd vasarlasat fon-
tolgatja.

a)

b)

c)

Hany forintot veszit az értékébdl 3 év alatt az autd,
ha elfogadjuk, hogy értéke minden évben az el6-
26 évi értékének 20%-aval csokken?

Ha Toth ar egy (,maérkasabb”) 4 éves hasznalt
autot venne 2,5 millié forintért, akkor ennek hany
forinttal csokkenne az értéke 3 év alatt (feltételez-
ve, hogy az autd értéke minden évben az el6z6 évi
értékének 12%-aval csokken)?

Mennyi lehetett a b)-beli hasznalt aut6 értéke uj
koraban, ha 3 éves koraig évente 20%-kal, majd
azt kovetden évente 12%-kal csokkent az értéke, s
jelenlegi ara 2,5 millio Ft?

HAZI FELADAT

Egy ravasz tizlettulajdonos a kezdetben 1000 Ft-os nadrag arat hetente az el6z6 heti ar 5%-aval néveli, gondolvan,
hogy ezt ugysem veszik észre. Az alabb megadott téblazat segitségével vizsgald meg, hogy hanyszorosara nétt, illetve

'S
Y

Z

E(—3)= 2500 000-0,8° ~ 4 883 000 volt az auté

értéke Gjonnan.

Masképp is szamolhatunk: ha az 4j auté értéke x Ft,

akkor hidromévesen x - 0,8> Ft-ot ér. Az
x-0,8> = 2500 000

egyenletet megoldva

x = 4 883 000 Ft.

Zsebszamologép hasznalata nélkil dllapitsd meg,
melyik érték nagyobb, mint 1, melyik kisebb, mint 1!
a) 1,895 094% 145% 0997

0 (B ()5 4 e

1,4 °
Egy tartalyban 63 liter 90%-os alkohol van. Kion-

0,8’

tik a harmadrészét, és vizzel potoljak.

a) Hany liter tiszta alkohol volt eredetileg a keve-
rékben, és mennyi maradt az eljards végén?

b) Hany liter tiszta alkohol lesz a keverékben, ha
ezt az eljarast 12-szer végzik el egymas utan?

mennyivel nétt a nadrag dra az eredeti 1000 forintos arhoz képest! A fiizetedben dolgozz!

Ennyi hét utan 5 10 15

Ennyiszeresre nétt az dr

Ennyivel nétt az ar (Ft)

~ 630

20

2= A5

25 30 35 40 45 50

Szamolj zsebszamologéppel! Mennyi a 0,9-nek a hatodik, a hatvanadik és a hatszazadik hatvanya?

3

=3
573. 56, 556 . (3—5)2
—5 4 —4 5
I R RC,

43. lecke | NOVEKEDES ES FOGYAS
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Legalabb hany szazalékos novekedést kell évente mutatnia
annak a befektetésnek, amivel

a) 5; b) 10

év alatt meg akarjuk haromszorozni a T forintnyi tékénket?

Megoldds

Ha évi p%-os a novekedés, akkor minden évben (l + %)

-szorosara né az év eleji 0sszeg. Jeloljiik g-val az <1 + %)

szdmot! Ekkor 5 év alatt q-szeres, 10 év alatt q'’-szeres a

novekedés.

a) A T- q = 3T, vagy egyszer(ibben (a T pozitiv szdm-
mal osztva) a g° = 3 egyenletet kell megoldanunk.
Azt a szamot, amelynek az 6tddik hatvanya 3, igy
jeloljiik: %3 . Ennek kozelitd értékét sok zsebszamolo-
gépen az 1/ gomb segitségével kaphatjuk meg az 5 ,
%/, 3 jelsorozattal.
(Megjegyzés: Egyes szdmologépek a 4/ gomb helyett
az x'” gombot hasznaljék. Ezekena 3 , x', 5 jelso-
rozatot kell begépelni.)

Az eredmény: q =~ 1,246. Mivel ¢ =1 + %, ezért

P ~
Tog = 0246, p ~ 24,6.

Tehat 5 év alatt évi 24,6%-0s novekedés esetén 3-szoro-
z6dik meg a befektetett t6ke.

b) Hasonléan: a q'° = 3 egyenlet megolddsa utan kap-
hatjuk meg a tizéves periddusra vonatkozé kamatot.
Azt a pozitiv szamot, amelynek a tizedik hatvanya 3,
igy jeloljitk: '%/3. Ennek kozelitd értékét zsebszdmo-

logépen a 1 0, %/, 3 jelsorozattal kapjuk meg:

g="%3 ~ 1,116. Ebbél % ~ 0,116, p = 11,6.

Tehat 10 év alatt évi 11,6%-0s novekedés esetén 3-szo-
roz6dik meg a befektetett toke.

Definicio: Ha az a pozitiv szam, és n az 1-nél nagyobb természetes szam, akkor van egyetlen olyan pozitiv szam, amely-

nek az n-edik hatvanya az a.

Ezt a szamot az a szam n-edik gyokének nevezziik, és igy jeloljiik: v'a (olvasd: enedik gyik a).

Az " a kifejezésben a az alap, n a gyikkitevé.

Példdul

%/216 = 6, mert 6° = 216, %/0,03125 = 0,5, mert 0,5’ = 0,03125.

Megjegyzések

- A %64 (mésodik gyok 64) jelolés helyett a megszokott négyzetgyokjelet hasznéljuk: %/64 = v64 = 8.
— A %64 -et harmadik gyok 64-nek olvassuk, de elterjedt a ,kobgyok” 64 szohasznalat is: /64 = 4.



- A negativ szamok pdratlan pozitiv egész kitevdju hatvanya negativ szam. Ennek megfelel6en értelmezhetjiik a negativ

szamok 1-nél nagyobb paratlan egész kitevéjl gyokét.

Példdul
(=7)° = —343, ezért ¥/—343 = —7.

- A negativ szamok pdros egész kitev6jii gyokét nem értelmezziik, mert a valds szamok pdros kitevéjii hatvanya nem

lehet negativ.
Példdul

%/—64 értelmetlen, mert nincs olyan valés szam, amelynek a hatodik hatvanya (—64) lenne.

~ A0 pozitiv egész kitevjii gyokeét is értelmezziik, mégpedig igy: V0 = 0 (n > 1).

FELADAT

1>

N
Y

» w
Y Y

Add meg a definici6 alapjan a kovetkez6 szamokat!
a) v100; %'—1000; */1000 000; %/1 000 000 .

b) ¥1; ¥—125; '%/1024; 4/625; %/0,001;
s /27, /1
8 16

Add meg a zsebszamoldgéped segitségével a kovetke-

z6 szamok kozelit6 értékét!

a) V10; ¥ 60; ¥120; %'920; */'1000; */10 000 .
b) 410; ¥ 60; %/120; %/920; %/1000; %10 000 .

A biivos kocka térfogata 216 cm’. Mekkora a felszine?

Egy viztorony (hidroglébusz) gomb alakd tartalya-

nak teljes térfogata 113 m”.

a) Mekkora a gomb sugara?

b) Hény m®aluminium sziikséges a burkolat elkészi-
téséhez?

HAZI FELADAT

N
Y

44.

Add meg a definici6 alapjan a kovetkez6 szamokat!

a) /0,49; ¢) ¥27; e) ¥1;
b) %/256; d) /3% 3.

Egy kocka térfogata 42 cm’. Valaszd ki az alabbiak
koziil a kocka felszinét!

a) 6-v42 cm’

b) 6-*%42 cm?

c) 6-(¥42) cm’

lecke | STAMOK N-EDIK GYOKE

3

Y

(Az R sugaru gomb térfogatat a V = %Ra, felszi-

nétaz A = 47R* képlettel szdmithatjuk ki.)

Egy vallalat piaci részesedése minden évben azo-

nos szazalékkal csokkenve 8 év alatt a felére esett.
Hany szazalékos az éves piacvesztés?

Vizi éléhelyek — az akvariumtol a Balatonig — egyik
nagy problémadja az algasodas. Megfelel fény- és
hémérsékleti viszonyok mellett az algaval boritott
teriilet nagysaga akar 1-2 nap alatt megduplazodhat.
Egy kerti toban mindennap ugyanannyiszorosara
novekedett az algaval boritott teriilet nagysaga,
mig végiil a kezdetben 1,5 m’-en észlelhetd alga
egy hét alatt teljesen beboritotta a 26 m*-es tavat.
Szamitsd ki, hogy naponta hanyszorosara noveke-
dett az algas teriilet!
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Egy korabbi tanulmdny szerint a vilag népessége 2011. ju- 2011. junius végétdl 2011. oktéber végéig azonban csak
nius végén kozelit6leg 6,98 millidrd f6 volt, és ez a szam 4 hénap, azaz 1 4y telik el. Vajon hasznalhaté-e a képlet a
évente koriilbeliil az 1,1%-4aval novekszik. Igy az ENSZ 1 - 3 - iclenth N L
becslései szerint a f6ldi lakosok szama 2011. oktéber végén £= 3 esetent Mit jelenthet az, hogy 1,01172

1épte at a 7 millidrdot.

Szamoljunk!

Ha t-vel jeloljiik a 2011. junius vége Ota eltelt egész évek
szamat, akkor a vildg népességét az N(f) = 6,98 1,011°

képlettel szamolhatjuk (milliard fében).

KIDOLGOZOTT FELADAT

A Bevezet6ben emlitett modell szerint egyenlé idétartamok alatt ugyanannyiszorosdra valtozik a népesség. Ha egy év alatt
1,011-szeres a novekedés, akkor hanyszoros a névekedés % év alatt?

Megoldds

Jeloljiik x-szel, hogy hanyszorosara né a népesség % év alatt. Ekkor a kezdeti népesség % év mulva x-szeres, tovabbi % év

mulva mar (x- x)-szeres, és még tovabbi % év mulva mar (x- x - x)-szeres. Egy év alatt haromszor telik el az % év, ezért a
kezdeti népesség az x’-szeresére né.
Ezt kaptuk: x° = 1,011; és ebbdl: x = %/1,011 = 1,0037.

Megjegyzés
A modell szerint tehdt 2011. oktober végén a Fold népessége 6,98 - 1,0037 = 7,006 (millidrd £6) volt.

1 1
A gondolatmenet alapjan értelmet adhatunk az 1,011° kifejezésnek: 1,011° = %/1,0037 .
1

1\3
Ez azt is jelenti, hogy (1,011 3) =1,011.

1
Definici6: Ha a egy nemnegativ szam, és n egy 1-nél nagyobb pozitiv egész szam, akkor a» = "V a.
1

1 1 1 1
Példaul: 32° = %/32 = 2; 6,252 = /6,25 = 2,5; 0,0016* = 4/0,0016 = 0,2; 0° = '%/0 = 0.



FELADAT

Szamologép nélkiil hatarozd meg a hatvanyok érté-

két! Toltsd ki a tablazatot!

N[
=

1 1
8’ 1000° 81

NI

16 81

Y

Add meg az alabbi hatvanyok és gyokok értékét!
a)

1 1 1 1 1
42 0,042  (17%)> 1024 0,1253

k-szorosara novekszik! Ezt a kiegészitést figye-
lembe véve toltsd ki az alabbi tablazatot a fiize-

tedben!
Eltelt napok
) 1 23 456 7
szdma
Befedett
8-k 8- 13 =

teriilet (m?)

¢) Mennyi a tablazatban szerepld k értéke?
d) Mekkora a befedett teriilet a hét egyes napjain?

b) J0,01  3/0,008 0,81 %/0,0001 1,21 A legtobb hangszer esetében az egymast kévetd

Y

A Kkerti tavacska felszinét tavirozsak is diszitik. Egy
matematikai modell szerint ha kezdetben 8 m’-es
feliiletet fednek be a tavirdzsa levelei, akkor ez a te-
rtilet hetenként mindig ugyanannyiszorosara, 1,3-sze-
resére novekszik.
a) Ha a megfigyelés kezdete Ota eltelt hetek szamat
h-val jeloljiik, akkor melyik 6sszefiiggés felel meg
a fentiekben leirt modellnek?
A) F(h)=8-1,3-h; C) F(h)=8-(1,3-7);
B) F(h)=8-1,3"; D) F(h)= 8+ 1,3".
b) Egészitsitk ki a modellt azzal a feltételezéssel,
hogy a levelek altal befedett teriilet mindennap a

HAZI FELADAT

Add meg az aldbbi hatvényok &rtékét!

1 1
a) 643; c) (i)z; e) V9.
1 1
b) 0,027%; d) (vV10)'; f) 10245

Y

Egy egyszer(i modell szerint Magyarorszag népessége

a 2000-es évek els6 évtizedében minden évben az el6z6

évi népesség 0,2%-aval csokkent. A 2011-es népszamlalas

adatai alapjan 2011. oktdber 1-jén, a népszamlalds ,.esz-

mei idépontjaban” kerekitve 9 982 000 {6 volt.

a) Mutasd meg, hogy a népszamlalastol szamitott x év
elteltével a népesség 9982 - 0,998" ezer f6 lesz!

b) Feltételezve, hogy a fenti tendencia folytatodott,
szamitsd ki az orszag lakosainak szamat 2013. ja-
nuar 1-jén (ezer fore kerekitve)!

45. tecke | RACIONALIS SZAMOK A KITEVOBEN 1.

w
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félhangok magassaganak (frekvenciajanak) hanya-

dosa allandé. Egy adott alaphang frekvencidjanak

a ndla egy oktdvval, azaz 12 félhanggal magasabb

hang frekvencidja éppen kétszerese.

a) Hanyszorosa az alaphang frekvencigjanak a ra
kovetkezd félhang frekvencidja?

b) Hanyszorosa az alaphang frekvencidjanak az
un. ,kvint” frekvencidja, ha a kvint 7 félhanggal
magasabb az alaphangnal?

Add meg az alabbi hatvanyok értékét!

FF W a7F @ @

Bizonyos sipokat megfajva azt hallhatjuk, hogy
az alaphangon tul egy vagy tobb sokkal magasabb
hang, az ugynevezett felharmonikus hangok is
megszdlalnak. (Az alaphangot szokas els6 felhar-
monikusnak nevezni.) Az egyvonalas zenei C hang
frekvencidja kozelitéleg 261,6 Hz. A hozza tartozd
masodik felharmonikus hang frekvencidja ennek
kétszerese, azaz 523,2 Hz, a harmadik felharmo-
nikus hang frekvencidja pedig haromszorosa, azaz
kortilbelill 784 Hz. Szamold ki a szamoldgéped se-
gitségével, hogy hany félhang tavolsagra taldlhato
ez a felharmonikus az alaphangt6l! Hasznald az
orai 4. feladat eredményét!
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El6z6 6rén lattuk, hogy a Fold népességét az N(f) = 6,98 - 1,011" képlettel szémolhatjuk (milliard f6ben), ahol t-vel jeldltiik a

2011. janius vége Ota eltelt évek szamat. Vajon mit mond ez az 6sszefiiggés a 2011. februdr végi, % év utani népességszamrol?

2
Mit jelenthet a 1,011° kifejezés? Hanyszorosara nétt a modell szerint a Fold népessége 2011. februdr végére, % év elteltével?
Foglaljuk tablazatba, hogyan alakult a vilag népessége 2011. junius vége és 2012. junius vége kozott!
Idépont 2011. junius 2011. oktdber 2011. februar 2011. junius
Népesség (millird £6) 6,98 6,98 x 6,98 x° 6,98 x’ =6,98 - 1,011
1
Léttuk, hogy x = 1,0113 = %/1,011 . Februdr végére tehat x’-szeresére, azaz (3«/ 1,011 )2 -szeresére nétt. A modell szerint ezt

2 2
a szorzotényezét jeldljiik a 1,011° hatvényalakkal. Ezt kaptuk: 1,011° = (3/1,011 )",

ia i 1\p
Definicié: Haa = 0,pésq pedig pozitiv egész szam, de ¢ # 1, akkor az a7 hatvanyt igy értelmezziik: a4 = (a '1) .

Vagy masképp: a® = (Va ).
3
Példaul: 32° = (3/32) = 2° = 8.

3 3\
Ertelmezziik a negativ tortkitevéjli hatvanyokat is! Figyeld meg a kovetkezd atalakitast: 32 ° = (325> = % = %
32°
Definicio: A negativ tortkitevéju hatvany legyen egyenld az ellentett kitevdjii hatvany reciprokaval!
1
Példdul: 81 2 = 1= L1
<9
81?2
Szamitsd ki a kovetkez6 hatvanyokat a tortkitevéjli hatvanyra adott értelmezés alapjan!
3 3 3 2 5 4
a) 252%; b) 642; c) 92; d) 273; e) 83; f) 1253.
Igazoljuk, hogy Egy a szam egész kitevéjt hatvanyairdl tanultuk, hogy
11 2 2 4 & d=dt =4
a) 283-28° = 28%; b) 28°%-28% = 28! : :
; Most a = 28°.
Megolclias 1 . , ( L)z ( L>4 ( L)2+4 ( L)6
4 L L 2 A 3) . 3) — 3 — 3
a) 28°-28°= (283) , ami a definicié miatt valoban 283 Ezért 128 287) = \28 =287 2

. Ez pedig - szintén a definicié miatt — valoban 28°-
-nal egyenld.

. 2 P
b) A tortkitev6ji hatvanyok definiciéja miatt: nal, vagyls 28 "-nel egyenld.

28% 28 = (28%)2 : (28%>4.




A 9. osztalyos tankonyvben egész kitevok esetére fogalmaztuk meg a hatvanyozas azonossagait.

Bizonyithatd, hogy ezek valtozatlan formaban érvényben maradnak a pozitiv szamok racionalis kitev6jii hatvanyai eseté-

ben is (azaz érvényesiil az ugynevezett permanenciaelv).
Tehathaa > 0, b > 0, tovabbd m és n racionalis szamok, akkor

(a

m

a

ta"=a""" (a-by*=a"-b",

>

+

o=

L i
32, vagyGZS3 6,25° = 6,25° ° =

6,25

FELADAT

- Ird fel egyetlen hatvanykent'

a) (3\/_)6 (53); 83 83 16%'1671
Y (4%)7; (21—5>_%; 57.577; <%>_%

Y

- Figyeld meg a kovetkezo atalakltasokat
ST = (75 = 7 = 75 = (P = /7!
Ennek mintéjara ird fel kisebb gyokkitevével a

8/6%; 2%/3%; /7% szamokat!

HAZI FELADAT

LB A hatvényozés azonossagainak felhasznéléséval vé-

gezd el a kovetkez6 szamitasokat!

8 1 2\>
a) 7575 o) (225-19); e (2°);
9
" 1 1
b) 0;55; d) (ﬂ)fl; f) 43 83 .
0.5¢ 16

RAADAS

A hatvanyozas azonossagaibol kovetkeznek a gyokvonas azonossagai is:
- Haa és b pozitiv szam, n pedig 1-nél nagyobb egész szam, akkor

n n n n‘/g n /4
a/b = e Moo [T

- Haa pozitiv szam, m és n pedig 1-nél nagyobb egész szam, akkor

és

46. tecke | RACIONALIS SZAMOK A KITEVOBEN 11.

(b =

1
2 =

Mutasd meg, hogy az alabbi muveletek eredménye

egész szam!
4

4 3
27%; 81%; 36" 36%°; 5%8.2570%

>

Ird a kifejezéseket egyetlen tortkitevés hatvany

alakba!
2 7\10
a) 103-v/10° - %10 c) (¢/3%)

-4 5
b) 25 -42.19/0,5*

Végezd el a kovetkezd szamitdsokat, és az ered-
ményt ird egyetlen hatvany formdjaban!

) /3% d) (V5
b) 4/3°; ) (9 )
¢) V7275, f) (4/5)%.

(af ="a".

Ll



BEVEZETO

Szamologép segitségével abrazoltuk azt az x — 2" hozza-
rendelési szabalyu fliggvényt, amelynek értelmezési tarto-
manya a {—2,6; —2,5; —2,4; ...; 3,1} halmaz.

A grafikon 58 pontbdl all
A figgvény szigortian nove-

yﬂ

kedd, értékkészlete 58 elemi

halmaz, amelynek a legki-
sebb eleme a 27*°=x 0,165,
a legnagyobb eleme pedig a
2% ~ 8,574.

Ha az x~2"

i

hozzarende-

Ry

1ési szaballyal mésik értelmezési 0

tartomanyon értelmezett fiigg-
vényt tekintiink, akkor az el6bb megfogalmazott jellemz6k
koziil biztosan nem valtozik meg az, hogy a kapott fiigg-
vény szigortian monoton novekedd lesz.

A mi eddigi tapasztalataink csak azt teszik lehet6vé, hogy
az x — 2" hozzarendelési szabdlyhoz a racionalis szamok

A valos szamok halmazan értelmezett x — 2* fiiggvényt kettes alapii exponencidlis fiigg- %
vénynek nevezziik. A bevezetésben emlitett értelmezés kovetkezménye, hogy ennek a Vin

fuggvénynek a grafikonja folytonos vonallal rajzolhaté.

A kettes alapti exponencidlis fiiggvény legfontosabb tulajdonsagai a kovetkezok:

— értelmezési tartomanya a valos szamok halmaza;
— értékkészlete a pozitiv valds szamok halmaza;

szigortian novekedo;
- nincs legnagyobb és nincs legkisebb értéke;

nincs zérushelye.

lis fliggvenyek

halmazanak valamely részhalmazat (esetleg magat a raci-
onalis szamok halmazat) vélasszuk értelmezési tartomany-
ként.

Fels6bb matematikai ismeretek birtokdban a hatvany fo-
galma Kkiterjeszthetd azokra az esetekre is, amelyekben a
kitevében irracionalis szam 4ll. A kiterjesztés megdrzi a
szigort novekedést.

Példdul

Tudjuk, hogy a 7 irracionalis szam, és 3,141 < 7 < 3,142
igaz. A 2" hatvanyt ugy kell értelmezni, hogy

2 <27 < 27" jgaz legyen, azaz

8,821 < 2" < 8,827 teljesiiljon.

Természetesen nemcsak a példainkban megemlitett
hatarokra, hanem barmely két racionalis szamra
is teljesiilnie kell, hogy ha n <z <r, igaz, akkor
21 <27 < 2% is teljestil.

Szamold ki szdmologép segitségével 27 értékének 3. tize-
desjegyét!

—

=y

FELADAT

Abrazold 10-10 pont megadasival a kovetkezd fiiggvényeket, és add meg a legfontosabb tulajdonsagaikat is!
a) : R=> R; x— 3% b) ¢: R > R; x+~ 0,5 c) h: R > R; x— 1,5%;
d) Az dbrazolt fliggvények segitségével hatarozd meg, melyik két egész szam kozé esnek a kovetkez6 szamok! Zseb-

szamologéppel ellenérizd az eredményeket!

A _3 _3
383 3 53 @5 %43 I3

3
2
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Definici6: Ha a pozitiv szam, de nem egyenl6 az 1-gyel, akkor a valés szamok hal- | [yA /

mazdn értelmezett x — a* hozzarendelési szabélyu fiiggvényt a alapt exponencidlis | y=04"\ y=2

fiiggvénynek nevezziik. [/

Az exponencidlis fiiggvények fontos tulajdonsagai: \ / YELp

- értékkészletiik a pozitiv valos szamok halmaza; yeos |\ AR

- szigoriian monoton fiiggvények: haa > 1, akkor az exponencialis fiiggvény szi- |~ yans
goruan novekedd, ha 0 < a < 1, akkor szigoruan csokkend; ™~ Z—

— nincs szélséértékiik; —— - \\\“*—;

X

- nincs zérushelyiik.

Megjegyzés

Az x — 1" fiiggvény mindegyik figgvényértéke 1, tehat allando fiiggvény. Az exponencidlis fiiggvények szinte minden
lényeges tulajdonsagukban kiillonboznek ettdl a fliggvénytdl. Emiatt — bar formailag elfogadhatd lenne - ezt a fiiggvényt
nem soroljuk az exponencialis fiiggvények kozé.

FELADAT

Az alabbi abrakon harom exponencialis fliggvény grafikonja lathaté. Rajzold be a koordinatatengelyeket, és add meg
a figgvények hozzarendelési szabalyat, ha a rajzokon a négyzethaldé négyzeteinek oldalhossza 1 egység!

a) \ b) I c)

Abrazold kozos koordindta-rendszerben a fliggvényeket!

f:R*R;xH(%)x, g:R*R;x-—»(%)x, h:R*R;xH(%)_X, k:R*R;x»(%)ﬁ

HAZI FELADAT

Adottaz f:R = R; x — 0,25". 2y¢ 2 2 1
a) (643 b) 5°5-53 c) (169-81)*
a) Szamitsd ki a kovetkez6 figgvényértékeket! ) ( ) ) ) ( )

f(o)) f(l)) f(_l)’ f(_5)> f(5)

A8 Abrazold kozos koordinita-rendszerb -
b) Milyen kapcsolat van az f(a) és az f(—a) fiiggvény- razoic XOZos Xoordinala-rendszerben @ meg

adott exponencialis fiiggvényeket!

értékek kozott? FRoR 3
c) Abrazold az f fiiggvényt! ’ T
d) Olvasd le a fiiggvénygrafikonrdl a 0,25° =3 g:R> R x— (%) .

egyenlet megoldasat! Ellenérizd a megoldasodat _
TR h:R - Ry x— 37"
szamologép segitségével!
.E Megoldasaidat fiiggvényabrazolé programmal is
A hatvanyozds azonossagainak felhasznaldsaval vé- ellendrizheted.

N
Y

gezd el a kovetkez6 szamitasokat:
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BEVEZETO

A korabbiakban vizsgaltuk, hogy a bankba tett pénziink
mennyisége hogyan ,,fiigg az id6t6l’, illetve megnéztiik azt
is, hogyan valtozik a Fold népessége ,,az id6 fiiggvényében”.
Az id6ben lejatsz6dé folyamatok matematikai leirdsakor
altalaban olyan fiiggvényeket alkalmazunk, amelyeknek az
értelmezési tartomanya a folyamat lejatszodasa kozben muld
id6 mérészamat tartalmazza.

Példaul ha a bankba tett 250 ezer forint évi 4%-o0s kamatos
kamattal gyarapszik, akkor t év mulva a bankszamlankon

1évé pénz mennyisége 250 - 1,04" ezer forint lesz. Ebben
az esetben a t — 250 - 1,04' hozzdrendelési szaballyal meg-
adott fiiggvényrdl van sz9, amelynek értelmezési tartoma-
nya a természetes szamok halmazanak egy részhalmaza.
Mivel a széban forgé fiiggvénynél az x — 1,04 névekedd
exponencialis fiiggvény a kiindulasi alap, ezért azt szok-
tuk mondani, hogy a bankba tett pénz az idé muildsdval
exponencidlisan novekszik (ha a kamatfeltételek nem val-
toznak).

Ha egy mennyiség iddbeli valtozasata t — N,- k' (N, k > 0,k + 1) hozzérendelési szabalyu fiiggvény adja meg, akkor
azt mondjuk, hogy a mennyiség exponencialisan valtozik az id6ben. Ha a fiiggvény névekedd, akkor a vizsgalt mennyiség
exponencialisan novekszik, ha a fiiggvény cs6kkend, akkor exponencidlisan csoékken az idében.

Az N, szamot kezdeti értéknek is szokds nevezni, ez adja meg ugyanis a t = 0 helyen (példaul idébeli valtozasok felirasa-
kor a vizsgalat kezdetén) felvett értéket. A k szamot novekedési tényezdének szoktuk nevezni, ez idébeli valtozasok esetén

szemléletesen azt adja meg, hogy egységnyi idd elteltével hanyszorosara valtozik a vizsgalt mennyiség.

Ha 1 < k, akkor a fenti hozzarendeléssel megadott exponencidlis fiiggvényiink szigortian novekvo.

Ha 0 < k < 1, akkor a fenti hozzérendeléssel megadott exponencialis fiiggvényiink szigortian csokkend.

Példdul

E(t) = 0,38 - 1,22" egy exponencidlisan névekedd folyamatot jellemez.

F(t) = 5,67 - 0,79" egy exponencidlisan csokkend folyamatot jellemez.

G(t) = 3,8 1,25 " egy exponencialisan csdkkend folyamatot jellemez, ugyanis 1,25 = (1,25")" = 0,8".

FELADAT

Exponencidlisan névekedd vagy csokkend folyama- Exponencidlisan noveked6é vagy exponencidlisan

144

tot irnak le a kovetkezé hozzarendelések? Mennyi a
novekedési tényezd?

a) t— 4%

b) t > 4%

c) t— 4%

d) t o 42,

csokkend folyamatot irnak-e le a kovetkez6 hozza-
rendelések? Mennyi a kezdeti érték és a novekedési
tényezd?

a) t— 6,2 1,15
b) t~62-1,15""

c) t— 1023~<%>M;

d) t—6-10% 2%
e) t—3,8:0,8;

f) t—2,1-5"".
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Az osztédassal szapo-

rodo baktériumok sza-

ma - rovid alkalmaz-

kodasi periodus utan,

és mindaddig, amig ezt

a kornyezet lehetévé

teszi — exponencidlis

novekedést mutat.

Egy 1 ml-es laboraté-

riumi mintdban a ku-

tatok egy adott id6pontban koriilbelil 120 milli6

baktériumot szamoltak, egy éra mulva 180 milliot.

a) Irj fel egy olyan képletet, amely az elsé mérés ide-
jétol eltelt id6 fiiggvényében megadja a baktériu-
mok szamat!

b) Hany baktérium volt ebben a tenyészetben az els6
mérés utan 3 oraval, illetve fél oraval?

c) Hany baktérium volt ebben a tenyészetben az elsé
mérés elott 3 oraval?

HAZ| FELADAT

Exponencidlisan novekedd vagy csokkend folyama-

N
Y

()
Y

tot irnak le a kovetkezé hozzarendelések? Mennyi a
kezdeti érték és a novekedési tényez§?

a) t—2,255" c) t+0,0134-0,5"

b) t—3-107-0,4" d) t— 1270-0,32

Egy exponencidlis folyamatban a kezdeti érték 360 000,

egy 6ra mulva ez a mennyiség 345 000.

a) Irj fel egy hozzarendelési szabalyt, amely leirja a
folyamatot, és amelyben az id6t () 6raban mér-
jiik!

b) A kezdeti értékt6l szamitva 3,5 éra mulva mekko-
ra értéket mérhetiink?

Egy varos lakossaga 1900-ban 20 ezer f6 volt, majd

2000-ig a ¢+~ 20-1,026' szabalynak megfeleléen

exponencialisan novekedett (itt ¢ az 1900 ota eltelt

évek szamat jeloli).

a) Mennyi lett a lakossag 2000-ben?

b) Hany lakosa volt ennek a varosnak 1920-ban,
1940-ben, 1960-ban és 1980-ban?

4. lecke | EXPONENCIALIS FOLYAMATOK

Bar Magyarorszag lakosainak szamarél a 2001-es

és a 2011-es népszamlalas kozotti idészakban nem
allt rendelkezéstinkre teljesen pontos adat, azon-
ban egy modell szerint szerint az orszag léleksza-
ma az adott idészakban minden évben az el6z6 évi
szam 0,2%-aval csokkent. Az alabbi allitasok koziil
valaszd ki az(oka)t, amely(ek) elméletileg helyesen
becsli(k) a 2006-os adatot! A helytelen szamitasok
esetében magyarazd meg, mi a hibal!

A) 2001-t6l 2006-ig a népesség évente 0,2%-kal,
azaz 6sszesen 1%-kal csokkent.

B) A népesség minden évben az el6z6 évi 0,998-
szerese, a 2006-os lélekszam tehat a 2001-es
adat 0,998-szerese.

C) A 2006-0s adatot a 2011-esbdl 0,998 -nel valé
szorzassal kaphatjuk meg, mivel 2006 6t évvel
2011 elétt volt.

D) Egy adott évben a népesség a kovetkezd évi né-
pesség 100,2%-a, ezért a 2006-os lélekszam a
2011-esnek 1,002°-szerese.

¢) Mennyi lett volna a véros lakossaga 1920-ban,
1940-ben, 1960-ban és 1980-ban, ha a lakossag
szama linearis novekedéssel érte volna el az
a)-ban kiszamitott értéket?

d) Készits tablazatot és grafikont a b) és a c) feladat
eredményei alapjan!

e) Akar a grafikon, akdr a szamologéped segit-
ségével becsiild meg, hogy ezzel a novekedési
tényezével szamolva mikor érné el a varos la-
kossaga a 400 ezer f6t!



BEVEZETO

Apa egyik reggel belazasodott. A haziorvos tanacsara délben bevett egy Algopyrint. Este a nagysziil6k érkeztek vendégségbe

a csaladhoz, Gyula papa egy tiveg bort hozott a felnétteknek.

- Nem lehet, sajnalom, pedig szivesen megkdstolnam — mondta apa. — Délben bevettem egy Algopyrint, és arra nem szabad

alkoholt inni.
- Meddig nem ihatsz bort? - kérdezte kivancsian a fia.
— Amig ki nem {iiriil a gyégyszer a szervezetembdl.

A szervezetiinkbe juttatott bizonyos gydgyszerek
mennyisége a beviteltdl szamitva az id6 fuggvényé-
ben exponencialisan csokken. A csokkenés mértéke
a gyogyszertdl, de a szervezettdl is fiigg.
Egy mérés soran megallapitottak, hogy az Algopyrin
hatéanyagdnak mennyisége a bevételtl szamitott
t 6ra mulva az m(t) = m, - 0,83' fiiggvénnyel irha-
t6 le, ahol m, jelenti a kezdeti mennyiséget. (Ez egy
darab Algopyrin tabletta esetén 500 mg metamizol-
natrium.)
Vizsgaljuk meg, hogy az 500 mg hatéanyagot tar-
talmazo tabletta hany o6ra elteltével vesziti el a ha-
téanyag-mennyiség felét!
Vizsgaljuk meg ugyanezt abban az esetben is, ha
a tablettat eltérve csak egy 300 mg hatéanyagot
tartalmazé darabot szediink be!

Megoldds

a) Irjuk fel a problémat egyenlet formajéban!
A vizsgdlt fiiggvény: m(t) = m,- 0,83". Azta t értéket ke-
ressiik, amelyre igaz, hogy a kezdeti 500 mg hatéanyag-
bdl mér csak 250 mg maradt meg.
Tehat: 250 = 500 - 0,83'.
Mindkét oldalt 500-zal osztva: 0,5 = 0,83".
Hatdrozzuk meg t értékét minél pontosabban!
Néhany ¢ értéket behelyettesitve:
0,83% ~ 0,689, 0,83 =~ 0,572, 0,83" ~ 0,474,
azaz 4 Ora utdn mar csak valamivel kevesebb mint
a hatéanyag fele marad a szervezetiinkben. Valamikor
3 és 4 ora kozott felezédik tehat a hatdéanyag mennyi-
sége.

b)

Ennél pontosabb eredményt kaphatunk, ha ¢ helyére
nem kizarolag egész szimokat, hanem az el6z6 becslés-
hez kozeli raciondlis szamokat helyettesitiink be. Errél
egy tablazatot is készithetiink:

t 3,5 3,6 3,7 3,8
0,83 0,521 0,511 0,502 0,493

A tablazat alapjan nagyjabol 3,8 ora a felez6déshez
sziikséges 1d6. Tovabbi kozelitést is végezhetiink:

t 3,71 3,72 3,73
0,83" 0,501 0,500 0,499

Tehat harom jegy pontossaggal azt mondhatjuk, hogy a
bevételtdl szamitva 3,72 Ora elteltével turil ki a szerve-
zetbdl a hatéanyag fele.

A kezdeti érték ezuttal 300 mg. A megoldandé egyen-
letiink: 150 = 300 - 0,83". Az egyenlet mindkét oldaldt
300-zal osztva ismét a 0,5 = 0,83' egyenlethez jutunk.
A tablazattal tehat mar nem is kell bajlédnunk, hiszen
ennek tovabbra is t = 3,72 6ra a megoldasa.

Vegyiik észre, hogy a 0,5 = 0,83' egyenlet kozvetleniil
is felirhaté a feladatbdl. A fiiggvényiink hozzarendelési
szabalyaban a 0,83' érték éppen azt jelenti, hogy ennyi-
szeresére valtozott t id0 elteltével a kezdeti hatéanyag
mennyisége. Mi azt a t értéket keressiik, amikor ez a
valtozas ,,felez6dés”, tehdt 0,5-szeres valtozas. Ezt fejezi
ki a fent leirt egyenlet.

Kijelenthetjiik tehat, hogy fliggetleniil a kezdeti érték
mennyiségétdl a hatéanyag felez6déséhez sziikséges
id6 3,72 éra. Ezt az idStartamot a hatéanyag felezési
idejének szoktuk nevezni.
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FELADAT

1>

a) Szamold ki, hogy ha apa pontban délben vette be az
Algopyrint, akkor a hatéanyag hany %-a volt még a
szervezetében este hét rakor!

b) Hany Ora elteltével csokken a hétérai mennyiség-
hez képest felére a hatéanyag?

c¢) Koriilbeliil mikor marad 5 mg-nal kevesebb hato-

anyag a szervezetben?

Az idében exponencialisan csokkend mennyiségeknél gyakran hasznalt fo-
galom a felezési idd. Ez azt az idGtartamot jelenti, amely alatt a mennyiség
értéke a kezdeti érték felére csokken. A felezési id6t legtobbszor T-vel jelo- k-

lik. Tanulmanyozd a mellékelt grafikont!

Megjegyzések

- A T avizsgalt folyamatra jellemz allandé szam, vagyis nem fligg a kez-
deti értéktol.
- A felezési id6 fogalma fontos és gyakran hasznalatos a radioaktivitas

vizsgalatakor.

FELADAT

Megadunk néhdny exponencialis folyamatot leir6
hozzarendelési szabalyt. A képletekben t-vel jeloljitk
az elsé méréstdl eltelt iddt, draban mérve. Allapitsd
meg, mennyi a felezési id6!

a) f(t)= 340-(%>t

b) g(t)= 2,4-%)é

[GIEN

c) h(t)=54-2

HAZI FELADAT

Egy mennyiség id6beli valtozasat az

N
Y

M(t)= 58-0,9" képlet irja le. Mennyi a kezdeti
érték [vagyis a t = 0-hoz tartoz6 M(0) értéke], és ko-
riilbeliil mennyi a felezési id6 ebben a folyamatban?

A 2011. marcius 11-i fukushimai atomer6mii-bal-
esetben nagy mennyiségli radioaktiv jod (“'T) és
cézium (*’Cs) keriilt ki a kérnyezetbe. Ezek az izo-
topok stabilabb, mar nem radioaktiv leanyelemekre
bomlanak. A bomlas folyamata exponencialis. A jod
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d) Az eredeti, 500 mg mennyiségt hatéanyaghoz
viszonyitva mennyi id6 alatt csokken a hato-
anyag mennyisége a nyolcadara, tizenhatodara?

Egy szerszamgép értéke exponencidlisan csokken,

az érték felezési ideje 4,5 év. Hany év alatt csokken
az értéke az eredetinek a 12,5%-a ala?

YA

o 1= [S1r
4 4 4

A i e e

t

t+2T t+3T

Az elhalt szerves anyagokban a radioaktiv szénato-
mok (*C) szama az idében exponencialisan csokken.
A radioaktiv (szén) '*C izotSp felezési ideje 5730 év.
A kezdetben 6- 10" szamu "“C atomot tartalmazé
anyagban kortilbeliil hany év alatt csokken a radioak-
tiv szénatomok szama 3,75 - 10" koriili értékre?

felezési ideje kortilbeliil 8 nap, mig a céziumé 30 év.

a) Szamold ki, hogy hany nap, illetve hany év eltel-
tével marad meg a kezdeti jod és cézium meny-
nyiségének kevesebb mint 0,5%-a!

b) Hany szazaléka maradt meg a kezdeti jod- és
céziummennyiségnek négy év elteltével?

Egy mennyiség id6beli valtozasat az
t

M(t)=28,9-2 ® képlet irja le. Mennyi a kezdeti
érték [M(0)] és a felezési id6 ebben a folyamatban?

L1}



KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valés szamok halma-
zan!

a) x=2" h) 2187=y"  «¢) 128=2"

Megoldds

Mindharom feladat a hatvanyfogalomhoz kapcsolodik. Az
a) feladatban a hatvdny értéke az ismeretlen, a b) feladatban
a hatvdny alapja, a c)-ben pedig a hatvdny kitevdje.

a)

Mivel 2'° = 1024, ezért x = 1024.

b) Egyetlen pozitiv szim van, amelynek a hetedik hat-

<)

vénya 2187, mégpedig a v 2187 vagy mas jeloléssel a

2187%. Ha fejbél nem tudjuk, hogy 3’ = 2187, akkor
szamologépiink segitségével is megkaphatjuk ugyanezt
az eredményt. Tehat y = 3.

Azt a kitev6t kell megadnunk, amelyre a 2-t hatvanyoz-
va 128-at kapunk. Tudjuk, hogy 2" = 128, ezért w = 7.

Azt a kitevSt, amelyre a 2-t hatvanyozva 128-at kapunk, a 128 kettes alapti logaritmusdnak nevezzik, és igy jeloljik:
log, 128. Ezzel a jel6léssel a kidolgozott feladat c) részének megoldasa: w = log, 128 = 7.
Ezt az elnevezést hasznalva: a 64 kettes alapti logaritmusa 6, hiszen 2° = 64; a 0,125 kettes alapii logaritmusa pedig (—3),

hiszen 27° = L = 0,125. Az 6j jel6léssel: log, 64 = 6 és log, 0,125 = —3.

8

Hasonléan értelmezhetjiik példéul a tizes alapti logaritmust is. A 100 tizes alapti logaritmusa 2, hiszen 10° = 100, 2 0,000 01
tizes alapt logaritmusa pedig (—5), mert 10~° = 0,000 01. Az tj jel6léssel: log,, 100 = 2 és log,, 0,000 01 = —5.

FELADAT

Ird fel logaritmusjeldléssel is az alabbi egyenletek megoldésat!

Példaul 2* = 0,25, tehat x = log, 0,25 = —2.

Definicio: Legyena > 0;b > 0ésb + 1.

x x 1 x 3 X X 7 X 1
a) 2°=32; b) 2°=—- ¢) 2'=%V2; d) 10°=100000000; e) 10°="100; f) 10"=——.
) ) =5 o) 2=V2; d) ) v ) 7o

Azt a kitevot, melyre az a szamot emelve a b szamot kapjuk, a b szam a alapt logaritmusanak nevezziik.

Jele: log, b. Igy olvassuk: ,,a alapii logaritmus b”.

Megjegyzések:

1. Alogaritmus tehat minden esetben hatvanykitevét jelol, a hatvany alapja a logaritmus alapjaval azonos.
2. Az a* = b egyenlet megoldasa tehatlog, b (a > 0;b > 0ésb #+ 1).



3. A definici6 ezzel a képlettel is megadhat6: a'’ = b, ahol a > 0, a # 1 és b > 0.

4. Mit éllithatunk a-rdl és b-r6l az log, b képletben?

- Az 1 szamnak minden hatvanya 1, ezért az 1-es alapt logaritmust nem értelmezziik.
- Nem értelmeztiik a 0 negativ hatvanyait és a nulladik hatvanyat sem. Emiatt a 0 alapti logaritmust sem értelmezziik.
- Nem értelmeztitk a negativ szamok racionalis, illetve irraciondlis hatvanyait sem, ezért negativ szdm sem lehet a

logaritmus alapszdma.

A logaritmus alapszama csak pozitiv szam lehet, és nem lehet 1. Tehat: a > 0 és a + 1.

Pozitiv szam minden hatvanya is pozitiv, ezért a b szam is csak pozitivlehet: b > 0.

FELADAT

Minta: 6,25 = 2,5%, tehét log, . 6,25 = 2. [rd 4t az alabbi egyenleteket hatvényalakba, és sz4-
Melyek a hidnyz6 szdmok? ’ mitsd ki, melyik szamot jeloli a k bet!
a) 169 = 13%, tehit log,, ... = 2 a) log,25=2; b) log;k=3; c) log, 4= k.

w
Y

b) 343 = 7°, tehit log 343 = ...

o
Y

Bence megoldotta a 4. feladatot. Eredményei: a) 5

1
— 162 teh4 -1
g) 4= 155 Eiilleg, o= 35 & (=5); b) 125; ¢) 0. Dontsd e, jok-e a valaszail

d) 8= 2",tehatlog,... =3

e) 0,25= ..."', tehdt log,... = ... LDal Mennyi
Zlog2 5; 7log7 8; 9log9 0,6; 0’4:10&,,4 7?

Y

f) ...= ..., tehat log, 625 = 4
, B Szémitsd kil
Mennyi a) log, 2 + log, 4 + log, 2 + log, 4;
a) log, I; log, 3; log, 9; log, 27; log, 81; e & &1 S5
. . ) . b) log,,2 + log,. 4 + log, . 8;
b) log, 3 log, 9’ log, 27 log, ﬁ? c) log,3-log,2- log, 1.

HAZI FELADAT

Van-e értelme a log, a jelnek, és ha van, akkor melyik szamot jeloli? A fiizetedben dolgozz!

a -8 =2 0 1 2 8 32 64 128 256 1024 2048

log, a

Melyik szamnak a 3-as alapti logaritmusa a 0,az 1,a 3,a 9?

3

4>

Szamitsd ki!

a) log, 4, log, 1, log, 2, log, i;

b) log, 3, log, %, log, 9, log, 1, log, 81;
logs 3 log 2 logy s 8

c) 512, 63, 0,5%s¢,

Szamitsd ki!

a) log, 64 + log; 21—5; b) log,, 4 — log,. 5.

50. tecke | A LOGARITMUS FOGALMA
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BEVEZETO

Minden pozitiv szam felirha-
té a 10 hatvanyaként, hiszen a
tizes alapt exponencialis fligg-
vény értékkészlete a pozitiv va-
16s szamok halmaza.

Ha példaul a 4-et akarjuk a
10 hatvanyaként megadni, ak-
kor szitkségiink van a 4-nek
a tizes alapu logaritmusara,
arra a kitevdre, amelyre a 10-et
hatvanyozva 4-et kapunk:

4= 10",

A zsebszamologép segitségével

} —+
-1 logm4 1

»
>
X

egyszertien meghatarozhatjuk
egy pozitiv szam tizes alapu
logaritmusat a log vagya Ig
billentyt segitségével.

FELADAT

Zsebszamologéped segitségével toltsd ki a tablazat tires helyeit a fiizetedben!

130

a)
k 350

lg k

100 350 - 100  350:100

Hany év alatt haromszorozodik meg az évi 15%-os kama-
tos kamattal gyarapod¢ téke?

Megoldds

Ha a t6ke értéke A + 0, és x év alatt a haromszorosara
gyarapszik, akkor A - 1,15" = 3-A.

Meg kell oldanunk az 1,15" = 3 egyenletet, vagyis meg kell
mondanunk, hogy mennyi a log, |, 3 kitevo.

A szamologépen a log 4 = billentytkombinacié
utdn a kijelz6n megjelené szam: 0,60205999..., tehat
log,, 4 ~ 0,60206, vagy hatvanyalakban: 4 ~ 10™°*%.

A tizes alapu logaritmusra - a gyakori haszndlat miatt -
kiilon jelolést vezetiink be: a log,, helyett az lg szimbdlu-

mot hasznaljuk. Példaul log,, 4 = Ig 4 = 0,60206.

b)

p 6200 620 62 6,2 0,62 0,062

lgp

[rjuk fel az 1,15-6t és a 3-at is 10 hatvédnyaként!

1,15 =10"%"" és 3 = 10">. Ezeket az eredeti egyenletbe
irva azt kapjuk, hogy (10'8""°)* = 10'¢>.

A hatvany hatvanydra vonatkozé azonossagot alkalmazva:
10x'lgl,l5 — 1Olg3‘

A bal oldalon és a jobb oldalon is a 10 egy-egy hatvanya
all. Mivel a 10-es alapt exponencialis fiiggvény szigortian

HATVANY, GYBK, LOGARITMUS



monoton, ezért az egyenléség csak ugy teljesiilhet, ha a ki-

tevok is egyenldk: x -1g1,15 = 1g 3.

Tehat a téke 8 év alatt haromszorozédik meg.

Megjegyzés
A feladat megoldasabol adddik, hogy

logl,IS 3=

lg3

~ 7,86, vagyis 1,15"% ~ 3.
lg 1,15 7,86, vagyis 1,15 3

Barmely alapu logaritmust kiszamithatunk 10-es alapt logaritmus alkalmazésaval is.

Igb

Tetszblegesa > 0, a + 1ésb > 0 esetén belathatd, hogy log b = =—.

Példdul

og, 20

log,,15 =

_lg20 ~ 2,7268, tehat 3>7% =~ 20;
lg 3

Ig 15

~—1,6826, tehat 0,279 ~ 15.
Ig 0,2 ena

FELADAT

Tizes alapt logaritmus segitségével szamold ki zseb-

w
Y

'S
Y

szamologéppel!

log, 5 log, 4 0,2; log, 703; log, 21

Zsebszamologép nélkiil hatdrozd meg a pontos értékét!

a) log, 21—5, log,; 5, log% 5, log% 25;

b) log, 61_4’ log, 1, log% 61—4’ log% L.

Két leckével korabban kozelitéssel oldottuk meg a

0,83' = 0,5 egyenletet. Oldjuk meg logaritmus segit-

ségével!

a) Fejezd ki az egyenletbdl a ¢ ismeretlent 0,83 alapt
logaritmussal!

HAZI FELADAT

Szamologéped segitségével szamitsd ki az alabbiakat!

N
Y

a) log,,, 50;
b) log,, 2;

c) log, 8,7;
d) lg5 +1g 2.

Korabban az 1,06 = 2 egyenletet kozelitéssel oldot-

tuk meg.

a) Fejezd ki az egyenletbdl a x-et 1,06 alapt logarit-
mussal!

b) Alakitsd 4t a kapott eredményt tgy, hogy csak
10-es alapti logaritmusok szerepeljenek!

c) Add meg az egyenlet gyokét ezred pontossaggal!

51. lecke | A TIZES ALAPO LOGARITMUS HASZNALATA
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b) Alakitsd at a kapott eredményt gy, hogy csak
10-es alapu logaritmusok szerepeljenek!
c) Add meg az egyenlet gyokét ezredre kerekitve!

Rendezd az egyenleteket olyan alakba, hogy a bal
oldalon csak egy hatvanyalak szerepeljen, majd
logaritmus segitségével oldd meg a valds szamok
halmazan az alabbi egyenleteket!

a) 8,5-10" = 212,5;

b) 4,55-1,2" = 3,64;

c) 4277 =5.3;

d) 6% =30.

Az M mennyiség id6ben exponencialisan csokken;
a folyamatot az M(t)=10"-1,24"" dsszefiiggéssel
irhatjuk le. Szamitsd ki, mennyi ebben a folyamat-
ban a kezdeti érték — az M(0) —, és mennyi a fele-
zési id6!

Oldd meg az alabbi egyenleteket!
a) 10* = 8,4; b) 27" =17.

11



D M

A
KIDOLGOZOTT FELADAT "
4000

Idézet egy cikkbdl, az angliai marhavészrol:
»A torténet 1985-ben kezd6dott, amikor az elsé
17 allat megbetegedését jelentették az angol al-

3000

2000
lategészségiigyi hatosagok. [...] Ekkor még nem

gyanakodtak az egész szigetorszagra kiterjedd o,

jarvanyra, az esetek szama azonban 1988-t6l ex-

ponencialisan emelkedni kezdett. [...] A diagra- 0.
. . 1985-86 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997
mon a szivacsos agysorvadasban (BSE) megbe-

tegedett szarvasmarhdk szamanak alakulasa lathat6, Nagy-Britannidban, a jarvany
kezdetétdl (1985-86) 1997-ig. A fiiggéleges oszlopok havi bontasban adjak meg a
diagnosztizalt Gj esetek szamat” (Forras: www.termeszetvilaga.hu/orvosi_nobeldijak/ EA

Prion.html) 3800 f----—-—mmmmmmmm e

A havonta diagnosztizélt Uj esetek szamat 1988 vége és 1992 eleje kozott az
E(t)=5001,056" dsszefiiggéssel modellezhetjik. Itt a t = 0 esetnek az 1988. de-
cemberi szam felel meg, és t legfeljebb 37 lehet (1992 januarjaig 37 honap telik el).

¥=500-1,056"

a) A modell szerint hany 1j esetet diagnosztizaltak 1991 janudrjaban?
b) A modell szerint melyik honapban diagnosztizaltak 3000 4j megbetegedést?
t (hénap)
Megoldds
a) 1988 végétdl 1991 januarjdig 25 honap telt el, tehat E(25) = 500 1,056™ =~ 1950. A modell szerint 1991 janudrjaban
kozelit6leg 1950 uj esetet diagnosztizaltak.
b) Meg kell oldanunk a 3000 = 500 - 1,056' exponencidlis egyenletet.
Egyszersités utan: 1,056 = 6, amibdl ¢ = log, .5 6.

lg 6
1g 1,056 ~ 33

A matematikai modelliink szerint 1988 végétol szamitva kozelitéleg 33 honap utan, vagyis 1991 szeptemberében érhette

Szamologéppel: log, .. 6 =

el a 3000-et az adott honapban diagnosztizalt ij megbetegedések szama.



FELADAT

Szamologép nélkiil add meg a kovetkezé miiveletek

N
Y

eredményét!

a) 1g1000 +Ig v'10 +1g %/10 +Ig 0,001
b) log,0,5— log,v2 + log,2°

c) 210g25 ) 210g2 10

a) A kidolgozott feladatban megadott matematikai
modell szerint az exponencialis szakaszban hany
szazalékkal nétt havonta az jonnan diagnoszti-
zalt esetek szama?

b) A kidolgozott feladat grafikonja szerint 1992-
ben megallt az Uj esetek szamanak novekedése.
Hany 4j megbetegedés diagnosztizalasat josolna
a matematikai modell 1992 decemberére, 1993
decemberére, illetve 1994 decemberére, ha nem

HAZI FELADAT

A kidolgozott feladatban az E(t) = 500 - 1,056" kép-

N
Y

let szerint szamitottuk ki a t-edik hénapban tjonnan
diagnosztizalt megbetegedések szamat. Hanyszoro-
sara nott ez a szam az alkalmazott modell szerint

a) 1989 januarja és decembere kozott;

b) 1990 janudrja és decembere kozott;

c) 1989 januarja és 1990 decembere kozott?

A kidolgozott feladat diagramjanak 1992 decem-
berétél 1996 decemberéig terjed6é szakaszat expo-

RAADAS

Y

Y

vennénk figyelembe a modell érvényességi ko-
rét (0 <t <37)?

c) A kidolgozott feladat matematikai modellje
szerint melyik hénapban érte el az Gjonnan re-
gisztralt esetek szama az 1500-at? Hasonlitsd
Ossze a diagramrol leolvashato6 értéket és a ka-
pott eredményt!

Magyarorszag népessége 1980-ban 10,71 milli6 f6

volt, 2010-ben pedig 10 millid. Tételezziik fel, hogy

a népesség exponencialisan csokken.

a) Evente hanyszorosra valtozik a népesség, és ez
hany szazalékos csokkenést jelent?

b) Ha ilyen titemben csokken a népesség, varha-
téan melyik évben éri el a 9 millio f6t?

nencidlisan csokkenének feltételezve a folyamatot

a B(t) = 3800-0,945" dsszefiiggés irja le.

a) Hany Gj megbetegedést regisztraltak 1995 szep-
temberében a modell szerint?

b) Mennyi ebben a folyamatban a ,felezési id¢™?

Szamologép nélkiil add meg, milyen szamot jelen-
tenek a bettik!
a) log, A =0;
b) log.9=2;

log, B=—1

log,9=10,5 log,9=-2

Hatarozzuk meg a grafikon alapjan, hogy milyen 6sszeftiggéssel modellezhetd a kidolgozott feladatban bemutatott folyamat!
A kidolgozott feladat diagramja alapjan az 1988. végi kozel havi 500-r6l 1992 elejére — azaz 37 honap alatt — kozel havi 3800-
ra ndvekedett az ujonnan diagnosztizalt esetek szama. Az exponencialis névekedés azt jelenti, hogy minden egyes honapban
az el6z6 havinak ugyanannyiszorosara véltozott az Uj esetek szama.

Jeloljiik ezt a novekedési tényezdt g-val! Ha az 1988. végi édllapot felel meg a t = 0 helyzetnek, akkor E(t) = 500-¢', ahol
a t valtozét honapokban adjuk meg.

1
E(37) = 3800 = 500- ¢, rendezve: ¢’ = 7,6. Ebbél q = 7,6” = */7,6 ~ 1,056.
A havonta diagnosztizalt j esetek szamat tehat modellezhetjitk az E(t) = 500-1,056" osszefiiggéssel. A képletben a t az
1988 vége Ota eltelt honapok szamat jelenti.

52. lecke | HATVANY, GYOK, LOGARITMUS
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy bizonyos algafaj telepének feliilete évente megkétsze-
rez6dik, ha komolyabb kornyezeti hatdsok nem érik. Vala-
szoljuk meg minél egyszertibben az aldbbi kérdéseket:

a) Hany év mulva nd a telep az eredeti méret 6tszordsére?
b) Hény év mulva nd a telep az eredeti méret tizszeresére?
¢) Hany év mulva n6 a telep az eredeti méret 6tvenszeresére?
d) Hany év mulva nd a telep az eredeti méret szazhuszon-

Otszorosére?

Megoldds

A telep méretét a T(n) = T, - 2" Osszefiiggéssel adhatjuk

meg, ahol 7 az eltelt évek szama.

a) Arra vagyunk kivancsiak, hogy a 2" szorzétényez6 mi-
kor jelent 6tszoros novekedést. Tehat meg kell olda-
nunk a 2" = 5 egyenletet. Felirhatjuk logaritmus segit-
ségével is a megoldast: n = log, 5 = 2,32. Tehat kb. 2,32
évnek kell eltelnie.

b) Ezuttal a 2" = 10 egyenletet kell megoldanunk. A loga-
ritmus segitségével kifejezhetd ismét n értéke:

_ _1g10 _
n= 10g2 10 = lg—2 = 3,32.

¢) Megoldhatjuk a 2" = 50 egyenletet is, de az el§z6 két fel-
adat megoldasanak ismeretében azonnal megvalaszol-
hatjuk a kérdést. Hiszen tudjuk, hogy 2,32 év elteltével
meg6tszorozodik az algatelep feliilete, 3,32 év elteltével
pedig megtizszerez6dik. Ha tehat 2,32 évet varunk,
majd ezutdn még 3,32 évet, akkor a megotszoroz6dott
felilet tizszeresre novekedve 9sszességében Gtvenszeres
méretet jelent a kezdetihez képest, és éppen erre vol-
tunk kivancsiak.

A fenti gondolatmenet szerint tehat:

log, 5 + log, 10 =log, 50 .

d) Ezuttal a 2" = 125 egyenletet kellene megoldanunk. Ve-
gyiik észre, hogy 125 = 5°, tehat haromszor kell eltelnie
a megotszorozédéshez sziikséges id6nek, vagyis a 2,32
évnek. Eszerint koriilbeliil 6,96 év elteltével né a felilet
mérete a kezdeti méret 125-szordsére.
Gondolatmenetiinket ezuttal is kifejezhetjiik a logarit-
mus segitségével. Eszerint:

log, 5= 3" log, 5.

A logaritmus azonossagainak nevezziik a kovetkez6 altaldnos Osszefiiggéseket:

Legyena > 0,a #+ 1, b > 0, ¢ > 0, k €R, és az utolsé azonossagban ¢ # 1.
1. Szorzat logaritmusara vonatkozé azonossag: log, (b - ¢) =log, b + log, c.

2. Hatvany logaritmusara vonatkozo azonossag: log, b* =k - log, b.

3. Hanyados logaritmusdra vonatkozd azonossag: log, = log, b —log, c.

i o _log b
4. Attérés uj alapszamra: log, b = Tog. a’
Példaul:
log, 12 =log, 3 + log, 4, log, 3" =4-log, 3
_ _ _ log, 41
log, 2/3 =log, 2 — log, 3, log, 41 = Tog, 3
Osszetettebb kifejezések logaritmusét is felirhatjuk a megismert azonossdgok alapjan, péld4ul:
lg%=lg3+lg5+%~lgll—lg2—3~lg 7.

Az Osszeg logaritmusira semmilyen azonossag nem vonatkozik. Kiilén kiemeljiikk, hogy Ig (x+y)#1g x+1g y.
Példaul 1g (20 + 80) = 1g 100 = 2, ugyanakkor 1g 20 + 1g 80 =~ 3,2041, tehat 1g (20 + 80) # Ig 20 + 1g 80.



FELADAT

Szamitsd ki szamologép hasznalata nélkiil, a logarit- Végezd el a kovetkez6é szamitasokat szamologép

mus azonossagainak segitségével!
a) log, 2 + log, 3;

b) log, 12 + log, 3;

c) log, 144 — log, 4;

d) log, 8 — log, 48.

N
Y

logaritmusa a
a) 4 - log; 2;

4
b) 3- logs 7,
c) 6- log, 12 — log, 12

d) %-log58—3-log91?

HAZI FELADAT

Ne haszndlj szamoldégépet! Melyik szam 5-6s alapu

Y

Y

Mennyi a kévetkezd szamok 10-es alapt logaritmusa? [ 1N

a) 1000 000; 100 000; 1000; 100; 10; 1; 0,1;

0,001.

b) +/10; +/1000; *10; */100; *10; */1000.

N
Y

logaritmusa a

a) 0,5-log,81;  3- log, (%)
b) 4-log, 11 —log, 11°

c) log, 4 + log, 2 + log, 3

d) log, 1- log, 132

Ne haszndlj szamoldégépet! Melyik szam 6-os alapu

hasznalata nélkil!

a) lg125+ 3-1g 2; c) log,36 — 2-log,2;

b) 2-10g497+10g49%; d) 2-log,3 — log, 63.

Szamitsd ki a kovetkezé hatvanyok értékét!
a) 7log7 2—log;3

b) 52~log53+ 0,5-logs4

logs7 1 16
C) 25 085 3 50525

Szamologép hasznalata nélkiil hatdrozd meg:
log, 3 - log, 4-log, 5-log; 6-log, 7 -log, 8 =2

Mennyia V, ha

a) lgV=1g8—1g2;

b) IgV =3-1g2+ 1g10 000;
c) lgVv=1-1g2;

_lg8

e) lszlg%;
f) lgV=I1g4+1gr—1g3+3-IgR,

ahol R > 0?

EMELT SZINT

Igazoljuk szamologép hasznalata nélkiil, hogy
log, 5 + log, 10 = log, 50!

Megoldds

5-10 = 50. Irjuk fel az egyenldségben szereplé szamokat

3-as alapt logaritmus segitségével: 3"°%°-3

FELADAT D

log, 10 __ 310g3 50

A hatvényozas azonossaga szerint a bal oldal atalakithato:
31083 30810 — glog s thos 10 - (yggzevetve a két egyenldséget
bal oldaluk megegyezik, ezért a jobb oldaluk is egyenld. Ez
csak ugy teljestilhet, ha a két kitevé egyenlé (az exponenci-
alis fliggvény szigoru monotonitasa miatt), azaz:

log, 5 + log, 10 = log, 50.

Igazold az el6bbi gondolatmenet mintajara, hogy (a > 0,a #+ 1,b > 0,¢ > 0, k € R esetén):

a) log, (b-c)=log, b +log, c;

53. tecke | A LOGARITMUS AZONOSSAGAI
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BEVEZETO

A természetben lejatszodd folyamatok, a fizikai és ké-
miai tulajdonségok jellemzése szempontjabol nélkiilozhe-
tetlen a logaritmus fogalma. Lassunk erre néhany min-
dennapi példat!

1. A foldrengés erésségét a Richter-skala alapjan is szok-
tak jellemezni. A foldrengés magnitiidojdt ugy hataroz-
zak meg, hogy a foldrengés epicentrumatol 100 km-re
1év6 szabviny szeizmogrdf altal rajzolt szeizmogramban
megmérik a miszer altal jelzett legnagyobb kitérést
mikrométerben (107° m-ben), és annak tizes alapu lo-
garitmusat veszik. Ha példaul a miszer legnagyobb kité-
rése 1 cm = 10" mikrométer, akkor a foldrengés a Richter-
skéla szerint Ig 10" = 4-es erésségii. (A , seismos” sz6 go-
rogil razkodast, rengést jelent.)

Altalaban: Ha a szabvényos miiszer mutatéjanak legna-
gyobb kitérése x mikrométer, akkor a foldrengés eréssége a
Richter-skélan éppen lg x.

FELADAT

B a) Mekkora annak a foldrengésnek a Richter-skala

szerinti eréssége, amelynél a szabvany szeizmo-
graf legnagyobb kitérése 0,5 cm?

b) Hanyszor akkora a szabvany szeizmograf legna-
gyobb kitérése az 5-0s ereju foldrengésnél, mint a
4-es erejlinél?

136

2. A kozmetikumok vilagaban, olykor még a ,tudomanyos-
kod¢” reklamokban is talalkozunk a pH-érték kifejezéssel.
A pH egy olyan szam, mely egy adott oldat savassagat vagy
ltgossagat jellemzi. Hig vizes oldatokban a pH-érték az
oxo6niumion-koncentracié tizes alapu logaritmusanak el-
lentettjével egyenld, azaz pH = —1g x, ahol x jeloli a kon-
centracié értékét (oxéniumion = H,0"). A tiszta viz pH-
ja 7, a savas kozegé 7-nél kisebb, a ligosé 7-nél nagyobb.

3. A hangossag szintjét ugy jellemzik, hogy megadjak
azt, hogy a vizsgalt hangforras intenzitisa hanyszorosa a
107" W

—-nek. Ha a hangforras intenzitdsa x-szer akkora,
m

2 W

mint a 10~ - akkor a hangforras hangossaga lg x bel

(B), vagy inkabb a szokdsos modon megadva 10 -1g x de-
cibel (dB). (W a watt mértékegység roviditése.)

A fenti és mas egyéb gyakorlati problémak teljes attekin-
téséhez fontos, hogy ne csak az egyes logaritmusértékeket
ismerjiik, hanem egyszerre lassuk az Gsszes pozitiv szam-
nak egy adott alapt logaritmusat. Ezért vizsgaljuk most a
logaritmusfiiggvényeket is.

c) Mekkora az oxoniumion-koncentracié abban
a vizes oldatban, amelynek a pH-értéke 4-gyel
egyenl§?

d) Hany decibel hangossigi az a hangforras,

amelynek intenzitasa 1 ﬂz?
m
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PN Tekintsik az f:R" —> R; x+~log, x fiiggvényt b) Abrazold a tabldzat alapjén kapott pontokat,

(a kettes alapui logaritmusfiiggvényt)! majd vazold az f fiiggvény grafikonjat!
a) Toltsd ki a tablazat tires mezdit a fiizetedben! c) Jellemezd a kettes alapu logaritmusfiiggvényt a
kovetkezd szempontok szerint: értelmezési tar-
* wmlas e[ )@ e tomany, értékkészlet, zérushely, monotonitas,
log, x szélséérték!

Haa > 0ésa + 1, akkor a pozitiv valés szamok halmazan értelmezett x — log, x hozzarendelési szabalyu fiiggvényt

»a alapti logaritmusfiiggvénynek” nevezzik.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Abrazold kozds koordinata-rendszerben a kettes alapt logaritmusfiiggvényt és a kettes alapu exponencidlis fiiggvényt! Fi-
gyeld meg, milyen kapcsolat van a két grafikon kozott!

Megoldds

A két grafikon egymas tiikorképe. Az y = x egyenesre tiikrozve megkaphatjuk a logaritmusfiiggvénybdl az exponencialis
figgvényt, és viszont.

El8sz6r nézziink néhany pontot tablazatba foglalva:

Pont az exponencialis fiiggvényen (—2; 0,25) (—1; 0,5) (05 1) (1; 2) (3; 8) (p; 2°)
Pont a logaritmusfiiggvényen (0,25 =2) (0,5 —1) (1; 0) (2 1) (8; 3) (2% p)
Ha a koordindta-rendszer egy tetsz6leges P(u; v) pontjat titkkrozziik az y = x egyenesre, akkor ¥ A
a két koordinéta felcserélésével kapott P’ (v, u) ponthoz jutunk. y P v)
. -
yA Lathatjuk, hogy a tablazat pontjaira igaz, hogy ha egy P )
y=27 yEX P(u; v) pont rajta van az exponencialis fiiggvény grafi- "
[ konjdn, akkor a P’(v; u) pont rajta van a logaritmusfiigg-
/ N vény grafikonjan, és viszont. Ez az allitds a grafikonok - —>
: N minden pontjara igazolhatd, ezaltal bizonyithatd, hogy a *
— két grafikon egymas titkkorképe.
; y=log,x

FELADAT

Abrazold kozos koordinata-rendszerben a kovetkez6 fuggvényeket:
fixeR x> 3, gxeR, xo log,x, h:x€R’, x - log; x!
3



Haaz x —a" (a > 0, a # 1, x € R) exponencialis fiiggvény grafikonjat tikkrozziik a s A | ly=llogx_4+—
koordinata-rendszer y = x egyenletii egyenesére, akkor az x — log, x (a > 0, a # 1, |

x € R") logaritmusfiiggvény grafikonjét kapjuk. Ennek alapjan a logaritmusfiiggvé- 1 \\\ //;j,gj(lz;;
nyek legfontosabb tulajdonsagai a kovetkezdk: : m——

- értelmezési tartomanyuk a pozitiv valos szamok halmaza; 0 — x>
- értékkészletiik a valos szdmok halmaza; [ \ = 108y X
- szigortian monoton fiiggvények: ha a > 1, akkor a logaritmusfiiggvény szigortian ’l = Jogu.x \ng

novekedd, ha0 < a < 1, akkor szigortian csokkend;
— nincs szélséértékiik;
- zérushelyiik az 1.

Megjegyzés
Ha az f fiiggvény grafikonjabol a g fiiggvény grafikonja az y = x egyenletl egyenesre torténd tikkrozéssel is megkaphato,
akkor az f és a g fliggvényeket egymas inverz fiiggvényeinek nevezziik. Az ,,a alapt exponencialis fiiggvény” inverz fliggvé-

nye az ,a alapu logaritmusfiiggvény”.

HAZI FELADAT

Abrazold kézos koordindta-rendszerben a megadott \ y A
két-két fuggvényt! A fuggvények értelmezési tarto-
manya mindegyik esetben a pozitiv valés szamok g
halmaza.
a) x — log, x és x — log, x; f
2
b) x+~ log, x és x ——log, x; 1 \
c) x~log,(2-x) és x — log, & >
2 0 1 x
. 1y
d) x log%xesx (3> / .,
\\
IO Allitsd parba azokat a hozzérendelési szabalyokat,
amelyek ugyanazt a fiiggvényt adjak meg (azonos ér-
telmezési tartomany esetén)! 5
log, x a) Allitsd parba a fiiggvények nevét és hozzaren-
) ¥~ 1+log, x delési szabalyat!
x — log, (2x) X logZ% b) Melyik kett inverze egymasnak a megadott
fiiggvények koziil?
—~3+1 ~ log, (8
g e x = log, (8x) ¢) Melyik fiiggvénynek van zérushelye, melyiknek
x——3+log, x x — log, Vx van szélsGértéke?
<] Az dbran szerepld f, g, h fiiggvények hozzérendelési | @ Megoldésaidat fliggvényabrézolé programmal is

szabalya: x — 0,5%, x — log, x, x — log, x. ellenérizheted.
2
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EMELT SZINT

Bizonyitsuk be, hogy a kettes alapu logaritmusfiigg-
vény és a kettes alapt exponencidlis figgvény egymas
tilkorképe az y = x egyenesre nézve!

Megoldds

Az allitas bizonyitasahoz azt kell megmutatnunk,
hogy ha a P(u; v) pont rajta van az exponencidlis
fiiggvény grafikonjan, akkor a két koordinita meg-
cserélésével kapott P’(v; u) pont rajta lesz a logarit-
musfiiggvény grafikonjdn, és ez forditva is igy van.

Tekintsiik el6szor az exponencidlis fiiggvény egy
P pontjat.

Az exponencidlis fiiggvény grafikonjanak egyenle-
te: y = 2%, ezért egy pontjanak koordinatai: P(u; 2").
Ennek a P pontnak titkorképe: P’(2"% u). Rajta van-e
vajon ez a P’ pont a logaritmusfiiggvény grafikonjén?
A logaritmusfiggvény grafikonjanak egyenlete:
y = log, x. A logaritmusfiiggvény x = 2" helyhez tar-
tozd pontjanak masodik koordinatdja: y = log, (2“).
A logaritmus definiciéja miatt log, (2) = u. A loga-
ritmusfiiggvény egy pontja tehdat a (2 ; 1) pont, ami
nem mds, mint P’. Az exponenciélis fliggvény egy
pontjanak tiikorképe tehat rajta van a logaritmus-
fiiggvény grafikonjan.

Vizsgaljuk most a masik irdnyt! A logaritmusfiigg-
vény egy pontja: Q(u; log, u). Ennek tiikorképe:
Q’(log, u; u). Rajta van-e eza Q” pont az exponenci-
alis fliggvény grafikonjan? Az exponencialis figgvény
log, u helyen felvett értéke: 2'%“. A logaritmus defi-
nici6ja szerint 2°¢* = u. Az exponencialis fiiggvény
egy pontja a (log, u; u) pont, ami nem mas, mint Q”.
A logaritmusfiggvény egy pontjanak tiikorképe te-
hat rajta van az exponencialis fiiggvény grafikonjan.
Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Mas fiiggvények inverz fiiggvényeit is meghataroz-
hatjuk az el6bbi modszer segitségével. Egy fliggvény-
nek csak akkor értelmezhetd az inverze, ha minden
helyettesitési értéket csak egy helyen vesz fel. (Az
ilyen fiiggvényeket kolcsonosen egyértelmt vagy
injektiv leképzésnek szoktuk nevezni.) A valds sza-
mok halmazan értelmezett x* fiiggvénynek nincs in-
verze (nem lenne eldonthetd példaul, hogy 9-hez 3-at
vagy (—3)-at rendel az inverz fiiggvény), de a [0; oo
intervallumon értelmezett x* fiiggvénynek mar van,

ez pedig a v x -fiiggvény.

Néhany fiiggvény és az inverze:

VA /
[y=% 20
}’—\/;/ —
//
LT
/]
/
1 X
VL SEpT
1 X
y=ix-15
y A
y =|arcsin (
) =sin(x) (-§=x<2)
1 x
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Tézsdei elemz6k megallapitottik, hogy egy jelen pilla-
natban 2000 Ft-ot éré részvény értéke az idével expo-
nencidlisan novekedett, és ez a tendencia varhatéan egy
ideig még folytatodik. A részvény értékének alakuldsat az
f(x) = 2000-1,002" képlette] modellezik, ahol x az eltelt
napok szamét jeldli.

Egy szakért6 szerint 2300-2400 Ft kozotti aron mar érde-
mes eladni a részvényt, mert ezutan a névekedés nagy va-
l6szintiséggel csokkenésbe fog atfordulni.

A modell segitségével szamitsuk ki, hogy legalabb és legfel-
jebb hany napot varjunk az eladassal!

Megoldds

Meg kell taldlnunk a 2300 < 2000 - 1,002 < 2400 feltétel-
nek eleget tevé x értékeket. Egyszer(ibb egyenl6tlenségeket
vizsgalhatunk, ha 2000-rel osztjuk a kett6s egyenlStlenség
mindhdrom részét: 1,15 < 1,002* < 1,2.

Abrazoljuk a valés szamok halmazan értelmezett
x — 1,002" figgvényt! Mivel pontos adatokat nem a grafi-
konrdl fogunk leolvasni, egy egyszer(i vazlat is elég.

A kovetkezd megfigyeléseket tehetjiik:
1. Az x — 1,002" fuggvény szigoruan novekedd, mert az
exponencialis fiiggvény alapja 1-nél nagyobb szam.

2. Ahhoz, hogy megallapithassuk, az x-nek melyik értéke
esetében lesz a fiiggvény értéke éppen 1,15, meg kell olda-
nunk az 1,002" = 1,15 egyenletet.

y A

|2
1,15 1

»

91,25 x

1
|
69,95

Ezt kéttéleképpen is megtehetjiik:
a) Hasznalhatjuk a logaritmus definicidjat és a tizes alapra
attérés képletét:
lg 1,15
Ig 1,002
b) Ha két pozitiv szam egyenld, akkor egyenl§ a tizes alapu

x = log, 4, 1,15 = = 69,95.

logaritmusuk is. Tehat most Ig 1,002 = 1g 1,15.
A hatvdny logaritmusara vonatkozé azonossagnak
megfeleléen x - 1g 1,002 = 1g 1,15, amibdl

o— 18L15  0,0607
11,002 ~ 0,000868

= 69,95.

Lathat6, hogy mindkét modszerrel ugyanazt az eredményt
kapjuk: a fiiggvény értéke megkozelitdleg x = 69,95 esetén
lesz egyenl6 1,15-dal.

Hasonloképpen az 1,002" =1,2
x = log, 1, 1,2 = légI%
tozd x érték megkozelitdleg 91,25.

egyenlet megoldasa

x~ 91,25, vagyis az 1,2-hez tar-

3. A grafikonrél most mér leolvashatjuk, hogy az eladasig
69,95 napnal tobb, de 91,25 napnal kevesebbnek kell eltelnie.

4. Figyelembe véve, hogy ,egész napokrol” szol a feladat,
2300 < 2000 - 1,002" < 2400 pontosan akkor teljestil, ha
70 < x <91, tehat legkorabban a 70. napon, legkésébb
pedig a 91. napon kell eladnunk a részvényt, ha a modell
»joslata” szerint akarunk cselekedni.

HATVANY, GYBK, LOGARITMUS



FELADAT

Abrazold a koordinata-rendszerben az x — 1,2
fuggvényt! Olvasd le a grafikonrol, mely valds sza-

N
Y

mokra teljesiil a kovetkezo:

a)
b)

1,2° = 1,445
1,2° < 1.

Egy webaruhaz {izemeltet6i a létrehozas utani elsé

hénapban ugy tapasztaltak, hogy a napi vasarlasok

szama az eltelt id6vel exponencidlisan novekedett,

nagyjabdl az N(x)=10-1,08" fiiggvény szerint,

ahol N az adott napi vasarldsok szama, x pedig a nyi-

tas ota eltelt napok szama.

a)

b)

Szamitsd ki, hogy a nyitas utani hanyadik napon
lépte 4t elGszor a vasarldsok szama a napi 100-at!
Az exponencidlisan novekedé szakasz utan a va-
sarlasok napi szdma mas hasonld boltok tapasz-
talatai alapjan varhatéan 1250-1750 kozott fog
allanddsulni. Szamitsd ki, hogy ezek alapjan leg-
alabb és legfeljebb hany napig tarthat az exponen-
cidlisan néveked6 szakasz!

HAZI FELADAT

Y

1

A "C radioaktiv szénizotép felezési ideje 5730 év.

Legfeljebb milyen régi az a csontmaradvany, amely-

Oldd meg a kovetkez6 egyenl6tlenségeket az ex-

FS
Y

N
Y

ponencialis fiiggvény tulajdonsagainak felhaszna-
lasaval!

a) (7) <8 b) 1<1,5" < 10.

Egy orszag 40 évesnél iddsebb, 75 évesnél fia-
talabb lakosainak kor szerinti megoszlasat a
P(x)= 50-0,94" fiiggvénnyel modellezték, ahol x
az életkor (években), P(x) pedig az adott koru lako-
sok szdma (milli6 fében).

Példaul az 53 évesek szdma (millié f6ben):

P(53) = 50 - 0,94” ~ 1,88,

a 70 éveseké pedig

P(70) = 50 - 0,94”° = 0,66.

Szamitsd ki, hogy hany évesek a 40 évesnél id6sebb
emberek azon csoportjai, amelyeknek a modell
szerint egymillional tobb tagjuk van!

nek “C-tartalma még tobb mint 15%-a az eredeti
értéknek?

a) Add meg a valaszt felezési periddusokban!

b) Add meg a valaszt években!

Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket az expo-
nencidlis fliggvény tulajdonsagainak felhasznala-
savall

a) 3" <2187;

b) 0,06 < 0,6 < 6.

EMELT SZINT

0Oldd meg az egyenldtlenségeket a valos szamok halmazan!

a) 32+3 £ 352,

i3x—7<i.
b) (4) -3’

55. lecke | EXPONENCIALIS EGYENLOTLENSEGEK

c) 1’4x275x+6 Z 1
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Hig vizes oldatok savassagat vagy lagossagat a pH-érték-
kel szokas jellemezni, amely az oxéniumion-koncentraci6
tizes alapu logaritmusénak ellentettjével egyenld, azaz

pH = —lg x (xjeloli a koncentracio értékét lrir'::i -ben).

Mekkora az oxdéniumion-koncentracié abban az oldatban,
amelynek pH-értéke legfeljebb 3,4 ?

Megoldds "1
Meg kell oldanunk a

—lg x < 34 logaritmusos  3,4-
egyenl6tlenséget.

Ehhez el6szor oldjuk meg a
—lg x = 3,4 egyenletet!
lgx=-3,4

FELADAT

Oldd meg az egyenl6tlenségeket a logaritmusfiigg-

162

vény tulajdonsdgainak felhasznalasaval!
a) log, x = 100;
b) -1 <log,, x <1.

Y

A tizes alapu logaritmus segitségével meghataroz-
hatjuk, hogy egy szdam a tizes szamrendszerben hany
jegyd.

Tudjuk, hogy lg 100 000 = 5 és Ig 1 000 000 = 6. Ha
egy n egész szamrol tudjuk, hogy hatjegyti, akkor
100 000 =< »n < 1 000 000. Ekkor a logaritmusfiigg-
vény monotonitasa miatt 5 < Ign < 6.

a) Hany jegyl az az n egész szam, melyre lgn ~ 7,812
b) Hany jegy( szdm a tizes szémrendszerben a 20*

hatvany?

Y

Ha az egylépcsés rakétat (allando) u % kezdésebes-

séggel hagyja el a kidaramlo gaz, akkor a rakéta elmé-
letileg elérhet6 legnagyobb sebessége attol fiigg, hogy

ritmussal

x =10
x~4-107*

Készitstink vézlatot, amelyen a g x> —lgx, x €R"
fiiggvény grafikonjan bejeloljiik az osszetartozo értékeket!
A grafikonrdl leolvashatd, hogy a —lg x < 3,4 egyenl6t-
lenség megolddsa x = 4 - 107, azaz a legfeljebb 3,4 pH-

107 mol

értéknek megfeleld koncentracié legalabb 4 - liter "

Megjegyzés

Habar - ahogyan a grafikon is sugallja — a pH-érték elvileg
lehet negativ, ennyire erds savakkal a mindennapi életben
altalaban nem talalkozunk. Ezenkiviil kiilonb6z6é okok
miatt a 0-14 tartomanyon kiviili pH-értékek mérése elvileg
és technikailag is bizonytalan.

a rakéta kezdeti tomege hanyszorosa az tizemanyag
elégetése utdin megmarad6 tomegének. A végse-
bességet a v(k)= 2,303 u -lIg k Osszefliggés adja

meg %—ban, ahol a k> 1 szam a kezdeti tomeg és

a megmaradt tomeg hanyadosa.
a) AIL vilaghdborts német ,,csodafegyver”, az egy-
1épcsds V-2 (,,fau-kett8”) rakéta egyik valtoza-

tabol 2 % sebességgel aramlott ki a gz, és a

rakéta megmaradt tomege a kezdeti tomegének
megkozelitéleg 31%-a volt. Mekkora lehetett en-
nek a rakétanak az elméleti végsebessége?

b) Legfeljebb hany szazaléka lehet a végs6 tomeg
a kezdeti tomegnek, ha az egylépcsés rakétat

2,3 km

s sebességgel hagyja el a kidramlé gaz,

és legalabb 2,8 % elméleti végsebességet

akarnak elérni?

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



HAZ| FELADAT

Rajzold meg az x — log, x (x € R") fiiggvény grafi-
konjat! Szemléltesd az abran a kovetkez6 egyenl6t-
lenségek megoldashalmazat!

a) log, x > 1;

b) log, x < 1;

c) log, x > —1;

d) log, x < 2.

Y

Az 1. hazi feladat eredményeit felhasznalva oldd meg
a kovetkez6 kettGs egyenlétlenségeket!

a) 1 < log, x < 2;

b) =1 <log,x < 1;

c) -1 < log, x < 2.

RAADAS

A XVI-XVIL szazadban, a nagy foldrajzi felfedezések ko-
raban a hosszu tengeri utak sordn a navigacio létfontossagu
eszkozei voltak a csillagaszati tdblazatok. E tablazatok elké-
szitéséhez azonban elképeszté mennyiségii szamitas - el-
sGsorban szorzasok és osztasok — elvégzésére volt sziikség.
Nem csoda hét, hogy a kor matematikusai és csillagdszai
faradhatatlanul keresték a modszereket, amelyek e miivele-
tek elvégzését felgyorsitanak.

Az els6 komoly eredményt a trigonometriai azonossagok-
ra éplld un. Prosthaphaeresis-mddszer hozta, majd 1614-
ben John Napier skoét matematikus kozzétette Mirifici
logarithmorum canonis descriptio (Csoddlatos logaritmus-
tdbldzat leirdsa) cimi munkajat, amelyben modszerének
magyarazata mellett egy 90 oldalas logaritmustablazatot is
kozolt. Bar e tablazat hasznalata még meglehetésen nehéz-
kes volt, 1617-ben Napier kollégéja, az angol Henry Briggs
kiadta az elsé konnyen kezelhetd, tizes alapu logaritmus-
tablazatot.

A Napier altal kidolgozott eljaras, melyet tobbek kozott
Tycho Brahe és Johannes Kepler is hasznalt, a sokjegyt
szamok szorzasat és osztasat a tablazatbdl kikeresett loga-
ritmusok Osszeadasara és kivonasara egyszer(sitette, majd
az igy kapott Osszeg, illetve kiilonbség alapjan tjra csak a
tablazat segitségével lehetett visszakeresni az eredeti mii-
velet végeredményét. A logaritmusokon alapulé szamitasi
modszer sikerességét jellemzi, hogy a tablazat csak a XX.

56. lecke | EGYENLOTLENSEG LOGARITMUSSAL

Egy érdekes matematikai kozelités, hogy az n da-

rab tagbdl allo S, =1 +%+%+i+ +% sor
Osszege logaritmikusan novekszik, kozelité értéke
pedig S, = log, n, ahol e az ugynevezett Euler-féle
szam, melynek értéke koriilbeliil: e = 2,718.

Kozelitleg hany tagbol allhat a fenti sor dsszege
(tehat mennyi az n értéke), ha az 6sszeg 4,9 és 5,0

kozott van?

szazad utolsé évtizedeiben elterjedd elektronikus zsebsza-
mologépekkel tlint el végleg a mindennapok matematika-
jabal.

Napier logaritmustdabldzatinak egyik oldala
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az alabbi exponenci-

dlis egyenleteket!

a)
b)
c)

5-8%7% =320
35" 425 75.52=2
4.7°-21=0

Megoldds

a)

b)

Mindkét oldalt 5-tel elosztva: 8% ° = 64.
A 64 a 8-nak a 2. hatvanya, tehdt 8 ° = 8.
A 8-as alapt exponencialis fiiggvény szigortian mono-

ton, ezért 2x — 3 = 2, amibél x = %

Az egyenletnek tehat a 2,5 lehet az egyetlen megoldasa.
Ellenérzés:

5-82%70=5.8"7=5-8"=564 = 320,

tehat a 2,5 valéban megoldasa a feladatnak.

Az 5 alapu hatvanyok kitevéje rendre x, x + 1 ésx — 2.
Az azonos alapd hatvanyok szorzasara, osztdsara vo-
natkozé azonossagok kozott fordult el6, hogy a kitevs-
ben 6sszeg, illetve kiilonbség allt, tehat ezt a megfigye-
1ést hasznaljuk most:

5vtl_5¥, gl—g5. 5%

5-2=5,5=1 5
25

Ezért a 3-5°+2-57'—75.-572=2 egyenlet igy
alakithato at:

1 x
— . 5 =2’
25

3-5°4+10-5"— 3.5 =2,
A bal oldalon most mar elvégezhet6 az dsszeadds és a
kivonds: 10 - 5* = 2, ami {rhat6 5 = % = 57" alakban.

3-54+2-5-5"—75.

Ebbél (az 5-6s alapt exponencidlis fliggvény szigord
monotonitdsa miatt) x = —1 adddik.

Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy a (—1) valéban
megoldasa az eredeti egyenletnek.

Az egyenletet célszertia 7* = 5,25 alakra rendezni. Az
egyenlet megoldasa: x = log, 5,25.

Ennek kozelitd értéke az log, b = E—Z Osszefliggés fel-
haszndldséval kiszamithato:
log, 5,25 = 1822% _ 859
87222 = 7 g7 0 .
Ellendrzés:

4-7%%% — 21 ~ 45,2504 — 21 ~ 0,002 # 0.

Vilagos, hogy a 0,8522 raciondlis szdm nem megolda-
sa az eredeti egyenletnek, de nem is ezt allitottuk. Azt
mondtuk, hogy a megoldas négy tizedesjegyre kerekit-
ve 0,8522.



FELADAT

IR Oldd meg az alabbi exponencidlis egyenleteket! ER a) 37423714 32= 16
a) 5-3°+8-3 =117 L
2 b) 3-2°—5-2"""+ 27" =-1,25
b) 2,8 5°7"=70
LB Oldd meg az alabbi exponencidlis egyenleteket!

Oldd meg a kovetkez6 exponencidlis egyenleteket!
a) 5°-25"-125" = 0,008

(LY. gw (LY Z L
w3 (5) (5] = 5

HAZ| FELADAT

Az alabbi egyenletek koziil melyiknek nincs megol- [REI8

a) 8,2-3,7 =41

b) 1420-2 ° = 284

Oldd meg a valds szamok halmazan az aldbbi

désa a valos szamok halmazan? Miért? egyenleteket!

a) 3-2°+6=10 a) 9°=%3; c) 4%.32°=16".

b) 3x2+6:0 b) 13x2—x—12=1;

c) 3-vx+6=0

d) 3-|x—1]+6=0 < Oldd meg a valos szamok halmazén az alébbi

e) 3-sinx+6=0 egyenleteket!

f) 3-sin(x+6)=0 a) 2-7%*1_49. 7% 121

_ s (LY
b) 1070 = 428 (2)
EMELT SZINT
Oldjuk mega 9 — 7- 3" — 18 = 0 egyenletet a valds szamok o, = T+ =T —4-1-—7 ebbéla, =9, a, = 2. Meg
halmazan! ’ 2-1
kell hataroznunk az egyes a értékekhez tartozé x értékeket:

Megoldds L a, =9 = 3% amib6l x = 2 az exponencialis fiiggvény

Az 6rén tanult egyik mddszer sem mikodik. Eszreve-
hetjiik azonban, hogy 9* = (3%)* = (3%)’. Ha bevezetjiik az
a = 3" 4j ismeretlent, akkor az a> — 7a — 18 = 0 mésodfoku
egyenlethez jutunk.

Ennek megoldasai:

FELADAT

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) 9—2-3"=3; b) 4+16=17-2%

57. lecke | EXPONENCIALIS EGYENLETEK

monotonitasa miatt.
II. a, = -2 = 3". Ennek az egyenletnek nincs megoldasa,
hiszen 3" > 0 barmely x valos szam esetén.

Tehat az egyenlet egyetlen megoldasa: x = 2. Ellenérizzitk
a megoldas helyességét:

9°—7.3"-18=81—-63—18=0.

c) 2-8+7-8—4=0.
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Egyenletek logaritmussal

FELADAT

Alkalmazd a logaritmus azonossagait! Alakitsd egyetlen logaritmussa a kifejezéseket!
c) 2-lga+3-1gb—05-1gc (a,b,c > 0)

166

a) 3'10g25+0,5-log23—%10g26
b) log, 6 +1

Oldjuk meg az alabbi logaritmusos egyenleteket a valos sza-
mok halmazan!
lg(x—2)=2-1g5; lg(x—=2)—lgx=2;
2lg (x+1)—1g x* =1g 1,44.

Megoldds

A logaritmusos egyenletek megoldasat kezdhetjitk annak
megallapitasaval is, hogy mely szamok tartoznak az egyen-
let értelmezési tartomanyaba.

a) Az egyenlet értelmezési tartomdnya a 2-nél nagyobb
szamok halmaza, hiszen az (x — 2)-nek pozitiv szam-
nak kell lennie.

A jobb oldalon a 2 helyett irhatunk Ig 100-at:
lg (x—2)=1g100—1Ig 5.
A logaritmus azonossagai miatt ez igy alakithat6 to-

vabb: lg(x—z)zlg%, vagy lg (x—2)=Ig20.

A tizes alapt logaritmusfiiggvény szigorian monoton,
ezért x — 2 = 20, vagyis x = 22.

Igaz, hogy 22 €]2; +oo[, és az atalakitdsok az értel-
mezési tartomanyban ekvivalensek voltak. Az egyenlet
egyetlen megoldasa tehat a 22.

Az ekvivalencia vizsgalata helyett behelyettesités-
sel igazolhatjuk, hogy a 22 gyoke az egyenletiinknek:
lg (22—-2)=2-1g5 igaz, mert a bal oldal értéke
lg 20, a jobb oldalé pedig

2-lg5=1Ig 100—1g5:1g%: Ig 20.

b) A logaritmusok miatt egyrészt x > 2, mdsrészt x > 0
sziikséges, tehat az egyenlet értelmezési tartomanya
most is ]2; +oof.

d) log, 10 +log, 5

Ezen a halmazon - felhasznélva, hogy a 2 helyett is-
mét Ig 100-at irhatunk - az egyenlet igy is alakithatd:

lgxx;zzlg 100.

Ismét a tizes alapu logaritmusfiiggvény szigori mono-
tonitasa miatt: x;_z =100.

A kapott egyenletet a mérlegelvvel oldjuk meg:

x—2=100x, amib8l 99x =—2, vagyis x = _%
adédik.
A (— 92—9> nem eleme az értelmezési tartomanynak,

tehat nem megoldasa az egyenletnek. Mds megolda-
sa az egyenletnek nem lehet, tehat nincs megoldasa.

Csak a pozitiv szamoknak van logaritmusuk, ezért kell,
hogy az (x + 1) is és az x” is pozitiv legyen, vagyis egy-
részt x > —1, masrészt x # 0. Ezért az egyenlet értel-
mezési tartoméanya: |—1; +-oo[ \ {0}.

Kezdhetjiik ugy is az egyenlet megoldasat, hogy mind-
két oldalhoz hozzdadjuk a lg x”-et:

21g (x+1)=1g1,44 +1g x°.

A hatvany és a szorzat logaritmusara vonatkozé azo-
nossag szerint ez azt jelenti, hogy

lg (x+ 1) =1g (1,44x7).

A tizes alapu logaritmustiiggvény szigori monotonitdsa
miatt: (x + 1) = 1,44x".

A négyzetre emelést elvégezve, majd az egyenletet nul-
lara rendezve: 0,44x” — 2x — 1 = 0.

A masodfokd egyenlet megoldoképletével két gyokot

kapunk: x, = —% ésx, = 5.

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



Mindkét szam eleme az értelmezési tartomanynak.
Mivel az értelmezési tartomdnyon az atalakitdsaink
ekvivalensek voltak, ezért mindkét szam megoldasa az

eredeti egyenletnek.

FELADAT

(Az utols6 mondat helyett természetesen a két szam be-

helyettesitésével is igazolhatjuk, hogy mindketté meg-

oldasa az eredeti egyenletnek.)

Melyik valos szamot helyettesithetjitk az x helyére, Oldd meg a 3. feladatban megadott egyenleteket

hogy igaz legyen az allitas?
a) log, (x +10) =1

b) log, (x + 10) =2

c) log, (x + 10) = 0,5

d) log,(x+10)=0

w
Y

tartomanyat!

a) lg(x + 5) = lg(x)

b) 2-log,(x —3) =16
c) log,(x—3)*=16

HAZ| FELADAT

Hatarozd meg a kovetkezé egyenletek értelmezési

o
Y

Melyik valos szamot helyettesithetjiikk a ¢ helyére,

hogy igaz legyen az alabbi 4llitas?
a) lg (c +2) = 3;

b) Ig (c +2) =g (5 — )

c) lg(c+2) =lgc;

d) lIg(c+2)=2-1g(c+2).

=

a valos szamok halmazén!

Alakitsd egyetlen logaritmussa az egyenletek jobb
oldalat is és bal oldalat is, majd oldd meg az alabbi
logaritmusos egyenleteket!

a) 3+Ig (5x—8) = Ig (4000x)

b) log,(x—6)+ log, x = 4

3x—4 _ 4. 3x—4
c) 1+Ig 100 =lg 10
3x—4 _ 4. 3x—4
d) 4+1g 100 =lg 10

Add meg a kovetkezd egyenletek értelmezési tar-
tomanyat!

a) log, x — log, (x +5) = 1;

b) log, x — log, (x —5) = 1;

c) log, x + log, (x +5) = ;

d) log, x + log, (x — 5) = 1.

Oldd meg a 2. hazi feladatban megadott egyenlete-
ket a valds szamok halmazan!

EMELT SZINT

Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halmazan! Oldd meg az egyenletrendszert!

a) log, [log, (log, x)] =0
b) log, (1 +log, (2 +log, (3 +x))) =1
c) log, (1 +1log, (2 +1log,(3+x))) =1

P Oldd meg az egyenleteket a valos szimok halmazan!
a) log,x +log,x + log,, x = %

b) log, (log, x) = log, (log, x)

58. lecke | EGYENLETEK LOGARITMUSSAL

log,x log3y: 2
log, (3x) + log, (3y) = 6

1 + 1 1
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FELADAT

Végezd el a szamitasokat a logaritmus azonossagai-

nak felhaszndldsaval szamologép nélkiil!
il,

i) 1021g971g2‘ b) /1002+%lg16

P Oldd meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) 271 =16 V8;
b) 477 +4"—2-47"=18.

I Add meg az egyenletek értelmezési tartomanyat,

majd oldd meg az egyenleteket!
a) log, (x— 1) =3;
b) log, (10x —2) —2-log, (x + 1) = log, 2.

PR A Foldon a légnyomés a tengerszint feletti magas-
sagtol (is) fugg. A tengerszint felett x km magassag-

HAZI FELADAT

A 2000 eur6s téke évi 6%-os kamatos kamat mel-
lett hany teljes év elteltével néne 4024 eurdéra? Meg-
oldasat részletezze!

(Régebbi érettségi feladat: 2011. oktdber, 4pont)

N
Y

Oldd meg az egyenleteket és az egyenlétlenséget
a valos szamok halmazan!

a) 3" +3"2 =36

b) 43:(—1 . 22x — 24x+1

ZSX—4 8
°) (8) <7

Add meg az egyenletek értelmezési tartomdnyat,

w
Y

majd oldd meg az egyenleteket!
a) log, (2—x)=—
S

b) log, (3x+16)—log, (x+2)=1
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L)
Y

ban a légnyomést a p(x)=1,013-10°-1,1337"

(pascal) Gsszefliggés adja meg.

a) A képlet szerint mekkora alégnyomas a K ékes
tetén, a Mont Blanc-on, illetve a Csomolung-
man?

b) A képlet szerint mekkora magassagban lesz
alégnyomas 80 000 Pa?

c) Mekkora a légnyomas ,felezési magassaga”,

azaz hany km-enként csokken az el6z6 magas-
sagon mért érték afelére?

Ellenérizd zsebszamologépeddel néhany konkrét
értékre az aldbbi Gsszefiiggést! Bizonyitsd be a lo-
garitmus azonossagai segitségével!

logabz;,ahola,b >0,a+ 1,b+ 1.
log, a

RAADAS

Alogarléc

»A technika dlldspontjdrél nézve a vildg egyszerilen nevet-
séges; az emberek egymds kozotti viszonyai a lehetd leg-
gyakorlatiatlanabbak, moédszereik nem gazdasdgosak, nem
egzaktak; és aki hozzdszokott, hogy iigyeit-dolgait logarléccel
intézze, egyszertien nem tudja komolyan venni az emberi ki-
jelentéseknek legalabb a felét. A logarléc szamok és vonalkdk
két hallatlan éleselméjiiséggel egymdsba dolgozott rendsze-
re; két egymdsba csusszané rudacska, melyek segitségével a
legbonyolultabb feladatokat is szemvillands alatt megoldhat-
juk, és egyetlen gondolatot sem tékozlunk el kozben; kis szim-
bolum a logarléc, ott hordjuk a kabdtunk belsé zsebében, és
mintha kemény, fehér vonds szelné keresztiil a sziviinket: ha
van logarléciink, és valaki nagy dolgokat dllit, vagy roppant
érzelmekrdl szonokol, annyit mondunk csupdn: Bocsdnat,
egy pillanatra, el6bb szamitsuk ki mindezeknek a hibahatd-
rat és legvaloszintibb értékeét!”

(Robert Musil: A tulajdonsdgok nélkiili ember — 1931)

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



Robert Musil sorai kivancsiva teszik az olvasot: Mi lehet az a szerkezet, ami a XX. szdzad elsé évtizedeiben él6 modern
ember életében ilyen fontos szerepet toltott be? Egy olyan egyszert felépitésti mechanikus szamoldgép, amely lehetévé teszi
kiil6nb6z6 matematikai miiveletek gyors elvégzését. Az ir6 szavaiban érezheté némi talzas és irdnia, azt mégis le kell sz6-
gezniink, hogy a logarléc egy olyan eszkdz, amely konnyt kezelhet6ségénél fogva a szamitasokat gyakran végz6 embereknek
nélkiilozhetetlen segédeszkoze volt.

Az 1620-as évek elején Edmund Gunter angol matematikus skaldra vitte a nemrég megjelent logaritmustablazat adatait, és
két skala egymas mellé helyezésével készitett egy szamolasra alkalmas eszkozt. 1630-ban a cambridge-i William Oughtread
készitett egy korlogarlécet, majd talalmanyat egyesitette Gunter eszkozével, ezzel 1étrejott a mai értelemben vett logarléc.

Lo L s . 3 1 2 3
Nézziik meg egy egyszert példan keresztiil, hogyan kezeljiik .
a lécet két szam 6SSZeSZOrZéSénél! HatérOZZuk meg a2ésal [T T I T 111 || T || ||| || || T || || ||| || I || ll || || |2
szorzatat! (1. dbra) Az A skaldn megkeressiik a 3-t és ide he- I I I I \\I I "

1 2 3 4 5 6\7 8 910
lyezziik a nyelv B skalajanak 1 jelét. A nyelv B skalajanak 2 jele
6

alatt az A skdlan leolvassuk az eredményt: a 6-ot. b
. dora

A logarléc miikodésének elve a logaritmus azonossagain alapul: szamok szorzatat a szimok logaritmusanak 6sszegzé-
sével, a szamok hanyadosat a szamok logaritmusanak kiilonbségével szamolhatjuk ki.

Ig 6-nak megfelel 194,54 mm A léceken tavolsagokat tudunk szemléltetni, a lécek egymds mellett

g 2-nek megfelel 75,26 mm torténdé mozgatdsdval pedig tdvolsdgokat adunk Gssze és vonunk ki
1 2 3 4 |5 |63 egymasbol. Példaul 1g (2- 3) =1g2 +1g 3 = 75,26 mm + 119,28 mm =
2 3 % =19454mm= lg 6, tehat a lécek mozgatdsaval a két szdm szorzdsa

lg 3-nak megfelel 119,28 mm

helyett a logaritmusuknak megfelelé hosszakat adtuk 6ssze. (2. dbra)

2. dbra

A logarléc igen hosszu életli szamolasi segédeszkoz volt. A tizedes tortekkel, tobb szamjegyl szamokkal valé szamolasndl a
skalak leolvasdsa mar nagy figyelmet és gyakorlatot igényelt. Az évszazadok soran folyamatosan tjabb funkcidkkal béviilt.
A kiilonb6z6 szakmak egyedi céljainak megfelel6en specidlis logarléceket is készitettek, igy példaul 1étezett mérnokoknek,
bankoknak szant logarléc. A XIX. szdzadban a mérnoki szamitasok tulnyomo részét logarléc segitségével végezték. Jelen-
tdségét mutatja, hogy az Apollo-programban részt vevd tirhajésok még hasznéltak logarlécet kiildetésiik sordn. Az 1980-as
években a zsebszamoldgépek megjelenése a mizeumba (izte az emberiség kultirdjanak e kiemelkedd talalmanyat.

59. lecke | GYAKORLAS
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CSOPORTMUNKA

Alkossatok négyfds csoportokat!

Oldjatok meg az alabbi 9 feladatot! Az a csoport, amelyik készen van a megoldassal, irja fel a 9. feladat eredményét a

tablara! Amikor minden csoport felirta az eredményét, akkor a verseny véget ér. Amig van olyan csoport, amelyik nem

végzett a munkdjaval, addig a tobbiek egyszer javithatnak a felirt szamon.

1. feladat
Mennyi log, 64 - (log, 8 — log, 4)?

2. feladat .
Hényadik hatvanya a 3-nak a (6 4/ %) ?

3. feladat
Oldd meg a 2,4" = 5,76 egyenletet!

4. feladat L
Szamologép nélkil allapitsd meg, hogy mennyi <log3 9§) !

5. feladat
Mennyi Ig /10 — £ -1g 0,00017

6. feladat
Oldd meg az log, (x + 4) + log, x = 1 egyenletet!

7. feladat
Melyik két szomszédos egész szam kozé esik a k, ha 1,065" = 3,457

8. feladat

Hény jegyli egész szam a tizes szimrendszerben az 50'"’?
9. feladat

Mennyi C* + B+ D- E — (G + H)?

Jelold ezt a szdmot A betiivel!

Jelold ezt a szdmot B betiivel!

Az egyenlet gyokét jelold C betiivel!

Az eredményt jelold D betiivel!

A kapott szamot jelold E betijvel!

Az egyenlet gyokét jelold F betiivel!

Ennek a két szdmnak az osszegét jelold G
betiivel!

Az eredmény szdmjegyeinek az osszegét jelold
H betiivel!

Az eredményt irjatok fel a tablara!

Az els6 3 helyezett csapat bemutatja, milyen egyszerti modszereket alkalmazott a megoldasok kozben.

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS



HAZI FELADAT

Tudjuk, hogy 1g A = 2,5 és Ig B = 0,4. Szdmol6gép K (C) A
hasznélata nélkiil add meg a kovetkezd szamokat: 60
Ig(A-B), lg %, lg A 1gB%, g %! s
30
~
2> Végezd el a szamitdsokat a logaritmus azonossagai- —

nak felhasznalasdval szamol6gép nélkiil! 0 §:

Logg 9—log, 2 01 23 456 7 8 910111213 ¢(perc)
a) 62
b) 32782 _ glog3 a) Negyedoéra eltelte utdn hany fok lesz a hémér-

séklet-kiilonbség a kavé és a szoba hdmérsék-
I8 A Newton-féle hilési torvény értelmében egy test lete kozott?

és a kornyezetének hdmérséklete kozotti kiillonbség b) Negyedora elteltével hany fok lesz a kdvé hé-
(K) id6ben exponenciélisan csokken. Egy 20 °C hé- mérseklete?
mérsékletl szobaban az asztalon hagyott, kezdetben c) Mennyi id6 alatt csokken a felére az eredetileg
80 °C homérséklett csésze kavé hiilése modellezhe- 60 °C-os homérséklet-kiillonbség?
t6a K(t)= 600,87 fiiggvénnyel, ahol K a kavé és d) Milyen forr6 lehetett a kdvé a mérés kezdete
a szoba hémérséklete kozotti kiilonbség, t pedig az el6tt 5 perccel?
eltelt id8, percekben mérve. Kezdetben a hGmérsék- e) Hdény perc alatt hil a kdvé hdmérséklete 21 °C
let-kilbnbség 80 — 20 = 60 (°C), azaz K(0) = 60. alé?

RAADAS

Barkochba és informacio

1. Gondoltam egy szamra 1 és 16 kozott! Hanyféle szamra gondolhattam? Legalabb hany kérdésbdl lehet biztosan kita-
lalni? Mi a nyer stratégia?

2. Hény kérdés sziikséges, ha egy 1 és 64, illetve ha egy 1 és 2" kozotti szdmra gondoltam?

3. Nevezziik egy szam ,,informaciéértékének™ azt a szamot, ahany barkochbakérdéssel biztosan ki tudjuk talédlni, ha va-
laki ennyi szam koziil gondolt egyre! Jeléljik ezt I(n)-nel! Mennyi 1(4)? Es 1(16) =2 Mennyi 1(2")?

4. Gondolok egy szamra 1 és 32 kozott, €s egy masikra (ami lehet ugyanannyi, mint az el6bbi) 1 és 64 kozott. Hanyféle-
képpen gondolhattam a két szamra? Legaldbb hany kérdés sziikséges, hogy biztosan kitaldljuk mindkét szamot?

5. Hatérozd meg a kisvetkezd szdmokat: 1(2"- 2™ = ?21(2") + 1(2™) = ?

Sokat hallani napjainkban, hogy az egyik legfontosabb ,,arucikk™ az informéci6 lett. Szamtalan legélis és illegalis médon

adnak és vesznek informacidkat. De hogyan lehetne mérni az informacié mennyiségét?

A kérdés megvalaszolasahoz az egyik legrégebbi jaték visz kozelebb: a barkochba.

Gondoljunk egy pozitiv egész szamra 1 és 32 kozott! Hogyan kérdezziink ahhoz, hogy a lehetd legkevesebb kérdésbdl biz-

tosan kitalaljuk a gondolt szimot? A vdlasz: minden korben meg tudjuk felezni a lehetséges szdmok korét, és ez a legjobb

stratégia, ami biztosan eredményre vezet. Példaul: Nagyobb, mint 16? — Nem. Nagyobb, mint 8? — Igen. Nagyobb, mint

12? — Igen. Nagyobb, mint 14? — Nem. Nagyobb, mint 13? — Nem. Tehat a gondolt szam a 13! Ez azt jelenti, hogy 5 kérdés

kell a biztos valaszhoz. A felezéses eljdrdssal konnyen lathat6, hogy a 2" lehetSség esetén éppen n kérdésre van sziikség.

Nevezziik egy szdm informaciéértékének azt a szamot, ahdny barkochbakérdés sziikséges ahhoz, hogy kitalaljuk. Jeloljiik

ezt 1(x)-szel! Az imént kideritettiik, hogy 1(2") = n.

Nem véletlen, hogy az I(x) = log, x figgvény jol jellemzi a felsorolt példdkban az informacié mértékét. Ezt a gondolatot

szamos helyen hasznaljak az informaciéelméletben.

Erdekesség, hogy a fizikiban az entrépia nevii mennyiséget, amit ,,a rendezetlenség mértékeként” szoktak emlegetni, hason-
16 informécidelméleti alapokon definidljak.
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Ird fel egyetlen hatvanyként! n
2744 (397 Ve (V1)
PN Add meg a kovetkezd kifejezések értékét!

mn

a) log,1= log, % =

3log94 —

b) 610865:
c) 2-1lg5+1g4=

Oldd meg a valos szamok halmazan az egyenleteket!
a) lg(x—1,5)+1=1g(14x +65) — 1
b) 5°— 3.5V 4 5670 = 345

c) (V8 "'=14

Oldd meg az egyenl6tlenséget a valos szamok halma-

zan!

(£>x<i
3/ 79

William E. Hick angol pszicholégus szerint ha egy

dontéshelyzetben azonnal kell vilasztani n elGre is-
mertetett és egyforman valdszind lehetdség koziil,
akkor a dontés meghozatalahoz szilkséges reakcio-
id6 (masodpercben) ardnyos az (n + 1) kettes alapui
logaritmusaval. Ezt az informaciét manapsag példa-
ul weblapkészitk hasznaljak, amikor a weblapon
elhelyezett linkek szaméarol kell donteni.

Egy kisérlet eredményeit elemezve a kutatdk
azt talaltdk, hogy a reakci6idd jo kozelitéssel a
T(n)= 0,15-log,(n + 1) Osszefliggés szerint fugg
a lehet6ségek szamatol. Legfeljebb hany valaszta-
si lehet8séget kindljunk fel, ha azt akarjuk, hogy a
dontéshozashoz a modell szerint sziikséges id6 ne
legyen tobb, mint fél masodperc?

Ird fel egyetlen hatvdnyként! 5

N
Y

3D

4>

o
Y

37437, (2%F, /6 (4/5)

Add meg a kovetkez6 kifejezések értékét!

log, ¥/7 =

1 logs12
)7 -

c) 3-log,3 +log, 1 —1log,27 =

a) log,0,5=

b) 7log74 —

Oldd meg a valoés szamok halmazan az egyenleteket!
a) Ig(0,5x —1,5) + 1 =g (14x + 30) — 1
b) 3-4%77—2. 4%V 4 8. 45" V=5, 474 148

c) (£)5x+ 1 _ %
Oldd meg az egyenldtlenséget a valds szamok halma-
zén!

log, sx = 2

Bankba fektetjiik a pénziinket, 350 000 Ft-ot. Az éves
kamat 4,5%. A pénzt és az év végén hozzdirt kama-
tot bent hagyjuk a bankban, igy a té6kénk kamatos
kamattal gyarapodik. Hany év alatt érjiik el, hogy
350 000 Ft helyett 30%-kal tobb pénziink legyen a
bankszamlankon?

Az 8lom egyik izotépja radioaktiv, azaz folyamatosan

elbomlik, mas atomma alakul. A bomlast az jellemzi,

hogy azonos id6tartamonként ugyanannyiad részére

csokken az 6lom részecskeszama. A folyamatot a ko-

vetkez6 egyenlet irja le:

N(t) =4,2- 10*- 0,97,

ahol az egyenletben az idét (t) percben mérjiik, N(t)-

vel jeloljiik, hogy a mérés kezdete utan t perccel hany

radioaktiv 6lomrészecske van még az anyagban.

a) Mennyi 6lomizotép volt az anyagban a mérés
kezdetekor?

b) Mennyiidé elteltével lesz a radioaktiv 6lomizotop
részecskeszdma egy mol, azaz 6 - 1072

c) Mennyi a folyamatban a felezési id6?

HATVANY, GYBK, LOGARITMUS
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I. A logaritmusfiiggvényekbo6l egy is elég (lenne)!

Miért?

Nézziink harom logaritmusfiiggvényt, f-et, g-t és h-t! Le-
gyen

II. A logaritmusfiiggvény a vele azonos alapu exponen-
cialis fiiggvény inverze (és viszont). Ezek szerint egyet-
len exponencidlis fiiggvény is elegendd lenne?

A viélasz igen!

f(x)=log, x, y “\ Ha a logaritmusfiiggvények grafikonjat az y = x egyenle-
g(x) = log x, \ . — tll egyenesre tiikrozik, az ugyanolyan alapu exponencialis
h(x) = log,, x : fiiggvény grafikonjat kapjuk meg.
(x eR")! ; \ y = log,x=] - log,
e v A I =8 y=2"
0 ) X \ y=07" /
/ y=log,,x|= -1,943 - log, x \ /
N | T

A logaritmus azonossagai kozt felsoroltuk, hogy barmelyik
alapu logaritmusrol egyszerten attérhetiink barmely mésik

alapti logaritmusra. Az ott leirtak szerint

log,x  log,x _ 1.

Ez pedig azt jelenti, hogy a 8-as alapu logaritmustiiggvény

8(x) = logy x = 150 =

egy egyszerl szorzassal megkaphat6 a 2-es alapu logarit-

musfiiggvénybél. A szorzo az L

3

Hasonloképpen:

log,x = 1 N

log,0,7  log, 0,7 fix) =

~—1,943 - f(x). Tehat a 0,7 alapu logaritmusfiiggvény is

h(x) = 10g0,7x =

egy egyszeru szorzassal kaphaté meg a 2-es alapu logarit-

1
log, 0,7

musfiiggvénybdl. A szorzo az ~—1,943.

1
log, a

Barmely a > 0 és a #+ 1 esetén log, x = -log, x

(x > 0), ami azt mutatja, hogy mindegyik logaritmus-
tiiggvény eldallithatd a kettes alapt logaritmusfiiggvénybdl
egy megfelel6 szammal vald szorzas utjan.

Ezek szerint a 2-es alapnak kitlintetett szerepe lenne?
Egyaltaldn nem! A fentiek a 2-es alap helyett barmely mas
alapot valasztva is igazak maradnak, csupan a szorzdsza-
mok valtoznak meg.

Ha tehdt ismeriink egy logaritmusfiiggvényt, akkor az 6sz-
szes tobbit is ismerjiik, hiszen azok mind megkaphatok
egyetlen szorzéssal az ismert fliggvényb6l. Az egyik gra-
fikonbol a masikba az x tengelyre mer6leges irdanyu 6ssze-
nyomassal, nydjtassal juthatunk el, és az x tengelyre valo
tiikrozésre is sziikség lehet.

§1. lecke | TUDASPROBA
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Az ftuggvénybdl az x — 2% a g figgvénybSl az x — 8%, a
h figgvénybdl pedig az x — 0,7" exponencialis fiiggvényt
kapjuk. A tiikrozés soran az x tengely szerepét az y tengely
veszi at. Az x — 2" grafikonjabdl az x — 8 grafikonjahoz
1
3
sal jutunk el, az x — 0,7 grafikonjat pedig az y tengelyre

az y tengelyre merdleges iranyd, — ardnyu Osszenyomas-

merdbleges irdnyd, = 1,943-szeres nyujtassal, majd az y ten-
gelyre titkrozés utan kapjuk meg.
Ezt mutatjadk a kovetkezd algebrai atalakitasok is:

8* = (2°) = 2%, illetve 0,7" = (2'°2%7)" = 27198
Tehdt exponencialis fiiggvénybdl is elég lenne egyetlenegy!

III. Van-e kitiintetett szerepii exponencialis fiiggvény?
Van, de az nem a 10-es alapu. Fels6bb matematikai tanul-
manyok soran kideriil, hogy azx — ¢" exponenciilis fiigg-
vény ismerete tobb szempontbol elény6sebb, mint mas ala-
pu exponencialis fiiggvényeké. Az e szam egy matematikai
allando, ami a 7-hez hasonldan irraciondlis szdm; kozelitd
értéke 2,71828.

Az e alapt logaritmusnak kiilon neve is van: természetes
logaritmus (latinul: logaritmus naturalis). Kilon jelolést is
bevezettek rd, a log, helyett az In jel6lés hasznalatos (a lo-
garitmus naturalisra utalva).

Néhany példa a fenti jelolésekkel: In e = 1, InYe? = %,

e budt

m



Széamitsd ki!

14

Y

Y

Y

Y

Y

Y

a) V81 -%Ve64 V32915625
b) 3\/0,0014/%.5\/24
¢) V=343 - /225

4/10 000

4 g) S /L
225

Ird 4t az n-edik gyokot hatvény alakba!

3 a
a) /18 e) yE
b) /25 f) Vv¥5
c) V3! g VYVs
d) Va* hy V3 43
Ird fel 3 hatvanyaként!
a) 4\/3 e) 3 2 4\/75
b) /3 p V3LY3
) VA

L 3/4 . 5,

c) ¢/ Y g) v V3 ./3% /3
d V3

Ird 4t a hatvédnyokat gyokos alakba!

2 3

13 g2 (BYs. (BVE 32 (_3):
s sl (G ) e (3

Melyik nagyobb? Ne hasznélj szamologépet!

a) (s )i Vagy<16>

b) <§>70’ vagy 0,753

Ird n6vekvd sorrendbe! Ne haszndlj szémol(')gépet!

a)SfZ‘_\/g _(/7>

b) 5_%; Sx/g; 5%; 4/5% 572 /%

Szamitsd ki! Ne hasznalj szamoldgépet!

1
/1000 ; /8%,

6)7; 647;
1 _L
(v7);  o,0016%; <L> W3

81

Temazard feladatayijtemény

Y

Ird fel kisebb gyokkitevével! Ird fel hatvény alakba!

a) (15x/§>6; e) 26«/?;
b) %/15°%; f) (@)
o g (Vor)'

d) 2/ <%>45;
Ird fel egy gyokjellel! (Ird 4t el8szdr hatvany alakba!)

a) V13 -/13; d) 4F-s/?;
o Vol:¥ol; ) 3/ (3) '4/ (5) / (5)-

Igaz-e, hogy a kovetkezd miiveletek eredménye egész

szam? Ha igen, mennyi? Ne hasznalj szamologépet!

5 _2 1 _5 5 2 _4
81%; 001 3,367 493; 64 6; 64°; 3%-3 6,
10 5 3 2 3

225° 93 33; 27%:3%; 100° - 1002.

Abrazold kozos koordinata-rendszerben és jellemezd
a fuggvényeket!

a) fR->R x—2" g:R—>R,xH<L>

2
b)f:R—>R,xH<%>X
c) fR->R x— 2
hR->R x> 2"—1
d £ R->R xm 2!
h:R >R, x— 2" =1
e) ffR->R, x— 3"

h:RHR,xH%-?‘

. S(2)7
geR->R, x <3>

SRR x> 2"+1
SRR x> 2"

g$R->R x~ 33"

A hatvanyozas azonossagainak alkalmazdsaval vé-
gezd el a szamitasokat!

) (3] (3

6
1

_1)\5
d) \573);
4
9.
by 33~

3. 216 \3
3 e) (343) :
3
c) (625-256)";

HATVARY, GYDK, LOGARITMUS



Oldd meg az egyenleteket a val6s szamok halmazan!

17D

a) 3777 =38l; k) 2°+2"*=8,5;
b) 3%7° =729; ) 2" 42" ' 422 =1792;
c) (%)5“2 =81;  m)9*=3243;

_M_L- i x2712_ Z 97x.
s AR
e) 7—2x+5 =0; 0) 7*4" _ L;

V7

f) <%> =15 p) 37U =3
g) 5 =6 q) 3 +54+7"=0;
h) (21—7>H =81% 1) 5°?=125,

j) 3xz—Sx+12 — 1)

Oldd meg az egyenleteket a val6s szamok halmazan!

a) 2% 42 =8; ) 2~7"+—678x6 = 112;

b) 3°4+9°=90; ) 2-47—6-2" =—4;
c) 3*+§—Z=12; g) 4+2:-2°+2=4-2""1_3,

d) 5°—0,2"=4,8;

Oldd meg az egyenl6tlenségeket!
2+l > 55, S5y <3,

a) sz e (3] <
wrl s 1

b) 37" = 9

c) 77¥" < 49; g) 3% > 36,

d) (%)x < %;

Add meg a kovetkezé kifejezések értékét! Munkadat
ellenérizd szamologéppel!
lg1; Igl10; Ig100; 1g10% Igo,1; 1g107°.

Ird fel logaritmusjel6léssel is! Add meg x értékét!

a) 3" =729; e) 5°=%/5%;

b) (%) = %; f) 10" =%1000;
c) (%): 0,125; g) 10" =5,

d) 5= =

[rd fel hatvény alakba!

a) 1g 1000 = 3; lg2=10,3010; lg 107> = —2;
log. V55 =25 log, 81_1 =—4; logi81 =—4;
3
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b) 1g0,01=-2; Ig /5 =0,3495; 1g5°=0;
Ig 15° = 0; log, 550 = (; log, 81 = 4;
L =
log, g7 =4

Add meg a kovetkez6 kifejezések értékét! Ne hasznalj

szamologépet!
a) log, 1= log, 5= log, 25 =
1 _ 1 =
log, 55 log, 625 log, 0,2
b) log, v'5 = log, &/5* = log; - 154 =
log,. 5= log, % = log,, ¥'5° =
Szamitsd ki!

a) log, 8 +log, % =
b) log, 5—log, 2 =
c) ilog3 27 —log, 4 =

d) 10g411—6+3-10g561?=

Ird 4t 10-es alapt logaritmusra, és szdmologép se-
gitségével add meg a harom tizedesjegyre kerekitett

értékét!

log, 5 = log,, 36 = log1 13 =
3

log,; 24 = log, s 3,56 = log, 55 % =

Oldd meg a valés szamok halmazan szamoldgép se-
gitségével a kovetkezd egyenleteket!
Két tizedesjegyre kerekits!

3x

a) 3,5 10" = 38,3; c) ST — 1,56;
4—2)(

b) 5-3°=19; d) 45-=075.

Szamologép hasznalata nélkil szamitsd ki!
a) log,3+log, 4=
b) log,120 —log, 20 = d) log tg45° =

e) log, 4+ log, sin 30° + log, tg 30° + log, sin 60° =
f) 3-log, 24 —log, 27 =

c) log% 18—log%2 =

Tudjuk, hogy log, A =1,3979 és log, B =—0,2518.

Szamologép hasznalata nélkiil ird fel, hogy 5-nek me-

ﬁ; B A; A_Zl

lyik hatvanya: A - B; A ISk

Mennyi a V?
a) lgV=1g27—1g3
b) IgV=4Ig3+lg5

c) lgVv= —lg281

d) lgV=3l1g5+I1g24—21g30
e) lgvV=-2lg5+3lg2

173



Végezd el a szamitasokat a logaritmus azonosségai- xS Oldd meg az egyenlétlenségeket!

27

29

30

176

Y

Y
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nak felhaszndldsaval!

Liog, 625

a) 510g57; 4log25; 210g45; 52 5 :
0,5%°; 0,251,
Liog, 343

b) 33 3 ; 2510g52; 8110g35; 1610g25;
0,25°%%;  0,2"%7.

c) 1071g3; 1027lg2,5; 101g5+lg4; 10071g5;
0’1—1g3; 0’011g3+1g11.

Abréazold kozds koordinata-rendszerben, és jelle-

mezd a kovetkezd fuggvényeket!

a) x - log, x; x v~ log,x+1;
x ~ log, x—2.

b) x — 2log, x; x — —log, x;

x — 3log, x.

c) x ~ log,; x; x — log <%x>;
x~ 1+log, x.

d) x - logi (2x); x~ 1—logi x;
2 2

x— 1+2log: x.
2

Milyen x-ekre értelmezhet6k az alabbi kifejezések?

a) log, (x—3); f) lglgx;

b) log,(—2x+9); g) lgix%l);

c) logsﬁ; h) log,s|x|;

d) lgiti; i) log, |x+2];
e) g 253 B logys (|x|—1).

Oldd meg az egyenleteket! Ne felejtsd el megvizsgal-
ni, hol értelmezhet6k a logaritmuskifejezések!

a) Ig(x—2)+1gx=1g8;

b) log, x +log, (x — 99) = log, 100;

c) lg3x—lg2x=I1g3—Igx;

d) log,(x*—2x—34)=0;

e) log.[(x—4)(x—2)+2]=1;

lg (2x —
f) 1g(x+6)—w=2—1g25;
g) lgvx—30 +%lg(x+30):1+21g2;

1g(28 + x)
5 _

h) Ig(7—x)—2= 1g 50.

Oldd meg az egyenleteket! Két tizedesjegyre kerekits!
a) 3,5-4,7%"° = 20;

b) 3250 —L = 5630;

a1
5

1\ 5+2
c) 1000 = 526-<§> e

Y

35

a) log, (4x—3) > log, (2x+5);

b) logi (3x—5) > log1 (5x +2);
3 3

c) log, (3x—4)=<0;

d) log,, (2 —4x)=<1.

Nagymama idds6dik, mar nem birja a hatalmas ve-
teményes gondozasat. Nagypapa gy dontott, hogy

minden évben % részét befiivesiti, hiszen fiivet nyir-

ni egyszer(ibb, plane az 4j flinyiréval. Hany év mulva
csokken az eredeti veteményes a 10%-dra?

Egy anyanyulnak félévente 4tlagosan 6 kolyke sziile-
tik. Az jsziilétt nyuszik 5 honap utdn lesznek ivar-
érettek. A vemhesség ideje 1 honap, és koriilbeliil
egyenl6 aranyban sziiletnek himek és néstények.
Egy tjdonsiilt nytltenyésztd egy par ivarérett nyuszit
vasarol, egy himet és egy ndstényt. Varhatéan mikor
éri el a 100 nyuszit, ha minden nyuszinak, amint le-
het, kolykei sziiletnek?

Kovacs apuka év végi jutalmat kapott a cégtél, ahol
dolgozik. Azon gondolkodik, hogyan fektesse be a
pénzt. Végiil két ajanlat tetszik neki a legjobban. Az
egyik évi 10% kamatot garantdl, a masik félévente
5%-ot. Ha nem veszi fel a kamatot, azt is az alaptd-
kéhez irjak. Melyik befektetést valassza, ha 6t évre
akarja lekotni a pénzét?

A Kovacs gyerekek is kedvet kaptak a befektetéshez.
Ok is utdnajartak, hogy Osszegytilt zsebpénziiket
milyen feltételekkel tudnak lekotni. Hajni egy olyan
bankot talalt, ahol évi 8%-ot adnak, ha harom évre
lekéti a pénzét. Csilla egy masik banknal havi 0,7%-
os kamatot kapna, de neki csak 34 hénapra kéne le-
kotnie a pénzét. Ki mennyi pénzhez jutna a futamidé
végén, ha 50 000 Ft-ot tudnak befektetni fejenként?
Kinek a befektetése érné meg jobban?

Toth ar osszefutott egy régi ismerdsével, aki elképesztd
ajanlatot tett neki. Nagy lelkendezve meséli otthon,
hogy ez az ismerGse azt mondta, ad neki 1 000 000
eur6t. Fia mar el is képzelte az 1j biciklijét, amikor
apukaja tovabb mesélte a torténetet, miszerint van
egy feltétel. Mdasnap egy centtel tartozik az ismerds-
nek, a kovetkez6 nap mar a kétszeresével (2 centtel),
harmadnap az el6z6 napi kétszeresével és igy tovabb.
Csak a harmincadik napon kell fizetni, de hat ez nem

HATVARY, GYDK, LOGARITMUS
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lehet komoly 6sszeg centekb6l! Mennyi lesz a csalad [T-PIAN

tartozasa a 30. napon?

Egy 4j hitelkartyat ajanlottak Szabé anyukanak, aki
mér évek 6ta szerette volna feldjitani a konyhéjat. Ugy
szamolta, 550 000 Ft elég is lenne. Igazan kedvezok
a feltételek: csak havi 2,3% a kamat és egy évig nem
kell elkezdeni torleszteni. Gimnazista gyereke rogton
utanaszamolt, mennyi pénzzel is fognak tartozni egy
év mulva. Mennyi lenne a tartozas? Ez éves hany %
kamatot jelent? Tényleg kedvezdk a feltételek?

Egy varos lakosainak szama 1997 és 2010 kozott expo-

nencidlis novekedést mutatott. 1997. januar 1-jén

130 300 lakosa volt a varosnak, 2010. januar 1-jén

132 000.

a) Hanyszorosara nétt egy év alatt a varos lakosai-
nak szama?

b) Irj fel hozzarendelést, mely megmutatja, hogy
t évvel 1997 utén hany lakosa volt a varosnak!

¢) Hany lakosa volt a varosnak 2010. januar 1-jén?

A bizmut radioaktiv izotdépjanak bomldsa soran a

t nap mulva még el nem bomlott részecskék szamat a

kovetkezd egyenlet irja le: N(t) = N, - 0,87', ahol N, a

mérés kezdetekor a bizmutizotopok szama.

a) Ha kezdetben 4,2 - 10* darab bizmutizotép volt
egy mintaban, akkor mennyi bizmutizotop lesz a
mintédban 3 hét utan?

b) Mennyi a folyamatban a felezési id6?

A polénium radioaktiv izotdpjanak szama egy minta-

ban 1 hénap alatt 1 molrél (6 - 107-rdl) 5,16+ 10” db

atomra csokkent. A radioaktiv bomlds egy expo-

nencialis folyamat.

a) Hanyadrészére csokken a poléoniumizotdpok sza-
ma fé] év alatt?

b) Mennyi id6 alatt csokken 20% ald a polénium-
izotopok szama?

¢) Mennyi a folyamatban a felezési id6?

Az egyik radioaktiv 6lomizotdp felezési ideje 27 perc.

a) Irj fel hozzarendelést, amely megmutatja, hogy
egy kezdetben 3 mol dlomizotdpot tartalmazd
mintdban ¢ perc mulva hany el nem bomlott 6lom-
részecske van!

b) A bizmut felezési ideje 19,7 perc. Egy mérés kez-
detekor ugyanannyi bizmut- és 6lomizotép van
egy mintaban. Mennyi id6é mulva lesz 6lombdl
tizszer annyi darab, mint bizmutbol?

§1. lecke | TEMAZARG FELADATGYOJTEMENY
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Hajni szeret rajzolni. A kévetkezé abran latjatok,
minden szakaszt elharmadolt, és a kozépsé harmad
helyett egy egyenl6 oldalu haromszog két oldalat raj-
zolta be. Hany kis szakaszbdl allna a mive, ha egy-
mas utdn 5-szor végezné el a harmadolast? Eredetileg

A A

a) Hany lépés utdn éallna a rajza tobb mint 5000, il-
letve t6bb mint 1 000 000 szakaszbol?

b) Mekkora a torott vonal hossza a 10., 50., 100. és a
150. 1épés utan? Mit gondolsz, mekkora a legna-

egy 20 cm-es szakaszbdl indult ki.

gyobb vonalhossz?

Erettségi feladat, 2013. oktober16.

A kolibaktérium (hengeres) pélcika alakd, hossza at-

lagosan 2 mikrométer (2 - 10”° m), 4tméréje 0,5 mik-

rométer (5- 107 m).

a) Szamitsa ki egy 2 mikrométer magas és 0,5 mik-

rométer atmérdjli forgashenger térfogatat és fel-
szinét! Szamitdsainak eredményét m’-ben, illetve
m’-ben, normalalakban adja meg!
Idealis laboratériumi kériilmények kozott a koli-
baktériumok gyorsan és folyamatosan osztod-
nak, szamuk 15 percenként megduplazddik.
Egy tapoldat kezdetben megkoézelitéleg 3 millié
kolibaktériumot tartalmaz.

b) Hany baktérium lesz a tdpoldatban 1,5 6ra elteltével?
A baktériumok szamat a tapoldatban ¢ perc elteltével
a B(f) = 3000 000 215 Osszefiiggés adja meg.

c) Hany perc alatt éri el a kolibaktériumok szdma a
tapoldatban a 600 milliét? Valaszat egészre kere-
kitve adja meg!

Erettségi feladat, 2011. majus

Egy uj tipusu, az alacsonyabb nyomdsok mérésére ki-

fejlesztett miszer tesztelése soran azt tapasztaltak, hogy

a muszer altal mért p, és a valddi p, nyomas kozott a

lgp,=08-1gp, + 0,301 Osszefiiggés 4ll fenn.

A miszer altal mért és a valodi nyomads egyarant pas-

cal (Pa) egységekben szerepel a képletben.

a) Mennyit mér az 4j miszer 20 Pa valédi nyomas
esetén?

b) Mennyi val6jaban a nyomas, ha a miszer 50 Pa
értéket mutat?

¢) Mekkora nyomas esetén mutatja a miiszer a valo-
di nyomast?

A pascalban kiszamitott értékeket egész szamra kere-

kitve adja meg!

m



BEVEZETO

Adva van a sikon az i, j bazisrendszer. A bazisvektorok

hossza 1, és az i bazisvektor pozitiv iranyu 90°-os elforga-

tottja egyenld a j bazisvektorral.

\

Az

abra szerinti vektorokra igazak a kovetkezd kijelenté-

sek:

L.

2.

a = 3i, mert az a parhuzamos (egyallast) és egyiranyu
az i-vel, hossza pedig 3.

b = —2j, mert a b parhuzamos a j-vel, de vele ellentétes
iranyu, hossza pedig 2.

c=a+ b, ami a két vektor Osszegére adott defini-
ciobol adodik.

FELADAT

1y

178

a) Add meg az i, j bazisrendszerben az dbra mind-
egyik vektoranak koordinatait!

A

/
/

i

b) Szamitsd ki az abra mindegyik vektoranak a hosz-
szat a megadott koordinatdk segitségével!

c) Igaz-e, hogy a g(—3; 1,5) vektor parhuzamos
(egyallasu) az dbra egyik vektoraval?

d) Igaz-e, hogy 0,4e = 0,4d?

e) Igaz-e, hogy |0,4e|= 0,4-|d|?

4.

A ¢ felirhaté az i, j bazisvektorok segitségével:
c=3i+ (-2)j.

Azt mondjuk, hogy az i, j bazisrendszerben a ¢ els6
vektorkoordinatdja 3, a masodik vektorkoordindtaja
pedig —2.

d = —2i + 3j, tehat a d els6 vektorkoordindtaja —2, a
masodik vektorkoordinataja pedig 3.

Megegyezés szerint egy-egy rendezett szamparral is
megadhatjuk az abra Osszes vektorat: ¢(3; —2), d(—=2; 3),
a(3; 0), b(0; —2). S6t, maguk a bazisvektorok is felirhatok
ebben az alakban: i(1; 0) ésj(0; 1).

. Az i, j bazisrendszerben megadott vektorok hosszat a

Y

vektorkoordinatdikkal egyszertien ki tudjuk szamitani,
példaul:

lc|= /3 + (—2) = V13,
|d|= /(=2 + 3" =13,

f) Szerkeszd meg a v=—a+ 4b vektort, és add
meg a koordinatait!

g) Forgasd el a c-t (+90°)-kal, és add meg az elfor-
gatott vektor koordinatait!

Az i, j bazisrendszerben az i bazisvektort @ szoggel
elforgattuk, és az igy kapott vektort e-vel jeloltik.
Add meg az e vektorkoordinatait, ha

a) a = 270%

b) @ = 7,57 (radian);

c) a = 277 (radidn); 3 A
d) @ = —150% -
e) a = —1500%

f) a = 3,9 (radian)!

KOORDINATAGEOMETRIA



Dolgozzatok parokban!

A par egyik tagja takarja le a feleleteket, és tigy probaljon valaszolni a kérdésekre. A par masik tagja ellendrizze, és sziikség

esetén javitsa a vdlaszokat. Amikor a kérdések végére érkeztetek, akkor cseréljétek meg a szerepeket!

Kérdés

Mit jelent az, hogy a vektordsszeadas kommutativ?

Mit jelent a cv, ha ¢ egy pozitiv szam, és v egy vektor?

Mit jelent a cv, ha ¢ egy negativ szam, és v egy vektor?

Melyik tulajdonsag igaz tetszéleges ¢ és d valds szam,
valamint u és v vektorok esetén?
(cdu=c(du); cv+dv=_(c+d)v; cu+cv=clu+v).

Egy sik két vektora milyen tulajdonsag esetén alkot egy ba-
zisrendszert?

Mit jelent az, hogy egy u, v bazisrendszerben az a elsé
koordinatdja k és a masodik koordinataja m?

Mit fejez ki az a(a,; a,) jelolés?

Felelet

Azt, hogy tetszélegesu és veseténu + v=v + u.

Egy olyan vektort, amely a v-vel egyiranyu, és az abszolat

értéke c - |v|.

Egy olyan vektort, amely a v-vel egydllasi, ellentétes

irdnyd, és az abszolut értéke |c| - |v].

Mindegyik.

Ha nem egyallasuak.

Azt jelenti, hogy a = ku + mv.

Azt, hogy az a els6 koordindtaja a, és a masodik koordina-

tdja a,.

Milyen hosszi az i, j bazisrendszerben megadott a(a;; a,)? |a|= ya; + a;.

FELADAT

Az ABC szabélyos haromszogben az a vektor A-bdl
B-be mutat, b vektor pedig A-bol C-be mutat. Készits
abrat! Add meg az a és b bazisrendszerben
a) A—B); B_C); CTA); CB vektorok koordinatait!

HAZI FELADAT

Az ABCD négyzetben az a vektor az A-bol a B-be, a
cvektor pedigaz A-bdl a C-be mutat. Ezaz a és c egy ba-
zisrendszert alkot. Add meg ebben a bazisrendszerben a
négyzet oldal- és atlovektorainak a koordinatait! (Min-
den oldalra és minden atléra két vektor illeszkedik!)

N
Y

Az i, j bazisrendszerben adottak a kovetkez6 vekto-

rok: a(3; —4), b(12; 5), c(—20; —21).

a) Szamitsd ki a hosszukat!

b) Abrézold az a + b sszegvektort és az a — ¢ kii-
lonbségvektort, és add meg a koordinataikat!

62. tecke | VEKTOROK ISMETLESE
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b) annak a vektornak a koordinatait, amely B-b6l
az AB oldal felez6pontjaba mutat!

c) annak a vektornak a koordinatait, amely A
csucsbdl a BC oldal felezépontjaba mutat!

Jeloljuk egy 2 cm-es
oldalhossztisagu sza-
balyos hatszog P cst-
csabol indulé két ol-
dalvektorat wu-val, il-
letve v-vel! Ez az u és

v egy bazisrendszert
alkot. Add meg ebben
a bazisrendszerben a

hatszog

a) oldalvektorainak a koordinétdit;

b) atlovektorainak az abszolut értékét;

c) P-bdl indul6 atlovektorainak a koordinatdit!

13
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KIDOLGOZOTT FELADAT

A didkok a matematikadran a kovetkezd feladatot kaptak:

Milyen kapcsolat van a p = AB,aq=CD,azr = FE és
azs = GO kozott, ha O az origd, és a pontok koordinatai
a kovetkez6k?

Pont AlB|lC|D|E]| F]| G
1. koordinatgja 1 2 3 6 -1 2 -3
2.koordinatgja 2 5 3 2 -1 -2 1
yA B
p
/lc
P
G R S D
S~ _
o] 1 x
E[

F

El6szor a rajz alapjan tettek megfigyeléseket:

Donci: Ezek a vektorok mind egyenlék, mert az dbramon
lathaté négy derékszogii haromszog egybevago.

Bence: Két vektor azonos, de vannak ellentett vektorok is!
Dénci: En tgy litom, hogy az AB merdleges a CD -re.
Jocé: Ha eltolom a 4 vektort ugy, hogy a kezd6pontjuk az
origdban legyen, akkor minden sokkal jobban latszik!
Vajon kinek van igaza?

Megoldads

Dénci téved. Abban igaza van, hogy a négy derékszogt ha-
romsz0g egybevago, ezért a négy vektor hossza (abszolut
értéke) egyenlé: |p|=|q|=|r|=|s|. Azisigaz, hogyaq,
r, s vektorok egydllastiak (parhuzamosak), azonban a p al-
ldsa kiilonbozik a masik harométol. Az egyallast vektorok
kozott is csak a q és az s azonos iranyd, az r pedig ezekkel
ellentétes iranyu. Tehét csak a q = s (azaz CD = (75) al-

) e

litas igaz Donci allitasai koziil. Tanultuk, hogy két vektort
akkor neveziink egyenlének, ha abszolut értékiik, alla-
suk és iranyuk is megegyezik.

Bencének igaza van. Az s és q vektor megegyezik. A GO
és CD iranyitott szakaszok ugyanazt a vektort hatarozzak
meg. Az r és q vektorok pedig csak irdnyukban kiilonboz-
nek, ezért ezek ellentett vektorok.

yA B
p
o | €
Lihhns r
G Yl A D
S~ ‘
o] 1 x|
ET
F

Dénci jol ltja a merdlegességet. Ha példaul a p-t elforgat-
juk valamelyik irdanyban 90°-kal, akkor vagy az r, vagy az
s = q vektort kapjuk meg. [Az dbran (+90°)-kal forgattuk
el a p-t.] A p ezért mer6leges mindharom masik vektorra.

yA B

C

-

sl 4

/

t
-]
r
w»

Joco Gtlete pedig arra mutat ra, hogy mindegy, hogy a vek-
tort melyik kezdépontbol rajzolom fel. A kezdépont és a
rajz ahhoz ad segitséget, hogy szemléltessem és Gsszeha-
sonlitsam a vektorokat. Ha eltolom az iranyitott szakaszt, a
vektor nem valtozik meg.



FELADAT

Dolgozz a Kidolgozott feladatban megadott vekto-

rokkal!

a) Add meg a vektorok vektorkoordinatait!

b) Mutasd meg a vektorkoordinitak segitségével,
hogy a négy vektor hossza egyenld!

c) Hogyan lathaté a vektorkoordinatakbol, hogy

Y

b) Mekkora ezeknek a vektoroknak az abszolut ér-
téke?

Add meg az 6sszes olyan vektort a koordinataival
az i; j bazisrendszerben, mely egyallasu u vektor-
ral, és fele olyan hosszd, mint u, ha

q=sésr = —s? a) u=6i b) u=2i—4j

d) Hogyan lathat6 a vektorkoordinatakbdl, hogy a p

Y

(+90°)-os elforgatottja éppen az r? 4 Add meg az 6sszes olyan vektort a koordinataival
azi; j bazisrendszerben, mely merdleges v vektorra,
"I Folytasd az el6z6 feladatot! Rajzold meg az AB +CD

osszegvektort, illetve az AB — FE kiilonbségvektort!

a) Mik ezeknek a vektoroknak a koordinatai?

és haromszor olyan hosszu, mint v, ha
a) v=i+j b) v(—1;2)

1. Az A(a; a,) pontbdl a B(b,; b,) pontba vezetd AB elsé koordinataja b, — a,, masodik koordinataja pedig b, — a,, tehat
A—B)(bl —a;b,—a,).ABA (a, — b; a, — b)) az AB ellentettje.

2. Haal(a; a,), b(b;; b,) és ¢ valds szam, akkor

o a + b koordinatai a megfelel$ koordinatak osszegével egyenlok:

a1 k
a+bla, +b;a,+b); vj //w '
o a — b koordinatai a megfelel6 koordinatak kiilonbségével egyenlék: T+9o° !
a—b(a, —b;a,— b)) A T

Vi

« cakoordindtai a megfelelé koordinatak c-szeresével egyenldk: ca(ca,; ca,).

Y

3. Ha egy vektort 90°-kal elforgatunk, akkor a koordinatai felcserélddnek, és az

egyiknek az el6jele megviltozik.
A (v;; v,), vektor (+90°)-os elforgatottja: (—vy; v)).

HAZI FELADAT

Rajzold meg a Kidolgozott feladatban szerepld négy Add meg az i, j bazisrendszer 6sszes olyan vekto-

vektor Osszegét! rat, amely meréleges az u-ra, és 2-szer olyan hosz-
szU, mint az u, ha
a) u = —3j;

b) u=i-— 3j

a) Mik az 6sszegvektor koordinatai?
b) Hany egység az dsszegvektor hossza? c) u(4; 0);

d) u(L; —1)!

N
Y

Add meg az 6sszes olyan vektort az i, j bazisrendszer-

Y

ben, amely egyallasu az u-val, és 2-szer olyan hossza, ] u=1i-—5és v=2+j.
a) Mikaz (u + v), (u — v), (v — u) koordinatai?

b) Mennyi |u + v|, |u —v|, |[v — u|?

mint az u, ha
a) u = —3j;
b) u=i-— 3j;

c) u(4; 0);
d) u(l; —1)!

§3. lecke | VEKTOROK A KOORDINATA-RENDSZERBEN 181



Veki

BEVEZETO

Ha egy szankot egyenes tton s tavolsagon F nagysagu viz-
szintes erdvel elorefelé hiizunk, akkor ekozben a szankén
W = F- s nagysagi mechanikai munkat végziink. (Az
elmozduldssal ellentétes iranyt, F nagysagu eré munkdja
pedig W = —F - s, azaz negativ lenne.)

W=F-s

B A—

S

A valésag azonban az, hogy a szankot dltalaban nemcsak
vizszintesen, hanem kissé felfelé is huzzuk. Az er6 és az
elmozdulas is vektormennyiségek, nagysaguk és irdnyuk is
van, és — mint az abran lathaté is - egyaltalan nem biztos,
hogy a két vektor iranya megegyezik. Hogyan szamitsuk
ki a végzett mechanikai munkat az dbra szerinti esetben?

F
W=?

[ 1 »

S

Fizikadran az erbvektort az elmozdulds irdnyaba esé
(most vizszintes) és arra merdleges (fligg6leges) Ossze-
tevore bontottuk fel. Ezek az Osszetevk az abra alapjan:
F

F-sin@ésF,, = F- cos @ nagysaguak.

vizsz

figg =

F

Mivel a szank¢ fiiggéleges iranyban nem mozdul el, ezért
az F er6 fliggbleges Osszetevéje nem végez mechanikai

FELADAT

Szdmitsd ki az dllandd F eré munkdjét (joule-ban), ha |F| = 50 N, az s elmozdulésvektor hossza |s| = 0,4 m, a két

182

vektor altal bezart szog pedig
a) a = 60% b) a = 120%

c) a =90%

rok skaldris szorzata

munkat. A vizszintes Osszetevé az elmozdulds irdnyéba
mutat, tehat az F er6 munkdja: W = F

vizsz

- 5. Ez egyenérté-
kiia W = |F| - cos @ - |s| Osszefiiggéssel.

Ez az Osszefiiggés akkor is teljesiil, ha az F er6 és az s el-
mozdulas szoge nagyobb, mint 90°.

Lathato, hogy az F eré6 munkaja csak az F és s vektoroktol
fiigg (a két vektor nagysagatol és az altaluk bezart szogtol).

A munkavégzés kérdésének fizikai targyaldsat egyszerti-
siti, ha a munkdara vonatkozo eredeti Osszefiiggést erd- és
elmozdulasvektorok esetén is ugyanabban a formdban ir-
hatjuk: W = Fs.

Ehhez az Fs ,szorzatot” ugy kell értelmezniink, hogy
Fs = |F| - |s| - cos « teljesiiljon.

Az Fs ,szorzat” tehat egy olyan szamot (szakkifejezéssel:
skaldrmennyiséget) jelol, amelyet a két vektor abszolut érté-
ke és a két vektor altal bezart @ sz6g hatdroz meg.

d) a =0

KOORDINATAGEOMETRIA



Definicié: Ha két vektor, az a és a b szoge @, akkoraz |a| - |b| - cos @ szdmot az a és a b skaldris
szorzatdnak nevezziik. Jele: ab vagy a - b. a
b

Azaz: ab = |a|- |b|- cos @
Ha a két vektort a kezd6- és végpontjaval adjuk meg, akkor a vektorok jele k6zé szorzépontot tesziink. Példaul az AB és

az AC vektor skal4ris szorzatat igy jeloljiik: AE - AC.

Megjegyzések:

1. Két vektor hajlasszoge alatt az altaluk bezdrt kisebbik szoget értjitk: @ < 180°.

2. Jegyezd meg, hogy két vektor skaldris szorzata mindig egy szam!

3. Ha egy egyenes titon mozgd test elmozduldsa s, akkor a testre haté (allandd) F eré munkdja a két vektor skalaris szor-
zataval egyenl6: W = Fs.

4. Két vektor esetében egy madsfajta szorzas is értelmezhetd. Errdl a kovetkez6 lecke végén olvashatsz.

FELADAT

Az egy sikban 1év6 a, b, ¢, d és e vektorokrdl a kovet- c) Szamitsd ki a ba, bc, bd és be skaléris szorza-
kezoket tudjuk: tokat!
|a| = 2,5, |b| = 4, c az a 180°-o0s elforgatottja, d az a d) Mekkora az af, ha f az a 99°-0s elforgatottja?
(pozitiv iranyt) 270°-os elforgatottja, e az a 1080°-0s
elforgatottja, tovabba ab = 5. B Hatarozd meg, mekkora szoget zérnak be a vektorok!
a) Mekkora az a és a b szoge? a) |a|=5; |b|=4 és ab=10
b) Szdmitsd ki az ac, ad és ae skaldris szorzatokat! b) |u| =25 |v|=6 és uv=—12

HAZ| FELADAT

—_— — — — -\\
|AB|=2,|AC|= 7. Mennyi az AB ésaz AC ska- Egy meredek hegyoldal emel-

laris szorzata, ha a két vektor szoge kedési szoge 42°, hossza 550 m.
a) 43° c) 90° a) Mennyi munkat végez a gra-
b) 103°% d) 180°? vitacids erd az ezen a hegy-

oldalon lesiz6 60 kg tomegu

PR | 4B |= 32, AC = lﬁ Mennyi az AB és az AC sportolon?
= b) Mennyi munkat végez a gra-
skalaris szorzata? .y z
vitaciés eré6 azon a 60 kg
N ) . . . tomegli hegymaszén, aki
< Mekkora az F er6vektor és az s elmozdulasvektor szo- L.
ha IF| = 5 (N L ) ) " fel szeretne mdszni ezen a
ge, ha |F| =5 (N), [s| = 14 (m) és a végzett munka hegyoldalon?
a) 70(J); ki e
b) 35 ()) (A gravitacios eré fiiggdlege-
) 0 ) sen lefelé mutat, és kozelitleg
©) 00 600 N nagysagu. Szamolj ezzel
d) =35(])?

az értékkel!)

§4. tecke | VEKTOROK SKALARIS SZORZATA



KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy 3 cm-es oldalhosszisaga négyzet ol-
dalvektorai (az dbranak megfeleléen) a és ¢

b, a megjelolt atlovektora c. Mennyi |
a) ab és ba; a
b) acés ca;
c) bcéscb?

Megoldds

a) A két vektor abszolut értéke 3, a szogiik 90°-o0s, ennek
a koszinusza 0, ezért
ab=|a|-|b|-cos@=3-3-0=06¢6s
ba=|b|-|a] -cosa=3-3-0=0.

b) Itt|a| = 3,|c| = 3-v/2, a két vektor szoge 45°-0s, en-

/2

nek a koszinusza 5o ezért

ac=|a|-|c|-cosa=3-(3-ﬁ)-@=
ca=|c|-|a|-cosa’=(3-x/5)-3v§=9.
Itt |b| =3, |c|=3-v2, a szogik 135°-o0s, ennek

V2

a koszinusza — 5 ezért
bc = |b|] - |¢| - cos @ = 3.(3.5)_(_§> _

cb=(3-ﬁ)~3~(—§> = 9.

Tétel: Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor 0, ha a két vektor merSleges egymasra.

Megjegyzés: Ebben a tételben figyelembe vessziik, hogy a nullvektor irdnya (definicio szerint) tetszéleges, tehdt ez minden

vektorra merdleges.

A skalaris szorzas tovabbi tulajdonsagai:

- Minden a és b esetében ab = ba (mert mindkett ugyanannak a harom szamnak a szorzata);

— minden a, b és ¢ valos szdm esetében c(ab) = (ca)b = a(cb);

- két egyallasa és egyirdnyu vektor skaldris szorzata az abszolut értékek szorzataval egyenld, mert a vektorok szoge 0°, és

cos 0° = 1;

- két egyallasu és ellentétes irdanyu vektor skaldris szorzata az abszolut értékek szorzatdnak a (—1)-szeresével egyenld,

mert a vektorok szoge 180°, és cos 180° = —1.

Megjegyzések

- Az aa skaldris szorzat jel5lésére hasznéljuk az a* szimbélumot is. Mivel aa = |a|-|a|-cos0° = |a|-|a|-1 = |a ]}, ezért

az uj jeldlés szerint a* = | a [2. Tehét egy vektor 6nmagéval vett skaldris szorzata a vektor hosszénak (abszolut értékének)

négyzetével egyenld. Ha az a hosszat egyszertien a-val jeldljiik, akkor igy is irhatjuk: a* = a”.

- Mivel c(ab) = (ca)b = a(cb), ezért mindharom szam helyett egyszertien zardjel nélkiil a cab jelet hasznaljuk.



FELADAT

Az i és ajkét egymasra mer6leges egységvektor. Sza-

mitsd ki a kovetkezd skalaris szorzatokat!

a) i,  ©) ji; e) i+ji g (i—ji
b) iy d) ji—s ) G+ h) G-
P Az dbrén lathat6 sza- 5
balyos hatsz6g min-
den oldala két egység A, KT A
hosszusagi. Szamitsd AVAI R 2
ki a kovetkezd ska- WV
laris szorzatokat: ab, AN D /
ba, bb, 2(ab), a(2b), NAN:)
(2a)b, a(a — b)! S
ERM Rajzold be az abraba a B pontbél indulé b — 2a vek-

tort! Szamitsd ki a b(b — 2a) szorzatot kétfélekép-

pen:

HAZ| FELADAT

Az i és ajkét egymasra mer6leges egységvektor. Sza-

mitsd ki a kovetkezd skalaris szorzatokat!

a) i(—2i); d) 2j( — i)
b) —3i(j — i); e) (i+ji+ ({+j
<) Jj; f) G—ji—=G-—jj

N
Y

Megrajzoltuk egy 6 cm ol-
dalhosszusagu szabalyos ha-
romszog harom oldalvekto-
rat és egyik magassagvekto-
rat.

EMELT SZINT

Két vektor esetében értelmezziik a vektorok vektorialis szorzatat is:

Ha az a és a b szoge «, akkor azt a vektort, amely
- merdleges mindkét adott vektorra, és

- azabszolut értéke az |a] - |b| - sin @ szdmmal egyenld,

Y

Y

a) El6szor allapitsd meg a b — 2a vektor hosszat és
a b vektorral bezart sz6gét, majd szamitsd ki a
két vektor skalaris szorzatat!

b) Igazold, hogy bb — 2ab = b(b — 2a)!

Mekkora szoget zar be két egységvektor egymassal,
ha skalaris szorzatuk:

a) —ﬁ; b) 0;

> c) —1;

d) 0,52

Bizonyitsd be az ELMELET részben megfogalma-

zott tételt!

a) Indokold, hogy ha két vektor merdleges egy-
masra, akkor a skaldris szorzatuk 0!

b) Indokold, hogy ha két vektor skaldris szorzata 0,
akkor azok mer6legesek egymasra! Figyelj arra
az esetre, ha a vektorok kozott van nullvektor!

a) Vilassz ki a 4 vektor koziil minden lehetséges
modon kettot-kettdt, és szamitsd ki mindegyik
esetben a kivélasztott két vektor skalaris szorza-
tat! (Figyelj a vektorok szogére!)

b) Igaz-e,hogyc +d = %a?

¢) Mennyi(c+ d)’ [azazmennyia (¢ + d)(c+ d)
skaldris szorzat]?

d) Mennyi ¢, &, 2cd, és mennyi ezek Osszege,
vagyisac’ + 2cd + d*?

e) Szamold ki, mennyi az ac + ad Osszeg, és
mennyi az a(c + d) skalaris szorzat!

- az a irdanyabol nézve a b-t pozitiv irdnyt 90°-os forgatds viszi at a ,,szorzatvektorral” azonos irdnyd

vektorba,
az a és a b vektoridlis szorzatdnak nevezziik.
Jele: a x b (olvasd: a kereszt b).

§5. lecke | A SKALARIS SZORZAS TULAJDONSAGAI
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FELADAT

Az ABCD paralelogramma oldalai 2 és 1 egység hosszu-
ak, hegyesszoge pedig 60°-os. Igazold az dbra szerint

186

felvett a, b, ¢ vektorok esetében, hogy

(a+b)c = ac+ bc!

L/

a) Igazold, hogy BD merdleges AD-re!
b) Mekkoraaza + b és a c szoge?
c) Igaz-e, hogy az ABE haromszog szabalyos?

d) Mennyi |a + b|?

e) Szamitsd ki az (a + b)c skaldris szorzatot!

f) Mekkora a b és a c szoge?

g) Szamitsd ki a be skaldris szorzatot!

h) Mekkora az a és a ¢ szoge?

i) Szamitsd ki az ac skaldris szorzatot!

j) Igazoljak-e az eredményeid, hogy
(a4 b)c= ac+ bc?

Két vektor 6sszeaddsanak egészen mds a tartalma, mint két szam Osszeadasanak. Ugyancsak teljesen mas két vektor ska-

laris szorzdsa és két szam szorzasa. Mégis azt az érdekes dolgot figyelhetjilk meg, hogy a szdmokkal végzett miveletek

tulajdonsagai koziil nagyon soknak (bar nem mindegyiknek) van megfelel6je a vektorok dsszeaddsa és skalaris szorzasa

esetében. A kovetkezé tablazat segit az eligazodasban.

Minden a, b, ¢, d valds szam
esetében igaz

at+tb=b+a
(kommutativités)
(a+b)+c=a+ b+
(asszociativitds)

ab=ba

(kommutativitas)
(a+b)c=ac+ bc
(disztributivitas)
(a+b)(c+d)=ac+ bc+ ad+ bd
(0sszegek szorzasa)

(ab)c = a(bc)

(asszociativitas)

Atirva vektorokra

a+tb=b+a

(@atb)+c=a+(b+c¢)

ab =ba

(a+b)c=ac+bc

(a+b)(c+d)=ac+bc+ ad +bd

(ab)c = a(bc)

Igaz-e minden a, b, ¢, d esetében?

M Igaz.

M Igaz.

M Igaz.

M Igaz.

M Igaz.

(¥ Nem igaz, mert (ab)c a c-vel egyalla-
su, a(bc) pedig az a-val egyallasu.

KOORDINATAGEOMETRIA



FELADAT

A 4 cm-es oldali KLMN négy- P b) (5i+ j)(2i+ 3j)
zetben a K-bol M-be mutatd c) (2,5i — 8j)(4i+j)
vektort m-mel, a K-bdl N-be n d) (—5i—0,2j) (3i+ 5j)

mutaté vektort n-nel jelolték. Lo

’
2

=

S
>

)

Szamitsd ki az (m + n)m skala- fy A szabalyos ABCDEF hatszog kozéppontja a K(2; 2)

ris szorzatot! pont, az A csucs koordinatai (—1; —1). Készits vaz-

(Alkalmazd a skalaris szorzat latrajzot errdl a hatszogrél! Jelold az A-bél a B-be

tablazatban felsorolt tulajdon- mutaté vektort b-vel, az A-bdl a D-be mutaté vek-
sagait!) K 4 L tort d-vel! A tobbi csics koordindtdinak kiszamita-
sa nélkiil allapitsd meg, hogy mennyi
R Az i és j két egymésra merbleges egységvektor. Sza- a) |bj;
mitsd ki az alabbi skaldris szorzatokat! b) |d|;
a) i(3i+2j) c) (b + d)(b — d)!

HAZI FELADAT

Hasznéld a lecke 2. feladatanak abrajat és jeloléseit! [PIR Végezd el az alébbi skalaris szorzdsokat!

Keress minél egyszert(ibb kiszamitdsi lehet6séget az a) (2i+ j)i; c) —3j(2j — 9i);
alabbi feladatokhoz! b) (3i— 4j)(2j); d) 3,4i(1,5i + 2,7j).
a) Szamitsd ki az (m + n)n skaldris szorzatot!
b) Szamitsd ki az (m + n)m + (m + n)n 6sszeget! 3N Végezd el az alabbi skaldris szorzasokat!
¢) Szamitsd ki az (m + n)m — (m + n)n kiilonbsé- a) (2i+j)(i+j)s c) (2i+j)(2i+ 3j);
get! b) (2i+j)(2i—j); d) (—2i+ 5§)(6i— 9j).
EMELT SZINT
Két vektor skalaris szorzatanak ismeretében konnyen bebi- Az AB oldal hosszat c-vel jeloljiik. Eza c az AB = a — bvek-

zonyithatjuk a koszinusztételt, mégpedig a hegyes-, derék- tor abszolut értéke.

és tompasz6gii haromszdgek esetére nézve egyszerre. Az AB nmagaval val6 skaldris szorzatét (a négyzetét) két-

C téleképpen irjuk fel:
/@\ AB*=c, mert |AB | = c.
AB*=(a—Db)a—b)=a’—2ab + b’ =
A B = g’ — 2ab cos y + b*, mert a, illetve b abszolut értéke a,

illetve b.

Hasznaljuk az abra jel6léseit! Helyezziink vektorokat az s s,
E kétféle feliras alapjan: ¢ = a” + b” — 2ab cos y, vagyis

ABC haromszog két oldalara:
a = CB, e vektor abszoltit értéke a, ez a BC oldal hossza.
b= C_A), e vektor abszolut értéke b, ez az AC oldal hossza.

a fenti 4llitas igaz.
A bizonyitasban nem jatszott szerepet, hogy a 7 mekkora
sz0g, ezért a koszinusztétel hegyes-, derék- és tompaszog

esetén is fennall.
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A tovabbiakban, ha koordindta-rendszerrel dolgozunk, akkor minden esetben felvessziik az origébdl az (1; 0) pontba mu-
tatd i-t és az origobdl a (0; 1) pontba mutato j-t; bdzisrendszeren — hacsak mast nem mondunk — minden esetben az i, j
bazisvektorok altal alkotott bazisrendszert értjiik.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Adott az A(3;2) ésa B (—3; 5) pont. (3i+ 2j)(—3i+ 5j) = —9ii + 15ij — 6ji + 10jj.
a) Szamitsuk ki az origobdl az A-ba mutato, illetve az ori- Tudjuk, hogy ij = ji = 0, mert a két bazisvektor egy-

gobol a B-be mutatd vektor skalaris szorzatat! masra merdleges.
b) Szamitsuk ki az a)-beli két vektor hosszat! Azt is tudjuk, hogy a bazisvektorok hossza 1, ezért
c) Szamitsuk ki az a)-beli két vektor szogét! ii=jj=1.

Ezeket felhasznalva folytathatjuk a skalaris szorzat ki-
Megoldds szamitasat:
Az i és a j bazisvektorok megdllapodds szerinti felvétele (3i+ 2j)(—3i+ 5j) = —9ii + 15ij — 6ji + 10jj =
miatt 0A = 3i+ 2j és OB = —3i+ 5j. =-914150-6-0+10-1=—9+10=1.
A Tehdt OA - OB = 1.
B 5 b) A vektorkoordinatakbol azonnal adddik a vélasz:

\ |04 |= V3 + 2 = V13 és
N\ —
511\ A |0B|= /(=3)+ 5" = V34.

>d i c) Szamolhatnank példaul derékszogii haromszogek se-

>
>
X

Y

gitségével, de van ennél rovidebb ut is.
OA-0B=|0A||0B| cosa =
=/13-/34 cosa = @~cosa, masrészt az a)
feladat szerint OA - OB = 1.
fgy /442 - cos @ = 1, amibél

1

a) OA OB = (3i+ 2j)(—3i+ 5j).
A két osszegvektor skaldris szorzdsat pontosan gy
végezhetjiik, mint a valds szamok esetében: minden

tagot” minden ,taggal” skalarisan megszorzunk, és a cosa = 0,0476. Ebbdl pedig @ ~ 87,3
kapott szorzatokat (vagyis a kapott négy valos szamot)
Osszeadjuk:

1. Aza(a; a,) ésab(b; b,) vektor skaldris szorzata egyszertien kiszamithaté a vektorok yA
koordinataibdl: az elsé koordinatak szorzatahoz hozzaadjuk a masodik koordinatak B A
szorzatat. Azaz:ab =a,- b, + a,- b,. . b“ .

~
Megjegyzés: T~ _
Eztaz (aji + a,j)(bji + b,j) szorzas elvégzésével konnyen igazolhatjuk. 9 l\\ *
A , | A1
2. Az origd kezdSpontua vektorokat helyvektoroknak nevezziik. A helyvektorok koordi- b E

natai egyenl6k a végpontjuk megfelelé koordindtaival.



FELADAT

Adott az a és a b. Szamitsd ki a skalaris szorzatukat,

N
Y

a hosszukat és a szogiiket, ha
a) a(4; —1)ésb(2; 6); b) a(l; 5) ésb(3; 2)!

A repiil6gépek mozgasat koordinata-rendszerben
abrazoljak és figyelik. A koordinata-rendszerben egy

egység 10 km.
yA
B
w \4
b\ A(3:2
C a_
—_ 7
T—
O 3 X

HAZ| FELADAT

Mekkora lehet y értéke, ha az origébdl az A(—2; 5),

N
Y

illetve B(3; y) pontokba mutaté vektorok skaldris
szorzata 14?

Egy gyogyfiird6 meleg vizes medencéjének kornyé-
két az abran lathaté modon jarolapoztak.

[]
[ [

RAADAS

A rendezett szampdr fogalma alapjan moddosithatjuk a vektorokrol alkotott eddigi képiinket. Azt mondhatjuk, hogy az

Y

Y

Egy alland6 magassagban mozgé utasszallit6 repilé-
gép a megfigyelés kezdetén az A(3; 2) pontban volt, a
kovetkez6 megfigyeléskor pedig a B pontban. Elmoz-
dulasat a v(—6; 3) adja meg. Késébb a gép a B-bdl a
C-be jutott, elmozdulasat a w(—4; —4) mutatja.
a) Hatarozzuk meg a B és a C pont koordinatait!
b) Mekkora szoggel véltozott az elmozdulas iranya
a masodik megfigyeléskor az els6hoz képest?
(Azaz mekkora szoggel fordult el a repiil6?)

A koordinata-rendszer origdja legyen O; két pont-
ja A(=3; —4) és B(1; —1). Melyik P pontba mutat
az 0P, ha

_— ——

a) OP = AB;

b) OP az AB -nak +90°-os elforgatottja?

c) Mindkét esetben hatarozd meg OP és 04 vek-
torok szogét!

a) Allapitsd meg a medence két egyenes oldala-
nak hosszat! (Hossztsagegységként hasznald a
jardlapok egy élének hosszat.)

b) Mekkora szoget zar be a két egyenes oldal?

Az ABCD négyszog A cstcsanak koordinatai A(0; 0).
Az A csticsbol a masik 3 csticsba mutat6 vektorok
rendre AB (6;—1), AC (1;7) és AD (—1; 5).

a) Add mega B, Cés D csticsok koordinatait!

b) Add mega CB és CD vektorokat koordinataik

segitségével!
c) Szamitsd ki az AB és AD vektorok skalaris
szorzatat!

(a; a,) rendezett szampar egy vektor, az (1; 0) és a (0; 1) rendezett szamparokat pedig bazisvektoroknak nevezhetjiik.

Ha pontosan tgy értelmezziik két rendezett szampar osszegét, kiillonbségét, szammal val6 szorzasat, skalaris szorzatat, aho-

gyan azt az utobbi leckékben lattuk, akkor maris minden eddig megszokott vektormtiveletet el tudunk végezni.

Fizikai alkalmazasokban természetes, hogy nemcsak kétdimenziés, hanem haromdimenziés vektorokrol is szé esik. Az
algebrai vektorfogalom lehetévé teszi a hdrom-, négy-, vagy akar még tobb dimenzids vektor fogalmanak megalkotasat is.

Nézziink egy rovid izelitét a négydimenzios vektorokrdl! Az a(2; 0; —4; 6) vektor 3-szorosa a 3a = (6; 0; —12; 18) vektor.
Haa(2; 0; —4; 6) ésb(3; —2; 5; —7),akkora + b = (2; 0; —4; 6) + (3; —2; 5; —7) = (5; —2; 1; —1),
ab=(2;0,—46)(3 —2;5—-7)=2-3+0-(2)+(—4)-5+6-(—7) = —56.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Az Elektromos Miivek a térképen lathaté dombos vidéken,

egy folyo folott szeretne egyenesen keresztiilvezetni egy j
vezetéket. A mérnok, akire a villanyoszlopok helyének ki-
jelolését biztak, az A, B és C pontokat jel6lte meg a térkép-
vazlaton. A munkat ellendrz6 tarsa szerint azonban ezek a
pontok nem esnek egy egyenesre.

: A EN
7 J
1 ™ B
—)) c
)/
-
1
Oof 1 | —~ x>
L .~ —

Kinek van igaza? Egy egyenesre esik a harom pont vagy
nem?

Megoldds

Dolgozzunk vektorokkal!

Haaz AB ésa BC egyallasu, akkor a hdarom pont egy egye-
nesre esik, ha nem egydllastak, akkor a pontok nem esnek
egy egyenesre.

A(-7;7 A —
S HEPHETND
~bta

RN I~ B(2;4
N\ SN
_ b

- . <

Ol i L~ x
/—__/\ ~—

Inditsunk helyvektorokataz A, a B és a C ponthoz! Ezeknek
a helyvektoroknak a koordinatai megegyeznek a végpont-
jaik megfelel6 koordinataival.

Emiatta = (—7; 7),b = (25 4) és ¢ = (6; 3).
AB=b—a=(24)—(=77)=(%-3) é
BC=c—b=(63)—(24)=(4-1).

Egyallasu-e ez a két vektor? Ha igen, akkor létezne egy olyan
¢ valés szam, hogy AB = ¢~ BC , vagyis (95=3) = (4c;—c).
A masodik koordinatdk egyenl8ségébdl viszont az lathato,
hogy csak ¢ = 3 lehetne, de ekkor 4c = 12 # 9.

Belattuk, hogy nincs olyan ¢ valés szam, amelyre igaz, hogy
AB = ¢ BC, vagyis az AB ésa BC nem egyallasu vekto-
rok.

Tehat A, B és C nem esik egy egyenesre.



FELADAT

A példa adataival dolgozz!

a) Mekkora az AB, a BC és az AC tavolsag?

b) Hogyan igazolhatod az a) feladat eredményeivel,
hogy a B pont nincs rajta az AC egyenesen?

¢) Mekkoraaz AB és BC szoge?

d) Add meg a d értékét ugy, hogy az A, a
D(—0,5; d) és a C pont egy egyenesre essen!

Utmutatds

Az AC egyenesen 3 egyallast vektort latsz. Koziilik

2-nek hasonlitsd 6ssze a koordinatait!

1. Haaza(a; a,) ésab(b;; b,) egyallasy, akkor van olyan ¢ valos szam, hogy b = ca. Ez azt is jelenti, hogy a b koordin4tai
b, = ca, és b, = ca,
Megforditva: Ha egy vektor a masiknak szamszorosa, akkor ezek egyallast vektorok.

2. Ha adottak a és b vektorok a koordinataikkal: a(a,; a,) és b(b; b,), és egyikiik sem nullvektor, akkor a skalaris szorzat

segitségével kiszamithato a vektorok szoge.
ab — al bl + a2 bZ
al-[b]  Vai+ai-/bi+ b3

cos a =

FELADAT

Foglalkozz az a(—5; —1), a b(=3; 15), a ¢(1; —5) és

a d(25; 5) vektorokkal!

a) Minden lehetséges modon valassz ki két vektort,
és szamitsd ki mind a 6-féle skalaris szorzatot!

b) Vannak-e egyalldsuak az adott vektorok kozott?

c) Vannak-e mer6legesek az adott vektorok kozott?

HAZI FELADAT

Melyik szdmmal kell megszorozni az u(4; —10)-t, (S

N
Y

hogy a v-t kapjuk, ha
a) v(6; —15); c) v(—12; 30);
b) v(2; —5); d) v(1;—2,5)?

Melyik szamot kell a k betti helyére irnunk, hogy az
u(6; 18) és a v(—3; k)

a) egyallast legyen; b) merdleges legyen?

§8. lecke | VEKTOROK SZO6E

Az OABC paralelogramma 3 cstucsa: O(0; 0),
A(20; —15) és C(7; 24).

a) Mik a B csucs koordinatai?

b) Mekkorak a paralelogramma oldalai?

c) Szamitsdkiaz OB ésaz AC skalaris szorzatat!
d) Mekkora a paralelogramma teriilete?

Egy trapéz csucsai: A(=2; —2); B(4; 0); C(=1; 2) és

D(2; 3).

a) Igazold, hogy a négyszog valdban trapéz, azaz
van két parhuzamos oldala! Melyek a parhuza-
mos oldalak?

b) Milyen hosszuak a trapéz oldalai?

c) Szamold ki a skalaris szorzat segitségével a tra-
péz hosszabbik alapjan fekvé szogeit!
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Egy aruhaz mozgélépcsdje az utcaszint alatti 2 méteres
mélységbdl, az A(0; —2) pontbdl indulva 30 masodperc
alatt a B(12; 4) pontba viszi fel a [épcsén 4lld vasarlokat.

KIDOLGOZOTT FELADAT

a) Mik az AB szakasz F felez8pontjanak koordindtai, ha
A(—4; 3) és B(10; 7)?

b) Az AB szakasznak 2 harmadolépontja van. Melyek az
A végponthoz kozelebbi H harmadolépont koordi-
natai?

Megoldds

a) Az a(—4; 3) és a b(10; 7) oldalvektorokkal megrajzol-
tuk az AOBP paralelogrammat. Az AB szakasz F felezd-
pontjanak OF helyvektorat jeldljiik f-fel!

yA

10
o

\

- /a+b4‘13

\
\
N\

—
b

N

\Q
\

N

AL
a

30
<

—_
(=}
=

A paralelogramma atldi felezik egymast, ezért az f

az AOBP paralelogramma OP 4tlovektordnak %-sze-
rese.

—

OP =a+b=1(—4;3)+ (10; 7) = (6; 10), ezért

Az utcaszinthez képest milyen magasan lesz, illetve hany

métert halad vizszintesen eldre a vasarlo
a) 155 b) 10
masodperccel azutdn, hogy rélépett a mozgdlépcsdre?

Megoldds

a) 15 mdsodperc utdn a vasarlo az AB szakasz F felez§-
pontjdban lesz. Az abrardl leolvashat6, hogy ez az
F(6; 1) pont. Azaz a vasarlo 6 métert haladt elére, és az
utcaszint felett 1 méter magassagban van.

b) 10 masodperc utin a vasarlo az AB szakasz H harma-
dolépontjdban lesz. Ez a (4; 0) pont, azaz a vasarld
4 métert haladt el6re, és pontosan az utcaszinten van.

—L_)zL =L . = :
f=10F = L(a+b) = 2(6:10) = (3 5).

Mivel az f helyvektor, ezért a vektor F végpontjanak
koordinatai megegyeznek a vektor koordinataival:
F(3; 5).

b) Jeloljiik a H pont OH helyvektorat h-val!

7A
° B
|
—T /
A‘{ » Uh //b
N
20 10%

Az dbra alapjan: h = a+ Tﬁ, ezért eldszor az AH
vektorral foglalkozunk.
_)— L_) = L —_— = L . = &' i
AH = SAB = o(b—a) = (14 4) ( 3 3).
Tehith = a+ AH = (—43)+ (45 3) =

3°3
=(2.13
=(573)
Mivel a h helyvektor, ezért a H koordinatai megegyez-
2, ﬁ)

nek a vektor koordindataival: H ( 33



FELADAT

1>

2>

Szamitsd ki a példaban megadott AB szakasz B-hez
kozelebbi harmadolépontjanak koordinatait!

Rajzold be egy koordinata-rendszerbe a P(—4, 16) és
a Q(20; —2) pontot! A PQ szakasz felez6pontjat je-
161d F-fel, a Q-hoz kozelebbi harmadolépontjat pedig
G-vel!

Ha egy szakasz két végpontja az A(a,; a,) és a B(b;; b,) pont, akkor a szakasz

- felez6pontja: F <
- az A-hoz kozelebbi harmadoldépontja: H, (

- a B-hez kozelebbi harmadoldépontja: H, (

a+b a,+ b2>
2 2 ’

a) Szamitsd ki az F és a G pont koordinatait!
b) Mekkora az FG szakasz?

Oldd meg a 2. b) feladatot gy is, hogy a szamita-
sodban nem hasznélod az F és a G pont koordina-
tait!

3 >

a,+ 2b, a,+ 2b,

3

HAZI FELADAT

Foglalkozz az ABC haromszoggel, ha A(—10; —7), Az ABC haromsz0g csucspontjai: A(—6; 2), B(2; 0),

B(10; 3) és C(10; 13)!

a) Add meg az oldalfelezé pontok koordinatait!

b) Mik a koézépvonalakra illeszkedd vektorok koor-
dinatai?

c) Mekkordk a kozépvonalak?

d) Mekkora az ABC haromszog tertilete?

Kicsinyitsd az A pontbdl az ABC haromszoget
a) % aranyban; b) % aranyban,

ha A(=5; —6), B(16; 0) és C(10; 6)! Mik a kicsinyi-
téssel kapott haromszog csucsainak koordinatai?

§9. tecke | FELEZGPONT, HARMADOLGPONT

Aaja) A

(2a,+b, . Ra4b,)

Ha\T3 7 37/

p(ath, |ath)

2a,+ b, 2a,+ b2> LA
) \rfet e
(@] X
) \
B(b;; b,)

C(1; 7).

a) Szamitsd ki a BC oldal F felezépontjanak koor-
dinatait!

b) Szamitsd kiaz AF szakasz kétharmadolépontja-
nak koordinatdit!

c) Add meg a haromszog sulypontjanak koordi-
natait!
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Foglalkozzunk az el6z6 lecke 3. hazi feladataval!
Hatérozzuk meg az ABC haromszog BC oldaldnak F fele-
zépontjat, majd az AF szakasz harmadoldpontjait, majd az
ABC héaromszog sulypontjat!

Mivel az ABC haromszog cstcspontjai: A(—6; 2), B(2; 0),
C(1; 7), ezért a BC oldal F felez6pontja:

2S04 =050

A C

\
/ \
”A/HF=S/—*\F
-~
AT Jd o
*\
o Bl x
=1

Az AF szakasz A végpontjdhoz kozelebb esé harmadold-

2:(=6)+ 1,5 2.
pontja HA( ( ?2 ; 2 2;’ 3’5>= (—3,5;2,5),

Tétel: A haromszog sulypontjanak elsé koordinatdja a csticsok els6é koordinatainak yA
atlaga, a haromszog sulypontjanak masodik koordinatdja a csiicsok masodik koor- C(csc)
dindtdinak 4tlaga. -l

, . L, , , . Ala; a,) T (ay+bite, | asth+d)
Ha az ABC haromszog cstcsai A(a,; a,), B(b;; b,) és C(c;; ¢,), akkor a haromszog AREAR

a+b+c¢ a+b+c, ~

sulypontjaaz S < 3 ; 3 ) pont.

F végpontjahoz kozelebb esé harmadoldpontja pedig
Hp(_6+ 2-1,5 2+ 2~3,5> = (-1;3).

3 ’ 3
Az AF szakasz az ABC haromszog siilyvonala, igy ennek a
szakasznak az F oldalfelez6 ponthoz kézelebbi harmadolo-
pontja éppen a haromszog sulypontja. Tehat S(—1; 3).
Megfigyelhetjiikk, hogy a stlypont koordinatdi éppen a
csucspontok megfelel6 koordinatdinak atlaga:
a csucspontok elsé koordinatai: —6; 2; 1;

ezek atlaga: % =-1

a csucspontok masodik koordinatai: 2; 0; 7;

ezek atlaga: 2"';’# = 3.

Ez az Osszefliggés nem csak erre a haromszogre teljesiil.
Nem bonyolult a bizonyitdsa, érdemes megprobéalkozni
vele, vagy a lecke végén is elolvashatod.

jad 4

FELADAT

Melyek az ABC haromszog stlypontjanak a koordinatdi, ha
a) A(0; =5), B(6; 2), C(—6; 6); b) A(1;9), B(5; —4), C(7; 11)?



Egy PQ szakasz egyik végpontja P(3; 5). A szakasz
egyik harmadolépontja H(—1; —1). Hatdrozd meg,
melyik pont lehet a szakasz Q végpontja!

A PQR héaromszognek ismerjiik két cstucspontjat és
a sulypontjat: Q(7; 5), R(5; 8) és S(3; 5). A QR oldal
felez6pontjat F-fel jeloljik. Hatdrozd meg a P pont
koordinatait kétféleképpen:

YA R(5:8)
S(3; :f\kF
L Q(735)
e
Z
o) x

a) az elméletben megfogalmazott képlet felhaszna-
lasaval;
b) az OP = OF + 3FS szamitast kdvetve!

HAZ| FELADAT

Adott az ABC haromszog: A(=3; —3), B(5; —1),
C(—2; 4).
a) Igaz-e, hogy az ABC haromszog egyenl6 szaru?
b) Igaz-e, hogy az ABC haromszog stlypontja az orig?
c) Nagyitsd az ABC haromszdget az origdbdl a két-
szeresére! Add meg a nagyitott A’B’C” hdrom-
sz0g csucsait!

N
Y

A PQR haromszog sulypontja az origd, P(—12; —7) és
R(4; 8). Add meg a Q pont koordinatait!

RAADAS

Bizonyitsuk be, hogy ha az
A(a;; a,), B(b;; b)), C(c;; c,)
pontok esetében az ABC
haromszog stlypontja az
S(s;; s,) pont, akkor
a,+ b+ ¢ &

5 = 3
a,+b,+ G,
=

70. lecke | A HAROMSZOG SULYPONTIA

4>

w
Y

Foglalkozz a Bevezet6ben targyalt haromszoggel!

A haromszog csucsai A(—6; 2); B(2; 0) és C(1; 7).

a) Add meg az ABC haromszog oldalfelezé pont-
jait!

b) Add meg az oldalfelez6 pontok altal meghata-
rozott haromszog sulypontjat! (Ennek oldalai
éppen a haromszog kozépvonalai.)

c) Hasonlitsd 6ssze ezt a sulypontot az eredeti ha-
romszog sulypontjaval!

Amit kaptal, az tetszéleges haromszogre bebizo-

nyithatd: a hdromszog kozépvonalai olyan harom-

szoget hataroznak meg, melynek sulypontja meg-
egyezik az eredeti hdromszog sulypontjaval.

Az ABC haromszognek az oldalfelezé pontjait is-

merjik: F,(7; 2); Fy(1; 0); F(4; —5).

a) Készits dbrat!

b) Add meg a felez6pontok altal meghatarozott
haromszog sulypontjat!

c) Hatarozd meg az eredeti ABC haromszog csu-
csait!

(Segitségedre lehet az 6rai 4. feladatban bemutatott

Osszefiiggés.)

Megoldds

Ha az AB szakasz felezépontja F(f; f,), akkor az
S5 s,) F-hez kozelebbi
harmadoldpontja. Az el6z6 leckében megismert sszefiig-

sulypont a CF szakasz

gések szerint tehat

_2 1. _ 2 a+b 1 _a+b+c
TR Sl T T L A B
_ 2., 1. _2 4tb 1 _a+b+g
R=3ht30= 55 T30 3

1%



2-3 f8s csoportokba osztva dolgozzatok!

- Adott az ABCD paralelogramma két szomszédos - Az ABCD négyzet két szemkozti cstcsa: A(—3; 1) és

csucsa: A(—4; —3), B(3; —1) és a paralelogramma
kozéppontja: K(—1; 2).

Add meg a C és a D csucs koordinatait!

Szamitsd ki az AB és AD oldalak hosszat!
Szamitsd kiaz AB-AD skaldris szorzatot!

Add meg a paralelogramma szdgeinek nagysagat!
Add meg az ABPQ négyzet P és Q csticsanak
koordinatait, ha a négyzet negativ koriiljarasa!

Mennyi lehet x értéke, ha az a(—3; 2) és a b(x; 0,5)
vektorok

a) egyallasuak; b) merdlegesek egymasra?

Az ABCD trapézt a C és D cstucsokbol megrajzolt ma-
gassagvonalai két egyenld szart derékszogli harom-
szogre és egy négyzetre bontjak.

B(15; -4)

2) Add meg az AB alap H, és H, pontjainak koordi-
natait, és ird fel a H H, vektor koordinatait!

C(0; 6).
a) Szamitsd ki a négyzet keriiletét és tertiletét!
b) Add mega B, D csticsok koordinatdit!

Adott az u és av. Tudjuk, hogy |u|= 3 és|v|= 4.
Add meg az u és v vektorok allasat és iranyat ugy,
hogy igaz legyen:

a) lu+v|=5;

b) uv=-6!

b)
c)
d)
e)

frdfela H,D vektor koordinétéit!

Add meg a C és D csucsok koordinatit!
Szamitsd ki a trapéz oldalainak hosszat!

A trapéz AC és BD étlovektorainak koordinatéi
segitségével szamitsd ki az AC BD skaléris szor-
zatot!

) Mekkora szoget zar be egymassal a két atlo?

Az ABCD négyzet kozéppontja K(—4; —2,5) és
A(=3; =5,5).

2) Szamitsd ki a négyzet kertiletét és teriiletét!

b) Add mega B, C, D cstcsok koordinatait!



3> Az ABCD négyszog csucsai: A(0; 0), B(6; 0), C(1; 8), Igazold, hogy HE = GE!

D(=4; 4). Milyen tulajdonsagai vannak az EFGH négyszog-
yA C nek? Miért?
¢ 4> Advavanazuésav. Tudjuk, hogy|u|= 3 és|v|= 4.
D F ' Add meg az u és v vektorok allasat és iranyat agy,
hogy igaz legyen:
TN\, w=vl= s
A E B x uv =—12!
Add meg a négyszog E, F, G, H oldalfelez6 pont-
jainak koordinatait!
Egy haromszog AB oldalanak egyik végpontja b) Melyik pont lehet a négyzet kozéppontja?
A(=2; 3). Az AB oldal felez6pontja F(0,5; —0,5), a c) Melyik pont lehet a négyzet A csticsa?
haromszog sulypontja S(4; 2). Add meg a hdromszog
masik két csticsanak koordinatait! Adottaz u és av. Tudjuk, hogy |u|= 3 és|v|= 4.
Add meg az u és v vektorok allasat és iranyat gy,
A pozitiv koriljarasu ABCD négyzet két szomszédos hogy igaz legyen:
csucsa C(—2; —7) és D(3; 5). a) lu—v|=7;
a) Szamitsd ki a négyzet kertiletét és teriiletét! b) uv = 0!

RAADAS

Egy szabalyos nyolcszog kozéppontja az O(1; 3) pont, egyik csucsa pedig az A(4; —1) pont.
A porzitiv koriljaras szerint betdzziik a csucsokat.

a) Add meg a nyolcszog C csticsanak koordinatait!

Add meg a B csucs koordin4tait! Hasznald a kovetkezé gondolatmenetet:

Mivel az OABC négyszog deltoid, az OB sugdr pontosan felezi az AC atlot.

e

b) Add meg az F felez6pont koordinatait!

c) Ird fel az OF vektort, és szamitsd ki a hosszat is!

d) Az OB és OF vektorok egyallasuak, és mindkett6nek ismerjiik a hosszat (OB is a nyolcszog
egyik sugara!). Add meg az 0B vektor koordinatait!

e) Add meg a B cstics koordinatdit!

T1. lecke | GYAKORLAS CSOPORTOKBAN 197



@ A koordinatageometridban szemléltetésre, kisérletezésre, tapasztalatszerzésre, feladatmegoldasra, a megoldasok ellen-

Orzésére is hasznalhat6 a GeoGebra program.

A koordinata-rendszerben a sik minden pontja egyértel-
miien azonosithatd két koordinataja segitségével. Minden
sikbeli alakzat pontok egy bizonyos halmaza, ezért a pont-
halmazok megadhatok az Gket alkoté pontok koordina-
taival.

Nézziink néhany egyszer(ibb esetet!

Hogyan adhatjuk meg az a), b) és ¢) halmazokat alkotd
pontokat a koordinatdikkal?

Mindharom ponthalmaz egyenes.

Az a) egyenes pontjainak kozos jellemzdje, hogy - mig
az els6é (azaz x) koordinatajuk tetszéleges valds szam le-
het - a masodik (azaz y) koordinatdjuk minden esetben 2.
S6t az is igaz, hogy ha ebben a sikban egy pont masodik
koordinataja 2, akkor az a pont rajta van a megfigyelt
egyenesen (vagyis eleme az a) halmaznak). Ezért azt
mondjuk, hogy ennek az egyenesnek az egyenlete: y = 2.

Figyeljik meg a b) egyenest! A két koordinatatengely négy
derékszoget alkot. Koziiliik kettének éppen a b) egyenes a
szogtelezbje. A szogfelezé pontjai egyenl tavolsagra van-
nak a két szar egyenesétdl, ezért a b) egyenes minden pont-

1. Ha egy x-y koordindta-rendszer sikjaban 1évé e egyenes merdleges az abszcisszatengelyre, A

és azt az (a; 0) pontban metszi, akkor

- az e minden pontjanak ugyanakkora az elsé koordinatdja, mégpedig a.
- Az is igaz, hogy ha e sik egy pontjanak az elsé koordindtaja a-val egyenld, akkor ez

a pont rajta van az e egyenesen.

Mas széhaszndlattal: Egy pont pontosan akkor van rajta az e egyenesen, ha az els6 koor- 0

dinatdja a-val egyenld.

yA

) b)

a)

i 4

(-7;-2)

(-3;-3)

janak egyenld a két koordindtdja. A sikban tobb ilyen tulaj-
donsagu pont nincs. Ezért azt mondjuk, hogy a b) egyenes
egyenlete: y = x.

A ¢) egyenest ugy kapjuk a b)-bél, hogy eltoljuk a (0; 5)
vektorral. Ezért a c¢) egyenest a koordinatasik azon pont-
jai alkotjak, amelyek koordinatdira igaz, hogy y = x + 5.
Ezt az egyenletet a c) egyenes egyenletének nevezziik.
Barmely pont, amelynek koordinatdi a fenti egyenlet
megoldashalmazaba tartoznak, rajta van a ¢) egyene-
sen. Példaul az A(—2,9; 2,1) pont a c) egyenes pontja,
a B(4,3; 9,4) pont pedig nincs rajta ezen az egyenesen.

=Y

E miatt a kapcsolat miatt azt mondjuk, hogy az e egyenes egyenlete x = a.



2. Hasonldé megfigyeléseket tehetiink a koordinata-rendszer ordinatatengelyére merdleges egyeneseket illetéen is:
Ha egy x-y koordinata-rendszer sikjaban 1év6 f egyenes meréleges az ordindtatengelyre, és azt a (0, b) pontban metszi,

akkor
- azfminden pontjanak ugyanakkora a masodik koordinétdja, mégpedig b. I
- Azisigaz, hogy ha e sik egy pontjanak a masodik koordinatdja b-vel egyenld, akkor ez
a pont rajta van az f egyenesen. b f
Mas széhaszndlattal: Egy pont pontosan akkor van rajta az f egyenesen, ha a masodik
koordinataja b-vel egyenld. >
E miatt a kapcsolat miatt azt mondjuk, hogy az f egyenes egyenlete y = b. o x

FELADAT

Az 4bran lathat6 egyenesek mindegyikéhez adj meg m Rajzold meg a koordinata-rendszerben az alabbi

egy olyan egyenletet, amelyet éppen az adott egyenest egyenletekkel jellemezhet6 egyeneseket!
alkoto pontok koordinatai (és csak azok) tesznek igazza! a) x=7
0 7 2 b) y=x-3
c) y=—x—5
b)

=

m Dontsd el, hogy az alabbi pontok koziil melyek

vannak rajta az y = —x + 1 egyenlet(i egyenesen:
A(=45), B(~1; 3), C(2; 2), D(5; —4), E(100; —99),
F(871; —872)!

2y

A koordinatasikon a pontokat szamparokkal adjuk meg. A kétismeretlenes egyenletek megoldashalmazaban is szamparok
vannak, ezért a megoldashalmazuk ponthalmazzal szemléltetheté. A kétismeretlenes egyenlet és a megoldashalmazat
szemlélteté ponthalmaz szorosan osszetartoznak.

Példaul az x + y = 0 kétismeretlenes egyenlet megoldashalmazat egy egyenes szemlélteti. Ez az 1. feladatban szerepld
b) egyenes, amely athalad az origon, és felezi a koordinatatengelyek II. és IV. negyedben 1év6 szogét. Ha errél az egyenesrdl
beszéliink, akkor mondhatjuk, hogy az x + y = 0 egyenlet ennek az egyenesnek az egyenlete.

HAZ| FELADAT

Add meg az dbran lathat6 egyenesek egyenletét! m Rajzold meg a koordinata-rendszerben az alabbi
egyenletekkel jellemezhetd egyeneseket!

yA a)
) b) a) x=—4
b) y=x—4
1 c) y=—x+4
Ol 1 ;

ﬂ Dontsd el, hogy az alabbi pontok kozil melyek
vannak rajta az y = x — 5 egyenletl egyenesen:

A(=5; —9), B(—1; —6), C(2; —2), D(5; 0),
E(100; 105), F(871; —866)!

72. lecke | PONTHALMAZOK A KOORDINATA-RENDSZERBEN 1.

199



Raadds Pon

Hogyan jellemezhetnénk az dbran lathat6 alakzatok
pontjainak koordinatait?

yA
c)
x
b)
a)
Megoldds
Az a) félegyenes az y = —2 egyenletli egyenes része, azon-

ban az x koordindta itt mar nem lehet nagyobb, mint I,
ezért a fenti egyenletet ki kell egésziteni az

x =< 1 egyenl6tlenséggel.

A félegyenest tehat pontosan azok a pontok alkotjak, ame-
lyeknek koordinatdira teljesiil, hogy x < 1 és y = —2, azaz
éppenaz(x < 1 A y = —2)kétismeretlenes nyitott mon-
dat megoldasai.

Megjegyzés

Itt most nem beszélhetiink az alakzat egyenletérdl, a koor-
dinatakra vonatkozé osszefiiggések ennél bonyolultabbak,
ezért haszndljuk a nyitott mondat kifejezést.

FELADAT

Rajzold meg a kovetkezd nyitott mondatoknak meg-

00

felel6 ponthalmazokat!

a) x=—4;

b) x=—4 A y=3;

c) x=—4Ny>3;

d x=—4 N 1<y<3

e) x=—4N1=y=<3;

) 6<x<-4A1<y<s3

almazok a koordinata-rendszertien Il.

Hasonloképpen a b) szakaszt pontosan azok a pontok al-
kotjdk, amelyeknek koordinatdi megoldésai az

(x =5 /AN —4 < y < 2) nyitott mondatnak.

A ¢) félegyenest leird nyitott mondat pedig:

x <3 Ny=x

Egyenlétlenségek segitségével a sik bonyolultabb
részhalmazait is jellemezhetjitk. Mely szamparok jel-
lemzik az abran lathat6 alakzatokat?

yA

2y

c) a)

Megoldds

Azok a rendezett szamparok, amelyekre igazak az alabbi
nyitott mondatok:

a) x = 6;

b)2<y<5

) x=-3 N y=<-2

Rajzold meg a kovetkezd nyitott mondatoknak

megfelel6 ponthalmazokat!
a) y=x

b) y > x;

c) y < x+35

d) y>xANy<x+35
e) y <xNy<ux+5
f) y<xVy>x+5.

KOORDINATAGEOMETRIA



HAZ| FELADAT

Irj igaz 4llitdsokat a koordindta-rendszerben l4tha- Abrézold koordinita-rendszerben azokat a pont-

té ponthalmazok elemeinek koordinatair6l! Melyik
ponthalmazt melyik nyitott mondattal adhatjuk meg

egyértelmien?
YA
a)
c)
1
p| [0 x

RAADAS

A megfelel6 fogalmak pontos ismeretében kevesebb

magyarazattal is érthet6, hogy mit is jelent a ,,pont-
halmaz egyenlete” kifejezés, hogyan lehet egyetlen
egyenlettel végtelen sok pontot egyszerre megadni.

Vizsgaljunk meg egy kétismeretlenes egyenletet! Legyen ez
példaul a 2x — 5y = 7!

Hany megolddsa van ennek az egyenletnek?

Néhany megoldasa konnytszerrel megadhaté: (1; —1),
(0; —1,4), (—2; —2,2), (13,5; 4). A megadott egyenlet meg-
oldashalmazaban végtelen sok szampar van (koztik a
felsorolt négy szampar is).

Ha a megolddshalmaz mindegyik elemét megjelenitjik a
koordinata-rendszerben egy-egy ponttal, akkor egy végtelen
sok pontbdl allé ponthalmazt kapunk. A megadott egyenlet
esetében ez a ponthalmaz egy teljes egyenes lesz, amelyet az
abran az e egyenes jelol.

yﬂ

1
T

il 4

0}
A

/

Erre a kapcsolatra mondjuk azt, hogy az e egyenes egyenlete
a 2x — 5y = 7 egyenlet.
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halmazokat, melyeket a kévetkez6 nyitott monda-
tok jellemeznek!

a) x=3AN1=y

b) 0 =x=1;

) x<—4ANy=>4

Y

Milyen alakzatot alkotnak azok a pontok, melyeket
a(—2=x=<4AN 0=y = 2) nyitott mondat
jellemez?

A fentebb leirtakbdl kovetkezik, hogy minden két-
ismeretlenes egyenlethez (egyenl6tlenséghez, nyi-
tott mondathoz) egyértelmtien tartozik egy pont-
halmaz. Megforditva azonban ez nem igaz, mert
egy ponthalmaznak végtelen sok kiilonb6z6 egyen-
lete is lehet. Példaul az x — y = 0 kétismeretlenes
egyenletnek ugyanaz a megoldashalmaza, mint az
(x— y)(x* + y*) = 0 harmadfoku egyenletnek vagy az
(x— y)(x* + y* + 2) = 0 kilencedfoku egyenletnek.

Y

Az el6z6 és a jelenlegi leckében is kétismeretlenes
egyenletekrdl, egyenl6tlenségekrdl volt szo, pedig
nem is egyszer olyan egyenletet adtunk meg, mint
példaul az x = 3. Mit jelent ebben az esetben a
»kétismeretlenes” kifejezés?

Az x = 3 egyenletbdl konnyen készithetd kétismeretle-
nes egyenlet: x + Oy = 3. Ezzel az egyszerii atalakitdssal
azonnal lathatd, hogy ennek az egyenletnek a megol-
dashalmazaban is szampdrok szerepelnek. Vilagos ezek
utan, hogy az x = 3 egyenlethez is végtelen sok pont-
bdl 4ll6 ponthalmaz tartozik: az y tengellyel parhuzamos
egyenes. Az is érthetd, hogy ehhez az egyeneshez tar-
tozhat az x = 3 egyenlet, de akdr az x — 3 = 0 vagy az
x+ 0y — 3 = 0 egyenlet is.

m



A Ckozéppontd, r sugart kor azon pontok halmaza a sikon, melyek C ponttdl r tavolsagra vannak. Ennek a ponthalmaznak

vajon mi lehet az egyenlete?

KIDOLGOZOTT FELADAT

Adott egy kor kozéppontja, a C(2; 3) pont, és a su-

Megoldds 2

a)

b)

gara:r = 5.

a) Dontsiik el, hogy az A(4; 7,5) pont rajta van-e
a koron!

b) Adjunk meg egy egyen- VA
letet, amely ,,megrajzol- A2

ja” a teljes kort!

Az A(4; 7,5) pontosan akkor >
van rajta a korén, ha a CA ta- \Q\i/ *
volsag 5.

Mivel CA = (47,5)— (%3)=(24,5), é igy
CA =2+ 4,5° = /24,25 <5, ezért az A pont
nincs rajta a megadott koron.

Megjegyzés
Az is kidertlt, hogy az A pont a megadott korén beliil
van.

Ha a sik egy tetszSleges P(x; y) pontjardl akarjuk el-
donteni, hogy rajta van-e a megadott koron, akkor az
el6bbi példdhoz hasonléan elegendd azt megvizsgalni,
hogy a CP tavolsag egyenl6-e 5-tel.

[rjuk fel a C pontbél P pontba mutaté vektort!

CP= (%)= (%3)=(x~ 2y~ 3).

i

< —

Adjuk mega CP vektor hosszét!

CP=/(x= 20+ (y-3).

A P(x; y) pont tehat pontosan akkor van rajta a meg-
adott koron, ha CP = 5, azaz ha a P koordinatai kozott

fennéll az /(x — 2) + (y — 32 = 5 Gsszefiiggés.
Ha a koordinata-rendszer sikjaban megjelenitjilk az

osszes olyan pontot, amelyeknek a koordinatai igazza
teszik ezt az egyenletet, akkor az ilyen médon megraj-
zolt ponthalmaz éppen a C(2; 3) kozéppontd, r = 5 su-
garu kor lesz.

Mutassuk meg, hogy a kovetkezé egyenletek kort
»rajzolnak” meg! Adjuk meg a kozéppontjukat, suga-
rukat, és adjunk meg egy pontot is a kéron!

a) J(x=5P+(y—1y =

b) (x=5y)+(y—1y=25

Megoldds
a) Az (x;y) ésaz(5; 1) pontok tavolsaga
J(x=52+(y—1).

Az egyenlet szerint ez éppen 3 egység. Ezért azok az

(x; ) pontok tartoznak hozza az egyenlettel megadott
ponthalmazhoz, amelyek a C(5; 1) ponttdl 3 egység ta-
volsagra vannak. Ez a ponthalmaz tehat egy 3 egység
sugaru kor.




yA Ez pedig igaz, ezért a D(5; —2) pont rajta van a C ko-
(x5 +(y-1)=25

zéppontd koron.

Q2;5) | ™
(x-5)"H(y+ 1)'=3
P ~. b) A megadott egyenletet pontosan azoknak a pon-
/ NEA toknak a koordindtdi teszik igazzd, amelyek igazzd

C(551 teszik a /(x— 57+ (y— 17 =5 egyenletet (szak-

=

ol N 7 7 > szoval: a két egyerrllet ekvivalens eg?fméssal)., A r’neg—
N % adott egyenlet tehat a C(5; 1) ponttol 5 egység tavol-
D552 sagra 1évé pontok halmazat ,rajzolja” meg: ez egy
~ - 5 egység sugaru, C kozéppontu kor.
A Q(2; 5) pont koordinatait behelyettesitve az egyen-
A D(5; —2) pont koordinatait behelyettesitve az egyen- letbe a (2—5)'+(5—1)'=25 Kkijelentést kapjuk.
letbe a x/(S — 5P+ (—=2— 1) = 3 kijelentést kapjuk. Ez pedig igaz, ezért a Q(2; 5) pont rajta van a koron.

Legyen megadva egy koordinata-rendszerben a C(u; v) pont, tovabba a pozitiv r valés szam!

1. A Ckézéppontd, r sugart kor egyenlete megadhatoa /(x — u) + (y — v = r vagyaz (x — uY + (y — v) = r alak-
ban is.

2. Ha a k valés szam pozitiv, akkor az (x — u )’ + (y — v)* = k egyenlet egy olyan kért ad meg, amelynek kozéppontja
a C(u; v) pont, sugara pedig r = Vk.

FELADAT

Adj meg egy olyan egyenletet, amely ,megrajzolja” az m Adj meg egy olyan egyenletet, amely ,,megrajzolja”

adott C kozéppontd, r sugart kort! az adott C kozéppontu, A ponton atmend kort!

a) C(5; 3),r=2; c) C(=5;3),r= 0,5 a) C(4; 2), A(—=1; —10); b) C(=2; 2), A(1; —3).

b) C(5; —3),r = 4; d) C(0; 0), r = 10.

m A kor megrajzolasa nélkiil dontsd el, hogy a meg-

I Az alabbi egyenletek egy-egy kort adnak meg. Add adott pontok koziil melyik nincs rajta az egyenlet-

meg a korok kozéppontjat és sugarat! tel megadott koron!

a) /(x—3y+(y—5) = 36; a) (x+4y+(y—2) =25,

b) (x+ 3y +(y— 57 = 36; A(—1; —=2), B(1; 2), C(—S8; 5), D(—2; —3);

¢) (x+3f+(y+57=6; b) (x—2¢+(y+ 17 =10,

d) (x+ 37+ y*=25. A(=1; =2), B(1; 2), C(3; =5), D(5; 0).

HAZI| FELADAT

A megadott pontok kéziil melyik van 10 egység td- [ Add megakovetkezé kirok kozéppontjét és sugarét!
volsagra a C(2; —5) ponttol? a) J(x— 77+ (y— 10§ = 8;
A(8; 3), B(—8; 0), C(0; 5), D(10; 1), E(11; —9). b) (x—=7¢+ (y+ 10y = 8;
c) (x+ 7P+ (y— 107 = 81;
»Rajzolj” egyenlettel egy olyan kort, amelynek a d) (x+7y+(y+ 10y =1.

C(2; —5) a kozéppontja, és 10 egység a sugara! Add
meg a kor egyenletét négyzetgyokos és négyzetgyok
nélkiili formdban is!
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Mit ,,rajzoltam” a koordinata-rendszerben az alabbi egyen-
letekkel?

a) x+5=0;

b) (x=3+(y—17=0;

c) (x=3+(y—1y=4;

d) x>+ y*— 4x— 2y = 20.

Megoldds

a) Az egyenlet igy is irhaté: x =—5. Azokat a pontokat
rajzoltam meg a koordinata-rendszerben, amelyeknek
az elsé koordinataja —5. Ezek a pontok az y tengellyel
parhuzamos egyenest alkotnak, tehat egy egyenest ,,raj-
zoltam” az egyenlettel.

b) Az egyenlet bal oldaldn két szam négyzetének Osszege
all, a jobb oldalan pedig 0. Ez egyetlen esetben valosul-
hat meg, ha az x helyébe 3-at, az y helyébe pedig 1-et
irunk. Tehat egyetlen pontot ,,rajzoltam” az egyenlettel,
mégpedig a C(3; 1) pontot.

c) Az egyenlet irhatd a vele ekvivalens

J(x=3p+(y—1y =2

alakban is. Ez az egyenlet a C(3; 1) ponttdl 2 egység

tavolsagra 1évé pontokat ,rajzolja” meg. Vagyis egy
C(3; 1) kozéppontu, r = 2 sugard kort ,,rajzoltam” az

egyenlettel.

yA
/ N
] C(31
o IN__V/ e
(x-3)°+/(y 4 1)1=4

d) Els6é ranézésre bonyolultnak tinhet az egyenlet, ezért

célszertien rendezziik: x* — 4x + y*> — 2y = 20.
Alkalmazzuk a teljes négyzetté kiegészités modszerét!
Az egyenlet els$ két tagja megegyezik az (x — 2)* = x*
—4x + 4 kifejezés els6 két tagjaval. Az egyenlet maso-
dik két tagja megegyezik az (y — 1)° = y* — 2y + 1 kife-
jezés els6 két tagjaval. Vagyis:
(F—dx+4—4)+ () —2y+1-1)=20.

Ebbél ezt az alakot kapjuk:

(x—=2y—4+4(y— 17— 1= 20, amit rendezés utdn
az (x — 2’ + (y — 1)’ = 25 alakban is irhatunk.

Az x*— 4x+ y*— 2y = 20 egyenlettel tehat a C(2; 1)
kozéppontu, r = 5 sugaru kort ,,rajzoltam” meg.

yA

2y

Ha az x°+ )’ + ax + by + ¢ = 0 egyenlet (ahol a, b és c adott valés szdmok) ugy alakithaté 4t (x — u)’+ (y— v =k

alakra, hogy a k szam pozitiv, akkor ez egy (u; v) kézéppontu, vk sugard kor egyenlete.

Ha az atalakitas utan kapott k szam 0-val egyenld, akkor ez egyetlen pontnak, az (u; v)-nak az egyenlete.

Ha az atalakitds utan kapott k szdm negativ, akkor egyetlen olyan pont sincs, amely ennek az egyenletnek megfelelne

(tehat az tires halmaz egyenlete).



Példaul:
azx’ +y’ — 6x — 2y — 14 = 0 egyenlet (x — 3)* + (y — 1)* = 4 alakra rendezhetd,

ezért ez a (3; 1) kozéppontd, 2 sugaru kor egyenlete.

az x* +y* — 6x — 2y — 10 = 0 egyenlet (x — 3)* + (y — 1)* = 0 alakra rendezhets,

ezért ez nem kornek az egyenlete, hanem a (3; 1) pontnak.

azx’ +y’ — 6x — 2y — 6 = 0 egyenlet (x — 3)* + (y — 1)* = —4 alakra rendezheté,

ezért ez az iires halmaz egyenlete: nincs olyan pont, amely megfelel ennek az egyenletnek.

FELADAT

Mit ,rajzoltam” a koordindta-rendszerben az alabbi

N
Y

egyenletekkel?

a) y—4=0;

b) (x+2y+(y—5)=0;
c) (x— 1P+ y*—16=0;
d) x*+y°+ 8x+ 10y =—32.

Ird fel azon pontok halmazénak egyenletét, melyek
a C(=38; 17) ponttdl 2,5 tavolsagra vannak! Milyen
alakzatrol van sz6? Add meg az alakzat két tetszle-
ges pontjat is!

Melyik egyenlet ,rajzolja meg” a koordindta-rend-
szerben azt a kort, amelynek az AB szakasz az egyik
atmérdje?

HAZI FELADAT

Adotta C(=2; 5) és az A(5; 3) pont. Add meg egyen-

N
Y

lettel azt a kort, amelynek
a) Cakozéppontja, és A a kor egyik pontja;
b) A akozéppontja, és C a kor egyik pontja!

Melyik ponthalmazt hatarozzak meg a kovetkezd
egyenletek?

a) 5p—7=0; 2 ;
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a) A(4 —2), B(6; 4) b) A(=5; 3), B(~1; =7)

Mit ,,rajzolnak” a koordinata-rendszerben az alab-

bi egyenletek?

a) X+y'—9=0;
b) x>+ y*=0;

c) x*+y*+25=0;
d) x’=4.

Adott harom pont: A(4; 5), B(2; 3), C(7; —2).

a) Igazold, hogyaz (x — 5,57 + (y — 1,5 = 14,5
egyenlet éppen az ABC haromszog korilirt ko-
rét ,rajzolja’ meg!

b) Mutasd meg a BA - BC skalaris szorzat kisza-

mitasaval, hogy a haromszog derékszogi!

c) (x+5P+(y+2¢=0.

Mit rajzol a szamitégép, ha az alabbi egyenleteket
adjuk meg?

a) X+ +2x+2y—2=0;

b) x*+ y*+ 8x+ 10y + 5 = 0;

c) £+ y'—6x+4y+12=0;

d) ¥*+y*—4y+13=0.

05



Honcentrikus

BEVEZETO

Matematikaoran a didkok ezt a feladatot kaptak:

[rj fel harom olyan kért, amely koncentrikus az

x4y’ + 10x — 7y + 31 = 0 korrel!

(Koncentrikusnak neveziink két kort, ha azonos a kozép-
pontjuk, de kiilénb6z6 a sugaruk.)

Kovesd a didkok gondolatmenetét!

Tamds gondolatmenete:

Rendezziik az egyenletet a teljes négyzetté alakitds mod-
szerével abba az alakba, amelyrdl leolvashaté a kor kozép-
pontja és sugara! A kozéppontot tartsuk meg, a sugarat
pedig valtoztassuk meg!

Az dtrendezés menete:

(o +10x) + ()’ —7x) +31=0

(C+10x+5—=5)+ ()’ —7y+35—35)+31=0

(¢ 4+ 10x + 25— 25) + () — 7y + 12,25 — 12,25) + 31 =0

FELADAT

Ellenérizd Zsuzsa megoldasat!

206

a) Valdban hdrom kor egyenletét irta fel? Mekkora
ezeknek a sugara?

b) Minek alapjan gondolhatta Zsuzsa, hogy helyesen
oldja meg a feladatot?

Y

Karola folytatta Zsuzsa gondolatmenetét, és ezt a ha-

rom egyenletet irta fel:

x>+ y* 4+ 10x — 7y + 20 = 0;

X+ +10x—7y+50 = 0;

X+ +10x— 7y + 77 = 0.

a) Melyik egyenlethez tartozik valéban egy kor, és
melyikhez nem tartozik semmi? Miért?

b) Mi alényeges kiillonbség Zsuzsa és Karola megol-
dasa kozott?

Y

Melyik szamot irhatjuk az
X4y +10x—7y+31=0

(x+5°+(—35"—-25-1225+31=0
(x+57+(—35°—625=0

(x+5)°+(y—35)° =625

Tehat a kor kozéppontja a (=5; 3,5) pont, sugara pedig
V6,25 = 2,5

Ha pedig a sugarat megvaltoztatom 3-ra, 10-re vagy akar
100-ra, akkor az eredetivel koncentrikus koroket kapok.

Zsuzsa gondolatmenete:

Az x*+ y* 4 10x — 7y + 31 = 0 korrel koncentrikus kérsk
egyenletében az x egyiitthatdja szintén 10, az y egyiittha-
toja szintén (—7). Csak a 31 valtozik mas szamra, azt kell
alkalmasan kicserélnem.

Az eredetivel koncentrikus koroket kapok, ha 31 helyére
példaul 0-t, (—1)-et vagy (—10)-et irok.

egyenletben a 31 helyére, hogy

a) egy pont egyenletét kapjuk;

b) egy kor egyenletét kapjuk;

c) olyan egyenletet kapjunk, amelynek egyetlen
pont sem felel meg?

Y

Az ABCD négyzet két szemkozti csticsa A(3; —2),

C(9; 1).

a) Add meg a négyzet koriilirt és beirt korének
egyenletét!

b) Add mega B és a D cstics koordinatait is!

Y

Adott két kor: (x + 37+ (y+ 17 =9,
(x=5¢+(y+17=09.

Ird fel azoknak a kéroknek az egyenletét, amelyek-
nek a kozéppontja a két megadott kor kézéppont-
jait 0sszekotd egyenesen van, és amelyek mindkét
adott kort érintik! (4 ilyen kor van!)

KOORDINATAGEOMETRIA



HAZI FELADAT

Az egyenletek atalakitdsa utan éallapitsd meg, hogy
melyik ad meg kort, melyik egy pontot, és melyik az
iires halmazt! Add meg a korok kézéppontjat és su-
garat is!

a) X’+y ' —8x+6y+21=0;
b) x>+ y*— 5x+ 6y + 16 = 0;
c) xX’+y'—4x—8y+20=0;
d) x*+y°+ 10x— 6y + 14 = 0.

N
Y

Melyik szamot irhatjuk az
K+y—8x+5y+7=0

egyenletben a 7 helyére, hogy az

(x — 4)* + (y + 2,5)° = k atalakitds utén a k szam
a) 0;

b) pozitiv; c) negativ

RAADAS

A ponthalmazok koordinata-rendszerben torténd abra-
zoldsa a szamitdgépek megjelenésével egészen j értelmet
nyert. A szamitégépek minden informdciét szamként ér-
telmeznek, és valaszaikat is szam formaban adjik meg.
Ha tehat azt szeretnénk elérni, hogy a szamitogép példa-
ul egy kort rajzoljon a kijelz6jére (képernyére), akkor a
kijelz6 koordindata-rendszerében meg kell ,nevezniink’,
hogy a képernyé osszes (véges sok!) pontja koziil melyek
azok a pontok (azok a szampdrok), amelyeket a gépnek
meg kell jelenitenie.

Ha példaul egy (—2; 3) kozéppontd, 4 egység sugaru kor
pontjait akarjuk megjeleniteni, akkor a szamitogéppel
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legyen? Melyik esetben létezik az egyenletnek
megfelel6 kor?

Az A(—4; 0), B(4; 0) és C(0; 4v/3 ) pontok szaba-
lyos haromszoget alkotnak.

a)
b)

Add meg a hairomszog stlypontjat!

Hatarozd meg, milyen tavol van a stlypont
a haromszog cstcsaitol!

c) Ird fel a hiromszog koriilirt kdrének egyenletét!
d) A szabélyos haromszog beirt korének sugara
feleakkora, mint a kériilirt kér sugara. Ird fel a

haromszog beirt korének egyenletét!

kézoljitk a kor egyenletét: (x + 2y + (y — 3)* = 16, vagy
masképpen: x* + y* + 4x — 6y — 3 = 0.

Mit ,tesz” a szamitogép? Nagyon leegyszertsitve a folyama-
tot a kovetkezd torténik. A képerny6 Osszes (sok, de véges
sok!) megjelenithetd pontjanak koordinatait a gép rendre
»behelyettesiti” a megadott egyenletbe. Ha igaz kijelentést
kap, akkor a pontot megjeleniti, ha hamisat, akkor nem.
A megjelenitett pontok egy korén helyezkednek el, mégpe-
dig éppen a megadott kozéppontu és sugart koron. A latvany
annal meggy6z6bb (annal jobban hasonlit korre a megjele-
nitett pontok halmaza), minél nagyobb a megjelenitéeszkoz

(képerny6) képpontjainak szama (a képernyé felbontasa).

m



KIDOLGOZOTT FELADAT

Melyek az (x — 2)’+ (y — 1) = 8,5 egyenletii kor-
nek azok a pontjai, amelyeknek az elsé koordinataja
3,5¢

Megoldds

A kérdés az, hogyan adjuk meg a P(3,5; y) pont masodik
koordinatajat ugy, hogy a pont rajta legyen a kéron.

Ez pontosan akkor teljesiil, ha az y szdam megoldasa a
(3,5— 2y + (y— 1) = 8,5 egyenletnek.

yA

Pa 3,5;3,5

i

L

Py(

\

C1 \
)

/

= ny

NS A P,(3,5;-1,5

Elvégezve a négyzetre emeléseket:

2,25+ y*—2y+1=8,5.

A masodfoku egyenletet nulldra rendezve:
y*—2y—525=0.

A megoldoképlet szerint y = %

illetve y = —1,5 adodik.

A kornek két olyan pontja van, amelynek az els6 koordina-

, amibdl y = 3,5,

taja 3,5. Az egyik ilyen pont a P, (3,5; 3,5), a masik pedig a
P,(3,5; —1,5).

Megjegyzések
- A fentiekben egy kor és egy (y tengellyel parhuzamos)
egyenes kozos pontjait hatdroztuk meg, korzd és vonal-
z6 nélkil.
- A feladat kérdésére az
x =35
masodfokd egyenletrendszer megoldasa adta meg a va-

(x=2¢+(y—1y= 8,5}

laszt.
Az egyenletrendszer megoldashalmaza:

»15 Adott az ABC haromszog: A(—5; 2), B(3; 1), C(1; —2).
a) Igazoljuk, hogy a haromszog derékszogii!
b) Irjuk fel a hdromszdg kériilirt korének egyenletét!

Megoldds
a) Készitsink vazlatot a feladathoz! Ennek alapjan azt
sejtjilk, hogy a hdromszog C csticsanal lehet a derék-

sz0g.
yﬂ
/ \
A(-52) F(L1;1,5
T B!
\ UR/ANE
— C(1;-2)

A C csucsndl pontosan akkor van derékszog, ha
a CA éa CB meréleges egymasra. Hivjuk segit-
séglil a vektorok skaldris szorzasanal tanultakat!
CA=(=52)— (1;—2) = (—6; 4) és

CB = (3;1)— (1;—2) = (2; 3), igy a két vektor skalaris
szorzata: CA - CB = (—6;4)(2;3) =—12+12 = 0.

A két vektor tehat meréleges egymasra, ezért a hdrom-
sz0g CA oldala is merdleges a CB oldalra. Ezzel igazol-
tuk, hogy az ABC haromszog derékszogti.

b) A derékszogi haromszog koriilirt korének kozéppontja
a hdromszog atfogojanak felezGpontja, a kor sugara pe-
dig az atfogo felével egyenld.

A héromszog korilirt korének kozéppontja tehat az AB
szakasz felezépontja:

F(_527+3 2J2f—1) = (-1;1,5),

a kor sugara az AB szakasz felével egyenlé:
r=AF=|AF|= /(-1+ 57 + (1,5 2) = /16,25.
Az ABC haromszog koriilirt korének egyenlete tehat:
(x+ 1P+ (y— 1,52 = 16,25.




Megjegyzés

A kor egyenletét mas alakban is megadhatjuk, ha elvégezziik a négyzetre emeléseket és az 9sszevonasokat:
x>+ 2x+ 1+ y* = 3y + 2,25 = 16,25, vagy

X4y +2x—3y—13=0.

FELADAT

A vasuti felilljaro egyik szerkezeti eleme koriv alaka, a) Mekkora a koriv sugara?
amelyet fiiggoleges tartdoszlopok erdsitenek meg. b) Add mega P, a Q és az R pont koordinatait!
c) A szomszédos fiiggéleges tartéoszlopok 6 mé-
terre vannak egymastol. Mekkora a leghosz-
szabb és a legrovidebb tartéoszlop magassaga?

m Hany olyan érintéje van az

(x+ 1P+ (y— 1,52 =16,25
egyenletli kornek, amely atmegy a P(—3; 4,5), a
Q(=5; 1), illetve az S(2; 5) ponton?

a) Vizsgald meg, hogy helyezkednek el az adott

A tervrajzon az abra szerint koordinata-rendszerbe ol [ sl

; 2 2 _
helyezve szerepel. Az {v az x"+ (y + 32)° = 1600 b) Add meg a lehetséges érinték szamat aszerint,

egyenleti kor része (a tengelyeken az egységeket mé- o et e im el il gy e

terben mérve). ta helyezkedik el!

1 m Egy kor kozéppontja a C(=5; —3) pont, és a kor
érinti az y tengelyt.

R xT+(y+32) =160

a) Hatdrozd meg a kor sugarat, és ird fel a kor

'y

egyenletét!

b) Add meg a kor azon pontjait, amelyeknek a ma-
sodik koordinataja (—6)!

HAZI FELADAT

Adott az ABC haromszdg: A(7; 6), B(—1; —3), E Adott a koordinata-rendszerben két kor az egyen-

C(=3; 2). letével: x* + y* + 14x — 2y = 0,
a) Igazold, hogy a haromszog derékszogi! X +y + 14x — 2y +34=0.
b) Ird fel a hiromszog koriilirt korének egyenletét! Mutasd meg, hogy a két kor koncentrikus (ugyan-
c¢) Szamitsd ki a hdromszog hegyesszogeinek nagy- az a kozéppontjuk), és szamitsd ki a korok altal ha-
sagat és a haromszog teriiletét is! tdrolt korgyirt teriiletét!
I A koordinatatengelyek mely pontjaibol lathat6 de-
rékszogben az AB szakasz, ha A(—1; 0) és B(4; 3)?
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Donci megértette, hogy a szdmitogép képes megjeleniteni a Xk ylt 4k -6y g yA L3l -kl

kétismeretlenes egyenletek megolddshalmazat. Az interneten

/
|
|
|
|
|

kutatva szamos olyan programot talalt, amely megbizhatd, in- N _p=arcsinGeesy41fl | |

gyenesen is hozzaférhet6 és konnyen kezelhet6. = 3 sh =1

/
/

Az egyik ilyen program probalgatésakor kiillonboz6 egyenleteket

s 4

irt be, és kivancsian figyelte, mit rajzol a gép. o)

Aztan elhatarozta, hogy megprobalkozik egy egyszertibb alak- N~ e
zat megrajzoltatdsaval. Els6ként egy téglalapot akart rajzol- xSy 158 .

tatni, de nem tudta, milyen egyenleteket irjon be. Ezért ugy

dontott, eldszor inkabb megadja a téglalap csucsait, az egyenle-
tekkel majd csak utana foglalkozik.
Az els6 két csticsot igy valasztotta: A(0; 5) és B(3; 0). De hova tegye most a C csticsot, hogy tényleg téglalapot kapjon?

KIDOLGOZOTT FELADAT

1\ Az ABCD téglalap két csticsa A(0; 5) és B(3; 0). AB = (3;—5), BP = (5;3), ezért
a) Lehet-e a téglalap C csticsa a P(8; 3), illetve a AB-BP=3 5+ (-5)3=0.
Q(6,5; 2,5) pont? A P(8; 3) pont tehat lehet az ABCD téglalap C cstcsa.
b) Milyen kapcsolat van a C(x; y) pont két koordi- Megjegyzés
nataja kozott, ha az ABCD négyszog téglalap? Mivel az (5; 3) oldalvektor éppen a (3; —5) oldalvektor
Megoldds 90°-os elforgatottja, ezért ez a téglalap négyzet.
a) A téglalap AB és BC oldalanak mer6legesnek kell lennie. ﬁj =(3,5;2,5),
A korabbi leckékben lattuk, hogy ez pontosan akkor AB- B—Q): 3:3,54+(=5):25=-2+#0,
teljesiil, ha az AB és BC oldalvektorok skaldris szor- tehat a BQ szakasz nem meréleges az AB szakaszra.
zata nulla. A
yA A
= A(0; 5 .
A(0:5 \AB 3;-5) -

™~
wu
%
~
N
S
=

BQ(3,5

P
&t
Pz
o

\AB(3; -5 \ 7
\ BE(5;3) 7| P(8; 3 1 A
N\ d -
1 \ s P ol 1_“B3o x
o| 1 B(3;0 x

A Q pont ezért nem lehet az ABCD téglalap harmadik

csucsa.




b) AB = (3;-5), BC = (x— 3; y),

AB-BC =3 (x—3)+(=5)y=3x—5y—9.

Az ABCD négyszog akkor és csak akkor lehet tégla-
lap, ha ez a skaldris szorzat 0-val egyenld, vagyis ha

3x—5y—9=0 (és C #B).

Milyen alakzatot rajzol ki a szamitégép rajzoloprog-
ramja, ha beirjuk a 3x — 5y — 9 = 0 egyenletet?

Megoldds
A szamitoégép megjeleniti a téglalap C csticsaként valaszt-
haté Osszes pontot. Ezek a pontok a B ponton atmend,

FELADAT D

A 3x—5y—9 =0 egyenlet beirasaval a szami-
togép megrajzolja a téglalap BC oldalegyenesét.
Vilasszunk az egyenesen egy pontot, mégpedig a
C(13; 6)-ot.

a) Ellendrizd, hogy valéban rajta van-e a meg-
adott pont az egyenesen!

b)

c)

d)

Add meg az ABCD téglalap kozéppontjat!

Add meg a téglalap D csucsanak koordinatait!
Milyen egyenletet adjunk meg, ha meg akarjuk
rajzoltatni az AD oldalegyenest?

e) Milyen egyenletet adjunk meg, ha meg akarjuk
rajzoltatni a CD oldalegyenest?

f) Milyen egyenletet adjunk meg, ha meg akarjuk

rajzoltatni az AB oldalegyenest?

HAZI FELADAT

Meroéleges-e az AB ésaz H(), ha A(—5; 4), B(0; 0) és
a) K(3;13);
b) K(3; 14);
c) K(—1;9)?

N
Y

Melyik pont lehet az L(x; y), ha A(=5; 4), B(0; 0), és
az AB merdéleges

a) a ﬁ-ra;

b) az AL -ra?
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AB-re meréleges egyenesen vannak. Ennek az egyenesnek
minden B-t6l kiilonb6z6 pontja valaszthaté C csucsként,
tehdt a program egy olyan egyenest rajzol, amelyik atmegy
a B ponton, és merdleges az AB -ra. A szamitégép a B pon-
tot is megjeleniti, mert a B koordinatait behelyettesitve azt
kapja, hogy 33 — 5-0— 9 = 0, ami igaz kijelentés.

A 3x — 5y — 9 = 0 egyenlet tehat egy teljes egyenes egyen-
lete.

Megjegyzés
Figyeljiik meg, hogy a 3x — 5y — 9 = 0 egyenletben meg-
jelentaz AB = (3; —5) két koordinataja is!

A varos egyenes F6 utcajanak két pontja A(6; —1)
és B(9; 7), a szintén egyenes Mellék utca két pontja
pedig C(=5; —6) és D(—1; —7.,5).

a) Igazold, hogy a F6 utca és a Mellék utca merd-

legesek egymasra!

b) Add mega Mellék utca egyenesének egyenletét!
c)
d)
e)

Add meg a F6 utca egyenesének egyenletét!
Igaz-e, hogy a P(7; 2) pont a F6 utcan van?
Igaz-e, hogy a Q(3; —9) pont a Mellék utcan
van?

f) Igaz-e, hogy akét utcaa Q pontban metszi egy-
mast?

=] Foglalkozz az 5x+ 7y =13 egyenlethez tartozo

alakzattal!

a) Igazold, hogy a P(—3; 4) pont az alakzat egyik
pontja!

b) Hatarozd meg az alakzatnak azt a Q pontjat,
melynek els6 koordinataja 4.

c) Igazold, hogya PQ vektor meréleges az egyen-
let egyiitthatdival felirt (5; 7) vektorra!

d) Adj meg egy olyan téglalapot, melynek két
szomszédos csticsa P és Q. Ird fel a masik két

csucs koordinatait!

il



1.

n

Keressiik a P(2; 3) ponton atmend, n(3; 5) vektorra meréleges e egyenes egyenletét! yA X

Megoldds

A sik egy tetszbleges P(x; y) pontja pontosan akkor van az e egyenesen, ha azn =~ /

merbleges a P, P -ra, vagyis ha teljesiil, hogy n- P,P = 0.

BF

= (%)= (Z3)=(x-2Zy-3) gy
n PP =(35)(x—2y—3)=3(x—2)+5(y—3)=3x+5y—21.
A (2; 3) ponton dtmend és az n = (3; 5)-re merdleges egyenes egy egyenlete tehat: o)

3x + 5y — 21 = 0, atalakitva: 3x + 5y = 21.

Példdul: ha n(3; 5) és P,(2; 3), akkor az egyenes egyenlete 3x + 5y =3-2 +5-5=21. YA

egyenlet. A megfelel6 ponthalmaz pedig az y, illetve az x tengelyre merdleges egyenes. Y

Példdul: ha n = (0; 5) és Py(3; 2), akkor az egyenlet: 5y = 10, és ha n=(8; 0) és (8; 0)

Az egyenes egyenletében az x és az y egylitthatdja egyszerre nem lehet 0, mert kikotot-
tilk, hogy a normalvektor nem a nullvektor.
Ha az x vagy az y egyiitthatdja 0, de a masik egytitthaté nem 0, akkor ez egyismeretlenes

P,(3;2), akkor az egyenlet 8x = 24 alakban irhato.

FELADAT

N

Y

Ird fel hirom olyan egyenes egyenletét, amelyek
egyik normalvektora n(3; 7)! Milyen ennek a harom
egyenesnek a kolcsonos helyzete?

Adj meg harom pontot a koordinata-rendszerben!

a) Ird fel azoknak az egyeneseknek az egyenletét,
amelyeknek a normaélvektora az n(3; 7), és egy
pontjuk a harom adott pont valamelyike!

b) Hany egyenest kaptal?

c) Lehetséges-e, hogy valaki megoldotta az a) fel-
adatot, és csak 1 egyenest kapott?

n(Aj B),

P\V(xll yU)

=

Ry

Egy egyenesre merdleges vektort, ha az nem a nullvektor, az egyenes normdlvektordnak neveziink.

Ha az egyenes egyik normalvektora n(A; B) és egy adott pontja Py(x,; y,), akkor az egyenlete felirhaté Ax + By = Ax, + By,
alakban.

i

Ry

N
\ 4

Bence igazolni akarja, hogy a 6x — 7y = 3 egy

olyan egyenes egyenlete, amelynek az egyik normal-
vektora n(6; —7). Keres egy olyan pontot, amelynek
a koordindtai igazza teszik az adott egyenletet, az-
tan felirja az adott ponton atmend, n normalvekto-
ru egyenes egyenletét. Megkapja-e a 6x — 7y = 3
egyenletet? Oldd meg te is ezt a feladatot!
a) Vilaszd azt a K pontot az egyenesen, amelynek a
masodik koordinataja 0. Mi az elsé koordinataja?
b) Mia K-n dtmend, n(6; —7) normalvektoru egye-
nes egyenlete?

KOORDINATAGEOMETRIA



Haaz ax + by = c egyenletben g, b és ¢ adott valds szamok, de a és b koziil legalabb az egyik nem egyenld 0-val, akkor ez

egy egyenes egyenlete. Az egyenes egyik normalvektora az n(a; b). Az egyenesnek akarhany pontjat megkaphatjuk ugy,

hogy az x-nek vagy az y-nak egy konkrét értéket adunk, és a kapott egyismeretlenes egyenletet megoldjuk.

FELADAT

Add meg a kovetkez6 egyenletek 2-2 normalvektorat
és 3-3 pontjat!
a) x+y=1
b) —4x — 4y = 3;

c) —4x — 4y = —4;

d) V5x—v5y=+5.

HAZI FELADAT

Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek
egyik pontja az origo, és az egyik normalvektora az
a) n(6;5); b) n(6;1); c¢) n(6;0); d) n(6;—5)!
I [rd fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely 4t-
megy a P(2; 9) ponton, és az egyik normalvektora az
a) n(6;5); b) n(61); c) n(60); d) n(6;—5)!

Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyenes normalvektora
n(A; B), egy adott pontja P (x,; ¥,), akkor egyenlete felirha-
t6 Ax + By = Ax, + By, alakban!

I. Az egyenes egy tetsz6leges pontja legyen P(x; y). Ekkor a
PO—P) vektor igy irhat6: (x — x5 ¥ — ¥,). A ﬁ vektor mer6-
leges n vektorra, hisz P,P az egyenes két pontjat kéti dssze,
n pedig az egyenesre merdleges vektor. Ez akkor is igaz, ha
P egybeesik P, ponttal, hiszen akkor ﬁ nullvektor, ami
minden vektorra mer6leges. Ha két vektor merdéleges, ak-
kor skalarszorzatuk 0, ezért ﬁ -n = 0. A vektorok skaldr-
szorzatat a koordinatakkal felirva: (x — x,)A + (y - y,)B = 0.
A zardjelet felbontva ez atrendezheté a keresett alakra:
Ax + By = Ax, + By,.
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Melyik egyenes az ABC egyenl$ szarti harom-
sz0g szimmetriatengelye, ha az alap két végpontja
A(0; —3) és B(10; 9)?

Igaz-e, hogy a 2x + y = 6 egyenleti egyenes az ABC

haromszog egyik oldalfelezé6 merélegese, ha
A(—=3;2), B(7; —8) és C(5; 6)?

EMELT SZINT

II. Be kell még latnunk, hogy ha egy pontra teljesiil az
egyenlet, akkor rajta van az egyenesen. Tekintsiink egy
P(x; y) pontot, melyre Ax + By = Ax, + By,. Ezt atrendezve:
(x-x)A+(y-y)B=0.

Ez nem mas, mint az (x - x,; y - y,) vektor és (A; B) ska-
larszorzata. Két vektor skalarszorzata ugy lehet 0, ha egyi-
kiik nullvektor, vagy pedig merélegesek. Az (A; B) nem
nullvektor, hiszen normalvektora egy egyenesnek. Ha
(x = x5 ¥ - y,) nullvektor, akkor P egybeesik P -lal, ezért P
rajta van az egyenesen. Ha (x - x,;; ¥ - ¥,) nem nullvektor,
akkor P,P vektor meréleges n-re, azaz P rajta van az n-re

merdleges, P) ponton atmend egyenesen.

m



Iranyvektor, ket ponto

A meteorit az A(—5; —2) pontban van, és az éran-
kénti elmozduldsvektora az dllando v(4; 3) vektorral
adhat6 meg. Veszélyben van-e a B(5; 5,6) pontba ér-
kezd (irdllomés?

Megoldds

A meteorit palydja (legaldbbis rovid tdvon) egy, az A(—5; —2)
ponton athaladd olyan egyenes, amelyik parhuzamos a
v(4; 3) vektorral.

A B(5; 5,6) pontba érkezé trallomas veszélyben lehet,
ha a B pont rajta van a meteorit palydjan. A kérdés el-
dontéséhez irjuk fel a palya egyenletét!

Ha a v(4; 3) vektort elforgatjuk 90°-kal, akkor a palyaegye-
nes egy normalvektorat kapjuk, legyen ez az n(—3; 4).
Az el6z0 leckében leirtak szerint a palya egyenlete felir-
hat6 igy: —3x + 4y = (=3)(=5) + 4 (=2).

R Al

Egyszertibb alakban: —3x + 4y = 7.

Helyettesitsiik ebbe az egyenletbe a B pont koordinatait:
—3:5+4-56=7, azaz 7,4 = 7. Ez hamis kijelentés,
tehat a B pont nincs rajta a meteorit palyajan.

Az {rallomas nincs veszélyben a B pontban (legalabbis
a meteorit nem veszélyezteti).

YA

B(556)

-

i 4

Ha egy vektor egyallasu (parhuzamos) egy egyenessel, és ez nem a nullvektor, akkor ezt az egyenes irdnyvektordnak

nevezziik.

Egy irdnyvektorbdl konnyen megkaphatjuk az egyenes egy normaélvektorat: az iranyvektort el kell forgatnunk 90°-kal.

Példdul

ha egy egyenes egyik irdnyvektora a v(2; 9), akkor az egyenesnek normalvektora az n(—9; 2) és az m(9; —2) is.

FELADAT

Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek Add meg az egyenes egy iranyvektorat és egy nor-

23

m

a v(4; 3) iranyvektora, és az egyenes atmegy
a) a P(—1; 4) ponton; c) az R(3; —2) ponton!
b) a Q(0; 5) ponton;

Add meg a 3x + y = 12 egyenletli egyenes harom
iranyvektorat!

malvektorat, ha az egyenes atmegy a megadott két
ponton!

a) A(0; 4) és B(3; 0);

b) A(5; 2) és B(—1; —1);

c) A(3,8; 4,3) és B(2,5; —0,7).

KOORDINATAGEOMETRIA



Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely
atmegy az A(5; 2) és a B(—1; —1) pontokon!

Megoldds

A 3. feladat b) részében lattuk, hogy az egyenes egy irany-
vektorat megadja az A—B)(— 6; —3). Ennek egyik 90°-os el-
forgatottja az n(3; —0).

Az egyenes tehat atmegy (példaul) az A(5; 2) ponton, és
az n(3; —6) egy normalvektora. Az egyenes egyenlete:
3x —6y=3-5—6-2. Ez felirhaté a 3x— 6y = 3 vagy
egyszer(sités utan az x — 2y = 1 alakban is.

FELADAT

Add meg a két ponton dtmend egyenes egyenletét, ha
a két pont
a) A(3; 5) és B(0; 0);

HAZ| FELADAT

Rajzold be egy koordinata-rendszerbe az ABC ha-
romszoget, és ird fel a leghosszabb oldal egyenesének
az egyenletét!

a) A(0;0), B(5—1), C(7; 3);

b) A(=10;-3), B(5;7), C(9; 1).

RAADAS

Az egyenes tobbféleképpen is megadhatd, mi magunk is
héarom kiilonboz6 esetet vizsgéltunk (egy ponttal és egy
normélvektorral, egy ponttal és egy iranyvektorral, illetve
két pontjaval adtunk meg egyenest). A megadashoz kap-
csolododan kiilonbozé ,képleteket” készithetiink, amelyek
lehet6vé teszik, hogy a kiindul6 adatok felhasznalasaval
azonnal felirhassuk az egyenes egy egyenletét. Ezek hasz-
nalata természetesen nem kotelezd, csupan arra szolgal-
nak, hogy adott esetben felgyorsitsdk a feladatmegoldas
folyamatat.
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Megjegyzés

Ha az n(3; —6) helyett a vele parhuzamos (1; —2) vektort
valasztottuk volna az egyenes normalvektoranak, akkor az
azzal az el6nnyel jart volna, hogy egyrészt kisebb abszo-
lat értékd szdmokkal kellett volna dolgoznunk, masrészt
azonnal az egyszer(sitett x — 2y = 1 alakban kaptuk volna
meg az egyenes egyenletét.

b) A(—2; 1) és B(2; —3);
c) A(0; —4) és B(—3; 0);
d) A(11; 15) és B(—8; —4)!

Foglalkozz tovabb az 1. b) hazi feladatban meg-

adott haromszoggel!

a) Igazold, hogy a BC egyenes egyik normalvekto-
raaz AB !

b) Ird fel az AB és a BC egyenes egyenletét!

Egy ,gyorsitd” képlet az is, amely az egyenes egy pontja és
egy iranyvektora segitségével adja meg az egyenes egyen-
letét: az A(x,; y,) ponton dtmend, v(v;;v,) irdnyvektoru
egyenes egyenlete: v,x — v,y = v,x,— v, J,-

Példaul
az A(3; 2) ponton atmend, v(7; 4) irdnyvektoru egyenes
egyenlete: 4x — 7y = 4-3—7-2,azaz 4x — 7y = —2.

Vit



Korabbi tanulmanyainkban a koordinata-rendszerben ab-
rézolt egyenesekkel akkor foglalkoztunk, amikor az elsé-
fokau fiiggvényeket dbrazoltuk. (Most ennél altalanosabban
vizsgaltuk az egyeneseket, hiszen az y tengellyel parhuza-
mos egyenesekre nem igaz, hogy azok valamely fiiggvény
grafikonjai.)

AzR = R, x » mx + b (m F+ 0) elséfoka fiiggvény gra-
fikonjanak egyenletét altalanosan y = mx + b alakban ir-

KIDOLGOZOTT FELADAT
Mennyi a 3x — 2y = —6 egyenes meredeksége?

Megoldds

Az egyenes egyenletét rendezve megkapjuk: y = %x + 3.
Az egyenes meredeksége tehat %

Mekkora szoget alkot a koordinatatengelyekkel a
3x — 2y = —6 egyenletli egyenes?

Megoldds
A kérdésre legegyszertibben a meredekség segitségével va-

laszolhatunk. Az egyenes egyenletének y = %x + 3 alak-

jabol latjuk, hogy a meredeksége %, és az y tengelyt a 3-nal

metszi.

tuk fel. Itt az m-et az egyenes meredekségének neveztiik. Ezt

az elnevezést ezutdn is megtartjuk.

Mit mutat egy egyenes meredeksége? Azt, hogy ha az
egyenes valamelyik pontjabol I egységet megyiink az els6
tengellyel parhuzamosan pozitiv iranyba, akkor mennyit
kell menniink a masodik tengellyel parhuzamosan, hogy
Ujra az egyenes egy pontjahoz jussunk.

Az abra PQR derékszogli haromszogének PQ befogdja 1
hossztsagu, QR befogoja pedig éppen a meredekség.

Az egyenes az x tengellyel @ szoget zar be, ami a PQR ha-
romszog P-nél fekvd hegyesszogével egyenlé.

A derékszogli harom-

szogben felirva e szog 74
tangensét:
8 ; R
t a = A 3
8477 >
o - o (e
amibdl ¢ = 56,3°. P10

Az egyenes y tengellyel

bezart szoge az @ potszo-

ge: 1
90° — @ ~ 33,7°. /og

Ha egy egyenes metszi az x tengelyt, akkor az egyenes iranyszégének nevezziik azt a 0° és 180° kozotti forgasszoget,

amellyel a metszéspont koriil az x tengelyt elforgatva a képe az egyenes.

- Ha egy egyenes parhuzamos az x tengellyel, vagy egybeesik vele, akkor iranyszoge 0°.

- Haegy egyenes egyenlete felirhaté y = mx + b alakban is, akkor az egyenes m meredeksége az egyenes « iranyszogé-

nek a tangensével egyenld: m = tg .

- Az m = tg a Osszefiiggés miatt az m szamot az egyenes iranytangensének, olykor irdnytényezdjének is nevezik.



Megjegyzések

- A pozitiv meredekségli egyenesek iranyszoge hegyesszog, a negativ meredekségii egyenesek iranyszoge tompaszog,

a nulla meredekségli egyenes iranyszoge 0°, az egyenes tehat parhuzamos az x tengellyel.

- Az ytengellyel parhuzamos egyenesek iranyszoge a derékszog, de ezeknek az egyeneseknek nincs meredekségiik, mert

nincs y = mx + b alaku egyenletiik.

FELADAT

Toltsd ki a tablazat iires helyeit! A fiizetedben dolgozz!

N
Y

w
Y

'S
Y

o
Y

Az adott egyenlet 3x—5y=38 dx=y+2 x+3y+12=0
Az egyenlet felirva y = mx + b alakban

A meredekség, azaz irdnytangens

Az egyenes irdnyszoge

Az egyenes és az y tengely metszéspontja

Egy egyenes egyenlete y = %x + 1. Add meg egy normalvektorat!
Egy egyenes iranytangense — % Add meg egy normalvektorat!

Az e egyenes atmegy az origon, és merdleges az y = — 2x+8 egyenesre.

6
a) Mennyi az e irdnytangense és iranyszoge? b) Ird fel az e egyenletét!

Egy fegyenes atmegy az E(6; 0) ponton, és az irdnytangense %
a) Add meg az f egyenes egy normalvektorat! c) Milyen tavol van az f egyenes az origotol?
b) Ird fel az f egyenes egyenletét!

HAZI FELADAT

Add meg a kovetkezd egyenletekkel megadott egye- Az e egyenes egyenlete 6x + y = 2. Az fés a gegyenes
nesek iranytangensét! atmegy a P(0; 4) ponton, az f parhuzamos e-vel, a g
a) x+2y=0; ¢) 5x—6y=9; e) x+3y=1% pedig merdleges az e-re. Ird fel az f és a g egyenletét!

b) 3x+6y=5 d) 5x—2y=1; f) 4x—2y=7.
A k egyenes atmegy a K(8; 0) ponton, és az irany-
tangense 0,75. Mekkora tavolsagra van k az orig6tol?

EMELT SZINT

Bizonyitsuk be, hogy minden els6foku fiiggvény grafikonja egyenes!

Megoldds:
Els6foku fiiggvénynek nevezziik azt a fiiggvényt, melynek értelmezési tartomanya a valos szamok halmaza, és hozzarende-

lési szabalya x — mx + b alaku, ahol m # 0.

Az x — mx + b fiiggvény grafikonjanak egyenlete: y = mx + b, amelyet atrendezve az mx — y =—b egyenlethez jutunk. Ez

pedig egy egyenes egyenlete, mégpedig egy (m; —1) normalvektoru, P(0; b) ponton dtmend egyenesé.

80. lecke | MEREDEKSEG. IRANYTANGENS

m



KIDOLGOZOTT FELADAT

Adott két egyenes. Az e egyenes egyenlete

5x + 4y = 7, az f egyenesé pedig 4x — y = 14.

Van-e az A(—1; 3), B(3; —2) és C(4; 2) pontok kozott
olyan, amelyik mindkét egyenesen rajta van?

Megoldds

Az A pont koordinatdit az egyenesek egyenletébe be-
helyettesitve rendre a kovetkezé kijelentéseket kapjuk:
—54+12=7, —4—3=14. Az els6 Kkijelentés igaz, a
masodik hamis. Ez azt jelenti, hogy az A pont csak az
e egyenesen van rajta, az f-en nincs.

A B pont koordinatait behelyettesitve: 15— 8 =7,
12 + 2 = 14. Mindkét kijelentés igaz, tehat a B pont mind-
két egyenesnek pontja.

20+8=17,
16 — 2 = 14. A masodik kijelentés igaz, az elsé hamis, te-

A C pont koordinatdit behelyettesitve:

hat a C pont csak az f egyenesen van rajta, az e-n nincs.
Mivel két killonboz6 egyenesrdl van szo, ezért a két egye-
nes metszi egymast, a metszéspontjuk a B(3; —2) pont.

Adjuk meg az e és az f egyenes koz6s pontjat, ha az e

egyenlete 3x + y = —1, az f egyenes egyenlete pedig
2x — 3y =—19!

Megoldds

Olyan szampart keresiink, amely mindkét egyenletnek

megoldasa, tehat megoldasa a két egyenes egyenletébdl al-

kotott kétismeretlenes egyenletrendszernek is.
x+y=-1

2x— 3y = —19}'

A tanult megoldasi moédszerek koziil valaszthatjuk a behe-

Az egyenletrendszer a kovetkezo:

lyettesité médszert is.

Az els6 egyenletbdl y = —3x — 1, ezt a masodik egyenlet-
be behelyettesitve a 2x — 3(—3x — 1) =—19 egyismeret-
lenes egyenletet kapjuk.

11x =—22. Ebbdl
y =—3x — 1 egyenletbe behelyettesitve y = 5-t kapunk.

Rendezve: x=-—2, amit az
Tehat egyetlen (rendezett) szampar van, amely mindkét
egyenletnek megoldasa: a (—2; 5) szampar.

Ezazt jelenti, hogy a két egyenes metszi egymasta P(—2; 5)
pontban.

Ha ismerjiik két ponthalmaz egyenletét, akkor a két egyenletbdl all6 kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasai éppen

a két ponthalmaz kozos pontjait adjék meg.

Példaul
Sx+3y=4
az
I5x+9y =7
lel6 két egyenesnek nincs k6z6s pontja;
x—y=1
X+ y=25

— az

} egyenletrendszer megoldashalmaza az tires halmaz, ami azt mutatja, hogy az egyenleteknek megfe-

} egyenletrendszer megoldashalmaza az M = {(4; 3); (—3; —4)}, ami azt mutatja, hogy az egyenletek-

kel megadott egyenesnek és kornek két kozos pontja van: A(4; 3) és B(—3; —4).



FELADAT

Van-e a kovetkezd két egyenesnek kozos pontja? Ha Add meg az egyenes és a kor kozos pontjait!
van, melyik pont az? a) x—2y=-5 é x'+y =10;
a) 3x—7y=—7 és 6x— 7y=-—28; b) x+y=0 é (x+2)P+(y+3y=17.

b) 3x —y=16 és 2x+ 5y =>5;
c) 6x— 10y =3 és —3x+5y=2
d) x—y=4 é 5x — 5y = 20.

HAZI FELADAT

Melyik pontban metszi a 4x — 5y = 13 egyenletl m Az e egyenes egyenlete v6x—+v2y=2, az

egyenes a kovetkez6 egyeneseket? fegyenes egyenlete v6x+ v2y =1, a g egyenes
a) x+2y=0;, b)x+3y=2; c)x+4y=4 egyenlete Véx— «/Ey: V2,ah egyenes egyen-
lete v/3x—y=+2. Milyen ezeknek az egyene-
“J3  Hany kozos pontja van az origd kézépponty, 10 egy- seknek a kolcsonos helyzete?
ség sugart kornek és a 4x — 3y = —48 egyenletli
egyenesnek?

RAADAS

A koz6s pontok meghatarozasara megismert modszer (egyenletrendszer megoldasa) teljessé teszi az eszkoztarunkat: egyen-
letekkel tudunk kort, illetve egyenest ,,rajzolni’, és van algebrai modszeriink a ,,rajzolt” egyszer(i alakzatok kozos pontjainak
meghatarozasara is.

Tavolsagot és szogeket a koordinata-rendszer segitségével megadott algebrai adatokbol mér kordbban megtanultunk kisza-
mitani, ezért mondhatjuk, hogy a sikgeometria minden eddig megismert feladatat, amely csak korzd és vonalzd hasznalatat
igényli, meg tudjuk oldani csupan algebrai eszkozok hasznalataval.

A geometria tehdt ,,mutvelhetS” ugy is, hogy egyetlen pontot sem rajzolunk, egyetlen vonalat sem hizunk meg, csupan szam-
parokkal, egyenletekkel, egyenletrendszerekkel dolgozunk.

A geometrianak ezt a fajta targyalasat koordindtageometridnak vagy analitikus geometridnak nevezik. A koordinatageometria
megteremtéjének René Descartes (ejtsd: roné dékart) XVIL. szazadi francia matematikust tartjak (egyes nyelveken még az elne-
vezése is a Descartes latin valtozatabol ered6 ,,Cartesian” geometria).

Descartes 1637-ben jelentette meg Ertekezés a mddszerrdl cimi filozofiai munkéjat, melynek

legfontosabb elemei a kovetkezdk:

- elGitéletektd] mentesen csak a tisztan, vildgosan felfoghaté dolgokat kell igaznak elfogadni;

- aproblémdkat a lehetd legtobb részre kell szétbontani;

- az egyszertlibb targytol fokozatosan kell a bonyolultabb felé haladni;

— torekedni kell a probléma teljes kort targyalasdra.

Mive fiiggelékében Descartes harom gyakorlati példan mutatja be filozéfidjat, ezek egyike,

a La Géométrie sz0l a geometria Ujszer(, algebrai alapokon torténé targyalasardl.

Habdr a mi eredeti formdjaban hiivos fogadtatasra talalt, a késébbi kiegészitésekkel és kom-

mentarokkal elldtva utat nyitott a matematikai analizis felé, amely ma a fizika és a mérnoki

tudomanyok alapja.
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A geometriai szerkesztési feladatok megoldasdban igen nagy szerepe van a merdleges egyenes

és a parhuzamos egyenes szerkesztésének. A sikgeometriai szerkesztések soran gyakran ezeket

a lépéseket alkalmazzuk:

- az egyenesre egy adott pontjaban merdlegest allitunk;

- azegyenesre egy rajta kiviili pontbdl mer6legest allitunk;
- szakaszfelez6 merdlegest szerkesztiink;

- az egyenessel parhuzamos egyenest szerkesztlink egy rajta kiviili ponton keresztiil.

Mindezeket a feladatokat a megismert koordindtageometriai eszkoztarunk segitségével is meg tudjuk oldani.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Az e egyenes egyenlete: 3x + 4y = 16.
a) Az e egyenes egy tetsz6leges pontjaban allitsunk
merélegest az e-re!
b) A P(3; 5) ponton keresztiil allitsunk mer6legest
az e-re!
c) A P(3; 5) ponton keresztiil hizzunk parhuzamost b)
az e-vel!

Megoldds

a) Vegyiik fel az A(0; 4) pontot az e egyenesen! Az A-n
atmend merdleges egyenes neve legyen f! Az e egyenes
n,(3; 4) normalvektora meréleges az e-re, ezért parhu-
zamos az f egyenessel, tehat az f egyenes irdanyvektora:

v, =n,(3; 4).
YA
el3x+4y=1[6
/
/
YA
A0 4)
\_1(4;]-3)
\\
N
1
> C
(0] x )
flaxt3y=T12

Ha ezt a vektort elforgatjuk 90°-kal, akkor megkapjuk
az f egyenes egy normalvektorat: n(4; —3).

Az A(0; 4) ponton atmend, nf(4; —3) normalvekto-
ru f egyenes egyenlete: 4x — 3y =4-0—3-4, azaz
4x — 3y =—12.

Ezzel tehat ,,megszerkesztettiink” egy e egyenesre me-
réleges egyenest.

A P ponton atmend, e-re mer6leges g egyenes parhuza-
mos az a)-beli f egyenessel. Emiatt az f egyenes mind-
egyik normalvektora egyben a g egyenesnek is normal-
vektora. n,=n,= (4; =3).

A g egyenes egyenlete: 4x — 3y =4-3— 35, azaz
4x — 3y =-3.

yA
h: Bx + 4y|= 209
(375)
e:3x +4y=16 A
/N
1
gdx - 3y=-B _
ol 1 x

A P ponton atmend, e-vel parhuzamos h egyenes nor-
malvektorai megegyeznek az e egyenes normalvekto-
raival: n, = n, = (3; 4). A h egyenes egyenlete tehat:
3x+4y=3-34+4-5,azaz 3x+ 4y = 29.



Adott az A(—4; 1) és a B(2; 5) pont. Adjuk meg az AB szakasz felezdmerdlegesének egyen- yA
letét!
B(2; 5
Megoldds R
Az m felez6mer6leges egyik pontja az AB szakasz F felezépontja, egyik normadlvektora pedig n,
lehet az FB (vagy FA ,vagy az AB is). i
Mivel F(=4E2; LES) = p(-133), ¢ n, = FE= (25~ (-133)= (32), esért azm  alwn) [\
5 >
egyenes egyenlete: 3x 4+ 2y = 3-(—1)+ 23, azaz 3x + 2y = 3. *

FELADAT

Az ABCD paralelogramma két szomszédos csucsa A(—2; —1) és B(6; 1), a kozéppontja pedig K(1,5; 2).

Egy haromszog cstcsai A(7; 6), B(—2; 3) és C(6; —1).

a) Készits rajzot!

b) Igazold, hogy a C cstics mindkét koordinatdja 5!

c) Igazold, hogy a BC egyenes merdleges az AB egyenesre, vagyis ez a paralelogramma téglalap!

d) Ird fel az oldalegyenesek egyenletét! Ahhoz, hogy az egyenesek egyenletét felirhasd, add meg mindegyik

oldalegyenes egy pontjat és egy normalvektorat! Oldd meg a feladatot a tablazat segitségével! A fiizetedben

dolgozz!

AB egyenes
Egy ismert pont
Egy iranyvektor
Egy normalvektor
Az egyenes egyenlete
Az egyenlet legegyszertibb alakja

AC egyenes

BC egyenes CD egyenes

a) Ird fel az A csticsbdl a BC oldalra bocsétott meréleges, azaz az A-hoz tartozé magassag egyenesének egyenletét!

b) Szamold ki ennek a magassagnak a talppontjat: a BC oldalegyenessel valé metszéspontjat!

HAZ| FELADAT

A k egyenes egyenlete 5x + y = 12. Ird fel annak az

N
4

egyenesnek az egyenletét, amely atmegy az A(2; 7)
ponton, és

a) parhuzamos a k-val; b) mer6leges a k-ra!

Az A pont az y tengely 6 jelzésti pontjaban, a B pont
pedig az x tengely 4 jelzésti pontjaban van. Hol met-
szi az AB szakasz felez6mer6legese
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Y

a) az x tengelyt; b) az y tengelyt?

Egy paralelogramma két oldalegyenesének egyen-
lete: x + 4y = 0 és 3x — 2y = 0. A paralelogramma
egyik cstcsa a P(8; 5) pont.

a) Ird fel a P-n 4tmené oldalegyenesek egyenletét!
b) Mely pontok a paralelogramma csticsai?

c) Mekkordk a paralelogramma szogei?

m



Az e egyenes egyenlete —3x + 5y = 12. Az f egyenes n, = (12;-20)=-4-(—3;5)=—4-n,, tehdt a g egyenes

egyenlete 10x+ 6y =7, a g egyenes egyenlete pedig normalvektora egyallasi az e normalvektoraval. Emiatt a
12x — 20y = 13. Mutassuk meg, hogy az f egyenes merdle- rajuk merdleges egyenesek is egyallasuak, azaz parhuza-
mosak.

Ezzel mindkét allitdst belattuk.

ges az e egyenesre, a g egyenes pedig parhuzamos az e-vel!

Megoldds

Az egyenesek egyenletébdl rendre a kovetkezé normalvek-
torokat olvashatjuk ki: n (=3; 5), n(10; 6) és n (12; —20).
nn;=-3-10+5-6 = 0, tehdt a két normalvektor me-

Megjegyzés

Az e és g parhuzamossaganak igazoldsahoz felhasznélhat-
tuk volna azt is, hogy az f egyenes nemcsak az e-re merdle-
ges, hanem a g-re is [hiszen:

réleges egymasra. Emiatt a rajuk mer6leges két egyenes is
n,n, =12-10+(=20) 6 = 120 — 120 = 0].

meréleges egymasra, tehat valoban igaz, hogy f L e.

- Két egyenes pontosan akkor meréleges egymadsra, ha a normélvektoraik skalaris szorzata 0.

Példaul a 8x 4 3y = 7 egyenes merdleges az 1,5x — 4y = 3 egyenesre, mert (8; 3)-(1,5; —4) =12 - 12 = 0.
- Két egyenes pontosan akkor parhuzamos egymassal, ha a normalvektoraik egyallastak.

Példaul a 8x + 3y = 7 egyenes parhuzamos a 12x + 4,5y = 0 egyenessel, mert (12; 4,5) = 1,5+(8; 3).

FELADAT

Az e egyenes egyenlete —4x + 20y = 12. Valaszd ki
az alabbi egyenletek koziil azokat, amelyekhez tarto-

a) merdleges legyen az e-re;
b) parhuzamos legyen az e-vel!

z6 egyenesek

a) parhuzamosak az e-vel; b) merdlegesek aze-re!  [MCENM Add meg a P(5; 2) ponton dtmené egyenest, amely
a) parhuzamos az y = —3 egyenleti egyenessel;

Xty =2 —40x + 8y = 20; b) merdleges az x = 7 egyenletli egyenesre!

2x — 10y = —6; —40x — 8y = 20.

10x + 2y = =5; A Megadunk négy egyenest az egyenletével:

5 — 2y =13; 3x — 5y = 23;

P Hany egyenest hatiroz meg az 1. feladatban meg- 2,5¢+ 1,5y =—3,5; —x—2,5y=09.
adott 6 egyenlet? a) Mutasd meg, hogy a négy egyenes egy ponton
megy at!
ER Az ¢ egyenes egyenlete 6x — 15y = 2. Hatarozd meg a b) Vannak-e mer6legesek a megadott egyenesek

m

p szamot ugy, hogy a 9x + py = 5 egyenletii egyenes

kozott? Ha igen, akkor melyek azok?

KOORDINATAGEOMETRIA



HAZ| FELADAT

A kovetkez egyenletekkel egyeneseket adunk meg:
e2x+5y=—1; f4x—3y=12; g6x+8y=>5;
e —06 X _ ) _ 4.
h: x — 0,4y =0,6; i: 31 1;
a) Hany egyenest adtunk meg?

J:0,8x=1—2y.

b) Vilaszd ki koziiliik a merdleges egyeneseket!
c) Valaszd ki koziiliik a parhuzamos egyeneseket!

Y

Donci megrajzolta az ABCD négyszoget egy koordi-
nata-rendszerben, ahol A(—4; —2), B(4; 2), C(8; 10)
és D(0; 6). Szerinte ez a négyszog rombusz. Vizsgald
meg, hogy

a) parhuzamosak-e a négyszog szemkozti oldalai;
b) merdlegesek-e az atloi!

RAADAS

Az egyenletek ismeretében konnyen eldonthetjiik, hogy
két egyenes parhuzamos vagy mer6leges-e.

- Ha egy e egyenes parhuzamos az ax + by = ¢ (a, b,
¢ valés szamok, illetve a és b egyszerre nem egyen-
16 0-val) egyenletli f egyenessel, akkor az e egyenlete
telirhat6 ax + by = d (d € R, d # c¢) alakban. Miért?
Mert az ny(a; b) nemcsak az f-nek, hanem az e-nek
is normalvektora. A d # ¢ kikotésre pedig azért van
sziikség, hogy a két egyenes ne ugyanaz legyen.
Példdul
az 5x— 7y =9 egyenes biztosan parhuzamos az
5x — 7y = —32 egyenessel.

- Ha egy e egyenes mer6leges az ax + by = ¢ (a, b, ¢ va-
16s szamok, illetve a és b egyszerre nem egyenld 0-val)
egyenletl f egyenesre, akkor az e egyenlete felirhato
bx — ay = d (d € R) alakban. Miért? Mert az e nor-
malvektordnak vélaszthatjuk az n.(a; b) egyik 90°-os
elforgatottjat, a (b; —a)-t.

Példdul
az 5x+7y=9
7x — 5y = —32 egyenesre.

egyenes biztosan meréleges a
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]9 A GeoGebra programnak az 4bran lathaté egyen-

letekkel adtuk meg egy négyszog oldalait. Milyen
négyszoget rajzolt a program?

A fenti Osszefiggéseket nemcsak a parhuzamossdg és
a merdlegesség felismerésére hasznalhatjuk, de igazan
egyszeri modszert adnak arra is, hogy egy adott egyenessel
parhuzamos, illetve ra meréleges egyenes egyenletét felir-
juk.

Példdul

ha az a feladat, hogy adjuk meg a P(5; 4) ponton at-
mend, 9x+ 7y = 33 egyenessel parhuzamos, illetve
rd meréleges egyenes egyenletét, akkor igen egysze-
rii feladatunk van. A parhuzamos egyenes egyenlete:
Ix+7y=9-5+7-4, 9x+ 7y =73.
leges egyenes egyenlete: 7x—9y=7-5—9-4, azaz
7x — 9y =—1.

azaz A mer6-

m



9. és 10. osztalyban sokat foglalkoztunk haromszogek nevezetes egyeneseivel: oldalfelezé merdlegesekkel, szogfelezkkel,

magassagvonalakkal, kozépvonalakkal, silyvonalakkal. Ismerjiik a haromszog koré és a bele irhat6 kort is. Tudjuk, hogyan

szerkeszthetjiik meg ezeket a nevezetes vonalakat korzével és vonalzdval, és ismerjiik a tulajdonsagaikat is.

A kovetkezoékben koordinatakkal, egyenletekkel, szimoldssal, vagyis a megismert koordinatageometriai eszkozokkel koze-

lediink ezekhez a problémdkhoz.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Az ABC haromszog cstcsai: A(—3; 5), B(0; —4), C(5; 1).

a) Irjuk fel az AB oldal felezémerdlegesének egyenletét!

b) Irjuk fel az AB oldalhoz tartozé magassagvonal egyen-
letét!

c) Irjuk fel az AB oldalhoz tartozé stlyvonal egyenletét!

Megoldds

a) Az AB oldal felez6pontja: F(—1,5; 0,5), a felez6merdle-
ges egy normalvektora a Eq)(—.’;; 9). Az f. felez6mero-
leges egyenlete:
—3x+ 9y = 9,azaz —x + 3y = 3.

A yA
\
, —
DIED VNS
X 7%
— o1 x
X
\
B

b) Az AB-re merSleges m_ magassigvonal parhuzamos
az f-vel, és dtmegy a haromszog C csucsan, tehat az
egyenlete: —x + 3y =—1-54 31, vagy masképpen:
—x+ 3y =-2.

c) Az AB oldalhoz tartoz6 s_ sulyvonal a C csticson és az
F ponton megy at. A stlyvonal egy irdnyvektora az
ﬁ(6,5; 0,5), helyette célszerti a kétszeresét venniink:

(13; 1). Ennek 90°-os elforgatottja a stlyvonal normal-
vektora: (1; —13).

A yA

—
. |FC6.,5;0,5)

¢
o X
\
B

A sulyvonal egyenletét a C csuccsal felirva:
x—13y = 5—13,azaz x — 13y = —8.



Folytasd a példat!

a) Melyik pont az ABC haromszog stlypontja?

b) Add megaz A cstcson atmendé magassagvonal
egyenletét!

c) Keresd meg az A-bdl és a C-bél indulé magas-
sagvonal metszéspontjat!

d) Ellendrizd, hogy a c) feladatban kapott M met-
széspont rajta van-e a B-b6l indulé magassagvo-
nalon! (Ehhez elég belatnod, hogy a BM merdle-
ges az AC vektorra.)

e) Ird fel az AB és az AC szakasz felez6merélege-
sének egyenletét, és keresd meg e két egyenes K
metszéspontjat!

f) Milyen tulajdonsagai vannak az e) feladatban
kapott pontnak?

HAZI FELADAT

Az érai feladat megoldasa soran megkerested az ABC

N
Y

haromszog sulypontjat (S), magassagpontjat (M) és a
koré irhatd kor kozéppontjat (K).
a) Mik az MS koordinatai, és mik az SK koordi-

natai?

b) Milyen kapcsolat van az MS ésaz SK kézott?
c) Ird fel az MK egyenes egyenletét! Ellendrizd be-

helyettesitéssel, hogy rajta van az S pont!

Egy hdromszog csticsai:
A(—4 —5), B(11; 0), C(—4; 9).

RAADAS

Minden haromszogre igaz: a koriilirt kor O kozéppontja, az M magassdagpont és az S sulypont
egy egyenesre esik. Ezt az egyenest a haromszog Euler-egyenesének nevezziik. A stlypont
a masik két pont kozott helyezkedik el, kétszer akkora tavolsagra M-t6l, mint O-tdl.
[Leonhard Euler (1707-1783) svajci sziiletésti tudos volt. Nevét igy ejtjiik: ajler.]

Az 1. és a 2. hazi feladatban egy konkrét haromszog esetében igazolhatjuk ezt az 6sz-

szefliggést.
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g) Ird fel az ABC haromszdg koré irhaté koér
egyenletét!

Egy haromszog A cstcsan atmené magassagvona-

lanak egyenlete x + y = 5. Az A csticson atmend

stlyvonal egyenlete 9x + 5y = 21. A B cstcs koor-

dinatai B(—2; —2). Hatdrozd meg a haromszog csu-

csait az alabbi lépések segitségével (elGszor készits

vazlatot)!

a) Add meg az A cstcs koordinatait!

b) Ird fel a hdromszég BC oldalénak egyenletét!

c) Add meg a BC oldal F felezépontjanak koordi-
natdit!

d) Add meg a C cstics koordinatait!

a) Rajzold be egy koordinata-rendszerbe az ABC
haromszoget!

b) Melyik pont az ABC haromszog stlypontja?

¢) Melyikpontaz ABCharomszog magassagpontja?

d) Melyik pont az ABC haromszog koré irhat6 kor
kozéppontja?

e) Ird fel az ABC hiromszog koré irhaté kor
egyenletét!

f) Igaz-e, hogy a haromszog harom nevezetes
pontja (magassagpont, stlypont és a koré irha-
t6 kor kozéppontja) egy egyenesre illeszkedik?

L7k



Adottaz (x — 1)+ (y — 5)* = 13 egyenleti kor.
Mutassuk meg, hogy a P(—2; 3) pont rajta van a korén!
[rjuk fel a P pontban htizhaté érintd egyenletét!

Megoldds
a) A P koordinatait behelyettesitve kapjuk:

(—2—-17+4(3—-5)*=13, (=3¢ + (—2)* =13, vagyis 13 = 13. Ez igaz, tehat a P [ cL:s)

valéban rajta van a korén.

b) Azérinté egyenletének felirasahoz felhasznaljuk azt, hogy az érintési pontba vezetd e L
p P i n o1 . Ci1 . P23
sugar merdleges az érintére. Tehat a kor C(1; 5) kozéppontjabél a P pontba mutatd ..
CP (=3; —2) vektor éppen az érintd egyik normalvektora. Egyszer(ibb egyenletet 1 R
kapunk, ha a cP helyett az ellentettjét, a (3; 2) vektort vélasztjuk normalvektor- o x
nak. Ezzel az érint6 egyenlete: 3x + 2y = 3-(—2)+ 23, vagyis 3x + 2y = 0. -230

FELADAT

frd fel az (x + 6) + (y + 4)* = 20 egyenletii korhoz

a kor (—8; 0) pontjaban hizhato érinté egyenletét!

Y

Egy x-y koordinata-rendszerben az FGH haromszog

beirt kérének egyenlete:

X +y?—6x—10y+9=0.

A haromszog oldalai ezt a kort a P(3; 0), a Q(6; 9),

illetve az R(—2; 5) pontokban érintik.

a) Hatarozd meg a kor kozéppontjat és sugarat!

b) Rajzold meg a kort, jel6ld meg az érintési ponto-
kat, vazold fel a haromszoget!

c) Ird fel a haromszog oldalegyeneseinek egyenletét!

d) Szamitsd ki a csticspontok koordinatait!

e) Mekkorak a hdromszog oldalai?

f) Mekkorak a haromszog szogei?

HAZI FELADAT

Ird fel annak a kornek az egyenletét, amelynek a kdzéppontja a K(2; —3) pont, és amely érinti

%

a) azx tengelyt; b) az y tengelyt!

Y

g) Ird fel két szogfelezd egyenletét! (A beirt kor
kozéppontja illeszkedik a szogfelezdre!)

Az trbeli koordinata-rendszeriink N(6; —2) pont-

jaban talalhaté csillag koriil egy bolygé kering a

koordinata-rendszer sikjaban, egy kor alakinak

tekinthet6 palyan, a csillagtdl 2,5 egység tavolsag-
ban.

a) Ird fel a kérpalya egyenletét!

b) Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét,
amely mentén a bolygd akkor mozogna, ha a
palya P(4; —0,5) pontjaban hirtelen megsztin-
ne a bolygot korpalyan tarté graviticids erd
(ekkor a P-ben a korhoz huzhaté érintén ha-
ladna tovabb a bolygo)!

KOORDINATAGEOMETRIA



Az X' + ¥ + 4x + 8y — 5 = 0 egyenleti kér az x m Az ABCD négyzet minden oldala érinti az

tengelyt a P(—5; 0) és a Q(1; 0) pontban metszi. © 4 yz —8x— 14y +40=0
a) Melyik pont ennek a kornek a kozéppontja? egyenletii kort. Az AB oldal érintési pontja a
b) Ird fel a kor P-beli és Q-beli érintéjének az egyen- P(1; 11) pont.

letét! a) Keresd meg a masik hdrom érintési pontot!
c) Hol metszi egymést ez a két érint6? b) Ird fel a négyzet oldalegyeneseinek egyenletét!
d) Mekkora a két érint6 szoge?

EMELT SZINT

Hogyan irhatjuk fel egy korhoz egy kiilsé pontbdl huzott érintdinek egyenletét?
Irjuk fel a P(5; 1) pontbél az x> + y* = 13 egyenlet(i korhoz hiizhaté érintSk egyenletét, és mutassuk meg, hogy ezek merd-
legesek egymasral!

Az érintési pontban huzott sugar merdleges az érintSre. Ezért az érintési yA

pontok rajta vannak a PO szakasz Thalész-korén. Ennek a Thalész-kérnek

a segitségével lehet sikgeometriai iton megszerkeszteni az érintési pontokat, TINM | (-29)1 (- 05)=65
majd az érintéket. Ezt a gondolatmenetet kovetjitk a koordinatageometria /'/ \\\

eszkdzeivel. [ L3 F(25 P(5:1)

2y

Az OP szakasz felez8pontja F(2,5; 0,5), ezért az OP atmér6ju Thalész-kor | T ‘o o) 1

sugarédnak négyzete: r* = OF” = 2,5” 4+ 0,5" = 6,5. A Thalész-kor egyenlete: A

e
Z \‘ \_—\:’

(x— 2,52+ (y— 0,57 = 6,5, vagy masképpen: x°+ y* — 5x — y = 0.

A P-bél htizhaté érintdk érintési pontjét az origd kézéppontd x*+ y* =13 ' +y =13

egyenletl kor és a Thalész-kor kozos pontjai adjak.
X+y' =13

Meg kell tehat oldanunkaz ,
X+y —=5%-—y=0

} masodfoku egyenletrendszert.

A masodik egyenletben az x*+ y* helyébe 13-at helyettesitve kapjuk, hogy 13 — 5x — y = 0. Ebbél az y-t kifejezve:
y = 13— 5x.

Ezt az elsd egyenletbe behelyettesitve az x° + (13 — 5x)? = 13 egyismeretlenes egyenlethez jutunk. Ennek a megold4sai
adjak az érintési pontok els6 koordinatait.

Az egyenletet 0-ra rendezziik, majd mindkét oldalt elosztjuk 26-tal:

26x” — 130x + 156 = 0,

x*—5x+6=0.

Ennek az egyenletnek két megoldasa van, a 2 és a 3. Tehat az egyik érintési pont elsé koordinataja 2, a masiké 3.

Ha az érintési pont elsé koordinatéja 2, akkor a masodik koordinatdja 13 — 5-2 = 3, ha az els6 koordindta 3, akkor a ma-
sodik 13 —5-3 =-2.

Tehat a két érint6 az M(2; 3), illetve N(3; —2) pontban érinti az adott kort.

Az OM (2; 3) a PM érinté normélvektora, az ON (3; —2) pedig a PN érint6é.

A PM érint6 egyenlete: 2x + 3y = 13, a PN érint6 egyenlete: 3x — 2y = 13.

Mivel OM - ON = 0, ezért a két érint8 valoban merdleges egymasra.
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Egy 11.-es matematikadran egy hdromszog teriiletének meg-
hatdrozésa a feladat. Kovesd a didkok gondolatmenetét!
Feladat: Az ABC haromszog cstucsai A(—4; 1), B(6; 5) és
C(4; —4). Mekkora a teriilete?

yA B(6;5

-

- /

] /

A)_~T /

N\ O 1 / x;
/
N
C(4; -4)

- Kiszamitjuk az egyik oldal hosszat és a hozza tartozo
magassagot - mondja mindjart Panni -, és alkalmazzuk a

r=4 2m képletet!

-], jo! - aggalyoskodik Bence -, de a magassag kiszami-

tasa nagyon hosszadalmas dolog! Jobbat mondok: a hdrom
oldal hosszat konnyti kiszamitani, aztan koszinusztétellel
vagy skaldris szorzassal megkapjuk az egyik szoget, és a

T= abs% képletet hasznaljuk!

Jocé otlete kovetkezik:

- Ha ismerjiik a harom oldal hosszat, a-t, b-t és c-t, akkor a
Héron-képletet fogom hasznalni. Kiszamitom a keriilet fe-
1ét, ezt s-sel jelolom, és a /s(s — a)(s — b)(s — c) képlettel
megkapom a hdromszog tertiletét.

Bence és Jocd mindjart elkezdi szamolni, mekkorak a ha-
romszog oldalai:

AB =10+ 4 = V116 ~ 10,77, ...

- De cstinya szamok! - allapitja meg Bence. — Ezekkel az-
tan tigyeskedhetsz, Jocd! Ha a Hérén-képletet akarod felir-
ni, akkor elég hosszadalmas lesz a szamolas!

Ekkor azonban Donci akasztja meg a beszélgetést, és egy
rajzot mutat:

yA B(655

A4 1)]_— /

i

=y

/
/
/

C(4; -4)

- Nem kell ide semmiféle fakszni meg koszinusztétel,
Héron-képlet! Nézzétek meg: a téglalap teriiletébdl elha-
gyom a harom derékszogli haromszog teriiletét, és meg-
marad, amit kerestink! Egysornyi szamolas az egész!

- Nagy vagy, Donci! - mondja a legnagyobb dicséretét
Bence. - Es figyeljétek meg: igy ,,pontos” lesz az eredmény!



FELADAT

Szamitsd ki Donci 6tlete alapjan a bevezet6 feladat-

N
Y

ban megadott ABC haromszog teriiletét!

d) Mennyi az ABC haromszog teriilete?

a) Mekkorak a téglalap oldalai, és mennyi a téglalap Szamitsd ki Dénci moédszerével az abran megadott

teriilete?

b) Mekkorak a jobb oldali derékszogli haromszog
oldalai, és mennyi a tertilete?

¢) Mekkordk a bal oldali felsé derékszogli harom-
sz0g oldalai, és mennyi a teriilete?

d) Mekkordk a bal oldali alsé derékszogti harom-
sz0g oldalai, és mennyi a teriilete?

e) Mennyi az ABC haromszog teriilete?

f) Kozelit6 vagy pontos eredményt kaptal?

Szamitsd ki Bence egyik gondolatmenete alapjan a

bevezet6 feladatban megadott ABC haromszog tertii-

letét!

a) Mika BA koordinat4i? Mekkora az AB oldal?

b) Mik a BC koordinatai? Mekkora a BC oldal?

c) Ird fel kétféleképpen a BA ésa BC skalaris szor-
zatat; szamitsd ki az ABC szoget!

HAZ| FELADAT

Rajzolj egy koordinata-rendszert! Jelold meg az

A(—4; =7), B(8; —3), C(—4; 3), D(0; 3), E(3; —7),
F(8; 3), G(—4; —1) pontokat! Szamitsd ki

a) az ABChdromszog;  ¢) az EFC haromszog;
b) az ABD haromszog;  d) az EFG haromszog

tertletét!

RAADAS

Doénci médszerével altalanosan igaz kijelentésekhez juthatunk.
- Ha egy haromsz6g mindhdrom csucsanak a koordinatai egész szamok (agynevezett rdcshdromszdg), akkor a haromszog

ABCD négyszog tertiletét!

yA

N

®y—

a) Rajzolj olyan téglalapot, amely magdba foglal-
ja a négyszoget, és az oldalai parhuzamosak a
koordinatatengelyekkel!

b) Mekkora a téglalap teriilete?

c) Mennyi az ABCD négyszoghoz toldott rész te-
rilete?

d) Mennyi az ABCD négyszog teriilete?

Az 1. hézi feladat melyik részében volt a legegysze-

rilbba T =4 2m képlettel szdmolni a teriiletet? Mi-
ért?

Hasznald az 1. hazi feladat adatait! Mekkora az
AEBDG sokszog teriilete?

tertilete vagy pozitiv egész szam, vagy egy természetes szamnal 0,5-del nagyobb szam.

- Mivel a konvex sokszogek mindegyike feloszthaté haromszogekre gy is, hogy egy csticsbol meghtizzuk a sokszog atldit,
ezért az is igaz, hogy ha egy konvex sokszdg rdcssokszog, akkor a teriilete a racsharomszogek teriiletének 6sszegével egyenld.
Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy a racssokszogek teriilete is vagy egy pozitiv egész szammal egyenld, vagy egy természetes

szamnal 0,5-del nagyobb. (Az allitds nem konvex racssokszogekre is igaz.)
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Isdga

Alakzatok tav

A P(3; 9) pontba telepitett, nagy teljesitmény jeladé hatétavolséga 7 km. Eszlelhets-e az ad6 4ltal sugérzottjela 2x — 3y = 5
egyenletd orszaguton? (A koordinata-rendszer tengelyein 1 egység 1 km-t jelent.)

Megoldds
Azt kell megvizsgalnunk, hogy mekkora a P pont és a 2x — 3y = 5 egyenletl e egye- yA P(3;9

nes tavolsaga. Ezt a P-bdl az e-re allitott m merdlegesen olvashatjuk le.
Azmegyenlete:3x + 2y =3-3+2-9; 3x+2y=27.

Az e és az m egyenes M metszéspontjat a két egyenes egyenletébdl allo egyenlet-
2x—=3y=5
3x +2y =27

rendezett szampar, tehat e és m metszéspontja az M(7; 3) pont.

rendszer megoldasa adja meg. A

} egyenletrendszer megoldasa a (7; 3)

XM

2x-3y=5
Mivel PM = /4% + (—6) = v52 = 7,2 km, ezért az orszaguton nem érzékelhetd 11 Y
ajelado altal sugarzott adas. 0 3

+
3]
=
1T
N
3 Ay

Megjegyzés
Vizsgalhattuk volna a P(3; 9) kozéppontd, 7 (km) sugart kor és az adott egyenes kozos pontjainak szamét. Az
(x=3¢+(y—97 =49

2x—3y=>5
Az adas tehat nem foghato.

} egyenletrendszernek nincs megolddsa, ezért az orszagut a jeladotol 7 km-nél tavolabb van.

FELADAT

Egy paralelogramma egyik csucsa az A(2; 6) pont, A kidolgozott feladatban szereplé jeladd hatdsu-

két oldalegyenesének egyenlete pedig az x + y = 2,

illetve az x + 2y = 2.

Az a)-c) feladatok megoldasaval allapitsd meg, me-

lyik oldalegyeneshez van kozelebb az A pont!

a) Készits rajzot!

b) Mekkora tavolsagra van az A pont az x + y = 2
egyenletli egyenest6l?

¢) Mekkora tavolsagra van az A pontaz x + 2y = 2
egyenletl egyenest6l?

d) Melyik a kisebb tavolsag?

e) Mekkorak ennek a paralelogrammanak a magas-
sagai?

W
Y

garat 8 km-re novelték. Az orszagutnak mekkora
szakaszan észlelhet6 a jeladé altal sugarzott adas?

Az x+3y=15 és az x + 3y = —3 egyenletd
egyeneseket érint6 kort rajzoltunk. A kor az
E(0; 5) pontban érinti az egyik egyenest.

a) Melyik pontban érinti a kor a masik egyenest?
b) Mekkora ennek a kornek a sugara?

KOORDINATAGEOMETRIA



HAZI FELADAT

Mekkora tavolsdgra van az origotdl az 5x + 7y = 74 b) A helyiség falait szeretnénk polcokkal, virdg-
egyenletli egyenes? tartokkal, képekkel hangulatosabba tenni, de
ehhez lyukakat kellene furni a falakba. Sikeriil-
P9 Egy kissé szokat-  E D het-e ez mindegyik fal esetében, ha a furdgép
lan, 6tszog alaka zsindrja 4 m hosszu, csak a K-val jelolt helyen
helyiség  padlojat van dugaszol6aljzat (konnektor), hosszabbitd
40 cm X 40 cm-es pedig nincs?
négyzet alaku jaro-
lapokkal burkolték / ¢ m Megadjuk harom egyenes egyenletét:
(az abra szerint). / 6x — 8y = (a),
a) Mekkora a he- K / 4y =3x+ 6 (b),
lyiség alapte- y=075x—1 (c).
riilete? / a) Igazold, hogy ez a hdrom egyenes parhuzamos!
b) Mekkora az a és a b egyenes tavolsaga?
A B c) Mekkora az a és a c egyenes tavolsaga?
d) Mekkora a b és a c egyenes tavolsaga?

A parabola egyenlete, a masodfoku fiiggvény grafikonja parabola.

Tizedik osztdlyban mar taldlkoztunk a parabolaval. Vegyiink fel egy sikban egy egyenest és egy olyan pontot, amely nincs
rajta ezen az egyenesen. Nevezziik a pontot fokusznak (F), az egyenest pedig vezéregyenesnek (v). A sik 6sszes olyan pont-
janak a halmazat, amely egyenld tavolsagra van a fokusztdl és a vezéregyenestdl, parabolanak nevezziik.

Legyen a parabola fokusza a koordindta-rendszer F(0; 1) pontja, vezéregyenese pedig az y = —1 egyenletli egyenes.
A sik egy tetsz6leges P(x; y) pontjabdl allitsunk merdlegest a vezéregyenesre! Ez a meréleges a vezéregyenest az M(x; —1)

pontban metszi. A vezéregyenes és a P pont tdvolsiga tehat PM = /(x — x 2+ (y + 17 = /(y + 1).

A P pont és a fokuszpont tavolsaga: FP = /(x — 0 + (y — 1} = \/xz +(y—1)7.

A P(x; y) pontosan akkor van rajta a parabolan, ha PM = FP, azaz / (y+1¢ = / X+ (y—1).

Ez tehat a parabola egy egyenlete. Egyszertibb alakra is juthatunk, ha ekvivalens atalakitasokat végziink. A négyzetre emelés
most ekvivalens dtalakitds, hiszen mindkét oldalon nemnegativ szamok vannak, és a négyzetgyok alatt is mindkét oldalon
nemnegativ szamok allnak.

Az (y+ 1) = x>+ (y — 1) egyenletben elvégezve a kéttaguak négyzetre emelését: A

Y4+ 2+l=x"+y" -2y +1. \
N+ (y-1)>

Lo Sz

P(%;y)

Rendezés utan kapjuk: y =

+1

Eredménytink azt bizonyitja, hogy az x — %xz masodfoka fiiggvény grafikonja egy FO; 1), ‘

olyan parabola, amelynek fékusza az F(0; 1) pont, vezéregyenese pedig az y = —1

il 4

E ,.'_\._____.__ —-L> ‘\
<

egyenlet(i egyenes.

A masodfoka fiiggvények vizsgalatanal elfogadtuk, de a fentiekhez hasonléan bi-

zonyithatjuk is, hogy minden masodfoku fiiggvény grafikonja egy-egy parabola.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Advavanaz x* + y* = 20 egyenletli kkor ésaz y = %x +6

egyenlet(i e egyenes.

a) Melyik pontban érintik a kort az e-vel parhuzamos
érint6i?

b) Irjuk fel a kor e-vel parhuzamos érintéinek egyenletét!

Megoldds

a) Az érintési pontba huzott sugar mer6leges az érintdre,
igy mer6leges a vele parhuzamos e egyenesre is. Ezért
az érintési pontot megkaphatjuk gy is, hogy a kor ké-
zéppontjabol (az origobdl) merdlegest allitunk az e-re,
és megkeressiik ennek a merélegesnek a korrel alkotott

metszéspontjait.
yA
y:% +6
€ +y7=120
f
[ .
\ ) [ARE:
— y=mx

Az e-re merdleges, origon atmend f egyenes egyen-
letét y = mx alakban is felirhatjuk. Ez atrendez-
ve: mx — y = 0, amirdl leolvashatjuk, hogy az f-nek
egy normalvektora az (m; —1) vektor. Az e egyenes

egyenlete: %x— y =—6, tehit az e egy normalvek-
tora az (%;—1) vektor. A két egyenes pontosan ak-
kor merdleges egymasra, ha a két normélvektor ska-

laris szorzata nulla: %m +1=0, vagyis m =—-2.

b)

Az fegyenes egyenlete tehat: y = —2x.

Az érintési pontokat keressiik. Ezek a k kor és az fegye-

nes metszéspontjai.
2

4+ =120
— oy egyenletrend-

szert. Behelyettesitéssel dolgozva az els6 egyenletbdl

Meg kell oldanunk az *

kapjuk, hogy x*+ 4x*= 20, vagyis x’= 4. Ebbdl
x =—2 vagy x = 2 adddik, tehat az egyik érintési pont
az M(—2; 4), a masik érintési pont az N(2; —4).

Az e-vel parhuzamos érinté iranyszoge és igy meredek-
sége is ugyanannyi, mint az e egyenesé, egyenlete tehat

y= %x + b alakban is megadhaté.

f yA

X+ 5

=
it

Sl

o
Ry

y:%x—S

Az M(—2;4) pont koordinatait behelyettesitve:
4=—-1+0b, amib6l b =5 adédik. Az M ponton
atmend, e-vel parhuzamos érinté egyenlete tehat:

y=%x+ 5.

Az N(2; —4) pont koordindatdit behelyettesitve:
—4 =1+ b, amibdl b = —5 adddik. Az N ponton at-

mend, e-vel parhuzamos érint6 egyenlete: y = Ly_s.

2

Az m,, illetve m, meredekségli egyenesek pontosan akkor parhuzamosak, ha meredekségiik egyenlé (m, = m,), és ponto-

san akkor merélegesek, ha a meredekségiik szorzata (—1)-et ad eredményiil (m,m, = —1).



FELADAT

A Folytasd a kidolgozott feladatot!

a) Add meg az e-re meréleges érint6k érintési pont-
jait! (A vektor 90°-os elforgatasaval dolgozz!)

b) Add meg az e-re meréleges érint6k egyenletét!

c) Az e-re merdleges és az e-vel parhuzamos érint6k
egy négyzetet hatdroznak meg. Add meg a négy-
zet csucsait! (Hasznédlhatsz vektorokat a csticsok
megadasahoz, vagy meghatarozhatod ezeket két-
két egyenes metszéspontjaként is.)

I Add meg a P(—3; 4) ponton atmend e egyenes egyen-

letét, ha

HAZI FELADAT

Az e egyenes atmegy az origon, egy irdnyvektora a

v(=5, 2).

a) Add meg e-nek harom normalvektorat!

b) Ird fel az egyenletét!

c) Add meg az e iranytangensét!

d) Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely
atmegy a P(0; 2) ponton, és parhuzamos az e-vel!

e) Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely
atmegy az origén, és merdleges az e-re!

RAADAS

A kidolgozott feladat b) részét kevesebb geometria és tobb
algebra alkalmazasaval is megoldhatjuk, raadasul nincs
sziikség az a) rész eredményére sem.
Az e-vel parhuzamos egyenesek egyenlete y = 0,5x+ b
alakban irhaté.
Vizsgaljuk azt, hogy hany kozos pontjuk van ezeknek az
egyeneseknek a k korrel.
Meg kell oldanunk az i+ y=20 }

y=05x+b
egyenletrendszert.
Az elsé egyenletbe behelyettesitve az y-t a masodik egyen-

letbdl: x* + (0,5x + b)* = 20.
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a) az e parhuzamos az y = 4x— 5 egyenletd
egyenessel;

b) az e meréleges az y = 4x — 5 egyenletii egye-
nesre!

Y

Az ABC szabalyos haromszog két csticsa A(0; 0) és

B(6; 0).

a) Ird fel a hdromszog oldalegyeneseinek egyenle-
tét! Hasznald fel az oldalegyenesek iranyszogét!

b) Ird fel a haromszog stlyvonalainak egyenletét!
Hasznald fel, hogy a szabalyos haromszog suly-
vonalai merdlegesek egy-egy oldalegyenesre!

f) Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely
atmegy a P(0; 2) ponton, és merdleges az e-re!

Add meg az 1. feladatban szerepld Gsszes egyenes
a) iranytangensét; b) iranyszogeét!

Milyen helyzettiek az y = 1,25x egyenleti egyenes-
hez képest az alabbi egyenesek?

a) y = —1,25x; c) y=—0,8x;

b) y = 1,25x + 2; d) y = 0,8x + 5.

A zérdjelet felbontva és az egyenletet nulldra rendezve az
1,25x* + bx +(b*—20) = 0 egyenlethez jutunk. Annyi
ko6zos pont van, ahany megolddsa van ennek a masodfoku
egyenletnek.

Ha az érintdt keresstik, akkor az egyenlet diszkriminansa-
nak 0-val egyenl6nek kell lennie, hiszen az érintének egy
kozos pontja van a kérrel.

A diszkriminans: b* — 4-1,25-(b*> — 20) = 100 — 4b>. Ez
pontosan akkor nulla, ha b* = 25. Két érinté is van tehat,
mert a b értéke lehet 5 és lehet (—5) is.

A két érint6: y = 0,5x + 5, illetve y = 0,5x — 5.

33



FELADAT

Megadjuk a kovetkezd vektorokat: a(2; —3), b(=2; 3),

34

Y

Y

c(4; —6), d(6; 4), e(10; —2); f(—4; —1).

Valassz ki koziilitk

a) két parhuzamos vektort;

b) két merdleges vektort;

c) egy olyan vektort, amelyik éppen két masiknak az
0sszege;

d) egy olyan vektort, amelyik éppen két masiknak a
kiilonbsége;

e) egy olyan vektort, amelyik pontosan valamelyik
masiknak a +90°-os elforgatottja!

Egyes esetekben tobb megoldas is létezhet!

Az ABC egyenl6 szara haromszog alapjanak vég-

pontjai A(4; 1), B(10; 5). Tudjuk, hogy a haromszog

ezen alaphoz tartozé magassaga kétszerese az alap
hosszanak.

a) Hany ilyen haromszog rajzolhaté a koordinata-
rendszerben?

b) Add meg a harmadik cstics koordinatait!

c) Addmeg aharomszog stulypontjanak koordinata-
it!

d) Add megaz AB ésaz AC koordindtiit, és szd-
mitsd ki a hosszukat (a haromszog oldalainak
hosszat)!

e) Mekkordk a hdromszog szogei?

Az X + y* — 12x + 16y = 69 egyenletti k kor ko-

zéppontja a K pont.

a) Add meg a K koordinatait!

b) Mekkora a k sugara?

c) Igaz-e, hogya k az x tengelyt a (—4; 0) ésa (16; 0)
pontban metszi?

d) Hol metszi a k az x tengelyt?

Az fegyenes egyenlete 5x — 12y + 43 = 0.

0]
Y

a) Add megaz f egy normalvektorat!

b) Add megazf iranytangensét!

c) Mekkora szoget alkot az f a koordinatatenge-
lyekkel?

d) Hol metszi az fa koordinatatengelyeket?

A didkok az 5x — 12y + 43 = 0 egyenlett f egye-

nesre, illetve az x* + y° — 12x + 16y = 69 egyen-

letti k korre vonatkozdan a kovetkezd feladatot
kaptak:

Igaz-e, hogy az f egyenes az E(1; 4) pontban érinti

a k kort?

Kovesd a diakok gondolatmenetét!

Jocé valasza:

— Megoldom a két egyenletbdl allo egyenletrend-

szert. Ha egy megoldast kapok, az (1; 4) rendezett

szampart, akkor igaz, minden mas esetben hamis
az allits.

Sari vélasza:

— Megnézem, hogy E rajta van-e a koron is és az

egyenesen is. Ha valamelyiken nincs rajta, akkor

hamis az allitds. Ha mindkettén rajta van, akkor
pechem van, valahogy még igazolni kell, hogy tobb
kozos pontjuk nincs.

a) Hogyan értékelnéd Jocé megolddsat? Ha tetszik
neked, végezd el a szamitasokat!

b) Kezdd el Sari megoldasat! Rajta van-e E az f-en
ésak-n?

c) Bence a k kor kozéppontjat K-val jelolte, és
megvizsgilta az EK -t, merdleges-e az f-re.
Vizsgald meg te is! Mit tapasztalsz? Mire kovet-
keztethetsz ebbdl?

d) Melyik modszert ajanlanad a tarsaidnak? Mi-
ért?

e) Mi a te valaszod a feladatra?

KOORDINATAGEOMETRIA



HAZI FELADAT

Vedd fel a koordindta-rendszerben az A(1; 6), a

B(3; —4) és a C(—6; 2) pontokat. Add meg az ABC
haromszog

a) sulypontjat;

b) korilirt korének egyenletét;

€) magassagpontjat!

RAADAS

Megismerkedtiink a koordindtageometria alapjaival. Lathattuk,
hogy a geometria igen szoros kapcsolatba hozhat6 az algebraval.
A kapcsolat megmutatdsat, elemzését a derékszogli koordinata-
rendszer és a vektorok szamparok segitségével torténé megadasa
tette lehetévé.

A geometriai feladatok megoldasara hatékony modszer lehet a
probléma algebrai formaba Ontése; erre mutatunk egy példat az
alabbiakban.

Adott az ABC haromszog. Hatarozzuk meg a sikjaban azt a P pon-
tot, amelyre a PA”> + PB®+ PC? bsszeg a legkisebb!

Ez bizony egy elég nehéz sikgeometriai feladat. Am ha koordinata-
rendszerbe helyezziik a haromszoget, akkor egy ,,kozepesen nehéz”
algebrai feladat lesz bel6le. Lassuk, hogyan!

Az ABCD négyszog csucsai: A(=3; 1), B(—1; 3),

C(5; =3), D(=1; =5).

a) Igazold, hogy a négyszognek van két derékszoge!

b) Az a)-ban kapott eredmény alapjan igazold,
hogy a négyszog hurnégyszog (azaz a csucsai
egy koron vannak)!

c) Add meg anégyszog koré irhatd kor egyenletét!

Legyenek a haromszog rogzitett csiicspontjai példaul A(2; 4), B(5; 7) és C(—1; 10), a sik egy tetszdleges pontja P(x; y).

Ekkor PA*+ PB*+ PC* = (x — 20+ (y — 4P + (x —

5P+ (y—7¢+(x+1)7+(y—10).

Azt kérdezziik, hogy mely szamokat irjuk az x, illetve az y helyébe, hogy a helyettesitési érték a lehetd legkisebb legyen.

Alakitsuk at algebrai azonossagok alkalmazasaval a hattaga sszeget:

PA*+ PB*+ PC* = 3x* + 3y" — 12x — 42y + 195 = 3(x* — 4x) + 3(y* — 14y) + 195. A teljes négyzetté kiegészités mod-
szerével: PA* + PB*+ PC* = 3(x— 2)’+ 3(y — 7) + 36.

Ebb6l mar vilagos, hogy az Osszeg pontosan akkor lesz a legkisebb, ha a négyzetes kifejezések értéke 0, azaz x =2 és y = 7.
A PA® + PB* + PC? dsszeg tehat akkor a legkisebb, ha a P pont koordinatai (2; 7). A legkisebb dsszeg a 36.

Megjegyzés

Konnyen ellenérizhetd, hogy az ABC haromszog stlypontja éppen a (2; 7) pont. Ez persze nem véletlen. Bizonyithato alta-
lanosan is, hogy a minimalis négyzetdsszeget ad6 P pont minden esetben a haromszdg sulypontjaval azonos.
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n Megadunk harom vektort, a(l;4), b(—=3;6) és

a) Mik az a + 4c koordinatai?
b) Mennyi az ac, és mennyi az (a + b)c?

c) Add meg az %b vektor 90°-os elforgatottjainak

a koordinatait!
d) Addmegaz ABC hdromszog sulypontjanak koor-
dinatdit, ha a cstcsok helyvektorai a, b és ¢!

n Az ABCD rombusz két szemkozti csucsa az A(1; 4)
és a C(9; —6) pont, az AB oldalegyenes egyenlete
13x — 6y = —11.
a) Ird fel a BD 4tl6 egyenesének az egyenletét!
b) Hatarozd meg a B és a D cstcs koordinatait!
¢) Mekkorik a rombusz oldalai?

n Megadunk harom vektort, a(2; 4), b(—=12; 3) és
_2.5)\_
(-3 3)t
a) Mik az a + 6¢ koordinét4i?
b) Mennyi a bc, és mennyi az (a + b)c?

c) Add meg az %a vektor 90°-os elforgatottjainak

a koordinatait!
d) Addmegaz ABC haromszog sulypontjanak koor-
din4tait, ha a csticsok helyvektorai a, b és ¢!

n Az ABC derékszogli haromszog AB oldalegyenesé-
nek egyenlete 3x — 2y = —23. Az atfogd végpontjai:
A(=3; 7) és C(—1; 23).
a) Ird fel a BC oldalegyenes egyenletét!
b) Add meg a B cstics koordinatait!
c) Ird fel a haromszog koriilirt korének egyenletét!

236

Mely ponthalmazok egyenletei a kovetkez6k?
a) (x—4)’—-(x+17>=5

b) (x—4)+(+1)7=0

c) (x—4’+(+1°=8

d x—4'+@+1)=x+)

Az x*+ (y — 4)° = 16 egyenletli kor egy négyzetnek

mind a négy oldalat érinti. Az egyik érintési pont az

E(=3,2; 1,6).

a) Hol van ennek a kornek a kozéppontja, és mekko-
ra a sugara?

b) Melyik a masik harom érintési pont?

c) Hatarozd meg a négyzet cstcsait!

Mely ponthalmazok egyenletei a kovetkez6k?
a) (y+20°—(y—6) =32

b) (x+2°—(—6>=0

c) (x+2)+ (y—6) =1225

d x+2)+ @y -6 =x+y

Az (x + 6)°+ y* = 36 egyenleti kor egy négyzetnek

mind a négy oldalat érinti. Az egyik érintési pont az

E(—2,4; 4,8).

a) Holvan ennek a kornek a kozéppontja, és mekko-
raasugara?

b) Melyik a masik hdrom érintési pont?

c) Hatarozd meg a négyzet cstcsait!

KOORDINATAGEOMETRIA



RAADAS

A parabola és az egyenes

A 87. lecke raadasaban lattuk, hogy az y = ixz egyenle-

tl gorbe egy olyan parabola, amelynek fokusza az F(0; 1)
pont, vezéregyenese pedig az y = —1 egyenletli egyenes.
A parabola tulajdonsagairél nem sokat tanultunk eddig
(csak a meghatarozasat), pedig sok érdekesség kapcsolodik
hozz4 (elég, ha csak a parabolaantennat emlitjiik).

A koordinatageometria ereje abban van, hogy kevés elGis-
merettel is komoly problémakat oldhatunk meg. Az egyik
ilyen kérdés az, hogy a parabolanak és a sikjaban 1év6 egye-
nesnek hany kozos pontja lehet.

Vizsgaljuk az y = ixz parabolat és a sikjaban 1évé egye-

neseket!

yA

L
=
1]
I
=
~—

P@ ¥

i

i 4

- A parabola tengelyével, azaz az y tengellyel parhuza-
mos egyenesek egyenlete x = a alakban is irhats. Az
egyenes és a parabola kozos pontjanak mésodik koor-

dinatdjat behelyettesitéssel is megkaphatjuk: y = %az.

A parabola tengelyével parhuzamos egyenesnek és a pa-
raboldnak tehat minden esetben van kozds pontja, de

mindig csak egy kozos pontja van, mégpedig a P(a; %)
pont. Ez fontos informdacié a parabola ,alakjara’ nézve.
— A parabola tengelyével nem parhuzamos egyenesek ko-
ziil vélasszuk ki példaul a 2 meredekségli egyeneseket, és
vizsgaljuk meg, hogy ezeknek hany k6zds pontjuk lehet a
parabolaval!

A 2 meredekségl egyenesek egyenlete irhaté y = 2x+ b
alakban is. Az egyenes és a parabola kozds pontjait az

y=2x+b
y= 1,2 | egyenletrendszer megolddsa adja.
4
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A masodik egyenletben kifejezett y-t irjuk az elsé egyen-

letbe: Lx* = 2x + b. Az egyenletet nulldra rendezve az

4
x> — 8x — 4b = 0 masodfoku egyenlethez jutunk.

w1/ /)
\r=ix //
/ //

//E@:4)

N

S

N

~N
=y

/ /
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Az egyenesnek és a parabolanak annyi kozds pontja van,

ahany megoldasa létezik ennek az egyenletnek. A masod-
foku egyenlet megolddsainak szamat a diszkriminansa-
nak eléjele hatdrozza meg. Az x> — 8x — 4b = 0 egyenlet
diszkriminansa a 64 + 16b értékével egyenld.

-Ha b < —4, akkor a diszkriminans negativ, az egyenes-
nek tehdt nincs kozos pontja a parabolaval. Koziilitk néha-
nyat zoldre szineztiink.

-Ha b = —4, akkor az y = 2x — 4 egyenesrdl van szd.
Ennek az egyenesnek egyetlen kozos pontja van a parabo-
laval, mégpedig az E(4; 4) pont. Ezt az egyenest, amelyet
abrankon pirosra szineztiink, a parabola E-beli érintdjének
nevezziik.

-Ha b > —4, akkor az egyenesnek két kozos pontja van a
paraboléval. Abrénkon ilyenek a kékkel rajzolt egyenesek.
Mas eset nem lehetséges, tehat a 2 meredekségli egyene-
seknek és a parabolanak 0, 1 vagy 2 ko6zds pontja lehet.

A 2 meredekség helyett valaszthatunk barmely mas mere-
dekséget, ugyanazt kapjuk: a paraboldnak és az egyenesnek
0, 1 vagy 2 kozos pontja lehet. Az olyan egyenest, amelynek
1 kozos pontja van a parabolaval, de nem parhuzamos a
parabola tengelyével, és nem is maga a tengely, a parabola
érintdjének nevezziik. A paraboldnak minden pontjaban
pontosan egy érintdje van.



Temazrd feladatayiijtemény

Adva van a koordinata-rendszerben az A(3; 4) és

N
Y

w
Y

»
Y

ol
Y

o
Y

13

B(-2; 1) pont.

a) Abrazold az origdbdl a pontokba mutaté vektorok
Osszegét, kiillonbségét!

b) Add meg koordinatédkkal az origébdl a pontokba
mutatd vektorok osszegét, killonbségét!

Adva van a koordinata-rendszerben az A(3;4),

B(-2;1) ésa C(-1; 5) pont.

a) Abrazold az AB ésaz AC vektorok Osszegét, kii-
lonbségét!

b) Add megaz AB ésaz AC vektorok Osszegét, kil-
lonbségét!

Adva van egy paralelogramma négy csucspontja:

A(1; 2), B(-5; 1), C(-7; 4) és D(-1; 5).

a) A paralelogramma definicidja alapjan mutasd
meg, hogy valéban paralelogramma!

b) Mekkordk az oldalai?

¢) Add meg az atlévektorokat!

d) Milyen hossztak az atlok?

Adva van a koordinata-rendszerben két pont: A(7; 8)

és B(2; —5).

a) Add meg az origobdl a pontokba mutaté vektorok
skalaris szorzatat!

b) Mekkora szoget zar be egymassal az origdbdl az
A és B pontba mutat6 két vektor?

Adott a koordinata-rendszerben harom pont: A(3;1);

B(5; 0) és C(6; 7).

a) Add megaz AC és AB vektorok skaldris szorza-
tat!

b) Add megaz AC és AB vektorok 4ltal bezart sz6-
get!

¢) Mekkora szoget zar be egymassal az AC ésa BC
vektor?

d) Add megaz ABC haromszog belsé szogeit!

Adott a koordinata-rendszerben harom pont:
A(—4;2); B(6; —8) és C(3; 7).

Y

Y

Y

>

a) Add meg az origobol az AB szakasz felezépontja-
ba mutat6 vektort!

b) Add mega C pontbol az AB szakasz felez6pontja-
ba mutatd vektort!

Adva van az A(-5; 2) és a B(10; 4) pont. Add meg az

alabbi pontok koordinatait! Megolddsodat ellenérizd

a koordinata-rendszerben!

a) az AB szakasz felez6pontja,

b) az AB szakasz harmadoldpontjai,

c) az AB szakaszt 6t egyenl6 részre oszté pontok ko-
ziil az A-hoz és a B-hez legkozelebbi pontok.

Adva van az ABC héaromszog. Legyen A(-2;-3),

B(-1;4), C(4; 3).

a) Add mega hdromszog harom oldalfelez pontjat!

b) Add meg a csticspontokbdl a szemkozti oldalfele-
z6 pontokba mutatd vektorokat!

c) Add megaz AB, BC és CA oldalvektorokat!

d) Mekkorak a haromszog oldalai?

e) Mekkora két-két oldalvektor Gsszege és kiilonb-
sége?

f) Add meg az oldalfelez6 pontok éltal meghataro-
zott vektorokat!

g) Milyen hossztak ezek a vektorok?

Adva van egy paralelogramma négy csucspontja:

A(1;2), B(-5; 1), C(-7; 4) és D(-1; 5).

a) Add meg az atlok metszéspontjat!

b) Add meg az oldalak felezdpontjait!

c) Milyen négyszoget alkot a négy oldalfelez6 pont?
Miért?

Adva van egy trapéz négy csucsa. A(1; 2), B(-5; 1),

C(-7; 4) és D(-4; 4,5).

a) A trapéz definicidja alapjan mutasd meg, hogy
valdban trapéz!

b) Mekkordk az oldalai?

¢) Add meg az atlévektorokat!

d) Milyen hossztak az atlok?

e) Add meg a két szar felez6pontjat!

KOORDINATAGEOMETRIA
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f) Igazold, hogy a szarak felezépontja altal meghata-
rozott szakasz — a trapéz kozépvonala — hossza az
alapok hosszanak szamtani kozepe!

Adva van két pont, A(3; 4), illetve B(-3; 1).

a) Egészitsd ki négyzetté gy, hogy AB a négyzet
egyik oldal legyen! Figyelj, két ilyen négyzet is
van!

b) Szamitsd ki a négyzet oldaldnak és atldjanak
hosszat!

c) Add meg az oldalakat mint vektorokat!

Egy hdromsz6g harom cstcsa rendre A(3; 4), B(2; 6),

C(-2;5).

a) Hol van a stlypontja?

b) Milyen hossztak az oldalai?

c) Mekkora a haromszog keriilete és teriilete?

d) Add meg az oldalakat vektorként!

e) A skaldris szorzat segitségével hatarozd meg, mek-
korak a haromszog szogei?

Egy hdromszog csticsai A(1; 1), B(1; 5), C(-4; 3).
a) Igazold, hogy a haromszog egyenld szaru!

b) Mekkora a szarak hossza?

c) Mekkordk az alapon fekvd szogei?

d) Mekkora a haromszog kertilete, teriilete?

e) Mekkordk a magassagai?

f) Mekkordk a stlyvonalai?

Egy hdromszog cstcsai A(1; 1), B(1; 5), C(-4; 4).
a) Mekkora az oldalak hossza?

b) Mekkorak a szogei?

c) Mekkora a hiromszog keriilete, teriilete?

d) Mekkordk a magassagai?

e) Mekkordk a stlyvonalai?

Egy hdromszog cstcsai A(1; 1), B(1; 5), C(-4; 5).

a) Mekkora az oldalak hossza?

b) Mekkorak a szogei?

c) Mekkora a hdromszog keriilete, teriilete?

d) Mekkordk a magassagai?

e) Mekkordk a stlyvonalai?

f) Add mega koriilirt kdrének a kozéppontjat és su-
garat!

Add meg annak a kérnek az egyenletét, amelynek
a) kozéppontja az origd, sugara 5 egység,
b) kozéppontja a K(4; 5) pont, sugara 5 egység,
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¢) kozéppontja a K(-2; 3) pont, sugara v'5 egység,
d) kozéppontjaa K(-3; -5) pont, sugara 10 egység!

Mi a kozéppontjuk és a sugaruk az alabbi koroknek?
a) x’+y =16;

b) (x+3)°+(y—1)"=16;

c) x+3)’+(@+1)7’=17;

d) (x—3)>+ (y—10)* = 25;

e) ¥+ (—-17*=16.

Egy kor kozéppontja K(2; 3), sugara 5 egység.

a) Add meg az egyenletét!

b) Add meg a 2 abszcisszaji pontjaihoz htzott érin-
téinek az egyenletét!

c) Add meg a 3 ordinataju pontjaihoz huzott érin-
téinek az egyenletét!

Add meg azoknak a koroknek az egyenletét, amelyek

a) érintik mindkét tengelyt, és sugaruk 2 egység;

b) kozéppontjanak abszcisszaja 3, és mindkét ten-
gelyt érintik;

c) kozéppontjanak ordinatdja —4, és mindkét ten-
gelyt érintik;

d) kozéppontja rajta van az y = x egyenesen, suga-
ruk 5 egység, és érintik mindkét tengelyt!

Add meg azoknak a koroknek az egyenletét, amelyek
a) kozéppontja rajta van az y = 2x + 1 egyenesen, a
kozéppont abszcisszdja 3, és érintik az x tengelyt;
b) kozéppontja rajta van az y = 2x + 1 egyenesen, a
kozéppont ordinataja 9, és érintik az x tengelyt;
c) kozéppontja rajta van az y = 2x + 1 egyenesen,
sugara 3 egység, és érintik valamelyik tengelyt!

Adva van egy kor K(2; 3) kozépponttal, amelynek

4 egység a sugara.

a) Add meg annak a kérnek az egyenletét, amely
kiviilrél érinti, sugara 2 egység, és a kozéppont
ordinatéja 3!

b) Add meg annak a kornek az egyenletét, amely
beliilrél érinti, sugara 2 egység, és a kozéppont
ordinatéja 3!

¢) Add meg annak a kérnek az egyenletét, amely
kiviilrél érinti, sugara 2 egység, és a kozéppont
abszcisszdja 2!

d) Add meg annak a kérnek az egyenletét, amely
beliilrél érinti, sugara 2 egység, és a kozéppont
abszcisszdja 2!

JAE
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a) normalvektora n(2; 7), és atmegy a P(-2; 4) ponton,

b) normalvektora n(4; 14), és atmegy a P(-2; 4) pon-
ton;

c) normalvektoran(-1;6), és atmegy a P(7; -3) pon-
ton!

Add meg az egyenes egyenletét, ha
a) iranyvektoraa v(-1;6), és dtmegy a P(7; -3) ponton;
b) irdnyvektora v(6; 1), és atmegy a P(7; -3) ponton!

Add meg az egyenes egyenletét, ha

a) atmegy a P(2; 5) és a Q(-2; 8) ponton;

b) atmegy a K(—24; 6) és L(—32; —18) pontokon!
¢) Mekkora a meredekségiik a fenti egyeneseknek?

Add meg az egyenes egy normalvektorat és a mere-
dekségét, ha az egyenlete

a) 4x+3y=18, f) y=—x+6,

b) —4x+3y=18, g) y=-0,5x-0,5,
c) —4x—3y=18, h) 2y —6=3x,

d) 4x—3y=18, i) 4x+8=>5y.
e) y=3x+12,

Tekintsiik a 25. feladat egyeneseit! Adj meg egy-egy
rajuk meréleges és velilk parhuzamos egyenest!

Tekintsiik a 25. feladat egyeneseit!

a) Hol metszik a 25. feladat egyenesei az x és az y
tengelyeket?

b) Mekkora szogben metszik az egyenesek az x ten-

gelyt?

Adva van egy haromszog A(2; 3), B(-2; 5), C(-2; -1)

harom cstcsa.

a) Add meg az oldalak hosszat!

b) Add meg az oldalegyeneseinek az egyenletét!

c) Add meg az oldalfelez6 merélegeseik egyenletét!

d) Hatarozd meg az oldalfelezé6 merélegeseik met-
széspontjat!

e) Add meg a korilirt korének egyenletét!

A 28. feladatban megadott haromszoggel dolgozz to-
vabb!

a) Add meg a magassagvonalainak az egyenletét!

b) Add meg a magassagvonalak hosszat!

c) Add meg a magassagpontjat!

d) Széamitsd ki a tertiletét!

e) Mekkorak a haromszog szogei?
f) Add meg a hiromszog stlypontjat!

Folytasd a szamolast a 28. feladat hdaromszogével!

a) Add meg a koriilirt kér kozéppontjabol a magas-
sagpontba mutat6 vektort, és hatarozd meg a
hosszat!

b) Add meg a korilirt kor kozéppontjabdl a suly-
pontba mutaté vektort, és hatarozd meg a hosszat!

¢) Add meg annak az egyenesnek az egyenletét,
amely atmegy a sulyponton és a koriilirt kor
kozéppontjan!

d) Add meg annak az egyenesnek az egyenletét,
amely atmegy a magassagponton és a koriilirt kor
kozéppontjan!

Egy kor kozéppontja a K(-1; 2) pont, sugara 3 egység.

a) Milyen messze vana P(4;2) ponta Kkozépponttdl?

b) Legyen M és N a P pontbdl a kérhéz huzott érin-
tok érintési pontja! Add meg az MP és az NP érin-
t6szakaszok hosszat! (M és N meghatarozasa nem
kell hozza!)

c) Add meg a P kozéppontu, MP sugart kor egyen-
letét!

d) Add meg a két kér metszéspontjat (oldd meg a
két koregyenletbdl allo egyenletrendszert)! Ezek
lesznek M és N érintési pontok.

e) Add meg az érint6k egyenletét!

f) Mekkora szoget zarnak be az érint6k egymassal?

Adva van egy P(1; 4) pont és a —2x + 3y = —3 egyen-

letti e egyenes.

a) Add meg a P pontbdl az e egyenesre merSleges
egyenes egyenletét!

b) Add meg a két egyenes metszéspontjat!

c) Milyen messze van a P pont az e egyenest6l?

d) Add meg a P ponton atmend e egyenessel parhu-
zamos f egyenes egyenletét!

e) Add meg az e egyenestSl ugyanolyan messze ha-
lad6 masik parhuzamos egyenes egyenletét!

Adva van az y = -2x + 5 egyenleti e egyenes és

a P(4; 2) pont.

a) Add meg az egyenes egy normalvektorat!

b) Add meg annak az egyenesnek az egyenletét,
amely merdleges az e egyenesre, és atmegy P-n!

c) Add meg ennek az egyenesnek is egy normalvek-
torat!
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d) Hol metszi egymast a két egyenes?

e) Mekkora a tdvolsaga a P pontnak és az e egye-
nesnek?

f) Add meg annak az f egyenesnek az egyenletét,
amely parhuzamos az e egyenessel, és atmegy P-n!

g) Mekkora a tavolsaga az e és az f egyenesnek?

Erettségi feladat, 2006. februdr.

Egy négyzet oldalegyenesei a koordinatatengelyek és

az x = 1, valamint az y = 1 egyenlet(i egyenesek.

a) Abrazolja derékszogi koordinita-rendszerben a
négyzetet, és adja meg csticsainak koordinatait!

b) Irja fel a négyzet koré irhat6 kor egyenletét!

c) Allapitsa meg, hogy a négyzet keriilete hany sz4-
zaléka a kor kertiletének!

d) Az y = —4x + 2 egyenlet(i egyenes a négyzetet
két részre bontja. Szamitsa ki e részek teriiletének
aranyat!

Erettségi feladat, 2008. majus.

Adott a koordinata-rendszerben az A(9; —8) kozép-

pontd, 10 egység sugaru kor.

a) Szamitsa ki az y = —16 egyenlet(i egyenes és a kor
kozos pontjainak koordinatait!

b) Irja fel a kér P(1; —2) pontjaban htzhaté érinté-
jének egyenletét! Adja meg ennek az érintének az
iranytangensét (meredekségét)!

Erettségi feladat, 2009. oktober.

Adott az x* + y* — 6x + 8y — 56 = 0 egyenletii kor és

az x — 8,4 = 0 egyenleti egyenes.

a) Szamitsa ki a kor és az egyenes kozos pontjainak
koordinatait!

b) Mekkora tavolsagra van a kor kozéppontja az
egyenestol?

Erettségi feladat, 2010. méjus.

Az ABC haromszdg cstcspontjainak koordinatdi:

A(0; 0), B(—2;4), C(4; 5).

a) Irja fel az AB oldal egyenesének egyenletét!

b) Szédmitsa ki az ABC haromszog legnagyobb sz6-
gét! A valaszt tizedfokra kerekitve adja meg!

c) Szamitsa ki az ABC haromsz0og teriiletét!

Erettségi feladat, 2011. méjus.

Az ABC haromszog csucsainak koordindtai: A(—3; 2),

B(3;2) és C(0;0).

a) Szamitsa ki az ABC haromszog szogeit!

b) Irja fel az ABC haromszog koriilirt korének
egyenletét!
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Adott két egyenes:

e:5x — 2y =—14,5ésf: 2x + 5y = 14,5.

a) Hatarozza meg a két egyenes P metszéspontjanak
koordinatait!

b) Igazolja, hogy az e és az f egyenesek egymasra
mer6legesek!

c) Szamitsa ki az e egyenes x tengellyel bezart szogét!

Erettségi feladat, 2012. oktober.

Egy haromszog cstcsainak koordinatai: A(-2; -1),

B(9; -3) és C(-3; 6).

a) Irja fel a BC oldal egyenesének egyenletét!

b) Szédmitsa ki a BC oldallal parhuzamos kozépvonal
hosszat!

c) Szamitsa ki a haromszogben a C cstcsnal 1évé
bels6 sz6g nagysagat!

Erettségi feladat, 2013. méjus.

A PQR héaromszog csucsai: P(—6; —1), Q(6; —6) és

R(2;5).

a) Irja fel a hdromszdg P csicséhoz tartozd silyvo-
nal egyenesének egyenletét!

b) Szdmitsa ki a hdromszog P cstcsnal 1év6 belsd
szO0gének nagysagat!

Erettségi feladat, 2013. oktdber.

Adott a koordinata-rendszerben két pont: A(1; —3)

és B(7; —1).

a) Irja fel az A és B pontokra illeszkedd e egyenes
egyenletét!

b) Szamitassal igazolja, hogy az A és a B pont is il-
leszkedik az x* + y* — 6x — 2y = 10 egyenletli k
korre, és szamitsa ki az AB hur hosszét!

Az f egyenesrdl tudjuk, hogy illeszkedik az A pontra,

és merdleges az AB szakaszra.

¢) Szamitsa ki a k kor és az fegyenes (A-tdl kiilonbo-
z6) metszéspontjanak koordinatait!

Erettségi feladat, 2014. méjus.

Adott az A(5; 2) és a B(—3; -2) pont.

a) Szamitassal igazolja, hogy az A és B pontok illesz-
kednek az x — 2y = 1 egyenlet(i e egyenesre!

b) Irja fel az AB &tméréjii kor egyenletét!

c) Irjafel annak az fegyenesnek az egyenletét, amely
az AB atméréji kort a B pontban érinti!
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Akik egy évvel elSttetek jarnak, mar megirtdk az érettsé-
giket. A kovetkezé feladatokat az el6z6 évek kozépszintii
érettségi feladatsoraibdl vélogattuk. Erdemes megpro-
balkoznotok a megoldasukkal.

A kovetkez6 ot egyszerii feladat koziil 4-et oldjatok
meg!

A 2, 4 és 5 szamjegyek mindegyikének felhasznala-
saval elkészitjiik az 6sszes, kiilonbozd szamjegyekbdl
all6 haromjegyti szamot. Ezek koziil véletlenszertien
kivalasztunk egyet. Mennyi annak a valdszintsége,
hogy az igy kivalasztott szam paratlan? Vélaszat in-
dokolja!

(A 2011. majusi kozépszintl érettségi 2. feladata.)

Az abran lathaté haromszogben hany cm hosszu az
56°-0s szoggel szemkozti oldal?

(Az eredményt egy tizedesjegy pontossiggal adja
meg!)

4,8 cm

41° 56°

Irja le a szamitds menetét!

(A 2007. majusi kozépszint érettségi 8. feladata.)

Adottak az a(4; 3) és a b(—2; 1) vektorok.
Adja meg az a hosszat!
Szamitsa ki az @ + b koordinatait!
(A 2005. majusi kozépszintli érettségi 12. feladata.)

Irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely
atmegy a Py(3; —5) ponton, és parhuzamos a
4x + 5y = 0 egyenletli egyenessel!

(A 2006. majusi kozépszintl érettségi 10. feladata.)

AzR" - R, x — 3 + log, x fiiggvény az alabbiak ko-
ziil melyikkel azonos?

A: R" > R, x ~ 3log, x

B: R" - R, x — log, (8x)

Y

Y
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C: R" - R, x — log,(3x)
D: R" - R, x — log, (1)
(A 2010. majusi kozépszintii érettségi 4. feladata.)

A kovetkezo 6t dsszetett feladat koziil 3-at oldjatok
meg!

Oldja meg a kovetkez6 egyenletet a valos szamok hal-
mazén!

cos’ x + 4cos x = 3sin’ x

(A 2005. majusi kozépszintii érettségi 13. feladata.)

Az e egyenesrdl tudjuk, hogy a meredeksége 0,5, és az
y tengelyt 4-ben metszi.
Abrézolja koordinata-rendszerben az e egyenest,
és irja fel az egyenletét!
Mutassa meg, hogy a P(2; 5) pont rajta van az
e egyenesen! Allitson merélegest ezen a ponton
4t az egyenesre. Irja fel ennek az egyenesnek az
egyenletét!
E két egyenest elmetsszilk a 4x — 3y = —17
egyenletli egyenessel, a metszéspontok A és B.
Szamitsa ki az A és B metszéspontok koordina-
tait!
Szamitsa ki a PAB haromszog teriiletét!
Adja meg a PAB haromszog koré irhaté kor ko-
zéppontjanak koordinatait! (A 2007. majusi angol
nyelvii kozépszintd érettségi 16. feladata.)

Egy aut6 dra Gjonnan 2 milli¢ 152 ezer forint, a meg-
vasarlasa utan ot évvel ennek az auténak az értéke
900 ezer forint.
A megvasarolt aut6 tulajdonosdnak a vezetési
biztonsdgat a vasarlaskor 90 ponttal jellemezhet-
juk. Ez a vezetési biztonsag évente az el6z6 évi-
nek a 6%-aval n6. Hany pontos lesz 5 év elteltével az
autotulajdonos vezetési biztonsdga? Valaszat
egész pontra kerekitve adja meg!
Az els ot év soran ennek az auténak az értéke
minden évben az el6z0 évi értékének ugyanannyi
szazalékaval csokken. Hany szazalék ez az éves
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csokkenés? Valaszat egész szazalékra kerekitve
adja meg!
(A 2011. majusi kozépszintl érettségi 14. feladata.)

Egy szerencsejaték a kovetkezéképpen zajlik:
A jatékos befizet 7 zsetont, ezutan a jatékvezetd fel-
dob egy szabalyos dobokockat. A dobas eredményé-
nek ismeretében a jatékos abbahagyhatja a jatékot; ez
esetben annyi zsetont kap, amennyi a dobott szam
volt. Dénthet azonban gy is, hogy nem kéri a do-
bott szammal egyenlé szdmu zsetont, hanem Ujabb
7 zseton ellenében még egy dobast kér. A jatékvezetd
ekkor ujra feldobja a kockat. A két dobas eredmé-
nyének ismeretében annyi zsetont ad at a jatékosnak,
amennyi az elsé és a masodik dobas eredményének
szorzata. Ezzel a jaték véget ér.
Zsofl ugy dont, hogy ha 3-nal kisebb az elsé dobas
eredménye, akkor abbahagyja, killonben pedig foly-
tatja a jatékot.
Mennyi annak a valészintisége, hogy Zsofi tovabb
jatszik?
Zsofl jatékanak megkezdése el6tt szamitsuk ki,
mekkora valészintiséggel ad majd neki a jatékve-
zetl pontosan 12 zsetont!

Barnabas ugy dont, hogy mindenképpen két do-
bast kér majd. Attekinti a két dobds utdni lehetséges
egyenlegeket: a neki jaro és az altala ,befizetett” zse-
tonok szamanak kiilonbségét.
Toltsd ki a tdblazatot a fiizetedben a két dobas
utani egyenlegekkel!
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masodik dobds eredménye

1123 (4|5]|6

4 10

els6 dobas eredménye

Mekkora annak a valdszintisége, hogy Barnabas
egy (két dobasbol allo) jatszmaban nyer?
(A 2008. majusi kozépszintii érettségi 18. feladata.)

Oldja meg a kovetkez6 egyenletet a valds szamok hal-
mazan!

lgv3x—2 +lgv/ax—7 =1g2

(A 2006. majusi angol nyelvt kozépszintli érettségi
13. feladata.)
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SzAmitdgépes megoldsok, segédprogramok hasznilata

A programok telepitése el6tt gy6z6djiink meg a hasznalati jogosultsagrol!

LI Abrazoljuk a GeoGebra program segitségével a valos szimok halmazén értelmezett x — a sin (bx)+ ¢ fiiggvényeket
(ab #0), illetve az x — asin (x + b) + ¢ fiiggvényeket!
Segitség

- Hozzunk létre egy-egy csiiszkdt a, b, illetve ¢ névvel, dllitsuk a lehetséges értékeiket a vizsgalni kivant eseteknek megfele-
16en!

- Definialjuk a Parancssorba gépeléssel az f(x) = asin (bx)+ ¢ képlettel az f fiiggvényt [vagy az y = asin (bx)+ ¢ kép-
lettel egy gorbét, amelyik az f fliggvény grafikonja]! Ekkor a program a cstiszkan beallitott aktualis értékeknek megfeleléen
megrajzolja a szinuszfiggvény transzformaltjat, ha az a és a b csuszka értéke nem 0.

- Valtoztassuk a cstiszkdk értékét, és figyeljiik, hogyan véltozik a fiiggvény grafikonja (a fiiggvény maximuma, minimuma,
periddusa)!

Kiegészités

A GeoGebra program mas fiiggvények grafikonjanak megjelenitésére is alkalmas (példaul exponencialis és logaritmusfiigg-
vények). Abrézolhatok adott intervallumon értelmezett fiiggvények vagy intervallumonként mas-mds hozzérendelési sza-
balyu fiiggvények is.

Abrézoljuk a fiiggvényt, vizsgaljuk a zérushelyét, szélséértékét (és monotonitasat) a Graph program segitségével!
(Ingyenes matematikai szoftver, letolthet6 a www.padowan.dk oldalrdl.) A program tobbek kozott magyar nyelvi
mentivel is futtathato, a kivant nyelvi kornyezet a Szerkesztés = Bedllitdsok (angol nyelvii kornyezetben az Edit —
Options) meniipontban valaszthato ki.

Segitség

- A programban a Fiiggvény — Fiiggvény beszuirdsa mentipontban adjuk meg a fiiggvény hozzarendelési szabalyat és a fiigg-
vény értelmezési tartomdnyat, tigyelve a szintaxisra (példaul tizedespontot kell hasznalnunk, a négyzetgyokfiiggvény neve
sqrt(), az abszolutérték-fiiggvény neve abs(), a tangenstiiggvény neve tan(), a hatvanykitevét az AltGr+3 billentytikombind-
ci6 lenyomadsét kovetden lehet beirni, példaul igy: xA5)! Allitsuk be a grafikon szinét, vonalvastagségat!

- Jeloljitk meg a vizsgalni kivant fiiggvényt, és inditsuk el a Szdmitdsok meniipontban a Szdmitds-t! Ekkor megjelenik egy
segédtablazat (jellemzden a képernyd bal als6 részén).

- A segédtablazatban az Illesztés legordiilé meniijében kivalaszthatjuk, hogy milyen vizsgélatot szeretnénk. Példaul a
zérushely kereséséhez az ,,x tengelyhez” sort kell valasztani. Ezutan a kivalasztott fiiggvény grafikonjan egérrel kattintva a
zérushely kozelében a program azonnal kiirja a segédtablazatban a zérushelyet (és a ,zérushelyhez” tartozd helyettesitési
értéket, tovabba az adott helyen az els6 és masodik derivalt értékét is, ha ezek léteznek).

Egyenlet, egyenletrendszer és egyenldtlenség (grafikus) megoldasara akar a Graph, akar a GeoGebra program is hasz-
nalhaté.
Segitség
Egyismeretlenes egyenlet, egyenlétlenség megoldasa:
- Abrézoljuk a kivélasztott program segitségével az egyenlet bal, illetve jobb oldaldn 4116 kifejezéssel definidlt fiiggvényeket
(a megfelel értelmezési tartomanyon)!
- Ha az egyenlet egyik oldaldn a 0 dll, akkor olvassuk le az abrazolt fiiggvény zérushelyét; ha nem, akkor az abrazolt két
tiiggvény metszéspontjanak (metszéspontjainak) els6 koordinatdja adja az egyenlet megoldasat.
- Az egyenlet megolddsanak ismeretében az egyenl6tlenség megoldasa értelemszertien adodik.
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Kétismeretlenes egyenletrendszer megolddsa a Graph programban akkor lehetséges, ha mindkét egyenlet egy-egy fiiggvény
grafikonjanak egyenlete. A GeoGebra program alkalmas mds gorbék abrazolasara is, tehat akkor is alkalmazhatd, ha az
egyenletrendszer egyenletei nem fiiggvénygrafikonok egyenletei.

Az egyenletrendszer megolddsanak 1épései:

— Abrazoljuk a program segitségével a két egyenletnek megfeleld két gorbét!

— A két gorbe egy kozos pontjanak két koordinataja adja meg az egyenletrendszer egy megoldasat; tobb kozos pont esetén
természetesen tobb megoldasa van az egyenletrendszernek.

'S Koordinatageometria-feladatok megoldasa a GeoGebra programmal.
A GeoGebra program igen sokrétiien hasznalhato6 tanuloi kisérletezésre, ismeretszerzésre, feladatmegoldasra, a meg-
oldasok ellendrzésére is. Az adatok dinamikus valtoztatasaval (csiiszkdkkal) éltalanos osszefiiggések szemléltethetdk,
illetve ilyenek fedezhetdk fel, s6t animéciok is készithetSk.
Segitség

- Az A(2; 5) pontot igy adjuk meg a Parancssorba gépeléssel: A = (2, 5). Figyelni kell arra, hogy a program tizedespontot,
pontosvesszd helyett pedig egyszert vessz6t hasznal. Tehat a B(3,8; 2,4) pontot igy kell megadni: B = (3.8, 2.4).

- Egy kétismeretlenes egyenlet Parancssorba torténd beirasa utdn a képerny6n az egyenletnek megfelelé6 ponthalmaz lesz
lathaté (példdul egy egyenes vagy egy kor). A 2x + y — 3 = 0 egyenlet beirdsa utdn egy egyenes, az x"2 + y"'2 = 4x egyen-
let beirdsa utan egy kor jelenik meg (ne feledjiik, hogy a hatvanykitevé begépelése az AltGr+3 billentylikombinaci le-
nyomasat kovetden lehetséges!). Csiiszkdk hasznélataval egyszerre sok egyenest vagy sok kort is konnyen megadhatunk.
- A program dbrazolja a kétismeretlenes egyenl6tlenségekhez tartozé ponthalmazokat is (félsik, korlap stb.). Példaul az
x"2+y"2 + 6y < 0 begépelése utan egy nyilt korlap jelenik meg.

- Két ponthalmaz metszéspontjainak megjelenitéséhez elészor valasszuk az ,Uj pont” legdrdiilé meniibél a ,Két alakzat
metszéspontja” parancsot! Ezutan az egérrel kattintsunk el6szor az egyik, majd a masik alakzatra! Megjelennek a kozos
pontok (ha ezek szama véges). A metszéspontok koordinatai — beallitastol fiiggéen — vagy megjelennek a képernydn, vagy

az Algebra ablakban tekinthet6k meg (Ctri+Shift+A vagy Nézet menii — Algebra ablak).

Targymutat

bazisrendszer 33

binomidlis egyiitthato 85

binomidlis eloszlas 115

biztos esemény 109

egyenes egyenlete 212

egyenes iranyszoge 216

egyenlete ponthalmaznak
201

egyszerd graf 75

elemi esemény 106

események 6sszege 106

események szorzata 106

exponencialis egyenlet 164

exponencialis folyamat 144

exponencialis fiiggvény 143

fagraf 74

faktorialis 80

felezési id6 147

telez6pont 193

TARGYMUTATO

fokszam 74
graf 74
gyokvonas azonossagai 141
harmadolépont 193
hatvanyozas
azonossagai 141
hegyesszog
szogfliggvényei 7
hurokél 75
inverz fiiggvény 159
irdnytangens 216
iranyvektor 214
kamatlab 132
kombinécio 82, 87
koszinusz fogalma 46
koszinuszfiiggvény 54
koszinusztétel 28
kor egyenlete 203, 204
lehetetlen esemény 109

logaritmus azonossagai 154

logaritmus fogalma 148

logaritmusfiiggvény 157

meredekség 216

nalatta k 85

n-edik gyok 136

normalvektor 212

novekedési tényez6 144

Osszetett esemény 106

parabola egyenlete 231

parabola érintéje 237

permanenciaelv 141

permutdcié 80, 87

racionalis szdm a kitevoben
138, 140

racshdromszog 229

radian 51

relativ gyakorisag 100

skaldris szorzat 183

stlypont haromszogben 194
szinusz fogalma 46
szinuszfiiggvény 52
szinusztétel 15

sz0g fvmértéke 51

tangens fogalma 60
tangensfiiggvény 62
természetes logaritmus 173
trigonometrikus egyenlet 64
valoszintség 106

variacié 79, 87

vektor 179

vektoridlis szorzat 185
vektorok szoge 183, 191
véletlen kisérlet 106
visszatevéses mintavétel 120
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NEHANY FELADAT VEGEREDMENYE

1. lecke: 1. a) 6 és 65,6°% 7 és 69°% 7,9 és 71,6°% 8,3 és 65°;
9,2 és 67,6° b) J6. 2. a) (4; 3). b) (—4; 3). 3. a) 10 egység.
b) 10 egység. ¢) 12,65 egység. d) 12,65 egység. 4. 53,13%
126,87°; 71,57°; 251,57°.

2.lecke: 1. 88 m. 2. a) 67,1° 22,9%s 90°. b) 67,1° és 112,9°.
¢) 5 cm. d) 12,6 cm’. 3. a) 500 m; 53,1°. b) 138 m. ¢) 223 m.
d) 139 m.

3. lecke: 1. a) igaz. b) igaz. ¢) igaz. 2. 19 km, 12 m, 17 cm,
90°, 339 cm’. 3. Nem. Tompaszdg is lehet: 148,6°. 4.a) 1115
mm’. b) 558 mm”.

4. lecke: 1. 67,3 m. 2. d = 157 m; e = 97 m; BP =51 m;
PQ=70m; QC=79 m.

5.lecke: 1. 12 m. 2. a) 264 m és 320 m. b) 252 m. 3.a) 1 db
van; 32°€s 103°. b) 1 db van; 90°és 60°. ¢) nincs. d) 2 db van;
egyik 39°¢s 111°; masik 141°és 9°.

6.lecke: 1. b) 262 m. ¢) 50 m. 2. 14°. 3. 14 m.

7. lecke: 2. a) ﬁ és 0,5. b) ﬁ és 0,5. 3. a) @

vagy — £

a= 132,7°). 4. a) igaz. b) igaz. ¢) igaz.

8. lecke: 2. a) 180° vagy —180°. b) 270° vagy —90°. c) 45°
vagy —315°. d) 225° vagy —135°. 4. a) 1. ¢) —45°; 135°; 225°.
9. lecke: 1. a) 63,9 mm. b) 119 mm. 2. a) 78,5°. b) 90°.
¢) 127,6°. 3. 13,5 km.

11. lecke: 1. a) 106°. b) 34 cm> ¢) 15,5 cm. d) 37,2 cm.
e) 65 cm’, illetve 156 cm? f) 31 cm? illetve 190 cm’
2.29 cm® 3. a) 141°. b) 824 cm’. ¢) 214 dm”’. d) 29%.

12. lecke: 1. a) 10,5 dm”. b) 14,6 dm’. 2. a) 47,6 mm és
18°.b) 126°. ¢) 65,5 mm és 18°. d) 108°. €) 76,9 mm és 18°.
f) 90°. g) 80,9 mm és 18°. h) 76,9 mm; 65,5 mm és 47,6
mm. i) 8 db haromszog: 2 derékszogil és 6 tompaszog.
13.lecke: 1. 8 g. 2. a) 34,5 cm. b) 40,5 cm. ¢) 63 cm, illetve
66 cm. d) 1:280.3.a)8.b) 9,1 cm. ¢) 4,4 cm. d) 125 cm’.
14. lecke: 1. a) 89 m. b) 43°; 57° 123° és 137°. ¢) 70 m és
223 m. 2. a) 89 m. b) 165 m és 128 m. ¢) 43° 123° 57° és
137°. 3. a) 2,75 km. b) 78°. ¢) 3,1 km. d) 283.

16. lecke: 1. a) IV. b) pozitiv. ¢) 55°. d) 0,574. e) negativ.
f) 55°. g) —0,819.

17. lecke: 1. M(0,906; 0,423); V(—0,423; 0,906);

K(—0,906; —0,423); D(0,423; —0,906).

2.a) B =123°+k- 360°. b) 5 =57°+ k- 360°.

) =237°+k- 360° (k€ Z).

18. lecke: 1. 12 91, —738 %; 4,9 % 2. 0 CS—T;

b) 0,678 vagy —0,678 (mert a = 47,3° vagy

36,3 <2 —438Cm -16 = .4.1.
S

19. lecke: 3. |[— 255 f

5.egyenld. 7.a) x = % + k-2 vagy x =

3i._£.[£.3i.5i.7i]
222 272 |
2
3

b)x:4T7f+ k~27z‘vagyx:5?7[+ k-2m; (ke Z).

20. lecke: 2. a) —0,5. b) II. és III. siknegyed. ) 277[ és 47”
d) x =27ﬂ+k-27r, X, =4T7T+k‘271', k € Z. 3. a) ellen-
tettek. b) ellentettek. 4. ellentettek.

21.lecke: 1. a) x — sin x — 2,5.b) x — 0,5 cosx.
3.a) x — 2sinx — 1.b) x —» 3cosx + 3.4.a) x ——sinx + 1.

5. a) x—37”+ k-2m; (ke Z).

+ k-27.

b) x—2cosx—1.

b)x= £+ k-znvagyxz%ﬂr k-27; (k€ Z).

22.lecke: 5. f: x — 3,5 sin %x.
23. lecke: 4. b) 47,9° + k - 360° és 132,1° + k - 360% k € Z.

¢) 0,6704, illetve —0,6704; 1,1067, illetve —1,1067.

24. lecke: 2. a)x=%+k-7r,k€l. b)x=%+k-7r,
kezox=Z+kmkeZ3b)om2m 1, 13,
25.lecke:1.a)x=?+k‘27z,x2:?+k-27f;kez.
b)yl— +k Ty, = 2”+k-7z;kez.

2.a)x=—?+k'7f;k€Z.b)x——T+k 21 ke Z.

3T”+k~zn;kez.
+k-mikeZ 4.a) x =

3.a) x1=%+ k27, x,=

b)xlz%

b) x1=%+ k-m,x,= 1,25+ k m;kEZ.

=%+ k21, x,=

§+ k-m;keZ.

5.a) x
b) x=k-2m; ke Z.
26. lecke: (48) 3. a) <—— L) b) —L vagy g

4.a)~ 161373 m’.b) = 23,4m. c) = 27,6 m.

5. a) 110,8°% 69,2°. b) 6,40 dm; 4,55 dm. ¢) 26,7°% 42,5°.
d) 1. 6. a) ~ 34 mm. b) 68° 112°. ¢) 56 mm. d) 1064 mm’.
7. a) =660 m>. b) =33 m’ ¢) ~90° 8. a) 9 cm.
b) =~ 10,3 cm. ¢) = 20,6 cm. d) = 76°% 104°. ) =~ 200 cm’;
~ 1850 cm’. 10. fés C), g és A), h és D), k és B). 11. a) kr,

keZ.b)%+k7r,keZ.

5?7?+k~27z;kez.

28. lecke: 1. egyszert: c) és e). 2. nincs megoldas: a) és
¢). 3. nincs megoldds: ¢) és d). 4. b) 9. 5. 8! 6. a) nem.
b) 9- 10°. ¢) 10°. d) 26°. ) igen.

29. lecke: 1. a) 840. b) 2401. 2. 1024. 3. a) 512. b) 39 366.
©)9-10% 1,8 10°. 4. a) 165 765 600. b) 26°.
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€)52-51-50-49- 48 - 47 ~ 1,47 - 10", illetve 52°. 5. a) 3'.
b) 3%

30. lecke: 1. a) 10! b) 9. ¢) 2 903 040. d) 564 480. 2. a)
121.b) 2 10%. ¢) 3!- 91. 3. 36.4.a) 10! b) 1. ¢) 9! - 91. d) 9!
e) mindegyik.

31. lecke: 1. a) 10. b) 20. 2. a) 56. b) 336. 3. a) 19 cstcs és
16 €l. b) 11; 4; 3; 1. 4. a) 504. b) 84. 5. a) 4005. b) 8010. ¢)
8100. d) 4095.

32.lecke: 1. nem. 2. a) 35.b) 35. 3. a) 1; 7; 21; 35; 35; 21; 7;
1. b) igaz. 4. a) 4960. b) 406. 5. a) 70. b) 35. c) 70.

33. lecke: 1. 32. 2. a) 16; 8; 4; 2; 1. b) 32. 3. a) ugyanany-
nyi. b) kevesebbet: 120-at. 4. a) 55; 165; 330; 330; 165; 55.
5.a) 1716. b) 560.

34. lecke: 1. 0,000 000 123. 2. a) 0,000 01. b) 0,000 812.
¢) 0,000 029. d) 0,0224. 3. mindkettd. 4. a) 630 630. b) 15!
¢) 126 126. 6. a) 270 725. b) 0,000 0037. ¢) 0,999 9963.
d) 0,719.

Raadas lecke: Parmunka: 1 par: 42,3%. 2 par: 4,75%.
Drill: 2,11%. Sor: 0,392%. Flush: 0,197%. Full: 0,144%.
Poker: 0,0240%. Szinsor: 0,00139%. Royal flush: 0,000154%.

35. lecke: 2. % 3. % 4. nincs; % a valoszintisége.

36. lecke. 2. b) 36. ¢) 3176 d) 1; 2; 3; 4; 5; 6; 5; 4; 3; 2; 1.
1 6 6 5 6 6 2 )5
e) 36'f) 36.g) 36.h) 3,6.3.::1) 36.b) 36'C) 36

. 1 44 12 5y 8 2
37. lecke: 1. a) 20. b) 5.c) 5.d) 20.e) 20.f) 20"

2.a) 25.b) % ) %. d) % e) % f) 22—5

38. lecke: 1. a) 0,611. b) 0,096. ¢) 0,904. d) 0,808.
2.2) ~ 0,197. b) ~ 0,931. c) ~ 0,803.

39. lecke: 1. a) 7776. b) 512. ¢) =~ 0,066. d) 0,329.
e) ~0,033. f) ~0,329. 2. a) 32. b) =~ 0,002; =~ 0,028;
=~ 0,132; = 0,309; = 0,360; =~ 0,168.

40. lecke: /1. 504. I/2. a) %:%. b) annak, hogy

szerziink pontot. A valdszintségek %, illetve %
II/1. a) =~107. b) =0,00067. ¢) =~0246. d) 1.

I1/2. a) =~ 107. b) = 0,001. ¢) = 0,233. d) nem kiilénbo-
zik. ITI/1. a) 3 628 800. b) 1024. ¢) =~ 0,001. d) =~ 0,246.
e) ~ 0,055. I11/2. a) 84. b) ~ 0,405. ¢) 372. d) 6.

41. lecke: 1. a) 680. b) 4080. 2. a) % b) %. 3.a) ~ 0,083.

b) =0,042. ¢) =0917. 4. a) = 0,125. b) = 0,042.
) =~ 0,875. 5. a) 12. b) 220. c) 792. d) 792. e) 220. f) 12.
g) 4096. 6. a) 80 730. b) 77 727. c) 49 413.

42. lecke: 1. a) 124 770 Ft-tal nétt. b) 706 055 Ft. 2. a)
1,338-szeresére. b) 34%. 3. a) 4,14%. b) 7,18%. ¢) 11,61%.
4.2) 1,067 1,2% 7. b) 7% 2°. 5. ) x% y°; (a - b)’. b) a’; ¢ ™.

. 1.1, 1, 1 . g
43. lecke: 1. a) 8§ 27 16° 18 b) 2; 8; 25. 2. a) 197 ezer.
b) 30. 3. a) 1,7 millié Ft-ot. b) 0,8 millié Ft-tal. ¢) 5,55 mil-
—6

li6 Ft. 4. a) nagyobb: 1,89° és 0,99". b) nagyobb: (%) és
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1,2

9"

5. a) eredetileg 56,7 liter; az eljaras végén 37,8 liter.

>

b) 56,7 - (%)H ~ 0,44 (liter).

44. lecke: 1. a) 10; 10; 100; 10. b) 1; 5; 2; 5; 0,1; 1,5; 0,5.
2.a) 2,15; 3,91; 4,93; 9,73; 10; 21,54. b) 1,78; 2,78; 3,3; 5,5;
5,62; 10. 3. 216 cm’. 4. a) 3 m. b) 113 m> 5. = 8,3%-o0s.
45.lecke: 1. 4; 2; 10; 9; 3. 2. a) 2; 0,2; 0,2; 2; 0,5. b) 0,1; 0,2;
0,9; 0,1; 1,1. 3. a) B. b) 8k% 8k’; 8k*; 8k>; 8k%; 8Kk’. ¢) 1,308.
d) 8; 8,3; 8,6; 8,9; 9,3; 9,6; 10; 10,4. 4. a) '¥/2 =~ 1,059.
b) '3/27 ~1,498.5.49; 121; 17; 23; 8.

46. lecke: 1. a) 125. b) 512. ¢) 27. d) 9. e) 32. f) 625.
2.a) 105 5% 2% 4% b) 4% 5%5% 3% 3. V63 V35 V343,

5 1 2
4.81;27;36;5.5.a) 102.b) 25 .¢) 33.
47.lecke: 1.d) 2 és3; 0és1;2 és 3;1 és 2.
48.lecke: 1.a) 4.b) 0,25.¢) 16.d) 2.2.a) 6,2 és 1,15. b) 6,2

és =~0,756. ¢) 107 és %. d) 6 - 107 és 8. e) 3,8 és 1,25.

£)2,165=~0,145.3.a) N(t)=120-10°-1,5'.b) 4-10% illetve
1,5-10%. ¢) 3,6 - 10". 4. B; C.

49. lecke: 1. a) 27%. b) 3,72 6ra. ¢) 28 ora. d) 11,2 Ora;
14,9 ora. 2. 13,5 év utdn. 3. a) 1 6ra. b) 3 6ra. ¢) 5 6ra.
4.22 920 év.

50.lecke: 1. a) 5.b) —4. ¢) % d)8.e) % f) —%. 2.a) 169.
b) 7;3.¢) 16;4.d) 3; 8. €) 4;0,25; —1.f) 625; 5; 4. 3.a) 0; 1;
2;3;4.b) —1; —2; —3; —4.4.a) 5.b) 125. ¢) 1. 5. nem, igen,
nem. 6. 5; 8;0,6; 7. 7. a) 4,5.b) —6. ¢) 0.

51. lecke: 1. a) =~ 2,55; 2; =~ 4,55; =~ 0,55. b) =~ 3,79;

= 2,79 =1,79; =0,79; =-0,21; =-1,21. 2. = 2,32;
~ -32,99; =~ 3,66; ~ 2,02. 3.a) -2; 0,5; -1; -2. b) -3; 0; 3; 0.
lg 0,5

4.2) t =log, 0,5.b) t = 0,85 .€) 4,265.5.a) = 1,3979.

b) = —1,2239. ¢) =~ —0,5810. d) = —0,1.

52. lecke: 1. a) 0,75. b) —4,5. ¢) 50. 2. a) =~ 5,6%-kal.
b) rendre ~ 6840; ~ 13 150; = 25 280. ¢) 1990. aug.-szept.
3.2) ~ 0,9977; 0,23%. b) 2056-ban.

53. lecke: 1. a) 1. b) 2. ¢) 2. d) ~1. 2. a) 16. b) .

c) 144. d) 4. 3. a) 3.b) 0,5.¢) 1. d) —1. 4. a) % b) 18.
) 49;4.5. 3.

54. lecke: 1. a) =~ 3,7. b) 10-szer. ¢) 10™* ?—rgl. d) 120 dB.
2.a) -2;-1;0; 1; = 1,6; 2; 3; 3,3; 4.

55. lecke: 1. a) 2 < x. b) x < 0. 2. a) 30. napon. b) 63; 68.
3.a) |-3; +oo[. b) [0; log, ; 10]. 4. legfeljebb 63.

56. lecke: 1. a) x >2'. b) 0,1 < x <10. 2. a) 8 jegyt.
b) 105 jegyti. 3. a) =~ 2343 % b) legfeljebb 29,6%.
57.lecke: 1.a) 2.b) +3;-3.2.a) —0,5.b) 2. 3.a) —1.b) —2.
4.a) ~ 1,8849. b) ~ 34,8289. Emelt szint: a) 1.b) 0; 4. ¢) 0.

i 5°/3 a- b’
58. lecke: 1. a) log, = s b) log, 24. ¢) Ig T
d) log,(5v10).2.2) —8.b) —1.¢) —8.d) —10.3.2) 0 < x.
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b) 3 < x.¢) x # 3. 4. a) nincs megolddsa. b) 259. ¢) 259 és

—253.5.a)8.b) 8.¢) ]%, +o0|. d) nincs megoldasa.

59. lecke: 1. a) 1,5. b) 400. 2. a) 6,5. b) 0,5. 3. a) x > 1;
x=126.b) x > 0,2;x, = 1 x, = 2.4. a) 89 240 Pa; 55 560 Pa;
33 560 Pa. b) 1,89 km. ¢) 5,55 km.

62. lecke: 1. a) a (—2; 0); b (0; 1); ¢ (=25 1); d (—4, —5);
e (4;5);f(2;—1).b) 2; 1; x/g; /H; J41; \/E.C) igen.
d) nem. e) igen. f) (2;4). 2. a) (0; —1).b) (0; —1). c) (—1;0).

d) (— é; —%) e) <%, g) f) (cos 3,9; sin 3,9). 3. a) (1;0),
(-1 D: =D és (1 -1).b) (~150). 0 (- L5 1),

63.lecke: 1. a) p(1; 3); q(3; —1); r(—=3; 1); s(3; —1). b) +/10.
2.a) (4;2) és(4;2).b) 2v/5.3.a) (3;0).b) (1;—2).4.2) (3;—3)
és (—3; 3). b) (6; 3) és (—6; —3).

64. lecke: 1.a) 10 J. b) —10 J. ¢) 0 J. d) 20 J. 2. a) 60°.
b) ac = —6,25, ad = 0, ae = 6,25. ¢) ba = 5, bc = —5,
bd = iS\/g, be =5.d) —0,978. 3. a) 60°. b) 143,13°.
65.lecke: 1.a) 1.b) 0.¢) 0.d) —1.e) 1.f) 1. g) 1. h) —1.
2. rendre: 2; 2; 4; 4; 4; 4; 2. 3. 0. 4. a) 150°. b) 90°. ¢) 180°.
d) 60°.

66. lecke: 1. b) 60°. c) igaz. d) 2. e) 2. f) 30°. g) 3. h) 120°.
i) —1.j) igen. 2. 48. 3. a) 3.b) 13. ¢) 2. d) —16. 4. a) V18.
b) 2v/18. ¢) —54.

67. lecke: 1. a) 2; V17 ; V40 ; ~85,6°. b) 13; v26; v13;
45°, 2. a) B(—3; 5) és C(=7; 1). b) 71,6°. 3. a) (4; 3).
b) (—3;4). ¢) 163,7° és 106,3°.

68. lecke: 1. a) =~ 9,5; =~ 4,1; =~ 13,6. ¢) =~ 4,4°. d) 5. 2. a) 0;
0; —130; —78; 0; 0. 3. a) (27; 9). b) 25 (tehdt rombusz).
¢) 0. d) 585.

69. lecke: 1. (% 177> 2.a) F(8;7), G(12; 4). b) 5.

70. lecke: (59) 1. a) (0; 1). b) (% %) 2. a) (=9; —13)

vagy (—3; —4). 3. (=3; 2). 4. a) (1,5; 3,5); (—2; 1) és (—2,5; 4,5).
b) (—1; 3). ¢) azonos.

71. lecke: I/1. a) (2; 7), (—5; 5). b) =~ 7,28, =~ 8,06. c) 9.
d) ~ 81,2°% =~ 98,8°. ¢) (5; —8), (—2; —10).

1/2. a) —0,75. b) % 1/3.a) = 16,5; 17. b) B(1; 2), D(—4; 5).

11/1.a) H,(7; 2), H,(11;—1), H,H, (4, —3).b) H,D (3;4). ¢)
C(14; 3), D(10; 6). d) 15; 5; = 7,1. €) —75. f) ~ 53,1°. I1/2.
a) ~ 17,9; 20. b) (—=1; —1,5), (=5; 0,5), (=7; —3,5). I1/3. a)
E(3;0), F(3,5; 4), G(—1,5; 6), H(—2; 2).

72.lecke: 3. A; D és E.

73.lecke: 1.a) (x =57 +(y— 3y =4.

b) (x—5y+(y+3)P=16.¢) (x+5¢+(y—3)=0,25.
d) x*+y* =100. 2. a) (3;5), 36. b) (—3; 5), 6. ¢) (—3; —5),
V6.d) (—3;0),5.3.a) (x — 4 +(y — 27 =169.

b) (x+2P+(y—2F=34.¢) (x+ 1P +y*=36.

4.2) D.b) C.

74. lecke: (64) 1. a) egyenes. b) pont. ¢) kor. d) kor.

2. (x+ 8P+ (y—17) = 6,25.
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3.a) (x—=5P+(y—17=10.b) (x+3)P+(y+2y=29.
4. a) kor. b) origo. ¢) tires halmaz. d) két parhuzamos egyenes.
75.1lecke: 1. a) igen. V37,25, /38,25 és /47,25 .2. a) csak
az els6 egyenlethez. 3. a) 37,25. b) 37,25-nél kisebb szam.
¢) 37,25-nél nagyobb szam. 4. a) (x — 6)* + (y + 0,5)° =
11,25 és (x — 6)’+ (y + 0,5)* = 5,625. b) (4,5; 1,5) és
(7,5, =3,5).5. (x — 1)’ + (y + 1)’ =1L (x — 4’ + (y + 1)’ =
=16.(x+2)+ (y+ 1)’ =16.(x — 1)’ + (y + 1)> = 49.

76. lecke: 1. a) 40 m. b) (—24; 0); (24; 0) és (05 8). ¢) 7,9 m.
3.2) 5 (x+ 5P+ (y+ 3) = 25.b) (—1; —6) és (=9; —6).
77. lecke: 1. a) igen. b) (6,5; 5,5). ¢) (10; 11). d) 3x — 5y =
= —25.¢) 5x + 3y = 83.f) 5x + 3y = 15. 2.b) 3x + 8y =
= —63. ¢) 8x — 3y = 51. d) nem. e) igaz. f) igaz.

78. lecke: 3. a) 0,5.b) 6x — 7y = 3. 5. 5x + 6y = 43.
79.lecke: 1. a) 3x — 4y = —19. b) 3x — 4y = —20.

c) 3x— 4y =17.3.a) (3; —4), (4; 3). b) (65 3); (1; —2).

¢) (13;50); (50; —13).4.a) 5x — 3y =0.b) x + y = —1.
)4x+3y=-12.d)x—y=—4

80. lecke: 2. (4; —5). 3. (4; 7). 4. a) 50,2°. b) y = %x.
5.a) (2; —3).b) 2x — 3y =12.¢) 3,33.

81. lecke: 1. a) (=7; —2). b) (5; —1). ¢) parhuzamosak.
d) egy egyenes két egyenlete. 2. a) (1; 3) és (=3; 1).
b) (2; —2) és (—1; 1).

82.lecke: 2. a) 2x — y = 8.b) (4; 0).

83.lecke: 3.a) 3,6.b) —22,5.4.a) y=2.b) y =2.5.a) kozos
pont: (1; —4).

84.lecke: 1. a) (%, %) b) x+y=2.¢) M(2;0).e) x— 3y =
=-3;2x—y=—1;K(0;1). g) X'+ (y — 1)’ =25.2.a) (—1;6).
b) y = x.¢) (1,5 1,5). d) (=5,5; =5,5).

85. lecke: 1. x —2y=-8.2.a) (3;5);r=05.¢) y=0;
3x+4y =54; x =—2.d) (18; 0); (—2; 15); (—2; 0). e) 15;
20; 25. £) 90°% 36,8% 53,2°. g) x—y =-2; 2x+y=11;
x+3y=18.3.2) (x —6)’+ (y +2)° =6,25.b) 4x — 3y =
=17,5.

86. lecke: 1. a) 10; 9; 90. b) 2; 9; v/85; 9. ¢) 4; 10; V116;
20. d) 5; 8; v/89; 20. e) 41. f) pontos. 2. a) (—10; —4);
V116. b) (=2; —9); v/85. ¢) 55,67°. d) ~ 41. 3. b) 36.
¢)6+3+4=13.d)23.

87. lecke: 1. b) 4,24. ¢) 5,37. e) 4,24 és 5,37. 2. 6,93 km.
3.2) (—1,8; —0,4). b) ~2,85.

88.lecke: 1.a) (—4;—2) és (4;2).b) 2x + y=10és2x + y =
=—10.¢) (65 —2); (2; 6); (—6;2) és (—2;—6).2.a) dx — y =
=—16.b) x + 49y = 13. 3. 2) y = 0, V3x—y=0;
V3x+y=6vV3.b)x=3v3x—3y=0; V3x+3y=
=6V3.

89. lecke: 2. a) 2. b) C(—1; 15) vagy C(15; —9). c) S(%; 7)

vagy s<23—9; —1). d) (6 4) és (=55 14) vagy (1L; ~10);

a hosszuk +/52, v/221. e) 76° 28°. 3. a) (6; —8). b) 13.
¢) nem. d) (—4,25; 0), (16,25; 0). 4. a) (5; —12). b) %
€) 22,6% 67,4°. d) (=8,6; 0) és (o- ﬁ). 5. €) az egyenes

> 12
érinti a kort.
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