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FONTOSABB JELOLESEK

Az A pont és az e egyenes tavolsaga: d(A; e) vagy Ae Halmazok uniéja, metszete: U, N; AUB, ANB
Ae
vagy ne Halmazok kilonbsége: \; A\B

Az A és B pont tavolsaga: AB vagy AB vagy d(A; B .
P 8 &Y gy dA; B Ures halmaz: @, {}
Az A és B pont sszekotd egyenese: e(A; B)

Az f, és f, egyenesek szoge: < (f; ) vagy (fi; ) < Az A halmaz komplementere: A

A B csticspont szog, melynek egyik szaran az A, Az A halmaz elemszama: |Al; [{0;1;2}= 3
masik szaran a C pont taldlhat6: ABC< Végtelen: oo; ‘N | - %

A C cslicspontd szog: C<L Az x szam abszolGt értéke: [x[; |-3,1|= 3,1

Szog jelolése: @, B, 7, ... Az f fiiggvény értelmezési tartomdnya és értékkészlete:

Az A, B és C cstcsokkal rendelkezé haromszog: D, R,
ABCA Az f fliggvény hozzérendelési szabdlya:
Az ABCA teriilete: T(ABC) vagy T, fr x—f(x); f: x— 2x+ 3
Az a, b és c oldalt haromszog félkeriilete: f(x)=y; f(x)=2x+3
s = % Az f fliggvény helyettesitési értéke az x, helyen:

f(xo); f(5), haxo= 5

A derékszog jele: b Az f fliggvény inverze: -

Az e egyenes meréleges az f egyenesre: e Lf n faktoridlis: nl; 4! =4.3.2.1 =24

Az e egyenes parhuzamos az f egyenessel: e || f Az X sokasag atlaga: X

Egybevagosag: =; ABCp = A'B'C, .
Az dsszegzés jele: 5 D x = X+ X, + ...+ X,

Hasonldsag: ~; ABCa ~A'B'Ca ]

A hasonléség arénya: A Permutécic')k: Pn’ Pn = n!/ P4 =41 =24
— L1z 2 21, pklm .
Az A pontbél a B pontba mutaté vektor: AB Ismétléses permutdciok: P, (k + 1+ m =n);
J,m n! . , 5!
Az A pontba mutaté helyvektor: a vagy A Py = K ml Py = 31,97 = 30
—>
Av vektor: v vagy v vagy v Varidciok: V5, VE=n-(n-1)-(n=2)- .- (n—k + 1);
A természetes szamok halmaza: N;  {0; 1; 2; ...} Vé=5.4.3=60
Az egész szamok halmaza: Z Ismétléses varidciok: V¥ V5 =k V3 = 5% =125
{..;-2;-1,0;1;2; ...}
- R . ok n
A porzitiv, a negativ egész szamok halmaza: Kombindciok: C; vagy |, |;
Zv, Z= {1;2;3;...}, {1, =2;-3; ...
{ I } Ck_n-(n—1)-...~(n—k—i—1).Cz_5.4_10
A raciondlis, az irraciondlis szamok halmaza: Q, Q* n k! TS 21T

A pozitiv, a negativ raciondlis szamok halmaza: Q*, Q- | ) n\ (5\ 5.4
Binomidlis egytthat6: ; ==—=10
A valés szamok halmaza: R &Y <k> (2) 2-1

A pozitiv, a negativ valés szamok halmaza: R*, R- Allitasok tagadasa (negacicja): -

Allitésok diszjunkciéja, konjunkciéja:

Eleme, nem eleme a halmaznak: €, &; 5N, =2 & Z* ) Hasok diszjunkcioja, Konjunicioja: v, A
Allitasok implikdcidja, ekvivalencidja: =, < vagy —, <>

Részhalmaz, valédi részhalmaz: S, c; ACR, NCQ Univerzalis kvantor (minden ...) ¥

Nem részhalmaza a halmaznak: ; Z ¢ Q* Egzisztencialis kvantor (létezik ...) 3



A TANKONYV HASZNALATAROL

A tankonyv elsGsorban a k6zépszint(i érettségi vizsga tananyagdt tartalmazza, de megtalalhaté benne
néhany olyan kiegészités is, amely az emelt szint(i érettségi vizsga kovetelményrendszeréhez tartozik.

A tankonyv nem tartalmaz minden ismeretet az emelt szintl érettségi vizsgara valé felkésziiléshez.

A tankonyvben a matematikai szemlélet fejlesztése a definiciokhoz és a fogalmakhoz kapcsolédé tan-
anyagelemek kidolgozéasaval torténik. A matematika megértéséhez, sikeres tanulasahoz feltétlentl hozza-
tartozik a bizonyitdsi készség kialakitasa és fejlesztése. Minden lecke végén osszegyujtottiik a fontosabb Gj
fogalmakat. Kiegészité anyagként ajanljuk az olvasmanyok és matematikatorténeti ismertetések, érdekes-
ségek elolvasasat.

A tankonyvben @IS IEFATT@-tel (és apro betdvel), j6l elkiilonitve jeloltik azokat a kiegészitéseket, ame-

lyek csak az emelt szintti érettségi vizsgan kérhet6k szamon.

A tankonyvben a definiciok és a tételek fejléccel ellatott keretbe keriiltek. Abban az esetben, amikor
nincs fejléc, fontos gondolatokat emelttink ki.

A konyvben szereplé Olvasmdnyok éltaldban érdekességeket, az érettségi vizsga anyagan tdlmutato ki-
egészité anyagrészeket tartalmaznak.

Szamos kidolgozott példa talalhat6 a tankdnyv minden leckéjében, amelyek fokozatosan vezetik be a
tanulékat az elsajatitandé tananyagba. A tananyag gyakorlasat, elmélyitését, az otthoni tanulast és az érett-
ségi vizsgdra valo felkésziilést a leckék végén kitlizott feladatok segitik. Ezeket a nehézségi szintjiik szerint
is csoportositottuk:

= kozépszint, konnyebb; = kozépszint, nehezebb;

a = emelt szint, nehezebb feladat;

= emelt szint, konnyebb;

= kiegészit6 anyag.

Az érdekléddk vagy gyakorolni vagyok szamdra a leckék végén még tovabbi feladatokat is ajéanlunk,
amelyeket az Oktatési Hivatal MATEMATIKA Cyakorlé és érettségire felkészitd feladatgytijtemény csaladja-
bél jeloltiink ki.

A felkésziléshez ajanlott példatarak:

Gerdcs Laszl6 — Orosz Gyula — Paréczay J6zsef — Szaszné Dr. Simon Judit:
16125/NAT (+CD-n a megoldasok) MATEMATIKA Gyakorlo és érettségire felkészits feladatgytjtemény I.
16126/NAT (+CD-n a megoldasok) MATEMATIKA Gyakorl6 és érettségire felkészité feladatgydjtemény II.

Czapary Endre — Czapary Endréné — Csete Lajos — Hegyi Gyorgyné — Ivanyiné Harr6 Agota —

Morvai Eva - Reiman Istvan:

16127/NAT (+CD-n a megoldasok) MATEMATIKA Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytjtemény lll.,
Geometriai feladatok gytijteménye
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A kozépkor végének Eurépdjaban egyre fontosabba valt a hajozas, a csillagaszat, a kereskedelem és
az ipar fejlesztése. Ezt a felgyorsult fejl6dést elsésorban miiszaki és matematikai vivmanyoknak koszon-
hették. A pénzforgalomban érdekelt szakemberek szimara a kamatos kamat gyors kiszdmitdsa érdeké-
ben tablazatokat készitettek. A megfeleltetést a gorog logosz, arany és arithmosz, szam 6sszevonasabol

atingsan logaritmusnak nevezték.el. -




1. VEGYES ALGEBRAFELADATOK (Ismétlés)

1. VEGYES ALGEBRAFELADATOK (Ismétlés)

A 9. és 10. osztalyban elsajatitott algebrai médszerek és eszkozok mar sokféle feladat megoldasat teszik
lehetévé. Ismétlésképpen a hatvanyozés, a gydkvonds és a nevezetes azonossagok témakorébdl valogattunk
Ossze néhény feladatot. Ezek megoldaséhoz néha valamilyen otlet kell — és a megoldas leirdsa elegansan,
néhany sorban megadhaté.

Az alébbi feladatsorban az A, B, ..., F szamértékeket kell meghatarozni. Probaljuk tigyes szdmolassal, a
szamologép haszndlata nélkil megoldani a feladatot!

1. példa
Adjuk meg a kovetkezé kifejezések pontos értékét!
A=3124217 + 212 4212 - 624 842 - 212 421; B =777 777 7782 — 222 222 223%
C = 444 444 4452 + 111 111 111 — 444 444 4442 D= (1 + %)(1 + %)(1 + %);
12343212345
£ = ;. F=+v10-4/6 —v/10+ 4/6.
123432123467 — 12343212345 12343212347 N

Segitség:

A: Az x? + y2 = 2xy = (x —y)* azonossagot alkalmazhatjuk.

B: Segit az x> —y? = (x + y)(x — y) azonossag.

C: Az x* + y — z* kifejezés tagjait érdemes x? — z2 + y sorrendbe csoportositani.
D: Alakitsuk at a tényezdket kozonséges tortté!

E: Legyen példaul x = 12 343 212 346, ekkor a tort o (XX__1;<X+ ) alaka.

F: Eszrevehetjiik, hogy a két négyzetgyok alatt teljes négyzetek szerepelnek.

Eredmények:

A =(312421-212 421)> = 100 000* = 10'°.

B = (777777 778 + 222 222 223)(777 777 778 — 222 222 223) = 1 000 000 001 - 555 555 555 =
= (1000000000 + 1)- 555 555 555 = 555 555 555 000 000 000 + 555 555 555 = 555 555 555 555 555 555
(18 darab 5-06s).

C = (444 444 445 + 444 444 444)(444 444 445 — 444 444 444) + 111 111 111 = 888 888 889 +
+ 111111 111 = 1 000 000 000 = 10°.

p—3.45 100 101 _ 101

23 4 99 100 2

=x—(x=T(x+1N)=x"—(x*—T)=1,igyatort E = ~—— = alaka.

F:10-4v6 = (V6 —2) és10+ 4v6 = (V6 + 2), fgy
F= V(6= 27 - /(V6+ 2 = |V - 2|-| /6 + 2| = /6~ 2~ (/6 + 2)=—4.

Masképpen is eljarhatunk:

F2=10-4v6 +10+ 4v6 — 2,/(10— 4/6)(10+ 4v/6) = 20— 2/100—16 -6 =16, s mivel F < 0,
ebbdl F = -4 kovetkezik.

(A 3,4, ..., 100 tényezékkel egyszerUsithettink.)

A kovetkezé két példa egy-egy matematikai alkalmazés. Most is el6szor 6nélléan prébéljuk megoldani



I. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

2. példa

Megfigyelhetjiik, hogy
11-2=3.3;

1111 -22 =33 - 33;

111 111 - 222 = 333 - 333.

Vajon folytatédik ez a szabalyossag?

Megoldas

Azt kell igazolnunk, hogy 11...1—22...2 = 33...3-33...3 minden pozitiv egész k szamra teljesiil. He-

CESIIT MO LT
2k darab k darab k darab k darab
lyettesitsiik a k darab 1-esbél all6 11...1 szdmot a-val! Ekkor az 11...1szdm a- 10* + a, és az igazolandd
k darab 2k darab

allitds a - 10 + a — 2a = 3a - 3a alakd. Atrendezés és a-val val6 egyszer(isités utin 10 — 1 = 9a egyenlet
adédik, és ez minden fenti a-ra igaz: 10— 1 éppen k darab 9-esbdl dll.
Az észrevett szabalyossag tehat folytatodik.

3. példa

A darts nevti Ugyességi jatékban a céltdbla egyes mezéire dobo-
nyillal célzunk. A megfelel6 1, 2, ..., 20 mezdbket eltaldlva ennyi pon-
tot ér egy-egy dobas. A kiils6 vékony korgyir(it eltaldlva a dobasérték
duplézédik, a beljebb lévé korgytirl eltalalasa pedig haromszorozza
az értéket. Még két specialis mez6 van: a céltabla piros kozepe (Bull)
50 pontot, a koriilétte levé zold kiilsé Bull pedig 25 pontot ér.

Harom dobasbdl legfeljebb 180 pont érheté el, ha harom tripla
20-ast dob a jatékos (T20 + T20 + T20 = 180).

Feladat: mutassuk meg, hogy a 173 pont nem érhetd el harom
dobasbol!

6
Szimpla szektor !

Megoldas

Ha az egyik dobas 50-es Bull (vagy kisebb értékdi), akkor a maradék 123 pont tdl sok, két dobasbél nem
érhet6 el. Minden dobasnak tehat 50-nél nagyobbnak, azaz triplanak kell lennie.

De a tripla taldlatok, valamint 6sszegiik is mind oszthat6k 3-mal, mig a 173-ra ez nem igaz. Ezérta 173
pont valéban nem allithat6 elé.

FELADATOK
m Mennyi az alabbi kifejezések kiszamitott értékében a szamjegyek Osszege?
a)(10°P-7; B 10"—7,  ©99+99+999 + ... + 99...9.

2011darab

Mennyi az kifejezés pontos értéke?

T 1 1
VI+v2 V24+V3 V99 + 100

(Segitség: gyoktelenitsiik a torteket!)

2. E1



2. EGESZKITEVOJU HATVANYOK, AZONOSSAGOK

2. EGESZKITEVOJU HATVANYOK, AZONOSSAGOK

El6z6 évi tanulményainkban értelmeztiik a valds szamok egészkitevdjii hatvanyét. Természetes a kérdés:
bévithets-e a hatvanyozas fogalma tetszéleges raciondlis, esetleg irraciondlis kitevSkre is? Ezt a kérdést fog-
juk megvizsgélni, elStte ismételjiik at a hatvanyozés azonossagait.

1. Azonos alapi hatvanyok szorzata:
a"-a"=a"", aeRa#0,mnelL.

53_55_5—6: 53+5—6: 52;
5P (5\* 59-4_(5\"_7
36 =61 -8r -

p3_pa.p—b - p3+a—b.

2. Szorzat hatvanyozasa:
(a-by'=a"-b", a,beR a#0,b#0,nelZ.

3. Azonos alapi hatvanyok hanyadosa:

a _
“-=a"", aeR a#0 mnel”.

a

321 B 327(71): 33.
3_ ’
5.2
a -a

g — ¢

5+2-4 3
=a.

4. Tort (hanyados) hatvanyozasa:

(%)”:g—:, abeR a0 b+0neZ.
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)4 2° 16,
34 81/

5. Hatvany hatvanyozasa:
(@)"=a"", a€Ra#0,mneZ.

—2\—3
(k—2> :/I%/ k1eR k#0,1#0.

Nézziink néhany példat az azonossagok Gsszetett hasznalatéra, ezek segitségével kifejezések egyszertibb
alakjat keresstk.

1

Hatdrozzuk meg az ca *b*a’b™’ kifejezés értékét, ha a =—

Megoldas

T —2pa3p-3_ 1, 1T ( 1T\ oq_ 1
5d b*a’h™ = ab—S( 8)8— 5

1 p_a
8,b—8.

U

Hozzuk egyszer(ibb alakra az alabbi kifejezéseket:

G 5 \4 ~
g LR ( n73) :(m”-n7?*, m,n€R, mn+#0;
m-n m

b) pg(p~'+ g Ng*—p*)", p.g ER, pg #0,q #p.

Megoldas

3 2 5 \4
m’- 4
a) n <n ):(m7'n 2) —mz'n 1'n20'm12'm28'n B—m42'n11;

m-n—" \m™

=1 N2 _ A2V _ 1.1 1 —
b) pg(p~'+ q )q* - p*) —pq(p+q< - 2)

_ptq 1 _
P g (p—q)p+q) " q+p)<(q+p)(q—P)> q-p
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FELADATOK

Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok értékét!

a) 2% -2°, (—2); d) ((;)33)7435/

b) (3°-3%):3°; e) —25#42.62’; 2.
8 22 4

o % f ﬁ

Dontsiik el, hogy igazak-e az aldbbi egyenléségek! Ahol az egyenldség nem igaz, javitsuk ki Ggy,
hogy igaz legyen!

a) 5 . 541 — 2541/, d) 840 480
b) 9.324_ 326. e) 240.4402 8 0;
C) (9 3)24 2726 D 240.440 — 840.
3. K1 Irjuk fel egyetlen hatvanyként az alabbi miiveletek eredményét!
1240'92'83 252'318'810
= b)) =—F—7—.
a) 32'(67)6 ) 154.1215
m irjuk fel negativ kitevd nélkil az alabbi hatvanyokat!
= = PARS 5°
a) 27 b 3 o (5) d 55 e 2.
m Irjuk fel egyetlen hatvanyként az alabbi kifejezéseket, ha x,y € R, x # 0, y # 0.
35 (y-2)4
2 (¢)-(); @ X
by A o Y
2 [2\157 —6Y .
X (x)° )y
(y4)3 o),
o) 3
o)y
m irjuk egyszer(ibb alakba az alabbi kifejezéseket, ha . ,
abeR ab+0! Franciaorszagban 1795-ben elfogadott prefixumok:
a) a3 . b*Z . <a_5>3 . (ag ‘ b*3)’4 A prefixum A prefixum A preﬁxum
b-a™' \b~ ' neve | értéke jele eredete | jelentése
b) a®+a’+a® a" kilo 10° k gorog | ezer
a’ a’+a+ hekto | 10? h gordg | szaz
deka |10 da gorog | tiz
deci 10" d latin tized
Ajanlott feladatok centi |107 c latin szézad
milli 107 m latin ezred
Gyakorlé és érettségire felkészité feladatgytijtemény . 4 . .

I. 816-825, 827-828, 834-840.
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3. SZAMOK n-EDIK GYOKE

Az el6z6 évben megismerkedtiink a négyzetgyok definicidjaval, azonossagaival és néhdny alkalmazasa-
val. Ebben az évben olyan problémakra is ratériink, amelyek megoldasahoz érdemes a szamok harmadik,
negyedik, vagy tetszéleges n-edik gyokét is bevezetni.

ElStte nézzik at Gjra a négyzetgyokrdl tanultakat.

Egy nemnegativ szam négyzetgyokén azt a nemnegativ szamot értjiik, aminek a négyzete maga a

szam ((Va) =a,a>0,/a >0).

I. Szorzat négyzetgyoke egyenld a tényez6k négyzetgyokének szorzataval.

Haa>0ésb >0, akkor yab = ya-/b.
II. Tort (hanyados) négyzetgyoke egyenl6 a szamlal6 és a nevez6 négyzetgyokének hanyadosaval.

Haa>0ésb > O,akkor\/§=g.

Ill. Egy nemnegativ szam négyzetgyokének egész kitevés hatvanya egyenl6 a szam ugyanazon kitevés
hatvanyanak négyzetgyokével.

Haa>0ésn € Z, akkor ya" = (Va)'.

A gyakorlati életben is — kamatszamitasok, tertletszamitdsok, térfogatszamitasok stb. — gyakran kell meg-
hatdroznunk olyan szdmot, melynek masodik, harmadik, n-edik hatvanyat ismerijtik.

Mekkora annak a négyzetnek az oldala, amelynek teriilete

a) 81 cm?; b) 16 cm?; ¢) 50 cm??

9
Megoldas

Ha a keresett négyzet oldala a cm (a > 0), akkor terilete a2 cm?.
Tehat keresstink olyan pozitiv szamot, amelyet dnmagaval szorozva a tertilet mérészamat kapjuk!

a) a®=8l=a=29 mert 9-9 = 81. A négyzet oldala 9 cm.

2_ 16 _4 4.4_16 44 4
b) a‘= g = a=z, mert 5 == . A négyzet oldala 3 cm.

©) Ha a’ = 50, akkor, mivel a nem raciondlis, ezért értékét nem tudjuk pontosan meghatarozni. Azt
megallapithatjuk, hogy a négyzet oldalara teljestl: 7 cm < a < 8 cm.

Mekkora annak a kockénak az éle, melynek térfogata
a) 125 cm?;
b) 100 cm??
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Megoldas

Ha a kocka éle b cm hosszi, akkor térfogata b® cm?. Keresstink olyan b pozitiv szamot, melynek har-
madik hatvanya:
a) b®> = 125. Ekkor b = 5, mert 5° = 125. A kocka éle 5 cm.
b) b* = 100. Nincs olyan raciondlis szam, melyre az allitas teljestl, ezért nem tudjuk b értékét ponto-
san meghatarozni. Annyi megdllapithat6, hogy 4 < b < 5, mert 4> = 64 < 100 < 5% = 125.

Kortlbeliil mekkora éves kamatra kellene lek6tniink 1 000 000 Ft-ot, hogy 20 év mdlva 9 500 000 Ft-ot
kapjunk?

Megoldas

Jeloljiik az éves kamatot p%-kal. Ekkor a feltételek szerint

20
. p ) _
1000 000 (1 + 700) = 9 500 000,

20
L) _
e )= 0s

Olyan szamot kell keresniink, melynek 20. hatvanya 9,5. Szamolégéppel kozelitéen megadhaté a ke-
resett szam:

1,11~ 8,06, 1,12° = 9,65. Korulbelil 11,9%-o0s kamatra kell lekétniink pénziinket, am a pontos ér-
téket nem tudjuk igy megallapitani.

Az eléz6 példdkban nem minden esetben jutottunk megoldashoz, mert nem definidltunk megfelelé
mlveletet az eredmény meghatdrozasédhoz.
Célszer( a kovetkezét bevezetni:

Definicio
Egy tetsz6leges a nemnegativ valés szam n-edik gyokén azt a nemnegativ valés szamot értjik, mely-
nek n-edik hatvanya az a szammal egyezik meg, aholn € N, n = 2.
A definicié szerint: (Va)' = a,a=0,neN,n=2.

Az "/ a kifejezésben szereplé n szamot gyokkitevének nevezziik.

Ennek alapjan megvalaszolhatok eddigi problémaink:
Ha a’ = 50, akkor a = +/50.
Ha b* =100, akkor b = %/'100.

20
L) _ P _ —100.(20/9 5 _
Ha (1 +705) = 95 akkor T+ 465 = 2%4/9,5, azaz p =100 (20/9,5 —1).

Megjegyzés

A kapott értékeket pontos megoldasnak tekintjiik a definicié szerint. Sok esetben nehéz ,érzékelni” a
nagysagukat. Ehhez kozelit6 szamitasokat, illetve szamoldgéppel torténd szamitasokat végezhetiink.
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Felmeriil a kérdés, létezik-e olyan negativ szam, melynek értelmezhetjiik az n-edik gyokét, hiszen az ed-
digi definicié csak nemnegativ szamok n-edik gyokére alkalmazhaté.

Keresstink olyan szdmokat, amelyek hetedik hatvanya —1, harmadik hatvdnya —8. stb. Ha |éteznek ilyen
szamok, ezeket is nevezhetjik a szamok hetedik, harmadik, ...stb. gyokének.

ST =a 013 4/ 625.

Megoldas

Tudjuk, hogy ha pératlan darab negativ szamot szorzunk 6ssze, akkor a szorzat is negativ szam lesz. Ezt
felhasznalva:

V=1=—=1mert (=1 =-1;
Y-8 =—2, mert (-2)*=—-8;
%—243 =—3, mert (—3)> = —243,

%/—625 nem értelmezhetd, mivel paros darab azonos elgjell szém szorzata nem lehet negativ.

Az éltalanos definiciot megfogalmazhatjuk a gyokkitevd paritasatol fliggéen a kovetkezé médon:

Az "V a definici6ja:
1. eset

Ha n pozitiv paros szam, azaz n = 2k, k € N*, akkor az a nemnegativ szam 2k-adik gyokén azt a
nemnegativ szamot értjiik, melynek 2k-adik hatvanya a.

(*/a)*= a, ahol a> 0, és k € N*.

%64 = 8, mert a gyokkitevs paros, és teljesiil, hogy 64 >0, 8 > 0, és 8% = 64.
4/81= 3, merta gyokkitevd paros, és teljesiil, hogy 81 =0, 3 =0, és 3* = 81.

Megjegyzés
A négyzetgyok esetén a 2-es gyokkitevét szokds elhagyni, pl. 364 = v64 .

2. eset
Ha n = 3 pozitiv paratlan szam, azaz n = 2k + 1, k € N*, akkor az a val6s szam (2k + 1)-edik gyo-
kén azt a valés szamot értjiik, melynek (2k + 1)-edik hatvanya a.

(*+1/2)** "= 2, ahol a € R, és k € N*.



V=343 =—7, mert (-7)* = —343.
%343 = 7, mert 7% = 343.

%/=100 000 =—10, mert (=10)> = —100 000.

3. SZAMOK n-EDIK GYOKE

A (-9) hetedik gyoke: V-9 (ez a jeldlése a pontos értéknek), mely harom tizedesjegy pontosségig sza-

molégéppel meghatdrozva: v—9 ~—1,369.

Figyeljik meg a kovetkezé fliggvények grafikonjat, monotonitasat, ha a fuiggvények értelmezési tarto-

manya a nemnegativ val6s szamok halmaza!

a)

a) f)=%x, gx)=x
b) f(x)=%x, gx)=x’
o fx)=%x, gx=x%
d) f)=%x, gx)=x"
ya
y =X
! y =W
‘I..
:0" :X;
y A
T o
! y =W
‘I..
:0" :X;

b) yl\
y =X
1 y =K
‘I..
of 1 i's
d) yﬂ
y =X
1 y =%
‘l..
of 1 i's




I. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

Megoldas

Megfigyelhetjiik, hogy a kapott fliggvényparok grafikonjai egymas tiikorképei
az x — x flggvény egyenesére nézve.

Minden esetben igaz az is, hogy a gyokos fliggvények szigordan monoton no-
vekvok. kobgydk: ¥/x ;

Vx;

Fogalmak
négyzetgyok: v'x ;

FELADATOK
m Hatdrozzuk meg a kovetkezd gyokok értékét!
J121; V8 V=-8; V(=3); 57

Hatdrozzuk meg a kovetkezd gyokok értékét!

9. 3/ 8. 3 /27 . 1. 9/_
\/Z’ 277 1257 ’ 100 000’ B
3. K1 Keressiik meg a muiveletsorok eredményét!

a) V16 —¥-1+%8 - %16;
125, /81 _5/_1 1.
Y VA T 8+\/;’
1
3 _
0 40,001 - 4/ =5t + 1/0,01.

Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartoméanyat!

Va; “b; ¥c—3; d—3; %2e —10.

2. K1

4. E1

Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartomanydt, majd hatdrozzuk meg a kévetkezd gyokok értékét!

Ve Nl V7 Ve,
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4. AZ n-EDIK GYOKVONAS AZONOSSAGAI [ Emelt szint

A négyzetgyoknél megismertiik a négyzetgyokre vonatkozé azonossagokat. Ezeket felhasznaltuk négy-
zetgyokos kifejezések atalakitasa esetén. Vizsgéljuk meg, hogy az azonossagok érvényben maradnak-e
n-edik gyok esetén is, illetve milyen Gj azonossagokat hasznélhatunk fel a feladatmegoldasokban!

I. Szorzat n-edik gyoke egyenlé6 a tényezdk n-edik gyokének szorzataval.
Haa=0,b>0ésneN,n=>2, akkor Vab ="Va -Vb.

I1. Tort (hanyados) n-edik gyoke egyenl6 a szamlalé és a nevez6 n-edik gyokének hanyadosaval.

HaaZO,b>Oésn€N,nZ2,akk0r”\/%=ng.

I1l. Egy pozitiv szam n-edik gyokének egész kitevojii hatvanya egyenl6 a szam ugyanazon ki-
tevdji hatvanyanak n-edik gyokével.

Haa>0, neN,n=>2 éskEZ,akkor(”x/E)kz”«/?.

IV. Az n-edik gyok k-adik gyokét felirhatjuk dgy is, hogy a gyokjel alatti kifejezés (nk)-adik gyo-
két vessziik.

Haa>0,neN,n>2é k&N, k>2,akkor Va =" a.

V. Hatvany alakau kifejezés gyokénél a hatvanykitevé és a gyokkitevo egyszeriisithetd, bovithet6.
Haa>0,neN,n>2 keN, k>2 meZ,akkor "Va™ = "va".

Az elsé harom azonossag bizonyitasa hasonl6an egyszertien torténhet, mint azt a négyzetgyok esetén lat-
hattuk. Példaként figyeljiik meg a IV. és V. azonossdg igazolasat!

Igazoljuk, hogy egy pozitiv val6s szam n-edik gyokének k-adik gyokét felirhatjuk Ggy is, hogy a gyokijel
alatti kifejezésbdl (nk)-adik gyokst vonunk:
Haa>0,neN, n>2éskeN, k>2,akkor V¥a =" a.

Emeljiik mindkét oldalt (nk)-adik hatvényra:
(va)" = (%/a)™,
Ekkor: (VR 2) " = [(v"2)] = Wa)=a & (Wa)*=a.

Az atalakitasok sordn a hatvanyozas azonossagait, valamint az n-edik gyok definiciéjat hasznaltuk fel.

Mivel a nem negativ szamok halmazan a pozitiv egész kitevéjli hatvanyra emelés kolcsonosen egyértelmdi
és mindkét esetben ugyanahhoz az eredményhez jutottunk, ezért az allitas igaz.
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Bizonyitsuk be, hogy hatvany alakd kifejezés gyokénél a hatvanykitevé és a gyokkitevd egyszer(isitheto,

bévithetd, azaz:

haa=0,neN,n>2 keN, k=2 m < Z, akkor "Va™ = Vva™|

Megoldas

Emeljiik mindkét oldalt (nk)-adik hatvanyra:
(o ame )™ = a™, a gyok definiciéja miatt.

(n a”)™ = [("v am)n] =(am*= a™ az atalakitdsaink végig ekvivalensek voltak a hatvanyozas azonos-
8i8 Y

sdgai miatt.

Mivel mindkét esetben ugyanahhoz az eredményhez jutottunk, ezért az allitas igaz.

Szamitsuk ki a kifejezések pontos értékét az azonossagok felhasznéldsavall

) VEN2, V279, VY, V64,
b) 5/64 7\/?. e) /5.

V2’ V25’ /
o (V7)%; H V243,

Megoldas

a) A gyokkitevék megegyeznek, alkalmazzuk az I. azonossagot:
Y8-42="%8-2="%16 =2, mert 2*=16.
Y27 %9 =%27-9=%243 = 3, mert 3° = 243.

b) A gyokkitevék megegyeznek, alkalmazzuk a Il. azonossagot:
%64 . 64 5 _5/95 _
61 =3/ = 32=%2°=2,
77:? 7 /2 =75 =5,

o Al azonossag alapjan:
(V7)== =

d) AIkaImazzuk alVv. azonossagot.
3/4\/7:3‘4‘/7:12«/7:1
6k = *36h = Y2 = 2,

e) Vegyik észre, hogy a hatvanykitevé nagyobb, mint a gyokkitevé.
Es nem relativ primek. Alkalmazzuk az V. azonossagot:

12/516:34/54-4:3‘/?:3/53_ =3/53.3/5 = 5.3 5~ 8,55.

A kozelit6 értéket szamoldgép segitségével hataroztuk meg.




4. AZ n-EDIK GYOKVONAS AZONOSSAGAI

f) El&szor hozzunk azonos gyokkitevére:
3[ / 4/3f 12F:12r,
4/— / _3 /4 12J— \/_
Az atalakltasokat felhasznalva.

3/2-4/3 ="2/16 -13/27 = '2/432 ~ 1,658.

A kozelit6 értéket szamolégép segitségével hataroztuk meg.

FELADATOK
m Szamitsuk ki a kifejezések értékét!
a) ¥64; b) % —64; o Y16; d) ¥/5°%; e V2",
2. F1 Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartomanyat!
a) Va; b) ¥b; ¢ ¥3c—4; d) %2d-8.

Szamitsuk ki a kifejezések értékét!
D VAT, bVEEVE VT 032 /%010, g ey,

m irjuk fel egyetlen gyokjel segitségével a kifejezéseket, majd szamitsuk ki szamol6gép nélkil az ér-

tékiket, ha lehet!
a) ¥V o VYV e V24272,
b)S//3/7120; d)ﬁ.3ﬁ;

Adjuk meg a kifejezés értelmezési tartomanyat és legegyszer(ibb alakjat!

a) 5%/2a-2%/8a%; o Ve %2 Y3c; e) ¥ a*p* .
b) ¥b?- Vb -p: d) (12 d11:4ﬁ)2'

Antik tekerds szamoldogép
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CZED 5. AZ n-EDIK GYOKVONAS AZONOSSAGAINAK
ALKALMAZASA

1. példa

Keressiik meg a kifejezés egyszertibb alakjat!
Ya’+ b’ + 3ab(a+ b).

Megoldas

Mivel a gyokkitevé paratlan szam, ezért a kifejezés minden valés a, b szamon értelmezhetd. A gyokjel
alatt harmadik hatvanyok vannak, ezért gondolhatunk egy 6sszeg harmadik hatvanyara:

(a+ b)’ = a*+ 3a’b + 3ab*+ b> = a*+ 3ab(a+ b) + b®, tehit
Va*+ b’ + 3ab(a+ b) = ¥(a+ b)* = a+b.

Melyik szam nagyobb: 4%/3 vagy 3%/5?

Megoldas

Probalkozzunk a négyzetgyoknél megismert trikkel: ,bevitel
a gyokjel ala”.

4%/3 =%/4%.3=%192; 3%5=2%3%5=3%135.

Mivel az f(x) = ¥ x faggvény szigorGan monoton né, ezért
43/3 > 3Y5 Marin Mersenne (1588-1648) francia
: matematikus és fizikus szerzetes koranak
nagy hatast ismeretterjesztéje volt, szinte
minden jelentds kortars matematikussal

Egy kis tudomanytorténet

3. példa levelezett. Nevét 6rzik a 2” — 1 alakd pri-
mek. (Ekkor p sztikségképpen primszam.
Miért?)

Hozzuk egyszer(ibb alakra: %54 + %16

Nem ismeretes, hogy vajon végtelen
sok Mersenne-féle primszam van-e; de a
jelenlegi legnagyobb primszam-rekorde-
reket is ezen szamok korében keresik.

Megoldas

A gydkkitevok azonosak, de dsszeadni nem lehet a gyokos ki- 4., Li4na az e, mEE A

fejezéseket. lenleg ismert legnagyobb primszamok!
Vizsgéljuk meg a gyokjel alatti szamok primfelbontésat: (Ezek egydttal Mersenne-primek is lesz-
54=2-27=2-3% nek.)
16 = 74 = AR

V54 +¥16 =%2-3°+%2-2° = 3V2 + 22 = 52,
Az &talakitdsok soran a ,kihozatal a gyokjel alél” mdveletet
hasznéltuk.
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irjuk fel egyetlen gyokjel segitségével a kifejezést: v 22 -%2-y2 |

Megoldas

Alkalmazzuk t6bbszor a ,bevitel a gyokjel ald” tipust atalakitast, illetve a hatvanyozas és a gyokvonas
azonossagait:

V225272 =V¥25 23272 =" Y25 322 =V 2 /2 =
=322 =V /(2% 2 = /27 = /27,

Hozzuk egyszer(ibb alakra!
/X )Y n+m, [(n*~m?)*
2 4y /L O n=my rmp
Megoldas

a) A kifejezés akkor értelmezhetd, ha x # 0, y # 0, valamint ha x és y azonos eljelli. Hozzunk k6z6s
gyokkitevére, majd alkalmazzuk az ismert azonossagokat:

R R

b) A kifejezés akkor értelmezhetd, ha n # m, illetve n #—m. Alkalmazzuk a gyokjel ala bevitel méd-
szerét, majd egyszer(sitsiink a gy('jkjel alatt:

n+m3/(n—m2) \/n+m —m)*(n+m)* \/(n+m)7(n m*_s/n—m
(n+ m)? (n+ m)® (h—mi(n+mp Vntm:

Gyoktelenitsiik a tortek nevezéjét'

3.
a) 3@/ b) hax>0 c) 3/— x/—

Megoldas

Azt szeretnénk elérni, hogy a nevezdben gyokos kifejezések helyett raciondlis kifejezések alljanak. Az
ilyen atalakitdasok mar kobgyokos kifejezések esetén is bonyolultak, magasabb gyokkitevék esetében még
bonyolultabbak, ezért fokozott figyelmet igényelnek.

ha k #1.

a) Bévitsiik a tortet (3/9)”-nel, mert ekkor a nevezében harmadik gyok harmadik hatvanya szerepel,
majd alkalmazzuk a gyokre és a hatvanyra vonatkozé azonossagokat:
3 (W9)_3%9' 333 3233 _ 44
Vo (/o) (/e 9 | 9 |
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.
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3.E

N

5. E1

6. E1

I. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

. 3
b) Bovitlink az eléz6 példaban latottak szerint (%/x*) -nal:

2 (& x3)3: 20X 22X WX 24/x
Ve (o) X v '

O 1 bkt
A nevezé gyoktelenitéséhez haszndljuk a kovetkezd azonossagokat:
1k=1=&k)=(/1).
2. a%=b*=(a-b)a’+ab+ b?),

azaz: (Vk)' = (/1) = Vk = VDK + ¥k VT + (/T)7).
3/%(:3{/7 _ k= VT?;;?QFTstF NVE) _ /i 4 R+ VP

FELADATOK
Vigytk be a gyokjel el6tti szorzétényez6t a gyokjel alal

2) 248 b)3%/2: 045, 24/

Vigytik be a gyokjel elétti szorzétényezét a gyokjel ald!

a) ab¥a’b; b) %6@; o (e+1)1 76_1’[; d) (m+n)3\/m.

Vigyiik a gyokjel elé a lehetséges szorz6tényezéket!

JE—
a) ¥/81; b) V64 ; o) V64; d) 'Var.7"%; e)3/42‘%.

Vigytk a gyokjel elé a lehetséges szorz6tényezét!
a) 5\/37‘[)10; b)3/c4-d7~e”; C)k/PkH‘qk”; d) H+W'

Végezziik el a miiveleteket!

9 (V3-V94+427).4/3; 0 (Vb2 = 4/b°)- (/b + ¥b);

b (Va—Va+a); d) (2-vk =32/ ) (B vk - vie).
Vélasszuk ki az allitasok koziil az azonossagokat!

a) Wa'="aya’, a=0; o VvV =2/,

b 46 Vb = Vb, T+ VT =N
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6. RACIONALIS KITEVOJU HATVANY,
PERMANENCIAELV

Az el6z6ekben az egészkitevdjli hatvanyokat értelmeztiik, a hatvanyozas és az n-edik gyok azonossagait
ismételtiik 4t. Nyilvanval6an felmerdl a kérdés, kiterjeszthet6-e a hatvanyozas fogalma tetszéleges raciondlis
kitevékre. Ha ez lehetséges, akkor gy jarjunk el, hogy az eddig megismert azonossagok érvényben ma-
radjanak. Ezt az igényt nevezzitk permamenciaelvnek. (Lényegében amikor a nulladik és a negativ egész
kitevére értelmeztik a hatvanyokat, akkor is ezt az elvet hasznéltuk.)

Vegyik figyelembe a kovetkezd azonossagot:
(a¥) = a¥, ahol k, I € Z.

Tehat ha raciondlis kitevére szeretnénk értelmezni a hatvanyozést, akkor legyen igaz:

(a%)n= a",ahola>0,n=2, mnelZ.

Ha mindkét oldalbdl n-edik gyokot vonunk:

a%=”\/am.

Vizsgdljuk meg, miért is tettlink Gjabb kikotéseket az alap és a kitevé estén. Harom probléma mertilhet fel.

1. probléma

Miért nem lehet a, a hatvany alapja 0, illetve negativ egész?

3
(=3)* = 4/(=3) nem értelmezhetd a valds szimok halmazan, ezért a negativ alapot ki kell zarnunk. 0°-t
nem tudjuk értelmezni, ezért az alap nulla sem lehet.

2. probléma

m k
Ha rr? = %, akkor a” = a’ teljestl-e?

Az igazolashoz alakitsuk at a feltételt.

Ha%:%,akkorm-l:k-n.

Induljunk ki az igazoland6 egyenléség bal oldalabdl.

a%:n\/a_m:nl/amlznl/akn:l/ak — a%
Az egyenlGségsorozat harmadik 1épésénél haszndltuk ki a feltételt, és igazoltuk az allitast, azaz a tortki-
tevé mds alakban torténd felirdsatol nem fiigg a hatvany értéke.
3 6
(Negatl’v alap esetén ez sem teljesiilne: (=3)" # (=3)° )

3. probléma

A permanenciaelv vizsgélata:
Bizonyithato, hogy a hatvdnyozds azonossagai is érvényben maradnak.

m k m_k
]

Példaként vizsgdljuk meg, hogy az a”-a' = a

+ z z z
azonossag érvényes-e!
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Egyrészt: an-al = an-ah = "/am /g = /gl

k I+
Mésrészt: an 1= a o = "/am.
Az egyenl6ségek jobb oldalai megegyeznek, tehét a bal oldalak is egyenlék.

m k m, k

p . . L (o
Ezzel belattuk, hogy a régebben ismert a”-a' = a" ' azonossdg érvényben maradt.
Hasonléan igazolhaté a tobbi azonossag megmaradasa is.

” I 2 m . z 2 . 2 21 2 . @
Egy tetszbleges pozitiv a szam —--edik hatvanya az a szam m-edik hatvanyab6l vont n-edik gyok,
azaz

m
n

an="a",ahola>0 meZ neN,n = 2.

Szamitsuk ki a kovetkezé hatvanyok pontos értékét!

1 _5 4
) 83; b) (18—?) 3, 0 0,01725; d) 6255,
Megoldas
a1 3
a) 83=%8=2; b) 0% = /0% = 0;

Hozzuk egyszer(ibb alakra a kifejezéseket!

14 :
a) (23> V22, b) ¥a’-a? haa > 0.

(ay"

1\-4 _4 2 —4+2 _2 1
2 (23 VP =232 =2 =4
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Végezziik el az alabbi m(veleteket, ha a hatvanyok alapja pozitiv valés szam!

2 13 1 1\2
a) <a7b5)3; b) <a3+ b3) .
Megoldas
Fogalmak
2 1\3 42 20 14 permanenciaelv;
( 7 5) =a?h" = a'"h'" = 1% ap™; racionalis kitevéj
il 2 1 2 hatvanyozas.
by (a3 + b3) = 25 2(ab) + b5 = V& + 2-3/ab + VE.
FELADATOK
m Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok értékét!
1 4 5 2
a) 32°; b) 8°; o(%) " d) 0,000017%; € 13317;
10 2
0,75. —0,4. ’? ; i 65 ’E
N 16%7; g) 32704, h) 27 :)(81) ; j) 0,36
m irjuk at az alabbi kifejezéseket gyokos alakba!
1 3 _>5 4
a) 5°; b) 10%; o7 % d) 67%°; e 133.
irjuk fel az aldbbi kifejezéseket egyetlen szam hatvanyaként!
2 5
a) V8; b5 /(3) 0 W25-57; d) 8°-%/2° /16,
- Irjuk fel egyetlen gyokjel segl’tségével az alabbi miiveletek eredményét!
I\-5 3 -5
a) (33> Y32 b) V52 22, o) 5@-(51%) %a* haa>06ésb > 0;
(Vs)
3/p3 4x/7 b
d) ~—~——==——,hab > 0.
(Vby
Mol Végezziik el az alabbi hatvanyozéasokat!
1oy 32,470 1y
a) (25-33>4; b) 2 'fﬁm; c)(az—bz),haa>0ésb>0.
10°

Irjuk a lehetd legegyszer(ibb alakba az alabbi kifejezéseket, ha a és b pozitiv val6s szamok!

11 1 A
a)a b2 /%4; blatep?)  —ab
(a+b) (a5+b§)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény I. 927-937.
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7. AZ EXPONENCIALIS FUGGVENY

Az el6z6 leckében értelmeztiik a pozitiv alapd, raciondlis kitevéji hatvanyt. Magasabb matematikai
modszerekkel bizonyithat6, hogy az értelmezés kiterjeszthetd irracionalis kitevékre is. Ez a kiterjesztés, a per-

manenciaelvnek megfeleléen, megtartja az eddig megismert hatvanyozasazonossagokat, valamint teljesdl
a kovetkezé tulajdonsag:

—haa > 1 valés szam, p, r raciondlis szamok, q irraciondlis szam és p < q < r, akkor a”? < a% < a;

—ha 0 <a<1 valés szam, p, r racionalis szdmok, g irraciondlis szam és p < q <r, akkor
aP > a% > a’. (1-nél nagyobb alap esetén, nagyobb kitevéhoz nagyobb hatvanyérték tartozik.
Ha ez a tulajdonsag teljestl, akkor egyértelmiien megkapjuk az 6sszes irracionalis hatvany értékét.
Ha az alap 0 és 1 kozé esik, akkor a kitevé novelése esetén csokken a hatvany értéke. Ha az alap
egy, akkor a hatvany értéke minden kitevé esetén 1 lesz.)

Az exponencidlis kifejezések vizsgdlatat, egyenletek, egyenlStlenségek megoldasat segiti, ha megismer-
juk az exponencidlis fliggvényeket és legfontosabb tulajdonségaikat.

Azokat a fuiggvényeket, amelyekben a véltozé csak a kitevében szerepel, exponencialis fiiggvé-
nyeknek nevezzik. Azf: R — R*, f(x) = &, ahol a > 0 fliggvény az a alapt exponencidlis fliggvény.

Vizsgéljuk meg az f : R — R*, f(x) = a* fliggvényt, ahol a > 0!

Tekintstk elészor az f : R — R, f(x) = 2* flggvényt.

Az x = 2* exponencidlis fliggvény szigorGan monoton névekvé.

A bevezetSben emlitettik, hogy bizonyithaté, hogy ha az értelmezési tartomanyt kiterjesztjik a valés sza-

mok halmazara, akkor a fliggvény monotonitasa nem véltozik, és a hatvanyazonossagok érvényben ma-
radnak (permanencia elv).

A fuggvény grafikonja:

y4 A flggvény legfontosabb tulajdonsagai:

1.D,=R.

2. R. = R* (minden pozitiv értéket felvesz pontosan egyszer).
3. SzigorGan monoton novekvé.

4. Zérushelye nincs.

5. Az ordinatatengelyt a grafikon a (0; 1) pontban metszi.

'O__

Felmer(l a kérdés: Milyen lényeges tulajdonségok valtoznak meg, ha az alapot médositjuk?
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Legyen az alap: a > 1. Tekintsik a kovetkezd fliggvényeket:

f: R > R, f(x) = 3%; g R R, g(x):(%)x; h: R > R*, h(x)=(v2)".
& y4 y4

Legyen az alap: a = 1;

f:R— R*, f(x)= 1%

Ebben az esetben a fliggvény konstans fliggvény, grafikonja az x ten-
gellyel parhuzamos egyenes.

(Megjegyzés: Sok esetben az a = 1 alapot nem engedik meg.)

Legyen az alap 0 < a < 1. Tekintstk a kévetkezd
flggvényeket:

f:R— R*, f(x) = (1)X;

2
g:R—>R*, g(x)= <%)X

Lathat6, hogy lényeges véltozas csak a monotoni-
tasban tortént!

Tulajdonsagok:

1.D,=R.

2. R, = R, azaz csak pozitiv értékeket vesz fel.

3. SzigorGian monoton csokkend.

4. Zérushelye nincs.

5. Az ordinatatengelyt a grafikon a (0; 1) pontban
metszi.
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Osszegezziik megfigyeléseinket!

Az f:R— R*, f(x) = a* fliggvényt, ahol a > 0, exponencidlis fiigg-
vénynek nevezziik. A fliggvény legfontosabb tulajdonsagai:

Ha a = 1, akkor a fliggvény konstans fiiggvény. (Mivel az expo-
nencidlis flggvény szigorlan monoton, ezért a = 1 esetben nem be-
szélhettink exponencidlis fliggvényrdl.)

Ha 0 < a < 1, akkor a fliggvény szigorGan monoton csokkend.

Haa > 1, akkor a fliggvény szigorGan monoton novekvé.

Mindhdarom fiiggvény csak pozitiv értékeket vesz fel, igy zérushelye
nincsen, valamint az ordinatatengelyt a (0; 1) pontban metszi.

Abrézoljuk és jellemezziik a fuggvényeket!

a) FRo>R, f(x)=2—=5 b g RoR, gx)=2"% c)h:R—>R+,h(x)=2-<l)X.

Megoldas

a) Az f: R > R, f(x) = 2*— 5 szigorGan monoton novekvé, mert az
alap 1-nél nagyobb. A fuiggvény grafikonja eltolassal kaphaté a
k: R —> R*, k(x)= 2* fuggvény grafikonjabdl, az eltolas vektora:
v(0; =5).

b) Ag: R— R*, g(x) = 2*° szigorGan monoton ndvekvd, mert az alap 1-nél na-

gyobb. A flggvény grafikonja eltoldssal kaphat6 a k: R — R*, k(x) = 2* fiigg-
vény grafikonjabdl, az eltolas vektora: v(5; 0).
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¢ Ah:R—>R*, h(x)=2 <%)X szigordan monoton csokkend, mert az alap 1-nél

kisebb. A fuggvény grafikonja a k: R - R, k(x) = (%)X flggvény grafikonjabdl

y iranyl 2-szeres nydjtassal kaphat6.

Oldjuk meg grafikusan a kovetkezé egyenletet!
2’=-x+6

Megoldas

Abrézoljuk grafikusan az f: R — R, f(x) = 2ésag:R—> R gx)=—x+6 flggvé-
nyeket!
Az f(x) = 2" egy szigorGan monoton névekvé fuggvény, mig

S . R Fogalom
a gx) = —x + 6 egy szigorGan monoton csokkend fliggvény. exponencidlis
Ebbdl kovetkezik, hogy az egyenletnek csak egy megolddsa fiiggvény.

lehet, ez pedig az x = 2, a metszéspont els6 koordindtdja. M4
Az eredeti egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy a 2 valo-  aemame® s o

ban megoldasa a feladatnak.

FELADATOK
m Abrazoljuk a valés szimok halmazan értelmezett az f: x — 10" fuggvényt!

2. K1 Valasszuk ki az aldbbi, a valés szamok halmazan értelmezett fiiggvények kozil azokat, amelyek
szigorian monoton csokkendek!

a:x — 5% b:x»—»(%)x; C:X»—»(%)X; d:x»—»z—x' e:xw—47%; fix—0,17%.

5 ’
3. K1 Abrazoljuk a megadott fiiggvények grafikonjait! Hatdrozzuk meg, hogy hol veszi fel, és mennyi
az f fliggvény minimuma és maximuma!
f:[-1; 3] > R, X 4%
g:[-2; 4] >R, X 37
. [0; 10°
h:[0; 5] > R, TR
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m Az eddig tanult fliggvénytranszformaciok felhasznalasaval ab-
rdzoljuk az alabbi, a val6s szamok halmazan értelmezett fiigg-
vényeket!

fix— 37 gix— 3% h:x»—»4-<l>x;
k:x ——3% m:x— 2"

“ Abrazoljuk és jellemezzik az aldbbi, a valés szamok halmazéan
értelmezett fliggvényeket!

Kla) x—37% Kid xH_<l)‘X; K29 x~ 371,
K1 b) X»—><1>X; K2 e) X._.3|X|; Kzg) X._)3‘—x‘.

Klo x—-37%

m Keressiik meg grafikus tton az egyenletek megoldasait!
a)3"'=5-2; b)2/x|=2"

2

3

3

¥

i

Meteoresé a Fold légkérében (NASA)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgy(jtemény Il. 723-730.

8. EXPONENCIALIS EGYENLETEK

Korabban olyan gyakorlati problémakkal foglalkoztunk, amelyek megoldasa soran elsé, vagy masodfoku

egyenleteket oldottunk meg. Ha azonban pénziink banki kamatozasaval kapcsolatos szdmitasokat végziink,
akkor exponencidlis egyenletet is meg kell oldanunk. El6szor az exponencidlis egyenletekkel ismerkediink
meg, utana pedig ezek segitségével a természetben és a tarsadalomban lejatszodo6 folyamatokat tanulma-
nyozunk. Lassunk egy példat!

Az osztbédassal szaporod6 baktériumok szama — révid alkalmazkodasi periédus utan, és mindaddig, amig

ezt a kornyezet lehetévé teszi — exponencialis névekedést mutat. Ha a baktériumok szdma elér egy magas
szintet, akkor bekovetkezik egy tgynevezett telitédési szakasz. A kornyezeti eréforrasok végessége miatt, ez
mindenképpen bekovetkezik. Mi most a folyamatnak azt a szakaszat vizsgaljuk, amikor még az exponen-
cidlis ndvekedés a jellemzd.

Egy 1 ml-es laboratériumi mintdban a kutatok egy adott idépontban kortilbeltl 100 millié baktériumot

szamoltak 6ssze, két 6ra malva pedig 200 milliot.

P

Irj fel egy olyan képletet, amely a mérés kezdetétd| eltelt id6 fiiggvényében megadja a baktériumok sz-

mat!

a) Hany baktérium lesz ebben a tenyészetben az elsé mérés utan 3 éraval?
b) Hany baktérium volt ebben a tenyészetben az elsé mérés elétt 3 draval?
¢) Mennyi idé alatt né dupldjara a baktériumok szama a mintaban?

A megoldast lasd az ,Exponencialis novekedés a természetben és a tarsadalomban” cim( leckében.

Ahhoz, hogy ilyen problémakat meg tudjunk oldani, behatébban kell tanulmanyoznunk az exponen-

cialis egyenleteket, egyenlétlenségeket, egyenletrendszereket.
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a) 3* = 243; b) 343*:%; ) %:@; d) 523 =1.

Otlet: az ,alapegyenletekben” szereplé szamokat, kifejezéseket irjuk fel azonos alapt hatvanyokkal.

Megoldas

a) 3" = 243; b) 343 = 1, 0 4_V2. d) 5272 =1;
7 8~ 2
3X: 35, 73X: 7—1‘ 22—3)(: 2_%‘ 52X—3= 50.

Ertelmezziik az egyenletek bal oldalan 4ll6 kifejezéseket mint egy-egy exponencidlis fiiggvényt. Mivel

az exponencidlis figgvény szigorGan monoton (kolcsondsen egyértelmd), igy a megoldasok a kitevék
egyenldségébdl kovetkeznek:

a)x=5; b) 3x = —1; 0 2-3x=-1; d) 2x—3 = 0;
. 5_ . =3
X==3; 2—3x, X=5.
Megoldasainkat ellenérizzik!
_1
példaul: a) 35 = 243; b) 343 3 = 3‘/% - ; valéban.

Osszetett egyenletek esetén el6szor torekedjiink arra, hogy ekvivalens atalakitdsokkal az 1. példaban I4-
tott ,alapegyenlethez” jussunk.

Oldjuk meg az egyenletet a valés szamok halmazan!
13X1+3X718 - 1

Megoldas

1318 =13° Mivel az exponencidlis fiiggvény szigoran monoton, igy
x*+3x—18=0;
(x+6)(x—=3)=0;
X;=—6, x,= 3.

Ellendrzéssel megdllapithatjuk, hogy a kapott gyokok kielégitik az egyenletet.
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Ha az egyenletben azonos alapi hatvanyok 6sszege szerepel:

Oldjuk meg az egyenletet a val6s sziamok halmazan!
3%+ 3%+2= 270.

Megoldas

Alakitsuk at az egyenlet bal oldalat:
32X+ 32_ 32)( - 270;

10-3% = 270;
ERE Tudod-e, ‘ ,
” ; hogyan kell kiolvasni ezt a szamot:
37=3% 123 132 213 231 312 321 1242
Mivel az exponencidlis fliggvény szigordian monoton, gy a ki- Segitségul hasznélhatod a tdblazatot.
tevikre: i
100 — millié
2x=3; 10° — milliard
e BN (1092 — billi6
2 10" - billidrd
Végezziink ellenérzést! (1093 — trillio
2.3 2342 (10%)* — quadrillio
3 2= 27; 3 2 =35=243; 27 + 243 = 270. >

Ha az egyenletben kiilonb6z6 alapt hatvanyok szerepelnek:

Oldjuk meg az egyenletet a valés szamok halmazan!
25— 3-5*—10=0.

Megoldas

Azonos alapt hatvanyokkd alakitva a két hatvanyt:

5%—3.5"—10 = 0, most 5*re nézve masodfokt egyenlethez jutottunk:
(5*¥—3-5*~10=0;
xy _3*v9+40 _3+7
<5 )1,2 - 2 - 2
Tehét egyrészt
5¢=5.
Mivel az exponencialis fliggvény szigordan monoton né, tehat minden értéket csak egyszer vesz fel, igy
x=1.
Masrészt 5* = 2.
Ez utébbi egyenletnek nincs megolddsa, mivel 5% csak pozitiv értékeket vesz fel.
Ellendrzéssel megallapithatjuk, hogy a kapott gyok kielégiti az egyenletet.
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Oldjuk meg az egyenletet a val6s szdmok halmazan!
2x+ 3)(—2: 3x_ 2x+1.

Megoldas

Ekvivalens atalakitasokkal:
2x+ 3x—2: 3x_ 2x+1;

X L9X x_l' X.
2"+ 2-2"=3 9 3%
cox— 8 ax
3-2 =9 3%
Mivel 3* # 0, igy
2
3X 33/

(5)=(5)
3/ " \3)°
Mivel az exponencidlis fliggvény szigorian monoton né, igy x = 3.

Ellen6rzés: 2°+3*2=8+3=11;
3°—2°""=27—-16 =11. A két oldal egyenl.

Mutassuk meg, hogy az egyenletnek nincs megolddsa a val6s szamok halmazan!

(3)+ 3y =0.

Megoldas

) Fogalom
Az exponencidlis figgvény csak pozitiv értékeket vesz fel, igy (%) >0, és  exponencidlis
egyenlet.
(V3)*> 0, ezért 6sszegitk nem lehet 0. _—
FELADATOK
o Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a val6s szamok halmazan!
K1 a) 5 =125; K1 e)%;z%; K1) V2 %= 8;
K1 b) 3" 2= 243; K1 ) 2%8=2; K2 j) 33" =09;
K1 o 11%=11-11%; K1 g 9° %=1 K2 k) 4P =8"°2;
K1 d) (292 = 4", K1 h) 7= 0; K2 ) (5247725 2= (%)37”-5
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u Van-e az alabbi egyenleteknek megoldésa az egész szamok halmazan?
K1 a) 2x+2x+1:3'215; K2 C) 62x’9x—1:4xb27x+30;
K1 b) 3"— 3 %= 648; E1 d) 9°-27%-37%= 93+*. 243,

3. K2 Uj ismeretlen bevezetésével oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) 24 2"*1=192;
b) 51— 4.5+ 57 '=150;

2x+1

0 3% '+ 9%'=9 2 4 171.

Hany megoldasa van az alabbi egyenleteknek az egész szamok halmazan?
a) 32)(2‘3)(:92)(4»1; C) 4)(: 92X_8, e) 2X+1: 10_237X;
b) 4x: 3'2x+1_5; d) 53xz+x—2:1; D 7X+1_ 7‘1—x: 48

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény I. 1603-1609, 1612-1613, 1616.

CZED 9. EXPONENCIALIS EGYENLETRENDSZEREK,

EGYENLOTLENSEGEK

Az egyenletrendszerek megoldéasakor alkalmazzuk a mar j6l ismert modszerek valamelyikét, célszerd

el6szor ekvivalens atalakitasokkal egyszertibb alaki egyenleteket keresni. Az G ismeretlen bevezetése gyak-
ran egyszer(sitheti a feladatmegoldast.

1. példa

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valés szamok halmazén!
(1) 3"+ 27" '=11; (2)5-3*=3-2V=3.

Megoldas

Végezziik el az (1) egyenletben a kovetkezd atalakitast: 27 ' = 2 - 27.
Vezessiink be (j ismeretleneket, legyen 3* = a, 2¥ = b, ahol a, b pozitiv szdamok. Ekkor:
(MYa+2b=11 = a=11- 2b;

(2) 5a—3b = 3.
Behelyettesitve:
5(11—2b)—3b = 3;
55— 13b = 3;
52 = 13b;

4=php = a=3.
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Visszatérve az eredeti ismeretlenekre:

3=3 = x=1,2"=4=2" = y=2, mivel az exponencidlis fiiggvény szigorGan monoton.
Az egyenletrendszer megoldasa: (x;y) = (1;2).

Ellendrzés:

(1) 34 22+1= 314 g /=N

(2)5-3'-3-2°=15-12= 3.

Oldjuk meg az egyenlétlenségeket a valés szamok halmazan!

a) 3)(281, b) (%)XS'I, c) 53x—42%; d) (%)5‘_15(%)".
Megoldas
a) 3'>81;
3 =

Mivel a hatvany alapja 1-nél nagyobb, az f(x) = 3* fliggvény szigoran monoton né, igy akkor vesz fel
34-nél nem kisebb értéket, ha

x=4.

(Figyeljuk meg, hogy a relacidjel alldsa véltozatlan maradt.)

b (5) =1
2\ (2
(5 =(3)"
Mivel a hatvany alapja 1-nél kisebb, az f(x) = (%)X fuggvény szigordan monoton csokken, igy akkor

%)O—nél nem nagyobb értéket, ha

x=0.
(Figyeljik meg, hogy a relacidjel allasa megfordult.)

vesz fel (

-4~ 1.
A 572 55

53)(—4 Z 5—2.
Mivel a hatvdny alapja 1-nél nagyobb, az f(x) = 5>~* fiiggvény szigorGan monoton nd, igy akkor vesz
fel 572-nél nem kisebb értéket, ha
3x—4>—2;
3x=2;
X2 %
(Figyeljik meg, hogy a relaciojel allasa valtozatlan maradt!)
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9 (5)'<(3)
=

Mivel az alapok egyenl6k és 2 1, igy a kitevékre fennall az aldbbi egyen-

2
|6tlenség
5—-1=—x; Fogalmak
exponencialis
—1<0;
=T = egyenletrendszer;
X < % exponencidlis
R 2 2l] Al oo egyenlGtlenség.
(Figyeljik meg, hogy a relaciojel allasa valtozatlan maradt!)
\_A,‘ o)

FELADATOK

Ismételjiik at, mikor mondjuk azt egy fliggvényrél, hogy
a) szigortan monoton novekeds;
b) szigordan monoton csokkend!

Abrézoljuk kozos koordinata-rendszerben az f: R = R* x — 2* ésag: R = R* x — (%)X fuggvényeket!

a) Vizsgaljuk meg a figgvényeket monotonitds szempontjabol!
b) Altaldnosan milyen esetekben

— szigorGian monoton novekedd;

— szigordan monoton csokkend egy exponencialis fliggvény?

a) 2°< 8; b) 3**2>/3; ¢ 0,1% < 0,001; d) 325 <15.

Abrazoljuk szamegyenesen az alabbi egyenlétlenségek megoldasait a valés szamok halmazan!

v 1. 2y _ 3. 52 _ -
2) (Z) =1 b) <§) <3; 0 (Z) <0,8; d) 0,01'"*>1000.

Oldjuk meg az egyenlétienségeket a valds szamok halmazan!

Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket a valés szamok halmazan!
5x+3

1

x=1
a) 4x+3 < 2‘1—2x; b) <%>x+2 21/ C) 0l01x—1 <102x—3; CI) 2XZ+5X_9S§'

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytijtemény I. 1619-1622, 1626-1628.
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10. A LOGARITMUS FOGALMA

Vizsgéljuk 600 000 Ft lekotését, évi 4,5%-os kamatos
kamat esetén. Mennyi idére kell lekétni a pénziinket ahhoz,
hogy 1 millié Ft koveteléstink legyen a bankkal szemben?

Megoldas

1 év mulva 600 000 - 1,045 = 627 000 Ft-ot,

2 év malva 627 000 - 1,045 = 600 000 - 1,0452
= 655 215 Ft-ot,

3 év mulva 655 215 - 1,045 = 600 000 - 1,0453
~ 684 700 Ft-ot,

Q

n év miulva 600 000 - 1,045" Ft-ot kovetelhetnénk.

Tehat a kovetkez6 egyenlet megoldasat keresstik:
600 000 - 1,045" = 1 000 000,
ahol n a keresett évek szamat jeloli. Rendezve
»_ 1000000 _ , ¢
1,045" = 600 000 — 1,6.
Nyilvénval6 a kérdés: Létezik-e olyan n egész szém, amelyre 1,045" = 1,62
Mivel n pozitiv egész szdm (évek szdma), ezért prébélgatassal, szamolégéppel szamolva:
1,045 ~ 1,62, 1,045 ~ 1,696.
Tehat minimum 12 évre kellene lekotniink a 600 000 Ft-ot, 12 év elteltével koveteléstink:
~ 1017 529 Ft.
Az egyenletnek ennél pontosabb megoldasara most a feladat szovege miatt nyilvan nincs sztkségtink.

Altaldnosan nézve a problémat, az

a*=b (xeR)
alakd egyenletnek keressiik a megoldésat, ahol x valés szam, a hatvany alapja és értéke is pozitiv valés szam
(@, b €R* a+ 1).

Ugy is fogalmazhatunk: olyan x kitevét keresiink, amelyre a pozitiv alapot, a-t emelve a hatvany értéke
a pozitiv b szam. A keresett kitevét a tovabbiakban a alapd logaritmus b-nek fogjuk nevezni.

Definicio
A b pozitiv szam a alapi (a > 0, ésa # 1) logaritmusanak nevezziik azt a kitevét, amelyre a-t emelve

b-t kapunk.
A kitevé jelolése: log_ b. (Kiolvasva: ‘a alapi logaritmus b’.)

Tehét a definici6 szerint: %" = b.
Ha a logaritmus alapja 10, akkor révidebb jel6lést hasznélunk: log, b helyett Ig b-t frunk. /
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Megjegyzés
A matematikaban fontos egy specidlis alapt logaritmus hasznalata, ez az ,e” alapt logaritmus, melynek
jelolése log, x helyett az In x. (Az e szam a 7-hez hasonl6 irracionalis szam, értéke kb. 2,718281...)

Definicié egyszer(i hasznélata:

a) log,16 = 4, mert 2* =16.
b) Ig 1000 = 3, mert 10° = 1000.

1 —2_ 1
c) log, 5 =-2, mert 37* = 5.

1 v _ 1
d) Iog% 5= 3 mert <§) =75
=3
e) logi 8 =-3, mert (%) =2’=8.
2
f) log,1=0, mert 6°=1. @
3 — :

5 _ 3 5 5/23_ 5/95 Az osebergi viking hajot 834-ben készithették, de egyes ré-

g log, V27 = 5’ mert 3° = ¥/3% = %/27. szei 800 koriil ke?etkeztek/ illetve még régebbrél. Az ilyen le-

letek kordnak meghatdrozdsa exponencialis bomlasi folya-
matok megolddsaval torténik, a logaritmus felhasznalasaval

FELADATOK

irjuk at a logaritmus fogalmanak felhasznalaséval az aldbbi hatvanyokat logaritmusos alakba!
a) 3°=1243, 112=121, 20=1024, 3'= 9, 1072 = 0,01;

S AL B S gi- 1 =l (V0
=32 =5 =243/ =17 (10) =10

irjuk at hatvany alakba az aldbbi egyenldségeket!

a) log,16 = 4, log, 81 =2, log, 3 = %, log,s 25 = 4;
1 1 1
b) Iog% 4=-2, log, 37 =6, log,y = = —5 lg0,01 =-2.
Szamitsuk ki az aldbbi logaritmusértékeket!
a) log, 8, log, 128, log, 0,5, log, 1, log, (—1), log, %;
b) log. 0, log, 2—15, Iog% 125, log,, 32, log, #/8, log,, 16.
m Szamitsuk ki az alabbi logaritmusos kifejezések értékét!
a) 2[0g26, b) 4I0g15, C) 16'0&3' d) 2Iog49, e) 3I0g‘,25+1 Fogalmak
’ ! / / ’ b pozitiv szam
a alaptd
logaritmusa;
Ajanlott feladatok 10-es alapd
logaritmus.
Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I. 942-948. L
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A logaritmus definici6ja alapjan értelmezhetjik a logaritmusfiiggvényt.

Definicio

Azt a fliggvényt, amelynek az értelmezési tartomdnya a pozitiv valés szamok halmaza, és minden
szamhoz annak az a alapt (a > 0, a # 1) logaritmusat rendeli hozza, az a alapi logaritmusfiiggvény-
nek nevezzik. f: R* — R, f(x) = log, x, ahola > 0, ésa # 1.

Abrézoljuk, jellemezziik az f: R* — R, f(x) = log, x és ag: R* — R, 8(x) = log: X fuggvényeket!

Megoldas

Készitsiink értéktablazatot:

No|—
ENEY
o=

log, x o| 1T |-1|{2]-21]3]|-3

logix | o (-1 |1 2|2 |-3|3

A fuggvények grafikonjai:

y A y A

Tulajdonsagok: 1. A vizsgalt logaritmusfiiggvények minden valds értéket felvesznek. Ez kovetkezik az ex-
ponencialis fliggvény tulajdonsagaibdl, hiszen barmilyen x valés szamra igaz, hogy log, 2* = x.

2. Az f: R* - R, f(x) = log, x flggvény szigorGan monoton ndvekvs, hiszen ha 0 < x, < x,, vagy mas
alakban 2" < 2™, akkor az exponencidlis fiiggvény monotonitasa miatt log, x, < log, x,. Tehatf(x,) < f(x,),
vagyis a fiiggvény szigortian monoton névekvé. Az g: R* — R, 8(x) = |0g% X fuiggvény szigortian monoton

log; X log; X,
csokkend, hiszen ha 0 < x, < x,, vagy mds alakban <1?> W< <1?> " akkor az exponencidlis fliggvény szi-

gortian monoton csokkenése miatt log% X, > Iog% X,. Tehat f(x,) > f(x,), ami éppen azt jelenti, hogy a fiigg-

vény szigorGian monoton csokkend.
3. A szigorGan monotonitasbol kovetkezik, hogy mindkét figgvény kolcsondsen egyértelmdi.
4. Zérushelytk az x = 1.
5. A flggvényeknek se minimuma, se maximuma nincs.



I. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

Az exponencidlis fliggvény és a logaritmusfliggvény értelmezé-
sébdl kovetkezik, hogy szoros kapcsolat van a két fliggvény kozott.
Ha az elébbi tabldzat elsé két sorat megcseréljiik,

X 0 1 -1 2 12| 3|3

X 1 1
2 1 2 vl 7

1
8

akkor az értéktablazatunk a g(x) = 2* fliggvény értéktablazatanak
egy részlete.

Az f logaritmusfliggvény értelmezési tartomanya a g exponen-
cialis fuggvény értékkészletével egyezik meg, mig a g exponencia-
lis figgvény értelmezési tartomanya az f logaritmusfliggvény érték-
készletével azonos, és ha az f tetszéleges x-hez f(x)-et rendel, akkor
a g az f(x)-hez x-et rendel.

Ezen tulajdonsagok miatt a két fliggvény egymas inverze, grafi-
konjaik egymas tiikorképei a h: R — R, h(x) = x fliggvény grafi-
konjra (egyenesére) nézve.

Belathat6, hogy ez a kapcsolat tetszéleges a alap esetén is érvényes.

Adotta > 0, ésa = 1 alap esetén, az x — a* és az x — log, x fliggvények egymas inverzei.

y

Amennyiben 0 < a < 1, akkor a két fliggvény Amennyiben a > 1, akkor a két fliggvény szigo-
szigordian monoton csokken6: rdan monoton novekvé:

Osszegezve megillapitasainkat az f: R* — R, f(x) = log, x logaritmusfiiggvény legfontosabb tulaj-

donsagai:
1. A logaritmusfiiggvény a pozitiv szamok halmazan értelmezett, kélcsonosen egyértelmd fliggvény.
2. A logaritmusfliggvény szigordan monoton
—novekvs, haa > 1;
— csokkend, ha0 <a < 1.
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3. Inverze a g: R — R*, g(x) = a* fuiggvénynek; a fuggvények grafikonjai egymas tiikorképei a
h: R — R, h(x) = x fliggvény grafikonjara nézve.

4. Minden nem transzformdlt logaritmusfiiggvény grafikonjéra illeszkedik az (1; 0) pont, azaz a fiigg-
vény zérushelye az x = 1.

5. A fuggvénynek se minimuma, se maximuma sincs.

Abrazoljuk és jellemezziik a kovetkezd fiiggvényt: f: R* — R, f(x) = 5+ log% x!

Adjuk meg a fuiggvény inverzét!

Megoldas

Az f: R* — R, f(x)= 5+ logi x fliggvény grafikonjit a g: R* — R,
3
g(x) = log: x fuggvény grafikonjabdl eltoldssal kapjuk, az eltolas vektora:
3

v(0; 5).

Az f: R* - R, f(x) = 5+ log1 x fliggvény jellemzése:
3

Ertelmezési tartomdnya a pozitiv val6s szamok halmaza.
Ertékkészlete a valés szamok halmaza.

Zérushelye az x = 243, mert 5 + logi 243 = 5+ log1 3°= 5-5 = 0.
3 3

Széls¢értéke nincs.

Szigortian monoton csokkend fliggvény. Fogalom
1\¢-5 logaritmusftiggvény
A fliggvény inverz fiiggvénye: f'(x) = <§) (az inverz fliggvény jelolésére az el6z6 tan- tulajdonsagai.

évben vezettik be a f(x) jelolést).

FELADATOK

m Abrézoljuk és jellemezziik az f: R* — R, f(x) = log, x fiiggvényt!

m Vélasszuk ki az alébbi fliggvények kozil a monoton névekvéket!
a) f:R* >R, f(x)=log x; d) k: R* > R, k(x)=logs x;
5
b)g:R* >R, g(x)=Igx; e) I:R* >R, I(x)=logs x.
2
o h:R* >R, h(x)= log% X;

3. E1 Abrézoljuk fiiggvénytranszformaciok felhasznéldséval az alabbi fiiggvényeket a val6s szamok hal-
mazan! Hatdrozzuk meg a fliggvények értelmezési tartomanyat! (A megoldasok el6tt nézzétek
meg a kilencedikes tankonyv fliggvénytranszformaciokrol sz616 olvasmanyat.)

a) f:x—log,(x+1); b) g:x— log, x—1; ¢) h:x—2-log, x.
8> 8 8> 8>
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4. E1 Abrazoljuk az R* — R, x — log, x grafikonjanak

felhasznalasaval az alabbi fliggvényeket! Hataroz-
zuk meg a fliggvények értelmezési tartomanyat!
a) f:x ——log, x;

b) g:x — log, (—x);

o) h:x—|log, x|; A képen egy logarlécet ldtsz. llyen eszkézok-

kel szamoltak az elektronikus szamolégépek

d) k:x = log, | x|. megjelenése elbtt logaritmust. A logarlécrd|
és hasznélatardl az aldbbi helyen olvashatsz:
5. E1 Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenleteket! https://hirmagazin.sulinet.hu/hu/tudomany/

a) log, x =x-15; igy-szamoltunk-a-logarlec
2 - ’

b) |log, s (x+2)|=—x*=1.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény Il. 731-733, 737-738.

12. A LOGARITMUS AZONOSSAGAI

Feladatmegoldasokban, egyenletmegoldasok esetén gyakran kell atalakitanunk logaritmusos kifejezése-
ket. Ehhez ismerniink kell az atalakitasok szabdlyait, azaz a logaritmus azonossagait. Ezek megfogalmaza-
sahoz felhasznéljuk a definiciét, valamint a logaritmusfiiggvény megismert tulajdonsagait.

A logaritmus azonossagai a hatvanyozas azonossagaival egyeznek meg. Itt ugyanazokat az azonossago-
kat soroljuk fel, csak a logaritmus (kitevd) segitségével.

Példaul az azonos alapl hatvanyok szorzaséndl a kitevéket 6ssze kell adni (elsé azonossag). Osztasnal
a szamlalé kitevsjébdl kivonjuk a nevezd kitevéjét (masodik azonossag). Hatvany hatvanyozésandl a kite-
véket 6ssze kell szorozni (harmadik azonosséag).

Ezeket az azonossagokat pontos matematikai formaban is leirjuk.

Ezek az azonossagok tették lehetévé, hogy a szamologépek elétti idékben ardnylag konnyen tudjunk na-
gyobb szamokat 6sszeszorozni, osztani, hatvanyozni, vagy esetleg gyokot vonni bel6lik. Ezeknek a muive-
leteknek itt az 6sszeadds kivonas vagy esetleg egész szdmmal osztas vagy szorzas felel meg.

Példaul két nagy szam szorzasanal logaritmus tablazat segitségével megkaptuk a két szam logaritmusat.
Ezeket csak 6ssze kellett adni, ezutdn pedig meg kellett keresni, hogy melyik szamnak a logaritmusa a ka-
pott 6sszeg.

Szorzat logaritmusa
log, (bc) = log, b+ log,c,haa >0,a=1,b>0,c >0, azaz
szorzat logaritmusa egyenlé a tényezék logaritmusanak dsszegével.

Bizonyitas

Egyrészt: a[ogﬂb: b, és alogac =c = bc= a[ogﬂb_ log, ¢ log, b+ log, ¢ bc)-

a%°“=a . Mésrészt: bc = a'°8(

Osszevetve a két egyenldséget: bc = a8 *'%8:¢ = 3'*8.(") = Jog (bc) = log, b + log, c.
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A bizonyitasban a hatvanyozas ismert tulajdonsagai alapjan végeztiik az atalakitasokat, valamint fel-
hasznaltuk az exponencidlis fliggvény szigordan monoton tulajdonsagat.

Hanyados logaritmusa
log, (%)z log, b—log,c,haa>0,a#1,b>0,c>0,azaz

hanyados logaritmusa egyenl6 a szamlal6 és a nevezd logaritmusanak kilonbségével.

Bizonyitas

Egyrészt: a¢" = b, és a*¢“=c =

log, b | b
%: d 7 = a8 b=V8C Masrészt: %: (e

.. b
Osszevetve a két egyenldséget: % = amb-lose = gonle) o log, (%) = log, b - log, c.

A bizonyitasban a hatvanyozds ismert tulajdonsagai alapjan végeztiik az atalakitdsokat, valamint fel-
hasznaltuk az exponencidlis figgvény szigordan monoton tulajdonsagat.

Hatvany logaritmusa
log, (b*) = k-log, b, haa>0,a=1,b>0,k€eR, azaz
hatvany logaritmusa egyenl6 az alap logaritmusanak és a kitevének a szorzataval.

Egyrészt: b* = 2% ) Masrészt: b* = (2% b) = ak'8.b,
Osszevetve a két egyenldséget: b* = a's ) = akleb — Jog (b¥)= k- log, b.

A bizonyitasban a hatvanyozas ismert tulajdonsagai alapjan végeztiik az atalakitdsokat, valamint fel-
hasznaltuk az exponencidlis fliggvény szigordan monoton tulajdonsagat.

n-edik gyok logaritmusa

Az el6z6 eset specialisan, k = % esetén, n €N, n = 2:

log, Vb = IOgna b, azaz

n-edik gyok logaritmusa egyenl6 a gyok alatti kifejezés logaritmusénak és a gyokkitevének a hanyado-
saval.

Attérés tizes alapi logaritmusra
Bizonyithat6 az aldbbi 6sszeftiggés:
lg b
lga’
egy szam a alapul logaritmusat megkapjuk, ha a szam tizes alapi logaritmusét elosztjuk az alap tizes

alapi logaritmusaval.

haa>0,a=1,b >0, azaz

log, b =



I. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

1. példa

Szamitsuk ki a kifejezés pontos értékét!
3log, 6 + log, 35 — log, 20 — log, 42.

Megoldas

3log, 6 + log, 35 — log, 20 — log, 42 = log,

635 _ | 7650 _ _
2042~ 1987840 = 08,9 = 2.

2. példa

Adjuk meg a kifejezés értelmezési tartomanyanak legbévebb halmazat! Fejezziik ki x értékét a, b, ¢, d
segitségévell

2 4 1
log, x = 5log, b+ zlog, c - 5log, d.

Megoldas

A kifejezés értelmezheté, haa=1,ésa>0,b >0,¢c>0,d > 0.
2 4

3 3
log, x = 2log, b+ $log, ¢~ Tlog, d = log, " = log,3/2¢"
d3

o b*c*

| -

3. példa

Hatarozzuk meg Ig 6 értékét a és b segitségével, ha
a=1Ig48,ésb =1g72!

Megoldas

Célszerli a szamok primtényezés felbontasabol kiin-
dulni:

48=2%3 RN 37 GER0 3

Célunk meghatérozni Ig 2-t és Ig 3-at a és b segitségé-
vel, mertlg2 + g3 = Ig6.

a=1Ig48=4Ig2+1g3,

b=3lg2+2lg3.

Azt prébaljuk meg elérni, hogy Ig 3 egyiitthat6i azono-
sak legyenek, ekkor kilonbségiikben nem szerepel Ig 3:

2a—b=28lg2+2lg3—-(3lg2+ 2Ig3)=5lIg2;

2a—b

5

=lg2.
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Most fejezziik ki lg 3-at:

2a—b

A legtobb szamologépen az <x’> vagy < ™ >
lg3=a— SaE b _ 4bg 3a; billenty(ikkel végezhets el a hatvanyozas, de

A szamolégép hasznalata

—b 4b—-3a 3b—a néhany tipuson az 7/ miiveletre nincs kiilon
+ = .

. _2a
lg6=lg2+1g3 == 5 5

]
billentyd. Ezeken az /'x = x" azonossagot al-
kalmazhatjuk.

Altalaban csak a 10-es és e alapd logaritmus
szamolhat6 kozvetlendl; c alap esetén a

Ig x , ,
log, x = 2— azonossag vezet célhoz.

lg c

— -"f — -t —— ot —_—

Igaz-e a kovetkezd egyenldség: log, 10 -log, 3 = log, 10 log, 3?

Megoldas

Térjlink &t tizes alapd logaritmusra.

lg10 Ig3 _Ig10 Ig3
g2 g7  1g7 lg2

lg10-1g3 1g10-Ig3 Fogalom
lg2-lg7 = 1g7-lg2 a logaritmus
azonossagai.
Mind a két oldalon azonos tényezdk szerepelnek, tehdt az egyenldség igaz.
J“
FELADATOK
m Szémitsuk ki az x értékét!
a) logs 4 + log; 2 = log; x; o lgx=Ig4+1g9—-1Ig12;
b)lg18—1g2 =lgx; d) log, x = log, 60 — 2.

m Szémitsuk ki az alabbi kifejezések értékét!
a) lg4+3lg5+1g11—1Ig55;

b) log, 27 + 2log, 5 — log, 20%+ log, 16 — log, 5;

O lg52+31g2 +1g125+ 713325~ Ig13.
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3. Hozzuk egyszer(ibb alakra!
K1 a) Ig135(|g25+ Ig 49); K2 b) log, ¥a?-Va’.

irjuk &t az aldbbiakat tizes alapt logaritmus alakra!

a) a=log, 2; b) b = log, 3; o c=log,3v3; d) d=log,, 4.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény 1. 958-960, 961, 963.

€D 13. LOGARITMUSOS EGYENLETEK

Példékon keresztil mutatjuk be a logaritmusos egyenletek megoldasdnak néhany alapétletét. A fel-
adatmegoldésok soran gyakran hivatkozunk a logaritmusftiggvény és az exponencidlis fiiggvény tulajdon-
sdgaira, a logaritmus azonossagaira.

Fontos az egyenletek értelmezési tartomanydnak vizsgélata, valamint a megoldas ellenérzése, hogy
kisz(irjuk a fellépé hamis gyokoket!

Az egy fére juté brutté hazai termék (GDP) 20 000 dollar koril volt K6zép-Eurépaban, a dél-eurdpai
allamokban pedig 30 000 dollar 2020-ban. Feltételezziik, hogy Kozép-Eurépaban 6% kordl alakul az éves
novekedés, Dél-Eurépaban pedig csak 4% kordil.

Hany év mdlva lesz kortlbeldl egyforma a két régioban ez a mutaté?

Megoldas

Irjuk fel hogyan alakul a két régioban a GDP.

Hat szézalékos novekedés esetén minden évben az el6z6 év 106 szazaléka lesz a kovetkezé évi adat.
Barminek a 106%-at gy is kiszamithatjuk, hogy megszorozzuk 1,06-tal.

Ezek utdn ha n éven keresztil folytatodik a névekedés és egyenld lesz, akkor

20000 - 1,06" = 30 000 - 1,04

Ez igy egy exponencialis egyenlet, de hamar kiderl, hogy az exponencialis egyenletek megoldasa soran
tanult modszerekkel nem jutunk a végére.

El6szor atalakitjuk az egyenletet, utdna felhasznaljuk a logaritmus azonoségait

20 000 - 1,06" = 30 000 - 1,04" /:20 000

106" = 1,5 - 1,047 /1,040
1,06}

(1,04> = flg()

Nem tudjuk a két oldalt ugyanolyan alapd hatvanyokka alakitani, ezért most vessziik mindkét oldal tizes
alapu logaritmusét. Ez egy ekvivalens dtalakitas lesz, hiszen a log,  x = Ig x fliggvény szigorGan monoton né-
vekvd, tehat egy kolcsonosen egyértelm(i megfeleltetést valésit meg.
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1,06\
|g<1104> — Ig1,5

Felhasznaljuk a logaritmus azonossagait

n-|g<1:82>= lg1,5
lg1,5

n—w— 21,29
8\1,04

Tehat tébb mint 21 évre van sziikség ilyen kortilmények kozott, hogy az egyik régio felzark6zzon a ma-
sikhoz.

Ha az egyenlet egyik oldalan konstans érték szerepel.
Oldjuk meg az egyenletet! 2log, (3x — 5) = 2.

Megoldas

A hamis gyok fellépése elkertilheté a kovetkezé médon:
2log, (3x—5) = 2;

log,(3x—5)=1;

log, (3x — 5) = log, 3;

3x—5=13;
x=5.

A megoldasban felhasznaltuk a logaritmus fliggvény szigoran monoton tulajdonsagat.

Ellenérzés:

2|og3(3%—5)=2|og33=2-1 =2.

Stanley Fuller mahagéni logarléce 1919-bél (Magangy(ijtemény)
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(Ha az egyenlet mindkét oldalan szerepel logaritmusos kifejezés.)
Oldjuk meg az egyenletet a valés sziamok halmazan!

lgv/3x— 5+ IgvV7x—3=1+1g 11

Megoldas

Az egyenlet akkor értelmezhetd, ha 3x — 5 > 0, valamint ha 7x — 3 > 0, azaz x > %

Els6 észrevételiink: 1 = Ig 10, behelyettesitve és a szorzat logaritmusa alapjan:
lg(vV3x—5-v7x—3) = lg<10 ‘/11010)
lg(v3x—5v/7x—3)— |g<10 4/100> 0;

g V20X = 4+ 15 _

0.
O.m
10

A definici6 alapjan:
V21x*— 44x+15
m

21x*— 44x +15 =11.

2

A masodfoki egyenlet gyokei: x,= 2, x, = 77 ahol x, nem eleme az értel-

mezési tartomanynak.

Ellendrzés:
|g(¢3~2—5~¢7-2—3)—lgf-
1+1g =1g10+1g./ =5n Ig( /1101> |g<10 F) lgvV11.

A két oldal egyenlosege miatt az x = 2 gyoke az egyenletnek.

Adjuk meg az egyenlet nemnegativ megoldasait!

lg(x*— 5x—9)—Ig(2x—1)= 0.

Megoldas

Az egyenlet akkor értelmezhetd, ha

x*—5x—9 >0, illetve ha 2x—1 > 0, azaz ha:
g Gl 2‘/6_vagyx>5+‘/_ és x>%.

A feltételeket Gsszevetve az értelmezési tartomany:

5+ V61
x>+ Y61+ 6,4).
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lg(x*— 5x—9)—Ig(2x— 1) = 0;

x}—5x—9 _
Ig =1 =0
A logaritmus definicidja alapjan:
xX*=5x—9 _ 1.
x—-1 —

2 . - -
X"=5x—9=2x-1; =38, x,=-1.
(=1) nem eleme az értelmezési tartomanynak.
Ellenérzés:

lg(8°—5-8—9)—1g(2-8—1)=1g15—1g15 = 0.
Az egyenlet gyoke: x = 8.

Erdekesség

Egy Anglidban széles korben elterjedt,
kedves torténet szerint Viktéria kirdlyné
annyira el volt ragadtatva Lewis Carroll
Alice Csodaorszagban cimi m(ivétdl, hogy
a szerzé lelkére kototte: a kovetkezd
konyvét, amint elkésziil, feltétlendl kiildje
el neki. gy is tortént: amint befejezte,
Lewis Carroll rogvest elkiildte az Gj muvét,
amely a kiralyné legnagyobb megrokonyo-
désére a Determindnsok vizsgalata elemi
modszerekkel cimet viselte.

(Lewis Carroll — eredeti nevén Charles
Lutwidge Dodgson [1832-1898] — kivalo

5. példa matematikus volt, az oxfordi egyetem

professzora, a geometria, matrixalgebra,
a valészin(iség-szamitds és a matematikai

Oldjuk meg az egyenletet a val6s szimok halmazan! ‘ USes
logika m(iveldje.)

32x+1 — 2473X'

Megoldas

3%+ 1= 2*%_ A hatvanyozds azonossagai alapjan:
16

3-9"= i rendezéssel
X, X_E,
9.8 = 2
x_ 16
72" = 3

Vegyiik mindkét oldal logaritmusét, ez megtehetd, mivel az
egyenlet mindkét oldalan pozitiv szam all.

lg72* = lg%;
Tim Burton: Alice Csodaorszagban (2010)
x-1g72 = lg1?6;
16 Fogalmak
| 3 logaritmusos
X = |g—72 =~ 0,3914. egyenletek.
Mivel ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, a kapott gyok megolddsa az egyenletnek. A
FELADATOK
Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletek megoldésait!
a) log, x =9, log, x = 32, lg x = %/0,01, log,(x*—1) = 3;
b) lgx =-1, log,7 x =16, Iogﬁx:%, log, x = 0,25.
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Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!

a) log, x+log, 6 = 9; d) log, 5 (x+3)=2;
b) log,(x*+ x+7) = 2; e) %Ig2x+|gvx+1:lg(3—x);
o log,(x+ 2)—log, x =1; ) log,[12 + (1 log, x]= 4.
3. E1 Oldjuk meg az alabbi egyenleteket! (Segithet egy Uj ismeretlen bevezetése.)
a) %: lgv/x; c) log, xlog, 9x = log, 27;
2 . 1 _ g x
b) (log, x)* = 5log, x— 6; d) X+ lg10_7|gx2—|g100'

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgy(lijtemény I. 1639-1657.

€D 14. LOGARITMUSOS EGYENLETRENDSZEREK,
EGYENLOTLENSEGEK

Logaritmusos egyenletrendszerek esetén az egyenletrendszerek megoldasainak kilonb6zé médjait, va-
lamint a logaritmus azonossagait hasznalhatjuk fel. EgyenlStlenségek esetén a logaritmusfliggvény monoto-
nitasa alapjan figyeljink a relaciéjel allasara.

Oldjuk meg az egyenletrendszert a val6s szdamok halmazan!
(1) lgx—2lgy =3,
(2) 5lgx+1gy = 4.

Megoldas

Az egyenlet akkor értelmezhetd, hax > 0, ésy > 0.

Az egyik leggyakrabban hasznalhaté otlet az Gj ismeretlen bevezetése, ekkor egyszertibb egyenletrend-
szert kapunk.

Legyen a = Igx, és b = Igy. Ekkor:

(1) a—2b=3,
(2) 5a+ b = 4.
A masodik egyenlet kétszeresét az els6 egyenlettel 6sszevonva:
e =g visszahelyettesitve: =20
a=1, —1=b.
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Visszatérve az eredeti ismeretlenekre:

_ -1=lgy,
[ 1% illetve 1
10 = x, 0=V
Ellenérzés:

(1)1g10—2lg = 1-2-(~1)=3,

(2) 51810+ Ig =51+ (=)= 4.

A kapott gyokok kielégitik az egyenletet, igy a megoldas: (x;y) = (1 0; W)

2. példa

Oldjuk meg az egyenletrendszert a rendezett val6s szimparok halmazan. Abrazoljuk a megoldast ko-
ordindta-rendszerben!

(1) log, log,(x + y) =1,

(2) lgx+ gy = 3lg2.

Megoldas

Az egyenletrendszer akkor értelmezhet6, hax > 0, ésy > 0.
Irjuk fel az egyenleteket az azonossagok alapjan egyszertibb alakban:

(1) log, log,(x+y)=1, (2) lgx+1gy=3lg2,
log, (x+y) = 2, I3 (xy) = 1g2”
X+y=29; Xy = 8.

Oldjuk meg behelyettesitéssel a kapott egyenletrendszert!
y=9-x = x(9-x)=38;
—x*+ 9% —-8=0;

_ —9+v81—-32
B =z

X; 5 =1 x,=8.

A megfeleld y értékek:
Ha x,=1, akkor y;=9—1 = 8, illetve ha x, = 8, akkor y,=9—-8 =1.

Tehdt a megoldas két pont a koordindta-rendszerben: (1;8), és a (8; 1).

3. példa

Oldjuk meg az egyenlétlenségeket a valés szamok halmazan!
a) log,(2x+1) = 3; b) log%(2x+1)23,

Megoldas
a) log,(2x+1) = 3.

Az egyenl6tlenség akkor értelmezhetd, ha x > — %
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A 3-as alapu logaritmusfliggvény szigorGan monoton né, ezért
log, (2x + 1) = 3;
2x+1=3°
(Figyeljik meg, hogy nem fordult meg a relaciéjel.)
x=13.

Ezek a szamok az értelmezési tartomdnynak elemei, tehat a megoldas: x =13.
b) logi(2x+ 1) = 3.
3

Az egyenl6tlenségnek akkor lehet megoldasa, ha x > — %

Az % alapt logaritmusfiiggvény szigordan monoton csokken, ezért
21 < (1)
X+1= <§) .

(Vegyiik észre, hogy megfordult a relacidjel.)

26

< _ £V
2x < 577
13
=12
XS—55.

. , - p . 1 13 2 7 . .
Osszevetve az értelmezési tartomdnnyal, mivel — 5 <—5=, ezért az egyenlétlenség megoldasa:

—
W

<x=-—

Abrézoljuk szimegyenesen az egyenltlenség pozitiv megoldésait:
lg(2x—6)+ lg(x+5) <1+ Ig(x—3).

Megoldas

Az egyenlGtlenség akkor értelmezhetd, ha
2x—6 >0 és Xx+5>0 és x—3 >0, azaz ha x > 3.
Ig(2x— 6)+ Ig(x+ 5) <1+ Ig(x — 3). A logaritmus azonossagai alapjan:
. (2x— 6)(x+ 5)
X—3
A 10-es alapu logaritmusfiiggvény szigorGan monoton né, ezért
(2x— 6)(x+ 5)
x—3
(Figyeljik meg, hogy nem fordult meg a reldciéjel.)

N[ —
No
N

=1

<10.

Fogaligss A tortet egyszer(sithetjiik a pozitiv (x — 3) tényezével:
logaritmusos

egyenletrendszer; 2(x+ 5)<10;
logaritmusos ¥ <0.

egyenlétienseg. Ezek a szamok nem elemei az értelmezési tartomdnynak, igy az egyenlStlenségnek nincs

e ™ o | megoldasa a valés szamok halmazan.
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FELADATOK
Mely valés szamokra értelmezhet6k az alébbi kifejezések?
. oo x Ig x
a) IOgS(X + 4), b) Ing X, C) m
Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket a valés szamok halmazan!
a) log, x =1; b) log,(x —1) < 0; c) logi x=1; d) log,, x <—1.
- ,

Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenlétlenségeket!
a) log,(x*+ 3) <1+ log,(4x — 3); b) log, ;(2x — 1) = log, ;(4x — 3).

Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletrendszerek valés megoldasait!
a) 2lgx+3lgy=3,

3lgx—2Ilgy=11;
b)lgx+lgy=1+2lg3,

m
-

lg(x—y)=0;
c) log, xy =5,
Iog“%:l

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészité feladatgytijtemény I. 1689-1692, 1676-1678.

MIERT HASZNALUNK LOGARITMUSSKALAKAT?
(Olvasmany)

A természettudomanyokban felmeriilé6 mennyiségek nagyon széles skalan mozoghatnak. Az akar tébb
nagysagrenden keresztiil szdmunkra értelmezheté mennyiségeket olyan formaban kell a nagyobb nyilva-
nossag elé tarni, hogy azt mindenki konnyen értelmezni tudja.

Nézziink egy klasszikus példat!

Szemiink és fultink is logaritmikus érzékenység, ez teszi lehetévé, hogy nagyon nagy fény, illetve hang-
intenzitas véltozast is konnyedén érzékelheté médon kozvetitse agyunknak.

A hangerésséget altaldban decibelben (dB) szoktédk megadni.

Hogyan késziilt a decibel skala?

Hatdrozzuk meg az emberi ful szamara még érzékelhetd legkisebb hangerét. Ez egészséges fiil esetén
P,= 10" W teljesitmény (példdul: egy sziinyog repiilésének a zaja hdrom méterrdl). Ezt tekintjik referen-

cia értéknek. Egy P teljesitmény(i hang esetén a % hanyadosnak vessziik a 10-es alapt logaritmusat. Ekkor
0

kapjuk a hangteljesitmény Bell-ben (B) vett mértékét. Ennek a tizszerese lesz a dB (decibel) értéke, mint
ahogyan a neve is mutatja. A hangteljesitmény és a decibel kozott fenndllé 6sszefliggés:

X(dB) = 1O-|0g]0<%>.
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Ezek szerint, ha a fliltinkbe érkezé hang teljesitménye 10-szeresére né, akkor a decibelben mért értéke
tizzel né.
Indoklas: Tételezziik fel, hogy az eredeti hang teljesitménye P, akkor ennek a mértéke 10 - logw<%>.
0
Nézziik meg, hogyan véltozik ez az érték, ha P 10-szeresére né!

10- |Ogm<%> =10- [08101()(%0) =10 '[[Og1010 + lOgm(%)]: 10+ 10- ]Ogm(%).

Tehat tizzel nétt a hangerésség dB-ben vett értéke.

A decibel hasznalatanak az oka a fultink azon képessége, hogy nagyon széles hangtartomanyt képes ér-
zékelni. A hallott hangok nyomdsardnya, ami még nem karositja a fiilet, hozzavetélegesen egymilliard. Mivel
a teljesitmény a nyomds négyzetével aranyos, igy a teljesitmények aranya hozzavetSlegesen 1 és egymilli-
ard négyzete kozé esik. Az egymilliard négyzetének tizes alapt logaritmusa 18 (egymilliard négyzete
(109 = 10", log, 10'® =18), ezért a decibel skaldn az értékek leggyakrabban 0 és 180 dB kozé esnek.

FELADATOK

Mikor érezziik nagyobbnak a hangerésségvaltozast, ha az 60 dB-rél 65 dB-re, vagy 90 dB-rél 95 dB-re val-
tozik? A flliink az 6sszehasonlitasnal azt érzékeli, hogy az eredeti hangeré hanyszorosara nétt.

2. K1 Emberi fil szamara hallhaté-e a nulla dB hangteljesitmény?
1 Hany dB-lel né a hangteljesitmény, ha a dupldjara n4?

Létezik-e (-1) dB hangteljesitmény?

ALA ERTE Decibel skala (dB
DECIBEL SKALA ERTEKEI

5
o

A fultinket nagyon megterheli a nagyon erds hanghatds, kii- R i A Mtnany
|6nosen ha hosszabb ideig vagyunk kitéve erds zajnak. tase. Sugitaiiimi | SRR
Jo, ha tUdek3 % Fendirsiiréna i
* 40 dB feletti tartés hanghatds esetén tanulasi, és koncent- °
raciés nehézségek jelentkezhetnek; R 108 Rendkiviil hangos

* 60 dB felett: hosszabb ideig tarté zajhatds esetén hallds- ~ g==+ Helioer
karosodas jelentkezhet; ¢ .

* 65 dB felett: hosszabb ideig tart6 zajhatas esetén 20%-kal ~ ““F "
né a sziv- és érrendszeri megbetegedések kockazata; il Tenerauts

* 85 dB a karosodast okoz6 tartomany kezdete, kilondsen
nagy zajjal jaré munkahelyek esetében;

Nagyon hangos

- Atd,
© @ Virosiforgalom Hangos

* 120 dB felett: mar rovid ideig tart6 hatas esetén is hallas- i: Beszélgetés 6008 Kizepestdl halkig
karosodas jelentkezhet. o vame L
i ErOSSEEU £50
Mindenkinek fontos, h.(.)gy. vigyazzon a hallészervére, ezért '[_ i P
nagyon fontos, ha nagy zajjal jaré tevékenységet végziink, vagy g '
tudjuk elére, hogy nagy zajhatasnak lesztink kitéve, akkor hasz- €8, sotons

naljuk védéfelszerelést. N, Levelonges
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MIERT HASZNALUNK LOGARITMUSSKALAKAT? (Olvasmany)

OLDATOK pH ERTEKE

Egy masik fontos példa a logaritmus skéla haszndlatara a viz pH értéke. A pH (latinul potentia hydrogeni,
hidrogénion-kitevd) egy adott oldat kémhatdsat (savassdgat vagy luigossdgat) jellemzi.

A vizben a vizmolekuldk is kolcsonhatdsba lépnek egymassal. llyenkor az egyik vizmolekula hidrogén-
iont ad at egy masik vizmolekulanak és az igy létrejové oxdniumion koncentracidja fogja meghatarozni a
viz pH-értékét.

A semleges kémhatdsu vizben a keletkez6 és leboml6 ox6niumionok egyenstlyi allapotot hoznak létre,

mol _ ;-7 mol

ilan.
dm’ T stabilan

25 °C-on 10° Pa nyoméson az ox6éniumionok koncentréciéja 107

Hig vizes oldatokban 25 °C-on és 10° Pa nyomason a pH egyenl6 az oxéniumion-koncentracié

(mol —(=7)=7, ez azt

-ben vett érték) tizes alapi logaritmusanak ellentettjével. Mivel —(log,  107) =
jelenti, hogy semleges kémhatas esetén a viz pH-ja 7.

Savas kozegben (példaul a gyomorsav, az tires gyomorban, evés el6tt) megné az oxéniumionok mola-
mol .

ris koncentracidja, akar 0,1 dm’ lehet.
Mivel —(log,, 0,1) = —(log,,10™") = —(=1) = 1, ezért a savas kdzegnek a pH-ja 1. Tehdt savas kézegben

a pH értéke csokken a semlegeshez képest.
Ligos kbzegben (példaul az oltott mész, kalcium-hidroxid, Ca(OH),) pontosan forditott a helyzet.

A ligos oldatban az oxéniumionok koncenraciéja csokken, akar 1072 (TOI is lehet.

Mivel —(log,, 107%) = ( 12)=12, ezért ennek a IL’Jgos kézegnek a pH-Ja 12.

garitmusa mindig negativ. A (—1)-gyel val6 szorzés azért van, hogy ne hasznaljunk negativ szamokat. Ennek
a kovetkezménye az, hogy minél nagyobb a folyadék pH-ja annél kisebb benne az oxéniumion koncenra-
cidja. A vizes oldatok pH-ja a 0-14 tartomanyba esik.

—_— A _
pH skala

elem (HAS
FELADATOK ~ = D '
a-d CHlD
m Hogyan véltozik a vizes oldat pH-ja, ha ezerszeresére n benne ~ ctom £ o
az oxéniumionok koncentracidja? idits D 7] SAVAS
won @ @R
m Az emberi vér enyhén ligos kozegnek szamit 7,4-es pH-val. we 2 OF
Mennyi a vérben az oxéniumionok koncentraciéja? o & _ ‘
« 7 CEEEEEED — SeMLEGES
« ) CHEES |
fo erie‘ > CHD
Eyomor-
tahlstla
LiGos

szappan

oldat
, CHED

fehérita

i < CHED




I. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

FELADATOK

€

A foldrengések erdsségét (magnitidéjat) a logaritmusos Richter-skalan mérik. Ezt
Ggy allapitjak meg, hogy a foldrengéstsl 100 km-es tavolsdgban megnézik a szeiz-
mograf (a foldrengések erdsségének mérésre hasznalt miszer) mutatéjanak kilen-
gését. Ha a kilengés példaul 10* pm (mikrométer), akkor a foldrengés a Richter-ska-
lan 4-es erdsségli, ha a kilengés mértéke 102 pm, akkor a foldrengés 2-es erésségti.
Altalaban a skala a 100 km-es tavolsagban, mikrométerben mért maximalis ampli-
tGdé logaritmusat jelzi.

a) A Richter-skalan 8-as erdsségli foldrengés hanyszor akkora kilengést okoz a

Charles Francis Richter szeizmografon, mint a 4-es erdsség(i foldrengés?
(1900-1985) b) Milyen erésségli az a foldrengés, ami a rengés centrumatél 100 km-re 5 mm-es

kilengést okoz?

MAGYARAZAT FOLDRENGES MAGNITUDOJA ES EREJE

igen eros nagyon erds és rendkiviili erejii

I l-’ .| .3’]-*}- - I
i imm L

AR e

!

C NG A o

[1.0-1.9°

MAGNITODO

5.0-5.9 6.0-6.9 7.0-79 8.0-8.9 9.0 és nagyobb

A Richter-skalardl leirtakndl kicsit pontosabb definiciét adunk. Itt is a szeizmograf altal mért legnagyobb ki-

térést (amplitddo) hasznaljuk, de nem csak a rengéstél 100 km-re, hanem 600 km-ig barhol hasznélhatjuk.

A feladat kittizése elétt ismerkedjiink meg az Ggynevezett lokalis magnitidé (ML) definicijaval.

ML = log,, A + 2,56log, D — 1,67, ahol A a mért amplitdd6 mikrométerben, D az epicentrum és a re-

gisztralas tavolsaga km-ben. (Ez az 6sszefiiggés kb. 600 km tavolsagig hasznalhato.)

a) Mekkora amplitadéjd hulldmokat rajzol a szeizmograf egy 7-es erésségli foldrengés esetén a rengés epi-
centrumatol 100 km-re?

b) Mekkora amplitadéjd hullamokat rajzol a szeizmogréf egy 7-es erdsségli foldrengés esetén a rengés epi-
centrumatol 500 km-re?

Projektfeladat
Keressetek tovabbi példakat logaritmus skalak hasznélatara! Prébaljatok azok hasznélatat osztalytarsaitok sza-
mara is kozértheté médon elmagyarazni!
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15. EXPONENCIALIS NOVEKEDES A TERMESZETBEN €D
ES A TARSADALOMBAN

Ha egy mennyiség idébeli véltozasat vizsgaljuk, és azt tapasztaljuk, hogy egységnyi id6 elteltével min-
dig ugyannyival ng, akkor azt linedrisan néveked6nek mondjuk. Ha dbrazoljuk ezt a mennyiséget az id6
flggvényében, akkor egy egyenest kapunk, aminek a meredeksége éppen az adott mennyiség egységnyi
idére vetitett ndvekedése.

Ha egy masik mennyiség idébeli valtozasat vizsgéljuk, és azt tapasztaljuk, hogy egységnyi idé elteltével
mindig ugyanannyi-szorosara né, akkor exponencidlisan novekedének mondjuk. Ha &brézoljuk ezt a meny-
nyiséget az idé fliggvényében, akkor egy exponenciilis fliggvénygorbét kapunk, aminek az adott mennyi-
ség az alapja.

Baktériumok szaporodasa idealis koriilmények kozott

Az osztédéssal szaporod6 baktériumok szama — révid alkalmazkodasi periédus utan, és mindaddig, amig
ezt a kornyezet lehet6vé teszi — kétéranként megkétszerezddik, azaz exponencialis novekedést mutat. (Ha
a baktériumok szama elér egy magas szintet, akkor bekovetkezik az Ggynevezett telitédési szakasz. A kor-
nyezeti er6forrasok végessége miatt, ez mindenképpen bekovetkezik. Mi most a folyamatnak azt a szaka-
szat vizsgéljuk, amikor még az exponencialis ndvekedés a jellemzd.)

Egy 1 milliliteres laboratériumi mintdban a kutatok egy adott idépontban kortlbeldl 100 millié bakté-
riumot szamoltak, két 6ra mualva 200 milliét.

a) Irj fel egy olyan fiiggvényt, amely a mérés kezdetétd| eltelt idé fiiggvényében megadija a baktériumok

szamat!

b) Hany baktérium lesz ebben a tenyészetben az elsé mérés utan 3 éraval?

¢) Hany baktérium volt ebben a tenyészetben az elsé mérés elétt 3 draval?

d) Mennyi idé alatt né dupléjara a baktériumok szama a mintédban?

Megoldas

a) Mivel tudjuk, hogy a baktériumok szama exponencialis névekedést mutat, a keresett fiiggvény egy ex-
ponencidlis figgvény lesz, jeloljik ezt N(t)-vel. (A fuggvény a baktériumok szamat adja meg az eltelt
t id6 mulva.) A szoveg alapjan N(0) = 108db, N(2) = 2 - 108 db. A keresett exponencidlis fliggvény
kitevGjében szerepelni fog a t. Mi legyen az alap?
Els6 lehetdség:
N() " B N(1 ))t " N(1)
Az N(O) t vessziik alapnak. llyenkor N(t) = N(O)'<N(O) alakd lesz. A gyakorlatban az N(O)
mennyiséget g-val jeloljik, ekkor N(t) = N(0)- q'. A késSbbiekben erre is latunk példat, elsésorban
gazdasagi és pénzligyi szamitdsoknal.

Masodik lehetdség:

Az alapot egy konkrét szamnak valasztjuk. Mi elég j6l ismerjiik az f(x) = 2* fliggvényt. Ebbdl kiin-
dulva minden exponencialis fliggvényt megkaphatunk az eddig tanult fliggvény-transzformaciok se-
gitségével. N(0)-val szoroznunk kell, hogy megkapjuk a kezdeti értéket. Mivel minden exponencialis
novekedés mas Gtemben torténik — ezt is figyelembe vessziik —, ezért a kitevében lévé t-t is megszo-
rozzuk egy konstanssal (ezt rendszerint egy gorog betlivel, egészen pontosan A-val szokds jel6Ini).
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Ebben az esetben az exponencidlis ndvekedés altalanos képlete, ha a mennyiséget darabszamban
(N) mérjiik és t-vel jeldljiik a megfigyelés kezdete 6ta eltelt id6t:

N(K) = N, - 2%,

Képletiinkben N, jelenti a megfigyelt mennyiség kezdeti értékét. A A a folyamatra jellemz6 &l-
landé. Pontosabb jelentését a késébbi feladatokban tisztazzuk.

Az egyes gyakorlati probléméknal a szokdsoknak megfelels képlettel fogunk dolgozni.

Nézziik a szamitdst!
Most induljunk ki az N(t) = N, - 2* képletiinkbdl. A szoveg alapjan N, = 108 db.
Az id6t mérjik 6rdban, akkor N(2) = 2 - 108 = 10° - 224,
Ebbdl az egyenléségbdl A kiszamithato:
ERRIER 202 /7] 0°
2 = 224
Vessziik mindkét oldal logaritmusat: 1 = 2 - 4,

ahonnan A = 17
1
A baktériumok szdma a mintdban ,t” idé eltelte utan N(t) = 10°®-2 2t

1 3
b) N(3)=10°-22" = 10°-2% = 282 842 712 db, vagyis kb. 280 milli6.

-3)

1 =3)
0 N(=3)=10%27""=10°-2 2 =35 355 339 db, vagyis kb. 35 millié.

d) Jeloljiik x-szel a duplazédashoz sziikséges id6t. Az N(t) = N, - 2% 6sszefiiggést t + x id6pontra felirva
2 N() = N, - 24+
2N, 2% =N, 29N,
2 - 2At =2M . 2Ax /:2At
7= g
amelybdl x = 17
Ez azt jelenti, hogy a képletben szerepl6 4 reciprokdnak fontos jelentése van. Megmutatja, hogy
az altalunk vizsgalt mennyiség mennyi idé alatt dupldzédik meg. A duplazasi id6 teljesen fliggetlen
attol, hogy mikor kezdjuk vizsgélni a jelenséget.
Lathatjuk, hogy a most kapott eredmény Gsszhangban van az ,a” feladat eredményével.

Tobb ezer éves hindu feladat a kovetkez6:

Egy tavirézsatelep felllete mindennap a kétszeresére

nd, igy 20 nap alatt teljesen bendvi a t6 felszinét.

a) Hany nap alatt boritana be a tavirézsa a nyolcadré-
széig a tavat?

b) Hatarozzuk meg, hogy a tavirézsa az eltelt napok
fuggvényében a t6 felszinének mekkora részét bo-
ritja be!

¢) Hany nap alatt boritana be 8 tavir6zsa telep egy-

szerre novekedve a tavat?
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Megoldas

a) 19 nap alatt a felét, 18 nap alatt a t6 negyedét, tehat 17 nap alatt a t6 nyolcadét boritana be a tavi-
rézsa.
b) Ha x az eltelt napok szamat jeloli, akkor a tavirézsa altal lefedett tertlet aranyat az f: N — N,

f(x)=2"7%°, x < 20 fuggvény irja le.
©) Az el6z6 megoldashoz hasonl6 gondolatmenettel szamolva, szintén 17 nap alatt.

Altaldban egy orszag gazdasaga békeidében exponenciélis ndvekedésnek indul. A brutté hazai termék
(CDP) valtozasa mindenhol a tarsadalmi érdeklédés kozéppontjaban all.
A GDP az egy orszagban egy év alatt el6éllitott végs6 felhasznalasra szant termékek és szolgaltatdsok 6sz-
szességének értéke. Ez egy nagyon leegyszerdisitett meghatdrozas, a kdzgazdasagtan tobbféle médon kozeliti
meg a fogalmat. Példaul az infléci6tdl is meg kell tisztitani az adatokat. Altaldban az egy fére juté GDP-ada-
tokat szokds kozzétenni, mert igy konny(i 6sszehasonlitani az egyes orszagok teljesitményét.
Magyarorszagon az egy fére juté GDP 1995-ben 6800 eur6 volt. A 2008-as nagy gazdaségi vildgvalsag
elétti idészakban 2007-ig 10 400 euréra emelkedett.
a) Exponencidlis ndvekedést feltételezve, hany szazalékkal nétt évente az egy fére jut6 GDP 1995 és
2007 kozott?

b) Modelliink alapjan szamitva mennyi volt az egy f6re juté nemzeti 6ssztermék 2005-ben?

©) A gazdasagi valsagok idején mindig visszaesik ennek a mutaténak az értéke is. A 2008-as nagy gaz-
daségi vilagvalsag nalunk is erésen érzékeltette hatdsat. Mennyi lett volna az egy fére juté GDP érték
2015-ben, ha tovabbra is megmaradt volna ez a ndvekedés?

Megoldas

a) A gazdasagi ndvekedés esetén g-val jeloljiik azt az értéket, ahanyszorosara né évente a GDP. A kez-
deti 0. évben a GDP értéke G(0), az n-edik évben pedig legyen G(n).
Az osszefliggés G(n) = G(0) - g" alakd, ahol G(0) = 6800 eur6, G(12) = 10 400 eurd.

Behelyettesitve:
10 400 = 6800 - q'?
1,52941 = q¢'?,

amelybdl g = 1,036.
Ez az jelenti, hogy évente az egy fére juté GDP ebben a 12 évben atlagosan 1,036 szorosara nétt.
Ez 3,6%-0s novekedésnek felel meg.

b) G(10) = 6800 - 1,036'° = 9685
Modelltink szerint 2005-ben 9685 eurd volt az egy fére juté GDP. A valésagban 9900 eur6 volt
ez az érték, de ez még nem ront modelliink hasznalhatésagan.

c) G(20) = 6800 - 1,036% = 13 794 eurd. A valésagban ez az érték csak 11 000 euré volt, a 2008-as
vélsag miatt az addigi ndvekedési iitem nem volt tarthato.
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(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2006.)
A szociolégusok az orszagok statisztikai adatainak sszehasonlitasakor hasznaljék a
6000— G
kovetkezé tapasztalati képletet: E= 75,5—5-10 % . A képletben az E a sziiletés-
kor varhat¢ atlagos élettartam években, G az orszag egy fére juté brutté hazai terméke
(a GDP) realértékben, atszamitva 1980-as dollarra.
a) Mennyi volt 2005-ben a vérhaté élettartam abban az orszagban, amelyben akkor
a G nagysaga 1090 dollar volt?
b) Mennyivel valtozhat ebben az orszagban a varhaté élettartam 2020-ra, ha a gaz-
dasagi elérejelzések szerint ekkorra G értéke a 2005-6s szint haromszorosara n6?

Megoldas

a) Helyettesitsiik be a megadott képletbe a G = 1090 értéket:
6000— 1090

E=755-5-10 ®%° =~755_5.10%%2~ 755 _5-6,4 = 43,5.

(Szamolas kozben 4 tizedesjegyre kerekitett értékekkel szamoltunk.)

A vérhato élettartam 2005-ben 43,5 év volt a vizsgalt orszagban.

b) 2020-ra G 4j értéke G =1090-3 = 3270. Ezt behelyettesitve E képletébe:
6000— 3270

E=755-5-10 °%° =~755_5.10%*% % 61,5.

61,5— 43,5 =18.

A vérhato élettartam 2020-ra 18 évvel néhet a vizsgdlt orszagban.

Az orszagok népessége exponencidlisan nd, ha az életkorilmények nagyjabol azonosak maradnak. Pél-
daként nézziik meg India népességének alakuldsat 1901 6ta.

Az 1928-as gazdasagi valsag utani idészakot jol modellezhetjiik exponencialis névekedéssel. Tekintstik
az 1931-es évet kiinduléévnek és az 1971-es év adatat vegyiik ismertnek, majd szamitsuk ki modelltink alap-
jan egy tetszélegesen valasztott évben India lakossagat!

1400
1210,2
1200 1 ]
— 1028,7
hel —
= 1000 T
E 846,4
5 | —
& 800 683,3
£ st 548,2
c 439,2
©
< 4001 2790 318,7 361,1
£ 238,4 252,1 251,3 >
0 t t t t t t t t t t t
1901 1911 1921 1931 1941 1951 1961 1971 1981 1991 2001 2011
Népszamlalas éve
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A népességnovekedést az N(t) = N, - 2 6sszefliggéssel modellezziik, melybdl kiszamithaté az is, hogy
hany évente duplazédik meg a lakossag létszama. Szamitasaink megkonnyitésére szamoljunk millié f6 egy-
ségben. Igy N, = 279 (1931-es adat), N(40) = 548,2 (1971-es adat).

Az exponencidlis 6sszefliggés alapjan

548,2 = 279 - 2440

1,964 = 2440

Vegylk mindkét oldal tizes alapt logaritmusat:

log,, (1,964) = log, (2% )

0,2933 =40 -4 - log,, 2,
ahonnan A =0,0244.
A kapott fuggvény: N(t) = 279 - 200244t (It t az 1931-t6l eltelt id6t jelenti években.)

1. 41, ez azt jelenti, hogy kb. 40 évente megduplazédott India lakossaga.

A

Mivel 0,0244 =~ 41—1, ezért

_t
N(t) = 279 - 200244t = 279 . 241
Ebbdl az exponencidlis sszefliggésbdl azonnal leolvashaté, hogy mennyi idénként duplazédik meg
India lakossaga.

Nézziik meg 2011-ben India lakossdga mennyivel tért el a modelltink altal kapott értéktél!

Az 1931-es 0. évhez viszonyitva a lakossag |étszdma 2011-ben a modell alapjan:

N(80) = 279 - 28000244 1079,

A modelltink 2011-re 1079 milli6 lakost jésolna, amit a valésag az életkoriilmények rohamos javuldsa
miatt j6val meghaladott a maga 1210 milli6javal.

A meglévé adatokra prébaltunk egy exponencidlis gorbét illeszteni. Mi a kezdeti értéknek az 1931-es
évet vettik és az 1971-es évben is pontosan a val6sagnak megfelel értéket vette fel a fliggvény. Ehhez ké-
pest a tobbi értéket csak kisebb eltéréssel kapjuk meg. Erdekes és fontos feladat a tapasztalati értékeket
minél jobban megkozelité elméleti fliiggvényt megtalalni.

Elég j6 mutat6, ha az elméleti és gyakorlati értékek kozti kilonbségek négyzetének az 6sszegét vizsgal-
juk. Minél kisebb ez az 6sszeg, annal jobb a kozelits flggvény.

Miért van sziikség elméleti fliggvényre? Ha elére szeretnénk jelezni, hogy mi lesz a jovében, akkor minél
jobb kozelité fliggvényre van sziikség.

Gergé nagysziilei elhatdrozték, hogy tamogatjak unokajuk lakasvésarlasat, ezért Gergé sziletésekor 2 mil-
li6 forintot lekotottek, évi 8%-os kamatra. A lakasvasarlaskor majd Gergének 10 millié forint alaptkével kell
rendelkeznie a lakasvasarlasi hitel felvételéhez. Ha Gergé csak a nagyszulék altal lekotott pénzt forditja
majd az alaptékére, akkor hany éves kordban veheti meg lakasat?

Megoldas

Az alaptbke a kovetkez6 szabaly szerint novekszik:
Az elsé év végén: 2000000 1,08 = 2160 000 Ft lesz.
A masodik év végén: 2000 000-1,08-1,08 = 2332800 Ft lesz.
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Keresstik azt az n pozitiv egész szdmot, amelyre a téke eléri a
10 000 000 Ft-ot.

Az n-edik év végén: 2 000 000-1,08" = 10 000 000.
Rendezve: 1,08" = 5.
Vegyiik az egyenlétlenség mindkét oldalanak 10-es alapt logarit-

musat. Ez megtehetd, mivel az egyenl6tlenség mindkét oldala pozitiv.
Mivel a 10-es alapd logaritmusfiiggvény szigoran monoton né, igy

lg1,08" =g 5;
n-lg1,08 = Ig5; mivel Ig 1,08 > 0, ezért

lg 5
> =
N3 20,9.
Tehat Gergének 21 éves korabban lesz 10 millié Ft-ja a nagysziilék
segitségébd|.

FELADATOK

1. E1 Keressetek tovabbi példakat a természetben és a gazdasagban, ahol exponencialis ndvekedést tapaszta-
. lunk!

2 E1 (Erettségi feladat alapjan, emelt szint, 2020.)
Egyes kutatok szerint a varosokban az influenzaval fert6zott betegek szama a
L

Lo ). ¢
1+<B0 1) 0,75

B(t)=

formula szerint alakul. A képletben t az influenzajarvany kezdetétdl eltelt id6, napokban kifejezve (0 <t < 30),

L a varos lakosainak szdma, B pedig a jarvany kezdetekor a fert6zétt betegek szama a vdrosban (0 < B, < L).

Egy nagyvérosban L = 1,5 milli6, B, = 1000.

a) A modell szerint hany fert6zott betegre lehet szamitani ebben a varosban a jarvany kezdete utdn 5 nap-
pal?

b) Hany nap mudlva lesz a varos lakosainak 10%-a fert6zott beteg a modell szerint?

3. E1 Mig Kelet-Eurépa nagy részén, igy Magyarorszagon is a népesség csokkenése a jellemzd, a Fold népessé-
gére vonatkozéan évi 1,48%-os ndvekedés tapasztalhat6. Egy 2001-es felmérés szerint 6,2 milliard ember
élt 2000-ben a Foldon. Véltozatlan szaporodasi titemet feltételezve mikorra érheti el a Fold lakossaga a 10
milliardot?

Projektfeladat:

4. E1 e P .
Keressetek olyan adatsorokat, amelyekre exponencialis fliggvény illeszthetd! Keressetek minél jobb kozeli-
tést ado fliggvényeket.

(A 2020-as koronavirus-jarvany adatai elég hosszt id6n keresztiil mutattak exponencidlis novekedést.)
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Az el6z6 leckében az exponencidlisan novekvé mennyiségekkel foglalkoztunk. A természetben és a tar-
sadalomban ugyandgy jelen vannak az exponencidlisan csokkené mennyiségek is. Ez azt jelenti, hogy egy-
ségnyi id6 alatt mindig ugyanannyiad részére csokken a vizsgdlt mennyiség.

p N(1
Igy az el6z6 lecke els6 megkozelitése alapjan ﬁZ q értéke egynél kisebb lesz. Ezért, ha

0 < g < 1, akkor exponencidlisan csokkené mennyiségrél beszéliink.

Ha egy mennyiség valtozasat az N(t) = N(0) - g* (1 > g > 0) képlettel irhatjuk le, akkor exponenci-
alisan csokkené mennyiségrél beszéltnk.

Ez nem lett sokkal jobb megkozelitéstinkben mivel csokkenésrél van sz9, az f(x) = 2~ fliggvénybdl in-
dulhatunk ki.
N(t) =N, - 27%, ahol N, a kezdeti érték, A pedig a folyamatra jellemz6 dlland6, aminek a reciproka a fe-

lezési id6 lesz, amit T-vel szokds jeldlni. A felezési idé6 megmutatja, hogy barhonnan indulva mennyi idé alatt
t

T

felezédik meg az adott mennyiség. Ez utan a képletiink N(t) = N,-2 T alakban is irhat6. Az exponencidlis

fuggvények abrazolasandl lattuk, hogy az ilyen tipust fliggvények szigortan monoton csokkendk.

Radioaktivitas:

Egy adott kémiai elem atomjai kozott lehetnek kiilonb6zé tomegszami atomfajtak, melyeknek a legtobb
fizikai és kémiai tulajdonsdga megegyezik. Ezeket izotépoknak nevezziik. Nem mindegyik stabil. Amelyek
elbomlanak, azokat nevezziik radioaktiv izotépoknak. Ezek a rajuk jellemzé valészintiséggel bomlanak ki-
sebb tomegli részecskékre. Ennek kovetkezménye, hogy egy adott anyagmennyiségben a radioaktiv izoté-
pok szama csokken.

Példaképpen tekintsiink egy olyan radioaktiv izotépot, amelynek egy hét alatt a négystode lebomlik. Igy
egy hét utdn a kezdeti mennyiség egyotodére csokken az dtalakulasra varé magok szama. Egy Gjabb hét
milva ennek is csak az egy6tode, azaz a kezdeti mennyiség egy huszonétode marad. Es igy tovabb.

Hanyad részére csokken az atalakulasra varé atommagok szama 6t hét alatt?

Megoldas

5
Mivel minden héten 6todére csokken, ezért <1 -0d részre csokken.

1
?) ~ 3125
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L
A radioaktiv anyagok bomldsdtaz m = m -2 '

egyenlet irja le, ahol m a pillanatnyi témeget, m  a kez-

deti tomeget, t az eltelt id6t, T pedig az anyag felezési idejét jeloli.
Két 6ra alatt hanyadrészére csokken a 19,7 perc felezési idejli radioaktiv bizmutizot6p tomege? A va-
laszt egészekre kerekitve adjuk meg.

Megoldas

my . . - 2 wfl, 2 .
Az FO értékét keresstik, ezért rendezziik at az eredeti egyenletet:

~|~

i = g 2 3
m _L
1=-29.27T
)T = Mo
el
Az eltelt id6: t = 2 ora, a felezési id6: T= 19,7 perc. Behelyettesitve:

20

0 _ 2197 ~ 68,17.

3|3

A bizmutizotép témege 2 6ra alatt ~ 68-ad részére csokken.

Radiokarbonos kormeghatarozas:

A levegbben lévé széndioxid-molekuldk (CO,) nagy része a stabil '>C-bél all. (Az ilyen szénatomok atom-
magjat hat proton és hat neutron alkotja.) Kis mértékben a kozmikus hattérsugarzas hatasara létrejové *C
(ezeknek a radiokarbon szénatomoknak az atommagjdban hat proton és nyolc neutron van) radioaktiv,

14
Zy s 2 z . s z 2 2 . zo . 2 z C -
tehat id6vel elboml6 izot6p is megtaldlhaté benne. A kétfajta szénizotép aranya T = 1,17-10° 2. Ezaz

arany Foldiinkon évezredek ota igen stabilan allandé. Az anyagcsere folyamén a szén beéplil a ndvényekbe
és mas élélényekbe is (pl. az emberi csontba), mivel szervezetiink ugyanazon anyag kiilonb6zé témeg-
szam( izot6pjait nem tudja megkiilénboztetni. Emiatt a radioaktiv és nem radioaktiv szénatomok aranya
alland6 az él6 emberi és allati szervezetekben. Ha az anyagcsere folyamata ledll, akkor ez a beépilés
megsz(inik és innenté| kezdve a *C ardnya csokken az elhalt szervezetben. Mivel a "*C felezési ideje 5730
+ 40 év, ezért hosszl id6 alatt (tiz felezési id6) lesz kimutathatatlanul kicsi a mennyisége. Kb. 60 000 év
alatt csokken az elboml6 részecskék szama olyan kicsire, hogy annak meghatdrozasa mar a gyakorlatban le-
hetetlen. A 40 éves eltérés miatt a radioaktiv kormeghatarozas pontossagara is kovetkeztethetiink. Ez na-
gyon kicsi ahhoz képest, hogy egy lelet korat elhelyezziik az elmdlt 60 000 év tavlataban.

Feladat: Hany éves lehet az az emberi koponya, aminek vizsgélata sordn a benne 1évé szénizotépok ara-

14

nyat % = 2-10""-nek talaltak?

Megoldas

A mintdban az elhaldlozés pillanataban lévé “C tomege legyen m, és t id6 elteltével m(t). A T jeloli a
felezési id6t, ami most 5730 év.
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El&szor a megmaradt és az eredetileg meglévé radioaktiv izotépok ardnyat hatarozzuk meg:
m(t) _ 2-10°"
m, 1,17-107"

=0,17094.

t
Az m(t)=m,-2 T dsszefliggésbe behelyettesitve kapjuk, hogy

~|~

0,17094=12 7.
Mindkét oldal tizes alapu logaritmusét véve
t = 14 600 év.

A lelet kb. 14 600 éves lehet.

Egy térendszer koruli tdilShelyet azzal reklamoztak, hogy egy éridsi hélégballon tartézkodott folyama-
tosan a térendszer felett. A rekldmballonba 3500 m? gazt toltottek. A gazveszteség, melyet tekintstink al-
landdnak, 1 hét alatt a mindenkori gazmennyiség 1,8%-a.

a) Mennyi ideig tud a ballon a levegében maradni, ha 75% alatti gdzzmennyiség esetén mar stllyedni
kezd?

b) Mikorra fogyna el a gaz fele?

Megoldas

Ha a gézveszteség egy hét alatt 1,8%, akkor a hét végére maradé gaz-
mennyiség 98,2%-ra csokken.

a) Az els6 hét végére a gaizmennyiség 98,2%-a, azaz 0,982 része marad.
A masodik hét végére a gdzmennyiség 0,982 része marad, és igy tovabb.
Tehét keressiik a 0,982" = 0,75 egyenlet megolddsat.

0,982" = 0,75. Az el6z6 példakban latottak alapjan:

n-1g0,982 = 1g0,75;

n ~15,84 (hét).

Tehat a hélégballon kortilbeldl 111 napig marad a levegében.

b) A megmaradé gazmennyiségre felirhat6 a kovetkezé egyenlet:

‘
8
1
i
.
¥

—

0,982 = 0,5;
Ig0,5
X bl m ~ 38/16-

A gadzmennyiség fele 38,16 hét alatt fogyna el.

Magyarorszag népessége a KSH adatai szerint 2000-ben 10,222 milli6 f6, mig 2001-ben 10,2 milli6 6
volt. Ha feltessziik, hogy a lakossag szamdanak csokkenése allandé aranyd (nem befolyésoljak aktualis tar-
sadalmi és gazdasagi folyamatok), akkor

a) 2000 utan hany év elteltével csokken 10 millié f6 ald a népesség, és
b) varhatéan hany f6 lesz a népesség 2030-ban?
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Megoldas

a) A csokkenés mértéke 2001-ben g = % ~ 0,997 848 volt. A 10222-q"= 10000 egyenlethdl
g 10 000
q" = % = W= % ~ 10,19; vagyis varhatéan a 11. évben csokken 10 millié f6 ald a né-

pesség.
b) 10222 -q*° = 9582 (ezer 6), vagyis kicsit tobb mint 9,5 mili6 a modell szerint varhaté népességszam

2030-ban.
(Nézz utdna az interneten, mi a valédi 201 1-es érték, és mekkora most Magyarorszdg népessége!)

PROJEKTFELADATOK

Keressetek tovabbi példakat exponencidlisan csokkené mennyiségekre!

Soroljatok fel minél tobb elemet, aminek van radioaktiv izotépja?

3. K1 Nézzetek utana, hogyan lehet 60 000 évnél joval régebbi anyagok korat meghatarozni?

PENZUGYI ALAPFOGALMAK (Olvasmany)

Az el6z6 leckében lattunk néhany kamatszamitasi feladatot; a nehezebb témakorokkel, mint példaul a
jaradékszamitds, jovore taldlkozunk. Ebben az olvasmanyban a mindennapok néhany pénziigyi fogalmat
részletezziik.

MUNKABER

A munkabért a munkaltaté fizeti a munkavallalonak az elvégzett munka utan. A teljes 6sszeget azonban
a munkavdllal6 éltalaban nem kapja kézhez, mert abbél a munkaltaté kiiléonb6zé jogcimeken levon bizo-
nyos tételeket. A munkabért ezért a koznyelvben bruttd, a levondsok utan kézhez kapott pénzosszeget
pedig nett6 bérként emlitjik.

A brutté bér az alapbér mellett egyéb juttatasokat tartalmazhat: pétlékokat, tgyeleti dijakat, jutalmakat
stb. Nem szamitanak bele a brutté bérbe a természetbeni juttatasok és a koltségtéritések (pl. Gtikoltség-té-
rités, céges eszkozok hasznélata).

Kozépszint(i érettségi vizsgafeladat volt 2013-ban az személyi jovedelemadé (szja) és a munkabér sza-
mitasa egy korabban érvényben |évé rendszer szerint. A feladat igy szélt:

A munkavdllalé netté munkabérét a brutté bérébdl szamitjak ki levondsok és jévairasok alkalmazasaval.

Kovdcs ar brutté bére 2010 aprilisdban 200 000 forint volt.

A 2010-ben érvényes szabalyok alapjan kiilonbo6zé jarulékokra ennek a brutté bérnek dsszesen 17%-at
vontak le.

Ezenfeltl a brutté bérbél személyi jovedelemadét is levontak, ez a brutté bér 127%-anak a 17%-a volt.
A levonasok utdn megmarad6 6sszeghez hozzaadtak 15 100 forintot adéjévairasként. Az igy kapott érték
volt Kovécs Gr nett6 bére az adott hénapban.
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a) Szamitsa ki, hogy Kovacs ar brutté bérének hany szazaléka volt a netté bére az adott hénapban!

Szab6 Ur netté bére 2010 aprilisaban 173 015 forint volt. Szabé Gr fizetésénél a levonasokat ugyanaz-
zal az eljarassal szamitottdk ki, mint Kovdcs Ur esetében, de ebben a hénapban Szabé tr csak 5980 forint
adéjovairast kapott.

b) Hany forint volt Szabé Gr brutté bére az adott hénapban?

Megoldas

a) Kovécs Gr netto bére: 200 000 — (200 000 - 0,17) — (200 000- 1,27-0,17) + 15 100 = 137 920 Ft,
brutté bérének kb. a 69%-a (137 920 / 200 000 = 0,6896).

b) x—(x-0,17)—(x- 1,27-1,17) + 5980 = 173 015. Az egyenletbdl kiszamithat6, hogy Szabé Gr brutté
bére kb. 272 000 Ft volt.

ADO

Az ad¢ altalaban maganszemélyek vagy cégek kotelezé anyagi hozzajarulasa a kozsziikségletek fedezé-
séhez példaul az dllamnak vagy az 6nkormanyzatnak. A jarulékoktdl, illetékektdl az kilonbozteti meg, hogy
az ado6ért az adofizetd semmilyen ellenszolgaltatasra nem jogosult.

Az addnak tobbféle funkcidja van:

1. Az dllami, dnkormanyzati kiadasok (honvédelem, dllamigazgatas, kozdthalézat, oktatas stb.) fedezése.

2. A piaci szerepl6k befolyasolasa kedvezményes vagy magasabb adéval. (Az alkoholokra, illetve dohany-
termékekre kirétt jovedéki add célja az egyenld versenyfeltételek, a feketekereskedelem visszaszoritasa.

3. A jovedelmek Gjraelosztésa. Az allam a magasabb jovedelmii egyénektdl, cégektdl beszedett maga-
sabb addbevételt a szocidlis juttatdsokon (allaskeresési jaradék, csaladi potlék sth.) keresztiil csoportositja
at a tarsadalom egyéb szereplGi felé.

Lényegesen leegyszerUsitve a legjelentésebb magyarorszagi adofajtak és mértékiik 2021-ben az alabbiak:

1. Altalanos forgalmi ad¢ (afa)

Az afa altalanos kulcsa jelenleg 27%, de vannak kedvezményes afakulcst termékek is. Egy termék vagy
szolgaltatas nett6 dra az &fa nélkali dra, brutt6 ara az &faval névelt netté ar.

2. Személyi jovedelemado (szja)

Magyarorszagon jelenleg Gn. egykulcsos szja-rendszer van életben, ami azt jelenti, hogy minden jo-
vedelem utan 15% adot kell fizetni. (Egy masik, az an. progressziv adérendszerben a magasabb jo-
vedelmlek jovedelmének egy része nagyobb addékulccsal adézik, mint az alacsonyabb jovedelmdek
jovedelme.) A személyi jovedelemadé 6sszege jelenleg kiilonb6z6 alapon (pl. eltartott gyerekek
szama) és mértékben csokkentheté kedvezményekkel.

3. Tarsasagi ado

Nagyon leegyszer(sitve: az orszagban tevékenykedd cégek nyereségiik 9%-at kotelesek addként be-

fizetni.
(Afa szamitasa) A tablazat sorai- | Megnevezés Nett((?:srték Af?!;l;lcs Afa (T;Séke Brutt((l’zt)érték

ban rendre két-két érték adott, a hi- -

anyz6 adatok a fentiek alapjan kony-  [»A” termék 20 000 27

nyen kiszamithatok: B” termék 15 000 4050
,C” termék 18 1440
,D” termék 2160 14 160
,E” termék 6 000 6 300
,F” termék 5 4 200
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Megoldas

Afa értéke = brutté érték — nett6 érték = netté érték - afakules / 100.
Afakulcs = (4fa Osszege / nett6 ar) - 100.

Brutt6 érték = nettd érték + afa értéke = netto érték - (1 + afakulcs / 100).
Nett6 érték = bruttd érték — afa értéke = bruttd érték / (1 + afakulcs / 100).

A fentek alapjan a hianyz6 eredmények (soronként, forintban):

LA”: 5400; 25 400. ,B":27; 19 050. ,C": 8000; 9440.
,D”: 12 000; 18. ,E”: 5; 300. ,F”: 4000; 200.
HITEL

A hitel egy pénziigyi muivelet, melynek két vdltozata ismert.
1. A hitelezé lemond az aru vagy szolgaltatds azonnali megfizetésérél.
2. A hitelezé pénzt ad az adésnak, aki a tartozast a megallapodas alapjan fizeti vissza.

Pénzbeli hitelt altalaban bankok nydjtanak maganszemélyek vagy cégek részére. A hiteleknek tobb faj-
taja van (bianké hitel, személyi hitel, zaloghitel, jelzaloghitel stb.). Az adds pénziigyi helyzetétdl fligg, hogy
milyen biztositékot var a bank.

A hitel nyGjtasaért cserében az adés kilonbozé dijakat és kamatot fizet a banknak. A hitel torlesztése
altalaban részletekben torténik. Magyarorszagon (az egyes hitelek jobb &sszehasonlithatésaga miatt) a bank-
nak minden hitel esetében kozzé kell tennie az Gn. teljes hiteldijmutatét (THM), amelybdl az derdl ki, hogy
a kamat és a hitelhez kapcsol6do koltségelemek mekkora aranytak a tékéhez képest.

A bankok a reklamajanlataikban szerepl6 THM meghatdrozasanal 5 000 000 Ft-os hitelosszeggel és 20
éves futamiddvel szamolnak.

KOZELITO ERTEKEK (Olvasmany)

Hajlamosak vagyunk azt hinni, hogy a matematika tudoménya — természeténél fogva — pontos szamokkal,
pontos értékekkel dolgozik. Ez egyaltalan nincs igy. A kbzelits értékek hasznalata természetes dolog, csak né-
hany példat emlittink:

1. Mérni abszolit pontosan altalaban nem lehet. A legtobb mérés eredménye kozelité érték, igy altala-
ban a szamitasok végrehajtasat igényl6 gyakorlati feladatok alapadatai is azok.

2. A szamoldsok soran gyakran hasznalunk kozelitd értékeket. Példaul az 5 + V2 Osszeg kiszamitasa-

kor mindkét tag helyett azok kozelit6 értékeivel szamolunk.

3. A mai elektronikus korban s(r(in alkalmazzuk a szdmolégépeket. A szdmolégép sokszor sziikség-
szerlien kozelit6 értékekkel dolgozik, és (altaldban) kerekitett értéket jelez ki.

9. osztélyban mar foglalkoztunk a szamitasok pontossagdval, a kozelité értékek altalanos hasznalataval.
Megemlitettiik a kerekitési szabalyt (hogyan kerekitstink; mikor lehet, és mikor nem érdemes kerekiteni),
egyszer(i hibaszamitasokat végeztlink, kitértlink a szamol6gépek célszer( hasznalatara, valamint kilén ol-
vasmanyban foglalkoztunk a szamit6gépek szamabrazolasaval. Olyan fogalmakkal taldlkoztunk, mint hiba,
helyes szamjegy, értékes szamjegy.

Idén a kozelit6 értékkel és a hibaszamitassal kapcsolatban tovabbi példakat elemziink.
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Egy téglalap két oldala a = 23,8 egység és b = 8,9 egység. Mekkora a téglalap kertlete és tertilete?

Megoldas

AkertletK = 2(a + b) = 65,4 egység; a terillet T = ab = 211,82 terliletegység. Egyszer(i tankonyvi fel-
adatrél van sz6, az adatok és a vélasz pontosnak tekinthetd.

2. példa

Egy iskoldban Ggy dont a vezetés, hogy a tornatermet leparkettazzak. A gondnok megmérte a téglalap
alakd tornaterem oldalait, és dm-es pontossaggal aza = 23,8 m és b = 8,9 m értékeket kapta. Mekkora a
tornaterem kertilete és tertilete? (Azaz: mekkora feliletet kell parkettazni, és milyen hosszi a pad|6 szélén
korben fut6 szegélyléc?)

Megoldas

A szdmadatok az els6 példahoz képest nem valtoztak, K = 65,4 m és T = 211,82 m? adédik. Vegyiik fi-
gyelembe, hogy a mérés dm-es pontossagt volt, azaz az utolsé szamjegyek kerekitettek. Ekkor a és b kozelité
értékek, 23,75 < a < 23,85 és 8,85 < b < 8,95.

A minimdlis értékekkel szamolva

K _=2-(23,75 + 8,85) = 65,2 (m) és T__ = 23,75- 8,85 = = 210,1875 (m?);

a maximalis értékekkel szamolva

K. =2-(2385+895 =656(méT =2385-895== 2134575 (m?).

Tehat azt mondhatjuk, hogy 65,2 m < K < 65,6 m és 210,1875 m* < T < 213,4575 m?.

Ha feltételezziik, hogy a parkettazési munkék sordn nem keletkezik veszteség (ez egyébként csaknem
elképzelhetetlen), még akkor is kockazatos lenne 65,4 m szegélylécet és 212 m? parkettat vasarolni. A ko-
zelité értékek alkalmazasa miatt el6fordulhat, hogy egyik anyag mennyisége sem lesz elegendé.

Ha tehdt nem ,tankonyvi”, hanem gyakorlati, életkozeli feladatrél van sz, akkor bizony szamolni kell

a kozelits értékek alkalmazasabél adodoé hibakkal.

Ha m egy x szam kozelité értéke, akkor ezt az m =~ x médon jeloljuk.

Ha az x szamot m-mel kozelitjiik, akkor a kozelités abszolit hibaja az x-nek az m-tél val6 eltérése.
Ez az x —m és m — x kiilénbségek kozos abszolat értéke: | x — m|=[m — x|. (A szimegyenesen ez a sza-
kasz az x és m pontok tavolsaga.) A hiba tehat a kozelité érték és a pontos érték eltérése; pl. 1,165-nek
1,17-t6l és 1,16-t6l valé eltérése is 0,005.

o pe aynen - o R o2l y M=X| fpar4
A relativ hiba az abszolit hiba és az x szam abszoldt értékének a hanyadosa: ‘T ‘ Altalaban

%-ban adjuk meg. (Ha nem jelezziik, hogy melyik hibafajtarél van sz6, hanem egyszertien csak hibarol
beszéliink, akkor az abszolt hibara gondolunk.)

Megjegyzés
Sajnos a legtobb feladatban a hibat nem ismerjiik, mert a mérendé (pontos) x mennyiség nem ismert. Amit

itt hibanak neveziink, az tulajdonképpen az Gn. hibakorlat. Ennél a tényleges hiba nagyobb nem lehet.
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” ERDEKESSEGEK

A hibakorlat megadasa

A hibakorlat a hiba értékének egy felsé korlatja. A masodik példédban az a = 23,8 m kozelitést alkalmaz-
tuk. A kerekités miatt 23,75 m < a < 23,85 m, vagyis a € [23,75 m; 23,85 m[; a hibakorlat ekkor 0,05 m.
(Aza = 23,8 ma 0,1 m hosszl intervallum ,kozepe”, ezért barmennyi is az a oldal tényleges értéke, biz-
tos, hogy a hiba legfeljebb az intervallum hosszanak a fele.)

Tizedre kerekitett értéknél a hibakorlat 0,05; szazadra kerekitett értéknél 0,005 stb.

Egy masik jelolés a = 23,8 £ 0,05 m formaju. Itt a hibakorlat 0,05 m, és a zacskés vagy dobozos élel-
miszer-ipari termékeken leginkabb ezzel az alakkal talalkozunk. Példaul: egy zacskéban 1évé anyagmeny-
nyiség 400 + 5 gr. (A masik gyakori jelolés, a ,kb. 400 gr”, nagyvonaltan eltekint a hibakorlat feltinteté-

sétdl.)

Az dllandé hémérsékleten 6r-
z6tt etalon méterrdd a francia-
orszdgi Sévres-ben

A Périzs melletti Sévres-ben &rzétt etalon méterrudat a sajat méréeszkdzeinkkel meg-
mérjik, és a hosszat 100,4 cm-nek taldljuk. Ekkor az x = 100 cm pontos értéket az
m = 100,4 cm értékkel kozelitjuk. A mérés abszolit hibaja 100,4 — 100 = 0,4 (cm); a re-

100,4—100‘

lativ hiba ‘ 100 =4-107, azaz 0,4%.

A relativ hiba a mérés, a kozelités ,relativ” pontossagara utal. Tegyiik fel, hogy egy hid
hosszat fél méteres (abszolit) hibaval hatdrozzuk meg. Ez a mérési pontatlansag elfogad-
hatatlan, és igen stlyos a tévedés, ha egy patakon ativeld, 2,5 méteres fahidrdl van sz6;
de egy 2 km hosszi viadukt esetében tlirhet$ ez a hiba. (Az els§ esetben a relativ hiba
0,5

25~ 0,2, azaz 20%; a masodik esetben 2%% =2,5-10* azaz 0,25 ezrelék.)

Melyik pontosabb: a ¢ = 3,2 vagy a ¢ = 3,20 kerekitett érték?

Megoldas

Az elsé esetben a hibakorlat 0,05, a mésodik esetben 0,005. Ez utdbbi érték tizszer pontosabb. Lat-
hat6, hogy a kerekitésbeli utolsé O értékes jegy, van funkciéja; tehat nem hagyhato el.

Jeloljiik a hibakorlatot e-nal (e > 0). Azt mondjuk, hogy az m szdm az e hibakorlaton belil (azaz e pon-
tossaggal) kozeliti meg az x szamot, ha a kozelités sordn elkovetett hiba nem nagyobb az ¢ hibakorlat-
nal, azaz [m—x[<e.

y

Az egyenl6tlenség kiilonbozé alakokba irhat6:
—-£=<m-x =g, vagyis
X—E=mM=X+e.

Minthogy | x — m|=|m — x| miatt m és x szerepe felcserélhetd, azt is irhatjuk, hogy

m-e<x<m+e.
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(Szemléletesen: a szamegyenesen az m pont az [x — €, x + ¢] intervallumban, vagy az x pont az [m — ¢,
m + &] intervallumban van.)

A 7 kozelitése

Ha — mint dltalaban matematikaéran — két tizedesjegy pontossaggal kozelitjik a z-t, akkor annyit tudunk,
hogy 0,005 pontossaggal 3,14-dal egyenld. Azaz |7 — 3,14| < 0,005, innen 3,14 — 0,005 < 7 < 3,14 +
+ 0,005, azaz 3,135 < 7 < 3,145.

Hasonl6an lathaté be, hogy egyre tobb, véges szami kozelits érték (a megfeleld hibakorlatokkal egytitt)
altalaban noveli a pontossagot, de tovdbbra sem hatarozza meg egyértelm(en a kozelitett szamot.

Arkhimédész a korbe irt szabalyos sokszogek keriiletével kozelitve 7 értékére a 317—(1) <z < 3;
egyenlétlenség-rendszert kapta. Mennyire volt pontos a kozelitése?

Megoldas

Arkhimédész szerint 7 € ]%,27—2 , vagyis T € ]%, %{ Legyen 7 értéke az intervallum fe-
lez6pontja, ekkor a hibakorlat az intervallum hosszanak a fele. Azaz Arkhimédesz kozelitése: 7 =~ 3;9243 ~

~ 3,141851107, és a hibakorlat ﬁ ~1,006- 103,

A mai tiz jegyre pontos érték: 7 =~ 3,141592654, a gorog tudos altal elkovetett hiba =~ 2,58453 - 10

Megjegyzés
Altalaban is igy van: a 0 < ¢ < x < d egyenlétlenségpar azt jelenti, hogy c és d szamtani kézepe, C—E d,
az €= % hibahatéron beltl megkozeliti x-et.

Arkhimédész volt az 6kor legnagyobb hatasi, alkoté matematikusa és fizikusa. A sziciliai gorog varos-
ban, Szirakuzéban élt. Tobb nevezetes eredmény f(izédik a nevéhez. A 7 kozelitése mellett foglalko-
zott térgeometriaval (megallapitotta példaul, hogy az egyenlé oldali henger, a bele irhat6 gémb és a
hengerbe irhat6 kip térfogatainak ardnya 3 : 2 : 1), kiszdmitotta a parabolaszeletek tertletét, specia-
lis gorbéket elemzett (arkhimédészi spirdlis). Mechanikai jellegli munkaiban vizsgalta a sikidomok stly-
pontjait, a folyadékok és gdzok egyenstilydt, de az 6 nevéhez flizédik a differencial-csigasor feltaldlasa
is.

Amikor Kr. e. 213-ban a rémai seregek megtamadtak Szirakuzat, Arkhimédész sikeresen tdmogatta ta-
lalmanyaival a védelmet, igy a varos évekig ellendllt az ostromnak.

I Iy

L e )
Arkhimédész
(Kr. e. 287-212)

~ — _ ) ”
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A HIBAK OROKLODESE (Miiveletek és hibaterjedés)

A 2. példa alapjan lathat6, hogy 6sszeadas és kivonas soran a hibakorlatok sszeadédnak; ha pedig a
kozelit értéket a (pozitiv) c szammal szorozzuk, a hibakorlat c-szeresre véltozik.

Néhany észrevételt tehetiink:

— Ha tobb azonos hibakorlattal rendelkez6 szamot adunk 6ssze, akkor a hibakorlat az eredeti tobbszo-
rose lesz. Ez persze nem azt jelenti, hogy a hiba is tobbszoros lesz: a szamok egy részében ,lefelé”, egy ré-
szében felfelé” kerekittink, igy a kerekitési hibék tobbnyire kompenzaljdk egymast.

— A fentiekbd| kévetkezik, hogy lényeges a kerekités, illetve a miveletvégzés sorrendje. Osszeg kereki-
tett értéke és kerekitett tagok osszege kulonbozhet. Példaul: 1,3 + 2,4 egészekre kerekitett értéke 4, mig
egészekre kerekités utan az dsszeg 1 + 2 = 3.

— Ha a két 6sszeadandé nem azonos pontossagl, akkor a kevésbé pontos szam hatdrozza meg az 6sszeg
hibakorlatjat. Példaul: a = 3,56 és b = 111,2 kerekitett értékek 6sszege a + b = 114,76, a hibakorlat
0,005 + 0,05 = 0,055, a kozrefogo intervallum hossza ennek kétszerese: 0,11.

114,705 < a + b < 114,815; az Osszeg lényegében b pontatlansagat ,Grizte meg”, az elsé tizedes-
jegyben lehet eltérés.

Szorzas és osztas esetén a hibakorlatra nem tudunk hasonléan ,szép” képletet feldllitani. Sokszor a konk-
rét feladattol fuigg, hogy milyen pontossaggal dolgozunk.

Nagyszamu miveletvégzés soran a hibak kellemetlendl megnéhetnek. Csokkentésiikre kiilonbozé elja-
rasok ismertek, az aldbbiakban erre mutatunk egy példat.

5. példa
72 értékét!

A . 1
Hatérozzuk tized tossaggal szdmolva ——————"7
atarozzu meg 3 tize eSJegy pOI'] ossagga Szamolva W_ 2
Megoldas

Els6 megoldas

/7~ : /2 : 1 L .
V2,01~ 1,418; V2 ~1,414; 4/2,01— v2 = 0,004; ¢2,01_ﬁ~0,004_250.

Masodik megoldas

A szamoldgép alapjan m ~ 283,1958.

Nyilvan a szamologép eredménye pontosabb (hiszen a szamolas soran tobb értékes jegyet 6rzott meg).
Miért ilyen nagy az elsé megoldés hibaja?

V2,01 és V2 kozelits értékei egyarant négy értékes jegyet tartalmaznak. A két szam kiilonbsége kicsi,

a kivonas utdn kapott 0,004-ben mar csak egyetlen értékes jegy szerepel. v'2 relativ hibakorlitja

0,0005 . o . . 208 P

1’ 214 = 0,035%, +2,01 relativ hibakorlatja szintén ennyi. 4/2,01— v 2 hibakorlatja 0,001, relativ hiba-
... 0,001 . e P - p Ak .

korlatja 0.004 = 25%, ami rendkivil megnétt. A kivonds ebbdl a szempontbdl igen kellemetlen mivelet-

nek bizonyult, érdemes a kifejezést atalakitanunk.
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Harmadik megoldas

. - - 1 B J/2,01+ V2 2,01+ V2
A tort nevezdjét gyoktelenitjik: J2.01-v2 (V201 /2) (/2014 72) 001 Most

V2,014 v2 hibakorlétja 107, tehat hdrom értékes jegyet tartalmaz; de a 0,01 mar pontos érték.

100(y/2,01+ v/2) ~ 100 - 2,832 = 283,2.
Ez az eredmény mar elfogadhaté pontossagu.

Amikor kozelits értékeket alkalmazunk, akkor a pontos szdmadatok helyett val6jaban szam-
koézokkel dolgozunk (kozelité érték + hibakorlat). A pontos szamok, egyenletek helyett
egyenlétlenségekkel, egyenlétlenség-rendszerekkel szamolunk, és az eredmény is szamkoz lesz.

A gyakorlatban a kozelités masik nehézségét az jelenti, hogy elére adott (vagy megallapit-

Fogalmak
kozelité érték;
(abszolat) hiba;
relativ hiba;

hat6), hogy legfeljebb mekkora hibat szabad elkévetniink. Ha egy feladatban eldirt pontossagi  pipakoriat;
végeredményt kivdnnak meg, akkor visszafelé kellene szamolnunk, de ez igen nehéz. Altala-  clativ hibakorlt.

ban dgy jarunk el, hogy a megoldas soran tobb tizedesjegyet vesziink figyelembe (ezek az Gn.

tartalék jegyek), és a végeredményt a megfelel6 pontossagtra kerekitjik. Ekkor legfeljebb azt o o |
kockaztatjuk, hogy egy-két tizedesjegyet feleslegesen cipeltiink magunkkal.




|
Rkt lddidbhbh

Mint korabban irtuk, a gazdasagi élet fejl6dése sziikségessé tette a megtermelt javak szamszer( el- «.1
len6rzését, nyilvantartdsat. Az igy kialakult ,szamiras” persze nem mindig jelentett ,szamot”, és nem i
mindig annak ,irdsat”. A torténelem népei kiilénféle médon kédolték az adatokat. Ismeriink csomdékkal s ]
ellatott zsinérokat (példaul a latin-amerikai indian népeknél), behasogatott végli bambuszbotot (afrikai
bennszilottek eszkoze), s a mai napig gyakori régészeti lelet a rovaspalca vagy rovasbot, amit kozvetlen
magyar 6seink is hasznaltak.

- A termelés ndvekedése, az arucsere erésodése miatt egyre nagyobb elemszami halmazokat kellett
- dokumentélni, s ezek szdmléldsahoz az adatok tébbszéri atcsoportositasara volt sziikség. Az gy kialakult
szamrendszerek alapszdma eltért az egyes népeknél.

A képen a londoni Big Ben 6ratorony lathaté. Az érdinkon a 60-as és a 12-es szamrendszert
hasznéljuk.
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A MATEMATIKAI JELOLESRENDSZER
KIALAKULASA (Olvasmany)

A kéz- és labujjak természetes szamoldeszkozok, gy igen gyakori volt az 6tos, tizes és hlszas szamrendszer kiala-
kulasa. A tizenkettes szamrendszerbeli szamok nagy elénye, hogy maradék nélkil oszthat6k tobb részre. Tobb nyelv-
ben is kiilon fogalom jeléli a ,tucat” mennyiséget, s az idéméréssel kapcsolatban is fennmaradtak a szamrendszer em-
|ékei. (Egy év 12 hénapbdl all, a nappal és az éjszaka 12 6rdbdl.) Az angolszész mértékegységek egy része ma is 12-es

szamrendszer alapu.

Szintén az idéméréssel kapcsolatos az 6kori eredet(i 60-as szamrendszer, a
babiloniak taldlméanya. Téliik ered az éra és perc felosztdsa, valamint a sz6gmé-
rés rendszere is.

Oseink valészin(ileg a hetes szdmrendszert hasznéltak, de a hetes szam
tobb 6kori nép kultdrdjaban is kitlintetett szerepet jatszott. (A hébereknél
a teljességet jelképezte, de példaul a Biblidban is tobbszor taldlkozunk ezzel a
szammal.)

A szamjegyek kialakuldsanak gyakorlati oka van: lehetéleg minél egy-
szer(ibben, attekinthetébben kellett abrazolni a szamadatokat. Kezdetben a leg-
tobb nép mas-mas szamjegyeket hasznalt (elsésorban olyanokat, amelyek vala-
milyen médon a sajat irasukkal voltak kapcsolatban). A szamfogalom absztrakt
volta miatt azonban nem okozott nehézséget, hogy sziikség esetén vagy prakti-
kus okokbdl a szomszéd népek szamirdsat haszndljék.

Az egyes szamirasok kialakulasat, fejl6dését attekinteni most nincs lehetésé-
glink. Az aldbbiakban csak egy-egy jellemzé példat ragadtunk ki a hatalmas
anyagbdl.

Egyiptomban az egyes szamjelek — a képirasuknak megfelel6en — konkrét
targyak stilizalt dbrdibdl alltak. Az dkori gorogok Gn. alfabetikus szamirast al-
kalmaztak: a = 1,8=2,y=3,...,0=9,1 =10, k = 20, 2 = 30 stb. jelen-
téssel.

A rémai szamirds elve hieroglifikus volt. A jegyek az 5-6s és 10-es szam-
rendszer keveredését mutatjék, a szamok irésandl az 6sszeadasi és kivonasi elvet
alkalmaztak. A rémai szamokkal még ma is taldlkozunk régi konyvekben, épu-
letek falain; hasznaljuk példaul az évszazadok jelolésekor stb.

A rémai szamokkal igen nehézkes volt a szamolds, még a kézépkorban is
,egyetemi szintli feladatnak” bizonyult az alkalmazasuk. A gyakorlatban kiilon-
b6z6 szamolbeszkozokkel dolgoztak, koziilik a legnevesebb az abakusz volt.
A manudlis szamolétablak kilonbozé fajtait egészen a kozépkor végéig rend-
szeresen haszndltak Eur6paban, de példaul Oroszorszagban, Kindban és Japan-
ban is. Az elektronikus zsebszdmologépek megjelenése el6tt hasonléan elterjedt
szamolasi segédeszkoz volt a ma mar csaknem ismeretlen logarléc; feltaldléjanak
William Oughtred (1575-1660) angol matematikust tartjék.

Az V-VI. szazad kortl alakult ki Indidban a helyiértékes szamiras, amely
minden jelnek alaki- és helyiértéket is tulajdonit. Alkalmazasa megkonnyitette a
szamtani mUiveletek elvégzését, egyszer(isége és nagyfokd hasznalhatésaga szinte
forradalmasitotta a szdmirdst. ,Ez a nagy jelentdségli és zsenialis modszer olyan
egyszerlinek tlnik, hogy emiatt fel sem tudjuk fogni igazan a nagyszertiségét” —
irta Laplace (1749-1827), a nagy francia matematikus.

oo
oo o IR
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Okori sumér ékirds agyagtdbldba vésve
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A helyiértékes szamiras elve mar korabban is
megjelent Mezopotamidban, de az arabok a hindu
szamirast vették at, s rajtuk keresztiil egész Eurépa-
ban elterjedtek az ,arab” szamjegyek. 976-bol szér-
mazik a legrégibb eurdpai kézirat, melyben arab
szamjegyek szerepelnek; de a mai szamiras csak a
XV—XVI. szazadban valt 4ltalanossa Eurépaban.

A tizes szamrendszerbeli arab szdmjegyek al-
kalmazasa és a helyiértékes szamirds elve mara lé-
nyegében mdr az egész vilagon elterjedt. ,Egyed-
uralmat” csak a szamitégépekben alkalmazott 2-es
és 16-0s szamrendszer mérsékli.

A szamitogépek konstrukcidja természetes
mddon igényli a 2-es szamrendszer alkalmazasat.
A legkisebb aramkori egységek, az dn. flip-flopok
kétféle értéket vehetnek fel attél fliggéen, hogy
dram alatt vannak, vagy sem; s ez alapjan feleltet-
161312113 heték meg a két értéknek a 0 és 1 szamjegyek.

5110111 8 Az egyes miveleti jelek és szimbélumok hason-
[6an hosszl folyamat eredményeképpen alakultak
9167 |12 ki. Nagy el6relépést jelentett példaul, amikor az is-
meretlen mennyiségeket bettikkel kezdték jelolni
(ma Ggy mondanank: elnevezték a valtozékat, az is-
meretleneket), vagy amikor a ma ,szoveges feladat”-
nak nevezett problémakat sikeriilt egyenletek alak-
jaban, szimbélumokkal felirni.

Egy példa: az alapmliveletek jelolésére meglepéen késdn, a XVI. szdzadban terjedt el az 6sszeadas, kivonas és za-
réjel szimbdluma; a szorzds és osztas pedig még egy szdzaddal késébbi fejlemény. (De példaul az abszolat érték mai
modon torténd jelolésére csak 1841-ben kertilt elészor sor.)

Albrecht Diirer: Melankélia I. (1574)

17. A MARADEKOS OSZTAS, AZ OSZTHATOSAG
FOGALMA, TULAJDONSAGAI

Az egész szamok korében az alapmiiveletek koziil az 6sszeadas, kivonas, szorzés elvégezhetd, azaz a
mlveletvégzés eredménye is egész szam lesz.

Az osztas ilyen értelemben kivezet az egész szamok halmazabdl, azaz két egész szam hanyadosa nem
feltétlentil egész szam.

18-ban a 7 nincs meg maradék nélkiil, a hanyados 2, a maradék 4.

1-ben a 13 nincs meg maradék nélkil, a hanyados 0, a maradék 1.

99-ben a 15 nincs meg maradék nélkiil, a hanyados 6, a maradék 9.

24-ben a 6 megvan maradék nélkil, a hanyados 4, a maradék 0. (Ekkor azt mondjuk, hogy a 24 oszt-
hat6 6-tal.)
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A MARADEKOS OSZTAS

Definici6
Barmely a természetes szdmhoz és b pozitiv egész szamhoz taldlhat6 olyan nemnegativ q és r egész

szam, amelyekre a = bg + r, ahol 0 <r < b. A g szdmot hanyadosnak, az r szdmot maradéknak ne-
vezzUk.

Az el6z6 példa osztasaira:

18=7-2+4; a=18, b=7, q=2;, r=4;
1=13-0+1; a=1, b=13; g=0; =1;
9 =156 +9; a=99;, b=15 qg=6; r=9;
24 =6 - 4; a=24, b=6;, qgq=4;, r=0.

Bizonyithatd, hogy a maradékos osztdsndl az a és b szamok egyértelmlien meghatdrozzak a q hdnyadost
és az r maradékot.

A bizonyitas gondolatmenetét szemléltetjik egy konkrét példan.
18=7-2+4.

Tekintsiik az oszt6 egész szamu tobbszoroseit: 0; 7; 14; 21; ...

Ezek a szamok természetesen egymastdl kiilonboznek, novekvé sorrendbe rendezettek. Ha a 18 meg-
talalhat6 lenne a sorozatban, akkor egyértelm(i lenne a hanyados, a maradék pedig 0.

Mivel a 18 nincs a sorozatban, igy két felsorolt szim kézé esik: 14 =7 -2 <18 < 21 =7 - 3, azaz pon-

tosan egy helyre sorolhaté be. Tehdt a hanyados egyértelmlien meghatarozott, de ezaltal a maradék is,
r=18-7-2=4.

AZ OSZTHATOSAG FOGALMA

Tekintstik a maradékos osztaskor azt az esetet, amikor a maradék, vagyis r = 0. Ez alapjan megfo-
galmazhatjuk az oszthatésag definiciéjat:

Ha az a és b természetes szamokhoz taldlhaté olyan q természetes szim, melyekre a = b - g, akkor

azt mondjuk, hogy ,a oszthat6 b-vel” vagy ,b oszt6ja a-nak”. (Egy masik kiolvasdsi lehetdség: ,a tobb-
szorose b-nek”.) Igy jeloljik: b|a.

Amennyiben b nem osztéja a-nak, vagyis az a = bq + r-ben r # 0, akkor azt gy jeldljuk: b t a.

20|140, mert 140 = 20 - 7, és a 7 természetes szam.
312007, mert 2007 = 3 - 669, és a 669 természetes szam.
50, mert 0 = 5 - 0, és a 0 természetes szam.
0|5 nem teljestil, mert nincs olyan g természetes szam, amelyre 5 = 0 - q lenne. (Jel6lés: 0 1 5.)
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Megjegyzés

A szamelméletben az oszthat6sag nagyon fontos fogalom, a maradékos osztas nélkiil is bevezetheté. Mi
most a természetes szamok korében vezettiik be a fogalmat, de az egész szamok halmazan is ugyanez a de-
finicio (a fels6ébb matematika igy is hasznalja). A maradékos osztas soran nem engedtiik mega b = 0 ese-
tet (0-val nem osztunk), de az oszthatésag definiciéjabdl 0|0 specialisan kovetkezik.

Hangsulyozzuk tehat, hogy az ,oszthatésag” vagy az ,0sztéja”, illetve az ,0sztas” nem ugyanazt jelenti!
Az elébbi egy relacié (kapcsolat) az egész szamok kozoétt, az utébbi egy mivelet a valés szamok korében.
A fenti példaban a 0|0 oszthatésag igaz, hiszen van olyan g természetes szdm, amelyreq -0 = 0; de 0 : 0
értelmetlen, a 0-val val6 osztast nem értelmezziik.)

AZ OSZTHATOSAG DEFINICIOJABOL KOVETKEZO TULAJDONSAGOK

1. Az nyilvanvalé, hogy barmely természetes szam oszthato 1-gyel és 6nmagaval. (Ezeket a szam nem
valodi osztéinak is szoktak nevezni.) Az is vilagos, hogy 0-nak minden pozitiv természetes szam osztéja.
Jelbléseinkkel: a|a (az oszthatdsag reflexiv tulajdonsaga), 1|a és a|O0.

7|7, mert7 =7-1;
1|8, mert8 =1-8;
13]0, mert0 =13 - 0.

2. Ha a osztéja b-nek, akkor a oszt6ja b minden tobbszérosének.
Ha a|b, akkor a|bc (c természetes szam).

Mivel 5|55, ezért 5|165 = 55 - 3.
Mivel 7|21, ezért 7]252 = 21 - 12.

3. Ha a oszt6ja egy b szdamnak, és a b szam oszt6ja egy ¢ szamnak, akkor a osztéja a c szamnak is
(az oszthat6sag tranzitiv tulajdonsaga).
Haa|b és b|c, akkor a|c.

Mivel 4|12 és 12|60, ezért 4|60.
Mivel 3133 és 331|264, ezért 3|264.

4. Ha a oszt6ja b és c szamoknak, akkor a osztéja a két szam Gsszegének, illetve kiilonbségének.
Haa|b és a|c, akkora|(b + c) ésa|(b—c), hab > c.

Mivel 6|12 és 6|30, ezért 6|(12 + 30), azaz 6|42.
Mivel 5|75 és 5|15, ezért 5|(75 + 15), azaz 5|90.
Mivel 5|75 és 5|15, ezért 5|(75 — 15), azaz 5|60.

5. Ha a osztéja egy kéttagt 6sszegnek, valamint a osztdja az 6sszeg egyik tagjanak, akkor a osztéja
az Osszeg masik tagjanak is.

Haa|(b+c) és a|b, akkor a|c.
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20 = 8 + 12. Mivel 4|20 és 4|8, ezért 4|12.
Mivel 13|91 és 13|65, ezért 13](91 - 65), azaz 13| 26.

6. Ha a oszt6ja egy szamnak, de a nem oszt6ja egy masik szimnak, akkor a nem osztéja sem a két
szam 0Osszegének, sem a két szam kiilonbségének.
Haa|b és atc, akkor at(b + c) és at(b —c), ahol b > c.

Mivel 2|14 és 213, ezért 2t (14 + 13), azaz 2 1 27.

7. Pozitiv szamok korében igaz, hogy ha a|b és b|a, akkor a = b (az oszthatésag antiszimmetrikus
tulajdonsaga).

A felsorolt tulajdonsagok egyszer(ien bizonyithat6k a definiciébdl. Példaként nézziink egyet, melyet fel-
adatmegoldasokban gyakran alkalmazhatunk.

4. Bizonyitsuk be, ha a|b és a|c, akkor a|(b + ¢) ésa|(b —c), hab > c.

Megoldas

Bizonyitas:

A feltételekbdl kovetkezik:

a|b miatt létezik olyan k egész szam, melyre b = a - k.

a|c miatt létezik olyan | egész szam, melyrec = a - [.

Nézziik az Osszeget: b + ¢ = ak + al = a(k + |), ezért a|(b+c), mert (k + [) természetes szam.
A kulonbségre: b — ¢ = ak —al = a(k - 1), ezért a| (b — c), mert (k — ) természetes szam.

Egy épitési vallalkozé téglalap alakd tertiletet burkol T m x 1 m-es betonlapokkal. Milyen méretti tégla-
lapokat fedhet le, ha pontosan 140 darab betonlapot hasznal fel? (A teriilet minden oldala legaldbb 4 méter.)

Megoldas

Ha a téglalap oldalai a és b méter, akkor ab = 140 (m?), vagyis a 140 osztéparjait keresstik.
A lehetéségek: (1, 140), (2, 70), (4, 35), (5, 28), (7, 20), (10, 14). A megfeleld téglalapok mé- Fogalmak
retei4m X35m,5m X 28m,7m X 20més 10 m X 14 m. alfabetikus szamirés;
hieroglifikus szamiras;
helyiértékes szamiras;
Megjegyzés maradékos osztas;
Az oszthat6sdgot természetes szamokra értelmeztiik, de a definicié véltozatlan formaban ~ oszthatGség.
alkalmazhat6 egész szamokra is: ha a, b, ¢ egész szamok, akkor a|b, ha van olyan ¢ szam,
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amelyre b = ac. Ebben az értelemben 6|(-12) példaul teljestl. A fenti 1-7. tulajdonsagok is érvényben
maradnak, esetleg kisebb kiegészitéssel. Példaul

1. esetében —1-gyel is oszthaté minden egész szam;

7.albésblaeseténa = b vagya = -b.

A 4. és 6. tulajdonsag esetén pedig nincs sziikség a b > c feltételre.

FELADATOK

irjuk fel az (a : b) osztasokata = b - q + r alakban, ahol 0 <r < b!
a) a = 88; b = 23;

b) a = 100; b=7;

© a = 2008; b = 103.

m Mely allitasok igazak? Indokoljunk!
a) 12]240; b) 103|103; ) 015; d) 30/0; e) 4[4M,

Induljunk ki a kovetkezé igaz feltételekbdl: 34086 és 3|101010. A szdmoldsok elvégzése nélkil allapit-
suk meg, hogy helyesek-e az alabbi kévetkeztetések!

a) 3101 010 - 4086; c) 4086((101 010 + 3);

b) 3[(101 010 — 4086); d) 3101 01008,

“ Legyenek a és b pozitiv egész szamok, valamint a + b = 120. Helyesek-e az alabbi kovetkeztetések?
(A feladatban szerepl6 6sszes betli pozitiv egész szamot jeldl.)

K2 a) Ha 4|a, akkor 41b. E1 d) Ha k|(120 - a), akkor k|(120 - b).
K2 b) Ha c|120, akkor c|(a + b). E1 e) Mivel 3|120, ezért 3 |a.
K2 ¢) Ha d|120, akkor d|a vagy d|b. E1 f) Ha10|a, akkor 10|b.

Az 1,2,3,...,100 szdmokat feloszthatjuk-e hdrom csoportra tgy, hogy mindegyik csoportban ugyanannyi
legyen a szamok 6sszege?

m Jaték
a) Anna és Béla felvaltva ad hozza 1-et, 2-t, 3-at vagy 4-et ahhoz a természetes szamhoz, ahol éppen a jaték
tart. (0-rél kezdenek.) Az a jatékos nyer, aki eléri a 31-et. A kezdé Anna tud-e gy jatszani, hogy bizto-
san nyerjen?
b) A jaték egy masik véltozataban 2-vel, 3-mal vagy 4-gyel szorozzék azt a természetes szamot, ahol éppen
a jaték tart. (1-rél kezdenek.) Az a jatékos nyer, aki eléri a 310-et vagy egy nagyobb szdmot. Most me-
lyik jatékosnak van nyerd stratégiaja?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits
feladatgy(jtemény I.: 305-316.
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Az altalanos iskolaban mar megismerkedtiink a fontosabb oszthatdsagi szabélyokkal. Ebben a leckében
rovid elékészités utan bizonyitjuk ezeket és kibdvitjik az ismereteinket.

3114, mert nincs olyan egész szim, melyet 3-mal szorozva 14-et kapnank. A maradékos osztas alapjan
14 = 3 -4 + 2,azaz a 14 (osztasi) maradéka 3-mal osztva 2. (Ugy is mondhatjuk, hogy 14-nek 3-mal valé
osztasi maradéka 2, vagy rovidebben ,14-nek a 3-as maradéka 2”.)

15 = 3 - 5, azaz 3|15, és igy 15-nek a 3-as maradéka 0. Altaldban is igaz, hogy ha b|a, akkor a-nak
b-vel valé osztasi maradéka 0.

Mivel a 14-nél 1-gyel nagyobb szdm oszthaté 3-mal, azt is mondhatjuk, hogy ,14-nek a 3-as maradéka
—1”. (Ekkor a 14 = 3 - 5 — 1 Osszeftiggésre gondolunk.) A maradékos osztast korabban nemnegativ mara-
dékokkal végeztik el, de a késébbi feladatmegoldasokat megkonnyitheti, ha a fenti értelemben negativ
maradékokat is megengedink.

Tovébbi példak:

23 =4 -5 + 3,igy 23-nak a 4-es maradéka 3. Mivel 23 = 4 - 6 — 1, igy azt is mondhatjuk, hogy
23-nak a 4-es maradéka —1.

A 30-nak a 8-as maradéka 6, vagy masképpen a 8-as maradéka —2.

A 100-nak a 15-6s maradéka 10, vagy masképpen a 15-6s maradéka —5.

a) Van-e olyan természetes szam, amely 4-gyel, 5-tel és 6-tal osztva is 2 maradékot ad?
b) Van-e olyan természetes szam, amely 4-gyel osztva 3, 5-tel osztva 4 és 6-tal osztva 5 maradékot ad?

Megoldas

a) Van ilyen szam, példaul a4 - 5 - 6 + 2 = 122. (A megfelel§ szamok 60k + 2 alaktak, ahol k termé-
szetes szam.)

b) Eszrevehetjiik, hogy a keresett szimok 4-gyel, 5-tel és 6-tal osztva is —1 maradékot adnak. Egy ilyen
szam példaul 4 - 5 -6 —1 = 119. (A megfelel6 szamok 60k — 1 alakdak, ahol k pozitiv egész szam.)

Ismert, hogy minden természetes szam felirhat6 ,helyiértékes”, azaz 10 hatvanyai szerint 6sszeg alak-
ban:

538 =5-100+3-10 + 8- 1.
100694 =1-10°+0-10* +0-10° + 6 - 102 + 9 - 10" + 4 - 10°.
0=0-10"
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Vizsgaljuk meg, milyen oszthatdésagi szabalyokat kapunk az el6zé gondolatmenet alapjan!

8536 = (8 - 1000 + 5 - 100 + 3 - 10) + 6.

A zaréjelben szereplé tagok mindegyike oszthat6 10-zel, ezért a szam 10-zel valé oszthat6saga csak az
egyesek helyén all6 szam 10-zel val6 oszthatésagatol fligg. Egyetlen egyjegyli szdm van, ami oszthat6

10-zel, a 0.

Tehat 10} 8536.

Egy (tizes szamrendszerbeli) természetes szam pontosan akkor oszthat6é 10-zel, ha az egyesek

helyiértékén 0 all.

Az el6zé felbontashdl az is lathatd, hogy a zaréjelben levé Gsszeg minden tagja oszthatd 2-vel és 5-tel
is, hiszen a szam szamjegyeit 2-vel, illetve 5-tel oszthaté szammal szorozzuk.
Tehdt az egyesek helyén &ll6 szambdl éllapithaté meg a 2-vel, illetve 5-tel val6 oszthatésag is. Gondo-
latmenetiinkben nem hasznaltuk fel a konkrét szamot, hasonlé gondolatmenettel tetszéleges szamra iga-
zolhat6 a kapott dsszefliggés.

Egy (tizes szamrendszerbeli) természetes szam pontosan akkor oszthat6 2-vel, ha az egyesek helyi-
értékén 0, 2, 4, 6 vagy 8 all, vagyis ha az utolsé szamjegy oszthaté 2-vel.
Egy (tizes szamrendszerbeli) természetes szam pontosan akkor oszthaté 5-tel, ha az egyesek helyi-
értékén 0 vagy 5 all, azaz ha az utols6 szamjegy oszthat6 5-tel.

Pierre Fermat
(1601-1665)

Tudod-e?

Pierre Fermat francia matematikus 1637 tdjan azt allitotta,
hogy az x” + y" = z" egyenletnek (x, y, z, n pozitiv egészek)
n > 2 esetén nincs megolddsa. Egy konyv margdjdra irta e
nevezetes sorokat: ,én erre egy csoddlatos bizonyitdst talal-
tam, de a lap széle tdl keskeny ahhoz, hogy elférjen rajta”.
A legkivalébb matematikusok évszazadokon keresztiil ered-
ménytelentl prébalkoztak a sejtés bizonyitasaval. Végiil
1995-ben Andrew Wiles angol matematikus sikerrel jart, iga-
zolta a ,Nagy Fermat-tételt”. A rendkivil hosszi és bonyo-
lult bizonyitas a matematika egyik cstcsteljesitménye.

Andrew Wiles
(1953-)
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6. példa
108 272 = 1082 - 100 + 72.

Mivel a szorzat oszthaté 100-zal, akkor oszthat6 4-gyel és 25-tel is, igy a szam 100-zal, 4-gyel és
25-tel val6 oszthat6saga az utolsé két szamjegybdl alkotott kétjegy(li szamtdl fligg.

Mivel gondolatmenetiinkben nem hasznéltuk fel a konkrét szamot, hasonlé gondolatmenettel tetszéle-
ges szamra igazolhat6 a kapott 9sszefliggés.

Egy (tizes szdmrendszerbeli) természetes szam pontosan akkor oszthaté 100-zal, 4-gyel, 25-tel,
ha az utolsé két szamjegybdl alkotott (kétjegy(i) szam oszthat6é 100-zal, 4-gyel, 25-tel.

Megjegyzés
Az utolsé két szamjegybdSl nem mindig kapunk kétjegy(li szamot: a 00, 04, 08 végzddések oszthatdk
4-gyel (példaul 500, 504, 508 esetén). Ugyanigy értendd a kovetkezd altalanositas is.

El6z6 oszthatdsagi tételeink altalanosithatok:

Egy (tizes szamrendszerbeli) természetes szam pontosan akkor oszthaté 10"-nel, 2"-nel, 5™-nel, ha
az utols6 n szamjegybdl alkotott szam oszthat6 10"-nel, 2"-nel, 5™-nel, ahol n pozitiv egész szam.

Vizsgéljuk meg a 10 hatvanyainak 3-as, illetve 9-es maradékat!

T-nek a 3-as maradéka: 1, mert 1=0-3+1; 9-es maradéka: 1, mert 1T=0-9+1.
10-neka  3-as maradéka: 1, mert 10=3-3 +1; 9-esmaradéka: 1, mert 10=1-9 + 1.
100-nak a 3-as maradéka: 1, mert 100 =33 -3 + 1; 9-es maradéka: 1, mert 100 =11-9 + 1.
1000-nek a 3-as maradéka: 1, mert 1000 = 333 - 3 + 1; 9-es maradéka: 1, mert 1000 = 111 -9 + 1.

Hasznaljuk fel észrevételeinket!

238716 =2-100000 + 3 -10000 + 8- 1000 + 7-100 +1-10 + 6 - 1=
=2(99999+1)+3-(9999+1)+8-999+1)+7-99+1)+1-9+1)+6.
A zaréjel felbontésa utan csoportositsuk a tagokat:
(2-99999+3-9999+8-999+7-99+1-9+2+3+8+7+1+6).

Az els6 zardjelben levé dsszeg oszthatd 9-cel és 3-mal, mert minden tag oszthaté 9-cel, illetve 3-mal.

Tehat a szam 9-cel, illetve 3-mal val6 oszthatésaga a mésodik zaréjelben levé szamok 6sszegétdl fligg.
Itt minden eredeti szamjegy egyszeresét vettiik, igy ez pontosan a szamjegyek Osszegével egyenld. Ezek
alapjan:

Egy tizes szamrendszerbeli egész szam pontosan akkor oszthaté 9-cel, illetve 3-mal, ha a szam

szamjegyeinek Osszege oszthatd 9-cel, illetve 3-mal.
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Vizsgaljuk meg a 10 hatvanyainak 11-es maradékait!

1 11-es maradéka: 1
10 11-es maradéka: -1
100 11-es maradéka: 1

1000 11-es maradéka: -1
10000 11-es maradéka: 1
100 000 11-es maradéka: -1, és igy tovabb.

A felismert szabalyossag alapjan (ezt most nem bizonyitjuk) egy szam 11-gyel valé oszthatdsagat tgy
vizsgdlhatjuk, hogy megnézziik a szimjegyei véltakozo el6jelli dsszegét. Ha ez az 6sszeg oszthatd 11-gyel,
akkor maga a szam is, illetve ha az 6sszeg nem oszthaté 11-gyel, akkor a szam sem.

A 11-es maradék megegyezik a véltakozé elGjelli 6sszeg 11-es maradékaval.

11]5039 529, mert 11|(9-2 +5-9 + 3 -0 + 5),azaz 11|11. (5 039 529 = 458 139 - 11.)
11¢60 475, mert 114(5 -7 + 4 -0 + 6), azaz 1118.

A megismert oszthat6sagi szabalyok nem csak annak eldontésére hasznosak, hogy egy szam osztéja-e
egy masik szamnak. Ha nem teljestil az oszthat6sagi feltétel, akkor a maradékok is megéllapithatok.

11123 436, mert 111(6 —3 + 4 — 3 + 2), azaz 1116, az osztasi maradék: 6.
9t6 204 892, mert 916 + 2 + 0 + 4 + 8 + 9 + 2), azaz 9t31. 31 = 3 - 9 + 4, az osztasi mara-
dék: 4.

Jaték

A bergengéciai Sarkanynak 100 feje van, a Kiralyfinak pedig olyan Varazskardja, amellyel egy csapasra
8, 9 vagy 10 fejét tudja levagni a Sarkanynak. Sajnos az elsé esetben a Sarkanynak 14 Gj feje né ki, a méa-
sodikban 6, a harmadik esetben pedig 13. Ha a Sarkany 6sszes feje lehullott, nem né ki tobb. Hogyan tudja
legy6zni a Kiralyfi a Sarkanyt?

Megoldas

A fejek szamdnak valtozésa rendre +6 (8 — 14), -3 (9 — 6) vagy +3 (10 — 13). Eszrevehetj[]k, hogy
a valtozas 3-mal mindig oszthatd, azaz a sarkany fejeinek szama 3-mal osztva mindig ugyanannyi maradé-
kot ad. 100-nak a 3-as maradéka 1, igy a Kiralyfi akkor tud gy6zni, ha az utolsé
suhintas el6tt a sarkdnynak éppen 10 feje van. (A 8 vagy 9 fej nem lehetséges.)

Fogalmak
A Kiralyfi a sarkanyfejeket Ggy csokkentheti 90-nel, ha 30 darab 9 fejes vagast ogfti;(?ségi
tesz. (Az utolsé ilyen vagas el6tt a sarkanynak 13 feje volt; ekkor a kirélyfi levag 9- szablyok;

et, és a 6 (j fejjel a sarkany 10 fejli lesz.) Ekkor pedig mar csak egyetlen, 10 fejes  osztasi maradék.
suhintast kell végezni.
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A tokéletes szamok

Az 6kori gorogok ,tokéletes” szamként tisztelték azokat a pozitiv egészeket, amelyek megegyeznek a naluk kisebb
(pozitiv) osztoik sszegével. llyen szam példaula 6 (=1 + 2 + 3) ésa 28 (=1 + 2 + 4 + 7 + 14). Az 6korban
még két tokéletes szamot ismertek, a 496-ot és a 8128-at; mig az 6todik 33 550 336-ot csak a XV. szazadban fe-
dezte fel Johannes Miiller Regiomontanus (1436-1476) német természettudos.

Mar Eukleidész konyvében (tobb mint 2000 évvel ezel6tt!) megtaldlhat6 egy tétel, mely szerint ha 2X— 1 primszam,
akkor 2k=1. (2K — 1) tokéletes szam. A tétel segitségével napjainkig folyik a tokéletes szamok keresése. Persze az igy
kapott szamok mind parosak; érdekes és maig megoldatlan probléma, hogy vajon létezik-e paratlan tokéletes szam.
(Nézz utdna az interneten, hogy jelenleg hany tokéletes szdmot ismerdink!)

-—

pr - [~ ™ r

FELADATOK

w
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Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgy(ijtemény I.:
319-343.

Dontsuik el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis!

a) Ha egy szam oszthat6 4-gyel, akkor oszthaté 2-vel.

b) Ha egy szam oszthat6 9-cel, akkor oszthaté 3-mal.

¢) Minden olyan szdm, amely oszthat6 2-vel és 3-mal, oszthat6 6-tal is.
d) Ha egy szam oszthat6 6-tal és 2-vel, akkor oszthat6 12-vel.

e) Ha egy szdm oszthat6 6-tal és 4-gyel, akkor oszthaté 24-gyel.

Dontsiik el, hogy az aldbbi szamok kozil melyik oszthaté 4-gyel; 9-cel; 12-vel; 36-tal; 30-cal!
12564; 7245540; 21113; 5675 345.

Fogalmazzunk meg szabalyt a 6-tal, illetve 12-vel valé oszthatésagra!

Milyen szamjegyet irhatunk az ismeretlen bet(i helyére, hogy 124513x4 oszthaté legyen
a) 3-mal; b) 4-gyel; c) 6-tal; d) 9-cel; e) 12-vel?

Bizonyitsuk be, hogy 10" — 1 minden n természetes szdm esetén oszthaté 9-cel!
Igazoljuk, hogy harom egymast kovetd természetes szam szorzata oszthaté 6-tal!

Minimum hény darab egymast kovetd természetes szamot kell 6sszeszoroznunk ahhoz, hogy
barmelyik természetes szamtdl indulva a szorzat oszthaté legyen 12-vel? Indokoljuk a valaszt!

Hatdrozzuk meg az n pozitiv egész szam értékét gy, hogy az alabbi tortek értéke pozitiv egész
szam legyen!

n, n+2, 5n—3, n—1. 2n—3. n?—1
3/ 3 ’ 3 ’ 4 ’ 5 ’ 9 .
Az 1, 2,3, ..., n szamokat milyen n esetén oszt-

hatjuk két csoportra gy, hogy mindkét részben
ugyanannyi legyen a szamok 6sszege?
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19. PRIMSZAMOK, A SZAMELMELET ALAPTETELE

Az éltalanos iskolaban mar megismerkedtiink a primszamokkal és az 6sszetett szamokkal. Ebben a lec-
kében megmutatjuk, hogy a primszamok az 6sszetett szamok ,épitékockai”: az osszetett szamok prim-
szamok szorzataként allnak eld.

Igaz-e a kovetkezd allitas?

,Egy 100-nal nagyobb egész szamnak tébb pozitiv osztéja van, mint egy 50-nél kisebb pozitiv szdmnak.”

Els6 rdnézésre talan igaznak tlinhet az dllitas, de ellenpéldaval céfolni tudjuk.

A 48 osztoit keressiik meg tigy, hogy vegyiik sorban a pozitiv egész szamokat, ha taldltunk egy osztéjat,
akkor nevezziik parjanak azt a szamot, ahdnyszor megvan benne.

Az 1 osztéja 48-nak, parja a 48. A 2 osztoja, parja a 24.

A 3 osztbja, parja a 16. A 4 osztoja, parja a 12.

Az 5 nem osztdja. A 6 osztoja, pdrja a 8.

A 7 nem osztdja.

Tovabbi osztéi nem lehetnek, hiszen akkor a megtalalt parok nagyobbika lehetne csak a kovetkezé
0szt6. Tehdt a 48-nak 10 oszt6ja van.

Nézziik most példaul a 169-et!

Az 1 osztbja, parja a 169.

A2,3,4,56,7,8,9, 10, 11, 12 nem osztdja.

A 13 osztbja, ,parja” a 13.

Az elézbek alapjan minden oszt6jat megtaldltuk, igy a 169-nek 3 osztéja van.
Tehét nem a szam nagysagatol fligg a pozitiv oszt6inak szama.

Sok esetben sziikségiink lehet egy szdm osztéinak, oszt6i szimanak meghatdrozasara. Vizsgaljuk a po-
zitiv egész szamokat aszerint, hogy hény pozitiv oszt6juk van!

Mivel az T minden pozitiv egész szamnak osztdja, igy legalabb egy oszt6ja minden pozitiv egész szam-
nak van.

Mely szamoknak lehet csak az 1 az oszt6ja? Mivel minden szam oszthat6 1-gyel és 6Gnmagaval, igy leg-
alabb két osztéja minden szamnak van, kivéve az 1-et.

Egyetlen pozitiv osztéja csak az 1-nek van.

Kovetkezd lehetdség, amikor a szamnak pontosan két (kiilonb6zé) osztdja van.

Definicio
Primszamok:

Azokat a pozitiv egész szamokat, amelyeknek pontosan két (kiilonb6zé) pozitiv egész osztdjuk van,
primszamoknak nevezzik.

Mivel 1-gyel és 6nmagdval minden pozitiv egész szam oszthaté, azt is mondhatjuk, hogy egy 1-nél na-
gyobb pozitiv egész szam akkor primszam, ha csak 1-gyel és 6nmagdval oszthato.

Az 1-t6l és a primszamoktdl kiillonb6z6 dsszes tobbi pozitiv egész szamot Osszetett szamnak nevezziik.
(Tehat az 6sszetett szamoknak legalabb 3 kiilonb6zé pozitiv egész osztdja van.)

Jegyezziik meg: az 1 se nem primszam, se nem Osszetett szam!
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Viszonylag konnyen megadhatjuk a kisebb primszamokat: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 stbh. A na-
gyobb primeket Gn. primszam tablazatokban taldlhatjuk meg, ezekhez manapsag mar konnyen hozzafér-
hettink. (Erdemes az interneten is hasonlé tablazatokat béngészni.)

Nyilvénvalé a kérdés: mekkora a legnagyobb primszam? Osszeszamoltuk a primszamokat 4000-ig:

1-t6l 500-ig: 95 db 500-t61 1000-ig: 73 db
1000-t8l 1500-ig: 71 db 1500-t61 2000-ig: 64 db
2000-t6l 2500-ig: 64 db 2500-t6 3000-ig: 66 db
3000-t61 3500-ig: 56 db 3500-t6l 4000-ig: 61 db

Mint lathat6, nem jelenthetjiik ki, hogy a szdmok névekedtével egyre kevesebb primszam van kozéttik,
bar ahogy névekednek a szamok, nyilvan egyre tobb 0szt6 johet széba.

Hogyan kereshettink primszamokat? Erre az 6kori alexandriai Eratoszthenész (Kr. e. 200 kortil) a
kévetkezd médszert javasolta a primszamok megtaldlasara (az eljdrast 100-ig mutatjuk be):

Irjuk le 100-ig a pozitiv egész szamokat. =

Az 1 nem primszdm. @ 3/?’\ @

A kovetkezd szamnak, a 2-nek nincs 1-tél és
onmagatol kilonbozé osztéja, igy a 2 primszam,
karikazzuk be.

Huzzuk ki a megtaldlt primszam minden tobb-
szorosét, hiszen ezek nem primszamok.

A kovetkezé nem kihdzott szammal hajtsuk
végre az el6z6 két lépést.

Folytassuk ezt az eljarast, amig el nem jutunk a
100-ig. A bekarikazott szamok a 100-nal kisebb
primszamok: 2, 3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31,
37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83, 89, 97 (Erdekességképpen meg-
jegyezhetjik, hogy 25 darab van beléliik.).

Ezt a modszert eratoszthenészi szitanak nevezik.

©)
©)

B
B8

&)
&)

)

Eratoszthenész

BEl
Q)
@)

—~ —
R R T

Feladat 6nall6 feldolgozasra
A 100-nal kisebb primszamok meghatarozasakor 100 helyett elegendé csak 11-ig (pontosabban
7-ig) eljutni az algoritmus végrehajtasa soran. Mit gondolsz, miért?

A szamelmélet egyik fontos tétele a kovetkez6:

Végtelen sok primszam van.

Bizonyitas

Indirekt bizonyitést alkalmazunk. (Ugy mutatjuk meg az allitas igazsagat, hogy bebizonyitjuk: az allitas
tagaddsa ellentmondasra vezet.)

Az allitas tagaddsa: Véges sok primszam van, azaz van egy legnagyobb primszam.

Jelljik a primszamokat p,, p,, ... , p,-nel, és dsszes primszam szorzatdndl 1-gyel nagyobb szdmot

Qval:Q=p,-p, py.p i p, t 1. “
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A Q szamnak nyilvan egyetlen primszam sem oszt6ja amiatt, hogy a szorzathoz 1-et adtunk. (Barmely
primmel osztva Q-nak 1 a maradéka.) Ezért Q vagy primszam, vagy van olyan primszam osztdja, mely nem
szerepelt a szorzat tényezdéi kozott. Barmelyik is igaz, igy mindenképpen létezik egy eddig nem szerepel-
tetett Gj primszam. Ez pedig ellentmond annak, hogy az dsszes primszamot szoroztuk 6ssze. Ebbdl kovet-
kezik, hogy a primszamok szdma végtelen.

Nem gondolnank, de ez a szép bizonyitds is tobb mint kétezer éves; kb. 2300 évvel ezel6tt jegyezte le Eukleidész.
Az 6kori gordg matematikusok szivesen és rendkiviil hatékonyan alkalmaztak az indirekt bizonyitasokat. (Igy iga-
zoltak példaul a Pitagorasz-tétel megforditdsat is.)

Bontsuk fel primszdmok szorzatdra a 60-at!
60=2-:30;30=3-10; 10 =2"-5,tehat60 =2-3-2 5.
Nézzlink egy masik felbontast:
60=4-154=2-2és15=3-5,tehat60=2-2-3 5.
60=3-20;20=5-4;4=2-2,tehat60 =352 2.

Mind a hdrom esetben ugyanazokhoz a primszamokhoz jutottunk.

Felmer(l a kérdés: Létezhet-e tobbféle primfelbontasa egy dsszetett szdamnak? Erre ad vélaszt a szam-
elmélet alaptétele.

A szamelmélet alaptétele: Barmely 6sszetett szam felbonthaté primszamok szorzatara. A felbontas
a primszamok sorrendjétd| eltekintve egyértelmd.

Bontsuk fel a 12 600-at primszdmok szorzatéra!

12 600| 2
6300
3150
1575

525
175
35
7

1

N U1 Ul ww NN

Tehdt 12 600 = 23 - 3%2- 52 7.
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Prébalkozzunk maés felbontéssal! Példaul:

12 600| 5 12600|3 > i
owol2 ooz PRIMSZAMOK
420|5 700|2
e o5 2,3,5,7,11,13,17,19,23,
IR 29,31,37,41,43,47,53,59,
: 1 61,67,71,73,79,83,89,97
Mas médon is probalkozhatunk, példaul : "
12 600 12 600
Z N

Mindegyik esetben a 12 600 = 23 - 3% - 5% - 7 végeredményt kaptuk, barmilyen sorrendben vettik a ko-
vetkezd primosztét; s6t akkor is, ha a felbontdst dsszetett szamok szorzatéval kezdtik. Lathaté a prim-
szamok épit6kocka-tulajdonsaga: ha példaul 7 osztéja 12 600-nak, és 12 600 = 100 - 126, akkor a 7-nek
valamelyik tényezét osztania kell. (A 100 és a 126 primtényezdés felbontdsdban pontosan a 12 600 prim-
tényezGi szerepelnek.)

Az el6z6ekbdl kovetkezik a primszamok néhany fontos tulajdonsaga:

1. Ha egy primszam osztdja egy szorzatnak, akkor legalabb az egyik tényezének is biztosan osztéja.

2. A négyzetszamok primfelbontdsdban minden, a felbontasban szerepld primszam péros sokszor
fordul elé.

3. Minden dsszetett szdm egyértelmien irhat6 fel p, p,e---p¥ alakban, ahol p,, p,, ... p, kiilon-

bo6z6 primszamok, k,, k,, ... k pozitiv egész szamok.

17 N1
5. példa

Hany pozitiv osztéja van a 17 640-nek?

Ha az osztépéarok megkeresésével fognank hozza a kérdés megvalaszolaséhoz, akkor hosszadalmas sza-
molds varna rank. Bontsuk fel a szamot primtényezdk szorzatara! 17 640 = 23 - 32-5 - 72,

A primfelbontas alapjan 17 640 barmely osztéjanak primfelbontasaban csak 2, 3, 5, 7 primszamok for-
dulhatnak el6. A 2 legfeljebb 3. hatvanyon, a 3 legfeljebb 2. hatvanyon, az 5 legfeljebb 1. hatvanyon, végiil
a 7 legfeljebb 2. hatvanyon.

Tehat 17 640 barmelyik osztéjat fel lehet irni a kdvetkezé alakban:

22-3b.5¢.7d qhol0<a<3,0<b<2,0<c<1,0<d<2 ésa, b, c, dtermészetes szamok.



Fogalmak, név
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Az a kitevét 4-féleképpen, a b-t 3-féleképpen, a c-t 2-féleképpen, a d-t 3-féleképpen valaszthatjuk ki.
Tehdt egy oszt6 elbdllitasara 4 - 3 - 2 - 3 = 72 kiilonb6z6 lehetdséglink van, azaz a 17 640-nek 6sszesen
72 pozitiv osztéja van. (Aza = b = ¢ = d = 0 kitevékre az 1 osztét kapjuk.)

Altalanositva az elézéeket:

Bizonyithat6, hogy ha az A pozitiv egész szam primfelbontasa: A = p;"-p5-p3-...-py,

primszam; ahol a p, szamok kiilénb6z6 primszamok (k = 1, 2, 3, ..., n), a kitevék pozitiv egész szamok,
dsszetett szam; akkor az A pozitiv osztéinak szama:
Eratoszthenész;
eratoszthenészi szita; dA) = (@, + D, + Dia, + 1)~ ... (a, + 1.
szdmelmélet. (A d(n) jeloli az n pozitiv egész szdm pozitiv osztéinak szdmat.)
o P
FELADATOK

3.E

.
E !

5. K1

7. E1

2

Az alabbi szamok kozil melyik 6sszetett szam?
3; 7, 9, 143, 479; 247, 357, 833; 957, 2007, 2009.

Melyik igaz, melyik hamis az alabbi allitasok kozal?

a) Ha egy természetes szam primszam, akkor a nala 3-mal nagyobb szdm Gsszetett szam.

b) Minden paros négyzetszam oszthat6 4-gyel.

¢ Nincs olyan haromjegyt primszam, amely szamjegyeinek szorzata 6.

d) Minden 0Osszetett szamnak péros sok pozitiv osztéja van.

e) Ha egy egész szam eléallithaté harom egymas utani pozitiv egész szam osszegeként, akkor dsszetett
szam.

f) Van olyan kétjegyti pozitiv egész szam, amely nem dllithat6 el6 primszamok 6sszegeként.

Fel lehet-e két csoportra osztani a 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9 szamokat gy, hogy minden szamot felhasznalunk,
és a csoportokban |évé szamok szorzata egyenlé legyen?

Bontsuk fel primszamok szorzatara az aldbbi szamokat!
168; 768; 2008; 4500; 2592; 13464, 14625, 33075.

Hatdrozzuk meg a kovetkezd szamok primtényezds felbontasanak segitségével, melyik oszthatd
a) 9-cel;  b) 4-gyel; ¢ 125-tel!
24373 11; 33.52-7-112-17; 23.32.54.7.

irjuk fel az aldbbi szimok pozitiv osztéit!
a) 75, b)72; ¢©150; d)726; e 121, ) 225.

Hatdrozzuk meg az aldbbi szamok pozitiv osztéinak a szamat!
675;  3024;  288;  686;  243;  1225;
25.32.5.7; 112-13% - 19.

Mely természetes szamoknak van paratlan sok osztéja?

i
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“ Mely n természetes szam esetén lesz az alabbi tortek értéke egész szam?

K2a) —Z; szﬁ¥§; Euy?;;; Ehﬁf;f.

Mutassuk meg, hogy a 496 és a 8128 valdban tokéletes szamok!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I.: 365-371; 372-389; 398-406; 407-414;
415-417; 454-470.

20. LEGNAGYOBB KOZOS OSZTO, EUKLIDESZI
ALGORITMUS, LEGKISEBB KOZOS TOBBSZOROS

Definidltuk mar egy egész szdm oszt6it. Vizsgalatunkat kiterjeszthetjiik kett$ vagy tobb szdm kozos osz-
téinak megkeresésére.

Keressiik meg 2520 és 1320 kozos osztoit!

Megoldas

Erdemes a szamok primfelbontdsabol kiindulni:
2520=2%-3%2-5-7 és 1320=2*-3-5-11.

Lathat6, hogy a kozos primtényezdk, illetve primhatvanyok: 23, 3, 5. Ezért a két szam kozos osztdja pél-
daul a 23 - 3 - 5. Ennél nagyobb k6zos oszté nem lehet, mivel a felsoroltakon kivil nincs mas kézos prim-
0szt6, illetve nem fordul el6 primszam ennél magasabb hatvanyon mind a két szamban.

A legnagyobb kozos osztéra bevezetjiik a kovetkezd jelolést: (2520; 1320) = 23 -3 - 5 = 120.

A legnagyobb koz0s 0szt6 barmelyik osztdja egydttal a két szam kozos osztoja is. Felsorolhatjuk a tars-
osztékat: 1, 120, 2, 60, 3, 40, 4, 30, 5, 24, 6, 20, 8, 15, 10, 12. Ezek a két szam kozos osztoi.

A legnagyobb kozos oszté eléallithatd a kovetkezé médon:
A szamok primfelbontasa utan a kozos primtényezdéket az eléforduld legkisebb kézos hatvanyon
osszeszorozzuk. Jelolése: (a; b). (Néha kiirjuk a roviditést is: Inko (a; b).)

A mutatott eljaras lehetdséget ad akar tobb szam legnagyobb kézos osztéjanak meghatarozésara is.
Ha két vagy tobb szam legnagyobb kozos osztéja 1, akkor a szamokat relativ primeknek nevezziik.

Példaul 2 és 3, vagy 8 és 17 relativ primek: (2; 3) = 1, Inko (8; 17) = 1.
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2. példa
Keressiik meg a kovetkezé tort legegyszer(ibb alakjat: Zbll ey

155232°
Megoldas

A szamlal6 primfelbontdsa: 261 360 = 24 - 33 -5 - 112,
A nevezé primfelbontdsa: 155 232 = 2°-32-72- 11.
Inko (261 360; 155 232) = 2*- 32 - 11, tehét ezzel a szammal egyszerUsithetiink.

261360 _3-5-11_ 165
155232~ 272 98

(Kiegészitd anyag.) Eukleidész, a Kr. e. 300 korl é16 gorog matematikus mutatott eljarast két szam leg-

nagyobb kozos osztéjanak meghatarozasara. Médszerét euklideszi algoritmusnak nevezziik. A 3. példan
mutatjuk be az algoritmust:

Keresstik meg 242 és 66 legnagyobb kozos osztéjat!

Megoldas

Jeloljiik 242 és 66 legnagyobb kozos osztéjat d-vel!

A maradékos osztds alapjan 242 = 66 - 3 + 44. Ha d|242 és d |66, akkor d |44 is teljestl (mert
44 = 242 — 66 - 3). Vagyis 66 és 44 legnagyobb kozos osztéjat keresstk.

66 = 44 -1 + 22. Ha d |66 és d|44, akkor d|22 is teljesiil: d = (44; 22).

44 =22 -2 + 0, ezért d = (44; 22) = 22 a legnagyobb kozos oszté.

A legnagyobb koz6s osztéhoz hasonléan a legkisebb kozos tobbszorost is meghatarozhatjuk.

Egy Gt mentén az Gt egyik oldaldn 24 méterenként fak, masik oldaldn 42 mé-
terenként villanyoszlopok éllnak. Az egyik helyen egymdssal szemben latunk egy fat
és egy villanyoszlopot. Hany méterrel odébb fordulhat ez Gjra el6?

Megoldas

Olyan szamot kell keresniink, amely tobbsztrose a 24-nek is és a 42-nek is.
24 =23-3;, 42=2-3-7.

A keresett szam oszthat6 kell, hogy legyen 24-gyel és 42-vel is, tehat primfel-
bontdsaban szerepelnie kell: 23-nak, 3-nak és 7-nek is.

A legkisebb ilyen szdam a 2° - 3 - 7 = 168. Tehat 168 méterenként all szemben
fa és villanyoszlop.

Feladatunkban két szam legkisebb k6zo6s tébbszorosét kerestiik meg. Ennek je-
l6lésére bevezetjiik a kovetkez6t: [24; 42] = 168.
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A legkisebb kozos tobbszoros elbdllithaté a kovetkezé médon:
A szamok primfelbontasa utdn minden primtényezébdl az el6fordulé legnagyobb hatvanydakat szo-
rozzuk 6ssze. Jelolése: [a; b]. (Néha kiirjuk a roviditést: Ikkt (a; b).)

Fogalmak
legnagyobb kozos
A mutatott eljaras lehetSséget ad (akar) tobb szam legkisebb k6zos tobbszorosének meg- 0s7t6;
hatarozasara is. relativ prim;
euklideszi
legkisebb kozos
Ha a=2%-5, b=2-32 c=3-5% d=22-3-52-7, akkor tobbszoros.
la; b;c;d] =23-32-53-7. .

FELADATOK

m Melyik igaz, melyik hamis az alabbi allitasok kozil?
a) Két szamnak végtelen sok kozos tobbszorose van.
b) Két szam kozos pozitiv 0szt6i kozott van legkisebb.
©) Két szam kozos tobbszorosei kozott van legnagyobb.
d) Két szam legkisebb tobbszérose nagyobb, mint a megadott két szam koziil a nagyobb.

Hatdrozzuk meg a megadott szamok legnagyobb kozos osztéjat (Inko) és legkisebb kozos tobb-
szorosét (Ikko)!

a) 72; 108; d) 2250; 468; 2100;

b) 375; 1800; € 24-32.52-7:22-33.72. 11,

¢) 5544; 42 075; f) 23-3-17%-23;2%-5-172-29.
Keresstik meg az alabbi szamparok, illetve szamharmasok legkisebb kozos tobbszorosét (Ikkt)!

a) 54; 150; d) 125; 875; 2625;

b) 360; 168; € 25-32-53-7:2-33.52-11;

) 864; 7875; H2-33-133-17,23-32-5- 172
m Egyszer(sitsiik az alabbi torteket!

450 1750 1080
V0 P65 9 736

5. K2 Harom testvér kozil Anna kétnaponta rendszeresen jogazik, Bea 3 naponként tszik, Cili pedig
5 naponként fut.
a) Hanyszor fordulhat el6 egy 30 napos hénapban, hogy mindharman ugyanazon a napon
végzik a sporttevékenységiiket?
b) Hanyszor lehet olyan nap a hénapban, amikor pontosan ketten sportolnak kozdiliik?

6. E2 Melyik az a két szam, melyre igazak az aldbbiak?
a) Inko (x; y) = 6 ésx -y = 2520;
b) Inko (x; y) = 18 ésx +y = 576;
o) Inko (x; y) = 12 és Ikkt (x; y) = 1260.
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7. K2 Egy villamos egyik végallomasardl két kiilonbozé irdnyba inditanak vil-
lamosokat. Az 1. villamost 12 percenként inditjak, a Il. villamost 15 per-
cenként. Reggel 7 6rakor egyszerre indul a két kilonb6zé iranyba vil-
lamos.
a) Mikor inditjdk a villamosokat legkozelebb egyszerre?
b) Reggel 7 6ra utan és délutan 5 éra elStt hanyszor inditjak egyszerre
a két villamost?

8. E1 Milyen a értéknél teljestilnek a kovetkezd feltételek?
Inko (21; a) # 1 és Inko (a; 15) = 1, de
Inko (15; 21;a) = 1.

9. E1 Melyik az a két szam, melyek legkisebb kozos tobbszordse (lkkt)
17-tel nagyobb, mint a legnagyobb k6z6s osztéjuk (Inko)?

LYY Bergengocia egyik tigynoke dj titkositast talalt ki az tizenetek szamdra. Ennek az a Iényege, hogy a kodolas
soran az lizenetet 12 bettibdl all6 csoportokra osztjak, és minden ilyen csoportban az alabbi tablazat sze-
rint megvaltoztatjak a bettik sorrendjét.

1234567891011 12
546213978111210

(Tehat az 1. bet(i az 5. helyére keril, a 2. a 4. helyére és igy tovabb.)

Az tigynok prébaképpen kédolva elkildi a TITKOSJELSZO (izenetet a szomszédos barati orszagba. Igen
am, de a fénoke — biztos, ami biztos — a mar kodolt tizenetet még egyszer kddolja; sét a titkosszolgalat f6-
noke is elvégez egy harmadik kédolast, hogy ,minél jobban keveredjenek a bet(ik”. Mi torténik?
(Lehetséges-e, hogy valahdny kodolas utan az eredeti tizenetet kapjuk vissza?)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I.: 418-419; 421-423; 438; 442-443; 444-451.

KIFEJEZESEK, POLINOMOK OSZTHATOSAGA
(Olvasmany)

Korabban emlitettiik, hogy az egész szamok korében is definidlhatjuk az oszthatésagot: ha a, b, c egész
szamok, akkor a|b, ha van olyan c egész szam, amelyre b = ac. Formalisan kiterjeszthetjiik a definiciot egész
egy(tthatés polinomokra is:

Ha P, Q, R egész egyiitthat6s polinomok, akkor P|Q, ha van olyan R polinom, amelyre Q = PR.

Példaul az a?> — b? = (a + b)(a — b) nevezetes azonossag alapjan mondhatjuk, hogy (@ + b)|(a? — b?),
hiszen az (a — b) polinomra a> — b*> = (a + b)(a — b).

Ugyanigy (a — b) | (a> — b?) is igaz.

Az azonossag minden a és b (valés) szamra teljestl. Eszrevehetjiik, hogy mivel egész egyiitthatés poli-
nomokat vizsgélunk, ha a és b helyébe egész szamokat irunk, akkor az (a + b), (@ — b) és (a*> — b?) ténye-
z6k mindegyike egész szamot vesz fel értékil. A helyettesitési értékekkel mar egész szamok kozotti oszt-
hatésagot kapunk, példaul:



KIFEJEZESEK, POLINOMOK OSZTHATOSAGA (Olvasmany)

a=3,b=2:(3+2)](3—2%vagy 3 —2)|(3? - 22;
a=7,b=3:(7+3)](7* =32 vagy (7 — 3)| (72 — 32);
a=4,b=5:(4+5)|4 — 52 vagy (4 — 5)| (42 — 52).
Az egész egyitthatds polinomok oszthatésaganak hétterében tehat az egész szamok oszthatésaga all.

Bizonyitsuk be az aldbbi oszthatésagokat!
a) @+ 3)|@-a-12);

b) (b —2c)|(b? - 4bc + 4c?);

0 (x—=2)|(x*—5x> + 8x —4).

Megoldas

a) Az a* — a — 12 kifejezést szorzatta alakithatjuk (példaul a gyoktényezds alak segitségével):
a’—a—12 = (a + 3)(a — 4). Ezzel az oszthatésagot is igazoltuk.

b) b? — 4bc + 4c? = (b — 2¢)? (teljes négyzet).

¢) Megprobaljuk (x> — 5x* + 8x — 4)-et elédllitani (x — 2)(ax* + bx + c¢) alakban, ahol a, b, ¢ egész sza-
mok. (Ez kell az oszthatdség teljestiléséhez.)
(x—2)@x® + bx + ¢) = ax® + x3(<2a + b) + x(=2b + ¢) — 2c. Az
x> =5x* + 8x—4 = ax® + x*(-2a + b) + x(-2b + ¢) - 2¢
azonossagbdl, az egyitthatok egyeztetése utan rendrea = 1, b = -3, ¢ = 2 addédik.
fgy x3 = 5x2 + 8x — 4 = (x - 2)( - 3x + 2), s ezzel a ¢) dllitst is igazoltuk.

A konkrét szamértékek kiszamolasa nélkil dontstik el, hogy melyik igaz, melyik hamis az aldbbi allita-
sok kozil!

a) 17[(20213 — 20043);

b) 37|13 + 23 + 33 + ... + 36%

o 57|(116 = 7).

Megoldas

a) Az a> - b> = (a — b)(@®> + ab + b?) azonossag alapjan (a — b)|(a® — b?). Az allitds igaz, hiszen
2021 - 2004 = 17, és ez osztdja a jobb oldalon &ll6 szamnak.

b) Az a* + b* = (a + b)(a* — ab + b?) azonossag alapjan (a + b)|(a*> + b3).
A pérositas modszerét alkalmazzuk. Az (13 + 36°) + (23 + 353%) + ... + (18° + 19°) 6sszegben az azo-
nossag miatt a parok rendre oszthaték (1 + 36), (2 + 35), ..., (18 + 19)-cel, azaz 37-tel, és igy a tel-
jes Osszeg is oszthat6 37-tel.

o 116 =73 = (11%° - 73 = 1213 — 73, s ez oszthat6 121 — 7 = 114-gyel. Viszont akkor ennek felével,
57-tel is oszthato.

Mindharom éllitas igaz.




1. OSZTHATOSAG, A SZAMELMELET ALAPJAI

FELADATOK

1. E1 Mutassuk meg, hogy n + 4 sosem osztja n? + 8n + 15-6t, ha n természetes szam!

2 F1 Mi lehet az A = 35x + 57 és B = 45x + 76 kifejezések legnagyobb kozos osztdja, ha x egész szam?

Bizonyitsuk be, hogy az a, b, c véltozok barmely egész értéke esetén teljestl az
(@a+ b+ 0@+ b>-c*+ 2ab)
oszthat6sag!

4. E1 A K = x* - 14x + 48 kifejezésben x helyébe egész szdmokat helyettesitiink. Eszrevehetjiik, hogy az x = 0,
+1, =2, £3 értékekre mindig Osszetett szamot kapunk: K(0) = 48, K(1) = 35, K(-1) = 63, K(2) = 24,
K(=2) = 80, K(3) = 15, K(=3) = 99. stb. Mit allithatunk a polinom helyettesitési értékeirél? Mindig 6ssze-
tett szamot kapunk, vagy kaphatunk primszamot is? Véges szami vagy végtelen sok primet kaphatunk?

21. SZAMRENDSZEREK

Amikor sok targyat akarunk megszamolni, célszer(i egy 6sszeszamlalasi rend-
szert kialakitani. Ezt megtehetjik gy is, ha a megszédmoland¢ targyakat csopor-
tokba soroljuk, példaul hatos csoportokba rendezziik. Ha sok ilyen csoportunk
alakul ki, akkor célszer(i a csoportokat is csoportokba alakitani, kézenfekvé ismét
hatoséval rendezni azokat. Ezt az eljardssorozatot addig folytatjuk, amig lehet.

Amikor a kialakult csoportok szamaét fel szeretnénk jegyezni, akkor hat ka-
[6nb6z6 jelre (szamjegyre) van sziikséglink. Ezek: 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Az el6z6 eljaras lényegében egy maradékos osztassorozat, tobbszor egymas
utan elvégezve.

irjuk fel a 485-6t hatos szamrendszerben!

Megoldas

485 = 80 - 6 + 5, kialakult 80 ,hatos” csoport, és maradt 5 egyes.

80 = 13 - 6 + 2, kialakult 13 ,hatszor hatos” csoport, és maradt 2 hatos.

13 = 2 -6 + 1, keletkezett 2 ,hatszor hatszor hatos” csoport, és maradt 1 ,hatszor hatos” csoport.

2 =0 -6 + 2, keletkezett 0 ,hatszor hatszor hatszor hatos” csoport, és kimaradt 2 ,hatszor hatszor
hatos” csoport.

A maradékul kapott szamok segitségével — jelentéstik alapjan — adjuk meg a keresett alakot:

485 = 2125,, ahol az als6 indexben jel6ltiik a csoportositds alapszdmét.

Ezzel az Gsszeszamlalassal és az eredmény felirasaval a hatos szamrendszer [ényegét figyelhettik meg:
2125,=2-6°+1-6>+2-6'+5-6°



21. SZAMRENDSZEREK

Pontosan ez a csoportositds barmely alapl szamrendszer Iényege. A tizes szamrendszerben hasonléan
értelmezziik a helyiértékes frasmédot: 2357 = 2 - 10° + 3 - 102 + 5 - 10" + 7 - 10°. Az mar a szokdsokon
mdlik, hogy a tizes szamrendszer alapszdmat nem szoktuk jel6lni, hiszen altaldban ezt hasznaljuk.

Hatarozzuk meg az 101101, szdm tizes szamrendszerbeli alakjat!

Megoldas

101101, =1-25+0-24+1-22+1:224+0-2"+1-2°=32 + 8 +4 +1 = 45.

Vizsgaljunk meg néhany oszthatésagi szabalyt, médosulnak-e, amikor nem tizes alapt szamrendszerben
szamolunk!

3. példa Emelt szint

Mi lehet a 2-vel val6 oszthatésag szabdlya kiilonb6z6 szamrendszerekben?

Megoldas

Ha a szamrendszer alapszdma paros szam, akkor az egyesek helyiértékén kiviil minden mas helyiérték
oszthat6 2-vel, tehdt az oszthatsag az utols6 szamjegytdl fligg.

2130213, mert2[(3 - 4* +2-4> + 1-4"), de 213 - 4°.

214316, mert 2|(4 - 8 + 382+ 1-81),6s2(6 - 8°.

Ha a szamrendszer alapszdma pdratlan szam, akkor minden egyes helyiérték is paratlan. Tehat a 2-vel
val6 oszthatoség attdl fligg, hogy hany paratlan szamot 6sszegziink.

2] 3241, mert két pératlan szimot adunk 6ssze (3 - 5° + 1 - 59), és ezek Osszege pdros.

21103 465, mert 2t (1 -7°+ 3 - 7> + 5 - 7).

Egy paratlan alapszamd szamrendszerben felirt szam pontosan akkor oszthaté 2-vel, ha a paratlan szam-
jegyek szama paros.

4. példa

Mi lehet a nyolcas szamrendszerben a 7-tel valé oszthatésag szabélya?

Megoldas

Hasonl6an gondolkodhatunk, mint azt a tizes szamrendszerben a 9-cel torténd oszthatésagnal mar lattuk.

8, valamint 8 minden hatvanya 7-tel osztva 1-et ad maradékul. Ha elhagyjuk a 7-tel oszthat6 tagokat
— melyek nem befolyédsoljdk az oszthatésagot —, akkor a szdmjegyek 6sszege marad meg. Pontosan akkor
teljestil az oszthatdsag, ha a szamjegyek dsszege oszthaté 7-tel.

711146 342, mert 7 osztja (8°—1) + (8°-1) + 4-(8*-1) + 6-(8°—1) + 3-(82-1) +4- (8" 1) +
+2-@8-1+1+1T+4+6+3+4+2).

Hasonlé okoskodassal belathatjuk:

Tetsz6leges alapl szamrendszerben az alapszamnal 1-gyel kisebb szimmal valé oszthat6sag pontosan

akkor teljestil, ha a szdmjegyek 0sszege oszthat6 az alapszamnal 1-gyel kisebb szdammal.



1. OSZTHATOSAG, A SZAMELMELET ALAPJAI

Mi lehet a szamrendszer x alapszédma (x = 2), ha a 601, _szdmot 10 -val osztva a hdnyados 60 , a mara-

dék 12

Megoldas

Els6 rdanézésre azt latjuk, hogy tizes szdmrendszerben ez a feltétel teljestil. Vizsgaljuk meg kicsit alapo-

Fogalmak

szamrendszer;

alapszam;
Neumann.

\_.-—-/-"‘“m

E1

5. E1

= 4
A
N

6. E2

7. E2

8. E1

9. E2

sabban a kérdést!

A szamrendszer alapszama legalabb 7, mert van 6-os szimjegy. Mivel 1 a maradék, ezért az 1-gyel ki-
sebb szam oszthat6 10 -val.

(601,—1): 10, = 60,.
i

rijuk fel az osztast helyiértékes alakban:

6-x+0-x"+1-x-1)=6-x"+0-x9-(1-x"+ 0 x9, rovidebben: 6x* = 6x - x.

Azonossaghoz jutottunk, tehat az allitas barmely szamrendszerben igaz, ha a szamrendszer

FELADATOK

alapszama legalabb 7.

Irjuk at 2-es szimrendszerbe az aldbbi szdmokat!

35, 79, 127, 257;

1000.

Irjuk fel tizes szamrendszerben az alabbi szamokat!

10101,;  10110,;

1111111,;

100000,

Irjuk at az alabbi tizes szamrendszerbeli szamokat a megadott alapszamd szamrendszerbe!

a) 47-et 7-es alapt szamrendszerbe;
b) 129-et 4-es alapl szamrendszerbe;

c) 6457-et 2-es szamrendszerbe;
d) 529-et 8-as szamrendszerbe.

Irjuk at a kovetkezé szamokat tizes szamrendszerbel!

45321,

100011101,;

505,;

43012,; 1201,

Melyik szdmrendszerben lehet 807 = 3423 ?

Irjuk fel az alabbi szdamokat 3-as szamrendszerben!

23112,

6507,; 4204, 110101,

Végezziik el a kovetkezé muiveleteket!
10011, 3243,

+ 1101, + 441,

1031,
+ 3311,

Hatdrozzuk meg az x értékét, ha 1220, = 63 .

Dontsiik el, hogy igazak-e az aldbbi allitasok!

a) 4532, oszthat6 5-tel;

b) 12121, oszthat6 3-mal;

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I.: 520-525; 527-538; 540-555.

c) 23011, oszthat6 7-tel;

d) 210111, oszthat6 2-vel.

Neumann Janos
(1903-1957)

A XX. szdzad egyik
legnagyobb matemati-
kusa. A szamitégépek
mUikodési alapelvei-
nek kidolgozasakor
(,Neumann-elv”) 6
javasolta példaul a
kettes szamrendszer
alkalmazasat.

-



TUDASPROBA (Tananyagon kiviili, nem kotelez6 rész)

TUDASPROBA
(Tananyagon kiviili, nem kotelezé rész)

Az alabbi feladatok a II. fejezet témakoréhez sorolhatok, alkalmasak a gyakorldsra, és megoldasukkal azt
is ellendrizheted, hogy a nehezebb gondolatmenetekbdl mennyit tudtal elsajétitani. A feladatok végered-
ménye egy-egy természetes szam.

Két primszam kilonbsége 87. Hany pozitiv osztéja van a két primszam 6sszegének?
Mennyi azon haromjegy( szamok 6sszege, amelyek 4-gyel osztva 1-et adnak maradékul?

Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek 504-szerese négyzetszam?

Hany oldalt az a konvex sokszog, amelynek harmadannyi atl6ja van, mint az oldalak szamanak
a négyzete?

Legkevesebb hany négyzet alaku jardlappal lehet hézagmentesen kirakni egy 936 cm x 1365 cm-es
téglalap alaki helységet? (A jardlap oldalai egész cm hossztak.)

Hany olyan haromszog van, melynek az oldalai természetes szamok, és az oldalak szorzata 60?
(Az egybevagd haromszogeket nem tekintjik kilonbozéknek.)

Melyik az a legkisebb természetes szdm, amely 9-cel oszthaté és csak a 7 és 8 szamjegyeket tar-
talmazza?

Hany olyan haromjegy(i pozitiv egész szam van, amely felirhaté két egymas utani paratlan szam
Osszegeként?

Hany O-ra végzédikaz 1-10"-2-10%-3-10%-4-10*- ... - 21 - 10*' szorzat?

ey
(=]

Hany olyan haromjegyt pozitiv egész szam van, amely 3-mal osztva 2, 4-gyel osztva pedig 1 ma-
radékot ad?

Erdekesség

Lattuk, hogy végtelen sok primszdm van. Vajon az ott vizsgdlt Q = p, - p, - p, - ... - p, + 1 kifejezés mikor prim-
szam, ill. mikor dsszetett szam? Az aldbbiakban felsoroljuk n = 11-ig Q primtényezds felbontésait.
Q=2+1=3; Q=23+1=7, Q=2-3-5+1=31; Q=2-3-5-7+1=211;
Q,=2-3-...-11 + 1 = 2311 (eddig primeket kaptunk);
Q, =30031=59-509;, Q,=510511=19-97-277; Q, =9 699 691 = 347 - 27 953;
Q, =223 092 871 =317 -703 763; Q,, = 6469 693 231 = 331 - 571 - 34 231;
Q,, = 200 560 490 131 (prim).

Lathat6, hogy Q,, Q,, Q,, Q,, Q,, is p,-nél nagyobb primszdmok szorzataként &ll el6. Azt is észrevehetjiik,
hogy Q nem dllitja el az &sszes primet, pl. 5, 11, 13, 17, 19 stb. hianyzik.



Az egybevagdsagi transzformaciok targyaldsa kozben az eltolds vizsgalata vetette fel, hogy az iranyi-
tott szakaszok segitségével (j fogalmat alkossunk. Igy vezettiik be a vektor fogalmat.

A vektor fogalmdt azonban nem csak az eltolasnal hasznosithatjuk, szamos példat lattunk a fizikdban
' is a haszndlatara. (Példdul: elmozdulds, sebesség, gyorsulas, ero, ...)

A matematikdban a vektor a XIX-XX. szdzadtél valt altalanosan hasznalt elnevezéssé.

A vektorfogalom a matematika tobb teriiletén jol alkalmazhato. Segitségével sok kérdés megfogal-
mazasa és tisztdzasa is konnyebbé valik. Bizonyitasokban, feladatok megoldasaban a vektorokkal végzett
mUveletek szinte nélkilozhetetlen segédeszkozok. Segitségtikkel sok geometria feladatot alakithatunk at
egyszer(i szamolasi példava.

Kordbban definidltuk a vektorok 6sszegét, két vektor kiillonbségét. Most tovabbléptink.




22. VEKTOR SZORZASA SZAMMAL

22. VEKTOR SZORZASA SZAMMAL

Korabban megismerkedtiink a vektorokkal (olyan mennyiségek, melyeknek irdnya és nagysaga van), és
definialtuk vektorok korében az 6sszeaddast és a kivonast.

_—

Ebben a leckében Gj mUvelettel ismerkediink meg.

Egy vonat az egyenes palyan 15 % egyenletes sebességgel halad. Jelolje v az egy méasodperc alatt meg-

tett elmozdulasat, ekkor (méterben szdmolva) |v| = 15. Mi lesz az elmozdulésa 2, 3, 4 masodperc alatt?

Mivel a palya egyenes, az elmozdulas-vektorok v + v, v +v + v, v + v + v + v, és ezek nagysaga rendre
2-15,3-15,4 - 15 (méter). A valés szamok analégidjara, az ismételt 6sszeadast célszertinek tiinik most is
szorzassal jelolni. Ekkor az elmozdulds-vektorokat 2v, 3v, 4v alakban irhatnank, és nagysagukra teljestil,
hogy |2v| = 2|v]| stb., amit elvarunk.

Hogyan definialhatnank ekkor a (-1) - v vektort? Ha a val6s szamokkal kapcsolatos analégiat megtart-
juk, akkor v + (=1) - v = 0, innen (-1) - v = —v adédik. (Tehat egy vektor —1-szerese megegyezik a vektor
ellentettjével.)

Legyen adott az a vektor és egy A valés szam.

a) Ha a# 0, akkor az a vektor és a A szdm szorzata az a vektor, amelynek abszoldt értéke | Al-lalés
A > 0 esetén iranya az a vektor irdnyaval megegyezd;

A < 0 esetén iranya az a vektor irdnyaval ellentétes;

A = 0 esetén Aa = 0, igy irdnya tetszéleges.

b) Ha a = 0, akkor Aa = 0.

A szam és a vektor két kiilonboz6 fogalom. Ezt a kiilonbozéséget hangsilyozni is szoktuk.

Elterjedt szokas az, hogy amikor vektorok és szamok egytitt szerepelnek, akkor a szamot skalarmennyi-
ségnek, roviden skaldrnak nevezziik. Ezzel a sz6haszndlattal azt mondjuk, hogy az el6z6ekben vektornak
skaldrral valé szorzasat definialtuk.

Az is elterjedt szokas, hogy amikor vektort skalarral szorzunk, akkor a vektort latin bettvel, a szamot
gorog betlvel jeloljik. (Természetes, hogy a szokdsokhoz nem kell mindig ragaszkodnunk.)

Ellendrizhetjiik, hogy a definicié teljesiti a korabbi elvdrasunkat: a + (-b) = a — b teljesdil.

Vektorok szammal torténd szorzasara fennéllnak az alabbi azonossagok:
a)aBfa) = (@B)a; b)(@+ Ba=aa+ Ba;, ¢ al@+b)=aa-+ ab.
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Az els6é azonossag szerint, ha két szammal akarunk egy vektort szorozni, akkor lehet el8szor az egyik-
kel, majd az igy kapott szorzatot a masik szammal szorozni; de ugyanazt kapjuk, ha elébb a két szamot szo-
rozzuk 6ssze, és azutan a szorzattal szorozzuk a vektort. A masodik azonossag szavakban azt jelenti, hogy
mindegy, hogy a szamokat elébb 6sszeadjuk, és azutan szorozzuk meg vele a vektort, vagy kiilon-kiilén szor-
zunk a két szammal, és azutdn adjuk &ssze a kapott vektorokat.

Mindkét tulajdonsdg a vektor skalarral torténé szorzdsanak a definiciéjabol adodik.

Emelt szint Példaként igazoljuk az a) azonossagot!

Tegytik fel, hogy a nem nullvektor (ha nullvektor, akkor az éllitas nyilvanvald). Az egyenléség mindkét
oldalan a iranyd vagy a-val ellentétes irdnyl vektor van. A jobb oldali vektor hossza az a vektor hosszanak
|af)-szorosa, a bal oldali vektor hossza a fa vektor hosszanak |@|-szorosa. Minthogy a 8 a vektor hossza az
a vektor hosszanak |5]-szorosa, ezért a bal oldali vektor hossza is az a vektor hosszanak |@/f|-szorosa. Ha
@B <0, akkor mindkét oldalon a-val ellentétes, ha @ - 8 > 0, akkor mindkét oldalon a-val megegyezd ird-
nyG vektor all. Az egyenlet két oldalan levé vektor hossza és iranya megegyezik, igy az azonossag teljesul.

A ¢ tulajdonsag szerint, ha vektorok 6sszegét egy szammal szo-
rozzuk, akkor ugyanazt kapjuk, mintha a vektorokat kiilon-kilon
megszoroztuk volna a szammal és utdna végeztiink volna Ossze-
adast. Ezt az dbrdn lathat6 kozéppontos hasonlésag segitségével
lathatjuk be.

(A b) és ¢) tulajdonség alakja hasonlit a szamoknal latott diszt-
ributiv tulajdonsaghoz. A b) tulajdonsaghdl azonban nem kovet-
kezik a ¢) tulajdonsag, hiszen ezekben a vektorok és a szamok sze-
repe felcserél6dott. Mivel vektor és szam két kiilonboz6 fogalom,

a b) utan a ¢ tulajdonsagot kilon kell megvizsgdlnunk.)
v Két parhuzamos vektorhoz, amelyek kozil egyik sem nullvek-
tor, mindig taldlhaté olyan koézéppontos hasonlésag, amelyik az

egyik vektort a masikba viszi at. Tehat:
két parhuzamos vektor koziil az egyik a masik szamszorosa-
ként irhaté fel. A szamtényez6 egyértelmiien meghatarozott.

Adott a és b vektorokhoz szerkessziik meg a v, w, z vektorokat!

. cw=Jta_2p.,=3b_
v—2a+3b,w—§a—3b,z— 5 4a.

(Egy szakasz raciondlis aranyu részét hasonlésag segitségével szerkeszthetjiik meg. Hogyan?)

Megoldas




22. VEKTOROK SZORZASA SZAMMAL

3. példa
Adott az a vektor (a # 0). Hogyan adhatjuk meg az a-val parhuzamos, azonos iranyd, egységnyi hosz-
sz(sagu vektort?

Megoldas

Ezt a vektort az ,a” irdnyl egységvektornak nevezziik, és a,-val jeloljik (‘ a|= 1).
Mivel az a abszolit értéke az |a | szam, ezért ha ezzel a szammal szorozzuk a,-t, akkor az a vektort kap-

juk vissza:
a=ala,
Az egyenldséget az | a | nemzérus szammal osztva megkapjuk az a vektor irdnyaba esé a, egységvektort:

a

a,=—.
° al

Legyen a = 0. Vizsgaljuk meg, hogy milyen vektorok allnak el6 ca alakban!
A skalarral valé szorzés definiciéjandl lattuk, hogy @a parhuzamos lesz az a vektorral.

Vajon megforditva igaz az allitas? Beldtjuk, hogy igaz.

Ha adott az a (a # 0) és a vele parhuzamos v vektor, akkor a v vektor az a vektorbol skalarral valé
szorzassal eléallithat6.

Bizonyitas

Allitdsunk azonnal adédik, ha a v nullvektor, ekkor v = 0a. Més esetben legyen az a és v parhuzamos
és azonos iranyl két vektor. Ekkor a belélik eléallitott két egységvektor azonos:

a _ v
lal vl
Ebbdl a |v| szammal torténd szorzassal kapjuk, hogy

v= vl ‘a,
al
Ez azt jelenti, hogy a v vektor az a vektornak szamszorosa.

Ha a és v parhuzamos és ellentétes iranyl két vektor, akkor hasonlé gondolattal kapjuk,

hogy Fogalmak
lv| skaldr;
V=— Tal -a. (Mindkét esetben felhasznaltuk, hogy a = 0.) egységvektor.

la

Ezzel allitasunkat bizonyitottuk.

Vektorok szorzasa szammal

Az azonossagok ,érdekessége”, hogy az azonos médon jelolt miveleteket kilonb6z6 objektumok kozott hajt-
juk végre: a szorzast két skalar, illetve egy skaldr és egy vektor kozott; mig az 6sszeadast két skalar, illetve két vek-

tor kozott.
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FELADATOK

m Az adott a vektorhoz szerkessziik meg az aldbbi
vektorokat!

K1 a) 2a/—3a,%a; K2b)—%a/ V2a.

m Adott a és b vektorhoz szerkesszik meg az
alabbi vektorokat!

a) 2a—b;

b) 3a+%;

c %(a— 2b);

d) —%a+ V2 (b - a).
3. K2 Legyenek A, B, C, D és E tetsz6leges pontok. Milyen A-ra igaz, hogy
AB + BC + CD = A(DE + EA)?
m Egy pontszer( test sebessége észak-déli irdnyban mozogva 2, kelet-nyugati irdnyban 3 egység. A test id6-

egységenként a kovetkez iranyokba mozog: E, E, K, E, E, K, D, K, D, D, Ny, Ny, Ny, Ny, Ny, E, Ny.
Milyen messzire keriil a kezdeti helyzetétdl a 17 idGegység elteltevel?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgytjtemény Ill. 2317, 2318.

23. AZ EGYERTELMU VEKTORFELBONTAS TETELE

1. példa

Egy 60 méter széles folyon atkeltink egy csonakkal. A folyé atlagos sebessége f = 3 kTm (4gy tekinthet-

juk, hogy ez a folyo teljes keresztmetszetén allandd), a csénakkal pedig c = 5 kTm egyenletes sebességgel

tudunk haladni. Milyen irdnyban célszer(i evezni ahhoz, hogy
a) a legrévidebb id6 alatt;
b) a legrovidebb Gton

érjunk at a tdlsé partra?



23. AZ EGYERTELMU VEKTORFELBONTAS TETELE

Megoldas

a) A foly6partra merdleges irdanyban kell evezni. Ekkor a csénak (c) és a foly6 (f) sebességvektora dssze-
adédik, v = ¢ + f a haladds sebességvektora (7. dbra). A tils6 part elérési idejét csak |c| befolyasolja,

ebben az esetben a 60 métert 5 kTm sebességgel 0’26 = 0,012 6ra, azaz kb. 43 masodperc alatt tessztik
meg.
k .
(Jv| = v5°+ 3% =538 Tm/ a megtett Gt 5,8 - 0,012 = 70 méter.)
\
\
\
\\ r
\ f II

A /

/

/

/
\% ¢ 1
!
|
C, I
¢, !
|
1
1. dbra . »l 2. dbra

A haladasi irany sebességvektora mindig c és f 6sszegeként dll el. (Ugy is fogalmazhatunk, hogy v fel-
bonthaté a c és f Gsszetevikre, komponensekre.) Ha egy mésik evezési iranyt valasztunk (2. dbra), akkor
av, = ¢, + f sebességvektor partra meréleges 6sszetevéje kisebb lesz, tovabb tart az atkelés.

Bontsuk fel a c, vektort a parttal parhuzamos, illetve arra meréleges 6sszetevokre! A felbontéas
¢, = ¢, + ¢,; ebbdl pedig lithat6, hogy az atkelési id6 a csonak partra merdleges ¢, komponensétdl
fugg.

b) A legrovidebb utat (60 méter) akkor kapjuk, ha v, a partra meréleges.

Ekkor v, = ¢, + fafelbontas, |v.| = v/5°—3% =4 ) az atkelési sebesség, és
3 3 3 h 8

0’26 = 0,015 ora,

azaz 54 masodperc az atkelés ideje. (A célszer(i evezési irdnyt a 3, 4, 5 oldalhosszisagi derékszogti ha-
romszog hegyesszogei hatarozzdk meg.)

3. dbra

Y

Gy,
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Tipikus fizikai alkalmazas a lejtén 1évé test mozgasanak a lefrdsa.
Egy @ = 30°-0s hajlasszogli lejt6re helyezett m tomegli testre a G nehézségi erd és a lejté altal kifejtett
K nyoméerd hat. (A strlédastdl eltekintiink.) Mekkora a testre haté erék eredéje (6sszege)?

Megoldas

Mivel a test a lejtén mozog, a nehézségi erét felbontjuk a lejtével par-
huzamos G, és a lejtére merdleges Gy osszetevikre (dbra).

G, és K egyensilyt tart (G, = —K), a testre hat6 erék eredéje G,, ez a
komponens hatdrozza meg a test gyorsuldsat. G, és G bezart szoge «
(meré6leges szarl hegyesszogek), ezért az @ = 30°-0s ,félszabalyos” de-

rékszogli hdromszog tulajdonsaga miatt G = % A testre hat6 nehézségi
erd nagysa i — et i lasa &
gysdga mg, igy |G, |= —>, vagyis a test gyorsuldsa =-.

Vektorokat kettd vagy tobb dsszetevd dsszegére sokféleképpen fel lehet bontani. A gyakorlatban altala-
ban adott irdny( Osszeteviket kerestink — kérdés, hogy ezekkel hogyan valdsithaté meg a felbontas.

3. példa

Adottak az a és b nem parhuzamos vektorok és a veliik egysiki v vektor. (Abbél, hogy a és b nem pér-
huzamos vektorok, mar kovetkezik, hogy nincs kozottik 0.) A v vektor felbonthaté-e az a és a b vektorok-
kal parhuzamos 6sszetevékre?

Az abran az ott megadott a, b, valamint v vektorokkal ezt megtettiik. (A vektorokat k6zos kezd6épontba
toltuk, és v kezd6- és végpontjabdl parhuzamosakat hiztunk a-val és b-vel.) A v vektort felbontottuk a-val
és b-vel parhuzamos 6sszetevék sszegére: v = 3a + 2b.
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Més esetben is megtehetjiik ezt? Az dbran latott médon v végpontjabdl parhuzamosakat hdzunk a-val
és b-vel, igy mindig szerkeszthetiink paralelogrammat, ha a és b nem parhuzamos. A veliik egysikd v vek-
tor mindig felirhat6 v = @a + (b alakban, és ilyen alakban csak egyféleképpen irhaté fel. (A szerkesztés
soran kapott paralelogramma egyértelm.)

A felbontas egyértelmUiségét indirekt Gton is bizonyithatjuk. Tegyiik fel, hogy kétféle felbontas létezik:

v=a,a+ [bésv=a,a+ fb. Vegyik ezek kiilonbségét:

0= (a,-a,)a+ (5, -B,)b, amelybdl (@, —a,)a = (B, - 5,)b.

Ez azt jelenti, hogy a és b parhuzamos vektorok. Kiindulasunknal azonban feltétel volt, hogy nem par-
huzamosak. Tehat kétféle felbontas nem lehetséges.

Megjegyzés
Fontos feltétel, hogy a és b nem parhuzamosak. Ellenkezé esetben a fenti médon csak a veltk parhu-
zamos vektorok allithaték eld, a stk mas vektorai nem.

Az egyértelmii vektorfelbontas tétele:

Ha adottak az a és b nem parhuzamos vektorok, akkor barmely, velik egysiki v vektor egyértelmien
felbonthat6 az adott vektorokkal parhuzamos 6sszetevékre, azaz egyértelm(en felirhaté

v=ca+fb
alakban, ahol @ € R, és € R.

Szokasos elnevezések a v vektor elézé felbontasanal:

az a és b vektorokat bazisvektoroknak (a két vektort egytitt bazisnak
vagy bazisrendszernek),

az aa és b vektorokat komponenseknek,

az (a; B) szampart pedig a v vektor (a; b) rendszerre vonatkozé koor-
dinatainak nevezziik. (Az elnevezésbdl mar sejthetjiik, hogy a vektorok
felbontdsét a derékszogli koordinatarendszerben is megvizsgaljuk. A gya-
korlatban kiemelt fontossdgl a vektorok meréleges 6sszetevékre valé fel-
bontasa, errél a kovetkez fejezetben részletesen lesz szé.)

ycC

Gondolhatunk arra, hogy egy vektor felbontasat altalanosabban néz-
ziik. Lehetséges, hogy az a, b és v vektorok nem egysikiak. Ebben az eset-
ben az a és b bazisvektoron kivil egy harmadik, veliik nem egysiki ¢ ba- a
zisvektorra is sziikség van. Bebizonyithat6, hogy ha a, b, ¢ nem egysiki
vektorok, akkor a térben barmely v vektor egyértelmtien felbonthat6 az a, b, ¢ vektorokkal parhuzamos 6sz-
szetevOk Osszegére: azaz

v=ca+ b+ yc
ahol a, b, ¢ bazisvektorok, ésa € R, S € R és y €R.

Mennyi az ABCDE szabalyos 6tszog kozéppontjabdl a csticsokba vezetd vektorok 6sszege?
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Megoldas
Az Otszog szimmetriatulajdonsagai miatt

A OA+ OB+ OC+OD+OFE=0
a sejtéstink (O a kozéppont). Ennek igazoldsara vélasszuk ki példaul az AO

szimmetriatengelyt, és bontsuk fel a vektorokat AO-val parhuzamos, il-
letve AO-ra meréleges Osszetevékre. A meréleges Gsszetevik paronként

B E_ | egymas ellentettjei, dsszegiik 0; igy az abra szerinti OA + 20F + 20C
0sszegrdl kell belatni, hogy nullvektor.

Ez nem tdnik egyszer(i feladatnak, de annyit biztosan megallapitha-
tunk, hogy az 6sszegvektor parhuzamos AO-val.

Viszont kezdetben kivélaszthatjuk a BO szimmetriatengelyt is, és ha-
sonléan megmutathatjuk, hogy a vektorok eredéje parhuzamos BO-val.
Ezzel mar igazoltuk az dllitast: olyan vektor, ami parhuzamos AO-val és
BO-val, csak a nullvektor lehet.

C D . 08 q g 2 -
< (Egy elemi geometriai tételt is kaptunk, mely szerint a szabdlyos 6t-
szogben OA + 20F = 20G.)
Fogalmak Megjegyzés
bégisvektor' A gondolatmenetbd| kovetkezik, hogy az dllitas tetszéleges paratlan oldalszamd szabalyos
komponens/' sokszogre is igaz. (A feladatra egy mdésik bizonyitast is adunk a vektorok forgatasanak targyala-
vektor koordinatéi. sakor.)
FELADATOK

m Egy csonakot két kotéllel, egyenld erével hiizunk. A kételek egymassal 60°-0s szoget zarnak be. Mekkora a
kotelekben hato erd, ha az eredé erd 200 N2

m Egy 6 kg tomeg(i lampa fligg az egymdst6l 12 m tavolsdgra lévé péznak kozott kifeszitett kotél felezé pont-
jaban. A lampa belégasa 13 cm. Mekkora erék keletkeznek a kotélben?

Az a és b vektorok nem parhuzamosak. Hatdrozzuk meg @ és [ értékét!
a)7a+9b =ca+ 28 + 1)b;
b) 28 + a-3)a—(-ab = 0.

m Az ABCD paralelogrammaban a CD oldal C-hez kozelebbi negyedelé pontja E, az AD oldal felezépontja F,
a BC oldal B-hez kozelebbi harmadol6 pontja H. irjuk fel az AD = a és AB = b vektorok segitségével a
CF, HE, EF, FH vektorokat!

m Az O kézépponti ABCDEF szabdlyos hatszdgben OA = aés OB = b. Fejezziik ki a-val és b-vel a C cstics-
bél a tobbi csicsba mutaté 6t vektort!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény IlI. 2319-2322.
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24. VEKTOROK A KOORDINATASIKON, HELYVEKTOROK

24. VEKTOROK A KOORDINATASIKON,
HELYVEKTOROK

Vegyink fel egy koordinata-rendszert. Jel6lje az origébdl az (1; 0)
pontba mutato6 vektort i, az origébdl a (0; 1) pontba mutaté vektort j.

Ha a koordinata-rendszerben bazisvektoroknak az i és a j vektorokat,
valamint vonatkoztatasi pontnak az origét tekintjiik, akkor ebben a koor-
dinéta-rendszerben vektorokkal is dolgozhatunk.

Ha az origd kezdSpontbdl kiindulva vesziink fel egy (az i és j vektorok
sikjadban) megadott a vektort, akkor annak végpontja mar egyértelmten
meghatarozott. Megtehetjiik, hogy a pontokat egy adott pontbdl kiindulé
vektorokkal hatdrozzuk meg. Ehhez az origét kell rogzitentink. Az origd
szokasos jele: O.

Az origbbdl indulé egy-egy vektorral egy-egy pontot kolcsondsen egyér-
telmten tudunk meghatérozni. Az origé kezdSépontu vektorokat helyvektoroknak nevezziik. (Ha hangsi-
lyozni kivénjuk, hogy a vektor kezdSpontja nem rogzitett, akkor szabadvektorrél beszéltink.)

Példaul ha a koordinatasikon felvessziik az A(5; 2) pontba mutat6 a helyvektort, ez az OA = a hely-
vektor egyértelm(en felbonthat6 i-vel és j-vel parhuzamos 6sszetevék dsszegére:

OA = a = 5i+ 2j.
Emiatt az (5; 2) szdmpart az OA helyvektor koordinatéinak is nevezziik, szokésos irasmédija: a(5; 2)
vagy a = (5; 2), ha a szovegkornyezetbdl kidertl, hogy vektort jeloltnk.

1. példa

Adott két vektor, a(2; —3) és b(=5; 1). Hatdrozzuk meg az a + b, 3a és 2a —5b vektorok koordinatait!

Megoldas

a = 2i—3jés b = —5i + j az el6bbiek szerint.

Ezérta + b = (2i - 3j) + (-5i +j) = (2-5)i + (-3 + 1)j = -3i - 2j.
3a = 3(2i - 3j) = 6i - 9.

2a-5b = 2(2i - 3j) - 5(=5i + j) = (4i - 6j) + (25i - 5)) = 29i — 11j.

Lathatjuk — és altalanosan is hasonléan bizonyithaté —, hogy:

Két vektor 6sszegének koordinatai az dsszetevd vektorok megfelelé koordinatainak dsszegei,
vektor szamszorosanak koordinatai a megfelelé koordinatdk szamszorosai.

Az ABC haromszoget csticsainak a, b, ¢ helyvektoraival adjuk meg. irjuk fel oldalainak vektorait!

Megoldas

A kivonas m(iveletébdl azonnal adédik:
AB = b-a; BC =c-b; CA=a-c
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Megoldas \\\

Az ABC hdromszoget cslcsainak
koordinataival adjuk meg. irjuk fel ol-
dalvektorainak a koordinatait! Legyen *
A(5; =2), B(-1; 4) és C(3; 6). N

N B(-1;4)

AB=b-a=—1i+4j-(5i-2j) = AN
= —6i + 6j, tehdt AB (-6; 6); TN

BC =c—b =3i+6j—(i+4j) =
= 4i + 2j, tehat BC (4; 2);

CA=a-c=5i-2j-@i+6j=
= 2i - 8], tehdt CA (2; -8).

Megjegyzés

Az AB vektort (hasonléan a BC , illetve CA vektorokat) irdnyitott szakasszal adjuk meg.
Az azonos irdnyl és nagysagl iranyitott szakaszok egyenl6k, mind ugyanazt a vektort repre-
zentaljak.

Az AB(— 6; 6) iranyitott szakasz a tetszéleges kezdépontt, —6i + 6j bazisvektorokkal meg-

Fogalmak adhato, egymassal egyenld irdnyitott szakaszokat jellemzi. Ha ezeket az iranyitott szakaszokat
helyvektor; eltoljuk tgy, hogy kezdSpontjuk az origéba kertljon, akkor a végpontjuk a (-6; 6) pont lesz.
szabadiSii Mondhatjuk tehat, hogy az iranyitott szakaszok koziil a helyvektor egy nevezetes reprezen-
tans.
FELADATOK
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Hatarozzuk meg az ABC haromszog oldalvektorainak a koordinatéit, ha A(2; 3), B(-2; 2) és C(0; 6)!

Nagyitsuk az el6z6 feladat hdromszogét haromszoroséra az origobol! Mik lesznek a keletkezé haromszog
csticsainak és oldalvektorainak a koordinatai? Mik lesznek az Gj koordinatak a —0,5 aranyu kicsinyités ese-
tén?

Adottak az a(=2; 4), b(5; 1), ¢(=9; 7), d(6; —1) vektorok.

a) Hatarozzuk mega 3a-c, d - 1—:«.1, 2b + 3c vektorok koordinatait!

2
b) Bontsuk fel a ¢ és d vektorokat a-val és b-vel parhuzamos 6sszetevékre!
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m Az ABC haromszoget (lasd 1. feladat)

a) tukrozzik az x tengelyre; c) tukrozzik a (4; 2) pontra;

b) tuikrozziik az origéra; d) toljuk el a v(-5; 1) vektorral!
Rajzoljuk le és adjuk meg a képpontok koordinatait! irjuk fel a képharomszogek csticsainak
koordinatait!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény 1. 2404, 2408, 2414-2417.

25. FELEZOPONT, OSZTOPONT

Bontsuk fel a haromszog egy stlyvonalvektorat a kezd6pontjabdl kiindulé két oldallal parhuzamos 6sz-
szetevOkre!

Megoldas

A felbontast az abran végeztik el. A stlyvonal végpontjabél
parhuzamosakat hiztunk a haromszog két oldalaval. Minthogy
ezek a parhuzamosak a haromszog kozépvonalai, ezért a keletke-

CB-a
CA=b

zett paralelogramma megfelel6 oldalvektorai %a és %b. Tehdt

B P
s.= 5a+ 5b.

Hasonldan bizonyithatd, hogy adott pontbél egy szakasz két végpontjaba mutaté vektorok szamtani
kozepe a szakasz felez6pontjaba mutaté vektor.

A haromszog egyik csticsabdl a szemkozti oldal valamelyik har-
madoldpontjaba mutaté vektort bontsuk fel a kezdépontjabdl ki-
indulé két oldalvektorral parhuzamos 6sszetevékre!

Megoldas

A felbontast az el6bbiek szerint végeztik el az abran. Ered-
ményiink a hasonlé haromszogek alapjan:

. 1
h_3a+3b.
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Az abran az ABC haromszog BA oldalat az A pon-
ton tdl %-éval meghosszabbitottuk (K pont). Bontsuk

fel a CK = k vektort az a és b vektorokkal parhuza-

mos Osszetevikre! (a = @/ b=CA)

Megoldas

A BC oldalt C-n tdl %-éval meghosszabbitjuk, igy

kapjuk a D pontot. N —
Az abrabél leolvashaté, hogy k = CD + DK.

ABCA ~ KBDA (megegyezik két oldal aranya és a kozbezart szog), ezért DK || CA. Ebbdl kovetkezik,
hogy DK = 3CA.

T = T e e N VN P
CD=-3CB= 3aesDK—3CA—3b,1gyk— 3a+3b.

Ezt az eredményt egyszertibben is megkaphatjuk. Az dbrardl leolvashaté, hogy

_ CA. AR — Th_a)— Iy _1.__1.. 4
k_CA+AK_b+3(b a)—b+3b ja= 3a+3b.

m Az el6z6 példék sugalljak az altalanositast. Egy szakasznak a felez6pontjén, harmadolépontjan kivil ke-

114

reshetjiik az m : n aranyban oszté pontjanak a helyvektorat is.

Hogyan kaphatjuk meg annak a P pontnak a helyvektorat, amely a végpontjainak helyvektoraval meg-
adott AB szakaszt AP : PB = m : n aranyban osztja két részre?

Megoldas

Els6 megoldas

Az abran az AB szakasz két végpontjanak helyvektora
a és b. A szakaszt m : n ardnyban oszt6 P pont helyvektora
legyen p.

Tekintstuk a szakaszok aranyat:

AP : PB = m : n, ekkor AP az AB szakasz —7—-ed
m+ n
része:
__AB
RS m-+n

Ahhoz hasonléan, amit a felez6pont helyvektordnak
meghatarozasanal lattunk:

o a3 (b—am
AB—b—a, AP—m—M.



25. FELEZOPONT, OSZTOPONT

A P pont p helyvektorat 6sszegként irjuk fel:

A _ P44 AD— (b—a)m na+ mb n m
P=OP=0A+AP=a+= 0=, p=MTEIR. (p= mpp-a+ b)

Masodik megoldas
Tekintstik a szakaszok aranyat:

AP : PB = m : n. Ebbdl kovetkezik, hogy n-AP = m - PB. Ez azt is jelenti, hogy n AP = m-PB, mivel egy-
irdanyGak a vektorok.

Két pont kozotti vektor egyenld a végpontba mutaté helyvektor és a kezdépontba mutaté helyvektor kii-
|6nbségével, igy n - (p —a) = m - (b — p). Elvégezve a szorzast, np —na = mb — mp. Egy oldalra rendezziik
az ismeretlen p vektor szdmszorosait, a tobbi vektort pedig a masik oldalra atvissziik, ekkor p(n + m) =
=n-a+m-b. Most osztunk az [(n + m) # 0] szammal, és igy azt kapjuk:

_n-atm-b

P~ (h+m)

Ezt nevezzitk magunk kozott , kancsal szorzasi szabaly”-nak. Azért kancsal, mert az A ponthoz van ko-
zelebb az m rész, mégis a B-be mutaté helyvektor van m-mel szorozva, mig a B ponthoz kézeli n rész az A
helyvektor egytitthatéja.

A képlet visszaadja a kordbban a felezGpontra kapott Osszefliggést is. Felez6pontndl az arany

1 :1,ezértf=¥.

Bizonyitsuk be, hogy a négyszog szemkozti oldalfelezé pontjait 6sszekotd szakaszok (a négyszog ko-
zépvonalai) felezik egymast!

Megoldas

C
A feladat szovege nem emlit vektort, de hasznos, ha felvesziink egy F,
tetsz6leges O vonatkoztatasi pontot (origot), és a négyszog A, B, C, D cstcsait
az a, b, ¢, d helyvektorokkal adjuk meg. Ekkor az oldalak F,, F,, F,, F, fe- b
lez8pontjainak helyvektorai:
_a+b, _b+c. _c+d. _d+a E
f1_ 2 fz_ 2 f3_ 2 f4_ 2 F, F_F
Az F,F, kozépvonal F, felez6pontjanak helyvektora:
f = f1+f3_ a+b+c+d.
5 R 4 ; .
az F,F, kozépvonal F, felez6pontjanak helyvektora: ‘ F, B
a 1
f_f2+f4_a+b+c+d b
S ) 4 ’
A két kozépvonal felezépontjaba ugyanaz a helyvektor mutat, tehat a ©

két kozépvonal valoban felezi egymast, F, = F..

Megjegyzés
A megoldas soran nem hasznéltuk ki, hogy a négy pont egy sik négy altalanos helyzet( pontja, ezért a
bizonyitas akkor is érvényes, ha hdrom, vagy akar mind a négy pont egy egyenesen van, sét a tetraéder négy
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szoget torz négyszognek is nevezni.)

FELADATOK

Bizonyitsuk be, hogy ha PA + PC = PB + PD, akkor az AB és CD szakaszok valamely O pontra szimmetri-
kus helyzettiek!

irjuk fel az AB szakasz B-hez kozelebbi

a) negyedel6pontjaba;

b) 2 : 7 aranyl osztépontjaba

mutaté helyvektort az A és B pontokba mutaté helyvektorok segitségével!

Hosszabbitsuk meg az AB szakaszt A-n tdl

a) afelével; b) a 2-éval; ¢) az =5 -aval!

S5
3 13
Irjuk fel az ide mutaté helyvektort az A és B pontokba mutaté helyvektorok segitségével!

Adottak az A(-4; 8) és B(14; —1) pontok. Hatarozzuk meg az AB szakasz felez&pontjanak, illetve harmadolé
pontjainak koordinatdit!

irjuk fel az ABC hdromszég A csicsabol indulé szogfelezSjének a BC oldallal valé metszéspontjaba mutaté
vektort az AB és AC vektorok segitségével!

Az/O k('jz.éppontL’J. kt')rb/en vegylink fel két egymasra meréleges hart, ezek végpontjai A, B, illetve C, D, met-
széspontjuk M. Bizonyitsuk be, hogy

OA+ OB+ OC + OD = 20M!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény Ill. 2352-2355, 2364, 2365.
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26. HAROMSZOG SULYPONTJABA MUTATO VEKTOR

A felezépontba és a harmadolépontba mutaté vektorok jol alkalmazhatok egyes feladattipusok korében.
Kénnyen igazolhatjuk a kovetkez allitast is.

A haromszog silyvonalai egy pontban metszik egymast.
Ezt a tételt a 9. osztélyban elemi médszerekkel mar bizonyitottuk.

Megoldas

Az &bran az ABC haromszog AB oldaldnak felezépontjat F-fel, a CF c
stlyvonal F-hez kozelebb esé harmadolopontjat S-sel jeloltik. Egy
tetsz6leges O ponthdl az A, B, C, F, S pontokba mutaté vektorok a, b, c
c, f, s. Az el6z6 fejezet 2. és 3. példaja alapjan:
1,1 o
f= ja + jb, /
s = gf+ lc. ’/
3 3 b
Az ut6bbi, az elsé egyenletet figyelembe véve:
= 2(1, V) T Sl S R A B
5_3(2a+2b)+3c_3a+3b+3c_3(a+b+c). F

Egy masik stlyvonalnak az oldalhoz kézelebb esé harmadolépont-
jahoz gy juthatunk el, hogy az a, b, c vektorok szerepét felcseréljik. Ez a csere az a + b + ¢ vektor-
Osszeget nem valtoztatja meg, s igy eredménytink ugyanaz az s vektor. Eszerint a stlyvonalakon ugyanaz a
pont az oldalhoz kézelebbi harmadolépont, a stlyvonalak tehét egy pontban metszik egymast.

Az S pontba mutaté vektor a tér egy tetsz6legesen kivalasztott O pontjabdl: s = %.

Megjegyzés
A bizonyitas soran nem hasznaltuk fel, hogy O az ABC haromszog sikjaban van.

A tér tetszéleges pontjabdl a haromszog sulypontjaba mutaté vektor a csiicsokba mutaté vektorok
szamtani kozepe.

Az a(a,; a,), b(b,; b,), c(c,; c,) vektorok esetén a stlypontba mutat6 vektor
(3t b,+ ¢, a,+b,+c,
3 ! 3 ’
A vektorok segitségével a tisztdn geometriai bizonyitasok helyett gyakran algebrai médszerekkel is dol-
gozhatunk. A formalis, szdmolasos gondolatmenetek gyakran egyszer(ibbé teszik a megoldasokat.
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FELADATOK

m Bizonyitsuk be, hogy a haromszog stlypontjabdl a haromszog csticsaiba mutaté vektorok dsszege 0!

m Az ABC haromszog két csticsa A(=5; 2) és B(1; 11). Hatarozzuk meg a C cstics koordinatait, ha a hdromszog
stlypontja a) az origd; b) az S(1; 9) pont!

Az ABC haromszog stlypontja S, a téle kiilonbo6zd tetszéleges XYZ haromszogé pedig Q. Bizonyitsuk be,
hogy AX+ BY + CZ = 35Q)!

m Az ABC haromszog AB, BC, CA oldalén jeloljik ki rendre a P, Q, R pontokat gy, hogy
a) AP = 2PB, BQ = 2QC és CR = 2RA;
b) AP = aPB, BQ = a¢QC és CR = aRA fenndlljon!
Bizonyitsuk be, hogy az ABC és PQR haromszogeknek kozos a stlypontjal

Az ABC haromszog stlypontja legyen S, az XYZ haromszogé pedig Q. Az AX, BY, CZ szakaszok felez6pont-
. jai legyenek rendre U, V és W. Bizonyitsuk be, hogy ha R az UVW haromszog stlypontja, akkor R felezi az
SQ szakaszt!

6. E2 A haromszog koré irt kor kozéppontjdbdl a csticsokba mutaté vektorok a, b, c. Bizonyitsuk be, hogy ugyan-
innen a magassagpontba mutat6 vektor a + b + c!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgytjtemény Ill. 2335, 2336.

27. VEKTOR ELFORGATASA +90°-KAL

Vegyiik fel a koordinata-rendszerben a kovetkez6 helyvektorokat:

a(3;5), b(-1;4), «<(2;-3), d(—4;-5). Végeredmények a 101. oldali
Forgassuk el az orig6 koriil a vektorokat Tudaspréba feladataihoz
a) +90°-kal; 14
b) ~90°-kal! 2. 123 525
Hatarozzuk meg a keletkezett vektorok koordinatéit! 3. 14

4. 9

6. 2
A +90°-kal elforgatott vektorok: 7. 77778
al(-5;3), b(=4;-1), d(3;2), d(5-4). €, 22

9. 357
A -90°-kal elforgatott vektorok: 1075
a”(S; _3)/ b”(4; 1)/ C”(_?’; _2)/ d”(_S; 4) g
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27. VEKTOR ELFORGATASA +90°-KAL

Mint latjuk, a két koordinata felcserélédott, és +90°-os forgatasnal a felcserélés utani elsé, —90°-os for-

gatasndl a masodik koordinata valtozott (—1)-szeresére.

Altaldnosan is igazolhatjuk ezt az észrevételt.

Egy a vektor koordinatdit jeloljik a,-gyel és a,-vel. Az
Osszetevs vektorok a,i és a,j , azaz a = a,i + a,j. Forgas-
suk el a vektort 6sszetevdivel egyltt pozitiv irdnyban 90°-
kal! Az a elforgatottjat a’-vel jeloljik az dbran. Az a;i elfor-
gatottja a, j, az a,j elforgatottja pedig —a,i. igy

a’'=-a, +a,j.

A pozitiv iranyban 90°-kal elforgatott vektor koordinatai
tehdt —a, és a,.

Az a-nak negativ iranyd 90°-os elforgatottja a’ ellen-
tettje, az a” = —a’ vektor. Ennek koordinatdi

(@y; —ay).

Jegyezziik meg tehat, hogy:

Barmely vektor koordinatdinak ismeretében dgy ir-
hatjuk fel a ra meréleges és vele egyenl6 hossza vektor
koordinatait, hogy az adott koordinatakat felcseréljuk,
és az egyik eldjelét megvaltoztatjuk.

—a,i

a,j

_awj

a,i

aj
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Egy rombusz hosszabbik atl6ja kétszerese a rovidebbik atlonak. A rovidebbik atlé végpontjainak koor-
dinatai A(=3; 7) és C(5; 3). Hatarozzuk meg a masik két cstics koordinatdit!

Megoldas

A rombusz 4tléi merélegesek egymasra, és felezik egymast. Ezért ha az
AC atlo F felezépontjabol AC-re merdleges és vele egyenl6 hosszd vektoro-
kat mériink fel, akkor eljutunk a B, illetve a D pontig.

Igy a szémités a kovetkezd:

A megfelel§ pontba mutaté helyvektorokat a, b, ¢, d, f jeldli.

foatc_(37)+(53)
2 2

AC =c-a=(53)-(=3;7) = (8; -4).

Ennek +90°-os elforgatottja

FE = (4; 8) és FD = (-4; -8).

Mivel FB = b—f,igyb = FB + f, és hasonléan d = FD + f. A hianyz6
két cstcsot megkapjuk tehdt, ha az F pontba mutaté helyvektorhoz hozza-
adjuk az FB , illetve FD vektorokat.

b=4;8 +(1;5 =(5;13) ésd = (-4; -8) + (1; 5) = (-3; -3).

Azt kapjuk, hogy B(5; 13) és D(-3; —3), mivel a pontok koordinatdi meg-
egyeznek az oda mutat6 helyvektorok koordinataival.

= (1; 5) az AC szakasz felez6pontja.

Emelt szint [ 3. példa

Egy négyzet két szomszédos csticsdba mutaté helyvektorok: a(5; —2), b(=2; 3). irjuk fel a négyzet mésik
két csticsaba mutaté helyvektorok koordinatait!

Megoldas

A négyzet oldalai merdlegesek egymasra, ezért AB vektor 90°-0s

elforgatottja egyenl az AD és BC vektorokkal. Melyik iranyba kell
elforgatni a vektort? Ha nincs kiilonos oka valamelyik irdnynak, akkor
mindkét iranyl elforgatds megoldast ad. Nézziik, hogyan szamol-
junk!
AB=b—a=(-7;5).
A +90°-kal elforgatott vektorok (dbra):
AB ™ = BC = AD, = (5;7) és AB”" = BC, = AD, = (—5;-7).
A C,, C,, illetve D,, D, pontokba mutaté helyvektorokat meg-
kapjuk, ha az oldalvektorhoz hozzaadjuk a kezdépont helyvektorat.
¢,=BC +b=(3;10)ésd, = AD, + a = (10; 5);

c,=BC, +b=(7;-4)ésd, = AD, + a = (0; -9).
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27. VEKTOR ELFORGATASA +90°-KAL

Természetesen az orig6 koril nemcsak +=90°-kal forgathatunk el egy vektort.

Az dbran az OA egy a szogl elforgatottja, OA” lathat6. A forgatas tulajdonsaga-
ibol kovetkezik, hogy adott helyvektort elforgathatunk tgy, hogy a bazisvektoraik
elforgatottjait adjuk 6ssze. Azaz ha v* jeldli egy vektor a szogl elforgatottjat, akkor
formélisan: OA“=(OB+ BA) = OB“+ BA“= OB + BA = OA .

(Az ,6sszegvektor elforgatottja egyenlé a komponensek elforgatottjainak 6sz-
szegével” szemléletes Osszefiiggés ketténél tobb komponens esetén is igaz.)

A bazisvektorok & szogli elforgatottjat késébb majd a szogfliggvények segitsé-
gével hatdrozzuk meg.

4. példa

Bizonyitsuk be, hogy paratlan oldalszamu szabalyos sokszog kozéppontjabdl a csticsokba vezets vekto-
rok dsszege nullvektor!

Megoldas

Az dllitas igazolasara kordbban mar lattunk egy moédszert, most egy masik bizonyitast adunk.

Legyen az n-szog kozéppontja O, cslicsai A,, A,, ..., A,, ekkor két szomszédos csticsba mutaté vektor
bezart szoge @ = % Legyen OA, + OA, + ... + OA, = v, és forgassuk el az egyenlet két oldalan lévé

vektorokat @-val! A bal oldalon tagonként forgathatunk: OA;“ = OA,, OA,"= OA,, ..., OA“= OA,,

vagyis a bal oldal a forgatas sordn nem valtozott. A jobb oldalon v* adédik, innen v = v¢. Ha pedig egy vek-

tor @ = %00 szogli elforgatottja 6nmaga, akkor az a vektor csak a nullvektor lehet: v = 0.
FELADATOK

Egy négyzet két szomszédos csticsa A(1; 4), B(5; 2). Szamitsuk ki a CD oldal felezépontjanak
koordinatait!

2. K2 Egy négyzet egyik csticspontjanak koordinatdi A(8; —2), atléinak metszéspontja C(%; 3). Sza-
mitsuk ki a tobbi csticspont koordinatait!

Egy egyenlé szar( derékszogli hdromszog atfogbjanak végpontjai A(-3; —1) és B(5; 3). Szamitsuk
ki a hdromszog sdlypontjénak koordinatait!

Az ABCD téglalap hosszabb AB oldala haromszorosa a révidebbnek. A révidebb oldal végpont-
jainak koordinétai B(-3; —2) és C(4; 1) Szamitsuk ki a tébbi csticspont koordinatait!

w
S

Egy szabalyos haromszog két csticsa A(5; 3+/'3), B(2; 0). Hatarozzuk meg a haromszog harmadik
csticspontjanak koordinatait!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény Ill. 2417, 2421.
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A trigonometria a geometrianak az a fejezete, amely elsédlegesen haromszogekkel kapcsolatos felada-
tok megoldasaban segit, szogekkel torténé szamitasok (ln. szogfliggvények) hasznalatdval. A trigonometri-
kus médszerek mas alakzatokkal kapcsolatos problémak targyalasara is alkalmasak, példaként emlithetjiik
a sokszogek és korok geometrlajat a tergeometrlal szogszamltasokat vagy a gobmbhdromszogek elméletét.
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A trigonometria mai formédjanak kialakulasa hosszu fejléddés eredménye.

Az Okori keleti kultdrak (Egyiptom, Mezopotamia) fejlett csillagaszati ismeretekkel rendelkeztek. Tudo-
manyuk elsésorban praktikus jellegti volt, a tudésok a mindennapok munkéihoz kerestek ,segédeszkdzo-
ket”. Az égitestek jarasdnak megfigyelése lehetévé tette a naptarak készitését, ezek a mezégazdasagi mun-
kék szempontjabdl igen fontosak voltak. Nemcsak az egyes munkalatokat — vetés, betakaritds —
utemezhették, hanem példaul el6re megjoésolhaték voltak a Nilus aradasai is. Hasonlé mindennapos csil-
lagaszati alkalmazas volt példaul a napéra vagy a foldrajzi helymeghatarozas. A szogmérés, a szogszamitas
fejlédése tette lehet6vé a nagy épiiletek (templomok, piramisok) épitését és a hajozasban a navigaciot.

Az okori gorogok sok mindent atvettek a mezopotamiai csillagszati tudoménybdl. A trigonometriat
modszeresen, elvi szinten feldolgozé elsé irasm( is gorog eredetd: Kr. u. 150 korul keletkezett Ptolemai-
o0sz hires muive, az ,Almageszt” (Nagy gyljtemény). Ebben talalhaté egy hdrtablazat, amely az egységnyi su-
gard korben adott kozépponti szogekhez tartozé hirok hosszat tartalmazza.

Ptolemaiosz Klaudiosz alexandriai gorog csillagasz, matematikus és geografus. ,Alma-
geszt” (Nagy gyljtemény) c. mive az 6kori csillagdszati eredmények teljes dsszefogla-
lasa. Geografiai munkdjaban gombi koordinatakat hasznalt, a Fold pontjait szélességi és
hosszisagi fokok segitségével hatdrozta meg. Az 6 nevéhez katjiik az 6kori geocentrikus
vilagrendszer megfogalmazasat. Nagyon szép matematikai tétel is 6rzi a nevét: a har-
négyszog atléinak a szorzata egyenlé a négyszog szemkozti oldalai szorzatanak az 6sz-
szegével.

Ptolemaiosz Klaudiosz (150 kortil)

- pu

A trigonometria késébb is folyamatosan fejlédott. A gorog tudomany hanyatlasa utdn a hindu, majd az
arab csillagaszok finomitottak a maédszerein, a késé kozépkortdl pedig az eurépai matematikusok készitet-
tek egyre pontosabb szogfliggvénytablazatokat. Az allandoé fejlédésnek gyakorlati okai voltak: a csillagaszat
mellett a mindennapi életben egyre Gjabb és Gjabb teriileten alkalmaztak trigonometriai méd-
szereket. Ezek kozil néhdny: tavolsagok, magassagok és irdnyok meghatarozésa; kézmd-
épités, geodézia, épitészet; kereskedelem, hajézas, térképészet. Nevek

A trigonometria jelentésége manapsag is igen nagy. A fentieken tal alapvetd fontosségti a ~ Ptolemaiosz
geometria egyes részteriiletein, a természettudomanyok, valamint a miszaki gyakorlat szamos KlalClEes
agéaban.

A budapesti Belvarosbol északi irdnyban sétdlo turistak egyik kedvelt latogatasi célpontja a Szent Istvan Bazilika, a
varos legmagasabb temploma. A leny(igozé épulet méretei impozansak, ezeket megismerhetjiik a kiilonboz6 le-
irasokbdl és tajékoztaté anyagokbdl. Azonban a kilfldi turista az ismertet6kh6z nem mindig jut hozza. Ezek hia-
nyaban hogyan becstilheti meg a Bazilika magassagat?

e - pn

Pontos mérés a gyakorlatban nehezen valésithaté meg, de elfogadhaté becslés tobbféleképpen is adhato.

Hatdrozzuk meg a Szent Istvan Bazilika magassagat! Alkalmazhatjuk a hires 6kori gorog matematikus,
Thalész mérési eljarasat. (Kordbban mar emlitettiik, hogy a tudésnak a hasonlésag alkalmazésaval hogyan
sikerlilt elkapraztatnia Amaszisz faraét és fépapijait.)
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IV. TRIGONOMETRIA

Megoldas
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Jelélje a Bazilika csticsét B, a cstics meréleges vetiiletét a foldon
A. Téle tévolabb, mérhetd tavolsagra fliggdlegesen feldllitunk egy CD
hosszisagu palcét (a foldon 1évé végét jelolje C), s megkeressiik az
AC egyenesen azt az £ pontot, amelyre E, D, B egy egyenesbe esik.

Az abran lathatjuk a mérési modellt, s leolvashat6 az eljaras lé-
nyege is. Az ECD és EAB derékszogli haromszogek hasonl6ak, mert
szogeik megegyeznek. A megfelelé oldalak ardnyat felirva

AB_ CD . CD ; ; 1SAST]
AE = Cp S innen AB = AE~@. Vagyis az ismert hosszlsagl

vagy mérhetd AE, CD, CE szakaszok segitségével AB, a kupola ma-
gassaga meghatarozhatd.

Természetesen a méréssel csak hozzavetSleges magassagértékeket kaphatunk. A gyakorlatban nem tu-
dunk hozzaférni a kupola A alapjahoz, igy Gjabb kozelitésekre van sziikség. Kényelmetlen az E pont meg-
hatdrozasa (a szemUnknek egy vonalba kell kertilnie B-vel és D-vel); a DC palcat nem kénny( pontosan
flgglleges helyzetbe dllitani; az A, C és E pontok nem feltétlenll esnek pontosan egy egyenesre (még az
sem biztos, hogy a talaj vizszintes, azaz AE mer6leges AB-re). A pontossag novelése érdekében érdemesnek
tlinik az AE tavolsagot minél nagyobbnak valasztani, de ennek térbeli korlatai vannak. Az eljarassal mégis elég
j6 becslést adhatunk a Bazilika magassagdra, s a méréeszkozok finomitasaval a mérés pontosabbé tehetd.

Hatdrozzuk meg a Bazilika magassagat, ha lehetdségtink i\

van szogek mérésére!

Megoldas

Ha lehetdséglink van szogek mérésére, akkor két egy-

szer(i modszer a kovetkezd.

B

Az elsé esetben az A ponttél tavolodva olyan E pontot E A
kerestink, amelyre AEB<L = 45°. Ekkor ABE<L = 45° ezért
az EAB hdromszog egyenld szard. Mivel AB = AE, igy B

AE mérésével egyuttal megkapjuk az AB magassagot is. i\

A masodik esetben az AEB szoget 30°-nak valaszthatjuk.
Ha B-t az EA egyenesre tikrozzik, az igy kapott BEB” ha-
romszogben EB = EB’ és BEB’<L = 60°, azaz BEB’ szabalyos

haromszog.

Ekkor EAB egy szabalyos haromszognek a fele: EB = 2AB. 30°
Vezessiik be az AB = m, EB = 2m, EA = b jeloléseket, s irjuk t \\30"/ b
fel a Pitagorasz-tételt: (2m)?> = b> + m?, innen 3m? = b?, Ty

m= % Készen vagyunk: az EA = b tavolsdg mérése utan ~

m szamithato.

By

>

’
I ___
3
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Egy szabalyos haromszog felét kapjuk akkor is, ha az E-nél 1évé szoget 60°-nak valasztjuk. A haromszog specialis tu-
lajdonsagat felhasznélva (az atfogé kétszerese a rovidebb befogénak) a mérés hasonléan végezhetd.

Felvetdik a kérdés: A mérést vajon csak a 45°-0s, 30°-0s vagy 60°-0s derékszogli haromszogek segit-
ségével végezhetjik el?

3. példa

Egy turista gy taldlta, hogy a Bazilika alapjatél 120 lépést haladva, a kupola 40°-0s emelkedési szogben
latszik. Milyen magas lehet a torony?

Megoldas

Azok a derékszogl haromszogek, melyeknek egyik hegyesszogiik ugyanakkora, hasonléak. (Szogeik
megegyeznek.)

[
a,

b, b, b,

Hasonl6 hdromszogekben a megfeleld oldalak ardnya egyenld, igy az dbran lathaté, @ hegyesszogl de-
rékszogli haromszogekre teljestl, hogy

2 _ 2, a0
b, ~ b, T by iCIE B

Tekintstik most a turista altal kapott EAB de- i\
rékszogli haromszoget, ebben AEB<L = 40°,
EA = b = 120 |épés, és az AB = m magassagot B’
keresstik. A 40°-0s derékszogl haromszogek ha- m
sonlésagabol kovetkezik, hogy elegendd egyet- m’
len olyan 40°-0s E’A’B” derékszdgl haromszoget A A
szerkesztentink, melynek ismertek (mérhet6k) az E’ b A E b
oldalai: ezutdn mar meghatarozhatjuk m értékét.

N
(e}

d
>7\

’

Ekkor ugyanis az E’A’B” és EAB hasonlé hdromszogekben megegyezik a befogok aranya, ezért % = ’Z} .
Kifejezziik m-et: m = b -%/ s mivel m’, b’ és b ismert, m szamolhato.

Szogméro segitségével megrajzolhatunk tehat egy 40°-os derékszogli haromszoget. Lemérjiik az m” és
b” befogok hosszét, kiszamoljuk ezek aranyat, s az ardnyt 120-szal szorozva megkapjuk a Bazilika hozza-
vetéleges magassagat.

A konkrét esetben egy A/4-es papirlapon vélasszuk E’A” hosszat példaul 20 cm-nek. A szerkesztés utan
A’B” hosszara — vonalzéval mérve — 16,8 cm adodik.

Azt kapjuk, hogy a torony magassaga 120 - 126(’)8 = 100,8 = 101 (Iépés).

A turista tehat megbecsilheti a torony magassagat, ha ismeri a Iépéseinek hozzavetéleges hosszat.
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A SZOGFUGGVENYEK BEVEZETESE

Magassagokat és tavolsagokat — aranypéarok segitségével — kordbban is meghataroztunk. A méréseket az
tette lehetévé, hogy a hasonld derékszogli haromszogek megfelel$ oldalainak aranyai megegyeznek.

Az el6z6, 3. példaban szogmérést is végeztiink, s adott hegyesszoggel rendelkezd, hasonlé derékszogli
haromszogeket vizsgaltunk. A magassag meghatdrozasa soran szlkséglink volt a 40°-os derékszogli harom-
szogekben a befogok ardnyanak ismeretére. Ha a gyakorlatban elég pontosan tudunk szoget mérni — mar-
pedig tudunk —, akkor hasonl6 tipust mérések egész sorat végezhetjik el. A szogmérés eredménye a 40°
helyett persze barmilyen hegyesszog lehet, ezért érdemes el6re meghatarozni
a kalonboz6 szogekhez tartozé befogdk aranyat. Az altalunk korzével, vonal-
zbval és szogmérdvel végzett ,hdzi” szerkesztés elég kényelmetlen (lasst és csak
,hazi” pontossagu) volt, szerencsére ezt nem kell minden hegyesszogre végre-
hajtanunk. Az elmdlt évezredekben matematikusok generacioi egyre nagyobb
pontossaggal hataroztdk meg az adott hegyesszoggel rendelkezé derékszogU
haromszogek oldalainak ardnyat. A kilonbozé tipusd ardnyokra méas-mas elne-
vezéseket vezettek be, s az eredményeket tablazatokba foglaltak.

Az ABC derékszogli haromszogben jeloljik hagyomanyos médon az olda-
lakat és a szogeket. Az A, B, C csticsokkal szemkozt legyenek rendre az a, b, ¢
oldalak; s a csticsoknal 1évé szogek jelolése legyen a, 5 és v (y értéke most 90°).

Derékszogli haromszogben az @ hegyesszog szinuszanak nevezziik a szoggel szemkozti befogé és
az atfogb hosszanak hanyadosét. Jel6lése: sin .

Az &brardl leolvashatjuk, hogy sin @ = % A definici6 alapjan hasonléan hatarozhatjuk meg a B cstics-
nal 1évé szog szinuszat is: sin f = %
Definicio

Derékszogli haromszogben az @ hegyesszog koszinuszanak nevezziik a szog melletti befogé és az
atfogé hosszanak hanyadosat. Jelolése: cos a.

A definiciot képlettel is felirhatjuk: cos @ = % Ehhez hasonléan: cos 5 = %

Derékszogli haromszogben az @ hegyesszog tangensének nevezziik a szoggel szemkozti befogd és
a szog melletti befogd hosszdnak hanyadosat. Jelolése: tg .

a

Az dbrantga = b

. Hasonléan tg f = %

126
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Assin @, cos a, tg @ értékek csak @ nagysagatdl fliggenek (nem fuiggenek attél, hogy mekkordk az @ he-
gyesszoggel rendelkezd derékszogli hdromszog oldalai), ezeket a tovadbbiakban osszefoglalva @ szégfiigg-
vényeinek nevezziik. Az elnevezés arra utal, hogy értelmezheték olyan fliggvények, amelyek az @ hegyes-
sz6ghoz rendre a sin @, cos @, tg a értékeket rendelik.

A definiciok segitségével konnyen igazolhatjuk a szogfliggvények néhany egyszerd tulajdonsagat.’ Pél-
daul ha a és S hegyesszog, akkor

O<sina<1,0<cosa<T;

0 < tg @ a szogfuggvény tetszblegesen nagy értéket felvehet;

ha pedig @ < 8, akkor sin @ < sin 8, cos @ > cos 5, tg @ < tg .

Régebbi konyvekben taldlkozhatunk a kotangens (ctg), a szekdns (sec) és a koszekdns (cosec) fliggvé-

nyekkel is. Definiciéik: ctg & = %, seca = %, cosec @ = %. Ezeket a flggvényeket ritkan vagy egyaltalan
nem hasznaljuk. Nincs is rajuk sziikség: ctg @ = i, seca = —— éscoseca = ——.
tg a cosa sina

A szogfliggvények tulajdonsagaival, alkalmazasi lehetéségeivel a matematika kiilon tertilete, a trigono-
metria foglalkozik.

Az egyes szogekhez tartozé szogfuggvények értékeit megtalalhatjuk a négyjegy( fliggvénytablazatok-
ban. A szogfliggvénytablazatok hasznélata nem egyszerti, érdemes elolvasnunk az erre vonatkozé6 haszna-
lati utasitasokat.

Az elektronika fejlédésével ma mar egyre inkdbb a zsebszamol6gépeket hasznaljuk, ha szogftiggvény-
értékeket szamolunk. Ezzel kapcsolatban fontos, hogy ismerjiik a géptinket. Tudnunk kell, mikor szamol fo-
kokban, mikor radianban; el6bb a széget kell-e beirni, s utana a szogftuggvényt, vagy forditva; a visszake-
resésnél — amikor adott a szogfuggvény értéke, s a szoget keressiik — a kilonb6zé gépek kiilonbozd
jeloléseket hasznalnak stb. (A radidn ismerete emelt szint( kévetelmény.)

Hatdrozzuk meg fliggvénytablazat, illetve zsebszamologép segitségével az
a) 52,5°% b) 64° 8’; ¢) 1 radian; d) 0,2 radian
szogekhez tartozo szogfuggvényértékeket!

Megoldas

A fliggvénytablazat és a kalkulator is legtobbszor kozelits értéket értékeket ad eredményiil. Most — ahol
lehetséges, mintaképpen — kiirjuk az 6sszes értékes jegyet, amit egy zsebszamol6géppel kaphatunk. Erre al-
talaban nincs sziikség; ha a feladat masképpen nem rendelkezik, elegendé egy-két (a szogftiggvény érté-
keknél esetleg négy) tizedesjegy pontossagli szamolas.

' Atulajdonsagok bizonyitdsat a lecke végén feladatként tdizziik ki.
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A szamolégéppel kapott eredmények:

szog (@) sin @ cos & tg a
a) 52,5° 0,793353340 0,608761429 1,303225373
b) 64° 8’ 0,899811748 0,436278373 2,062471586
c 1 radian 0,841470985 0,540302306 1,557407725
d) 0,2 radian 0,198669331 0,980066578 0,202710036
Ha a szamol6géptink nem tud radianban vagy percben szamolni (bar ez nem tdl val6szinti), akkor az
adatokat atvaltjuk: 64° 8’ = 64° + (&) = 64,13333333%; vagy 1 radian = (%)o = 57,29577951° és

igy 0,2 radian = 11,45915590°.
A négyjegyl fluiggvénytablazatban talalhat6 értékek:

sz0g (@) sin cos a tg a
a) 52,5° 0,7934 0,6088 1,303
b) 64° 8’ 0,8998 0,4363 2,063
o) 1 radian 0,8415 0,5402 1,558
d) 0,2 radian 0,1988 0,9800 0,2028

A fliggvénytablazat percnyi pontossaggal tartalmazza a szogeket. 52,5° = 52° 30’; 1 radidan =
= 57,29577951°~ 57° 18’ és 0,2 radian = 11,45915590° ~ 11° 28'.

Az értékek négy jegy pontossaglak (az utolso kiirt szamjegy kerekitett), az atvaltasok miatt a tdblazat
utols6 két sordnak eredményei pontatlanabbak.

Megjegyzés

Hogy adott szogfliggvényértékhez milyen szog tartozik, ennek ,visszakeresése” a fliggvénytablazatban
egyértelm: adott celldhoz kell megkeresniink a megfelel$ hegyesszoget.

A szamologépeken kiilon billentyl jeloli a visszakeresés inverz flggvényét, példaul <sin'> vagy
<arcsin>. (Ezek az y = sin x 6sszefiiggésbd| az x hegyesszoget hatdrozzak meg, y ismeretében.) Altalaban
azt is bedllithatjuk a gépen, hogy fokban vagy radidnban kapjuk meg az eredményt, de ennek hianydban
természetesen atvalthatjuk az értéket.

Térjiink vissza a 3. példa feladatédhoz!
A turista az EAB haromszogben ismeri az AE befogd hosszat és a BEA<L = 40° értékét, s meghataro-
zand6 az AB befog6 hossza.

Megoldas

Jelenlegi ismereteinkkel mar nincs sziikségiink a 3. példéban alkalmazott, hasonlé haromszog szerkesz-
tésén alapulé médszerre. A szogfliggvények felhasznalasaval azt mondhatjuk, hogy tg 40° = %, s innen

AB = AE - tg 40°. A turistanak elegendd tehat tablazat vagy szamologép segitségével meghatdroznia tg 40°
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értékét, a Bazilika magassagat ebbdl mar egyetlen szorzas segitségével megkaphatja. Mivel, két tizedesjegy
pontossaggal, tg 40° = 0,84, igy AE - tg 40° = 120- 0,84 = 100,7, a keresett magassag kb. 101 1épés.?

Lathat6, hogy a hasonlé feladatokban milyen 6riasi segitséget jelenthet a szogfliggvények is-

. . L S . Fogalmak
merete, alkalmazasa. Trigonometriai médszerekkel a geometria mas tertiletén is talalkozunk majd. s;iit:;‘
P At Al . . koszinusz;
A szogfuggvények értékei nagy pontossaggal adottak, igy t;szg:]l;'z,
a magassag- és tavolsigmeghatdrozasi feladatokban a valédi Rl
szogfuggvények;

nehézséget a szogek preciz mérése jelenti. A gyakorlatban a
teodolit nevli méréeszkodzzel vizszintes és fliggdleges irany-
ban is igen pontosan mérhet6 a szogelfordulds. Néha a va-
rosokban is latni geodétakat, amint ezzel a haromlabi esz-
kozzel dolgoznak, de a mérdeszkozt leggyakrabban az Gt-,
hid- és vasitépitéseknél, valamint a térképészeti szintez6
munkaknal alkalmazzak.

trigonometria.

Mérés teodolittal

FELADATOK

Hatdrozzuk meg « szogfliggvényértékeit a fliggvénytablazat segitségével, ha

a) a = 80°; b)a=71°% ca=623% d)a =50°14"; Ele)a = 0,37 radidn!
Hatdrozzuk meg a szogfliggvényértékeit zsebszamologép segitségével, ha

aAa=11°9; Elba= g radian!

3. K Melyik az az @ hegyesszog, amelyre
a)sina =0,2; b) cos @ = 0,33; otga =4,78?

A definiciok segitségével igazoljuk a szogfliggvények aldbbi egyszer( tulajdonségait!
Ha a hegyesszog, akkor

.

a)0<sina<1,0<cosa <T1; C)tga/zs'na.
cos @
b) 0 < tg & a szogfliggvény tetszélegesen nagy értéket felvehet;
W% / definiciok segitségével igazoljuk a szogfuggvények aldbbi tulajdonsagait!
Ha a és o’ hegyesszogek és @ < ', akkor
a) sina <sina’; b) cos a > cos a’; otga <tga'

Egy templomtorony a talajszintrél nézve 50 méter tavolsaghdl 24°-os szogben latszik. Milyen magas
a torony?

7. K1 Egy kilencemeletes lak6haz emeleti szintjei atlagosan 3 méter magasak. Mekkora lat6szog alatt
latszik 100 méter tavolsagbol az épiilet? (Az épiilet tizszintes, a foldszint is 3 méter magas.)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény Ill. 2456-2464, 2465-2484.

2 A kupola tényleges magassaga 96 méter.
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29. DEREKSZOGU HAROMSZOGEK ADATAINAK
MEGHATAROZASA

Ha az ABC derékszogl haromszog oldalai koziil kett6 hossza ismert, akkor a harmadik meghatarozhaté
Pitagorasz tétele segitségével. Az oldalak hosszat a magassagtétel vagy a befogététel segitségével akkor is ki-
szamithatjuk, ha a befogék helyett azok atfogéra esé merdleges vetiilete adott hosszisagi. (A magassagté-
tel és a befogdtétel emelt szintli tananyag, de az ABC, ACD, CBD hasonlé haromszogek segitségével elke-
ralhetd a hasznalatuk.)

A szogfuiggvények ismerete lehet6séget ad arra, hogy meghatarozzuk a derékszogli haromszog szogeit
is. S6t, ha kezdetben a haromszog egyetlen oldala (vagy valamelyik befogé vetiilete), tovabba egyik he-
gyesszoge adott, mar akkor is meghatarozhat6 a hdromszog tobbi jellemzéje.

Az ABC derékszogli haromszogben jeloljik hagyo-
manyos médon az oldalak hosszat és a szogeket. (Az A,
B, C csticsokhoz tartozé szogek és oldalak rendre «, £,
7, illetve a, b, c.)

Jellje tovabba a C csticsbél az AB atfogéra bocsatott
CD magassag hosszat m, az a és b oldalak atfogéra esé
vetlleteinek hosszat pedig p és g.

Hatdrozzuk meg az ABC hdromszog szogeit és olda-

A : . . a
lait egy tizedesjegy pontossaggal, ha
a)a=6cm, c=11cm; cg=9m, p=6m; e a=24° m=12dm!
b)a=10cm, m = 8 cm; d)a = 10egység, q = 12 egység;

Megoldas

Altalaban a részfeladatokra tobbféle megoldas adhat6, példaul a harom oldal ismeretében a szogeket
mind a haromféle szogftiggvénnyel kiszamolhatjuk. Most megelégsziink egyetlen megoldassal, a tobbi le-
het6séget érdemes gyakorlasképpen megkeresni. (A kozelit6 értékek miatt a szamolds soran egy tartalék ti-
zedesjeggyel dolgozunk.)

a)sina = % = %, innen @ = 33,1°% 8 = 90° —a =~ 56,9°.
q , P a b C

A Pitagorasz-tételbdl ¢ i
b*>=c?*-a% b= +v11°— 6% ~ 9,2 cm. Eredmény: oem [92cm| 11 cm | 33,1° | 56,9

bysinf =T = 8 innen f~ 53,15 a = 90° - £ 36,9 15 = 2, ebb6l b = a-tg f~ 13,3 cm.

= é i = a ~ A .
cos B = </ innen ¢ s 16,7 cm. Eredmény:
a b c a B
10 cm 13,3 cm 16,7 cm 36,9° 53,1°
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¢ c=p +q=15m. Alkalmazzuk példaul a magassagtételt: m = ,/p-q = 7,35; tga = % ~ 0,82,
q

cosa

innen @ ~ 39,2°, f = 90° — @ = 50,8°. Mivel cos @ = %, igy b = ~ 11,6 m; és sin @ = % miatt

a=c-sina~9,5m.

a b c a B
9,5m 11,6 m 15 m 39,2° 50,8°

d) A befogotételbdl p(p + q) = a? azaz p? + 12p — 100 = 0. A mésodfoki egyenlet pozitiv megoldasa

végiil a cos @ =

Osszefliggésbdl ¢ =
cosa

b

~ 32,3 dm.

a

b

C

13,1 dm

29,5 dm

32,3 dm

24°

66°

p ~ 5,66 (a negativ p ~ 17,66 nem lehetséges). igy c = p + q = 17,7 (egység), sin @ = % ~ 1;%6 miatt
@~ 34,5 [ =90°-a~ 555 Végil cos @ = %, innen b = c-cos a ~ 14,6 (egység).
a b c @ B
10 egység | 14,6 egység | 17,7 egység | 34,5° 55,5°
=90°—@ = 66% sina = M j =_M 5 csin B =M mi = :
e) B =90°-a = 66°%sina p innen b Sna 29,5 dm; sin 8 7 Miatta Sn g 13,1 dm;

Ebben a példaban a derékszogli haromszoget ,készen kaptuk”, a legtobbszor viszont nincs ilyen sze-
rencsénk. Ekkor a feladat szovege alapjan nekiink kell a megfeleld derékszogli haromszoget felismerntink.

a) Az ABCD téglalap oldalainak hossza 28 cm és 12 cm. Mekkora szoget zarnak be a téglalap atléi?

b) Az ABCD rombusz atléi AC = 26 és BD = 14 egység hosszGak. Mekkordk a rombusz oldalai és
szogei?

©) Mekkora szoget zar be egy kor kozos kezdSpontd 20 cm-es atmérdje és 11 cm-es hirja?

Megoldas b ¢
a) Legyen AB =a =28 cm és BC = b = 12 cm. A téglalap szim-
metriatulajdonsagai miatt az AC és BD atlok hajldsszoge kétszerese 9 o b
a CAB szognek. Ez utobbit ¢-vel jelolve az ABC derékszogli harom- ?
szoghben tg ¢ = % = 2 = %, innen @ =~ 23,2°. Az 4tlok hajlas- o
A a B

szoge 2¢ = 46,4°.
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a) Egy fa arnyéka éppen 19 méter hosszd, ami-

kor az arnyék végpontjat és a fa tetejét 6sszekoté
egyenes 25°-0s szoget zar be a talajjal. Milyen magas

afa?

b) Az A és B pontok kozotti egyenletesen emel-
kedd, egyenes Gtszakasz 400 méter hosszu, emelke-
dési szoge 7°. Milyen hosszi a térkép alapjan kisza-
mitott AC tavolsag, és hany métert emelkedik az
Gtszakasz? (A térképen az AB szakasz AC vetillete je-

lenik meg.)

Megoldas

a) Jelolje a fa magassagat m. Mivel % =tg 25° igym = 19 -tg 25° = 8,86. A fa kb. 9 méter magas.

500 ©
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b) Jeloljiik az atlék metszéspontjat O-val, az OAB szoget a-val, az
OBA szoget f-val, az AB oldal hosszat a-val. A rombusz az 4tl6i egye-
nesére tengelyesen tiikros alakzat, igy atloi négy egybevagd derék-
szogli haromszogre bontjak. Az AOB derékszogli haromszogben
tga = % = %/ innen @ =~ 28,3°. f pobtszoge a-nak, ezért
B =90°-a = 61,7°. Arombusz szogei: DAB<L = DCB< = 2a =
= 56,6° és ABCL = ADC< = 28 = 123,4°. Az oldalak hosszét
a Pitagorasz-tételbdl hatarozhatjuk meg: a?> = 132 + 72, innen
a~14,76.

©) Thalész tétele miatt az O kézéppontl kor AB d&tmérdjének és
BC hdrjanak végpontjai derékszogl haromszoget hataroznak meg,

ahol BCA<C = 90°. Jeldlje a B csticsnal lévé szoget S, ekkor
_BC _ 11 . _ . )
cos ff = BA = 20 Nnen B =~ 56,6° a keresett szog.

-

b) A feladat modellezheté az ABC derékszogli haromszoggel.
AB = 400 m az (tszakasz hossza, BC = m az emelkedési magassag, és
AC = d az emelkedd (vagy lejtd) vetiletének hossza (ez jelenik meg ara-

nyosan a térképen) sin 7° = %, ezértm = 400 - sin 7°~ 48,7 méter
az emelkedés; és cos 7° = 4i00’ igy d = 400 - cos 7°~ 397,0 méter.



29. DEREKSZOGU HAROMSZOGEK ADATAINAK MEGHATAROZASA

Az utolsé két példaban a megfelel$ derékszogli haromszog elééllitasahoz egy-egy alkalmas segédvona-
lat hdztunk be.

Az ABC hdromszdg egyenld szarti, AC = BC = 13 dm és AB = 10 dm. Mekkorak a haromszog szogei
és teriilete?

Megoldas

Az A csticsnal 1évé szoget jeldlje @, a C csticsbél hiizhaté magassag talp-
pontja pedig legyen D. CD egyenese a hdromszdg szimmetriatengelye, igy
AD = DB =5 dm.

5

Az ADC derékszogli haromszogben cos @ = 13 igy @ ~ 67,4°. A harom-

sz0g szogei: CABL = CBA = 67,4° és ACBL = (180° - 2- 67,4°) = 45,2°.
A DC = m magassag hosszat szintén az ADC derékszogl hdaromszog se-
gitségével hatdrozhatjuk meg, a Pitagorasz-tételt vagy a szogftiggvények de-

finiciojat felhasznalva. Mivel sin & = %, igym =13 -sin 67,4°~ 12,0 (dm),

a haromszog terilete pedig t = 102'12 ~ 60,0 dm?.

(Ha a Pitagorasz-tételt alkalmazzuk, akkor lathaté, hogy m = 12 dm és
t = 60 dm? pontos értékek.)

Milyen hosszd a 20 cm sugard kor 80°-os kozépponti szogéhez tartozé hir?

Megoldas

Jeloljik a kor kozéppontjat O-val, sugarat r-rel, az AB hir hosszat h-val, a
BOA kozépponti szoget g-vel.

AOB egyenl6 szart haromszog, mert AO = OB = r. Ekkor az AOB szog fe-
lez6je az AB hrt az F felez6pontjaban metszi, OFB és OFA egybevago derék-
sz6gli haromszogek.

, innen h = 2-20-sin 40° ~

ol Sl=g

Az OFB derékszogli haromszogben sin(%) =

~ 25,7 cm a keresett har hossza.

Idézet

Amikor I. Ptolemaiosz megkérdezte Eukleidésztdl, hogy a geometria megtanuldsanak nincs-e rovidebb és kevésbé
faraszté moédja, mint amit az ,Elemek” mutatnak, a tudés igy vélaszolt: ,A geometridhoz nem vezet kiralyi Gt.”
(Kr. e. 300 korul)
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FELADATOK

n Az ABC derékszogli hdromszogben (y = 90°) az c

abran lathato jeloléseket alkalmazzuk.
Mekkordk a haromszog szogei és oldalai, ha
K1l a9a=8cm, b=15cm;

K1 b) @ = 25°, a=10cm;

K1 ¢ S = 55°, q=7cm;

Kl da=13cm, p=5cm;

K2 e c=10cm, m =4cm?

Egy kertrész egyenld szarG haromszog alakd, melynek szarai 15 m hossztak, a szarak dltal bezart szog 52°.
Mekkora a kertrész alapja és tertilete?

DAB<L = 54°. Mekkorak a deltoid oldalai és szogei, ha BD = 10 egység?

Az ABCD deltoidban AC szimmetriatengely, az AD oldal kétszer olyan hosszd, mint a DC oldal, és

Adott az O kozéppontd, r = 20 egység sugarl kor. Mennyivel hosszabb a koér 100%-o0s k6zépponti szogé-
hez tartoz6 ive, mint a kozépponti sz6ghoz tartozé hdrja?

m Szerkesszitk meg azt a hegyesszoget, melynek

%; ©) tangense V51

m Az aldbbiakban pitagoraszi szamharmasok két tagjat adjuk meg. Hatdrozzuk meg a harmadik tagot és a
szamharmasok dltal meghatarozott derékszogli haromszogek legkisebb szogét! (Aza < b < ¢ pozitiv egész
szamokat pitagoraszi szamharmasnak nevezziik, ha van olyan derékszog(i haromszog, amelynek oldalai
a, b, ¢ hossztak.)
a)a=3, b=4 b)a=5 c¢c=13; ¢ b=24, c=25; da=6, c=10.

a) szinusza 0,2; b) koszinusza

7 K2 Ptolemaiosz Kr. u. 150 kortl Ggy talalta, hogy az egységsugari kor 1°-os kozépponti szogéhez tartozé hirja

12450 hosszisagu. (A kissé furcsa szamalaknak az az oka, hogy a tudés eredetileg 60-as szam-

60~ 60° 60’
rendszerben adta meg a szamot.) Mennyire volt pontos a kozelités? Nem lett volna helyesebb az utolsé tag

esetében a 2—33, vagy az 65_013 torttel szamolniuk a gorogoknek?

m Az ABC derékszogli haromszdgben (y = 90°) AC = 12, BC = 16 egység. Milyen hosszi a B csticsbdl hiz-
hat6 szogfelez6?

m Az r = 12 cm sugart korbe irt hartrapéz parhuzamos oldalainak hossza AB = 20 cm és CD = 10 cm. Mek-
korak a trapéz szarai és szogei?

Milyen hosszi a Raktérit6? (A Foldet tekintsitk R = 6370 km sugart gombnek.)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény Il. 2485-2511.
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30. OSSZEFUGGESEK A HEGYESSZOGEK
SZOGFUGGVENYEI KOZOTT

NEHANY HEGYESSZOG PONTOS SZOGFUGGVENYERTEKE

A szogfliggvényértékek meghatarozdsakor altalaban zsebszamol6gépet vagy fliggvénytablézatot haszna-
lunk, ily médon szinte mindig kozelité szamértéket kapunk. A fliggvénytablazat négy jegy pontossagl sza-
mot ad eredményil, a jelenleg forgalomban 1évé zsebszamolégépek 8-10 jegy pontossaggal dolgoznak.

Példaul a fliggvénytablazat szerint sin 40° = 0,6428. Mivel ez kerekitett érték, csak abban lehetiink biz-
tosak, hogy 0,64275 < sin 40° < 0,64285.

Szamologéppel sin 40° = 0,642787610, ez az érték pontosabb: 0,6427876095 < sin 40° < 0,6427876105.
Természetesen a feladatmegoldasok sordn dltalaban elegendd a kevesebb jeggyel torténd szamitas.

El6fordulhat, hogy valamely szogfliggvényérték ,szép” szam. Példaul a fiiggvénytdblazatbdl sin 30° = 0,5000,
ugyanez szamolégéppel sin 30° = 0,5. Ez vajon azt jelenti, hogy sin 30° értéke pontosan 0,52

Ebben egyel6re nem lehetiink biztosak, hiszen a szamol6gép is kerekitett értékeket ir ki.

Vannak azonban olyan hegyesszogek, amelyek szogfliggvényértékeit pontosan meghatarozhatjuk. llyen
,nevezetes sz0g” példaul a 45° és a 60°; tovabbd azt is megmutathatjuk, hogy a 30° szogfliggvényei is pon-
tosan megadhatok, azaz példaul sin 30° = 0,5 is pontos érték.

Vegytink fel egy ABC egyenlé szart derékszogli haromszoget. Ebben ACB<L = 90°,
CABL = CBA<L = 45°, a befogdk hossza egyenl6: CA = CB = a. Célunk a 45° szog-
flggvényeinek meghatarozasa.

Megoldas

Ehhez kifejezziik az AB atfogd hosszat.
Jeloljuk az AB atfogd hosszat c-vel. A Pitagorasz-tételbdl ¢ = a* + a?, azaz ¢? = 2a?,

sinnen ¢ = v'2a. (Ezzel az eredménnyel mar korabban is taldlkoztunk, érdemes megje-
gyezniink. Az A, C és B pontok tekinthet6k egy négyzet harom cstcsanak; az eredmé-

nylink szerint az a oldalt négyzet &tléja v'2 a hossziisagu.)

Felirjuk CAB <L = 45° szogfliggvényeit:

. «_ CB a 1
sin 45° = == = = —,
AB  V2a V2
o AC a 1
Ccos45° = S5 = —F— = ——,
AB  J2a V2
o CB _a_
tg 45 T 1.

Célunkat elértiik, megkaptuk a 45° szogfliggvényeinek pontos értékét.




IV. TRIGONOMETRIA

A 45° valéban ,nevezetes sz0g”: egyrészt sin 45° = cos 45° (a sin @ = cos a egyenl6ség mas hegyes-
szogre nem teljesdl), masrészt tg 45° = 1.

A'sin 45° = cos 45° = % értéket @ alakba is irhatjuk, ha a tortet v'2 -vel bévitjik.

Az ABC derékszogli haromszogben legyen ACB<X = 90°, CAB<L = 30°, s ekkor CBA<l = 60°. Hata-
rozzuk meg 60° és 30° szogfliggvényeit!

Megoldas

Jeloljuk az oldalak hosszét a szokasos AC = b, CB = a, AB = ¢ médon!
Mar korabban is lattuk (28. lecke 2. példaja), hogy ha a haromszog B cstcsat az AC oldalegyenesre tiik-
rozziik, akkor az igy kapott ABB” haromszdg szabalyos, oldalai egyenlék: ¢ = 2a.

Pitagorasz tételével az AC befogé hosszat is meghatdroztuk mar: b? = (2a)? —a? = 3a? miatt b = v/3a.

V3

(Jegyezziik meg: a fél szabdlyos haromszg révidebbik befogdja fele, hosszabbik befogéja pedig +5--sze-

rese az atfogéjanak.)
Most mér felirhatjuk CAB <L = 30° szogfliggvényeit:
CB 1

i o Lb _ a _ 1
S|n30—AB 32 5

o AC _ /3a _ 43
9o2 S0 = e 2

o_ CB a 1
tg30° = LB = =L
J AC~ /3a V3 ~ a
60°
Hasonléan CBA<L = 60° szogfliggvényei: B’
oo~ AC _ V3a _ 3 -
SIN60"="Ag =22 T 2~
o BC _a _1
cos 60" = %g = 2a = 2/
o_ AC _ V3a _
(g60° = A5 = =4 =3,

Az eredményeket foglaljuk tablazatba:

a sin & cos @ tg a
30° 1 V3 RIS Gi
2 2 V3 3
450 i: Q i: Q 1
J2 2 J2 2
o ) 1
60 7 2 /3
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Ezekkel a nevezetes szogfiiggvényértékekkel a késébbiek sordn is gyakran taldlkozunk. Erdemes megje-
gyezni 6ket, hiszen alkalmazédsukkal pontosabban szamolhatunk, mint a tablézatbeli kozelit6 értékekkel.

POTSZOGEK SZOGFUGGVENYEI

Az ABC derékszdgli hdromszogben jeloljik hagyomanyos médon az oldalak
hosszat és a szogek nagysagat.

A hegyesszdgekre vonatkozé szogfliggvény-definiciok szerint:

sinaz%, cosaz%, tga/zé.

b

Ugyanezeket az ardnyokat a f szog segitségével is felirhatjuk:

2 = cos S, stinﬁ, tagb’. A

C C a

Az aranyokra felirt kétféle kifejezés megegyezik:
sina@ = cosfS, cosa =sinfp.

@ és f egymas pétszogei, Gsszegiik 90°. igy az egyenléségeket
sina = cos (90° —a), cosa = sin (90° — @)

alakban is irhatjuk. A fenti megfontolasok tetszéleges derékszogli haromszog esetén igazak, tehat barmely
@ hegyesszog esetén érvényesek.

A potszogek szogfliggvényei kozotti Osszefliggések segitségével kilonbozé szogfliggvényekrdl azono-
sakra térhettink at (példaul szinuszrdl koszinuszra).

A pétszogek szogfiiggvényei kozotti kapcsolatokra mar kordbban is lattunk példat. A nevezetes szogek
esetében példaul sin 30° = cos 60°. adédott; vagy a fluggvénytablazat hasznalatakor is észrevehettik az
Osszefliggéseket.

Rendezziik nagysag szerint novekvé sorrendbe az alabbi kifejezéseket! A megoldashoz ne hasznaljunk
se szamologépet, se fliggvénytdblazatot, azaz a feladatot a konkrét A, B, C, D, E, F értékek meghatarozésa
nélkdl oldjuk meg!

A =sin 70°, B = sin 60°, C = cos 40°, D = cos 10°, E =1g55°, F = tg 65°.

Megoldas

Ha 0° < @ < B < 90°, akkor sin @ < sin 3, cos @ > cos f5, tg @ < tg 5. fgyazA >B C<DésE<F
egyenlétlenségek kozvetlentl adédnak. A pétszogekre vonatkozé azonossagok segitségével azonos szog-
fuggvényekre tériink at: cos 40° = sin 50°, cos 10° = sin 80°.

Innen sin 50° < sin 60° < sin 70° < sin 80° miatt C < B < A < D. Végiil sin 80° < 1, tg 45° = 1, ezért
D <E Asorrend: C<B<A<D<E<F
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A TRIGONOMETRIA ALAPOSSZEFUGGESE

Az ABC derékszogli haromszogben felirhatjuk a Pitagorasz-tételt: a? + b* = c2.
(A hagyomanyos jeloléseket alkalmazzuk: c az atfogd, az a oldallal szemben van
az A cslcs és az @ szog stb.)

2 2
Mindkét oldalt c*tel osztva (%) + (%) = 1. Ha most elvégezziik az % =sina
és % = cos @ helyettesitéseket, azt kapjuk, hogy (sin @)* + (cos @)* = 1.

Megallapodas szerint a szogfliggvények hatvanyait zaréjel nélkiili alakban hasz-
naljuk: (sin @)? = sin’ @, (cos @)* = cos’ e, (tg @)® = tg’ a. Ezzel a jeloléssel felir-

b C | hatjuk azt a trigonometriai alaposszefliggést, amelyet pitagoraszi azonossagnak
nevezink.

Barmely @ hegyesszogre fennall a pitagoraszi azonossag: sin* @ + cos* @ = 1.

Az Osszefliggés segitségével egy sz0g szinuszanak ismeretében kiszdmithato a szog koszinusza, és forditva.

Az ABC derékszogl haromszogben y = 90°, sin @ = 0,4. Hatdrozzuk meg cos @, tg @ pontos értékeit!

Megoldasok

Els6 megoldas

Mivel & értékét sem szamologéppel, sem a fliggvénytablazat segitségével nem tudjuk pontosan megha-
tarozni, igy a pitagoraszi 6sszefliggést hasznaljuk fel.

Asin? @ + cos® @ = 1 egyenletbdl cos? @ = 1 —sin? @. Hegyesszogek esetén 0 < sin @, cos @ < 1, ezért

cosa = v1—sin*a =4/1-0,16 = /0,84 = @

5
, 2
Tovébbitgg = SN2 — _5 2 .
. cose /21 21
5

Masodik megoldas

A derékszogli haromszogben az @ szoggel szemkozti befogo és
az atfogd hosszanak aranya 0,4. A hagyomanyos jeloléseket alkal- B

mazva & = 2, ezért legyen a = 2x és c = 5x.
c 5

A Pitagorasz-tételbél b2 = 25x2 — 4x* = 21x2, sinnen b = v'21x. x
A keresett szogfiggvények: =
A
_ b _V2ix _ V21 _2xX_ 2 _ 2 b C
cosa=gr="%t—=-% ,tga/—b—iﬂx_m.
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Megjegyzés oy
Az 6sszes olyan derékszogli haromszog, amelyben sin @ = 0,4, hasonlo, és szogeik ?éao(::: .
egyenléek. Ezért a BC = 2x és AB = 5x oldald derékszogi hdromszog helyett vizsgalhattuk — Pe8%'4!
azonossag.

volna példaul a BC = 2 és AB = 5 egység oldalt haromszoget is.
_ 2 s WP

FELADATOK

1. K1 A pitagoraszi azonossag felhasznalasaval hatdrozzuk meg az & hegyesszog tobbi szogfiiggvényének
a pontos értékét, ha
1

a)sina = 0,6; b) cos a = 3 otga = 5!

2. K1 Oldjuk meg az el6z6 a)—) feladatokat, de most a pitagoraszi 6sszefliggés felhasznalasa nélkul!

3. 1 Az ABC haromszogben y = 90°, f = 30°, AC = 10 egység. Milyen hosszu a B csticsbél hiizhaté
szogfelez6? (Pontos értéket adjunk meg!)

Az el6z¢ feladat alapjan hatdrozzuk meg 15° pontos szogfliggvényértékeit!
Hatarozzuk meg 22,5° pontos szogfiiggvényértékeit!

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges & hegyesszog esetén érvényesek az aldbbi azonosségok!
tg o

V1 +tg2a';

sina

1
——; Jtga=—F—"—.
J1+tga 8 V1 —sin’a

a) sina = b) cosa =

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészité feladatgytjtemény Ill. 2512-2517, 2679-2695, 2696-2701.
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31. HAROMSZOGEK ADATAINAK
MEGHATAROZASA

Ebben a leckében altalanos haromszogek jellemzé adatait szamitjuk ki szogftiggvények segitségével. Az
oldalak, szogek, teriilet nagysaga és a nevezetes vonalak hossza altalaban akkor hatarozhaté meg, ha a hé-
romszogben harom fuiggetlen adatot ismerink.

Egy lak6haz 8 méter magasan |évé ablakabdl az 52 méter tavolsagra [évé gyarkéményt 43°-os szogben
latjuk. Milyen magas a kémény?

Megoldas

Jelolje a kémény csticsat B, a cstics merdleges vetiletét a foldon A, hely-

B zetlinket C. Az ABC haromszogben a kémény magassaga AB = c a keresett

mennyiség, ismert még az abra szerinti h = 8 méter és d = 52 méter tavol-
sag, valamint ACB<L = y = 43°.

A C pontbdl merdlegest bocsatunk AB-re, ennek talppontjat jeldlje D.

Mivel CD = d és AD = h hosszl, az ADC haromszogben ismert harom adat:

c | CDAL (= 90°), AD és CD. Jelolje az ACD szoget y,, a DCB szoget 7,.

c i o B ED tg71=%=g:5%, innen 7, ~8,7°ésy, =y -7, ~34,3"
, A CDB haromszégben is ismertink hdrom adatot: CDB <L (= 90°), 7, és
CD.tgv, = g—g: C;h, innen c —h = dtg 7,, azaz
A
d c=h+dtgy, =8+ 52-1g34,3°~43,47.

A kémény magassaga kb. 43,5 méter.

Megjegyzés

A feladat modellje szerint az ABC haromszog egyik oldalanak hosszat hataroztuk meg. Gyakran hasz-
nalhat6 és hatékony maédszert alkalmaztunk: behtztunk egy segédvonalat, a CD magassagot. A magassag-
vonal két derékszogli részharomszogre bontotta az eredeti haromszoget, s ezekben mar alkalmazhattuk a
szogfliggvény-osszefliggéseket.

A vizszintes felett mért szoget emelkedési szognek, a vizszintes alatt mért szoget lehajlasi szognek
(vagy depresszidszognek) nevezziik. (Példaul az abran 7, lehajlasi, 7, emelkedési szog.)

Egy kozség vezetdsége gy dontott, hogy az dllatok szdmara legalabb egyhektaros legelét jelolnek ki.
A kozség hatardban erre a célra kiszemeltek egy haromszog alakd terlletet. A terilet két oldala 140 m és
230 m hosszd, a két oldal bezart szoge 40°. Mekkora a leendé legel6 teriilete?
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Megoldas

A

A kijelolt teriiletet az ABC haromszoggel modellezhetjik. Legyen
AB =c =140 m, AC = b = 230 m, s ekkor BAC = a = 40°.

Hdzzunk be egy segédvonalat, példaul a CD magassagot, s ennek hosz- )
szét jeloljik m-mel. Az ADC derékszogli hdromszogben ismert harom fiig-
getlen adat: DAC<(, ADC< és AC, igy a haromszog tobbi jellemzdjét is ¢
meghatarozhatjuk.

sina = %, innen m = bsin @. A hdromszog tertilete

B C
m
D

U= o

A legelé teriilete ~ 10 350 m?, tehat nagyobb, mint 1 hektar.
(Nézz utana, hany m? 1 ar és 1 hektar!)

cm _ cbsina _ 140-23(2)-sin40° ~ 10 348,9.

Ha egy haromszog két oldala b és ¢ hosszisagu, a kozbezart hegyesszog pedig a, akkor t = bcs%_

A fontos 6sszefiiggés neve trigonometrikus teriiletképlet.

A képletet — egyel6re — csak akkor hasznalhatjuk, ha @
hegyesszog. Ha @ tompaszog, akkor a CD magassagvonal
a haromszogon kival halad. Ekkor CAD< = 180°-«;

sin (180° —a) = %, és m = bsin (180° — @). Ha tehat @ > 90°,

akkor a tertletképlet t = %800_6?) alaka.

Egy formatervezett asztallap haromszog alakd, oldalélei 130 cm, 200 cm és 210 cm hossztak. Mekko-
rak a csticsokndl lévé szogek, és mekkora az asztallap felszine?

Megoldas

Az ABC haromszog alaki asztallap éleinek hossza AB = ¢ =
=200 cm, AC = b = 130 cm és BC = a = 210 cm. Jel6ljiik a
szogeket hagyomdnyos médon «, f, y-val, és hizzuk be az
AD = m magassagot!

A magassag behlzasaval az ABC haromszoget két derék-
szogl haromszogre bontottuk. (A D pont a BC oldal belsé
pontja, mert a legnagyobb szog @, s igy S és 7 is hegyesszog.) Ha
bevezetjik a DC = x jelolést, akkor BD = a —x. A két ismeret-
len, x és m meghatarozasahoz felirjuk a BDA és CDA harom- B
szogekben a Pitagorasz-tételt:
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(1) (@—x?2+ m?=c?

. (2) x2 + m? = b2.

Kuszoboljiik ki m?-et: ¢ — (a —x)> = b? — x%.

A négyzetre emelést elvégezve c? —a? —x* + 2ax = b’ —x?, s innen

A szamadatokat behelyettesitve x = 50. Ekkor BD = a —x = 160,
ésm = vb’—x* = V130°= 50° = 120.
am _ 210-120

Az asztallap tertilete t = = 12 600 (cm?), azaz
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2 2
1,26 m?.
A szogeket a megfelel6 derékszogli haromszogekbdl kapjuk, va-
I — — _m _ 120 . - o. - X _ 50
lamelyik szogfiiggvénnyel. Példaul sin f = c = 200/ Nnen B =~ 36,9% cos 7y b 130 Innen

¥~ 67,4°% végil @ = 180° -5 —y = 75,7°.
(Masik megoldasi Gt, hogy el6szor a szogeket hatarozzuk meg, majd ezek ismeretében alkalmazzuk a
trigonometrikus tertletképletet.)

Egy érdekességet vehetiink észre.

Az m magassagot kifejezhetjik S-val és y-val is. Mivel sin § = %, innenm = c-sinf8; éssiny = %-bc’il

m = b - sin 7. A két kifejezés egyenld: ¢ - sin § = b - sin 7, s ezt az egyenletet frhatjuk %: :25 alakba is.

Az 6sszefliggés szerint egy hdromszogben két oldal hosszanak ardnya megegyezik a veliik szemkozti
szogek szinuszainak aranydval. Ezt szinusztételnek nevezziik.

Az dsszefliggést — egyeldre — csak akkor alkalmazhatjuk, ha 5 és y hegyesszog. Ha példaul 5 tompaszog,

akkor sin (180° — B) = M s innen m = csin (180° — f3). Ekkor az 6sszefiiggés %: sm(15+07—6)

o alaka.

Az oldalak szimmetrikus szerepe miatt % = Z:E;Z is teljesul.

Adott az ABC haromszog harom oldala: AB = ¢ = 20, AC = b = 13 és BC = a = 21 egység. Hatdroz-
zuk meg az A csticsbdl hiizhaté magassdg, szogfelez6 és stlyvonal hosszat!

Megoldas

Az A csticsbol hiizhaté magassag, szogfelezd és sdlyvonal hosszdt jeloljik AD = m, AE = f és AF = s
modon! Elészor — a 3. példdhoz hasonlé médszerrel — a hdromszég AD magassaganak a hosszat szamitjuk
ki. Az ABD és ADC haromszogekben felirt Pitagorasz-tételek eredményeként kapjuk, hogy AD = m = 12,
és CD = x = 5 egység. (A részletes szamitasokat mell6zziik, a két példa szdmadatai — egy tizes szorzét fi-
gyelembe véve — [ényegében megegyeznek.)
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Hasonléan meghatarozhatjuk a szogeket is a megfelel6 derék-

m _ 12 innen A = 36,9%

szogli haromszogekbdl: tg f = T

% 12 innen Y~ 67,4%ésa=180°-p -y =757°

Bk
= f szogfelezé hosszat az ADE derékszogli harom-

szégbél hatarozzuk meg. EAD < = %—(90"— y) = 15,3°, igy

m i 12 N p
cos EAD = f ,sinnenf = C0sEADZ ~ cos153° " 12,44 (egység).
Az AF = s stlyvonal hossza az ADF derékszogli haromszogben
felirt Pitagorasz-tételbdl szamithat6. Mivel F a BC oldal felezépontja, g

DF = %— X,sigys*=m?+ DF? = 122 + 5,52. A stlyvonal hossza

s~ 13,20 egység.

Megjegyzés
A szogfelez6tétel kovetkezménye, hogy CE = ﬁbc, s ebbdl ED = CE-CD = bf —X. Vagyis az AE

szogfelez6 hosszat az ADE derékszogl haromszogbdl Pitagorasz-tétellel is meghatarozhatjuk, s igy elkertil-
heté EAD <X felhasznalasa, azaz a szogfuiggvények alkalmazasa.

Tetsz6leges haromszogben igaz, hogy m <f <s. Ha b + c, akkor az EDA hdromszogben f-fel, az FDA
haromszogben pedig s-sel szemben van a legnagyobb szog. Az abrank tehat éltalanos érvénydi.

Az ABC hegyesszogli hdromszogben ismert a BC oldal és a BAC <L. Mekkora a hdromszog koré irt koré-
nek a sugara?

Megoldas

Jelolje a BC oldal hosszat a, a BAC szoget @, a hdromszog koré
irt kor kozéppontjat O és a sugaranak hosszat R! A
BOC, COA és AOB egyenl6 szart haromszogek, mert BO = CO
= AO = R. Vezessiik be az abra szerinti OAB<L = OBA<( = x
OAC< = OCAL =y és OCBY = OBC< = z jeloléseket! n
Ekkor az ABC haromszog bels6 szogeinek dsszege 2x + 2y + 2z =
= 180°, a BOC haromszogben pedig BOC< + 2z = 180°, ezért
BOCL = 2a.
Ha F jeloli a BC oldal felez6pontjat, akkor a BC hir OF fe-

lez6merdlegese egydttal a BOC szoget is felezi. FC = %/ igy a COF / )

>

oo [NSYES

a -
= . Innen a koril-
2R

-
32

derékszogli hdromszogben sin a =

a

Emelt szint

irt kor sugara kifejezhet6: R = Fsng”
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Fogalmak

Megjegyzés
Ennek a nevezetes 6sszefliggésnek tobb érdekessége is van.
Egyrészt mitdl is fligg a sugar hossza? Az oldalak és szogek szimmetrikus szerepe miatt nyilvan

R =

ﬁ ésR = 25iCn7 is teljesil. (Hegyesszogli haromszogben O mindig belsé pont.)

Mésrészt azt is észrevehetjik, hogy a sugar hossza csak két adattél fiigg. Marpedig az a oldal és az @ sz6g
nem hatdrozza meg egyértelmtien az ABC haromszoget, ehhez harom adat kellene. Vagyis ha
a BC oldalt és az O pontot rogzitjiik, akkor a BOC <L ésa BAC<L = @ sem valtozik, ha az A cstics

emelkedési szog; gy mozog a koriven, hogy O a haromszog belsé pontja marad.

lehajlasi szog

Végezetll megjegyezziik, hogy a levezetésben kihasznéltuk, hogy o hegyesszog. Ha a tom-

(depresszioszog); paszog, akkor az O pont a haromszogon kiviilre keriil, s az abra — valamint az 6sszefiiggés iga-

trigonometrikus
tertiletképlet

L)

-

zolasa — lényegesen megvaltozik. Errél részletesebb anyag taldlhaté a 10. évfolyam 55. Kerti-

i leti és kbzépponti szogek (emelt szint) leckében. (Ott igazoltuk a kertleti és kozépponti szogekre

aBOC< = 2BAC Osszefliggést, ennek felhasznéldsaval a megoldas [ényegesen egyszeriibb.)

FELADATOK

Egy 6 méter magas épiilet tetejérél a 140 méter tavolsagra 1évé
templomtornyot 12°-os szogben latjuk. Milyen magas a torony?
Mekkora emelkedési szogben latszik az éptilet tovéboI?

Az &bra szerinti épulet homlokzata h = 8 méter széles. A tetGszer-

kezetet | = 6 méter hosszi gerendakbdl épitik. Mekkora lesz az

eresz d szélessége, ha a tetégerenda vizszintessel bezart @ szoge

a) 40°;

b) 462 Z R

c) Mekkoranak valasszék az @ szoget az épitdk, ha a tervekben
d = 30 cm széles eresz szerepel, és nem akarnak levagni a ge-
renddkbol?

Hatdrozzuk meg a paralelogramma alakd szantéfold teriletét, ha
a) két szomszédos oldala 220 méter és 240 méter hosszU, és az oldalak bezart szoge 72°;

b) két szomszédos oldala 220 méter és 240 méter hosszu, és az oldalak bezart szoge 108°;
¢) két atléja 220 méter és 240 méter hosszl, és az atlok bezart szoge 72°!

Az
lak

5. K2

Mekkora az ABC haromszog c oldala, haa = 10 cm, 7 = 50° és
a) B =60

egyenes orszaglttél h = 40 méterre elhelyezkedé megfigyel6tdl az orszaglton [évé A és B (tjelz6 tab-
55 méter, illetve 72 méter tdvolsdgban vannak. Mekkora lehet a tablédk AB tavolsaga?

Egy dombon egyenes orszag(t halad &t. Az Gt A pontjabdl 4°-os emelkedén érjiik el a domb O tetejét, majd
7°-0s lejt6 vezet az Gt B pontjdba. Az A és B pontok azonos tengerszint feletti magassagban vannak. Milyen
magas hozzajuk képest a domb, ha A és B tavolsaga légvonalban — feltilnézetbdl — 420 méter? (Feltilnézetbdl
A, O és B egy egyenesbe esik.)

2

b) f = 257



32. SIKBELI ES TERBELI SZAMITASOK SZOGFUGGVENYEK SEGITSEGEVEL

7. K2 Az ABC haromszog hdrom oldalaa = 28 cm, b = 26 cm és ¢ = 30 cm.
K2 a) Milyen hosszi a C csticsbél kiindulé magassag, szogfelezd és salyvonal? Mekkorak a ha-
romszog szogei?
E1 b) Hatdrozzuk meg a hdromszog koriilirt és beirt korének a sugarét!

8. K2 Az ABC hdromszdgben AB = 12 dm, AC = 14 dm, BAC<L = 36°. Milyen hossz( az A cslcsbél
hizhat6 szogfelez6? (Segitség: Irjuk fel az ABC haromszog tertiletét két részhdromszog teriiletének
az dsszegeként!)

Az ABC haromszog A csticsndl [évé szoge 80°, teriilete 60 cm?. Mekkordk a haromszog oldalai,
ha a haromszog

a) derékszogl;

b) egyenlé szarG?

R = 20 cm sugard, kor alakd kartonpapirbél kivagjuk a leheté legnagyobb oldald szabalyos tiz-
szoget. Milyen hossztak a tizszog oldalai, és hany szazalék lesz a papirhulladék?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény I1l. 2518-2613.

32. SIKBELI ES TERBELI SZAMITASOK
SZOGFUGGVENYEK SEGITSEGEVEL
(Alkalmazasok)

Ebben a leckében a szogfliggvények alkalmazasara mutatunk példakat. A korabbi fejezetekben is lattunk
tavolsagmérési, helymeghatarozasi és teriiletszamitasi feladatokat, ezek a trigonometria legdsibb alkalma-
zasai.

1. példa

Anna és Béla az orszag(t bal oldalan a tavolban egy templomtornyot vettek észre. Ugy déntottek, meg-
probaljak meghatarozni, kortlbeltl milyen tavol lehetnek a templomtél. Elsé 1épésként megmérték, hogy
a torony az orszaguthoz képest mekkora szogben latszik. Gondolatban 6sszekototték sajat helyzetiiket és a
torony aljat egy egyenessel, s ennek az egyenesnek az orszagttal bezart szogére kozelitéleg 45°-ot kaptak.
Az egyenes Uton tovdbbhaladtak 300 [épést, s ekkor 60°-0s szoget mértek. Hany [épés tavolsagra voltak a
toronytél az elsé, illetve a masodik méréskor? Milyen messze volt a torony az orszagittol?

Megoldas

A két mérési helyet jeloljik A-val és B-vel, a torony helyzetét C-vel, tovabbd C meréleges vetiiletét az
AB egyenesre T-vel!
Ekkor az ABC hdromszog A csticsandl 1évé szog @ = 45°, a B-nél 1évé kiils6 szog f' = 60°, AB = ¢ =

= 300 |épés; és keressiik a CA = b, CB = a, CT = m tavolsagokat.
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Legyen BT = x, ekkor a BTC és ATC derékszogl haromszogekben

Mg =L,

@Qtga= xTc‘

Mindkét egyenletbdl m-et kifejezve x -tg /' = (x + ¢) - tg @, s innen x = _CHCi
gy J g i g ’ - tgﬁl - tgcy

A konkrét szamadatokat behelyettesitve x = 409,8, azaz x = 410 [épés.

Ezutan visszahelyettesitiink, (1)-b6l m = x -tg 5’ = 709,8, vagyis a torony az or-
szaglttol kb. 710 lépésnyire volt.

Az a és b tavolsagok szintén a megfelel6 derékszogli haromszdgekbdl szamithatok:

@)sine = ™ innenb = M~ 7998 _ 1003 8;
b sina  sin45
ing =m —.m 7098 _
(4)sin B’ = S innena = g~ Sn60° 819,6.

Anna és Béla az els6 méréskor kb. 1004, a masodik méréskor kb. 820 Iépésre voltak a toronytol.

Anna és Béla — az el6z¢ sikeres tavolsagmérésen fellelkestlve — most egy masik templomtorony magas-
sagat probaljak meghatarozni. Jelenlegi helyzetiikbdl nézve a foldfelszinhez képest a torony 15°-0s emel-
kedési szogben latszik. Sajnos a templomhoz mar nem tudnak kozelebb kertlni, ezért 50 métert tavolod-
nak, s Gj helyzettikbdl a torony csticsat 10°-0s emelkedési szogben latjak. (A torony alja és a két mérési
pont egy egyenesbe esik.) Megallapithatjak-e ennyi adatbdl a templom magassagat?

Megoldas

Jelolje a templomtorony csticsét C, alapjét T, az els6 és masodik mérési helyet B, illetve A. Eszrevehet-
juk, hogy az el6z6 példa térbeli megfeleldjét kaptuk (ehhez hasonléan vélasztottuk a betlizést), az adatok:
a =10° " = 15° AB = ¢ = 50 méter, s meghatarozand6 CT = m.

B g = el
tgf —tga’ tgf —tga’
m = 25,78, azaz a templomtorony kb. 26 méter magas.

Anna és Béla Gjabb méréshez késziilnek, de most az eddigieknél nehezebb helyzetben vannak. Az AB
viztorony helyzetiikbél, a C pontbdl 18°-0s emelkedési szogben latszik (A a torony alapja, B a csticsa). Saj-
nos az AC egyenesen sem a toronyhoz kozeledni, sem téle tavolodni nem tudnak. igy C-bél az AC egye-
nesre merélegesen 50 méter tavolsagra mennek el, és ebbdl a D pontbdl a tornyot 14°-0s emelkedési szog-
ben latjak.

Milyen magas a viztorony?

Az el6z6 példa megoldasi dtjat kovetjik. x = innen
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Megoldas

Vezessiik be az abra szerinti jel6léseket: CD = a = 50 méter, BCA( = @ = 18°,
BDA< = = 14° s legyen AB = m, AD = b, AC = c.

A harom ismeretlen (m, b, c) kozott kell kapcsolatot taldlnunk, ehhez harom
egyenletre van sziikségiink.

A CAB derékszogli haromszogbél tg a = %, innen
(Mec=-".

tga
Hasonléan a DAB haromszogbdl
2)b ="
(2) w8
Végiil felirhatjuk az ACD haromszogben a Pitagorasz-tételt:
(3) a2 + ¢ = b2

2 2

Ez ut6bbi egyenletbe (1)-et és (2)-t behelyettesitve az a* + tgr;ga = tg;' egyenletet kapjuk, ahonnan m

. . . g’ ftg’a a-tgf-tga .
kifejezhets: a? tg? B -te’ @ = m*(tg’ @ — te’ B), s igy m = aBpEe _ AP IEL L am-
fej g'h-1g (tga—tg'h) siym = /" T = iza g8

adatokkal m = 19,44, azaz a viztorony magassaga kb. 19 méter.

Megjegyzés

Persze Anna és Béla ligyesebben is eljarhat. Konnyebb a dolguk, ha a BDA emelkedési szog helyett meg
tudjak mérni példaul a CDA = y szoget. Ekkor a DCA derékszogli haromszogben ¢ = a -tg y kozvetleniil
szémolhat6, majd a CAB haromszogben m = ¢ - tg @ hasonléan adédik. igy az eredmény m = a -tg 7 -tg a.

A metén térbeli molekuldris CH, modelljében a centrdlis helyzett(i szén-
atomhoz a négy hidrogénatom gy csatlakozik, hogy barmely két CH ag
ugyanakkora szoget zar be egymassal. Mekkora ez a sz6g?

Megoldas

A molekula modelljét elképzelhetjiik tgy, hogy az ABCD szabalyos tetra-
éder cslcsaiba helyezziik a hidrogénatomokat, és S kozéppontjaba (sdly-
pontjaba) a szénatomot. (Az ABCD tetraéder szabdlyos, ha élei egyenldk.)

Jelélje a tetraéder oldaldnak hosszat a, az AS = BS = CS = DS tévolsago-
kat b, az ABC hdromszog sdlypontjat £, a BC él felez6pontjat F. E egyrészt az
AF stlyvonal F-hez kozelebbi harmadolépontja, masrészt a tetraéder test-
magassaganak a talppontja, azaz D, S, E egy egyenesbe esik, és DE merdle-
ges AE-re, valamint az ABC sikra is.

147
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A keresett ASB<X meghatarozasdhoz kapcsolatot kerestink a haromszog ol-
dalai, azaz a és b koézott. AF az ABC szabalyos héromszég salyvonala, igy

AF = Qa. Az AE szakasz ennek kétharmada: AE = = £a ‘/> —

2 ART3 /3
Az ED testmagassag az AED haromszogben felirt Pitagorasz—tetelbol hataroz-
hatt meg: AD? = AR + ED?, azaz ED = [ 2*— 2] = = \/7Ed
até meg: = , azaz _N’/a_(ﬁ) = = a,/ 5. Erdemes

kalon kirajzolnunk az AED haromszoget.

Mivel ES = ED — SD = a@— b, az AES

haromszogben felirhaté Pitagorasz-tételbdl
megkapjuk, hogyan fligg b az a éltél.

AS? = ES? + AF?, azaz b? = (%)2 + (a\/% - b)z.

2
Innen b2 =%+ a2%+ b*— 2ab , s némi atalakitas utdn b = a\/g
adodik.

Utols6 Iépésként a keresett ASB<L = ¢ szoget
hatdrozzuk meg. Az ABS egyenl6 szarG harom-
szoget az S cslcs szogfelezbje két derékszogli ————
részharomszogre bontja

Innen sm % ib =—2 - \/%’ % ~ 54,74°, ¢ ~ 109,5°.

Megjegyzés
Eszrevehetjiik, hogy DE % azaz S a DE testmagassag negyedelSpontja.

Mekkora szoget zarnak be a szabalyos tetraéder oldalélei és oldallapjai az alaplapja sikjaval?

Megoldas

Hasznélhatjuk a 4. példa dbrdjanak a jeloléseit és eredményeit. Az AD oldalél alaplappal bezért szogét tigy
kapjuk meg, hogy az AD egyenest merdlegesen levetitjik az ABC alapsikra, s AD és vetiiletének bezart szoge
a keresett szog. (Szimmetriaokok miatt a tobbi él is ugyanekkora szoget zar be az alaplappal.) AD vetiilete AL,

2
a e
a keresett DAE <L a DAE derékszog(i haromszogbdl hatdrozhaté meg. tg (DAE <L) = ,EA?E \{2 = /2, innen

73

DAE<X = 54,7° az alaplap és oldalélek hajlasszoge.
A BCD és ABC sikok haijldsszoge az F pontndl éll el6. F-bél mindkét sikban merélegest allitunk a BC met-
szésvonalra, s ezen FD és FA egyenesek bezart szoge a két sik hajlasszoge. (A szimmetriaviszonyok miatt a
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tobbi lap is ugyanekkora szoget zar be az alaplappal.) Az FED derékszdgl haromszoghdl tg (EFD <) =

2
_ DE _ a3 _ 2v/2, innen EFD < ~ 70,5° az alaplap és oldallapok hailésszs
e , ~ 70, plap és oldallapok hajldsszoge.

243

Egy tengeri vildgitétorony 30 m magas. Kedvez6 latasi viszonyok kozott mekkora
tavolsagbdl észlelhetik a hajok a jelzéfényt? (A Foldet tekintsiik R = 6370 km su-
garG gombnek.)

Megoldas

Jeloljiik a torony magassagat m-mel, azt a tavolsagot pedig, ahonnan még éppen
latni lehet a tornyot, jeloljuk d-vel.

A Pitagorasz-tételbSl (R + m)* — R* = d?, innend = v 2Rm + m? = 19,55. Ajel-
z6fényt tehat 19,55 km tavolsagbol észlelhetik leghamarabb a hajok.

(A Fold felszinén mért tavolsag j6 kozelitéssel megegyezik d-vel, az egyszertibb
szamoldshoz nincs sziikséglink a szogfliggvényekre.)

HOGYAN HATAROZTA MEG SHERLOCK HOLMES AZ ELPUSZTULT
SZILFA ARNYEKANAK HOSSZAT? (Olvasmany)

A. C. Doyle: A Musgrave-szertartds cimi novellajaban Sherlock Holmes eldsott kincs utdn nyomozott a ;
szilfajarol hires Musgrave-birtokon. A régi térkép és leiras szerint az &srégi fa drnyékatol kellett elindulni,
adott szabalyok szerint haladva. De kidertilt, hogy az 6reg szilfaba tiz évvel azel6tt belecsapott a villam, és
ezért ki kellett vagni. Holmes azonban gy is sikerrel érdeklédétt a birtok gazdajanal:

,— Azt mar aligha lehet megmondani, milyen magas lehetett az a szilfa — mondtam.

— Madris meg tudom mondani. Hatvannégy lab magas volt.

— Honnan tudja? — kérdeztem meglepédve.

— A hézitanitom mindig magassdgot szamittatott velem, hogy megtanuljam a trigonometriat.
Kamaszkoromban kiszémitottam minden fa és minden éplilet magassagat.”

Es végll maga a mérés:

,Ami a szilfa arnyékat illeti, nyilvan az arnyék vége szamitott, nem a téve, mert akkor a fa tévét adtak volna -
meg a kiindulépontnak. Ki kellett szimitanom, hova esne a szilfa drnyéka abban a pillanatban, amikor a nap
a tolgy folott lesz. [...]

Fogtam egy hosszd horgdszbotot, hat I4b hosszi volt, és kimentem bardtommal a szilfa helyére. A nap
éppen elérte a tolgyfa tetejét. Letliztem a botot, megjeléltem az drnyék irdnydt, és megmértem a hosszat. Ki-
lenc Iab volt.

Most mar egyszerti volt a szamitds. Ha a hat lab hosszd bot drnyéka kilenc lab, akkor a hatvannégy lab <~
magas fa drnyéka kilencvenhat lab, és a ketté irdnya természetesen egybeesik.”

A frappdns elbeszéléshdl ezutan megtudhatjuk, hogy hol vannak az elrejtett értékek,
és hogy mibdl is all valéjaban a kincs.

3 Arthur Conan Doyle: Sherlock Holmes emlékiratai, Kriterion Konyvkiadé, Bukarest, 1976.
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FELADATOK

Egy csavar menetének kdzépatmérdje 5,1 mm, menetemelkedése egy fordulat alatt T mm. Mekkora a me-
netemelkedés szoge?

Tekintstik azt a pontot a Fold-Nap szakasz felezémerdlegesén, amelybdl 1T méasodperc nagysagl szogben lat-
szik a szakasz! Csillagaszati mértékegység az 1 parszek, ami ennek a pontnak és a Fold-Nap szakasznak a
tavolsaga. Hany kilométer 1 parszek?

(A Fold—Nap kozéptavolsag kb. 149,6 millié km.)

Egy 90 cm-es fondlon lengd pontszer( test két szélsé helyzete kozétti tavolsag 20 cm. Mekkora szoget zar
be a fondlinga a két szélsé helyzet kozott?

Milyen magas hegy tetején all az a 28 m magas kilatétorony, amelynek aljat 13,2°-os, tetejét 13,6°-0s emel-
kedési szog alatt latni?

Egy koriv alakd hid gorbuleti sugara 200 méter, nyilasmagassdga 20 méter. Mekkora a két hidpillér tavol-

5
saga, és milyen hosszi a koriv? (A gorbleti sugdr a korivet tartalmazé kor sugara.)

A

Egy kilat6 aljarél a vele éppen szemkozt all6, széles és lapos éplilet homlokzata 38°-0s (vizszintes) lat6-
szogben latszik. Felmegyiink a kildté 25 méter magas tetejére. Innen mekkora szégben latjuk az épllet
homlokzatat? A kilaté és az épllet tavolsaga 60 méter.

g 5
=
—) —

Adott két pont az O kezdépontl koordinatasikon: A(=5; 8) és B(11; 4).

a) Mekkora szoget zar be az x tengellyel az a= OA és b= OB vektor egyenese?
b) Mekkora szoget zar be az x tengellyel a 3a — 2b vektor?
¢) Mekkora az AOB<?

7. K1

Egyenld szarG trapéz alakd foldtertlet alapja 320 m, szarai 210 m hosszlak. Az alap és a szérak bezart
szdge 75°. Hany hektdr a teriilet nagysaga?

Egy futballedzésen a jatékosok a palyan olyan e egyenes mentén allnak fél, mely az alapvonalra merélege-
sen all, de nem metszi az AB gélvonalat. A jatékosoknak a kapuhoz kézeledve egy kedvezé P pontot kell
megtalalniuk, ahonnan az tires kapura kell rarGgniuk a labdat. Melyik P ponthoz tartozé @ ,16v8sz6g” a le-
hetd legnagyobb? Jeldlje C az e egyenes és az AB alapvonal metszéspontjat. Mekkora @, haAC = d = 5 m,
ésa kapuAB = h = 7,32 m széles?

Két egyenes glla testmagassaga egyarant 10 cm. Az egyik gila alapja egységsugard korbe irt négyzet, a ma-

siké egységsugari korbe irt szabélyos hatszog. Melyik gila oldaléle zar be nagyobb szoget az alaplappal? Me-
lyik glla oldallapja zar be nagyobb szoget az alaplappal? Mekkordk a kilonbségek?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény Il. 2614-2695.
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33. TOMPASZOGU HAROMSZOGEK

Ebben a leckében kiterjesztjiik a szogfliggvényeket. Eddig derékszogli és hegyesszogli haromszogek al-
kotdelemeit szamitottuk ki (oldalak, szogek), most megvizsgaljuk, hogyan tudnank tompaszogli haromszo-
gek alkotérészeit meghatarozni. Ehhez definidljuk a derékszog és a tompaszog szogfliggvényeit.

TOMPASZOG ES DEREKSZOG SZINUSZA

A sin @, cos a, tg a értékeket kordbban derékszogl ha-
romszogek segitségével, hegyesszogekre definidltuk. A harom-
szog teriiletképlete 7 hegyesszog esetén a szokdsos jeldlésekkel

. , __absiny . . .

a teriletképlet t=—"5—", tompaszégd 7 esetén pedig
in(180° — . . o

t= absin( 280 7 alakd. Természetes gondolatnak ttinik a sin

7 =sin (180° — 7) tompaszogl kiterjesztés, hiszen ekkor a képlet
egységes alakd lesz.
(Az 4dbran az s stlyvonal felezi az ABC haromszog teriiletét.

NV
NV

a-s-sin(180°—¢) _ a-s-sing
,, azaz 2 = 2 )

t,=t

Ha pedig 7 = 90°, akkor a képletbdl t = M+%; a derékszogli haromszog terilete t = az_b/ igy a

sin 90° = 1 kiterjesztés tlinik kézenfekvének. (Ekkor sin 90° = sin(180° — 90°) is teljesdil.)

A szamoldgépiink is ennek megfeleléen ,szamol”. Kozelité értékekkel pl. sin 40° = 0,6428 = sin 140°,
sin 125°=0,8192 = sin 55°, sin 90° = 1 stb.

A kovetkezé fejezetben tetszéleges forgdsszog (tetszGleges nagysagu, eljeles szog) szogfuiggvényeit de-
finidljuk majd. Most csak azt mutatjuk meg, hogy a tompaszogl kiterjesztéssel a kordbban latott geomet-
riai tételek érvényben maradnak.

Tetsz6leges haromszogben érvényes a trigonometrikus teriiletképlet: t =

absiny
=

y<90° €
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Az AT C,-ben,
ha y hegyesszog m_=bsin y;
ha y derékszog ~ m_=b = b sin 90%;
ha y tompaszég ~m, = b sin (180° - y) = b sin 7.

s am .
Tehat mindharom esetben t = >t = abgn 4]

Tétel

Tetsz6leges haromszogben érvényes a haromszog oldala, a szemkozti szoge és a koralirt korének

sugara kozti osszefliggés: a = 2R sin a.

Bizonyitas

— A hegyesszog esetén korabban mér belattuk.

— Ha a = 90°, akkor az a oldal a hdromszog korulirt korének az at-
mérdje, vagyis 2R lesz. Mivel sin 90° = 1, ezért a tétel érvényes
marad.

— Tompaszog esetén vegylink egy A" pontot a kordlirt kor A-t nem tar-

talmazé BC ivén. Mivel ABA'C hirnégyszog, ezért az A'CB ,-ben az
A'-nél 1évE 180° — & sz6g hegyesszog, igy a = 2R sin (180° — ).
Tehat a sin @ = sin (180° — @) miatt a = 2R sin @ ekkor is igaz.

Végul megmutatjuk, hogy a szinusztétel is minden hdromszogre igaz (rogton harom oldalra és szogre
mondjuk ki).

Szinusztétel

a:b:c=sina:sinf :sin 7. (A szokasos jeloléseket hasznalva.)
Barmely hdromszogben az oldalak hosszanak aranya megegyezik az oldalakkal szemkozti szogek szi-
nuszainak aranydval.

A haromszog oldalait kifejezhetjiik a kortlirt kor sugardval: a : b : ¢ = 2Rsin @ : 2Rsin 5 : 2Rsin y =
= sin & :sin f : sin 7. Az allitast tetsz6leges haromszogre igazoltuk.

Megjegyzés
Feladatmegoldasok soran altalaban csak két oldal aranyéra alkalmazzuk a tételt.

Egy hdromszogben a =5, @ = 67°, f = 106°. Mekkora a b oldal?

Megoldas
asinf _5-0,9613

A szinusztételbdl: b = sne ~ 0,9205 =~ 5,22.
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Egy hdromszogben a =5, @ = 67°, b = 5,22. Mekkora a f§ sz6g?

Megoldas
bsina _ 5,22-0,9205
5

A szinusztételbdl: sin 8 = ~

- ~0,961.

Szamolégép vagy fliggvénytablazat segitségével visszakeresve j6 kozelitéssel: S = 74°-ot
kapunk.

Ha egy haromszogben egy szognek csak a szinuszat ismerjuk, akkor mindig két eset le-
hetséges, a szog vagy hegyesszog, vagy az ezt kiegészité tompaszog. Hogy valéban létezik-
e a hdromszog, aztaza <b < c < a < < y Osszefliggés segitségével donthetjiik el. Ami
azt jelenti, hogy nagyobb oldallal szemben nagyobb szognek kell lennie!

A helyes megoldas tehat: 5 ~ 74° vagy 5 ~ 106°.

Mindkét esetben a < b és @ < f3 teljesul. (Azért kaptunk két megoldast, mert a hdromszogben két oldal
és a kisebbik oldallal szemkozti szog volt megadva.)

Egy haromszégben a =5, b = 5,22, f = 106°. Mekkora az a sz6g?

Megoldas
asinff _5:0,9613

A szinusztételbdl: sina = b~ 522

Ebbdl @ = 67° vagy @ = 113°-ot kapunk.
Lehet, mégsem figyeltiink eléggé: ha @ ~ 113°, akkor két tompaszoge van a haromszognek!

~ 0,9208.

Az egyetlen helyes megoldésa: @ ~ 67°.

Gondoljuk végig, milyen 6sszefiiggés van a 2. és 3. példa eredményei és a haromszogek egybevagosa-
ganak alapesetei kozt!

A 2. példaban két oldal és a révidebb oldallal szemkozti sz6g adott. Nem véletlen, hogy ilyen egybeva-
goségi alapeset nincs! Ezen adatok nem hatdrozzak meg egyértelmiien a haromszoget.

A 3. példaban a két oldal és a hosszabbik oldallal szemkozti szog mar egyértelmiien meghatérozza a ha-
romszoget. Visszagondolva a szerkesztési feladatokra, a 2. példéhoz hasonl6 esetben, azaz ha adott a, b és
@ < 90°, akkor 0, 1 vagy 2 megoldést kaphatunk. Most mar elvégezhetjiik ennek a szerkesztésnek a pon-
tos elemzését (adott a, @ és b):
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A szerkesztésnél felvessziik el6szor a CA = b oldalt, a B pont szdmdra két vonalunk lesz: a C kézéppont
a sugari kor és a CA-ra az A-nal mért o sz0g szogszara.

— Nincs megoldés, haa < b-sin a.

— Egy megoldas van, haa =b-sin a vagy a = b.

— Két megoldas van, hab-sina@ < a < b.

B
Egy 30 méter atmérdjti, kor alaki medence szélén egymashoz csat- \
lakoz6 egyenes kotelekkel — az abran lathaté médon — két részt elkeri-
tettek kisgyerekek szamdra. A kotelek hossza AB = 16 méter és
BC = 20 méter.
a) Mekkora a két pancsolémedence t, és t, teriilete? A
b) Mekkora az AC tavolsag?

A

Megoldas

a) Az AB har altal hatérolt korszelet ¢, teriletét megkapjuk, ha az AOB korcikk te-
riletébdl kivonjuk az AOB haromszog teriletét. Ezért elészor az AB hirhoz tartoz6
2a kozépponti szoget szamitjuk ki.

Az AB hurhoz tartozé kertileti szog fele a kozépponti szognek: AEB<L = . Jeldlje
a kor sugarat r, ekkor a tanult tétel szerint AB = 2r-sin a. Innen sina = % = %,
@ ~ 32,2° (@ hegyesszog), 2a ~ 64,4°. (Ugyanezt az eredményt kapjuk az AOF de-
rékszogli haromszogbdl is, ahol F az AB hdr felez6pontja.)

o

64,4
Az AOB korcikk teriilete 7/~ =~ 126,4 m2. Az AOB haromszog teriilete
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360°
— példaul a trigonometrikus teriiletképlettel — rzsmzizl" ~ 101,5 m*. A kisebbik
korszelet teriilete tehat t, ~ 126,4 — 101,5 = 24,9 m”.
Hasonl6an jarunk el a BC hir esetében is. A kozépponti szog felére sin 5 = % = %, innen =~ 41,8°
(B hegyesszog), és 28 ~ 83,6°. t, = r’m- 22’8: e sir1283,6° ~ 52,3 m’

b) Ismerjiik az ABC haromszog két oldalat és egy szogét is: ABC<L = 90° — @ + 90° — B = 106°. Sajnos
a két oldal és a kozbezart szog ismeretében — eddigi tudasunkkal — nem tudjuk meghatarozni a haromszog
harmadik oldalat, nem tudjuk felirni a szinusztételt. (Hasonl6 esetben a koszinusztételt hasznaljuk, ezzel a
kovetkezd leckében foglalkozunk.)
AOCK = 2a + 2f = 148°. Az AOC haromszogben is két oldalt és a kozbezart szoget ismerjik, de észre-
vehetjiik, hogy ez a haromszog egyenl6 szart (AO = OC = r), és igy kiszamithatjuk az alapon fekvé szogeit:
180°— 148°

OACL = OCA< = ——————— = 16°. Most mar alkalmazhatjuk példaul a szi-
Fogalmak
; ) a AC r szinusztétel;
nusztételt az AOC haromszogben: sin148° ~ sin16°" trigonometrikus

) tertiletképlet.
r-sin148°

AES sin16°

~ 28,8 méter a keresett tavolsag.
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FELADATOK

m Hatdrozzuk meg a 2. példa hdromszogének harmadik oldalat! A

A 3. példa utani szerkesztési feladat elemzését végezziik el @ = 90° és 101

a > 90%setén!
Vagyis egy haromszogben a > b és a = 90° (illetve @ > 90°). Szerkesszik
meg a haromszoget!

szog alaki kotélzettel négy részre osztottak fel dgy, hogy BC = 40 méter és
az A pont tavolsaga BC-t6l 10 méter. Szamitsuk ki a medence atmérdgjét és
a négy teriletrész nagysagat!

Egy tipikus tdvolsagmérési eljaras lathat6 az abran.

A 4. példaban szereplé kor alaki medencét az ABC egyenld szar( harom-

Egy folyé tilpartjan kijeloliink egy A pontot, az innensé partjan pediga B és
C (hozzaférhetd) pontokat. Megmérjiik a S és 7 szogeket, valamint a BC ta-
volsdgot. Hogyan hatarozhatjuk meg ezekbdl az adatokbdl a folyé szélessé-
gét és példaul az AB tavolsagot?

(Konkrét adatok: 8 = 30°, y = 110°, BC = 40 méter.)

Egy északi iranyba tarté hajo Gtjahoz képest 50°-0s szogben, 200 km-re fekszik egy sziget. A szi-
geten 160 km tavolsagbol érzékelik a tengeri jarmUiveket. Mennyit kell még északi iranyban ha-
ladnia a hajonak, hogy érzékeljék a szigeten?

Egy hdromszdg hdrom csticsa A(-10; 8), B(5; 4) és C(0; 0).

a) Mekkora szoget zarnak be a haromszog oldalai a koordinatatengelyekkel?

b) Igazoljuk, hogy a hdromszég tompaszogti!

c) A C cslicsbél hizott szogfelezé az AB oldalt D-ben metszi. Adjuk meg D koordinatéit, és
szamitsuk ki az ACD szoget!

B Andrés a kovetkezé hézi feladatot kapta.
,Egy haromszog két szomszédos oldala AB = 10 cm és AC = 8 cm
hosszl. A haromszog teriilete 20 cm?. Milyen hosszi a BC oldal?”

A teriletképletbdl M=20 felirdsa utdn  Andras

sina = %-et, azaz @ = 30°%-ot kapott. Az ACD fél szabalyos

haromszégben CD = 4 cm, AD = 443 = 6,93 cm és igy
BD = 3,07 cm. Ezutan a BDC haromszdgben felirt Pitagorasz-tétel mar megadja AC hosszat.
Anna szerint azonban a megoldas bonyolultabb. Mire gondolhatott?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény Ill. 2937-2945, 2949-2955.

155




IV. TRIGONOMETRIA

34. A KOSZINUSZTETEL. A TOMPASZOG KOSZINUSZA

A szinusztétel utan a leckében megismerkediink a koszinusztétellel is. Ha adott egy haromszog szogei és
oldalai kozul hdrom flggetlen adat, akkor ezzel a két tétellel mar meghatérozhatjuk a tobbi hidnyz6 adatat.

Egy haromszog alaki telek oldalai 130 m, 140 m és 150 m. Mekkora a telek teriilete?

Megoldas

A szinusztételt kozvetlenll most nem hasznalhatjuk, mert a haromszog egyetlen szogét sem ismerijiik.
Egy lehetdség a Héron-képlet alkalmazdsa, de ezt nem mindenki ismeri. Tovabbi segitségre van sziiksé-
giink.

Ha a haromszog harom oldalat vagy két oldalat és az oldalak bezart szogét ismerjlk, akkor a szinuszté-
tellel nagyon bonyolult az ismeretlen oldalak és szogek meghatarozasa. A koszinusztétellel ezeket kozvet-
lentil kiszamithatjuk.

Koszinusztétel

Barmely haromszogben c? = a? + b* — 2ab - cos 7. (A szokasos jeloléseket hasznalva.)
A szimmetrikus Osszefliggések: a*> = c? + b>—2cb - cos@ és b?=c* + a>—2ca - cos [5.

A tételt el6szor y hegyesszog esetén bizonyitjuk (elsé dbra).

7 =90° =T, 7>90° T,

Az AT C és AT B derékszog(i haromszogekben felirt Pitagorasz-tételekbdl

m? = b*— x*

2 _
a
Atalakitasok utdn ¢ = (a — x)2 + b> — x> = a + b? — 2ax, s mivel x = b-cos 7, készen vagyunk:
c?=a’+ b*>— 2ab-cos 7.
Tompaszog(i haromszog esetén (harmadik dbra) BT = a + x, a médsodik egyenlet m ? = c¢? — (a + x)? lesz,
a jobb oldalak egyenléségébdl pedig c? — (a + x)? = b2 — x? adédik. Az atalakitasok utdn ¢ = a2 + b? + 2ax,
s mivel most x = b - cos(180° — 7), a tétel ¢ = a? + b?> + 2ab - cos(180° — y) alakd.

,(» @ jobb oldalak egyenlék: ¢* — (a — x)* = b* — x*.

m?=c*—(a—x)
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Ha a trigonometrikus teriletképlethez vagy a szinusztételhez hasonl6an egységes formdji koszinuszté-
telt szeretnénk (tehdt olyat, ami tompaszogli haromszogre is igaz), akkor a két eredmény utolso tagjait kell
osszehasonlitanunk. A —2ab-cos 7 = 2ab-cos(180° — 7) egyenldség csak akkor teljestilhet minden
0 < y < 180° esetén, ha cos(180° — y) = —cos 7.

lly médon tehat tompaszog koszinuszat is értelmezhetjiik.

Ha y tompaszog, akkor sin y = sin(180° — ) és cos y = —cos(180° — 7).

Hogyan tudnank derékszog koszinuszat értelmezni?

Ha 7y = 90°, akkor a koszinusztétel c? = a* + b? — 2ab-cos 90° alakd, mig a Pitagorasz-tételbdl
c? =a? + b2 Igy a cos 90° = 0 kiterjesztés t(inik kézenfekvének, és ekkor cos 90° = —cos (180° — 90°) is
teljesdil. (A masodik abran x = b - cos 90° = 0 ennek megfeleléen.)

Megjegyzés
A Pitagorasz-tétel a koszinusztétel 90°-hoz tartoz6 specidlis esetének is tekinthetd.

A kiterjesztés ,josagat” megerdsiti a pitagoraszi dsszefliggés, hiszen derékszog és tompaszog esetén is ér-

vényben marad: sin? 90° + cos? 90° = 1 + 0 = 1, illetve y tompaszogre sin?> y + cos? y =
= sin? (180° — 7) + (—cos(180° — y))2 = 1. (Az utébbi egyenletben mar hegyesszogek szerepelnek.) Es végiil
a szamolégépunk is hasonléan ,szamol”: kozelité értékekkel pl. cos 50° = 0,6428 = —cos 130°,

cos 110° = —0,3420 = —cos 70°, cos 90° = O stb.

sina

A tga = - - Osszefliggés felhaszndldsaval a = 90° 90° < @ < 180°
tablazatba foglalhatjuk az eredményeinket. A szog- sin & 1 sin(180° — @)
fuggvények értékei derékszog és tompaszog esetén:

cos a 0 —cos(180° — a)
tg @ nem értelmezziik —tg(180° — @)

Térjiink vissza az 1. példa megoldasahoz!

A koszinusztétellel kiszamithatjuk a hdromszog egyik szogét, majd a trigonometrikus te-
riletképletet alkalmazzuk. Példaul a két leghosszabb oldal bezart szogét a-val jelolve: 150 130
130?=140%+ 150> —2-140-150-cos @, innen 2 - 140- 150 - cos @ = 140? + 1502 — 1302,
_ 140>+ 150°— 130 _
Cos & = T A GO #

. -si ° 140
140 15025m 53,13 ~ 8400 (m?).

Innen @ = 53,13°, és a haromszog terilete t =

(Igazolhato, hogy a kapott eredmény pontos érték.)

Szamitsuk ki az eléz6 lecke 4. példdjaban (medencék felosztasa kotelekkel) kérdezett AB tavolsagot a
koszinusztétel segitségével!
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Megoldas

A példaban kiszamitottuk az AB = 16 m és BC = 20 m oldalak bezart sz6gét, ABC<L = 106° volt. A ko-
szinusztételbdl AC> = 16* + 20 — 1-16-20- cos 106° = 832,4, igy AC = 28,9 m. A kerekitési pontatlan-
sagtol eltekintve (természetesen) ugyanazt az eredményt kaptuk.

Az ABC ,-bena =5, b =4 és y = 57°. Mekkora a c oldal és az @ és f§ sz6g?

Megoldas

Mivel két oldal és a koztik lévé szog adott, eldszor a koszinusztételt alkalmazhatjuk:

C2=52+42_2.5.4.cos57°~ 41— 40- 0,5446 ~ 19,214, ebbél c ~ 4,38.

Most mar ismertink 2 oldalt és az egyikkel szemkozti szoget, ezért szinusztétellel is folytathatjuk, de ma-
radhatunk a koszinusztételnél is.

Mi alapjan dontstink? Mindkét tétellel dolgozhatunk, mindketté esetén az egyik ismeretlen sz6g szog-
flggvényét kapjuk, abbdl kell meghatérozni a szoget. A korabbi példakbdl is latszik, hogy a haromszog egy
szogének szinusza Gnmagaban nem hatarozza meg a szoget, mig koszinusza igen.

Hasznéljuk a koszinusztételt! Csakhogy nehezebb vele szimolni. Jobb lenne a szinusztétellel! Megold-
hat6, hogy szimunkra elényds médon hasznéljuk? Valaszoljunk a kévetkezé kérdésekre:

— Hany tompaszog lehet egy haromszdgben?

— Melyik oldallal szemben lehet tompaszog?

— Tudva, hogy a szog tompa- vagy hegyesszog, a szinusza egyértelmiien meghatdrozza a szoget?

Ezekbdl latszik, hogy hasznédlhatjuk a szinusztételt és a hibazast is kizarhatjuk, ha nem a leghosszabb ol-
dallal szemkozti szoget akarjuk vele meghatarozni. Ekkor csak a hegyesszogli megoldds lehet j6. Igy folytatjuk
a megoldast. Mivel a leghosszabb oldal az a, b-re és c-re irjuk fel a tételt, melybdl:

S bSICn}' 4 2:23387

Tehat a haromszogben ¢ =~ 4,38; a = 73° és f = 50°.

~ 0,7659, B ~50°, a=180°—(50°+ 57°)= 73°.

A nyilvanos tereken, épiileteken vagy a templomtornyokon elhelyezett

toronyérak mutatéi meglepSen nagyok lehetnek.

a) (prébaérettségi feladat, 2015.) Egy templom nagyméret(i toronyora-
jan a kismutaté 56 cm, a nagymutaté 92 cm hosszd. Mekkora a mu-
tatok végpontjainak a tavolsaga 6 éra 10 perckor?

m b) Milyen hossztak annak a toronyérdnak a mutatoi, amelyek végpont-

jainak tavolsaga 3 érakor 30 cm, 8 6rakor 36 cm?

Megoldas

a) A nagymutaté 1 6ra alatt 360°-ot fordul el, 10 perc alatt 60°-ot, igy ek-

c s s
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360°
12

taté bezart szoge 180° — 60° + 5° = 125°.
Ha d jeloli a keresett tavolsagot, akkor a koszinusztételbél d* = 922 + 562 — 2-92 - 56 - cos 125°,
innen d = 132,3 cm a mutat6k végpontjainak tavolsaga.

= 30°-ot fordul, igy 10 perc alatt % = 5%ot haladt 6 6ra 6ta. A két mu-

a kismutaté 6ranként

b) A mutatok bezart szoge 3 érakor 90°, 8 6rakor 120°. Ha a és b jeloli a mutaték hosszat cm-ben, akkor
a Pitagorasz-tételbdl a? + b* = 30?, a koszinusztételbdl a® + b> — 2 -a- b - cos 120° = 362 kovetkezik.

A két egyenlet kiilonbségébdl —2-a-b - cos 120° = 362 — 30?, atalakitva a-b = 396 kovetkezik.

396 396 \?

(2°)

Visszahelyettesitjik b = =2=-t az els6 egyenletbe: a* + = 30° = a*—900a? + 156 816 = 0.

a
Ez az egyenlet (a)-ben masodfokd, gyokei 663,7 és 236,3.
A pozitiv gyokoket megdrizve a, = 25,8 cm és a, =~ 15,4 cm. Ha a jeléli a kismutatét,
akkora =~ 15,4 cm és b =~ 25,8 cm a mutaték hossza. (Az egyenletrendszer szimmetrikus
volt az (a, b) véltozokra.)

Fogalom
koszinusztétel.

A

FELADATOK
m Oldjuk meg az el6z6 lecke 5. feladatat (északi iranyba tarté hajo) a koszinusztétel segitségével!

Egy vasitallomasrol kiindul6 két egyenes vasiti nyomvonal bezart szoge 70°. Az allomésrél egy-

. o P - km . km
szerre indul mindkét nyomvonalon egy-egy szerelvény, atlagsebességiik 24 T illetve 28 T
Mekkora lesz a két szerelvény tavolsaga 2,5 6ra mulva?

Az ABC haromszog két oldala AB =12 cm és AC = 14 cm hossz(, tertilete 42 cm?. Milyen hosszU
lehet az A csticshoz tartozé stlyvonal?

kordk a négyszog atloi és szogei?
Adottak az A(10; 3), B(-1; 6), C(-3; =3) pontok, és jelolje O az origdt.

a) Jelolje S a haromszog stlypontjat. Mekkora szoget zar be az x tengellyel az OS vektor egye-
nese?

b) Mekkora szoget zér be az x tengellyel a 2a — 3b + c vektor egyenese? (a, b, ¢ az adott pontba
mutaté helyvektorok.)

¢) Szamitsuk ki az ABC haromszog teriletét a trigonometrikus tertiletképlettel, illetve annak fel-
hasznadlasa nélkil!

d) Szamitsuk ki az ACB szbget a koszinusztétel segitségével, illetve annak felhasznalasa nélkal!

Az ABCD négyszdgben AB = 24 cm, BC =16 cm, CD = 14 cm, AD = 12 cm, BAD < = 42°. Mek-

2SI Andras a kivetkezd hazi feladatot kapta.
,Egy deltoid két szomszédos oldala AB = 18 cm és BC = 24 cm hosszi. Milyen hosszi a deltoid
AC atléja, ha tertilete 216 cm?2”
Andrés szerint a megoldas konnyd. Az AC atlé egyenese szimmetriatengely, ami a teriletet felezi.
Az ABC haromszdgben felirhatjuk a trigonometrikus tertiletképletet, ebbdl éppen ABC<L = 30°
adodik. Ezutan az ABC haromszogben felirt koszinusztétel mar megadja AC hosszat.
Anna szerint azonban a megoldas nem ilyen egyszer(. Mire gondolhatott?
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7 E1 Egy hirnégyszog négy o!dalénak hossza sorban 11, 14, 15 és 16 egység.
a) Mekkora a két legrovidebb oldal altal bezart szog?
b) Szamitsuk ki a négyszog koré irt kor sugardnak hosszat!

m Az ABCD trapéz alaka foldteriilet (AB||CD) oldalainak hossza AB = 230 m, BC = 120 m,
CD = 100 m és DA = 50 m. A tulajdonos a BD egyenes keritéssel két részre osztja a foldteriiletet. Milyen
hosszu a kerités, és mekkora a két rész terilete?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgydjtemény Ill. 2976-2987, 3005-3017.

35. A SZINUSZ- ES KOSZINUSZTETEL
ALKALMAZASA

A leckében gyakoroljuk a tertiletképlet alkalmazasat, a szinusz- és a ko-
szinusztétel hasznalatat, és pér szerkesztésen alapulé egyszer(ibb megol-

BE- & E BEE - A
dést is lathatunk.

L e

ENNT—
Ik EKG-gorbe
1. példa

Az ABC haromszog oldalainak hossza AB = 10, BC = 12, AC = 5 egység.

a) Milyen hosszi a BC oldal felez6mer6legesének a haromszogbe esé szakasza?
b) Milyen hosszi az A csticsbdl hizott szogfelezé?

Megoldas

a) Jelolje a BC oldal felez6pontjat F, és a
felezé meréleges metssze az AB oldalt a
D pontban. Egy megoldasi lehetéség,
ha el6szor kiszamoljuk CBAL = f-t,
majd a BFD derékszogli haromszogben
meghatdrozzuk FD-t.

A hagyomdnyos jeloléseket alkal-
mazva az ABC haromszogben felirjuk a
koszinusztételt:

b*>=a*>+c>—2-a-c-cosf,

2 2 40
% = 0,9125, és [ = 24,1°. A BFD haromszogben tg S =

DF
BF ’
DF = BF - tg 8. Mivel BF = 6 cm, igy DF = 6 -tg 24,1° = 2,69 cm a keresett szakasz hossza.

innen cos 8= ebbdl
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b) Els6 megoldas: Jelolje az AE szogfelez6 hosszat f (abra). El&szor meghatarozzuk az ABC hdromszog-
ben a-t, ebbdl %-t, majd felhasznélva az a) feladatban kiszamolt 5-t, a BEA haromszogben alkal-

mazzuk a szinusztételt. (Ismertink egy oldalt és két (harom) szoget.)
2 + 2 2

A koszinusztételbdl a> = b2 + ¢2 — 2-b-c-cos @, innen cos @ = ﬁ = —0,19,
@~ 101,0°, 5 ~ 50,5° BEAS = ¢ = 105,4°,
- . , f _ ¢ _c-sinf
Most mar felirhatjuk a szinusztételt: — =—— azazf=-——"—= 4,24 cm.
sinf  sing sin @

2R 2 . 2 2 .. BE _ BA _ 2 . . 2
Masodik megoldas: A szogfelezé-tétel szerint FEC= AC =1 /lgyBE=8cm.A szogfelezd hosz-

szat [ felhasznalasaval egy 1épésben kiszamithatjuk az ABE haromszogben felirt koszinusztétellel:
f2=1024+82—2-10-8-cos 24,1° = 17,95, s innen f =~ 4,24 cm.

Vannak tovabbi megoldasi lehetdségek is. Példaul 5-t és a-t sem kell felhasznalnunk, ha a BEA és CEA
haromszogekben a ¢ és (180° — @) szogekkel irunk fel két koszinusztételt. Ekkor két egyenletet kapunk két
ismeretlennel (¢, f), amiket mar meghatdrozhatunk. (Persze ekkor felhasznaljuk a szogfelez6-tételt, mert BE
és EC hosszat ismerntnk kell.)

Két ontoz8berendezés tavolsaga 8 m, hatésugaruk 6 m, illetve 4 m. (Ekkora sugard kor alakd terdletet
tudnak megontozni.) Egylttes miikodés esetén mekkora tertiletet ont6z meg legaldbb az egyik berendezés?

Megoldas

A feladat matematikai modellje szerint két metszé korbdl allé alakzat teriiletét kell meghataroznunk, ezt
pedig legegyszertibben gy tehetjik meg, hogy a két kor tertiletének 6sszegébdl kivonjuk a kétszer szamolt
kozos rész tertletét. ElGszor a korcikkek BAD<L és BCD<L kozépponti szogeit szamitjuk ki.
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Az 4bra szerinti jeloléseket haszndljuk. A BAC haromszogben a koszinusztételbdl:
d+ R —r* _ 8°+6°— 4> _ 84

2 _ 2 2 _ = i ~ ©
r*=d*+ R*=2dRcosa = cosa = 2dR =~ 586 95 2290

A BAD korcikk kozépponti szoge 2a = 58°, terlilete % R*m =~ 18,22 m*. A BAD haromszog teriilete
R?-sin(2a)

5 ~ 15,26 m?. Az A kozéppontd kor BD hirhoz tartozé (kisebbik) korszeletének a tertilete

18,22 — 15,26 = 2,96 m*.
Hasonl6an szamithatjuk ki a C kozéppontd kor BD hirhoz tartozé (kisebbik) korszeletének a teriiletét.
. 2o T _d*+rrP—R_ 44 . O o . .
A koszinusztételbdl cos y = 2dr =54 innen y = 46,6°, 2y =~ 93,2°. A CBD korcikk teriilete

93,2
36
tartozo (kisebbik) korszeletének a tertilete 13,0 — 8,0 = 5 m2.

Legalabb az egyik berendezés (négyzetméterben szdmolva) 367 + 167 — 5, azaz kb. 158,5 m? tertile-
tet 6ntoz.

r*-sin(2y)
2

-r*m =~ 13,0 m?, a CBD haromszog teriilete ~ 8,0 m?, és a C kdzéppontl kor BD hidrhoz

2 . .
a) Igazoljuk a fliggvénytablazatban taldlhaté, haromszogek tertiletére vonatkozé t = Geellsiny

2sina
oOsszefuiggést! (Az oldalakat és a szogeket a szokasos médon jeldljiik.)

abc

iR (R a haromszog koré irt korének a sugara.)

b) Igazoljuk, hogy barmely haromszogben t =

Megoldas

. 2 . . 2 . .
absiny =& bsmyl ebbdl a b_ s!n,[)’ helyettesitéssel valéban t = a’sinBsiny adodik.
2 2a a sina

a)t= 2sina

absiny

b) A trigonometrikus tertletképlet t = 5

, ebbdl siny = % helyettesitéssel kapjuk az allitast.

Megjegyzés
Osszefliggést talaltunk a haromszog teriilete és korilirt korének sugara kozott. A képlet j6l hasznélhato,
érdemes megjegyezniink!

Egy haromszog teriilete t = 84, két oldala a = 13, illetve b = 14. Mekkora a kortlirt és a beirt kor sugara?

Megoldas

absiny
2

-bél: siny:ﬁz 2:84 _ 84 _ 12,

S ab_13-14_ 13-7 13’
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25
169

hetd el, hogy a két lehetséges érték kozil melyik lehet j6, vagy esetleg mlndkettovel tovabb
kell szdmolnunk?

Egyik lehetdség, hogy mindkettével szamolunk, és ha valamelyik érték nem lehetséges,
el6bb-utébb ellentmondast kapunk.

Egy masik lehet6ség annak vizsgalata, hogy a b, m,, a adatokbdl hogyan lehet hdromszo-
get szerkeszteni (mb =12, mertt = 84).

m, = 12 miatt a B pont az AC egyenestd| 12 tavolsagra van, azaz az AC-vel parhuzamos,
téle 12 tavolsagra lévé e egyenesen.

Az a = BC = 13 jelentése alapjan a B pont 13 tavolsagra van C-tdl, tehat egy C kozéppontd 13 sugart
kéron van.

A B pont az e egyenesre és a k korre is illeszkedik, ezért ezek metszéspontja. Két megoldas lesz, tehat
mindkét esettel szamolnunk kell.

a pitagoraszi tsszefliggésbdl: cos’y = 1 —sin’y = ésinnen |cosy|= 5 . Miként dont-

a) cosa =, igy ¢ =13"+147= 2-13-14- 2 =169+ 196 — 2- 145 = 225;
- _abc abc _ 13-14-15 _ 13-15_ 13-5 _ 65,
c=15 t=gpbolR= =" =26 ~ 4238’
2t 2-84 _2:84 _
t=rsbdlr= S =mitav1s= 22 = 4
Tehat a kordlirt kor sugara %, a befrt koré 4.
b) eset: cosa = _ﬁ Az a) esethez hasonléan szamolhatunk. Az eredmény:

c=+/505, R= 13¥505 ”2205z12/2, r~3,4.

Egy haromszog két oldala 6, illetve 9 egység hosszu, az éltaluk bezart szog 77°. Mekkora a harmadik ol-
dalhoz tartozé stlyvonal?

Megoldas

Els6 megoldas

a=6b=9,y=77° Kétoldal és a kozbezart sz6g adott: a koszinusztételt alkal-
mazzuk.

c?~36+81—108-0,225 = 92,7, c~9,63.

Hatdrozzuk meg még egy sz6gét a haromszognek! Mivel ¢ a leghosszabb oldal, mind-
egy, hogy a-t vagy -t szamitjuk ki, mindkett6 hegyesszog. A szinusztételbdl

e asiny ~ 6-0,9744

c 9,63

cos’a~1-0,3686 = 0,6314, cos @ = 0,7946.

~ 0,6071. Ebbdl, mivel @ hegyesszog,

Az ACF ,-ben: s2 = b+ (%)2— 2 ~b-%-cosa ~ 81+ 23,18 — 86,67 -0,7946 ~ 35,31; s_~ 5,94.
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Masodik megoldas

C
(Hogyan szerkesztenénk meg a hdromszdget?)
180°- ¥
A “é B Tikrozziink az AB oldal F_felezdpontjéra, C — C’". AC'BC paralelogramma, igy

C'BCL =180°-77°=103°, CC" = 2s..

CBC’ ,-ben felirjuk a koszinusztételt:

(2s,)? = a*> + b*— 2ab cos (180° - 7),

“ (252~ 36 + 81-108-(-0,225)~ 141,3,  25.~ 11,89, s ~594.
Megjegyzés

Az AB = c oldalhossz meghatarozasa utdn egy masik megoldasi lehetdség annak a tételnek az alkalma-
zasa, amely szerint barmely paralelogrammaban az oldalak négyzetosszege egyenlé az atlok négyzetossze-
gével: 2a? + 2b? = c* + (25 )*. (Az allitas az ACB és ACC” haromszogekben felirt, y és (180° — 7) szogeket
tartalmazo koszinusztételek tsszevetésébdl adédik.) A tétel bizonyitasa a 8. kitlizott feladat.

Adott a haromszog egyik oldala, az adott oldallal szemkoézti szoge, valamint a masik két oldal hosszanak
osszege. Mekkorak a haromszog oldalai és szogei? Adatok: a =9, @ = 60°, b + ¢ = 12.

Megoldas

Els6 megoldas

c =12 - b. Irjuk fel a koszinusztételt az a oldalra!

81=b2+ (12-b)>=2b(12-b)- 0,5,

32-36b+63=0, b2—12b+21=0, D=144-84=60,

b,,= 12E2¥1> _ 6415
Elég b = 6+ v15-tel szamolni, mivel b, + b, =12ésb + c =12, ezért b, és

b, lesz a haromszog kiszamitand6 két oldala. Mivel b a leghosszabb oldal, c-re és
a-ra frjuk fel a szinusztételt, amibdl

(6-v15)%3
9

csina _
a
Masodik megoldas
Ha a haromszog CA oldalanak meghosszabbitasara ramérjik az AB szakaszt,
akkor az ABB’ egyenl6 szarl haromszoget kapjuk. Ennek felhasznalaséval egy egy-
szerlibb megoldast adhatunk.

siny =

~0,2047, 7y~11,81°, B~108,19°

Ha a kiindulasi adatokbdl meg tudunk

valamit szerkeszteni, akkor azt ki is tud-
juk szamolni. Forditva ez nem igaz! Erre
j6 példa a déloszi probléma, mely a in(30°4 f) g
kocka térfogatanak duplazasat tdzte ki. sin a4 12 4y i« .sin b« A ’
Ehhez a 3/_28_t kellene Ewegszerkeszteni. sin30° ?_bd RRlineyd sin60° g_bOl etk ki
Euklideszi szerkesztéssel csak azokban az
esetekben szerkeszthetd, amikor a gyok-
kitevé 2 hatvany. Bévebben olvashatunk
a témarol az interneten. Megjegyzés

A szerkesztési ismeretekkel sok feladat megoldasat megkonnyithetjiik. (Eléfor-
dulhat, hogy nincs is més eszkoziink a megoldéshoz.)
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Ha ismerjuk két tereptargy tavolsagat, akkor pusztan szogek mérésével barmely masik két objektum ta-
volsagat meghatarozhatjuk, Ggy, hogy azoknak még csak a kozelébe sem kell menniink. Legyen
AB =a=1600 m. BAD< = a =72°, BAC<L =& =64°, ABC = f = 80° és ABD < = w = 68°. Hatdroz-
zuk meg a CD tavolsagot!

Megoldas

Meghatarozhatjuk az ABC haromszog oldalait. ACB<{ = ¢ = 36°, igy az dbra

C
alapjan felirhatjuk a szinusztételt: D
e _sinf e _ sin80° _ _
a~ sing’ 1600 ~ sin36°' €~ 268024
Meghatarozhatjuk az ABD haromszog oldalait. ADB<L = § = 36°, igy a szinusz- d
tétel a!apjan: ' Xz N
d_sinw d__sin68° ;_ 53579 A a=1600 m

a  sind’ 1600 sin40°’

Végil az ACD haromszogben a koszinusztételt felirva:

c?=e’+d?’-2-e-d-cosl@—¢e)=2680,7> + 2307,92 - 2-2680,7 - 2307,9 - cos8° = 259 398,6.

c=509,3 m.

Tehat csak az AB tavolsag ismeretében és az A és B pontokban torténé szogmérésekkel meg tudtuk ha-
tarozni két tavoli pont tavolsagat.

Igazoljuk, hogy barmely haromszog szogeire érvényes a
sin? @ =sin? B + sin? y — 2sin A sin ¥ cos @
Osszefliggés!

Megoldas

Az egyenldség a koszinusztételre emlékeztet. Tudjuk, hogy a = 2R-sin @, b = 2R -sin § és c = 2R -sin 7.
Behelyettesitve a koszinusztételbe kapjuk az igazolandé egyenletet.

A koszinusztételbdl: a? = b* +c> —2-b-c- cos a.

Behelyettesitiink: (2R -sin @)*> = (2R -sin §)? + (2R -sin 7)> =2 - (2R -sin /5) - (2R -sin y) - cos @, azaz

4R? -sin2 @ = 4R? -sin? B + 4R? -sin? y —2 - 2R -sin B - 2R -sin y - cos a.

Ha most osztunk 4R2-tel, a bizonyitand¢ allitast kapjuk.

(Hasonl6 szimmetrikus éllitast 5 és y esetében is megfogalmazhatunk.)
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FELADATOK

Az ABC szabalyos haromszog A cslcsat B-re, B csticsat C-re, C cslcsat A-ra tiikrozzik, igy az A’'B’C” ha-
romszoget kapjuk. Mennyi az A’B’C” és ABC haromszogek teriiletének aranya?
(Probaljuk szogfiiggvények segitségével és szogfiiggvények nélkiil is megoldani a feladatot!)

Igazoljuk, hogy barmely haromszogben t = 2R*sinasin Ssiny! (R a haromszog koriilirt korének a sugara.)

Sik terepen az A és B pontok kozotti tavolsag kiszamitasahoz a kovetkezé adatokat ismerjiik: Az A ponttél
100 méterre all6 gyarkémény az A pontbdl 45°-os, a B pontbdl 30°-os emelkedési szogben latszik. Az A pon-
tot a kémény aljaval 6sszekotd egyenes 60°-os szoget zar be az AB egyenessel. Mekkora az AB tavolsag?
Mi lehet a hiba az aldbbi levezetésben?

»Megoldas” (hibas):

Ha a kémény magassaga PT, ahol T az alapsikon van, akkor ATP egyenl6 szarG de-

rékszogl haromszog, igy PT = 100 méter magas a kémény. Mivel BTA egy szabalyos
100V3' héromszog fele, BT = 1003 méter.

Az ATB haromszogben AB = x bevezetésével felirjuk a koszinusztételt:

(1003 ) = 100>+ x> — 2100 x- c0os 60° < x — 100 - x — 20 000 = 0 <

4. E1

5. K2

aa

7. E2

B < x, = 200 vagy x, = —100.
Az oldalhossz negativ nem lehet, igy AB = 200 méter.

Mekkora az A, B és C kozéppontd korok dltal kozrezart tertlet, ha a korok
sugarai

a) Tcm,2cm,3cm;

b) 2 cm, 3 cm, 4 cm?

Egy konvex négyszog atléi e és f, bezart szoglk ¢. Igazoljuk, hogy tertlete t = efs%!

Az a és b vektorok 120°-0s szoget zarnak be egymassal, |a| =4, |b| = 5. Szamitsuk ki az a + b vektor hosz-
szat!

ad+p-7

R
= ¢? teljestl?
at+b—c ¢ J

Mit éllithatunk arrdl a hdromszogrél, amelyben az oldalak hosszara
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Bizonyitsuk be az 5. példa megjegyzésében szerepld paralelogramma-tételt: barmely paralelog-
rammaban az oldalak négyzetosszege egyenl6 az atlok négyzetosszegével. (A megjegyzésben se-

gitség is talalhato.)

Egy hirnégyszog oldalai adott kortiljarasi iranyban rendre 39, 52, 25, 60 egység hossztak. Mek-
kordk a négyszog szogei és atloi?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgytjtemény Ill. 218-231. oldal.

Garamvolgyi Aladar levele a Tisza aradasarél

— Engedelmével fel fogom az egész levelet olvasni. Tehat: ,Kedves batyam. A Tisza arja gyorsan emelkedik. Tokajbol
vett tudésitdsok szerint még mindig novekedd dradastdl tarthatunk. Ha még két labnyira né, a flizesi toltést éppen
a zsilipnél at fogja hagni, ha ugyan a zsilip addig kidllja, miutan mar eddig is inognak a levert c6l6pok. A mi vidé-
kiinkre ez belathatlan baj lenne, mert a Nagykunsag feld| a tdlparton erés védgatak vannak emelve, s igy a Tisza
arra nem onthetvén ki, olyan helyeket fog arjaval meglatogatni, amik még sohasem lattak arvizet: mint ezt mar
tobb helyen bamulva tapasztaljdk. Ha pedig e gdton attor a viz, batyam szériskertjéig meg nem all; még egy lab
emelkedéssel a juhaklokat is felveszi, s két ldbnyi aradéssal a szobakban van. Azért j6 lesz elévigyazati rendsza-
balyokhoz nydlni. Szerencsére a szériiskert erds fecskerakassal van keritve, s a haz el6tti kékerités is kidllja a pré-
bat, harom 1db magas tragyarakds koros-koril visszatartja az arvizet. Efelél rogton intézkedni tandcsos, mert ez a
mi védgatunk nagyon rosszul biztat. A kapukat tragyatoltéssel eltorlaszolni akkor is elég id6 lesz, amikor mar hire
fut a gatszakadasnak. Kérem efel6l a szomszéd urat is régton tudésitani, mert az 6 kastélya éppen hetedfél labbal
fekszik mélyebben, mint a batyam laka, s neki sokkal tobb oka van az 6nvédelemre.”

Doktor Crisak azt valaszolta erre a levélre, hogy az lehetetlen.

— De ide van frva, kérem aldssan — bizonyitd a kasznar, végigsimitva tenyerével a levelet. — [tt van.

— Elhiszem, hogy ott van; de azért lehet nem igaz.

— Micsoda? Hogy Aladér drfi ne mondana igazat? — szérnyedt fel Kampés uram. — Ah, tekintetes tr, akkor nem
tetszik &t ismerni.

— En nem mondom, hogy készakarva ir valétlansagokat, de csalédhatik, mint minden ember. Hiszen hol van
ide a Tisza?

— Hat mérfoldnyire. Igen, de a tenger meg szaz mérfoldnyire van, azért mégis megmondija Aladar Grfi, hany lab-
bal fekszik a mi tornyunk gombja magasabban a tenger szinénél. Aladar Grfi kitanult mérnok, kérem aldssan. Elsé
hénapban ezernyolcszaz forint fizetést kinaltak neki a Tisza-szabalyozasndl; ha 6 azt mondja, hogy arviz lesz a fa-
lunkban, hat akkor az lesz; mert Aladar arfi azt érti.

Doktor Grisak egyszerre mérnokkeé lett rosszkedvében.

— En is értem. En is tudom, mi az a nivelldlds. Nalunk Csehorszagban is vannak &rvizek.

Kampés uram rettenetesen sértve érezte erre a széra nemzeti biiszkeségét.

— Csehorszagban arvizek? Micsoda drvizek? Egy kis patak megdagad, ha nagy zapor esett, s elhordja a kis hi-
dacskakat; masnap megint helyére megy. Mi az egy magyarorszagi arvizhez képest! Azt tessék megnézni, mikor mi-
nalunk arviz van! Tenger az, amin galyazni lehet. Aztan akkor tessék beszélni csehorszagi arvizekrol.

(J6kai Mér: Az Gj foldesdr, XII: A kozos baj)
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i Emelt szint )

~ Ebben a'fejezetben elsdsorban a szogfliggvények altalanositasaval foglalkozunk. Nem csak a 0° és
] g 180° kozé es6 szogekre értelmezziik a szogfliggvényeket, hanem tetsz6leges nagysagl szogre. Ezekkel a
¥ hozzarendelésekkel Gjabb-érdekes fliggvényeket kapunk, amelyekkel az élet minden tertletén talalkoz-
hatunk. Lényegében minden ismétlédé (periodikus) mozgds-leirasdra ezeket, vagy az ezek 6sszegeként
megkaphato fiiggvényeket hasznaljuk.

I/ V {
k.
3
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36. A SZOGFUGGVENYEK ALTALANOSITASA

A hegyesszogek és tompaszogek szogfliggvényeivel mar megismerkedtiink,
szeretnénk ezt a definiciét kiterjeszteni tetszéleges nagysagl szogre.
Visszatekintés: A szogtartomany két kozos kezdSponti félegyenes éltal
hatérolt sikrész. A kozos kezdépontot (,0”) a szg csticsanak, a két félegye-
nest a sz0g szarainak, az altaluk hatarolt sikrészt szogtartomanynak nevezzuik. o
A szogfliggvények altalanositasa érdekében bevezetiink egy masik szog-
fogalmat.

A forgasszog: adott a sikon egy félegyenes, ez lesz a szog egyik szara. Ezt a félegyenest a kezdSpontja
korul elforgatjuk egy @ irdnyitott szoggel. (Pozitiv irany az 6ramutato jarasaval ellentétes irany.) A fél-
egyenes altal sdrolt sikrész lesz a szogtartomany, és az elforgatott félegyenes lesz a masik szogszar. A for-

gasszog nagysaga negativ és 360°-ndl nagyobb is lehet, ilyen esetben a félegyenes tobbszor is strolhatja
ugyanazt a sikrészt.

= 5 P

Az (j definiciénkat az @ sz6gli egységnyi hosszl helyvektor (e ) segitsé-
gével fogalmazzuk meg. Koordinatarendszeriinkben az i(1; 0) bazisvektort az
origb koriil @ iranyitott szoggel elforgatva kapjuk az e, egységvektort. Az
szOgli egységvektor végpontja mindig az origd kozéppontl egységsugard
koron van. Ez azt jelenti, hogy az altalunk vizsgalt szog egyik szara mindig az
x tengely pozitiv fele, a masik szdra pedig az @ szogli egységvektor meghosz- €
szabbitasa.

szOgszar

szOgtartomany

Y A

€,

Rajzoljuk meg a kovetkezd forgasszogekhez tartoz6 egységvektorokat!
0°, 60°, 180°, 300°, 420°, 360°, -60°, =180°.
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Megoldas

€

A

€5

e,

/N‘i

Y A

€%

€540°

S

e
e 300 00

A rajzon is lathaté, hogy bizonyos forgasszogekhez ugyanaz a vektor tartozik. Példaul:

e60° = e420°/ e180°

:e7

o € = €

B
Ll
N/ )
B

C
a

AOL

b C

170

€ = e300

0 3607 T-60

Tetsz6leges @ szogre igaz, hogy ha megnoveljiik a szog nagysagat 360°-kal,
akkor a hozza tartozé egységvektor nem valtozik.

e, =e, . .. ittaktetszéleges egész szamot jelenthet, hiszen a 360™-ot
akarhanyszor hozzaadhatjuk vagy kivonhatjuk.

Visszatekintés: Tetszéleges @ hegyesszog szogfliggvényeit a kovetkezd
moédon definialtuk.

Az a-szoget tartalmazé derékszogli hdromszogben

, a . . :  de o Atfc s s
sine =", azazsinae = a szoggel szembeni befogé és az atfogé hanyadosa,
cosq =_-,azazcosa = a szog melletti befogd és az atfogd hanyadosa,

tga = b’ azaz tg @ = a szoggel szembeni befogod és a sz6g melletti befogd

hanyadosa.6

Tetsz6leges « szog szogfliggvényeit az a-sz6gl egységvektor segitségével
definialjuk.

sin @ = az x tengely pozitiv felével a szoget bezaré egységvektor (e ) masodik koordinétdja.

cos @ = az x tengely pozitiv felével a szoget bezaré egységvektor (e ) elsé koordinataja.
Osszefoglalva: e, =

(cos @; sin a).
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sin o
sin o

Q
Oj

Az dbrankon lathaté derékszogli haromszogben az atfogod
egységnyi hosszlsagl, a szogfliggvény értékeket pedig tavolsa-
gokkal (szakaszok hosszaval) szemléltethetjik.

lgy sina = sw;a' = sin @ és cos @ = Co1sa/ = cos a.

Yy A

Lathat6, hogy az 4j definicié a hegyesszogek és tompaszogek

esetén ugyanazt az eredményt adja, mint eddig. e

<Y

O| cosa Q

e
@, ™
]
_/Q

A korabbi definicid kiterjesztése alapjan hatarozzuk meg a
0°,90°, 180° és a 270° szogfuiggvényeit:

e,.(1;0
e, (0; 1)
e, (-1;0)
€,,-(0; -1)

; 0), ez azt jelenti, hogy cos 0° = 1 éssin 0° = 0.

. (0; 1), ez azt jelenti, hogy cos 90° = 0 és sin 90° = 1 (6sszhangban a korabbi megdllapitasainkkal).
. (=1; 0), ez azt jelenti, hogy cos 180° = —1 és sin 180° = 0.

. (0; —1), ez azt jelenti, hogy cos 270° = 0 és sin 270° = —1.
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Mivel e (cos @, sin @) és

e,|=1,igy1 = sin"a+ cos’a, azaz 1 = sin* @ + cos’ a. A pitagora-

szi azonossag tehdt tovabbra is érvényben marad. Tovabba teljesiil, hogy

-1<cosa<1, —-1<sina=<T1.

Y A

1 sin o = sin (180°—a)

180"'—(:1

cosa O] cos (180°—a)

1

=Y

Kozvetleniil ad6do osszefiiggések:

Tetszdleges szog szogfliggvényeit visszavezetjiik a hegyesszo-
gek szogfliggvényeire.

Ha az @ szogli egységvektor a masodik siknegyedbe esik,
akkor tiikrozziik az y tengelyre.

A tlikrozés miatt a kapott vektor e . . Tehite ése . _
masodik koordinatdja megegyezik, és e, .  elsé koordinatdja
—T-szerese e, els6 koordinatajanak.

I. sin (180°— @) = sin @, cos (180°— @) = —cos @ (mellékszogek szogfliggvényei, ezeket korabban

mar lattuk).

Hasonl6an hatdrozhat6k meg a harmadik és a negyedik siknegyedbe esé egységvektorok esetén is

a szogfliggvények.

IL. sin (@ — 180°) = —sin @, cos (@ — 180°) = —cos a.
Ill. sin (360° — @) = —sin @, cos (360° — @) = cos a.

Y A

o 0
an

h
i
1
:

3600\7(1 1

COS &/ cos (0—180°)

sin o

A -
Lol
=cos (360°-a) x

<Y

ﬁ
Q cos a

Az eddigiek alapjan elmondhatjuk, hogy tetszéleges szog szogfliggvényeit meghatarozhatjuk, ha ismer-

juk a hegyesszogek szogfliggvényeit.
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A most megismert 6sszefliggések felhaszndldsaval hatdrozzuk meg a kévetkezé szogek szogfiiggvényeit!
Keresstink olyan hegyesszogeket, amelyeknek szogfiiggvényei megegyeznek az adott szogek szogfliggvé-
nyeivel!

a = 120°, 135° 210°, 240°, 300°, 315°.

Megoldas

Az |. bsszefliggés szerint:

cos 120° = —cos (180° — 120°) = —cos 60° = -0,5; cos 135° = —cos (180° — 135°) = —cos 45° = —@;
sin 120° = sin (180° — 120°) = sin 60° = @; sin 135° = sin (180° — 135°) = sin 45° = @
Y A Y A
1 sin 120° = sin 60° 1 sin 135° = sin 45°
e1zo” eeo‘
----- < 4 e‘u e45‘
! 1207 A N | :
| | | 1B5° N\ |
cos 120° O | cos 60° 1 ; cos 135°O| cos 45° ] ;

A ll. 6sszefliggés szerint:

cos 210° = —cos (210° — 180°) = —cos 30° = —Q; cos 240° = —cos (240° — 180°) = —cos 60° = -0,5;

2
sin 210° = —sin (210° = 180°) = —sin 30° = -0,5;  sin 240° = —sin (240° — 180°) = —sin 60° = —@.
YA y A
1 1
_____ ebUU
......... €50- sin 60° i
210° |sin 30° i 240° '
cos 210° 30° 1 = cos 240° 60° ' =
i O cos 30° 1 : i O/ cos 60 ] ;
! sin 210° i
P i sin 240°
e24(]’ -----
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A lll. 6sszefliggés szerint:

cos 300° = cos (360° — 300°) = cos 60° = 0,5; cos 315° = cos (360° — 315°) = cos 45° = @

’

sin 300° = —sin (360° — 300°) = —sin 60° = —@' sin 315° = —sin (360° — 315°) = —sin 45° = —@.

!

A Y A

\—\ \<
4

NS e e-ﬂ
| | |
sin 60 i sin 45° i
60° 1 3° | /45°\ } |1 -
300° O [\cos 300° = cos 60° . O cos 315° = cos 45°  x
sin 300° sin 315°

A szogek szogfliggvényeit megkaphatjuk szamologépek segitségével. Hasznalat elStt mindig ellendrizziik,
hogy a géptink fokban szédmoljon!

Hatdrozzuk meg sin 2022°-ot!

Megoldas

El6szor keressiik meg azt a 0° és 360° kozé esd szoget, aminek a szinusza megegyezik a 2022° szinu-
szaval! Tudjuk, hogy e, = e, . .. Ha a két egységvektor megegyezik, akkor a megfeleld szogfliggvények
is meg fognak egyezni. Ez azt jelenti, hogy

sina = sin (@ + k- 360°). Mivel 2022° = 5. 360° + 222°, ezért

sin 2022° = sin (5- 360° + 222°) = sin 222°.

Ez a sz6g a harmadik siknegyedbe esik, igy sin 222° = —sin (222° - 180°) = —sin 42° = -0,6691.

Ez az érték természetesen nem pontos. A trigonometrikus fliggvények értékeit altalaban négy tizedesjegy
pontossaggal adjuk meg. Legaldbb ekkora pontossagra szlikség van, ha azt akarjuk, hogy a szégek szinu-
szanak ismeretében magat a szoget percnyi pontossaggal tudjuk kiszamitani.

Az eddigiek alapjan nyilvanvald, hogy egy szog szinuszanak ismeretében nem tudjuk egyértelmiien meg-
mondani, melyik sz6grél van szé. Ha egy szog szinuszat ismerjik, az csak azt jelenti, hogy a neki megfelel
egységvektor masodik koordinatajat ismerjiik. Ezutdn még végtelen sok lehetéség van a szog megadasara.

Pihené

Egy teoldgiai vagy irodalmi vita hevében egy pohar bort I6ttyintenek egy urasag szemébe. A sértett szemrebbenés
nélkal igy vag vissza: ,Ez csak egy kitérd, uram, varom az érvét.” (A replika hése, egy bizonyos Henderson doktor,
1787 tajan hunyt el Oxfordban, e talalé szavakon kiviil nem hagyott rank mas emléket: szép és elégséges ez a hal-
hatatlansag.)

Borges: A sértés mUivészete (részlet)

JMM\MW
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Keressiik meg az dsszes olyan forgasszoget, aminek a szinusza 0,5!
Méshogyan fogalmazva: Oldjuk meg a sin x = 0,5 egyenletet, ha x tetsz6leges (forgas)szog!

Megoldas

Tehét ismerjiik a sz6ghtz rendelt egységvektor masodik koordinatajat.

Az y tengelyen megjelolhetjik ezt az értéket, és ha ide hidzunk egy v A
vizszintes vonalat, akkor ez kimetszi azon egységvektorok végpontjat az
egységkorbdl, amelyek nekiink megfelelnek. 1

Szamologépiink alkalmas arra, hogy egyetlen helyes szoget megadjon
nekiink eredményail. (A szogfliggvények inverzeit eltéré médon jellik a
gépek.)

Jelen esetben a szamol6gép kijelz6jén a 30° jelenik meg. Ha a
30°-hoz akarhanyszor 360°-ot adunk, ugyanezt az egységvektort kapjuk,
tehdt ezek a szogek mind megoldasok lesznek.

A masik megfelel6 vektor az y tengelyre vonatkozé tiikorkép, tehat

x = 180° — 30° = 150° is j6. Ehhez szintén akarhdnyszor hozzaad-
hatunk (vagy kivonhatunk) 360°-ot.

fgy x, = 30° + k- 360°, illetve x, = 150° + n- 360° lesz az 6sszes
megoldds, ahol k és n tetszéleges egész szamot jelenthetnek (réviden
keZésneZ).

€500 k360° €300 k3600

V3,

Keresstik meg az Gsszes olyan szoget, aminek a koszinusza — 5!

Masképpen: Oldjuk meg a cos x = — @ egyenletet, ha x tetsz6leges (forgas)szog!

Megoldas

: Yy A

Most a keresett sz6gh6z rendelt egységvektor elsé koordinatdjat is- : 1
merjiik. Ha ezt az értéket megjeldljik az x tengelyen, és ide egy fliggble- :
ges egyenest hizunk, akkor ez kimetszi az egységkorbél azoknak az egy- [
ségvektoroknak a végpontjait, amelyek megfelelnek. Szamolégépiink
segitségével megkapjuk az x = 150°-ot. Mivel az ennek a szognek meg-
felel6 egységvektor x tengelyre vonatkozé tikorképe is jo, ezért
x = 360° — 150° = 210° is megoldas. Ezek utan mér felirhatjuk a ,két-
szer” végtelen sok megoldast. €104 koo

x, = 150° + k- 360°%

x,=210° + n-360°, aholkeZ ésn € Z.

€500 4 k3600

=V

1/

ey

A szamologép a végtelen sok megoldashol csak egyet ad meg. Az 6sz-
szes tobbit nekiink kell meghatarozni az egységkor segitségével.
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A tg a ES ctg « ALTALANOSITASA

Atga = % az eredeti definicié kovetkezménye, ami tokéletesen megfelel, de ki kell kotnink, hogy cos @ # 0.

tga = Sina/haa¢90°+k- 180°, k e Z.
cosa

Az egységkor P(1; 0) pontjaba hizott érintéjét szokas ,tangens tengelynek” is nevezni, amelyen a po-
zitiv irdny az y tengelyével megegyezé.

Huazzunk egy egyenest, ami tartalmazza az e, egységvektort! Ez az egyenes metszi ki a tg @ értékét az
x = 1 egyeneshdl. (A szogfliggvény értéket eldjeles tavolsaggal szemléltethetjiik.)

y A ) v A .
1
E;
e i tga tgo
CAR I RN ,
) Q 1 X 1 X
e(],
3 3 A -~ A A Sln a = E = .
e Az abrén az OEQ OTPA, tehat cosq = 1 - 8@
Az eljeleket vizsgdlva lathatjuk, hogy az elsé és harmadik sikne-
n gyedben asin & és cos @ ugyanolyan eljeld, tehat a hdnyadosuk pozitiv.
A masodik és negyedik siknegyedben pedig a két érték ellentétes eldjeld,
tehét a hanyadosuk negativ.
Van két olyan egységvektorunk, amelyek parhuzamosak a tangens
0 l tengellyel. Ezek te.rmés’zetesen pontosan 'flzoknak a szége!inek felelnek
1 X meg, ahol a tg @ nincs értelmezve. Eddigi ismereteink alapjan
tga = tg (@ + 360°),
deto (@ + 180°) = Sinla+180°) _ —sina _ sin@ _ , , s icaz.
8 ) cos(@ + 180°)  —cosa  cosa  © 8

Ez azt jelenti, hogy a tangens szogfliggvény értékei nemcsak 360°-on-
ként, hanem 180°-onként is ismétlédnek. A tangensfliggvény periédusa
180°.
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Definialhatjuk a régebben hasznalatos ctg @ (kotangens)
flggvényt is:

cga = B2 hag=0°+ k- 180° ke Z
sina

ew) +k-360°

A kikotésben szereplé szogek esetén a nevezében
0 lenne, marpedig ezt nem engedhetjiik meg.

A ctg tengely az egységkorhoz a (0; 1) pontba hizott
érint6 lesz, amit a tangens tengelyhez hasonlé médon iga-
zolhatunk.

=Y

ctg eljele

+

11c ctga F_-~
cosa \ .-~
Bl """ 2 N\ Q
sin o €, i
o ! >
>
O 1 X

Fogalmak
egységkor;
egységvektor;
forgdsszog.

.»" .

FELADATOK

szes szogfliggvényét!
@ = 150°, 210°, 270°, 315°, 2015°, —480°.

Keresstik meg az 6sszes olyan szoget, amelyekre

a)sina =-1; b) sin @ = 0,9342; c) cosa =0,5;

e tga =-1; f) tga =5; g ctga = -3!
3. E1 Hatarozzuk meg x tobbi szogfliggvényét, ha
a) sinx =0,3; b) cosx = 0,4; o tgx =2;

Melyek azok a 0° és 360° kozé es6 szogek, amelyekre igaz, hogy

a)sinzcvzl b)sina + cosa = v/22

27

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény . 2721-2740.

d) cosa =

Csupdn a hegyesszogek szogfliggvényeinek ismeretében hatdrozzuk meg a kévetkezé szogek 6sz-

’

V3.
2

d) ctgx = 3!
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37. SZOGFUGGVENYEK ABRAZOLASA

SZAMOLAS IVMERTEKKEL (Ismétlés)

Tetszbleges & sz0g szogfliggvényeit definidltuk az eléz6 leckében. Ez le-
hetévé teszi szamunkra, hogy megvizsgaljuk azt a hozzarendelést, amely
tetsz6leges szoghoz hozzarendeli annak szinuszat. Kordbban a geometriai
alkalmazasokban a szogeket fokokban mértiik, azonban a kér éppen 360
részre valé felosztasa elég onkényes, inkabb csak a hagyomény miatt maradt
fenn. A szogfiiggvények értelmezési tartomanyat, a szogeket dltalaban iv-
mértékben (radianban) adjuk meg. (Ezt az is indokolja, hogy a vizsgalt fligg-
vényeink értelmezési tartomanya altalaban a valés szdmok halmaza, vagy
annak egy részhalmaza, és a radian mértékegység nélkili valés szam.)

A 9. osztdlyban mér megismerkedtiink a radian fogalmaval, amikor a
szogeket az egység sugari korben a hozzajuk tartozo korivek hosszaval mér-
tik. (A fogalom bevezetését az tette lehetévé, hogy barmely két kor ha-
sonld, és a korok ivének hossza egyenesen ardnyos a hozzajuk tartozé ko-
zépponti szoggel.)

Ha az r sugarG korben a korivnek a szogtartomanyba esé részét jeloljik

i-vel, az ivhez tartoz6 kozépponti szoget a-val, akkor az @ sz6g nagysagat ki-
fejezhetjiik az @ = % hanyadossal is. Ez az @ szog radidnban kifejezett ér-

téke. (Jelolés: rad.)
A két hosszisag hanyadosanak nincs mértékegysége; ez egy viszony-

szam, ami megmutatja, hogy a koriv hossza hanyszorosa a sugar hosszanak. (A korok hasonlésaga miatt a
hanyados nem fligg az r megvalasztasatol, azaz r = 1 valasztassal a koriv hossza éppen a szog radianban vett
értékével egyezik meg.)
Az egység sugarl kor kertlete 27, igy 360° = 27 radidn (vagy 180° = x radian). A szog és ivhossz egye-
nes aranyossaga alapjan tetszéleges forgasszogeket atvélthatunk fokrél radianra és forditva.
Néhany példa (a szogek radianban vett mértékét gyakran 7 tobbszoroseként adjuk meg):

fok 90° 60° 45° 72° 120° 270° 540° —144° -200° 2021°
” T T F:d 2z 2z 3z _Ar | ~
radian 5 3 7 : 3 5 3z 5 3,49 35,27
Természetesen a tablazatba ifrhattunk volna kozelit6 értékeket is, pl. % ~ 1,57 vag —45—” ~-2,5132.
L e 72° X _ 720 _ _2021°
A szamolds egyszer, példaul 180° ~ 7 innen X = Jaoe (rad); vagy y 1800 T = 35,27.
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Hany fok az 1 radian?

Megoldas

1 radian = % - 180° =~ 57,296°. Egy radidn azt a szoget jelenti, ahol a koriv és a sugdr hossza megegye-

zik, ez kicsivel kevesebb, mint 60°.

A sin x FUGGVENY

Tekintsuk az f(x) = sin (x) fuggvényt! Egy szog szinusza a sz6ghoz,
mint forgdsszoghoz tartozé egységvektor masodik koordinatdja. A defi-
nicio alapjan tetszéleges helyeken kiszamithatjuk a fuiggvényértékeket,
de az abrdzolashoz hasznélhatjuk példaul a GeoGebra szoftvert is.

A fenti figgvény grafikonjat szinuszgorbének nevezziik.

Néhany értéket egy tablazatban is megadtunk. A szogek értékét azért
irtuk ki fokokban is, hogy jobban tudjuk érzékelni annak nagysagat.

x° -180° -150° -120° -90° -60° 360°
. 5 2 1 1
x radidn - -7 -5 57 -7 o
sin (x) 0 0,5 |-0,8660| -1 |-0,8660 0

\

180° | 270°  360° o

179




V. FORGASSZOGEK SZOGFUGGVENYEI

Az egységkorben lattuk, hogy sin x = sin (x + 360°). Ez azt jelenti, hogy a fliggvénygorbe 0° és 360°kozé
esé részének +£360°-kal torténd eltolasaival teljes egészében megkaphato a fliggvénygorbe egy Gjabb pe-
riodusnyi grafikonja.

Ezt a fontos tulajdonsagot definicioként is megfogalmazzuk.

Ha egy f fiiggvény esetén létezik olyan a > 0 szdm, amire minden x € D, esetén
o (x+a)€Df,és
* fix) = flx + a),
akkor a fuggvényt periodikusnak nevezzik. A legkisebb alkalmas a > 0 szamot, ha létezik, a fliggvény
periédusanak (mas széhasznalattal alapperiédusnak) nevezziik.

Assin x flggvény periddusa ezek szerint 360°, vagy ha az értelmezési tartomanynak a valés szamokat te-
kintjik, akkor 2.

A kapott fliggvény sok érdekes tulajdonsaggal rendelkezik az eddig tanult fliggvényekhez képest. A fligg-
vény képe példaul egy ,két egység szélességli” savban helyezkedik el.

YA 21
1+ 2n
4

2n

A kovetkezdkben a fliggvény széls6értékeirdl lesz sz6.

A legnagyobb felvett fuiggvényértéket a fiiggvény maximumanak (,maximum értékének”) nevez-
ztk. A matematika formanyelvét hasznélva: az M szamot az f fiiggvény maximumanak nevezzik, ha
M € R, (R, az f fliggvény értékkészlete.), és minden y € R, esetén y < M.

M a fliggvény maximum értéke. Azt az x € D, értéket, ahol a fliggvény felveszi a maximumértéket, ma-
ximumbhelynek nevezziik. Természetesen lehet, hogy tobb ilyen x is van, ebben az esetben maximumhe-
lyekrdl beszéltink.

Hasonléan definidlhatjuk a fliggvény minimumaét is.

Y Y

y =max. érték 1 ¢------—2 1

R x = min. hely R,
AN § N )

T

S

0

Na
o -

=V

INTEY W

!

n
2

—————

x = max. hely
1 N~ —1 y=min. érték




37. SZOGFUGGVENYEK ABRAZOLASA

A legkisebb fliggvény értéket a fiiggvény minimumanak (, minimum értékének”) nevezziik. A ma-

tematika formanyelvét haszndlva: az m szamot az f fliggvény minimumanak nevezziik, ha m € R,, és min-
deny € R, esetény = m.

Az m a faggvény minimum értéke. Azt az x € D, értéket, ahol a fuggvény felveszi a minimumértéket,
minimumhelynek nevezziik. Természetesen lehet, hogy tébb ilyen x is van, ebben az esetben minimum-
helyekrél beszélunk.

A szinusz (egyszer(ibben sin) fliggvény maximuma 1, amit végtelen sok helyen felvesz a fliggvény, tehat

végtelen sok maximumhelye van. Ezt egyszerlien igy is irhatjuk: max. érték = 1, max. hely: % + k- 2%,
k € Z (k tetsz6leges egész szamot jelenthet).
A fliggvény minimuma —1, amit szintén végtelen sokszor felvesz a fliggvény, tehat végtelen sok mini-

mumhelye van. Vagyis min. érték: -1, min. hely: 32i + k27, kel

A fliggvény minimumat és maximumat k6zos néven széls6értéknek nevezziik. Két szélséérték kozott a
szinusz fuiggvény vagy szigordan monoton né (minimumhelytél a maximumhelyig), vagy szigordan mono-
ton csokken (a maximumhelytSl a minimumhelyig).

Azt mondjuk, hogy az f fliggvény szigorGan monoton né az )1

la; b] € D, intervallumon, ha minden x,, x, € [a, b] esetén, ha x, < x,,
akkor f(x,) < f(x,).

Megjegyzés
Ez azt jelenti, hogy ha néveljiik x értékét, akkor a fliggvényérték is né.

[l I,

ol 4

Ennek éppen forditottja a szigorGan monoton csékkenés.

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény szigortian monoton csokken az

[a; b] € D, intervallumon, ha minden x,, x, € [a, b] esetén, ha x, < x,,
akkor f(x,) > f(x,).

= 4

A szinusz fliggvény szigorGian monoton né a [-90°; 90°], a [270°; 450°]
stb. intervallumokon, pontosan kifejezve minden

I =1-90° + n-360°% 90° + n - 360°] = [—%+n-27r; Zin2rn|

n € Z intervallumon.

>
|
[ NI
=) -
b |8
4
>

\
B
I
S~
|
3
I
LN
NiE G
3
q
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3
N
>\

szigoran monoton né
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Szigorian monoton csdkken a [90°; 270°], a [ 450°; 540°] stb. intervallumokon, pontosan kifejezve min-
denl =1[90° + k- 360°% 270° + k - 360°] = %+ k-2rm; 37”+ k~27r], k € Z intervallumon.

YA
14

/
I
[ NS
|
- o
LK 3
a
[ &1~y
®
a
NI~ 3
w
B
NINY
o8 4

~lS

|
4
>
:1>
y

szigorGian monoton csokken

maximumérték

NIy S
a
o
N
a
[N154
>\

maximumhelyek

1 minimum helyek
T 2T
/\ ) | ; /\
% ! ' »
2 |
|

SR
a

R

minimum érték

Ezeket a tulajdonsagokat a grafikont szemlélve olvastuk le. Ter-
. . P e PRSI . Yy A
mészetesen a tulajdonsagok preciz bizonyitasa is lehetséges.

Ugyanezt a szogfuiggvényt (grafikont) kapjuk, ha egy korpalyan
allandé sebességgel mozgo test helyzetének masodik koordinatajat
abrazoljuk az id6 fuggvényében. At = 0 sec idépillanatban legyen
a test az A(1; 0) pontban. A periédusidé (egy kortlfordulas ideje)
pedig legyen 27 sec.

A szinuszfuggvényt is tudjuk transzformalni az eddig tanult
modszerekkel.

Abréazoljuk a kovetkezé fuiggvényeket!

f(x) =2 + sinx; g(x) = -3 + sinx.

(Alkalmazhatjuk a korabbi ismereteinket a figgvénytranszformaciokrdl, de szlikség esetén hasznalhatjuk a
szamolégépet (lehetbleg nagyszamd fliggvényértéket meghatdrozva) vagy példaul a Geogebra programot is.)
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2

oo

Megoldas

\Y

kaptuk, hogy a szinusz fliggvény képét az y tengely mentén eltoltuk pozitt

-

ugy

6t

épé

2

ba 2 egységgel (felfelé).

Az f fliggvény k

z

irany

z 2z

Az g fuggvény képét tgy kaptuk, hogy a szinusz flggvény képét az y tengely mentén eltoltuk negativ

ba 3 egységgel (lefelé).

z

irany

téket, g(x)-nél a fligg-

3 +sinx
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e
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Megoldas

2 sin x

y=

sin x

y=

T

I

y A
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YA
y =sin 2x
11 y =sinx
/\ O ﬂ ‘
- -3 3 T i 2n - X

Megfigyelhetjiik a két fliggvény kozotti Iényeges eltéréseket.

Az ffuggvény esetében minden fliggvényértéket megkétszereztiink, ami az dbrazolds szempontjabol azt
koordinataja a kétszeresére nétt. Igy a grafikonon minden pontnak az

jelenti, hogy minden pont masodik

x tengelytél mért tavolsaga lett kétszer akkora, mint eredetileg volt.

A g fliggvénynél pedig a grafikon pontjainak az y tengelytSl mért tavolsaga lett feleakkora, mint erede-

tileg volt.

(Egy adott A helyen a sin x fliggvény a sin A értéket veszi fel. Hol fogja felvenni a sin A értéket a sin (2x)

fuggvény? Ott, ahol 2x = A, azaz az

X = é helyen. Ezzel az A —»é kapcsolattal indokolhatjuk altalaban is,

hogy az f(x) fliggvénygorbébdl az y tengelyre merdleges, % arany affinitassal kapjuk az f(2x) gorbét.)

A cos x FUGGVENY

Abrézoljuk az f(x) = sin (x — %)

flggvényt! (Hagyomanyos modon téblazatot készithettink a figgvény-

értékekrél vagy fuiggvénydbrazolé segédprogramot is haszndlhatunk.)

Megoldas

y:sin(x—g) / y =sinx

Nl

2n

g

X

A grafikont tanulmanyozva észrevehetjiik, hogy a fliggvénygorbét az eredeti szinuszfliggvény grafikon-

janak az x tengely pozitiv irdnyaba,

.

> vel torténd eltolasaval kaptuk meg.
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Abrézoljuk az f(x) = sin (x + %) és a g(x) = cos x fuggvényeket ugyanabban a koordinata-rendszerben!

Megoldas
Y A
1 y=sin(x+%) y =sinx
ﬂ .
- x x T r 2 = X
v(=%;0
11 < i

A gorbék abréazolasa alapjan gy tiinik, hogy az f(x) és g(x) figgvény ugyanaz. Ez azt jelenti, hogy a ko-

szinusz fliggvény grafikonjat a szinusz fliggvény grafikonjanak x tengely mentén t6rténé — %-vel valo elto-

lasaval megkaphatjuk.
Ezt a megallapitast (egyel6re csak sejtés) vizsgaljuk meg a szogfliggvények definicidjanak segitségével.

2 2
egységvektor masodik koordinatajaval.

Cos X = sin (X + E); ez alapjan az x szogli egységvektor els6 koordinatdja megegyezik az (x + E) szogl

Y A Y
90° . 1
v (-v,; vw)_ _________ e (cos x; sin x)
! .
i v, € 4 (—sin x; cos x)
: ________ v (VW; VZ) X+ 90 ’ X + 900
1 ! i
sin x
! 90° Vol COS X
1 2 \
' X
| > >
-V, O v, X —sinx O] cos x X

A vektoroknal mar megtanultuk, hogy a vektorok +90°-os elforgatasakor az eredeti vektor elsé koordi-
natdjabol lesz az elforgatott vektor masodik koordinatdja.

Hav(v,; v,), akkor v, .(-v,; v,). Tehat ha e (cos x; sin x), akkor e, .(-sin x; cos X).

Az egységvektorokat felhaszndlva a koszinusz (cos) fliggvény dbrazolasa hasonléan torténik, mint a szi-
nusz fliggvényé.

Az x — cos x fliggvény jellemzésénél lathatjuk, hogy hasonlé tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint az
X — sin x fggvény.

A fuggvény maximumanak értéke 1, a maximumhelyek pedig az x = k - 27, ahol k € Z.

A fuggvény minimumanak értéke —1, a minimumhelyek pedig az x = 7= + n - 2z, ahol n € Z.
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A fliggvény szigorGian monoton csokkend minden |, =[l - 27; = + | - 2x] intervallumon, ahol | € Z.
A fliggvény szigorGan monoton ndvekedd minden | =[r + m - 27; 2z + m - 27] intervallumon, ahol

meZ.

Y A
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y = COS X

minimum helyek
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Na
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Nla

szigordlan monoton né

Végezetll megallapithatjuk, hogy a szinusz fliggvény paratlan (minden x-re sin x = —sin (x)), a koszi-

nusz pedig paros fliggvény (cos x = cos (x)).

Humor

Anyukaja kérdezi az okos kisfidt a legelsé tanitasi nap utan:

—Na, hogy tetszik az iskola?

— Disznosag az egész! — fakad ki a gyerek. — Mi csindljuk meg a feladatokat, és a tanité néni kap érte fizetést!
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A sin x ES A cos x FUGGVENYEK INVERZEI (Olvasmany)

Az f(x) = sin x fuggvény nem invertdlhatd, hiszen minden fliggvényértéket végte-
len sokszor felvesz. Az igaz, hogy minden sz6ghoz csak egy szinuszérték tartozik, de a
sin x ismeretében nem tudjuk egyértelm(ien megmondani, hogy az érték melyik szog-

hoz tartozik.

A fuiggvények invertdlhat6sagarol tanultak alapjan a fiiggvény értelmezési tartoma-
nyat le kell sz(ikitentink egy olyan intervallumra, ahol a hozzarendelés mar kolcs6no-
sen egyértelmd lesz. Erre tobb lehet6séglink van. Az el6bbiekben meghatarozott in-
tervallumok (ahol a fliggvény szigorGan monoton) barmelyike j6 lenne. A legcélszer(ibb
az lenne, ha a gyakorlatban is j6l hasznalhaté fuggvényt kapnank. Példaul a hegyes-

szogeket szeretnénk megkapni szinuszaik ismeretében.

Yy A

sin x

sin

sin X < X

X

ol 4

=V

Az igényeinknek legjobban a [— %} %] interval-

lum felel meg. Ezen az intervallumon a fiiggvény szi-
gorGan monoton novekszik, tehat minden fligg-
vényértéket pontosan egyszer vesz fel. Most mar
invertalhaté fuggvényt kaptunk.

Uj fuggvényiink a g: [— %; %] — [-1; 1], x —sin x.

X = arc sin Xx.

A szinusz fliggvény inverzét arkusz szinusz x-nek
mondjuk, és arc sin x-nek irjuk.

Mielétt megrajzoljuk az arc sin x figgvény képét,
el6bb ismerkedjink meg a szinusz fliggvény egy egy-
szer( tulajdonsagaval!

Az inverz fuggvény g': [-1; 1] — [_%;

NNy

Allitas: sinx < x, ha0 < x < % Az indoklashoz

térjink vissza a sin x definiciéjahoz. A radian defini-

y A

y = arcsin x
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ciojanal megallapitottuk, hogy a szog szdrai kdzé rajzolt kériv hossza megegyezik a szog nagysagaval, ha a
kor sugara egységnyi.

A'sin x értéke a pont masodik koordinatdja, ami biztosan kisebb, mint a hozza tartozé kériv hossza, ez
pedig éppen x-szel egyenld. Az allitas tehat igaz.

Mivel a sin flggvény grafikonja tikros az origdra, most mar megrajzolhatjuk figgvényeink képét. Az
elébbi tulajdonsag azt jelenti, hogy a sin fliggvény gorbéje az x — x fliggvény gorbéje (egyenese) alatt van a

[O; %] intervallumban.

Az inverz fliggvény képét az y = x

M\ egyenesre vonatkozé tiikrozéssel kap-
hatjuk meg.
4 Szamologépiink is ezt a fuggvényt

haszndlja. Ha a gépen a szogeket fo-
kokban szamitjuk, akkor a figgvény a
D, [=1; 1] és a [-90°; 90°] intervallum ko-
zott 1étesit kolcsonosen  egyértelmi

ol 4

megfeleltetést.

Hasonléan jarhatunk el a koszinusz
fuggvény inverzének a meghatdrozasa-
kor is. Ha a koszinusz fiiggvény értel-
mezési tartomanyat akarjuk lesztikiteni
Ggy, hogy a hegyesszogeket is tartal-
y A mazza és kolcsonosen egyértelm(i hoz-
zarendelést kapjunk, akkor a [0; 7] in-
tervallumot kell vélasztanunk. Itt a
flggvény szigoran monoton csokkend.

Tekintsiik tehdt az
f: [0; 7] = [-1; 1], x — cos x flggvényt!

B I B B

Az inverz flggvény
1. [-1; 11 = [0; 7], x — arc cos x.

Az inverz fuggvényt
arkusz koszinusz x-nek olvassuk,
és arc cos x-nek frjuk.

Ha a gépen a szogeket fokokban
szamitjuk, akkor az arc cos x fliggvény
kolcsonosen egyértelml megfeleltetést
létesit a [0°; 180°] és a [-1; 1] interval-
lum kozott.

ol 4

Fogalmak

sin x fiiggvény;
cos x flggvény;
tg x fuggvény;
ctg x fliggvény;
&t 1 oS trigonometrikus
fuggvények
inverze.

- 3 14

-
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A tg x ES A ctg x FUGGVENY

Atga= % definici6 alapjan tg x nem értelmezett, ha cos x = 0, azaz x = %—k k-7, k€ Z Az

x — tg x fuggvény (‘tangensfliggvény’) értelmezési tartomanyabdl ezeket az értékeket ki kell zarnunk.

Abréazoljuk és jellemezziik az f: R\ {% + kr, k e Z} -R, x — tg x fuggvényt!

Megoldas

A flggvény grafikonja a definicié alapjan, két fliggvény hanyadosaként rajzolhaté meg, vagy segitségtil
hivhatjuk a Geogebra programot is. (A fliggvénygorbe pontos alakja a differencialszamitas segitségével al-
lapithat6 meg.)

A fiiggvény jellemzése:

T
.Df={x€R, X # 5+ kr, keZ}.
R=R

2
3. A flggvény periodikus, periédusa 7.

4. A fuggvénynek se minimuma, se maximuma sincs.
5

6

-

. A fliggvény paratlan fliggvény, mert tg x = —tg(—x).
. SzigorGan monoton né a ](2k - 1)%; (2k + 1)%[ intervallumon, ahol k € Z.

7. Zérushelye x = krr, ahol k € Z.
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V. FORGASSZOGEK SZOGFUGGVENYEI

Actga = Csionsg definicié alapjan ctg x nem értelmezett, ha sinx = 0, azazx = kz, k € Z. Azx ~ ctgx

fuggvény ('kotangensfliggvény’) értelmezési tartomanyabdl ezeket az értékeket ki kell zarnunk.

Abrézoljuk és jellemezziik az f : R\ {kz, k € Z} - R, x ~ ctgx fuggvényt!

Megoldas

A fuiggvény grafikonja a definicié alapjan, két fliggvény hanyadosaként rajzolhaté meg, vagy segitségl
hivhatjuk a Geogebra programot is. (A fliggvénygorbe pontos alakja a differencialszamitas segitségével allapithatd
meg.)

A fiiggvény jellemzése:

.D,={xeR, x#kr, ke Z}.

R =R

. A fuggvény periodikus, periédusa .

. A fliggvénynek se minimuma, se maximuma sincs.

. A fliggvény paratlan fliggvény, mert ctg x = — ctg(—x).

. SzigorGan monoton csokken a Jkz; (k+ 1)z intervallumon, ahol k € Z.

N O U N =

. Zérushelye x = %+ kz, ke Z.

| Y A |
| = ctg x |
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37. SZOGFUGGVENYEK ABRAZOLASA

SZOGFUGGVENYEK A GYAKORLATBAN (Olvasmany)

A fizika tobb teriletén taldlkozhatunk forgdsszogek szogfliggvényeivel.

Példaul ha egy rugéra testet erdsitiink, majd elengediiik, akkor a test harmonikus rezgémozgast végez.
Eszrevehetjiik, hogy ugyanilyen mozgas jellemzi az egyenletes kormozgdst végzé test vetiiletét is, ez meg-
konnyiti a mozgds lefrasat. Legyen a t = 0 idépillanatban egyensulyi helyzetben a test, @ a korpalyan ha-
lad6 test szogsebessége (ami egydttal a rezgémozgas korfrekvencidja); ekkor ha a kérmozgast pl. az y ten-
gelyre vetitjik, a rezgémozgast végzé test kitérése y = Asin (wt) alakban adhaté meg. (A sebessége és a
gyorsulasa is periodikus: v, = Awcos (wt) és a, = —Aw?sin (wt). Az wt fazisszoget radianban szamoljuk.)

A rugalmas kozegekben létrehozott deformacié a térben tovébbterjed, ez a mechanikai hullam jelen-
sége. A harmonikus hulldmok idében és térben is periodikusan terjednek, a hullamforrastél adott tavol-
sagra lévé részecske kitérése az id6 fuiggvényében y = Asin (wt + @), ahol A az amplitido, w a hullam kor-
frekvencidja és ¢ a kezddfazis. (Ha a hullamforrastdl x tavolsagra vizsgaljuk a részecske mozgasat (azaz
figyelembe vessziik a térbeli periodicitast), akkor a kitérése bonyolultabb képlettel adhaté meg:

y = Asin(w(t _ %) + ¢>, ahol ¢ a hullam terjedési sebessége. A szinuszfliggvény argumentuma, a fazisszog

mértékegység nélkili valés szam, radianban mérjtk.)

Specidlis hullamokkal foglalkozik a hangtan.

Végll mindennapi jelenségiink a valtakozé aram vagy valtéaram. Ha — bizonyos feltételek mellett —
magneses mezében egy téglalap alaki keretet forgatunk allandé w szogsebességgel, akkor a keretben szi-
nuszosan véltozé fesziiltséget kapunk, melynek értéke t id6 fiiggvényében U = Usin (wt). Nalunk
U = 325V -sin (314t) az elektromos halézati szabvanyfesziiltség, voltban mérve.

Megjegyzés
A 325V a csticsfesziiltség, a frekvencia f = 50 Hz, igy a korfrekvencia w = 27 - f = 314 Hz. A fesziilt-
ség effektiv (,atlagos”) értéke 230 V.

FELADATOK
m irjuk at radianba a kovetkez6 szogeket!
a = 75° 120° 135°, 150° 210°, 300°, 1080°, 32°.

m irjuk &t fokba a kovetkezé szogeket!

B = 37”, 27” 37” 0,37, 0,3247, 1,5.
3. E1 Abrazoljuk a kovetkez6 fiiggvényeket, majd hatarozzuk meg, hogy milyen transzforméciéval jut-
hatunk el az alapfiiggvény grafikonjabdl a végeredményhez! Jellemezziik a figgvényeket! Jelle-
mezziik a h(x) és a k(x) feladatban kapott fliggvényt szélséérték és monotonitas szempontjabol!
Keressiik meg a fliggvény zérushelyeit!
a) f(x) = 3sinx, g(x) = =3sinx, h(x) = 1 - 3sin x;

b) I(x) = cos (x— E),j(x) = cos 2x, i(x) = 2cos 2x, k(x) = 2 — 2cos 2x.

2

m Abrézoljuk a valés szamok leghdvebb részhalmazén az f:x — tg x fiiggvény grafikonjabol kiin-
dulva az alabbi fiiggvényeket!

g:x»tg(x—%); h:x—1tgx—2; k:x»tg<x+%>—1.
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Az alabbi dbrakon a sin x és cos x fliggvények transzforméciénak grafikonjai lathatok. Adjuk meg a fliggvé-
nyek hozzarendelési szabélyat!

a) y A
1+
0 n n n A -
- _% g i jzj N
14
b) YA
F\ | /\ /—\
_—
K N O/ g T[ \znd ! X
T
c) y A
4<>
3+
2+
1+
i 0 i i i A -
n -3 7 n i T - X
24
-3+
44
d) y A
24
1+
3n - -z 0 r k3 pa : >
T2 2 2 5 2m X
—14
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38. TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK 1.

m Abrazoljuk a harmonikus rezgémozgast végzé test y = Asin (wt) kitérését, valamint a sebességét
és gyorsulasat is egy-egy grafikonon, szabadon valasztott (pozitiv) A és w értékekkel!

p ) - PR . ) - 1 2
Hogyan médosul a harom grafikon, ha a rezgés korfrekvencidja a 2-szeresére né, illetve az 3 ré-

szére csokken?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény . 2741-2776

38. TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK 1.

Bevezetésként ismételjiink at néhany geometriai 6sszeftiggést!

— Ha két, egymast az O pontban metsz4, egymassal ¢ iranyitott szoget bezaré
egyenesre egymas utan tikrozlnk, ugyanazt az eredményt kapjuk, mintha az
O korul 2¢ szoggel forgatnank. (Lényeges, hogy ¢ irdnyitdsa az elsé tengely
felol a masodik felé mutasson.)

— Ha az (a; b) pontot tiikrozzik — az x tengelyre, akkor az (a; -b);

— az y tengelyre, akkor a (-a; b);
— az x =y egyenesre, akkor pedig a (b; a)

pontot kapjuk.
A fenti hdrom Osszefliggésbdl kovetkezik néhény tétel.
. oo oo » y A
A (-a) SZO0G SZOGFUGGVENYEI
A (—a@) hajlasszogli egységvektor (cos (—a); sin (—a)). Ezt az @ hajlasszogl ]
(cos a; sin @) egységvektornak az x tengelyre tiikrozésével kapjuk, tehat egyenlé a R N
(cos a; —sin a) vektorral. Mivel egy vektor csak egyféleképpen irhaté fel a koordi- sin o |
nata-rendszerben, a kévetkez6 6sszefliggéseket kapjuk: : >
A
Ellentett szogek szogfiiggvényei: /
cos (—a@) = cos a és sin (—a) = —sin a, ezekbd| pedig tg (@) = —tg @ és
ctg (—a) = —ctg a.
A 90°-KAL ELFORGATOTT VEKTOR KOORDINATAI y A
Ha az (a; b) vektort +90°-kal elforgatjuk, a (-b; a) vektort kapjuk. AN .
| o ih
: G
X

. ,o 2 -b a
Bizonyitas

A tételt kordbban mar bizonyitottuk az i(1; 0) és j(0; 1) bazisvektorok segitsé-
gével. Jeloljik példaul v* médon a v vektor a szog(i elforgatottjat! Ekkor i, . = j és
Joor = —i, és gy (ai + bj),,. = ai,,. + bj,,. = aj + b - (i) = -bi + aj, ami az éllitas
bizonyitasa.
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Megjegyzés

Egy masik lehet6ség, ha a +90°-os forgatast az x tengelyre, majd az y = x egyenesre valé tiikrozéssel al-
lijuk eld. A két egyenes bezart szoge 45°, a két titkrozés helyettesithetd egy 2 - 45° = 90°-os forgatassal.
igy (@; b)-bdl elébb (a; —b)-t, majd abbdl a (-b; a)-t kapunk.

v A AZ (@ + 90°)-0S SZOG SZOGFUGGVENYEI
. Az (@ + 90°) szog(i egységvektor (cos (@ + 90°); sin (@ + 90°)). Ez megegyezik
Cowe I Na az a hajlasszogli egységvektor 90°-os elforgatottjaval, mely a (=sin @; cos @) vektor.
i L sin a8 Ezért igazak a kovetkezd dsszefiiggések:
ol cosa ) f cos (@ + 90°) = —sin a; ezekbdl: tg (@ + 90°) = —ctg @;
sin (@ + 90°) = cos @; ctg (@ + 90°) = —tg a.
v A POTSZOG, AZAZ (90° - o) SZOGFUGGVENYEI

a-bol (90° — a)-t két [épésben kaphatunk: el6bb az @ hajlasszogl egységvektort
tikrozve az x tengelyre kapjuk a —a szog(it, majd azt 90°-kal elforgatva kapjuk a
(90° — @) hajlasszogtit. A titkrozés utan a (cos a; sin @) vektorbdl (cos @; —sin @)
lesz; majd ezt 90°-kal elforgatva a (sin @; cos @) vektor.

=Y

A potszogekre vonatkoz6 Gsszefiiggések:

cos (90° — @) = sin @; ezekbdl: tg (90° - @) = ctg @;
sin (90° — @) = cos «; ctg (90° - a) = tg a.

A KIEGESZITO SZOG,
AZAZ (180° - ) SZOGFUGGVENYEI

a-bol (180° — a)-t két |épésben kaphatunk: el6bb az @ hajlasszogli egységvek-
tort tikrozve az x tengelyre kapjuk a —@ szog(it, majd azt 180°-kal elforgatva
(kozéppontosan tiikrozve) kapjuk a (180° — @) hajlasszoglit. A tikrozés utan
a (cos a; sin @) vektorbdl (cos @; —sin @) lesz; majd ezt 180°-kal elforgatva a
(—cos a; sin @) vektor.

= 4

Kiegészit6 szogek esetén:
cos (180° — @) = —cos «; ezekbdl: tg (180° - @) = —tg a;
sin (180° — @) = sin @; ctg (180° — @) = —ctg a.
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A (180° + o) SZOGFUGGVENYEI

Az x, majd az y tengelyre tiikr6zés:
(cos (180° + @); sin (180° + @)) = (—cos @; —sin @).
Igy a kovetkezé bsszefiiggéseket kapjuk:

cos (180° + @) = —cos «; ezekbdl: tg (180° + @) =tg a;
sin (180° + @) = —sin a; ctg (180° + a) = ctg a.
Megjegyzés

A tangensre és kotangensre felirt 6sszefliggéseknél az értelmezési tartomanyo-
kat mindig figyelembe kell venni!

ALAPEGYENLETEK (SZOGEK VISSZAKERESESE)

A szogeket fokokban mérve jobban ,érezzik”, mint radianban (szem-
|életesebbek), ezért célszerli a szamitasokat fokban végezni, majd sziik-
ség esetén az eredményt radidnban (valés szamként) megadni.

A szogek visszakeresésénél mindig legytink figyelemmel az értelme-
zési tartomdnyral

Az abran a harmonikus rezgémozgast végzé test egyensulyi helyzet- T *
t6l mért kitérését az egyenletes kormozgdst végzé test mozgasanak ve- 2 -
tiletével szemléltetjik. A kitérés y = Asin « alaki (o az id6tél fugg, az

A amplitidé a szemléltetd kor sugara). Az 1. helyzetben a test egyensu-
lyi helyzetben van, @ = 0 miatty = Asin 0° = 0 a kitérés.

w

Vajon mely a szog esetén lesz a rezgé test kitérése éppen é, azaz a
maximalis kitérés fele?

Az dbran a 2. és 3. helyzet a megfelelé. Az Asina = é egyenletbdl sina = L

7/ Vagyis azt a szoget ke-

ressiik, amelynek szinusza % A szamologéptink eredményiil @ = 30°-ot ir ki, de tudjuk, hogy van még egy

tompaszogl megoldas is, ¢, = 150°. De azt is tudjuk, hogy (idedlis esetben) a rezgé test tetszélegesen so-
kdig mozog; tehat tovabbi megolddsok is vannak, amiket a forgdsszogek segitségével adhatunk meg.

Ebben a leckében attekintjiik a fentihez hasonld, egyszer( trigonometrikus egyenletek megoldésat, a
forgasszogek halmazan.

sin@ =c

Ha tudjuk a szogftiggvények definiciéit, akkor megfogalmazhatjuk az egyenletet masképpen is:

Adjuk meg azokat az @ szogeket, amelyekhez tartozé egységvektorok mésodik koordinétdja c-vel egyenld!
Tehat a keresett egységvektorra két feltétel van.

Egyrészt egységnyi, tehat végpontja az origé kordli 1 sugard koron van.

Masrészt masodik koordindtaja ¢, azaz végpontjanak az y = ¢ egyenesen kell lenni.
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A helyvektor végpontjanak mindkét feltételt egyszerre kell teljesitenie. Rajzoljunk!

e y A c>1 y A y A

1 —

1 1“ k
k
A - e gl
c<-1

1. dbra 2. dbra 3. dbra
y A vy A

=~

Y
o]
[
= VO

_
_

180°=
[ D

O
>
=
A 4
R
2

e -1<c<0
4. dbra 5. dbra

Hét eset van ezek a megfelel§ abran lathatok:

1/a. Hac > 1 vagy

1/b. ha c < -1, akkor az egységkornek (k) és az y = ¢ egyenesnek (e) nincs metszéspontja, nincs meg-
oldas (1. dbra).

2/a. Hac =1 vagy

2/b. ha c = -1, akkor k és e érinti egymast, egy megoldas van;
c = 1 esetén fuggblegesen folfelé, c = —1 esetén lefelé all az egységvektor (2. dbra).

3. Hac =0, akkor két vizszintes egységvektort kapunk (3. dbra).

4. Ha0 < c < 1, akkor a koordinata-rendszer elsé és masodik negyedében lesz egy-egy megoldas
(4. dbra).

5. Ha-1 <c <0, akkor a harmadik és negyedik negyedben lesz egy-egy megoldas (5. dbra).

Most rendeljik a vektorokhoz a megfeleld szogeket!

Fontos: Minden sz6gh6z pontosan egy egységvektor tartozik, de minden egységvektorhoz végtelen
sok szog! Egy egységvektorhoz tartozé két szog kozt mindig a 360° egész szami t6bbszorose

(k- 360°, k€ Z) a kulonbség.

— Az 1/a. és 1/b. esetben nincs megoldas.

— A2/a. esetben @ =90° + k- 360°, k € Z.

A 2/b. esetben @ = -90° + k- 360°, k € Z. (Vagy: @ = 270° + k- 360°, k€ Z.)
A 3. esetben & = 0° + k- 360° vagy 180° + k- 360°, k € Z.

Ez az eredmény egyszer(ibben is felirhat6: @ =k- 180°, k € Z.
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— a 4. esetben tablazatbol vagy géppel visszakeresve kapunk egy « szoget.
@, az elsé negyedben 1év6 vektornak az x tengely pozitiv felével bezart szége. (@, = arcsin ¢, de az
inverz fliggvény jel6lése nem egységes a szamol6gépeken: az arcsin mellett gyakori a sin™" jel6lés
vagy az INV segédbillentyti.)

A masik vektort az els6nek az y tengelyre tiikrozésével kapjuk, mivel a végpontjukat meghatarozé két
vonal (az egységkor és az y = c egyenes) is tiikros a tengelyre. Ezért @ a masik vektor és az x tengely
negativ dga kozti szog is. Igy ehhez a vektorhoz tartozik a (180° — ) szog (4. dbra).

A két vektorhoz tartoz Osszes szog a megoldas:

a=a,+k-360° é a=(180°-a,) + k- 360°, ke Z.

— az 5. eset a 4. esettd| technikailag nem kiilonbozik, formalisan azonos eredményt kapunk. Ha gép-
pel oldjuk meg az @, = arc sin c visszakeresést, @, negativ lesz. (Fliggvénytdbldzat alkalmazasa ese-
tén lasd a 2. megjegyzést!)

1. megjegyzés

Egy vektorhoz tartozé 6sszes sz6g megadasakor a vektorhoz tartoz6 tetszéleges szoghdl kiindulhatunk.

Példaul, ha egy vektornak szoge a 77°, akkor szoge a 437°is, igy a 77° + k- 360°, k € Z ugyanazt a meg-

oldashalmazt jelenti, mint a 437° + /- 360°, | € Z.

Hiszen egy tetsz6leges k esetén az elsé felirasbol kapott szoget kapjuk, ha a masodikba | = (k — 1)-et he-

lyettesittink.

2. megjegyzés

Téblazat segitségével csak az 1. negyedbe esd szoget kereshetiink vissza.

Ezért — ha nincs szamoldgépiink — negativ szinusz fliggvényérték esetén (c < 0, 5 eset) az ellentett po-
zitiv figgvényértékkel oldjuk meg az egyenletet, és az eredmény ellentettje adja az ,igazi” eredményt. Egy

konkrét példa: legyen sin & = —%. Ekkor megoldjuk a sin @ = % egyenletet, amire a tablazat alapjan
@ = arcsin % = 19,5° adédik. Az eredeti egyenlet megolddsa @, ~ —19,5°, a masik megfelel$ egységvek-
tor szoge pedig 180° — (-19,5°) = 199,5°, mint fentebb mér lattuk.

Hasonléan megvizsgaljuk a cos x, tg x negativ szogfliggvényérték esetét is.

Asin @ = 0,2345 egyenletet oldjuk meg a val6s szamok halmazan! v A

Megoldas '
e, e,

Fliggvénytabldzatbdl, vagy géppel azt kapjuk, hogy az @, ~ 13,56° kozelité meg-
oldasa az egyenletnek, ennyi tehat az 1. negyedben lévé egységvektornak az x ten-
gely pozitiv felével bezart szoge. A masik egységvektornak az x tengely pozitiv fe- O 1
lével bezart szoge: 180° — 13,56° ~ 166,44°. Most mar tudjuk, hogy az dbra
vektorai: e, =e,, .ése,=e

02345
Q,

=V

13,56° 166,44°"

A feladat megoldasa:

@,~13,56° + k- 360° és a,~166,44° + k-360°, ke Z.
Radidnban: @, = 0,2367 + k- 27 és a,~ 2,9049 + k- 27.
A feladatkit(izés miatt a megoldast a valés szamok halmazan radianban kellett megadnunk.
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Az egyenletmegoldast grafikusan is szemléltethetjiik. Természetesen ekkor csak erésen pontatlanul kap-
juk a megoldasokat. Abrazoljuk a sin @ fiiggvény grafikonjat és az y = 0,2345 egyenest, ezek metszéspont-
jainak elsé koordinatai a megoldasok.

YA .
360
14 /\
" —— 02345 11 : < : pi—
-180° -90° % 90° 180 270° 360° X
180°- «,
360° 1T

cosa =cC

Sziikséglink van a cos @ = c tipust egyenletek megolddsara is. A bevezet6 példanal maradva, ha pél-
déaul a harmonikus rezgémozgast végzé test kezdetben a ,fels6” (maximdlis kitérésdi) helyzetében van, akkor
amozgasataz y = Asin(a)t + %) = Acos(wt) fuggvény irja le az id6 fuggvényében.

Adjuk meg azokat a szogeket, amelyekhez tartozé egységvektorok elsé koordinatdja c-vel egyenld!

Ac<-1,c=-1,c=0,c=1ésc > 1 esetek hasonléan vizsgdlhatok az egység sugard kérben, mint a
sin @ = c esetben.

Ha-1 <c<0vagy 0 <c<T1,akkoramegoldds: =, + k- 360° és a=-a,+k-360°, keZ.

A 2. megjegyzést (fliggvénytablazatban csak az els6 siknegyedbeli szogek kereshet6k vissza) figyelembe
véve most is ,lgyeskedniink” kell. Negativ koszinusz fliggvényérték esetén ismét az ellentett pozitiv érték-
kel oldjuk meg az egyenletet (lasd a kovetkezd példat).

2. példa

Oldjuk meg a cos x = —0,3 egyenletet a valés szamok halmazan!

Megoldas

A feladat a megoldasat a valés szamok halmazan, tehét radianban
kell megadnunk (ami mértékegység nélkili valés szam). A cos & = -0,3
egyenletet el6szor fokokban szamolva oldjuk meg:

@,~107,46° (@~ +107,46° + k- 360°, k€ Z).

Ezutan az eredményt atszamoljuk radianba:

Yy A

~ » i Any: >
x,~ 107,46 - 755 ~1,8755, igy az eredmény: 05 y 1 >
x,~1,8755 + k - 2x, és
x,~-1,8755 + k - 21, keZ. y |

Az érettségi vizsgan radianban vérjk a val6s megoldast. (Termé-
szetesen azt is megtehetjiik, hogy x -t eleve radianban szémoljuk ki a
géptinkkel, igy gyorsabban célt is értink.)
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Ha a szog visszakereséséhez fliggvénytablazatot hasznalunk (2. megjegyzés), akkor a kovetkez6kép-
pen jarhatunk el.

A cos @ = 0,3 egyenletbél @ = arccos 0,3 = 72,5° adédik. Ekkor az eredeti egyenlet (egyik) megoldasa
@, =~ 107,5° s innen mar a leirt médon folytathatjuk.

(407 =
Végiil attekintjik a tangens fliggvényhez kapcsol6dé alapegyenlet megoldasat is.

Adjuk meg azokat a szogeket, amelyekhez tartozé egységvektorok
egyenese az x = 1 egyenest olyan pontban metszi, amelynek mésodik
koordinataja c!

Az egységvektor egyenesét az origd és az (1; c) pont meghatdrozza. (T;0)
Ennek az egyenesnek az x = 1 egyenlet( egyenessel val6 metszés-
pontjanak masodik koordinataja c. A két megoldasvektorhoz tartozé ¢
szogek kozti kiilonbség k- 180°, ahol k € Z.

A szog visszakeresését kiilonbozé billentytikkel jeldlhetik a szamo-
|6gépek: arctan vagy arctg, tan™' vagy az INV segédbillenty(ivel, most 1
az arctg jelolést hasznaljuk. (A tangens figgvény inverze az arkusztan-
gens fliggvény.)

@, = arctgc. Eredmény: @ =, + k- 180°, k€ Z.

Ha tablazatot hasznalunk a visszakeresésre, negativ fliggvényérték
esetén (c < 0) a 3. példaban latott médon jarunk el.

=Y

1

A ctg @ = c tipust egyenlet megolddsat visszavezethetjik a tg @ = - egyenlet megolddsara, ha c # 0:

@, = arctg % Ha c = 0, akkor @, = 90°, és @ = 90° + k- 180°, k € Z.

3. megjegyzés
A szamolégépeken altaldban nincs is ctg gomb (sem az inverze), helyette — a fentieknek megfelel
moédon — a tg billenty(t hasznalhatjuk.

3. példa

Oldjuk meg a tg x = —1 egyenletet a valés szamok halmazan!

Megoldas

A keresett egységvektor egyenese atmegy az (1; —1) ponton, igy fokokban szamolva @, = 135° megol-
das.

Az Osszes ilyen szog: @ = 135° + k- 180°, keZ.

Ebbdl a tg x = —1 megoldasa a valés szamhalmazon:

x=37”+k7r, keZ.
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Ha a -t géppel az ¢, = arc tg %—vel hatarozzuk meg, akkor @, = —45°-ot kapunk, és az dsszes ilyen sz6-

geta@ = —45° + [- 180°, | & Z alakban kapnank.

A két eredmény kilonbozik. Hibaztunk valahol? Az 1. megjegyzés alapjan erre is valaszolhatunk.

Oldjuk meg a cos? x = % egyenletet a valés szamok halmazan!

Megoldas

Az egyenlet a valés szamok halmazan all fenn, igy

V2

_V2 _
cosa = 2 vagy COs @ == -

Egy abran rajzoljuk be a lehetséges egységvektorokat:

@, = +45°vagy a, = +135°.

Eszrevehetd, hogy a négy vektor 90 fokonként koveti egymast, igy
@=45 +k-90°, keZ.

Tehat a val6s megoldésok:

T T
x—4+k2, keZ.

(Mint korabban is irtuk, aki kelléen gyakorlott, mar

Fogalmak rogton radianban szamolhat.)
trigonometrikus

alapegyenletek;
trigonometrikus

alapegyenlét-

lenségek.

FELADATOK

megfeleld Gsszes szoget, illetve azok szogfliggvényértékeit!

2. E1
fuggvényértékei milyen eljeltek!

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket!

a)tgx=1; b)tga =3; o ctgx=-v3; d) ctga =0,3333;
e) sina =0; H sinx=3; g cosx=1; h) cos @ = 0,3333.
x valés szamot, @ fokban mért szoget jelent.

3. E1

Oldjuk meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) 2sinx+ 3 cosx=6; c) sin’x =0,25;
b) 2tgx+ 2 ctgx =3; d) 4sinx + 4 cosx -5 = 0.

200

A koordindatarendszer tengelyei irdnyaba mutat6 egységvektorokhoz (i, j, —i, —j) rendeljik hozza a nekik

A koordinatarendszer negyedeibe frjuk be, hogy az abban a negyedben 1évé egységvektor szogeinek szog-
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Szogei alapjan milyen tulajdonsagl az a haromszog, amelyben sin (2a) = sin (2)?
Andrés szerint a megoldas konny(i, 2a = 28 miatt a hdromszog biztosan egyenlé szard.
Anna szerint azonban a megoldds nem ilyen egyszer(i. Mire gondolhatott?

m Egy részecske harmonikus rezgémozgast végez f = 2 s7' frekvenciaval (azaz masodpercenként két
teljes rezgést végez) és 6 cm amplitidéval. Ekkor a korfrekvencidja w = 2zf = 12,57 s7.
a) lgazoljuk, hogy a rezgdmozgas periédusideje T = 0,5 s, a részecske maximadlis sebessége pedig

(amivel dthalad az egyensdlyi helyzeten) v =~ 0,75 %!

a;

b) Ha a mozgas kezddéfézisa ¢ = 0 (azaz a t = 0 idSpillanatban a kitérése 0), akkor a részecske ki-
térésének és sebességének idéfiiggése y = 0,06 -sin (12,57t) m ésv = 0,75 - cos (12,57t) ?
alakd. Szamitsuk ki azokat az idépillanatokat, amikor a részecske kitérése 4 cm, illetve ami-

kor a sebessége 0,5 ?! (Radianban szamoljunk!)

Hatarozzuk meg a valés szamok halmazan értelmezett, f: x = sin® x — 4sin x hozzarendelési sza-
ballyal megadott fliggvény értékkészletét!

7. E1
m Prébéljuk meghatdrozni az f:x = sin x - cos x és g:x = sin x + cos x hozzarendelési szabdllyal
megadott fliggvények értékkészletét (x € R)! (Segitség: El6szor az els siknegyedben keressiik meg
a fiiggvények maximumat. Alkalmazhatjuk példdul a mértani, szamtani és négyzetes kozepek ko-
zOtti Osszefiiggéseket.)

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgytjtemény Ill. 2777-2780, 2876-2880.

39. TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK 2.

Ebben a leckében bonyolultabb trigonometrikus egyenleteket oldunk meg. Az egyenletben két (esetleg
kalonbozd) szogfliggvény jelenik meg, és specidlis megoldéasi médszereket is megvizsgalunk.

A sin @ = sin B ES sin @ = cos 5 ALAKU EGYENLETEK MEGOLDASA

Asin @ = c tipust egyenletek megoldésa utan természetes gondolatnak tdnik a sin @ = sin /5 tipus
egyenletek vizsgdlata. (Ilyen problémara vezet példaul két azonos amplitd6jd, kilonbozé kezdéfézisa har-
monikus rezgés vizsgalata. Ha kitérésiik az id6 fuiggvényében Asin «, ill. Asin S alakd, akkor a fenti tipust
egyenlet megoldasa adja meg az azonos kitérés idépontjait.)

Konvex szogek korében (pl. haromszogek szogeit vizsgalva) nincs nehéz dolgunk.

Példaul a sin (2 — 27°) = sin (@ + 27°) egyenlet két esetben teljestlhet:

— ha az argumentumok egyenl6k, azaz 2a — 27° = @ + 27°;

—vagy ha egymas kiegészit6 szogei: 2a —27°) + (a + 27°) = 180°.
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Az els6 esetben @ = 54° (valéban: sin 81° = sin 81°), a masodik esetben
a = 60°. (It is ellendrziink: sin 93° = sin 87°.)

Forgéasszogek esetében azonban bonyolultabb a helyzet, hiszen egységvekto-
rok masodik koordinatdja a fentiektdl kiilonb6zé esetekben is lehet egyenld. (Pél-
daul az 54° vagy az (54° + 360°) szogek szinusza megegyezik.)

Keresstink ltaldnos médszert a sin @ = sin 8 tipust egyenletek megoldasara!

Vagyis: Az @ és f3 hajlasszogli egységvektor masodik koordinatdja egyenld. Mi-
lyen 6sszefliggés van @ és 5 kozott?

Két eset lehetséges: vagy a két egységvektor egybeesik, vagy egymas tiikorké-
pei az y tengelyre. El6bbi esetben szogeik kozt k- 360° a kilonbség, a masodikban
szogeik 6sszege 180° + k- 360°.

Eredmény: @ — f = k- 360° vagy a + B =180° + k-360°, ke Z. (Egy
masik felirasi lehetdség: @ = f + k- 360° vagy @ = 180° - + k- 360°, k € Z.)

Oldjuk meg a sin (2a — 27°) = sin (@ + 27°) egyenletet!

Megoldas

l. Q@ —27°) — (@ + 27°) = @ - 54°,igy @ - 54° = k- 360° & a = 54° + k- 360°, keZ
Il. 2a — 27°) + (@ + 27°) = 3¢, igy 3a = 180° + k- 360° & @ = 60° + k- 120°, ke Z.
Eredmény: @ = 54° + k- 360° vagy @ =60°+ k-120°, keZ

Megjegyzés

Az utolsé egyenletben mindkét oldalt osztottuk 3-mal. Ne felejtstik el, hogy a periddust is osztani kell!

Asin @ = —sin [ tipust egyenletekre is alkalmazhat6 a megoldasi médszertink. —sin f = sin (-f), igy
sin @ = sin (-f) médon az egyenlet visszavezethetd az eredeti tipusra.

Mit tehetlink, ha sin @ = cos 3?

Ezt az esetet példaul a cos 5 = sin (90° — ) 6sszefliggés alapjan visszavezethetjik az el6zé esetre.

Oldjuk meg a sin (2a — 27°) = cos (- + 63°) egyenletet!

Megoldas

Az egyenlet visszavezethetd a cos (- + 63°) = sin (90° — (- + 63°)) =sin (@ + 27°) Osszefliggés alap-

jan az elézé példara.
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A cos @ = cos ALAKU EGYENLETEK

Ez a tipus egyrészt az el6zéek alapjan visszavezethet a sin @ = sin § alaki egyenlet megoldéséra.

Méasrészt 5nmagaban is megoldhaté az egyenlet, hiszen az @ és 5 hajlasszogl egységvektor elsé koor-
dinataja egyenld. Milyen Osszefliggés van @ és [ kozott?

Két eset lehet: a két egységvektor vagy egybeesik, vagy egymas tikorképei az x tengelyre. ElGbbi eset-
ben a szogeik kozti kilonbség k - 360°, a masodikban szogeik 6sszege k - 360°.

Eredmény: @ — B = k- 360° vagy a + [ =k-360°, keZ (Masképpen: @ = [ + k- 360° vagy
a=-f+k-360° keZ)

Oldjuk meg a cos (2@ — 27°) = cos (-a + 63°) egyenletet!

Megoldas

(2a - 27°) - (~a + 63°) = 3@ —90°, igy 3a - 90° = k- 360° & a=30°+k-120°, keZ  vagy
2a-27°) + (~a + 63°)=a + 36° igy @ + 36°=k- 360° & a@=-36°+ k- 360°, keZ
Eredmény: @ =30°+ k- 120° vagy a=-36°+k-360°, keZ.

A cos @ = —cos f3 tipust egyenletekre is alkalmazhaté a megoldasi médszertink. —cos 5 = cos (180° - ),
igy cos @ = cos (180° — ) médon az egyenlet visszavezethet6 az eredeti tipusra.

Atga =tg 8 ES tg @ = ctg 8 ALAKU EGYENLETEK MEGOLDASA

tga=tgf < a-B =k-180°

Vagyis: Az a és f3 hajlasszogli egységvektor egyenese egybeesik. Milyen 6sz-
szefliggés van @ és 5 kozott?

Két eset lehet: a két egységvektor vagy egybeesik, vagy ellentétes iranyGak. Ez
agy lehetséges, ha szogeik kozt a kilonbség k- 180°.

Oldjuk meg a tg (2a — 27°) = tg (-a + 27°) egyenletet! 1

z x =1
MegOIdas tg-tengely

(2a —27°) = (~a + 27°) = 3a - 54°, igy 3@ — 54° = k- 180°.
Eredmény: @ = 18° + k- 60°, keZ.

<Y

A tg a = ctg B tipusl egyenleteket pedig a ctg f = tg (90° — p) Osszefiiggés alapjan visszavezetjik a
tg @ = tg f esetre.
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SZORZATTA ALAKITASSAL MEGOLDHATO EGYENLETEK

5. példa

Oldjuk meg a kovetkezé egyenletet a valés szamok halmazan!
tgx —2sinx = 0.

Megoldas

Feltétel: cos x # 0, azaz x # % + kr ke Z).

1
COS X

sin X
COS X

tgx —2sinx = —2sinx=sinx< —2) = 0, ahonnan
sin x = 0 vagy cos x = 0,5.

Eredmény: x, = k-7, x,= J_r% + k- 27, keZ.

6. példa

Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kévetkezé egyenletet!
COs®X = cos*x.

Megoldas

0 = cos*x (cos’x — 1) = cos*x (-sin?x). Innen
cosx =0 vagy sinx=0.

A megoldasokat 6sszevonhatjuk, eredmény: x = k- %, keZ.

7. példa
Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kévetkezé egyenletet!
4sin% x + 2(@—1)cosx+ V3 =4,

Megoldas
A logaritmikus spirdlis pontjainak
PR . koordinatai: x = 1,2t cos (t) és
Jobb oldalra rendezve és attérve cos x-re: y = 1,2t sin (1, abol t € [0; 67]
0=4(1 —sin2x)—2«/§cosx +2cosx—+3 =
=4 cos?x—2v3cosx + 2cosx—+3 =2 cos x(2 cos x — \/g) + (2 cos x — \/g);

0:(2cosx+1)(2cosx—«/§);

__1 _¥3

COSX=—7 vagy COSX= 5.
2z

) T
Eredmény: x, = +5-+k-27  vagy x,=*g+k 27, keZ
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Megjegyzés

A cos x = u helyettesitéssel egy masodfoki egyenlethez jutunk, aminek megoldasa szintén megadja
cos x lehetséges értékeit.

A 7. példaban ,ha lehet, egy szog egyfajta szogfliggvénye (pl. csak sin x vagy csak cos x) szerepeljen az
egyenletben” elvet haszndltuk. Ezt a késébbiekben is alkalmazzuk.

MASODFOKURA VEZETO EGYENLETEK

Oldjuk meg a valds szamok halmazan a tg x + ctg x = 2 egyenletet!

Megoldas

Feltétel: sin x # 0, cos x # 0, azaz x # k-% ke Z).

tgx+tgix:2 = gx-2gx+1=0 = @gx-1?=0 = tgx=1.

T t+k-n, kel

Eredmény: x = I

9. példa

Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kévetkezd egyenletet!
2sin*x—cosx—1=0.

Megoldas

2 (1 —cos’x) —cosx—1=0;

2 cos’x + cosx—1=0, y = cos x helyettesitéssel:
- - _—1+3 _ 1 _
2y2+y—1—0, D=9, Yi2= 4 )/1_7/ )/2__1‘
Visszahelyettesitve Lissajous-gorbe. Rezgések kompozicidja
1
CoOsx=» vagy cosx=-1.

Eredmény:x1=i%+k~27r vagy x,=m+k-2r, kel

10. példa
Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kévetkezé egyenletet!

. 5
sin*x + cos*x = 3
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Megoldas

2. E1

3. E1

206

’

[e<][&;]

sin*x + cos*x = (sin?x + cos?x)? — 2 sin?x cos’x = 1 — 2 sin’x cos’x =

] 3 p . .
sin?x cos’x = 16 sin? x + cos? x =1 (u=sin? x, v = cos® x).

Azaz két szam szorzata % és Osszege 1. A két szam igy % és %

Szimmetriaokok miatt is igaz, de ha az u-val és v-vel felirt egyenletrendszerbd| kapott masodfoki egyen-

letet megoldjuk, akkor is kidertl, hogy két egyenletrendszert kell felirnunk:

sinx = + sin?x =5
4 4
a) 3 b) 1
2, _ 9 2, _ |
cos’x = cos’x =
Itt csak az elsét oldjuk meg, az is tébb alapesetre vlik szét:
sin2x=% |sinx\:%
a) eset: 57 amibdl Vel négyféleképpen lehetséges:
cos’x = |cosx|= %>
2
o i 50 e i 5 e (|
sinx = sinx =—+ sinx = 5 sinx =—+
cosx:ﬁ cosx:ﬁ cosx:—ﬁ cosx:—ﬁ
2 2 2 2
Egy egységkorben abrazolva a megfelel$ vektorokat, kapjuk:
X1=%+k7l' és x2=—%+k7f, keZ.
A b) esetet is figyelembe véve a feladat megoldasa:
- x x r Fogalmak
=g+ kz X,=—¢+ kz, X, =3+ km, X,=-3+ kr, keZ. trigonometrikus
egyenletek.
FELADATOK

Oldjuk meg a kovetkezé egyenleteket a valés szamok halmazan!

a) sin<2x— %): sin<n+§); b) cos(Zx— %) = cos(7r+ %), c) sin(Zx— %) = COS(7Z’+ %)

a) tg(Zx—%): tg(n+§>; b) tg<2x—%>: ctg<ﬁ+§>.

a) 2 cosx = v 3ctgx; b) -2 sinx = v3tgx; ©) 2 sin? x = tg” x.

a) tg’x + ctg’x = 2; b) tg?x — 2 tgx = 3.
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Hatdrozzuk meg az f(x) = cos® x — cos x + 2 fliggvény értékkészletét (x € R)!

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!
a)sina—-cosa=1; b) 2 sinx cosx = 1.

E1 Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!
a) sin(2a - 10°) = -0,3; b) cos (50° — @) = 0,4; o tg(Ba + 36°) = 2,5.

Két részecske harmonikus rezgémozgast végez w = 18 s korfrekvenciaval és 5 cm amplitidé-
val. Kulonb6zé a kezddéfazisuk, igy a kitéréstik idéfuggése y = 0,05-sin(18t) és

y=0,05: sin(1 8t + %) Szamitsuk ki azokat az idépillanatokat, amikor

a) a két részecske kitérése egyenld;

b) a részecskék kitérése éppen ellentettjei egymasnak;
) a részecskék sebessége egyenld!

(Radianban szamoljunk!)

20 Az albbi két ikerfeladat egyikének hibas az eredménye. Mi lehet a hiba?
a) Mennyi 3 - sin x - cos x értéke, ha sin x + cosx = 1,52
»Megoldas”: (sin x + cos x)? = sin? x + cos? x + 2 -sin x-cosx = 1 + 2 -sin x - cos x, igy

- 2_,] 2_
3-sinx-cosx = 3 - (Bl CZOSX) . Eredmény: 3 -sinx-cosx = 3 1’5241 = %

b) Mennyi 2(sin x + cos x) értéke, ha sin x - cos x = 0,4?
»Megoldas”: (sin x + cosx)> =1+ 2-sinx-cosx = 1,8 © |sinx+ cosx|= /1,8 &

& 2(sinx 4 cosx) = 24/1,8 vagy —24/1,8.
Hol a hiba?

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészité feladatgyljtemény Ill. 2789-2804, 2805-2812, 2813-2818, 3283-3284,
3232-3234.
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40. TRIGONOMETRIKUS EGYENLOTLENSEGEK

Ebben a leckében az egyszeriibb trigonometrikus egyenlétlenségek megoldasat tekintjiik at.

(Erettségi feladat alapjan, emelt szint, 2020.)
Az északi félteke 50. szélességi korén egy adott napon a nappal hosszét (a napkelte és a napnyugta ko-
zott eltelt id6t) jo kozelitéssel a kovetkezé f fliggvénnyel lehet modellezni:

f(n)=-5,2 cos(n = 8) + 11,2,

58

ahol n az adott nap sorszamat jeloli egy adott éven belil, f(n) pedig a nappal hossza érdban szémolva
(1 <n < 365 n€eN).

Az alabbi dbra a g:[1; 365] = R; g(x)=-5,2 cos(X;88> + 11,2 fliggvényt szemlélteti.

(A g fuggvény az f-nek egy folytonos kiterjesztése.)

y A
161

12+

I A -
>
X

2.0 t t t t t t t 1é0 t t t t t t t 32‘0

Igazolja, hogy (a modell szerint) egy évben 164 olyan nappal van, amelyik 12 éranél hosszabb!

Megoldas

Az f(n) > 12 (ehhez pedig a g(x) > 12) egyenl&tlenséget kell megoldanunk.
A g flggvényt a val6s szamokon értelmezziik (radidn!), ezért eldszor ezen a halmazon megoldjuk a

X+ 8
58

—52cosa + 11,2 =12 & cosa =-0,1538, innen @, = 1,7253. A maésodik alapmegoldas

a, =21 —a, = 4,5579. Az a-khoz tartoz6 x értékek a@ = X;'88 alapjan x = 58a - 8, igy x, = 92,07 és

g(x) = 12 egyenletet. Egyszerliség kedvéért az a =

helyettesitést alkalmazzuk.

X, = 256,37.
A g fuggvény dbrajardl leolvashatjuk a monotonitési tulajdonsagokat. Ez alapjan az f(n) > 12 egyenl6t-

lenség megoldésai azok az n-ek, amelyekre 93 < n < 256. A 12 6randl hosszabb nappalok szdma tehat
256 — 92 = 164, mint ahogy a feladat allitotta.

Megjegyzés
A feladat hatterében a—5,2cos @ + 11,2 > 12, azaz a cos @ < —0,1538 egyenlétlenség megoldasa all.
Az egység sugarl koron szemléltethetjiik a megoldast ad6 megfelel ivet, mely szerint o, < @ < a,.
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Az egyenl6tlenség megoldasaban segitett, hogy az f(n) fliggvény a koszinusz

365

o, ~ 1,7253 radian
flggvénynek kozelitéleg egy peridédusat tartalmazta: g ~ 6,25, ami kb. egyenld

a,~ 4,5579 radian

27-vel. Lényegesen nehezebb a feladatunk, ha a trigonometrikus egyenlétlensé-
geket forgasszogekre oldjuk meg, hiszen ekkor végtelen sok megfelel6 intervallum
lehetséges.

—
A tovdbbiakban ilyen egyenlétlenségeket oldunk meg (tehat amelyek alaphalmaza a tetszéleges értéket
felvevé forgasszogek halmaza).
2. példa
Oldjuk meg a sin @ > -0,5 egyenl6tlenséget! -
Vagyis: Adjuk meg azokat a szogeket, amelyekhez tartozé egységvektorok ma- 4
sodik koordinataja nagyobb —0,5-nél!
=
Megoldas
Jeloljiik a koordindta-rendszer azon pontjait, melyeknek 2. koordinatdja na- >
gyobb mint —0,5! A hatdrol6 y = —0,5 egyenes pontjai nem jok, ezért szaggatottan 17X
rajzoljuk, a folotte lévé félsik minden pontja megfelel, ezeket besatirozzuk. Meg- = K="~ 057 -- -~ e 77T
rajzoljuk az egységkort is. A
A feltételnek megfelel6 vektorok végpontjai a satirozott részben és az egység-
koron vannak, kijeloljik ezeket a pontokat. A kériv végpontjai nem jok, ezt tires ka-

rikaval jeloljik. Rajzoljuk be a két végpontba mutaté egységvektort is! Az egyik a
210°-0s, a masik a 330°-0s sz6ghoz tartozik. Szokasos jellésiik: e, . és e, .

Ha pozitiv irdnyban forgatunk egy egységvektort, akkor végpontja athalad a feladat szempontjabél meg-
felel6 és rossz pontokon is.

Ezek alapjan a megoldas, azaz az 6sszes megfeleld szogintervallum:

-30°+ k- 360° < a < 210° + k- 360°, keZ.

(Az intervallumokat masképp is megadhatjuk, példaul 330° + k- 360° < @ < 570° + k- 360°, k€ Z is
megfelel.)

Nézziik meg, hogy grafikusan ez mit jelent:

YA 240°
14
k=-1 -150° -30° k=0 210° 330° k=1 570°
+ - O + ? + ? + ? t+ ?—P
O 0N T 907 _ _ _TBON,_ _ _270°_ _ 473600 _270°_ __34N
-1 360°
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A tovabbiakban mar kevésbé részletezziik a feladatok megoldasat.

Oldjuk meg a kovetkezé egyenlStlenséget!
tga > 2.

Megoldas 1

Atg @ = -2 esetén géplink @, ~ —63,43° eredményt ad. Az x = 1
egyenesen kiemeltiik a (=2)-nél nagyobb masodik koordinatdjd pon-

tokat. A megoldashoz tartoz6 szogek egységvektoranak egyenese itt
metszi az x = 1 egyenletl egyenest. Az dbra kiemelt iveihez tartoz
szogintervallumok adjék a megoldast:
—63,43° + k- 180° < @ < 90° + k- 180°, ke Z.
Eszrevehetjiik, hogy a 180°-0s periédussal az abran lathaté mind-
két korivet megadtuk.

Grafikusan ezt az alabbi abran lathatjuk:

oA

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlétlenséget!
cosa > —0,5.
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Megoldas

Az &bran lathat6 kiemelt iven lehetnek a megoldasnak megfelel6 egységvekto-
rok végpontjai.

Pozitiv forgdsirdnyban a megfelel6 szogintervallum az e , . vektornél kezdédik
és az e, .-ban végzbdik.

-120° + k- 360° < @ < (-120° + 240°) + k- 360°, keZ.

Eredmény: —120° + k- 360° < ¢ < 120° + k- 360°, ke Z.

Az eredményt felirhattuk volna pl. 240° + k- 360° < @ < 480° + k- 360°,

k € Z alakban is.

B

Oldjuk meg a valds szamok halmazan az aldbbi egyenlétlenséget!
tg?x + tgx < 0.

Megoldas

tg x (tgx + 1) < 0 csak gy lehet, ha egyik tényezé nempozitiv, a masik nem-
negativ. Mivel a 2. tényez6 nagyobb, a kovetkez6 egyenlétlenségrendszert kapjuk:

{ tgx<0

,azaz -1 < tg x < 0. Az abrardl leolvashaté a megoldas:
tgx+1=20

—%+k7r5x5k7r, keZ.

(A kapott értékek benne vannak az egyenlet alaphalmazéban.)

Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenlétlenséget!

in? _i' l<
sin” x 2S|nx+2_0,

Megoldas

Vezessiik be az u = sin x jelolést. Az f(u) = u®— %u + % fliggvényt kapjuk, a megoldoképlet segitségé-

vel a gyokok az 1 és az % Mivel a fuiggvény képe ,mosolygds” parabola, a két gyok kozt vesz fel negativ
értékeket; az f(u) < 0 egyenl6tlenség megolddsa % <u = 1. Visszairva u helyére a sin x-et, a megoldand6
egyenlétlenségrendszer: % Ssinx < 1.

A jobb oldal mindig teljesil. A feladat megoldasa: %+ k-2r<x< 5%+ k-2z, keZ.
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Az ABC haromszogben a = 6 egység, b = 10 egység.
a) Milyen hatarok kozott valtozhat @, ha f > 110°?
b) Milyen hatarok kozott valtozhat @, ha f < 110°?

Megoldas

Mivela < b, igy @ < f.

a) A szinusztétel szerint z:gfé = %, igy sina = %sin,b’ ~ 0,5638, ha 8 = 110°. Ha /8 n&, akkor sin B

csokken (5 < 180°), tehat sin @ < 0,5638. Az egyenl6tlenség kozelité megoldasa @ < 34,32° vagy
@ > 145,68° de ez utébbi az & < f feltétel miatt nem lehetséges.

YA

Az dbran a C kdzéppontd, b = 10 egység sugard K félkor lathat, ennek A, pontjdra CBA,; <L = 110°
(azaz CA B = 34,32°). Ha most a hdromszdg A csticsat a koriven D felé mozgatjuk (pl. A, helyzet),
akkor a tetszélegesen kis értéket felvehet (@ csokken), igy az eredmény: 0° < a < 34,32°.

b) Hasznéljuk példaul a Geogebra programot! Ha f < 110°, akkor —a programmal az A pontot A, feld|
E pont felé mozgatva a koriven — Ggy tlnik, hogy egy ideig @ n6, majd E felé kozeledve ismét csok-
ken, és tetsz6legesen kis értékeket is felvehet (A, helyzet). Hogyan tudjuk a maximalis @-hoz tartoz6
A, pontot meghatdrozni?

Ha CA,B<( maximalis, akkor a C, A,, B pontokon athalad6 k kor belilrél érinti K-t. Ugyanis k a
CB szakasz egy latokore, és K-nak az A, ponton kiviil minden mas pontja a latokoron kivili pont;
ezekbdl pedig a CB szakasz kisebb szdgben ldtszik, minta a lat6kor A, pontjdbol.
A Thalész-tétel miatt CBA, < = 90°, sin CA B = %, CABY ~ 36,87°.
Eredmény: 0° < @ < 36,87°.
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8. példa

Az ABC haromszogben a = 6 egység, b = 10 egység. Milyen hatarok kozétt véltozhat a ¢ oldal hossza,
hay < 110

Megoldas

A koszinusztételbsl ¢2 = 62 + 10 =2 -6 -10-cosy = 136 — 120 - cos y . Ha 0° < 7 < 110°, akkor
1 > cos y > -0,3420 (az intervallumon a cos x fiiggvény csokkend). igy c? legnagyobb értéke kb.
136 — 120 - (-0,3420) = 177,04, legkisebb értéke pedig 136 — 120 = 16-nal nagyobb.

Eredmény: 4 < c < /177,04 = 13,31.

(c > 4 a hdromszog-egyenlStlenséghdl is adodik.) Fogalmak
trigonometrikus
egyenlétlenségek.

_’.__f‘-..‘m

Tehat a c oldal hossza nagyobb, mint 4 egység és legfeljebb 13,31 egység.

FELADATOK

Egy altalanos négyszog alaku teret szeretnénk leaszfaltozni. A tér négy oldala 40 m, 36 m, 52 m
és 32 m, valamelyik koriljarasi iranyban. Az elsé két oldal altal bezart szog 100°-0s. Mekkora a
tér terlilete? Hany m? aszfaltra van sziikség, ha legaldbb 10 cm vastagon szeretnénk aszfaltozni?

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlétlenségeket!

a)sinx = 0,6; c)cosx = 0,3; e tgx < 2,8.
b) sin x < -0,6; d) cosx > 0,3;

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlétlenségeket!

a) sin(2x —40°) < 0,7; c) cos(30° - 2x) > 0,2;

b) sin (x + 50°) = -0,5; d) cos(3x — 150°) = 0,6.

Oldjuk meg az egyenlétlenségeket!
a) sin?x > 0,25; b) cos? x < 1 o [tg(2x)|=1.

S 59
m
N

E2 Az ABC hdromszog két oldala AB = 12 cm és AC = 14 cm hossz(, teriilete pedig kisebb mint 42
cm?. Milyen hosszi lehet a BC oldal, illetve az A cstcshoz tartozé stlyvonal?

6. E2 Egy részecske harmonikus rezgdmozgéast végez, kitérésének és sebességének idéfliggése

y = 0,06sin(12,57t) m ésv = 0,75 cos(12,57t) ? alakd. Szamitsuk ki azokat az id8intervallu-

mokat, amikor a részecske kitérése legalabb 4 cm, illetve amikor a sebessége legfeljebb 0,5 ?!

(Radidnban szamoljunk!)

Ajanlott feladatok

Gyakorlo és érettségire felkészité feladatgytijtemény Ill: 2876-2893, 3350-3392.

213




V1. KOORDINATA-
GEOMEIRIA_

A koordmatageometrlaban geometrlal fogalmaknak alakzatoknak (példaul pont, egyenes, kor, parabola) :
algebrai fogalmakat (szampdr, egyenlet, figgvény) feleltetiink meg. A geometriai feladatok megoldasa 4
soran algebrai eszk6zoket hasznédlunk és a megoldast végul Gjra a geometria nyelvén adjuk meg. §
Ponthalmazok meghatarozasahoz a pontokat nem korzével, vonalzéval szerkesztjiik meg, hanem koor-
dindtaikat egyenletrendezéssel hatarozzuk meg.

A koordinatageometria a matematikdnak viszonylag uj teriilete, kezdeteit és kialakuldsat altaldban
Descartes (1596-1650) francia matematikus nevéhez kotik. O tette meg a donté |épést: a koordinatak
segitségével gorbéket abrazolt a koordinatarendszerben, és tulajdonsagaikat algebrai médszerekkel ta-
nulmanyozta. (A képen az Antonio Gaudi éltal tervezett barcelonai Batll6-haz lathato.)

[}
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41. ISMERKEDES A KOORDINATAGEOMETRIAVAL

Hogyan tudunk geometriai objektumokat (pontokat, ponthalmazokat, alakzatokat) megadni és tanul-
manyozni a koordinatarendszerben? Ehhez egyrészt felhasznalhatjuk a mar meglévé ismereteinket (példaul
korabban foglalkoztunk fliggvénygorbékkel vagy vektorokkal a koordinatarendszerben), masrészt dj fogal-
makat és modszereket kell bevezetniink. A tartalmi leirasban az egyszertibb alakzatok fel6l a bonyolultab-
bak felé haladunk, pont — egyenes — kor sorrendben.

A korabbi években az egyes fliggvénygorbéket egyenletekkel adtuk meg a derékszogl koordinata-rend-
szerben. Példaul azy = 2x + 3, azy = x? vagy azy = |x| rendre a val6s szdmok halmazan értelmezett li-
nedris, masodfokd, illetve abszolutérték-fliggvény képének az egyenlete.

A koordinatageometridban olyan egyenleteket alkalmazunk, amelyeket pontosan az alakzat pont-
jainak koordinatai tesznek igazza. Az ilyen osszefliggést az alakzat egyenletének nevezziik.

Ha az alakzat tetszéleges pontjanak koordinatdit behelyettesitjiik az adott egyenletbe, akkor igaz
egyenléséget kapunk. Ha pedig egy pont koordindtait beirjuk az egyenletbe, és igaz egyenléséget kapunk,
biztosak lehettink abban, hogy a pont az alakzathoz tartozik (rajta van).

Logikus, hogy ha egy pont két alakzat egyenletét is igazz4 teszi, akkor az azt jelenti, hogy mindkét alak-
zatra illeszkedik, tehat nem lehet mas, mint a két alakzat k6z6s pontja (metszéspontja, érintési pontja).
Ebbdl kovetkezik, hogy a metszéspont koordinatai egy egyenletrendszer megoldasai.

A koordindtageometridban az is gyakran el6fordul, hogy a szamolasaink eredménye nem egy szdm vagy
egy geometriai objektum lesz — mint korabban megszoktuk —, hanem egyenlet. Ez kezdetben szokatlan lehet.

A témakorben az eddigi ismereteinkbél a vektorokat és a veliik végzett miveleteket, valamint az egyen-
letrendszerek megoldasat fogjuk hasznalni. Ebben a leckében rogton sziikségiink lesz mindarra, amit eddig
tanultunk a vektorokrol és a veltk végzett muiveleteikrél.

A derékszogl koordindtarendszerben minden P(x; y) pontnak pontosan egy helyvektor felel meg (az,
amelyik az O origébdl a P pontba mutat). Ezt a helyvektort jellhetjik OP vagy p médon, a vektor koor-

dinataira pedig hasznalhatjuk az OP(x; y) vagy OP = (x; y) jelélést is, ha nem okoz félreértést. A pontok
és helyvektoraik kozotti kolcsonosen egyértelm(i megfeleltetés miatt a pontokkal végzett geometriai transz-
formdciokat a vektormUveletek segitségével is végrehajthatjuk.

Adottak az A(1; 5), B(-3; =7) és C(3; —3) pontok a koordinatasikon. Mik lesznek az A pont képének ko-
ordinatai, ha

a) elészor tengelyesen tikrozzik az x tengelyre, majd a kapott képpontot tiikrozziik az y tengelyre;

b) tiikrozziik B-re;

o eltoljuk a BC vektorral?

Forgassuk el a BC szakaszt +90°-kal az origé korl!

d) Mik lesznek az igy kapott B'C’" szakasz végpontjainak koordinatdi?

Hasonl6sagi feladatok:

e) Végrehajtunk egy A kozéppontd, A = 3 aranyi nagyitast. Mik lesznek a C pont képének koordinatai?

f) Mik lesznek egy A kdzéppontd, A = —% aranyu kicsinyités utdn a B pont képének koordinatdi?
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Megoldas

a) Az els6 titkrozés utan az A, (1; —5), majd a masodik utdn az A,(-1; —5) pontokat kapjuk. (A két transz-
formdacié egymds utani végrehajtasa (szorzata) az origéra torténd kdzéppontos tiikrozést adta.)

b) Ha a képpont A,, akkor AB = BA,. AB = b—a = (-3; =7) - (1; 5) = (-4; —12), gy

OA, = OB + BA,= OB + AB = (-3; 7) + (-4; —12) = (-7; ~19). Ezek az A, koordinatai.
Masképpen: alkalmazhatjuk a szakasz osztépontjdba mutaté vektorra tanult szamolasi modszert, az

osztasarany-tételt. Most B az AA, szakasz felez6pontja, igy b = a +2 43 ebb|

a,=2b-a=2-(3;-7)-(1; 5) = (-7; -19).

¢) Ha a képpont A,, akkor m =BC.BC =c-b = (3; -3)—(=3;-7) = (6; 4), igy
OA,= OA+ AA, = OA+ BC = (1; 5) + (6; 4) = (7; 9). Ezek az A, koordinatai.

d) B(-3; =7) orig6 koriili +90°-os elforgatottja B, (7; -3), C(3; -3) elforgatottja C,(3; 3). A forgatds soran
szakasz képe szakasz lesz, igy BC képe a B,C, szakasz.

e) Ha a C pont képe C,, akkor AC, = 3AC. AC =c-a = (3;-3)-(1; 5) = (2; -8), igy

OC,= OA+ AC,= OA+3AC = (1;5) + 3 - (2; -8) = (7; -19).

Masképpen: C az AC, szakasz A-hoz kdzelebbi harmadolé pontja, igy az osztasardny-tétel szerint
2a

C=

%, ebbdl ¢, = 3c—2a=3-(3;-3)-2-(1; 5) = (7; -19).

f) Ha a B pont képe B,, akkor @: = —%ﬁ. AB = (-4; -12), igy

OB,= OA+ AB,= OA— JAB = (1;5) + (1;3) = (2; 8).

Masképpen: A az AB, szakasz B,-h6z kozelebbi 6t6dol6 pontja, igy az osztasarany-tétel szerint

_b+4b s _S5a—b _ 5(1;5)=(=3;-7) _ .
a=—— 2, ebbdl b, = T 7 = (2; 8).
Megjegyzés

A kitlizott feladatok kozott felsoroltunk még néhany egyszert transzformaciot.

Hatdrozzuk meg a paralelogramma negyedik csticspontjanak koordinatait, ha harom csticsa:
A(1; 5), B(=3; -7), C(3; -3)!

Megoldas

Az abran megrajzoltuk az ABC haromszoget. A paralelogramma negyedik csticsat Ggy kapjuk, hogy a ha-
romszog valamelyik csticsat tikrozzik a szemkozti oldal felez6pontjara. Feladatunknak tehat hdrom meg-
oldésa van. Jeldlje A, B,, C, rendre a BC, AC és AB oldalak felezépontjit. Az A, koordinatai:

—3+3_ o —7-3_ &

2 2 '
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A tiikrozés miatt az AD szakasz felez6pontja A,. igy ha D koordi-
natait x-szel, illetve y-nal jeloljik, akkor az

x+1_ y+5 _

7 = 0 ésaz ) =5
egyenleteket kapjuk. Innen
x=-1,y =-15.

Az egyik paralelogramma hidanyz6 cstcsa: D(-1; —15).
Hasonlé szdmoldssal kapjuk, hogy B,(2; 1) és E(7; 9), illetve
C,(=1; =1) és F(=5; 1) (dbra).

Mas dton is meghatarozhatjuk a paralelogramma hidnyzé cstcs-
pontjanak koordinatait. Mivel a paralelogramma szemkozti oldalai par-
huzamosak és egyenld hosszlak, az F ponthoz Ggy is eljuthatunk, hogy
az A pontot eltoljuk a leendé paralelogramma szemkozti oldalanak, a

CB oldalnak megfelel CB vektorral.

A szereplé pontokhoz vezetd helyvektorokat a megfeleld kisbetdvel jeloljtik:
f:a+@/ de CB=b-c.

Tehiatf=a+ b-c.

f koordinatai tehat:

f=1-3-3=-5,

f,=5-7+3=1.

3. példa

Igaz-e, hogy az el6z6 példa ABC és DEF haromszogeinek stlypontja megegyezik?

Megoldas

Az éllitas igaz, ennek bizonyitasdra tobb mddszertink is van.
Legegyszer(ibb a stlypont koordinatdira tanult dsszeftiggést alkalmazni. Az ABC haromszog stlypontjaba

mutaté helyvektor s, = 3+ t3’+ SRUBIE (_3;3_7)+ 8 (%, —%), a DEF hdaromszog stlypontjdba
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d AF ; i f ( 1,1 5) + (37/ 9) + (_5} 1) = <%’ —%> A két helyvektor megegyezik,
tehdt a két sdlypont egybeesik.
Egy masik bizonyitasi lehetdség, ha kihasznaljuk, hogy a stlypont 1:2 ardnyban osztja a stlyvonalat. Pél-

daul az ABC haromszdgben AA, stlyvonal, igy a sdlypont helyvektora
_2a1+a_2-(0;—5) (1; 5) (1 E)

mutaté helyvektor s,

T 3 373
és ugyanezt a vektort kapjuk a DEF haromszog valamelyik stlyvonala esetében is.
A fenti gondolat hasonlésaggal is megfogalmazhaté (ha pl. A = _% aranyt koézéppontos hasonlésagot

alkalmazunk S,-bél, akkor A képe A,), de elegendd a haromszog nevezetes vonalai tulajdonsagainak az is-
merete is. Példdul az AA, = AD egyenese stlyvonal az ABC és a DEF haromszogben is. Hasonl6t allithatunk
a BB, = BE és CC, = CF egyenesekrdl is — marpedig a stlyvonalak egy pontban, a haromszog stlypontja-
ban metszik egymast.

Szamitsuk ki az el6z6 példa ABC haromszogének a keriiletét és a teriiletét!

Az AB szakasz hosszit az AB vektor hosszaként (abszolttértékeként) sza-
mithatjuk ki. AB = (—4; —12), igy | AB | = AB = /—12 V160 . Ha-
sonléan BC = (6;4,|B_C)‘: V6 + 47 = /52 es‘?‘=| (3;,-3 |= J/18

(A vektor hossza természetesen nem fligg az irdnyatdl,
|BA |= v42+ 127 = /160 szintén.)

Az ABC haromszog keriilete v160 + v'52 + V18 = 24,1 (egység).

-

12

i 4

A tertletet tobbféleképpen is kiszamithatjuk. A hdrom oldal ismeretében
példaul meghatdrozhatjuk a hdaromszog egyik szogét és alkalmazhatjuk a tri-
gonometrikus tertletképletet, vagy alkalmazhatjuk a Héron-képletet is. Egy
természetes (elemi) megoldast kapunk, ha a haromszoget az dbra szerint korbe
vessziik a BDEF téglalappal. A téglalap teriilete 6 - 12 = 72 (terliletegység),
ebbdl a BDC, CEA, AFB derékszogli haromszogek teriiletét levonva megkap-
B 6 D juk az ABC haromszog teriletét. Eredmény:

6-4,8:2,4-12
K ( 7

) = 28 (teriiletegység).
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A vektor vagy szakasz hosszara kapott eredményt dltalanos alakban, pontokra is megfogalmazhatjuk:
Az A(a,; a,) és B(b,; b,) pontok tavolsiga AB = ,/(b,— a,}' + (b, — a,)’.




41. ISMERKEDES A KOORDINATAGEOMETRIAVAL

Fogalmazzuk meg vektorok segitségével, mi annak a feltétele, hogy harom pont egy egyenesen legyen!
Igazoljuk, hogy az A(1; 5), B(=3; -=7), G(2; 8) pontok egy egyenesen vannak!

Megoldas

A kozéppontos hasonldsag tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy az A, B és G pontok pontosan akkor esnek

egy egyenesre, ha AG az AB vektor nemzérus szdmszorosa. A szamadatokkal AG = g-a =

=(2; 8)

—(1;5) = (1; 3), AB = (—4; =12). Mivel AB = —4A_G), a feltétel teljestl, a hdrom pont egy egye-

nesen van.

(Természetesen mas ,szereposztassal” is dolgozhattunk volna, példaul BG = g-b=(2;,8-(-3;,-7) =

= (5; 15), és ezért a BG vektor is nemzérus szamszorosa AB-nek vagy AG -nek.)

Masképpen:

Felhasznalhatjuk a vektor vagy szakasz hosszara kapott eredményt is. A hdrom
pont egy egyenesen van, ha az altaluk meghatarozott harom szakasz kozul vala-
melyik ketté hosszanak 6sszege éppen a harmadik hosszaval egyenlé.

Ebben az esetben | BA |+ | AC | = | BC

Fogalmak
vektor hossza;
két pont tavolsaga.

e A

,azaz BA+ AG = BC a feltétel.

FELADATOK

3. K1

Adottak az A(-12; 6) és B(18; 24) pontok a koordinatasikon. Mik lesznek a pontok képének ko-
ordindtai, ha tengelyesen tikrozzik Sket

K1 a) azy = 10 egyenletli egyenesre;

K1 b) az x = 8 egyenletli egyenesre;

K1 ¢ azy = x egyenletli egyenesre?

Mik lesznek a pontok képének koordindtai, ha

K1 d) merélegesen vetitlink az x tengelyre;

E1 e) végrehajtunk egy m = 0,5 ardnyl zsugoritast (merdleges affinitast) az x tengelyre;

E1 ) végrehajtunk egy m = 0,5 ardny( zsugoritast (meréleges affinitast) az y tengelyre?

A (8; 11), (12; 5) pontok altal meghatdrozott szakaszt mindkét iranyban meghosszabbitjuk a két-
szeresével. Hatarozzuk meg a végpontok koordinatait!

Egy paralelogramma kézéppontja K(-2; —4), két szomszédos csticsa A(1; 3), B(0; -9.) Hatarozzuk
meg a hianyz6 csticsok koordinatait!

Egy haromszog oldalfelezé pontjai az A,(5; 1), B,(1; 7), C,(-3; —4) pontok. Hatdrozzuk meg a
csticsok koordinatait!

Egy haromszog két csticsa az A(-2; —3) és a B(1; 8) pont. A haromszog stlypontja az S(4; 1) pont.
Szamitsuk ki a hidnyzé cstcs koordinatdit!

Igaz-e, hogy az A(0; 0), B(3; 1), C(1; 7) csticsokkal rendelkez6 hdromszog derékszogii?
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VI. KOORDINATAGEOMETRIA

7 K2 Egy négyzet két szomszédos csiicsa A(71; 23) és B(-19; -7). Mik lehetnek a masik két cstcs
koordinatai?

m Az ABC haromszog két csticsa A(3; —10), B(-16; 2), és tudjuk, hogy a C cslcs rajta van az x tengelyen. Ha-
tarozzuk meg C koordinatait,
a) ha az ABC haromszog derékszogl, és ACB<L = 90°%;
b) ha az ABC hdromszdg egyenlszard, és AB az alapja;
¢ ha az ABC haromszog silypontja az y tengelyen van!

m Az ABC hdromszog csticsai A(=3; 3), B(-1; =2), C(3; =5). Szamitsuk ki a C csticsbdl hiizhaté sdlyvonal és szog-
felez$ hosszat!

PN Egy trapéz alaka foldterllet négy csicsa egy térképen A(=3; -3), B(5; -3), C(3; 7) és D(0; 7). A térképen
1 egység a valésagban 20 méter. Mekkora a foldtertlet kertlete és tertilete?

o Mi a hiba az alébbi feladat megoldasaban?

Feladat: Egy haromszog A(2; u), B(4; v) és C(w; 9) csticsai racspontok (tehat u, v, w egész szamok). A csu-
csok koordinatait egymas mellé frva olyan hatjegy(i szamot kapunk, amelyben minden szamjegy pontosan
kétszer szerepel. Hatarozzuk meg a hidnyzé koordinatakat Ggy, hogy a haromszog stlypontja is rdcspont
legyen!

»Megoldas”: Az u, v, w koordinétak értéke valamilyen sorrendben 2, 4, 9. A stilypont pontosan akkor lesz
racspont, ha az elsé koordinatdk ¢sszege oszthaté 3-mal és a masodik koordinatak Gsszege is oszthatd
3-mal. igy két lehetdség adodik: (u, v, w) = (2, 4, 9) vagy (4, 2, 9).

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgyljtemény Ill. 3462-3477, 3483-3485.

42. AZ EGYENES KOORDINATAGEOMETRIAJA

A 9. osztélyban a szemlélet alapjan, bizonyitas nélkil elfogadtuk, hogy az f:x = mx + b fiiggvény képe
az y tengellyel nem parhuzamos egyenes. (Ebben a fejezetben, ha kiilon nem jeldljuk egy fliggvény értel-
mezési tartomanyat, akkor mindig a valés szamok lehetd legb&vebb részhalmazara gondolunk. Esetlink-
ben ez maga a valés szamok halmaza.) A hozzarendelést az dbrazoldshoz y = mx + b alakra irtuk at (ez a
flggvény grafikonjanak egyenlete), és ebbdl szamoltuk ki az egyenes pontjainak y koordinatdit.

(Emlékeztetd: egy alakzat egyenlete pontosan azokra az (x; y) koordinatdjd pontokra teljesil, amelyek
az alakzathoz tartoznak.)

3.3
47 2
a egyenesen a kovetkezé pontok (mivel koordinatdikat behelyettesitve nem teljestl az egyenldség):
(-10; 20), (0; 2,5), (7,5; 11,5). Hasonl6an a f: y = —x + 1 egyenes néhany pontja (-5; 6), (-1,5; 2,5),

Példaul az e: y = 2x — 3 egyenes néhdny pontja: (-10; -23), (6,5; 10), < ), de nincsenek rajta az

(3;-2), (%, %), mig nincsenek a b egyenesen példaul a (-5; 5), (0; 0); (10; —8) pontok.
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42. AZ EGYENES KOORDINATAGEOMETRIAJA

Azy = mx + b egyenletben szereplé m és b paramétereknek szemléletes jelentést
adhatunk. A b tengelymetszet megadja, melyik pontban metszi az egyenes az y ten-
gelyt. Az x = 0 helyettesitéssel ugyanis y = b adédik az egyenletbdl, ezért (0; b) az
egyenes egy pontja — éppen az a pontja, ahol metszi az y tengelyt. Az m meredekség
pedig az egyenes iranyara jellemzdé. Szamértéke megadja, hogy ha az egyenes egy
adott pontjanak x koordinatdjat 1-gyel noveljik, akkor y koordinatajat m-mel kell val-
toztatni, hogy az igy kapott pont is rajta legyen az egyenesen. (Ha (x; y) az egyenes egy
pontja, akkor (x + 1; y + m) is az egyenesen van.)

Masként fogalmazva a meredekség az y koordinatak kilonbségének és az x koor-
dinaték kulonbségének hanyadosa. Ha példaul az e: y = 2x — 3 egyenes pontjai
A(0; -3), B(2; 1) és C(3; 3), akkor az A és B pontokat tekintve a meredekség

12%<_03> = 2, az A és C pontokat tekintve 3%(_3) = 2. (Természetesen azonos ér-

tékeket kaptunk, mert az ACB, AHC, BIC derékszogii haromszogek hasonlok.)
Bevezetlink egy késébb jol hasznalhaté fogalmat.

Definicio
Barmely, az egyenessel parhuzamos, nullvektortél kiilonbozé vektort az egyenes egy iranyvektora-

nak nevezziik. Jele: v vagy AB

A definiciébdl kovetkezik, hogy egy irdnyvektor nemzérus szamszorosa is iranyvektor, tehat egy egye-
nesnek végtelen sok iranyvektora van.

Az (j fogalommal egyszeriibben szamolhatunk meredekséget. Példaul AB az a egyenes egy iranyvek-
tora, koordinatdkkal felirva AB =b-a= (2; 1) = (0; =3) = (2; 4). Az iranyvektor koordinatai éppen az
a és b helyvektorok megfelels koordinatainak kiilonbségei, igy az AB egyenes meredeksége AB koordina-

tainak hanyadosa, azaz % = 2. (A meredekségre haszndlhatjuk az m,, jelolést.)

Az egyenes egy masik irdnyvektora BC =c-b= (3;3)-(2; 1) =(1; 2), igy m,. = 2.

Ab:y=-x+ 1 egyenes esetén a D(0; 1), E(-1; 2), F(4; —-3) pontokat jeloltiik az abran. A meredeksé-
get a fenti médon szamolhatjuk: DF =e-d = (<1; 2) = (0; 1) = (-1; 1), innen m,, = —1. Vagy
DF =f-d=(4;-3)-(0; 1) = (4; -4), és m, = —1 szintén.

Eszrevehetjiik, hogy adott egyenes esetén a meredekség nem fiigg attél, hogy melyik irdnyvektort va-
lasztjuk: ha v(x; y) egy irdnyvektor, akkor Av = (Ax; Ay) is irdnyvektor (4 # 0), és a vektorok meredeksége

megegyezik: %z %, hax # 0. (Azx = 0 esetet majd kilon megvizsgaljuk.)

Ennyi elékészilet utdn most mér levezethetjiik az egyenes y = mx + b egyenletét. Az egyenest megha-
tarozza egy pontja és az irdnya (vagy két pontja), és a meredekség az egyenes irdnyara jellemzd.

a) Az f egyenes két pontja A(=3; —1) és B(2; 14). Hatarozzuk meg f egyenletét!
b) Az e egyenes meredeksége m, egy pontja Alx,; y,). Hatdrozzuk meg e egyenletét!

Emelt szint
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VI. KOORDINATAGEOMETRIA

Megoldas

14 — (=1
a) El6szor az egyenes meredekségét hatarozzuk meg: m;, = m,, = r=Es 3.

2-(=3)

Ha most az f egyenest y = 3x + b alakban keressiik, akkor pl. az A pont koordindtait behelyette-
sitve b meghatarozhaté. -1 = 3 - (=3) + b, innen b = 8. Az f egyenes egyenlete y = 3x + 8. (Ter-
mészetesen akkor is ezt az eredményt kapjuk, ha B koordinétait helyettesitjiik be az egyenletbe.)

b) Egy tetszéleges, A-tdl kiulonbozé Plx; y) pont pontosan akkor van rajta az egyenesen, ha AP mere-

)’)’o

deksége m. AP = p-a=(y—K;y)=K=xX;y=-Y,) igym= (ahoI X # x,); vagy atala-

kitds utan y —y, = m(x —x,).

Tehét az egyenes P(x; y) pontjainak koordinatai kozétt kapcsolatot talaltunk (x, y,, m konstans),
az adott ponton atmend, adott meredekségii egyenes egyenlete e: y —y = m(x —x ). (Ez atala-
kithaté az y = mx + b alakra.)

Az a) feladatban az A pontot behelyettesitve f: y + 1 = 3(x + 3) ad6dik. Az egyenletet atirhatjuk
az ,ismerds” y = 3x + 8 alakba, ez az egyenes iranytényezds alakja (iranytényezé = meredekség).

Elnevezések: A megadott A(x,; y,) pontot az egyenes adott pontjanak nevezziik, mig az egyenes tet-
sz6leges P(x; y) pontjara — mivel az barmely pontja lehet az egyenesnek — azt mondjuk, hogy az egye-
nes futé pontja.

Az eddigi példak alapjan észrevehetjiik, hogy az egyenes egyenlete legfeljebb kétismeretlenes elséfoka
egyenlet, azaz ax + by = c alakra hozhatd, ahol az a és b egytthatok kozil legalabb az egyik nem nulla.

(Az eddigi példakban b # 0 volt.) Példaul az y = x — 2 egyenlet 3-mal val6 szorzés és atrendezés utan

x — 3y = 6 alakba irhat6; az y = 2 egyenletet pedig gy értjik, hogy az egyenesen lévé pontok masik, x ko-
ordindtaja tetszéleges értéket vehet fel.

Kérdés, hogy a gondolatmenet megfordithaté-e, azaz van-e olyan egyenes, amelynek egyenlete
Ax + By = C (A, B, C tetszéleges szamok, A és B kozul legaldbb az egyik nem nulla).
A konkrét példa el6tt egy észrevétel:

Ha egy egyenes egyenletét egy nullatél kilonb6zé szammal megszorozzuk, akkor az igy kapott
egyenlet ugyanannak az egyenesnek az egyenlete, hiszen ugyanazoknak a pontoknak a koordinatai elé-
gitik ki mindkét egyenletet.

Van-e olyan egyenes, amelynek az egyenlete 2x — 3y = 52

Megoldas

Az egyenletet dtalakitjuk: y = x — § Kordbban megdllapitottuk, hogy ez egy 5 meredeksegu (O —%)

tengelymetszet(i egyenes egyenlete, ezért a valaszunk igenl6: létezik a 2x — 3y = 5 egyenlet(i egyenes.
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42. AZ EGYENES KOORDINATAGEOMETRIAJA

EGYENESEK OSZTALYOZASA

A példa utdn megvizsgaljuk az Ax + By = C egyenletet, az egyenes egyenletének altalanos alakjat (A és
B koziil legalabb az egyik nem nulla).

I eset: Ha A # 0 és B # 0, akkor &talakitasok utan y = — Avi €y irdanytényezos alak. Az egyenes

B B
negativ vagy pozitiv meredekségU —% elSjelétdl flggben, dtmegy a (0; %) ponton (y tengelymetszet).
Il. eset: Ha A = 0 és B # 0, akkor y = %, ami az x tengellyel parhuzamos egyenes egyenlete. (Mere-

) ponton, és tetszéleges x-re (x; %) az egyenes pontja.)

C

deksége 0, dtmegy a (0; 5

Il. eset: Ha A # 0 és B = 0, akkor x = %, ami az y tengellyel parhuzamos egyenes egyenlete. (Irany-

vektora van, példaul (0; 1), de meredeksége nincs az egyenesnek; dtmegy a (%, 0) ponton, és tetszéle-

ges y-ra (%, y) az egyenes pontja.)

Jegyezzitk meg: az x = konstans tipust (y tengellyel parhuzamos) egyeneseknek nincs meredek-
sége, tehdt nincs iranytényezés alakja sem. Ha bizonyos tulajdonsagokkal rendelkezé egyenesek kere-
sése a feladat, akkor ennek a specidlis egyenes tipusnak a létezését mindig kilon meg kell vizsgalni.

Megjegyzés (a linearis fiiggvény és az egyenes kapcsolata)

Linearis fiiggvénynek altalaban azokat a hozzarendeléseket tekintik, amelyek képe egyenes. llyen pél-
daulaz x — ax + b hozzarendelés, ennek képe a = 0 esetén is egyenes. A sz6hasznalat azonban nem egy-
séges, linedris fiiggvénynek nevezziik az elséfokl hozzarendeléseket is, ekkor a = 0 esetén x — b nullad-
fokl hozzarendelés (tehat nem linearis). Az igaz, hogy linedris fliggvény képe egyenes (barmelyik fenti
értelmezéssel), de forditva nem igaz: van olyan egyenes, ami nem linedris fliggvény képe. (llyen az x = x
egyenletii egyenes, ez egyetlen fliggvénynek sem lehet a képe.)

OSSZEFOGLALAS

Osszefoglaljuk a lecke fontosabb tudnivaléit.

Az iranyvektor az egyenessel parhuzamos, nullvektortél kiilonb6zé vektor.

y =Y, = mkx —x,) az adott (x; y,) ponton d&tmend, adott meredekségii egyenes egyenlete (ez az
egyenes irdnytényezds alakja).

Az m meredekségii, b tengelymetszetii egyenes egyenlete y = mx + b. (Az m mdsik elnevezése
iranytényezd.)

Az egyenes egyenlete legfeljebb kétismeretlenes els6fokii egyenlet.

Az y tengellyel parhuzamos, x = x, egyenletii egyeneseknek nincs meredekségiik (és nincs irdny-
tényezds alakja).
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A tovabbiakban az egyenes egyenletének felirasat gyakoroljuk.

Adott az e: 3x — 2y = 12 egyenlet( egyenes.

a) Adjuk meg az egyenes harom iranyvektorat, a meredekségét és egyenletének irdnytényezds alakjat!
b) Az A(100; 145), B(200; 294), C(-50; —81), D(-75; —119) pontok kozil melyik van rajta az e egyene-
sen?

¢) Szamitsuk ki, mely pontokban metszi az egyenes az x, illetve az y tengelyt!

Megoldas

a) Atalakitasok utan kapjuk az egyenes iranytényezds alakjat: y = %x — 6. Az egyenes barmely két

pontja kozotti vektor irdnyvektor, de eljarhatunk masképp is. A meredekség szemléletes jelentése
3

miatt egy iranyvektor <1; §>/ és igy ennek barmely nemzérus szam-

szorosa megfelel. Példaul (2; 3), (100; 150), (-200; —300) stb. yA A

b) A B és C rajta van az e egyenesen, mert koordinataik kielégitik az egye-

nes egyenletét: 294 = %200 —66és—81= %-(—50)— 6. Az A pont

i /

esetén % 100 — 6 = 144 # 145 (az A az e egyenes ,felett” van), a D /

esetében %(—75) —6=-118,5#-119, D az e egyenes ,alatt” van.

©) Az x tengely egyenesének egyenlete y = 0, ezzel a helyettesitéssel kap- b
juk meg az x tengelymetszetet, ami (4; 0). Hasonl6an az y tengely-
metszet az x = 0 helyettesitéssel (0; —6).

Megjegyzés
Az a) feladat eredményét altalanosithatjuk.

Ha az ax + by = c egyenesnek létezik meredeksége (azaz b # 0), akkor m = —%, és egy irdnyvektora

(1 ; —%) vagy pl. (b; —a). De észrevehetjiik, hogy ha b = 0 (azaz az egyenes parhuzamos az y tengellyel), a
(b; —a) = (0; —a) vektor ekkor is egy irdnyvektor.

Mondhatjuk tehat:

az ax + by = c egyenesnek v(b; —a) egy iranyvektora.
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Az ABC hdromszog csticsai A(2; 6), B(=3; —1), C(7; —1). Hatdrozzuk meg a hdromszdg s és s, sdlyvona-
lainak, valamint az AB, illetve a BC oldallal parhuzamos kézépvonalainak az egyenletét!

Megoldas
Ha D a BC oldal felez6pontja, akkor d = % = (2: 1)) AD =d-a=

= (0; -7), ez az s, stlyvonal egy iranyvektora, ami az y tengellyel parhuzamos.
Az s_sllyvonal egyenesének meredeksége tehdt nincs, egyenlete s : x = 2.

(Az abra felvételekor észrevehetjiik, hogy BC parhuzamos az x tengellyel, vagy
hogy ABC egyenl6 szarG hdromszog: AB = AC. Ezek az észrevételek megkony-
nyithetik a megoldast.)

spontja e = A€ _ (9.5} BE —e— 15.7
Az AC oldal felezépontja e = 5 —<2,2).BE e-b (2,2> azs, egy
X+ 3).

BA =a-b=(57), m,, = %/ és az AB oldallal parhuzamos k_kozépvonalnak is ennyi a meredeksége.

egyenlete s,:y+ 1 = l(

irdanyvektora, igy meredeksége 15

e
15’

. 2 5_7 9
A kdzépvonal dtmegy az E ponton, egyenlete k,: y — 5= g(x — 7).
A BC oldallal parhuzamos k_ kézépvonal is atmegy az £ ponton, és mivel BC parhuzamos az x tengellyel,

egyenlete k : y = %

Igazoljuk, hogy az A(=3; 11), B(1; 3) és C(8; —11) pontok egy egyenesen vannak!

Megoldas

Hasonl6 példat mar az el6z6 leckében is lattunk (@ harom pont egy egyenesen van, ha példaul AB

szamszorosa AC ), most az (j fogalmakat és megolddsi médszereket hasznaljuk.

Els6 megoldas Fogalmak
Megmutatjuk, hogy a C pont rajta van az AB egyenesen. alakzat lftg)’emete;
AB =b-a=(4;-8), m,, = -2, az AB egyenes egyenlete y — 11 = -2(x + 3). A C pont In:aer?é\éeekgé
koordinatai kielégitik az egyenletet (11— 11 = -2 - (8 + 3)), igy val6ban rajta van az AB egye- (irdnytényezd);
nesen. tengelymetszet;
B i . futépont;
Masodik megoldas adott pont;

Megmutatjuk, hogy AB és AC meredeksége megegyezik. (Ez elegendd, mert az A ponton ke-  egyenes

resztil adott meredekséggel csak egy egyenes hiizhaté.) egyenletének
- — . _ “ £ . s rae y iranytényezds
AC =c-a= (11 ;—=22), m,. = =2. Az el6bb lattuk, hogy m,, = -2 szintén, igy készen va- alak}/a. )/

gyunk: A, B, C valéban egy egyenesen van. P
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FELADATOK

irjuk fel az egyenes meredekségét, ha egy iranyvektora
a) (1; 3), b) (9; -2), ¢ (2;0), d) (0; =1

b=
=
—t

irjuk fel az aldbbi egyenesek egy iranyvektordt, meredekségét és egyenletének irdnytényezds alakjat!
Szamitsuk ki azt is, mely pontokban metszi az egyenes az x, illetve az y tengelyt!

a:x + 2y =10, b:2x-y =6, c:-3x + 2y = -8.

A fentiek kozil mely egyeneseken van rajta az a A(4,4; 2,8), a B(5; 2,5), a C(2; -2), a D(6; 6) és az E(8; 3) pont?

3. K Adott az A(3; 6) és a B(=5; 1) pont. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik
a) atmegy A-n, és irdnyvektora v(2; 3);

b) atmegy B-n, és meredeksége 2;

©) atmegy A-n és B-n!

.
'

Egy haromszog oldalainak felezdpontjai az A(-1; 2), B(3; 5), C(1; —2) pontok. irjuk fel az oldalak egyen-
. letét!
irjuk fel az ABC haromszog oldalainak, stlyvonalainak és kozépvonalainak az egyenletét, ha

A(1; -7), B(5; 9), C(13; =17)!
6. K2 irjuk fel az el6zé lecke 10. feladataban szereplé foldtertilet oldalegyeneseinek az egyenletét!

7 Két pontszer( test mozgésat a koordinatarendszerben modellezhetjiik. A modell szerint az egyik test az

A(0; 5) pontbdl indul, és idéegységenként 2 egységnyit halad az y tengely pozitiv irdnyaba; mig a masik test

az origobdl indul, és idéegységenként 3 egységnyit halad az x tengely pozitiv irdnyaba.

a) Milyen tavol lesz egymastdl a két test 8 idéegység malva?

b) Egy bizonyos id6 mulva a két pontszer( test helyzetét 6sszekotd egyenes meredeksége éppen —1.
Mennyi id6 telt el az indulds 6ta?

Ajanlott feladatok

Gyakorlo és érettségire felkészité feladatgytijtemény Il. 3539-3543, 3546-3556.

a
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43. KET EGYENES METSZESPONTJA

A térképvazlaton egy AEFD foldterilet rajza lathat6. (AB = 180 méter,
AC = 200 méter, és a BE és CD egyenes utak jelolik ki AEFD-t.) A tulaj-
donosnak az az otlete tdmad, hogy a telek teriiletét és kertletét tovabbi
mérések nélkil, koordindtageometriai médszerekkel szamolja ki. Ehhez
egy olyan koordinata-rendszerben modellezi a foldteriletet, ahol AC il-
leszkedik az x, AB pedig az y tengelyre. A BE és CD egyenesek egyenletét
konnyen fel is irja, azonban a kertilet és a teriilet meghatarozésdhoz sziik-
ség lenne a két egyenes F metszéspontjanak koordinataira is.

Az eddigi leckék alapjan meg tudjuk adni adott pontokon atmend, il-
letve adott ponton dtmend, adott irdnyl egyenesek egyenletét. Termé-
szetes médon adodik a kérdés: hogyan tudjuk meghatérozni két egyenes
metszéspontjat?

Hatdrozzuk mega 2x + 5y = 39 és 3x + 2y = 9 egyenlet(i egyenesek metszéspontjat!

Megoldas

Megdllapithatjuk, hogy mivel a metszéspont mindkét egyenesen rajta van, ezért koordindtai mindkét
egyenes egyenletét kielégitik. Nincs mas dolgunk tehat, mint megoldani az egyenesek egyenletébdl allé ké-
tismeretlenes linedris egyenletrendszert.

2x + 5y = 39,

3x+ 2y =9. }

Az egyenl6 egyitthatok médszerével dolgozunk, hogy munkéank sordn ne nehezitsiik a dolgunkat tor-
tekkel, zaréjelekkel.

Szorozzuk az elsé egyenlet mindkét oldalat 3-mal, a masodik egyenlet mindkét oldalat 2-vel, igy az
x-es tag egyitthat6ja mindkét egyenletben 6 lesz.

6x+ 15y = 117,

6x + 4y = 18. }

A felsé egyenletbdl kivonva az alsét azt kapjuk, hogy

11y = 99, ahonnany = 9.

Ezt az els6 egyenletbe helyettesitve x = —3 adddik. A (=3; 9) pont mindkét egyenletet kielégiti, tehat va-
|6ban a két egyenes metszéspontja.

Két egyenes metszéspontjanak koordinatait Gigy hatdrozzuk meg, hogy a két egyenes egyenletébdl
allé egyenletrendszert megoldjuk.
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Szamitsuk ki a lecke elején vizsgdlt AEFD foldtertlet keriiletét és teriiletét!

Megoldas

El6szor az EB és DC egyenesek egyenletét irjuk fel, majd meghatarozzuk az egyenesek F metszéspont-

jat. (Méterben szamolunk.) Az EB egyenes meredeksége —% = —%, y tengelymetszete 180, igy egyen-
lete y = — %x + 180. Hasonl6an DC egyenlete y = — %x + 100. Az

y=- %x + 180

== %x + 100

egyenletrendszer egyenleteinek jobb oldala egyenlé: —%x + 180 = —%x + 100 < x = 80, amibdl visz-

szahelyettesités utan y = 60 adodik.
Az F(80; 60) koordinatak segitségével T, = 12060 — 3600 m, T, = 19080 — 4000 m?, gy AEFD

ADF — 2

tertilete 7600 m?.
DF = v80%+ 40% =~ 89 m, EF = v/ 40° + 60° ~ 72 m, igy a telek kertlete kb. Fogalom

100 + 120 + 89 + 72 = 381 méter. metszéspont
meghatdrozasa.
R =

FELADATOK

m Szamitsuk ki az egyenesek metszéspontjanak koordindtait, ha egyenletiik

a) 3x—-y=7, 2x + 5y = 2;

b) 3x + 5y -2 =0, y=2x-1;

¢ 2x-y =25, y=2x+7;

d)3x-2y =1, 6x = 4y + 2!

2. K1 irjuk fel a P(-1; 7) pontot a 2x + 5y = 2 és 3x — 2y = 5 egyenlet(i egye-
nesek metszéspontjaval 9sszekotd egyenes egyenletét!

IWPI Allapitsuk meg, hogy van-e kézos pontja az alabbi harom egyenesnek:

a) 2x + 5y = 3, b) 2x - 5y = 12,
6x + 15y =1, x + 3y =5,
X_y:5; 2X—y:—4!

4. K2 Egy foldtertilet négy oldalat egy térképen a kovetkezd egyenesek jeldlik ki:
a) azytengely,azy = x + 4, azy = 2x és az x = 2 egyenletli egyenesek;
b) az x és y tengely, valamint azy = x + 8 és a 2x + y = 20 egyenlet(
egyenesek. A térképen 1 egység a valésagban 10 méter.
Mekkora a féldteriletek keriilete és tertilete?
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Egyenes vonalban, egyenletes sebességgel halad6 kamion helyzetét egy koordinata-rendszerben
pontszer( testként modellezhetjik. A test athalad az A(16; 19), majd a B(8; 13) pontokon.
K2 a) Melyik pontokban metszi a test palydja a koordinatatengelyeket?
E1 b) Az AB tavolsagot 50 masodperc alatt tette meg a test. B-t elhagyva mennyi ideig tart, mig
eléri az x tengelyt?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény 11l. 3610-3613, 3619, 3630, 3635, 3636, 3637.

44. PARHUZAMOS ES MEROLEGES EGYENESEK

A szerkesztési vagy szamolasi feladatokban gyakran van sziikség adott ponton atmend, adott egyenes-
sel parhuzamos vagy ra meréleges egyenes megszerkesztésére, megadasara. A gyakori hasznélat miatt kalon
leckében foglalkozunk a parhuzamos és meréleges egyenesek témakorével. Ha jol begyakoroljuk a kap-
csol6dé szamolasi eljarasokat, akkor a parhuzamos vagy merdéleges egyenesek megadasa nagy segitség, egy-
fajta biztos épitékocka lesz az 6sszetett feladatok megoldasa soran.

Egy paralelogramma két oldalegyenesének egyenlete x + 2y =5 és
3x — 2y = —1. A metszéspontjukkal szemkozti cstics: A(6; 4). Hatarozzuk meg a
paralelogramma hidnyzé csticspontjainak koordinatdit!

Megoldas

Az dbran megrajzoltuk az egyenletikkel megadott egyeneseket (kék szinnel),
az adott A pontot és a széban forgé paralelogramma masik két oldalegyenesét
(zold szinnel), C-vel jeloltik a két adott oldalegyenes metszéspontjat. El6szor
ennek koordinatdit szamitjuk ki. A C pont két koordinatdja az

X+2y=5
3x—=2y=-1
egyenletrendszer megoldasa:
x=1y=2.

A paralelogramma A-val szemkozti csticsa tehdt a C(1; 2) pont.
Az abran B-vel jelolt csticspont az A ponton atmend és az x + 2y = 5 egyenletli egyenessel parhuza-
mos egyenesnek a 3x — 2y= —1 egyenlet(i egyenessel val6 metszéspontja. Az x + 2y = 5 egyenlet(i egye-

nes egy iranyvektora (-2; 1), meredeksége — %, ami az AB oldal egyenesének a meredeksége is. A —% me-
redekségli és az A(6; 4) ponton atmend egyenes egyenlete y — 4 = — %(x — 6), vagy tértmentes formdban

X+ 2y = 14.
A mondottak alapjan a B ponta 3x — 2y = -1 és x + 2y = 14 egyenesek kozds pontja. Meg kell hata-
roznunk tehat a
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3x =2y =—1
x+2y=14

egyenletrendszer megoldését. igy jutunk a B(3,25; 5,375) ponthoz.
Hasonléan kapjuk az abran D-vel jel6lt csticspontot: a 3x — 2y = —1 egyenlet(i egyenes meredeksége

%; az AD egyenes ezzel parhuzamos, és dtmegy A-n, igy egyenlete y — 4 = %(x — 6), azaz:
3x -2y = 10.
Ezutan a
3x—2y=10
X+2y=5

egyenletrendszer megoldasabél adédik a D(3,75; 0,625) pont.
A paralelogramma cstcspontjai tehat az A(6; 4), B(3,25; 5,375), C(1; 2), D(3,75; 0,625) pontok.

A feladat megoldasa kézben tobbszor is felirtuk adott ponton atmend, adott egyenessel parhuzamos
egyenes egyenletét. Azt hasznaltuk fel, hogy egy egyenes iranyvektora barmely vele parhuzamos egye-
nesnek is irdnyvektora. (Vagy parhuzamos egyenesek meredeksége egyenld, ha létezik.) Ez azt jelenti, hogy
parhuzamos egyenesek Ax + By = C, és Ax + By = C, egyenlete csak a jobb oldali konstans tagban kii-
l6nbozik. Ezt pedig Ggy hatarozhatjuk meg, hogy annak a pontnak a koordinatait helyettesitjiik a bal oldali
kifejezésbe, amelyiken az egyenesnek at kell mennie. (Példaul az A ponton atmend, x + 2y = 5 egyenes-
sel parhuzamos egyenes egyenlete egy Iépésben felirhaté: x + 2y = 6 + 2 - 4))

Altaldnosan annyit mondhatunk két egyenes parhuzamossagarol:

Két egyenes akkor és csak akkor parhuzamos, ha iranyvektoraik parhuzamosak. (Vagy meredeksé-
giik egyenld, ha létezik.)

Legyen v(v,; v,) és V'(v,; v,") a két vizsgdlt egyenes iranyvektora. Ha v és v/ parhuzamos vektorok, és

egyikik sem 0, akkor van olyan A4 # 0 szdm, hogy

vV = Av.
Igy a koordinatak kozott a
v/=Av,,
v, = Av,

egyenletek érvényesek. Ez azt jelenti, hogy az egyik irdnyvektor koordinatdi a masik irdnyvektor koordina-
tainak A-szorosai. Ha v, # 0, akkor v; # 0, és az el6bbi egyenletek helyett irhatjuk a

Y, _ Y
=

v, Vi

egyenletet.

Megforditva, hav, # 0, v; # 0 és

akkor a két egyenes parhuzamos.

<

2

Mar tanultuk, hogy az egyenes meredeksége m = v
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Egyenesek parhuzamossaganak feltétele:

Két, a koordinatatengelyekkel nem parhuzamos egyenes akkor és csak akkor parhuzamos, ha irdny-
vektoraik megfeleld koordinatainak hanyadosa egyenlé.

Ezzel ekvivalens allitas, hogy akkor és csak akkor parhuzamos két olyan egyenes, melyeknek van
meredekségiik, ha meredekségeik egyenldk.

Egy derékszogl haromszogben az egyik befogd egyenesének egyenlete y = —2x + 4. A haromszog egyik
csticsa az origd, egy masik csticsanak abszcisszaja (x koordinatdja) 5. Hatarozzuk meg a csticspontok koor-
dinatait!

Megoldas

Mivel az origd nem illeszkedik a megadott egyenesre, igy a hidnyz6 cstcspontok
azy = —2x + 4 egyenletli egyenes pontjai. Az dbran A-val jeloltik azt a csticspontot, yA
amelyiknek abszcisszdja 5. Az egyenes egyenletének segitségével meghatarozhaté az \|
A pont ordinataja:

y=-2-5+4 = -6, tehat A(5; -6).

Az abrabdl nyilvanvaléan leolvashaté, hogy a haromszog A csticsanal levé szoge
nem derékszog. Minthogy O nincs rajta az adott befogon, ezért O-nél sem lehet de-
rékszog. A hidnyzé B derékszogli csticspontot az origbn atmend és az y = —2x + 4
egyenletli egyenesre merdleges egyenes metszi ki az adott befogébdl. A 2x +y = 4
egyenletli egyenes egy iranyvektora (—1; 2), a ra meréleges OB egyenes egy iranyvek-

tora ennek 90°-o0s elforgatottja, azaz (2; 1), és a meredeksége %

Az OB egyenes atmegy az origon, egyenlete y = %x vagy x — 2y = 0.

A sz6ban forgd egyenesek metszéspontjanak, a B pontnak a koordinatai az

y=—2x+4
1
/= s
egyenletrendszer megoldasai: x = %: 1,6;y=0,8.

A keresett haromszog csticspontjai tehat az O(0; 0), A(5; —6) és B(1,6; 0,8).

Most az Ax + By = C, adott egyenletii egyenesre meréleges egyenes egyenletét kellett felirni. Eszrevehet-
jik, hogy ennek sordn x és y egyitthatéjat felcseréltiik, és az egyik el6jelét megvaltoztattuk: —Bx + Ay = C,.
Ez felelt meg annak, hogy az eredeti irdnyvektorra meréleges iranyvektort irtunk fel. C, értékét pedig ismét
gy hatdroztuk meg, hogy annak a pontnak a koordinatait helyettesitettiik a bal oldali kifejezésbe, amelyi-
ken az egyenesnek at kellett mennie. (Ez most a (0; 0) pont volt.)

Példaul a 2x + 3y = 4 egyenlet(i egyenesre merdleges egyenesek egyenletének bal oldala lehet 3x — 2y.
Ha a merdleges egyenes a P(3; 4) ponton megy at, akkor 3x =2y =3-3-2-4 = 1.

Két egyenes tehat akkor és csak akkor meréleges egymasra, ha iranyvektoraik merélegesek az elforga-
tas szogtarto volta miatt.
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Ha az a és b egyenes v és w iranyvektorai merélegesek egymasra, akkor koordinataikra igaz, hogy
v(v,; v,) és w(-4v,; Av,), ahol 4 # 0. Tegyk fel, hogy a nem parhuzamos egyik tengellyel sem, azaz
v, # 0 ésv, # 0, ekkor a rd merdleges b egyenes sem lesz parhuzamos egyik tengellyel sem. Az egyene-
% Av,

p 1 S
Zésm, = =——,amibélm -m, = -1.
m a

sek meredekségei léteznek: m = —= =T =
v, Av,

a

Akkor és csak akkor merdleges két olyan egyenes, melyeknek van meredekségiik, ha meredeksé-
geik szorzata -1, vagyism_-m, = 1.

Adott az A(0; 0), B(14; 0), C(5;12) csticst hdromszoég. Hatarozzuk meg a haromszog A csticsbdl hizott
magassagvonaldnak, B-bdl hizott sdlyvonalanak és C-bdl hizott szogfelezbjének az egyenletét! Hatarozzuk
meg a BC oldal felezémerdlegesét is!

Megoldas

A parhuzamos és merdleges egyenesekrdl tanultakat alkalmazzuk.

BC =c-b= (=9; 12), my, __12 :—%/ igy az A csticsbol hizott m, ma-

9
gassagvonal meredeksége % Atmegy az A(0; 0) ponton, igy egyenlete
. = i
m;:y = X

Az AC oldal F, felez6pontjéra f, = dEICE (% 6). BTEb =f,—b= ( 23, 6>/

2 T
ez a B cslcshbdl hizott s, silyvonal egyenesének iranyvektora. Meredeksége
_%, egyenlete (B-t helyettesitve) s,: y = —%(X - 14). (Vagy atalakitva

sy: 12x + 23y = 168.)
A C-bdl hizott szogfelez6 az AB oldalt a szomszédos oldalak aranydban osztja.

|BC | = /(=9 + 122 =15, AC = ¥/5>+ 122 = 13, igy ha a szogfelez6 a D pontban metszi AB-t, akkor

AD _ 13 __ 13 4, _13 (13- 0\ Bod_c= (3 _ =_8 i 5 5
W_T'AD_13+15 14 = 2,tehatD<2/0>.CD_d c_<2/ 12>,mCD 8, igy a szogfelez6

egyenletef: y = —8<x— 1—?’), azazf: y = -8x + 52.

2
A BC oldal felez6 merélegesét jelolje g . Mivel g és m_parhuzamos, ezért g meredeksége is %; vala-
mint g dtmegy a BC oldal F, felez6pontjan, ami Fa<%; 6>. Inneng: y—6= %(x = 179>, ami irdnyténye-
z6s alakban g : y = % - %
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Hatdrozzuk meg az el6bbi ABC haromszogben a stlypont és a magassagpont, valamint a beirt és a ko-
ralirt kor kozéppontjanak a koordinatait!

Megoldas

Ahol lehetséges, igyeksziink tobbféle megoldast adni.
A silypontot megkaphatjuk példaul két sdlyvonal metszéspontjaként. s,: 12x + 23y = 168 mar is-
_12

mert, az AF_ stlyvonal egyenlete pedig s : 5

x. A stlypontot igy a

_ 12

12x + 23y = 168
Y= 19X

egyenletrendszer megoldasa adja.
Egy masik (gyorsabban célt éré) médszer a stlypont koordinatéira tanult képlet alkalmazasa. Ez alapjan

a+ b+c_(19.

a stlypont s = 3 =57 4). (Ellendrizhetjiik, hogy a koordinatapar valéban megoldasa az egyen-

letrendszernek.)
A magassagpont két magassagvonal metszéspontja. Mivel AB maga az x tengely, m_az y tengellyel par-
huzamos (nincs meredeksége), egyenlete m : x = 5. Az

3
)’=4X}
x=25

egyenletrendszer megoldasa M(S; 1—5>, ez a magassagpont.

4
A beirt kor K kozéppontjat tobbféleképpen is meghatarozzuk.
Elsé megoldas (vazlat): K két szogfelezé metszéspontja. Az egyik szogfelezé egyenlete mar ismert,
f:y=-8x+ 52.HaazA cstcsbdl hizott f, szogfelez6 a BC oldalt az E pontban metszi, akkor a szogfe-

_ 13b + 14c (
a 27

lez6 osztasarany-tétele miatt AE mert 13 és 14 a kozrefogé oldalak hossza). Ez — vagy még

egyszer(ibben 13b + 14c — a szogfelez egy iranyvektora; innen szdmolhatunk meredekséget és felirhat-
juk f egyenletét. Végiil f_ésf metszéspontja adja meg a keresett K pontot.

Masodik megoldas: Az el6z6 szamolasigényes megoldasnal gyorsabban célt értink, ha a hdromszog

r:% tertletképletét hasznéljuk. (A beirt kor sugara r, a haromszog terllete t, félkerilete s.)

t= % =84, s= W = 21, = % = 4. K és AB tavolsaga tehat 4, igy a beirt kor kézép-
pontja rajta van az y = 4 egyenlet(i egyenesen. Az

y=—8x+ 52}

y=4
egyenletrendszer megoldasa K(6; 4), ez a beirt kor kozéppontja.

A koriilirt kér O kozéppontja két oldalfelezé meréleges metszéspontja. g : y = %x - % mdr ismert,

AB felezé merélegese pedigg : x = 7. Az
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3 9
Y=3*"%
X=7

egyenletrendszer megoldasa O( %5 ) ez a koralirt kor kozéppontja.

Egy masik lehetéség az R = abc tertletképlet alkalmazasa (R a korulirt kor sugara). Ez alapjan

4t
_15-13-14 _ 65 - . oy ) B
R=—3357 =% Ha F_az AB oldal felez6pontja, akkor az AF O derékszog(i hdromszogben AF_ = 7,
AO = =2, gy Pitagorasz tételébdl az OF _koordindta szimolhat6: OF = (%)2 — 7%= 4,125.

Végtl eljarhatunk dgy is, hogy az O pont y koordinatajat paraméternek tekintjik. Mivel O az x = 7
egyenesen van, koordinataira O(7; y) teljesil, és az OA = OC feltételbdl /72 +y* = /(7 — 57 + (y — 12).
Négyzetre emelés utan y? kiesik, az elséfoki egyenletnek egy megoldasa lesz.

Megjegyzés

A haromszog-geometria nagyon sok elemi tételt ismer, de haromszogekkel kapcsolatos feladatok meg-
oldasaban trigonometriai médszereket is alkalmazhatunk. Mivel az ABC haromszég harom oldalét ismer-
juk, a szinusz- és a koszinusztétellel kiszdmolhatjuk a szogeit és a nevezetes szakaszok hosszat.

Tavaly kiegészit6 anyagként emlitettitk az Euler-egyenes tételét, mely szerint barmely haromszog koralirt korének
kozéppontja, a stlypontja és a magassagpontja egy egyenesen van. Emlékszel még, milyen sorrendben helyezkedtek
el ezek a pontok, és milyen aranyban osztotta a kozépsé pont két részre a szakaszt?

Ellenérizd, hogy a most kapott o< 33) 5< 139/ ) és M( 15) pontokra valéban teljestilnek a feltételek!

IRANYSZOG, IRANYTANGENS

Az egyenesnek az x tengely pozitiv irdnydval bezart sz6gét az egyenes iranyszogének
nevezziik. Kordbban lattuk, hogy az y = mx + b egyenletli egyenes iranyvektoranak va-
laszthatjuk pl. a v(1; m) vektort. Mivel az egyenes iranya nem fligg b-tél, az iranyszoget
varhatéan m vagy v segitségével megadhatjuk.

Ha a v vektor irdnyszogét a-val jeloljik, akkor a vele parhuzamos egységvektor az
e (cos a; sin @) vektor. Minthogy az egyenes nem parhuzamos az y tengellyel, igy @ # 90°
és mivel 0° < @ < 180° cos @ # 0. Tudjuk, hogy két parhuzamos vektor megfelel6
koordinatdinak hanyadosa egyenlé. igy

a_ sina
1 cosa’
vagyis
a=tga.
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Az a érték tehdt az egyeneshez tartozé irdnyvektor iranyszogének a tan-

gense. Ezt nevezzik az egyenes meredekségének: a = tg @. A koordina-
tageometridban az egyenes meredekségét altalaban m-mel jelolik, ezért b
m = tg @. Az m értéket az egyenes iranytangensének vagy iranyté-
nyezéjének nevezzik.

Példaul az a: y = 3x + 1 egyenes és az y = 3x egyenes iranyszoge
megegyezik, ez a szo6g tg @ = 3 miatt kb. 71,57°. Ab: y = —x + 2 egye-
nes iranyszogére tg f = -1, innen § = 135°.

y A

o=71,57°
\ ;

ol 4

1.
I

Szamitsuk ki a 3. példaban szerepé ABC haromszogben a C csticsnal
lévé bels6 sz6g nagysagat!

Megoldas

A harom oldal hosszanak ismeretében alkalmazhatnank példaul a koszinusztételt is, de most az egye-

= %, innen @ = 67,38% m,. = —%,

B =126,87°. 8" =a + y miatty = B’ — @ =~ 59,49°.

nesek iranyszogével dolgozunk. m,. = tg @ innen £ kiilsé szoge

SZERKESZTES VAGY PARAMETEREZES? (Olvasmany)

Egyre gazdagabb a geometriai feladatmegoldé eszkoztarunk. Az elemi geometriai eszkdzok mellett eddig
is haszndlhattunk trigonometridt vagy vektorokat, most pedig Gj segédeszkozeink is vannak, a koordinata-
geometriai médszerek. Ezen belil a koordinatageometriai feladatok j6 része geometriai vagy algebrai szem-
léletmoddal is megoldhaté: az elsé esetben a szerkesztési 1épéseket kovetjiik, a masodik esetben altalaban
paramétereket vesziink fel. Nézziink néhdny példat a 41. leckébdl!

1. (2. példa) Hatdrozzuk meg a paralelogramma negyedik csticspontjanak koor-
dindtait, ha hdrom cstcsa: A(1; 5), B(-3; =7), C(3; =3)!

A leckében a szerkesztés menetét kovettiik: meghataroztuk az AB oldal C, fele-
z6pontjat, majd C-t titkrozve C,-re, megkaptuk F-et, a negyedik cstcsot. (Tébb meg-
oldas volt.)

Az algebrai szemléletméddal paraméterezziik az F(x; y) csticsot (x és y az isme-

retlenek). Paralelogrammara CA = ﬁ, azaz (-2; 8) = (x + 3; y + 7). Ez a vektor-
egyenlet pedig helyettesithetd két skaldr egyenlettel, amibdl x és y meghatarozhat6:
-2=x+3;8=y+7.

2. (5. kitlizott feladat) Egy hdromszog két csticsa az A(-2; —3) és a B(1; 8) pont.
A haromszog stlypontja az S(4; 1) pont. Szamitsuk ki a hidnyz6 cstcs koordinatdit!

Ha a szerkesztés menetét kovetjiik, akkor példaul kiszamitjuk az AB oldal F_fe-
lez6pontjat, majd ebbdl a pontbdl A = 3 aranyd kozéppontos nagyitdssal S képe C
lesz.
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Az algebrai Gt a kovetkezd: legyen C(x; y) a keresett pont. Ekkor s = a—i—fb—i—c/

innen ¢ = 3s —a — b, ami koordinatdkkal (x; y) = 3 - (4; 1) = (=2; =3) = (1; 8).
Az egyenlethdl x és y szamolhato.

3. (8.b) kittizott feladat) Az ABC haromszog két csticsa A(3; —10), B(=16; 2), és
tudjuk, hogy a C cslics rajta van az x tengelyen. Hatdrozzuk meg C koordinatéit, ha
az ABC héromszog egyenl6szard, és AB az alapjal

A geometriai médszer alapjan az AB felez6 merélegese metszi ki C-t az x ten-
gelybél.

Az algebrai médszer alapjan legyen C(x; 0), és a CA = CB egyenletet kell meg-
oldanunk: /(3 = xY+ (=107 = /(=16 — x}' + 2.

Végil a 3. példa ebbdl a leckébdl:
4. Az A(0; 0), B(14; 0), C(5;12) csticst haromszog O kordlirt korének kozéppontjat meghatéroztuk szer-
kesztési lépésekkel is (oldalfelezé merélegesek metszéspontja) és paraméterezéssel is. Ekkor O(7; y) volt a
paraméterezés, és az OA = OC feltételbdl szamitottuk ki y-t.

:ng}?:g::osség Adodik a kérdés: melyik a ,jobb” médszer, melyiket érdemes valasztani?

feltételei; Altaldnos valaszt sajnos nem adhatunk. Néha rovidebb a paraméterezéses, algebrai megol-
merdlegesség das, de el6fordulhat, hogy nehéz szamoldsra vezet. A szerkesztési |épések kovetése pedig al-

feltételei; talaban célhoz vezet, de gyakran hosszadalmasabb igy a megoldas. Es hat izlés dolga, hogy me-
irff‘”YSZ('jg? lyik megoldasi Gt a szimpatikusabb.
IranytaESE Egyre tobb geometriai megoldasi médszert ismeriink, az sszetett feladatok esetében ér-

e demes tudatosan, elére tervezve megvalasztani a megoldasi utat.
FELADATOK

Irjuk fel az e és az f egyenes egyenletét, ha &tmennek a (8; —2) ponton, és e parhuzamos az x — 3y = 8 egyen-
letli egyenessel, f pedig meréleges ral

Keresstink az alabbi egyenesek kozott egymassal parhuzamos és egymasra meréleges egyeneseket, ha egyen-
leteik:
2Xx—=7y =16; 4x-T14y +5=0;, 7x+2y-3=0;, 5x+y=12; 2x-10y = 7!

3. K1 Hatdrozzuk meg a p értékét dgy, hogy az F
a)2x+3y=7, '
6x + py = 8;
b)y =0,5x + 2,
y=px +3;
o 5x +7y =28,
3px + 8y =9

egyenletli egyenesek parhuzamosak legyenek
egymassal! Oldjuk meg a feladatokat akkor is,
ha az egyenesek merélegesek!
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Egy paralelogramma két oldalegyenesének egyenlete 2x — y = —4, 3x + y = 11. Szimmetria-
kozéppontja a (2; 1) pont. Szamitsuk ki a csticspontok koordinatait!

Egy haromszog két csticspontja A(=8; 2), B(1; 7), magassagpontja M(1; —2). Szamitsuk ki a har-
madik cstics koordinatait!

Szamitsuk ki a hdromszog csticspontjainak koordinatéit, ha egyik oldalegyenesének egyenlete
7x — 12y = 59, a masik két oldalhoz tartozé magassagvonal egyenlete 7x — 5y = 14 és
5x + 12y = 1!

ésx + y = 0. Szamitsuk ki a hianyz6 csticspontok koordinatait!

Egy téglalap két szomszédos csticspontja: A(5; 3), B(7; 7). Az AB-vel szemkozti oldal egyenesé-
nek egy pontja P(-2; 9). Hatdrozzuk meg a téglalap hianyzo csticspontjait!

[ 4. K2
&@
A haromszog egyik csticspontja az A(1; 2) pont, két magassagvonalanak egyenlete 2x — 3y + 1 =0

Mi a hiba az alabbi feladat megoldasaban?

Feladat: Adottak a derékszogli koordinata-rendszerben az A(2; 2) és
B(5; 6) pontok. Az x tengely mely P pontjara lesz az APB haromszog te-
rilete 15 egység?

»Megoldas”: Jelolje C és D az A, illetve B pont merdleges vetiletét az
x tengelyen (dbra).

Ha a P pont egybeesik D-vel, akkor a DPB haromszog tertilete

y A

Teppn— Tepn = # 3— % = 9 egység. Az AB alaphoz tartozé ma-

gassagot tehat novelni kell, igy P a D ponttél az x tengely pozitiv ira-

nyaba esik.

Legyen D(x; 0). Ekkor T,,, =T 0. + T 0o = Tep
_ (x=5)6 (x—2)2

15=12+ P — 7 .

Az egyenlet megoldasa x = 8.
Eredmény: A P(8; 0) pont esetén T,,. = 15 egység.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészit6 feladatgytjtemény Ill. 3669, 3670,3673-3676, 3679, 3682, 3707.

azaz
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GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK ES KOORDINATAK
(Olvasmany)

Ebben az olvasmanyban arra a kérdésre kerestink vélaszt, hogy a pontok koordinatai és az egyenesek
egyenletei hogyan véltoznak meg az egyszer(ibb geometriai transzformaciék soran.

Feladatok

Adott az e: y = 2x + 1 egyenlet(i egyenes. Hajtsuk végre
az alabbi transzformacidkat, s adjuk meg az egyenes képeinek
az egyenletét!

a) Tengelyes tiikrozés az x tengelyre;

b) tengelyes tiikrozés az y tengelyre;

¢) kozéppontos tiikrozés a P(3; 2) pontra;

Ml\\

d) tengelyes tikrozés az y = x egyenlet(i egyenesre.
e) Eltolas a v(1; 2) vektorral;

f) eltolas a v(-2; —5) vektorral;

g) forgatas az origd korul —90°-kal;

h) forgatas az origd kortl 90°-kal.

i) A = 0,5 aranyu kicsinyités a P(3; 2) pontbdl;

Vajon egyenes a két lila vonal? j) A = -2 aranyl nagyitas a P(3; 2) pontbdl;

k) A = 0,5 aranyd zsugoritds (merdleges affinitds) az x ten-
gelyre;

) A = 0,5 aranyd zsugoritas (merdleges affinitds) az y ten-
gelyre.

Megoldasok

A fenti transzformaciok soran egyenes képe mindig egyenes marad. Tehat azt mindig megtehetjiik, hogy
az egyenes két tetszéleges pontjat transzformaljuk, s ekkor a képpontokat 6sszekotd egyenesek adjak a
megoldast. llyen célbdl érdemes példaul az A(0; 1) és B(-0,5; 0) tengelymetszetek képét meghatarozni.

Egy masik lehetéség, amikor a képegyenes meredekségét éllapitjuk meg; ekkor elég egyetlen pontot
transzformalnunk. (Adott pont és irdny mar meghatarozza az egyenest.) Eszrevehetjik példaul, hogy a ko-
zéppontos tlikrozés, az eltolas és a kozéppontos hasonlésag soran a képegyenesek parhuzamosak marad-
nak az eredeti e egyenessel, esetleg a képegyenes maga az e egyenes.

a) Az egyenes meredeksége ellentettjére valtozik, az x tengely-
metszete megmarad, az y tengelymetszete az x tengelyre tiik-
rozédik. Az G egyenes egyenlete a: y = —2x — 1.

b) Az egyenes meredeksége ellentettjére valtozik, az y tengely-
metszete megmarad.
b:y=-2x + 1.

©) Az egyenes meredeksége megmarad, az A(0; 1) pont képe
pedig olyan C pont, amelyre P az AC szakasz felez6pontja. Ezért

ath _pazazb=2p-a=(2:3-0;2-2-1)=(63).

A c egyenes egyenlete c: y — 3 = 2(x — 6).



GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK ES KOORDINATAK

d) A keresett egyenes az e(x) = 2x + 1 fliggvény inverzének a
képe. A véltozok felcserélésébdl x = 2y + 1, ésinneny = 0,5x - 0,5
adodik.

e) Mivel v(1; 2) az e egyenes egy iranyvektora, képe 6nmaga

marad.

f) Ha az eltolas soran A pont képe F, akkor f = a + v =
= (0; 1) + (-2; =5) = (=2; —4). Ezértf: y + 4 = 2(x + 2), azaz
fry =2x.

g) Az A pont képe G(1; 0), és mivel a képegyenes merdleges az
eredeti egyenesre, meredeksége —0,5. Ezértg: y = —0,5(x — 1).

h) Az A pont képe H(-1;0), a meredekség -0,5, igy
h:y =-0,5( + 1).

i) Az A pont képe az AP szakasz | felez6pontja lesz.

i_a+P_(0+3_1+2
Nz 2 7 2
tozik, iy —1,5 = 2(x = 1,5), azaz y = 2x — 1,5 a keresett egyenes
egyenlete.

) = (1,5; 1,5). A meredekség nem val-

j) Ha az A pont képe J, akkor P az AJ szakasz A-hoz kozelebbi

harmadolépontja. A tanult 6sszefliggés szerint p = 2a3+ )

, Sinnen

j=3p—-2a=(3-3-2-0;3-2-2-1)=(9; 4).
Az egyenes egyenlete j: y —4 = 2(x - 9), azaz y = 2x — 14.

k) Az egyenes k affin képe atmegy a fix B(-0,5; 0) ponton, mig
az affinitas miatt a meredekség a felére véltozik. k: y = x + 0,5.

) A meredekség a kétszeresére valtozik, a fix pont A(0; 1)
marad: y — 1 = 4x.

FELADATOK

@ Végezziik el az el6z6 a) — |) transzformdciokat az ABC haromszoggel, ha A(=5; -2), B(1; 6) és
C(6; 2)! Hatarozzuk meg az igy kapott haromszogek cstcsait és teriiletét!

m Végezziik el az el6z6 a) — |) transzformdcidkat az e: y = —3x + 2 egyenlet(i egyenessel és a
P(=3; —1) ponttal is, és hatdrozzuk meg az e egyenes képeinek egyenletét!

Tudod-e?

Ne lépjen ide be senki, aki ageometretosz (aki, a geometriat nem ismeri)!

A hagyomany szerint ez volt Platén (Kr. e. 429-347) filozéfiai iskoldjanak, az Akadémidnak a kapufelirata. A gorog
filoz6fus az Akadémosz liget kozelében |évé iskolaban filozofiat és matematikat tanitott. A geometria ismeretének
fontossagat mas frasaiban is hangstlyozta (példaul Az dllam cimd mvében). A Platén altal alapitott filozéfiai in-
tézmény tobb mint kilencszaz éven &t allt fenn.
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45. A KOR KOORDINATAGEOMETRIAJA

Az el6z6ekben az egyenes egyenletével foglalkoztunk. Barmely egyeneshez megadhatunk olyan egyen-
letet, amelyet azoknak és csak azoknak a pontoknak a koordinatai elégitenek ki, mely pontok az egyene-
sen vannak. Ezért neveztiik ezt az egyenletet az egyenes egyenletének. Hasonloképpen egy adott kornek
(korvonalnak) az egyenletérdl beszéliink, ha ezt az egyenletet a kor pontjainak koordindtai kielégitik, azok-
nak a pontoknak a koordinatdi viszont, amelyek nincsenek a koron, nem elégitik ki.

A sikban a kort a kozéppontja és a sugara meghatarozza.

Nézziink elGszor egy konkrét példat.

Irjuk fel annak a kérnek az egyenletét, melynek kozéppontja a C(2; —3) pont, és sugara 4 egység!

Megoldas

A
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Ha P(x; y) befutja a korvonalat, akkor barmely helyzetében a C(2; —3) ponttdl 4 egy-
ségnyi tavolsagra van. Ha P a kor belsejében van, akkor PC < 4; ha a kéron kiviil,
akkor PC > 4. Ebbdl és a tavolsagképletbdl adodik, hogy a P(x; y) pont akkor és csak
akkor van a mondott kéron, ha koordinatai kielégitik a

Jx=2P+(y+3y =4
egyenletet.

Ez ekvivalens az

xX=2%+(y+32=4>*=16
egyenlettel, hiszen két pozitiv szam akkor és csak akkor egyenlé egymdssal, ha négy-
zeteik egyenldk.

Tehat a C(2; -3) kozéppontd, r = 4 sugari kor egyenlete:

(x— 2>+ (y + 32 = 16.

Az (x—2)* + (y + 3)> < 16 egyenlGtlenség
a kor belsé pontjainak koordinataira, az

(x —2)2 + (y + 3)> > 16 egyenl6tlenség
a koron kival levé pontok koordinataira teljestl, mert két pozitiv szam négyzetei koziil
a nagyobbiknak a négyzete nagyobb. igy példaul a (0; —1) pont belsé pont, a (=5; 2)
pont kiilsé pont.

Hasonl6an kaphatjuk meg altalanosan a C(u; v) kézéppontd, r sugard kor egyen-
letét.

Tudjuk, hogy a kor azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyek a kozép-
ponttél sugarnyi tavolsagra vannak. Legyen tovabbd a kor tetszéleges pontja P, amely-
nek koordinatai legyenek P(x; y). A kor pontjaira tehat

|CP|=r, azaz /(x—uf+(y—vy=r.
Mindkét oldal pozitiv, ezért négyzetre emelhetiink, ez nem véltoztatja meg, hogy
mely pontok elégitik ki az 6sszefiiggést.
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Tétel

Az (u; v) kozéppontd, r sugard kor egyenlete:
(x—uf+(y—vy=r.

Specidlisan az orig6 kozéppontd, r sugara kor egyenlete:
X2+ yr=r.

2. példa

frjuk fel az AB szakasz Thalész-korének egyenletét, ha A(3; —4), B(7; 9)!

Megoldas

A kor egyenletét fel tudjuk irni, ha ismerjiik a kozéppontjat és a sugarat. A kor kozéppontja az AB at-
méré C felezépontja: C(5; 2,5). A kor sugara az AC szakasz hossza: r = J4+ 42,25 = /46,25. igy a ke-

resett kor egyenlete:
(x - 5)2 + (y — 2,52 = 46,25.

3. példa

Irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amelyik &tmegy a P(8; 1) ponton, és érinti a koordinatatenge-
lyeket!

Megoldas

El6szor a kor kozéppontjat és sugardt hatarozzuk meg. A megadott adatokbél kovetkezik, hogy a kor
Clu; v) kozéppontja az els6 siknegyedben van, és koordinatai egyenldk a sugarral: u = v = r.

Ezek szerint a keresett kor egyenlete

x —u)? + (y — u)? = u? alaka.

Ezen a koron rajta van a (8; 1) pont, s igy koordinatdi kielégitik
az egyenletet:

8 —u)?>+(1 —u)? = v

Ebbdl

64 —16u + u*+ 1-2u + u>=u?

u’-18u + 65 =0,

B _ u, =13,

ha= 9 /8T -5 = <~ 1

A feladatnak tehét két megoldasa lehet: az (5; 5) kozéppontd,
5 egység sugar és a (13; 13) kozéppontd, 13 egység sugart Kor.
E korok egyenlete

(x=5)%+ (y-5)* = 25,

x=13)2+ (y—13)> = 169.

Ellenérizhetjiik, hogy e két kor eleget tesz a feladat feltételeinek.

A két megoldas az abran lathato.
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Irjuk fel annak a kérnek az egyenletét, amelyik dtmegy az A(2; —1) és a B(4; 5) ponton, és kozéppontja
rajta van az x — 3y = -2 egyenlet(i egyenesen!

Megoldas

Els6 megoldas (vazlat): Tudjuk, hogy a kor barmely hirjanak felez6merélegese atmegy a kor kozép-
pontjan. Igy a keresett kor C(u; v) kézéppontjét az AB szakasz felez6merdlegese metszi ki az adott egye-
nesbdl. Az AC szakasz pedig a kor sugara. Az elmondottak médot adnak a kézéppont és a sugar meghata-
rozasara, de itt mi most mas utat fogunk kovetni.

Masodik megoldas: Minthogy A és B rajta van a koron, koordinatdi kielégitik a kor egyenletét:

2-uP+ (1-v2?=r (1)

(4-uP+G-v?=r. (2)

A kor kozéppontja az adott egyenesen van, tehat a kozéppont koordinatdi kielégitik az adott egyenes
egyenletét:

u-3v=-2. (3)

Az u, v és r meghatdrozaséhoz az (1), (2), (3) egyenletekbdl allo
egyenletrendszert oldjuk meg. Mivel az (1), (2) egyenletek jobb ol-
dala megegyezik, ezért a bal oldalak is egyenldk.

81 2-uP+1-v2=4-u3?+ (5-v)7?
T 4-4u+uP+1+2v+vi=16-8u+u*+25-10v + v2
Azaz
4u + 12v = 36,
u+ 3v=09. (4)
(3) és (4) 6sszeadasaval
2u=7,

igy v:%.

<Y
[N

NN

u= S

’

Tehat C(%; %) a kor kozéppontja.
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A kapott értékeket (2)-be helyettesitve:
p=1,3061_370 _ 185

~ 4 36 36 18"
Igy a kor egyenlete:

-3 l-2 -

Megjegyzés
Ha a két pont az adott egyenesre szimmetrikusan helyezkedik el, akkor végtelen sok megoldas van.
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A KOR ES A KETISMERETLENES MASODFOKU EGYENLET CZEID

Hatdrozzuk meg azoknak a P pontoknak a halmazat a sikon, amelyekre PA _ 2,és A(1; 0), B(4; 0)!

PB
Megoldas

A P(x; y) pont akkor és csak akkor pontja a keresett halmaznak, ha x és y kielégitik a
T
Jx=4F 4y

egyenletet. Minthogy B nyilvanvaléan nem pontja a halmaznak, igy az egyenletet csak a (4; 0) szampartol

kilonb6z6 szamparok halmazaban vizsgaljuk. E halmazban a nevezé pozitiv; ha szorzunk vele, akkor ek-
vivalens egyenlethez jutunk:

VX =1 +y*=2/(x—4Y+y*.
Ezzel ekvivalens az
X=124y>=4(x-4)?+y?
egyenlet. A két oldalon a kijelolt mUveleteket elvégezve és rendezve a
3x2-30x + 3y + 63 =0
egyenlethez jutunk. 3-mal osztva az egyenlet mindkét oldalat:
x> =10x +y? + 21 = 0.
A keresett pontok halmazanak az egyenlete egy kétismeretlenes masodfoki egyenlet. Ez teljes négy-
zetté val6 kiegészitéssel
(x = 5)? + y* = 25 — 21 alakra hozhat9, azaz
(x=5)?%+y>=4.
Errdl tudjuk, hogy egy kor egyenlete, amelynek kézéppontja a C(5; 0) pont, és a sugara r = 2.

A feladat megoldasabdl latszik, hogy az
x*=10x +y? + 21 =0, vagy a
3x?=30x + 3y? + 63 =0
kétismeretlenes mésodfoku egyenletek kor egyenletei.

Vizsgéljuk meg, hogy milyen egyenlet lehet kor egyenlete!

A kor egyenlete mindig ekvivalens egy (x — u)? + (y — v)? = r? alakd egyenlettel. Ez irhat6

X2+ yP=2ux-2vwy+u*+vi-r’=0
alakban is. Nyilvan ugyanannak a kornek az egyenletét kapjuk, ha az utébbi egyenlet mindkét oldalat egy
A # 0 szammal megszorozzuk:

AX? + Ay? = 2Aux — 2Avy + Au? + Av? — Ar? = 0. Itt (Au? + Av? — Ar?) egyetlen szam.

Az egyszerliség kedvéért az egyltthatékat és a konstanst egy-egy bettvel jeloljiik:

A + Ay + Bx + Cy + D = 0.

Az egyenletrdl leolvashatjuk az alabbi fontos tulajdonsagot:

A kétismeretlenes masodfokl egyenlet csak akkor lehet kor egyenlete, ha az x? és y? tagok egyiitt-
hat6ja egyenld, és az egyenletben nem szerepel xy-os tag. (A feltétel csak sziikséges.)
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Példaul az
X2+ 2y’ =3x + 5y-2=0,
X2+ y*=2xy +5x—-7y + 11 =0,
X2-y?+8x-12y +3 =0
egyenletek egyike sem lehet kor egyenlete, mert a mondott feltételek kozil valamelyik nem teljesil.
Az5x* + 5y + 7x -3y + 4 =0
egyenlet az el6bbi szamolas mintajara
(X + 0,72 + (y — 0,372 = -0,22
alakban frhaté. Ezt egyetlen (x; y) szampar sem elégitheti ki, hiszen a bal oldalon nemnegativ szam, a jobb

Fogalmak
kétismeretlenes
masodfoku
egyenlet
altalanos alakja;
a kor egyenlete.

oldalon negativ szdm van. A felirt egyenlet tehat nem kér egyenlete.

Hasonloképpen azonnal lathaté, hogy az

XX +y*+1=0 ésaz  x*+y’=0
kétismeretlenes masodfokl egyenletek sem korok egyenletei, hiszen az elsét egyetlenegy
(x; y) szampar sem elégiti ki, a masodikat pedig csak a (0; 0) szampar.

Az ut6bbi két példdban teljestilnek a mondott feltételek, az egyenletek mégsem korok
egyenletei. Ez azt jelenti, hogy a mondott feltételek csak sziikséges, de nem elégséges felté-
telei annak, hogy a kétismeretlenes masodfoki egyenlet kor egyenlete legyen. (Elégséges felté-
telt akkor kapunk a kor egyenletére, ha az (x — u)? + (y — v)* = c atalakitas utdan ¢ > 0 adddik.)

FELADATOK

m Irjuk fel annak a kérnek az egyenletét, amelynek C a kozéppontja és r a sugara:
a) C(=2; 4), r=6; o C-1,71; -0,64), r=20,25;
b) C(0; 2), r=09; d) C(=v3;V2), r=2v2!

2. K1 Milyen 6sszefiiggés van a pontok koordinatai kozott, ha a C(4; —2) koézéppontd, r = 7 sugard

a) koron;

b) kor belsejében;
¢) koron kivil;
d) kor belsejében vagy a hataran vannak?

3. K1 irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amelynek kézéppontja a (7; —2) pont, és
a) dtmegy a (0; 0) ponton;
b) atmegy a (9; 11) ponton;
©) érinti az x tengelyt;
d) érinti az y tengelyt!

Egy kor egyik atméréjének végpontjai:
a) (2; 2), (6; -4);

» (32) |

%;—3).

irjuk fel a kor egyenletét!

5. K2 Induljunk ki az (x + 2)> + (y — 4)> = 16 egyenlet(i korbdl, és

a) tikrozzik az x tengelyre; d) forgassuk el az origé koril +90°-kal;
b) tiikrozziik az origéra; e) nagyitsuk kozéppontjabdl 3-szorosara;
o) toljuk el a (2; -3) vektorral; f) kicsinyitstik az origébdl felére!

irjuk fel az gy kapott korok egyenletét!
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6. K2 irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely a (~4; 2) ponton megy keresztiil, és mindkét ten-
gelyt érintil
7 K1 Dontstik el a kovetkezé kétismeretlenes masodfoki egyenletekrél, hogy kor
egyenletei-e! Ahol van értelme, ott hatdrozzuk meg a kor kézéppontjat és su-
garat:
a) X2 +y2-25=0; ) 4x*+ 4y?-20y-75 = 0;
b) 2x* + 2y* = 9; g x*+2y?-8x-1=0;
o x* + y*—4x -8y = 0; h) x*—y?>=8x + 2y = 0;
d) x* +y*=3x-4 =0; ) xy—-4=0;
e) x>+ y*—=2x + 6y + 10 = 0; ) xX*+y*+1=0!

Az a paraméter milyen értékei mellett leszaz x* + y?-8x + 12y +a =0
egyenlet kor egyenlete?

Mi azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek az (1; 2) ponttdl
a) haromszor akkora;

b) kétszer akkora;

¢) ugyanakkora tavolsagra vannak, mint az (1; 8) ponttél?

m Mi azoknak a pontoknak a halmaza, amelyekre teljesiil, hogy a (2; 3) és (4; 1)
pontoktél vett tavolsaguk négyzetének Osszege 28 egység?

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészité feladatgytjtemény I1l. 3822-3829, 3834-3837, 3839, 3863, 3865, 3867,
3879, 3881.

46. EGYENES ES KOR KOLCSONOS HELYZETE

Egyenes és kor kolcsonos helyzete haromféle lehet: az egyenes metszheti, érint-
heti vagy elkertlheti a kort. (Az abran ilyen helyzet( a k kor és rendre az a, b, ¢
egyenes.)

Amikor két alakzat metszéspontjat hatarozzuk meg, akkor olyan pontokat kere-
stink, amelyek mindkét alakzathoz hozzatartoznak. Egyenes és kor kozos pontjait is
az egyenleteikbdl all6 egyenletrendszer megoldasaként kaphatjuk meg. A kor egyen-
lete mésodfokd, igy a felirhaté masodfoki egyenletrendszer megoldésainak szama
(0, 1, 2) egydttal az egyenes és kor kozos pontjainak a szamat, azaz az alakzatok kol-
csonos helyzetét is jellemzi.

Emelt szint

Hatdrozzuk meg az x*+ y*>— 2x — 4y — 20 = 0 egyenlet(i kor és a 4x — 3y + 2 = 0 egyenlet(i egyenes
metszéspontjainak koordinatdit!
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Megoldas

Atirhatjuk a kor egyenletét (x —1¥+ (y — 2’ = 20+ 1 + 4 = 25 = 52 alakba, igy latjuk, hogy létezé
korrél van sz6. A kozéppont (1; 2), a sugar r =5. A metszéspont kielégiti az egyenes és a kor egyenletét is,
tehat nem lehet mas mint a két egyenletbdl all6 egyenletrendszer megoldasa. Fejezzik ki az egyenes

1

elséfokl egyenletébdl példaul x-et: x = %y — 5

Most ezt helyettesitstik a kor egyenletébe:
3 3\2

(Zy— j) ar (y— 2)2 = 25.

A zaréjeleket felbontva azt kapjuk, hogy

%yz = %y * %+ y’— 4y + 4 — 25 = 0, 16-tal végigszorozva, Gsszevonva és rendezve

25y%— 100y — 300 = 0.
Megoldva a masodfoki egyenletety, = —2; y, = 6. Az egyenes egyenletébe helyettesitve x, = -2; x,= 4.
A két metszéspont tehat P,(=2; —2) és P,(4; 6).

Egyenes és kor metszéspontjainak meghatarozasakor olyan kétismeretlenes egyenletrendszert oldunk
meg, melyben az egyik egyenlet els6fokd, a masik masodfokd. A megoldas médja, hogy az els6foki egyen-
letbdl az egyik ismeretlent kifejezziik, és a masodfoka egyenletbe behelyettesitjiik, igy az mar masod-
fokd egyismeretlenes egyenlet lesz. Végeredményben masodfoki egyenletet oldunk meg, igy a megolda-
sok szdma 2, 1 vagy 0. Ez 6sszhangban van a lecke elején felelevenitett korabbi geometriai ismereteinkkel.

Hatdrozzuk meg az x* + (y — 2)*> = 100 egyenlet(i kor és a 3x + 4y = 58 egyenletli egyenes metszés-
pontjainak koordinatait!

Megoldas
Az
X+ (y— 2= 100
3x+ 4y = 58

egyenletrendszer megoldédséhoz kifejezziik a masodik egyenletbdl x-et, és visszahelyettesitjiik az elsé egyen-

— _ 2
letbe: x = 28 3 4y/ igy (58T4y) +(y—2)=100. Szorzunk 9-cel és az egyenletet rendezziik:
3364 — 464y + 16y? + 92— 36y + 36 = 900 & 25y2—500y + 2500 =0 < y>—20y + 100 = 0 &
& (y-1012 = 0.

Az egyenletrendszernek egy megoldasa van: y = 10 és — visszahelyettesités utdn —x = 6 adédik. Tehat
az egyenes érinti a kort, és az érintési pont (6; 10).

A -2 meredekségli egyenesek koziil melyek metszik és melyek érintik az x* + y? — 2x — 15 = 0 egyen-
letd kort?
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Megoldas

A -2 meredekségli egyenesek egyenlete y = —2x + b alakba irhat6. Azt kell megéllapitanunk, hogy b
milyen értéke esetén van az y = —2x + b egyenesnek és az adott kornek 2, illetve 1 kozos pontja.

Nézziik ismét az

X+y' = 2x—=15=0

y=—2x+b

egyenletrendszer megoldasat:

x2+ (-2x + b)2=2x-15 = 0.

Innen az

5x2+ (-4b—-2)x + b2—=15 =0
paraméteres masodfoki egyenlethez jutunk. A megoldasok szama a diszkriminanstdl fiigg. Két megoldas
van, ha

(~4b — 2)? = 20(b> - 15) > 0, azaz

—4b? + 16b + 304 > 0,

-b%? + 4b + 76 > 0.

Egy megoldas van, ha

-b? + 4b + 76 = 0.

Ennek az egyenletnek a megoldasai

b,,=2+/80.

Tehat, ha b = 2 — /80, illetve b = 2 + v/80, akkor az egyenes érinti a kort. Tudjuk, hogy a

b~ -b*>+4b + 76
fuggvény a zérushelyek kozott pozitiv, a zérushelyeken kiviil negativ értékeket vesz fel, mivel a négyzetes
tag egyltthatéja negativ.

A korek és az egyenesnek két metszéspontja van, ha 2 — v80 < b < 2 + v/80.

A -2 irdnytangens( egyenesek kozil tehdt azok érintik az adott kort, amelyek az y tengelyt a

(0;2—+80), illetve a (0; 2 + +/80) pontban metszik. E két pont kozétt halad6 2 irdnytangens( egyene-
sek pedig metszik az adott kort.

ADOTT PONTBAN HUZOTT ES ADOTT IRANYU ERINTOK
MEGHATAROZASA

Hatarozzuk meg az x> + y* + 6x + 2y — 15 = 0 egyenlet( kor P (1; 2) pontjdban hizott érintéjének
egyenletét!

Megoldas

Fejben ellendrizhetjiik, hogy a P, pont valoban a koron van. Az érint6 egyenletének felirdsahoz az irany-
vektorat kell meghataroznunk. Tudjuk, hogy az érinté merdleges az érintési ponthoz tartozé sugarra. A kor
kozéppontjabdl az érintési pontba mutaté vektor 90°-os elforgatottja tehat az érintd egy iranyvektora.
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A kér kdzéppontjanak koordinatéi a kor egyenletébdl kiszamithatok. Az
X2 +y*+ 6x + 2y — 15 = 0 egyenlet
x+32+(y+1)?2=25

alakban is frhat6. Innen a koér C kézéppontja C(-3; 1), igy @)(4; 3), ennek 90°-os elforgatottja pedig

(=3; 4). Ez az érinté egy iranyvektora, a meredeksége tehat — %, egyenlete y — 2 = — %(x -1).

Altalanosan igaz, hogy az érinté merdleges az érintési pontban htizhat6 sugarra, ezért a kor kozép-
pontjabdl az érintési pontba mutaté vektor 90°-os elforgatottja az érint6 egyik iranyvektora. Az érint6 egye-
nes felirasahoz az irdnyvektoron kiviil csak a megadott kérpontra van sziikség.

Irjuk fel az x2 + y2 — 6x + 2y — 15 = 0 egyenletl kor 3x — 4y = 0 egyenlet(i egyenessel parhuzamos
érintGinek egyenletét!

Megoldas

Els6 megoldas

Ha egy egyenes parhuzamos a 3x — 4y = 0 egyenessel, akkor az egyenlete 3x — 4y = c alakd. Ha az egye-
nes érinti a megadott kort, akkor az egyenletrendszernek egy megoldasa van. Helyettesitsik az egyenes
egyenletébd| kifejezett y értékét a kor egyenletébe!

2
y = %T_C, ahonnan x2+<%T_C) — 6x+ 2(%%)—15 — 1.

Keresstk tehat azokat a c értékeket, amelyekre ennek a méasodfoki egyenletnek csak egy megoldasa van.
Ehhez el6szor felbontjuk a zaréjeleket, és 16-tal valé szorzas utan 6sszevonunk.

25x* = (6¢+ 72)x+ ¢*— 8c — 240 = 0.

Egy masodfoki egyenletnek akkor van egy valds gyoke, ha a diszkriminansa nulla.

D = (6c —72)>—4-25-(c*-8c—240) = 0, innen

9¢”+ 216¢ + 1296 — 25¢* + 200c + 6000 = 0.

Rendezve és 16-tal osztva c*— 26¢ — 456 = 0.

A megolddképletbe helyettesitve ¢, = 38 és ¢, =—12 adddik.

Az adott egyenessel parhuzamos érinték tehdt 3x — 4y =38 és 3x — 4y = —12.

Masodik megoldas

Mivel az érinté merdleges az érintési ponthoz tartozé sugdrra, meghatdrozhatjuk az érintési pontokat.
A kor egyenlete dtirhaté (x — 3)+ (y + 17 = 25 alakba, ahonnan a kér kézéppontja a C(3; —1) pont.

A 3x — 4y = 0 egyenes meredeksége %, a ra meréleges f egyenesé — 4 éshafakor kdzéppontjan megy

?/
at, akkor egyenlete f: y+ 1 = —%(x —3).Inneny=3— %x. Ezt behelyettesitve a kor egyen-
Fogalmak letébe és megoldva x, = 6 és x, = 0 adédik, amelyekhez y, =—5 és y, = 3 tartozik.

metszéspont;
érintési pont;
érinték egyenlete.

Az érintési pontok £ (6; —5) és E,(0; 3). A két érint6 egyenlete tehat:
3x—4y =18 + 20 = 38 és 3x —4y = —12.

P S Megjegyzés
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FELADATOK

Szamitsuk ki annak a hdrnak a hosszat, amelyet az x* + y* = 25 egyenlet(i kor metsz ki az
y — 7x = =25 egyenlet(i egyeneshdl!

Hatdrozzuk meg az x* + y? + 2x — 2y = 14 egyenletli korben az (1; 3) ponton atmend legrévi-
debb hir egyenesének egyenletét és a hdr hosszat!

Hatarozzuk meg azokat a pontokat, melyek a 2x — y = 1 egyenletl egyenesre illeszkednek, és
a (3; —4) ponttdl 6 egységnyi tavolsagra vannak!

W

m m
- -

E

—

Az a paraméter milyen értékei mellett lesz az x> + y? — 6x + 2y — 6 = 0 egyenlet(i kornek és az
y = 2x + a egyenlet(i egyenesnek 2; 1; illetve 0 kdzos pontja!

irjuk fel az x* + y2 = 25 egyenleti kor —3 abszcisszaji pontjaihoz tartozé érintk egyenletét!

A P pont er$ hatdsara az (x + 5)% + (y — 3)2 = 25 egyenletl koron mozog. Amikor P a (-2; 7)
pontba érkezik, az eré hatdsa megsztinik. Irjuk fel tovabbi palyajanak egyenletét!

irjuk fel az x2 + y2 = 25 egyenletli kor 4x — 2y = 7 egyenlet(i egyenessel parhuzamos és ra
merdleges érintdinek az egyenletét!

Egy kor egyenlete: (x — 4)2 + (y — 3)2 = 4. Irjuk fel a 2x — 3y = 1 egyenlet(i egyenessel parhuza-
mos, illetve arra meréleges érintSinek egyenletét!

Hatdrozzuk meg az m paraméter értékét Gigy, hogy az y = mx + 4 egyenlet(i egyenes érintse az
x? + y? — 4x = 0 egyenletd kort!

Az x + 2y = c egyenlet(i egyenes érinti az x> + y? = 4 egyenletl kort. Mekkora tertletli harom-
szOget zar be az egyenes a koordinatatengelyekkel?

Mo Egy Ppontaz (x + 4)* + (y —4)* = 25 egyenletd koron mozog. Pélydjanak mely pontjaban lesz
legkozelebb, illetve legtavolabb a Q(8; 13) ponttol?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits
feladatgy(ijtemény Il1.
3918-3922, 3925, 3926, 3928,
3938, 3943, 3946-3949.
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CIED 47. KET KOR KOLCSONOS HELYZETE,
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ERINTKEZO KOROK

Két (kiilonbozé sugard) kor kolesonos helyzete otféle lehet:
1. egyik kor tartalmazza a masikat;

2. egyik kor bellrél érinti a masikat;

3. metszik egymdst;

4. kivilrdl érintik egymast;

5. elkertlik egymast (a korlemezeknek sincs kozos pontjuk).

N

Az 4brén az 6tféle helyzet lathato. Legyen R > r a korok sugara; O a nagyobbik, Q,, ..., Q, a kisebbik
kor kozéppontja; végiil a korok kézéppontjainak tavolsdga OQ, = d,, OQ, = d, sth. A korok kézéppont-
jat osszekotd egyenes atmegy az érintkezési ponton, ha létezik, ezért a korok helyzetét algebrai formaban
is megfogalmazhatjuk.

1.d, +r<R azazd, <R-r.
2.d,+r=R,azazd,=R-r.
3.d,+r>RéR+r>d,azazR-r <d, <R+ r. (Az OQ,A hidromszdgben a haromszog-egyenl6t-
lenséget az R és d, oldalakra is fel kell irni, mert mindketté lehet a leghosszabb oldal.)

4.d,=R+r.
5.d5>R+r.

Két kor egyenletének ismeretében meghatarozhatjuk a kézéppontjukat és a sugarukat, valamint kisza-
mithatjuk a kézéppontjaik tavolsagat is. Ezekbdl az adatokbdl — a fentiek alapjan — mar jellemezhetjiik a
korok kolcsonos helyzetét is.

Szamitsa ki a kovetkez6 egyenletekkel megadott korok metszéspontjainak koordinatait!
X=324+(+1)2=1 és
x=22+y>=1.



47. KET KOR KOLCSONOS HELYZETE, ERINTKEZO KOROK

Megoldas

Tudjuk, hogy a kor egyenlete olyan kétismeretlenes mdsodfokd egyenlet, amelyben x* és y* egyiittha-
t6ja egyenld. Igy ha kifejtjik (felbontjuk a zaréjeleket), és kivonjuk a két egyenletet egymasbdl, mindkét ma-
sodfoku tag ki fog esni, és egy els6foki Osszefliggést kapunk.

X—6X+9+y +2y+1=16s

X=X+ 4+y =1,

Ha kivonjuk az als6 egyenletet a felsébdl, azt kapjuk, hogy

—-2x+2y+6=0, ahonnan y=x—3.

Ezt példaul a masodik kor egyenletébe helyettesitve

X —4x+4+xX—6x+9=1.

Rendezve és a megoldéképletet alkalmazva:

=2, x,=3, ahonnan yi==1 y,=0.

Melyik narancsszin( kér a nagyobb?
A két metszéspont tehat M,(2; —1) és M,(3; 0).

Mésodfoki egyenletrendszer megoldasakor célszer(i arra torekedni, hogy a mésodfokd tagok kikii-
szobolésével elséfoki osszefliggést kapjunk. Onnan az egyik ismeretlent kifejezve, és az egyszer(ibb méa-
sodfoki egyenletbe helyettesitve probalkozhatunk az egyenlet megoldasaval, majd az elséfokd egyenletbdl
hatdrozzuk meg a masik ismeretlent.

Hatarozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amely az x? + y? = 25 egyenlet(i kort a (3; 4) pontban
érinti, és érinti az abszcisszatengelyt is!

Megoldas

Az adott kor az origd kézéppontd, r = 5 sugari kor, melynek a P(3; 4) pont val6ban pontja. Most idéz-
zlink fel egy fontos geometria tételt a 9. osztalybdl (emlitettiik a bevezetében is).

Ha két kor érinti egymast, akkor a két kor kozéppontjai és az érintési pont egy egyenesen vannak.

Minden olyan kor kozéppontja, mely a k: x2 + y? = 25 egyenlet( kort a (3, 4) pontban érinti, rajta van

a k kor kozéppontjat és az érintési pontot 6sszekotd egyenesen, amelynek egyenlete y = %X. A keresett kor

kozéppontjanak C(u; v) koordinataira igaz tehat, hogy v = %u,

Nem szabad megfeledkezni arrél, hogy kivilrél és bellrdl is érintheti a keresett kor a megadottat.

Mivel a P(3; 4) pont az els6 siknegyedben van, ezért a keresett kor is az x tengely pozitiv felén érint. Ha
egy kor érinti az x tengelyt, akkor a kdzéppontja masodik koordinatdjanak abszoldt értéke megegyezik a su-
garral. (Mivel az els6 siknegyedben vagyunk, v = r.)

El6szor a kivilrdl érinté kort hatarozzuk meg.
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Az &brérdl leolvashat6, hogy u®+ v? = (5 + r). Fejezziik ki most
u-t és v-t r-rel, ekkor azt kapjuk, hogy

3 2
(Zr> +r=(5+rf=r"+10r+ 25,

Rendezve és megoldva a masodfoki egyenletet r,=v,= 20,

r, —% adodik. Az r, értelmetlen, a v, = %u1 egyenletbd| pedig

u,=15. A kivilrél érinté kor egyenlete tehat:

(x =157+ (y — 20 = 20° = 400.
Hasonléan szamolhaté ki az adott kort beltlrél érinté kor egyen-

lete is. Itt a kiindulé egyenletek: v, = %u1 és U+ Vv =(5-r).

Az egyenletrendszer megolddsa utan =-20, r,=v,= % Most

csak r,-nek van értelme, u, = %

2 2 2
A beltlrél érinté kor egyenlete tehat: (X = %) s (y— %) = (%) .

FELADATOK

m Hatdrozzuk meg az alabbi korok kozéppontjait és sugarait!
Milyen helyzet(iek egymashoz képest a korok?
a) x> +y*=25és
X2 +y*—4x + 8y = 0;
b) x* + y* = 25 és
X2 +y*=12x-16y + 75 = 0;
o x*+y'—6x+2y+9=006s
X2+ y*+4x—4y +7 =0.

2. E1 Hatdrozzuk meg az x*> + y?— 4x —10y + 19 = 0 egyenletli kor azon pontjait, amelyek az (5; —1) ponttél 5
egységnyi tavolsagra vannak!

3. E1 irjuk fel azoknak a 8 egység sugart koroknek az egyenletét, melyek az x2 + y2 = 25 egyenlet(i kort a
(=3; —4) pontban érintik!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytjtemény I1l. 3980-3982, 3986, 3987, 4003.

Idézet

A filozéfia abban a roppant kényvben van megirva, mely sziintelentl nyitva all a szemtink elétt (tehat az univer-
zum), de nem értheté meg, ha el6tte nem tanulmanyozzuk a nyelvet, s nem ismerjiik a bettiket, amelyen irédott.
E konyv nyelve a matematika, a betdi pedig haromszogek, korok és mds geometriai alakzatok.”

Galileo Galilei (1564-1642): A Természet kényve
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48. PONTHALMAZOK A KOORDINATASIKON
(Egyenlet, egyenldtlenség, mértani hely)

A korabbi leckékben megismerkedtiink a pont, egyenes és kor koordindtageometridjaval. Megtanultuk, ho-
gyan alkalmazhatunk vektorokat, s hogyan adhatjuk meg az egyenesek és korok egyenletét a koordinatasikon.

Az alakzat egyenlete fontos fogalom. Emlékeztet&ul: egy P(x, y) pont pontosan akkor van rajta az adott
alakzaton, ha (x; y) koordinatai kielégitik az alakzat egyenletét. Ha példaul e: 2x —y = 0 az e egyenes egyen-
lete, akkor a P(3; 6) pont rajta van az egyenesen, mert koordinatdit behelyettesitve az egyenletébe teljesul:
2- 3 -6 = 0. Ugyanakkor a P(3; 7) pont mar nincs rajta az egyenesen, mert 2 - 3 — 7 = 0.

Ebben a leckében tovabbi alakzatok egyenletét, algebrai leirasat hatarozzuk meg, s kilonféle modsze-
reket, eljarasokat mutatunk ponthalmazok megadéasara.

Az e: 2x —y = 0 egyenes képe az origon athaladé, 2 meredekségli egyenes. Lathatjuk, hogy mig a
P(3; 6) pont rajta van az egyenesen, addig a P,(3; 7), P,(3; 8) stb. pontok az egyenes ,f6lott” helyezkednek
el, ésa P,(3; 5), P,(3; 4) stb. pontok pedig az egyenes ,alatt”. Altaldban is igaz minden x-re, hogy P(x; 2x)
az egyenes pontja, hiszen ez éppen azt jelenti, hogy P koordinatdira teljesiil az y = 2x egyenlet.
Hogyan jellemezhetjik az egyenes feletti pontokat? Ezen pontok y koordinatdja na-
gyobb, mint az x koordinata 2-szerese: y > 2x. Ez az egyenl6tlenség minden, az egyenes v A F
feletti pontra teljestil. Hasonlé megfontolasok alapjan az egyenes alatti pontokra az 1 e
y < 2x Osszefliggés érvényes. 1 A
Azt mondhatjuk, hogy az y > 2x egyenlGtlenség az e egyenes feletti F nyilt félsikot ha- |
tarozza meg, hiszen a koordinatak kozotti 6sszefliggés pontosan az e egyenes feletti pon- | .
tokra teljesiil. (Az e egyenes, a félsik hatdra nem tartozik F-hez.) Az egyenes alatti A nyilt 1 P3:
félsikot megadd egyenlétlenség pedig A: y < 2x alakd. (Vagy O-ra redukdlt alakban 1 (
A:y — 2x < 0.) Ponthalmazokat tehat nemcsak egyenlettel, hanem egyenl6tlenséggel is 1 op3;
megadhatunk.
A felismert Osszefliggés lehetévé teszi, hogy megdllapitsuk az e egyenes és a koordi- T £ Px2x)
nata-rendszer barmely pontja kozotti kapcsolatot — a pont és az egyenes abrazolasa nél- 11 *(3;1)
kal. Példaul a B(1010; 2021) pont az e egyenes felett van, mert az y koordinataja na- S S
gyobb, mint az x koordinata 2-szerese: 2021 > 2 - 1010. A C(123; 240) pont pedig az e
egyenes alatti félsikban van, mert 240 < 2 - 123. irhatjuk tehdt: B € F, C € A.

Hatdrozzuk meg a derékszogli koordinata-rendszerben azon P(x; y) pontok
halmazat, amelyek koordinatdira teljestilnek az aldbbiak:

aA) Ay’ —x*+4x-4=0; 0 Cix>26ésy<-1;

b) B:y*—x* + 4x -4 =0; d) D:x > 2vagyy < —1!

Megoldas

a) Eszrevehetjiik, hogy az egyenletben teljes négyzet szerepel:
(x = 2)* = x> — 4x + 4. Az egyenletet atalakitjuk: y* — (x — 2)> = 0, és a két négy-
zet kilonbsége szorzatta alakithaté: (y + x — 2)(y —x + 2) = 0. Egy szorzat pon-
tosan akkor lehet nulla, ha valamelyik tényezéje nulla. Innen vagy a: y + x—2 = 0,
vagy b: y —x + 2 = 0O teljestil. Az a és b egy-egy egyenes egyenlete, a keresett
ponthalmaz tehat két metsz6 egyenes unidja.

ol 4

253




VI. KOORDINATAGEOMETRIA
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b) Szorzattd alakitas utan (y + x — 2)(y —x + 2) = 0 csak akkor teljestilhet, ha
a két tényezd azonos eldjelli, vagy valamelyik (akdr mind a kettd) O.

y +x—2 =0 az a egyenes feletti pontokat jelenti, mig y —x + 2 >0 a b egyenes
felettieket. Ekkor tehat a két egyenes feletti sikrészt kapjuk, valamint a hatarolé fél-
egyeneseket.

Ha pedigazy + x—2 <0 ésy—x + 2 = 0 esetet vizsgdljuk, innen az a tar-
tomany adédik, amely mindkét egyenes alatt van. A hatdrol6 félegyenesek pont-
jai ekkor is a keresett ponthalmazhoz tartoznak.

Mas megoldasi lehetéség (itmutatas)

Az y? = (x — 2)? egyenletbd| gyokot vonva |y | = | x — 2| adédik, ami atirva az
y =|x— 2| és y =—|x— 2| egyenletekkel helyettesithetd. Ezek képe a két ,V
betls” alak, mar konnyen abrazolhaté.

Ha pedig y*>(x— 2), akkor |y |>|x— 2|, s az abszoldt értékeket kikii-

szobolve y > |x — 2

 illetve y <—|x — 2| egyenltlenségeket kapjuk.

c) Ebben a példaban a C ponthalmazt utasitassal (egy egyenlétlenségrend-
szerrel) adtuk meg. x > 2 az x = 2 egyenestd| ,jobbra”, az x tengely pozitiv ira-
nyaba esé félsikot jelenti; y < —1 pedigaz y = —1 egyenes ,alatti” félstkot. A két
egyenl6tlenségnek egyszerre kell teljestilnie, igy a C alakzat egy siknegyed. (A ha-
taregyenesek nem tartoznak a C ponthalmazhoz.)

Megjegyzés

Az x > 2 ésy < —1 Osszetett feltételtx —2 > 0 ésy + 1 < 0 alakban is meg-
adhatjuk. Ezt azonban nem irhatjuk at (x — 2)(y + 1) < 0 szorzatta, mert ez az
egyenlGtlenség akkor is teljestilne, hax —2 < 0 ésy + 1 > 0 lenne. (Ennek az
egyenl6tlenségnek a ,megoldasa” két csticsban érintkezé siknegyed lenne.)

d) A D alakzat a vagy kot6szo miatt két rész egyesitése. Egyrészt az x > 2 (és
y tetsz6leges), masrészt pedig az y < —1 (és x tetszéleges) egyenlbtlenségek is
— csakigy, mint az el6z6 ¢ példaban — egy-egy félsikot hatdroznak meg. Most
azonban D a két félsik unioja, egyesitése.

Mar meglévé ponthalmazokbdl Gjakat képezhetiink az alaphalmaz lesztikité-
sével.

Egy téglalap csticsai A(2; -1), B(6; —1), C(6; 4) és D(2; 4). Adjuk meg
a) az A kezd6pontd AC félegyenes egyenletét;

b) a téglalap AC atléjat;

©) atéglalap pontjainak a halmazat!
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Megoldas

a) Az ﬁ: c—a = (6; 4)—(2; 1) = (4; 5) vektor az AC egyenes egy irany-

>
4/

YA

vektora. Az AC egyenes meredeksége egyenlete y+ 1 = %(x— 2), azaz T o C

5x —4y = 14.

Az AC félegyenes egyenletét az AC egyenes egyenletébd| kapjuk meg. Ehhez
x lehetséges értékeinek halmazat megfelel6 médon médositani (szdkiteni) kell. T
Ekkor x legkisebb értéke 2, a keresett félegyenes egyenlete pedig 5x — 4y = 14, PR R
és x = 2. (Azt is megtehettiik volna, hogy az y = -1 korlatozast alkalmazzuk.) A B

b) Az AC atlét hasonl6 lesz(ikitéssel kaphatjuk meg. Az AC szakasz megadasa: I
5x —4y = 14, 2 <x < 6. (Azt is mondhattuk volna, hogy az AC egyenes, valamint
a2 <x =<6 sav kozos részét irtuk fel.)

Tetsz6leges szakaszt is hasonléan adhatunk meg a koordinatasikon.

o) A téglalap pontjai két sav kozos részeként allithatok eld. Az egyik sav a 2 < x < 6, a masik pedig a
-1 =y < 4 egyenl6tlenséggel adhaté meg.

(Ha csak a téglalap belsé pontjait kell meghataroznunk, akkora 2 < x < 6 és—1 <y < 4 egyenl6tlenség-
rendszer a megoldas.)

<Y

A koordindta-rendszerben az dbra szerint adottak a k;, k,, k, origd kozépponti korok, sugaraik rendre
1,2 és 5 egység. Adjuk meg az A, B, C és D ponthalmazokat — képlettel vagy utasitdssal —, ha:

a) az A a k, és k, kozotti korgy(ird;

b) B az x = 4 egyenletli egyenes altal hatarolt kisebbik korszelet;

c) Cak, korlap savja, amelyet az x tengellyel padrhuzamosan az y = 3 ésy = 4 egyenesek hatdrolnak;
d) D pedig a k, egy olyan korcikke, amelyet az x tengellyel 45°-0s szdget bezar6 sugarak hatarolnak!

(Az egyszer(ség kedvéért minden ponthalmazhoz a hatéra is hozzatartozik.)

Megoldas

a) Ak, kéron olyan P pontok vannak, amelyekre OP? = 22, azaz x* + y? = 4.
Ak, koron beliili pontokra OP? < 4, vagyis x* + y? < 4. A k, kor egyenletének v A
levezetésébdl hasonléan adddik, hogy a k, kérén kiviili pontokra x* + y? > 1 1
teljestil. Az A gy(ir(it olyan pontok alkotjdk, amelyek a k, koron kiviil vannak, k,
és a k, koron belll (valamint a kérvonalak is a ponthalmazhoz tartoznak). Ez /| C

alapjan az A alakzatot az x* + y? < 4 és x* + y? = 1 egyenl6tlenség-rendszer /
hatdrozza meg. ks /7 \

b) A k, koron beliili és az x = 4 egyenestdl ,jobbra” esé pontokat keressiik. - k0] |8
B:x* +y? <25 ésx = 4. !
©) Az x* + y* < 25 feltétel mellett a 3 <y < 4 korlatozas egyiitt hatarozza

meg C-t. (Ez utdbbi egyenlStlenség-rendszer egy egység széles savot ad meg.) T b

<Y

d) Legegyszer(ibb taldn, ha a D korcikket a k, kor és az y =—| x| fiigg-
vénygorbe alatti pontok kozos részeként allitjuk elS. Ez alapjan a megoldas az
x2 + y? < 25 és y <—| x| egyenlétlenség-rendszer.
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A kovetkezé két példaban a ponthalmazt 6sszetett feltétellel adjuk meg.

A koordinata-rendszer sikjaban adott az A(-10; 0) és a B(10; 0) pont. Hatdrozzuk meg azon P pontok
halmazat, amelyekre PA? — PB? = 80 egység!

Megoldas

Els6 megoldas

Jeldlje a keresett ponthalmazt H, és x, y a P pont két koordinatajat: P(x; y).
Kérdés, hogy milyen kapcsolat van x és y kozott, ha a P pont A-tdl és B-t6l vett
tavolsdgai négyzeteinek kiilonbsége 80 egység.

PA? = (x — (=10))? + y?, PB* = (x — 10)* + y?, igy

PA2—PB* = (x + 10)* — (x — 10)* =

= (x> + 20x + 100) — (x> — 20x + 100) = 40x.

A PA? — PB? = 80 feltételbdl 40x = 80, azaz x = 2 adodik.

Azt kaptuk tehat, hogy a PA2 — PB* = 80 feltételt kielégité P pontok x ko-

ordinatdja 2 (és y koordinataja tetszéleges). Az e: x = 2 az x tengelyre merdle-
ges egyenes egyenlete.

P tehat rajta van az e egyenesen, H C e. Az egyenes barmely pontja meg-
felel6 lesz: a levezetéshdl adodik, hogy P(2; y) esetén PA2 — PB? = 80, y-tdl flig-
getlentl.

256

A keresett H ponthalmaz tehat az e egyenes.

Masodik megoldas

Elemi sikgeometriai megfontoldsokkal is célt érhettink.

Az AB szakaszon P vetiilete legyen C, ekkor a PCA és PCB derékszogli haromszdgekben

PA%? — PB? = PC? + CA? — (PC? + CB?) = CA? — CB?. Mivel PA? - PB?> = CA? — CB? = 80 (= élland?),
ez azt jelenti, hogy az eredmény szempontjdbol nem szamit a P pont helyzete, csak P-nek az AB szakaszra
es6 merdleges vetiilete. Ha tehat az AB szakaszon meghatarozzuk C helyzetét, akkor az AB-re merdleges,
C-n atmend e egyenes lesz a keresett ponthalmaz.

Legyen CA = z, ekkor CB = 20 - z, és a feltétel szerint z2 — (20 — 2)* = 80. Az egyenlet megoldasa
z =12,1igy C(2; 0), és e: x = 2 az el6bb kapott eredményt adja.

Az OAB derékszogli haromszog csticsai O(0; 0), A(5; 0) és B(0; 10). A hdromszogbe OCDE téglalapo-
kat frunk gy, hogy a téglalapok C, D, E csticsai rendre a haromszog OA, AB, OB oldalaira esnek. Milyen
ponthalmazt hatdroznak meg a befrt téglalapok kézéppontjai?

Megoldas

Az AB egyenes —2 meredekségli, tengelymetszete 10, igy egyenlete AB: y = —2x + 10. A C cscs az
OA szakasz barmely pontja lehet, legyen C(c; 0). Ekkor D koordinatdi D(c; —2c + 10), hiszen D rajta van
az AB egyenesen. (Ne felejtsiik el: 0 < ¢ < 5.) A téglalap M kozéppontja az atlok metszéspontja, vagy — még
egyszer(ibben — az OD szakasz felezépontja. A felez6pont koordinatait a tanult médon kozvetlendl felir-
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hatjuk: M(%; #), azaz M(%;—c+ 5). Kérdés, hogy M két koordinataja kozott VA

milyen kapcsolat all fenn. B {
Ha x = % ésy = — + 5, akkor az elsé egyenletbdl ¢ = 2x, és ezt a masodikba helyet-

tesitve y = —2x + 5. Az M pont tehdt rajta van az y = —2x + 5 egyenletli e egyenesen.

Az e egyenesnek persze csak a haromszogon belili pontjai lesznek megfeleldk (és be-
lathat6, hogy ezek a pontok mind el6 is dllnak a megadott médon). A0 < ¢ < 5 feltétel
miatta 0 < x < 2,5 egyenl6tlenségeknek teljestilnitik kell. A keresett ponthalmaz tehat egy
szakasz, amelyetazy = -2x + 5 és 0 < x < 2,5 feltételek hataroznak meg.

of 1¢ A x
Megjegyzés
Az eredményt hasonl6sédgi transzformécié segitségével is megkaphatjuk. A D pontot az
O kozéppontd, % aranyt kicsinyités viszi M-be. Mivel D befutja az AB szakaszt, az M pont le-
hetséges helyzeteit megkapjuk, ha O-bdl a teljes AB szakaszt kicsinyitjik % aranyban. Az Fogalom
AB szakasz képe vele parhuzamos és feleakkora szakasz lesz, ami nem més, mint az OAB ha-  ponthalmazok

a koordinata-

romszdg AB oldaldval parhuzamos kézépvonala. (A kézépvonal-tulajdonség az eredeti megol- 2
sikon.

dasbol is kiolvashat6, mert az ott kapott szakasz meredeksége is -2, és az y tengelymetszete az
OB oldal felezépontja.)

FELADATOK

m Hatdrozzuk meg a derékszogli koordinata-rendszerben azon P(x; y) pontok halmazat, amelyek
koordinataira teljestilnek az aldbbiak!

a)x-y=>0; e |x+y|=<2;
b) x> — 5y = 0; D |x[+|y|=2
Ox>06ésx+y=1; g |x|+]y|<2
dx+y|=2;

m Hatdrozzuk meg a derékszogli koordinéta-rendszerben azon P(x; y) pontok halmazat, amelyek
koordinataira teljestilnek az alabbiak!

a) k—y)x-1) =0 e) %zo;
b) (x—y)x - 1) < 0; Dolx|=ly| =5
O =172+ (y-12=0; XX o
’ rINT
d) ;:}=0; h) [ x| <1vagy|y|=1.
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3. E1 Adott a koordinata-rendszerben két pont: A(5; 0) és B(=5; 0). Hatarozzuk meg azon P(x; y) pontok halma-
zat, amelyekre
a) PA<7 ésPB < 6;
b) PA > 7 és PB < 6;
¢) PA> 7 ésPB > 6!

Adott a koordinata-rendszerben a (2; 3) kdzéppontd, r = 5 sugarl k kor, valamint az e: y = 3x egyenletli
egyenes. A két gorbe négy részre osztja a sikot. Hatarozzuk meg az egyes tartomanyokat!

Adott a koordinata-rendszerben aza: y = 2x,ab: y = —x, ésac: y = 5 egyenletl egyenes. A harom egye-
nes hét részre osztja a sikot. Hatdrozzuk meg az egyes tartomanyokat!

A koordinatasikon az A ponthalmazt az a: 2x —y — 3 = 0 egyenlet, mig a B ponthalmaztab: x -y -2 =0
egyenlet hatarozza meg. Adjuk meg képlettel az

a) AUB; b) AN B; o) A\B; d) B\A

ponthalmazokat!

Abrazoljunk a derékszog(i koordinata-rendszerben harom f(x) = c(x — 2) alakd fuggvényt (c paraméter)!
Milyen sejtést fogalmazhatunk meg az egyenesek illeszkedésével kapcsolatban?

(Erettségi feladat, 1990) Abrazoljuk a derékszog(i koordindta-rendszerben azokat a pontokat, amelyek
koordinataira

a) 2 = )/2;

b) Vx=y;

¢ sinx = sin y!

m
-

Adott a koordinata-rendszerben két pont: A(5; 0) és B(=5; 0). Hatarozzuk meg azon P(x; y) pontok halma-
zat, amelyekre

a) PA%2 + PB* = 200;

b) PA? + PB2 = 100;

c) PA? + PB? = 50!

m Az ABC haromszog két csticsa A(=5; 0) és B(5; 0), a C cstics pedig az e: y = 2x + 12 egyenletli egyenesen
mozog. Milyen gorbét ir le ekdzben az ABC haromszog stlypontja?

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészits feladat-
gyGjtemény 1Il. 3534-3537, 3658-3660,
3750-3754, 3787, 3819-3821, 3909-3917,
3976-3979.

258



A PARABOLA ES A MASODFOKU EGYENLET (Olvasmany)

A PARABOIA ES A MASODFOKU EGYENLET
(Olvasmany)

Emelt szint

A 9. osztélyban mar megismerkedtiink a parabola fogalmaval, a val6s szamok halmazan értelmezett
f(x) = ax? + bx + c (a # 0) fuggvény gorbéjét neveztiik parabolanak. Azt is emlitettiik egy olvasmany ke-

retében, hogy a paraboléra sikgeometriai definicio is adhaté.

Adott a sikon egy egyenes és egy ra nem illeszkedd pont. Azon pontok halmazét nevezzik parabo-
lanak, amelyek egyenld tavolsagra vannak a megadott egyenestsl és ponttdl. Az egyenest vezéregye-
nesnek (direktrixnek), a pontot fékusznak (fékuszpontnak), a fékusz és a vezéregyenes tavolsagat pedig

a parabola paraméterének nevezziik.

Az dbran d és F jeloli a vezéregyenest, illetve a fokuszpon-
tot (a paraméter FD = 2), és O, A, A, B, B, stb. a parabola
pontjai. Képlettel is felirhatjuk a definiciot: P akkor és csak
akkor pontja a paraboldnak, ha PF = Pd . (A leckében az Fd,
PF, Pd jelsléssel hangstlyozzuk, hogy tavolsagokrol vagy sza-
kaszok hosszarél van szé.)

Korabban megallapitottuk, hogy a parabolanak tetszélege-

sen sok, de csak véges sok pontjat szerkeszthetjik meg kor- . .
” 2 217 2 2 2 . B \ '
z6vel és egyélii vonalzéval, de magat a parabolat nem (ugyanis ---5--4--4:--+--L-::-A+:--(1 <»F-3,--b;\-+-‘-':---:--J,--q'--é-----
. . z oz . OSS ] Voo 2 \ I H
az v megrajzolasara nincsen eszkozlink). A pontok szerkesz- e R A A e
L L s N ~oloi” /7 7 4 7 1 X

tésének menete az dbrdrdl leolvashaté. Példaul a B, pontra — :

d \ \ \ N NS e /// /

B,F = B,d = 3 teljestil, amit gy kaphatunk meg, hogy hdzunk NN N N S L
e \ Se \\\ s /,’ //

egy F kozéppontd, 3 sugarl k kort. Ezutan felvesziink d-vel RN NE e ST B el B
parhuzamosan, az F-et tartalmazé félsikban egy e egyenest N e S

Ggy, hogy ed = 3. Végiil a keresett B, pont k és e egyik met- AR i i
széspontjaként all elé: kne = {B, B,}, hiszen BF = B,d = 3.

A definiciobdl, illetve a szerkesztés menetébdl kozvetlenil adédik a parabola néhany jellemzéje:
— a ponthalmaz tengelyesen szimmetrikus;
— a tengely atmegy a fékuszponton és meréleges a vezéregyenesre.

Elnevezés: a tengely és a parabola metszéspontjat a parabola tengelypontjanak nevezziik.
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VI. KOORDINATAGEOMETRIA

Felvetddik a kérdés: Vajon jogosan nevezziik az f(x) = ax* + bx + c (a # 0) fuggvény képét parabola-
nak? Azaz van-e olyan d egyenes és rajta kiviil fekvé F pont, amelyektél az f fliggvénygorbe minden pontja
ugyanakkora tavolsagra van?

Mielétt a sikgeometriai és flggvénytani definicié kapcsolatat megvizsgalnank, néhany éltalanos észre-
vételt tesztink.

A parabolat egyértelmlien meghatdrozza a fokusza és a vezéregyenese. Ha adott két parabola, P, és P,,
az F, és F, fokuszokkal, valamint d, és d, vezéregyenesekkel (p, és p, paraméterekkel), akkor az elsé para-
bola hasonléségi transzformaciéval mindig atviheté a mésodikba. Ugyanis egy k6zéppontos hasonléséggal
elérhetd, hogy P, paramétere (a fokusz és a vezéregyenes tavolsaga) megegyezzen P, paraméterével; majd
ezutdn mar egybevagosaggal a két parabola fedésbe hozhaté (hiszen egy pontot és egyenest kell ugyanolyan
tavolsagl pont-egyenes parba transzformalni). Azaz barmely két parabola hasonlé.

Most a levezetésben csak azokat a paraboldkat vizsgaljuk, amelyek tengelye az y tengely, és csticspont-
juk az origé. Ez — a parabolak tulajdonségait tekintve — nagy megszoritast nem jelent, mert hasonlésaggal a
stk barmely paraboldja ilyen helyzetbe hozhatd. Az egyszertiség kedvéért azt is feltehetjiik, hogy a parabola
felfelé nyitott, hiszen az ellenkezd esetben egyszer( tengelyes tiikrozést alkalmazhatunk.

Legyen tehdt a parabola paramétere p. Ekkor a fokuszpontja F<0; g) (most p > 0) és a vezéregyenese

diy = —g. Tetsz6leges P(x; y) pont pontosan akkor van rajta a paraboldn, ha PF = Pd . P és d tavolsaga

2
y+ % (az x tengely kiilonbozé oldalan vannak), igy ,/ x*+ (y— %) =y+ g Az egyenletet egyszer(ibb

alakra hozzuk.

P

A jobb oldalon pozitiv szam éll, a négyzetre emelés ekvivalens mivelet: x*+ (y— 7>2 = (y—i— %)Z, azaz
X+ y = py+ %2 =y’ +py+ %2, sinnen y = %

A parabola P pontjanak koordinatdira tehat a fenti dsszefliggés teljestl, s mivel megfordithaté talakita-
sokat végeztiink, mondhatjuk, hogy y = % a keresett parabola egyenlete.

Korabban az y tengelyd, origd csticspontl parabolakat y = ax? altalanos alakban irtuk fel. Lathat6, hogy
a= # megfeleltetéssel a két definicié ekvivalens. Ha a parabolat eltoljuk az (u, v) vektorral vagy tiikroz-

ziik az x tengelyre, akkor az igy kapott altaldnos eset hasonléan vizsgalhaté. (A parabola paramétere nem
valtozik meg.)

Adjuk meg az aldbbi parabolak fékuszpontjat és vezéregyenesét!

a) ay = 2x%
b) b: yz—%xz.

Megoldas
y 1

a) =2, gy p = 7- A parabola fokusza F(O; p) = F(O; 1), vezéregyenese d:y = —g =

1

2p 2 8 "8
1 1 — o B 2 . . l 2 . l
b) 2p = 2/ 3%3Zp 1. A tengelyes tikrozés miatt F(O, 2) és diy = 5.
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A PARABOLA ES A MASODFOKU EGYENLET (Olvasmany)

Adjuk meg az alabbi paraboldk fékuszpontjat és vezéregyenesét!
a)ary=2x*+8x-7;

b) b: y=—%x2+ 2x.

Megoldas

a) Teljes négyzetté alakitunk. 2x* + 8x — 7 = 2(x*+ 4x— 3,5) = 2((x+ 2’ = 7,5) = 2(x+ 2’ = 15.
1

= 2, p= % Az origb tengelypontl, p = % paraméter(i parabolat eltoltuk a (-2; —15) vektorral,

igy F(—2;—15+%):F<—2;—%> ésdiy=—15— 1121

8= 8§ - (Lasd az abrat!)
b) —%x2+ 2x =—%(x2— 6x) =—% (x—3y— 9]=—%(x— 3+ 3. %= %/ innen p = % Figyelembe

véve a (3; 3) eltolast és a tengelyes tikrozést, F<3; 3 - 1) = F<3; %) ésd:y=3+ L ?

3=

3




VI. KOORDINATAGEOMETRIA

Egy felfelé nyitott, az y tengellyel parhuzamos tengelyti parabola fékusza F(5; 7), vezéregyenesének
egyenlete d: y = 1. Adjuk meg a parabola egyenletét!

Megoldas
X2

A parabola paramétere 7 — 1 = 6, tengelypontjanak y koordinatdja 7 — %: 4;tehdtaz y = 55 = 1

(x— 5¢

parabolabdl az (5; 4) vektor( eltolassal szarmaztathat6. A parabola egyenlete y = ~—5—+ 4.

2

=

o]
N

Tekintstink két parabolét: p: y = x?ésq: y = ax?, ahol0 <a < 1.
A parabolak csticspontja és tengelye kozos. Mivel barmely két para-
bola hasonld, p és q kozéppontosan is hasonlék, és a hasonldsag
centruma az origd. Adjuk meg a hasonl6sag aranyat!

Megoldas

Legyen a p parabola tetszéleges P pontja P(x; x?), s tegytk fel,
hogy a A aranyd kozéppontos hasonlésag viszi p-t g-ba. (4 fligg az a
egyltthat6tol.) Ekkor P hasonldsagi képe P'(Ax; Ax?). A q parabola Ax
helyen a(Ax)? = aA*? értéket vesz fel, a Q(Ax; ad’x?) tehat egy pontja.
Azt kell tehat megmutatnunk, hogy van olyan A, amelyre P’(Ax; Ax?)
és Q(Ax; ad*?) megegyezik.

Ez csak akkor lehetséges, ha Ax* = ad*? minden x-re, azaz

1 = ad, vagyis A = %. Ekkor P” és Q megegyezik (minden P futo-

pontra), tehat a két parabola valéban kézéppontosan hasonlé.

ALKALMAZASOK

Parabolaval — a masodfokd fuiggvény képén kivil — szerkesztési feladatokban is talalkozhatunk. A defi-
niciobdl kovetkezik, hogy ha adott egy d egyenes és a rajta kivil fekvé F pont, akkor azon korok kozép-
pontjainak halmaza, amelyek dtmennek F-en és érintik a d egyenest, egy parabola. Ha példaul olyan kort
kerestink, amelyik d&tmegy két adott ponton és érint egy egyenest, akkor két parabola metszéspontjat kell
megszerkeszteniink. (Persze maga a szerkesztés elvégezhet6 példaul hasonlésag alkalmazasaval.)

Matematikén kiviili alkalmazas az egyenletesen gyorsulé mozgas Gt-id6 grafikonja: a négyzetes Gttorvény
miatt a hasonlé mozgasok képe mindig parabola. J6 kozelitéssel parabolapalyét ir le az elhajitott test, vagy
példaul az a tavolrdl érkezd tistokos, amelyik 6rokre elhagyja a Naprendszert. (Ekkor a Nap éll az tistokos-
palya fékuszaban.)
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49. ALKALMAZASOK

A gyakorlati alkalmazésok teriiletérél korabban emlitettiik a parabolaantennat, s idesorol-

hatjuk a parabolatiikrét (ez talalhat6 példaul az autok fényszorsiban), vagy az ornitologusok ma- ~ Fogalmak
déarhangot befogo eszkozét. (Itt — mint a 9. osztalyban lattuk — a forgasi paraboloidok azon tu- paréfbda; ]
lajdonséagat hasznaljuk fel, hogy a tikor a tengellyel parhuzamosan érkezé sugarakat a vzgﬁgeernes,
fokuszpontba gydjti dssze.) i (parabolaé);
Végiil emlitstik meg, hogy a parabolagorbe szarmaztathat6 a forgaskip megfelel sikmet- fokusz (parabolaé);
szeteként is. Ennek akar az interneten is érdemes utananézni (Dandelin-gombok). parabola egyenlete.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény 11l. 4010-4145.

49. ALKALMAZASOK

Koordinatageometriai médszereket hatékonyan alkalmazhatunk a matematika egyéb tertiletein is. A ko-
rabbi években kiilon leckékben térgyaltuk az egyenletek, egyenlétlenségek grafikus megoldasait, valamint
a fliggvények és ponthalmazok koordinétasikon torténé abrazolasat. Ebben a leckében is ismertetiink al-
gebrai alkalmazasokat, de els6sorban geometriai feladatokat oldunk meg a koordinata-rendszerben.

Megemlitiink néhdny matematikan kivili alkalmazast is (mozgas leirdsa, szélsGérték-feladatok, fizikai
jellegli problémak).

1. példa

Vegyiink fel az dbra szerint hdrom négyzetet (ABGH, BCFG,
CDEF). Mennyi az a-val, S-val és y-val jelolt szogek Gsszege? H G F E

P

Els6 megoldas

E _ Ao ’ e - A ‘\\0{[ B C "D
szrevehetjiik, hogy y = 45°, a négyzet atl6ja és oldala ekkora ~~__ |
szoget zar be. Elegendd tehdt @ + [ meghatarozasa. T~ !
\\\\ |

Szogfliggvényeket alkalmazva tg @ = %, innen @ ~ 18,43°; ~<p

tgf = %, ekkor B = 26,57°. Kapjuk, hogy a + S + 7 = 90°.

Vajon a 90° pontos érték? Nem, ebben nem lehetiink biztosak, hiszen @ és f kiszamolasakor is koze-
lit6 értékeket kaptunk.

Masodik megoldas

Geometriai problémak elemzése esetén gyakran eredményre vezet, ha az abrét a koordinata-rendszer-
ben vessziik fel, és az esetleges geometriai mUiveleteket, transzformdcidkat is itt kovetjik nyomon. Ebben
a feladatban az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjik, hogy a négyzetek oldala egységnyi (a szogek
nem fiiggenek az oldalhosszisagtdl); az x és y tengely pedig legyen az AD, illetve AH egyenes. Ekkor F(2; 1)
és £(3; 1) koordinatékkal dolgozhatunk.
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VI. KOORDINATAGEOMETRIA

Eszrevehetjiik, hogy FAD <L = @ és FAD <L = B (AEH < és AFH < vélt6szogei). Tiikrozziik E-t az x ten-
gelyre, kapjuk az E'(3; —1) pontot. A titkrozés miatt EAD<C = @ szintén, ezért FAE'<C. = [ + a, vagyis ezt
a szoget kell meghatdroznunk.

AF =22+ 12 = /5, FF = /12 + 22 = V5, AF' = V/3?+ 12 = Y/10. Az AFE’ haromszogben felirjuk a

koszinusztételt: v'5° = v5°+ v10° — 2v/5v/10 cos(a + B), innen cos(a + ) = % adaodik.

Igy viszont nevezetes szogfiiggvényt kaptunk: @ + B pontosan 45°, s @ + 5 + 7 = 90°.

Megjegyzés

A feladatra szogfliggvények alkalmazasa nélkiili megoldast is adhatunk. Ha az F kérili 90°-os forga-
tast alkalmazunk, akkor az A pont E’-be kertil. Ezért AFE” egyenld szarl derékszogli haromszog, s igy
FAE’ = B + «a val6ban 45°.

Emelt szint [ 2. példa

Hosszabbitsuk meg az ABCD négyzet DC oldalat C-n tdl a DC oldal felé-

C 3
vel, igy kapjuk az E pontot; az F pont legyen a BC oldal B-hez kézelebbi har- N Z 7
madol6pontja; végll C legyen az AF és BE egyenesek metszéspontja (Id. dbra). N 7 )/
Mutassuk meg, hogy G rajta van az ABCD négyzet koré irt korén! /\//:n: /-
A feladat tobb lehetséges megoldasa kozil két koordinatageometriait mu- S Se-177¢
ol e - L4z =T N7
tatunk be. (Ezek csak technikailag kiillonb6znek egymastdl.) G2 N
A B

Megoldas

Els6 megoldas

Legyen a négyzet atléinak metszéspontja M, oldalainak hossza a; ekkor atléjanak hossza AC = v'2a és

a koralirt korének sugara MC = @a = %. Megmutatjuk, hogy MC is % hosszu.

Vegyiik fel a derékszogli koordinata-rendszer kezdépontjat az A pontban, az AB és AD egyenes legyen
a két tengely. Ekkor az AF egyenes egyenlete y = %x. A BE egyenes meredeksége 2, s dtmegy a B(a; 0) pon-

ton, igy egyenlete y = 2(x —a) = 2x — 2a. A két egyenes metszéspontja az egyenletrendszeriik megoldasa-

bol adodik.
2x —2a = lX innen X = 6a s visszahelyettesitve y = 22
3% 5 Y y=7-

g . 6a. 2a
A metszéspont tehdt C(T’ 5 )

ay ORI . 2
Z) +<?_§> = v 700% T700% T /5 "

Mivel M koordinatai (%} %), a GM tavolsagra \/(%
téket kapjuk. Valéban: CM = MA.

Masodik megoldas
Most legyen az origd az M pontban (a koordinatatengelyek ismét parhuzamosak a négyzet oldalaival).

2
Ekkor a négyzet koré irt kor egyenlete k:x*+ y* = %. Ezdttal azt mutatjuk meg, hogy az AF és BE egyene-

sek metszéspontja rajta van a k koron.
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Az A(— %; = %) és F(%} = %) pontokon dtmend egyenes egyenlete y = %X — 3,2 5’(7; - 7) és E(a; %)

pontokon dtmend egyenes egyenlete pedig y = 2x — 37

Az egyenesek metszéspontja C<17—8;— %) S végil G koordinatait behelyettesitve k egyenletébe,

2 2
(17_8> + (_ %)z = % valéban teljesiil.

Hany megoldasa van az egész szamparok halmazén az alabbi egyenlétlenség-rendszernek?
(Mx+3y <9,

(2)3x + 2y = -2,

(3) 2x -y < 5.

Megoldas

Legegyszertibben Ggy jarhatunk el, ha a koordinatasikon abrazoljuk a
harom egyenlétlenség altal meghatarozott ponthalmazokat, majd leolvas-
suk, hogy ezek kozos részébe hany racspont esik. (A racspontok mindkét
koordinataja egész szam.)

Az (1) egyenl6tlenség atrendezve y <— % + 3 alakd. Ezaz iy =— % +3
egyenes alatti félsik pontjait jelenti.

(2)a gy=— %X — 1 egyenest, valamint a felette 1évé félsikot hatarozza
meg; mig (3) a h: y = 2x — 5 egyenes feletti félsikot.

A harom félsik metszete az abran lathaté haromszog alakd tartomany.
Novekvé x koordinaték szerint haladva, szdmoljuk 6ssze a tartomany racs-
pontjait.

Ha x = -2, akkor két megfelel6 racspont van: a (-2; 2) és (-2; 3).

Ha x = -1, akkor y € {1; 2; 3}; ez tovabbi harom megoldas.

Ha x = 0, akkory € {-1; 0; 1; 2}; négy megoldas.

Hax = 1, akkory € {-2; -1, 0; 1; 2}; &t rdcspont.

Végil ha x = 2, akkory € {0; 1; 2}; innen harom megoldast kapunk.

Az egyenl6tlenség-rendszernek Osszesen 2 + 3 + 4 + 5 + 3 = 17 egész (x; y) szampar megolddsa van.
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Egy osztaly egy Osszejovetelre szendvicset készit. Egy sajtos szendvicshez 5 dkg kenyér, 2 dkg sajt és
1 dkg vaj sziikséges, egy szalamis szendvicshez pedig 5 dkg kenyér, 1 dkg szalami és % dkg vaj. (5 dkg vajat

3 szendvicsre osztanak el.) Rendelkezésre all 2 kg kenyér, fél kg vaj, 60 dkg sajt és 20 dkg szaldmi.
Legfeljebb hany szendvics készithet?

Megoldas

Jelolje x és y a sajtos, illetve szalamis szendvicsek szamat. Ekkor felirhatjuk a kévetkezd egyenlétlensé-
geket, rendre a rendelkezésre all6 kenyér, vaj, sajt és szaldmi 6sszmennyisége alapjan:

w+5y52mm,x+%yssq 2X <60, y<20

A feladat pedig x + y maximumanak a meghatdrozasa (x, y természetes

A szamok).

\ Y= x+40 x=30 Az el6z6 példa alapjan a megfeleld x, y szamparoknak a derékszogt ko-
ordinata-rendszerben egy-egy racspontot feleltetiink meg. Az egyenlétlen-
\ ségeket atalakitjuk, az altaluk meghatarozott ponthalmazok kézos része lat-
haté az dbran. (A hatarol6 egyeneseken |évé racspontokat is figyelembe kell

y=20 \ venni.)

;Q\; Tl y<—x+40, y<—3x+30, 0<x<30, 0<y<20
10 + >

¢ \ A megfelel$ egyenesek metszéspontjabdl kiszamithatok a satirozott tar-
5 1:O : \ » | tomany hataran lévé pontok koordinatdi: A(%; 20), B(25; 15), C(30; 10).
Ha az elkészitett darabok szamat d-vel jeloljuk, akkor az x + y = d
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egyenletek parhuzamos egyeneseket hataroznak meg. A legnagyobb d-hez
tartozé egyenes éppen a B-n és C-n atmend x + y = 40 egyenletli egyenes (nagyobb d-re az egyenesnek
mar nincs kozos pontja a satirozott tartomannyal). A BC szakaszon tovabbi négy rdcspont van, ezek:
(26; 14), (27; 13), (28; 12), (29; 11).

A d darabszam maximalis értéke tehat 40, és ez 6-féleképpen lehetséges.

Hatarozzuk meg az f(x) = /(x— 2¢+ 9 + /(x — 8)*+ 25 kifejezés minimumt!

Megoldas

Az algebrai feladatnak geometriai jelentést tulajdonithatunk, ha a derékszog(i koordinata-rendszerben fel-
vessziik az A(2; -3), B(8; 5) és C(x; 0) pontokat (x paraméter). Vegyiik észre, hogy ekkor CA = /(x— 2¢+ 9,

CB = /(x—8)+ 25, x-tdl fiiggd valtozo tavolsagok. Azaz a feladat atfogalmazhat6: az x tengely melyik
C(x; 0) pontjara lesz f(x) = CA + CB a lehet6 legkisebb?

A haromszog-egyenl6tlenség miatt CA + CB = AB. Egyenldség csak akkor léphet fel, ha C az AB szakasz
pontja, s mivel AB hossza éllandd, ekkor lesz f(x) is a lehetd legkisebb. C-t tehat megkapjuk, ha meghata-
rozzuk az AB szakasz és az x tengely metszéspontjat.



49. ALKALMAZASOK

Az AB egyenes meredeksége 58%(_;) = %, egyenlete példaul A koordi- YA
natdit felhasznalva y — 5 = %(x — 8). Véglil AB és az x tengely M metszés-
pontjat az y = 0 helyettesitéssel kapjuk meg, ekkor x = 177 T
14
f(x) tehat a C(%} 0) valasztas mellett minimalis, ekkor ’0“ 1" - Tw ¥ f
f(4,25) = /(4,25 2P+ 9 + /(4,25 — 8Y+ 25 = 1
= 2,257+ 9+ /3,752 + 25 = 10. | B3

(Persze kiszamolhattuk volna kozvetlentl AB hosszat is:

AB = Y6+ 8% =10)

Egy észak-déli és egy kelet-nyugati iranyl hajézasi Gtvonal az O pontban metszi egymast. Egy hajé az
O ponttél délre, 20 km tavolsagra van, ésv = 3 Tm atlagsebességgel északi irdnyba tart; mig egy masik hajé

km
h

kertlnek a hajok a legkozelebb egymashoz? (A hajok sebessége allandonak tekinthetd.)

Megoldas

A két haj6 egymasra merdleges Gton, egyenletes sebességgel halad. Mozgasukat Ggy modellezhetjtik,
mintha az elsé hajo6 a koordinata-rendszer A(0; —20) pontjdban lenne, és v = 3 egység sebességgel haladna
az y tengely pozitiv irdnyaba; mig a masodik hajé a B(48; 0) pontbdl indulna, és w = 4 egység sebességgel
haladna az x tengelyen, az orig6 felé. (Ekkor a koordindta-rendszerben 1 egység 1 km-nek felel meg.)

Az els6 hajo t id6 alatt 3t nagysagl utat tett meg, pozicidja A’(0; =20 + 3t). A masodik hajé ugyanak-
kor a B’(48 — 4t; 0) pontban van. Az A’, B’ pontok helyzete és igy az A’B’ tavolsag is fligg az id6tdl:
AB" = /(=20 + 3t} + (48 — 4t)*. Kérdés, hogy milyen t értékre lesz A’B” minimalis.

A’B’ helyett elegend6 A’B”? minimumat meghatdrozni.

A'B? = (=20 + 3t)* + (48 — 4t)? = 25t> — 504t + 2704.

Teljes négyzetté alakitunk:

v ocfs2 504, 2704\ _ 252\ 4096\ _ oo(, 252\ . 4096
ABZ_25<t 25t+—25)_25<<t 25>+—625)_25<t 25>+—25.

mar leolvashatok a keresett értékek.

az O ponttdl keletre van 48 km-re, és w = 4 —— sebességgel nyugati irdnyban halad. Mennyi idé mdlva

Ebbdl az alakbdl

A’B™ (és igy A’B” is) akkor minimalis, ha t = % = 10,08 6ra, ekkor lesznek egymashoz legkozelebb.
s _ 4096 . , . B
Ekkor A’B”? = 5c,azaz A'B"= 12,8 km; ez a minimaélis tavolsag.

Ellenérizziink: ha t = 10,08, akkor A/(0; 10,24), B'(7,68; 0), és A'B’ = /10,247 + 7,687 = 12,8.
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Egy kavicsot v, = 20 % kezddsebességgel fiiggsleges iranyban felfelé elhajitunk. Allapitsuk meg, hogyan
flgg az eltelt id6té| a kavics fold felszinétdl mért tavolsaga, s dbrazoljuk a magassagot az idé6 fliggvényében!

(A kozegellenallast elhanyagolhatjuk, g =~ 10 g.)

Megoldas
A kavics magassagat az id6 fliggvényében az egyenletesen gyorsulé moz-
gas h = vt — %tz képlete irja le. Az adatokkal h = 20t — 5t*, ez a h(t) koor-

dinata-rendszerben egy lefelé nyitott parabola egyenlete. Mivel h = 5t(4 —t),
a két zérushely t, = 0-nal (amit szemléletiink is megerdsit) és t, = 4-nél van.

(Az id6t masodpercben mérjiik.) A parabola kénnyen abrézolhat6, maxi- 't (sec)
muma a gyokok atlagdnal, t = 2-nél van, s ekkor h = h(2) = 20 (méter).

Megjegyzés

A maximalis emelkedési magassag a fizikadran megismert médszerekkel is meghatarozhat6. A kavics

. . . Yo _ 20 p . .
pillanatnyi sebessége v = v —gt. Ez nulla, hav, = gt, azaz t = EO =10 = 2 (sec). Tehdt a kavics 2 masod-

percig fog emelkedni, s ezalatt megtett Gtja h(2) = 2v,— %‘4 =40-20 = 20 (m).

FELADATOK
m Godollé és Eger tavolsaga 100 km. Két tarakerékpéros indul el, az elsé Godolldbdl Eger felé, a masik Egerbdl
Godollé felé.
a) Hany orakor taldlkoznak, ha reggel 8 orakor indultak és az elsé kerékpdros atlagsebessége
v, =12 kTm, amasiké v, = 15 kTm? Abrazoljuk a kerékparok mozgdsat az Git-id grafikonon!

b) Mennyi id6 milva lesz a masodik kerékpdros kétszer olyan tavol Hatvantél, mint az elsé?
(A Godollé-Hatvan tavolsag 28 km.)

¢) Mennyi id6 mulva lesz az elsé kerékpéros olyan messze Hatvantél, mint a mésodik Egerté|?

d) Mekkorara novelje az atlagsebességét az elsé kerékparos, ha egy éraval kordbban szeretnének talalkozni?

m Egy pontszer( test kezdetben a koordinata-rendszer (-16; 0) pontjdban van. Ezutan a test két egységnyi egyen-
letes sebességgel halad az x tengely pozitiv irdnydba. Mekkora a test tévolséga t id6 mdlva
a) az origotol; b) a (12; 0) ponttdl; o) az (5; 6) ponttél?

3. E1 Egy test az A pontbdl a B pont felé tart, egyenes vonall mozgast végez v = 5 egységnyi sebességgel. Mennyi
idé mdlva lesz a test minimdlis tavolsagra a C ponttdl?
A test mozgdsat igy modellezhetjik, hogy ha az A pontot tekintjiik a koordinata-rendszer kezdépontjanak,
B és C pontok legyenek B(54; 72) és C(22; 61).
(Adjunk legalabb kétféle megoldast: olyat, amelyik algebrai szamolason alapul (szélséérték-feladat), és olyat
is, amelyik geometriai szemléletmédot alkalmaz.)
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4. K2

6. E2

m m
—

N

10. E2

49. ALKALMAZASOK

Adott a koordinata-rendszerben két pont, A(-3; 4) és B(9; 1). Adjuk meg az x tengelynek azta C
pontjat, amelyre AC + CB minimalis! Mennyi ez a minimdlis 6sszeg?

(A 48. lecke 5. példjanak folytatasa.)

Az OAB derékszogl hdromszogben AOB<L = 90°, OA = 5 cm és OB = 10 cm hosszl. A hé-
romszogbe OCDE téglalapokat frunk tgy, hogy a téglalap C, D, E cstcsai rendre a hdaromszog
OA, AB, OB oldalaira esnek. A beirt téglalapok kozil melyik tertilete a lehet legnagyobb?

Mia K = 2x + y kifejezés értékkészlete, ha az (x; y) szampdrra teljesil az alabbi egyenl6tlenség-
rendszer?

(Mx+ 3y <9,

(2)3x + 2y =-2,

(3) 2x—y < 5.

Mia K = 2x + y kifejezés értékkészlete, ha x? + y? = 252

A 4. példa sajtos szendvicsét 140 Ft-ért, a szaldmist pedig 190 Ft-ért aruljak. Feltételezziik, hogy
minden szendvicset eladnak. Melyikb&l mennyit készitsenek ekkor, ha a lehet6 legnagyobb be-
vétel a cél?

Adott két azonos siki kér, kozéppontjaik tavolsdga d = 12 cm, sugaraik R, = 10 cm ésR, = 6 cm.
Hatdrozzuk meg azon P pontok halmazat a sikban, amelyekre teljestil, hogy P-bSl mindkét kor-
hoz ugyanolyan hosszi érintészakaszok hizhatok!

Oldjuk meg a feladatot abban az esetben is, ha a kozéppontok tavolsaga d = 20 cm!

Az A és B pontok tavolsaga 12 cm. Hol vannak a sikban azok a P pontok, amelyekre PA = 2PB?

Oldjuk meg a lecke 7. példdjat, ha a kavicsot egy 10 méter magas haz tetejérdl hajitjuk el, fliggéle-
ges irdnyban felfelé!

Ajanlott feladatok

Gyakorld és érettségire felkészit6 feladatgydjtemény . 3479-3482, 3489, 3493-3497, 3535-3537, 3563~
3565, 3594-3595, 3649-3652, 3655-3657, 3661-3663, 3716, 3734, 3750-3754, 3785-3788, 3815,
3860-3861, 3887, 3897, 3909-3911, 3977-3979, 4008-4009, 4031-4033.
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Ebben a fejezetben egy Gj mivelettel, a vektorok skaldris szorzatdval ismerkediink meg. Ennek soran
két vektorhoz eredménydil egy szamot rendeliink, innen szdrmazik az elnevezés is (szam = skaldr, meg-
kalonboztetésil a vektortdl). A skalaris szorzatnak tobb fontos alkalmazésa van a fizikaban, de a kovetkezé
leckékben példakat mutatunk a sikgeometriai, trigonometriai és koordindtageometriai alkalmazasokra is. |




50. KET VEKTOR SKALARIS SZORZATA

50. KET VEKTOR SKALARIS SZORZATA

A fizikdban gyakran el6fordul, hogy két vektormennyiséghez egy szamot rendeliink, valamilyen érte-
lemben a két vektor ,szorzatat”. Legkordbban taldn a munka kiszamitasa soran talalkozunk ezzel a ,skala-
ris szorzattal”, amikor az elmozdulast (vektor), valamint az erének (vektor) az elmozdulés iranyaba esé kom-
ponensét szorozzuk Ossze. A fizikaban jelentkezd igény az oka annak, hogy a vektorok kozott értelmezziik
ezt a szorzast. (A vektorok korében tobbféle szorzast is definidlhatunk, a ,skalaris szorzat” elnevezéssel
hangstlyozzuk, hogy a vektorok szorzasanak eredménye egy szdm, azaz skalaris mennyiség.)

A mechanikai munka kiszamitasa:

Egyszer(i esetben, ha egyenes vonall mozgasrol van sz6, és egy alland6 nagy-
sagl, az elmozdulas iranydba mutaté eré munkdjat akarjuk kiszamitani, akkor T F Fl =F
ossze kell szoroznunk a megtett Gt hosszat és az eré nagysagat. Vigyaznunk kell, o] =
hogy a megfelel6 mértékegységeket hasznaljuk: az utat méterben, az erét pedig
newtonban mérjk.

W = Fs. EN
Bonyolultabb a helyzet, ha az eré és az elmozdulas nem egyiranyd. Ebben Fro |F| =F
az esetben az utat (azaz az elmozduldsvektor nagysagat) az erének az elmoz- > Is| =s

dulds irdnyaba esé Osszetevijével kell 6sszeszorozni. Ha a szoget zarnak be az
eré és az elmozdulas vektorokat szemléltetd iranyitott szakaszok, akkor

W =F's, ahol F' = Fcosa.

A munka kiszamitdsa sordn két vektorjellegli mennyiség segitségével szamitunk ki egy skaldrmennyiséget.

Két vektorhoz a fenti médon tehét egy szamot rendeltiink. Ebben az esetben beszélhetiink a vektorok
skaldris szorzatarél. Ha egyiranytak a vektorok, akkor csak a hosszukat kellett 6sszeszorozni. Ha ellentétes
irdnydak, akkor is ez a helyzet, csak a végeredmény negativ lesz. (Az elmozduléssal ellentétes irdnyt erd
munkdja negativ, hiszen éppen akadalyozza azt.)

A vektorok skalaris szorzatat a vektorok kozé irt hagyoma-

nyos szorzasjellel jeloljuk. b N |
Két vektor hajlasszogén (¢) a kozos kezdSponttal felrajzolt A ~b
vektorok dltal meghatarozott két szog kozil a kisebbiket (nem bcosg 2 |b-cos ¢

nagyobbat) értjiik, 0° < ¢ < 180°.

Az a és b vektorok skaldris szorzata: a-b =|a|-|b|- cos ¢.

Eszrevehetjiik, hogy az eredmény eldjele cos ¢ eléjelétdl fiigg: pozitiv, nulla ill. negativ, ha ¢ rendre he-
gyesszog, derékszog ill. tompaszog.

271




VII. SKALARIS SZORZAT

TULAJDONSAGOK

(1) ab = ba. (A skalaris szorzat kommutativ, a szorzasban a tényezék sorrendje felcserélhetd.)

COoS Q.
Mivel a val6s szamok korében a szorzds kommutativ, ezért itt, a skaldris szorzés esetében is az.

Ha a egy val6s szamot jelent, akkor igaz a kovetkezé tulajdonsag:
(2) a(ab) = (@a)b.

Ha @ = 0, akkor mindkét oldal nulla lesz.

b b Ha @ > 0, akkor mindkét oldal egyszer(ien @-szorosara valtozik.
- 2 Ha a < 0, akkor @ab ellentétes elgjelli lesz ab-hez képest, a masik oldalon vi-

szont @a lesz ellentétes irany( vektor a-hoz képest. igy nemcsak a két vektor nagy-
saga véltozik, hanem a bezért szogiik is @-rél (180° — ¢)-re. A két oldal abszoldtér-
téke egyenld, és mivel cos (180° — @) = —cos ¢, a két oldal eldjele is megegyezik.

£

aa

aa
laa| = alal

¢ =180°- ¢
cos @’ = cos (180°— @) = —cos ¢

A vektorok osszeaddsdra és skaldris szorzatara teljesil a disztributiv tulajdonsag:
(3) a(b + c)=ab + ac.

El6szor abban a specidlis esetben szemléltetjiik az allitast, amikor az a vektor egységnyi hosszlsagu,
tehat a = e egységvektor.

Ekkor észrevehetjiik, hogy ha a skaldris szorzatban az egyik tényezé egységnyi hosszisagi vektor, akkor
a szorzat a masik vektor egységvektor iranydba esé Gsszetevéjének (meréleges vetiletének) a hosszat adja
meg.

Tehét, ha | e|=1, akkor

ea=1|a| cosp=

ami éppen az a vektor e irdnyaba esé osszetevéjének
(merdleges vetiiletének) a hossza.

Ezek utdn e(b + ¢) = eb + ec azt jelenti, hogy a
b + c vektornak az e iranyl Osszetevéje megegyezik
a b-nek az e irdny( osszetevdje plusz a c-nek az e ira-
nyd osszetevéjével.
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50. KET VEKTOR SKALARIS SZORZATA

(Az dbrak szemléltetik, hogy az 6sszetevok ellentétes iranydak is lehetnek.)

Végil ha a nem egységvektor, akkor legyen a = Ae, s ekkor (de)(b + ¢) = (1e)b + (de)c az igazolandd
allitas. Ez azonban a (2) tulajdonsag miatt az e(b + c¢) = eb + ec (mar igazolt) egyenlet A-szorosa, igy az al-
litast belattuk.

Megjegyzés

Eszrevehetjiik, hogy a skaldris szorzat definicijaban és tulajdonsagaiban haromféle szorzas is szerepel,
amit ugyanugy jeloliink (két vektor, egy vektor és egy skaldr, illetve két skalar szorzata). Erre fokozottan fi-
gyelntink kell!

Mikor lehet nulla két vektor skaldris szorzata?

Megoldas

Mivel a-b =|a|-|b|-cos g, ezért ha a harom tényezd barmelyike nulla, akkor a szorzat is nulla lesz.

Ha az a és b vektorok kozil legaldbb az egyik nullvektor, akkor a szorzat nulla lesz. Ha a ¢ sz6g 90°-0s
(cos 90° = 0), vagyis a két vektor merdleges egymasra, akkor is nulla lesz a szorzat. (Vagyis a skalaris szor-
zat akkor is lehet nulla, ha egyik tényezé sem nullvektor.)

Fizikai példankra visszatérve, ha az eré meréleges az elmozdulasvektorra, akkor az elmozdulasiranyd
osszetevdje nulla, tehat ennek az erének a munkdja is nulla.

Ha iskolataskaval a hatamon vizszintes Gton kozlekedek, akkor a gravitacios eré nem végez munkat a
taskan.

Amikor a nullvektorral megismerkedtiink, akkor azt mondtuk, hogy hossza nulla, és irdnya tetszéleges

lehet. Tehat a nullvektor barmely vektorra meréleges (vagy barmely vektorral parhuzamos).
Ezért egységesen azt mondhatjuk, hogy:

Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor nulla, ha a vektorok merélegesek egymasra.

Mit értiink egy vektor 6nmagdval vett skaldris szorzatdn?

Megoldas

aa=a’=|al-|a|-cos0°=|af.
A vektor hosszdnak a négyzetét kaptuk.
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Hogyan valtozik két vektor skaldris szorzata, ha

a) az egyik vektor hosszét kétszeresére noveljiik?

b) ha mindkét vektor hosszat haromszorosara noveljiik?
©) ha az egyik vektor iranyat ellentétesre véltoztatjuk?
d) ha mindkét vektor irdnyat ellentétesre valtoztatjuk?

e) ha az egyik vektor hosszat haromszorosara noveljik, a masikét pedig harmadara csokkentjiik?

Megoldas

A (2) tulajdonsag alapjan valaszolhatunk a kérdésekre.

a) A skaldris szorzat is kétszeresére nd. (2a)b = 2(ab).
b) A skaldris szorzat a kilencszeresére nd. (3a)(3b) = 9ab.
o A szorzat ellentettjére valtozik. (-a)b = —ab.
d) A szorzat értéke nem valtozik. (—a)(-b) = ab.
e) A szorzat értéke nem valtozik. (3a)(%b> = ab.

Rajzoljuk le kézos kezdéponttal a vektorokat! Szamitsuk ki az ab skaléris szorzatot, ha tudjuk, hogy

a) |a|=2,|b|=4, a =060
b)|a|=2,|b|=4,a=120°

Megoldas

c

a) ab=|al||b|-cosa=2 4 cos60°= 4;

o |a|=2,|b|=4,a=180% 3 b)

d|al|=2,|b|=4,a=0% b

e |a|=2,|b|=4, a=90" A b m
a a

b) ab=|al|b| cosa =2 h
c ab=|al||b| cosa=2-
d) ab=|al||b| cosa=2

e) ab=|al||b| cosa=2

-cos120°=— 4;

-cos180° =-38;

-cos0° = 8; d)
-c0s90° = 0.

N L L

///’—~\\\ 69
180°
b a >
b
: B
—_————— 3

A skalaris szorzat segitségével elegans bizonyitast adhatunk a koszinusztételre.

Fogalmak

skaldris szorzat;

skaldris szorzat
tulajdonsagai

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszogben ¢ = a? + b? — 2abcos 7! (A szo- (kommutativitas,

kasos jeloléseket hasznaljuk.)

disztributivitas);

két vektor merdle-
gességének sziik-
séges és elégsé-
ges feltétele.
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Megoldas B

Legyen C a helyvektorok kezdépontja. Ekkor |CA | =b, |CB | =a és | AB | = c.

CB

Mivel AB = CB — C?A, ezért = —

c2=AB' =(CBE-CA)'=CB + CA'—2-CB-CA = a*+ b®— 2abcosy.

FELADATOK

E1

7. E1

Mekkora szoget zarnak be a kovetkezd vektorok, ha tudjuk, hogy
a) |a]=|b|=10ésab = 50; o |a|=12,|b|=8ésab=0;
b)|a|=12,|b| =8 ésab=-483; d) |a|=12,|b|=28ésab=-96?

Mikor lesz az |a| =12, | b| = 8 hosszisagl vektorok skaldris szorzata a lehetd legnagyobb? Miért?
Mikor lesz a legkisebb?

Rajzoljunk harom olyan vektort, amelyek kozil barmely kettének a skalaris szorzata megegyezik!
Van-e hdrom, nem csupa azonos hosszisagi vektor, amelyek kozil barmely kettének a skalaris
szorzata megegyezik?

Az O kdzéppontli ABCD négyzet oldalainak hossza 10 egység. Szamitsuk ki az AB-AC skalaris

szorzatot! Mennyi lesz az AB - CD skaléris szorzat eredménye? Szamitsuk ki az OA - OB, OA - AB
szorzatokat is!

—_ > ——>

Az O kozéppontli ABCDEF szabélyos hatszogben AB = 1. Szamitsuk ki az AB-AC, AB-AD,
AB-AE; AB-AF; AG-AB, AO-AC, AG-AD, AO-AE, AO-AF szorzatokat!

Tegyik fel, hogy a nehézségi erétér az x koordinatatengelyre merdleges, az y tengely irdnyitasa-
val ellentétes irdnyd, és a koordinata-rendszerben az egység 1 méter.
Mekkora munkat végziink, mig egy m = 40 kg tomegli testet egyenes szakaszok mentén

a) az A(-3; —2) pontbdl a B(9; 14) pontba viszlink (tehat az elmozdulas @);
b) az A(=3; -2) pontbdl a B(9; 14) pontba visziink a C(2; 1) pont érintésével (az elmozdulas AC

—>

és CB)?

Mi a hiba az alabbi feladat megoldasdban?

Feladat: Bebizonyitjuk a koszinusztételt.

»Megoldas”: A haromszogben az abra szerint felvesszik az a, b, ¢ oldal-
vektorokat Ggy, hogy ¢ = a + b legyen. Négyzetre emelés utan a
c? = a? + b? + 2ab adddik, majd attérink az oldalakra (vektor négyzete =
= a vektor hosszanak a négyzete): c* = a? + b + 2abcos 7.

Miért nem jott ki a tétel?

—> > —>
CB-CA=AB

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény Ill. 2425-2429.
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51. SKALARIS SZORZATTAL MEGOLDHATO
FELADATOK A KOORDINATA-RENDSZERBEN

Tanultuk, hogy ha i és j nem parhuzamos vektorok a sikban, akkor tetszéleges sikbeli v vektor egyér-
telmen frhato fel v = xi + yj alakban (x, y val6s szamok). Az O kozéppontl derékszogl koordinata-rend-
szerben éltalaban az i(1; 0) és j(0; 1) bazisvektorokkal dolgozunk, ekkor az (x; y) szampar kolcsondsen
egyértelmlien meghatarozza a v vektort. A sik barmely P pontjdhoz egyértelm(ien hozzarendelhetjiik a

v = OP vektort, és igy az (x; y) rendezett szampart is. (Ekkor x és y elnevezése a v helyvektor vagy a P pont
koordinatai.)

Ebben a leckében kapcsolatot keresiink a koordinétaikkal megadott vektorok és a skaléris szorzatuk ko-
zOtt.

1. példa

Igazoljuk, hogy i =j2=1ési-j=0!

Megoldas

i?=i-i=1-1 cos0°=1, hasonl6képpen j?> = 1, illetve, illetve i- j=1- 1- cos 90° = 0.

2. példa

irjuk fel az a(2; —1) és a b(0,3; 2,5) vektorokat az i és j bazisvektorokkal!

Megoldas

2;-1)=2i+ (j=2i—j é  (0,3;2,5 =0,3i + 2,5j.

3. példa

Szamoljuk ki az el6bbi két vektor skaldris szorzatat!

Megoldas

(2; -1)- (0,3; 2,5) = (2i —j) - (0,3i + 2,5) = 0,6 i + 5i- j—0,3j-i-2,572=0,6-2,5=-1,9.
A megoldas soran felhasznaltuk a skaldris szorzat kommutativ és a disztributiv tulajdonsagat.

Altalanositsunk!
Legyena = (a,; a,) ésb = (b,; b,).
Ekkora- b =(a,i + a,j)b,i + b,j)=ab,i* + a,b,i-j+ab,j-i+ab,j>=ab, +apb,.
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51. SKALARIS SZORZATTAL MEGOLDHATO FELADATOK ...

Kimondhatjuk tehat a kovetkez6 tételt:

Tétel

Ha az a és b vektorok Descartes-féle koordinatai (a,, a,) és (b, b,), akkor ab =a b, + a,b,.

Két vektor skalaris szorzata egyenlé megfelelé koordinataik szorzatdnak 6sszegével.

A tétel alapjan két vektor skalaris szorzatat nemcsak a ,hagyomanyos” ab = |a| - |b| - cos ¢ médon ir-
hatjuk fel, hanem a koordinatak segitségével kozvetlendl is kiszamithatjuk. A képletet természetesen alkal-
mazhatjuk az a - a = a? esetben is.

4. példa

Adottak az A és B pontba mutaté a(a,; a,) és b(b,; b,) vektorok. Szamitsuk ki az a?, b? skaldris szorzato-
kat, illetve az AB szakasz hosszat a skaldris szorzas segitségével!

Megoldas

A definiciébdl a2 = a,2 + a,%, b> = b,> + b,” adédik. Eszrevehetjiik, hogy ez éppen az OA, illetve OB
tavolsag négyzete, vagy masképpen az a, illetve b hosszanak a négyzete. (Korabban mar lattuk, hogy
a’ = |al?)

AB | = AB? = (b,— a,Y + (b,— a,, de ez nem (j eredmény.
Tehat a skaldris szorzas segitségével is levezethetjik a vektor, illetve szakasz hosszara ismert tavolsag-
képletet: | AB |= AB = ,/(b,— a, + (b,— a,).

Ugyanigy AB = (b,—a; b,— a,), és

Hatarozzuk meg a,-et Ggy, hogy az (a,; 2) és (-3; 5) vektorok merélegesek legye-
nek egymdsral

Megoldas

A vektorok akkor és csak akkor merdlegesek, ha skaldris szorzatuk nulla.
10

(@;2)-(3;5=-3a, +10=0 = a1=?.

Hatdrozzuk meg a (3; —4) és (5; 12) vektorok szogét!

Megoldas

A skaldris szorzas definiciéjat kétféleképpen felirva a vektorok szoge meghatarozhat6. A két vektor hossza
5, illetve 13, ezért skaldris szorzatuk 5 - 13 - cos @, masrészt ugyanez a skaldris szorzat koordinatékkal sza-
molva (3; —4) - (5; 12)=3-5-4- 12 =-33. Tgy —-33=5-13- cos ¢, innen cos ¢ ~-0,5077, @=~120,5°.
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Altalanosan:
Legyen a(a,; a,), b(b,; b,). Az ab skalaris szorzatot kétféle médon felirva kiszamit-
hatjuk a két vektor szogét.

ab,+ a,b,=|a||b| cosy,

a,b,+ a,b,

ab,+ a,b,= J/a’+ a2 /bi+ b cosy = Cossza2+a2'Jb2+b2.
1 2 1 2

A 7 sz6g innen mdr meghatarozhato.

A radarképernyd a megfigyelt
terdilet hajéforgalmat mutatja

Egy hdromszdgben A(=2; 1), B(10; 6), C(7; —11). Mekkora az ABC haromszog A csticsandl 1évé szoge?

Megoldas

Ha O a koordinéta-rendszer origdja, akkor
AB=0B —OA =(12;5), |AB|=13 és AC=0C —OA =(9;-12), |AC|=15.
AB-AC =(12; 5)- (9; —12) = 108 — 60 = 48.

Az el6z6 példaban levezetett Gsszefliggés alapjan cos & = , innen Fogalmak
13-15 bazisvektorok
cosa~0,2462, a=~75,75° (alapvektorok);

skalaris szorzat
koordinatakkal.

FELADATOK

Hatarozzuk meg a 7. példa hdromszogének tovabbi szogeit!

ST  sazoljuk, hogy térbeli vektorra [a* = af + a; + a;!

3. E1 Adottak a derékszogl koordinata-rendszerben az A(-3; 4) és B(6; 1) pontok. A koordinatatengelyek mely
P pontjara lesz APB <L derékszog?

Mekkora szoget zar be azy = 2x— 5 ésazy = —x + 8 egyenletli egyenes? (Hasznaljuk a skaldris szorzatot!)

Legyenek A, B, C racspontok (azaz olyan pontok, amelyek mindkét koordinatdja egész szam). Igaz-e, hogy

az OA, OB, OC vektorok koziil barmely kettd skalaris szorzata egész szamot ad eredményl?

Adottak az A(=3; 4; 0) és B(-2; 3; 2v/3) pontok a térben. Mekkora A és B tavolsaga? Mekkora szoget zar
be az OA és az OB vektor?

Ajanlott feladatok

Gyakorlé és érettségire felkészité feladatgytjtemény Ill. 2427-2437.
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52. EGYENESEK A KOORDINATASIKON

A skalaris szorzat segitségével a koordindtageometridban nagyon egyszertien kezelheték a parhuzamos
és merdleges egyenesek.

AZ EGYENES EGYENLETENEK NORMALVEKTOROS ALAKJA

Hogyan hatarozunk meg egy egyenest az elemi sikgeometridban?

Legegyszer(ibb esetben két pontjat adjuk meg. Maskor azonban csak egy pontjat ismerjik, és az egye-
nes iranyarél tudunk mondani valamit. Példaul hogy milyen irannyal parhuzamos, vagy milyen iranyra me-
réleges, esetleg egy adott irdnnyal hany fokos szoget zar be az egyenes.

Koordinatageometriaban az iranyt megadhatjuk példaul egy (nem nulla hossz) vektorral. (llyen volt ko-
rabban az irdnyvektor.) Két vektor merdlegességére egyszerd feltétel adhato a skalaris szorzat segitségével.

Két vektor merdleges egymasra, ha a skaldris szorzatuk nulla.

Az egyenes egy megadott pontjat jeloljik P(x,; y,)-val, és legyen adott egy nem VA

nulla hosszisagu, az egyenesre meréleges vektor: n(A; B) . \
Y Plxoyo) /
Definicio X
Az egyenesre meréleges, nem nulla hosszlsagi vektort az egyenes nor-
malvektoranak nevezziik. n(A;B)

Az egyenes tetsz6leges pontjat jelolje P(x; y). Akkor dllithatjuk, hogy egy P(x; y)

=Y

pont illeszkedik az egyenesre, ha a Pois vektor merdleges az n normélvektorra.

Ugyanakkor a P pont biztosan nincs az egyenesen, ha P(?P nem meréleges n-re.
Formalizalva az illeszkedést Gigy irhatjuk le, hogy
PTP ln < n: PTP: 0.
Ezt a skalaris szorzatot koordinatakkal felirva:
/,4-(X—XO)+ B-(y—y,)=0.
Atrendezve azt kapjuk, hogy

Ax+B-y=A-x,+B-y,.
Ez az egyenes egyenletének normalvektoros alakja.

A bal oldalon all6 kifejezést a normalvektor ismeretében tudjuk felirni, mig a jobb oldal egy szam, ami-
nek kiszamitdsdhoz a normélvektor mellett a fix pont koordinataira is sziikség van.

Adott egy egyenes P (=5; 3) pontja és az n(4; 2) normalvektora. irjuk fel az egyenletét!
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Megoldas

Jelen esetben A = 4 és B = 2, valamint x, = -5 ésy, = 3. A fenti egyenletbe helyettesitve:

4x + 2y = =20 + 6,

4x + 2y = 14,

2X+y=-7.

Minthogy a 4x + 2y = —14 és 2x + y = —7 egyenletek ekvivalensek, ezért mindketté ugyanannak az
egyenesnek az egyenlete.

irjuk fel a P (3; =2), P,(5; 4), P,(-1; 2) csicspontokkal megadott haromszog oldalfelezé merélegeseinek
egyenletét!

Megoldas

Irjuk fel elészor a P,P, oldalfelezd merélegesének egyenletét.
P,P, oldalfelezé pontja az F(4; 1) pont (a megfelel6 koordindtdk szamtani kozepe). Sziikséglink van még

P P P P —_—> P . —_—>
egy, a keresett egyenesre meréleges normalvektorra. Példaul P.P,= n éppen ilyen vektor. PP, = n =

= (2; 6), és igy az egyenes egyenletének normalvektoros alakja 2x + 6y = 2- 4 + 6- 1 =14, ami ekviva-
lens az x + 3y = 7 egyenlettel.
Teljesen hasonléan irhatjuk fel a P,P, oldalfelez6 merélegesének egyenletét. A G felez6pont koordind-

tai (1; 0). A ﬁ koordinatai (—4; 4). A széban forgé felez6meréleges normélvektoranak valaszthatjuk tehat
az ezzel parhuzamos (-1; 1) vektort.
Ezek szerint P,P, felez6merdlegesének egyenlete:
—Xx +y=-1.
A H felezépont koordinétéi (2; 3), P,P, = (~6; -2).
A felez6meréleges normélvektora lehet tehét példaul a (3; 1) vektor. A P,P, szakasz felez6merélegese:
3x+y=3-2+1-3,azaz3x +y=09.

Adottak az ABC haromszog a: y = —3x, b: 4x — 2y = —15 és c: x = 3 egyenlet(i oldalegyenesei. irjuk fel
az egyenesek egy-egy normalvektorat, egy-egy irdnyvektorat és meredekségét!

Megoldas

Az egyenesek kiilonb6z6 alakjait konnyen atalakithatjuk egymasba.

Az a egyenes meredeksége -3, igy egy irdnyvektora v (1; —3), egy normélvektora pedig az erre merdle-
ges n_(3; 1). Az egyenlet dtrendezés utan 3x + y = 0, az egyiitthatokbél a (3; 1) normélvektor kozvetlendil
leolvashaté.

A b egyenes egy normalvektora n,(4; —2), de megfelel6 normélvektorok példaul a (2; —1) vagy (-2; 1)
is. Egy iranyvektora v,(2; 4), meredeksége %: 2.

A c egyenes egy iranyvektora v (0; 1), egy normalvektora n (1; 0), meredeksége nincs.
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Az egyenesek irdnyat (irdanyvektor, normdlvektor, meredekség) nem befolyésolja a konstans tag, példaul
a4x -2y = p egyenes minden p-re (p # —15) parhuzamos a fenti b egyenessel. A normdlvektoros alak nagy
elénye, hogy az x = c tipust egyeneseket is tudja kezelni (mig az ilyen, y tengellyel parhuzamos egyene-
seknek nincs iranytényezds alakjuk).

Az el6z6 feladat ABC hdromszogében adjuk meg az AB és AC oldalak g_és g, felez6merdlegesének és
az AC oldalhoz tartozé s sdlyvonalnak az egyenletét! Hasznaljuk a normalvektoros alakot!
Mekkora a haromszog y szoge?

Megoldas

El&szor a haromszog cstcsait hatarozzuk meg. A C cslics az a és b egyenesek metszéspontja:

a: y=-3x

b: 4x — 2y =—15

Hasonl6an kapjuk az A(3; 13,5) és B(3; —9) metszéspontokat.

Az AB oldal felezépontja D(3; 2,25), az AC oldal felezépontja E(0,75; 9). Sziikséglink van még a fele-
zémerdlegesek iranyara.

} = C(-1,5; 4,5)

BA = (0; 4,5), ez g egy normdlvektora. (Egyszer(ibb a
normalvektor (0; 1) szdmszoroséaval szdmolni.) A D pontot
helyettesitjik, igy g : Ox + Ty = 0 -3 + 1 - 2,25, azaz
gy =2,25.

Hasonléan CA = (4,5, 9) ~ (1; 2), ez g, egy normal-
vektora. Az E pont koordinatéit behelyettesitjuk, igy

g:x+2y=0,75+2-9 azazg,:x + 2y = 18,75.

(A g, ésg, egyenesek metszéspontja G(14,25; 2,25), ez
a haromszog koré irt korének a kozéppontja. Eszrevehet-
juk, hogy G a haromszogon kiviili pont, az AB egyenes
C-vel ellentétes félsikjaban van, igy ACB< tompaszog.)

Az s sdlyvonal a B és E pontokon megy at, BE =
= (-2,25; 18) egy iranyvektora, (18; 2,25) vagy egy-
szer(ibben (8; 1) egy normdlvektora. T

s:8x +y =8:3-9 =15 asulyvonal egyenlete.

A haromszog y szoge megegyezik az a és b egyenesek
normalvektorai altal bezart szoggel (vagy a kiegészitd szog-
gel). A szog kiszdmitdsdra a skaldris szorzast haszndljuk. n, = (3; 1), n, = (2; —1); skaldris szorzatuk

5
V105’

3-2 4 1-(-1) = 5; a normalvektorok hossza +10, illetve /5 . igy a bezért szégiikre cos ¢ =

innen @ = 45°. A hdaromszogben y = 135°.

Az egyenes normalvektoros alakja segit adott korhéz hizott érinté egyenletének a feliraséban is.
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Adott a k: x* + 6x + y? — 4y = 87 egyenleti kor.
a) Adjuk meg a kor x = -9 abszcissz4jd pontjaiba hdzott érint6k egyenletét!
b) Adjuk meg az f: x + 2y = 10 egyenessel parhuzamos érint6k egyenletét!

Megoldas

A kor egyenletét elszor teljes négyzetté alakitassal kozépponti alakra hozzuk:

(x + 3)*+ (y-2)> =100

(A kor kozéppontja Q(-3; 2), sugarar = 10.)

a) Behelyettesitéssel kapjuk, hogy a kor x = -9 abszcisszaja pontjai A(-9; 10) és B-9; —6). QA =a—q =
= (-6; 8), ez az A pontba hdzott a érinté egy normdlvektora. Az egyszer(ibb n_(-3; 4) vektorral dol-
gozunk. Az érint6 egyenlete: a: —=3x + 4y = -3 - (-9) + 4 - 10 = 67.

Hasonléan @ =b - q = (-6; -8), n,(3; 4), igy B-t behelyettesitve
b:3x+4y=3~(—9)+4-(—6)=—51.

Fogalmak

normalvektor;

az egyenes
egyenletének
normalvektoros
alakja.
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b) Az f-re merélegest hlizunk Q-bél, az igy kapott c egyenes kimetszi az E,

és E, érintési pontokat. Ezutdn mdr csak adott iranyl egyeneseket kell
haznunk az E, és E, pontokon keresztiil.
n(1; 2), igy n (=2; 1) példaul. Mivel c atmegy a Q ponton, egyenlete
c:-2x+ty=-2-(-3)+2=38.
A c egyenes és a kor metszéspontjat az alabbi egyenletrendszerbdl kap-
juk:
(x+ 3f+ (y— 2y =100

-2Xx+y=38 }
A masodik egyenletbdl y = 2x + 8, ezt az els6 egyenletbe helyettesitve
(x + 3)2 + (2x + 6)2 = 100, innen X, =—3+ 2¥5 és x,=—3— 25
A metszéspontok (amelyek egydttal e, és e, érintési pontjai) y koordina-
tait a masodik egyenletbdl kiszamolva a két metszéspont
E=(-3+4+2/5;2+4v5)és E,=(-3—-2V5;2—4+5),
Az érint6k egyenlete
e :x+2y=-3+2V5+2(2+4V5)=1+10V5 és

e,:x+2y=-3-2V/5+2(2-4/5)=1-10V5,
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FELADATOK

EJJ
m
N

Adottaz e: y = 2x + 3 egyenletli egyenes és az a(8; 1) vektor. Szamitsuk ki a-nak az e egyenes-
sel parhuzamos a , illetve arra merdleges a komponensét!
(Ellenérzésképpen megadjuk az eredményt: a = (2;4),a, = (6;-3).)

Egy haromszog harom csticsa A(=11; 8), B(3; 10), C(-9; —6). Hatarozzuk meg a haromszog ne-
vezetes vonalait és pontjait, szamitsuk ki a hdromszog szogeit! Ahol lehet, hasznaljuk az egyenes
egyenletének normalvektoros alakjat, illetve a skaldris szorzatot!

Az el6bbi haromszog csticsain keresztiil a kordlirt kort érinté egyeneseket hizunk. irjuk fel az
egyenesek egyenletét!

Mi a hiba az alébbi feladat megoldasaiban? Hogyan javithaték a megol-
dasok?

A feladat: A PORS négyszog cstcsai: P(3; —1), Q(1; 3), R(=6; 2) és
S(=5; =5). Dontse el, hogy az aldbbi allitas igaz vagy hamis! Valaszait in-
dokolja, timassza ald szamitasokkal! (Erettségi feladat alapjan, emelt szint,
2006. médjus)

Az allitas: A PORS négyszogben R-nél derékszog van.

»Els6 megoldas”: Az dbra alapjan QRS<L = ¢ = 90° sejthetd.
QR= V72412 = /50 ~7,07; RS = V124 72 = /50 =~ 7,07;
SQ = V6’ + 8% =10.

A koszinusztételbSl SQ? = SR? + RQ? — 2SR - RQ - cos ¢, innen

7,07%+ 7,07 100
2-7,07-7,07

cos @ > 0, igy QRS > 90°. Az éllitas hamis.

COS @ = = 0,0032.

»Masodik megoldas”: Nagyobb pontossaggal szamolunk.
QR = 7,0711, RS = 7,0711, SQ = 10.

7,0711%+ 7,0711°— 100
2-7,0711-7,0711

A koszinusztételbdl cos ¢ =~ = 0,000009, amely érték jo kozeli-

téssel nulla.
cos @ = 0, igy QRS = 90°. Az dllitas igaz.

Az a(3; —4) és b(12; y) vektorok merélegesek egymasra. Milyen hosszi a + b?

A koordinatasikon vegyiik fel az A(-2; 6), B(8; 0) pontokat és az e: y = 2x — 3 egyenest, a P pont
pedig legyen az e egyenes egy futopontja. Definidljuk a p, a, u, v vektorokat a kévetkezé médon:
p= OP ,a= OA,u = BP ésv = PA. A vektorok skalaris szorzataval kapcsolatban tobb érde-
kes kérdés is feltehetd.

a) Milyen értékeket vehet fel a pa szorzat?

b) A P pont mely helyzetében lesz nulla a pa, illetve pu szorzat?

©) Milyen értékeket vehet fel a pu szorzat?
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A 9. és 10. osztaly utan idén tovabb mélyitjik kombinatorikai ismereteinket.
Kombinatorikai problémakkal mar a kozépkorban is foglalkoztak a tudosok, de a témakor igazi
fejlédése a XX. szdzadra esett. A vilag 6sszes orszagdra kiterjed$ aruforgalom, a kozlekedés, aruszallitas
és hirkozlés hihetetlen fejl6dése, az informaciok globalis méret(i aramldsa sziikségessé tette a logisztikai
tervezést, a gazdasagossagi megfontoldsokkal elékészitett dontéshozast. A kialakult Gj tudomanyagak
— a statisztika és a valdszinliség-szamitas, a szamitastechnika és az algoritmuselmélet, a dinamikusan |
fejléd6 grafelmélet vagy éppen a modern kozgazdasagtan — tehetetlenek lennének a kidolgozott mate-
matikai, szlikebben kombinatorikai médszerek alkalmazasa nélkdl. Nem is gondolnank, hogy amikor a
posta konyveket hoz, ezek gazdasagos csomagméreteit kombinatorikai algoritmussal allapitottédk meg;
vagy amikor a dolgozék készpénzjutalmat kapnak, a kifizetésekhez valamely cimletezé programot hiv-
tak segitségtil. Szamtalan példat sorolhatunk fel a mindennapjainkbél: az iskolai 6rarendkészités folya-
matat; a titkositasi eljarast, amely segitségével beléphetiink az internetre; adataink szamitégépes rende-
zését; a telefonhdlozatunk mikodési elvét; vagy éppen a tomegkozlekedési Gtvonalak és jaratok
gazdasagi-logisztikai tervezését.

Ezek a kiragadott példak csak érzékeltetni probaljdk a kombinatorika alkalmazésainak szertedgazé le-
hetéségeit.
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Ebben a leckében roviden attekintjiik a korabbi években tanult ismereteinket.

Egy jatéktabla 1-t6l 21-ig szamozott mezdékbdl all. Ezen a palydn Anna és Béla a kovetkez6 A
jatékot jatsszak. bW

A kezdé jatékos az 1, 2 vagy 3 mezGSk valamelyikére teheti a kozos jatékbabut. A maso-
dik jatékos 1-gyel, 2-vel vagy 3-mal nagyobb szamd mezére léphet a babuval. Ismét az elsé
jatékos kovetkezik, 6 szintén 1, 2 vagy 3 mezdvel Iéphet el6re, majd Gjra a mésodik jon és
igy tovabb. Az a jatékos nyer, akinek a babuval sikerl az utols6, 21-es mezdére lépnie.

Egy jaték a kovetkezéképpen zajlott le. Béla a 2. mezdére lépett, Anna a 3-mal na-
gyobb szamira, az 5-6s mezdre. Béla 2-vel |épett tovabb (7-es), ezutdn Anna kévet-
kezett, 8-ra |épett. Ezutdn sorban a kovetkezé mezdkre 1éptek: Béla: 9, Anna: 11,

Béla: 13, Anna: 14, Béla: 17. Itt Anna észrevette, hogy a 18, 19, 20 mez6k barme-
lyikére 1ép, mindenféleképpen Béla nyer, hiszen Anna lépése utan a 21-re Iéphet.

Hogyan jatsszon Anna a kovetkezé jatékban, ha most 6 kezd?

Megoldas

Anna megprobalhat ,visszafelé” okoskodni, a jaték végallapotabdl korabbi szamokra visszalépve. Azt
konny( észrevenni, hogy a 20, 19 és 18 ,veszté mezdék”: amelyik jatékos ezekre 1ép, veszit, mert az ellen-
fele a 21-re Iéphet. (A jaték elemzésekor persze feltételezziik, hogy az ellenfél is j6 jatékos, egyszerti hibat
nem kovet el.) A 17-es viszont — mint a példajatékban is észrevehettiik — ,nyer6 mezé”. Amelyik jatékos
erre lép, gy6zni fog; az ellenfele ezutdn ugyanis mar csak veszté mezére léphet.

Anna stratégidja tehat az lehetne, hogy lehetéleg 6 1épjen a 17-re. Ha ez sikerdl, akkor — hibatlan jaték
esetén — biztosan nyerni fog. Elképzelhet6 azonban, hogy ezt a tritkkot Béla is ismeri, és 6 is arra torekszik,
hogy a 17-re lépjen. A jatékot tehat tovabb kell elemezni.

Ha a 17 nyeré mez6, akkor a 16, 15 és 14 veszté mezdék. (Ha barmelyiket kimondja Anna, akkor Béla
17-re 1ép, és nyer.) Eszrevehetjiik, hogy a 13 viszont nyeré mezé: ha Anna erre 1ép, akkor Bélanak csak a
veszté 14, 15 és 16 mez6k maradnak.

Innentdl mér hasonléan folytathaté az okoskodas. A kovetkezé nyeré mezé a 9, elétte 1évé az 5, és
végll nyeré mez6 az 1 is.

L1 2|3]a]s5]e]|7|8|o|t0][11]12]13]14]15]16]17]18]19]20]21]

Annanak tehat az 1-es mezdén kell kezdenie. Ezutdn Béla barmit Iép, Anna az 5-re l1ép; majd Béla vala-
sza utan a 9-re és igy tovabb. Ez mar nyerd stratégia: akarhogyan jatszik Béla, a sajat stratégidjat kovetve
Anna biztosan nyer, ha nem hibazik. Az is lathat6, hogy a kezd6 jatékosnak van nyerd stratégidja: ha Béla
kezd, Anna csak akkor gyézhet, ha Béla hibazik.

A nyerd stratégia ismeretében ez a 21-es tablds jaték mar nem izgalmas, nem szérakoztaté. Sét, a sike-
res gondolatmenet a 21-nél hosszabb palyakra is konnyen altalanosithaté.
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Anna és Béla annyiban médositjak az elézé jatékot, hogy a babuval most az aktudlisndl 1, 2, 3 vagy
4-gyel nagyobb szami mezére lehet lépni, és a palya hossza 77. Hogyan jatsszon a kezd4 Anna, ha az a
jatékos gydz, aki az utolsé, 77-es mezdre lép?

Megoldas

Az el6z6 okoskodast alkalmazzuk. A 77 nyer6 mezé, a 76, 75, 74, 73 veszté mezbk, a 72 ismét nyerd
mez6. (Ha erre 1épiink, az ellenfél csak veszté mezére 1éphet.) A kovetkez6 nyeré mezé a 67 lesz (71, 70,
69, 68 veszit), és most mar észrevehetjik, hogy a nyeré mezék otosével helyezkednek el. Ennek az az oka,
hogy amikor Béla az X mez6rdl 1, 2, 3 vagy 4-et |ép, Anna rendre a 4, 3, 2 vagy 1 lépéssel eléri, hogy 6 az
(X + 5) mezdre lépjen.

A nyeré mezék szama 5-tel osztva 2 maradékot ad. Annanak tehat a 2-es mezével kell kezdenie, és Béla
valasza utan 7-tel folytatnia; ezutdn sorban a 12, 17, ... 62, 67, 72 mezdkre 1ép. Ekkor Béla barmit is 1ép,
Anna tud a nyer6 77-re lépni.

Megjegyzés

A 2. példaban Annat az segitette a gy6zelemhez, hogy felismerte az 5k + 2 alaki nyerd sorszamokat
(k természetes szam). Ugy is fogalmazhatunk, hogy észrevette: a nyerd sorszimok maradéka a jaték folya-
man invaridns (azaz megmarado, allandé) mennyiség.

Ez a két jaték a tavaly latott szamlétra jaték atfogalmazasa.

Egy 30 f6s osztalyban minden diak tanulja az angol, francia és olasz nyelvek valamelyikét. Angolul
16-an, franciaul 17-en, olaszul 7-en tanulnak. Tudjuk még, hogy a hdrom nyelv kézil pontosan két nyel-
vet 0sszesen hat diak tanul. Hanyan tanuljak mindharom nyelvet?

Megoldas

Els6 megoldas

Jelolje A, F és O az angolul, francidul és olaszul tanulék halmazat, és vegyiik fel a harom
halmaznak megfelel6 Venn-diagramot.

Haaza,f, o, U, V, W, x az dbra szerinti tartomanyok elemszamét jelenti, akkor a fel-
adat feltételei szerint

M|Al=a+U+V+x

16,
@|F|=f+U+W+x=17,

B)|O|=0+V+W+x=7.

Pontosan két nyelvet 6-an tanulnak, ezért tudjuk még, hogy
@U+V+W=6.

Az osztalylétszam is ismert, s mivel minden didk tanulja valamelyik nyelvet, igy
(5)|AUFUO|=a+f+0+ U+ V+W+x=30.
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Ebbdl az 6t egyenletbdl kell x-et meghatarozni.
Az els6 hdrom egyenlet 6sszegébdl
a+f+o+2U+V+ W)+ 3x =40.

Ebbdl kivonjuk az 6todik egyenletet, igy azt kapjuk, hogy
U+V+ W+ 2x=10.

Mivel (4)-bSl U + V + W = 6, igy 6 + 2x = 10, és innen 2x = 4, azaz x = 2.
Tehéat mindharom nyelvet két didk tanulja.

Egy lehetséges megval6sitds az dbran lathatd. (Itt az egyes tartomanyokba a megfelelé
elemszamokat irtuk.)

Masodik megoldas
Alkalmazhatjuk a logikai szitaformuldt is. A hdrom halmaz elemszamainak 6sszegébdl vonjuk ki azok

szamét, akik pontosan két nyelvet tanulnak: | A|+ | F |+|O|— 6. Ekkor a Venn-diagramon szerepl§ tarto-

mdnyok mindegyikét egyszer szamoltuk, csak a kozos részt, az A N F N O tartomdnyt adtuk 6ssze harom-
szor. (Ez a részhalmaz az A, F és O halmazok esetében is szerepel az dsszegben.) Ha tehat az eddigi 6sz-
szegbdl kétszer kivonjuk ezt a tartomanyt, az osztalylétszamot kapjuk. Ezért

|A|+|F|+|O|-6—2x = 30, azaz
16 + 17 + 7 -6 —2x = 30, s innen x = 2 adddik.

Megjegyzés

Mindkét megoldasban felhasznaltuk, hogy ismert volt az U + V 4+ W szimmetrikus 6sszeg. Erre sziiksé-
giink is volt; egyszer( prébalkozassal nehezen oldhaté meg a feladat, hiszen az egyes részhalmazok elem-
szama sokféleképpen megadhaté.

Egy kis emlékeztetd: a logikai szitaformula elnevezése az 6sszeszdmlalas sordn tobbszor szamolt ese-
tek kivonasara, ,kiszitalasara” utal.

Az egység oldall négyzet belsejében véletlenszertien elhelyeziink 28 darab pontot. Igaz-e, hogy min-
dig talalhat6 a pontok kozott négy olyan, hogy ezek egy % egység sugarl korlappal lefedheték? (A korlap

egy része kivil lehet a négyzeten.)

Megoldas

Megprébélhatjuk sorban elhelyezni a pontokat tgy, hogy példaul harom pontot egymashoz kézel he-
lyeztink el, és a negyediket ezekhez hozzavéve, az % egység sugarl korlappal a fedés mar éppen ne sike-

riljon. De a pontokat nagyon sokféleképpen felvehetjiik, tobb pont felvétele utan bonyolultta valik a foly-
tatas, az 6sszes eset attekintése elég reménytelennek tinik.

Ha az allitas igaz, akkor valahogyan azt kellene megmutatnunk, hogy az adott pontokbdl 4 mindig ,elég
kozel” van egymashoz. Bontsuk fel ezért a négyzetet kilenc egybevagé részre, ekkor a skatulyaelv miatt va-
lamelyik részben legaldbb 4 pontnak kell lennie. (Ha minden részbe csak 3 pont keriilne, akkor 6sszesen csak
9.3 = 27 pont lenne.)
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A felbontast az dbran lathaté médon, parhuzamos harmadolé egyenesekkel végezziik.

Ekkor kilenc kisebb, egybevagd négyzetet kaptunk, melyek oldala % Ezen négyzetek atldja @
hossz(isdad , x4 e V2 _ .
osszUsagl, a négyzetek koré irt kor sugara & ~ 0,236 egység.

Mivel ez az érték kisebb, mmt —, igy készen vagyunk: a skatulyaelv miatt valamelyik négyzetbe

legalabb 4 pont keriil, ezek pedig lefedheték az Z sugard korrel.

A skatulyaelv természetes gondolatot fogalmaz meg:

Ha adott n darab skatulydban n-nél tébb targyat akarunk elhelyezni, akkor lesz legalabb egy olyan

skatulya, amelybe legaldbb két targy keril (n pozitiv egész szam).

Ha n skatulyaba k - n-nél tobb targy kertl, akkor lesz legaldbb egy olyan skatulya, amelyben leg-
alabb (k + 1) targy van.

Hany haromjegy(i paros természetes szam van, amelyik tartalmazza az 1-es szdmjegyet?

Megoldas

Els6 megoldas (esetszétvalasztas)

A haromjegy(i paros szam utolsé szamjegye .. ..
otféle lehet: 0, 2, 4, 6, 8. / A / A

Ha az elsé szamjegy 1-es, akkor a k6z€éps6é 10 lehetSség 5 lehetSség 8 lehet6ség 5 lehetdség
szamjegy a {0; 1; 2; ... 9} halmazbdl barmi {0;1;...;9} {0;2;4;6;8} (0 és 1 nem) {0;2;4;6;8}
lehet. Ez 10 lehet8ség, a szorzasi szabaly miatt 105 = 50 8.5 =40

ekkor 10 - 5 = 50 esetet kapunk.
Ha az els6 szamjegy nem 1-es, akkor a masodik szamjegynek mar 1-esnek kell lennie. Az elsé szamjegy
8-féle lehet: 2, 3, ... vagy 9. Ekkor tehat az esetek szdma 8 - 5 = 40.
Vagy 1-es az els6 szamjegy, vagy nem. Mas eset nem lehetséges, igy az 6sszeaddsi szabaly miatt 6ssze-
sen 50 + 40 = 90 darab megfelelé szdm van.

Masodik megoldas (szitamddszer)
Ha az elsé szamjegy 1-es (és a masodik barmi), akkor 10 - 5 = 50 esetet kapunk; mig ha a mésodik szam-
jegy 1-es (és az els6 szamjegy tetszéleges), akkor 9 - 5 = 45 esetet. (Az elsé szamjegy nem lehet zérus.)

] ] ] | 1] | 1] |
AN AN }

10 lehetGség 5 lehetdség 9 lehetGség 5 lehetGség 5 lehetéség
10-5 =50 9-5 =45 5

Kétszer szamoltuk azokat a szamokat, amelyekben az els6 és a masodik szamjegy is 1-es, igy ezeket az
50 + 45 Osszeghdl le kell vonni. Ot ilyen szdm van: 110, 112, 114, 116, 118. Osszesen tehat
50 + 45 - 5 = 90 szamot talaltunk.
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Harmadik megoldas (komplementer 6sszeszamolas)

Emlékezteté: komplementer 6sszeszamlalasnak azt a médszert nevezziik, amikor a Fogalmak
,j6 esetek” szamét Ggy hatarozzuk meg, hogy az Gsszes esetbdl levonjuk a ,rossz eseteket”: skatulyaelv;
,jO esetek szdma = Osszes eset — rossz esetek szama”. logikai szita;

komplementer
Osszeszamlalas;

Haromjegy(i paros szim 9- 10- 5 = 450 darab van. Ezek kéziil azok széma, amelyek nem ~  invarians )
tartalmaznak T-est, 8- 9- 5 = 360. (Az els6 helyen nem szerepelhet 0 és 1-es, a masodikon (megMalSety
mennyiség.

1-es.) Ha az 6sszes pédros szambdl elhagyjuk azokat, amelyek nem tartalmaznak 1-est, akkor
pontosan azon paros szamokat kapjuk, amelyekben van 1-es. Igy 450 — 360 = 90 a keresett
szamok szdma.

O

Megjegyzés
Erdemes hasonlé feladatot tobbjegy(i szamokra is megoldani, és 6sszehasonlitani a harom megoldasi
moédszer ,erejét”. (Lasd a 12. kitlizott feladatot.)

FELADATOK

m Osszeadtunk 10 kiilénboz6 pozitiv egész szamot, az dsszeg
a) 55;
b) 56

lett. Mely szamok lehettek az 6sszeadanddk?

2. K2 Legfeljebb hany négyzetszamot adhatunk meg Ggy, hogy semelyik ketté kiilonbsége se legyen
5-tel oszthat6?

3. K2 Béla két ,ikerfeladatot” elemez.
4 . . .
a) Egy osztély T része angolul, % része németil tanul, és legalabb az egyik nyelvet mindenki ta-

nulja. Hanyan tanuljdk mindkét nyelvet, ha az osztalylétszam 30 6?
A
5
haja fidk, ha a kirandulasra 30-an mentek el?

b) Egy kirandulason a résztvevék — része barna haji volt és o része fiG. Hanyan voltak a barna

Béla megoldasa:

. . .4 7 . o 7 2 . .
a) ,A szita-formulat alkalmazzuk. Mivel T+ % = fgyaz osztaly T - 1= T része tanulja
mindkét nyelvet. (Ennyi tanulét szamoltunk kétszer.) Eredmény: 30 - T = 12 f6.”

b) Ez az alfeladat Iényegében megegyezik az a)-val, ezért most is 12 f6 az eredmény.”

Anna szerint azonban a helyzet nem ennyire egyszer(i. Mire gondolhatott?
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Egy ismert jatékban 6t darab 2-es szam mindegyike elé a '+’ vagy a "~ jelet irhatjuk, majd az igy kapott ki-
fejezés értékét jeldljik S-sel.

a) Az 1, 2,3, ..., 10 szamok koziil melyik lehet S értéke?

b) Véltozik-e a helyzet, ha megengedijiik a zaréjelek hasznélatat is?

o Es ha megengediiik a szorzés és osztas miiveletét is?

A H = {100, 102, 104, ..., 998} halmaz a haromjegy( paros szamokat tartalmazza. Hany olyan eleme van

H-nak, amelyik
a) oszthato 6-tal; b) nem oszthat6 7-tel; ¢) oszthato 6-tal és 7-tel;
d) oszthat6 6-tal vagy 7-tel; e) a 6 és 7 kozil pontosan az egyik szammal oszthat6?

Hany négyjegyli természetes szam készitheté a 0, 1, 2, 3 szamjegyekbdl, ha
a) minden szamjegyet csak egyszer hasznalhatunk fel;
b) egy-egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk?

Egy dobdkockat négyszer feldobunk, a kapott szamokat

egymas mellé irjuk, s igy egy négyjegyli szamot kapunk.

Hany esetben lehetséges, hogy a dobott szamok kozott

a) csupa kilonbozé van;

b) van legalabb egy ismétl6dé jegy;

©) van legalabb két darab 2-es;

d) két-két egyforma, de egymastdl kilonbozé szamijegy
van (azaz a, a, b, b tipus);

e) pontosan harom egyforma szamjegy van;

f) van két szomszédos egyforma szamjegy?

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2008.) Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmjegyek felhasznaldsaval 6tjegy(i szamokat
készitlink az 6sszes lehetséges médon (egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk). Ezek kozott hany olyan
szam van,

a) amely 6t azonos szamjegybdl all; b) amelyik paros; ¢ amelyik 4-gyel oszthat6?

(Erettségi feladat alapjan, emelt szint, 2009.)

a) Hany hatjegyti szamot lehet készitenia O, 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyek felhasznalasaval, ha a szimjegyek tobb-
szor is felhasznalhat6k?

b) A fenti hatjegy(i szdmok kozott hany kilonbozé szamjegyekbdl allo, ottel oszthaté szam van?

o A0, 1,2, 3, 4,5 szamjegyek felhasznalasaval hany olyan hatjegy(i szamot képezhetiink, amelyben leg-
alabb egy szamjegy ismétlédik? (Legaldbb egy szamjegy legalabb kétszer fordul elé.)

d) (Erettségi feladat alapjan, emelt szint, 2007.) AzA = {0, 1, 2, 3, 4, 5} halmaz elemeibdl hany olyan hat-
jegyl szam frhat6 fel, amely legaldbb egy egyest tartalmaz?

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2005.) Egy rejtvényijsagban egymas mellett két, szinte azonos rajz ta-
lalhaté, amelyek kozott 23 apré eltérés van. Ezek megtalalasa a feladat.

Elészor Adam és Tamas nézték meg figyelmesen az dbrakat: Addm 11, Tamas 15 eltérést taldlt, de csak 7
olyan volt, amelyet mindketten észrevettek.

a) Hany olyan eltérés volt, amelyet egyikiik sem vett észre?

Kozben Eniké is elkezdte szamolni az eltéréseket, de 6 sem taldlta meg az Gsszeset. MindGssze 4 olyan volt,
amelyet mind a hdrman megtalaltak. Egyeztetve kiderult, hogy az Eniké altal bejeloltekbdl hatot Adam is, ki-
lencet Tamas is észrevett, és Grommel lattdk, hogy harman egydtt az 6sszes eltérést megtalaltak.

b) A feladat szovege alapjan készitsen halmazdabrat arrdl, hogy ki hany hibat talalt meg!
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m Hét kincskeresé 55 darab aranypénzbdl all6 kincset talalt. Az érmék tomege rendre 306 g,
307 g, ..., 360 g. El tudjak-e Ggy osztani a pénzt, hogy mindenkinek legaldbb 2,5 kg arany jus-
son?

Az egyik kincskeresé szerint semmi gond az osztozkoddassal, az érmék 6ssztomegének hetede
Ljoval” nagyobb, mint 2,5 kg. Mi a véleménytink, igaza van?

m Hany tizjegy(i paros természetes szim van, amelyben
a) nincs 2-es szamjegy;

b) van 3-as szamjegy;
c) van O;
E1 d) van 3-as és 4-es is?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgy(ijtemény Il. 258-299, 305-313.

54. BINOMIALIS EGYUTTHATOK

Régi televizios vetélkedkon és kiilonbozd rejtvénydjsagokban gyak-

ran taldlkoztunk az aldbbihoz hasonlé feladatokkal. b)

,Kosstik 6ssze az abran lathaté pontok mindegyikét az 6sszes tob-
bivel! Hany 6sszekots egyenes keletkezik ekkor?” (Az elsé dbran az
adott pontok egy koriven helyezkednek el, a masodikon a négyzet csu-
csaiban és az oldalain.)

Megoldas

a) Az elsé abra esetén tobb megoldast is adunk.

Els6 megoldas

Az elsé dbran az A pontot dsszekothetjiik a B, C, ..., H pontokkal, ez 7 egyenes. Uj egyenest kapunk,
ha a B-t 6sszekotjiuk a C, vagy D, ..., vagy H ponttal, ez tovabbi 6 egyenes. Hasonldan folytathatjuk a C pont-
tal: a CD, CE, ..., CH egyenesek szama 5. (Nem vettik figyelembe a CA és CB egyeneseket, mert ezeket
mar az A, illetve B pont esetén szamoltuk.) Ugyanigy kapjuk, hogy D-bdl 4, E-bél 3, F-bél 2, végiil
G-bél 1 kordbban nem szémolt egyenes hiizhat6. Osszesen tehat 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 28 egye-
nes keletkezik.

Masodik megoldas

Mindegyik pontbdl 7 egyenes hiizhat6, a 8 adott pont esetében ez 7 - 8 = 56 egyenest jelent. De igy
minden egyenest kétszer szamoltunk: példaul az AD egyenest szamoltuk egyszer A-ban, és egyszer D-ben
is. Ezért az 6sszes egyenes szama % = 28.
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Harmadik megoldas

Mindegyik egyenest megadhatjuk a két pontjaval. Annyi egyenes keletkezik tehat, ahanyféleképpen ki
tudunk vélasztani az adott 8 pontbdl 2-t.

Az els6 pontot 8-féleképpen valaszthatjuk (A, B, ..., H), a masodikat mar csak 7-féleképpen, mert ez nem
lehet azonos az els6 ponttal. A szorzési szabaly miatt igy 8 - 7 pontpart kapunk. Vegytik észre azonban, hogy
a kivalasztott pontok sorrendje nem szamit: példaul a CH pontpar ugyanazt az egyenest hatdrozza meg, mint
8-7
= 28.

(Emlékeztet6: Ha az A objektumot m-féleképpen, egy masik fiiggetlen B objektumot n-féleképpen lehet
kivalasztani, akkor a szorzdsi szabdly alapjan az (A, B) par kivalasztasa (,A és B”) m - n-féleképpen lehet-
séges.)

HC. Mivel minden part kétszer szamoltunk, a keletkezett egyenesek szama

Megjegyzések

Mindharom megoldds konnyen alkalmazhat6 akkor is, ha 8 helyett tobb kezdeti pont adott. (Erre vo-
natkozik az elsé kitlizott feladat.) Az persze eléfordulhat, hogy az elsé megoldasban olyan nagy szamokat
kell sszeadnunk, hogy érdemes mar a ,Gauss-médszert” alkalmaznunk.

A harmadik megoldéasban ,nyolc elembd| valasztottunk ki kett6t gy, hogy a kivélasztott elemek sor-
rendje k6zombds” volt, azaz egy 8 elemi halmaz 2 elem( részhalmazait kerestiik. A részhalmazok a
halmaz elemeinek egy-egy (ismétlés nélkiili) kombinacidi, ezek szamanak meghatarozasa a feladat.

Emlékeztet6il: nyolc elem masodosztalyd kombinaciéi szaménak a jelolése (2) (olvasd: '8 alatt a 2),

kiszamitasa pedig a @) _87

27 modon lehetséges.

b) A masodik abran problémadt jelent, hogy a négyzet egy-egy oldalan tobb pont is van, s ezeket 6sz-
szekotve egyetlen egyenest kapunk. A négyzet csticsaiban 4, oldalain rendre 3 belsé pont adott, igy dssze-
sen 4 + 4- 3 = 16 pont van a négyzet keriletén.

Els6 megoldas

Ha nem szamitjuk a négyzet oldalegyeneseit, akkor a csticsban lévé pontokat 7 masik ponttal kothet-
juk Gssze. A négy cstics miatt igy 4 - 7 = 28 egyenest kapunk.

Ha az oldalegyeneseket most sem vessziik figyelembe, akkor az oldalakon adott 3-3 belsé pont mind-
egyike 11 masik ponttal kéthet6 6ssze (3 - 3 = 9 belsé ponttal és a két szemkoztes csticesal.) Mivel 12 belsé
pont van, ekkor 12 - 11 = 132 egyeneshez jutunk.

De most is igaz, hogy az egyenesek mindegyikét kétszer szamoltuk, hiszen azok két ponton mennek at.
A 28 + 132 Osszegnek emiatt a felét kell venntink: 28"’_72132 = 80. Ehhez még hozzavesszik a négyzet
négy oldalegyenesét, igy 6sszesen 84 egyenest hataroznak meg a pontok.

Masodik megoldas
A komplementer 6sszeszamlalas médszerét alkalmazzuk.

NEEE =120 egyenest kapnank. De

ebbdl le kell vonnunk azokat a ,felesleges” egyeneseket, amelyeket Ggy kaptunk, hogy a négyzet ugyan-

1 .
Ha minden pontot minden ponttal 6sszekotnénk, akkor ( 6) 16-15
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azon oldaldn lévé pontokra illesztettiik 6ket. Egy-egy négyzetoldalon 5 pont van, igy a ,felesleges” egyenesek

. 5\, 54
szama 4-<2)_4 ﬁ_40'

A kulonbséghez hozza kell adni a négy oldalegyenest (mert még egyszer sem szamoltuk éket), Gsszesen
tehdt 120 — 40 + 4 = 84 a keresett egyenesek szama.

Sherlock Holmes komplementer médszere

,— Bizony, egyszer mar 6n is alkalmazhatnd a médszeremet — felelte Holmes fejét csvalva. — Hanyszor meg-
mondtam 6nnek, hogy csupan az sszes lehetetlenséget kell kikiiszobolni, s akkor, ami marad, barmennyire valé-
szin(tlen is, okvetlentil megfelel a valédi tényallasnak.”

Arthur Conan Doyle: Az Agra kincse

Hany olyan hdromszog van az a), illetve a b) abran, melynek csticsai
az adott pontok koziil kertilnek ki?

Megoldas

a) Az els6 abra esetén:

b)

Els6 megoldas

Harom pont hatdroz meg egy haromszoget.

Az elsé pontot 8-, a mésodikat mar csak 7-, a harmadikat pedig 6-féleképpen valaszthatjuk ki. A szor-
zasi szabaly miatt igy 8- 7 - 6 = 336 haromszoget kapnank. Igen dm, de a pontharmasokat most is tobb-
szorosen szamoltuk. Példaul, ha eredményil a BFE haromszog adddik, akkor ugyanazt a hdromszoget ha-
taroznak meg a BEF, EBF, EFB, FBE, FEB pontharmasok is. A kapott eredményt ezért osztani kell a harom cstcs

osszes lehetséges sorrendjének a szamaval, azaz 6-tal. igy a haromszogek szama % = 56.

Masodik megoldas
A 8 pontbdl 3-at vélasztunk ki Ggy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje nem szamit. Ez 8 elem har-

madosztalyd kombindciéinak a szamat jelenti: g; ? = <3) = 56.

Megjegyzés

Harom elem Osszes lehetséges sorrendjének a szama 3! = 3- 2+ 1. A kombinéciék szamanak megha-
tarozasakor éppen azért osztunk 3!-sal, mert a kivélasztott 3 pont sorrendje a feladat szempontjabdl 1é-
nyegtelen, és a 3 pontot ennyiféleképpen rendezhetjiik sorba. Ha példaul a 8 pontbdl 4-et vélasztanank ki,

8 7.6-
és a kivélasztas sorrendje nem szamitana, akkor ezt (4) = %-féleképpen tehetnénk meg. Ha pedig
n elembdl k-t valasztunk ki Ggy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje nem szdmit, akkor a kivalasztasok
n\ n(n-1)(n-2)...-(n—k+1
szama (k): ( ) k)! ( )
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b) Masodik abra megoldasa:
1
A 16 pontbdl 6sszesen ( 36) ponthdrmast valaszthatunk ki. (A pontok kivalasztasanak sorrendje lényeg-
telen.) Ezek kozul el kell hagynunk az elfajult haromszogeket, vagyis azokat, amelyek mindharom pontja va-

lamelyik oldalegyenesre esik. Egy-egy oldalon (i) elfajult pontharmas van, igy a keresett hdromszogek

. (16 (3\_16:-15-14 , 5-4-3 _
szama<3>—4<3>_ 321 4327 520.

3. példa

Az 52 lapos francia kdrtyacsomagban négy szin van (treff &%, kar6 ¢ , kér v, pikk &), és mindegyik szinbdl
13 lap: 2-es, 3-as, ..., 10-es, bubi (J), dama (Q), kirdly (K), asz (A). A péker kartyajatéknak tobbféle vélto-
zata ismert, ezekben dltaldban kilonbo6z6, legfeljebb &t lapbdl allé lapkombinaciokat gytjtenek a jatéko-
sok. Ezek ,erGsségi” sorrendben a kovetkezdk:

1 par: két egyforma szamozasu (figurdjd) lap, példaul két 7-es: %7, v 7.

2 par: példaul két 7-es és két bubi: ¢ 7, v 7, a], ¢ J.

Drill: harom egyforma figurdji lap, példaul harom asz: ¥ A, a A, & A.

Szamsor: sorrendben egymds utan kovetkez6 lapok, melyek szine [ényegtelen.

Példaul: w7, 48,¢9,v10, a].

(A pékerben ésszal is kezdédhet a szdmsor, ekkor az sz 1-et ér: ¥ A, w2, %3, 44, ¢5.)

Flush (szin): 6t egyszin(i lap, példaul: v2,v8,%9, v ], v Q.

Full: hdrom egyforma figurdjd lap és két egyforma figurdjd lap, példaul: 6, ¢ 6, v 6, ¢ K, a K.

Péker: négy egyforma figuraja lap, példaul %10, ¢ 10, v 10, 4 10.

Straight flush: egyiittes flush és szamsor, példaul: 5, %6, %7, %8, *9

Royal flush: 10, J, Q, K, A azonos szinben.

Kezdéskor 6t lapot osztanak Andrasnak.
a) Hanyféle lapot kaphat?
b) Hanyféleképpen kaphat csupa fekete szin(i (% vagy #) lapot?

Hanyféleképpen fordulhat el6, hogy Andrés lapjai az alabbiak
kozul valamelyik lapkombinaciét alkotjdk? Azaz hany esetben kaphat
példaul

©) pontosan 1 part;

d) pontosan 2 part;

e) flusht;

f) pokert?

Megoldas

a) Az 52 lapbdl kell — a kapott lapok sorrendjétdl fliggetlentil — 6tot kivélasztani.
Ez <52> 52-51-50-49-48

: i = 2598 960-féleképpen lehetséges.

26-25-24-23-22
51

= 65780.

b) Az 6t lapot most a 26 fekete szinti lap koziil valasztjuk ki: <256>
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c) Az 1 pér 13-féle figurabdl allhat, és mindegyik esetben
<3) = % = 6-féle lehetéség van, hiszen a 4 egyforma figurdjd
lapbdl valasztunk ki 2-t. (Példaul 7-es par esetén a lehetéségek:
*7, 07 K7,97; &7, M7, 67,97, 67, M7, 97 A7)

A maradék harom lapbdl az elsé 48-féle lehet (7-es nem), le-
gyen példaul asz. A masodik lap nem lehet 7-es és asz, igy ki-
valasztasara 44 lehetdség adodik. (Legyen példaul bubi.) Végtil
a harmadik lap 40-féle lehet, mert nem lehet sem 7-es, sem ész,
sem bubi. (Tegyiik fel, hogy ez a lap 3-as.) igy végiil egy ¢ 7,
a7,vA v] &3 tipusi kartyakombinaciéhoz jutottunk.

4
A szorzasi szabaly miatt az egy par kivalasztasara 13 - ( 2), a ko-

vetkezd harom lap kivélasztasara pedig 48 - 44 - 40 lehetdség adodott. De a ¥ A, v, &% 3 kdrtyaharmas sor-
rendje tetsz6leges lehet (megfelel példaul a v J, &3, ¥ A sorrend is), igy még osztanunk kell a 3 elem 6sszes

4\ 48-44-40

sorrendjével, 3!-sal. Eredmény: 13 (2) 3 =1098 240.

d) Az egyik par kivélasztasa 13 ~(2>—, a masik 12 - (2>-felekeppen lehetséges. De a két pdr sorrendje itt
sem szamit (¢ 7, 47, &5, ¥5 ugyanaz a két par, mint «5, ¥5, ¢ 7, o 7). Ezért a két par kiosztasa

)2 ()

5 -féle médon torténhet, és hozzajuk jon még az utolsé lap, ami 44-féle lehet. (Az el6z6
(44
példanal maradva, nem lehet 5-6s és 7-es.) A pokerben két par tehat — 5 44=123 552-fé-

leképpen lehetséges.
e) A szinsor 4-féle szinbdl allhat, és egy adott szin esetén a 13 lapbdl 5-6t valasztunk ki. Eredmény:

13 Py p .
4 ( s ) = 5148-féle szinsor lehetséges. (Ebbdl szinenként 10, 6sszesen 40 lapkombinacié egydttal szam-

sor is.)
f) A poker négy egyforma lapja 13-féle lehet, és melléjik vélasztunk egyet a maradék 48 lapbol.
13- 48 = 624, ennyiféle poker lapkombinécié létezik.

(Az eredményt megfogalmazhatjuk binomialis egyUtthatékkal is: (113) : (418>-)

Megjegyzés

Természetesen a vizsgdlt lapkombindaciok a jatékban egyre ritkabban
valésulnak meg, és ennek megfelel6en egyre ,erésebbek”. A 8. kitlizott
feladatban a tobbi kombinacié eléforduldsi szamat is meghatarozhatjuk.

Egyes jatékhelyzetekkel kapcsolatban nagyon sok esélyszamitas taldl-
hat6 az interneten.




296

VIIl. KOMBINATORIKA, GRAFOK

A 9. osztalyban tanult nevezetes azonossag szerint (x + y)* = x> + 2xy + y2. A feladatmegoldasok soran
jol haszndlhat6 a kéttagl osszegek kobére vonatkoz6 azonossag is: (x + y)* = x> + 3x%y + 3xy? + y°. Eze-
ket az azonossagokat gy kaptuk, hogy minden tagot minden taggal megszoroztunk, majd a kifejezést ren-
deztiik az egyik valtozo, példaul az x csokkend hatvanyai szerint:

X+yP=Kx+y>x+y =K +2xy+y)x+y =x+ Xy + 2 + 2xy* + yx + yP =

= x> + 3% + 3xy? + y°.

A mveletek elvégzése magasabb hatvanyokra egyre hosszadalmasabb lesz. Esetleg nem jarhatunk el
tgyesebben?

Megoldas

Az (x +y)> = (x + y)X + y)x + y) hatvany kifejtésekor minden tagot minden taggal szorzunk, igy ered-
ménydl — a rendezés és dsszevonasok el6tt — nyolc tag keletkezik. Ezeket a tipusuk szerint csoportositva 6sz-
szesen négyféle tagot kapunk: x*, X%y, xy? és y*. Mennyi lesz az egyes tagok egytitthat6ja?

Az x* tagot csak egyféleképpen kaphatjuk meg, ha az (x + y)(x + y)(x + y) szorzat mindegyik tényez&jébdl
az x-et valasztjuk, és ezeket szorozzuk dssze. Az x* egyitthatéja tehat 1 lesz.

Az x*y tagot Ggy kaphatjuk meg, ha a harom tényez6 kozil kétszer az x-et, egyszer pedig az y-t valaszt-
juk. Ez 3-féleképpen lehetséges: az y-t vagy az elsé, vagy a masodik, vagy a harmadik tényezébdl valaszt-

juk. (Mindharom esetben az x valasztasa mar egyértelm(.) Az x*y egyitthatéjat irhatjuk <1> alakban is, hi-
szen harom tényez6bdl egyet vélasztunk ki, és a kivalasztas sorrendje nem szdmit.
Az xy? tag esetében hasonlé a helyzet: a harom tényez6 kozil kétszer kell az y-t valasztanunk, s ezt <2>

féleképpen tehetjik meg.
Végil y° Ggy keletkezhet, ha mindharom tényez6bdl az y-t valasztjuk, és ez csak egyféleképpen lehet-
séges.

Szamitésunk szerint (x + y)’ = x’ + 3x’y + 3xy’+ y’. Ha még arra is emléksziink, hogy definici6 szerint

(3) =1, akkor eredménytink szép és konnyen megjegyezhetd alakban irhatoé:

(x+y)= <(3))x3+ (3)x2y + <;>xy2+ (g))ﬁ.

(A két széls6 egyiitthat6 is szemléletes jelentési: o) €5 dsy értelmezhetd, hogy a hdrom szorzo6té-

nyez6 kozul 0-szor, illetve 3-szor valasztjuk az y-t.)

Hatdrozzuk meg az el6z6 példa modszerével (x + y)* kifejtett alakjat!

Megoldas

Az (x + y)* = x + y)x + y)x + y)x + y) szorzat kifejtése utan otféle tag keletkezik: x*, X3y, x2y?, xy?
és y*.
x* egyltthatéja 1, mert minden tényezébdl az x-et kell valasztanunk, és ezt csak egyféleképpen tehet-

juk meg. (Ezt (g) alakban is irhatjuk, és ekkor azt jelenti, hogy O esetben valasztottuk y-t.)
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X}y egyutthatdja ([;) A négy tényezs egyikébdl kell y-t valasztanunk, s ezt ennyiféleképpen tehetjik meg.
x2y* esetén két tényezébdl valasztjuk az y-t, ez (;)-féleképpen lehetséges.
2 : . b (AN . ol
Hasonléan kapjuk, hogy xy* egyiitthat6ja <3), és y* egyltthatdja <4)
Az eredményiink tehdt: (x +y)' = (g)x" + (;‘>x3y + <3>x2y2 + @)xy3 + <j>y4.

A kapott kifejezést érdemes ellendrizni, példaul a ,hagyomédnyos médon”, az (x + y)* = (x + y)*(x +y)
szorzat kifejtésével.

A (g), <A11>, (;), (g), (j) egyltthatokra, vagy dltalaban az (Z) értékekre Uj elnevezést vezetiink be.

n . op . P . . .
Az ( ) értékeket binomialis egyiitthatoknak nevezzik. (Itt k, n természetes szamok,

k
és k = n.) A binomialis egyUtthatok kiszamitasi modjat mar ismerjik: Fogalom
binomialis
(n=1)-(n=2)...-(n—k+1
(Z) =2 (n=1)-(n k? (n - ), és (8) =1 egyttthatok.

A binomidlis egyttthat6 elnevezés arra utal, hogy ezek az értékek a kéttagl kifejezések, idegen széval
binomok hatvanyainak kifejtésében jelennek meg.

FELADATOK

m a) A lecke els6 példajat altaldnosithatjuk példaul a kovetkezé-
képpen: Egy négyzet minden cslicsaban vegyink fel 1-1 pon-
tot, és ezeken kivil minden négyzetoldal belsejében n-n
szam( pontot. Hany egyenest és hdromszoget hataroznak
meg ekkor a felvett pontok?
b) Az elsé példa abrajat modositottuk. (Az oldalak belsejében
rendre 3, 4, 5 ill. 7 pont van.) Hany egyenest és haromszoget
hataroznak meg az Gj dbrdn lévé pontok?

PN (Frettségi feladat alapjan, kézépszint, 2021.) Az &brén szereplé
A, B, C, D és E pontok egy olyan egyenesre illeszkednek, amely
parhuzamos az F és G pontokra illeszked egyenessel. ° o . . o
a) Hany olyan kiilonbozé egyenes létezik, amely az dbran 1évé

pontok kozil legalabb kettére illeszkedik?

b) Hany olyan hdromszég van, amelynek a cstcsait az dbran
szerepld 7 pont kozil vélasztjuk ki? (Két haromszoget kilon-
bozének tekintiink, ha legalabb az egyik csticsukban eltérnek
egymastol.)
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ERLYEY Mia hiba az alébbi feladat megoldasaban?
Feladat: Hanyféleképpen édllithatunk 6ssze 8 versenyzébdl két darab négyfés csapatot?

»Megoldas”: Az egyik csapat Osszedllitdsa mar meghatarozza a masikat. 8 személybdl 4-et Ci) = 70-féle-

képpen vélaszthatunk ki, mert a csapattagok sorrendje nem szamit; ez az eredmény.
Mi a hiba?

m Fogalmazzunk meg egy olyan széveges feladatot, amelynek a megoldasa igy szamithaté ki:
)
2 (582>; b (1 o> (130); o (32)(27); g 33/

5 5 2
5. K2 Hanyféleképpen oszthatunk ki az 52 lapos francia kartyacsomagbdl 5 lapot Gigy, hogy a kihlzott lapok kozott
a) legyen a treff asz;
b) ne legyen 8-as;
¢ csak pikk legyen;
d) mind a négy szinbdl legyen;
e) pontosan 2 asz, 1 kirdly és 1 hetes legyen;
f) legyen kér;
E1 g legyen kér és treff is?

Tekintsik az A = {1, 2, b, ¢, *, u} hatelemd halmazt. Hany olyan részhalmaza van A-nak, amely
a) hdromelemd;

b) legfeljebb négyelemd;

) legalabb kételem(;

d) tartalmazza az 1-et és a 2-t;

e) nem tartalmazza a c-t, a *-ot és a y-t?

7 K2 Egy kisvallalkozas a beszallitott alapanyagokbdl kilonféle taskdkat készit. A megrendel6 50 darabot kért, és
a késztermékek kozul szaréprobaszertien 6-ot ellendriz. Sajnos a taskak 10%-anak valamilyen gyartasi hi-
baja van. Az ellenérzés soran hany esetben fordulhat eld, hogy a hat kivalasztott darab kozétt pontosan
a) 0; b)1; c 2; d) 5 selejtes termék van?

m Egy pokerjatszma kezdetekor 6t lapot osztanak Andrasnak. Hanyféleképpen fordulhat eld, hogy Andras
lapjai valamelyik aldbbi lapkombinacié6t alkotjak?
Hany esetben kaphat
a) straight flusht; b) szamsort; ¢ drillt; d) fullt?

m Egy kockat haromszor feldobunk. Az eseménynek hanyféle kimenetele lehetséges? (A dobasok sorrendje ko-
z6mbos, azaz példaul az 1, 2, 2 és 2, 1, 2 dobéssorozatokat most azonos kimenetelnek tekintjtik.)

Ellendrizziik (x + y)* kifejtésével, hogy a lecke 5. példdjaban kapott eredmény valéban helyes!

m Adjuk meg az alabbi hatvanyok kifejtett alakjat!
a) (a+ b); b) (x + 2a)*.

m Hatdrozzuk meg az (a + b)° kifejtett alakjdban szereplé binomidlis egyUtthatékat!



BINOMIALIS TETEL, PASCAL-HAROMSZOG (Olvasmany)

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2006.) Egy szellemi vetélkeds dontsjébe 20 versenyzét
hivnak be. A zs(iri az elsé harom helyezettet és két tovabbi kilondijast fog rangsorolni. A rang-
sorolt versenyz6k oklevelet és jutalmat kapnak.

a) Az 6t rangsorolt versenyzé mindegyike ugyanarra a szinhazi el6addsra kap egy-egy jutalom-
jegyet. Hanyféle kimenetele lehet ekkor a versenyen a jutalmazasnak?

b) A dobogésok harom kiilonbozé értéki konyvutalvanyt, a kilondijasok egyike egy szinhazje-
gyet, a masik egy hangversenyjegyet kap. Hanyféle médon alakulhat ekkor a jutalmazas?

c) Ha mar elddlt, kik a rangsorolt versenyzék, hanyféle médon oszthatnak ki nekik jutalmul &t
kilonbo6z6 verseskotetet?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytjtemény Il. 140-178, 215-257.

BINOMIALIS TETEL, PASCAL-HAROMSZOG
(Olvasmany)

A BINOMIALIS TETEL

Az el6z6 leckében lattuk, hogy az (a + b)" kéttagl hatvanyok rendezett kifejezéseiben az egyutthatok

az (Z) megfeleld értékei, az an. binomialis egyiitthatok:
2 _ 2 2 _ 2\, 2 2 2.
(a+ by =a"+2ab+b*= (O)a +<1)ab+(2>b ;
33 2 2 3 _ 3\ 3\, 3 2 3 3,
(a+by=a’+3a’b+3ab*+ b’ = NEas 1azbJr 2ab + 3b/
(a+ b)'=a*+4a’b+ 6a’b’+ 4ab’+ b* = (g>a4+ (?)zﬁb + <;>a2b2 + (§>ab3 + (j)b“,

Vajon tovabb folytathatjuk a sort? Az 6sszefiiggés 4-nél nagyobb kitevékre is teljestl?
Megmutatjuk, hogy az éllitas altalaban is igaz: (@ + b)" kifejtett és rendezett alakjaban az egyutthatok

q n\ (n\ (n n ind . , .
rendre { g |, | 1], |, -+ | ), minden pozitiv egész n szamra.

Binomialis tétel:

no__ n n n n—1 n n—2p2 n n—3p3 n n—1 n n
(a+b) _(O)a +(1)a b+(2>a b +(3)a b +...+(n_1)ab +<n>b.
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A bizonyitas hasonlé médon torténik, mint azt az n = 3 és n = 4 konkrét esetekben megmutattuk.

Az (a + b)" kifejezés n-tényezds szorzat: (a + b)(a + b)...(a + b). Ennek kifejtett alakjaban minden tag
n-ed fokd lesz. A szorzas elvégzésekor minden tényezSbél vagy az a-t, vagy a b-t vélaszthatjuk, ezért a ka-
pott tagokban az a és b véltozok kitevdje attél fligg, hogy hany tényezébdl vélasztottuk az a-t, illetve a b-t.
Az dltaldnos tagot vizsgdlva, az a”~*b* tag egyutthatdjat Ggy kaphatjuk meg, ha az n tényezés szorzatbodl

n —k esetben az a, k esetben pedig a b tényezét valasztjuk ki (k = 0, 1, ..., n lehet). Ezt éppen (Z)-féle-

képpen tehetjiik meg: b-t az n szamu tényezSbdl k-szor valasztjuk ki tgy, hogy a kivélasztas sorrendje nem
lényeges. (Es b kivalasztésa egytttal megadja az a véltozé kivalasztasét is: ha b-t k-szor vélasztottuk ki, akkor
az a-t szlikségképpen (n — k)-szor.)

Az a" tag egyltthatéja 1, mert mindegyik tényezébdl az a-t valasztjuk, s ez egyféleképpen lehetséges.

n
De ez ugyanazt jelenti, mintha 0 tényezébdl valasztjuk ki b-t: definici6 szerint (O) =1

Ezzel igazoltuk a binomidlis tételt. Emlitsik még meg, hogy a tétel a semmitmondé n = 1 esetben is igaz:

(a+b)= (g))a + (1)13

Mivel egyenl6 (x + 2y)¢?

Megoldas

A binomidlis tétel szerint

(x+2y) = ( )X6+ (?)x5(2y) + (g)x4(2y)z+ (g)x3(2y)3+ (2)x2(2y)4+ (g)x(Zy)5+ (2)(2y)6. A megfe-

6 6 6 6 6 6 6
lel6 binomialis egyUtthatok értéke (O) = (6) =1 (1) = (5> =6, (2) = (4) =15, <3> = 20, ezért

(x + 2y)® = x® + 6x°(2y) + 15x*(2y)*> + 20x*(2y)* + 15x%(2y)* + 6x(2y)° + (2y)® = x® + 12x°y + 60x*y* +
+ 160x°y° + 240x%* + 192xy° + 64y°.

[=2Ne))

Mivel egyenl6 (x —y)7?

Megoldas
4

A binomidlis tétel szerint (x — y)Y = (x + (-y)) =

= (o) + (3 (G- nr (G- omre (G- (G- (g o+ 7y -

= X' = 7x% + 21x°y? — 35x*y’ + 35x°y* — 21X°y° + 7xy°— 7.
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A PASCAL-HAROMSZOG
Tekintstik az alabbi haromszog alakd szamtablazatot!
0. sor —» 1
1.sor > 1 1
2.s0r — 1 2 1
3.sor — 1 3 3 1
4. sor —> 1 4 6 4 1
5. sor — 1 5 10 10 5 1
6

.sor —» 1 6 15 20 15 6 1

A sorok képzési szabalya egyszer(i. Minden sor 1-essel kezd6dik és 1-essel végzédik; a kozbiilsé ele-
mek pedig a felettiik lév6 két elem 6sszegével egyenldk. (Példaul a 4. sorban4 =1 + 3,6 =3 + 3 és
4 = 3 + 1.) A tablazat tetsz6legesen sokaig folytathato.

A binomialis egyutthatok tanulmanyozésa kozben Blaise Pascal (1623-1662) francia matematikus vizs-
galta a tablazat tulajdonsagait, amelyet az 6 tiszteletére Pascal-hdromszognek neveztek el.

Ebben a hires tdblazatban a sorokat és a sorokban levé szamokat is 0-t6l szokas indexelni. Példaul a 3.
sor 0., 1., 2. és 3. elemei tehdt rendre 1, 3, 3, 1.

A Pascal-haromszog néhény érdekes tulajdonsaga:

— Azn.sor1.elemen, han=>1.

— Atablazat elemei szimmetrikusak a kezdeti 1 elemen atmend fliggéleges tengelyre.

— Az elemek Osszege soronként 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64. Vajon ez a szabdlyossag a tovabbi sorok esetén
is folytatodik?

— Adjuk most 6ssze az egyes sorokban 1évé elemeket valtakozé eléjellel! A paratlan sorszama sorokban
a szimmetria miatt az 6sszeg O lesz: 1 -1 =0; 1 -3 + 3 -1 = 0 stb. Mennyi lesz az 6sszeg a paros
sorszamu sorokban?

(A tulajdonsagok igazoldsét az ajanlott feladatok kozott tiztik ki.)

Tovébbi érdekes dsszefliggéseket fedezhetiink fel, ha 6sszehasonlitjuk (a + b)" kifejtett alakjdban a bi-

nomidlis egyutthatdkat, valamint a Pascal-haromszog megfelel$ soraiban szerepld szamokat.

(a+ b)' = a+b; az egyitthatok: 1, 1. A Pascal-hdromszog elsé sorét is ezek a szamok alkotjak.

(a+ by =a’+2ab+b*. Az 1, 2, 1 egyiitthatok megegyeznek a Pascal-haromszdg masodik sordban
lévé szamokkal.

(a+ by = a’+ 3a’b + 3ab’+ b’; az egyitthatok: 1, 3, 3, 1; ezek a Pascal-hdromszog harmadik soré-

nak a szamai.
Hasonléan:

(a+ b) = a*+ 4a’b + 6a’b’ + 4ab’ + 6b*; egyiitthatok: 1, 4, 6, 4, 1.
(a+ by =a’+ 5a*b+ 10a’b*+ 10a’b*+ 5ab* + b>; egyiitthatok: 1, 5, 10, 10, 5, 1.
Ez utébbi esetekben is a tablazat megfelelé soraiban szerepld szamokat kapjuk. Ugy tiinik tehat, hogy

a Pascal-haromszog n. sordban az (a + b)" kifejezés binomidlis egyiitthatéi szerepelnek. Hogyan igazol-
hatndnk ezt a sejtést?
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n
Azt kell megmutatnunk, hogy az n. sor k. elemének értéke (k) Fentebb lattuk, hogy az Gsszefiggés
igaz a kezdeti 6t sorra, elegendd tehat igazolnunk, hogy a tulajdonsédg a késébbi sorokra 6roklédik. A Pas-
cal-haromszog képzési szabélya szerint minden sor 1-essel kezdddik és végzadik, és barmely kozbiilsé elem

n n—1 n—1
a felette [évé két szam Osszegeként all elS. Ezért elegendd a kozbiilsé tagokra az <k) = (k— 1) + ( K )

Y VAer . (n n : -
oroklédést igazolnunk, mivel (0) = (n) =1 automatikusan teljestil.

Definici6 szerint (Z)—féleképpen valaszthatunk ki n kilonb6z6 elembdl k darabot Ggy, hogy a kivalasz-

tott elemek sorrendjére nem vagyunk tekintettel. Végezziik el a kivalasztast egy konkrét elem, példaul az n-
edik helyzete alapjan is!
Ha az n. elem nincs a kivalasztott k darab kozott, akkor az elsé n — 1 elembdl kell k darabot kivélaszta-

n
nunk, és ezt ( K )-féleképpen tehetjiik meg. Ha pedig az n. elem a kivélasztott k darab kozott van, akkor
n—1
az elsé n — 1 elembdl mar csak k — 1 darabot kell kivélasztanunk, ez (k _ 1) lehet&ség. Mivel az n. elem

-1 -1
vagy a kivalasztott k darab kozott van, vagy nem, ebbdl kovetkezik, hogy (Z) = (Z B 1) + (n K )

Lattuk, hogy a Pascal-haromszog kezdeti sorai a megfelel$ binomialis egytitthatokbdl llnak, s kombi-
natorikai Gton igazoltuk, hogy — a binomilis egytitthatok kozotti Gsszefliggés miatt — ez a tulajdonsag a ko-
vetkez§ sorok szédmaira is oroklédik. Igaz tehat a kovetkezd tétel:

n\ (n\ (n n
A Pascal-haromszég n. soraban az (O)’ (1), <2>, sa0y (n) szamok szerepelnek.

(Az is latszik, hogy miért célszer( a sorokat és a sorokban levé szamokat is 0-t6l sorszamozni.)

n
Kis n és k értékekre a tétel segitségével is konnyen meghatérozhatjuk az (k) binomialis egyttthatokat.

3

(8\ . (9)\ .
a) Mennyi ( ) és (5) értéke?
b) frjuk fel (x +

y)? kifejtett alakjat!

Megoldas

Felirjuk a Pascal-haromszog 8. és 9. sordt:

6. sor — 1 6 15 20 15 6 1

7.sor - 1 7 21 35 35 21 7 1

8. sor —> 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9. sor —» 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1



BINOMIALIS TETEL, PASCAL-HAROMSZOG (Olvasmany)

(8 9
a) Ez alapjan 3] =56, |5 =126.
b) (x + y)® = x® + 8x7y + 28x%2 + 56x°° + 70x** + 56x°y° + 28x%y° + 8xy’ + y5.

A Pascal-hdromszog elemei, azaz a binomialis egyttthatok kozott sok érdekes 6sszefliggést vehetiink
észre.

e vosy ()= 0)-()+ () 6)+ G G)+ G 0

Természetesen megtehetjiik, hogy mindkét oldalon kiszamitjuk az egyttthatékat és elvégezziik a mive-
leteket (algebrai megoldas), most azonban egy kombinatorikai megoldast adunk. Ennek soran a feladathoz
gyartunk egy modellt.

Tegytk fel, hogy 10 tiveggolyébdl 3 piros és 7 kék. Hanyféleképpen valaszthatunk ki 4-et a golyok kozil,
ha a kivélasztas sorrendje nem szamit?

A megoldas egyrészt (140)/ ami az egyenlet bal oldalan szereplé szam.

Masrészt a lehet6ségeket az alapjan is 6sszeszamolhatjuk, hogy hany piros goly6 van a kivalasztottak ko-
zott. A piros golyok szdma lehet 0, 1, 2 vagy 3, ezekhez rendre 4, 3, 2 vagy 1 kék goly6t valasztunk. Az elsé

esetben (3) : (Z) lehet6ség adddik, a masodik esetben <‘:’> : (;), a harmadikban (;) : (Z), végul ha 3 piro-

sat vélasztunk, akkor @) : (Z) Eredményiil ezen szamok 6sszegét kapjuk, ami éppen az egyen-

let jobb oldalan szerepel. Fpgalmfik )
Készen vagyunk: ugyanazt a kivalasztast kétféleképpen szamléltuk dssze, igy eredményiil is binomialiSSEy
22 2 P 2z 2 Pascal-haromszog.
ugyanazt kell kapnunk a lehetéségek szamara. (Az egyenldség igazolaséhoz nem kellett kisza-
molnunk a binomialis egytitthatok értékét.) g S
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A binomialis tételt a XV. szazadban mar alkalmazték az arab kultdrterilet tudésai, de allitélag ko-
rabban a nagy perzsa kolté és matematikus, Omar Khajjam (1048-11312) is ismerte. Eurépaban a
XVII. szézadban jelent meg Pascalnak a binomidlis egyttthatékrél irt munkaja, ebben szerepel a Pas-
cal-haromszog is. Végiil Isaac Newtonnak (1643-1727) sikerdlt a tételt negativ egész és tortkitevojli
hatvanyokra is altalanositania.

Blaise Pascal (1623-1662) kivalé francia matematikus és fizikus. Munkassaga szertedgazé: rendszerezte
kora kombinatorikai ismereteit, a valészintiségszamitas egyik megalapozdja volt, foglalkozott projektiv
geometridval és matematikai analizissel is. Sokoldaltsagara jellemz6, hogy a legelsé miikodé szamo-
|6gépek egyikét is 6 szerkesztette.

e : ir6i és filozofiai munkassaga is jelentés; gondolatainak gydjteménye a mai
Blaise Pascal napig rendszeresen megjelenik.

Sir Isaac Newton (1643-1727) angol matematikus, fizikus és csillagasz. Eredményei paratlanok, a leg-
nagyobb hatdst tudésok kozé tartozik. Legfontosabb matematikai eredményei a differencial- és integ-
ralszamitas felfedezése, kozelité szamitasi modszerek kidolgozasa, a magasabb foki gorbék vizsgélata.
Természettudomanyos eredményei koziil emlitsiik meg a gravitacios torvényt vagy a Newton-torvé-
nyeket, amelyekkel fizika6ran minden koézépiskolas didk talalkozik. Koranak megbecsiilt alakja volt, és
az utékor tisztelgd felirattal latta el sirkévét: ,Orvendjenek a halandok, hogy az emberi nemnek ilyen
és ekkora disze akadt.” Sir Isaac Newton

——— - - - — P N X ~

Y
b
Y
A
1
3

FELADATOK

n

A téblazat szerint <k> (n iy

), ha k < n természetes szamok. Magyarazzuk meg, miért igaz ez az ssze-

Hatdrozzuk meg (a + 2b)°, illetve (a — 2b)° kifejtett alakjat!

Q@
- Mivel egyenlé (a — b)*, illetve (y — 3)%?
| 3.E1J
| 4.E2 ]

Koradbban észrevettiik, hogy a Pascal-hdromszogben az elemek Gsszege

—az elsé sorban 2;

—a masodik sorban 4;

— a harmadik sorban 8;

— a negyedik sorban 16.

Fogalmazzunk meg egy sejtést! Mennyi lehet az n. sorban az elemek 6sszege? Igazoljuk, hogy ez a sejtés
minden sorra igaz!

5. E2 Milyen értéket kapunk, ha az egyes sorokban [évé elemeket valtakozé elgjellel adjuk 6ssze? Miért?

Ajénlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény Il. 199-215.
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A KOMBINATORIKA LEGGYAKORIBB
OSSZESZAMLALASI MODELLJEI (Olvasmaény)

Otféle dsszeszamlélasi modellt definidltunk: ismétlés nélkiili és ismétléses permutécié, ismétlés nélkiili
és ismétléses variaci6 és kombindcié. Az Osszetett feladatokban természetesen ezek kozil tobbet is parhu-
zamosan alkalmazhatunk, és olyan feladatok is vannak, amelyek kilon-kiilon tobbféle modell alkalmaza-
saval is megoldhatok.

lllusztralasképpen élljon itt néhany korabbi példa, amit a 10. osztdlyos tankonyv feladatai kozil vélo-
gattunk.

5. lecke 3. b) feladat

Hanyféleképpen lehet egyforma méretli golyokat sorba rendezni, ha 3 piros, 4 kék és 5 zold golyd
adott?

Megoldas

Els6 megoldas
Kombindacié alkalmazasaval: a 12 rogzitett helybdl kivalasztunk a piros golyok szamdra 3-at, ezt

(132)—fé|eképpen tehetjik meg; majd a maradék 9 helybdl 4-et a kék golyok szaméra, ez (Z)-féle lehet6ség.

9

A z0ld golyok helyzete mar adédik, igy 6sszesen (132) ~ (4

) = 27 720 sorrend van.

Masodik megoldas
Az ismétléses permutdci6 alkalmazasaval 12 objektum 6sszes sorrendjét hatdrozzuk meg, ha 3, 4 és 5

egyforma van kozottik. Eredmény: 3,1472"5, =27 720.

Hasonldan jartunk el példaul az 5. lecke 4. feladata esetén is, amikor az 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2 szamje-
gyekbdl 7 jegy(i szamokat készitettiink.

4. lecke 9. feladat

Hanyféleképpen olvashaté ki a DEBRECEN sz6, ha minden [épésben jobbra vagy lefelé lehet haladni?

Dl E|B|R|E E]lN| Dl E|B|R|E
E[B|R[EJC]E]N E[BIR|E]C
BIR[E[C]E Bl|R|E[C|E
RIEJClE]N RIEJcCl]EIN
E[clE[N

clE[N

E[N

| N]
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Megoldas

A masodik tablazatban a modell ugyanaz, mint az el6z6 példaban: a |épésiranyt jelzé J,J,J,J, L, L, L
elemek 6sszes sorrendje a kérdés.

Az els6 tablazatban elészor ismétléses varidciot szamolunk. A 7 1épés egymastol flggetlendil 2 értékdi
lehet (jobbra vagy lefelé), igy a kiolvasasok szama 27 = 128.

A masik lehet6ség kombindci6 alkalmazasa. Ha lefelé O lépést tesziink, akkor a kiolvasdsok szdma

= (7); ha 1-et, akkor (Z A stb. Osszesen (Z))-i- (Z)-i- 7

; ha 2-t, akkor (

+ ...+ 4 a lehetéségek szama
0 2 2] T 7 8 ‘

Mellékeredményként azt is igazoltuk, hogy a 7 elem(i halmaznak 6sszesen 27 szam( részhalmaza van.
(A két feladat hasonléan modellezhetd.)

Es persze adhatunk més jelleg(i megoldasokat is. Eszrevehetjiik, hogy példaul

a masodik tablazat barmelyik cellajat vagy az eggyel folotte, vagy az eggyel téle

D1|E1][B R 1| E1 o7 : ) ) Py
T T 2 TR TEalcs balra [évé mezdrél érhetjik el. Vagyis barmelyik celldba vezetd utak szamat
5 T 1R 3T Felciol s megkaphatjuk, ha a folotte és a balra mellette 1évé celldkba vezeté utak szamat
R 1T 2l colf20 N33 osszeadjuk. A tdblazat minden mezéjébe beirjuk az oda vezet utak szamat (a

kitoltést az elsé sorral és oszloppal kezdjiik), igy az utolsé N mezébe kerls
szam egyuttal megadja az 6sszes kiolvasas szamdt is.
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5. lecke 6. d) példa

Hanyféleképpen lehet 15 kartyalapbdl kiosztani 6t személynek 3-3 kartyalapot?
Megoldas
15| (12| (9) (6] (15| (12 (9| (6| (3
313/ \3) (3 V& |3 3) 3)13) 13
alaka.

Az eredeti megoldds kombinaciok 6sszeszamlalasaval

Permutaciokat vagy variaciokat is szamolhatunk. Az 6sszes kartyalap 15!-féle sorrendbe helyezhetd.
Kapja az els6 3 lapot az elsé jatékos, a masodik 3-at a masodik jatékos és igy tovabb. Ekkor az elsé 3 lap
egymas kozotti sorrendje kozombos; hasonléan nem szamit a sorrend a masodik 3 lap esetén és igy tovabb.

15! _ 15!
31-31-31-31-31 7 (31)°°

Az eredmény tehat

Milyen kapcsolatokat allapithatunk meg az egyes modellek kozott?

Az alabbiakban néhanyat felsorolunk ezek koziil. Az 6sszeftiggések a modellek szdrmaztatasa, a de-
finiciok alkalmazasa, illetve a fenti példak alapjan kénnyen igazolhaték. (A jel6lések rendre: V¥ az n elem
P az n elem permutaci6inak szima, P2*< pedig az ismétléses permutaciok szima, ha az elemek kozott
a, b, c megegyez6 van.)

P, _ n!

k _— n
a) Vn B Pn,k a (n—k)'

=nh-Nn=2)....n—k + 1);

Il
el

b) V"

n’
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o Ct-P =V}, azaz (Z)k! =nn-1n-2)...n-k + 1);
v P ny n! .
DEC=pp 322 ||~ Tt — o
P | n n
_ ab __ n_ __ n' Z ab _ r~a__ b __ _ .
e) haa + b = n, akkor P _Pa~Pb_—a!~b!’esp" _C”_C”_(a)_(b)’
f) haa + b + ¢ = n, akkor P*" = Pa"IjZ'PC - a!-gl!c!’ és PPc=C2.C_ =CP-C*_,, azaz
nl___(n\(n=a\_(n\ (n=b
al-b!-c! ™ \a b | \b a |

Manapsag a legtobb szamolégépen mar van olyan billenty(ikombinacio, amely segitségével konk-
rét esetekben meghatarozhatjuk az egyes modellek elemszamat. A leggyakoribb az nPr és nCr jel6lés.

Az nPr szimbdlumot — amely az ismétlés nélkili varidciok szamat jelenti — a permutaciok és varia-
ciok kiszamitasakor hasznéalhatjuk. Példaul:

< 5nPr 2> eredménye 5 - 4 = 20;

< 8nPr5>eredménye8-7-6-5-4 = 6720;

10- 9- 8 kiszamolasi modja < 10 nPr 3>;

7! kiszdmoldsi médja < 7 nPr 7 >.

Az nCr szimbélum segitségével a kombinaciék szamat hatarozhatjuk meg.

5) =10;

< 5nCr 2> eredménye (2

5
< 5 nCr 0> eredménye (O) =1;

(2) kiszamolasi médja < 8 nCr 3>.

Ajanlott feladatok

Vegyes feladatok: Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytijtemény I. 215-257.
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55. MODELLALKOTAS GRAFOKKAL

Gréfokkal mara 9. és 10. osztalyban is talalkoztunk. A kovetkezd leckékben felelevenitjik, mélyitjik és
rendszerezziik ismereteinket.

Egy véllalat év végi innepségén hatan kertilnek egy kor alaki asztalhoz: Anna, Bea, Csaba, Dénes, Esz-
ter és Ferenc. Tudjuk, hogy

— Anna ismeri Beat, Csabat és Esztert;

— Bea ismeri még Dénest és Ferencet is;

— Csaba tovabbi ismerdsei Dénes és Eszter;

— Eszter ismeri Ferencet.

Le tud-e Ggy ulni a hat munkatars az asztalhoz, hogy mindenkinek ismerés legyen a két szomszédja? (Ter-
mészetesen az ismeretség kolcsonods: ha Anna ismeri Beat, akkor Bea is ismeri Annat.)

Megoldas

Els6 megoldas

Dénesnek és Ferencnek csak két ismerése van, ezért az 6 szomszédjaik Bea és Csaba, illetve Bea és
Eszter. Mivel Beanak Dénes és Ferenc is szomszédja, igy csak kettdjiik kozott iilhet. A Csaba — Dénes — Bea
— Ferenc — Eszter 6t6sh6z csatlakozhat Anna, ha Csaba és Eszter kozé iil, hiszen mindkettéjiiket ismeri.
A hat munkatars tehat letlhet a feltételeknek megfelelen.

Masodik megoldas
Attekinthetébb lesz a probléma, ha feltételeket egy rajz segitségével, Ggynevezett graffal &b-
F B I rézoljuk. Ekkor minden munkatérsat egy-egy ponttal jeléliink, és ha két személy ismeri egymast,
akkor a nekik megfelelé pontokat 6sszekatjtik.

A személyek ,hatszoget” alkotnak, az ismeretségek pedig a hatszog ,oldalainak” vagy ,4tl6i-

£ C | nak” felelnek meg. Az abra segitségével atfogalmazhatjuk a feladatot. Példaul a kovetkezd kérdés
D is feltehetd: egy hatszog cstcsait betlizhetjiik-e tgy A, B, ..., F-fel, hogy —
a megfelel6 pontok kozotti szakaszokat behtizva — megrajzolhat6 legyen a B
hatszog kertiletének hat oldala? (Vildgos, hogy ha a hatszoget megrajzolhatjuk, akkor ¢ D

az Ultetéskor minden személy ismeri a két szomszédjat.)

Hasonléan okoskodunk, mint az elébb. A hatszgben F-nek és D-nek egyértelmtien
adott a két-két szomszédos csticsa, és mivel B kozds cstics, az E—F—B — D — C lancot E C
kapjuk. Innen pedig egyetlen médon fejezhetjiik be a konstrukciot, ha A-t az £ és C
kozé tessziik (masodik abra).

Az el6z6 példat annyiban médositjuk, hogy most az Ultetéskor az a cél, hogy mindenki minél tobb (j
ismerGst szerezzen. Tehdt lehet6leg mindenkit két olyan személy kozé Ultesstink, akiket még nem ismer.
Megoldhaté ezzel a feltétellel is az ltetés?
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Megoldas

Célszer( a grafot gy mddositani, hogy most éppen azokat a pontokat kotjiik 6ssze (példaul
szaggatott vonallal), amelyeknél a megfelel6 személyek nem ismerik egymast.
Ekkor a graf megvéltozott, de a feladat lényegében ugyanaz maradt: a hatszog alkalmas bettizé- ~ F o~
sével kell elérntink, hogy a hat oldal eléalljon — R
5 ez(ttal szaggatott vonalakkal. s i
- S o F Mivel B és E két-két embert nem ismer, a NN
Co” \ Cor \ C — B - E - D lanc egyértelmten adddik; s ha- B
\ sonléan kapjuk az F— A — D lancot is. (Itt A az,
e aki nem ismer két embert.) Az elsé abra pedig
F™._ __.op Fos 7 mar kénnyen befejezhets, mivel C és F nem ismerik
egymast (azaz 0ssze vannak kotve). A kapott tlésrend:
A-—F-C—B—E—D!

Egy utazasi iroda az orszag tiz varosa kozott rendszeres buszjaratot tizemeltet. A mellékelt tablazatban
feltiintettiik az egyes vdrosok kozotti tavolsagokat kilométerben, az egyszerliség kedvéért a varosokat A, B,
C, D, E F, G, H, I, ] betlikkel jelolve. Ha a tablazat valamelyik celldja tres, akkor a cellanak megfelel6 két
varos kozott nincs buszjarat.

A B C D E F G H / J
A - 120 | 50
B - 65 55
C - 60 150
D 60 - 95 40
E 65 - 70
F 95 -
G 55 70 -
H 40 = 30
) 120 150 30 -
J 50 -

a) Vajon az utazasi iroda kinalhat-e olyan korutazast, amely a tiz varost érinti? (Azaz eljuthatunk-e bar-
melyik varosbél barmelyikbe, az iroda buszjaratait hasznalva?)

b) Egy turista a D varosb6l A-ba utazik az iroda jarataival. Ekézben legaldbb hany varost érint?

¢) Hogyan lehet legolcs6bban eljutni C-bél A-ba? (Tegytk fel, hogy az Gtikoltség a tavolsaggal aranyos.)

Megoldas

Ismét érdemes egyszer(isit6 abrat rajzolni. Az egyes varosokat jeldljik az A, B, ..., ] pontokkal, és két va-
rost akkor kosstink ssze, ha van kozoéttiik buszjarat. Az igy kapott dbrat kissé atalakitjuk, hogy az 6ssze-
fliggések jobban latszédjanak (masodik abra).
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Ez az &bra sokkal jobban attekinthet$, mint a tablazat, hiszen kiemeli
B a lényeget: az egyes varosokat, valamint a kozottiik lévé kapcsolatot, a
C =0 F buszjaratot. Az dbra alapjan az a) és b) kérdésre konnyen vélaszolhatunk.
C a) A harom B, E, G véros csak egymassal van 6sszekétve, a tobbi va-
rossal nem. Az iroda tehat nem tud az Gsszes varost érinté kor-
H D utazast szervezni.
b) Az abra alapjan D-bél A-ba tobbféleképpen is eljuthatunk.
] Ehhez elébb az I varost kell elérniink, ami D-bél C-n vagy H-n
keresztil is lehetséges. Két ,rovid” at van: D — C — [ — A vagy
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D —-H—-1-A. Aturista tehat legalabb két varost érint Gtja kdzben.

©) Az a) és b) feladatban csak azt kellett vizsgalnunk, hogy két varos kozott van-e dsszekottetés, vagy sem.

Ebbdl a szempontbdl megfeleld volt az dbrank, de a ¢) feladatban tovabbi informacidkat kell megje-

leniteni. Erdemes tehét az abrat kissé médositanunk: az egyes varosokat osszekétd szakaszokra réir-
juk a két varos tavolsagat. (A modell szempontjabél most sem

szamit, hogy milyen alakd vagy milyen hosszi ¢sszekoté vona- B

lat hasznalunk; csak a vonalra irt szamnak van jelentésége.) %
C-bdl A-ba az | varoson keresztil juthatunk el. Ide C-bél koz- G 70 £
vetlen jarat is vezet (150 km hossza Gton), illetve egy bonyolul- | 150 c
tabb Gtvonalat is valaszthatunk D-n és H-n keresztil. Ez tobb 60
szakaszbol &ll, s latszélag hosszabb. Ha azonban 6sszeadjuk az 30 \120

Gtszakaszok hosszat, 60 + 40 + 30 = 130 kilométert kapunk, H 40 b
és ez kevesebb, mint 150 km. A legrévidebb (és legolcsébb) Gt- A P
vonal C-bél A-ba tehdta C — D — H — | — A varosokon &t vezet, s 0 F

hossza 60 + 40 + 30 + 120 = 250 km.

A MODELLEZES FOLYAMATA

A modellalkotas soran megkerestik a vizsgalt rendszer legfontosabb tulajdonsagait, ezeket kiragadtuk és
szemléltettiik; ugyanakkor a kevésbé fontos jellemzéket elhanyagoltuk. Ha sziikséges volt, egy-egy felada-
ton beldl tobb modellt is alkalmaztunk. A 3. példaban mar magdnak a tablazatnak is informaciérendezé és
-sirité szerepe volt. (Az egyes Utszakaszok és tavolsagok egész mondatokban torténd felsoroldsa nemcsak
hosszadalmasabb lett volna, de terjeng6ssége miatt nehezebben tudtuk volna attekinteni, bonyolultabb lett
volna benne a keresés.)

Az a) és b) feladatban a téblazat idevonatkozd, [ényeges informacioit, a varosok kozotti kapcsolatokat
graffal dbrazoltuk. Ezekben a példékban a grafmodell hasznalhatébb volt a tablazatndl. (Informaciét nem
veszitettlink, a fontos jellemzok valtozatlanok maradtak. Példaul észrevehetjiik, hogy a tablazat elemei a bal
felsé—jobb als6 atléra szimmetrikusan helyezkednek el. Hat persze — ha a B és E varosok kozti Gt 65 km,
akkor az E és B varosok kozott is ekkora az Gtszakasz hossza. A szimmetria a grafmodellben is fellelhet6: ha
B-t &sszekatjuk E-vel, akkor E-t is 6sszekotottik B-vel.)

A ¢) feladatban jelentdsége volt az ttszakaszok hosszanak. Ekkor Gj modellt allitottunk fel: a grafban az
Utszakaszok hosszat is szerepeltettiik.

Mindig érdemes elgondolkodni azon, hogy a modell mennyire valésaght,

U hogy meddig terjed az érvényességi kore. Példaul a CDHI négyszdgben
CD + DH + HI = 130 km < CI = 150 km. A konkrét abrét tekintve, geo-
| / 150 5 ¢ | metriai szempontbél a hdromszog-egyenlStlenség miatt ez persze lehetetlen:
barmely négyszogben CD + DH + HI sziikségképpen nagyobb, mint CI.
0 A o0 A mi modelliink esetében ez nem jelent hibat. Csak annyit allapithatunk
H 40

meg, hogy a rajzunk nem méretardnyos, nem val6sagh(; és a varosok kozotti
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utak nem lehetnek egyenes szakaszok. (De nem is mondtuk, hogy azok: a szakaszokkal csak az utak léte-
zését jeleztlik, azok tipusat, egyéb jellemzsit nem.) Ekkor persze felvetédik a kérdés: ha a CI gorbe vonal
kertilé at, egydltalan mi sziikség van ra? Aki C-bél I-be utazik, miért valasztana a révidebb C-D - H -1 Gt
helyett a hosszabbat?

Nos, ennek is lehet magyarazata. Egy lehetséges ok turisztikai jellegti: példaul a kertilé CI Gt valamilyen
szép természeti jelenség vagy mas nevezetes latnival6 mellett halad el.

A GRAFOK ALKOTOELEMEI

Az elsé hdarom példdban az embereknek és a varosoknak pontokat feleltettiink meg, és a kozottik [évé
kapcsolatokat (ismerésok, illetve buszjaratok) a pontokat 6sszekété vonalakkal szimbolizaltuk. Az igy kapott
abra konnyen attekinthetévé vdlt, a lényeg kiemelése segitette a probléma éttekintését. Ez az abrazolasi
maéd varhatéan mas esetekben is alkalmazhat6 lesz, amikor objektumokat és kozottiik 1évé kapcsolatokat
vizsgalunk. Ezért a modell elnevezésére kilon fogalmat vezetiink be.

Pontokbdl és a pontok koziil egyeseket dsszekotd vonalakbdl all6 alakzatot grafnak nevezziik. A vo-
nalak mindig két pontot kotnek 6ssze (esetleg a vonalak kezdépontja és végpontja megegyezhet), de le-

hetséges, hogy van olyan pont, amelyik semelyik masikkal nincs 6sszekotve; sét az is lehet, hogy a graf-
ban egyaltalan nincsen vonal. A grafot altalaban C-vel jeloljik.

Példak grafokra (G, G,, G, és G,):
F

B C
74 @ =
) =

G, G, 5 G,

Erdemes a graf egyes alkot6elemeire is Gj elnevezéseket bevezetniink, hiszen a fogalmak azonositasa,
,cimkézése” egyszer(isiti a gondolatmenetek leirasat.

A graf pontjait pontoknak vagy csticsoknak nevezziik, a pontokat 6sszekdtd vonalak a graf élei.
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Emelt szint | Definicio

312

A hurokél olyan él, amelynek kezdé és végpontja megegyezik. Tobbszoros éleket kapunk, ha két
pont kozott egynél tobb élt hizunk be.
Amely grafban nincs hurokél és nincsenek tobbszoros élek, egyszeri grafnak nevezzik.

Megjegyzés
A kozépszintli érettségi kovetelmények csak az egyszerti grafokkal kapcsolatos ismereteket tartalmazzak.

Példaul:

A G, grafnak 8 pontja (csticsa) és 9 éle van. Az élek kozott taldlhaté egy hurokél (az A pontbdél indul és
ott is végzédik), valamint a B és C csticsok kozott tobbszords (kétszeres) élek vannak.

A G, grafban is szerepel hurokél a D cstcsnal, valamint £ és F kozott tobbszoros (hdromszoros) éleket
lathatunk. A G, grdfnak 5 pontja és 8 éle van.

G, és G, egyszer(i grafok, mert sem hurokéliik, sem tobbszoros éliik nincs. (G, és G, nem egyszerdi graf.)
G,-nak 5 pontja és 10 éle van, G,-nek 10 pontja és 12 éle.

A graf egy pontjanak foka (fokszama) a pontbdl kiindul6 élek szama. (A hurokélek kétszeresen sza-
mitanak.)

Példaul:
A G, grafban az A pont foka 3, a B ponté 4, a C ponté 3. Ezenkiviil van még a grafban egy harmadfoky,
két mésodfokd, egy elséfoki és egy nulladfokd pont.

A nulladfokd pontot izolalt pontnak is nevezziik.

A G, grafban D és E fokszdma 5, F foka 3, és taldlhaté még egy masod- és egy O
elséfokd cstcs.
G,-ben hat masodfokd és négy harmadfokd pont van. (A HI és JK élek M metszés- ‘V

pontja a G, grafnak nem csticsa. A HI élt behtzhatjuk Ggy is, hogy a JK éllel ne legyen K
kozos pontja; az dbran ezt az élt szaggatott vonallal jeloltik.) %
G,-ban minden pont foka 4. ,"] —=0

Y G,
Definicio

Ha egy graf barmely pontjabél barmely masik pontjdba pontosan egy él vezet, akkor teljes grafnak
nevezzik.

G, teljes graf, de n pontd teljes gréfot kapunk akkor is, ha behizzuk egy szabalyos n-sz6g oldalait és at-
16it (3 < n egész szam). A két pontbdl és egyetlen, Sket dsszekotd élbdl allé graf is teljes graf; sét annak te-
kintjik az egyetlen pontbdl all6, él nélkiili grafot is.
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sz 2

Zarasképpen még két elnevezést emlitiink meg, ezek haszndlata megkonnyitheti a megoldasok lefrasat.

Osszefiiggének neveziink egy grafot, ha élek mentén haladva, barmely pontjabél bar-
mely pontjaba eljuthatunk.

llyen volt G, és G, vagy a lecke elsé példdjaban szerepld graf.

Ha egy graf nem 6sszefliggd, akkor a maximdlis 6sszefliggd részeit komponenseknek
nevezziik.

A nem 0Osszefliggd G, graf 2, G, pedig 3 komponensbdl all. Az izoldlt pont is egy kompo-
nens; valamint az 6sszefiiggd grafokat is egyetlen komponensbd! all6 grafnak tekintjiik.

A lecke 3. példajaban (utazasi iroda buszjaratai) szereplé graf két komponensbdl dllt, nem
volt 6sszefliggd. Eppen emiatt nem lehetett minden vérost érinté korutazast szervezni.

FELADATOK

Fogalmak
graf;

pont (cstcs);
él;

hurokél;
tobbszoros él;
egyszerl graf;
fok, fokszam;
izolalt pont;
teljes graf;
Osszefliggd graf;
komponens.

m Jellemezziik az alabbi grafokat! (Hatarozzuk meg a csticsok, élek szamat, az egyes cstcsok fok-
szamat; vizsgaljuk meg, mely grafok egyszertiek, hany komponensbdl allnak, van-e izolélt pont-

juk.)

m Az alabbi feladatokban 5 ponti grafok éleit felsorolassal adtuk meg (pl. {1; 2} az 1-es és 2-es

cstics kozotti élt jelent).

Rajzoljuk meg és jellemezzik az egyes grafokat!

a) {1; 2}, {2; 3}, {2; 4}, {2; 5}, {1; 4}, {3; 3}, {3; 4},
b) {2; 2}, {2; 3}, {2; 3}, {3; 4}, {2, 5},

o {1; 2}, {1; 3}, {2; 3}, {2; 3}, {2; 2}, {4, 5}.

Egy tarsasagban tiz ember taldlkozott. Az adott graf pontjai jelentik

az egyes személyeket, s azokat kotottiik dssze élekkel, akik baratai

egymasnak. (A baratsag kolcsonos.)

a) Kinek van a legtobb baratja a jelenlévék kozott?

b) Fogalmazzuk meg a ,baratsagi” graf izolalt pontjanak jelenté-
sét!
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(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2005.) Egy sakkverseny dontsjébe 5 versenyzé jutott be. Koziliik
1 versenyz6 mindegyik tarsat ismeri, a tobbiek pedig egyenként 2-2 személyt ismernek a donté résztvevai
kozil. Szemléltesse rajzzal (graf alkalmazdsaval) az ismeretségeket, ha az ismeretségek kolcsonosek!

Egy 8 pontl graf cstcsait 1-t6l 8-ig sorszamoztuk, és a tablazatban
jeloltik, hogy melyik cstics melyikkel van 6sszekétve. (Példaul az 1.
sor 2. oszlopdban [évé 1-es azt jelenti, hogy az 1-es és 2-es csticsot

Kordbban tobb eljarast is megismertiink a pozitiv egész szamok

primtényezés felbontdsara. Az egyik modszer az oszték segitségé-

vel olyan grafot hoz létre, amelynek csticsai a kiindulasi szdm osz-

t6i. Példaul a 360 két felbontasa lathat6 az abran.

K1 a) Adjuk meg a 360 néhdny tovabbi felbontasat!

K2 b) Mi a kozos az egyes felbontasokban? (Hany elséfokd
pontja van a grafnak?)

1|2 4156|778
1 1 1 1
2|1 1 2 1| 1 éllel kétottik ossze.)
3 Rajzoljuk meg és jellemezziik a grafot!
4111 1
5 1 1
6 |12 1
7 1
8 1

2 2/180\90 2/1(<5 6/36\6
1/ \9 2/ \3 2/ \3

0
/N /A

25 3 3

Az alabbi tablazat néhany magyarorszagi nagyvaros tavolsagi adatait jelzi kilométerben (személygépkocsi-

val jarhaté Gtvonalakra vonatkoztatva).

Budapest | Békéscsaba | Gy6r |Nyiregyhdza| Pécs | Szeged | Szolnok |Zalaegerszeg

Budapest - 214 122 226 200 171 98 224
Békéscsaba 214 - 331 184 276 93 111 397
Gyor 122 331 - 348 230 288 225 131
Nyiregyhaza 226 184 348 - 418 264 183 470
Pécs 200 276 230 418 - 183 235 192
Szeged 171 93 288 264 183 - 129 328
Szolnok 98 111 225 183 235 129 - 323
Zalaegerszeg 224 397 131 470 192 328 323 -

a) Keresslink a tablazat alapjan olyan varosokat, amelyekre igaz, hogy a kozéttik [évé dGtvonal tovabbi

(felsorolt) varoson halad &t! (Hogyan latszik ez a tény a tablazatban?)

b) Rajzoljunk az adatok alapjan olyan grafmodellt, amely Szeged és harom madsik (tetszéleges) nagyvaros

tavolsagi adatait tartalmazzal!
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m Az abran egy szabalyos test, a dodekaéder lathat6. A dodekaéder 12 darab
egybevago szabalyos otszoglapbdl dll, és minden csticsdban harom lap csat-
lakozik egymashoz. «
a) Bar nem latjuk a teljes dodekaédert, probéljuk meghatdrozni, hogy hany
cslicsa és éle lehet a testnek!
b) Rajzoljuk meg a dodekaéder sikba kiteritett hal6zatat, és jellemezziik az
igy kapott gréfot!
©) A dodekaéder cstcsai kozotti kapcsolatok nem valtoznak, ha a test egyik
lapjdra a tobbi csticsot tgy vetitjik rd, hogy az élek vetiiletei ne metsszék

egymast. Probaljuk megrajzolni ezt az Gn. Schlegel-diagramot! Mi jel-
lemzi az igy kapott grafot?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgy(jtemény 1. 346-350.

56. A GRAFMODELL ALKALMAZASA

SZEMLELTETES GRAFOKKAL

Gyakran alkalmazhatunk grafokat adatok egyszerd, konnyen éttekinthetd dbrazolasara.
Az alabbi példék a napi gyakorlat legkilonb6zébb terileteirdl szarmaznak.

1. példa

A sematikus abran az M1-es autépalya Budapestrél kivezetd szakaszat latjuk. Hogy az Gtleagazasok
rendszere konnyen attekinthetd legyen, olyan grafmodellt alkalmazunk, amelyben a graf pontjainak az
egyes Utkeresztez6dések felelnek meg. (Az dbran természetesen tovabbi informacidk is szerepeltethetdk: a
csomépontok tavolsaga, az utak azonositészama, valamint a célallomasok.)

Székesfehérvar

Torokbalint

BUDAPEST

Budadrs Budakeszi Paty ~ Zsambék Mény Nagyegyhdza
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A térképrészleten hazank és a kornyezé orszagok szerepelnek. Hogyan jarjunk el, ha arra kerestink va-
laszt, melyik orszagnak melyek a szarazfoldi szomszédai? Ekkor érdemes példaul olyan grafot valasztanunk,
amelyben a graf csticsainak az egyes orszagok felelnek meg, és két csticsot akkor kéttink ssze éllel, ha a meg-
felel orszagoknak van kozos szarazfoldi hataruk. A szomszédsagi kapcsolat igy mar konnyen leolvashato.

A modell alkalmazasakor csak az orszagok kozotti kapcsolat volt Iényeges, a kapcsolat médija — példaul
hogy milyen hosszi a két orszag kozos hatarszakasza — nem.

Szomszédsagi Le
graf

Ausztria

Romania

Horvatorszag

A torténelemkonyvekben gyakran talalkozunk an. csalddfaval, amelyen altalaban egy-egy hires személy
leszarmazottait, vagy valamely uralkodéhaz rokoni kapcsolatban all6 személyeit tiintetik fel. Az abran graf-
fal modelleztiik az Arpad-haz egyik uralkoddja, Il. Andras leszarmazottait*. Mik a graf pontjai és élei?

AZ ARPADOK CSALADFAJA
1. Andrés
1. 0 © Certrad 2.0 <|3 Jolanta 3.0 O Beatrix
]

| | | | [ I
Maria IV. Béla Erzsébet Kalméan Andras Joldn Istvan
00 |l.Aszen 00O Maria 00 Lajos 00 Szaléme 0o |. Jakab 2.0 0 Morosini
Ivan Tomasina

| T T T T | o
Kunigunda Anna Erzsébet Konstancia V. Istvdn Margit Béla
(Kinga) 0 O Rosztiszl6 © © Henrik 00 Lev(Led) ©© Kun Erzsébet 0 o Kunigunda
0 0 V. Boleszlav

| | IIl. Andras

Béla Kunigunda 1.0 0 Fennena
00 II. Otakar 2.00 Agnes
[ I I I ] .
Erzsébet Katalin Maria IV Ldszl6 Andrés Erzsébet
0 0 Zavis O 0 Dragutin Istvdn 0 0 |l. Karoly 0 O [zabella
| | (Erzsébet)
Leany Martell Karoly
|
0 0 — h4zastars

Karoly Rébert
e ————————————————————————

*  forrds: Palinkas Mihaly: Mdltunk nagyjai, Unié kiadd
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Egyszerliséglik és attekinthetdségiik miatt gyakran dbrazoljuk grafokkal az egyes molekuldk szerkezetét.
A paraffin molekuldi n szdmu szénatombdl és 2n + 2 hidrogénatombdl allnak, altaldnos képletiik C H,, ..
Az dbrdnazn = 1, 2 és 3 értékekhez tartozé molekuldris modellek lathaték. (Emlékeztetdil: a hidrogén 1,
a szén 4 vegyértéki elem.)

Gréfnak tekinthetd példaul a metan térbeli modellje is.

H H oH H oH oH H
C
H C H H clc H H c |c|C H H
H
H H oH H oH oH H
metan etan propan metan

A térbeli testek héléjat tobbféleképpen is megrajzolhatjuk. Az dbran egy dobdkocka két haléja lathato.

L] o
L] L]
o000 L] L] L] L] eo|oe0 0
L] L] L] L]
o000 L] o L] L] o LN
L] L]
o o L] L]
—

Méas szemléltetési médot is valaszthatunk. Az elsé abran a kocka alaplapjara vetitettik a lapon kiviili
négy cstcsot. A masodik (térbeli) és harmadik abran pedig olyan gréafot lathatunk, amelynek cstcsai a do-
bokocka lapjai; és két csticsot akkor kotiink 6ssze éllel a grafban, ha a megfelel6 kockalapok élben szom-
szédosak.

317




VIIl. KOMBINATORIKA, GRAFOK

A térképrészleten a Tihanyi-félsziget és a Balaton-felvi- Balgton-
dék egy része lathat6. Abrazoljuk a tertlet Gthalozatat graf- ’ 0 eotesr ]
dellel! Pécsely alatonfiire
mo !

Vaszoly

Megoldas Asz6f8

Egy lehetséges graf a kovetkez6 (ebben a fontosabb (t- Tihany
vonalakat a Tihanyi-révtél (R) dbrézoltuk, Balatonfiiredet Balggfnudvari
egyetlen F pontta 6sszehizva). Tihanyi-rév
A terllet egy részét abrazoltuk, a magasabbrend Gtvo-
nalakat kiemelve. A kapott graf nem egyszer(: példaul a Ti- \o*°
hanyi-révtél Tihanyba kétszeres él vezet. ®°

A = Asz6f6,

T = Tihany,

F = Balatonftired,
R = Tihanyi-rév,
Sz = Balatonszél6s,
P = Pécsely,

V = Vaszoly,

U = Balatonudvari.

GRAFMODELL A FELADATMEGOLDAS SORAN

A grafokat nem csak szemléltetésre hasznalhatjuk. Gyakran eléfordul, hogy a grafmodell alkalmazésa a
feladatmegoldast is megkonnyiti.

Egy jégkorongversenyen nyolc csapat (A, B, C, D, E, F,
G, H) mindegyike sorsoldsos alapon négy ellenféllel jatszik.
Minden mérkézést eldontenek; ha a rendes jatékidé alatt
dontetlen végeredmény sziletik, akkor a csapatok a gyéztes
gblig jatszanak. Néhany mérkézés mar lezajlott, ezek ered-
ményét mutatja a tablazat. (Pl. az elsé sorban 5:2 azt jelenti,
hogy A legyézte B-t, ebben az aranyban.)

Rajzoljuk meg a verseny grafjat Ggy, hogy pontok felel-
nek meg a csapatoknak, és két pontot akkor kétiink 6ssze
egy éllel, ha a két csapat mar jatszott egymdssal! Az élekre | E 6:2| — 1:3
irdnyt illeszthettnk (pl. egy nyillal), amely a gy6ztes csapat
felé mutat. (igy Gn. iranyitott grafot kapunk.)

Vilaszoljuk meg a kovetkezé kérdéseket, figyelembe | 3:014:1 3:4
véve a tablazat és a graf jellemzdit is!

2:5| - 0:3

1:211:4

S|l ® | >
|
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a) Melyik csapat jatszotta a legtobb, illetve a legkevesebb mérkézést?

b) Melyik csapatnak van a legtobb, illetve a legkevesebb gy6zelme?

©) Melyik csapat szerezte a legtobb golt? Melyik csapatnak legnagyobb a mérkézésenként szerzett gol-
atlaga?

d) Az eddigi mérkézések alapjan vajon megallapithaté a csapatok kozotti (esetleg fennall6) egyértelmd
erésorrend? (Ekkor a jobbik csapat mindig legy6zi a gyengébbet.)

e) Ha a csapatok kozott egyértelm( az erésorrend, akkor hany tovdbbi mérkézéssel dontheté el, hogy
melyik csapat a legjobb?

) Hany mérk6zés van még hatra? (Minden csapat négy mérkézést jatszik.)

Megoldas

a) A legtobb mérkézést G, a legkevesebbet A jatszotta eddig (3, illetve 1 mérkézés). A grafban G foka 3,
A foka 1.

b) Az F, G, H csapatok 2-2 gy6zelmet szereztek eddig (a grafban ezekbe a pontokba 2-2 nyil mutat), a
B, C és D csapatok 0 gyézelmet (ezekbe a pontokba nem mutat nyil).

o) A legtobb gélt a G csapat szerezte, 10-et.

A goblatlagok kiszamitdsahoz a tablazat alapjan osszesitjiik a szerzett golokat, és az Gsszeget elosztjuk a
mérkézésszammal. Az igy kapott atlag az A csapatra 5, ez a legmagasabb.

d) Az egyértelm( erdsorrend lehetséges, eddig nem tortént ,korbeverés”.

e) Egyértelm( erdsorrend esetén A, F vagy H lehet a legerésebb csapat, mert 6k még nem szenvedtek
vereséget. Hogy harmuk kozil ki a legjobb, azt két tovabbi mérkézéssel donthetjiik el.

f) Eddig 8 mérkézés zajlott le. Minden csapat négy mérkézést jatszik, 8 csapat esetén ez 8 - 4 = 32
mérkézést jelentene. De igy minden mérkézést kétszer szamolnank. (A dupla szamolas a tablézatban is lat-
szik: minden mérkézés kétszer szerepel, a megfeleld két csapat soraban.) Az 6sszes lejatszandé mérkdzés
szama tehat 32 : 2 = 16, igy még 16 — 8 = 8 mérkdzés van hatra.

Megjegyzés

Ha a dontetlen végeredmény is lehetséges, akkor ezt altalaban kétiranyu
nyillal dbrazoljak a grafban. (Ekkor a két pontot 6sszekotd vonal mindkét végen
van nyil.)

Irdnyitott grafot példaul a csaladfak készitésekor is alkalmazhatunk.
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Egy 6 f6s tarsasagban az ismeretségek szdma 4, 3, 2, 1, 1, 1. Szemléltessiik az ismeretségeket egy graf-
fall Hany megoldas lehetséges?

Megoldas

Jelolje az embereknek megfelel6 pontokat rendre A, B, C, D, E, F, s tegylk fel, hogy A-nak
A 4 van 4 ismerdse. A grafban ezért 6sszekotjilk A-t B-vel, C-vel, D-vel és E-vel. Mivel a feltéte-
lek szerint F-nek is van ismerdse, kosstik Gssze F-et példaul E-vel. Végiil, mivel a grafban van
egy harmadfokd pont is, E-t kell 6sszekotntnk példaul D-vel. Az eredmény a G gréf (abra).
B E Vajon hany megoldas van?

Megtehetjiik, hogy az utols6 |épésben E-t D helyett példaul B-vel kotjiik 6ssze; vagy ko-
rabban F-et nem E-vel, hanem példaul C-vel kétjik 6ssze; vagy az elsé 1épésben, amikor az
C D A csticsbdl kiindulé éleket behdizzuk, akkor nem az F pontot hagyjuk ki, hanem B, C, D, E va-

C lamelyikét. (De az is lehet, hogy nem A-nak van 4 ismerése, hanem példaul B-nek.)
Néhany lehetséges megoldas:

e

Azonban ezek a grafok nem kilénbéznek lényegesen. Mindegyik graf cstcsait betlizhetjik Ggy, hogy
benne pontosan ugyanazok a pontok legyenek 6sszekotve, mint C-ben:

D C E C D C
Fq >>A F@Q A@F
E B B A E B

G/’ G,/ G’

Konnyen ellendrizhetjiik, hogy az igy kapott G,’, G,’, G, grafokban barmely két kivalasztott cstics akkor
és csak akkor van osszekotve, ha azokat G-ben is 0sszekotottiik.

Tovabbi prébélkozéssal sem sikeriil G-t6l [ényegesen kiilonbozé grafot eléallitanunk.

Matematikai szempontbdl dltalaban azt vizsgaljuk, hogy egy adott grafban két pont kézott van-e kap-
csolat, azaz a két pont ssze van-e kétve. Ebben az értelemben a G,, G, és G, grafok megegyeznek G-vel,
hiszen azonos kapcsolatokat fejeznek ki. Idegen széval azt mondjuk, hogy a G, G,, G, és G, grafok izo-
morfak.
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Két grafot izomorfnak neveziink, ha pontjaik és éleik kolcsonosen egyértelmiien megfeleltetheték
egymasnak Ggy, hogy az egyik graf barmely két kivalasztott pontja kozott akkor és csak akkor van él, ha
a masik graf két megfelel§ pontjat is 6sszekotottik.

Megjegyzés

El6fordulhat, hogy a modellalkotas soran az A A A
izomorf grafokat kilonbozéknek tekintjik. Ha °
példaul tudjuk, hogy hdarom személy (A, B, C) ko-
z0tt egy ismeretség van, akkor az abra grafjai izo-
morfak, de mas modellt hatdroznak meg. (Nem
mindegy, hogy a hdrom személy kozil melyik B C B C
kett$ ismeri egymast.)

Hany 4 pontd, 3 éll egyszerd graf van? (Az izomorf grafokat nem tekintjik kiilonb6z6knek.)

Megoldas

Az egyes pontok lehetséges fokszamai szerint

szamoljuk ossze a grafokat.
Ha a grafban van harmadfokd pont, akkor a
harom él adott, egyetlen megfelel6 G, gréf van. °

Ha a grafban nincs harmadfokd pont, akkor G, G, G,
lehet harom maésodfokd (G, graf) vagy két ma-

sodfokd pont (G, gréf). °
Tobb megoldas nincs. Példaul a G/, G,’, G’
grafok izomorfak G,-gyel, G,-vel, illetve G -mal.

Xo
(@)

Megjegyzések Emelt szint
Ha nem csak egyszer(i grafokat kerestink, akkor [ényegesen tobb megoldas van, hiszen ekkor a grafban
lehetnek tobbszoros élek és hurokélek is. Néhany példa 4 pontd, 3 éli nem egyszer( grafokra:

V.Y

Ismét hangsulyozzuk, hogy a megoldas folyaman csak az egyes pontok kozotti kapcsolatokat vizsgaltuk,
magukat a pontokat nem kiilénboztettiik meg egymast6l. A G, grafban példaul mindegy volt, hogy melyik
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pont harmadfoku. Eléfordulhat azonban, hogy a graf cstcsait megkiilonboztetjiik. Ekkor azt mondjuk, hogy
a graf csticsai jeloltek (szamozottak vagy betlizottek). Példaul ilyen feladattal taldlkozunk, ha négy konkrét
személy, A, B, C és D kozott éll fenn a harom ismeretség. Ekkor szamit, hogy a G, tipust grafban melyik az
a személy, akinek hdrom ismerdse van; ilyen graf tehat 4 darab van. G, tipusi gréf is 4 van (a 4 személy
barmelyike maradhat ismerés nélkiil). Végiil a G, tipust graf 12-féleképpen éllhat el6: a masodfokd pon-

4
tokat (2) = o-féleképpen valaszthatjuk ki (példaul AB), és minden esetben 2-féle tovabbi 6sz-

szekotés lehetséges (AC és BD, illetve AD és BC). Osszesen tehdt 2 - 4 + 12 = 20 megoldas van

izomorf grafok. a jelolt csticsa grafok esetén.

3. E1

5. K2

6
) = 20-féleképpen vélaszthatunk ki.)

(Egy masik gondolat: a teljes graf hat élébdl harmat <3

FELADATOK

Az 1. példahoz hasonl6an szemléltessiik a Duna-menti orszagokat egy graffal! (A modellben az orszagok-
nak pontok felelnek meg; és egy orszagot akkor csatlakoztatunk a ,Dundhoz”, ha a folyé érinti az orszagot.)

Abrézoljuk az 1-t6l 10-ig terjedé szamokat olyan irdnyitott graffal, amelyben a graf pontjainak az egyes sza-
mok felelnek meg, és akkor hizunk két pont kozott iranyitott élt, ha az egyik szdm osztdja a masiknak.
(A nyil a tobbszoros felé mutasson; és ne feledkezziink meg a nem valédi osztékrél sem!)

Hany oszt6-tobbszoros part talalunk? (Két kilonbozé szam oszté-tobbszoros part alkot, ha egyik szam a
masiknak osztéja.)

a) Hany otpontd, haroméll egyszer( graf van?

b) Tobb vagy kevesebb ennél az 6tpontd, haromélli, nem egyszer( grafok szama?

¢) Egy otfés tarsasag tagjait jeloljik A, B, C, D, E bettikkel. Hanyféleképpen fordulhat el harom ismeretség
a tarsasdgban, ha egy-egy ismeretségnél az is szamit, hogy melyik két személy ismeri egymast? (Tehat pél-
daul az AB ismeretség nem ugyanaz, mint a CD ismeretség.)

a) Lehet-e egy ottagl tarsasagban az embereknek rendre 4, 2, 2, 2, 0 ismerésiik?
E1 b) Lehet-e egy 6tpontt graf pontjainak foka rendre 4, 2, 2, 2, 0?

(Probaérettségi feladat alapjan, kozépszint, 2003.) Egy iskolai bajnoksag-
ban 5 csapat kormérkézést jatszik. (Mindenki mindenkivel egyszer
mérkézik meg.) Az dbra az eddig lejatszott mérkézéseket mutatja, a nyil
mindig a gy6ztes felé mutat. Dontetlen esetén az 6sszekétd vonal mind-
két végén nyil van. A csapat gyézelem esetén 2 pontot, dontetlen esetén
1 pontot kap, vereség esetén pedig nem kap pontot.

a) Kinek hany pontja van ebben a pillanatban?

b) Hany mérkézés van még hatra?
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(Erettségi feladat alapjén, kozépszint, 2021.) Egy nyolccsapatos jégkorong-

bajnoksagban minden csapat minden masikkal egyszer mérkézik meg. Az

abran lathat6 graf az eddig lejatszott mérkézéseket szemlélteti. A pontok a

csapatokat jelképezik, és két pont kozott pontosan akkor van él, ha a két

csapat mdr jatszott egymassal.

A bajnoksaghdl 5 fordul6t mar megrendeztek, dm néhany mérkézés elma-

radt. (Egy forduléban — ha nincs elmaradé mérkézés — mindegyik csapat egy

mérkézést jatszik.)

a) Adja meg harom olyan csapat bettijelét, melyek kozil barmely kettd
mar lejatszotta az egymas kozotti mérkézését!

b) Hany mérkézés maradt el az elsé 5 forduléban?

Mint a leckékben lattuk, a szinezéses feladatok gyakran atfogalmazhatok
térképszinezéses, illetve grafelméleti problémakka. llyen a kévetkezé fel-
adat is.

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2021.) Az alabbi kérlap négy tarto-
manyat szeretnénk egy-egy szinnel kiszinezni tgy, hogy szomszédos tarto-
manyok ne legyenek azonos szintiek. (Példaul az A-val jel6lt tartomény
szomszédos B-vel és D-vel, de nem szomszédos C-vel.) A szinezéshez a
piros, sarga, kék és zold szinek dllnak rendelkezésiinkre. Hanyféleképpen
végezhetjiik el a szinezést, ha legaldbb harom szint fel kell hasznalnunk?

F E
G / L D
H C
A B

Av

a) Hany lényegesen kilonbozé sikba kiteritett kockahalé van? (Két halét nem tekintiink kilon-

b6zének, ha egybevagdsagi transzformacidval fedésbe hozhaték.)

b) Egy kocka nyolc csticsabdl 6tot kékre, hdrmat pirosra szineztiink. Van-e olyan sikba kiteritett

hal6ja a kockanak, amelyben tobb piros pont van, mint kék?

Az dbran az ikozaéder képe lathat6. Ennek a szabdlyos testnek 20 darab

egybevagd szabdlyos hdromszoglapja van, és minden csticsdban 6t lap ta-

lalkozik.

a) Hany csticsa és éle van a testnek?

b) Keressiik meg az interneten, vagy rajzoljuk meg az ikozaéder sikba ki-
teritett halojat, és jellemezzik az igy kapott grafot!

¢) Keressiik meg az interneten az ikozaéder Schlegel-diagramjat!

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény 1. 351-372.

i
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57. A GRAFOK JELLEMZOI

Andrés sziiletésnapi 6sszejovetelére hét vendég érkezett. A hazigazda mindegyikiktél megkérdezte,
hogy a tobbi vendég kozil hanyat ismer kordbbrol. (Az ismeretség kolcsonos.) Lehetséges-e, hogy a kovet-

kezé valaszokat kapta?
a)6,53,222,2;
b)6,5,4,3,2,2,0;
06,654 221;
d5,5,55,5,5,5

e) Lehetséges-e, hogy mindenki ugyanannyi vendéget ismer? (Milyen lehetéségek vannak?)

f) Lehetséges-e, hogy mindenki paratlan szama vendéget ismer?
g Lehetséges-e, hogy mindenki kiillonbozé szamui vendéget ismer?
h) Legfeljebb hany ismeretség lehet a hét vendég kozott?

Megoldas

a) Egy megoldas lathat6 az abran.

b) Ez nem lehetséges, valaki rosszul szamolt. Ugyanis ha az egyik vendég 6
masikat ismer, akkor mindenkit ismer — de ekkor nem lehet O ismeretséggel ren-
delkezd vendég. (A 6 és O ismerds egyszerre nem fordulhat el6.)

©) Ez az eset sem lehetséges. Ha a meghivottak kozil ketten ismernek 6-6
vendéget, akkor 6ket mindenki mads ismeri. Ezért legaldbb 2 ismerése mindenki-
nek van, 1 ismeretségli személy nem fordulhat elé.

d) Grafelméleti értelemben az a kérdés, hogy van-e olyan 7 pontl egyszer
G graf, amelyben minden pont foka 5. Lényegesen egyszer(ibbé valik a feladat,
ha a C graf helyett azt a G kiegészité gréfot vizsgaljuk, amelyben pont forditva
jarunk el: két pontot akkor kotiink ¢ssze éllel, ha a pontok G-ben nem voltak
dsszekotve. (Es ha két pontot G-ben 6sszekotottiink, akkor G -ben nem hazunk
kozottik élt.) Ebben a G grafban minden pont foka 1, tehat az eredeti kérdést
atfogalmazhatjuk: Van-e olyan 7 pontt egyszer(i G gréf, amelyben minden pont
foka 1?2 (Ha G létezik, akkor G is.)

Azt mar konny( észrevenni, hogy ilyen G graf nem létezik, mert harom él
behizasa utan elakadunk (dbra). Tehat ebben az esetben is tévedett valamelyik
vendég.

Emelt szint | Definicio

Ql

G -t a G graf komplementerének, komplementer gréfjanak vagy kiegészit6 grafjanak nevezziik.

e) Ha mindenki ugyanannyi vendéget ismer, akkor a grafban minden pont fokszdma elvileg lehet 0, 1,
2, 3,4, 5 vagy 6. A csupa 0 és 6 esetek nyilvan valoban lehetségesek, ekkor senki sem ismer senkit, vagy
mindenki mindenkit. Az el6z6 d) kérdésnél lattuk, az nem lehetséges, hogy minden pont foka 5, illetve 1
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legyen. Minden pont foka 2 lehet, az dbran két megoldas is lathat6. Ha pedig egy C grafban minden pont
foka 2, akkor a kordbban latott G kiegészits gréfjdban minden pont foka 4 — vagyis csupa negyedfoki pont-
bél is szerkesztheté graf.

Q
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A
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17N ARNAN I Y
d/\ In_ AN I\\b d’ N al 1N
SRR AN ity bk s e, <]
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\ 154XV N Y
2’l//,/\\:\, \\dlﬁ,/ \\\5,’/
G, G, G, G,

A harmadfokd pontokbdl allé grafot viszont, akdrhogy is
probalkozunk, nem sikertl megrajzolnunk. (Az dbrakon az A, il-
letve B pontok csak masodfokuak.) Mi lehet ennek az oka?

Mindkét abran 10 élt sikertlt behdznunk, a fokszamok ér-
tékei pedig rendre 3, 3, 3, 3, 3, 3, 2. A fokszdmok 6sszege 20,
ami éppen a 10-nek, az élek szdmanak a kétszerese. Ez nem G, G,
véletlen.

Minden élnek két vége van. Amikor a fokszamokat 6ssze-
adtuk, minden élt kétszer szamoltunk (a két végénél), ezért valoban az élek szamanak kétszeresét kellett kap-
nunk. (Ezzel a gondolattal mar korabban is talalkoztunk, amikor példaul meghatdroztuk a sokszogek atl6i-
nak a szamat. De alkalmazhattuk volna a d) feladat megoldasandl is: a fokszdmok 6sszegére 7 - 5 = 35-6t
kapunk, de ez nem lehetséges.)

B

Az indoklas sordn nem haszndltuk ki, hogy a gréf egyszer(i, azaz az allitds t6bbszoros élek és hurokélek
esetén is érvényes marad. (Ezeknek az éleknek is két végpontjuk van.) Barmely graf éleinek szama hasonlé
gondolatmenettel szamithato ki, igy megfogalmazhatjuk az Gn. fokszamtételt:

Barmely grafban a fokszamok 6sszege megegyezik az élek szamanak kétszeresével.

Ha tehat mindenki 3 vendéget ismerne, akkor a fokszdmok 6sszege 7 - 3 = 21 lenne. Ez nem lehetsé-
ges, hiszen 21 paratlan, igy nem lehet az élek szamanak kétszerese. Megfogalmazhatjuk a fokszamtétel

egyszer(i kovetkezményét is:

Barmely grafban a fokszdmok 6sszege paros.

f) Indirekt okoskodunk. Ha mindenki paratlan szamd vendéget ismerne, akkor a fokszamok S 6sszege
7 paratlan szam 6sszegeként allna el6, vagyis S paratlan lenne. Ez nem lehetséges, hiszen a fenti tételek miatt
tudjuk, hogy a fokszamok Gsszege mindig paros szam.

325




VIIl. KOMBINATORIKA, GRAFOK

g Ha mindenki kilénb6zé szamd vendéget ismerne, akkor az ismerésok szama 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0 le-
hetne csak. De lattuk az a) feladatban, hogy a 6 és a 0 ismeretségek kizdrjak egymast, igy ez az eset nem
fordulhat elé.

h) A legtobb ismeretséget akkor kapjuk, ha mindenki mindenkit ismer. A grafmodell lehet

egy olyan hétszog, amelynek meghtztuk az sszes oldalat és atléjat; ekkor teljes grafot ka-
punk.

A kérdés tehdt a hét pontu teljes graf éleinek a szama. Hasonlé problémaval mar talal-
koztunk, példaul a 54. lecke 1. a) példajaban a televiziés vetélkedd egyik feladata a nyolc
pontd teljes graf éleinek szdmara kérdezett ra. Az ottani megoldasi médszerek most is alkal-
mazhatok, de hivatkozhatunk a fokszamtételre is.

A grafban minden pont foka 6, a fokszamok Gsszege 7 - 6 = 42. A fokszamtétel szerint az
élek szdma tehat 42 : 2 = 21.

A gondolatmenetet dltaldnosan is megfogalmazhatjuk:

n(n—1
Az n pontd teljes grafban az élek szama %

2. példa
Adjuk meg a G gréfot, ha
a) G egyszer(i 5 ponta graf, fokszamai rendre 4, 2, 2, 2, 2;

m b) G 3 pontd, 2 élG graf (nem feltétlendil egyszer().

Hany megoldas van? (Az izomorf grafokat természetesen nem tekintjik kilonbozéknek.)

Megoldas

A fokszamok altalaban nem hatarozzdk meg egyértelmten a grafot.

a) Az ABCDE gréafban legyen A a negyedfoki pont, ezt 6sszekétjik a B, C, D, E
csticsok mindegyikével. Ezen élektdl eltekintve egyszertibb feladathoz jutunk: a
BCDE részgrafban kell behdznunk két élt Ggy, hogy minden pont foka 1 legyen. £ B
(Ekkor teljestilnek az eredeti feladat feltételei.) Az izomorfiatél eltekintve egyetlen
lehetdség van, két-két cstics Gsszekdtése.

b) A grafban lehetnek hurokélek és tobbszoros élek is. D

Ha a grafban két hurokél van, akkor két lehetéség adodik: vagy mindkét hurok —_—
ugyanahhoz a ponthoz tartozik, vagy nem.

Ha a grafban egy hurokél van, mondjuk az A pontban, akkor a masik él behtizésara szintén két lehet6ség
van: vagy A-bél indul ki az él, vagy B-t és C-t koti Gssze.

; Q)

Q A A
| | | ﬂ /\
@B oC @B o o———o (? ¢ b

C B C B

Do
w©
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Ha a grafban egy kétszeres él van, akkor egy lehet6séget kapunk.

Végil ha a grafban sem hurokél, sem kétszeres él nem fordul el6, akkor valamelyik pontja masodfokd,
és igy egy megoldas van.
Osszesen tehat 6 megfelel graf van.

Hany 4 pontd, egyszer(i G gréaf van? (Az izomorf grafokat nem tekintjiik kilonb6zéknek.)

Megoldas

Szamoljuk 6ssze az eseteket az élek szama szerint haladva!
A 4 pontu teljes grafnak % = 6 éle van. (Vagy: egy négyszog 4 oldala és 2 &tl6ja.)

Ha a G grafban 0 él van, akkor 1 megoldas van.
Ha a G gréfban 1 él van, akkor is 1T megoldast kapunk.
Ha G-ben 2 él van, akkor két lehet6ség adddik: az éleknek van kézos pontjuk, vagy nincs.

o o oO——0

o o o o o

A 4 pontd, 3 éli egyszeri grafok szamat az el6z6 lecke 9. példdjaban mar meghataroztuk. Ha G-ben 3
él van, akkor 3 megoldast kapunk:

o

Ha G-ben 4 él van, akkor G-ben 2 él. (A G kiegészit6 grafot Ggy kap-
juk, hogy a G-ben hidnyzé éleket rajzoljuk meg.) A G és G gréfok parba
allithatok, kolcsondsen egyértelmiien megfeleltetheték egymasnak. Pon-
tosan annyi 4 él( graf van tehdt, mint amennyi 2 él(i, azaz 2 darab.

Hasonl6an az 5 él grafok szima megegyezik az 1 éltiekével, és a 6 él
grafok szama ugyanannyi, mint a 0 élliek szdma. (A teljes graf kiegészit$ grafjaban nincs él.)

Osszesen tehat1 + 1+ 2 + 3 + 2 + 1 + 1 = 11 darab 4 pontd, egyszer(i graf van.

Az ABCDEF egyszer( gréf fokszamait f(A), f(B), ..., f(F) modon jeloljik. A kovetkezoket tudjuk:
1. f(A) = f(B) = f(C) = f(D),

2. f(E) 2-vel nagyobb, mint f(F),

3. az élek szama 11.

Milyen értékeket vehet fel f(F)?
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Megoldas

Jelolje f(A)-t és f(F)-et x, illetve y. Ekkor az A, B, C, D pontokbdl kiindulé élek szama 4x,

; > E-b6l és F-bdl pedigy + 2 + y, igy a fokszamok Osszege 4x + 2y + 2. A fokszamtétel miatt
4x + 2y + 2 = 22, innen 2x + y = 10. A lehetséges (y, x) szamparok: (0, 5), (2, 4), (4, 3).
(A graf egyszer(i, ezérty <5.)
F ¢ Ellendrizniink kell még, hogy ezekre a szamparokra valéban
létezik a megfeleld graf. Fogalmak
y = 4 esetén f(E) = 6 lenne, ami nem lehetséges, igy ez nem  kiegészitd
; 5 megoldas. (k(?rTwpIementer)
y = 0 szintén nem lehetséges, mert ekkor x = 5 lenne, és 0 és fokngr;wtétel;
5 fokd pont nem lehet egyszerre a grafban. teljes graf éleinek
Azy = 2, x = 4 eset lehetséges (a fokszamok 4, 4, 4, 4, 4, 2), egy megfelelé AT
graf lathaté az dbran. Tehat f(F), azaz F fokszama csak 2 lehet. e
FELADATOK
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Egy tollaslabdaversenyen a 16 jatékost kieséses rendszerben osszesorsol-

tak. (El6re rogzitették, hogy az egyes mérkézések gySztesei melyik nyer- A
tessel jatszanak a masodik forduléban és igy tovabb.)

a) Készitsuk el a sorsolas grafjat!

b) Hany mérkdzést kell lejatszani, mig kideril, melyik jatékos a gy6ztes?
¢) Hanyféleképpen alakulhat a donté parositasa?

16 amatdr sakkjatékos tn. kihivdsos versenyt rendez egymas kozott. Ekkor a jatékszabalyban tgy éllapod-

nak meg, hogy a parosmérkézések vesztese kiesik, mar nem folytatja a jatékot. Mivel a jatékosoknak egy-

szerre soha nincs szabadidejik, rendszertelentl mérkéznek egyméssal.

a) Legalabb hany mérkézést kell lejatszani ahhoz, hogy megtudjak, ki a legjobb kozuluk? (Feltételezziik,
hogy a jatékosok kozott egyértelmi az erdsorrend, és az erdsebb jatékos mindig legyézi a gyengébbet.)

b) Hasonlitsuk Gssze a kieséses és kihivasos rendszer( versenyeket. Melyiket mikor érdemes alkalmazni?
Szervezési szempontbdl mi az egyes rendszerek elénye?

A labdarigo vilagbajnoksagokat 1978-ig a kovetkez6 rendszerben bonyolitottdk le. A részt vevé 16 csapa-
tot el6szor 4 darab 4-es csoportba sorsoltak (példaul A, B, C, D), itt kormérkdzéses rendszerben meghata-
roztdk a csoportbdl tovabbjuté elsé két helyezettet.

Ezutan a nyolc tovabbjutét két 4-es csoportba (példaul E és F) osztottak gy, hogy az alapszakasz cso-
portgyéztesei és masodik helyezettjei azonos csoportba keriltek, és az egymas elleni eredménytiket ma-
gukkal vitték. (Tehat példaul az E csoportba kertlt az A és B csoportokbdl két-két csapat.)

Miutan az E és F csoportokban is mindenki jatszott mindenkivel, az el6dontében az E csoport 1. és az
F 2. helyezettje, valamint az E 2. és az F 1. helyezettje mérk6zott meg egymdssal. A vesztesek jatszottak a
bronzéremért, a gy6ztesek pedig a vilagbajnoki cimért.

Hany mérkdzést jatszottak a csapatok 6sszesen, mig kideriilt, melyikiik a vilagbajnok?
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(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2020.) Tekintsiik az A, B,
C, D és E pontokat egy graf csticsainak.
a) Egészitse ki élekkel az dbrdt Ggy, hogy a kapott grafban
minden cstcs fokszama 2 vagy 3 legyen! 3
b) Lehet-e olyan 5 csticst gréfot rajzolni, amelyben minden
cstics fokszama pontosan 3?2 A° °p

Do o€

Egy dobozban 2 piros, 1 sarga és 1 fehér, egyforma méretl golyd van. A négy golyét sorban ki-

hizzuk.

a) Hanyféleképpen torténhet a hiizas? (A piros golydkat nem kulonboztetjik meg.)

b) Abrazoljuk a lehetséges hizasokat grafmodellel! (A graf kezdpontjabél 3 él indul ki, attl fiig-
gden, hogy elsére piros, sarga vagy fehér golyot hizunk; majd a tovabbi éleket is a hizott go-
ly6k szine alapjan vessziik fel.) Hany elséfokd pontja van az igy kapott grafnak?

A 12. évfolyam A, B, C és D osztalyai kozos téli kirdnduldst terveznek. albleclale
Az 6t lehetséges helyszinrél (a, b, ¢, d, e) mind a négy osztaly szavaz.

A szavazés Ggy torténik, hogy amelyik helyre legszivesebben kirandulna | A | 2 | 1

az osztaly, annak 1-es ,jegyet” adnak; a masodik és harmadik legked- | g | » 1 3
veltebb helynek pedig 2-est, illetve 3-ast. (Az utolsé két helyszint nem

rangsoroljék.) A szavazas eredménye lathaté a tablazaton. C|2 31
a) Abrézoljuk azt az Gn. paros grafot, amit akkor kapunk, ha az D 113 2

{A,B,C,D} ésaz {a, b, c, d, e} halmazok tsszetartoz6 elemeit
kotjuk ossze egy-egy éllel!

b) Az osztalyok kozotti taldlkozon kilonféle érvelések hangzottak el, kiilonféle helyszinek mel-
lett. Mik lehettek az érvek? Mi legyen a kirandulasi helyszin?

c) Felvet6dott, hogy az 4j érvek figyelembevételével esetleg (j szavazas legyen, és négy hely-
szinre is szavazhassanak. Tobben attdl tartottak, hogy esetleg akkor sem lesz donté tobbsége
egyik helyszinnek sem. A kirandulas fészervezdje viszont azt nyilatkozta, hogy ha minden osz-
taly négy helyszinre szavaz, akkor biztosan lesz olyan helyszin, amelyiket mindegyik osztaly
megszavazott. Igaza volt?

Ha egy kocka nyolc csticsat lemetssziik a csticsbél kiindulé élek felezépontjain atmend sikokkal,
akkor egy Un. félig szabalyos testet kapunk (a test neve kuboktaéder).

Egy mésik lehetdség, ha az éleknek a csticsokhoz kézelebbi harmadolé pontjain atmend sikok-
kal metsziik le a csticsokat — az igy kapott test a csonkitott kocka. Hany cstcsa, éle és lapja van
a két testnek? Probaljuk megrajzolni a testek sikba kiteritett halojat is! (Ezek un. félig szabalyos ark-
himédeszi testek. Erdemes bongészni az interneten, sok érdekesség talalhaté a testekrdl.)
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8. K2 Bergengdcia elnoke diakkordban mindig szerette a matematikét. Ujitasként azt taldlta ki, hogy az elavult sze-
mélyi igazolvany és a személyi szamok rendszere helyett minden lakos egy tin. személyi grafot kapjon. Ez egy
nyolcponti ABCDEFGH graf lenne, melynek egyes éleit behlizzak, mésokat nem, elére megéllapitott sza-
balyok szerint. (Természetesen szamit a graf csticsainak jelolése, tehat példaul egyélii graf tobb is van: az
AB, AC, ..., GH élek behlizdsa méas-mas grafot jel6l.) A kozigazgatasi dllamtitkar nyugtalankodik, hogy kevés
lesz a nyolcpontu graf, 6 a biztonsag kedvéért 20 pontd gréfokat javasol. (Ugy gondolja, a szamitgépes fel-
dolgozas szempontjdbdl lényegtelen a pontok szdma.) Bergengécia lakossdga 10 millié kéril van. Mit
javasolnank az elnoknek?

(Erettségi feladat alapjdn, emelt szint, 2007.) A Pécsre kozleked6 vonat elsd osztélyd fiilkéjében hatan utaz-

nak egy tudomanyos konferencidra. A vonat induldsa utén kiderl, hogy a hat ember koz6tt van kettd, aki

mindenkit ismer az Gtitarsak kozul, a tobbiek pontosan négy-négy dtitarsat ismernek régebbrdl. (Az isme-

retségek kolcsonosek.)

a) Szemléltesse graffal az ismeretségeket!

b) Az ismerésok a fulkébe 1épve kézfogdssal koszontotték egymast. Hany kézfogas tortént?

©) A hat Gtitars két haromagyas szobdban nyer elhelyezést. Hanyféle szobabeosztast lehet késziteni a hat
atitdrsnak, ha a szobdk kozott nem tesziink kiilonbséget?

9. E2

A butan szerkezeti képlete C,H, . Szemléltessiik graffal a butan molekuldris modelljét! (Hany megoldas
van?)

IEM o) Hdny pontbdl és élbdl dlla C H, ., paraffinmolekula szerkezeti gréfja?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgy(ljtemény Il. 373-406.
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58. KOMBINATORIKAI ES GRAFELMELETI
ALKALMAZASOK

Kombinatorikai és grafelméleti alkalmazasokkal a matematika tobb teriletén is talalkozunk. Kézépisko-
lai tanulmanyaink kozul legismertebb talan a valészintiségek kombinatorikus kiszamitasi médja, illetve a
statisztikaban a kombinatorikai médszerek alkalmazasa. De egyfajta kombinatorikai alkalmazasnak tekint-
heté maga a grafelmélet is, hiszen a grafok segitségével geometriai Gton szemléltethetiink kombinatorikus
Osszefliggéseket.

A témakor matematikan kivili alkalmazasara is mutatunk néhany lehetdséget. Kombinatorikai médsze-
rek hasznalatara leggyakrabban a természettudomanyokban, az informatikaban és a kozgazdasagtanban
taldlunk példakat.

Gyakorlati feladatokat a korabbi leckékben is bemutattunk, ezek feladatanyaganak jelentds része alkal-
mazas jelleg(i. Ez nem véletlen: mar maga a grafmodell is legtobbszor valamilyen gyakorlati probléma szem-
|éltetése, egyszerUsitése.

1. példa
A szamok digitalis kijelzésére leggyakrabban egy hat pontbdl all6 gra-

fot alkalmaznak. Ebben a pontok kézotti hét él barmelyike a tobbi élté| g

e fuggetlendl kigydjthato. /.

i Ezen a médon Gsszesen hanyféle karaktert lehet megjeleni- &7 o)
teni?

Megoldas

A hét él barmelyike kétféle értéki lehet: vagy vilagit, vagy nem. Az

’ ’ ’ Osszes variacié szama 27 = 128.

y S Persze, nem biztos, hogy a gyakorlatban mindegyik eset megkiil6nb6z-
tethetd: ilyen példaul az dbran lathaté két 1-es vagy | (kis ,1”) vagy | (nagy ,i”)

v R R betd.

Tipikus kombinatorikai és grafelméleti alkalmazés az Gn. dontési fa. Az alabbi
graf egy barkochbajaték szemléltetése. Az egyik jatékos az {1, 2, ..., 8} halmaz
valamelyik elemére gondolt, a masik pedig megprébalja eldontendd kérdések-
kel kitalalni a gondolt szdmot. A felezéses technikat alkalmazva az els6 kérdés
lehet példaul: ,A gondolt szam legfeljebb 42” Ha a vélasz ,igen”, akkor a ,leg-
feljebb 2” kérdéssel folytathatjuk; ha pedig a véalasz ,nem”, akkor a ,legfeljebb
6" kérdéssel és igy tovabb.

Konkrét példa: Ha a gondolt szam a 3, akkor a harom feltett kérdés és valasz: ,a szam =< 42 (igen)”;
,< 2?2 (nem)”; ,= 4?2 (nem)”.

A dontési fa és a 2-es szamrendszer kapcsolatat szemlélteti ez a feladat.
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Egy filmmdvészeti ,alkalmazas” kovetkezik. Az Eg veled, baratom! (1968, rendezte Jean Herman) cimdi
filmben két bankrablénak (Alain Delon és Charles Bronson) sikertl felvételeket szereznie a bank széfjének

beallitdsarél. Azonban a felvételek hidnyosak, a hét szamjegybdl csak
harom biztos: [1[161L10LI5. A betdrék kiszdmoljak, hogy mennyi
idére lenne szlikséglik az 6sszes lehetséges eset végigprébalgatdsahoz;
majd egy hosszi tinnepi hétvégére, harom napra bezdratjak magukat
az épuletbe, és nekilatnak a probalgatasnak...

Ha k szdmjegy hianyzik, akkor 10% eset beallitaséra, valamint ugyan-
ennyi nyitasi probara van sziikség. Megbecsilhetjiik, ehhez mennyi idé
kell. 10* = 10 000 esetet kell végignézni; minden egyes alkalommal hét
szambeallitast és a nyitasi probét kell elvégezni. Ha egy-egy probal-
kozasra 10 mésodpercet szamitunk, akkor legrosszabb esetben is

5
10° (sec) = 316% ~ 27,8 munkadrara van szlkség. A rablok terve rea-
lisnak mondhaté. (A filmben a hétjegyl nyit6 kéd a waterlooi csata

1815. janius 18-i datuma volt: 1861815.)

A futball-labdédkat szabélyos 6t- és hatszog alakd lapokbdl varrjak
Ggy, hogy minden o6tszéglaphoz hatszoglapok csatlakoznak, mig a hat-
szoglapokhoz felvaltva harom-harom 6tszog és hatszog csatlakozik.
Vajon hany ,lapja” van a focilabdanak?

Tekinthetjuk a futball-labda varrasait egy gréf éleinek, a varrasok ta-
lalkozésait pedig a graf pontjainak is. Hany cstcsa és éle van ennek a
grafnak? (A szamolds szempontjabdl nincs jelentdsége, hogy a labda
gomb alakd, és a varrdsok nem egyenes szakaszok, hanem gorbék.)

Természetesen a kérdezett mennyiségeket manualisan, ,puszta kéz-
zel” is megszamolhatndnk, de kénnyd hibazni a szamolasban, s most
egyébként is inkdbb a tanult kombinatorikai 6sszeszamlalasi modszere-

ket alkalmazzuk. Segitségil felhasznalhatjuk, hogy az 6tszoglapok szama 12 (ez viszonylag kdnnyen meg-

szamolhato).

Megoldas

Minden 6tszoglaphoz 5 hatszog csatlakozik, igy 12 - 5 = 60 hatszoget kapunk. De minden hatszoget
3-szor szamoltunk (hiszen mindegyikhez 3 6tszog illeszkedik), igy a hatszoglapok szama 60 : 3 = 20. A fut-
ball-labdanak tehat 12 + 20 = 32 lapja van.

Az élek szamat hasonléan hatarozhatjuk meg. A 12 6tszéglapot 12 - 5 = 60, a 20 hatszoget 20- 6 = 120 él
hatdrolja, igy 6sszesen 60 + 120 = 180 élt kapnank. De minden élt 2-szer szimoltunk (mert minden élre
két lap illeszkedik), igy az élek szama 180 : 2 = 90.

Végil minden él 2 cstcsra illeszkedik, a 90 él tehat 90 - 2 = 180 cslcsot adna. De minden cstcsot
3-szor szamoltunk (minden csticsban ennyi él talalkozik), igy a csticsok tényleges szama 180 : 3 = 60.
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Régi 8. osztalyos felvételi feladat volt a kovetkezé.
Az &bran egy kirdlyi palota alaprajza lathato.

bejarat

Az uralkodé minden reggel bemegy a palotajaba a nyillal megjelolt bejaraton, majd Ggy sétél a szobak
kozott, hogy minden ajtén pontosan egyszer menjen keresztil. Végil ledl a tronteremben, és fogadja a la-
togatdit. Melyik a tronterem?

Megoldas

Eszrevehetjiik, hogy ha egy teremnek paros szim( ajtaja van, akkor a séta nem végzédhet abban a te-
remben. Ugyanis ekkor minden ,bejarati” ajtonak megvan a ,kijarati” pérja; ha a kiraly valamelyik ajton
belép a terembe, akkor a termet el is tudja hagyni.

Az egyes termek ajtéinak szama:

terem 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ajtoé 2 4 2 4 6 2 3 4 4

Egyediil a 7-es terem ajt6inak paratlan a szama, a séta csak ott végzédhet, csak ez lehet tehét a tronte-
rem. EbbSl még nem kovetkezik,hogy a kirdly oda is juthat, de létezik ilyen bejaras, példaul:
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Megjegyzés

A palota bejdrésa tipikus grafelméleti probléma. Ha az egyes termek a graf
pontjai, az egyes ajtok pedig a kozottik halad6 éleknek felelnek meg, akkor az
alaprajz a kovetkezé graffal modellezhetd (0 sorszamu ponttal jeloltik a palotan
kiviili részt):

A feladat grafelméleti megfogalmazasa pedig igy szélhat: bejarhatok-e az adott
graf élei Ggy, hogy a 0 pontbdl indulunk, és minden élen pontosan egyszer hala-
dunk &t?

A masodik vilaghabordban a hadseregek szamara rendkiviil fontos volt, hogy az elosztasi
és szdllitasi feladatok koltségeit minimalizéljak. Komoly tervezési feladatot jelentett példaul,
ha valamilyen terméket — élelmiszer, (izemanyag, hadaszati felszerelések — tobb helyrdl
tobb helyre kellett szallitani, kilonbdzé mennyiségekben, esetleg tovabbi megszoritasok-
kal (id6tényezé, szallitasi eszkozok kapacitasa). Uj tudoményég alakult ki, amely azéta is
fejlédik. A gazdasagi életben |épten-nyomon talalkozhatunk a legkilonfélébb logisztikai
problémakkal, s ezek valamilyen formaban altalaban a grafelmélet kozgazdaséagtani alkal-
mazasai.

o —a
— M_...."“‘f

NP " I o

Egy nagyon egyszer(i példa a kovetkezd.

Hat teleptilés kozott telefonhalézat lefektetését tervezik. A teleptilések helyzetét és a ko-
zottuk [évé esetleges kabelfektetés 6sszkoltségeit az alabbi graffal modellezhetjik, az or-
szagos hal6zathoz az A teleplilés csatlakozik. (A koltségek a kiilonb6z6 tavolsagok és dom-
borzati viszonyok miatt nagyon eltéréek; eleve nem abrazoltuk a megépithetetlen vezetékeket.) A tervezési
szempontok szerint minden teleptlést be kell kotni a halézatba, és a lehetd leggazdasagosabban kell eljarni.
Vagyis a cél az 6sszkoltség minimalizalasa.

Mely telefonvonalakat fektessék le?

Megoldas

A vonalak kijelolésekor észrevehetjiik, hogy a hat telepiilés 6sszekotéséhez
legaldbb 6t szakasz lefektetésére van sziikség. Az AC, CE és EB szakaszok kolt-
sége az Osszes él kozott a legalacsonyabb (5, 8 és 10 egység), ezek megvalosita-
sat mindenféleképpen érdemes tervbe venni. A kovetkezé legalacsonyabb kolt-
ségli szakaszt, BC-t viszont nem érdemes kijeloIntink, mert B és C k6zott mar van
kapcsolat.

A két kovetkez6 ,olcs6” él, ED (12) és DF (13 egység) felvétele mar megadja
a keresett grafot. Legolcsdbban tehat akkor végezhetjik el a munkat, ha ezt az 6t
szakaszt épitjuk ki; az 6sszkoltség ekkor: 5 + 8 + 10 + 12 + 13 = 48 (egység).

Szerencsénk volt, az egyszer( feladatot viszonylag konnyen megoldhattuk.
A val6sagban a hasonl6 problémak sokkal bonyolultabbak, megoldasuk éltala-
ban szamit6gépes segitséggel torténik.
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Gréfelméleti szempontbdl a feladat egy hatpontd, Gn. silyozott graf éleinek kivédlasztasa volt. Az éle-
ket Ggy kellett kivélasztani, hogy a gréf dsszefliggd legyen (ezért volt sziikség legaldbb 6t élre), és az élek 6ssz-
stlya minimalis legyen. A kapott 6t él emiatt a graf egy favaza. (Nem engedhettiik meg a BC él felvételét,
mert akkor a grafban lett volna kor. A kor barmely élét elhagyva pontjai tovébbra is Osszefliggé részgréfot
alkotnak, tehat egy él felesleges a korben.)

a) Bizonyitsuk be, hogy egy hattagli tarsasagban kivélaszthat6 3 ember Ggy, hogy vagy mind ismerik
egymast, vagy egyikiik sem ismeri a masikat! (Az ismeretség kolcsonos.)
b) Igaz-e az allitas ottagl tarsasagban is?

Megoldas

a) Afeladat grafelméleti jellegli, egy lehetséges dtfogalmazasa példaul a kévetkez6: Adott egy hatpontd
egyszerl G graf. Bizonyitsuk be, hogy vagy a G graf, vagy a komplementer G gréfja tartalmaz ha-
romszoget! (Ekkor két pontot éllel kétiink 6ssze, ha a nekik megfelel6 személyek ismerik egymast.)
Egy masik atfogalmazas az élek szinezésén alapul. Egy hatpontu teljes graf minden élét kiszinezzik
vagy pirosra, vagy kékre. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a grafban van olyan haromszég, amelynek min-
den éle azonos szin(!

A megoldast ez utébbi alakra adjuk meg.

Az ABCDEF teljes graf A pontjabdl 5 él indul ki. Mivel ezeket két szinnel szineztik, az egyik szin-
bél legalabb 3 van kozottuk; legyen ez a szin a piros. Az AB, AC, AD piros élek végpontjai ekkor ki-
jelolik a {B, C, D} gréfot.

F o F o

Két eset lehetséges. D

Ha a {B, C, D} grafban van piros él (pl. BC), akkor az ABC ha-
romszdg minden éle piros.

Ha a {B, C, D} grafban nincs piros él, akkor minden éle kék.
Ekkor viszont a BCD haromszég minden éle kék.

Ezzel az allitast igazoltuk.

b) Az allitdés 5 pontra nem igaz, a szinezéses modellben egy ellen-

példa lathat6 az abran.

(Minden pontbdl 2 piros és 2 kék él indul ki, ezek egy piros és
egy kék (grafelméleti) 6tszoget hatdroznak meg.)

Fogalom
stlyozott graf.

_
e
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VIIl. KOMBINATORIKA, GRAFOK

FELADATOK

(Erettségi feladat alapjan, kézépszint, 2007.) A vérosi kozépiskolas egyéni teniszbajnoksag egyik csoportjdba
hatan keriltek: Andras, Béla, Csaba, Dani, Ede és Feri. A versenykiiras szerint barmely két fiinak pontosan
egyszer kell jatszania egymassal. Eddig Andrds mar jatszott Bélaval, Danival és Ferivel. Béla jatszott mar
Edével is. Csaba csak Edével jatszott, Dani pedig Andrason kivil csak Ferivel. Ede és Feri egyarant két
mérkézésen van tal.

a) Szemléltesse graffal a lejatszott mérkdzéseket!

b) Hany mérkszés van még hatra?

©) Hany olyan sorrend alakulhat ki, ahol a hat versenyzé kozil Dani az elsé két hely valamelyikén végez?

(Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 2019.) Az abran egy kérnyezetvéds szer-
vezet logojanak ki nem szinezett terve lathat6. A logé kilenc tartomanyét hdrom
szinnel (sdrga, kék és zold) szeretnénk kiszinezni Ggy, hogy a szomszédos tarto-
manyok kilonbo6z6 szintiek legyenek. (Két tartomany szomszédos, ha a hatar-
vonalaiknak van kozos pontja. Egy-egy tartomany szinezéséhez egy szint hasz-
nalhatunk.)

Hanyféleképpen lehet a logét a feltételeknek megfeleléen kiszinezni?

Anna és Béla a kovetkez6 feladaton gondolkodnak.
Feladat: Hanyféleképpen allithatunk fel egy szamozott sakktablara 4 darab vilagos bastyat tgy, hogy se-
melyik ketté ne tsse egymast?
Anna gondolatmenete: Az els§ bastyat 64 mezére tehetjiik. A masodikat 49-re (kimarad egy sor és egy osz-
lop), hasonléan a harmadikat 36, a negyediket pedig 25 mezére.
Eredmény: 64 - 49 - 36 - 25 = 2 822 400.
Béla gondolatmenete: Kivalasztunk négy sort és négy oszlopot, amik metszéspontjaiba a bastyak kertl-
nek. A négy sort (i), a négy oszlopot szintén (j)-féleképpen valaszthatjuk ki.
Eredmény: <8> : <8> = 4900.
4) \4
A két eredmény kilonbozik. Mi a véleményiink a két gondolatmenetrél|?

1821-ben Louis Braille, a parizsi Vakok Intézetének latassértilt tandra

0 00 00 00
38 38 83 88 olyan dombornyomasd irast fejlesztett ki, ami a vakok szdmdra le-
A% .:':3 .bo oo NetOVE tette az irast-olvasast. A Braille-dbécében a betlik és egyéb
e e 8? irasjelek 2 x 3 pontbdl all6 téglalap alakban helyezkednek el. Bar-
d e ¢ melyik ,rdcspont” — a tobbitd| fliggetlenil — lehet sima, vagy dom-
44 :9 98 9: bora allapotd, s igy tapintas Gtjan kiilonboztetheték meg az egyes
% X PO téglalapfajtak. Az abran a Braille-irds alaprendszere lathat6, de mind-
03 93 8% 089  egyik nemzet alkalmaz kis médositasokat, igy minden nyelv sajat
0O 80 80 80  PBraille-irdssal rendelkezik.

80 89 e¢ 9O A 2 x 3-as elrendezés segitségével hany kilonbozé jel hozhaté
®0 00 00 O0  [itre?

R T



58. KOMBINATORIKAI ES GRAFELMELETI ALKALMAZASOK

m Egy 4 x 4-es racs kirakhato-e

a) 8 darab 5 egységnyi cérnabdl;
b) 5 darab 8 egységnyi cérnabdl?
A cérnaszalakat elvagni nem lehet.

m Egy 12 dm hosszlsagl drétdarabbdl egy T dm élG kocka élvazat kell elkészitentink.
a) Legfeljebb hany kockaélt tudunk elkésziteni gy, hogy kdzben nem vagjuk el a drétot?
b) Legkevesebb hany drétdarabbél tudjuk elkésziteni a kocka élvézat? (Egy masik lehetséges kér-
dés: hanyszor kell elvagnunk a drétot?)

7 E1 Egy téglalap alakd e'gyszin:[eﬁ Iakésré! a kévetke;éket tudjuk.
a) Barmely két helyiség kozott legfeljebb egy ajté van.
b) Barmely helyiséghdl legfeljebb egy ajté nyilik a lakason kiviilre.
©) A lakdsban 6sszesen 12 ajt6 van.
d) A helyiségek téglalap alakdak.
Legalabb hany helyiség van a lakdsban?

m a) Egy dobozban 12 goly6 van, 6 piros és 6 kék. Két golyét egyszerre kihGizunk. Hany esetben
lehet azonos szinl és hany esetben ellentétes szinG a két goly6?

b) Oldjuk meg a feladatot akkor is, ha a golydkat visszatevéssel hiizzuk kil (Ekkor az elsé golyét
kihtzzuk, a szinét lejegyezziik, majd visszatessziik, és keverés utan ismét hizunk. A két hiizés
eredményét hasonlitjuk ossze.)

¢) Andras 6 fitbdl és 6 lanybol egy part valaszt a sakkcsapatba. Ha véletlenszertien vélaszt, minek
van nagyobb esélye: egyforma nem( vagy kilonb6z6 nem( a pdros?

Tudod-e?

Voltaire (1694-1778) (eredeti nevén Frangois-Marie Arouet), a hires francia filozo-
fus, regény- és dramaird, a felvilagosodas egyik legnagyobb alakja, vagyona jelentds
részét spekuldciokkal szerezte.

A francia allamkotvények a 18. szazad elején nem voltak népszertek a lakossag
korében, ezért allami lottot szerveztek a kotvényekre. A kotvénytulajdonosok lotté-
szelvényt véasarolhattak, amik kozil minden hénapban kisorsoltak egy nyertest. Vol-
taire baratja, Charles Marie de La Condamine matematikus észrevette, hogy a nye-
reménylehetdségeket rosszul tervezték meg, és kiszamolta, hogyan lehetne nagy
nyereményhez jutni. Néhany gazdagabb polgart is ravettek, hogy finanszirozzak a
sorsjegyek vésarlasat, és apranként nagy mennyiségli szelvényt 6sszegytjtve, rend-
szeresen oridsi nyereményhez jutottak.

A kormanyzat végiil rajott a turpissagra, birésag elé is allitottak a tagokat, de végiil
felmentették Sket, és a pénzt is megtarthattak. Voltaire (1694-1778)

I, e - -
” = " - - ~

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyljtemény Il. 464-482, 526-561.
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Ebben a fejezetben olyan problémék megoldasaval foglalkozunk, mint mindség-ellenérzés, kozvéle-
mény-kutatds, jatékok elemzése, vagy a statisztika és a valészintiségszamitas kapcsolatanak a feltarasa.
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59. BEVEZETES

59. BEVEZETES

Eddigi tanulmanyaink sordn megismerkedtiink a val6szin(iségszamités alapfogalmaival.

Véletlen kisérlet: olyan kisérlet, aminek a kimenetelét olyan sok tényez6 befolyésolja,
hogy azok szambavétele szinte lehetetlen, vagy olyan hossz( ideig tartana, hogy az mar
nem érné meg szamunkra.

Elemi esemény: a véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleit nevezziik elemi eseményeknek.

Biztos esemény: olyan esemény, ami a kisérlet elvégzésekor mindig bekovetkezik (példaul
az Osszes elemi események halmaza). Jele H.

Lehetetlen esemény: ami a kisérlet elvégzésekor biztosan nem kovetkezik be. jele: @.

Eseménytér: az 6sszes elemi esemény halmaza.

Esemény: az eseménytér részhalmaza (az abécé nagybettiivel jeloljik).

Az eseményekkel tudunk muveleteket végezni.

Két esemény osszege:

Az A + B esemény akkor kovetkezik be, ha az A és B események kozul legalabb az egyik bekovetkezik.

Két esemény kiilonbsége:

Az A - B esemény akkor kévetkezik be, ha az A esemény bekévetkezik, de a B nem.

Két esemény szorzata:

Az AB esemény akkor kovetkezik be, ha az A és a B esemény is bekovetkezik.

Komplementer esemény:

Az A esemény akkor kovetkezik be, ha az A nem kovetkezik be.

Az A esemény valdszintiségét P(A)-val jeloljuk és tudjuk, hogy 0 < P(A) < 1. Két esemény egymast
kizérja, ha a két esemény egyszerre nem kovetkezhet be, azaz szorzatuk a lehetetlen esemény.

Az egymast kizar6 események 6sszegének a val6szinlisége az egyes események valészinliségének az
Osszege, azaz P(A + B) = P(A) + P(B), ha AB = @.

Abszolut gyakorisag

Ha n-szer elvégezziik a kisérletet és megszamoljuk, hogy hanyszor kovetkezett be az A esemény,
akkor megkapjuk az A esemény abszol(t gyakorisagat, k,(n)-t.

Relativ gyakorisag

Ha kiszamitjuk, hogy a kisérletek hanyadrészében kévetkezik be az A esemény, akkor megkapjuk az

ka(n)

A Tézsde éplilete
New Yorkban (Wall Street)

A eseménynek erre a kisérletsorozatra vonatkozd relativ gyakorisagat (r,,, = ha a kisérletet éppen

n-szer végeztik el).

A P(A) valészinliség az a szam, ami kordl a relativ gyakorisag ingadozik a kisérletek szamanak a no-
velésekor (Ez nem azt jelenti, hogy a relativ gyakorisag tart a valészinliséghez, ha a kisérletek szama nd).

Klasszikus val6szintiségi mez6

Ha egy kisérlettel kapcsolatban ismerjiik az elemi események szamat, és feltételezhetjiik, hogy azok
bekovetkezésének valdszintisége megegyezik, akkor alkalmazhatjuk a klasszikus modellt. Barmely ese-
mény valészinlisége

PA) = keqvezé esetek s/zéma PA) = w,

0Osszes eset szdma |H |

mények, |H|-val pedig az eseményteret alkoté elemi események darabszamat.

A gyakorlatban felmerilé problémék esetén egyéltalan nem biztos, hogy az elemi események egy-
forman valészintek, vagy hogy meg tudjuk szdmolni ¢ket.

ahol |A|-val jeloljik az A eseményt alkot6 elemei ese-
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60. FUGGETLEN ESEMENYEK

FUGGETLEN ESEMENYEK VALOSZINUSEGE

Vizsgaljuk meg a kovetkezé esetet!

A gimnazium 11. évfolyamdra 30 lany jér, akik kozil 12 sz6ke és 10 kék szem(i. A sz6kék koziil 8 kék
szemu.

a) A 30 lanybdl kivalasztunk egyet. Mennyi a valészintisége, hogy kék szem( lanyt valasztunk?

b) A sz6ke lanyokbdl valasztunk egyet. Mennyi a valészintsége, hogy kék szem(it vélasztunk?

Megoldas

a) Feltételezziik, hogy mindenkit egyenld valdszintiséggel valasztunk ki. Ezutan mar a klasszikus modellt
alkalmazhatjuk.
kedvezd esetek szdma _ 10 _ 1

P(kék (14 al k) = — , =235 = -
(kék szem lanyt valasztunk) Bsszes esel s7dma 30 3

, an . .20 kedvezd esetek szdma
b) P(kék szem( lanyt valasztunk, ha a székék koziil vélasztunk) = = 1& = %
44

0Osszes eset szdma
Lathat6, hogy a sz6ke haj és a kék szem elSforduldsa nem fliggetlen egymastél. A széke haj
zott a kék szemUek vélasztasanak valészintsége kétszer akkora, mint az egész osztalyban.

nyok ko-

Két esemény fiiggetlensége azt jelenti, hogy az egyik esemény bekovetkezése nem teszi sem valo-
szintibbé, sem valészintitlenebbé a mésik esemény bekovetkezését. Egyik esemény sem befolyésolja a masik
esemény valészinliségét.

Az eléz6 példaban a széke haj kétszeresére novelte a kék szem valdszintiségét.

Egy 32 lapos magyar kartyabdl taldlomra kivélasztunk egy lapot. Vizsgaljuk meg a kovetkezd két esemény
valészinliségét: A = {aszt vélasztunk}, B = {pirosat valasztunk}! Szamitsuk ki az A esemény valdszinlisé-
gét abban az esetben, ha csak a pirosakbdl valasztunk, illetve a B esemény valészinlségét, ha csak az aszok-
bol valasztunk! Mit tapasztalunk, hogyan valtozik az események val6szintisége?

Feltételezziik, hogy mindegyik lapot egyenl6 valdszintiség-
gel valasztjuk ki. A harminckét lap kozott négy asz van, ez az
jelenti, hogy

PA) = kedvezd esetek szama 4

1
Osszes eset szdma 32 8




60. FUGGETLEN ESEMENYEK

Mivel a nyolc piros lap kozétt egy dsz van, ezért P(A, ha csak a pirosakbél valasztunk) = % Az A ese-

mény valészinlségét nem befolyasolja a B.

kedvezd esetek szdma : Do P 4
= — Z =2 1 Mivela pakliban 6sszesen négy sz van, ezért
Osszes eset szdma 32 4

kedvezd esetek szdma 1 o 2 . Az
. - = 7. Tehat a B esemény bekovetkezését
0Osszes eset szdma

P(B, ha csak az aszokbol valasztunk) =

sem befolydsolja az A esemény.

Definicio
Események fiiggetlensége klasszikus val6szintiségi mezében. Legyenek az A és B események a H
eseménytéren értelmezve, az elemi események valdszinlisége legyen egyenld.

| AB|
Ha P(A) = w = ‘AB‘ = ‘H‘ = P(AB) azaz, ha P(AB) = P(A)P(B), akkor az A esemény fliggetlen
[H] ~ [8] ~ [B] ~ P(B) ' Vs
\H

a B-t6l. Vagyis az egész eseménytéren ugyanolyan ardnyban fordulnak elé az A esemény elemei, mint
a B-hez tartoz6 elemek kozott.

Két dobdkockat feldobva mennyi a valészintisége, hogy a dobott szamok szorzata oszthaté kilenccel?

Megoldas

Els6 megoldas

A két dobdkockdt megkiilonboztetve az dsszes elemi esemény szama 6 - 6 = 36. Feltételezhetjiik, hogy
ezek mindegyike egyformdn valészind, tehat alkalmazhatjuk a klasszikus modellt.

A kedvezé esetek a {3;3}, {6;3}, {3;6}, {6;6}; ezek szdma 4.

A = {a dobott szdmok szorzata oszthaté kilenccel},

PA) = kedvezd esetek szdma 4

1
Osszes eset szdma 36 9

Masodik megoldas

Itt is egy egyszer(i, am anndl fontosabb feltételezéssel éliink. Azt feltételezziik, hogy a két kockaval do-
bott szdm egymastdl fuiggetlen, vagyis semmiféle hatasuk nincs egymasra.

Legyen

B = {az egyes szamu kockaval, harommal oszthat6é szdamot dobok},

C = {a kettes szamu kockéval, harommal oszthaté szamot dobok}.

Ahhoz, hogy a két kockan dobott szimok szorzata oszthaté legyen kilenccel, mindkét dobott szamnak
oszthaténak kell lennie harommal, hiszen nincs a kockan kilenccel oszthat6 szam.

Tehat A = BC, vagyis az A esemény elGéll két esemény szorzataként.

A definicioban tett megjegyzés alapjan a fiiggetlen események szorzatanak valészinlisége az egyes
események valészinliségének szorzata.

2.2 4 1
PA) = P(BC) = RBIB(CISI=E =Sl
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A két megoldas ugyanazt a végeredményt adja, ez is azt bizonyitja, hogy a két esemény val6ban flig-
getlen.

Két kocka egymds utani feldobasa fliggetlen egymastél, mert egyik dobas eredménye nem befolyasolja
a masik dobas eredményét. Ezt az intuicionkat erdsitette meg az el6z6 feladat.

Egy kockat feldobva két eseményt figyeliink:

A = {paros szamot dobunk},

B = {harommal oszthaté szamot dobunk}.

Vizsgaljuk meg a két eseményt fliggetlenség szempontjabol!

Megoldas

Az A esemény fggetlen a B-t8l. Az A esemény valészinlisége ¢ 3= 2 Ha csak annyit tudok, hogy a B

esemény bekovetkezett, akkor sem véltozik az A esemény bekovetkezésének valdszinlisége. Ha tudom,
hogy a B bekovetkezett, ez csak annyit jelent, hogy vagy harmast, vagy hatost dobtunk. Szamunkra kedvezé

a hatos. Mivel mindkét elemi esemény bekovetkezésének valészinlisége megegyezik, ezért P(A) = % to-

vabbra is.

A B esemény fliggetlen az A-t6l. A B esemény valészintisége %= % Ha csak annyit tudok, hogy az

A esemény bekovetkezett, akkor sem véltozik a B esemény bekovetkezésének valdszintisége. Ha tudom,
hogy az A bekovetkezett, ez csak annyit jelent, hogy kettest, négyest, vagy hatost dobtunk. Szdmunkra ked-
vez6 a hatos. Mivel mindharom elemi esemény bekovetkezésének valdszinlisége megegyezik, ezért

P(B) = % tovabbra is.

Ez is j6l mutatja, hogy a fiiggetlenség szimmetrikus tulajdonsag.
Ha az A esemény fliggetlen a B-tél, akkor a B is fliggetlen az A-t6l. Ez nemcsak ebben a konkrét eset-
ben igaz, hanem barmely két fiiggetlen esemény esetén.

AB
Ha az A esemény fliggetlen B-t6l, akkor az azt jelenti, hogy | 1= % Ha ezt az egyenldséget be-
18] 18] _ [48]
szorozzuk (Al -val, akkor azt kapjuk, hogy CIRGE , ez pedig éppen azt jelenti, hogy B fliggetlen A-t6l.

Mivel az atalakitasunk ekvivalens volt, ezért a két allitas is ekvivalens.
Az el6z6 megallapitasunkbdl mar kdnnyen levezethetjiik a szamunkra legfontosabb 6sszefiiggést klasz-
szikus val6szinliségi mez6 esetén.

1AB[_[A] I8
GG
[48]_ || |B]
[H - [H] [H]
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I ] I 1 N 1
P(AB) = —| H ‘—P(A) P(B).

Egymastol fiiggetlen események szorzatanak a valészintisége a val6szin(iségek szorzata:

P(AB) = P(A) - P(B).

Az allitds megforditasa is igaz, mert a levezetésiinkben csak ekvivalens &talakitast végeztiink. Tehat,
ha két esemény szorzatdnak a val6szintisége a valoszintiségek szorzata, akkor a két esemény fliggetlen
egymastol. Akar ez is lehetne a definicio.

Ellentett események tonkretehetetlenség

Bizonyitsuk be, ha A és B fiiggetlen események, akkor A és B is fuiggetlen egymastol.

Bizonyitas

A fuggetlenség definici6ja ekvivalens azzal a tulajdonsaggal, hogy P(AB) = P(A)P(B). Ezek alapjan elég bi-
zonyitani, PCAB) = P(A)P(B). Felhaszndljuk a de Morgan azonossagot, az ellentett esemény valdszindisé-
gére vonatkozé tétellinket, azt hogy eredetileg fliggetlenek az A és B események.

P(AB)= P(A+ B)=1—P(A+ B) = 1—(P(A)+ P(B)— P(AB)) = 1 — (P(A)+ P(B) — P(A)P(B)) =

= 1—P(A) = P(B)+ P(AP(B) = (1 = P(A))(1 - P(B)) = P(A)P(B).

Eppen ezt akartuk bizonyitani.

Honnan tudhatjuk, hogy két esemény fliggetlen egyméastol?
I. A definici6 alapjan megvizsgéljuk, hogy az A esemény bekovetkezése nem befolydsolja a B valé-

szinlségét (lasd a 2. példat).

[I. Kiszamitjuk P(A), P(B), P(AB) valdszinliségeket és megvizsgaljuk, hogy teljestil-e a P(AB) = P(A) - P(B)
feltétel. Ha igen, akkor fliggetlenek az A és B események.

I, A kisérlet kortlményei egyértelmiien biztositjak szamunkra, hogy a két esemény fiiggetlen (egymas
utan feldobunk két pénzérmét, dobokockat stb.).

IV. A probléma felvetése soran eleve feltételezziik, hogy az altalunk figyelt események figgetlenek.

Ha tobb fliggetlen esemény szorzatat vizsgéljuk, akkor is hasznalhatjuk az el6z6 6sszeftiggést.

Ha az A, B és C események fiiggetlenek egymastol, akkor
P(ABC) = P(A) - P(B) - P(C).

Harom dobdkockat feldobva mennyi a valdszintisége, hogy pontosan egy hatost dobunk?
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Megoldas

I.: A megoldas soran hasznalt matematikai modelltinkben megkiilonboztetjik a kockékat.

Az 6sszes eset szama 6- 6- 6 = 216.

A kedvez6 esetek szamanak meghatarozésakor tudnunk kell, hogy haromféle médon lehet egy hatosunk:
az elsé hatos a masik ketté nem, a masodik hatos a masik ketté nem, a harmadik hatos a masik ketté nem.
Tehat kedvezb esetek szama: 1-5-5+5-1-5+5-5-1 = 75.

PA) = kedvezd esetek szama 75

Osszes eset szama 216"

I1.: Azt is feltételezhetjiuk, hogy az egyes dobdkockak esetén a hatos dobasok val6szintisége fliggetlen
egymastol.

Legyen: A = {pontosan egy hatost dobunk},

A, = {az egyes szam( kockaval hatost dobunk},

A, = {a kettes szam( kockaval hatost dobunk},

A, = {a hdrmas szam( kockaval hatost dobunk}.

Harom egymast kizaré esetben kovetkezhet be az A esemény.

AAA, = az elsé hatos és a masik ketté nem.
AAA, = a masodik hatos az elsé és a harmadik nem.

AAA, = a harmadik hatos és az elsé kett6 nem.

Mint tudjuk, egymast kizar6 események Gsszegének a valdszinlisége a valdszinliségek dsszege, illetve flig-
getlen események szorzatanak valészinlisége az események valdszinliségének szorzata.

PUA) = PAAA, + AAZ, + AfuA,) = PIARA) + PAAT) + POAAA,) =

i i i I Fogalmak
= P(A))P(A)P(A;) + P(A)PA)P(A;) + P(A)P(A,)PA,) = fuggetlen
o
155 . 515,551 _ 75 . 25 . 1/(5¢ . SSCT
—sietesetees=s=2ms =352 fiigactiy
események
szorzata.
FELADATOK

Iskolankba 600 diak jar, ebbdl 100-an hordanak szemiiveget. A 11.c-be 30 tanulé jér, koztiik pedig 5-en
szemlvegesek. Véletlenszerten kisorsolnak egy didkot, aki ingyen vehet részt az iskolai sitdborban. Legyen
az A esemény az, hogy a kivdlasztott didk szemiiveges, a B esemény pedig, hogy a 11.c-be jar. Mennyi az
A, B, AB események val6szinlisége? Fliggetlenek-e egymastdl az A és B események?

Egy szabélyos pénzérmét négyszer egymas utan feldobva mennyi az esélye, hogy mindig fejet dobunk?

3. E1 Harom kislany hasvéti tojasokat fest. Mind a harman vélasztanak egy-egy szint az el6ttiik
lévé harom lehetéségbdl: mindenki vagy pirosat, vagy sargét, vagy zoldet valaszthat.
a) Mennyi az esélye, hogy mindenki piros tojast fest?
b) Mennyi az esélye, hogy azonos szintiek lesznek a tojasok?
©) Mennyi az esélye, hogy mindenki kiilonb6z6 szin( tojast fest?

m Tudjuk, hogy az A és B események fliggetlenek. Igaz-e, hogy A és B s fliggetlen egymastdl?

Az osztalyotokban véletlenszertien kivalasztva egy diakot, két eseményt figyeltink:
A = {fitt valasztunk}, B = {szemiivegest valasztunk}. Fliggetlenek-e az események?
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Végezziik el a kovetkezd kisérletet! Dobjunk fel 6t pénzérmét. Szamoljuk meg, hogy hany fejet dobtunk!
Végezziik el a kisérletet 6tvenszer egymas utan! Az eredményeket rogzitsiik egy tablazatban!

Tekintstik a kovetkezé eseményeket:

A, = {nem dobunk fejet}, A, = {egy fejet dobunk}, ..., A, = {6t darab fejet dobunk}.

Szamitsuk ki az egyes események relativ gyakorisagat! Készitstink matematikai modellt, amely segitsé-
gével kiszamithatjuk az események valdszintiségét!

Megoldas

Feljegyezzik a lehetséges kimeneteleket, a hozzdjuk tartozé gyakorisagokat, relativ gyakorisagokat. Az
utolsé sorba pedig az altalunk feldllitott matematikai modell segitségével kiszamitott val6szintiségeket irjuk.
Az eddigi tanulmanyaink soran megallapodtunk abban, hogy a val6szinliség az a szam, ami kordl a relativ
gyakorisag ingadozik. Ha az altalunk felallitott modell jol kozeliti a val6sagot, akkor az utolsé két sorban sze-
replé szamok ,kozel” vannak egymashoz.

Modellalkotas:

frjuk fel P(A,)); P(A)); P(A); P(A,); P(A); P(A,) val6szinliségeket!

Az 6t darab pénzérmét megkilonboztetjiik. Mindegyikkel dobhatunk fejet vagy frast. Az dsszes eset
szama 2° = 32. Mindegyik lehetséges eredményt egyforman val6szintinek tekintjik, igy alkalmazhatjuk a
klasszikus modellt.

Els6 megoldas

PA) = kedvezd esetek szdma _ 1 _ 1)5
0 Osszes eset szdma 32 2)°
B . .
P(A,) = kedverdic o ZIER 5 (1> , az 6t érme kozil pontosan egy fej >} = 5-féle médon
1 Osszes eset szdma 32 2 1
lehetséges.
. . .
PA) = ke(.;.lvezo E5ess O - 10 — qp. (1) , az 6t érme kozul kett6 fej 3) = 10-féle modon lehet-
2 Osszes eset szama 32 2 2
séges.
. . s . ) )
P(A,) = keqvezo cxalels ey W — ), <1> , az 6t érme kozul harom fej >} = 10-féle médon le-
3 Osszes eset szama 32 2 3
hetséges.

PA) = kedvezd esetek szdma
& Osszes eset szama

= % =5 (%)5, négy fejet dobhatunk (i) = 5-féle modon.

w

_ kedvezd esetek szama

5 . . 7 7 .
P(A.) - - =1 = <1> , mind az 6t érmével fejet dobunk.
2 Osszes eset szdma 32 2 1
A kedvezd esetek szamanak meghatdrozasandl nagy szerepet jatszottak a kom- ] 1 5 1 ;
S s i Lo d sz 2 2 . n\ ,. .. - 2 T 3 3 1
binaciok kiszadmitasanal megismert <k> értékek. Egészen pontosan a Pascal-hdrom- 1 4 6 4 1

szog 6todik soranak elemeit kaptuk meg sorban.
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Fejek széma, gyakorisag, i 0 1 2 3 4 5 Osszeg
Abszoldt gyakorisag, k. 2 8 16 14 9 1 50

. R 2 8 16 14 9 1
Relativ gyakorisdg, r, ) 50 50 50 0 =0 1
P(fejek szama i) % % % % % % 1

Masodik megoldas
Az egyes érmék dobasdnak eredménye fiiggetlen egymastél. Egyetlen érmén a fej és iras dobasok valo-

szinlsége is - Ez azt jelenti, hogy egy 6t dobashdl all kisérlet esetén minden fej-irds sorrend valdszin(isége
1 5
(2):
Csak azt kell meghataroznunk, hogy az egyes eseményeket hanyféle egymast kizaré dobaskombinécié
alkotja.

Pa)=1.1.1.1.1 - (g)(%)s = 3i2, az 5 dobasbdl egy sem lehet fej.

P(A,) = (?)(%)5 = %, mert az 5 dobasbdl egy lehet fej, ez (?)-féle dobéaskombinaciét jelent.
P(A)) = (g)(%f = ;—g, mert az 5 dobésbdl ketté lehet fej, ez (;)-féle dobaskombinaciot jelent.
P(A,) = (g)(%)s = ;—(2), mert az 5 dobdsbdl harom lehet fej, ez (g)-féle dobaskombinaciét jelent.
PA,) = (i)(%f = %, mert az 5 dobasbol négy lehet fej, ez (i)—féle dobéaskombinaciét jelent.
P(A)) = (i)(%f = 3—12, mert az 5 dobésbdl 6t lehet fej, ez (g)-féle dobaskombinaciot jelent.

Ha az altalunk vizsgalt eseményt egymastdl fliggetlen események szorzatara lehet bontani, akkor csak
a val6szintségeket kell 6sszeszorozni. Mindig figyelniink kell a fliggetlen események lehetséges sorrend-

jére is.
2. példa
& Egy kival6 sportlové 0,9 valészintiséggel 16 tizest (ez a telitalalat), minden |6vésnél az el6z6 l16vésektdl
# fuggetlendl. A verseny egyik forduléjdban harom I6vést kellett leadnia. Mennyi a valészintsége, hogy nulla,

egy, ketté vagy harom 10-es taldlatot ér el?

Megoldas

Legyen A, = {a l6vész telitalalatot ér el az els6 16vésbdl}, A, = {az elsé [6vés nem telitaldlat}.
p = P(A)= P(A)= P(A)= 0,9, q= P(A)= P(A)= P(A)=1-p=1-0,9=0,1.

A = {mindharom I6vés telitalalat}, harom fuiggetlen esemény szorzatdnak a valészinlisége =
P(A) = P(AAA,) = P(A) P(Ay) P(A)=p-pp= p’=0,729.
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B = {pontosan két telitalalat}: P(AAA, + AAA + AAA) =
= P(AAA) + P(AAA) + P(AAA,) = P(A1)-P(A2)'P(K3)+ P(A)- P(E)~P(A3)+ P(E)-P(Az)-P(A_,’) =

3
:P'P‘Q+P‘CI‘P+Q‘P‘P:3‘P2‘q=(1>'pz'q=0,243.
C = {egy telitaldlat}:
P(C) = P(AAA + AAA + AAA) = P(AAA) + P(AAA) + P(AAA,) =
= P(A)P(A)P(A;) + P(A)P(AYP(A) + P(A)P(A)P(A) =p-q-q+q-p-qtq-q p=3-p ¢ =

<1> -p-q*=0,027.
= {nincs telitaldlat}, haromszor egymas utan ront.
P(D> = P(AAA) = P(A)P(A)P(A) = q-q-q = ¢ = 0,001,
A megoldas sordn alkalmaztuk a flggetlenség egyik fontos tulajdonségat. Ha A és B fuiggetlen, akkor
A és B ellentettje is fliggetlen.

Az A, B, C, D események kozil pontosan egy kovetkezhet be, tehat paronként kizarjak egymast és 6sz-
szeglk a biztos esemény, ezért P(A) + P(B) + P(C) + P(D) = 0,729 + 0,243 + 0,027 + 0,001 = 1.

w

Binomialis eloszlas: Egy véletlen kisérletben az A esemény valészintisége p. Ha n-szer elvégezzik egy-
mastol fluggetlendl a kisérletet, akkor feltehetjiik a kérdést: Mennyi a val6szintisége, hogy az A esemény éppen
k-szor kévetkezik be?

Ha az A esemény az n kisérletbd| k-szor kovetkezik be, akkor (n — k)-szor nem kévetkezik be. Ha akar-

milyen sorrendben k-szor az A esemény és (n — k)-szor az ellentettje kovetkezik be (P(A) = p, P(nem kovet-

kezik be A) = P(A) = 1 - )/ akkor ennek a val6szintsége p“(1 — p)" ~*. Az n darab kisérlet sordn az A ese-

mény k-szor (Z)-féle sorrendben kovetkezhet be. Igy a kovetkezd 6sszeftiggést kapjuk.

Binomidlis eloszlas esetén, ha az A esemény bekovetkezésének valdszintisége p, akkor annak val6szi-

”) Pl —pr*k=0,1,2, ... ).

nlisége, hogy az A esemény n kisérletb6l pontosan k-szor kovetkezik be ( P

Az igy kapott val6szintiségek kiszamitasaban nagy szerepe van a binomialis egytitthatoknak, ezért azt
mondjuk, hogy ez a kisérlet binomidlis eloszlast kovet.

Illyen tipusd problémakkal nagyon sokszor talalkozunk. A valészintiségszamités felhasznaldsi te-
riletei, példaul a mingség-ellendrzés, kozvélemény-kutatas, jatékelemzések gyakran ilyen prob-
lémékrol szélnak.

Fogalom
binomialis eloszlas.

FELADATOK

'Wol Aniko villamossal, autébusszal vagy biciklivel szokott iskoldba jarni. Minden reggel % valo-

szinliséggel dont valamelyik lehetéség mellett. Mennyi a valészintisége, hogy a kovetkezé héten
pontosan haromszor megy biciklivel suliba? (Egy héten 6t tanitdsi nap van.)
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IR0l Oktoberben mifelénk minden nap 0,8 valészintséggel esik, fuggetlenil az addigiaktol. Egy héten, ha leg-
alabb kétszer esik, akkor nem kell locsolni a kévetkez6 héten a kertben. Mennyi a val6szintsége, hogy két
hét malva nem kell locsolni, ha most oktéber eleje van?

M2 Ot darab dobdkockat feldobva, melyik esemény a valészindbb: az hogy 1 darab hatost dobok, vagy az
hogy 2-t?

m Egy négygyerekes csaladban mennyi a val6szinlisége, hogy hdrom fit és egy lany gyermek van? Feltételez-
zlk, hogy minden kovetkezé sziiletendd gyermek neme az el6z6tdl fuiggetlendil 0,5 valészintséggel fid. (A
valésagban ez nem egészen igy van, a részleteket a biol6giaéran ismerhetjik meg.)

"M% 3) / sakktdbla bal also sarkdba (A1) tesziink egy kiralyt. Ezutdn feldobunk egy érmét; ha fejet dobunk, akkor
. jobbra [éptink egyet, ha frast dobunk, akkor felfelé. Ha egy dobas utan lelépnénk a tablarél, akkor megal-
lunk. Mennyi a valészintisége, hogy a jobb felsé sarokban (H8) allunk meg?

m Egy nagyvéros felnétt lakosai kozil kb. 10% dohanyzik. A varoslakék kozil véletlenszertien kivalasztunk
5 személyt. Mekkora annak a val6szintisége, hogy koziiliik a dohanyzék szdma rendre 0, 1, 2, 3, 4 vagy 5?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgy(ijtemény Il. 1593, 1606.

62. STATISZTIKAI MINTAVETEL
(Visszatevéssel vagy visszatevés nélkiil)

A gyakorlati életben nagyon sokszor szeretnénk informaciét szerezni nagy mennyiségli dologgal kap-
csolatban. Hogyan donthetjiik el, hogy a raktarban 1évé egymillié termék hany szazaléka selejt? Gyakran sze-
~ retnénk tudni példaul, hogy 8 milli6 szavazébdl hanyan szavaznanak egy bizonyos politikai pértra, vagy
- egy orszag szamara fontos dontés meghozatala el6tt meg szeretnénk ismerni a kozvéleményt. Ehhez per-
~ sze nem lehet mindenkit egyenként megkérdezni, mert ez nagyon koltséges és hosszadalmas folyamat. Mit

tehettink ilyenkor?

Ezekre a problémakra nem konny( a vélasz. A matematikusok kidolgoztak egy olyan eljarast, amivel, ha
~ nem is 100%-os biztonsaggal, de elég nagy bizonyossaggal valaszt kaphatunk a kérdéseinkre.

A megoldas kulcsa az, hogy jol véalasszuk ki azt a néhany (esetleg tobb ezer) egyedbdl allé mintat, amit
megvizsgalunk. Az ilyen mintat reprezentativ mintanak nevezziik. A minta tanulmanyozasa utan kovetkez-
 tetéseket vonunk le az egész populdciora nézve.

. Habarmely iizemben nagy mennyiségben gydrtanak valamilyen terméket, akkor fontos, hogy az minésé-
gileg megfeleljen az elSirasoknak. Az ellenérzés dltaldban sziréprébaszertien torténik. Véletlenszerden ki-
W vélasztanak egy terméket és megvizsgdljak.

Ha a kivélasztott terméket a bevizsgalas utan, a kovetkezd termék kivalasztasa el6tt nem tessziik vissza
a tobbi kozzé, akkor visszatevés nélkiili mintavételrdl, ha a terméket Gjra elhelyezziik a tobbi kozott, és
a kovetkezd terméket igy valasztjuk ki, akkor visszatevéses mintavételrdl beszéltink.

Egy nagyon egyszer(i modellen vizsgdljuk meg, hogyan alkalmazhatjuk az altalunk tanultakat. Itt most
visszatevéses mintavételt alkalmazunk.
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Egy urndban 10 egyforma golyé van. Mind vagy piros, vagy zold. Ki szeretnénk deriteni, hogy hany piros
és hany zold van, de nem tudjuk, hogy melyik szinbél mennyi van. Feltételezhetjiik, hogy a piros golyok
darabszdmara mind a 11-féle lehetdség egyforman valészin(. Lehetéséglink van négy golyot visszatevéses
mintavétellel megvizsgalni. (Kivesziink egy golyot, feljegyezziik a szinét, majd visszatesszik, ezt megismé-
teljiik négyszer egymas utan.) Azt tapasztaljuk, hogy a négy hizasbél egy volt piros és harom zold. Ez alap-
jan mire tennénk a voksunkat, ha arra kell tippelni, hogy a 10 golyé koézo6tt mennyi a piros golyék szama?

Megoldas

Mivel nem tudjuk, hogy hény piros goly6 van, ezért megvizsgaljuk, mi torténne, ha nulla, egy, kettd, ...,
tiz piros goly6 lenne az urnaban.

1. Tegyiik fel, hogy nincs piros a tiz kozott. Ez nem lehetséges, mert ekkor a kihtzott golyok kozott sem
lehetne, pedig mi egyet kaptunk.

2. Tegyiik fel, hogy egy piros van a tiz kozott. Ekkor minden egyes hizasnal

P(pirosat hizunk) = %, P(nem pirosat hdzunk) = %,
sovhé ~ ; _ (A9 _ 2916
P(a négybdl egy pirosat hiizunk) = <1)(ﬁ)<ﬁ> = 765000

3. Tegyuk fel, hogy két piros van a tiz kozétt. Ekkor minden egyes hizasnal

P(pirosat htizunk) = %, P(nem pirosat hdzunk) = %,

P(a négybdl egy pirosat htizunk) = <j)(%)<%>3 _ 14(1)0380_

4. Tegytik fel, hogy harom piros van a tiz kozott. Ekkor minden egyes hizasnal

P(pirosat htizunk) = 3 p(nem pirosat htizunk) =

— ok 7
10" 10"

. o . 4 3
P(a négybdl egy pirosat hiizunk) = (J(%)(%) = %

Altaldban, ha k darab pirosat feltételeziink:

4)( k )(10— k)-” _ 4k(10— k)

1)\10/\" 10 10 000

A lehetséges eseteket egy tabldzatban 6sszefoglaljuk.

P(a négybdl egy pirosat hiizunk) = (

pirosak 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
_ . 2096 | 4096 | 4116 | 3456 | 2500 | 1536 | 756 | 256 | 36
P(negybél egy piros) | 0 55500 | 70 000 | 70 000 | 70 000 | 10 000 | 70 000 | 70 000 | 10 000 | 10000 | °

Harom piros és hét zold goly6 esetén a legnagyobb valdszintiséget arra, hogy a négyes mintaban egy
darab piros legyen. Tehat ha mas informdacié nem &ll rendelkezésre, akkor erre tippeltnk.
A most ismertetett modszert a statisztikdban a legnagyobb val6szintiség elvének nevezziik. Mi a négy

probabdl csak egyszer kaptunk pirosat, vagyis a piros hiizasanak relativ gyakorisaga % Ebbdl arra kovet-
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keztetlink, hogy a dobozban is kb. % a piros szin gyakorisaga. Ennek megfeleléen a 170 = 2,5-re kellene

tippelntink. A dobozban egész szamu goly6 van. Ezért a ketté és harom kozil a kicsit valészintibb harmas
piros goly6szamra tippeltink.

Ezt a mddszert elég gyakran alkalmazzdk a gyakorlatban is. A mintdban meghatdrozzuk egy tulajdonsag
relativ gyakorisagdt, és ebbd| kovetkeztetiink az egész populaciéban ezen tulajdonsag eléforduldsanak valé-
szintiségére.

A 11.a osztélyba hisz fid és tiz lany jar. Hétfén mindig 6t 6rajuk van. Holnap hétfé lesz, és varhatéan
mind az 6t 6ran, amikor felelnek egy diak fog felelni, akit a tandrok egymastél fliggetlendl, teljesen vélet-
lenszertien valasztanak ki. Mennyi az esélye annak, hogy holnap tébb lany fog felelni, mint fia?

Megoldas

Ha tobb lany felel, mint fid, akkor legalabb harom lany felel holnap. Ez harom egymast kizaré esemény
Osszege: pontosan 6t lany felel, vagy pontosan négy lany felel, vagy pontosan harom lany felel. Kiszamitjuk
mindhdrom esemény val6szintiségét.

2 4LA L L _ 20 2
P(barmely éran fit felel) = 50°- 5

4 Ardn |4 _ 10 1
P(barmely éran lany felel) = 30 = 3

mivel az egyes 6rakon a felel§ személye fliggetlen az el6z6 6ran torténtektdl.

P(5t lany felel) = (%)5

P(négy lany és egy fiu felel) = (451)<%>4 (%), az 6t 6rabol négyet ki kell valasztanunk, ahol lany felel.

he 5 3 (0)\2 e 22 Al 8 2 2 2
P(harom lany és két fid felel) = <3 ( ) (%) , az Ot 6rabol ki kell vélasztanunk azt a harmat, ahol lany

fog felelni.
Mind a hdrom esetben tobb lany felel, mint fid. Mivel ezek egymast kizaré események, dsszegiik valo-
szinlisége a valoszinliségek Osszege.

P(tobb lany felel, mint fig) = <%>5+ (Z)<%)4 (%) + (i)(%f(%)z ~0,21.

A feladat megoldasa soran az el6z6 leckében felirt képletet alkalmaztuk.

A feladat megoldaséndl ,visszatevéses mintavétellel” valasztottak ki az ot felelét.
Vizsgaljunk meg egy teljesen hasonlé szituaciot, csak most visszatevés nélkili mintavétel modelljével
érunk célt.

350



62. STATISZTIKAI MINTAVETEL

A 11.a osztalyba 20 fiG és 10 lany jar. A torténelemtandr Ggy dontott, hogy 6t embert feleltet, akiket
véletlenszerlien vélaszt ki a didkok koziil. Mennyi a valészintisége, hogy tobb lany felel, mint fiG?

Megoldas

Ha tobb lany felel, mint fid, az azt jelenti, hogy legalabb harom lany felel ma. Ez harom egymast kizaré
esemény Osszege: pontosan 6t lany felel, vagy pontosan négy lany felel, vagy pontosan harom lany felel. Ki-
szamitjuk mindhdrom esemény valészin(iségét.

A klasszikus val6szintségi mezét alkalmazzuk, tehat barmelyik 6t tanulé kivélasztasat egyforman valo-
szinlinek tartjuk.

10
3 k ) k sz4 ( 5 ) . . Y .
P(ot lany felel) = e?Ivezo crei6 s’zama = . Itt az a kedvez6 eset, ha mind az 6t didkot a lanyok
Osszes eset szama (30)

(5)

30
(5)
pedig kett6t.
Mind a hdrom esetben tobb lany felel, mint fid. Mivel ezek egymast kizaré események, 6sszegiik valé-
szinlisége a valoszinliségek Osszege:

(10) (10)(20) (10)(20)
P(tobb lany felel, mint fig) = ~o L 4 \AA] L A3A2) _ 4949

G G G

A két feladat nagyon hasonlé. Csak annyi volt a kiilonbség, hogy az elsé esetben visszatevéses, a maso-
dik esetben pedig visszatevés nélkili mintavétel tudta j6l modellezni a torténteket. A két végeredmény is
nagyon koézel van egymashoz; ez dltaldban is igy van, ha a populacié elemszama elég nagy. A gyakorlat-
ban nagyon sokszor a visszatevés nélkiili mintavételnél is a binomialis eloszlas képletét hasznaljak,
mert konnyebb vele dolgozni, mint nagyon nagy binomialis egyiitthatékkal.

Az iskolabalon minden megvasdrolt tombola 20% eséllyel nyer. Szeretnénk a nyerési esélytinket meg-
négyszerezni. Hany tombolat vasaroljunk, ha el szeretnénk érni, hogy 80%-nal nagyobb eséllyel nyerjtink
legalabb az egyikkel?

kozul valasztjuk ki.
P(négy lany felel) = . Ittaz a kedvezé, ha a tizbdl négy lanyt vélasztunk, és a hisz fiabél pedig

egyet.

P(harom lany felel) = . Itt az a kedvezd, ha a tizbdl harom lanyt vélasztunk, és a hisz fidbdl
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Megoldas

Tételezziik fel, hogy n darab tombolat vasarolunk.

P(egy tombolaval nyertink) = 0,2. P(egy tombolaval nem nyertink) = 1-0,2 = 0,8.
P(az n darab tombola egyike sem nyer) = 0,8". (n darab fuggetlen esemény szorzata.)
P(legalabb egy tombola nyer) = 1 — P(az n tombola egyike sem nyer) = 1 -0,8".

Azt az n értéket keressiik, amelyre ez a valészin(iség (legalabb) 0,8, tehat megoldandé a kovetkezé

egyenlétlenség: 1-0,8"= 0,8.

1-0,8">0,8 /+ 0,8"
1>08"+08 /-08

Fogalmak .

visszatevéses 02208 /g
mintavétel; lg0,2=1g0,8"

visszatevés nélkili lg0,2>nl1g0,8 /:1g0,8 < 0, mivel negativ szimmal osztunk, ezért az egyenlStlenség
mintavétel; irdnya megvaltozik.

legnagyobb valé- lo 0.2
szintisé gY< < n, 7,21 < n. Tehat legaldbb 8 darab tombolat kell vasarolnunk, hogy meg-

8 50,8 & gy meg

elve. f

e A

négyszerezhesstk a nyerés valészintiségét.

A reprezentativ mintavétel nehézségei

A lecke elején emlitettiik, hogy a matematikai statisztika csak akkor tud helyes kovetkeztetéseket levonni a
nagy elemszamu halmazokrél, ha a mintavétel j6l jellemzi az eredeti sokasagot. Az ilyen Gn. reprezentativ minta
kivalasztasa azonban nem konnydi.

Altaldnosan érvényes elv, hogy a statisztikai kijelentések csak annyira megbizhatdk, mint azok az adatok,
amelyeken alapulnak. Az adatgy(ijtés megtervezése, megszervezése professzionalis feladat: az adatok szarmazasi
helye (elsédleges vagy masodlagos statisztikai adatok), a mintavételi részsokasag kivalasztasa, az adatgy(ijtési mod-
szer (mérés, kérdéiv, interjd stb.) meghatdrozasa donté jelentéségti lehet. Ha példaul a magyar lakossag vélemé-
nyére vagyunk kivancsiak, akkor figyelni kell arra, hogy minden régié, minden korosztaly, mindenféle iskolazott-
sagl ember megfelelGen sdlyozva benne legyen a mintaban. Ahhoz, hogy mindezt biztositani tudjuk, felhasznaljuk
a Statisztikai Hivatal pontos adatait.

Nagy nehézséget jelentenek a szubjektiv tényezék. Néhany kiragadott példa: nehéz az anonimitds biztosi-
tasa; az el6zetes tajékoztatas (pl. a mérés céljarodl) vagy az aktualis kornyezet (a vizsgalati szituacié) befolyasolhatja
a valaszt; de ide sorolhatjuk az olyan eseteket is, mint amikor példaul egy kérdéiv visszakiildési aranya csak 10%.

FELADATOK

Feldobunk két darab pénzérmét. Egy dobokockaval annyiszor dobhatunk, amennyi fejet dobtunk elétte.

Mennyi a valészintisége, hogy legalabb egy hatost dobunk?

Egy druhaz polcan 20 darab zsdkbamacska taldlhat6. Marcinak eldrultak, hogy négyben a kedvenc allatfi-
gurdja van elrejtve. Mamdjatol sikertilt hdromnak a megvésarlasat kikonyorogni. Mennyi az esélye, hogy leg-
alabb kettében a kedvenc allatfiguraja van?

Az érettségi vizsgara késziilve Imre a 25 angoltételbdl csak hiszat tudott megtanulni. A vizsgan két tételbdl

kell felelnie. Mennyi az esélye, hogy legalabb az egyiket megtanulta?



63. JATEKOK ELEMZESE

m Egy szallitmdnyozasi cég 5 (j kamiont vésarolt. Az Gj gépeket egy nagy telephelyen valogattak ki
az ott taldlhaté 100 Gj jarmdbdl. A 100 jarmu kozott tiznek a vezetdfilkéjében egy egyéves in-
gyen casco biztositasi szerzédést rejtettek el. (Ezt egy ligyes marketingfogasnak tartjak.) Mennyi
a valészintisége, hogy legaldbb két kamion egy éves cascoja ingyen lesz a jové évben?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgyjtemény Il. 1606-1636.

63. JATEKOK ELEMZESE

El6szor vizsgaljunk meg egy egyszer( jatékot.

Két jatékos, Aladar és Botond a kovetkezd jatékot jatssza: Feldobnak egy dobé-
kockat. Ha a dobott szam paros, akkor Aladar fizet Botondnak 10 Ft-ot. Ha a dobott
szam paratlan, akkor Botond fizet Aladarnak 10 Ft-ot. Igazségos-e ez a jaték?

Elemzés

Aladar szemszogébdl nézziik a jatékot. Mindkettéjiknek % az esélye a gy6zelemre. Ezek szerint hosz-

szabb tavon az esetek felében Aladar nyer 10 Ft-ot, a masik felében pedig veszit 10 Ft-ot. Hosszabb tavon
a nyereménye O Ft koril ingadozik.
Botond szemszogébdl figyelve az eseményeket ugyanerre az eredményre jutunk.

Ez nem azt jelenti, hogy bérkinek is ajanljuk, hogy ilyen jatékokat jatsszon. Ha valaki kicsit is ismeri a
véletlen kisérletek végeredményének sokszinliségét, az tudja, hogy a nulla koril ingadozé étlagos nyere-
mény esetén is lehet a jatéknak egy olyan pillanata, amikor sok szaz Ft-os vesztésre dllunk. Ebben és a ha-
sonl6 jatékokban mindig a t6keerésebb jatékosnak van nagyobb esélye a nyerésre, mert 6 nagyobb pilla-
natnyi veszteség esetén sem adja fel a jaték folytatasat.

Két jatékos, Cecil és Dani a kovetkezd jatékot jatssza. Feldobnak egy dobékockat. Ha a dobott szam ha-
rommal oszthat6, akkor Cecil fizet Daninak 20 Ft-ot, kiilonben Dani fizet 10 Ft-ot Cecilnek. Igazsagos-e a
jaték?

Elemzés
1

Cecil szemsz6gébdl figyeljiik az eseményeket. Annak a val6szindsége, hogy Cecilnek fizetnie kell, &= 3.

Annak a valészinlisége, hogy neki fizetnek, %: % Ez azt jelenti, hogy atlagban harom jatékbdl egyszer

fizet 20 Ft-ot és kétszer kap 10 Ft-ot.
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Mivel +20 — 2 - 10 = 0, ezért hosszl tavon a nyereményiink a nulla kériil ingadozik. Ha Cecilnek
20 Ft-nél tobbet kellene fizetnie a harommal oszthaté szamok esetén, akkor hosszabb tavon veszitene. Ha
20 Ft-nél kevesebbet fizetne, akkor hosszi tavon 6 nyerne, feltéve, hogy Dani tovabbra is 10 Ft-ot fizetne.

Antal, Béla és Csaba a kovetkez6 jatékot jatsszak: Feldobnak négy darab pénzérmét. Ha tobb fej van,
mint irds, akkor Antal nyer 10-10 Ft-ot mindkét jatékost6l. Ha az irdsok és fejek szama megegyezik, akkor
Béla nyer a masik kett6tél 10-10 Ft-ot. Ha tobb iras van, mint fej, akkor Csaba nyer 10-10 Ft-ot a masik két
jatékostol. Igazsagos-e a jaték? Ha nem igazsagos, akkor hogyan valtoztassunk a nyereményeken, hogy igaz-
sagos legyen?

Elemzés

A négy pénzérme feldobdsa 2* = 16 egyforman val6szinti végeredménnyel jar.
Ebbdl 6tszor a fejbdl van tobb, 6tszor az frasbdl, és hatszor két fej és két iras lesz a kimenetel.

Tehat P(Antal nyer) = P(Csaba nyer) = %, P(Béla nyer) = %

Hosszabb tavon dtlagban 16 menetbdl Antal 6t6t nyer és elveszit tizenegyet.

5-20-11-10 = —10 Ft az egyenlege. Csaba helyzete teljesen hasonlé, O is &tlagban —10-Ft-tal zar 16
meccsenként. Béla hatot nyer, tizet veszit, azaz 6 - 20 — 10 - 10 = +20 Ft-tal zar. Ez a jaték igy Bélanak
kedvez. Hosszabb tavon egy ilyen jatékban igen sokat lehet nyerni.

Ha a jatékot igazsagossa akarjuk tenni, akkor a nyereményeket kell megvéltoztatnunk. Mivel Antal és
Csaba ugyanolyan val6szintiséggel nyer, nekik ugyanazt az 6sszeget fogjak fizetni, legyen ez a Ft. Béla pedig
kapjon b Ft-ot mindkét vesztestdl.

Antal és Csaba nyereménye 16 meccsenként dtlagban 5-2a-6-b-5-a=0=5-a-6-b = 0.

Béla nyereménye 16 meccsenként atlagban 6- 2b-5-a-5-a=0 = 12-b-10-a=0=
=6-b-5-a=0.

A két egyenlet megegyezik. Ezekbdl csak az a és b aranyat hatdrozhatjuk meg.

6-b-5-a=0 /+5-a

6-b=5-a = % = %.Aza = 6 és b = 5 valasztés pont j6, vagy aza = 12 és b = 10 is megfelel. Ez

a megoldas jol mutatja, hogy egy kis valtoztatassal igazsagossa tehetjik a jatékot.

Az igazsagossagnak egy egyszer( kritériumat allitottuk fel.

Egy jatékot akkor tekinttink igazsagosnak, ha a jatékosoknak az egy jatékra juté atlagos nyereménye nulla.

A kovetkezé jatékot Bergengociaban, egy kaszinéban ajanljak fel minden betér6 vendégnek.

Egy urnaban két piros és harom fekete goly6 van. Kivehettink beléle egymds utan annyit, amennyit aka-
runk. Barmikor megéllhatunk. Ha ugyanannyi pirosat vetttink ki, mint feketét, akkor jét jatszottunk, de nem
nyertiink és nem is vesztettiink. Ha a pirosak szama tobb, mint a feketéké, akkor annyiszor tiz dollart ka-
punk, amennyivel t6bb a piros, mint a fekete. Ha a fekete a tobb, akkor mi fizetlink ugyantgy annyiszor
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tiz dollart, amennyivel tébb a fekete. Erdemes-e belemenni ebbe a ja-
tékba?

Elemzés

Maximum tiz dollart veszthetiink, hiszen ha véletlendl el6szor a hdrom
fekete jon ki, akkor kiveszem a maradék két pirosat és ezzel minimaliza-
lom a veszteséget.

A jaték elemzése soran feltételezziik, hogy az 6t golyé Osszes lehetséges kihizasi sorrendje egyforman
valészind.

00000 -10$, 00000 (-10%), ©OOO© | ©® (09), afiiggsleges vonal mutatja, hogy hol

allunk meg.
©0|000 05,00 |000 05,00 | ©O® (0 %), ebben a harom esetben, ha tovabb me-
gyiink, akkor is hasonl6 a végeredmény. @@ ©©®© (-10$), ©0O©© | © (0%), ©0©© | ©© (10 $)

hosszabb tavon ugyandgy nullszaldéra szamithatunk, talan kicsit izgalmasabb a dolog.
©/0000 (1050|0000 (105, 0| 0000 (105, 0| 00O (109).

Tehat a stratégia a kovetkez6 lehet:
ha két feketével kezdek, akkor addig hiizok, amig ki nem hiztam a két pirosat,
ha az elsé fekete utan pirosat hizok, azonnal megallok,
ha pirosat hizok elsére, azonnal megéllok.

Tizféle kihtzasi sorrend lehetséges. Mindegyiknek % a valészintisége. Ez azt jelenti, ha nagyon sokszor

jatszanank ezt a jatékot, kb. az esetek egytizedében kovetkezne be mindegyik. Ha nagyon leegyszer(sitjik
az elemzést, akkor arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a mi taktikdnkkal atlagban 10-bél négyszer nyertink
egy tizest, kétszer vesztlink egy tizest és négyszer senki sem nyer. Végeredményben, atlagban 20 $-t nye-
rink 10 jatékonként. Egy jatékra vetitve atlagban 2 dollart nyertink. Ha valaki tudja, hogy mikor kell meg-
allni, akkor a kezdetben nem tal el6nyosnek tlind jatékba is érdemes belekezdeni.

FELADATOK

POID Aladér és Béci egy pénzérmével jatszanak. Aladar haromszor dobja fel egymds utdn az érmét. Ha
sikeriil egymds utan két egyformat dobni, akkor & nyer Bécitél 20 Ft-ot. Ellenkezé esetben Béci
nyer Aladartél 50 Ft-ot. Igazsagos-e a jaték?

IR0l Aladdr a kovetkezd jatékot ajanlja fel Bécinek. Mindketten feldobnak egy dobdkockat. Ha Béci
legaldbb akkora szamot dob, mint &, akkor fizet Bécinek 5 Ft-ot. Ha azonban Aladér nagyobb sza-
mot dob, akkor 6 20 Ft-ot kap. Te belemennél-e ebbe a jatékba Béci helyében?

Béci is ajanl egy jatékot. Ha Aladarnak sikertl egy dobékockéval négy kisérletbdl legaldbb egy ha-
tost dobni, akkor fizet neki 10 Ft-ot. Ha nem, akkor Béci kap 10 Ft-ot. Te belemennél-e a jatékba
Aladar helyében?

Ketten felvaltva dobnak fel egy dob6kockat. Az nyer, akinek hamarabb sikeriil 3-mal oszthat6 sza-
mot dobnia. Ha a kezdé nyer, akkor 6 20 Ft-ot kap tarsatdl, ha veszit, akkor 25 Ft-ot fizet. Ti
kezddk lennétek?

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgylijtemény I1. 1682, 1683.
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64. MIERT FONTOS A VARHATO NYEREMENY
ISMERETE?

Nem csak a jatékok esetén érdemes megvizsgalni, hogy milyen eredményre szamithatunk, hanem ha
belekezdiink barmilyen tevékenységbe, akkor is érdemes kicsit szamolni, vagy tajékozédni a varhaté nye-
reséget illetéen. Lehet ez egy pénzligyi befektetés, vagy ingatlanvasarlds, vagy szerencsejaték, esetleg maga
a palyavalasztas. A legtobb esetben, tisztdban vagyunk azzal, hogy mi lehet a dontéstink kovetkezménye,
de természetesen ez nem csak rajtunk mdalik és nem feltétlentil egyértelmiien megjésolhat6, hanem nagy
szerepe lehet a véletlennek is. A matematika segit abban, hogy a jovébeli reményeinket szamok segitségé-
vel is kifejezhesstk, példaul az ,varhat6 nyeremény”, ,varhat6 nyereség”, vagy ,varhaté veszteség” forma-
jaban. Ezek a szamszerUsitett adatok példaul arra is jok, hogy 6sszehasonlithassuk az egyes befektetési, il-
letve hitelfelvételi lehetéségeket.

Sorsjegy vasarlas: (Figyelem! 18 éves kor alatt tilos a sorsjegy vasarlas!)

Ha barmilyen sorsjegyet vesziink, tisztaban kell lenntink azzal, hogy a befektetett 6sszeg és a varhaté nye-
remény egylttesen szamunkra, mint sorsjegy vasarl6k 6sszessége szamara veszteséget mutat.

Az Allami Szerencsejéték Feliigyelet minden sorsjegy kibocsétét arra kotelez, hogy a sorsjegyeken tiin-
tessék fel pontosan, hogy mely nyereményekbdl mennyit nyomtattak, tovabba, hogy 6sszesen hany szelvény
van forgalomban. Ezen informdci6k alapjan, barki kiszamithatja a sorsjegy vasarlas esetén hogyan alakul az
egy vasarlasra jut6 atlagos nyereségiink (ez igazabdl veszteség lesz).

Egy sorsjegy kibocsatdja a kovetkezé informdciokat irta a sorsjegy hatlapjéra.

Egy db sorsjegy dra 300 Ft és 5 millié darabot nyomtattak beléle (ldsd a tdbldzatot).

A sorsjegy kibocsatéja, ha eladja az 6sszes jegyet, akkor 5 milliészor 300 = 1,5 milliard Ft bevételre
szamithat. A tablazatbdl kiszamolhatd, hogy 930 milli6 Ft-ot fizetnek ki nyereményekre. Elvileg 570 millié Ft
bevételt realizalhat a sorsjegy kibocsatéja, ha sikertlt minden sorsjegyet eladnia, és kifizette az 6sszes nye-
reményt. Ebbdl fizeti a papir és nyomda koltséget, a terjesztéi dijat, az adét, minden egyéb koltséget, és ami
marad, az az 6 haszna.

Ha a jatékos szemszogébdl vizsgaljuk a helyzetet, akkor azt latjuk, hogy az egy jatékra juté atlagos nye-

e 930 n.ﬁi.llié _ 930
5 milli6 5

teségre szamithatunk. Ez Ggy alakul ki, hogy az 5 milliobél 1 516 595 vasarlé nyer valamilyen nyereményt
és a tobbi 3 483 405 nem kap semmit. Tehat picit tobb mint 0,3 a valészinlsége, hogy nyeriink vala-
mennyit. Egyszeribben fogalmazva majdnem minden harmadik jatékos visszanyeri legalabb a befektetett
pénzét.

Miért engedélyezi az allam a sorsjegy forgalomba hozataldt, vagy a teljesen hasonlé elveken méikodé lot-
t6zast?

Egyszerlien azért, mert bevétele szarmazik beldle. Pontosan szabdlyozza, hogy a bevétel hany szazalé-
kat kell nyereményként a jatékosoknak visszaadni, tovdbba mennyi adét kell ezek utdn befizetni.

= 186 Ft. Ez azt jelenti, hogy jatékonként atlagosan 300 — 186 = 114 Ft vesz-
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Nyerzr:re;g)rlzk( d5b;n||llo Nyeremény (Ft) Nyerési valoszinlség
3 10 000 000 3 : = 3
5-10 5 000 000
5 1000 000 > z = !
5-10 1 000 000
27 500 000 = s = 27
5-710 5 000 000
50 100 000 2l : = !
5-10 100 000
500 50 000 200 : = !
5-10 10 000
1000 6 500 L 0006 = 2
5-10 10 000
5 000 5 000 > 0006 = !
5-10 1000
10 000 2 000 LL OO? = 2
5-10 1000
100 000 1500 100000 2
5-10 100
150 000 1000 Lot 0060 5
5-10 100
50 000 800 20000 1
5-10 100
500 000 500 200 0060 = LN
5-10 10
700 000 300 700 0060 = i
5-10 7

Hogyan muikodik egy fogadéiroda?

Barmily meglepd ezek miikodésének is fontos része a valészinliségszamitas alkalmazasa.

A mai vilagban sokan szeretnek fogadni mindenféle esemény kimenetelére. Példaul az amerikai elnok-
valasztas gy6ztesére, barmely sportesemény végeredményére, de akar az iddjaras valtozasra is. A fogado-
irodak az ebben rejl6 tizleti lehetéségeket aknazzak ki. Ez is egy komoly szakma. Nagyon pontosan kell meg-
hatdrozniuk, hogy egy-egy esemény lehetséges kimenetelei milyen aranyban fogadhatnak majd. Ennek
ismeretében adjak meg az az ligynevezett odds-okat, azokat a szorzékat, amelyek megmondjék, hogy a be-
fektetett pénziinknek hanyszorosat kapjuk, ha az az esemény kovetkezik be, amire mi fogadtunk. Ezeknek
az odds-oknak a meghatdrozasaval foglalkoznak az oddsmesterek, természetesen az 6 munkajukat ma mar
nagyban segiti a mesterséges intelligencia. El6szor meghatarozzék az egyes események bekovetkezésének
a valoszintiségét. Utana nekik kell Ggy kikalkulalniuk a szorzékat, hogy akdrmelyik eredmény kovetkezik be,
a kifizetett 6sszeg kb. ugyanannyi legyen, és némi profitot is realizaljon a fogadéiroda.
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Nézziink egy példat: egy futballmérkézésnek haromfajta kimenetele lehetséges: gy6z a hazai csapat,
gy6z a vendégcsapat, vagy dontetlen lesz. Az fogadéiroda elére eldonti, hogy a bevételnek koriilbeldl a
95%-at fizetik ki nyereményként, ezért a nyerés valdszin(iségét beszorozva az odds-szal nem egyet, hanem
0,95-ot kell kapnunk.

Az odds-okat tigy szamoljuk ki, hogy a 0,95-6t eloszt-
juk az eloszlas egyes értékeivel (lasd a tablazatban pél-

A tétek ) kifizetés a befolyt daul . . i h ik ered
eloszlasa 5sszeg %-aban au 0,9§ : 0,75.~ 1,27.1gy mindegy, hogy melyik ered-
mény kovetkezik be, a fogaddiroda a fogadasokbol

0,75 1,27 95,25% befolyé Osszeg 95%-at fizeti ki nyereményként. A fenn-
0,10 9,5 95% mz?rad(’) Osszeg az 6 haszna. Az egyes f/ogao}léirodék mé/s-
mas haszonkulccsal dolgoznak, ami éltalaban 2,5% és

0,15 6 95% 20% koz6tt mozog. Ha valaki talsdgosan nagy haszonnal

akar dolgozni, az kisebb oddsokat kell, hogy adjon, ezért
inkdbb mésik fogaddirodét vélasztanak a jétékosok. igy méikédik a piac.

Az igazsagos odds esetén a befolyt 0sszeg egésze a fogadékhoz vandorolna, ekkor a hazai gyézelemre

1
0,75

A valddi odds-ok ezeknél kisebbek, ez biztositja a fogadéiroda hasznat. 1,27 < 1,33; 9,5 < 10és6 < 6,67.

Eléfordulhat, hogy nem jol hatdroztak meg a tétek eloszlasat. llyenkor kénytelenek véltoztatni az szor-
z6kon, hogy a jatékosokat abba az iranyba tereljék, ahol kevesebben fogadnak a kelleténél. Példankban,
ha tdl sokan fogadnak a hazai gy6zelemre és kevesen a dontetlenre, akkor csokkentik a hazai gyézelem szor-
z6jat és novelik a dontetlenét.

Szamoljuk ki az egy jatékra juté nyeremény varhat6 értékét 100 Ft befektetés esetén!

Ha a hazai csapatra fogadunk, akkor 0,75 valdszintiséggel nyeriink 127 Ft-ot, azaz 27 Ft varhaté nye-
reségiink lesz és 0,25 valdszintiséggel veszitiink 100 Ft-ot. Varhatéan 0,75 - 27 — 0,25 - 100 = —4,75 Ft a
nyereség, ami természetesen igazabol veszteség.

Ha 100 Ft-ot teszlink a vendég gy6zelemre, akkor 0,1 - 950 = 0,9 - 100 = -5 Ft a varhat6 nyereség.

Ha a dontetlenre fogadunk, akkor 0,15 - 600 — 0,85 - 100 = -5 Ft a varhat6 nyereség.

Természetesen egy mérkézést figyelembe véve nem lehet dtlagot szamolni, de erre gy tekintiink, mintha
sokszor fogadnank hasonlé odds-okkal megadott mérkézésekre.

Ez azt mutatja, ha mindig csak egyetlen mérkézésre fogadunk, akkor hosszabb tavon szerény veszteség-
gel kell kalkulalnunk. A valésagban azonban az emberek egyszerre t6bb dologra tippelnek, és csak akkor nyer-
nek, ha mindegyiket eltaldljak. It a valészintiségek 6sszeszorzodnak, hiszen altalaban az egyes események
flggetlenek. Ha ez nincs igy, akkor nem lehet egyszerre fogadni rajuk. Igaz, hogy a nyereményszorzékat is
Osszeszorozzak a végsé nyeremény kiszamitasahoz, de igy is sokkal nagyobb veszteséggel kell szamolni.

14 £ fie o a s 0,95\ (0,95

Példaul, ha egyszerre fogadunk egy 2-es és egy 3-as szorz6ji mérkézésre, akkor (T) : ( 3
a valdszinlisége, hogy nyeriink. Ez kevesebb mint egyhatod és csak két mérkézést kotottiink dssze.

A valésagban nem pontosan igy torténik a szamolas, de a lényegét tekintve errél van sz6.

=~ 1,33, a vendéggybzelemre 10 és a dontetlenre pedig 01? =~ 6,67 lenne az odds.

)z0,15

FELADAT

Modellezzétek egy fogaddiroda miikodését az osztalyban! Dolgozzatok ki odds-okat egy olyan
eseményre, ahol a végeredmény a véletlentd! flgg! Példaul feldobunk két dobdkockat és lehet fo-
gadni arra, hogy a dobott szamok 6sszege kisebb mint 6t, vagy legalabb 6t, de maximum nyolc, vagy
nagyobb mint nyolc. Barmely véletlen kisérlet esetén hasonléan lehet eljarni, ha az 6sszes eseményt
harom egymast kizaré esemény sszegére bontjuk.

J6 jatékot!
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65. STATISZTIKAI JELLEMZOK (Kozépértékek)

KOZEPERTEKEK

Kilondsen nagy mennyiségli adat esetén az attekintést segiti, ha valamilyen jellemz6t talalunk az
egész sokasagra, amivel roviden bemutathatjuk. Ez nevezhet§ egyfajta adattormoritésnek. Sok szaz vagy
ezer adat helyett egy jellemz&t, vagy esetleg néhanyat adunk csak meg.

Az adatsokasagot jellemezhetjiik a leggyakrabban el6fordulé elemével, ezt médusznak nevezziik. (Ha
tobb olyan szam van, ami azonos gyakorisaggal fordul el8, akkor ezek a méduszok halmazat alkotjdk.) Ennek
megaddsa valamit elarul a sokasagrél, de ha minden elem csak egyszer-kétszer fordul el6 benne, akkor a
méduszok halmazanak megaddsaval elég kevés, és viszonylag rosszul kezelhet6 informaciéhoz jutunk.

Bizonyos sokasagokrdl valamivel tébbet mond a sokasag kozéps6 értéke (természetesen ez megki-
vanja, hogy az adatok rendezhetGek legyenek.) Vagyis rendezziik nagysagrendi sorrendbe az adatokat, és
valasszuk ki a kozéps6 elemet; ha nincs kdzépsé elem, mert paros szamu adatunk van, akkor a kozéps6
kett6 szamtani kozepét vegyiik. Az igy kapott szamot mediannak nevezziik. (Azaz ha az adathalmaz
2k + 1 elembdl all, akkor a sorbarendezés utan a (k + 1)-edik elem a median, ha pedig 2k elembdl all,
akkor a median a sorrendbe allitott elemek koziil a k-adik és (k + 1)-edik elem sszegének fele.) A median
mar egyértelmiien meghatarozott, de még mindig viszonylag kevés informaciét hordoz a sokasagrol,
hiszen az elemek soranak elején és végén a mediantél nagyon kiilonb6z8 elemek is allhatnak.

Megjegyzés

A median altal megadott informaciot kiegésziti az Gn. alsé és fels6 kvartilis értékének megaddsa.
Ezek a medidnhoz hasonlé kozépértékek, de nem a felezd értéke az adathalmaznak, hanem az als6
kvartilis a negyedeld, a fels6 kvartilis pedig a hdromnegyedel§ érték (vagy alsé negyedeld, felsé negye-
deld). Ha az adatokrol azt is szeretnénk tudni, hogy mennyire térnek el a kbzépen 1év6tdl, szokas még
az alsé és fels decilist haszndlni, amelyek a sorba rendezett adatok egytizedénél, illetve kilenctizedé-
nél helyezkednek el.

A median nem informal benniinket az adatsokasag elemeinek nagysagrendjérél. Ebb&l a szempont-
b6l még tobb informdcidt kaphatunk a sokasagrél akkor, ha minden benne szerepl6 szamot figyelembe
vesziink, tehat a szamok Osszegét osztjuk a darabszamukkal. Az igy kapott értéket nevezziik a sokasag
atlaganak vagy szamtani kozepének. Ez azonban megint csal6ka lehet: ha van egy, a tobbiekhez képest
nagyon nagy vagy nagyon kicsi szam a sokasagban, akkor az adatok jelent&s része dont6en eltérhet az
atlagként kapott adattol.

A fentiekbdl 1athat6, hogy a fent meghatarozott kozépértékek mds-mas jellegli informdciét adnak a
sokasagroél, és noha egyik sem feltétlendl kielégité 6nmagéban, mégis fontos szereplik van az adatsoka-
sag jellemzésében. Nézziink néhany példat ezek alkalmazasara!

Egy osztalyban felmérjiik azt, hogy a gyerekek kozil kinek mi a kedvenc itala. Milyen adattal jelle-
mezhetjiik a kapott adatsokasagot?

Megoldas

Egyértelmd, hogy ennél a feladatnal csak a modusz johet széba. Ugyanis nem szamszerdi, és nem
is rendezhet§ adatokbdl allé adathalmazrél van sz6, igy a median és az atlag nem létezik. A médusz
megadasa azt jelenti, hogy az osztalyban melyik italt szeretik a legjobban.

Az olyan adatsokasagoknal, melyek kvalitativ (minGséget kifejez6) és Gsszehasonlithatatlan adatok-
bél allnak, a jellemzés csak a modusszal torténhet.
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2. példa

Egy munkahelyen 6sszeirjuk mindenkinek az iskolai végzettségét. Arra a kérdésre szeretnénk valaszt
kapni, hogy ez egy magasan kvalifikdlt emberekbdl all6 hely-e, vagy pedig csupa alacsony iskolai vég-
zettségli ember dolgozik itt. Milyen adattal jellemezhetjiik a kapott adathalmazt?

Megoldas

Nyilvanvalé, hogy mivel nem szamszer( adatokrol van sz6, az atlag nem szamithaté ki, de az adatok
rendezhet6ek, tehat a median, illetve a médusz is meghatdrozhaté. A médusz megadasa nem mond el
semmit, hiszen lehet, hogy legtobb a nyolc osztalyt végzettek szama, de az érettségizettek, diplomasok,
doktorok egyiitt mar joval tobben vannak. Alkalmasabb a median ezen adathalmaz jellemzésére, mert
itt azt tudjuk megmondani, hogy a dolgozok k6zépvégzettsége mekkora. Ha ez alacsony, akkor itt nem
tal sok magas iskolai végzettségli ember van, ha magas, akkor sokan dolgoznak itt pl. diplomaval.

Felmérjiik, hogy az iskoldban a tanulék melyik keriletben laknak. Milyen adattal jellemezhetjiik a
kapott adathalmazt?

Megoldas

A kapott adatok szamok, (bar lehetnének akar bettik is a keriiletek nevei, attél, hogy szamjegye-
ket irunk le az még nem feltétleniil szam) tehat kiszamithaté az atlaguk, azonban eléggé egyértelmd,
hogy ez itt semmiféle informaciét nem ad. Nyilvan nincs értelme az olyan tipusu kijelentéseknek, hogy
,A gyerekek iskolankba atlagosan a 12 és feledik kertiletb6l érkeztek.” Hasonl6an nem sok informaciot
hordoz a median megadasa, és itt a médusz sem olyan nagyon informativ, bar ez a legalkalmasabb a
sokasag jellemzésére.

(Erettségi feladat alapjan, kbzépszint, 2016.)

Szab6 tandr drnak ebben az évben 6sszesen 11 darab kozépszintli matematika érettségi dolgozatot
kell kijavitania. Az el6szor kijavitott kilenc dolgozat pontszama:

35, 40, 51,55, 62, 67, 72, 84, 92.

Az utolso két dolgozat kijavitasa utan Szabo tanar ir megallapitja, hogy a 11 dolgozat pontszamanak
medianja 64, atlaga 65 pont lett.

Hatarozza meg az utoljara kijavitott két dolgozat pontszamat!

Megoldas

Az egyik dolgozat 64 pontos (mert az adatok szama paratlan). Az el6szor kijavitott kilenc dolgozat
pontszamanak 6sszege 558, ehhez jon még 64 pont: 622 pont. A 11 dolgozat pontszdmanak 6sszege
11- 65 =715.

A 11. dolgozat pontszdma tehat (715 — 622 =) 93 (ami megfelel, mert 93 = 64, igy a medidn valéban
64).
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FELADATOK

m (Frettségi feladat alapjan, kozépszint, 2007.)

A 11. c osztalyban a didkok olvasasi szokasairdl érdeklGdtek. Attdl a kilenc személytdl, akik
olvastak aprilisban szépirodalmi kényvet, azt is megkérdezték, hogy hany konyvet olvastak el
a hénapban. A valaszok (pozitiv egész szamok) elemzése utan kideriilt, hogy a kilenc szam

(egyetlen) médusza 1, medianja 2, atlaga 16 terjedelme pedig 2. Adja meg ezt a kilenc

> 9
szamot!

2. K1 A 11.d osztalyba 36 tanuld jar, akiknek a kétharmada lany. A lanyok atlagmagassaga 168 cm,
. a fidké pedig 180 cm. Mennyi az osztalyba jaré didkok atlagmagassaga?

3. K2 Egy azsiai orszag bérbol és fizetésbol é16 dolgozdinak éves brutt6 atlagfizetése 12 000 dollar.
. A fizetések medianja 8000 dollar. Milyen kovetkeztetéseket vonhatunk le ennek a két statisz-
tikai mutaténak az ismeretében?

66. STATISZTIKAI JELLEMZOK
(A kozépértéekek josaga)

A fentiekben foglalkoztunk a leggyakoribb, az adatsokasagot jellemz& fogalmakkal az atlaggal, a
mediannal és a mddusszal. Természetesen az adatsokasagot barmilyen mas, egyéb médon definialt
kozépértékkel lehet jellemezni, hiszen nagyon sokféle szempont dominalhat ennek megadasaban.

Felmeril viszont az a kérdés, hogy egy adott kozépérték mennyire jellemzi jol az adatsokaséagot,
mennyire nagy az egyes elemekt&l valo eltérése. Ennek megadasdra Gjabb mérészamot vagy mérgsza-
mokat kell bevezetniink.

Els6ként megadhatjuk az adatsokasag terjedelmét, azaz a legnagyobb és legkisebb elem kiilénbsé-
gét. Ha ez kicsi, akkor gyakorlatilag barmelyik k6zépérték jol jellemzi az adathalmazt, ha pedig nagy,
akkor nem lehet eldonteni, hogy mi mennyi informaciét szolgaltat. A terjedelem masik nagy problé-
maja, hogy egy-egy adatra nagyon érzékeny, tehat nagyon nagy lehet, ha van egy kiugré adat a tobbi
kozott, amely a tobbihez képest nagyon nagy, vagy nagyon kicsi, holott az adatok [ényegében egy szam
kornyékén tomoriilhetnek. Ezt szoktak dgy kikiiszobolni pl. fizikai kisérletek eredményének kiértékelé-
sekor, hogy a legnagyobb és legkisebb adatot kihagyjak az értékelésbdl, azonban ez nem minden eset-
ben tehet6 meg. (Természetesen ez a mddszer a tobbi kozépérték esetén is javitja az értékelés josagat.)

Vehetnénk azt is, hogy atlagosan mekkora eltérése van az adatsokasag elemeinek a megadott kdzép-
értéktdl, ezt nevezhetnénk atlagos eltérésnek.

Atlagos eltérésre vonatkozé sszefiiggés (ahol X jel6li a szébanforgé kozépértéket)
(=X + (= X)+ ...+ (x,— X)
= .

Ennek azonban van egy 6ridsi hatranya: mivel a megadott kozépértéknél feltehetGen vannak
nagyobb és kisebb adatok is az adathalmazban, az 6sszegben szerepelnek pozitiv és negativ tagok is.
Ezek viszont 6sszességében eredményezhetnek nagyon kicsi szamot, holott 6k maguk abszoldt értékben
lehetnek nagyok. Példdul konnyen beldthat6, hogy a fenti kifejezés mindig nulla, ha X a szdmtani 4tlag,
flggetlendl att6l, hogy mik az adathalmaz tagjai.
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Ki kell tehat kiiszoboIni az el&jelproblémat az atlagos eltérésbdl. Erre a legegyszer(ibb médszer, ha
az eltérések abszolut értékét atlagoljuk, ennek neve atlagos abszoldt eltérés.

Atlagos abszoliit eltérés az eltérések abszolit értékének az atlaga:
|, — X|+|x,— X|+ ... +|x,— X|
" .

A korabbi tanulmanyaink soran lathattuk, hogy ez a kifejezés a median esetén lesz minimalis.
A masik médszer az elGjel kikiiszobolésére a négyzetre emelés. Tehat megadhatjuk az

atlagos négyzetes eltérést, ami az eltérések négyzetének atlaga.

7 \2 7 \2 v \2
o =X+ (=X + ... +(x,— X
P CEL RO 1 SEICEE S
Az atlagos négyzetes eltérést g-val jel6ljik. Az atlagos négyzetes eltérés akkor lesz minimalis, ha
X helyébe az atlagot helyettesitjiik. Az atlagos négyzetes eltérést a szamtani kozépre felirva empiri-
kus szérasnégyzetnek nevezziik, a négyzetgyokét empirikus szérasnak, jeldlése o, .

Felmeriilhet az a kérdés, hogy ezen mérGszamok kozil melyiket érdemes hasznalni a gyakorlatban.
J6 tudni, hogy az étlagtél az adatok legfeljebb 25%-a térhet el a szérds kétszeresénél jobban, legfeljebb
10-11%-a térhet el a sz6rds haromszorosanal jobban, és legfeljebb 5-6%-a a sz6ras négyszeresénél
jobban. Altaldban a sz6rds négyszeresénél jobban nem térnek el az adatok az atlagtél, de az 5-6%-ot
biztosan allithatjuk barmilyen adathalmaz esetén.

Ez az eredmény konkrét adathalmazokra vonatkoztatva az Ggynevezett empiri-
kus Csebisev-torvény, vagy az atlag korlli széras empirikus torvénye.

P. L. Csebisev (1821-1894) kivalé orosz matematikus.

,Az elmélet és a gyakorlat kolcsonhatdsa hozza létre a legszebb eredményeket,
s ebbdl a kozeledéshdl nemcsak a gyakorlat profitdl, hatdsara a tiszta tudomany
fejlédése is fellendul: 4j tertileteket nyit meg, vagy mar régen ismert dolgok Uj
aspektusat mutatja meg.”

(Vekerdi Laszl6 matematikatorténeti irasaibol 180. oldal, Magyar Tudomany-
torténeti Intézet, Budapest, 2014)

P L. Csebisev (1821-1894)

4. példa

Egy évfolyam didkjainak magassagat mértiik fel. A kovetkez6 tablazatban lathatjuk az eredményeket.

Abrézoljuk oszlopdiagramon az adatokat! Hatdrozzuk meg az adatok méduszat, medianjat és a
terjedelmét! Szamitsuk ki az atlagot, az atlagos abszollit eltérést a mediantél és az &tlagtél is! Allapitsuk
meg az adatok empirikus szérasnégyzetét, szordsat, valamint azt, hogy az adatok hany %-a tér el az
atlagtdl a szoras kétszeresénél jobban!

A tablazat utolsé két sordban kiilon dbrazoltuk a lanyok és a fidk magassagat.

Szamitsuk ki kiilon a fidk és a lanyok magassaganak atlagat! Hogyan lehet ezekbdl az egyesitett adat-
sokasag jellemzéit kiszamitani? Abrazoljuk ugyanabban a diagramban a két adatsokasagot!
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A magassagokat cm-re kerekitve adtuk meg. Az adatokat mar nagysdg szerint sorbarendeztiik és
megallapitottuk az adatfajtakat. A 90 didk esetén 13-féle magassagértéket talaltunk. Az egyes adatfaj-
takat x-vel, az adatfajtak gyakorisdgat k-vel, relativ gyakorisagat pedig n-vel jeldltiik. Jelen esetben
i=1,2,3, ..., 13 lehet.

X; 165 168 | 170 | 172 173 174 | 175 179 180 | 182 185 189 195
k, 3 4 5 8 12 8 7 9 12 8 7 5 2
3 | 4 | 5 | 8 |12 8 | 7 | 9 |12} 8 | 7 | 5 | 2
n; 90 90 90 90 90 90 90 90 90 90 90 90 90
/ 3 4 4 6 9 6 3 2 2 0 1 0 0
f 0 0 1 2 3 2 4 10 8 6 5 2
Megoldas
15 I lanyok
O fiak

I egydttesen - -

HHHHHHH;H L bnf AN ] m

165 168 170 173 174 175 179 180 | 182 85 189 195

10

Médusz: a leggyakoribb elem. Ebben az esetben két ilyen is van, ezek alkotjak a méduszok halma-
zat, m = {173 cm, 180 cm}.

Median: a kozépso elem. Ebben az esetben, mivel paros szamu adat van, ezért a két kozéps6 elem
(a 45. és 46.) atlaga. M = W =175 cm.

Terjedelem: a legnagyobb és legkisebb elem kiilénbsége 195 — 165 = 30 cm.
Atlag: % = kixi + kyxo + oo+ kX _ kX kx4 kX
' ki+ky+ .o+ ks i

= My X X R =

i

. . . . k
=177,14 cm, mivel k, + k, + ... + k;; = n = 90 az 6sszes adat darabszama, és n, = o

A mediantdl valé atlagos abszoldt eltérés:

ki|x; = M|+ k)| x,— M|+ ... + ki3] x5 — M| i ki|x; = M|+ k)| x,— M|+ ... + ki3] x5 — M| I
ki+ky+ ...+ kg n

=X — M|+ n,|x,— M|+ ...+ n|x; — M| = 5,23 cm.

Az atlagtol valo atlagos abszollt eltérés:

ki| X — X[+ k| X, = X |+ ... 4+ k3| x5 — X| i ki| X — X |+ ky| X, = X[+ ... 4 k3| x5 — X
LR R n

=X — X[+ Ny X, — X[+ ...+ N5 x5 — x| = 5,41 cm.
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Empirikus szérasnégyzet (réviden szérasnégyzet):

o = ki (X, = X+ ky (X, = XP 4 ..+ k5 (x5 — XY _ B OO0 X - ...+ k5 (x5 — XY i
" ki + k,+ ...+ ki n

=0, (X — X2+ 0, (X — XP 4 .o + 05 (X5 — XP = 44,01 (cm?).

A szbrasnégyzet kiszamithaté Ggy is, hogy az adatok négyzetének szérasabol levonjuk az étlag
négyzetét.
k X7+ kyxa + oo+ kst
ki + Kk, + ...+ ki3

G — X% = 44,01 (cm?).

Empirikus sz6rés (roviden szérds): o, = /0> = 6,63.

15 A

. I lanyok

i O fidk ] [ ]

10 A

; ﬂ

Oidﬂllﬂl.:....:bl.:.::.:::.:::::[
165 170 175 177,14 180 185 190

Nézzik az [X— 20,; X+ 20,] ~ [177,14—2-6,63; 177,14 +2 - 6,63] ~ [163,88;190,4] intervallu-
mon kiviil es6 elemek szamat. Jelen esetben ez csak a két legnagyobb és a harom legkisebb adat, vagyis
6sszesen 5 adat, ami jéval beliil van a 25%-on.

Szamitsuk ki a fidk és a lanyok esetén kiilon-kilon az atlagot.

X, =172,7cm; x, = 180,7 cm.

Az egyesitett minta atlagat kiszamithatjuk a két minta sdlyozott atlagaként, a silyok az egyes részek-
ben az adatok darabszamat jelentik.

X+X% _ 172,7+180,7

X = /<,+kf: 90 =177,14 cm.

Egy osztalyban 16 tanul6 irt matematika dolgozatot. Az atlag kerekitve 3,81 lett. Senki nem kapott egyest.
a) Maximum hany 6t6s lehetett?

b) Lehetséges-e, hogy senki nem kapott 6tost?

c) Tudjuk, hogy 11 négyes volt. Hogyan alakulhatott a tébbi jegy?

d) Szamitsuk ki az el6z6 esetben kapott adatsokasagok szorasat!
e) Lehetséges-e, hogy a modusz 5 és a median 4 legyen?

Megoldas

Szamitsuk ki a jegyek Gsszegét. A kerekitési szabalyok miatt:
X+ X, + X; +
16

3,805 < =t X6 < 3815,
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60,88 < X, + X, + ... + X, < 61,04.
A kapott két szam kozott csak egy egész szam van, a 61. Tehat a tizenhat szam 6sszege 61.
a) A legtobb 6t6s akkor lehetne, ha csak kettesek lennének mellette. Legyen x db 6t6s és (16 — x) db
kettes, akkor
5x +2(16 — x) = 61,
5x + 32 — 2x = 61.
3x = 29, de sajnos ez nem lehetséges, mert x nem lenne egész szam. Tehat legalabb két harmas,
vagy egy négyes kell legyen, ekkor
5x + 2(15 —x) + 4 = 61,
5x + 34 — 2x = 61,
3x =27,
x=9.
igy a megoldas:

jegyek 1 2 3 4 5
darabszam | 0 6 0 1 9

b) Lehetséges, hogy senki nem kapott 6tost, ehhez elegendé mutatnunk egy megfelel6 adathalmazt.
Példaul a kovetkezé megfelel:

jegyek 1 2 3 4 5
darabszam | 0 0 3 13 0

3-3+4-13 =61.

c) Tudjuk, hogy 11 db négyes volt. Ez azt jelenti, hogy a maradék &t jegy vagy kettes, vagy harmas,
vagy 6tos. Legyen x db 6tds, y db harmas és z db kettes.
5x + 3y + 2z = 17, és tudjuk, hogy

X+y+z=5
X, ¥, z € N.Vonjuk ki az els egyenletbdl a masodik egyenlet kétszeresét!
Ix+y=7.

Ha x = 0, akkor y = 7 lenne, ami nem lehetséges, mert mindharom ismeretlen csak kisebb, vagy
egyenl6 lehet 6tnél.

Hax =1, akkory =4 ész= 0. Hax = 2, akkor y = 1 és z = 2. Ha x = 3 lenne, akkor az y mar
negativ lenne, ami nem lehetséges.

Osszefoglalva:

jegyek 1 2 3 4 5
darabszam | 0 0 4 11 1
darabszam | 0 2 1 11 2

4-(3-3,812+11-(4—3,812+(5—3,81)
16

d) Az els6 esetben ¢ ~
A masodik esetben
s 2(2-381P+(3-381P+11-(4-3,81P+2(5-381y

16

~ 0,27735, 0 = 0,527.

~ 0,65235, ¢ ~ 0,808.
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e) Ahhoz, hogy a médusz 6t legyen, legaldbb 6t db 6tosnek kell lennie. Ha a medidn négy, ez azt
jelenti, hogy az adatokat nagysag szerint sorba rakva a nyolcadik és a kilencedik elem is négyes.

Ezek utan egy lehetséges megoldas:

jegyek 1 2 4 5

darabszam | 0 3 4 2 7

Idézet
Alapigazsag, hogy ha nincs médunkban meghatarozni, mi az, ami igaz, akkor azt kell kovetniink, ami a legva-

|6szintibb. (Descartes)

6. példa

Vettiink 20 db mogyoroés csokoladét, és mindnek lemértiik a
tomegét. A kovetkezd eredményeket kaptuk: 97,8; 98,7, 97,7;
98,5; 98,0; 99,0; 98,6; 98,0; 98,2; 100,2; 98,6; 100,5; 98,7; 98,8;
98,3; 100,1; 97,2; 99,2; 98,5; 100,4.

a) Mennyi a mérések atlaga, szorasa?

b) A csokoladé papirjan azt olvassuk, hogy a csokoladé
,t0mege 100 g”. Hany szazalékkal tér el az atlag a névle-
ges értékt6l? Beleesik-e a névleges érték az [a — s; a + ]
intervallumba, ahol a az atlag, 0 a széras? A mért adatok

hany szazaléka esik ebbe az intervallumba?
c) Nem voltunk megelégedve a mért értékekkel, ezért Gjabb 10 csokoladénak mértiik meg a téme-

gét. Az Gjabb adatok: 101,0; 99,8; 98,8; 97,5; 100,7; 97,1; 97,6; 100,5; 100,0; 96,6. Szamitsuk
ki ebben az Gj 10 db csokoladébdl allé6 mintaban az atlagot, a szérast, illetve az [a — s; a + 5]

intervallumba es6 adatok aranyat!

Megoldas

a) A mérések atlaga 98,75 g, szérasa 0,81 g.
b)1,25% az eltérés a névleges értéktSl. A névleges érték nem esik bele az intervallumba.

A 198,0; 99,6] intervallumban 13 elem van, ami 65%.
c) Atlag: 98,96 g, szords 2,4 g, a [96,6; 101,4] intervallumba esik mind a 10 elem, vagyis az inter-

vallumba es6k aranya 100%.

FELADATOK

Szamitsuk ki a kdvetkezd adatok fEbb statisztikai jellemzdit (median, atlag, médusz, terjedelem, széras)

m 11,23,9,15,20,21,21,17,13, 11, 16, 25, 22, 12, 14.

!




66. STATISZTIKAI JELLEMZOK (A KOZEPERTEKEK JOSAGA)

Hatarozzuk meg az alabbi oszlopdiagramon
2. K1 P L A
megadott adatok f&bb statisztikai jellemzdit 7
(median, atlag, médusz, terjedelem, sz6rds)! 6 6
A vizszintes tengelyen az adatfajtdkat, a fiig- 6 s
gblegesen pedig, az abszoldt gyakorisagukat o5 I
abrazoltuk. =
< 4
>
[STe]
53
Q
2 2 2 2 2
<2
1 1 1
1 4 —
0

T 2 3 4 5 6 7 8 9 10N
adatfajtak

s

Egy 50 elembdl dll6 statisztikai adatsokasag atlaga 180, szérdsa 8. Az adatokat kibGvitjik

3. E1 - , O P )
egy 51. és egy 52. elemmel, ezek a 192 és a 200. Hogyan valtozik az adatsokasag atlaga és
szorasa?

4. K1 Iskolatokban keressetek olyan aktudlis problémat, amivel kapcsolatban érdemes statisztikai
adatokat gy(jteni! Egy alkalmas mddszerrel dbrazoljatok az adatokat és szamitsatok ki a
tanult statisztikai jellemz&ket!

A statisztika humora

1. Statisztikailag bizonyitott: a valasok 100%-a hdzassaggal kezd&dik.
2. Csak annak a statisztikanak hiszek, amelyet magam hamisitottam meg. (Mark Twain)
3. Haromféleképpen lehet hazudni: igennel, nemmel és statisztikaval. (Napdleon)

{'L

1/,
l/

/ p
&I'

\
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67. MENNYI MINDENT TUD A DOBOZ (BOX PLOT)
DIAGRAM?

s s

A statisztika nagyrészt szamszer(sithetd adatok feldolgozasaval foglalkozik. Most mi is ezekbdl
indulunk ki.

Megismerkediink egy Uj egyszer(i, de annal hatékonyabb mddszerrel, aminek segitségével szemléle-
tesen érzékeltethetjik az adatok eloszlasat.

Ehhez el6szor az adatokat nagysag szerint sorba rendezziik, utana pedig négy egyenl6 darabszamu
részre osztjuk.

A négy részt elvalaszté elemeket szokds kvartiliseknek (angolul: quartile) nevezni. Az angol elneve-
zés kezddbetdijét hasznaljuk a jellésnél.

Q, a az adatsokasag minimuma.

Q, az els6 és masodik negyedet elvalaszt6 szam, tehat az adatoknak koriilbeliil a 25%-a kisebb és
korilbelll a 75%-a nagyobb ndla. Alsé kvartilisnak hivjuk, de szokds els6 kvartilisnek is nevezni.

Q, a masodik és a harmadik részt valasztja el, vagyis az adatoknak korilbelil az 50%-a kisebb és
koriilbelil 50%-a nagyobb nala. Megfelezi az adatokat. Ezt mar ismerjlk, itt kozépso kvartilis a neve,
de val6jaban ez a median.

Q, a harmadik és a negyedik negyedet valasztja el, az adatoknak koriilbeliil a 75%-a kisebb és
koriilbelil 25%-a nagyobb nala. Fels6 kvartilisnek hivjuk, de szokas harmadik kvartilisnek is nevezni.

Q, az adathalmaz maximuma.

A A _J

mmimum ‘|||||||
Y Y

az adatok kb. az adatok kb.  az adatok kb.  az adatok kb.
25%-a 25%-a 25%-a 25%-a

— A —
oY oY

50% 50%

maximum

l

»
' o

A gyakorlatban ezeknek a szamoknak a meghatdrozasa nem is olyan egyszerd.

M = Q, = median: a nagysag szerint sorbarendezett adatok felénél helyezkedik el. Paratlan elem-
szam esetén a kozépss elem (2k + 1 db elem esetén a k + 1-edik elem), paros elemszam esetén a két
kozépss elem atlaga (2k db elem esetén a k-adik és a k + 1-edik elem szamtani kdzepe).

Q, = also kvartilis: a mediannal kettévédlasztott minta elsé felének a medianja. Paratlan elemszam
esetén a mediant nem vessziik figyelembe a szamitasnal. Paros elemszamnal pedig mivel a két kbzépsG
elem kozott vagtuk ketté az adathalmazt, ezért tulajdonképpen a median nincs az elemek kozétt. (Ha a
k-adik és a k + 1-edik elem megegyezik, akkor ezek atlaga is ugyan az lesz, tehat Gigy néz ki, mintha a
median az egyik elem lenne.)
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Q, = felsd kvartilis: a mediannal kettévalasztott minta fels felének a medidnja. Paratlan elemszam
esetén a mediant nem vessziik figyelembe a szamitasnal. Paros elemszamnal pedig a mivel a két kbzéps6
elem kozott vagtuk ketté az adathalmazt, ezért tulajdonképpen median nincs az elemek kozétt.

A gyakorlatban a kvartilisek kiszamitasat az adatkezel6 programok végzik.

Ezekben nem pontosan ugyanigy szamolnak, de nagyon sok adat esetén nem kapunk [ényegesen
kilonb6z6 eredményt (Iasd a lecke utani olvasmanyt).

[tt most csak néhdny elembdl all6 adatsokasag esetén mutatjuk be a szamolas menetét.

1. példa

Hatarozzuk meg a kovetkezd adatsokasagok kvartiliseit!
a)11,23,9,15,20,21,21,17,13, 11, 16, 25.
b)11,23,9,15,20,21,21,17,13, 11, 16, 25, 22.
c)11,23,9,15,20,21,21,17,13, 11, 16, 25, 22, 12.
d)11,23,9,15,20,21,21,17,13, 11, 16, 25, 22, 12, 14.

Megoldas

a) El6sz0r nagysag szerint sorba rendezziik az adatokat:
9,11,11[13,15,16 | 17,20, 21 | 21, 23, 25

A szines vonalakkal négy egyenld részre osztottuk a sorba rendezett adatokat.
Mivel 12 = 2 - 6 db adatunk van, ezért a median a hatodik és a hetedik elem atlaga

Q,=M-= léiglz_: 16,5

Az alsé kvartilis az els6 hat elem medianja, tehat a harmadik és a negyedik elem atlaga.

Q=11£13 _ 1

A felsé kvartilis az utolsé hat elem medidnja, tehat a kilencedik és a tizedik elem atlaga.

Q,= 21;21 _ 91,

Q,= a legkisebb elem =9

Q, = a legnagyobb elem = 25

Lathat6, hogy a kvartilisek olyan szamok, amelyek akdr a szamsorba is beilleszthet6k (vagy éppen
tagjai az adathalmaznak) és j6l elvalasztjak az elGtte és utana lévé elemeket.

9,11,11,Q,13, 15, 16, Q,,17, 20, 21, Q,, 21, 23, 25
9,11,11, 12,13, 15, 16, 16,5, 17, 20, 21, 21, 21, 23, 25

b) El6sz6r nagysag szerint sorba rendezziik az adatokat:
9,11,11|13,15,16, 17, 20, 21, 21 | 22, 23, 25

Mivel 13 =2 - 6 + 1 db adatunk van, ezért a median a hetedik elem, Q,=M =17
Az alsé kvartilis az els6 hat elem medianja, tehat a harmadik és a negyedik elem atlaga.

Q1:11J2r13 _ 12,

A fels6 kvartilis az utolsé hat elem medianja, tehat a tizedik és a tizenegyedik elem atlaga.
Q=2422 =215,

Q, = a legkisebb elem = 9
Q, = a legnagyobb elem = 25
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c) El&szor nagysag szerint sorba rendezziik az adatokat:
9,11,11,12,13, 15,16 | 17, 20, 21, 21, 22, 23, 25
Mivel 14 = 2 - 7 db elemiink van, ezért a median a hetedik és a nyolcadik elem &tlaga
QzM:l%§Z=M5

Az alsé kvartilis az els6 hét elem medianja, vagyis a negyedik elem: Q, = 12.

A fels6 kvartilis az utolsé hét elem medidnja, vagyis a tizenegyedik elem: Q, = 21.
Q,= a legkisebb elem =9

Q, = a legnagyobb elem = 25.

d) El6szor nagysag szerint sorba rendezziik az adatokat:
9,11,11,12,13, 14,15, 16, 17, 20, 21, 21, 22, 23, 25
Mivel 15 =2 -7 + 1 db elemiink van, ezért a median a nyolcadik elem lesz:
Q,=M=16.
Az alsé kvartilis az els6 hét elem medianja, vagyis a negyedik elem: Q, = 12.
A fels6 kvartilis az utolsé hét elem medidnja, vagyis a tizenkettedik elem: Q, = 21.
Q,= a legkisebb elem =9
Q, = a legnagyobb elem = 25.

Megjegyzés:
A gyakorlatban joval tobb elem esetén kell meghatarozni a kvartiliseket, de csak a darabszam négy-
gyel val6 osztasi maradéka hatarozza meg, hogy melyik esetre hasonlit a megoldas.

Hatarozzuk meg az alabbi oszlopdiagrammal megadott adatok kvartiliseit! A vizszintes tengelyen az
adatfajtakat, a fligglegesen pedig az abszolut gyakorisagukat dbrazoltuk.

»
>

N w1 O N

abszolt gyakorisdg

—
|
[

o

T 2 3 4 5 6 7 8 9 10N
adatfajtak

Megoldas

Ha Osszeadjuk az egyes oszlopok magassagait, akkor megkapjuk, hogy 28 db adatunk van. Mivel a
28 néggyel oszthat, ezért a megoldds az els6 feladat ,a” részére hasonlit.
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1,1,2,3,3,4,4|5,5,55,556|6,6,6,6,7,7,7|7,7,7,8,89,11
Leirtuk ket nagysag szerint sorba rendezve és a szines vonalakkal négy egyenld részre osztottuk.

A medidn a 14. és a 15. elem atlaga lesz. Q,= M = 6+6 ¢

2
Az alsé kvartilis a hetedik és nyolcadik elem atlaga Q, = = er 2 — 4,5,
A fels@ kvartilis a 21. és a 22. elem atlaga Q, = 71+7 — 7

2
Q, = a legkisebb elem =1
Q, = a legnagyobb elem = 11.

Ennek az 6t szamnak (angolul: five-number summary) a segitségével dGjabb hasznos statiszikai muta-
tokat hatarozhatunk meg.

Q, — Q,= T: a mar ismert terjedelem, ami megmutatja, hogy milyen széles skaldn helyezkednek el
az adatok.

Q, — Q, = IKV: interkvartilis terjedelem, vagy félterjedelem, ami megmutatja, hogy az adatok
kozéps6 fele milyen széles skalan helyezkedik el. Ez altalaban nem a terjedelem fele. Szokds még
IQR-rel (InterQuartile Range) is jel6Ini.

Mindezeket a mutatékat egyetlen grafikus médszerrel meg tudjuk jeleniteni. Ezt hivjuk doboz
diagramnak.

Az elnevezés nem egységes sem Magyarorszagon sem a nemzetkdzi szakirodalomban. Nalunk
szokas még doboz-bajusz (angolul box and whiskers plot) diagramrél, vagy csak box-plot diagramrél
beszélni. Meghonosodott még a sodroéfa diagram elnevezés is, ami a diagram alakjara utal. Mivel ez a
diagram altalaban nem szimmetrikus, ezért ez az elnevezés kicsit megtéveszts lehet.

Mi is az a doboz diagram?

A terjedelem, az interkvartilis terjedelem, a median, a legkisebb és a legnagyobb érték abrazolasara
szolgal6 grafikus eszkoz. Az interkvartilis terjedelmet egy dobozzal (téglalappal) szemlélteti, ebben
van behizva a median, mig a maximum és minimum értékeket egy-egy talppal dbrazoljuk. A doboz
elhelyezkedése a teljes talphoz viszonyitva, illetve a median helyzete a dobozon beliil informaciét ad
az eloszlasrél. Az abra lehet flgg6leges és vizszintes elhelyezkedés( is. A diagram mellett fel szoktak
tintetni, hogy hany adat felhasznalasaval késziilt.

a minta k6zépsé fele

a minta alsé negyede a minta fels6 negyede
<

< »
< »

v

A
v

T — T

minimum interkvartilis terjedelem maximum

A

»

v

&
l

A

a minta also fele median a minta felsé fele
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Amint lathat6 a doboz diagram elkészitéséhez éppen a kvartilisekre van sziikség.

— -
minimum 1 1 l maximum
alsé median felsé
kvartilis kvartilis
— _

—

interkvartilis terjedelem

3. példa

Készitstik el az elsé6 feladat ,a” részéhez tartozé doboz diagramot!
9,11,11 |13, 15,16 | 17, 20, 21 | 21, 23, 25
Minimum: Q,= 9, alsé kvartilis: Q, = 12, median: Q, = 16,5, fels6 kvartilis: Q, = 21, maximum:

Q,=25.
A képen lathat6é doboz diagram az adott minta adatait szemlélteti.

Hatarozzuk meg az adott doboz diagram alapjan az adatsokasag kvartiliseit, terjedelmét, interkvartilis
terjedelmét!

Megoldas

Minimum: Q, = 5, alsé kvartilis: Q, = 15, median: Q, = 25, fels6 kvartilis: Q, = 35, maximum:
Q,=70. Terjedelem: T= Q, - Q,= 70 — 5 = 65, Interkvartilis terjedelem /KT = Q, - Q,= 35 - 15 = 20.

A kiugré adatok kezelése:

A statisztikaban kiugré adatnak (outlier) azt az adatot nevezziik, amely jelentGsen eltér a tobbi
adattél. llyen adat keletkezhet pl. egy mérés nagy szérasa esetén, de jelezhet mérési hibat is. Esetleg
eliras tortént. Altalanos definici6 nincs arra nézve, hogy mit értiink ,jelentés” eltérés alatt. Egy gyakran
hasznalt megkozelités szerint azok az adatok tekinthetSk kiugronak, amelyek eltérése a felsd kvartilistdl
a félterjedelem 1,5-szeresénél nagyobb ,felfelé”, vagy az alsé kvartilistSl a félterjedelem 1,5-szeresénél
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is nagyobb mértékben tér el ,lefelé”. A kiugré adatok esetén el kell donteni, hogy figyelembe vessziik-e
azokat a doboz diagram készitésénél, vagy nem. Ha nem vessziik figyelembe, akkor még mindig abrazol-
hatjuk 6ket pontokkal a grafikonunkon. Ilyen esetekben, ha példaul felfelé vannak kiugré adatok, akkor a
felss talpat a fels6 kvartilis plusz 1,5 IQR-nél hiizzuk meg. A masik irdnyba ugyanigy szokds eljarni.

Hogyan moédosul a 4. példa doboz diagramja, ha a kiugré adatok kezelésére vonatkozo iranyelveket
is figyelembe vessziik?

Megoldas

IKV =20, Mivel a minimum csak tizzel kevesebb, mint az alsé kvartilis, ezért ezen nem valtoztatunk.
A maximum viszont 35-tel nagyobb a fels6 kvartilisnél ami tobb mint az IKV 1,5 szerese, ezért a felsé
talpat 35 + 1,5 - 20 = 65-nél hliizzuk meg és az ennél nagyobb adatokat egy-egy ponttal abrazoljuk.

Megjegyzés:

Taldlkozhatunk az extrém adat fogalmaval is (extreme outlier), amivel kapcsolatban a szakiroda-
lom altalaban a fenti meghatarozashoz hasonléan fogalmaz, de a félterjedelem 3-szorosanal hizza
meg a hatart.

A doboz diagram készitésénél néha feltlintetjik az adatok atlagat a dobozban egy ponttal.

[ ] kiugré adat
a kiugré adatok als6 hatara = Q,+1,5(IKT) -
<——— maximum a kiugré adatok nélkdil
Q, = fels kvartilis
interkvartilis terjedelem (IKT) [ ) <~ atlag

Q, = N=median

| Q, = als6 kvartilis

FELADATOK

Az alabbi tdblazat egy osztdly didkjainak az egy havi zsebpénzét mutatja. Az els6 sor az adat-
. fajtédkat, a masodik sor pedig az abszolut gyakorisagukat.

X, (FY)

1000

4000

10 000

12 000

13 000

15 000

22 000

25000

k. (db)

1

4

5

7

4

2

1

1
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a) Hanyan jarnak az osztalyba?

b) Abrazoljuk az adatok eloszlésat oszlopdiagramon!
c) Szamitsuk ki az adathalmaz kvartiliseit!

d) Abrazoljuk az adatokat doboz diagram segitségével!

m Készitsétek el az els6 példahoz tartozé doboz diagramokat!
W) /\z aldbbi fuggSlegesen elhelyezett doboz diagramok egy orszag harom szektordban dolgozok éves

keresetét mutatjak dollarban. Az elsé a koztisztvisel6k, a masodik a bankszektor, a harmadik a fizikai
dolgozok éves bérét dbrazolja.

>

éves kereset (dollar) A

500 000 —

400 000

300 000 -

200 000 -

100 000

koztisztvisel 6k bankszektor fizikai dolgoz6k

a) Melyik szektorban a legmagasabb és hol a legalacsonyabb az 4tlagjovedelem?
b) Melyik szektorban tapasztalunk a median értékénél jéval magasabb jovedelmeket?
c) Igaz, vagy hamis?
I: A diagramok alapjan megallapithatjuk, hogy a fizikai dolgozékndl a maximalis jovedelem nem éri
el a bankszektorban elérheté minimalis jovedelmet.
[I: A kozszféra medianja kevesebb, mint a bankszektor minimuma.

m Vizsgdljatok meg iskolatok kompetenciamérés eredményeit. Konnyedén megtalaljatok pél-
daul a 2019-es adatokat a kovetkez6 linken:
www.kir.hu/okmfit/filessfOKM_2019_Orszagos_jelentes.pdf
Az eredményeket egy kicsit atalakitott dobozdiagram segitségével abrazoljak. Figyeljétek
meg, milyen eszkozokkel bévitik a dobozdiagram lehetSségeit, milyen plusz informaciokat
jelenitenek meg. Példaul az adatok alsé és felsé 5%-at levagjak.

5. K2 Keressetek tovabbi dobozdiagramokat, amelyeket statisztikai adatok dbrazolasara hasznalnak!




A KVARTILISEK KISZAMITASA KULONBOZO SZAMITOGEPES ...

A KVARTILISEK KISZAMITASA KULONBOZO
SZAMITOGEPES PROGRAMOK ALKALMAZASAVAL
(Olvasmany)

MODSZEREK A KVARTILISEK MEGHATAROZASARA

A kvartilisek meghatdrozasara diszkrét eloszlasok esetén a gyakorlatban tébb mdédszer is elfogadott.
Mi az alébbi definiciot hasznéljuk (1. médszer):

— A nagysag szerint novekvs sorba rendezett adatokat a medidnnal két részre osztjuk.

Ha paratlan szamu adattal dolgozunk, akkor a mediant (tehdt a sorbarendezett adatok kozépsé
elemét) elhagyjuk az adatok koziil. Ha pdros szamu adattal dolgozunk, akkor egyszertien kozé-
pen ketté valasztjuk az adatokat.

— Az alsé kvartilis az eredeti adathalmaz ,als6 felének”, a fels6 kvartilis pedig a ,fels felének” a

medianja.

Az ehhez hasonlé 2. médszer paros elemszamu sokasag esetén az 1. médszerrel megegyezd médon
szamol. Paratlan elemszdm esetén azonban nem hagyja el a mediant, hanem az adatok also felénél és felsd
felénél is figyelembe veszi, és az igy kapott (fél-)adathalmazok medianjaként kapja az alsé és a fels6 kvartilist.

A leggyakrabban haszndlt szamitégépes programok koziil a GeoGebra az 1. mddszerrel szamol,
viszont a legtobb tdblazatkezel6 program (koztiik az MS Excel) a fentiektd| részben eltér6 médon dol-
gozik: paratlan szamd adatndl ugyanigy szamol, mint a 2. médszer, viszont paros szamd adatnal attél
eltéréen adja meg a kvartiliseket. Nem a széba jov6 két adat atlagat, hanem azoknak az 1:3 aranyu
stlyozott alagat veszi Q,-nél és 3:1 aranyd sulyozott atlagot a Q,-nal. (Nevezziik ezt 3. médszernek, ezt
hasznalja tehat az MS Excel KVARTILIS és az Gjabb verziék KVARTILIS.TARTALMAZ fiiggvénye.)

Az egyes modszerekkel kapott kvartilis értékek az els6 8, 9, 10, 11, 10 000, illetve 10 001 pozitiv
szambol all6 adatsokasag esetén:

Adatok 1. modszer 2. modszer 3. mbdszer

Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q,
1-8 2,5 4,5 6,5 2,5 4,5 6,5 2,75 4,5 6,25
1-9 2,5 5 7,5 3 5 7 3 5 7
1-10 3 5,5 8 3 5,5 8 3,25 5,5 7,75
1-11 3 6 9 3,5 6 8,5 3,5 6 8,5
1-10 000 | 2500,5 | 5000,5 7500,5 |2500,5 |5000,5 7500,5 | 2500,75 | 2500,5 7500,25
1-10 001 | 2500,5 | 5001 7501,5 | 2501 5001 7501 2501 5001 7501

Amint lathatd, ha kevés adatunk van, akkor az egyes médszerek egészen eltér6 eredményekre vezet-
hetnek. Ha az adatok szama jéval nagyobb, példaul tobb szézezer, akkor ezek az eltérések mar észre
sem vehet6k.




376



FOGALOMTAR

*-gal az emelt szinten el6fordul6 fogalmakat jeloltik.

NEVJEGYZEK

Arkhimédész 73
Eratoszthenész 89
Euler 234

Newton, Sir Isaac 304
Pascal, Blaise 304

Csebisev, Pafnutyij Lvovics 362

Descartes 214

Lewis Carroll — eredeti nevén
Charles 51

Lutwidge Dodgson 51

Mark Twain 367

Napéleon 367

Neumann Janos 100

Richter, Charles Francis 58

FOGALMAK

10-es alapu logaritmus 39

A

abszoldt hiba 71

adathalmaz 359

adatsokasag 359

adott pont 222

alakzat egyenlete 25
alapszam (szamrendszeré) 99
alapvektor (bazisvektor) 278
alfabetikus szamiras 77

atlag 359

atlagos abszoldt eltérés 362
atlagos négyzetes eltérés 362

bazisvektor (alapvektor) 109
binomialis egytitthatok 297
binomialis eloszlas 347
binomidlis tétel * 299
box-plot diagramm 368
boksz and whiskers

plot 371

C

cos X fliggvény * 185

CS

cstics, pont (grafban) 311
D

decibel skala 55
déloszi probléma 164

Descartes-féle koordindta-rendszer
277
doboz diagramm 371

E

,a” alapd logaritmus * 40

egyenes egyenletének

- dltalanos alakja 223

- irdnytényezés alakja * 223

- normaélvektoros alakja * 279

egyértelmi vektorfelbontasi tétel
109

egységkor * 176

egységvektor 105

egyszer(i graf 312

él (grafban) 311

emelkedési szog 140

empirikus széras 362

eratoszthenészi szita * 92

érintési pont (egyenes és kor) 246

érintk egyenlete 247

exponencialis

— exponencialis egyenlet 32

— exponencidlis egyenletrendszer 36

— exponencialis egyenlétlenség 37

— exponencialis fliggvény 28

euklideszi algoritmus * 94

F

fa, fagraf * 331

fagraf éleinek a szdma * 331

felezépont koordinatai (szakaszé)
113

fix pont (egyenesé) 239

fok, fokszam (grafban) 325

fokszamtétel * 325

fokusz (parabolaé) * 259

forgasszog * 151

futé pont (egyenesé) 222

flggetlen események * 340

fliggetlen események szorzata * 341

flggvény

— szigorGan monoton névekvé 181

— szigorian monoton csékkend 181

flggvénytranszformaciok

— fuggvényérték transzformacioja
182

— fliggvényvaltozo transzformacidja
183

G

graf 311
gyokvonas, n-edik gyok 14

gyokvonas azonossagai 19

H

hatvanyozés azonossagai 11
helyvektor 111

hiba, hibakorlat 72
hieroglifikus szamiras 77
helyiértékes szamiras 77
hurokél 312

interkvartilis terjedelem IKV 371

invarians (megmarad6) mennyiség
286

inverz fliggvény

— inverz fliggvények (egyszertiek)
187

irdnyitott graf 318

irdnyszog 234

irdnytangens 235

iranyvektor 223

iranyitott graf 318

izolalt pont 312

izomorfia (grafoké) * 321

K

kétismeretlenes masodfokd
egyenlet dltalanos alakja
és a kor egyenlete 242

két pont tavolsiga 218

két vektor

— merdlegességének a feltétele 273

—szoge 278

kiegészité (komplementer) graf
324

kiegészité szogek szogfluiggvényei *
194

kiugré adat 361

komplementer 6sszeszamolas 289

komponens (grafé) * 313

koszinusz 126

koszinusztétel 156

kor (grafban) * 335

kor egyenlete (koordindtageomet-
riai) 241

kozelitd érték 71

kvartilis 359

L

legkisebb kozos tobbszorés 95
legnagyobb kozos oszté 93
legnagyobb valdszin(iség elve 349
lehajlasi szog (depresszibszog) 140

377




378

FOGALOMTAR

logaritmus

— logaritmus azonossagai 44

— logaritmusfliggvény 41

— logaritmusfliggvény tulajdonsagai
42

logaritmusos egyenlet 48

logaritmusos egyenletrendszer 52

logaritmusos egyenlStlenség 53

logikai szita 287

M

maradékos osztas 79

median 359

meredekség (iranytényezd) 223

merdélegesség feltételei (két egye-
nesé) 227

metszéspont (egyenes és kor) 246

mintavétel

— visszatevéses mintavétel 348

— visszatevés nélkili mintavétel 348

mdbdusz 359

N
normalvektor 279

(0]

odds 357

osztasi maradék 86
oszthatésag 79
oszthatésagi szabélyok 84

5
Osszefliggd graf * 313

osszegvektor koordinatai 111
Osszetett szdm 92

P

parabola (koordindtageometria) *
259

— parabola egyenlete * 260
paraméter (paraboldé) * 259
parhuzamossag feltételei

(két egyenesé) 231
Pascal-haromszog * 301
permanenciaelv 25
pitagoraszi azonossag

(trigonometrikus) 172
pont, cstics (grafban) 311
potszogek szogfliggvényei * 137
primszam 88

R

racionalis kitevjd hatvanyozds 26
relativ hiba, hibakorlat 71

relativ prim 93

Ricter-skéla 58

S

sin x ftiggvény * 179

skalar (mennyiség) 103

skalaris szorzat 271

— koordinatakkal 277

— tulajdonsagai 272

(kommutativités, disztributivitas)
272

skatulyaelv 288

stlyozott graf * 335

stlypont koordinatai 217

Sz

szabadvektor 111
szakasz felez6pontjanak
koordinatéi 217
szamelmélet 90
szamrendszer 98
szinusz 126
szinusztétel 142
szOrasnégyzet 362

sz6ras 362
szogfliggvények 126

T

tangens 126

tg x fuggvény * 189

teljes graf 312

— éleinek szama * 328

tengelymetszet 221

terjedelem 361

természetes alapu logaritmus * 40

tertletképlet 141

tobbszoros él 312

trigonometrikus

— alapegyenletek 195

— alapegyenlétlenségek 208

— egyenletek 201

— egyenletek grafikus megoldésa
202

— fuggvények inverze * 42, 187

— tertletképlet 151

— egyenlétlenségek * 208

— egyenl6tlenségek grafikus
megoldésa * 210

U, U
at (grafban) * 313
\%

varhato érték 358

vektor

— hossza 218

— koordinatai 111

— négyzete 281

— szamszorosanak koordinatai 111
vektorok

— kilonbségének koordinatai 111
— Osszegének koordindtai 111
vezéregyenes (paraboldé) * 259



FORRAS- ES KEPJEGYZEK

FORRASJEGYZEK

84. Pierre de Fermat megjegyzése Diophantosz Aritmetika c. konyvének 8. pontjdhoz

108. Eukleidesz: A geometridhoz nem vezet kirdlyi Gt. (Ptolemaiosz, egyiptomi kirdly kérdésére,
hogy van-e konnyebb médszer a geometria elsajatitasara, mint az Elemek attanulmanyozasa)

149.  Arthur Conan Doyle: A Musgrave-szertartas, Sherlock Holmes emlékiratai (fordité: Katona Tamas),
Krieton Kiad6, Bukarest, 1976.

174.  Pihen , Roka Sandor: A matematika humora, Téth Kényvkereskedés és Kiadd, 1998.

239. Platon akadémia bejarata feletti felirat

252. Galileo Galilei: Assaying Master, 1623

295.  Arthur Conan Doyle: Az Agra kincse, Sherlock Holmes torténetei, Hermész Kiad6, 2015

306. Sir Isaac Newton sirkovén all6 latin nyelv felirat
http://members.iif.hu/visontay/ponticulus/jegyzetek/eletrajzok/n.html

364. Csebisev: Idézet, Csebisev in Vekerdi LaszI6 matematikatorténeti frasaibdl, 180. oldal,
Magyar Tudomanytorténeti Intézet, Budapest, 2014

KEPJEGYZEK
Hlusztracié: Urmai Laszl6é
Szakabra: Szaléki Dezsé

Fotok:

Borit6: Shutterstock Képtigynokség

22. oldal: Claude Duflos: Marin Mersenne metszete (1630) © CULTIRiS / AKG-Images / British Library

51. oldal: Tim Burton: Alice Csodaorszagban (2010) © CULTIRiS / INTERFOTO / NG Collection

58. oldal: Charles Francis Richter © CULTIRiS / EMILIO SEGRE VISUAL ARCHIVES / AMERICAN INSTITUTE OF
PHYSICS / SCIENCE PHOTO LIBRARY

72. oldal: Az etalon méterrid a franciaorszagi Sévres-ben (CC4.0/Ken Eckert/sajat m()

78. oldal: Albrecht Diirer: Melankdlia I. (1514) Metropolitan Museum of Art (New York) Public domain

84. oldal: Rolland Lefebvre: Pierre Fermat (17. sz., Musee d’Art et d’Histoire, Narbonne, Franciaorszag) © CULTIRiS
/ Bridgeman Art Library

84. oldal: Sir Andrew Wiles (2005) CC/ C. J. Mozzochi, Princeton N.J / sajat m(i

89. oldal: Eratoszthenész © CULTIRIS / INTERFOTO / Sammlung Rauch

100. oldal: Neumann Janos portréja (MTI-Fotobank/INT)

123. oldal: Theodor de Bry: Ptolemaiosz Klaudiosz (1596) sajat munka/CCO

306. oldal: Ismeretlen alkot6: Blaise Pascal (1818-1842 kordl, Rijksmuseum, Amszterdam, Public domain)

306. oldal: John Smith: Sir Isaac Newton (1712, Rijksmuseum, Amszterdam, Public domain)

338. oldal: Louis Braille mellszobra (1852) © CULTIRiS / AKG-Images

339. oldal: Ismeretlen festd: Voltaire portréja (1730) © CULTIRiS / AKG-Images / André Held

364. oldal: Nikolayev Yaroslav Sergeyevich: Pafnuty Tchebyshev portréja (1954, State Central Artillery Museum, Szent-
pétervar, Oroszorszag) © CULTIRIS / Bridgeman Art Library

A konyvben taldlhaté tovabbi képek:

©Shutterstock Képuigynokség: 8., 18., 20., 21., 22., 32., 44., 46., 56., 57., 58., 60., 62., 64., 73., 77., 82., 91., 94.,
98.,102.,106.,116.,122.,129.,132.,135., 139., 142., 146., 149., 160., 168., 204., 205., 226., 228., 236., 237., 245.,
249, 252., 258., 260., 261., 267., 270., 273., 278., 286., 287., 292., 296., 297., 305., 309., 311., 319., 321, 330.,
332., 333., 334., 335., 336., 340., 341., 342., 344., 346., 348., 349., 350., 351., 355., 357., 360., 368., 369. oldal.
©Shutterstock szerkesztéi képek: 5. és 207. oldal: Andrei Nekrassov, 20. oldal: Jacob OFC, 40. oldal: paparazzza,
49. oldal: Roberto Pascual Gomez, 75. oldal: aquatarkus, 96. oldal: L.Kora, 139. oldal: Terence Toh Chin Eng,
214. oldal: Pit Stock, 340. oldal: Video Media Studio Europe

Thinkstock: 39.

Large: 73.

Full: 76., 158.

379




380



	OH_MAT11TB_Matematika11_TK_00_Tartalom_tordelt5
	OH_MAT11TB_Matematika11_TK_01_tordelt5
	OH_MAT11TB_Matematika11_TK_02_tordelt4
	OH_MAT11TB_Matematika11_TK_03_tordelt5
	OH_MAT11TB_Matematika11_TK_04_tordelt5
	OH_MAT11TB_Matematika11_TK_05_tordelt5
	OH_MAT11TB_Matematika11_TK_06_tordelt5
	OH_MAT11TB_Matematika11_TK_07_tordelt5
	OH_MAT11TB_Matematika11_TK_08_tordelt5
	OH_MAT11TB_Matematika11_TK_09a_tordelt5
	OH_MAT11TB_Matematika11_TK_09b_tordelt5
	OH_MAT11TB_Matematika11_TK_10_tordelt5



