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ELOSZO

Ez a konyv azon eldéaddsaimnak az anyagat tartalmazza, amelyeket ,,Bevezetés a geometridba”
cimmel a budapesti E6tvos Lorand Tudomanyegyetemen az elsd éves hallgatok szdmara évek ota
tartottam. Feldleli a konyv ennek a targynak a tantervben eldirt teljes anyagat, emellett azonban
olyan kiegészitések is szerepelnek benne, amelyek az el6adasi anyagon tilnyulnak, és részben a
konnyebb érthetdséget, részben a logikai teljességet, részben pedig az anyag elmélyitését és a tovabbi
tajékozodast szolgaljak.

Eredeti tervem az volt, hogy a kdnyv anyagat konnyebb, és nehezebb feladatokkal egészitsem ki. Errél
a tervrdl lemondtam, mert nem akartam régota késziilé konyvem megjelenését még tovabb elodazni.

A konyvet olyan olvasoknak szantam, akik a kozépiskolai geometriai anyagot mar ismerik. Igaz ugyan,
hogy a modszeres targyalas a legelemibb ismeretekre is kiterjed, viszont a tudomanyosabb felépités
mégiscsak azt eredményezi, hogy a konyv nem alkalmas a geometria elsé megismerésére. Felhasznal
a kdnyv a matematika mas fejezeteibe vago ismereteket is. Ezek az algebra elemeire és az analizis
alapfogalmaira vonatkoznak. Hogy pontosabban melyek az ilyen felhasznalt ismeretek, az a megfeleld
helyeken szerepel majd.

A konyv megirasanal arra torekedtem, hogy a szabatossag és a szemléletesség szempontjai
egyarant érvényesiiljenck. Egyszeriibb és rovidebb okoskodasok keresése, valamint az anyag
tagolasa Utjan arra torekedtem, hogy a szabatossag, a terjengdsségre csabitd kifogastalansag az
attekinthetGséget ne zavarja. A szabatossag megkivanta kiegészitéseket ezért sok helyen kellen
elkiilonitettem a targyalastol. Feladatomnak tartottam, hogy a szemléletesség lirligyén kinalkozo
hianyos okoskodasokat elkeriiljem, illetdleg szabatossa egészitsem ki. Amennyire csak a szabatossag
sérelme nélkiil megtehettem, igyekeztem mindig a szemléletesebb utat valasztani. A szemléletesség
fokozasara hivatott a bdséges abraanyag. Gondot forditottam ezért az abrak megvalasztasara és
megtervezésiikre is.

Kedves kotelességem, hogy koszonetet mondjak mindazoknak, akik hozzasegitettek ahhoz, hogy a
konyv jobb és szebb legyen. Kdszonetet mondok Varga Otto egyetemi tandrnak, az MTA levelezd
tagjanak, valamint Gallai Tibor egyetemi tanarnak és Varga Tamds egyetemi adjunktusnak, a kdnyv
lektorainak, tovabba Heppes Aladarnak, a Matematikai Kutatd Intézet tudomanyos munkatarsanak,
akik a konyv kéziratat gondosan attanulmanyoztak, és hasznos tanacsaikkal tamogattak. Kdszonettel
tartozom Molnar Jozsef egyetemi adjunktusnak az abrak gondos és szép megrajzolasaért.

Megkoszondm tanszékem munkatarsainak. Bognar Matyas, Kis Otto, Molnar Jozsef adjunktusoknak,
Molnar Ferenc, Palmay Lorant, Strohmajer Janos tanarsegédeknek. Szabados Jozsef
demonstratornak, valamint Bérdczky Karolynak, hogy a kézirat technikai elokészitésében €s a
kefelevonatok olvasasaban nagy segitségemre voltak. Somogyi Endrénének, a Matematikai Kutato
Intézet munkatarsanak rendkiviil gondos gépirdi munkajaért tartozom koszonettel.

Koszonet illeti a Tankonyvkiadé Vallalat és az Allami Nyomda dolgozoit készségiikért és jo
munkajukért, amellyel hozzasegitettek ahhoz, hogy a konyv jobb és szebb legyen.

Budapest, 1959. december 31.

Hajos Gyorgy
AZ OLVASOHOZ

a konyv olvasasa elott

E konyv az elemi és az analitikus geometriat targyalja. Ezen a két részen beliil tobb fejezet
szerepel, s ezek paragrafusokra tagozddnak. Az egyes paragrafusok szakaszokra oszlanak, amelyeket a
paragrafus sorszamatol ponttal elkiilonitett szamozassal jelziink. A konnyebb kezelhet6ség érdekében




ELOSZO

minden oldal aljan ott all a foly6 szakasz szamozasa. Minden tételt bizonyitas kovet, €s a bizonyitas
végét gondolatjel jelzi.

A szakaszokba foglalt anyagot megjegyzésekkel kisérjik. E megjegyzések apro betlis szedéssel az
egyes szakaszok utan allanak. Ezeket két csoportba soroltuk. Az A jelii megjegyzések minden olvasé
érdeklddésére szamot tartanak. Ezek a megjegyzések a szakaszban targyalt anyag jobb megértését
szolgaljak, az anyaggal kapcsolatos feladatokrol szolnak, a leggyakrabban el6forduld félreértésekre
¢és hibakra hivjak fel a figyelmet, az oktatasra vonatkozé észrevételeket adnak eld, a targyalt anyag
alkalmazasaira, praktikus vonatkozasaira utalnak, és végiil torténeti megjegyzéseket tartalmaznak.

A B jelii megjegyzések attanulmanyozasa mar tobb terhet 16 az olvasora. Azoknak szantuk ezeket, akik
az anyag tudomanyos elmélyitésére és kiegészitésére is torekszenek. Ezek a megjegyzések az anyag
felépitésének belsd kapcsolatairdl szolnak, a targyalt anyag nehezebben kovethetd logikai lezarasat,
szabatossag megkovetelte kiegészitését tartalmazzak, a lehetséges kiilonféle targyalasmodokra utalnak
s azok egybevetésével foglalkoznak, sokszor az elért eredmények altalanositasait is targyaljak, vagy
ramutatnak arra, hogy a targyalt anyag tovabbépitésével a matematika milyen fejezetei foglalkoznak.
Ezek koziil a megjegyzések koziil megcesillagoztuk, B* jellel jeloltiik azokat, amelyeknek kovetése
kiilonosebben nehéz.

Ha egy szakasz utan tobb A vagy B jelii megjegyzés all, akkor a megjegyzés betlijelét sorszam is
koveti.

A konyv szerkezete a kdnyv tobbféle hasznalatat teszi lehet6vé, és ki-ki a maganak legmegfelelobb
modot vélaszthatja.

Az dtlagolvaso, a konyvet hasznald diakok nagy tobbsége jol teszi, ha — legalabbis elsé olvasaskor
— kihagyja a B jelli megjegyzéseket. Elhagyhatja az apro betlivel szedett szakaszokat is, mert ezeknek
targya kevésbé fontos. és elhagyasuk a maradé anyag megértését nem zavarja. Ilyenforman elég, ha
csak a nagy betlivel szedett részeket és az A jelli megjegyzéseket olvassa.

Aki nem gyozi ezt a leegyszerisitett munkat sem, és mégis képet akar alkotni az anyag egészérdl,
az tovabbi konnyités céljabol elsésorban azoknak a tételeknek a bizonyitasat hagyhatja el,
amelyeknek helyessége a szemlélet alapjan kozvetleniil is belathato. Tovabbi konnyitést jelent, ha a
szovevényesebb, hosszabb 1élegzetii bizonyitasokat csak atfutja, bar ezzel lemond a teljes anyag igazi
elsajatitasarol.

Minden olvaso szamara hangsulyoznunk kell, hogy mit sem ér a konyv tanulmanyozasa, ha ennek
eredményeként nem allnak tisztan az olvaso elott a targyalt fogalmak és tételek, s ha ezek birtokaban
nem tud feladatokat megoldani. Feladatok megoldasat mindenkinek a legmelegebben ajanljuk, mert
ellendrzik a tudast, elvezetnek a tudas hasznositasahoz, ¢s 6nallé gondolkodasra serkentenek.

Akinek a képessége megengedi, hogy a konyv olvasasaban 6romét lelje, az torekedjék — taldn
ismételt olvasas alkalmaval — a konyv egészének attanulmanyozéasara. Ne szegje kedvét, ha a B
jeli megjegyzések kozott egyik-masik megemészthetetlennek bizonyul. Sokszor nem a benniik kozolt
gondolatok okozzak a nehézséget, hanem annak belatasa, hogy ilyen kozlésre miért van egyaltalaban
sziikség. Inkabb tanacsoljuk a nehéznek bizonyuld megjegyzések atugrasat, mintsem azt, hogy valaki
a félig-meddig valo megértést tudasnak konyvelje el. Ez a szempont vezetett, amikor megcsillagoztuk
a legnehezebbnek vélt megjegyzéseket.

Aki tudomanyos ambicioval olvassa ezt a konyvet, az sajatitsa el maradéktalanul a konyv egészét.
Tudomanyos munkat csak szilard alapra lehet épiteni, és a konyv egészének célja az, hogy a geometria
tanulmanyozasahoz szilard alapot nyujtson.

vi



1. fejezet - ELEMI GEOMETRIA
ALAPFOGALMAK

Ebben a bevezetd fejezetben csak eldkészitjiik a geometria targyalasat. Bevezetjik azokat a
fogalmakat, amelyekrdl a targyalas megkezdésekor szo lesz, valamint megemlitjiik azokat a tényeket,
amelyekre a targyalast majd épitjiik. Helyenként ramutatunk ugyan arra is, hogy megallapitasaink
egyikének-masikanak helyessége hogyan kovetkezik logikai iton a tobbiébdl, azonban az ilyen
vizsgalatot feladatunknak nem tekintjiik. Ebben a fejezetben csak az a célunk, hogy a valdésagbol
absztrakcioval szarmazo, szemlélettel alatdmasztott alapot adjunk a tovabbi targyalashoz, s hogy a
legalapvetébb elnevezésekkel megismerkedjiink.

1.§ Térelemek

Ebben a paragrafusban a pont, egyenes és sik bevezetésével foglalkozunk és alapvetd tulajdonsagaikat
ismerjiikk meg.

1.1 A tér fogalmahoz a tapasztalasbol absztrakcid utjan jutunk. Az anyagi targyak a térben
helyezkednek el. Teriink minden iranyban hatartalanul kiterjedt. A nyugvo targyak a térnek egy részét
foglaljak el. Ha elvonatkozunk a targyak fizikai jellemzditdl (anyagatol, szinétdl stb.), és csak az
altaluk elfoglalt térrész alakjat tekintjiik, akkor eljutunk a mértani test fogalmahoz. Ha olyan targyakat
gondolunk el, amelyek a valésagban nem is léteznek, pl. egy végtelenbe nyulo oszlopot, akkor is
tekinthetjiik alakjukat, az altaluk szolgaltatott mértani testet. A tér feldarabolasakor mértani testek
keletkeznek.

A testeket feliiletek hataroljak. Véges kiterjedésii testeket zart feliiletek hatarolnak. A feliiletek
darabjait is feliiletnek mondjuk, igy pl. az asztal lapja is feliilet. A feliiletekrdl képet adhatunk vékony
lemezzel, hartyaval is. A feliiletnek nincs vastagsaga.

Ha egy feliiletet feldarabolunk, a darabokat vonalak hataroljak. Véges kiterjedésti feliiletdarabokat zart
vonalak hatdrolnak. E vonalak darabjait is vonalnak nevezziik, igy pl. az asztalnak egy éle is vonal.
A vonalakrol képet adhatunk vékony drottal, fonallal is. A vonalnak sem vastagsaga, sem szélessége
nincs. Ha egy vonalat feldarabolunk, a darabokat pontok hataroljak. A pontokrol képet adhat a ti hegye
vagy egy igen kis kiterjedésii targy is. A pontnak semmilyen kiterjedése sincs.

Az egyenes mindkét iranyban végtelenbe nyuld vonal, amely mindeniitt olyan, mint a kifeszitett
hur, a fénysugar Gtja homogén kozegben, az anyagi pont palyaja, ha kiils6 er6hatas nélkiil, pusztan
tehetetlenségének hatdsara mozog, vagy mint a merev test helyben maradé pontjainak dsszessége, ha
két pontjat rogzitjik, és a testet forgatjuk.

A sik minden iranyban végtelenbe nyulo feliilet, amely mindeniitt olyan, mint a simara gyalult deszka,
anyugvo viz felszine, vagy két csatlakozo egyenes rad kozott kifeszitett hartya. A sik feldarabolasakor
sikidomok keletkeznek.

A1 A bevezetett fogalmakat nem definialtuk, csak képet adtunk réluk, s ramutattunk, hogy absztrakciod
révén a valosagbol keletkeznek. Nem lesz sziikségiink arra, hogy pontosan koriilirjuk, mit neveziink
testnek és sikidomnak, valamint felilletnek és vonalnak. Az egyenes és a sik fogalomalkotasaval
viszont részletesen foglalkozunk a kdvetkezOkben. Ez a szakasz a rendszeres targyalast csak
elokészitette.

A2 A geometria els6 tudomanyos rendszerezdje a gérog Euklides volt (i. e. 325 koriil). Elemek cimii
munkdja mind a mai napig a geometria targyalasanak alapjaul szolgal. Ma mar tudjuk, hogy rendszere
korabbi munkakra is tdmaszkodik.

A geometria (mértan) a tér pontjaibol allé alakzatokkal (ponthalmaz, idom) foglalkozik. Ilyen
alakzatok a férelemek: a pont, az egyenes és a sik, s6t maga a teljes tér is. Beszéliink linedris,
sikbeli és teérbeli alakzatokrol aszerint, hogy az alakzat pontjai egy egyenesen vannak, egy sikban
helyezkednek el, vagy pedig csak annyit allapitunk meg, hogy a tér pontjai. A térgeometria (tér-




ELEMI GEOMETRIA

mértan, sztercometria) a térbeli alakiatokkal, a sikgeometria (sikmértan, planimetria) pedig egy
sik alakzataival foglalkozik. Az alakzatok kozé soroljuk sokszor az iires alakzatot is, amelynek
egyetlenegy pontja sincs. Sem az iires alakzatot, sem pedig a teljes teret, illetbleg a sikgeometriaban
a teljes sikot nem mondjuk valodi alakzatnak.

Két alakzat kdzds része (metszet) a két alakzat kozos pontjaibol all. Két alakzat egyesitését azok a
pontok alkotjak, amelyeket a két alakzatnak legalabb az egyike tartalmaz. Sz6 lehet természetesen
kettdnél tobb alakzat kdzos részEérdl és egyesitésérol is.

A pontokat nagybetlikkel, az egyeneseket kisbetiikkel, a sikokat nagybetiikkel vagy gorog bettikkel
szokas jeldlni.

Ha két térelem egyike tartalmazza a masikat, azt mondjuk, hogy a két térelem illeszkedik egymashoz.
Egy egyeneshez illeszkedd pontokat kollinearisaknak, egy sikhoz illeszkedd pontokat és egyeneseket
komplanarisaknak (egysikl) mondunk.

Térelemek illeszkedésére vonatkozdan a kovetkez6 megallapitasokat tehetjiik:

L. Két ponthoz egy és csak egy egyenes illeszkedik.

1. Ha harom pont nincs egy egyenesen, akkor egy és csak egy sik illeszkedik hozzajuk.
1. Ha egy sik tartalmazza egy egyenes két pontjat, akkor tartalmazza a teljes egyenest is.

Az A, B pontok altal meghatarozott egyenest 4B egyenesnek, az A, B, C pontok altal meghatarozott
sikot 4ABC siknak mondjuk. Ezeknél a megnevezéseknél kdozombos az, hogy a szerepld pontokat
milyen sorrendben adjuk meg.

Két egyenesnek legfeljebb egy kdzos pontja van, mert kiilonben a két egyenes 1. szerint azonos volna.
Ha egy egyenes nem illeszkedik egy sikhoz, akkor legfeljebb egy kozds pontjuk van, hiszen kiilonben
III. szerint illeszkednitik kellene.

A1 Ha egy allitasban ,,egy ¢és csak egy” all, ez azt jelenti, hogy van egy, s hogy tobb nincs. A kdznapi
nyelv ,.egyetlenegy” kifejezése ugyanezt fejezi ki (ha a mondat szerkezete nem tagado). igy pl. I. azt
mondja ki, hogy két ponthoz egyetlenegy egyenes illeszkedik, azaz egyrészt van olyan egyenes, amely
két adott ponthoz illeszkedik, masrészt viszont nincs tobb ilyen egyenes.

A2 A Dbevezetett szakkifejezések utan sokszor emlitjiik zardjelben a hasznalatos egyéb
megnevezéseket. igy emlitjiik a szakkifejezés teljes alakjat, ha az csak félreértés lehetdsége esetén
hasznalatos, szokasos roviditéseit, a ritkdbban hasznalt, vagy ma mar alig hasznalt megnevezéseket,
s ezek kozott sokszor idegen, tobbnyire latin vagy gordg eredetli szakkifejezéseket is. Ez utdbbiak
ismerete megkonnyiti az idegen nyelvil szakirodalom megértését is.

A3 Ha két alakzatrol van szo, akkor eleve két kiilonboz6 alakzatra gondolunk. Ugyanez all akkor is,
ha kett6 helyett nagyobb természetes szamot mondunk. Felesleges lett volna ezért pl. I.-ben két pont
helyett két kiilonb6z6 pontrol szolni.

El6fordul majd, hogy tobb alakzatrol beszEliink, és megenged;iik, hogy kozottiik azonosak is legyenek.
Ilyenkor ezt a tényt a szovegezésben is kifejezésre juttatjuk, és pl. harom nem feltétlentil kiillonb6z6
pontrdl szélunk.

A4 Néhany szokasos jelolés: 4 NZ az 4, B alakzatok kozos részét, AU B pedig az egyesitésiiket jeldli;

AD B & BT A egyarant azt mondja ki, hogy az A alakzat tartalmazza a B alakzatot, hogy tehat B az
A alakzathoz tartozik; azt, hogy a P pont a pontokbdl allo A alakzat eleme, azaz P az A alakzathoz
tartozik, <4 modon is jeldlhetjiik.

A térelemekkel kapcsolatos és kevésbé altalanos jelolések: a kerek zardjel a metszetet, a szdgletes
zardjel pedig az 6sszekotd alakzatot, tehat pl. (ab) az a, b egyenesek metszéspontjat, [ABC] pedig az
A, B, C pontok altal meghatarozott sikot jeloli; —-— az illeszkedés jele.

B1 Megallapitasainkat a szemléletre hivatkozva mondhattuk ki. Tapasztaljuk a helyességiiket,
bizonyitani azonban nem kivanjuk. Bizonyitasuk mar csak azért sem sikeriilhet, mert a benniik
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szerepld fogalmakat nem definialtuk. Azokat az allitasokat, amelyeket nem bizonyitunk, s amelyekre
okoskodasainkat épitjiik, axiomaknak nevezziik. Az altalunk kimondott axiomak a valosagot tiikkrozo
egyszerii megallapitasok. Az axidomak bizonyos mértékig potoljak a benniik szereplé fogalmak
amelyekre a mar kimondott és a tovabbiakban kimondandoé axiomaink teljesiilnek. E fogalmak teljes
szemléletes tartalmat azonban még akarhany axiomaval sem lehet megragadni.

B2 Azt mondtuk, hogy minden alakzat pontokbdl 4ll, tehat a pontot vélasztottuk a geometria
felépitéséhez alapelemiil. Ez nem az egyediil lehetséges modszer, bar szemléletiink szdmara ez a
legkdnnyebb. .

1.3 Az egyenest egy pont két félegyenesre bontja fel. Ez a pont mindkét félegyenes kezddpontja
(végpont), és egyben a két félegyenes egyetlen k6z0s pontja. AB félegyenesnek mondjuk az AB
egyenes A kezdépontu félegyenesei koziil azt, amelyik a B pontot tartalmazza. Eszerint az AB
félegyenes kiilonbozik a BA félegyenestdl. Néha megtessziik, hogy az abran az 4 kezdGponth
félegyenes mellé odairjuk a B pont jelét, de e pont helyét nem jelezziik, mert csak az a célunk, hogy
az AB félegyenesrdl beszélhessiink, és ezért k6zombds az, hogy a B pont hol helyezkedik el.

Az egyenest barmely két pontja két félegyenesre és egy szakaszra (egyenesszakasz, intervallum)
bontja fel. A két pont a szakasz két végpontija. Az A, B végpontl szakaszt AB szakasznak mondjuk,
de B4 szakasznak is mondhatjuk. Ez a szakasz az 4B félegyenes és a BA félegyenes kdzos részeként

is szarmaztathato, s mindkét félegyenesnek kezddszakasza. Az AB szakaszt néha AB jeloli.

A sikot egy egyenes két félsikra vagja. Ez az egyenes a két félsik kozos része. A teret egy sik két
féltérre vagja. Ez a sik a két féltér kozos része.

A félegyenes kezddpontjat, a szakasz végpontjait, a félsikot meghatarozo egyenesnek s a félteret
meghatarozé siknak a pontjait k6z6s néven hatdrpontoknak nevezziik. Az egyenesnek, a siknak és a
térnek nincs hatarpontja. A mar emlitett alakzatainknak az olyan pontjait, amelyek nem hatarpontok,
belso pontoknak nevezziik. Egy szakasz belsd pontjai azok, amelyeket a végpontok kozrefognak,
amelyeken a szakasz 4thalad. Az egyenesrél, félegyenesrdl vagy szakaszrol azt mondjuk, hogy
alakzatainknak valamelyikét metszi (d6fi), ha egyetlen kdz6s pontjuk van, és ez nem hatarpontja a két
alakzat egyikének sem. Ezt az egyetlen k6z0s pontot metszéspontnak (d6féspont) nevezziik.

A most bevezetett fogalmakra érvényesek a kovetkezd megallapitasok:

IV. Egy pont a rajta athalado egyenest két félegyenesre bontja fel. Az egyenes e ponton dathalado
szakaszanak a végpontjai mas-mas félegyeneshez tartoznak. Az egyenes minden mas szakaszat az egyik
félegyenes tartalmazza.

V. Egy egyenes a rajta dtfektetett sikot két félsikra bontja fel. Az egyenest metszd sikbeli szakasznak
a végpontjai mds-mds félsikhoz tartoznak. A sik minden mas szakaszat legaldabb az egyik félsik
tartalmazza.

VI. Egy sik a teret ket féltérre bontja fel. A sikot metszé szakasz végpontjai mas-mas féltérhez
tartoznak. Minden mas szakaszt legalabb az egyik féltér tartalmaz.

Megallapitasaink pl. az utols6 esetben burkoltan azt is kimondjak, hogy a két féltér egy-egy belsd
pontjat dsszekotd szakasz metszi a kdzos hatarsikot, hiszen kiilonben a szakasz egy féltérben volna, és
ezért ez a végpontjaira is allna. Mondhatjuk tehat, hogy a szoban forgé sikot egy szakasz akkor és csak
akkor metszi, ha a két végpontja mas-mas féltér belsé pontja. Hasonlét mondhatunk természetesen a
IV. és V. megallapitas esetében is.

Az V. és V1. megallapitas megszovegezésénél arra az esetre is gondoltunk, amikor a szakasz a k6zos
hataregyenesen, illetéleg hatarsikon van. Az ilyen szakaszt is tartalmazza a két félsik vagy féltér
egyike, st ezt a kettd koziil barmelyik megteszi.

2. § Mozgas és hosszusag

Azokat az alapvet6 fogalmakat és tényeket targyaljuk, amelyek a mozgassal és a hossziisagméréssel
kapcsolatosak.
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2.1 Ha egy alakzat mozog, akkor pontjai 0j helyzetbe keriilnek, de lehetnek kozottiik helyben marado
pontok is. Mozgas kdzben az alakzat alakja nem valtozik meg. Szo6 lehet az egész tér, azaz a tér
valamennyi pontjanak egyiittes mozgasardl is. Egy alakzat mozgasat mindig kiegészithetjiik az egész
tér mozgasava. Ugy gondolhatjuk teht, hogy egy alakzat mozgasakor a mozgé tér viszi az alakzatot
0j helyzetébe. Nem gondolunk arra, hogy a mozgas soran a mozgo6 alakzat pontjai milyen helyzeteket
foglalnak el, hanem csak arra, hogy a mozgas révén milyen kezdd helyzetbdl milyen véghelyzetbe
Jutottak.

Lehetséges, hogy a mozgas egy alakzat pontjainak helyzetét megvaltoztatja, de az alakzat egésze a
mozgas utan is ugyanazt a helyet foglalja el. Ez a helyzet pl., ha a mozgatott alakzat a teljes tér.

Minden mozgashoz tartozik egy ellentétes mozgas, amelyik az elmozgatott alakzatot eredeti
helyzetébe viszi vissza. Ha az elmozgatott alakzatot tovabb mozgatjuk, akkor az eredeti alakzatbol
mozgassal szarmazo6 alakzathoz jutunk. Mondhatjuk tehat, hogy két mozgas egymasutanja egyetlen
mozgast ad. Kivétel nélkiil igaz ez, mert az el nem mozgatast, a helybenhagyast is a mozgasok kozé
soroljuk.

A mozgasra vonatkozoan a szemléletre hivatkozva a kovetkezé megallapitasokat tessziik;

VII. A mozgas két pont Osszekoto szakaszat a ket elmozgatott pont osszekoto szakaszaba, az egyenest
egyenesbe és a sikot sikba viszi.

VIII. Egy és csak egy olyan térmozgas van, amely egy adott félsikot és ennek hataran adott félegyenest
megadott helyzetbe, egy adott félsikba és annak hataran adott félegyenesbe visz at.

A masodik megallapitas azt is kimondja, hogy ha a térmozgas nem valtoztatja meg egy félsik és egy
ennek hataran elhelyezkedd félegyenes helyzetét, akkor nem valtoztatja meg a tér egyetlen pontjaét
sem.

B Aki tudja, hogy a térgeometria felépithetd ugy, hogy elézetesen csak a sik (térben vald) mozgatasarol
van sz0, az kérdezheti, miért vezettiik be mi itt, az alapfogalmak ismertetése soran nyomban a
térmozgast. Ennek az elhatarozasnak az az oka, hogy a sik és a tér mozgatasanak szemléleti
alatamasztasa kdzott nem igen tehetiink kiilonbséget. Modszeriink eldnye, hogy amikor az egyiket mar
szerepeltetjiik, nem keli tettetniink, hogy a masikat még nem ismerjiik.

Tovabbi elényt jelent az, hogy mddszeriink révén ebben az el6készitd fejezetben parhuzamot latunk a
sikra és a térre vonatkozod alapismeretek kozott. Itt elsésorban a 6. §-ra és azon beliil kiilonsképpen
a 6.5 szakaszra gondolunk.

2.2 Két szakasz akkor egyenld, ha van olyan mozgas, amelyik az egyiket a masikba viszi. Ha két
szakasz nem egyenld, akkor az a nagyobb, amelyik tartalmaz a masikkal egyenl6 szakaszt.

Ha egy szakaszt hosszegységnek valasztunk, akkor a szakaszokat pozitiv valds szamokkal mérhetjiik.
A hosszegység hossza 1. Egyenl szakaszok hossza egyenld, és nagyobb szakasz hossza nagyobb. A
szakaszok hosszat altalaban kisbetiivel jeldljik.

Két pont dsszekoto szakaszanak hossza a két pont tdvolsaga, az AB szakasz hosszat AB vagy FERN
jelolheti. Mondjuk, hogy egy pontnak dnmagatol vald tavolsaga 0, és ennek megfelelden egyetlen
pontot nullszakasznak is mondhatunk.

A hosszmérésrol szolnak a kdvetkezé megallapitasok;

IX. Egy szakaszt barmely belso pontja ket olyan szakaszra bont fel, amelyek hosszanak osszege az
eredeti szakasz hossza.

X. Ha a hosszegység adott, akkor barmely A kezdépontu félegyenesen egy és csak egy olyan B pont
talalhato, amelyre nézve az AB tavolsag egy adott pozitiv valos szam.

Az els6 megallapitas akkor is helyes, ha benne nem két, hanem véges sok szakaszra valo felbontas
szerepel.
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Ha a hosszegységet megvaltoztatjuk, minden szakasz hossza ugyanannyiszorosra valtozik. Azt
mondjuk, hogy egy szakasz egy masik szakasz n-szerese, masik két szakasz 6sszege vagy kiilonbsége,
ha a szakaszok hosszai kozott ilyen kapcsolat all fenn. Erre az ad jogot, hogy az ilyen kijelentés
helyessége nem fiigg a hosszegység megvalasztasatol. Szo lehet hasonlo indokolassal arrél, hogy pl.
két szakasz szorzata vagy hanyadosa masik két szakasz szorzataval vagy hanyadosaval egyenld. Nem
mondhatunk azonban hasonlot, ha pl. két szakasz hosszanak szorzata egy harmadik szakasznak a
hossza.

Al A gyakorlati életben a hossziisag megadasakor a valasztott hosszegységet is jelezni kell (pl.
5 cm, 60 km). A hossz egység megvaltoztatasakor a hosszusdg mérészama is megvaltozik. Ezt
a tényt szogezziik le, amikor kimondjuk, hogy a hosszlisag nem puszta szdm, hanem hosszusag
dimenzioju mennyiség. Geometriai feladatoknal szokds viszont az, hogy a hosszegységet eleve
adottnak gondoljuk, és a hosszusagok megadasanal nem is jelezziik.

A2 Szerepeltettik a valds szamokat, és feltételezziik, hogy az olvasé ismeri a valdés szdmok
aritmetikéjat. Timaszkodunk majd az elsd- és masodfoku egyenletek megoldasanak ismeretére is.

B1 Eddig tiz, romai szamokkal jel6lt axiomat mondtunk ki. Ezek az axiomak a tapasztalaton
alapulnak, a valdsagbol absztrakcioval szarmaznak. Absztrakcio sziikséges mar ahhoz is, hogy pontrol,
egyenesrdl és sikrol beszélhessiink. Tovabbi absztrakcidt jelent, hogy a geometria targyalasaban
abszolut igaznak tekintjiik azt, amit a tapasztalat csak bizonyos korlatok kozott tamaszt ala. Ilyen tény
pl. az is, hogy a merev test elmozgatasa utan pontjainak tavolsagai nem valtoznak meg. Lehetséges,
hogy bOvebb tapasztalat ezt meg fogja cafolni. Az axidmainkra épiild geometria ezek szerint a
tapasztalaton alapszik, de nem az egyediil lehetséges ilyen geometria.

B2 Megtehetndk, hogy a tovabbiakban a tapasztalatra tobbet nem hivatkozunk, a szemléletre nem
tamaszkodunk, hanem rémai szamokkal jelzett axiomainkbol kiindulva mindent logikai titon vezetiink
le. igy a teljes geometriat fel lehetne épiteni, ha a mar kimondott axiomakhoz még egy tovabbi axiomat
csatolunk, amelyet majd késébb mondunk ki (lasd 12.2).

Ha igy jarnank el, targyaldsunk axiomatikus volna. Nem valaszthatjuk ezt az utat. mert
nagyon hosszadalmas és nehézkes. A legtobb gondot talan az okozna, hogy még a szemléletes
kifejezésmodokat is el kellene keriilniink, illetéleg minden ilyen kifejezés jelentését definidlnunk
kellene. A kezd6 értetleniil allna az ilyen targyalas sok bonyodalma el6tt. Mi ismételten hivatkozni
fogunk a szemléletre, és nem fogjuk minden esetben kiilon hangsulyozni ezt a kdriilményt. Ha mégis
felsoroltunk targyalasunkban axiomakat, ezt csak azért tettiik, hogy ramutathassunk az axiomatikus
targyalas mibenlétére.

Felsorolt axiomainkat tobb szempontbol kifogasolni lehet. Meg lehetne kdvetelni, hogy az egyes
axiomak allitdsanak még egy része se legyen a tobbibdl levezethet. Kifogasolni lehet, hogy
axiomaink szerepeltetik a valds szamokat, pedig a geometria a valos szamok szerepeltetése nélkiil
is felépithetd. Kifogasolni lehetne, hogy axiomadink a tartalmazas fogalmara, tehat a halmazelmélet
elemeinek ismeretére épiilnek, pedig ezek az alapfogalmak is axiomatikusan részletezhetok volnanak.
E szempontok figyelembevétele az axiomatikus targyalast még nehezebbé tenné. Aki annak a ténynek
a bizonyitasat is elvarja, hogy a geometria axidémaibol nem lehet ellentmondasra kovetkeztetni, az
olyan kdvetelményt timaszt, amelyet — legaldbbis ma — nem tud teljesiteni senki sem.

A geometria axiomatikus megalapozasara elsének Euklides torekedett. Mai értelemben vett els6
szabatos megvalositoja D. Hilbert (1862—1943, géttingai egyetemi tanar).

B3* Néhany megjegyzést tesziink az olyan olvasdé szamara, aki ismeri a geometria szokasos
axiomatikus megalapozasat, és a mi axiomainkat egybe akarja vetni a szokasos axiomakkal.

a) Az egybevetés érdekében eldszor is leszogezziik, hogy hogyan értenddk axiomaink akkor, ha
axiomatikus tisztasagra toreksziink.

Els6 harom axiomank egy pontoknak nevezett elemekbdl allo, térnek mondott halmazrol kimondja,
hogy vannak olyan nem iires, a pontoktol és egymastol kiilonbozo, egyeneseknek és sikoknak nevezett
részhalmazai, amelyek az egymadst tartalmazas tekintetében rendelkeznek az I—III. axidémakban
kimondott tulajdonsagokkal.
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Az egyenes, a sik és a tér kettévagasarol szolé axiomaink kimondjak, hogy van egy olyan
elvalasztasnak mondott relacio, amely egy egyenes egy pontja és mas két pontja kozott allhat fenn, s
amely rendelkezik a [IV—VI. axiomakban kimondott tulajdonsagokkal. igy pl. IV. szerint az e egyenes
P pontja egyértelmiien két nem {ires osztalyba sorolja e tdbbi pontjat; P csak olyan pontokat valaszt
el az e egyenesen, amelyek mas-mas osztalyhoz tartoznak; ha viszont P nem valasztja el e-nek két
P-t61 nem feltétleniil kiilénbdzé pontjat, akkor ez a két pont, valamint az ezeket elvalasztdé pontok
mindannyian egy P-vel kibdvitett osztalyhoz tartoznak. Hasonlot mondhatunk V. és VI. esetében is.

A mozgatasrol sz616 két axiomank kimondja, hogy van egy olyan transzformaciocsoport, amelynek
elemeit elmozgatasoknak nevezziik, s amelyek rendelkeznek a VII., VIII. axiémakban kimondott
tulajdonsagokkal. Eszerint a csoport elemei egyeneshez egyenest, sikhoz sikot rendelnek, az

V4

emlitett alakzathoz egy megadott ugyanilyen alakzatot rendel.

A mérésrél szolo axiomaink azokra az osztalyokra vonatkoznak, amelyeket az elmozgatassal
egymasba atvihetd pontparok alkotnak. Két axiomank kimondja, hogy ezeknek a pont-
parosztalyoknak mindegyikéhez hozzarendelhetd egy-egy pozitiv valos szam, amelyet az osztalyba
tartozd pontparok tavolsaganak mondunk, s amely rendelkezik a IX., X. axidomakban kimondott
tulajdonsagokkal. Eszerint egy pontnak két altala elvalasztott ponttol valo tavolsagat 6sszeadva ez
utobbiak tavolsagat kapjuk meg, tovabba egy egyenesen az A, B pontokhoz egyetlenegy olyan pont
talalhato, amelyet 4 nem valaszt el a B ponttol, s amelynek A4-tol vald tavolsaga egy onkényesen
megadott pozitiv valds szam.

b) Az altalunk megadott axiomak rendszere a szokdsos axidomarendszerekkel ekvivalens. Ismeretes
ugyanis, hogy axiomaink allitasa levezethetd a szokéasos axidomarendszerekbdl, s ellendrizhetd, hogy
a szokasos axidomak levezethet6k a mi axiomainkbdl. Ez utdbbi levezetést illetden megemlitjiik, hogy
az illeszkedési axiomak I—III. és VI. axiomainkbol adddnak, a rendezési axiomak a IV. és V., az
egybevagdsagi axiomak a VII—X. axidémainkbdl kovetkeznek, és X. axidomank a folytonossagi axioma
teljesiilését is biztositja.

Az emlitett levezetés soran csak az egybevagdsagi axiomak levezetése jelenthet problémat. Ezért erre
arészletre vonatkozolag' néhany megjegyzést tesziink. A szakasz és a szog- tartomany bevezetése utan
ezek korében egybevagdnak (vagy egyenlének) az elmozgatassal egymasra fektethetéket mondjuk.
Az igy definialt egybevagosag reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, hiszen az elmozgatasok csoportot
alkotnak. Egy félegyenes két kezdOszakasza nem lehet egymassal egybevagd; ezt X. axidmank
kimondja, de ez IX. axidmankbdl is levezethetd. Tobb gondot okoz annak bizonyitasa, hogy ha az

OB, félegyenes kettévagja a konvex AC5% tartomanyat, akkor az AOB, AOB; szogek nem lehetnek
egybevagok. Ezt a bizonyitast vazlatosan kdzoljiik.

Ha az emlitett szogek egybevagok, tehat A0BE elmozgatassal ““B¥ re helyezhetd, akkor ez az
elmozgatas az OA szérat csak az OB szarra fektetheti, mert ha helybenhagyna, akkor ellentmondasba
jutndnk a VIII. axiomaval. Ugyanez az elmozgatas az OB, félegyenest olyan OA4 félegyenesbe viszi at,

amely az ACH =« belsejében halad. A félegyenesek helyzetét megadd A1, B pontokat az AB szakaszon

vessziik fel. E szakasz tetszéleges P pontja egy OP félegyenest hataroz meg. Ezt az imént emlitett
elmozgatas kétszeri alkalmazasa az OP| helyzetbe viszi at. Ilyen médon P-hez az AB szakasz egy
P; pontjat rendeltiik hozza. Ez a hozzarendelés 4-hoz A -et, B-hez Bj-et rendeli és az elvalasztas
a halmaz tartalmazza az A pontot (s6t az A4, szakaszt is), a B pontot azonban nem. A X. axiémara
tdmaszkodva megallapithatjuk, hogy van egy olyan maximalis AC szakasz, amelynek minden belsd
pontja az emlitett halmazhoz tartozik. A C-hez rendelt C; pont nem lehet az AC szakasz bels6 pontja,
mert akkor a kétszeri elmozgatés az 4, Cy, C sorrendet nem tartand meg. Nem lehet azonban Cjaz AC
szakasz meghosszabbitasan sem, mert akkor a CC| szakasz is az imént emlitett halmazhoz tartoznék,
¢s AC nem volna maximalis. Ezek szerint C és C| azonos pontok, és a kétszeri elmozgatas az AC
félegyenest, valamint az AC egyenes altal hatarolt félsikokat nem mozgatja el. Ez ellentmond VIII.
axiomanknak, hiszen a B pont nem marad helyben, s ez az ellentmondas eredeti allitdsunkat bizonyitja.

¢) Az axiomatika jobbnak tartja az olyan axiomarendszert, amely kevesebbet mond ki és kevesebb
eldismeretre tdmaszkodik. Ebbdl a szempontbdl a mi axiomarendszeriink hatarozottan rossznak
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mondandd, hiszen axiémaink sok feleslegeset is kimondanak, és a valés szamok ismeretét
sziikségtelentil feltételezik. Még csak az sem igaz, hogy axiomaink egyike sem hagyhato el, mert
bizonyitani lehet, hogy IV. axiomank allitasa levezethet6 a IX. és X. axiomankbol.

Axiomaink megvalasztdsakor nem is torekedtiink azonban a most mondott szempontok
érvényesitésére. Az a cél vezetett benniinket, hogy a kezd6 axiomarendszert lasson, de az mennél
kénnyebben emészthetd legyen.

B4* Axiomarendszeriinknek egy kevesebbet kimondd modositasat emlitjiikk meg. Eredeti IX. és X.
axiomankat a kovetkezokkel potolhatjuk:

Az elmozgatassal egymasba atvihetd rendezett pontparok osztalyairdl, az ezekhez az osztalyokhoz
rendelt pozitiv szamokrdl szolunk. A rendezett P, Q pontparhoz rendelt szamot PQ-val jeldljik. A
modositott IX. és X. axioma szerint ez a hozzarendelés megvaldsithatéd ugy, hogy ha B elvalasztja egy
egyenesen az 4, C pontokat, akkor AB+BC = AC, ha pedig egy p pozitiv valdés szamot dnkényesen
megadunk, akkor az AB félegyenesen egyetlenegy olyan pont van, amelyre AP = p.

Megmutatjuk, hogy ezekbdl a modositott axiomakbol valoban kovetkeznek eredeti axiomaink
allitasai. Ehhez PQ = QP bizonyitasara van sziikség. Tegyiik fel tehat, hogy pl. PO < OP. Az 0j X.
axioma szerint a QP félegyenes egy P pontjara PQ = OP. Ez a P| pont a PQ szakasz bels6 pontja,
mert P altal O-tol elvalasztott P'pontra iij X. axiomank szerint QP'= QP + PP'> QP > PQ. Ezek szerint
van olyan elmozgatas, amely a P pontot O-ba, a O pontot pedig a P, Q pontokat elvalasztd P;-be viszi.
pontokat elvalaszté O pontba viszi. Ennek az elmozgatasnak kétszeri alkalmazasa a P, Q pontokat a
Py, Q1 pontokba viszi at, igy tehat PO = P1Q;, Ennek ellentmond, hogy IX. axiomank szerint

PO =PPy+PiQ>P1Q=P 01+ 010>Pi0.
Ez az ellentmondas az eredeti PQ = QP allitast bizonyitja.

2.3 Iranyitott szakaszhoz jutunk, ha egy szakasz végpontjainak sorrendjét is megadjuk, azaz
megmondjuk, melyik a kezdépontja és melyik a végpontja. Ha az iranyitott szakaszt AB jeloli, akkor
A akezdOpontja. Ha egy pont ezen a szakaszon 4-bol B-be jut, akkor ennek a szakasznak az iranyaban
mozog.

Minden félegyenes irdnyt szab meg. Az iranyitott AB szakasz iranya megegyezik az AB
félegyenesével. Egy egyenesen elhelyezkedd két félegyenes iranya akkor és csak akkor egyezd, ha
az egyik tartalmazza a masikat. Egy egyenesen kétféle irany adhatd meg, ezek egymassal ellentétes
iranyok. Iranyitott egyenest adunk meg, ha az egyenest és ezen egy iranyt is megadunk. A megadott
iranyt pozitivnak, az ellentétes iranyt pedig negativnak mondjuk.

Iranyitott egyenesen megadott iranyitott szakasznak eldjeles hosszusagot tulajdonithatunk. igy
nevezziik a szakasz hosszusagat, ha pozitiv vagy negativ eldjellel latjuk el aszerint, hogy iranya
pozitiv-e vagy negativ.

Egy egyenes két iranyitott szakaszat egyenlonek mondjuk, ha eldjeles hosszuk egyenld. Egy egyenes
iranyitott szakaszairdl szélva azt mondjuk, hogy egy szakasz egy masiknak n-szerese, masik kettonek
Osszege vagy kiilonbsége, hogy tovabba két szakasz szorzata vagy hanyadosa az egyenes (vagy egy
masik egyenes) két szakaszanak szorzatdval vagy hanyadosaval egyenld, ha eldjeles hosszuk kozott
ilyen kapcsolat all fenn. Az ilyen kijelentések helyessége nem fiigg a hosszegység megvalasztasatol, de
nem fligg az egyenesek iranyitdsdnak mikéntjétdl sem. A szorzatot és hanyadost illetden hozzatessziik
ehhez, hogy nem fiigg az egyenes irdnyitasatol az eredmény eldjele sem.

Akéarhogyan helyezkednek el egy egyenesen az (egymastol nem feltétleniil kiilonb6z06) 4, B, C pontok,
mindig fennall az iranyitott szakaszokra kimondott

AB+BC=AC

Osszefiiggés. Az 1. abra eseteinek vizsgalataval ellendrizhetjiik e kijelentés helyességét.
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Az egyenest elmozgathatjuk gy, hogy ujbol ugyanezt a helyet foglalja el, a mozgas az iranyokat
ne valtoztassa meg, és megadott 4 pontja eldirt B pontjaba keriiljon. Ezt a mozgast az egyenes
(6nmagaban vald) eltolasanak (tranzlacio) nevezzik.

Ha az egyenes 4,4, pontjai az egyenes eltolasakor a B, B, pontokba jutnak, akkor az 4B és A>B;
iranyitott szakaszok egyenldk. Iranyitott egyenes eltolasakor ezeknek a szakaszoknak a k6zos eléjeles
hossza az eltolas mértéke. Eltolasok egymas utani alkalmazésa az egyenes egyetlen eltolasat adja, s
ennek eldjeles mértéke az alkalmazott eltolasok mértékeinek sszege. Az eredmény nem fiigg attol,
hogy az eltolasokat milyen sorrendben hajtottuk végre.

A Vigyazzunk arra, hogy ha iranyitott szakaszokrol van szd, akkor 4B ¢s BA mast jelent, hiszen 4B
=—BA.

2.4 Egyes specialis mozgasfajtakat emlitiink.

A tér eltolasa (tranzlacid) nem valtoztatja meg egy félsik helyzetét, és enneck hataregyenesét
onmagaban tolja el. Nem valtozik meg ilyenkor azoknak a féltereknek a helyzete, amelyeket az
elcsusztatott félsik sikja hatarol, és az elcstisztatott félsikot sikka kiegészitd félsik helyzete sem. A tér
eltolasat egyértelmiien jellemezziik, ha megadjuk az elcstsztatott félsikot és azt, hogy hataregyenese
hogyan tolodik el.

A tér elforgatasakor (tengely koriili elforgatas, rotacio) egy egyenes pontjai helyben maradnak. Ez az
egyenes a forgastengely. Egy ilyen forgast egyértelmiien jellemziink, ha megadjuk tengelyét és azt,
hogy egy a tengely altal hatarolt félsik milyen helyzetbe jut.

Ha a térnek egy pont koriili elforgatasair6l beszéliink, mindazokra a térmozgasokra- gondolunk,
amelyek ennek a pontnak, a forgdscentrumnak a helyzetét nem valtoztatjak meg. Ilyen mozgashoz
jutunk, ha a teret olyan tengely koriil forgatjuk el, amely a forgascentrumon athalad.

Ha a teret Gigy mozgatjuk el, hogy egy féltér ne valtoztassa meg a helyzetét, akkor ez a féltér
hatarsikjara is all. A hatarsiknak ezt a mozgasat sikmozgdasnak nevezziik. Illyen mozgashoz jutunk,
ha a sikot folyamatosan Gigy mozgatjuk, hogy a mozgas soran mindig ugyanazt a helyet foglalja
el, hogy tehat a sik dGnmagaban mozogjon. Egy sikmozgas jellemzéséhez elég megadni, hogy a sik
egy félegyenese milyen helyzetbe jut. Hangsulyoznunk kell, hogy a sikot a térben mozgatva gy is
onmagara fektethetjiik, hogy a sik 6nmagaban mozogva, tehat sikmozgassal ezt a helyzetet nem érheti
el.

A sik eltoldsa (tranzlacid) olyan sikmozgas, amelynél egy egyenes nem véltoztatja meg helyzetét. A
sik eltoldsa ezt az egyenest dnmagéban tolja el. Az elcsusztatott egyenes altal hatarolt félsikok a sik
eltolasa sordn helyben maradnak. A sik eltolasat azzal jellemezhetjiik, hogy megadjuk az elcsusztatott
egyenest €s azt, hogy ez az egyenes hogyan tolddik el.

A sik elforgatasa (pont koriili elforgatas, rotacid) olyan sikmozgas, amelynél egy pont helyben marad.
Ez a pont a forgds kozéppontja (forgascentrum). Ezt a mozgast a kdzéppontnak és egy ebbdl kiindulod
félegyenes kezdo6 és véghelyzetének megadasaval jellemezhetjiik.

Az ebben a szakaszban emlitett mozgasfajtak mindegyikér6l megallapithatjuk, hogy az ellentétes
mozgas, valamint két mozgas egymas utani alkalmazasaval keletkez6 mozgas is ugyanolyan fajtaju.
Ezt a kijelentést ugy értjikk, hogy pl. egy megadott tengely koriili két elforgatds egymasutanja
ugyanazon tengely koriili elforgatast szolgaltat. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy definicidink az el nem
mozgatast is hozzasoroltdk az eddig emlitett mozgasfajtak mindegyikéhez. Egymasutanjukrol sz6l6
iménti kijelentésiink kiilonben nem is volna helyes.

Megemlitjilk még, hogy a tér eltolasainak és tengely koriili elforgatdsainak egymasutanja minden
térmozgashoz elvezet, s hogy a sik eltolasainak és elforgatasainak egymasutanja minden sikmozgast
megad.
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B1 Mar leszogeztiik allaspontunkat, hogy ebben az elsé fejezetben a szemlélet altal alatdmasztott
tényeket ismertetiink, és nem toreksziink arra, hogy helyességiikre axidomainkbol kiindulva logikai
uton kovetkeztessiink. Nem foglalkozunk az ebben a szakaszban el6adottaknak bizonyitasaval sem.
Megemlitjiik viszont, hogy csak olyan tényeket soroltunk fel, amelyeknek bizonyitasa a késobbi
fejezetek anyagéanak felhasznalasa nélkiil is lehetséges (vO. 6.5 B4).

B2 A targyalt mozgasfajtakkal kapcsolatban nem emlitettiink néhany olyan tényt, amelyeknek a
bizonyitasanal a konyv késobbi fejezeteinek Ismeretére volna sziikség. Nem szo6lhattunk ezért arrdl,
hogy a sik és tér eltoldsanal csak egyetlen egyenes tolodik-e el 6nmagaban, hogy a tér eltolasanal
csak egyetlen félsikpar marad-e helyben, hogy eltolasok egymasutanja akkor is eltolast ad-e, ha
nem ugyanannak a félsiknak az elcsusztatdsaval szdrmaztathatok. Kiilonbséget kell tenniink hasonlo
okokbdl a tér tengely koriili elforgatasa és a sik forgasakor az ehhez a sikhoz tapasztott tér mozgasa
kozott.

3. § Szog

A szogekkel, mérésiikkel és a szogek kozotti legegyszeribb kapcsolatokkal foglalkozunk.

3.1 Egy pontbdl kiinduld két félegyenes a sikot két részre bontja. Egy-egy ilyen részt szégnek vagy
szogtartomanynak neveziink (2. abra). A félegyenesek a szog szarai, kozos kezdépontjuk a szog csiicsa
(szogpont). A szarak helyett sokszor csak kezddszakaszaikat szerepeltetjiik. A szogtartomanyt a szarak
egylittese, a szogvonal (sz6g) hatarolja. A szégvonal az altala hatarolt két szogtartomany k6zos része.

Ha egy szognek csak a szarait adjuk meg (és ezek nem alkotnak egyetlen egyenest), akkor az
altaluk hatarolt két szog kisebbikére gondolunk (tehat arra, amelyik nem tartalmazza a szarak
meghosszabbitasat). Ha a nagyobbik szdgrdl van szo, akkor ezt a koriilményt valamilyen moédon
jelezni kell.

A szogeket gorog kisbetiikkel jeloljik. A szog jele * . Az OA, OB szarakkal megadott szoget AOB*
jeloli, de BOA= is jelolheti. Ha csak egy O csucst szogre gondolhatunk, akkor az O+ jeldléssel is
megelégedhetiink. Abréban a szogbe rajzolt, a szarakat 6sszekotd ivvel (kettds ivvel stb.) jelolhetjiik
a szogeket, és betijeliiket a sz0g szarai kozé irjuk.
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hogyan juthatunk el az altala hatarolt két szogtartomanyhoz. Ha a két szar egyetlen egyenest alkot,
akkor a két szogtartomany az egyenes altal hatarolt két félsikkal azonos. Ha a két szar nincs egy
egyenesen, akkor a szaregyenesek mindegyike egyetlen olyan félsikot hatarol, amely tartalmazza a
masik szarat. Az igy kapott két félsik kozos része a keresett két szogtartomany egyike. Ha ezt a
szogtartomanyt a teljes sikbol elhagyjuk, akkor a szogvonalunk altal hatarolt masik szdgtartomanyhoz
jutunk.
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3.2 Két szog akkor egyenld, ha mozgassal fedésbe hozhatok. Két nem egyenld szog koziil az a nagyobb,
amelyik tartalmaz azonos csticsu s a masikkal egyenld szoget.

Ha egy szoget egységiil valasztunk, akkor a szogeket mérhetjik. A szogmérték pozitiv valds szam.
Egyenl6 szogek mértéke egyenld, és nagyobb szog mértéke nagyobb. Ha egy szoget csticsabdl induld
félegyenessel két szogre bontunk, akkor e két szog mértékének 6sszege az eredeti szog mértékét adja.
Ez akkor is igaz, ha egy szoget nem két, hanem véges sok szdgre bontunk fel. Ha két k6z6s cstcst
sz0g egyike tartalmazza a masikat, akkor az els6nek a mértéke a nagyobb. A szdgek mértékei kozott
mindazok a szamok el6fordulnak, amelyek valamely sz6g mértékénél kisebbek.

A sz0g jele a szog mértékét is jeloli. Egyenld szogeket sokszor jeloliink ugyanazzal a betiivel €s rajzban
is ugyanolyan médon (ivvel, kettds ivvel stb.).

Egy szbget egy masik szog n-szerésének, masik két szog dsszegének vagy kiilonbségének mondunk,
ha mértékeik kozott ilyen kapcesolat van. Az ilyen kijelentések helyessége nem fiigg attél, hogy a
szogmérés egységét hogyan valasztjuk meg.

Az egyenesszog szarai egy egyenest alkotnak. Az egyenesszog felét derékszognek nevezziik. Az
egyenesszOg tartomanya tehat félsik (a derékszogé pedig siknegyed). A derékszognél kisebb szogeket
hegyesszognek, a derékszognél nagyobb, de az egyenesszognél kisebb szdgeket tompaszognek
mondjuk. A hegyesszdg, derékszdg, tompaszog és egyenesszog kozds néven konvex (domboru)
szogek. Az egyenesszognél nagyobb szogeket konkdv (homort) szogeknek nevezziik (vo. Al). Mint
hataresetet bevezetjiik a nullszoget, melynél a két szar egybeesik, és a szdgtartomany szerepét ez az
egyetlen szar jatssza, valamint a teljesszoget, melynél a két szar egybeesik, és a szogtartomany a teljes
sik.

A derékszog szaraira azt mondjuk, hogy egyik a masikra merdleges (ortogondlis, normalis). A

merSlegesség jele L. Abran a derékszoget azzal is jelezhetjiik, hogy a szoget jelol6 iven beliil egy
pontot helyeziink el. A derékszog (rectus) jelolésére az R betlit is hasznaljak.

A szdogmérés egységéiil kozonségesen az egyenesszog 180-ad részét, a fokot (1°) valasztjuk, A fok
hatvanad része egy perc (1'), és ennek hatvanad része egy masodperc (1"). Eszerint a teljesszog 360°,
az egyenesszog 180° és a derékszog 90°.

Al Helyteleniteni kell, ha valaki a konkav szdget ,,dombort sz6g”-nek mondja. Ez a szokas szerencsére
mar kivesz6ben van. Aki elfogadja ezt a helytelen megnevezést, ilyeneket kénytelen mondani: ,,a
szogtartomany akkor dombort, ha a sz6g nem dombori” (v6. 4.6) és ,,egy sokszogtartomany akkor
dombort, ha nincs domboru szége” (vo. 4.7).

A2 A fokmérték a babiloni hatvanas szamrendszer emlékét Srzi. Ujabban ismételt kisérlet tortént
arra, hogy a szogmérésnél 100-as valtészamra térjenek at. A derékszog szazadrésze egy ujfok (1°),
ennek szazadrésze egy ujperc (1,), és ez utdbbinak szazadrésze egy ujmdsodperc (1,,). E mértékek
altalanosabban nem terjedtek el.

3.3 Nemcsak kozvetleniil lehet a szogmérés egységét megadni, hanem azaltal is, hogy megadjuk
valamelyik szognek a mértékét. igy vezetjikk be az ivmértéket azéltal, hogy az egyenesszog mértékéiil
egy n-vel jelolt valds szamot valasztunk. E szam kozelito értéke 3,14159. Pontos értékét csak késobb
szabjuk majd meg (lasd 19.4).

A szogek mérésére egyarant hasznaljuk a fokmértéket és az ivmértéket. Ez a két mérték is aranyos
egymassal. A leggyakrabban eléforduld szogek ivmértéke:

=27, 180°=7, O0°=2, A=, 4=2  ap=T
7 3 3 6

Ha fokmértékrdl ivmértékre tériink at, akkor az

. n= ., n'=n ul
180 10800 f48000
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Osszefiiggéseket hasznalhatjuk. Az itt szerepl6 tortek kozelito értéke

1*=0,0174533, I"'=0,0002909  1"=0,0000045.

Radiannak nevezik azt a szoget, amelynek ivmértéke 1, Ennek fokmértéke kozelitbleg
1=157°17'44,6" = 57,29578°.

A Az ivmérték bevezetése alapjan megallapithatjuk, hogy az ivmérték dimenzié nélkiili puszta szam.
Az ivmérték szamadata utan a mértékegység, a radian jelzését elhagyjuk. Semmi zavar nem szarmazik
abbol, hogy egy szog fokmértékét és ivmértékét egyenlonek mondjuk és irjuk.

B1 Az ivmérték hasznalatanak sok elénye van. Legnagyobb hasznat az analizis latja, de tapasztaljuk
majd, hogy a geometrian beliil is vannak el6nyei (lasd 19.8 és 29.8).

B2 Kifogasolhatja valaki, hogy az ivmértéket bevezettiik és a m szamot szerepeltettiik, miel6tt a korrdl
¢és a koriv mérésérdl szo lett volna (vo. 19.8). Azt valaszolhatjuk erre, hogy a m szdm bevezetéséhez
nincsen geometridra sziikség, hiszen az analizis szamos lehetdséget nytjt erre. Példaként megemlitjiik,
ror
. 7 7 TI:__+__+ . r
hogy 7 a legkisebb olyan pozitiv szdm, amelyre a s sor Osszege 0. Ez a vélasz azt
is mutatja, hogy az ivmértéket akkor is bevezethetnok, ha a 12.2-ben kimondand6 axidomat nem

crer

az ivimérték elnevezést mindenesetre kritika targyava tehetnok.

3.4 A sikban kétféle iranyban forgathatunk el egy félegyenest kezdépontja koriil. Ez a két forgasirany
egymassal ellentétes.

Ha a sikban egy forgasiranyt adunk meg, ezt pozitivnak és az ellentétes forgasiranyt negativnak
mondva, akkor a sikot irdnyitottnak nevezziik. Ha a sikra egyik oldalarol néziink, akkor azt a
forgasiranyt szokds pozitivnak valasztani, amelyik arrol az oldalrdl nézve az 6ramutatd forgasaval
ellentétes. A sik iranyitasat tigy is felfoghatjuk tehat, mint annak megadasat, hogy a sikot melyik
oldalrol nézziik.

Ha a sikban egy félegyenes kezddpontja koriil forogva egy kezdd helyzetbdl egy véghelyzetbe jut,
forgasszoget ir le. A forgd szar kezdd és véghelyzetét a forgdsszog kezddszdranak és végszaranak
mondjuk. A forgasszdg megadasanal annak megadasara van sziikség, hogy a forgd félegyenes milyen
szogtartoméanyokat, milyen iranyt forgassal és hanyszorosan strol. Abran a forgas- szoget tigy
jelezziik, hogy a szarak koz¢é nyillal irdnyitott ivet rajzolunk, amely a forgd szar mozgéasat mutatja
(3. abra).

P

3

Ha egy forgasszog ugy keletkezik, hogy a forgd szar egyetlen szdgtartomanyt surol, és kdzben
forgasiranyat nem valtoztatja meg, akkor ezt a forgasszoget megadhatjuk azaltal, hogy megadjuk
a szogtartomanyt, és a szogtartomany szarainak a sorrendjét is megszabjuk. Ilyenkor iranyitott

szégtartomanyrol beszéliink. Ha iranyitott szogtartomanyrol van szo, akkor az ACEX jelolés azt is
mutatja, hogy OA a kezd6szar és OB a végszar.

Iranyitott sikban a forgasszoghoz eldjeles mértéket rendeliink. Ezt a mértéket megkapjuk, ha a forgd
szar altal surolt szogtartomanyok el6jeles mértékeit 6sszeadjuk. Itt az eléjeles mérték azt jelenti,
hogy a szdgtartomany mértékét pozitiv vagy negativ eldjellel latjuk el aszerint, hogy a forgo szar a
szogtartomanyt pozitiv vagy negativ iranyban forogva surolja-e. Ha a szdgegység adva van, minden
valds szamhoz tartozik olyan forgasszog, amelynek ez a szam az eldjeles mértéke.

Két forgasszog akkor egyenld, ha eldjeles mértékeik egyenlok. A forgasszog egy masiknak az n-
szerese, masik kettének az dsszege vagy kiilonbsége, ha eldjeles mértékeik kdzott ilyen kapcesolat van.
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E kijelentések helyessége sem a szdgegység megvalasztasatol, sem a sik irdnyitasanak mikéntjétol
nem fligg.

Ha a sikot egy pont koriil elforgatjuk, akkor a pontbol kiindulé minden félegyenes ugyanakkora
forgasszoget ir le. Ez a forgasszog méri a sik elforgatasat, ha nemcsak azt tekintjiik, hogy az elforgatas
milyen kezd6helyzetbdl milyen véghelyzetbe visz, hanem arra is tekintettel vagyunk, hogy a sik
milyen iranyban forgott és pontjai az elforgatas soran milyen helyzeteket foglaltak el.

A siknak egy pont koriili, egymast kovetd elforgatasai egyetlen elforgatast adnak. Itt az esetleg
bekovetkez6 ellentétes elforgatasokat ugy tekinthetjilk, hogy megsemmisitik egymast. Az eredd
elforgatast mérd forgasszdg az egymads utan alkalmazott elforgatdsokat méré forgasszdgeknek az
Osszege. Nem fligg az eredmény attol, hogy az elforgatdsokat milyen sorrendben hajtjuk végre.
Mondhatjuk, hogy egymashoz csatlakozé forgasszogek egyetlen forgasszoget adnak, és ez a
csatlakozo6 forgasszogeknek az dsszege.

A A forgasirany, sét altaldban az irdny sz6 helyett az ,.értelem” szot is hasznaltak, de ma mar egyre
kevésbé hasznaljak. Ez a magyartalan szohasznalat helytelen forditas eredménye volt.

B Nem kell a forgasszog értelmezésénél olyan forgatasra szoritkoznunk, amelyik mindig ugyanolyan
iranyd. Megengedhetjiik azt is, hogy a forgatas soran véges sok iranyvaltas kovetkezzék be. Ha ezt
az allaspontot fogadjuk el, akkor az ebben a szakaszban eldadottak valtozatlanul helyesek maradnak,
sot feleslegessé valik az, amit az utolsé bekezdésben az ellentétes elforgatasok megsemmisitésérdl
mondottunk. Egyediil azt jegyezziik meg, hogy rajzban mindig csak iranyt nem valt6 forgast jeloliink.

3.5 Ha két kozos kezdGponti (egymastol nem feltétleniil kiilonbozd) félegyenest adunk meg, és
ezek sorrendjét is megszabjuk, irdnyitott sz6get adtunk meg. Egy irdnyitott szoghdz hozzarendeljiik
mindazokat a forgasszogeket, amelyeknek kezddszara és végszara rendre az irdnyitott szog elsd és
masodik szaraval azonos. Mind e szogek mértékei egymastol a teljesszog egész szamu tobbszordseiben
kiilonboznek. Ezek a forgdsszogek mindannyian mértékei az irdnyitott szognek. Iranyitott sikban az
iranyitott szog eldjeles mértékei koziil rendesen a 180°-nal nem nagyobb abszolut értékiit szoktuk
szerepeltetni.

Az iranyitott szogeket ugyanugy jeldljiik, mint a szdgtartomanyokat, de sziikség esetén hozzatessziik

a szdvegben, hogy iranyitott szogekrdl van szo6. Irdnyitott szogekrél szolva ACEE azt az iranyitott
szoget jelenti, amelyiknek OA az elsd szara és OB a masodik. Rajzban szokasos az, hogy nyilazott
ivvel jelezziik az iranyitott sz6ghoz tartozo forgasszogek egyikét.

Akarhogyan helyezkednek el a sikban az (egymastdl nem feltétleniil kiilonb6zd) OA, OB, OC
félegyenesek, az iranyitott szogekre mindig fennall az

AQBx + BOCa = ADTx

Osszefiiggés. Ennek a kijelentésnek pontosabb értelme az, hogy a bal oldali szdgek egy-egy mértékét
Osszeadva mindig a jobb oldali szognek valamelyik mértékét kapjuk. Kijelentésiink helyességét a 4.
abran bemutatott elhelyezkedéseknél ellendrizhetjiik.

Ha a sik elforgatasanal csak a kezdd és véghelyzetre vagyunk tekintettel, és a forgéas soran elfoglalt
helyzetekrdl nincs sz, akkor az elforgatést iranyitott szoggel mérjiik. Ezt a szoget a forgascentrumbol
indulo félegyenes elforduldsa szolgéltatja.

Ha két egymast metsz0 iranyitott egyenes sorrendje is adva van, akkor beszélhetiink iranyitott
szOgiikrdl, hiszen a metszéspontbol pozitiv irdnyban indulé félegyenesek iranyitott szoget adnak meg.
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Ha két egymast metsz6, de nem irdnyitott egyenes sorrendjét is megadjuk, akkor beszélhetiink
iranyitott hajlasszogiikrol . A két egyenes iranyitasa iranyitott szogeket ad, amelyeknek a mértékei
egymastol az egyenessz0g egész szamu tobbszordseiben kiilonboznek. Azoknak a metszéspont
koriili elforgatasoknak a szdgeihez jutottunk, amelyek az elsd egyenest a masodikra fektetik.
Ezek a forgasszogek mindannyian mértékei az iranyitott hajlasszognek. Az iranyitott hajlasszogek
egyenl6ségébol természetesen a hajlasszogek egyenldsége is kovetkezik, forditva azonban nem.
Iranyitott sikban az iranyitott hajlasszog eldjeles mértékei koziil rendesen azt hasznaljuk, amelyiknek
az abszolut értéke 90°-nal nem nagyobb.

B1 Annak, aki ismeri az algebrai kongruencia fogalmat, megjegyezhetjiik, hogy az iranyitott szog és
az iranyitott hajlasszog mértéke nem egyetlen érték, hanem 360°, illetve 180° modulusra vonatkozo
maradékosztaly, s hogy a rajuk vonatkozé egyenletek ilyen modulusu kongruenciak.

B2 Ha az itt targyalt szogek mértékeire felirt egyenldségekkel dolgozunk, tigyelni kell arra, hogy
ezeket az egyenlOségeket szabad egész szammal szorozni, de osztani nem szabad. Ennek okara
az el6z6 megjegyzés vilagit ra. Ha iranyitott szogekre felirt egyenldséget osztunk 2-vel, akkor az
eredmény mar csak 180° modulusra vonatkozo6 kongruencianak foghato fel;

3.6 Potszogeknek (complementum) mondunk két szdget, ha 0Osszegik 90°. Kiegészité
szogek (supplementum) azok, amelyeknek Osszege 180°. Ezeket a megnevezéseket tobbnyire
szogtartomanyokra hasznaljuk, de alkalmazhatjuk forgasszogekre is.

Mellékszégeknek mondunk két szogtartomanyt, ha egyiittesen egy félsikot alkotnak. fgy tehat a
mellékszogek kiegészitd szogek. Egy-egy szaruk egybeesik, és a masik kettd egy egyenest alkot.

Két kozos kezdOponti félegyenes altal hatarolt két szogtartomany Osszege teljesszog. E kettd
kisebbike a két félegyenes hajlasszoge (sz6g). Egymast egyenessé kiegészitd félegyenesek hajlasszoge
egyenesszOg. Ugyanigy beszélhetiink kozos ponton athalado iranyitott egyenesek hajlasszogérodl is. Ez
a k6zos pontbdl kiinduld, az egyeneseken pozitiv iranyban halado félegyenesek hajlasszogét jelenti.

Csucsszogeknek mondunk két konvex szogtartomanyt, ha szaraik paronként egymas
meghosszabbitasai, ha tehat paronként egy-egy egyenest alkotnak. A csticsszogek egyenldk, mert
ugyanannak a szognek mellékszogei.

Egy szogtartomany szégfelezdje az a csucsabol induld félegyenes, amelyik a szoget két egyenld szogre
vagja. A szogfelezot tartalmazo egyenest szogfelezo egyenesnek (szogfelez6) mondjuk. Mellékszogek
szogfelez6i derékszoget alkotnak, hiszen szogiiket két olyan szog 6sszege adja, amelyek kétszeresének
Osszege 180° (lasd 5. abra).

Két metsz6 egyenes a sikot négy szogtartomanyra bontja. Ezek paronként egymas mellékszogei vagy
csucsszogei. A négy szog koziil a kisebbeket a két egyenes hajldsszogének (sz6g) mondjuk. Ha a négy
sz0g egyike derékszog, akkor mindegyik derékszog. Ilyenkor a hajlasszog derékszog, és a két egyenes
merdleges egymasra.

A szoban forgd négy szog kozil két-két cstcsszog szogfelezdje egy-egy egyenest alkot, mind a
négynek szogfelezdje pedig két merdleges egyenest. Ezt a két egyenest a metszd egyenesek szogfelezé
egyeneseinek (szogfelez6) mondjuk.

Itt emlitjiik meg, hogy ha két olyan alakzatrél beszéliink, amelyeknek a hajlasszogérol szo lehet, akkor
a ferde sz6 azt jeloli, hogy a hajlasszég nem 0 és nem 90°, a merdleges sz6 pedig mindig azt, hogy
a hajlasszog 90°.
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4. § Sokszog és poliéder

Egyenesszakaszokbol Osszerakott vonalakkal, ilyen vonalak altal hatarolt sikidomokkal és ilyen
sikidomok altal hatarolt testekkel ismerkediink meg.

4.1 Egymashoz csatlakoz6 ApA4 1, A1A42, ..., An—14, szakaszok egy ApA1A4,, ...A, toréttvonalat (poligon)
alkotnak. Ha az 4,4, pontok azonosak, a tdrdttvonal zdrt (6. abra), az ellenkez6 esetben pedig nyilt.
A nyilt torottvonalak kozé soroljuk az n = 1 esetben adodo egyenesszakaszt is. Az Ay, A4, pontok a nyilt
torottvonal végpontjai. Azok a pontok, ahol a torottvonal szakaszai az eldiras szerint csatlakoznak, a
torottvonal toréspontjai. A tordttvonalat alkotd szakaszokat néha a toréttvonal oldalainak mondjuk.

A

A4, A

6

A tordttvonal hossza a tordttvonalat alkotd szakaszok hosszanak az dsszege. A tordttvonal minden
toréspontjahoz egy-egy torésszog tartozik. Ennek szarait a toréspontban egymashoz csatlakozo két
szakasznak az egyike és a masiknak a torésponton tili meghosszabbitasa szolgaltatja.

Iranyitott térottvonalhoz jutunk, ha a térottvonal szakaszait egymashoz csatlakozé médon iranyitjuk.
Minden toréttvonalat kétféleképpen iranyithatunk. Iranyitott tdrottvonal megadasakor a végpontokat
¢és toréspontokat az iranyitasnak megfeleld sorrendben adjuk meg. Az irdnyitott nyilt torottvonal
kezddpontja és végpontja ebben a sorrendben az els és az utolsé helyen all. Iranyitott zart
torottvonalnal a toréspontok felsorolasat barmelyikiiknél elkezdhetjiik, mert az iranyitas csak ciklikus
sorrendet szab meg.

Sikbeli iranyitott toréttvonal minden téréspontjahoz egy-egy iranyiton torésszog tartozik. Ennek elsé
szarat a toréspontba érkez6 szakasznak a torésponton tuli meghosszabbitdsa, masodik szarat pedig a
toréspontbol induld szakasz szolgaltatja.

A A beszéd egyértelmiiségét csorbitja, aki toréttvonal helyett tértvonalat mond, hiszen ez utobbi az
osztas egyik miiveleti jelének elfogadott neve.

4.2 Ha egy zart tordttvonal szakaszainak az eldirt csatlakozasi pontokon kiviil nincsenek kdzos pontjai,
akkor sokszogvonalnak (egyszerii sokszdg, sokszdg, poligon) nevezziik. A szakaszok a sokszog
oldalai, csatlakozasi pontjaik a sokszog csucsai (szogpont). Ha két csatlakozo szakasz egyenesszoget
alkot, egyetlen oldalnak tekintjiik, és csatlakozasi pontjukat nem szamitjuk a sokszdg csucsai kozé.

A sokszogvonalnak ugyanannyi oldala van, mint ahdny csucsa, és ez a szam legalabb 3. Az n-
szogvonalnak (n-sz6g) n oldala és n csticsa van. Beszélhetiink tehat hdromszogvonalrol (haromszog),
négyszogvonalrol (négyszog) stb.

Egy sokszdgvonalat azaltal adunk meg, hogy csticsait valamilyen ciklikus sorrendben felsoroljuk.

Minden csucsban a sokszdgvonal két oldala taldlkozik, és minden oldal két csucsot kot dssze. A
csucsokat 0sszekotd tobbi szakaszt atlonak (diagonalis) nevezziik.

Az oldalakat (oldalszakasz) és az atlokat (atloszakasz) tartalmazo egyeneseket oldalegyenesnek és
atloegyenesnek nevezziik. Néha oldalnak és atlonak mondjuk az oldalszakaszok és atloszakaszok
hosszat is (oldalhossz és atlohossz).

Tobbnyire sikbeli sokszdgvonalak szerepelnek, s ezért a sikbeli jelzot altalaban elhagyjuk. Ha nem ez
a helyzet, akkor hangsulyozzuk, hogy térbeli sokszogre (torz sokszdg) is gondolunk.
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El6fordul, hogy a sokszdgvonalak koz¢é soroljak a hurkolt sokszogeket, vagyis az olyan sikbeli zart
torottvonalakat, amelyeknek szakaszai kozott egymast metszok is vannak. Néha célszerii megengedni,
hogy a sokszdgvonat csatlakozo szakaszai egyenesszoget is alkothassanak, hogy tehat pl. haromszoggé
elfajulo négyszogrol is szo6 lehessen.

A A térbeli sokszogekre hasznalt torz jelzé onnan ered, hogy ezek a sokszogek csavarassal (torzio)
allithatok el6 a sikbeli sokszogvonalakbol.

4.3 A sokszogvonal a sikot két részre bontja fel (lasd B1). Az egyik rész a sokszogvonalon beliil, a
masik azon kiviil helyezkedik el. A sokszdgvonal a két sikrész k6zos pontjaibdl all. A bels6 sikrészt
sokszognek (sokszdgtartomany, egyszerli sokszdgtartomany, egyszerll sokszog, poligon) mondjuk. A
hatarol6 sokszdgvonal hossza a sokszdgtartomany keriilete.

A hatarol6 sokszogvonal oldalait és csucsait a sokszogtartomany oldalainak és csticsainak is mondjuk.
Hasonl6an besz¢liink a sokszdgtartomany oldalegyeneseirdl, atloirdl és atloegyeneseirdl. Egy atlo
belsd atlo, ha a sokszogtartomany tartalmazza, és csak a végpontjai vannak a hatarolé sokszogvonalon.

Ha egy szakasz a hatarolo sokszogvonal két pontjat koti Ossze, €s a sokszog belsejében halad, akkor
a sokszoget két sokszogre bontja fel. Ezek hatarat az emlitett szakasz, valamint a sokszogvonalnak a
szakaszvégpontokat 0sszekoto egy-egy része alkotja.

Ha egy csucsban talalkozo két oldalt a csucsbol induld két félegyenessé egészitiink ki, akkor egy
szogvonalhoz és altala hatarolt két szogtartomanyhoz jutunk. Koziiliikk az a sokszdgtartomany szoge,
amelyik tartalmazza a sokszogtartomanynak a csucs kdzelében elhelyezkedd pontjait (lasd B2).

A sokszogtartomanyokat szogeik szdma szerint osztdlyozzuk. Az n-szégnek (n-szdgtartomany)
n szoge, oldala és csucsa van. Beszélhetiink tehat hdromszogrol (haromszoglemez,

haromszogtartomany), négyszogrol (négyszoglemez, négyszogtartomany), stb. A haromszog jele £.

Ha a sokszogvonalat iranyitjuk, az altala hatarolt sokszdgtartomanyt is irdnyitottnak mondjuk.
Iranyitott sikban megadott irdnyitott sokszogtartomany esetében megtehetjilk, hogy valamelyik
oldal belsé pontjaban az oldal irdnyaval +90° szoget alkotd félegyenest vesziink fel (7. abra). A
sokszdgtartomany vagy tartalmazza mindezeknek a félegyeneseknek kezdészakaszat, vagy pedig nem
tartalmazza egyiket sem. E két esetnek megfelelden a sokszdgtartomany iranyitasat pozitivnak vagy
negativnak mondjuk, illetdleg pozitiv vagy negativ koriiljarasu sokszdgrol beszéliink.

O

7

A sokszogtartomanyt és az iranyitott sokszogtartomanyt ugyanigy adjuk meg, mint hatarukat.
Elterjedt szokas, hogy a sokszogtartomany csucsait pozitiv koriiljaras sorrendjében adjak meg akkor
is, ha nincs iranyitott sokszdgrél szo.

A1 Igen ritkan szarmazik zavar abbol, ha beszédiinkben nem tesziink kiilonbséget a sokszogvonal és
az altala hatérolt sokszogtartomany kozott. Ezért mindkettére a sokszog szot szokas hasznalni. Mi is
ehhez a szokashoz igazodunk ebben a konyvben, hacsak nem kell félreértés lehetdségével szamolnunk.

A2 Ha a sikot a szokott modon iranyitjuk, a sokszog irdnyitdsa aszerint pozitiv vagy negativ, amint a
hataron az iranyitasnak megfelelden jarva koriil a sokszogtartomany a bal oldalon vagy a jobb oldalon
helyezkedik el.

B1 Kijelentettiik, hogy a sokszdgvonal a sikot két részre bontja fel. Kifejtjiik, hogy ez szabatosabban
mit jelent.
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A sokszogvonal a siknak a sokszdgvonalhoz nem tartozod pontjait két osztalyba sorolja, amelyek
rendelkeznek a kovetkezé harom tulajdonsaggal: 1. ha egy szakasz két kiilonb6z6 osztalyba tartozo
pontot kot dssze, akkor van a sokszogvonallal kozds pontja, 2. a sokszogvonal minden pontjan athalad
olyan szakasz, amely a sokszogvonal mas pontjat nem tartalmazza, és két kiilonboz6 osztalyba tartozo
pontot kot dssze, 3. ugyanannak az osztalynak két pontja 6sszekdthetd olyan tordttvonallal, amelynek
nincs kdzos pontja a sokszogvonallal.

Ha mind a két pontosztalyt kiegészitjiik a sokszogvonal pontjaival, a sokszdgvonal altal meghatarozott
két sikrészhez jutunk. Egyikiik nem tartalmaz teljes egyenest, sot félegyenest sem. Errdl azt mondjuk,
hogy a sokszdgvonalon beliil van.

Megemlitjiik, hogy a siknak egyenes és szogvonal altal, valamint a térnek sik altal valo felbontasakor
is olyan részek keletkeznek, amelyek rendelkeznek az itt felsorolt harom tulajdonsaggal.

srr

Két csatlakozd oldal egy szdgvonalat szolgéltat, amely a sikot két szdgtartomanyra bontja,
sokszogtartomanyunkat pedig sokszdgtartomanyokra vagja, de az is lehet, hogy épségben hagyja.
Ilyen mddon egyetlenegy olyan sokszdgtartomanyhoz jutunk, amelynek csucsai kdzott szogvonalunk
csucsa is szerepel. Ezt a sokszdgtartomanyt az emlitett két szogtartomanynak az egyike tartalmazza,
s ez a szogtartomany adja sokszogiink szogét.

Szigoru targyalds soran azt is bizonyitani kellene, hogy a sokszdg egy oldalan nyugvo két
sz0g ugyanarrdl az oldalrdl tdmaszkodik a sokszdgoldalra, pontosabban azt, hogy azok a konvex
szdgtartomanyok, amelyeket a mondott két szog tartalmaz, s amelyeknek egyik szara a szoban forgd
sokszogoldalt tartalmazza, az oldalegyenes altal hatarolt ugyanabban a félsikban vannak.

4.4 Ha a sokszogvonallal hatarolt sokszdgtartomanyok koziil véges sokat egyesitiink, altalanosabb
értelemben vett sokszoghoz (sokszogtartomany, poligon) jutunk (8. abra). Azt is mondhatjuk, hogy
a sokszogtartomany a siknak véges sok szakasz altal hatarolt, egyenest nem tartalmazd része,
megengedve, hogy ez a sikrész egymassal 6ssze nem fliggd darabokbdl is allhasson.

Véges sok sokszog egyesitése révén mindig sokszdghoz jutunk. K6zos belsé ponttal rendelkezo véges
sok sokszog k6zos része altalaban sokszog. Ugyanezt a sokszog és félsik, valamint a sokszog és
szogtartomany kozos részérdl is elmondhatjuk. A sokszoget hatarold szakaszok barmelyik pontjabol
kiindul a sokszog belsejében halad6 szakasz, és kiindul a sokszdgdn kiviil halado szakasz is.

o £ 12
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A sokszdget hatarold szakaszok koziil azokat, amelyek esetleg egymashoz csatlakozva egy egyenesen
helyezkednek el, egyetlen szakassza egyesitjiik. A sokszogtartomany csucsai azok a pontok, amelyeket
legalabb két ilyen hatarold szakasz tartalmaz. A hatarold szakaszok mindegyikén két vagy tobb cstics
helyezkedik el, és ezek egy vagy tobb egymdashoz csatlakoz6 szakaszt hatarolnak. Ezek a szakaszok a
sokszdgtartomany oldalai. Minden csucsban paros sok oldal talalkozik.

A sokszogtartomany dsszefiiggd, ha barmely két pontja Osszekothetd a sokszogtartomanyhoz
tartozo toréttvonallal. Minden &ssze nem fiiggd sokszdgtartomany véges sok olyan Osszefliggd
sokszdgtartomanybol all, amelyeknek paronként nincsen ko6zds pontjuk. A sokszdgtartomany
kozdnséges, ha 0Osszefliiggd és minden csucsban két-két oldal taldlkozik. Kozonséges
sokszdgtartomany szdgeirdl ugyantigy beszélhetiink, ahogyan ezt az el6z6 szakaszban tettiik (lasd 4.3
B2).

Egy sokszogtartomany egyszeresen Osszefiiggd, ha a sokszdgtartomanyhoz tartozé minden olyan
torottvonal felbontja, amely hatarpontokat kot 6ssze, és mas hatarponton nem halad at, Az 6sszefiiggo,
de nem egyszeresen Osszefliggd sokszogtartomanyt t6bbszorosen dsszefiiggének mondjuk.
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Egy sokszogtartomany egyszeri, ha kozonséges €és egyszeresen Osszefliggd. Az el6zé szakasz
ezekrol szolt. Minden sokszdgtartomany eldallithatd véges sok olyan egyszeri sokszogtartomany
egyesitéseként, amelyeknek paronként csak hatarpontjaik lehetnek kozdsek.

Minden sokszog hatdra egy vagy tobb olyan sokszdgvonalbol all, amelyeknek nincsenek kozos
szakaszaik. Kozdnséges sokszog esetében k6zos pontjaik sincsenek. Egyszerii sokszog hatara egyetlen
sokszdgvonal.

A Nagyon ritkan fordul el6, hogy az egyszer(i sokszdgeken kiviil mas sokszdgek is szerepeljenek.
Ezért az egyszeri jelz6t tobbnyire elhagyjuk. Ha masfajta sokszogekre is gondolunk, akkor ezt kiilon
hangstlyozzuk.

B Ha a sokszdgtartomanyt mint a sik véges sok szakasz altat hatarolt, egyenest nem tartalmazo részét
akarjuk definialni, akkor el6bb tisztazni kell, hogy egy sikbeli alakzatrol és. altala tartalmazott véges
sok szakaszrol mikor mondjuk, hogy ezek a szakaszok az alakzatot hataroljak. Ez azt jelenti, hogy
ha a siknak a szakaszokhoz nem tartozo6 pontjait két osztalyba soroljuk, mégpedig az egyik osztalyba
az alakzathoz tartozd, a masikba az ahhoz nem tartozé pontokat soroljuk, akkor ez a két osztaly
rendelkezik a 4.3 Bl-ben emlitett elsé két tulajdonsaggal, ha benniik szakasz helyett tér6ttvonalat
mondunk. Megemlitjiik, hogy a sokszdgtartomany egy egyenesbol csak véges sok pontot és szakaszt
tartalmazhat. Az ilyen pontok és az ilyen szakaszok végpontjai a tartomanyt hatarolé szakaszokon
vannak.

4.5 Az olyan térrészt, amelyet véges sok sokszogtartomany hatarol, s amely teljes egyenest nem
tartalmaz, poliédernek (poliédertest) nevezziik (14sd B1). A hatdrol6 sokszdgtartomanyok egyiittesen
poliéder feliiletet (zart poliéderfeliilet, poliéder) alkotnak.

Véges sok poliéder egyesitése mindig poliédert ad. K6zos belso ponttal rendelkezd véges sok poliéder
kozos része altalaban poliéder. Ugyanezt a poliéder és egy féltér kozos részérdl is elmondhatjuk.
A poliédert hatdrol6 sokszogek barmely pontjabdl kiindul a poliéder belsejében haladé szakasz, és
kiindul a poliéderen kiviil halad6 szakasz is.

A hatéarold sokszdgtartomanyok sikjai a poliéder lapsikjai. Ha a hatarold sokszogtartomanyok
kozott vannak egy lapsikban elhelyezkeddk és szakasz mentén csatlakozok, akkor ezeket egyetlen
sokszogtartomannya egyesitjiik. Feltehetjiik azt is, hogy ezek a sokszdgtartomanyok mindannyian
Osszefiiggbk. A poliéder csucsai azok a pontok, amelyeket legalabb harom olyan hatarold
sokszogtartomany tartalmaz, amelyeknek sikjai nem haladnak at ugyanazon az egyenesen.

Azok a pontok, amelyeket legalabb két hatarol6 sokszdgtartomany tartalmaz, a poliéder élegyenesein
elhelyezkedd szakaszokat alkotnak. Minden ilyen szakaszon két vagy tobb cstcs helyezkedik el, és
ezek egy vagy tobb egymashoz csatlakoz6 szakaszt hatarolnak. Ez utobbi szakaszok a poliéder élei.

A poliédert hatarold sokszogtartomanyok hatara élekbdl all, tartalmazhatnak azonban ezek a
sokszogtartomanyok tovabbi éleket is. Lehetséges, hogy ezek az élek a sokszdgtartomanyt tobb
sokszogtartomanyra bontjak fel (lasd B2). Az élek altal tovabb fel nem bonthatdo hatarold
sokszogtartomanyok a poliéder lapjai.

Megallapithatjuk, hogy a poliédert lapjai, lapjait élei és €leit csticsai hataroljak. Minden él legalabb két
lap hataran van rajta, és minden csticsban legalabb harom ¢élI talalkozik. Minden poliédernek legalabb
négy lapja és legalabb négy csucsa van.

A poliéder cstcsait 6sszekotd szakaszok vagy élek, vagy pedig dtlok (diagonalis). Ez utobbiak kdzott
szerepelnek- a lapok atloi, a lapdtlok, s a tobbit testdtlonak mondjuk. Egy testatld belsé 4tlo, ha a
poliédertest tartalmazza, és csak a végpontjai vannak a poliéder feliiletén.

A poliéder osszefiizé, ha a poliédertest barmely pontjatdél barmely pontjahoz eljuthatunk altala
tartalmazott torott vonalon. Minden 6ssze nem fliggd poliéder véges sok olyan 6sszefiiggd poliéderbol
all, amelyeknek paronként nincsen kozds pontjuk.

A poliéder kozonséges, ha 0sszefiiggd, €s minden csticsanal az azt tartalmazo lapok egyetlen ciklust
alkotnak. Ez azt jelenti, hogy az ebbdl a csticsbol kiinduld éleknek van egy ciklikus sorrendje, ebben a
sorrendben barmely két egymasra kovetkezo €l egy lap hatarvonalan egymassal szomszédos (lasd B3),
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¢és az igy adodo lapok kozott minden olyan lap eléfordul, amely tartalmazza a szoban forgd csucsot.
Ez a tulajdonsag azt is magaban foglalja, hogy minden élt két lap tartalmaz.

A poliéderfeliilet oOsszefiiggo, ha a poliéderfelillet barmely két pontjat 0Osszekothetjiik a
poliéderfeliilethez tartozo toréttvonallal. A poliéderfelillet egyszeresen dsszefiiggd, ha Osszefliggd
és minden a poliéderfeliileten elhelyezkedd sokszogvonal részekre bontja fel. A poliéderfeliilet
tobbszordsen Osszefiiggd, ha Osszefliggd, de nem egyszeresen dsszefliggo.

A poliéder egyszerii, ha kozonséges, felillete egyszeresen Osszefiiggd, s minden lapja egyszerti
sokszOg, tehat lapjai is egyszeresen Osszefliggdk. Egyszeri poliéder barmely lapjatol barmely
lapjdhoz eljuthatunk paronként élben csatlakozd lapokon at haladva. Az egyszerli poliéder
¢lhalozata is Osszefliggd, azaz barmely két csticsa dsszekdthetd élekbol allo tordttvonallal. Minden
poliéder eldallithatoé véges sok olyan egyszerti poliéder egyesitéseként, amelyeknek paronként csak
feliiletiikhoz tartoz6 pontjaik lehetnek kozdsek.
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Ha egy kozonséges poliéder feliiletét véges sok sokszdgvonallal részekre bontjuk, a keletkezd részeket
nyilt (hatarolt) poliéderfeliiletnek nevezziik. Ha egyszerli poliéder feliiletét bontjuk fel egyetlen
sokszdgvonallal, akkor egyszerii nyilt poliéderfeliiletek keletkeznek.

A A 9. dbra poliéderei mindannyian 0sszefiiggdk. Az a) — e) poliédereknek van olyan éliik, amelyet
kettdnél tobb lap tartalmaz. Az a) — h) poliédereknek van olyan cstcsuk, hogy az azt tartalmazé lapok
nem alkotnak egyetlen ciklust. Az i) — s) poliéderek kdzonségesek.

Az 1) poliéder feliilete nem Osszefiiggd. A j), k) poliéderek feliilete tobbszorosen Gsszefiiggd, de
koziliik csak a j) poliédernek van tobbszordsen Osszefiiggd lapja. Az 1), m) poliéderek feliilete
egyszeresen Osszefliggd, de nem minden lapjuk egyszerii sokszog. Az n) — s) poliéderek egyszertiek.

Az n), o) poliédereken van két olyan lap, amelyek két élben, illetéleg két csticsban talalkoznak. A p)
poliéderen van két olyan él, amelyek egy egyenesen egymashoz csatlakoznak. A q) — s) poliédereken
az eddig emlitett rendellenességek egyike sem kovetkezik be.

Megemlitjiik, hogy a q) és r) poliéderek nem konvexek, de kdziiliik csak a q) poliédernek van konkav
lapja, s hogy az s) poliéder konvex (lasd 4.6).

B1 A poliéderek definialasakor véges sok sokszogtartomany altal hatarolt térrészrél beszéltiink. Ez
szabatosan a kovetkez6t jelenti (v6. 4.4 B):

Egy térbeli alakzatrol és altala tartalmazott véges sok sokszogtartomanyrol akkor mondjuk, hogy az
alakzatot ezek a sokszogtartomanyok hataroljak, ha az a két osztaly, amelyeknek egyikét az alakzatnak
a sokszogtartomanyokhoz nem tartozé pontjai, masikat az alakzathoz nem tartozé pontok alkotjak,
rendelkezik a kdvetkez6 két tulajdonsaggal: 1. ha egy szakasz két kiilonb6z6 osztalyba tartozo pontot
kot 0ssze, akkor van a sokszdgtartomanyokkal k6zos pontja, 2. a sokszogtartomanyok minden pontjan
athalad olyan tor6ttvonal, amely a sokszdgtartomanyok mas pontjat nem tartalmazza, és két kiilonb6zo
osztalyhoz tartozo pontot kot dssze.

Az igy definialt térbeli alakzat akkor poliéder, ha nem tartalmaz egyenest. Megemlitjiik, hogy a
poliéder egy egyenesbdl csak véges sok pontot és szakaszt tartalmazhat. Az ilyen pontok és az
ilyen szakaszok végpontjai a poliédert hatarolo sokszogtartomanyokon, a poliéder feliiletén vannak.
Megemlithetjiik azt is, hogy a poliéder egy sikbdl csak véges sok pontot, (esetleg egymashoz
csatlakoz0) szakaszt és sokszogtartomanyt tartalmazhat. Az ilyen pontok, szakaszok, valamint az ilyen
sokszogtartomanyokat hatarold sokszogvonalak a poliéder feliiletén vannak.

B2 A poliéder élei altal hatarolt, a poliédert hatarold sokszogtartomanyok ugy is tartalmazhatnak
éleket, hogy a sokszdgtartomany nem bonthaté fel ilyen élek altal. Ezt a 9d és 9e abra mutatja. Az
is lehetséges, hogy a poliéder lapja tartalmaz a lap hatarvonaldhoz nem tartozé csucsot, amelybdl a
laphoz tartozé ¢l nem indul ki, amint ezt a 9h abran lathatjuk.

B3 A kozonséges poliéderek definiciojanal beszéltiink arr6l, hogy egy lap hatarvonalan két él
szomszédos-e. Ezt pontosabban a kdvetkezOképpen értjiik: egy sokszog két oldala akkor szomszédos,
ha egy cstcsban taldlkoznak, s ha a sikot az altaluk meghatarozott sz6gvonal mentén felvagva a
sokszdgbdl olyan részsokszog is keletkezik, amely tartalmazza a széban forgd oldalakat, de nem
tartalmaz mas olyan oldalt, amely a mondott két oldal k6z6s pontjaba fut.

A 9m abra poliédere példa arra, hogy a most adott kiegészitésre sziikség van. Ha minden poliéderlap
kozonséges sokszdg, akkor viszont felesleges ez a kiegészités, mert egy csucsban talalkozé két oldal
mindig szomszédos a most mondott szigoribb értelemben is.

4.6 Egy alakzat konvex, ha barmely két pontjanak 6sszekotd szakaszat is tartalmazza. Ha ez az alakzat
nem minden pontparjara all, akkor az alakzat nem konvex. Nem konvex alakzatokra néha a konkdv
jelz6t hasznaljuk.

Konvex alakzatokra az eddig targyaltak koziil a kovetkezé példakat emlithetjiik: pont, egyenes,
félegyenes, szakasz, sik, félsik, egyenesszognél nem nagyobb (konvex!) szogtartomany, haromszog,
tér, féltér.
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Konvex alakzatok kozos része is konvex alakzat, hiszen a kdzos rész két pontjanak az 6sszekotd
szakaszat a konvex alakzatok mindegyike tartalmazza. Ha egy konvex alakzatnak és egy egyenesnek
tobb kozds pontja van, akkor kozos résziik vagy egy szakasz (esetleg egyik vagy mindkét végpontja
nélkiil), vagy félegyenes (esetleg kezddpontja nélkiil), vagy pedig a teljes egyenes. Az igy kapott
szakaszok ¢és félegyenesek hatarpontjai a konvex alakzat hatardt alkotjak. Két hatarpont 6sszekotod
szakaszanak vagy csak ez a két pontja tartozik a hatarhoz, vagy pedig minden pontja a hataron van.

Megallapitasaink egyarant vonatkoznak a linearis, a sikbeli és a térbeli konvex alakzatokra. A konvex
linearis alakzat csak pont, szakasz, félegyenes vagy maga az egyenes lehet.

A konvex sikidom olyan sikbeli konvex alakzat, amely nincs egy egyenesen. Minden konvex sikidom
tartalmaz sokszdgtartomanyt. Ha a konvex sikidom nem tartalmaz félegyenest, akkor hatarat konvex
zart gérbének mondjuk.

A konvex test olyan térbeli konvex alakzat, amely nincs egy sikban. Minden konvex test tartalmaz
poliédert. Ha a konvex test nem tartalmaz félegyenest, akkor hatarat konvex zart feliiletnek mondjuk.

Barmelyik csoportba tartozik is a konvex alakzat, elmondhatjuk, hogy ha egy a hatardhoz nem tartozo
pontjat az egyenesnek, siknak, illetéleg térnek egy hozza nem tartozé pontjaval 6sszekdtjiik, akkor
olyan szakaszhoz jutunk, amelynek egyetlen egy pontja van a konvex alakzat hataran.

Egy adott alakzat konvex burka az a konvex alakzat, amely tartalmazza az adott alakzatot, és amelyet az
adott alakzatot tartalmaz6 minden konvex alakzat tartalmaz. Minden alakzatnak egyetlenegy konvex
burka van. Minden konvex alakzat sajat maganak a konvex burka. Ha tobb alakzat konvex burkarol
beszéliink, az alakzatok egyesitésének a konvex burkara gondolunk. Ez az alakzatok konvex burkainak
a konvex burkaval azonos.

4.7 A sokszogek és a poliéderek koziil a konvex sokszdgek és a konvex poliéderek jatsszak a
legfontosabb szerepet.

Minden konvex sokszég egyszerii. Egy kozonséges sokszog akkor és csak akkor konvex, ha minden
szoge konvex. Konvex sokszog szogeinek mellékszogeit a sokszog kiilsd szégeinek nevezziik, és
ezekkel szembeallitva a szdgeit belsd szogeknek is mondjuk.

Egy kozonséges sokszog akkor és csak akkor konvex, ha minden oldala az azt tartalmazo
oldalegyenesnek és a sokszognek a koz0s része, ha tehat egyetlen oldal meghosszabbitasan sincs a
sokszOghoz tartozo pont. A konvex sokszog azoknak az oldalegyenesek hatarolta félsikoknak a k6zos
része, amelyek tartalmazzak a konvex sokszoget.

A konvex sokszdg atloi mindannyian belso atlok. Ha egy pont a konvex sokszogon kiviil helyezkedik
el, akkor talalhat6 hozza olyan egyenes, amely ezt a pontot a konvex sokszogtdl elvalasztja, és olyan
is, amely rajta athalad, és a konvex sokszdget nem éri. A konvex sokszog csticsan at fektethet6 olyan
egyenes, amelynek a konvex sokszdggel tovabbi kézds pontja nincs.

Egy sikban, de nem egy egyenesen elhelyezkedd véges sok pont konvex burka konvex sokszog. Ennek
a csticsai mind szerepelnek a véges sok pont kozott. Minden konvex sokszog a sajat csticsainak a
konvex burka.

Konkév sokszdg konvex burka olyan konvex sokszdg, amelynek minden csucsa csticsa a konkéav
sokszognek is. Konkav sokszog konvex burka egyben a konkav sokszog csticsainak is konvex burka.

A A sik véges sok pontjanak a konvex burkahoz szemléletesen eljutunk, ha egy fonalat feszitiink
koréjiik. Ugyanigy juthatunk el egy konkav sokszog konvex burkahoz is.

4.8 Minden konvex poliéder egyszert. A konvex poliéder lapjai is konvex sokszogek.

Egy 0sszefiiggd poliéder akkor €s csak akkor konvex, ha minden lapja az azt tartalmaz6 lapsiknak és
a poliédernek a kozds része, ha tehat egyetlen lapnak a sikjaban sincs a poliéderhez tartozo s a laphoz
nem tartozo6 pont. A konvex poliéder azoknak a lapsikok hatarolta féltereknek a kdzos része, amelyek
tartalmazzak a konvex poliédert.
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A konvex poliéder testatloi mindannyian belso atlok. A konvex poliéderen kiviil elhelyezkedd ponthoz
vagy egyeneshez talalhato olyan sik, amely ezt a konvex poliédertdl elvalasztja, és olyan is, amely
athalad rajta és a konvex poliédert nem éri. A konvex poliéder csticsan és ¢lén at lehet olyan sikot
fektetni, amelynek a konvex poliéderrel tovabbi kdzds pontja nincs.

Véges sok, nem egy sikban elhelyezkedd pont konvex burka konvex poliéder. Ennek minden csucsa
szerepel a véges sok pont kozott. Minden konvex poliéder a sajat csucsainak a konvex burka.

Konkév poliéder konvex burka olyan konvex poliéder, amelynek minden cstcsa a konkav poliédernek
is csticsa. Konkav poliéder konvex burka egyben a konkav poliéder csticsainak a konvex burka is.

A A tér véges sok pontjanak a konvex burkahoz szemléletesen eljutunk, ha rugalmas hartyat feszitiink
koréjiik. Ugyanigy szemléltethetjiik egy konkav poliéder konvex burkat is.

5. § Kor és gomb

A geometridban a kor és a gdmb kiilonlegesen fontos szerepet jatszik. Itt csak az a célunk,
hogy megismerkedjiink ezekkel az alakzatokkal, részletes targyalasukra majd késébb keriil sor. Az
alapfogalmakat targyalo els6 fejezeten beliil itt ismerkediink meg utoljara (ijabb alakzatokkal. Ezt az
alkalmat hasznaljuk fel arra, hogy néhany olyan fogalmat és kifejezésmoddot tisztazzunk, amelyek az
alakzatokkal kapcsolatosak.

5.1 Ha olyan tulajdonsagot adunk meg, amellyel pontok rendelkezhetnek, akkor beszélhetiink az ilyen
tulajdonsagu pontok &sszességérdl, halmazardl vagy mértani helyérdl. Ennek az alakzatnak minden
pontja rendelkezik a megadott tulajdonsaggal, mas pont azonban nem. Mondjuk, hogy a mértani helyet
ezek a pontok alkotjak.

A kor (kdrvonal) a sik olyan pontjainak mértani helye, amelyek a sik egy megadott pontjatol megadott
(0-tol kiilonbozo) tavolsagra vannak. A kdr kozéppontja (centrum) az a pont, amelyiktdl a kor pontjai
ugyanakkora tavolsagra vannak. A kor sugara (radiusz) ez a kdzds tavolsag, de ugyanigy nevezziik
azokat a szakaszokat is, amelyek a kozéppontot a kdrvonal pontjaival dsszekotik.

A gomb (gombfeliilet, szféra) a tér olyan pontjainak mértani helye, amelyek egy megadott ponttol
megadott (0-tol kiilonboz0) tdvolsagra vannak. A gémb kdzéppontja (centrum) az a pont, amelyiktol
a gdmb pontjai egyenl6 tdvolsagra vannak. A gdmb sugara (radiusz) ez a kozos tavolsag, de ugyanigy
nevezziik azokat a szakaszokat is, amelyek a kdzéppontot a gombfeliilet pontjaival dsszekatik.

A kort is, meg a gombot is egyértelmiien meghatarozza a kozéppontjuk és a sugaruk vagy pedig a
kozéppontjuk és egy pontjuk. Ha a sugar hosszegységnyi, akkor egységkorhoz és egységgombhoz
jutunk.

A sik egy pontja a kdrvonalon beliil vagy kiviil van aszerint, amint a kor kozéppontjatdl mért tavolsaga
a sugarnal kisebb vagy annal nagyobb. A kdrvonalon beliil elhelyezkedd pontok a kdrvonal pontjaival
egylitt a kdrvonal altal hatarolt korlemezt (korlap, kortartomany, kor) alkotjak.

Egy pont a gombfeliileten beliil vagy kiviil van aszerint, amint a gdmbkozépponttol a sugarnal
kisebb vagy annal nagyobb tavolsagra van. A gombfeliileten beliil elhelyezkedd pontok a gdmbfeliilet
pontjaival egyiitt a gdmbfeliilet altal hatarolt gombtestet (tdmor gdmb, gdmb) alkotjak.

A1l A mértani hely megnevezés altalanosan elfogadott. Minden esetben megtehetjiik azonban, hogy
helyette pontok 0sszességérdl vagy ponthalmazrol beszéliink.

Semmitmond6 az olyan kijelentés, hogy pl. a kor mértani hely. Minden alakzat felfoghaté mértani
helyként, hiszen mondani lehet: az alakzat azoknak a pontoknak mértani helye, amelyek az alakzathoz
tartoznak.

A2 Csak nagyon ritkdn szarmazhatik zavar abbol, hogy a kdrlemezt is kdrnek,valamint a gdmbtestet is
gombnek mondjuk. Ezt természetesen csak olyankor tessziik, amikor félreértés veszélyével nem kell
szamolnunk. Ha hangsulyozni akarjuk, hogy nem a korlemezrél vagy a gémbtestr6l van szo, akkor
korvonalat vagy gombfeliiletet mondhatunk.
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A3 A kor és a gomb definidlasakor megkoveteltiik, hogy a megadott sugar 0-t6l kiilonb6zd legyen.
Ha sugarként nulltavolsagot is megadhatnank, akkor a kor és a gdomb definicidja egyarant pontot is
szolgaltatna.

5.2 Ha egy szakasz két végpontjanak egyike a koron beliil, masika a koron kiviil helyezkedik el, akkor
ez a szakasz metszi a kort, a szakasznak van a kdrvonalhoz tartozoé pontja.

A korvonalat két pontja két korivre (iv) bontja fel. E két koriv kozos része a koriveket hatarold két
pont, a korivek két ko6zos végpontja.

Az A, B végpontu korivet AB vagy AB jeloli, ha nyilvanvalo, hogy az ilyen végponti korivek
melyikérdl van szo. Ha félreértés lehetséges, akkor megadjuk a koriv egy kdzbensé pontjat is, és pl.
ACB korivrol beszéliink (10. abra).

10

Ha a kor sikjaban elhelyezkedd koriv végpontjainak egyike a koron beliil, mésika a koron kiviil
helyezkedik el, akkor ez a koriv metszi a kort, a korivnek és a kdrvonalnak van k6zds pontja.

B1 Azt mondtuk, hogy a kérvonalat két pontja két korivre bontja fel. Ezekhez ugy jutunk, hogy
a két ponthoz vezetd sugarak altal meghatarozott két szogtartomanyt és a kérvonalnak ezekkel a
szogtartomanyokkal k6zos részeit tekintjiik.

B2 A koron beliil és kiviil elhelyezkedd pontokat 6sszekotd szakasszal és korivvel kapcesolatban csak
kozos pont 1étezésérdl szoltunk. Azért nem mondtuk ki azt is, hogy csak egy k6zds pont van, mert ezt
a tényt a kor részletes targyalasa soran majd bebizonyitjuk.

Szoélhattunk volna a gdombon belill és kiviil elhelyezkedd pontokat Osszekotd szakaszoknak és
koriveknek a gombbel alkotott metszéspontjarol is. Ezt sem tettiik, mert ezzel majd a gomb részletes
targyalasa soran foglalkozunk.

Kor és szakasz, valamint kor és koriv metszésére vonatkozo kijelentésiink bizonyitasa viszont nem
illenék bele a kovetkezd fejezetek keretébe. Ha mi ezt a romai szdmokkal jelzett axidomainkra
tamaszkodva bizonyitani akarnok, akkor az egyenes folytonossagara kellene épiteniink, és ezért X.
axiomank kozvetitésével azt kellene kihasznalnunk, hogy a valds szamok ko6zott nincsen hézag.

A szdban forg6 kijelentést kéraxiomanak mondjak. A geometria java része felépithetd gy, hogy
X. axiomank helyett csak a koraxiomat, valamint azt mondjuk ki, hogy ha & egy szakasz hossza,
akkor barmely 4 kezd6pontu félegyenesen egyetlenegy olyan B pont talalhatd, amelynek 4-t6] mért
tavolsaga h-val egyenld.

Ennek a konyvnek a targyalasa is javarészt ilyen modon a koraxidmara épiil. Ezzel kapcsolatban
megemlitjiik, hogy ha X. axiomank szdvegében ,.egy és csak egy” helyett ,legfeljebb egy” all,
akkor olyan kijelentéshez jutunk, amely konnyen bizonyithaté IX. axidémankra, valamint arra
hivatkozva, hogy minden szakasznak van hossza. Ugyanigy azt is bizonyithatnok, amit Archimedes-
féle axiomanak szokas nevezni, hogy ti. két adott szakasz egyikének mindig van olyan egész szamu
tobbszordse, amely a masiknal nagyobb.

Felhivjuk a figyelmet minden olyan részletre, amelynek az alatdmasztasahoz X. axiomankra is sziikség
van, amely tehat a folytonossagbol a kdraxiomanal tobbet hasznal fel. Ilyen volt eddig az, hogy minden
valés szogmértékhez talalhatd szog, és mindaz, amit a konvex alakzatok hataraval kapcsolatban
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4.6-ban mondtunk. Ennek kovetkezménye, hogy a kdraxioma hataskorén talnyalunk, valahanyszor
altalaban konvex sikidomokrél vagy konvex testekrdl szolunk, és hataruk tulajdonsagaira is épitiink.
Az ilyen részleteknél ezt a koriilményt (jbol nem is hangstlyozzuk.

Az elmondottak béven indokoljak, hogy a koraxioma szakaszokrol szolo kijelentése miért szerepelt
itt, jollehet 4.6-nak a konvex sikidomok hatarardl szolo részlete azt magaban foglalja.

5.3 Ebben és a kovetkezd szakaszban az alakzatokkal kapcsolatos néhany fogalmat és kifejezést
tisztazunk. Ez a szakasz az alakzatok bizonyos fajtajarol, a tartomanyokrol szol.

a) Legyen adva valamilyen F alakzat, amelyet a kovetkezdkben fundamentdalis alakzatnak neveziink. F
szerepét ebben a konyvben a tér, sik, egyenes, poliéderfeliilet, sokszogvonal, konvex zart feliilet vagy
konvex zart gorbe jatssza. Bebizonyitjuk majd, hogy a gombfeliilet és a kérvonal az utobb emlitett két
alakzatfajtahoz tartozik. A felsorolasban ezért nem emlitettiik ezeket.

Ha egy konvex poliéder az F' alakzat A pontjat a belsejében tartalmazza, akkor azt mondjuk, hogy
F-nek a konvex poliéder belsejében elhelyezkedd pontjai az A pont kérnyezetét alkotjak (az F
fundamentalis alakzatban).

Tekintsiik az F fundamentalis alakzatban elhelyezkedd T alakzatot és a T altal tartalmazott (esetleg
iires) H alakzatot. Azt mondjuk, hogy T tartomdny és H a hatdra (az F fundamentalis alakzatban), ha
a kovetkezo feltételek teljestilnek:

1. T'minden H-hoz nem tartozé pontjanak van olyan kérnyezete, amely csak 7-hez tartozo, de H-hoz
nem tartozé pontokbol all.

2. H barmely pontjanak barmely kdrnyezete tartalmaz 7-hez nem tartozé pontot, valamint 7-hez
tartozo, de H-hoz nem tartozo6 pontot is.

3. F minden 7-hez nem tartozé pontjanak van olyan kdrnyezete, amely 7T egyetlen pontjat sem
tartalmazza.

Minthogy a H hatar iires alakzat is lehet, maga az F' fundamentalis alakzat is tartomany Minden mas
esetben a T tartomanybol Gjabb tartomanyhoz jutunk, ha F-bdl T-nek H-hoz nem tartozo pontjait
elhagyjuk. Ezt kiegészité (komplementer) tartomanynak nevezziik, s ennek hatara valtozatlanul
ugyanaz a H alakzat. Ezt az az észrevétel tamasztja ala, hogy a fenti harom kovetelményben 7-nek H-
hoz nem tartozo6 pontjai, valamint F-nek 7-hez nem tartozd pontjai szimmetrikus szerepet jatszanak.
Térbeli, sikbeli, linearis és gombi (szférikus) tartomany az olyan, amelynél a fundamentalis alakzat
rendre a tér, sik, egyenes vagy gombfeliilet. A térbeli tartomany hatarat feliiletének (hatarfeliilet,
peremfeliilet), sikbeli tartomanyét pedig peremének (hatarvonal, hatargérbe) mondjuk. Ezeknek a
hataralakzatoknak a megnevezésére a felszin és keriilet szavakat nem hasznaljuk, mert velilk majd
mas fogalmakat jeloliink.

Az eddig megismert alakzatok mindannyian tartomanyok, mégpedig a mar emlitett fundamentalis
alakzatok valamelyikében. Térbeli tartomany a tér, féltér, poliéder, gdmbtest €s altaldban a konvex
test. Egy sik altal hatarolt két féltér egymas kiegészitd tartomanya. Sikbeli tartomany a sik, félsik,
szogtartomany, sokszogtartomany, korlemez ¢és altalaban a konvex sikidom. A siknak egy egyenes
altal hatarolt két félsikja, valamint ugyanaz altal a sz6g vonal altal hatarolt két szogtartomanya egymas
kiegészitdje. Linearis tartomany az egyenes, a félegyenes és az egyenesszakasz. A gdmbi tartomanyok
koziil eddig csak maga a teljes gombfeliilet szerepelt. A kérvonalon mint fundamentalis alakzaton
elhelyezkedd tartomanyok koziil a teljes korvonalat, valamint a korivet emlithetjiik. Egy kornek két
kozos végpontu korive egymas kiegészitd tartomanya.

Az emlitett tartomanyok mindegyikénél megmondtuk, hogy mi a hatara. Ellendrizhetjiik, hogy ez a
most adott altalanos definicioval 6sszhangban van. Ezt az ellenérzést megkdnnyiti, hogy a kdrnyezet,
ha a fundamentalis alakzat sik, a pontot tartalmazoé nyilt konvex sokszoget, ha pedig egyenes, akkor
a pontot tartalmazd nyilt szakaszt jelent.

b) Egy tartomany pontjai kétfélék: a hatarhoz tartozo hatdrpontok és a hatarhoz nem tartozd belsé
pontok. A fundamentalis alakzatnak a tartomanyhoz nem tartozo pontjait a tartomany kiilsé pontjainak
is mondjuk, bar ezek a tartomanynak nem pontjai.
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A Dbels6 pontok egyesitése a tartomany belsejét, kiilsd pontjainak egyesitése a tartomany kiilsejét
adja. Eszerint maga a tartomany a tartomany belsejébdl €s hatarabol, a kiegészitd tartomany pedig a
tartomany kiilsejébdl és hatarabol all. A tartomany definicidja alapjan kimondhatjuk, hogy a térbeli
tartomany belseje a tartomany altal tartalmazott poliéderek belsejének az egyesitése, kiilseje pedig
a kiegészitd tartomany altal tartalmazott poliéderek belsejének az egyesitése. Sikbeli és linearis
tartomanyrol hasonlot mondhatunk, csak poliéder helyett sokszogtartomanyt, illetve szakaszt kell
mondanunk.

Definicionk szerint a hatar is a tartomanyhoz tartozik. Ezt gy mondjuk, hogy mi a zart tartomanyokat
definialtuk. Ha egy tartomanybol a hatarat elhagyjuk, nyzlt tartomanyhoz jutunk. Ha nem mondjuk,
hogy zart vagy nyilt tartoméanyrdl van-e sz6, mindig a zart tartomdnyra gondolunk. Egy tartomany
belseje és kiilseje egyarant nyilt tartomany. Maga a fundamentalis alakzat mint tartomany egyszerre
nyilt is és zart is.

Ha azt mondjuk, hogy egy alakzat a tartomanyban van, vagy hogy a tartomanyhoz tartozik, ez azt
jelenti, hogy ezt az alakzatot a zart tartomany tartalmazza. Ezzel szemben akkor mondjuk, hogy egy
alakzat a tartomany belsejében van, vagy hogy a tartomany belsejéhez tartozik, ha ezt az alakzatot a
tartomany belseje tartalmazza. Eszerint pl. a konvex sokszog 4tloi a sokszogben vannak, de nincsenek
a sokszdg belsejében, hiszen végpontjaik hatarpontok. Egy tartomanyrol akkor mondjuk, hogy egy
masik tartomany belsejében halad, vagy hogy egy masik tartomany belsejében teriil el, ha a szoban
forgo tartomany belsejét a masik tartomany belseje tartalmazza. Ez csak akkor kovetkezhetik be, ha
a szoban forgd tartomany egésze is a masik tartomanyban van. Eszerint pl. egy sokszdg csucsait
0sszekotd szakaszok koziil azok a belsé atlok, amelyek a sokszog belsejében haladnak.

A kovetkezOkben arrol szolunk, hogy tartomanyokbol hogyan juthatunk (ijabb tartomanyokhoz.

Ha ismeretes a fundamentalis alakzat, és tudjuk, hogy egy zart tartomany mely pontokbol &ll, akkor
ezek mindegyikérdl mar eldonthetd, hogy belsé pont-e vagy hatarpont. Ez attol fiigg, hogy van-e a
pontnak a tartomanyban elhelyezkedd kornyezete, vagy nincs. Eszerint a zart tartomany egyértelmiien
meghatarozza a hatarat. Ugyanezt a nyilt tartomanyrol is elmondhatjuk, hiszen hatara a kiegészit6 zart
tartomany hataraval azonos.

Ha ugyanabban a fundamentalis alakzatban két tartomany van adva, akkor ezek egyesitése is
tartomany. Ennek hatarat az imént mondottak alapjan mar meghatarozhatjuk. Ez a hatar a két egyesitett
tartomany hataranak egyesitésével nyert alakzatban van, de azzal nem feltétleniil azonos. igy pl. egy
kozos oldalon nyugvé két haromszodg egyesitése olyan négyszog lehet, amelynek a volt kdzos oldal
mar nem oldala.

Tobbnyire olyan tartomanyok egyesitése szerepel, amelyek ugyanahhoz a fundamentalis alakzathoz
tartoznak, és k6z0s pontjuk van ugyan, de kozés belsé pontjuk nincs. Kozés pontjaikat tehat
a két egyesitett tartomany hataranak mindegyike tartalmazza. Ilyenkor tartomanyok egymdshoz
illesztésérdl, osszerakasarol beszéliink. Az elobb pl. arrdl volt szo, hogy két haromszog egymashoz
illesztésével négyszoget kaphatunk.

Ha ugyanabban a fundamentalis alakzatban k6z6s belsé ponttal rendelkezd két tartomany van adva,
akkor belsejiiknek a kdzos része nyilt tartomany. Tudjuk, hogy ez a hatarat mar meghatarozza. Az
igy kapott zart tartomanyt az eredetileg megadott két tartomany kézds tartomdanydnak nevezzik.
Ennek a kozos résznek a hatara a két tartomany hataranak egyesitésével nyert alakzatnak része, de
azzal nem feltétleniil azonos. Lehet azonos is, mint pl. egymast nem metsz6 egyenesek altal hatarolt
ket félsik esetében. Két tartomany k6zos részéhez gy is eljuthatunk, hogy kiegészitd tartomanyaik
egyesitésének a kiegészito tartomanyat képezzik.

Sz6 lehet két tartomany kozos részeként adodod tartomanyrdl néha olyankor is, ha fundamentalis
alakzataik kiilonbozok. Ilyen kozds részrdl akkor beszélhetiink, ha a két tartomanynak van kézos bels
pontja, és uj fundamentalis alakzatul a két eredeti fundamentalis alakzat kdzos részét valasztjuk. A
szoban forgo tartomanyhoz ugy jutunk, hogy a k6zos belsé pontokhoz csatoljuk az 1j fundamentalis
alakzatnak azokat a pontjait —ha vannak ilyenek —, amelyek maguk nem kdzos belsé pontok, de minden
kornyezetiik tartalmaz kozos belsd pontot. Igy juthatunk pl. a gdmbtest sikmetszeteként korlemezhez
¢és a gombfeliilet sikmetszeteként korvonalhoz. Ide illik a koriv 5.2 B 1-ben adott definicidja is.
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Ha ugyanabban a fundamentélis alakzatban két olyan tartomany van megadva, amelyek egyike a
masikat tartalmazza, de a két tartomany nem azonos, akkor sz6 lehet a nagyobbik tartomanynak és a
kisebbik kiegészito tartomanyanak a kozos részérdl. Azt mondjuk, hogy ehhez jutunk, ha a nagyobbik
tartomanybol a kisebbiket elvessziik, elhagyjuk vagy kivagjuk. Ha ezt a maradéktartomanyt az elvett
tartomanyhoz illesztjiik, az eredeti, nagyobbik tartomanyhoz jutunk.

A most ismertetett eljarasokat ismételten is alkalmazhatjuk. Beszélhetiink ezért véges sok tartomany
egyesitésérol, osszeillesztésérol, kozos részérdl €s elvételérdl. Hangstlyozzuk, hogy mindig zart
tartomanyokkal dolgozunk, és zart tartomanyokhoz jutunk.

d) Mar szo6 volt arrdl, hogy a tartomany egyértelmiien meghatarozza a hatarat. A hatar viszont
nem hatdrozza meg egyértelmiien a tartomanyt. Nemcsak a kiegészitd tartomanynak ugyanaz a
hatara, hanem az is lehetséges, hogy harom ugyanabban a fundamentalis alakzatban elhelyezkedd
tartomanynak kozos a hatara. Ez a koriilmény dvatossagra int akkor, amikor tartomanyokat hataruk
megadasaval akarunk jellemezni, vagy amikor kettévagasrol akarunk szolni.

Ha az F fundamentalis alakzatban a H alakzat csak az egymast kiegészit6 77,75, tartomanyoknak a
hatara, akkor azt mondjuk, hogy H az F alakzatot kettévagja, erre a két tartomanyra bontja fel. Igy
bontja fel pl. az egyenes a sikot és a sik a teret.

Ha H az F fundamentalis alakzatot a T, T, tartomanyokra bontja fel, s F' valamely T tartomanyanak
vannak ezekkel kdzos belsd pontjai, akkor sz6 lehet T és Ty, valamint T és T, k6zds tartomanyarol.
Ezek egyesitése a teljes T tartomanyt adja. Ilyenkor azt mondjuk, hogy (F kettévagasakor) H a T
tartomanyt erre a két tartomanyra bontja fel. igy vagja ketté pl. a sokszogtartomanyt a belsején athalado
egyenes.

Hasonld6t mondhatunk, ha nem F, hanem az altala tartalmazott F} fundamentalis alakzat T
tartomanyardl van sz6. Ilyenkor azonban 7 és Ty, valamint 7 és 7, kozds tartomanyanak az
egyesitése nem mindig adja a teljes T tartomanyt. Csak ha ez bekovetkezik, akkor mondjuk, hogy
(F kettévagasakor) H a T tartomanyt az adodo két tartomanyra bontja fel. gy vagja ketté a konvex
sokszoget kettévagd egyenes a hatarold sokszogvonalat is. Nem mondhatunk azonban hasonlot a
konkav sokszoget kettévagd oldalegyenesrol.

Nincs sziikség ilyen ovatossagra, ha nem szolunk arr6l, hogy H az F fundamentalis alakzatot mely
tartomanyokra vagy hany tartoméanyra bontja fel, hanem csak arrdl, hogy felbontja-e, hogy tehat H
hatira-e F valamely tartoméanyanak. igy pl. a poliéderfeliilet egyszeres Osszefliggdségének 4.5-ben
adott definicidja nem kivanja meg. hogy meggy6zddjiink, kettévagasrdl van-e sz0.

B* Ramutatunk arra, hogy ennek a szakasznak a kijelentései hogyan bizonyithatok. Ezt azért tessziik,
mert a szokasostol eltéré okoskodasokra is sziikség van.

a) Eloszor azt bizonyitjuk, hogy ha az A pont a P poliéder belsejében van, akkor P tartalmaz olyan
konvex Py poliédert, amely az A pontot a belsejében tartalmazza.

Ilyen P; poliéderhez a kovetkez6képpen juthatunk: tekintsiik P csucsait, valamint az 4 pontot nem
tartalmazo élegyeneseit €s lapsikjait. A csucsokon és a tekintetbe vett élegyeneseken at fektessiink
egy-egy olyan sikot, amely az 4 pontot nem tartalmazza. Mindezek a sikok, valamint a tekintetbe vett
lapsikok egy-egy olyan félteret hatérolnak, amely tartalmazza az A pontot. Allitjuk, hogy mindezeknek
a féltereknek, valamint P konvex burkanak a kdzos része egy kivant tulajdonsagti P poliéder.

P szarmaztatasabdl nyomban kovetkezik ugyanis, hogy P, valdoban poliéder, hogy konvex, s hogy
A a belsejében van. Az is kovetkezik, hogy P; nem tartalmazza a belsejében P egyetlen csucsat
sem. P ¢éleinek sincs pontjuk P belsejében; vagy azért, mert az €l a kdzos részt szolgaltato félterek
valamelyikének a hataran van, vagy pedig azért, mert az él P belsejéhez nem tartoz6 csucsokat
kot 0ssze, €s egyenesének egy P belsejéhez tartozo pontjat, ti. az 4 pontot nem tartalmazza. Nincs
P belsejéhez tartozd pontjuk P lapjainak sem; vagy azért, mert a lap a kozos részt szolgaltatd
félterek valamelyikének a hataran van, vagy pedig azért, mert a lap élekbdl allé hatarvonalanak nincs
P belsejéhez tartozo pontja, és a lap a sikjanak egy P; belsejéhez tartozé pontjat, ti. az A pontot
nem tartalmazza. Minthogy P feliiletének ezek szerint nincs P; belsejéhez tartozo pontja, viszont P
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tartalmazza a P) belsejéhez tartozd A pontot, azért kell, hogy P tartalmazza a teljes Py poliédert. P,
valdban rendelkezik tehat a megkivant tulajdonsagokkal.

Megemlitjiik, hogy P szarmaztatasakor elég lett volna csak félterekr6l szolnunk. P konvex burkat a
kozos rész képzésekor csak azért szerepeltettiik, hogy okoskodéasunk logikai szerkezete egyszeriibb
legyen.

b) Térbeli eredményiinkhdz hasonléan most azt bizonyitjuk, hogy ha az A pont a P sokszdg belsejében
van, akkor P tartalmaz olyan konvex P sokszoget, amelynek A ugyancsak belsé pontja.

Ilyen P; sokszoghoz a kovetkezdképpen jutunk: P csucsain at az A ponton at nem haladd egyeneseket
fektetiink. Ezek az egyenesek, valamint P-nek az 4 pontot nem tartalmazé oldalegyenesei egy-egy az
A pontot tartalmazo félsikot hatarolnak. Mindezeknek a félsikoknak, valamint P konvex burkanak a
kozos része egy kivant tulajdonsaga Py sokszog.

P szarmaztatasabol kovetkezik, hogy valoban sokszog, hogy konvex, s hogy 4 a belsejében van.
P cstcsai nincsenek P belsejében, hiszen mindegyik egy-egy Pi-et tartalmazo félsik hataran van.
P oldalainak sincs pontjuk P; belsejében; vagy azért, mert az oldal a kozds részt add félsikok
valamelyikének a hataran van, vagy pedig azért, mert az oldal P belsejéhez nem tartozoé csucsokat kot
Ossze, ¢és egyenesének egy P belsejéhez tartozo pontjat, ti. az A pontot nem tartalmazza. Minthogy
P hataranak nincs P; belsejéhez tartozd pontja, viszont P tartalmazza a P; belsejéhez tartozo 4
pontot, azért kell, hogy P tartalmazza a teljes P; sokszdget. P; valdoban rendelkezik tehat az el6irt
tulajdonsagokkal.

¢) Ratériink most annak bizonyitasara, hogy az eddig megismert alakzatok valéban tartomanyok, s
hogy amit hataruknak mondtunk, az valoban a hataruk. Azt kell ellendrizniink, hogy a tartomany és

ey

Poliéder: Belsé pontjaira a) szerint 1. teljesiil. Minthogy minden hatarponton &thalad olyan
torottvonal, amelyet a hatarpont a poliéder belsejében halad6 és a poliéderen kiviil haladé szakaszra
bont, a hatarpontokra 2. teljesiil. A kiils6 pontokra 3. teljesiil, mert a kiils6 pontot belsejében tartalmazo
konvex poliéderbdl a vizsgalt poliéder kiilseje poliédert vag ki, és ez a) szerint tartalmaz olyan konvex
poliédert, amely a széban forgo kiilsé pontot a belsejében tartalmazza.

Mielé6tt a poligon targyalasara térnénk, ra kell mutatnunk arra, hogy ha a fundamentalis alakzat sik,
akkor a kdrnyezet valdban, mint mar emlitettiik, alpontot belsejében tartalmazd konvex sokszog
belsejét jelenti. Ez azért igaz, mert egyrészt a konvex poliéder belsé pontjan athalado siknak
a poliéderhez tartozd pontjai sokszoget alkotnak, masrészt barmely sikbeli konvex sokszog igy
szarmaztathatd, hiszen a sokszognek és ezt belsé pontban d6f6 szakasznak a konvex burka megfeleld
poliédert ad.

Sokszog: A poliéderr6l mondottakat elismételhetjiik azzal a kiilonbséggel, hogy a) helyett b)-re
hivatkozunk.

Konvex sikidom: Egy belso ponton at két olyan szakaszt fektethetiink, amelyek a sikidomban vannak.
Ezek konvex burka olyan sokszdg, amely biztositja, hogy 1. teljesiil. Minden hatarponton athalad
olyan szakasz, amelyet a hatarpont a sikidomon beliil és rajta kiviil halad6 szakaszra bont fel. Ebb6l
kovetkezik hogy 2. is teljesiil. Ha P a sikidomon kiviil van, akkor egy O bels6 ponttal dsszekotve
a hatarvonalat 4-ban metszd szakaszt kapunk. A Q ponton athaladé és a PQ egyenestdl kiillonbozo
egyenesen olyan Q0Q, szakaszt vehetiink fel, amelyet a sikidom tartalmaz, s amely athalad a Q
ponton. A 014, 0,4 szakaszok meghosszabbitasai olyan 4 csucst konvex szogtartomanyt hatarolnak,
amely a P pontot a belsejében tartalmazza, s amelynek nincs a sikidom belsejéhez tartozé pontja. Ez
abbol kovetkezik, hogy a szdgtartomany minden pontja egy olyan szakasz meghosszabbitasan van,
amely a 010, szakasz egy pontjabol az 4 ponthoz vezet. Minthogy a szoban forgd szdgtartomany is
konvex sikidom, az 1. teljesiilésér6l mondottak értelmében a P pontot belsejében a tartalmazo konvex
sokszoget tartalmaz. Ebbdl kdvetkezik, hogy konvex sikidomunkra 3. is teljesiil.

Konvex test: A konvex sikidomrél mondottakhoz hasonldéan okoskodhatunk. Eltérés ott mutatkozik,
hogy 1. igazolasakor két szakasz helyett harom nem egysiki szakaszrél kell szélni, s hogy 3.
igazolasakor a Q ponton athaladd QQ; szakasz helyett a O pontot belsejében tartalmazd Q;0,0s-
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et kell bevezetni. Ennek a haromszognek az oldalain és az 4 ponton at fektetett sikok egy-egy a P
pontot belsejében tartalmazo félteret hatarolnak. Ennek a harom féltérnek a kdzos része jatssza most
azt a szerepet, amit a konvex sikidom esetében egy szdgtartomany jatszott. Ennek a kozos résznek
minden pontja ugyanis egy olyan szakasz meghosszabbitasan van, amely a Q10,03 egy pontjabdl az
A ponthoz vezet, s ezért az emlitett koz0s rész egyetlen pontja sincs konvex testiinknek a belsejében.

Nem kell kiilon szolnunk a féltérrél, mert az is konvex test, valamint a félsikrol és konvex
szogtartomanyrdl, mert ezek konvex sikidomok. Még kevésbé kell szélnunk a térrdl €s a sikrol,
valamint a gombfeliiletrdl, a korvonalrél és az egyenesrol, mert maga a fundamentalis alakzat mindig
olyan tartomany, amelynek nincs hatarpontja. A gombtestrdl és a korlemezrdl azért nem szoltunk,
mert majd latjuk, hogy ezek is konvex alakzatok. A konkav szdgtartomanynal elég arra hivatkoznunk,
hogy az egy konvex szogtartomany kiegészitd tartomanya.

Linearis alakzatok vizsgalatarol jogosan mondhatjuk, hogy egy pontnak a kdrnyezete a pontot
tartalmazd nyilt szakaszt jelent, mert konvex poliéder belsején athaladé egyenesnek a poliéder
belsejéhez tartozo pontjai nyilt szakaszt alkotnak, €s igy minden nyilt szakasz szarmaztathato. Ilyen
moddon a félegyenes és a szakasz tartomanyjellege kozvetlentil belathato.

Egyediil a koriv maradt ki a mar bevezetett alakzatok koziil. Ezt a hidnyt rovidesen potoljuk (lasd f).

d) Egy rogzitett fundamentalis alakzatban elhelyezkedd tartomanyokbdl ujabb tartomanyokhoz vezetd
eljarasok koziil itt csak az egyesitéssel kapott tartomanyrol szolunk, mert a tobbi eljaras (az egymashoz
illesztés, a kozds rész képzése és az elvétel) az egyesitésre vezethetd vissza.

Jelolje tehat T az F fundamentalis alakzatban elhelyezkedd zart T T, tartomanyok egyesitését. 7-
nek azok a pontjai, amelyeknek nincs 7 altal tartalmazott kdrnyezetiik az esetleg iires H alakzatot
harom kdvetelménnyel. Az 1. kovetelmény H megvalasztasa miatt teljesiil. A 2. kdvetelmény egyik
része azért teljesiil, mert H pontjanak kornyezete H megvalasztisa miatt tartalmaz T-hez nem tartozo
pontot. H minden pontja a T; 7> tartomanyok valamelyikének a hataran van, hiszen e tartomanyok
belsd pontjai sziikségképpen belsd pontjai 7T-nek is. Ebbol kovetkezik, hogy H pontjanak kornyezete
tartalmaz 77 vagy 7, belsejéhez tartoz6 pontot, tehat 7 belsejéhez tartozd pontot is. Eszerint a
2. kovetelmény masik része is teljesiil. Minden 7-hez nem tartoz6 pont a 7] 7, tartomanyok
mindegyikének kiils6 pontja, van tehat 7 pontjait nem tartalmazo, valamint 75 pontjait nem tartalmazo
kornyezete. E két kdrnyezetet szolgaltatd konvex poliéder kozos része ugyancsak konvex poliéder, s
az altala szolgaltatott kornyezet 3. teljestilését biztositja.

e) Kiilonboz6 fundamentalis alakzatokban elhelyezkedd tartomanyok kozos részének képzésérdl
sz6lunk most. Targyalasunk feloleli azt a mar elintézett esetet is, amikor a két fundamentalis alakzat
azonos.

Tekintsiik az F'y, F, fundamentalis alakzatokban elhelyezkedd T T, tartomanyokat. Jelolje By és B,
belsejét. Az F|, F, alakzatok koz0s pontjai az F alakzatot, a BB, alakzatokéi pedig a B* alakzatot
szolgaltatjak. Feltessziik, hogy B* nem iires, tehat F'sem iires, ugyanis csak ebben az esetben beszéliink
a Ty T, tartomanyok kozds részérdl. T-vel jeloljiik F pontjai koziil azoknak az 6sszességét, amelyeknek
az F fundamentalis alakzathoz tartozo minden kornyezete tartalmaz B*-hoz tartoz6 pontot is. B-vel
jeloljiik T pontjai koziil azoknak az 6sszességét, amelyeknek az F' fundamentalis tartomanyban van T
altal tartalmazott kornyezetiik. Allitjuk, hogy 7T zart tartomany, melynek B a belseje. Ezt a tartomanyt
mondjuk a T T, tartomanyok kdzos részének.

A bizonyitast két megjegyzéssel készitjiik eld. E16szor azt bizonyitjuk, hogy B* minden pontja B-hez
tartozik. Evégett meggondoljuk, hogy B* barmely pontja egy-egy olyan konvex poliéder belsejében
van, amelynek belsejében Fj-nek csak Bj-hez tartozd pontjai, illetleg F,-nek csak B-hoz tartozd
pontjai vannak. A két poliéder kdzds részében ezért F-nek csak olyan pontjai lehetnek, amelyeket B}
€s B mindegyike tartalmaz, amelyek tehat B*-hoz és egyben a B*-ot tartalmazo 7-hez tartoznak. Ez
B megvalasztasa miatt azt jelenti, hogy B* kiszemelt pontja valoban B-ben van.

Masodik eldkészité megjegyzésiink, hogy ha F valamely pontjanak egy kornyezete nem tartalmaz B*-
hoz tartozé pontot, akkor nem tartalmaz 7-hez tartozét sem. Ez 7' megvalasztasara valo tekintettel azt
jelenti, hogy ha egy poliéder belseje nem tartalmaz B*-hoz tartozé pontot, akkor e poliéder minden
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belsd pontjanak van B* pontjait nem tartalmazo6 kornyezete. Nyilvanvalo, hogy ez igaz, hiszen maga
a szoban forgo poliéder ilyen kornyezetet szab meg.

Ratériink most allitasunk bizonyitasara. Azt kell igazolnunk, hogy T és B eleget tesz annak a harom
kovetelménynek, amelyet egy tartomanynak és belsejének teljesitenie kell. Az 1. kdvetelmény B
megvalasztasa miatt teljesiil. Tekintsiik 7 valamely B-hez nem tartozé pontjanak egy kornyezetét. Ez
a kornyezet T megvalasztasa miatt tartalmaz B*-hoz tartozo pontot, elsé elokészitd megjegyzésiink
szerint tartalmaz tehat B-hez tartozot is. A szdban forgd kornyezetnek B megvalasztasa miatt kell
azonban 7-hez nem tartozd pontot is tartalmaznia, mert kiilonben B-hez tartozd pont kdrnyezetérdl
volna szd. Ezek szerint 2. is teljesiil. A 7-hez nem tartozé pontoknak 7' megvalasztisa miatt van B*
pontjait nem tartalmazoé kornyezetiik, méasodik eldkészitd megjegyzésiink szerint van tehat 7 pontjait
nem tartalmazo kdrnyezetiik, s ez azt jelenti, hogy 3. is teljestil.

t) Hangsulyozzuk hogy kiilonbséget kell tenni a 7; T, tartomanyok kozds pontjaibol allé T*
alakzat (k6z0s rész, metszet), valamint a kozos résziikként definidlt 7" tartomany (k6zos tartomany,
metszettartomany) kozott. A kett6 kiilonbozik pl. akkor, ha egy haromszogvonalnak és egyik szogének
mint szogtartomanynak a kdzos részérdl van szo. T* mindig tartalmazza a T tartomanyt, hiszen T’
valamely pontjanak minden kdrnyezete tartalmazza Ty és T, kdzos belso pontjat, €s ezért T pontja nem
lehet sem Tj-nek, sem T,-nek kiils6 pontja, tehat 7#-hoz tartozik. e)-bol kiolvashatd, hogy T* csak
akkor azonos 7-vel, ha 7* minden pontjanak minden kdrnyezetében van 7'-nek és 7T,-nek kdzos belsé
pontja. Ez a helyzet pl. akkor, ha egy korvonalnak és két sugara altal meghatarozott szégtartomanynak
a kozos részét képezzik, tehat a koriv szarmaztatasakor.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy B* és B nem mindig azonos. Példat kapunk erre, ha egy félsiknak
€s egy olyan haromszdgvonalnak a k6z0s részét képezziik, amelynek egyik cstcsa a félsik hataran,
masik két csucsa a félsik belsejében helyezkedik el. B* és B csak akkor azonos, ha 7* minden B*-hoz
nem tartoz6 pontjanak minden kdrnyezetében van F-nek olyan pontja, amely nem tartozik 7-hez. Ezt
is tartoznak. Azt is megallapithatjuk, hogy ha a mondott feltétel teljesiil, akkor T hatarat azok a pontjai
alkotjak, amelyek a 7Ty, T, tartomanyok hataranak egyesitéséhez tartoznak. A szoban forgo feltétel
teljesiil pl. akkor, ha ugyanabban a fundamentalis alakzatban elhelyezkedd tartomanyokrdl van szo,
valamint a koriv szarmaztatasakor. Miutan mar az imént belattuk, hogy a koriv is tartomany, most
igazoltuk, hogy hatarat valoban az a két pont alkotja, amelyeket végpontjainak mondtunk.

Megjegyezziik, hogy metszettartomanynak mast is mondhattunk volna. Ha pl. 7*-nak olyan pontjait
tekintjiik, amelyeknek F-ben van T*-hoz tartoz6 kornyezetiik, akkor egy nyilt tartomanyhoz jutunk,
amely 7-vel nem feltétleniil azonos zart tartomanyhoz vezet.

A fundamentalis alakzatra vonatkozolag semmiféle megszoritast nem tettiink. Feldleli targyalasunk
ezért még azt az esetet is, amikor a fundamentalis alakzat egyetlen pont. Ezen a fundamentalis
alakzaton magat a pontot is tartomanynak kell mondanunk. Ilyen metszettartomany pl. két szakasz
metszéspontja is.

g) A tartomany belsejére vonatkozo néhany észrevétellel foglalkozunk.

Elészor is azt emlitjiik, hogy ugyanazon a fundamentalis alakzaton beliil egy 7 tartomany akkor
¢és csak akkor tartalmaz egy 75 tartomanyt, ha 7 belseje tartalmazza T belsejét. Ha ugyanis 75
a T-ben van, akkor T, bels6é pontja nem lehet 7 hataran, hiszen ez esetben nem volna 7 altal
tartalmazott kdrnyezete, tehat 7, altal tartalmazott sem. Ha viszont T, belseje 7} belsejében van,
akkor 7, hatarpontja nem lehet 7' kiils6 pontja, hiszen ez esetben volna olyan kérnyezete, amely nem
tartalmazza T pontjait, tehat 7 egyetlen belsé pontjat sem.

Egy térbeli tartomany belseje altal tartalmazott nyilt poliéderek egyesitése a térbeli tartomany
belsejével azonos, hiszen a belsé pontokra vonatkozé 1. kovetelményiinkbdl adodik, hogy ez még
konvex poliéderekre is igaz. Az el6z6 bekezdés alapjan kimondhatjuk tehat, hogy a térbeli tartomany
altal tartalmazott poliéderek belsejének az egyesitése ugyancsak a térbeli tartomany belsejét adja.

Egy P konvex poliéder bels6 pontjat tartalmazza olyan konvex poliéder, amely P belsejében van. Ilyen
konvex poliéderhez jutunk, ha a pontot P csticsaival 0sszekotd szakaszokon egy-egy belsé pontot
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valasztunk, és ezek konvex burkat képezziik. Ebbol kovetkezik, hogy egy térbeli tartomany belsejéhez
jutunk akkor is, ha a térbeli tartomany belsejében elhelyezkedo zart poliédereket egyesitjiik.

A térbeli tartomanyrél most mondottakat természetesen sikbeli tartomanyokra is elismételhetjiik, ha
poliéder helyett mindeniitt sokszoget mondunk.

h) A kettévagasrol mondottakhoz fliziink néhany kiegészitést.

Ha fundamentalis alakzatul harom ko6zos kezd6ponti félegyenesbdl allo alakzatot valasztunk, akkor
megallapithatjuk, hogy a k6zos kezd6pont a fundamentalis alakzat ketténél tobb tartomanyanak a
hatara. Csak megemlitjiik, hogy akkor is megadhaté — bar joval bonyolultabban — ilyen példa, ha
fundamentalis alakzatul a sikot valasztjuk.

Nem I¢ép fel ilyen bonyodalom akkor, ha az F fundamentalis alakzat olyan 7 tartomanyéanak H hatarabol
indulunk ki, amelynek a belseje €s a kiilseje is rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy barmely két
pontja dsszekdthetd altala tartalmazott torottvonallal. Elég ehhez belatnunk, hogy ha az AB szakasznak
nincs H-val kdzos pontja, akkor H nem lehet olyan tartomany hatara, amelyhez 4 hozzatartozik, de B
nem. Ebbdl a toréttvonallal vald 6sszekothetdség alapjan kdvetkezik ugyanis, hogy 7 belsé pontjai és
kiils6 pontjai egyarant csak egy-egy H hatarti tartomanyban lehetnek, hogy tehat a T tartomanyon és
kiegészit6 tartomanyan kiviil mas A hatara tartomany nincs.

Az AB szakaszra vonatkoz6 allitasunk bizonyitasa végett tegyiik fel, hogy a H hatart T tartomany
csak az 4 pontot tartalmazza, a B pontot pedig nem. A X. axiomankra tAmaszkodva megallapithatjuk,
hogy AB tartalmaz egy olyan maximalis 4C szakaszt, amelynek minden bels6 pontja belsejében van.
A C pont nem lehet T belsejében, hiszen akkor egy kornyezete is T}-hez tartoznék, és AC nem volna
maximalis. C nem tartozhatik azonban 77 kiilsejéhez sem, mert akkor C egy kdrnyezete is T kiilsejéhez
tartoznék, tehat 4C belseje tartalmazna belsejéhez nem tartoz6 pontot. Ezek szerint C csak T hatarahoz
tartozhatik, s ez ellentmond annak a feltevésiinknek, hogy az 4B szakasznak nincs hatarahoz tartozo
pontja. Ez az ellentmondas bizonyitja, hogy H valoban kettévagja a fundamentalis alakzatot. Jogosan
mondhattuk tehat, hogy pl. az egyenes kettévagja a sikot és a sik a teret.

Bebizonyitjuk még azt az allitdsunkat, hogy ha H az F fundamentalis alakzatot a 7, T, tartomanyokra
vagja ketté, akkor F valamely T tartomanyanak 7'-gyel és T,-vel alkotott kdzos tartomanyat egyesitve
a T tartomanyt kapjuk meg. Tegytik fel, hogy T egy P pontja nem tartozik a két tartomany egyikéhez
sem. Van akkor P-nek olyan kornyezete, amelynek nincs kézos pontja az egyik kdzos tartomannyal,
¢s olyan is, amelynek nincs kozos pontja a masikkal. E két kdrnyezet Kp k6zos része P-nek olyan
kornyezete, amelynek 7 belsejéhez tartozo pontjai nem tartoznak sem 777, sem 7, belsejéhez. Minthogy
P a T tartomanynak pontja, Kp tartalmaz 7T belsejéhez tartozo 4 pontot és ennek 7 belsejéhez tartozd
K4 kornyezetét. Az imént mondottak miatt 4 sem 7, sem T, belsejéhez nem tartozhatik, tehat k6zos
H hatarukon van. A hatarpontok tulajdonsaga folytan a K4 kdrnyezet tartalmaz tehat 7 belsejéhez
tartozo pontot, €s igy Kp mégiscsak tartalmaz 7 és T belsejéhez egyarant hozzatartozo pontot. Ez az
ellentmondas eredeti allitasunkat bizonyitja.

5.4 Mi csak olyan alakzatokkal foglalkozunk ebben a kdnyvben, amelyet pontosan meghatarozunk.
Ezek az alakzatok mindannyian valamely megadott fundamentalis alakzatban elhelyezkedd
tartomanyok lesznek. Néha célszertinek bizonyul mégis, hogy mondanivalonkat ne korlatozzuk
az alakzatoknak valamilyen sziikebb korére, hanem tetszdleges alakzatokrol széljunk. Tetszoleges
alakzatokbol indultunk ki 4.6-ban is. Az aldbbiakban tetszéleges alakzatokkal kapcsolatos néhany
elnevezésrol szolunk.

Egy alakzat akkor korldtos, ha van azt tartalmazé konvex poliéder. Sikbeli alakzatok esetében konvex
poliéder helyett konvex sokszoget, linearis alakzatok esetében pedig szakaszt mondhatunk. Nem
korlatos alakzatra azt is mondjuk, hogy végtelenbe nyulik.

Egy alakzat akkor poligonalisan dsszefiiggo, ha barmely két pontja 6sszekdthetd az alakzathoz tartozo
torottvonallal. Minden konvex alakzat poligonalisan 6sszefliggo.

A sikidom és a test (téridom) szavakat rendesen korlatos sikbeli, illetdleg térbeli tartomanyok
megjeldlésére, s6t tobbnyire poligonalisan dsszefiiggd tartomanyokra hasznaljuk. Eléfordul azonban,
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hogy ezeket a megnevezéseket hasznaljuk, és nem mondjuk meg, milyen alakzatokra vonatkozik a
targyalas. Ilyenkor a sikidom tetszdleges sikbeli alakzatot, a test pedig tetszdleges térbeli alakzatot

ey

igazodunk.

Béarmely sikidom vagy test belsé pontjainak azokat a pontokat nevezzik, amelyeknek van a
sikidomhoz tartozo sikbeli kdrnyezetiik, illetéleg a testhez tartozé térbeli kdrnyezetiik. A belsd pontok
egyesitése a sikidom, illetdleg test belseje. Kiilonbséget tesziink tehat a sikidom vagy a test altal
tartalmazott, valamint a belsejiikben elhelyezkedd alakzatok kozott (v6.5.3b).

V4

helyett egyarant mondhatunk nyilt konvex poliédert, zart poliédert vagy nyilt poliédert. Ennek
alatamasztasara elég megemliteniink, hogy minden poliéder a konvex burkaban van, amely konvex
poliéder, s hogy minden konvex poliéderhez talalhaté egy ezt belsejében tartalmazd konvex
poliéder. Ez utébbihoz pl. tigy juthatunk, hogy az adott konvex poliéder minden élének mindegyik
meghosszabbitasan egy-egy pontot vesziink fel, és ezeknek a pontoknak a konvex burkat képezziik.

Belathatjuk ilyen modon, hogy egy sikidom akkor és csak akkor korlatos, ha van azt tartalmaz6 zart
konvex sokszdg, nyilt konvex sokszog, zart sokszog vagy nyilt sokszdg. Elég ehhez arra hivatkoznunk,
hogy nyilt konvex poliéder sikmetszete nyilt konvex sokszog, s hogy barmely sokszdghoz talalhatod
azt tartalmazo6 konvex poliéder, hiszen a sokszognek €s ezt belsé pontban d6f6 szakasznak a konvex
burka ilyen.

B2 Ezen a helyen még nem bizonyithatjuk be, hogy minden poliéderhez talalhaté altala tartalmazott
és azt tartalmazd gomb, s hogy e gombok kdzéppontjaul a poliéder barmely belsé pontja kijelolhetd.
Erre majd csak a térgeometria targyalasakor keriilhet sor (lasd -29.2B2).

Ebbol kdvetkezik majd, hogy egy alakzat akkor és csak akkor korlatos, ha van azt tartalmazé gémbtest,
s hogy egy sikbeli alakzat akkor és csak akkor korlatos, ha van azt tartalmazo6 korlemez.

Az is kovetkezik majd a most emlitettekbdl, hogy az eldz6 szakasz targyaldsa mit sem valtozik, ha
a kdrnyezetet mint a pontot tartalmazo nyilt (vagy zart) gdmbnek a fundamentalis alakzattal alkotott
kozos részét definialjuk, tehat » sugarti kdrnyezetrdl beszéliink.

crer

poliéderekre alapozott targyalasunkban maris igazolt t6bb egyszer( tényt nem tudnank itt bizonyitani.
Arra kényszeriiltiink volna ezért, hogy a rendszeres targyalast az altalunk itt elintézettekkel késGbb
duzzasszuk meg.

B3 Konnyt belatni, hogy a korlatos konvex sikidomok és testek kiilseje poligonalisan dsszefiiggd. Ha
ugyanis B egy bels6 pont. K és K; pedig kiils6 pontok, akkor a BK;, BK, szakaszok meghosszabbitasai
metszik a konvex sikidomot a belsejében tartalmazo sokszoget, illetdleg a konvex testet a belsejében
tartalmazoé poliédert. A meghosszabbitasok mentén, valamint a tartalmazo6 sokszog, illetdleg poliéder
hataran haladva a K|, K, pontokat &sszekotd, csak kiilsé pontokat tartalmazo térottvonalat kapunk.

Minthogy a konvex alakzatok is poligondlisan dsszefiiggdk, 5.3 Bh) alapjan kimondhatjuk, hogy
minden konvex zart gorbe kettévagja a sikot, és minden konvex zart feliilet kettévagja a teret.

6. § Egybevagosag és szimmetria

Az alapfogalmakat targyaldo elsé fejezetnek ebben az utolsé paragrafusdban geometriai
transzformaciokkal, az egybevagosaggal, annak egyes fajtaival és az alakzatoknak ezekkel kapcsolatos
tulajdonsagaival foglalkozunk.

6.1 Ha minden ponthoz vagy valamely ponthalmaz minden pontjdhoz hozzarendeliink egy-egy
pontot, transzformaciot (ponttranszformacio, leképezés) definidltunk. Ilyen transzformacio pl. a tér
elmozgatasa is. Ha egy ponthoz (targypont) a transzformdacidé egy pontot (képpont) rendel, azt
mondjuk, hogy ezek megfelel6 (homoldg) pontok. Egy alakzathoz (targy) az alakzat pontjaihoz tartozo

30



ELEMI GEOMETRIA

képpontokbdl allo alakzatot (kép) rendeljitk hozza. Az alakzat transzformalasa erre a képalakzatra
valo attérést jelenti.

Sz lehet arrdl, hogy egy transzformacié végrehajtasa utan egy ijabb transzformaciot alkalmazunk.
Ilyen médon két transzformacid egymasutanja egyetlen transzformacioét eredményez. Ha egy
transzformacido mas-mas targyponthoz mas-mas képpontot rendel, akkor kdzdnségesnek mondjuk.
Az ilyen transzformacional beszélhetiink az ellentétes (inverz) transzformaciorol, arrdl, amelyik a
képpontokhoz rendeli a targypontokat. Ellentétes transzformaciok egymasutanja azonossagot ad,
amely minden ponthoz ugyanazt a pontot rendeli.

A sik vagy a tér transzformacidja efajulo ha a teljes sik képe linearis alakzat, illet6leg a teljes tér képe
sikbeli alakzat.

Azt mondjuk, hogy egy transzformacié megtart egy tulajdonsagot, ha az ilyen tulajdonsagt
alakzatokhoz ugyanilyen tulajdonsagti alakzatokat rendel. igy pl. minden mozgas tavolsagtarto,
egyenestarto és siktarto.

B1 Mi itt csak ponttranszformacidkrol, azaz olyan transzforméciokroél szoltunk, amelyek pontokhoz
pontokat rendelnek. Szerepelnek masfajta transzformaciok is (vo. 46.5 Bl).

B2 Egy transzformaci6 Jellemzéséhez Iényegesen hozzatartozik annak a kdzlése, hogy a targypontok
Osszessége milyen alakzat, vagyis hogy a transzformaciot milyen ponthalmazon definidljuk. Ez a
ponthalmaz a legtobbszor a sik vagy a tér, de a sik €s a tér transzformaciodin kiviil sz6 lehet tetszéleges
ponthalmazon definidlt transzformaciordl is. Nem sziikséges az, hogy a képpontok Osszessége a
targypontok Osszességével azonos legyen. Ha két transzformacié egymasutanjardl beszéliink, akkor
ehhez sziikséges, hogy az els6 transzformacié minden képpontja szerepeljen a masodik transzformacio
targypontjai kozott.

Egy alakzat transzformaciojarol beszélhetiink akkor is, ha magan ezen az alakzaton definidlunk
egy transzformaciot, valamint akkor is, ha egy az alakzatot tartalmaz6 ponthalmazon definialt
transzformaciot adunk meg, hiszen ez utobbi is hozzarendel a szoban forgd alakzathoz egy
képet. Tobbnyire az utobb emlitett esettel van dolgunk, mégpedig a teljes sik vagy a teljes tér

e
e
e

V4

ugyancsak a halmazhoz tartoznak.

A tér mozgasai csoportot alkotnak. A 2.4-ben emlitett mozgasfajtdk mindegyike ugyancsak
transzformaciocsoportot szolgaltat.

A csoport algebrai fogalom. Az algebraban azt is kiilon megkévetelik, hogy a csoportmiivelet
asszociativ legyen. Mi err6l a kovetelésrél nem szoltunk, mert transzformaciok korében ez eleve
teljesiil: egy elsé és egy masodik transzformacié egymasutanjat, majd egy harmadik transzformaciot
alkalmazva nyilvanvaldéan ugyanahhoz az eredményhez jutunk, mintha az elsé transzformacié utan
alkalmazzuk a masodik és harmadik transzformacio egymasutanjat.

Egy csoport elemeibdl alakulé csoportot a csoport alcsoportjanak mondjuk. Nyomban belathato,
hogy egy transzformaciocsoportnak olyan elemei, amelyek egy bizonyos tulajdonsagot megtartanak,
alcsoportot alkotnak. gy adodik pl, hogy a 2.4-ben emlitett mozgasfajtak mindegyike a
mozgascsoport egy-egy alcsoportjat szolgéltatja, hiszen ezeket a mozgasfajtdkat az a tulajdonsag
jellemzi, hogy bizonyos alakzatok helyzete nem valtozik meg.

Egy transzformaciocsoport kommutativ, ha barmely két elemére all, hogy egymasutanjuk valtozatlanul
ugyanazt a transzformaciot szolgaltatja akkor is, ha sorrendjiiket felcseréljiik. Az egyenes eltolasai,
valamint a sik egy pont kortili elforgatasai kommutativ csoportot alkotnak.
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B4 A sik és a tér el nem fajuld transzformacioi koziil nevezetes szerepet jatszanak a félegyenestarto
transzformaciok. Ilyen transzformacié az elmozgatas is. Az itt kdvetkezokben e félegyenestartd
transzformaciok tulajdonsagaival foglalkozunk. Hangstlyozzuk, hogy csak olyan el nem fajuld
transzformaciokrol beszéliink, amelyek a teljes sikon vagy a teljes térben vannak értelmezve, és
minden félegyeneshez egy-egy teljes félegyenest rendelnek.

Bebizonyitjuk, hogy transzformacidink kozonségesek. Abbol indulunk ki, hogy barmely
félegyenestartd transzformacié kollinearis pontokhoz kollinearis pontokat rendel, hiszen harom
kollinearis ponthoz talalhato egy ezeket tartalmazod félegyenes. Ebbol kovetkezik, hogy ha a nem
kollinearis 4, B, C pontok képe harom egymastol kiilonb6z6 kollinearis pont, akkor egyenesiik
tartalmazza az AB, AC, BC egyenesek pontjainak, valamint minden két ilyen ponttal kollinearis
pontnak, tehat az ABC sik valamennyi pontjanak a képét. Ehhez hasonléan megallapithatjuk, hogy
ha a nem komplanaris 4, B, C, D pontok képe négy egymastol kiilonb6z6é komplandris pont, akkor
ezeknek a sikja tartalmazza az 4, B, C, D pontok altal meghatarozott egyenesek pontjainak, az
altaluk meghatérozott sikok pontjainak, sot a tér d6sszes pontjainak a képét. Ezek szerint el nem fajulo
félegyenestartd transzformacid esetében nincs ilyen pontharmas, illetleg, pontnégyes.

Bizonyitasunk soran felhasznaljuk azt is, hogy a félegyenestartads miatt barmely félegyenesen van
olyan pont, amelynek a képe megadott véges sok pont képének egyikével sem azonos. Feltessziik,
hogy egy el nem fajul6 félegyenestarto transzformacié az A, 41 pontokhoz ugyanazt a pontot rendeli,
s ebbdl ellentmondast vezetiink le. A sikbeli esetben tigy vessziik fel a B pontot, hogy A4, 41, B ne
legyenek egy egyenesen, s hogy A és B képe ne legyen azonos, tovabba gy vessziik fel a C pontot a
BA; félegyenesen, hogy 4, B és C képe mas-mas pont legyen. A térbeli esetben ugy vessziik fel a B, C
pontokat, hogy 4, A, B, C ne legyenek egy sikban, s hogy A4, B, C képe harom kiilonb6z6 pont legyen,
tovabba ugy vessziik fel a CA| félegyenesen a D pontot, hogy 4, B, C és D képe mas-mas pont legyen.
Konnyen belathatd, hogy az igy kapott A, B, C pontharmas, illetéleg 4, B, C, D pontnégyes rendelkezik
a fentebb emlitett tulajdonsagokkal, tehat ellentmond annak, hogy el nem fajulé leképezésrdl van szo.

Transzformacidink egyenestartok. Az egyenest ugyanis egyetlen kozds ponttal rendelkezd két
félegyenesre bonthatjuk fel, a félegyenestartas és a kozonségesség miatt tehat az egyenes képe is két
ilyen félegyenesbdl all. Ezek a félegyenesek azonban csak egyetlen egyenest alkothatnak, mert az
egyenes képének nem lehet hdrom nem kollinearis pontja.

Okoskodasunk azt is mutatja, hogy a félegyenes kezdOpontjanak a képe a képfélegyenes
kezddpontja. Ebbdl viszont nyomban adodik, hogy transzformacioink inverzei is ilyen félegyenestartd
transzformaciok. Ha ugyanis az A4, pontok az 4, B pontok inverzei, akkor az 4| B félegyenes az AB
féelegyenes képe.

Transzformacidink szakasztartok, azaz szakaszhoz szakaszt rendelnek, hiszen a szakasz az egyetlen
olyan tobb pontbdl 4ll6 alakzat, amely két félegyenes kozos részeként allithato el6. 4 kezdOponttartas
miatt a képszakasz végpontjai a targyszakasz végpontjainak a képei. Ez utobbi tényt is kifejezésre
juttatjuk, azt mondjuk, hogy transzformacidink az dsszekotd szakaszokat megtartjak.

Transzformacidink siktartok is. Az 0sszekotd szakaszok megtartasabol kovetkezik ugyanis hogy
haromszdg vonal képe haromszog vonal. 4 sik viszont azoknak a pontoknak a mértani helye,
amelyeken at egy adott haromszogvonalat két pontban éré egyenes htizhato.

Az eddig megallapitott tulajdonsagokbdl kovetkezik, hogy az el nem fajuld félegyenestartd
transzformaciok mindazokat az alakzatokat megtartjak, amelyek a félegyenes, az 6sszekoto szakasz,
az egyenes ¢és a sik segitségével definialhatok. Eszerint transzformacidink megtartjak a félsikot,
szogvonalat, szOgtartomanyt, a tordttvonalat, sokszégvonalat, sokszOgtartomanyt, és ha a tér
transzformaciodjarol van sz6, akkor a félteret, poliéderfeliiletet és poliédertestet is. Ebbol kdvetkezik,
hogy egy tartomany képe a fundamentalis alakzat képén elhelyezkedd tartomany, s hogy a hatar képe
a képtartomany hatara.

Az elmondottak alkalmazhatok az elmozgatasra is. Elég lett volna ezért, ha 2.1-ben a VII. axiéma
csak a félegyenesekrdl szol. Megemlitjiik, hogy a késobbi targyalds soran ezeknek a félegyenestartd
leképezéseknek még tovabbi tulajdonsagaival is megismerkediink majd (lasd 12.1 B, 12.5 B2, 14.2 B2,
17.2 B4, 23.1 B2, 30.7 B, 46.9 B3), s hogy tobb olyan transzformaciofajtarél lesz majd szd, amelyre
eredményeink alkalmazhatdk lesznek (lasd 6.3 B2, 11.1 B2, 17.4 B, 43.1 Bl, 46.9 B3).
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6.2 A tavolsagtarto leképezést egybevagosagnak (kongruencia) nevesiik. Az egybevagosag kiilonbozo
pontokhoz kiilonb6z6 pontokat rendel, hiszen kiilonben a leképezés nem volna tavolsagtartd. Ebbol
kovetkezik, hogy az egybevagosagnak van inverze, €s ez is egybevagosag.

Két (nem feltétleniil kiilonbdzo) alakzat egybevago (kongruens), ha van olyan egybevagosag, amely
az egyiket a masikba viszi at. Két alakzat tehat akkor egybevagd, ha pontjaik gy feleltetheték meg
egymasnak, hogy az egyik alakzat tetsz6leges két pontjanak tavolsdga megegyezik a masik alakzat
megfeleld két pontjanak a tavolsagaval. Ha egy alakzat egy masikkal egybevago, akkor ez utdbbi is
egybevago az elsdvel, hiszen az egybevagosag inverze is egybevagosag. Két alakzat tobbféleképpen
is egybevago lehet egymassal, hiszen lehetséges, hogy tobb olyan egybevagdsig van, amely egy
alakzathoz ugyanazt az alakzatot rendeli.

Minden mozgas egybevagosag, hiszen tavolsagtartd. A mozgatassal fedésbe hozhatd alakzatok tehat
egybevagok. Egybevagosag természetesen az azonossag is.

Az egybevagosag jele =. Ha egybevagd alakzatokat pontokkal adunk meg, akkor az egymasnak

megfeleld pontokat ugyanannyiadik helyen szokas szerepeltetni. igy pl. ABCL=ABGA G s

kimondja, hogy ennél az egybevagosagnal az Ay, B;, C; cslcsoknak rendre az A,, By, Cy csucsok
felelnek meg.

ey

Ez felesleges lett volna, hiszen a tavolsagtartasbol a szogtartasra mar kdvetkeztetni lehet (1asd 11.1).

Mindenképpen helytelen azt mondani, hogy két alakzat akkor egybevagd, ha megfelel6 oldalaik és
szogeik egyenlok, hiszen ez a definicid pl. a kor esetében értelmét veszti.

B1 A geometria axiomatikus megalapozasakor, ellentétben az imént mondottakkal, szokasos az a
definicid, hogy két haromszog akkor egybevagd ha megfeleld oldalaik és szogeik egyenldk. Ez ott
atmenetileg indokolt.

B2 Egy alakzat akkor egybevago egy masikkal, ha van olyan, az els6 alakzaton definialt, tdvolsagtartd
leképezés, amely az elsé alakzathoz képként a masikat rendeli. Két sikbeli vagy térbeli alakzat
mindenesetre egybevagd akkor, ha van olyan, a sikon vagy a térben definialt, tavolsagtartd
leképezés, amely az egyik alakzathoz képként a masikat rendeli. Korantsem nyilvanvald azonban
az, hogy egybevago sikbeli vagy térbeli alakzatokhoz talalhaté-e a siknak, illetdleg a térnek olyan
egybevagosaga, amely az egyik alakzathoz képként a masikat rendeli (v6. 6.1 B2). A kés6bbi
fejezetekben bebizonyitjuk majd, hogy ez igaz (lasd 11.1 B3 és 26.4 B2).

Ha két alakzatot adunk meg, és egybevagosagukat akarjuk bizonyitani, akkor mindig a siknak vagy a
térnek olyan egybevagosagat kéressiik, amely az alakzatokat egymashoz rendeli. Nagyon koriilményes
volna, ha nem igy jarnank el, hanem az egyik alakzaton definialt transzformaciot keresnénk. Ez az ut
is jarhat6 azonban akkor, ha véges sok pontbdl all6 alakzatokrol van szo.

B3 Konnyen belathato, hogy a tér egybevagdsagai csoportot alkotnak, s hogy a mozgascsoport
alcsoportja ennek a csoportnak. Nyilvanvald az is, hogy a sik egybevagodsagai csoportot alkotnak, és
ez alcsoportként tartalmazza a sikmozgasok csoportjat.

6.3 Ebben a szakaszban specialis egybevagosagfajtakrol lesz szo. Ezeket kdzos néven tiikrozésnek
(szimmetria) nevezziik. A tiikkr6zés altal hozzarendelt képet tiikérképnek (szimmetrikus tars) mondjuk.
A tiikrozések mindegyik emlitendé fajtajara all az, hogy minden pont sajat tiikérképének a
tiikorképe. Egy alakzatrol és tiikorképérdl szolva mondhatjuk tehat, hogy azok egymas tiikorképei
(szimmetrikusak).

A P pontra vonatkozo tiikrézés (centralis szimmetria) csak a P ponthoz, a szimmetriacentrumhoz
rendeli 6nmagat, mas 4 ponthoz a P4 egyenesnek azt az A-t6l kiilonbozd pontjat rendeli, amelyre
P4 = PA;. A P pontot tartalmazo6 sikon beliil ez a tiikr6zés a P pont koriili 180°-os elforgatast
jelent. Kovetkezik ebbdl a ténybdl, hogy szimmetrikus szakaszok egyenldk, s hogy egyenes tiikkorképe
egyenes. Szo lehet természetesen egy egyenesen beliil is az egyenes egy pontjara vonatkozd
tiikrozésrol.
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Az e egyenesre vonatkozo tiikrozés (tengelyszimmetria, axialis szimmetria) csak az e egyenes, a
szimmetriatengely (tiikkortengely) pontjait rendeli 6nmagukhoz. Sokszor szimmetriatengelyként az e
egyenesnek csak egy szakaszat vagy egy félegyenesét adjuk meg, és azt mondjuk, hogy arra tiikkroziink.
A szimmetriatengelyt tartalmazo sikok dnmaguk tiikorképei. Egy ilyen sik pontjai tiikorképeikbe
jutnak, ha a sikot a szimmetriatengely koriil atforgatjuk ugy, hogy a tengely altal hatarolt félsikok
helyet cseréljenek. Elforgathatjuk a szimmetriatengely koriil az egész teret is ugy, hogy a tér minden
pontja tiikdrképébe jusson (v6. 6.5 B4). Belathato igy, hogy szimmetrikus szakaszok egyenldk, s hogy
egyenes tiikorképe egyenes.

Az S sikra vonatkozo tiikrozés (sikszimmetria, plandris szimmetria) olyan tavolsagtartd leképezés,
amely az S szimmetriasik (tlikorsik) pontjait helyben hagyja, és az S sik altal hatarolt féltereket
felcseréli.

A sikon beliil végrehajtott, pontra vagy egyenesre vonatkozoé tiikrozések, valamint a tér egyenesre
vonatkozo tiikrozése elmozgatassal valosithatd meg. Ezért mar itt megallapithatjuk, hogy ezek a
tikrozések szogtartok.

A A sikra vonatkozé tiikrozésrdl szemléletes képet ad a siktiikor fényvisszaverése. Innen ered az,
hogy a szimmetriat tiikkrzésnek is mondjuk. Ha tiikr6zésrdl beszéliink anélkiil, hogy a tiikrozésfajat
megadnodk, akkor térben sikra vonatkozo, sikban pedig egyenesre vonatkozo tiikr6zésre gondolunk.

B1 A sikra vonatkozo tiikrozést illetden csak definiciot mondtunk ki, de nem lattuk be, hogy valoban
van ilyen leképezés. Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be: Tiikrozziik a teret az S sik egy P pontjara
vonatkozolag, majd forgassuk el az S sikot a P pont koriil 180°-kal, és a forgo sikhoz tapasztva
mozgassuk el az egész teret is. E két transzformacié egymasutanja valoban azt eredményezi, hogy az
S sik pontjai helyben maradnak, hiszen ezeket kétszer tiikkroztiik a P pontra vonatkozodlag, s hogy az
S sik altal hatarolt félterek helyet cserélnek, hiszen az els6 tiikkr6zés ezt eredményezte, s az ezt kdvetd
elmozgatas ezen a helyzeten nem valtoztatott. A kapott transzformacio tavolsagtartd és egyenestartd
is, hiszen az egymas utan alkalmazott transzformaciok ilyenek voltak. Belattuk tehat, hogy van olyan
transzformacio, amilyet kerestiink.

Ha felhasznaljuk azt, hogy egy félsik két kiilonbdz6 pontja nem lehet a félsik hataregyenesének
minden pontjatol ugyanakkora tavolsagra (lasd 7.3), akkor azt is belathatjuk, hogy csak egyetlenegy
olyan transzformacié van, amelyet az S sikra vonatkozo tiikrozésnek mondhatunk. Az ellenkez6
esetben volna ugyanis két olyan pont az S altal hatarolt egyik féltéren beliil, amelyek S minden egyes
pontjatol ugyanakkora tavolsagra vannak. Ha ezen a két ponton és a masik féltér egy belsé pontjan
at sikot fektetiink, akkor a két pontot tartalmazoé olyan félsikhoz jutunk, amelynek hataregyenesét S
tartalmazza. A két pont feltételezett tulajdonsaga valoban ellentmond tehat annak a ténynek, amelyre
hivatkoztunk.

Okoskodasunk azt is mutatja, hogy a siknak a sik egy egyenesére vonatkozo tiikrozése az egyetlen
olyan tavolsagtartd leképezés, amely az egyenes pontjait helyben hagyja, és az egyenes altal hatarolt
félsikokat egymasba viszi at.

B2 Egyes tiikrozésekrdl mar megallapitottuk, hogy szogtartdk. Minden tiikrozésre kimondhatjuk ezt
majd, ha mar tudjuk, hogy minden tavolsagtartd leképezés egyben szdgtarto is (lasd 11.1).

Minden tiikrozésfajtarél megallapithattuk, hogy tavolsagtartd és egyenestartd. Ebbél mar kdnnyen
kovetkezik, hogy szakasztartd, mégpedig két pont &sszekotd szakaszahoz a két képpont 6sszekotd
szakaszat rendeli, s hogy félegyenestartdo is. A tiikr6zések rendelkeznek ezért mindazokkal a
tulajdonsagokkal, amelyekr6l 6.1 B4 szolt.

6.4 Lehetséges, hogy valamilyen tiikrozés egy alakzathoz dnmagat rendeli. Ekkor ezt az alakzatot
szimmetrikusnak (tikrds) mondjuk, és az alakzatnak ezt a tulajdonsagat szimmetrianak (tiikrosség)
nevezzilk. Egy alakzat lehet tehat centralisan szimmetrikus (centralis), tengelyszimmetrikus vagy
sikszimmetrikus.

Forgasszimmetrikusnak akkor mondunk egy alakzatot, ha van olyan elforgatds, amely az alakzatot
onmagaba viszi at. Ez az elforgatas torténhetik egy egyenes (szimmetriatengely, forgastengely) koriil,
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sikbeli alakzatoknal pedig egy pont (szimmetriacentrum, forgascentrum) koriil. Természetesen csak
olyan elforgatasokra gondolunk itt, amelyek valéban megvaltoztatjak a pontok helyzetét.

Egy tengelyre vagy centrumra vonatkoz6 forgasszimmetria n-edrendii, ha az alakzat elforgatassal
n-féleképpen hozhaté onmagaval azonos helyzetbe. Az elforgatasok Osszeszamlalasanal csak azt
tekintjiik, hogy az elforgatds milyen kezdéhelyzetbl milyen véghelyzetbe visz, és itt az el
nem forgatast is szamitisba vessziik. Nyilvanvald, hogy n-edrendii forgasszimmetria esetén az
azonos helyzetbe hozé elforgatasok szdgei a teljesszog n-edrészének egész szamu tobbszordsei.
A masodrendt forgasszimmetria centralis szimmetridt, illetleg axidlis szimmetriat jelent. Ezért

csak n £3 esetben szokas n-edrendii forgasszimmetriarol beszélni. Ilyenkor mindig megadjuk a
forgasszimmetria rendszamat, vagy hangstlyozzuk, hogy véges rendii forgasszimmetriar6l van szo.
Ha a forgasszimmetria rendszama paros, akkor az alakzat egyben centralszimmetrikus is, mégpedig a
forgasszimmetria és a centralis szimmetria centruma azonos.

A forgasszimmetria akkor teljes, ha az alakzat helyzetét semmilyen, a forgastengely, illetdleg a
forgascentrum kortili elforgatas sem valtoztatja meg. Ha forgasszimmetriardl van sz6, és nem emlitjiik,
hogy az véges rendii, akkor mindig teljes forgasszimmetriara gondolunk. Ilyenkor a sikbeli alakzatot
korszimmetrikusnak, a térbeli alakzatot hengerszimmetrikusnak is mondjuk. A forgastest megnevezést
a hengerszimmetrikus testekre hasznaljuk.

Egy térbeli alakzat gémbszimmetrikus, ha nem valtoztatja meg a helyzetét, akarhogyan forgatjuk is el
a teret egy pont (szimmetriacentrum) koriil.

A Zavart okozhat, ha valaki a térbeli alakzatok teljes forgasszimmetridjra, tehat a hengerszimmetridra
a tengelyszimmetria megnevezést haszndlja. Ezt a megnevezést ugyanis mar masra foglaltuk le.

6.5 Sikbeli transzformacional megvizsgalhatjuk, hogy ha a transzformacié az 452 csticsaihoz rendre

az ABCA csucsait rendeli, akkor e két haromszog megegyezé vagy ellentétes koriiljarasi-e. Azt
mondjuk, hogy a transzformacio az orientdciot megtartja, illetéleg megvaltoztatja, ha minden esetben
megegyez0, illetéleg minden esetben ellentétes koriiljarastt haromszogek szerepelnek.

A sikmozgas és igy a pontra vonatkozo6 tiikrozés is megtartja az orientaciot, viszont a sik egyenesre
vonatkozo6 tiikrozése megvaltoztatja.

Ha az a, b, c félegyenesek egy pontbdl indulnak ki, és nincsenek egy sikban, megvizsgalhatjuk,
hogy az a 180°-ndl kisebb elforgatds, amelyik az a félegyenest a b helyzetbe viszi, ¢ irdnyabol
nézve pozitiv-e, azaz az 6ramutatd jarasaval ellentétes-e. Ha igen, akkor az a, b, ¢ félegyenesek
ebben a sorrendben jobbrendszert (jobbsodrast rendszer) alkotnak (11. abra), ha pedig nem, akkor
balrendszert (balsodrasu rendszer). Ez az elnevezés onnan ered, hogy jobb keziink elsé harom ujja
jobbrendszert alkot, amikor ezzel a harom ujjal fogunk meg egy targyat, viszont bal kezlink elsé harom
ujja balrendszert alkot ilyenkor.

a

11

Minden térbeli transzformacional megvizsgalhatjuk, hogy ha a transzformacié az O, 4, B, C pontokhoz
rendre az O', A', B', C' pontokat rendeli, és e pontnégyeseknek egyike sincs egy sikban, akkor
az OA4, OB, OC félegyenesek rendszerének jellege megegyezik-¢ az O'4A’, O'B’, O'C’ félegyenesek
rendszerének jellegével. Azt mondjuk, hogy a transzformacié az orientdciot megtartja, illetéleg
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megvaltoztatja, ha minden esetben megegyez0 jellegii, illetéleg minden esetben ellentétes jellegl
rendszerek szerepelnek.

A tér elmozgatasai és koztiik az egyenesre vonatkozo tiikrdzés is megtartja az orientaciot, a pontra és
a sikra vonatkozo tiikkr6zés viszont megvaltoztatja.

V4

alkotnak, ha az 454 koriiljarasa a félegyenesek iranyabol nézve pozitiv (12. 4bra). Ebbél az is
konnyen belathato, hogy ha a, b, ¢ jobbrendszert alkotd félegyenesek, akkor ez a ciklikus cserével
adodo b, ¢, a és ¢, a, b rendszerekre is all, viszont ciklikus sorrendjiilk megvaltoztatasakor a
jobbrendszer balrendszerbe megy at.

12

B1 Ha nem a mi tapasztalati teriinkrdl van szd, akkor kiillon meg kell adni, hogy mit mondunk
jobbrendszernek, ¢s mit mondunk balrendszernek, ha ilyenekrél egyaltalaban beszélni akarunk. Ekkor
a teret orientaltnak (iranyitott) mondjuk. Tapasztalati teriink mar eleve orientalt.

Egy sikot akkor mondunk orientaltnak, ha az éltala hatarolt félterekrél megmondjuk, hogy melyiket
tekintjiik pozitivnak, és melyiket negativnak. Orientalt térben az orientalt sikot ugy iranyitjuk, hogy ha
a sik O4, OB félegyenesei 180°-nal kisebb pozitiv iranyitott szoget alkotnak, akkor a pozitiv féltérbe
mutatd OC félegyenessel egylitt jobbrendszert alkossanak. Orientalt térben, és igy a tapasztalati térben
sem tesziink tehat kiilonbséget iranyitott és orientalt sik kdzott. Nem tesziink kiilonbséget akkor sem,
ha térbe be nem agyazott sikrol van szo, ha tehat csak a sikgeometriaval foglalkozunk.

Egy sikbeli egyenest orientdltnak mondunk, ha az altala hatarolt félsikokrol megmondjuk, hogy
melyik a pozitiv, és melyik a negativ. Iranyitott sikban az orientalt egyenest Ugy iranyitjuk, hogy
+90°-0s elforgatas utan a pozitiv félsikba vezessen. Iranyitott sikban tehat nem tesziink kiilonbséget
iranyitott és orientalt egyenes kozott.

B2 Az orientacio fogalmanak megismerése lehetdvé teszi, hogy itt az egybevagosagok és az
elmozgatasok viszonyat tisztazzuk.

Felhasznaljuk azt, hogy sem a félsiknak, sem a féltérnek nincs két olyan pontja, amelyektdl a
hataregyenes, illetdleg a hatarsik minden egyes pontja ugyanakkora tdvolsdgra van. Ezt mar 6.3 B 1-
ben kimondtuk, mégpedig 7.3-ra timaszkodva.

a) A tér egybevagosagai kozott egyetlenegy olyan van, amely egy adott féltérhez, ennek hataran
megadott félsikhoz és ez utdbbinak a hataran megadott félegyeneshez ugyanilyen viszonylagos
elhelyezkedésti adott félteret, félsikot és félegyenest rendel.

Ha csak a félsikrol és félegyenesrdl beszéliink, akkor VIII. szerint van (mégpedig egyetlenegy)
térmozgas, amely megfeleld leképezést 1étesit. Ha ez a térmozgas az adott félteret nem viszi az eldirt
helyzetbe, hanem a kiegészitd féltérre képezi le, akkor az elmozgatast kdvetden a féltér hatarsikjara
tikrozve jutunk egy feltételeinket kielégité egybevagodsaghoz. Ilyen egybevagosag tehat mindig
talalhato.
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Azt kell még belatnunk, hogy csak egy ilyen egybevagosag van, vagyis azt, hogy a feltételeinket
kielégitd egybevagosagok ugyanazt a pontot nem vihetik két kiilonbdz6 helyzetbe Az adott félegyenes
pontjaira ez igy van, hiszen ezek a pontok a tdvolsagtartds miatt a képfélegyenesnek csak a
megfeleld pontjaba juthatnak. Ugyanezt elmondhatjuk az adott félegyenes kiegészitd félegyenesérol,
tehat az adott félsik teljes hataregyenesérol is. A félsikrol sz6lo, fentebb idézett tényre hivatkozva
megallapithatjuk tehat, hogy az adott félsik pontjai is csak egyféle helyzetbe juthatnak. Ugyanezt
elmondhatjuk a kiegészit6 félsikrol, tehat az adott féltér teljes hatarsikjarol is. A féltérrdl szolo, fentebb
ugyancsak idézett tényre hivatkozva kimondhatjuk akkor, hogy az adott féltér és a kiegészitd féltér
minden pontja, vagyis a teljes tér valamennyi pontja szintén csak egyféle helyzetbe juthat.

Lényegesen egyszeriibben lathatjuk be, hogy a sik egybevagosagai kozétt egyetlenegy olyan van,
amely egy adott félsikhoz és ennek hataran megadott félegyeneshez ugyanilyen viszonylagos
elhelyezkedésti adott félsikot és félegyenest rendel. Minthogy a sik térbeli mozgatasa ilyen
egybevagosagot szolgaltat, csak azt kell igazolni, hogy csak egy ilyen egybevagdsag van, ez pedig a
térre vonatkozo allitasunk bizonyitasabol kozvetleniil kiolvashato. A kétféleség itt azaltal all eld, hogy
a sik térbeli elmozgatasa sikbeli elmozgatas-e vagy sem.

b) A tér minden egybevagosaga vagy elmozgatas, vagy pedig eléallithato elmozgatast kévetd, sikra
vonatkozo tiikrézéssel. Ez kdvetkezik abbol, hogy az egybevagosagot a) szerint jellemezhetjiik egy
féltér, félsik és félegyenes kezd6- és véghelyzetének megadasaval, s hogy ezeket az alakzatokat
elmozgatassal és ezt kdvetd esetleges tiikrozéssel az eloirt véghelyzetbe juttathatjuk el. Azt is lattuk
ott, hogy a két lehetdség koziil mindig csak az egyik vezet célhoz: vagy elmozgatassal érhetiink célt,
vagy pedig elmozgatast kovetd tiikrozéssel.

A sik minden egybevagosaga vagy sikmozgas, vagy pedig eléallithato sikmozgast kéovetd, egyenesre
vonatkozo tiikrézéssel. Minthogy a sik egybevagodsagat a) szerint egy félsik és ennek a hataran
elhelyezked? félegyenes kezdo- és véghelyzetének megadasaval jellemezhetjiik, allitdsunk kovetkezik
abbol, hogy a félegyenest sikmozgassal az el6irt véghelyzetbe juttathatjuk, és ha a félsik nem jutott
ezaltal az eldirt véghelyzetébe, akkor a hatar egyenesre vonatkozo6 tiikrozéssel ezt is elérhetjiik.

Ha a most bizonyitottakat az inverz egybevagosagra alkalmazzuk, belatjuk, hogy az elmozgatast
koveto tikrozés helyett mindkét esetben az elmozgatast megel6z6 tiikrdzésrdl is szolhattunk volna.
Minden esetben szabadon el6irhatjuk azt is, hogy esetleges tiikrozéskor melyik sikra vagy melyik
egyenesre tiikrozziink, hiszen az okoskodasban szerepld féltér, illet6leg félsik kezdéhelyzete szabadon
valaszthatd meg.

¢) A tér egybevagosdga akkor és csak akkor térmozgas, ha az orientdciot megtartja, a tér minden
mds egybevagosdaga megvaltoztatja az orientdciot. Ennek belatasa végett elég b) elso kijelentésére
hivatkoznunk, valamint arra, hogy a tér elmozgatdsa az orientaciét megtartja, a sikra vonatkozo
tikrozés pedig megvaltoztatja.

srer
crer

ey

megtartja, az egyenesre vonatkozo6 tiikrozés pedig megvaltoztatja.

Ezek szerint a tér és a sik egybevagdsagainak csoportjan beliill a mozgascsoportnak nevezett
alcsoportot azok az egybevagosagok alkotjak, amelyek az orientaciot megtartjak. Ennek az
alcsoportnak megvan az a sajatsaga, hogy barmely két nem az alcsoporthoz tartozé egybevagdsag
egymasutanja az alcsoporthoz tartozo egybevagosag, azaz mozgéds. Ez nyomban belathato, ha a
masodik egybevagdsag eldallitasat azzal a tiikrozéssel kezdjiik, amellyel az elséét befejeztiik.

B3 Ha az orientacio megtartasanak és megvaltoztatasanak fogalmat ugy akarjuk bevezetni, hogy ez a
bevezetés ne tdmaszkodjék a szemléletre, hanem csak axidmainkra épiiljon, akkor kériilményesebben
kell eljarni. Ilyen modon szabatosabba valik az is, amit a 3. §-ban a sikbeli iranyitasrol és annak
kétféleségérol mondottunk.

a) A tér nem komplanaris 4, B, C, D pontjaihoz hozzarendeljiik az AB félegyenest, az AB egyenes
altal hatarolt, a C pontot tartalmazé félsikot, valamint az 4ABC sik altal hatarolt, a D pontot tartalmazo
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felteret. A tér két ilyen rendezett pontnégyesérdl azt mondjuk, hogy az orientacidjuk megegyezik, ha
van olyan elmozgatas, amelyik az egyik pontnégyeshez rendelt alakzatokat a masikhoz rendeltekbe
viszi at.

A sik nem kollineéris 4, B, C pontjaihoz hozzarendeljiik az 4B félegyenest, valamint az AB egyenes
altal hatarolt a C pontot tartalmazé félsikot. A sik két ilyen rendezett pontharmasarol azt mondjuk,
hogy az orientaciéjuk megegyezik, ha van olyan sikmozgas, amely az egyik pontharmashoz rendelt
alakzatokat a masikhoz rendelt alakzatokba viszi at.

Definicionkbdl kovetkezik, hogy az orientacid megegyezése reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv
relacio, amely tehat a tér rendezett pontnégyeseit €s a sik rendezett pontharmasait osztalyokba sorolja.
B2b)-bdl kiolvashatd, hogy mind a két esetben két osztily van. Az orientdcio az ugyanabba az
osztalyba sorolt pontcsoportok kdzos tulajdonsaga.

Az is kiolvashatdé B2b)-bol, hogy a pontcsoport térbeli, illetéleg sikbeli elmozgatasa az orientaciot
meghagyja, viszont a tér sikra vonatkozo €s a sik egyenesre vonatkozo tiikkrozése megvaltoztatja. Ezek
szerint a tér egyenesre vonatkozo és a sik pontra vonatkozo tiikrozése is meghagyja a pontcsoport

ey

vonatkozo tiikrozés €s elmozgatas egymasutanjaként allithato eld (vo. 6.3 Bl).

b) Bizonyitjuk, hogy ha az A, B, C, D nem komplandaris pontnégyesben két szomszédos pontot
felcseréliink, akkor az orientdcio megvaltozik.

Haa B, A, C, D pontnégyesre tériink at, akkor a pontokhoz rendelt félsik és féltér valtozatlan marad,
viszont a hozzarendelt félegyenes az AB szakasz F felezOpontjara vonatkozo tiikorképébe megy at.
A harom alakzat ugyanigy modosul, ha a teret el0szor az F pontra, azutan pedig az AB egyenesre
tikrozziik. Az orientacio ezért valoban megvaltozik, mert a pontra vonatkozd tiikrozés megvaltoztatja,
az egyenesre vonatkozo tiikrozés pedig valtozatlanul hagyja.

Amikor az 4, B, C, D pontnégyesrdl az 4, C, B, D pontnégyesre tériink at, a pontokhoz rendelt féltér
nem valtozik meg, de a félegyenesrdl és a félsikrol ezt nem mondhatjuk el. A harom alakzat ugy

modosul, mintha a teret eldszor a FACE szggfelezd egyenesére, majd az ABC sikra tiikrdztiik volna.

crer

orientacio végeredményben valoban megvaltozik.

Utolsoé esetként az 4, B, C, D pontnégyesrél az 4, B, D, C pontnégyesre valo attérést vizsgaljuk. Ekkor
a pontokhoz rendelt félegyenes megmarad, viszont a félsik és a féltér megvaltozik. A félsikot az eldirt
helyzetbe juttathatjuk azaltal, hogy a teret az AB egyenes koriil elforgatjuk. Ha ezt kbvetéen az ABD
sikra tiikroziink, akkor a féltér is az el6irt helyzetbe jut (1asd B4d). Az orientacid most is megvaltozott,
mert az elforgatas meghagyta, a tiikkrozés pedig megvaltoztatta.

Bebizonyitott allitasunkbol kdvetkezik, hogy ha a nem komplanaris A, B, C, D pontokat permutaljuk,
orientaciojuk megmarad vagy megvaltozik aszerint, hogy a permutdcio inverzioszama paros-e vagy
paratlan. A kétféle orientacionak megfelelden azt mondjuk, hogy a DA, DB, DC félegyenesek
rendszerének jellege kétféle lehet. Igaz tehat, hogy a félegyenesek ciklikus permutacioja a rendszer
jellegét meghagyja, a tobbi permutacié pedig megvaltoztatja.

¢) Bizonyitjuk, hogy ha a sik nem kollinearis A, B, C, pontharmasaban két szomszédos pontot
felcseréliink, akkor az orientdcio megvaltozik.

Ha a B, A, C pontharmasra tériink at, akkor a pontokhoz rendelt félsik valtozatlan marad, viszont
a hozzéjuk rendelt félegyenes az AB szakasz F felezOpontjara vonatkozo tiikkdrképébe megy at. Ez
a két alakzat ugyanigy valtozik meg, ha a sikot eldszor az F pontra, azutan pedig az 4B egyenesre
tikrozziik. Mivel az elsd tiikrozés az orientdciét meghagyja, a masodik pedig megvaltoztatja, az
orientacio végeredményben megvaltozik.

Ha az 4, B, C pontharmasrol az 4, C, B pontharmasra tériink at, akkor a pontokhoz rendelt félegyenes

és félsik megvaltozik, mégpedig mind a kettd a FALE szogfelezd egyenesére vonatkozo tiikkorképébe
megy at. Ez a tiikr6zés az orientaciot valoban megvaltoztatja.
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Bebizonyitott allitasunkbol kdvetkezik, hogy ha a nem kollinearis A, B, C pontokat permutaljuk, akkor
orientaciojuk megmarad vagy megvaltozik aszerint, amint a permutacio ciklikus vagy sem. Eszerint
a pontok ciklusanak megadasa, vagy ha egy haromszog cstcsairol van sz9, a haromszog koriiljarasa
az orientaciot megszabja.

B4* Az alapfogalmakat targyald els6 fejezet lezarasakor néhany megjegyzést tesziink azok
szamara, akik targyalasunkat a geometriai axiomatika szemiivegén at figyelik. A szokasos
felépitéshez viszonyitva 1ényeges eltérést jelent targyalasunkban az, hogy mi mar itt szerepeltettiik a
térmozgasokat. Ennek indokarol 2.1 B-ben mar szoltunk. Felmeriilhet azonban az a kétely, hogy mi a
térmozgasokkal kapcsolatosan a VIII. axioma kimondasan tilmenden olyan tényeket is ismertettiink
ebben a szemléletre épit6 fejezetben, amelyeknek szigort igazolasa az altalunk késdbb, a térgeometria
targyalasa soran bizonyitandé tételeket igényli. Ennek az esetleg vélt logikai zavarnak az elharitasa
érdekében az alabbi megjegyzéseket tessziik.

a) Ha az e egyenes egy sikot az S, S, félsikokra bont, akkor VIII. axiémank szerint van olyan
térmozgas, amelyik az e egyenes pontjait valtozatlanul hagyja, és az S; félsikot S, helyzetbe
viszi. Minthogy ez a térmozgas S kiegészitd félsikjat S, kiegészitd félsikjaba kell, hogy vigye,
kimondhatjuk, hogy a tekintett térmozgas kétszer egymds utan alkalmazva el nem mozditast
eredményez, azaz ez a térmozgas sajat maganak inverze. Ha tehat egy 4| pontot a térmozgas A;
helyzetbe visz, akkor az 414, szakaszt A»A| helyzetbe viszi, €s ennek kdvetkeztében az 414, szakasz
felezOpontjat valtozatlanul hagyja.

Nem lehetséges azonban az, hogy az e egyenesen kiviili P pont helyben maradjon. Ebben az esetben
ugyanis térmozgasunk nem valtoztatnd meg sem az e egyenes pontjainak, sem pedig a P pontot
tartalmazd, e altal hatarolt félsiknak a helyzetét. Ez ellentmondana VIII. axidmanknak, hiszen e szerint
az axioma szerint csak egy térmozgas rendelkezhetik a mondott tulajdonsagokkal, viszont az el nem
mozgatas is rendelkezik ezekkel.

Az elmondottakbol kovetkezik, hogy a homoldg A, 4, pontok 6sszekotd szakaszanak felezopontja az
e egyenesen van, hogy tehat ez a térmozgas az e egyenesen atfektetett sikok helyzetét nem valtoztatja
meg, viszont e altal hatarolt félsikjaikat felcseréli. Belattuk ilyen modon annak az atforgatasnak a
1étezését, amelyikrdl 6.3-ban szoltunk.

b) Belattuk azt is, hogy az e egyenesre vonatkozo tiikr6zés felcseréli azokat a féltereket, amelyeket
egy az e egyenest tartalmazo sik hatarol. Ebbdl kovetkezik, hogy ha a teret egymast kdvetéen egy
sik két egyenesére tiikrozziik, akkor a sik altal hatarolt félterek nem valtoztatjak meg helyzetiiket. A
sikmozgas 2.4-ben adott definicidja értelmében kovetkezik tehat, hogy ha a sikot egymast kdvetden
két egyenesére tiikkrozziik, akkor sikmozgashoz jutunk.

Ha egy eltolas az a egyenes 414, félegyenesét 4| kezddpontl helyzetbe viszi, akkor a félegyenesnek
ezt az eltolasat azaltal is megvaldsithatjuk, hogy eldszor az 414, szakasz F felez&pontjara, majd
az A pontra tiikrozziik. Ebbdl kovetkezik, hogy a térnek az az eltolasa, amelyik egy az a egyenes
altal hatarolt félsik helyzetét nem valtoztatja meg, és az 414, félegyenest a mondott helyzetbe viszi,
ugyancsak helyettesithetd két egyenesre vonatkozo tiikrozés egymadsutanjaval, éspedig azokra az
egyenesekre vonatkozo tiikkrozésekkel, amelyek a helyben maradé sikban vannak, és az a egyenest az
F, A pontokban merélegesen metszik (13a abra).
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Tamaszkodtunk itt arra, hogy ha a sikot egy egyenesére tiikrozziik, akkor a siknak ezt az egyenest
merdlegesen metsz0 egyenesei, és az ilyen egyenesek altal hatarolt félsikjai helyben maradnak.

A tiikrozések egymasutanjara vonatkozo fenti megallapitasunkra hivatkozva belattuk ilyen modon,
hogy a tér eltolasakor az elcstsztatott félsik sikja sikmozgassal 6nmagaban tolodik el, és az altala
hatarolt félterek helyzete nem valtozik meg, s hogy a sik eltoldsa a helyben maradé egyenest
onmagaban tolja el, és az altala hatarolt félsikokat helyben hagyja. Igazoltuk tehat 2.4-nek az eltolassal
kapcsolatos, bizonyitasra szorul6 allitasait.

A sik elforgatasat is megvalosithatjuk két tiikrozés egymasutanjaval. Ha egy a P forgascentrumbol
kiindulo féelegyenes kezdo és véghelyzete van adva, akkor el6szor e félegyenesek szogének szogfelezo
egyenesére, majd a véghelyzetet tartalmazo egyenesre tiikkroziink (13b abra). Tamaszkodunk itt arra,
hogy a szogfelezore tiikrozve a szog egyik szara a masikba jut, s hogy egy egyenes helyben marad, ha
onmagara tiikrozziik. Az egymast koveto tiikkrozések ezért valoban egy kivant tulajdonsagt sikmozgast
szolgaltatnak. Ugyanarra a két tiikkortengelyre tiikkrdzve azt a térmozgast is megkapjuk, amelyik
forgosikhoz tapasztott tér mozgasat jelenti. Latjuk ilyen modon, hogy a sik elforgatasa sikmozgas
abban az értelemben, ahogyan 2.4 a sikmozgast definialta.

¢) Belattuk mar, hogy egy siknak egy pont koriili elforgatasat megvalosithatjuk azaltal, hogy a teret
egymast kovetden két tengely koriil forgatjuk el (mégpedig ezekre a tengelyekre tiikrozziik). A tér
tengelyek koriili elforgatasaival elérhetjiik azt is, hogy egy adott S; félsik, amely az O14, félegyenest
a hataran tartalmazza, megadott S, helyzetbe jusson, mégpedig 014, az S, hataran megadott O»4,
félegyenest fedje. Ezt elérhetjiik pl. Gigy, hogy elészor az 010, szakasz egy felezGmerdlegesére

tikroziink, ami altal 014, az ] helyzetbe jut, ezt kovetden az O A gik elforgatasa révén elérjiik,

hogy Ol a7 elirt 0,4, helyzetbe keriiljon, végiil pedig az 0,4, tengely koriil elforgatva az el6bb
mar kétszer is elmozgatott S| félsik a megadott S; félsikot fedje. A mondott harom 1épés egyike-masika
természetesen esetleg el is hagyhato. [gazoltuk ilyen modon, hogy 2.4-nek a térmozgasok eltolasokbol
és elforgatasokbdl valo felépitésére vonatkozo kijelentése helyes, sot azt is, hogy ebben a kijelentésben
az eltolasokrol nem is kellett volna szolnunk.

d) Tekintsiik az e egyenes altal hatarolt, nem komplanaris S, S, félsikokat, valamint az ezeknek a
sikjai altal hatarolt, mindkét félsikot tartalmazoé 7y, T, féltereket. Bebizonyitjuk, hogy van olyan sik,
amely tartalmazza az e egyenest, s amelyre vonatkozélag az Sy, S, félsikok, valamint a T, T, félterek
egymas tiikdrképei.

Azért tessziik ezt, hogy teljessé tegyiik 6.5 B3b) okoskodasat. Allitasunkbol 6.5 B2a) és 6.5 B2b)
alapjan kovetkezik ugyanis, hogy az az egybevagosag, amelyik e pontjait valtozatlanul hagyja, az S,
T, alakzatokat pedig S, 7> helyzetbe juttatja, a tér elmozgatdsaval nem valosithatd meg. Ha tehat e
kortil ugy forgatjuk el a teret, hogy az S az S, helyzetbe jusson, akkor valoban tiikrozni kell még S
sikjara, ha T-et is a T; helyzetbe akarjuk juttatni.

Egyszerli volna a bizonyitas, ha lapszogrol és ennek szogfelezdsikjarél sz6 lehetne. Nem
hivatkozhatunk azonban a térgeometria késobbi targyalasanak eredményeire. Hivatkozunk viszont,
immar harmadszor (v6. 6.3 B1, 6.5 B2), a kozvetleniil kdvetkezé paragrafus egy megallapitasara,
mégpedig itt abban a tobbet mondé formaban is, hogy ha két pont ugyanakkora tavolsagra van egy
egyenes két pontjanak egyikétdl és masikatol, akkor a két pont ugyanakkora tdvolsagra van az egyenes
minden egyes pontjatol is. Igaz ugyan, hogy ezt 7.3-ban csak egy sik pontjaira mondjuk ki, jogosan
alkalmazhatjuk mégis a tér pontjaira, hiszen az egyenesiink altal hatarolt két félsikot az egyenes kortili
elforgatassal egy sikba vihetjiik.

Hangstlyozzuk, hogy bevezetd fejezetiink akkor sem igényelne tobbet a késdbbiekbdl, ha
axiomainkbol kiindulva minden allitasat szigortan bizonyitandk. A 7.3-ra vonatkozé haromszori
hivatkozas megbontja ugyan ezt a rendet, viszont lényegesen hozzajarul a bevezetd fejezet
kerekdedségéhez.

A bizonyitasra térve egy P pontot vesziink fel az S félsik belsejében. Ha Sj-et e koriil elforgatva
S helyzetbe vissziik, akkor Py az S, félsik P, pontjaba jut. A PP, szakasz F' felezOpontja nincs az
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e egyenesen, hiszen akkor és S7 és S> komplanaris volna. Tekintsiik az e egyenesen és az F ponton
atfektetett S sikot. A Py, P, pontokrol tudjuk, hogy F-t6l és e minden egyes pontjatdl ugyanakkora
tavolsagra vannak. Ugyanakkora tavolsagra van akkor ez a két pont az elérebocsatottak szerint az
e egyenes A, B pontjai altal meghatarozott ABF haromszdgvonal minden pontjatol, és ugyanilyen
indokolassal az S sik minden pontjatol is, hiszen mindezeken a pontokon at huzhat6 olyan egyenes,
amely az ABF haromszdgvonalat két pontban metszi.

Az S sikra vonatkozo tiikrozés a P; pontot a P, helyzetbe viszi, hiszen egy féltéren beliil nincs
két kiilonb6zo, a hatarsik minden pontjatol ugyanakkora tavolsagra elhelyezkedd pont. Ezt 7.3-ra
hivatkozva 6.3 B1-ben megallapitottuk mar. Az S sikra vonatkozo6 tiikrozés ezek szerint megfelel a
kovetelményeinknek, mert a Py pontot tartalmazé S| félsikot a P, pontot tartalmazo S, félsikba, és az
F pontot tartalmazo T félteret az F pontot ugyancsak tartalmazo 7, féltérbe viszi at.

BS Annak ellenére, hogy mi a térmozgasokat is szerepeltettiik mdr, arra téreksziink majd, hogy erre
a tobbletre ne épitsiink. Ugy gondoljuk, mintha a VIII. axiémankat is csak a kovetkezd, kevesebbet
mondo6 alakban mondtuk volna ki: 4 sik egy és csak egyféleképpen mozgathato el ugy a térben, hogy
egy a sikban megadott félsik és ennek hataran megadott félegyenes eldirt helyzetbe, egy adott félsikba
és annak hataran adott félegyenesbe jusson. Nem akarunk tamaszkodni a bevezetd fejezet olyan
kijelentéseire sem, amelyek alatimasztasakor az eredeti VIII. axioma tobbletét is felhasznaltuk.

Ennek az elhatarozasnak kovetkezménye, hogy a térgeometria elemeinek targyalasanal a megszokott
okoskodasokat szerepeltetjiik és hogy VIII. axidmank teljes allitdsat annak sziikebb alakjabol
kiindulva 0jbodl bizonyitjuk majd (lasd 24.8). Kiséré megjegyzéseinkben viszont ramutatunk majd arra,
hogy a térgeometria elemeinek a targyalasa soran hogyan lehet hasznositani azt a tobbletet, amit ennek
a fejezetnek a targyalasa nyujt (lasd 24.8 B4).

E kettdsségnek a befogadasat az indokolja, hogy egyrészt meg akarjuk Orizni a kevesebbre
tamaszkodo, Euklides visszanyulo, hagyomanyos targyalast, masrészt viszont elfogadjuk és értékeljiik
a 2.1 B-ben hangsulyozott pedagdgiai szempontokat.
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Ebben a fejezetben mar hozzakezdiink a geometria rendszeres felépitéséhez: az elsé fejezet altal
megadott alapokra tamaszkodva minden allitasunkat bizonyitani fogjuk. Eldszeretettel alkalmazunk
szemléletesen is jol kovethetd okoskodasokat, bizonyitunk szemléletesen konnyen belathato tényeket,
de pusztan a szemléletre hivatkozva nem kozliink mar ismereteket.

Targyunk ebben a fejezetben a sik geometridja, sikbeli alakzatok vizsgalata lesz. Csak az elemi
geometria (szintétikus geometria) modszerével dolgozunk, s ez azt jelenti, hogy kozvetleniil
geometriai alapismereteinkre és a geometriai alakzatok kapcsolataira épitve okoskodunk. Mas az
analitikus geometria modszere, amely az alakzatokat mennyiségi kapcsolatokkal jellemzi, és a
geometriai ismeretekhez az ilyen mennyiségi kapcsolatok vizsgalatanak a kozvetitésével jut el. Az
analitikus geometridval mi e konyv masodik felében foglalkozunk. Hangstlyozzuk azonban, hogy a
két modszer kozott éles hatarvonalat vonni aligha lehet, s hogy egyes alakzatok mértékét az elemi
geometria is bevezeti, és ezekkel a mértékekkel szamolva okoskodik is.

Minthogy ebben a fejezetben csak sikgeometriaval foglalkozunk, nem hangstilyozzuk minden esetben,
hogy kijelentéseink csak a sikra, egy sik alakzataira vonatkoznak.

7. § Egyszeru szimmetrikus alakzatok

Egyszerii tengelyszimmetrikus sikbeli alakzatokkal foglalkozunk, s ezekbdl alapvetd tényeket
olvasunk ki.

7.1 Tétel. Egy a szimmetriatengelyt metszo egyenes akkor és csak akkor tiikorképe onmaganak, ha a
szimmetriatengelyt merdlegesen metszi.

Bizonyitas. a) Ha egy egyenes merdlegesen metszi a tengelyt, akkor dnmaganak tiikorképe, mert a
tiikkr6zés a tengely pontjait helybenhagyja, és a derékszdget derékszogbe viszi at, a metszéspontban
pedig a tengelyre csak egy merdleges allithato.

b) Ha egy egyenes metszi a tengelyt és onmaganak tiikorképe, akkor merdleges a tengelyre, mert ez
esetben a metszéspontban keletkez6 mellékszogek egymas tiikdrképei, tehat egyenlok, és tudjuk, hogy
ha két mellékszog egyenld, akkor azok derékszogek. —

Tétel. Egy pontbol egy egyenesre egy és csak egy merdleges egyenes bocsathato.

Bizonyitdas. Ha a pont rajta van az egyenesen, akkor allitdsunk nyilvan igaz.

Ha az 4 pont ningcs a ¢ egyenesen (14. abra), tiikrozzik A‘-et t-re. A kapott 4, pont bizonyosan rajta
van a keresett mer6legesen, mert a keresett mer6leges 6nmaganak tiikorképe. A keresett merdleges

tehat csak az 44, egyenes lehet. Ez az egyenes viszont meg is felel, mert két kiilonboz6 félsikban

levo pontot kot dssze, s igy metszi a tengelyt, tovabba tiikdrképe az 44 egyenes, vagyis onmaga,
tehat merdleges a tengelyre. —
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14

Ha a ¢ egyenes adva van, a sik minden P pontja egyértelmilen meghatarozza a P-bél ¢-re bocsatott
merdleges egyenest és ennek z-vel alkotott 7" metszéspontjat. Ha P-bdl t-re bocsatott merélegest
mondunk, akkor vagy a PT egyenesre (merdleges egyenes), vagy a PT szakaszra (merdleges szakasz)
gondolunk.

A T pontot a merdleges falppontjanak s a P pont (merdleges) vetiiletének mondjuk. A PT egyenes a P
pont (merdleges) vetitoegyenese. A PT szakasz hossza a P pont tdvolsdga a t egyenestol.

Egy egyenesre vald (merbleges) vetités az a ponttranszformacio, amelyik minden P ponthoz az
egyenesre vetett (merdleges) T vetiiletét rendeli. Egy alakzat vefiilete az alakzat pontjainak a
vetiiletébdl all.

7.2 Azt az egyenest, mely egy szakasz felezépontian dathalad, s arra merdleges, a szakasz
felezé6merdlegesének nevezziik.

Tétel. Egy a szimmetriatengelyt metszo szakasz akkor és csak akkor tiikérképe 6nmaganak, ha a
szimmetriatengely a szakasz felezomerdlegese.

E tételben csak a felezés az 0j, a merdlegességet mar fentebbi tételiink is tartalmazza.

Bizonyitds. a) Ha F az AB szakasz felezOpontja és ¢ a felezOmerdlegese (15. abra), akkor az F/A szakasz
tiikkorképe a mer6legesség miatt az FB félegyenesen van, F4 = FB miatt tehat A-nak a tiikdrképe B.
Ezért az AB szakasz 6nmaganak a tiikkorképe.

b) Ha AB szimmetrikus és a tengelyt F pontban metszi, akkor a szimmetria miatt 4B merdleges a
tengelyre és FA =FB. —

15

16
Tétel. Egy sz6g akkor és csak akkor tiikorképe onmaganak, ha a szimmetriatengely a szégfelezdje.

E tételben akar egyenesszdg is szerepelhet, azonban ez esetben mar ismert eredményt mond ki.

Bizonyitds. a) Az AOB% _et OC szogfelezbje koriil atforgatva (16. abra) ACCE = BOCY miatt az 04
és OB szarak helyet cserélnek.

b) Ha ACEE szimmetrikus az OC tengelyre, a szimmetria miatt AQ&% = FOCC
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7.3 Tétel. A sik azon pontjainak mértani helye, amelyek a sik két pontjatol egyenld tavolsagra vannak,
a két pont dsszekoto szakaszanak felezomerdlegese.

Bizonyitas. a) A felezbmerdleges barmely P pontjara PA = PB (17. abra), mert e szakaszok a
felezOmerdlegesre vonatkozolag egymas tiikkorképei.

b) Ha egy P pontra PA = PB, az a felezdmerélegesen van. Ha ugyanis az AP5< et felezdjére
tiikkr6zziik, akkor PA = PB miatt A és B helyet cserél, tehat az AB tavolsag 6nmagat fedi. Ezért a P
ponton athaladé szimmetriatengely (a szogfelezd) AB-nek felezOmerdlegese. —

P

17

SR

18

A bizonyitott tétel kimondja, hogy ha két pont egy egyenes valamennyi pontjatél ugyanakkora
tavolsagra van, akkor ez az egyenes elvalasztja azt a két pontot, kimondja tehat azt is, hogy egy félsik
két pontja nem lehet a hataregyenes minden pontjatol ugyanakkora tavolsagra.

Tetel. A sik azon pontjainak mértani helyét, amelyeknek a sik két egymast metszd egyeneseétdl valo
tavolsaga egyenld, ennek az egyenesparnak két szégfelezé egyenese alkotja.

Bizonyitas. a) Ha P egy szdgfelezon van és az a, b egyenesektdl valo tavolsagai PA és PB (18. abra),
akkor e szogfelezore tiikrozve a és b helyet cserél, e tikkrozés tehat PA-t b-re merdleges s b-hez vezetd
szakaszba, azaz PB-be viszi. Ezért PA = PB.

b) Ha egy P pontnak a-tol és b-t8l valo tavolsaga egyenlé, PA = PB, akkor az APE< _et tiikrozziik
e szog szogfelezdjére. E tiikkrozésnél a PA és PB szar helyet cserél, PA = PB miatt 4 és B is helyet
cserél, a merblegesség miatt az a és b egyenes is helyet cserél, ezeknek O metszéspontja tehat helyben

marad, és a FPAL g POIT et fedi. E szogek tehat egyenlSk. —

8. § Specialis haromszogek

A haromszogek fajtaival ismerkediink meg, majd részletesen foglalkozunk az olyanokkal, amelyeknek
oldalai és szogei kozott egyenlok is vannak.

8.1 A haromszdg csucsait jelold nagybetiiket, oldalait jel6l6 kisbetliket, szogeit jelold gordg betliket
rendesen ugy valasztjuk meg, hogy egy csucsot, e csucsnal levd szoget, s e csuccsal szemkozti
oldalt megfelel betiik jeloljenek (19. abra). Egyenld oldalakat és csucsokat egyforma betiikkel is
jelolhetiink.
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19

Egy haromszog hegyesszogii, ha mindegyik szoge hegyesszog; derékszogii, ha egyik szoge derékszog;
tompaszogii, ha egyik szoge tompaszog (20a—c abrak). Minden hdromszdg konvex.

Derékszogli haromszog esetében a derékszdget kozrefogd oldalakat befogoknak, a derékszoggel
szemkozti oldalt dtfogonak nevezziik.

Egy haromszdg egyenldé szaru, ha van két egyenld oldala (20d—g éabrak). Ezt a két egyenld
oldalt szaraknak, a harmadik oldalt alapnak nevezziik. A szarak altal bezart szoget szdrszognek,
az alapon nyugvokat alapszognek mondjuk. Ha az egyenlészari haromszog csucsdrol beszéliink, a
haromszognek arra a cstcsara gondolunk, melyben a két szar talalkozik.

Egy haromszog szabdlyos vagy egyenlo oldalu, ha mindhdrom oldala egyenld (20e abra).

Néha a haromszogek k6zé soroljuk az elfajulo (degeneralt) haromszdgeket, vagyis egy egyenes harom
pontjanak a konvex burkat is. Azt is megengedhetjiik, hogy a pontok kozott azonosak legyenek. Két-
két pont 6sszekotd szakasza az elfajuld haromszog egy-egy oldala. Mindig kiilon hangstulyozzuk, ha
ilyen elfajult hdromszdgekre is gondolunk.

A Helytelen azt mondani, hogy egy haromszdg vagy egyenl6 oldalu, vagy egyenld szaru, vagy egyéb
(altalanos) haromszog, hiszen az egyenld oldalu haromszog is egyenld szaru (vo. 14.1 A2).

B Egy haromszogben nem lehet két derékszog, mert akkor a harmadik csticsbdl a szemkozti oldalra
két merdleges volna bocsathatd. Még kevésbé lehet egy derékszoge és egy tompaszdge, vagy két
tompaszoge, mert akkor a tompaszdgek szarainak beljebb forgatdsaval olyan haromszog allna eld,
amelynek két derékszoge van. Ezek szerint derékszogli és tompaszogli haromszog masik két szoge
hegyesszog.

VANDZA VAN
d) ) f

e ) g
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8.2 Tétel. Egy hdaromszog akkor és csak akkor egyenld szaru, ha két szoge egyenlo.

Bizonyitas. a) Ha az A5C4 egyenld szart és csticsa C, akkor a haromszoget a csticsnal levé szog
felezdjére tikkrozziik (21. abra). E tiikr6zésnél a csticsnal levo szog szarai helyet cserélnek, tovabba

CA = CB miatt 4 és B is helyet cserél. Ezért a FACE fedi az AT _et, s igy az alapon nyugvo két
sz0g egyenlo.

b) Ha egy hdromszogben két szdg egyenls, TACE=AZUL akkor a haromszoget AB
felezOmerdlegesére tiikkrozzik. A szogek egyenldsége miatt ekkor az AC félegyenes és a BC félegyenes
helyet cserél, s igy C metszéspontjuk helyben marad, tehat CA és CB egymas tiikorképei és egyenldk.

Ez az okoskodas mutatja, hogy az egyenld szarG haromszog tengelyszimmetrikus. Egy
tengelyszimmetrikus haromszdg viszont nyilvan egyenld szaru, hiszen két oldala sziikségképpen
egyenld. Az egyenlé szaru haromszoget ezért szimmetrikus haromszognek is nevezhetjiik. Azt is
mutatja az el6z6 bizonyitds, hogy az egyenld szari haromszog szimmetriatengelye athalad annak
csucsan, felezi a szarszoget, és merélegesen felezi az alapot.

Tétel. Ha egy egyenlo szdaru haromszog sikjaban levé egyenes rendelkezik a kévetkezo tulajdonsagok
valamelyikével:

a) athalad a csticson és merdleges az alapra,

b) athalad a csticson ¢és felezi az alapot,

c) athalad a csticson és felezi a szarszoget,

d) merdlegesen felezi az alapot,

akkor rendelkezik a masik harom tulajdonsaggal is.

Bizonyitds. Az egyenld szari haromszog szimmetriatengelye rendelkezik a felsorolt tulajdonsagok
mindegyikével. Minthogy pedig e tulajdonsagok mindegyike egyértelmiien meghataroz egy egyenest,

ez az egyenes csak a szimmetriatengely lehet. —

Tétel. Ha egy haromszog valamelyik csucsan olyan egyenes halad at, amelyik rendelkezik kettovel a
kovetkezo harom tulajdonsag koziil:

a) merdleges a szemkozti oldalra,

b) felezi a szemkozti oldalt,

c) felezi a csucsnal levd szoget,

akkor a haromszog egyenld szaru, s ennek ez az egyenes szimmetriatengelye.

Bizonyitas. ab) Ha CD felezémerdlegese AB-nek, akkor 4 és B szimmetrikus a CD egyenesre, €s ezért

szimmetrikus az ACB4A g,

ac) Ha CD merdleges AB-re ¢és felezi a C-nél levd szoget, akkor a haromszoget CD-re tiikrozziik. E
tikrozésnél a CA és CB félegyenesek helyet cserélnek, s a merdlegesség miatt az AB egyenes helyben
marad. A tiikrozott haromszoget tehat ugyanazok az egyenesek hataroljak, ezért ez az eredetivel
azonos.

be) Ha D felezi az AB szakaszt és CD az 4ACE¥ _et, akkor a 5C0% et a D pontra tiikrozziik és
egy AEDA et kapunk (22. abra). A tiikrdzés miatt a C, D, E pontok egy egyenesen vannak, és
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ACEL = AECE. ert mindkettd egyenld a FCD _gel. Szakaszunk elsd tétele szerint tehat AC = AE.
Minthogy pedig a tiikrdzés miatt AE = BC, azért AC = BC'is all. —

C

22

Al Egy tétel mindig azt allitja, hogy bizonyos feltétel vagy féltételek teljesiilése esetén valamilyen
tény fennall. Sokszor e tény fennallasabol s esetleg a feltételek koziil egyeseknek teljesiilésébol arra
lehet kovetkeztetni, hogy a tobbi feltétel is teljesiil. Az ilyen allitast az eredeti tétel megforditasanak
nevezziik. Egy tételnek tobbféle megforditasa is lehet, amire utolso el6tti tételiink mutat példat. Nincs
is minden tételnek megforditasa. Mi sokszor igyekszlink majd a tételek megforditasara is rAmutatni.

A2 E szakasz masodik tételét — késdbb bevezetendd elnevezésekét hasznalva — igy is szovegezhetjiik:
egyenld szaru haromszognek csucsabdl vont magassaga, stilyvonala, szogfelezdje s a szemkdzti oldal
felezOmerdlegese egybeesik. Ha egy haromszdgben ezek koziil kettd egybeesik, akkor utolso tételiink
szerint mindannyian egybeesnek, és a haromszog egyenld szaru.

8.3 A szabalyos haromszog haromféleképpen is felfoghatd egyenldé szari haromszogként, mert
barmely két oldala egyenld. Teljesiilnek tehat ra az el6z6 szakaszban az egyenld szarit haromszogrol
mondottak. Ezért all az, hogy egy haromszog akkor és csak akkor szabalyos, ha mindharom szdge
egyenld.

A szabalyos haromszognek harom szimmetriatengelye van, ezek a szdgek szogfelezoi s egyben
az oldalak felezOmerdlegesei (23. &bra). Tovabbi szimmetriatengely nem is lehetséges, hiszen
mindegyiknek feleznie kell a haromszdg egy-egy szogét. A szimmetriabol kovetkezik, hogy a
harom szimmetriatengely koziil barmelyik a masik kett6hoz ugyanakkora szoggel hajlik s azokat
ugyanabban a pontban metszi. E pontot a szabalyos haromszdg kézéppontjanak nevezziik. Minthogy
a szimmetriatengelyek a kozéppontnal hat egyenld szoget alkotnak, ezek mindegyike 60°. A
szimmetriabol kovetkezéleg a kdzéppont a haromszdg barmely két cstcsatol egyenld tavolsagra
van. Ha tehat a szabalyos haromszoget kdzéppontja koriil 120°-kal elforgatjuk, az 6nmagat fedi. A
szabalyos haromszog eszerint forgasszimmetrikus is, s e forgasszimmetria rendje 3.

23

Megemlitjilk még az egyenld szaru derékszogii haromszoget (20f abra). Ez egyenld szara s szarai
merdlegesek, egyben derékszogi, s befogoi egyenlok.
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A Latjuk, hogy az egyenl0 szart s az egyenld oldalu haromszog definialasanal lehetne csak szogekrol
beszélni: az egyik olyan haromszog, amelyben két szog egyenld, s a masik olyan, amelyben harom szog
egyenld. Ezért helytelenitendd az elterjedt szolas: ,,a haromszogeket osztalyozhatjuk szogeik szerint
¢és oldalaik szerint”, helyes viszont a legnagyobb szdg szerinti €s a szimmetridk szerinti osztalyozasrol
beszélni. Az elterjedt ,,egyenld szara” és ,,egyenld oldalu” kifejezések helyett is helyesebb volna csak
szimmetrikus és szabalyos haromszogekrdl szolni.

9. § 0sszefiiggések a haromszog oldalai és szogei
kozott

Célunk elsésorban annak a szemléletesen kdzvetleniil belathatd ténynek, hogy ,két pont kdzott
legrovidebb az egyenes t”, még elemibbnek mondhato tényekre valé visszavezetése. Erdekes, hogy
ezekt6l az elemibbnek mondhatd tényéktdl kevésbé magatol értetddd allitasokon at vezet az Ut a
mondott cél felé.

24

9.1 Tétel. 4 haromszog kiilso sz6ge nagyobb, mint egy nem mellette fekvo belsd szog.

Bizonyitas. Ha azt akarjuk bizonyitani, hogy az 45T4 -nek C-nél levé kiilsé szoge nagyobb mint
B-nél fekvo belsd szdge, hosszabbitsuk meg az AC oldalt a C ponton tul (24. abra). Ha £ a BC

oldal felezdpontja, az ASEA et az E pontra tikkrozve az FCF4 et kapjuk. Minthogy F a B0

szogtartomanyaban van, SCF X < FCDE A 180°-0s elforgatassal 1étesitett tikrozés kovetkeztében

BCFa = 480, ABCa « BUDx,

azonban igy tehat valoban

Tételiink mas alakban azt mondja, hogy egy haromszogben két szog Osszege 180°-nal kisebb,

hiszen £ <T~F gg A+¥ <7 jelentése azonos. Ebb6l (v0.8.1 B) kovetkezik az, hogy derékszogii és
tompaszdgii haromszogben a masik két szog hegyesszog.

Tétel. Ha két haromszégnek egy oldala kozos, s az egyik haromszog a mdsikat tartalmazza, akkor a
kozos oldallal szemben a tartalmazo haromszogben kisebb sz6g van, mint a tartalmazottban.

G i

a
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ABC\A ABCT,A Cy oy ABCA BC,

1 oldalon van
AT B

tartalmazza az -et, €s

ACC,A

Bizonyitas. a) Ha hatéran, pl. a

(25a abra), akkor az ACEL yiilss szoge az
nél nagyobb.

-nek, s ezért az el6z6 tétel szerint az

Z

s 4y ABCA

BG oldal metszéspontjat

ADB4 < AC, B,

belsejében van, jelolje D az A, félegyenes és a
AC B« < ADB,

b) Ha

(25b 4abra). Minthogy a) szerint egyrészt masrészt azért

AC S < AT B valdban teljesiil. —

B1 Kiilonosnek tlinik az els6 tétel szerepeltetése, ha a kozépiskolai anyaggal vetjiik 6ssze a targyalast.
Ott a tétel helyességére abbol kovetkeztetnek, hogy a haromszog szogeinek dsszege 180°. Mi erre nem
épithetiink, hiszen ezt majd csak a parhuzamossag targyaldsa utan bizonyithatjuk be (lasd 13.1).

B2 Az elsé tétel bizonyitdsdban kihasznaltuk azt, hogy F a YL szggtartoméanyaban van. Ezt
bizonyitjuk is:

Minthogy F az AE félegyenesen van, F ugyanabban az 4AC egyenes altal hatarolt félsikban van, mint
az E pont. Minthogy az AD és AF szakaszok a C és E pontban metszik a BC egyenest, a D és F
pontok egyike sincs abban a BC egyenes altal hatarolt félsikban, mint az 4 pont. Kévetkezésképpen F
ugyanabban a BC egyenes altal hatarolt félsikban van, mint a D pont. Ezek szerint F benn van abban

a két félsikban, amelyeknek kozos része a FCLE szogtartomanya, s igy F ebben a szdgtartomanyban
van.

Szinte tudalékosnak tlinik, hogy az F pont helyzetére hosszasan kdvetkeztettiink, s nem egyszeriien
csak megallapitottuk a rajz alapjan, hogy hol van. Tiszta okoskodasnal ligyelni kell arra, hogy
ne tamaszkodjunk a rajzra. Az egyik veszély ilyenkor, hogy ha tobbféle helyzetrl van szo, az
okoskodo csak a rajzban bemutatott helyzetre gondol. A masik vesz€ly az, hogy a rajz pontatlansaga
annyira megvaltoztatja a viszonyokat, hogy az okoskodd hamis kijelentést vél helyesnek. Ezek ellen
a veszélyek ellen pontos rajzzal, valamint ugy védekezhetiink, hogy az abra készitésénél mindenféle
lehetséges helyzetre gondolunk.

9.2 Tétel. Ha egy haromszognek két oldalat s ezekkel szemkazti szogeit tekintjiik, akkor
a) vagy a két oldal is és a két szog is egyenld,
b) vagy a két oldal koziil s a két sz6g koziil a nagyobbak egymassal szemben helyezkednek el.

E tétel tartalmazza 8.2 elsé tételét. Tételiinknek tobbletét igy fogalmazhatjuk: egy haromszogben
nagyobb oldallal szemben nagyobb szog és nagyobb szdggel szemben nagyobb oldal van.

Bizonyitds. a) Ha a haromszog két oldala egyenld, a haromszog egyenld szart, és az alapon nyugvo
szogek is egyenlok. Ekkor tehat a tételben emlitett elsé lehetdség kovetkezik be.

b) Ha az A8C4 _ben AC >BC (26. abra), akkor legyen az AC oldal D pontjara CB = CD. Minthogy
igy a ICD4 egyenld szar, DFCE = SO Mivel BD kettéosztja az 450 e, AT > DEU

Minthogy FLCE kiilsé szoge az ABLDA nek, az elézd tétel szerint DT > BAC Fzeket

osszevetve AFC > BACY adodik, tehat a tételiinkben masodszor emlitett lehetéség kovetkezik be.

¢) Minthogy a haromszog két oldala vagy egyenld, vagy pedig az egyik a masiknal nagyobb, ezért a
tételiinkben emlitett két lehetség koziil az egyik mindig bekovetkezik. —

(4
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26

Tételiinkbol kovetkezik, hogy derékszogl haromszdgben az atfogd, tompaszogl haromszogben pedig
a tompaszoggel szemkozti oldal a legnagyobb.

Tétel. Az AB szakasz felezomerdlegese olyan két félsikra vagja a sikot, amelyek kéziil az A pontot
tartalmazo félsiknak belsé pontjai az A ponthoz, a B pontot tartalmazoéi a B ponthoz vannak kézelebb.

E tétel kiegésziti azt az ismeretiinket, hogy maganak a felezomerélegesnek pontjai 4-t6l és B-t6l
egyenld tavolsagra vannak (7.3).

Bizonyitas. Feltessziik, hogy a P pont nincs az AB egyenesen, hisz ilyen pontokra a tétel
allitasa nyilvanval6. Ha példaul P az A pontot tartalmazo félsik belsé pontja, akkor PB metszi a

felezémerdlegest egy C pontban (27. abra). Minthogy C a felezémerdlegesen van, az AFC'4 egyenld
szari és CABX = CBAYL Mivel AC a PAB< belsejében halad, CAEX < PABY. Ezek szerint az ABFA -

ben POAY < PABw, s akkor a szemkozti oldalakra PA < PB. —

27

A Az utols6d bizonyitasban csak avval az esettel foglalkoztunk, midén P az 4 pontot tartalmazo
félsikban van. Nyilvan ugyanigy bizonyithattuk volna a masik félsik belsé pontjaira a PB < PA
egyenlotlenséget. Nincs sziikség azonban arra, hogy a bizonyitast ez utobbi esetre elismételjiik. Hiszen
Iényegtelen az, hogy melyik pontot jeloljiik 4-val, s melyiket B-vel. Amit az egyikre bizonyitottunk, az
tehat a masikra is igaz. Altalaban, ha egy tétel feltevései semmi megkiilonbéztetést nem tartalmaznak
bizonyos, a tételben szerepld elemekre vonatkozoan, akkor a tétel allitasa sem tehet megkiilonboztetést
kozottiik, s ezért az, amit az egyik elemre belattunk, az analdgia alapjan a tobbire is igaz. [lyenkor a
feltevésekben és a tételben mutatkozo (logikai) szimmetriar6l beszéliink.

A mondottak tételiink esetében még viladgosabba valnak, ha meggondoljuk, hogy tételiinket igy
is szovegezhettilk volna: ,,Egy szakasz felezOmerGlegese két félsikra vagja a sikot. A két félsik
valamelyikének bels6 pontjai a szakasz végpontjai koziil ahhoz vannak kdzelebb, amelyik ugyanabban
a félsikban van.” Ez esetben a bizonyitas igy indulhatott volna: Legyen P az egyik félsikban, s jeloljiik
a szakasznak ugyanezen félsikba esd végpontjat A-val, a masikat B-vel.

9.3 Tétel. Egy haromszog két oldalanak 6sszege nagyobb a harmadik oldalnal.

A szemlélet szerint ez a tétel nem szorul bizonyitdsra. Mi mégis bizonyitjuk, vagy ha tetszik,
kimutatjuk, hogy az, aki az eddigi, szemléletre tamaszkod6 megallapitasainkat elfogadta, ezt a tételt
mar nem tagadhatja.

Bizonyitas. Ha azt akarjuk az A5C'4 _re bizonyitani, hogy AC + CB > AB, akkor hosszabbitsuk meg
az AC oldalt s mérjiik fel a meghosszabitdsra a CD = CB tavolsagot (28. dbra). Minthogy a FCD4
egyenlé szarn, TELDX=CDEL Minthogy BC az ABI belsejében van, ABDE > CBD. gy tehat

ABD > ADB §g az ABDA szemben fekvd oldalaira AD > AB, ami AD =CA+CB miatt allitasunk
helyességét jelenti. —
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28
Tétel. Egy haromszog két oldalanak kiilonbsége kisebb a harmadik oldalnal.

Bizonyitas. Ha az éllitds nem teljesiilne, akkor a haromszdg oldalaira pl. a—bZe teljesiilne. Ez

azonban % Zb+e helyességét mondana ki ellentmondéasban az el6z6 tétellel. —

Az ebben a szakaszban bizonyitott két egyenlétlenséget haromszog-egyenlotlenségnek nevezzik. A
kovetkezo tétel kimondja, milyen modositassal érvényesek a haromszog-egyenlétlenségek, ha elfajulo
haromszdgekrol is szo van.

Tétel. Harom (nem feltétleniil kiilonbozd) pont harom tavolsaga koziil egyik sem lehet a masik ketté
osszegeénel nagyobb, sem pedig a masik ketto kiilonbségeénél kisebb.

Bizonyitas. Elég az Osszegre vonatkozo allitast bizonyitani, mert a masik allitds mas formaban
ugyanazt mondja ki, miként ezt az el6z6 bizonyitasban is lattuk.

Az 6sszegre vonatkozo allitas helyes, ha a harom pont nincs egy egyenesen, mert akkor e szakasz els
tétele szerint a harom tavolsag barmelyike hatarozottan kisebb a masik kettd 6sszegénél. Helyes az
allitas akkor is, ha egy egyenes harom (nem feltétleniil kiillonb6z3) pontja szerepel, hiszen a sz€lsé
pontok tavolsaga a masik kettd 6sszegével egyenld, sz¢élsé pontnak kdzrefogott ponttol valo tavolsaga
pedig mar a szélsé pontok tavolsaganal is kisebb, nemhogy a masik két tavolsag dsszegénél nagyobb
lehetne. —

A bizonyitasbol kiolvashatjuk, hogy a széban forgd harom tavolsag valamelyike csak akkor lehet
a masik kettd Osszegével egyenld, ha e kettd egymast meghosszabbitva egyetlen szakaszt alkot.
Hasonloképpen csak akkor lehet az egyik tavolsag a masik kettonek a kiillonbsége, ha a kiilonbség
képzésekor egy szakasz hosszabol egy altala tartalmazott szakasz hosszat vontuk le.

B1 Ha két szam kiilonbségérol beszéliink, ezt kétféleképpen érthetjiik. Vagy levonjuk az egyik szamot
a masikbol, és nem térédiink azzal, hogy az eredmény milyen eléjelii, vagy pedig eldirjuk, hogy két
kiilonboz6 szam koziil a nagyobbikbol kell a kisebbiket levonni, hogy tehat az eldjeles kiilonbség
abszolut értékét kell venni. A kdznapi nyelvhasznalat az utobbi jelentést fogadja el. Utolso két tételiink
allitasa €s bizonyitasa helyes, akar az egyik, akar a masik jelentésre gondolunk. Mondhatjuk tehat pl.
azt is, hogy a haromszog egyik oldala a masik kettd kiilonbségének abszolut értékénél kisebb.

B2 Bar hajlandok volnank ennek a szakasznak els6 tételét nyilvanvalo helyessége miatt axiomaként is
elfogadni, kimutattuk mégis, hogy erre nincs sziikség, hogy e tétel allitasa korabbi axidomaink logikai
kovetkezménye.

Talan talzasnak tiinik, hogy még az axidmak megvalasztasaban is takarékoskodunk, még a
legnyilvanvalobb allitasok korében is vizsgalddunk, melyik kovetkezménye a tobbinek. E torekvés
azonban a matematika torténetében igen nagy szerepet jatszott, s a matematikat mélységhez,
gazdagodashoz, sok tekintetben egyszerlisodéshez és jobb attekinthetdséghez, sot szélesebb korli
alkalmazasi lehetdségekhez is segitette. Az a gondolatsor, amelyet e paragrafusban eddig kovettiink,
pontosan Euklides gondolatsora. A szemléletesen nyilvanvaldknak még nyilvanvalobbakra vald
logikai visszavezetése azért is hasznos, mert egyrészt ramutathat a szemlélet tévedéseire, masrészt
alkalmat ad annak megvizsgalasara, hogy fogalomalkotasaink fedik-e azt a szemléletes tartalmat,
amelyet fedni szandékoznak.
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9.4 Tétel. Ha a toréttvonalnak van 0-tdl kiilonbozé torésszoge, akkor végpontjainak tavolsaganal
hosszabb.

Ha a torottvonalnak nincs torésszoge, akkor egyetlen szakasz. Ha minden torésszoge nullszog, akkor
egy szakasz feldarabolasaval keletkezik. A tétel ezeket a nem valdjaban ,,torott” vonalakat kizarta,
hiszen hosszuk a végpontok tavolsagaval egyenld. A tétel alapjan kimondhatjuk, hogy a torottvonal
hossza nem lehet a végpontok tavolsaganal kisebb, s hogy a sokszdg barmely oldala kisebb a tobbi
oldal 6sszegénél.

Bizonyitdas. Szoritkozhatunk az olyan tordttvonalakra, amelyeknek van toréspontja és minden
torésponthoz 0-t6l kiillonbozd torésszog tartozik. A bizonyitast a torésvonalat alkotd szakaszok
szamara vonatkozo6 teljes indukcidval végezziik.

a) Ha a torottvonal két szakaszbol all, akkor a torottvonal hossza az el6z0 szakasz szerint a
végpontok tdvolsaganal kisebb nem lehet. Ugyanakkora sem lehet, mert akkor a két szakasz egymast
meghosszabbitva egyetlen szakaszt alkotna, marpedig feltettiik, hogy a torésszog nem 0.

b) Kimutatjuk, hogy ha az allitas legfeljebb n szakaszbol all6 toréttvonalakra helyes, akkor ez az n +

AC\C, C,B

1 szakaszbol allokra is all. Tekintsiik evégbo6l az n + 1 szakaszbdl allo toréttvonalat

AT

(29. abra). Ennek els6 két szakaszara, az “"~172 tordttvonalra a) szerint

AT +C\C, = AC,.

Ha az ACC, tordttvonalat az AC, szakasszal helyettesitjiik, a kevesebb szakaszbol Osszetett

Ac,. CF torottvonalhoz jutunk. Feltevésiink szerint erre a tétel allitasa teljesiil, azaz

AC,+C, C, =z 4B

Ha itt az els6 tag helyébe az el6z6 egyenlétlenség alapjan nagyobbat irunk, akkor az

AT+, + . G, B = AB

AT, 0B

eredményhez jutunk. Ez azt mondja ki, hogy a bizonyitando allitas az toréttvonalra is

teljesiil. —

29

A Bizonyitasunk teljes indukciot alkalmazott. Ha azt akarjuk bizonyitani, hogy egy allitas -+ 1
szamok mindegyikére teljesiil, a kovetkezOképpen jarhatunk el: El8szor bizonyitjuk, hogy az allitas .-

ra teljesiil, ezutdn pedig azt, hogy ha * =4 és az allitas teljesiil a szamok mindegyikére,
akkor (n + I)-re is teljesiil. Ezt a kovetkeztetési modot nevezziik teljes indukcionak.

B Tételiink bizonyitasat masként is elmondhatjuk. Két ilyen lehetdséget emlitiink.

Mondhatjuk, hogy egy toréttvonal hosszat csokkentjiik, ha elsé két szakaszat egyetlen szakasszal
potoljuk. Ezaltal kevesebb szakaszbol dsszetett tordttvonalhoz jutunk. Ezt a csokkentést mindaddig
folytathatjuk, amig a végpontokat 6sszeko6td szakaszhoz el nem jutottunk. Ezért ez utdbbi révidebb,
mint az eredeti torottvonal.
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A bizonyitast a kovetkezd alakban is el6adhatjuk: Tegyiik fel, hogy a tétel hamis, hogy tehat vannak
a tétel allitasat ki nem elégitd tordttvonalak. Van akkor ezek kozott olyan, amelyet minimalis szamu
szakasz alkot. Ha egy ilyen tordttvonal elso két szakaszat egyetlen szakasszal potoljuk, akkor kevesebb
szakaszbdl allo és rovidebb, tehat a tétel allitasat ki nem elégitd tordttvonalhoz jutunk. Ez ellentmond
azonban a minimalis szam megvalasztasanak, s ez az ellentmondas a tétel helyességét bizonyitja.

Minden indukcids okoskodas eléadhato ilyen valtozatokban. Burkolt teljes indukcidt alkalmaz a
kovetkezo tétel bizonyitasa is.

9.5 Tétel. Ha egy konvex sokszoget egy mdsik egyszerii sokszog tartalmaz, akkor az utobbi keriilete
a nagyobb.

Megengedjiik, hogy a konvex sokszdg oldalai egészben vagy részben a masik sokszdg hatarvonalan
legyenek. Pusztan azt kotjiik ki, hogy a két sokszdg ne legyen azonos. A masik sokszog konkav is lehet.

Bizonyitas. A belsé A sokszdgnek van olyan 44, oldala, amelyet a kiils6 B sokszdg hatara nem

tartalmaz (30. abra). Az 44, oldalegyenes a B sokszoget darabokra vagja. Tekintsiik azt a 5 darabot,
amelyik tartalmazza az 4 sokszoget. Van ilyen darab, hiszen az oldalegyenes a konvex A sokszoget
nem metszi, fii hatdra ugy all el fi hatarabdl, hogy egy vagy tobb toréttvonalat a végpontjait 6sszekdtod

szakasszal potolunk. Ebbdl 9.4 szerint kovetkezik, hogy 5 kertilete B keriileténél kisebb.

Minden tartalmaz6 sokszoghoz talalhatunk tehat kisebb kerdileti és az 4 sokszognek tobb oldalat a
hataran tartalmaz6 sokszdget. Az igy kapott sokszoghoz 0jbol talalhatunk még kisebb keriiletli és még
tobb oldalt a hataran tartalmazo6 sokszoget. Ezt addig folytathatjuk, amig csak az 4 sokszog minden
oldala nem lesz rajta a hataron, amig tehat B-b6l kiindulva sorozatos keriiletcsokkentéssel magahoz
A-hoz el nem jutunk. Ezért B keriilete 4 keriileténél nagyobb. —

30

B Tételiinkben szerepelt az a megszoritas, hogy a tartalmazo sokszdg egyszerii. Bizonyitasunk

ezt a megszoritast kihasznalta, amikor arrdl szolt, hogy 5 hatara hogyan keletkezik B hatarabol.
Bebizonyitjuk itt, hogy a tétel ilyen megszoritas nélkiil is helyes.

Ehhez el6szor az el6z6 szakasz targyahoz csatlakozva megemlitjiik, hogy ha egy sokszdgnek tobb
oldala helyezkedik el ugyanazon az egyenesen, akkor ezeknek az oldalaknak az Osszege a tobbi
oldal Osszegénél kisebb. A tobbi oldalbol ugyanis olyan tordttvonalak alakulnak, amelyeknek a
végpontjai a szoban forgd egyenesen helyezkednek el, valamint esetleg olyan sokszdégvonalak is,
amelyeknek nincs oldaluk ezen az egyenesen. Ha az utdbbiakat elhagyjuk, a torottvonalakat pedig a
végpontjaikat 6sszekotd szakaszokkal potoljuk, akkor a hossziisagot csokkentve olyan szakaszokhoz
jutunk, amelyek az egyenesen elhelyezked6 oldalakat lefedik. Ezeknek az oldalaknak az 6sszege tehat
az imént kapott szakaszok 0sszegével egyenld vagy még kisebb.

Ez utan az el6készités utan a tételiinkre adott bizonyitast majdnem valtozatlanul elismételhetjiik
ugy, hogy a tartalmazd sokszogrél semmit se tételezzen fel. Csak annyit kell megallapitanunk,

hogy amikor B hatararol 5 hatarara tériink at, akkor a levagott sokszdgeknek csak olyan oldalait
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vezetjiik be 0j oldalként, amelyek a levagd egyenesen helyezkednek el. Az ij oldalak sszege tehat az
elérebocsatottak szerint kisebb, mint az elhagyott oldalaké.

10. § Pont és egyenes tavolsaga

Mar tudjuk, hogy pont és egyenes tavolsaganak a pontbodl az egyenesre bocsatott merdleges szakasz
hosszat nevezziik. Egy-két evvel kapcsolatos tényt ismeriink meg.

10.1 Tétel. Egy pontbdl egy rajta at nem halado egyenes pontjaihoz vezetd szakaszok koziil
legravidebb az egyenesre meroleges szakasz.

Mas szo6val: minden a pontbol az egyeneshez ferdén huzott szakasznak a hossza nagyobb, mint a
pontnak az egyenestdl valo tavolsaga.

Bizonyitds. Legyen PT merdleges e-re és az A pont e-nek 7-tSl kiilonbozé pontja (31. dbra). A FTAA
T-nél derékszogii, s ezért a PA atfogd a PT befogdnal hosszabb. —

B Altalaban két alakzat tavolsiganak nevezziik egy-egy pontjuk tivolsagat akkor, ha egymastol
ennél kisebb tavolsagra levd pontjaik nincsenek. Tételiink bizonyitja, hogy amit pont és egyenes
tavolsdganak neveziink, az ebben az értelemben is tavolsag.

31

32
10.2 Tétel. Ha egy pontbol egy rajta at nem halado egyeneshez két szakaszt huzunk, akkor

vagy egyenldk a szakaszok, tovabba az egyenessel alkotott hajlasszdogeik és végpontjaiknak a pontbol
huzott merdleges talppontjatol valo tavolsagai is egyenlok,

vagy kiilonbozok a szakaszok, a hosszabbik hajlasszoge kisebb, és a hosszabbiknak végpontja van a
talpponttol messzebb.

Tételiink az el6z6 tételt magaban foglalja.

Bizonyitads. a) Ha a P-b6l hiizott merdleges talppontja 7, és két szakasz végpontjara T4 = TB (32. abra),
akkor a PT egyeneste vonatkozo szimmetria folytan P4 = PB és PAT = PET .

b) Ha a két végpontra TC>T4 akkor feltehetjiik, hogy T-nek ugyanazon az oldalan helyezkednek
el, mert kiilonben PT-re vonatkozo tiikr6zés vezetne el ehhez a helyzethez. Ha C a T4 félegyenesen

van, akkor a £7TAA derékszogii volta miatt a AP hegyes, és igy a £4C X tompa. Ebbol kovetkezik,
hogy a PACA ben PC>PA. A kiils szog tétele szerint £TAX < PAT
¢) Két a P pontbdl egyenesiinkhéz huzott szakasz végpontja vagy egyenld tavolsagra van a T

talpponttol, vagy pedig e tavolsagok egyike a masiknal nagyobb. Ezért vagy a) kijelentéseinek, vagy
pedig b) kijelentéseinek teljesiilniok kell. —
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Tételiink egyszerti kdvetkezménye, hogy ha egy szakasz belsé pontjait egy rogzitett ponttal
0sszekotjiik, mindegyik adodo szakasz kisebb a végpontokhoz vezetd szakaszok hosszabbikanal.

11. § Egybevagosag

Az egybevagdsaggal, azaz tavolsagtartd leképezéssel 6.2-ben ismerkedtiink meg. Itt olyan feltételeket
ismeriink meg, amelyekbdl két haromszog és altalanosabban két sokszog egybevagosaga kovetkezik.
Targyalasunk egyarant vonatkozik ugyanannak a siknak, vagy két kiilonbozo siknak két sokszogére.

Ha két sokszog egybevagosagat vizsgaljuk, tobbnyire feltessziik, hogy csticsaikat és oldalaikat mar
egymashoz rendeltiik olyan mddon, hogy a megfeleld oldalak megfeleld csucsokat kdtnek Ossze.
Amint 6.2-ben mar emlitettiik, a vizsgalt sokszogek csucsainak felsoroldsa mar mutatja azt, hogy
melyek a megfelelok. Az egybevagdsagot azaltal bizonyitjuk majd, hogy a sokszdgeket elmozgatassal
fedésbe hozzuk, mégpedig gy, hogy a megfeleld alkatrészek fedjék egymast.

11.1 Tétel. Két haromszog egybevago, ha oldalaik paronként egyenlok.

A tétel akkor is helyes, ha elfajulé haromszogek is szerepelnek. Az alabbi bizonyitas erre az esetre
is érvényes.

Bizonyitas. Helyezziik el a sikban a két haromszoget ugy, hogy két-két megfelel cstcs ugyanazokba

az A, B pontokba jusson, s hogy a ©uC% pontok a haromszogek harmadik cstcsai ne legyenek
ugyanannak az AB egyenes altal hatarolt félsiknak a belsejében (33. 4bra). Csak azzal az esettel kell

foglalkoznunk, amikor a két haromszdget nem hoztuk maris fedésbe, amikor tehat a ©uC% pontok
kiilonbozok.

33

C o

Minthogy az A, B pontok mindegyike egyenld tavolsagra van G -t0l és 2-t0l, a 17 szakasz

felezomerdlegese athalad ezeken a pontokon, tehat az 4B egyenessel azonos. Eszerint a Cr0 pontok

erre az egyenesre nézve szimmetrikusan helyezkednek el. Ha tehat az A5C,A

ABCT,A
-C

-et az AB egyenesre

tlikrozziik, akkor fedi az t. —

Bizonyitasunk mutatja, hogy ha két haromszog oldalai paronként egyenldk, akkor a haromszogek
sikbeli vagy esetleg térbeli elmozgatassal fedésbe hozhatok. Ez a megallapitas elfajulé haromszogekre
is vonatkozik.

Tétel. Minden egybevagosag szogtarto.

Tételiink azt is kimondja, hogy egybevagd haromszogek megfeleld szogei egyenlok.

5,0, 5, C,

Bizonyitds. Ha az egybevagosag az 4, pontokhoz az 4, pontokat rendeli, akkor az

450 és 450 (esetleg elfajuld) haromszdgek megfeleld oldalai egyenldk, hiszen az egybevagosag
tavolsagtartd. Ebbol viszont kdvetkezik, mint éppen lattuk, hogy ez a két haromszog elmozgatassal

fedésbe hozhato. Igaz tehat, hogy ABGH =450
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Tétel. Két sokszog egybevago, ha megfeleld oldalaik és atloik egyenlik.

Haromszogekre e tételt az imént mondtuk ki. Megjegyezziik, hogy tobb oldalii sokszogekre a tétel
feleslegesen sokat kivan, mert az egybevagdsag mar kevesebbdl is kovetkezik.

Bizonyitas. Szakaszunk elsé tétele szerint harom-harom megfeleld s nem kollinearis cstcs két
egybevagd haromszoget hataroz meg. Fektessiik egymasra a két sokszoget ugy, hogy két ilyen

BCa) és tegyiik fel, hogy két tovabbi megfeleld csucs, =

L. o1,

egybevagd haromszog egymast fedje (4
és 2y, mégsem fedi egymast. Minthogy 4, B és C ugyanakkora tavolsagra van o -t61 és

mind a hdrom pont a L0, szakasz felezOmerdlegesén kell, hogy legyen. Minthogy ez lehetetlen, mert
nem kollineéris pontokrol van sz6, azért minden megfeleld csucspar fedi egymast, és a két sokszog
egybevago. —

Tételiinknek specidlis eseteként kiemeljilk, hogy a sikban egy pont helyzete egyértelmtien
meghatarozott, ha egy haromszog harom csticsatol mért tdvolsagat ismerjik.

Sokszdgek egybevagosaganak megallapitasara a kovetkezo tétel is alkalmas.
Tétel. Két egyszerii, sokszog egybevago, ha megfelel6 oldalaik és szogeik egyenlok.

A tétel haromszogeknél is feleslegesen sokat kivan, hiszen haromszogeknél elég az oldalak
egyenldségét tudni. Mas sokszdgeknél sincs sziikség minden oldal és szdg egyenldségének
megallapitasara.

Bizonyitasként elég megfontolnunk, hogy ha tigy helyezziik egymasra a két sokszdget, hogy két-két
megfeleld és egymashoz csatlakozo oldaluk egymast fedje, akkor az oldalak és szogek egyenlésége
alapjan szomszédrol szomszédra menve kdvetkezik, hogy valamennyi csucs fedi egymast. —

A Azt az eljarast, mikor a bizonyitand6 allitas tagadasabol lehetetlenségre kdvetkeztetiink, s ezzel
az allitas helyességét igazoljuk, indirekt bizonyitasnak (lehetetlenségre kovetkeztetés, deductio ad
absurdum) nevezziik. Az ilyen okoskodast sziikségképpen csak torz abraval kisérhetjiik, hiszen olyat
akarnank abrazolni, ami nincs. E szakasz harmadik tételénck a bizonyitasat is csak szandékkal torz
abraval kisérhetnok.

B1 Az elsé tételt semmitmondonak hiheti valaki a kovetkez6 indokolassal: ,,két alakzat egybevago,
ha megfeleld tavolsagaik egyenldk; egy haromszogben csak harom tavolsdg van s igy, ha ezek
két haromszogben paronként egyenldk, akkor magabdl az egybevagdsag fogalmabol kovetkezik e
haromszogek egybevagosaga, és bizonyitasra sziikség nincs”. Igaza volna az okoskodonak, ha harom
pontbdl allo alakzatrol volna sz6. Akar haromszdgvonalra, akar haromszoglemezre gondolunk, hibas
az okoskodas, és a hiba az egybevagosag fogalmanak félreértésén alapul. Két alakzat egybevago, ha
az egyiknek minden egyes pontjahoz ugy rendelheté hozza a masiknak egy-egy pontja, és valamennyi
pontjahoz annak valamennyi pontja,hogy az egyik alakzat barmely két pontjanak tavolsaga a masik
alakzat megfelel6 pontjainak tavolsagaval egyenld (v6. 6.2 B2). Tételiink bizonyitasa a haromszogek
egymasra fektetése itjan ilyen hozzarendelést szolgaltatott, s ezzel az egybevagosagot bizonyitotta.
Az elbadott okoskodas hibas 1épése az a kijelentés volt, hogy ,,egy haromszoégben csak harom tavolsag
van”, az egybevagosag értelmezésében viszont a haromszdg barmely két pontjanak tavolsaga szerepel,
pl. két oldal felez6pontjanak tavolsaga is.

B2 A masodik tétellel kapcsolatosan tesziink néhany kiegészité megjegyzést.
Ez a tétel azt mondja ki, hogy minden egybevagdsag szogtartd, de ez tobbféleképpen érthetd. Erthetd
elsGsorban ugy, hogy azt mondja ki, amit a bizonyitasban igazoltunk, hogy ti. az 4. B G targypontok

Ay, By, T képeire A1 = 4,80

Ebbdl a tulajdonsagbol mar kovetkezik, hogy minden egybevagosag félegyenestartd, hiszen a C

pont akkor és csak akkor van az 4B félegyenes belsejében, ha FAC%=0. Minden egybevagosig
rendelkezik tehat mindazokkal a tulajdonsagokkal, amelyekrdl 6.1 B4 szolt. Ezeket kiegészithetjiik
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azzal, hogy a szakasz képe a tavolsagtartas miatt ugyanakkora szakasz, s hogy a szdgvonal és a
szdgtartomany esetében masodik tételiink szerint a képekhez is ugyanakkora szdgek tartoznak. Az
utobbi kijelentés helyessége kozvetleniil csak a konvex szdgtartomanyokra adoédik, de ebbdl mar
kovetkezik, hogy a kijelentés a kiegészitd tartomanyokra, tehat a konkav szdgtartomanyokra is helyes.
Ezek szerint az egybevagosag szogtartd a szogvonalak és a szogtartomanyok tekintetében is.

Megemlitjiikk végiil, hogy a masodik tétel szovegében szandékkal all csak egybevagdsag, nem
pedig a sik egybevagdsaga, vagy sikbeli alakzatok egybevagosaga. A tétel ugyanis mindenfajta
egybevagosagra érvényes, a sik és a tér egybevagosagaira, valamint a sikbeli és a térbeli alakzatokon
definialt egybevagosagra egyarant (vo. 6.2 Bl). A tételre adott bizonyitasunk mindezt bizonyitja,
hiszen az allitds minden esetben haromszogek szogeinek egyenldségérdl szol.

B3 E szakasz tételeinek néhany nevezetes kovetkezményét emlitjiik meg.

a) Minden tiikrozés szogtarto, hiszen minden tiikrozésfajta egybevagosag. Hangsulyozzuk, hogy
ez a megallapitas a térbeli tiikkrozésre is vonatkozik (vo. 6.3 B2), s6t a teljes sik és a teljes tér
egybevagosagairdl szolva szakaszunk masodik tételének éppen ez a lényeges mondanivaldja, hiszen
tiikrozéssel és elmozgatassal minden egybevagosag eldallithato (lasd 6.5 B2).

b) Egybevago sikbeli alakzatok mozgassal fedésbe hozhatok. Itt nemcsak sikmozgasra, hanem a sik
térbeli mozgatasara is gondolunk. Mivel az elmozgatassal fedésbe hozhatd alakzatok egybevagok,
azt is allitjuk, hogy két alakzat akkor és csak akkor egybevago, ha elmozgatassal fedésbe hozhatok.
Bizonyitasként elég a harmadik tételiink bizonyitasara hivatkozni. Ez a bizonyitds sz6 szerint
alkalmazhato itt is, ha az alakzatok nem linearisak. Ha viszont linearis alakzatrol van sz, akkor az A4,

D, b,

B, C pontok helyett elég csak két pontrol besz¢lni; ha ugyanis a megfeleld pontok nem fednék

egymast, akkor arra a lehetetlen kdvetkeztetésre jutnank, hogy a Db, egyenesnek két pontja van
ugyanakkora tavolsagra a B, B, pontoktol, pedig a By szakasz felez6pontja az egyetlen ilyen pont.

¢) Keét egybevago sikbeli alakzathoz talalhato a siknak olyan egybevagosaga, amely a két alakzatot
egymadshoz rendeli. Allitjuk tehat, hogy egy sikbeli alakzaton definidlt egybevagosag kiterjeszthetd a
teljes sikon definialt egybevagosagga (vo. 6.2 B2). Az allitds nyomban kovetkezik az el6z6bol, hiszen
a sik elmozgatésa a teljes sikot is tavolsagtartdan képezi le.

11.2 Tétel. Két haromszog egybevago, ha
a) ket oldal s az altaluk kézrefogott szog vagy
b) egy oldal s a rajta nyugvo két szog

a két hdromszdgben paronként egyenld (34.4bra).
a
A Z[ ’
b
)]
a
a
b :
34

Bizonyitas. a) Ha két oldal s az altaluk kdzrefogott szog egyenld, akkor e két szoget tigy helyezhetjiik
egymasra, hogy a megfeleld szarak fedjék egymast. Minthogy az e szarakon levé haromszdgoldalak
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egyenldk, e mozgatas a haromszogek valamennyi csucsat, s igy magukat a haromszogeket is fedésbe
hozza.

b) Ha egy oldal s a rajta nyugvé két szog egyenld, akkor a két haromszodget ugy helyezhetjiik egymasra,
hogy az egyenld oldalak egymast fedjék, mégpedig megfeleld végpontjaik keriiljenek egymasra,
tovabba, hogy mindkét haromszdg ugyanabban a k6zds oldalegyenes altal hatarolt félsikban legyen.
A szogek egyenldsége miatt ez az elmozgatas a két sz0g masik szarait is egymasra helyezi. A két
haromszoget tehat az 0j helyzetben ugyanazok az egyenesek hataroljak, s ezért a haromszogek fedik
egymast. —

Tétel. Két haromszog egybevago, ha benniik egy oldal, a szemkozti szog és egy az oldalon nyugvo
sz0g paronként egyenlo.

Ez a tétel az el6z6nek b) részével egyiitt kimondja, hogy: két haromszog egybevago, ha benniik egy
oldal és két ehhez képest ugyanugy elhelyezked6 szog paronként egyenld.

Bizonyitas. Helyezziik egymasra a két haromszognek egyenld oldalakon nyugvo szdgeit, s fedjék
egymast az egyenld oldalak is (35. abra). Tegyiik fel, hogy a haromszogek nem fedik egymast, tehat 4

¢s “% nem azonos. E feltevésbél ellentmondésra kovetkeztetiink. A két haromszognek A el es 5o
nél levé szogeit tekintjiik, amelyek a feltevés szerint egyenldk. Amde az egyik kiils6 szoge, a masik
meg nem mellette fekvo belsd szoge ugyanannak a haromszognek, ezért egyenldk nem lehetnek. Ez

az ellentmondas bizonyitja, hogy 4 és 4, azonos, s igy a két haromszog egybevagd. —
A A masodik tétel kdzvetleniil adodik az els6bél, ha a haromszog szogeinek Osszegére vonatkozd

tételt hasznalhatjuk (lasd 13.1).

35
A,
A
b
8 a C
36

11.3 Tétel. Két haromszég egybevago, ha két oldaluk, s ezek koziil a nagyobbikkal szemben fekvié
szoglik paronként egyenlo.

Bizonyitds. Helyezziik egymasra a két rovidebb oldalt, s a rajtuk nyugvoé egyenld szogeket (36. abra).
Ha a haromszdgek harmadik csticsai nem azonosak, és pl. 54 <B4, akkor <4 az A4 BCA belsejében
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halad, s ezért a 10. § utolsé megjegyzése szerint kisebb a CB és C4, oldalak nagyobbikanal, tehat
C4, -nél. A kapott C4 <4 egyenl6tlenség azonban nem teljesiilhet, hiszen ezek a feltevés szerint

egyenld szakaszok. Ezért 4 g5 azonos, s a haromszogek egybevagok. —

Megjegyezziik, hogy nem kovetkezik két haromszog egybevagdsaga abbol, hogy két oldaluk s koziilik
a kisebbekkel szemkozti szogek egyenlok. Erre a 32. abran ACFA gg BUPA gz0]galtat példat.

11.4 Egy haromszog harom oldala és harom szdge a haromszognek hat adata. E paragrafus el6z6
tételeinek tobbsége azt mondja ki, hogy két haromszog egybevago, ha e hat adat koziil bizonyos harom-
harom megfeleld adat egyenld. Egybefoglalhatjuk tételeinket a kovetkezoképpen: Két haromszog
egybevagosaga kovetkezik abbdl, hogy harom oldaluk és harom szogiik koziil harom-harom megfeleld
adat egyenld, kivéve azt a két esetet, amikor ket oldal s a kisebbikkel szemkézti szog egyenld, s amikor
a harom szog egyenlo. Az éllitas utobbi részét példaval csak késobb tamaszthatjuk majd ala (hasonld
haromszogek).

Egy derékszogli haromszdg harom oldala és két szoge e haromszognek 6t adata. A mondottakat
derékszogli haromszogre alkalmazva a kovetkezot allithatjuk: Keét derékszégii  hdaromszdg
egybevagosaga kovetkezik abbol, hogy hdarom oldaluk és két hegyesszogiik koziil két-két megfelelo
adat egyenld, kivéve azt az esetet, amikor a két hegyesszog egyenld. Gondoljuk meg ugyanis, hogy a
legnagyobbik oldallal szemkozti szoget mindig ismerjiik.

Egy egyenld szarG haromszog széra, alapja, szarszoge és alapjan nyugvo szoge e haromszognek
négy adata. Erre az esetre a kovetkez6t mondhatjuk ki: Két egyenld szaru haromszog egybevagosaga
kovetkezik abbol, hogy szaruk, alapjuk, szarszogiik és alapjukon nyugvo szogiik koziil két-két megfelelé
adat egyenld, kivéve azt az esetet, amikor két szogadat egyezik. Gondoljuk meg ugyanis, hogy a szar
megadasa két oldal ismeretét, az alapon nyugvé szog pedig két szog ismeretét jelenti. Ha viszont
az alap és a szarszog egyezik meg, akkor egyenld szari haromszogeinket szimmetriatengelyeikkel
derékszoglh haromszogekre vagjuk, és ezeknek az egybevagdsagabol kovetkeztethetiink az egyenld
szar( haromszogek egybevagosagara, hiszen az alapok €s szarszogek fele a derékszogii haromszogek
befogojat és szogét adja.

Megemlitjiikk végiil azt a kovetkezményt, hogy két szabdlyos haromszég egybevigo, ha oldaluk
egyenlo, és hogy ket egyenld szaru derékszogii haromszég egybevago, ha befogojuk vagy atfogojuk
egyenlo.

A Egybevagosagi tételeinket korabbi targyalasunkban is bdven alkalmazhattuk volna mar, mi
azonban szivesebben dolgozunk geometriai atalakitasokkal (eltolassal, forgatassal, szimmetriaval) a
kovetkezdkben is.

rrrrr

kozvetleniil is belathato, a targyalast feleslegesen gépiessé, formalissa tenndk, s az igazi geometriai
tartalmat valamelyest elrejtendk. Az ilyen formalizmust sokszor a kényelem sziili, gépiessége csabit,
de igazi tudasunknak némileg torz kiilsot ad.

Mas a helyzet az axiomatikus vizsgalatoknal. Ott az egybevagédsagi tételek mindaddig
nélkiilozhetetlenek lehetnek, amig az axiomatikus felépités az imént emlitett geometriai
atalakitasokhoz el nem jutott.

B1 Ha mindenféle haromszodget tekintiink, megallapithatjuk, hogy alakjuk ismeretéhez harom
fiiggetlen valos szamadat, pl. két oldal s az altaluk kozrefogott szog ismeretére van sziikség. E tényt
ugy szokas kifejezni, hogy ,,a haromszdgek harom paraméteresen végtelen sokasagot alkotnak’’, vagy
hogy ,,haromszorosan végtelen sok haromszog van”.

Adatokat fiiggetleneknek akkor mondunk, ha nincs olyan dsszefiiggés, amelyet ezeknek az adatoknak
teljesiteniiik kell. A haromszog alakjara vonatkozé barmilyen adat egy egyenlet fennallasat jelenti a
haromszoget meghatarozo harom adat kozott. Altalaban igaz az, hogy n szamra vonatkozo n fiiggetlen

egyenlet egyiittes teljesiilése esetén az n szam csak véges sokféle értéket vehet fel, 2! fiiggetlen
egyenlet egyiittes teljesiilése esetén viszont az n szam még végteleniil sokféle értéket vehet fel.
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Messzire vezetne, ha szabatosan koriilirnok, hogy az ,,altalaban” sz¢ itt mit jelent. Megelégsziink ezért
ilyen laza szovegezéssel. BOvebb magyarazat nélkiil hangstlyozzuk azt a 1ényeges koriilményt is, hogy
csak olyan adatokra gondolunk, amelyek keveset valtoznak, ha az altaluk jellemzett alakzat keveset
valtozik.

A mondottakbol kovetkezik, hogy egy haromszdgre vonatkozé harom fiiggetlen adat ismeretében
altalaban tudjuk, hogy a haromszog alakja csak véges sokféle lehet; ezt roviden igy szoktak kifejezni:
,-a haromszoget harom adat meghatarozza”. Viszont két adat ismeretében altalaban tudjuk, hogy a
haromszog alakja még végtelen sokféle lehet; roviden: ,,a haromszoget két adata nem hatarozza meg”.

Hasonl6 okoskodas szerint s hasonl6an laza szovegezéssel: a deré¢kszogli s az egyenldszaru haromszog
alakjanak ismeretéhez 2 adat sziikséges és elegendd, viszont a szabalyos, s az egyenld szart
derékszogli haromszoget 1 adat hatarozza meg. Egy négyszog alakjat 5 adat szabja meg.

Mas a helyzet, ha nemcsak a sokszog alakjat, hanem alakjat és elhelyezkedését is figyelembe vessziik.
Egy sik haromszogei 6, derékszogii és egyenld szarti haromszogei 5, szabalyos és egyenld szart
derékszogli haromszogei 4, négyszdgei 8 paraméteres sokasagot alkotnak. A tér haromszogei 9
paraméteres sokasagot alkotnak. Szabatosan ismét meg sem szovegezve allitasunkat elmondhatjuk,
hogy pl. egy sikbeli haromszog helyzetének ismeretéhez 6, térbeli haromszog helyzetének ismeretéhez
9 adatra van sziikség. Vigyazni kell azonban a most mondottak alkalmazasanal, hogy egy kikotés hany
Ladatot” jelent, mert szovegezésiinkben mindig szdmadatra gondoltunk. gy pl egy csics megadasa
a térben 3 adatat jelent, mert egy térbeli pont helyzetét pl. azaltal jellemezhetjiik, hogy harom sikt6l
val6 tavolsagat adjuk meg; egy oldalegyenes ismerete 3 adatot jelent; ha tudjuk, hogy egy cstcs egy
megadott egyenesen, illetve egy megadott sikon van, ez 2, illetve 1 adatot jelent.

rrrrr

bizonyos harom adata a megadott értékekkel egyenld, akkor csak egyféle alaku van. Nem mondjak ki
tehat e tételek, hogy a harom adat szabadon megvalaszthato, s mindig talalhaté megfeleld haromszog.
Ez nem is igaz. Ha harom oldal van adva, ezekre a haromszog-egyenl6tlenségeknek kell teljesiilnitik.
Ha egy oldal és két szog van adva, akkor ezek dsszege 180°-nal kisebb kell hogy legyen, azonban
még e feltétel teljesiilése mellett sem igazolhatd egyelére a haromszog 1étezése. Ha két oldal és
az altaluk kozrefogott sz0g vagy a nagyobbikkal szemben levd szdg van adva, akkor csak annak a
természetes kikotésnek kell teljesiilnie, hogy az adott sz6g 180°-nal kisebb legyen. Allitasainkat azaltal
igazolhatjuk, hogy a haromszoget a megfelel6 adatokbol megszerkesztjiik. Ezekkel a szerkesztésekkel
késébb foglalkozunk (lasd 22.3).

11.5 Egybevagosagi tételeinkhez szorosan kapcsolodik, és azokat bizonyos mértékben kiegésziti a
kovetkezo két tétel.

Tétel. Ha két haromszogben két-két oldal egyenlo, akkor

vagy mindkét haromszogben ugyanakkora a két oldal altal kozrefogott szog, ¢és ugyanakkora a
harmadik oldal is,

vagy pedig az egyik haromszdgben nagyobb a két oldal altal kdzrefogott szog, és nagyobb a harmadik
oldal is.

E tétel magaban foglalja a hadrom oldalrdl, és, a két oldalrol s altaluk kozrefogott szogrol szolo
egybevagosagi tételt. A tételt igy is szovegezhetjiik: két oldal szogét valtoztatva a szemkozti oldal is
valtozik, a kettd egyszerre ndvekszik vagy csokken.

Bizonyitdas. a) Ha a két egyenld oldal egyenld szogeket fog kozre, akkor 11.2 els6 tétele szerint a
harmadik oldal is egyenld. Ekkor tehat a tételiinkben el6szor emlitett eset kovetkezik be.

b) Ha a két oldal altal kozrefogott sz0g az egyik haromszégben nagyobb, mint a masikban,
akkor helyezziik egymasra a két haromszoget ugy, hogy egyik egyenld oldalparjuk egybeessék,
s a nagyobbik kozrefogott szog lefedje a kisebbiket (37. abra). A kiilonbségiikként ad6dd szog

szogtelezd egyenese ekkor a kisebbik szdgon kiviil halad. Ez azt jelenti, hogy az 4.5 pontok 44

felezOmerdlegesének ugyanazon az oldalan vannak. 9.2 utolso tétele szerint tehat 54 > B4, azaz a
tételiinkben masodiknak emlitett eset kovetkezik be.
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12. §

¢) A paronként egyenld oldalak altal kozrefogott szogek vagy egyenldk, vagy pedig az egyik masiknal
nagyobb. Ezért a tételben emlitett esetek valamelyike mindig bekovetkezik. —

37

Tétel. Ha két derékszogii haromszog dtfogoja egyenlo és e haromszogeknek egy-egy hegyesszoget
tekintjiik, akkor

vagy mindkét haromszogben ugyanakkora e két szog s az ezekkel szemkozti két befogo,

vagy ugyanabban a haromszdgben van a két szog koziil s a velik szemkozti befogok koziil a
nagyobbik.

Bizonyitas. Tikrozzik mind a két derékszogli haromszoget arra a befogora, amelyik a tekintett
hegyesszoget hatérolja (38. abra). Igy két egyenlé szari haromszoghoz jutunk, amelyeknek szarai
egyenlOok. E haromszogek szarszoge az eredetileg tekintett hegyesszog kétszerese, alapjuk pedig a
tételben szerepld befogod kétszerese. Az eldzo tétel igy éppen allitdsunk helyességét bizonyitja. —

38

Tételiinkbdl kovetkezik, hogy a tételben szerepld hegyesszogek melletti befogdkra hasonlot
mondhattunk volna ki, mint a szemkoztiekre, azzal az eltéréssel, hogy a nagyobbik hegyesszog mellett
a kisebbik befog6 van.

Ha ugyanis a derékszogii haromszog atfogoja valtozatlan marad, de egyik hegyesszoge csokken, akkor
a masik ndvekszik, mert ha nem ndévekednék, akkor az uj haromszog elférne a régiben, s ezért 9.1
masodik tétele szerint nem lehetne derékszogi.

Ez a kiegészités azt is mutatja, hogy ha egy derékszogli haromszog atfogojat nem valtoztatjuk, és egyik
befogojat noveljiik, akkor a masik befogd csokken.

A Nem célszerti az els tételt tilzottan lerdviditve igy szovegezni: ,,nagyobb szoggel szemben nagyobb
oldal van és forditva”, hiszen 9.2 elsé tétele is ugyanigy szdlhatna.

Parhuzamos egyenesek

Egy a szemlélettel aldtdmasztott Ujabb megallapitas, axidma bevezetése utan a parhuzamos
egyenesekre vonatkozé alapvetd tényeket targyaljuk. Tételeink helyessége javarészt kozvetlentil
belathat6 a szemlélet alapjan.
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12.1 Két egyenes parhuzamos, ha egy sikban vannak és nincs kézds pontjuk. Parhuzamosnak mondjuk
a parhuzamos egyenesek altal tartalmazott félegyeneseket és szakaszokat is. A siknak két parhuzamos

egyenes altal hatarolt részét sdvnak nevezziik. A parhuzamossag jele || , a nem parhuzamossag jele f

Tétel. Van olyan egyenes, amely egy megadott ponton athalad s egy a ponton at nem halado, megadott
egyenessel parhuzamos.

Bizonyitas. a) Tekintsiik az adott P pontot és az e egyenest (39. abra). Legyen A4 tetszdleges pontja e-
nek, s legyen a PA szakasz felezOpontja B. Ez a B pont nincs az e egyenesen, hiszen A4 rajta van és P
nem. Azt allitjuk, hogy ha az e egyenest a B pontra tiikrozziik, a P ponton athaladoé és e-vel parhuzamos
fegyenest kapunk.

_F ‘ £

39

b) Minthogy e athalad az 4 ponton, tiikkorképeikre is all, hogy fathalad a P ponton. Tegyiik fel, hogy az
e, fegyeneseknek van k6z6s pontjuk. Ha C ilyen kozds pont, akkor C-nek B-re vonatkozo D tiikorképe
rajta van az e egyenesen, hiszen C rajta van az f egyenesen. Eszerint e tartalmazza a C, D pontokat,
amelyek egymasnak B-re vonatkozo tiikorképei. Ezért e-nek at kell haladnia a B ponton is, jollehet
megallapitottuk, hogy B nincs az e egyenesen. Ez az ellentmondas bizonyitja, hogy az f'egyeneseknek
nincs kodzos pontjuk, hogy tehat parhuzamosak, hiszen egy sikban vannak. —

A tétel a parhuzamos létezését mondja ki, bizonyitasa szerkesztési utasitast is ad, hiszen e tiikorképét
megkaphatjuk, ha egy masodik pontjat is tiikrozziik, s e pontot P-vel 0sszekdtjiik. Megkapjuk a
tiikkorképet akkor is, ha az 4-nal levé & szdget P-nél megfeleld modon felmérjiik.

Kiemeljiik a bizonyitasbdl, hogy ha egy egyenest egy rajta kiviil elhelyezkedd pontra vonatkozolag
tiikroziink, akkor parhuzamos egyeneshez jutunk.

B A sik és a tér minden el nem fajuld félegyenestartd leképezése (vo. 6.1 B4) parhuzamossagtarto,
azaz parhuzamos egyenesekhez ugyanilyen egyeneseket rendel. Ez abbdl kovetkezik, hogy ha
a képegyeneseknek volna ko6zos pontjuk, akkor ennek inverzét a targyegyenesek mindegyike
tartalmazna. Ezek szerint a sik és a tér minden egybevagdsaga parhuzamossagtarto.

12.2 Kimutattuk, hogy egy egyeneshez barmely kiils6 ponton at lehel parhuzamost hizni. A szemlélet
alapjan ugy tlinik, hogy csak egyet lehet, azonban ezt eddigi megallapitasainkra tdmaszkodva logikai
uton bizonyitani nem lehet. Ezért ezt a megallapitast, mint tovabbi okoskodasainknak egyik pillérét,
hangstlyozottan kiemeljiik:

Parhuzamossagi axioma. Egy ponton dt csak egy olyan egyenes halad, amely egy a ponton dt nem
halado egyenessel parhuzamos.

Egy ponton at tehat egy és csak egy olyan egyenes halad, amely egy a ponton at nem halado
egyenessel parhuzamos. E16z6 tételiink mar kimondta, hogy legalabb egy parhuzamos van. Axiomank
azt hangstlyozza, hogy nincs tobb.

B1 Egyes eddigi részleteknél egyszerusitést jelentett volna, ha ezt az 0j axiomat is hasznaljuk.
Szandékkal kertiltiik azonban eddig a parhuzamossagi axiéoma felhasznalasat, hogy megmutassuk, e
nélkil az axidma nélkdil is lehetséges a geometriai ismeretek egy részének targyaldsa.

B2 Valaszthattunk volna mas tényt is 4j axiomaként valé kimondasra: Erre minden olyan megallapitas
alkalmas, amely szemléletesen kozvetleniil belathatd egyszerli tényt fejez ki, s amelybdl eddigi
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axiomainkat is felhasznalva pusztan logikai uton kovetkeztetni lehet a parhuzamossagi axiomankban
leszogezett tényre. Maga Euklides a kovetkezd axiomat mondta ki: ,,Ha egy egyenes masik kett6t
ugy metsz, hogy a metszé egyenes ugyanazon oldalan beliil keletkezd két szog dsszege a derékszog
kétszeresénél kisebb, akkor a két egyenes hatartalanul meghosszabbitva azon az oldalon talalkozik,
amelyik oldalon az a két sz6g van, amelyeknek Osszege két derékszognél kisebb.” Parhuzamossagi
axiomakeént konyviink ezutani részeinek szinte barmely tétele helytallhatna. A legnyilvanvalobbak
koziil a kdvetkezoket emlitjikk: a haromszog szogeinek 0sszege 180°; vannak olyan haromszogek,
amelyeknek szdgei paronként megegyeznek, s amelyek nem egybevagok; barmely harom ponton
athalad vagy egy egyenes, vagy egy kor; egy szogtartomany belsejének barmely pontjan at lehet
olyan egyenest huzni, amely a sz0g szarait metszi; ha egy haromszdget egy egyenesnek tamasztva
csusztatunk, harmadik cstcsa is egyenesen mozog; van tetszOlegesen nagy teriiletii haromszog.
Barmily magatol értetddd is e kijelentések egyikének vagy masikanak helyessége, valamelyiknek
axiomaként valoé kimondésara sziikség van.

B3 A parhuzamossagi axiomat elsének Euklides mondta ki. Fent idézett szovege Elemek c. miivének
6todik posztulatuma (késobbi, de ugyancsak igen régi Euklides-szovegekben tizenegyedik axiomaja).
Mar e miibdl is kitlinik, hogy Euklides megkisérelte ezt az axidomat a tobbibdl levezetni. Tobb mint két
évezreden at hidba iparkodtak a matematikusok, hogy ezt megtegyék. Munkajuk eredménye legfeljebb
az volt, hogy a parhuzamossagi axiomat egy masikkal potoltak.

B4 A 18. szdzadban felmertilt az a gondolat, hogy talan a parhuzamossagi axiéoma tagadasat is ki
lehetne mondani 1j axidomaként, s erre is lehetne egy geometriai targyalast felépiteni. Nehéz feladat
ez, mert a szemlélettel ellentétesnek latszo allitasokkal dolgozik. A cél az lett volna, hogy ebben
a targyalasban ellentmondasra bukkanjanak, s ezuton igazoljak, hogy a parhuzamossagi axidma
mégis csak kovetkezménye a tobbinek. A magyar Bolyai Janos (1802—1860, hadmérnok) és az
orosz N. L. Lobacsevszkij (1793—1856, a kazani egyetem tanara) voltak az els6k, akik egymastol
fiiggetleniil s szinte egy id6ben (1823—26. években) ilyen nem-euklideszi geometriat felépitettek, és
arra a gondolatra jutottak, hogy abban nincs ellentmondés. Ez a geometria joval bonyolultabb, mint
a parhuzamossagi axiomat elfogadd euklideszi geometria. Azt, hogy a Bolyai—Lobacsevszkij-féle
hiperbolikus geometriaban ellentmondasra nem is lehet jutni, kifogastalanul elsonek F. Klein (1849—
1925, a géttingai egyetem tanara) bizonyitotta be 1871-ben. Ez az eredmény szabatosabban azt jelenti,
hogy a hiperbolikus geometriaban sincs ellentmondas, ha az euklidesziben nincs (v6. 2.2 B2). Mi a
parhuzamossagi axioma elfogadasaval becsuktuk a kaput, amely Bolyai Janos ,,i1j mas vilaga” felé
nyilik.

B5 Csak a tapasztalat dontheti el azt, hogy valdsdgos teriinkben az euklideszi geometria-e a helyes.
Erre pl. a haromszog szdgeinek pontos megmérésével lehetne felelni, meg kell azonban vizsgalni azt
is, hogy azok a vonalak, amelyekhez 1.1 itmutatdsa szerint jutunk, kielégitik-e korabbi axiémaink
kovetelményeit (vo. 2.2 Bl). Méréseink azonban nem tokéletesen pontosak, és csak azt mutatjak,
hogy a valdsagban az euklideszi geometria vagy szigoriian érvényes, vagy pedig nem érvényes, de a
valdsagot olyan jol megkozeliti, hogy pontatlansagat fogyatékos méréseinkkel észlelni nem tudjuk.
Ezért a gyakorlatban az euklideszi geometria mindenképpen megfelel, és pl. a mérnokot a mondott
kétféleség nem is érdekli.

Amit a mérésekrél mondtunk, természetesen csak a foldi méretekre vonatkozik. Megvan a lehet6sége
annak, hogy valamikor pontosabb eszkdzokkel és nagyobb méretekben olyan mérést lehessen végezni,
amely mar cafolja az euklideszi geometriat. Meg kell itt emliteni, hogy az altalanos relativitaselmélet
szerint az euklideszi geometria nem fedi teljesen a valosagot, viszont a hiperbolikus geometria sem
teszi meg ezt. A valosag egyre pontosabb leirasdhoz itt is egyre finomabb eszkdzokre van sziikség.

12.3 Ha két egyenest egy harmadikkal metsziink, a két metszéspontnal 6sszesen nyolc szog keletkezik.
Ha ezek koziil két mas-més metszéspontnal elhelyezkedd szoget ismeriink, akkor valamennyit
ismerjiik (v0. 3.6). Elég ezért, ha a kdvetkezo tételben nem mind a nyolc szogrél, hanem koziiliik csak
kettordl szolunk.

Tétel. Ha két egyenest egy harmadikkal metsziink: és a keletkezo nyolc sz6g koziil két olyat szemeliink
ki, amelyek mas-mds metszéspontndl, a metszo egyenes mds-mds oldalan és a metszett egyenesek kozott
helyezkednek el, akkor a metszett egyenesek parhuzamossdaganak sziikséges és elégséges feltétele az,
hogy a két kiszemelt szog egyenlo legyen (40a abra).
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40

Bizonyitdas. a) Mar 12.1-ben kimondtuk a feltétel elégségességét, vagyis azt, hogy ha a kiszemelt
szogek egyenlok, akkor a metszett egyenesek parhuzamosak.

b) A parhuzamossagi axiomabol a feltétel sziikségességére kovetkeztetiink, tehat arra, hogy ha
parhuzamos egyeneseket metszettiink, akkor a kiszemelt szogek egyenl6k. Ha ugyanis nem egyenlok,
akkor a metszett egyenesek egyikét a metszéspont koriil elforgathatjuk ugy, hogy a szdban forgd
szogek egyenlokké valjanak. a) szerint ekkor parhuzamos egyenesekhez jutottunk. Mivel egy ponton
at csak egy parhuzamos fektethetd, nem lehetett parhuzamos az az egyenes, amelyet elforgattunk. Ha
tehat parhuzamos egyenesekbdl indultunk ki, akkor ez az eset nem kdvetkezhetik be, azaz a kiszemelt
szogeknek egyenloknek kell lenniiik. —

Kiemeljiik tételiinknek azt a specialis esetét, amely szerint két egyenes parhuzamos, ha mindkettd
merdleges ugyanarra a harmadik egyenesre.

Ujabb sziikséges és elégséges feltételekhez jutunk, ha a tételben kiszemelt szdgek egyike helyett
ennek csucsszogét vagy mellékszogét szerepeltetjik (40b — c 4abra). A metszett egyenesek
parhuzamossaganak sziikséges ¢és elégséges feltétele tehat annak a két szognek az egyenldsége,
amelyek mas-mas metszéspontndl, a metsz6 egyenes azonos oldalan tigy helyezkednek el, hogy
egyikiik a metszett egyenesek kozott van, a masik meg nincs. Hasonloképpen sziikséges és elégséges
feltétel az, hogy azok a szogek, amelyek a metsz6 egyenesnek ugyanazon az oldalan és a metszett
egyenesek kozott vannak, kiegészit6 szogek legyenek (vo. 12.2 B2).

A Ahelyett, hogy az E esemény akkor és csak akkor kovetkezik be, ha az F esemény bekovetkezik,
azt is mondhatjuk, hogy F bekdvetkezése E bekdvetkezésének sziikséges és elégséges feltétele.
Mondhatjuk ugyanis, hogy F' bekdvetkezése sziikséges ahhoz, hogy E bekdvetkezzék, és azt is, hogy
F bekdvetkezése elégséges ahhoz, hogy ebbdl E bekovetkezésére kovetkeztethessiink.

Egy feltétel lehet sziikséges, de nem elégséges. Igy pl. 4B > AC csak sziikséges feltétele annak, hogy

az ABT4 _pek C-nél derékszoge legyen. Ez utobbi esemény ,,csak akkor” kovetkezhetik be, ha az elsé
is teljestil.

Egy feltétel lehet elégséges, de nem sziikséges. Igy pl. két haromszog egybevagosaga csak elégséges
feltétele annak, hogy a haromszogek keriiletei egyenldk legyenek. Ez utdbbi esemény mindenesetre
bekovetkezik ,,akkor”, ha az elsé teljesiil.

B Besz¢éltiink arrol, hogy két egyenes atmetszésekor a keletkezd szogek valamelyike az egyenesek
kozott van. Ez pontosabban azt jelenti, hogy az egyik metszéspontnal elhelyezkedd szog hatarvonala
tartalmazza a masik metszéspontot is.

12.4 A kovetkezOkben a parhuzamossagi axioma nevezetes kovetkezményeivel foglalkozunk.

Tétel. Ha a sikban egy egyenes két parhuzamos egyenes egyikét metszi, akkor metszi a masikat is.

Ez a tétel mas fogalmazasban azt mondja ki, hogy ha egy egyenes két parhuzamos egyenes egyikével
parhuzamos, akkor parhuzamos a masikkal is, hacsak nem azonos azzal.

Bizonyitds. Ha a tétel allitdsa hamis volna, ha tehat egy egyenes metszené az egyik parhuzamost, de
a masikat nem, akkor volna a sikban két egymast metsz6 egyenesiink és egy harmadik, amelyiket
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egyikiik sem metsz. Ez azonban lehetetlen, mert két egyenesiink metszéspontjan at a parhuzamossagi
axioma szerint csak egy olyan egyenes halad, amely a harmadik egyenest nem metszi. —

Kimondhatjuk tételiink alapjan, hogy ha akarhany egymadssal parhuzamos egyenest adunk meg
a sikban, akkor a sik minden tovabbi egyenese vagy metszi mindegyiket, vagy parhuzamos
mindegyikiikkel. Az is kozvetleniil adddik a tételbdl, hogy ha a sik két egyenese parhuzamos
ugyanazzal az egyenessel, akkor ez a két egyenes is parhuzamos egymassal, s hogy egy egyenes nem
lehet két egymast metsz6 egyenes mindegyikével parhuzamos, hanem kell, hogy legalabb az egyikiiket
messe.

Két (nem feltétlenill kiilonb6z6) egyenest egyezd dllasunak mondunk, ha parhuzamosak vagy
azonosak. Tételiink alapjan kimondhatjuk, hogy ha a és b valamint b és ¢ egyez6 allast egyenesek,
akkor a ¢és ¢ is egyez6 allasu. Egyez6 allasu egyenesek szakaszait is egyez6 allasinak mondjuk.

A Eldfordul, hogy a parhuzamos sz6t annak jeldlésére is hasznaljak, amit mi egyezd allastinak
mondtunk, hogy tehat azonos egyeneseket is parhuzamosaknak mondanak. Ez a szokas zavart okozhat,
hacsak nem szerepel az eredeti értelemben vett parhuzamossag jelolésére megkiilonboztetésiil mindig
az, hogy parhuzamos ¢és kiilonbozd. Ebben a kdnyvben a parhuzamos sz6 mar eleve kiilonb6z6t is
jelent.

B Utolso allitasunk kimondja, hogy az egyenesek allasanak egyezése tranzitiv relacio. Ez a relacio
reflexiv is (azaz: minden egyenes 6nmagaval egyez0 allasu), és szimmetrikus is (azaz: ha egy egyenes
allasa egy masikéval egyezd, akkor ezé a masiké is egyezd az els6ével). Ez a harom tulajdonsag
biztositja azt, hogy ez a relacio osztalyokat 1étesit, vagyis hogy a sik egyenesei osztalyokba sorolhatok
ugy, hogy két (nem feltétleniil kiilonb6z6) egyenes akkor és csak akkor egyez6 allasu, ha ugyanabba
az osztalyba tartoznak. Az dllds egy osztaly egyeneseinek a kozos tulajdonsaga. Egy allast azaltal
adhatunk meg, hogy a megfeleld egyenesosztaly egy egyenesét megadjuk, de megadhatjuk egy ilyen
egyenes szakasza vagy félegyenese altal is.

12.5 Egy egyenesen elhelyezked6 félegyenesek iranyardl mar szo volt. Két parhuzamos félegyenest
egyezd iranyunak mondunk, ha kezd6pontjaik egyenese a két félegyenest nem valasztja el. Ha
elvalasztja, akkor a két félegyenes ellentétes iranyu. Ebb6l maris kovetkezik, hogy ha egy félegyenest
egy pontra tiikroziink, akkor ellentétes iranyt félegyeneshez jutunk.

Két parhuzamos félegyenes iranya vagy egyezd, vagy pedig ellentétes, hiszen kezd6pontjaik egyenese
a sikot két félsikra vagja, és a két félegyenes vagy ugyanabban a félsikban, vagy pedig mas-mas
félsikban van. Azt is latjuk, hogy egy megadott pontbol egyetlenegy olyan félegyenes indul, amely
egy megadott félegyenessel egyez0 iranyu.

Tétel. Ha a sik egy félegyenese ket mdasik félegyenes mindegyikével egyezo iranyu, akkor ez a két
félegyenes egymdssal egyezd iranyii.

Ha egy egyenesen elhelyezked6 félegyenesekrol van szd, akkor mar tudjuk, hogy az allitas helyes.
Bizonyitas. a) E16szor azt bizonyitjuk, hogy ha az e egyenes 4, B pontjaibol kiindul6 a, b félegyenesei

egyez0 iranyuak €s pl. a tartalmazza a b félegyenest, akkor az e egyenessel parhuzamos ¢ félegyenes
vagy egyiranyl a-val is és b-vel is, vagy pedig egyikkel sem (41. abra).
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Tekintsiik evégbdl az AC egyenes altal hatarolt, az a félegyenest tartalmazo félsikot, valamint a
BC egyenes altal hatarolt, a b félegyenest tartalmazo félsikot. E félsikok kozos része egy C csucsu
szogtartomany, amely az 4 pontot nem tartalmazza, mert 4 az egyik félsikon kiviil helyezkedik el.
Szogtartomanyunk hatarat tehat a CA félegyenes meghosszabbitasa, valamint a CB félegyenes alkotja.

Minthogy ¢ egyenese e-vel parhuzamos, nem valasztja el az 4, B pontokat, ezért elvalasztja az imént
emlitett két félegyenest, és kettévagja az altaluk hatarolt szogtartomanyt. Ez azt jelenti, hogy ¢ vagy
benne van ebben a szdgtartomanyban, tehat a szerepeltetett két félsikban is, azaz egyiranyu a-val is és
b-vel is, vagy pedig c az igy elhelyezked6 félegyenes meghosszabbitasa, s akkor nem tartozik egyik
félsikhoz sem, tehat a-val is, meg b-vel is ellentétes iranyu.

b) Ha a tételben szerepld félegyenesek egy egyenesen vannak, akkor a tétel ismert tényt mond ki. Ha
koziiliik csak kettd van egy egyenesen, akkor a tétel helyessége kozvetleniil adodik a)-bol. Azt az esetet
kell tehat csak vizsgalnunk, amikor a harom félegyenes hdrom parhuzamos egyenesen helyezkedik el.

Tekintsiik az 4, B,C kezddpontu a, b, c félegyeneseket, amelyekrdl tudjuk, hogy a és b, valamint b és ¢
egymassal egyez0 iranyu (42. abra). Minthogy a és b egy iranyu, az AB egyenes altal hatarolt félsikok
egyike mindkettdt tartalmazza. Ez a félsik ¢ egyenesébdl is levag egy félegyenest, hiszen az el6z6

szakasz szerint AB metszi ¢ egyenesét is. Eszerint “1 egyiranyu a-val is és b-vel is. A mar elintézett
esetre hivatkozva kovetkezik ebbl, hogy b és ¢ egyiranylisaga miatt ¢ és “1 is egyez6 iranyu, tehat a

r - .« y . , . ooy ,
és "1 egyiranyisaga miatt a és c is egyez0 irany. —

42

A most bizonyitott tétel lehet6vé teszi, hogy parhuzamos iranyitott egyenesek iranyanak egyezésérol
vagy ellentétességérdl szo lehessen, hiszen pozitiv iranyu félegyeneseik iranyanak egyezése vagy
ellentétessége nem filigg attdl, hogy a félegyeneseket hogyan valasztottuk meg. Hasonldoképpen sz6
lehet parhuzamos iranyitott szakaszoknal is arrdl, hogy iranyuk egyezé-e vagy ellentétes.

Félegyenesekrol, iranyitott egyenesekrdl és iranyitott szakaszokrol egyarant elmondhatjuk, hogy
iranyuk csak akkor lehet egyezd, ha allasuk is megegyezik, és hogy allasuk egyezése esetén iranyuk
még kétféle lehet.

B1 Az irany egyezésérdl hasonlot mondhatunk, mint amit 12.4 B-ben az allas egyezésér6l mondottunk.
Ehhez meg kell jegyezniink, hogy azonos félegyeneseket egyezd iranyuaknak mondunk. Az irany
egyezése is reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relacio, amely a sik félegyenesein beliil osztalyokat
1étesit. Az irdny egy osztaly félegyeneseinek a k6zos tulajdonsaga. Egy iranyt azaltal adhatunk meg,
hogy a megfeleld félegyenes-osztaly egy félegyenesét megadjuk, de megadhatjuk megfeleld iranyitott
egyenes vagy iranyitott szakasz altal is.

B2 A sik el nem fajul6 félegyenestartd leképezéseirdl 12.1 B és az irdnyok egyezésének definicioja
alapjan kimondhatjuk, hogy az irdnyok egyezését megtartjak, hogy tehat az egyenesallasok, valamint
az iranyok korén beliil is leképezést 1étesitenek. Beszélhetiink tehat pl. arrdl, hogy egy sikmozgés egy
adott irdnyt milyen irdnyba visz at.

B3 Talén feleslegesen bonyolultnak tartja az olvasé az irany bevezetését, mert arra gondol, egyszeriibb
volna azokat a félegyeneseket mondani egyez0 iranyuaknak, amelyek eltolassal egymasba vihet6k at.
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Ez a definici6 azonban csak akkor allja meg a helyét, ha mar kimondasa eldtt tudjuk, hogy az eltolasok
csoportot alkotnak. Ezt valoban be is bizonyitjuk a kdvetkez6 szakaszban, de éppen az irany fogalmara
tamaszkodva. Felmeriilhet ezért az a gondolat, hogy masként kellene ezt a tényt bizonyitani, mégpedig
14.4 modszerével. Ott az eltolast azzal jellemezziik, hogy minden pont ugyanakkora tavolsagra mozdul
el és ugyanabban az iranyban. Ez a modszer tehat megint csak akkor hasznalhato, ha az irdny fogalmat
elézetesen mar tisztaztuk.

12.6 A sik eltolasainak azokat a sikmozgasokat neveztilk, amelyeknél a siknak egy egyenese
onmagaban mozog. K&zéjiik soroltuk a helyben hagyast, az el nem tolast is.

Tétel. A sik egyenesei akkor és csak akkor viheték at eltolassal egymasba, ha egyezo allasuak.

Allitjuk tehat, hogy egy egyenes eltolhaté megadott, vele egyez6 allast helyzetbe, s hogy minden
eltolas egyez0 allast egyenesbe viszi, azaz vagy helyben hagyja, vagy parhuzamos helyzetbe juttatja.

Bizonyitas. a) Azt bizonyitjuk, hogy ha a sikot az e egyenes mentén eltoljuk, akkor barmely a egyenes
onmagaval egyez6 allast b helyzetbe jut.

Ha a és e egyezd allastiak, akkor ez a beldliik eltolassal keletkezd b és e egyenesekre is all, hiszen
azonos egyenesek azonos egyenesekbe és kozos pont nélkiiliek kzos pont nélkiiliekbe jutnak. Ebbdl
az el6z6 szakasz szerint kdvetkezik, hogy a és b is egyez0 allasu.

Ha a metszi az e egyenest az 4 pontban, és az eltolas az 4 pontot B-be viszi, akkor B a b egyenesen
van (43. dbra). Minthogy az eltolas a szogek nagysagat nem valtoztatja meg, az a, e egyenesek altal
alkotott szogek rendre ugyanakkordk, mint a b, e egyenesek altal alkotott szogek. Két ilyen szdg
egyenldségébdl az el6zo szakasz szerint kovetkezik az, hogy a és b parhuzamosak, tehat egyezo
allasuak is.

A /B

43

b) Azt kell bizonyitanunk, hogy az a egyenest eltolassal atvihetjiik egy megadott, a-val egyez6 allast
b egyenesbe. Legyen 4 és B e két egyenes egy-egy pontja. Toljuk el az a egyenest az AB egyenes
mentén ugy, hogy 4 a B helyzetbe jusson.

A kapott egyenes a) szerint a-val egyez0 allasu, kell tehat hogy b-vel azonos legyen, hiszen tartalmazza
a b egyenes egy pontjat, a B pontot. —

Valamivel tobbet bizonyitottunk annal, mint amit a tétel kimondott. Bebizonyitottuk, hogy egy «
egyenest eltolassal egy megadott, a-val egyezé allasu b helyzetbe vihetiink gy, hogy a-nak adott 4
pontja b-nek adott B pontjat fedje.

Tétel. A sik félegyenesei akkor és csak akkor vihetok at egymdsba eltoldssal ha egyezd iranyuak.

Bizonyitas. a) El6szor csak azt latjuk be, hogy ha két félegyenes egymassal megegyezd irdnyu,
akkor a sik eltolasa ezeket 0jbol egymassal megegyezd iranyu félegyenesekbe viszi. Ez az irany
egyezésének definicidjabol kozvetleniil adodik, mert az eltolds nem valtoztat sem azon a tényen,
hogy egy félegyenes a masikat tartalmazza, sem azon, hogy két félegyenes kezddpontjaik 6sszekotd
egyenesének ugyanazon az oldalan van.

b) Azt bizonyitjuk, hogy az eltolés a félegyenesek iranyat nem valtoztatja meg. Elég ezt az adott iranyl
félegyenesek egyikére igazolni, hiszen ebbdl az el6z6 bekezdés alapjan kovetkezik, hogy az allitas
mindre is all.
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Toljuk el a sikot az e egyenes mentén. Az e egyenesen elhelyezkedd félegyenesekrdl tudjuk, hogy ez
az eltolas az iranyukat nem valtoztatja meg. Nem valtozik meg azoknak a félegyeneseknek az iranya
sem, amelyeknek csak a kezdépontja van az e egyenesen, hiszen az e egyenes altal hatarolt félsikok az
eltolas soran helyben maradnak. Ezzel mar be is fejeztiik allitasunk igazolasat, hiszen e egy pontjabol
kiindulva tetszélegesen megadott iranyt félegyenes hiizhato.

¢) Azt kell még bizonyitanunk, hogy ha két egy iranyu félegyenest adunk meg, akkor az egyiket
eltolassal a masikba vihetjiik at. Toljuk el evégbdl a sikot a félegyenesek kezdGpontjait 6sszekotd
egyenes mentén Ugy, hogy az egyik félegyenes kezddpontja a masik kezdGpontjaba jusson. Ez az
eltolas b) szerint nem valtoztatta meg a félegyenes iranyat, és ezért uj helyzete csak a masik megadott
féelegyenes lehet, hiszen egy pontbol csak egy ilyen iranyu félegyenes indul ki. —

Tétel A sik két eltolasanak egymasutanja a sik egy eltolasat adja.
Ha a két eltolas azonos egyenes mentén tortént, akkor mar 2.4-ben kimondott tényrél van szo.

Bizonyitdas. Minthogy sikmozgasokrdl van sz0, és a sikmozgast egy félegyenes kezd6 és véghelyzete
egyértelmiien meghatarozza, ezért csak azt kell belatnunk, hogy egy félegyenest a kétszeri eltolas
olyan helyzetbe visz, amelybe egyetlen eltolassal is atvihetd. Az el6z6 tétel szerint a félegyenes iranya
a kétszeri eltolasnal valtozatlan marad, és igy kivant tulajdonsagu eltolas is van. —

B1 Utolso tételiink alapjan kimondhatjuk, hogy a sik eltolasai csoportot alkotnak. Ez a tranzlacios
csoport a sikmozgésok csoportjanak alcsoportja. Azok a sikmozgasok alkotjak, amelyek iranytartok.

B2 Altalanossagban mondhatjuk, hogy két egybevago sikbeli alakzat dlldsa megegyezd, ha e két
alakzat atvihetd eltolassal egymasba. Hasonld ez a kijelentés ahhoz, hogy a mozgas az alakot nem
valtoztatja meg.

Az 4llas sz6t a most bevezetett értelemben félegyenesekre és szakaszokra nem hasznaljuk, mert ha
ezek allasarol beszEliink, akkor az ezeket tartalmazo egyenes allasara gondolunk, tehat nemcsak az
egyez0 iranyl, hanem az ellentétes irdnyu félegyeneseket is egyezd allasuaknak mondjuk.

12.7 Tétel. Ha két konvex szog szdarai paronkeént egyez6 vagy pdronként ellentétes iranyuak, akkor a
két szog egyenlo.

A szdgeket az els6 esetben egy dllasu szogeknek, a masodikban pedig valtoszogeknek mondjuk. Ilyen
szogek mar 12.3-ban is szerepeltek. Tételiink kimondja, hogy az egy allasu szogek is, a valtdszogek
is egyenlok (44. ébra).

Bizonyitas. Elegendd az egy allasu szogekkel foglalkoznunk, mert valtoszogek esetében az egyik szog
csticsszoge egy allasu a masik szoggel. Egy allasu szogek viszont egyenl6k, mert az az eltolas, amelyik
az egyik szog csucsat a masikéba viszi, a sz0g szarait is a masik szog szaraira fekteti, hiszen az eltolas
a szarak iranyat nem valtoztatja meg. —

Tételiink szerint a konvex szOg nagysaga csak a szarak iranyatdl fiigg, és a csics megvalasztasatol
fiiggetlen. Beszélhetiink ezért iranyok szogérol Szo lehet ilyen indokolassal iranyok iranyitott szogérol
is. Az iranyokat természetesen félegyenesekkel vagy iranyitott szakaszokkal is megadhatjuk. Egyez6
iranyu félegyenesek és iranyitott szakaszok hajlasszoge nullszog.
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13. §

45

A bizonyitott tétel alapjan kimondhatjuk, hogy egyenesek ¢s szakaszok hajlasszoge csak az allasuktol
fiigg. Parhuzamos egyenesekrol és szakaszokrol azt mondjuk, hogy hajlasszogiik nullszog.

Megallapithatjuk, hogy ha két konvex szog szarainak egyik parja egy irdnyd, masik parja pedig
ellentétes iranyu, akkor ezek kiegészitd szogek. Az ilyen szogeket tarsszogeknek mondjuk.

Ha két konvex szdg szarai paronként parhuzamosak, akkor csak annyit allithatunk, hogy vagy
egyenlok, vagy kiegészitd szogek. Derékszogek esetében természetesen egyszerre egyenlok és
kiegészitd szogek is. Két parhuzamos szaru hegyesszog egyenld, mert kiegészito szogek nem lehetnek.
Igy azt is kimondhatjuk, hogy paronként parhuzamos egyenesek hajlasszoge egyenld.

Tétel. Ha a sikban két konvex sz6g szdrai egymasra paronként merdlegesek, s az egyik szog szaraibol
a masik szog szarai ugyanolyan iranyu 90°-os elforgatassal keletkeznek, akkor a két sz6g egyenlo (45.
abra).

Bizonyitaskent elég arra gondolni, hogy ha az egyik szoget csucsa koriil 90°-kal elforgatjuk, az el6z6
tétel értelmében a masikkal egyenld szoget kapunk. —

A tétel kdzvetlen kovetkezménye, hogy ha két konvex szdg szarai paronként merdlegesek, de az egyik
szaraibdl a masik szarai ellentétes irdnyt 90°-os elforgatasokkal keletkeznek, akkor ezek kiegészitd
szogek. Ha tehat két konvex szog szarairdl csak azt tudjuk, hogy paronként merélegesek, akkor csak
annyit allithatunk, hogy a szogek vagy egyenldk, vagy kiegészit6 szogek. Paronként merdleges szarti
hegyesszogek viszont egyenl6k, mert kiegészitd szogek nem lehetnek. Ha tehat két metsz6 egyenespar
egymasra paronként merdleges egyenesekbdl all, akkor hajlasszogiik egyenld.

B1 Az utols6 tételnél altalanosabbat kapunk, ha 90° helyett tetszleges szoget szerepeltetiink.
A Dbizonyitds ugyanilyen valtoztatdssal szintén helyes marad. A derékszdg esetét csak jo
alkalmazhatdsaga miatt szokas kiemelni.

B2 E szakasz minden allitasat kimondhatjuk iranyitott szogtartomanyokra is. Ezt ugy értjik,
hogy mindeniitt a kezddszarak iranyat is és a végszarak iranyat is egymassal vetjik egybe. Ha
iranyitott szogtartomanyokrdl szélva egy allasu szogekrdl, valtoszogekrdl vagy merdleges szart
szogekrdl beszéliink, ezt mindig igy értjiik. Okoskodasaink valtozatlanul helytallok maradnak ebben
a gondolatkorben is.

Sokszogek szogei

Célunk a haromszog szogeinek Osszegére, s altalaban a sokszogek szdgeinek Osszegére vonatkozd
szabalyok levezetése.

13.1 Tétel. A haromszég szogeinek osszege 180°.

Bizonyitas. Hizzunk az A5C4 C csicsan at parhuzamosat az AB oldallal (46. abra). A CA és CB
félegyenesek harom részre osztjak a C-nél el6allo egyenesszdget. E részek egyike a haromszdg szoge,
a masik kettd pedig valtoszogek egyenldsége miatt a haromszog masik két szogével egyenld. —

A tételbdl azonnal kdvetkezik, hogy egy derékszogii haromszog hegyesszogei potszogek. Az egyenld
szaru derékszogli haromszog hegyesszogei tehat 45°-osak. A szabalyos haromszog szogei 60°-osak,
mert egyenlok.
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Tétel. A haromszégnek egy kiilso szoge a nem mellette fekvé belsd szégek dsszegevel egyenlo (47.
abra).

Tételiink 9.1 els6 tételét magaban foglalja.

Bizonyitaskent megjegyezzik, hogy a kiils6 szog melletti bels6 szog a kiilsé szoget is és a masik két
belsd szog Gsszegét is 180°-ra egésziti ki. —

B Mar harmadszor latjuk be, hogy derékszdgii és tompaszogl haromszog masik két szoge hegyesszog
(v0. 8.1 B¢és9.1).

13.2 Tétel. Konvex n-sz6g szégeinek dsszege (2=2)m

E tételt az n = 3 esetben mar ismerjiik.

Bizonyitds. Kossiik 0ssze a konvex sokszognek egy A cstcsat a tobbi cstccsal (48. abra). A két
szomszédos csuccsal A-t oldalak kotik Ossze, a tobbi n—3 cstccesal atlok. Ezek az atlok eggyel
tobb, tehat n—2 haromszogre daraboljak a sokszoget, hiszen egyetlen atl6 mar két részre darabol.
A keletkez6 n—2 haromszdg mindegyikében n a szogek Osszege. A sokszog szogei mindezekbdl a

sz0gekbol tevédnek 0ssze. Ezért a sokszdg szogeinek 0sszege (n-2)m
Tétel. Konvex sokszég kiilsé szogeinek dsszege 360°.

Bizonyitas. Minthogy minden kiils6 szog kiegészito szoge egy belso szognek, azért valamennyi belsd
¢és kiils6 szog Osszege ™ -nek annyiszorosa, ahany cstuics van (49. abra). A kiils6 szogek Osszegét
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megkapjuk, ha a kapott %% ¢értékbol a belso szogek Osszegét levonjuk. Az eléz6 tétel szerint tehat a

kiils6 szogek Osszege: #T—# = 2T=2M= 360°

A

4 X

49

50

13.3 Tétel. n-sz6g szogeinek dsszege (n-2)m
Az ¢el6z6 pontban e tételt konvex sokszdgekre mar bizonyitottuk. A hangsuly most a konkav
sokszogeken van. Kiemeljiik a tételnek azt a specialis esetét, hogy négyszog szogeinek dsszege 360°.

Bizonyitas. A tételt a sokszog konkav szogeinek szamara vonatkozo indukcidval bizonyitjuk. Ha ez a
szam 0, akkor tételiink helyes, mert konvex sokszogrdl van szé. Elég tehat azt bizonyitanunk, hogy ha
egy konkav sokszoget tekintiink, és feltessziik, hogy a tétel a kevesebb konkav szoggel rendelkezokre
teljesiil, akkor teljesiil a tekintett konkav sokszogre is.

Legyen A4 a tekintett konkav n-szog egyik konkav szogének a cstcsa. Bontsuk fel ezt a konkéav
szoget egy A kezdépontu félegyenessel két konvex szdgre. Ezt a félegyenest ugy valasztjuk meg,
hogy ne haladjon 4t sokszdgiink egyik csticsan sem. Ez lehetséges, mert ez a megkotés csak véges
sok félegyenes valasztasat tiltja, hiszen a sokszognek véges sok csucsa van. Minthogy a valasztott
félegyenes egésze nem lehet a sokszog belsejében, kell, hogy a sokszog valahany oldalat messe. E
véges sok metszéspont kozil legyen B az, amelyik A-hoz legkozelebb van. Az AB szakasz tehat a

sokszog belsejében halad, és azt két sokszogre, egy ™ oldalu és egy ™2 oldali sokszdgre bontja fel
(50. abra).

Ha 6sszeszamlaljuk ennek a két sokszognek a csticsait, akkor ebben a szdmlalasban eredeti sokszogiink
minden csucsa szerepel, mégpedig 4 kivételével mindegyik egyszer, 4 maga kétszer. Szerepel
ezenkiviil a B pont is, mégpedig kétszer. Az A, B, B szamlalasi tobblet miatt tehat

ot =n+3

A két részsokszog mindegyikének kevesebb a konkav szdge, mint az eredetinek volt, hiszen az 4
csucsu konkav szdg egyikben sem szerepel. Indukciods feltevésiink szerint ezért a részsokszogek

szogeinek 0Osszege (a—-2)m és (m—2)m Mindezek a szogek egylittesen az eredeti sokszog
szogeit, valamint B-nél egy egyenesszdget szolgaltatnak. Ebbdl kdvetkezik, hogy eredeti sokszogilink
szogeinek Osszege

(m—2)m+(m-2)n-—T=(m+m-5In=n-2n
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14. § Specialis négyszogek

A legegyszeriibb négyszogfajtakkal foglalkozunk. Ezeket valamilyen szimmetria, meghatarozo
adataik kozotti egyenlGség, vagy oldalaiknak parhuzamossaga jellemzi.

14.1 Ha egy négyszog két-két szemkozti oldala parhuzamos, parallelogrammanak nevezziik. A
parallelogramma felfoghat6 két sav kdzos részeként.

Ha egy négyszog szogei mind egyenldk, téglalapnak (derékszogli parallelogramma, téglany)
nevezziikk. Mivel a sz0gosszeg 360°, a téglalap minden, szoge derékszog. Ebbol kovetkezik 12.3
alapjan, hogy a szemkozti oldalak parhuzamosak, hogy tehat a téglalap is parallelogramma. A téglalap
felfoghato két egymast merélegesen metsz6, azaz merdleges hatarvonala siksav kozos részeként. Ha
egy parallelogramma nem derékszogii, azaz nem téglalap, akkor ferdeszégiinek mondjuk.

Ha egy négyszog oldalai mind egyenlék, rombusznak nevezzik. Belatjuk majd (a kdvetkezod
szakaszban), hogy a rombusz is parallelogramma.

Ha egy négyszdgnek az oldalai is és a szogei is egyenlok, négyzetnek nevezziik. A négyzet tehat szintén
parallelogramma, mégpedig olyan, amelyik téglalap is és rombusz is. A négyzetre is all az, hogy szogei
derékszogek.

Ha egy négyszognek van két parhuzamos oldala, trapéznak nevezziik. E két parhuzamos oldal a trapéz
két alapja (alapvonal és fedévonal), a masik kett6 a két szara. A trapéz parhuzamos oldalegyeneseinek
tavolsaga a trapéz magassdga. Ez az elnevezés a parallelogrammakra is vonatkozik, hiszen azoknak
is vannak parhuzamos oldalaik, s6t barmelyik oldaluk alapnak tekinthetd.

Ha egy négyszog két-két szomszédos szoge egyenld, szimmetrikus trapéznak (egyenld szaru trapéz,
hurtrapéz) nevezziik. A szogek egyenldségébdl, valamint abbdl, hogy a szogdsszeg 360°, kovetkezik
ugyanis, hogy a négyszognek van két-két szomszédos kiegészitd szoge, és ebbdl 12.3 alapjan az, hogy
van két parhuzamos oldala, tehat valoban trapézrol van sz6. Azt is belatjuk majd (14.9-ben), hogy az
ilyen trapéz szimmetrikus, s hogy szarai egyenlok.

Ha egy négyszognek két-két szomszédos oldala egyenld, deltoidnak mondjuk.

A1l Az olyan ferdeszogii parallelogrammara, amelynek az oldalai nem mind egyenldk,, amely tehat
nem rombusz, hasznalatos a romboid megjeldlés. Ennek a szonak a hasznalata ellen szo6l, hogy nincs
szilikség ra, hogy tovabba nemzetkozileg el nem terjedt megjeldlés, st van olyan nyelv, amely ezzel
a szoval egészen mast jeldl.

Itt emlitjiik, hogy régebben a ,.trapezoid” megnevezést is hasznaltidk az olyan négyszogre, amelynek
nincsenek parhuzamos oldalai.

Orvendetesnek kell mondani, hogy az ebben a megjegyzésben emlitett elnevezések kiveszében
vannak, mert bevezetésiik felesleges teher. Mi ezeket a megnevezéseket szandékkal keriiljiik.

A2 Helytelen azt mondani, hogy egy parallelogramma vagy négyzet, vagy rombusz vagy téglalap,
vagy egy¢b (altalanos) parallelogramma. Hiszen a definici6 szerint pl. a négyzet egyben rombusz is,
s egyben téglalap is. Definicionk célszerti, mert mindaz, amit pl. téglalapokrél mondunk, négyzetekre
is all (vo. 8.1 A és 14.8 A).

B Sokszor jelent gondot a matematika felépitésében a definiciok megvalasztasa. Ez nem azt tiikrozi,
mintha a definialas mikéntjétol fliiggenének a tények, hiszen a geometria tényeit a valdsagbol
meritjiik. A definicidk a tényekre vonatkozé szohasznalatunkat szabalyozzak. Ugyes szohasznalattal
vilagosabban fejezziik ki a tényeket, és egyszeriibbé valik a mondanivalonk, ligyetlen széhasznalat
mellett viszont sok kivétel és sok esetszétvalasztas szerepel.

Definicidink fogalmakat is teremtenek. Fontos, hogy e fogalmak a valosagbol meritett és a
mindennapi sz6hasznalatban sokszor pontosan ki nem alakult fogalmakat fedjék, s egyben szabatosan
koriilhataroljak. E szabatos koriilhatarolas mikéntje az, amely a mondott értelemben iigyes vagy
iigyetlen lehet.
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Ré akartunk mutatni arra, hogy a definiciok megvalasztasa figyelmet érdemel. A jo definiciok
tudomanyunk eldrehaladasat is szolgaljak.

14.2 A megismert négyszogfajtak koziil elsonek a parallelogramma tulajdonsagaival foglalkozunk
(51. abra).

/;/ :

b)
i
c) d)

51

Tétel. Egy négyszog akkor és csak akkor parallelogramma, ha:
a) két-két szembenfekvo oldala parhuzamos,

b) két-két szembenfekvd oldala egyenld,

¢) két-két szembenfekvd szoge egyenld,

d) két szembenfekvd oldala parhuzamos ,és egyenld,

e) a két atloja felezi egymast,

f) a négyszdg egy pontra nézve szimmetrikus.

Hat sziikséges ¢és elégséges feltételt adtunk meg arra, hogy egy négyszog parallelogramma legyen.
Ha tehat egy négyszog e feltételek valamelyikét kielégiti, akkor kielégiti a tobbit is. Az a)

srer

parallelogrammat éppen ezzel a feltétellel definialtuk.

Bizonyitds. Eloszor a feltételek sziikségességét latjuk be. Ha O egy atlo felez6pontja s a
parallelogrammat O-ra tiikrozziik, akkor a szemkozti oldalegyenesek helyett cserélnek, hiszen két
parhuzamos egyenes szimmetrikusan helyezkedik el egy Osszekotd szakaszuk felezOpontjara. E
kovetkezik, hogy a szemkozti oldalak és szogek egyenldk, és hogy az atlok mindegyike szimmetrikus
az O pontra, hogy tehat O a ko6zos felezépontjuk. Ilyen modon valamennyi feltétel sziikségességét
belattuk.

A feltételek elégségességét egyenként kell megvizsgalnunk. A feltételeket a kovetkezd rendben
vessziik sorra:

a) csak a definicié megismétlése.
)-bdl kdvetkezik a), hiszen pontra szimmetrikus egyenesek parhuzamosak.

e) teljesiilése esetén a négyszog csucsai az atlok metszéspontjara paronként szimmetrikusak, és igy
f) teljestil.

d) teljesiilése szintén biztositja a centralszimmetriat. Ha ugyanis a négyszoget egyik atldjanak
felezOpontjara tiikkrozziik, akkor ezen atlo végpontjaibol kiinduld s az egyenld oldalakat tartalmazo
félegyenesek a valtoszogek egyenldsége miatt helyet cserélnek. Az oldalak egyenl6ségébol kovetkezik
akkor, hogy a négyszdg masik két csticsa is szimmetrikusan helyezkedik el.
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¢)-nek kdvetkezménye, hogy a négyszog szomszédos szogei kiegészitd szogek, hiszen kétszereseik
Osszege a négyszog szogeinek Osszegével, 360°-kal egyenld. Ebbdl pedig 12.3 alapjan kdvetkezik,
hogy a) teljesiil.

b) esetében egy atlot meghuzva egybevagd haromszogeket kapunk, mert mindharom oldaluk
paronként egyenld. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy e haromszogek szdgei egyenldk, hogy tehat c)
teljesiil.

Feltételeink mindegyikébol, a tobbi esetleges kozvetitésével, az a) feltétel teljesiilésére
kovetkeztettiink. Kimutattuk tehat, hogy feltételeink elégségesek is. —

Kiemeljiik a bizonyitasbol, hogy a parallelogramma szomszédos szogei kiegészitd szogek, hogy a
parallelogrammat egy atloja két egybevagd haromszogre bontja, s hogy az atlok metszéspontja a
parallelogramma szimmetriacentruma vagy kézéppontja (centrum).

A b) feltétel elégségességébol kovetkezik, hogy a rombusz is parallelogramma, amint ezt 14.1-ben
mar kimondtuk.

Megallapithatjuk, hogy a parallelogramma alakjat két csatlakoz6 oldala és az altaluk bezart szog
egyértelmiien megszabja.

Tételiink alapjan azt is kimondhatjuk, hogy ha két parhuzamos egyenest parhuzamosokkal metsziink,
akkor a két egyenesbdl kimetszett, egymasnak megfeleld szakaszok egyenlék. Ez akkor is igaz,
ha iranyitott szakaszokrol van sz6. A megfelelkezést ugy értjiik itt, hogy egymasnak megfeleld
szakaszok végpontjai (és kezd6pontjai) ugyanazon a metszo egyenesen vannak, ¢€s ha iranyitjuk a két
parhuzamos egyenest, akkor természetesen egyez0 iranyt valasztunk rajtuk pozitiv iranyul. Ez utobbi
megallapodast mindig elfogadjuk, ha parhuzamos iranyitott szakaszokra vonatkozd egyenldséget
mondunk ki.

B1 A parallelogrammanak nincs tovabbi szimmetriacentruma (v6. 19.2 Bl). Ez abbol kovetkezik, hogy
csucs tiikorképe egy szimmetriacentrumra vonatkozolag csak csucs lehet. A szimmetriacentrum ezért
a kozos felezOpontja két olyan szakasznak, amelyek csticsokat kdtnek 6ssze. Marpedig az atlok kdzos
felez6pontjan kiviil nincs mas ilyen tulajdonsagu pont.

B2 A parallelogramma szemkdzti oldalainak az egyenldségébdl kovetkezik, hogy a sik és a tér
el nem fajuld félegyenestartd leképezései (vO. 6.1 B4) az egyezd allasu és egyenld szakaszok
egyenloségét is megtartjak. Ha ugyanis az egyenld szakaszok parhuzamos egyeneseken helyezkednek
el, akkor egy parallelogramma két szemkozti oldalat adjak, és parallelogramma képe 12.1 B szerint
ugyancsak parallelogramma. Ha ugyanannak az egyenesnek két egyenld szakaszar6l van sz6, akkor
egy parhuzamos egyenes veliik egyenld szakaszanak a kozvetitésével adodik allitdsunk helyessége.

14.3 Ebben és a kovetkezd szakaszban a parallelogramma megismert tulajdonsagainak nevezetes
kovetkezményeivel foglalkozunk.

Két parhuzamos egyenest 0sszekotd parhuzamos szakaszok egyenl6k, mert egy parallelogramma
szemkozti oldalai. All ez a pdrhuzamosokra merdleges szakaszokra is. E szakaszok k6zos hosszat a
két parhuzamos egyenes tdvolsdganak, a parhuzamosok altal hatarolt sav szélességének nevezzik.

Két parhuzamos egyenes tdvolsdga megadja tehat, hogy barmelyikiiknek barmelyik pontja a masik
egyenest6l mekkora tdvolsdgra van. Azt is megallapithatjuk, hogy a nem merdleges 6sszekotd
szakaszok hossza ennél a tdvolsagnal nagyobb.

Két parhuzamos egyenes kozott hiizhatunk olyan harmadik parhuzamos egyenest, amely mindkét
elébbit]l ugyanakkora tavolsdgra van. Ezt a két parhuzamos egyenes kozéppdrhuzamosdanak, a
parhuzamosok altal hatarolt sav kozépvonalanak nevezzik.

Tétel. Két parhuzamos egyenest 0sszekoto szakaszok felezopontjai a kozépparhuzamosukon vannak.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy a parhuzamos ! és e °2 egyenesek szimmetrikusan helyezkednek el egy

44 sszekotd tavolsaguk F felezpontjara vonatkozolag (52. abra). Az F ponton athaladé 1-gyel
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, L= 7 r e e , . . . . , &
€s “2-vel parhuzamos k egyenesnek F-re vonatkozo tiikorképe dnmaga. A szimmetria miatt k és°1,

tavolsaga egyenld k és “2tavolsagaval, k tehat a kozépparhuzamos és F a kozépparhuzamoson van. —

Kimondhatjuk azt is, hogy a kdzépparhuzamos a mértani helye azoknak a pontoknak, amelyek a
parhuzamosok 6sszekotd szakaszait felezik, valamint azoknak, amelyek a parhuzamosoktél egyenld
tavolsagra vannak.

A parallelogramma szemkozti oldalainak felezOpontjat &sszekotd szakaszt a parallelogramma
kozépvonalanak nevezzik.

/F
d
€

52

53

Tétel. A parallelogramma kozépvonala

a) parhuzamos és egyenld két parallelogrammaoldallal,

b) athalad a parallelogramma kozéppontjan, és ez a felezépontja.

Bizonyitas. a) Az el6z6 tétel szerint a kozépvonal egyenese a nem felezett parallelogrammaoldalak
kozépparhuzamosa (53. abra). Ezért parhuzamos azokkal. A kozépvonal a parallelogrammat két
parallelogrammara bontja, mert ezeknek szemkdzti oldalai parhuzamosak. Ezért a kozépvonal egyenld
a nem felezett oldalakkal.

b) A kozépvonal az el6zo tétel értelmében athalad az atlok felezOpontjan, a parallelogramma
kozéppontjan. Minthogy ez a szimmetriacentrum, felezi a kozépvonalat. —

Kiemeljiik tételiinknek azt az alkalmazasat, hogy ha a parallelogramma egyik oldalanak felezépontjan
at parhuzamost huzunk a masik két oldallal, akkor ez felezi a szemkdzti oldalt is.

Egy haromszog két oldalanak felezOpontjat Osszekotd szakaszt a haromszog kdzépvonalanak
nevezzik.

Tétel. A haromszog kozépvonala parhuzamos a nem felezett haromszogoldallal és fele olyan hosszu.

Bizonyitds. Ha a haromszoget és kdzépvonalat ennek egyik végpontjara tiikrozziik, az 53. dbrahoz
jutunk. Az el6z6 tétel szerint tehat a haromszog kozépvonala is parhuzamos a nem felezett
oldallal. Ugyancsak e tétel szerint a haromszog kozépvonala fele a keletkezett parallelogramma
kozépvonalanak, ez pedig a nem felezett haromszogoldallal egyenld. —

Kiemeljiik tételiinknek azt az alkalmazasat, hogy ha a haromszog egyik oldalanak felezGpontjan at
parhuzamost hizunk egy masik oldallal, akkor ez felezi a harmadik oldalt.

14.4 A parallelogrammarél mondottak szoros kapcsolatban allnak az eltolasokkal.

Tétel. Ha a sikot egy egyenese mentén eltoljuk, minden pont ugyanabban az iranyban s
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ugyanakkora tavolsagra mozdul el.

Bizonyitas. El6szor azt latjuk be, hogy ha a sikot az e egyenes mentén eltoljuk, akkor az e-vel
parhuzamos f'egyenesnek barmely P pontja az eltolas utan is az f'egyenesen van. Evégbol P-bdl e-hez

vezetd PA szakaszt hizunk (54. abra). Az eltolas e szakaszt 54 helyzetbe viszi és 4 az e egyenesen

van. Minthogy az eltolas nem valtoztatja meg a szakaszok hosszat és allasat, P4 és A4 egyenld €s

PALE PR || A4, P

parhuzamos. Igy parallelogramma és sezérta © “1 egyenes csak flehet.

Kovetkezik az elmondottakbdl az is, hogy a FR és Ad, félegyenes iranya megegyezik, és hogy

FR=A4 5 sik minden pontja az A4, iranyban mozdul tehat el, és ugyanakkora tavolsagra jut, hisz

ezt e pontjairdl mar tudjuk. —

E tétel alapjan kimondhatjuk, hogy ha a sik minden pontjat ugyanabban az iranyban és ugyanakkora
tavolsagra vissziik, akkor a teljes sik eltolasdhoz jutunk. Beszélhetiink ezek szerint a sik eltolasanak
iranyarol és tavolsagarol. Egy eltolast jellemeztiink, ha iranyat és tavolsagat megadtuk, vagy pedig
egy A pontrol megmondtuk, mely B pontba keriil. Beszélhetiink tehat az AB eltolasrol.

Belattuk, hogy ha a sikot egy egyenes mentén eltoljuk, akkor a vele parhuzamos egyenesek is helyben
maradnak. Az eltolas felfoghat6 e parhuzamosok mentén végzett eltolasnak is.

P p

f
- e
A 4
54
B @
l,
II
p& 4

55

Tétel. Ha a sikban egymast kévetden két eltolast alkalmazunk, akkor a véghelyzet nem fiigg attol, hogy
a ket eltolast milyen sorrendben hajtjuk vegre.

Azt mar tudjuk (12.6), hogy mindkét véghelyzetbe egyetlen eltolas is elvezet. Ha ugyanazon egyenes
menti eltolasokrol van szo, akkor tételiink mar ismert tényt mond ki.

Bizonyitas. Vigye a P pontot az egyik eltolas i -be, s a masik 5 -be. Feltehetjiik, hogy ez a harom pont
nincs egy egyenesen, mert kiilonben az egyenesiik mentén végzett két eltolasrol van sz6. Egészitsiik

PREA _, PROF, PR . BQ.

ki a parallelogrammava (55. abra). Tudjuk, hogy egyrészt masrészt
£h és e egy iranyu és parhuzamos. Ezért a PR eltolas a A pontot, s a £5 eltolas a 5 pontot

ugyanabba a Q pontba viszi. —
B Utolso tételiink azt mondja ki, hogy a sik eltolasai kommutativ csoportot alkotnak (vo. 6.1 B3).

14.5 A specialis parallelogrammak koziil elsének a derékszogli parallelogrammaval, a téglalappal
foglalkozunk. El6szor is megallapitjuk, hogy ha egy négyszdgnek harom szdge derékszog, akkor
az téglalap, hiszen a negyedik szdg is csak derékszdg lehet a 360°-os szOogOsszeg miatt. Ha
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egy parallelogrammanak egyik szoge derékszog, akkor az téglalap, mert szomszédos szdgei a
derékszog kiegészitd szdgei, szemkozti szoge pedig azzal egyenld, tehat mindannyian derékszogek.
Ha egy parallelogrammanak két szomszédos szoge egyenld, akkor az téglalap, mert az egymassal
egyenld kiegészitd szogek derékszogek. A téglalap alakjat két csatlakozo oldal hossza egyértelmiien
megszabja.

Egy téglalap nemcsak kozéppontjara, hanem kozépvonalaira vonatkozodlag is szimmetrikus, hiszen a
kozépvonala két oldalt merdlegesen felez (56. abra). A téglalapot egy atloja két egybevagd derékszogii
haromszogre bontja.

S I S
\

i
S T S S

56

57
Tétel. Egy parallelogramma akkor és csak akkor téglalap, ha atloi egyenlék.
Bizonyitas. a) Egy téglalap 4tloi a kdzépvonalra vonatkozo6 szimmetria miatt egyenlok.

b) Haaz ABCD parallelogramma atl6i egyenldk, akkor e két 4tlo egybevagd ABC, ABD haromszogeket
szolgaltat (57. abra), mert oldalaik paronként egyenlok. Ezért a parallelogramma A-nal és B-nél levd
szoge egyenld, s igy ezek derékszogek, hiszen tudjuk, hogy a parallelogramma szomszédos szdgei
kiegészitd szogek. —

Tételiink alapjan (14.2-re hivatkozva) kimondhatjuk, hogy egy négyszog akkor és csak akkor téglalap,
ha atloi egyenlok és felezik egymast.

14.6 A rombusz tulajdonsagai eltérék a téglalapéitol, de azokkal bizonyos mértékig parhuzamba
allithatok.

Ha egy parallelogrammanak két szomszédos oldala egyenld, az rombusz, mert a szemkozti oldalak
ezekkel egyenl6k. A rombusz alakjat oldalhossza €s egy szoge egyértelmiien megszabja.

A rombuszt egy atloja két egybevagd egyenld szaru haromszogre vagja szét, amelyeknek az atlo
a kozos alapja. Ebbol kovetkezik, hogy az atlok a rombusz szdgeit felezik. A rombusz nemcsak
kdzéppontjara, hanem atlgjara vonatkozolag is szimmetrikus (58. abra).
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A szimmetria kovetkezménye, hogy a rombusz két-két parhuzamos oldalegyenesének a tavolsaga
ugyanakkora. Minden rombusz eldallithat6 tehat két egyenld szélességii sav kozos részeként.
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Tétel. Egy parallelogramma akkor és csak akkor rombusz, ha atloi egymasra merélegesek.

Bizonyitas. a) Ha a rombuszt egyik atlojara tiikrozziik, masik atloja onmagat fedi, ezért merdleges az
elsére.

b) Ha egy parallelogramma atldi merdlegesek egymasra, akkor merdlegesen felezik egymast. Ha
tehat az ilyen parallelogrammat egyik atlojara tiikrozziik, akkor a masik atlé helyben marad, és két-
két szomszédos oldal helyet cserél. Szomszédos oldalak egyenléségébdl kovetkezik azonban, hogy a
parallelogramma rombusz. —

Tételiink alapjan (14.2-re hivatkozva) kimondhatjuk, hogy egy négyszog akkor és csak akkor rombusz,
ha 4atloi egymast merdlegesen felezik. Azt is megallapithatjuk, hogy a rombuszt két atloja négy
egybevagé derékszogli haromszogre bontja fel.

14.7 Minthogy a négyzet téglalap is és rombusz is, a négyzetre az el6z6 két szakasz valamennyi
megallapitasa teljesiil. Minden négyzet eldallithatdo két ugyanolyan széles, egymast merdlegesen
metsz6 sav kozos részeként. A négyzet alakjat az oldalhossza egyértelmiien megszabja. Egységnégyzet
az olyan, amelynek az oldalai hosszegységnyiek.

Ha egy parallelogramma két szomszédos oldala egyenld s egymasra merbleges, akkor az négyzet.
Egy parallelogramma akkor és csak akkor négyzet, ha atloi egymasra merélegesek és egyenlok. Egy
négyszog akkor és csak akkor négyzet, ha atloi egyenlok, s egymast merdlegesen felezik.

A négyzet kdzéppontjara, kdzépvonalaira és atloira is szimmetrikus (59. abra). Ha a négyzetet
kozéppontja koriil 90°-kal elforgatjuk, onmagat fedi, hiszen atloira ez igaz. A négyzet tehat
forgasszimmetrikus, és e forgasszimmetria rendje 4.

A négyzetet egy atlo két, két atlo négy, két atlo és két kdzépvonal pedig nyolc egybevagd egyenld
szaru derékszogli haromszogre bontja fel. Az atlok a négyzet szogeit felezik.
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14.8 A trapéz targyalasara térve eldszor is megemlitjiik, hogy a parallelogramma is trapéz, hiszen van
két parhuzamos oldala, s6t barmely két szemkozti oldalat a trapéz alapjaiul valaszthatjuk. A 60. abra
trapézokat abrazol.

Megemlitjiik, hogy szoktdk derékszoglinek mondani az olyan trapézt, amelynek van az alapokra
merdleges szara. Az alapok parhuzamossagabol 12.3 szerint kovetkezik, hogy egy-egy széaron
kiegészit szogek nyugszanak. A szarak felezOpontjait 0sszekotd szakaszt a trapéz kozépvonalanak
nevezzik.

Tétel. A trapéz kézépvonala parhuzamos a trapéz alapjaival, és hossza azokénak szamtani kézepe.

Két szam szamtani kozepének Osszegiik felét nevezziik. A tétel parallelogrammakra vonatkozo
specialis esetét mar ismerjiik.

Bizonyitas. A kdzépvonal parhuzamossaga a kdzépparhuzamos tételébol kovetkezik (14.3). Hosszara
vonatkozo allitasunk belatasa végett huzzuk meg a trapéz egyik atlojat (61. abra). Ez a kdzépvonalat
két részre vagja, s e részek a szétvagassal keletkezett haromszogeknek a kozépvonalai. fgy e részek a
parhuzamos oldalak felével egyenldk, s 6sszegiik a parhuzamos oldalak 6sszegének fele. —

Tételiink kovetkezményei koziil kiemeljiik azt, hogy ha a trapéz egyik szaranak a felezépontjan at
parhuzamost hizunk az alapokkal, akkor ez a masik szarat is felezi.
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A Ha valaki kérdi, mi célja annak, hogy mi a parallelogrammakat is besoroljuk a trapézek kozé, igy
felelhetiink: Ha egy abran okoskodunk, s valamelyik négyszdgrol megallapitjuk, hogy két szemkozti
oldala parhuzamos, akkor mi azt mondjuk, hogy a négyszdg trapéz, s a trapézokra vonatkozo
tételek valamelyikét alkalmazva okoskodhatunk tovabb. Més szohasznalat mellett szabatosan csak azt
mondhatndk az abra négyszogérol, hogy vagy trapéz, vagy parallelogramma, s ezutan e két esetet
szétvalasztva egy a trapézokra és egy a parallelogrammakra vonatkozo tételt alkalmazva juthatnank
olyan eredményekhez, amelyek mindkét esetben ugyanazt allitjdk. Az ilyen id6t rablé s attekintést
zavar6 keriil6 utak a mi szohasznalatunk mellett elmaradnak.

14.9 A trapézok kozott a szimmetrikus trapéz jatssza a legfontosabb szerepet (62. abra). Ha egy trapéz
egyik alapjan két egyenld szog nyugszik, akkor a masik két szog is egyenld, mert ezek az eldbbieknek

kiegészitd szogei, ilyenkor tehat szimmetrikus trapézrdl van sz6.

Tétel. A szimmetrikus trapéz valoban szimmetrikus idom, szarai és atloi egymdssal egyenlok,
szimmetriatengelye

a) merdlegesen felezi a parhuzamos oldalakat,
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b) athalad az atlok metszéspontjan,
c) athalad a szarak metszéspontjan.

Az utolsé kijelentés csak ugy értendd,hogy ha a szarak metszik egymast, akkor e metszéspont a
szimmetriatengelyen van (63. abra). Ez a tétel indokolja az ,,egyenld szari” elnevezést.

63

Bizonyitas. Tiikrozziik a szimmetrikus trapézt egyik alapjanak felezOmerdlegesére. Az ezen nyugvod
szogek egyenlGsége miatt a két szar egyenese helyet cserél, és a merdlegesség miatt a két alap egyenese
helyben marad. Igy a tiikorképet is ugyanazok az egyenesek hataroljak, azaz trapézunk sajat maganak
a tiikorképe.

A szimmetriabol adodik, hogy a szarak és az atlok szimmetrikusan helyezkednek el, az alapok pedig
onmaguk tiikkorképei. Innen valamennyi allitasunk kovetkezik. —

A Megemlitjiik, hogy ha egy négyszognek két szemkdzti oldala parhuzamos, s a masik ketté egyenld,
akkor a négyszog nem kell, hogy szimmetrikus trapéz legyen, mert lehet ferdeszogii parallelogramma
is. Helytelen azért, ha valaki a szimmetrikus trapézt mint olyan trapézt definialja, amelynek szarai
egyenlok. Ez a definicio gyakorlatilag akkor sem volna jol hasznalhatd, ha a parallelogrammakat
nem sorolnak a trapézok kozé. Arra kényszeritene ugyanis, amire 14.8 A is utal, hogy két oldal
egyenléségén kivill a parhuzamos oldalak hosszanak kiilonbozéségét is bizonyitsuk, amikor a
szimmetrikus trapézokra érvényes tételt akarunk valamilyen négyszdgre alkalmazni. Mutatja ez, hogy
helyesebb a szimmetrikus trapéz elnevezés, mint az elterjedt egyenld szara trapéz (vo. 8.3 A). Ez
utobbinal hatarozottan talalobb volna az is, ha ,,egyenld szogli” trapéznak neveznok.

Egy négyszog szimmetrikus trapéz, ha van olyan szimmetriatengelye, amelyik oldalait metszi. Ezt a
definiciot roviditi le a szimmetrikus trapéz megnevezés. A metszésre vonatkozo kikotést nem lehet
elhagyni, mert kiilonben a definicié a rombuszokat is feldlelné. Ha egy trapézrol megallapitjuk, hogy
szimmetrikus, mindig az emlitett szimmetriafajtara gondolunk.

Talal6 a hurtrapéz elnevezés, mert azokrdl a trapézokrol van sz6, amelyek egyben hurnégyszogek is
(vo. 16.4).

14.10 A deltoid definicidja is mutatja, hogy a szimmetrikus trapézzal allithatd parhuzamba.
Megjegyezziik, hogy nem minden deltoid konvex, s hogy minden rombusz is deltoid. A 64. abra
deltoidokat mutat be.
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Az az atlo, amelyiknek a végpontjaiban egyenld oldalak talalkoznak, a deltoidot két egybevagd
haromszogre bontja fel, hiszen ezeknek az oldalai paronként egyenldk. Ez az atlo felezi tehat az
egyenld oldalak altal bezart szogeket, és a deltoid szimmetrikus erre az atléra vonatkozodlag. A
szimmetriabol kovetkezik, hogy a szimmetriatengely altal nem felezett szogek egymassal egyenldk.

Tétel. Egy négyszog akkor és csak akkor deltoid, ha egyik atldja merdlegesen felezi a masikat.

masik atlot.
b) Ha egy négyszog egyik atloja merélegesen felezi a masikat, akkor ez utdbbinak a végpontjai

az elsdre vonatkozolag szimmetrikusan helyezkednek el. Ebbdl kovetkezik, hogy két-két oldal is
egymas tiikorképe, tehat ezek egyenldk. —

14.11 Az cbben a paragrafusban targyalt négyszogfajtak korében a kovetkezd szimmetriakat
tapasztaltuk: A szimmetrikus trapéz és a deltoid tengelyszimmetrikus; az elébbinek a
szimmetriatengelye oldalfelezd merdleges, az utdbbié 4atlo. A parallelogramma centralisan
szimmetrikus a kozéppontjara vonatkozolag. A téglalapnak és a rombusznak mindig van két
szimmetriatengelye is; az elobbinek a szimmetriatengelyei a kdzépvonalak, az utobbiéi az atlok. A
négyzet centralisan szimmetrikus és négy szimmetriatengelye van: a két kozépvonal és a két atlo,
ezenkiviil a négyzet negyedrendl forgasszimmetriat is mutat.

Ezeket a négyszogfajtakat definidlhattuk volna azaltal, hogy rendelkeznek a most emlitett
szimmetriakkal. A parallelogrammara vonatkozolag 14.2-ben mar bizonyitottuk ezt. A szimmetrikus
trapézt és a téglalapot illeten elég arra hivatkoznunk, hogy ha egy szimmetriatengely egy oldalt felez,
akkor az ezen nyugvo szogek a szimmetria miatt egyenldk. A deltoid és a rombusz esetében viszont
arra hivatkozhatunk, hogy ha egy szimmetriatengely athalad egy csucson, akkor ott egyenld oldalak
talalkoznak. A négyzetrdl nem kell kiilon szélnunk, hiszen a négyzet szimmetridival rendelkezo
négyszog kell, hogy téglalap és egyben rombusz is legyen.

A négyzet rendelkezik mindazokkal a szimmetridkkal, amelyeket egyaltalaban emlithetiink. Egyetlen
négyszog sem rendelkezik olyan szimmetridval, amellyel a négyzet nem rendelkezik. A centralis
szimmetriat illetéen mar 14.2 B1 ramutatott, hogy egynél tobb szimmetriacentrum nem lehet. Egy
négyszog szimmetriatengelye sem lehet mas, mint atléegyenes vagy oldalfelezépontok 6sszekdtd
egyenese. Ez kovetkezik abbdl, hogy oldalt metsz6 szimmetriatengely csak merdlegesen felezheti azt.
Végiil a forgasszimmetridk koziil is csak a negyedrendii johet szoba, mert a négyszognek négy csicsa
van.

A szimmetrikus négyszogfajtak mindegyikéhez eljuthatunk tiikrozéssel. Ha egy haromszdget egyik
oldalanak felezOpontjara tiikkroziink, akkor a két haromszog egyesitése parallelogrammat ad. Ha
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ezt derékszogli haromszdggel és atfogojanak felezOpontjaval, vagy egyenld szari haromszoggel
¢és alapjanak felez6pontjaval, vagy pedig egyenld szarti derékszogli haromszoggel és atfogdjanak
felezGpontjaval tessziik, akkor rendre téglalaphoz, rombuszhoz és négyzethez jutunk. Ha egy
haromszoget egyik oldalara tiikrdziink, akkor deltoidhoz, ha pedig egy derékszogii trapézt meréleges
szarara tikroziink, akkor szimmetrikus trapézhoz jutunk. E szarmaztatdsok azt is mutatjak, hogy
valoban vannak olyan négyszdgek, amilyenekrdl ebben a paragrafusban szo6 volt.

BI* A kovetkezOkben azt akarjuk belatni, hogy mi minden olyan négyszogfajtaval foglalkoztunk,
amelyet szimmetriaviszonyaival lehet jellemezni.

Abbdl indulunk ki, hogy ha egy sikidomnak van két szimmetriatengelye, akkor az egyiknek a masikra
vonatkoz6 tiikdrképe is szimmetriatengely. Ez abbdl kovetkezik, hogy a tiikrozés egyenestarto,
szogtartd és tavolsagtartd, kovetkezésképp szimmetriatengely-tartd is. Nyilvanvalod az is, hogy a
tiikrozéssel kapott szimmetriatengely akkor és csak akkor halad at csucson, ha a tiikrozott tengely is
ilyen.

Ha figyelembe vessziik, hogy egy négyszognek csak két-két egynemdl, ti. csucson athaladé vagy at nem
halado, szimmetriatengelye lehet, hogy tovabba két kiilonbozo fajtaju szimmetriatengely nem lehet
egymasra merdleges, akkor kimondhatjuk mar, hogy ha egy négyszdgnek van két szimmetriatengelye,
akkor van két egynemi és egymast merdlegesen metszé szimmetriatengelye, s hogy ha van egy
szimmetriatengelye, de még egy ugyanilyen nemti nincs, akkor semmilyen mas sincs.

Két egymasra merdleges szimmetriatengely 1étez€sébol mar kovetkezik a metszéspontjukra vonatkozo
centralis szimmetria, hiszen e két tiikrozés egymasutanja sikmozgast ad (vo. 6.5 B4b), és ez a
sikmozgas a szimmetriatengelyeket a metszéspontjukra vonatkozolag tiikrozi. Hasonloképpen lathato
be, hogy ha egy négyszognek négy szimmetriatengelye van, akkor negyedrendli forgasszimmetria
is fennall, hiszen a tengelynégyes barmelyik tengelyre szimmetrikus, ezért a tengelyek a sikot 45°-
os szdgtartomanyokra bontjak fel, és 45°-0s szogben hajlé egyenesekre vonatkozé tiikrozéseknek az
egymasutanja 90°-os elforgatast ad.

Nincs olyan centralszimmetrikus idom, amelynek egyetlen egy szimmetriatengelye van. Ha
volna ilyen, akkor el8szor is azt allapithatnok meg, hogy a szimmetriatengelynek at kell
haladnia a szimmetriacentrumon, hiszen kiilonben a szimmetriacentrumra tiikrozve egy masodik
szimmetriatengely adodnék. Ebbdl kdvetkezik azonban, hogy a sikidomnak a szimmetriacentrumban
a szimmetriatengelyre emelt merdlegesre vonatkozélag is szimmetrikusnak kellene lennie. Ha
ugyanis a sikot egy pontra, majd egy ezen athaladé egyenesre vonatkozolag tiikrozziik, akkor a
pontban az egyenesre emelt merdlegesre vonatkozo tiikkrozéshez jutunk, hiszen a siknak olyan térbeli
elmozgatasarol van sz6 mind a két esetben, amely az egyenest pontjara tiikr6zi, és az egyenes altal
hatarolt félsikokat helyben hagyja.

Az elmondottakbol kovetkezik, hogy egy négyszdg szimmetriaviszonyait illetden csak azok a
lehetéségek allanak fenn, amelyeket mi a targyalt négyszogfajtaknal tapasztaltunk. Minthogy ezek a

V4

paragrafusban minden lehetséges szimmetrikus négyszogfajtaval foglalkoztunk.

B2 Ha egy alakzat van adva, vizsgalhatjuk, melyek azok az egybevagdsagok, amelyek ezt az alakzatot
nem valtoztatjak meg. Ezek az alakzattartd egybevagosagok egy csoportot, az egybevagosagok
csoportjanak alcsoportjat alkotjak.

Az el6z6 megjegyzésben azt vizsgaltuk meg igazaban, hogy ha négyszogrél van szo, akkor milyen
csoportok adodhatnak. Meg kell ehhez jegyezniink, hogy a négyszoget helyben hagyo (azonossagtol
kiilénboz0) eltolas nyilvan nincs.

Ha nem korlatozzuk az ilyen vizsgélatot a négyszogre, joval tobb lehetdség adodik. Még
bonyolultabbak a viszonyok, ha térbeli alakzatrol van sz6. Ezek azok a vizsgéalatok, amelyekre
a matematikai kristalytan felépil. A viszonyok elbonyoldodasa miatt mi nem foglalkozunk a
tovabbiakban ilyen vizsgalatokkal.
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15. § Kor

A kort mar 5.1-ben megismertiik. Itt a kdrre vonatkoz6 alapvet6 tudnivalokat targyaljuk. Részletesen
vizsgaljuk a kor és az egyenes, valamint két kor viszonylagos elhelyezkedéseit.

Felhasznaljuk mindazt, amit a korrél az 5.1—2 szakaszokban elmondtunk. A széhasznalatot illetéen
felhivjuk a figyelmet az 5.1 A2 megjegyzésre.

15.1 A kor definici6jabol nyomban kovetkezik, hogy a kor kozéppontjara és a kozépponton athaladd
minden egyenesre vonatkozolag szimmetrikus. A kor ezenkivill teljes forgasszimmetriat is mutat, azaz
korszimmetrikus. Mindez a kdrlemezre is all.

Tétel. A sikban egy egyenesnek s egy kornek 0, 1 vagy 2 kozds pontja van aszerint, amint a
kozéppontnak az egyenestdl valo tavolsdga a kor sugardndl nagyobb, azzal egyenld, vagy anndl
kisebb.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy a kor O kozéppontjabol az egyeneshez hiizott szakaszok kozill az OT = d
merdleges a legrovidebb (65. abra). Ebbdl kovetkezik, hogy ha d > r, akkor O az egyenes minden
pontjatdl r-nél nagyobb tavolsagra van, az egyenes tehat a koron kiviil van, és kdzos pontjuk nincs.
Ugyanigy az is adodik, hogy ha d = r, akkor T a kordn van, és az egyenes tobbi pontja a koron kiviil
helyezkedik el, azaz T az egyetlen kézds pont.

D @

a b) )

65

Ha viszont d < r, akkor az O-bol vont merdleges talppontja a kdrdn belill van. E talppont két
félegyenesre osztja egyenesiinket, s ezek mindegyike ki kell, hogy 1épjen a kdrlemezbdl, azaz kell,
hogy messe a korvonalat (lasd B1). A kornek és az egyenesnek van tehat két k6zos pontja, 4 és B.
Tobb kozos pont ninces, hiszen 10.2 szerint az AB szakasz belsé pontjai a kdron beliil, az AB szakasz
meghosszabbitasain elhelyezkeddk pedig a koron kiviil vannak. —

Ha egy egyenesnek két kozos pontja van a korrel, szelonek mondjuk, és a két kozds pontot
metszéspontnak nevezzik. A két kdzos pont 6sszekotd szakasza a kor hurja. Bizonyitasunk azt mutatja,
hogy a hiir a koron beliil halad, meghosszabitasai pedig a kordn kiviil haladnak.

Minthogy bels6é pontot csak a szeldk tartalmaznak, egy belsé ponton athaladoé egyenes bizonyosan
szeld, tartalmazza tehat a kor egy hurjat. Ebbdl kdvetkezik, hogy belsé pontbol kiindulo félegyenesnek,
valamint belsé és kiilsé pontot dsszekotd szakasznak egyetlenegy pontja van a kdrvonalon (v6. 5.2
B2), hogy tovabba két belsé pont dsszekdtd szakasza a kor belsejében van, a kdrlemez barmely két
pontjanak 6sszekotd szakasza pedig a korlemezben halad. Belattuk ilyen modon, hogy a kdrlemez
konvex sikidom, melyet a kdrvonal hatarol.

A kozépponton athalado hurt dtmérdnek (diaméter) nevezziik, de atmérének mondjuk e hurok kozos
hosszat is. Egy atmérd végpontjai (diametralisan) dzellenes pontok. A k6zéppont minden atmérét felez,
az atmérd a sugar kétszerese. Az atméroktodl kiillonbozo hurok az atmérdnél rovidebbek, mert ha az

O kozéppontl kor AB hurja nem atmérd, akkor az APF4 bol AB < OA + OB adédik. Az atmérdk
tehat a leghosszabb hurok.

Kozépponti szognek mondunk egy szogtartomanyt, ha csticsa a kor kdzéppontja. Minden kozépponti
sz0g a kornek egy ivét tartalmazza, és minden korivhez tartozik ilyen kézépponti szog. Egymashoz
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csatlakozo koriveken nyugvo kozépponti szogek Osszegiil a két iv egyiittesén nyugvo kozépponti
szoget adjak. Egy kor ugyanakkora kdzépponti szogekhez tartozo ivei egybevagok, hiszen a kdzéppont
koriil elforgatva fedésbe hozhatok. 180°-os kdzépponti szoghdz félkor (félkoriv) tartozik. Két
atellenes pont a kort két félkorre bontja fel, amelyek a pontokat dsszekotd atmérdre vonatkozolag
szimmetrikusan helyezkednek el.

Egy hur végpontjaihoz vezetd sugarak két kozépponti szdget hatarolnak. A hurhoz tartozonak e
két szog kisebbikét mondjuk, ha ti. nem egyenldk, azaz nem atmérdrdl van sz6. A hirhoz tartozo
kozépponti szog nagysaga mindig egyértelmiien meghatarozott, hiszen atmérd esetében két 180°-os
szogtartomanyhoz jutunk.

A korlemeznek és egy kozépponti szog tartomanyanak a kozos részét korcikknek (kdrszektor) mondjuk
(66. abra). A korcikket egy koriv és ennek a végpontjaihoz vezetd két sugar hatarolja. A korcikk
alakjat a szoge és a kor sugara egyértelmiien meghatarozza. Egy atméré a korlemezt két félkorre
(félkorlemez), 180°-os korcikkre bontja fel. A teljes korlemezt 360°-0s korcikknek is tekinthetjiik.

<
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Minden hur két korszeletre (korszegmentum) bontja fel a kdrlemezt. Ezek a korlemeznek és a hur
egyenese altal hatarolt félsikoknak a kozos részei. E korszeleteket a hur, valamint azok a korivek
hataroljak, amelyekre a hur végpontjai a korivet felbontjak. A félkdr nemcesak korcikk, hanem egyben
korszelet is. A korszelet a hatarold hurra merdleges atmérébol egy szakaszt tartalmaz. Ezt a szakaszt
és ennek hosszat a korszelet magassdaganak mondjuk (67. abra). Egy korszelet alakjat a magassaga és
a kor sugara egyértelmiien meghatarozza.

C

67

B1 Felhasznaltuk, hogy a kor egy belsd pontjabdl kiindulod félegyenesnek van kdzds pontja a korrel.
Ezt az 5.2-ben kimondott kéraxioma alapjan bizonyitjuk be. Tekintsiink egy az O kézéppontu, » sugarii
kor B belso pontjabol kiindulo félegyenest. Valasszunk ezen egy olyan K pontot, amelyre BK > OB

+ r. Bz a K pont a koron kiviil van, mert a haromszdg-egyenl6tlenség szerint OK 2 BK-0B >r. A

koraxioma szakaszokra vonatkozo allitasa értelmében igaz tehat, hogy a kdrnek van kozds pontja a
BK szakasszal, azaz az ezt tartalmazo félegyenessel is.

B2 A korvonal egyértelmiien meghatarozza a kozéppontot, tehat a sugarat is. Ez kovetkezik abbdl,
hogy a kdzéppont a leghosszabb hurok kozos felez6pontja.

Azt is belattuk ilyen médon, hogy a kornek egyetlen egy kozéppontja van. Ez a kijelentés nem
semmitmondd, mert szamolni kell azzal a lehetéséggel is, hogy két kiilonb6z6 kézéppont koriil egy-
egy olyan kort lehet irni, amelyek azonosak egymassal.
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B3 Altalaban egy alakzat drmérdjének nevezzik az alakzat két pontjanak tavolsagat, ha nincs az
alakzatnak két egymastol ennél nagyobb tavolsagra levd pontja. Mondhatjuk tehat, hogy a kor atmérdje
a szonak ebben az altalanosabb értelmében is atmérdje a kdrlemeznek €s a korvonalnak is.

B4 A kor és a sokszdg viszonylagos elhelyezkedésére vonatkozd egyszerii tényeket bizonyitunk.

Elsének azt emlitjiik, hogy a kor barmely belsé pontjahoz talalhaté egy ezt a pontot a belsejében
tartalmazo és a kor altal tartalmazott sokszog, hiszen ez minden konvex sikidomra igaz (lasd 5.3 Be).

Van olyan sokszog, amely egy megadott kérlemezt tartalmaz. Ha ugyanis két atmérére mindegyik
meghosszabbitasuknak egy-egy pontjadban merdlegest allitunk, akkor a kapott négy egyenes a kort
tartalmazo sokszdget, éspedig parallelogrammat hatarol, hiszen ez négy a kort tartalmazé félsiknak
a kozos része.

Egy sokszog barmely belsd pontja koriil elhelyezheté olyan korlemez, amelyet a sokszég tartalmaz.
Eleég ezt konvex sokszdgekre bizonyitanunk, minthogy a sokszog tartalmaz olyan konvex sokszoget,
amely az adott B belsé pontot tartalmazza (lasd 5.3 Bb). Konvex sokszdgnél viszont ugy juthatunk
kivant tulajdonsagu korhdz, hogy B-nek az oldalegyenesektdl vald tavolsagait tekintjiik, és ezek
legkisebbikével mint sugarral B koriil kort irunk. Ez a kor valoban megfelel, hiszen nincs belsé pontja
az oldalegyeneseken, tehat a konvex sokszdg hatarvonalan sem, s ezért nem lehet pontja a konvex
sokszogon kiviil.

A sik barmely pontja koriil elhelyezhetd olyan korlemez, amely egy adott sokszoget tartalmaz.
Ilyen korhoz jutunk, ha az adott P pontnak a sokszdg csucsaitol valo tavolsagait tekintjiik, és ezek
legnagyobbikaval mint sugarral P kortl kort irunk. Ez a kor valoban megfelel, mert a korlemez
konvexitésa folytan tartalmazza a sokszdg csucsainak konvex burkat, tehat magat a sokszdget is.

Az itt bizonyitottakbol kovetkezik, hogy 5.3-nak a sikbeli tartomanyokra vonatkoz6 targyaldsaban a
kornyezetet konvex sokszog helyett korlemezzel is definialhattuk volna, s hogy egy sikidom akkor és
csak akkor korlatos, ha van azt tartalmazé korlemez (v6. 5.4 B2). Belattuk tehat azt is, hogy a kor 5.4
definicidja szerint is korlatos sikidom.

15.2 Ha egy egyenesnek csak egy kdzos pontja van a korrel, az egyenest érintonek (érintéegyenes),
s a pontot érintési pontnak nevezziik. Mar lattuk az el6z6 szakaszban, hogy az érint6 tobbi pontja a
koron kiviil van (65b abra).

Tétel. A kor barmely pontjaban egyetlenegy érintd huzhato a kérhéz, s ez merdleges a ponthoz vezetd
sugdrra.

Bizonyitds. Ha a pontban mer6legest allitunk az oda vezetd sugarra, a kor érint6jét kapjuk, mert a
koézéppontnak ettdl valo tavolsaga a sugdr. A ponton dthaladé mas egyenes nem érintdje a kornek,
mert a ponthoz vezetd sugar egy ilyen egyenesre nem merdleges, igy a kozéppontnak ilyen egyenestol
val6 tavolsaga a sugarndl kisebb, s a kornek az ilyen egyenessel két kozos pontja van. —

Tételiinkbdl nyomban kdvetkezik, hogy a korhdz lehet megadott allasu érintdt huzni, mégpedig kettot.
Két parhuzamos érint6 a kort atellenes pontokban érinti. Azt is latjuk, hogy a kort az érintd altal hatarolt
felsikok egyike tartalmazza.

Ha a kor egy pontjan at az érint6tol kiilonbozé egyenest fektetiink, akkor az érintének ezzel az
egyenessel alkotott hajlasszogét az egyenes ¢s a kor altal ebben a pontban alkotott szognek is mondjuk.
Ha két kornek van k6zds pontja, de ebben a pontban vont érintdjiik nem azonos, akkor érintdik
hajlasszogét a két kor altal ebben a pontban alkotott szognek mondjuk.

Egy szel6 a kort mindkét metszéspontjaban ugyanakkora szogben metszi. Ez kovetkezik abbol, hogy a
kozéppontbol az egyenesre bocsatott merdlegesre vonatkozolag a kor is és az egyenes is szimmetrikus,
s ez a szimmetria a két hajlasszogre is vonatkozik. Beszélhetiink ezért a kor és egy szeld hajlasszogérol
anélkiil, hogy megmondanodk, melyik metszéspontban alkotott szogiikrél van szo.

A1 Mi csak a kor érintdjét definialtuk. Ezt a definiciot nem alkalmazhatjuk barmely gorbére.

A kor érint6it a kdvetkezdképpen is jellemezhetjiik: a korlemez hataranak van az érintéegyenesekhez
tartozo pontja, és az érintdegyenes altal hatarolt egyik félsik tartalmazza a teljes kdrlemezt. Ha egy
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egyenes egy sikbeli tartomanyhoz viszonyitva igy helyezkedik el, a tartomany tdmaszegyenesének
mondjuk. A tdmaszegyenesen természetesen nem lehet a tartomanynak belsd pontja, hiszen a félsik
nem tartalmazza hatarpontjanak kdrnyezetét. Eszerint a kor érint6i egyben a kor tamaszegyenesei is,
és a kornek nincs mas timaszegyenese. A haromszoglemez esetében pl. az oldal egyenesek ¢és a kiilsé
szogeket felezd egyenesek is tamaszegyenesek; a félsik hatarvonala egyben tdmaszegyenese is.

A2 Semmiképpen sem helyes, ha valaki a kor érintdjérél azt mondja, hogy az a kort két ,,végtelen
kozeli” pontban metszi. Nem fogadhatd el az ilyen kijelentés azzal az indokolassal sem, hogy
leroviditése egy hatarhelyzetrdl szolo hosszabb kijelentésnek (vo. Bl), mert értelmetlenné rovidit.
Nincs semmi értelme két ,,végtelen kozeli” pontnak, hiszen két pont csak véges tavolban lehet. A
geometria torténeti kialakuldsa soran hasznaltak ilyen kifejezéseket.

Onmagaban tekintve értelmetlen az a kijelentés is, hogy az érintdnek és a kdrnek ,,két egybeesd” kdzods
pontja van, hiszen ha egybeesnek, akkor nincs két k6zos pont, hanem csak egy. Van azonban olyan
geometriai targyaldsmaod, ahol a mondott kijelentésnek, megfeleld elokészités utan, értelmet szokas
tulajdonitani.

B1 A kor érint6jét a szeld hatarhelyzeteként szokas definidlni. E szerint a definicio szerint a szeld
érintdvé valik, ha egyik metszéspontja valtozatlan marad, s a masik kdzeledik ehhez, valamint akkor
is, ha a szeld mindkét metszéspontja valtoztatja a helyzetét, és a kdrnek ugyanahhoz a pontjahoz
kozeledik. Mi ezt itt csak megemlitjiik, de nem magyarazzuk. Ennek az volna az eléfeltétele, hogy
tisztazzuk, mikor mondjuk egy mozgo egyenesrdl vagy az egyeneseknek egy sorozatardl, hogy egy
bizonyos egyeneshez kozeledik. Nem tessziik ezt, mert a mi targyaldsunkban felesleges keriilot
jelentene, s mert ez a keriilé nem illenék konyviink elemi jellegéhez.

A konyv elemi jellegét illetden megemlitjiik, hogy a konyv egésze soran sehol nem definialunk
geometriai alakzatot hatarhelyzetként. Ez a differencialgeometria jellegzetes modszere (v6. 19.7 B3).
Aki alakzatot hatarhelyzetként vezet be, egyértelmiien megszabhatja bar, hogy melyik alakzatrdl van
sz0, de nem ad olyan konstruktiv, azaz véges sok 1épésben kovethetd eljarast, amely az alakzathoz
(az alakzat pontjaihoz) elvezet.

Mi sehol nem dolgozunk ebben a kdnyvben olyan alakzattal, amelyet konstruktive nem definialtunk.
Ez az éllasfoglalas nemcsak Gjonnan bevezetett alakzatok definidldsara vonatkozé megszoritas, hanem
azt is jelenti, hogy sehol sem beszéliink pl. ,.elég kdzeli’ pontokrdl, csak ha azt is megmondjuk,
hogy az ,elég” mit jelent. A sokszdg szOgét sem definidltuk mondva, hogy az két csatlakozo
oldal altal meghatarozott olyan szdgtartomany, amely a sokszog elég kozeli pontjait tartalmazza,
hanem konstruktiv utasitdst adtunk ennek a szogtartomanynak a megkeresésére (lasd 4.3 B2).
Allasfoglalasunk nem a puszta egzisztenciat biztositd és a puszta egzisztenciara épiilé okoskodasok
elitélésébol fakad, hanem abbol, hogy a szigorisagbo6l mit sem engedve egyszertiségre toreksziink.

Hangsulyozzuk, hogy az itt mondottak nemcsak a médszert kétik meg, hanem kdnyviink anyagat is
korlatozzak.

B2 Ezt az alkalmat ragadjuk meg annak tisztazasara, hogy ebben a konyvben hataratmenetet
mennyiben hasznalunk. Szerepelnek ugyanis a konyvben aritmetikai és geometriai hataratmenetek
egyarant. Az el6z6 megjegyzésben csak azt szogeztiik le, hogy alakzatok definidlasara geometriai
hataratmenetet nem hasznalunk.

Aritmetikai hatardtmenetet mindenképpen hasznalnunk kell, ha egyszer olyan geometriai mértékekrol
is sz6 lesz, amelyek csak aritmetikai hatdrdtmenettel definialhaték, hiszen transzcendens
szamaranyokhoz is elvezetnek. Ilyen mértékek lesznek majd az ivhossz, a teriilet, a térfogat és
a felszin. Az elemi geometria targyaldsa soran ezekkel az infinitézimalis fogalomalkotésokkal
is foglalkozunk, hiszen hozzatartoznak a legegyszeriibb geometriai alakzatok jellemzéséhez, és a
geometria elemeinek a targyaldsa soran valoban mindig szerepelnek. Aritmetikai hataratmenetre lett
volna sziikség mar a szogmérés bevezetésénél is, ha bevezetését axidomainkra alapoztuk volna, sét a
hosszmérés targyalasanal is, ha nem kdveteltiik volna meg mar axidémainkban a hosszmérték 1étezését.

Az emlitett infinitézimalis fogalmak targyalasanal a valos szadmok folytonossagat kell kiaknaznunk.
Az ilyen részleteknél valds szamhalmazok alséd és felsé hataraval, valamint valos szadmsorozatok
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hatarértékével dolgozunk majd, és felhasznaljuk az ezekre a fogalmakra vonatkozd alapvetd
tudnivalokat. Ezeket az analizis elemei kdzott szokas targyalni.

Tobbszor is felhasznaljuk majd azt a tényt, hogy a természetes szamok reciprokai 0-hoz tartanak, hogy
tehat 0 az egyetlen olyan nem negativ szam, amely minden természetes szam reciprokanal kisebb, vagy
ami ezzel egyenértékii, hogy minden valds szamhoz talalhat6é nala nagyobb természetes szam. Erre
nemcsak az emlitett infinitézimalis fogalmak targyaldsanal keriil sor, hanem minden olyan részletnél
is, amely bizonyos mértékek aranyossagarol szol (vo. 17.2 B3).

Geometriai hatardtmenet hasznalatdra nincs feltétleniil sziikségiink. Mégis beszéliink majd az
imént emlitett infinitézimalis fogalmak targyaldsa soran arr6l, hogy bizonyos alakzatoknak egy
sorozata kozeledik (tart, konvergal) egy alakzathoz. Tessziik ezt azért, hogy ezaltal egyszeriisitsiik
mondanivalonkat. Minden ilyen esetben természetesen szigorian megszabjuk, hogy a kdzeledés mit
jelent.

Hataratmenettel fogalmakbol més fogalmakhoz és tételekbdl mas tételekhez lehet sokszor eljutni. Az
ilyen hataresetek szigoru geometriai targyalasban csak akkor kaphatnak helyet, ha ezt a geometriai
hataratmenet kell¢ tisztdzasa el6zi meg, s ha a kijelentésben esetleg szerepld mértékeket, valos
szamokat illetéen vizsgalat targyat képezi az is, hogy ezek a geometriai hataratmenet soran a megfeleld
hatérértékekhez tartanak-e.

Révilagitottunk arra, hogy targyalasunk soran hataratmenetre is sziikségiink van, s hogy hatardtmenet
bekapcsolasa révén a targyalas helyenként egyszertisodik. Leszdgezziik azonban, hogy ahol ezek a
szempontok nem szo6lnak a hataratmenet szerepeltetése mellett, ott keriiljiik az ilyen okoskodast, és
hataratmeneteket feleslegesen nem vizsgalunk.

A szemlélet sokszor konnyen megragadja a geometriai hatardtmenetet, és természetesnek fogadja a
hataratmeneten alapul6d okoskodast. A hataresetek szem eldtt tartasa szigoru el6készités nélkiil is jo
heurisztikus eszk6z lehet. Emlitést tesziink ezért néha mi is magyarazé megjegyzéseink kozott az ilyen
kapcsolatokrdl anélkiil, hogy a szigort indokolas részleteibe bocsatkoznank.

15.3 Tétel. Ha egy kor ket hurjat tekintjiik, akkor
a) vagy egyenldk a htirok, a hozzajuk tartozo kdzépponti szogek €s a korkdzépponttol valo tavolsagaik,

b) vagy pedig az egyik hur nagyobb, ehhez nagyobb kdzépponti szog tartozik és ez a hur van kozelebb
a kor kézéppontjahoz.

Tételiinket két egyenld sugart kor htirjaira is kimondhattuk volna. Magaban foglalja a tétel azt a mar
ismert tényt, hogy az atmérdk a leghosszabb hurok. Megjegyezziik, hogy ha foglalkoztunk volna mar a
koriv mérésével, és tudnok, hogy nagyobb kézépponti sz6ghdz hosszabb iv tartozik, akkor tételiinkben
a kozépponti szogek helyett a hiirokhoz tartozo iveket is szerepeltethettiik volna (vo. 19.8 B2).

Bizonyitas. Tekintsilik azokat az egyenl6 szari haromszogeket, amelyeket a két hir és a végpontjaikhoz
vezetd sugarak hatarolnak (68. abra). A sugarak egyenldsége miatt alkalmazhatd 11.5 els6 tétele, és
igy éppen tételiinknek a hurokra és a kozépponti szégekre vonatkozo allitasa adodik. Ha egyenld
szari haromszogeinket szimmetriatengelyilikkel derékszogii haromszdgekre bontjuk, akkor ezekbdl
11.5 mésodik tételéhez flizott kiegészités alapjan kiolvashatjuk, hogy tételiinknek a kdzéppont és a
huarok tavolsagarél (apotéma) sz616 kijelentései is helyesek. —

&
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68

69

Tétel. A kor dtmérdje minden ra merdleges hur felezépontjat tartalmazza, meghosszabbitasai
tartalmazzak az ilyen hiur végpontjaiban vont érinték metszéspontjat, végpontjai pedig a hurokkal
parhuzamos érintok érintési pontjai (69. abra).

A tétel utolso allitasat az el6z6 szakasz is kimondta mar. Az érint6k metszéspontjara vonatkozo
kijelentés csak gy értendd, hogy ha az érint6k metszik egymast, akkor metszéspontjuk az atmérd
egyenesén van. Erre a figyelmeztetésre azért van sziikség, mert a meréleges hir atmér6 is lehet.

Bizonyitas. Tikrozziik a sikot az atmérdre. Ez a tiikkrzés nem valtoztatja meg a kor, valamint az
atmérére merdleges egyenesek helyzetét. Ezért a merdleges érintdk érintési pontja helyben marad,
a merdleges hurok végpontjai viszont, valamint e végpontokban vont érintdk is helyet cserélnek. A
helycsere kovetkeztében helyben marad tehat a hirok felezépontja és a végpontokban vont érinték
metszéspontja is. Tételiink valamennyi allitasa kdvetkezik tehat abbol, hogy a tiikr6zésnél helyben
marad6 pontok a szimmetriatengelyen vannak, s hogy a hiirok belsé pontjai a korén beliil, érinték
metszéspontja pedig a koron kiviil van. —

Tételiink kdvetkezményei koziil kiemeljiik azt, hogy a kdzéppontbdl a hurra bocsatott merdleges
felezi a hurt, s hogy a hur felezOpontjaban emelt merdleges athalad a kdzépponton. Mindkét esetben
hozzatehetjiik, hogy a merdleges felezi a hiirhoz tartozé kdzépponti szdget, s hogy a hurhoz tartozo
korivet két egyenld (egybevago) ivre vagja.

Tételiink alapjan azt is kimondhatjuk, hogy ha merélegesen vetitjilk a kdrvonalat vagy a korlemezt
egy a kdzépponton athalado egyenesre, akkor a vetiilet a kor atmérdje.

15.4 Ha egy pont a koron kiviil van, akkor két korérint6 halad at rajta (lasd B).

Tétel. Egy a kordn kiviil levé pontbol a kérhéz vont két érintén e pont az érintési pontokkal egyiitt
ket egyenld szakaszt hatdaroz meg.

Egy kiilsé pontbdl huizott érintén a pont s az érintési pont altal hatarolt szakaszt ugyancsak érintének
(érintészakasz) mondjak. Tételiink masodik része tehat roviden igy szol: Egy pontbol a kdrhoz huzott
érinték egyenldk.

Bizonyitas. Tikrozziik a P pontbol vont PA érintészakaszt a PO egyenesre, ahol O a kor kdzéppontja
(70. abra). Minthogy a kor szimmetrikusan helyezkedik el erre az egyenesre vonatkozolag, PA
titkorképe is érintészakasz. Ez tehat a masik PB érint0szakasszal azonos, és szimmetrikus szakaszok
egyenldk. —

A bizonyités azt is mutatja, hogy PO felezi az érint6k szogét.

88



A SIK ELEMI GEOMETRIAJA

70

71
B A koraxiomara tdmaszkodva bizonyitani akarjuk, hogy kiilsé pontbdl két érinté vonhaté a korhoz.

a) El6készitésképpen azt bizonyitjuk, hogy ha megadunk egy a kér atmérdjénél kisebb tavolsagot,
akkor talalhato a kérnek ilyen hosszusagu hurja. Tekintsiik az AB atmér6ji kort, és irjunk A4 koriil a
megadott ¢ tadvolsaggal mint sugarral kort (71. dbra). Ez a kor az AB egyenest a C, D pontokban metszi,
s e pontok egyike ¢ < AB miatt az AB atmérdjli koron beliil, a masik meg azon kiviil helyezkedik el.
A rajzolt kor CD félkorének a koraxioma korivekre vonatkozo allitasa szerint van koriinkkel £ kdzos
pontja. Az AE = ¢ hur allitasunk helyességét mutatja.

b) Bizonyitjuk most, hogy kiilsé pontbol vonhato érintd a kérhoz. Tekintsiik az O kézéppontu, r sugart
kort és a kiilsé P pontot (72. dbra). A P kozéppontu, PO sugart korben taldlhatunk OC = 2r hurt,
hiszen ez a tavolsag » < PO miatt az atmérdnél kisebb, tehat a) a hur 1étezését biztositja. Az OC hur
PA felezémerdlegese érinti koriinket, mert merdleges az OA4 = r sugarra.

¢) Bizonyitjuk végiil, hogy kiilsé pontbol két és csak két érintd vonhato. A mar talalt PA érint6 a PO
egyenesre tikrozve, mint lattuk, masodik érint6t ad. Tovabbi érintd nincs, mert a POA derékszogl
haromszog alakjat a PO atfogd és az OA = r befogd egyértelmiien meghatarozza, €s ilyen alaku
haromszog csak kétféleképpen illeszthetd a PO szakaszhoz, ti. a PO egyenes egyik és masik oldalarol.
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73

15.5 Erintésokszognek (kor koré irt sokszog) azokat a sokszogeket nevezziik, amelyeknek minden
oldala egy kort érint. Azt is mondjuk, hogy az ilyen sokszdgbe kor irhato, vagy hogy van beirt
koriik. Minden érintdsokszdg konvex, hiszen csak konvex szogei lehetnek. Eszerint csak konvex
sokszdgeknek lehet beirt koriik, de nem minden konvex sokszdg ilyen. Hangstlyozzuk, hogy a beirt
kor érintési pontjai az érintésokszdg oldalain vannak, és nem azok meghosszabbitasan.

Mi most az érinténégyszoggel foglalkozunk.
Tétel. Egy érintonégyszog két-két szemkozti oldalanak dsszege egyenld.

Bizonyitas. Az érintdnégyszog oldalait az érintési pontok két-két szakaszra bontjak (73. abra).
Szomszédos oldalak szomszédos darabjai az eléz6 tétel szerint ugyanakkordk. fgy a szemkozti
oldalparok négy-négy ugyanakkora szakaszbol tevédnek dssze. —

E tételbdl kovetkezik, hogy a parallelogrammak koziil csak a rombuszok érinténégyszogek.
Tétel. Ha egy konvex négyszog két-két szemkozti oldalanak dsszege egyenld, akkor az érinténégyszog.
Konkav négyszdgekre nem teljesiil az allitas. Ezt a konkav deltoid példaja mutatja.

Bizonyitds. Legyen AB a feltételt kielégit6 ABCD konvex négyszdg legrovidebb oldala (74.4bra).
Az AX ¢s B szogfelezdi egy O pontban metszik egymast, mert az AB oldallal bezart szogeik

osszege 180°-nal kisebb, hiszen ez az sszeg az 4L és B4 §sszegének fele, s ez utdbbi a négyszog
szogosszegeénél, 360°-nal kisebb. Az O pontnak a DA, AB, BC egyenesekre vetett vetiiletét rendre E,
F, G jeloli.

74

Az F pont az AB szakaszon van, mert P45 &5 OFAT hegyesszog, hiszen a konvexitas miatt ezeknek
kétszerese is konvex.

Az OA és OB szdgfelezOkre vonatkozo6 szimmetriabdl kovetkezik, hogy OF = OF = OG, valamint,
hogy AE == AF és BG = BF. Mivel AB anégyszog legrovidebb oldala, kdvetkezik megallapitasunkbol,
hogy E ¢és G rajta van a DA és BC oldalon. Feltevésiink szerint AB + CD = BC + DA, s ezért a
mondottakbol CG + DE = CD kévetkezik. Van tehat a CD oldalon olyan H pont, amelyre CH = CG
és DH=DE.
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A H pontban mer6legest emeliink a CD egyenesre, s erre felmérjiik (a CD altal hatarolt, s az O pontot

tartalmaz6 félsikban haladva) az OF = OG szakaszokkal egyenld HO, szakaszt.

Belatjuk, hogy O és 9 azonos. A befogok paronkénti egyenldségébdl kovetkezik, hogy

OCGA= QHCA  ODEA= O,\DHA, OC=GC (OD=0D

tehat , €s az oldalak egyenl6sége miatt

CDOA=CDOA. Ebbdl valoban kovetkezik, hogy O és 9 azonos, hiszen a “0C4 csak egyféleképpen

illeszthetd a CD szakaszhoz a CD egyenesnek ugyanarrdl az oldalarol.

OG=0H

Az imént emlitett derékszogii haromszogek egybevagdsagabol azaz OF = OF kovetkezik.

Belattuk tehdt, hogy ha az O=0 pont koriil OF = OF = OF = OH gygarral kort irunk, akkor ezt

négyszogiink valamennyi oldala érinti. —

A Ha azt akarjuk kimutatni, hogy kétféle eljarassal ugyanahhoz a ponthoz jutunk, célszerti
szandékosan torzitott rajzzal kisérni az okoskodast, amelyen a kétféle eljaras kiilonboz6 pontokhoz
vezet. Az okoskodas ezutan mintegy a rajz rossz voltat bizonyitja. Az ilyen eljaras az indirekt
bizonyitassal rokon. Maga az okoskodas nem teszi fel, hogy az allitas hamis, csak a rajz. A 74. abra
igy késziilt.

B1 Ha egy sokszogrdl tudjuk, hogy érint6ésokszog, akkor konnyen eljuthatunk beirt korének
kozéppontjahoz. Tudjuk ugyanis, hogy ha egy kor két szogben csatlakozd szakaszt érint, akkor
kozéppontja a szogfelezOn van. Ebbol kovetkezik, hogy az érintésokszog beirt kdrének kdzéppontja
a sokszog szogeit felezd egyenesek metszéspontja, sugara pedig ennek a metszéspontnak az
oldalegyenesekt6l valo tavolsaga. Eszrevételiink azt is mutatja, hogy egy sokszognek egynél tobb beirt
kore nem lehet.

B2 Szakaszunk els¢ tételét konnyen altalanosithatjuk paros oldalszamu érintésokszogekre: ha
egy paros oldalszamu érintésokszog oldalai kdziil minden masodikat dsszeadunk, ugyanahhoz az
eredményhez jutunk, mintha a kihagyott oldalakat adtuk volna &ssze. Ezt ugyanugy igazolhatjuk, mint
az eredeti tételt.

Szakaszunk masodik tételét azonban mar nem altalanosithatjuk paros oldalszamu érintésokszdgekre.
Mar konvex hatszdgekre sem igaz, hogy van beirt koriik, ha harom nem szomszédos oldal dsszege a
masik harom oldal 6sszegével egyenld.

15.6 Két kor viszonylagos elhelyezkedéseit vizsgaljuk. Két kor koncentrikus, ha kdzéppontjuk kozos.
Két kor kozéppontjanak 6sszekotd szakaszat és ennek hosszat a két kor centralisanak mondjuk.

Tétel. Két kornek csak legfeljebb két kozds pontja tehet.

Kimondhattuk volna azt is, hogy a kort hdrom pontja mar egyértelmtien meghatarozza. Két pontra ez
nem all, hiszen 0sszekotd szakaszuk felezdmerdlegesének barmely pontja koriil ithatunk olyan kort,
amelyik athalad a két ponton.

Bizonyitas. Csak nem koncentrikus korokét kell vizsgalnunk, mert koncentrikus kdrdknek nincs
kozos pontjuk, hiszen egy pont kdriil csak egyetlenegy olyan kor irhaté amely athalad egy megadott

ponton. Tekintsiik a Culs pontokon athalado, 9

egyenlésége miatt az Oy pontok a GG szakasz felezémerGlegesén vannak. Mivel

G0 pontok az A0, egyenesre vonatkozolag szimmetrikusan

kozépponta kordket (75. abra). A tavolsagok
o 6s o
nem azonos, kimondhatjuk, hogy a
helyezkednek el. Ebbdl kovetkezik, hogy a két kornek harmadik kdzds pontja nincs, hiszen a =
ponton athalado, SR koézépponta kdrdknek tovabbi kozos pontja, mint éppen belattuk, csak = -nek

az SR centralisra vonatkoz6 tiikdrképe lehet. —
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75

Ha két kornek két k6zos pontja van, azt mondjuk, hogy metszik egymast, és a két kozos pontot
metszéspontnak nevezzik. Ha két kornek csak egy kozos pontja van, azt mondjuk, hogy érintik
egymast, €s egyetlen kdzds pontjukat érintési pontnak nevezziik.

Két kor a kdzéppontjukon athaladé egyenesre vonatkozolag szimmetrikusan helyezkedik el, és metsz6
korok esetében a fenti bizonyitas szerint ez a metszéspontokra is all. Ebbdl kovetkezik, hogy metszo
korok egymast a két metszéspontban ugyanakkora szogben metszik, s ezért szo lehet egymast metszo
korok hajlasszogérdl, hogy tovabba érintkezd korok érintési pontja a centralisuk egyenesén van. Ez
utobbi ténybdl az is adodik, hogy érintkezd kdrdknek az érintési pontban k6zos az érintdjiik, hiszen
érint6ik ugyanarra az egyenesre merdlegesek.

Tétel. Az 72 sugarii, ¢ centrdlis kérok viszonylagos elhelyezkedését illetéen a kivetkezd esetek
lehetségesek:

a) © 7117 ¢ a két kor egymason kiviil helyezkedik el, azaz minden pontjuk a masikon kiviil van,

b) ¢ = At &g a két kor kiviilrd] érinti egymast, azaz érintik egymast, s az érintési ponttol kiilonbozd
pontjaik a masik koron kiviil helyezkednek el,

9] =l <ntn, a két kor metszi egymast, s mindegyik kornek van a masikon beliil és kiviil is

pontja,

d) c=hi=nl a kisebbik sugart kor beliilrdl érinti a masikat, azaz érinti, s az érintési ponttdl kiilonb6zo
pontjai a masik koron beliil vannak, a nagyobbik sugara kdrnek az érintési ponttdl kiilonbdzo pontjai
viszont a masik koron kiviil helyezkednek el,

e) e <pi+al. kisebbik sugarti kor a masikon beliil helyezkedik el, azaz minden pontja a masikon beliil

van, a nagyobbik sugaru kor pontjai viszont a masikon kiviil helyezkednek el.

Hangstlyozzuk, hogy az utols6 eset a koncentrikus korok esetét is magaban foglalja. Ha nem
feltétleniil kiilonb6z6 korokrdl szoltunk volna, akkor hatodik lehetdségként a két kor azonossagat is
meg kellett volna emlitentink.

Tételiink kimondja, hogy két kor viszonylagos elhelyezkedését tekintve mindig a felsorolt lehetdségek
valamelyike teljesiil. Ha ¢ kielégiti a megadott feltételek valamelyikét, akkor a korok a megfeleld
moédon helyezkednek el. Ha viszont tudjuk, hogy a korok melyik lehetdség szerint helyezkednek el,
akkor ebbdl kovetkezik, hogy a c-re vonatkozo megfeleld feltétel teljesiil.

Bizonyitas. A kordok O kdzéppontjait tartalmazo egyenes a korok 45, 48, atméroit tartalmazza.
E két szakasz nem azonos, mert akkor a két kor is azonos volna. A két atmérd viszonylagos
elhelyezkedését illetden tehat a kdvetkezo esetek lehetségesek (76. abra):

a) Az 45,45, atméroknek nincs k6zds pontjuk.
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oo oY

Ekkor az ~172 centralis altal tartalmazott ~171 és 40 sugaraknak még a végpontjuk sem kozds,

s ezért © 7T A korok pontjai a masik kordn kiviil vannak, hiszen ez az A0, egyenesre vetett

vetiileteikre is all.

b) Az A5, 45, atmérok a B=4 pontban csatlakoznak egymashoz.

Ez a pont az 9 centralist két sugarra bontja fel, s ezért © =1 *72 A kéroknek a 5=4 ponttol

kiilonboz6 pontja a masik koron kiviil van, hiszen ez az egyenesre vetett vetiiletére is all. Eszerint

B=4, két kor egyetlen kdzos pontja.

Ay AQ0: BjE: A ASa T A4 070, BB,

d) €4) &y
76

¢) Az v 482 4imersk részben fedik egymst.

Az atmér6k mindegyikére all most, hogy egyik végpontja a masik koron beliil, masik végpontja pedig
azon kiviil van. Ebbol kovetkezik, hogy az atmérdk altal meghatarozott félkoroknek van k6zos pontjuk

a masik korrel, hogy tehat koreink metszik egymast. A ! metszéspont nincs az egyenesen, hiszen az

Yo XN

4.5, 4.5 pontok egyike sem kozds pont. Az -bdl a haromszog-egyenldtlenségek alapjan

Kovetkezik teht, hogy 172 <€ <7 +7

d) Az 45, 4,5, atmérok egyike tartalmazza a masikat, és egyik végpontjuk kozds.
B =4 akozos végpont, és tartalmazza a ki kor 48, atmérdje a ks kor 45, atmérdjét, legyen

0, ,, O 00, =c

Legyen

tehat 1 7 "2, Ezen egyenlétlenség kovetkeztében sugar belsé pontja, s azt és

G5,

A-n=li-nl A 2 kor barmely P pontjara az (esetleg

OF =

=7 szakaszokra bontja fel. fgy tehat €=

00, PA

-re alkalmazott hdromszog-egyenlétlenség szerint HnEN qy egyenlOség

o B =B,

elfajuld)

tartalmazza az 9 pontot, ha tehat P a ponttal azonos. A k kor minden

B=5 a két kor egyetlen kdzos pontja. Azt is belattuk

csak akkor all, ha
mas pontja ezek szerint ki belsejében van, és
ilyen modon, hogy %2 minden belsé pontja £ belsejében van, hogy tehat ki pontjai a %5 koron kivil

helyezkednek el.

e) Az A5, 45, atmérdk egyikének belseje tartalmazza a masikat.
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Legyen a £ kor % atmérdje a £ gor A8 atméréjének a belsejében, legyen tehat 1 *" Ha az

A0, szakaszt az = ponton til ™ tavolsaggal meghosszabbitjuk, akkor az 4, 5 pontok egyikéhez

£t ¢ <n—n=li-n]

jutunk. Minthogy ez ki belsejében van, belattuk, hogy “"1 azaz

. . < . .
ks kor barmely P pontjara az (esetleg elfajulo) RILEES -bol GFZo+n <5 adodik. Ezért a teljes ks

is teljesiil. A

korlemez A belsejében van, és K pontjai a k koron kiviil helyezkednek el. —

A most bizonyitott tételbdl kovetkezik, hogy ha harom (nem feltétleniil kiilonbdz6) hosszisag
legnagyobbika a masik ketté 0sszegénél kisebb, akkor van olyan haromszdg, amelynek az oldalai
ekkorak.

B Egymast metszd korok esetében a metszéspontok a kordk egyikét két ivre bontjak. Bizonyitjuk,
hogy e korivek egyike a masik kdron beliil, masika pedig azon kiviil halad.

Evégbdl eldszor azt allapitjuk meg, hogy 11.5 elsd tétele a kdvetkezdképpen is kimondhaté: Ha az 9

4 az G4y félegyenesnek bels6 pontja, ha tovabba a P pont a

F tavolsag allandoéan ndvekszik.

kozépponta 2 félkort tekintjiik, &s
félkoron 4 -t61 &, felé halad, akkor az

Ebbl kvetkezik, hogy a 76¢ dbra “1%252 fvének belsé pontjai kozelebb vannak “i-hez, minta “1-°2

pontok, tehat az 9 kodzépponta kdrdn beliil helyezkednek el, viszont a G5

kiviil vannak.

iv belso pontjai a kdron

A bizonyitott allitasbol kovetkezik, hogy a kor egy belsé pontjat egy kiils6 ponttal 6sszekotd korivnek
egyetlenegy kdz6s pontja van a korrel (vo. 5.2 B2).

15.7 Két kor kozos érint6it vizsgaljuk (77. abra). Minthogy a kor érintdjének az érintési pontja a kdron,
minden mas pontja a koron kiviil van, azért két kdrnek nincs kozos érintdje, ha az egyik a masik
belsejében van.

(X (P
(> d

71

Ha egy egyenes két kort érint s azokat nem valasztja el, akkor az egyenest e kordk kiilsé érintdjének
nevezziik. Ha viszont a kdzos érint6 a koroket elvalasztja, akkor az egyenest a korok belsd érintdjének
mondjuk. Ha a két kornek van k6zos belsé pontja, belsé érintdjiikk nem lehet metszé egyenest érintd
korok kozéppontjai (7.3 masodik tétele szerint) az egyenesek szogfelezéin vannak. Ha két ilyen
kozéppont ugyanazon a szdgfelezd egyenesen van, akkor a két metszé egyenes mindegyike kiilsé,
vagy mindegyike belsé érintd. Ha viszont a két kozéppont mas-mas szogfelez6 egyenesen van, akkor
a két metszd egyenes egyike kiilsd, masika bels6 érintd.

Két parhuzamos egyenest érintd korok kozéppontjai a kozépparhuzamoson vannak. Két ilyen kdrnek
a két parhuzamos mindegyike kiilsé érintdje.

94



A SIK ELEMI GEOMETRIAJA

Tétel. a) Ha két korlemez egyike sem tartalmazza a masikat, akkor a kéroknek két kiilso érintdjiik van.
b) Ha két korlemeznek nincs kdzds pontja, akkor a koroknek két belsd érintjiik van.

A tétel egyrészt az egymason kiviil elhelyezkedd, egymast kiviilrél érint6 és az egymast metsz6 korok
kiils6 érint6irdl, masrészt az egymason kiviil elhelyezkedd kordk belsd érintéirdl szol. Ha a korok
egymast kiviilrdl, illetve beliilrdl érintik, akkor érintési pontjukban vont kdzos érintéjiik nyilvan az
egyetlen belso, illetve kiilsé érint6jiik.

Bizonyitas. A tétel kimondasat megel6z6 megallapitasainkbol mindkét esetben kdvetkezik, hogy
ha tobb kiilsé vagy tobb belsd érintd van, akkor ezek koziil barmely ketté szimmetrikus a korok
centralisara. Ezért ketténél tobb kiilsé és kettdnél tobb belsd érinté nem lehet.

Két kor egyiittese a centralisra vonatkozolag szimmetrikus alakzat. Ezért barmely k6zos érint6jiiknek
a centralisra vonatkoz¢ tiikorképe is ugyanolyan fajtaji kozos érintd. Minthogy pedig a centralis
maga nem kozos érintd, s a centralisra mer6leges, kivant fajtaju kozos érinté sem az a), sem a b)
esetben nincs, azért egy a feltételeket kielégité kozos érintd nem helyezkedhetik el szimmetrikusan
a centralisra vonatkozolag. Igy tehat a vizsgalt esetekben nem lehet csak egyetlenegy kivant fajtaju
érinto.

Allitasunk bizonyitdsahoz csak az hianyzik, hogy belassuk, van egyaltaldban ilyen kozos érint6. Ezt a

két esetben kiilon-kiilon igazoljuk. A korok kdzéppontjat 9 és = sugaraikat 1 és 2 jeloli (78. 4bra).

e . = =T O.l "f
m f Z -~ \‘. @ e

¢
@
Pt
4
&

a
78

=K r1: . ’ P ) s s e P o a1
a) Ha "1™ '# akkor a centralissal parhuzamos és téle sugarnyi tdvolsagra levd egyenes kozos kiilsé

érinté. Ha 17 % akkor 4 koériil 172 sugarral £ kort irunk. Mivel a két korlemez egyike sem

OOy »n—-n

tartalmazza a masikat, , azaz . a k koron kiviil van. Van tehat y -n athalado és k-t

érint6 f egyenes, s ettdl az G pont 1772 tavolsagra van. Az f egyenest ra merSleges iranyban és 9
gyel ellentétes oldalra ™ tavolsagra toljuk el. Igy a korok kozos kiilsé e érintéjét kapjuk, mert az 9

L0 . 01 e ax T R
és ~* pont e-nek ugyanazon az oldalan van, s e-t6l mért tavolsagaik ! és 2.

N0y =

b) A korial 1T sugarral k kort irunk. Mivel a két kdrlemeznek nincs kdzos pontja, 1 azaz

Q, ntn

a k koron kivill van. Van tehat “2-n athaladé és k-t érintd fegyenes, s ettdl az 9 pont

&}

tavolsagra van. Az fegyenest ra meréleges iranyban " tavolsagra toljuk el “1 felé. igy a korok kozos

belsé e érint6jét kapjuk, mert e elvalasztja az & és = pontokat, s tavolsaga e pontokrol 1 és 2.

A bizonyitasban kihasznalt szimmetriabol kovetkezik, hogy a két belso és a két kiilso érintd egymast
csak a centralis egyenesén metszheti. Ez a kiils6 érintdk esetében nem feltétleniil kdvetkezik be, hiszen
két parhuzamos egyenes két kdr kozos kiilsd érintdje lehet.

15.8 Két egymason kiviil elhelyezkedd kornek négy k6zos érintdje van. Ezek metszéspontjai és érintési
pontjai tobb egyenld tavolsagot hataroznak meg. Két kor kdzos erintdjének (érintdszakasz) nevezik
egy kozos érintbegyenes érintési pontjainak dsszekotd szakaszat is.
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79

Tétel. a) Barmelyik belsé és kiilso érinto metszéspontjabol a legkozelebbi érintési pontokhoz vezetd
szakaszok mind egyenlok.

b) A kiils6 érint6k hossza a kiils6 érintdk altal a bels6 érint6kbol kimetszett tavolsaggal egyenld.

c) A belso érintdk hossza a bels6 érintdk altal a kiilsé érintékbdl kimetszett tavolsaggal egyenld.

A79. dbra jeloléseivel a) allitisa 4= EC1= P4 = FDy =08 =00, = 45, = HC,,

A4, = BB, = EH = FG,

b) allitasa

c) allitasa pedig Gty = DDy = BF =GH.

Bizonyitas. a) A centralisra vonatkoz6 szimmetria és 15.4 értelmében B4 =EC, =08 =0l =x

s Fh=FE =HE, =HU =y ooy x = y bizonyitasa sziikséges. Ugyancsak a szimmetria miatt

A= BB =k o OO =D =8 £, pontbél a masodik korhoz s az F pontbol az elsd korhoz

vont egyenld érintdk hossza:
k—x=b+nx, k—y=b+y
1
x=y=— (k - bj
E két egyenletbdl valoban 2 adodik.

p) EH=FG=btxty=k

¢ BF =GH =k—x-y=b _

16. § Kozépponti és keriileti szogek

A kor sugarai, hurjai és érintdi altal alkotott szogeket vizsgaljuk. A kdzépponti szoggel mar 15.1-ben
megismerkedtiink.

16.1 A kor két kozos végpontu hiirja altal alkotott konvex szoget keriileti sz6gnek nevezziik. Az AC,
BC hurok altal alkotott ACB keriileti szogrol (80a ébra) azt mondjuk, hogy a szogtartomanyban levd,
tehat a C pontot nem tartalmazd AB koriven nyugszik.

Keriileti szognek mondjuk azt a konvex szdget is, amelyet egy hiir és ennek egyik végpontjabdl induld,
a kort érintd félegyenes alkot. Az ilyen szdgr6l is mondjuk, hogy azon a koriven nyugszik, amely a
har végpontjait koti 6ssze, s amelyet a szogtartomany tartalmaz(80b abra).
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a) b

80
Tétel. A keriileti sz0g kétszerese egyenld az ugyanazon az iven nyugvo kozépponti széggel.

Bizonyitas. a) Az allitast elészor a hur és érint6 alkotta keriileti szogekre bizonyitjuk (81. abra).
Tekintsiik az 4B iven nyugvo ABT keriileti szoget. Felezze az OF sugar az ugyanezen az iven
nyugvo AOB kozépponti szoget. Azt kell bizonyitanunk, hogy az AST% ¢s FOBX egyenls. Ezek
merdleges szaru konvex szogek, tehat vagy egyenldk, vagy kiegészitd szogek. Egyenléségiikre abbol
kovetkeztethetiink, hogy nem lehet az egyikiik hegyes, a masik meg nem. Ez valoban igy van, mert az

ABTx re és az FOBFY _re is 4ll, hogy akkor és csak akkor hegyes, ha az AFB koriv a félkornél kisebb.

81

b) Tekintsiik most a hurok altal alkotott ACB keriileti szoget (82. dbra). Hizzuk meg a C pontban a kort
érintd CT félegyenest olyan iranyban, hogy az ACT keriileti szog az ABC iven nyugodjék. Minthogy

Baz ACT¥ tartomanyaban van,
ACEx = ACTq - BCT 1.

A jobb oldalon all6 szégek a) szerint feleakkordk, mint az ABC iven, illetéleg a BC iven nyugvo
kozépponti szog. Ebbdl kovetkezik, hogy a bal oldali szdg feleakkora, mint e két szog kiilonbsége,
azaz az AB iven nyugvo kozépponti szog. —

82

Tételiink azt is kimondja, hogy minden félkdron nyugvd, vagyis atmérén nyugvo keriileti szog
derékszog.

Tétel. Egy kor egybevago korivein egyenlo keriileti sz6gek nyugszanak.
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Ezzel azt is kimondtuk, hogy az ugyanazon iven nyugvo keriileti szogek egyenl6k. Ha mar
foglalkoztunk volna a koriv mérésével, akkor egybevago ivek helyett egyenl6 iveket is mondhatnank.

Bizonyitaskent elég arra hivatkoznunk, hogy egybevago ivekhez egyenld kdzépponti szogek tartoznak.

B1 Szakaszunk mindkét tétele valtozatlanul helyes marad, ha megfeleléen iranyitott
szogtartomanyokra mondjuk ki.

a) Az elso tétel esetében természetesen ugy értjiikk ezt, hogy az egymashoz tartozé kerileti és
kozépponti szogeket olyan modon iranyitjuk, hogy kezddszaraik is és végszaraik is a kdrvonalon
talalkozzanak.

Elég az allitast har és érint6 alkotta keriileti szogre igazolni, mert ebbdl ugyaniugy kovetkeztethetiink
tovabb, mint ahogyan bizonyitasunk b) részében eljartunk.

Ha a hur az érintére merdleges (81b dbra), akkor helyes az allitas, hiszen az AZT<C ¢ ACFL ebben
az esetben egy allasu iranyitott szogtartomanyok.

Ha az ABT< nem derékszog (81a és 8lc 4bra), akkor forgassuk el 90°-kal olyan irdnyban, hogy

a BT szar az OB félegyenes iranyaba jusson. Minthogy az ABT<C g5 FOFT merdleges szaru,
a mondott elforgatas a BA szarat az OF egyenessel parhuzamos helyzetbe viszi. Nem lehetséges

azonban, hogy az OF félegyenessel ellentétes iranyba jusson, mert akkor az (iranyitatlan) AZ7T<C az
FOBY kiegészité szoge volna, marpedig tudjuk, hogy ezek egyenldk és nem derékszogek. Kell tehat,
hogy az 48T az elforgatas utan az ' OF < _gel egy allasu helyzetbe jusson, vagyis hogy ezek az

iranyitott szogtartomanyok egyenlok legyenek. Ezért a 24574 = ACEX §sszefiiggés az irdnyitott
szogtartomanyokra is fennall.

b) Masodik tételiink esetében is természetes az, hogy ha iranyitott szogtartomanyokrol szoélunk, akkor
megkoveteljiik, hogy az egybevago korivek olyan végpontjai helyezkedjenek el a kezddszarakon (és a
végszarakon is), amelyek egymast fedik akkor, ha a két korivet a sikban elforgatva egymasra fektetjiik.

Allitasunk helyessége kovetkezik abbol, hogy az egymasba elforgathaté ivekhez egyenld iranyitott
kozépponti szdgtartomanyok tartoznak, és ezekrdl a)-ban mar belattuk, hogy a hozzajuk tartozod
iranyitott keriileti szogtartomanyoknak a kétszeresei.

B2 A kozépponti és a keriileti szogeket iranyitott szogekként is tekinthetjilk. Nem beszélhetiink
azonban ilyenkor arrol, hogy a szdgek melyik koriven nyugszanak, hanem csak arrol a rendezett
(azaz sorrendben megadott) pontparrol, ahol a szogek elsé és masodik szara a korlemezt elhagyja.
Egybevagd ivek helyett most a kor kozéppontja koriili elforgatassal fedésbe hozhatd rendezett
pontparokat kell tehat mondanunk. Ha szakaszunk két tételét rendezett pontparon nyugvo iranyitott
szogekre mondjuk ki, akkor az elsé tétel helyes marad, a masodik azonban nem.

a) Az iranyitott szogekre kimondott elso tétel helyességét a kdvetkezoképpen latjuk be: Az iranyitott
kertileti szog mértékei kozott szerepel annak az iranyitott konvex szogtartomanynak a mértéke
is, amelyiknek kezdd és végszara az iranyitott keriileti szog els6é és masodik szaraval azonos.
Ehhez az iranyitott keriileti szgtartomanyhoz B1 szerint egy kétszer akkora iranyitott k6zépponti
szOgtartomany tartozik. Ez utobbinak a mértéke szerepel annak az iranyitott k6zépponti szognek a
meértékei kozott, amelyikrdl a bizonyitando tétel szol, hiszen szaraik sorrendre nézve is azonosak.

Ezek szerint helyes az allitas, mert a benne szerepld irdnyitott szogeknek vannak olyan mértékei,
amelyekre az allitas teljesiil, s ebbdl kovetkezik, hogy a 360°-0s modulusra vonatkoz6 kongruencia
minden mas mértékre is fennall.

Megjegyezhetjiik, hogy az els6 tétel sem volna helyes iranyitott szogek korében, ha nem a keriileti sz6g
kétszeresérdl, hanem a k6zépponti szog felérdl szolna. Ez abbodl kovetkezik, hogy az imént bizonyitott
kongruenciat nem oszthatjuk 2-vel (v6. 3.5 B2).

b) A masodik tétel mar nem szolgaltat 360° modulusra vonatkozé helyes kongruenciat, ha iranyitott
szogekre mondjuk ki. Ha a tétel a keriileti szogek kétszeresének egyenldségét mondana ki, akkor
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iranyitott szogek korében is helyes volna, hiszen ezek a kétszeresek a) szerint a megfeleld és egybevago
iranyitott kozépponti szogek mértékei. Az igy kapott 360°-os modulusra vonatkozé kongruenciat nem
szabad azonban 2-vel egyszerisiteni (v0. 3.5 B2). A 88. abran meg is gy6z6dhetiink arrél, hogy az

iranyitott BADE ¢s FCDY nem egyenls.

Helyes eredményhez jutunk azonban a 2-vel val6 egyszertsités révén akkor, ha a kapott 6sszefliggést
180° modulusra vonatkozé kongruencidnak tekintjiik. Az algebranak arra a tételére kell csak
hivatkoznunk, hogy a kongruenciat szabad egy (0-t6l kiilonb6z6) szammal osztanunk, ha a modulust
is elosztjuk ezzel a szammal. A kapott kongruenciat ugy értelmezhetjiik, hogy az nem iranyitott
szogekr6l, hanem e szogek szaregyeneseinek irdnyitott hajlasszogérdl szol, hiszen ilyen szdgek
egyenlOsége éppen 180° modulust kongruenciat jelent.

Okoskodasunk a kovetkezd eredményhez vezetett el: Ha A és B a kor két rogzitett pontja, és P a kor
tetszOleges pontja, akkor a PA, PB egyenesek iranyitott hajlasszoge nem fiigg P megvalasztasatol.
Mas szdval ez azt jelenti, hogy P helyzetétdl fiiggetleniil mindig ugyanolyan irdnyban és ugyanakkora
szoggel kell a P4 egyenest P koriil elforgatni, hogy a PB egyenest fedje. A P pont egybe is eshetik az
A, B pontok valamelyikével, s akkor az 6sszekotd egyenes szerepét az érintd jatssza.

Utolsé eredményiinkhdz egyszeriibben is eljuthattunk volna (lasd B3). Célunk azonban itt az volt,
hogy ramutassunk arra, hogyan modosulnak ennek a szakasznak a tételei, ha a kiilonféle szogfajtakra
akarjuk azokat kimondani.

B3 Szakaszunk tételeinek néhany atszovegezését és altaldnositasat targyaljuk.

a) Elso tételiinket a kovetkezdképpen szovegezhetjiik: Ha egy a koron mozgd P pont az AB ivet
bejarva A-bol B-be jut, tovabba O a kdzéppont és C a kdrnek egy az AB ivhez nem tartozo rogzitett
pontja, akkor P mozgasa soran a CP egyenes feleakkora szoggel fordul el, mint az OP egyenes.
Megengedhetjiik azt is, hogy C az AB iv valamelyik végpontja legyen, de akkor a forgd CP egyenes
kezdéhelyzetét vagy véghelyzetét az érinté adja.

Ezt az eredményt igy is kimondhatjuk: Ha a P pont a kor rogzitett C pontjabdl kiindulva allandé
szogsebességgel bejarja a kort és végiil ismét C-be jut. akkor a CP egyenes is allando, de feleakkora
szogsebességgel forog. E forgd egyenes kezdd es véghelyzete a C-ben vont érintd.

Ez megint mas alakban a kdvetkezdképpen mondhato ki: Ha a kor C pontjan athalad6 egyenes C kortil
allandd szogsebességgel forog, akkor ennek az egyenesnek a korrel alkotott masodik metszéspontja
ugyancsak allandd, de kétszer akkora szogsebességgel halad a koron. A masodik metszéspont helyett
itt maga a C pont veendd akkor, amikor a forgd egyenes a kort érinti.

Ha nem szdgsebességrol, hanem elfordulasrol beszéliink, akkor utolsé eredményiink a kovetkezot adja
(83. abra): Ha egy konvex szégtartomany csucsa a kérén van, és azt a kérivet tekintjiik, amelyik ennek
a szogtartomanynak, valamint csiucsszége tartomanydnak egyesitésében van, akkor az ehhez az ivhez
tartozo kézépponti szog kétszer akkora, mint az eredeti konvex szog. Ez szakaszunk els6 tételének
altalanositasa. Tartalmilag Ujat azonban csak a 83c abra esete nyfjt.

b) Ha a koron allando szogsebességgel keringd P pontot a kor két pontjaval, a Cvls pontokkal kotjiik

0ssze, akkor a) masodik bekezdése alapjan tudjuk, hogy a G és GaF egyenesek allando és egyenld
szogsebességgel forognak. Itt is az érinté veendd akkor, amikor azonos pontokat kellene 6sszekotniink.
Hozzatehetjiik, hogy a két forgd egyenes egy iranyban forog, hiszen ha ellentétes iranyban forognanak,
akkor kozben parhuzamossa is valnanak, marpedig mindig van metszéspontjuk.

/ é /I :; g ; ; O
a) b) c) d)

®
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83

Ha tehat a kor . CE, P pontjai altal meghatarozott G, F.GF egyeneseket a Culs pontok koriil

ugyanabban az irdanyban és ugyanakkora szogsebességgel forgatjuk, azaz igy mozgatjuk, hogy kozben
az iranyitott hajlasszogiik ne valtozzék meg, akkor a metszéspontjuk a kort irja le. Ha ez a metszéspont

a G0 pontok valamelyikével azonos, akkor a két egyenes egyike ott érinti a kort.

¢y, G C\P,C,P

Ezek szerint a kor , P pontjai altal meghatarozott

SN ERON S,

egyenesek iranyitott hajlasszoge

akkor és csak akkor egyenlo egyenesek iranyitott hajlasszégével, ha Q is a koréon van. Itt is

megengedhetjiik, hogy P vagy O a G0 pontok valamelyikével azonos legyen, ha azonos koérpontok

0sszekotd egyenesének az érintdt tekintjiik.

Utolsé eredményiink egyik fele B2b) végeredményét ismétli meg, a masik fele mar 16.3 és 16.4
targykorébe vag.

Felesleges talan hangsulyoznunk, hogy ebben a megjegyzésben csak egyszeriibb szovegezés és
konnyebb attekintés kedvéért beszEltiink szogsebességrél. Mindezt elmondhattuk volna ugy is, hogy
csak elforgatasokrdl szélunk.

16.2 Tétel. @) Ha egy konvex szog csucsa a kéron beliil van, akkor ez a szog egyenlé azon két
kozépponti szog osszegének a jelével, amelyeknek egyike a sz6g szdrait 6sszekotd, masika pedig a
csucsszOg szdrait 6sszekoto korivhez tartozik.

b) Ha egy konvex szdg csucsa a koron kiviil van, és mindkét szara metszi vagy érinti a kort, akkor ez
a sz0g egyenld ahhoz a két ivhez tartozé kdzépponti szog kiilonbségének a felével, amelyek a szog
szarait 6sszekoto két korivhez tartoznak.

Bizonyitas. A lehetséges eseteket a 84. abra mutatja be. Ennek az abranak a jel6léseit hasznaljuk. Az
abran bemutatott esetek mindegyikében az AC és BD ivekhez tartozo kdzépponti szogekrdl van szo.

84

a) Ha P a koron beliil van, akkor a vizsgalt £ az ADPA kiils§ szoge, tehat

Fa=0ADx+ ADT.

100



A SIK ELEMI GEOMETRIAJA

A jobb oldali kertileti szogek a BD, AC iveken nyugszanak, s ezért dsszegiik az iveken nyugvo
kozépponti szogek dsszegének felével egyenld.

b) Ha P a koron kiviil van, akkor a 7L az ALPA kiilsd szoge, tehat

P =TADg - ADP.

A jobb oldali szogek a BD és az AC iven nyugvo keriileti szogek, ezért kiilonbségiik az ivekhez tartozod
kozépponti szogek kiilonbségének felével egyenld. —

A b) eset bizonyitasa azt is mutatja, hogy a kiilonbség képzésekor az az iv adja a kivonandot, amelyik
a P pontbdl nézve konvex, vagyis az az iv, amelyet a P pont és az iv végpontjai altal meghatarozott
haromszdg tartalmaz.

B Ha ennek a szakasznak a tételét egybevetjiik azzal, amit 16.1 B3-ban bizonyitottunk, és a 83. dbran
mutattunk be, akkor a kovetkez6 altalanositashoz jutunk: Ha két cslicsszog tartomanyat tekintjik,
és egy kor ugy helyezkedik el, hogy van k6z6s pontja a tartomanypar altal tartalmazott egyenesek
mindegyikével, akkor a csticsszogek kétszerese egyenld azoknak a kozépponti szogeknek az algebrai
Osszegével, amelyek a tartomanypar altal tartalmazott korivekhez tartoznak; az algebrai Gsszeg itt azt
jelenti, hogy negativ eldjellel kell venni az olyan ivhez tartozé kozépponti szoget, amely a szogek
csticsabol nézve konvex.

16.3 Ha a P pont az AB szakasznak nem végpontja, akkor a konvex A5 _r8] mondjuk, hogy az AB
szakasz a P pontbdl ekkora szogben lathato. Ezt a szoget latoszognek mondjuk.

Tétel. A sik azon pontjainak a mértani helye, amelyekbdl egy szakasz megadott (0° és 180°
kozotti) szogben lathato, a szakasz végpontjait 0sszekotd, a szakaszra vonatkozolag szimmetrikusan
elhelyezkedo ket koriv belseje (85. abra).

a) b) (5

85

Azért mondtuk, hogy a mértani hely a korivek belseje, mert a két végpont nem tartozik a mértani
helyhez, hiszen nem is lehet sz6 arrdl, hogy a szakasz mekkora szogben lathat6 a végpontjaibol. A
tétel csak 0° és 180° kozotti 1atdszogekrol szol, hiszen a 180°-os 14toszdgii pontok mértani helye a
szakasz belseje, a 0°-os latdszoglieké pedig a szakaszt meghosszabbitd két félegyenes belseje.

Bizonyitas. A szakasz egyenesére nézve szimmetrikusan elhelyezkedd pontokbdl ugyanakkora
szogben lathato a szakasz, hiszen a tiikr6zés a szogeket nem valtoztatja meg. Ezért elég a keresett
meértani helynek csak a szakasz egyenese altal hatarolt egyik félsikban levo részét vizsgalni.

a) Tekintsik az AB szakaszt, és szemeljilk ki az AB egyenes altal hatarolt egyik félsikot. A ki
nem szemelt félsikban olyan 4 kezdGpontu és B kezdGpontu félegyenest vesziink fel, amelyek az
AB szakasszal a megadott a szoget zarjdk be (86. dbra). A felvett félegyenesekre 4-ban és B-ben

merblegest allitunk. Ezek @ <180° miatt nem merélegesek AB-re, kovetkezésképpen metszik 4B
felezomerdlegesét, mégpedig a szimmetria miatt ugyanabban az O pontban. O koriil az 4, B pontokon
athalado kort irunk, és ennek a kdrnek a kiszemelt félsikban elhelyezkedd AB ivét tekintjiik. Az AB

ACE-,

szakasz & szogben lathato az AB iv barmely belsé C pontjabol, mert az valamint az imént
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felmért & szogek mindannyian ugyanazon az iven nyugvo keriileti szogek, ti. a rajzolt kornek a ki
nem szemelt félsikban elhelyezkedd ivén nyugszanak.

(

86

b) Be kell még latnunk, hogy ha a kiszemelt félsik P pontja nincs a kapott AB iven, akkor az AB
szakasz P-bol @ -tdl kiilonboz6 szogben lathato. Feltehetjiik, hogy P nincs az AB egyenesen, hiszen
ott a lat6szog csak 0° vagy 180° lehet.

Az AB szakaszon beliil egy D pontot valasztunk (87. abra). A DP félegyenes az AB korivet egy C
pontban metszi, é¢s C az AB ivnek belsé pontja, hiszen P nincs az AB egyenesen. Az ABC és ABP
haromszogek egymastol kiilonbozok, és az egyik tartalmazza a masikat.

87

Ha P az 4B iv altal hatarolt korszeleten beliil van ha tehat P a DC szakasz belsé pontja, akkor az
ABCA tartalmazza az ABFA et, és ezért 9.1 masodik tétele szerint AFF% > ACEX = &. Ha viszont P
a korszeleten kiviil van, ha tehdt P a DC szakasz meghosszabbitdsan helyezkedik el, akkor az A5F%

tartalmazza az 45 C4 _et, és ezért AP5E < ACIY = & Bzek szerint az AB szakasz a vizsgalt P pontok
mindegyikébdl & -tol kiilonbdzo szogben lathatd. —

A tétel allitasan tilmenden azt is bebizonyitottuk, hogy a tételben szerepld két koriv altal hatarolt
sikidomon beliil a 1at6szdg nagyobb, azon kiviil viszont kisebb, mint az adott szdg.

Tétel (Thales*1 tetele). A sik azon pontjainak mértani helye, amelyekbdl egy megadott szakasz
derékszogben lathato, a szakaszhoz mint atméréhaz tartozo kor, elhagyva beldle a szakasz végpontjait.

A szakasz végpontjait ki kell zarni, mert ott 1atdszogrél nem beszélhetiink. A szakaszhoz mint
atméréhoz tartozd kort tételiinkre vald hivatkozassal Thales-kornek nevezziik (85b abra). A tétel
egyik felét mar 16.1-ben kimondtuk, amikor megallapitottuk, hogy az atmérén nyugvo keriileti szog
derékszog.

Bizonyitds. A tétel az el6z6 tétel specilis eseteként adodik. Ha &= 80, akkor az eléz6 bizonyitasban

szerepld O pont az 4B szakasz felezépontja. Ezért az ott szerepld korivek félkorok, amelyek egyiittesen
az AB atmérdjii kort alkotjak. —

R\ g6rog Thales i. e. 624—548 ¢élt. O a legrégibb ismert nevii matematikus.
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Az el6z6 tételnél mondottakra hivatkozva azt is megallapithatjuk, hogy az atmérdé a kor belso
pontjaibol tompa- (vagy 180°-0s) szogben lathato, a kiils6 pontokbol pedig hegyesszdgben.

Tételiink alapjan kimondhatjuk, hogy két adott ponton athaladd és egymasra merdleges egyenesek
metszéspontjanak mértani helye a két pont 6sszekotd szakasza folé mint atmérd folé irt kor. Azt is
kimondhatjuk, hogy ha az 4 pontbol a B ponton athalad6 egyenesekre merdlegest bocsatunk, akkor
a talppontok mértani helye az AB atmérdju kor. Hangsulyozzuk, hogy Thales tételének ezeknél az
atfogalmazasainal nincs sziikség a szakasz végpontjainak a kizarasara.

A Thales tételére adott bizonyitasunk korantsem a legegyszeriibb. A tétel tartalmilag szinte azonos
14.5 tételével, és azt joval egyszeriibben bizonyitottuk. A mi targyalasunk e szakasz két tételének a
kapcsolatat domboritotta ki.

16.4 Azokat az egyszerti sokszogeket, amelyeknek minden cstucsa egy koron van, amelyeknek tehat
minden oldala a kornek hurja, hirsokszogeknek (korbe irt sokszog) nevezziik. Azt is mondjuk, hogy az
ilyen sokszdgek koré kor irhato, vagy hogy van koriilirt koriik. Minden hursokszdg konvex, hiszen nem
lehet pontja egyik oldal meghosszabbitasan sem. Igy tehat csak konvex sokszogeknek lehet koriilirt
kortik.

Mi most a hurnégyszogekkel foglalkozunk (88. abra).

88
Tétel. Egy négyszog akkor és csak akkor hurnégyszog, ha két szemkozti szoge kiegészito szog.

Minthogy a négyszog szogosszege 360°, kovetkezik, hogy ha két szemkdzti szoge kiegészitd szog,
akkor a masik két szoge is az. A tételt igy is szovegezhetjiik: egy négyszog akkor és csak akkor
hurnégyszog, ha két szemkozti szogének Osszege egyenld. Ez a megfogalmazas tételiinket 15.5
tételeivel allitja parhuzamba.

Bizonyitas. a) Egy hurnégyszog két szemkozti szoge a kdrnek olyan két ivén nyugszik, amelyeknek az
egyiittese a teljes korvonal, azaz kozépponti szogeik 6sszege 360°. Ezért a szemkozti szogek Gsszege
feleakkora. Ez a megadott feltétel sziikségességét bizonyitja.

b) Ha az ABCD négyszdgben Ax+Co =180 J1ior az eléz6 szakasz értelmében 4 azon a koriven

van, amelyiknek a belseje a BD egyenes altal hatarolt egyik félsikban az olyan pontok mértani helye,
ahonnan a BD tavolsag A< alatt lathato. E kdrivet teljes korré kiegészité koriv belsé pontjaibol a BD

tavolsag a) szerint az 4% kiegészitd szoge alatt lathatd. E kiegészitd koriv belseje az eléz6 szakasz
szerint a masik félsik ilyen tulajdonsagu pontjainak a mértani helye. Ezért C ezen a kiegészitd koriven
van, ¢s a teljes kor az ABCD négyszdg valamennyi csticsat tartalmazza. Belattuk tehat, hogy a tételben
megadott feltétel elégséges is. —

Tételiink alapjan megallapithatjuk, hogy a parallelogrammak koziil csak a téglalapok, a trapézok koziil
pedig csak a szimmetrikus trapézok hurnégyszogek.

B1 Ha az ABCD négyszog hurnégyszog, akkor ACEL = ADBL, oy ugyanazon az iven nyugvo

keriileti szogek. Ez a feltétel a konvex négyszogek korében elégséges is, mert ha a feltétel teljesiil,
akkor az 4, B, C, D pontok az el6z0 szakasz szerint egy koriven vannak. Azt azonban nem mondhatjuk
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ki, hogy feltételiink minden négyszogre, tehat a konkav négyszogek korében is elégséges, ugyanis
konkav négyszog nem lehet hurnégyszog, pedig a feltétel ezekre is teljesiilhet. Ezt belatjuk, ha a CD
szakasz felezOmer6legesén a szakasz altal el nem valasztott A, B pontokat vesziink fel, és az ABCD
konkav négyszdget tekintjiik.

B2 Egy sokszdgnek egynél tobb koriilirt kore nem lehet, hiszen a sokszognek legalabb harom csucsa
van, két kornek pedig 15.6 szerint kettdnél tobb k6zos pontja nem lehet.

17. § Hasonlosag

A koznapi nagyitas és kicsinyités szemlélete vezet el a hasonlosidg fogalmanak megalkotasahoz.
Hasonl6 alakzatok alapvet6 tulajdonsagait targyaljuk.

17.1 Hasonlosagnak neveziink egy ponttranszformaciot, ha barmely két pont képének a tavolsaga a
pontok tavolsagaval osztva mindig ugyanazt a (0-t6l kiilonbdzd) hanyadost adja. Azt a pozitiv szamot,
amely megmondja, hogy a képtavolsagok a megfeleld targytavolsagoknak hanyszorosai, a hasonlosag
aranyanak nevezziikk. Ha az aranyszam 1-nél nagyobb, nagyitassal, ha 1-nél kisebb, kicsinyitéssel
allunk szemben. Ha az aranyszam 1, akkor a hasonldsag egybevagosag.

A hasonlosag értelmezésébdl nyomban kovetkezik, hogy minden hasonlésagnak van inverz
transzformacidja, hogy ez is hasonlésag, és hogy ez utdbbinak az ardnya az eredeti hasonlosag
aranyanak a reciproka. Nyomban belathatd az is, hogy ha egymast kovetden két hasonlosagot
alkalmazunk, akkor olyan hasonlosaghoz jutunk, amelynek az aranya a két alkalmazott hasonlosag
aranyanak a szorzata.

Két képtavolsag aranya mindig megegyezik a hasonlosag altal hozzajuk rendelt targytavolsagok

b

aranyaval. Ha ugyanis a targytavolsagok és a megfelelé képtavolsagok hossza a8 és “2%% akkor

a hasonlosag szerint a %24~ by, s ebbél az aranyparbél a beltagok felcserélésével %2 b=ah
adodik. Ezt a tulajdonsagot akdr a hasonlosdg definidldsara is felhasznalhatjuk. Roviden azt
mondhatjuk tehat, hogy a hasonldsag aranytart6 (ti. a tavolsagok aranyat megtarto) leképezés.

Két alakzat hasonlo, ha van olyan hasonlésag, amely az egyikhez a masikat rendeli. A hasonldsag
jele ~. Ha a hasonl6 alakzatokat pontjaikkal adjuk meg, akkor szokas szerint az egymasnak megfeleld

ABC A~ A B LA

pontokat ugyanannyiadik helyre irjuk. Az irasmod azt is jelzi tehat, hogy pl. 4

és 4, egymasnak megfeleld pontok.

A fentebb mondottakbol kovetkezik, hogy ha egy alakzat hasonld egy masikhoz, akkor ez utobbi is
hasonl6 az els6hoz, valamint hogy ha két alakzat mindegyike hasonlo egy harmadikhoz, akkor ez a két
alakzat is hasonlo egymashoz. Ez utobbi kijelentés azt is kimondja, hogy ha egy alakzat két egybevagd
alakzat egyikéhez hasonld, akkor hasonld a masikhoz is.

srr

nem. Ez felesleges lett volna, mert a szogek egyenldsége mar kovetkezik a tavolsagaranyok
egyezésébdl (lasd 17.4).

a
A2 Ismételten dolgozunk e kényvben ardnypdrokkal. Az a:b arany eredetileg az # hanyadost,
@ b=c:d aranypar a két hanyados egyenléségét jelenti. Elsésorban késébbi fejezetek érdekében mar
itt leszogezziik, hogy az aranypar fogalmat altalanositva hasznaljuk, éspl.a3:0=2:0,3:2=0: 0,
3em:2cm=3:2,3cm:2cm=90°: 60°aranyparokat is helyesnek mondjuk.

Az a:b=c:daranypar ebben az altalanosabb értelemben azt jelenti, hogy vagy van olyan x szam,
amelyre a =xb €és ¢ =xd, vagy pedig van olyan y szam, amelyre b = ya és d = yc. Csak azért kellett itt két
lehetdségrol szolni, mert az is lehet, hogy az egyik oldalon minden tag 0. A definiciobol kdvetkezik,
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hogyhaa:b=c:d,akkorc:d=a:b (oldalak felcserélése) és b : a=d : c (a tagok felcserélése mind
a két oldalon). Azt is megallapithatjuk, hogyhaa:b=c:xésa:b=c:y, hatovabba a nem 0 (nem
0 mértékit), akkor x = y (kdvetkeztetés a negyedik tagok egyenléségére).

Ha az aranypar egyik oldalan all6 mennyiségek a jobb oldalon allokkal aranyba allithatok, ha
tehat mind a két oldalon ugyanolyan mennyiségfajta szerepel, akkor az a : b = ¢ : d aranyparbol
kovetkeztethetiink arra is, hogy a: ¢ =b : d (beltagok felcserélése) és d : b=c : a (kiiltagok felcserélése).

Ha az aranypar két oldalan olyan mennyiségek allanak, amelyeket egymassal 8sszeszorozhatunk,
akkor kimondhatjuk, hogy az aranypar akkor és csak akkor helyes, ha a kiiltagok szorzata a beltagok
szorzataval egyenld. Ilyenkor tehadt a : b = c : d, valamint ad = bc egyszerre helyes vagy helytelen.

Az f % & bbb, irasmad azt jelenti, hogy a két oldal barmely két-két megfeleld tagja

aranypart alkot. Ha a két oldalon egynemii mennyiségek allanak, és az egyik oldalon allé tagoknak
nem mindegyike 0 (illetve 0 mértékii), akkor van olyan szam, amellyel ezeket megszorozva a masik
oldalon 4llo tagokat kapjuk meg. A késébbiekben foként harmasaranyok egyenlésége szerepel majd.

B1 Felhivjuk a figyelmet, hogy e paragrafus targyalasa javarészt betli szerint vonatkozik a térbeli
alakzatokra is. Kiilon felhivjuk a figyelmet ott, ahol ez nincs igy.

B2 A hasonldésag egy alakzaton definialt leképezés (vo. 6.1 B2). Két sikbeli vagy térbeli alakzat
mindenesetre hasonld akkor, ha van olyan, a teljes sikon vagy térben definialt hasonldsag, amely az
egyik alakzathoz a masikat rendeli. Nem magatol értet6dé azonban, hogy hasonld sikbeli vagy térbeli
alakzatokhoz talalhato-e a siknak, illetve a térnek ilyen hasonlésaga. Be fogjuk bizonyitani, hogy ez
igy van (lasd 17.2 B).

B3 Megallapithatjuk, hogy a sik és a tér hasonlosagai csoportot alkotnak. Ez a csoport alcsoportként
tartalmazza az egybevagosagok csoportjat.

B4 Megemlitjiik, hogy koriilményesebben ugyan, de targyalni lehetne nem linearis alakzatok
hasonlésagat anélkiil, hogy aranyok szerepeljenck, s6t mindennemili szdmolas nélkiil is. Azt
mondhatndk ugyanis, hogy (ha nem linedris alakzatokr6l van sz6) hasonlésiagnak a szdgtartd
ponttranszformaciot nevezziik, mégpedig elég, ha ezt abban a legkevesebbet mondé alakban értjiik,
amelybol 11.1 B2 kiindult (v6. 17.5 B2). Eszerint a sik és a tér hasonl6saga olyan ponttranszformacio,
amely az egyeneseket egyenesekbe viszi at és a metsz0 egyenesek szogét nem valtoztatja meg.

17.2 A hasonlosag targyalasat az itt kovetkezo tételekre alapozzuk majd.

Tétel (parhuzamos szeldk tétele). Ha egy szég szarait parhuzamosokkal metssziik, akkor az egyik
szaron keletkezd szakaszok ardanya megegyezik a mdsik szdaron keletkez6 megfelelé szakaszok
ardanyadval.

A tétel a szOg csucsatol a metszéspontokig terjedd és a metszéspontokat 0sszekotd szakaszokra
egyarant vonatkozik. Az allitds akkor is helyes, ha nem egy sz0g szérair6l, hanem parhuzamos
egyenesekrol van sz, hiszen ott maguk, a megfeleld szakaszok is egyenldk.

Bizonyitas. a) El6szor azt igazoljuk, hogy az egyik szar két egyenld szakaszanak a masik szaron is

AB =G0y AB, =00,

két egyenl szakasz felel meg. Legyen (89a abra), bizonyitand6 pedig az

04, szar mentén ugy, hogy 45 fedje a vele

CICE’DIDE

egyenléség. Toljuk el az 4554, sikidomot az

egyenld G tavolsagot. Az elmozgatott 44, 5,5,

szakaszok a parhuzamossag miatt a
egyenesekre keriilnek. Toljuk el ujbol e sikidomot, mégpedig a GG egyenes mentén ugy, hogy a mar
elébb is elmozgatott 4 pont végiil a % helyzetbe jusson. Ekozben a mar elébb is elmozgatott 5,
pont a L0, egyenesen mozog. Mivel 45, allasa az eltolasok sordn nem valtozik meg, 45, végiil

a G2 helyzetbe jut. E tavolsagok tehat valoban egyenlok.
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b) Az éltalanos esettel foglalkozunk. Legyen n tetszéleges természetes szam. Osszuk fel az 48,

tavolsagot n egyenld részre (89b abra), és mérjiik fel e részt a G pontbol kiindulva a Gl tavolsagra
annyiszor, ahanyszor csak lehet. Ha e felmérés k -szor lehetséges, akkor

p=hB < op (oA
H hed
0o

89

A felmért részek végpontjain at parhuzamosokat huzunk a parhuzamos szel6kkel. Minden résznek a)
szerint a masik szaron is egyenlé szakaszok felelnek meg, s ezért

eehB oo e AB
ke hed

Egyenldtlenségeinket 45, -gyel, illet6leg 4By osztva azt kapjuk, hogy a G AR o Tl 45,

k k+1
szamok egyike sem kisebb # -nél, viszont mindegyikiik kisebb, mint * A két kozrefogott szam
kiilonbsége kisebb tehat, mint a két kdzrefogd szamé, azaz

1

ClD1_Cz-'D2 o
n

AR 4B,

Minthogy az n természetes szamot dnkényesen valasztottuk meg, kimondhatjuk, hogy a bal oldali érték
minden természetes szam reciprokanal kisebb. Ebbol kovetkezik, hogy a bal oldali érték 0, hiszen 0
az egyetlen olyan nem negativ szdm, amely minden természetes szam reciprokanal kisebb. Belattuk

ilyen médon, hogy a GO AR =00l A

aranypar helyes. —

Nemcsak ugyanannak a szarnak a szakaszait allithatjuk aranyba, hanem a két szar egy-egy megfeleld
szakaszat is, és kimondhatjuk, hogy a parhuzamosok altal kimetszett megfelel6 szakaszparok aranya
minden ilyen szakaszparra ugyanakkora. Ez a bizonyitott aranyparbol adodik, ha abban a beltagokat
felcseréljiik.

A kovetkez6 tétel a most bizonyitott tétel megforditasa.

Tétel. Ha két egyenes egy szog szaraibol olyan szakaszokat vag le, amelyeknek az aranya mind a két
szaron ugyanaz, akkor a két egyenes parhuzamos.

A tétel a szel6k altal a két szarbol lemetszett szeletekrdl, vagyis a szog csucsatdl a szel6k
metszéspontjaiig terjedd szakaszokrol szol. Az el6zd tétellel egyiitt azt mondja ki tételiink a 90. abra

jeloléseivel, hogy 44, és 55, akkor és csak akkor parhuzamos, ha 0405 =04, 05, teljesiil.

Kimondhattuk volna azt is, hogy a parhuzamossagnak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy az
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egyik szeld altal levagott szeleteknek az aranya megegyezzék a masik szeld altal levagottakéval, hogy
04 04, =08 0B,

tehat hiszen ez az aranypar az elébbibdl a beltagok felcserélésével adodik.

90

91

04 0B =04 0B, , B

Bizonyitas. Feltessziik hogy A 71 ponton at 44, -vel parhuzamosat hiuzunk.

Ezaz %% szarta B pontban metszi. Bizonyitanunk kell, hogy B és B3 azonos. A 90. dbra torzitva
szemlélteti az okoskodast.

QA - OB = 0A, OB.

Minthogy AL B o, 61626 tétel szerint Ha ezt Gsszevetjiik a 55 _te vonatkozé

aranyparral, akkor OF =08, aq0dik. Ezért 7= 52 g5 A% 155

Tétel. Egy szég szdarait metszé parhuzamosokbol a szarak dltal kimetszett szakaszok ardnya
megegyezik a parhuzamosok dltal az egyes szarakbol lemetszett szeletek aranydval.

E tételnek mar a kimondasa is feltételezi ¢ szakasz elsé tételének az ismeretét, hiszen a parhuzamos
szakaszok aranya csak gy lehet mindkét szar szeleteinek az aranyaval egyezd, ha ezek egymassal
is egyenlok.

Bizonyitas. A 91. ébra parhuzamos 44 és 58, szelgjét tekintjiik. Az Aﬂponton at az o4 szarral

huzott parhuzamos a 518, szeldt C pontban metszi. Alkalmazzuk e szakasz elso tételét az OB B _

AT, 0F, 04, - 0B, =B BE,

re s a parhuzamos szelokre. Igy adodik. Minthogy pedig az oldalak

parhuzamossaga miatt 44,05, parallelogramma, tehat BC =44, azért Ody 08, = 44, 5,5, is

teljesiil. —

B1 Az elsé tétel bizonyitasa joval rovidebb volna, ha csak racionalis aranyu (kommenzurabilis,
O0sszemérhetd) szakaszokkal foglalkoznank. Ez esetben nem is lenne sziikség egyenldtlenség
szerepeltetésére.

B2 Ennek a szakasznak valamennyi allitasa helyes akkor is, ha nem a szdg szarair6l, hanem
szaregyeneseirOl, tehat két egymast metszé egyenesrdl van szd. Bizonyitasaink is valtozatlanul
helytallok maradnak. Egyediil az elsé tétel bizonyitasaban szerepld négyszoget illetéen tartjuk
megemlitendének azt, hogy ha nem szogvonalrél van szd, akkor ez a négyszog hurkolt is lehet (92.
abra).
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92

Helyesek maradnak az allitasaink akkor is, ha ezeket megfeleléen iranyitott szakaszokra mondjuk
ki. Ezt ugy értjiikk, hogy a szaregyeneseken elhelyezkedd, egymasnak megfeleld szakaszok
kezdépontjaiul (€s végpontjaiul) ugyanannak a szeldnek a metszéspontjait valasztjuk, s hogy a szelok
szakaszainak kezdOpontjat (és végpontjat) ugyanazon a szaregyenesen vessziik fel, s a parhuzamos
szelok mindegyikén természetesen ugyanazt az iranyt valasztjuk pozitiv iranyul. Indokoléasul elég

megemliteniink egyrészt azt, hogy ha az egyik szaregyenes iranyitott 45,00, szakaszai egyiranyuak
vagy ellentétes iranytak, akkor ugyanezt mondhatjuk a masik szaregyenes megfeleld szakaszairol

O4, OB gyeletei egyezd vagy ellentétes

04,08,

is, masrészt azt, hogy ha az egyik szaregyenes iranyitott

iranytak, akkor ugyanezt mondhatjuk a masik szaregyenes megfeleld szakaszairdl, valamint

az 4. 5,5, szelOszakaszokrol is.

B3 A szakasz els6 tétele bizonyitdsanak b) részében egy gondolatmenetet alkalmaztunk, amelyet
kiilonféle geometriai bedltdztetésben tobb izben alkalmazunk majd (1asd 19.8, 20.2, 20.8, 27.2, 29.8).
A cél mindeniitt az lesz, hogy bizonyos mennyiségek aranyossagat kimutassuk.

Ramutatunk itt arra, hogy a geometriai bedltoztetéstdl megfosztva hogyan szol ez a gondolatmenet,
hogy tehat milyen segédtétel volna sziikséges ahhoz, hogy ne kelljen ezt a gondolatmenetet kiilonféle
bedltoztetésben jbol és Gjbol elvégezni.

Egy intervallumfliggvényt tekintiink, azaz (egy szamtartomanyon beliil) minden A =(xm)
szamk6zhoz hozzarendeliink egy-egy y(X) értéket. Egy ilyen intervallumfliggvény additiv, ha barmely

A X

két egymashoz csatlakozo, egyiittesen az X intervallumot szolgaltatdé “*1 és 2 intervallumra

»(E) +y( &) =y(X). Egy intervallumfiiggvény pozitiv, ha minden intervallumhoz pozitiv értéket

rendel. Ha egy intervallumfiiggvény pozitiv és additiv, akkor monoton is, azaz valamely 4

intervallumot tartalmazé minden mas intervallumra * (£1) <¥(&). Ennek bizonyitasa végett az
intervallumot az egymdshoz csatlakozo b4 intervallumokra bontjuk fel, megengedve azt

b

is, hogy az 14 intervallumok egyike nullintervallum legyen. Az additivitasbol ilyenforman

(&) =yl () +(5) Jgedik, ahol az ¥ 07 1) griekek eayike 0 lehet. A pozitivitasbol

kovetkezik tehat, hogy (42) > (1)

valdban teljesiil.
Ha egy pozitiv és additiv intervallumfiiggvény egyenlod intervallumokhoz egyenld értékeket rendel,
akkor ket intervallumhoz rendelt érték aranya a két intervallum hosszanak ardnyaval egyenld.

le:xl,xz)

Az allitds szerint van tehat olyan c¢ alland6, hogy az intervallumhoz rendelt érték

y(X)=c(x;—x).
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Bizonyitas céljabodl tekintsiik az A=(a.a) és B=(bnby) intervallumokat. Valasszunk egy n
@y —

természetes szamot, €s bontsuk fel az 4 intervallumot n egyenld, %  hosszlsagu részintervallumra.

Vagjunk le ezekkel egyenl6 részintervallumokat a B intervallumbol is, mégpedig a b értéktol elindulva
sorozatosan annyiszor, ahanyszor csak lehet. Ha ez k-szor lehetséges, akkor egyrészt igaz az, hogy

B tartalmaz egy k egyenld részintervallumboél Ssszetett intervallumot, masrészt pedig, hogy egy # +1
egyenld részintervallumbol osszetett intervallum valodi részként tartalmazza a B intervallumot. Ezek
szerint

2y T

k

Sh -k <(k+) 2T
X

Minthogy az egyenld részintervallumokhoz egyenld értékek tartoznak, ez az érték az additivitas miatt

csak % lehet. Az additivitast ujbol kihasznalva, a fentebb mondottak szerint igaz tehat, hogy B
lota
tartalmaz egy olyan intervallumot, amelyhez az # érték k-szorosa van hozzarendelve, és hogy B

valddi része egy olyan intervallumnak, amelyhez ugyanannak az értéknek a (£+1) -szerese tartozik.
A pozitivitasbol és additivitasbol kdvetkezé monotonitas alapjan adodik tehat, hogy

A < ) <fern 2

» M

k

I3 k+1
% g5 y(A4) értékekkel osztjuk, azt kapjuk, hogy # és  #

Ha egyenlétlenségeinket a pozitiv “2

kozrefogja a

k

értékek mindegyikét, megengedve, hogy * -nel egyenldk is lehessenek. Ebbdl kovetkezik, hogy a
1

felirt két érték kiilonbsége a kozrefogod értékek kiilonbségénél, # -nél kisebb. Ezt a megallapitast a
nem negativ kiilonbségre, vagy ha tetszik, a kiilonbség abszolut értékére tettiikk. Mivel a nem negativ
1

kiilonbség # -nél kisebb, és n akarmelyik természetes szamot jelentheti, azért a kiilonbség csak 0
lehet. Tamaszkodtunk itt arra, hogy pozitiv szdm nem lehet minden természetes szam reciprokanal
kisebb, hiszen van olyan egész szam, amely egy adott pozitiv szam reciprokdnal nagyobb. Belattuk
ilyen médon, hogy a felirt két érték egyenld, és ez segédtételiink helyességét mondja ki.

Segédtételiink birtokaban joval egyszerlibb e szakasz elsé tételének a bizonyitasa. Az egyik
szar szakaszaihoz hozzarendeljik a masik szar megfeleld szakaszainak a hosszat. Ez az
intervallumfliggvény nyilvanvaldan pozitiv és additiv. A bizonyitas a) részében kimutattuk azt is,
hogy egyenl6 szakaszokhoz egyenld értékeket rendel. A segédtétel alapjan maris kdvetkezik ebbdl a
bizonyitando allitas.

Segédtételiink mas szovegezéssel azt mondja ki, hogy ha minden szakaszhoz egy-egy szamot
rendeliink, mégpedig 1. mindig pozitiv szamot, 2. egyenld szakaszokhoz egyenldé szamokat,
3. egymashoz csatlakozé szakaszokhoz olyan szamokat, amelyeknek az Osszege a két szakasz
egyiitteséhez rendelt szammal egyenld, akkor a hozzarendelt szam csak a szakasz hosszanak
allandészorosa lehet. Ha tehat azt is megkoveteljiik, hogy 4. az egységszakaszhoz rendelt szdm
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1 legyen, akkor a hozzarendelt szam csak maga a hossz lehet. E megallapitas sikbeli és térbeli
megfeleldjével majd talalkozni fogunk (lasd 20.1 és 27.1).

B4 Az el6z6 megjegyzés segédtételét nyomban felhasznaljuk annak bizonyitasara, hogy a sik és a tér
el nem fajul6 félegyenestarto leképezései (vo. 6.1B4) az egyez0 allasu szakaszok aranyat megtartjak.
14.2 B2 szerint elég, ha ezt egy egyenes szakaszainak az aranyara bizonyitjuk csak. Tekintsiik ezért
egy egyenes intervallumait, és rendeljiik hozzajuk a képiik hosszat. Ez az intervallumfliggvény pozitiv
¢és additiv, tovabba 14.2 B2 szerint egyenld intervallumokhoz egyenl6 értékeket rendel. Igaz tehat,
hogy a képszakaszok hosszanak az ardnya megegyezik a targyszakaszokéval.

17.3 Az el6z6 szakasz elokészitése utan a hasonlosag targyalasaba kezdiink.

Tétel. Ha egy alakzat minden egyes A pontjahoz azt a 5 pontot rendeljiik hozza, amelyik a rogzitett

O pontbol indulo OF félegyenesen van, s amelyikre OF, = 408, ahol A egy rogzitett pozitiv szam,

akkor az igy hozzarendelt pontok az eredetihez hasonlo alakzatot alkotnak.

Tételiink az egy pontbdl valo kinagyitasrol és az egy pontra vald dsszehuzasrol szol. Az alakzat,
amelyre a tételben leirt miiveletet alkalmazzuk, tetszéleges lehet. Lehet a teljes sik vagy akar az egész
tér is. A tétel szdmunkra azért is fontos, mert biztositja, hogy van szabadon megvalasztott aranyu
hasonlésag, hogy minden alakzathoz talalhaté hasonlo alakzat, mégpedig szabadon eldirt arannyal.

Bizonyitds. Ha az egyik alakzat 4 és 5 pontjanak a masik alakzat 4 és 5, pontja felel meg (93. abra),

OA, - OA =0B, 0B, QA OB,

akkor e pontok megvalasztasabol kovetkezoleg Ha tehat az egyenesek

nem azonosak, akkor az el6z6 pont masodik tétele szerint 45, || A5, harmadik tétele szerint pedig
AL, A8 =A

o4

04 .. OF o OB

. B . . .
Ha viszont és 1 azonos egyenesek, akkor az 45, tavolsag az 1 tavolsagok

kiilonbsége vagy Osszege. Az 4. 5, pontok megvalasztasa folytan az 45, tavolsag is 0sszege, illetve

04, OB

kiilonbsége az 04y 5 OB tavolsagoknak, azaz az ! tavolsagok - -szorosainak. Ezért 45,

az 48, tavolsag 4 -szorosa.

94
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Igazoltuk, hogy az 0j alakzat barmely két pontjanak tavolsaga az eredeti alakzat megfeleld pontjai

tavolsaganak 4 -szorosa. A két alakzat igy hasonld, s a hasonlosag aranyszama 4. —

Tételiink specialis helyzetl hasonl6 alakzatokrol szol. A bizonyitas azt is mutatja, hogy az alakzatok
megfeleld szakaszai parhuzamosak, s6t azt is, hogy ha a megfelel6 szakaszokat ugy iranyitjuk, hogy
kezddpontjaik megfeleld pontok legyenek, akkor iranyuk is megegyez6. Megallapithatjuk tehat, hogy
az alakzatok megfelel6 szdgei egy allastiak és igy egyenlok.

B Bizonyitjuk, hogy két hasonlo sikbeli alakzathoz talalhato a siknak olyan hasonlosaga, amely ezt
a két alakzatot egymashoz rendeli. Mas szoval: két sikbeli alakzat hasonlosaga kiterjeszthetd sikjuk
(vagy sikjaik) hasonlosagava (v6. 6.1 B2). Hasonlot mondhatunk két térbeli alakzatrol is, de ennek
helyességét majd csak késobb lathatjuk be (1asd 26.4 B2).

Az allitas bizonyitasa céljabol tekintsiik a hasonlo sikbeli B9 alakzatokat (94. abra), s legyen hest
egy-egy megfeleld tavolsaguk. Egy tetszéleges O pontot valasztunk, és 4 -bol utolsoé tételiink eldirasa

szerint olyan hozza hasonlé @ alakzatot készitiink, amelyben 4 nek & tavolsag felel meg. 3 és @
egybevagdk, mert hasonldk, és egy-egy megfeleld tavolsaguk egyenld, azaz hasonlosaguk aranya 1.
Ez az egybevagdsag 11.1 B3c) szerint kiterjeszthetd a sik egybevagd leképezésévé. Ha a siknak ezt az

egybevago leképezését kovetden a Z alakzatot szolgéltatd hasonlosag inverzét alkalmazzuk, akkor a
sik kivant tulajdonsagu hasonlésagahoz jutunk.

17.4 Tétel. Minden hasonldsag szogtarto.

Ha tehat az 45,6 pontokhoz a hasonloésag az ‘%’Bﬁ’cﬁ, pontokat rendeli, akkor
AR =A B

Bizonyitas. Legyen ] és & két hasonl6 alakzat, s legyen e egy-egy megfeleld tavolsaguk.
Tetsz6legesen valasztott O pontbol kiindulva készitsiink az el6z6 szakasz eljarasaval olyan & -hoz

hasonlé Z alakzatot, amelyben % nek zl—gyel egyenld tavolsag felel meg (94. abra).

3 és P egybevagod, mert egyrészt hasonlok, hiszen mindkettd hasonld 4 -h6z, masrészt egy-egy
megfelel tavolsaguk egyenlésége miatt hasonlosaguk aranyszama 1. Igy tehat 3 és P megfeleld
szogei egyenldk. Viszont & és 2 megfeleld szdgei is egyenldk, miként ezt az el6z6 szakaszban

megallapitottuk. Ezek szerint ] és 2 megfeleld szogei is egyenlok. —

A tételbdl kovetkezik, hogy kollinedris pontoknak ugyanilyen pontok felelnek meg, tehéat a hasonlosag
egyenestarto.

B Tételiink csak a szdgtartasrdl szolt, ramutathatunk azonban arra, hogy ebbdl a hasonldsag szamos
tovabbi tulajdonsaga is kovetkezik.

Elsének azt emlitjiik, hogy a hasonlosag kozonséges félegyenestartd leképezés. A szdgtartasbol

kovetkezik ugyanis, hogy ha az A, B pontok képei 4 és 5 akkor az 45, félegyenes tartalmazza az
AB félegyenes képét. Az inverz hasonlosagra hivatkozva azt is kimondhatjuk, hogy az AB félegyenes

képe tartalmazza az 45, félegyenest. Eszerint az AB félegyenes képe az 45, félegyenessel azonos.

Kovetkezik ebbdl, hogy a hasonlosag rendelkezik mindazokkal a tulajdonsagokkal, amelyeket az el
nem fajulé félegyenestartd leképezésekrdl mar megallapitottunk (vo. 6.1B4). Azt is kimondhatjuk
tehat, hogy a hasonlésag nemcsak az eredeti értelemben szogtartd, hanem a 11.1 B2-ben emlitett
tovabbi két értelemben is.
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17.5 Tétel. Két haromszog hasonlo, ha

a) oldalaik aranya egyenld,

b) két-két oldaluk aranya s az ezek altal kdzrefogott szogiik egyenld,

c) két-két oldaluk aranya és e két-két oldal koziil a nagyabbakkal szemkozt levd szogiik egyenld,
d) két-két szogiik paronként egyenld.

Tétel. Két egyszerii sokszog hasonlo, ha

a) megfeleld oldalaik és atloik aranya egyenld,

b) megfeleld oldalaik aranya egyenld, s megfeleld szogeik paronként egyenlok.

Mindkét tételcsoport a 11.1—11.3 szakaszokban targyalt egybevagdsagi tételeknek felel meg. A
kimondott feltételekr6l mar tudjuk, hogy a hasonlosagnak sziikséges feltételei. A tételek e feltételek
elégségességét mondjak ki.

Bizonyitds. Valamennyi feltételrdl megallapithatjuk, hogy csak tdvolsdgok aranyanak egyezését és
szogek egyenldségét szerepelteti, hogy tovabba barmelyikiik az alakzatok egybevdgdsagahoz is
elégséges abban az esetben, ha az aranyitott tdvolsagok egyenldk, az els6 tétel d) esetében pedig akkor,
ha két megfeleld oldal is egyenld. A tételeinkben szerepld feltételek elégségességét e tulajdonsagaik
alapjan egyszerre bizonyitjuk.

Legyen 3 és 2 két sokszog, amelyekre feltételeinknek valamelyike all. Legyen hgs egy-egy
olyan oldaluk, amelyeknek aranyat a feltétel szerepelteti, az els6 tétel d) feltételének esetében pedig

egy-egy megfelel6 oldaluk. Legyen tovabba 2 olyan & -hoz hasonl6 alakzat, melyben & nek zl—gyel
egyenl0 tavolsag felel meg.

A vizsgalt feltétel Q?-re és P-re is teljesiil, mert 4 18l P-re valé attérés a szogeket nem valtoztatta
meg, s minden tavolsag hosszat ugyanannyiszorosara valtoztatta. Minthogy ezen tGlmendleg az

aranyitott oldalak is egyenlok, illetve két megfeleld oldal egyenld, azért az eldrebocsatottak szerint 3

és P egybevago. Ezért a P -hez hasonld 2 alakzat F-hez is hasonlo. —

B1 Az elsé tétel a) feltételével kapcsolatban 11.1 Bl-hez hasonlét mondhatunk. Téved, aki két

crer

definicidja barmely két-két megfeleld pont tavolsaganak aranyardl szolt.

B2 Bizonyitjuk, hogy ha egy alakzat nem linearis, és egy rajta definialt transzformdcio szogtarto,
akkor ez a transzformadcio hasonlosag. A szdgtartosagot itt abban a legkevesebbet kivano alakban
értjiik, amelyet [7.4 is hasznalt, hozzaértjiik azonban a szogtartosaghoz azt is, hogy kiilonboz6 pontok
képei kiilonbozok, hogy tehat lehet valoban minden targyszog képszogérol beszElni.

Nem volna helyes az allitas, ha linearis alakzatokra mondandk ki. Példat ad erre egy szakasz két
végpontja és felezOpontja, ha a végpontokhoz 6nmagukat, a felez6ponthoz pedig a szakasz egy masik
belsd pontjat rendeljiik.

Allitasunk bizonyitasa végett el6szor is azt jegyezziik meg, hogy a szoban forgd alakzat barmely harom
nem kollinearis pontja, valamint ezek képei hasonlo haromszdgeket szolgaltatnak, hiszen szogeik a
szOgtartas miatt egyenlok, és mar két szog egyenldsége is biztositja a hasonlosagot.

4, 5,0, az alakzat harom nem kollineéris pontja tovabba i és & két tetszdleges

5

Legyen most mar
pontja, amelyek az el6bbi haromtdél nem feltétleniil kiillonbozok. E pontok képpontjait 4. 5,0
és 2 jeldli.
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A 2 egyenes nem tartalmazhatja az 45,0, pontok mindegyikét, hiszen ezek nem kollinearisak.
Legyen pl. 4 egy ilyen pont. Nem tartalmazhatja a #.G pontokat az A2, egyenes sem. Legyen pl. 5
az A0, egyenesen kiviil. Az ARG, LA, haromszogek, valamint az A5G, 45,0, haromszogek
hasonl6sagébol BG AR =40, A0 = 45, A8 46dik. Ezek szerint alakzataink barmely két

megfeleld tdvolsdganak aranya megegyezik a hasonld A5G, 45,5 haromszogek oldalaranyaval.
A vizsgalt transzforméacio tehat valoban aranytartd, azaz hasonlosag.

17.6 Tétel. Hasonlo sokszogek keriiletének aranya megegyezik bdarmely megfeleld oldalparjuk
aranyaval.

Mondhattuk volna, hogy a keriiletarany a hasonldsag aranyaval egyenld.

Bizonyitds. A hasonldsag aranyszamaval szorozva az egyik sokszog oldalait, a masik sokszog oldalait
kapjuk meg. Ezért ¢ szammal szorozva az egyik sokszog oldalainak Osszegét, a masik sokszog
oldalainak 6sszege adodik. —

Tétel. Hasonlo alakzatok két-ket megfeleld tavolsaganak szorzataval képezett arany a hasonlosag
aranyanak négyzetével, hdarom-hdarom megfelelé tavolsag szorzatdaval képezett arany pedig a
hasonlosag aranyanak kobével egyenlo.

Szoélhattunk volna haromnal tobb megfeleld tavolsag szorzatardl is, a két- és haromtényezos esetet
csak a gyakrabb alkalmazas miatt emeltiik ki.

Bizonyitas. Megfeleld tavolsagparok szorzatanak hanyadosa két-két megfeleld tavolsag hanyadosanak
szorzata, s ezért a hasonldésdg aranyszamanak négyzetével egyenlé. Harom-harom megfeleld
tavolsag szorzatanak hanyadosa hasonloképpen harom olyan tort szorzata, amelyeknek mindegyike
a hasonlosag aranyat adja. —

17.7 Két hasonld alakzat parhuzamos helyzetii (parhuzamosan hasonlo, homotétikus), ha megfeleld
szakaszaik allasa megegyezik. Az olyan hasonlosagot, amely parhuzamos helyzetii alakzatokat rendel
egymashoz, parhuzamos hasonlosagnak (homotécia) nevezzik.

Az azonossag, az eltolas és a pontra vonatkozé tiikkrdzés is parhuzamos helyzetii hasonlosag. Ilyen
hasonlosagot targyalt 17.3 tétele, tovabba ilyen hasonlosaghoz jutunk akkor is, ha az ott szerkesztett
képalakzatot még tiikr6zziik az O pontra (95. abra). Ez utobbi képhez természetesen kozvetleniil is

eljuthatunk, ha a targyalakzat 4 pontjahoz azt az 4, pontot rendeljiik, amely az 04, félegyenes

meghosszabbitasan van, és amelyre % = 404

95

Péarhuzamos hasonldsagnal a hasonlosag eldjeles aranyardl is beszéliink. Ehhez gy jutunk, hogy
a hasonlésag aranyat pozitiv vagy negativ el6jellel latjuk el aszerint, amint a megfeleld és
egymasnak megfelelden iranyitott szakaszok egyirdnytiak vagy nem. Az azonossag eldjeles aranya 1,

a pontra vonatkozd tiikrozésé—1, a 17.3-ban targyalt hasonlésagé # , az abbol tiikrozéssel adodoé = .
Megallapithatjuk ebbdl, hogy a parhuzamos hasonldsag eldjeles aranya tetszdleges 0-t6l kiillonbozo
valds szdm lehet. Nyilvanval6 az, hogy parhuzamos hasonlosagok egymasutanja szintén parhuzamos
hasonlésag, és hogy ilyenkor a hasonldsagok eldjeles aranyai 6sszeszorzddnak.
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Tétel. Egyetlenegy olyan parhuzamos hasonlosag van, amely két egyezo allasu iranyitott szakasz
egyikét a masikba viszi.

Beszélhettiink volna iranyitatlan szakaszokrdl is, ha el6irjuk, hogy melyik végpont melyik végpontba
jusson.

Bizonyitas. a) Legyenek 45, és 45, a megadott egyez0 allasu szakaszok. Alkalmazzuk tetszdleges

A=AB, AB

O pontbdl kiindulva 17.3 eljarasat, mégpedig arannyal. Ha ezt kdvetden esetleg

még tiikroziink az O pontra, akkor elérhetjiik, hogy 45, az 45, szakasszal egyenlové és vele

egyiranyva valjék. Ujabb eltolassal elérhetjiik tehat azt is, hogy az elirt 4,5, helyzetbe jusson.
Sorozatosan alkalmazott transzformacioink parhuzamos hasonldsagok voltak, tehat olyan parhuzamos

hasonldsaghoz vezettek, amely az 48, iranyitott szakaszt a megadott 4,5, helyzetbe viszi.

b) Még azt kell belatnunk, hogy csak egy kivant tulajdonsagt parhuzamos hasonlésag van. Ha ez nem
igy volna, akkor az egyik utan a masik inverzét alkalmazva olyan parhuzamos hasonloésaghoz jutnank,

amely az 4.5 pontokat helyben hagyja, de nem azonossag. Ha azonban az 4.5 pontok helyben
maradnak, akkor a hasonldsdg aranya 1, és ennek kdvetkezménye, hogy az 45, egyenes minden pontja
helyben marad. Ha pedig egy az 45, egyenesen kiviili P pontot tekintiink, akkor is megallapithatjuk,

hogy P-nek helyben kell maradnia. Ez abbol kovetkezik, hogy az 48, B4 egyenesek onmaguknak
a képei, hiszen képeiknek veliik egyez6 allasuaknak kell lenniiik, és at kell haladniuk a helyben

marado 4.5 pontokon. Ezek szerint minden pont helyben marad, azaz a vizsgalt transzformacio
csak azonossag lehet. Ez az ellentmondas bizonyitja, hogy csak egy kivant tulajdonsagu parhuzamos
hasonldsag van. —

Ha két hasonl6 alakzat esetében van olyan O pont, amely barmely megfeleld pontparral egyiitt egy
egyenesen van, akkor az O pontot hasonlosdagi centrumnak nevezziik, és centrdlis hasonlosagrol
beszéliink.

Ilyen centralis hasonlosag az azonossag, a pontra vonatkozoé tiikkrdzés, valamint a 17.3- ban targyalt
¢és az abbol O -ra tiikkrozve adodo hasonlosag is.

Tétel. Minden centralis hasonlosag parhuzamos is.

Bizonyitads. a) El6szor azt bizonyitjuk, hogy a hasonlosag centruma dnmaganak a képe. Evégbdl egy
az O centrumon athalad6 egyenest és ezen egy az O pontot tartalmazé szakaszt vesziink fel. Mivel a
hasonldsag centralis, szakaszunk képe ugyanezen az egyenesen van, kell tehat, hogy ez az egyenes O
képét is tartalmazza. Minthogy az O ponton athaladé egyenest dnkényesen vettiik fel, O képének rajta
kell lennie az O ponton athaladé egyenesek mindegyikén. Ez a kép ezért csak az O pont lehet.

04, 04

b) Igazoljuk, hogy az iranyitott szakaszokkal képezett arany értéke nem fiigg attol, hogy

melyik megfeleld, O-t6] kiilonb6z6 4.4, pontpart valasztjuk. A centralis hasonlosag miatt egy
egyenes szakaszair6l van itt sz6. Az nyilvanvald, hogy a felirt arany a hasonlosdg aranyat adja,
hiszen O sajat maganak a képe. Csak azt kell belatnunk, hogy az arany eldjele is ugyanaz minden

pontparra. Elég tehat azt bizonyitanunk, hogy ha pl. Ody - 04 pozitiv, akkor egy masik megfeleld

8.5 pontparral képezett OB, 08, nem lehet negativ. Ha ez volna a helyzet, akkor mindezek a
pontok nem lehetnek egy egyenesen, hiszen az elfajult CA5 és C45, haromszogek a hasonlosag

miatt hasonldk, ha tehat O nem valasztja el az 4.4 pontokat, a 5.5 pontokat sem valaszthatja

el. Ha viszont 4 és 4, nincs a 58, egyenesen (96. abra), akkor az 408, és 405, szogek az
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aranyok eldjelére vonatkozo feltevés miatt mellékszogek, és ezért az O ponton at nem halad olyan

egyenes, amely az 4%, 4,5, szakaszok mindegyikét metszi. Amde ezek megfeleld szakaszok, s igy
megfeleld belsé pontjaiknak az O ponttal egyiitt egy egyenesen kell lennidk. Ez ellentmond az el6z6
megallapitasnak, s ez az ellentmondas allitasunk helyességét bizonyitja.

¢) Tételiink helyessége most mar egyszertien kovetkezik abbol, hogy megfeleld .5 pontok altal

meghatarozott iranyitott szakaszokra OF = A0 5765 4 értékkel minden esetben teljesiil. Ha
pozitiv, akkor 17.3 hozzarendelésével allunk tehat szemben, s arrol tudjuk, hogy parhuzamos helyzetii

hasonlosagot ad. Ha viszont # negativ, akkor még tiikrozni kell az O pontra, s ez a tiikrozés a
parhuzamossagon nem valtoztat. —

97
Tétel. Ha egy parhuzamos hasonlosag nem eltolas, akkor centralis.

Nyilvanvald, hogy az eltolast ki kellett itt zarni, mert (hacsak nem egy linearis alakzatot tolunk el sajat
egyenese mentén, és nem azonossagrol van szo) eltolas esetében hasonldsagi centrum nincs.

Bizonyitas. Legyen 4 olyan pont, amely a parhuzamos hasonlosag altal szolgaltatott képével, 4, -vel
nem esik egybe. Legyen 5 egy nem az 44 egyenesen levd pont, és 5 -nek képe %, (97. abra). Az

A8 o5 AF srakaszok parhuzamosak, mert megfeleld szakaszok és nincsenek egy egyenesen. E két
szakasz nem lehet egyenld s egyben egy iranyu is, mert akkor eltolast hataroznanak meg. Ezért az

44, , 58, egyenesek nem parhuzamosak, s egymast egy O pontban metszik.

Az 44, egyenesnek képe Oonmaga, mert kell, hogy a kép A?-n athaladjon s allésa 44 -ével
megegyezzek. Ugyanigy 58, is onmaganak a képe. Igy az O pont képe 6nmaga, mert képének az

44, B8, egyenesek mindegyikén rajta kell lennie.
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Jelentse 1 az elsé alakzat tetszéleges, O-tdl kiilonbozo pontjat. Az OR egyenes képe dnmaga, mert

a kép is athalad az O ponton és allasa OF -ével egyezik. Ezért A képe, £ is ezen az egyenesen van.
A vizsgalt hasonlosag ezek szerint valdban centralis, hiszen O minden megfelelé pontparral egytitt
egy egyenesen van. —

B1 Ennek a szakasznak a targyalasa a térbeli hasonldsagra csak akkor valik majd alkalmazhatova,
ha a térgeometria egyes elemi tényeit mar megismertiik. Itt a parhuzamossag, allas és irany
térbeli tisztazasara gondolunk (lasd 23.2). Ezzel a fonntartassal kell fogadni mindazt, amit ebben a
paragrafusban térbeli alakzatok parhuzamos hasonl6sagarél még mondani fogunk.

B2 A sik minden parhuzamos hasonlosaga megtartja az orientdciot. Nyilvanvalo ez, ha pozitiv arany(
centralis hasonldsagrol van szo, hiszen ott minden irany valtozatlan marad. Minthogy a negativ aranyt
parhuzamos helyzetli hasonlosagokhoz a pozitiv aranytiakbdl orientaciot tarto tiikrozéssel jutottunk
el, azért az orientaciot a negativ aranyuak is megtartjak. Minthogy végiil az eltolas is megtartja az
orientaciot, azért ez az allitas valoban minden parhuzamos hasonlosagra teljestil.

A tér parhuzamos hasonldsdgaira nem mondhatjuk ki ugyanezt. A pozitiv aranyuakra az
orientaciotartds a sikbeli eset mintdjara lathatdé be (ha majd a térbeli irdany fogalmaval
megismerkedtiink), viszont a negativ aranytiakhoz vezetd, pontra vonatkozé tiikrozés megvaltoztatja
az orientaciot.

A hasonlosagokat osztalyozni lehet aszerint, hogy megtartjak-e az orientaciét vagy sem. Van
orientaciot megvaltoztatd hasonldsag a sikban is és a térben is. Erre a legegyszeriibb példat a sik
egyenesre vonatkoz6 tiikrozése és a tér pontra vagy sikra vonatkozo tiikkrozése, tehat az orientaciot
megvaltoztatd egybevagosagok adjak. Az orientaciét megtartd hasonldsagok csoportot alkotnak.

Itt emlitjiik, hogy a koéznapi nyelv két testre akkor mondja, hogy ,alakjuk” megegyezik, ha
orientaciotartd hasonlosaggal keletkeznek egymasbol (vo. 2.1).

B3 Nyilvanvalo, hogy a parhuzamos hasonldsagok csoportot alkotnak. A centralis hasonlosadgokra ez
nem all, hiszen két centralis hasonldsag egymasutanja eltolast is szolgaltathat.

B4 Azt mondhatja valaki, hogy ,,minden parhuzamos hasonlosag centralis, csakhogy, ha eltolasrol van
sz0, akkor a centrum a végtelenben van”. Mi az ilyen beszédet csak alapos eldkészités utan fogadjuk
majd el a konyv masodik felében.

17.8 A kovetkezOkben parhuzamos helyzetli hasonld alakzatokrol szold tételek szerepelnek.

Tétel. Ha két parhuzamos egyenest egy hozzajuk nem tartozo ponton dthalado egyenesekkel metsziink,
akkor az egyik parhuzamosbol kimetszett szakaszok aranya megegyezik a masik parhuzamos megfelelé
szakaszainak az aranyaval.

Bizonyitds. A metsz6 egyenesek k6zds O pontjat centrumul valasztjuk, és olyan centralis hasonldsagot

alkalmazunk, amelyik az egyik parhuzamos valamely 4 pontjat a masik parhuzamos megfeleld 4
pontjaba viszi (98. dbra). Ez a hasonldsag a metsz egyeneseket helyben hagyja, az elsé parhuzamost
pedig a masodikba viszi at, hiszen a centralis hasonlosag az egyenesek allasat nem valtoztatja meg.
Ezek szerint az elsé parhuzamos metszéspontjaihoz a hasonldosdg a masodik parhuzamos megfelel
metszéspontjait rendeli, és ez a hasonlosag tételiink helyességét mondja ki. —
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98

Tétel. Ha két soksz6g megfeleld oldalainak és atldinak az dallasa paronként egyezo, akkor a két sokszog
hasonlo.

Azt eleve tudjuk, hogy csak parhuzamos helyzeti hasonlosagrol lehet sz6. Tételiink azt is kimondja,
hogy parhuzamos oldalii haromszdgek hasonlok. Ha nem haromszogekrdl van szo, akkor nem elég
csak az oldalak parhuzamossagat kdvetelni meg. Erre két kiillonboz6 oldalaranyt, parhuzamosan
elhelyezett téglalap is példat ad.

Bizonyitas. Alkalmazzunk az egyik sokszdgre olyan parhuzamos hasonlésagot, amely ennek egy 48,

oldalat a masik sokszog megfeleld 4,5, oldalara fekteti, mégpedig az oldal végpontjait is a megfeleld
végpontokba juttatja. Ha belatjuk, hogy ez a hasonldsag az elsé sokszog minden csticsat a masodik
sokszog megfeleld csticsaba viszi at, akkor bebizonyitottuk, hogy tételiink helyes.

Ez nyomban belathaté6 minden olyan ! csucsra, amely nincs az 45 egyenesen, hiszen az A0 és

J:Xod c, . B

szakaszok képeinek a veliikk parhuzamos 40 és 2Cy egyeneseken kell elhelyezkedniiik, és

ezért 1 képe csak ezeknek az egyeneseknek a metszéspontja, azaz a % ek megfeleld ©3 csucs lehet.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha a B cstes az A5 egyenesen van, akkor is igaz, hogy g megfeleld
csucsba jut. Ha ugyanis G nem ilyen csucs, akkor mar tudjuk, hogy az A0 szakasz az el6irt helyzetbe
jut. Minthogy o nincs az 4G egyenesen, alkalmazhatjuk allitasunknak mar bizonyitott részét ezekre

a pontokra, tudjuk tehat, hogy L a neki megfelel csucsba jut.
Ezek szerint a készitett sokszog valdban azonos a masodik megadott sokszoggel. —

Tételiink alapjan azt is kimondhatjuk, hogy a sik két sokszdge hasonlo, ha megfelel6 oldalaik és atloik

paronként merélegesek egymasra. Ha ugyanis az egyiket 20" -kal elforgatjuk, akdrmelyik pont koriil
¢és akarmelyik irdnyban, akkor mar alkalmazhatova valik a most bizonyitott tétel. Kimondhatjuk tehat,
hogy a sik két haromszoge hasonlo, ha oldalaik merdlegesek egymasra.

B1 Az utols6 bizonyitas 1ényegesen kihasznalta azt, hogy a sokszdg csticsai nincsenek mind egy
egyenesen, hiszen ezt hasznaltuk ki, amikor a bizonyitas utolsé részében egy az 45, egyeneshez nem

illeszkedd G csucsot vettiink fel. Nem is volna helyes a tétel, ha pl. elfajulé haromszdgekre akarnok
kimondani.

B2 Utolso tételiinket poliéderekre is kimondhattuk volna, s6t bizonyitasa is valtoztatas nélkiil
alkalmazhat6 ebben az esetben (azonban 17.7 B1 fenntartasa ide is vonatkozik). Nem mondhatunk
viszont hasonlot a masodik tételnek arrol az atfogalmazasardl, amely az oldalak és atlok
merdlegességérdl szolt. Megemlitjiik, hogy ez az atfogalmazas akkor sem volna helyes, ha két nem
parhuzamos sikban elhelyezkedé sokszogre mondanok ki.

17.9 Két kor hasonlosagaval akarunk itt foglalkozni.

Elészor is megallapitjuk, hogy a hasonlosag korhoz kort rendel, mégpedig kozéppontjukat is
egymashoz rendeli. Ez a tavolsagok aranyanak megtartasabol nyomban belathato.

Barmely két kor hasonlo, mert az olyan hasonldsag, amelyik az egyik kor kézéppontjdhoz a masik
kor kdzéppontjat (és sikjahoz annak sikjat) rendeli, s amelyiknek aranyszama a kordk sugarainak
hanyadosa, az az egyik kort a masikba viszi at.

Két parhuzamos helyzeti hasonl6 alakzat esetében tudjuk, hogy vagy eltolassal, vagy centralis
hasonlésaggal szarmaznak egymdasbol. Ha tehat nem eltoldssal szarmaznak egymdsbodl, akkor
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beszélhetiink a két alakzat hasonlosagi centrumardl. A hasonlosagi centrumot kiilsonek vagy belsének
mondjuk aszerint, amint pozitiv vagy negativ aranyu centralis hasonlosag szolgaltatta.

Ha két parhuzamos helyzetii hasonlo alakzat centralisan szimmetrikus, akkor kétféleképpen is
felfoghatok egymas parhuzamos helyzetli hasonlo képének. Ehhez a két leképezéshez ugy jutunk,
hogy egyszer az eredeti parhuzamos hasonlosagot, masodszor pedig azt a leképezést tekintjiik,
amelyikhez eljutunk, ha az eldszor tekintett parhuzamos hasonlosagot kdvetden még tiikroziink a
képalakzat szimmetriacentrumara. Parhuzamosan hasonlé és egymasbol nem eltolassal szarmazo
centralszimmetrikus alakzatok esetében ezek szerint két hasonlosagi centrumot talalhatunk. Ezekhez
a centrumokhoz. tartozd eldjeles hasonlosagi aranyok ellentétes eldjeliick (de egyenlé abszolut
értékliek), hiszen a szimmetriacentrumra vonatkozo tiikrozés megvaltoztatta a szakaszok iranyat.
Ilyenkor tehat az egyik hasonldsagi centrum kiilsd, a masik pedig belsé.

Barmely két kor felfoghato kétféleképpen is egymas parhuzamosan hasonlo képének, hiszen barmely
két parhuzamos sugar a koroket egymashoz rendeld parhuzamos hasonldésagot hataroz meg, marpedig
egy iranyu és ellentétes iranyu sugarakbdl is ki lehet indulni. Ha a két kor sugara egyenld, akkor az
egy iranyu sugarakbol kiindulva eltolashoz jutunk, ilyenkor tehat csak belsé hasonlosagi centrum van.
Kiilonb6z6 sugaru koroknek viszont van belsd és van kiilsé hasonlosagi centrumuk (99. abra).

99

Ha két kornek van két kiils6 érintdje, s ezeknek van metszéspontjuk, illetve ha két kdrnek van két belsd
érintdje, akkor az egynemd érintdk metszéspontja a korok kiilso, illetve belsé hasonlosagi centruma
(v0. 77. abra). A centralis hasonldsag ugyanis a hasonldsagi centrumbol az egyik koérhoz vont érintét
onmagaba viszi at, s igy kell hogy ez az egyenes a masik kort is érintse. Hozzatehetjiikk ehhez, hogy
az egyenes a két kort mas-mas oldalrél vagy ugyanarrol az oldalrél érinti aszerint, amint a centralis
hasonldsag az egyenes altal hatarolt félsikokat felcseréli vagy nem, aszerint tehat, amint a centralis
hasonldsag aranya negativ vagy pozitiv.

Erintkez$ korok érintési pontja egyben hasonlésagi centrumuk is, mégpedig kiviilrél érintkezoké
belsd, beliilrdl érintkez6ké pedig kiilsé hasonlosagi centrum. Ez nyomban belathatd, ha az érintési
ponthoz vezetd sugarakat és az ezek altal meghatarozott parhuzamos hasonlosagot tekintjiik.

B Korok hasonldsagi centrumait ismerve egyszeriibben bizonyithattuk volna 15.7 tételét. Elegendd
lett volna a hasonldsagi centrumbdl az egyik korhoz vont érintdket vizsgalni.

18. § Aranyos tavolsagok a haromszognél és a
kornél

A haromszoggel, kiilonosen a derékszogii hdromszoggel, valamint a korrel kapcsolatban szerepelnek
olyan tavolsagok, amelyekrdl belathatd, hogy aranypart alkotnak. Ebben a paragrafusban ilyen
tavolsagokkal foglalkozunk.

18.1 A haromszdgnek egy csucsabol a szemkdzti oldalegyenesre bocsatott merdleges szakaszt a
haromszog magassaganak (magassagszakasz, magassagvonal) nevezziik, mely az illeté oldalhoz mint
alaphoz tartozik. Ha derékszogli haromszog magassagardl beszéliink, akkor az atfogdhoz tartozo
magassagra gondolunk, ugyanis a derékszogli haromszdg egyik befogdjahoz magassagként a masik
befogo tartozik. Magassagnak mondjuk a magassagszakasz hosszat is.
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Tétel. Ha a haromszég egy oldalat a hozza tartozo magassaggal megszorozzuk, akkor az oldal
megvalasztasatol fiiggetleniil mindig ugyanazt az eredményt kapjuk.

Ha az a, b, ¢ oldalakhoz =% magassagok tartoznak, akkor %= = by = com,.

Bizonyitds. Elég csak az %™ =bin, egyenldséget bizonyitanunk. Az A5C4 _et és annak 44, és 85

magassagait tekintjiik (100. abra). CAd = B,

CAAA . CBBA
€S

mert merdleges szari hegyesszogek. Ezért a

hasonld, hiszen derékszogiik s egy-egy hegyesszogiik egyenld. A hasonldsag miatt

CA:CB —Ad, : 55 azaz bra=m, m, ami éppen a bizonyitando egyenléséget adja. —
B !
i
|
i
!
¢ 5 A B
100

B A tétel bizonyitdsara segédeszkoziil a teriiletszamitas kinalkozik, a teriiletszamitas szabatos
megalapozésa viszont éppen erre a tételre tdmaszkodik (v6. 20.4 B).

18.2 A derékszogl haromszog magassaga az atfogot két darabra bontja. Ezek a befogoknak az atfogora
vetett vetiiletei. Szokas szerint az a és b befogo vetiiletét p és ¢ jeloli (101. abra).

101

Tétel (magassagtétel). A derékszogii haromszég magassiga a befogok atfogéra vetett
vetiileteinek a mértani kézéparanyosa.

Két pozitiv szam mértani kdzéparanyosa e két szam szorzatanak pozitiv négyzetgyokét jelenti. A tétel
2_
allitasa szokott jeldléssel # = #¢-
Bizonyitas. A derékszogli haromszoget magassdga két hasonldé haromszogre bontja, mert
2_
hegyesszogeik merdleges szart szogek. E hasonlésag alapjan p : m =m : g, tehat ™ = #9-
Tétel (befogotétel). A derékszogii haromszog befogdja mértani kozéparanyosa az atfogénak s a
befogé atfogora vetett vetiiletének.
. 117ex s 1wtz at=em . Biza
A tétel allitasa szokott jeloléssel P és 4

Bizonyitas. A derékszogii haromszog magassaga altal levagott haromszogek az eredeti haromszdghoz
hasonlok, mert egy-egy hegyesszogiik k6zos. Az eredeti haromszog és pl. az a befogora timaszkodo

2 _
kisebb haromszdg hasonlosiga alapjan a :c =p : a, azaz ¢ =% —
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Tétel (Pythagoras*2 tetele). A derékszogii haromszog befogoinak négyzetosszege az atfogo négyzetével
egyenlo.

7 2
Bizonyitds. Az elézé tétel szerint, szokott jeloléssel, & =P ¢s ¥ =94 Ezek sszegezésével
at 4+ =c(p+q:l=cz. o

B Ennck a szakasznak a tételei megfordithatok: ha egy haromszog c oldalat a hozza tartozé m magassag
P, q szakaszokra bontja, mégpedig p az a oldal és g a b oldal vetiilete, ha tovabba ezekre harom tételiink
valamelyikének az allitasa teljesiil, akkor a haromszog derékszogi.

A magassagtétel esetében ez abbol kovetkezik, hogy ha egy derékszogli haromszogbdl indulunk ki,
és oly mddon tériink at nem derékszogli haromszogre, hogy a és p rogzitése mellett a g szakaszt

2 _
megvaltoztatjuk, akkor # =7 mar nem teljesiil. Hasonléan jarhatunk el a befogététel esetében is,
de ott azt mondjuk, hogy a és p rogzitése mellett a ¢ oldalt valtoztatjuk meg, és ennek kovetkeztében

3 _
2 =2 mar nem lesz érvényes. Végiil a Pythagoras-tétel esetében a,b oldalakat tartjuk valtozatlanul,
de az altaluk kozrefogott szoget valtoztatjuk. Ekkor 11.5 szerint ¢ hossza megvaltozik, és ezért

2 2 2 , e
@” +5% =¢” mar nem teljesiil.

18.3 A haromszog szogének felezbegyenesét a haromszog (belsd) szogfelezdjének, kiilsé szogének
felezGegyenesét pedig a haromszog kiilsé szdgfelezdjének mondjuk. Sokszor ugyanigy nevezziik
ezeknek a szdgfelezd egyeneseknek ama szakaszait is, amelyek a felezett szog csucsat a szemkozti
oldallal kotik 6ssze (szogfelezszakasz, szogfelezévonal), valamint ezeknek a szakaszoknak a hosszat
is.

Tétel. Ha a haromszog egyik oldalanak az egyenesét a szemkézti csucsbol indulo (belsé vagy kiilso)
szogfelezdvel metssziik, akkor a metszéspontnak az oldal végpontjaitol mért tavolsagai ugy aranylanak
egymdshoz, mint a szemkozti csucsbol ezekhez a végpontokhoz vezeté oldalak.

A 102. abra jeloléseivel a T belss és a T2 kiilsd szogfelezére ALy B = AD, - D,F =CACE

A kiils6 szdgfelezore vonatkoz6 allitas csak arra az esetre vonatkozik, amikor e szogfelezd metszi a
szemkdzti oldalt, amikor tehat a felezett sz6g nem egy egyenld szari haromszog szarszoge.

102

Bizonyitds. a) Az allitast el6szor a ¢ belsé szogfelezore bizonyitjuk. Az AC oldalt a CE = CB

tavolsaggal meghosszabbitjuk. ¢ meréleges a ECE X felezbjére, mert ezek mellékszogek felezoi.

EB is merdleges CE <X felezdjére, mert a FCEL egyenld szara. Ezért CLy || &5,

AD,: DB = AC: CE.

¢és a parhuzamos

szelok tétele alapjan Ez CE = CB miatt a bizonyitando allitassal azonos.

b) Az allitast most a ¢, kiilsé szogfelezdre bizonyitjuk. Ha CA=CH, akkor a szogfelezd a szemkozti

oldalt nem metszi, s ezért ezzel az esettel nem kell foglalkoznunk. Legyen pl. C4 > CB. A CA oldal

2 Pythagoras gorog matematikus és filozofus i. e. 550 koriil élt.
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F pontjara legyen CF = CB. A CLy ¢s FB egyenesek parhuzamosak, mert mindketté meréleges az

AD, - D,B= AC:CF,

ATEYX felezdjére. A AT szarainak megfeleld szakaszaira tehat sez CF =

CB miatt éppen a bizonyitando6 allitas. —

18.4 Tétel. Azoknak a pontoknak a mértani helye a sikban, amelyeknek két adott ponttol mért
tavolsagainak ardnya adott, 1-t6l kiilonbozé pozitiv szam, egy kor (Apollonios 3 -féle kor).

Az A és Bponthozsa 4 szamhoz tartozd Apollonios-féle kor P pontjaira PA : PB=4- Ha A=1 akkor
meértani helyként 4B felezémerdlegese adodik.

Bizonyitds. a) Legyen P egy olyan pont, amely nincs az AB egyenesen, s amelyre PA : PB =
Feltehetjiik, hogy PA > PB, azaz 4 =1. A FABA nek P-bél induld belsé szogfelezdje az AB oldalt

C pontban metszi, P-bdl indulé kiilsé szogfelezéje pedig 4 »! miatt az eldz6 tétel értelmében A4B-
nek B-bdl induld meghosszabbitasat metszi egy D pontban (103.4abra). A C és D pont az elz0 tétel
értelmében a keresett mértani helyhez tartozik. Minthogy a szogfelezok egymasra merdlegesek, a P
pont a CD tavolsag Thales-korén van.

Be akarjuk latni, hogy a mértani helynek minden P pontja ugyanezen a kdron van. Ehhez elég azt
kimutatnunk, hogy az AB egyenes pontjai koziil csak C és D tartozik a mértani helyhez. Minthogy

A>1 " azt kell csak igazolnunk, hogy sem az AB szakaszon, sem a BD félegyenesen nincs mas, a
mértani helyhez tartozo pont. Ez a tény viszont a kovetkez6 két megallapitasbdl kovetkezik:

Ha C az AB tavolsadgon A4-t6l B felé mozog, akkor az AC : CB arany értéke allandéan névekszik. Ez
abbol kovetkezik, hogy ha C tdvolodik 4-t6l, akkor az AC/CB tort szamlaldja nd, nevezdje pedig fogy.

Ha D a BD félegyenesen B-b6l kiindulva mozog, akkor az AD : DB arany értéke allanddan csokken.
Ennek igazolasa végett irjuk a vizsgalt értéket 1 + AB/BD alakba. Ha D tavolodik B-tdl, akkor az
AB/BD tort csokken, mert szamlaldja allandd, nevezdje pedig novekszik. Ezért a fenti allitas is helyes.

Ezek szerint C és D helyzete valoban egyértelmiien meghatarozott, s a keresett mértani hely minden
pontja a CD szakasz Thales-korén van.

103

b) Be kell még latnunk, hogy ennek a kornek minden pontja a mértani helyhez tartozik. A C és a D
pontokrol tudjuk ezt. Legyen tehat P a kornek egy tovabbi pontja. Elég azt belatnunk, hogy PC és PD

a PABA s750felez6i, mert akkor az el6z6 tétel értelmében PA : PB=CA : CB =4

A bizonyitast indirekt uton végezziik. Ha 4llitisunk nem igaz, akkor a £ABL szdgfelezdi PC és PD-t61
kiilonbozo PC* és PD* egyenesek. Okoskodasunkat a 104. 4bra torzitva kiséri. C és D megvalasztasa
miatt AC : CB = AD : DB, az el6z0 tétel szerint pedig AC* :C*B == AD* : D*B. Az a) rész
megallapitasai szerint ez csak ugy lehetséges, hogy vagy CD tartalmazza a C*D* tavolsagot, vagy
C*D* a CD tavolsagot, annak megfelelden ti., hogy a masodik aranyparban nagyobb vagy kisebb
aranyok szerepelnek-e, mint az elsében. Eszerint a CPD, C*PD* szogek egyike tartalmazza a masikat.
Ez azonban lehetetlen, mert mindkettd derékszog, egyrészt Thales tétele, masrészt a szdgfelezok
merdlegessége miatt.

3x Apollonios gordg matematikus megkdozelitéleg i. e. 265—170 élt, Alexandridban miikodott.
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104

Kell tehat, hogy PC és PD szogfelezd legyen, s igy CD Thales-korének valoban minden pontja a
mértani helyhez tartozik. —

B A most bizonyitott tételt 40.7-ben ijbol bizonyitjuk majd.

18.5 Tétel. Ha egy ponton at szelot huzunk a kérhoz, akkor a ponttol a metszéspontokig terjedi
szakaszok szorzata nem fiigg a szel6 megvadlasztasatol.

A szorzat csak a kor s a pont megvalasztasatol fligg. Ha a szel6 metszéspontjait 4 és B jeldli, és P a
koron kivill van, akkor PA €s PB egy iranyt szakaszok. Ha viszont P a koron beliil van, PA és PB
iranya ellentétes. Ha P a koron van, akkor PA és PB egyike nulla. Kiegészithetjiik tehat tételiinket
azzal a megéllapitassal, hogy az iranyitott P4 és PB szakasz eldjeles hosszanak szorzata sem fiigg a
szel6 megvalasztasatol.

Az eléjeles tivolsagokkal szamitott £A- £5 szorzatot a P pont hatvinydnak nevezziik. Tételiink éppen
annak a lehetdségét biztositja, hogy definidlhassuk a pont korre vonatkozd hatvanyat. Kiilsé pont
hatvanya pozitiv, bels6¢ negativ, a kor pontjaié¢ pedig nulla.

Bizonyitds. Ha a P pont a koron van, akkor a £4- £5 szorzat értéke mindig nulla. Ezért csak a koron
kiviil s a koron beliil levé pontokkal kell foglalkoznunk. Azt mutatjuk ki, hogy két szeld ugyanazt
az értéket adja.

PAB

2 és

P45

a) Legyen P a koron kiviil. A 105a abra jeloléseit hasznaljuk. A haromszogek

hasonlok, mert egyik szogiik kozds, és a PB4, Fh A, szogek ugyanazon az iven nyugvo kertileti

szogek. A hasonlosag folytan P& PRy = PA PRy o5 eqort T4 PR= P4 Py

PABA . PABA

b) Legyen P a koron beliill. A 105b abra jeloléseit hasznaljuk. hasonld, mert

- - . PR.A4 PRA . . . C e
egy-egy szogiik egymas csticsszoge, a szogek pedig ugyanazon az iven nyugvo keriileti
szogek. Ez a hasonlosag ugyanahhoz az aranyparhoz és eredményhez vezet, mint az elébb. —

105

Tétel. Egy pontnak egy korre vonatkozo hatvanya a pont korkézépponttol mért tavolsaga négyzetének
s a sugar négyzetének kiilonbségével egyenlo.

Ha PO = d, akkor P-nek az O kozéppontu, r sugart kérre vonatkozo hatvanya & I-rt
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19. §

Bizonyitas. Tekintsiik a PO egyenesnek s a kdrnek 4 és B metszéspontjait (106. abra). Eldjeles B

tavolsagokkal szamolva PO = d, OA==7. OB =, tehat 7A=4 =7 pp=d+ra hatvany pedig ezek

2 2
szorzata, azaz di=—rt

106

Ebbdl a tételbdl ujbol lathatod, hogy P hatvanya pozitiv, nulla vagy negativ aszerint, amint P a kdron
kiviil, a koron vagy a koron beliil van.

Tétel. Egy a korén kiviil levé pontnak a kérre vonatkozo hatvanya a pontbol a kérhoz huzott érinto
négyzetével egyenlo.

. 172 . r . . r 2 r
Ha a P-bé] a korhoz huzott érinté a kort 7-ben érinti, akkor P-nek hatvanya £7 - Ez a tétel szakaszunk
elso tételének hatareseteként foghato fel. Mar a tétel kimondasa is feltételezi annak ismeretét, hogy a
P-bdl huzhato két érintd hossza egyenlo.

Elsé bizonyitds. Szakaszunk elsé tételének a bizonyitasa most is alkalmazhaté (107. abra). £ATA ésa

FTBA hasonld, mert egy szogiik kozos, a PTA, PBT szogek pedig ugyanazon az iven nyugvo keriileti

szogek. E hasonlésag alapjan £4° #T = PT 1 PE ¢g FA-FH =FPT

Masodik bizonyitds. Mivel az érinté a sugirra merdleges, a £CT 4 derékszogli. Pytharogas tétele

ﬁzdz—r:{

szerint tehat » és ez az el6zo tétel szerint P hatvanyaval egyenld. —
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A A matematika jellegzetessége, hogy egy-egy tételnek tobb, néha sokféle bizonyitasa is van. Tobbféle
bizonyitas ismerete jol segiti az anyag dsszefliggéseinek meglatasat. Mi olyankor szerepeltetiink tobb
bizonyitast, amikor tobb egyszerli bizonyitast emlithetiink, s amikor a tobbféle bizonyitas valamilyen
tanulsaggal jar. A most szerepeltetett két bizonyitas burkoltan Pythagoras tételének 01j bizonyitasat
tartalmazza.

B A pont korre vonatkozé hatvanyaval és erre épiild tovabbi tényekkel és fogalomalkotasokkal az
analitikus geometria keretében még részletesen foglalkozni fogunk (lasd 40. $).

Szabalyos sokszog, a kor Kkeriilete

Szabalyos haromszoggel és négyszoggel (négyzet) mar talalkoztunk. Most altaldban az n-oldalu
szabalyos sokszogekkel foglalkozunk. A szabalyos sokszogek tanulmanyozasa vezet el a kor
kertiletének kiszamitasahoz.
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19.1 Egy egyszerli sokszdg szabalyos, ha minden oldala és szoge ugyanakkora. Az egyenld oldala
haromszdg s a négyzet valoban szabalyos ebben az értelemben. Természetesen csak legalabb harom
oldalu szabalyos sokszogekrol lehet sz6 (108. abra).

108

Szabalyos n-sz6ghdz jutunk, ha a kor kozéppontjanal elhelyezkedd teljes szoget sugarakkal n egyenld
szogre osztjuk fel, és az igy kapott kdzépponti szogekhez tartoz6 hurok altal hatarolt sokszoget
tekintjiik. Szabalyos n-sz6ghdz juthatunk ugy is, hogy a teljes szoget n egyenld szogre felosztd
sugarak végpontjaiban a korhoz érint6t vonunk, és azt a sokszoget tekintjiik, amelyet az érintékbol
a szomszédos érintdk altal kimetszett szakaszok hatarolnak. Mindkét eljards szabalyos sokszoghoz

21

vezet,mert ha a teljes abrat a kor kdzéppontja koriill 2 szoggel elforgatjuk, ugyanazt az abrat kapjuk,
ebbdl pedig kovetkezik, hogy sokszdgeink oldalai és szogei egyenlok.

2

1- —] .
Minthogy az n-szdg szogeinek Gsszege (»-2)m, a szabalyos n-szognek egy szoge [ # Ez a

képlet n = 3, 4, 5, 6 esetében rendre 60°, 90°,108°, 120°-ot szolgaltat. Minden szabalyos sokszog
konvex, hiszen szogei konvexek.

Két ugyanakkora oldalu szabélyos n-szog (11.1 utolsé tétele szerint) egybevagd, mert oldalaik
és szogeik paronként is egyenlok. Ez a megallapitds mindig helyes, akdrmilyen mdédon rendeltiik
is elozetesen egymashoz a két n-szog csucsait (természetesen szomszédhoz mindig szomszédot
rendelve). Ha tehat két szabalyos n-szognek egy oldala kozos, és a kozos oldal egyenese a két n-szoget
nem vélasztja el, akkor a két n-szdg csak azonos lehet.

Barmely két szabalyos n-szog hasonlo, mert szogeik egyenldk, s oldalaik aranya is megegyezik (v0.
17.5).

B Amikor belattuk, hogy van szabalyos n-szog, akarmilyen 2-nél nagyobb természetes szamot jelent
is n, akkor arra épitettiink, hogy a teljes szoget fel lehet osztani n egyenld részre. Ha ezt a tényt
axiomainkra tdmaszkodva bizonyitani akarjuk, akkor a folytonossagbdl a koraxidomanal tobbre van
sziikség (v0. 5.2 B2). Ha a folytonossagot csak a koraxioma alakjaban hasznaljuk ki, akkor nem lehet
n minden lehetséges értékére bebizonyitani, hogy 1éteznek szabalyos n-szogek.

n bizonyos értékeire elvégezhetjiik ezt a bizonyitast akkor is, ha a kéraxidmanal tobbet nem vesziink
igénybe. Azn =3,4,5, 6, 8, 10 értékek ilyenek. Azokrol az n értékekrdl van itt sz6, ahany oldalua
szabalyos sokszoget meg lehet szerkeszteni (v6. 22.4 B2).

19.2 A szabalyos sokszdgek szimmetriaviszonyaival foglalkozunk.

Tétel. a) A szabdlyos n-szog minden oldalanak felezomerdlegesére és minden szogének szogfelezéjére
vonatkozolag szimmetrikus.

b) Ezek a szimmetriatengelyek egy kozos ponton haladnak at.
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A szimmetriatengelyek kdzos pontjat a szabalyos n-szog kdézéppontjanak (centrum) nevezzik.

Bizonyitas. a) Ha egy oldal felezdmerdlegesére tiikroziink, akkor ez az oldal és az oldalegyenes
altal hatarolt félsikok helyben maradnak. Ha egyenlé oldalak altal kozrefogott szog felezdjére
tiikroziink, akkor ez a két oldal helyet cserél, és a szogtartomany dnmagat fedi. Mindkét tiikrozésrol
megallapithatjuk tehat, hogy a szabdlyos n-szog tiikkorképének van az eredetivel kozos oldala, s hogy
mindkett ugyanarrol az oldalrdl tdmaszkodik a k6zds oldalra. Az elézd szakasz megallapitdsara
hivatkozva kimondhatjuk ezért, hogy a szabalyos n-sz6g mind a két esetben sajat magéanak a tiikkorképe.

b) A szimmetriatengelyek kozos pontjara vonatkozo allitds helyességét a szabalyos n-szogek
hasonlosaga miatt elég, ha egy szabalyos n-szogre latjuk be, hiszen a hasonlosag oldalfelezo
merdlegeshez oldalfelezd merdlegest és szdgfelez6hoz szogfelezot rendel. Tekintsiik evégbol azt a
szabalyos n-szdget, amelyet az el6z6 szakasz eldirasa szerint egy adott kor hurjaibol alakitottunk(109.
abra). A hurokrol tudjuk, hogy felezomer6legeseik a kor kdzéppontjan haladnak at, s hogy a kor
kozéppontja a huroktol egyenld tavolsagra van. Ez utobbi ténybdl kdvetkezik, hogy a kor kdzép pontja
rajta van a szogfelezokon is. —

109
Tétel. A szabalyos n-szog a kozéppontjara vonatkozolag n-edrendben forgasszimmetrikus.

Bizonyitas. Az el6z0 szakaszban lattuk, hogy van n-edrendii forgasszimmetrikus szabalyos n-szog. Az
el6z6 bizonyitas b) részében azt is megallapitottuk, hogy ennek a forgasszimmetrianak a centruma
a szabalyos n-szog kozéppontja. A szabalyos n-szogek hasonlosagabol kovetkezik akkor, hogy ez
minden szabalyos n-szognél igy van, hiszen a hasonldsag szogtarto és egyenld szakaszokhoz egyenld
szakaszokat rendel. —

Megallapithatjuk, hogy péros oldalszdmu szabalyos sokszogek a kodzéppontjukra vonatkozdlag
centralszimmetrikusak is. Akar paros, akar paratlan oldalszdmu a szabalyos n-szog, szakaszunk elsd
tétele mindig n szimmetriatengelyrdl szol, mert a paros esetben minden oldalfelez merdleges még egy
oldalt felez, és minden szogfelezd még egy szdget felez, a paratlan esetben pedig minden oldalfelez6
merdleges egy szoget is felez.

Az n-edrendi forgasszimmetriabdl kozvetleniil kovetkezik, de kiolvashatd az el6zd tétel
bizonyitasabol is, hogy a szabalyos sokszdg kdzéppontja koriil kor irhatd a szabalyos sokszdg koré
¢s a szabalyos sokszdgbe is.

A szabalyos hatszognél két szomszédos cstcs €s a kdzéppont szabalyos haromszoget ad, mert két
egyenld oldala 60°-os szoget fog kozre. Egy korbe irt szabalyos hatszog oldala tehat a kor sugaraval
egyenld.

Leszdgezziik végiil, hogy egy szabalyos sokszog alakjat oldalszama és egy tavolsagadata (oldala, beirt
vagy kortlirt kdrének a sugara) egyértelmiien meghatarozza.

B1 A szabalyos n-szdgnek a talalt n szimmetriatengelyen kiviil nincs mas szimmetriatengelye. Ez
abbol kovetkezik, hogy a szimmetriatengely csak merdlegesen felezve metszhet egy oldalt, s ha
csucson halad at, akkor a csticsnal elhelyezkedd szoget feleznie kell.

A szabalyos sokszdg kozéppontjan kiviil nincs mas olyan pont, amelyre vonatkozolag véges
rendi (legalabb harmadrendil) forgasszimmetria volna megallapithat6. Ez abbol adodik, hogy egy
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ilyen forgasszimmetria centruma legalabb annyi cstcstél van egyenld tavolsagra, ahanyadrendii a
forgasszimmetria; marpedig barmely harom cstics egyértelmiien meghatarozza a szabalyos sokszog
koreé irt kort, tehat csak a kozépponttol van egyenld tavol.

A paros oldalszamu szabalyos sokszog csak a kozéppontjara vonatkozodlag centralisan
szimmetrikus. Mindjart altalanosabban azt bizonyitjuk itt, hogy korlatos alakzatnak nem lehet két

szimmetriacentruma. Ha ugyanis 4 és B két ilyen szimmetriacentrum volna, akkor az alakzat egy %

pontjat el0szor A-ra, majd B-re tikrozve az alakzat egy i pontjahoz jutnank, és az iranyitott &A
szakasz a haromszog kozépvonalarol sz616 tétel szerint az irdnyitott AB szakasz kétszeresével egyenld.

Ezt az eljarast Gjbol és ujbol elismételhetjiik, és ezaltal a &A egyenesen az alakzathoz tartozo, egyenld

kozi 5855 pontsorozathoz jutunk. Ez ellentmond annak, hogy az alakzat korlatos, bizonyitja

tehat, hogy két szimmetriacentrum nem lehet.

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a szabalyos sokszogek korében nincs més szimmetria, mint
amelyeket targyaltunk.

B2 A szabalyos sokszdg altalanositasa révén a szabdlyos csillagsokszogekhez jutunk. Ezt a sik véges
sok szakasza alkotja, ha minden végpontjuk két szakasz kdzos végpontja, és talalhatd hozzajuk olyan
egybevagosag, amely a szakaszok egyikét egy tetszélegesen eldirt masikra fekteti, s amely a teljes
alakzat helyét nem valtoztatja meg. A szabalyos sokszdgvonal is ilyen alakzat, de ezt nem nevezziik
szabalyos csillagsokszdgnek. Egy szabalyos sokszognek a kdzépponttdl egyenld (0-tol kiilonb6zd)
tavolsagra levo atloi szabalyos csillagsokszoget alkotnak.

19.3 Mielott a kor keriiletét targyalnok, a keriilet fogalmaval foglalkozunk. Egyeldre csak konvex
sikidomok keriiletérdl lesz szo.

Egy sikidom altal tartalmazott sokszoget a sikidom belsé sokszogének, a sikidomot tartalmazo
sokszoget a sikidom kiilsé sokszogének nevezziik. Ha a sikidom sokszdg, akkor egyben sajat maganak
belsé és kiils6é sokszdge is. Az olyan egyszerii sokszoget, amelynek csucsai egy sikbeli tartomany
peremén vannak, beirt sokszognek nevezziik. Egy adott sokszogbe beirt sokszogek k6zott van maga az
adott sokszog is. A beirt sokszog most adott definicidja altalanositja azt, amit a korbe irt sokszogekrol
mar mondottunk (v6. 16.4).

Konvex sikidom beirt sokszdge konvex belsd sokszog, mert oldalait a konvex sikidom tartalmazza,
¢s oldalainak meghosszabbitdsan nem lehet pontja. Barmely kiilsé sokszdg keriilete barmely (mas)
konvex bels6 sokszog keriileténél nagyobb, mert a kiilsé sokszog tartalmazza a belsét (vo. 9.5).

Egy korlatos konvex sikidom keriiletének a beirt sokszogek keriiletének a felsd hatarat nevezziik.
Mondjuk azt is, hogy ez a konvex sikidomot hataroldo konvex zart gorbe keriilete (hossza). A felsé
hatar 1étezését a korlatossag biztositja, mert barmely kiilsé sokszog keriilete a konvex belsé sokszogek
kertiletének fels6 korlatja.

Konvex sokszdgre az 11j definicio 9.5 szerint a régi keriiletet adja.

Egybevago konvex sikidomok kertilete definicionk szerint egyenld, hasonlok keriiletének aranya pedig
a hasonlosag aranyat adja.

A keriiletnek fels6 hatarként valé meghatarozasanal szoritkozhatunk olyan beirt sokszégekre, amelyek
tartalmazzak a hatarolo konvex zart gérbe megadott véges sok pontjat. Ez azért lehetséges, mert az
adott pontokat nem tartalmazo beirt sokszog keriiletét ndveljiik, ha a sokszog és az adott pontok konvex
burkaval potoljuk, és ez a konvex burok is beirt sokszog.

Definicionkbdl kdvetkezik, hogy egy konvex sikidom keriilete egyetlen kiilsé sokszog keriileténél sem
nagyobb. Az is igaz, hogy egy konvex sikidom keriilete egyetlen konvex bels6 sokszog keriileténél
sem kisebb, mert minden bels6 sokszdghoz talalhatunk azt tartalmazo beirt sokszdget. Ilyet ad azoknak
a pontoknak a konvex burka, amelyekben a konvex belsé sokszog oldalegyenesei a konvex sikidom
hatarat metszik, illetve elhagyjak. Ezért egy konvex sikidom keriilete a konvex belsé sokszogek
keriiletének is felsé hatara.
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Egy konvex sikidom keriilete a sikidom belsejében elhelyezkedd konvex sokszogek keriiletének is
felso hatara. Ugyanezt kimondhatjuk ugyanis minden konvex sokszdgre, tehat a konvex bels
sokszdgekre is, €s egy szamhalmaz felsd hatara nem valtozik meg, ha egyes részhalmazainak a felsé
hatarat a szamhalmazhoz csatoljuk. Konvex sokszogre valoban helyes az allitas, hiszen egy belso
pontot a centralis hasonlosag centrumaul valasztva olyan az eredetihez hasonld, annak belsejében
elhelyezkedé konvex sokszoghoz juthatunk, amelynek a keriilete eldirt kevéssel kisebb az eredeti
sokszog keriileténél, ha ti. a hasonldsag aranya kevéssel kisebb, mint 1.

Ha egy konvex sikidom tartalmaz egy masikat, akkor a tartalmazottnak a keriilete nem lehet a
tartalmazoéndal nagyobb, hiszen a tartalmazottnak minden belsd sokszdge belsd sokszdge a tartalmazo
sikidomnak is.

Azt mondjuk, hogy egy adott konvex sikidom altal tartalmazott konvex sikidomoknak egy sorozata
tart (konvergal) az adott sikidomhoz, ha az adott sikidom barmely bels6 pontjat a sorozatnak csak
véges sok eleme nem tartalmazza, ha tehat a pontot a sorozat valamelyik sikidomatol kezdve mar
mindegyik tartalmazza. Azt is mondjuk, hogy ilyenkor a sikidomsorozat elemeit hatarolé konvex zart
gorbék sorozata tart (konvergal) az adott konvex sikidom hatarvonalahoz.

Tétel. Ha egy adott korldtos konvex sikidom dltal tartalmazott konvex sikidomoknak egy sorozata tart
az adott sikidomhoz, akkor keriiletiik is tart az adott sikidom keriiletéhez.

Bizonyitas. Minthogy a sorozat sikidomainak keriilete nem lehet az adott sikidom keriileténél nagyobb,
s minthogy ez a keriilet az olyan bels6 sokszdgek keriiletének is fels6 hatara, amelyek az adott sikidom
belsejében vannak, elég azt bizonyitanunk, hogy a keriiletsorozatnak nincs olyan torlodasi értéke,
amelyik egy az adott sikidom belsejében levo konvex S sokszog keriileténél kisebb. Ez valoban
lehetetlen, mert a sikidomsorozat sikidomai konvexek, és véges soknak kivételével tartalmazzak S-
nek minden csucsat, tehat az egész S sokszoget is. —

srcr

definiciot: a sikidom hatarara helyezett, majd kifeszitett fonal hosszat keriiletnek nevezziik. Ez a
,.definicio” végtelen vékony, hatartalanul hajlékony, egyaltalaban nem nyuld, a valdsagban nem is
1étez6 fonalat feltételez. Jo lehet ez a gyakorlatban a kertilet kisebb-nagyobb pontossagi megmérésére,
a keriilet definialasara azonban nem alkalmas, hiszea addig meg sem tudjuk mondani, mi a ,,nem
nyul6” fonal, amig nem tisztazzuk, mi a fonal hossza, ha nincs kifeszitve.

A2 Igen Iényeges az a megallapitas, hogy a sokszogekhez az 1j definicid is a régi keriiletet rendeli. Egy
fogalom kiterjesztésekor feltétleniil tigyelni kell arra, hogy az 01j fogalomalkotas ne legyen ellentétben
arégivel.

B Az ebben a szakaszban bizonyitott tételt szovegezhettiik volna sziikebben, ugyhogy csak
sokszogsorozatrol szoljon. Ezzel kapcsolatban figyelmeztetiink arra, hogy bizonyitas nélkiil nem
nyilvanvalo, van-e olyan sokszdgsorozat, amely egy megadott konvex sikidomhoz tart (lasd 20.6 B3).
Ha ezt tudjuk, akkor a kertiletet ilyen sokszogsorozat segitségével is definialni lehet.

19.4 Tétel. Két kor keriiletének aranya sugaruk aranyaval egyenlo.

Bizonyitas. A sugarak aranya a korok hasonlosaganak az aranyat adja. Ezért a sugarak aranya a két kor
egymashoz hasonl6 beirt sokszdgei keriiletének az aranyaval, tehat ezek fels6 hataranak az aranyaval
is egyenld. —

Tétel. Az r sugaru kor keriilete 2 ghol ™ egy valos szamot jeldl.

A tétel lényege, hogy a * szam r-t6l fiiggetlen. Tétellink ilyen n érték 1étezését mondja ki, tehat azt
allitja, hogy a kor keriiletét az 4tmérdvel osztva minden kornél ugyanahhoz az eredményhez jutunk.

Bizonyitas. Az el6z6 tételbol kovetkezik, hogy ha egy kor kertiletét sugaraval elosztjuk, minden kornél

ugyanazt a szamot kapjuk. Ezt a szamot 2 T-vel jelolhetjiik. —

A kor keriiletér6l mondottak alapjan T értékét tetszéleges pontossaggal meghatarozhatjuk.
Kozelitoleg ™ =3,14159.
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Al % a periféria (keriilet) sz6 gorog kezddbetiije. Ertékének meghatirozasara mar az okorban

2
[E] =316
torekedtek. Az egyiptomi Rhind papirusztekercsen (i. e. 1700 koriil) értékeként 9

szerepel. Archimedes™ a beirt és koriilirt szabalyos sokszdgek segitségével maddszert dolgozott
ki T értékének meghatdrozasara, a szabalyos 96-szogek segitségévet bebizonyitotta, hogy értéke

BE =3,1408 éz BE »3,1429
71 71

kozott van. 35 tizedesjegyre pontos értékét Ludolf™ hatarozta meg.
Innen eredt, hogy Ludolf-féle szamnak nevezték. Ma mar tobb mint ezer jegyét hataroztak meg.

A2 A T szam irracionalis, s6t transzcendens, azaz nem gyoke egyetlen egész egyiitthatos algebrai
egyenletnek sem. A német J. H. Lambert bizonyitotta be 1770-ben, hogy irracionalis, és a német F.
Lindemann 1882-ben, hogy transzcendens.

19.5 Tétel. A korbe irt szabalyos sokszogek keriilete is és a kor koriil irt szabalyos sokszogek keriilete
is tart a kor keriiletéhez, ha a sokszégek oldalszama minden hatdron tul no.

Bizonyitas. Elég azt bizonyitanunk, hogy a beirt szabalyos n-szog keriiletét a koriilirt szabalyos n-szog
kertiletével osztva n ndvekedtekor 1-hez tartd hanyadost kapunk. Ebbdl kovetkezik ugyanis, hogy
ezek a kor keriiletét kdzrefogd sokszogkeriiletek a kor keriiletéhez tartanak. Az emlitett hanyados
a két szabalyos sokszog hasonlosaga miatt azzal a hanyadossal egyenld, amelyet a kdzéppontnak a
sokszogoldalaktol vald tavolsagai adnak (110. abra). Minthogy a koriilirt kdrre vonatkozolag ez a
tavolsag éppen a korsugar, elég mar csak azt bizonyitanunk, hogy a kdzéppontnak a beirt szabalyos n-
sz0g oldalaitol valo tavolsaga n névekedtekor a korsugarhoz tart. Ez viszont abbdl kovetkezik, hogy
ennek a tavolsagnak és a sugarnak a kiilonbsége a haromszogegyenldtlenség szerint kisebb, mint a
beirt szabalyos n-szog oldalanak a fele, ez utobbi pedig 0-hoz tart, ha » minden hataron tul nd. —

110

Tételiink modot ad ™ kozelité meghatarozasara. A tételnek a beirt sokszogekrdl sz616 része 19.3
tételébodl is kovetkezik, hiszen a ndvekvo oldalszamu beirt szabalyos sokszogek a korhoz tartanak (vo.
B2).

B1 Bebizonyitjuk, hogy a korbe irt szabalyos n-szdg oldala az oldalszam novekedtekor valoban 0-
hoz tart, vagy altalanosabban: hogy egy kor hurjainak hossza 0-hoz tart, ha kdzépponti szogeik 0-hoz
tartanak.

Azt kell bizonyitanunk, hogy egy adott korhoz és egy megadott tavolsdghoz megadhato6 egy olyan #
sz0g, hogy ha a kor egy hurjahoz # -nal kisebb kdzépponti szog tartozik, akkor a hiir hossza a megadott
tavolsagnal kisebb. Mivel kisebb kozépponti szoghdz rovidebb hur tartozik, elég az @ szdget ugy
valasztanunk meg, hogy # -hoz a megadott tavolsagnal kisebb hir tartozzék.

frjunk a kor egy 4 pontja koriil kort, amelynek sugara a megadott tavolsagnal és a kor atméréjénél is
kisebb. A rajzolt kor 15.6 szerint metszi koriinket. Ha B egy metszéspont, akkor az AB hirhoz tartozo
@ kozépponti szoget tekintjiik. Ez a szog megfelel kdvetelményiinknek, mert a hozza tartozé 4B hur
valdban kisebb a megadott tavolsagnal.

B\ g0rog Archimedes i. e. 287—212 Szicilia szigetén, Siracuséban élt.
S Ludolf van Ceulen (ejtsd: fan kdlen) holland mérndk, 1540—1610.
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B2 Hivatkoztunk arra, hogy a beirt szabalyos sokszogek sorozata a korhdz tart. Itt még tobbet
bizonyitunk: Ha egy korbe irt, a kor kdzéppontjat tartalmazoé sokszdgekbdl allo sorozat finomodo
abban az értelemben, hogy a sokszogek leghosszabb oldalainak sorozata 0-hoz tart, akkor a sokszdgek
kertilete tart a kor keriiletéhez.

Csak azt kell belatnunk, hogy sokszdgsorozat a korhoz tart, azaz hogy a kor barmely belsé pontjat a
sorozatnak legfeljebb véges sok sokszdge nem tartalmazza. Ez valoban igy van, mert ha a sokszog
leghosszabb oldala mar olyan révid, hogy a kdzéppontnak ettél az oldaltol valo tavolsaga a valasztott
belsd ponttol valo tavolsaganal nagyobb, akkor a sokszog tartalmazza ezt a bels6 pontot, hiszen a rajta
athalad6 sugarat a sokszog hatara a belsé pontnal messzebb metszi.

Az utolsé 1épés arra a kikotésre tdmaszkodott, hogy a kor kdzéppontja sokszdgeink belsejében van.
Ilyen megszoritas nélkiil nyilvan nem is helyes az allitas. Helyettesithetd viszont ez a megszoritas
massal, pl. azzal, hogy a sorozat sokszogeinek ne legyen hegyesszogiik.

19.6 Egy mddszert ismeriink meg * jegyeinek kiszamitasara. A szamitas egyszeriisitése érdekében
nem egy adott sugarti korbe irt s e kor koré irt egyre tobb oldalti sokszogek keriiletét fogjuk
kiszamitani, hanem adott keriileti s egyre tobb oldalu szabalyos sokszégek beirt és koriilirt korének

sugarat hatarozzuk meg. ™ értékéhez jutunk tehat, ha majd az adott keriiletet a kiszamitott sugarak
hatarértékének kétszeresével osztjuk.

Eljarasunk alapja a kovetkezd tétel lesz:

Tétel. Ha és egy szabdlyos sokszog beirt és koriilirt korének sugarat jeloli, akkor az ugyanakkora

keriiletii s kétannyi oldalii szabdlyos sokszég beirt és koriilirt kérének ™ és & sugarat a kovetkezo
képletek adjak:

5+ E

Bizonyitas. Legyen az O kdzépponta szabalyos n-szog egy oldala 45, s ennek felez6pontja = (111.

4bra). A beirt és koriilirt kor sugara tehat 1~ 0D, £ =04

Az 90 félegyenes a sokszog koré irt kort a C pontban metszi. Az ABOL -nek 45, -gyel parhuzamos

kézépvonala’qﬁgz. Allitjuk, hogy 45, egy O kozéppontl, az n-szoggel egyenld keriiletli, szabalyos

2n-szognek az oldala. Ez akkor igaz, ha az 04 B0 egyenld szaru, 4B, fele A5 -nek, €s az 408

fele az “47Pr% 14j4

kézépvonal voltabol, a harmadik pedig abbol kovetkezik, hogy “% ¢s P felezi az AC & £
harokhoz tartoz6 kdzépponti szoget, mert a hurokat felezi. Ha tehat 45, felezOpontjat L, jeloli,

ry=OD, és Ry = Ody.

111

Minthogy 45, kozépvonal. L, felezi a “4 szakaszt, és igy
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=00, =%OD1 +OC=%[:~1+R1).

Az GAC derékszogli haromszogbdl viszont a befogotétel szerint
Ry=04=JoC.0D, = fRn.

Ez a tétel valamely szabalyos sokszog 1 és = értékébol kiindulva viszonylag egyszerii szamitassal
s elég gyors kozelitéssel lehetdvé teszi * kiszamitasat. Célszerli példaul a 2 keriiletii négyzetbdl

1 N2

n=—¢fs B=—0
kiindulni, amelyre Y4 v (112. abra). Ez esetben ugyanis ™ a kiszamitott sugarak

hatarértékének reciproka lesz, mert a sokszdgek kertiletének fele a sugarral osztva T-hez tart. A
kiszamitott sugarak a hatarértéket kdzrefogjak, ezért mindegyik sugarpar also és fels6 becslést is ad
T szamara.

A szamitas eredményét a mondott kezdés mellett 6 tizedes jegyre pontosan a kovetkezd tablazat

tartalmazza:

n="025 £ =0,353553
ry,=0,301777 £, =05326641
7= 0,314209 £, =0,320365
ry=0,317287 R, =0,318822
r,=0,318055 R, =0,318438
r, =0,318246 R, =0,318342
rp=0,3182%4 £, =0318318
r, =0,318306 £, =0,318312
B, =0,31830% £, =0,318310

Az utolso értékek szabalyos 1024-szogekre vonatkoznak. Ezek reciproka hat jegyre pontosan 3,14160
és 3,14159.

B1 A szamitast az ' = 0 és £ =02 értékekkel is elkezdhettiik volna, igy az elsé 1épés éppen T és

& fenti értékét adja. Ez a ,,szabdlyos kétszogbol” vald kiindulasnak felel meg.

B2 Ha két szam viszonylag kevéssel kiilonbozik egymastdl, mértani kdzepiik nagyon kozel van
szamtani kozepiikhoz. Ezért szamitasunk kés6bbi 1épéseiben az R értékeket szamtani kozép képzése
is megadta volna.

Konnyen belathato, hogy ha valamely > & értékparbol kiindulva szamtani kozepeléssel szamitjuk a

L(r+28)

tovabbi értékeket, akkor hatarértékiik = ! lesz. Ezt az észrevételt a szamitas gyors befejezésére

hasznalhatjuk fel. Ha a fenti szamitast csak * és 5 meghatarozasaig végezziik el, ezekbdl az

L, +28,)= 0318310,

értékekbdl maris 3 s ebbdl * értékeként 3,14159 adodik.

19.7 A koriv hosszaval akarunk foglalkozni. E16bb azonban az ivhossz fogalmaval ismerkediink meg.
Csak konvex zart gorbe iveirdl lesz szo.

Egy konvex zart gorbét két pontja két konvex ivre bont fel (lasd B1). A konvex iv lehet egyenesszakasz
is.
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Ha nem szakaszrol van sz6, akkor a konvex iv végpontjait 6sszeko6td szakaszt az ivhez tartozo hurnak
mondjuk. Ilyenkor ez a hur az ivvel egyiitt egy konvex sikidomot hatarol. Ha ennek a sikidomnak
kertiletébdl a hur hosszat levonjuk, a konvex iv ivhosszat (hosszat) kapjuk. A szakaszhoz ivhosszként
a szakasz hosszat rendeljiik.

Konvex sokszog hataran elhelyezked6 tordttvonalhoz definicionk ugyanazt rendeli ivhosszként, mint
amit eddig a tor6ttvonal hosszanak neveztiink.

Megallapithatjuk, hogy egybevago konvex ivek hossza egyenld, s hogy hasonlok hosszanak hanyadosa
a hasonlosag aranyat adja.

Egy konvex iv esetében beirt poligonnak nevezziik az olyan nyilt tordttvonalat, amelynek végpontjai
az iv végpontjai, s amelynek téréspontjai az iven vannak. Ha a konvex iv nem egyenesszakasz, akkor
a beirt poligon a hurral egylitt egy az iv és hur hatarolta sikidomba irt sokszoget hatarol.

Tétel. Egy konvex iv hossza a beirt poligonok hosszanak felso hatara.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy nem szakaszrél van sz, hiszen arra a tétel helyessége nyilvanvalo. Az
iv és hur hatarolta sikidom keriiletének kertiletek fels6 hataraként valo eldallitasanal szoritkozhatunk
azokra a beirt poligonokra, amelyeknek toréspontjai kdzott az iv végpontjai is szerepelnek. Ha
az ebben a kijelentésben szerepld keriiletek mindegyikét a hir hosszaval csokkentjiik, allitdsunk
helyességét latjuk be. —

Tétel. Egy konvex zdrt gorbe két csatlakozo ivének ivhosszat 6sszeadva a két iv egyiittesének ivhosszdt
kapjuk.

A két iv egyiittese lehet egy iv, de lehet a teljes zart gorbe is. Ez utdbbi esetben a zart goérbe ivhossza
a keriiletet jelenti.

Bizonyitds. Ha iveink egyiittesének ivhosszat felsé hatarként szarmaztatjuk, szoritkozhatunk olyan
beirt poligonokra, amelyeknek szogpontjai kozott, a két iv (egy vagy két) csatlakozasi pontja is
szerepel. A két iv hosszanak Osszegét és az ivek egyiittesének ivhosszat ezek szerint ugyanannak a
szamhalmaznak a fels6 hatara adja. —

Tételiinkbol kovetkezik, hogy ha egy konvex ivet vagy egy konvex zart gorbét n ivre bontunk, akkor
ezek ivhosszainak 0sszege a teljes ivhosszat adja.

A Minthogy az ivhosszt hosszusagmértékkel definialtuk, az ivhossz is hosszusagdimenzioju
mennyiség.

B1 Ha megadjuk egy konvex zart gorbe két pontjat, akkor az altaluk hatarolt két konvex ivhez a
kovetkezoképpen jutunk: a zart gorbe altal hatarolt tartomany egy bels6é pontjabol a két ponton at
félegyeneseket htizunk, majd tekintjilk az ezek altal hatarolt két szogtartomanynak a zart gorbével
alkotott kozos részét. Ez az eljaras annak az altalanositasa, ahogyan a korivhez jutottunk (v6. 5.2
BI). Ha a felbontassal szarmazo két konvex iv kozott nincs szakasz, akkor szdgtartomanyok helyett
szerepeltethetndk azokat a félsikokat is, amelyeket a két pont 6sszekdtd egyenese hatarol.

B2 Véges sok konvex iv egymashoz flizésével adodo vonal ivhosszanak a konvex ivek hosszanak
Osszegét nevezzilk. Ezzel a definicioval a keriilet fogalmat is altalanositottuk. Ez az 0j definicio utolsé
tételiink szerint fedi a régit. Az is nyomban megallapithatd, hogy szakaszunk mindkét tétele helyes
marad, ha azokat az 0j definiciot elfogadva véges sok konvex ivbdl dsszerakott gorbére, mondjuk ki.
Els6 tételiink alapjan az ivhossz fogalmat még tovabb, véges sok konvex ivbdl dssze nem rakhatod
gorbékre is altalanositani lehet. [lyen altalanositassal az analizis és a differencialgeometria foglalkozik.

B3 A differencialgeometria altalanossagban mindenféle alakzat metrikus tulajdonsagéval foglalkozik,
és legfobb segédeszkozként az aritmetikai és a geometriai hataratmenetet hasznalja. Hataratmenettel
alakzatokat is definidl (v6. 15.2 Bl), és az alakzatokhoz hataratmenettel rendelt mértékeket vizsgal.
Modszerébdl kovetkezik, hogy erdsen Osszefonodik az analizissel. Nagymértékben felhasznalja az
analizist, az analizis egyes fejezeteinek geometriai kontost ad, és az analizist szamos vizsgalati targgyal
gazdagitja.
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Ebben az elemi jellegli kdnyvben is szerepelnek hataratmenettel definialt mértékek, infinitézimalis
fogalmak: az ivhossz, a teriilet, a térfogat és a felszin (vd. 15.2 B2). Mondhatjuk, hogy ezek
mar a differencialgeometridhoz tartoznak. Valoban a differencialgeometria foglalkozik ezekkel a
fogalmakkal teljes altalanossagban. Mi megelégsziink azzal, hogy az ilyen infinitézimalis fogalmakat
— mikeént a keriiletnél és az ivhossznal is tettiilk — az altalunk részletesen vizsgalt alakzatokat feldleld,
egyszerl targyalast megengedo, sziik kdrben vezessiik csak be.

19.8 A koriv hosszanak targyalasanal felhasznaljuk azt, hogy egy korben az egyenld kdzépponti
szogekhez tartozo, egybevago korivek hossza egyenld, és hogy egymashoz csatlakozo ivek hosszanak
Osszege az altaluk alkotott teljes iv hossza. A koriv jelével egyben a koriv hosszat is jeldljiik.

113
Tétel. Egy kor iveinek hossza kozépponti szégiikkel aranyos.

Bizonyitas. Legyen n tetsz6leges természetes szam. Az AB koriv kozépponti szogét n egyenld részre
osztjuk (113. abra). Az igy kapott szoget felmérjiikk a CD iv kdzépponti szdgére az OC szartol kezdve
annyiszor, ahdnyszor csak tudjuk. Ha k-szor mérhettiik fel, akkor

AOFE < cona <+ A2E

1 e

k

A korivek hosszara fentebb kimondottakbol kovetkezik, hogy

P s Pl TR bl
e e
Egyenlétlenségeinket ACEE _gel és JTB—Vel osztva azt kapjuk, hogy a COD«/ ADBx, CD/ AB
k k+1 1

hanyadosok nem kisebbek # -nél, viszont kisebbek # -nél. E hanyadosok kiilonbsége tehat # -nél
kisebb. Minthogy n tetszélegesen nagy lehet, a két hanyados egyenld. —

Tétel. Az r sugarii kér a kézépponti szoghiz tartozé ivének hossza & ha a kézépponti széget
tvmértékkel merjiik.

Ter

Ha a szoget fokokban adjuk meg, a képlet bonyolultabb. Ha & = %' akkor az ivhossz 180 (v6. 3.3 BI);
Bizonyitds. Minthogy a koriv hossza a kdzépponti szoggel aranyos, a keresett 7 ivhosszra

irdmr=o: W

Ebbdl az aranyparbol ¢ = & adodik. —

Tételiink szerint az egységsugar korben az @ ivmértékli szoghdz = hosszisagu iv tartozik.

Megallapitottuk tehat, hogy az ivmeérték annak a csucs kériil rajzolt egységsugaru korivnek a hossza”™
amelyik a szarakat a szogtartomanyon beliil kéti ssze.
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B1 Ha egy koriv végpontjainak sorrendjét is megadjuk, azaz megmondjuk, melyik a kezdépontja

és melyik a végpontja, akkor irdnyitott korivrél beszélink. Ha AZ irdnyitott ivet jeldl, akkor 4 a
kezddpontja. Az iranyitott kdriveknek iranyitott kozépponti szogtartomanyok felelnek meg. Iranyitott
sikban az iranyitott kdrivekhez eldjeles ivhosszat rendelhetiink. Ehhez ugy jutunk, hogy az ivhosszat
pozitiv vagy negativ eldjellel 1atjuk el aszerint, amint a megfeleld iranyitott koz€pponti szogtartomany
pozitiv vagy negativ forgasszoget szolgaltat. Az iranyitott korivekkel az iranyitott szakaszokhoz
hasonloan szamolhatunk.

Ha egymashoz csatlakozo iranyitott iveket tekintiink, az is lehetséges, hogy ezek egészben vagy
részben fedik egymast. Ha az igy szarmaztatott, egészben vagy részben tobbszords iveket is az
iranyitott ivekhez soroljuk, akkor elmondhatjuk,hogy barmely kor iranyitott iveinek az eldjeles hossza
tetszOleges valos érték lehet.

B2 Mar joval korabban is megtehettiik volna, hogy egy kor iveit mérjiik, de nem ivhoszszisagukkal,
hanem azaltal, hogy egy korivet egységiil valasztunk. Ha megallapodnank abban, hogy egybevagd
ivekhez ugyanaz a mérték tartozzék, és két csatlakozo ivboél sszerakott ivnek a mértéke mindig a
két résziv mértékének 0sszege legyen, akkor az egységivbol kiindulva minden ivhez egy-egy pozitiv
valos szamot rendelhetnénk mértékiil. Ez az eljaras végeredményben azt jelentené, hogy egy kor iveit
kozépponti szogiikkel mérnok.

Nem jartunk el igy, mert a kétféle korivmérés zavarolag hatna. Ez a belatas vezetett, amikor 15.3-ban
nem besz¢éltiink egyenld, nagyobb és kisebb korivekrol.

B3 Tételiink bizonyitasaban szerepelt az, hogy egy szoget n egyenld részre bontottunk fel, s ennek
lehetdségét a koraxidma nem biztositja. Még sincs itt sziikség a koraxidmanal tobbre, mert a

bizonyitasban n szerepét 2 is jatszhatja, és a szogek ismételt felezésének lehetségét a koraxioma
biztositja.

B4 Ha egy korivbe irt poligonok finomodé sorozatot alkotnak abban az értelemben, hogy a poligonok
leghosszabb oldalainak a sorozata is 0-hoz tart, akkor a poligonok hossza a koriv hosszéhoz tart (vo.
19.5 B2).

V4

hogy ha a beirt poligonokat a koriv 4 hurjaval lezarjuk, akkor az iv és hur hatarolta S korszelethez
tartd sokszogsorozathoz jutunk. Szoritkozhatunk itt azokra a poligonokra, amelyeknek valamennyi
oldala /-nal révidebb. Egy ilyen oldal a kort két ivre bontja, s ezek rovidebbike 15.3 szerint nem
tartalmazhatja & végpontjait. Igaz ezért, hogy ez a poligonoldal az altala hatarolt korszeletek koziil
a kisebbiket valasztja el a poligon és hur hatarolta sokszogt6l, azt tehat, amelynek a pontjai koziil
a poligonoldal felez6pontja van a legkozelebb a kor O kézéppontjahoz. Ha marmost az S korszelet
egy bels6 P pontjat tekintjiik, akkor megallapithatjuk, hogy ha valamely beirt poligon és hiir hatarolta
sokszdg a P pontot nem tartalmazza, akkor P valamelyik poligonoldal altal a sokszogtdl elvalasztott
korszeletben van, messzebb van tehat O-t6l, mint a poligonoldalak valamelyikének a felezépontja. A
szoban forgd sokszdgsorozatban csak véges sok ilyen sokszog lehet, hiszen a leghosszabb oldal 0-hoz
tartasa miatt a legkdzelebbi oldalfelezépontnak O-t61 mért tdvolsaga a korsugarhoz tart, és ezért csak
véges sokszor lehet az OP tdvolsdgnal kisebb. Sokszdgsorozatunk tehat valoban S-hez tart.

Megemlitjiik, hogy a most bizonyitott allitds nemcsak korivre, hanem tetszéleges konvex ivre, sét
csatlakozd konvex ivekbdl 6sszerakott nyilt (azaz két végpontot 6sszekotd) vonalakra is teljesiil, de
ennek bizonyitasaval mar nem foglalkozunk. Beirt poligonok finomodé sorozatanak a segitségével ki
is lehet terjeszteni az ivhossz fogalmat tovabbi gorbékre. Az analizis €s differencialgeometria a 19.7
B2-ben emlitett modszer mellett ezt a modszert is hasznalja.

20. § Teriilet

El6szor a sokszogek, majd altalaban a sikidomok teriiletével foglalkozunk.

20.1 Minden sokszoghoz rendelhetiink egy valds szamot, amelyet teriiletnek neveziink, s amely a
kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:
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1. Minden sokszog teriilete pozitiv szam.
2. Egybevagd sokszogek teriilete egyenld.

3. Ha egy sokszoget két sokszdgre bontunk, e kettd teriiletének dsszege az eredeti sokszog teriiletével
egyenld.

4. Az egységnégyzet teriilete 1.

Az utols6 megallapitas szerint a teriilet ismeretéhez a hosszegység ismeretére van sziikség. Ha
mas hosszegységet, illetve teriiletegységet valasztunk, akkor minden teriilet osztandé az Ujonnan
teriiletegységiil valasztott sokszog teriiletével.

Ebbdl a megallapitasbol kovetkezik, hogy nem fiigg a teriiletegység megvalasztasatol az olyan
kijelentések helyessége, hogy két sokszog teriilete egyenld, hogy az egyik a masiknal kisebb vagy
nagyobb, vagy hogy egy sokszdg teriilete mas sokszogek teriiletének Osszege, kiilonbsége, fele,
kétszerese stb.

A 3. kdvetelmény teljesiilésébdl nyomban kovetkezik, hogy ugyanaz akkor is 4ll, ha egy sokszoget n
sokszdgre bontunk fel, ahol n akarmelyik természetes szamot jelentheti.

Ha egy sokszdg egy t6le kiilonbozé masikat tartalmaz, akkor teriilete a tartalmazotténal nagyobb,
hiszen a tartalmazott sokszog teriiletének, s a tartalmazott sokszog elhagyasa utan maradd sokszog
teriiletének Osszegével egyenld.

Az 4y A, sokszog teriiletét a kovetkezOkben 44 4) jeloli.

A Szemléletesen gy juthatunk a teriilethez, hogy az adott alakii homogén lemez stlyat az
egységnégyzet alakaéval elosztjuk.

B1 Mi csak kijelentettiik, hogy a sokszdgekhez egy szdmot rendelhetiink, amelyet teriiletnek neveziink,
s amelyik bizonyos feltételeket kielégit. Bar a szemlélet aldtdmasztja ezt, mégis sziikség van annak
igazolasara, hogy e hozzéarendelés lehetséges, és csak egyféleképpen lehetséges. Ezt rovidesen
meg is tessziik (20.4 B). Téargyalasunknak addig is meg van az értelme: azzal foglalkozunk, hogy
ha van olyan hozzarendelés, amely négy feltételiinket kielégiti, akkor a hozzarendelt értékekre
vonatkozoélag milyen megallapitdsoknak kell teljesiilniiik. Ha majd belatjuk, hogy egyetlenegy kivant
tulajdonsagu hozzarendelés van, akkor tudjuk majd, hogy korabbi megallapitdsaink minden feltétel
nélkdl teljestilnek.

B2 Gorbe vonallal hatarolt sikidomok teriiletérdl itt még nem beszéliink. Errdl is sz6 lesz (lasd 20.6).
20.2 El6szor a téglalap teriiletével foglalkozunk.

Tétel. Ha két téglalapnak egy-egy oldala egyenlo, teriiletiik aranya megegyezik az egyenlé oldalakhoz
csatlakozo oldalaik aranyadval.

Ha a téglalap egyik oldalat alapnak tekintjiik, akkor a csatlakoz6 oldalak a hozza tartozo magassdgot
adjak meg. Tételiink ezért igy is fogalmazhato: egyenld alapu téglalapok teriiletének aranya
magassaguk aranyaval egyenld.

Bizonyitds. Legyen n tetszéleges természetes szam. Osszuk fel az elsd téglalapnak az alapra merdleges
oldalat n egyenld részre (114. abra). Mérjiik fel e részt a masodik téglalap magassagat ado oldalara az
egyik végponttol kezdve, ahanyszor csak lehetséges. Ha ez k-szor lehetséges, akkor a magassadgokra

<y e (k1)L
M

M

Az osztopontokon at a téglalapok alapjaval parhuzamosakat huzunk. E parhuzamosok a téglalapokbol
egybevago, téglalap alaka sdvokat vagnak le, mert oldalaik paronként egyenlok. Ezért e savok teriilete
is egyenld, ¢és a téglalapok teriileteire
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Tétel. A téglalap teriilete két szomszédos oldal szorzataval egyenlo.

A mar bevezetett szohasznalattal: a téglalap teriilete az alap és magassag szorzata.

Bizonyitas. Jelolje a és m téglalap alapjat és magassagat. Tekintsiik azt a téglalapot, melynek alapja a

és magassaga 1 (115. abra). Ennek 4 teriiletére az egységnégyzettel vald dsszevetésbol az el6z6 tétel

Til=a:l,

szerint 1 tehat fi=a Ha viszont ezt a téglalapot a vizsgalt téglalappal vetjiik dssze, 1jbol az

el6z6 tétel szerint © 1= L qengt? = hm=am

A Ha a hosszegységet megvaltoztatjuk, és minden hossz mérészama 2-szeres vagy 3-szoros lesz, akkor
a teriilet mérdszama utolso tételiink értelmében 4-szer vagy 9-szer akkora lesz. Ezt a tényt fejezziik ki
azzal, hogy a teriilet dimenzidja ,,hosszlisag a négyzeten”. Ez az oka annak is, hogy ha a hosszegység

jele cm vagy m, akkor a teriiletegységet e’ vagy " jeloli. Ez a jelolésmod a gyakorlatban nagyon

elényos, mert pl. az 1 m =100 cm 6sszefliggésbdl 1 ' =10000 € ,négyzetreemeléssel” keletkezik.

Az egységek megadasarol hasonlét mondhatunk, mint amit 2.2 Al-ben mondottunk. A gyakorlati
¢életben erre feltételentil sziikség van, viszont a geometridban a teriiletegységet is eleve adottnak
tekintjiik, és a teriilet mérészama mellett a teriiletegységet nem jelezziik.

M¢ég ha nevezett mennyiségekkel is dolgozunk, azaz a mennyiség megadasaba az egység jelzését
beleértjiik, akkor is mondhatjuk, hogy a teriilet két hosszusag szorzata. Ezt alatamasztja az, amit az
el6bb a hosszsagegységek ,,szorzasarol” mondtunk.
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Megemlitjiik végiil, hogy felesleges volna azt mondani, hogy a téglalap teriilete két szomszédos oldal
hosszanak a szorzata, hiszen az oldal sz6 nemcsak szakaszt, hanem hosszisagot is jelent.

20.3 Tétel. A parallelogramma teriilete az alap és a hozza tartozé magassag szorzatdaval egyenld.

Tételiink az eloz6 tételt is magaban foglalja. A parallelogramma alapjdul a négy oldal barmelyikét
valaszthatjuk. Az ehhez tartozé magassag a szemkozti oldalnak az alap egyenesétol valo tavolsaga.

AFCL, téglalapot is, melynek alapja

Bizonyitas. Tekintsiik az ABCD parallelogramma mellett azt az
ugyanaz az AB szakasz, s amelynek Gl oldala a CD egyenesen van (116. abra). A pontokat ugy

jeloljik, hogy a DC szakasz a % félegyenesen legyen.

B

Az ABCL trapézt AD és = -1 két-két részre vagja. E részekre

T(ABCD,)= T{ABCD)+T{ADD)) = T{ ABC,D,) +T(BCCY).

0, C./D C
m
A a B

116

117

ADDA . BCC)A
€S

Az
T{ADD) =T(BCC)

egybevagd, mert az AB eltolas az elsét a masodikba viszi. Igy tehat

* és egyenletiink alapjénT(ABCD) =T{4BGD)=am

Tétel. A haromszog teriilete az alap és a hozza tartozo magassag szorzatanak felével egyenld.

Osszhangban van ez a tétel 18.1 tételével; barmelyik oldalt valasztjuk is alapnak, a szamitott teriilet
ugyanannyi.

Bizonyitas. Az A5T4 _et BC felezépontjdra tiikrozve az eredetivel egybevagd ACEL o kapunk (117.
abra). E két haromszog egyiitt egy olyan parallelogrammat alkot, melynek AB alapja s ehhez tart6zo

magassaga egyben az 45T _nek is alapja és magassaga. Ennek az alapnak és magassagnak a szorzata
ezek szerint a készitett parallelogramma teriiletét, tehat haromszogiink teriiletének a kétszeresét adja.

Tételiinkbdl kovetkezik, hogy egy rogzitett oldalon nyugvé és adott teriiletti haromszogek harmadik
csucsanak mértani helye két olyan parhuzamos egyenes, amelynek az adott oldal egyenese a
kozépparhuzamosa.

20.4 Barmely sokszog teriiletét ki tudjuk szamitani, ha el6bb haromszdgekre bontjuk, s e haromszdgek
teriiletét 6sszeadjuk. Ez minden sokszognél lehetséges.
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Tétel. Minden sokszog felbonthato haromszogekre.
Barmily nyilvanvald is ennek helyessége, bizonyitassal kell meggy6z6dniink arrol, hogy kivétel nincs.

Bizonyitas. a) Konvex sokszdgeknél elegendd egy csucsot a tobbivel 6sszekdtni, s ezzel a sokszoget
maris haromszdgekre bontottuk.

b) Konkav sokszognél (akar tobbszorosen Osszefiiggd sokszognél is) valamennyi oldalegyenest
meghuizva a sokszdget konvex sokszogekre daraboljuk (118. dbra), hiszen egyetlen sokszogdarabot
sem metszhet annak valamelyik oldalegyenese. A kapott konvex darabokat viszont a) szerint
haromszogekre darabolhatjuk tovabb. —

B* Belattuk, hogy ha egy hozzarendelés 20.1 kdvetelményeit kielégiti, akkor egy sokszoghdz azt
az értéket rendeli, amelyikhez a sokszdg haromszdgekre valo felbontasa révén jutunk, mégpedig
fiiggetleniil attdl, hogy a felbontast hogyan végezziik. Nincs ezért két kiilonbozo, a feltételeinket
kielégit6 hozzarendelés, hiszen ugyanannak a sokszdgnek ugyanolyan feldarabolésa csak egy értéket
ad.

118

119

M¢ég nem tudjuk azonban, hogy van-e olyan hozzarendelés, amely kielégiti 20.1 kovetelményeit. Ezt
igazoljuk most. Minden sokszoghdz egy-egy szamot fogunk hozzarendelni, s kimutatjuk, hogy ezekre
négy feltételiink teljesiil. A bizonyitdshoz hosszabb gondolatsor vezet el.

a) Haromszégekhez hozzarendeljiik egy oldal s a hozza tartozo6 magassag szorzatanak a felét. 18.1
szerint ez egyértelmilen meghatarozott szam.

b) Ha egy haromszoget egyik csucsabol kiindulo szakasszal két hdaromszogre osztunk, e két
haromszoghoz rendelt szam dsszege az eredeti haromszoghéz rendelt szammal egyenld, ugyanis a
felosztott oldal darabjait valasztva alapnak e hozzarendelt szamok a 119. abra jel6lésével

QPR i et

2 7 2 sezeknek az dsszege valoban 2
¢) Ha egy konvex négyszoget egy atloval két haromszogre vagunk, e két haromszoghoz rendelt szam
osszege nem fiigg attol, hogy a négyszég melyik atlojat valasztottuk. Jeldlje O az ABCD konvex
négyszog atloinak metszéspontjat (120. dbra). Az 45C4 _hoz rendelt szam b) szerint az A8C4 _hoz
és a TCCA hoz rendelt szam sszege, és ugyanigy az AZD4 _hoz rendelt szdm a L4 hoz és a

DAOCA _hpz rendelt szam dsszege. Ha tehat az AC atlobol indulunk ki, akkor az O pont és a négy oldal
altal meghatarozott négy haromszdghdz rendelt szam dsszegéhez jutunk. Ha ezt a megallapitast a BD
atlora alkalmazzuk, akkor ugyanehhez az eredményhez jutunk.
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120

d) Ha egy konvex sokszéget valamelyik csticsabol kiindulé atlokkal haromszogekre osztunk, akkor e
haromszogekhez rendelt szamok 6sszege nem fiigg attol, hogy melyik csticsot valasztottuk a felosztas
alapjaul. Ezt az allitast az oldalszamra vonatkozo teljes indukcidéval bizonyitjuk. Haromszdgekre a
tétel semmitmondd. Négyszogekre mar c) tartalmazza allitasunkat. Tekintsiink tehat egy n-szoget,
legyen n > 4, és tegylik fel, hogy allitasunk n-nél kevesebb oldalu sokszdgekre helyes.

Elég azt bizonyitanunk, hogy ugyanazt az dsszeget kapjuk, ha két felosztasnal két nem szomszédos
csucsot valasztunk a felosztas alapjaul. Szomszédos csucsokhoz ugyanis n > 4 miatt talalhatd olyan
csucs, amelyik ezeknek egyikével sem szomszédos, és e harmadik csucs kdzvetitésével allitdsunk
helyessége a szomszédos csticsokra is adddik majd.

Legyen tehat az A4 és B pont n-szoglinknek két nem szomszédos csucsa (121. abra). Az AB 4tlo
n-szogiinket két n-nél kevesebb oldali sokszdgre bontja. Az 4-bol és B-bdl induld atlok olyan
haromszogekre vagjak az n-szoget, amelyek egyben a mondott két részsokszdg feldarabolasat is
szolgaltatjak. A két haromszdgsorozat mindegyike tehat két-két haromszogesoportra bomlik, s e
csoportok paronként ugyanannak a részsokszognek a feldarabolasat adjak. Indukcios feltevésiink
szerint két ilyen csoport haromszdgeihez hozzarendelt szamok 6sszege egyenld. Egyenldk akkor az A4-
hoz és B-hez tartozo6 teljes haromszogsorozatokhoz rendelt szamok 6sszegei is, mert két-két, paronként
egyenld szam Osszegeként szamithatok ki.

e) Haromnal tdbb oldalu konvex sokszéghoz hozzarendeljik az olyan haromszogekhez rendelt
szamoknak az Osszegét, amelyekre a sokszdg valamelyik csucsabol induld atlok a sokszoget
feldaraboljak, d) szerint ez egyértelmtien meghatarozott szam.

121

122

f) Ha egy konvex sokszoget egy csucsabol indulo szakasszal két sokszogre vagunk, a keletkezo két
konvex részsokszoghoz rendelt szam Osszege az eredeti soksz6ghoz rendelt szammal egyenlé. Ha a
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kettévagd AB szakasz atlo, akkor allitasunk kdzvetleniil adodik a hozzarendelt szamoknak A-bol indulo
atlok segitségével valo kiszamitasabol. Legyen tehat az 4 csticsbol induld AB szakasz B végpontja
egy CD oldal belsé pontja (122. abra). Bontsuk fel a két részsokszog koziil azokat, amelyek nem
haromszogek, A-bol induld atlokkal haromszogekre. Valamennyi 4 cstcstt haromszdghdz rendelt
szam Osszege e) szerint a két részsokszoghoz rendelt szam 6sszegével egyenld. Ugyanezt az dsszeget
ugy is szamithatjuk, hogy az ABC, ABD haromszdgekhez rendelt szamok helyett, b)-re hivatkozva,

az ACDA _hoz rendelt szamot szerepeltetjiik. Ha igy tesziink, akkor a szoban forgd dsszeg e) szerint
az eredeti sokszogh6z rendelt szamot adja, ez tehat valdban a részsokszogekhez rendelt szamok
Osszegével egyenld.

123

g) Ha egy konvex sokszoget egy szakasszal két sokszogre vagunk, a keletkezo két konvex
részsokszoghoz rendelt szam 6sszege az eredeti soksz6ghoz rendelt szammal egyenlo. Elég éllitasunkat
esetre bizonyitani, amikor a kettévagd AB szakasz végpontjai egy CD és egy EF oldal belsé pontjai
(123. abra), hiszen a tobbi esetre vonatkozdan allitdsunk helyességét mar f) kimondta. Az E és F
csticsok mindegyike nem lehet a CD oldalon. Valasszuk a jel6lést tigy, hogy ez E-re igaz legyen,
hogy tehat AE a sokszdget szintén kettévagja. Egyszertiség kedvéért a keletkezd sokszogek jeldlésekor
nem sorolunk fel minden csucsot. f) szerint a teljes sokszoghoz rendelt szam az ADE és ACFBE
sokszogekhez rendelt szamok Osszege. Az utobbi ugyancsak f) szerint az ACFB sokszoghoz és

az ABEA _hoz rendelt szamok Osszegével egyenld. Az ABEL _hoz s az ADE sokszoghdz rendelt
szamok Osszege ismét csak f) szerint az ADEB sokszoghoz rendelt szamot adja. Ezek szerint a teljes
sokszOghoz rendelt szam valoban az ADEB és ACFB sokszogekhez rendelt szamoknak az 6sszege.

h) Ha egy konvex sokszoget konvex sokszogekre darabolunk fel, e darabokhoz rendelt szamok
dsszege az eredeti sokszoghoz rendelt szammal egyenld. Allitasunkat a darabok szamara vonatkozo
indukcidval bizonyitjuk. Ha csak két darab van, akkor allitdsunk g) szerint helyes, mert a két darab csak
egy szakasz mentén érintkezhetik, hiszen egy ilyen k6zos hatarszakasz egyenese elvalasztja egymastol
a két konvex darabot. Tekintsiik tehat egy konvex sokszdgnek k konvex darabra valo feldarabolasat, és
tegyiik fel, hogy k-nal kevesebb darabra val6 feldarabolasokra allitasunk igaz. Legyen AB valamelyik
darabnak egy olyan oldala, amelyik nincs az eredeti sokszdg hataran (124. dbra). Az AB egyenessel az
eredeti sokszoget s esetleg egyik-masik darabot is kettészeljiik. A darabokhoz rendelt szamok vizsgalt
Osszegét g) alapjan ugy szamithatjuk, hogy a kettészelt darabok helyett az ezekbdl keletkezd két
darabrészt vessziik figyelembe. Az 4B egyenes altal hatarolt mindkét félsikban e sokszogek koziil k-
nal kevesebb van, mert az AB szakaszra egyik oldalrél tdimaszkod6 darabnak még része sincs az 4B
egyenes masik oldalan. Sokszogeink koziil az egy félsikban elhelyezked6khoz rendelt szamok 6sszege
az indukciods feltevés szerint a félsik és az eredeti sokszog kdzos részéhez rendelt szammal egyenld. A
vizsgalt 0sszeg ezek szerint az eredeti sokszog két részéhez rendelt szam dsszegével, azaz g) szerint
az eredeti sokszoghoz rendelt szammal egyenld.

124
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i) Ha egy sokszoget kétféleképpen vagunk szét konvex darabokra, a darabokhoz rendelt szamok dsszege
mindkét esetben ugyanannyi. Ha az eredeti sokszog konvex, allitasunk h) miatt igaz. A hangsuly most
a konkav sokszogeken van, s itt még a tobbszorosen 6sszefliggd sokszogekre is gondolunk. Allitasunk
bizonyitasa végett tekintsiik a sokszog konvex burkat. Azokat a sokszogeket, amelyek a konvex

burokbol megmaradnak, ha a sokszdget elhagyjuk, i 0h, iy konvex sokszdgekre daraboljuk (125.

abra). Akarhogyan bontjuk is fel konvex darabokra az eredeti sokszoget, a darabokhoz rendelt szamok

0sszege ugyanannyi, mert ezt az osszeget a i 0h, iy sokszogekhez rendelt szamokkal novelve h)

miatt a konvex burokhoz rendelt szamot kell megkapnunk.

J) Mindenfajta sokszoghéz hozzarendeljiik a sokszogbdl valamilyen felbontas révén keletkez6 konvex
darabokhoz rendelt szamok Osszegét, i) szerint ez egyértelmiien meghatirozott szdm. Konvex
sokszogekhez h) szerint ugyanazt a szdmot rendeltiik most, mint amit korabban a) és e) azokhoz
rendelt.

Miutan minden soksz6ghdz egy-egy egyértelmiien meghatarozott szamot rendeltiink, be kell latnunk,
hogy az igy hozzarendelt szamok rendelkeznek a 20.1-ben szerepld négy tulajdonsaggal.

1. Minden sokszdghoz pozitiv szamok 6sszegét, tehat pozitiv szamot rendeltiink.

2. Egybevagd sokszogeket egybevagd konvex sokszogekre s ezeket egybevagd haromszogek