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ELOSZO - A TANKONYV TEMAKOREI

Sok szeretettel koszontiink az 4j tanévben!

Ahogy évrél évre el6rébb lépiink a tanuldsban, egyre szé-
lesebb teriiletet olel fel a matematika, és emellett egyre
mélyebb, érdekesebb Osszefiiggésekre dertil fény. Ez adja
a matematika szépségét és jatékossagat. Szeretnénk, ha sok
oromod lenne ezek felfedezésében. De emellett a matema-
tika, a matematikai modellek hasznalata és a matematikai
gondolkodas az élet szamos teriiletén el6fordul. Ez a tan-
konyv - hasonldan, mint a tavalyi — szeretne felvillantani
sok-sok kapcsolddasi pontot és gyakorlati alkalmazast.

Az egyes leckékben a kovetkezd tipust részekkel talalkoz-
hatsz:

IEEECN - Sok esetben egyszert és gyakorlati

problémak vezetnek érdekes matematikai kérdésekhez.
Tlyenekre talélhatsz példat a lecke elején a BEVEZETO-ben.

IRl : Ebben a részben részletes magya-

razatokkal mutatjuk be egy konkrét feladat megoldasat.

EEEEEN: 1t rendszerezziik a matematikai

tartalmakat. Megfogalmazzuk a pontos matematikai fo-
galmakat (definicidk) és allitasokat (tételek) is.

PETEI: Igyekeztiink véltozatos feladato-
kat Osszeallitani egy-egy oOrara, a konnyebbekkel kezd-
ve. A feladatokat nehézségiik szerint szinteztiik. Korabbi
érettségi feladatok és kompetencia feladatok is szinesitik
a leckéket.

PETTIITTOT: Néhdny esetben ezt a munkafor-

mat javasoljuk a feladatok megoldasara.
NN : 4-5 feladat az otthoni munkahoz.
BN 1tt matematikai érdekességeket, 6t-

letes és izgalmas feladatokat talalsz.

ewerrsznr © Ezek a részek tdlmutatnak a kozépszintil
érettségi kovetelményeken. Az emelt szint érettségi ko-
vetelményeihez tartozé fogalmak, feladattipusok, illetve
szép, preciz bizonyitasok talalhatok ezekben a részekben.

Ha tartds tankonyved van, amit vissza kell adnod az is-
kolanak a tanév végén, akkor ne irj a tankonyvbe, dol-
gozz a fiizetedbe! (Téblazatok esetén segitségedre lehet
egy Ontapados jegyzettomb: egy Ontapados lapot tegyél
a tablazat mellé, s arra irhatod az eredményeket.)

EL6OSZO - A TANKONYV TEMAKOREI

1. Logika

- IGAZ VAGY HAMIS?
Minden kék oroszlan novényevo. Igaz-e az
allitas? Mi a tagadasa?

- AKOTOSZAVAKON SOK MULIK.

Mézet vagy tejet? - Mindkett6t. - valaszolta

Micimack.

2. Egyenletrendszerek

- KET ISMERETLEN!?
Mégis sokszor egyetlen megoldas van. De
az nem egy szam, hanem egy szampar.

- SZOVEGES FELADATOK
Hany laba és hany feje van egy allat sereg-
letnek?

3. Hatvanyozas és négyzetgyok

- NEGATIV SZAM A KITEVOBEN
A hatvanyozassal nemcsak a nagyon nagy,
hanem a nagyon kicsi szamok is felirhatdok.
- A GYOKVONAS AZONOSSAGAI

A gydkjel alatt, a gyokjel elott; két gyokjel-
bél egyet...

4.Fiuggveénytranszformaciok

- ELTOLJUK A GRAFIKONT
Fel-le, jobbra-balra. Valtozik a hozzarende-
1és. Hogyan mozdul a grafikon?

- A MASODFOKU FUGGVENY GRAFIKONJA

Parabolak minden mennyiségben

5. Masodfoki egyenletek

- LEHET TOBB MEGOLDAS!
Segit a megoldé képlet.

- SZOVEGES FELADATOK
Kertekrdl, utazasrol, vasarlasrdl, pénz-
iigyekrol...




SCERERY BEVEZETG ORA

KIDOLGOZOTT FELADAT

Bence, Tamas és Péter szallodat terveznek. A szalloda 3
emeletes lesz, és egy t6 partjan fog allni.

Azt szamoljak, mennyi lehet a legnagyobb napi bevétel.
A foldszinten lesznek a kozosségi helyiségek, egy-egy eme-
leten pedig 20 kétagyas erkélyes szoba. A téra néz eme-
letenként 5 szoba, ezek az elsé osztalydak, oldalrdl a téra
néz mindkét oldalon szintén 5-5 szoba, ezek a masodosz-
talytak. A hatsé front az ut felé fordul, itt vannak a har-
madosztalya szobak. A masodosztalytak ara 80%-a az els6
osztalyd szobak drdnak, a harmadosztalytiak ara 80%-a a
masodosztalyt szobak aranak.

Foglaljuk tédblazatba, mennyi a napi bevétel, ha tele a szal-
loda?

Megoldas
Telt haz esetén igy alakulna a napi bevétel:

FELADAT

41 s - Mivel a szallodaban nincs lift, a harmadik emeleti
szobakat olcsobban kellene kiadni. — topreng Péter.
- Legyenek a harmadik emeleti szobak 20%-kal
olcsébbak, mint az alattuk lévék. Ekkor viszont
a harmadik emeleti hats6 szobdk mér negyedosz-
talydak lennének.
Szamold ki, mennyi lenne ezzel az uj feltétellel
a maximalis napi bevétel! Toltsd ki a tdblazatot!

Hanyad Hény
YA darabvana Egységar (Ft) Osszes bevétel (Ft)
osztalyu?
3 emeleten?
L. A

1L 0,8A

III. 0,8- (0,8A) = 0,64A

Iv.

A legnagyobb (maximalis) napi bevétel az I-IV.
osztalyu szobak bevételének osszege.

Faradl N
(y .. darabvana Egységar (Ft) Osszes bevétel (Ft)
osztalyu?
3 emeleten?
L 15 A 15A
1. 30 0,8A 30-0,8A =24A
I1L. 15 0,8- (0,8A) = 0,64A 15- 0,64A = 9,6A

Tehat a legnagyobb (maximélis) napi bevétel:
15A + 24A + 9,6A = 48,6A forint lenne.

2 5. Tamas szerint az j feltétellel a harmadik emeleti
szobdkbol szerezhet6 bevétel éppen 80%-a a maso-
dik emeleti szobak egyiittes ardnak. Igy a tablazatos
modszernél sokkal egyszertibben meg lehet kapni
az el6z6 feladat eredményét.

a) Igaz-e Tamas allitasa?
b) Oldd meg Tamas otletével és a kidolgozott fel-
adat eredményével az el6z6 feladatot!

3 = Péter ezt irta fel az 1. feladathoz:
(48,6:3)- 2,8 =45,36.
Vajon mire gondolt?

4 = Bencének eszébe jutott, hogy nem kellene ragasz-
kodni a négyzet alaku alapteriilethez. Hatha tobb
bevételt lehetne elérni gy, hogy novelnék az elsé

BEVEZETO



osztalyu szobdk szamat (de emeletenként tovabbra
is 20 szoba lenne). Hogyan valtozna a bevétel, ha
a) emeletenként 6 szo-

ba nézne a tora is é
az ut felé is, a tobbi
pedig oldalrol né
ne a tora;

b) emeletenként 7 szo-
ba nézne a tora is és
az ut felé is, a tobbi
pedig oldalrol néz-
ne a téra? ‘

Készitsd el a flizetedben az a) és a b) valtozathoz tartozo
tablazatot, és toltsd ki 6ket! Szamold ki mindkét esetben
a teljes bevételt is!

a) "
OI;I;:;T;E? daraI:I\Zn a Egységar (Ft) be\(:’:stizle(SF 0
3 emeleten?
L A

1L 0,8A

III. 0,8- (0,8A) = 0,64A

IV. 0,8- (0,64A)
A teljes bevétel:

HAZI FELADAT

1 s a) Bencea4emeletes, 60 szobas, liftes szallodat négy-
zetalapuinak tervezné, az alsd harom emeletén 16—
16 szobat helyezne el. A 4. emeleten mindegyik
szoba a téra vagy legalabbis oldalrdl a téra nézne.
Mennyi lenne igy a maximalis napi bevétel?

olj:trg;g? darI:l?I\Zn a Egységar (Ft) be\c/)éstsezle(sFt)
4 emeleten?
I A
1L 0,8A
III. 0,8 (0,8A) = 0,64A
A teljes bevétel:

b) Péter nem tervezne oldalrol a téra nézé szobakat,
és nem ragaszkodik ahhoz sem, hogy négyzet ala-
pu legyen az épiilet. Mekkora bevétel érhetd el igy?
Két esetben toltsd ki a tablazatot, és szamold ki a
legnagyobb napi bevételt!

Raadas | BEVEZETO ORA

b) Hany

ornst oTbnS  Bgegin®) Ll
L A
1L 0,8A
III. 0,8 (0,8A) = 0,64A
Iv. 0,8 (0,64A)
A teljes bevétel:

5 5 - Halenne lift - sz6l kozbe Bence -, akkor esetleg
4 emeleten is el lehetne helyezni a 60 szobat, és igy
sporolnank az alapozasnal! Ekkor nem kellene ol-
csobban adni az emeleti szobdkat, csak az szdmit,
hogy egy szoba a téra néz, oldalra vagy hatrafelé.
Hogyan helyeznéd el 4 emeleten a 60 szobat?
Valassz egy konkrét elrendezést, és szamold ki eb-
ben az esetben a legnagyobb napi bevételt!

Hany

ooy dorbvine B @) S
L A
1L 0,8A
III. 0,8- (0,8A) = 0,64A
A teljes bevétel:
S b By O
4 emeleten?
L A
1L 0,8A
III. 0,8 (0,8A) = 0,64A
A teljes bevétel:
Oiljtlg;:'j? darI:bar\Zn a Egységar (Ft) be\c/)éstse?e(sFt)
4 emeleten?
L A
1L 0,8A
III. 0,8 (0,8A) = 0,64A
A teljes bevétel:

2 ® Készits tervet egy olyan 3 emeletes szallodahoz, ahol
mindegyik oldalon emeletenként legalabb két szoba
van, és szamold ki, telt hdz esetén mennyi a maxima-
lis a bevétel!



FELADAT

1 5 (Kompetenciamérés, 2009)

IGAZ VAGY HAMIS

Egy szamitogépes kincskeres6 jaték utolsé alloma-
sa egy kofal, ahol killonb6z6 alakua kéajtok mogott
talalhatd a kincs.

Az alabbi, bettvel jelzett nyilasokba a szamokkal
jelolt testek ugy illenek be, mint kulcs a zarba.
A megoldaskor tigyelj arra, hogy egy nyilasba tobb
kulcs is j6 lehet!

A

1. kulcs 2. kulcs 3. kulcs 4. kulcs

a) Dontsd el, hogy melyik igaz, melyik hamis a
kovetkezd allitasok koziil!
A: Csak a 3-as kulcs illik bele a B jelti nyilasba.
B: A 4-eskulcs az A és Cjeli nyilasba is beleil-
lik.
C: A 2-es kulcs beleillik a C jeld nyilasba.
D: Az A jelii nyilasba a 3-as kulcs beleillik.
Az 1-es és a 4-es kulcs beleillik a C jeldi nyi-
lasba.

o

b) Fogalmazz meg az el6bbiektdl kiilonb6z6 ha-
mis, illetve igaz allitdsokat!

(Kompetenciamérés, 2012)

Egy kétfordulds verseny els6 hat helyezettjének
eredményeit mutatja a kovetkez6 diagram. A ver-
senyt az nyeri, akinél a helyezések Osszege a két
fordulé utan a legkisebb. Dontsd el, melyik igaz,
melyik hamis az allitasok koziil!

A

Pali

e
ottéd

Nori

Klari

Misodik forduld

Mobn
1

Laci
0 |

0 1 2 3 4 5 6
Els6 forduld

\ 4

A: Nem volt olyan versenyzd, aki mindkét fordu-
l6ban azonos helyezést ért volna el.

B: Mindkét fordul6t ugyanaz a versenyzé nyerte.

C: Az Osszesitésben nem volt holtverseny.

D: Legalabb harman rosszabb helyezést értek el a
masodik forduldban, mint az els6ben.

E: A versenyt nem lany nyerte.

Ha hallunk vagy olvasunk egy mondatot, akkor sokszor azonnal tudjuk, hogy a tartalma igaz vagy hamis. Mas esetekben
kisebb-nagyobb toprengés utan tudjuk eldonteni, hogy mi vele a helyzet. Vannak olyan mondatok, amelyekrdl egyéltalan
nem mondhatjuk ki azt, hogy a tartalmuk igaz vagy hamis.

6 LOGIKA



1. Alogikaban azokat a kijelenté mondatokat nevezziik allitdsoknak (mds szoval kijelentéseknek), amelyekrol egyértel-
muen eldonthetd, hogy a tartalmuk igaz vagy hamis.
Példdk:
Allités: A sosav képlete HCL.
Svajc févarosa Ziirich.

Nem allitds: Hdny 6ra van?

Budapest szebb véros, mint Tokio.

2. Egy allitas vagy igaz, vagy hamis, harmadik eset nincs.
Az ,igaz” illetve a ,,hamis” az adott allitas lehetséges logikai értékei.
Példdk:
A sosav képlete HCI.
Svéjc févarosa Ziirich.

- ez egy igaz allitas
- ez egy hamis allitas

Megjegyzés:
»Két paros szam Osszege oszthato 4-gyel” Erre a mondatra kordbban azt mondtuk, hogy lehet, de nem biztos,
hiszen példaul a 2 és a 6 dsszege oszthat6 4-gyel, de a 4 és a 6 dsszege nem oszthat6 4-gyel. A logikaban azonban egy

allitas vagy igaz, vagy hamis, harmadik eset nincs. Hogyan értsiik ezt?

A koznyelv és a matematikailag preciz nyelv idénként eltér egymastdl. A mondatban nincs leirva, de odagondoljuk
a ,mindig” sz6t. Matematikai szempontbdl igy értelmezziik ezt az allitast: ,Két paros szam Osszege mindig oszthat6
4-gyel” Ez pedig egy hamis 4llitas.

3. Minden allitasnak van tagadasa, ami egy masik allitas. Az A allitds tagadasanak a jele: —A. (olvasd: ,nem A”)

Egy A allitas tagadasa akkor igaz, ha A hamis, és akkor hamis, ha A igaz.

Ezt réviden, igazsagtablazat A —A
segitségével igy irjuk: — hamis
Példik:
A sosav képlete HCL. (igaz allitas) tagadasa: A sosav képlete nem HCL.  (hamis allités)

Svéjc févarosa Zirich. (hamis allitas) tagadasa:

KIDOLGOZOTT FELADAT

Melyik allitas lesz az A allitas tagadasa, a B vagy a C?
a) A:Panniék kutydja fekete.
B: Panniék kutyaja tarka.
C: Panniék kutydja nem fekete.
b) A:Tobben vagyunk az osztalyban, mint 32.
B: Kevesebben vagyunk az osztalyban, mint 32.
C: Kevesebben vagyunk az osztalyban, mint 33.

Megoldds

a) A ,Panniék kutyaja fekete’, és a ,,Panniék kutydja tar-
ka?” két olyan allitas, amely egyszerre sosem teljesiil: ha
a kutya fekete, akkor az els6 igaz és a masodik hamis,
ha pedig a kutya tarka, akkor a masodik igaz és az elsé
hamis. Egyszerre nem teljestilhet mind a kett6.

1. lecke | IGAZ VAGY HAMIS

Svéjc févarosa nem Ziirich. (igaz allitas)

Azonban egy allitas tagadasanak megfogalmazasakor nem-
csak arra kell figyelni, hogy egyszerre nem lehet mindkett
igaz. Hanem arra is, hogy nem lehet elképzelni olyan hely-
zetet, amikor mindkét dllitas hamis. Ha a kutya fehér, akkor
mindkét allitas hamis. Van olyan helyzet, amikor mindkét
allitas hamis, ezért ez a két allitas nem egymas tagadasa.
Az A allitas tagaddsa a C allitas.

b) Tagadasa-e az A dllitasnak a B allitds? Ha az A allitds
igaz, azaz tobben vagyunk az osztilyban, mint 32, ak-
kor a B allitas hamis. Ha a B 4llitas igaz, azaz keveseb-
ben vagyunk az osztalyban, mint 32, akkor az A allitas
hamis. Van azonban egy olyan helyzet, amikor az A és
a B allitas is hamis: amikor az osztélyban éppen 32-en
vagyunk!



Az A dllitds tagaddsanak olyan mondatnak kell lennie,
amely minden esetben ellentétes logikai értéket vesz fel.
Nem lehet egy allitas és a tagaddsa egyszerre hamis! Az A 4l-
litas azt fejezi ki, hogy az osztalylétszam a 33, 34, 35, 36, ...
szamok valamelyike. A tagaddsnak azt kell kifejeznie, hogy
az osztalylétszam a 32, 31, 30, ... szamok valamelyike. Ezt
fejezi ki a C allitas.

Az A allitas tagaddsa a C allitas.

FELADAT

3 5 Melyik allitas tagadasa az A allitasnak? Tébb meg-
oldas lehet!
a) A: Legaldbb 100 baratom van.
B: Legfeljebb 100 baratom van.
C: Legfeljebb 99 baratom van.
D: A barataim szama kisebb, mint 100.
E: A barataim szama kisebb, vagy egyenld, mint
100.
b) A:Ez a kényv maximum 300 oldalas.
B: Ez a konyv legfeljebb 299 oldalas.
C: Ezen konyv oldalainak szama nagyobb vagy
egyenld, mint 300.
D: Ez a kényv minimum 301 oldalas.
E: Ez a konyv tobb, mint 300 oldalas.

4 s Fogalmazd meg a kovetkezd dllitasok tagadasat
tobbféleképpen!
A: Legfeljebb 5 napig tart ez a munka.
B: 'Tobb, mint 8 golt riagott a csapat.
C: Tobb nap, mint kolbasz.

HAZI FELADAT

1 5 Igaz vagy hamis? Nézz utdna az interneten, hogy

melyik allitas igaz, melyik dllitas hamis!

A: Pet6fi Sandor és Babits Mihaly ugyanazon a te-
leptilésen sziiletett.

B: A Kaukazus legmagasabb csucsa, az Elbrusz
magasabb, mint a Mont Blanc.

C: A Lehel kiirtjeként tisztelt elefantcsontbol késziilt
kiirt6t most a gyongyosi Matra Muzeumban 6rzik.

D: Ludwig van Beethoven t6bb, mint 10 szimfdéni-
at irt.

Tagadasa-e egymasnak az A és a B allitas?

Ha A igaz, akkor B hamis. v/
Ez még kevés!

Ha B igaz, akkor A hamis. v/

Két allitas Minden helyzetben ellentétes
egymas tagaddsa a logikai értékiik

5 5 Megadunk 5 allitast:

A: A 0-ra végz6do természetes szamok oszthatok
5-tel.

B: A 0-ra vagy 5-re végz6dé természetes szamok
oszthatok 5-tel.

C: Nem igaz, hogy a 0-ra végz6dd természetes sza-
mok oszthatok 5-tel.

D: A 0-ra végz6do6 természetes szamok nem oszt-
hatok 5-tel.

E: Az 5-tel oszthatd természetes szamok nem mind
végzédnek 0-ra.

a) Melyik igaz, melyik hamis?
b) Melyik lehet a B, C, D, E kijelentések koziil az A
allitds tagadasa?

92 = Fogalmazd meg az érai 2. feladat allitasainak taga-
dasat!

3 5 (Kompetenciamérés, 2019)
Specidlis technikaval mérhetd, hogy ki mennyi id6t
tolt mély alvassal és konnyt alvassal, és hogy ezek
a szakaszok hogyan véltakoznak az éjszaka folya-
man. A kovetkez6 oszlopdiagramon Miklos alva-
sanak egy hétféi és egy szombati napon mért adatai
lathatok.

LOGIKA



8 Dontsd el, hogy melyik igaz, illetve melyik hamis a
, — kovetkez6 allitasok koziil!
_ A: A vizsgalt napokon a mély alvas leghosszabb
;g/ 6 — Osszefliggld szakasza két és fél oraig tartott.
S B: Hétfoén tobbszor valtakozott a mély és a konnyt
B 5 alvas szakasz, mint szombaton.
% A | [ Konnyt alvas C: Szombaton az elsé konnyt alvasi szakasz elal-
2 L1 Mély alvis vés utan 150 perccel kezdddott.
UEE 3 D: Hétf6n a konny alvassal toltott osszes id6 tobb
volt, mint szombaton.
: - E: Szombaton az alvassal toltott id6 nagyobb ard-
1 — nyat tette ki a konnyt alvas, mint hétfén.
Hétf6 Szombat

RAADAS

1s

N
Y

(Kompetenciamérés, 2006)
Gabor egy 9 cm élhosszusagu fehér kocka minden lapjat befesti pirosra, majd feldarabolja 27 egybevago kis kockara.
Melyik igaz, melyik hamis az alabbi allitdsok koziil?

A: 12 olyan kiskocka van, melynek pontosan két lapja piros.

B: A kis kockéak szamanak harmadanal eggyel kevesebb azon kockék szdma, amelyeknek pontosan 3 lapja piros.

C: A kis kockak pontosan kétkilencedének van pontosan két piros lapja.

D: Pontosan kétszer annyi kis kockanak piros egy vagy két lapja,

piros oldalak szama kis kockak szama
mint ahanynak hdrom lapja piros. 0
E: Azon kiskockdk szama, amelyeknek legalabb 2 lapjuk piros, "
oszthato 4-gyel vagy 5-tel.
F: Azon kiskockak szdma, amelyeknek legfeljebb 2 lapjuk piros, §

oszthato 3-mal vagy 4-gyel.

Az aranymiives boltjaba behoztak négy arany nyaklancot. A boltos négy segédje, Tobias, Kdzmér, Moric és Jonas kézbe
vették a nyaklancokat, majd ezeket mondtak:

Tobids: A masodik a legkonnyebb. Moric: A masodik a legnehezebb, a harmadik a legkénnyebb.
Kazmér: A negyedik a legkénnyebb. Jonds: A masodik nem a legnehezebb, de nem is a legkonnyebb.

Meérés utan kideriilt, hogy két segéd allitasa igaz, kettd pedig tévedett.
a) Melyik két segéd tévedett?
b) Mit allithatunk ezek utan a nyaklancok stlyardl?

(Kompetenciamérés, 2017)

Marci és Imre egy tarsasjatékkal jatszik, amelyben a jatékosoknak 1-1 babuval kell végighaladniuk a 100 mez6bdl all6
utvonalon. Egy szabdlyos dobdkockaval dobnak, majd a dobott értéknek megfeleld szamti mez6t lépnek elére. A jatékot
az nyeri, aki el6szor célba ér (vagy lép tdl azon). A jaték végéhez kozeledve Marci babuja a 95., Imréé a 89. mezén all.
Melyik allitas igaz, melyik hamis?

A: Lehetetlen, hogy Imre bébuja a kovetkez6 dobas utan a 96. mez6n élljon.

B: Biztos, hogy Marci nyeri meg a jatékot.

C: Lehetséges, hogy tobb, mint 3-szor dobnak mindketten.

D: Biztos, hogy legfeljebb 5-sz6r dobnak mindketten.

1. lecke | IGAZ VAGY HAMIS



KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Tagaddsa-e egymadsnak a két allitas?

10

2 ALLITAS ES TAGADASA

A: Az utcaban minden aut6 piros. és B: Nincs az utcaban piros auto.

Megoldds

Ha egy allitast tagadunk, akkor nemcsak azt varjuk el, hogy ne teljesiiljon egyszerre a két allitas, hanem azt is, hogy ne
legyen egyszerre mindkét allitas hamis.

Figyeljik meg az allitasok logikai értékét a kovetkez6 esetekben!

i i i 58l fo s o= ) (56

A igaz, B hamis A hamis, B igaz A hamis és B is hamis!

Van olyan eset, amikor mindkét allitas hamis, ezért ez a két allitds nem egymads tagaddsa.

Tagaddsa-e egymasnak a két allitds?
C: Van olyan macska, amelyik fekete. D: Van olyan macska, amelyik nem fekete.

Megoldds
Figyeljiik meg az allitasok logikai értékét a kovetkez6 esetekben!

B

Cigaz, D hamis C hamis, D igaz Cigaz és D is igaz!

i
(o)
ASA

Van olyan eset, amikor mindkét 4llitas igaz, ezért ez a két allitas nem egymas tagadasa.

A matematikaban és a természettudomanyokban kiilonésen fontosak azok az dllitasok, amelyek minden, bizonyos tu-
lajdonsagban megegyezé dologrdl, fogalomrdl allitanak valamit. Pl.: ,Minden hdromsz6g magassagpontja a haromszog
belsejébe esik” ,Minden emlés elevensziil6” Az ilyen allitdsok téves voltat egyetlen ellenpélda bizonyitja: ilyenkor nem
minden esetben teljesiil az allitds, azaz van olyan eset, amikor nem teljesiil.

Példa:

Minden emlés elevensziilé. Van olyan emlés, amely nem elevenszil6.
tagadasa: <

Nem minden emlds elevensziilé.

A ,,van olyan” (vagy létezik) szavakkal kezd6d¢ allitasok tagadasat a ,nincs olyan” szavakkal érdemes kezdeni, és jelen-
tése: ,,minden” esetben nem teljesiil az eredeti tulajdonsag.
Van olyan macska, amelyik fekete. Nincs olyan macska, amelyik fekete.

tagadasa: <

Minden macska nem fekete.

LOGIKA



Megjegyzések

1. A legtobb matematikai tétel minden, bizonyos tulajdonsagban megegyez6 fogalomrol vagy helyzetrdl allit valamit.
A tétel megfogalmazaskor a ,,minden” sz6t sokszor nem tessziik ki.
Példa:
A haromszog belsd szogeinek osszege 180°. Jelentése: Minden haromszog belsd szogeinek 6sszege 180°.

2. A hétkéznapi széhasznalatban a ,,minden” sz6 jelentése eltérhet a matematikai jelentéstél. Jelentheti azt, hogy valami
altaldban igaz, az esetek nagyon nagy részében teljestil.
Példa:
»Minden ember szabadnak és jogokban egyenlének sziiletik és marad;” (Emberi és polgari jogok nyilatkozata)
A siugré minden idegszalaval a kovetkez6 ugrasra koncentralt.

FELADAT

1 5 (Kompetenciamérés alapjan, 2010) Melyik allitas igaz, melyik hamis?
Az dbran lathaté alakzatot 13 egyforma méretl

igaz vagy hamis?
kockabol épitették. gaz vagy

Kati minden rajza hibas.

Van olyan rajza Katinak, ami
hibas.

Kati minden rajza jo.

2 5 Istvanék utcdjaban parkol néhany auté. Istvan kor-

benéz és megszolal:

»Az utcaban minden aut6 Opel”

Kati megprobalta elkésziteni az alakzat el6lnézeti, Melyik allitds tagaddsa Istvin mondaténak? Tobb

5 !
oldalnézeti, és felillnézeti képét. megoldds lehet!

A: Nincs az utcaban Opel.
lFeluInézet B: Az utcdban minden auté Skoda.

C: Van olyan aut6 az utciban, amely nem Opel.

D: Az utcdban nem minden auté Opel.

E: Van az utcaban Skoda is.

Anézet Oldainezet 3 = Fogalmazd meg a kovetkezé allitasok tagadasat!
Allapitsd meg, melyik igaz: az éllitas vagy a taga-

dasa!

A: Minden primszam paratlan.

B: Van olyan négyszog, amely tengelyesen szim-
metrikus.

C: Van olyan hdromszog, amely kozéppontosan
szimmetrikus.

D: Minden haromszognek van beirhaté kore.

El6Inézet Oldalnézet Fellilnézet

2. lecke | ALLITAS ES TAGADASA
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Kosd ossze az allitast a tagadasaval! Az egyik allitasnak nincs parja, annak fogalmazd meg a tagadasat!

A: Van olyan természetes szam, amely nagyobb
vagy egyenl6, mint a szamjegyeinek osszege.

B: Van olyan természetes szam, amely kisebb
vagy egyenld, mint a szamjegyeinek 6sszege.

C: Van olyan természetes szam, amely kisebb,
mint a szamjegyeinek osszege.

D: Van olyan természetes szam, amely egyenld
szamjegyeinek Osszegével.

E: Van olyan természetes szam, amely nagyobb,
mint a szdmjegyeinek 0sszege.

Hatarozd meg az allitasok logikai értékét!

(Kompetenciaméreés, 2015)

P: Minden természetes szam kisebb szamje-
gyeinek Osszegénél.

Q: Minden természetes szam nagyobb szamje-
gyeinek Osszegénél.
R: Minden természetes szam kisebb vagy

egyenld, mint a szamjegyeinek osszege.

S: Minden természetes szam nagyobb vagy
egyenld, mint a szamjegyeinek osszege.

Gerg6 és Levente a hét minden napjan futott egy kort a Margitszigeten. A kovetkezd diagram azt abrazolja, hogy

Gergb és Levente hany perc alatt futott le egy szigetkort a hét egyes napjain.

38
37
36
35
34
33
32
31
30
29
28

Hany perc alatt futotta le a szigetkort

27
26
25

hétfo kedd szerda

Gergd

Levente

péntek szombat vasarnap

A diagram adatai alapjan dontsd el, melyik igaz, melyik hamis a kovetkez6 allitasok koziil!

THOO® >

Gerg6 28 perc alatt futotta le leggyorsabban a szigetkort.
Levente tobbszor is azonos id6 alatt futotta le a szigetkort.

Pénteket kivéve minden nap Levente volt a gyorsabb.

Nem volt olyan nap, hogy mindketten ugyanannyi id§ alatt futottak volna le a szigetkort.

Levente minden szerdatol kiilonb6z6 napon gyorsabb volt, mint szerdan.
Levente atlagosan rovidebb id6 alatt futotta le a szigetkort, mint Gergé.

LOGIKA



HAZI FELADAT

1 5 Fogalmazd meg a kovetkez6 allitasok tagadasat! a) Allapitsd meg, hogy melyik 4llitas igaz, melyik
A: Minden foly6 a tengerbe omlik. hamis!
B: Minden ut Romaba vezet. A: A tarsasagban mindenki szeret focizni.
B: Van olyan tagja a tarsasagnak, aki szeret fo-
2 5 Melyik allitas tagadasa az A allitasnak? cizni.
A: Nincs Roxfort Hagrid nélkil. C: Van olyan tagja a tarsasagnak, aki szeret ko-
B: Nincs Roxfort Hagriddal. sarazni.
C: Van Roxfort Hagrid nélkil. D: A tarsasagban mindenki szeret kosarazni.
D: Van Roxfort Hagriddal. E: Nincs olyan tagja a tarsasagnak, aki nem

szeret kosarazni.

(/1)
Y

A Venn-diagram azt mutatja, hogy egy ottagt ba- b) Fogalmazd meg az allitasok tagadasat!
rati tarsasag tagjai kozil ki az, aki szeret focizni,

illetve ki az, aki szeret kosarazni. 4 5 Megadunk 7 allitast.

Y

: Minden paros szam 2-re végzédik.

szeret focizni szeret kosarazni

: Minden paros szam 0-ra végz4dik.
: Nem minden paros szam végzodik 2-re.

. A 2-re végz6d6 szamok paros szamok.

A

B

@

D: A paros szamok 2-re vagy 0-ra végzédnek.
E

F: Van olyan péros szam, amely 2-re végzdédik.
G

: Van olyan paros szam, amely nem 2-re végzddik.

a) Melyik igaz, melyik hamis?
b) A fenti kijelentések kozott van-e két olyan,

amely egymas tagadasa?

EMELT SZINT

»Minden csokimat odaadom.” Hogyan értelmezziik ezt a mondatot, ha egyaltaldn nincs csokink? Mar a kiskamaszok is
tudjak, hogy ha nincs csokink, akkor ilyenkor nem kell odaadni semmit, és mondhatom azt, hogy a (nem létez6) csokikat
mind odaadtam.

Példa:

Ez a két allitds egymas tagadasa:

A: Minden csokimat odaadtam.  B: Van olyan csokim, amit nem adtam oda.

Mi az allitdsok logikai értéke, ha nem volt egyetlen csokim sem?

Aédllitdss  Allitja, hogy minden (létez8) csokimat odaadtam. Ez az allitas igaz.

_ Most ilyen csoki nem létezik, ezért ez az allitds
Ballitas  Allitja, hogy létezik olyan csoki, amit nem adtam oda. hami i
amis.

2. lecke | ALLITAS ES TAGADASA 13
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3 VAGY-MUVELET, ES-MUVELET

Két id8sebb férfi, Gyula és Miklos beszélgetnek.
~ Emlékszel, Miklos, Kulcsar Gy6zére? O aztdn tu-

1.

dott vivni! - mondja Gyula.

— Igen, valamikor a 70-es években az iskolatdrsaim-
mal izgatottan lestiik, szerez-e olimpiai aranyérmet.
Ugy emlékszem, jol drukkoltunk.

- En meg arra emlékszem, hogy mindkét olimpidrél
hozott aranyérmet! — idézi fel a 70-es éveket Gyula.
Ki emlékszik helyesen?

Megoldds
A 70-es években két olimpia volt, 1972-ben Miinchenben
és 1976-ban Montrealban.

Miklds emléke két részre bonthato:

Kulcsdr Gy6z6 aranyér- Kulcsdr Gy6z6 aranyér-

met szerzett a miincheni met szerzett a montreali

olimpidn olimpidn
IGAZ, parbajtrcsapattal ~ HAMIS, ekkor nem nyert
aranyérmet nyert. aranyérmet.

"o

Miklés emléke szerint Kulcsar Gy6z6 a miincheni olimpidn
VAGY a montreali olimpidn aranyérmet nyert.
A két allitas egyike igaz, ezért Miklos jol emlékezett.

Gyula emléke ugyanerre a két részre bonthato:

Gyula emléke szerint Kulcsar Gy6z6 a miincheni olimpidn
is ES a montreali olimpidn is aranyérmet nyert.

Gyula rosszul emlékezett. Akkor lenne igaza, ha az dllitds
mindkét része igaz lenne.

Igaz-e a kovetkez6 allitas:
— Egerszegi Krisztina 1991-1992-ben  aranyérmet
nyert az uiszo-vilagbajnoksdgon vagy az olimpidn.

Bence elhatdrozta, hogy utdananéz ennek a dolognak.

Megoldds

1991-ben tszé-vildgbajnoksag volt Perth-ben, 1992-ben
pedig olimpia Barcelondban.

Az allitas két részre bonthato:

Egerszegi Krisztina arany-  Egerszegi Krisztina arany-

érmet nyert 1991-ben a érmet nyert 1992-ben az
vilagbajnoksagon. olimpidn.

A két rész VAGY kotdszoval kapesolddik egymashoz. A tel-
jes allitas IGAZ, ha a két rész koziil legaldbb az egyik IGAZ.
Nézziink utana el6szor a masodik résznek! Ez a rész IGAZ:
Egerszegi Krisztina harom szamban is nyert a barcelonai
olimpian.

Nem is kellene ellendrizni az 1991-es uszd-vilagbajnoksa-
got, mar tudjuk, hogy a feladat allitasa IGAZ, akkor is, ha

nyert, akkor is, ha nem nyert 1991-ben.

Megjegyzés:

Figyeljitk meg a kovetkez6 két allitast!

Egerszegi Krisztina 1991-1992-ben aranyérmet nyert a vi-
lagbajnoksdgon vagy az olimpidn.

Egerszegi Krisztina 1991-1992-ben aranyérmet nyert a vi-
lagbajnoksdagon és az olimpidn.

Mivel Egerszegi Krisztina nemcsak az olimpidn, hanem az
1991-es vildgbajnoksagon is aranyérmet nyert, (két szam-
ban is), ezért mindkét allitds IGAZ.

LOGIKA



Két-két allitast (kijelentést) meghatdrozott médon Osszekapcsolva olyan ujabb allitasokhoz juthatunk, amelyek logikai
értékét az eredeti allitasok logikai értéke egyértelmien meghatarozza. Az ilyen 6sszekapcsoldsokat logikai miiveleteknek
nevezziik.

1. A VAGY-miivelet (latinul: diszjunkcio)
Definicio: Legyen A és B egy-egy allitas (kijelentés). A vagy B (jelekkel: A V' B) azt az allitast jelenti, amely igaz, ha A
és B kozil legalabb az egyik igaz, és hamis, ha mind A, mind B hamis.

Példa:
A: Hajni jelest kapott matematikabol. B: Hajni jelest kapott torténelembdl.
Ekkor A V' B azt jelenti, hogy Hajni a matematika és a torténelem targyak koziil legalabb az egyikbdl jelest kapott.

A VAGY-miivelet igazsagtablazata:

A B AV B
igaz igaz igaz
igaz  hamis igaz [ legaldbb az egyik 4llits igaz ]
hamis igaz igaz
hamis hamis hamis

2. Az ES-miivelet (latinul: konjunkcié)
Definicio: Legyen A és B egy-egy allitds (kijelentés). A és B (jelekkel: A /A B) azt az allitdst jelenti, amely igaz, ha A is
és B is igaz, és minden mas esetben hamis.
Példa:

A: Hajni jelest kapott matematikabdl. B: Hajni jelest kapott torténelembdol.
Ekkor A N B azt jelenti, hogy Hajni jelest kapott matematikabdl is és torténelembdl is.

Az ES-miivelet igazsagtéblazata:

A B ANB
igaz igaz igaz
igaz hamis hamis [ mindkét 4llitds igaz J
hamis igaz hamis
hamis  hamis hamis

A magyar nyelvben 4ltaldban ES-miiveletet fejez ki a ,,de” kotdszd is! ES-miveletet jelolnek még a kovetkezd szavak:
tovabba, illetve, valamint, ugyanakkor.

FELADAT

1 5 Melyik allitas igaz, melyik hamis? 2 5 Adj meg harom olyan pozitiv egész szamot, amely
a) 24 oszthatd 3-mal vagy 4-gyel. a) oszthaté 18-cal vagy 36-tal;
b) 50 oszthato 5-tel és 10-zel. b) oszthatd 18-cal és 36-tal;
c) 36 oszthato 6-tal és 8-cal. c) oszthatd 18-cal és nem oszthat6 36-tal;
d) 48 oszthatd 12-vel vagy 15-tel. d) oszthatd 18-cal vagy nem oszthat6 36-tal!

3. lecke | VAGY-MUVELET, ES-MUVELET 15



3 = Kétkijelentést fogalmaztunk meg a rajzon lathaté KLM haromszogre vonatkozéan. L
A: A KLM haromszog egyenl6 szaru; B: A KLM haromszog derékszogu.
a) Add meg A, illetve B logikai értékét (igaz vagy hamis)!
b) Fogalmazd megaz AV B, illetve az A /\ B kijelentést!
c) Dontsd el, hogy a b)-ben megfogalmazott két kijelentésnek mi a logikai értéke!

10 cm

4. 5 Koésd 6ssze azokat, amelyek ugyanazt az allitast jelentik! Az egyik mondatnak nincs parja, ezt ird fel logikai jelekkel!

A: Ez az éllat gyorsan fut. B: Ez az allat ragadozo. C: Ez az allat védett.
P: Ez az allat ragadoz6, de nem védett. (1) AV =C
Q: Ez az allat nem fut gyorsan, de nem is ragadozo. (2) BA —C
R: Ez az dllat gyorsan fut vagy nem védett. 3 AABA —C
S: Ez az allat egy védett ragadozd, amely nem fut gyorsan. 4 —AN B
T: Ez az allat ragadozd vagy védett. (5 CABA —A

U: Ez az éllat egy gyorsan fut6 ragadozo, de nem védett.

5 5 Venn-diagramon abrazoltuk, hogy 10 gyerek koziil ki szereti
a halaszlét, ki szereti a spendtot, és ki szereti a vadast. Hata-
rozd meg, hogy melyikiikre teljesiilnek a logikai jelekkel felirt
allitasok!

H: Szereti a halaszlét.
S: Szereti a spendtot.

V: Szereti a vadast.

| Szereti a spenotot Szereti a vadast |

Allitas Kikre teljesiil?
SA =V
(SVH AV
SAV)VH
—(HAYV)
—(VVS)
—HN =V

eI eI & i e WSS

3. Kizaro vagy
Az A és a B kijelentésb6l képzett ,vagy A vagy B kijelentésre azt mondjuk, hogy a VAGY-VAGY (kizar6 vagy) logikai
miivelettel kapcsoltuk 9ssze a két kijelentést. A kizar6 vagy jele: .

Ennek a logikai muveletnek az igazsdgtablazata a kovetkez6:

16 LOGIKA



Az A @ B kijelentés tehat pontosan akkor igaz, ha A és

A B A®B A B ADB
} } B logikai értéke kiilonbozd.
igaz  igaz hamis vagy i h
igaz  hamis igaz egysze- i h i Példa:
T ribben: hoi i A ,Vagy a cip6t veszed meg vagy a kabétot (veszed meg).
Osszetett kijelentés igaz, ha csak az egyik targyat vasarolod
hamis hamis hamis h h h

meg, hamis, ha mindkettdt vagy egyiket sem.

A hétkoznapi nyelvhasznalatban a ,vagy” szot sokszor ,,kizaré vagy”-értelemben hasznaljuk. Figyelj arra, hogy a ma-

tematikai allitdsokban:

[ vagy J [ megengedd vagy [teljesiilhet egyszerre a két éllités]

} i vagy az egyik,
[ ey vagy] [ kizdré vagy vagy a masik allitas teljesiil

N

Példa:
,On dont: iszik vagy vezet” Ez a mondat matematikai értelemben megengedi az ittas vezetést. A mondat valodi jelen-
tését ez a matematikai allitas irja le helyesen: ,On dént: vagy iszik, vagy vezet.”

HAZI FELADAT

1 5 Rajzolj olyan abrat, amelyre igaz az alabbi allitas! 2 5 Rajzolj olyan dbrat, amelyre nem igaz (hamis) az
a) Az ABC haromszog egyenld szaru és derék- alabbi allitas!
szOgu. a) Az ABC haromszog egyenld szaru és derékszogu.
b) Az ABCD négyszog rombusz és téglalap. b) Az ABCD négyszog rombusz és téglalap.
¢) Az ABCDnégyszog deltoid vagy paralelogramma. ¢) AzABCDnégyszog deltoid vagy paralelogramma.
d) A megrajzolt sokszog konvex vagy belsé szo- d) A megrajzolt sokszog konvex vagy belsé szoge-
geinek Osszege 540°. inek Osszege 540°.

Helyezd el a Venn-diagramban a megadott szamokat! Toltsd

ki a tdblazatot!

6 9 10 12 15 21 32 35 36

Y

A: Ez a szam oszthat6 2-vel.
B: Ez a szdm oszthato 3-mal.
C: Ez a szam oszthato 5-tel.

[ oszthaté 3-mal oszthaté 5-tel |

o Az dllitas logikai Melyik szamokra
Az 4llitas szavakkal megfogalmazva . : o
jelekkel felirva teljesiil?
Ez a szam oszthatd 3-mal vagy 5-tel. BV C

Ez a szdm oszthato 2-vel, de nem oszthat 3-mal.
Ez a szdm oszthato 2-vel és 3-mal, de nem oszthatd 5-tel.

Ez a szam oszthat6 2-vel vagy nem oszthat6 5-tel.

3. lecke | VAGY-MUVELET, ES-MUVELET
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RAADAS

A fejlettebb szamoldgépek és a szdmitégépek ismerik a logikai miveleteket is. Altalaban a kovetkezd névvel lehet ezekre a

miuveletekre hivatkozni:

Ertelme Gépi neve A mtivelet neve

NEM NOT tagadds Ezekkel a miiveletekkel informatika ordn is

£s AND o e taldlkozhattdl mar, az Excel tablazat ke.zelésé-
o - nek tanuldsakor. Nézz utdna, hogy mit jelent a

VAGY OR diszjunkcié NAND ¢és NOR mitivelet és milyen egyéb logi-

VAGY-VAGY XOR kizaré vagy kai miiveletek taldlhatok az Excelben!

FELADAT

1>

N
)

Egy vandor talalkozott harom furfangos barattal. Nem igazodott ki a szavaikon. Erre segitségképpen a kovetkezot
mondtak neki:

Téni:  Ne hallgass Jakabra, mert 6 hazudik!

Jakab: Vigydzz Samuval, mert 6 nem mond igazat!

Samu: Dehogy! Mind igazat beszéliink!

Ki mond igazat, és ki hazudik a harom barat koziil?

Egy kajakos versenyen 4 résztvevé indult. A verseny utan igy nyilatkoztak:

Tamés: En nyertem!

Zsolt:  Nem sikeriilt nyernem, de nem lettem utols6 sem.

Bandi: 0 lett volna, de nem én nyertem.

Sanyi: Sajnos én lettem az utolso.

Kideriilt, hogy hdrman igazat mondtak, de egyikiik nem. Ki nyerte a versenyt? Ki az, aki nem mondott igazat?

Az ABCD négyszogrél ot allitds hangzik el.
: Egyik szoge derékszog.
Koézéppontosan szimmetrikus.

Az AC atl6 felezi a BD atlot.

: Két-két oldala egyenlé hosszusagu.

"o oW

Atléi felezik egymdst.
Az 6t allitas koziil harom igaz, ketté hamis. Milyen négyszogrol van sz6?

T
EMELT SZINT
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4>

Legyen A is és B is egy-egy allitas (kijelentés). Masold be az alabbi tablazatot a fiizetedbe, és toltsd ki az tires mezoket
a megfelel6 logikai értékekkel!

A B —A —B —AA—-B —AV—B AAB AVB —(AAB) —(AVB)

i i h i i
i h h i
h i
h h

LOGIKA



5 = Allitds:  Minden kutya szeret minden egeret.

Valaszd ki az alabbi éllitasok koziil az dsszeset, ame-

lyik tagadésa az allitasnak!

A: Van olyan egér, amelyet nem szeret semmilyen
kutya.

B: Van olyan kutya, amely nem szeret semmilyen
egeret.

C: Van olyan kutya, amely nem szeret minden egeret.

D: Van olyan egér és van olyan kutya, amelyek nem
szeretik egymast.

E: Van olyan egér, amelyhez van olyan kutya, ame-

lyik nem szereti.

6 > Valaszd ki, hogy a felsorolt allitdsok kéziil melyek

azok, amelyek ugyanazt éllitjdk, mint a megadott
koézmondas, melyek a tagadasuk, és melyek azok,
amelyek jelentése eltér ezektol!

a) Nem mind arany, ami fénylik.
A: Minden arany, ami nem fénylik.
Van olyan arany, ami nem fénylik.
Van olyan fénylé dolog, ami nem arany.
: Minden fényl6 dolog arany.

o ow

Minden arany fénylik.

b) Nincsen rézsa tovis nélkiil.
A: Minden rézsa tovises.
Van olyan t6vis, ami nem rdzsan van.
Van olyan rozsa, ami tovises.
: Van olyan rézsa, ami nem tovises.

o ow

Minden rézsa olyan, hogy nincs rajta tovis.

3. lecke | VAGY-MUVELET, ES-MUVELET
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¢) Minden rosszban van valami jo.

A: Minden jéban van valami rossz.
Van olyan rossz, amiben van valami jo.
Van olyan j6, amiben van valami rossz.
Van olyan rossz, amiben minden rossz.
Van olyan rossz, amiben minden jo.

TEDOw

Nincs olyan rossz, amiben minden rossz.

7 > Vilaszd ki, hogy a felsorolt allitdsok koziil melyek

allitjak ugyanazt, mint az idézet! Valaszd ki az idé-
zet tagaddsait is! A tobbi allitdsnak fogalmazd meg
a tagaddsat!
a) ,,Nincs olyan szerelem, aki el nem muilik.” (népdal)
A: Minden szerelem elmulik.
B: Van olyan szerelem, ami elmulik.
C: Van olyan szerelem, ami nem mulik el.
D: Minden szerelem megmarad.

b) ,Mindenik embernek a lelkében dal van.” (Babits
Mihdly)
A: Nincs olyan ember, akinek a lelkében nincs
dal.
B: Van olyan ember, akinek van a lelkében dal.
C: Van olyan dal, amelyik minden ember lelké-
ben ott van.

>

Van olyan ember, akinek a lelkében nincs dal.
E: Minden ember olyan, hogy a lelkében nincs dal.
F: Nincs olyan dal, amelyik ne lenne ott valaki-
nek a lelkében.

Igaz vagy hamis?
A: Minden konkav trapéz tengelyesen szimmetri-
kus.
B: Minden paros primszam nagyobb, mint 1000.
C: Minden kétjegyli természetes szam, amelynek a
négyzete is kétjegyd, oszthato 5-tel.
: Minden deltoidnak van beirhat6 kére.

E: Minden hdromszog, melynek harom oldala 2 cm,

>

3 cm, illetve 6 cm hosszt, derékszog.
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IGAZ VAGY HAMIS?

FOGLALJUK TABLAZATBA!

CSOPORTMUNKA

Dolgozzatok parban! A flizetbe készitsétek el a tablazato-
kat, és toltsétek ki!

b) Vagy mindkét felirat igaz, vagy mindkett6 hamis.
Lehet, hogy mindkét szobaban egy-egy lany van,
de az is lehet, hogy egyikben lany, a masikban egy

1 s Mivan a szobdban, lany vagy szérny? A tavalyi tanév szorny.

végén mar taldlkozhattatok egy ilyen jellegii feladat- RS R —y

tal. Most négy esetben gondoljatok végig, van-e olyan Legalbb az A masik
szoba, amelyben biztosan ldny van, és vajon melyik le’g:):kv::Obaban szobaban

a 0 szorny van.
az! A tablazatok segitenek a megoldasban. : 2Rl &

A gonosz Kvarkus - Kovalens Kapitdnnyal folytatott
csatdja soran — foglyul ejtett néhany drtatlan lanyt, majd
er6djébe zarta 6ket. Mikor a Kapitany sarokba szoritot-

ta Kvarkust, 6 a kovetkez6 feladvanyok elé allitotta ho-

stinket. A torony mindegyik emeletén két ajto talalhato.

Az ajtok mogott vagy egy tiszul ejtett lany van, vagy
Kvarkus egy félresikeriilt kisérletének végeredménye.

a) Az egyik felirat igaz, a masik hamis.

Lehet, hogy mindkét szobaban egy-egy lany van, Toltsétek ki a tablazatot!

de az is lehet, hogy egyikben egy lany, a masikban

Megfelel-e a

egy szorny. Az 1.szoba A 2.szoba ,vagy mind-
Ez van Ez van . ; "
N a1 a2 felirata felirata ketté igaz,
" o igazvagy  igazvagy  vagy mind-
~ ] Z szobaban szobdban . . 7 .
Ebben a szobiban| | Egyik szobédban hamis? hamis?  kettd hamis
lany van, a masik-{ | [any van, masik- feltételnek?

ban szorny. ban pedig szsrny.

Lany Lany

Lany Szoérny
Szérny  Lény

Gondoljatok végig egy masik irdnybol is! Toltsétek ki

a kovetkezd tablazatot!

20

Az A Ezvan Ezvan
1.szoba 2. szoba az 1. a2. Lehetséges?
felirata ~ felirata  szobdban  szobdban
Toltsétek ki a tablazatot! . .
igaz igaz
Ezvan  Ezvan Az 1.szoba A 2.szoba Megfelel-e az hamis hamis
az 1 a2 felirata felirata ~egyik igaz,
zobdban  szobdban  832Va8Y  igazvagy  misik hamis” Melyik szobat érdemes valasztani?
hamis? hamis? feltételnek?
T Tty c) A kovetkezd emeleten az ajtok felirata mas.
e iy Vagy mindkét felirat igaz, vagy mindkett6 hamis.

Szorny Lany

Melyik szobat érdemes valasztani?

Lehet, hogy mindkét szobaban egy-egy lany van,
de az is lehet, hogy egyikben lany, a masikban egy
szorny.

LOGIKA



R ——

Ebben a szobaban
szarny van, vagy
a masik szobaban
lany van.

A masik
szobiban
lany van.

bl

Toltsétek ki a tablazatokat!

Megfelel-e a

Az 1.szoba A2.szoba ,vagy mind-
Ez van Ez van . . 7
az 1 a2 felirata felirata kettd igaz,
szobdban szobdban &7 V8Y  18AZVAEY - Vagy mmt‘i-”
hamis? hamis? ketté hamis
feltételnek?
Lany Lany
Lany Szorny
Szérny  Lany
Az A Ez van Ez van
1.szoba  2.szoba az 1. a2. Lehetséges?
felirata  felirata  szobaban  szobaban
igaz igaz
hamis hamis

Melyik szobat érdemes valasztani?

d) Ha az 1. szobdban lany van, akkor a felirat rajta

igaz, ha szérny van benne, akkor viszont hamis.

Mig a 2. szobdban pont forditott a helyzet, ha

ott lany van, akkor a felirat hamis, ha szérny van

benne, akkor igaz.

R ——
Mindkét Mindkét
szobaban szobaban
l&ny van. l&ny van.

bl

Melyik szobat érdemes vélasztani?

N
Y

Az Megfelel A Megfe-
Ezvan Ezvan az 1. lel a 2.
1. szoba L, 2. szoba L
az 1. a2. . szobardl . szobardl
) ) felirata " felirata L
szoba-  szoba- iz va sz0l6 igaz va sz016
ban ban 8 .gy feltétel- '8 .gy feltétel-
hamis? hamis?
nek? nek?
Lany Lany
Lany Szorny
Szérny Léany

Miutén harcképtelenné tette a gonosz pusztitot, a Kapi-
tany kiszabaditotta és biztonsagba helyezte a lanyokat.

Egy tszéversenyen négy iskola csapata keriilt don-

tébe: az Aranyhegyi, a Janos-hegyi, a Lakihegyi és a

Pal-volgyi. A végeredményrdl a kovetkezdket tudjuk:

- Az egyik sz€1s6 palyan uszo versenyzd gy6zott.

— A fekete sapkds a sarga és a kék sapkds kozé kertiilt.

- Csak egy olyan usz6 volt, aki ugyanannyiadik he-
lyezést ért el, mint ahdnyadik palyan uszott, és ez
nem a gyoztes volt.

— A lakihegyisnek fekete volt a sapkaja.

- A piros sapkas z0ld uszoénadragban versenyzett.

- Az aranyhegyis és a lakihegyis pélydja nem volt
szomszédos.

— A sarga sapkas a 3. és 4. helyezett kozott uszott.

- A janos-hegyisnek belsd palya jutott.

a) Melyik iskola tiszo6ja lett a gydztes?

b) Milyen szint sapkaban tszott a 3. helyezett?

c) Kapott-e érmet az aranyhegyis versenyz6?

Az alébbi tablazat segithet a gondolatok rendszerezésé-
ben. Masold at a fiizetedbe és toltsd ki!

Palya l-espalya  2-espalya  3-aspalya  4-es palya
Iskola
Sapka

Helyezés

Megjegyzés: Ez a feladat egy, Einstein nevéhez kapcsolhato,
logikai feladvany egyszerisitett valtozata. Allitélag az em-
berek 98%-a nem tudja helyesen megoldani Einstein fel-
adatat. A Raadasban bebizonyithatod, hogy te a kivételes
2%-hoz tartozol!

4. lecke | IGAZ VAGY HAMIS? FOGLALJUK TABLAZATBA!
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HAZI FELADAT

1 s Egy torpe beleesett a tiindék csapdajaba, de azok
nemes lelkek révén felajanljak neki, hogy szabadon
bocsajtjak, ha elsére megtalalja a tomloc kulcsat.

NYAVALYAS
HEGYESFULT
NEPSEG...

a) Melyik ladat vélassza, ha a tiindék azt is elarul-

jak, hogy a harom 4allitas koziil csak egy igaz?
Toltsd ki a kovetkezd tablazatot a fizetedben:

1. 2. 3. 1.1ada 2.ldda 3.lada  Teljesiil-e,
lada lada lada felirata felirata felirata hogy
tar-  tar-  tar-  igaz = igaz = igaz = ,a3dllitds
tal-  tal-  tal-  vagy vagy vagy  koziil csak
ma ma ma hamis? hamis? hamis? egyigaz’?

b) Hogyan mddosul a helyzet, ha a harom allitas
koziil csak egy hamis? Készits olyan tablazatot,
amely segit a megoldasban!

22

2 5 Harom indian il a tliz koriil: Fehér Tigris, Sziirke
Egér, Sarga Irigység. Egyszer csak megszolal Fehér
Tigris:

- Egyikiink sarga ruhat visel, van kozottiink fehér
ruhdt és sziirke ruhat visel§ is, de egyikiink sem
olyan szini ruhaban van most, mint ami a nevében
is szerepel.

— Valéban! - mondta a sarga ruhas.

Milyen szint ruhat viselhet a Szlirke Egér?

3 5 Frédia vasarban harom elad6tol probal nyaklancot
vasarolni. A harom eladénal osszesen kétféle egy-
ségaron lehetne nyakldncot venni, de mindegyik
eladonak csak egyfajta egységart nyaklanca van.
Frédi mindharom eladonak - az id6snek, a kozép-
kortnak és a fiatalnak is — feltesz egy kérdést:

A fiataltol ezt kérdezi: ,,A kozépkoru eladé dragabb
nyaklancot arul, mint az id6sebb?”

A kozépkorutdl ezt kérdezi: ,Az idésebb eladd
nyaklanca dragabb, mint a fiatalé?”

Az id3sebbtdl pedig ezt: ,Vehetek-e 100 garasért
két nyaklancot a vasarban?”

Mind a hdrom kérdésre ugyanazt a valaszt (igen,
vagy nem) kapta. Vajon sikeriilt-e Frédinek 100 ga-
rasért megvennie a két nyaklancot a vasarban?

LOGIKA



RAADAS

1 > A nagybetiikkel jel6lt négy allitas koziil melyik az,
amelyik tagaddsa az els6 allitasnak?
a) Minden szekrényiink barna vagy kétajtos.
A: Van olyan szekrényiink, amely nem barna.
B: Van olyan szekrényiink, amely nem barna és
nem kétajtos.
C: Van olyan szekrényiink, amely nem kétajtos.
D: Van olyan szekrényiink, amely nem barna
vagy nem kétajtos.

b) Van olyan biciklink, amely kényelmes és jol felsze-

relt.

A: Minden biciklink kényelmetlen és nincs jol
felszerelve.

B: Nincs olyan biciklink, amely kényelmetlen és
jol felszerelt.

C: Minden biciklink kényelmetlen vagy nincs jol
felszerelve.

D: Minden biciklink kényelmetlen, s6t nincs jol
felszerelve.

2 > Egyutcaban van 6t egymas melletti, mas-mas szindi haz.
Mindegyik hazban mds nemzetiségt férfi lakik. Mind
mas-mas hangszeren jatszik, mas italt kedvel és mas al-
latot tart.

. Az angol piros szint hazban lakik.

. A svédnek kutydja van.

. A dén teat iszik.

. A z6ld haz kozvetlentl a fehér mellett balra van.
. A z6ld haz tulajdonosa kavét iszik.

. Aki zongorazik, annak papagdja van.

. A sarga héaz tulajdonosa dobol.

. A kozéps6 haz tulajdonosa tejet iszik.

O 0 N N U1 W W N~

. A norvég az els6 hazban lakik.

—
=]

. A hegediin jatszo férfi szomszédja macskat tart.

—
—

. A brécsds férfi sort iszik.

. A lovat tarto férfi a dobos mellett lakik.

. A német trombitdl.

. A norvég a kék haz mellett lakik.

. A hegedtin jatszo férfi szomszédja vizet iszik.

— = = =
g e W

Ki tart halakat? (Segithet az alabbi tdblazat a gondolkodas-
ban. Mdsold 4t a fiizetedbe!)

1.hdz 2.haz 3.hiz 4.hédz 5.haz
Haz szine

PS,EZ K

Lakoé nemzetisége
A, Né, No, D, S

Hangszer
Z,B,D,H, T
Ital

Tea, K, V, S, Tej

Allat
K,PM,L H

@ Keressetek ezekhez hasonl6 feladvanyokat az inter-
neten és osszatok meg egymassal Gket!

4. lecke | IGAZ VAGY HAMIS? FOGLALJUK TABLAZATBA!
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BEVEZETO

5 ALLITAS ES MEGFORDITASA

Vizsgaljuk meg a kovetkez6 allitast!
P: Ha egy szdm oszthato 6-tal, akkor oszthato 3-mal is.

Ezt az allitast két részre bonthatjuk. Elsé része azt allitja
egy szamrol, hogy oszthat6 6-tal, a masodik része azt allit-
ja, hogy oszthat6 3-mal. Ezeket a részeket a ,,ha..., akkor”
kotdszavak fiizik 6ssze: ha oszthaté 6-tal akkor abbdl ko-
vetkezik, hogy oszthaté 3-mal.

Irjuk fel P-t a részek segitségével!

A: Egy szam oszthatd 6-tal.  B: Egy szam oszthat6 3-mal.

P allitas azt fejezi ki, hogy amikor az elsé allitas igaz (vagyis
a szam oszthat6 6-tal), akkor a masodik allitas is teljesiil
(tehdt a szdm oszthaté 3-mal): ha A, akkor B.

FELADAT

24

4 = Toltsd ki a tablazatot! Hatarozd meg, hogy melyik
allitas igaz, melyik hamis! Ha az allitas hamis, ak-
kor irj ellenpéldat!

a) A:Egy szam oszthato 24-gyel.
B: Egy szam oszthato 8-cal.

szavakkal igaz v:agy
hamis?
Ha A, Ha egy szam oszthato 24-
akkor B.  gyel, akkor oszthaté 8-cal is.
Ha B, Ha egy szam oszthato 8-cal,
akkor A.  akkor oszthat6 24-gyel is.
b) C: Egy négyszog trapéz.
D: Egy négyszog paralelogramma.
szavakkal igaz V,agy
hamis?
Ha G,
akkor D.
Ha D,
akkor C.

A 6-tal oszthatd szamok valoban oszthatdk 3-mal is, ezért
a P allitas igaz.

Forditsuk meg A és B sorrendjét!

A P allitds megforditasa: Ha B, akkor A. Szavakkal: ha egy
szam oszthat6 3-mal, akkor oszthat6 6-tal is.

Ez mar nem mindig teljesiil: van olyan szam, amely oszt-
haté 3-mal, de nem oszthato 6-tal, példaul ilyen szam a 9.
Mivel tudunk mutatni egy ellenpéldat, ezért a ,Ha B, ak-
kor A? dllitas hamis.

c) A:Egy haromszog egyenlészaru.
B: Egy haromszog tengelyesen szimmetrikus.

szavakkal igaz v.agy
hamis?
Ha A,
akkor B.
Ha B,
akkor A.

2 5 Melyik sorrendben igaz a ,Ha..., akkor...” kovet-
keztetés?
a) A: Ezazdéllat rovar.
B: Ez az allat bogar.

b) C: A teheraut6 tdmege nagyobb, mint a baba-
kocsi tomege.
D: A teherautéra nagyobb nehézségi erd hat,
mint a babakocsira.

c) E: Pisti szabélysértést kovetett el.
F: Pisti athajtott biciklivel a piroson.

LOGIKA



1. ,Ha..., akkor” allitas (latinul: implikacio)
Adott két allitds: A és B. Ezeket dsszekapcsolhatjuk a ,ha..., akkor...” kotészavakkal: ,,ha A, akkor B”. Igy egy j allitast
kapunk. Jele: A — B.
A — B (,ha A, akkor B”) allitds igaz, ha A igaz értéke esetén B is igaz.

[A igaz értéke esetén B is igaz]

Az A — Bigazsaga azt jelenti, hogy A-nak kdvetkezménye B, az A illitasbol kovetkezik a B allitds.

Azt,hogy A — B hamis, egyetlen ellenpélda bizonyitja: egy olyan példa, amikor A igaz, de B hamis.
Az A — Ballitds igazsagat (azaz egy kovetkeztetés helyességét) azonban sokszor nehéz bizonyitani.

2. A ,ha..., akkor” allitas megforditasa
Az A — Ballitas megforditasa a B > A allitas. Van olyan eset, amikor A = B és B — A is igaz, van olyan eset, hogy
csak az egyik igaz, és van olyan eset, amikor mindketté hamis.

3. AKkkor és csak akkor (latinul: ekvivalencia)
Amikor A — Bés B — A is teljestil, akkor A-nak kovetkezménye B és B-nek kovetkezménye A. Ekkor A és B logikai
értéke megegyezik: vagy mindkett6 igaz, vagy mindkett6 hamis. Ezt fejezi ki az ,,akkor és csak akkor™ kifejezés.

Jele: A < B.
[pontosan ugyanakkor igazak]
Példa:

A paralelogrammara tobb ekvivalens meghatarozas adhato. Ez azt jelenti, hogy egy négyszogre pontosan ugyanakkor

teljestilnek a kiilonb6z6 meghatérozasok: vagy mindegyik igaz, vagy mindegyik hamis.

A: Egy négyszog paralelogramma. B: Egy négyszog két szemkozti oldala parhuzamos és egyenld.
C: Egy négyszog szemkozti szogei egyenldk. D: Egy négyszog szemkozti oldalai parhuzamosak.
E: Egy négysz0g szemkozti oldalai egyenlok. F: Egy négyszog kozéppontosan szimmetrikus.

G: Egy négyszog szomszédos szogei 180°-ra egészitik ki egymast.
A<oB A~ C B<C C<D, D<E E<F, F< Gstb.

Szavakkal példaul A < C: Egy négyszog akkor és csak akkor paralelogramma, ha szemkozti szogei egyenlék.

FELADAT

3 s Betiikkel jeloltiink négy egyenletet. (x valos szam) 4. = Milyen logikai miveleti jelet kell irni a pontozott
A:x+3=0 B:5-x=0 részre, hogy a kijelentés igaz legyen?
C:(x+3)5-x)=0 D:(x+3)°+(5-x)7=0 a) Az (x + 3)(5 — x) szorzat akkor és csak akkor

egyenl6 nullaval, hax +3=0...5—x=0.
b) Az (x + 3)*+ (5 — x)* 6sszeg akkor és csak ak-
kor egyenlé nullaval, hax+3=0...5—x=0.

Allapitsd meg a kovetkezd allitdsok logikai értékét!
Ha az 4llitds hamis, mutass ellenpéldat!

A~ C A—->D B~ C B> D

Co A C-D D> B D-C 5 5 Milyen logikai miiveleti jelet kell irni a pontozott

Y

részekre, hogy az allitas igaz legyen?
Az ab szorzat értéke akkor és csak akkor pozitiv,
ha(a>0...b6>0)...(a<0...b<0).

5. lecke | ALLITAS ES MEGFORDITASA 25



HAZI FELADAT

1 = Melyik sorrendben teljesiil a ,Ha..., akkor...” kovetkeztetés?

a) A:Ezazallat eml6s. B: Ez az allat gerinces.
b) C: Egy futé vilagrekordot ér el az olimpiai dontében. D: Egy futé megnyeri az olimpiat.
c) E: Ez az idézet Pet6fit6l szarmazik F: Ez az idézet a Janos vitéz-bol szarmazik.

2 5 Fogalmazd meg az éllitdsok megforditdsat! Allapitsd meg, hogy melyik 4llitds igaz, melyik hamis? Ha hamis, mu-

tass ellenpéldat!

Az allitds Az allitas igaz Az allitas megforditasa A megforditas igaz
vagy hamis? szavakban vagy hamis?

Ha egy tort értéke pozitiv, akkor

szamlaldja is és nevezdje is pozitiv.

Ha egy kétjegyli egész szam

primszam, akkor paratlan.

Ha egy szam abszolut értéke nagyobb,

mint 1, akkor a szam is nagyobb,

mint 1.

3 = Egeészitsd ki az allitast tigy, hogy igaz legyen!

a) Az (x— 8)(7 — 2x) szorzat akkor és csak akkor egyenl6 nullaval, ha ...
b) Az (x— 8) + (7 — 2x)* 6sszeg akkor és csak akkor egyenld nullaval, ha ...

RAADAS
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Egy kalandor elhatarozta, hogy hétf6n, szerdan, pénteken és vasarnap igazat mond, a hét tobbi napjan hazudik. Melyik
napon mondhatta,

a) ,Holnap igazat fogok mondani” c) ,Tegnapel6tt igazat mondtam.”

b) ,Holnap hazudni fogok” d) ,Holnaputdn hazudni fogok”

Aladar, Béla, Cecil és Dezs6 uiszasban versenyeztek egymads kozott. Eredményeikrdl, melyek kozott nem alakult ki
holtverseny, ezt mondtak:

Aladar: Sem els6, sem utols6 nem lettem.

Béla: Nem én lettem az elsé.

Cecil: En gy6ztem

Dezs6: Utolsd lettem.

Tudjuk azt, hogy a kijelentések koziil pontosan egy hamis. Mi a verseny eredményének a sorrendje?

Aladar, Béla, Cecil és Dezs6 a kovetkez6 kijelentéseket teszi:
Aladar: ,Béla a binos”

Béla: ,Aladar hazudik”

Cecil: ,,En nem vagyok btinds”

Dezs6: ,,Béla fiillent”

a) Kiablinos, ha pontosan egy allitds igaz?

b) Ki a blinds, ha pontosan egy allitds hamis?

LOGIKA
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EMELT SZINT

1. Implikacio
Legyen A és B is egy-egy kijelentés.
A beldliik képzett ,Ha A, akkor B” kijelentésre azt mondjuk, hogy az implikacio logikai mivelettel kapcsoltuk ssze a
két kijelentést. Az implikacio jele: —.
Ennek a logikai miiveletnek az igazsagtablazata a kovetkezd: A B A—>B
igaz igaz  igaz
igaz  hamis hamis
hamis igaz  igaz
hamis hamis igaz
Az A — BKkijelentés tehat pontosan akkor hamis, ha A igaz, B pedig hamis.
Figyeld meg az igazsagtablazatban, hogy az A — B implikdci6 akkor is igaz, ha az A értéke hamis. Ez azt jelenti, hogy
hamis allitasbol, tévedésboél kiindul6 kovetkeztetés soran kaphatunk hamis allitast is, de kaphatunk igaz allitast is.

Példa:
Ha ma is élnek dindk, akkor a 3 egy paratlan szam. Ha ma is élnek dindk, akkor a 3 egy paros szam.
Mivel ma nem élnek dindk, mindkét allitas igaz!

2. Ekvivalencia
Az A és a B kijelentésbél képzett ,,A akkor és csak akkor, ha B kijelentésre azt mondjuk, hogy az ekvivalencia logikai
muvelettel kapcsoltuk 6ssze a két kijelentést. Az ekvivalencia jele: <>.

Ennek a logikai muveletnek az igazsagtabldzata a kovetkez: A B AGB

igaz  igaz  igaz
igaz  hamis hamis
hamis igaz hamis

hamis hamis igaz

Az A <> B kijelentés tehat pontosan akkor igaz, ha A és B logikai értéke egyenld.

FELADAT

4 > Melyik allitas igaz, melyik hamis? Vélaszodat indo- B s Valaszd ki a felsorolt allitasok koziil az 6sszeset, ame-

kold! lyik tagaddsa az A allitasnak!

A: Ha egy val6s szam reciproka egyenld sajat maga- A: Ha vasdrnap siit a nap, akkor elmegyiink kiran-
val, akkor a négyzete is egyenld sajat magaval. dulni.

B: Ha egy valos szam négyzete egyenld sajat maga- B: Ha vasarnap nem siit a nap, akkor nem kirandu-
val, akkor reciproka is egyenlé sajat magaval. lunk.

C: Ha egy valds szam négyzete kisebb, mint maga a C: Vasarnap siit a nap, de nem kirandulunk.
szam, akkor a szam kisebb mint 1. D: Vasarnap nem siit a nap, de kirandulunk.

D: Ha egy valés szam kisebb, mint 1, akkor a négyze- E: Vasarnap nem kirandulunk, bar siit a nap.
te kisebb, mint maga a szam. F: Vasarnap kirandulunk, bar nem siit a nap.

E: Egy valds szam négyzete akkor és csak akkor ki-
sebb, mint sajat maga, ha a szam pozitiv, de ki-
sebb, mint 1.
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6 GYAKORLAS, TUDASPROBA

4 5 A bettivel jelolt négy allitas koziil melyik az a ketto,

amelyik tagadasa az elso allitasnak?

a) Minden atomdra pontos.
A: Van olyan atomora, amelyik késik.
B: Minden atomora pontatlan.
C: Van olyan atomora, amelyik pontatlan.
D: Nem minden atomoéra pontos.

b) Van olyan feladat, amit nem tudok megoldani.
A: Van olyan feladat, amit meg tudok oldani.
B: Nincs olyan feladat, amit meg tudok oldani.
C: Minden feladat olyan, hogy meg tudom ol-

dani.

D: Barmely feladatot meg tudok oldani.

2 . Toltsd ki a tablazatot! Fogalmazd meg szavakkal az
allitasokat, és ird be az allitasok logikai értékét!

a)
szavakkal igaz v.agy
hamis?
A A halfarkas eml6s allat.
B A halfarkas gerinces allat.
A N B
AV B
b)
szavakkal igaz Vfigy
hamis?
A Az articsoka egy madar.
B Az articsoka egy novény.
—A AN —B
—AV —B

3 = Irjazx, illetve az y helyébe olyan szdmokat, hogy a
megfogalmazott kijelentések igazak legyenek!
a) x+ty=4Nx—y=2
b) x+y=4Vx—y=2
c) (x+y)(x—=y)=0
d x+y’+(x—y7’=0

4 = Egészitsd ki a kijelentést ugy, hogy igaz legyen!

Azu

P tort pontosan akkor nem negativ, ha ...

5 5 Fogalmazd meg az allitas megforditasat, majd ha-
tarozd meg a logikai értékeket! Ha a kovetkeztetés
hamis, akkor irj ellenpéldat!

a)
szavakkal 18z v'agy
hamis?
Ha holnap kedd van, akkor
A—>B )
tegnap vasarnap volt.
B— A
b)
szavakkal 183z v.agy
hamis?
Ha egy haromszog tengelyesen
A—B . . .
szimmetrikus, akkor szabalyos.
B— A

6 > Egy csaladban 6ten vannak unokatestvérek, mind-
annyian lanyok: a Téth csaladbdl 3 lany, unokand-
vériik vezetékneve Patos, unokahuguk vezetékneve
pedig Korpats. Mind az 6ten szeretnek sportolni,
és aktivan tiznek egy sportot, de mind kiilonboz6t.
Egyikiik tszik, masikuk atlétizal, van koztik ko-
saras, roplabdas, és tollasozé. Allapitsuk meg, kit
hogy hivnak, és mit sportol!

a) A roplabdas tegnap egyiitt fagyizott Eszterrel.

b) Csilla és a kosaras testvérek.

¢) A tollasozé lany nemrég Borival és Dérival ko-
z0sen adott ajandékot Eszternek.

d) Eszter eredetileg tollasozni szeretett volna, de
a tarsasdg kosaras tagja azt javasolta neki, hogy
valasszon mds sportot.

e) Mult héten a kosaras és az atléta egyiitt pizzaz-
tak Dorival és a roplabdéssal.

LOGIKA



f) Gisilla fiatalabb, mint unokatestvére, Déri, és
Bori fiatalabb, mint unokatestvére, Eszter.

g) Anna kedvenc siitije ugyantgy a krémes, mint
Borinak.

TUDASPROBA

15

Van olyan telepiilés Magyarorszagon, amelynek van

Laurencia nevii lakosa.

Melyik 4llitas a tagaddsa a fenti kijelentésnek:

A: Minden magyar telepiilésen lakik Laurencia.

B: Van olyan magyar telepiilés, amelynek nincs Lau-
rencia nevii lakosa.

C: Nincs olyan magyar teleptilés, amelynek van Lau-
rencia nevii lakosa.

A {2; 4; 6; 8; 10} halmaz elemei koziil melyiket he-
lyettesithetjiik az x helyében, hogy igaz legyen a ko-
vetkez6 allitas:

a) x+2>7 /N 3x < 305

x—8 <
b 2=8 <o,

Helyezd el a Venn-diagramban a megadott szamokat!
Toltsd ki a tablazatot!
10 12 15 16 18 20 25 28

A: Ez a szam oszthat6 4-gyel.
B: Ezaszam oszthato 5-tel.

oszthatd 5-tel

oszthatd 4-gyel

GYAKORLAS, TUDASPROBA

Vezetéknév Keresztnév Mit sportol?
Melyik
Az dllitas szavakkal Az allitas logikai ; =
megfogalmazva jelekkel felirva szamokra
e
£ J teljestil?

Ez a szdm nem oszthato

5-tel.

—B

Ez a szam oszthato

4-gyel vagy 5-tel.
Ez a szam oszthatd

4-gyel és 5-tel.
Ez a szam oszthato

4-gyel, de nem oszthato

5-tel.

4>

o1
Y

Megadunk két allitast.

A: Minden 5-re végz6dé pozitiv egész szam oszthat6
5-tel.

B: Minden 5-re végz6dé pozitiv egész szam oszthat6
3-mal.

Fogalmazd meg a —A; —B; AV B; A/AB allitasokat és

allapitsd meg az igazsagértékiiket!

Fogalmazd meg a kovetkezd dllitas megforditasat!
Mindkét allitasnak hatarozd meg a logikai értékét!
Ha valamelyik hamis, akkor adj ellenpéldat!

Ha az ABCD négyszog négyzet, akkor minden szoge
egyenld nagysaga.
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Dontsd el, melyik allitds az alabbiak koziil!
a) A kutya nem emldsallat.

b) Milyen nap van ma?

c) Arany Janos irt balladakat.

d) Minden lany csinos.

e) A Merkdr a Naphoz legkozelebbi bolygé.
f) Olimpiai sport a tenisz?

g) A 2 racionalis szam.

Allapitsd meg a kovetkez allitdsok igazsédgértékét:
A: Hdrom pozitiv szdm szorzata pozitiv.

B: Harom pozitiv szam szorzata nem negativ.

C: Hérom egész szdm szorzata pozitiv.

(Erettségi feladat, 2005)

Dontsd el, hogy az alabb felsoroltak kozil melyik
mondat a tagadasa a kovetkez6 allitdsnak!

Minden érettségi feladat egyszert.

A: Minden érettségi feladat bonyolult.

B: Van olyan érettségi feladat, ami nem egyszerfi.

C: Sok érettségi feladat bonyolult.

D: Van olyan érettségi feladat, ami egyszer.

(Erettségi feladat, 2013)

Tamas a sajat felmérése alapjan a kovetkez6t allitja:
Minden haztartdsban van televizio.

Az alabbi négy allitas koziil melyik tagadasa Tamas
allitdsanak?

A: Semelyik haztartasban nincs televizio.

B: Van olyan haztartas, ahol van televizio.

C: Van olyan haztartds, ahol nincs televizid.

D: Nem minden haztartasban van televizio.

Tekintsd a kovetkez6 allitast: A varosban minden ké-

meénysepré fekete.

Valaszd ki az alabbi allitasok koziil az 6sszeset, ame-

lyik tagaddsa az el6bbi kijelentésnek!

A: A varosban minden kéménysepr6 fehér.

B: A varosban nincs fekete kéménysepro.

C: Van a vérosban olyan kéményseprd, aki nem fe-
kete.

D: A varosban nem minden kéménysepro fekete.

6>

=y
Y

(¢ )
)

Szazalékos dsszetétel

[ Adéterhek és jérulékok [l Kereskedd haszna

"oz

Egy autoszalonrdl szl a kovetkez6 allitas: A szalon-
ban van olyan autd, amelyik kék.

Valaszd ki az 6sszes olyan allitast, amelyik tagadasa
az el6bbi kijelentésnek!

A: A szalonban van olyan auto, amelyik nem kék.

B: A szalonban minden aut6 kék.

C: A szalonban egyik aut6 sem kék.

D: Nincs a szalonban kék auto.

Fogalmazd meg a kovetkez6 dllitasok tagadasat!

a) Van olyan tarsasjaték, amelyhez nem kell dobo-
kocka.

b) Van olyan macko, amelyik szereti a mézet.

¢) Minden névénynek sziiksége van oxigénre.

d) Minden madar tud repiilni.

(Kompetenciamérés, 2018)

Zedorszag két nagyvarosanak, Argadnak és Bugarnak
a tavolsaga légvonalban 4000 km. Ciraz véros légvo-
nalbeli tavolsaga Argadtol 1300 km, Bugartdl pedig
3700 km. Dénes azt allitja, hogy Ciraz az Argadot
Bugarral 0sszekot6 egyenes aton van. Igaza van-e
Dénesnek?

A: Igen, biztosan ott van.

B: Lehet, hogy ott van, de nem biztos.

C: Nem, biztosan nem ott van.

(Kompetenciamérés, 2019)
A kovetkez6 abra egy liter benzin és egy liter gazolaj
zedorszagi aranak Osszetevoit szemlélteti.

100%
90% -
80% -
70% -
60% -
50% -
40% -
30%
20% 38
10%

0%
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Benzin Giézolaj

[] Termeldi ér

Melyik igaz, melyik hamis az allitasok koztil?

LOGIKA



105>

115

12>

A: A termeldi ar egyik tizemanyag esetében sem ha-
ladja meg a teljes ar 40%-at.

B: Mindkét tizemanyagnal a keresked6 haszna teszi
ki a teljes ar legkisebb hanyadat.

C: Ha a benzin ara 385 zed/liter, akkor ebbdl 200,2
zedet tesznek ki az addterhek és jarulékok.

D: A keresked6 haszna biztosan tobb, ha 50 liter gaz-
olajat vesznek t6le, mintha 30 liter benzint.

E: Ha a gazolaj esetén a kereskedd haszna 24 zed/
liter, akkor a gazolja termeldi ara tobb, mint 132
zed/liter.

(Kompetenciamérés, 2011)
A tablazatba két vilaghirti matematikus sziiletésének
és halalanak éve lathatd.

Matematikus Sziiletett Meghalt
Piithagorasz Kr. e. 560 Kr. e. 480
Thalész Kr. e. 624 Kr. e. 548

Elvileg taldlkozhatott-e egymassal Piithagorasz és

Thalész? Melyik vélasz helyes?

A: Igen, mert Piithagorasz kordbban sziiletett, mint
Thalész.

B: Igen, mert Piithagorasz Thalész sziiletése utan, de
Thalész halala el6tt sziiletett.

C: Nem, mert Thalész haldlakor mar Piithagorasz
sem élt.

D: Nem, mert Thalész Piithagorasz sziiletése utan,
de Piithagorasz haldla el6tt sziiletett.

Gyula igy emlékezik: Kulcsar Gy6z6 négy olimpian is
szerepelt; az egyiken két aranyérmet nyert.

Melyik két allitast kapcsolta itt dssze egy logikai mu-
velettel Gyula?

Ez a VAGY-miivelet vagy az ES-miivelet?

Egy teljesen hétkoznapi mondatban akér tobb logikai
mivelet is ,megbujhat” Tekintsiik a kovetkezd allitast!
Gedo6 Gyorgy az 1972-es olimpian dobogos helyezést
ért el 6kolvivasban.

Egészitsd ki a kovetkezé mondatokat ES, VAGY logi-
kai muveletekkel és egy zarojellel ugy, hogy jelentése
megegyezzen az A allitassal!

Gedo Gyorgy elindult az 1972. évi olimpian ... 6kol-
vivasban versenyzett ... 1. helyezést értel ... 2. helye-
zést értel ... 3. helyezést ért el.

(Mivel csak egy sulycsoportban indulhatott versenyzé-
ként, két érmet nem nyerhet olimpian 6kolvivasban.)

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY
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Két allitast fogalmaztunk meg.

A: 320 oszthato 40-nel. B: 320 oszthat6 50-nel.
Fogalmazd meg az A A\ B; AV B éllitasokat és allapitsd
meg az igazsagértékiiket!

Allapitsd meg az alabbi 4llitdsok igazsagértékét:

a) Egy szorzat negativ, ha van negativ szorzétényezdje.
b) Kétkiilonbozé valds szam négyzetdsszege pozitiv.
c) Egy konvex 6tszognek négy atloja van.

d) A2 primszdm vagy a 7 paros szam.

e) A2 primszam és a 8 paros szam.

f) A 6 nem paros vagy a 7 nem paros szam.

Tagadjuk az alébbi allitasokat!

a) Minden kutya ugat.

b) A 7 paratlan szam.

c) Van 6rokzold névény.

d) Minden sokszognek van atléja.

e) Barmely valos szam abszolutértéke pozitiv.

Az ABCD négyzet AB oldalanak felezGpontja legyen
E, CD oldalanak felez6pontja legyen F.
Adott két allitas: P: Ez a haromszog derékszog.

Q: Ez a haromszog egyenlészaru.
Tekintsiik a kovetkez6 haromszogeket:

ABCA, EFDA, ABF/\, BFDA,
ECDA\, CFEA\, FACA.

A felsoroltak koziil mely haromszogekre teljestilnek a
kovetkez6 allitasok?

a) PAQ

b) PV Q

c) PA —Q

d) =PV —Q

e) ~(PVQ

f) =(=PANQ

Ha segit, készits halmazabrat!

Allapitsuk meg az aldbbi kijelentések igazsagértékét,

majd forditsuk meg a kijelentéseket, s hatdrozzuk

meg az igy kapott kijelentések igazsagértékét is!

a) Ha egy szam paros, akkor oszthatdé néggyel.

b) Ha egy négyszog négyzet, akkor atléi merdlege-
sek egymdsra.

¢) Ha hat valés szam szorzata pozitiv, akkor a ténye-
z0k kozott paros darab negativ el6jeldt szam van.

d) Ha egy tort szamlaléja nagyobb, mint a nevezdje,
akkor a tort értéke nagyobb, mint egy.
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EGYENLETRENDSZEREK

GRAFIKUS MEGOLDASA

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Egysokszaz éves, hires feladat nyomdn:
Egy udvaron tytkok és nyulak vannak, dsszesen
7 fejiik és 20 labuk van. Hany tydk és hany nyudl van
kozottitk?

R

9. osztilyban olyan feladatokkal foglalkoztunk, amelyek-

ben egyetlen ismeretlen mennyiség értékét kellett megha-
tarozni egyetlen egyenlet (vagy egyenl6tlenség) segitségé-
vel. Mostani példankban két ismeretlen mennyiség értékét
keressiik.

Els6 megoldds (okoskoddssal)

Rajzoljunk le 7 ,testet’, mindegyikhez tegyiink két labat!
Ekkor felhasznaltunk 14 labat, maradt még 20 - 14 = 6.

ez a 3 (négylabu) rajz szemlélteti a nyulakat, az a 4 test pe-
dig, amelyiknél csak két 1ab maradt, szemlélteti a tytkokat.

32

Masodik megoldds (az dsszes eset vizsgdlata tabldzattal):

Jeloljiik a nyulak szamat x-szel, a tytukok szamat y-nal!

A szoveg alapjan ezek segitségével felirhatd, hogy a fejek
szdma

x+y=7,

valamint a labak szama Osszesen

4x + 2y = 20, mivel egy nytlnak 4, és egy tyuknak 2 laba
van.

Gytjtsiik tablazatba az ismeretlenek Osszes lehetséges ér-
tékét a szovegnek megfelelen (x és y 7-nél kisebb pozi-
tiv egész lehet, mert a feladat szovegébdl kovetkezik, hogy
mind a két allatfajbol van legalabb egy az udvaron)!

x (nyulak szama) 1 2 3 4 5 6
y (tytkok szama) 6 5 4 3 2 1
x + y (fejek szama) 7 7 7 7 7 7

4x + 2y (ldbak szdma) 16 18 20 22 24 26

A tablazatbdl lathato, hogy egyetlen lehetséges megoldas
adddik:

x=3ésy=4,

tehdt az udvaron 3 nyul és 4 tyuk van.

(Nehézséget jelentene a tdblazattal torténé megoldas, ha
tal sok lehetséges esetet kellene vizsgalni, vagy, ha a megol-
dast nem csak az egész szamok korében keresnénk.)

Harmadik megoldds (grafikus modszerrel)

Jeloljiik tovabbra is x-szel a nyulak, y-nal a tytukok szamat!
A fejek és labak szamara felirt egyenletek az el6bbi megol-
dasban felirtak szerint:

x+ty=7.

4x+ 2y =20.
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Fejezziik ki az els6 egyenletbdl az y ismeretlent: y =7 - x. y A
Tekintsitk azt a fiiggvényt (a valdés szamok halmazan),
melynek hozzarendelési szabalya x - 7 - x, abrazoljuk a

10

grafikonjat! Hasonlé médon fejezziik ki a masodik egyen-
letbdl is y-t: y = 10 — 2x. Tekintsiik azt a fiiggvényt (a va-
16s szamok halmazan), melyeknek hozzarendelési szabélya
x > 10 - 2x, abrazoljuk ennek is a grafikonjat!

Az abran azt a két egyenest latjuk, amelyeknek az egyen-
lete: x + y =7, vagy masképp y =7 -x (ezaz x> 7 - x
fiiggvény grafikonja);

illetve 2x +y = 10, vagy masképp y = 10 -2x (ez az

x > 10 - 2x fuggvény grafikonja).

Ez a két egyenes a (3; 4) pontban metszi egymast. Ez azt
jelenti, hogy ha x = 3 és y = 4, akkor mindkét egyenletb6l 24
igaz allitast kapunk.

A feladat megoldasa tehat: az udvaron 3 nyul és 4 tyuk van.

Megjegyzés i 5\ &

Eredménytinket igy is megfogalmazhatjuk:

T e e

Az egyenletrendszer megoldasihoz a fiiggvény-

x+y=7
Az 4 kétismeretlenes egyenletrendszer meg-
2x+y =10 dbrdzolo programok is hasznalhatok.

oldésa a (3; 4) rendezett szampar.

Ha két vagy tobb egyenlet koz6s megoldasait keressiik, akkor egyenletrendszerrdl beszéliink.
Az egyenletrendszerek lehetséges jelolései:

x+y=7 (1) x+y=7 x+y=7
4x+2y =20 vagy (2) 4x+2y=20 vagy 4x +2y =20

vagy akdr ezek egytittes alkalmazasa.

Példankban két ismeretlen szerepel, mindkettd elsé hatvanyon, ezért ezek az egyenletek elséfoku (vagy linearis),
kétismeretlenes egyenletrendszert alkotnak.

Az elséfokd, kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasa olyan rendezett szampar, amely mindkét egyenletet igazza

teszi.

Az egyenletrendszer megolddsanak egyik modszere a grafikus modszer, melynek [épései:
1. A megoldandé egyenletrendszer egyenleteibdl kifejezziik az egyik ismeretlent (altaldban y-t).
2. Abrazoljuk kozos koordindta-rendszerben az ezekhez tartozé linedris fiiggvényeket!

3. Olvassuk le a két grafikon metszéspontjanak koordindtait! A kozos pont mindkét grafikonra illeszkedik, ezért ko-
ordinatdi igazza teszik az egyenletrendszer mindkét egyenletét. Az egyenletrendszer megoldasat tehat a kozos pont
koordinatai, vagyis egy rendezett valds szampar adja.

4. Behelyettesitéssel ellenérizziik, hogy a grafikonrdl leolvasott érték valdban valéban megoldasa az egyenleteknek!
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KIDOLGOZOTT FELADAT

34

2 . Melyekazokazx, yvalés szamok, amelyekrey = 6 - x

. 3 -
ésy = Ex+11s1gaz?

Megoldds

Egy kétismeretlenes egyenletrendszert kell megoldanunk.
Olyan szamokat kell taldlnunk, amelyeket az x és az y he-
lyett az egyenletekbe {rva mindkét esetben igaz kijelentést
kapunk.

A feladatot grafikus uton oldjuk meg.

Rajzoljuk meg az y =6 -x és az y = %x +1 egyenletd
egyeneseket (amelyek a valos szamok halmazan értelme-
zettx > 6 - x, illetve az x > %x + 1 elséfoku figgvények
grafikonjai)!

A két egyenes metszéspontja a (2; 4) pont.
Ha az egyenletekben x helyébe 2-t, az y helyébe pedig 4-et
helyettesitiink, akkor mindkét egyenletbdl egy-egy igaz ki-

3
jelentést kapunk (4 = 6 - 2 igaz, és 4 = 5> 2+1=3+11is

igaz).
y=6-x

Az 3 kétismeretlenes egyenletrendszer megol-
y = Ex +1

désa a (2; 4) rendezett szampar.

3. Oldd meg grafikus mddszerrel az alabbi egyenlet-
rendszereket, ha x és y valds szam lehet!
){3x+y:5 b){Zx—y:l
6x+2y=1 4x—2y =2

Megoldds
a)

=Y

2 10 1 3

Az a) esetben a két egyenlettel meghatérozott fiiggvénygra-
fikonok parhuzamosak, nincs kozds pontjuk. Megallapit-
hatjuk, hogy nincs olyan pont a koordinata sikon, melynek
koordindtai egyidejileg teljesitenék mindkét egyenletet,
tehdt az eredeti egyenletrendszernek nincs megoldasa.

A b) esetben a két egyenlettel meghatarozott két fiiggvény-
grafikon egybeesik, vagyis végtelen sok kozos pontjuk van.
Ez azt jelenti, hogy végtelen sok olyan pont van a koordi-
néta sikon, melynek koordinatai teljesitik mindkét egyen-
letet, tehdat az eredeti egyenletrendszernek is végtelen sok
megoldasa van. A végtelen sok megoldas azonban nem
lehet barmelyik valds szampar, csakis azok, melyek telje-
sitik az ismeretlenek kozotti, egyenletekben meghatarozott
kapcsolatot. Ezért a megoldasok mindegyike olyan valds
szampar, melyre fenndll, hogy a két ismeretlen, x és y értéke
kozott teljestil egy meghatarozott osszefiiggés: y = 2x — 1.

Ha figyelmesen megvizsgaljuk az el6bbi egyenletrendsze-

rekben 1év6 egyenleteket, észrevehetjiik, hogy

- az a) feladatban az egyenletekben 1év$ ismeretlenek
egyitthatéi egymads tobbszorosei (haromszorosa).
A bal és jobb oldal kiilonb6zé mértékd valtozasa el-
lentmondasra vezet, igy az egyenletrendszernek nincs
megoldasa.

- ab) feladatban az egyenletekben 1év6 megfeleld isme-
retlenek egyiitthatdi egymas kétszeresei. Mivel a két
egyenlet egymasnak tobbszorése, ezért az egyenlet-

rendszernek végtelen sok megoldasa van.

EGYENLETRENDSZEREK



Az els6fokd, kétismeretlenes egyenletrendszerek megoldasat minden esetben rendezett valds szamparok forméjaban ad-
hatjuk meg.

Egy elséfokd, kétismeretlenes egyenletrendszernek lehet,

- hogy nincs megoldasa, vagyis nincs olyan rendezett valés szampar, mely igazza teszi mindkét egyenletet;

- egy megoldasa, vagyis egy olyan rendezett valds szampar van, mely igazza teszi mindkét egyenletet;

- végtelen sok megoldasa van, vagyis végtelen sok olyan rendezett valds szampar van, amik igazza teszik mindkét egyenletet.

FELADAT

1 5 Oldd meg az egyenletrendszereket grafikus méd- 3 = Agoston minden alkalommal reggel fél 8-kor indul
szerrel! (x; y valds szam) el a lakasuktol 2100 méterre 1évé iskoldba, s az utat
y=x+4 X+y=0 rollerrel 14 perc alatt teszi meg kozel egyenletes
y=-2x+1 X+y=6 Sf:bességgel. Egyik reggel apukaja észreveszi, hogy
Agoston otthon felejtette a matekfiizetét. Az apuka
b) { y=2x-=5 gyermeke induldsa utan 6 perccel robogora pattan,
2y=x-4 és 450 méter/perc egyenletes sebességgel utana
3x4y=—1 megy. Mennyi ideig ment és hany métert haladt
2 5 Oldd mega {—Zx ty=4 egyenletrendszert gra- Agoston az otthoni induldstél szdmitva, amikor

fikus médszerrel, ha apukdja utoléri?

a) xésytermészetes szam b) x ésy valds szam!

HAZI FELADAT

1 5 Oldd meg az egyenletrendszereket grafikus méd- a) Hanyan vannak a tarsasagban és hany asztal
szerrel! van a teremben?
b) Ha lehetéség van 10-nél kevesebb, mas méretli
y=2-x x+2y=6 L. ) i
) asztal elhelyezésére is, akkor hany asztalt allit-
{ y=05x-1 { x-2y=2 hatnak be ahhoz, hogy mindenkinek jusson hely
: { y=2x+2 { 2+y+1=0 és ne maradjon egyetlen asztalnal sem tires szék?
2y =dx-d x-2y=2 4 > A vésarban 1 csikéért 2 malacot és 5 tallért kell
2 5 Dani a lakdsuktol 720 méterre 1év6 iskolabol fizetni, két csikdért viszont 1 malacot és 22 tallért.
délutdn 2 6rakor hazaindul a téle megszokott Hany tallérba keriil 1 csiko, és mennyibe 1 malac?

60 méter/perc atlagos sebességgel. Ugyanabban a
pillanatban a lakdsukbdl az iskola felé indul Dani
anyukaja 30 méter/perc 4tlagos sebességgel. Hany
percet gyalogolnak a taldlkozasig? Milyen tavol
lesznek otthonuktdl a talalkozas pillanataban?

3 s Egy bariti tarsasag innepi vacsorahoz a terem be-
rendezését végzi. Ha minden asztalhoz 6 vendéget
tiltetnek, akkor 2 fének nem jut hely, ha viszont
minden asztal koré 7 széket helyeznek, akkor 1 hely

uiresen marad.
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EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

ALGEBRAI MODSZEREKKEL

Egyenletrendszer megoldasa esetén a grafikus modszer nehézségei:

- azeljaras megkoveteli a grafikonok pontos abrazolasat,

- nem lehet minden esetben pontosan leolvasni a metszéspontok koordinatait,

- minden esetben ellen6rzést kell végezni a leolvasott értékekkel az egyenletekbe vald visszahelyettesitéssel.

Az emlitett nehézségek egy része elkeriilhet6 az algebrai megoldasi modszerek hasznalataval.

KIDOLGOZOTT FELADAT

5x+7y =19

egyenletrendszert a
2x -7y = -12

1. Oldjuk megaz {
valds szamok halmazén!

Megoldds

Az els§ egyenletben 7y, a masodikban -7 y szerepel. Ossze-
adjuk a két egyenlet bal oldalan all6 kifejezéseket és a jobb
oldalon all6 szamokat.

Ezek az 6sszegek egyenl6k:

Gx+7y)+(2x-7y) =19 + (-12).

Ezt a lépést uigy szoktuk megfogalmazni, hogy ,,0sszeadjuk
a két egyenletet”. Ez azt jelenti, hogy dsszeadjuk az egyen-
letek jobb oldalan, illetve a bal oldalan all6 kifejezéseket is,
és mivel egyenlé mennyiségeket adunk Ossze, az 9sszegek
is egyenl6k lesznek.

A zardjelek felbontdsa és az dsszevonds utan azt kapjuk,
hogy 7x = 7, vagyis x = 1.

Ezt beirjuk valamelyik egyenletbe, példaul az elsdbe:

5-1+7y=19
7y =14
y=2
5x+7y =19
Tehat az egyenletrendszer megoldasa az
2x =7y =-12

(15 2) rendezett szampar.

Ellendrzés
Ha x=1¢é y=2, akkor 5-1+7-2=5+14=19 és
2:1-7-2=2-14=-12.

Az egyenletrendszer megoldasa azért volt ilyen egyszerd,
mert a két egyenletben az egyik ismeretlen egyiitthatoja-
nak ugyanaz volt az abszolut értéke.

E megoldasi modszer neve: az egyenlé egyiitthatok méd-
szere.

3x+2y =11

i !
2 . Oldjuk meg a{ 2x+3y =9 egyenletrendszert!

Megoldds
Elsé (behelyettesitd) modszer
Az els6 egyenletbd] (példaul most az els6bél) kifejezzitk
valamelyik ismeretlent:
3x+2y=11
2y =11-3x
y=(11-3x):2=55-1,5x
Most a maésodik egyenletbe az y helyére beirjuk az
5,5 - 1,5x kifejezést:
2x+3(55-1,5x) = 9.
Igy egyismeretlenes egyenletet kapunk, amelybdl kiszdmit-

juk az x-et:
2x+16,5-45x=9
-2,5x = -7,5
x=3

Hax = 3,akkory =5,5-15x=55-4,5 = L.

Ellenérzés

3.3+2:-1=9+2=11,

2:3+3:1=6+3=09,

tehat eredményiink mindkét egyenletnek megfelel.
Eszerint az adott egyenletrendszer megolddsa a (3; 1) ren-
dezett szampar.

Masodik (6sszehasonlité) modszer
Mindkét egyenletbdl kifejezziik valamelyik ismeretlent,
példaul az y-t:

EGYENLETRENDSZEREK



Az els6 egyenletbdl: y = 5,5 - 1,5x;

2
a masodikbol: y = 3 - 3%
p . 2 .
Ha az y egyenl6 az (5,5 - 1,5x)-szel is ésa (3 - gx)-szel is,

2
akkor ezek egymassal is egyenl6k: 5,5 — 1,5x = 3 — 3% ami-

bdl azt kapjuk, hogy x = 3.
Hax = 3,akkory = 55-1,5x = 1.

Harmadik mdédszer (az egyenlé egyiitthatok mddszere)

3x+2y =11
2x+3y =9

Alakitsuk 4t az adott egyenletrendszert

ugy, hogy a megolddsa ne valtozzon meg, de az egyik is-

meretlen egyiitthat6i egyenl6k vagy egymas ellentettjei le-
gyenek!

Behelyettesité modszer:

Az egyik

Egyismeretlenes

Ha egy egyenlet mindkét oldalat egy nemnulla szammal
megszorozzuk, akkor az egyenlet megoldasa nem valtozik,
igy az alabbi atalakitdsok nem valtoztatjak meg az egyen-
letrendszer megoldasat sem.

3x+2y =11 /-(=2)
2x+3y =9 /-3

—6x —4y = =22
6x+9y =27

Ha egy (x; y) rendezett szampar megolddsa mindkét egyen-
letnek, akkor a bal, illetve a jobb oldalak 6sszeadasaval ka-
pott 4j egyenletnek is megoldasa lesz.
-6x-4y+6x+9y=-22+27

Ebbélaz 5y = 5 egyenletet kapjuk, tehat y = 1.

Példaul az els egyenletbe visszahelyettesitve:
3x+2-1=11,vagyisx = 3.

Eredményiil most is ugyanazt kaptuk, mint a masik két mod-

szerrel, vagyis a megoldas a (3;1) rendezett valds szampar.

A kiszamitott
értéket

Beirom a masik
egyenletbe,
az ismeretlen
helyébe.

egyenletbdl
kifejezem
valamelyik

ismeretlent.

egyenletet kapok,
ezt megoldom.
Megkapom az
egyik ismeretlen
értékét.

behelyettesitem

az egyik eredeti

egyenletbe, igy
kiszamolom a masik
ismeretlen értékét is.

A modszer hatranya, hogy bonyolult (pl. tortes) egyenletekre vezethet a megoldds menete.

Osszehasonlité médszer:

Mindkét
egyenletbdl
kifejezem
ugyanazt az
ismeretlent.

A kapott
kifejezések
egyenldek,

igy felirom ezek
egyenlOségét.

A kiszamitott
értéket
behelyettesitem
az egyik eredeti
egyenletbe, igy
kiszdmolom a masik
ismeretlen értékét is.

Egyismeretlenes
egyenletet kapok,
ezt megoldom.
Megkapom az
egyik ismeretlen
értékét.

A modszer hatranya, hogy bonyolult (pl. tortes) egyenletekre vezethet a megoldas menete.

Egyenlé egyiitthatok modszere:

Az egyenleteket
kiilon-kiilon
megszorzom

ugy, hogy az
egyik ismeret-

Ha az egyiittha-
tok egyenlok,
akkor ,,kivonom
az egyik
egyenletbdl
a masikat”.
Ha az egyiittha-
tok ellentettek,
»o0sszeadom
a két egyenletet”.

len egyiitthatoi
egyenl6 abszolut
értéki (0-tol kii-
16nb6z6) szamok
legyenek.

A kiszamitott
értéket
behelyettesitem

Egyismeretlenes
egyenletet kapok,
ezt megoldom.
Megkapom az
egyik ismeretlen
értékét.

az egyik eredeti

egyenletbe, igy
kiszaimolom a masik
ismeretlen értékét is.

A modszer el6nye, hogy elkeriilheté bonyolult (pl. tortes) egyenletekre valo visszavezetés.
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Ellen6rzom
a megoldast
mindkét
egyenletre.

Ellen6rzom
a megoldast
mindkét
egyenletre.

Ellenérzom
a megoldast

mindkét
egyenletre.
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Mindharom algebrai megoldasi mddszer esetén olyan atalakitasokat végziink az egyes egyenletekkel, amelyek soran nem
veszitiink el megoldasokat, és hamis megoldasokat sem kapunk. Ilyen 4talakitasok az egyenletek nullatél kiilonbozo
szammal vald szorzdsa, az egyenletek (az egyenletek tobbszoroseinek) dsszeadasa vagy kivondsa.

Egy els6foku, kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasat megadhatjuk x és y Osszetartozd értékeinek felsorolasaval,
vagy (x; y) rendezett valos szampar formajaban.

FELADAT

1 5 Oldd meg algebrai médszerrel az egyenletrendsze- 3 5 Oldd meg az egyenletrendszereket!
reket!
L o a) 3(2x+ 5y) — 4(3x + 2y) =—64
{7x 5y = -1 c){ux+%y— 5 S(y— 32)-+ 4(x— 5y) =6
7x +5y = —41 8x -5y =38
b) {(x— 1P +2y=x"+1
x+9y =20 (y—2P+4x=y"+6
{ 4x -7y = 37
4 5 Aziskolai rendezvényre késziilve a fészervez6 didk
2 5 Hény megolddsa van az alabbi egyenletrendszerek- a székeket szdmolgatja: ,,Ez most 20 szék soron-
nek? ként. Ha athelyeznénk a szinpadot, akkor 3 sor-
ral kevesebb lenne ugyan, de soronként 30 szék is
{ b=y = { b=y = elférne, és akkor 50-nel tobben tudnanak leiilni”
3x —10y =20 3x ~10y = 20 Hény szék van most a teremben?

HAZI FELADAT

1 5 Oldd meg az egyenletrendszereket algebrai mod- 3 s Egy nemzetkozi expresszbusz a kedvezd forgalmi

Y

szerrel! viszonyok miatt 8 km/h-val nagyobb atlagsebes-
2x-9y=4 2(5x—4y)-32x-y)=-8 séggel tudott haladni, mint amit a menetrend eléir,
= 2y-9x =59 e 4(3y-2x)+2(5x - y)=—4 igy 48 perccel a kiirt idépont el6tt érkezett meg.
Egy masik alkalommal a cstiszos utak miatt az el6-
e 11 irt atlagsebességnél 12 km/h-val lassabban tudott
b) . csak haladni, igy 1 6ra 36 percet késett. Mennyi az
2.y L el6irt 4tlagsebesség? Mekkora utat kell megtennie

15 6 3

a busznak a két végallomas kozott?

2 = Egykorhaz egyik uj szarnyaban 6sszesen 16 korte-
rem kialakitasat tervezik. A kortermek kétagyasak
vagy négyagyasak lehetnek.

a) Az egyik terv szerint Osszesen 54 agyat helyez-
nének el. Hany szoba lehetne kétagyas?

b) Egy masik terv legalabb 10 kétagyas szoba ki-
alakitasat javasolja. Hany agyat tudnanak elhe-
lyezni?

c) Az épitési engedélyben az szerepel, hogy legfel-
jebb 8 kétagyas szoba alakithat6 ki. Hany agyat

tudnak elhelyezni?
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EMELT SZINT

FELADAT

1 > Oldjuk meg az ;C )1’ egyenletrendszert!

e
Xy

Megoldds

A feladat elején leolvashatjuk, hogy x # 0, és y # 0, hiszen
0 nem dllhat a nevezében.

Ha az egyenletek két oldalan allé szamokat megszorozzuk
x-szel és y-nal, akkor mar nem lesz tort egyik egyenletben
sem, de elég bonyolult egyenletekhez jutunk. Tehat ez a ki-
indulds nem segit a megoldasban. Ehelyett gondoljunk az
egyenletekre gy, mintha nem x és y lenne az ismeretlen,

1, 1
hanem — és —.

x )y
Vezessiink be 1j ismeretleneket: jeloljiik l)-et a-val és
X
(l)-t b-vell
y

Ezzel a helyettesitéssel a kovetkezd egyenleteket kapjuk:
a+b=>5

2a-b=1

Ezt oldjuk meg az eddig tanult médszerek koziil valame-
lyikkel, példaul az egyenlé egyiitthatok moddszerével. Ha
Osszeadjuk a két egyenlet bal, illetve jobb oldalan all6 sza-
mokat, azt kapjuk, hogy: 3a = 6, és ebbdl a = 2. Ezt az els6
egyenletbe behelyettesitve: b = 3.

De az eredeti feladat nem a-t és b-t kérdezte, hanem x-et

és y-t.

a:l,ebbc")l x:l:l
x a 2

b=1 ebbsl y=r=1
y b 3

11
Az egyenletrendszer megoldasa tehat az (E’ 5) SZAmpdr.

Végezd el az ellendrzést: helyettesitsd be az eredményt az

eredeti egyenletekbe!

Ezt a feladatot az aj ismeretlenek bevezetésének modsze-
rével oldottuk meg.

2x+y—-2z=3
2 5 Oldjuk megay x —y + 2z = -1 hdromismeretlenes
3x+2y+z=2
egyenletrendszert!

Megoldds
Elészor ,kikiiszoboljik” az egyik ismeretlent, példaul
az-t.

Az els6 egyenletbdl: z = 2x + y - 3. A kapott kifejezést be-
helyettesitjiikk a masodik és a harmadik egyenletbe a z helyé-
be. Igy két olyan egyenletet kapunk, amelyben csak az x és
az y szerepel:
X-y+2Qx+y-3)=-1
3x+2y+Q2x+y-3)=2;

5x+y=>5
5x+ 3y =5.

S5x+y=5

Most tehat az { s egyenletrendszert kell meg-

oldanunk.

A sorok kivondsa utdn megkapjuk, hogy y = 0 és x = 1.
Most mara z-t is konnyen kiszamithatjuk:
Z=2x+y-3=2+0-3=-1.

Ellenérzés

A kapott értékeket mindharom egyenletbe behelyettesit-
jik:

2x+y-z=2+0+1=3;

xX-y+2z=1-0-2=-1;

3x+2y+z=3+0-1=2.

A behelyettesitéssel csupa igaz allitast kaptunk, vagyis a fel-
adatot jol oldottuk meg.

Tehat az adott egyenletrendszernek egy megoldésa van, az
(1; 0, -1) rendezett szamharmas.

Hérom- vagy tobbismeretlenes, els6fokt egyenletrendszer esetében éltalaban annyi egyenletre van sziikségiink, ahany

ismeretlen szerepel az egyenletrendszerben. Gyakran hasznalt algebrai moédszer az, hogy az ismeretlenek szamat addig

csokkentjiik, amig csak egy marad. A kapott egyismeretlenes egyenletet megoldjuk, majd rendre a t6bbi ismeretlent is

meghatarozzuk.
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9 EGYENLETRENDSZEREK

FELADAT

1 5 Egy sok szdz éves feladat:

Egy Oszvér és egy szamdr nagy csomagokkal bandu-
kol az uton. ,,Ha dtadndl nekem 100 kg terhet, akkor
éppen kétszer annyit cipelnék, mint te” - mondja
a szamar. Az Oszvér igy felel:
»Ha pedig te adnal at
nekem 100 kg-ot, ak-
kor az én csomagom
haromszor  akkora
lenne, mint a tiéd”
Mekkora terhet visz
a szamdr, és mekko-

rat az 0szvér?

a) Mondjuk, hogy a szamér x kg, az 6szvér y kg
terhet visz a hatan. Ha az 6szvér atadna 100 kg-
ot a szamarnak, akkor a szamar (x + 100) kg,
az dszvér (y — 100) kg terhet vinne. Irj fel egy
egyenletet ezekkel a kifejezésekkel arrdl, amit
a szamar mond!

b) Irj fel hasonlé médon egy egyenletet arrdl is,
amit az 6szvér allit!

c) Oldd meg a két egyenletbdl 4lld, két ismeretle-
nes egyenletrendszert!

d) Fogalmazd meg a feladat valaszat!

e) Ellendrizd az eredményedet a szoveg alapjan!

Ha egy problémat (feladatot) egyenlettel vagy egyenletrendszerrel oldunk meg, mindig a tartalomra tigyelve végezziik az

ellendrzést!

FELADAT

2 = Altaldban két kiilonb6zé babkonzervet szoktunk
vasarolni. Rendszerint fél évre elegendé mennyisé-
get veszlink. Az egyik konzerv darabja 360 forint, a
masiké 200 forint. A félévi mennyiségért 6600 Ft-ot
szoktunk fizetni. Most akcidsan vettiik, a dragab-
bat 25%-kal, az olcsdbbat 20%-kal kevesebbért, igy
osszesen 1500 Ft-ot takaritottunk meg. Melyik faj-
tabdl mennyit szoktunk venni?

3 5 Ha az egyik konyvespolcrol 20 konyvet attennénk
a masikra, akkor a masodikon 4-szer annyi kényv
lenne, mint amennyi az elsén maradt. Ha azonban
a masodik polcrol tennénk at 20 konyvet az elsére,
akkor az elsén annyi kényv lenne, mint amennyi
a masodikon volt eredetileg. Hany konyv van a két
polcon?

4 5 3 kg krumpli és 2 kg narancs 710 Ft-ba keriil, 2 kg
krumpli és 3 kg narancs pedig 790 Ft-ba. Hany fo-

rintba keriil a krumpli, illetve a narancs kiloja?

EGYENLETRENDSZEREK
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Egy didknak konnyl, egymasba helyezheté mu-
anyag székeket kell atvinnie a szomszédos terembe
egy iskolai rendezvény néz6i szamara. Ha minden
forduldban eggyel tobb széket vinne, mint most, ak-
kor 2-vel kevesebbszer kellene fordulnia. Ha viszont
1-gyel kevesebb széket vinne, mint most, akkor 4-gyel
tobb forduldban tudna csak elvinni a székeket. Hany
széket kell atvinnie, és ez hany forduldban sikeriil?

Az automata mosdgépek teljesitménye mosas koz-
ben nem allandé. Egy bizonyos mosdgép esetében
a viz melegitésekor 2000 W, egyéb miiveleteknél
(mosas, szivattyuzas, centrifugazas) pedig atlagosan
400 W az elektromos halézatbol fedezett teljesit-
mény. Mennyi ideig melegitett vizet ez a mosogép,
ha az egydras mosoprogramjanak lefutisa soran
osszesen 800 Wh elektromos energiat hasznalt fel?

HAZI FELADAT

1 5 Péternek a kavé-nagykereskedésben mindennap 4 s Egy kis bolt vezetdje szeretné fellenditeni a forgal-
ugyanaz volt az egyik feladata: a 3000 Ft-os és mat, ezért arukészletének egy részét akcidsan adna
4000 Ft-os kilonkénti aru kavéfajtakbol 17,5 kg el. Ha az eddig literenként 250 Ft-ért arult tartds
3600 Ft-os kilonkénti ara kavékeveréket kellett ké- tejet 20%, a literenként 450 Ft-ért drult tejfolt pe-
szitenie. Hany kilogarammot vegyen az egyik, illet- dig 75 Ft-os kedvezménnyel arulnd, akkor a teljes
ve a masik fajtabol? készlet kiarusitasa esetén 9750 Ft-tal lenne keve-

sebb e két cikkbdl a bevétele. Ha a tejet literenként

2 > Kétnégyzet teriilete kozott 72 m? kiilonbség van. Az 70 Ft-os kedvezménnyel, a tejfolt pedig 10% ked-
egyik négyzet kertilete 16 m-rel nagyobb a masik vezménnyel arulna, akkor 10650 Ft-jaba keriilne
négyzetkeriileténél. Hiny méter a négyzetek oldala? az akci6. Mennyi tejet és mennyi tejfolt akar akcio-

san értékesiteni a boltvezet6?

3 = Két szam Osszege 60, kiilonbsége 5. Melyik ez a két
szam?

Egy baréti tarsasag autds kirdnduldson vett részt. Odafelé és visszafelé ugyanazon az titon mentek. Utkozben emelkedék,

lejték és vizszintes utszakaszok is el6fordultak. Gyula 6vatos vezetd: az emelkedékon atlagosan 60 —, a lejtds utakon
ora

k k
120 _m sebességgel haladt. 140 km-nyi vizszintes szakasz is volt, ezen Gyula 80 _m sebességgel vezetett. Odafelé 3 ora
ora ora

45 perc, visszafelé 4 ora alatt tették meg az utat. Hany km-re volt az ati céljuk?

9. lecke | EGYENLETRENDSZEREK
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Oldd meg az egyenletrendszereket!
7x +4y =-10
8y —9x = 210
3x-7 4 5
X_ + L =4
b) 3 i 7 4 . 5
y—_ + Zar = 6
5 15
Egy mosogatogépen haromféle program van. Az

I. program egy mosogatashoz 10%-kal kevesebb
elektromos energiat, viszont 20%-kal tobb vizet

haszndl fel, mint a II. program. A II. program 25%-
kal tobb elektromos energiat és 30%-kal kevesebb
vizet hasznal, mint a III. program.

Az 1. programmal alkalmanként 220 petakba,
a II. programmal alkalmanként 200 petakba kertil
a mosogatas. Mennyibe keriil egy-egy mosogatas
a ITI. programmal?

Egy biobolt tulajdonosa 2200 Ft kilonkénti aru

kesudidt és 1400 II:—; egységaru aszalt gytimolcsot

kevert Gssze, majd az igy kapott keveréket kis cso-
magokban 4rulta. Osszesen 10 kg-ot adott el 25%-0s
haszonnal, igy 22 000 Ft bevételre tett szert. Mennyi
kesudiot és mennyi aszalt gyiimolesot hasznalt fel?

=]
Y

Egy terem berendezéséhez 3 asztalt és 14 darab szé-

ket vasarolnak, melyekért eredeti aron 99 000 Ft-ot
kellett volna fizetni. Miutan a szezonvégi leérté-
kelés soran az asztal ara 20%-kal kevesebb lett, a
székek eredeti arat pedig egyharmadaval csokken-
tették, igy osszesen 70 800 Ft-ba kertilt a 17 butor-
darab. Mennyibe keriilt eredetileg egy asztal, illetve
egy szék?

(Erettségi feladat, 2006)
Az erdégazdasagban haromféle fat nevelnek (fe-
ny6, tolgy, platin) harom téglalap elrendezésiti
parcellaban. A tolgyfak parcelldjaban 4-gyel keve-
sebb sor van, mint a feny6fakéban, és minden sor-
ban 5-tel kevesebb fa van, mint ahdny fa a feny6
parcella egy sordban all. 360-nal kevesebb tolgyfa
van, mint feny6fa. A platanok telepitésekor a fe-
ny6kéhez viszonyitva a sorok szamat 3-mal, az egy
sorban 1évé fak szdmét 2-vel novelték. Igy 228-cal
tobb platanfat telepitettek, mint fenyoét.
a) Hany sor van a feny6k parcelldjaban? Hany fe-
ny6fa van egy sorban?
b) Hany platanfat telepitettek?

Hany éves Janos, és hany éves Mihaly, ha tudjuk,
hogy amikor Mihdly annyi idds lesz, mint Janos
most, akkor egyiitt 35 évesek lesznek; most pe-
dig Janos haromszor annyi idés, mint Mihaly volt
akkor, amikor Janos annyi id6s volt, mint Mihély
most?

Matyas vitéz lovat és nyerget vasarolt maganak és
a szolgdjanak. Az egyik nyeregért 25 eziistot, a ma-
sikért 120 eziist6t fizetett. Rard a dragabb nyereg-
gel haromszor annyiba keriilt, mint Pejké az olcsd
nyereggel. Pejké és a dragabb nyereg dra egyiitt
azonban csak feleannyi volt, mint Rar6é az olcsobb
nyereggel. Mennyiért vette Matyas vitéz Rarot?

EGYENLETRENDSZEREK



HAZI FELADAT

1 5 (Erettségi feladat, 2018)

Péter és Pal szendvicset és asvanyvizet vasarolt a
biifében. Péter két szendvicset és két asvanyvizet
vett 740 Ft-ért, Pal pedig harom szendvicset és egy
asvanyvizet 890 Ft-ért.

Mennyibe keriil egy szendvics, és mennyibe kertiil

egy asvanyviz?

pénzed felét, és akkor én fizetem ki az drut” Az aru
120 eziistbe keriilt. Mennyi pénziik volt?

4 > Kéthorddban 6sszesen 480 liter bor van. Ha az elsé

hordébdl atontiink a masodikba annyit, amennyi
a masodikban eredetileg volt, azutan a masodikbdl
az elsébe visszaontiink annyit, amennyi az elsében

maradt, akkor a két hordéban ugyanannyi bor lesz.
2 5 Egy osztaly buszos kiranduldst szervez. Ha az osz-

Melyik hordéban hany liter bor volt eredetileg?

talybdl 5 tanul6 nem megy el a kirandulasra, akkor

fejenként 3500 Ft a buszkoltség, ha viszont csak 2

ember nem megy el, akkor minden résztvevének

3000 Ft-ot kell fizetnie a busz koltségeire.

a) Mennyi a busz 6sszkoltsége?

b) Mennyi lenne a busz koltsége fejenként, ha
mindenki elmenne a kirdnduldsra az osztaly-
bal?

Két ember valamilyen 4rut akart vésarolni. Igy

(%)
Y

szOlt egyik a masikhoz: ,Add nekem a pénzed %

részét, abbol meg az én pénzembdl kifizetem az

egész arut” ,,Add ide te — mondta a masik - a te

RAADAS

1 s Egy 3000 méter keriiletii lovaspélya két szemkozti 3
pontjardl indul két lovas, Mari és Pali. A sebességiik Xx—y +ox =7

2 > Oldd mega egyenletrendszert!

alland6. Ha egymassal szembe lovagolnak, akkor

p masodperc mulva taldlkoznak, ha ugyanabba az
iranyba indulnak, akkor Mari 15 p masodperc mul-

va utoléri Palit. Mekkora a sebességiik?

10. lecke | GYAKORLAS 43
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Mely racionalis szamok teszik igazza az aldbbi egyenletrendszert?
4x — 5y =—13
2x+ 10y = 31

Hatarozd meg az egyenletrendszer megoldasat a valds szamparok halmazan!
2(x—=3y)—12=4x+y
3x—y+4=3(x—y)

Egy bolha a koordinatarendszer (0; -2) koordinataji pontjabél indul. Minden ugrasa soran 1-et halad jobbra és
2-t felfelé (1-et az x tengely mentén pozitiv irdnyba, és 2-t az y tengely mentén pozitiv iranyba.) Egy masik bolha az
Osszes olyan racspontba beleugrik, melynek nincs negativ koordinataja és a pont koordinatainak 6sszege 7. Melyik
az a pont, melyet mindkét bolha érint?

Ird fel az 4bran lathaté fiiggvény grafikonjaihoz tartozé hozzdrendelési szabalyokat, majd algebrai médszerrel
hatarozd meg metszéspontjuk koordinatait! Az abran jel6lt pontok racspontok (koordinataik egész szamok).

y A
6
\\

=

T~
T~ ///
\u\\
3 B
2 \\
- T~

1 \‘<

6 -5 -4 -3 - 1 0 4 7 ) 10 i

Egy kisbusz atlagsebessége 15 %-val kisebb egy személyauto atlagsebességénél. A kisbusznak 1 6raval hosszabb

id6re van sziiksége ahhoz, hogy Kis varosbdl Nagy varosba érkezzen, mint a személyauténak. Egy teherauté viszont,

melynek sebessége 15 T—val kisebb a kisbusz sebességénél, ugyanezen a tavon 1,5 draval hosszabb id6 alatt megy

végig, mint a kisbusz. Hatarozd meg a két varos tavolsagat, valamint az emlitett jirmuvek atlagsebességét!
Egy 20%-o0s és egy 30%-os alkohol sszekeverésével 22%-os keveréket kapunk. Ha a 20%-os alkoholbol 1 literrel

kevesebbet hasznalunk az 6sszeontéskor, akkor a keverék toménysége 25%-os lesz. Hany liter alkohol volt az egyes
fajtakbol eredetileg?

EGYENLETRENDSZEREK
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Mely racionalis (x; y) szampérok teszik igazza az
alabbi egyenletrendszert?

5x—2y=26

A nagymama a piacon vasarol hozzavaldkat lecso-
f6zéshez. A zoldségek kilogrammonkénti arat latva
kiszamolta, hogy ha az egyik arustol vasarol, akkor a
1,5 kg paradicsomért és 1 kg paprikaért 850 forintot
fog fizetni. Egy mdsik arus a paradicsomot az el6bbi
arusnal harmadaval kevesebbért adja, a paprikat vi-
szont 25%-kal dragabban, de igy 6sszesen 50 forinttal
kevesebbe keriilnének a hozzavalok. Hatarozd meg
mennyi az ara 1 kg paradicsomnak, illetve 1 kg pap-
rikdnak az arusoknal!

Oldd meg az egyenletrendszert az egész szamparok
halmazan!

x_Jy+t1_3
5 2 4
x_2+2y=0

3

Két tizem kozosen villalta, hogy 20 nap alatt elké-
szit 480 darab alkatrészt. 5 napi kozds munka utdn
az egyik izem néhany dolgozojanak megbetegedése
miatt a termelés az egyik {izemben 28%-kal vissza-

Rejtvény

Y

Y

esett, de a masik tizem az Gjonnan kapott gépekkel
20%-kal meg tudta névelni az eredeti termelés meny-
nyiségét, igy hataridére elkésziiltek a véllalt munka-
val. Hany darab alkatrész elkészitését tervezték ere-
detileg az egyes tizemek?

Az Alfa, Béta, Gamma zenekarok téglalap alaku, azo-
nos teriiletti driasplakatjanak felragasztasahoz (a hat-
lapok teljes feliiletének beenyvezéséhez) ugyanannyi
anyagot hasznalnak fel. Az Alfa zenekar plakatjahoz
képest a Béta zenekar plakatjanak szélessége 4 dm-rel
nagyobb, magassaga 2 dm-rel kisebb, mig — ugyan-
csak az Alfa zenekaréhoz képest - a Gamma zenekar
plakatjanak szélessége 4 dm-rel kisebb, magassaga
3 dm-rel nagyobb.

a) Milyen méretiliek az egyes driasplakatok?

b) Melyik plakatnak legkisebb, melyiknek legna-

gyobb a keriilete?

Két kiilonboz6 toménységli sosavbol készitiink keve-
réket. Ha az elsébdl 8 litert, a masodikbdl 12 litert
haszndlunk fel, akkor 11,4%-o0s savat kapunk. Ha az
els6bdl 15 litert, a masodikbdl 10 litert vesziink, ak-
kor 9,6%-0s sav jon létre. Hany szazalékos a két 0sz-

szetevo?

Az egyenletrendszerek megoldasanak megértése utan biztosan konnyen boldogulsz a kozosségi médidban gyakorta eléke-

riil6 feladvanyokkal is. Mutasd meg ismerdseidnek, mit tudsz!

a)

p-9-5-0

+

. o

+
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@@
|

+

]
L@y

;
1
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b
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TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Oldd meg grafikusan az alabbi egyenletrendszereket
a valos szamparok halmazan!

) {3x—y=—9 0 {7x+5y=10
2x+y=-11 x—3y=-6
3x—2y=2 x—>5y=10

) {5x—3y:6 ) {—2x+10y:0

Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket a valds

szamparok halmazan!
2x=3y=7 7x+4y =5
a) {4x+y=7 ©) {—5x—6y=9
5x+4y =-15 8x—3y=19
) 2x+3y=-6 ) —6x+ 5y =-18

Megoldasa-e az alabbi egyenletrendszereknek a
(3; -1) szampar? Vélaszod szamolassal indokold!

Sx+4y =11
A —2x—3y=—9
7x+8y =13
b) x+ 8y
4x—3y =15
6x+5y=9
c) X + Oy
3x+2y=3
d) Ix+y—26=0
2x—=3y—9=0

Hatarozd meg az egyenletrendszerek megoldasat, ha
az x; y racionalis szamok!

a) 4(2x—y)—3x+y=1+4+4x+5y
6x+7y+1=6(2x+y)
[(x—1 , y+t1 5
b) 3 T2 6
x+5_ =3 _1
3 2 2

Hatarozd meg az egyenletrendszerek megoldasat a
valds szamparok halmazan!

a) (X—=2P+2y=x"+2
3x+y’ =(y—17+9
b) (x+1P—(x=37=y
(y=2r-(y+3y=x
o [T 1Y = (xty) - 2042
3x+10=y

6>

Y

Y

Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket a valds

szamparok halmazan!
a) (x=3)(y+1)=xy—3x+2y
(x+5)(y—1)=(x—=2)(y+4)
x(y=2) yx+1) 1
b) 2 2 6
(x—=D(y—2) N y(x+1) _5xy
3 2 6

Egy kétismeretlenes elséfoku egyenletrendszer egyik
egyenlete 7x — 2y = 10.

Adj meg egy masik egyenletet ugy, hogy az egyenlet-
rendszernek a valds szamok halmazan

a) ne legyen megoldasa;

b) végtelen sok megolddsa legyen;

c) egyetlen megolddsa legyen, melyben az x értéke 4;
d) egyetlen megolddsa legyen, melyben az y értéke —2!

Ird fel az aldbbiakban grafikonjukkal jellemzett li-
nearis fiiggvények hozzarendelési szabalyat, majd
algebrai modszerrel hatarozd meg metszéspontjuk
koordinatait!
a) e: az ordindta-tengelyt az y =4 helyen metszi,
meredeksége m = —3
[ az ordinata-tengelyt az y = —2 helyen metszi,
meredeksége m = 5
b) e: illeszkedik az A(—4; 1) és B(2; 9) koordinataja
pontokra
f:illeszkedik a P(—1; —2) és Q(5; 0) koordinataju
pontokra
c) e: az ordindta-tengelyt az y = —7 helyen metszi,

meredeksége m = 2

5
f:illeszkedik a P(9; 0) és Q(—1; —4) koordinataju

pontokra

Két polcon kényvek vannak. Ha az als6 polcrol 12
darabot attesziink a felsére, akkor ott kétszer annyi
konyv lesz, mint az alsén. Ha viszont a fels6rdl te-
sziink at 10 darab konyvet az alséra, akkor mindkét
polcon azonos szamu konyv lesz. Hany konyv volt
eredetileg az egyes polcokon?

EGYENLETRENDSZEREK
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Ha egy kétjegyli szam szamjegyeit felcseréljiik, akkor
hattal nagyobb szamot kapunk, mint az eredeti szam
fele. Ha az eredeti szamot és a szamjegyek felcserélé-
sével kapottat 6sszeadjuk, akkor 132-t kapunk. Hata-
rozd meg az eredeti szamot!

Egy lakas burkoldsahoz 60 m” padlélapra van sziik-
ség. Ha ugyanakkora mennyiséget vesziink kék il-
letve sziirke szini lapokbdl, akkor 360 000 Ft-ba
keriil Osszesen a teljes lakas burkolasahoz sziikséges
anyag. Ha viszont 20 m*-re elegendé kék padldlapot
vesziink és a maradék mennyiséget a sziirke szind-
bél, akkor 340 000 Ft-ot kell fizetnlink a megvasarolt
burkolélapokért. Hatarozd meg a kék illetve a sziirke
padldlapok négyzetméterre vonatkozo egységarat!

Egy barati tarsasag tagjai kajakturat szerveznek a
Kettds-Koros vizén Szanazugtol indulva Békés varo-
saig. A szinte nyilegyenes 10 km hosszu folydszakaszt
a folyon lefelé (folydsiranyban) 50 perc alatt teszik
meg, mig a visszafelé it megtételéhez a folyon felfelé
(folyasirannyal szemben) 2,5 drdra van sziikségiik.
a) Milyen gyorsan folyik a Kettés-Koros?
b) Ugyanilyen evezési temp6 mellett mennyi id6 alatt
tudjak teljesiteni a kovetkezd nyari, Balatonra terve-
zett vizitdrat, ha az ott kit(izott tav 14 km hosszu?

c) Keresd meg térképen az emlitett foldrajzi helyeket!

Egy 78 m keriilet(i telek teljes korbekeritéséhez 220 cm

magas keritést készitenek, melyhez 2 m, illetve 1,5 m

széles 220 cm magas keritéselemek allnak rendelke-

zésre. Ha a 2 m széles elemeket hasznaljak fel el6bb,
akkor a 1,5 m széles daraboknak csak a felére lesz
sziikség. Ha a 1,5 m széles keritéselemeket haszndljak

fel eldbb, akkor 2 m széles daraboknak csak a 70%-

ara lesz sziikség, hogy a tervezett korbekeritést elvé-

gezzék.

a) Hany darabot hasznaltak fel az egyes esetekben a
kiilonféle elemekbdl?

A fel nem hasznalt, épségben maradt keritéselemeket

eredeti aron visszavasdrolja a barkacsbolt.

b) Melyik esetben kap vissza a telek tulajdonosa
tobb pénzt, ha tudjuk, hogy a szélesebb kerités-
elemek ara 2500 Ft, a keskenyebb elemeké pedig
2000 Ft?

Ha egy téglalap oldalait 2 egységgel noveljiik, akkor
tertilete 68 teriiletegységgel lesz nagyobb. Ha viszont

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

16>

19>

egyik oldalat 1 egységgel néveljilk, a masikat pedig
ugyanennyivel csokkentjiik, akkor a keletkezett téglalap
tertilete 9 teriiletegységgel lesz kisebb az eredeti téglalap
teriiletnél. Mekkora az eredeti téglalap keriilete?

Egy viztaroz6 meghatérozott idén beliili kiiiritéséhez
tobb egyforma szivattyura van sziikség. Ha 4 szivaty-
tyuval kevesebb lenne, akkor a kiiirités 14 6raval to-
vabb tartana. Ha viszont 4 szivattytval tobb lenne, az
tritést a megszabott id6nél 6 oraval hamarabb tud-
ndk elvégezni. Hany szivattyt végzi a szivattylzast, és
mennyi id6 alatt kell készen lennitik?

Egy léggombarus nagy és kicsi lufikat arul. A nagy lufi
darabja 30%-kal dragabb, mint a kicsié. Ha Boldizsar
mindkét fajtabdl ugyanannyit vasarol, akkor 1840 Ft-
ot kell fizetnie. Az drus hajlandé engedni az arbol, ha
mindkét fajtabol 2-vel tobbet vasarol Boldizsar. A nagy
lufi 4rat a kicsi drdban adja, és a kicsi arabdl 30%-ot
enged, igy 0sszesen 2040 Ft-ba keriilnek a 1éggdmbok.
Boldizsarnak tetszik az ajanlat, mert igy tobb baratjat
is meg tudja lepni. Hany lufit akart venni eredetileg, és
mennyi volt a kis és nagy lufi eredeti ara?

Mely valds x; y; z értékek adjak az alabbi egyenlet-
rendszer megoldasat?
3x—y+2z=-14
2x+3y—z=11
4x+2y+3z=-10

Oldd meg az egyenletrendszert a valos szamparok
halmazan!
4 1 _
x+3 y-5
3 2 _1
x+3 y-5 5

Oldd meg algebrai modszerrel az egyenletrendszere-
ket!

Oldd meg az egyenletrendszert a valés szamok hal-
mazan!
2x—4y+ 5z= 32
4x+ 5y —3z=-22
xX—6y+4z=23

47



12 A HATVANYOZAS (ismétlés)

BEVEZETO

Y : Eddigi tanulmanyaid soran mar tapasztalhattad, hogy a matematikai kifejezések jelentése, érté-
SAIN MARTON

Nincs

-
MATEMATIKATORTENET

ke fiigghet attdl, hogy a benne szerepld szamokat, bettiket milyen sorrendben irjuk egymashoz
képest, illetve, hogy kozéjiik, foléjitk, mogéjiik stb. milyen szimbdlumokat helyeziink el.

Sain Marton: Nincs kiralyi ut! cimd matematikatorténeti konyvében olvashatjuk az alabbiakat a
III. szazadban élt Alexandriai Diophantosz munkassagarol:

»... Tavol all még a mai algebrai jelolésrendszertdl, de mar kiilon jele van az egyenléségre, a ki-
vonasra, az ismeretlenre, ... hatvanyokra és azok reciprokaira. Az 6sszeadast egymas mellé irds-
sal jelolte. Az algebra fejlddésében harom korszakot szokas megkiillonboztetni. Azt, amelyben
algebrai jeleket még nem hasznaltak, és az Osszefiiggéseket csupan szavakkal irtak le, az algebra
»retorikus« szakaszanak nevezik. A szinkopikus algebra mar hasznalt roviditéseket, szimbdlu-

mokat is, de még lényeges szerephez jut a szébeli kozlés. A szimbolikus algebrdban mar mindent szimboélumokkal fejeziink

ki: ismeretleneket, miiveleteket, itéleteket...”

A matematikaban fontos, hogy a szimbolumokat helyesen értelmezziik, és helyesen hasznaljuk.

Megtanultuk példéul, hogy a 2° hatvénykifejezés egy szorzds miiveletet szimbolizal, melyben a tényezék mindegyikének

értéke 2, a tényezdk szdma pedig 5,azaz 2’ =2-2-2-2.2 =32,

Ha az elébbi két szamot forditott ,,sorrendben”, 5* forméban irjuk, akkor jelentése és értéke is megvaltozik: 5° =5 - 5 = 25.

BEVEZETO FELADAT

1 2 3 4
6 24’0
Al L Wy |y | e =7
= Y a)'(-b)
| 3 y" a't’ 18x’ 2 |
B | &)X @by |aw| 290 22’
x 5ab’
X" av’ 8ab’ 8a’b’ —-32x'°
35 6(— 35 1yl 37\2
c ab ( zx)y Ny (-1) : (2a b)2
ab’ —2x°(-y) -1)™" (4ab)
ab’ 3xy A—llu”b (=1 4a
. _szys (a5b4 )3 Jor (xs )z(y4 )3
(—2xy)’ (2ab) | 2| (X))

9. osztalyban értelmeztiik a pozitiv egész kitevéjt hatva-
nyokat és megtanultuk, bizonyitottuk az ezekre felirhato
hatvédnyazonossagokat.

Tégy probat, mennyire emlékszel a tanultakra!

Az egyes négyszogekben kijelolt muveletek helyes vég-
eredménye megmutatja, melyik uton 1épj at a kovetkezd
mezoére. Indulj a START-t6l és juss el a ©-ig! (a kifeje-
zésekben a valtozokra fennall, hogy a; b; x; y € (R \{0})
ésm;neNY)

HATVANYOZAS ES A NEGYZETGYOK



FELADAT

1 5 a) Ird fel a 2 egyetlen hatvényaként!
24.07.20. 2=
b) Ird fel 3 hatvdnyaként!
Godect
3.3°
c) Ird fel 5 hatvdnyaként!
(53)2 . 58 B

5-5*

2 = Allitsd novekvd rendbe az alabbi szémokat!
Szamologép nélkiil dolgozz !
A:(23)4 C:25'22
B=2'.2’ D=2"

E=2°.5
F=2:2°

3 5 Hany nullara végzédnek az alabbi hatvanyok?
Szamologép nélkiil dolgozz !
A = (25)12 C — 55 . 210
B=2%.5° D=25"-12

E=27.5"
F=20:2°

4 s Mit kell a # helyére irni, hogy fennalljon az egyen-
16ség?
a) 28.2t.2°=2".2°
b) 5°:5'=5".5

c) 3°.3":3°=3":3
d) 4.2.05°=8.2

5 5 Hanyszorosa az A szam a B szamnak?

a) A=(3) B=3" %6(%)6

HAZI FELADAT

1 s Dontsd el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyik
igaz, melyik hamis! Valaszod indokold!

a) Egy negativ szamnak minden pozitiv egész ki-
tevds hatvanya negativ.

b) Van olyan pozitiv szdm, melynek harmadik
hatvanya kisebb maganal a szamnal.

c) A —I-nek van olyan pozitiv egész kitevds hat-
vanya, mely kisebb a —1-nél.

d) Ha egy szam a 2-nek pozitiv egész kitevos hat-
vanya, akkor az a 4-nek is pozitiv egész kitevds
hatvanya.

e) Ha egy szam a 9-nek pozitiv egész kitevés hat-
vanya, akkor a 3-nak paros kitevds hatvanya.

f) A 12-nek barmely 2-nél nagyobb pozitiv egész
kitev8s hatvanya oszthat6 18-cal.

12. lecke | A HATVANYOZAS (ISMETLES)

B=(4%%.0,5°
B=(0,2%?*-25°

b) A=2°-0,5
c) A=5.02’

6 = Mely kifejezések egyenlék minden a; b € (R \ {0})
esetén?
_(_a\ &
F= ( bz) " 3p®

o-(5] 5]

- (Z3aP(=aby

A=3a"4°
B=ab*- (=3)ab’

_3 N2 (2
C—E(ab) - (—2a’b)

9a°(—b)
po bV _ _(2a’)"
0,5b 512(a"b)
_(_ay _ 75(a’b)
E= ( b) "~ (5ab%)

a) Ird le 2-nek, 3-nak és 5-nek az 1000-nél kisebb
pozitiv egész kitevés hatvanyait névekvé sor-

=]
Y

rendben!

b) Szamolégép hasznalata nélkiil hatdrozd meg a
kifejezések pontos értékét! Segitségként hasz-
nald az a) feladatrészben leirt hatvanyalakokat
a szamok szorzatta alakitasaban!

964542 _ 162960 _
5122721 3255243

2 s Mindkét sorban az egyik kifejezés értéke kiilonbo-
zik a tobbitdl. (x; y € R") Melyik ez a kifejezés?
a) 2*.3°.7; 2'.3°.6-7; 7-36-72; 8-28-81
7 .,6
oy 2
2o

b) x2y3 . x4y; x6y2 . xyZ;

3 5 Az alabbi szdmok koziil melyik a nagyobb? A fel-
adatot szamoldgép haszndlata nélkiil oldd meg!

a) 2.3 vagy 2.3
2%.3° 2%.3*
b) 52 vagy ?

4 = Nullanal kisebb, nagyobb vagy nulldval egyenlé a
felsorolt hatvanyok értéke?
A=-5.5 C=(-5-(-5° E=(-5%.5°
B=(-5)°-5 D=(-5)"-5" F=(-5°+5°
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13 EGESZ KITEVOJU HATVANYOK

BEVEZETO

8
Mennyi a 2— és 5— tortek értéke?
Megoldds
Az egyszer(sités szabalyait felhasznalva konnyen vélaszolhatunk a kérdésre, de vessiik ezt 9ssze azzal, vajon mire vezetne az

azonos alapu hatvanyok osztéséra vonatkozé azonossag alkalmazasa!

8 8
Egyszer(sitéssel: % =3 . Azonossag alkalmazasaval: 2— =2%" =27 Lehetne-e 27’ = %?

8
Egyszerﬁsitéssel: o= = 1. Azonossag alkalmazasaval: = o = 5°. Lehetne-e 5" = 12

A hatvanyozas fogalmat kiterjeszthetjiik minden egész kitevére. Ehhez értelmezziik (definidljuk) a hatvany fogalmat,
ha a kitevében negativ egész szam vagy 0 all. Az (1j definici6t agy érdemes bevezetni, hogy az azonossagok tovébbra is
érvényben maradjanak. (A Kiterjesztésnek azt a modjat, mikor figyeliink arra, hogy bizonyos tulajdonsagok tovabbra is
teljestiljenek, permanencia-elvnek nevezziik, a latin permanens = folyamatos sz6bol.)

Definicié: Ha a # 0, és n pozitiv egész szdm, akkor a™" = L,.
a
_ " 1y . , o Tt
Az azonos alapt hatvanyok hanyadosara vonatkozd azonossag miatt ™" = Lﬂ = l—n = <E> , vagyis negativ egész kitevdju
a' a

hatvanyt Ggy hatvanyozunk, hogy az alap reciprokat emeljiik a kitevo ellentettjére.

Definicié: Ha a # 0, akkor a’ = 1, vagyis barmely nullétél kiilonboz6 valés szdém nulladik hatvénya 1.
(177 - 1 1\2 1 1 ; —4 Z 4
Peldaul:54=¥; (—3)021, (?) = LZZI: 32; <7> :(3)
5) =

Tétel: (a hatvanyozas azonossagaia; b € R,a + 0,b # 0 és m; n € Z esetén)

Azonos alapt hatvanyokat gy is szorozhatunk, hogy az alapot a kitevék dsszegére emeljiik. am-d'=a"""
Azonos alapt hatvanyokat gy is oszthatunk, hogy az alapot a kitevék kiilénbségére emeljiik. ‘:: =a""";haa #0
Hatvanyt ugy is hatvanyozhatunk, hogy az alapot a kitevék szorzatara emeljiik. (@)'=a""

Szorzat hatvanya egyenl6 a tényezok hatvanyanak szorzataval. (a-b)'=a"-b"
Hényados hatvanya egyenl6 a szamlal6 hatvanyanak és a nevez6 hatvanydnak hanyadosaval. (%)n = Z—:; hab + 0

A 0° nem értelmezett.

FELADAT

1 = Ird fel az aldbbi kifejezéseket pozitiv kitevés hat- 2 = Hanyadik hatvanya

vanyként! a) 2-neka256,ill. az 6_4

<%>_3; (21_())_2; <%>_4; (%)_2; <%>_3; (%>_3 b) ——neka256 ill. az — 64
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Mennyi0,01%0,01°¢és0,01%

Elsé modszer
0,01% = 0,01 - 0,01 = 0,0001 (1 tizezred); 0,01° = 0,01 - 0,01 - 0,01 = 0,0001 - 0,01 = 0,000001 (1 milliomod);
0,01* = 0,01 -0,01-0,01-0,01 =0,000001-0,01 =0,00000001 (1 szazmilliomod).

Mdsodik mddszer

0,01 = Flo - # =107, ezért 0,01° = (107 ) = 1073 001° = (107) = 10°; 001' = (1072) = 10",

A masodik mddszer konnyebben éttekinthetd, mert csak a 10 hatvanyaival kell szamolnunk.

A két modszert dsszehasonlitva latjuk: 0,0001 = 10~% 0,000001 = 1075 0,00000001 = 10°%.

FELADAT

3 = Ird fel 10 hatvanyaként! 5 5 Ird fel az eredményt 10 egész kitevdjti hatvénya-
a) 0,001°-0,1° c) 0,17°:0,001° ként! .
3, 5 8. 5= 25 -8
b) 0,001°:0,1 a) 25 o 22
4 = a) Tudjuk, hogy b) (47°)-257-2°5°d) (20‘3)*55‘1-4‘?125

509,8 =5-10°+9-10"+8-10". frd fol két evész szam hénvadosaként!
Ird le az 5065,8-et és a 3,085-et hasonlé alak- 6 > Ird fel ket egesz szam hanyadosakent!

1Y (1Y 2 (7Y

GECENONG

b) Melyik a nagyobb: > . ’ 3 ! 3 373
8107 +5-10°+3-10" vagy (lj :(lj (3] :(gj
2:107"+5.10°+ 1072 3 3 >/ A3

HAZI FELADAT

1 5 Melyik igaz, melyik hamis? Vélaszod szamoldssal 4 = Zsebszamologép hasznalata nélkiil ird fel két egész
igazold! szam hanyadosaként!
a) (5.7)-3:5-3.7-3 3_2. 23 1-3‘ Z—z
b) 5+7)°=5+7° (2] (2] (11) '(11)
c) (25:4)"'=25":4" 513 (2} 22 (33
0 s es 4 & G0
2 = Szamitsd ki szamologép nélkiil! 5 = Igaz vagy hamis?
37.77 37.77 a) (-2)°=4° d) 277° = (-3)%
2?7t 2 b) 4% =16" e) (-6)°=6°
c) 87 =4" f) (-2)*=0,5"
3 5 Ird fel az eredményt 10 egész kitevdjti hatvanya-
ként!
a) 0,001 - 0,00001 c) 0,0001°*
b) 0,001° d) 1007:0,01°

13. lecke | EGESZ KITEVOJU HATVANYOK



14 GYAKORLAS

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy goly6 sugara 6,31 - 10> m. Tomege 2,84 - 10 kg.

4’

a) Szamold ki a goly¢ térfogatat! Egy r sugaru gomb térfogata: V =

b) Szamold ki a goly¢ stirtiségét! Egy m tomegt, V térfogatu test stirtisége: %
c) Nézz utana az interneten, milyen anyagbdl késziilhetett ez a golyo!

Megoldds
a) r=6,31-10" helyettesitésével
3 . .1073) . 102
Ve 4r37[ _4 (6,31310 )T _ 4 6,313 1077 _ 1052410 = 1,0524 - 10°°,
tehat a gomb térfogata 1,0524 - 10° m’.
b) A stirtiség szokasos jelolése o (r6, a gorog abe 17. bettje) bettivel torténik.
Az m = 2,84 - 10~ helyettesitésével
m _ 2,84-107

=V T 94715107

e k
=0,3-107 "7 =0,3- 10" = 3000, igy a stiriiségre 3000 - adédik.
m

FELADAT

1 5 Végezd el a miiveleteket! 4 = Adottak az alabbi kifejezések (a + 0; b + 0):
a) (3b)’: (3b)” A=3a"v" B=ab
b) (12¢)-(3-¢™) Add meg tigy a miiveletek eredményét, hogy ne
) ((2%)°): ((2x)°) legyen benniik negativ kitevds hatvany, majd ugy,
hogy ne legyen benniik tortkifejezés!
2 . Egy négyzet oldalainak hossza 2 ° mm. 2-nek ha- A - B; B: A; A*:B.
nyadik hatvanya
a) a négyzet keriilete (mm-ben mérve); 5 5 Szamitsd ki szamologép nélkiil!
b) anégyzet teriilete (mm>2-ben mérve)? a) ([3)2)3 c) (_i)_z
5 11
3 s Ird le hatvényok segitségével az allitasokat, és (( 3 )2)‘3 (( 2 )‘2)-3
. . b) || = d || =
dontsd el, hogy igazak-e!

a) Az 5 és a 10 szorzatanak reciproka egyenld
) P 2 Kisallatok és lovak megjelolésére sokszor iiltetnek

»
Y

az 5 és a 10 reciprokanak szorzataval. ) ., L ) ) ]
) . ) ) B az allat bore ala mikrochipet. Egy ilyen rizsszem

b) Az 5 és a 10 Osszegének reciproka egyenld L . Lo i
] ) R . meéretli eszkozt egy olyan - kozelitéleg téglatest —

az 5 és a 10 reciprokanak osszegével. , i ,
) ] ° B alaku kapszulaban helyeznek el, melynek hosszu-

c) Az 5 és a 10 szorzatanak négyzete egyenld , o o 2 )
saga7 - 10" cm, szélessége 5 - 10 cm, magassaga

2,5-107" cm.
Legfeljebb hény ilyen kapszula fér el egy 1 cm” tér-

az 5 és a 10 négyzetének szorzataval.
d) Az 5 és a 10 Osszegének négyzete egyenld
az 5 és a 10 négyzetének Osszegével.

fogatd dobozkaban?
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HAZI FELADAT

1 5 a) Ird fel a 6 egész kitevéjli hatvanyaként annak a

kockanak a felszinét (cm2-ben) és a térfogatat
(cm3-ben), amelynek élhossza 6 * cm!

b) Az el3bbi részben cm’-ben illetve cm®-ben ka-
pott mennyiségeket add meg m’-ben, illetve
m’-ben! Hasznalj hatvanyalakokat!

Valaszd ki az igaz kijelentéseket!

a) Egy negativ szam nulladik hatvanya negativ.

b) Van olyan pozitiv szam, melynek negativ kite-
v6s hatvanya kisebb a szamnal.

c) Negativ szdm negativ kitev4s hatvanya mindig
pozitiv.

d) Minden nem 0 valés szdm reciprokanak
négyzete megegyezik a szam négyzetének
reciprokaval.

RAADAS

1s

Melyik felelhet meg egy atlagos felnétt ember tome-
gének a kovetkezd adatok kozil?

A) 7,5-10°g C) 7 500000 - 10~ dkg
B) 750 - 10~ tonna D) 7,5-10° mg

Egy 40 cm x 20 cm-es téglalap alapu akvéariumot
12 cm magassagig feltoltenek vizzel. Amikor egy ko-
vet helyeznek az akvariumba, a viz szintje 0,4 cm-t
emelkedik (a viz teljesen ellepi a kovet).

Mekkora a k¢ térfogata?

A) 0,32-10° cm?

B) 96000 - 10~ cm?

C) 2000 - 10~ cm?

D) 9,92 10° cm?

Bence megfigyelte a (éj pozitiv egész kitevos hatva-
nyait. >

1 2 3
(éj =0,8 (éj =0,64 (é) =0,512
5 5 5

4
(ij = 0,409 ...
5

Kivancsi volt, lehet-e az eredmény kisebb, mint 0,1.
Vajon mit tapasztalt?

Es mit tapasztalt akkor, amikor a negativ egész kite-
v3s hatvanyokat vizsgalta?

14. lecke | GYAKORLAS

4;

Melyik a nagyobb? Add meg a vélaszt szamoldgép
segitsége nélkiil!

a) 27 vagy2~®

b) 0,5 vagy 0,5~

c) (=5)"' vagy (=5)"*

d) 543 .10 ' vagy 54,3 - 107°

Hozd egyszer(ibb alakra szamol6gép hasznalata
nélkil!

gt
o[ (1)
(7))

Az altalanos tomegvonzas az egyik alapveté kol-
csonhatas a természetben. Az erre vonatkozd, Ggy-
nevezett gravitacios térvényt az akkor 23 éves Isaac
Newton fogalmazta meg 1687-ben. A térvényt ma

F — yml 'zmz

formaban ismerjiik és hasznaljuk.

A képletbren Fjeloli a testek kozott fellépé erdt, m, és
m, a testek tomegét, r pedig a két test tomegkozép-
pontjanak tavolsagat.

A torvényben szerepld gravitacios allandd értéke

3
y=667-10" 20—
kg s

A Hold-Fold (kozepes) tavolsag 384 400 km, a Hold t6-
mege 0,07349 - 10™ kg, a Fold tdmege 5,9736 - 10* kg.
a) A képlet felhasznalasaval, az el6bbi adatok isme-
retében hatdrozd meg a Hold és Fold kozott fellé-
p6 eréhatas mértékét!
b) AXképletismeretében fogalmazd meg, milyen ara-
nyossag van az eréhatas és
- adott tavolsagra 1évé testek tomege kozott;
- két adott tomegli test tomegkozéppontja ta-
volsaganak négyzete kozott!

Hény milliméter hossztia [10 % 10 '] intervallum, ha

a szamegyenesen a [0; 1] intervallum hossza 1 méter?
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15 SZAMOK NORMALALAKJA

KIDOLGOZOTT FELADAT

A Thiomargarita namibiensis nevli baktérium igazi 6rias, hiszen akar fél
milliméter nagysagu is lehet, mig a legkisebb baktériumok (a Mycoplasma-
nemzetségbe tartozo fajok) minddssze 3 - 10 * milliméter méretiiek. Hanyszo-
rosa a legnagyobb baktérium mérete a legkisebbének?

Megoldds
A valaszta 0,5: (3 . 10‘4) osztas eredménye adja meg.

3 10000
Elvégezzik ezt az osztast: 0,5:0,0003 = 0,5: m =0,5- ~ 1666,67.

Tehat az driasbaktérium kb. 1700-szor akkora, mint a legkisebb baktériumok.
Ha nem szeretnénk sok tizedesjegybdl allo tizedestorteket hasznalni, akkor azt is irhatjuk, hogy

-1

0,5:0,0003 =210 =5 499 = 5 10’ x 17. 10° = 1700.
3-10 3 3

A szamolds soran a kis szamokat olyan alakban irtuk, amelyben egy 1 és 10 kozotti szamot a 10 egyik hatvanyéval szoroztuk.

Ezt nevezziik a szdm normalalakjanak. (Hasonlé irasmédot hasznaltunk mar 9. osztalyban a nagy szamok esetén.)

Szamok normalalakja

Kicsi és nagy abszolut értékdi szamok leirasakor sokszor hasznaljuk a szam normalalakjat. Egy 0-t6l kiilonb6z6 szam nor-
malalakja egy olyan kéttényezés szorzat, amelyben az egyik tényez6 abszolut értéke nagyobb vagy egyenld 1-nél és kisebb
10-nél, a masik tényezd pedig 10-nek egy egész kitevés hatvanya:

a-10% ahol1 < |a] < 10 és ke Z.

Példaul: 34 520 = 3,452 10%  —122=—1,22-10% 0,000796 = 7,96- 107 2,82 =2,82- 10".
Normalalakban irt szamok esetén a hatvanyozas azonossagai segitenek a szorzas, osztas, hatvanyozas muveleteinek el-
végzésében. Az 6sszeadas és kivonas esetén azonban vigyazni kell, mert ha a tagokban szereplé hatvanyokban kiil6nb6z6
kitev6k vannak, azok 9sszevonasahoz a tagok atalakitasa sziikséges.
Példdul: (4,5-10%)-(1,2-10%=4,5-1,2-10°- 10 *=5,4-10""

(2-107)*=2%(107)*=256-10*=2,56- 10"

3,6-10" —2,3-10°=3,6-10°- 10" — 2,310 = 10*- (3,6 - 10’ — 2,3) =

=10 (360 — 2,3) = 357,7 - 10* = 3,577 - 10"

53-10°—1,28-10°=107-(53-10" —1,28) = 107> (0,53 — 1,28) = —0,75 - 10 > = —7,5- 10~

FELADAT

1 = Ird 4t a szdmokat normalalakba! 2 5 Végezd el a kijelolt miiveleteket!
0,0123; 0,0005; —0,00004211; —7,99 a) (6,6-10°)-(5-107%; (4,5-107"):(1,5-10%
b) (1,1-10d%  (7-10)*
c) 542-10°-3,9-10""
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3 = Ird 4t a szdmokat normalalakba, és végezd el a sz4- b) Hany kg az elektronok 6ssztomege ebben a vo-

mitasokat el6szor szamologép nélkil! Ellendrizd rosréz darabban?

az eredményeidet szamologéppel!

a) 250000 - 0,00008 5 = Egy négyzet oldalainak hossza 5 - 10 méter.

h) 0,000001 25 - 4000 000 a) Valtsd at az oldal hosszusagat milliméterbe!

¢) 10500000 : 350 000 b) Szamitsd ki a négyzet teriiletét négyzetmillimé-
d) 0,000000 105 : 0,0000021 terben!

c) Szamitsd ki a négyzet tertiletét négyzetméter-

4 5 1cm’ vordsrézben kb. 9 - 10 db atom és atomon- ben!

ként 2 darab vezetési elektron van.

Egy elektron téltése —1,6 - 107" C (C az elektro- 6 > Egy elektron témege 9,11 - 10~ kg, egy proton t6-

Y

mos toltés mértékegysége; coulomb), egy elektron mege pedig 1,67 - 10 7 kg.

tomege 9,11 - 10" kg. a) Hanyszorosa a proton tomege az elektronénak?

a) Hany C az elektronok ssztoltése ebben a vo- b) A Nap tomege kb. 2 - 10*° kg. Az elektron téme-
rosréz darabban? gének 10*-szorosa tobb vagy kevesebb ennél?

HAZI FELADAT

1 = Végezd el a kijelolt mtiveleteket! elektron témege 9,1 - 10 > gramm.) Hény szazalé-
a) (8,8-10')-(2,5-107") ka ez a teljes tomegnek?
b) (8,6-107):(2,15-107")
¢) (3-107%)7: (=1 1072 5 s (Kompetenciamérés, 2004)
d) 3,8-102—31-10" Ildiké molekuldk tdmegét szeretné 6sszehasonlita-
ni. Egy kdnyvben a kovetkezd adatokat talalja:
25 Fejezd ki mm-ben! Molekula Molekulatomeg (kg)
a) 2,410 méter I. molekula 9,35.10*
b) 2,4-10* deciméter II. molekula 2,88-107%
c) 2,4-107 centiméter ML molekula 9,35-10%
IV. molekula 9,35-107*
3 = Egy szénatom témege 2 - 10 g. Mennyi az 1 mol . . o
(6 - 10 atomot tartalmazé) szén tomege? a) Melylk. molekula tomege a legnagyobb, melyiké
a legkisebb?
s, e (e v 2 1 | (6 0 10 ol B b) Hénys%orosa, a III. molekula tomege a IV. mole-
tartalmazo) hidrogéngazban 1év6 6sszes elektron- kl,lla tomegeének? .
nak? (1 mol hidrogéngsz tomege 2 gramm, egy c) Hanys%orosa’ a II. molekula tomege az I. mole-
kula tomegének?
Az m tomeg, v sebességli test mozgasi energidjat az E, = %mv2 képlet segitségével hatdrozhatjuk meg.

Szamold ki a 4. feladatban 1év6 adatok felhasznalasaval, hogy mekkora egy elektron mozgasi energidja ebben a vorosrézben,
sem _ 1 m,

h  72:10° s
cm

h

ha az elektron sebessége 0,

Ellendrizd a sebesség atvaltasat -rol %-ra!

15. lecke | SZAMOK NORMALALAKJA
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16 A GYOKVONAS AZONOSSAGAI

Régrél ismert egy hamis bizonyitas arra, hogy 64 = 65.

5 3008
3 v 1L
5
P
\ 8
s Q
I 3 1T
5 R 3
U 8 5
1L
Iv.
5 o 5
I
5 8 v

A 8 egység oldalt négyzetet az dbra szerint vagjuk négy
sikidomra! Ezekbdl rakjuk ki az alsé dbra szerinti tégla-
lapot! Mivel a két sikidom ugyanazokbdl a részekbél all,
teriiletiik egyenl6: 8- 8 = 5- 13, azaz 64 = 65.

Ismétlés:

Hol a hiba?

Tényleg hézag nélkiil tolti ki a négy sikidom az 5 x 13-as
téglalapot? Vajon egy egyenesbe esik a téglalapban az I. tra-
péz szara és a II. haromszog atfogdja? Hasonlitsuk dssze a
téglalap UV é4tlojat a PQ és RS szakaszok Osszegével!

Pitagorasz-tétellel: UV = v/5? +13% = V194 =~ 13,93 és

PQ+RS=+5+2"+ /8 +3 =29 + V73 ~1393.
Két szam egyenldségéhez nem elég azonban csak a kozelitd

értékeiket vizsgalni. Azt tudjuk, hogy mindkét szam pozi-
tiv, hasonlitsuk 6ssze a négyzetiiket!

(V29 + V73V =29+ 2-v29 /73 + 73 =
=102+2-V29 V73

(V194 =194 =102+ 2 - 46

Melyik nagyobb: +/29 -v/73 vagy 46? Hasonlitsuk ssze a
négyzetiiket!

(V29 -V/73) = 2973 = 2117, de 46* = 2116.

Azt kaptuk, hogy PQ + RS > UV, vagyis az 1. és IL. ré-
szek (és ugyanigy a IIL. és IV. részek) Gsszeillesztése utan
nem hdromszoget kapunk, hanem egy konkav négyszoget!
A négy sikidom nem hézagmentesen tolti ki a téglalapot.

Definicio: Egy nemnegativ valos a szam négyzetgyoke az a nemnegativ valos szam, melynek négyzete a, vagyis barmely

a €R; esetén (Vg ) = a.

Negativ szamoknak nem létezik négyzetgyoke, mert nincs olyan valds szam, melynek négyzete negativ lenne.
Példdul: v 64 = 8, mert 8° = 64; v'169 =13, mert 13* = 169; v/ 289 =17, mert 17° = 289.

KIDOLGOZOTT FELADAT

56

Szamolégép hasznélata nélkiil szamoljuk ki /8 és v2
szorzatanak valamint hanyadosanak pontos értékét!

Megoldds:
A V'8 és /2 is irraciondlis szdm, igy nehezen tudnank
elvégezni a szamolast. A keresett szimok meghatarozasa-

hoz hasznaljuk a négyzetgyok definicidjat! Kiszamoljuk a
keresett szorzat négyzetét:

(/8 V2) = (/8)(V2) =8-2=16.

Tudjuk, hogy van olyan pozitiv szam, melynek négyzete
ugyancsak 16, mivel 4° = 16.

HATVANYOZAS ES A NEGYZETGYOK



Az elébbiekbdl kovetkezik, hogy V'8 /2 = 4, ebbél ado- Van olyan pozitiv szdm, melynek négyzete ugyancsak 4,
. 2
dik, hogy v'8 -v/2 = V16 =v8-2. mivel 2° = 4.

Jarjunk el hasonléan a hanyados esetén. Az elébbiekbdl kovetkezik, hogy % = 2, ¢és ebbdl ado-
8

V 1 — —
(8>2‘( 8 4 dik hogy 2. =4 = /3
V2 :

=

1. A négyzetgyokvonas azonossagai

Szorzat négyzetgyoke egyenld a tényezOk négyzetgyokének szorzataval (ha a tényezok nem nega- /4 b =va Vb,
tiv szamok). haa=0;b=0

Példdul: V/81-16 = V81 -V/16 =9-4=136; V2 V8 =16 =4
(de az értelmezés miatt nem éll fenn, hogy v'—2 -+v/—8 = v16 = 4)

Tort négyzetgyoke egyenld a szamlalo és a nevezd négyzetgyokének hanyadosaval (ha a szamlalé |, / % = %,

nem negativ, a nevezd pozitiv szam).
ey 49 _ V49 _7. /52 _ /52
Példaul: |22 =YY% _ 7. VoL _ /o2 _ /4 _»
64 Je4a 8 V13 13

Hatvany négyzetgyoke egyenl6 a hatvanyalap négyzetgyokének hatvanyaval (ha a hatvanyalap Va'=(/a),
nem negativ). haa > 0;neZ

Példdul: V16* = (V16 =4’ = 64; (vV3)' =3" =81 =9

haa=0;b > 0

A normalalakban megadott szam négyzetgyokét akkor tudjuk az azonossagok segitségével konnyen meghatarozni, ha a
normalalakban a 10 kitev6je paros szam. Ha a kitev$ paratlan, akkor alakitsuk a normélalakban megadott szamot olyan
szorzattd, amelyben a 10 kitevje paros.

Példaul:

V9:10° =9 -v/10° = 3-10°, mert (3- 10°)’ =9 - 10°;

V/8,1:10° = +/81-10" = 9-10°, mert (9 - 10°)* = 81 - 10",

2. Gyokvonas egy valos szam négyzetébdol

Vizsgaljuk meg a Va? kifejezést!
a) A négyzetgydkvonds értelmezése miatt teljesiilnie kell az 0 < a’ relaciénak.

Tudjuk, hogy barmely valds szam négyzete nemnegativ, ezért a barmilyen valés szam lehet, tehat a € R.

b) Vizsgaljuk a kifejezést az a lehetséges elGjelei szerint egy-egy példan keresztiil!
Legyen a = —3, ekkor v (=3)* = J9 =3 :—(—3).
Legyen a = 5, ekkor v/5> = v/25 = 5.

Ha a negativ valos szam, akkor a miivelet eredménye az eredeti szam ellentettje, ha a nemnegativ valés szam, akkor a
miivelet eredménye az eredeti szam értéke, azaz barmely esetben az eredeti szam abszolutértékét kaptuk.
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FELADAT

1 = Szamoldégép haszndlata nélkiil dontsd el melyik Figyeldmeg:3-v/10 = v/9 - /10 = v/9-10 = v/90
miivelet eredménye ad raciondlis, melyik irracio- a) 247 =+, ¢) 10419 = /...

nalis szdmot!

a) V50 -v/8 ésa +/50:4/8;
b) x/ﬁw/gésa«/ﬁ:«/g;

b) 5-V6=+... d) 12-v/3 =v...
B Figyeld meg: v75 = v/25-3 = V25 V3 = 5-V/3.

€) V72:4/50 ésav72:450% A példa alapjin ird fel szorzatként a kovetkezd
szamokat:
2 5 Hatdrozd meg az alabbi kifejezések pontos értékét J12: Y20 V300 Y45; ¥25a (a = 0)
szamologép hasznalata nélkil! ’ ' ' ’ -7
a) v49-81 d) v25-10° 6 = Vond dssze a tagokat! (a = 0)
16
b) v64:0,04 € /a9 a) va+V4a b) v2 + /50 — /18
c) +/0,00000036 f) /=49
25 7 = Végezd el a négyzetre emelést!

ismétlésképpen: (a + b = a’ + 2ab + b*
3 5 Igazold, hogy ( ppen: ( ) )

2 2
e V8 _ /8 _2. a) (V5+v7) b) (V13 + V11)
) 2/2=V8 o IE- /5-L
b) V8:v/2=2; e V54 _ /54 _ 5 8 5 Kozelité értékek hasznalata nélkiil hatarozd meg,
melyik szdm a nagyobb!
V6 V6 lyik sz4m a nagyobb!
c) = =v7; a) V34418  vagy V102
7 b) V46 + v'51 vagy V195

4 = Melyik szam négyzetgyokeként irhatd fel a szor-
zat? Hogyan lehet ,bevinni a gyokjel ald” a szor-

zOtényezot?

HAZI FELADAT

1 5 Egy téglalap egyik oldalénak hossza +'6 . Mekkora 3 5 Melyik a nagyobb? Ne haszndlj szimol6geépet!

Y

a masik oldal hossza, ha a téglalap teriilete a) V18 vagy V2,5 V7,5
a) v24; c) +/0,06; b) V7 vagy Y238
b) v150; d) V6’2 i

c) V32 vagy (V2

2 5 Szamolj gyorsan, szamologép nélkiil!

a) V2-v2-v/2-v/3./2./3 = 4 5 Kozelit értékek hasznalata nélkiil dontsd el, hogy
b) J/18 L2 _a/7= melyik szam a nagyobb!
3 V2 B a) v505 vagy v194 + V73
3 45 - - b) 1325 vagy v194 + /505
c 4 V3-v5)= 8y
(7))
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RAADAS

Négyzetgyok kozelito értéke

Vajon hogyan hataroztak meg egy szam négyzetgyokét tobb szaz évvel ezeltt? Hogyan szamolhatjuk ki egy szam négyzet-
gyokének kozelitd értékét tetszbleges pontossaggal, ha nem hasznalhatunk szamologépet?

Nézziink néhany lehetdséget a miivelet fejben és irasban vald elvégzésére.

L

II.

Tényez6kre bontds

A médszer alapja az egyjegyl pozitiv egészek négyzetének (1; 4; 9; 16; 25; 36; 49; 64; 81) és 10 hatvanyainak ismerete.
Vizsgaljuk meg, hogy az altalunk ismert négyzetszamok, illetve 10 paros hatvanyai koziil melyik a legnagyobb, amely
osztdja a gyokjel alatt 1évé szamnak és ezek ismeretében bontsuk tényezékre! Ezt kovetden alkalmazzuk a szorzat négy-
zetgyokére vonatkoz6 azonossagot.

a) +/22500 =+/225-100 =v/25-9-100 = v'25 -v/9 - v/100 = 5-3-10 =150

b) V245 =v49-5=v49-V5=7-/5

(A V5 kozelitd értékének meghatarozasara a késGbbiekben tériink ki.)

Kozelit6 érték meghatarozasa
A médszer alapja a négyzetgyok fiiggvény szigord monoton tulajdonsaganak ismerete (vagyis fenndll a nemnegativ
valds szamokra, hogy nagyobb szdm négyzetgyoke nagyobb). Hatdrozzuk meg, hogy a négyzetgyokjel alatt 1év6 szam
melyik két négyzetszam (vagy négyzetszam szamlaldju és nevezdji kozonséges tortek) kozé esik, majd az ezek kozott
fennall¢ relaciok alapjan adjuk meg a gyokos kifejezés kozelit6 értékét!
a) V5 kozelits értékének maghatdrozasa:

4 <5 <9, ezért a négyzetgyokfiiggvény szigorii monotonitdsa miatt

«/Z<x/§<«/§,vagyisz<x/§<3.

Ennek ismeretében az 1. c) feladatrészben kapott 7-+v'5 értékérsl megallapithatjuk, hogy 7-2 < 7-v'5 < 7.3,
vagyis 14 < 7-v/5 < 21.

Ha még ennél is pontosabb kozelit6 értéket szeretnénk, akkor hasznaljunk a relacidkban olyan kozonséges torteket,
melyek szamlaldja és nevezdje négyzetszam.

4<5< %, ezért a négyzetgyokfiiggvény szigorti monotonitasa miatt
V4 <V5 < /2 vagyis2 <5 < 2.

fgya 7-v/5 jobb kozelitéssel, 7-2 < 7-v/5 < 7~%,tehét 14 < 7-V/5 < 17,5.

b) V47 kozelité értékének maghatérozasa:
36 < 47 < 49, ezért a négyzetgyokfiiggvény szigoru monotonitasa miatt

V36 < V47 <+ 49, vagyis 6 <47 <7.
Mutasd meg kozonséges tortek felhasznalasaval, hogy 6,5 < v 47!

Kiilonboz6 algebrai és geometriai feladatok megolddsa soran ellenérzésként célszert becsléseket végezni. A fenti szami-
tasi modszereknek hasznat veheted a becslések elvégzésekor.
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59



17 NEGYZETGYOKOS FELADATOK

FELADAT
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60

Egy négyzet teriilete

a) 49cm* b) 121 cm?% ¢) 57 cm’ d) Tcm”
Mekkora a négyzet oldala?

Egy szam négyzete

a) 49; c) 57;

b) 121; d) T(ésT > 0).

Melyik ez a szam?

Hatérozd meg szamologép hasznalata nélkiil a kovet-
kez6 kifejezések értékét! (Alakitsd at a gyokjel alatt
allo kifejezéseket olyan szorzattd, hanyadossa, ame-
lyekben a tényez6knek ismered a négyzetgyokét!)

V3-75; v/8-50; v/30-6-20; v14-35-10
\/7 \/63 8. /50 300

Hatdrozd meg a kifejezések értékét!

V5 /(=575
x/ﬁ; (—=11);

v a?, ha a valds szam.

Végezd el a miveleteket! El6szor szamologép hasz-
nélata nélkiil add meg a végeredményt, majd ellen-
6rizd szamologéppel, hogy jol szamoltal-e!

a) (V7 +V5)V7-V5)
b) (V7 +5)(V7 = 5)
c) (V7 +V5)

d) (5—-v7)
Egyszerisitsd a torteket v 2 -vel!

V8 V6 6
a) = c) *— e) —
' 27 97

0,32 2 0,4

b : d) — f 2
"2 "7m A

7>

8>

©
Y

Bévitsd a torteket v/'5 -tel, majd egyszerdsits!

5 12 V500
a) ﬁ c) @ e) —ﬁ
h 20 g Y10 025
"5 ' s Vs

Az a cm oldald négyzet teriilete 5 cm?, a b cm olda-
14 négyzet teriilete 2 cm’.

5cm’ acm

acm

a) Mekkora a és b?

b) Mekkora az a + b oldalu négyzet teriilete?

¢) Milyen hosszti az 5 + 2 =7 (cm’) teriiletd négy-
zet oldala?

A rajzon 1év6 fehér szabélyos haromszog magassa-
ga 6 cm. A haromszog oldalaira kifelé (sarga szint)
négyzeteket emeltiink. Hanyszor akkora a sarga te-
riilet, mint a fehér?

a) Adj becslést!

b) Végezz szamitasokat szamologéppel!

c) Add meg a valaszt pontos értékek segitségével!

HATVANYOZAS ES A NEGYZETGYOK



HAZI FELADAT

1 5 Bdvitsd a torteket v/3 -mal, majd egyszertisits!
Ahol lehet, hozd egyszer(ibb alakra a kifejezést!

a) 6. Y27 /108

/37 /37 V3
b) 27, Y147 06
VERERE

2 5 Melyik igaz, melyik hamis? Ha hamis, akkor javitsd
ugy az egyenldségek jobb oldalan 1évé szamot,

hogy igaz legyen!

8 /
a) ——=2v2
) V8

b) v23%-/23 = 23
c) (V14—v5)V=09
d) (V5 +v/14)(V14 - /5)=9

Végezd el a miiveleteket!

a) (V11 - /8)(VI1 + /&)

b) (/?— /ﬁ)(m+ /B)
o) (/138 + VI2)(/11 - V138
d) (V33 +6)(6—+/33)

w
)

EMELT SZINT

1 > Vizsgald meg, hogy az alabbi szdmok koziil melyek
racionalisak és melyek irracionalisak!

a) V8, V8+v8, V8-V,
Vs, Y&
V88, e
b) V248, v2-V8, V8-2,
. V2 /8
v2s, V8 V2
2 > Egy kocka oldalélei 2 cm hossztak.

a) Mekkora annak a szabalyos haromszognek a ke-
riilete és a teriilete, melynek oldalai a kocka lapat-
l6ival egyenld hosszuisagtiak?

b) Mekkora annak a szabalyos haromszognek a ke-
riilete és a teriilete, melynek oldalai a kocka test-
atloival egyenld hosszasaguak?

Az abran 1évé fehér szabalyos haromszog magassaga

w
Y

12 cm. A haromszog oldalaira kifelé z6ld négyzeteket
rajzoltunk. A négyzetcsticsok az dbra szerinti Ujabb
(kék szinti) haromszogeket hoznak létre.

a) Hanyszor akkora a kék teriilet, mint a fehér?

b) Hanyszor akkora a zold tertilet, mint a kék?

17. lecke | NEGYZETGYOKOS FELADATOK

Tort nevezojének gyoktelenitése

Ha a tort nevezdjében négyzetgyok (is) szerepel, ak-
kor altalaban nehezebben kezelhetd a tort. Egyes esetek-
ben egyszeri modszerrel ,megszabadulhatunk” a ne-
vezében szereplé négyzetgyokos alaktdl. Ehhez csu-
pan béviteniink kell a tortet egy alkalmas szdmmal.
Példdaul

Hogyan irhat6 az % tort olyan alakban, amelynek a ne-
vezGjében nincs négyzetgyok?

Bévitsiik a tortet v/6 -tal!

5 5-v6 . 2 B 5 5./6
—— ==Y Mivel (V6) = 6, ezért —— = .
V6 V6-V6 (V6)

V6~ 6
Hogyan irhat6 a tort olyan alakban, amelynek a

6
3-V2

nevezGjében nincs négyzetgyok? A nevezében két szam

kiilonbsége 4ll. Tudjuk, hogy ha ezt megszorozzuk ugyan-
ennek a két szamnak az 9sszegével, akkor a két szam négy-
zetének a kiilonbségét kapjuk meg. Ezért bévitsiik a tortet

(3+v2)-vel!

6 __ 6(3+v2) _6(3+v2)_
3-v2  (3-V2)3+v2) 32-(V/2)
_6:03+v2) g6 _6(3+Y2)
9-2 3—4v2 7
4 > Gyoktelenitsd a tortek nevezdjét!
a) 2 .18 . J15+418,
3oV V-3 5-vis
X—y
b) ——=,xy>0
Sty
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FELADAT

1s Ird egyszertibb alakban a kovetkez6 szorzatokat! 5 = Egy rombusz 4tl6i /10 cm és V40 cm hossziiak.
a) V5 -v/125 c) V6 -v26-v39 a) Hanyszorosa a hosszabbik atlé hossza a rovi-
T 4tlé Gl
b) /3. /27 d) /5 /7 debbik 4tlo hosszanak?
4 63 20 b) Mekkora a rombusz teriilete?

o
2 5 Végezd el a kovetkezé miveleteket! ¢) Mekkora a rombusz keriilete?

a) (V2 +6v50+4v8) V2

(Pontos értékekkel valaszolj!)

b) (V63 — V700 +5v28) V7 6 = Egy szabélyos haromszog magassaga 9 cm hosszu.
a) Milyen hossztak az oldalai?
3 5 Gyokjel alol kihozatal segitségével végezd el a mii- h) Mekkora a teriilete?
veleteket! c) Készitiink egy nagyobb szabalyos hdromszoget,
a) V8 ++v2—50 melynek a magassaga akkora, mint az els6 ha-
b) 5v27 — 2/48 + V75 romszog oldala. Mekkora ennek a haromszog-
¢) (720 — +/5)(5v/45 — ¥/500) nek az oldala és a teriilete?

Y

4 5 Az dbran egy téglalap, egy deltoid, egy derékszo- 7 Lehet:e iy oy olc}ala.lnalk hosszusaga
gl trapéz és egy egyenld szarui haromszog latha- (Egetegeinem fneie) o alelolsl e ors fnenmyi-
t6. (A sokszogek cstcsai racspontokban vannak.) S e LAl G Iiimmmciy A 62

. 7 . 7 Bl molas soran ne hasznalj kozelit6 értékeket!
A négyzetracs egy négyzetének teriiletét 1 egy-

ségnek tekintve, szamitsd ki a megadott sikido- a) v2; 2/2; V10
mok teriiletének és keriiletének pontos értékét! b) V2 g V3 ; V10
Ne hasznilj szamologépet! c) V2; V/3; 3

i
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HAZI FELADAT

1 = Bovitsd a torteket v 10 -zel, majd egyszertsits!

40 . V40, 4Y20 . 40—/40 4-— 40
vJio' Yoo Yo' vio T Y10

2 5 Alakitsd szorzattd a kovetkez6 kifejezéseket!
a) V8 ++18
b) V45 + V5 — V20

Mekkora a derékszogli haromszog teriilete, ha az
egyik befogéjanak hossza v 28 cm, atfogdjanak
hossza 3v/7 cm?

RAADAS
1 3 Mennyivel egyenlé a kovetkezd kifejezés négyzete?

V242 —vV2-V2

4 > Egy szabdlyos haromszog magassiga 4 egység
hosszu. A haromszog minden oldala folé egy fél-
kort rajzolunk tgy, hogy a félkor atmérdje a ha-
romszog oldala, és a félkorok mind kifelé néznek,
nincs kozos belsd pontjuk a haromszoggel.

a) Szerkeszd meg az abrat!
b) Mekkora a félkorok sugaranak hossza? (Adj
pontos eredményt!)

2 > Milyen x valds szam esetén van a kifejezésnek négyzetgyoke? Add meg a kifejezés négyzetgyokét a lehetd legegysze-

ribb alakban!
a) x; (x—3); —x 3—x)

3 > Gyoktelenitsd a tort nevezojét!

1
V2175710

EMELT SZINT

Bizonyitsuk be a gyokvonas azonossagait!
Igazoljuk, hogy ha a és b pozitiv szam, az n pedig pozitiv
egész szam, akkor

1. /E-f:/ﬁ;
Ja _ /a.

2 =/

3. (Va) =vVa"!

A bizonyitashoz felhasznaljuk, hogy ha két pozitiv szam
négyzete egyenld, akkor a szamok is egyenl6k.

1-2. Ha a és b pozitiv, akkor négyzetgyokiik is pozitiv. Te-
hat
Va-Vb>0 é Vab>o.

Va /a4
ﬁ>0 és b>0'

18. lecke | GYAKORLAS

b) x% —x% (—x)% (x—3)°

Hasonlitsuk 0ssze a vizsgalt pozitiv szamok négyzetét (fel-

hasznalva a négyzetgyok definicidjat és a hatvanyozas azo-

nossagait):

Va-vVoY=a) (VoY=ab é (Ya-b)Y=a-b;
VaV_(a) _a o (/ay_a
Jb (VoY b ( b ) b’

Vagyis az 6sszehasonlitott két pozitiv szam négyzete egyen-

16, ezért maguk a szamok is egyenl6k.

3. A négyzetgyok hatvanyozasara vonatkozo tétel az 1. té-
telbél azonnal kovetkezik (n-szer vessziik szorzétényezd-

ként va -t).
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15

Allitsd novekvd sorrendbe az alabbi szimokat!
a) 65 65 6% 6

o (5 (5)5 (3)5 (3)
c) —3% (-3)% =375 (-3

Kosd 6ssze az egyenlSket! Az egyik kifejezésnek
nincs parja, azt ird fel mas alakban!

() (&)

1,57

('

Ird fel 5 hatvanyaként!
ana (1Y
. 1\ S
a) 5757 (5) b) 56( )
Ird fel 10 hatvdnyaként!
#0727 25 (5]
“\5
Hozd egyszer(ibb alakra!

2\ (8Y7 -3y
2 (3):6) @
_i—ZS‘ _&32
2 {(=5))(5))
Vond 6ssze a tagokat, és ird fel szorzat alakban a

kifejezést!

V75 + 27 = V12 + 63

Hozd egyszer(ibb alakra a tortet!

V50 — V'8
V2

8>

©
Y

10>

Egy négyzet 4tl6ja v'10 egység hosszu.

a) Mekkora a négyzet keriilete?

b) Egyenl6szarti haromszoget alkotunk, melynek
két szara olyan hosszu, mint a négyzet atldja,
és alapja olyan hosszu, mint a négyzet oldala.
Mekkora ennek az egyenlészart haromszognek
az alaphoz tartoz6 magassaga? (Pontos értékek-
kel szamolj!)

A Pluté a keringése soran legtavolabb 7,3759 - 10° km

tavolsagra van a Naptol.

a) Hany fényév tavolsagra van ekkor a Naptdl?
(A fény 1 masodperc alatt 300 000 km tavolsa-
got tesz meg. 1 fényévnek azt a tavolsagot ne-
vezziilk, amit a fény 1 év alatt tesz meg.)

b) Héany masodperc alatt ér el a Nap fénye a Pluto-
ra, amikor legtavolabb van téle?

(Kompetenciamérés, 2008) A foldrengések erdssé-
gét (magnituddjat) a Richter-skalan mérik. Ezt ugy
hatarozzak meg, hogy a foldrengéstél 100 km-es
tavolsdgban megnézik a szeizmograf (mérémda-
szer) mutatéjédnak kilengését. Ha a kilengés pl. 10*
mikrométer, akkor a foldrengés a Richter-skalan
4-es erdsségli, ha a kilengés mértéke 10° mikromé-
ter, akkor a foldrengés 2-es erdsségti.

A Richter skéalan 8-as erdsségti foldrengés hanyszor
akkora kilengést okoz a szeizmografon, mint a 4-es
er6sségl foldrengés?

Ha jol szamolsz, akkor a kapott eredmény alapjan
majd lathatod, hogy a 8-as er6sségti foldrengés nem
kétszer olyan erds, mint a 4-es ersségt, és igy nem
kétszer akkora pusztitdst eredményez, hanem valo-
ban nagysagrendekkel nagyobbat.

HATVANYOZAS ES A NEGYZETGYOK



TUDASPROBA I. (KONNYEBB)

1s

2N

W
Y

H
Y

[rd fel egyetlen hatvanyként!
38 ) ( 3—2 )5
B

Ird fel egyetlen szam gydkekeént!
a) 6- V10
b) 0,1-v5

c) 10~\/%

d) 107%-v7

Végezd el a kovetkezé miveleteket! Kozelit6 érték
hasznélata nélkiil, pontos értéket adj meg!
a) —2-10°+34-10"

h) V50 +v8 —3v2

Egy téglalap oldalhosszusdgai v/5 és v11 egység.
Pontos értékekkel vélaszolj az alabbi kérdésekre!

a) Mekkora a téglalap teriilete?

b) Milyen hosszuak a téglalap atli?

Egy szabalyos haromszog magassiga 4-v/3 egység
hosszu. Pontos értékkel valaszolj a kovetkezé kérdé-
sekre!

a) Mekkora a haromszog kertilete?

b) Mekkora a hdromszog teriilete?

A fény 1 masodperc alatt 300 000 km-t tesz meg

(vakuumban). 1 fényévnek azt a tavolsagot nevezik,

amekkora utat a fény 1 év alatt tesz meg.

a) Hany km az 1 fényév tavolsag? Vilaszodat normal
alakban add meg!

b) Hany fényév az 1 km tavolsag? Valaszodat normal
alakban add meg!

RAADAS

1 s Mely val6s szamok esetén értelmezhetSk a kévetkez6 kifejezések?

2>

a) (Vay b) v—-a*

Add meg a kovetkezd kifejezés pontos értékét!

TUDASPROBA II. (NEHEZEBB)

z -2 . . 8
1 s a) Ird fel 7 hatvanyaként! % =
s (L
7(7)
6
] 2. 25. (%)
b) Ird fel 10 hatvényaként! W =

a) Végezd el az aldbbi miveleteket! (x; y € R")
A= x—syz . x4y oo <x4y1 )3
B — (x—lyS)—Z . xy4 xyfl
b) Hatarozd meg az a) részben 1évé kifejezések he-

N
Y

lyettesitési értékét, ha x = —1; y = 2!

Szamologép haszndlata nélkiil végezd el az aldbbi

w
Y

muveleteket, majd add meg az eredményeket nor-
madlalakban!

a) 1200 000 - 0,00005 - (0,003)* =

b) (8000)*: (0,00004)° =

c) 245.10"—-12-107"=

4 s Gyoktelenitsd a tortek nevezéjét!
5 6 . 22
V10 2-v3 3-2V5

Adott 3 molekula témege kg-ban:

a
Y

I. molekula 2,88 .10*°
IL. molekula  9,35.107%
III. molekula  9,35.107%

a) Melyik molekula tdmege a legnagyobb, melyiké a
legkisebb?

b) Hényszorosa a II. molekula témege a III. moleku-
la tomegének?

c) Hanyszorosa az I. és II. molekulak tomegének
6sszege a II1. molekula tomegének?

6 > Hatdrozd meg az alabbi kifejezés pontos értékét!

(V12 +v63 —2v28 +v/27)- (V3 + V28 + /48 —V7)

c) v(—ay

\/1+2-\/1+3'\/1+4~\/1+...\/l+96~\/1+97-\/1+98-x/1+99-101

19. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA
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TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Hényadlk hatvénya
1
- ? .
a) 2-nek a 1287 C) 2-nek az 1 8
L_ ? .
b) 2 nek a 1287 d) nek aZ —— 128

Hanyadik hatvanya 10-nek:
a) ezerszer egytized?

b) szazszor szazszor szaz?
c) egyszazadszor egyezred?

Allitsd novekvd sorrendbe az aldbbi szamokat!

2
0255 4% 3 (5)5 2 27

Végezd el a kijelolt miveleteket a; b € R" értékei
mellett!

—472 3714, - a
370" -a’bh a’b™ ( b)

-5
el T
a

Hényszorosa az A kifejezés értéke a B kifejezés ér-
tékének? A megoldast pozitiv kitevds hatvanyokkal

add meg!
a) A=2".37 B=2"*.3"
bh) A=31.52 B=37.5°
72 7
c A = L
) 52 57
. 2 -2
g a=2 ¥ =23
57 5

Szamolégép hasznalata nélkiil végezd el a kijelolt
muveleteket a megadott szamokkal!

A=-7".9" D=(-7)"°.9°
B=(-7)-97" E=(-7%7.9*
C=(=7)-(-9)°" F=(=7)°+7°

a) B—A c) D+E

b) B:C d) E-(A+D+0C)

Végezd el a miiveleteket!
a) 257(57°):1257?

0 (5) GBI (7).

8>

©
Y

10>

11s

125

13>

Dontsd el az alabbi dllitasok mindegyikérél, hogy

igaz vagy hamis!

a) Az 1 barmelyik egész kitevés hatvanya 1.

b) Az 0 barmelyik egész kitevés hatvanya 0.

c) Egy negativ szam barmely egész kitevés hatvanya
negativ.

d) Van olyan pozitiv szam, melynek minden egész
kitev6s hatvanya kisebb a szam értékénél.

e) A4".5".107

f) Egy nullatdl kiilonboz6 valés szam reciprokanak

szam 15 darab nullara végzddik.
kobe megegyezik a szam —3-ik hatvanyaval.

Add meg normélalakban az (a’b™°) - a'b”” kifejezés
helyettesitési értékét, ha a = 0,00002; b = 50 000 000!

Szamologép hasznalata nélkiil végezd el az aldbbi
muveleteket, majd add meg az eredményeket nor-
mélalakban!

a) 35000 000 - 0,0002 - (0,03)* =

b) (50 000)~*: (0,00004) " =

c) 74-10° - 1,6-10%=

Mekkora tomege van 2 és fél mol protonnak? (Egy
proton tdmege 1,67 - 10 kg, egy mélban 6- 10” db
részecske talalhato.)

Normélalakban is add meg az eredményeket!

a) Bgy téglalap oldalainak hossza 5-10* cm és
4-107* cm. Mennyi a teriilete?

b) Egy kocka éleinek hossztisdga 2 - 10~ m. Mekko-

ra a térfogata és a felszine?

a) A Fold 10~ masodperc alatt 3 métert halad a pa-
lyajan. Hany kilométert halad 45 perc (egy tanita-
si Ora ideje) alatt?

b) A hélium atom atméréje 5- 10~ mm. Hany hé-
liumatomot kellene szorosan egymas mellé ten-
niink, hogy 1 méter hosszt ,,lancot” képezzenek?

HATVANYOZAS ES A NEGYZETGYOK



14>

15>

165>

175

185

20>

A hidrogén atomban az n fékvantumszamu elekt-
ronpalyan 1évé elektron kotési
g o[ me | 1

! 8-&*-nt) n’
Hatérozd meg a 2 fékvantumszamu elektronpalyan

energidjat az

Osszefiiggés adja meg!

1év6 elektron kotési energidjat az alabbi fizikai allan-
dok ismeretében:

m=91-10"" kg az elektron tomege;

e=1,602 - 107" C az elektron toltése;

£=8,85-10"" \é—; a vakuumpermittivitasa;

h = 6,626 - 10* Js a Planck-4llandé.

(A megadott — SI mértékegységben 1évé — mennyi-
ségek behelyettesitésével az energia értékét J (joule)-
ban kapod meg.)

Adottak az alabbi kifejezések:

A=—2a" B= (—%)4 c—_a’

Végezd el a kijelolt miveleteket a; b€ R" feltétel
mellet!

Add meg ugy a muveletek eredményét, hogy ne le-
gyen benniik negativ kitevds hatvany, majd ugy, hogy
ne legyen benniik tortkifejezés!
A’ G A:Ch c'-B?
Négyzetgyokjel ala bevitel segitségével ird egysze-
riibb alakba!

2/8; %ﬂs; 7/%; 0,1-v10

Ird fel egyszer(ibb alakban a szorzatokat!

V3-V/48; V11-V33; V2072

Végezd el a kovetkezd miiveleteket! Ne hasznalj sza-
moldgépet!

a) (V18 ++/50 + 9v2)v2

b) (V27 +V75 - V3)V3

Végezd el a kovetkezé miiveleteket! Ne hasznalj sza-
mologépet!

a) (V7 +v3)(V7-3)
b) (V2++3) (V18 = /3)

Melyik szam nagyobb? Kozelit6 érték haszndlata nél-
kiil, 4talakitdsokkal oldd meg a feladatokat!
a) 5 V2 V51
/1
7 7

b) 4\/%

19. lecke | TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

21>

22 >

23>

24 >

25>

26 >

27 >

) 10 % 2v5
d) 12 % 4/2+3
e) 55 % 12 /%+¢150

Gyokjel aldl kihozatal valamint gyokjel ala bevitel se-
gitségével végezd el a miiveleteket!

a) ﬁ—4\/%+2@
3 /1
b) 5\/;+2JE—5JE

(Erettségi feladat, 2015) Adja meg az alabbi allitdsok
logikai értékét (igaz vagy hamis)!

a) J(=5) =5

b) Minden x € R esetén v x* = x

- 2x
(Erettségi feladat, 2009) Mennyi az (%) kifejezés
értéke, ha x = —1?

(Erettségi feladat, 2006) Valaszd ki azokat az egyen-
16ségeket, amelyek nem igazak minden valds szamra!

a) /(x—2)' =(x—2y
b) J(x—2y =x-2

c) Jy(x—2Y=2—x

—2
(Erettségi feladat, 2005) Ird fel az (%) kifejezést

(ahol x és y nem 0) ugy, hogy ne szerepeljen benne
negativ kitevo!

(Erettségi feladat, 2010) Mely valds szamokra értel-
mezhet6 az aldbbi kifejezés?

1
2x+7

(Fizika érettségi feladat nyoman) Egy m = 5 kg t6-
megl test L = 1 m hosszisagu zsinéron, fiigg6leges
sikban forog. A forgas v sebessége olyan, hogy ami-
kor a test a korpdlya legfelsé pontjan tartézkodik, a

kotélben éppen nem ébred erd. (g =10 ?)

a) Mekkora a test palyamenti sebessége a korpalya
legfelsé pontjan, ha fennall a v, , =4 L-g kap-
csolat a megadott mennyiségek kozott?

b) Mekkora a test palyamenti sebessége a korpalya

legals6 pontjan, ha fennélla v, = /v, +4L-g?
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20 PROBLEMAHOZ

CSOPORTMUNKA

1 s Egy rendezvényen egymashoz kapcsolhat6, egyforma kordon-elemekkel keritenek el
egy téglalap alaku részt. 20 kordon elemiik van, egyenként 2,3 m szélesek.

a) Mekkora lehet az elkeritett rész teriilete, ha minden oldalat kerités-elem hatarolja?
Toltsétek ki a tablazatot! A fiizetbe dolgozzatok!

Kertilet (m) 46 46 46
Szélesség (m) 2,3 4,6 6,9
Hosszusag (m) 20,7
Teriilet (m?) 47,6

Melyik esetben lesz az elkeritett rész tertilete a legnagyobb?
Legyen a szélesség x (m), a teriilet T (m”). Hogyan szamolhat6 ki T, ha ismerjiik x-et?

b) Vegyiik hossztsagegységnek egy keritéselem hosszat, és teriiletegységnek az egy keritéselem oldalt négyzet tertile-
tét! Hogyan alakul ekkor a tablazat?

Szélesség 1 2
Hossztisag 9
Tertilet 9

c) Mekkora lehet az elkeritett rész teriilete, ha egyik oldalrol egy épiilet fala lesz a téglalap oldala, ahova nem kell kerités?

Szélesség

Hosszuséag

Tertilet

Melyik esetben lesz az elkeritett rész terii-
lete a legnagyobb?

Hogyan szamolhato ki a szélességbdl a
teriilet?

Hogyan szamolhatd ki a hossztsagbol a
teriilet?

FUGGVENYTRANSZFORMACIOK




d) Mekkora lehet az elkeritett rész teriilete, ha egy sarokhoz illesztjiik: két szomszédos oldala egy-egy fal lesz, ahova
nem kell kerités?

Szélesség
Hosszusag

Tertilet

Melyik esetben lesz az elkeritett rész teriilete a legnagyobb?
Hogyan szdmolhat6 ki a szélességbdl a teriilet?
Hogyan szdmolhato ki a hossztisagbdl a teriilet?

2 5 A labdaragé vilagbajnoksag utan egy darabig még jo aron lehet adni a szurkol6i mezeket, de egy év elmultaval mar
nincs ra nagy kereslet.
Egy boltvezetd ezért gy dont, hogy ledrazast hirdet. Egy polo ara eddig 4000 Ft volt. De most annyiszor 200 Ft-tal
olcsobban adna, ahany poélot vesz téle a vasarld. Az alkalmazottjai azonban kozbeszdlnak:
- Ezigy még nem lesz jo, mert ha példaul 15 polot vennék, akkor kevesebbet fizetnék, mintha 10 polot.
- Ezisigaz, de leginkabb az a baj ezzel, hogy mindenki ingyen vinné a polokat.
a) Ellendrizzétek, jol szamolt-e az els6 alkalmazott: mennyit fizetnénk 15, és mennyit 10 poloért?
b) Mire gondolhatott a masodik alkalmazott?
c) Készitsetek matematikai modellt a feladathoz:
- Jeloljétek x-szel a vasarolt polok szamat! Mennyi lesz x fiiggvényében az egységar?
- Mennyit fizetnénk x darab p6l6é megvasarldsakor?
- Abrézoljatok a fizetendd Osz-
szeget a polok darabszamanak

fuggvényében! Az értelmezési
tartomany legyen a 25-nél kisebb
pozitiv egész szamok halmaza.

d) Hogyan érdemes valtoztatni az akci-
6n? A boltvezet6 azt szeretné, hogy
ha valaki tobb polot vesz, akkor ke-
vesebbet fizessen darabjaért, ugyan-
akkor mindegyikért kapjon legalabb
1500 Ft-ot. Készitsetek javaslatot
(esetleg tobbet is) a ledrazashoz!

Abrazoljatok ezt is grafikonon!

HAZI FELADAT

1 s Egyboltxdarab gjrairhatd, akcids ara DVD-lemezt c) 3lemez vasarlasa esetén az egységar

[(x — 3)* + 7] - 100 forintért arul. Legfeljebb 10 le- 700 733 Ft mig 10 lemez vésarldsa esetén

mezt vasarolhatunk egyszerre, azaz 0 < x < 10. :
(Ha nem véasarolunk, nem fizetiink!) 5600 _ 560 Ft.

10
a) Mennyit kell fizetniink 1, 3, illetve 10 akcids le- Hény lemez visarlasa esetén lesz a legkisebb a
mez megvasdrldsa esetén? megvasérolt lemezek egységira? Ez a ,legjobb
b) Hény lemez vésarlasa esetén fizetjiik a legkeve- vétel”?
sebbet? Ez a ,legjobb vétel”? Ervelj az allitdsod d) Milyen médon lehet sok lemezt megvésarolni a

mellett!

lehet6 legalacsonyabb egységaron?

20. lecke | FUGGVENYEK EGY-EGY KONKRET PROBLEMAHOZ
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PARABOLAK

21

BEVEZETO

A KOORDINATA-RENDSZERBEN

Abrazoljuk annak a fiiggvénynek a grafikonjat, amely minden valés szdmhoz a négyzetét rendeli! \ /
Tablazatba foglaltuk a figgvény néhdny helyettesitési értékét. Ezek alapjan dbrazolhatjuk a grafi-
kon néhany pontjat. A pontokra a masodfoku fiiggvény képét, egy parabolat illeszthetiink. \ /

7| =2 | = 0 0,5 1 1,5 2 1

x 4 1 0 025 1 225 4 of 1 ]

ELMELET

1. A valés szdmok halmazan értelmezett x > x” fiiggvény grafikonja egy parabola, melynek szimmetriatengelye az y
tengely. A parabolanak a szimmetriatengelyen 1év pontjat tengelypontnak nevezziik. Ennek a paraboldnak a tengely-
pontja az origo.

2. Hogyan viltozik a figgvény grafikonja, ha a valds szamok
halmazan az x > x” helyett az x > x* + 3 hozzarendelé-
si szabalyt alkalmazzuk?

Ekkor minden fiiggvényérték 3-mal nagyobb lesz, mint
az elsé esetben. Grafikonon ez azt jelenti, hogy a parabo-
lat az y tengely mentén felfelé kell tolni 3 egységgel.

x> x’+3 x> xt+1l; x> xh x> xt-2

y=x"+3 y=x'+1 y=x% y=x'-2

3. Hogyan valtozik a fiiggvény grafikonja, ha az x > x” he-
lyettaz x > (x — 3)” hozzdrendelési szabélyt alkalmazzuk?
Ekkor nem az x = 0 helyen veszi fel a fiiggvény a 0-t, ha-
nem a 3-mal nagyobb szdmnal, az x = 3 helyen. Grafiko-
non ez azt jelenti, hogy a parabolat az x tengely mentén
jobbra kell tolni 3 egységgel.

x> (x-3)2
y=(x-3)°

X (x-1)3%

y=(x-1%

2
X X7

2
y=x3%

x> (x+2)%
y=(x+2)5%

|\

y A

5

>

/]

\

N

/

R i

\
\ N
\
\

il 4

\ |

/\

S

—

sl 4

@ A fuggvények dbrazolasdhoz a GeoGebra vagy a Graph programot is hasznalhatod.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Abrézold és jellemezd a kovetkezd fiiggvény grafikonjat!  f:R = R, f(x) = (x + 2)’

Megoldds
A fiiggvény grafikonjat megkapjuk, ha a valés szdmok halmazan értelmezett x > x” fiigg- \ YA i
vény grafikonjat az x tengely mentén negativ iranyba (balra) toljuk 2 egységgel. \\ ‘\‘ / ’:'
\ 1
A mozgatas irdnyat ellendrizhetjiik ugy, hogy megvizsgaljuk a kapott grafikon tengelypont- \ \ / /!
jat. Az f fuggvény valoban az x = —2 helyen veszi fel a 0-t, ahogy az a grafikonrdl is leolvas- f ! !
haté, és behelyettesitéssel is ellenérizhetd: f(—2) = (=2 +2)*=0. \ \ / /
\ - 3 /
A grafikonrdl leolvashatjuk a fiiggvény legfontosabb jellemzdit. \ . /
N -
Ertékkészlete a valos szamok azon részhalmaza, melynek minden elemét felveszi a fiigg- ol 1 x

vény. Az értékkészletet az y tengelyen olvashatjuk le: a nemnegativ valés szamok halmaza,
amit igy jel6liink: R, .

Zérushelye az értelmezési tartomany azon x eleme (vagy elemei), ahol a figgvényérték 0. Zérushely: x = —2.
Minimuma a fiiggvény értékkészletének legkisebb eleme. Minimum: f(x) = 0.

Minimumbhelye az értelmezési tartomany azon eleme (vagy elemei), ahol a fliggvény felveszi a legkisebb értéket, a minimu-
mot. Minimumbhely: x = —2.

Maximuma a fiiggvény értékkészletének legnagyobb eleme. f-nek nincs maximuma.

Maximumbhelye az értelmezési tartomany azon eleme (vagy elemei), ahol a fiiggvény felveszi a legnagyobb értéket, a maxi-
mumot. Mivel f-nek nincs maximuma, ezért maximumhelye nincs.

Novekedési viszonyok, monotonitas: a fliggvény a ]—00; —2] intervallumon szigortian monoton csokken, a [—2; o[ in-

tervallumon szigorian monoton né.

1 5 Abrazold és jellemezd a kovetkezd fiiggvényeket!
a) f:R-R, flx)=x"—1
b) g:R~> R, g(x) = (x+1)

értékkeészlet zérushelyek minimum minimumhely novekedési viszonyok

2 = Egy fiiggvény grafikonjét tgy kaptuk, hogy a valés szdmok halmazin értelmezett x > x° fliggvény grafikonjat a
koordinata-rendszerben eltoltuk.
a) A kapott parabola tengelypontja a (0; 5) pont. Add meg a fiiggvény hozzarendelési szabalyat!
b) A kapott parabola tengelypontja a (6; 0) pont. Add meg a fiiggvény hozzarendelési szabalyat!

3 5 Abrézold és jellemezd a kovetkezd fiiggvényeket! Figyelj az értelmezési tartomdanyra!

a) f:[0;4] - R, f(x) = (x — 3)
b) g:1-1;2] > R, f(x) =x*—3
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4. = a) Azabraalapjan toltsd ki a tablazatot a fiizetedben!

Figgvény neve f

Hozzarendelési x — X
szabdlya

b) Hatarozd meg a fiiggvények minimumat és mi-
nimumbhelyét!

5 5 a) Azabraalapjan toltsd ki a tabldzatot a fiizetedben!

Fiiggvény neve h k m
Hozzérendelési x — X X
szabalya

b) Hatarozd meg a fiiggvények értékkészletét!

6 = Melyik hozzarendelési szabaly melyik grafikonhoz
tartozik? Néhdny hozzarendelési szabalyhoz nem
tartozik grafikon, azokat készitsd el a fiizetedbe!

a) yA

=Y

TP

[

=Y

T

=,

S
=Y

f:R=>R, f(x)=|x+1];
R R, gl)=|x—1|;
h:R ~ R, h(x)=|x"+4]
k:R - R, k(x)=|x"—4];
m:R = R, m(x)=|x"+3|;
mR - R, n(x)=|x|+3

FUGGVENYTRANSZFORMACIOK



HAZI FELADAT

1 5 Az dbra alapjan toltsd ki a tablézatot a fiizetedben!
Figgvény Hozzarendelési
neve szabalya
f X
f
g X =
h X
k x>
m X
2 5 Melyik fiiggvényre teljestil a felsorolt fiiggvénytulajdon-
sag? (Az értelmezési tartomany mindig a valds szamok
halmaza.)
f)=x+1 gx) = (x — 5); h(x) = — 4
a) nincs zérushelye d) minimuma 0 g) értékkészlete [0; o[
b) zérushelyei: —2 és 2 e) minimumbhelye a 0 h) értékkészlete [1; o[
c) egyetlen zérushelye van f) értékkészlete [—4; o[

3 5 Abrazold és jellemezd a kovetkezd fiiggvényt!
fi[=2:2] > R, flx) =x"—1

RAADAS
yA

Egy iigyes modszer az y = x” egyenletii parabola kozelité megrajzolasara

A parabola tengelypontja az origé. Ujabb pontokat kapunk, ha innen

egyet lépiink jobbra és egyet felfelé, majd az 4j pontbdl

egyet lépiink jobbra és hdrmat felfelé, majd a legtjabb pontbdl
egyet lépiink jobbra és 6tot felfelé, és igy tovabb: a kapott pontbdl mindig egyet 1épiink jobbra és
sorban még 7-et, 9-et, 11-et, ... Iépiink felfelé. 1

=Y

Ugyancsak a parabola pontjait kapjuk meg, ha nem jobbra, hanem balra lépiink mindig 1-et, o 1
felfelé pedig 1-et, 3-at, 5-6t, 7-et, 9-et, 11-et, ...
Vegytik észre, hogy a paratlan szamok 0sszege 1-t6l valameddig négyzetszam.

EMELT SZINT

1 s Abrazold kozds koordinata-rendszerben! Olvasd le a grafikonok metszéspontjait! Mit jelentenek a metszéspontok
koordinatai?
a) f:R>R, f(x) =x és g:R ~ R, g(x) = |2x] b) h:R—> R, h(x) =x*—2 és k:R > R, k(x)z‘%‘ +1

2 s Egy R — R fiiggvényrdl tudjuk, hogy a hozzarendelési szabélya x > x* — p, ahol p egy valés szdmot jelsl. Tudjuk
a figgvényrdl azt is, hogy grafikonja atmegy a Q(-1, -2,5) ponton.
a) Melyik szamot jeloli a p?
@ b) Oldd meg a feladatot szamitogépes programmal, példaul a GeoGebra programmal!
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Milyen geometriai transzformaciéval viheté at az f fiigg- A y=|x k3]

vény grafikonja a g, illetve a h fiiggvény grafikonjaba, ha f

f(x)=|x], g(x)=|x|+ 2 é h(x)=|x+ 3| (D,=D,= ) AL

=D, =R)?
1

Megoldas =
0| 1 x

y=lx[+ 2 YA g ‘

Eltolas az x tengellyel parhuzamosan, negativ iranyban, 3

f egységgel.

y=1x

=y

| @ A fuggvénytranszformdciok a GeoGebra program

segitségével is szemléltethetSk.

Eltolas az y tengellyel parhuzamosan, pozitiv irdnyban, 2

egységgel.

FELADAT

1 5 Add meg a grafikonok alapjan a fiiggvények hozzarendelési szabélyat! Mindegyik esetben add meg azokat a geomet-
riai transzformaciokat, amelyekkel az f fiiggvény grafikonja a masik két grafikonba atvihet6!

a) 7 D,=D,=D,=R b) v D, =D,=D,=R

\ £l ]
\CAYET L/
\ /

=Y
t

2 5. Abrézold a kovetkezé fiiggvények grafikonjit, majd jellemezd a fiiggvényeket a tablazat szempontjai szerint!

a) R R, f(x)=(x—5) h) ggR-> R, gx)=|x|—5
ot B g . . novekedési viszonyok
értékkeészlet zérushely minimum minimumhely ..
(monotonitas)
f
4
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3 5 Egy aut6 4ll a hdzunk el6tt. Allandé gyorsuldssal 4 = Abrézoltuk az f: R > R, f(x)=+x fiiggvény

elindul az dbra szerint jobbra. grafikonjét, és a fiiggvény grafikonjanak két eltolt
valtozatat. Add meg az igy kapott g és h fiiggvények

értelmezési tartomanyat és hozzarendelési szabalyat!

| %4 h|

—
L

T
T

\
\A

8
5m 0/1 x
|

Grafikonon  abrazoltuk, tavolsag (m)

hogyan valtozik a héz-

5 5 Abrézold, majd jellemezd a kdvetkezé fiiggvénye-
ket!
a) Ry >R, f(x)=+vx —15
b) [-1;4] - R, g(x)=|x—2,5]

tol mért tavolsaga az id6

/
fiiggvényében. /
Abrazold grafikonon, ho- |

gyan alakul az auténak a

feny6fatol mért tavolsaga

Y

az id6 figgvényében!

0
0 1 id6(s)

HAZI FELADAT

1 5 Legyenek fés gavalés szamok halmazan értelmezett 3 s Egyenes tton, dllandé sebességgel sétal egy gyalo-

fuggvények. Milyen geometriai transzformacioval gos. Az els6 grafikonon abrazoltuk, hogyan valto-

vihetd at az f fliggvény grafikonja a g fiiggvény gra- zik ekozben a feny6fatol mért tavolsaga.

fikonjaba, ha fenyé 1
to

a) f(x)=|xl, gx)=|x|- 4 iy

b) fix)=x, g(x) = (x—4);

c) flx)y=x"-3, g(x)=x"?

Abrézold a megadott két-két fiiggvényt kozos ko-
ordinata-rendszerben!

@ Ellenérizd a Graph vagy GeoGebra program se-
gitségével, hogy jok-e a grafikonjaid!

2 5 Az y = x” egyenlet(i paraboldt eltoltuk

a) az y tengellyel parhuzamosan, negativ irdnyban

1 egységgel;

b) az x tengellyel parhuzamosan, negativ irainyban
2 egységgel;

c) az x tengellyel parhuzamosan, pozitiv iranyban 0 > 0
S etk 01 idé (s) 01

tavolsag (m)

tavolsdg (m)

&

—
N
—

id6 (s)

d) az y tengellyel parhuzamosan, pozitiv irinyban
4 egységgel.

Rajzold meg a transzformaciok végrehajtasaval ke-

letkez6 parabolakat, és add meg mindegyik eset-

ben a hozz4 tartozo fiiggvényt!

22. lecke | ,FEL”-,LE”, ,JOBBRA”-,BALRA”

a) Melyik grafikon abrazolja helyesen ugyanezen
id6 alatt a tolgyfatol mért tavolsagat?

b) Abrizold grafikonon, hogyan valtozik ekdzben
a gyalogosnak a kilométerk6t6]l mért tavolsaga!

c) Olvasd le a grafikonrol a gyalogos sebességét!
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BEVEZETO
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23 SOVANYABB”, ,KOVEREBB”

St. Louis vdrosdnak (Missouri, Egyesiilt Allamok) nevezetessége a Gateway Arch (ejtsd:
gétvéj drcs), amely egy hatalmas boltiv a viros kozpontjdban. Sokan 1igy tartjik, hogy
parabolaiv alakii. Lehetséges ez?

Csupan egy fénykép all rendelkezésiinkre és nem a tervrajz, ezért pontos valasz ter-
mészetesen nem varhat6. Az iv paraboldra hasonlit, ezért lehet, hogy — j6 kozelitéssel
- egy masodfoku fiiggvény grafikonja; ezt a sejtéstinket probaljuk ellenérizni. Ahhoz
azonban, hogy fliggvénygrafikonrdl beszéljiink, sziikséges, hogy az iv egy derékszo-
gl koordinata-rendszerben helyezkedjék el. A koordinata-rendszert sajat magunk is
berajzolhatjuk, ez lathato a kovetkez6 dbran.

Az épitmény kiils6 ivén kerestiink olyan pontokat, amelyek valamely fiigg6leges racs-
vonalra illeszkednek. Néhany ilyen pont:

X =3 | =2 =1l 0 1 2 3
Ymeért =5 —-1,6 —04 0 —04 —1,6 —5

Elészor célszerti a nagyobb értékeknél keresni az Osszefiiggést, hiszen a kisebb ér-
tékeknél a leolvasasi hibak sokkal tobbet szdmitanak. Tekintsiik példéul a (3; —5)
pontot. Ha a fiiggvényiink hozzarendelési szabalya x ——x” lenne, akkor a 3-hoz az

y=—9 fuggvényérték tartozna. A —5 ennek éppen %—szerese, ami azt jelenti, hogy a

fuiggvényiink hozzarendelési szabalya csak az x —— %xz lehet.

Ha erre a fiiggvényre vonatkozéan egy ujabb sorral kiegészitve tjra elkészitjilk
a fenti tablazatot, akkor a kovetkez6t kapjuk:

x =3 |=2 |[|=l 0 1 2 3
Voer -5 —16 —04 0 —04 —16 -5
—~gx2 -5 22 —06 0 -06 -22 -5
A —2-hoz tartozd fuggvényérték (—2,2) a fényképen mértnek (a —1,6-nak) tobb mint
130%-a, a (—1)-hez tartoz6 pedig kb. a 150%-a a megfelel6 mért értéknek. Lathatjuk,
hogy az eltérés meglehetsen nagy. Ekkora eltérés nem adoddhat a leolvasas pontat-
lansagabal.

Ezek szerint az x —— %xz fiiggvény grafikonja mégsem ,,idomul” az épitmény ivé-
hez. Ez pedig arra enged kovetkeztetni, hogy a Gateway Arch kiils6 ive — bar elsé

ranézésre annak tlinhet, és sokan valoban ezt gondoljak réla — nem parabola formaju.
Hasonldéan megmutathat, hogy a belsd iv sem parabolaiv.

FUGGVENYTRANSZFORMACIOK



KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Két-két fuggvény grafikonjat abrazoljuk kozos koor-
dinata-rendszerben! Az értelmezési tartomany a va-
16s szamok halmaza.

a) f(x)=uxés g(x)=2x
b) f(x)=|x|és g(x)=2|x|
c) flx)=x"és g(x)=2x

Megoldds
a) VA g

A(L; 1)
B(1;2)

D, C(2;2)

D(2; 4)

- E(—1,5; —1,5)
A G(—1,5; —3)

=Y

A(1;1)

g B(1;2)
C(2;2)
D(2; 4)
E(—1,5; 1,5)
G(—1,5; 3)

b) v

=Y

A(1; 1)

f B(1;2)
C(2;4)
D(2;8)
E(—1,5; 2,25)
C G(—1,5; 4,5)

~—
—~—

—
I
/.-.‘
=B
——
N~ T T—— T

=Y

A kék grafikonbdl ugy kapjuk meg a pirosat, hogy minden
egyes kék pont masodik koordinatdjat kétszeresére valtoz-
tatjuk, mikozben az els6 koordinata valtozatlan marad.

23. lecke | ,SOVANYABB”, ,KOVEREBB”

Szemléletesen: a kék grafikonokat az x tengelyre meréle-
ges irdnyban kétszeresiikre ,,megnyujtottuk” (,,sovanyabb”
grafikont kaptunk).

Megjegyzés
Ennek a geometriai transzformdcionak a neve: merdleges
affinitds, amelynek tengelye az x tengely.

2 . Abrazoljuk az R — R, g(x) = 0,5x" fiiggvény grafi-

konjat!
Megoldds
yh A(l; 1)
\ f] B(1;0,5)
\ [/ C(2; 4)
W ey
\ / E(—1,5; 2,25)
\E / G(—1,5; 1,125)
A D
JI 1 3 -
0 1 X
|

Az f(x)=x" fiiggvény kék grafikonjibol ugy kapjuk
meg az g(x)=0,5x" fiiggvény piros grafikonjit, hogy
minden egyes kék pont mdsodik koordinatajat felére
valtoztatjuk, mikozben az els6 koordinita valtozatlan
marad. Szemléletesen: a kék grafikont az x tengelyre me-
réleges iranyban a felére ,0sszenyomtuk” (,,kévérebb”
grafikont kaptunk).

Megjegyzés

Bizonyithato, hogy haaz f(x) = x* fiiggvény grafikonjat az
x tengelyre merdlegesen ,,megnyujtjuk” vagy ,,6sszenyomjuk’,
a kapott gorbe ismét parabola lesz (a parabola definicio-
jat lasd a Raadas részben). Tehat a valds szamok halmazan
értelmezett x — cx” (¢ # 0) fuggvény grafikonja parabola.
Ennek a paraboldnak ugyanaz a szimmetriatengelye és a
tengelypontja, mint az eredetinek. Ha ¢ > 0, akkor a para-
bola ,felfelé nyitott”, ha ¢ < 0, akkor pedig ,,lefelé nyitott”
Megforditva is igaz: ha egy parabola szimmetriatengelye az
y tengely és tengelypontja az origd, akkor a parabola egy
x — cx® (¢ # 0) figgvény grafikonja.

@ Az dbrazolas megoldhato a Graph vagy GeoGebra
programok segitségével is.



FELADAT

1 5 Abrazold a valés szdmok halmazén értelmezett a) vA 7

fuggvények grafikonjat kozos koordindta-rend-

szerben!

fx)=|x| és g(x)=%|x| !

/
oq ><V

2 5. Abrézold a kévetkezd fiiggvények grafikonjat kozos |

koordinata-rendszerben! Ertelmezési tartomany a

1o ek . 4] 7
nemnegativ valés szamok halmaza, azaz R.

fy=Vx & g=2Vx N\ /

3 = Abrazold a valés szémok halmazdn értelmezett

=Y

tuggvények grafikonjat kozos koordinata-rend-

szerben!
a) f(x)=|x| é g(x)=—|x]|

b) f=% & gx)=—? 6 = a) Melyik fiiggvény hozzarendelési szabalya az

3
X Exz az aldbbi abran?

4 = Abrézold a kovetkezé fiiggvények grafikonjat! Fi-
gyelj az értelmezési tartomanyra! Olvasd le a grafi-
konrol a fiiggvények értékkészletét!

a) f:[-1;2] > R, f(x)=-2|x|
b) g:[-4;4] > R, g(x)= —%xz

5 5 Abrazoltuk néhany, a valés szdmok halmazén ér-

telmezett fiiggvény grafikonjat. Add meg a figgvé-

nyek hozzarendelési szabalyat! Melyik fiiggvény- b) Add mega mésik ket misodfoka fiiggvény hoz-

zarendelési szabalyat is!

nek van minimuma, melyiknek van maximuma?

HAZI FELADAT

1 5 Abrazold kozds koordinita-rendszerben az alabbi harom fiiggvény grafikonjat! (A fiiggvények értelmezési tarto-
manya a val6s szamok halmaza.)

2 2 3
2 x x \| [
X)=x", X) =", h(x)=—2—
fx) g(x) 3 (x) 4 \ \ / |
2 = Kozos koordinata-rendszerben abrazoltuk a valés szamok halmazan értelmezett kovet- .
kez6 fiiggvényeket: \ ~
fl) =+ -2, g(x) = (x—2), h(x) =—2x%, k(x):—%xz. g *
Melyik hozzarendelési szabalyhoz melyik grafikon tartozik?
5 Add meg a grafikonokhoz tartozo fliggvények hozzarendelési szabélyat, és jellemezd a 7A
5 gag ggveny VA )
figgvényeket! Ertelmezési tartomény a valés szamok halmaza. f
hozzéarendelési , .., , szélsdértéke minimum s szélsdérték
, értékkészlet  zérushely X szélsdérték
szabdly vagy maximum? helye
f 5 3
g 4
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RAADAS

1. Mi a parabola?

Vegyiink fel a sikban egy egyenest és egy olyan pontot,
amely nincs rajta ezen az egyenesen. Nevezziik a pontot
fokusznak (F), az egyenest vezéregyenesnek (v).

A sik dsszes olyan pontjdnak a halmazdt, amely egyenl6 td-
volsdgra van a fékusztol és a vezéregyenestdl, paraboldnak
nevezziik.

parabola pontja

vezéregyenes

Pont és egyenes tavolsaga a pontbdl az egyenesre allitott
merdleges szakasz hossza. Az abran P pont és v egyenes
tavolsaga egyenld a PF szakasz hosszaval.

A parabola tengelyesen szimmetrikus ponthalmaz, a szim-
metriatengelye atmegy a fokuszon és merdleges a vezér-
egyenesre. Az, hogy ,sovany” vagy ,kévér” a parabola,
csakis a fokusz és a vezéregyenes tavolsagatol fiigg. Ha ezt
a tavolsagot noveljiik, akkor a parabola ,,kovérebb” lesz, ha
csokkentjiik, akkor pedig ,sovdnyabb”. (Az abran lathato
hérom paraboldnak kozos a vezéregyenese, de a fokuszok-
nak a vezéregyenest6l valo tavolsaga kiilonb6z6. Minél ki-
sebb a tavolsag, annal ,,sovanyabb” a parabola.)

JEY AN

.

2. A lancgorbe

A Gateway Arch alakjat firtaté probléma egy amerikai ri-
porter téves megallapitasabdl szarmazik. Amikor az épit-
ményt 1968-ban felépitették, az ujsagiro igy kezdte helyszi-
ni riportjat: ,,Ezen a napon a munkasok feltették az utols6
kévet a St. Louis-i Gateway Arch-ra, s ezzel felépiilt a vilag
leghiresebb paraboldja” O éppuigy a szemére hagyatkozott,
mint Galileo Galilei, aki azt gondolta, hogy a két végénél
megtartott, sajat sulya alatt fiiggeszkedd lanc szintén para-
bola alakot vesz fel. Azéta mar bebizonyosodott, hogy nem
parabola a fiiggeszkedd lanc alakja. Ezt az alakot (éppen
emiatt) ldncgorbének hivjuk, a Keleti palyaudvar tetézete,
vagy a jardat az uttesttdl elvalaszto oszlopok kozotti lancok
egy transzformalt lancg6rbét formaznak.

A mellékelt rajzon pirossal egy

lancgorbét, kékkel pedig para- \ 1\ v M/
bolaiveket abrazoltunk. Lathatd, | \ \| I/
hogy a ,,sovanyabb” parabolak az A\ I'[/

\ /

origd kortl mutatnak jelentds el-

térést a lancgorbétdl, a ,,kovérebb”

parabolak pedig az origdtdl tavo-

lodva vélnak el egyre jobban téle. of 1

3. Metszi-e egymast az f és g fiiggvények grafikonja? A helyes valaszhoz tartozé bettikbdl egy

kedves magyar falu neve rakhato ki. Melyik ez a telepiilés?

(Minden fiiggvény esetén az értelmezési tartomany a valos szamok halmaza)

a fiiggvények
f g

X x x - |x|
x> X x o (x—2)

x—x+3 x> —x
x o —|x| x o (x—3)

x> x—3 x o —|x|
x o | x| x> |x|+2

x o |x| =1 x - 2| x|
x o (x+2)° x o |x—2|

X —x x - —|x|

23. lecke | ,SOVANYABB”, ,KOVEREBB”

metszik egymast a grafikonok?

igen nem
A M
Y A
T B
(¢} N
B D
I IL
IL (@)
K T
E G
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24

1. Abrazoljuk kozés koordinta-rendszerben a valds
szamok halmazan értelmezett f és g fiiggvény grafi-

konjat, ha
f(x)=(x+2)¢é g(x)=(x+2y—4
Megoldas

Konnyen észrevehetjitk, hogy g(x)= f(x)—4 barmely
valos szamot jel6ljon is az x.

Ez pedig azt jelenti, hogy az f fliggvény grafikonjat az y ten-
gellyel parhuzamosan, negativ iranyban 4 egységgel eltolva
megkapjuk a g fliiggvény grafikonjat.

7
\ \vEa+2'] |
\ 1\ /1]
\ A/

=Y

yEMX+2) 14

2. AdottazR >R, x+~ %(x — 3)*— 2 fiiggvény. Ad-

juk meg, hogy mely transzformdciék egymads utani
végrehajtasaval juthatunk el az x — x* fliggvény gra-
fikonjabol a megadott fliggvény grafikonjahoz, és ab-
razoljuk a transzformaciokkal kapott grafikonokat!

OSSZETETT FUGGVENY-

TRANSZFORMACIOK

Megoldds

A vélasz megadasahoz elegendd, ha azt az utat kovetjiik,
ahogyan egy adott x helyen kiszamitjuk a fiiggvényértéket:
- el8szor ,kiszamitjuk” (x — 3)* értékét,

- majd vessziik ennek a felét: %(x — 3%,

- akapott ,,szambdl” kivonunk 2-t: %(x —3y—-2.

A megfelel6 transzformaciok tehat rendre a kovetkezok le-

hetnek:

- eltolds az x tengellyel parhuzamosan, pozitiv iranyban 3
egységgel,

- ,0sszenyomas” felére az x tengelyre merdlegesen,

- eltolds az y tengellyel parhuzamosan, negativ iranyban

2 egységgel.
A transzformdciokat szemlélteti a mellékelt abra.

VIINVINEiv/an
\[1fA=4" [[i=G-pr
\ [

[y=

=Y

Legyen a fiiggvények értelmezési tartomanya a valés szamok halmaza, és ¢ egy valds szam (¢ # 0).

Hogyan kaphatjuk meg az ffliggvény grafikonjabdl a fiiggvénytranszformacié soran nyert fiiggvény grafikonjat?

fel-le”
»jobbra — balra”

tikrozés az x tengelyre

»sovanyabb-kévérebb”

f(x) + ¢ Eltoljuk fgrafikonjat az y tengellyel pirhuzamosan c-vel.

f(x+¢) Eltoljuk fgrafikonjat az x tengellyel parhuzamosan (—c)-vel.

—f(x)  Tiikrozziik fgrafikonjat az x tengelyre. (ez az el6z6nek egy speciilis esete)

¢ fx) »Megnyujtjuk” vagy ,,zsugoritjuk” f grafikonjat. Ha ¢ negativ, akkor titkkrozziik is az
x tengelyre.

|f(x)]  Ahol fértéke negativ, azt a gorbedarabot tiikkrzziik az x tengelyre.

FUGGVENYTRANSZFORMACIOK



FELADAT

1 = Abrazold a valés szimok halmazan értelmezett fiiggvények grafikonjat!
f)=(x+3)-2 gx)=|x+1]+3

2 5 Abrézold a valés szamok halmazén értelmezett fiiggvények grafikonjét kozds koordindta-rendszerben!
a) f)=—(x—2) é gx)=—(x—2)"+1 b) fx) =—|x+2| é gx)=—|x+2|+4

3 5 Grafikonon dbrazoltuk, milyen palyat fut be egy kis pattogé labda két pattands kdzott  y (m) A
(a kozegelenallastdl eltekintiink). Add meg annak a fiiggvénynek az értelmezési tarto-
manyat és hozzarendelési szabalyat, amelynek grafikonja megegyezik a labda palyajaval!

0 =
0 1 x (m)

=
Y

Adj a hozzarendelési szabalyban szerepld betliknek olyan értéket, hogy teljesiiljenek a fiiggvénytulajdonsagok!
A fiiggvények értelmezési tartomanya a valés szamok halmaza.

hozzarendelési szabaly fiiggvény tulajdonsagok a=1? b=¢?
xo (x+a)+b minimumhelye: x = 4; minimum értéke 3
X ax +b maximum értéke 5
X |x+al+b minimumhelye: x = —6; minimum értéke 1
x > a|lx+b| maximumhelye: x = 3,5
xo |x+a|l+b értékkészlete [7; o[

5 3 Add meg a fiizetedben a hianyzé koordinatatengelyeket és a tengelyeken az egységeket a parabolakhoz!

a) x—(x—2¢-1 b) x——(x—2P+1 c) x—2x*—3
\ [ \ /
\ / \ /

\ /
\ |

G > Adottazf:R = R, f(x) =—2|x + 3|+ 4 figgvény. Add meg, hogy mely transzformaciok egymas utani végrehajta-
saval juthatunk el az x — | x | fiiggvény grafikonjabol a megadott fiiggvény grafikonjdhoz, és dbrazold a transzforma-
ciok soran kapott grafikonokat!

@ A fuggvények abrazoldsihoz a GeoGebm vagy a A szabaly alapjén hatérozd meg a mésodfokd figgvény képét!

Az A pont a parabola tengelypontja, a 8 pont pedig egy tetszleges pontja.
Graph program is hasznalhato.

A helyes figgvénykép meghatérozasa esetében narancsszindvé valik a fliggvényed!

===t e Taldtt!

Pay

f(as):%2 (@—2+4

XA 3 W
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HAZI FELADAT

1 5 Add meg a val6s szamok halmazan értelmezett fliggvények hozzarendelési szabalyat a grafikonjuk alapjan!

a) b) c)
7A WEZ} / vA
f \1 /g 1
o[ 1 (3 o 1%
JAREA \ /

=Y
\

2 5 Abrézold a kovetkezd fiiggvények grafikonjét!
a) fR-R, f(x)=x+11+15 b) h:R = R, h(x) = |x—2|—3

3 = Csoportositsd a fiiggvényeket aszerint, hogy melyiknek van minimuma, melyiknek van maximuma! Ird a fiiggvé-
nyek bettjelét a tablazat megfelel6 celldjabal
A fuggvények értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza.

flx)=(x+3)-2 h(x) = —2(x — 3)* Ix)=|x+3|—-38
gx) = —(x + 3)* k(x) = —|x + 3| m(x)=|x—3|+3
minimuma van maximuma van
minimumhelye: x = 3 minimumhelye: x = —3 maximumhelye: x = 3 maximumhelye: x = —3

4 > Add meg a hozzarendelési szabdlyban szerepl§ g, illetve b értékét gy, hogy teljesiiljon a megadott fiiggvénytulaj-

donsag!

a) :R>R, f(x)=(x+a)’+b minimumbhelye a 2, minimuma az 1,5
b) gR->R, gx)=—x"+b maximuma 3,5

c) R R, hix)=|x+a|+b minimumhelye a —3, minimuma a —2
d) R >R, k(x)=3|x|+b értékkészlete [2,5; o[

RAADAS

1 = Hany ké6z6s pontja van a kovetkez6 fliggvényparok grafikonjainak? A helyes valaszhoz tartozé betlikbdl egy ismert
magyar varos neve rakhato ki. Melyik ez a varos? (Minden fiiggvény esetén az értelmezési tartomany a valés szamok

halmaza)
a fiiggvények metszéspontok szama

f g 0 1 2 3
x o 2% x e~ |x—3]| K T ¢} A
xo (x+17+3 xo |x+1|-3 P Y A R
xo (x+4°—1 xo |x+4|+2 G B! N I
xo (x—574+1 xwo |x—5|+1 K N I R
xo (x+2+3 xo —|x+2|+3 7z ¢} B A
xo (x—2+3 xo —2x|[+3 S D A Y
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RAADAS

2 > Egy kapu alakja lefelé forditott parabola iv.
A kaput egy koordinata-rendszerben abrazoltuk.
A kapu magassaga 8 m, szélessége az aljanal 8 m.
Add meg azt a fliggvényt, amelynek grafikonja a kapu ivét adja!

3~ Az alabbi f fuggvénynek két zérushelye van, 0-ban és 5-ben. Mennyi a
paraméterek értéke?
f:R =R, flx) =—0,6x" + bx + ¢

4 > Egy diszdoboz ,,als6” részének elkészitéséhez egy 24 cm hosszua, 10 cm széles kartonlapbol ,valyat” készitiink ugy,

hogy a két szélét derékszogben felhajtjuk. Milyen széles részt hajtsunk fel, hogy a vélya keresztmetszetének a teriilete

a lehetd legnagyobb legyen?
24 cm

X cm

10 cm
10 - 2x cm

X cm

\
.
X cm
e—l‘
%
X cm

N

%

24 cm

Megoldds

X cm

10 - 2x cm

A keresztmetszet olyan téglalap, amelynek az oldalai x cm és (10 — 2x) cm hosszuak, ezért a teriilete x(10 - 2x) cm?. Az

x egy 5-nél kisebb pozitiv szam lehet.

Abrézoljuk az x € R, x > x(10 - 2x) fiiggvényt, vizsgljuk meg, hol veszi
fel a legnagyobb értékét a ]0; 5[ intervallumon!

Ez egy masodfoku fiiggvény (hiszen a hozzarendelési szabalya x > 10x - 2x°
alakban is megadhato, és ez masodfoku kifejezés). A grafikonja lefelé nyitott
parabola. Hol metszi a parabola az x tengelyt?

x(10 - 2x) = 0, hax = 0, illetve ha 10 - 2x = 0, vagyisha x = 5.

Azt latjuk, hogy a fiiggvényiink zérushelyei 0 és 5, a parabola tengelye pedig
ezek kozott kozépen, 2,5-nél metszi az x tengelyt. Eppen ez a szdm a ten-
gelypont els6 koordinatéja. Itt a legnagyobb a fiiggvény értéke, vagyis a valyu
keresztmetszetének a teriilete.

Tehat a 10 cm-es oldalbol kétfeldl egy-egy 2,5 cm-es darabot kell felhajta-

nunk, hogy a legnagyobb keresztmetszett valyu keletkezzen.
A téglalap teriilete pedig 2,5 - 5 = 12,5 (cm?).

24. lecke | 0SSZETETT FUGGVENYTRANSZFORMACIOK
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25 MASODFOKU FUGGVENYEK

BEVEZETO

Bence mérgesen kidltott fel, mikozben éppen a matek hazi feladatat készitette: ,, Ilyen feladatot nem is csinaltunk, ezért nem
tudom megoldani!” Edesapja megnézte, és latta, hogy az x — x> + 6x + 9 fiiggvényt kellett Bencének ébrézolnia a valds
szamok halmazén. Igy szélt a fiahoz: ,Bence, hiszen éppen ilyen feladatokat gyakoroltatok ezen az 6ran, csak nem pontosan

i

ebben az alakban volt megadva a hozzarendelési szabaly!” Bence egy kicsit elcsodélkozott, de rovid id6 mulva igy kidltott:

»Iényleg! Ez nagyon egyszert feladat!”

FELADAT

1 5 Kosd 6ssze az egyenloket! Az egyiknek nincs parja, 2 = Hasznald a nevezetes azonossagot, majd abrazold a
ahhoz ird fel a hianyz¢ alakot! valés szamok halmazan értelmezett fliggvényeket!
fl)=x+6x+9

(x +10)° x + 10x + 25 .
(x—5)° X —10x + 25 gx) =x"—8x+16
(x — 10)* x* + 20x + 100

X’ —20x + 100

1. Haa, b és cadott szimok és a # 0, akkor a valés szamok halmazén értelmezett x — ax’ + bx + ¢ fiiggvényt masodfoki
fiiggvénynek nevezziik. A masodfoku tagban szerepld egyiitthatot (vagyis a-t): féegyiitthaténak hivjuk.
Példdul: az x — 3x* — 2x — 5 fiiggvény masodfoku, tovabbd itt a = 3, b = —2 és ¢ = —5, a féegyiitthaté 3.

2. Az x » ax’ + bx + ¢ masodfoku ! !

figgvény grafikonja olyan parabola,  a>0

|

| |
melynek tengelye mer6leges az x ten- | i > ax’ + bx + ¢
gelyre. Ez a parabola ,felfelé” nyitott, | I fiiggvény grafikonja

I
ha f6egyitthatdja pozitiv, azaz a > 0, i la<0 g
és ,lefelé” nyitott, ha fegyiitthatdja \E/ : - fiiggdleges tengelyti
negativ, azaz a < 0. ! I parabola
3. Az x — ax’ + bx + chozzirendelési sza- Q Q

baly algebrai modszerekkel atalakithato

x = a(x—u)’ + valakra. Az itt szereplé U U
u és v éppen a parabola tengelypontja-
felfelé nyitott lefelé nyitott

a fiiggvénynek a fuggvénynek
minimuma van maximuma van

nak az elsd, illetve masodik koordinatd-

<:|I

ja. E szamok azt is megmutatjak, meny-

nyivel kell eltolni az x — ax’ fiiggvény

grafikonjat a koordinatatengelyek men-

tén, hogy az x — ax’ + bx + c fiiggvény
grafikonjat kapjuk.
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FELADAT

3 5 Abrézold az f: R~ R, f(x)=(x—3)7—4 fiigg- a) j7\ b) A
vény grafikonjat!
a) Algebrai atalakitas segitségével add meg ennek \ /
a masodfoku fiiggvények az altaldnos alakjat! \\ / 1 / \[ 1
(f(x)=ax*+bx+c) \ / ol 1 x

b) Olvasd le a parabola tengelypontjat!

=Y

c) Hol veszi fel ez a fiiggvény a minimumat?

4 Abrazold a valds szamok halmazén értelmezett

figgvények grafikonjat! Van-e zérushelyiik? Me- c) A

lyik fiiggvénynek van minimuma, melyiknek van

maximuma?
fx)y=x*+2x+1 h(x)=—x>+4x—4 / \
gx)=x"—4x+4 k(x) = x*—10x + 25

=Y

5 s Egy masodfoku fiiggvény grafikonja olyan para- / of \1

bola, amely egybevagé az x — x° fiiggvény grafi- / \

konjaval, és amelynek tengelypontja a (—2; 5) pont.

d)

Hény ilyen mésodfoku fiiggvény van? Ird fel ezek YA

hozzarendelési szabalyat!

=Y

6 > Olvasd le a grafikonrol a valés szamok halmazan

értelmezett figgvények hozzarendelés szabalyat \

majd rendezd ax’ + bx + ¢ alakba! Hatarozd meg

a, b és c értékét!
/ \

HAZI FELADAT

1 s Abrazoltuk két fiiggvény grafikonjit. Olvasd le a 2 5 Abrézold a valds szémok halmazdn értelmezett

grafikonrol a hozzarendelési szabalyt, majd a zard- tuggvényeket! Melyiknek van minimuma, melyik-
jel felbontdsa utan rendezd a kifejezést ax’ + bx + ¢ nek van maximuma?
alakra, ahol a, b és c valos szamok! Add meg a, b és fl)=x"—6x+9
c értékét! gx)=—x"+6x—9
a) b) h(x) = x* + 3x + 2,25
N \ vh ]
3 5 Adj meg olyan, a val6s szamok halmazan értelme-
\ / zett masodfoku fliggvényt, melynek a —4 helyen
\ 1 / minimuma van, és a minimum értéke —3! Ird fel

a fiiggvényt az 4ltalanos (x — ax’ + bx + ¢) alak-

>
x |

javal is!

@ A masodfoku fliggvények abrdzolasokhoz hasznalhaté a GeoGebra program is.
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GRAFIKONJA

Abrazoljukazf: R — R, f(x) = 3x’ — 6x + 5 fiiggvény gra-
fikonjat!

Megoldds:

a) Foglalkozzunk el8szor az egyszertibb, g: R — R,
g(x) = 3x* — 6x fliggvénnyel!
Ez egy masodfoku fiiggvény, grafikonja ezért egy parabo-
la, melynek tengelye meréleges az x tengelyre. Ez a para- b)
bola felfelé nyitott, mert az x* egyiitthatéja 3, ami pozitiv.
Hatarozzuk meg a g fiiggvény zérushelyeit! Ezeket ugy
kapjuk meg, ha megoldjuk a 3x* — 6x = 0 egyenletet.
3 —6x=3(x*—2x) =3x(x—2)=0
A szorzat 0, ha legalabb az egyik tényezdje 0, ezért a
g figgvény zérushelyei 0 és 2. Ezeket mar be is jelolhet-
jik a koordinata-rendszerben.
A parabola szimmetriatengelye a két zérushely kozott
kozépen metszi az x tengelyt. Ezt is bejelolhetjiik.
Lathatd, hogy a szimmetriatengelyen 1évé pont elsé
koordinatdja 1. Ennyi tehat a parabola tengelypontja-
nak els6 koordinataja. Milyen értéket vesz fel a g fiigg-

vény az 1 helyen?

86

A mésodfoku fliggvény, a valos szimok halmazan értelmezett f(x) = ax’ + bx + ¢; (a # 0) dbrazoldsanak egyik utja:
1. Els6 lépésként az f helyett a konstans tag (c) elhagyasaval kapott g fiiggvény grafikonjat abrazoljuk 3 pontjaval.

A g(x) = ax’ + bx fiiggvény képe egy parabola.

- zérushelyeit megkaphatjuk az ax’ + bx = 0 egyenletbdl. A kifejezést alakitsuk szorzatta! (Az egyik zérushely a 0.)
- a szimmetriatengely az x tengelyre meréleges, és a két zérushely kozott ,kozépen” (szamtani kozepénél) metszi a

tengelyt.

- a parabola tengelypontjanak elsé koordinatajat a szimmetriatengely jeloli ki. A masik koordinatat megkapjuk, ha

MASODFOKU FUGGVENYEK

g1)=3-1"—6-1=-3.
A parabola tengelypontja tehat

az (1; —3) pont.

A két zérushely és a tengelypont
segitségével elég jo abrat készit-
hetiink a g fiiggvényrdél.

Az f figgvény abban kiilonbo-
zik a g fiiggvénytdl, hogy értéke
minden helyen 5-tel tobb:

f(x) =g(x) +5.

Ezért az f grafikonjat megkaphat-
juk, ha a g grafikonjat az y tengely
mentén 5 egységgel feljebb toljuk.
Ezt ugy érdemes megtenni, hogy
az el6bb meghatdrozott 3 pontot
feljebb toljuk, és abbdl rajzoljuk
meg a parabolat.

Az f fliggvény tengelypontja le-
olvashat¢ a grafikonrdl: az (1, 2)
pont.

v Ay

2y

'y

2y

behelyettesitiink g-be. (Ellendrizhetjiik, hogy a parabola felfelé nyitott, ha a > 0, lefelé nyitott, haa < 0.)

2. Az f fuggvény grafikonjat megkapjuk, ha a g grafikonjat (3 pontja segitségével) az y tengely mentén c-vel eltoljuk.

flx)=ax"+bx+c ll:>| g(x) = ax’ + bx ||:>

rissinive |0
g szélsoértéke eltolas c-ve

— minimuma van,haa > 0

— maximuma van,haa < 0

FUGGVENYTRANSZFORMACIOK



FELADAT

15

Szorzatta alakitassal oldd meg az egyenleteket!
c) 2x*—8x=0
d) 2#+3x=0

a) ¥ —8x=0

b) x*+32x=0

2 5 Abrézold a zérushelyek és a szélséérték segitségé-
vel az f: R = R, f(x) = x>+ 5x masodfoku fiigg-
vény grafikonjat, majd ennek segitségével ugyan-
abban a koordinata-rendszerben a g: R = R,
g(x) = x* + 5x + 3 masodfok fliggvény grafikon-
jatis! Add meg a g fliggvény széls6értékének helyét
és értékét!

HAZI FELADAT

1 5 Abrézold az f: R = R, f(x)=2x>—10x + 8 ma-
sodfoku fiiggvény grafikonjat! Els6 1épésként abra-
zold a g: R = R, g(x) = 2x* — 10x fiiggvény grafi-
konjat a zérushelyei és a széls6értéke segitségével!

2 5 Abrazold a h: R = R, h(x) = 12x — 3x° + 7 fiigg-
vény grafikonjat gy, hogy elészor a k: R = R,
k(x) = 12x — 3x” fliggvény grafikonjét rajzolod meg
a k zérushelyei és szélséértéke segitségével! Add
meg a h fiiggvény maximumat és maximumhelyét!

RAADAS

Spanyolorszagban, Valencia varosaban talalhaté a hi-
res L'Umbracle nevii télikert, melynek keresztmetszete
Gateway Arch boltivéhez hasonloan egy lancgorbe. A téli-
kert magassaga 8 m, szélessége 12 m.

Ha lancgorbe esetén nem is tudjuk, de gondoljuk végig, hogy
egy hasonl6 méretd, parabola keresztmetszet esetén hova te-
lepithetiink a télikerten beliil palmakat, ha tudjuk, hogy egy
palma 6 méteresre n6é meg, és lombkorondja 2 m széles?
Megoldds

Helyezziink egy parabolivet az dbra szerint egy olyan ko-
ordindta-rendszerbe, amelynek tengelyein 1 méteres egy-
ségeket jeloltiink ki Ggy, hogy az iv magassaga 8, alapja 12
egység legyen!

Ez a parabolaiv az x —— %xz + 8 midsodfoku figgvény

grafikonjdra illeszkedik.

26. lecke | MASODFOKU FUGGVENYEK GRAFIKONJA

3 5 Abrazold a zérushelyek és a szélsGérték segitsé-

gével az f(x) =—%x2 + 2x masodfoku fiiggvény
grafikonjat a valos szamok halmazan, majd ennek

segitségével ugyanabban a koordinata-rendszer-

bena g(x) L

x* + 2x — 4 mésodfoku fiiggvény
grafikonjat is! Add meg a g fiiggvény szélsGértéké-

nek helyét és értékét!

Hatarozd meg a fiiggvények abrazolasa nélkiil a va-
16s szamok halmazan értelmezett

(%) =0,1x" —2,2x és g(x) = 0,1x* —2,2x + 5,8
masodfoku fiiggvények minimumbhelyét és a mini-
mum értékét!

Hatarozd meg a kovetkez6 masodfoku fiiggvények
zérushelyeit! Minimuma vagy maximuma van a
tiuggvényeknek? A fuggvények értelmezési tarto-
manya a valés szamok halmaza.

a) f(x)=0,2x"—5x

b) g(x)=-0,2x"—0,8x

c) h(x)=7x— 5x*

d) k(x)=0,4x>—1,6x+1,6

@ Fliggvénydbrdzolé programmal ellendrizheted a
megoldasaid helyességét.

A 6 m magas palma lombkorondjanak széle olyan d tavol-
sagra lehet a parabola tengelyétdl, amelyre

- %d >+ 8= 6,amibél d* = 9, vagyis a lombkorona szé-

le legfeljebb 3 m-re lehet a parabola tengelyétdl, a palmafa
torzse pedig legfeljebb 2 m-re.
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\
/
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FELADAT

15

N
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Hatarozd meg, hol van zérushelye és széls6értéke
a kovetkezd, a valds szamok halmazan értelmezett
fuggvényeknek!

a) fx)=x"+112x b) g(x)=14x"—168x

Abrazold kézos koordinita-rendszerben a valés sza-
mok halmazan értelmezett fiiggvények grafikonjat!
a) fix)=x>—3x; gx)=x"—3x-2

b) fx)=2x"—8x; g(x)=2x"—8x+7

Egy matematikai modell szerint, ha egy terepjar6
1 liter tizemanyaggal x km-t képes megtenni, akkor

a terepjaro szén-dioxid-kibocsatasa 50 000 km-en,
kg-ban mérve: d(x) = 200x* — 5200x + 44 000.

Ez a matematikai modell akkor érvényes, ha

4,8 < x = 13,2

Y

A matematikai modell alapjan elemezd a terepja-

rok szén-dioxid-kibocsatasat!

a) Hany liter tizemanyagot fogyaszt 100 km-en az
a terepjaro, amely 1 liter tizemanyaggal 4,8 km-t
képes megtenni? Es az, amelyik 13,2 km-t?

b) A modell szerint hany km-t képes megtenni
1 liter izemanyaggal az a terepjard, amelyik a
legkevesebb szén-dioxidot bocsatja ki? Hany
liter tizemanyagot fogyaszt 100 km-en ez a te-
repjar6?

¢) Hany kilogramm szén-dioxidot juttat a légkor-
be 50 000 km-en a legkevésbé szennyezd te-
repjar6? Es az, amelyik a legtobb szén-dioxidot
bocsatja ki?

Veszélyes hulladék megsemmisitése

Egy amerikai allamban egy tanulméany részeként
a veszélyes hulladékok kezelésével is foglalkoztak.
A veszélyes hulladéknak a PCP (pentaklérfenol)
eltavolitasa céljabdl torténd kezelési koltsége no-
vekszik az eltavolitott PCP mennyiségének nove-
kedésével. Egy matematikai modell szerint, ha
naponta x kilogramm PCP-t tavolitanak el, akkor

a koltség dollarban kifejezve:
k(x) = 2000 + 100x".

FUGGVENYTRANSZFORMACIOK



Az allam PCP-kilogrammonként 500 dollart atval-
lal a koltségekbol.
Elemezziik a netté (az dllami hozzdjarulas kovet-
keztében kialakuld) koltséget a matematikai mo-
dell alapjan, a naponta megsemmisitett PCP meny-
nyiségének fiiggvényében!
a) Abrazold kozos koordindta-rendszerben, hogy
x kg PCP megsemmisitése esetén :
- Hogyan alakulndnak a koltségek, ha nem
lenne hozza allami tamogatas?
- Hogyan alakulnak a koltségek az allam tamo-
gatasaval?
Valassz olyan egységeket a vizszintes és a flig-
gbleges tengelyekre, hogy szemléletesek legye-
nek a grafikonok!

HAZI FELADAT

15

Abrézold kozos koordinita-rendszerben a valds
szamok halmazan értelmezett fiiggvények grafi-
konjat!
a) f(x)=|x}; gx)=|x+15];

h(x) =|x+1,5|—2,5;
b) f(x)= 2x* + 6x; g(x) = 2x% + 6x — 1

Egy terepjaro atlagos, kilogrammban mért tomege
egy matematikai modell szerint a kovetkezéképpen

fiigg a terepjaro évjaratatol:
m(t) = 1,5t — 45t + 2100,
ahol 5 < t < 27, és taz id6tjeloli. A t = 0 érték azt
jelenti, hogy 1970-ben, a t = 5 azt, hogy 1975-ben

27. lecke | GYAKORLAS, ALKALMAZAS

K,

Y

b) Hany kg PCP megsemmisitése esetén lesz a
napi koltség a legkisebb? Mekkora ez a legki-
sebb napi koltség?

c) Mire tudnal még kovetkeztetni a koltségekre
felirt k(x) fliggvénybol?

Egy 20 cm hosszu cérnaszallal téglalap alaku sik-

részt keritiink el.

a) Ha a téglalap egyik oldaldnak hossza x cm, ak-
kor hany cm hosszu a téglalap masik oldala, és
hény cm” a téglalap teriilete?

b) Abrézold az oldalhossz és a teriilet kapcsolatét!

c) Melyik x-hez tartozik a legnagyobb tertilet?

és igy tovabb, a t = 27 azt, hogy 1997-ben gyartot-

tak a gépkocsit.

A modell szerint

a) mekkora volt a terepjarok atlagos tomege 1975-
ben, 1980-ban, 1990-ben;

b) melyik évben csokkent és melyikben noveke-
dett a terepjardk atlagos tomege;

c) melyik évben volt a legkisebb a terepjarok atla-
gos tomege, és ez hany kg volt;

d) mekkora volt a terepjarok atlagos témege 2000-
ben?

Egy 20 cm hosszu cérnaszallal téglalap alaku sik-

részt keritiink el ugy, hogy a téglalap egyik oldala

egy hosszu hurkapélca egy része, és csak a masik
harom oldal cérna.

a) Ha a téglalap egyik oldalanak hossza x cm, ak-
kor hany cm hosszu a téglalap masik oldala, és
hény cm’ a téglalap teriilete? (Két lehetéség is
van!)

b) Abrazold az oldalhossz és a teriilet kapcsolatat!

c) Melyik x-hez tartozik a legnagyobb teriilet? Ha-
sonlitsd 0ssze a lecke 4. feladatara kapott valaszt
a most adott valasszal! Mit tapasztalsz?
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28 GYAKORLAS, TUDASPROBA

FELADAT

1 s Egy fliggvény grafikonjat kétszer egymas utan eltoltuk a koordinata-rendszerben. Mely 57\

tiuggvények grafikonjat kaptuk az egyes lépések utan?

A példa alapjan toltsd ki a tablazat hidnyzé részeit!

kiindulasi fiiggvény elsé eltolas misodik eltolas ' ~
x o |x] jobbra2-vel x> |x — 2| felfelé 1-gyel x> |x— 2|+ 1 0] 1 x
X0 % balra 3-mal felfelé 2-vel

x - |x| x> |x+1,5] xo |x+1,5|—4

x> X x - (x—6)° x> (x—6)P°—15

x o 2% x o 2% + 11 lefelé 2-vel

2 5 Akovetkez6 fiiggvények esetében az értelmezési tartomany nem a valds szamok halmaza, hanem egy intervallum.
Abrazold a fiiggvények grafikonjit, majd hatdrozd meg a fiiggvények értékkészletét!
a) f1-2;2] 2 R, f(x) = |x—1]| b) g¢[1;4] » R, g(x) = (x—2) c) h:[-1;2] = R, h(x) = —|x|+2

3 = A grafikonjuk alapjan hatdrozd meg a kovetkezd fiigg- j7\ j7\ j7\
vények hozzarendelési utasitdsat, és toltsd ki a tabla- f ) £/
zatot! \ ~ - h
0 1x [1o] 1\[% \
o] 1 Tx
értelmezési tartomany — hozzarendelési szabaly minimumbhely minimum maximumhely maximum

"o

4 = Allapitsd meg a valés szdmok halmazén értelmezett masodfoku fiiggvények zérushelyeit és szélséértékét!

hozzérendelési szabaly zérushelyek minimuma vagy maximuma van? szélsGértékhely szélsGérték
X X+ 8x

x o 2% —9x

X —x +3x

x = —0,02x" + 3x

5 s Abrazold kozds koordinata-rendszerben a kovetkezd fiiggvények grafikonjat! (értelmezési tartomdny a valds szé-
mok halmaza)
a) fx) =2x"—6x ¢és gx)=2x"—6x+2 c) f(x) = %xz-i-x és g(x) = %xzﬁ-x— 1,5
b) f(x) =—x"+4x és gx)=—x"+4x—1

6 = Egy 40 méter magas toronyban fiigg6legesen felfelé felhajitanak egy kislabdat. A kovetkez6 fiiggvény a foldet érés
pillanatdig azt adja meg, hogy t masodperc mulva hiany méter magasan van a labda a talajszint folott:
h(t) = —5¢ + 10t + 40
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a) Milyen magasan van 1 masodperc, 2 masodperc, 3 masodperc elteltével a labda?

h) Abrazold koordinita-rendszerben a labda magassagat az id§ fiiggvényében! Alkalmasan valaszd meg a koor-

dindta-rendszer egységeit!
¢) Mikor van legmagasabban a labda?

HAZI FELADAT

1 5 Abrazold a valés szimok halmazan értelmezett fiiggvények grafikonjat!

a) flx)=[x—15[+1

d) Mikor ér a labda a talajszintre?

b) g(x)=(x— 172 —4

c) h(x)=—x"+3

2 5 A tdblazatban szerepld fiiggvények értelmezési tartoménya a valés szdmok halmaza. Ird a fiiggvényekhez a réjuk

3
4

N
S

jellemzé tulajdonsag bettijelét!

a: minimuma van

b: maximuma van

c: értékkészlete a nemnegativ valds szamok halmaza
d: minimumbhelye az 5

x o [x—5/+1 x - (x+5)°

és szélsOértékeit!
a) f:[-3;2] > R, f(x)=|x+2]|

TUDASPROBA

15

25

flx) =x" —4x és

Abrazold a kovetkez§ fiiggvény grafikonjét!
x€R  xo|x+5 -2

A valés szdmok halmazan értelmezett x — x° fiigg-
vény grafikonjat told el az x tengely mentén pozitiv
iranyban harom egységgel, majd az y tengely mentén
egy egységgel! Melyik fiiggvény grafikonjat kaptad a
két eltolas utan?

Hatarozd meg a kapott fiiggvény minimumbhelyét és
minimumat!

Abrazold kozos koordinata-rendszerben a kovetkezé

fuggvények grafikonjat!

D;= [-1; 3] f(x) =%
— . _1

D,= [—1; 3] g(x) = ixz

Hatarozd meg a fiiggvények értékkészletét!

Abréazold kozos koordinata-rendszerben a valds sza-
mok halmazan értelmezett fiiggvények grafikonjat!
gx)=x"—4x+3

28. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA

e: maximumbhelye az 5

f: minimumhelye a —5

g zérushelye az 5

x> —(x—5)°

x> (x—5)42 x> 2x° —5x

Abrézold a valés szamok halmazan értelmezett f(x) = —x* + 4x + 1 fiiggvény grafikonjét!

Abrézold a kovetkezé fiiggvények grafikonjat, majd hatdrozd meg a fiiggvények értékkészletét, szélséértékhelyeit

b) g:[0;3] > R, glx)=(x—2)"+2

a
Y

Hatarozd meg a g fliggvény széls6értékének helyét és
széls6értékét!

Egy gép alkatrészeket gyart. A gyartas hasznat (forint-
ban) a cég a kovetkezd fiiggvénnyel szamolja: ordn-
ként x db alkatrész gyartasakor (200 < x < 1800) a
haszon f(x) = —0,01x* + 18x.
a) Mekkora a haszon, ha 500 terméket gyartanak?
b) Mekkora a haszon, ha 800 terméket gyartanak?
c) Mekkora a haszon, ha 1000 terméket gyartanak?
d) Abrézoltuk az f fiiggvény grafikonjat. Milyen x
értéknél lesz a gép tizemeltetése optimalis? Meny-
nyi az elérhetd legnagyobb haszon?

JA

2000
0 N\

0 200 1800 x
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TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Abrazold kozos koordinata-rendszerben a valds sza-
mok halmazan értelmezett fiiggvények grafikonjat!

a) fx)=x gx)=x+15 h(x) = (x + 1,5)
b) flx) =x glx)=x"—25 h(x) = (x — 2,5)°

Abrézold kozds koordinata-rendszerben a valds sza-
mok halmazan értelmezett fliggvények grafikonjat!
a) fx)=x g(x)=x—25)" h(x)=(x+35)
b) flx)=|x| gx)=|x—15] h(x)=]|x+2,5]

Abrazold kozds koordindta-rendszerben a kovetkezd
fiiggvények grafikonjat! Az értelmezési tartomany
a valds szamok legb6vebb részhalmaza, amelyen a

fiiggvény értelmezhetd.
a) f)=vVx gx)=vVx+2 hx)=Vx+2
b) fx)=vVx g)=vVx—4 hx)=Vx—4

Abrazold kozds koordinata-rendszerben a valds sza-
mok halmazan értelmezett fliggvények grafikonjat!

a) f(x)= X gx) = %xz h(x) = %xz
o) f=1x] g =3]x|  h(x)=1|x]
) flx)=—x% gx) = —% X h(x)=—24

Abrézold kozds koordinata-rendszerben a valds sza-
mok halmazan értelmezett fiiggvények grafikonjat!

a) flx)=x g(x) = (x —2,5)°
h(x) = (x—2,5)"+1
b) f)=|x|  g)=]x—15]

h(x)=|x—15|—-2

Abrézold kézds koordinata-rendszerben a kovetkezd
fiiggvények grafikonjat! Az értelmezési tartomdany
a valés szamok legbévebb részhalmaza, amelyen a
fiiggvények értelmezhetdk.

a) fx)=+vx gx)=+vVx+1
b) f0) = Vx g =vx-2

hix)=vx+1+2
hx)=vx—-2 —1

Abrazold a fiiggvények grafikonjat, majd jellemezd a
fiiggvényeket!

a) iR R, flx)=(x—3>-2

b) &eR—->R, gx)=[x—3]-15

8>

9>

10>

11>

Abrazold a fiiggvények grafikonjat, majd jellemezd a
fiiggvényeket!

a) ffR->R, f(x)=—(x—3)

b) &R~ R, gx)=—|x+3,5|

Add meg az alabbi fiiggvénygrafikonokhoz tartozoé
hozzérendelési szabalyt és a fiiggvények értelmezési
tartomanyat! (A b) és c) grafikonja egy-egy parabola.)
a) VA

2y

REL /

Ry

c) VA

il 4

[T
/ \
| \

Abrézold a fiiggvények grafikonjat, majd jellemezd a

fiiggvényeket!
a) f:[-3;°[ >R, f(x) =vx+3 -2
b) g:[1,5;°[ > R, glx) =vx—1,5 -1

A valds szdmok halmazan értelmezett x — |x| fugg-
vény grafikonjat told el az x tengely mentén (+3,5)-
del, az y tengely mentén (—4,5)-del! Melyik fiiggvény
grafikonjat kaptad a két eltolas utan?

Hatdrozd meg az értékkészletét, szélséértékét, jelle-
mezd a monotonitasat!

FUGGVENYTRANSZFORMACIOK



125

145

155

165>

17 >

18>

195

Abrazold kozos koordinata-rendszerben a kovetkezé

tiggvények grafikonjat!
D;=[-1;3] f(x) = |«

— . -5
D,=[-1;3] g(x) = §|x|

Hatarozd meg a fliggvények széls6értékeit, és érték-
készletét!

Abrézold az alabbi fiiggvények grafikonjat, ahol D;a
fiiggvények értelmezési tartomanyat jelsli!

a) flx) =[x+7|-1  D;=]=80]

b) f(x) =|x|+5 D= [0; 00 [

c) flx)=—|x—4| D;=
d) f(x) =—|x+1[+3 D;=]-24[

Allapitsd meg a fiiggvények zérushelyeit, majd sza-

] =00 oo

moldssal végezz ellenérzést!

Abrazold kozos koordinata-rendszerben a valds sza-
mok halmazan értelmezett fiiggvények grafikonjat!

a) f(x)=|x| gx)=15]x] h(x)=%
b) f(x) =« gx)=15-x h(x) = 13625

Hatarozd meg a kovetkezd, a valos szamok halmazan
értelmezett fiiggvények zérushelyeit!

c) x> —x'—7x

d) x - —2x"—9x

a) x » x* —5x
b) x - 2x* + 12x

Minimuma vagy maximuma van a kévetkezd fiigg-
vényeknek? Az értelmezési tartomany a valos szamok
halmaza.

c) x~ 100 — x*

d) x — =8 —4x + 3%’

a) x> 3—x"—9%
b) x> 12x+1—2x

Abrazold kozds koordindta-rendszerben a valds sza-
mok halmazan értelmezett fiiggvények grafikonjat!
flx) =3x" + 9x g(x) =3x"+9x—2
Hatarozd meg a fiiggvények széls6értékének helyét és

és
szélsGértékét!

Abrazold az f: R — R, f(x) =4x"—8x + 7 fiigg-
vény grafikonjat gy, hogy el6szér a g: R = R,
g(x) = 4x* — 8x fiiggvény grafikonjét dbrazolod a
zérushelyei és a tengelypontja segitségével!

Abrazold az f: R— R, f(x)=06x"+1,8x—5
tiiggvény grafikonjat ugy, hogy elészor a g¢: R = R,
g(x) = 0,6x" + 1,8x fliggvény grafikonjat dbrdzolod a
zérushelyei és a tengelypontja segitségével!

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

20>

21>

22 >

23 >

Abréazold kézos koordindta-rendszerben az aldbbi,
valds szamok halmazan értelmezett fiiggvények gra-
fikonjat!

a) flx)=—2x—8x glx)=—2x—8x+7

b) f(x) = %xz —4x g(x) = %xz —4x—2

Egy gép alkatrészeket gyart. A gyartas hasznat (forint-
ban) a cég a kovetkez6 fiiggvénnyel szamolja: oran-
ként x db alkatrész gyartasakor (200 < x < 2200) a
haszon f(x) = —0,01x° + 22x.

a)
b)
c)
d)

Mekkora a haszon, ha 500 terméket gyartanak?
Mekkora a haszon, ha 900 terméket gyartanak?
Mekkora a haszon, ha 1200 terméket gyartanak?
Abrézoltuk az f fiiggvény grafikonjat. Milyen x
értéknél lesz a gép tizemeltetése optimalis? Meny-
nyi az elérhetd haszon legnagyobb értéke?

VA

2000
0 \

0 200 2200 x

Hatarozd meg a kovetkezd, valds szamok halmazan
értelmezett fiiggvények szélséértékét! Melyiknek van
maximuma, melyiknek minimuma?

a) f(x)=(x—2)+10

b) g(x)=x"+ 10x + 26

c) h(x)=—(x—1*+9

d) k(x) =—x"+ 12x + 21

Egy 40 méter magas toronybdl lefelé hajitunk egy
kislabdat. A kislabda talajszintt6l mért magassagat
t masodperc mulva a kovetkez6 fiiggvény adja meg:
h(t) = —5¢* — 10t + 40

a) Abrazold a fiiggvényt!

b) Hény méasodperc mulva ér foldet a labda?

c) A kislabda magassaga minden pillanatban meg-
egyezik egy olyan test magassagaval, amelyet egy
masik, magasabb toronybdl, kezdésebesség nélkiil,
néhany masodperccel hamarabb elejtettek. Milyen
magas lenne ez a masik torony, és hany masod-
perccel hamarabb kellett volna elejteni a testet?
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29 TELJES NEGYZETTE KIEGESZITES

Az 6korban érdekes abréakon keresztiil oldottak meg ma-
sodfokt egyenleteket. Figyeld meg az x* + 6x — 7 = 0
egyenlet megoldasat, egy régi modszer segitségével!
Atrendezve: X +6x=7

X +3x+3x=7.
Készitsiik el ehhez a kovetkez6 abrat:

X 3
x| x 3x
3 3x

I. Masodfoku kifejezés, masodfoku egyenlet

Az &bra teriilete tehat x° + 6x. Egészitsiik ki négyzetté:

X 3
X x° 3x
3 3x 9

A négyzet teriilete (x + 3)°. Ugyanakkor ez 9 egységgel na-
gyobb teriileti, mint az els6 abra. Ezért:
(x+3)’=7+9=16.

Ebbol: x + 3 =4 vagy x + 3 = —4,

Atrendezve: x =1 vagy x =—7.

A négyzet oldala nem negativ szam, ezért az abran ezek
koziil csak az elsé megoldas lathaté.

Az ax’ + bx + c kifejezést, melyben a, b és ¢ valés szamok, és a # 0, masodfoku kifejezésnek nevezziik. Mésik elnevezé-

se: masodfoku polinom.

A masodfoku kifejezésben mindig szerepel a valtozé (pl. x) masodik hatvanya, ennek egyiitthatdja a féegyiitthaté. Ezen

kiviil szerepelhet a valtozé elsé hatvanya egy egyiitthatoval szorozva, valamint a valtozét nem tartalmazd ugynevezett

konstans tag.

/

elso6foku tag egyiitthatoja

ax* +bx+c¢

féegyiitthaté (nem lehet 0)

konstans tag

A masodfoki egyenlet rendezett, igynevezett kanonikus alakja: ax® + bx + ¢ = 0, ahol a # 0.

II. Teljes négyzet

Kéttagu kifejezés négyzetét nevezetes azonossag segitségével irhatjuk mas alakban:

(a+b)}=a*+2ab+ b,

illetve  (a — b)*=a* — 2ab + b*.

Amennyiben egy masodfoku kifejezés felirhat6 egy kéttagu kifejezés négyzeteként, akkor azt mondjuk, hogy teljes négy-

zetté alakithatd.
Példdul: x* + 10x + 25 = (x + 5)°
K —24x+ 1,44 = (x — 1,2)*
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III. Teljes négyzetté kiegészités

A teljes négyzetté kiegészités modszerét masodfoku kifejezések esetén hasznalhatjuk a kifejezés atalakitasara. Ezzel az
eljarassal egy masodfoka kifejezést egy teljes négyzet felhasznalasaval irunk fel.
Példaul: x¥* —8x+9=(x—4)*—7

Ha a féegyiitthat6 1 (a = 1), akkor 1épései a kovetkezdk:
1. Azonositsuk, hogy melyik az a teljes négyzet, melyben az egyik tag négyzete, valamint a két tag szorzatanak kétszerese
megtalalhaté a masodfoku kifejezésben!
Példdul: x* — 8x + 9 esetén azt keressiik, hogy x* — 8x melyik teljes négyzet két tagjaval egyezik meg. (x — 4)° a kere-
sett teljes négyzet, hiszen (x — 4)> = x> — 8x + 16.

2. Adjuk hozzé és vonjuk le a teljes négyzet konstans tagjat az eredeti kifejezéshez! Igy az eredeti kifejezés értéke nem
valtozik meg.
Példdul: X —8x+9= x’—8x+16—16+9

3. A Kkifejezésben elddll a teljes négyzet, ezt irjuk le, a megmaradt szimokat pedig vonjuk ossze! (Az eredeti kifejezés
értéke most sem valtozik meg.)
Példdul: x* —8x+9=(x"—8x+16) =16 +9=(x—4)° 7

(x — 4)* -7

Melyik az a TELJES NEGYZET,

amelynek masod-, és els6foku tagja »
2 :> [ Ird fel ezt a nevezetes azonossagot ]
L ugyanez? )

A TELJES NEGYZET konstans tagjat <:
add hozza és vond ki!

TELJES NEGYZET
+ a tobbi szdm 6sszevonva

FELADAT

1 = Ird be a teriileteket jelz8 algebrai kifejezéseket az 2 5 Végezd el a kovetkezé miiveleteket!

abra megfelel helyére, majd ird fel azt a nevezetes a) (x—6) c) (x—0,5)?
azonossagot, amelyet az dbra szemléltet! b) (x+11)° d) (x+ 1,5)?
x5 2x, 2x, 4
3 o Ird fel a kovetkezd kifejezéseket két tag §sszegének
2 vagy kiilonbségének négyzeteként!
a) x*+ 18x + 81 c) x*+ 50x + 625
b) x* — 100x + 2500 d) ¥ —3x+2.25

4 = Egészitsd ki a kovetkezd kifejezéseket gy, hogy
teljes négyzetet kapj! Ird fel a kifejezéseket két tag
osszegének vagy kiillonbségének négyzeteként!

a) X +4x+ ... c) ¥*+5x+...

X b) x*—8x+ ... d) »*—15x+ ...
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5 s Alkalmazzuk a teljes négyzetté kiegészités modszerét! Toltsd ki a tablazatot!
mésodfoku kifejezés x4 16x + 54 %'+ 14x + 50 ¥—4x—1

x’-es és x-es tagok X+ 16x

melyik teljes négyzet két

2__ .2
tagja szerepel benne? Crr bl = = leme-Ce

x>+ 16x + 54 =

telj £ tté kiegészité
eljes négyzetté kiegészités 2 e i (AL o

teljes négyzeten kiviili tagok —64 +54=-10

E & & & &

megoldas X+ 16x+54=(x+8)°—10

= Leljes negyzette kKiegeszitessel alakitsa at a Kitejezeseket!
s Telj cgyzetté kiegészitéssel alakitsd at a kifejezéseket!
a) X+ 12x + 40 b) x*—10x — 20 c) X +6x+3,5 d) x* —3x+ 4,25

7 = Teljes négyzetté kiegészités modszerével allapitsd meg, milyen eltolasokkal kapjuk meg a kovetkezé fiiggvények

grafikonjitaz f: R = R, f(x) = «° fiiggvény grafikonjabol!
a) gR-> R, gx)=x"+4x+5 b) :R > R, h(x) =x*— 6x + 12

HAZI FELADAT

4 5 Egészitsd ki a kévetkezd kifejezéseket ugy, hogy 3 5 Kosd 0ssze azokat a kifejezéseket, amelyek egyen-

teljes négyzetet kapj! 16k! Néhany kifejezésnek nincs parja, ezekhez ird fel
a) x> +40x+ ... c) X +9x+... a hianyz¢ alakot!
b) x> —24x + ... d) ¥ —1,6x+... a) (x+4) p) ¥ +8x+6
b) (x+4)*+3 q) x*+ 8x
2 5 Teljes négyzetté kiegészitéssel alakitsd at a kifeje- c) (x+4)>-3 r) x*+8x+ 16
zéseket! d) (x—4)P>+3 s) x*+8x+ 13
a) x*+22x + 100 c) x*+7x—225 e) (x—47—3 ) ©—8x+ 13
b) x> — 14x + 42 d) x* — 9x + 20,25 f) (x+4’—10 u) + 8%+ 19
b
a b a e
2 a’ b a-b) (a-b)'=
(a+b)’= 4 O P Y
a’+2ab+b
ab b’
ab b’

96 MASODFOKU EGYENLETEK



EMELT

SZINT

Teljes négyzetté kiegészités 1-t6l kiilonbozo6 féegyiitthato esetén

Figyeld meg a kovetkez6 atalakitast!

2x =3 —7=2(x*—6x+9) —7=(2x"— 12x + 18) — 7 =2x* — 12x + 11

A zaréjel felbontdsa utdn kapott mindharom tagot szoroztuk a féegyiitthatoval. Ezért miel6tt azt keresnénk, hogy mely ta-

gok sziikségesek a teljes négyzet felirasdhoz, a fdegytitthatot ki kell emelni az x-es tagbdl.

1 s Teljes négyzetté kiegészitéssel alakitsd at a kifejezéseket!
a) 3x* —24x + 41 b) —x* —9x—3,25
Megoldds
a) 3x° —24x+41 = Emeljiik ki a féegyiitthatot a masod- és els6fokud tagokbdl!
=3(x"—8x) +41 = Teljes négyzetté kiegészités az (x* — 8x) kifejezésre.
=3[(x —4)* —16] + 41 = Szorozzunk be tagonként a f6egytitthatéval!
=3(x—4)—48+41 = Vonjuk 6ssze a megfelel6 tagokat!
=3(x—4)—-7
b) —x'—9x—325= Emeljiik ki a féegytitthatot a masod- és els6fokad tagokbdl!
=—(x*+9x) —3,25= Teljes négyzetté kiegészités az (x* + 9x) kifejezésre.
= —[(x + 4,5)* — 20,25] — 3,25 = Szorozzunk be tagonként a féegyiitthatoval!
=—(x+4,5)° +20,25—3,25= Vonjuk 6ssze a megfelel6 tagokat!
=—(x+4,5)"+ 17
2~ Teljes négyzetté kiegészitéssel alakitsd at a kifejezéseket!
a) 2 +16x+9
b) 3x° — 18x + 20
c) X +8x+1
d) —2x° + 40x + 105
3 = Teljes négyzetté kiegészitéssel alakitsd at a kifejezéseket!
a)%x2—2x+2 b) —%x2+3x—6,5
4 > Abrazold és jellemezd a kovetkezd fiiggvényt!

. =1l _,_3
f:R—>R, f(x) TX XS

Hatérozd meg a féegyiitthat6 értékét, ha a valés szdmok halmazén értelmezett f(x) = ax’ — 12x + 4 fiiggvénynek
a) az x = 2 helyen van a minimuma;

b) az x = —1 helyen van a maximuma?

C) Vizsgald meg ezt a feladatot a GeoGebra program segitségével!

— Vegyél fel egy csuszkat, nevezd el a-nak! (Az intervallum hatarait allitsd —10-re és 10-re)
~ Abrézold az y = ax” — 30x + 4 fiiggvényt!

— Valtoztasd a csuiszka segitségével az a értékét, és figyeld meg, hogyan valtozik a fiiggvény grafikonja!
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1.

Oldjuk meg teljes négyzetté kiegészitéssel a kovetke-
26 egyenletet: x° — 6x + 8 = 0.

Megoldds

X —6x+9-9+8=0

X —6x+9=-8+9

X—6x+9=1

(x—3)7=1

x—3=1vagy x—3=-—1.
Hax—3=1,akkorx=1+3=4;

ha x —3=-1,akkorx=—-1+3=2.

Tehat ennek az egyenletnek két gyoke van, a 2 és a 4.

Adott a kovetkezd figgvény:

f:R = R, f(x) =x"— 5x+ 5,25.

a) Abrazold a fiiggvény grafikonjat!

b) Hatarozd meg a fiiggvény zérushelyeit!

Megoldds

a)

Ha alkalmazzuk a teljes négyzetté kiegészités modsze-
rét, akkor a hozzarendelési szabalyt olyan alakra tudjuk
rendezni, amelyr6l leolvashatd, hogy milyen eltoldasok
viszikaz R = R, x — x’ fiiggvény grafikonjat az f fiigg-
vény grafikonjaba.

Ezt a nevezetes azonossagot tudjuk felhasznalni:

(x — 2,5 =x*—5x + 6,25

FELADAT

<. Az 4bra alapjan csoportositsd a felsorolt tagokat igy, hogy az x*-hez hozzdadva teljes négyzetet alkossanak, majd
3 P) P 8 gy, hogy ) gy’ ]

98

alkalmazd a megfelel6 nevezetes azonossagot!

At =(x+4)
-16x
.+ =

ALKALMAZASA

b)

TELJES NEGYZETTE KIEGESZITES

f(x)=x"—5x+525=

=x" = 5x + 6,25 — 6,25 + 5,25 = (x — 2,5)" — 1

Az R — R, x » x° fiiggvény grafikonjat tehat jobbra
(az x tengellyel parhuzamosan, pozitiv iranyban) kell
eltolnunk 2,5 egységgel, majd lefelé (az y tengellyel par-
huzamosan, negativ irdnyban) 1 egységgel.

A grafikonrdl  leolvasha- /

to, hogy a fiiggvénynek két

zérushelye van. Ezek most

nem egész szamok. Pontos ér- \ /

tékiiket megkapjuk, ha meg-
oldjuk az x* —5x+525=0
egyenletet.

\J

Az egyenlet megoldésahoz al- |
kalmazzuk ujra a teljes négy-

zetté kiegészités modszerét!

X =5x+525=(x—25°-1=0
(x—25)=1

Ebbdl kovetkezik, hogy |x — 2,5 = 1, tehat x — 2,5 ér-
téke 1 vagy —1.

x—25=1, ekkorx=23,5;

x—2,5=-1 ekkorx=1,5.

A fuggvénynek két zérushelye van, az 1,5 és a 3,5.

A hozzarendelési szabédlyba behelyettesitve ellendriz-
hetjiik, hogy valéban, f(1,5) = 0 és f(3,5) = 0.

.= L4+ =
+64 —6x +16
9 +4 +36

= L4+ =

MASODFOKU EGYENLETEK



2 . Toltsd ki a téblézat hidnyzé cellait! A nevezetes azonossag segitségével ird fel az ax’ + bx + ¢ alakban megadott
kifejezéseket teljes négyzetet tartalmaz¢é alakban, illetve forditval!

ax’ + bx + calak Teljes négyzetet tartalmazo alak
x* —18x + 83 (x—9’+2 (x—9)=x"—18x + 81
(x—9*-10
X —18x+ 75
X — 18x
(x+7)*+1 (x+7)=x"+ 14x + 49
£+ 14x + 40
x* + 14x + 56
X+ 14x

3 5 Teljes négyzetté kiegészités modszerével allapitsd meg, milyen eltolasokkal kapjuk meg a kovetkezd fiiggvények
grafikonjét az f: R — R, x — x° fiiggvény grafikonjibol!
a) 2R >R, glx)=x"—4x— 1 b) h:R - R, h(x) =x"+ 14x + 39

4 = Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket! Toltsd ki a tablazatot a masodik oszlop alapjan! Az egyik esetben nincs
megoldas. Melyik ez az egyenlet?

a) ¥+6x+8=0 b) ¥ —14x+33=0 c) ¥—10x+27=0 d) ¥+3x—10=0
Az egyenlet X +6x+8=0 ¥—14x+33=0 X —10x+27=0 x+3x—10=0
Teljes négyzetté (x+3)—9+8=0

kiegészités (x+3)7=1

Megoldés x+3=1=x=—2vagy

XSSl == =4
Az egyenlet gyokei —2és—4

A gyokok Osszege  —6

A gyokok szorzata 8

Megjegyzés: A gyokok Osszege és szorzata érdekes kapcsolatot mutat a kiindulasi egyenletekben szerepld egyiitt-
hatokkal. Erre majd egy késébbi leckében visszatériink.

5 5 Oldd meg teljes négyzetté kiegészitéssel a kovetkezo egyenleteket!
a) ¥ +2x=15 b) x*+3x=28 c) ¥—12x+20=0 d) ¥ +10x+16=0

6 = Egy tdrsasagban mindenki mindenkivel egyszer kezet fogott. Osszesen 55 kézfogés tortént. Hinyan vannak a
tarsasagban?

HAZI FELADAT

1 s Oldd meg a teljes négyzetté kiegészités modszeré- 3 s Milyen eltolasokkal kaphatjuk meg a fiiggvények
vel az alabbi egyenleteket! grafikonjét a k(x) = x* fiiggvény grafikonjibol? Er-
a) ¥+ 14x=15 b) x*+9,6x=10,6 telmezési tartomany a valds szamok halmaza.
a) f(x) =+ 4,6x
2 5 Oldd meg az egyenleteket! b) g(x) =x"+9,2x + 21
a) X*—9x+21,25=0 h) x*— 6561l =0 c) h(x)=x"—1,8x+2,1
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A MASODFOKU EGYENLET
31 MEGOLDOKEPLETE

KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg a kovetkez egyenleteket:
a)3x’+5x+1=0  b)ax’+bx+c=0,ahola + 0.

Megoldds
a) 3x*+5x+1=0 b) ax*+ bx +c¢=0,ahola # 0.
Szorozzuk meg az egyenletet 4-3=12-vel! Szorozzuk meg az egyenletet 4a-val!
36x" +60x+12=0 4a’x* + 4abx + 4ac =0
36x° + 60x = —12 4a’x* + 4abx = —4ac
A bal oldal alakitasahoz hasznaljuk fel, hogy A bal oldal alakitdsahoz hasznaljuk fel, hogy
(6x +5)* = 36x" + 60x + 25 (2ax + b)’ = 4a’x* + 4abx + b’
Ezt felhasznalva: Ezt felhasznalva:
(6x+5)*—25=—12 (2ax + b)* — b’ = —4ac
(6x+5)°=25-12=13 (2ax +b)’ = b* — 4ac
Innentdl a gondolatmenetiink haromfelé vélik:
Ebbdl (6x + 5) értéke v'13 vagy —v'13 . 1. Ha b’ —4ac < 0, akkor nincs valés megoldds.
6x=—5+ 13 vagy 6x=—5—13. 2. Hab’— 4ac =0, akkor
= +6m vagy x = —>= V13, _6m (2ax+b)’ = 0,sebbél 2ax=—b, x= —2%
3. Hab’—4ac > 0, akkor
2ax+b=+vb*— 4ac vagy 2ax+b=—+vb>— 4dac;
2ax=—b+ Vb’ — 4ac vagy 2ax=—b— Vb’ — 4dac;
c= —b+ vzlzlz— 40C gy x= —b— «/2122— dac

Ha az a, a b és a ¢ betli egy-egy adott valés szdmot jelél, ahol a # 0, akkor az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenletnek 0, 1 vagy
2 gyoke van a valés szamok korében.
- Hab® — 4ac < 0, akkor az egyenletnek nincs gydke a valés szamok kérében.

- Hab’— 4ac =0, akkor az egyenletnek 1 valés gyoke van, a (— %) szam. Ezt az egyenlet kétszeres gyokének is nevezik.

—b+ vb*— 4ac ésa—b—vb2—4ac
2a

- Hab® — 4ac > 0, akkor az egyenletnek 2 kiilonbéz6 valés gydke van, a 2 szam.
/1,2
Ezt a két gyokot egyttt igy szoktuk felirni: xi, = W.

Ez a masodfoku egyenlet megoldoképlete.
Léthaté, hogy a gyokék szama attol fiigg, hogy a (b* — 4ac) szdm negativ, 0 vagy pozitiv.
A (b* — 4ac) szamot a masodfoku egyenlet diszkrimindnsanak nevezziik és D-vel jeloljiik.
(A diszkriminans latin eredet(i sz0, eredeti jelentése: megkiilonboztetd, osztalyozo.)
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Példdul
- a3x’+ 7x+5=0egyenlet esetében a =3, b =7 és c = 5, a diszkriminans D=7"—4-3-5=49 — 60 = —11 < 0,
ezért ennek az egyenletnek nincs valos gyoke;
—azx’+8x+16=0 egyenlet esetében a = 1, b = 8 és ¢ = 16, a diszkriminans D = 8 —4-1-16=64—64=0,

ezért ennek az egyenletnek egy (kétszeres) valds gyoke van, mégpedig x = — b __8_ 4 (ezt egyszertibben is

_ 5 s 2a 2
megkaphatjuk, mert x” + 8x + 16 = (x + 4)°);
- a 2x’ + 15x — 3 =0 egyenlet esetében a = 2, b = 15 és ¢ = —3, a diszkrimindns D = 15" — 4- 2+ (—3) =225+ 24 =249 > 0,

—15+v249 _ —15+£+249
n .

ezért ennek az egyenletnek két kiilénb6z6 valds gyoke van: x, , =

2-2
g = 154 V249 Z1541578 _ g5, - =15-v249 151578 __; cqq
4 4 4 4
2
A masodfoku egyenlet megolddoképlete: x,, = —b+ \/ﬁ .
FELADAT
1 5 Szémold ki a diszkrimindnst! Ha a diszkrimindns a) —2x°—3x+44=0 c) 57+ 1lx=8

pozitiv, oldd meg a megoldoképlet segitségével az b) 6—5x+ x> =0
egyenleteket!

2 _ -0 2 _o—
a) 4x +12x—27 =0; b) 5x"+4x—9=0. 4~ Vizsgéld az

f:R > R, f(x)=—0,12x" + 80x — 10 000

2 = Egy masodfoki egyenlet megoldasa soran behe- mésodfokd fiiggvényt!

lyettesitettiink a megoldoképletbe. Az egyenlet 51, i e Mgy Al e

ax’ + bx + ¢ = 0 alakti. Add meg azt az egyenletet,

1 1 ' doképlet segitségével!
amelyet mego dzottunk. b) Vazold a fiiggvény grafikonjat!
—7+/7°—4-(=3)-5 o et hot Al o
X, = 7+ ; . (_4%9, )( 3)-5 c) Allapitsd meg, hol van széls6értéke a fiiggvény-
nek, és mennyi annak az értéke!

3 5 Azonositsd be, hogy melyik szamok felelnek meg 5 = Egészitsd ki a 38 + 6x + ... = 0 egyenletet ugy,
a megolddoképletben szereplé a, b és c betiiknek, hogy az R alaphalmazon
majd oldd meg a megolddképlet segitségével az a) 2 b) 1; c) 0
egyenleteket! darab valés gyoke legyen!

HAZI FELADAT

1 5 Oldd meg a megoldoképlet segitségével az egyen- a) 6x°—40=x

leteket! b) 35— 36x=—9x"

a) ¥*+25x—6=0 b) 12x*—8x—15=0.

3 s Vazold a zérushelyek és a tengelypont segitségével

2 5 Oldd meg a megoldoképlet segitségével az egyen- az f: R> R, f(x)=—2x"+4x+10,5 fiiggvény
leteket! Ha sziikséges, rendezd megfelel6 alakba grafikonjat!
Gket!
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Oldjuk meg az egyenleteket!

1. 02X +44x=17

Megoldds:

Rendezziik az egyenletet:

—0,2x" + 4,4x — 17 =0

A szamoldgépnek ,mindegy”, de a hibalehetdségek csok-
kentése érdekében érdemes osztani (—0,2)-del, hogy az x*
egyiitthatoja pozitiv legyen, és egész szam:

X —22x+85=0

Megoldoképletbol: x, = 17 és x, = 5.

2. 6xX—7x=0.

Megoldds:

Ezt az egyenletet szorzatta alakitdssal is megoldhatjuk. Ha
azonban a megoldoképletet szeretnénk haszndlni, akkor fi-
gyeljiink arra, hogy az egyiitthatok: a = 6; b = —7 és ¢ = 0.

A megoldasok: 0 és %

Hianyos masodfoku egyenletek

ALKALMAZZUK

A MEGOLDOKEPLETET!

3. x5+ (x+3)=25

Megolds:

Ahhoz, hogy a megoldoképletet hasznalni tudjuk, bontsuk
fel a zarojeleket, majd rendezziik az egyenletet:

4%’ —20x + 25+ x* + 6x+ 9 =25

56— 14x+9=0

A megoldéasok: 1 és 1,8.

35 =11 |, x*+1 _ 5x+3
4. 2 T3 T ¢

Megoldds:
Szorozzuk az egyenletet 6-tal, majd rendezziik a megfelel6
alakra:
3(3x" = 11) +2(x* + 1) = 5x + 3
9%’ =33+ 2x" +2="5x+3
11x* —5x—34=0
34

Megoldoképlettel: x = 2 vagy x = 2

Hidnyos masodfoku egyenletrdl beszéliink, ha az egyenletben nincs elséfoku tag vagy nincs konstans tag. Ilyenkor az

ax’ + bx + ¢ = 0 alakban b vagy c értéke 0.

- Ha az elséfokt tag hidnyzik, akkor atrendezéssel kifejezhetjiik, hogy x* mennyivel egyenld. Vigyazat! Ha x* értéke

pozitiv, akkor az egyenletnek két megoldasa van, az egyik pozitiv, a masik negativ.

Példiul: 9 —16=0  ox'=16 ¥=10 e xn=-3
- Ha a konstans tag hidnyzik, akkor az egyenlet szorzattd alakitdssal hamar megoldhato. Az egyik megoldas a 0.
Példdul: 9X — 18x=0  x(9x—18)=0  x, =0, és x, = % =2

Hianyos masodfoku egyenlet esetén is alkalmazhat6 a megolddképlet, ha a diszkrimindns pozitiv vagy nulla.

FELADAT

1 = Oldd meg az egyenletet a val6s szamok halmazan!
a) 3¢’ +8x=0 b) —9x’+27=0

2 = Oldd meg az egyenletet a val6s szamok halmazan!
a) 7%’ —2lx+3=x"+8x—6
b) 12x* —22x—3=2x"+7x+ 18

MASODFOKU EGYENLETEK



3 5 Oldd meg az egyenleteket a valés szamok halma- _ 6+4/36—4-2-25
zan! a) x,= 232
a) (x—4V+ (x+2Y=29—x b) x,,= 8£/16
b) (3x—1)*= (2x+ 3)’ — 17 ’ 6

Ird fel a megfeleld masodfoku egyenleteket!

4 5 Hatérozd megakovetkezd fiiggvények zérushelyeit! 6 5 Add meg a hidnyz6 egytitthato értékét ugy, hogy az

Ertelmezési tartomany a valds szémok halmaza. egyenlet diszkrimindnsa 0 legyen!
2 2 2 — 2 _ 00—
X 2x x 2% 5 a) 7x +6x+...=0 c) 2x +...x—9=0
a) x> X 12X 1 p)xo X XS
) 6 3 ) 2 3 6 b) ..x—5x—2=0

5 s ax’ + bx + ¢ = 0 alakd masodfoku egyenleteket a 7 = Osszeszoroztunk két egymast kovetd egész szamot.
megolddképlet segitségével oldottunk meg. A kép- Az eredmény 1332. Melyik ez a két szam? Hany
letbe behelyettesitve ezeket kaptuk: megolddsa van a feladatnak?

HAZI FELADAT

1 5 Oldd meg az egyenleteket a val6s szamok halma- 3 5 Azax’+ bx + ¢ = 0 alaki mésodfoku egyenleteket
zan! a megoldoképlet segitségével oldottuk meg. A kép-
a) 7°—12x+7=x"+8x+7 letbe behelyettesitve ezeket kaptuk:

b) (x+ 57+ (x—4)=118—x 2+/4—4-3-(—8)

c) (3x—7)*= (7x+ 3)* + 48 a) %= 23

Y

) b) x = —12%V64
2 5 Osszeszoroztunk egy egész szamot egy néla 6-tal b2 8
kisebb szémmal. Az eredmény 391. Melyik ez a két Ird fel a megfelel6 masodfoki egyenleteket!

szam? Hany megoldds van?

RAADAS

1 = Bizonyos szamoldgépek segitségével konnyedén meghatdrozhatod a masodfokd egyenlet mind-
két megoldasat. Ezt a funkciot tébbnyire a gomb megnyomasaval tudod elérni. Itt valaszd
ki az [EQNJ (equation = egyenlet) opci6t, majd ezen beliil a masodfoku egyenletet ((QUAD) vagy

G tbx+c=0))!

Az egyenlet egyiitthatéit az a, b, c értékek alatt adhatod meg, az (5) gomb megnyomadséaval. A negativ

egylitthatok megadasahoz hasznald a gombot! A mez8k kozott a nyilgombok segitségével is
mozoghatsz. Az utolsé egyiitthaté megaddsa utan az (=) gomb ismételt megnyomésaval kapod meg
az elsé és a masodik megoldast is. Az egyiitthatok kozott a fel-le gombokkal is tudsz valtani.
Probald ki a szamoldgépedet az 6ran megoldott feladatok végeredményeinek ellendrzésére!

a) Szamold ki és figyeld meg a kovetkez egyenletek gyokeit!
10x°—29x+10=0  6x°+13x+6=0
b) Bizonyitsd be, hogy ha egy masodfoku egyenlet altalanos alakjaban a = ¢, akkor az egyenlet valos gyokei (ha van-

N
Y

nak), egymds reciprokai!
c) Mely B és C értékekre lesz az x* + Bx + C = 0 masodfoku egyenletnek pontosan két valés gyoke, melyek egymds
reciprokai?

3 » Egy tréfas kedvii keresked6 annyi forintért kinalta az alma kil6jat, ahany kil6 almat vitt a piacra. Amikor mar eladott
30 kilot, akkor j arat irt ki: ez ismét csak annyi forint volt, ahany kilé alma még eladatlan maradt. Ezen az aron eladta
az Osszes megmaradt almajat. Igy annyi lett a bevétele, mintha az egész mennyiséget 79 forintos kilénkénti dron adta
volna el. Hany kilé almat vitt a piacra a keresked6?
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33 SZOVEGES FELADATOK

1. Kétvalds szam szorzata 90, kiilonbsége pedig 9. Me-
lyik ez a két szam?

Megoldds

Két szam esetén bevezethetiink két ismeretlent is, de kony-
nyebb a szamolas, ha csak egy ismeretlennel dolgozunk.
Ismerjiik a két szam kiilonbségét, ezért ha a kisebbik szam
x, akkor a nagyobbik szdm x + 9. Tudjuk azt is, hogy x és
x + 9 szorzata 90, ezt irjuk fel egyenletként:

x(x +9) =90.

Bontsuk fel a zardjelet és rendezziik az egyenletet!

X +9x—90=0

A masodfoku egyenlet megolddképletét hasznalva:

 —94+4/9*—4-1-(—90)

M2 7 21 -
_ 9+ /814360 _ —9+21
2 2

Ebbél x, = 6 és x, = —15.

Ha a kisebbik szdm 6, akkor a nagyobbik 15. Ha a kisebbik
szam —15, akkor a mésik szam: —15 + 9 = —6. Két megol-
das van tehat: 6 és 15, illetve —6 és —15.

Ellenérizziik a megolddsokat: 6 - 15 =90 és 15 — 6 = 9; il-
letve (—6) - (—15) =90 és —6 — (—15) = 9.

104

Tanacsok szoveges feladatok megoldasahoz

2 . Hanyan vannak abban a tdrsasagban, amelyben ha
mindenki mindenkivel egyszer kezet fog, akkor 703
kézfogas torténik?

Megoldas

Az emberek szamat jeloljiikk n-nel. Mindenki n — 1 em-
berrel fog kezet (rajta kiviil mindenki massal), ez n(n — 1)
kézfogas, de ekkor minden kézfogast kétszer szamoltunk.

A kézfogasok szama tehat nn=1

Felirhatjuk az egyenletet:
nn—1)

2 =703
Szorozzuk meg az egyenletet 2-vel, és bontsuk fel a zaré-
jelet!
n’ —n = 1406

Atrendezve: n* — n — 1406 = 0

Ennek két megolddsa van, amit a megolddképlet segitségé-
vel kiszamolhatunk: n, = 38 és n, = —37. Ezek koziil csak a
pozitiv egész szam lehet a feladat megoldasa: tehat n = 38
ember van a tarsasagban.

Ellenérzés: 38 ember esetén
nik.

% = 703 kézfogas torté-

1. Sok szoveges feladat olyan, hogy tobb ismeretlen adat is szerepel a feladatban. Figyeljiik meg, milyen 6sszefiiggések

vannak az ismeretlenek kozott! Ha ismerjiik két ismeretlen 6sszegét, kiilonbségét, szorzatat, hanyadosat vagy aranyat,

akkor ezek egyetlen ismeretlen segitségével felirhatok.

Példaul

- két mennyiség Osszege 350 -
- két mennyiség kiilonbsége 24 -
- két mennyiség szorzata 40 -
- két mennyiség hanyadosa 6 -
- két mennyiség aranya 3 : 4 -

az egyiket jel6ljiik x-szel, a masik 350 — x

a kisebbiket jel6ljiik x-szel, a nagyobbik x + 24
az egyiket jeloljiik x-szel, a masik %

az egyiket jeloljiik x-szel, a masik 6x

az egyiket jeloljiik 3x-szel, a masik 4x

2. A megolddképlet haszndlatahoz rendezziik az egyenletet ax’ + bx + ¢ = 0 alakra! (Kénnyiti az egyenlet kezelését, ha

ugy rendezziik, hogy a f6egyiitthatd pozitiv legyen.)

3. Szoveges feladatok megoldasanal fontos, hogy a szovegbe visszahelyettesitve ellendrizziik a megoldast.

MASODFOKU EGYENLETEK



FELADAT

1 5 Két valos szam 6sszege 40, szorzata 336. Melyik ez 5 s Egy barati tarsasigban mindenki mindenkivel kezet

Y

a két szam? fogott, de egyikiik nem jegyezte meg, hogy kit ko-

szOntott mar, és 4 emberrel duplan fogott kezet. Igy

2 > Egy téglalap egyik oldala 3 cm-rel hosszabb, mint Osszesen 82 kézfogds tortént. Hanyan vannak a tar-
a masik oldala. Teriilete 108 cm”. Milyen hossztak sasagban?

a téglalap oldalai?

6 = (Erettségi feladat, 2019) A szokeresé mobiltelefonos

3 » Két szém kiilonbsége 12. Ha a kisebbik szdm két- jatékban a megtalalt sz6 hossza (vagyis a szo6t alko-

zeresével megszorozzuk a n ik szamot, ak- & Tl cansf .
ST TIOR3 B Dbl S 2 st € t6 betiik szdma) hatdrozza meg a jatékosnak adott

: . % comfirn?
ORIy 2 500 0 g S A pontszamot, a kovetkezd szamitas alapjan: egybetis

. . szoért nem jar pont, kétbetlis szoéért 1 pont jar. Ha
4 5 Karesznak harom szoveges feladatot kellett megol- Jarp pont)

n = 3, akkor az n betdbdl allo sz6 megtalaldsaért

dania. Mindha feladathoz felirt letet.
ania. Mindhdrom feladathoz felirt egy egyenlete I

Pérositsd a feladatokat és az egyenleteket, majd az 2 pontot kap a jatékos. Van-e olyan sz,
egyenletek segitségével oldd meg a feladatokat! amelyért 26 pontot kap a jatékos? Indokold a véla-
szodat!

Egy valds szam négyzetének és a
ndla 4-gyel kisebb sz4m négyzetének x> — (4 — x)* = 12

ssezegs I WY n sl 7 5 (Erettségi feladat, 2012) Két valés szdm Osszege 29.

Y

Két valos szam Osszege 4. Ha a nagyob-
bik szdm négyzetébdl kivonjuk a kiseb-
bik szam négyzetét, akkor 12-t kapunk.
Hanyféle lehet a kisebbik szam?

Egy derékszogli haromszog kertilete
40 cm, az atfogodja pedig 17 cm. X+ (x—4)°"=10
Mekkorék a befog6i?

Ha az egyikbdl elvesziink 15-6t, a masikhoz pedig
2 — 2 = 7 . 7 r r

X+ @3- =28 hozzdadunk 15-6t, az igy kapott két szam szorzata
éppen Gtszorose lesz az eredeti két szam szorzatanak.

Melyik lehet ez a két szam?

HAZI FELADAT

1 5 Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halma- 2 = Hogy hivjadk a Horvath gyerekek édesapjat, ha

zan! a névnapjar6l a kovetkezdket tudjuk: a hoénap és
a) 0,125x*— 3,125x+18 =0 a nap sorszamanak Osszege 15, szorzata pedig 547
b) 16 — 25x* =0

c) 7x—0,1x*=0 3 = Erettségi taldlkozén mindenki mindenkinek adott

egy fényképet. Osszesen 342 fénykép cserélt gazdat.

Hényan voltak jelen a taldlkozon?

EMELT SZINT

1 s Egyax’ + bx + ¢ = 0 alakid masodfoku egyenlet megoldasa sorén behelyettesitettiink a megoldéképletbe. Add meg azt
az egyenletet, amelyet megoldottunk!

_6+2-/21
—8

1,2

2 -~ Hany megoldasa van a valds szamok halmazan a kovetkezé egyenletnek?
(x* = 100)(x* + 100) = 0

3 5 Oldd meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) (5x—2)(3—2x) —x’=3x—1 b) 2x* + 7x* = 15x
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Melyik egyenletnek hany valés gyoke van?

34 DISZKRIMINANS

5 —=3x+1=0 —7xX+x+4=0 10X’ —29x+10=0
Megoldds
o Gyokok Felhasznaltuk, hogy
Az egyenlet a b c Diszkriminans , , , , Ly . [ .
szdma - a masodfoku egyenlet valos gyokeinek szama a diszk-
52 —3x+1=0 5 | =3 1 9-20<0 0 rimindnstol fiigg;
2 _ . c .
o xtd—0 | ol 2l icuesa P —azax + bx+c=0 (a # 0) egyenlet diszkrimindnsa:
b* — 4ac.
10 —29x+10=0 10 —29 10 841 —400 > 0 2

A val6s szamokon értelmezett masodfokau fiiggvények és a masodfoku egyenletek szoros kapcsolatban dllnak egymassal.

yA

=Y

/ \

]

\ /

=Y

YA

=Y

/ORER
/

Az f(x) = ax’ + bx + c figgvény-
nek nincs zérushelye,
grafikonjanak nincs kozos pontja
az x tengellyel.

Az f(x) = ax’ + bx + c figgvény-
nek egyetlen zérushelye van: x,,
grafikonja érinti az x tengelyt.

Az f(x) = ax’ + bx + c figgvény-
nek két zérushelye van: x, és x,,
grafikonja két pontban metszi az
x tengelyt.

¢

)

)

Az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenletnek
nincs valés megoldasa,
diszkriminansa negativ.

Az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenletnek
egyetlen megoldasa van: x,,
diszkriminansa nulla.

Az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenletnek
két killonb6z6 megoldasa van:

X, €8 X,,

diszkrimindnsa pozitiv.

FELADAT

106

1 5 Oldd meg az egyenleteket a valés szamok halma-

zan!

a) —0,25x*—1,25x+1,5= 0
b) 47x = 42 +10x°

c) 77+ 25x4+2x*=0

2 5 Van-e harom olyan egymast kovetd egész szam,

amelyek négyzetének Osszege egyenlé a kovetkezd

két egész szam négyzetének Gsszegével? Ha van,

melyik ez a harom egész szam, ha nincs, miért

nincs?

MASODFOKU EGYENLETEK



3 5 Toltsd ki a tablazatot a fiizetedben!

Az egyenlet a b ¢ Diszkriminéns (:Z:Il:ik
9’ —5x—1=0
—Fx—4=10
X —38x=0
16x° +9 = 24x

4 5 Egy n cstcst konvex sokszog minden csucsabdl

n — 3 darab atlo hdzhatd, hiszen 6nmagéhoz és
a szomszédos csucsokhoz nem huazhatd atlo, de

HAZI FELADAT

1 = Egy konvex sokszog atléinak szama tizszer annyi,

mint a négyzet atléinak szama. Hany oldala van a
sokszognek?

2 s Hatdrozd meg a kovetkez6 egyenletekben a diszk-

rimindns el6jelét!

1, _esp_Xx_ X
a) 2(x 5) 3 3

b) 2—xP—(3—xP=(6—x)

RAADAS

1 s Bhdszkara, az egyik leghiresebb hindu tudés a XII. szdzad kozepén élt Uddzsainban. Azt irjék réla, hogy megtalalta az

kovetkezé versikét:

A majmok két vig csapatban
jatszadoznak egy lugasban.
Nyolcadrésziik négyzetét vedd,
s megtudod, hany verekedett.

34. lecke | DISZKRIMINANS

Y
Y

a) Keresd meg az egyenlet mindkét gyokét a megoldoképlettel!

a tobbi csucshoz igen. Ez sszesen n - (n — 3) db

4tlo, de ekkor minden atlot kétszer szdmoltunk.

Az n csticst konvex sokszogben ezért az atlok sza-
nn—3)

ma = Hany csucsa van annak a konvex

sokszognek, amelyben az atlok szama 8192

Az x> + bx — 12 = 0 egyenletben a b helyére irha-
t6-e olyan valds szam, hogy a gyokok szama
a) 0; b) 1; c) 22

Oldd meg az el6z feladatot az x* + bx + 12 =0
egyenlet esetére vonatkozdan is!

Melyik az a harom egymast kovetd egész szam,
amelyek koziil a kozépsé 1-gyel nagyobb, mint az
els6 és a harmadik szam szorzata?

Add meg a hidnyz6 egyiitthaté értékét gy, hogy az
egyenlet diszkrimindnsa 0 legyen!

a) %+ 12x+...=0

b) 3x’+..x+3=0

c) .. xX’+6x+18=0

x> — 45x = 250 masodfoku egyenlet pozitiv gydkét. Vajon hogyan?

b) Bontsd 2 tényezd szorzatdra az (x* — 45x)-et is és a 250-et is, ennek alapjan keresd meg a pozitiv gyokot!
c) Talald ki, hogyan kaphatnad meg ugyanebbdl a szorzatalakbol az egyenlet negativ gyokét!

Bhdszkara arrdl is hires, hogy irt a lednya szdmadra egy feladatgytijteményt, Lilavati (elbtivolé) cimen. Ebbdl vettitk a

Amott tizenketten vannak,
hangoskodnak, ugrandoznak.

Mondd meg gyorsan, hany majom van
Osszesen a két csoportban!
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Egy derékszogli haromszog atfogdja 58 cm hosszd, a na-
gyobb befog6 2 cm-rel hosszabb a kisebbiknél. Hany cm a
befogok hossza?

Megoldds

Ha a rovidebb befogd hossza x cm, akkor a masik befo-
g6 hossza (x + 2) cm. A Pitagorasz-tétel szerint tehat:
x*+ (x+ 2) = 582

Elvégezve a kéttagu Osszeg négyzetre emelését:

x*+ x’ + 4x + 4 = 3364,

2x% + 4x — 3360 = 0.

FELADAT
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1 5 Egy derékszogli haromszog egyik befogodja 10 cm-
rel hosszabb, mint a masik befogd kétszerese, az
atfogé pedig 4 cm-rel hosszabb a kisebbik befogo
hdromszorosanal. Mekkora az atfogd?

(Erettségi feladat, 2014) Egy téglalapot 720 darab
egybevagd kis téglalapra daraboltunk szét. A kis
téglalapok oldalai koziil az egyik 1 cm-rel hosszabb,
mint a masik. Hany cm hossztak egy-egy kis tég-
lalap oldalai, ha a nagy téglalap teriilete 2025 cm’?

3 5 Egy 10 m x 14 m méretii téglalap alaku udvar ko-
zepén 45 m’ teriiletli virdgagyast készitenek ugy,
hogy korben egyenld szélességti sétany maradjon.
Milyen széles lesz ez a sétany?

10 m 45 m

14m

4. = Hany oldalt az a konvex sokszog, amelynek
a) 65 atléja van,
b) 5150 atldja van,
c) 15-szor annyi atléja van, mint ahany oldala?

GEOMETRIABOL

o
Y

SZOVEGES FELADATOK

Masodfoku egyenletet kaptunk. Osszuk el mindkét ol-
dalt 2-vel: x*+ 2x — 1680 = 0, majd alkalmazzuk a meg-
oldoképletet!
x=40 vagy x=—42.

A befogd hossza pozitiv, ezért csak a 40 lehet megoldasa a
feladatunknak.

A befogdk hossza tehat 40 cm és 42 cm.

Ellendrzés: 40° + 42° = 1600 + 1764 = 3364 = 58. A Pita-
gorasz-tétel megforditasa miatt tehat ez valoban egy derék-
sz0gl haromszog.

5 s Egy téglalap alaku badoglemezbdl feliil nyitott do-
bozt készitiink ugy, hogy a lemez sarkaindl 5 cm
oldalt négyzeteket kivagunk, és az igy kapott szé-
leket felhajtjuk. Milyen méretd a badoglemez, ha
hosszuisaga kétszerese a szélességének, a beldle ké-
szitett doboz térfogata pedig 1500 cm’?

iScm

5cm |

iScm

5cm 5cm

Egy derékszogl haromszog atfogojahoz tartozoé
magassaga 48 mm hosszu, és az atfogot két olyan
szakaszra osztja, amelyek hosszanak kiilonbsége
28 mm. Mekkorak a derékszogli haromszog oldalai?

C

48

B

X x+28

MASODFOKU EGYENLETEK



HAZI FELADAT

1 s Egy téglalap keriilete 80 cm, teriilete 336 cm’. Mek-
korak a téglalap oldalai?

2 s Egy derékszogii haromszog egyik befogdja 55 cm
hosszu, az atfogoja pedig 23 cm-rel révidebb a ma-
sik befogd kétszeresénél. Mekkora az atfogo és a
masik befogé hossza?

3 s Egy téglalap egyik oldala 14 cm-rel révidebb, mint
a masik. A téglalap teriilete 240 cm”.
a) Mekkora a téglalap keriilete?

b) Mekkora a téglalap koré irt kor sugara?

4s

Egy téglalap alakt virigagyas teriilete 4,8 m’. A vi-
ragagyat alacsony szegéllyel keritjiikk korbe. A sze-
gély 92 darab 10 cm széles, szorosan egymas mellé
illesztett elembdl 4ll.

a) Milyen hosszuak a viragagy oldalai?
b) Mekkora a tdvolsag a virdgagy két legtavolabbi
pontja kozott?

EMELT SZINT

1 s Egy 1 dm-es oldalt négyzetbe szabalyos haromszoget

irunk az abra szerint. Ezt a haromszoget pirosra szinez-
ziik.

a) Mekkorak a piros haromszog oldalai?
b) Mekkora a piros haromszog teriilete?
c) Mekkora a négyzet tobbi részének a teriilete?

(Erettségi feladat, 2013) Egy 1 méter oldala négy-

N
Y

zetbe egy masodik négyzetet rajzolunk ugy, hogy
a belsé négyzet minden csucsa illeszkedjen a kiilsé
négyzet egy-egy oldaldra. A belsé és a kiilsé négyzet
oldalainak aranya 5 : 7. Milyen ardnyban osztja két
részre a bels6 négyzet csticsa a kiilsé négyzet oldalat?

Az arany pontos értékét add meg!

35. lecke | SZOVEGES FELADATOK GEOMETRIABOL
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(Erettségi feladat, 2007) Az ABC derékszogii ha-
romszog BC befogodjanak hossza 18 cm, a CA be-
fogéjanak hossza 6 cm. A BC befog6 egy P belsé
pontjat dsszekotjiik az A cstcesal. Tudjuk még, hogy
PB = PA. Milyen hosszt a PB szakasz?

Egy 16 cm-es oldalu szabalyos haromszogbe az abra
szerint olyan szabalyos haromszoget irunk, amelynek
az oldalai 10 cm-esek.

16 cm

10 cm

a) Mekkorak a levagott kis haromszogek (ALK,
BML, CKM) oldalai?

b) Derékszogliek-e a levagott haromszogek?

c) Mekkora a nagy haromszog részeinek a terilete?
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1. Egyszamnak és a reciprokinak az ésszege 6,41. Me-
lyik ez a szam?

Megoldds
Legyen a keresett szdm az x. Nyilvan x # 0, mert a 0-nak
nincsen reciproka.

A széveg szerint: x + % = 6,41. Mindkét oldalt x-szel

megszorozva: x* +1 = 6,41x, x*— 6,41x +1 = 0.
A megoldoképlet szerint:

_ 641+/6,41°—4-1-1 _ 6,41+6,09

12 2 2

Ebbél

xlzwzazs, xzzwzo,lﬁ
2 2

A keresett szam a 6,25 = %TS’ vagy a 0,16 = %

Mivel 6,25 + 0,16 = 6,41, ezért mindkét szdm megoldasa
a feladatnak.

2 . Samués Géza kerékpdroznak. A 30 km-es tdvot Samu
10 perccel rovidebb id6 alatt teszi meg, mint Géza.
km _
h
z4é. Mekkora Géza atlagsebessége?

Samu atlagsebessége 2 val nagyobb, mint Gé-

FELADAT
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1 5 Melyik valds szamok esetén teljesiil, hogy a szam-
nak és a reciprokanak sszege

13, . 3,
a) o b) 2; c) >

2 5 Valasztottunk két szomszédos pozitiv paros sza-

15

mot. A reciprokaik Gsszege 117"

Melyik ez a két

szam?

3 5 Oldd meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!

2_,. 7 3.9_,_
a)x—x > b)x+2 x—1

MASODFOKU EGYENLETRE

VISSZAVEZETHETO FELADATOK

Megoldds

Figyelni kell a mértékegységekre. Ha a sebességet km pon

h

szamoljuk, akkor a tavolsdgot km-ben, az id6t draban kell
megadnunk. Géza atlagsebességét jeloljitk x-szel, ekkora

Samu atlagsebessége x + 2. A 30 km-es tdvolsag megtéte-
30

léhez szitkséges id6 Géza esetében o o6ra, Samu esetében
30 2 ora. Ezek kiilonbsége 10 perc, ami 1/6 6ra. Felirhatd

tehat az egyenlet:

30 30 _1

x x+2 6
Szorozzuk meg az egyenletet x-szel, (x + 2)-vel és 6-tal!

30- (x+2)-6—30-x-6=x-(x+2)
Bontsuk fel a zarojeleket!
180x + 360 — 180x = x* + 2x

Rendezziik az egyenletet!
x*+2x =360 =0
Ennek megolddsai: x, = 18 és x, = —20. A sebesség értéke

pozitiv szam, ezért a megoldas 18 %
Ellendrzés: Géza % = % 6ra = 1 6ra 40 perc alatt, Samu

pedig % =1,5 6ra =1 6ra 30 perc alatt teszi meg a 30 km-t.

Samu tehat 10 perccel gyorsabb, mint Géza.

4 5 A kod miatt az orszaguton csak lassan lehetett ha-

ladni. A 120 km-es uton 24 perccel tovabb tartott
az at, mint 10 %—Val nagyobb atlagsebesség ese-
tén. Mekkora volt igy az atlagsebesség?

5 5 Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halmazan!

4 _ 5. x
b) 3=—-=3+3

5
—2  —Jx—1
a) > X

6 = Oldd meg az egyenleteket a valés szamok halma-
zan! Figyelj az értelmezési tartomanyra!

5 3 5
b &
6—x ) x+x—2

a) L+ =2 —6
X

MASODFOKU EGYENLETEK



HAZI FELADAT

1 5 Egy valés szamhoz hozzaadtuk a reciprokat. Az 4 s Ha Tibor a szokasos tempojaban biciklizik 52 km

eredmény % . Melyik lehet ez a sz4m? hosszan, akkor 10 perccel tobb id6re van sziiksége,

mintha 2 %-val gyorsabban biciklizne ugyan-

2 5 Gondoltam egy valés szdmra. Hozzdadtam a ndla ezen a tdvon. Mennyi id§ alatt tenné meg Tibor az
2-vel nagyobb szam reciprokat. Az sszeg 3,2. Me- 52 km-es tavot a szokésos tempéjaban?

3>

5 (Erettségi feladat, 2016) Oldd meg az egyenletet a
val6s szamok halmazan!
2
x—z >3

lyik szamra gondolhattam?

EMELT SZINT

1s

Y
Y

Oldd meg a valés szamok halmazan a kévetkezé egyenleteket!
a) X’ —64x=0

b) x’ — 17x" + 66x =0

c) 3x*+10x°— 8x*=0

d) ¥’ —5x+6x=0

Oldd meg az egyenletet a valos szamok halmazan! Figyelj az értelmezési tartomanyra!
x+2_ x __ 1

X x—2 2
Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan! Figyelj az értelmezési tartomanyra!
SR B
X’ —8x+12

x—26  _
x*+7x—18

(Erettségi feladat, 2020) Oldd meg az alabbi egyenletet a valés szimok halmazén!

X —4x+4 —9
=R
x"—4

36. lecke | MASODFOKU EGYENLETRE VISSZAVEZETHETO FELADATOK
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1. Egysportegyesiilet kézilabdakat vasarol, és 81 400 Ft-
ot fizet. Ha egy labda dra 350 Ft-tal kevesebb lenne,
akkor ebbdl a pénzbdl 2-vel tobb darabot tudndnak
megvenni, és még maradna 1000 Ft. Mennyibe kertil
egy labda?

Megoldds
Vezessiink be két ismeretlent: jeléljiik x-szel, hogy hany
labdat vettek, és y-nal, hogy mennyibe keriil egy labda.
A szoveg alapjan felirhat6 két egyenlet.

xy = 81 400
{(x + 2)(y — 350) = 80 400

A masodik egyenletben bontsuk fel a zarojelet, majd ve-
gylik észre, hogy az xy helyébe az els6 egyenlet alapjan be-
irhaté 81 400.

xy — 350x + 2y — 700 = 80 400

81 400 — 350x + 2y — 700 = 80 400

300 —350x +2y =20

Az legelsé egyenletbdl kifejezhetjitk az egyik ismeretlent:

y= 8l ;100 _
Ezt helyettesitsiik be a legutolsé egyenletbe, majd szoroz-

zuk meg az egyenletet x-szel!
300 - 350x+2- 81400 — 0

300x — 350x° + 162 800 = 0

—350x” + 300x + 162 800 = 0

Ezt megoldva kapjuk: x, = 22, valamint x, egy negativ
szam, ami nem lehet megoldas.

Ellenérzés: 22 darab labdat vettiink % = 3700 forin-

tért. Ha a labda 4ra 350 Ft-tal kevesebb lenne, akkor 24 da-
rab labda ara 24 - 3350 = 80 400 Ft lenne.
Megoldas: egy labda 4ra 3700 Ft.

2 . Egy turmixgép eredeti ara 36 000 Ft. A kereskedé tj
tipusokat szeretne behozni, emiatt leértékeli ezt a gé-
pet. De még igy sem lesz elég kelendd, ezért ujbdl le-
értékeli, most 5 szazalékponttal nagyobb mértékben,
mint el8szor. Igy a végsd dra 24 480 Ft lesz. Hany sza-
zalékos volt az els6 leértékelés?

PENZUGYEKKEL KAPCSOLATOS

SZOVEGES FELADATOK

Els6 megoldds
Figyeljitk meg, hogyan valtozik az ar egy konkrét leérté-
keléskor! Ha példaul 6%-os a leértékelés, akkor az 4j 4r az

eredetinek 100 — 6 = 94%-a, azaz 1 — % = 0,94-szorosa.
Jeloljiik p-vel, hogy hany szazalékos volt az els6 leértéke-
2
100 ) SZ0
rosara valtozott. A mésodik leértékelés (p + 5) szazalékos
+5
volt, ezért az ra ekkor <1 — plw)-szoroséra valtozott. Ez

alapjan felirhatjuk a kovetkez6 egyenletet:

_ PN (i _PFo)_
100) (1 100 )‘24 480

Ez egy masodfoku egyenlet, de a megoldasa sok apro buk-

1és. Ekkor az elsd leértékelés utdn az 4ra (1

36 000~<

tatot rejt magaban. Figyelni kell a kovetkezokre:

- Ha egy szorzatot megszorzunk egy szammal, akkor
nem szabad a szorzat mindkét tényezdjét megszoroz-
ni vele! Ezért ahhoz, hogy mindkét zardjeles kifeje-
zést 100-zal szorozzuk, az egyenlet mindkét oldalat
(100 - 100)-zal kell szorozni.

- A tortvonal el6tt kivonasjel all.

- Az egyenletre kaphatunk olyan megoldast, ami nem
megoldasa a szoveges feladatnak.

Erdemes a kovetkez§ sorrendet kévetni:
1. Osszuk el mindkét oldalt 36 000-rel!

( _L>,<1_P+5>: 24 480
100 /= 36 000

2 Bontsuk fel a zardjelet!

(_P*5 _p  p(PF5) _ 24480
100 100 © 10000 _ 36 000

3. Szorozzuk meg mindkét oldalt 10 000-rel!

10 000 — (100p + 500) — 100p + p*+ 5p = 2434680

4. Rendezziik az egyenletet! p* —195p + 9500 = 6800
p>—195p 4+ 2700 = 0
5. Alkalmazzuk a megolddképletet! p, = 180 és p, = 15

A 180 nem megoldasa a szoveges feladatnak, mert 180%-os
leértékelés nem létezik. Az elsé leértékelés tehat 15%-os.

Ellendrzés: Az els§ leértékelés utan az ar 36 000 - 0,85 =
= 30 600 Ft, a masodik utdn 30 600 - 0,8 = 24 480 Ft.

MASODFOKU EGYENLETEK



Madsodik megoldds

A p%-os leértékelés (1 - %)-dal vald szorzast jelent. Ve-

zesstink be j ismeretlent: jeloljitk x-szel a %—at. Ekkor

az els6 leértékelés (1 — x)-szel valo szorzas. A (p + 5)%-os
csokkenéskor pedig a szorzé

_pFS_ P 5 _ . _ _
1 100 =1 100 100—1 x—0,05=0,95—x

1 s Egy gytimolcsarus egyik nap 7500 Ft-ért adott el

almat. Masnap 10 forinttal olcsébban adta az alma
kiléjat. Igy 25 kiléval tobbet adott el, mint el6z6
nap, az almaeladdsbol szarmazé bevétele pedig
9000 forint lett. Hany kil6 almat adott el az els6 na-
pon, és mennyi volt ekkor az alma egységara?

2 5. A Téth csalad szinhazba késziil, Hajni megy jegyet
venni. Az édesapa a legjobb hely drat vette figye-
lembe, kiszamolt Hajninak 21 ezer forintot. Koz-
ben kideriilt, hogy nagypapa és nagymama nem
tudnak jonni. A legdragabb jegyek mar elfogytak,
ezért Hajni 500 forinttal olcsébbakat vésarolt. Igy
12 800 forintot fizetett. Hinyan mentek a szinhazba?

3 Egy ember valtozé kamatozast értékpapirba fek-

tet be 300 000 Ft-ot. A masodik évben a kamatlab

2 szazalékponttal kisebb, mint az els6 évben.

a) Mekkora o6sszeg lesz a szamlan a masodik év
végére, ha az els6 évben a kamatlab 6%, a ma-
sodik évben 4%?

b) Mekkora volt a kamatldb, ha a masodik év vé-
gére 356 400 Ft lesz a szamlan?

HAZI FELADAT

1 s Télire krumplit vasarol egy csalad. 2400 forintért
mar majdnem meg is vettek egy zsak krumplit,
amikor meglattak, hogy a szomszédos pultndl 20
forinttal olcsébb a krumpli kiléja. Igy aztén ott
vasaroltak meg 2400 forintért a télire valdt; 4 kg-
mal tébbet, mintha a dragabb krumplit vették volna
meg. Hany kg krumplit vasaroltak?

2 5 Egy divatjamult kabat ara 36 000 Ft, de ezen az
aron a mult honapban egyetlen darab sem fogyott.
Ezért az tizletvezetd leértékeli a kabatot, de az 1j
aron sem kelendd. Végiil az 4j arat kétszer akkora

Felirhatjuk tehat a kovetkezé egyenletet:

36 000 - (1 —x) - (0,95 — x) =24 480

Az egyenletet rendezve: 36 000x* — 70 200x + 9720 = 0
Ennek gyokei x, = 1,8 és x, = 0,15. Az els6 érték 180%-
nak, a masodik érték 15%-nak felel meg, igy ugyanazt a
megoldast kapjuk, mint az els6 esetben.

4 = Egy tv-késziilék drat el6szor felemelték p%-kal
(p > 0), majd ugyenennyi szdzalékkal csokkentet-
ték az Gj arat. Melyik kijelentés igaz és melyik hamis?

igaz vagy

allitas .
hamis?

A tv dra végiil ugyanannyi lett, mint
volt.
A tv biztosan olcsdbb lett, mint volt.

C Lehet, hogy a tv dragabb lett, mint volt.

2
p Atvira 1‘1()) 0 %-kal olcsobb lett, mint

volt.

A tv dra ugyanannyi lett, mintha el6-
E  szor p%-os arcsokkentés, majd utdna
p%-o0s aremelés tortént volna.

5 s Egy fagerenda 90 kg, egy nala 2 méterrel hosszabb
vasgerenda pedig 160 kg. A vasgerenda métere
5 kg-mal nehezebb 1 méternyi fagerendanal. Mi-
lyen hossztiak ezek a gerendak?

szazalékkal csokkenti, mint az el8z6 arcsokkentés-
nél. Az igy kialakitott 13 500 forintos aron végre
a teljes készletet sikeriil eladnia. Hany szazalékos
volt az els¢ arcsokkentés?

(Erettségi feladat, 2017) Egy pér keszty(i arat eld-

w
Y

szor p szazalékkal csokkentették, majd a csokken-
tett ar p + 4,5 szazalékaval tovabb mérsékelték.
A kétszeri arcsokkenés utana kesztyti 18,6%-kal ol-
csoObb lett, mint az arcsokkenés el6tt volt. Hatdrozd
meg a két arcsokkenés szazalékos értékét!

37. lecke | PENZUGYEKKEL KAPCSOLATOS SZOVEGES FELADATOK
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1. Egy IC vonat 96 km-en keresztiil maximalis sebes-
séggel ment, de a kovetkezé 68 km-en a palya rosz-

szabb mindsége miatt csak 15 km 1 csokkentett

h
sebességgel haladhatott. Mekkora az IC vonat ma-

ximalis sebessége, ha a 164 km-es tavolsagot 1,5 dra
alatt tette meg?

Megoldds
km

A vonat maximilis sebessége legyen x o ? csokkentett

sebesség ekkor (x — 15) %

Foglaljuk tablazatba a mozgas két részét jellemz6 mennyi-

ségeket!
els6 rész masodik rész
. ( km :
sebesség (T) X x =15
at (km) 96 68
id6 (h)
Ha a vonat 96 km-t tesz meg x % sebességgel, akkor az ut

megtételéhez szitkséges idé % ora.

Ez alapjan tudjuk kitolteni a tdbldzat utols6 sorat.

elsd rész masodik rész
o [ km

sebesség (T) X x—15

ut (km) 96 68

1 96 68

id6 (h) o ~—15
A szOveg szerint 26, 68 _ 1,5.

X x—15

Az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg

x(x —15)-tel:

96(x —15)+ 68x =1,5x(x —15).

A zérojelek felbontésa utdn: 164x — 1440 = 1,5x* — 22,5x.
1,5x” —186,5x + 1440 = 0.

A megoldoképlet szerint: x, = 116, és x, = 8.

Ez utébbi nem lehet megoldasa a feladatnak, mert a maso-

dik szakaszon negativ lenne a sebesség, tehat az IC vonat

maximalis sebessége kozelitéleg 116 km o

h

SZOVEGES FELADATOK

MOZGASROL ES MUNKAVEGZESROL

Ellenérzés

260,83 6ra, 98 ~ 0,67 6ra. A két idStartam Osszege

116 101
valoban 1,5 6ra.

2 . Egy palackozo tizemben a csomagolashoz 6j gépet
vasarolnak. Az Uj gép 3 oraval rovidebb id6 alatt
palackoz 10 000 | dsvanyvizet, mint a régi gép. Ha
mindkét gép dolgozik, akkor a munka 6 éra 40 percig
tart. Mennyi id6 alatt végezne a munkaval kiilon-kii-
16n a két gép?

Megoldds
A teljes munkdhoz szitkséges id6 a régi gép esetében x Ora,
az 4j gép esetében x — 3 dra.

1 ora alatt a régi gép a munka %-ed részét, az Uj gép a

munka —1 3 -ad részét végzi el. Foglaljuk tablazatba az
adatokat!
régi gép 4j gép
teljes munkéhoz sziik-
(i am (a X x—3
séges id§ (dra)
1 6ra alatt egyediil a
munka ekkora részét 1 1
végzi el x x=3
6 6ra 40 perc, azaz
20 ¢ra alatt egyediil 20 .1 20. 1
3 3 x 3 x—3

ekkora részt végez el

Mivel 23—0 ora alatt egytitt elvégzik a teljes munkat:

201,20 . 1 _,
3 x 3 x-3

Szorozzuk meg az egyenletet 3 - x - (x — 3)-mal!

20x — 60 + 20x = 3x” — 9x

3x* — 49x + 60 = 0

Az egyenlet megoldasai x, = 15 és x, = %

Az utébbinal a masodik gép munkaidejére negativ szamot

kapnank. A megoldas tehat: a régi gép 15 6ra, az Uj gép

12 éra alatt végezne a munkaval.

Ellendrzés: 23—0 ora alatt a régi gép a munka 23—0 : % = %
részét, az uj gép 23—0% = % részét végzi el, ez egyiitt a

teljes munka.
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1 5 Nagypapa kertjét fel kell 4sni. Mikl6s egyediil dol-

gozva 10 déraval hamarabb felassa a kertet, mint
Bence egyediil. Ha mindketten nekilatnak, akkor
12 Ora alatt felassak a kertet. Mennyi id6 alatt asna
fel egyediil Bence az egész kertet?

2 5 Egy derékszogl utkeresztez6désbdl indul két ke-

rékparos. Az els6 észak felé, és masodpercenként
4,5 m-t tesz meg. A masodik 5 masodperccel ké-
s6bb indul kelet felé, és masodpercenként 5,5 m-t
tesz meg. Hany masodpercig lesznek — légvonal-
ban - 500 m-nél kozelebb egymashoz?

3 5 (Erettségi feladat nyomdn, 2018)

a) Egy jatékbemutatora Anna és Baldzs 1800 do-
mindt szeretne feldllitani. Anna egyediil 6 6ra
alatt, Balazs pedig 9 6ra alatt épitené meg a do-
minolancot. Ha Anna és Balazs — tartva a sajat
tempojukat — egytitt dolgozna, akkor hany éra
alatt végeznének az 1800 domino felallitdasaval?

b) A kovetkez6 évi jatékbemutaton Zsofi és Kornél
allitjak fel a domindkat. Zsofi egyediil 1 éraval
hosszabb id6 alatt tudja felallitani az 6sszes do-
mindt, mint Kornél. Zséfi nekilat a munkanak
reggel 8:00-kor. Fél 6ra mulva bekapcsolodik
Kornél, onnantél egyiitt dolgoznak. Igy 12:30-
ra végeznek a munkaval. Mikorra végzett volna
Zsofi, ha Kornél nélkiil, egyediil kellett volna
felallitania az Osszes dominoét, és munka koz-
ben tart kétszer fél ora sziinetet?

HAZI FELADAT

1 5 Egy kikot6bdl egyszerre indul két hajo: az egyik

északnak, a masik keletnek. Két 6ra mulva 58 km-
nyire lesznek egymastdl. Allapitsd meg mindkét
haj6 sebességét, ha az egyik oranként 1 km-rel tob-
bet tett meg, mint a masik!

2 N Két automata egyforma csavarokat gyart. A kor-

szertibb gép 5 draval rovidebb id6 alatt gyartana le
egyediil a 100 000 darabot, mint ha egyediil csak az
elavultabb gép tizemelne. Ha mindkét gépet egy-
szerre lizemeltetik, akkor 6ranként 9000 csavart
készitenek el egyiitt.

45

A Pallasz Forditéiroda megbizast kap egy lexikon
magyarra forditasara. A forditast egy ember 60 nap
alatt végezné el, de a munkat — egyenld részekre
osztva — tobben is végezhetik egyszerre. A forditok
minden nap az aznap leforditott anyagot tovabbkiil-
dik a lektornak is, akit ugyanannyi napra szerzédtet-
nek, mint a forditdkat. A forditok és a lektor napidija
egységesen 4000 Ft, ezenkivill a forditok egyszeri,
40 000 Ft juttatast is kapnak.
a) Mennyi koltsége lesz a forditoirodanak, ha 1, 2,
5, x {6 forditdt és egy lektort alkalmaz?
b) A vezérigazgat6 végiil 440 000 Ft kifizetését en-
gedélyezi a forditoknak és a lektornak. Vajon
hany forditot alkalmazott a forditéiroda?

Egy traktor hatso kerekének a keriilete kétszer
akkora, mint az els6é. Ha az els6 kerék kertilete
0,5 méterrel nagyobb volna, a hatsé kerék kertile-
te pedig 0,5 méterrel kisebb, akkor 150 m-es tavon
az els6 kerék 15-tel tobbet fordulna, mint a hétso.
Mekkora az elsé, illetve a hatsé kerék kertilete?

Kalman és baratai a Bodrogon vizitiraznak. 4 km-re
tavolodnak el a tdborhelytdl, majd visszatérnek.

Mekkora lenne a fitk 4tlagsebessége allovizben, ha
km
h
oda és visszautjuk Osszesen 150 percig tartott?

a Bodrog sebessége 3 és ha tudjuk, hogy az

a) Mennyi id6 alatt gyartand le a 100 000 darab
csavart egyediil az elavultabb gép?

b) Mennyi id§ alatt késziil el a 100 000 csavar, ha a
két gép egyszerre tizemel?

Hétvégi rokonlatogatds alkalmaval a 150 km-es ta-

km
h

tettiik meg, mint hazafelé. Igy a hazafelé vezetd ut fél

volsagot odafelé 10 -val kisebb atlagsebességgel

oraval rovidebb ideig tartott, mint az odafelé vezetd.
Mekkora volt az atlagsebesség odafelé és visszafelé?
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CSOPORTMUNKA

3 9 CSOPORTVERSENY

Alkossatok négyfds csoportokat!

1 5 Oldjatok meg az 1-4. feladatokat, a 4. feladat eredményét irjatok fel a tablara! Az a csoport nyer, amelyik el6szor irja fel

a jo eredményt. A verseny addig tart, amig mindegyik csoport felirja eredményét a tablara. Ez alatt az id6 alatt mind-

egyik csoport egyszer javithat.

Jo tandcs: érdemes egy kicsit gondolkozni, miel6tt hasznalnatok a megoldoképletet! Egyes esetekben hosszabb szamolas

nélkil is felelhettek a kérdésekre.

1. feladat

Mik az ax® + bx + ¢ = 0 egyenlet gyokei, ha ebben az egyenletben

az a szdm az X’ — 7x + 6 = 0 egyenlet nagyobbik gydke,

abszémaz (2x — 1>+ 12 = (x + 4> — 15 egyenlet gyoke,

a ¢ szam pedig a (3x + 7)(3x + 5) = 0 egyenlet gyokeinek az dsszege?

2. feladat

Mennyi az ax” + bx + ¢ = 0 egyenlet gyokeinek a szorzata, ha ebben az egyenletben
az a szdm a 4x"— 12x + 9 = 0 egyenlet gyokeinek a szama;

b=-1,

a ¢ szam pedig az x(3x + 4) = 4 egyenlet kisebbik gyoke?

3. feladat

Allapitsitok meg, hogy a kovetkezd egyenletek koziil melyiknek hény gyéke van!
x+7)5—x)=8, x*=6x 4 +x—3=0,

-3’ +2x=1, 5—x'=6x+14, 2x'—7x+5=0.

4. feladat

Szamitsatok ki, mennyia (K+ L)- N- (M — P) szorzat!

A két gyokot jeloljétek a K és az
L bettivel!

Az eredményt jeloljétek az M
betiivel!

A kapott 6 szdm 6sszegét jelol-
jétek N-nel, a 6 szdm szorzatdt
pedig P-vel!

A kapott szamot irjdtok fel a
tablara! Zarojelben tiintessétek
fel a felirds idépontjdt!

2 5 Az els6 3 helyezett csapat mutassa be, milyen egyszerti médszereket alkalmazott (példaul melyik egyenletet nem kel-

lett megoldoképlettel megoldania, melyik esetben nem volt szitksége még a diszkriminans felirdsara sem)!

HAZI FELADAT

1 s Egy 720 m’ teriilet(i, téglalap alaku telek bekeri- 2 s Egy kertben gyiimolesfak allnak. Minden gyii-

116

téséhez legkevesebb 108 méter hosszt dréthaléra molesfan annyi seregély lakmarozik, amennyi a
van sziikség. gyumolcsfak szama. A lakmarozd seregélyek sza-
Mekkora a telek két legtavolabbi pontjanak tavol- ma éppen 75-tel nagyobb, mint a gylimolesfak
saga? szamanak tizszerese. Hany fa all a kertben?
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3 5 A kovetkezé egyenletben hianyzik a harmadik 4 5 AXkovetkez6 egyenletekben hidnyzik egy egyiittha-
egyiitthato: 7x* +4x+...=0 to. Adj olyan értéket a hidnyzo egytitthatonak, hogy
Adj olyan értéket a hianyzé egyiitthaténak, hogy az pontosan egy valos gyoke legyen az egyenletnek!
egyenletnek a valds sziamok halmazan: a) ¥—..x +16=0 c) ¥—..x+8=0
a) ne legyen megoldasa; b) ¥+ 12x +...=0
b) 2 megoldasa legyen!

RAADAS

Erettségi feladatok

1 > A DEF derékszogt haromszog DE befogoja 7 cm-rel révidebb, mint a DF befogé. Az atfogé 2 cm-rel hosszabb, mint a
DF befogé. Szamitsd ki a DEF haromszog oldalainak hosszat!

2 > A Nagy csaldd egy bankban 800 000 Ft-ot helyezett el, két évre kamatos kamatra. Hany szazalékos volt az elsé év folya-
man a kamatlab, ha a bank ezt a kamatldbat a masodik évre 3%-kal novelte, és igy a masodik év végén a Nagy csalad
907 200 Ft-ot vehetett fel?

3 > Stefi mobiltelefon-koltségeinek fedezésére feltéltdkartyat szokott vasarolni. A mobiltirsasag ebben az esetben sem
el6fizetési dijat, sem hivasonkénti kapcsolasi dijat nem szamol fel. Csucsidben a percdij 25 forinttal dragabb, mint
csticsidén kiviil. Stefi az elmult négy hétben Gsszesen 2 orat telefonalt és 4000 Ft-ot hasznalt fel kartyaja egyenlegébdl
ugy, hogy ugyanannyi pénzt koltott csucsiddn beliili, mint csticsidon kiviili beszélgetésekre. Hany percet beszélt Stefi
mobiltelefonjan csucsidében az elmult négy hétben?

4 > Egy klimakutat6 a globalis éves kozéphémérséklet alakulasat vizsgalja. Rendelkezésre allnak a Fold évenkénti kozép-
hémeérsékleti adatai 1900-t6l kezdve. A kutatd az adatok alapjan az alabbi f fiiggvénnyel modellezi az éves kozéphé-
mérséklet alakulasat:
£(x) =0,0001x" — 0,0063x + 15,2.

A képletben x az 1900 ota eltelt évek szamat, f(x) pedig az adott év kozéphOmérsékletét jeloli Celsius-fokban
(0 < x < 119).

a) Szamitsd ki, hogy a modell szerint 2018-ban hany fokkal volt magasabb az éves kozéphdmérséklet, mint 1998-ban!
b) Melyik évben volt az éves kozéphdmérséklet 15,42 °C?

EMELT SZINT

5 A ,TOJAS” farmon atlagosan 10 000 tytkot tartanak. Ezek egy év alatt mintegy 2,20 millié tojast tojnak. A tenyésztk
azt tapasztaljak, hogy — valdszintileg a zsufoltsag csokkenése miatt — ha a tytikok szamat 4%-kal csokkentik, akkor az
egy tojora jutd atlagos tojastermelés 8%-kal né.

a) A tytkok szamanak 4%-os csokkenése utan mennyi lett a tojasfarmon az évi termelés?

Az a tapasztalat, hogy a tytikok szdmanak p%-kal torténé csokkenése 2p%-kal noveli az egy tytkra vonatkozo tojas-
mennyiséget, csak p < 30 esetén érvényes.

b) Hény szazalékkal csokkentették tavaly a tyukok szamat, ha ezzel évi 8%-os termelésnovekedést értek el egy év alatt?
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40 GYAKORLAS, TUDASPROBA

FELADAT

1 = (Erettségi feladat, 2006) Jelold meg annak a kife- 6 = Egy téglalap teriilete 14,7 cm’. Ha az egyik oldalét

jezésnek a bettjelét, amelyik az ax’ + dx+e=0 2 cm-rel megnoveljiik, a masikat 1 cm-rel csok-
egyenlet diszkrimindnsa, ha a # 0. kentjiik, akkor a teriilete 2,9 cm’-tel nagyobb lesz.
Ad—ae Bd' —4ae C vd —4ae Mekkorék a téglalap oldalai?
2 5 Oldd meg a valos szamok halmazén az egyenlete- 7 = Tamasnak Gj motorja van. Egy 75 km-es utat ter-
ket! vezett be a probautra. Dezs6 negyed oraval késdbb
a) 9x°—100=0 b) 2xX*+7x=0 indult utana, és éppen a célnal érte utol. Dezs6 at-
km

lagsebessége 10 val nagyobb volt, mint Tama-

3 5 Adott a kovetkez6 fiiggvény: h
f:R >R, f(x) =¥ — 12x + 32. sé. Mekkora sebességgel haladtak?

a) Teljes négyzetté kiegészités segitségével rendezd

Tamas Dezs6
a hozzérendelési szabalyt (x — u)’ + v alakra!

b) Melyik eltolasok viszik az R = R, x — X tigg- megtett ut
vény grafikonjat az f fiiggvény grafikonjaba? sebesség
c) Add meg az f fuggvény szélsGértékhelyét és utazas idétartama

sz€&lséértékét! Ez minimum vagy maximum?
d) Hatdrozd meg fzérushelyeit! § = Anna és Doéra egyiitt allnak neki egy munkanak.

8 dra elteltével vége a munkaidének, Anna hazamegy,

Y

4 s (Erettségi feladatok) Oldd meg a kévetkezd egyen- o vl b o e Sk e, Dém ey
leteket a valos szamok halmazéan!

a) 2x—3)7 =4
b) (x+2)*—90=5-(0,5x— 17)

benn marad, és egy ora alatt befejezi a munkat. Ha
csak egyediil kellett volna elvégezni a feladatot, akkor
Déranak 2 6raval tobb idére lett volna sziiksége, mint

5 = Egy téglalap egyik oldala 7 dm-rel hosszabb, mint a Annanak. Mennyi id6be telne nekik a feladat kiilon-
mésik oldala, teriilete 4,5 m”. Mekkora a téglalap atl6ja? kiilon?

O = Egy derékszogt haromszog atfogohoz tartozé ma-
gassaga 24 mm hosszu. Ez a magassag két olyan

x 45m’= ... , . BB e ]
o részre osztja az atfogdt, hogy az egyik 20 mm-rel
hosszabb, mint a masik. Mekkora a haromszog at-
x+7dm fogoja?

HAZI FELADAT

1 5 (Erettségi feladat, 2015) Az x* + bx — 10 = 0 mé- 3
sodfokt egyenlet diszkrimindnsa 49. Szamitsd ki zan!
b értékét! a) 289—(x+7¢=0
b) (x—5)(x—2)=10

Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halma-

Y

2 5 Alkalmazd a teljes négyzetté kiegészités modszerét,
és rendezd a kifejezéseket (x — u)* + v alakra!
a) X’ —8x+ 18,4 b) x* + 3,2x + 3,56
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4 s Egy konvex sokszognek 4-gyel tobb oldala és 2,7-

szer annyi atléja van, mint egy masiknak. Melyik
hany oldal?

TUDASPROBA

5>

Egy DVD-felvevé arat annyi szazalékkal csokken-
tették, ahany ezer forintba eredetileg kertilt. Az Gj
ara 18 240 forint. Hany szdzalékos lehetett a csok-
kentés?

1 5 Oldd meg az egyenleteket a valds szimok halmazan! 4 s A Toth csalad 6820 Ft-ért vasarolt palantdkat. Ha a
a) 3—5x+9x=10—x+6x° 30 Ft-tal dragabb palantakbdl vasarolnak, és 2-vel ke-
b) (2x+1)P=(x+7y—>51 vesebbet vettek volna, akkor 6800 Ft-ot fizettek vol-

) na. Milyen dron vették a paldntdkat?

2 s Egy egyenl6szart haromszog teriilete 156 mm™. Az
alap esljkhozza}:a,rtozo rflag?ss:?g?osszege >8 mm. 5 s Alkalmazd a teljes négyzetté kiegészités modszerét,
a) Mekkora a haromszog alapja? és rendezd az x* — 14x + 29 kifejezést (x — u)* + v
b) Milyen hosszuak a haromszog szarai?

alakra!

3 5 Egy téglalap alaky, hzlilvany SZlnl,l 1,<arto,n Kozepére 6 > Egy valés szamhoz hozzaadtuk a nala 1-gyel kisebb
egy 10 cm x 6 cm-es, téglalap alakd fényképet ragasz- szam reciprokat. Az Osszeg 3,5. Melyik lehetett ez a
tunk. A fénykép koriill minden oldalon ugyanolyan SZAm?
széles sav marad. A karton teriilete 165 cm’.

Mekkordk a karton oldalai?

EMELT SZINT

Paraméteres egyenletek

Paraméteres egyenletrél beszéliink, ha az egyenlet valamelyik egytitthat6jat nem ismerjitk. Most olyan paraméteres egyen-
letekkel foglalkozunk, amikor igaz, hogy nem ismeriink egy egyiitthat6t, de ugyanakkor tudunk néhany informaciot az
egyenlet gyokeir6l. Ha péld4ul tudjuk, hogy a valds szamok halmazan egy masodfokd egyenletnek pontosan egy gyoke van,
akkor felirhatjuk, hogy az egyenlet diszkriminansa 0. Ebb6l tudunk kovetkeztetni a paraméter lehetséges értékeire.

1 > Oldd meg a kévetkezé egyenletet a megoldoképlettel!
x* + kx — 6k* = 0, ahol k egy val6s paraméter.

Megoldds
A diszkrimindns: k* — 4-1-(—6k*) = 25k* = (5k ).
A diszkriminans k minden értéke esetén nemnegativ, azaz a megadott egyenletnek minden esetben van megoldasa. Két
esetet kiillonboztetink meg.
- Ha k = 0, akkor az x* + kx — 6k* = 0 egyenlet az x* = 0 egyenletet adja. Ennek egyetlen megoldésa a 0.
2
~ Ha k # 0, akkor ¥, , = —kiz«/ZSk _ —k;_rSk; X = —k;—Sk
Ebben az esetben tehat az egyenlet megoldashalmaza kételemti: {—3k; 2k}.

—k—5k __
9K =3k,

=2k és x,=

2 s A pvalds paraméter melyik értéke esetén lesz a kovetkez6 egyenletnek egyetlen megoldasa a valos szamok halmazan?
a) 2X’+8x—p=0 b) 3 +px+12=0 c) 2+ (p+1x+8=0

3 > Add meg az m valds paraméter értékét gy, hogy az egyenletnek egyetlen valés megoldasa legyen!
a) X*—4m=0 b) x>+ 2mx+5m—4=0

40. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA
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TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Végezd el a kovetkez6 miiveleteket!

a) (x—9)’ c) (x—07)

b) (x+1,1)° d) (x+3,5)

Egészitsd ki a kovetkezd kifejezéseket uigy, hogy teljes
négyzetet kapij!

a) X+ dx+ ... c) X*+3x+ ...

b) ¥ —4dx+ ... d) ¥ —3x+...

A nevezetes azonossag segitségével végezd el a teljes

négyzetté kiegészitést!
X+ 12x+36=(x+6)°
a) x>+ 12x + 39

b) x* + 12x + 100

c) X+ 12x+6
d) £+ 12x—2

Teljes négyzetté kiegészitéssel alakitsd at a kifejezé-
seket!

a) x*+16x + 70
b) x*—12x— 10

c) x*+5x+ 3,25
d) x*—5x—1,25

A teljes négyzetté kiegészités modszerével allapitsd
meg, milyen eltoldsokkal kapjuk meg a kovetkezd
fiiggvények grafikonjataz x — x’ fiiggvény grafikon-
jabol! A figgvények értelmezési tartomanya a valds
szamok halmaza.

a) f(x) =x"+8x+ 13 b) gx)=x"—6x+ 14
Oldd meg teljes négyzetté kiegészités modszerével az
egyenleteket a valé szamok halmazan!

a) x* — 22x=—40 b) x*+18x =40

Oldd meg az egyenleteket a valé szamok halmazan!
a) ¥ +2x—99=0

b) ¥ —3x—180=0

c) ¥ —6x—55=0

Oldd meg az egyenleteket a val6 szamok halmazan!
a) 13x°+2x=0

b) 4x’ —3x =0

c) 0,6x’—57=0

d) 1,75’ +34=0

10>

11>

12>

13>

14>

17>

Oldd meg az egyenleteket a val6 szamok halmazan!
a) 56x" — 13x-3=0

b) 7x* = 12x+6=0

c) 40x’ —x-15=0

d) 30x°+29x+4=0

Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) 6x’ — 4x — 45=35 — 3x’ + 2x
b) x*+52x—3,2=0,5x"+13x — 2,4

Melyik egyenleteknek negativ a diszkriminansa?
a) X +4x+17=0

b) 2x* —5x+11=0

c) 1,2x +8x+3,5=0

d) 06X —5x—1,4=0

Adj olyan értéket b-nek, hogy az egyenlet diszkrimi-
nansa 0 legyen!

a) 2x° +bx+18=0

b) 3x* —bx+75=0

2
Melyik x esetén lesz az f: R = R, f(x) = x? +2x —
fiiggvény helyettesitési értéke
a) 0 b) —4

S
2

c) 20 d) 3,5
Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) 7x—3x" + 18 =2(4x — x°) — 24

b) 3(xX* —1) —5x=4(7 —2x) + 2x* — 3

Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!
2 2
X+x 4. x—=3 x+2
a) 14+ 2 4x 2 + 1 1
b) 16— ¥=1_15—-x _x*+5

3 2 6 °

Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) 2x—1)(x—3)=(01—-2x)(x+6)—3
b) (x+4)(5—2x) —2= (4 —x)(2x + 6)+x’

Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) (x—17—7x=3—(x+2)°
b) 4x— (x—3)*—1=3x+ (x —5)*

MASODFOKU EGYENLETEK
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19>

20>

21>

23>

24 >

25>

26 >

Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) 144 — (x —4)’ = 2(x + 5)° — 45«
b) 8+ (2x+1)"=3(x+3)"—7x

Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) 2x— 9+ (x+2)°=127 - 3x
b) (7x — 1)* — 40 = (8x + 3)* — 4x

Hatdrozd meg a kovetkezd fiiggvény zérushelyeit! Er-
telmezési tartomany a valds szamok halmaza.
2
X x
X _x_
12 3
2
X _x
- X456
3 6 +

a) x~

b) x » —

Egy masodfokd fliggvény értelmezési tartomanya
a valés szamok halmaza, hozzarendelési szabélya:
f(x) =—x"+ 6x — 5.

a) Teljes négyzetté kiegészitéssel rendezd a hozzaren-

delési szabélyban szereplé kifejezést —(x — u)* + v

alakra!

b) Hatdrozd meg, hogy milyen eltoldsokkal kaphat-
juk meg az x » —x’ fiiggvény grafikonjabdl az
ffuggvény grafikonjat!

c) Hatarozd meg az f fliggvény zérushelyeit!

d) Minimuma vagy maximuma van az f fliggvény-

nek? Hatdrozd meg a szélséérték helyét és a szél-

séértéket!

e) Ird fel az f fliggvény értékkészletét!

Irj olyan valds szdmot az ismeretlen egyiitthat6 he-

lyére, hogy az egyenlet diszkrimindnsa 0 legyen!

a) X +0,6x+..=0

b) 3x°+42x+...=0

Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!
3__2 _

a) x x+2 !
3,2 _

b) b * x+ 4 !

Két valos szam négyzetének oOsszege 29. Az egyik
szam 7-tel kisebb, mint a masik. Melyik ez a két szam?

Egy valés szamhoz hozzaadtuk a nala 5-tel kisebb
szam reciprokat. Az osszeg 2,5. Melyik ez a szam?

Egy valds szamhoz hozzaadtuk a nala 10-zel nagyobb
szam reciprokat. Az 6sszeg —15,2. Melyik ez a szam?

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

27 >

28 >

29 >

315

32>

33>

345

35>

Egy val6s szamhoz hozzdadtuk a nala 1-gyel nagyobb
szam négyzetét. Az 6sszeg 1805. Melyik lehetett ez a

valds szam?

Egy konvex sokszog atléinak szama 90. Hany oldala

van?

Egy konvex sokszog atléinak és oldalainak szama
egyiitt 91. Hany oldala és hany 4tloja van?

A kovetkezd masodfoku fiiggvényeknek van-e zérus-
helye? Ha van, add meg a zérushelyeket! (Ertelmezési
tartomany a valds szamok halmaza.)

a) flx) =2x"—x+1

b) glx)=2x"—x—1

c) h(x)=2x"—28x+98

Egy szam 4,8-del kisebb a reciprokanal. Melyik ez a
szdm?

Egy tort nevezdje 3-mal kisebb a szamldléjanal, és a
tort 2,1-del nagyobb a reciprokanal. Melyik ez a tort,
ha a szamlaldja és a nevezdje is egész szam?

Egy tort nevezje 1-gyel nagyobb a tort szamlaloja-
ndl. A tort reciproka 0,45-dal nagyobb, mint a tort.
Melyik tortrél van szo, ha a tort szamlaloja és neve-
zbje is egész szam?

Egy szamnak és a reciprokdanak Osszege % Hata-
rozd meg a szamokat!

Egy csaladi haz udvara téglalap alaky, 16,8 m széles
és 26,4 m hosszt. Az udvar egyik széle mentén egy
téglalap alaku diszkertet telepitiink, melyet harom
oldalrél ugyanolyan széles 6svény hatarol, negyedik
oldala a keritéshez ér, a kert egyik 26,4 m széles olda-
landl. Milyen széles az 6svény, ha a diszkert alapterii-
lete 316,1 m*?
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Egy deltoid hosszabbik atléja 2,6 cm-rel nagyobb,
mint a rovidebbik 4tl6ja. Teriilete 2,535 cm®. Mekko-
rak az atlok?

Egy deltoidnak két derékszoge van. Révidebb olda-
lai 1,8 cm-rel kisebbek, mint a hosszabbik oldalak.
Hosszabbik atléja 5,7 cm.

a) Mekkordk az oldalai?

b) Mekkora a tertilete?

Egy 48 cm hosszu palcabdl deltoid alaka papirsar-
kanyt készitlink. A pélcat kettétorjiik, merdlegesen
oOsszeillesztjiik, ezek lesznek a deltoid atldi. A papir-
sarkany teriilete 263,5 cm”. Milyen hossztak a del-
toid atloi?

Egy téglalap alaku kert egyik oldala 12 méterrel hosz-
szabb, mint a mésik. A teriilete 864 m”. Milyen hosz-
szuak a kert oldalai?

Egy téglalap két oldalanak kiilonbsége 14 cm. Az atléi

61,6 cm hossztak.

a) Mekkordk az oldalai?

b) Mekkora annak a négyzetnek az oldala, amelynek
teriilete egyenld a téglalap teriiletével?

Egy konvex deltoid teriilete 1380 cm®, a két 4tl6 hosz-

szanak sszege pedig 109 cm.

a) Mekkorak az 4tlok?

b) Ha a deltoid egyik oldaldnak hossza 52 cm, akkor
mekkora lehet a kertilete?

c) Mekkora a deltoid kertlete, ha az 4tloi kolcsono-
sen felezik egymast?

Egy munkagép két hatsé kereke 90 cm-rel nagyobb

kertilett, mint az elsd. 230 méteres ton a hatsé kere-
kek 36-tal fordulnak kevesebbet, mint az els6k. Mek-
kora a kerekek kertilete?

43>

44 >

47 >

48 >

Egy derékszogt haromszog atfogodja 5,2 dm, keriilete
12 dm. Mekkorak a haromszog befogdi?

52dm
k=12dm

Egy 13 cm x 20 cm-es fénykép mogé akkora téglalap
alaku fehér lapot ragasztunk, hogy a képet kortilve-
v6 fehér sav teriilete megegyezzen a kép tertiletével.
A sav szélessége minden oldalon ugyanannyi. Milyen
széles a sav?

Egy rombusz keriilete 104 cm, az egyik atléja 28 cm-
rel hosszabb, mint a mésik. Mekkordk a rombusz 4tl6i?

A 100 cm hosszti AB szakasz felezépontja F. Az F
ponttdl mekkora tavolsagra vegyiik fel az FB szaka-
szon a P pontot ugy, hogy az AF: FP = FP : PB egyen-
16ség teljesiiljon (azaz az FP szakasz hossza az AF és a
PB szakasz hosszanak mértani kozepe legyen)?

A 50cm F xcm P B

December elején kiarusitas volt egy ruhaiizletben, x
szazalékkal csokkentették az arakat. December utol-
s6 hetében tovabb csokkentettek, megint x szazalék-
kal. Igy az eredetileg 5700 Ft-os bluz 4ra december
végén csak 4415 Ft volt. Hany szazalékos volt az els6
arleszallitas?

Egy sporteszkoz 76 000 Ft-ba keriilt januarban. Ju-
niusban felemelték az arat, majd decemberben, az év
végi akcid keretében kétszer annyi szazalékkal csok-
kentették az 4rat, mint amennyivel juniusban meg-
emelték. A decemberi akcids dra 71 820 Ft volt. Hany
szazalékos volt a juniusi aremelés?

Egy vallalkozas novelni szeretné a havonta legyartott
alkatrészek szamat. Ehhez két korszerisités beve-
zetését tervezi. Egyrészt Gj gépeket is lizembe allit.
Masrészt 4j szamitogépes programot fog alkalmazni,
amelynek vezérlésével tobb alkatrészt tud legyartani
minden egyes gépiik. A gépek szamanak szazalékos
novelése kétszer annyi, mint az Gj szamitégépes prog-
ram kovetkeztében a gépek hatékonysdganak szazalé-
kos novekedése. Hany szazalékkal né a gépek szdma,
ha a legyartott alkatrészek szama 25%-kal novekszik?

MASODFOKU EGYENLETEK
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Egy kiranduldshoz a busz bérlése 96 000 forintba
keriil. Az utolsé napon kideriil, hogy még egy je-
lentkezd csatlakozik a csoporthoz, ezért a szervezék
orommel kiildik az tizenetet, hogy a busz egy fére
szamitott koltsége 400 Ft-tal kevesebb lesz a terve-
zettnél. Hanyan mennek kirandulni?

Egy rendezvényen a pélydzati keretb6l minden 6n-
kéntes segitének vesznek a szervezék egy doboz
bonbont. 19 320 forintért vasarolnak, mindenkinek
ugyanazt a bonbont adjak. Ha kettével tobb onkén-
tes lett volna, akkor 80 Ft-tal olcsobb bonbont kapott
volna mindenki, s ugyanannyit kéltottek volna. Hany
onkéntes segito volt a rendezvényen?

Kétfajta gytimolcsot vettiink az osztalykirandulasra;
kortébél 5 kg-mal toébbet, mint szilvabol. A korte
3200 forintba keriilt, a szilvaért 1320 forintot fizet-
tiink. 1 kg szilva 80 forinttal olcsébb, mint 1 kg korte.
Hany kg kortét és hany kg szilvat vasaroltunk?

Kerékparos kiranduldson az elsé 48 km utdn csok-

kenteni kellett a csapat sebességét. A kovetkezd

%—Val lassabban tették meg. Igy 4 6ra

32 km-t 3
48 perc alatt tették meg a teljes tavot. Mekkora sebes-

séggel haladtak az egyes részeken?

Egy derékszogli utkeresztez8désbdl egyszerre indul
két jarmd, egymasra mer6leges iranyban. Az egyik
km
h

jarmu sebessége. 20 perc mulva a két jarm@ koril-

jarmu sebessége 6 -val nagyobb, mint a masik

beliil 32 km-re lesz egymastdl. Mekkora a jarmiivek
sebessége?

Egy feladat elvégzésére két gépet allitanak munka-
ba. Ha csak a régebbi gép végezné a munkat, akkor
3 nappal tobb idére lenne sziikség, mintha csak az
Uj gép. Hat napig mindkét gép dolgozik a feladaton,
majd a régebbi gépet elviszik, és az 1j gép egyediil
dolgozik tovabb. Az Gj gép tovabbi négy nap alatt be-
fejezi a munkat. Hany nap alatt végeznének a feladat-
tal kiilon-kiilon?

km

Egy motorcsonak sebessége allévizben 24

A motorcsénak egy folyon halad 42 km-t felfelé,
majd ott egybdl megfordul és visszatér a kiindulasi
pontra. Az oda-vissza Ut 3 6ra 36 percet vesz igénybe.
Mekkora a folyo sebessége?

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY
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Pisti és Karcsi biciklittrat tervez. A szokdasos atlag-
sebességiinkkel 86 km-t tehetnénk meg. - mondja
Pisti. De Karcsi hozzateszi:

-Ha 04 km nagyobb éatlagsebességgel halad-

h

nank, és fél oraval tobbet tekernénk, akkor 10,8
km-rel hosszabb utat is teljesithetnénk.
Mekkora a ,,szokasos” atlagsebességiik?

Két honapos lekotési akeidt indit egy pénzintézet.
Az elhelyezett betét utan az elsé honapban fizetett
kamatot hozzdirja a betéthez, majd a masodik ho-
napban a megnovelt dsszeg utdn fizetett kamatot
0,5 szdzalékponttal megemeli (ez a szakkifejezés azt
jelenti, hogy ha az els6 hénapban a kamat p%-os
volt, akkor a masodik honapban (p + 0,5)% lesz).
a) Hany szazalékos az els6 havi kamat, ha 200 000 Ft
elhelyezett betét esetén két hdénap mulva
207 060 forint jarna?
b) A kamat utan 20% forrasadot kell fizetni. Végiil
hény szazalékkal magasabb a kifizetett 9sszeg,
mint az elhelyezett betét?

Iskolai kirandulas

hogy osszesen 98 000 forintot kell az osztily tanu-

tervezésekor kiszamitottdk,

léinak befizetnilik. Szeptemberben kideriilt, hogy
hérom tanulé nem tud elmenni, igy 92 500 forint-
ra véltozott a befizetendd sszeg. Igy az eredetileg
tervezettnél 200 forinttal tobbet kellett fejenként
befizetniiik. Hany tanulé ment végil kirandulni, és
hany forintot kellett fejenként befizetniiik?

(Erettségi feladat alapjén, 2015) A webdruhaz vésar-
16i kozott a 28 év alattiak éppen kétszer annyian van-
nak, mint az 55 évesnél idésebbek. A 28 év alattiak
az elmult idGszakban Gsszesen 19 325 700 forint, az

55 év felettiek 17 543 550 forint értékben vasaroltak.

Az 55 év felettiek atlagosan 2410 forinttal koltottek

tobbet, mint a 28 év alattiak.

a) Szamitsd ki, hany 55 év feletti vasarldja volt a
webdruhaznak, és add meg, hogy ezek a vasar-
16k atlagosan mennyit koltottek!

Egyik héten a 28 év alatti vasarlok szdma 50-nel
volt tobb, mint az 55 év felettiek szama. Ezen a hé-
ten a 28 évnél fiatalabbak Gsszesen 500 850 Ft-ért,
az 55 évnél idésebbek dsszesen 530 400 Ft-ért va-
saroltak. Az 55 évnél idsebbek atlagosan 2530 Ft-
tal koltottek tobbet.

b) Hany 28 év alatti vasarldja volt a webaruhdznak
ezen a héten?

123



124

NEHANY FELADAT VEGEREDMENYE

Bevezet6 Ora: 1. 45,36 A. 4. a) 45,472 A. b) 45,584 A.

1. lecke: 1. a) igaz: B, E. 2. mind hamis. 3. a) C, D. b) D,
E. 4. PL: Tobb, mint 5 napig tart ez a munka. Legfeljebb 8
golt ragott a csapat. Kevesebb vagy ugyanannyi nap, mint
kolbasz. 5. a) igaz: A, B, E. b) A tagadasa: C és D.

2. lecke: 1. hamis, igaz, igaz. 2. C, D. 3. Van pdros prim-
szam. (igaz); Nincs tengelyesen szimmetrikus négyszog.
(hamis); Nincs kézéppontosan szimmetrikus haromszog.
(igaz); Van olyan haromszég, amelynek nincs beirhat6
kore. (hamis). 4. A - B B- Q, C- S, E - R. D tagadasa: Min-
den természetes szam kisebb vagy nagyobb, mint a szamje-
gyeinek Osszege. 5. igaz: A, B.

3. lecke: 1. igazak: a) b) d). 3. a) A hamis, Bigaz. 4. P - 2,
Q-4R-1,S -5 U - 3. T felirdsa: . 5. A: Bandi, Cili.
B: Dani, Feri, Joska. C: Tibi, Hajni, Cili, Feri, Dani, Jéska.
D: mindenki, kivéve Feri és Dani (8 £6). E: Tibi, Hajni, Kati.
F: Bandi, Kati.

4. lecke: 1. a) 2. b) 2. ¢) mindegy. d) 2. 2. a) Pal-volgyi
iskola. b) piros. ¢) igen, bronzérmet.

5. lecke: 1. a) igaz, hamis. b) hamis, igaz. ¢) igaz, igaz.
2. a) Ha B, akkor A. b) Mindkét iranyban: ha C, akkor D,
és ha D, akkor C. ¢) Ha F, akkor E. 3. igaz, hamis, igaz,
hamis, hamis, hamis, igaz, igaz. 4. a) VAGY. b) ES. 5. ES...
VAGY...ES.

6. lecke: 1. a) C, D. b) C, D. 2. a) hamis, igaz, hamis,
igaz. b) hamis, igaz, hamis, igaz. 3. a) x=3 és y=1.
b) sok megoldas van. Pl: x =5 és y = —1. ¢) sok megoldas
van,plx=y=6.d)x=0¢sy=0.4.x = —2vagyx < —8.
5. a) igaz, igaz. b) hamis, igaz. 6. Korpats Bori roplabdazik,
Toth Anna kosarlabdazik, Toth Csilla tollaslabdazik, Toth
Eszter atletizal, Patos Dori tszik.

7. lecke: 1. a) (—1; 3). b) (2; —1). ¢) nincs megoldas. 2. a)
(—=1;2).b) (—152). 3. 9 perc, 1350 m.

8.lecke: 1.a) (—3;4).b) (11;1). ¢) (0,75; —0,4). 2. a) nincs
megoldas. b) végtelen sok. 3. a) (6; —4). b) nincs megoldas.
4. 280.

9.lecke:1.a)x + 100 = 2(y — 100).b)y + 100 = 3(x — 100).
¢) (220; 260). 2. 10, 15. 3. 40; 60. 4. 110 Ft, 190 Ft. 5. 24; 8.
6. negyed ora.

10. lecke: 1. a) (10; 15). b) (4; 10). 2. 244 petak. 3. 4,5 kg
és 5,5 kg. 4. 12 000 Ft és 4500 Ft. 5. a) 36 sorban 50 fenyét.
b) 2028 platant. 6. 15 és 10. 7. 735 eziistért.

11. lecke: 1. (0,5; 3). 2. (1; —2). 3. (3; 4). 4. y = 0,6x + 0,6;

B 34 .43 km km
y=-03x+4; <—9 —15> 5. 450 km, 90 ho 75 “ho
km o 4
60 h . 6. 3 es3hter

12. lecke: 1. a) 2°.b) 3%.¢) 5. 2. F<C=B<E<A<D.
3. A nem végzddik 0-ra; B 6 db 0-ra végzédik; C 5 db 0-ra
végzOdik; D 8 db 0-ra végzédik; E nem végzddik 0-ra;
F 15 db 0-ra végz8dik. 4. a) 14. b) 2. ¢) 8. d) 3. 5. a) 3°-sze-
rese. b) 1-szerese. ¢) %—szerese. 6.A=]=F,B=H,D=]1,
E = G, C-nek nincs parja. 7. a) 2 hatvanyai: 2; 4; 8; 16; 32;
64; 128; 256; 512; 3 hatvanyai: 3; 9; 27; 81; 243; 729; 5 hat-

vanyai: 5; 25; 125; 625. b)— %
. 0 (3 ; 4 a\y 6. 3 ot At
13.lecke.1.a)5,20,<2) <3> b (b)'b)5’3’7>3 )

2. a) 8, illetve —6 a kitevd. b) —8, illetve 6 a kitevé.
3.2)107%.b)10%. ¢)10% 4.2)5-10°+6-10' +5-10° +
+8-107" és 3-10°+8-10°+5-10" b)
5,308 > 521. 5. a) 10~". b) nem irhat6 10 egész kitevés

Az elsé.

86 27,729 63 216
hatvanyaként. ¢) 10~°. d) 10°. 6. s 1 815625
14. lecke: 1. a) 3° b°. b) 36¢°. ¢) 2°°%x™. 2.a) 27*. b) 2712
1 1.1 1
3.a )5 10 5 10"’)5+107é +10
¢) (5-10)*=5*-10% d) (5 + 10)> # 5° + 10%
7
4. A B=3_=3a"b%B: A= =3
ab 3b

A?:B= i—ﬁ’f = 925" 5. a) (%)6 b) (%)6.

9] <—£>2 = % d) (%)6 6. 11 darab.

3
15. lecke: 1. 1,23 - 103 5-107% —4,211 - 107> —7,99 - 10°.
2. a) 3,3-10% 3-107°. b) 1,21-107% 2,401-107".
€)5,03-107°.3.2)2-10"' =20.b)5-10° = 5.¢)3 - 10" = 30.
d)5-107.4.2) —2,88- 10" C.b) 1,6398 - 10 "kg. 5. a) 5 mm.
b) T=25mm’.¢c) T=25-10°m*=2,5-10" m>.

-27
6.a );?A~1833 b)9,11- 107" 10 = 9,11 - 10” (kg).

16. lecke: 1. a) 20 és 2,5. b) 24 &s 3. ¢) 60 és 1,2. 2. a) 63.
b) 1,6. ¢) 0,0006. d) 50 000. e) %. f) 25—1 4. a) 28.b) 150.

) 1900. d) 432. 5. 2+/3; 2V/5; 10v3; 3v/5; 5Va.
6.a) 3v/a.b) 3v/2.7. a) 12+2V35. b) 24+2/143.
8.a) v102.b) v195.

17. lecke: 1. a) 7 cm. b) 11 cm. ¢) v'57 cm. d) /T cm.
2.a) 7 és —7.b) 11 és —11. ¢) v/57 és —v/57.d) VT és
—/T.3. 15; 20; 60; 70; 3; 6; 50. 4. 5; 5; 11; 11; |a |. 5. a) 2.
b)—18.¢) 12+ 2-+/35.d)32—10-+/7 .6.2)2.b) 0,4.¢) V3 .



d) V2.e 3-v/2.1) 02-v/2.7.a) V5.b) 4-V5.
¢)2,4-v5.d) V2.e)10.£) 0,05-v/5.8.2) a = +/5 cm;
b=+v2 cm.b) 7+ 2-v/10 cm’ ¢) ¥7 cm. 9. b) = 6,93.
c)4~«/§.

18. lecke: 1. a) 25. b) 4,5. ¢) 78. d) % 2. a) 78. b) 21.

3.a) —2v/2.b) 12v/3 . ¢) 325. 4. teriiletek: 28, 26, 29 &s 30;
keriiletek: 2v/26 + 2+/40, 2v/13 + 2+/52,2+/58 + V116,
420 + v40. 5. a) kétszerese. b) 10 cm® ¢) 10v2 cm.
6. a) 6v3 cm. b) 27v/3 cm?’. ¢) 12 cm, 363 cm’.
7. a) lehet, derékszogu. b) nem lehet. ¢) lehet.

19. lecke: 1. 2) 67 < 62 < 6> < 6. b) (%)3 < (%)2 <
2 2

< (;)72 < (;)73. Q) —3* <37 < (=34 < (=3)

2 g (3]~ (3: 5= (3- (5]-(5)"

(%)z = (%)72; nincs pdrja: <%>_2 kifejezésnek; masképp:

—2 2
(%) :(%). 3.a) 5 b) 57 4. 10°. 5. a) 2.3,

b) (%)6.6. 12¢/3.7.3.8.2) 4V/5 . b) @.9. a)7,8-10"

fényév. b) 2,46 - 10" masodperc. 10. 10 000-szer.

20. lecke: 2. a) 15 000 Ft, 20 000 Ft. b) 20 pélét mar ingyen
kellene adni. ¢) 4000 — 200x; x(4000 — 200x).

21. lecke: 1. f: [—1; e[, —1 és 1, —1, 0, szigortian mo-
noton csokken; szigortan monoton né; g: [0; [, —1;
0; —1; szigortian monoton csokken; [—1; oo szigoru-
an monoton nd. 2. a) f(x)=x"+5.b) flx)=(x—6).
4.2) f(x)=(x+3%, g(x)=x"—4.b) 0ésx=—3, —4 és
x=0.5.2) h(x) =x*—2, k(x) = (x — 2%, m(x) = x>+ 2.
b) [2; 01, [0; %0, [~2; %[ 6.2) g ) k. ) f

22. lecke: 1. a) f(x)=x", g(x)=x"—4, h(x) = (x+3);
eltolas az y tengely mentén negativ iranyban 4 egységgel,
eltolas az x tengely mentén negativ iranyban 3 egység-
gel. b) flx)=Ix|, gx)=Ix—4|, h(x)=|x|—3; elto-
las az x tengely mentén pozitiv irdnyban 4 egységgel, el-
tolas az y tengely mentén negativ iranyban 3 egységgel.
2. [0; o°[, 5; 0; 5; ]—0°; 5]-on szigorian monoton csokken;
[5; o°[-on szigortian monoton nd. [—5; o[, =5 és 5; —5; 0;
]—00; 0]-on szigoruan monoton csokken; [0; ©°[-on szi-
goruan monoton nd. 3. Az y tengely mentén toljuk a
grafikont ,felfel¢” 5-tel. 4. gR; —R, g(x)=vx—1;
hi[—4 00 — R, h(x) =V x+4.

23. lecke: 4. a) [—4; 0]. b) [-8; 0]. 5. a) f(x)=Ix],

g(x) :—i\ x|. f-nek minimuma, g-nek maximuma van.
b) fix)= X, g(x) = ixz. mindkettdnek minimuma van.
6.a) g b) h(x) = x*, flx)= %xz.

24.lecke:3.f: [0;4] > R, flx)=—(x—2y+4.4.a=—4

NEHANY FELADAT VEGEREDMENYE

b = 3; barmely negativ szam, b = 5; a = 6 és b = 1; barmely
negativ szam, —3,5, barmely negativ szam, b = 7. 6. Nytj-
tas kétszeresére, titkkrozés az x tengelyre, eltolas az x tengely
mentén negativ iranyban 3-mal, eltolds az y tengely mentén
pozitiv iranyban 4-gyel.

25. lecke: 1. (x+10¢=x>+20x+100; (x—57=
x*—10x+25; (x—10 =x*—20x+100; (x+5¢=
=x’+10x+25. 2. flx)=(x+3), g(x)=(x—4y.
3.a) fix)=x"—6x+5. b) (3; —4). ¢) x=3 helyen.
4.zérushelyevan:f, g h, k, minimumavan: £, g, k, maximuma
van: k. 5. ketté: f(x) =(x+2)*+5, flx) =—(x+2y+5.
6.a) a=2,b=0ésc=—-2.b)a=—1,b=4és c=—1.
)a=—-1,b=—4ésc=2.d) QI—i,bZOéSCZO.
26.lecke: 1.a) x, =0 és x,=8. b)x, =0 és x,=—3,2.
c)x,=0ésx,=4.d) x, =0ésx,=—6.2. gminimum helye
—2,5, minimuma —3,25. 3. ¢ maximum helye 2, maximum
értéke —2. 4. fminimum helye 11, minimuma —12,1; g mi-
nimum helye 11, minimuma —6,3.

27. lecke: 1. a) 0; —112; —56. b) 0; 12; 6. 3. a) 20,8 1; 7,6
1. b) 13 km; 7,7 1. ¢) 10 200 kg; 23 648 kg. 4. b) 2,5 kg.
5.a) 10 — x; x(10 — x). ¢) 5.

28. lecke: 1. x— (x+3Y?, x— (x+3)*+2, balra 1,5-
del, lefelé 4-gyel, jobbra 6-tal, lefelé 15-tel, felfelé 11-gyel,
x—2x"+9.2.a) [0; 3[. b) [0; 4]. ¢) [0; 2]. 3. [-3; 0],
fo) =(x+17—2,-1;-2-22[-22], gx) =—x"+ 2,
—26s2;—=2;0;2; [—152], h(x) = 2|x|,0; 0; 2; 4. 4. 0 és —8,
minimum, —4; —16; 0 és %, minimum, %, —10,125, 0 és
3, maximum, 1,5; 2,25; 0 és 150, maximum, 75; 112,5. 6. a)
45; 40; 25 (m). b) 1 s mulva. ¢) 4 s mulva.

29. lecke: 2. a) x’—12x+36. b) x’+22x+ 121
o x¥—x+025 d) X+3x+225 3. a) (x+9)>
b) (x —50)% ¢) (x+25)%. d) (x—1,5)" 4. a) X’ +4x + 4
b) X’ —8x+16. ¢) X"+ 5x+6,25. d) x* — 15x + 56,25.
5. x+7)°+1, (x—2°—-5 6. a) (x+6)+4.
b) (x—57—45 ¢ (x+3)7°—55 d) (x—15°+2.
7.a) (x + 2)° + 1, tehat 2-vel eltoljuk balra és 1-gyel folfelé.
b) (x — 3)* + 3, tehét 3-mal toljuk jobbra és 3-mal folfelé.
30.lecke: 1. x* — 8x + 16 = (x — 4)%,

X —12x+36 = (x — 6)*, X" — 16x + 64 = (x — 8)%,

X —dx+4=(x—-2%x—6x+9=(x—3)>~

2.8 —18x+ 71, (x—9)°—6, (x —9)*— 81, x* + 14x + 50,
(x+7)=9,(x+7)°+7,(x+7)°—49.3.a) (x —2)* =5,
tehdt 2-vel eltoljuk jobbra és 5-tel lefelé. b) (x + 7)* — 10,
tehat 7-tel toljuk balra és 10-zel lefelé. 4. Az egyenletek
gyokei: 3 és 11; nincs megoldas; 2 és —5. 5. a) 3 és —5.
b)4és—7.¢)2¢és10.d) —2 és —8.6.11-en.

31.lecke: 1.a) 1,5 és —4,5.b) 1 és —1,8.
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2. —3x*+7x+5=0 3. a) 4 és —55. b) 2 és 3.

) % V281 4 a) 166,7 és 500. ¢) ~333,3-ndl, értéke

~3333. 5. a) 3-nal kisebb szam. b) 3. ¢) 3-nal nagyobb szam.

32. lecke: 1. a) 0 és —%. b) V3 és —+/3.2.2a) 4,5 és %

b) 3,5 és —0,6. 3. a) 3 és —1,5. b) 0,6 és 3. 4. a) —2 ++/10.
b) nincs zérushelye.

5.2) 26— 6x+25=0.b) 3~ 8r+4=10.6.a) 5.
b) — 28—5 ¢) nincs megoldas. 7. 36 és 37 vagy —37 és —36.
33.1ecke: 1. 12 és28.2.9 cm és 12 cm. 3.7 és 19 vagy —19
és —7. 4. Els6 - utolso: 3 vagy 1. Méasodik - els6: 3,5 és 0,5.
Harmadik - kozéps6: 15 és 8. 5. 13. 6. nincs (masodfoku
egyenlet megoldasai nem természetes szamok). 7. —6 és 35
vagy 27,5 és 1,5

34. lecke: 1. a) —2 és 1. b) 1,2 és 3,5. ¢) —7 és —4. 2. —2;
—1; 0, és 10; 11; 12. 3. a gyokok szama: 2, 0, 2, 1. 4. 42.
5. a) lehetetlen. b) lehetetlen. c) biztos. 6. mindegyik le-
hetséges.

35.1ecke: 1. 25 cm. 2. 1,25 cm és 2,25 cm. 3. 2,5 m. 4. a) 13.
b) 103. ¢) 33. 5. 20 cm, 40 cm. 6. 100 mm, 60 mm, 80 mm.

36. lecke: 1. a) % és % b) 1 (és 1). ¢) Nincs ilyen valds
szampar. 2. 14 és 16. 3. a) —% és 4 (Kikotés: x # 0). b) —%
és 6 (Kikotés: x # 0). 4. 50 km/h. 5. a) — - és 3 (Kikotés:
x #+ 2). b) =5 és 2 (Kikotés: x # 3). 6. a) 1 és 3 (Kikotés:
x % 0ésx + 6).b) 3 és % (Kikotés: és x + 2).

37.lecke: 1. 75 kg, 100 Ft. 2. 8-an. 3. a) 330 720 Ft. b) 10%
és 8%. 4. hamis: a) és ¢). 5. 6 m és 8 m.

38. lecke: 1. 30 ¢6ra. 2. 73 masodpercig. 3. a) 3,6 Ora.
b) 18:00-ra. 4. a) 520 000 Ft, 440 000 Ft, 488 000 Ft;
(240 + % + 40x> ezer Ft. b) Két lehetéség van: 2 vagy 3
forditét. 5. Két megoldds van: 1,5 m és 3 m; illetve 3,25 m
és 6,5m. 6. 5 km/h.

40.lecke: 1. B. 2. a) % és —%. b) 0 és —%.

3.a) f(x)=(x—6)—4.Db) 6-tal toljuk jobbra és 4-gyel
lefelé. ¢) Minimum: —4; minimumbhely: x = 6. d) 4 és 8.
4.a) 1és3.b) —2és % 5. 30,8 dm. 6. 3,5 cm és 4,2 cm.

7.50 km/h és 60 km/h. 8. 16 6ra és 18 6ra. 9. 52 mm.
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