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ELOSZO - A TANKONYV TEMAKOREI

Segitségképpen a kotet elején ujbol bemutatjuk, milyen ti-
pust részekbdl épiil fel a tankonyv.

IEEEECN - Sok esetben egyszert és gyakorlati

problémak vezetnek érdekes matematikai kérdésekhez.
Ilyenekre taldlhatsz példét a lecke elején, a BEVEZETO-
ben.

IOl : Ebben a részben részletes magya-

razatokkal mutatjuk be egy konkrét feladat megolddsat.

EEZESIN: 1t rendszerezzitk a matematikai

tartalmakat. Megfogalmazzuk a pontos matematikai fo-
galmakat (definicidk) és allitasokat (tételek) is.

: Igyekeztink véltozatos feladato-
kat 9sszeallitani egy-egy orara, a konnyebbekkel kezdve.
A feladatokat nehézségiik szerint szinteztitk. A témakor-
hoz kapcsolodo érettségi feladatokat is bemutatunk. Ko-
rabbi kompetenciamérésekbdl is talalhatsz feladatokat.

PETTITITO: Néhdny esetben ezt a munkafor-

mat javasoljuk a feladatok megoldésara.
NEEN - 4-5 feladat az otthoni munkahoz.
BTN 1t matematikai érdekességeket, ot-

letes és izgalmas feladatokat talalsz.

emeirsziv . Bzek a részek tulmutatnak a kozépszintd
érettségi kovetelményeken. Az emelt szintl érettségi ko-
vetelményeihez tartozoé fogalmak, feladattipusok, illetve
szép, preciz bizonyitasok talalhatok ezekben a részekben.

Ha tartds tankonyved van, amit vissza kell adnod az is-
kolanak a tanév végén, akkor ne irj a tankonyvbe, dol-
gozz a fiizetedbe! (Téblazatok esetén segitségedre lehet
egy Ontapados jegyzettomb: egy Ontapados lapot tegyél
a tablazat mellé, s arra irhatod az eredményeket.)

6. Egybevagosag, kor

- EGYBEVAGO HAROMSZOGEK
A részletek megegyeznek. Az egész is
ugyanaz?

- KOROK ES KORCIKKEK

Gordiil vagy forog, ivesen hajlik és korbe

ér...

A kor vagy annak egy része sokféle targy,

eszkoz kialakitasban felfedezhetd.

7.Statisztika ésvaloszinliségszamitas

- HOGYAN KEZELJUNK SOK-SOK ADATOT?
Ko6zéps6 adat, leggyakoribb adat, atlag.
Igy mar attekinthetSbb!

- VELETLEN?
Lehet, hogy lehetetlen, vagy biztos, hogy
lehetséges...

Mennyire valészint?

8. Egyenletek és egyenlotlenségek

- NEGYZETGYOKOS EGYENLETEK

Nemcsak az énekszo lehet hamis, hanem a
gyok is. Nem art az ovatossag!
- ALAKITSD SZORZATTA!

Most is segit a megoldoképlet.

9. Hasonlosag

- NAGYITAS, KICSINYITES
Nemcsak sikban, térben is. Nagyitunk
sokszogeket, koroket és gulakat.

- NEMCSAK HASONLIT, DE HASONLO
Fényképek és tervrajzok

- HASONLO RESZLETEK
Kiegészitjiik a trapézt, felosztjuk a harom-
szoget. A hasonldsag ott bujik a részletekben.




HAROMSZOGEK
41 EGYBEVAGOSAGANAK ALAPESETEI

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy szabalyos 6tszognek az dbra szerint berajzoltuk két at-
16jat. Igazoljuk, hogy ez a két atlo egyenl6 hosszu!

3. 4bra

A B 1. 4bra II. Megoldas:

Tikrozzik az 6tszoget a B csucson atmend szimmetria-
tengelyére! (4. dbra) Az 6tszog tikorképe az A'B'C'D'E’
Otszog lesz, amely egybeesik az eredeti 6tszoggel. A CDE

I. Megoldas
A rézsaszinti ECD haromszoget toljuk el a DE vektor-

ral, igy kapjuk az E'C’D” haromszoget (2. dbra). A kapott
haromszog tiikorképe éppen az AED haromszog lesz. Tehat

z0ld haromszoget forgassuk el az E pont koril igy kapjuk
s & b gy ap) igaz, hogy AD = CE.

az E"C"D” hdromszoget (3. dbra)! Mivel az 6tszog oldalai
és szogei egyenldk, ezért miutan az ECD haromszoget el-
toljuk majd elforgatjuk, valoban fedésbe keriil az ADE ha-
romszoggel. Az ECD haromszog tehat egybevagd az ADE
haromszoggel, ezért AD = EC.

4. 4bra

@ Az abrazolas megoldhaté a GeoGebra program

segitségével is.

FELADAT

1 5 Mekkordk a 4. dbrdn lathato kis haromszogek, a 2 5 Mekkorak az 4. dbrdn a fehér négyszog szogei és
kék EAJ és a rozsaszinti JCD haromszogek szogei? oldalai, ha a szabalyos 6tszog oldalai 4 cm-esek?
Igaz-e, hogy a rdézsaszinli haromszog is egyenld
szaru?

4 EGYBEVAGOSAG, KOR



3 5 Megrajzoltuk egy szabalyos 6tszog atléit.

a) Hany ,kilonbozé fajta” haromszog lathato
az abran? Két haromszoget ,kiilonbozo fajta-
junak” tekintiink, ha nem egybevagok (nem
vihet6k at egymasba egybevagdsagi transzfor-
maciok - eltolasok, elforgatasok, titkkrozések —
alkalmazasaval). Mindegyikre adj egy-egy pél-
dat a csticsok megnevezésével!

b) Mekkordk a ,kilon-
boz6 fajtaju” harom-
szogek szogei?

L4
B

A

P

A 9. osztalyban foglalkoztunk egybevagdsagi transzformaciokkal és egybevagé alakzatokkal. Idézziik fel, amit akkor ta-

nultunk!

- Két alakzatot egybevdgonak mondunk, ha van olyan egybevagdsagi (vagyis tavolsagtartd) transzformacid, amely az

egyiket a masikba viszi at.

- Alakzatok egybevagdsaganak jel6lésére a = szimbolumot hasznaljuk.

- Egybevagd sokszogek megfelel oldalai egyenl6 hossztak, megfeleld szogei egyenldk.

- Az eltolds, a (tengelyes, pontra vonatkozo, sikra vonatkozo) titkrozés, a (pont koriili és az egyenes koriili) forgatas is

egybevagdsagi transzformacio.

Példaul a kidolgozott feladatban: CDE A = ADE A, mert egy tengelyes tiikkrozés segitségével egymasba atvihetok.

,,,,,

Tétel: haromszogek egybevagosaganak alapesetei:

I. Ha két haromszogben egy-egy oldal és az
ezeken fekvo két-két szog egyenld, akkor a
két haromszog egybevago.

II. Ha két haromszogben két-két oldal és az
altaluk kozbezart szog egyenld, akkor a két
haromszog egybevago.

III. Ha két haromszégben a harom oldal pa-
ronként egyenld, akkor a két haromszog

II1.

egybevago.
IV. Ha két haromszogben két-két oldal és ko- ¢
ziiliik a nagyobbikkal szemben fekvé szog

I
It

V.
b b (a>b)

egyenld, akkor a két haromszog egybevago.

a a

Az elébb felsorolt négy feltétel mindegyike sziikséges és elegend6 a haromszogek egybevagdsagahoz.

Példdul

- a téglalapot (a paralelogrammat) az atldja két egybevagd haromszogre
bontja, mert a létrejové haromszogek oldalai paronként egyenldk (III.

alapeset);

N

- az egyenld szart haromszoget az alaphoz tartozé magassaga két egybe-

vagé haromszogre bontja, mert a két keletkezé haromszognek egyenld

két oldala és a hosszabbik oldalakkal szemben fekvé szoge (IV. alapeset);
- ha egy huartrapézbdl az abra szerinti két magassaggal levagunk két ha-
romszoget, akkor ezek egybevagdk, mert egyenl6 egy oldaluk (a trapéz
két szara) és az azon az oldalon fekvé két szogiik (1. alapeset). By B

41. lecke | HAROMSZOGEK EGYBEVAGOSAGANAK ALAPESETEI



FELADAT

4 = Egy négyszog csucsai rendre: A, B, C és D. Tudjuk, a) Ha két szabalyos haromszog egy-egy oldaldnak
hogy két-két szomszédos oldaluk egyenld, azaz hossza egyenld, akkor a két haromszog egybe-
AB = BC és CD = DA. vago.
a) Készits abrat! b) Ha két derékszogti haromszog atfogdjanak
b) Igazold, hogy a négyszog A-nal és C-nél 1évé hossza megegyezik, akkor a két haromszog
szoge egyenld! Melyik alapesettel indokolhatd egybevago.
az allitas? c) Ha két szabalyos haromszognek ugyanakkora
a tertilete, akkor a két haromszog egybevago.
5 s Az ABC haromszog AB étfogo- d) Ha két egyenlé szaru derékszogli haromszog-
jara és BC befogdjara egy-egy nek ugyanakkora az atfogoja, akkor a két ha-
négyzetet allitottunk az dbra romszog egybevago.
szerint. B e) Hakétegyenl6 szart hdromszog egy-egy oldalanak
Mutasd meg az hossza és két szoge egyenl6, akkor a két haromszog
I-1V. alapeset va- egybevago.
lamelyikének fel- C A

hasznalasaval, hogy a kék és a zold haromszog
egybevagd! Adj meg olyan egybevagdsagi transz-
formaciot, amely a kék haromszoget a z6ld harom-
szogbe viszi at!

6 = Melyik igaz, melyik hamis az alabbi allitasok ko-
ziil? Vélaszodat indokold!

HAZI FELADAT

1 s Megrajzoltuk egy pa- D C 3 s Egy egyenlé szart, derékszogli haromszog egyik
ralelogramma két at- V befogéjara és az atfogdjara egy-egy négyzetet alli-
l6jat. A rajzon nyolc A tottunk az dbra szerint.
haromszog lathatd, A B

kozottitk 4 olyan par
van, amelyet két-két

egybevagd harom-
sz0g alkot. @
a) Add meg az egybevag6 parokat a csucspontok

segitségével, és indokold is, hogy miért egybe- a
v e paial o i I ome] a) Igazold, hogy a kék és a z6ld haromszog egybe-

1) aEtuyp LS ere (s SaE BEREn Oz 5 320l o vago! Melyik alapesettel tudod indokolni?

clgLt o akoct b) Adj meg olyan egybevagosagi transzformaciot,
. e amely a kék hdromszoget a z6ld haromszogbe
2 5 Osszekotottiik egy harom- viszi &t
szog oldalfelez6 pontjait.
Mutasd meg, hogy a ha-

rom szakasz négy egybeva-

g6 hdromszogre bontja az
eredeti haromszoget!

6 EGYBEVAGOSAG, KOR



4 s Derékszogt haromszog két befogojara egy-egy négyzetet allitottunk

az abra szerint. Igazold, hogy m = x = y!

@ A GeoGebra programmal is ellendrizheted az allitds helyességét.

EM

ELT SZINT

Két sokszog egybevagosagahoz sziikséges, hogy a megfelel6 oldalaik és szogeik paronként egyenl6k legyenek.

Két sokszog egybevagosagahoz elégséges, hogy megfelel6 oldalaik és szogeik paronként egyenl6k legyenek.

FELADAT

1.

Az ABCD paralelog-
ramma oldalaira
az 4bra szerint
egy-egy négyzetet
rajzoltunk. A négy-
zetek kozéppont-
ja0,, 0, 0, 0,.
Igazold, hogy

az 0,0, szakasz
hossza egyenld

az 0,0, szakasz
hosszaval, és ez a két sza-
kasz merdleges egymasra!

Igazold, hogyhag|| k|| k|| I és a = b, akkor ¢ = d!

Egy kocka 8 csucsat jeloljiikk az A, B, C, D, E, F, G és
H bettikkel. Ha a csticsok koziil kivélasztunk harmat,
azok egy haromszoget hataroznak meg.

H

B

a) Bizonyitsd be, hogy 56 db haromszoget kapha-
tunk!

b) Melyek lesznek ezek koziil egybevagok? Ha az
egybevagd haromszogeket ugyanolyan harom-
szognek tekintjiik, akkor hany kiilonb6z6 harom-
szOget kaphatunk?

41. lecke | HAROMSZOGEK EGYBEVAGOSAGANAK ALAPESETEI



42 EGYBEVAGO HAROMSZOGEK

FELADAT

1 s Egy korhoz egy kiils6 P pontbdl meghuaztuk a

2>

két érint6jét. Igazold, hogy az érinté szakaszok
egyenlék! Melyik alapesetet hasznalhatod az in-
doklashoz?

(Emlékeztetdiil: Erintd szakasznak hivjuk az érin-
tén a kiilsé pontot az érintési ponttal dsszekotd
szakaszt. Az érint6 mer6leges az érintési pontba
huazott sugdrra.)

18
A
B
al
F

Az ABCD paralelogramma harom oldalara az abra

szerint egy-egy négyzetet allitottunk.

a) Igazold, hogy O,BO, A = 0,A0, A!
(O,, O,, O, egy-egy négyzet kozéppontja.)

b) Igazold, hogy az 0,0,0, /A egyenl szard és
derékszogt!

Buvarok végeztek méréseket egy téban. 4 piros
bdja jelezte a meriilési teriiletet. A bojak egy
20 m-es oldali négyzet csticsaiban helyezkedtek
el

13

a) Azegyik bivar a négyzet K kozéppontjaban fiig-
g6legesen meriilt le tgy, hogy ekkor az E pont-
ban, az A jelti bdjatdl 20 m volt a tavolsaga.

Mit mutatott a buvar mélységmérdje az E pont-
ban? (a keresett tavolsagot az abrdn x-szel jel6l-
tik)

b) Milyen mértani testtel irhatjuk le ezt a problé-
mat? Ennek melyik alkotdrészeit ismerjiik? Me-
lyik alkotdrészét szamitottuk ki?

4 = Egy masik buvér is a K pontbol indult, de 6 25 m

mélyre merészkedett. Milyen tavol volt az egyes
bojaktol?

EGYBEVAGOSAG, KOR



A Pitagorasz-tétel targyaldsakor a 9. osztalyban mar megfigyeltiik,
hogy kénnyen megjegyezhet6 kapcsolatok vannak egyes specidlis
haromszégekben 1év6 szakaszok kozott:
- az a befogdji egyenlé szaru derékszogli haromszog atfogdja
av/2 hosszisagu;

&
N|w

/3 a

- az a oldalu egyenld oldalt haromsz6g magassaga: a=== B

HAZI FELADAT

1 5 Egy korbe az abra szerint
felvesziink két olyan ha- A &
romszoget, melyeknek egyik {2\ /a\

csucsa a kor O kozéppontja,

tobbi csticsuk a korvonalra

illeszkedik, és az O-nal 1évo

szogik egyenld. Igazold,

hogy a két haromszog egy-

bevagd!

a) Melyik alapesetet hasznalhatod?

b) Adj meg olyan egybevagosagi transzformaciot,

amely egyik haromszoget a masikba viszi!

2 5 Az ABC szabilyos harom- K
sz0g BC oldalara az abra .
szerint egy egyenldszaru,
derékszogli haromszoget il-
lesztettiink. B
A

RAADAS

A 3. feladatban olyan galat lattunk,
amelynek az alaplapja négyzet, és

mindegyik éle ugyanakkora.

Keress egybevagod derék-
szogli  haromszogeket,
és ezeknek a felhasz-

nalasaval igazold, hogy i

az ilyen guldkban d,
az alapnégyzet atlo-
ja, kétszerese a h-nak, a gtla magassaganak! Ha papirbol
elkészitjiik két ilyen, egybevagd gula modelljét, és azo-

42. lecke | EGYBEVAGO HAROMSZOGEK

a) Igazold, hogy az AK szakasz két egybevago ha-
romszogre vagija szét az ABKC négyszoget!

b) Milyen hosszti az AK atl6, ha a BC oldal hossza
2,5 cm?

c) Mekkora a négyszog teriilete?

3 s A 3. feladatban szerepld buvar a mertilés befejezése
utan nem fiigg6legesen emelkedett, hanem az AB
szakasz H felez6pontjaban bukkant a felszinre.

a) Igazold, hogy felbukkanasakor ugyanolyan ta-
vol volt C-t6l, mint D-t6l!

b) Mekkora a HC tavolsag?

c) Mekkora utat tett meg az emelkedés soran (fel-
téve, hogy egyenes vonal mentén emelkedett)?

d) Milyen nevezetes szakasz a HE az ABE harom-
szogben?

kat az alaplapjuknal Osszeragasztjuk, érdekes test, sza-
balyos oktaéder keletkezik. Ezt 8 egybevagd szabalyos
haromszog hatarolja (innen ered a neve: ,nyolclapd”),
6 cstcsa és 12 egyenld hosszu éle van.

Ilyen testet hatdroznak meg

példaul a kocka lapkézéppont-

jaiis. Még érdekesebb: a szaba-
lyos oktaéder lapkozéppontjai

Za M

pedig egy kockédt hataroznak

meg. Ezért ezt a két testet egy-

mas dudlisanak nevezziik.




BEVEZETO

43 A KOR KERULETE ES TERULETE

A patchwork (foltvarras, foltmozaik) olyan kézimunka
technika, mely sordn kiilonb6z6 szint és kilonboz6 textu-
réju szovetdarabok dsszevarrasaval ujabb ruhakat, haszna-
lati targyakat készithetiink. Kérnyezettudatos szemléletiin-
ket bizonyitja, ha az tjabb darabok elkészitéséhez hasznalt
ruhakat, ujrahasznositott alapanyagot hasznalunk fel.

A boltokban kaphaté anyagokat mindig téglalap alaku for-
maban tudjuk megvenni.

Mennyi anyagot vasaroljunk dsszesen a 170 cm szélességt,
kiil6nb6z6 mintaja textilekbdl, ha egy olyan kér alaka folt-
mozaik asztalteritét szeretnénk késziteni, melynek sugara
1,5 méter?

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Hatirozd meg méréssel kor alaku targyak atméréjének és keriiletének hosszat! A keriilet meghatdrozasahoz hasznalj

Mennyi diszitdszalagot vasaroljunk ugyanehhez a terit6-
hoz, ha annak teljes kertiletét (hatarol6 vonalat) szeretnénk

a szalaggal beszegni?

cérnat vagy madzagot, majd mérd meg a hosszat vonalzéval!

Megoldds
A tablazat néhany targyra vonatkozé mérési adatot tartalmaz:

Hatarozd meg az altalad mért adatok esetében is a keriilet és
az 4tmér6 hanyadosanak értékét!

Azt tapasztaljuk, hogy a kor alaku targyak kertiletének és
atmérdjének hanyadosa a mérési hibaktol eltekintve min-

den esetben egy 3-nal nagyobb, 3,2-nél kisebb valds szam-
ként adodik.

10

a kertilet és

atméré  kertilet .
az atmérd
(ecm)  (cm) .

hanyadosa
biciklikerék felni 62 198 3,19
8 személyes étkezbasztal 172 539,5 3,14
firdészobaszényeg 140 435 3,11
arctisztit6 korong 7,5 23,5 3,13
focipélya kezd6kor 1830 5749 3,14

Bizonyithatd, hogy a kor keriiletének és atmérdjének hanyadosa allando, azaz a kor keriilete és atméréje kozott egyenes

aranyossag van. Az aranyszamot — a XVIIIL. szdzad 6ta, Euler jelolése alapjan — a gorog perimetrosz, periféria (keriilet)

szavak kezdébettje miatt a gorog 7 bettivel jeloljiik.

A kor keriilete a kor atmérdjének 7-szerese, vagyis, ha a kor atméréjét d-vel, sugarat r-rel, kertiletét pedig K-val jeloljiik,

akkor K = dr, masképp K = 2r7.

A 7 irraciondlis szam, tehdt végtelen nem szakaszos tizedestort.

Szamolasi feladatok esetén hasznalhatjuk a szamologépben taldlhaté 7 értéket, vagy szamolhatunk a 3,14 két tizedesjegyre

kerekitett értékkel. Megadhatjuk a vélaszt 7 tobbszoroseként is, pl. egy 3,2 méter sugaru kor kertilete 6,47 méter.

EGYBEVAGOSAG, KOR



Szabalyos sokszognek nevezziik azokat a sokszogeket, amelyeknek minden oldala egyenlé hossza és minden szoge
egyenld nagysagi. Mind minden n oldalt sokszognek, a szabalyos sokszognek is #n cstcsa, n belsd szoge, n kiils6 szoge
van, ahol n € N; 3 < n lehet.

KIDOLGOZOTT FELADAT

2 . Szerkessz harom darab 5 cm sugaru kort!
Szerkessz rendre a korokbe szabélyos haromszoget, szabélyos négyszoget, szabalyos
hatszoget!
Hatarozd meg méréssel a korokbe irt szabalyos sokszogek oldalainak hosszat!
Szamitsd ki a mérés alapjan a szabdlyos sokszogek teriiletét majd hatdrozd meg a te-
riiletek és a sugar négyzetének hanyadosat
Ellendrizd a kapott eredményeket az alabbi tablazat alapjan!
Ha a korokbe tjabb szabalyos sokszogeket irunk, akkor az oldalak szamanak fiiggvénye lesz
az oldalhossz és a tertilet.
Az alébbi tablazat az 5 cm sugart korbe irhaté néhany szabalyos sokszog bizonyos adatait
tartalmazza kerekitve.

. . a keletkez6 a sokszog
a sokszog a sokszog . . 1 s .
i ) egyenldszara a sokszog tertiletének és a
oldalainak egy oldalanak 5 . . , . ;
) haromszog teriilete (cm”) sugar négyzetének
szdma hossza (cm) , ’
magassaga (cm) hanyadosa
Jj—
n a m Tsokszﬁg =n- Tha’\romsziig S(:.(Zszog
3 8,66 2,5 32,48 2,598
4 7,07 3,54 50 2,828
6 5,00 4,33 64,95 3,000
8 3,83 4,55 70,71 3,106
12 2,59 4,83 75 3,108
18 1,74 4,92 76,95 3,126
60 0,52 4,99 78,40 3,140
100 0,31 4,998 78,49 3,141

A tablazatba irt értékeket a haromszogre, a négyszogre és a hatszogre ellendrizd szamolassal is!

A szabalyos hatszog tertiletét meghatarozhatod gy, hogy a 2. dbrdn 1év6 a alapt, m magassagu D
haromszog teriiletét hatszorozod. (Hasonldan jarhatunk el minden szabélyos sokszog esetén.) 2. dbra

Eszrevehetjiik, hogy a beirt szabalyos sokszdg oldalszémanak novelése sordn egyre nagyobb lesz a beirt sokszdg teriilete.
A sokszog teriilete ugyanakkor nem haladhatja meg a kor teriiletének nagysagat, mivel a sokszoget teljes terjedelmében
tartalmazza a kor.

Minél jobban megnoveljiik a beirt szabdlyos sokszog oldalainak szamat, a sokszog teriilete anndl inkabb megkozeliti a kor
teriiletének értékét.

T A Y
A szdmol4sok alapjan lthat6, hogy — 2y cldalseimd siabilyos soksudg o “Kor o 374,
rZ rZ
Bizonyithatd, hogy a kor teriiletének és sugara négyzetének hanyadosa dllandd, és az aranyossagi tényezo 7.
Az r sugard kor teriilete T = r°7 9sszefiiggéssel szimolhatd.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

3. Hatdrozd meg a BEVEZETO-ben szerepld kor alakt
terit6 kertiletét és tertiletét!

Megoldds

A kor sugara r = 1,5 m. (A konnyebb szamolds kedvéért
ne vegyiik figyelembe a varras soran keletkez6 hulladékot!)
A kor keriilete K=2 - 1,5 - 7 (m) = 9,42 (m); a kor terile-
te T=1,5 7 (m®) = 7,07 (m>).

FELADAT

12

1 5 Hatdrozd meg a kor kertiletét centiméterben és a
kor teriiletét négyzetcentiméterben, ha a kor 4tmé-
réjének hossza
a) 2,6 cm
b) 4,28 dm
c¢) 53 mm
Eredményeidet két tizedesjegy pontossaggal add
meg!

Tudjuk, hogy egy kor kertilete

a) 628 cm

b) 842 mm

c) 0,93 m.

Add meg a kor teriiletét négyzetcentiméterben két
tizedesjegyre kerekitve!

Egy kor tertilete

a) 314dm’

b) 113,1 cm?

c) 1,826 m”.

Add meg a kor kertiletét deciméterben harom
tizedesjegyre kerekitve!

4. = Egy korlapbdl kivagtuk a fehérrel jelzett sikidomo-
kat. Hatdrozd meg az egyes dbrakon 1év6 sziirkével
szinezett teriiletek nagysagat a megadott adatok
segitségével!

a) A nagyobb kor sugara
5 egység hosszu, a ki-
sebb kor sugara 1 egy-
ség hosszu.

A korbeszegéshez 9,42 méter szalag sziikséges (de a bolt-
ban jobban 6riilnek, ha 9,5 métert kériink).
Mivel a kor teriiletére, vagyis a sziikséges anyagmennyiség-

re 7,07 m* adédik, ezért a téglalap alakt 170 cm = 1,7 m
2

1,7 m
rolnunk (de a keresked§ szivesebben mér 420 centimétert).

széles anyagbol ~ 4,16 m hosszusagut kell vasa-

b) A nagyobb kor atmé-
réje 4,6 cm hosszu és
KF = FP.

c) A kisebb kor atmérs-
je 68 mm hosszt; P a
két kor egyetlen kozos
pontja; a két kor ko-
zéppontjanak tavolsa-
ga KC = 50 mm.

d) A kor keriilete 125,66 dm.

¢

5 s Egy 6 cm sugaru korlapbdl kivagtunk egy szaba-
lyos haromszoget. Hatarozd meg az abran sziirké-
vel szinezett teriilet nagysagat!

A
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Két koncentrikus korvonal dltal hatérolt sikidom a korgytiri.
Ha a kérok sugara r és R, ahol r < R, akkor a kérgytirti teriilete T = R’7r — r’xr = (R* — r)r. '

HAZI FELADAT

1 5 A nemzetkézi 7-napot (1988 6ta) marcius 14-én iinneplik, mivel az aznapi ddtum (03.14.) szamjegyei két tizedes-
jegyig megegyeznek a 7 értékével.
Ezen a napon van a sziiletésnapja egy hires, Nobel-djijas fizikusnak is, akinek nevét megtudhatod, ha jél oldod meg
az alabbi feladatot.
Dontsd el mindegyik allitasrol, hogy igaz vagy hamis, és a valaszodnak megfelel6 ,,koddal” keresd ki a bettiket tar-
talmaz¢ tablazatbol a megfeleloket. A betik helyes sorba rendezésével megtudhatod a fizikus nevét. Nézz utana,
melyik évben sziiletett, és milyen eredményért részesiilt Nobel-dijban!

igaz hamis
Van olyan kor, amely keriiletének és teriiletének mérdszama megegyezik egymassal cm-ben il-

letve cm’-ben szdmolva. a2 e
Ha a kor tertilete 207, akkor sugara nagyobb 5 egységnél. bl b4
Ha a kor 4tmérdje 5 cm, akkor keriilete 1077 cm. b7 b6
Ha egy korbdl kivagunk egy azzal azonos kozéppontu, fele akkora sugaru kort, akkor a maradék e .
teriilet az eredeti kor teriiletének felével egyenld.

Ha egy kor atmérdjét fele akkorara csokkentjiik, akkor tertilete negyed akkorara csokken. 7 a6
Egy egyenl6 szara derékszogli haromszog atfogéja mint atmérd folé emelt félkor tertilete na- i e

gyobb a haromszog teriileténél.

Ha egy kor keriilete 2007 cm, akkor a teriilete 10007 dm”. f3 e5
Ha egy kor leghosszabb hurja 30 cm hosszu, akkor a kor teriilete kisebb, mint egy 28 cm oldala

5 e8 c4
négyzet terilete.

1 2 3 4 5 6 7 8
a F 1g A S IL F (@) R
b A B K N T I M S
€ E C 1§ D M 1L T P
d O P T D K R A% I
e H U M C N B K S
f N Q L U L J T A

2 5 Alin és Jang (Yin Yang) 6si kinai szimbdlum, mely a kettés életfelfogast, az ellentéteket,
ugyanakkor ezek egységbe fonddasdt, igy a teljességet jelképezi.
A szimbdlum megrajzolasahoz koriveket hasznalnak.
a) Szerkeszd meg a szimbolumot, melyben a nagy kor atmérdje 8 cm, a masik két kor
kozéppontja a nagy kor egyik sugaranak felez6pontja és a legkisebb korok atmérdje
1 cm hosszusagu.

b) Hatarozd meg a két feketével szinezett sikidom teriiletének nagysagat kiilon-kilon!
(Ha a hagyomanyoknak megfeleld, tokéletes rajzot szeretnél, akkor keress az interneten ,,How to Draw a Perfect
Yin Yang” leirast vagy videot!)
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FELADAT
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44 KOZEPPONTI SZOG, KORIV, KORCIKK

1 5 A Harry Potter konyvekben szerepel egy 6ra, amely a) Milyen hosszu korivek tartoznak az egyes részek-
nem az id6t mutatja, hanem azt, hogy melyik csalad- hez az éra ,,szamlapjanak” keriiletén?
tag hol tartézkodik éppen. A mutatékon szerepel- b) Mekkora az egyes tartomanyokban az a szog,
nek a csaladtagok, és a ,,szaimlapon” pedig a lehetsé- amelyet a tartomanyokat hatarolé sugarak zarnak
ges helyszinek, mint ,,iskola”, ,,munkahely”, ,,otthon’, kozre?

»utkozben’, ,.életveszélyben” stb. (Akadt olyan lelkes
olvasd, aki GPS és mobiltelefonok segitségével készi-
tett egy ilyen szerkezetet a sajat csaladjahoz.)

Egy ilyen 6ra kertilete legyen 48 cm. Az 6ra ,,szam-
lapja” 5 db, korcikk alakd tertiletre van bontva. Az
»iskola” rész a 12 6ratdl a 4 6raig tart (amennyiben
egy hagyomanyos ora szamlapjahoz viszonyitjuk),
a ,munkahely” rész 4 6ratdl 6 ordig, az ,,utkozben”
rész 6-tol 8 ordig, az ,,otthon” rész 8-tdl 11 6raig, az

»eletveszélyben” rész pedig 11-t6l 12 oraig.

Rajzoljuk meg egy kor két sugardt, az OA-t és az OB-t! B
Igy a korvonalat két kérivre, a korlemezt két korcikkre bontottuk. '
Két olyan szoget is latunk, amelyeknek O a csticsa, az OA és az OB félegyenes pedig a két szara. 4 @
Ezeket a szogeket az adott korben a megfelel6 korivhez vagy korcikkhez tartozé kozépponti szo-

geknek nevezziik.
A korbe rajzolt két sugar két olyan kozépponti szoget ad meg, amelyeknek az Osszege egy teljesszog.

Tétel: Egy korben

- egyenld nagysagu kozépponti szogekhez egyenld hosszusaga korivek és egybevago korcikkek tartoznak;
- egyenl6 hosszusagu korivekhez egyenld nagysagu kozépponti szogek és egybevago korcikkek tartoznak;
- egybevago korcikkekhez egyenlé nagysagu kozépponti szogek és egyenld hosszusagu korivek tartoznak.

Tétel: Egy korben a kozépponti szogek nagysaga, a hozzdjuk tar-
toz6 korivek hossziisaga és a hozzajuk tartozé korcikkek teriilete
egyenesen aranyos.

6 cm
6 cm . 3cm  Példaul az abran megadott kor esetében: a 80°-o0s kozépponti szog 2,5-szer akkora, mint
/t a 32°-0s, ezért 2,5-szer olyan hosszt (15 cm-es) koriv és 2,5-szer akkora teriilett korcikk
tartozik hozza, mint a 32°-oshoz.

Forditva: a 15 cm hosszi korivhez 2,5-szer akkora koézépponti szog tartozik, mint
a 6 cm hosszthoz (valdban, 15:6 =80 :32 =2,5).

EGYBEVAGOSAG, KOR



FELADAT

92 5 Az dbran lathato szerencsekerék ,,nyert” mez6i (az abran rézsaszinnel jel6lve) 21°-os
kozépponti szogti korcikkek, ,nem nyert” mezéi 24°-os kozépponti szogl korcikkek.

A kerék sugara a valosagban 50 cm. A tablazat kit6ltésével valaszolj a kérdésekre!

A fiizetedben dolgozz! 21°
24°

a) Mekkora koriv tartozik egy ,nyert” feliratd mez6hoz, és mekkora egy ,nem
nyert” feliratihoz?
b) Mekkora egy nyer6 és egy nem nyer6 korcikk teriilete?

Kozépponti szog fokban ~ Koriv hossza cm-ben Kércikk teriilete cm®-ben
360°
10
21°
24°

Ha egy r cm sugarti korben egy kozépponti sz6g @°-os, akkor a hozza tartoz6 koriv hossza

a korkeriilet 360-ad részének az a-szorosa. Ha ennek a cm-ben mért hosszusagat i-vel
PRI . 21w _ rra
jeloljiik, akkor i = 360 %= 180

Ugyanebben a korben egy a°-o0s kozépponti szoghoz tartozé korcikk teriilete a korteriilet

(cm).

360-ad részének az @-szorosa. Ha ennek a cm’-ben mért nagysagat t-vel jeldljiik, akkor

2 2
P o POV o (7 YR
360 4= 360 (M)

A korlapot a kor egy hurja két korszeletre bontja.
Masképp: A korszelet olyan sikidom, melyet az adott kor egy ive és az iv végpontjait 6sz-
szekot6 hur hatarol.

A korszelet teriiletét meghatarozhatjuk a korszelethez tartozoé korcikk és haromszog terti-
letének ismeretében. Legyen T, és T, a K kozéppontu kor két korszeletének teriilete (dbran
rendre sziirke illetve sarga szinnel jellve).

Az dbran lathatd sziirke korszelet teriilete: T = Ty 0y — Tasxn

Az dbran lathatd sdrga korszelet teriilete: T, = Ty, cuse00— o) T Laska

Mindezek mellett teljesiil, hogy T, + T, = T,

FELADAT

3 5 Mekkora az 1. feladatban szereplé ,,6ran” az egyes részek teriilete?

4 5 Oldd meg a kovetkez6 feladatokat! Készits vazlatot a korcikkekrol!
a) Mekkora a 12 cm sugartd korben annak a kérivnek a hossza és korcikknek a tertilete, amelynek a kézépponti
szoge 107°¢
b) Mekkora a 181,5 mm ivhosszusagu, 200°-os kozépponti szogli korcikk tertilete?
¢) Mekkora a 10 m sugarti korben a 10 m ivhosszasagu korcikk kozépponti szoge és teriilete?
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FELADAT

e

5 5 Egy 12 cm atmérdjii kor két egymaéssal parhuzamos harjanak hossza 6 cm és 6v/2 cm.

a) Hatarozd meg a koriv azon darabjainak hosszat, melyet a két hur végpontja hoz létre a kérvonalon!

b) Hatarozd meg a korlap két har kozé es6 darabjanak a tertiletét!

HAZI FELADAT

1 s Oldd meg a kovetkezd feladatokat! Készits vazlatot

a korcikkekrol!

a) Mekkora annak a 100 cm ivhossztisag kor-
cikknek a teriilete, melynek kozépponti sz6-
ge 286,5°? Mekkora annak a kornek a sugara,
amelybdl a korcikket kivagtuk?

b) Mekkora a 42°-o0s kézépponti szogii, 450 m” te-
ritletd korcikk ivhosszusaga?

c) Mekkora a kozépponti szoge és a teriilete egy

3 > Egy4l cm atmérdjl pizzan négyen osztozkodnak.

Albert egy olyan cikket kap, melynek kozépponti
szoge 54°, Béla olyan cikket, melynek teriilete (va-
16jaban egy hengerszerti test alapteriilete) 528 cm”.
Csanad része olyan korcikk,

melyben a koriv hosz-
sza 32,2 cm. Dénes

az elébbi részek leva- /
gasa utdn maradt (g%

15 cm sugard kor 45 cm hossza ivéhez tartozoé részt kapja.
korcikkének?
d) Egy korcikk teriilete 247 cm’, a hozzé tartozo
koriv hossza 67 cm. Mekkora a kozépponti
sz0ge? a) Mekkora az egyes cikkek teriilete és mekkora a

hozzajuk tartozo kozépponti szogek nagysaga?
2 5 Mekkora annak a korszeletnek a teriilete, melyet b) Kinek hany forintot kell fizetnie, ha a pizza ara
egy 8 cm sugard korben egy 120°-os kozépponti 4280 Ft, és a fitk részaranyosan fizetik az adag-
sz0ghoz tartozé koriv és a koriv végpontjait Gssze- jukat?

kotd hur hatarol?

RAADAS

1 > A gorog Poszeidoniosz ,,megmérte” a Fold keriiletét, ehhez a jol lathatd Canopus csillagot hasznalta.

Ugy vélte, hogy Rodosz és Alexandria azonos hosszusagi koron fekszik, és a két telepiilés tavolsagat
az utazok szamitdsai alapjan 5000 sztadionnak vette.
Amikor Rodoszban a horizonton (r) éppen

R thodoszi horizont v » Mmeg lehet pillantani a Canopust, akkor Ale-
A csillag (Canopus) — xandridban a csillagot az ottani horizonthoz i
X ‘ (a) képest a teljesszog 48-ad részének megfe- .
R .

lel6 sz6g (@) alattlehetettlatni. A Canopushoz

alexandriai horizont
Rodoszbol és Alexandriabdl huzott , latosugarakat” (r és ¢) a csil-

a lag nagyon nagy tavolsaga miatt parhuzamosnak tekinthetjiik.
0 (Figyeld az abrat! Az abran megjelené tavolsagok nem méret-
P aranyosak, az « is joval nagyobb az dbran, mint a valdsagban.)
A horizont mindig mer6leges a sugarra, igy ha meghuzzuk az
alexandriai horizontegyenessel parhuzamos p egyenest, amely
»Rodoszon megy at”, akkor a rhodoszi horizont egyenesének és

16 EGYBEVAGOSAG, KOR
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ennek az utobbi egyenesnek a szoge szintén @ (egyallasa szogek miatt). Ebbdl kovetkezik, hogy az 5000 sztadion hosz-

sz korivhez tartozd kozépponti szog is @ (merdleges szaru hegyesszogek miatt).

Poszeidoéniosz az elébbi adatokbdl kiszamitotta, hogy hany stadium a Fold , kertilete”.

a) Szamitsd ki a Fold , keriiletének” (az Egyenlitének) a hosszat a megadott adatokbol!

b) A kor kertiletének képletébdl szamitsd ki, hany stadiumnak mérhette Poszeidéniosz a Fold sugarit!

c) A kapott eredmény alapjan szdmitsd ki, mennyit tévedett az 6kori tudds, (add meg szazalékban is)! (1 stadium
korilbelil 157,5 m.)

d) Mi lehetett az oka annak, hogy Poszeidoniosz szamitasa ennyire eltért a ma mar kozismert értékektol?

Megjegyzés

Néhany évvel ezel6tt — német kozépiskolasok kezdeményezésére — megismételték a mérést. A svajci és német didkok
egylittmiikodése alapjan elkésziilt eredmény valamivel tobb mint 5% eltérést mutatott.

Koriilbeliil hany km-t repiil az a repiil6gép, amely Londonbol Accraba (Ghana) tart (leszal-

las nélkiil)? A londoni repiilétér a 0°-os hosszusagi és 51,5°-0s északi szélességi koron
tekszik, az accrai repiil6tér pedig szintén (megkozelitSleg) a 0°-os hossztisagi és 5,7°-0s
északi szélességi koron fekszik. (A Fold sugarat vedd 6370 km-nek!)

Egy ut egyik szakasza két téglalap alaku részbdl, és egy korgyt-
rl egy darabjabol all. (1d abra).

Bizonyitsd be, hogy az ttszakasz teriilete kiszamithat6 gy is,
hogy a kozépvonal hosszat megszorozzuk a sav szélességével!

R

kozépvonal

| sav szélessége
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45 GYAKORLAS

2rra

. - 1 R (W,
260 &2 korcikk teriiletét megado t = 360 képletek

jobb oldalan szerepld két tortben tobb kozos tényez6t latunk. Ha az elsd tortet meg-

Az ivhosszat megadd i =

szorozzuk r-rel és elosztjuk 2-vel, éppen megkapjuk a masodikat.

Ez azt jelenti, hogy t = %r, ami nagyon hasonlit a haromszog teriiletképletéhez.

oy~

t=am t=
2
Ha példaul tudjuk, hogy egy 24 cm” teriiletti kércikk egy 6 cm sugart kérben van,
akkor ebbdl fejben is kiszamithatjuk, hogy a hozza tartozé ivhossz 8 cm.
KIDOLGOZOTT FELADAT
Mekkora kozépponti szog tarto- 61 mm Megoldds
zik egy 16 mm sugaru korben a Ha a kozépponti sz6g a°-os és a korcikk teriiletét t-vel je-
61 mm hosszt korivhez? Mekko- loljiik, akkor az ivhosszusag képlete szerint
ra az ugyanehhez a kézépponti 2:16-7w-a:360=061, a=61-180:(l67) =~ 218,
sz0ghoz tartozo korcikk teriilete? vagyis ez a kozépponti szog kozelitleg 218°-os.
A korcikk teriilete: t = % = 612—16 = 488 mm’.

FELADAT

1 = Egy 5,4 cm sugart korlemezt a kor négy sugara
olyan korcikkekre bontja, amelyek tertiletének ara-
nya
a) 5:8:1:4;

b) 2:3:4:5.
Mekkora kozépponti szogek, mekkora korivek,
mekkora teriilet(i korcikkek keletkeztek?

Korilbelil mekkora a Quito (Ecuador) és Macapa

N
Y

(Brazilia) kozti reptiléat hossza? Mindkét varos az
Egyenlit6 kozelében fekszik, Quito a 78,5°-0s, Macapd
pedig az 51,1°-os nyugati hosszusagi koron.

18 EGYBEVAGOSAG,
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3 s Korcikk alakt ponyvabol satrat formazunk.
a) Mekkora koriv tartozik a ponyvahoz?

b) Mekkora lesz a sator alaplapjanak sugara, ha tudjuk,
hogy az alaplap egy olyan kor, melynek keriilete meg-

egyezik a korcikk ivhosszaval?
¢) Milyen magas lesz a sator?

3m . 3m '

4 5 A statisztikaban a kordiagramok készitésekor és elemzésekor is felhasznaljuk a korcikkek kozépponti szoge és a
korcikkek tertilete kozotti egyenes aranyossagot. (Kompetenciamérés, 2016)
A kovetkezd diagram azt mutatja, ho- Erdemjegy
gyan oszlanak meg egy dolgozat ér- — é:g:
demjegyei a fitik és a lanyok kozott egy | : 3as
30 f6s osztalyban. S w— 5-65
6 5 4 3 2 1 0 4 5 6
Fitk (f6) Lanyok (f6)
Melyik koérdiagram mutatja helyesen @ © ®
a dolgozatra kapott érdemjegyek meg-
oszlasat az osztalyban? Valaszd ki a he-
lyes dbra bettjelét!
M 1-es [J2-es M 3-as 4-es [ 5-6s
5 s Egy ladiko keresztmetszetének vazlata lathat6 az dbran, el6szor nyit-

va, utdna csukva. A fels6 vonal egy 120°-0s kézépponti sz6ghoz tar-

toz6 koriv. A kor sugara 15 cm.

a) Mekkora az abran a kék rész teriilete (mely a ldda tetejéhez tarto-

zik)?
h) Mekkora a kék rész keriilete?

HAZI FELADAT

1 s Egy derékszogli haromszog atfogojanak hossza
20 cm. A héromszog befogoinak ardnya 1:v/'3.
Mekkora tertiletti részekre bontja a haromszog
koré irhatd korét a haromszog legkisebb oldala?

A Veszprém megyei Tapolcan, a Malom-t6 partjan

Y

forgd malomkerék egy kozeli hotel részleges ener-
giaellatasat is biztositja. A kerék atlagos vizhozam
esetén 0,75 perc alatt fordul egy teljes kort.

a)
b)
c)

Hany fokot fordul el a kerék 10 méasodperc alatt?
Mennyi id6 alatt fordul el a kerék 144°-ot?
Mekkora ivet fut be a kerék keriiletén 1év6 pont
25 masodperc alatt, ha tudjuk, hogy a kerék
»magassaga’, azaz atmérdje 6 méter?

45. lecke | GYAKORLAS

ey

3 5 A fagyitolesér teljes beburkolasahoz sziikséges fo-
lia két részbdl tehetd Ossze: egy 17 cm sugaru, 67°
kozépponti szogli korcikkbdl, és egy 1,7 cm széles,
17 cm hosszu téglalap alakt részb6l.

Szamitsd ki, hogy 10 000 db fagyi gyartasahoz
hany m’ félia sziikséges, ha a kivagas miatt keletke-
z0 selejttel nem szamolunk!

\,\I:Z\Cm

67°
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EMELT SZINT

1. Keriileti szogek

Definicio

Az olyan konvex szoget, amelynek a cstcsa egy korvonalon van, a szérai pedig tartalmazzak e
kor egy-egy hurjat, erre a korre nézve keriileti szognek nevezziik.

A keriileti sz6g a széban forgd kérnek ahhoz az ivéhez tartozik, amely a szégtartomanyara il-
leszkedik.

Egy korben egy ivhez egy kozépponti szog és végtelen sok kertileti szog tartozik.

Definicio

Ha egy konvex szog csticsa egy korvonalon van, az egyik szara illeszkedik e kor egy hurja-
ra, masik szara pedig e kor egy érint6jére, akkor ezt érinté szaru keriileti szognek nevezziik.
Az érint0 szaru kertileti sz0g a szoban forgd kérnek azon ivéhez tartozik (az dbran a pirossal je-
161t AB iv), amely a szogtartomanyara illeszkedik. Egy korben egy ivhez két érint6 szaru kertileti
sz0g tartozik (az abran a masik keriileti sz0g csticsa a B pont).

2. A kozépponti és Kkeriileti szogek tétele
Tétel: A kozépponti szog kétszer akkora, mint a vele azonos ivhez tartozé barmelyik kertileti szog.

Bizonyitds

A kertileti sz6g szarainak elhelyezkedése szerint:

A) a kor kézéppontja illeszkedik a keriileti sz6g egyik szarara;

B) a kor kozéppontja a keriileti szog szogtartomanyan belsé pontja;

C) a kor kozéppontja a keriileti szog szogtartomanyan kiviili részére illeszkedik;
D) a keriileti sz6g egyik szara a kor érintdje.

E négy esetre kiilon-kiilon bizonyitjuk be a tételt. Legyen az AB ivhez tartozo keriileti sz6g @, az AB ivhez tartozé kozépponti
sz0g f.

&>

D
A) eset: B) eset: C) eset:
Az ACOA egyenl6 szaru, ezért Az A) eset szerint az AD ivre nézve: Az A) eset szerint az AD ivre nézve:
OACY =a. B, =2a, ésaBD ivre nézve: §, = 2a,. B, =2a, és a BD ivre nézve:
A [5 kozépponti szog az ACOA-nek  Tehat S =pf, + 5, =2a, + 2a,, B+6,=2e+a)=2a+2a,
kiilsé szoge, ezért [ a nem mellette b =2 +a,)=2a. Tehédt S + 5, =2a + B, azaz § = 2a.

fekvo kétbelsé szog 6sszegével egyenlo:
L =a+ OACY =« + a.
Tehat S =2a.
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D) eset:

N CRNATT

SN
=l
N
C) Az el6z6 eset alapjan:
360° — B = 2(180° — @) = 360° — 2,
vagyis f = 2a.

A) Ha az érint6 szara keriileti szog B) A BCA< és az @ merbleges szi-

egy félkorre tamaszkodik:
180°=2-90°.

ru hegyesszogek, ezért egyenlok (az
A csucsnal az érintd tulajdonsaga, a
B csucsndl a Thalész-tétel miatt van
derékszog).

Tehdt f =2- BCA< =2a.

Az allitast mind a négy esetre bizonyitottuk, tehat igaz a kozépponti és kertileti szogek tétele.

3. A keriileti szogek tétele
Tétel: Egy korben vagy egyenl6 sugaru korokben az egyenl ivre tdmaszkodo kertileti szogek egyenl6k.
Igaz ennek a tételnek a megforditdsa is: egy korben az egyenl6 kertileti szogekhez tartozoé korivek egyenld hosszuak.

4. A latokoriv

Legyen adott a sikon az AB szakasz és a konvex « szog. Keressiik a sik azon pontjainak halma-
zat, amelyekbdl az AB szakasz @ szogben latszik.

A keresett alakzat két olyan egybevago koriv pontjainak halmaza, amelyeknek A és B a vég-
pontjai, és amelyek az AB egyenesére nézve egymas titkkorképei. Az alakzathoz az A és a B pont
nem tartozik hozza.

Az igy keletkezett alakzatot az adott szakaszhoz és az adott sz6ghoz tartozé latokorivnek is
nevezziik (az dbran narancssargaval rajzolt ivek).

Az AB szakasz a latokoriven beliili pontokbdl nagyobb, az azon kiviili pontokbol kisebb szog-
ben latszik, mint a latokoriv pontjaibol.

FELADAT

1 > Vegyél fel egy derékszogli haromszoget, melynek be- 3 > Geogebra program segitségével vizsgald a kovetkezd

fogdi 8 cm és 10 cm hosszuak. Szerkeszd meg a ha-
romsz0g belsejében azt a pontot, amelybdl mindkét
befogd 120°-o0s szogben latszik!

2 3 Az ABC hegyesszogli haromszog szogei legyenek

rendre @, 5 és 7. A hdromszog koriilirt koréhez huzz
érint6ket a haromszog cstcsaiban! Legyen az A csu-
cson 4t huzott érinté e, a B csiicson at huzott érintd
f, a C csticson at huzott érintd g. Jelold az e és f egye-
nesek metszéspontjat C’-vel, az f és g egyenesek met-
széspontjét A’-vel, az g és e egyenesek metszéspontjat
B’-vell Mekkorak a keletkezett A’B'C” hédromszog
valamint az ABC’; AB’C; A’BC haromszog szogei?

45. lecke | GYAKORLAS

feladatot:

- Vegyél fel egy kort és benne egy, a korbe irt ABC
haromszoget!

- Szerkeszd meg az ABC hdromszog beirhaté koré-
nek K kézéppontjat!

- Futtasd a C pontot az AB koriven! (Azon az iven,
amelyen eredetileg is volt a C pont.)

- Milyen mértani helyet fut be a beirhaté kor K ko-
zéppontja?

- Bizonyitsd be az dllitasodat!
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FELADAT

1 5 A mindennapok sordn gyakorta el6fordulé tech- b) Az A/4-es papirlap hossza 297 mm. Hany fokot
nikai feladat egy papirlap egyenletes mozgata- fordulela papirtovabbité henger,amiga teljesla-
sa (példaul szamitégéphez csatlakozé nyom- pot tovabbitja? Hany teljes fordulatot tesz meg?
tatok, pénztargépek nyomtatéegységei, irdgé- c) Az els6 sor nyomtatasanak megkezdésétdl sza-
pek). A mechanikus megoldasok igen egyszert mitva hanyadik sor kinyomtatasakor lesz a pa-
alapelven miikodnek: a papirtovabbitdst forg6 hen- pirtovabbit6 henger elforduldsa 6sszesen 540°?
ger (hengerek) segitségével oldjak meg. A papir- d) Egy masik nyomtatdban a papirtovabbit6 hen-
laphoz tapadd henger ger atmérGje 20,4 mm. Hany mm-rel tolta elére

forgasa  kozben ez a henger a papirt, amig 154°-ot fordult el?

mozgasba hoz- (A fent leirt elv alapjan mikodnek még a szallito-

za (,tolja”) a szalagok és a mozgodlépcsok is. Ezeknél a tovabbito

papirlapot. henger allandd, egyenletes forgasa a kovetelmény.)
2 5 Majd 100 éves paradicsompasszirozé lathaté a
fényképen. Ennek a tartalyat 24 cm széles, téglalap

forgéstengely , ‘ g i A &
(rogatet) alaku, lyukacsos fémlapbol hajlitottak ugy, hogy

végiil hengerfeliiletet formdzzon.

<

()
J

papirtovabbit6 henger

-
papirlap
EP
/"\‘
Ha a papirlap nem cstszik meg, akkor az EE, iv o208
hossza egyenlé az EE, szakasz hosszdval (el6z6 < J
abra). A nyomtatokban a henger forgasat elektro- g\_/f

nika szabélyozza.
Egy nyomtatéban a papirtovabbit6 henger atméro-
je' 15,6 mm. A papiron 10'Kinyomtatott sor es 10 a) Koriilbeliil hany centiméter hosszusagu téglalap-

sorkoz egytitt 49 mm. ra volt sziikség az abran megadott méreti passzi-

rozé szerkezet fémlapjanak kialakitasdhoz?
a) Hany fokos szbgelforduldsra ad parancsot az b) Mekkora teriileti a passzirozénak a korszelet
elektronika, ha egy sor kinyomtatasanak be- alakit oldalfala?

fejezése utdn a kovetkezd sor nyomtatasat kell

megkezdeni?
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A Fold Nap koriili keringésének palyajat kozelitsiik
egy olyan 150 millié km sugaru korrel, amelynek
kozéppontjaban a Nap all! Tegyiik 6l tovabba, hogy
a Fold egyenletes sebességgel halad a Nap korul.
Mekkora kozépponti szog tartozik ahhoz az iv-
hez, amelyet egy Ora alatt befut a F6ld?
Mekkora ivet fut be egy 6ra alatt a Fold?
Hany négyzetkilométer az egy dra alatt befutott
ivhez tartozé korcikk tertilete?

Hajni egy 60 cm x 60 cm-es, négyzet alaku szovet-

darabra szabdsmintarészletet tervezett. A mintét
egyenes szakaszokbol és 3 korivbol szerkesztette.

60 cm

60 cm

HAZI FELADAT

1 s Egy hid egyik vége rogzitve van, masik vége két
egyenl$ sugaru hengeren nyugszik. A hémérsék-
let valtozasakor a hid hossza valtozik. Hany fokos
szoggel fordulnak el a 12,4 cm atmér6jii gorgok, ha
a hid hossza hétdgulas miatt 8 cm-rel megnd?

(rogzitési hely)

o ¢

2 5 A Hold palydjat kozelitsiik egy Fold kozéppontd,
384 ezer km sugaru korrel! A Hold keringési ide-
je 27,3 nap és feltessziik, hogy a keringési sebesség

allando.

Y

46. lecke | KORIVEK, KORCIKKEK A MINDENNAPOKBAN

Hany szdzalék hulladék keletkezik, ha kivagja a
mintat az anyagbol?
Hajni be akarja szegni ezt a darabot. Hany cm-t

kell beszegnie?

a) Mekkora kozépponti szog tartozik ahhoz az iv-

hez, amelyet egy 6ra alatt befut a Hold?

b) Mekkora ivet fut be egy dra alatt a Hold?

c) Hany négyzetkilométer az egy 6ra alatt befutott
ivhez tartozo korcikk teriilete?

Egy 250 cm” teriiletti kérlapbdl az dbra szerint ki-
vagtuk az ABCD négyszoget.

a) Mekkora a négyszog tertilete?
b) Hény szazalék hulladék keletkezett?
c) Igazold, hogy az ABCD négyszog trapéz!
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1. A hurnégyszogek

Definicio
Azt a négyszoget, amelyhez talalhaté mind a négy csucsara illeszkedd kor, hurnégyszognek
nevezziik.

Megjegyzés: a hurnégyszog oldalfelez6 merdlegesei egy pontban metszik egymast, ez a kozos
pont a hirnégyszog koriilirt korének kozéppontja.

Példdul
a specialis négyszogek koziil hurnégyszog

- minden olyan tengelyesen szimmetrikus trapéz, amelynek
szimmetriatengelye az alapokra meréleges, koztiik a tégla-

lapok is,
- minden derékszogt deltoid.

A hirnégyszogek tétele
Tétel: Egy négyszog akkor és csakis akkor hurnégyszog, ha két-két szemkozti szogének az Gsszege 180°.

E tétel egy szitkséges és elégséges feltételt fogalmaz meg, ezért két allitast tartalmaz, amelyek egymas megforditasai.
1. allitas: Ha egy négyszog hurnégyszog, akkor a két szemkozti szogének az 9sszege 180°.

Bizonyitds:
Az 4bra jel6léseivel: 2a + 25 = 360°, ezért a kozépponti és keriileti szogek sszefliggése miatt
@+ 5 =180°.

2. allitas: Ha egy siknégyszog két szemkozti szogének az Osszege
180°, akkor hurnégyszog.

Bizonyitds:

A feltétel miatt a négyszog konvex. Az ABCD négyszog B cstcs-
nal 1évd belsd szoge legyen 5, a szemkozti D csticsnal 1évé belsd
szoge 0, amikre a feltétel miatt igaz, hogy S + & = 180°, vagyis
0 =180° — . Azt kell bebizonyitanunk, hogy D illeszkedik az
ABC haromszog koré irt korre.

D nem lehet a koron beliil sem és a koron kiviili sikrészben sem,
mert mindkét esetben olyan haromszog keletkezne (az dbrakon a
CDPA, illetve az APDA),a CDPA esetén a P csticsnal 1évo belso szoge és a D cstcsnal 1évo kiilsé szoge, az APD A esetén
a D cstcsnal 1évo belsd szoge és a P csticsnal 1évo kiilsé szoge egyenld. Igy a két haromszogben egy-egy kiilsé szog egyenld
egy nem mellette fekvd bels6 szoggel. Ilyen haromszog nem létezik, tehat D a korén van.

EGYBEVAGOSAG, KOR



2. Az érintdnégyszogek

Definicio

Azt a négyszoget, amelyhez taldlhaté mind a négy oldalat érinté kor, érinténégyszognek ne-
vezziik.

Megjegyzés

Az érinténégyszog olyan konvex négyszog, amelynek bels6 szogfelez6i egy pontban metszik
egymast. A szogfelez6k kozos pontja a négyszog beirt korének kozéppontja.

Példdul AT
a specialis négyszogek koziil érinténégyszog minden konvex deltoid (koz- (
titk a rombuszok is), de talalhato érinténégyszog a trapézok kozott is.

N>

Az érinténégyszogek tétele

Tétel: Egy konvex siknégyszog akkor és csakis akkor érinténégyszog, ha két-két szemkozti oldal hosszanak az Gsszege
egyenld.

E tétel két allitast tartalmaz, amelyek egymas megforditasai.
1. allitas: Ha egy négyszog érinténégyszog, akkor két-két szemkozti oldaldnak az dsszege egyenld.
2. allitas: Ha egy konvex négyszog két-két szemkozti oldalanak az dsszege egyenld, akkor ez érinténégyszog.

Bizonyitsuk be az 1. dllitdst!

Felhasznaljuk azt a tételt, hogy korhoz kiilsé pontbol huzott érintészakaszok hossza egyenld.

E tételnek megfelel6en az dbran az A-bol, a B-bél, a C-bdl, illetve a D-bdl induld érint8szakaszok
hosszat e-vel, f-fel, g-vel, illetve h-val jeloltiik.

Az dbrarol leolvashato, hogy az AB és a CD oldal hosszanak az 6sszege: (e + f) + (g + h),a BC és
az AD oldal hosszanak az 6sszege: (f + g) + (h + e). Mindkét 6sszeg egyenld e + f + g + h-val,
vagyis az 1. allitds igaz.

Bizonyitsuk be a 2. dllitdst!

Az ABCD konvex négyszogben legyen (az abra szerint) a + ¢ = b + d. Két eset van.

Elsé eset: a = d. Ekkor a + ¢ = b + d miatt b = c is igaz, tehat a négyszog egy konvex deltoid. A deltoid tengelyesen szim-
metrikus sikidom, a szimmetriatengely felezi a deltoid két szemkozti szogét. A tengelyes szimmetria miatt a masik két
szemkozti szog felezdje a szimmetriatengelyen metszi egymast, vagyis a belsé szogfelez6k egy pontban metszik egymast.

Ez a pont a beirt kor kozéppontja. A konvex deltoidnak tehat van beirt kore, ezért az allitds ebben az esetben igaz.

Masodik eset: a # d; legyen pl. az dbra szerint a > d. Ekkor ¢ < b is igaz, ellenkezd

esetben ugyanis nem teljesiilhetne, hogya + c=b +d. ’ - ¢

Meérjiik fel a d és c hosszuisdgu szakaszt az abra szerint az A, illetve a C csticsbol, és a

kapott pontokat kossiik dssze egymassal és a D ponttal! Az ABCD négyszog konvex, d b

ezért ezt most négy haromszogre bontottuk. Koziilik a harom ,,kiilsé barackszing”

egyenl6 szaru, hiszen a + ¢ = b + d miatt a — d = b — cisigaz. A ,bels6 z6ld” harom- . 5
a

szoget a harom egyenl szari haromszognek az alapjai hataroljak.

Rajzoljuk meg a harom egyenld szart haromszog szimmetriatengelyét! Ezek a ,,bels6”
héromszog oldalfelez6 merdlegesei, ezért egy pontban metszik egymast. Ez a harom
egyenes azonban egyuttal az adott négyszog egy-egy szogtelezdje is, tehat az ABCD
négyszog harom szogfelezdje egy pontban metszi egymast. A szogfelez6k tulajdon-
sdga miatt ez a kozos pont egyenld tavol van a négyszog négy oldalatdl. E pont koriil

tehat lehet olyan kort irni, amely a négyszog oldalait érinti. A vizsgalt allitas tehat

ebben az esetben is igaz, a bizonyitast befejeztiik.

46. lecke | KORIVEK, KORCIKKEK A MINDENNAPOKBAN
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47 SOKSZOGEK ES KOROK

BEVEZETO

Korabban lattuk, hogy minden haromszognek van koriil-
irt és beirt kore.

o

Vizsgaljuk meg a négyszogeknek és mas sokszogeknek a

korrel valé viszonyat!

Konnyen lathato, hogy ez a tulajdonsag, amellyel minden
hdromszog rendelkezik, nem teljesiil minden sokszog ese-
tében. Vannak olyan sokszogek, amelyeknek sem beirt,

sem korulirt kortk nincs.

o

Vannak olyan sokszogek, amelyeknek csak beirt vagy csak
korilirt koriik van.

0 ¢

csak beirt
kore van

csak kortlirt
kore van

Vannak olyan sokszogek, melyeknek van beirt és kordilirt
koriik is.

O O

A sikban egy konvex sokszognek van beirhato kore, ha létezik a siknak olyan pontja, mely egyenld tavolsagra van a

sokszog minden oldalatol. Ez a tavolsdg a beirhatd kor sugara. (Ebben az esetben a sokszog belsé szogfelez6i egy pontban

metszik egymast, a sokszog oldalegyenesei a kor érintéi.)

A sikban egy konvex sokszognek van koriilirhaté kore, ha létezik a siknak olyan pontja, mely egyenlé tavolsagra van a

sokszog minden csucsatol. Ez a tavolsag a koriilirhatd kor sugara. (Ebben az esetben a sokszog oldalfelezé merélegesei egy

pontban metszik egymast, a sokszog oldalai a kor hurjai.)

A rajzokon r a négyszogbe irt kor sugarat, R a négyszog koriilirt kérének sugarat jelenti.

|
|
S R
/\/ R S R !
N N |
N r A
. ~
7 ’ ‘e A - i’ . h N : ke
- ~
> - % \L/
négyzet téglalap egyenld szaru trapéz (hurtrapéz)
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rombusz konvex deltoid paralelogramma
Specialis négyszogek esetén:
a beirt kor a koriilirt kor
beirt kore L ) korilirt kore L, )
kozéppontja kozéppontja
négyzet van az atlok metszéspontja van az atlok metszéspontja
, altalaban nincs, specialis L , .
téglalap ) - van az atlok metszéspontja
esetben van (négyzet)
L , . altalaban nincs, specialis
rombusz van az atlok metszéspontja ) -
esetben van (négyzet)
altalaban nincs, specidlis altalaban nincs, specialis

paralelogramma - -

esetben van (rombusz)
L, altalaban nincs, specialis
egyenld szard
esetben van (ha a szem-
kozti oldalak hosszanak

Osszege egyenld)

trapéz
(hurtrapéz)

konvex deltoid van

FELADAT

1 5 Hatdrozd meg a 7 cm oldalhosszusagu négyzetb6l
kivaghatd legnagyobb sugarti kor keriiletét és te-
riletét.

Mekkora a rombuszba irt kornek a sugara, ha a
rombusz 4tldinak hossza 10 cm és 24 cm?

Egy 4,1 dm atmérdjt korre illeszkedik egy olyan
téglalap négy csucsa, melynek egyik oldala 9 cm
hosszusagt. Mennyivel nagyobb a kor teriilete a
téglalap teriileténél?
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a szimmetriatengely
egy pontja

esetben van (téglalap)

a szimmetriatengely
egy pontja

van

altalaban nincs, specialis
esetben van (ha a szem-
kozti szogek nagysaga-
nak 6sszege 180°)

4 = Egy hurtrapéz alapjainak a hossztisdga 24 mm és
54 mm. A trapéznak mind a négy oldala érinti
a z6ld kort.

24 mm

54 mm

a) Mekkorak a trapéz csucsaibdl a korhoz huzott
érintészakaszok?

b) Mekkorak a trapéz szarai?

c) Mekkora a trapéz magassaga?

d) Mekkora a z6ld kor sugara?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

28

1. A Google Maps egy ingyenes internetes térképszol-

galtatas, melynek segitségével a szobankbdl is felfe-
dezhetjiik a vilagot.
Erdekes kép tdrul elénk, ha rakeresiink Koppen-
haga Brondby nevid kiilvarosira az 55°38710.2"N
12°24"11.6"E koordinétak segitségével. Ez a kiilvaros
olyan ,korvaros’, melyben egy-egy koriven - a kor
sugaratol fiiggden — 16 illetve 24 hazat épitettek fel.

] &
&
a

s g

Haveforeningen Harekaer

4 Google

Tegytik fel, hogy az egy-egy ilyen korben lakok szeret-
nének egymassal kommunikalni. Képzeljik el, hogy
mindenkinek két lehetdséget biztositanak a kényel-
mes, kozvetlen kommunikdcidra. Az egyik lehetdség
atészomszéddal a , keritéskapcsolat” (kerités egyik és
masik oldalan allva beszélgethetnek), a masik lehet-
ség a hdlozati kapcsolat, melyet minden, egymassal
nem tészomszédok hozhatnak létre. (A kapcsolatok
hazanként értenddk, fiiggetleniil az egy hdzban lakok
szamatdl. Minden kapcsolathoz két fél sziikséges.)
Egy tetsz6leges hazban lakok hany , keritéskapcsola-
tot” és hany halézati kapcsolatot fognak 1étrehozni,
ha 16 hazas egységben laknak?

Hény keritéskapcsolatot és hany halézati kapcsolatot
hoznak 1étre 6sszesen, ha mindenki mindenkivel sze-
retne kozvetleniil kommunikalni a 16 hazas egységben?
Valaszold meg az elébbi kérdéseket a 24 hazas egy-
ségekre vonatkozoan is! (A hdzak kozotti ivek nem
feltétleniil egyenld hossziak.)

Megoldds

Mivel minden héazhoz két keritéskapcsolat rendelhetd,
ezért 16 hazhoz 6sszesen 16 - 2 jon létre, de mivel igy min-
den kapcsolatot mindkét fél részérdl beszamoltuk, ezért az

Osszes ,keritéskapcsolat” szdma az el6bbi szorzat fele, azaz

162 _
2 - .

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha elindulva pl. a H, haz-
tol az dramutato jarasaval ellentétes iranyba (ezt nevezziik
pozitiv forgasiranynak), és rendre 6sszeszamlaljuk az egy-
mast kovet6 hazak kozotti , keritéskapcsolatot”

Az 1. abrdn kékkel jeloltiik a H, tetsz6legesen kivalasztott
héz két , keritéskapcsolatat”, és zolddel a haldzati kapcsola-
tait. Mivel hélézati kapcsolatot nem létesit egyik haz sem
onmagaval és két kozvetlen szomszédjaval (vagyis Osszesen
3 hazzal), ezért halozati kapcsolatainak szdma 16 — 3 = 13.
A 2. dbraaz 1. dbra kiegészitése, melyen jeloltiik egy masik,
tetsz6legesen kivalasztott (H,) haz kapcsolatait is. Sargaval
a kerités-, pirossal a hal6zati kapcsolatokat.

EGYBEVAGOSAG, KOR



Mivel minden hazhoz 13 halézati kapcsolat rendelhetd,
ezért 16 hazhoz Osszesen 16 - 13 jon létre, de mivel igy
minden kapcsolatot mindkét fél részérdl szamoltunk (pl.
a H, és H, kozotti zold és piros kapcsolat), ezért az 6sz-
szes haldzati kapcsolat szama az elébbi szorzat fele, azaz
16 - 13
2
Hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy 24 haz esetén:

= 104.

- egy haz ,keritéskapcsolatainak” szama 2, haldzati kap-

csolatainak szdma 21;

Konvex sokszogek tulajdonséagai:

- az Osszes ,keritéskapcsolat” szama 24;
21

- az Osszes halozati kapcsolat szama =252.

Vegyiik észre, hogy az el6bbi feladatban egy olyan modellt
hasznalhattunk, melyben a hazak csucsokat, a ,,keritéskap-
csolatok” oldalakat, a halézati kapcsolatok atlokat jelente-
nek egy 16 illetve 24 oldali konvex sokszogben.

Az n-oldalu konvex sokszog egy csucsabol indulo atlinak szama n — 3.

Az n-oldalu konvex sokszog atléinak szama

KIDOLGOZOTT FELADAT

2 . a) Hatdrozzuk meg a belsé szogek Osszegét egy 16
illetve 24 oldalu konvex sokszogben!

b) Hatarozzuk meg a kiils6 szogek Osszegét egy 16
illetve 24 oldalt konvex sokszogben!

Megoldds

a) Otletet adhat a feladat megoldasahoz az elébbi kiilvaros
képe, ahol a f6térbél induld utak kozelit6leg haromszo-
gekre bontjak a varosrészt.
Tekintsiik a 16 oldalt sokszog egy belsd pontjat, kossiik
ezt Ossze a sokszog minden csucsaval. Az igy keletkezd
16 darab haromszog belsd szogeinek Gsszege Osszesen
16 - 180°.
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n-(n—3)

A sokszog belsé szogeinek Osszegét az abran jelolt @ ;
Uy Uy .5 Uyps Uy, 52Ok Osszege adja.

Mivel a belsé szogek Osszegéhez nem tartozik hozza
a kijelolt bels6 pont cstcsu teljesszog, ezért a sokszog
bels6 szogeinek Osszege

a,+a,+a,+ ... +a; +a,=16-180° — 360° =
=16-180°—2-180°= (16 —2) - 180° =

=14 180° = 2520°

Ehhez hasonléan a 24 oldala konvex sokszogre a belsé
szogek Osszege:
a,ta,ta,+...+ta,+a,=24-180°—360° =
=24-180°—2-180°= (24 — 2) - 180° = 3960°

b) Mivel minden belsé szognek kiegészité szoge a hozza
tartozo kiilsé szog ezért osszegiik 180°.
A 16 oldalt konvex sokszognek 16 darab belsé- és kiil-
s6sz0g parja van, ezek Osszesen 16 - 180° nagysagu szo-
get hoznak létre. A kiilsé szogek dsszegét megkapjuk,
ha ebbdl a sz6gosszegbdl levonjuk a bels6 szogek 6sz-
szegét, igy
16 - 180° — 14 - 180° = 2 - 180° = 360°.
Ehhez hasonl6an a konvex 24 oldala sokszogre:
24 -180° —22-180° =2 - 180° = 360°.
Tehat mindkét sokszog kiils6 szogeinek 6sszege 360°.
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Konvex sokszogek altalanos tulajdonsagai:
Az n-oldalt konvex sokszog belsé szogeinek 6sszege (n — 2) - 180°, kiils6 szogeinek dsszege 360°.

A konkav sokszogek is felbonthaték haromszogekre, de nem minden esetben egy csticsbol indulé atlokkal. Belathato,
hogy az n-oldalu sokszogeket atlok segitségével n — 2 darab haromszogre lehet bontani, ezért a konkav sokszog belsé
szogeinek Osszege is (n — 2) - 180°.

FELADAT

5= Hany 4tléja van egy olyan konvex sokszognek, G = Mennyi a belsé szogek Osszege egy olyan konvex

melyben a belsé szogek Ssszege 2160°2 sokszogben, melyben az atlok szama 27?

Az n-oldalt szabalyos sokszdg tulajdonsagai (ahol n € N; 3 < n):
Minden oldala egyenl6 hosszu és minden szoge egyenld nagysagu.

Egy bels6 szogének nagysiga (”_+180

Keriilete K = n - g, ahol a a sokszog oldalanak hosszat jeloli.
Van beirhat6 és koriilirhato kore.

Barmely n-oldala szabélyos sokszog felbonthaté n darab egybevagd, egyenld szaru haromszogre. Egy ilyen hdromszog
alapja a sokszog oldala (a), az alaphoz tartozé magassag pedig a sokszog beirhat6 korének sugara (r).
Ha az egyenlé szart hdaromszog teriiletét T, jeloli, akkor az n-oldala szabalyos sokszog teriilete

T=nT,=n: %. @ A GeoGebra programmal tetsz6leges n-re rajzoljunk szabélyos sokszogeket!

FELADAT

7 = Egy szabalyos hatszog oldala 1 cm hossza.
a) Szamitsd ki a hatszog teriiletét, tovabba a beirt és a koré irt kor teriiletét is!
b) Hany szazaléka a hatszog teriiletének a két kor teriiletének kiilonbsége?

-

HAZI FELADAT

1 5 Mekkora a 24 cm keriilet(i szabélyos 2 s Egy 8 cm oldalt rombusz egyik szoge 60°-0s.
a) haromszog; b) négyszog; c¢) hatszog; a) Mekkora a rombusz teriilete?
koré irt kor sugara? b) Mekkora a rombusz beirt korének sugara?
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3 s a) Milyen négyszog az a paralelogramma, amely- f) Milyen négyszog az a rombusz, amelynek van
nek van koriilirt kore? koriilirt kore?
b) Milyen négyszog az a deltoid, amelynek van ko-

riilirt kére? 4 s Egy deltoid két szemkozti szoge derékszog. Hosz-
c¢) Milyen négyszog az a paralelogramma, amely- szabb atléja 6 cm, révidebb atloja 5 cm hosszu.

nek van beirt kére? Mekkora a deltoid koré irhaté kor sugara?
d) Milyen négyszog az a téglalap, amelynek van

beirt kore? 5 5 Mennyi a bels6 szogek 6sszege abban a sokszog-
e) Milyen négyszog az a deltoid, amelynek van be- ben, melyben egy csticsbdl 10 atl6 indul ki?

irt kore?

RAADAS

Tétel: Minden érintdsokszog teriilete kiszamithato ugy, hogy a sokszog keriiletének a felét (s) meg-
szorozzuk a beirt kor sugaraval, r-rel: t = rs.

Bizonyitds
Ha a kor kozéppontjat 6sszekotjiik a sokszdg cstcsaival, akkor a sokszog olyan haromszogekre
bomlik, amelyek egyik oldala a sokszdgnek is oldala, és az ezekhez tartozé magassag éppen r.

Egy ilyen haromszog teriilete: % azaz az oldalhosszusag %—szerese.

Az §sszes haromszog teriiletének 6sszege pedig az oldalhosszusagok 0sszegének (vagyis a sokszog keriiletének) %—szerese.
Ha a sokszog teriiletét t-vel és a kertiletét 2s-sel jeloljiik (hiszen a félkeriilet s), akkor

"
t=2s-— =rs.
2

FELADAT

1. Mekkora annak a kérnek a sugara, amit egy olyan derékszogti haromszogbe
irunk, amelynek az atfogdja 52 mm, az egyik befogdja 2 cm hossza? 2

2cm

2 . Mekkoraa 10 cm-es oldalu szabalyos nyolcszog

a) beirt korének a sugara; b) tertilete?

3. Egyszabalyos tizszog oldalai 8 cm hosszuak, a koré irt kor sugara koriilbeliil 13 cm. Mekkora
a) abeirt korének a sugara; b) a teriilete?

4 . Egy szabilyos hatszog teriilete 17,56 cm’. Mennyi hulladék keletkezik, ha
a) akoré irhat6 korbdl kivagjuk a hatszoget;
b) ahatszogbdl kivagjuk a beirhaté kort?
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48 GYAKORLAS

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy szimmetrikus trapéz alapjainak hossza 30 cm illetve 14 cm, magassaga 44 cm hosszu.
Hatarozd meg a trapéz koriilirhaté korének sugarat!

Megoldas

Az adatok alapjan AB = 30 cm, DC = 14 cm, PQ = 44 cm, ahol P pont az AB oldal,

illetve Q a CD oldal felez6pontja. D > c
A korilirhaté kor kézéppontja az oldalfelezd meréleges egyenesek metszéspontja, QL

mely a trapéz tengelyes szimmetridja miatt a szimmetriatengelyen van.
A Kkoriilirhaté kor sugara R = KA = KB = KC = KD.

Jeloljiik a KP szakaszt x-szel, ekkor KQ = 44 — x.

A PBK és KCQ derékszogt haromszogekre felirt Pitagorasz-tétel alapjan: K

X +157=Rés (44— x)*+7* =R~ x

Az egyenletek jobb oldaldnak egyenldsége miatt fennall a baloldalak egyenlésége,  , 5 B\ 5 B
melybdl x* + 15° = (44 — x)* + 7 egyenldséget kapjuk.

A zardjel felbontasa utan

X’ +225 = 1936 — 88x + x” + 49,
amelybdl x = 20 adddik.
Ezt visszahelyettesitve valamelyik egyenletbe R = 25 cm-t kapunk.

1. dbra

Tehat a trapéz korilirhaté korének sugara 25 cm.

Megjegyzés:
Ha a két Pitagorasz-tételbdl kapott egyenletrendszer megoldasa so-

ran az x értékére negativ szam adodik, akkor a kor kézéppontja a /47\
trapézon kiviil helyezkedik el (2. dbra), de az R értékének meghata-
rozését visszahelyettesitéssel az el6bbihez hasonléan elvégezhetjiik.
K

K ¢

Ha a két Pitagorasz-tételbdl kapott egyenletrendszer megoldasa
soran az x értékére nulla adodik, akkor a kor kozéppontja a trapéz
hosszabb alapjanak felezépontja (3. dbra), és a kor atmérdje a tra-

péz hosszabb alapja.
2. dbra 3. dbra
FELADAT
1 s Egy szabalyos nyolcszog a) Hany haromszog keletkezik?
egyik cstcsabol meghtzzuk b) Hany egybevagé haromszog van kozottiik?
az Osszes atlot. ¢) Melyik haromszognek mekkoréak a szogei?

d) Vannak-e merdlegesek a megrajzolt atlok ko-
Z0tt?
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2 5 Egy R > 8 egység sugaru korben a 2R — 2 egység
hossztsagu har a kor kozéppontjatol R — 8 egység
tavolsagra van. Szamold ki a kor keriiletét és tertiletét!

3 5 A 15 cm oldalu szabélyos hatszog az dbra szerint

helyezkedik el egy négyzetben.

a) Szamitsd ki a négyzet (berajzolt) atldjanak
hosszat, majd a négyzet oldalanak hosszat is!

b) Hany szazaléka a hatszog teriilete a négyzet te-
riiletének?

4 5 Két konvex sokszog koziil az egyiknek 5-tel tobb
csucsa és 60-nal tobb 4tldja van, mint a masiknak.
Hatdrozd meg a sokszogek belsd szogeinek sszegét!

HAZI FELADAT

1 5 Hérom kor paronként érinti egymast. Hatarozd
meg a korok ,,kozott” 1éve, korvonalak altal hata-
rolt teriilet nagysagat, ha a korok sugara 4 cm!

2 s a) Egy szabalyos sokszognek egy belsd szoge 160°
nagysagu. Hany oldala és hany 4tloja van ennek
a sokszognek?
b) Egy szabalyos sokszog egy kiils6 szogének nagy-
saga 36°. Hany oldala és hany atldja van ennek a

i

sokszognek?

Egy 6 cm oldalhosszusagu

@
Y

négyzet koré kort, vala-

mint az oldalaira kifelé fél-
kort irunk.

a) Hatdrozd meg a négy-

N

zet oldala és a koriv 4l-
tal hatarolt fehér részek

teriiletét!
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5 s Szerkessz 4 cm oldalhossztsagu négyzetet, és hoz-
z4 az dbraknak megfeleléen felrajzolt koriveket!
A koriveket tartalmaz6 korok kozéppontja minden
esetben a négyzet csucsa vagy oldalfelezGpontja, és
minden korivre pontosan két négyzetcsucs illesz-
kedik. Szamoldssal hatdrozd meg a beszinezett te-

4

A szabalyos haromszogek oldala 9 cm hosszu.

riiletek nagysagat!

»
Y

a) Mekkora a szinezett korlapok sugara?
b) Mekkorra részét szineztiik be a haromszogeknek?

O A

b) Hatarozd meg a félkorivek és koriv dltal hata-
rolt sziirke részek teriiletét!
(Ezeket, a négyszog oldalai folé rajzolt, korivek-
kel hatarolt sikidomokat — egy 6kori gorog ma-
tematikus tiszteletére — Hippokratész holdacs-
kai néven szokas emlegetni.)

c) Igaz-e, hogy a négyzet teriilete megegyezik a
sziirke részek teriiletének 6sszegével? Valaszod
szamolassal igazold!

Mekkora a 8 dm atmér6jt korlapbdl kivaghatd leg-

F =
Y

nagyobb oldalhossztisagu szabalyos hatszog olda-
lainak hossza? Mekkora a hatszog és a kor tertile-
tének aranya?
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RAADAS

1. A 7 szam torténete
A 7szam torténete, vagyis a kor keriiletének és atmérdjének aranyara vonatkozd szamitas tobb ezer éves multra tekint vissza.
- Mér az egyik legrégebbi matematikai iratban, az egyiptomi Rhind-papiruszon is sz6 esik réla egy henger térfogatanak

16
kiszamitasa kapcsan. Eszerint kb. 3600 évvel ezel6tt az egyiptomiak a 7-t (mai frasmoddal) [;) -ként adtak meg. Ez

kozelit6leg 3,16, ami a ma ismert értéktdl 0,02-nél kevesebbel tért el.
1 10
- Kr. e. 240 tajan Arkhimédész a szabalyos sokszogek és a kor vizsgalata soran a 3; >m> 35 becslést allitotta fel. Ez

a becslés mar két tizedesjegy ,,pontossagu’, azaz az els6 két tizedesjegy megegyezik 7 elsé két tizedesjegyével.

355
- A Kr. u. V. szdzadban élt kinai matematikusok a  értékét I—B—ban hataroztdk meg. Ez tizedes tort alakban 3,14159292..., ami

els6 6 tizedesjegyében megegyezik a ma ismert értékkel.

- 1579-ben Frangois Viéte francia matematikus Arkhimédész mddszerét felhasznalva 393216 oldala szabalyos sokszoggel
kozelitette a kort, ezzel a m értékét 9 tizedesjegy pontossaggal adta meg. (1593-ban egy akkoriban tjnak szamité modszer-
rel, un. végtelen sorokkal is probalta kézeliteni a 7-t.)

- 1610-ben Ludolph van Ceulen (Ludolf fan Kélen) olyan szabalyos sokszoget haszndlt a kozelitéshez, amelynek 2* oldala
volt, ezzel a 7 elsd 35 tizedesjegyét pontosan ki tudta szamitani. Felfedezésére annyira biiszke volt, hogy ezt a szamot vé-
sette a siremlékére. Tiszteletére a -t ,,Ludolph-féle szdm”-ként is emlegetik.

- A XVII. szazadban a matematika a differencial- és integralszamitassal uj fordulatot vett. Az tj mddszerekkel John Machin
angol matematikus 1706-ban mdr a 7 els6 100 tizedesjegyét is megadta.

- 1761-ben Johann Heinrich Lambert bebizonyitotta, hogy a m irraciondlis, vagyis tizedes tort alakja végtelen és nem is-
métl6dé. 1885-ben Ferdinand Lindemann kimutatta, hogy a 7 transzcendens szam (ezért korzével és vonalzéval nem
szerkeszthetd m hossztisdgu szakasz), véget vetve ezzel a kor négyszoge-
sitésével kapcsolatos két évezredes vitanak.

- 1873-ban, 15 év munka utan, William Shanks 707 jegy pontossaggal
kozolte a m értékét, ambar késébb kideriilt, hogy csak az els6 527 jegy
volt helyes. in s

- 1947-ben Neumann Janos a 7 kiszdmitasat javasolta a vilag elsé sza- 1f41592;535 g .

E 83279, 30288419
4944 5923078164 034825 34211706
408128 1¥174502. ¢

mitogépe, az ENIAC tesztelése céljabol. A gép 70 éra munkaval 2037

05559 6446229489 34930
83165.2712019091- 45648
11273 72458700664063

tizedesjegyet szamitott ki.

- A szamitogépek fejlédésével a m ismert tizedesjegyeinek szama is roha-
mosan nétt: 1961-ben 100 000, 1973-ban 1 000 000 jegyet ismertiink.
2002-ben Jaszumasza Kanada professzor szuperszamitéogépek segitsé- i L
gével 1241 100 000 000 tizedesjegy pontossagig adta meg a 7 értékét. .
m = 3,14159265358979323846264338327950288419716939937510582
0974944592307816406286208998628...

A 7 jegyeinek memorizaldsara régota hasznalatosak az an. ,,pi-versek”, amelyekben az egyes szavak bettiinek szama rendre
a 7 soron kévetkezd szamjegyeit adjak.
Magyar nyelven az egyik legismertebb ,,pi-vers” Szasz Paltol (1901-1978, matematikaprofesszor) szarmazik.

Nem a régi s durva  kozelités mi sz6tol sz6ig igy kijon  bettiket  szamlalva.
3 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9
Ludolph  eredménye  miar, ha itt végezzitk  husz  jegyen.
7 9 3 2 3 8 4 6
De rendre kijo még tiz pontosan azt is bizvast  igérhetem.
2 6 4 3 3 8 3 2 7 9
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2. A Reuleaux-haromszog

A bels6 égésti motorok egyik fajtdgja a Wankel-motor (fotd). A motor ,,dugaty-
tyujanak” alakja a hagyomanyos henger alaktdl eltéréen inkabb az tgynevezett
Reuleaux-haromszogre hasonlit (ejtsd: rolé haromszog).

Ezt a ,,hdromszoget” ugy kaphatjuk, ha egy szabalyos haromszog mindegyik csu-
csa koriil irunk egy-egy olyan kort, amelynek sugara a haromszog oldalhosszaval

egyenld.

Ennek az alakzatnak egy masik érdekes felhasznalasa, hogy segitségével négyze-
tes furat készithetd. Vajon hogyan tud a farégép kor helyett négyzet alaka lyukat
késziteni? Bar a négyzetes furat nem teljesen négyzet alakd, hanem a sarkainal le-

kerekitett négyzet, akkor is meglep6, hogy forgé mozgast végz6 furdfejjel tudunk
ilyen késziteni. Annak a fardfejnek, amely négyzetes furatot készit, Reuleaux-
haromszog alakja van. Ugyanis ha egy ilyen sikidomot forgatunk a kézéppontja koriil ugy, hogy kozben a kozéppontot egy
kis sugaru korpalyan mozgatjuk, akkor az alakzat egy lekerekitett négyzet kertileti pontjain gordiil végig.

@ Az interneten nagyon szép videok talalhatok ennek a mozgasnak a bemutatasara.

[ )

O

. J

A Reuleaux-haromszog a képzémiivészeket, formatervezdéket is megihlette.

FELADAT

a) Szamitsd ki annak a Reuleaux-haromszognek a keriiletét és teriiletét, amelynek a kiindulasi

héromszoge egy 4,2 cm oldalhosszusagu szabélyos haromszog!

b) Hany szazalékkal nagyobb a Reuleaux-haromszog keriilete, illetve teriilete a szairmaztatasahoz
felhasznalt szabalyos haromszogénél?
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FELADAT

1 5 Egy 7 cm oldalhosszusagu szabalyos haromszog

minden oldalat oszd 2:5 ardnyban két részre az
abra szerint.

A P B

Kosd 6ssze az osztopontokat!

a) Igazold, hogy az abran keletkezik harom egybe-
vago haromszog! Melyik egybevagdsagi alap-
esetet lehet alkalmazni?

b) Igazold, hogy a PQR haromszog szabalyos!

2 = Egy szabalyos sokszog egy kiils6 szogének nagysa-
ga negyedakkora, mint a sokszog egy bels6 szogé-
nek nagysaga.

a) A belsé szogek Osszege hanyszorosa a teljes
szognek?

b) Ha a sokszog atléit rendre kék, fehér, zold szi-
nekkel rajzoljuk meg, akkor milyen szint lesz
az utolsoként berajzolt atl6?

3 s Két konvex sokszogrédl tudjuk, hogy az egyiknek
15-tel tobb csticsa van, mint a masiknak. A belsé
szogek Osszegének hanyadosa masfélszerese az ol-
dalszamok hdnyadosanak. Hatarozd meg az egyes
sokszogek oldalainak és atléinak szamat!

HAZI FELADAT

1 s Adott egy konvex sokszog. Ha csticsainak szamat
kétszeresére noveljiik, akkor 4tldinak szama 198-cal

36

4 = Hasznilj f61dgombot!
A Foldon a Baktérit6 sugara koriilbeliil 5860 km.
Koriilbelill mekkora utat tesz meg az az dceanjard

az Atlanti-6cednon, amely Namibiabdl indulva a
Baktéritd mentén haladva eljut Rio de Janeiré-ba?
(Rio de Janeiro a 42°-o0s nyugati hosszusagi kor ko-
zelében fekszik, a Bakté-
rit6 a namibiai partot
a 14°-os keleti hosz-
szusagi kor kozelé- |
ben ériel.) e

Egy kert alakja szimmetrikus trapéz. Ennek rovi-

o1
Y

debbik alapja és a szarai is 32 m hossztak, hosszab-
bik alapja 36 m. A kertnek mind a négy sarkdba
elhelyeziink egy-egy locsol6 berendezést, amely
16 m sugaru korcikk locsoldsara képes.
a) A kert hany szdzalékat tudjuk igy meglocsolni?
b) Sajnos az a két locsold, amelyik a hosszabbik
alapra illeszked6 sarkokon van, meghibasodik.
Ekkor mekkora tertiletet tudunk 6ntézni a ma-
sik két locsoloval?
(a trapéz hosszabbik alapon fekvé szogei koriil-
beliil 86,5°-0sak.)

n6. Hatarozd meg az eredeti sokszog belsé szogei-
nek Osszegét!

EGYBEVAGOSAG, KOR



2 5 Az aldbbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis!

Valaszod indokold!

a) Van olyan konvex sokszog, amelyben a belsé
szogek Osszege 1350°.

b) Van olyan szabalyos sokszog, amelynek nincs at-
16ja.

c) Adott sugart korbe irhat6é szabalyos harom-
sz0g oldalanak hossza kétszer akkora, mint az
ugyanezen korbe irhat6 szabalyos hatszog ol-
daldnak hossza.

d) Ha egy konvex sokszog cstcsainak szamat ha-
rommal noveljiik, akkor harommal névekszik
az atlok szama is.

e) Ha adott korben egy kozépponti szog nagysa-
gat haromszorosara noveljiik, akkor hdaromszo-
rosara novekszik a kozépponti sz6ghoz tartozo
korcikk tertlete is.

RAADAS

1 5 Részlet a dartsjaték szabalyzatabdl (a darts angol eredet( jaték és sport, melynek

N
Y

soran apré nyilakat dobnak egy kor alaka céltabla kiilonbozé pontértéki
szektoraira): ,,A dartstabla méretei a kovetkez6k legyenek: a dupla és a trip-
la gytrtk szélességének mérete 8 mm, a 25 pontot érd kiilsé Bull nevii gytirti
atmérdje 31,8 mm, az 50 pontot érd korlap, a Bull atmérdje 12,7 mm. A dupla
gytru kiils6 széle a kozéppontig 170 mm. A tripla gytirt kiils6 széle a kozép-

pontig 107 mm ...”

a) Hany mm’ a ,,Bull’s eye” (roviden: ,,Bull”), illetve a ,kiilsé Bull” teriilete?

(»Bull’s eye” angolul ,,bikaszemet” jelent.)
b) Hany mm® az egyes korcikkek teriilete?

35

1w

Egy 84 cm atmér6jl hengerre tekeriink fel egy ko-
telet, amin egy vodor 16g. (A henger a tengelyénél
van rogzitve.)

a) Hany centiméterrel emeltiik fel
a vodrot, ha a henger 210°-ot
fordult el kozben?

b) Mekkora szoggel kell elfordita-
ni a hengert, hogy a vodor két

métert emelkedjen?

Egy korcikkbdl kup alaku siiveget hajtunk. Az elké-

sziilt kup alapkorének keriilete , mely megegyezik a

korcikk ivének hosszaval 46 cm, magassaga 36 cm.

a) Mekkora sugaru korbdl szarmazik a korcikk?

b) Mekkora kozépponti szog tartozik a kércikkhez?

c) A siiveget csillimpapirral boritjuk. Hany cm’
csillampapir kell a boritashoz, ha a veszteségek
miatt 15% kal tobb anyagot szamolunk, mint a
kap palastjanak a teriilete?

dupla szektor ¢

6
szimpla szektor !

¢) Hény mm’ egy dupla szektor, illetve egy tripla szektor teriilete?

d) Hany mm’ a szimpla szektor teriilete a dartstablan?

e) Ird fel a teljes dartstabla teriiletének felosztasit a kvetkezd médon (minden teriiletet mm®-ben mérve)!

+T

dupla szektorok

TBull + Tk\'ilsé Bull + 1T, +T

szimpla szektorok

tripla szektorok

Szamitsd ki, hogy az egyes teriiletek mekkora részei a dartstabla teriiletének!

Egy elektromosan toltott részecske egyenes vonalt palyan halad. A részecskét magne-
ses mezén vezetik at, ahol egy 8 cm sugart koriven halad tovabb. A megfelel6 pillanat-
ban a magneses mezGt megsziintetik, igy a részecske ismét egyenes vonalu palyara tér
(4bra). Igy végiil a részecske az eredeti haladasi irdnyétdl 53°-os szdgben tériil el.

a) Mutasd meg, hogy az dbran jelzett @ sz6g 53°-0s!

b) Szamitsd ki, mekkora a toltott részecske magneses mezében megtett ttjanak hossza!
c) Szamitsd ki a 8 cm sugaru kor 53°-o0s kozépponti szogli korcikkének teriiletét!

49. lecke | ISMETLES
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TUDASPROBA 1I.

50 TUDASPROBA
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Egy negyedkor teriilete 36,1 cm”. Mekkora koriv tarto-
zik ebben a korben egy 117°-o0s kozépponti sz6gh6z?

Az dbran megadott haromszog-
nek mindegyik oldala egyenld
hosszu, csucsai rajta vannak a
négyzet megfelel6 oldalain. Bi-
zonyitsd be, hogy a négyzetbdl

levagott 3 haromszog koziil ket-
t6 egybevagod, a harmadik pedig
egyenld szara!

Ha egy szabélyos sokszog minden oldalat és az egyik
csticsabdl induld atlok mindegyikét kiilonbozé szin-
nel szeretnénk megrajzolni, akkor a 12 darabos szines
ceruza készletbél mindéssze 1 féle szint nem kell hasz-
nalnunk.

Hany kiilonbozé szint hasznalunk az oldalak megraj-
zolasanal?

Mekkora a sokszog egy szogének nagysiga?

Az abran egy foliasator keresztmetszetének tervét latod.
(A téglalap folotti iv egy teljes koriv harmada.)

TUDASPROBA II.

38

1S

()
)

Egy negyedkor teriilete 36,1 cm’. Mekkora kozép-
ponti szog tartozik ebben a korben egy 7 cm-es kor-
ivhez?

Egyenlé szaru haromszoget helyez-

tiink a négyzetre. Bizonyitsd be, hogy a
haromszog ,.fels6” csticsa egyenld tavol
van a négyzet két ,,alsd” csticsatol!

Egy fa kirakos jatékban pontosan annyi fapalcikat

szeretnénk elhelyezni, hogy abbdl éppen egy szaba-

lyos nyolcszoget lehessen kirakni tgy, hogy megje-

lenjen minden oldala és minden atloja.

a) Hanyféle hosszusagu palcikat kell a dobozba ten-
ni?

)

)

4m

Elég-e az el6lap lefedésére a 4 méter széles foliabol
2,2 méter?

Egy szij attétel vazlatat lathatod az abran.

A korok kozéppontjainak tavolsaga: AB = 39 cm.
A nagyobbik kor sugara: AF = 16 cm.

A Kkisebbik kor sugara: BI = 6 cm.

a) Milyen hossztak a szij ives darabjai?

b) Milyen hosszuak a szij egyenes darabjai?

¢) Milyen hosszu a szij?

b) A kiilonb6z6 méretli palcikakbol hany darabot
rakjunk a dobozba?

¢) Mekkora lesz a létrehozott szabalyos nyolcszog
egy kiils6 szoge?

Az dbran egy foliasator keresztmetszetének tervét la-
tod. (A téglalap folotti iv egy teljes koriv harmada.)
A féliasator 6 méter hosszu lesz. Leborithat6-e a sator
oldala és a teteje 6 méternyi 8 méter széles folidval?

1,5m

EGYBEVAGOSAG, KOR



5 s Egy szij attétel vazlatat lathatod az abran.
A korok kozéppontjainak tavolsaga: AB = 38 cm.
A nagyobbik kor sugara: AF = 18 cm.
A kisebbik kor sugara: BI = 5 cm.
a) Milyen hossztak a szij ives darabjai?

b) Milyen hossztiak a szij egyenes darabjai?
c) Milyen hosszu a szij?

S
EMELT SZINT

FELADAT

Melyik oldalpaholybdl lehet legnagyobb szogben latni az
abran megadott (téglalap alapt) moziteremben a 16 m szé-
les vetitévasznat?

D oldalpaholyok C
L
16 20
K
A oldalp4holyok B
Megoldds

A 16 méteres vetitévaszonhoz (KL) mint hirhoz azt a legki-
sebb kort kell megkeresniink, amelynek van pontja a terem
AB (és CD) oldalan. E koér atméréje 20 m, a keresett paholy
és az AD oldal tavolsagat az OFK haromszogbdl a Pitago-
rasz-tétellel kapjuk meg: x = v'10° — 8> = 6, vagyis az AB
oldalon a legjobb paholy (P,) 6 m-nyire van az A ponttol,
illetve a CD oldalon (P,) a D ponttol.

50. lecke | TUDASPROBA

Ha a piros k kor helyett a nala kisebb sugaru k,-et vennénk
(4bra), akkor a rajta 1év6 ,,pdholyok” nem érnék el a falat.
Ha pedig nagyobb lenne a kor (k,), akkor a CD paholy-
sorral val6 metszéspontjaibdl (pl. H-bol) kisebb szogben
latszana a mozivaszon, mint P,-bél (az LPH haromszognek
kiilsé szoge @, igy f < a).
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TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Egy haromszog csucsai legyenek A, B és C. Rajzold
meg az A csucsbdl a belsé szogfelez6t. Ennek a BC
oldallal val6 metszéspontja legyen M. M-nek az AB
oldalegyenesre es6 meréleges vetiilete legyen P, az
AC oldalegyenesre es6 merdleges vetiilete legyen Q.
a) Készits abrat!
b) Bizonyitsd be, hogy AMP haromszog egybevagd
az AMQ haromszoggel! A haromszogek egybeva-
gosaganak melyik alapesetét lehet alkalmazni?

Az ABCD paralelogramma két szemkozti csticsan
hazzunk két, egymassal parhuzamos egyenest, az
abra szerint. Bizonyitsd be, hogy az AED haromszog
egybevagd a BCF haromszoggel!

D E

A F B

a) A haromszogek egybevagdsaganak melyik alap-
esetét lehet alkalmazni?

b) Melyik egybevagdsagi transzformacid viszi egy-
masba a két haromszoget?

Egy szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja harom-
szor akkora, mint a révidebbik alapja. Megrajzoltuk a
trapéz kozépvonalat, ennek a szarakkal valé metszés-
pontjai T'és Q, a TQ szakasz felezépontja pedig K. (1d
abra) Bizonyitsd be, hogy az ABT haromszog egybe-
vagd a DQK haromszoggel! A haromszogek egybeva-

gosaganak melyik alapesetét lehet alkalmazni?
B A

C D

Egy szabalyos nyolcszognek berajzoltuk néhany atlojat.
a) Bizonyitsd be, hogy az ABD haromszog egybeva-
g6 az ATD haromszoggel!

»
Y

b) Igazold, hogy az ATH haromszog és a TDF ha-
romszog egyenlészaru!

a) Hany 4tloja van egy konvex sokszognek, ha belsé
szogeinek Osszege 3960°¢

b) Mennyi a bels6 szogek dsszege abban a konvex sok-
szogben, amelyben egy cstcsbol 14 4tld hizhat6?

Egy szabalyos sokszoget az egyik cstcsabol induld

atlok 10 darab haromszogre bontanak.

a) Hany oldala és hany 4tl6ja van ennek a sokszognek?

b) Hatarozd meg a sokszog bels6 és kiils6 szogeinek
nagysagat!

A gabonakorok gabonatablakon a gabonaszalak meg-

dolésétdl létrejovd érdekes alakzatok. Egy alkalom-

mal két olyan gabonakérre taldltak, amelyek egy-egy
korbe irt konvex sokszoget mintaztak.

a) Az egyikr6l megallapitottak, hogy a konvex sok-
sz0g atléinak szama ugy aranylik az oldalak sza-
mahoz, mint 21 : 2. Mekkora lehetett a gabonakor-
ben 1év6 konvex sokszog belsé szogeinek dsszege?

b) A masikrdl megtudtak, hogy a belsé szogek 6sz-
szege ugy aranylik a teljes sz6ghoz, mint 19:2.
Hany 4tldja volt a létrehozott sokszognek?

A mandala az dzsiai az dzsiai spiritualis mtvészetben
hasznalt szimbélum. A mandala készitéséhez kijelo-
link néhany pontot egy korvonalon. A felvett pontok
mindegyikét vonalzé mentén Osszekétjitk az Osszes
tobbi ponttal.

a) Hany pontot vettiink fel a korvonalon ha 6ssze-

sen 136 szakaszt rajzoltunk?

Egy masik mandala készitéséhez ugyancsak kije-
l6liink néhany pontot egy korvonalon, és a felvett

EGYBEVAGOSAG, KOR



10>

11>

125

135

pontok mindegyikét vonalzé mentén Gsszekotjiik az

6sszes tobbi ponttal. Ebben az esetben az egymassal

szomszédos pontokat piros, a nem szomszédos pon-

tokat kék vonallal kétjiik ssze.

b) Hany pontot vettiink fel a kdrvonalon 6sszesen,
ha végiil a kék vonallal huzott szakaszok szama
75-tel tobb, mint a piros szakaszok szdma?

Egy szabalyos sokszog oldalainak hossza 8,2 dm, ko-

riilirhaté korének atméréje 16,4 cm.

a) Hany atléja van a sokszognek?

b) Szdmold ki a sokszog teriiletét! Valaszod dm’-ben
két tizedesjegy pontossaggal add meg!

Ha egy konvex sokszog csticsainak szamat kettével

noveljiik, akkor az igy kapott konvex sokszog atloi-

nak szama 13-mal nagyobb lesz, mint az eredeti sok-

sz0g atléinak szdma.

a) Hany oldalt volt az eredeti sokszog?

b) Mekkora az eredeti sokszog egy bels6 szogének
nagysaga, ha a sokszog szabdlyos?

Egy szabalyos sokszogrol tudjuk az alabbiakat:
— kevesebb atléja van, mint oldala

- beirhato korének sugara 1 egység hosszu.

a) Hany oldala van a sokszognek?

b) Hatarozd meg a sokszog oldalainak hosszat!
c) Szamold ki a sokszog teriiletét!

Egy kor sugara 12 cm.

a) Milyen hosszu a 42°-0s kozépponti szoghoz tar-
tozd koriv?

b) Mekkora a 72°-o0s kozépponti szoghoz tartozé
korcikk tertilete?

Egy 8 cm sugart korvonalat 1:2: 3 : 4 aranyban négy

részre osztunk.

a) Készits dbrat!

b) Mekkora koézépponti szdgek tartoznak az egyes
ivekhez?

c) Milyen hossztak az egyes korivek?

A 32 cm atmér6ji pizzabol mekkora teriiletdi az a
szelet, amelyhez 100°-os kozépponti szog tartozik?

Egy kor alaku szerencsekerék sugara 36 cm. A korlap
17 korcikkre van felosztva. Felvaltva 23°-os és 20°-0s
korcikkek kovetik egymast négyszer, a 23°-os korcik-
kek ,Nem nyert”, a 20°-os korcikkek ,Nyert” felirat-
tal. Az utolso, kilencedik korcikk felirata: ,,Porgess
ujral”.

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

16>

195

20 >

a) Készits dbrat!

b) Mekkora az egyes korcikkek teriilete?

c) Mennyi az esélye, hogy az els6 porgetés utan nyer
valaki?

Az Ugandai f6varos, Kampala az egyenlit6 kozelébe
esik, kortilbeliil a 29,7°-0s keleti hosszusagi korre.
Ugyancsak az egyenlit6 kozelében fekszik a Kongdi
Demokratikus Koztarsasag Butembo varosa, a 17,8°-
os keleti hosszusagi koron. Légvonalban mekkora a
tavolsaguk? (a Fold sugara 6370 km)

Egy 25 cm sugaru korlapbol kivagunk egy 205°-o0s

kozépponti szogt korcikket. Ebbél a korcikkbol kup-

palastot hajtunk.

a) Mekkora a korcikk kertilete?

b) Mekkora a keletkez6 kup alapkorének keriilete és
sugara, ha tudjuk, hogy a korcikk ive megegyezik
a kup alapkorének kertiletével.

Egy 20 cm atmérdjii korben berajzolunk két egymast
nem metszé, egymassal nem parhuzamos hurt. Az
egyik hur hossza 10 cm, a mésik hir hossza 10v/2 cm.
A két har a kort harom sikidomra bontja. Hatdrozd meg
az egyes részek kertiletének és tertiletének nagysagat!

Egy kertkapu formajat ugy
alakitottak ki, hogy egy
négyzet alakra egy 60°-os
kozépponti szogli  korivet
illesztettek. A négyzet olda-
lai 1,4 m hossztak.

a) Milyen magas a kertkapu

a legmagasabb pontjan?
b) Mekkora a kertkapu teriilete?

Egy szij attételt latsz az dbran.

A korok kozéppontjaiban vannak a tengelyek, ezek
tavolsaga 68 cm.

A nagyobbik kor sugara 28 cm, a kisebbik kor sugara
12 cm. A hajtészijak keresztbe mennek, igy megfor-
ditjak a forgas iranyat. Kozépen a hajtdszijak (és a ko-
z0s érinték) szoge 72°. Milyen hosszu a szij?
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51 ATLAG, SZAMTANI KOZEP

KIDOLGOZOTT FELADAT

1.

(Kompetenciamérés, 2011)

Feri l6vészversenyen vesz részt. A versenyzOknek 6t
16vést kell leadniuk. Az dbra Feri elsé négy talalatat
mutatja. Ahhoz, hogy Feri megszerezze a gy6zelmet,
az Ot 16vésbdl 8,6-nél magasabb talalati atlagot kell
elérnie. Legaldbb hany pontos taldlatot kell elérnie

Ferinek az utolso6 16vésekor a gy6zelemhez?

giiket osztjuk n-nel, vagyis a szamok darabszamaval:

Atlag vagy mas széval szamtani kozép

sulyozott szamtani kézepet szamoltunk.

FELADAT

42

a) 28;.... b) 28;...;32

Megoldds
Feri eddig két darab 8-as, egy-egy darab 9-es és 10-es tala-
latot ért el. Az utolséd korben elért talalatat jeloljik x-szel!

A talalatok atlaga: 8+8+ 95+ 10+ X A kovetkezd egyen-
16tlenséget kell megoldanunk:
8+8+9+10+x > 86
5 b

5 >

35+ x > 43
x> 8
A gy6zelemhez 8-asnal nagyobb, tehat legaldbb 9 pontos
16vés kell.

2 . Kata20-szor dobott egy szabdlyos dobokockaval, majd
a dobadsairdl tablazatot készitett. Add meg a hianyzd
értéket, majd szamold ki Kata dobasainak atlagat!

Dobott szam 1 2 3 4 5 6
Dobas gyakorisaga 2 2 4 4 5

Megoldds

A hatos dobas gyakorisagat megkapjuk, ha a tobbi dobas
szamat levonjuk 20-bdl: 20 — (2 +2 +4 + 4 + 5) = 3, te-
hét 3 dobas eredménye volt hatos. A dobdsok 4tlaga a gya-
korisagok segitségével igy szamolhato:

2:142-2+4-3+4-445-543-6 _ 77 _ ¢z
20 20 T

Adott n darab valoés szam: a,, a,, ..., a,. Ezen szamok atlagat, vagy mas sz6val szamtani kozepét megkapjuk, ha az dssze-
a+a,+..+a,

. .
Ha az adatok gyakorisaga ismert, akkor egyszer(ibbé tehetjitk a szdmoldst azzal, hogy a szamok 6sszegét ugy szamoljuk

ki, hogy az adatokat megszorozzuk a gyakorisagukkal, majd ezeket a szorzatokat osszeadjuk. Ekkor azt mondjuk, hogy

1 5 Elveszett egy adat. Mennyi az ismeretlen szam, ha tudjuk, hogy a szamok atlaga 32?
c) 28;38;...;40?

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



2 5. Mennyi az osztalyzatok atlaga?

A tablazat azt mutatja néhany tanuld esetén, hogy hany darab van neki az egyes osztalyzatokbol, és mennyi az

osztalyzatok atlaga. Egészitsd ki a hidnyzé adatokat! A fiizetedben dolgozz!

Otosok  Négyesek Hérmasok Kettesek
szdma

szama szama szama
4 3 5
5 5 2
4 4 3
5 3

3 5 Azelso félév utolsé matematika dolgozata kdvetkezik.
A tandr 3,51-os atlagtdl adja meg félévkor a négyest.
Legaldbb hanyasra kell megirni ezt a dolgozatot a né-

gyeshez,

1
0

a) ha a didk eddigi jegyei: 4; 3; 3; 5; 5; 3;
b) ha a didk eddigi jegyei: 4; 2; 3; 3; 5; 5; 3;

c) haa didk eddigi jegyei: 4; 2; 3; 2; 3; 5; 3?

4 s (Kompetenciamérés, 2006)

Gerg6 kosdrlabdazik. Az utolso eldtti mérkozésig
73 pontot dobott sszesen, és a mérkdzésenkénti
pontatlaga 14,6 volt. Az utolsé mérkézésén 20 pon-

tot dobott.

a) Hany meccset jatszott 6sszesen?
b) Mennyi lett igy a mérkézésenkénti pontatlaga?

HAZI FELADAT

1 5 Mennyi az n értéke, ha

a) a100; 101; 103; n szamok atlaga 102;
b) a100; 101; 103; n szamok atlaga 103;

c) az 1000; 1002; 1003; n; n + 2 szamok atlaga

10027

2 5 Anna fizetése januart6l méjusig 160 ezer Ft volt,
majd a kovetkezé hénapban 15%-kal megemel-
ték, s ez maradt az év végéig. Mennyi volt az at-

lagfizetése?

3 5 Egy mérési feladat eredményeit tartalmazza a
tablazat. (A fiizetedben dolgozz!)

51. lecke | ATLAG, SZAMTANI KOZEP

Egyesek %
si}z;ma Jegyek 4tlaga
1 4~5+3~4+5~3+1‘2+1~1z3)57
14
0
1 = 3,833
1 = 3,6875

5 s Egy gyogyszer elkészitéséhez az egyik osszetevébol
pontosan 24 grammra van sziikség. Az el6re csoma-
golt anyagot analitikai mérlegen tizszer megmérik,
és kiszamitjak a kapott tiz tomeg atlagat. Ha ez az at-
lag 0,5%-nal tobbel tér el a sziikséges mennyiségtol,
akkor nem fogadhato el az el6re csomagolt anyag.
A tablazat tartalmazza a mérések eredményét.

Mért tomeg (gramm)  Gyakorisag

23,78 4
24,09 2
24,31 3
24,50 1

a) Mennyi a tiz mérésbdl kiszamithaté atlagos to-
meg? (Szamolj sulyozott szamtani kézéppel!)
b) Elfogadhatd-e az elére csomagolt anyag?

mérési eredmény
eredmény gyakorisag eltérése az

(mm) atlagtol

23,4 1

23,6 4

23,7 10

23,8 11

23,9 12

30,0 8

30,2

Mennyi a mérési eredmények atlaga?

A tablazat utolsé oszlopaba ird be, hogy az a mé-
rési eredmény mennyivel tér el az atlagtdl! (Két
tizedesjegy pontossaggal dolgozz!) Mennyi ezen
eltérések atlaga?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Januarban Antal és Bend is 150 ezer forint nettd bért
kapott, marciusban pedig mindketten 216 ezer forin-
tot. Antal bére februarban és marciusban is ugyan-
annyival novekedett, Bend bére pedig mindkét ho-
napban ugyanannyiszorosara nott. Melyikiik kapott
tobb bért februarban?

Megolds

Antal februdri bére annyival tébb a janudri bérénél,
amennyivel a marciusi bére tobb a februdrinal. Ha te-
h4at a februdri bére x Ft, akkor x— 150 =216 — x.
Ebb6l 2x =150 + 216, vagyis Antal februdri Dbére

_ 150+ 216 _
2

x 183 ezer forint.

Ez éppen a januari és a marciusi bérének a szamtani
kozepe.

Bend februari bére annyiszorosa a januari bérének, ahdny-
szorosa a marciusi bére a februdrinak. Ha a februdri bére

y Ft, akkor %: % Ebbél y* = 150-216, vagyis

y = +150-216 =180 ezer forint.
Antal t6bb bért kapott februarban, mint Bené.

1. Kétvalos szam szamtani kozepe
a+b

Definicié: Ha a és b valds szam, akkor az

2. Két pozitiv valos szam mértani kozepe

Megjegyzés

A +/150-216 =180 szamot a 150 és a 216 mértani (geo-
metriai) kozepének nevezzikk. A 150 és a 216 szamtani
kozepe nagyobb, mint a mértani kozepiik.

2 . Egy téglalap két szomszédos oldaldnak hossza a cm
és b cm. Hany cm annak a négyzetnek az oldala,
amelynek a téglalapéval megegyezd
a) akeriilete, b) a teriilete?

Megoldds

a) Legyen a keresett négyzet oldala x cm. A téglalap ke-

rillete (2a + 2b) cm, a négyzet keriilete 4x cm. A ke-
rilletek egyenlok: 4x = 2a + 2b. A négyzet oldala tehat

a+b
2
oldala hosszanak szamtani kozepe.

X = cm hosszu, azaz a téglalap két szomszédos
b) Legyen a keresett négyzet oldala y cm. A téglalap terii-
lete (a- b) cm’, a négyzet teriilete y* cm’. A teriiletek
egyenldk: y> = a- b. Melyik pozitiv szimnak a négyze-
teaza- b? A va-b -nek. Tehaty=va b.
Eszerint a négyzet oldala v'a - b cm hosszusagu.

szamot a és b szamtani kozepének nevezziik.

Pozitiv szamok esetén definidljuk a szimok mértani kozepét is.

Definicio: Ha a a és b pozitiv valos szam, akkor a v a - b szamot a és b mértani kozepének nevezziik.

3. Szamtani - mértani kozép kozti egyenlétlenség

Tétel: Ha a és b pozitiv valos szamok, akkor szamtani kézepiik nagyobb vagy egyenld, mint mértani kozepiik. Szam-

tani és mértani kozepiik akkor és csak akkor egyenld, ha a = b.

%bzx/a-b

(a, b pozitiv valds szamok)

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



A szamtani - mértani kozép kozti egyenl6tlenség

- Ha a = b, akkor a és b szamtani és mértani kozepe egyenld a—l—Ta

=aésvaa= a). Az allitas megforditasa is
igaz: ha két pozitiv szam szamtani és mértani kozepe egyenld, akkor maguk a szdmok is egyenlok.
- Ha a # b, akkor a és b szamtani kozepe nagyobb, mint a mértani kozepiik: % > v ab . Az allitas megfordi-

tasa is igaz: ha két pozitiv szam szamtani kozepe nagyobb a mértani kozepiiknél, akkor a két szam nem egyenld.

S

a+

)

Példdaul
a 8 és a 98 szamtani kozepe: (8 +98) : 2 =106 : 2 = 53, a mértani kozepiik: v/ 8-98 = v 784 = 28.
Latjuk, hogy a szamtani kézép nagyobb a mértani kézépnél: 53 > 28.

FELADAT

1S

Raadas. lecke | SZAMTANI KOZEP, MERTANI KOZEP

Hatdrozd meg a kovetkez$ szamok szamtani és
mértani kozepét! Abrazold szdmegyenesen a szi-
mokat és a hozzajuk tartozd kozépértékeket!
a) 100; 400
I | | | | |
-100 0 100 200 300 400
b) 121;361
I | | | | |
-100 0 100 200 300 400
c) 169;225
I | | | | |
-100 0 100 200 300 400

d) 200; 200

| | | | | |
T
-100 0 100 200 300 400

Keresstink egy olyan szamot, amelyet ha az 5400 és
a 24 helyébe irunk, akkor

a) az 5400 + 24 6sszeg nem valtozik meg;

b) az 5400 - 24 szorzat nem valtozik meg!

Egy téglalap két szomszédos oldalanak hossza

27 cm és 12 cm.

a) Egy négyzet keriilete ugyanakkora, mint az
adott téglalapé. Mekkorak ennek a négyzetnek
az oldalai?

Y

Y

b) Egy négyzet teriilete ugyanakkora, mint az
adott téglalapé. Mekkorak ennek a négyzetnek
az oldalai?

c) Az a) és ab) feladatban kapott két négyzet ko-
ziil melyiknek nagyobb a teriilete?

Melyik két pozitiv szam esetén teljestil?
a) szamtani kozepiik 125, mértani kozepiik 44
b) szamtani kozepiik 127,5, mértani kozepiik 126

10 milli6 Ft-os t6kénk az elsé évben 1,21-szorosara

nétt, a masodik évben a megnovekedett érték to-

vabb nétt az 1,69-szorosdra.

a) Hany forint lett a masodik év végére a téke?

b) Hany forinttal nétt a téke az elsé évben és hany
forinttal a masodik évben?

c) Atlagosan hany forinttal nétt évenként a t8kénk?

d) Egy masik esetben a 10 milli6 Ft-os tékénk
x-szeresére nétt az els6 évben, majd a megnéve-
kedett érték is x-szeresére nott a kovetkezd évben.
A misodik év végére azonban ugyanannyi pén-
ziink lett, mint az eredeti feladatban. Hanyszoros
volt az éves novekedés? Mennyi volt forintban ki-
fejezve az els6 éves és a masodik éves novekedés?
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HAZI FELADAT

4 s Januarban Vigh ur tizletében és Bir6 ur iizletében nétt a bériink, mintha az elsé évben 10%-kal
is 25 000 Ft volt a télikabat, marciusban mindkét csokkent, a masodik évben pedig 60%-kal nétt
tizletben 16 000 Ft. Biré ur februdrban és marci- volna. Hany szazalékos béremelést értiink el?

usban is ugyanannyival csokkentette a kabat arat,
Vigh ur pedig februdrban ugyannyi szazalékkal 3 = Készitsd el a fiizetedben és toltsd ki a tablazatot po-

csokkentette a janudri arat, mint ahany szazalékkal zitiv egész szamokkal!
marciusban a februdrit.
lyikik iizletében volt olcsbb a kabat feb a asp .
Melyikiik tizletében volt olcsébb a kabét febru- szémtani kizepe  mértani kizepe
arban?
96 150
2 5 a) Melyik eset a kedvezdbb: ha két hénapban egy- 375 225
mds utdn kétszer 5%-os netté bérnovekedést 8 68
ériink el, vagy ha az elsé honapban 8%-os, a 50 50
masodik héonapban ujabb 2%-o0s netté bérno- 0 ‘
vekedést?
109 60

b) Két egymast kovetd évben ugyanannyi szdza-

lékos béremelést értiink el. Igy ugyanannyival

RAADAS

46

Honnan ered a szamtani kozép és a mértani kozép elnevezés?
Valaha régen két szam kiilonbségére azt mondtdk, ez a szd- Két szam hanyadosara azt mondtdk, ez a szamok
mok szdmtani ardnya. mértani ardnya.
Példaul a 9 és a 6 szamtani aranya 9 — 6 = 3, a mértani aranyuk pedig 9 : 6 = 1,5 volt.

Ha két szamtani arany egyenld volt, akkor = jellel is felirtak Ha két mértani arany egyenld volt, akkor = jellel is felirtak

Oket, igy kaptak egy szdmtani ardnypdrt. Oket, igy kaptak egy mértani ardnypdrt.

Példaul 9 — 6 = 35 — 32, ez egy szamtani aranypar. Példaul 9: 6 = 21 : 14, ez egy mértani aranypar.

Itt a két kozépsd szam (a két belsd tag) Osszege éppen any- It a két kozépsd szam (a két belsd tag) szorzata éppen any-
nyi, mint a két szé&Is6 szam (a két kiils6 tag) dsszege. nyi, mint a két sz€&ls6 szam (a két kiils tag) szorzata.

Kiilonosen érdekesnek taldltak azokat a szamtani és mértani aranyparokat,
amelyeknél ugyanaz a szam allt az egyenléségjel mellett a két oldalon, vagyis a két belsé tag egyenl6 volt.

Példaul ilyen a 9 — 6 = 6 — 3 szamtani aranypar. Példaul ilyen a 9 : 6 = 6 : 4 mértani ardnypar.
Itt a 6-ot a 9 és a 3 szdmtani kozéparanyosdnak nevezték. Itt a 6-ot a 9 és a 4 mértani kozépardnyosdnak nevezték.

Ha a két egyenld belsé tagot x-szel, a két kiils6 tagot pedig a-val és b-vel jel6lték, akkor

az a — x = x — b szamtani aranyparban az x szamra mond- az a:x = x: b mértani aranyparban az x szdmra mondtak,

tak, hogy ez az a és a b szamtani kozépardnyosa. hogy ez az a és a b mértani kozépardnyosa.
Aza— x=x — b egyenletbsl: x = %. Az a:x=x:begyenletbdl: x = vab.

A régi elnevezések vége lekopott, igy maradt meg a szdmtani kozép és a mértani kozép elnevezés.

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



EMELT SZINT

Bizonyitsuk be a kovetkezd tételt!
Tétel: Két pozitiv szam szamtani kozepe nagyobb vagy egyenld, mint a mértani kozepiik. % >+ ab; (a,beR"). Szdm-
tani és mértani kozepiik akkor és csak akkor egyenld, ha a = b.

Bizonyitds

Ha a és b pozitiv valos szam, akkor a szamtani kozepiik is pozitiv és a mértani kozepiik is pozitiv. Tudjuk tovabbd, hogy két
pozitiv szam koziil az a nagyobb, amelynek a négyzete nagyobb.

Azt allitjuk tehdat, hogy a és b szamtani kozepének négyzete nagyobb vagy egyenl6é a mértani kozépiik négyzeténél,

vagyis (%)Z >(Vab).

E helyett az egyenl6tlenség helyett egyszertibb, vele ekvivalens egyenl6tlenségeket keresiink:

2 2
CHRULED > 0p; a4 2ab+ B2 dab;  a'-2ab+ 0205 (a— b} 20,
Az utoljara kapott egyenl6tlenség igaz, mert minden valds szdm négyzete nemnegativ szam, ezért igaz a vele ekvivalens
eredeti allitds is.
Ezzel belattuk, hogy az 6sszehasonlitott két pozitiv szam koziil a szamtani kozép négyzete nagyobb vagy egyenld a mértani
kozép négyzeténél. Ezért maguk kozott a szamok kozott is ez a nagysagviszony all fenn. Az utolsé alak azt is megmutatja,
hogy itt egyenl6ség csak akkor all fenn, ha a = b.

FELADAT

1 . Bizonyitsuk be, hogy ha a pozitiv valés szam, akkor 3. Legfeljebb mekkora lehet annak a téglalap alaka te-

a+ L > leknek a teriilete, amelyet 52 m hosszu keritéssel tu-
¢ dunk korbekeriteni?
Megoldds ) Megoldds
A ) 1, - at 1 Legyen a telek két szomszédos oldalanak hossza a méter,
7@ €saz -, sramiant Kozepe: 7 = o (a * E)’ a illetve b méter. Ekkor 2a + 2b = 52, vagyis a + b = 26,
mértani kozepe pedig ,/ a -% =1. % =13. Tudjuk azt is, hogy a telek teriilete ab négy-
A szamtani kozép nem kisebb a mértani kozépnél, vagyis zetméter.
2
%-(a + %) =1, és ebbdl 2-vel szorozva megkapjuk a bizo- Mivel 169 = <#) = ab, ezért a telek teriilete nem le-
nyitando allitast: a + % =2. het nagyobb 169 m*-nél. Ha a = b = 13, vagyis négyzet
, . , 2
Itt egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a = 1 vagyis alak,u a telek, al,<kor a teru/lete e,p,p en 169 m ' )
haa=1 a Tehat az 52 méter hosszu keritéssel legfeljebb 169 m” te-
' rilletd, téglalap alaku telek kerithetd korbe (a telek ekkor
Megjegyzés négyzet alaky; lasd az abrat is). [Az dbran
Fentiekbdl - példaul (—1)-gyel vald szorzas utjan - az is hét olyan téglalap (is) lathatd, amelyek-
kovetkezik, hogy egy —1-t6l kiilonb6z6 negativ szamnak nek a keriilete egyenld.]
és a reciprokanak dsszege kisebb —2-nél.
2 . Olvasd le errdl a rajzrol, hogy i a
ha a pozitiv valos szam, akkor a
a+1>21 a
a 1
a
a
a 1
a

4 . Legalabb mekkora annak a téglalap alakd teleknek

a keriilete, amelynek teriilete 100 m*?

Raadas. lecke | SZAMTANI KOZEP, MERTANI KOZEP



FELADAT

1 5 A zongora fehér billentytinek szokasos elnevezése

48

52 VALTOZASOK

és a hozzajuk tartozé hangfrekvenciak az abran lat-
hatok. Egy fekete billentyt letitésekor megszdlald
hang frekvencidja a szomszédos két fehér billentyti

p q x 415 Z

© D Ig) F G A H Cl

262 294 330 349 y 440 494 v

»frekvencidgjanak” mértani kozepe. Ha egy fehér és
egy fekete billentyti fog kozre egy fehér billentytit
(pl. E, F vagy H), akkor az ehhez tartozé frekvencia
a két kozrefogd billentyti ,,frekvencidjanak” mértani
kozepe. (A frekvenciat hertzben mérjiik. Példaul a
fenti abran megadott A hang frekvencidja 440 Hz.)

a) Szamitsd ki az ismeretlen frekvencidkat!

b) Hanyszorosa a C hang frekvencidjanak az egy
oktdvval magasabban megsz6lal6 C’ hang
frekvencidja?

c) A C hangtdl elindulva sorra leiitjitk mindegyik
billentytt. Mit mondhatunk az egymas utin
megszdlalé hangok frekvencidjanak ardnyarol
(az aranyokat szdzadra kerekitve)?

10 millié Ft-os tékénk az els6 évben 1,5 millié Ft-
tal, a mésodik évben 3,5 millié Ft-tal nétt. Atlago-
san mennyit nétt a téként évente?

Egy kerékparturdn az elsé napon 62 km-t tettek
meg. A masodik napon 15%-kal tobbet, mint az
els6 napon. A harmadik napon 15%-kal kevesebbet,
mint a masodik napon. A negyedik napon 14 km-
rel tobbet, mint a harmadik napon. Az 6t6dik napon
14 km-rel kevesebbet, mint a negyedik napon.

a) Toltsd ki a tablazatot a fiizetedben!

l.nap 2.nap 3.nap 4.nap 5.nap Osszesen

62 km

b) A masodik napon 15%-kal névelték, majd a ko-
vetkez6n 15%-kal csokkentették a tavot. Tobb
vagy kevesebb a napi tav a harmadik napon,
mint az elsén? Miért?

c) A negyedik napon 14 km-rel novelték, majd az
otodik napon 14 km-rel csokkentették a napi
tavot. Tobb vagy kevesebb a napi tav az 6todik
napon, mint a harmadikon? Miért?

d) Mennyit tekertek atlagosan egy nap alatt?

Egy 4j auto vételdra 4,2 millié forint. Az elsé évben
20%-kal, a masodik évben tjabb 15%-kal csokken
az auto értéke.

a) Mennyit ér az aut6 a megvasarldsa utdn egy, il-
letve két évvel?

b) Hany szazalékot veszit eredeti értékébdl (vétel-
arabol) két év alatt az autd?

c) A 20% és a 15% szamtani kozepe 17,5%. Ha
mindkét évben 17,5%-ot veszitett volna az autd
az el6z6 évi értékébol, akkor mennyi lenne két
év utdn az értéke?

d) Egy 4,2 millié forintért vasarolt céges autd érté-
két évente ugyanannyi szazalékkal csokkentették.
A vétel utdn 2 évvel az autd értéke 2,856 milli6 fo-
rint. Hany szazalékos volt az éves értékcsokkenés?

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



HAZI FELADAT

1s

Egy orszag 5 milliés népessége 1900-t6l 1950-ig

21%-kal nétt, majd 2000-ig tjabb 44%-kal.

a) Mennyi lett 2000-ben a népesség?

h) Atlagosan hany fével nétt 50 évente ebben a
100 évben az orszag népessége?

35

Egy baromfitelepen 10 000 csirke volt. Szamuk egy
év alatt 1,22-szorosara nétt, a kovetkezé évben az
el6z6 évhez viszonyitva csak 1,01-szoroséra.

a) Hany csirke lett 2 év utdn ezen a telepen?

b) Mennyi az éves atlagos szaporulat?

c) Ha 50 évente mindig ugyanannyi szézalékot c) Hény csirke lenne 2 év utén a telepen, ha mind-

két évben +/1,22 - 1,01 -szoros lett volna a no-

vekedés?

novekedve érte volna el az orszag lakossaga a
2000. évi népességszamot, akkor hany lakosa

lett volna az orszagnak 1950-ben?
d) Hany szazalékos éves novekedésnek felel meg

a /1,22 1,01 -szoros novekedés? Tobb, keve-

sebb vagy ugyanannyi ez, mint a 22% és az 1%

A haromnapos, 240 km hosszu kerékpartira ma-
sodik és harmadik napjan is 10 km-rel tobbet tet-
tiink meg, mint az el6z6 napon. szamtani kozepe (atlaga)?
a) Hany km-t tettiink meg az egyes napokon?

b) Hény szazalékkal tettiink meg tobbet a masodik,

Lo

illetve a harmadik napon, mint az el6tte 1év6n?

RAADAS

A kovetkez6 diagram azt dbrazolja, hogy 2001 és % A
2008 kozott évente hany szdzalékkal valtozott egy  ©
varos lakossaga az el6z6 évihez képest. 5 “ = 4.8
Igaz vagy hamis? A helyes logikai értékhez tarto- 4
26 sz6t ird a tabldzat megfelel6 hosszusagu sora- 3
ba! A megoldds a fiiggéleges oszlopban egy szép 2 2
magyar telepiilés neve. 1 |:| |:| -
0 _— _— = = =
-1 |:|
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
Igaz Hamis
2004-gyel kezd6d6en csokkent a varos lakossaga. OSZTAS OSSZEG
A varos lakossaga 2001-r61 2004-re 15%-kal nétt. TAG SOK
A varos lakossaga 2005-ben ugyanannyi f6vel véltozott, mint 2001-ben. SZAM ADAT
A varos lakosséga 2003-ban tobb fével véltozott, mint 2004-ben. ATLAG KOZEP
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BEVEZETO

50

SZAMSOKASAGOK STATISZTIKAI

JELLEMZOI

Egy cégnél 2001-ben 20-an dolgoztak és 5-féle fizetést kaptak. Az igazgat6 300 ezer forintot, 5 fémunkatars 250 ezret, 5 tiszt-
visel6 200 ezret, 6 adminisztrator 120 ezret, 3 részmunkaidében dolgozo takarit6 80 ezret keresett havonta. Mit olvashatunk
ki ezekbdl az adatokbol?

Megoldds

A fizetések jegyzéke 20 adatot tartalmaz.
Ezek az adatok (ezer forintokban kifejezve) novekvé sorrendben a kovetkezok:
80, 80, 80, 120, 120, 120, 120, 120, 120, 200, 200, 200, 200, 200, 250, y

A
250, 250, 250, 250, 300. I
T80 120 200 250

300

Legtobbszor a 120 fordul eld, ez a szamsokasag médusza.

gyakorisag

A felsorolasban kozépen, a 9. és a 10. helyen 200 all, ezeknek az atla-

ga szintén 200, ami a szimsokasag medidnja.

6
5
4
3
2
1
0

A fizetéseket gyakorisagi grafikonon (diagramon) is dbrazolhatjuk.
A legmagasabb oszlop a 120-hoz tartozik, a legalacsonyabb a 300-hoz. ezer Ft

A szamsokasag terjedelme a legnagyobb és a legkisebb szam kiilonbsége: 300 — 80 = 220.
A terjedelem a grafikon vizszintes tengelyén olvashato le.

Szamitsuk ki a fizetések atlagat! Az atlagot ugy kapjuk meg, hogy a 20 szam 9sszegét elosztjuk 20-szal. Mivel sok egyenld
adat van, érdemes sulyozott atlagot szamolni: (300 + 5 - 250 + 5 - 200 + 6 - 120 + 3 - 80) : 20 = 3510 : 20 = 175,5.
A 20 dolgozo fizetésének atlaga 175 500 forint. 11-en ennél tobbet keresnek, 9-en ennél kevesebbet.

Az atlagtol kevéssel tér el az 5 tisztviseld fizetése, de az igazgato és a takaritok fizetése nagyon messze van az atlagtol. Azt is
mondhatjuk, hogy nagy a fizetések szérodasa.

Egy véges szamsokasag legfontosabb statisztikai jellemzdi:

Leirasa
Atlag a sokasag elemeinek az 9sszegét elosztjuk az elemek szamaval
Modusz a legtobbszor eléfordul6 elem (lehet tobb modusz is)
Medidn a nagysag szerinti felsorolasban paratlan elemszam esetén a kozépen 4ll6 szam,
péros elemszam esetén a kozépen all6 két szam 4atlaga
Terjedelem a legnagyobb és a legkisebb szam kiilonbsége

Ha az adatok gyakorisaga ismert, akkor az 4tlag kiszamolhaté agy, hogy a szamokat megszorozzuk a gyakorisagukkal,
ezeknek a szorzatoknak az Osszegét elosztjuk a gyakorisagok Osszegével. (Ezt az eljarast nevezik sulyozott szamtani
ko6zép szamoldsanak.)

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



FELADAT

1 5 Add meg a kévetkezé szamsokasagok fobb statisz-

tikai jellemzd6it!

a)

8,9,3,59,4 b) 80, 90, 30, 50, 90, 40

2 = Egy 30 szambol allé adathalmaznak ismerjiik a terje-

delmét, atlagat, medianjat és moduszat. A négy koziil

melyik az a statisztikai jellemz6, amelyiknek az értéke

biztosan szerepel az adathalmaz elemei kozott?

3 5 Adott négy szam: 5, —2; —1; 0. Adj meg egy 6todik

szamot ugy, hogy

a)
b)
c)

d)
e)

az 0t szam medianja 0 legyen!

az Ot szam atlaga 0 legyen!

az 0t szam medidnja és egyetlen modusza meg-
egyezzen!

az Ot szam atlaga és medidnja megegyezzen!

az Ot szam atlaga és egyetlen modusza meg-
egyezzen!

4 = Tizenegy tanul6 olyan tesztdolgozatot irt, amely-

ben 100 pontot lehetett elérni.
A tanulok elért pontszdamai: 100; 100; 100; 63; 62;
60; 12; 12; 6; 2; 0.

a)

b)

Add meg az elért pontszamok f6bb statisztikai
jellemzéit!

A csoportban az a vélemény van tobbségben,
hogy nehéz volt a teszt. Tudsz-e érvelni a tobb-
ség véleménye mellett a statisztikai mutatokra
tamaszkodva?

HAZI FELADAT

1 s Egy szabalytalan doboékockat egymas utan 120-

szor feldobtunk, a dobott szimokat pedig sorban

feljegyeztiik:

Pontszam 1 2 3 4 5 6

Gyakorisag 21 18 4 45 22 10

a)
b)

c)

Mennyi a dobott szamok atlaga?

Mennyi a 120 szambdl allé szamsokasdg modu-
sza, medidnja, terjedelme?

Hany pont lehet a kocka harom pontot tartal-
maz0 lapjaval szemkozti lapon?

5 s A két diagram a félév végi kémia osztalyzatokat
mutatja egy iskola 10.A, illetve 10.B osztalyaban.

db A
14
12 -
10 -
8 L
6 L
4 L
2 - i
0 |
elégtelen elégséges kozepes jo jeles
Elégtelen
0% .,
Jeles Elegs:ges
20% 10%
Kozepes
Jo 40%
30%

a) Hatdrozd meg, hogy mennyi a félévi kémiaosz-
talyzatok terjedelme, modusza, medianja és at-
laga az egyes osztalyokban!

b) Fogalmazd meg, hogy az egyes statisztikai jellem-
z6k milyen mdédon olvashatok le a diagramokrdl!

c¢) Szerinted melyik osztalyban lettek ,jobbak” az
eredmények? Milyen érvek szdlnak az egyik,
milyen érvek a masik osztaly mellett?

2 s Egy roplabdacsapat pélyan 1év6 6 jatékosanak at-
lagmagassaga 172 cm. Egyik jatékosukat lecserélik,
igy az atlagmagassag 174 cm-re véltozik. Mennyi-
vel magasabb az 4j jatékos annal, akit lecseréltek?

3 5 Adj meg 6t pozitiv egész szamot tigy, hogy median-
juk 5, atlaguk 4 legyen!

4 > Egy adatsokasdg hét elemérdl a kovetkezoket tud-
juk. Az adatsokasag egyetlen mdédusza 42. Az atlag
48, ez megegyezik a mediannal, és kétszer is sze-
repel az adatok kozott. Az adatok terjedelme 16.
Hatarozd meg az adatsokasag elemeit!
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OSZTALYBA SOROLAS,

ATLAGOK ATLAGA

BEVEZETO

A tablazatban ezresekre kerekitve megadtak egy varos lakoinak életkor és nem szerinti megoszlasat. A varos legiddsebb
embere 93 éves.

Eletkor 0-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 60-69 70-93
N6k (ezer £6) 7 9 10 10 12 11 10 12
Férfiak (ezer f6) 8 10 11 10 10 8 7 7

a) Hany nd és hany férfi él ebben a varosban?
b) Készitstink az adatok alapjan oszlopdiagramot!
¢) Szamitsuk ki a varos lakosai életkordnak atlagat!

A tablazat életkoruk szerint nyolc osztélyba sorolta a varos lakosait. Az elsd osztaly hatarai a 0 és a 9, a masodik osztaly
hatarai a 10 és a 19, végiil a nyolcadik osztaly hatarai a 70 és a varos legiddsebb lakosanak életkora, azaz 93.

(A hivatalos felmérésekben az ilyen tipust osztalyba sorolds ugy torténik, hogy — példaul - 9 éves az, akinek a felmérés évében van a tizedik sziiletés-
napja, 25 éves az, akinek a felmérés évében van a 26. sziiletésnapja és igy tovabb.)

Megoldds

a) Anékszdma 7+ 9+ 10+ ... + 12 = 81 ezer, a férfiaké 8 + 10 + 11 + ... + 7 = 71 ezer. (Ezek természetesen kerekitett
értékek.)

b) A diagram vizszintes tengelyén az osztalyokat, fiiggGleges tengelyén az adott osztalyba tartozé lakosok szamat tiintetjiik fel.

ezer f6 A
12

[ nék
10 | M [ férfiak

8

0 t t t t t t t
0-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 60-69 70-93
életkor (év)

¢) Az atlag kiszdmitasanal gyakran hasznalt (kozelit6) modszer az, hogy az egyes emberek valddi életkora helyett osztaly-
kozepekkel szamolunk. Az osztalykozép az adott osztaly két hataranak a szamtani kozepe.
Az atlag kiszamitasahoz tehdt ezt a gyakorisagi tablazatot hasznaljuk:

Eletkor 4,5 14,5 24,5 34,5 44,5 54,5 64,5 81,5
Lakosok szdma (ezer f6) 15 19 21 20 22 19 17 19

Az életkorok stlyozott szamtani kozepe:
4,5-15+14,5-194+24,5-214+34,5-20+44,5-22 4+ 54,5-19 + 64,5-17 + 81,5-19 6207
15+19+21+20+22+19+17 +19 152

A varos lakosai életkoranak atlaga tehat koriilbeliil 41 év.

= 40,8 (év).
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Megjegyzések

1. Feladatunkban egy varos lakossagat osztalyokba soroltak. Vegyiik észre: minden lakos benne van az egyik osztalyban,

de egyik lakos sincs benne két kiilonb6z6 osztalyban!

2. Az osztalyba sorolt adatok atlaganak kiszamitdsa természetesen nem feltétleniil adja ugyanazt, mintha minden egyes

ember életkorat megkérdeztiik volna, majd a 152 ezer szam Osszegét elosztottuk volna 152 ezerrel.

A statisztika olykor megelégszik a kevésbé pontos értékekkel is, f6leg ha

- a pontos értékek meghatarozasa tulsdgosan id6igényes (példaul azért, mert a 152 ezer szamot be kell gépelni a szami-

togépbe), vagy

— tul sokba kertiil, és nem ,,tériil meg” a pontossaggal nyert tobbletinformacio.

1 = Egy gytijté rendezte a bélyeggytjteményét, és koz-
ben feljegyezte, milyen értéki bélyegei vannak.
Az alabbi tablazatot készitette el.

Erték (Ft)
Darab 42 47 36 7

500-1000  1000-1500  1500-2500  2500-5000

Az 1000 Ft értéki bélyegeket a masodik, az 1500 Ft
értékiieket a harmadik, a 2500 Ft értékieket a ne-
gyedik osztalyba sorolta.

a) Hany bélyegbdl 4ll a gytijtemény?

KIDOLGOZOTT FELADAT

Bencének az egyik hazi feladataban ki kellett szamitania az
5,7, 2, 3, 4 szamok atlagat. Bence jo fejszamold, ezért igy

»gyorsitotta meg” a megoldast:
5+7

Az 5 ésa7atlaga 6 (mert =6),a2, 3,4 szamok atlaga

2+3+4

pedig 3 (mert = 3). Tehat az 5, 7, 2, 3, 4 szamok

3 _45).

6+
atlaga 4,5 (mert a 6 és a 3 atlaga

Az iskolaban meglep&dve tapasztalta, hogy masoknak nem
ugyanez ,,jott ki”. J6-e Bence ,,gyors mddszere”’?

Megoldds

Bence gyors munkaja sajnos hibas volt.

5+7+2+3+4

Ki kellett volna szdmolnia az tort értékét,

L 21
ami — = 4,2.
5
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b) Készits oszlopdiagramot a bélyegek értékérol!

c) Mennyit ér a bélyeggylijtemény a gyiijt6 sze-
rint, ha az altala létrehozott osztalyok osztaly-
kozepével szamol? (Az osztalykozép most is az
osztaly két hatdranak szamtani kozepe.)

d) A gytijt6 kiszamitotta a bélyegek értékének at-
lagat. Van-e olyan bélyeg a gyujteményében,
amelynek pontosan ennyi az értéke?

5+7 2+3+4
Ehelyett Bence ezt szamolta ki: (T + Tj :2.

Ezt k6z6s nevezdre hozds utan igy irhatjuk:

3:5+43:7+2:2+2:3+2:4 54 _9_ .
12 2 2 7

5+7+2+3+4

és ez nem egyenld az torttel.

Bence az 6t szam atlaga helyett az 6t szambol képzett két
csoport atlaganak atlagat szamitotta ki, igy hibas ered-
ményt kapott.

Akkor kapott volna helyes eredményt, ha az atlagok stlyo-
zott atlagaval szamolt volna, tehat figyelembe vette volna,
hogy 2 db szam 4tlaga volt 6, és 3 db szam atlaga volt 3:

2:6+3-3 _ 21
L= =2 =42,
5 5
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FELADAT

D = Egészségiigyi sztir6vizsgalat soran megmeérték a 10. évfolyamon a tanuldk testmagassagat.

10. A-s fitk 10. A-s lanyok 10. B-s fiuk 10. B-s lanyok
létszam 14 18 15 19
magassagok atlaga 176 cm 170 cm 172 cm 168 cm

Mennyi a teljes évfolyamon a magassagok atlaga?

3 5 Egy cég 50 dolgozdjanak atlagkeresete 358 400 Ft. Koziiliik a 40 éves vagy annal idésebb dolgozok atlagkeresete
380 000 Ft, a 40 évnél fiatalabbaké 320 000 Ft. Hany 40 évnél fiatalabb dolgozo van a cégnél?

4 5 Egy cég dolgozoi kozott az atlagéletkor egy tizedesjegyre kerekitve 42,4 év. A férfiak atlagéletkora 46,4 év, a nék
atlagéletkora 40,2 év.
a) No6i vagy férfi dolgozébol van tobb ennél a cégnél?
b) Mennyi a férfi és a n6i dolgozok szamanak aranya?

5 5 Egy varosban osszesitették a 10. osztdlyos tanulok testmagassaganak mérési eredményeit. (A 150 cm magas ta-
nulodkat a 150-160 kozottiek kozé, a 160 cm magas tanuldkat a 160-170 kozottiek kozé soroltdk, és igy tovabb.)

testmagassag (cm-ben)  140-150 150-160 160-170 170-180 180-190 190-196
létszam (f6) 12 67 146 31 6

Az osztalykozepek segitségével meghataroztak a testmagassagok atlagat: ez (kerekitve) 168,6 cm.
Hany tanul6 esik a 170 — 180 kozotti kategoriaba?

6 = (Erettségi feladat, 2014, emelt szint)
A tavaszi idény utols6 bajnoki mérkdzésén a Magas Fitk

Jatékos  Dobasi kisérletek o,
Dobészézalék  Kosirlabda Klubjénak teljes csapatabol heten léptek pélyd-

mezszama szdma
4 ) 50 ra. A mérkézés utan az edz6 elkészitette a hét jatékos egyéni
5 3 0 statisztikdjat. Az alabbi tablazat mutatja a jatékosok dobasi
6 T 60 kisérleteinek szamat és az egyes jatékosok dobdszazalékat
; g 55 egészre kerekitve. (A dobdszazalék megmutatja, hogy a do-
basi kisérletek hany szazaléka volt sikeres.)

10 7 43

L s = Szamitsd ki, hogy mennyi volt a csapat dobdszazaléka ezen

15 14 57

a mérkézésen!

HAZI FELADAT

1 N A minc’iségel]en()'r a gyért(’)sorrél lekertilt, kész iz- ) 950 1000-  1050—  1100-  1150—
. Elettartam

z0k élettartamat vizsgéalta. Mérési eredményeit tab- 1000 1050 1100 ~ 1150 1200
lazatban rogzitette. A véletlenszertien kivalasztott oo R <l Gl = 25

és megvizsgalt izzok osztalyba sorolasakor az elsé A megvizsgalt izzok mindegyike legaldbb 950 érat

osztdlyba azok keriiltek, amelyeknek az €lettartama vilagitott, és nem volt olyan, amelynek az élettarta-

elérte a 950 orat, de az 1000 érat mar nem. A ma- e Albrie welng e 1200 Gkt

sodik osztalyba azok az izz6k keriiltek, amelyeknek a) Hany izz6t vizsgalt meg a minéségellenér?

az élettartama elérte az 1000 orat, de az 1050 Ordt b) Készits gyakorisagi diagramot a tablazathoz!

mar nem ¢és igy tovabb.
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c) Egészitsd ki a tablazatot a relativ gyakorisagok-
kall A vizsgalt izzok hany szazaléka felelt meg a
»legalabb 1000 6rés iizemid6” kovetelménynek?

d) Szamitsd ki az izzok élettartamdnak atlagit az
osztalykozepek segitségével!

2 5 (Erettségi feladat alapjén)
Egy egyiittes tobb vidéki varosban koncertezett. Az
eladott jegyek szamat, a jegyek arat, és a jegyekbdl
szarmazd bevételt az alabbi tablazat tartalmazza.
eladott . bevétel a
Varos jegyek e,gy - jegyeladasbol
; ara (Ft)
szama (ezer Ft)
Debrecen 3250 6825
Gybr 2760 6348
Kecskemét 1800 4410
Miskolc 2940 1600
Pécs 2200 6820

a) Mennyi volt az Gsszes eladott jegy atlagos ara?
b) Mennyi volt a jegyek ardnak terjedelme,
modusza és medidnja?

3 s Figyeld meg a kovetkezé gondolatmenetet!

»Alig van olyan matematikadolgozat, amely ese-
tén az osztalyatlag nem 3. A legtobbszor ugyanis

van kozottiik 6tos, négyes, harmas, kettes és egyes
is. Az Otos osztalyzatok atlaga nyilvan 5, a né-
gyes osztalyzatok dtlaga nyilvan 4, a harmasoké
3, a ketteseké 2, az egyeseké pedig 1. Ennek az 6t
szamnak az 4tlaga adja az osztalyatlagot, ami tehat

5+4+3+2+1_15_,
5 5 '
Helyesnek taldlod-e az atlagszamitds ilyen modjat?

Vilaszod indokold!

Egy osztaly 25 tanul6janak testmagassaga cm-ben

mérve a kovetkezd: 151, 156, 158, 158, 164, 164,

164, 164, 164, 166, 166, 168, 168, 168, 170, 170,

171,171, 171, 171, 172, 173, 174, 176, 182.

a) Mennyi a 25 adat moédusza és medianja?

b) Végezd el a 25 adat osztalyba sorolasat! Leg-
alabb 4, legfeljebb 6 osztalyt alkoss!

c) Szamold ki az osztélykozepek segitségével a test-
magassagok atlagat, majd szamitsd ki a 25 szam
atlagat is! Hasonlitsd 6ssze a két szamot!

A hazi feladat elkészitéséhez, ellendrzéséhez
tablazatkezel6 programot is hasznélhatsz.

EMELT SZINT

FELADAT

1.
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a) a modusz nem valtozik, de az atlag igen;

b) az 4tlag nem valtozik, de a médusz igen;

vesziink, az 54-et, igy az atlag tovabbi 0,5-del megnd. Eredetileg hany szamot tartalmazott a szimsokasag, és mennyi

volt a szamok atlaga?

Keress példat olyan tiz elembdl 4ll6 adatsokasagra, amelyet ki lehet egésziteni egy Gjabb elemmel az alabbi médon:
c) amedidn nem valtozik, de az atlag igen;
d) az atlag nem valtozik, de a medidn igen?

Egy szamsokasdghoz hozzavesziink egy tjabb szamot, a 60-at, igy az atlag 1-gyel megnd. Majd még egy szamot hozza-

A piacon 6t helyen drulnak 6szibarackot. Az egyik helyen 720 Ft-ba kertiil 1 kg, a kovetkez6 helyen 800 Ft-ba, a harma-
dik helyen 580 Ft-ba, a negyedik helyen 700 Ft-ba. Mennyibe keriil az 6todik helyen, ha tudjuk, hogy az 6t adat atlaga

is szerepel az arak kozott, és az adatok egyetlen mdédusza nem egyenl$ a medidnjukkal?

adathalmaznak két médusza van, az 52 és az 58. Az adathalmaz 4atlaga szerepel a mdduszok kozott. Hatarozd meg a

szamokat!

Egy természetes szamokbol all6, hételemt adathalmazrdl a kovetkezéket tudjuk. A medidn és a terjedelem is 55, az
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VELETLEN? - RELATIV GYAKORISAG

CSOPORTMUNKA

Dolgozzatok parokban! c) Készitsetek diagramot arrdl, hogyan valtozott az
Osszesités soran a dobott fejek szamanak relativ
1 5 a) Minden par dobjon fel 50-szer egy szabalyos gyakorisagal
pénzdarabot! Szamoljatok ossze a fejek gyakori- d) Egy iskolai tanul6csoportban a kovetkezd Gssze-
sagat, majd szamitsatok ki a fejek relativ gyakori- sitett tablazat és diagram sziiletett.
sagat!
Dobasok sziama Ebbél a fejek  Fejek relativ
Osszesen akorisaga akorisaga
Dobasok Fejek gyakorisaga Fejek relativ gyako- &Y 8 & &
szama 50 dobésbol risaga 50 dobasbdl L 50 24 0,48
50 2. 100 49 0,49
3. 150 69 0,46
b) A tobbi par eredményét figyelembe véve készitse- 4. 200 93 0,47
tek egy Osszesitd tablazatot 50, 100, 150, ... , 400 5, 250 116 0,46
dobds esetén a fejek gyakorisagarol! Szamitsatok 6. 300 148 0,49
ki az eredményekhez tartozo relativ gyakorisago- 7. 350 172 0,49
kat!
8. 400 201 0,50
Dobasok sza-  Ebbdél a fejek  Fejek relativ 5 100
ma Osszesen  gyakorisaga  gyakorisaga E 8:38
£ 0,70
1. 50 & 050
2. 100 £ 0,50 o= e .
E 0,40
3. 150 $ 030
< 0,20
:é 0,10
_8 0,00 T T T T T T T

50 100 150 200 250 300 350 400
dobdsok szama

()
-~

Mit fejez ki az a hétkoznapi kijelentés, hogy ha
egy szabalyos pénzérmét feldobunk, akkor 0,5
annak a valdszintisége, hogy a dobds eredménye
fej lesz? Hogyan tdmasztja ala a kisérlet ezt a kije-

lentést?

Ha egy kisérletet, megfigyelést n-szer végeztiink el, és k-szor kaptunk meg egy eredményt, akkor azt mondjuk, hogy ennek

az eredménynek a gyakorisaga k, a relativ gyakorisaga pedig %

(Itt az n pozitiv egész szam, a k egy-egy nemnegativ egész szam, és k < n.)
A relativ gyakorisag jobban jellemzi az eseményt, mint a gyakorisag, mert azt mutatja meg, hogy az esetek hdnyadrészében
kaptuk meg a vizsgalt eredményt.
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CSOPORTMUNKA

2 =5 a) Minden par dobjon fel 50-szer 3 kiilonb6z6 pénzdarabot (pl. egy 5 fo-
rintos, egy 10 forintos és egy 20 forintos érmét), és minden dobas utdn
htzzon egy vondst a megfelel6 celldba! Az elsd betli az 5 forintoson, a
masodik a 10 forintoson, a harmadik bet(i pedig a 20 forintoson lathato

képet jelzi, ez minden esetben fej (F) vagy iras (I) lehet.

[FTRTE FFI FIF IFF FII IFI IIF III Osszesen

b) Készitsetek dsszesitd tablazatot az 50 dobds eredményérol:

A kisérlet kimenetele ~ FFF FFI FIF IFF FII IFI IIF 111
Gyakorisag
Relativ gyakorisag

c) Készitsetek diagramot a 8 lehetséges kimenetel relativ gyakorisagarol!

d) Feldobunk egy 5 forintos, egy 10 forintos és egy 20 forintos érmét. Mekkora annak a valdszintisége, hogy az 5 fo-
rintoson fej, a 10 forintoson és a 20 forintoson pedig irds lesz a dobds utan? A kisérlet eredménye mennyire van
ezzel 6sszhangban?

e) Mekkora annak a val6szintisége, hogy harom kiilonboz6 érmével dobva egy fej és két iras lesz a dobas eredménye?
Hogyan tdmasztja ald a kisérlet a kérdésre adott valaszt?

f) Mekkora annak a valdszintisége, hogy harom egyforma érmét feldobva egy fej és két iras lesz a dobds eredménye?
Tibor szerint 4 eset van:

- mindhdrom érmén fej; — két érmén fej és egy érmén iras;
- mindhdrom érmén irds; - két érmén irds és egy érmén fej lesz a dobds utan.

Tehat i annak a valoszintisége, hogy a dobds eredménye egy fej és két iras lesz. Igaza van-e Tibornak?

HAZI FELADAT

1 5 Végezz el 50 dobast egy szabalyos dobokockaval, és 2 5 Szamitogéppel generdltunk 850 véletlen kockado-
ird fel sorban a kapott pontszaimokat! bast. Egészitsd ki a tablazatot!
a) Hanyszor kaptal 6-ost az els6 10, az els6 20, az

elsé 30, az elsd 40 és az 50 dobasbol? ?rei? I];lzsny o 1 2 3 4 5 6
b) Toltsd ki a tablazatot a fiizetedben! Gyakoriség 126 180 152 138 119
10 20 30 40 50 Relativ
dobds dobas dobas dobas dobas gyakorisag

6-0s dobasanak

B 35 Az el6z6 feladat tablazata alapjan szamitsd ki,
6-0s dobasanak mennyi a gyakorisaga, illetve a relativ gyakorisaga
relatfv » annak, hogy a gép

gyakorisdga a) primszamot dobott;

b) Osszetett szamot dobott;
c) legalabb 5-6t dobott!
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CSOPORTMUNKA

Dolgozzatok parokban!

58

1s

MEGISMERHETO VELETLEN

a) Dobjatok egyszerre két, egy fekete és egy fehér dobokockaval, majd jegyez-

zétek fel a két kockan dobott pontok dsszegét! Minden par végezzen el 50

kisérletet! \ 'S ()
b) Szamitsatok ki minden lehetséges kimenetel relativ gyakorisagat is! L
Pontosszeg 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Osszesen
Vonasok
Gyakorisag 50
Relativ gyakorisag 1

c) Készitsetek relativ gyakorisagi diagramot a tablazat eredményei alapjan!

d) Egy tanulécsoportban 8 par dsszesen 400 kisérletet végzett el. Osszesitett tabldzatuk és relativ gyakorisagi diagram-
juk a kovetkezéképpen alakult:

Pontosszeg 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Osszesen
Gyakorisag 10 21 30 52 63 66 48 41 32 24 13 400
Relativ gyakorisag 0,025 0,0525 0,075 0,13 0,1575 0,165 0,12 0,1025 0,08 0,06 0,0325 1

Hasonlitsatok 6ssze a tablazatot és a diagramot a sajat kisérletetekkel!

0,18
0,16 —
& 0,14 -
§
:>,30’(1)8 —
2z 7
£ 006 — =
= 0,04 — [ — [
021 T

0 T T T T T T T T T T

pontdsszeg

Zsombor szerint két dobokockaval dobva ugyanolyan valészintiséggel dobhatunk 7-et, mint 8-at. Kijelentését a kovet-
kezbképpen indokolja:

7=1+6=24+5=3+4¢s

8=2+6=3+5=4+4.

Mivel mindkét szam haromféleképpen bonthato fel, ezért egyforma a 7 és a 8 pontdsszeg dobasanak esélye.

a) Alatamasztjak-e az el8z6 kisérlet eredményei Zsombor okoskodasat?

b) Szerinted koriilbeliil mekkora a valészintsége a 7, illetve a 8 pontdsszeg dobasanak?

c) Mi okozhatja az eltérést?

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



Véletlen jelenség, véletlen kisérlet

A valdszinliségszamitas véletlen jelenségekkel, helyzetekkel foglalkozik. Amikor egy ilyen véletlen jelenséget megfigye-
liink, és annak eredménye nem meghatérozhato el6re (természetesen feljegyezziik annak kimenetelét), akkor ezt véletlen
kisérletnek is mondjuk.

Példaul:

- Két dobokocka feldobasa egy véletlen jelenség. Véletlen kisérletet végzek, amikor konkrétan feldobok egy fehér és egy
fekete dobokockat, és megfigyelem a dobds eredményét. A kisérlet kimenetele, hogy mennyit dobtam a fehér, és mennyit
dobtam a fekete kockaval.

Elemi események

Egy véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezziik.

Példdul:

- Egy fehér és egy fekete dobdkockaval dobva egy elemi esemény, ha a fehér kockaval 3-ast, a fekete kockaval 4-est do-
bunk. Ebben a véletlen kisérletben 36 kiilonb6z6 elemi esemény kovetkezhet be.

Véletlen kisérletek és relativ gyakorisag

Azt tapasztaljuk, hogy ha a véletlen kisérletet nagyon sokszor, azonos kériilmények kozott végezziik el, akkor egy konkrét

kimenetel relativ gyakorisaga egy jol meghatarozott érték kozelében ingadozik.

Példaul:

- Ha egy pénzérmét nagyon sokszor feldobunk, akkor annak a relativ gyakorisaga, hogy a dobds eredménye fej, varhatéan
0,5 kozelében lesz.

Valoszintiség

Ha egy véletlen esemény soran az elemi események egyforman valdszintek (és a lehetséges elemi események szdma vé-
ges), akkor az esemény valosziniiségét ugy szamolhatjuk, hogy a kedvezé elemi események szamat elosztjuk az dsszes
elemi esemény szamaval.

A valészintiség jele P (a latin probabilitas sz6 kezdébetlije, ami valdszintiséget jelent).

Példaul:

- Két pénzérmét feldobva mennyi annak a valdszintisége, hogy mindkét érmén fej lathat6? Azt gondolhatnank, hogy

3 kimenetel van: mindkét érmén fej, mindkét érmén iras, illetve egyiken fej és masikon irds, igy a valdszintség % De

ezek nem egyforman valoszint elemi események! Az ,egyik fej, masik irds” kimenetel kétféle moédon valdsulhat meg:
lehet az elsé fej és a masodik iras, és lehet forditva, az els6 iras és a masodik fej. Akkor irunk fel egyenléen valdszinti
elemi eseményeket, ha ezeket megkiilonboztetjiik. Egyenléen valészini elemi események tehat: FE FI, IF I, ez 6sszesen

4 lehet8ség. Ebbdl 1 a kedvezd, ezért a valdszinliség i Ha a kisérletet nagyon sokszor elvégezziik, akkor azt tapasztal-
juk, hogy a relativ gyakorisag is 0,25 kozelében lesz. Az el6z6 két modell kozott az a kiilonbség, hogy az egyikben a két
pénzérmét egyformanak gondoljuk, a masikban megkiilonboztethetdnek. A kisérleti tapasztalatok azt mutatjak, hogy

megkiilonboztethetdk. Igy a valdségot a masodik modell irja le.
- Két dobdkockaval dobva 3 olyan elemi esemény van, amikor a dobott szamok 6sszege 10 (fehér hatos és fekete négyes,

fehér 6t0s és fekete 6tos, fehér négyes és feke-

te hatos). Ezért annak a valoszintisége, hogy [Ha az elemi események egyformén Valészinﬁek]
a dobott szamok 6sszege 10, ugy szamolhato,

hogy a kedvezé elemi események szamat (3) .
osztjuk az Osszes elemi esemény szamaval
w3 1 i ., kedvez6 elemi események szama
(36). A valoszinliség: = = —. egy esemény valOszintisége =— - p p
36 12 Osszes elemi esemény szama
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FELADAT

1 5 a) Az aldbbi tablazat azt tartalmazza, hogy két b) Hany lehetséges kimenetele van a kisérletnek?
dobodkockaval dobva mennyi a két dobds Gssze- ¢) Mekkora annak a valészintisége, hogy a fekete
ge. Az els6 sor mutatja a fekete dobdkockaval kockan 4, a fehér kockan pedig 1 pont lesz egy
dobott szamot, az els6 oszlop pedig a fehér do- dobas utan?
békockaval dobott szamot. Ird be az iires me- d) Mekkora annak a valészintisége, hogy egy do-
z6kbe a két dobas Osszegét! Néhany mez6t mar basnal a dobott pontok 6sszege 12 lesz?
kitoltottink. e) Mekkora annak a valdszintisége, hogy a dobott

pontok Osszege 7? Alatamasztja-e ezt a par-
1 2 3 4 5 6 munkdban végzett kisérlet eredménye?
f) Mekkora annak a valdszintisége, hogy a dobott
1 4 pontok Osszege 8?7 Alatamasztja-e ezt a kisérlet
eredménye?
2 4

g) Mekkora annak a valdszin(isége, hogy a dobott
pontok Osszege kisebb 5-nél? Alatamasztja-e

’ ’ ezt a kisérlet eredménye?
4 10

2 5 Mekkora annak a valdszintisége, hogy két (szinre
= © és méretre is) egyforma szabdlyos dobdkockaval
. . dobva a dobott pontok dsszege

a) 7; b) 11; c) 6lesz?

Két dobdékocka
Egy fekete és egy fehér dobokockaval dobva az elemi események szama 36, ami egy 6 x 6-os tablazatban abrazolhato.

Meglepé médon azonban két fekete dobdkockaval dobva az elemi események szama ugyanugy 36. Akkor kapunk egyen-
16en valdszind elemi eseményeket, ha a két ,,ugyanolyan” dobdkockat is megkiilonboztetjiik, példaul az egyiket gondolat-
ban megjeloljiik. (Fizikai valéjaban a két dobokocka sohasem teljesen ugyanolyan, mindig megkiilonboztethetd.)

Példdul:

Két kockaval dobva a dobdsok dsszege 2, 3, 4, ..., 11 vagy 12 lehet, azaz 11-féle. Azt gondolhatnank ez alapjan, hogy %
annak a valdszintisége, hogy a dobasok dsszege 7. A dobasok dsszege azonban sokféle moédon lehet 7. (1 + 6,2 + 5,3 + 4,
4+ 3,5+ 2,6 + 1). Mig példaul a dobasok 6sszege csak egyféle modon lehet 2 (1 + 1). Ezek tehat nem azonos valdszinti-
ségll elemi események. Akkor kapunk a valoszintiségre helyes, azaz a tapasztalat altal alatimaszthat6 eredményt, ha a két
fekete dobokockat megkiilonboztetjiik, és 6 x 6-os tablazatban abrazoljuk az elemi eseményeket.

FELADAT

60

3 5 (Kompetenciamérés, 2010)

Mité egy korongot sarga, zold, kék és piros szinti korcikkekre osztott. A korong koze- o Taldlat

pére forgd mutatot szerelt. Ha a mutatdt jo er8sen megporditi, akkor az néhanyszor Piros 32
korbefordul, majd lelassul és megall az egyik korcikknél. Maté a mutat6t 100-szor Kek 16
megporditette, és minden forgds utdn feljegyezte, hogy milyen szint korcikknél allt Zold 34
meg. Az eredményeket egy tablazatban Gsszesitette. Sarga 18
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a) Legnagyobb valoszintiséggel melyik lehet Maté korongja a tablazat adatai alapjan?

b) Szamold ki Maté 100 kisérlete
esetében mennyi az egyes szinek

Szin  Relativ gyakorisag Valészintiség Eltérés

relativ  gyakorisaga! Hatarozd Piros
meg a hozza tartozé korongon ;
az egyes szinek valoszintiségét! —
Mennyi az egyes szinek esetében  Zold
a valdszintiség és a relativ gyako-

risag kiillonbsége? Sarga

4 = Egy tarsasjatékban Zsofinak is, Tamasnak is két babuja van még a palyan. A soron kovetkez6 jatékos mindig két
kockaval dob, majd kivalasztja egyik babujat, és azzal lelépi a dobott szamok sszegét. Ha 1épése végén olyan me-

z0re érkezik, ahol az ellenfél babuja 4ll, akkor kititi azt a babut. Zso6fi kovetkezik. Mennyi a valdszintisége, hogy a
kovetkezd 1épésben Zsofi kititheti Tamas valamelyik babujat?

@ @ @ @ haladasi irdny

Egy tarsasjaték szerencsekartyajan a kovetkezo szoveg olvashato:

o
Y

,Dobj mindkét kockaval! Ha a dobasok értéke megegyezik, akkor 1épj annyit, mint a két szam szorzata. Ha a két
dobis kiilonbozik, akkor a nagyobb szamot 1épd le”

a) Toltsd ki a tablazatot ugy, hogy azt mutassa, melyik esetben

mennyit kell [épni! @ B @ @

b) A babunk el6tt 4 mezével all az ellenfél egyik babuja. Mennyi

annak a valdszintisége, hogy pontosan 4 mez6t lépiink elére,
és igy ki tudjuk titni?

c) A babunk 5 mezdre van a céltdl. A beérkezéshez elég atha-
ladni a célvonalon, nem kell pontosan a célmezdre érkezni.

Mennyi annak a valdszintisége, hogy a kovetkezd 1épésben

legalabb 5 mez6t tudunk elére haladni?
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N
V)

Két kiilonbo6z6 dobdkockaval dobunk. Hasznald az

orai feladat tablazatat!

a) Mennyi a valoszintisége, hogy mindkét kocka
azonos szamot fog mutatni?

b) Mennyi a valészintisége, hogy a szamok 6ssze-
ge nagyobb lesz, mint 97

c) Minek van nagyobb valészintsége, annak, hogy
az Osszeg nagyobb, mint 9, vagy annak, hogy ki-
sebb, mint 42

Feldobtunk két kiilonb6z6 szinti kockat, a dobott

pontok szorzatat pedig tablazatba foglaltuk.

a) Készitsd el a 6 x 6-0s tablazatot, amely megad-
ja, hogy melyik elemi esemény esetén mennyi a
dobott szamok szorzata!

b) Hény elemi esemény esetén lesz a dobott pontok
szorzata 6 és melyek ezek az elemi események?

RAADAS

62

1.

a)

b)
c)

d)

Norbi és Barnabds ,,kd-papir-olld” jatékot jatszanak.

Készits a két dobokockas tablazathoz hasonld
tabldzatot, amely a jaték egy korének lehetséges
kimeneteleit tartalmazza! Minden rubrikaba ird
be, hogy az adott eset dontetlen-e, illetve ha nem,
akkor melyik fit nyer!

Mekkora az esély a dontetlenre?

Alatamasztja-e a tablazat, hogy ez egy ,fair” ja-
ték, azaz mindkét jatékosnak egyenld esélye van a
gyOzelemre?

K&, papir, ollo

Ketten jatszotok: jobb kezetekkel egyszerre mutat-
jatok a k6, a papir vagy az olld jelét.

o A k6 legy6zi az ollét, mert kicsorbitja.

o Az oll6 legy6zi a papirt, mert elvagja.

o A papir legy6zi a kovet, mert becsomagolja.

Mekkora a dontetlen esélye a ké-papir-ollé-gyik-
Spock jatékban?

Spock

Mekkora ,,a dobott pontok szorzata 6” esemény
valoszintisége?
c) Mekkora a valdszintisége annak, hogy a dobott
pontok szorzata négyzetszam (1, 4, 9, ...) lesz?
d) Mekkora annak a valészintisége, hogy a dobott
pontok szorzata nagyobb lesz 10-nél?

3 = Egyszerre dobunk fel egy 5, egy 10 és egy 20 Ft-ost.

a) Hanyféle kimenete lehet ennek a véletlen kisér-
letnek?

b) Mennyi a valdszin(isége, hogy mindhirom
pénzérme ,,irast” fog mutatni?

c) Mennyi a valészintisége, hogy mindhdrom
érme ugyanazt fogja mutatni?

d) Mennyi a valdszintsége, hogy csak egy érme
mutat ,,irdst”, a masik ketté ,,fejet”?

K6, papir, ollo, gyik, Spock

Az oll6 elvagja a papirt, a papir bevonja a k-
vet. A kb agyoniiti a gyikot, a gyik megmarja
Spockot, Spock eltori az ollét. Az oll6 lefejezi a
gyikot, a gyik megeszi a papirt, a papir cafolja
Spockot, Spock feloldja a kovet, és a ko eltori az
ollét.

ollo

papir

ko
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EMELT SZINT

2 . Négy kartyalapon a kévetkez6 bettik szerepelnek:

Véletlenszertien htiztunk a kartydkbol egyet, majd visszatevés nélkiil, a megmaradt kartyakbdl még egyet. A kartyakat
a hazas sorrendjében letettiik egymas utan. Mennyi a valdszintsége, hogy értelmes magyar szot raktunk ki?

Megoldds:
Abrézoljuk graf segitségével a lehetséges kimeneteleket!

A E M Z
E M Z A M Z A E Z A E M
A grafrdl leolvashato, hogy 12 elemi esemény van. Ezek egyforman valdszintiek, ezért elég azt 9sszeszamolnunk, hogy a 12
lehet8ség koziil melyek azok, amikor értelmes szot kapunk. Ez 3 esetben torténik, értelmes szavak a kovetkez6k: AZ, EZ,

MA. A valé6szintiség tehat: 3 =1

12 4
3. Egy dobozban 5 kiilonb6z6 szinii golyé van: barna, fehér, kék, piros, sarga. Egymads utan két golyot huzunk ki gy,
hogy az elsének kihtzott golyét nem tessziik vissza.
a) Hany elemi esemény van ebben a véletlen kisérletben? Szemléltesd graffal!
Mekkora a valészintsége, hogy
b) az els6 golyo kék szint lesz;
c) az els6 golyd nem kék szinii lesz;
d) akét kihuzott goly6 kozott nincs piros;
e) akét kihuzott goly6 kozott van piros;
f) az egyik kihtzott golyo sdrga, a masik pedig fehér?

4 . Oldd megaz el6z6 feladatot azzal a valtoztatassal, hogy a masodik hizas el6tt az elsének kihtzott golyot visszatessziik!

5 . Egy szabélyos dobdkockaval haromszor dobunk. Mennyi a valészintisége, hogy
a) az elsé dobasunk hatos?
b) a masodik dobasunk lesz az els6 hatos?
ik dobédsunk lesz az els6 hatos?

m dgbés oOsszege 62
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BIZTOS, LEHETETLEN, VELETLEN

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Mekkoraannak a valészintisége, hogy két kiilonbozd 2 . Egy dobozban 5 kiil6nb6z6 szinli golyé van: barna,
szind, szabalyos dobdkockaval dobva fehér, kék, piros, sarga. Mekkora annak a valdszinii-
a) a dobott pontok 6sszege 16-nél kisebb lesz; sége, hogy egy golyot véletlenszertien kihtzva
b) a dobott pontok dsszege 12-nél nagyobb lesz; a) a golyo piros lesz;
c) adobott pontok 6sszege 5 lesz? b) a goly6 nem piros lesz;

¢) agoly6 barna vagy kék lesz?
Megoldds

Megoldds
a) Ez az esemény mindenképpen bekovetkezik, vagyis

A véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleinek szdma 5, és

biztos esemény. A val6sziniisége 1. . p i o . .
Y 8 ezek mind egyenlden valdszintiek. Tehat mindegyik elemi

b) Ez az esemény egyetlen alkalommal sem kovetkezhet 1
be, tehat lehetetlen esemény. A valdszintsége 0. esemény valdszindisége 5
c) Ez az esemény négyféleképpen is bekovetkezhet: ,a a) A piros golyo6 huizasa elemi esemény, tehat % a valoszi-

dobott pontok Osszege 5” esemény négy elemi esemény niisége

esetén valosul meg. Mindegyik elemi esemény valdszi- b) Most 4 ,kedvez8” elemi esemény van. Ennek az ese-

nlsége ——, ezért a keresett valdszinliség 4-szer ekkora . ot [
8 36° 8 > ménynek a valdszintisége tehat %
4 1 P . . , . .
azaz 3 == g ¢) A kedvezd elemi események szama 2, ezért az esemény

bekovetkezésének valoszintisége % .

1. A biztos esemény mindig bekovetkezik, valdszintisége 1.
2. Alehetetlen esemény sohasem kovetkezik be, valoszintisége 0.

3. Ha az elemi események egyforman valdszintiek, és szamuk véges, amit jeloljiink #-nel, akkor

- egy elemi esemény bekovetkezésének valdszintsége 1

- ha k darab olyan elemi esemény van, amikor bekovetkezik az A esemény, akkor az A esemény valdszintisége az elemi
esemény valdszintiségének k-szorosa: P(A) = %
4. Ha két esemény olyan kapcsolatban van egymassal, hogy egyszerre sohasem kovetkeznek be, ugyanakkor koziilik az
egyik biztosan bekovetkezik, akkor ezeket egymast kiegészité eseményeknek, vagy komplementer eseményeknek
nevezziik. Ha egy esemény valdszintisége p, akkor komplementer eseményének valészintisége 1 — p.
Példaul:
- A, dobott szam hatos”, a ,,dobott szdm nem hatos™ ezek komplementer események.

FELADAT

1 5 A 10. a osztalyba 22 lany jar és 13 fia. Egy sorsolds soran mindegyikiik nevét beleteszik egy kalapba, majd vélet-
lenszertien 5 nevet htiznak. Az elsé négy név négy lanynak a neve. Mi a valdszintisége, hogy az utols¢ kihtuzott név
a) egy fiunak a neve lesz; b) egy lanynak a neve lesz?
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2 s Egy zacskéban korongok vannak. Ezeknek % része fehér, 25%-a piros, £l része z6ld, a tobbi sarga. A zacskobdl

véletlenszeren huiznak egy korongot. Mennyi a valdszintsége, hogy

a) akihuzott korong sarga;
b) akihuzott korong kék;

c¢) akihuzott korong piros vagy zo6ld;
d) akihuzott korong nem fekete?

fehér piros z0ld | sarga |
8 Y J\ J\_ N\ J
% rész 25% % rész

3 5 Egy zacskéban miizli szeletek vannak. Koziiliik 15 almds, 5 mogyorés. (Amelyik almds, az nem mogyords, és for-

ditva.) Véletlenszertien kihtizunk egyet.
a) Mennyi a valdszintisége, hogy mogyordsat huzunk?

b) Mennyi mogyordsat tegyiink a zacskoba, hogy annak a valészintisége, hogy mogyorésat hizunk, % legyen?

5 db
mogyoros

. J

15 db almas

Osszesen 20 db

15 db almas (5w d,b
mogyords

osszesen (20 + x) db

4 5 Az 1; 2; 3 szamkartyakbdl véletlenszertien kirakunk egy haromjegyt szamot. Mennyi a valészintisége, hogy ez a

szam paratlan?

5 = Allitsd nagysag szerint ndvekvé sorrendbe az alabbi eseményeket a valoszintségeik szerint! (A dobdkockdk sza-

balyosak, a pénzérméken csak azt figyeljiik, hogy Fej vagy Iras lthato.)

T OO Ow

HAZI FELADAT

1 5 Egy repiilégépjarat 200 utasa koziil 94-en magyar al-
lampolgérok, 72-en angolok, 20-an hollandok és 14-
en németek. Mennyi a valdszintisége annak, hogy egy
véletlenszertien kivalasztott utas allampolgarsaga
a) magyar; ¢) nem angol;

b) holland vagy német; d) kinai?

2 5 Mennyi annak a valdszintsége, hogy a szabdlyos
dobokockaval dobva a dobas eredménye
a) osztéja 60-nak?
b) oszthat6 60-nal?

57. lecke | BIZTOS, LEHETETLEN, VELETLEN

Egy dobdkockaval dobunk. Annak a valészintisége, hogy a dobds eredménye osztéja 5-nek.
Egy dobdkockaval dobunk. Annak a valdsziniisége, hogy a dobas eredménye kisebb, mint 5.
Két kockaval dobunk. Annak a valésziniisége, hogy a dobasok 6sszege 5.

Két kockaval dobunk. Annak a valdszintisége, hogy a dobasok dsszege kisebb, mint 5.

Két pénzérmét feldobunk. Annak a valdszintisége, hogy mindkét érmén Fej lathato.

Két pénzérmét feldobunk. Annak a valdszintisége, hogy legaldbb az egyik érmén Irds lathato.
Két pénzérmét feldobunk. Annak a valdszintisége, hogy a két érmén kiilonboz6 lathato.
Héarom pénzérmét feldobunk. Annak a valdszintsége, hogy mindharom érmén mas lathato.

3 s Egy dobozban 60 golyd van, egy résziik fehér, ma-
sik résziik fekete. Véletlenszertien hiizva egy golyot
a fehér golyo huzasanak valdszintisége 0,4, a fekete
goly6 hizasanak valoszintisége 0,6.

a) Hany fehér goly6 van a dobozban?

b) Hény fehér golyot kellene még beletenni a do-
bozba, hogy a helyzet megforduljon, és a fehér
goly6 huzasanak valdszintisége legyen 0,6?

c) Hany fekete golyot kellene kivenni a dobozbdl
(az eredeti 60 golyo koziil), hogy a helyzet meg-
forduljon, és a fehér golyé hizasanak valdszi-
ntsége 0,6 legyen?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

VALOSZINUSEG A GYAKORLATBAN

Egy 36 f6s osztalyban 9 didk tanulja emelt szinten a mate-
matikat, 18 a torténelmet, s ezek koziil 3 didk mindkét tan-
targyat. Mennyi a valoszintsége, hogy egy véletlenszer(ien
kivalasztott diak

a) emelt szinten tanulja a térténelmet;

b) mindkét tirgyat emelt szinten tanulja;

c) egyik tantargyat sem tanulja emelt szinten;

d) csak a torténelmet tanulja emelt szinten;

e) csak az egyik tantdrgyat tanulja emelt szinten, a mdsi-

kat nem?

Megoldds
a) Ha harminchat diakbdl 18 tanulja emelt szinten a torté-

nelmet, akkor a keresett valdszintiség % =0,5.

b) -~ 0,083.

c) Elészor tudnunk kellene, hogy pontosan hany didk
nem tanulja emelt szinten egyik tantargyat sem. Eh-
hez készithetiink Venn-diagramot, vagy hasznalhatjuk
a ,,logikai szita” mddszert is: a 36 didk koziil zarjuk ki
azokat, akik valamilyen tantargyat emelt szinten tanul-
nak: 36 — 9 — 18 =9, de azokat, akik mindkét targyat
emelt szinten tanuljak, kétszer zartuk ki, holott csak
egyszer kellett volna. A helyes valasz igy: 9 + 3 = 12.

FELADAT

66

1 s Egy biztositotarsasag felmérést készitett 1000 vé-
letlenszertien kivalasztott iigyfele bevondsaval. Az
1000 ugyfél kozil 611-nek gépjarmu-biztositdsa,
389-nek lakasbiztositasa és 96-nak mindkétféle
biztositdsa van a tarsasagnal.
Mennyi a valdszintisége annak, hogy ezen 1000
tgyfél koziil egyet véletlenszerten kivalasztva en-
nek az tigyfélnek

matematika torténelem

36-(6+15+3)=12

Tehat 12 didk nem tanulja egyik tantdrgyat sem emelt

szinten, igy a keresett val6szintség % =~ 0,333.

d) Hasznaljuk az el6z6 feladat abrajat! A valdsziniség

18—3 _ 15 _
36 —36~0,417.

Ebben a feladatban mashogy is gondolkodhattunk volna:
annak a valoszintisége, hogy egy diak emelt szinten tanulja

a torténelmet, az a) feladat szerint ﬁ, de ebben ,,benne

36

van” az a ;_6 valdszintség is, hogy a didk mindkét tan-

targyat emelt szinten tanulja. Annak valdszintisége tehat,
hogy csak a torténelmet tanulja emelt szinten, a maradék:

183 _15
36 36 36 0.417.
e) A Venn-diagram alapjan: 6 ;615 = % =~ 0,583. Vagy
e .6 15 _ 21
valdszintiségekkel: 36 T 36 = 36 0,583.

a) van gépjarmi-biztositdsa a tarsasagnal;

b) akétféle biztositas koziil egyik fajtaval sem ren-
delkezik;

c) akétféle biztositas koziil legalabb az egyik fajta-
val rendelkezik;

d) csak az egyik fajta biztositdsa van, a masik

nincs?

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



2 5 Az alabbi tdblazat egy vérellaté kézpont nyilvan-
tartdsa arrol, hogy a legutobbi vérado akcidjuk so-
ran hany egységet kaptak az egyes vércsoportokbdl
a kiilonb6z6 donoroktdl (1 egység = 4,5 deciliter).

Vércsoport
0 A B AB
Rh-pozitiv 161 73 44 14
Rh-negativ 30 14 8 2

Véletlenszertien kivalasztva egy donort mennyi

a valoszintisége annak, hogy

a) adonor AB-s vagy B-s vércsoportu;

b) a donor 0-s vércsoportu vagy Rh-pozitiv;

¢) adonor nem AB vércsoportd, és nem is Rh-ne-
gativ?

HAZI FELADAT

1 = Egy internetszolgaltat6 tdrsasiag nagyszamu {igy-
fél korében elvégzett, reprezentativnak mondhatd
felmérést készitett arrdl, hogy tigyfeleik mennyire
elégedettek a szolgaltatasaikkal. Az eredményeket
a grafikon szemlélteti.

Mennyire elégedett a szolgaltatassal?
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Mennyi a valészintsége, hogy egy véletlenszertien
kivélasztott tigyfél

a) nagyon elégedett a szolgaltatassal;

b) csak kevésbé vagy egyaltalan nem elégedett?

58. lecke | VALOSZINUSEG A GYAKORLATBAN
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Otbaratné érkezik az el6adéterembe, koztitk Anna

és Kati. Véletlenszerti sorrendben, egyesével lépnek

a terembe. Mennyi a val6szindsége, hogy

a) Anna lép be els6nek?

b) Anna és Kati valamilyen sorrendben egymas
utdn lépnek be?

¢) Anna és Kati nem egymas utan lépnek be?

Ha torténelembdl veled egytitt mar csak hatan nem
feleltetek, és a mai dran két ember felel egymas
utan, akkor mennyi a valoszintisége annak, hogy
a) teleszel az elsé feleld;

b) te leszel a masodik felel6;

c) felelni fogsz a mai dran;

d) te nem fogsz felelni a mai 6ran?

Egy egyetem 860 els6éves hallgatdja koziil 312-en
gazdasagi szakra jarnak, és az elsGévesek kozott
452 n6 van. Az els6éves hallgatonék koziil 195-en
jarnak gazdasagi szakra. Mennyi a val6szintsége,
hogy egy véletlenszertien kivélasztott elsééves
egyetemista

a) gazdasagi szakra jar;

b) gazdasagi szakra jaré hallgatond;

c) nem gazdasagi szakra jar¢ férfi hallgato;

d) gazdasagi szakra jaro férfi hallgat6?

A tablazat egy repiilétér killonbozé parkoldiban
all6 autdk szamat mutatja.

l.zéna 2.zéna 3.zoéna 4.zo6na
A parkold 43 19 18 5
B parkol6 65 41 23 2
C parkol6 39 22 15 11

Mennyi a valdszintisége annak, hogy a kovetkezd
auto, amelyik elhajt a parkolébdl

a) az A parkold 1. z6najabol jon;

b) a B parkolébdl jon;

c) nem a 4. z6nabol jon;

d) a C parkoldbol vagy a 3. z6nabdl jon?
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GYAKORLAS, TUDASPROBA

(Kompetenciamérés, 2016)

Janosék almat arulnak a piacon. Az elsé diagram azt mutatja, hogy az egyik héten melyik napon hany forintért

arultak az alma kilojat, a masodik diagram pedig azt, hogy az adott napon hany kilogramm almat adtak el.
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Hétfé Kedd Szerda Csiitortok  Péntek

Mennyi volt ezen 6t nap alatt a napi bevételiik atlaga?

(Erettségi feladat, 2017)
14
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20
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didkok szdma

1 2 3 4 5
érdemjegy

(Erettségi feladat, 2009)

Béla egy fekete és egy fehér szinii szabalyos dobokockaval dob.
Feljegyzi azt a kétjegyt szamot, amelyet gy kap, hogy a tizes
helyiértéken a fekete kockaval dobott szam, az egyes helyiértéken
pedig a fehér kockaval dobott szam all. Mennyi annak a valdszi-
nulsége, hogy a feljegyzett szam

a) négyzetszam;

b) szamjegyei megegyeznek;

c) szamjegyeinek Osszege legfeljebb 9?

Hétfs Kedd Szerda Csiitortok  Péntek

Egy 30 f8s osztaly matematika érettségi
vizsgdjanak érdemjegyei olvashatok le az
alabbi diagramrél. Add meg az osztaly
matematika érettségi érdemjegyeinek at-
lagat, medianjat és moduszat!

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



4 = Egy cég 10 600 kg terméket gyart az egyik évben.
A miasodik évben 410 kg-mal tébbet termelnek.
a) Hany kg terméket kellene gyartani a kovetkezd
évben, hogy ugyanannyival néjon a termelés?
b) Hany kg terméket kellene gyartani a kovetkezd
évben, hogy ugyanannyiszorosara néjon a terme-
lés?

5 s 15 szam atlaga 4,2. Hozzavettiink még egy szamot,
igy az Gj atlag mar 5. Melyik szamot vettitk hozza?

6 = Véletlenszertien kivalasztunk egy pozitiv, harom-
jegyl egész szamot. Mennyi a valdszintsége, hogy
a) oszthato 5-tel;
b) kisebb, mint 500;

¢) négyzetszdm?

7 5 (Kompetenciamérés, 2008)
Egy kiallitas bejaratanal véletlenszertien megkér-
deztek 300 kilép6 vendéget, hogy mi a véleménytik

TUDASPROBA

1 5 Egy ellenérzés soran megmérték 20 csomag rizsnek
a tomegét. A mérések eredményeit a kévetkezé tab-
lazat tartalmazza:

meérési

, 981 985 997 998 1001 1002 1007
eredmény (g)
darabszam 1 2 5 3 3 5 1

Mennyi a mérési eredmények atlaga?

2 = Ismert egy tarsasag hét tagjanak életkora:
14, 15, 15, 16, 19, 20, 20
Egészitsd ki a 7 adatot még egyetlen adattal gy, hogy
a 8 adat
a) moddusza 15 legyen! c¢) atlaga 17,5 legyen!
b) medianja 17 legyen!

W
Y

=
Y

a kiallitasrol. A valaszokat az alabbi tablazat fog-
lalja Gssze.

Nem gyakorolt
Nem L
Korcsoport — Tetszett ra kiilonosebb
tetszett ,
hatast
25 évesnél = - s
fiatalabbak
legalabb 25,
legfeljebb 46 41 39 20
évesek
46 évesnél > . .
idésebbek

Ha ebbdl a 300 vendégbdl véletlenszertien kiva-

lasztunk egyet, akkor mi a valdszintisége, hogy

a) tetszett neki a kiallitas?

b) 46 évesnél idGsebb?

c) 46 évesnél nem idGsebb és nem tetszett neki a
kidllitas?

Egy matematika versenyen a Csorba utcai iskola in-

duldinak atlagpontszama 34 lett, a Konkoly utcai is-

kola induléinak atlagpontszdama pedig 42. A két isko-

la tanuldinak egytittes atlagpontszama 36 volt.

a) Melyik iskolabdl indultak tobben?

b) Mennyi induld volt ezekbdl az iskoldkbdl, ha 40-
nel toébben indultak az egyik iskolabdl, mint a
masikbdl?

Két dobokockaval dobunk. Mennyi a valdszintisége,
hogy

a) a dobott szamok sszege 8;

b) a dobott szamok 6sszege nagyobb, mint 8;

c) adobott szamok 6sszege legalabb 8?

5 s Tablazatba foglaltuk, milyen konyvek sorakoznak egy iskolai kényvtar egyik konyvespolcan.

magyar szerzo
modern klasszikus
krimi regény krimi

12 11 5 14

regény

kilfoldi szerz6
modern klasszikus
krimi regény krimi regény
43 38 21 16

Véletlenszertien kivalasztunk egy konyvet. Mennyi a valdszintisége, hogy ez egy

a) modern konyv;

59. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA

b) regény;

c¢) nem klasszikus és nem regény?
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FELADAT

1.

Melyik két pozitiv valds szamrol van sz, ha
a) szamtani kozeptik 15, mértani kozepiik 12;
b) szamtani kozepiik 22,5, mértani kozepiik 182

Egy kamarakorus tagjai koziil mindenki legalabb 40 éves. A korus legidésebb tagja 54 éves. Az atlagéletkor 43 év.
Az egyik probara csak a korelnok nem tudott eljonni, s ekkor az 4tlagéletkor 42 év volt. (Az életkorok mind egész
szamok.)

a) Hanyan vannak a kérusban?

b) Legfeljebb hany éves a masodik legid6sebb korustag?

c) Legalabb hany éves a masodik legiddsebb korustag?

A Mikulas zsakjdban 12 mogyords csoki, és még valamennyi marcipanos csoki lapult. Ha még 6 marcipanos csokit tesz

a Mikulas a zsakba, akkor 115 -del cso6kken annak a valdszintisége, hogy véletlenszertien hiizva a zsakbodl, mogyorosat

valaszt. Hiny mogyords csoki van a Mikulas zsdkjaban?

Egy jatékos vetélkedén nyolc résztvevd van, 6t lany és harom fit. A soron kovetkezd feladatra véletlenszertien kisor-
solnak harom jatékost. Mennyi a valdszintisége, hogy a kisorsolt jatékosok kozott van fit?

Egy szabalyos dobdkockaval haromszor dobunk. Az eredményeket a dobasok sorrendjében felirjuk egymas utan, igy
egy hdromjegyl szamot kapunk. Mennyi a valdszintisége, hogy a kapott haromjegyti szdm

a) oszthatd 4-gyel;

b) szamjegyei csokkend sorrendben dllnak egymas utdn?

Egy kollégista fii arrdl panaszkodott édesanyjanak, hogy folyton
elvész fél par zoknija. Ezért édesanyja vett neki 9 par egyforma kék
csikos zoknit és 6 par egyforma fekete zoknit. Ezeket a fitl egy kozos
zokni-zsdkban tartotta.

a) Elso reggel a fit véletlenszertien belenyul a zsikba és kivesz két
zoknit. Mennyi a valészintsége, hogy azonos szintd zoknikat huz
ki?

b) Ha az els6 nap egy par kék csikos zoknit hasznalt (és azt nem tette
vissza a zsakba), akkor mennyi a valészintsége, hogy méasnap két
kiil6nb6z6 zoknit huz?

(Erettségi feladat, 2010)
Peti levelet irt négy baratjanak, Andrasnak, Bélanak, Csabanak és Daninak, és mindenkinek egy-egy fényképet is akart
kiildeni a nyaralasrol. A négy fénykép kiilonboz6 volt, és Peti mindegyikiik hétlapjara rdirta, kinek szanja. A fényké-
peket végiil figyelmetleniil rakta a boritékba, bar mindenki kapott a levélben egy fényképet is.
a) Hanyféleképpen fordulhat eld, hogy csak Andris kapja azt a fényképet, amelyen a sajat neve szerepel?
b) Az aldbbiak koziil melyik esemény bekovetkezésének nagyobb a valdszintisége?

A) Senki sem kapja azt a fényképet, amelyet Peti neki szant.

B) Pontosan egyikiik kap olyan fényképet, amelyen a sajat neve szerepel.

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS



TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

1 5 Mennyi az ismeretlen szam, ha a szamok 4tlaga 44?
a) 35 x c) 33; 44; 45, x
b) —=2; y d) —2; —2; 105, 105; x

(Kompetenciamérés, 2004)
A tablazat azokat a pontokat tartalmazza, amelyeket
Miklés 6t szergyakorlatara kapott a hdrom pontozo-
birdtdl egy tornaversenyen.

3. birod
8,1
8,1
9,1
7,3
7,5

2. biré
7,8
8,2
8,5
8,3
7,6

1. biré
7,8
9,2
9,1
8,7
7,4

Szer
Ugras
Talaj
Korlat
Lo
Gytirt

Hatdrozd meg, hogy az egyes szereken mennyi lett
Miklés atlagpontszama!

(Kompetenciamérés, 2019)

Zedvéros féutcajan, az iskola el6tti gyalogatkelénél
forgalomszamlalast végeztek. A kovetkezd tablazat-
ban 6sszesitették az adatokat.

Ora
7.00 - 8.00
8.00 - 9.00

Auto
1200
1000

Teherauté és busz  Kerékpar
150 500
200 300

a) Akkor tesznek lampat az iskola el6tti gyalogatke-
16ho6z, ha a 7.00 és 8.00 6ra kozott athalado jar-
mivek (személyautd, teherauto, busz és kerékpar)
szamanak percenkénti atlaga meghaladja a 30 jar-
muvet. Tesznek-e lampat a gyalogatkel6hoz?

b) Percenként atlagosan hany kerékpar haladt at a
gyalogatkel6nél 7.00 és 9.00 ora kozott?

(Kompetenciamérés, 2019)

Marci a szamara legkedvez6bb mobildijcsomagot
szeretné kivalasztani, ezért néhany hénapon at meg-
figyelte telefonalasi, SMS-ezési és mobilinternet-
haszndlati szokdsait. Ezt mutatja a kovetkez6 tablazat.

Janudr  Februar  Mdrcius
Telefonalas (perc) 75 45 100
SMS-kiildés (db) 52 78 43
Mobilinternet (GB) 1,7 0,8 1,4
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A TELE-NET Mobil Tarsasagnal a kovetkezd csoma-
gokbdl lehet valasztani.

A B C D
csomag csomag csomag csomag
Telefonalas (perc) 100 70 150 90
SMS (db) 50 70 90 60
Mobilinternet (GB) 1 1,5 2 3
Ar (Ft) 3500 4000 4500 5000

Fo6

S N N

Y

14
12
10

Y

Melyik csomagot valassza Marci, ha azt szeretné,
hogy minden szempontbdl tobbet tartalmazzon a
hdrombhavi 4tlagnal, és a lehet6 legolcsobb legyen?

(Kompetenciamérés, 2011)

Egy felmérés soran 6tven 14 éves fiatalt kérdeztek meg
arrol, hogy évente koriilbelill hany konyvet olvasnak
el. A felmérés eredményét szemlélteti a diagram.

0-2 3-5 6-8 9-11  12-14  18-20 20 felett

Evente olvasott konyvek szdm (db)

A megkérdezett fiatalok hany szdzaléka olvas el ha-
vonta atlagosan legaldbb egy konyvet?

A Kis Boltban komoly vita alakult ki egy most beve-
zetésre keriild ,,sikertermék” jovébeni dranak alaki-
tasarol.

Az tzletvezetd azt javasolta, hogy az alacsony ,beve-
zet” arat két honap mulva emeljék fel 20%-kal, majd
Ujabb két honap milva tovabbi 10%-os emelést hajt-
sanak végre. Az tzletvezetS-helyettes szerint inkdbb
mindkét alkalommal az ,atlagos”, 15%-os dremelést
hajtsdk végre. Szerinte igy is ugyanaz lesz négy honap
utdn a termék dra. Tegyél igazsagot a vitaban!

71



®
Y

10>

115

125

135

72

Arpési ur fizetése egyik hénapban 262 ezer Ft volt.
A kovetkez6 honapban ennél 8%-kal tobbet kapott.
A harmadik hénapban pedig 8%-kal kevesebbet,
mint a masodik honapban. Mennyi volt ebben a ha-
rom hénapban az atlagfizetése?

Téth ur jévedelme janudrtdl juniusig nettd 268 ezer Ft
volt. Ekkor fizetésemelést kapott: 12%-kal megnétt
a bére. Majd szeptemberben megint emeltek a fize-
tésén, ekkor 5%-kal. Mennyi volt ebben az évben az
atlagfizetése?

A két szam mértani kozepe 30. Mennyi az ismeretlen
szam?
a) 25;x b) y; 30 c) z9 d) 0,1; w
Bankban fektettiink 100 000 Ft-ot. Két év mulva
110 000 Ft volt a szamlankon.

Mekkora 6sszeg volt a szamlankon félid6ben, az elsé
év elteltével, ha mindkét évben ugyanannyiszorosara

nétt a befektetett 9sszeg?

Egy téglalap oldalai 2,7 cm és 7,5 cm.

a) Mekkorak annak a négyzetnek az oldalai, mely-
nek a kertilete ugyannyi, mint a téglalap kertilete?

b) Mekkorak annak a négyzetnek az oldalai, mely-
nek a teriilete ugyannyi, mint a téglalap tertilete?

Egy kenyérgyar 1j keverégépet szerez be. A gép vétel-
ara 3,2 millié Ft. A gép értéke az els6 évben 16%-kal,
a masodik évben tjabb 5%-kal csokken.

a) Mennyit ért a gép egy, illetve két év elteltével?

b) Hany szazalékot veszitett eredeti értékébdl a gép
2 év alatt?

c) Egy dagasztd gép értéke ugyancsak 3,2 millié Ft
volt, majd a két év elteltével is megegyezett az
értéke a keverdgép értékével. De a dagasztogép
értéke a két évben egyenld szazalékkal csokkent.
Mennyi volt az értéke az els6 év elteltével?

Az elektronikus naploban tobbféle sulyozas llithato
be az osztalyzatok értékelésére. Az egyik lehetdség
szerint a dolgozatra adott jegy kétszeres sullyal sze-
repel. Egy diak jegyei matematikabodl a kovetkezok:
5; 4; 5; 3; 5; 5; 4. Ezek koziil a két négyes az, amit dol-
gozatra kapott. Szamitsd ki a jegyek sulyozott atlagat
2 tizedesjegy pontossaggal!

14 5 (Kompetenciamérés, 2015)

Balazs bioldgia szakos hallgat6 az egyetemen. A sejt-
bioldgia tantargy félévi jegyének a meghatérozasahoz
a kovetkez6 atlagot szamitjak ki:
Atlag =
__ hdzi dolgozat jegye + 2 - zérthelyi dolgozat jegye + 3 - vizsgadolgozat jegye
6

Balazs a hazi dolgozatara harmas, a zarthelyi dolgo-
zatara kettes érdemjegyet kapott, a vizsgadolgozat
még hatra van. Az a diak kap félévkor négyest, akinek
az atlaga nagyobb vagy egyenld, mint 3,51 és kisebb,
mint 4,51. Lehet-e még négyes Balazs félévi jegye?

15 s Egy didk angol jegyeinek atlaga 4,375. Még egy dol-

gozatot fognak irni. Ahhoz, hogy jelest kapjon an-
golbdl, a tanar legaldbb 4,5-es atlagot var el. A didk
kiszamolta, hogy sajnos akkor 6 mar nem érheti el a
jelest. Legalabb hany jegye van eddig angolbdl?

16 > (Erettségi feladat, 2016, emelt szint)

Egy varosi piacon a piros almat 5 kg-os csomagolasban
aruljak. A csomagokon olvashato felirat szerint egy-egy
csomag tomege ,,5 kg + 10 dkg” (Az almak nagy mérete
miatt az 5 kg pontosan nem mérhetd ki) A mindség-
ellen6rzés soran véletlenszertien kivalasztanak 8 csoma-
got, és ezek tomegét méréssel ellendrzik. Csak akkor en-
gedélyezik az almak arusitdsat, ha egyik csomag tomege
sem kevesebb 4 kg 90 dkg-ndl, és a nyolc mérési adat
5 kg-tol mért atlagos abszolut eltérése nem haladja mega
10 dkg-ot. (Az adatok atlagos abszolut eltérése azt jelenti,
hogy az 5 kg-tol vett eltérések abszolutértékének az at-
lagat szamoljuk ki.) A mérések eredménye a kovetkezd:

amerles 2 3 4 5. 6 7 8
sorszama
MErtIo” 506 491 493 512 508 517 493 512
meg (dkg)

A mérések alapjan engedélyezik-e az almdk arusitasat?

17 s Melyik két pozitiv valés szamrol van sz6, ha

a) szamtani kozeptik 15, mértani kozepiik 15;
b) szamtani kozepiik 17, mértani kozepiik 15?

18 5 Kétszam szamtani kozepe 8,5. Melyik szamot vegyiik

hozza harmadiknak, hogy a harom szam szamtani
kozepe az el6z6 szamtani kozéphez képest

a) ne valtozzon;

b) 1,5-del nagyobb legyen;

c) 1,5-szeresére valtozzon?

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS
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Két szam szamtani kozepe 10. Az egyik szamot meg-
noveljiik 8-cal. Hogyan valtozik meg a szamtani ko-
zép?

Két pozitiv szam kiilonbsége 20. Szamtani kozepiik
2-vel nagyobb, mint a mértani kozepiik. Melyik ez a
két szam?

(Kompetenciamérés, 2011)

A kovetkez6 tablazat az aranylabdds portugal lab-
darugd, Luis Figo karrierjének néhany adatat tartal-
mazza az 1995 és 2005 kozotti idészakrol.

Mérkézések Rugott
Klub Szezon
szama golok szama
1995-96 53 9
1996-97 53 7
FC Barcelona  1997-98 46 6
1998-99 50 9
1999-00 47 16
2000-01 49 14
2001-02 44 11
Real Madrid 2002-03 48 12
2003-04 55 13
2004-05 43 7

22 >

23>

24 S

a) Atlagosan hdny meccsen jétszott Figo évente, eb-
ben az idészakban, ebben a két csapatban?

b) Melyik szezonban lett a legjobb az egy meccsre
juté golatlaga?

c) Az egy szezon alatt rugott golok szamanak meny-
nyi a medianja, mdédusza és 4tlaga ebben a 10 év-
ben?

Ha egy nyolcoldalti dobé-oktaéderrel dobunk, az ered-
mény egy 1 és 8 kozotti egész szam. Egy dobassorozat:
2, 4, 4, 6, 4,1, 7, 8 7, 3, 1, 3, 5 5, 8.
Hatérozd meg a dobasok atlagat, moduszat, medianjat!

12 szam modusza 3, dtlaga 4. Hozzavettiink még egy
szamot, igy az atlag 5-re novekedett. Melyik szamot
tettiik a szdmsokasaghoz? Mit mondhatunk az dj
szamsokasag moduszarol?

(Erettségi feladat, 2006)

Egy madrciusi napon 6t alkalommal mérték meg a
kiilsé6 hémérsékletet. A kapott adatok dtlaga 1 °C,
medidnja 0 °C. Adj meg 6t ilyen lehetséges homér-
séklet értéket!
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25 5 Tablazatba foglaltuk egy kiranduldcsoport tagjainak
életkorat.
életkor 14 15 16 17 18 20 21

gyakorisag 3 8 7 3 2 1 1

26 >

27 >

28 >

305

315

Add meg az adatok méduszat, medianjat, terjedelmét
és atlagat!

Egy 32 fos osztalyban mindenki tanul idegen nyelvet.

Osszesen 16 didk tanul egy, 11 diak kettd, és a tobbiek

pedig 3 idegen nyelvet.

a) Készits gyakorisagi tablazatot arrol, hogy hanyan
tanulnak 1, 2 illetve 3 idegen nyelvet!

b) Atlagosan hény idegen nyelvet tanulnak az osz-
taly tanuloi?

c) A tanult idegen nyelvek szamabol all6 adatsornak
mennyi a médusza és a medidnja?

Adj meg 10 pozitiv egész szamot gy, hogy egyetlen
moduszuk 4, medianjuk 5, terjedelmiik 9, atlaguk 5,1
legyen!

Egy hat elembdl all6 adathalmaz minden eleme egy
természetes szdm. A minta medidnja 10,5, mdédusza
11, terjedelme 6, atlaga pedig 10,5. Hatarozd meg az
adathalmaz elemeit!

(Erettségi feladat, 2013, emelt szint)

Egy 50 adatbdl 4ll6 adatsokasdg minden adata eleme

a {0; 1; 2} halmaznak.

a) Legfeljebb hany 2-es lehet az adatsokasagban, ha
az adatok atlaga 0,322

b) Lehet-e az 50 adat medidnja 0, ha az atlaguk 1,4?

c) Lehet-e az 50 adat egyetlen mddusza 1, ha az atla-
guk 0,62?

Szabalyos dobodkockaval dobunk egyszer. Mennyi a
valoszintsége, hogy a dobott szam

a) primszam;

b) osztoja 6-nak;

c) tobbszorose 3-nak?

A pozitiv kétjegyl egész szamokbol véletlenszertien
kivélasztunk egyet. Mennyi a valdszintisége, hogy a
kivélasztott szam

a) paratlan;

b) négyzetszam;

c) kisebb, mint 50?
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Egy haromjegy(i pozitiv egész szamot véletlenszerii-
en kivalasztva mennyi a valdszintisége, hogy 3-mal
oszthato lesz?

(Erettségi feladat, 2007)

A 100-n4l kisebb és hattal oszthat6 pozitiv egész sza-
mok koziil véletlenszertien kivalasztunk egyet. Mek-
kora valdszintiséggel lesz ez a szam 8-cal oszthat6?

Egy mérkdzés sziinetében sorsolast tartanak. Két
nézétéri helyet huznak egy kalapbdl (visszatevés nél-
kiil), és a kihuzott helyen il6 két néz6 ingyen jegyet
kap egy kovetkezd mérkézésre. Az elsé hizas soran
nem azt a helyet hizzak ki, ahol Tamis iil.

Tamads erre ezt mondja: — ,Nem baj, most még na-
gyobb az esélyem, hogy az én helyemet huzzdk ki,
mint az elsé htzasnal volt”

Igaza van-e Tamasnak?

A sakktablan az 4bra szerint elhelyeziink egy bastyat.

a) Ha véletlenszertien elhelyeziink a tabla valame-
lyik tires mez&jére egy masik babut, mennyi a va-
l6szintisége, hogy tgy tettiik le, hogy titésben all?

b) Hogyan valtozik ez a valdsziniiség, ha eredetileg
mashovd helyeztiik a bastyat?

Mennyi a valdszintisége, hogy két dobokockaval dobva
a) adobott szamok Osszege 1?

b) a dobott szamok Osszege 2?

c) adobott szamok dsszege 3?

d) adobott szamok dsszege 7?

e) adobott szimok Osszege 2 vagy 7?

A Catan telepesei cimu tarsasjatékban két dobokoc-
kaval dobunk egyszerre. Ha a dobott pontok 6sszege
hét, akkor senki sem jar j6l, hanem a szerencsétlensé-
get okozd ,,rablé” nevii babut kell mozgatni. Mennyi
a valoszintisége, hogy a dobds utan a ,,rabld” 1ép?

38>
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A térsasjatékban Bence babuja 5 mezével 4ll Donci

bébuja mogott.

a) Két kockaval dobhat, s a dobott pontok sszegét
lelépheti. Mennyi a valdszintsége, hogy megel6zi
Déncit?

b) Két kockaval dobhat, s barmelyik dobasa ered-
ményét lelépheti, de csak az egyiket, nem az 6sz-
szegiiket. Mennyi a valészintisége, hogy megeldzi
Déncit?

Két dobokockaval dobunk egymas utan. Mennyi a
valdszintsége, hogy a masodik kockaval ugyanazt
dobjuk, mint ez elsével?

Mennyi annak a valdszintisége, hogy két kockaval
dobva a dobott szamok kiilonbsége tobb, mint 3
(egyenl6k esetén a kiilonbség 0, egyébként a nagyobb
dobasbdl vonjuk ki a kisebbet)?

Egy tarsasjatékban a lépések szamahoz nem dobo-

kockat hasznalnak, hanem szerencsekereket. A meg-

porgetett szerencsekerék 7-félét mutathat, az 1, 2, 3,

4, 5, 6, 7 szamok valamelyikét, mindegyiket egyfor-

ma valdszintséggel.

a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy a porgetés
eredménye 2 vagy 7?

b) Kétszer egymds utan megporgetjilk a kereket.
Mennyi annak a valészintsége, hogy a két porge-
tés killonbsége paros?

c) Kétszer egymas utan megporgetjilk a kereket.
Mennyi annak a valdszinisége, hogy nem lesz
mind a két porgetés hetes?

Egy dobozban 42 fehér korong van. Mennyi pirosat
tegytink mellé, hogy annak a valdszintisége, hogy fe-
héret huzunk, 0,84 legyen?

Egy dobozban 18 mentolos és 25 savanyt cukor volt.
Karcsi megevett néhany mentolosat, igy annak a va-
l6szintisége, hogy véletlenszertien kivalasztva, sava-

nyu cukrot valaszt, % lett. Hany cukrot evett meg

Karcsi?

Szines gyongyok vannak egy zsikban. Ezeknek %
része fehér, 30%-a piros, % része zold, a tobbi sér-

ga. A zacskobol véletlenszeren hizunk egy gyongyot.
Mennyi a valészintisége, hogy
a) akihuzott gyongy sarga;

STATISZTIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS
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b) akihuzott gyongy lila;
c) akihtzott gyongy piros vagy fehér;
d) akihuzott gyongy nem piros?

Tombola sorsoldson 125 szam koziil hiznak ki 10-
et. Az els6 kilenc kihuzott szammal nem nyertiink.
Mennyi a valdszintisége, hogy a kovetkez6é hizassal
nyeriink, ha mindenki csak egy szelvénnyel jatszik?

A 32 lapos magyar kdrtydban osztottak nekiink két
lapot, egy tok aszt és egy makk fels6t. Maradt a pakli-
ban 30 lap. Mennyi a valdszintsége, hogy a kovetkez6
lap, amit kapunk, az t6k? (A 32 lapos magyar kartya-
ban négyféle ,,szin” van: piros, z6ld, makk vagy tok.
Mindegyik szinbdl 8 kiilonboz6 lap van.)

Egy osztily tanuldi koziil véletlenszertien valasztva
egy felel6t % a valdszintisége, hogy a tandr fiut va-

laszt. Hétfén hianyzik 4 lany, igy ha a tanar a jelen

1évok koziil véletlenszertien valaszt egy felel6t, akkor
3

8
osztalyban?

a valdszintsége, hogy fiu felel. Hanyan vannak az

Hat gyerek, koztiik Tibi és Nori, cirkuszba mennek.
Egymads mellé kapnak hat jegyet. Ha véletlenszer(ien
tilnek le a helyekre, akkor mi a valészintisége, hogy
a) Tibi il a jobbrdl a harmadik helyen;

b) Nori il valamelyik széls6 helyen;

c) Tibi és Nori egymas mellett iilnek;

d) Tibi és Nori nem iilnek egymas mellett?

Ha 10 gyerek, koztiik Bence és Donci sorba all, meny-
nyi a valészintisége, hogy 6k ketten nem keriilnek
egymas mellé?

Egy télra 6 marcipanos, 5 vanilids és 4 csokoladés
bonbon van kirakva. Harom gyerek véletlenszertien
valaszt fejenként egy bonbont a talrél. Mennyi a vald-
szintisége, hogy harom ugyanolyan iz{it valasztanak?

(Kompetenciamérés, 2014)

I1dik¢ és Judit mindketten felirjak 1-t6l 4-ig a szamo-
kat egy-egy papirdarabra. Ezutan mindketten kihtz-
nak egyet-egyet, a szamaik koziil. Aki nagyobb szamot
hiz, az mosogat aznap. Ha ugyanazt a szamot htizzak,
akkor megosztjak a munkat. Mekkora a valdszintsége,
hogy valamelyikiik egyediil fog mosogatni?
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52>

53>

54>

555

56 >

Egy talban kétféle gyiimoles van, alma és korte. Ha
véletlenszertien kivesziink egyet, akkor 0,4 annak a
valdszintisége, hogy kortét valasztunk. Ha azonban 3
kortét még a talra tesziink, és utana huzunk egyet vé-
letlenszertien, akkor 0,5 annak a valdszintsége, hogy
kortét valasztunk. Eredetileg hany alma és hany korte
volt a tdlon?

Egy zacskoban piros valamint kék papirba csomagolt
cukrok vannak, 6sszesen 50 szem. Ha még Ot szem
pirosat beletennénk a zacskoba, akkor annak a vald-

szinlsége, hogy elsdre pirosat huzunk, ﬁ -
néne. Hany piros és hany kék cukor van a zacskoban?

dal meg-

A francia kartya egy paklijabol a négy észt (pikk, kér,
karo és treff 4szt) véletlenszert sorrendben letesszitk

sorban egymads mellé az asztalra.

kaVQt

a) Osszesen hany kiilonb$zd sorrendben helyezked-
het el a négy asz?

b) Hany olyan sorrend van, amelyben a pikk és a kér
asz egymas mellett van?

c) Mennyi a valdszintsége, hogy az aszokat véletlen-
szertien lerakva a pikk és a kér asz egymas mellé
kertil?

d) Mennyi a valdszintsége, hogy az aszokat vélet-
lenszerten lerakva a pikk és a kér asz nem keriil

egymas mellé?

Egy dobozban mogyords és epres miizliszeletek van-
nak, mindegyik csakis az egyik izesitéssel rendelke-
zik, Osszesen 50 darab. Ha kivesziink 2 db mogyo-
rosat, és 3 db epreset, akkor annak a valdszintisége,
hogy epreset htuzunk, feleannyi lesz, mint annak a
valdszintisége, hogy mogyordsat huzunk. Eredetileg
hany szelet volt mogyordsbol és hany szelet volt ep-
resbol?

Egy zacskéban haromszor annyi zselés szaloncukor
van, mint nugatos. Ha még 22 szem nugatosat hozza-

rakunk, akkor % lesz annak a valodszintisége, hogy

véletlenszertien huzva nugitosat huzunk. Mennyi
szaloncukor volt eredetileg a zacskoban?
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60 EKVIVALENS EGYENLETEK

1. Hasonlitsuk 6ssze az egyenleteket! Ugyanazok-e a
megoldasaik a valos szamok halmazan?
a) ¥=4; X —4=0; |x|=2
b) x+3=7 é (x+3)7>=49

Megoldds:

a) ¥=4; xX—4=0; |x|=2
Mindegyik egyenletnek két gyoke van: a 2 ésa —2.
Abrézoltuk grafikonon is az egyenleteket:
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1 5 Az ax’ + bx + ¢ = 0 masodfokt egyenlet meg-
oldoképletébdl kimaradt néhany szam. Melyek

—b+vb*— ac
Cla

a hidnyz6 szdmok? x,, =

2 = Oldd meg az egyenleteket a valds szamok hal-
mazan, majd vond ki a nagyobbik gyokbdl a

b)

yA
y3lx]
Y2
1
2 0 R

Az egyenletek gyokei megegyeznek. Azt mondjuk erre,
hogy ezek az egyenletek ekvivalensek a valos szamok
halmazan.

x+3=7 és (x+3)'=49

Az els6é egyenlet megolddsa x = 4. Ez természetesen
megoldasa a masodik egyenletnek is, de annak van egy
masik megoldasa is!

(x+30’=49 = x+3=7 vagy x+3=—-7.
Ebbdl: x = 4 vagy x = —10.

Ez a két egyenlet nem ekvivalens egymassal a valds
szamok halmazan.

kisebbiket! A kiilonbséghez tartozd betiikbdl egy
magyar varos neve rakhaté ki. Melyik ez a varos?

¥—9x+8=0 6 A 7 R 8 O
X —7x—30=0 13 1 14 E 15 P
45"+ 16x— 65 =0 7 E 8§ P 9 7
4 +20x—11=0 5 A 6 C 7 G

Ha két egyenletnek ugyanazon az alaphalmazon ugyanaz a megoldashalmaza, akkor ezeket az egyenleteket ekvivalensnek

mondjuk a tekintett alaphalmazon. Az ekvivalens sz6 latin eredetd, magyarul egyenértékiit jelent.

Ha olyan atalakitasokat végziink egy egyenlet megoldasakor, amely sordn nem valtoznak meg az egyenlet gyokei, akkor
azt mondjuk, hogy ekvivalens atalakitasokat végeztiink. Péld4ul ilyen dtalakitas lehet a mérlegelv alkalmazasa.

Figyelniink kell azonban az egyenletek rendezése kozben:

1. Ha négyzetre emeljiik egy egyenlet mindkét oldalat, akkor lehetséges, hogy az 4j egyenletnek mar t6bb gyoke van az
alaphalmazon, mint az eredeti egyenletnek. Ebben az esetben tehat hamis gyokoket kaphatunk.
Behelyettesitéssel ellenérizni kell, hogy a kapott gyokok megoldasai-e az eredeti egyenletnek.

EGYENLETEK ES EGYENLOTLENSEGEK



2. Haaz (f(x))* = (g(x))’ egyenlet helyett az f(x) = g(x) egyenletet vizsgaljuk, akkor lehetséges, hogy az 6j egyenletnek

kevesebb gyoke van, mint az eredetinek, és nem talaljuk meg igy a feladat 9sszes megoldasat. Ilyenkor tehat gyokoket

veszithetiink.

KIDOLGOZOTT FELADAT

2 Oldjuk mega v'x = x — 2 egyenletet a valds szimok

halmazan!

Megoldads:

1.

Mi az egyenlet értelmezési tartomdanya?
A gyokjel alatt nem allhat negativ szam, ezért x = 0.

Oldjuk meg az egyenletet!

A megoldashoz emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét
oldalat!

x=(x—2)°

FELADAT

3 5 Megegyeznek-e a két egyenlet gyokei a valds sza-
mok halmazan?

a) 3(2-x)+7=22B ¢

12(2 — x)+ 28 = 5x +13
b) (x+ 8y =(4—3xyésx+8=4—3x

4 = Ekvivalens-e az R alaphalmazon

X+ 2x
x

a) az = 2 egyenlet és az x’+ 2x = 2x

egyenlet;
b) az5x+ % = % egyenlet és az 5x = 0 egyenlet;

HAZI FELADAT

1 s Ekvivalens-e egymassal az R alaphalmazon a ko-
vetkez6 két-két egyenlet?
a) Vx’-16 =0 és
3x
b
) X+ 4

x¥*—-16=0

=0 é 3x=0

2 5 Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halma-

zan!
a) Jx=x—-6
b) v3x =6—x

60. lecke | EKVIVALENS EGYENLETEK
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Bontsuk fel a zarojelet, és hozzuk olyan alakra az egyen-
letet, amelynél a megoldoképlet alkalmazhato.
x=x—4x+4.

K -5x+4=0.

Megoldoképlettel: x = 4 vagy x = 1.

. Behelyettesitéssel ellendrizziik az eredményeket:

4-et behelyettesitve: v'4 = 4 — 2.

De 1-et behelyettesitve: v'1 # 1 — 2.
Az egyenletnek csak egy gyoke van, a 4.

x—3)(x+5 ,
%Z—% egyenlet és a

3(x— 3)=—2(x+ 2) egyenlet?

c) az

Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halma-

Y

zan!

a) Yx=6-—x b) v2x =4—x

Ekvivalens-e az R alaphalmazon a két egyenlet?
a) Yi=2-xésx=(2—x)
b) vx =x+10 és x = x>+ 20x + 100

Y

A harom egyenlet koziil kettd ekvivalens egymas-
sal a valos szamok halmazéan, a harmadik nem. Me-
lyik egyenletek ekvivalensek?
a) [2x— 1| =5

(2x —1)> =25

V2x—1=25
b) vx+8 =3x

x+8=9x

9% —x—8=0
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Oldd meg az egyenletet a valés szamok halmazan!

(Vx+3) = (x-1y

Vx+3+1=3x Végezziik el a négyzetre emelést és rendezziik az egyen-
letet!
Megoldds x+3=9"—6x+1

1.

Elészor hatdrozzuk meg az értelmezési tartomanyt.
A négyzetgyokjel alatt nem allhat negativ szam, ezért
x+3 = 0, vagyisx = —3.

Ha négyzetre emeljiik a v x + 3 + 1 kifejezést, akkor a
nevezetes azonossag alapjan ezt kapjuk:

(Vx+3+1Y=(x+3)+2 Vx+3+1.
Ebben a kifejezésben ugyanuigy talalhat6é négyzetgyo-

kos tag, mint az eredetiben. Ezért négyzetre emelés

el6tt rendezziik at az egyenletet: v x +3 = 3x — 1.

0=9x"—7x—2
A megoldoképlet alapjan az egyenlet gyokei: x, =1

ésx, = —%.

. Mindkét gyok eleme az értelmezési tartomanynak, hi-

szen nagyobbak, mint —3. Ellendrizziik a megoldasokat
az eredeti egyenletbe valo behelyettesitéssel!

x =1 Vi434+1=31

%=—2 /—%+3+1¢3~(—%)

Az ellenérzésbdl kidertilt, hogy csak az egyik megoldas

3. Ha két szam egyenl6, akkor a négyzetiik is egyenld. helyes: egyetlen megoldés van, az x = 1.

Ezért ha egy szam megoldasa az egyenletnek, akkor
megoldasa annak az egyenletnek is, melyet ugy ka-

punk, hogy mindkét oldalt négyzetre emeljiik.

Ha két valds szam egyenld, akkor a négyzetiik is egyenlé: A=B = A’=PB’.

Ezért, ha egy szam megoldasa az egyenletnek, akkor megolddsa annak az egyenletnek is, melyet tgy kapunk, hogy az
egyenlet mindkét oldalat négyzetre emeljiik.

Visszafelé azonban nem teljesiil ez az allitds. Ha két szam négyzete egyenld, akkor lehet, hogy a szamok kiilénb6z6k vol-
tak: nevezetesen egymas ellentettjei.

A*=B" = A=BvagyA=-B.

Ezért a négyzetre emelés dltalaban nem ekvivalens atalakitds. A négyzetre emelés utdn kapott egyenletnek tobb megoldasa
lehet, mint az eredeti egyenletnek. Kaphatunk hamis gy6kot, olyan értéket, amely eleme ugyan az értelmezési tartomany-
nak, de az eredeti egyenletnek nem megoldasa.

Ezért a négyzetre emelés utan nagyon fontos az ellendrzés.

Négyzetgyokos egyenletek megoldasa:

Hatdrozzuk meg az értelmezési tartomanyt!

é

Négyzetgyokjel alatt nem allhat negativ szam.

Négyzetre emelés el6tt, ha lehet, rendezziik

Oldjuk meg az egyenletet! ugy, hogy a gy6kds tag 6nmagaban alljon!

q

Vigyazat! Kaphatunk hamis gyokot!

PN
Ellendrizziink! Helyettesitsiink be az eredeti egyenletbe!
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FELADAT

1S

Oldd meg a vx+ 3 + 9 = 2x egyenletet a valos

szamok halmazan!

a) Allapitsd meg az egyenlet értelmezési tartoma-
nyat!

b) Rendezd at az egyenletet gy, hogy ha négyzet-
re emeled az egyenlet két oldaldn allo kifejezést,
akkor ne maradjon benne négyzetgyok!

c) Végezd el a négyzetre emelést!

d) Oldd meg a keletkez6 mdsodfoku egyenletet!
Benne vannak-e a kapott gyokok az egyenlet
értelmezési tartomanyaban?

e) A masodfokt egyenlet gyokei koziil melyik
gyoke az eredeti egyenletnek, és melyik nem?

Ebben a feladatban egy-egy négyzetgyokos egyen-
let megolddsanak részleteit lathatod. El6szor al-
lapitsd meg az egyenlet értelmezési tartomanyat!
Utana figyeld meg a megoldas és egyenletrendezés

KIDOLGOZOTT FELADAT

2 . Oldd meg az egyenletet a valos szimok halmazan, grafikus uton! v x+3 =3x—1

Megoldds
Abrézoljuk kozds koordinata-rendszerben az f(x) = v x+ 3 ésa g(x) = 3x — 1 fiiggvénye- yh g
ket! Az ffiiggvény értelmezési tartomdnya [—3; ©0[, a g fliggvény értelmezési tartomanya R. /
Az f fiiggvény grafikonjat ugy kapjuk, hogy az x — v/x fiiggvény grafikonjét eltoljuk az x 1
tengellyel parhuzamosan balra (negativ iranyban) 3 egységgel. ' / -
of 1 x
Az abrardl leolvashatd, hogy egyetlen metszéspont létezik, s ennek elsé koordinataja x = 1.
Mivel a leolvasas lehet pontatlan, fontos behelyettesitéssel ellenérizniink. x =1 esetén /
V4 =3 —1 teljesiil, ezért egy megoldés van: x = 1.
Hol rejti el a grafikon az algebrai megoldas soran keletkez6 hamis gyokot? yh g
A négyzetre emelés utin nemcsak azokat a gyokoket keressiik, amelyek esetén a fiiggvény- / ——
értékek egyenlék, hanem azokat is, amelyek esetén a fiiggvényértékek egymas ellentettjei, A
hiszen ezek négyzete is egyenld. Tehat nemcsak azokat a helyeket, ahol a g fliggvény grafi- ! / o
konja metszi az ffliggvény grafikonjat, hanem azokat a helyeket is, ahol a g fiiggvény gra- \j 4 oy 1 *

fikonja metszi a —f fliggvény grafikonjat. Az abran lathato, hogy ez még egy metszéspontot
jelent. Ennek a pontnak az elsé koordinataja felel meg az algebrai levezetésben kaphat6

hamis gyoknek.
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soran felirt egyenleteket! Dontsd el minden egyen-
letrdl, hogy ekvivalens-e a valds szamok halmazan
a folotte 1évé egyenlettel!

a) vx+14+x=16
Vvx+14 =16 —x
x+14 = (16 — x)

b) x=+v3x—-2+4
XxX—4=+v3x—2
(x—4y=3x—-2

x*—33x+242=10 —11x+18=0

Oldd meg az egyenletet a val6s szamok halmazan!

a) v3—2x—x=6
b) vx+3+2x=4
c) x—v2x =4

Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) vx+3=v2x—-1
b) v2x+4+v4—x=0




A grafikus ut azt is megmutatja, hogy sokféle helyzet el¢allhat. Lehet 0; 1 vagy 2 megoldas, és ezek kozott a hamis gyokok
szama is lehet 0; 1 vagy 2.

VA g YA YA VA g
ped £~

// f L |_— /é/ L | L |

A = ] —_
Z 1 / /1 f 1 / 1

0] 1 ] o] 1 3 o 1 (3 o] 1 x

| | TS |
!
g~
nincs gyok két gyok van, két hamis gyok egy gyok van,
nincs hamis gyock nincs hamis gyok

A négyzetre emelés a valos szamok halmazan nem ekvivalens mivelet. A nemnegativ szamok halmazan azonban igen.
Ezért ha négyzetre emelés el6tt ellendrizziik, hogy milyen alaphalmaz esetén lesz nemnegativ az egyenlet mindkét oldala,
és leszukitjiik erre az értelmezési tartomanyt, akkor nem fogunk hamis gyokot kapni. Ezt az eljarast nevezziik értékkészlet
vizsgéalatnak.

Példaul: vx+3 =3x—1

Az egyenlet bal oldala nemnegativ. Ezért az egyenlet jobb oldala is nemnegativ: 3x — 1 = 0. Ez akkor teljesiil, ha 3x = 1,

azaz x = % Ezért szukitsiik le az értelmezési tartomanyt, a tovabbiakban legyen x = %
FELADAT
5 5 Oldd meg grafikus uton az egyenletet a valds sza- gyan kapod ebbél a 2-t! Ezutan lebontogatdssal (1é-
mok halmazan! pésrél Iépésre visszafelé haladva) megkaphatod azt
a) Vx+2=—Lx+3 a bizonyos szamot. S6t: két szamot is, a 28-at és a
2

(—28)-at. Ha csak a 28-at talaltad meg, akkor ugy
jartal, mint annak idején maga Bhdszkara.

b) vx—1=2x—38

Bhdszkara hindu tudés tobb mint 800 évvel ezelott
irt egy konyvet a leanya szamara, Lilavati (elbvo-

»N
Y

16) cimen, abbdl valo ez a feladat:

Melyik az a szam, amely 3-mal szorozva, azutan a
szorzat hdromnegyed részével novelve, 7-tel osztva,
a harmadrészével csokkentve, 6nmagaval szorozva
és 52-vel csokkentve, azutan bel6le négyzetgyokot

vonva, hozzdadva 8-at, és elosztva 10-zel, 2-t ad?
Jelold a keresett szamot egy bettivel, és ird fel, ho-

HAZI FELADAT

1 = Vannak-e ekvivalensek az egyenletparok kozott? c) 3x—1=5 é  (Bx—1p=25
2 — A = —
a) x*=16 és x=—4 o4 __ 3 o Bx—6_ 5x-10
b) Vx—1=5 & x—1=25 3x—6  5x—10 4 3
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2 s Oldd meg grafikus moédszerrel és algebrai tton 3 s Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!

is a kovetkez6 egyenleteket a valés szamok hal- a) v5x—9=3—x
mazan! /12

b) v13—6x =5— 3x
a)x/;=x C)x/;=2x—6

c) v5x +23=x—-7

b) vVx =— d) Vx+1=x-1
e * * d) 5v/x —2vVx =vx+18

EMELT SZINT

1. Melyik valds szamot jelolheti az x, ha /4341 8 =2+ /3 34— 2;
a) vax+8 =24 +v3x—2; 12 = 2 + 10, ezért x, = 34 valéban gydke az egyen-
b) v5—8x=4—-+v3x—47 letnek.

Majd x, = 2 behelyettesitésével:

v4-2+8=24++v3-2-2;

4=2+2, ezért x, = 2 is gyoke az egyenletnek.

Megoldds

a) Elészor vizsgaljuk meg, mely valds szamok esetén van
értelmitk a gyokos kifejezéseknek! A négyzetgyokjel
alatt nem lehet negativ szam, ezért 4x + 8 is és 3x — 2 is
pozitiy vagy 0. b) A négyzetgyodkjel alatt nem lehet negativ szam, ezért
kell, hogy 5 — 8x is és 3x — 4 is pozitiv vagy 0 legyen.

- Ha 5 —8x = 0, akkor 8x < 5, vagyis

- A (4x + 8) akkor és csakis akkor nemnegativ, ha
4x = —8, vagyis x = —2.

: + : : : : : x < 2 =0,625.

-3 -2 -1 0 1 2 3 |8 f f L | | Ly
- A (3x — 2) akkor és csakis akkor nemnegativ, ha -3 -2 -1 0 % ! 2 3

3x = 2, vagyisx = % - Ha3x—4 = 0, akkor 3x = 4, vagyis
3 2 a1 0 21 2 3 x> 4~ 33
3 3
Mindkét feltétel pontosan akkor teljesiil, ha x = % -3 -2 -1 0 1 % 2 3
Emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét oldalat! Azt tapasztaljuk, hogy nincs olyan szam, amely sz6-
2 2

(Vax+8) =2+ V3x—2), ba johetne, mert ha egy szdm kisebb 0,625-nél, ak-
dr+8=4+4v3x—2+3x—2; kor nem lehet nagyobb %-nél. Itt tehat kér lett volna
4v3x—2 =x+ 6.

hozzafogni az egyenlet megoldasdhoz, mert biztosan

Ugy rendeztiik az egyenletet, hogy ha most ismét nincs megoldésa.

négyzetre emelést végziink, akkor mar ne legyen az

4j egyenletbzen négyzetgyok. 92 0Oldd meg a valds szdmok halmazan a
(435 = 2) = (x+ 6 T A e S
16(3x — 2) = x* + 12x + 36; egyenletet!

48x — 32 = x" + 12x + 36;

x’—36x + 68 = 0.

Az x* — 36x + 68 = 0 egyenletre alkalmazzuk a
megoldoképletet. Ennek gyokei: x, = 34; x, = 2.
Mindkét szam nagyobb %—nél, tehat szoba johet
megoldasként. Behelyettesitve x,-et:

Ha x = 34, akkor a v4x + 8 = 2+ v/3x — 2 egyen-

letbdl a kovetkez6t kapjuk:

61. lecke | GYOKOS EGYENLETEK

Erdemes v x + 3 -at adni az egyenlet mindkét oldal4-
hoz az els6 négyzetre emelés elott.

3. Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket a valds szamok
halmazan!

a) Val+3+/4-322=3
b) V2x’+1 =+v5—x*—x
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SELLLl | ABORATORIUMI FEJLESZTESEK

Arany Miklds gazdasagi tandcsadd. Egy nagy nemzetkozi
kozmetikai cég — a MyCream®© - magyarorszagi labora-
tériumanak vezet6je kérte fel egy munkara. Téjékoztatta,
hogy

- az elmdlt harom negyedévben rendre 525 millid, 566
millié, illetve 486 milli6 forint volt a MyCream® be-
vétele,

- a bevétel egy részét a laboratérium kapja, ebbdl kell
fedeznie a rezsit, a bérkoltséget, és ebbdl képezhet
tartalékot a laboratdrium fejlesztésére,

- az el6z6 negyedévekben a bérkoltség mindig a
MyCream® bevételének 2%-a volt,

- mindegyik negyedévben 125 milli6 forint volt a la-
boratérium rezsije,

- az elmult harom negyedévben rendre 9,50 millidt,
9,68 milliot, illetve 9,28 milliét tudtak tartalékolni
fejlesztési célokra.

A vezet$ a kovetkez6 pontokban fogalmazta meg kéré-

sét, illetve kérdéseit:

A) Arany ur készitsen olyan matematikai modellt, amely
megmutatja, hany millié forint tartalék jut negyed-
évenként a laboratorium fejlesztésére a bevétel fiiggvé-
nyében!

B) Mekkora negyedéves bevétel esetén lesz ez a tartalék
10 milli6 forint?

C) Elérheté-e — Arany ur modellje szerint — a negyed-
évenkénti 15 millids tartalékképzés?

Arany ur munkdhoz latott. Kévesd nyomon gondola-
tait és szamitasait!

1 5 a) Elészor kiszamolta, mennyi maradt a cég bevé-
telébol a 125 millids rezsi kifizetése utan. Aztan
megnézte, mennyi a laboratériumi bérkoltség
és a tartalék Osszege. Kitoltott egy tablazatot,
ekkor kapcsolatot fedezett fel a két kiszamitott
osszeg kozott. Milyen kapcsolatot fedezhetett
fel Arany ur? A fiizetedben dolgozz!

Bevétel (milli6 Ft) 525 566 486

Bevétel - 125 (millié Ft)
Bérkoltség (millié Ft)
Bérkoltség + tartalék (millié Ft)

Kapcsolat

b) A fentiek alapjan a kovetkez6 modellt készitette el:
Ha a MyCream® bevétele B milli6 Ft és a labo-
ratérium fejlesztési tartaléka T millié Ft, akkor
vB—125 = 0,02B + T.

Ellenérizd, megfelel-e ez az egyenlet az elmult
harom negyedév adatainak!

2 = Ha a kovetkez6 negyedévben a kereslet hanyat-
lasa miatt csak 400 milli6 forint bevételt érne el
a MyCream® Magyarorszdgon, akkor a modell
szerint hany millié forintot tehetne a laboratérium
fejlesztési tartalékaba?

3 5 Arany ur készitett egy grafikont is a modelljéhez.
Ezen azt vizsgalta, hogy hany millié forint bevétel
esetén érhetd el az 5 milli6 forintos tartalékképzés.
a) Milyen eredményre jutott Arany ar?

A y (M Ft) AL

L o e s s s e T s T B B B B

30
25
20 A

15
10 - /

ANIAN

AVAN

AN

d
> / i B (M Ft)
0 >

0 500 1000 1500 2000

b) Abrazold a 2. feladatban kiszamitott tartalék-
képzéshez tartozd y = 0,02B + T félegyenest is
ugyanebben a koordinata-rendszerben a fiize-
tedben! Torekedj minél pontosabb abrazolasra!
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c) Igaz-e, hogy novekvo bevételhez nvekvo tarta-
1ék tartozik?

d) Kortlbelil mekkora lehet a legnagyobb tar-
talék, amely a modell szerint elérhet6? Minél
pontosabb dbrat készitesz, annal pontosabb lesz
a valaszod.

4 5 Szamitsd ki a modell alapjan B-t, ha T = 10! Fo-
galmazd meg szavakkal, mit jelent az eredményed!
Rajzold meg az el6z6 koordinata-rendszerben a
tartalékképzésnek megfelel6 félegyenest, és add
meg az egyenes egyenletét is!

5 5 Ird fel a modell alapjén az egyenletet, ha T = 15,
és oldd meg! Fogalmazd meg Arany ar szamara a
megfigyelésedet! Rajzold meg a tartalékképzésnek
megfelels félegyenest a megadott koordinata-rend-
szerben!

6 ® a) A T=0 esethez mekkora bevétel tartozik a mo-
dell szerint? Mit jelentene a valésagban a labo-
ratérium szamara ez a helyzet?

b) Arany ur modellje ,nem miikodik”, ha a bevétel
kisebb 125 milli6 forintnal. Okoz-e gondot a cég
szempontjabdl a modellnek ez a ,,hidnyossaga’?

7 = Egy j kisvallalat, a Krémvarazs csatlakozott a
MyCream® kozmetikai céghez. A cég megbizza
Arany urat, vizsgalja meg, hogy eléggé jovedelme-
z6-e a kisvallalatndl az arckrémgyartas. A kisvallalat
jelenlegi helyzetérdl Sima Bianka gyartdsvezet$ igy
tajékoztatja Arany urat:

— Nagy a kereslet a pattanasokat gyorsan megsziinte-
t6 Bakfis® krémiink irant. A legujabb piackutatasok
szerint havi x kilogramm krém termelése esetén az

Raadas | LABORATORIUMI FEJLESZTESEK

Osszes megtermelt krémet értékesiteni tudjuk, mégpedig
(30 — 0,02x) eurd/kg dron. Vagyis az x kg Bakfis® krém
eladdsa esetén a havi arbevételiink

x(30 — 0,02x) = 30x — 0,02x” (eurd) lesz.

Most kozbeszol Szigor Lajos mivezet6:

- Bianka asszony tervei szerint 350 kg krémet kelle-

ne havonta gyartanunk, de én meg tudniam szervezni

400 kg gyartasat is.

- Es mennyi a termelési koltség? — érdeklédik Arany tr.

Bianka asszony atad neki egy iratot. Ebb&l kidertil,

hogy havi x kg termelése esetén a termelési koltség

0,1x* — 50x +10 000 (eurd).

a) Mekkora arbevételt ér el a kisvallalat, ha Sima
Bianka, illetve ha Szigor Lajos javaslatdnak meg-
felel6 mennyiségt krémet gyartanak (és értékesite-
nek) havonta?

b) Mekkora a koltség, ha Sima Bianka, illetve ha Szigor
Lajos javaslatinak megfelel6 mennyiségti krémet
gyartanak (és értékesitenek) havonta?

c) Vazold fel a bevétel és a koltség fliggvényének grafi-
konjat [a b(x) = 30x — 0,02x” és a
k(x) = 0,1x* — 50x + 10 000 hozzarendelési szabalyt
fiiggvényeket, ha x = 0]!

d) Hany kg termék eladdasa esetén a legnagyobb a havi
bevétel?

e) Hany kg termék eladdsa esetén a legkisebb a havi
koltség?

f) Mekkora a profit (a bevétel és a koltség kiillonbsége)
akkor, ha Sima, illetve ha Szigor javaslatainak megfe-
lel6 a gyartas mennyisége?

g) Héany kg havi termelés mellett egyenld a bevétel a
koltséggel?

Figyeld meg: a legnagyobb nyereség nem feltétlenil a

legnagyobb arbevétel esetében vagy a legkisebb koltség

esetében 1ép fel.
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62 MASODFOKU EGYENLOTLENSEGEK

A Krémvarazs cégnél arckrémet allitanak eld.
Ha a havi termelés x kg arckrém (x > 0), akkor az drbevétel (euréban) a b(x) = 30x — 0,02x” képlettel, a koltség pedig a
k(x) = 0,1x* — 50x + 10 000 képlettel irhato le. Havi hany kg termék eléllitésa és értékesitése esetén nyereséges a termelés,
és mekkora az elérhet6 legnagyobb nyereség?

Megoldas

A bevétel és a koltség kiilonbsége a ,,nyereség’, tehat a nyereséget az n(x) = b(x)— k(x) képlet adja meg.

n(x) = 30x — 0,02x* — (0,1x*> — 50x + 10 000) = 30x — 0,02x” — 0,1x* + 50x — 10 000 = —0,12x* + 80x — 10 000.

A termelés akkor nyereséges, ha n(x) > 0.

Meg kell tehét oldani a —0,12x” + 80x — 10 000 > 0 masodfoku egyenlétlenséget.

Azt konnyen meg tudjuk mondani, hogy mely esetben egyenld a bevétel a koltséggel, azaz mikor 0 a nyereség, mert ehhez
csak a —0,12x” + 80x — 10 000 = 0 mésodfoku egyenletet kell megoldanunk.

—80+.,/80%— 4-(—0,12)-(—10 000 _
/ (=0,12)( ) =80£40, 550 . — 500 167

Megoldoképlettel: x, , =

2-(—0,12) —0,24 3
eur6 A By Eredménytink azt jelenti, hogy =~ 167 kg, illetve 500 kg krém gyartasa esetén
2000 /TN nulla a nyereség (profit) értéke.

A nyereséget leiré x ——0,12x* + 80x — 10 000 (x = 0) fiiggvényre nézve ez azt je-

0 \
1 0/ 0 300, 400 500 600 kg Jenti, hogy két zérushelye van, az % (=167) ésaz 500. Mivel a fiiggvény grafikonja
2000

1000 i \ lefelé nyitott parabola (egy ive), ezért ha %ﬁ < x < 500, akkor a fiiggvényértékek
i pozitivak.
~6000 % : , , S lomed (i 2 1500
/ ; \ A —0,12x" + 80x — 10 000 > 0 masodfoku egyenl6tlenség megoldasai az ]T; 500[
-8000 ; intervallum elemei.
/= -0,12x7+80x - 10 00 \
~10 000 :

A krémgyartas nyereséges, ha a havonta gyartott mennyiség ~ 167 kg-nal tobb, de
500 kg-nal kevesebb.

=~ 333-nél van maximuma, és ez a maximum

A nyereséget leir¢ fliggvénynek tehat =~ w

—0,12-333% 4 80-333 — 10 000 =~ 3346 (eurd).

A krémgydrtassal elérhet6 legnagyobb havi nyereség kb. 3346 eurd, és ez akkor lehetséges, ha kb. 333 kg-ot termelnek.

FELADAT

84

1 = Abrazold a kovetkez§ fiiggvényeket! 2 5 Oldd meg a kovetkezé masodfoku egyenldtlensé-
a) R >R, f(x)= x*+ 2x geket a valds szamok halmazan!
b) R > R, g(x) =—x’— 3x a) X’+2x<0 c) —x*=3x<0

b) x*+2x>0 d —x*—3x>0

EGYENLETEK ES EGYENLOTLENSEGEK



3 5 A grafikonok segitségével oldd meg a masodfoku 4 5 A megoldoképlettel hatdrozd meg a kovetkezd

egyenl6tlenségeket a valos szamok halmazan! egyenletek gyokeit a valos szamok halmazan!
2 -
a) ¥—x—2<0 b) Lx+x-220 o) & s=a= 0
. 2 b) x*+3,8c—6=0
}’Ay:xzffo \ )’ﬂ / c) _x2_1,5x+1=0
\=bebacal |
\\ / \ / 5 5 Az el6z6 feladat segitségével oldd meg az egyenlot-
1 R ! R lenségeket a valds szémok halmazan!
ol 1 X 0/1 X a) ¥*+3x—4>0
A b) x*+3,8t—6=0

c) —x*—15x+1>0

Masodfoku egyenlétlenség grafikus megoldasa

Rendezziik egy oldalral!

« Hasznaljuk a mérlegelvet!
 Ha negativ szammal szorzunk vagy osztunk, meg kell fordita-

ni a relécids jel iranyat!

> Abrézoljuk a hozz4 tartozé

fuggvényt!

o Mik a zérushelyek? Merre all a parabola?
o Ha vannak zérushelyek, akkor elég, ha a két zérushelyet
bejeloljiik, és berajzoljuk, hogy merre 4ll a parabola.

—-

« Figyeljitk meg, hogy a grafikon melyik része
helyezkedik el az x tengely felett, és melyik
része alatta!

Olvassuk le a grafikonrol a

megoldast!

HAZI FELADAT

1 5 A grafikonok segitségével oldd meg a masodfoka egyenlétlenségeket a valos szamok halmazan!

a) —x*+2x+3>0

A

74 b)iﬁ+120 7

I

yF

o
Ry

T—

—
o
2y

2 5 Oldd meg a masodfoku egyenlétlenségeket a valos szamok halmazan!

a) x¥*—5x<0

b) x*—5x+6<0 c) —x*+5x<0 d) —x*+5x—6<0

@ Megoldasaidat ellenérizheted fiiggvény-dbrdzold programmal is.

3 s Egy cég havi x kg kenGanyagot termel és ad el, kilogrammonként (36 — 0,03x) eurdért. A gyartas soran felmeriilé havi

kiadast (koltséget) a 0,1x* — 55x + 13 000 Ssszefiiggés adja meg, szintén eurdban (x = 0).

Havi hany kilogramm eladdsa esetén lesz a cégnek nyeresége a kendanyag gyartasabol?

62. lecke | MASODFOKU EGYENLOTLENSEGEK
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1. Marton tavaly 70 kg tomegud volt, és 170 cm ma-

63 GYAKORLAS

gas. Idén 5 kg-mal ,,nehezebb” (nagyobb tomegii),
testtomegindexe mégis csokkent a tavalyihoz képest.
Hany cm-t néhetett Marton tavaly ota?

Megoldds

A testtomegindexet Ggy szamitjuk ki, hogy a testtomeget
elosztjuk a méterben mért magassag négyzetével. (Ez ak-
kor ,,normalis”, ha 20 és 25 kozé esik.) Az adatok szerint

7=

tavaly Marton testtomegindexe 170 = 24,2 volt.

>

Ha Marton idén x méter magas, akkor a testtomegindexe
@. A feladat szerint % < 24,2.
x x

Vilagos, hogy itt x > 0, tehat a pozitiv szamok halmazan
keressiik a megolddsokat.

Ezt az egyenl6tlenséget mérlegelv alkalmazasaval is ala-
kithatjuk.

Szorozzuk meg mindkét oldalt x’-tel: 75 < 24,2x> (mi-
vel x > 0, ezért x* > 0 is igaz, tehdt pozitiv szammal
szoroztunk), majd osszuk el mindkét oldalt 24,2-del:
3,1 <x%.

Egy pozitiv szam négyzete pontosan akkor nagyobb 3,1-nél,
ha maga a szdm nagyobb +/3,1-nél, azaz kb. 1,76-nél.

Ez azt jelenti, hogy Marton idén 1,76 méternél maga-
sabb, vagyis tobb mint 6 cm-t nétt tavaly ota.

FELADAT

86

1 5 Oldd meg az egyenlétlenséget az {1;2; —1; —2}
alaphalmazon!
J6 tandcs: nem érdemes ,levezetni” a feladatot,
csak néhany szam esetén kell ellendrizni, hogy tel-
jesiil-e az egyenl6tlenség.

a) 2 <2 b) ¥ +3<(x+1)
X
2 5 Oldd meg valés szamok halmazan az egyenl6tlen-
ségeket!
a) ¥ —6x<0

b) x*—6x < —5
c) X¥*—6x<-9

2 . Oldjuk meg a valds szamok halmazan a @ <242
egyenl6tlenséget! *

Megoldds
Aki gyorsan azt valaszolja, hogy ugyanaz a megoldasa
(tehat x > 1,76) ennek az egyenl6tlenségnek is, mint az
1. feladatbelinek, az hibazik. Az értelmezési tartomanyba
most a negativ valds szamok is beletartoznak, csak a 0
nem.

A mérlegelv most is alkalmazhat, hiszen x* > 0 most is
igaz. Mérlegelv alkalmazasa utan ugyanazt kapjuk, mint
elébb: 3,1 < x°.

Melyik valds szamokra \[ A IBE

teljesiil, hogy négyzetiik
nagyobb 3,1-nél? Az 4b- y=31
ran jol lathatjuk, hogy ez
nemcsak a v/3,1 -nél na-
gyobb szdmokra teljesiil,
hanem a (—+/3,1)-nél
kisebb szamokra is. Az x
tengelyen pirossal jeldltiik a megfelel6 szamokat.

|7

(=}
-

5] Q@ —-- ==

Ry

|
9

Kerekitett értékeket haszndlva a megoldashalmaz:
R\([-1,76; 1,76 .

3 5 Keress olyan szdmot az egyenldtlenség jobb olda-
lara, hogy minden val6s szam megoldédsa legyen
az egyenl6tlenségnek! Melyik a legnagyobb ilyen
valés szam?

a) #+7x =[] b) 28 +5c>[]

4 5 Egy cég az egyik termékébél minden hénap-
ban x darabot allit el6. Az eldallitas koltsége a
k(x) = x* + 1176 dsszefiiggéssel szamolhaté, eurd-
ban. Egy terméket 70 eurdért tudnak eladni.
Hany termék eldallitasa esetén lesz nyereséges ez a
termék a cégnek?

EGYENLETEK ES EGYENLOTLENSEGEK



5 s Két egyforma hossza vékony palcabol téglalap ala-

ki keretet készitiink az dbra szerint.

S

.

|

a) A palca végétdl milyen tavolsagra legyen a torés
helye, ha a palcdk hossza 120 cm, és azt szeret-

HAZI FELADAT

1 5 A {—1;0; 1; 2; 3} halmaz elemei koziil melyek elé-

gitik ki a v/'x* =—x egyenletet?

2 5 Oldd meg val6s szamok halmazan az egyenl6tlen-

ségeket!

a) ¥*—5x=>0
b) ¥ —5x < —4
a) ¥ —5x < —10

Y

Y

nénk, hogy a téglalap teriilete nagyobb legyen,
mint 20 dm??

b) Hol kell eltérniink a palcat ahhoz, hogy a lehe-
t6 legnagyobb tertiletti téglalapot készitsiik el?
Mekkora a maximalis teriilet?

Egy termék arat felemelték p szazalékkal, majd par
hénappal késébb csokkentették az arat az Gj ar 2p
szazalékaval. Hany szazalékos volt az els6 aremelés,
ha a végsé6 ar a legels6 arnak tobb, mint 80,5%-a?

Egy derékszogl utkeresztez6désbdl egyszerre in-

dul két kerékpdros. Az egyik kelet felé, a masik dél

felé. A dél felé haladé biciklis sebessége 2 %—val

nagyobb, mint a kelet felé halad¢ biciklis sebessége.
40 perc mulva a tavolsaguk légvonalban nagyobb,
mint 20 km. Mekkora lehetett a gyorsabb biciklis
sebessége?

EMELT SZINT

1.

Hatarozd meg a kifejezések értelmezési tartomanyat!

a) Vx'+4x—21 c) V3x*+4x+2
b) V154 4x —4x° d) v3x +4x+1

Egy masodfoku egyenletnek a valds szamok halma-
zan akkor van valds megoldasa, ha a diszkrimindns
nagyobb vagy egyenl6, mint 0.

A p paraméter mely értékei esetén van valds megol-
dasa a masodfoku egyenletnek?

a) X+px+p+3=0

RAADAS

Joco tegnap bebizonyitotta baratainak, Doncinek és Bencének, hogy 3 < 2. Ezt irta le:
- Ha x <-3, akkor 2x< —6 < —5, tehat 2x <—5, ez kdnnyen belathaté.

- Adjunk hozza mindkét oldalhoz x*-et, 4x-et és még 9-et: x> + 6x + 9 < x* + 4x + 4.
- Mindkét oldalon teljes négyzet 4ll, tehat igaz, hogy (x + 3)* < (x+ 2)*.

- De akkor nyilvan x + 3 < x + 2 is igaz.

b) X +px+p—075=0
c) X+ (p+x—(p+1)=0

A p paraméter mely értékei esetén van az egyenletnek
valds megoldasa? Figyelj arra, hogy ha a p = 0, akkor
az egyenlet nem masodfoku, ezért azt az esetet kiilon
meg kell vizsgalni!

a) pX’+px+p+6=0

b) pxX’+(p+1x+p=0

c) p+(p+3)x—p—3=0

- Mindkét oldalbodl elvéve x-et azt kapjuk, hogy 3 < 2 is igaz, tehat bebizonyitottuk az allitasunkat.

Hol van a csalafintasag a levezetésben?

63. lecke | GYAKORLAS
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64 POLINOM GYOKTENYEZOS ALAKJA

[rjunk fel olyan masodfoku egyenletet, melynek gyokei 2
és 5.

Megoldds

Az (x — 5)(x — 2) szorzat értéke akkor és csakis akkor
nulla, ha x — 5= 0 (ekkor x =5) vagy x — 2 = 0 (ami azt
jelenti, hogy x = 2). Vagyis az (x — 5)(x — 2) = 0 egyenlet

gyokei: x, = 2 és x, = 5.

FELADAT

1 = Irj fel olyan mésodfoku egyenletet, melynek valds gyokei a kovetkez szdmok:
b) 2és—4

a) 1és3 c) 7és8

1. Osszetartozo6 fogalmak (a, b, ¢ valés szamok, a + 0)

f:R>R, f(x)=ax’+bx+c
ax* +bx+c=0
ax’ +bx+c

2. Polinom gyoktényezs alakja

d) —6és—5

masodfoka fiiggvény
masodfoku egyenlet
masodfokd polinom vagy masodfoku kifejezés

Beszorozva:

(x—=5)(x—2)=x*—5x—2x+10= x*— 7x + 10.

Tehét az x* — 7x + 10 = 0 egy olyan egyenlet, melynek gyo-
kei: 2 és 5.

Azt mondjuk, hogy az (x—5)(x—2) szorzat az
x* — 7x + 10 polinom gydktényezos alakja.
zérushely
megoldas vagy gyok
gyok

Ha egy masodfoku polinomnak van valds gyoke, akkor szorzatta alakithato.

A szorzatta alakitas modja:

1. Meghatarozzuk a polinom gyokeit a megoldoképlet segitségével.

2. Ha egyetlen vals gyke van (x,) , akkor ax® + bx + ¢ = a(x — x,)".

3. Ha két val6s gyoke van (x, és x,), akkor ax’ + bx + ¢ = a(x — x,)(x — x,)

Ezt az alakot a polinom gyoktényezés alakjanak nevezziik.

A gyoktényezds alakban szerepld x, és x, konkrét szamok, amelyek a megolddképlet segitségével kiszamolhatok.

Ha a masodfoku egyenletnek egyetlen valds gyoke van, akkor azt kétszeres gyoknek nevezziik. (Ezt az esetet gy is

meg lehet fogalmazni, hogy a két gyok egybeesik, azaz x, = x,.)

Egy masodfokd polinomot egyértelmiien meghatérozza a féegyiitthatéja és két gydke. Az ax’+ bx+c és az

a(x — x,)(x — x,) kifejezések értéke ugyanakkor lesz nulla, az x = x, és az x = x, esetekben. A f6egyiitthatd és a gyokok

egyenl6ségébdl kovetkezik, hogy a helyettesitési értékiik barmely x esetén egyenld.

EGYENLETEK ES EGYENLOTLENSEGEK



Példdul

— A 3x* — x — 2 =0 egyenlet gyokei 1 és (— %), ezérta 3x” — x — 2 polinom gydktényezds alakja 3(x — 1)<x + ?)

— A 3x* — x + 2 =0 egyenletnek a valés szdmok halmazaban nincs gydke, ezért a 3x* — x + 2 polinomnak nincs gyok-

tényez6s alakja.

2

- A 4x* — 12x + 9 polinomnak egy gydke van, az 1,5; a polinom gydktényezds alakja 4(x — 1,5)(x — 1,5).

Az 1,5-et 4x> — 12x + 9 = 0 egyenlet kétszeres gyokének nevezziik.

megoldoképlet

f6egytitthatd

1 4

X, és X,

FELADAT

25

=Y
Y

Alakitsd szorzatta a gyoktényezds alak segitségével
a masodfoku polinomokat!

a) X’ +12x +27 c) 2x°—9%x—5

b) x*+3x— 1,75 d) 5x°+13x+ 8

A valds szamok halmazan értelmezett f masodfo-

ku fiiggvénynek két zérushelye van: —1 és 5. F6-

egyiitthatoja 1.

a) Ird fel a fiiggvény hozzarendelési szabalyat!

b) Hatarozd meg a fiiggvény széls6értékhelyét és
szélsGértékét!

c) Abrazold a fiiggvény grafikonjat!

Egy épitészmérnok szamitogépes abrat készit egy
homlokzat diszitésér6l. A homlokzatot egy para-
bolaiv alaka résszel szeretné érdekesebbé tenni.
A tervrajzon a parabolaiv két legalsé pontja a ko-
ordinata-rendszer x tengelyén helyezkedik el, az
egyik az (1; 0), a masik az (5; 0) pontban.

YA

=Yy

64. lecke | POLINOM GYOKTENYEZGS ALAKJA

8

a(x —x,)(x —x,)

Y

Y

[rj fel olyan masodfoku fiiggvényt a valés szamok

halmazén,

a) melynek zérushelyei 1 és 5;

b) melynek zérushelyei 1 és 5, és grafikonja lefelé
nyilik;

c) melynek zérushelyei 1 és 5, tovabba a 3 helyen a
helyettesitési értéke 2.

Egy egyenlet gyokei a valos szamok halmazan %
3

=

a) Irj fel egy ilyen egyenletet!

és

b) Az egyenlet gyokei nem véltoznak meg, ha az
egyenlet mindkét oldalit megszorozzuk egy
0-t6l kiilonboz6 valés szammal. Ennek segitsé-

gével irj fel olyan egyenletet, melynek gyokei %

és %, egyiitthatoi pedig egész szamok!

Adj meg olyan egész egyiitthatés, masodfoku
egyenletet, melynek gyokei

1 4 1.
a) —3 €s ——4,
; A __1
b) 7 €s 9
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HAZI FELADAT

1 5 Alakitsd szorzatta a gyoktényezds alak segitségével
a masodfoku polinomokat!
a) x*— 26x+120 c) 10x*+ x— 21
b) x*—7x—18 d) —5x°+17x—14

2 s Egy masodfoka fiiggvény értelmezési tartomanya a
valds szamok halmaza, és két zérushelye van: —1,5
és 2,5. Féegyiitthatoja 2.
a) Ird fel a fiiggvény hozzérendelési szabalyat!

b) Hatérozd meg a fliggvény szélséértékhelyét és
szélsGértékét!
c) Abrazold a fiiggvény grafikonjat!

3 5 Adj meg olyan egész egyiitthatds polinomot, mely-
nek zérushelyei:

2 4 7.
a) = 6es 119,
b) —7 €s E

EMELT SZINT

KIDOLGOZOTT FELADAT

1 . Bence és a baratja, Donci nekiallt, hogy megoldja az

2
%ﬁc;w = 2x +1 egyenletet. Melyikiik iigye-
sebb?
Megoldds

Bence igy okoskodott: az x — 2 nevezdében szerepel, ezért
az x nem lehet 2, de barmely mas valds szam igen. Ezutan
megszorozta az egyenlet mindkét oldalan allo kifejezést
(x — 2)-vel, elvégezte a kijelolt szorzést, és alkalmazta a
mérlegelvet:

x> —10x +16
x—2

x*—10x +16 = (2x + 1)(x — 2);

=2x+1,

x*—10x +16 = 2x” + x — 4x — 2;
X+ 7x—18=0.
A megoldoképlet szerint

_—7+V/49+ 418 _ —7+11
2

2

X, , vagyis

x, =2ésx,=—9.

Azt mar megfigyelte, hogy a 2 nem johet széba (mert akkor
a tort nevezdje 0 lenne), tehat csak a (—9) lehet az egyenlet
gyoke. Behelyettesitéssel megvizsgalta, hogy —9 valdban
megoldas.

Bence észrevette, hogy 2 nem megoldasa a feladatnak. De
azt is megfigyelte, hogy a 2-vel csak az eredeti egyenlet
esetében ,van baj”, az (x — 2)-vel vald szorzas utan kapott
egyenleteknek ez is gyoke.

Donci gyoktényez6s alakban irta fel tort szamlaléjat.
2 —10x+ 16 = (x — 2)(x — 8).

Ezért igy dolgozott:
P—10x+16 _ (X =2)(x—8) ¢
x—2 x—2 ’
2
vagyis az % = 2x +1 egyenlet helyett veheti

a sokkal egyszertibbet, az x — 8 = 2x + 1 egyenletet. Ezt a
mérlegelvvel oldotta meg:

x—8=2x+1; x=-9.

Behelyettesitéssel ellendrizte, hogy a (—9) az eredeti egyen-
letnek is gyoke.

2 . Abrazold a kovetkezé fiiggvényt!

fr(R\{2}) - R, -

Megoldds
A gyoktényez0s alak segitségével a tort szamlalojat felirhat-
juk szorzat alakban: x* + x — 6 = (x — 2)(x + 3). A hozza-

rendelési szabaly ezért egyszertsithetd: xz—kix2—6 =x+3,
hax # 2. T

A fuggvény grafikonja megegye- A

zik az g¢: R> R glx)=x+3

fiiggvény  grafikonjaval, ha

x #F 2. Az x=2 helyen pedig

nincs értelmezve. Ezért f grafi-

konja egy ,,lyukas egyenes” ! _

of 1 x
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FELADAT

1. A gyoktényezs alak segitségével egyszertsitsd a ko- CHTx+6 _ 0
vetkezd kifejezéseket! 28 +x—1
2 2
X —4x—12 by X —=3x—4 _
a) -6 3x°—10x—8
b) 2’ +7x+3 )
x+3 3. Abrazold a kovetkezd fiiggvényeket!
3¢+ 7x+2 X +x—2
S ((R\{1}) > R, =Xtx=2
) Sraixsd f:® A1) flo = Ex
2
o , ¢ (R\{3}) > R, g(x) = X —4x+3
2 . Oldd meg az egyenletet a valds szamok halmazan! x—3
Figyelj az értelmezési tartomanyra!

RAADAS
1. Masodfoku egyenlet megoldasa i. e. 2000 tajan

A matematika torténeti kutatasok szerint i. e. 2000 koriil Mezopotdmidban mar meg tudtak oldani olyan feladatokat, ame-
lyek masodfokd egyenletre vezetnek. Nem hasznaltak a ma megszokott algebrai jeloléseket, a feladat megoldasat bemutatd
utasitasokbol kovetkeztethetiink a gondolatmeneteikre. Egy ilyen feladat példaul, hogy szamoljunk ki két ismeretlen sza-
mot, ha ismert a szorzatuk és az dsszegiik. Legyen most a szorzatuk 352, az sszegiik 38.

A két ismeretlen bevezetése helyett abbdl az iranybdl indultak el, hogyha ismernénk azt, hogy mennyivel térnek el a keresett
szamok a két szam dtlagatol, akkor ismernénk a szaimokat. A két szam atlaga az 9sszegiik fele, azaz 19.

Ma ezt a gondolatmenetet tgy irnank le, hogy jeloljitkk d-vel a két szamnak a 19-td] val6 eltérését, vagyis a két szam 19 + d
és19 — d.

A két szam szorzata ekkor (19 + d)(19 — d) = 19> — d* = 352.

Ebbél meghataroztak d-t, majd 19-hez hozzaadva és levonva megkaptak a két szamot: 22 és 16.

A megoldoképlet mai formabdl ismert felirasa a XV—XVI. szdzadra kéthet6.

2. Magasabb foku egyenletek

Egy polinom, illetve egy egyenlet fokét az ismeretlen legnagyobb kitevéje szabja meg. Példdul az x* + 2x° + 3x = 0 egyenlet
harmadfokt, mert benne az x legnagyobb kitevéje 3.

Van-e megoldoképlet a magasabb foku egyenletek megoldasara? Erdekes a vélasz a kérdésre. Harmad- és negyedfoku egyen-
letek esetében mar felirtak a megolddképletet, 6todfoku és magasabb foku egyenletek esetén azonban bebizonyitottak, hogy
nem lehet felirni ilyen képletet.

A harmadfoku egyenletek megolddsa érdekes torténelmi korba vezet minket vissza. A XVI. szazadban szokas volt, hogy
a szamold mesterek versenyre, parbajra hivtak ki egymast, amely soran egyenleteket adtak at egymasnak, és azok megol-
dasat kellett meghatdrozniuk. Nem csoda, hogy a megoldasi eljarast igyekeztek titokban tartani. A harmadfoku egyenlet
megolddképletét Cardano-formulanak nevezik, mert Girolamo Cardano (1501-1576) jelentette meg 1545-ben megjelent
konyvében. A képletet nem 6 fedezte fel, hanem egyik vetélytarsa, Tartaglia (1500-1557), aki egyik parbajuk utan elarulta
neki, de megigértette vele, hogy titokban tartja. Nem meglepd, hogy komoly vita alakult ki kett6jiitk kozott.

A negyedfoku egyenlet megoldasat még ugyanebben az évszazadban meghataroztak, mert vissza tudték vezetni a harmad-
foku egyenletekre.

Tobb szaz évvel késGbb, 1824-ben Niels Henrik Abel (1802-1829) norvég matematikus bizonyitotta, hogy 6todfoku egyen-
letek esetében nem létezik ilyen képlet. Ez azt jelenti, hogy nincs olyan képlet, amely minden egyenlet esetén alkalmazhato
lenne. Nem sokkal késébb, 1832-ben Evariste Galois (1811-1832) azt is megmutatta, hogy 6tnél magasabb foku egyenletek
esetén sem irhaté fel megoldoképlet.

64. lecke | POLINOM GYOKTENYEZGS ALAKJA



SCERERN \/|ETE-FORMULAK

KIDOLGOZOTT FELADAT

Keressiink dsszefiiggést az x* — 10x + 16 = 0 egyenlet gyo-
kei és egyitthatoi kozott!

Megoldds
A megoldoképlet segitségével megkaphatjuk, hogy a két

gyok 2 és 8. Haszndljuk a polinom gyoktényezds alakjat!
(x=2)(x—8)=x"—10x + 16

Végezziik el a bal oldali szorzast:
(x—2)(x—8)=x"—2x—8x+2-8=x*—(2+8)x+2-8
A masodfoku egyenlet egyiitthatdi ebben a feladatban

koénnyen megkaphatok a gyokokbél: b a két gyok osszegé-
nek ellentettje, ¢ pedig a két gyok szorzata. Ez méskor is
teljestil, ha az egyenlet féegyiitthatéja: a = 1.

1. Masodfoku egyenlet gyokei és egyiitthatoi kozotti osszefiiggések

Ha az ax’ + bx + c¢=0 (a, b, c € R, a # 0) masodfoku egyenletnek van két valés gydke (x, és x,), akkor a gyokok

Osszege is és a gyokok szorzata is kiszamithato az egyenlet egyiitthat6ibol.

b

c
X +x,=—" XX =<
1 2 a 1 2 a

Ezen képletek elnevezése: Viete-formulak.

2. Egész egyiitthatos egyenletek

Ha egy masodfoku egyenlet egyiitthatdi egész szamok, akkor ha létezik az egyenletnek olyan megoldasa, ami egész
szam, az csak a konstans tag osztdi koziil keriilhet ki. (Ez magasabb foku egyenletek esetén is teljestil.)

Ennek egy specialis esete, amikor a féegytitthat6 1. Ekkor a két gyok szorzata egyenlé a konstans taggal (x, - x, = ¢),
és a két gyok Osszege egyenld az elséfoku tag egytitthatdjanak ellentettjével (x, + x, = —b). Ezért meg lehet probalni
azt, hogy szorzatta alakitjuk a konstans tagot, és ellendrizziik, hogy van-e olyan osztopar, amikor az osztok osszege
egyenl6 (—b)-vel.

Példaul

Az x* — 5x + 6 = 0 egyenlet esetében a gyokok dsszege 5 és a szorzatuk 6. Ez a 2-re és a 3-ra igaz, tehdt a gyokok 2 és 3.
Az x* + 8x — 9 = 0 egyenlet esetében a gyokok dsszege (—8) és a szorzatuk (—9). Ez az 1-re és a (—9)-re igaz, tehit a
gyokok: 1 és —9.

FELADAT

92

2 5 Oldd meg a 6x* — 23x + 20 = 0 egyenletet a vals

1 5 Oldd meg fejben a kovetkezé masodfoku egyenle- 3 5 A gyokok kiszamitasa nélkil valaszolj a kérdésekre
teket! a 6x’ — 7x + 2 = 0 egyenletrol!
a) ¥—6x+8=0 c) ¥+7x+10=0 a) Hany valés gyoke van?
b) ¥ —12x+20=0 d) ©+x—20 =0 b) Mennyi a gyokok osszege?

¢) Mennyi a gyokok szorzata?

szamok halmazan megoldoképlettel! Ellenérizd a
Viéte-formulakat!

EGYENLETEK ES EGYENLOTLENSEGEK



4. 5 Egy egyenletrdl ennyit tudunk: x* + ... x + 12 =0. vel, hogy vannak-e valds gyokok!
Mi lehet a kozépsd tag egyiitthatdja, ha tudjuk, a) X +4x+7=0 b) ¥ +4x—7=0
hogy minden egyiitthatd egész szam, és az egyenlet
gyokei is egész szamok? 6 5 A 2x° + 3x — 7 = 0 egyenletben hatdrozd meg a
gyokok kiszamitasa nélkil:
5 5 Két szam négyzetének dsszegét a szamok kiszdmi- a) a gy6kok recpirokdnak 6sszegét,
tdsa nélkiil meghatarozhatjuk csak az dsszegiikbél b) a gyokok kobeinek osszegét!
és a szorzatukbol. Ellendrizd, hogy vannak-e valos gyokok!
a’ + b* = (a + b)*> — 2(ab). Alkalmazd ezt az 6sz-
szefliggést, valamint a Viéte-formulékat, és hata- 75 A2xX’ —3x—7=0 egyenletben hatdrozd meg a
rozd meg az egyenletek gyokeinek négyzetosszegét gyokok kiszamitasa nélkiil:
anélkiil, hogy a gyokoket kiszdmolndd! Erdekesség, a) a gyokok kiillonbségének négyzetét,
hogy ez az eljaras akkor is ad egy eredményt, ha b) a gyokok kiilonbségét,
az egyenletnek nincsenek valés gydkei. Ezért min- c) agyokok négyzeteinek kiilonbségét!
denképpen ellendrizd a diszkrimindns segitségé- Ellenérizd, hogy vannak-e valés gyokok!

HAZI FELADAT

1 s Oldd meg fejben a masodfoku egyenleteket! 3 A6x" — 1lx - 2 = 0 egyenletben hatdrozd meg
a) ¥ —25x+100=0 ¢) ¥+7x—78=0 a gyokok kiszamitdsa nélkil a két gyok négyzete
b) x* —5x—36=0 d) x*+0,2x — 0,48 =0 reciprokanak osszegét!

Ellenérizd, hogy vannak-e valés gyokok!

2 5 Oldd meg a 12x* — 17x + 6 = 0 egyenletet a meg-
oldoképlettel! Ellendrizd, érvényesek-e itt a Viete- 4 > Irj fel olyan mésodfokt egyenletet, melynek két

formulak! gyoke a 4x* + 3x — 5 = 0 egyenlet gydkeinek

a) ellentettje; b) reciprokal!

Y

EMELT SZINT

Bizonyitsuk be a Viéte-formulakat!
Legyen az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenlet két gydke x, és x,, jeléljiik D-vel a (b* — 4ac) diszkriminanst. Ekkor a megoldéképletnek

b+ /D —b-/D
2a 2a

megfelel6en x, = és x, = . Irjuk fel a gyokok dsszegét és szorzatat!

—b+D , —b—D _ 26 __b.
2a 2a

X+ X, = > o
v x—=b+VD —b—VD _ (=by'=D _ b*—(b"—4ac) _ 4ac _ ¢
b 2a 2a 4q° 4q° 4a> a’

Ezt akartuk bizonyitani.
(Frangois Viete (1540-1603) francia matematikus volt. Az 6 nevéhez fiiz6dik a masodfoku
egyenlet megoldasainak bettik segitségével torténd felirdsa és a tételben szerepld két osszefiiggés

is. O volt az elsé, aki fel tudta irni a 7-t egy sorozat elemeinek szorzataként:
2 2 2

—. 2. : :
TUV2 Vanda Vavvaive Vasd244/2172

Descartes — noha ezt egész életében tagadta — nagy valdszintséggel Viete miiveire is alapozta

sajat algebrai és geometriai munkassagat.)

Raadas | VIETE-FORMULAK



6 5 CSOPORTVERSENY

CSOPORTMUNKA

Alkossatok négyf6s csoportokat!

1 . Xigynoknek 30 perce van arra, hogy egy kdd segitségével hatéstala-
nitson egy artalmas szerkezetet. Ha els6 kisérlete nem sikeriil, akkor
az artalmas gép azonnal megkezdi mtikodését. Ez pedig belathatat-
lan kovetkezményekkel jarna...

A kdd ,,szerzdje” esélyt adott a stlyos és dramai események elkertilésé-
re, ugyanis pontos leirast helyezett el a szerkezeten arra vonatkozdan,
hogy mi a teend. A hatdstalanitds sikeréhez sziikség van X tigynok
matematikatudasara is. Segitsetek X tigynoknek elharitani a veszélyt!
Oldjatok meg az 1-5. feladatokat, és hozzatok nyilvanossagra

a hatastalanitas modjat! Az a csoport, amelyik elészor irja fel a
jo eljarast, jutalomban részesiil. Amikor minden csoport nyilva-
nossagra hozta az eredményét, akkor a mentdakci6 véget ér. Amig van olyan csoport, amelyik nem végzett a munka-
javal, addig a mar végzettek egyszer javithatnak javaslatukon.

1. feladat
Melyik szdm a 0 <—x”+ 6x — 5 egyenlétlenség megolddshalmazénak a legnagyobb Jeléld ezt a szdmot A-val!
eleme a valés szamok halmazan?

2. feladat
Két valds szam Osszege 4. Ha a nagyobbik szam négyzetébdl kivonjuk a kisebbik 4, eredményt jelsld a B betiivel!
szam négyzetét, akkor 12-t kapunk. Hanyféle lehet a kisebbik szam?

3. feladat

Az alabbi, a valés szamok halmazan értelmezett fiiggvények kozott hany olyan van,

melynek zérushelyei —0,2 és 3? A kapott szamot jelold C-vel!
fx) =-0,2(x + 1)(x — 3) h(x) = (5x + 1)(x — 3) m(x) = —5(x + 0,2)(x — 3)

gx)=5(x+1)(x—3) k(x)=-5(x—02)(x—3) n(x)=-0,2(x— 1)(x+ 3)

4. feladat

A kovetkez6 egyenletek kozott hany olyan van, amelynek a valés szamok halmazan

pontosan egy megolddsa van? A kapott szamot jelold D-vel!
v2x+1=x—1 x—1=x+3 v2x+1+1=x

V8x =—4x x—1=x—1 V2x+3 =x+2

5. feladat

A let két gyokének a négyzet-
Helyettesitsd be a kovetkez6 egyenletbe az A, B, C és D bettivel jelolt eredményeket, SIS S I

Y ot jelold E-vel!
majd oldd mega v Ax*+ D = Bx + C egyenletet a valos szimok halmazén! gsseeget jetone Sve

Billentytizd be a hatdstalanito késziilékbe az ABCDE otjegyti szdmot, és utdna nyomd meg a piros gombot! Ha a megfelel6
szdamot irtad be, akkor az drtalmas kédot kivégezted, DE HA NEM ...

2 . Azels6 3 helyezett csapat mutassa be, milyen egyszeri médszereket alkalmazott a hatastalanitas érdekében!

EGYENLETEK ES EGYENLOTLENSEGEK



HAZI FELADAT

1 = Ird fel a kovetkezd kifejezések gyoktényezds alak- Hény kg termék eldallitisa esetén lesz a cégnek
jat! nyeresége ebbdl a termékbdl, ha feltételezziik, hogy
a) x°+ 11x + 24 amit el8allit, azt el is tudja adni?
b) 55 +x—6
3 5 Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenlete-
2 5 Egy vegyipari cég havonta x kg terméket allit el6. Egy ket!
kg terméket (32 — 0,02x) eurdért tud eladni. Az el6alli- a) v3x+6=x—4
tas koltsége euréban (0,1x° — 45x + 12 000). b) v4x+1=x-5

EMELT SZINT

Paraméteres egyenletek

Paraméteres egyenletrdl akkor beszéliink, ha az egyenlet valamelyik egyiitthatdja nem ismert. Azon feladatok z6mében,
amelyekben ilyen tipusu egyenletek fordulnak eld, ismert valamilyen Osszefliggés vagy kapcsolat az egyenletre vagy az
egyenlet megoldasaira vonatkozdan. A feladatokban dltalaban azt kell meghatdrozni, hogy a paraméter mely értékei esetén
teljestilnek a megfogalmazott kapcsolatok, osszefiiggések.

Példdul
ismert ekkor felhasznalhatjuk
az egyik valos gyok értéke ezt az értéket behelyettesitve teljesiil az egyenl6ség
pontosan egy valos gyoke van a diszkriminans értéke 0
nincs valés gyoke a diszkriminans értéke negativ
két kiilonboz6 valds gyoke van a diszkriminans értéke pozitiv

egyik gyoke pozitiv, masik negativ. ~ Viete-formulak

Ha a paraméter a fGegytitthatoban is szerepel, akkor figyelni kell arra, hogy a paraméternek lehet olyan értéke, amely érték
esetén a féegytitthato 0, ezért az egyenlet nem masodfoka.

1. Mely szdmokat jeldlheti a p, haa (p — 2)x* + (2p — 7)x + p = 0 egyenletnek két kiilénbdzé gydke van a valds szdmok

halmazan?
Megoldads
Akkor van ennek az egyenletnek két kiilonb6z6 vald gyoke, ha xﬂ
- masodfoku, vagyis p — 2 # 0, és 49

- a diszkriminansa pozitiv.
Jegyezziik meg, hogy p — 2 # 0, vagyis p # 2, és irjuk fel az egyenlet diszkrimindnsat!
D=(2p—7¢—4-(p—2)-p=4p°—28p + 49— 4p> + 8p = 49 — 20p. N
49 —20p > 0, ha 20p < 49, vagyis p < 2,45.
Tehat az adott egyenletnek akkor és csakis akkor van két kiillonb6zé valds gyodke, ha p < 2,45, de nem egyenl6 2-vel. A p

megfeleld értékeit a koordindta-rendszer vizszintes tengelyén zolddel jeldltiik.

2 . Milyen szdmokat irjunk a p bet(i helyére, ha azt akarjuk, hogy a (p + 2)x* + 6px + 4p + 1 = 0 egyenletnek a valds sz4-
mok halmazaban 1 valds gyoke legyen?

3. Milyen p paraméter esetén lesz két kiilonb6z6 megoldasa a kovetkezo egyenletnek a valds szamok halmazan:
(pP*—5p+45x+(Bp—Dx+2=0?

4. A(p+3)+(p’+6p+ 1)x—5p=0egyenlet egyik gydke a valos szdmok halmazan az 5. Mi lehet a mésik gyoke?
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ACELEEN MASODFOKU EGYENLETRENDSZEREK

EMELT SZINT

KIDOLGOZOTT FELADAT

96

1. Egy derékszogl haromszég teriilete 330 cm?, az atfo-
goja 61 cm-es. Mekkorak a befogdi?

Megoldds

61 cm

ycm

Irjuk fel az x és az y segitségével a hdromszdg teriiletét és a
Pitagorasz-tételt!

%:330, xy=660}

rypoer) FHy=32

Az els6 egyenletbdl: y = 660 gzt behelyettesitjiik a ma-
sodik egyenletbe: g
2+ (@f =3721; x4 433600 _ 375),
X xz
Az x° helyett vezessiink be 1ij ismeretlent, jeloljiik u-val!

U+ 7435;1600 = 37215

u? + 435 600 = 3721u;
u?— 3721u + 435 600 = 0.

Megoldoképlettel: u, = 3600; u, =121.

Az x tehat olyan pozitiv szamot jel6l, amelynek a négyzete
3600 vagy 121. Tehat x, = 60 és x, = 11.

A masik befogd hosszat az y = % egyenletbdl kapjuk
meg:

_ 660 _ 660 _1p g, 650 _ 660 _ ¢

NT T 60 11
Tehat egyféle hiromszog felel meg a feladatunk felté-
teleinek, ennek az egyik befogdja 11 cm, a masik 60 cm

hossztsagu.

2 . Melyik az a kétjegyli pozitiv egész szam, amely 18-
cal nagyobb a forditottjanal, és a négyzete 1188-cal
nagyobb a forditott szam négyzeténél?

Megoldds
A keresett szam els6 szamjegyét u-val, a masodikat v-vel
jeloljiik. Ekkor ez a szam (10u + v)-vel, a forditottja
(10v + u)-val egyenld.

10u+v=10v+ u +18
(10u + v)> = (10v + u)* +1188
Rendezziik 4t az elsé egyenletet, és hasznaljuk a mérleg-
elvet!
10u+v=10v+u +18;
Hogyan folytassuk?

A feltételek szerint: {

u=9v+18 u=v+2
Lehet algebrai atalakitasokkal tovabb lépni. De mivel kétjegyti
szamokrol van szo6, melyekrdl most mar azt is tudjuk, hogy a
masodik szamjegyiik 2-vel nagyobb, mint az els6 szamjegyiik
(ezt jelenti az utolsé egyenletként felirt u = v +2), lehet ugy is
folytatni, hogy kiprobaljuk a szdba jové szamokat.
Algebrai médszer
a) Egyszertibb alakra hozzuk a mésodik egyenletet:
100u” + 20uv + v* =100v* + 20uv + u* + 1188
w=v+12

u=v+2

b) Megoldjuk
) gl aZu2=v2+12

A masodik egyenletbe az u helyére beirjuk a (v + 2)-t.
(v+2P=v+12; V+4v+4=2v"+12;

v=28; v=2.

Ha v = 2, akkor u = 4, vagyis az egyenletrendszernek

} egyenletrendszert.

egy megolddsa van, a (4; 2) rendezett szampar.
Tehat a keresett szdm a 42.

Lehetséges kétjegyii szamok ellendrzése:

A sz6ba jov6 kétjegyt szamok:

20, 31, 42, 53, 64, 75, 86, 97.

a 20 forditottja a 2, 20° — 2 =400 — 4 # 1188;
a3l forditottjaa 13, 31> —13*=961 — 169 + 1188;
a 42 forditottjaa 24,  42° —24*=1764 — 576 = 1188;

az 53 forditottjaa 35,  53° — 35" =2809 — 1225 + 1188;
a 64 forditottja a 46, 64" — 46" = 4096 — 2116 + 1188;
a 75 forditottja az 57, 75" — 57> = 5625 — 3249 + 1188;
a 86 forditottja a 68, 86" — 68° = 7396 — 4624 #+ 1188;
a 97 forditottja a 79, 97° — 79° = 9409 — 6241 + 1188.

Tehat a keresett szdm a 42.

EGYENLETEK ES EGYENLOTLENSEGEK



FELADAT

1.

2.

3.

4.

5.

Melyik az a kétjegy, pozitiv egész szam, amely 4-szer
akkora, mint a szdmjegyeinek az Gsszege, és 2-szer
akkora, mint a szamjegyeinek a szorzata?

Egy kétjegyti, pozitiv egész szam szamjegyeinek 6sz-
szege 5-tel kisebb, mint a szamjegyek szorzata. Ez a
szam ugy aranylik a forditottjahoz, mint a 8 a 3-hoz.
Melyik ez a szam?

Egy kétjegyl, pozitiv egész szam 36-tal nagyobb,
mint a forditottja. A szdmnak és a forditottjanak a
szorzata 1612. Melyik ez a szam?

Egy 105 cm hosszt nadszal segitségével rombusz ala-
ka papirsarkanyt készitiink. A nadszalat két részre
vagjuk, ezek lesznek a rombusz atloi. A sarkdnytest
keriiletének elkészitéséhez 150 cm hosszt spargara
van sziikség. Mekkora a sarkanytest teriilete?

Egy deltoid korbe irhatd, azaz hurnégyszog. Keriilete
56 cm. Hosszabbik atléja 20 cm.

a) Mekkordk a deltoid oldalai?

b) Mekkora a koré irhaté kor sugara?

c) Mekkora a tertlete?

d) Mekkora a révidebbik atloja?

HAZI FELADAT

1.

2.

3.

Egy kétjegyti, pozitiv egész szam 2-szer akkora, mint
a szamjegyeinek a szorzata. A szam ugy aranylik a
forditottjahoz, mint a 4 a 7-hez. Melyik ez a szam?

Egy kétjegyli, pozitiv egész szam szamjegyeinek a
négyzetosszege 41. A szamnak és a forditottjanak a
szorzata 2430. Melyik lehet ez a szam?

Egy derékszogt haromszog keriilete 12 dm, egyik be-

fogodjanak hossza 2 dm.

a) Mekkora a hdromszog masik két oldala?

b) A haromszog teriilete hany szazaléka a korilirt
kore tertiletének?

Raadas. lecke | MASODFOKU EGYENLETRENDSZEREK

Egy ék keresztmetszete lathaté az dbran. A kereszt-
metszet trapéz alakd, egy téglalapbdl és egy hozzd
illeszked6 derékszogii haromszogbdl all. A derékszo-
gl haromszog befogoéi ugyanolyan hosszuak, mint a
téglalap megfelel§ oldalai.

A trapéz teriilete 540 mm’. A trapéz hosszabbik szdra
41 mm hossza.
Milyen hosszt a trapéz tobbi oldala?

Egy derékszdgd hiromszog teriilete 420 mm’, egyik
befogéjahoz tartozo sulyvonala 37 mm hosszu.

Milyen hossztiak a haromszog oldalai?

Egy derékszogli hdromszog teriilete 180 cm”, kertile-
te 90 cm. Mekkorak a haromszog oldalai?

Vx* + y* cm

ycm

Egy konvex deltoid egyik oldala 13 cm, masik oldala

15 cm hosszu. A deltoid szimmetriatengelyét a ma-

sik atlé 5: 9 aranyu részekre osztja.

a) Mekkorak a deltoid atl6i?

b) Mekkora a deltoid teriilete?

c) Mekkora a deltoid beirt kérének sugara? (Az
érinténégyszog beirt korének sugarat a tertilet és
a kertilet felének hdnyadosaként is kiszdmolha-
tod.)
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66 GYAKORLAS, TUDASPROBA

FELADAT

1 5 Adj meg olyan masodfoku egyenletet, melynek két b) Hatdrozd meg a fuggvény széls6értékét, és azt
gyoke: is, hogy hol veszi fel ezt a szélsGértéket!
a) 12és21; c) Add meg a figgvény értékkészletét!
b) —3 ¢ —17) L A
7 10 6 > (Erettségi feladat, 2007) Egy televizids vetélkedén
20 jatékos vesz részt. A misorvezetd kérdésére
2 5 Oldd meg a kovetkezd egyenldtlenségeket a valos a lehetséges harom valasz koziil kell a jatékosok-
szdmok halmazén!! nak az egyetlen helyes megoldast kivélasztani,
a) 3x—x*<0 melyet az A, a B vagy a C gomb megnyomasaval
b) x*—4,5¢—9<0 jelezhetnek. A vetélkedd harom fordulobol all,
minden forduléban négy kérdésre kell valaszolni.
3 5 Oldd meg a valds szdmok halmazdn az egyenlete- Amelyik versenyzé hibdsan valaszol, 0 pontot kap.
ket! A helyes vélaszért annyi pont jar, ahdny helytelen
a) Vx+3= % h) V2x+4=x+2 valasz sztiletett (pl.: ha Péter jol valaszol és 12-en

hibaznak, akkor Péter 12 pontot szerez). Hany jaté-
A s Egy derékszogh utkeresztezddésbl indul két ke- kosnak kell helyesen valaszolnia egy adott kérdésre

rékparos. Az els6 észak felé halad, és masodpercen- elithiors, Loy e 20 fiitleomimalc s o lesskosire ol

ként 4,5 m-t tesz meg. A masodik 5 masodperc- osszpontszima a lehetd legtobb legyent

cel késébb indul kelet felé, és masodpercenként 7 = (Erettségi feladat, 2007)

90 it sy, a) Oldjamega 7+ x <—2-(x — 2) egyenlétlen-
Hany masodpercig lesznek — légvonalban — 500 m-

Y

séget a valos szamok halmazan!

nél kozelebb egymashoz? b) Oldja meg az x*+ x — 6 < 0 egyenl6tlenséget

a valds szamok halmazén!

5 = Egy, a valos szamok halmazan értelmezett masod- c) Legyen az A halmaz az a) alatti egyenlétlenség

foku fiiggvény két zérushelye —3 és 5, fegyiittha-

t(’)ja’—O,S. lenség megoldashalmaza. Adja meg az A UB,
a) Ird fel a fiiggvény hozzarendelési szabalyat! AB ésa B A halmazokat!

megoldashalmaza, B pedig a b) alatti egyenl6t-

HAZI FELADAT

1 5 Ird fel gyoktényezds alakban a kovetkezd kifejezé- 3 5 Oldd meg a kovetkezd egyenlStlenségeket a valos

Y

seket! szamok halmazan!

a) 2x’ — 17x— 84 a) 2x—2 >« b) (2x+15P+x—3=<0
b) —3x* +22x + 80
Egy konvex sokszog atloinak szama nagyobb, mint

'
Y

2 5 Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenletet! 50, és kisebb, mint 100.
/3x+1=x—1 Hany oldala lehet ennek a sokszognek?
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TUDASPROBA

Egy masodfoku fiiggvénynek két zérushelye van a
valds szamok halmazan: 3 és 7, f6egytitthatoja —2.
a) Ird fel a fiiggvény hozzérendelési szabalyat!

b) Hatarozd meg a fliggvény szélsdértékhelyét és

Egy lizemben tobbféle terméket gyartanak. Az
egyik termékiikbdl x darab eldallitdsanak koltsége
k(x) = x* + 3120 (eurd). Ezt a terméket 113 eurdért
aruljak. Hany darab termék gyartasa esetén lesz nye-
reséges ez a termékiik? (Feltessziik, hogy el is tudjak

Adott az x* — (4p + 1)x + 2p = 0 mésodfoku egyen-

a) Igazold, hogy barmely valés p érték esetén az
egyenletnek két killonb6z6 valds gyoke van!
b) Ha az egyenlet egyik gyoke 3, akkor mennyi a

c) Hatarozd meg a p paraméter értékét gy, hogy az
egyenlet gyokeinek négyzetosszege 7 legyen!

A p paraméter mely valds értéke esetén lesz a kovet-

kezé egyenletnek két kiilonboz6 eljelt gyoke?

A p paraméter mely valds értéke esetén lesz a kovetke-
z8 egyenletnek pontosan egy megoldasa a valds sza-

1 5 Ird fel gyoktényezds alakban a kovetkezd kifejezése- 4
ket!
a) ¥ —18x+72
b) 10x* + 57x - 18
szélséértékét!
2 5 Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenletet! c) Abrézold a fiiggvény grafikonjat!
Vvix+1=x+1
5>
3 5 Oldd meg a kovetkezé egyenlotlenségeket a valds
szamok halmazéan!
a) 3x*—2x <1
b -3¢ >2—7
) (x ) * adni, amit eléallitanak.)
EMELT SZINT
1. A gyoktényezés alak segitségével alakitsd szorzattd 4 . (Erettségi feladat, 2020, emelt szint)
a szamlalot is és a nevezot is, majd egyszertsitsd a
torteket! let, ahol p valés paraméter.
x*—3x—18
x*+8x+15
b) 2x° + 11x + 15
2x*+3x—5 masik gyoke?
2
a) 10x” — 13§c -3
14x —8x"—3
2 . Milyen alakzat lesz a kévetkez6 fiiggvények grafikon- 5
ja? Az algebrai atalakitas, egyszertisités utdn dbrazold
a fuggvények grafikonjat! Figyelj az értelmezési tar- X—5x+p—1=0
tomdnyra!
2
a) f:(R\{3}) > R, ﬂxrzﬁéi%%li 6.
2
b) ¢:(R\{2}) » R, g(x)= % mok halmazin?
a) pX—(p—Dx+p—1=0
2 _ =
3. A pparaméter melyik értéke esetén lesz a kovetkezo b) px = (pH+2x+p=0
egyenletnek egyik megoldasa az 5? Hatarozd meg a -

masik megoldast is!

a) 2’ +8x—p=0

b) 3+ px+12=0

c) 2+ (p+1Dx+7=0

66. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA

Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) |[X¥+4x+5|=1

b) |x*+4x+4|=1

c) |[¥+4x+3|=1

d) Oldd meg grafikusan is mindegyik egyenletet!
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TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Ekvivalens-e egymassal az R alaphalmazon a kovet-
kezé két-két egyenlet?
a) (x+3y¢=16 é x+3=—4

h) 2x+3v/x=3/x—-8 é 2x=-8

Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) Vx = 3 b) vx=x-2

Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) vx+2=x—4 c) Vv2x+2=x—-3
b) vx+6=x—6 d) v3x+1=x-3
Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) v3x+10—-x=0
h) V2 :%

c) v4x+8+1=x
d) v5x+1=5x+1

Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) IVx—4=x—-26 b) 3v2x—6=x—3

Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenlétlen-
ségeket!

a) ¥—11x <0

b) ¥ —7x >0

Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenlétlen-
ségeket!

a) ¥ —11x+30 <0

b) —x*—3x >0

c) —x’+3x+4>30

Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenlétlen-
ségeket!

a) 2x*—11x—6<0

b) —10x*+21x— 9 <0

Oldd meg az egyenldtlenségeket a valds szamok hal-
mazan! Mérlegelv segitségével hozd egyszert(ibb alak-
ra az egyenlStlenségeket!
a) x+3x°—5<x"—x+7

2 2
 =phed -
c) (x+1P>2x+1yY+x

10>

11>

13>

145

Oldd meg valds szamok halmazan az egyenlétlensé-
geket! Mérlegelv segitségével hozd egyszer(ibb alak-
ra!
a) 14 13x=3x—7— 2x°

2 2
R -
c) (x+ 14 (x+2)7 > (x4 3)

Egy fiiggblegesen felfelé dobott test x masodperc
mulva h(x) = 32x — 5x* méter magassdgban van. Me-
lyik idétartamban van magasabban, mint 40 méter?

Egy cég a kovetkezd félévben akkor oszt prémiumot a
dolgozok kozott, ha a nyereség tobb lesz, mint 2 ezer
eurd. A cég szamitasai szerint x db termék forgal-
mazasa esetén a nyereség f(x) = 57x — 0,3x” euro, és
x < 95. Hany terméket kell ahhoz forgalmazni, hogy
prémiumot kapjanak a dolgozok?

A Coulomb-torvény szerint két, egymadstdl r tavol-
sagra 1évo pozitiv toltés kozott a kovetkezd nagysagu
k Q Q,
2
r

taszito erd 1ép fel: F = ;ahol Q, és Q, a tolté-

2
sek nagysaga, k pedig egy dllando. (k =910’ Nc_n21>
Mekkora tavolsagra vannak egymastdl a Q, és Q,
toltések (Q, = 3,84-10° C és Q,=2,16- 107 C), ha
a koztiik 1év6 taszitd eré nagyobb, mint 12 N?

Egy kor alaku tiikornek 5 cm széles kerete van. A be-
keretezett tiikor teljes teriiletének kevesebb, mint
20%-a keret. Mekkora a tiikor bels6 atmérdje?

EGYENLOTLENSEGEK
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15>

165

175

185

195>

20>

21>

22 >

Egy korlap kozepére céltablat rajzolunk ugy, a cél-
tablat 3 cm széles sav veszi korbe. A teljes korlapnak
kevesebb, mint 10%-a, de tobb, mint 9%-a ez a 3 cm
széles sav. Mekkora a céltabla atméréje?

Alakitsd szorzatta a polinomokat!
a) 3x’ —4x—7 b) 4x’ — 16x — 9

Adj meg olyan egész egyiitthatés masodfoku polino-
mot, melynek zérushelyei

2 4 11, 7 gg — 2
a)9es3, b)4es o'

Ird fel az alabbi polinomokat gyoktényezds alakban!
a) 5x’+3x—8 b) 0,2x* —0,1x— 2,1

Ird fel a polinom gyoktényezds alakjat!

a) 2x+dx+ > c) —2x+x+28
Py 1 _1le 21

b) —x x+4 d) 2x +2x—i—2

Egy valds szdmokon értelmezett masodfoku fiigg-
vény két zérushelye 1 és 7, f8egytitthatdja 1. Add meg
a fliggvény hozzarendelési szabalyat! Hatarozd meg a
tfuggvény széls6érték helyét és szélsdértékét!

A zérushelyei és a széls6értéke leolvasasaval ird fel
a kovetkezd, a valos szamok halmazan értelmezett
tiggvények hozzarendelési szabalyat!

| [Ay
| [
\ | vA

A

1 [

0] 1

=Y

YA

=Y

Keress olyan szamot az egyenl6tlenség jobb oldalara,
hogy minden valds szam megoldésa legyen az egyen-
16tlenségnek! Melyik a legnagyobb ilyen szam?

) +ex=[ |

a) X +4x =

b) 2x2+20x2D

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

23 >

24 >

25>

26 >

27 >

28 >

29 >

Hany olyan kétjegy(i pozitiv egész szam van, amelyre
teljesiil az egyenl6tlenség?

a) —x*+25x—144 >0

b) —x’+26x—165=0

c) 2’ +8x—7>0

d) —3x2+%x—6 >0

Egy konvex sokszog atléinak szama tobb, mint 100
és kevesebb, mint 200. Hany oldalu lehet a sokszog?

Egy termék drat felemelték p szdzalékkal, majd megint
felemelték, de most 2p szazalékkal. Hany szazalékos
volt az els6 aremelés, ha a két dremelés utan az ar az
eredetihez képest tobb, mint 32%-kal emelkedett?

Hatarozd meg a kifejezés értelmezési tartomanyat!
a) vV—x"+11x—24
b) v —x"+5x+6

Hatdrozd meg a kifejezés értelmezési tartomanyat és
értékkeészletét!

a) v—x"+2x+48
b) v —x*+2x+35

Konrad tavaly megmérte a tomegét és a magassagat.
Azt tapasztalta, hogy magassaga 165 cm, és kiszami-
totta a testtomeg indexét, ami 23,8 volt. Mennyit nétt
egy év alatt, ha egy évvel kés6bb azt tapasztalta, hogy
testtomeg indexe tobb, mint 5 szazalékkal csokkent,
de kozben a tomege 5 szdzalékkal lett tobb, mint egy
évvel korabban? (a testtomeg indexet gy szamoljak,
hogy a kg-ban mért testtémeget elosztjak a méterben
mért magassag négyzetével.)

Két ellenallast sorosan kapcsolva az eredé ellenallds
6 Q. Ugyanezeket az ellenallasokat parhuzamosan
kapcsolva az eredé ellenallds 1,365 Q). Mekkordk az
ellenallasok?

(R, és R, ellenallasokat sorosan kapcsolva az eredd
ellendllds R, + R,. Parhuzamos kapcsolds esetén az

ered§ ellendllds reciproka 1,1 )
Rl R2
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67

KICSINYITES

»...Aztan az egyik fotdn felfigyel egy apro részletre. Nagyi-
tast készit a képrol, egészen addig, amig rd nem débben
arra, hogy egy pisztolyt tart6 kezet lat a bokrok kozott. ...”
(Nagyitds, 1966; a filmet Michelangelo Antonioni rendezte)

Az idézett mozifilmben az eredeti képrél késziilt egyre na-
gyobb aranyu nagyitasok mindegyikénél olyan kép jon 1ét-
re, amelyen az eredetileg egyenesnek latsz6 vonalak szintén
egyenesnek latszanak, amelyen az eredeti kép tavolsagai-
nak aranya ugyanakkora marad, amelyen az eredeti képen
megmért szogek ugyanakkora szogek maradnak. Egyszo-
val a formak, az alakok megmaradnak, nem torzulnak a
nagyitas soran: a kéz kéznek, a pisztoly pisztolynak és a
bokor bokornak latszik mindegyik nagyitdsban. A pisztoly

KOZEPPONTOS NAGYITAS,

csove mindegyik képen ugyanannyiszor hosszabb, mint az
azt tart6 kéz hiivelykujja, a nagyitas soran a bokor magas-
saga ugyanannyiszorosara né, mint a pisztoly hossza. Ke-
ress ra, és nézd meg a filmet, érdemes!

A mai technika vilagaban szamitogép segitségével sokszor
nagyitjuk, kicsinyitjiikk a fényképeinket. Kicsinyitjiik, ha
kisebb méretben szeretnénk beilleszteni egy szovegbe, de
fontos szamunkra, hogy a teljes fénykép bekeriiljon gy,
hogy megtartjuk kozben az eredeti fényképen szerepl6 ara-
nyokat. Nagyitjuk, ha egy részletre vagyunk kivancsiak.

HASONLOSAG



Hogyan lehet nagyitani, kicsinyiteni?

A fotokrol optikai uton késziild nagyitdasok — nagyon leegy-
szerlsitve — kozéppontos nagyitassal késziilnek. Ennek
lényegét mutatja a mellékelt képsorozat, amely egy kisfit
eredeti képének kétszeresre nagyitott, felére, illetve negye-
dére kicsinyitett valtozatat mutatja.

Ha az eredeti képen megjeloliink harom pontot (A, B,
C), akkor lathatjuk, hogy az O koézéppontu kétszeres na-
OA, =2-04, 0B, =2-0B, 0C,=2-0C.
Igy van ez az 6sszes tobbi ponttal is: példaul a kisfiti ,,orra

gyitasnal:

hegye” a nagyitott képen kétszer akkora tavolsagra van az
O ponttdl, mint az eredetin.

A negyedére kicsinyitett kép esetében minden O-tél mért
tavolsdg a negyede az eredeti tavolsagnak, a felére kicsinyi-
tett képen pedig ugyanez az arany 1 : 2.

Az egymasnak megfelel§ szakaszok parhuzamosak (pél-
daul AB || AB, || A,B, || A,B,), illetve egy egyenesbe
esnek, ha a szakasz egyenese dtmegy az O ponton (példaul
OA, OA,, OA, és OA,). Ebbdl az kovetkezik, hogy az ABC
haromszog szogei ugyanakkordk, mint a masik harom ha-
romszog megfelelé szogei. Ez minden mas szogre ugyan-
csak igaz: barmely szognek a kozéppontos nagyitas soran
kapott képe ugyanakkora, mint az eredeti szog.

Azt is konnyen belathatjuk, hogy a kétszeres nagyitasnal
minden szakasz kétszer olyan hosszava valik, a negyedére
kicsinyitésnél minden szakasz negyedakkora lesz, mint az

eredeti képen: példaul A, B, = 2-AB, A,C, = i-AC.

67. lecke | KOZEPPONTOS NAGYIiTAS, KICSINYIiTES

Al

Erthet6vé valik ezek alapjén, hogy mit jelent a ,,forma’, az

»alak” megmaraddsa:

- Az ABC haromszog barmelyik két oldalanak ara-
nyat nézziikk, ez ugyanannyi, mint a nagyitott, il-
letve Kkicsinyitett hdromszog megfelel6 két olda-
lanak aranya; hiszen ha egy haromszog minden
oldalanak hosszat példaul kétszeresére valtoztatjuk,
akkor a hdromszogoldalak ardnya nem véltozik meg;

- a kisfit arcanak barmely két részletét hasonlitjuk ossze
az egyik képen, a megfeleld méretek aranya mindegyik
képen ugyanakkora lesz.

Megjegyzés

Egy sikbeli alakzat nagyithaté a sikjanak valamely pont-
jabol, de a sikjan kiviili pontbdl is. A fotok nagyitasa al-
talaban nem a kép sikjaban, hanem térben megvaldsuld
folyamat.

A mellékelt abra egy Otszog olyan kétszeres nagyitasat
szemlélteti, amelynél a nagyitas kozéppontja (O) nincs ben-
ne az 6tszog sikjaban.
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FELADAT

1 5 Adott a nagyitas kozéppontja (O) és aranya (k).

a)

b)

A) k=2

A négyzethalo segitségével nagyitsd (kicsi-
nyitsd) a megadott alakzatot a fiizetedben!
Szamold ki az eredeti és a nagyitott sikidom ke-
rilletét és tertiletét (a hosszuisagegység a racs
legkisebb négyzetének oldalhossza legyen)!
Hanyszorosa a nagyitott sikidom kertilete, illet-
ve teriilete az eredetinek? Foglald az eredmé-
nyeidet tablazatba!

=3
C)k—2

A

B) k=

D) k= 0,5

INJ[oY

2 5 Masold le az abrat! Szerkeszd meg a fiizetedben az

ABC haromszog O kézéppontu nagyitott vagy ki-

csinyitett képét, ha a hasonldsag aranya

a)

b) k=31

_ 3.
5 2’ 4

HAZI FELADAT
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1 s Masold at a fiizetedbe a jobb oldali dbrat! Nagyitsd

a megadott tervrajzot masfélszeresére az O pont-

bdl (jelold a kapott pontokat az eredeti pontoknak

megfelel6en 1-es indexszel), majd a P pontbdl (je-

16ld a kapott pontokat az eredeti pontoknak megfe-

lel6en 2-es indexszel)! Igazold, hogy a két nagyitott

abra egy eltolassal egymasba atvihet6! Add meg az

eltolast egy vektorral!

Oe

C

3 5 Az ABCDE t6mor, szabalyos négyoldalu gula alap-

éle 8 cm, magassaga 12 cm. A gualat az alaplapjaval

parhuzamos harom sikkal négy részre vagjuk ugy,

hogy a szomszédos parhuzamos sikok tavolsaga

3 cm legyen.

a)

b)

c)

Milyen testek keletkeztek a részekre vagas soran,
milyen sokszogek hataroljak ezeket a testeket?
Mekkora teriilettiek a szétvagasnal keletkez6 sik-
metszetek (a szinezett négyszogek pl. A, B,C,D,)?
A sikmetszetek mindegyike atviheté egy ma-
sikba kozéppontos nagyitassal. Valassz ki két
sikmetszetet, add meg a megfelel$ nagyitas ko-
zéppontjat és ardnyat!

=]
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2 s Kicsinyitsd a kort mindkét megadott pontbol 4 > Fogalmazd meg, hogy az alabbi esetekben hogyan ha-
(P kiilsé pont, K a kor kozéppontja) a %-ére! A fii- tarozhaté meg szerkesztéssel a nagyitas kozéppontja!
zetedben dolgozz!

AB|| A B,

BC||B,C,
AC| ALC,

3 5 A Bevezetében a kisfiurol késziilt képsorozattal

kapcsolatosak a kérdések: ©
. s z : BC|| B,C,
a) Hanyszoros nagyitasa a legnagyobb kép a legki- AC|IAC
sebbnek? -
A

b) Mekkora annak az O kézéppontu Kicsinyités-
nek az aranya, amelynél az A, B, C, haromszog

d
képe az A,B,C, haromszog? )
c) Hanyszor akkora teriiletd a legnagyobb kép,
mint a legkisebb?

EMELT SZINT

[rjunk az adott ABC haromszdgbe olyan négyzetet, amelynek két csticsa az AB, egy-egy cstcsa pedig az AC, illetve a BC
szakaszon van!

Megoldds

Egy kisebb, KLMN négyzetet a bal oldali dbra szerint ugy helyeziink el, hogy harom csticsa, a
K, az L és az N a kovetelményeknek megfeleléen helyezkedjék el.

Az M cstcs az egyetlen, amely még nincs a ,,helyén”, a BC ol-

dalon. c

Most az A pontbdl olyan kozéppontos nagyitast alkalma-
zunk, amellyel az M pont M’ képe a BC szakaszra keril.

A K L B A szerkesztésnél felhasznaljuk, hogy a négyzetnek és a képé- X

nek a megfelel§ oldalegyenesei illeszked6k vagy parhuzamo- — i1
sak; a K és az L pont az AB egyenesen, az N pont az AC egye- R

nesen mozdul el. A KLMN négyzet képe, a KL'M'N' négyzet , & —

tehat megfelel a feladat kovetelményeinek (jobb oldali abra).
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68 KOZEPPONTOS HASONLOSAG

106

A kozéppontos nagyitas és kicsinyités 6sszefoglald neve egy geometriai transzformacio, a kozéppontos hasonldésag.

p K Definicié: Adott egy O pont (a kozéppontos hasonlosag kozéppontja) és egy k pozitiv
/ valos szam (a hasonldsag aranya).
OP’=k-OP A tér barmely P pontjahoz hozzérendeljikk a P” pontot gy, hogy

’

- az O pont képe 6nmaga (azaz O = O")
- ha P =+ O, akkor P’ az OP félegyenesének azon pontja, melyre igaz, hogy az OP’ szakasz
hossza az OP szakasz hosszanak k-szorosa.
Ez a hozzarendelés kozéppontos nagyitas, ha 1 < k, kozéppontos kicsinyités, ha k < 1, egybevagosagi transzformacio,
hak=1.
Szokas a kozéppontos hasonldsdgot negativ k-ra is értelmezni, ekkor a transzformdcio a | k| aranyu, O kozéppontt kozép-
pontos hasonldsag és egy O kozéppontu titkrozés egymasutanja.

Definici6: Ha két alakzathoz van olyan kozéppontos hasonlosag, amely az egyiket a masikba viszi at, akkor ezeket a alakzatokat
koézéppontosan hasonléknak mondjuk.

Példdul az ABC haromszog kozéppontosan hasonlé az A’B’C” haromszoghoz; az ABCDEO gulahoz kézéppontosan ha-
sonl6 a masik két, szintén O csucst gula (amelyeknek az alaplapja parhuzamos az ABCDE lappal).

A

B C

Az O kozéppontu, k aranyszamu kozéppontos hasonldsag esetén:

- pont képe pont;

- egyenes képe egyenes, a kapott egyenes egybeesik az eredeti egyenessel, ha ez az egyenes illeszkedik az O pontra, par-
huzamos az eredeti egyenessel, ha ez az egyenes nem illeszkedik az O pontra;

- sz0g képe vele egyenld nagysagu szog;

- szakasz képe k-szor olyan hosszu szakasz, mint az eredeti szakasz.
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A kozéppontos hasonldsag tovabbi fontos tulajdonsagai:

- kor képe kor, melynek sugara az eredeti sugar k-szorosa;

- sokszog képe sokszog, e két sokszog megfeleld szogei egyenlék, megfeleld oldalai parhuzamosak (a pontos matematikai
definici6 szerint minden egyenes 6nmagaval is parhuzamos), megfelel$ oldalaik hosszanak ardnya k-val egyenl6.

@ A kozéppontos hasonldsag tulajdonsagai vizsgalhatok a GeoGebra programmal is.

FELADAT

1 5 Igaz-e, hogy barmely két nem egybevagd

4 5. Az ABCDE szabalyos négyoldala gulat kozéppon-

a) négyzet; c) egy sikban fekvo kor; tos hasonldsaggal nagyitjuk az E pontbdl. A nagyi-
b) kocka; d) gomb tas aranya
kozéppontosan hasonld? a) 2; c) 100;
b) 8 d) v2.
2 5 Az O csucsu szog szarait parhuzamosokkal met- Mekkorsk a nagyi-

szettiik. Két-két keletkezett sikidomrol azt allitjuk,
hogy kézéppontosan hasonlok. Melyik allitas igaz,
melyik hamis, és miért?

a) az OAD haromszog és OBE haromszog;

tott guldk alapélei
és oldalélei? Mek-

g
, &
kora a nagyitott

gulak alapteriilete?
b) az OCF harom- Mekk ,
- E ekkora a nagyi- ~ / Di____
$208 e?_ tott gulak oldallap-
romszog; jainak keriilete? = 33 mm
c) azABEDtrapéz
és BCFE trapéz; 5 5 Folytasd az el6z6 feladatot! Szamitsd ki, hany-
d) az ABED trapéz szorosa a nagyitott gulak alapteriilete az ABCD
és ACFD trapéz. négyzet teriiletének! Hanyszorosa a nagyitott gu-

3 5 Nagyits kozéppontosan egy négyzetet, a nagyitas ara-
nya legyen 2! Mennyi a nagyitott és az eredeti négyzet
kertiletének aranya, és mennyi a tertiletiik aranya?

HAZI FELADAT

1 5 Vegyél fel a fuzetedben egy 5 cm sugaru kort! Ki-
csinyitsd a kort ugy, hogy a hasonldsag aranya 0,5
legyen, valamint
a) a hasonlosag kozéppontja legyen a kor kozép-

pontjatol kétszer akkora tavolsagra, mint amek-
kora a kor sugara;
b) ahasonldsag kozéppontja legyen a korvonalon!

2 5 Vegyél fel a fiizetedben egy 8 cm oldalu szaba-

lyos haromszoget! Kicsinyitsd az egyik oldalfelezd
pontjabdl ugy, hogy a kicsinyités aranya 0,5 legyen!

68. lecke | KOZEPPONTOS HASONLOSAG

lak oldallapjainak keriilete az ABE oldallap kerii-
letének?

Szamold ki a kicsinyitett és az eredeti haromszog
kertiletét, teriiletét, majd hatarozd meg a keriiletek
aranyat és a teriiletek aranyat is!

3 s Egy gomb sugara 6 cm. Kicsinyitjiik a gombat ugy,
hogy a hasonldsag aranya 0,5 legyen. Szamold ki a
kicsinyitett és az eredeti gomb felszinét és térfoga-
tat, majd hatarozd meg a felszinek aranyat és a tér-
fogatok arényat is! (A gémb felszinét az A = 471’

képlettel, térfogatit a V = 4L 3

hatod ki.)

képlettel szamol-
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BEVEZETO

69 GEOMETRIAI HOZZARENDELESEK

A napora egy érdekes geometriai hozzarendelésen alapul6
idéméré6 eszkoz. Az eszkoz hasznalatakor a Nap mozgasat
és az ez altal 1étrehozott kiillonbozé allast, pillanatnyi ar-
nyék képét figyelik meg és annak segitségével hatarozzak
meg a helyi idé6t.

A Nap mérete és a Foldt6l valo tavolsaga miatt a Napbol a
Foldre érkez6 sugarakat tekinthetjiik egymassal parhuza-
mosnak.

Ha egy térbeli alakzatot egy rogzitett képsikra egy adott
irdnnyal parhuzamos fénysugarakkal vetitjik, akkor par-
huzamos vetitést hozunk létre. Ez a leképezés a napora
mikodési elvének alapja.

Az alabbi rajzok a napodra sematikus képét mutatjak.
A

108

Az arnyék képzéséhez sziikséges ABC haromszoget ugy
helyezik el, hogy a haromszog egyik oldala illeszkedjen az
S sikra. A kialakul6 arnyékharomszog BC oldala egybeesik
az eredeti haromszog BC oldalaval, ezért hosszuk egyenld.
Az arnyékharomszog tobbi oldalanak hossza és szogeinek
nagysaga a Nap allasatol fiiggéen valtozik.

Az eredeti ABC haromszog képe az adott pillanatban kiala-
kult A’BC haromszdg, ezért ez felfoghatd egy térbeli geo-
metriai leképezésként. Ez a hozzarendelés azonban nem
rendelkezik sem tavolsagtartd, sem szogtartd tulajdonsag-
gal, és nem érvényes ra a megfelel6 szakaszok aranyanak
allandoésaga sem.

Az i. e. 5. szazadtdl egészen a kozépkorig a napdrak adtak
lehet6séget a helyi id6 legpontosabb meghatarozasara nap-
pal, deriilt idében.

A napoéra nem csak az idé6mér6 eszkoz, hanem miivészeti
alkotas, épitészeti és muszaki alkotas szerepét is betoltotte

az évszazadok soran.

1. A geometriai hozzarendelések (mds szoval: geometriai leképezések) olyan fiiggvények, amelyek értelmezési tartoma-

nya és értékkészlete is ponthalmaz.

Ezek koziil kiilonosen fontosak azok a hozzarendelések, amelyek kolcsondsen egyértelmtiek, valamint az értelmezési

tartomany és az értékkészlet ugyanaz a ponthalmaz. Ezeket geometriai transzformacioknak nevezziik. Ezek kozé

tartoznak a tanult egybevagosagi transzformaciok és a hasonlosag is.
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Az egybevagosagi transzformaciok (tengelyes tikrozés, kozéppontos titkrozés, pont koriili elforgatas, parhuzamos
eltolas) és a kozéppontos hasonlosag esetén érvényes, hogy egyenes képe egyenes, szakasz képe szakasz, haromszog
képe haromszog, kor képe kor.

Az el6bbi tulajdonsagok mellett az emlitett transzformaciok mindegyikében specidlisabb tulajdonsagokat is megfogal-
maztunk az eredeti és a képként kapott alakzatokra vonatkozdan. Az egybevagdsagi transzformaciok esetén példaul
érvényben van a szakasztarto, tavolsagtartd, szogtarto tulajdonsag, mig a kozéppontos hasonldsag esetén a tavolsag-
tartas helyett az ardnytartas teljesil.

2. Vannak masféle geometriai hozzarendelések is.
A miszaki gyakorlatban példaul a testek dbrazolasara a vetiileti abrazolast hasznaljak. Ilyenkor egy térbeli test pontja-
inak képe egy sikbeli alakzat, vagyis az értelmezési tartomany és az értékkészlet dimenziéja nem azonos, a dimenzié
csokken: a teret egy sikra képezziik le. Ezek a vetiileti abrazoldsok legtobbszor sem a tavolsagot, sem az ardnyt nem
Orzik meg.

A targyrdl merdleges vetitéssel kialakitott, sikban fekvé geometriai alakzatok vetiiletnek, ezt a vetitési moédot meréle-
ges vetitésnek nevezziik. A sik elhelyezkedésétél fiigg6en beszélhetiink elolnézeti, feliilnézeti vagy oldalnézeti képrél.

A sikbeli merdleges vetités soran a sik pontjait a sik egy egyenesére vetitjiikk. Ezt szemlélteti az abra.

3. Kéz arnyéka kéz? Dinoszaurusz arnyképe csak dinoszaurusznak lehet? Ezt a csaldka illiziot hasznaljak ki az arnyja-
tékot professzionalisan megjelenité miivészek, akik valéjaban a tér pontjait a tér egy sikjdra vetitik le elére elkészitett
koreografia alapjan.

LW
T4

%
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FELADAT

1 5 Azalabbi dbrdkon egy-egy példat latunk a sik egye-

nesre torténé merdleges vetitésére.

Gondoljuk végig az abrak alapjan, hogy miért iga-

zak a kovetkez6 dllitasok!

a) Pont képe pont.

b) Szakasz képe lehet pont.

¢) Van olyan szakasztol kiilonboz6 alakzat, amely-
nek képe szakasz.

d) Egy szakasz meréleges vetiilete legfeljebb olyan
hossz, mint az eredeti szakasz.

e) Korvonal képe szakasz.

1. dbra
2. 4dbra
A B
3. 4bra
A
4, 4bra

2 5 (Kompetenciamérés, 2009)
A kovetkez6 abran egy

éptilet feliilnézeti képe lat-
hato.

110

Y

Y,

Melyik dbra mutathatja az épiilet oldalnézeti képét?
A) B)

(Kompetenciamérés, 2013)
Tomi kiilonbo6z6 testeket vilagitott meg, és megfigyel-
te a falon kirajzol6dé arnyékukat.

Melyik test NEM adhat arnyékként téglalapot? Va-
laszd ki a megfelel6 dbra bettijelét!

A) - B)

)

®) D)

A fizikdban akkor beszéliink munkavégzésr6l, ha eré
hatdsara a test elmozdul. Az alland¢ er éltal végzett
munka nagysagat ugy szamithatjuk ki, hogy a test
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elmozdulasanak és az eré elmozdulas iranyaba esd Osszetevéjének nagysagat megszorozzuk egymassal. Az erd
elmozdulas iranyu 6sszetevéje az eré merdleges vetiilete az elmozdulas iranyara.

Az alabbi dbrakon pirossal rajzoltuk a test elmozduldsanak egyenesét. Masold le az dbrakat a fiizetedbe és szer-
keszd meg az egyes esetekben a feketével rajzolt F erévektor merdleges vetiiletét az elmozdulds egyenesére!

a) b) c) d) A

F

I

HAZI FELADAT

1 5 Szerkessz egy derékszogii haromszoget, melynek befogdi 4 cm és 5 cm hosszuak!
a) Szerkeszd meg a két befogd meréleges vetiiletét az atfogd egyenesére! Mekkora e két vetiilet hosszanak dsszege?
b) Szerkeszd meg az atfogd merdleges vetiiletét az egyik, majd a masik befogd egyenesére! Mekkora a mer6leges
vetiiletek hossza?

2 5 (Kompetenciamérés, 2017)

o

A zedorszagi 1500 méteres sikfutdst négy kameraallasbol rogziti a televizid. A kovetkezd abra az 1, 2, 3, 4 szamok-
kal jelolt négy fut6 pozicidjat, valamint az A, B, C és D jelt kamerak elhelyezkedését mutatja.

futas iranya

=

‘\

a) Melyik kamera felvétele alapjan késziilt a kovetkezd abra a futok pozicidjarol?

b) Allapitsd meg a fels6 dbra alapjdn, melyik versenyzétarsat latja a 3-as szimmal jel6lt futé, ha balra hatrafelé

pillant!
3 5 (Kompetenciamérés, 2008) e
Az alébbi rajz feliilnézetbdl dbrazol egy tomor, azonos méretl kockakbol 4ll6 testet. Az = o1
is leolvashat¢ a rajzrol, hogy a feliilnézetben lathaté oszlopok hény kockat tartalmaz- =77~ Oldalnézet
nak. Ezt az oszlopok tetején 1év6 szam jelzi. T
t
Elolnézet

Melyik alabbi test szerkezetét adja meg a specidlis felillnézeti dbra?
| @ b) @ C) @ d) @
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BEVEZETO

Egy mérnok észrevette, hogy egy fontos alkatrész tervrajzat
bent hagyta az iroddjaban a tervezdasztalon. Telefonal az
egyik munkatarsanak, Janosnak:

- Légy szives, kiilldd el nekem a 6-os hengersor rajzat!
Janos latja, hogy a tervrajz tul nagy ahhoz, hogy beférjen
az A/4-es méretli masologépbe (szkennerbe), ezért 1 : 4
aranyu kozéppontos kicsinyitést végez. Az igy kapott abra
megfelel méretd, igy beszkenneli, majd egy e-mail mel-
lékleteként gyorsan elkiildi a munkatdrsa szamitogépére.
A mérnok kinyomtatja a rajzot A/4-es méretben.

Milyen kapcsolat van a kinyomtatott és az eredeti rajz ko-
z0tt?

A kozéppontos hasonldsaggal kapott dbran
- minden sz6g ugyanakkora, mint az eredetin,
- minden szakasz negyedakkora, mint az eredeti szakasz.

Ezt kiildte el Janos egyik szamitdgéprél a masikra. Ekozben
sem a szOgek nagysaga, sem a szakaszok hossza nem val-

tozott meg, tehat a megérkezett rajz egybevagé azzal, amit

Janos kiildott. A nyomtatas is ezekkel egybevagd rajzot Nézziik azt a tervrajzot, amelyet Jdnos a masolassal kapott!
eredményezett. Ez

Tehat a mérnok a 6-os hengersor tervrajzanak pontos ki- - az eredeti kicsinyitett képe és

csinyitett valtozatat kapta, ezzel dolgozhat tovabb. Azt - egybevago azzal a tervrajzzal, amelyet a mérnok ki-
mondjuk, hogy ez az dbra hasonlé az irodaban 1évé eredeti nyomtatott.

tervrajzhoz. Nemcsak hasonlit hozz4, nemcsak olyasmi, A mérnok altal kinyomtatott tervrajz az eredetinek is ki-
mint az, hanem matematikai szakkifejezéssel: hasonlo. csinyitett képe.

Ha egy alakzat kozéppontosan hasonlé képét valahova elmozditjuk, és/vagy tiikrozziik, akkor a keletkezé harmadik
alakzatra azt mondjuk, hogy ez hasonlé az els6 alakzathoz. A hasonlosag jele: ~

A kozéppontos hasonldsdg aranya egyuttal az itt fellép6 hasonldsagnak is aranya.

Ha a hasonlosag aranya 1, akkor egybevagdsagrol beszéliink. Ez azt jelenti, hogy az egybevagosagi transzformaciok
halmaza valddi részhalmaza a hasonldsagi transzformaciok halmazanak.

Masképp: Két alakzatot hasonlénak mondunk, ha az egyik egy kozéppontos hasonlosag és egy egybevagosagi transzfor-
macié egymds utan vald elvégzésével a masikba vihetd. Két alakzat kozéppontosan hasonld, ha az egyik létrehozhat6 a
masikbol kozéppontos hasonldsagi transzformaciéval.
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Példaul a zold nyolcszog kozéppontos nagyitasa a rézsaszindi nyolc-
sz0g. A nagyitas aranya % A rézsaszint nyolcszog elmozdithato gy,

hogy éppen a kék nyolcszoget kapjuk meg. Ezért azt mondjuk, hogy a

z01d és a kék sokszog hasonld. A rdézsaszindi sokszog oldalai L g6r

5
akkorak, mint a z6ld sokszog megfelel6 oldalai, és ugyanekkorak a kék

nyolcszog oldalai is. A harom sokszog megfelelé szogei mind egyen-
16k.

Megjegyzés

A z61d és a rozsaszin nyolcszogre is mondhatjuk, hogy hasonlok. Ez-
zel kevesebbet allitunk a két sokszogrél, mint ami valéjaban teljesiil
rajuk, hiszen a kozéppontos hasonldsag a hasonlédsag kiilonleges esete.

@ A szemléltetés GeoGebra programmal is elvégezhetd.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Az ABC héromszég oldalhossztisagai: 15 mm (a), - Az A,B,C, hiromszdg hasonld az eredeti ABC hédrom-
szoghoz: A,B,C,/A ~ ABCA, a hasonlésaguk ara-

nya 2.

19 mm (b) és 26 mm (c). Ezt kétszeresére nagyitot-
tuk az O pontbdl, majd a nagyitott képet tiikroztiik az

e egyenesre. Milyen kapcsolat van a hdrom haromszog Tehis
kozott, illetve mekkorak az egyes haromszogek oldalai? ehat
- mindhdrom haromszognek ugyanakkorak a szogei;

- az eredeti haromszog oldalai hosszanak mindkét hozza

hasonlé hdaromszogben kétszer akkora hosszisagu oldal

felel meg:

al 112 bl bZ Cl C2
—:—:2’ —:—:2, —:—:2;
a a b b c <

- barmelyik haromszog harom oldalanak aranyat néz-
ve, ez mindhdrom hdromszog esetében ugyanannyi:
atb:c=a,:b:¢c=a,:b,:¢c,=15:19:26.

Az ABCD téglalap oldalainak hossza legyen a és b!
Alkalmazzunk a téglalapra egy olyan kozéppontos

Megoldds

- A nagyitassal kapott A, B,C, haromszog kozépponto-
san hasonl6 az eredeti ABC hiromszoghoz, ezért egy-
ben hasonl6 is a két haromszog: A, B,C, A ~ ABCA.
A hasonldsaguk ardnya 2. A nagyitott haromszog oldalai:

hasonldsagi transzformaciot, amelynek kozéppontja
az A csucs, a hasonlosag aranya k = 3!

Hatdrozzuk meg a kapott A’'B'C’D’ és az eredeti
ABCD téglalap keriiletének és teriiletének aranyat!

a, =30 mm, b, = 38 mm és ¢, = 52 mm, szogei ugyanak- b [P ¢
korak, mint az ABC haromszog megfeleld szogei. b
- Az AB,C, héaromszog és az A,B,C, haromszog b D C

egybevagd, hiszen az e egyenesre valo tikrozéssel ey 3 ; - B

egymasba atviheték: A B,C,A = A,B,C,A. Ol

dalaik hossza egyenld (a, = 30 mm, b, = 38 mm és Megoldds

¢, = 52 mm), megfeleld szgeik egyenlsk. A kozéppontos hasonldésag tulajdonsagai  alapjan
(Mondhatnank azt is, hogy a két haromszog hasonlo, A’B" = 3AB = 3a, valamint A’D" = 3AD = 3b.
és a hasonlésaguk aranya 1.)
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A keriiletek ardnya (ahol K’ az A'B'C’D’ téglalap, K az
ABCD téglalap keriilete):

K'__2(AB’+AD’)_2(3a+3b)_2-3-(a+b)__3
T 2(a+b)

K 2(AB+AD) = 2(a+1b)

A teriiletek ardnya (ahol T” az A’B'C’D’ téglalap, T az
ABCD téglalap keriilete):

T _ A'B-A'D _3a-3b _5 5_3
ab

T AB-AD

Ha egy sikidomot k aranyt kozéppontos hasonldsaggal transzformalunk, akkor a transzformacié sordn kapott alakzat

keriilete az eredeti alakzat keriiletének k-szorosa, teriilete pedig az eredeti alakzat k*-szerese.

Példdul

Az dbra ABCD-vel parhuzamos sikt sokszogei keriiletének aranya (a legkisebbtdl in-

dulva): 1:2:3:4; ateriiletiik aranya: 1:4:9: 16.

A fenti 6sszefliggések nem csak a kozéppontosan hasonld alakzatok esetén allnak fenn.
Bizonyithatd, hogy két hasonl6 sokszog (vagy barmely mas sikidom) kertiletének ara-
nya a hasonldsdguk aranyaval (k-val), teriiletének ardnya a hasonlésaguk aranyanak

négyzetével (k’-tel) egyenld.

FELADAT

114

1 5 Egy haromszog oldalainak hossztisiga 12 cm,
15 cm és 16 cm. Egy ahhoz hasonlé masik harom-
sz0g egyik oldala 10 cm-es.

a) Mennyi lehet a hasonldsag aranya?
b) Mekkora lehet a masik haromszog tobbi oldala?

Egy haromszog oldalainak hossztisaga 10 cm,
10 cm és 12 cm. Egy ahhoz hasonlé masik harom-
szognek

a) akerilete 16 dm;
Mekkorak a masik haromszog oldalai?

b) ateriilete 12 cm®.

Egy kiilfoldi megrendeld tobbszintes csaladi hazat

()
Y

szeretne épittetni. Az alabbi tervrajz az épiilet alsd
szintjérél készilt, melyen az adatokat — az Egyesiilt
Allamokban mai napig hasznalatos — 14b (ango-
lul foot, roviditése: ft) mértékegységben tiintették
fel. A magyar kivitelezd szdmara olyan tervrajzot
szeretnénk késziteni, melyen a méretek méterben
szerepelnek. Hivatalosan 1 ft = 0,3048 m, de a fel-
adatban szdmoljunk 1 ft = 0,3 m 4tvaltassal!

A méretarany az a szam, amely megmutatja, hogy
arajzon 1 cm hosszusag a valésagban hany cm-nek
felel meg. (jelolésére M = 1: valosagbeli hossz ala-
kot szokdas hasznalni)

- = W -
1 ft Kitcheng —— 3 s
Dining Room
4 ft ' l
T - | — T30ft
J
3t | Foyer Living Room 15

| 18 ft |

5ft  3ft, 4ft

a) Milyen széles a valdsagban a bejarati ajt6?

b) Mekkora az a lehetd legnagyobb méretaranyu
rajz, amely elfér egy A2 méretti lapon, ha a lap-
szélen legalabb 1,2 cm széles keretet biztositunk
az adatok megjelenitéséhez?

¢) Add meg cm-ben az a) esetben elkészitett terv-
rajzon a living room (nappali) adatait!

HASONLOSAG



HAZI FELADAT

1 5 Barmely két négyzet hasonlo. Melyik szam lehet a (amelyek parhuzamosak az ABCD négyzet sikjaval
hasonldsag aranya, ha is) a gulat négy egyenl$ magassagu részre darabol-
a) azegyik négyzet oldala 24 mm hosszu, a masik- tuk (ekkor a gula oldal- @)
nak a keriilete 24 mm; éleit is negyedeltiik).
b) azegyik négyzet oldala 25 mm hosszu, a masik-
nak a teriilete 25 cm’;
c) az egyik négyzet keriilete 25 mm hosszu, a ma-
siknak a teriilete 25 cm*?
2 5 Az ABCD téglalap oldalai 3 cm illetve 12 cm hosz-
szuak. Vagd szét a téglalapot egy egyenessel két A c
téglalapra gy, hogy az egyik levagott rész hasonl6 B
legyen az ABCD téglalaphoz! Mekkorak a levagott
részek oldalai? a) Hanyszorosa a legkisebb giila alaplapja tertileté-
nek a masik harom gula alaplapjanak teriilete?
3 s Az ABCDE gula alapja 4 cm-es oldali négyzet, ma- b) Hanyszorosa a legkisebb gula oldallapja tertileté-
gassdga 12 cm hosszu. Harom parhuzamos sikkal nek a masik harom gula oldallapjanak teriilete?

EMELT SZINT

Definicio: Hasonldsagi transzformacio

Egy (vagy tobb) kozéppontos hasonldsag és egy (vagy tobb) egybevagdsagi transzformacié egymasutanjat hasonlo-
sagi transzformacidnak nevezziik. A hasonldsagi transzformacioban szereplé kozéppontos hasonlosag aranyat (vagy
tobb kozéppontos hasonlosag esetén a hasonlosagi aranyok szorzatat) a hasonlésag aranyanak mondjuk. A hasonld-
sagi transzformdcid aranytart6 transzformacio.

Minden hasonlésag elddll egy kozéppontos hasonldsag és egy egybevagdsagi transzformacié egymasutanjaként.

Megjegyzés
Két kozéppontosan hasonld alakzat egyben hasonld is, hiszen az egybevagosagi transzformacio lehet maga a helyben
hagyas is.

Hasonl6 alakzatok

A hasonldsagi relacié (roviden hasonlosag) definicidja:
Két alakzat hasonlo, ha van olyan hasonldsagi transzformadci6, ami az egyiket a masikba viszi.A hasonlosag jele: ~

Hasonl¢ alakzatok esetén

- amegfeleld szakaszok hosszanak ardnya ugyanannyi,

- amegfelel6 szogek egyenldk,

- amegfeleld sikidomok teriiletének aranya egyenlé a hasonlosagi arany négyzetével.
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JCERERN VT MUTAT A TERVRAJZ?

BEVEZETO

116

A Gyulai Varfiirdd egyik épiiletét (eredeti feladat-
korére utalva) Lovardanak nevezik. Egy 20 méteres
gyogyvizes tszomedence, harom kis gyégymedence
és egy gyerekpancsold van benne.

A ftényképen latszik, milyen szép favaz tartja belilrél
az livegezett tet6t. Az iszdmedence f6lott 9 parhuza-
mos, fliggéleges sikban ugyanolyan haromszogekbdl
allé gerendazat (tartévaz) van. Egy ilyen részlet terv-
rajzat megkaptuk a tervezdéktdl (itt kicsinyitve mutat-
juk meg):

1:100 Gyulai Varfiirdé tartévaz

a) Mit jelent a tervrajzon az 1: 100 jelzés?

b) Milyen mértékegységekben tiinteti fel a rajz a hosszusagokat?

¢) Hogy lehet az, hogy a bal oldali nagy haromszogben a két révidebb oldal nem egyenld, a velitk szemben fekvé szogek
mégis 24°-osnak vannak feltiintetve a tervrajzon?

d) Hogy lehet az, hogy a két nagy haromszogben a belsé szogek 6sszege 181°?

e) Mit jelolhetnek a pontozott vonalak?

f) Hany egyenld szaru haromszog van ebben a tartévazban?

HASONLOSAG
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FELADAT

1 5 Az abran a Bevezet6 feladatban lathaté tervrajz egyszertsitett valto- ot

1

1

|
o IR

zatat latod. LT
a) Hany milliméteresek az abran azok a szakaszok, amelyek mellé a N

tervrajzban a 7113 szam van irva? i
b) Toltsd ki a tablazat iires helyeit a fiizetedben!

Meértékegység Mérészam
A tervrajzra irt hossztisag 13 036 6523 7113 7122 7664
A tervrajzon mérhetd hosszusag mm
Az abran mért hossztsag mm

A valdsagos hosszusag meéter 13,036

c) Mennyi a nagyitasi arany az abra és a tervrajz kozott?
d) Mennyi a kicsinyitési arany a valosagos hossztsagok és az abra kozott?
e) Egész fokra kerekitve mekkorak a haromszogek szogei az dbran?

A Bevezet6 feladatban lathato tervrajz fényképen nem latjuk, mekkora a leghosszabb (széls6) gerendakra meréleges
rovid gerenda. Szamitsd ki, hany milliméter ez

a) avaldsagban, b) az eredeti tervrajzon, c) atervrajz fényképén!

Milyen kapcsolat van a kapott harom hosszusag kozott?

A Lovarda feszitett viztitkr(, gyogyvizes iszomedencéje 20 m hosszu, 13 m széles, a mélysége az egyik végénél 120

cm, a masiknal 160 cm, kozben egyenletesen mélytil.

a) Készits err6l a medencérdl vazlatrajzot!

b) Szerkeszd meg 1 : 200 kicsinyitésben a 4 oldallapot! Milyen négyszogek ezek?

¢) Mekkorak a medence alaplapjanak az oldalai?

d) Bence elképzelte, hogy a medence tele van vizzel. Kijelentette, hogy ez a viztomeg egy egyenes hasabot alkot.
Joco szerint téved, mert az alaplap nem parhuzamos a fed6lappal, s6t nagyobb is. Melyik fianak van igaza? Ha
Joco szerint Bence téved, akkor mire gondol Jocd, amikor alaplapot és fedSlapot mond?

HAZI FELADAT

1 5 Az dbran egy szerkezeti Ry 2 s Valaszd ki a Bevezet§ feladatban megadott tervrajz
elem 1 : 20 aranyu ki- alapjanaLovarda tetdszerkezetének egy részletét! Ké-
csinyitett rajza lathato. szitsd el ennek a vazat a tervrajzon lathaté méretek-
Szerkessz a fiizeted- kel szaraztésztabdl (spagettibol) vagy hurkapalcabol!
ben

o 3 5 Készitsd el papirbol a Lovarda uszéomedencéjének
a) a megadottal egybevago dbrat; ’ - ; - g
a modelljét! A 20 méteres hosszusag helyett vegyél

b) olyan abrat, amely a szerkezeti elem 1 : 10 ara-
12 cm-t!

nyu kicsinyitése!

Raadas. lecke | MIT MUTAT A TERVRAJZ?
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71 ALKALMAZZUK A HASONLOSAGOT!

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. a) Az 1:3000 méretaranyu térképen egy téglalap alakd telek oldalainak hossza 3,2 cm és 3,8 cm. Mekkora a telek
teriilete?
b) Az 1:3000 000 méretaranyu térképen mekkora Magyarorszag teriilete?

Megoldas

a) A valddi téglalap oldalai 3000-szer akkorak, mint a térképen: 3000 - 3,2 = 9600 (cm), illetve 3000 - 3,8 = 11 400 (cm),
vagyis 96 m, illetve 114 m. A téglalap alakd telek valodi teriilete tehat négyzetméterben szamolva: 96 - 114 = 10 944.
A mérések pontatlansdga miatt ez természetesen kozelitd érték. Ezért elegendé lehet annyit mondanunk, hogy a telek
teriilete megkozelitéleg 11 000 m*, vagy mésképp 1,1 hektar.

b) Magyarorszdg teriilete megkdzelitéleg 93 000 km”. A térképen az orszag kicsinyitett masét latjuk, a hasonlésag aranya

k= M)()(I)W Késébb tanulni fogunk arrol, hogy hasonlé sikidomok teriiletének aranya a hasonldsag négyzetével

egyenld, igy a térképen Magyarorszag teriilete 93 000 - k* (km®).

A ,ti]l nagy” szamok miatt célszerti normalalakot hasznalni.

1

A térképen Magyarorszag teriilete: 9,3 - 10*- (ﬁ)z =9,3-10" 9107~ 1,03-10°° (km?).

A térkép teriiletét nem szokas négyzetkilométerben megadni, valtsuk &t cm*-be!
Tudjuk, hogy 1 km = 10° cm, ezért 1 km* = (10°)* cm” = 10"’ cm”. Igy 1,03+ 10°* km® = 1,03- 10*- 10" cm® = 103 cm’.
Magyarorszag teriilete a térképen koriilbeliil 103 cm® (= 1 dm?).

FELADAT

1 5 Milyen magas a Gy6ngyszallo, ha 8 méter oldalatol szamitva D c
tavolsagbol és 1,6 méter szemmagas- egy-egy 2,5 cm-es m MGS
sagbdl 70°-os emelkedési szogben sav Uresen marad
lathatjuk a vizszinteshez képest a (lasd az  4brat). 125
szalloda tetejét? A lap kozepén a -~
a) Szogmérd segitségével ké- szovegnek fennma-
szitsd el az abra kicsinyi- rad6 rész szintén
tett képét, a 8 méter téglalap alakd. Zsofi
helyett vegyél 4 cm-t!  /70°\ szerint az ABCD és £ r
b) Hany cm-es a rajzo- 1,6m az EFGH téglalapok 4 ) B
don a szalloda ma- 8m hasonlok.
gassaga? a) Igaza van-e Zsofinak? Valaszod indokold!
c) Milyen magas lehet a Gyongyszallo? b) Tekintsiik a kovetkezd allitast:
»Ha két négyszog hasonld, akkor megfeleld
2 5 (Erettségi feladat nyomén) szogeik paronként egyenl6k”
Egy A4-es papirlap méretei: 21 cm x 29,7 cm. Add meg az allitas logikai értékét (igaz vagy
A szovegszerkeszté programok altalaban 2,5 cm- hamis)! Ird fel az 4llitds megforditdsat, és add
es margo6val dolgoznak, vagyis a papirlap minden meg a megforditds logikai értékét is! Ez utobbi
valaszod indokold!
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3 5 A kozuti kozlekedésben a veszélyt jelz6 tablak (és az ,,Els6bbségadas kote- N \
lez6” tabla) alakja ,,lekerekitett” szabalyos haromszog. Tekintsiink most egy
ilyen tablat - lekerekitéstdl mentesen — egy olyan ABC szabalyos hdrom-  veseyes tansnist vesséyes akanyaritar — Bgyms wini-

balra jobbra veszélyes titkanyarulat

szognek, amely oldalanak hossza 60 cm, és a festés soran kialakitott piros ~ A A
szegély szélessége 5 cm. A festés soran fehéren maradt rész az A'B’C” szabd- &
lyos haromszog. . :

Veszélyes lejts Veszélyes emelkeds Utszikillet

a) Készitsd el a kozlekedési tabla 1:10 méretarany rajzat!

b) Igazold, hogy az ABC és A’B’C’ haromszogek egymdshoz hasonloak! .
c¢) Szerkeszd meg a hasonlosagi kozéppontot, melyre ABC haromszognek

A’B’C’ hdromszog a képe!
d) Hatdrozd meg az ABC és A’B’C” haromszogek kozotti hasonlosag ara-

nyat! A B

1 5 A 160 cm magas Panni egy fa drnyékanak vonald- 3 = Biztonsagi okokbol egy folyé mélységét jelz6 tabla-

ban ugy all meg a fatdl 4,5 méterre, hogy az arnyé- kat helyeznek ki a folyoparttdl kiilonboz6 tavolsa-
ka még éppen befér a fa drnyékaba. (Ha egy kicsit gokban. A parttél tavolodva egy 180 cm mélységet
is el6re lépne, akkor arnyéka mar kilogna a fa ar- mutato, majd 6 méterrel bentebb egy 720 cm mély-
nyékabodl.) Milyen magas a fa, ha tudjuk, hogy az séget mutato jelzétablakat helyeznek el. A parttél
arnyékanak vége éppen 1,2 méterre van Pannit6l? mérve milyen tavolsagokban helyezték el a tabla-

kat, ha tudjuk, hogy a meder lejtése az adott tavol-
sagokon beliil nem valtozik?

6m

180 cm

720 cm

140 cm i

4,5 m

2 5 a) Milyen méretaranyd az a térkép, mely a valé-
sagbeli 4,5 km hosszuisagt utat 225 mm hosz-
szusagu szakasszal jelzi?

b) Mekkora a 900 m*-es telek teriilete az 1 : 300
méretaranyu tervrajzon?

71. lecke | ALKALMAZZUK A HASONLOSAGOT!
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RAADAS
Thalész és a hasonlésagok

1. Thalész, az okori hét bolcs egyike ismert egy modszert az ellenséges hajok tavolsiganak meghatarozasara. Egy régi

jegyzetben taldltunk a mérés leirasara szolgalo feljegyzéseket, de a szovegbdl csak egy-két szot sikeriilt beazonositani.
Az alabbi rajzot viszont sikeriilt rekonstrualni.

a) Fogalmazd meg egész mondatokban, hogyan lehet meghatdrozni a hajé tavolsagat! Hogyan mérnéd ki Thalész
helyében ezeket a tavolsagokat? Milyen messze van a hajo a parttol?

Megoldds

Az abran lathat6 t tavolsagot kell meghatdroznunk. Mivel a partvonalak nem min-

dig jarhatdak, Thalésznek az dbra A pontjabol indulva kellett mérnie, az a szakasz haj I

hossza azonban egyszer(i méréssel, vagy akar becsléssel meghatarozhat6. A hajot az tenger
A ponttal 6sszekotd egyenesre merdlegesen haladva elsétalt az abra B pontjaig, aho- i
va beallitotta egy segédjét. Az AB = b szakasz hossza egyszeri médon (lépésekkel) . \
mérhetd volt. Ezutan tovébbsétalt a C pontig, lemérve a ¢ szakaszt. Ugyelt arra, hogy \
ez a szakasz a b-nél joval rovidebb legyen, hiszen nyilvanvaléan nem akart akkora 4
tavolsagot sétalva megtenni, mint amilyen messze van a hajo. Ezutan az AC egyenes- P s
re merSlegesen elindult befelé, kozben rapillantva a hajora is. Egészen addig sétalt

(D), amig azt nem latta, hogy a hajo és a segédje a B pontban egy vonalban vannak. ‘
A CD = d szakasz hossza is konnyen mérhet6 volt.

A b B\
Az dbran lathato ABH, ~ CBD,. A megfeleld szakaszok aranya:
t+a _d

. |d
szarazfold
T ebbél t meghatdrozhaté: t +a = dc;b, tehat: t = 40

\
— —a.

b) Igazold, hogy ABH, ~ CBD, !

c) Osztalytarsaiddal probéljatok ki Thalész moédszerét egy utca hosszanak vagy egy tavoli templomtorony tavolsa-

ganak meghatarozasara! Ellenérizzétek a méréseteket a Google Maps segitségével! Méréseteket hazi dolgozatként
vagy projektként is elkészithetitek.

120
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d) Thalész kordban a gorog matematikusoknak még
nem alltak ugyanazon algebra eszkozei a rendel-
kezésiikre, mint nekiink. A szorzatokat teriilet-
ként fogtak fel, az osztas pedig arany volt. Vajon
hogyan hatarozhattdk meg a dc%b— a kifejezés
értékét?

2 . Egylegenda szerint Thalész a gizai piramisok magas-
saganak meghatdrozasara is ismert egy modszert. Az
abra alapjan ismertesd Thalész modszerét! Hasznald
a mddszert egy villanyoszlop vagy egy magas haz
magassaganak meghatarozasara, és probald meg a

magassagot mas modon is meghatarozni!

Ki a leger6sebb?

Bizonydra te is hallottdl mar arrdl, hogy a hangya a legerésebb dllat a vilagon,
hiszen egyes levélvagd hangyafélék sajat testtomegiiknek akar 40-50-szere-
sét is elbirjak. A mi legjobb sulyemeldink is legfeljebb sajat testtomegiiknek
koriilbelill kétszeresét képesek kinyomni, egy atlagember pedig legfeljebb
az egyszeresét. Tényleg ennyire esetlenek lennénk a hangydkhoz képest?
Valoban pusztan annyi a szerencsénk, hogy a hangyak joval kisebbek na-
lunk?

Egy leegyszerisitett modellben szemléltetve a kérdést, azt a valaszt kapjuk,
hogy amennyiben az embert hangyaméretiire kicsinyitenénk le, joval eré-
sebb lenne a hangyanal. A hangyak kb. 1,5 cm-es magassdga mintegy 120-
ad része az ember magassaganak. Ha az ember magassagat 120-ad részére

csokkentjiik, a térfogata 121 -szorosara csokken, ezaltal pedig a tomege is

3
hasonl6é mértékben csékker?.
Ha nagyon egyszertien modellezziik az ember teherbirasat, akkor azt felté-
telezziik, hogy az az izomrostok vastagsagaval (keresztmetszetével) aranyos.
Ez a keresztmetszet is csokken, ha az embert dsszezsugoritjuk, de ,,csupan”

1

120°
toznak.

-szeresére, hiszen a feliiletek a hasonldsag aranyanak négyzetével val-

Ha a két valtozast 6sszehasonlitjuk, azt tapasztaljuk, hogy az embert lecsok-
kentve a relativ teherbirasunk egydltalan nem csokken, s6t! Akar te is kényelmesen ki tudndd nyomni sajét testtomegednek
koriilbeliil 120-szorosat!

Ezzel a feladattal és még sok mds, a hasonldsaggal kap-
csolatos érdekességgel is talalkozhatsz Horvath Gabor,
Juhdsz Andras és Tasnadi Péter Mindennapok fizikaja
cimi konyvében. Olvasd el az Aranyos aranytalansagok a
mesében és az élévilagban cimt fejezetet! Ebbdl megtud-
hatod, hogy a liliputi térpékkel milyen nehéz szét érteni,

hogy mennyi élelemre van sziiksége egy felnétt oridsnak
és azt is, hogy hdnyszor dobban egy elefant szive az életében
- mindezt csupan a hasonl6 alakzatok feliiletére és térfogatara
vonatkozé ismeretekbdl levezetve.

71. lecke | ALKALMAZZUK A HASONLOSAGOT!
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sElLil PARHUZAMOS SZELOK TETELE

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy 54 m’-es lakételepi lakds alaprajza téglalap. A két
elvalaszté fal harom téglalap alakd részt hoz létre: egy
18 m’-es szobdt, egy 24 m’-es nappalit és a tobbi helyi-
ség (eldszoba, konyha, fiirdészoba és WC) szamara egy
12 m’-es téglalap alapt helyiséget. A miiszaki rajzolénak csak
a lakas alaprajzanak a vazlatat adta oda a tervezd, a megfelel
utasitdsokkal. A rajzol¢ feladata megszerkeszteni ezen az ab-
ran a két elvalaszto fal helyét. Hogyan teheti ezt meg?

D C
i i
i i
szoba i nappali i
18m’ ! 24m’ 1 2m
i i
i i
A X y z B
Megoldds

A harom téglalap teriiletének aranya 18 :24:12=3:4:2,
ezért az AB oldalra illeszkedd oldalaik ardnya ugyaneny-
nyi (hiszen az erre mer6leges oldalaik egyenlé hosszuak).
A rajzol6 feladata tehat az, hogy az AB szakaszt ossza fel
szerkesztéssel harom részre ugy, hogy a részek hosszanak
aranyaraaz x:y:z = 3:4:2 Osszefiiggés igaz legyen.

A szerkesztés az aldbbi abrdan nyomon kovethetd:

D C

%
2,

[N}
RN
8,

- Egy A kezd6pontt félegyenest rajzolunk, amelynek
egyenesén nincs rajta a B pont.

- A megrajzolt félegyenesre A-tl indulva kilenc egyen-
16 hossztsagy, egymashoz csatlakozd szakaszt mé-
riink fel (mert az aranyszamok osszege 3 + 4 + 2, va-
gyis 9). A kilencedik szakasz A-t6l tavolabbi vég-
pontja legyen a P pont. Megrajzoljuk a PB szakaszt.

- A harmadik és a hetedik szakasz A-t6l tavolabbi vég-
pontjan (Q-n, illetve R-en) keresztiil parhuzamost szer-
kesztiink a PB-vel. E két parhuzamosnak az AB-vel val6

metszéspontjai (K, illetve M) adjék a keresett osztépon-
tokat az AB szakaszon.

Megjegyzés

Kozelit6 megoldasnak megfelelne az, hogy a rajzold
megmeéri az AB szakasz hosszat, majd elosztja ezt 9-cel
(3 +4 + 2 =09). Ezutan rendre felmér az AB szakaszra egy
3-szor ilyen hosszli, majd ehhez csatlakozva egy 4-szer
ilyen hosszu szakaszt. Egy muszaki rajzold szamara ez a
megoldas nem elfogadhatd, mert rajzeszkozeivel ennél

az eljarasnal pontosabban tudja megszerkeszteni a kivant
osztopontokat.

HASONLOSAG



FELADAT

1 s a) A valésagban egy téglalap gyan segit ebben a felbontasban a jobb oldali rajz?

alaku telek teriilete 539 m’. Lehet, hogy van még egyszertibb szerkesztési mod?
A telket valamelyik oldalaval
parhuzamos egyenessel 2 : 5
teriiletarany két részre kell
felosztani. Szerkeszd meg a két

lehetséges, lényegesen kiilon-

bozé felosztast a kicsinyitett a
dbran! A fiizetedben dolgozz! 3 5 Vegyél fel a fiizetedben egy 11 cm hosszusagu sza-
b) A két megszerkesztett egyenes 4 részre vagja a kaszt!
téglalapot. Hany m” az egyes részek teriilete a a) Szerkessz szabdlyos haromszdget, melynek ke-
val6sagban? riilete az adott szakasz hosszaval egyenld!
b) Szerkessz egyenl6szart haromszoget, melynek
2 5. A szabilyos 6tszog oldala a cm, az 4tldja b cm hosz- keriilete az adott szakasz hosszaval egyenld, és
szusagu. Az atlot két olyan részre kell bontani, ame- egyik oldala masfélszer olyan hosszu, mint egy
lyek aranya ugyanakkora, mint az a : b arany. Ho- masik oldala! Hany megoldést talalsz?
1 s a) Egy haromszog keriilete akkora, mint a k sza- b) Egy téglalap oldalhosszusagainak ardanya 2 :3,a
kasz, oldalainak aranya 3 : 3 : 4. kertilete akkora, mint a k szakasz.
Szerkeszd meg ezt a haromszoget! Szerkeszd meg ezt a téglalapot!
k 2 s Rajzolj egy 8 cm hosszusagu szakaszt, és szerkeszd
meg ennek
a) 4:2:3, b) 3:1:3
aranyu osztopontjait!

EMELT SZINT

A parhuzamos szel6k tétele: Ha egy szog két szarat parhuzamos egyenesekkel metssziik,
akkor az egyik szaron keletkezett szakaszok hosszanak az ardnya megegyezik a masik sza-
ron keletkezett megfelelé szakaszok hosszanak aranyaval.

Példaul (az abra jeloléseivel) a: b=c:d.

Megjegyzés
Az ardnypar atrendezésével adddik, hogy a: ¢ = b : d, ami azt fejezi ki, hogy egy adott szog

esetén adott allast parhuzamosokkal csak olyan szakaszokat metszhetiink ki a szogszarak-
bdl, amelyek aranya barmely két megfelel$ szakasz esetén ugyanannyi.

A parhuzamos szel6k tétele fennall akkor is, ha egyes szakaszok részben fedik egymadst vagy az
egyik része a masiknak.

Példaul itt, a jobb oldali abran igaz, hogy OA, : OA = OB, : OB.

Raadas. lecke | PARHUZAMOS SZELOK TETELE

123



72 HAROMSZOGEK HASONLOSAGA

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy haromszog két oldala: a = 3,4 cm, b = 5,2 cm, az altaluk kozbezart sz6g: ¥ = 68,4°. Ezt a haromszoget kozéppontosan
nagyitjuk a 2,5-szeresére, majd a nagyitott képet titkrozziik egy egyenesre. Hasonlitsuk 9ssze a titkrozés utan kapott haromszoget

az eredetivel!

Megoldas

A kézéppontos nagyitas soran kapott haromszog oldalainak hossza és szogeinek nagysaga nem valtozik az egyenesre vald
tilkrozéssel, csak a koriiljarasi iranya valtozik meg. Tehdt a tikkrozés utan kapott haromszog oldalainak hossza 2,5-szer ak-
kora, mint az eredeti haromszog oldalaié, a szogei pedig ugyanakkorak, mint az eredeti haromszog szogei. Az eredeti és a
titkrozés utdn kapott haromszog hasonlé, a hasonlésaguk aranya 2,5.

Tehata'=2,5-3,4=8,5(cm), b'=2,5-52=13 (cm),c'=2,5-c(cm), y'=y=684°, a¢'=a, B'=5.

Sok feladat megoldasat elésegiti a kovetkezd négy sziikséges I eset IL. eset

és elégséges feltétel, amelyeket a haromszogek hasonlosagi a kb
alapeseteinek neveziink. (Az dbra azt mutatja meg, hogy a ko- » ka
zéps6 haromszog oldalai, illetve szogei milyen kapcsolatban ~ P

vannak a koriilotte allo haromszogek egyes alkotdrészeivel.)

a
Ha két haromszogben c
L, . B ., L, . II. eset ~ ~  IV.eset
- két-két szog egyenld nagysagu, akkor ez a két haromszog ke (b>a)
hasonlé (I. eset);
- két-két oldal hosszanak aranya és az altaluk kozbezart szog kb ka ka kb

nagysaga egyenld, akkor ez a két haromszog hasonlé (II. eset),

- aharom oldal hosszanak aranya paronként egyenl6, akkor ez a két haromszog hasonlé (II1. eset),

- két-két oldal hosszanak aranya és a nagyobbikkal szemben fekvd szog nagysaga egyenld, akkor ez a két haromszog
hasonlé (IV. eset).

FELADAT

1 5 Héarom matréz egy vizben rekedt, zatonyra futott

1. matréz 2. matrdz 3. matr6z
hajé parttél vald tavolsagat szeretné meghatarozni. . . .
A cél érdekében mindhdrman megmérik az abran @ 2 73 77
jelzett @ és 5 szOg nagysagat, majd a kapott értékek B 53° 51° 52°

atlagat figyelembe véve végeznek szamitasokat.

124 HASONLOSAG



b)

c)
d)
e)

Mekkora szogekkel szamolnak?

Elkészitik a valosagos helyzethez hasonlé hiaromszoget gy, hogy a
valésagban 100 m hosszu szakaszt 10 cm hosszusagunak tekintik. Ké-
szitsd el te is a rajzot!

Mekkora a kicsinyitésben a hajo és a part tavolsaga? Mérd meg!
Mekkora lehet a hajo és a part tavolsaga a valosagban?

Rajzold meg a kicsinyitett haromszoget kiilon-kiilon a harom matréz
adataival!

Milyen eltérés van a d) kérdésre adott valaszban?

Keress az abran hasonl6 haromszogeket! Indokold, hogy miért hasonlok!

a)

b) c c)

c
2 2

hajo

100 m

R O e

Az ABCD téglalapban a P pont a CD oldal C-hez kozelebbi negyedel6-
pontja. Az AB oldal hossza 8 cm, a BC oldal hossza 10 cm.
a) Keress az dbran hasonl6 haromszogeket! Indokold, miért hasonlok,

SIS
>

part

a hasonldsag melyik alapesete teljesil?
b) Mekkora a CP, és mekkora a PD tavolsag?
¢) Mekkora a QC tavolsag?

HAZI FELADAT

1s

Keress hasonlé hirom- ,

szogeket az dabran!

Indokold, hogy mi- gcm 10 cm

ért hasonlok, és

allapitsd meg a 18 cm
hasonlésaguk

aranyat is!

(Erettségi feladat nyoman)

Két derékszogli haromszoget egy-egy oldalukkal
egymashoz illesztettiink az abranak megfeleléen.
B A

72. lecke | HAROMSZOGEK HASONLOSAGA
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Igy az ABCD derékszdgii trapézt kaptuk.
a) Igazold, hogy az ABC és a CAD haromszog ha-

sonld!
Legyen AB =9 cm, AC = 15 cm.

b) Szamitsd ki a trapéz kertiletét!
c) Szamitsd ki a trapéz teriiletét!

Egy épitész egy 280 méter magas épiilet 1,4 mé-
teres modelljét tesztelte kiillonbozo szélerdsségek
mellett. Arra lett figyelmes, hogy a modell teteje
valamelyest rezeg. A modell tengelye a cstcsanal
1 cm-t lengett ki a fiiggoleges iranyhoz képest. Ezek
alapjan mennyi lenne a tesztnek megfelel6 id6jara-
si koriilmények mellett a valddi épiilet kilengése?
(OKM-feladat, 2003, 26. feladat)
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73

FELADAT

ES SULYVONALAI

HAROMSZOG KOZEPVONALAI

1 5 A hdromszogek hasonlo- B a) Melyik ez az alapeset?
saganak egyik alapesete 4 b) Melyek itt az egymasnak megfeleld csticsok?
megmutatja, hogy ¢) Mennyi a hasonlésag aranya?
ABC/A ~ EDCA\. . d) Mi kovetkezik ebbdl az AB és a DE szakasz alla-
2 sara és hosszisagara vonatkozoan?
C ; s ; A e) A DE szakasz az ABC/A\ két oldaldnak a felez6-
2 2 pontjat koti 6ssze. Mi a neve az ilyen tulajdon-
sagu szakasznak?
Ha 6sszekotjiik egy haromszog két oldalanak a felezGpontjat, akkor a haromszog egyik . B c
kozépvonalat kapjuk meg. Bizonyithato, hogy ez a kozépvonal parhuzamos a hdrom- 2 2
sz6g harmadik oldalaval, és feleolyan hosszt, mint ez az oldal. ¢ b ¢
Minden haromszognek harom kézépvonala van. . .
b
2 5 a) Egy haromszog harom oldalhosszanak aranya b) Melyek itt az egymas- B
2:8:9, legrovidebb kozépvonaldnak hossza nak megfelel6 csu-
17 mm. Hatarozd meg a hdromszog oldalainak csok?
hosszat! c) Mennyi a ha-
b) Az ABC hiaromszog kozépvonalai olyan ha- sonlosag ara-
romszoget alkotnak, melynek keriilete 255 dm, nya? c ) E b A
és oldalainak ardnya 5:12:13. Hatdrozd meg d) Mennyiaz AS 2 2

126

az ABC haromszog oldalainak hosszat! Szogei
szerint milyen az ABC haromszog?

3 5 A mellékelt dbrén AB || DE. A haromszogek hason-
lésaganak egyik alapesete megmutatja, hogy
ABSA ~ DESA.

a)

Melyik ez az alapeset?

e)

f)

és a DS szakasz hosszusaganak az ardnya?
Mennyi a BS meg az ES szakasz hosszusaganak
az aranya?

Az AD szakasz is és a BE szakasz is az ABCA
egyik csucsat és a vele szemkozti oldal felez6-
pontjat koti 6ssze. Mi a neve az ilyen tulajdon-
sagu szakasznak?

HASONLOSAG



Ha 6sszekotjiik egy haromszog egyik csticsat a vele szemkozti oldal felezpontjaval, akkor
a hdromszog egyik stlyvonalat kapjuk meg (az dbran az A csucshoz tartozé stlyvonalat
rajzoltuk meg). Minden haromszognek harom sulyvonala van.

Igaz a kovetkez6 két allitas:

csatlakozik a csticshoz.

- Egy hdromszog harom sulyvonala egy pontban metszi
egymast. Ezt a kozos pontot a haromszog salypontjanak
nevezziik. A sulyvonal a haromszoget két egyenl§ teriilet(i

részre osztja

FELADAT

- Kétsulyvonal 2:1 aranyban osztja egymast, a hosszabbik rész

4 5 Egy derékszogii haromszog befogoinak hossza 14 cm és 33,6 cm.

a) Mekkorak a haromszog kozépvonalai?

b) Mekkora az atfogohoz tartozé stilyvonal hossza?
¢) Mekkora a befogokhoz tartozo sulyvonalak hossza?

33,6 cm

14 cm

d) Mekkora tavolsagra van a haromszog sulypontja a haromszog cstcsaitol?

HAZI FELADAT

1 5 a) Mekkora tavolsagra van a 3,8 cm oldald sza- 3 > Rajzold meg egy ha-
bélyos haromszog sulypontja a haromszog csu- romszognek
csaitol? a) az egyik stlyvonalat;
b) Mekkora tavolsigra van a 4,5 cm befogdju
egyenld szaru derékszogii haromszog sulypont-
ja a hdromszog oldalaitdl?
2 5 Egy egyenl6 szaru haromszog alapja 42 mm, szara b) két sulyvonalat!

29 mm hosszu.

a) Milyen hosszuiak a haromszog kozépvonalai?

b) Mekkora tavolsagra van a haromszog stulypont-
ja az alaptol?

c) A sulypontot dsszekotjitk a haromszog csticsa-
ival. Mekkora teriiletd haromszogekre bontot-
tuk fel az eredeti haromszoget?

d) Megrajzoljuk a haromszog harom kozépvona-
lat. Mekkora a kozépvonalak dltal meghatéro-
zott haromszog tertilete?

=
Y

©

Mennyi az egyes részek teriiletének az aranya?

Egy haromszog egyik sulyvonala 6 cm, egy masik
4,5 cm hosszu. Eza két salyvonal meréleges egymasra.
a) Mekkorak ennek a haromszognek az oldalai?

b) Mekkorak ennekaharomszognek a kozépvonalai?

73. lecke | HAROMSZOG KOZEPVONALAI ES SULYVONALAI

127



SELLl MAGASSAGTETEL, BEFOGOTETEL

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy szikla cstucsa nehezen kozelitheté meg, am alkalmas
tavolsagok mérésével kielégit6 becslés adhaté a magassa-
gara.

Szamitsuk ki, mekkora a CC, magassag, ha ismert az AC,
és a BC, szakaszok hossza, és tudjuk, hogy az AC oldal me-

réleges a BC oldalra!

Magassagtétel

Megoldds

Az 4dbran harom derékszogli haromszog lathat6: ABC,
AC,C és C,BC.

A két utébbi haromszogre irjuk fel a Pitagorasz-tételt:
V=m"+15 é a’'=m’+42".

Az ABC haromszogre pedig a’ + b’ = (42 + 15)°.

Ebbél (m® + 42°) + (m* + 15°) = (42 + 15)*.

2m’ +42° + 15" =42 +2-42- 15+ 15,

m'=42-15

m=+42-15 =~ 25,1 (m).

Altaldnossdgban is beldthatd, hogy a derékszogli hdrom-
szogben az atfogohoz tartozd magassag négyzete egyenld
az atfogo két szeletének (vagyis a befogok atfogora esé me-
réleges vetiiletének) a szorzataval, masként: az atfogbhoz
tartozé magassag az atfogo két szeletének a mértani koze-

pe.

A derékszogti haromszogben az atfogohoz tartozé magassag az atfogot két szakaszra osztja, és az atfogohoz tartozé ma-

gassag hossza a két szelet hosszanak mértani kozepe. Az dbra jel6lései szerint: m = / pq.

Befogotétel

A derékszogli haromszog barmelyik befogdjanak hossza az atfogd
hosszanak és a befogd atfogdéra esé meréleges vetiilete hosszanak

mértani kozepe.

b
Az 4bra jel6lései szerint: a = ,/ pc és b = /qc.
A tételek bizonyitdsahoz az abran lathaté derékszogli haromszogek q

hasonlésagat hasznalhatjuk fel.

FELADAT

128

1 5 A derékszogli haromszogben az atfogot a hozza tar-
tozd magassag 2 cm és 3 cm hosszua részekre osztja.
a) Mekkora az atfogohoz tartozé magassag?
b) Mekkora a haromszog hosszabbik befogdja?
¢) Mekkora a haromszog teriilete?

2 5 A derékszogli haromszog egyik befogdja 30 cm, at-
fogdja 45 cm hosszu.
a) Milyen hosszt a 30 cm-es befogénak az atfogo-
ra es6 merdéleges vetiilete?
b) Mekkora az atfogohoz tartozé magassag?

HASONLOSAG



3 5 A derékszogli haromszog befogédinak hossza 8 cm

by r= 2114 g)ﬁ=<£%iy+Pq

c) r=m h) AC+ BC = AB

és 15 cm.

a) Mekkora a haromszog atfogodja?

b) Mekkora részekre osztja az atfogdt a hozza tar-
toz6 magassag? d AC=yq(p+q) 1) r—-m=0D

¢) Mekkora az atfogéhoz tartozé magassag? e) BC’= BD-AB

4 5 Az ABC szabélyos haromszog AB oldalanak hossza

C
12 cm. Az AB oldal F felez6pontjabdl allits mer6- it
legest az AC oldalra! Mekkora szakaszokra osztja a
merdéleges az AC oldalt? Oldd meg a feladatot a sza-
balyos haromszog ismert tulajdonsagainak felhasz- A 5

nalasaval, majd a befogotétel felhasznaldsaval is!

5 5 Az abran lathato jelolésekkel melyik igaz, melyik
hamis? (az abra jeloléseit hasznalva)

a) m=ypq f op:‘p;q|
1 5 Egy derékszogl haromszog atfogoja 16 cm, egyik szu szakaszokra osztja! Szamitassal hatarozd meg
befogdja 15 cm hosszu. a magassag és a befogdk hosszat, majd ellenérizd
a) A befogotétel segitségével hatarozd meg, hogy méréssel az eredményeidet!
mekkora részekre osztja az atfogohoz tartozo
magassag az atfogot! 3 s Egy derékszogii haromszog atfogoéjat a hozza tarto-
b) A magassagtétel segitségével szamold ki az at- z6 magassag egy 5,4 cm és egy 9,6 cm hosszu sza-
fogdhoz tartozé magassag hosszat! kaszra osztja.
c) Mekkora a haromszog teriilete? a) A magassagtétel, illetve a befogotétel alkalma-
zasaval szamitsd ki, hogy mekkora az atfogo-
2 5 Szerkessz olyan derékszogli haromszoget, amely- hoz tartozé magassag és mekkorak a befogok!
nek az atfogdjat a magassig 2 cm és 8 cm hosz- b) Mekkora a hdromszog korulirt korének sugara?

RAADAS ¢

Szamtani és mértani kozép sszehasonlitasa geometriai uiton
Tétel: Két pozitiv valds szam mértani kozepe legfeljebb akkora, mint ugyanezen

két szam szamtani kozepe. A 0 B

Bizonyitds:

Ha egy derékszogli haromszog esetében a befogok atfogora esé merdleges vetiile-

teinek hossza a és b, akkor

- az atfogo hossza a + b, ami egyenl6 a haromszog koré irhatd korének atméro-
jével. a—;_b tehat egyenld a koré irhat6 kor sugaraval.

- aderékszogli haromszogekre fennallé magassagtétel, értelmében az atfogohoz tartozé magassag hossza va - b.

Az abrardl leolvashato, hogy az atfogohoz tartozé magassag hossza kisebb vagy egyenld, mint a haromszog koré irt kor

sugara. Vagyis va b < a;—_b_ Egyenl6ség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha a és b egyenld, azaz a haromszog egyenld szaru.

Ezzel geometriai uiton bebizonyitottuk a kimondott tételt.
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CSOPORTMUNKA

74 GYAKORLAS

2-3 {8s csoportokba osztva dolgozzatok! Ugyanannyi csoport foglalkozzon az I. feladatsorral, mint a II. feladatsorral. A fel-

adatsorozatok megoldasa utan mindegyik csoport ,,megtanitja” a sajat feladatait egy masik csoportnak, amely nem ugyanazt

a feladatsorozatot oldotta meg.

I. FELADATSOROZAT

130
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A KLMN négyszog két oldalat megfeleztiik, két olda-
lat pedig 4-4 egyenl6 részre osztottuk. Két-két osztd-
pontot az abra szerint 6sszekotottiink. Megrajzoltuk
a KM 4tlét is, amely 6 cm hossza.

a) Miért parhuzamosak az a, b, ¢, d szakaszok a KM
atloval?

b) Szdmitsd ki az a, b, ¢, d szakaszok hosszat!

¢) Hany olyan trapéz rajzolhat6 az abréba, amelynek
a két alapja az a, b, ¢, d szakaszok koziil kertl ki?
Ezek kozott hany paralelogramma van?

A KMN héromszog te- N
ritlete 6 cm?, a KLM ha- P, P,
romszog teriilete 12 cm’.

Szamitsd ki a szinezett
sokszogek teriiletét!
(KM =6 cm) Q

Il. FELADATSOROZAT

1s

N
Y

Az ABCD trapéz alapjainak hossza 24 mm és 96 mm,
BC szaranak hossza 156 mm, magassaga pedig 144 mm
hosszt Az EF szakasz parhuzamos a trapéz alapjaival,
és az atlok K metszéspontja a szakaszon van.

144 mm

A 96 mm B

a) A hasonldsag melyik alapesetével igazolhatjuk,
hogy ABKA ~ CDKA?

b) Melyek az egymasnak megfelelé oldalak az ABK
és a CDK haromszogekben?

¢) Mennyi a hasonlésdg aranya ABK és a CDK ha-
romszogek kozott?

d) Hanyszor akkora az AK szakasz, mint a KC sza-
kasz?

e) A hasonldsag melyik alapesetével igazolhatjuk,
hogy AKEA ~ ACDA?

f) Mennyi a hasonlésag ardnya AEK és a ACD ha-
romszogek kozott?

g) Hany mme-es az EK szakasz?

Igazold, hogy az el6bbi feladathoz tartozé abran a KF
szakasz ugyanakkora, mint az EK szakasz!

HASONLOSAG



HAZI FELADAT

1 5 Az abran a négyszog két-két szomszédos oldaldnak
(az A csucstol tavolabbi, a C csucshoz kozelebbi)

harmadoldpontjait kotottiik ossze.
C

\V

a) Hanyszor akkora a BD 4tl6 hossza, mint a piros

D

szakasz hossza?

b) Hanyszor akkora a BD atl6 hossza, mint a zold
szakasz hossza?

¢) Mennyi a piros és a zold szakasz hosszuisaganak
az aranya?

RAADAS

Konnyen igazolhatjuk, hogy barmely négyszogben a négy
oldalfelez6 pont egy paralelogrammat hatédroz meg.

A PQ szakasz kozépvonal az ABC haromszogben, ezért
PQ parhuzamos az AC szakasszal, és feleolyan hossza,
mint az AC. Az SR szakasz kozépvonal az ACD hérom-
szogben, ezért parhuzamos az AC szakasszal, és feleolyan
hosszt, mint az AC. Igy a PQ és SR szakaszok egymassal
parhuzamosak és egyenldé hosszuak. Hasonl6éan bizonyit-
hato, hogy SP és RQ parhuzamosak és egyenld hosszuak.
Emiatt példaul a PR szakasz felez6pontjara tiikrozve a
PQRS négyszog 6nmagaba megy 4t, vagyis kozéppontosan
szimmetrikus. A PQRS négyszog tehat paralelogramma.

74. lecke | GYAKORLAS

2 5 Az ABCD trapéz kiegészité haromszoge a DCP ha-
romszog.

257/

a) Mekkora x és y?

b) Hanyadrésze a kiegészitd hdromszog teriilete
az ABP haromszog teriiletének, illetve a trapéz
teriiletének?

c) Milyen aranyban osztjak egymast a trapéz at-
16i?

Megjegyzés
- Az
altal meghatdrozott pa-

oldalfelez6 pontok

ralelogramma oldalai a

négyszog atloival parhu-

zamosak (lasd abra), és
feleakkorak, mint az atlok.

Ezért igazak a kovetkezok:

- Ha egy négyszog atloi
merdlegesek, akkor a négyszog oldalfelezé pontjai
egy téglalapot hataroznak meg.

- Ha egy négyszog atléi egyenld hosszuak, akkor a
négyszog oldalfelezé pontjai egy rombuszt hataroz-
nak meg.

- A fent bizonyitott tétel ugy is kimondhato, hogy a négy-
sz0g két-két szemkozti oldalanak felez6pontjat 6sszeko-
t6 két szakasz kolcsonosen felezi egymast.

- A siknégyszog oldalfelez6 pontjai altal meghatarozott
paralelogramma teriilete a négyszog tertiletének ponto-
san a fele.
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JCERERN S7EPSEG ES MUVESZET

BEVEZETO

Ha a matematika és a miivészet kapcsolatat vizsgaljuk, a szimmetria és az arany bizonyara az els6ként felbukkan6 matema-
tikai fogalmak kozott lesznek. A szimmetriardl mar szoltunk. Az aranyokkal 6sszefiiggésben a szamtani kozép(aranyos) és
a mértani kozép(aranyos) sokszor kertil el§ festmények, szobrok, épiiletek bizonyos méreteinek elemzésekor.

A Wikipédia szerint: ,,A miivészetben az arany az egyes részek méretének viszonya az egészhez... Az arany minden alka-
lommal jelentkezik, valahanyszor valaminek, ami 6nmagaban teljes egész, kiillonb6z6 formaji részei vannak. Erre jé példa
az emberi test, vagy pedig ha tobb targy egyiittvéve Osszeill6 egészet képez, mint példaul az épiileten az oszlopok, pillérek,
ivek, gerendak és a szerkezetnek a tébbi része”

A legegyszerlibb, de a legtobbet idézett esetben egy szakasz (az egész) két darabra (részre) valo felosztasakor keletkez6 ara-
nyok képezik a vizsgalat targyat. A két egyenld részre osztds (azaz 1 : 1 arany felosztas) ,hétkoznapi” esetnek szamit, inkabb

a szimmetridhoz tartozonak érezziik. Vannak ennél sokkal ,,izgalmasabb” felosztasok is.

KIDOLGOZOTT FELADAT

132

1. Osszuk fel a 6 cm hosszu szakaszt két részre gy,
hogy a kisebbik rész és az egész szakasz hosszanak
szamtani kozepe a nagyobbik rész legyen!

Megoldds

Ha a kisebbik rész hossza x cm, akkor a nagyobbik rész hosz-
sza (6 — x) cm. Az kell, hogy 6+Tx = 6— x teljesiiljon.
Most 6+ x=12—2x,3x=6,x = 2.

Tehat a 6 cm-es szakaszt egy 2 cm-es és egy 4 cm-es részre
osztva kapjuk a kivant felosztast.

4 2
A P B

Megjegyzés

- Ezt a felosztast tekintve elmondhatjuk, hogy ameny-
nyivel hosszabb a nagyobbik rész a kisebbiknél, any-
nyival hosszabb az egész szakasz a nagyobbik résznél.

- Barmely szakaszt osztunk két részre a feladatban megadott
feltétellel, mindig azt kapjuk, hogy a nagyobb rész az egész-
nek kétharmad része, a kisebbik rész az egésznek egyhar-
mad része.

2 . Osszukfel a 6 cm hosszu szakaszt két részre uigy, hogy
a kisebbik rész és az egész szakasz mértani kozepe a
nagyobbik rész legyen!

Megoldds
Ha a kisebbik rész hossza x cm, akkor a nagyobbik rész
hossza (6 — x) cm. Az kell tehat, hogy 6 — x = v6 - x le-
gyen.
Itt nyilvan 0 < x < 6, ezért a négyzetre emelés ekvivalens
egyenlethez vezet: x* — 12x + 36 = 6x, vagyis
x*—18x + 36 = 0. Ennek az egyenletnek két valds gyoke
van: 9+ 3v/'5 =15,7, illetve 9 — 3v/5 ~ 2,3
A feladatnak csak ez utdbbi lehet megoldasa, tehat a 6 cm-es
szakaszt egy ~2,3 cm-es és egy ~3,7 cm-es részre osztva
kapjuk a kivant felosztast.

3,7 2,3
A Q B

Megjegyzés

- Ezt a felosztast tekintve elmondhatjuk, hogy ahany-
szorosa a nagyobbik rész a kisebbik résznek, annyi-
szorosa az egész (szakasz) a nagyobbik résznek. Mas-
ként: a kisebb rész ugy aranylik a nagyobbik részhez,
ahogyan a nagyobbik rész az egészhez.

- Barmely szakaszt osztunk két részre a feladatban meg-
adott feltétellel, mindig azt kapjuk, hogy a nagyobb rész
az egésznek koriilbeliil 0,618-szerese, a kisebbik rész a
nagyobbik résznek ugyancsak 0,618-szerese. A kisebbik
rész az egésznek koriilbeliil 0,382-szerese.

HASONLOSAG



Az AB szakasznak a 2. kidolgozott feladatban bemutatott fel-
osztasi modja igen ,nagy karriert futott be” a miivészetben,
az épitészetben, rdadasul még a ,valdsagos vilag” is kedveli
az egésznek ezt a fajta felosztasat. Egyesek annyira kiilonle-
gesnek és szépnek, s6t esztétikailag tokéletesnek talaltak ezt a
felosztasi mddot, hogy kiilon nevet is adtak neki: aranymet-
szésnek (sectio aurednak) nevezték el.

Az aranymetszés
Az AB szakaszt a P pont az aranymetszés szerint osztja két részre, ha
a: b="b:(a+ b) (azaz a kisebbik rész ugy aranylik a nagyobbik részhez, mint a nagyobbik rész az egészhez.).

A 2. kidolgozott feladat gondolatmenetét kovetve egy masodfoku egyenlet megolddsa megadja az aranymetszés aranyat:

a _ kisebbikrész _ /5 —1 = 0,618, illetve reciprokdt véve: b _ nagyobbikrész _ /5 +1 ~1,618.
kisebbik rész 2

b nagyobbik rész 2 a

1 5 a) A hdromszogek hasonlosaganak melyik alapeseté-
vel igazolhatjuk, hogy ABCA ~ ACP/A? Melyek az
egymasnak megfelel oldalak a hasonlosagnal? c) Kortlbeliil hanyszor akkora a szabalyos 6tszog

b) Az AB és CD atlok P metszéspontja milyen
aranyban osztja két részre ezeket az atlokat?

egy 4tldja, mint egy oldala? (Figyeld meg a BCP
és ADP haromszogeket!)

B

b) Az % ardny az APC/\ alapjanak és az ABC/A

b c b A
alapjanak aranya. Mekkora a két haromszog

egy-egy szaranak ardnya? 3 = a) Vizsgdlj meg egy 2 egységnyi oldalhosszusigu

c) A b)-ben felirt két arany egyenld. Az AB szér- szabalyos 6tszdget!

nak milyen felosztasat adja a P pont? Igazold, hogy az abra szerinti jel6lést hasznélva
= /5 —1, az 4tl6 hossza pedig v'5 +1!

2 = A szabalyos 6tszogben megrajzoltunk harom atlot. b) Mekkorék az 4tl6i a 3 cm, a 4 cm vagy az 5 cm

a) Figyeld megaz ABC és az ADB haromszoget, és
minél tobb ,érdekességet” mondj el réluk, illet-
ve kolcsonos elhelyezkedésiikrol!

Raadas. lecke | SZEPSEG ES MUVESZET

oldalhossztsagu szabalyos 6tszognek?
c) Mekkorak a szabalyos 6tszog oldalai, ha az atléi
5 cm-esek, 12 cm-esek vagy 26 cm-esek?
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Két gyonyort festmény

Itt lathat6 Jan Vermeer van Delft holland barokk fest6 Tejet 6nté
né cimi olajfestménye. Jelenleg az amszterdami Rijksmuseumban
van kiallitva, és egyesek szerint a mtizeum egyik legszebb kiallitasi
targya.
»Fuggoblegesen” és ,vizszintesen” is rajzold meg a festményt az
aranymetszés aranyaban két részre oszt6 egyeneseket (két fiig-
glleges és két vizszintes egyenest)! Milyen érdekes egybeesése-
ket fedeztél fel?
Mi lett volna, ha van Delft valamelyik, az alabbiakban lathatd
moddon helyezte volna el festményének féalakjat a valtozatlan
méret(i vasznon? Legyél miikritikus, beszélj az ardnyok jelentd-
ségérdl, a ,,hangsulyokrol” is!

Mi talalhato a piros vonalakkal felosztott képen a bal oldali felsé képrész aranymetszeteiben? Hogyan oszthato
fel a jobb fels6 képrész? Rajzold be a megfelel6 vonalakat és figyeld meg, milyen elvek szerint felelhet meg a kép
elrendezése az aranymetszés szabdlyainak!

HASONLOSAG



KIDOLGOZOTT FELADAT

3.

Megoldds S
A szerkesztés me- \
nete az abrardl leol- 1
vashato: \

Az 1 egység oldalhosszusagti négyzetbdl kiindulva
szerkessziink olyan AB szakaszt, amelynek az arany-
metszésénél adddo nagyobbik része éppen 1 hosszusa-

gu (és igy a kisebbik része % hosszusagu)!

R 1 Q

N|ﬁ
—
7
”

HAZI FELADAT

1:

Olvasd el a Wikipédia cikkét a Vitruvius-tanulmdanyrol (angolul: Vitruvian Man)! Keress
a tanulmanyban olyan aranypérokat, melyek az aranymetszéshez kapcsolhatok!

Keress képet Michelangelo David-szobrardl, és allapitsd meg, hol talalhat6 a szobron az

aranymetszés!

Irodalom és ének-zene tandraid segitségével gytijts 6ssze olyan alkotasokat, amelyekben
az aranymetszésnek fontos szerepe van. A zenetorténetben Bartok Béla Kékszakdlliija és
Beethoven 5. Szimfénidja jo példak lehetnek. A filmtérténetben az olyan népszert filmek,
mint Az elveszett frigyldda fosztogatéi, a Batman: A Sétét Lovag, a Watchmen, a Csillagok
haboriija és a Wall-E is dramaturgiailag kulcsfontossagu részleteket helyez el az aranymet-
szésben. Keresd meg, hogy mi taldlhaté ezekben a miivekben az aranymetszésnél!

- A négyzet AP oldalanak F felezOpontjat osszekotjitk
anégyzet Q (vagy R) csticsaval.

- Az FQ szakasz hossza Pitagorasz-tétellel szamithato:
/5

2

- F kozéppontu, FQ sugaru kort rajzolunk, és megjelol-
jiuk az AB egyenesével alkotott egyik metszéspontjat
(B).

- PB:FQ—%:ﬁ 1_v5-1

> T 5= 5 az AP szakasz

hossza 1, tehat az AB szakaszt a P pont az aranymetszés
szerint vagja két részre.
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FELADAT

15

Egy fényképen egy fa 9 cm ,,magas’, a fa mellett 4116
1,80 méter magas fid pedig 4 cm magassagunak lat-
szik.

a) Milyen magas a fa?

b) Milyen magasnak latszik a fényképen a fiit mel-
lett all6 1,6 m magas 6ccse?

c) A fa mellett egy 4 m’ teriiletd, téglalap alakt
reklamtabla is allt, szemben a fényképezdgép-
pel. Mekkora teriiletlinek latszik a reklamtabla
a fényképen?

Ha egy 1 cm atmér6jt acélgolyoval szemléltetnénk

egy protont (a hidrogénatom magjat), akkor mek-

kora lenne egy hidrogénatom egy méretaranyos

modellben?

Adatok (kézelitések): a proton dtmérdje 107" m, a

hidrogénatom 4tméréje 107" m.

a) Az atom atmér6je hdnyszor akkora, mint a
magatmeéro?

b) Mekkora lenne a modellben a hidrogénatom
atmérdje?

HAZI FELADAT
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1s

Jelold meg egy haromszogben a sulypont és az ol-

dalfelezé pontok kozotti szakaszok felezépontjait!

a) Igazold, hogy ez a harom pont az eredeti ha-
romszoghoz hasonl6 haromszoget hatdroz meg!

b) Ird fel a két hasonlé hdromszdg teriiletének
aranyat!

Egy kor alaku asztallap atméréje ugyanannyi, mint
az asztal magassaga. Az asztal kozepe folott, a talajtol
185 cm magassagban van egy pontszert fényforras.
A talajon az asztal drnyéka egy 70,5 cm sugaru kor.
a) Készits abrat!

b) Mekkora az asztallap sugara?

3>

ISMETLES, GYAKORLAS

Az ABCD négyszog oldalait harom-harom egyenld
részre osztottuk, és az osztopontok koziil négyet az
abran lathat6 modon kotéttiink ossze. Igazold, hogy
az Osszekotd szakaszok trapézt alkotnak, és allapitsd
meg a parhuzamos oldalak hosszanak aranyat!

D

Egy hdromszog stlypontja a haromszog csucsaitol

rendre 5 cm, 5,8 cm, 6,2 cm tavolsagra van.

a) Mekkora a haromszog sulyvonalainak hossza?

b) Mekkorak a haromszog kozépvonalai altal
meghatarozott haromszog stlyvonalai?

Jutka az iskolai kirdnduldson 1280 X 960-as fel-
bontast képeket készitett, a képeket szamitogépére
mentette. Baratndje, Julesi kérésére néhany képet
el akar kiildeni e-mailben. Egy kép tdrolasa ko-
rilbeliil 1,2 MB helyet igényel. A tiz kivélasztott
kép egyiittes mérete tul nagy, ezért Jutka a képeket

640 x 480-as felbontasban kiildi el.

a) Héany megabdjt lesz a 10 kép egyiittes ,helyigé-
nye’? (Az 1280 x 960-as felbontds azt jelenti,
hogy a kép 960 vizszintes sorban, soronként
1280 darab képpontbol all Gssze. A szamitdgép
minden képpont tarolasahoz ugyanakkora le-
mezteriiletet hasznal.)

HASONLOSAG



b) Jutka egy 16 cm x 9 cm-es keretben szeretné
elhelyezni az egyik jol sikertilt képet ugy, hogy
minden részlet megmaradjon. Csak olyan képe-
ket tud nyomtatni, amelyek oldalainak aranya
640 : 480. Mekkorak annak a képnek a méretei,
amelyik a keretbe illik és a lehetd legnagyobb?

4 s Hajni a Naprendszer és a Tejttrendszer ,,méretara-
nyos” modelljét szeretné elkésziteni. Ugy gondolja,
hogy a Napot egy kb. 7 cm atmér6jdi teniszlabda
szemléltethetné. Realis-e Hajni terve?

RAADAS

1 . (Kompetenciamérés, 2013)

Adatok (kozelitések): a Nap atméréje 1,4 millié km,

a Nap-Fold tavolsag 150 millié km, a Fold atmérdje

12 700 km, a Naprendszer atméréje 1,1 - 10" km,

a Tejutrendszer atmérdje 9,5+ 10" km.

a) Mekkora lenne Hajni modelljében a kicsinyités
ardnya?

b) Mekkora lenne a modellben a Fold atméréje?

c) Mekkora tavolsagra lenne a Fold a Naptol Hajni
modelljében?

d) Mekkora lenne ebben a modellben a Naprend-
szer atméroje?

e) Mekkora lenne ebben a modellben a Tejutrend-
szer atmérdje?

a) Egy 36 cm x 54 cm-es puzzle 120 db kozel azonos méreti kis épitdelembdl all. Ugyanilyen méreti kis
puzzledarabkdkbol hany darabra van sziikség egy 45 cm X 63 cm-es puzzle dsszeallitasahoz?
b) Edina az osztalytaldlkozon fotokat készitett digitalis fényképezOgépével. A fényképezdgép altal megadott nyomta-

tasi méret magassaga 76,5 cm, szélessége 99,45 cm. Nyomtataskor Edina szeretné megérizni az eredeti ardnyokat,

hogy a nyomtatott kép se fliigg6legesen, se vizszintesen ne legyen megnyujtva. Edina 10 cm magassagu fényképeket

szeretne az albumba tenni. Hany centiméter szélesek lesznek a fényképek?

2 . (Kompetenciamérés, 2006)
Az ABC haromszog és a DEF haromszog hasonld. Mely C
egyenletek segitségével szamolhat6 ki a DEF haromszog te- P
riilete? 9
A A % = % és a teriilet = % 12 - m egyenletek alapjan. "
B A % = % és a teriilet = 12 - m egyenletek alapjan. A 18 B D 12 E
9 _m 4 . — 1. . Ny
C 3 =12 & teriilet 5 12 - m egyenletek alapjan.
D A % = % és a teriilet = 12 - m egyenletek alapjan.

3 5 (Kompetenciamérés 2016 nyomén) 3
Endre projektort szeretne vésarolni otthonra. A kivélasztott /,/”'/
késziilék leirasan az szerepel, hogy 3 m tavolsagbol 2 m szé- e
lességti képet vetit. oA a 2m

Endre 2,5 m szélességli képet szeretne vele vetiteni az egyik
falra. El tudja-e helyezni a projektort megfelel tavolsagra a
faltdl, ha a szemkozti fal 4,3 m-re van, és a kivetitett kép szé-
lessége aranyos a projektor faltél mért tavolsagaval? Valaszo-
dat szamitassal indokold!

75. lecke | ISMETLES, GYAKORLAS

137



76 GYAKORLAS, TUDASPROBA

TUDASPROBA I.

1 s Egy szabdlyos hatszog oldalai 6 cm-esek. Megrajzol-
tuk harom atlojat.

a) Igazold, hogy a zo6ld és a rézsaszinii haromszog
hasonlé egymashoz!

b) Mennyi a hasonlésdg aranya?

c) Hasonld-e valamelyik fehér haromszog a zold-
hoz? Miért?

d) Mekkora részekre vagjak egymast az atlok?

2 s Egyjardkel6 az utcan elhelyezett titkrozo feliletd tér-
kovon latja az el6tte allo kozlekedési lampa legfelsé
pontjanak titkorképét (lasd az abran). A fényvissza-
verddés torvénye miatt a rajzon jelolt szogek nagysa-
ga egymassal egyenl6. Milyen magasan van a lampa
legfelsé pontja a talajtdl, ha az illetd szemmagassaga
184 cm, és ismerjiik az abran bejelolt tavolsagokat?

5,6 m _1,6m
T
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3 5 Dontsd el az aldbbi allitdsokrdl hogy melyik igaz, me-
lyik hamis!

a) Két derékszogli haromszog hasonld, ha megegye-
zik egyik hegyesszogiik nagysaga.

b) Két rombusz hasonld, ha az egyik oldalainak
hossza kétszer akkora, mint a masik oldalainak
hossza.

c) Ha egy kozéppontos hasonlésag aranya 0,5, akkor
a kapott alakzat az eredeti alakzatnak kicsinyitett
masa.

d) Két hurtrapéz mindig hasonlo.

e) Két egyenlé szaru haromszég hasonld, ha van
egyenld nagysagu szogiik.

f) Két haromszog hasonld, ha megegyeznek két sz6-
giik nagysagaban.

g) Két kor mindig hasonld egymassal.

Egy szabalyos gula alaplapja 12 cm-es oldalu négy-

=
Y

zet, a glla magassaga is 12 cm. A magassag fels6
harmadoldpontjan atmend, az alaplappal parhuza-
mos sikkal két részre vagjuk a gualat.

12cm

a) Mekkora a keletkezett kis gula alapélének hossza?
b) Mekkora a kis gula és a nagy gula alapteriiletének
ardnya?

HASONLOSAG



TUDASPROBA II.

15

Egy haromszog oldalainak hosszusaga 14 cm, 28 cm
és 35 cm. Egy hozza hasonlé masik haromszog kerti-
lete 7,7 cm. Mekkordk ennek az oldalai?

Egy haromszog egyik oldala 35 mm hosszu, a hozza
tartozd magassag is ekkora. A haromszog masik két
oldalat 7-7 egyenlé részre vagtuk, a megfelel6 oszto-
pontokat 6sszekotottiik.

\ 35 mm

35 mm

a) Keress az abran hasonlé trapézokat! Add meg
a csucsaikat és a hasonldsaguk aranyat!

b) Mekkora a legkisebb haromszog teriilete?

c) Mennyi a kovetkezé dbran a zold és a piros trapéz
teriiletének ardnya?

35 mm

RAADAS

A Pyraminx (1. dbra) szabalyos tetraéder alaku logikai jaték lapjainak
szinezéséhez négy kiilonboz6 szint hasznalnak. A lapokat szines, szaba-
lyos haromszogek fedik. (A jaték célja, hogy a forgatds soran, az egyes
lapokon 1év§ szabalyos haromszogek azonos szintiek legyenek.)

A 2. dbra a jaték egyik lapjat mutatja.

3>

=
Y

Dontsd el az alabbi allitasokrél hogy melyik igaz, me-

lyik hamis!

a) Két szabalyos haromsz6g mindig hasonld egy-
mashoz.

b) Két hurtrapéz hasonlo, ha megegyeznek szogeik
nagysagaban.

c) Ha egy kozéppontos hasonlésag aranya 1,5, akkor
az eredeti alakzat képének a kapott alakzat kicsi-
nyitett masa.

d) Két paralelogramma mindig hasonlé.

e) Két derékszogli haromszog mindig hasonl6 egy-
mashoz.

f) Két haromszog hasonld, ha megegyeznek két ol-
dalhossz aranyaban és egy szogiik nagysagaban.

g) Két négyzet mindig hasonld egymashoz.

Egy csonkagtla alapteriilete 400 cm’, fedélapjanak a
teriilete 64 cm’, magassaga 21 cm. A csonkagulat kiegé-
szitjiik galava.

21 cm

a) Mekkora annak a kozéppontos nagyitasnak az
aranyszama, amely a kiegészit6 kis gulat a teljes
gulaba viszi at?

b) Szamitsd ki a kiegészit6 gula magassagat!

1. dbra

a) Milyen geometriai transzformdacié vagy transzformdciok elvégzése

utan lesz az A A,B, haromszog képe az A,B,B,; a B,C,C,; az A,A,B; az A|A,C,, valamint az A,A,C, haromszog?

b) Milyen geometriai transzformécié elvégzése sordn lesz az A A,C, hdromszdg képe az A, A,D hdromszog? Ird le a transz-

formacio jellemz6 adatait!

c) Ha ajatékot masfélszer akkora élhosszakkal hozzuk létre, mint az eredeti, akkor hanyszorosara valtozik a test egy oldal-

lapjanak teriilete? Hanyszorosdra valtozik ekkor a test felszine?

76. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA
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TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Derékszogli koordinata-rendszerben a P ponton 4t

parhuzamost hiizunk az AB egyenessel.

a) Milyen hosszu részekre vagja ez az egyenes az OB
szakaszt?

b) Az egyenes metszéspontja az x tengellyel legyen
Q. Hanyadrésze a PQ szakasz hossza az AB sza-
kasz hosszanak?

YA

A

P ™N

0] 1 Bl x
Egy szimmetrikus trapéz ro- E

videbbik alapja 5 ¢cm, hosz-
szabbik
alapja 8 cm, magassdga pedig

alapja hosszabbik

6 cm hosszu. Egészitsd ki a
trapézt haromszoggé az abra
szerint!

A B

a) Mekkora a haromszog DC oldalhoz tartozé ma-
gassaga?
b) Mekkorak a haromszog oldalai?

Egy kétlabu létra osszecsukott allapotban 2 m hosszu.
A létra két labat a harom negyedelé pontjanal lanc-
cal kétik 6ssze. Milyen hossztak ezek a lancok, ha
a létra legfels6 pontja teljesen szétnyitott allapotban
180 cm-re van a talajtdl?

Vegyél fel a flizetedben egy egyenest, és az egyik
félsikban egy haromszoget, a masik félsikban egy O
pontot! Keress olyan O kézéppontu kdzéppontos ha-

Y

Y

Y

Y

sonlosagot, melyet elvégezve a haromszog valamelyik
csticsa az egyenesre esik! Szerkeszd meg a haromszog
képét! (Hany megoldast talaltal?)

Az dbran a kis téglalap az ABCD téglalap képe egy
E kozéppontt kicsinyités soran.

E

A B

a) Bizonyitsd be, hogy E, F és A pontok egy egyenes-
be esnek!

b) Az F és G pontok harmadold pontjai az CD oldal-
nak. Mekkora a kicsinyités aranya?

c) Hanyszorosa a CED egyenlészari haromszog
alaphoz tartoz6 magassaga az AD oldalnak?

Egy kikotobol két hajo indul egyszerre. 20 perc mulva
6,2 km tavol vannak egymastol. Milyen tavol lesznek
egymastol az indulastol szamitott masfél dra mulva,
ha mindkét hajo allandé sebességgel, egyenes irany-
ban halad? Készits abrat!

Az ABCD téglalap AB oldala kétszer olyan hosszu,
mint a BC oldala. Jeléljiik P-vel a CD oldal C-hez ko-
zelebbi negyedeld pontjat!

a) Készits abrat! Huzd be az dbran a téglalap olda-
lait, az AC 4tlot, és a BP szakaszt!

b) Keress két hasonld haromszog-part! A haromszo-
gek hasonlosaganak melyik alapesetével tudod
indokolni a hasonlésagokat?

c) Mekkora a hasonlé haromszogek teriileteinek
ardnya?

Egy fa magassagat egy karo segitségével hatarozzuk
meg. Az abran AB jelzi a fa helyét, CD jelzi a karo
helyét. A karé magassdga 1,5 m, a karo és a fa tavol-

HASONLOSAG



sdga 4,2 m, a kard és a talajon meghatarozott E pont
tavolsaga 1,8 m. Milyen magas a fa?

C A

9 s Egy fa magassagat szeretnénk megmeérni. Egy fiigg6-

leges karot sztrtunk a foldbe, a fatél néhany méterre.
A kard masik oldaldn megallunk, a kar6tdl 0,5 m-re.
Szemmagassagunk 1,6 m. Bejeloljiik a karon azt a két
pontot, amely irdnyban a fa aljat és tetejét latjuk. Azt
latjuk, hogy a bejeldlt pontok a szemmagassag alatt
42 cm-re, és a szemmagassag f6lott 92 cm-re vannak.
a) Milyen magas a fa?

b) Milyen messze volt a kar a fat6l?

B

C \

A

1.0 = Egy ABCD téglalap oldalai 45 cm és 31 cm hosszuak.

A téglalap egy belsé P pontjat 6sszekétjiik a téglalap

csucsaival, majd a PA, PB, PC és PD szakaszoknak ki-

jeloljiik a P-hez kozelebbi harmadol6 pontjait.

a) Milyen sikidomot hatdroznak meg a harmadolo
pontok?

b) Mekkora ennek a sikidomnak a tertilete?

s Egy tervrajzon a hdz alaprajza 190 cm” teriilet(i. A va-
N bBgy ) praj

16sagban ugyanez az alapteriilet 142 m’.

a) Mekkora a tervrajzon az a szoba, amely a valdsag-
ban 18 m” alapteriilet(i?

b) Milyen széles a valdsagban az az ablak, amely a
tervrajzon 1,3 cm széles?

c) Hanyszoros kicsinyitése a tervrajz a valdsagnak?

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY
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13>

15>

16.

Egy kocka felszine 121,5 cm”. Egy masik kocka térfo-
gata 216 cm’. Mekkora a két kocka hasonlésdganak
aranya?

Egy téglatest éleinek hossza 12 cm, 20 cm és 28 cm.
Egy, az elébbihez hasonlé téglatest felszine 142 cm’.
Mekkora annak a kozéppontos hasonldsignak az
aranya mellyel az eredeti téglatest az adott felszind
téglatestbe vihet§?

Egy négyzet alapt egyenes gula alapéle 4 cm, magas-
saga 13 cm hosszu. Egy, az el6bbihez hasonlé gula
alaplapjanak teriilete 36 cm’. Mekkora ez utébbi gi-
lanak az alapéle és a magassaga?

(Erettségi feladat, 2017)

Az ABC derékszogli haromszog egyik befogdja 8 cm,

atfogdja 17 cm hosszu.

a) Szamitsd ki a haromszog 17 cm-es oldaldhoz tar-
tozé magassaganak hosszat!

b) Hany cm’ a hdromszog koriilirt korének teriilete?

A DEF haromszog hasonl6 az ABC haromszoghoz, és
az atfogdja 13,6 cm hossza.

c) Hany szazaléka a DEF hdromszog teriilete az ABC
héaromszog teriiletének?

(Erettségi feladat, 2010, emelt szint)

Egy 90 m’ teriilet(i, trapéz alaku viragdgyds parhu-
zamos oldalainak aranya AB: DC = 3:2. Az agyast
tavasszal és Gsszel is az évszaknak megfeleld viragok-
kal tltetik be. Mindkét alkalommal mindegyik fajta
viragbol atlagosan 50 viragtovet iiltetnek négyzetmé-
terenként. Tavasszal az atlokkal kijel6lt négy harom-
szOgre bontottak a virdgagyast (lasd a bal oldali ab-
rat). Az ABM haromszogbe sarga virdgokat, a DMC
héaromszogbe fehéret, a maradék két részbe piros vi-
ragokat tiltettek.

A tavaszi parositaskor (lasd a jobb oldali dbrat) hany
darab fehér, hany piros és hany sarga viragot iiltettek?

D C D G C
FMi H/@\F
A B A E B
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A FELADATOK VEGEREDMENYE

41. lecke: 1. 36°, 36°, 108°. 2. 108°, 72°,4 cm. 3. a) 5. b) 36°,
36°,108° 36°, 72°,72°. 4. I11. alapeset. 5. II. alapeset, 90°-0s
elforgatas. 6. igazak: a) c) d).

42. lecke: 1. IV. alapeset. 2. a) II. alapeset. 3. a) =~ 14 m.
b) gala. 4. = 29 m.

43.lecke: 1.2) 8,17 cm; 5,31 cm®. b) 134,46 cm; 1438,72 cm’.
¢) 16,65 cm; 22,06 cm®. 2. a) 31 384,08 cm”. b) 564,18 cm™.
¢) 688,27 cm”. 3. a) 62,816 dm. b) 3,770 dm. ¢) 47,902 dm.
4. a) 75,40 teriiletegység. b) 12,46 cm’. ¢) 18 535,40 dm”.
d) 314,14 dm>. 5. 97,51 cm’.

44. lecke: 1. a) 16 cm, 8 cm, 8 cm, 12 cm, 4 cm. b) 120°,
60°, 60°, 90°, 30°. 2. a) 18,3 cm, 20,9 cm. b) 458 cm?, 523
cm?. 3. 61,1 cm?, 30,55 cm?, 30,55 cm?, 45,8 cm?; 15,3 cm”.
4. a) 22,41 cm, 134,46 cm’. b) 4718,37 mm’. ¢) 57,3%
50 m’. 5. a) egy iv hossza 1,57 vagy 11 cm. b) 7 cm’ vagy
99,56 cm’.

45, lecke: 1. a) 100°, 160°, 20°, 80° 169,6 cm, 271,3 cm;
33,9 cm; 135,6 cm; 25,4 cm’; 40,7 cm’; 5,1 cm?; 20,3 cm’.
b) 51,4° 77,1°,102,9°, 128,6% 4,8 cm; 7,3 cm; 9,7 cm; 12,1 cmy;
13,1 cm’ 19,6 cm’ 26,2 cm’ 32,7 cm’. 2. = 3050 km.
3.2) 6,28 m.b) 1 m.c) 2,8 m. 4. C. 5.a) 138 cm”. b) 57 cm.
46. lecke: 1. a) 36°. b) 2182° 6. ¢) 16. sor. d) 27,4 mm.
2.a) 42-43 cm. b) 251 cm”®. 3. a) = 0,041°. b) 107 600 km.
¢) 8,1-10"” km’. 4. a) 34.b) 189.

47.1ecke: 1. 21,99 cm; 38,48 cm™ 2. ?g cm. 3. 960,25 cm*-

rel. 4. a) 12 mm; 27 mm. b) 39 m. ¢) 36 m. d) 18 m. 5. 77.
6. 1260°. 7. a) 3,6 cm’; 2,36 cm’; 3,14 cm’. b) 30,22%.
48.1lecke: 1. a) 6.b) 3. ¢) 22,5% 22,5°% 135°, illetve 22,5°; 45°;
112,5°, illetve 22,5% 67,5% 90°. d) vannak; a két legrovidebb.
2. a) 81,68 egység; 530,93 teriiletegység. 3. a) 41 cm; 29 cm.
b) 69,5%-a. 4. 1620°% 2520°. 5. 3,43 cm?; 6,87 cm’; 6,87 cm’.
6.a) 2,56 cm; 0,866 cm; 0,289 cm. b) 60,5%; 80,5%; 82,9%.
49.lecke: 1. a) II. alapeset. 2. a) 4-szerese. b) fehér. 3. oldalak
szama 5, illetve 20; 4tlok szama 5, illetve 170. 4. 5760 km.
5.a) 74%. b) 418 m’ (38,5%).

51. lecke: 1. a) 36. b) 36. ¢) 22. 2. 4,25; 0; 5. 3. a) 2. b) 4.
c) nem lehetséges. 4. a) 6. b) 15,5. 5. a) 24,073 g. b) Elfo-
gadhato.

Rdaadas lecke: 1. a) 250; 200. b) 241; 209. ¢) 197; 195.
d) 200; 200. 2. a) 2712. b) 360. 3. a) 19,5 cm. b) 18 cm.
¢) az elsének. 4. a) 8 és 242.b) 108 és 147. 5. a) 20,449 mil-
1i6 Ft. b) 2,1 millié Ft, és 8,349 millié Ft. ¢) 5,2245 millio Ft.
d) 1,43-szoros. 4,3 millié Ft és 6,149 millio Ft.

52.lecke: 1. a) p = 278; g = 311; x = 369; y = 391; z = 466;
v=>524.b) 2-szerese. ¢) Egyenl6k. . 2. 2,5 millié Ft. 3. a) 6sz-
szesen 329,1 km. b) kevesebb. ¢) egyenld. d) 65,82 km.
4. a) 3,36 milli6 Ft, és 2,856 milli6 Ft. b) 32%-ot. c) 2,859 mil-
lié Ft. d) 17,538%.
53.1lecke: 1.a) 6,33;9; 6,5; 6. b) 63,33; 90; 65; 60. 2. mddusz.
3. a) 0 vagy barmely annal nagyobb valés szam. b) -2.
c) 0vagy -1.d) -7. e) nincs ilyen. 4. a) 47; 100; 60; 100.
b) 8 tanulb irt az 63%-nal rosszabbat. 5. a) 3,09; 3; 3; 4,
illetve 3,6; 3; 3,5; 3.
54. lecke: 1. a) 132. ¢) 188 500 forint. d) =~ 1428 forint
(nincs ilyen bélyeg). 2. 173,0 cm. 3. 18. 4. n6i dolgozobdl.
5.165. 6. 44%.
55. lecke: 2. d) 0,125. e) 0,375. f) Nincs igaza. 0,375 a va-
loszintisége.

1 1 6 5 6
56. lec;ke: 1. b) 36. ¢) 36 d) g e) 3 f) ng) Fve
2.a)—. )36 )C43— )— )—.
57.lecke: 1. a)—1 b)a 2. )— b) 0. c)— d)1.3. a)
.b)5.4.%.5.H—C—D—E—A—G—B—F.

)—3

58. lecke: 1. a) 0,611. b) 0096 c) 0904 d) 0,808. 2. a) 0,197.

1 1
b0931c08033a—b— —.a—.b—.
) ) ) ) 120 ) 120 ) 6 ) 6
c —.d —
) 3 ) 3
59. lecke: 1. 9200 Ft. 2. atlag 3,7, median 4, mddusz 3.
4 6 30
3.a) —.b) —.c) —.4.a) 11 420 kg. b) 11 436 kg.
)36 )36 )36 ) &b &
180 400 4 22 128
5.17. 6. a) —. b) — = — ¢ — a) —.
900 900 9 900" 300
1 1
b Llg®
300 3 300

60.lecke: 1. 4; 2. 2. Zirc. 3. a) igen. b) nem. 4. a) nem. b) nem.
c) igen. 5. a) 4. b) 2. 6. a) nem. b) igen.

61.lecke: 1.a) x=—3.b) vx+3 =2x—9.d) 6 és 2,75.
e) 6, a masik hamis gyok. 2. a) x =—14, a masodik 1épés

nem ekvivalens. b) x > %, a masodik 1épés nem ekvivalens.

3.a) -3.b) 1. ¢) 8. 4. a) 4. b) nincs megoldas. 5. a) 2. b) 5.
Raadas lecke: 2. T = 8,58 milli6 Ft. 3. a) kb. 210 és 1800 mil-
lié Ft kozott. ¢) nem. d) kb. 10,4 millié Ft. 4. 750 millio Ft,
y=0,02B+10. 6. a) 132 millié Ft, 2368 milli6 Ft.
7. a) 805 eurd, 8800 eurd. b) 4750 eurd, 6000 eurd. d)750 kg.
e) 250 kg. £) 3300 euro, 2800 eurd. g) 166,7 kg; 500 kg.

A FELADATOK VEGEREDMENYE



62. lecke: 2. a) ]-2; 0[. b) ]—oco; —2]UJ[0; ocof.
¢ ]-oo; =3]JU[0; oo[. d) ]-3; 0[. 3. a) [-1; 2].
b) |—o0; —3]U[1; 0. 4.a) —4 és 1. b) 1,2 és —5.¢) —2 és
0,5.5.a) |[—00; —4[ U ]1; oo[. b) [—5; 1,2]. ¢) [—2; 0,5].
63.lecke: 1.a) 1 és 2. b) 1 és 2. 2. a) [0; 6]. b) [1; 5]. ¢)
{3}. 3. a) —12.25. b) —3,125. ¢) 0. d) 2,5. 4. 28 < x < 42.
5.a) 20 < x < 100 (cm) tavol. b) a felénél. 6. a) kevesebb,
mint 15%.
64. lecke: 1. Pl: a) ¥’ —4x+3=0.b) x*+2x—8=0.
¢) x*—15x+56=0.d) x*+ 11x+30 = 0.
2.2) (X+3)(x+9).b) (x+3,5)(x—0,5).
€) 2(x+0,5)(x — 5). d) 5(x + 1)(x + L,6).
3.a) f(x):(x+1)(x—5):x2—4x—5.
b) Minimumbhelye: 2; Minimum: -9.
4.a) f(x)=(x—1)(x—5)=x"—6x+5.

5

b) g(x) =—x*+6x—5.¢) h(x) :—%xz + 3x—3.

5.a) PL. x> —1,1x+ 0,3 = 0.b) PL. 10x* —11x+ 3 = 0.
6.a) 12x*—x—1=0.b) 63x*+10x— 8 = 0.
Raadas lecke: 1. a) 2 és 4. b) 2 és 10. ¢) -2 és -5. d) 4 és

-5.2.2,5és %. 3.a) 2.b) %. ) % 4.13;8;7; -13; -8; -7.

5. a) nincs gyok. b) 30. 6. a) % b)
b) @ ) %

Réadas lecke: 1. 36. 2. 72. 3. 62. 4. 13,5 dm”. 5. a) 12 cm és
16 cm. b) 10 cm. ¢) 192 cm’. d) 19,2 cm. 6. 40 mm, 9 mm,
80 mm. 7. 24 mm; 35 mm; 42,4 mm. 8. 9 cm; 40 cm; 41 cm.
66. lecke: 1. a) pl.: x* — 33x + 252 =0.

b) pl: 70x* + 149x + 51 =0. 2. a) ]0;3[. b) ]-1,5;6[.
3.a) 6.b) 0 és —2. 4. 73 masodpercig.

5. a) f(x)=—0,5(x+3)(x—5)=—0,5x"+x+7,5. b)

TARGYMUTATO

aranymetszés 133
atlag 42

atlok szama 29
befogotétel 128
beirhaté kor 26

_153 65
3 . 7. a) 4

hamis gyok 78
haromszogek egybevagosa-
ganak
alapesetei 5
hasonldsag 112

belsé szogek 6sszege 30 harnégyszog 24
ekvivalens atalakitas 76 keriileti sz6g 20
ekvivalens egyenlet 76 kétszeres gyok 88
elemi esemény 59 korcikk 14
érinténégyszog 25 kérgytrt 13
geometriai transzformacié6  koriv 14

108 kor kertilete 10
gyakorisag 56 korszelet 15
gyoktényezds alak 88 kor teriilete 11

TARGYMUTATO

maximuma 8, maximum helye x = 1. ¢) ]—c0; 8]. 6. 10.
7.a) |—o0; —1[. b) [=3;2]. ¢) ]—o0; 2]; [-3; —1[; [ 1; 2].
67.lecke: 1. b) keriiletek ardnya 2; 0,75; 1,5 és 0,5; teriiletek
aranya 4; 0,5625; 2,25 és 0,25.3.a) AB=BC=CD=DA =
=8 cm; EK=12 cm. ¢) 36 cm?; 16 cm’ 4 cm’.

68. lecke: 1. a) nem. b) nem. c) igen. d) igen. 2. a) igaz. b)
hamis. ¢) hamis. d) hamis. 3. 2; 4. 4. oldallapok teriilete
3532 cm’, 56 511 cm’, 883 cm’, 1766 cm’. 5. teriiletekre: 4;
64; 10 000; 2. keriiletekre: 2; 8; 100; +/2 .

69. lecke: 2. C. 3. D.

70. lecke: 1. a) %; %; % b) 12,5 cm és 13,3 cm; 8 cm
és 10,7 cm; 7,5 cm és 9,38 cm. 2. a) 5 dm; 5 dm és 6 dm.
b) 5 cm; 5 cm és 6 cm. 3. a) 0,9 m. b) 1:%z 1:22,7

(azaz 1: 22 aranyu). ¢) 19,8 cm; 27,76 cm.

71. lecke: 1. b) = 11,8 cm. ¢) = 23,6 m. 2. a) nincs igaza.

b) Igaz. A megforditasa hamis. 3. a) a rajzon AB = 6 cm; a
. A'B" _

szegély 0,5 cm. d) 4B = 0,7.

72. lecke: 1. a) 74° és 52°. ¢) =~ 9-9,5 cm. d) =~ 90-95 m.
e) Eltérés: 9,1 m. 3.b) 2 cm; 6 cm. ¢) 3,33 cm.

73. lecke: 1. ¢) % e) kozépvonal. 2. a) 34 mm; 136 mm;
153 mm. b) 204 dm; 85 dm; 221 dm; derékszogii ha-
romszog. 3. a) L. alapeset. ¢) 2, illetve % d2:1.e)2:1.
f) sulyvonal. 4. a) 7 cm; 16,8 cm; 18,2 cm. b) 18,2 cm.
¢) 21,9 cm és 34,3 cm. d) 12,1 cm; 14,6 cm; 22,9 cm.

74. lecke: I. 1. b) 3 cm; 1,5 cm; 3 cm; 4,5 cm. 2. 0,75 cm?,
3,75 cm’, 4,5 cm’ I1. 1. ¢) i d) négyszer. f) % g) 19,2 mm.
75. lecke: 1. a) 4,05 m. b) 3,56 cm. ¢) 19,8 cm’
2. a) 100 000-szer. b) 100 000 cm = 1 km. 4. a) 7,5 cm; 8,7 cmy;
9,3 cm. b) 3,75 cm; 4,35 cm, 4,65 cm.
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