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15.1 KiISERLETEK TERVEZESE

15.1.1 Mintavétel

A statisztika egyik alapproblémaja, hogy hogyan lehet cgy sokasdgra kovetkeztetéseket
levonni anélkiil, hogy a sokasdg minden elemét megvizsgalnank. Tegyiik fel példaul, hogy
nagy mennyiségil tojdst akarunk megvizsgalni. Ha csak nagysag szerinti eloszlasukra
vagyunk kivéncsiak, azaz arra, hogy a tojasok hany szdzaléka rendelkezik bizonyos nagy-
sdggal, akkor igen egyszerii modon, a tojisok nagysag szerinti osztalyozasaval valaszt
kaphatunk kérdésiinkre. Ha azonban mér a tojas sargajanak nagysagdra akarunk felvilago-
sitast kapni (tojasexportnal példaul fontos kritérium, hogy a tojas sargdja elég nagy legyen),
akkor nem jarhatunk el igy, hogy az Gsszes tojast feltérjik és megmérjik a sirgdjat, hanem
csak azt tehetjiik, hogy kivélasztunk a sokasdgbél néhany tojast (mintdr), ezeket megvizsgal-
juk, és ennek alapjan prébalunk kovetkeztetéseket levonni az egész sokasagra vonatkozoan,
Ebben a példaban kényrelenek vagyunk az egész sokasig megvizsgaldsa helyett egy mintit
megvizsgdlni (nyilvdn nem torhetjiik fel az ésszes exportalandé tojast) maskor, bar lehet-
séges lenne a sokasdg Osszes elemének megvizsgalasa, meégis csak egy mintdt néziink meg,
mert az egész sokasag megvizsgaldsa til koltséges lenne, és ngy gondoljuk, hogy a minta
alapjan is clegendd felvilagositdst nyerhetiink a felvetett kérdésekre, Példaul, ha nagy
mennyiségil naposcsibe stlyeloszlasdra vagyunk kivancsiak, akkor bar lehetséges mind-
egyik csirke stilydt megmérni, mégis inkdbb egy minta megvizsgaldsa alapjan dontiink, mert
az dsszes csitke megmérése hatalmas munka lenne (s6t esetleg olyan hosszi idét venne
igénybe a mérés, hogy az utoljara lemért — immar mondjuk kétnapos — csibék stlya
nagyobb lenne, mar koruknal fogva is, mint az elészor lemért csibéké, és igy az id6é muldsa
a kisérlet eredményeit oly mértékben zavarhatja, hogy az eredmény pontatlanabb, mintha
mintavétel alapjan kaptuk volna.

Az emlitett példdk mutatjak, hogy a mintavétel sok statisztikai vizsgalat elsO lépése. Bar
els6 pillanatban 1gy tiinik, hogy a mintavétel — egy sokasag néhany elemének véletlenszerii
kivalasztasa — igen egyszeril dolog, mégis sziikséges, hogy néhény szabélydra felhivjuk a
figyelmet, annal is inkdbb, mert ha mar maga a mintavétel nem volt megfeleld, akkor a
késobbi vizsgalatok sem vezethetnek kielégité eredményre.

A mintaval kapcsolatban nyilvan azt szeretnénk elérni, hogy a minta reprezentativ legyen,
azaz ugyanolyan tulajdonsdgokkal rendelkezzen, mint az egész sokasdg. Pontosabban a
keérdéses adat (csirke siilya, tojas sargdjanak nagysiga) ugyanolyan eloszldssal szerepeljen a
mintdban, mint a sokasagban. Nézziink ezzel kapcsolatban néhany példat, amelyek mutatjak
a felvetddd nehézségeket. Példdul a naposcsibék esetében nagy mennyiségii csirke kozii-
kell véletlenszeriien kivalasztani néhanyat. Elképzelheté példaul, hogy az egészségesebb
¢s ezzel egyiitt stlyosabb csibék mozgékonyabbak, mint a tébbiek. Bar azt hissziik, hogy
véletlenszerfien vélasztjuk a mintat, mégis altaldban a kevéshé mozgékony dllatokat vi-
lasztjuk, és igy a mintabdl megallapitott dtlagsuly kisebb, mint az egész sokasag Atlagsu-
lya. Hasonl6 probléma vetédhet fel, ha egy erdébél kitermelhetd fa mennyiségét akarjuk
megbecsiilni. Ekkor kivalaszthatunk mintaként az erd6bél néhany fat, és ezeknek megha-
tdrozzuk a silyat (vagy tgy, hogy a mintaként kijelolt fakat kivagjuk, vagy csak megbe-
csiiljik a kijeldlt él6fak sulydt). Természetesen a kijelolés maédia itt is lényeges. . Hiszen
lehetséges, hogy az erdé valamely részén a talaj minsége jobb, és az ott é16 fak nagyobbak,
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igy hibas ki_jvetkeztetéseket vonhatunk le, ha a mintaelemeket tulnyomoan az erds valamely
specidlis (példaul konnyen elérhetd) részébsl vilasztjuk ki.

Gondot kell forditanunk arra is, hogy a mintaelemeket egymastol fliggetleniil valasszuk ki,
Példaul, ha nagy mennyiségii tojast kell megvizsgdlnunk, nem jarunk el helyesen, ha minta-
elemként egymashoz kozel elhelyezett tojasokat vizsgdlunk meg. Hiszen feltehetd, hogy
altalaban egy tytk tojasai keriiltek egymas mellé, és ebben az esetben a minta nem az egésy
sokasdgra, hanem csak egy vagy néhdny tojora lesz jellemzé.

Azt mondhatjuk, hogy a mintavétel biztosan helyes lesz, ha a sokasag elemeit megszamozzuk,
a szereplé szdmokat jol dsszekeverve bedobjuk egy urndba, majd — mint a lotténal a
nyertes szamokat — kihtizzuk a mintgba keriilé elemek szamat, Bar ez az eljaras feltétleniil
megfeleld eredményre vezet, mégis igen ritkan alkalmazhato, mivel igen faradsdgos munka
lenne péld4ul, tobb ezer csirke mindegyikére egy szamot tenni. Barhogy is torténik azonban
a mintavétel, gy kell eljarnunk, hogy mddszeriink minél jobban hasonlitson a sorsolssal
vald kivalasztashoz.

A kisérletet végz$ szdmara természetesen fontos tudni, hogy mekkora mintat kell vennie.
Erre természetesen 4ltaldnos valaszt adni nem lehet, a minta nagysaga fiigg a felvetett
keérdéstél és attol, hogy mennyire pontos és megbizhato valaszt akarunk arra kapni. Azonban
a legpontosabban felvetett kérdés esetében sem biztos, hogy minden elézetes adat nélkiil
meg lehet mondani, hogy milyen nagysdgii minta szitkséges a kérdés megvilaszolasdhoz.
A késSbbiekben az egyes konkrét statisztikai médszerek ismertetésénél kitérink majd arra is,
hogy mit lehet mondani a sziikséges mintaelemek szamarol.

Itt csak azt jegyezzilk még meg, hogy a koriilmények ismerete és a megfelelen végzett
mintavétel a sziikséges mintaelemszamot nagymeértékben csokkentheti. Péld4ul, ha Magyar-
orszag tejtermelésének bizonyos adatairél akarunk képet kapni mintavétel utjan, akkor
eljdrhatunk 0gy is, hogy Magyarorszig tehéndllomanyabol, véletlenszerfien kivélasztunk
teheneket, és megvizsgaljuk az ezek altal adott tejet. Eljairhatunk azonban olyképpen is,
hogy az orszigot felosztjuk tajegységekre Ugy, hogy az egyes egységekrdl feltehetd, ott a
tehénallomdny lényegében egységes, €s a tejtermelést befolyasolo tényezdk is vdltozatla-
nok. A mintavételt az egyes egységekben kiilon-kiilon végezzik el, majd a kapott ered-
meényeket Osszesitjiik. Az ilyen eljarast réregezert mintavéteinek nevezzik. A rétepezett
mintavételi eljaras segitségével — mint késdbb latni fogjuk — sokkal kisebb elemszimi
mintdval dolgozhatunk, azonban ez az eljards csak akkor alkalmazhato, ha biztosak
vagyunk abban, hogy a rétegezés helyes, azaz, ha az egyes egységek a kérdéses szempont-
bdl homogének.

15.1.2 Tobbfaktoros kisérletek

Igen gyakran taldlkozunk olyan kisérletekkel, amikor tobb kiilonboz6 tényezd (faktor)
egylittes hatdsdt kivinjuk jellemezni. Péld4ul tobb kiilonbozé fajta miitrigya egyiittes
hatasara vagyunk kivancsiak, és egyuttal azt is tudni akarjuk, hogy melyik fajtabol mennyit
célszerli adagolni. Az ilyen tipustt kisérletek megtervezése kiilonés gondot igényel, ha
lehet&leg kevés kisérleti koltségeel (pl. kis kisérleti féldteriilettel) akarunk az dsszes felvetsds
kérdésre egyidejiileg valaszt kapni. A statisztikusok sok kisérleti tervet dolgoztak ki ilyen
célokra. Itt példaként bemutatunk néhanyat.
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15.1.2.1 Latin négyzetek

Tegyiik fel, hogy t&bb (mondjuk n) kilénbozé novényfajtat (pl. kukoricafajtat) akarunk
osszehasonlitani valamilyen szempontbdl (péld4ul terméshozam). A kérdés elso pillanatban
rendkiviil egyszerfinek latszik, hiszen — mondhatjuk — nem kell mast tenniink, mint elvetjiik
a szoban forgd n kukoricafajtat és megnézziik, melyik adja a legtobb termést. Azonban
ezzel kapcsolatban két kérdés vetédik fel. Az egyik, hogy ha a rendelkezésiinkre allo (pl.
négyzet alaka) féldteriiletet felosztjuk n részre parhuzamos vonalakkal (15.1. 4bra), és az
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egyes fajtakat az egyes siavokba vetjiik, akkor a terméseredményt nemcsak a kisérletben
szerepld novényfajtak kozotti, hanem a talajban levé inhomogenitasok is nagymértékben
befolyasoljak. El6fordulhat példdul, hogy az 1. fajta adja a legjobb terméseredményt, bdr
az nem a legjobb, csak véletleniil a legjobb mindségii féldbe keriilt, (Megjegyezziik, hogy a
talaj inhomogenitdsa még viszonylag kis vetésteriilet esetén is jelentds lehet.)

A masodik kérdés a kisérlet eredményének kiértékelésével kapcsolatban vetédik fel. Ha az
elsd novényfajtabol hektdronként 2 g-val nagyobb termést kaptunk, mint a masodikbdl, és
a talaj inhomogenitdsa nem befolyasolta az eredményt, akkor nyilvan mondhatjuk, hogy az
elsé fajta jobb, mint a masodik. Ha azonban a killdnbség hektironként csak 5 kg, akkor
nyilvdn senki sem meri azt allitani, hogy a kiilonbség elég jelentds (szignifikdns) ahhoz,
hogy az els6 fajtat jobbnak mondjuk, mint a masodikat, hiszen ilyen kis kiilénbség —~ vélet-
lentdl fiiggden — teljesen egyforma értékii fajtak kozott is el6fordulhat.

A talaj inhomogenitdsat mar a kisérlet tervezésével ki kell kiiszébolni, (Ezzel a keérdéssel
foglalkozunk ‘most.) Annak eldéntése, hogy mely kiilonbség tekinthetd szignifikansnak,
a kisérlet kiértékeléséhez tartozik. (Ezzel a 15.3 pontban foglalkozunk.)

Mint emlitettiik,a 15,1 abran bemutatott vetésterv alkalmazasa esetén a talaj inhomogenitasa
nagymeértékben befolydsolhatja a kisérlet eredményét. Kikiiszobolhetjilk ezt a tényezot,
ha a foldteriletiinket felosztjuk #2 kisebb négyzetre, sakktablaszeriien, és vetésterviinket
Ugy készitjitkk el, hogy minden sorba és minden oszlopba mindegyik fajtabol egy és csak
egy jusson. n =3, n=4ésn =75 esetén ezt példdul a 15.2 gbrin bemutatott modon
tehetjiik meg. ) ' . -

15.2 4dbra
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Nyilvanvald, hogy egy ilyen vetésterv a talaj inhomogenitasdnak hatasat szinte biztosan
kikiiszobali,
Definicié. Az olyen elrendezést (amikor mindegyik sorba és mindegyik oszlopba a fajisk

mindegyikébdl egy és csak egy kerill) fatin négyzemek nevezziik.
Tetszdleges n esetén latin négyzetet példaul tgy készithetiink, hogy négyzetiink elsé soraba

rendre beirjuk az 1, 2, .. ., n szamokat, a masodik sorba a 2,3, ...,n,1,aharmadik sorba a
35,4,5,....(n—1),n,1, 2, az utolsé sorba az n, 1, 2, .. ., (n—1) szamok keriilnek. (Azaz az
egyes sorokba az 1, 2, ..., n szdmok ciklikus permutaciéi keriilnek.)

15.1.2.2 Véletlen blokktervek

Mint emlitettiik, a latin négyzet alkalmazdsdnak nagy elénye, hogy a talaj inhomogenitasabdl
szarmazhato hibakat csaknem teljesen kikiiszébéii, Hatranya azonban, hogy tul bonyolult,
pontosabban, hogy viszonylag kevés novényfajta kiprobalasdhoz is tal sok blokkra van
szlikség (n novényfajtdhoz n® blokk sziikséges). Ezt a hatranyt kivanjuk a véletlen blokk-
elrendezés segitségével kikiiszobolni, Persze az egyszeriisités csokkenti a kisérlet eredményé-
nek megbizhatdsagat. (Sok esetben egy nagyfoki egyszeriisités megéri a biztonsag kismérvii
csokkenését,)

Veéletlen blokkelrendezést a kovetkez6 modon készitiink. # novényfajta kiprobalasa esetén
osszuk fel kisérleti teriiletiinket % részre, blokkra. (k-t altalaban n-nél kisebbre vélasztjuk,
de pontos megvilasztasdra nem tudunk szabdlyt mondani.) Ezutan mindegyik blokkot
osszuk fel n egyenld részre. Az n novényfajta mindegyikét elvetjiik mindegyik blokkba,
de azt, hogy egy blokkon beliil melyik fajta melyik helyre keriil, a véletlenre bizzuk (példaul
sorsoldssal donthetiink).

n =6 esetén, & értékét 3-ra vilasztva, példiul a kévetkezt véletlen blokkelrendezéshez
juthatunk.

I.blokk 12]4]3]5]1 6 |
2.blokk |41|6|2|5]3
blokk [3|2]|1]5|4]|6

15.3 dbra

Ttt az egyes blokkokon beliili elrendezést sorsolassal hataroziuk meg. Nyilvanvalo, hogy egy
ilyen elrendezésnél nem lehetiink teljesen biztosak abban, hogy a talaj inhomogenitdsa nem
befolyasolja-e kisérletiink eredményét, hiszen példaul el6fordulhat, hogy valamelyik oszlop-
ban valamelyik fajta tal sokszor eléfordul, valamely mésik fajta pedig egyaltalan nem for-
dul el6. Azonban, ha k értéke nem tul kicsi n-hez képest, akkor valosziniitlen, hogy az
inhomogenitas komolyan zavarna kisérletiinket.

ICészithetiink véletlen blokktervet uigy is, hogy a novényeknek az egyes blokkokon beliili
elhelyezését nem bizzuk teljesen a véletlenre, hanem egy elore elkészitett n X n-es latin négyzet
ke sordt vélasztjuk ki véletlenszeriien, és az igy kapott sorokat irjuk sorban a véletlen blokk-
terv egyes blokkjaiba.
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15123 Ortogonilis latin négyzetek

A% Ie'nin négyzetnél és a véletlen blokktervnél két faktort — a novényfajtakat és a talaj ming-
segel ~ vettiik tekintetbe. (Ezek koziil is az egyiknek — a talaj mindségének —- a hatasdra
ch]:"voltun]f ki've?ncsiak, hanem azt csak kikiiszéboIni akartuk a kisérleti terv segitségével.)
megg;f{ill(ﬁ:s;feﬂen tervek azt a célt szolgaljak, hggy egyidejlileg tobb faktor hatasat is
T.egyijk fel példdul, hogy # kukoricafajtat és n kezelési madot, pl. tragyafajtat akarunk
kiprobdlni egyidejiileg, de azt is latni akarjuk, hogy az egyes kezelési mo’dc:k milyen hatassal
vannak az egyes fajtikra. Azaz mindegyik kukoricafajtat mindegyik tragyafajtdval kivanjuk
kfazelni. A vetésterv elkészitésénél a talaj inhomogenitasabol szarmazé hibdkat is szeretnénk
klk.ijszc‘,jbélni. Ezek a kovetelmények megvalosulnak, ha a kukoricafajtakat is egy nxn-es
latin négyzetnek megfelelden vetjiik, és a tragyafajtdkat is egy » % n-es latin négyzet szerint
helyez;ﬁk el, de a két latin négyzet ,,egymdsra helyezésénél” vigyazunk arra, hogy mindegyik
kl'.lkoncafajta mindegyik tragyafajtaval egyiitt eléforduljon. Két ilyen tt;lajdonségl’l latin
negyzetet ortogondlisnak neveziink.

Definicio. Két nxn-es latin négyzet ortogondlis, ha a megfelelé elemeit egymasra helyezve

i 11 h gE€S8 elempar ﬁléf rdu n= 3 eset |8 l kl‘)\a’ % (& V -
H"nde [e etse! O . cn € d 3
aul a CtI(EZO vetéster et alkal

“ﬁfl kots ksfsl

O

{k213 katy | kyty

j—-

f kst ’ ity | kgt

|
15.4 abra

(Ez azt jelenti, hogy a kisérleti teriilet bal fels¢ négyzetébe az 1. kukoricafajtat és az 1
tragyafajtat tessziik.) o
Lat’haté, ho.gy itt az egyes kukoricafajtak (k,, ko, kg) és az egyes tragyafajtak (r1, 1o, 13)
valg.ban “Iatm negyzetet alkotnak, és mindegyik kukoricafajta mindegyik tragyafajtdval
egyiitt eléfordul, azaz a ky, ky, k4 elemeket és a 1, 4y, 13 elemeket tartalmazoé latin négyzetek
ortogonalisak,

A 4 4-cs ortogondlis latin négyzetekre a kivetkezs példat adhatjuk:

1 2 3 4 1 3 2 4
21 4 3 4 2 3.1
4 3 2 1 2 41 3
341 2 31 4 2

Tekintsiik ezen a két latin négyzeten kiviil meég az

1 3 4 2
4 2 1 3
31 2 4
2 4 31
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4% 4-es latin négyzetet. Konnyd észrevenni, hogy ez a latin négyzet ortogonalis a fenti két
4% 4-gs latin négyzet mindegyikére, fgy 3 darab 4 x d-es, paronként ortogonalis latin négy-
zetet kapunk.

Ilyen elrendezést hasznalhatunk abban az esetben, ha 3 kiilonféle faktort kivdnunk ossze-
hasonlitani. Példaul, ha 4 killonféle kukoricafajtat akarunk osszehasonlitani (elsé faktor) és
két killonféle tragyafajtat (masodik és harmadik faktor) hasznalunk, de mindegyik tragya-
fajtabol az optimalis mennyiséget is meg akarjuk hatérozni. Legyen példdul a 4 kukoricafajta
k1, ka, kg, kq, az elsé tragyafajtabol hektaronkent probaként 14, tg, f3, 14, Mdzsdt helyeziink
el, a masodik fajtdbol pedig s1. 52, sg, 51, mennyiségek alkalmazasa esetén vagyunk kivan-
csiak a hatasra. Ekkor a mar felirt 3 paronként ortogondlis latin négyzet alkalmazésival a
kovetkezd kisérleti tervet készithetjiik:

k1t1s1 } Kotass kglasy katgso

Kotssy kqtoss katzsy kat153

katessg katgsq kat152 k1t38y

katass kat154 k11453 katasy
15.5 dbra

(E terv szerint példaul a kisérleti teriilet bal felsd négyzetébe az elsé kukoricafajtat vetjiik,
az elsé tragyafajtabol f;, a masodik fajtdbol s; mennyiséget hasznalunk.)

A latin négyzetek targyalasanal lattuk, hogy tetszdleges 7 esetén tudunk 7% r-es latin négy-
zetet késziteni. Sokkal nehezebb kérdés annak eldéntése, hogy valamely #-re létezik-c ket
(vagy tobb) ortogonalis n % n-es latin négyzet. Erre a kérdésre nem is kivinunk részletesebben
kitérni, csak megemlitjiik, azt, hogy egy #1szam esetén hdny paronként ortogonalis nxn-es
latin négyzet létezik, fiigg a szam szamelméleti tulajdonségaitol. Példaul:

n = 3 esetén 2 ortogonalis latin négyzet van,

n = 4 esetén 3 paronként ortogonalis latin négyzet van,
n = 5 esetén 4 paronként ortogonalis latin négyzet van,
n = 6 esetén nem létezik ortogonalis latin négyzetpér,
n =7 esetén 6 paronként ortogonalis latin négyzet van.

Az ortogonalis latin négyzetek gyakorlati alkalmazasdnak egyik nehézsége az, hogy bizonyos
n-ekre nem tudunk ortogondlis latin négyzeteket konstrudlni. Ezen gy lehet segiteni, hogy
egy nagyobb latin négyzetet tervezniink, és mindegyik faktornak egy vagy tobb elemét
ismételten alkalmazzuk.

A gyakorlati alkalmazasnak masik nehézsége, hogy fel kellett tételezniink, hogy mindegyik
faktornak egyforma sok eleme van. (Példaul feltételeztiik, hogy a kukoricafajtdk szama
egvenld a kiprobalasra kerillo trdgyafajtdk szamaval. Ezen a nehézségen is segithetiink oly
modon, hogy azon faktornak, amelynek kevesebb eleme van, az egyik elemét tobbszor
alkalmazzuk.) Példaul, ha 3 kukoricafajtank és csak 2 tragyafajtank van, akkor is alkalmaz-
hatjuk a 15.4 dbran megadott vetéstervet ugy, hogy azokra a helyekre, ahova a terv szerint
a ty tragyafajta keriil, példaul ismét a 7, tragyafajtat tessziik.)
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Bir a fenti két bekezdésben emlitett modszerek megoldjik az ortogonalis latin négyzetek

alkalmazasdval kapcsolatos problémiékat, de csak azon az aron, hogy a kisérleti teriiletet

15.1.2.4 Faktoridlis kisérletek

Abban az esetben, amikor tobb faktort akarunk 6sszehasonlitani, és mindegyik faktor

€s azt akarjuk kisérlettel] eldonteni, hogy melyik fajtabol mennyit célszerii haszndlni. Legyen
a 3 tragyaféleség hatéanyaga: a kdlium, a nitrogén és a foszfor, Kaliumsébdl a ki, ko,
pétisobol az Ry, 1y €s a szuperfoszfatbol a P1. Pp mennyiségek hatasara vagyunk kivan-
csiak. (A ky, ko, az ny, n,, illetve a P1, Pp mennyiségek kozott 0 is lehet.) Ekkor a kévetkezd
tragyézdsi lehetSségeket kell oOsszehasonlitanunk : '

kevmy py s kg py; kynypys konypy kattypy s kegny py; kynypy; kyng py,

Példaul, ha ky=m = Py = 0, akkor a felsorolt 8 lehetdség jelentése rendre: nem tragydzunk
cgydltalan; csak foszforosat haszndlunk: csak nitrogénest haszndlunk; csak kaliumosat
hasznalunk; kdliumosat és nitrogénest hasznalunk ; kdliumosat és foszforosat hasznélunk ;
nitrogénest és foszforosat basznélunk ; mind a harom trdgyafajtabé] hasznalunk.

Ha ezt a 8 féle tragydzasi médot egymas melletti tertileteken, pl. egy sorban probaljuk ki,

8—8 helyet tartalmaznak.

Alta]éban, ha n kiilénbéz6 faktor szerepel kisérletiinkben és az egyes faktorok s, 85 g vy
szinten [ordulnak el§, akkor azt mondjuk, hogy s; X s, X ... x s, tipusa faktoridlis kisérletet
hasznélunk. (Az emlitett példaban n = 3 faktor fordul els, mindegyik két szinten, azaz
§1= 89 = 53 = 2 volt, tehat 2 x 2 3¢ 2 tipusti faktorialis kisérlettel foglalkoztunk.) Koénnyen
beldthato, hogy egy S1X 83 X ... X, tipust faktoridlis kisérletben §1+85+ ... +8, lehetdséget
kell Gsszehasonlitanunk, Példaul egy 2x 2% 3 tipust faktoridlis kisérlet esetén 3 faktor
szerepel, ezek koziil az elsé két szinten, legyenek ezek a1, 6y, a masodik két szinten, by, b
a harmadik 3 szinten €1» €3, €3. Ekkor a 2.2.3 = 12 ésszehasonlitasra Varo eset a kovetkezd:

23

a b e a4 by o 9 by ¢ ay by o
a by o a; by ¢ gy by ¢y ay by ¢
a; by ¢ a; by ¢ ay by o . ay by ey

Az eddigiekben emlitett kisérleti tervekkel kapcsolatban mindig csak novénytermesztési
példét hoztunk fel, Valéban ezeket a terveket féként novénytermesztési kisérletekkel kap-
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csolatban szoktuk alkalmazni, de mindegyik szerepelt kisérleti tervnek tdbb, mas tipust
alkalmazisa is van. Most csak a faktoridlis kisérleti tervek mas alkalmazasi teriiletei koziil
emlitiink egyet. o o
Sertéstakarmdnyozasi vizsgalatnal a kovetkezs 4 faktort akarjuk Osszehasonlitani,

1. Zoldtakarmany etetése (z), illetve nem (vagy minimalis) juttatisa (2).
2. Korlatlan (1), illetve korlatozott (7) mennyiségli takarmany adagolé_sa.
3. Szabad (m), illetve korlatozott (77) mozgasi lehetdség.

4. Durva (), illetve finomra 6rélt (f) takarmany.

Kisérletiink céljdra 22X 2 2-es faktorialis kisérletet alkalmazhatunk, azaz g kisérleti
allatokat 16 (lehetdleg egyenls) csoportba osztjuk, és az egyes csoportokat rendre a kovetkezd
modon kezeljiik:

L zemf 5. ztmf 9. ztmf  13. Ztmf
2.2tmf 6. zimf 10 zimf 14, zEf
3.zimf 1. zemf 11, zimf  15. zimf
4. zomf 8. ztmf 12, sEmf 16, zimf.

Tehat példéul az elsé csoportnak adunk zoldtakarmdnyt, egyéh takarmanyt is korl4tlan
mertékben adagolunk, szabad mozgasi lehetGséget biztositunk, és finomra érélt takarmanyt
juttatunk, mig a 7. csoportnak zoldtakarmanyt nem adunk, de egyéb takarmanybol kor-
latlan mennyiséget adagolunk, finomra 6rélt takarmanyt adunk, és mozgssi lehetéséget

csak korlatozottan biztositunk,

15.2 VALOSZINUSEGELOSZLASOK ISMERETLEN
PARAMETEREKKEL

A valosziniiségszamitasi fejezetben dltaldban abbol indultunk ki, hogy adva van egy vagy t5bb
ismert eloszlassal rendelkezd valosziniiségi valtozo. Majd olyan kérdéseket vetettiink fel,
hogy mi mondhat6 e valosziniiségi valtozék virhaté értekérdl, szordsarol, Ssszegik el-
oszlasfiiggvényérol stb. Természetesen a gyakorlatban ritkdn fordul el, hogy egy valdszinii-
ségi valtozonak az eloszlasfiiggvényét teljesen ismerjiik. Altaliban vagy az fordul el6, hogy
semmit nem tudunk az eloszlasfiiggvényrdl, vagy annak tipusat ismerjiik, csak paramétereit
nem. Ilyen esetekben az ismeretlen eloszlasfiggvényt, vagy az ismert eloszlasfiiggvény
ismeretlen paramétereit statisztikai adatokbol kell becsiilniink,

Lattuk — példdul a valdsziniiségszamitasi fejezetben —, hogy az gruszallitmdnyok egy rak-
tdrba, Poisson-eloszlas szerint érkeznek, azaz annak a valOsziniisége, hogy T id6é alatt &
szallitmdny érkezik:

(}.;)’f -

ahol 4 az egységnyi id6 alatt érkezd szallitmanyok szdménak varhato értéke, Nyilvanvalo,
hogy 2 értéke elméleti aton mdr nem hatdrozhaté meg, hanem csak statisztikai adatokbdl
becsiilhetd (azaz megnézziik, hogy dtlagban idéegységenként hany szallitméany érkezik).
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Jelen fejezetben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy egy ismert eloszlas ismeretlen paraméte-
rere vonatkozoan milyen kovetkeztetések vonhatok le a statisztikai adatokbol, A késGbbiek-
ben megvizsgiljuk azt a kérdést is, hogy a statisztikai adatokbal milyen kovetkeztetést von-
hatunk le egy eloszlasfiiggvényre vonatkozoan, ha arrél eleve semmit sem tudunk,

15.2.1 Ismeretlen valésziniiség

15.2.1.1 A valésziniiség becslése

Egy egyébként hatdsos véddaltasutdn 10000 beoltott dllatbol 30 elhullott. Azt kérdezziik,
hogy e kisérlet alapjan hogyan jellemezhetjiik u gyogyszer veszélyességét, azaz mi mondhatd
annak az eseménynek a valésziniiségérol, hogy az oltds hatdsdra egy allat elhullik.

. ; e 30
Természetesnek idtszik, hogy ezen ismeretlen valosziniiséget 10000 = 0,003-nek becsiil-
jitk. Hiszen a nagy szamok torvénye (lasd a Valosziniiségszamitas c. fejezetet) szerint nagy
kisérletszam esetén (itt 10 000) a relativ gyakorisig (itt 0,003) nagy valoszintiséggel kézel
lesz a valoszinfiséghez. Ennck ellenére persze cléfordulhat, hogy a relatiy cyakorisdg pi.
joval kisebb a valosziniiségnél, és igy az ismeretlen valosziniiség joval nagyobb, mint a
kisérlet alapjan becsiilt érték.,
Célunk az ismeretlen valosziniiségnek egy (a statisztikai adatoktol fiiggd) also és felsd becslé-
s¢t megtalalni ugy, hogy azt mondhassuk, hogy a fels6 becslés szinte biztosan (pl. 0,95 valo-
sziniiséggel) nagyobb, mint az ismeretlen valoszinliség, és az also becslés szinte biztosan
kisebb annal.
Jeloljiik az ismeretlen valdsziniliséget p-vel, és szamitsuk ki elészor annak a valdsziniiségét,

k

hogy az elhullott allatok szamanak 10000 relativ gyakorisdga (ahol k az elhullott allatok
szama) p—e és p+e¢ kizott van (ahol & tetszéleges pozitiv szam).
Ez a valoszintiség nyilvan (Idsd ismét a Valdszintiségszamitas c, fejezetet):

k
Plo—é = n o= =P —10000c = k =
(p £ 5000 p+£) (10 000p—10000e = k =

[IA

100002410 000 10
10 000p 410 000e) = ( 000

k = 10 0G0p—10 000e k

10 000¢ A — 10 000¢
4/ 10 000p(1 — p) 4/10 000p(1 — p)

) pk(lip)lnl)ﬂt)mk ==

/

i

vV p(1—p),

Kovetkezd lépésként valasszuk meg e-1 tigy, hogy ezen valdsziniiség 0,95 legyen, azaz:
100s
24 (——-—__F_ )—1 = (),95,
v p(1=p)

100e
@ ( - ¥
vV p(l—p)

) = 0,975
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legyen. A® fiiggvényre vonatkozo tablazat szering:

@(1,97) = 0,975,

100
igy m,‘e = 1,97,
Vp(l—p)
és & = 0,0197 v/ p(1 —p).

Eredmenyiink szerint a relativ gyakoriség 0,95 valdsziniiséggel p— 0,0197 '\/ p(l—p) és
p+0,0197 ‘\/p_(] —p) kozott lesz. Ez mds szoval azt jelenti, hogy ha a relativ gyakorisag

k e
10000 * Akkor 0,95 valésziniiséggel /40,0197 / p(1 —p) nagyobb az

ismeretlen p valosziniségnél, mig v—0,0197 \/ }J(l—p) kisebb anndl, vagyis

kisérletiinkben ¥ = -

P(y—0,0197/p(1 —p) = p = y+0,0197 \/p(1—p)) = 0,95.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen p szamok tesznek eleget azitt szerepld kikotésnek, azaz oldjuk
meg a

y—0,01974/p(1 — p) = p = p+0,0197 /51 —p)

egyenlotlenséget.
Kapjuk, hogy

10%(p—)* = (1,97) p(1—p),
azaz [10%4-(1,97)%] p2— [2910*+(1,97)2] p+10%2 = 0.

Ezen masodfoku egyenlétlenség megold4dsaként kapjuk, hogy

27104 4(1,972— 1,97 4/4 . 10% +(1,97)2—4.10%)2
2(104+(1,97)2)

2p10°+(1,97)241,97 A/ 4+ 10%y+(1,97)2—4 - 1072
2(10°+(1,97%)

i

1A

r

1A

Eredmeénylinkel Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy ha az oltds hatdsara 10 000 allatbal
30 hullik el, akkor annak a valdsziniisége, hogy az oltas megdli a beoltott allatot, szinte
biztosan (0,95 valoszintiséggel) nem nagyobb 0,0042-nél, ¢s nem kisebb 0,0022-nél.

Ez azt jelenti, hogy ha egy gyogyszergyir gyogyszerének kiprébalasanal az emlitett kisérleti
eredményt kapta, akkor allithatja, hogy annak a valdsziniisége, hogy a- gydgyszer 6l, nem
nagyobb mint 0,0042. Természetesen, ha ez a valdsziniiség valoban 0,0042, akkor eléfordul-
hat, hogy a beoltott allatoknak tobb mint 0,42%-a hullik el az oltis hatdsara. Konnyen
kiszamithato, az elébbi modszer segitségével, hogy ha a szer 0,0042 valosziniiséggel ol,
akkor legfeljebb hany dllat hullhat el (pl. 0,95 valosziniséggel) a szer alkalmazasa folytan.
Mas esetekben is teljesen hasonlé modon becsiilhetjiik a valdszinlis¢get a relativ gyakorisdg
segitségével. Altalanos formuldk kidolgozasa helyett inkdbb még egy konkrét példdn mutat-
juk be a modszert.

2%
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Tegyiik fel, hogy nagy mennyiségli (N darab) tojas koziil vizsgalat céljara kivéalasztunk
200 darabot, és Tigy taldljuk, hogy e 200 elemii mintdban 10 darab nem felel meg a min6-
ségi eldirdsoknak. Feladatunk megbecsiilni azt, hogy az Osszes tojas kozott hdny a nem
megfeleld, mas szdval megbecsiilni annak a valdsziniiségét, hogy egy véletlenszeriien ki-
véalasztott tojas nem megfeleld. (Ha ez a valosziniiség p, és az gsszes tojasok szama N, akkor
a nem megfelelS tojasok szama Np). Ezen ismeretlen p valdsziniiség becslésére elGbbi mod-
szerimket alkalmazhatjuk. Nevezetesen eldszor szdmitsuk ki annak a valészinlségét, hogy a
mintdban levé selejtesek szdma 200p—/ és 200p+7 kozott van, A mintdban levé selejtesek
szamat k-val jeldlve kapjuk, hogy ez a valoszintiség:

. 200p+1 200
P(200p—I = k = 200p+]) = Z ( )pkﬂ —p)200—k =y
k=a00p—I \ k

I —1 !
( /200p(1—p) ) ( 4/ 200p(1—p) ) ( A/ 200p(1—p) )

Megjegyzés. A binomidlis eloszlds e helylitti alkalmazisa csak abban az esetben jogo-
sult, ha a 200-as mintat visszatevéssel vélasztjuk ki az N tojas kozill, azaz, ha a minta
elemeit egyenként, véletlenszertien hizzuk ki, és a kihizott mintaelemet a vizsgdlat utan
visszatessziik a tobbi tojas kozé. Gyakorlatilag ritkdn jarunk igy el, de abban az esetben, ha
N jéval nagyobb, mint 200, akkor majdnem mindegy, hogy a mintavétel visszatevéssel vagy
visszatevés nélkiil torténik.

Kévetkezd 1épésként vilasszuk meg az [ szamot gy, hogy

P200p—I = k = 200p+1) = 20 (A:lk—_)—l =09
+/200p(1 —p)
legyen,
I
azaz @ (ﬁ—ﬂ— ) = 0,95
4/200p(1—p)

legyen. A @ fiiggvényre vonatkozo tablazatbol kapjuk, hogy
@(1,65) = 0,95,
!

toy - =165
4/200p(1—p)

és 1= 12334/p(1—p).
Ez azt jelenti, hogy

P = (200p—23,3 /51 —p) = k = 200p+2334/p(1-p)) =
(ABIVHIED ¢ o BV -

200 de 200

% k—233/pA—p) _ _ k+2334/p(1=p)
200 == 200
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egyenldtlenséget megoldva kapjuk, hogy
(200p — k)% = (23,3)* p(1—p),
azaz (4 IO4+(23,3)2)pgﬂ(400k+(23,3)'3) pHk2 =0,
400k +(23,3)2— 23,3 1/ 800k + (23,37 — 4k*
2(4 - 10°4+(23,3)%)
400k =+ (23,3)2+ 23,3 \/ 800k + (23,32 —4k>
- 2(4- 104 +(23,3)%)

i

amibdl

1A
=

Vagyis, ha a 200 elem{i mintdban 10 darab hibés tojist talaltunk, akkor k = 10 esetén

400k + (23,302 — (23,3)\/ 800k + (23,3)2— 4k>
2(4+ 104+ (23,3)%)

400k + (23,3)2 + (23,3)0/ 800k + (23,3)* — 4k*
2(4+107+ (23,3)%)

szinte biztosan (0,9 valosziniiséggel) N-0,083 és N-0,031 kozott lesz a hibasak szama (az
N tojas kozott).

E két példaban lattuk, hogy statisztikai adatok segitségével egy ismeretlen valoszintségre
alsd és felsé becslés adhatd. Természetesen sohasem allithaté, hogy a felsé becslés biztosan
nagyobb és az alsé becslés biztosan kisebb az ismeretlen valoszintiségnel. Allithatjuk azon-
ban, hogy ez nagy valosziniiséggel igaz, és elbirhatjuk, hogy milyen biztonsagot kivanunk
meg. Els6 példankban azt kivantuk, hogy 0,95 valosziniiséggel legyen becslésiink helyes,
masodik példankban 0,9 volt az el6irt biztonsagi szint. Az, hogy milyen biztonsagi szintet
irunk eld, a koriilményektél fligg, nevezetesen attol, hogy mennyire veszélyes az, ha becs-
lésiink nem helyes. Tudnunk kell azonban, hogy a biztonsagi szint til magasan torténd
megallapitdsa azzal a hdtrannyal jdr, hogy az also és fels6 becslés killonbsége til nagy lesz,
és igy igen kevés (bar igen nagy valosziniiséggel helyes) informéciot nyeriink a valoszinii-
ségrol.

Gyakran vetédik fel a kérdés uigy, hogy milyen nagysdgi mintét kell venniink ahhoz, hogy az
ismeretlen valosziniiségrol adott biztonsaggal, adott pontossagl becslést nyerjink. Most old-
junk meg egy ilyen tipusu feladatot. Térjiink vissza peéldaul els6 feladatunkhoz. Kérdésiink,
hogy hany allatot kell beoltani ahhoz, hogy az elhullas valoszintiségét 0,9 biztonsaggal €s
0,001 pontossaggal becsiilhessiik. Mas széval azt kérdezzilk, hogy hogyan kell megvéalasz-
tani a beoltandd allatok szamdt, n-t, ha azt akarjuk elérni, hogy

=0,031

=0,083

és

k k
P (——0,00] =p= vﬁ+0,001) =09
n n

legyen, ahol k jelenti a beoltott allatok koziil az elhullottak szamat. Nyilvan

k k
P (—}—1——0,001 =p= ;-I—0,00]) = P(pfo,()O] = Eé p+0,001) =
"

mp+n0,00L [
= P(np—n-0,001 = k = np+n.0001) = (

) pk(l _p)va ~
k = np—n-0,001 \k

~® (_L’O_O 1V/n )-@ (———_0’00I ‘/”) — 20 (—~°’99? vy
Vp(1—p)

A/ p(1=p)

A/ p(1—p)
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Most kiséreljitk meg n-t agy vafasztani, hogy s

2 (M)—l =009,
Vp(l=p)

dzaz

( 0,001/
@ Y S Aot O
V(1 =p)

legyen. Mivel @(1.65) = 0,95, ez azt jelenti, hogy

) = 0,95

1,65 )2

n = p(l—p) (W

A p(1—p) szorzat ériéke ismeretlen (hiszen éppen p ériékét akarjuk becsiilni), de kénnyen

belathato, hogy p(l—p) = 1 akdrmi is p értéke. Igy a kivant pontossdgti becsléshez

g .
pid 165 V" 680 625
0,001

Kisérletre van szitkség. Vagyis azt a tcljesen képtelen eredményt kaptuk, hogy t6bb mint fél-
millié allatot kell beoltaniunk, ha a kivdnt pontossdgn’ becslést akarjuk kapni, Ennek az az
oka, hogy azt mondottuk: a p szamrél semmit sem tudunk. Ha példaul eleve tudjuk. hogy
7 = 0,005, akkor p(]— ) = 0,005, és igy elegendd, ha

‘n=130612.

‘ 4 i
Megjegyzés. Ha'a p szam —- kozelében lenne, akkor ténylegesen félmillidénal tobb kisér-

letre volna szukség, hogy a kivant pontossdgl becslést kapjuk. Persze ilyen p-k esetében
altaldban nem kell 0 001 pontossdagot megkivannunk.

Ez a példa is mutatja, hogy a statisztika modszerei csak akkor hatasosak, ha megfeleld
statisztikai adatok is 4llnak rendelkezésiinkre. Ha a kériilményekrél semmilyen ismeretiink
sincs, akkor a statisztikai modszerektdl sem lehet semmilyen eredményt vdrni (vagy, mint
ezl példank mutatja, a kaphat6 eredmény szinte semmit sem mond).

Iit kivanjuk megjegyezni, hogy abban az esetben, ha az ismeretlen valdszinliség maga is a
véletlentdl fligg, azaz valdsziniiségi véltozo, amelynek eloszlasardl bizonyos ismeretekkel
rendelkeziink, akkor a fentiektdl eltéré modszereket, az igynevezett Bayes-modszert célszerii
hasznélni. Ez a helyzet példdul akkor, ha rendszeresen kapunk tojasszallitmanyokat, de
a selejtesek szdma szillitmanyonként véletlenszertiien valtozik, és igy a tapasztalatbol tudjuk,
hogy ez a szdm dltalaban milyen értékkel egyenld, Természetesen ekkor is probléma, hogy
az éppen érkezd szallitmany milyen mennyiségii hibds tojast tartalmaz, de ekkor a szallit-
manybol vett mintabol nyert informécion kiviil még a régebbi tapasztalatokbél szarmazo
informdcidkat is fel tudjuk hasznaini.
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15.2.1.2 °  Valésziniiségekre vonatkozé hipotézisek

Idénként nem az a célunk, hogy a statisztikai adatokbdl egy ismeretlen valoszinliségét
becsiiljiik, hanem csak azt akarjuk eldonteni, hogy egy, a valoszinfiségre vonatkozé hipotézis
osszeegyeztethetd-e a statisztikai adatokkal, azaz, hogy a hipotézis elhiheté-e a statisztikai
adatok ismeretében.
Péld4ul mindségellendrzési vizsgdlatoknal ritkdn akarunk becslést adni a tételben 1évé selejt-
szdzalékra (azaz annak az eseménynek a valdszinliségére, hogy a tétel egy véletlenszeriien
kivélasztott eleme selejtes). Altalaban megelégsziink azzal, ha el tudjuk donteni, hogy a selejt-
szdzalék egy bizonyos megengedett szintet (példaul 5%,) meghalad-e vagy sem. Mas szoval
a statisztikai vizsgalat célja nem a selejtszdzalék becslése, hanem csak annak eldéntése, hogy
az a hipotézis, miszerint a selejtszazalék kisebb 5%¢-ndl, elhiheté-e a vett minta alapjan.
Genetikai vizsgalatokban is altaldban az a helyzet, hogy van egy hipotézisiink arra vonatko-
zolag, hogy mi a valdszinlisége annak, hogy egy keresztezésnél a sziiletendd utod valamilyen
tulajdonsaggal rendelkezik. Ismeretes, hogy annak a valdsziniisége, hogy az utodok egy adott
tulajdonsaggal rendelkeznek, nem lehet akarmilyen p szam, ez a valdsziniiség csak bizonvos
1 1 5
specialis értékekkel lehet egyenld, példaul — 27 . stb.
Példaként induljunk ki Mendel egyik klserlelebol. Mint tudjuk, Mendel tobbek kozott
gombolyli és szogletes magvil borsofajtakat keresztezett egymdssal. Itt a gombolyii fajta
a domindns tulajdonsagh és a szOgleles a recessziv tulajdonsign. fgy az utédok mind
gombolyl magviak lesznek. Az elsd hibridnemzedék (gombolylt magvi) egyedeit egymads
3
kozott keresztezve a masodik hibridnemzedék egyedei — a génelmélet szerint — n valo-
sziniiséggel lesznek gémbdlyli magviiak, és — valOsziniiséggel szogletesek, azaz az utddok-
3
nak kb. — -e lesz gdmbélyi, és 3 -e szogleles magva,
Mendel eredeti kisérletében azt taldlta, hogy a masodik hibridnemzedék 7324 egyede koziil
SR N , . 5474
5474 gombolyld és 1850 szigletes magvi, vagyis az utodok T334 = 0,748-ed része
gombolyii magvi. Kérdés, vajon az az elméleti hipotézisiink, hogy a masodik hibridnemzedék
3 . ; o
egy egyede I valosziniiséggel gdmbdolyli -magvii, dsszeegyezietheté-e a kapott kisérleti

eredménnyel., 3
Ha egy hipotézis (példéu] az utodok n valosziniiséggel gombaolyii magvﬁak) igaz vagy

hamis voltdrol akarunk dénteni, kétfajta hibatol kell tartanunk.

Definici6é. Az egyik hibalehet0ség az, hogy a hipotézis helyes, és azt mégis elvetjilk. Ezt a
hibét elséfaju hibdnak nevezzilk. A mésodik hibalehetéség az, hogy a hipotézis helytelen,
és azt mégis elfogadjuk. Ezt a hibat mésodfajii hibanak nevezziik.

Természetesen nem varhatjuk, hogy olyan médszert taldlunk. amelynek alkalmazasa esetén
biztosak lehetiink abban, hogy nem kovetjitk el az emlitett hibakat. Legfeljebb azt remélhet-
juk, hogy modszeriink segitségével a hibdk elkGvetésének valdsziniisége kicsi,

Tegyiik fel, hogy genetikai hipotézisiink helyes vagy hamis voltarel ngy akarunk donteni,
hogy az elsofaji hiba elkovetésének valosziniisége ne haladja meg a 0,05-ot. (Arra, hogy a
masodfajii hibarél ekkor mi mondhato, a késébbiekben visszatériink,)
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Vizsgéljuk meg eldszdr, hogy mi mondhatd a relativ gyakorisdgrél, ha hipotézisink helyes.
Pontosabban, nézzitk meg, hogy mely & szamokra teljesiil a

|k 3

egyenldtlenség, ahol k jelenti a mésodik hibridnemzedék 7324 egyede kozott levd gbmbolyti
magvi egyedek szamat.
A_Moivre~Lap]ace—tétel alkalmazisaval kapjuk, hogy

3
P{[__,k ot el 1'3242“'7324 7324 3)f< 1\ 72—k
T = e @)=

= 3 2831 c.7324

N £.7324 [ —e734 _
]/7324- ; -% ]/7324. ff ,i_
=220 (M) = 0,05.
A3
fg;/ @ (M\;}_ﬁ) = 0,975,
3

és ebbdl, a @ fiiggvény tdblazatat hasznalva, adodik, hogy
4e 4/ 7324
V'3
O T
44/7324 T

= 1,96,

y . 3
Vagyis azt kaptuk, hogy ha valéban 7y valoszintiséggel lesz a masodik hibridnemzedék egy

egyede gombolyll magvii, €s ha £ jelenti a mdsodik nemzedék 7324 egyede koziil a gombolyii
magviak szamat, akkor

3 k 3
Pl——001= ——— =~ =
{4 i 7374 = 7 —1—0,01}20,95.

Ezért, ha kisérletiink eredményeként k-ra olyan értéket kapunk, amelyre 7324 nines 0,74 és

0,76 koz6tt, akkor hipotézisiinket elvethetjiik, hiszen ha hipotézisiink igaz lenne, akkor igen

e ko
valdsziniitlen volna, hogy 7324 nincs az emlitett két hatar kozott.

Természetesen el6fordulhat, hogy annak ellenére, hogy hipotézisiink igaz, a ’:T;;:t relativ

gyakorisdg nem esik a két hatdr kézé. Ennek valosziniisége azonban 0,05. Mas szoval 0,05
annak a valosziniisége, hogy a hipotézist elvetjiik, bar az helyes, azaz az elséfaji hiba elkove-
tésének valoszintisége 0,05.
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Mivel Mendel kisérletében & = 5474 adodott, és igy ?;2_4_ = 0,748 akapott két hatar kozsit
van, a hipotézis elfogadhatd.

Természetesen eldfordulhat, hogy genetikai hipotézisimk helytelen, és csupan véletleniil
adodott olyan & érték, amely a hipotézissel Osszeegyeztethetd, vagyis elképzelhets, hogy
masodfaju hibat kovetiink el. Persze, ha annak az igazi valosziniisége, hogy a masodik hibrid-

3
nemzedék egy egyede gombdlyii magvy, nem e de kozel van ehhez a szamhoz, akkor a

masodfaji hiba elkovetése igen konnyen lehetséges. Ha azonban az igazi valdsziniiség tavol
3
van — -t6l, akkor a masodfaji hiba elkdvetésének valoszinlisége igen kicsi. Tegyiik fel, hogy

a szoban forgd valoszinliség igazi értéke p, és szamitsuk ki, hogy e feltétel esetén mi a
valdsziniisége, hogy az eredeti hipotézist elfogadjuk. Mint ldttuk, az eredeti hipotézist akkor
fogadjuk el, ha
k
0,74 = —— = 0,76,
T 7324 T

tehat azt kell meghataroznunk, hogy mi a valosziniisége ezen egyenlditlenség teljesiilésének,
ha a kérdéses valosziniiség igazi értéke p, Kapjuk, hogy

k
4= —— =076\ = P{S419 = k = -
P{OJ = o 1 } P{5419 = k = 5566)

_ 5566 (7324) Pk (1 pyooa— %@( 5566—7324p )_
ke \ k \/7324p(1— p)

o @( 5566—7234p )
\/1324p(1—p)

vagyis annak a valoszinisége, hogy hipotézisiinket elfogadjuk, bar a valésziniiség valodi
értéke p:

) 5419 —
E(p)—_-fp( 5566—7324p )_®( 19—7324p )

4/7324p(1— p) \V/1324p(1— p)

Az E(p) fuggvény grafikonja vildgosan mutatja azt az egyébként is nyilvanvalo tényt, hogy
ha p érteke % kozelében van, akkor konnyen donthetiink fgy, hogy a p = % hipotézis
helyes.

Gyakran taldlkozunk olyan valodsziniiségekre vonatkozo hipotézisekkel, amelyek nem egy
esemény valoszinliségére, hanem két kiillonbézé
esemény valosziniiségei kozotti viszonyra vonat-
koznak. Példaul lehet az a hipotézisiink, hogy
két esemeény ismeretlen valosziniiségei egyenldek.
Képzeljiik el, hogy két, 1ényegében egyezd koriil-
mények kozott levs allatdllomédnyt ugyanaz a
betegség tamad meg, de a két allatallomanynal
a betegség legydzésére két kiilonbozd kezelési : —
maédot haszndlnak. Tegyiik fel, hogy az egyik 156 abra

-
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dllomany 1000, a masik 2000 egyedb6l all, és a betegség miatt az 1000 allatbsl 112, a
2000 allatbol (viszonylag kevesebb) 220 dllat hullik el. Kérdés, mondhatjuk-e, hogy a
mésodik kezelési mod eredményesebb, vagy azt kell mondanunk, hogy ilven kis kiilénb-
ség esetén még teljesen elképzelhetd, hogy a két kezelés egyforman hatésos, és az ilyen kis
kiilénbség véletlen tényezék folytdn is feliéphetett. M4s széval, ha pq jelenti annak a valo-
sziniiségét, hogy egy az elsé moédon kezelt aliat elhullik a betegség hatdsdra, és p, annak
a valosziniisége, hogy a masodik médon kezelt dllat hullik el, akkor a Py = py hipotézis
helyes vagy helytelen voltdrdl kell dénteniink. E hipotézis helyes, illetve hamis voltanak
eldntése valamivel bonyoluitabb madszereket igényel, igy ennek a kérdésnek a targyalasara
a keésébbiekben tériink vissza, (Ldsd #-proba.)

15.2.1.3 Megjegyzések az ismeretlen valésziniiségek vizsgilatival kapcso-
latban

Mind a valosziniiség becslésénél, mind a valosziniiségre vonatkozo hipotézisek ellenérzésé-
nél abbol indultunk ki, hogy az ismeretlen valdsziniiségii eseményre vonatkozoan nagy szamu
kiserletet végziink. Bar dltaldban kiillon nem hangsilyoztuk, mindig feltételeztiik, hogy e
kiserletek eredmeényei egymastdl [liggetlenek, ugyanis csak ebben azesetben allithatjuk, hogy
az illetd esemény gyakorisdga binomidalis closzlasn.

Ismertetett példdinkban a binomialis eloszlas segitségével kapott valoszintiségeket a Moivre —
Laplace-formula segitségével becsiiltiik. Mint tudjuk, a Moivre — Laplace-formula alkalmaz-
hatésagdnak bizonyos feltételei vannak. Példdinkban ellendrizhetjiik, hogy a formula alkal-
mazasa indokolt volt, illetve megbecsiilhetjiik a formula alkalmazasa soran elkdvetetl hibat.
A valdszinliségszamitdsi fejezetben lattuk, hogy a binomidlis eloszlds bizonyos esetekben
nem a normalis eloszldssal, hanem a Poisson-eloszldssal kozelithetd. (Nevezetesen akkor,
amikor a p valoszinliség a kisérletek szamahoz, n-hez képest kicsi, Példaul, ha np = 5.) Ilyen
esetben természetesen modszeriinket ennek megfeleléen kell megvaltoztatnunk.

Megjegyzés. Bizonyos esetekben a relativ gyakorisig eloszldsanak vizsgdlata helyett

.k ;

a relatly gyakorisag valamely fiiggvényének (példéu[ arc51n7-nek) closzldsfiiggvényét
;

vizsgdljuk. Kimutathaté, hogy ez a modszer id6nként a becslés pontossagat fokozni képes.
(A modszer ismertetésére itt nem tériink ki.)

15.2.2  Ismeretlen varhaté érték és szoras

15.2.2.1 A varhato érték és szoras becslése

Jelentse £ cgy bizonyos kori csirkeallomdny egy véletlenszerfien kivalasziott egyedének
sulyat. (£ értéke a véletlentdl, nevezetesen a csirke kivilasztasatol fiigg, igy £ valoszintiségi
valtozo.) Célunk a £ valoszintiségi valtozd M(E) varhaio értékének és D(£) szordsanak becs-
lése egy n elemii mintabol. Azaz véletlenszeriien kivalasztunk » csirkét az allomanybol,
ezeknek lemérjitk a sulyét, jelentse £, 5, ..., £, a mérés eredményeit, és kérdezziik, hogy
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af, &, ..., ¢, értékek ismeretében mi mondhato M(E)-rél (a csirkeallomény 4tlagos suiya-
rol) és D(&)-rol.

Mindenekeldtt jegyezzitk meg, hogy a £, §,, ..., £, mennyiségek is tekinthetdk valdszinii-
ségi véltozonak. (& jelenti az els6ként kivélasztott csirke sulydt, és a kivalasztas elott ez a
sily még fiige a véletlenszeril valasztastol.) Természetesen e valtozok eloszlasfiiggvenyei (s
igy szorasai tovabbd vdrhato értékei is) egyenlék. Abban az esetben, ha a minta\iételnél Ga
mintaelemeket egymastol [iiggetleniil (visszatevéssel) valasztjuk, akkor a BB v
valtozok fliggetlenek. Tgy a nagy szamok toérvényeinek alkalmazasaval adadik, hogy

3

£ E
m f= m51+’22' ST M@ (),
2 2
) Sttatiat ME) (o).

n

(Itt a — jel pontos jelentésére nem tériink ki, Szamunkra jelenleg csak annyi a lényeges,
hogy ha n nagy, akkor

§1+E2+ e +E)I

It
nagy valoszintiséggel kozel van M(5)-hez, és hasonldan
B+5+. . +E
1

nagy valdszinliségge! kozel van M (£%)-hez.)
(1)-bél és (2)-bol kovetkezik, hogy az ismeretlen M(Z) varhaté értéket lehet a

El+52+‘ e +£r1

n

E=
ertékkel, az ismeretlen
D(E) =V ME)—ME)

/ g8t 18 _( Eitbat ...+, )

It

szordsta g, = 1
n

mennyiséggel becsilni.
A szdras becslésére altalaban a kissé kiilonbozo

/"n" .
s= |/ —-
] n-1""

mennyiséget hasznaljak™.

* Beldthatd, hogy az s* valésziniiségi valtozo varhatd értéke az ismeretlen o® szordsnégyzet. Ezl {igy
fejezziik ki, hogy s® torzitatlan becslése o*-nek.
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Definicié. Az s szdmot tapasztalati szérdsnak nevezziik,
Természetesen itt is fontos volna tudnunk, hogy mi mondhats e becslések pontossdgarol,
azaz felvetddik az a kérdés, hogy taldlhaté-e olyan intervallum, amely legaldbbis nagy
valosziniiségge] tartalmarza a keresett varhato értéket és szorast. Frre a kérdésre sajnos nem
adhato pozitiv vélasz, hacsak nincs valami tovabbi informécionk a & valosziniiségi valtozo
eloszlasfiiggvényérsl. Azonban nagyon sok gyakorlati esetben (igy példaul a stlyeloszlasnal
is) feltehets, hogy & normalis (vagy kazel normdlis) eloszlasi, és ekkor mar kérdésiink meg-
oldhats,*

Térjiink vissza a csirkeallomény atlagstlyanak vizsgdlatdra, de most mar azzal a tovabbi
feltételezéssel, hogy a sulyeloszlas normalis eloszlas, Tovabbi cgyszerlisitésként tegyiik fel
egyeldre, hogy ezen eloszlas szorasat is ismerjiik. Legyen ez 6, és célunk csak a varhato ériék
becslése a statisztikai adatokbol, azaz olyan intervallum megaddsa, amely nagy valdszinii-
séggel tartalmazza az ismeretlen véarhato értéket.

Az ismeretlen varhato értékét ni-mel jelblve, és figyelembe véve, hogy £ egy m varhato értéki

o
és 7 szorast normalis eloszlash valosziniiségi valtozo, kapjuk, hogy
n

I - i -
5 l'—’--air_;gs =P{§~£—{g/;§m§5+s—§§}=2¢(e)—l.

e |

Az & értékét példaul 1,96-nak valasztva kapjuk, hogy

P §~e—g—_§m§ ,E—J—S-E-_ = 20(e)—1 = 0,95,
\Vn Vn

w a a
vagyis a (5*8——: s E4e \—/f) intervallum szinte biztosan (0,95 valdsziniiséggel) tar-
" n

talmazza az ismeretlen s varhato értéket. Jegyezziik meg, hogy ezen intervallum tényleges
meghatarozisihoz szitkség van £ értékére, vagyis a mintadtlagra, n-re, vagyis a minta
elemszdmara és o-ra, ami a csirkek sulydnak, &-nek a szorasa. Ezen adatok koziil egyediil o
ismerete okoz nehézséget. Altaldban o-t is a statisztikai adatokbol kell becsiilniink, de els-
fordulhat, hogy értékét eleve ismerjiik, pl. ha cgy gazdasig rendszeresen szallit csirkéket,
akkor kénnyen feltehetd, hogy az egyes szallitmanyok szorasai lényegében megegyeznek, és
csak a szallitmany egyedeinek atlagsilya, ami szallitmanyonként valtozik. Ekkor o értékét
az elézbleg megvizsgalt széllitmanyok adataibol ismerhetjiik, és célunk csak a konkrét
szallitmany &tlagsulyanak meghatarozdsa a minta alapjan, felhasznilva a szérasnak az
elézéekbdl ismert értékeét.

Ezutdn ratériink arra a kérdésre, hogy mi mondhaté az ismeretlen varhato értékrél, ha a
szOrdst nem ismerjiik eleve, de feltetelezziik, hogy a valtozd normalis eloszlasa. Mint lattuk,

* Megjegyezziik, hogy ha ¢ eloszlasfiiggvényének tipusdt nem ismerjiik, de tudjuk, hogy £ lehetséges
éritékei bizonyos ismert korldtok kozott vannak, akkor is lehetséges a statisztikai adatok felhaszn4l4-
sdval olyan intervallum megaddsa, amely nagy val6sziniiséggel tartalmazza az ismeretlen varhaté
értéket, illetve szérast.

e e ey B e e i
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E—m
az Ismert széras esetében modszeriink azon alapult, hogy a G ;7 valoszintiségi valtoze
Vi
0 varhato értékdi, 1 szorasi, normalis eloszlast. Természetesnek latszik ismeretlen szérs
esetében ¢ valdszintiségi valtozd helyett a

E—n

fpi= =
iy
\V'n

valoszinlisegi valtozot vizsgdlni, ahol

];‘ i) i -
— _ £, _Fy2
S B kgl(u..k £)?,

azaz a ¢ szorést annak s becslésével helyettesiteni. Ahhoz, hogy m-re becslést kaphassunk,
tudnunk kellene, hogy #, milyen valosziniiséagel vesz fel nagy éricket, azaz a P(lr,| = z)
valoszinliségeket kellene ismerniink. Ugyanis, ha tudunk egy olyan z értéket taldlni, amelyre

095 = P([t,| = z) = P(:,E—z E_ =m=Eiqt: —-L) .

Vn Vn

_ s 5 §

akkor azt mondhatjuk, hogy £ —z — = az also és E+z—— a felsé becslése a varhato
v '\/ n

értéknek.

A nehézseget az okozza, hogy a ¢, valoszinliségi valtozo eloszlisa nem normdlis, hanem

Joval bonyolultabb., Bebizonyithato, hogy 1, stirliségfiiggvénye

F(fﬂ) e
= Jo o
! '\/f;f 11 _f f ’
2
ahol f=n-1, é o) = j‘ox“—le*xdx (2 = 0).
0

Gyakorlati haszndlat céljaira a Tp(z) = J' tx)dx = P(|t,| > z) fiiggvény értékeinek
tablazatait adjak meg.
Most vizsgaljunk meg egy konkrét példat,

Egy tejtermeléssel foglalkozd gazdasdgban 20 alkalommal megvizsgaljuk a tejet zsirtartalom®

* A zsirtartalom fontos Jjellemzéje a tej mindségének. Az dtvevbhelyek Altaldban e szerint fizet-
nek. A zsirtartalom rendszeres mérése nagy mennyiségii tej esetén azonban komoly feladatot
Jelent. Ezért fontos kérdés, hogy csak idénkénti ellenérzéméréseket alkalmazva, milyen pontossiggal
becsiilhetd a zsirtartalom,
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szerint. Tegyiik fel, hogy eredményiink a kovetkezé: Végiil roviden ismertetjiik a szords becslésének modszerét normalis eloszlast valdsziniiséei
valtozok esetében. -
nap zsirszazalék nap zsirszazalék Mint emlitettiik, az
" 3,0 11 3,2 Szl/ n_ . (d* _ ]/ B8+ .. +8 _( Etb+t. .+, )2)
2 31 12, 34 n—1 "? n n "
3. 3,0 13. 3,6
4, 3,2 14, 3,5 mennyiséget haszndlhatjuk a szords becslésére. Utolso példankban (a tej zsirszdzalékdval
5. 3,3 15, 3.9 kapcsolatban) ki is szamitottuk, hogy a tapasztalati szoras értéke, s = 0,185,
6. 3,2 16. 3,2 - Most azt kivanjuk vizsgilni, hogy mi mondhatd e becslés pontossdgardl, azaz azt, hogy
;- g,: i; gai taldlhatunk-e olyan also, illetve felsé becslést, amely nagy valosziniiséggel jo. Ehhez az s
9. 3:5 19. 3:3 valosziniiségi valtozo siiriiségfiiggvényére lenne sziikségiink. Ehelyett a 42 = f_(n_;ll
10. 3,3 20, 3,5 P _ A
valosziniiségi valtozo stirtiségfiiggvényét adjuk meg, ahol o jelenti a &, &, .. ., &, valdszin(i-
Becsiiljiik meg a kapott adatok alapjan a zsirszazalék varhatd értékét. Jegyezzitk meg, hogy ségl valtozok (ismeretlen) szordsat. Bebizonyithato, hogy a y5 valosziniiségi valtozo stiriiség-
az egyes tehenek, és igy az egész dllomdny tejhozama, de a termelt lej zsirszdzaléka is valtozo, figgvénye
példaul éves periodicitast mutat. Felteheltd azonban, hogy mig a zsirszazaléknak (és a tej- s __1 R _I P —%
mennyiségnek) a varhatd értéke valtozik, a szérdsa véltozatlan, és igy azt el§zé mérésekbdl 7al) = rd [ f rte g
mar ismerjiik. Most a szoras ismerete nélkiil kiséreljilk mega viarhato értéket becsiilni. 22 I (3)
A T-tablazat alkalmazasaval® kapjuk, hogy ahol f= n—1,
Ty (2,093) = 0,95, : Gyakorlati szempontbol ismét kizdrolag a x,z, valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvényének,
B azaz a
| §—m ! — = L Oy i i .
fgy P ! _i_ - | = 2,093\ = P(E 2,093 ,\/2_0 =Em= £+2,093 \/25 )— 0.95. [;f x;(z) dt
VD | )
flggvénynek a tablazatat haszniljak.
Ennek megfeleléen azt mondhatjuk, hogy &— 2,093 ﬁsﬁ szinte biztosan (0,95 valészint- A tabldzatbol példaul azt kapjuk, hogy
i s s2.19 :
séggel) kisebb az ismeretlen varhato ertéknél, és £+2,093 — _ — szinte biztosan nagyobb P(y3, = 30,144) = P (_0'2_ = 30,]44) = (),95,
annal, 20
| Esetiinkben adataink atlaga ” PO, = 10,117) = P (s2(;219_ - IO,II?) = 095,
! E=13.32,
5 52419
i lapasztalati szordsa: vagyis o%-nek 2(a szorasnégyzetnek) 30144 szinte biztosan (0,95 valosziniiséggel) az also
! s = 0,185. becslése és %ﬁ% szinte biztosan a fels6 becslése. Esetiinkben
[
1 {oy me-re a 3,23 also ¢és a 3,41 felsd becslést kaptuk. s2.19 = 0.064 $2.19 — 0.021
i Eredményiink gyakorlati alkalmazdasa szempontjabol az a kérdés is Jényeges, hogy a kapott 10,117 U 30,144 e
tej mennyisége és zsirszdzaléka kozott van-e valami kapcsolat. Elképzelheté ugyanis, hogy
| olyan napokon, amikor a termelt tej mennyisége nagy, akkor altaldban a zsirszazalék viszony-
| lag kisebb. Ha ez valdban igy van, akkor csupdn az dtlagos zsirszdzalékbdl és a napi tej ' 15.2.2.2 Az atlag és a tapasztalati szoras kiszaimitdsanak médszerei
M ' mennyiségebdl nem lehet kovetkeztetéseket levonni a napi tej zsirmennyiségére. Ennek a
;%l kérdésnek a vizsgélatéré a késObbiekben még majd visszatériink. Bar az dtlag és a tapasztalati szoras meghatdrozdsa semmi elvi nehézséget nem okoz,
?;-§ i mégis, ha sck adatrol van szo, akkor konkrét kiszamitdasuk jelentés munkat igényel, Az
*g i * Természetesen feltételeztiik, hogy a zsirmennyiség normdlis eloszl4sy, ami 4ltaldban teljesiil. atlag kiszamitdsa egyszer(ibb, ha a szereplo adatok dltaldban kicsinyek, illetve viszonylag
! |
£ |
R |
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egyszerli szimok. Ezért, ha az adatok altaldban valamely y szam kozeiében vannak, akkor
célszer(i ezen y értéket az adatokbél levonni, és a kapott, mar kisebb szdmok dtlagat szami-
tani. Ekkor az eredeti adatok atlagdt Ggy kaphatjuk meg, hogy az vy szamot a kapott
atlaghoz hozzdadjuk. Mas szoval, az Xia Ko, oo, Xy szAMoOK dtlagdnak kiszamitasanal az

MtAet . ta G-+ (- ) Ly
n 1

nyilvanvalo osszefiiggést hasznélhatjuk.

Szamitsuk ki példdul az 1001, 1000, 998, 1005, 1003, 997, 1001, 997, 995, 1002 szamok
atlagat! Vonjunk le elészor az adatok mindegyikébdl 1000-t. Ekkor az 1,0, —-2,5,3, —3,
1, —3, —35, 2 szamokat kapjuk. E szdmok atlaga

[+0—245+3=341-3-54+2 _ b
10 T

Tey formulank szerint adataink tlaga 1000—0,1 = 9999,
Emlitett formuldnk segitségével a szamitasi munkakat sok esetben egyszerlisithetjiik, ha
»-t ligyesen vélasztjuk meg. ¥ helyes megvalasztasarol csak annyit mondhatunk, hogy cél-
szeril Ugy megvalasztani, hogy levonasa utdn az adatok abszolat értéke lehetdleg kicsi le-
gyen, de ugyanakkor célszerfi y-t lehetdleg kerek szamnak vélasztani, hogy levonasa ne
okozzon kiilén nehézséget; fejben elvégezhets legyen.
Az atlag kiszamitasat gyakran célszerdi csoportonként végezni, és a teljes sokasdg atlagat
a csoportatlagokbol meghatarozni, Tegytk fel példaul, hogy valamilyen fajta allatalloma-
nyunk egyedeinek Atlagsiilyat akarjuk meghatdrozni, de az dllomany hérom kiilénbézs
csoportra oszlik. Az egyes csoportokba tartozo cgyedek szdma legyen 50, 70, 85. Az elsd
csoportba tartozo allatok 4tlagsiilya legyen 220 kp, a mésodik csoportba tartozéké 210 kp,
a harmadik csoportba tartozéké 235 kp. Ekkor az 50--70+85 = 205 db allat Osszsulya
nyilvan

50-220+70. 210485 235 = 45 675 kp,

és igy az atlagsily

50+ 220470 210+85. 235 _ 45675

e 99
50+70+85 205 B

Altalaban, ha az X1s Xg, ..., X, adatok k csoportba vannak Osztva, €s az egyes csoportokba
tartozo adatok szama Fis Ty oo b (rp g+ +rp = n), tovadbbg, ha az egyes csoportokba
tartozo adatok rendre

X1s X2, - 00y Xrys

Tritls Xrgtns ooy Xpap,,

Khybrehe s rppsls w53 Kridryt..otrps

i
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akkor a csoportatlagok rendre

o X1+Xx04 ., -t _
¥ '

#2) = Tt x et Ay,

.........................

.............................

E csoportitlagokbol az eredeti adatok dtlaga a kivetkezs egyszerii képlet segitségével sz4-
mithato:

A tapasztalati szoras kiszdmitdszdval kapcsolatban eldszgr arra hivjuk fel a figyelmet
az s tapasztalati szords két hasznalatos formuldja kozil,
n 2
xl') :' ’
1

Szamitastechnikai szempontbél a masodikat célszer{ibb haszndlni. Kiilonésen ha szdmoldgép
(=4

. poae 0 r it 2

1s rendelkezésiinkre All, akkor a mésodik formula eldnye abban van, hogy a E x? Osszeg
o ) H

W I -+ . sz - ¥ gl

s5zamitasa kozben a Z Xi mMennyiseg — mint a szorzok dsszege - minden kiilin munka

e

nélkiil adodik,

Ennek alapjan példaul ag 1001, 1000, 998, 1003, 1003, 997, 1001, 997, 995, 1002 szdmok
tapasztalati szérdsa megegyezik az 1, 0, —2, 5, 8, =3, 1, =3, —5, 2 szimok tapasztalati
szOrdsdval. Az utobbiak szordsa pedig

Ed

2= 0442549104150 0544 g7 ¥
i= i=1

g s R R e

=1
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15.2,2.3 A varhat6 értékre és a szorasra vonatkozé hipotézisek

Az ismeretlen valdszin(iségek vizsgalatdnal lattuk, hogy sok esetben nem tartjuk fontosnak
becslés megadasat, megelégsziink annak eldontésével, hogy az ismeretlen értek eleget tesz-e
bizonyos kikotéseknek. Hasonldét mondhatunk abban az esetben, ha egy valosziniiségi
véltozd varhato értéke vagy szordsa az ismeretlen, A zsirszazalékra vonatkozo példdnkkal
kapcsolatban is eléfordulhat, hogy nem akarunk a varhato értékre becslést adni, hanem
csak azt akarjuk eldénteni, hogy az dtlagos zsirszazalek elér-e bizonyos adott értéket. Annak
a kérdésnek eldontése, hogy a kapott adatokkal Osszeegyeziethetd-e példaul az a hipo-
tézis, hogy a zsirszdzalék eléri-e a 4%-ot, nagyon hasonlé az el8z6 pontban ismertetett fel-
adat megoldasahoz. Ezért most egy kissé eltérd tipusa feladatot oldunk meg.

Célunk két gazdasdg tehéndllomanydnak Osszehasonlitdsa tejhozamuk zsirtartalma szem-
pontjabdl. Tegyiik fel, hogy az elsé gazdasag 250, a masodik pedig 200 tehénnel rendelke-
7ik, és egy alkalommal lemérve a termelt tejben levé zsirmennyiséget, a kovetkezd ada-
tokat kapjuk:

1. gazdasdg 11. gazdasdg
zsir kp tehenek szama zsir kp tehenek szdma
0,28—0,30 6 0,28—0,30 10
0,30—0,32 9 0,30—0,32 21
0,32—0,34 21 0,32—0,34 28
0,34—0,36 39 0,34—0,36 35
0,36—0,38 51 0,36—0,38 35
0,38—0,40 49 0,38—0,40 30
0,40—0,42 19 0,40—0,42 20
0,42—0,44 20 0,42—0,44 15
0,44—0,46 11 0,44—0,46 5
0,46—0.,48 5 0,46—0,48 i

A kérdést nehezili, hogy adataink nem pontosak, azaz nem tudjuk az egyes tehenek altal
termelt tej pontos zsirtartalmat, hanem csak 0,02 pontosségig megadott adatokkal rendel-
keziink. Az egyszeriiség kedvéért gy szamolunk, mintha a zsirmennyiségek mind a megadott
intervallumok koézéppontjaiba esnének*, azaz tdbldzatunkat a kovetkezdvel helyettesitjitk:

1. gazdasag 11. gazdasig
zsir kp tehenek szama zsir kp tehenek szadma
0,29 6 0,29 10
0,31 9 0,31 21
0,33 21 0,33 28
0,35 39 0,35 35
0,37 51 0,37 35
0,39 49 0,39 30
0,41 39 0,41 20
0,43 20 0,43 15
0,45 11 0,45 5
0,47 5 0,47 1

* Ezze] természetesen hibdt kovetiink el. A hiba nagysdgdnak becslésére és kikiiszobolésének lehe-
tGségére a siirliségfiiggvény becslésével kapcsolatban visszatériink.

"
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E tablazatokbol azt kapjuk, hogy az elso gazdasagban a zsir stlyatlaga [kp]
£, = 0,380,

a masodik gazdasigban pedig
E, = 0,365.

Kérdésiink, mondhatjuk-e ennek alapjan, hogy az elso gazdasdg tehéndllomanya jobb
azaz az egy tehén altal termelt tejzsir mennyisége nagyobb, mint a masodik gazdasagban,
vagy azt kell mondanunk, hogy ilyen kis kiilonbség alapjan még ezt nem allithatjuk. Mas
szoval, az my = my hipotézist akarjuk ellendrizni, ahol miy, ill. my az elso, ill. masodik
gazdasag egy tehene altal adott zsirmennyiség varhato értékét jelenti. Tegylik fel, hogy Ugy
akarunk dénteni, hogy az elséfaju hiba (vagyis az igaz hipotézis elvetésének) valosziniisége
0,05 legyen.

Abban az esetben, ha a szdrasokat az elézé adatokbol ismerjitk (és ezek o, ésoy,), akkor
hipotézisiink helyes vagy hamis volta feldl igen egyszeriien donthetiink, Ugyanis, mint ez
kénnyen lathato™, ha hipotézisiink helyes, akkor

Ei—&
2 2
o o}
V A, d
n Hy

0 varhat6 értékdi és 1 szordsti normalis eloszlast valosziniiségi valtozo. Igy a normalis eloszlds
tablazatat felhasznalva, o, és o, értékének ismeretében konnyen eldonthetjiik, hogy hipo-
tézisiinket elfogadhatjuk-e.

Abban az esetben, ha a szorasokat eleve nem ismerjitk, akkor ezeket is a kapott adatokbol
kell becsiilniink, azaz ebben az esetben a

=

W v T8 (ny = 250, 1, = 200)
52 5 :
1 2
My o

valdsziniiségi vdltozot kell vizsgalnunk, ahol

”1 1 My 5 J_u, ” 2
V-’h—l [”1 kz1glk (ff1k2=‘_‘1ﬂk :

& =
1y 1 S 1 Ul 2
§p = /——— """ e Eax
1 1y —1 ["2 :.—21 g o kzl '
és &1, Eppy o0 &y, az elsd, 851, 8, .0 &y, @ masodik gazdasdg tehenei altal adott
zsirmennyiségek.

Ha a két minta szérdsa megegyezik, akkor a ¢ valdsziniiségi vallozo eloszldsa ismétl az
eléz6 pontban megismert ¢, eloszlds, f= n;+n,—2 parameterrel. A ¢ tabldzat alkalmaza-
saval azt kapjuk. hogy (0,05 szinten) hipotézisiinket el kell vetniink, ha ¢ abszolat érteke-

* Természetesen a zsirmennyiségrd] most is feltételezziik, hogy normalis eloszlast.

T3%
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ként 1,96-ndl nagyobb szim adodik, mig ha [7] értéke enn¢l kisebb, a hipotézis elfogad-
hato. Esetiinkben

£,=0380, Z =065,
s? = 0,002,
5% = 0,0015,
¢és igy
1= 225.

Tehdt my = m, hipotézisiinket 0,05 szinten nem fogadhatjuk el, vagyis a kapott kiilénbség
alapjan mar allithatjuk, hogy az elsé gazdasag tehéndllomdnya Jjobb.

A szordsra vonatkozo hipotézisek vizsgalatira itt sem tériink ki, csak azt jegyezziik meg,
hogy a y*-eloszlas alkalmazasaval hasonloan torténhet, mint a szords becslése.

1523 A becsléselmélet dltalidnos kérdései
15.2,3.1 A becsléselméletben szerepld fogalmak

Legyenek £, 5, .. | &, fiiggetlen egyforma eloszldsu valosziniiségi valtozok. Jelentse F(x) a
i Gy oy £, véltozék kozos eloszldsfiiggvényét, Keérdésiink, hogy S &, B erte-
kének ismeretében mi mondhaté az F(x) eloszlasfiiggvényrél, illetve annak paramé-
tereirél, Mas szdval azt kérdezziik, hogy a & By oa g & valoszinliségi viltozdk milyen
T =t 8y i 1 E) fiiggvénye alkalmas az eloszlis valamely paraméterének becslésére.
B0 - valosziniiségi valtozok egy T = &1, 55, ..., E) fligevényét statisztikanak
(a valtozdk egy statisztikdjanak) nevezziik.

Altaliban — mint azt példainkban lattuk — - £, kisérletek, a mérések eredmeényvei,
amelyek felhaszndldsaval az F(x) eloszlas virhato ertéke, szordsa vagy mds paraméterc
becsiilhetd, A varhato értéket példaul a

. St+det. . 48,
o= t,(&1, &, .. ) = 1752 S

stalisztikdval becsiiltiik.

Most vizsgaljuk meg, mikor mondhatjuk, hogy egy 1€ &, ..., E) statisztika az F(x)
eloszldsiiggvény valamely paraméterének Jo becslése,

Az elsd kovetelmény, amit tamasztani szoktunk az, hogy a statisztika varhaté értcke meg-
€gyezzen a becsiilendd o paraméterrel, azaz hogy

M(fn(&l s E2s X R En)) =a
legyen.
Definicié. Abban az esetben, ha ez a kikotés teljesiil, az mondjuk. hogy a 1, statisztika

az a paraméternek torzitatian becsiése.
Mint lattuk, az

S48+ .. HE,
n

Tln =

atlag torzitatlan becslése a varhats értéknek, hasonloan a

o % v 2 , 5 . i

2o sitEt . +8 St +8, n
== (AT Ten \T A

£ n—1 n n—1

statisztika a szorasnégyzetnek torzitatlan becslése, Jegyezzitk meg, hogy a
o= 1/ o2,

vagy az

5, = l/ " — g2
n—1

statisztika altaldban nem torzitatlan becslése a szordsnak. Ennek clienére e becsléseket js
gyakran alkalmazzuk,

A masodik kovetelmény, amit becslésekkel szemben tdmasztani szokiunk az, hogy ha a
kisérletek szama, n nagy, akkor a z, statisztika valoban kozel legyen az g paraméterhez,
Természetesen kiilonbozé modon definidlhatjuk azt, hogy mit értiink azon, hogy egy 1,
statisztika (valoszinfiségi valtozd) kozel van a-hoz. Egy lehetséges kikotés az, hogy azt
tessziik fel, hogy | £,—a| nagy valosziniiséggel kicsi, ha n clég nagy, azaz, hogy tetszbleges
£ = 0-hoz és 8 > 0-hoz talalhato olyan iy = ny(e, §), hogy

Plty—a|=¢) = 1-3,

ha = ng.

Definicié. Abban az esetben, ha ez a feltéte] teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a ¢,
s(tatiszrika konzisztens becslése az g paraméternek,

Példaul a nagy szamok torvényei szerint az atlag és a o2 statisztika konzisztens becslései a
vdrhato értéknek és a szérdsnégyzetnek (ha ezek léteznek). Mint emlitettiik, o, éss, dltalaban
nem torzitatlan becslései aszorasnak, de kénnyen beldthato, hogy konzisztens becslések, Bz a
kortilmény indokolja, hogy a g,,, illetve az 5, statisztikak hasznalhatok a szoras becsléseként.
Annak a kovetelménynek, hogy 1, nagy u esetén legyen kozel a-hoz, egy misik lehetséges
megfogalmazisa, hogy 1,—a négyzetének virhato értéke legyen kicsi. Azaz, hogy

Mltp—aP]1 > 0 (1 - o).

Definicié. Ha ez a kovetelmény teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a r, statisztika erésen
konzisztens becsiése a-nak. .

Ugyancsak a nagy szimok torvényeibsl kovetkezik, hogy az dtlag erdésen konzisztens
becslése a varhato ériéknek, ha a szoras letezik, ésa o statisztika erdsen konzisztens becslése
a szordsnégyzetnek, ha a negyedik momentum is létezik.

Egy ismeretlen paramétert altalaban kiilénbozo statisztikakkal becsiilhetiink, sét altalaban
tobb torzitatlan erésen konzisztens becslést taldlhatunk. Fontos keérdés, hogy a lehetséges
statisztikdk koziil melyik a legjobb. Kiilénbizé szempontokat vehetiink figyelembe annak
eldontésekor, hogy két becslés koziil melyik a jobb, de dltalaban két 1orzitatlan beeslés
koziil azt tekintjiik a jobbiknak, amelyiknek a szdrésa kisebb, Vagyis, ha (61, &, ..., &)
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valamint (5, Sas .., &) Két torzitatlan becslése egy paraméternek,
€s M[(ty—a)*] = DXt,) < D*u,) = M[(u,— a)*],

akkor azt mondjuk, hogy #, jobb becslés, mint It,,.
Bebizonyithat6, hogy igen dltaldnos feltételek mellett megadhatd a torzitatlan becslések
szorasanak egy also korlatja.

Tétel. Nevezetesen, ha f(x, a) egy sliriségfliggvény és A T £,) egy torzitatlan
becslése™ az a paraméternek,

1

ﬂM[(d lngf, 0))2] '

A

akkor DXty =

Ezen egyenldtlenséget Cramer— Rao-egyenlétlenségnek  nevezzitk. Azt mondhatjuk
tehat, hogy az a legjobb torzitatlan becslés, amelynek szordsnégyzete megegyezik a
Cramer-—Rao-egyenlétlenség jobb oldalin 4ll6 mennyiséggel. Az olyan torzitatlan becs-
lést, amelyre ez teljesiil, efficiens becslésnek nevezziik.

Definicié. Egy torzitatlan becslés hatdsfokan az illeté becslés szorasnégyzetének és ezen
minimalis szorisnégyzetnek a hanyadosit értjiik, tehdt egy (&, &, ..., &) torzitatlan
becslés hatasfoka a

D(t,,)
dl f:, 2
] (Z)
da
hanyados.
Statisztikdkkal kapcsolatban mas kovetelményeket is szoktak tdmasztani, de ezeket itt nem
targyaljuk.

Most attériink annak a kérdésnek a vizsgdlatara, hogy mi mondhato egy becslés pontossa-
garol. Ahhoz, hogy erre a kérdésre valami valaszt adhassunk, ismerniink keil a széban forgd
eloszlasfiiggvény alakjat, vagy legalabb tudnunk kell valamit azeloszlasfliggvény tipusarol.
fey kérdésiinket a kovetkezé modon fogalmazhatjuk.

Legyen F(x: ay, as, . .., a,) egy eloszlasfiiggvény, ahol ay, dy, . . ., a, ismeretlen paraméterek.
Tovabba legyenek 51, Bl s &, fiiggetlen valoszintiségi valtozok kozos Flx; yo Cgpvicasy, )
eloszlasfliggvénnyel. Tegyiik fel, hogy az ismeretlen parameterek egyikét, példaul a,-et
akarjuk becsillni a &, &,, .. ., £, statisztikai adatok segitségével. Pontosabban, keresiink egy
olyan intervallumot (alsé és felsd becslést), amely nagy valészintiséggel (altaldban eldirt
valdszinliséggel) tartalmazza az ismeretlen ap paramétert. Mds szoval, keresiink egy
Ul Bay waisy £) Bsiegy 906085 5 i, £,) statisztikat gy, hogy teljesiiljon a

P[“r.(‘gls 52, ] E’:)E = Un(fla &2: s En)] =p

egyenlétienség, ahol p adott valésziniiség. (Példaul 0,9, 0,95 0,99 sth.)

* It 5y, &y, L, £, fliggetlen flx, a) stirliségfiiggvényii valosziniiségi valtozok,
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Definicio. Az [u,, v,]intervallumot konfidenciaintervallumnak (az a paraméter konfidencia-
intervalluménak) nevezziik. A konfidenciaintervallum nyilvan fiigg a p szamtélis, Ha p
nagy, akkor a konfidenciaintervallum hossza is nagy. p értékének megvilasztdsa a konkrét
koriilményektdl fiigg, vagyis attol, hogy mennyire veszélyes, ha itéletiink hibds, azaz a
konfidenciaintervallum nem tartalmazza az ismeretlen paramétert,

15.2.3.2 Maximum likelihood médszer

Az eldzékben lattuk, hogy a varhato érték és a szords becslésére jgen természetes statisziik4-
kat taldlhatunk, nevezetesen az atlagot és a tapasztalati szorast. Gyakran eléfordul, hogy az
eloszlas- vagy stiriiségfiiggvénynek egy mas paraméterét kell becsiilniink statisztikai adatok-
bol. Mas széval problémank a kavetkezs: legyen f(x, a) egy siir{iségf igagvény és legyenek
£, 5, ..., 5, fuggetlen S x, a)siirtiségfilggvényti valoszinliségi vdltozok. Kérdés, hogy hogyan
taldlhato egy, az @ paramétert becsls &y, Eoy - oL E) statisztika.

Erre a kérdésre ad egy valaszt a maximum likelikood modszer. Szamitsuk ki elészor annak
valoszinliségét, hogy elsé kisérletiink eredménye x; és x;+ Ax kozé esik, adodik, hogy

xy4-Ax

Py =& <= x+Ax = f ft, a) dr =2 f(xy, a) Ax,

ha Ax elég kicsi,

Hasonld médon, annak a valosziniisége, hogy masodik kisérletiink eredménye x, és x,+Ax
kozé essék, kis Axesetén f (xy, @) Ax-szel becsiilheté. Mivel a kisérleteket egymastol fiiggetle-
niil végezziik,

Pl =& =<x+Ax;i=1,2, ..., )~ f(u, a) flxe, a). . S, a)(Ax)n,

Ezutan a kovetkezdképpen okoskodhatunk., Altalaban kisérletiink eredményeként nem adéd-
nak olyan értékek, amelyek jgen valosziniitlenek, vagyis kisérletiink eredményei altaldban
olyan xy, X,, ..., x, szamok lesznek, amelyekre az

fx, @) f(xa, a). .. f(x,, @) (Ax)"
valosziniiség, illetve az
flxy, @) fxa, a). . .f(x,, a)

fiiggvény nagy. Ennek az elvnek megfeleléen a maximum likelihood modszer (a maximglis
valdszeriiség modszere) abban 4ll, hogy az a paramétert ugy valasztjuk meg, hogy az

f(xls a)j'(x21 a)' . 'f(xﬂ" ﬂ)

mennyiség a lehetd legnagyobb legyen. Az a megvilasztdsa természetesen fiigg a kisérletek
eredményétdl, azaz az xy, x,, . .., x, szdmoktol, mds széval becsléseként a 8 =ny, Ey=,,
.. £, = x, valosziniiségi valtozéknak egy statisztikdja adodik,

Az flx1, @) fxz, 4)...f(x,, a)
fliggvény maximumanak megkeresése helyett dltaldban egyszeriibb

L(a) =1n (f(x1, a) f(x2, @)...f(x,, a))
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maximumdat megkeresni. (E két fliggvény maximumhelye nyilvin egybeesik.) Usgyanis e
fiigevény maximumanak megtalaldsa a
H

E(Q) _ d i lnf(Xf, a) Foac Z %Inf(x;, a): 0

da  da ;& e d

egyenlet megoldasara vezet. (Természetesen be kell 14tni, hogy a differencidlhanyados 0-he-
lyén az L(a) fiiggvénynek valoban maximuma van, de erre a kérdésre itt nem tériink ki.)

Megjegyzés. A maximum likelihood modszer igen altalanos feltételek mellett tObb szem-
pontbdl a legjobb becslést szolgdltatja.
A modszer megvildgitdsa céljabol most két példat vizsgalunk meg. Legyen
1 —(x~—nn2
flx.m)=—=—=~¢ 2 |
A\ 2

vagyis [(x, n) egy 0 = 1 szorasu és ismeretlen m varhato érték i normalis eloszlast valoszinii-
ségi valtozo slirliségfiiggvénye. Az m paramétert a maximum likelihood mddszer segitségével
oly médon becsiilhetjiik, hogy maximalizdljuk az

" 1 Sl
L(m) = In ——=e 2
iZl \/ 2

fliggvényt, azaz megoldjuk a

.

d L4 d o n n
= (m) ’_;1 o (x;—m) iZI (x;—m) Lgl X nm] 0

egyenletet. Ennek megolddsaként azt kapjuk, hogy

n
2
f=1
m= —=
n
n
2 xi
fey az m paraméter maximum likelihood becsléseként az eddig is hasznalt =X 4tlag
n
adodik.

Masodik példaként tekintsiink egy [a; b] intervallumban egyenletes eloszlasi f(x; a, b)
slirliségfligpvényt, azaz legyen

1
~-——, ha a
iy By b=

0 killonben,

I1A
=
A
=

ahol a és b ismeretlen paraméterek. Ekkor

1
i J—,— ha a=x;=b (=1,2,...,n)
(x1:a,b) f(xa: @, B)...f(xp; a0, b)) = (b—a)
0 kilonben.
fgy fCas a, b) flxz: a, ). .. f(xy; a, b)
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legnagyobb ertekét akkor veszi fel, ha a-t és b-t gy vilasztjuk meg, hogy fbil—_) olyan
—q n .

nagy legyen, mint csak lehetséges, de az Osszes statisztikaiadat (az x;, x,, . . ., . szamok)
a és b kozé essék. Ez mas szdval azt jelenti, hogy a-t a statisztikai adatok legkisebbjénck,
h-t ezen adatok legnagyobbikdnak kell valasztanunk., Vagyis az g paraméter maximum
likelihood becslése az

sp= min {x;, X2, ..., X}

statisztika és b, maximuma likelihood becslése a
to= max {x1. e ..., %)

statisztika.
Ebbdl az eredménybdl az egyenletes eloszlast valdszinliségi valtozd varhatd értékének
becslésére is érdekes kovetkeztetést lehet levonni, ugyanis mint tudjuk, az [a; b] interval-

a+b .
lumban egyenletes eloszlasi valtozo varhato értéke Ty Igy a varhato érték becslésére
zZ —s"zg statisztikat hasznalhatjuk, ami altaldban kiilonbozik a szamtani kozéptsl. Meg-
mutathato, hogy egyenletes eloszlas esetén ez a statisztika tObb szempontbodl jobb becs-
lése a varhato értéknek, mint az atlag (példaul a szordsa kisebb).

15.24 A hipotézisvizsgalat altalanos kérdései

15.2.4.1 A hipotézisvizsgilatban szerepl6 altalinos fogalmak

Mint lattuk, a becsléselméletben egy (vagy tobb) ismeretlen mennyiség (szam) értékét (nagy-
sagat) akartuk meghatarozni statisztikai adatok alapjan. A hipotézisvizsgalatban olyan
kérdésekkel foglalkozunk, amelyekre egyszerti igen vagy nem vilaszt adhatunk (valaszunk
ismét statisztikai adatok vizsgalatan alapszik). Ilyen kérdések példaul:

a) Egy eloszlasfiiggvény valamely paramétere (pl. varhaté értéke, szordsa stb.) nagyobb-e
(kisebb-e) valamely szamnal (illetve egyenlé-e azzal)?

b) Egy ecloszlasfiggvény két (vagy tobb) paramétere eleget tesz-e valamely kikotésnek.
Példaul, igaz-e hogy, egy eloszlas relativ szorasa, ¢ /m, kisebb valamely adott szamnal?

¢) Igaz-e, hogy egy valosziniiségi valtozod valamely adott (pl. normalis) eloszldssal rendel-
kezik?

d) Két (vagy tobb) valoszinliségi véltozo fiiggetlen-e?

e) Igaz-e, hogy két (vagy tobb) valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvényének valamely para-
métere (pl. varhato értéke) megegyezik?

f ) Két valosziniiségi valtozd korrelicids egyiitthatoja nagyobb-¢ valamely adott szdmnal?
g/ Két valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye megegyezik-e7?

A példaként emlitett kérdéseket két csoportba oszthatjuk aszerint, hogy egy vagy tobb el-
oszlasra vonatkoznak-e. Az a), b), ¢) kérdések egy, ad), ¢/, f),g) kérdések tobb elosz-
lasra vonatkoznak. Az emlitett két tipust problémédknak megfeleléen megkiilonboztetiink
egy- és két- (illetve tobb-) mintas probakat.

I — _-_‘.—..—-———-11.
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Az egymintds probdakban dontésiink egy &, 5, ..., &, mintdn alapul, ahol &, &,, ..., &,
fliggetlen, egyforma eloszlasii valosziniiségi valtozok. A kétmintds probakban déntésiink
egy &, &, ..., &, és egy )y, Mg, ..., 7, minta Gsszehasonlitasan alapul. (Itt&,,5,, ..., &,

fliggetlen, egyforma eloszlast és hasonléan 1, 1, ..., 1, is [iiggetlen, egyforma eloszlast
valosziniiségi valtozok, de altaldban a £-k azy-ktdl nem fiiggetlenek, és eloszlasuk kiilonbozé.)

Az egymintas esetben a &, %, ..., &, mintdt 0gy lehet tekinteni, mint az n-dimenzids tér

egy véletlenszerlien kivalasztott pontjat, hasoniéan a kétmintas esetben a £, &,, ..., &;;
Ny Ny« o . Ty Iintakat az (n+m)-dimenzios tér egy pontjaként foghatjuk fel,

A hipotézisvizsgalat egy problémadjanak megolddsa azt jelenti, hogy megmondjuk, mely
mintak ((azaz az #n, illetve (n+m)-dimenzids tér mely pontjai)) esetében fogadjuk el és
melyek esetében vetjiik el hipotézisiinket,

Definicié. Az n- ((illetve (n+m)-)) dimenzids tér azon pontjainak halmazit, amelyek
esetén a hipozézist elfogadjuk, elfogadasi rartomdnynak, ezen halmaz komplementerét
elutasitdsi vagy kritikus tartomanynak neverziik.*

A 15.2.2.3 pontban foglalkoztunk két gazdasig tehéndllomanyanak Ssszehasonlitdsaval, Azt
talltuk, hogy az a hipotézis, amely szerint a két gazdasag tehéndllomanya a vizsgalt szem-
pontbdl megegyezd, elfogadhato, ha

1= |

Ltt 7 értéke a &35, §1p, -y E1ys Gats Sps -+ -0 &gy, Kisérleti eredményektol fiigg, azaz a ¢
statisztika az (n;--n,) dimenzios téren értelmezett fiiggvény. Eredményiink szerint az elfoga-
ddsi tartomdny az (7; +,) dimenzids tér azon pontjainak halmaza, amelyekben a ¢ fliggvény
abszolut értéke nem nagyobb 1,96-nal. A kritikus tartomdny pedig azon pontok halmaza,
amelyekben | 7] = 1,96.

Mint lattuk, barhogy is valasztjuk meg a kritikus tartomanyt, elképzelhets, hogy nem don-
tiink helyesen, azaz elképzelhetd, hogy egy valoban helyes hipotézisrél ugy dontiink, hogy
az nem helyes (elsé faju hiba), illetve hogy egy valoban helytelen hipotézist elfogadunk
(mdsodfajii hiba). Altaliban elére kikotjiik, hogy az elsé faju hiba elkévetésének mennyi
lehet a valosziniisége, és ennek megfeleléen vélasztjuk meg a kritikus tartoményt. fgy, ha
feladatunk az, hogy valamely hipotézis helyes vagy hamis volta felél p szinten dontsiink,
akkor ez azt jelenti, hogy a kritikus tartomdnyt tigy kell megvalasztanunk, hogy ha a hipo-
tézis igaz, akkor annak a valészinfisége, hogy a minta a kritikus lartomanyba esik, p legyen.
A p ertéket altalaban a 0,10, 0,05, 0,03, 0,02, 0,01 szamok valamelyikének valasztjuk.
Megjegyezziik, hogy a p érték megadasa nem definidlja egyértelmiien a kritikus tartomanyt.
Ezert killonbozé modszereket, Ugynevezett probdkat dolgozhatunk ki egyes hipotézis helyes
vagy hamis voltdnak eldontésére, azaz a kritikus tartomany megvélasztasara.

* Feltételezziik, hogy barmilyen eredményt is kapunk a mintavétel sordn, azaz az n- (illetve (1+ m)-)
dimenzids tér birmely pontjahoz jutunk, a hipotézisrdl vagy elfogadolag vagy elutasitdlag dontiink.
A statisztika més Adgaiban, példdul az tugynevezett szekvencidlis analizisben, bizonyos kisérleti
-eredmények esetén nem déntiink sem elfogadolag, sem elutasitdlag, hanem gy is hatdrozhatunk,
hogy csak a kisérletek folytatdsa esetén lehet megbizhatd déntést hozni.
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A p szint, a kritikus tartomdny megvalasztdsa utdn foglalkozhatunk azzal a kérdéssel, hogy
mi mondhaté a masodfaju hiba valosziniiségérol. A masodfaji hiba elkovetésének valo-
szin{isége altalaban attol fugg, hogy a hipotézis ,,mennyire nem igaz”. A Mendel-kisérlettel
kapcsolatban madr lattuk, hogy a masodfaju hiba elkGvetésének valosziniisége attdl fiigg,
hogy mi a szoban forgo valdsziniiség igazi értéke, illetve, hogy az igazi valosziniliség milyen
tavol van a hipotetikus valosziniiségtél. Altaldban, ha eredeti hipotézisiinket Hy-val jeldljiik
(a Mendel-kisérlet esetében H jelentia p = 71{ hipotézist, a két gazdasdg tehénallomanya-

val kapcsolatos problémanal H), jelenti, hogy a két varhaté érték megegyezik: my = mg),

és H, valamilyen mas lehetséges ellenhipotézis, (a Mendel-kisérletnél H; lehet példaul a
p = 0,28 hipotézis, a tehénallomdnyokkal kapcsolatban H, lehet az ni; —m, = 0,1 hipotézis),
akkor a masodfaju hiba elkovetésének valoszinfisége fiigg a H, ellenhipotézisiol.

Definicié. Azt a fiiggvényt, amely megadja a masodfaju hiba elkovetésének valosziniiségét
valamely H, ellenhipotézis esetén, erdjiiggvénynek nevezziik.

Akarcsak a becsléselméletben, itt is felvetddik a kérdés, hogyan lehet két probat (két déntési
modszert) dsszehasonlitani, Mivel az els6faji hiba valoszin(isége elore adott, két proba koziil
azt célszerli jobbnak tekinteni, amely esetén a masodfaju hiba valdszintisége kisebb. Azon-
ban — mint emlitettiik — a mésodfaji hiba valosziniisége csak egy fliggvénnyel (az erd-
filggvénnyel) jellemezhetd. Abban az esetben, ha egy probénak az erofiiggvénye minden Hy
ellenhipotézis esetén kisebb, mint valamely mas proba eréfiiggvénye, akkor az elsé probdra
azt mondjuk, hogy egyenletesen jobb, mint a mésodik préba. Altaliban azonban két proba
nem hasonlithato ilyen egyszeriien ossze, ugyanis bizonyos ellenhipotézisek esetén az egyik,
mas ellenhipotézisek esetén a masik eréfiigevénye kisebb. Ilyen esetekben csak olyan kijelen-
tést tehetiink, hogy valamely proba bizonyos ellenhipotézisekre nézve jobb, mint egy masik
proba.

Emlitettiik, hogy az elsd fajii hiba valdsziniiségét (a dontési szintet) dltaldban a 0,1, 0,05,
0,03, 0,02, 0,01 szamok valamelyikének valasztjuk. Azt, hogy a dontési szintet valamely
konkrét esetben hogyan célszerii megvalasztani, elég nehéz megmondani. Errél a kérdésrol
itt csak annyit jegyziink meg, hogy a szint megvalasztasa dltaldban gazdasagi jellegli meg-
fontolasoktol fiigg, nevezetesen attol, hogy milyen anyagi kdrt jelent az els6-, illetve a masod-
faju hiba elkovetése. Matematikai szempontbdl a dontésfiiggvenyek elmélete foglalkozik
ilyen kérdésekkel.

A kovetkezokben néhany gyakrabban hasznalt probat ismertetiink.

15.2.4.2 u-préba

Az u-probat altaldban ismert szorasu, normalis eloszldsh valdsziniiségi valtozo(k) varhatod
értékére (értékeire) vonatkozo hipotézisekkel kapcsolatban haszndljuk.

x _ a—myz
20t

Legyen Flx:m, o) = j T e dr
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gy Ismert ' szOrast és ismeretlen m varhatd értékl normalis elosziasi eloszlasfiiggvény,
Tovabba legyenek Ei S e s &, fiiggetlen Fx; m, 0) closzlasu valésziniiséei véltozok, azaz
§.&, ..., & aszoban forgé eloszlasbol vett minta,

Feladatunk eldénteni annak a H,, hipctézisnek helyes vagy helytelen voltat, hogy az isme-
retlen varhato érték megegyezik-e valamely adott m, szammal. Ezt altaldban ugy fejezziik
ki, hogy hipotézisiink

Hy:m=my.

Abban az esetben, ha hipotézisiink helyes, akkor az

E—my, g Sit&+.. g,
2 L=
o n
’\J/II

statisztika O varhato érteki, 1 $zOTast, normdlis eloszlgsi valosziniiségi valtozo., gy m = ny
hipotézisiinket p szinten elfogadhatjuk, ha

3) : %kfé@‘l(l—ﬂ).

Ugyanis, ha hipotézisiink helyes, akkor

| E_ i
(5 e (1)) a0 0t (1) a1

tehdt valoban p a valésziniisége annak, hogy a (3) egyenldtlenség nem teljesiil, vagyis,
hogy a hipotézist elvetjiik. Azt mondhatjuk tehdt, hogy a préba kritikus tartomdnya az

n-dimenzids tér azon Bk, oo, &, pontjainak Osszessége, amelyekre
E—m =d-1(1_2)
I 2

| —

IRV

Hasonlé médon donthetiink példaul a kdvetkezé hipotézisek helyes vagy helytelen vol-
tarél,
a) Egy ismert szordst, normalis eloszlast valtozd varhato értéke nagyobb (kisebb) egy adott
szamndl,

Hy:m ~ my (Hy:m < my).

b) Két fiiggetlen, ismert szordsu, normalis eloszlasu viltozo viarhatd ériéke egyenls
egymassal
Hy iy = my.

c) Két fiiggetlen, ismert szOrasl, normdlis eloszlast valtozd koziil az elsé varhato értéke
nagyobb (kisebb), mint a masodiké,

Hy:my = m, (Hy:nr < my).
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d) Két fliggetlen, ismert szOrdst, normalis eloszldsi véltozd varhatd értékének kiillénbsége
adott szammal egyenld (adott szamnal kisebb, adott szamnal nagyobb):

Hyimy—my, = m, (Hy:my—my < Mg My — Wy = my).
Az a) pontban emlitett hipotézist elfogadhatjuk, ha

E—m,
P

A/

{ahol # a minta elemszdma, & a mintadtlag, ¢ az ismert $z0rds, p az eléirt szint), Ugyanis
ha a hipotézis helyes, akkor

=0-1(p)

£—my,

P50 )| = 1-0(D-1(p)) = 1—p,
Vi

A b) pontban emlitett hipotézist elfogadhatjuk, ha

h_ B
n ny —P-1 ; _r
0 3 - ( 2).

—
o a.
1 2
2
Hoong |

ahol ny (illetve 1) az els6 (illetve masodik) minta elemszima, &y (illetve £,) azelss (illetve
a masodik) minta dtlaga, gy (illetve a,) az elsé (illetve masodik) eloszls szordsa, p az eldirt
szint, ugyanis, ha a hipotézis helyes, akkor

P I—/—(ZZ—TL{%__‘{@*I(]*;’) :2@(@—1(1—;))—1:1_@

o ny

A ¢/ ésd) pontban emlitett hipotézisek helyes vagy hamis voltarél teljesen hasonldé médon
ddnthetiink. Igy e probak részletes kidolgozdsat az olvasora bizzuk.

Nézzilkk meg példaul a b) esetben, hogy mi a proba erdfiggvénye, vagyis mi a hipotézis
elfogaddsdnak valoszinfisége, ha a hipotézis nem teljesiil: sy = /iy, hanem példdul
My = my+my. Mivel hipotézisiinket akkor fogadjuk el, ha

L & ’

no
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tehat azt kell megvizsgdlnunk, mi a valészinlisége ezen egyenlitlensée teljesiiiésének, ha
my = my+ 1y, Kapjuk, hogy

/ =1 52 i 3
1
P ny _ Ha 1<@—1(1_£) 2@(@—1(]_ )=y | —
i l/g% o3 | A 2
mo oAy |

Tehéat a proba eréfiiggvénye

Emny) =@ (@'1 (1 w%)wmo) —@ (——@‘1 (] —'g)—mo) .

A 15.7 dbra szemlélteti az erofiiggvényt. L

Megjegyzés. Az w-proba alkalmazdsa ese- =
tén mindig feltételeztitk, hogy a vizsgalt el-
oszlds normalis, de wvaldjaban csak azt

hasznaltuk fel, hogy a minta atlaga normalis

eloszlasu, Ez utobbi kikotés viszont — a

centralis hatareloszlas-tétel szerint — igen .
altaldnos feltételek mellett kozelitSleg telje-
siil, ha a mintaelemszam elég nagy. Igy
az u-probat gyakran alkalmazhatjuk akkor is, ha az alapeloszlds nem normalis. Ezt tettiik
példaul a Mendel-kisérlet vizsgalatdval kapcsolatban is.

15.7 abra

15.2.4.3 A t-préba

A r-probat dltaldban ismeretlen szordsi, normalis eloszlasi valtozo(k) varhatd értékére
(értékeire) vonatkozo hipotézisekkel kapcsolatban hasznaljuk. Tehat ugyanazon hipotézisek-
r6l donthetiink, mint az u-proba alkalmazdsaval, de most nem kell feltételezniink, hogy a
szoras ismert,

Jd _ (z—m)2

1
Legyen Fix;mo) = ——— J e 2 4y

egy ismeretlen, sz varhato értékii és o szordsi normalis eloszlasa eloszlasfiiggvény. Tovibba
legyenek &, 52, ..., &, fuggetlen, F(x; m, o) eloszlasu valdsziniiségi viltozok. Feladatunk
eldonteni annak a H), hipotézisnek a helyes vagy helytelen voliat, hogy az ismeretlen varhato
érték megegyezik-e valamelyik adott my, szammal: Hj : m = my,.

Abban az esetben, ha hipotézisiink helyes, akkor a

WS-
x &—Ep
E—my |g_ &S+d+.. .45 ,';1 !

e T L LA L LI

[ n n—1
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statisztika eloszldsa az Ggynevezett f = n—1 paraméteril, (szabadsdgfokii) 1y eloszlas.
gy m = my hipotézisiinket p szinten elfogadhatjuk, ha

Ugyanis, ha hipotézisiink helyes, akkor

E—my  _ 4 P - p ) P
P20 hee ot 1 Y = =2 =1 (=7 (1=2Y) .
\/'uf I

A normilis eloszldshoz hasonloan a #; eloszlds is szimmetrikus, igy

CEemg ' b " P
hat g B (1—4 = 2% (7 (1= )} =1 = 1—p.
teha [ o, i i3 ; 2 AL ) P
1 L, ‘
Vi /
A 15.2.3 pontban mar részletesen kidolgoztunk egy példat a z-proba alkalmazasara. ey itt
mar csak azt emlitjiik meg, hogy — akdrcsak az w-proba esetén — itt is gyakran alkal-
mazhat6 a préba abban az esetben is, ha az alapeloszlis nem normalis. Annak eldontése

azonban, hogy a proba valéban mikor alkalmazhato, mindig a konkrét eset részletes
vizsgalatat igényli.

15.2.4.4 A y’-préba

A yP-probanak sok kiilonbdzo alkalmazasa koziil elészor a normadlis eloszlds szordsara
vonatkozo hipotézisek vizsgdlatat emlitjik.

Legyen F(x;0,0) = 71 j e " dt

\/ 270
egy 0 varhato értékii, ismeretlen o sz0rdst normalis eloszlas. Tovabba legyenek &, 5,, ..., &,
fiiggetlen, F(x; 0, o) eloszlash valosziniiségi valtozok,
Feladatunk eldonteni annak a H,, hipotézisnek helyes vagy hamis voltat, hogy az ismeretlen
szoras egyenlé-e valamely adotl oy szdmmal: H, : 0 = g,
Abban az esetben, ha hipotézisiink helyes, akkor a

h
£2
=i
2 __ I=1

L5

-
o
valosziniiségi valtozo f= n szabadsagfokn, y* eloszldsn valtozo, azaz siirliségfiiggvénye

1) = —————
(g

£ =
g ——
t e 2,
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(%—1)(%—2)...3.2.1, ha f paros és f=i2;
N (f )f SR . .
ahol F(2)~ (72——1. (5—2)...2-2—’\/?{, ha f paratlan é Fims B,
1, ha f=2,
Va, ha f=1.

A ¥ valészinliségi véltozé varhato értéke

n
Y ME)
M) S8 oy
(%) pe
fevag= ay hipotézist elfogadhatjuk, ha %* az i varhaté érték kozelében van,
A kritikus tartomany meghatdrozdsahoz taldlnunk kell egy (a; b) intervallumot gy, hogy

Pla<y* <by=1-—p

legyen, ahol p az elfogaddsi szint, Az u- és t-préba esetén az elfogaddsi intervallumot agy
valasztottuk meg, hogy az a virhaté értékre (ami ott 0 volt) szimmetrikus legyen. Valojaban
ez ott is dnkényes valaszias volt, de mivel az u- és a t-eloszlas szimmetrikus, ez a valasztas
szamitastechnikai szempontbdl igen kényelmes. A %° eloszlas esetében a keresett (a; b) inter-
vallumot példdul a kovetkezd médon védlaszthatjuk meg. Legyen g az a szam, amelyre

Pla <y = 1-%,

b pedig az, amelyre
P
2 p)=1—"
P(y® = b) 5

Ekkor

Pla<y® <b)=1-—p

Tehit ¢ =g, hipotézisiinket elfogadhatjuk, ha 42 értéke a most definidlt a és b szamok
kozé esik.

Mint emlitettiik, az a és b értékek megvdlasztasa bizonyos mértékig onkényes, pontosabban
a és b egyikének megvalasztdsa mar egyértelmiien meghatdrozza a masikat. fgy az elfogadasi
intervallumot néha (féként, ha fértéke nem (il nagy) Ggy vélasztjuk meg, hogy a = 0 legyen,
¢s ekkor b-t gy kell megvilasztanunk, hogy

P < b) = 1—p

legyen.

d1
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Abban az esetben, ha a varhato ériék is ismeretlen, akkor a Hy:o = 0, hipotézisrol
hasonlé modon dénthetiink, felhasznalva azt a tényt, hogy a

3 (- B,
f=1

2 1
=

g

2
oy i

§tatisztjka f= n—1 szabadsagfoku, ¥* eloszlasu valosziniiségi valtozo, ha a hipotézis igaz,
Igy a Hy hipotézis helyes vagy hamis volta feldl a %* tablazat felhasznalasgval tetszéleges
szinten donthetiink, abban az esetben is, ha a varhaté érték ismerelen.

Bar nem bizonyitjuk be, hogy a x% valoszintliségi valtozd valoban %% eloszlasi, néhdny meg-
jegyzést kivanunk tenni ezzel kapcsolatban, Konnyen belithato, hogy ha M(E,) = m, akkor

I n

_Zl Ci—mpP= 3 (E—EP+n(E—mp.
1

= i=

Az elézSekbdl mar tudjuk, hogy a formulank bal oldal4n all6 valdsziniiségi valtozé i szabad-
sagfoku, ¥* eloszlasi véltozo, és mivel & is normalis eloszldsu, a jobb oldalon 4116 masodik
tag 1 szabadsagfoku 4° eloszl4st. Tehat 1T egy nésegy 1 szabadsdgfoki y2 eloszlst valtozo
kiilonbsége. fgy nem meglepé az, hogy x% egy n— 1 szabadsagfoku 2 eloszldsi valoszintiségi
valtozo. (Természetesen ez a megjegyzés nem tekinthetd bizonyitdsnak.)

Talan furcsanak tiinhet, hogy a %2 eloszlas paraméterét szabadsapfoknak nevezziik. Ezért
megprobaljuk megvildgitani ennek az elnevezésnek az okét. Eredetileg az n szabadsagfokn
7% eloszlast valoszinliségi valtozét mint 1 fiiggetlen 0,1 paraméterii normdlis eloszldst val-
10z6 négyzetdsszegét definidltuk. Azaz a »Veletlennek™ n-szeres teljes »,Szabadsaga van befo-
lydsolni” 4% értékét. A o valosziniiségi valtozo definicitjaban szintén » tag szerepel, de
ezek nem fiiggetlenek, s6t, koztiik linedris Osszefiiggés 4ll fenn, nevezetesen

Zn: E-H=o.
=1

Igy, ha az ntag koziil n— 1 értéke mér ismert, az r-edik kiszadmithato, Tehat a ,,véletlennek”
csak n—1 , lehetSsége van 52 értékét befolydsolni”. Altalaban n valtozo szabadsdgfokat tgy
kapjuk meg, hogy az » szambdl levonjuk a véltozok kézott leve linearis kapcsolatok szamdt,
A y®-proba lényegesen mds tipusii alkalmazdsa a fiiggetlenségvizsgalat, T €rjiink vissza a
15.2.2.1 pontban vizsgalt problémédnkhoz, Emlitettiik, hogy a tej tlagos zsirszdzaléka-
bdl és a beadott tejmennyiségbél csak akkor tudunk kovetkeztetést levonni a tejben levd
zsirmennyiségre, ha a tej mennyisége és a zsirszizalék fliggetlenek. Ugyanis elképzelhets,
hogy olyan napokon, amikor a kifejt (beadott) tej mennyisége nagy, akkor zsirszdzaléka
kicsi és megforditva, amikor a tej mennyisége kicsi, akkor zsirszazaléka nagy. Abban az
esetben, ha ez valéban igy van (és a beadott zsirmennyiségre a tej mennyiségébbl, valamint
az dtlag zsirszazalékbol akarunk kovetkeztetéseket levonni), akkor olyan esetekben, ami-
kor a beadott tej mennyisége nagy, a zsirmennyiséget feliil, mas esetekben alul becsiiljiik.
Vizsgaljunk meg egy konkrét példat,
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Egy gazdasagban egy tehén dltal adott tejet 50 fejés alkalmdval megvizsgaltuk, A kovetkezé
eredményeket kaptuk :

fe zsir w
3,5 3.6 3,7 3.8 Ossz,
liter I ____|
( | | | 3 r
10.0 | 11 3 | 3 5| 12
! !
—
\ 10,5 | 3 | 3 4 ‘ 3| 13 |
o
;‘ 11,0 R T [ 4 | 3 14
e B e
| 1,5 | 4 30 3¢ 11
| |_._.¥f._7l _‘fi[ o
| Osszesen | 11 ll 13 l‘ 14| 12 E
[ ! j

Tehat az 50 alkalombol 4-szer kaptunk 11 liter 3,6% zsirtartalmu tejet, 14 alkalommai
kaptunk 11 liter tejet, és 13 alkalommal fejtiink 3,6% zsirtartalmu tejet. fgy annak a relatiy

4
gyakorisdga, hogy egy fejésnél 11 liter 3,6%4 zsirtartalmii tejet kapunk, 5= 0,08, annak

az eseménynek a relativ gyakorisaga, hogy 11 liter tejet kapunk —_ — 0,28, és annak az

eseménynek a relativ gyakorisdga, hogy 3,6% zsirtartalmu tejet kapunk, S0 = 0.26. Abban

az esetben, ha a zsirszdzalék és tej mennyisége fiiggetlenek, akkor az elsdéként emlitett
(szorzat) esemény relativ gyakorisdga kézel egyenld kell, hogy legyen a méasodik kétesemény
2

14 ]
relativ gyakorisdgdnak szorzatdval, Esetiinkben a 0,08 ¢és a 5050 = 0,0728 szamok
kiilonbségének kicsi vagy nagy volla alapjan donthetiink arrol, hogy azt a hipotézisiinket,
hogy a zsirszdzalék és a tejmennyiség fiiggetlenek, elfogadjuk-e. Természetesen, ha a zsir-
szazalék és a tejmennyiség valoban fliggetlenek, akkor a tibbj relativ gyakorisdgokra is
hasonl6 kikotéseknek kell teljesiilni. Nevezetesen vizsgalnunk kell az

1 11 12

0 5 = — 00328, %-— %% =~ 0072,
,‘%_% % = —0,0016, 5‘; — 5%’ ;%; 0,0016,
5% __5% % = 400316, "5% — ;%L —;é = —0,0016,

tr
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%_; ;% = — 0,024, —5%—3%2- glg = 00424
2 _SLS. _;g = — 0,007, 5%_5‘% o = 00024
%%_;g o= 00, %_;’g = — 0,0072
%‘%% = 0,0028, ?]o'— ;—g% = — 0,0328

killonbségeket. Ezek nagysaganak egyiittes attekintése c€ljdbol dltalaban a

(—0,0328)24-( — 0,0024)% 4 ( —0,0072)*+-(0,0424)% -+ (0,0028)2+ (—0,0076)2 2
+(0,0082)°+ (— 0,0024)*+( —0,0016)24- (0,0072)24-(0,0016)2 4 (0,0072)% +
+(0,0316)2+(0,0028)2 +- (—0,0016)%+(—0,0328)2 = 0,0052

Osszeget vagy ennek valamely normaltjat szoktuk vizsgdlni, Abban az esetben, ha ez az
dsszeg nagy, a fiiggetlenségi hipotézist elvetjiik, ha kicsi, megtartjuk.

Természetesen annak a kérdésnek az eldontésére, hogy mennyire kell a fentj Osszegnek
nagynak, illetve kicsinek lennije ahhoz, hogy a fliggetlenségi hipotézist elvethessiik, illetve
elfogadhassuk, statisztikai probat kell alkalmaznunk.
Ahhoz, hogy megtaldljuk a me
kérdésiinket,

Egyidejiileg két, kiilonbozs valésziniiségi valtozo (pl. tejmennyiség, zsirszazalék) értékét ha-
tarozzuk meg kisérleti dton. Legyen e két valdszintségi vallozo & és ;& lehetséges értékei
legyenek x,, Xgy - .5 X5 7 lehetséges értékel legyenek Y1 ¥as - .., ¥; a kisérletek szdma le-
gven . Jelolje vy azon kisérletek szdmat, amelyeknek eredményéiil a £ = Xp = ¥; szam-

efeleld statisztikai probat, dltaldnosan fogalmazzuk meg

. 1]..
pdrt kaptuk. fgy —’:—J al= Xi» 1 = )y esemény relativ gyakorisiga. Bevezetve a

5

r
Z Viig=wvy, Z Vij =1y,

i=1 i=1

-

' Vi oY . y .
jelolést®, azt mondhatjuk, hogy W af=ux é —Hi az1 = y; esemény relativ eyakorisaga,

A fliggetlenségi hipotézis eldéniése c€ljabol tekintsiik a

Vf-v-j 2
Pip—
"

* A statisztikdban altaldban szokdsos, hogy ha ey tSbbindexii SZAMmsSoroz
szerint Gsszegezziik, akkor az Osszeget ugy jeldljiik, hogy
irunk.

at tagjait néhany index
az Osszegzett indexek helyére pontokat

4%
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statisztikdt. Bebizonyithato, hogy a y® valoszinliségi valtozd kozelitéleg f= (r—1) (s—1)
paraméteril, ¥* eloszlast. Igy a y*-tablazat alkalmazésval adott szinten dénthetiink a hipo-
tézis elfogaddsardl vagy elvetésérol.

Példankra visszatérve, mivel tabldzatunkban azt taldltuk, hogy 23(2,088) = 0,99 és
¥5(21,67) = 0,01, tehdt fiiggetlenségi hipotézisiinket 0,02 szinten elfogadhatjuk, ha az ada-
tokbol szamitott y® érték 2,088 és 21,67 kdzott van. Esetiinkben y? értékére 4,5 adodik, tehat
fiiggetlenségi hipotézisiinket elfogadhatjuk.

Megjegyzés, A kérdés altalanos megfogalmazisindl diszkrét valoszinfiségi valtozdk szere-
peltek, mig a konkrét példaban szerepl6 valdsziniiségi valtozok folytonosak, és csak azaltal
valtak diszkrétte, hogy az adatok csak bizonyos pontossagig voltak megadva. Mivel minden
mérési adat csak bizonyos pontossigig (pl. 2 vagy 3 jegy pontossagig) van megadva, a
statisztikai adatok dltaldban dgy kezelhetSk, mintha egy diszkrét closzlisbdl vett adatok
lennének. -

A xz-préba SZAMOos alkz;lmazésa kozill kovetkezoként a homogenitas-vizsgalatial foglalko-
zunk. Induljunk ki ismét egy konkrét példabol. Tegyiik fel, hogy két kiilénbazd gépesoport
hatasdt vizsgdljuk, és azon hipotézisr6l akarunk donteni, hogy a két gépcsoport egyforma
hatdsiu-e vagy sem, Természetesen ahhoz, hogy e hipotézisr6l donthessiink, sziikséges,
hogS/ a két gépcsoportot ugyanolyan koriilmények kézott mikadtessiik.

Példaul ha két killonbozd gépesoporttal szantunk, akkor ahhoz, hogy a két gépcsoport
teljesitményét és munkdjanak minGségét dsszehasonlithassuk, szitkséges, hogy a két gép-
csoportot azonos (vagy kizel azonos) mindéségli talajon dolgoztassuk.

A gépek munka’tjélnak mindségeét ellendrizhetjik példaul oly mddon, hogy kiilonbozd helye-
ken megmérjilk a szantas mélységét és ezek Atlagat hasonlitjuk &ssze. Azonban ez az adat
igen keveset mond, ugyanis itt nemcsak az atlagmélység, hanem a szintds egyenletessége is
fontos. fgy akkor jarunk el helyesen, ha a szdntdsmélység eloszldsfiigavényét vizsgaljuk.
Azafz 3 lcgyén az elsé, 1 a mdsodik gépcsoport altal végzett szantis mélysége a szdntott
tabla egy véletlenszeriien kivélasztott pontjaban. Feladatunk _annak a hipotézisnek a vizs-
gélata, hogy & és 7 eloszldstiiggvénye megegyezik-e. (Homogenitas-vizsgdlat.)

Tegyiik fel, hogy mindkét gépcsoport szdntasmélységét ellenériztiik 200—200 helyen, és a
kovetkezd adatokat kaptuk:

- 41 ; i
Szantdsmélység | 20 cm | 21 cm ’ 22 ¢m | 23 cm J 24 cm } 25 cm | Osszesen
\ | | i |
| i | i
1. gépesoport 8 32 56 64 28 12 ‘ 200
£ A i |
2, gépcsoport 24 36 40 44 32 24 i 200
Osszesen 32 68 96 108 60 36 ; 400

Nyilvanvalo, hogy ha a két eloszlas megegyezik, akkor a
24—8 =16, 36—32=4, 40-56= —16, 44—64 = —20, 32—28 =4,
24—12 = 12

Liilonbségeknek kicsiknek kell lenniiik a kisérletek szamahoz, 400-hoz képest.
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Az alkalmazhato statisztikai proba megtaldlasa céljabol ismét dltalinosan fogalmazzuk meg
kérdésiinkef, Legyen & és 9 két valosziniiségi valtozé (pl. a két gépcsoport altal végzett
szantdas mélysége), mindkettd lehetséges értékei legyenek az ay, dy, . . ., a, szdamok™. Tegyiik
fel, hogy & értékét m, 7 értékét m kiilénbézé alkalommal mértitk*™, és az n kisérletbd] ar
ay, g, ..., a, €rtckek rendre »), vy, ... ¥-szer (0 Fp,+ ...+, = n), az m kisérletbsl
ugyanezek az értékek rendre p, pty, ..., p,-szer (U +po+ ...+, = m) fordulnak els.
fgy kisérietiink eredményét a

' ' ' |
! | I ;
| ay as | i a, | Bsszesen
‘ !
; |
. F |
< g vy v, n
o th s - “, mn
|
. | | r | |
Gsszesen | 0y = vty | Bz = vybpey 0, = v+, ne-m
i \

tablazat szemlélteti. Abban az esetben, ha a két eloszlas megegyezik (€s n és m elég nagy)
akkor a

LN R
# m’' n m’' 7 a m
; LS| 1 Py Oy Yy 6,
és a — = -, —— ceym—— —= 1
n ntm’ on ntm’ n ntm’
1 61 He d2 Mr o

m  ntm’ m  ut+m’ 7 m ont+m
kiillonbségeknek kicsinyeknek kell lenniitk. Beldthatd, hogy a
5511 z 5,‘1‘1‘ 2
o =7 I G
2 rinsnd ——— ———— e
% 1‘21 (Sil’.! i Z

1n+m 7n+m

valosziniiségi valtozo f= r—1 paraméterii, 4* eloszlasu. Tgy a 4% valosziniiségi valtozé
értékének ismeretében és a y°-tdblazat felhaszndlasaval tetszoleges szinten dénthetiink homo-
genilasi hipotézisiink helyes vagy hamis voltarol.

Példankban f= r—1 =5 és y? értékére adatainkbol 18,88 adadik. Tabliazatunk szerint
%5(0,554) = 0,99 és #%(15,09) = 0,01, tehat hipotézisiink 0,02 szinten elvethetd.

* Ha a lehetséges értékek kiilsnbdzok Iennének, akkor a két eloszlds is kiilénbdzd lenne.

** Példankban n = m = 200. Altaldban a kiértékelés megkdnnyitése céljabol igyekszink n és m
értékét egyenldnek vilasztani. Néha azonban ezt nem tudjuk megvaldsitani. Példaul allatkisérletek-
nél, még ha a két csoportba sorolt allatok szdma kezdetben egyenl® is, akkor is eléfordulhat, hogy
a két csoport valamelyikébdl egy (vagy tobb) 4llat elhullik, és ekkor a kiértékelhetd adatok szdma
kiilonbozd lesz.
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Megjegyzés. A tdbldzatbol elég vilagosan latszik, hogy az els6 gépcsoport munkaja sokkal
egyenletesebb, a 22—23 cm szintdsmélységtdl ritkdbban mutat komoly eltérést. Statisztikai
probank eredménye folytdn most mar azt is mondhatjuk, hogy a tablazat &ltal mutatott
eltérés elég jelentSs (szignifikans) ahhoz, hogy Allithassuk, hogy a két eloszlds valdban
kiilonbozé.

Hasonlé proba dolgozhato ki arra az esetre is, amikor nem két, hanem t6bb mintat kell
osszehasonlitanunk, de erre itt nem tériink ki.

A y%proba utolsé alkalmazdsaként az ugynevezett illeszkedésvizsgalatot emlitjikk meg.
Hlleszkedésvizsgalaton olyan hipotézisek ellenGrzését értjitk, amelyek azt allitjak, hogy vala-
mely valodsziniiségi véltozo adott eloszldssal rendelkezik.

A raktarozasi probléma vizsgalatandl példdul ldttuk, hogy elméleti meefontolisok alapjan
arra a kovetkeztetésre lehet jutni, hogy egy raktdrba a szallitmanyok Poisson-eloszlasnak
megfeleléen érkeznek. Természetesen ahhoz, hogy biztosak lehessiink abban, hogy a szallit-
ményok valamely konkrét esetben valoban Poisson-eloszlas szerint érkeznek, vagy ellen-
Orizniink kell, hogy az elméleti megfontolasokban alkalmazott feltevések valdban teljestil-
nek-e a vizsgdlt esetben, vagy mintavétel segitségével és statisztikai proba alkalmazdsdval
kell eldonteniink, hogy a szallitmdnyok beérkezése valéban tekinthets-e Poisson-eloszldsti-
nak. Az elméleti megfontolas feltételeinek gyakorlati ellendrzése igen nehéznek latszik, igy
inkabb a médsodik modszerhez szoktunk folyamodni. 3

Tegyiik fel példdul, hogy 50 napon keresztill feljegveztiik a vizsgalt raktirba érkezd
szallitmanyok szdmdt, és a kovetkezd adatokat kaptuk:

N 1 1
| |
Szallitmanyok szdma | 0 | 1| 2| 3 | 4 | 5|6 ‘

17 1015|8 5 3r2

3

Napok szama

vagyis az 50 megfigyelt nap koziil 7 olyan nap volt, amikor egyaltalan nem érkezett szallit-
mény, 10 olyan nap volt, amikor 1, 15 olyan nap, amikor 2, ..., és 2 olyan nap, amikor
6 szallitmany érkezett. fgy atlagban naponként

0:74+1:104-2-1543.8+4.5+45-34+6.2
50

= 2,22

szallitmany érkezik. A 1 = 2,22 paraméter(i Poisson-eloszlas t4bldzata szerint annak a valo-
szinlisége, hogy 0, 1, 2, ..., 6 szillitmany érkezzék, rendre

2,222
eTRR =011, 222e72% =024, T o222 =026,
22 3 2,22 d
(_ B 2) e=%22 = (,19, L’_L e—2:22 = 0,11,
31 4!
2’22 5 2,22 b
( > ) e— 22 — 0,05, ~£"-‘6'L e 22 = 0,02.
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gy, ha a szallitményok valoban Poisson-eloszlasszerlien érkeznek, akkor a

7 10 15 8 5

— 011, —-024, ——026, —-0,19, — —0,11,
5o O 50 50 50 0 5ol
3

—-—005, - —002

50 50

kiilonbségeknek kell kicsinyeknek lenniiik.

Altaldban, ha azt a hipotézist akarjuk ellenérizni, hogy egy £ valosziniiségi valtozo valoban
Poisson-eloszldsii-¢, és n kisérlet sordn azt tapasztaltuk, hogy £ a 0, 1, 2, ..., r értékeket
rendre ¥y, ¥, Vs, .. ., ¥p-SZET o+ +vo+ ...+, = n) veszi fel, akkor a

(vi—np;)? (p M o= '1.'1+21)2+...+rv,.)
- P = et

i=1 npji

it n

valéézim’iségi véltozo kozelitéleg f = r szabadsdgfoki ¥ eloszlasi.

Mivel adataink alapjan esetiinkben y? értéke 2,43-nak adodik, a szabadsdgfok f= 6, és ¥
tablazatunk szerint %3(0,872) = 0,99 és 42(16,81) = 0,01, igy hipotézisiink 0,02 szinten el-
fogadhato.

Megjegyezziik, hogy a ¥>-préba akkor is alkalmazhatd, ha azt a hipotézist akarjuk ellen-
Orizni, hogy valdsziniiségi valtozonk eloszlasa megegyezik valamely — Poissontdl kiilon-
bozd — diszkrér eloszlassal,

A fliggetlenségvizsgalattal kapcsolatban megjegyeztik, hogy bar a prébat elvileg csak
diszkrét eloszldsok esetén alkalmazhatjuk, nem diszkrét eloszlasn valoszinliségi valtozok ese-
tére is jo kozelitéssel alkalmazhato, Hasonld elmondhaté 4 homogenitas- és az illeszkedés-
vizsgalatrol is, de e problémak vizsgalalara a folytonos eloszlasi valosziniiségi vdltozok
esetében mas probék is rendelkezésre dllnak (lisd a 15.4 pontot).

15.24.5  v2-préba

Emlitettiik, hogy normdlis eloszldsu valdsziniiségi valtozok szordsdra vonatkozé hipotézisek
helyes vagy hamis voltdrdl 4ltaldban a y2-proba alkalmazdsival dénthetiink. Nyilvanvald
moédon alkalmazhaté ez a proba példdul annak a hipotézisnek a vizsgdlatdra, hogy két
filggetlen normalis eloszlasu valosziniiségi valtozo szérasa megegyezik-e,

E fejezetben megismerkediink egy méas modszerrel is, amely e hipotézis vizsgalatira hasz-
nilhatd. A szdban forgd proba szamos alkalmazasaval a kévetkezd fejezetben (Szords-
analizis) fogunk megismerkedni.

Legyen £ és 1 két normalis eloszlasi valoszintiségi valtozd (pl. két kiilonboz6 gépesoport
altal végzett szdntds mélysége). Végezziink &-re vonatkozélag n, 7-ra vonatkozodlag m ki-

sérletet. A £-re vonatkozo kisérletek eredményei legyenek £, sy ..., &, az 7-ra vonatkozé
kisérletek eredményei legyenek 7, 1, . . ., ,,. Feltessziik, hogy a &-re és az 7j-ra vonatkozo
kisérletek fiiggetlenek, azaz a &,,&,, ..., &,: 1y, M, ..., 7, valosziniiségi valtozok fiigget-

lenek. Ekkor & tapasztalati szordsnégyzete

I & 5% F_ Sttt
R TR MGt [ S it
n—1 & :

n
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€s 1} tapasztalati szordsnégyzete

o 1 n R _
8] B s Zl(n.-—?n- (?”:=

N M+t ... +m"
m—1 ;= ) ’

H

Belathato, hogy ha & és 1) szordsnépyzeie megegyezik, akkor a
2
B 51

)
53

valészinfiségi valtozo sitirtiségfiiggvénye:

f(flifz) i & (va)-’é’——l
f@) = —— : L1 I

(fo+fiv?) 2

O=x< oo f1=n—3, fo=m=1)

(S (fz )
el
Ugynevezett f; = n—1, fo = m— 1 paraméterii v*-eloszlas.
Az F(x) = J' f(nde

0

eloszlasfiiggvény értékeit killonbozd, x, f1, fo értékekre tdblizatokba szoktak foglalni.

15.3 SZORASANALIZIS

A hipotézisvizsgalattal kapcsolatban emlitettitk, hogy foglalkozhatunk olyan hipotézisek
vizsgalataval is, amelyek t1obb eloszldsra vonatkoznak. Valojdban mégis csak egy vagy leg-
feljebb két eloszldsra vonatkozo hipotéziseket vizsgaltunk. Ennek oka az, hogy bar a hipo-
tézisvizsgalattal kapcsolatban ismertetett probak elvileg alkalmasak tobb eloszldsra vonat-
kozod hipotézisek vizsgdlatdra, ilyen tipust kérdések megvélaszoldsara alkalmasabb maod-
szerek is allnak rendelkezésiinkre, Nevezetesen az Ugynevezett szordsanalizis modszerei.
A Kkisérlettervezéssel kapcsolatban mdr taldlkoztunk olyan problémakkal, amelyek tobb
eloszlasra vonatkoznak. Példdul a latin négyzetekkel kapcsolatban azzal foglalkoztunk, hogy
n novényfajtat hogy lehet egyetlen kisérletben Osszehasonlitani. Arra a kérdésre, hogy ho-
gyan lehet ilyen célra alkalmas kisérleti elrendezést taldlni, valaszoltunk az 15.1 pontban.
Most rd fogunk térni az ilyen tipust kisérletek eredményeinek kiértékelésével foglalkozd
modszerekre, '

15.3.1 n normalis eloszlast valtozoé varhaté értékének dssze-
hasonlitiasa

Tegyiik fel, hogy egy gépalkatrész élettartamat vizsgéljuk kiilonbozd kérijlmények kozott.
Példaul kérdezhetjiik, hogy killonbozo olajfajtak alkalmazdsa hogyan befolyasolja az illeté
alkatrész élettartamat, vagy kérdezhetjiik, hogy kiilonbozé terhelések hogy befolydsoljak az
¢lettartamot stb.
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Mivel a kisérlet eredményeit véletlen tények is befolydsoljidk, megbizhaté képet csak akkor
kapunk, ha a vizsgalt hatasok (olajozas, terhelés) mindegyike mellett tobb kisérletet végziink
(tobbszor mérjitk azélettartamot). Tegyiik fel, hogy azelsd hatas eredmenyét k4, a masodik
hatds eredményét k,, . . ., az n-edik hatds eredmeényét &, alkalommal figyeltitk meg.” Jelentse
‘;:I.ls Eiza ey 51.’(1
az els6 hatdsnak kitett k; gépalakatrész élettartamat, hasonloan
‘:-!:21’ 522’ sy EZkg

5319 5325« ua s

vy

nls .En‘z, .- -7Snkn

a masodik, harmadik, ..., n-edik hatdsnak kitett alkatrész élettartamat.
Abban az esetben, ha a hatdsok kézott élettartam szempontjabol nines kiilénbség, akkor

S+ttt 8

e

Il

1 kl
¥ Eort+Eaot ... +Eos,
=2 =
k?.
B Enl+'§n2+ s +Enkn
Sn =

ky

atlagoknak korillbeliil egyenlSknek kell lenniiik.

Feltehetjiik, hogy a kiillonbozd hatdsok csak az élettartam varhato értékél vélloztatjak meg
de az élettartam szorasa valtozatlan lesz. Ugyanis a szorast az hatarozza meg, hogy az illetd
alkatrészek kozott azok gyartasanal milyen kiilonbségek lépnek fel. Természetesen feltesz-
sziik, hogy az élettartamok normalis eloszlasaak.

fgy kérdésiink a kovetkezoképpen fogalmazhato. Legyenek

‘Ells ElEa S Elkl
fiiggetlen, (my, ) paraméter(i, normalis eloszlast valosziniiségi vallozok, hasonloan

£ £
Eaz, oo, oo Sany

* Természetesen mind a k, +k&,+ ... +k, alkalommal ugyanazt az alkatrészt vizsgdljuk (pl. kardan-
tengely), csak killonbozd gépekben (pl. kiillonbozo teherautokban), d
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fliggetlen (o, o), (Mg, 0), .. ., (m,, o) paraméterii, normalis eloszldsi valtozok. Feltessziik
hogy nemcsak az egyes mintdkon belill fiiggetlenek a mintaelemek, hanem a kiilonbozé

mintdk egymas kozott is fiiggetlenek, azaz a &y, &0 ..o, &1 Sap Sap0 <o s Sok <o o3

i1 Snoe - -+ By, valoszintiségi valtozok teljesen fiiggetlenek.

Célunk a &1, &g, - o0 S1ays So10 S200 <00 Sakeg -3 Enps Eie + o Sy, mintdk alapjén a
Hoy:my=ng=...=nmy

hipotézis helyes vagy hamis voltanak eldontése.
Bevezetve az

nytmet.. 0,

n
H1= ny—m
Mo = Mg—in

My = my—in
jeloléseket, hipotézisiinket igy is fogalmazhatjuk:
=M =...= u, =0.

A szorasanalizis modszerének lényege, hogy egy ilyen tipust hipotézisrél Ggy dontiink, hogy
a o szorast kiilonbozé modokon becsiiljik meg, és a kiillonbozo becsléseket hasonlitjuk
Ossze. Vizsgaljuk eloszor a

ki
i = '21 (&ii—m)? G=12...,n
=

valosziniiségi valtozokat. Mint tudjuk, a y? valésziniiségi valtozéd k; szabadsagfoku, 7?
eloszlasu és 7,2 a ¢° szorasnak egy becslése, Konnyen beldthato, hogy

= z - = EntEpt. .+,
C)) ¥ = Y Ey—ER+kiE—m)? (Ei e L % L ),
i=h i
ahol a jobb oldalon 4ll6 elsd tag egy k;— 1 szabadsdgfok — a masodik tag egy 1 szabadsdg-
fok1 ¥* eloszlash valosziniiségivaltozo. Belathato, hogy ezen két valosziniiségi valtozo fligget-
len,

Az elsé tagok Osszegezésébol adado

z Z (Sr}“—' 5)

2 i=1j=1

51 =
Z (ki—1)

i=1

valoszinliségi valtozo egy, a szdrasnak a varhato értékektdl [liggetlen becslése,
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A (4) jobb oldaldn alld masodik tagok Osszegezésébd! nyert valosziniiségi valtozot tovabbi
két tag Gsszegére bonthatjuk. Mivel

n ki

Y ) &
Y kE=BH=0 |[E _;%:;L

rzl

i=1

Il

n
Z kg = Z kin;—m) =20
i=1

i=1
és Ei—mp = [Ei=E—(ni— )+ E—mP = [(E—=E—pu)+E—m)]E =
= (Er'_gf,ui)"‘}‘(g_ﬁﬁ +2(s_ﬁi)(s{_ ;—,Uf)
adadik, hogy
(5) i —my)? = Z k& —E—u)® +( Y k) (E—m)2,
i=1 =1

n
ahol Z k& —E—u) egy n—1 szabadsagfoki és (E—m)® egy 1 szabadsagfoki 2 elosz-
i=1

lasi valoszinliségi valtozo.
Abban az esetben, haa u; = uy = ... = g, = 0 hipotézis teljesul, akkor a

E k (5:“;)2

i=1

valdsziniiségi valtozo n—1 szabadsagfoku, y* eloszlasy, és igy
s 1 i - Z’ Z T
? =2 P ——— Y kG- = 2L

' 3 k=1
¥ =1

1o B
b2

n
egy fi=n—1, o = Z (ki—1) paraméteri, v* eloszlasi valosziniiségi valtozd. Tehat a
fee}

My = ftg =...= f, = 0 hipotézisiinket elfogadhatjuk, ha a mintabdl szdmitott »* érték
1-hez kézel van. Pontosabban, ¢* értékének ismeretében, a v*-tablazat felhasznaldsaval tet-
szileges szinten doénthetiink hipotézisiink helyes vagy hamis vollardl,

(4 és 5) egybevetésébdl azt kapjuk, hogy

(6) i Z(-rj_m't) E zi, j—§)2+ Z kiEi— *.Ui)‘“r(i ki)(E—’PJ)Z,
i=1j= =yl

i=1j=

illetve, ha a u, = .ug =...= u, = 0 hipotézis helyes, akkor

@) Z Z Eij—m)? = Z Z Eii— &2+ Z bl Ei— E)2+( X k)(f—m)2
i=1j= i=1

A (0), illetve (7) formulank jobb oldaldn szereplé hirom tagot a kévetkezdképpen
interpretalhatjuk, Az elsO tag az egyes mintdkon beliili szorzasokbol adodik, igy példaul

Z (-!11_51.)2

Jj=1
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jelenti az elsG hatdsnak Kitett alkatrészek élettartaménak szordsdt. A masodik tag a kiilon-
bozd hatdsok kozti szorast jellemzi, tehat a mésodik tag akkornagy, ha a kiilonbozé hatasok
kozott lényeges kilionbség van. A harmadik tagot maradéknak nevezziik, ez a teljes minta-
dtlagnak a szordsa. Igy azt mondhatjuk, hogy a teljes mint4nak (a ky+ky+ . .. +k, minta-
elemnek) a szordsa hdrom oOsszetevére bonthato: (i) az egyes mintdkon beliili szdrasok
osszege, (ii) az egyes mintdk kozotti szorasok és (iii) a maradék.

Bebizonyithato, hogy e hirom tag teljesen fiiggetlen és mindegyike y* eloszlasii.

A minta szordsanak emlitett felbontdsat a kovetkezd tablazattal szemléltethetjiik :
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Szamitasaink eredmeényét célszerll a kisérletiink eredményeir is feltiintets tablazaton meg-
adni. fgy tabldzatunkat a kovetkez6 modon egészithetjiik ki

e ¢ e

Szorasok ‘ Szabadsdgi fok
" L - "
Mintikon beliili szordsok ¥ ¥ gy ¥ iy
f=1f=~1 i=1
|
" . -
Mintak kézotti szoras Y kG —E—u) =1
i=1
L -—
Maradék ( Y k,-) (E-m)’ 1
i=1
L3 kg i
Osszesen Y Y E—my >k
i=14=1 i=1

A szérasanalizis modszere — mint latni fogjuk — altaldban azon alapul, hogy a teljes
minta tapasztalati szorasat felbontjuk kiilonbozé osszetevokre, és ezek egymadshoz vald
viszonyat vizsgaljuk.

Most nézziink egy konkrét példat.

Tegylik fel, hogy négy kilonbozo6 hatds esetén vizsgdljuk valamely pépalkatrész élettartamat,
és mindegyik hatdsra vonatkozoan 6t kisérletet végziink, Kisérletiink eredményei legyenek :

Eletlartam napokban

1. hatas 190 150 | 210 190 | 200

2. hatéas 180 | 200 190 210 190

3. hatds 190 | 200 | 210 | 200 | 200

4. bhatas | 180 | 200 | 180 | 180 | 170 |

_ ]
Fi f
Elettartam napokban Atlagok £, Z (Su-—:,)z i Szabadsigi fok !
i1 | !
1. hatas 190 190 210 190 200 196 320 { 4 |
| |
| |
2. hatas 180 200 190 210 190 194 520 I 4 I
i i
3. hatds 190 200 210 200 200 200 200 E 4
i
4. hatas 180 200 180 180 170 182 480 4 |
|
. J ’
Osszeg 772 1520 1 16
|

Szimitasainkat folytatva a kovetkezoket kapjuk :

.E ¥ 3 772
:_ Lﬂ—fﬁ&i — o = 193,

i=1 i=1

j ‘

Ebbél 52 = 3-5 Y E—82 =300
i=1

1 4 5 1520
5 2:,— H -2:-——_,
é =752, X G b=
h ey S8 SO0 g
tehat SE T T m e

Az f; = 3, f,=16 paraméterii v’>-tablazatban azt taldljuk, hogy .

¥2(3,24) = 0,95,




igy hipotézisiinket 0,05 szinten elfogadhatjuk, vagyis azt mondhatjuk, hogy a kiilénbozs
hatdsok az illetg gepalkatrész élettartamanak vdrhato értékét nem befolydsoljak,

Ha eredményiil azt kapjuk, hogy u, = M2 =...=, =0, hipotézisiinket e| kell vetniink,
akkor 4ltalaban meg tovabbi vizsgalatra js sziikség van. Ugyanis abbdl, hogy a virhato
értékek nem egyenloek, még nem feltétleniil vildgos, hogy ezt a kilénbséget mi okozza;
nem tudjuk példiul, hogy a legnagyobb atlag (a legnagyobb ) nagyobb-e szignifikinsan
a tobbinél, vagy pedig a legkisebb szignifikdnsan kisebb (esetleg mindkett§), Ha példaul
célunk annak bizonyitdsa, hogy valamely hatas esetén a vdrhato ériék szignifikansan

mazasaval vizsgalhatjuk azt a hipotézist, hogy a t&bbi minta varhat6 értéke egyenls. Ha e
hipotézis elfogadhatd, akkor mar éllithatjuk, hogy a legnagyobb dtlagit hatds varhatg
értéke valoban nagyobb a tobbi hatds varhato értékénél.

E megjegyzésiinkke] — an€lkiil, hogy a részletekbe mennénk — fel akartuk hivni a
figyelmet arra, hogy ha a vérhato értékek kozott szignifikans eltérés mutatkozik, akkor még
részletes vizsgalatokra lehet sziikség ahhoz, hogy a virhat ertékek nagysagrendjér6l végle-
ges kovetkeztetéseket vonhassunk e,

15.3.2 n normalis eloszldsi valtozs varhaté értékének ossze-
hasonlitdsa kiil6nb6z8 hat4sok figyelembevétele esetén

Az el6z6 pontban mar emlitettiik, hogy valamely gépalkatrész élettartamdt szamos tényezé
befolydsolja. Az el6z6 pontban feltételeztiik, hogy médunkban van valamely hatasfajt4t
lényegében homogén koriilmények kozote figyelni, Ez sok esctben igen nehezen megvald-
sithatd kovetelmény.

A nehézséget szemléltej a kovetkezd példa. Célunk eldonteni, hogy killénbszs oktdnszamu
benzinek esetén hogy miikédik valamely autétipus (példaul mi a fogyasztisa, végsebessége

Az egyszeriiség kedvéért tételezziik fel, hogy a sebességts] eltekintve homogén koriilményeket
tudunk biztositani; azaz csak két tényezével kell szamolnunk, az oktdnszammal és a sebes-
séggel (és pl. a teherlésck a kisérlet folyaman lényegében véltozatlanok).

Legyenek a kiprobalasra keriilg oktdnszamok a;, Ay ag, €s tegyik fel, hogy autéink
by, by, by, b, km/h sebességgel szoktak kozlekedni, Az 4y, dy, a; oktdnszdmu benzinek
mindegyikét 30 esetben probaljuk ki, de az egyes esetekben a sebességek véletlentdl fiiggsek.
Kisérletiink eredményeit a kévetkezd tablazatok adjak: :
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Oktanszdm: a,
Sebesség | Fogyasztas: liter/100 km | Atlag

f
[ | .
| f 22 | 22,43

| |
22,0 ,‘ 225|225 15

by | 225 | | 230 | -
e T
j! b, | 22,0 | 22,0 | 22,0 ! 21,5 | 22,0 | 22,5 21 | 210 21,75
o e I A il e il W
| by { 22,0 1 220 | 21,5 | 21,0 I‘ 21,0 | 21,5 # 22 I 22,5 21,69
e e
| b, 23,0 | 22,5 1 225 | 23,0 | 22,5 | 2355 | 23 |- 22,86
i f [ 1 T
Okténszdm: a,
/ P
| Sebesség | Fogyasztas: liter/100 km | Atlag
! |
| ( ’
by 21,0 | 20,5 | 21,0 | 21 21,0 | 20,5 | 20,0 - — 20,71
b, 21,0 | 20,5 | 20,0 | 20 20,5 | 20,0 | 19,5 | 19 ! 20,5 20,11
b, 205 | 200 | 20,5 [ 20 | 210 ’ 20,0 | 20,5 | 20 ( = 20,31
b, 21,0 | 21,5 | 20,5 | 21 ‘ 21,5 | 20,0 | & ’ - | = | 20,92
i
I
Oktanszam: a,
Sebesség | Fogyasztds: liter/100 km Atlag
: | |
| —
b, | 210 | 210 ] 20 | 20,5 | 21,0 | 20,0 | 20,5 | 21,0 ][ 20,63
T e e L ﬁ_,[‘_‘l
b 20,5 | 21,0 | 20 | 20,0 | 195 | 20,0 | 19,0 | 20,5 | 20 20,06
] ’ i ) 4
e — - fgewowes b,

e e ———




1184

Kisérletiink célja annak elddntése, hogy az oktdnszdm és a sebesség hatéssal van-e a fogyasz-
t4sra”

Problémank altaldnosan a kovetkezé modon fogalmazhat6. Kétfajta hatas eredményét
kivanjuk kiprobalni. Az els6 hatast (pl. oktanszam) s, a masodikat (pl. sebesség) m szinten
vizsgaljuk. Ha az els¢ hatast az i-edik, a masodik hatést a j-edik szinten vizsgdljuk, akkor
a kisérlet eredménye egy u;; varhato értékii és o szOrasu** normadlis eloszlasl valosziniiségi
valtozo.

Tegyiik fel, hogy az i,j szintpar G=12,...,mj=12,...,m) alkalmazasa esetén kj
kisérletet végeztiink. E kisérletek eredményei legyenek

Sy Eijas - ~s£ijk£]-'

Célunk e kisérleti eredmények felhasznalasaval a

Hyiptin = (g = = flam = Mo = flgp = ...

= Hem = U = M == Hpm

hipotézis helyes vagy hamis voltardl donteni.
Ismételten a szérasanalizis madszerét haszndljuk, azaz a minta teljes tapasztalati szorasat, az
m ky

= ¥ X Zl(gﬁv—ﬂfi)g’

i=1j=17r=

mennyiséget bontjuk fel egy dsszegre, és ezen 0sszeg tagjait hasonlitjuk ossze.
Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

k,}—N", ZN;‘zN,
ji=1 i=1
ks " m ki;

1 i _ I 3 1 i
L E — k by = — E“':Eis
k;‘j le Sijy &u; Nijgl 135:} N:‘j;1 v;]‘ uy
1 m 1 n m kiy E E
— NE = — ijr = S
N 121 ! N l;I jgl ,,;1
1] ™= 1 2 B
;j;lfufj_luh ‘;T“igl,u! = M,

i = gy V= Gl

Tehat N; jelenti az elsé hatas i-edik szintjére vonatkozo kisérletek szamat, N jelenti az 0sszes
kisérletek szdmat, E,j az i,j szintparra végzett kisérletek eredményeinek atlaga, Ei az els6
hatas i-edik szintjére vonatkozo kisérletek stlaga, £ az Osszes kisérletek atlaga. Ha az elsé
hatas i-edik szintjén a masodik hatdsok nem befolyasoljak a varhato értékeket, azaz, ha

i1 = fig = - .= Him,

akkor Yipa = Vi =...= Vim— 0,

.smeretes, hogy az oktdnszdm novelese bizonyos hatdr utin nem csokkenti a fogyasztast. Példaul
ehet kisérletiink célja ennek a hatdrnak a megtaldlasa.
** Most is feltesszlik, hogy a kiilsnbozé hatdsok a szbrast nem befolyasoljdk.

RN
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¢s, ha az elsé hatas n szintje kozott sincs kiilonbseg, akkor
yp=rg=...= ¥ =0
Szamitsuk ki a szoban forgd mennyiségeket az oktanszamra és sebességre vonatkozd pél-
dankban:
Ny=Ny=N3=130 N=90
. 22,54+22422,5+22,5422,54+23+22

£11 = 7 = 22,43,
Ep=2175, Ei3=121,69, £&uu=2286
Epy = 20,71, FEpp=2011, &3 =2031, Zp4=2092
By = 20,62, &35 = 20,05, By = 20,21, Es = 20,83,
g = 7.22,43+8-21,75+8:21,69+7-2286 _ 6645 _ .o
L 30 T
E,=2047 & =2024
£ = 21,01
Jeloléseinket €s a
ki _ m _ _ m
Y Ey—Ei) =0, % ky(E;;—5 =0, Y ki =0,
y=1 j=1 ji=1
n _ "
) Z Ni§;-& =0, E Nw; =
i=1 =1

nyilvanvalo formulakat felhasznalva, a szorasfelbontast a kovetkezd modon végezhetjitk el:

n kyy

n m ki B
s Z Z Y G = _21 Z Y Gyp—Ey+&—w) =

B

i=1Jj=1v=1 i=1j=1»=1
n m ks _ n m
=¥ ¥ ¥ Ep—E)+ Y Y kiEy—p
i=1j=1v=1 i=1j=1
" om nom o
és 2 ) kyEy—pi2 =Y 2, Fey(Eij— it E— it i) =
I=1j=1 i=1j=1
= Y, kiEy—Ei—vi*+ Y Ni&i—a?,
iS1i=h =
tovabba

Y. Nl&—aif = .ZlN,-(Ef— E+E—p +a—@if= Z NgE—E-v P +NE—a)l.
i= =1

i=1

Eredményeinket oOsszevetve, az 52 tapasztalati szorast a kovetkezé modon bonthatjuk fel:

n m kg n m kg
s = ; '21 vzl Ego—ui)t = 52’1 _Zl _Z,l Ey—Ei)t+

Zl kiEi—Ei—vi)* + 'ix Ny(E—E—)*+NE— i)™

75 Matematika
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Megjegyzés. s%, kifejezésében a ka Ugy értendd, hogy & értékét a latin négyzet i-edik
sordnak j-edik oszlopdban szereplé fajta indexével megegverien kell megvalasztani.

Ha Ho: mp, = mp, = mp, = mg,

hipotézisiink helyes, akkor a

valosziniisegi valtozo f; = n—1; f = n*—1 paraméterii, »* eloszlast. Tgy adataink alapjan
donthetiink hipotézisiink helyes vagy hamis vollarél,

Bizonyos esetekben nemcsak azt akarjuk vizsgalni, hogy a fajtdk kézott van-e kiilénbség,
hanem azt is tudni akarjuk, hogy az oszlopok, illetve sorok kézitt van-e kiilonbség, Mas
szoval a

HEP: ME) = ME.,) = M(Ey) = ME.)),
illetve a
H?  ME D) = MGy = M) = ME,)

hipotézis helyes vagy hamis voltard] akarunk dénteni,
A H hipotézis teljesiilése esetén a

2

8
(1) = ¢

5

valoszindségi véltozo f; = n—1; f, = n*—1 paraméterii »* eloszldsu, mig a H® hipotézis
teljesiilése esetén a

2
»2(2) = i;
s

valoszintiségi valtozo f; = n—1: f, = n®—1 paraméterii, 2* eloszlasii, Ty a v®-probaval HY
és H{® hipotézisiinkrél is donthetiink.

Emlitett példankban a H{" és H® hipotézisek teljesiilése azt jelenti, hogy a kisérleti talaj
homogén. Mas esetekben a sor-, illetve oszlophatds jelentésége egész mds. Nézziik a kivet-
kezo példat.

Tegyiik fel, hogy n egyforma tipusti gépen s killonbozé cikket gyartunk. Tudni akarjuk,
hogy melyik cikket legkifizetdddbb gyartani, azaz egy idSegység alatt melyik gydrtdsa esetén
nyerjiik a legnagyobb hasznot. A kisérlet elvégzésére tobb lehetdség kindlkozik. Lehetséges
pelddul egy munkanapon keresztiil mindegyik géppel egy mas terméket gyartani, ekkor
azonban fé16, hogy a kisérlet eredménye nemcsak a termékek kozti, hanem a gépek (gépeken
dolgozé munkdsok) kozotti kiilonbségekté! is erdsen fiigg. Masik lehetéség, hogy a munka-
napot feloszijuk # részre, és az egyes részekben mindegyik géppel ugyanazt a terméket gyart-
juk, Ez a modszer természetesen kikiiszobdli a gépek kozotti kiilénbségekbdl eredd hibat,
de hibdja, hogy nem szdmol azzal, hogy a munkanap végére — pl. a munkdsok faradtsiga
miatt — csokken a termelékenység.
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foy leghelyesebben akkor jarunk el, ha latin négyzetszerli elrendezést készitiink, Példaul
n=4 esetben és az egyes termékeket fy, 1y, £y, 1,-gyel jelolve a kovetkezo kisérieti tervet

keészithetjiik:

: 1. gép 2. gép | 3. gép 4. gép
1, szakasz | 1 to ! ty 1
2. szakasz ty ————;3—— A 1, B 1y
3. szakasz Iy 1 - 1y e _t:_
4. szakasz 1‘4_ t . ty Iy

A kisérlet kiértékelése pontosan ugyanigy torténhet, mint azt az elézdekben, a kukorica-
fajtakkal kapcsolatos kisérleteknél lattuk, azonban most a H(()IJ hipotézis vizsgdlataval arra
a kérdésre kaphatunk valaszt, hogy a munkasok faradtsdga befolydsolja-e szamottevden a
termelést, Miga H ((;2) hipotézis vizsgalata a termelésben részvevo gépek (illetve munkasok)
kozti killonbségeket vilagitja meg.

Természetesen egy ilven latin négyzet elrendezésii kisérlel megszervezése (anyagellatas stb.)
igen nehéz és koltséges, de képes a felvetett kérdésekre viszonylag rovid ido alatt valaszt
adni.

15.3.3.2 Faktoriilis kisérletek

Mint emlitettiik, a faktoridlis kisérletekben (15.1.2.4 pont) egyszerre tobb hatdst vizsgalunk,
amelyek mindegyike tobb szinten fordul eld, Tey példaul 2 2 2-es faktoridlis kisérlet
az, amelyben 3 kiilonboz6 faktor szerepel, mindegyike 2 szinten, és a szoba keriilé 8 lehe-
toség mindegyikét vizsgdlni akarjuk. Ebben az értelemben a 15.3.2 pontban tdrgyalt auto-
kisérlet egy 3 X 4-es faktorialis kisérletnek tekinthetd.

Most példaként vizsgdljuk meg egy 23 2 X 2-es faktoridlis kisérlel kiértékelésének modjat,
azaz adjuk meg a szordsfelbontd tabldzatot.

Legyen a kisérletben szerepld 3 faktor A, B, C. Tegyuk fel, hogy az A faktor A4, A, szinten,
a B faktor By, B, szinten, mig a C faktor €y, Cy szinten fordul elé, Kisérletiink eredményeit
a kovetkezd tablazatban foglalhatjuk Gssze:

Ay A,
]
B, B, B, | B
|
! i
o - | Loy [ o
Cl 5111 E'l21 CF211 52‘]
C2 5]12 ’5122 E?—IE } 5222
|
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Itt példaul &, jelenli azon Kisérletek atlagat, amelyeket az A hatds A4;, a B hatds B, és a
C hatds C, szintje mellett vizsgaltunk.

Ha példdul azt akarjuk tudni, hogy az A hatds két szintje kozott van-e kiillonbség, akkor
nyilvan a

£ I 2 2E £ 1 2 2 _
s \_-;v.:'_" ‘:'; 2}_:—- 5

el
urel

Tee

valdszinliségi valtozot kell vizsgalnunk.
Hasonloan, példaul &;;.—&,, ., illetve E;p. —Eys. jellemzi az A4 hatés 2 szintje kozotti kiilonb-
séget, ha a B hatast a By, illelve a B, szinlen alkalmazzuk. fgy

1 - = =
(611.—801.— L1 £20)

t2|

jellemzi A és B kolcsonhatasat.

Feltesszitkk, hogy mind a nyolc esetre vonatkozdan n kisérletet végziink. Jelentse
E,-jk,, =12 ...,mi=12j=12k=1,2)az ABC, feltételek mellett végzett v-edik
kisérlet eredményét. Ekkor nyilvan

1 i

£
S z Sijkie

n =1

Yeyl

ijk =

A szorasfelbonto tablazatot ismét bizonyitds nélkiil koz6ljirk.

|

Szordsok Sza?ggségi
A, és A, kbzot szords | 52 = 2n(E.. —&. ) 1
B és B, kozitti szoras | s2 = 20(E 5. ——E.l.)z 1
C, és Cy kidzotti szords | st = 2n(&.3— &) 1
A és B kolcsonhatasa | st — % ORI . 1
I
A és C kolesonhatdsa | 53 = % (52-2*§1A2+E1-1"52‘1)2 1
B és C kolcsonhatasa 55 = % (§02— &gzt 5 —En)® 1
s§ = i(E"""*é]zﬂ—521"'1"‘5-112*52014-“-5121‘?
A, B, C kolcsonhatdsa g i ) N 1
+5211*£111)2

| T
Szorasok | Szabadsdgi ‘
| fok |
| |
‘ z 2 2 i o [ !
Osztalyon beliili szords | s% = Z z 2 _}: (Eajer — e 8m—1) |
| ‘ R T |
i } i
| ]
P | 2 2 2 n , 5 ; ‘
Osszesen 2= Y Y ¥ Y G4 | 8r-1 |
i $=1jm=] k=1 ¥F=1 I 1
1
1 I

E szorasfelbonto tablazat alkalmazdsdval, ha példaul azt a hipotézist akarjuk vizsgdlni,
hogy az A hatds két szintje k6zott nincs-e szignifikdns eltérés, azaz a

H(): .M'(El) = iw(gz)

hipotézis helyes vagy helytelen voltarol akarunk donteni, akkor a

valdsziniiségi valtozot kell vizsgalnunk. Nevezetesen, ha a H, hipotézis helyes, akkor a
v? valosziniiségi valtozo f; = 1, f, = 8n—1 paraméterii, v* eloszlést, és igy a v*-proba segit-
ségével donthetiink hipotézisiink helyes vagy hamis voltarol.

15.4 ELOSZLAS- ES SURUSEGFUGGVENYEK
MEGHATAROZASA. (NEMPARAMETERES
STATISZTIKAK, RENDEZETT MINTAK)

A 15.1, 15.2 és 15.3 pontban mindig feltételeztiik, hogy a szerepld valosziniiségi valiozd
(valtozok) eloszlasat ismerjitk, és a mintabol csak a véltozo (valtozok) paramétereire (altala-
ban varhato érték és szoras) akarunk kévetkeztetéseket levonni. Altalaban abbdl indultunk
ki, hogy a szerepld valosziniiségi valtozok normalis eloszldstiak, ugyanis az elméleti meg-
fontoldsok és a tapasztalati adatok is arra mutatnak, hogy a gyakorlatban eléfordulé foly-
tonos eloszlast valosziniiségi valtozok tilnyomoan normalis eloszlastak.

Ebben a fejezetben abbol indulunk ki, hogy a valtozdk eloszldsarol nem tudunk semmit, és
célunk a kapott minta alapjan becslést adni a vdltozok eloszlds- és siirliségfiiggvényére,
illetve a minta alapjan donteni arrol, hogy a valtozdk eloszlisdra vonatkozd hipotézisek
helyesek-e. Az ilyen tipusi vizsgalatokat nemparaméteres probaknak nevezzik, szemben
azokkal a vizsgalatokkal, amelyek kizarolag az eloszlds paramétereire vonatkoznak.
E vizsgalatoknal 4ltaldban az un. rendezett mintak elméletét haszniljuk, (az elnevezés
magyarazatara késobb visszatériink).
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15.4.1 A siir{iségfiiggvény becslése
15.4.1.1 Hisztogram

A 15.2.4.4 pontban foglalkoztunk két gépcsoport dltal végzett szdntds minGségének Ossze-
hasonlitdsaval, Azt mondottuk, hogy mérjik le a szantds meélységét mindkét gépcsoport
esetében, véletlenszeriien kivélasztott pontokban. Szamitsuk ki a két atlagmelyseget. Ha
ezek mindkeltdje meefelel az eldirtnak, akkor szamitsuk ki a két tapasztalati szorast ¢s
ezeket hasonlitsuk Ossze. Azt a gépcsoportot tekintjilk a jobbnak, amelynél a széntds-
mélység tapasztalati szérasa kisebb, ugyanis ez nyilvan egyenletesebben dolgozik.

Tegyiik fel példdul, hogy mindkét gépesoport szantasmélységét 10 helyen ellendriztiik €s a
kovetkez6 adatokat kaptuk:

Szantasmélység

1. gépesoport| 20, 20, 20, 18, 20, 20, 22, 20, 20, 20

2. gépesoport| 20, 19, 20, 21, 19, 21, 19, 19, 21, 21

Ezen adatok alapjan az atlagmélységre s a szordsra a kovetkezdket kapjuk:

Atlag Szdras
7 24/2
1. gépesoport 1 =20 $ = ._\/g
= 24/2
2, gépcsoport £a.=20 Sp = —__\/5 s

azaz a két gépesoport dltal végzett szantds mélységének atlaga és tapasztalati szordsa meg-
egyezik. Mégis nehéz lenne azt allitani, hogy a két gépesoport egyformén dolgozik, hiszen
az elsé gépesoport dltaldban 20 cm mélyen szant, és csak ritkan tér el ettdl lényegesen, mig
a masodik gépcsoport dltalaban a 20 cm atlagmélységtol eltérd szantasmélységekkel dol-
gozik.*

Két ilyen tipusii eloszlas kozotii killonbséget egy kozgazdasagi jellegli példan meg jobban
meg tudjuk vildgitani, Tegyiik fel, hogy két szovetkezetben vizsgéljuk a tagok egy agazat-

* Természetesen a gyakorlatban ilyen adatok nem fordulnak els. Kilondsen a masodik gép-
csoportra vonatkozd adatok teljesen irredlisak. Ugyanis a szdntasmélység eloszldsa altalaban nor-
malis (vagy kozel normalis), és a masodik gépre vonatkozd adatok alapjdn a szantdsmélység fel-
tlinden killonbdzik a normdlis eloszldstél.
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bél szerzett jdvedelemeloszlasat, Az adatokat a kovetkezd tablazat szemlélteti:

Havi jovedelem
- ‘ ; ‘
700 1 800 -~ 900 ' 1000 l 1100 1 1200 ! 1300 |
| i

|
1. szOvetkezet 4 6 12 l 56 12 6 4 ‘
{ | —
2. szovetkezet | O | 18 0 | 64 | o8 ‘ 0 '
| . |
Ezen adatok alapjan az dtlagjovedelem és a szoras
Atlag Szorés
1. sz6vetkezet £ = 1000 S
. szbvetkeze = =—
1 VST
2. szbvetkezet & = 1000 g
. szbvetkeze = =
: VAT

Tehdt, ha csak az dtlagot €s a szorast vizsgaljuk, akkor azt mondhatjuk, hogy a két szovet-
kezet a tagok jovedelme szempontjabol egyforma. Azonban a jovedelemeloszlas tdblazatat
nézve, valosziniileg mindenki azt fogja mondani, hogy az els6 szovetkezet sokkal egészsége-
sebb, mint a masodik. A masodikban ugyanis a tagok egy nagy csoportja (18 f6) csak kis
mértékben veszi ki részét a munkéabol (vagy kiveszi ugyan, de rosszul jovedelmezé munkat
kap), mig egy masik nagy csoport tagjainak keresete nagy.

%k

mna 1
§0 —+
&0 1
70
60
50
40
30 1
20

2 szovetberet
2

1 szovetheret

o aw W e MW A A I
15.8 &bra
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E két példa azt mutatja, hogy bdr az atlag és a szoras sokat elmond egy statisztikai sokasag
struktiirajarol, de nem feltétleniil ad kielégité képet. (Persze, ha eleve tudjuk, hogy az el-
oszlas normalis, akkor a varhatd érték és a szords teljesen meghatdrozza az eloszlast.)
Probaljuk most a két szovetkezet jovedelemeloszlasat grafikonon dbrazolni. A kovetkezo
két grafikont kapjuk (15.8 abra).

E két grafikont hisztogramnak nevezziik. A hisztogram célja, hogy szemléletes képet nyer-
jiink arrol, hogy az adatok hany szazaléka esik bizonyos adott hatarok kozé. Példaul az
1. szovetkezetre vonatkozo adatoknak a 4%-46% = 10%-a esik 700 és 800 kozé, mas
sz6val a hisztogram alatti teritlet 700 és 800 kozé es6 része jellemzi, hogy az adatok hany
szazaléka esik a két hatdr kozé.

Hisztogramot adatainkbél a kovetkezoképpen készithetiink. Jelentse &, &, ...k, adat-
felvételiink eredményét, tegyiik fel, hogy ezen adatok mindegyike valamely [a; b] inter-
vallumba esik, azaz a-t és b-t ugy valasztjuk meg, hogy

a= min (¢, &, ..., &,

és b= max (&, &a, ..., &0

legyen. Majd osszuk fel az [a; b] intervailumot részekre. Legyen példdul egy felosztas
Q= X< X{ =Xy =<<,,.<Xp_1<Xp=b

Arrol, hogy hogyan célszerii a-t €s b-t pontosan megvalasztani, valamint, hogy hogyan cél-
szeril a felosztast elkésziteni, a késébbiekben lesz szo. Egyel6re csak annyit jegyziink meg,
hogy szamitastechnikai okokbol a-t altaldban min (¢4, &, - .-, E)-nél nem sokkal kisebb
kerek szamnak, b-t max (£, &, ..., 5,)-nél nem sokkal nagyobb kerek szamnak valasztjuk.
k-t (azaz az intervallumok szdmat) koriilbelil '\/ n-nek vélasztjuk, €S az Xq, Xo, ..., Xp_1
osztopontokat Ggy valasztjuk meg, hogy az [x;; X.0=0,1,2,.. k= 1) intervallumok
mindegyikébe korilbeliil \/n adat essék.

X
Ha most az [a; b] intervallumon egy h(z) hisztogramot ugy akarunk definidlni, hogy _f h(f)dr

xl
(0 = i < j= k) megegyezzen az [x;; x;) intervallumba esé adatok relativ gyakorisdgaval,
akkor a kovetkezd maodon jarhatunk el. Szamoljuk meg az [x;_q:x) (i = 1,2,...,k=1)
intervallumba esé adatok szamat, legyen ez a szam z; €s legyen z; az [x,.1: x;] intervallumba
esé adatok szama. Most A{r)-t a kivetkezoképpen definidlhatjuk:

2,

h(f) = ——————, ha X1 = 1= Xxj.
(xj—x;_1)n
Lathato, hogy
3
j
z
h(r) dt = Kol B

.\'1'

b
és h(nyde = 1.

!
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Most vizsgaljunk egy szampéldai. Feladatunk a

11,34, 414, 454, 407, 202, 23, 31, 375, 41, 369, 26,
27,5, 282, 355 37, 352, 302, 31,5 222, 339, 355 335,
33, 342, 125, 308, 337, 20, 349, 359, 235 272, 30,5,
222, 365, 385 2815 18,29, 40, 418, 24, 225 327,
44, 465, 34, 285, 347, 57, 54, 36, 32, 32,5, 355, 356,
10.2, 288, 50,2, 39, 344, 337, S59.8, 265 462, 42, 352,
36,4, 29,5, 41,6, 476, 39,2, 394, 405, 332, 38, 495 425
583, 367, 39,5, 357, 46, 49, 45, 35, 435 58, 21, 25
30,3, 43,2, 522, 105, 245 19, 49

adatok hisztogramjat elkésziteni. Legyen

g =10
b =60
k=10

és az osztopontok legyenek:

x1 = 22; xg = 27; x3 = 30,5; x4 = 33,5; x5 = 35; xg = 36,5; x; = 39,5,

xg = 43; xg = 48;

ekkor Z1=Zp =...= 210 — 10,
igy [ 0,00833, ha 10 =:=22
0,02, ha 22 =r<27
0,0285, ha 27 =1t =305
0,0333, ha 30,5= =335
Hry = 0,0660, ha 335=1<35
0,0666, ha 35 =1<365
0,0333, ha 36,5=1t =395
0,0285, ha 395=1t<43
0,02, ha 43 =1 =48
0,00833, ha 48 =r<060

azaz hisztogramunk a 15.9 Abra szerint alakul.

Megjegyzés. A hiszlogram elkészitésében mindig van bizonyos fokt onkény, azaz ha két
killonbozd statisztikust kériink meg, hogy készitsen ugyanazokbol az adatokbdl hiszto-
gramot, akkor dltaldban két killonbbzd grafikont kapunk, de ha az adatok szama nagy,
a két gorbe kozott csak minimadlis eltérés lesz.

A definicié szerint hisztogram egy lépcsos fliggvény, idonként azonban jol kozelithetd vala-
mely folytonos fiiggvénnyel. Példankban is szép gorbét kapunk, ha a hisztogram egyenes
szakaszainak kozéppontjait osszekotjik egy folytonos vonallal (15.9 dbra).

A hisztogram fogalmaval kapcsolatban abbol indultunk ki, hogy az atlag és a tapasztalati
sz6rds nem feltétleniil ad kielégitd képet a vizsgalt statisztikai adatokrol. Ugy gondoltuk,
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15,9 abra

hogy a hisztogram segitségével egy részlelesebb attekintést nyerhetiink. Valéban, ha a hisz-
togramra ranéziink, képet szerziink arrol, hogy mely intervallumokba esik sok adat (itt
a hisztogram magas) és melyekbe esik kevés adat (itt a hisztogram alacsony). Pontosabban
— mint lattuk — a hisztogram integralja valamely intervallumon megegyezik az illetd
intervallumba es6 adatok relativ gyakorisdgaval.

Annak jellemzésére, hogy a hisztogram valoban szinte a lehetd legteljesebb jellemzését adja
a statisztikai adatoknak, most példaként megmutatjuk, hogy a hisztogram segitségével mi-
képpen lehet a varhatd értéket és a tapasztalati szordst meghatdrozni, vagy legalabb meg-
becsiilni.

Legyen a h(7) hisztogram az [a; b] intervallumon a kovetkezd modon definidlva:

hy=1y;, ha x_1=r1=<=ux, (G=1,2,...,k),

ahol
Aa=xg<X <Xpo<...<Xp=2b

az [«; b] intervallumnak egy felosztasa. Ha a h(f) hisztogramot n adatbol szerkesztettiik,
akkor az [x;_;5x) (= 1,2, ..., k) intervallumba es6 adatok szdma yi(x;—x;_,)n. Téte-
lezziik fel, hogy az [x;_,; x;) intervallumba esé Osszes adatok x;_,-gyel egyenlok. E fel-
tételezés teljesiilése esetén az adatok atlaga:

k
Y Xi_ayixi—xi-1)
i=1

i=

27 IG5 35355 KW 43 @ @ )

‘18
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lenne. Ez az érték nyilvan nem nagyobb, mint az adatok igazi atlaga. Az atlagra felso becs-
lést teljesen hasonléan nyerhetiink. fgy azt mondhatjuk, hogy ha a £, &,, ..., &, adatokbd]
a A(¢) hisztogram nyerhetd, akkor ezen adatok £ atlagdra kizarolag a hisztogram felhasznala-
saval a

k

X_apxi—xi)=E= Z xpyixi—xiq) = Ef
1 i=1

el

a:

1Pt

i

becslés nyerhetd.
Utoljara vizsgalt példankban a szerepld 100 adat atlaga 34,799, Azadatokbdl nyert hisztog-
ramot (és nem magukat az adatokat) felhaszndlva az 4tlagra a

Ep= 325

also, és a

Yl

=315
fels6 becslés nyerhetd.

Megjegyzés. A hisztogrambdl nem olvashatd le, hogy azt hdny adatbol nyertiik, de az

atlag also, illetve felsO becslésének kiszamitdsahoz erre nincs is sziikség.

Az atlag becslésére haszndlhatjuk példdul az also és felsd becslések szamtani kozepét, a
: _EAE Ok oxntx
h=-tl oy & — yilx;—%1_1)

2 ish 2
mennyiséget.

A szords becslését hasonloan végezhetjitk el. Tegylik fel, hogy a h(r) hisztogramot a
&1, &y, ..., &, adatokbal kaptuk, akkor

k 1 =x k

2 2 2
Z X1 VX —Xi1) = — Z & = z X; yilxi—x;q)
i i=1 i=1

i=1 H
1 X 2 k 2
(: E;’) = (Z Xi)’i(xi—xi—l)) .
= ;

1= =

1A

k 2
és ( ¥, ey J‘x(xs—xi—l))
Pt

9

£ k 2

: 2 2 -

igy 5a= Y Xig yf(xﬁxf_l)—( Y xiyi(xi—xhl)) =5 =
1

i=

2

1 & 5 1 x 2 k 3 i
=—3 &- (_4_ L&) =Y N rl—xi)— Y wiovilxi—xip)
= Hi=1 i=1 T2k

Az .s-f, és .rJL-’ becslések kizarolag a hisztogram felhasznaldsdval, az eredeti statisztikai adatok
ismerete nélkiil is megkaphatok. Azonban az

1 R i
T E (Ei""f)z

=1

mennyiség also és felsé becsléséhez mar a hisztogramon kivill legalabb az adatok szamara
(azaz n-re) is sziikség van,
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Az atlag becsléséhez hasonloan itt is természetesnek Jatszik a

kg -i—,, & 3403 i ®
Y (ilivv_) yilxi— x,-_x)—(z & lziﬂff(ls—x,_l))

i=1

mennyiséaet mint a szords becslését tekinteni, (Ez a mennyiség nyilvdn az alsd és felsd
becslés, 52 és s* kozott van.)

Belathato azonbap hogy ha az adatokat egy folytonos eloszlasbol nyertiik, akkor azaltal,
hogy az adatokat csoportokba vontuk dssze, a szordst megnoveltiik. E hiba kikiiszobolésére
cayenletes felosztds esetén hasznaljuk az tgynevezett Sheppard-féle Korrekciot. Eszerint a
szOrast az

FLr—
T 12

mennyiséggel becsiilhetjiik, ahol 4 a felosztasban szerepld intervallumok hossza. Részletesebb
'S

magyardzat nélkiil megemlitjiik, hogy a ) mennyiség azzal magyarazhato, hogy az nem

eeyéb, mint egy A hosszdsagl intervallumon értelmezett egyenletes eloszldst valosziniiségl

véaltozo szorasa.

15.4.1.2 A hisztogram mint a siir{iségfiiggvény becslése

Legyenek El, &, ..., &, fuggetlen, koz0s f(r) stirliségfiigevényli valosziniiségi valtozok.
Természetesnek latszik az a gondolat, hogy az f(¢) sliriiségfliggvényt a Evpboin ., &, adatok
hisztogramjaval becsiiljiik (ha az f(z) siirliségfiiggveny ismeretlen, és célunk azt a statisz-
tikai adatokbol becsiilni ).

Pontosabban probléménkat a kdvetkezOképpen fogalmazhatjuk meg. Legyenek &1, &, ...
fiiggetlen, egyforma eloszlasi valészinfiségi valtozok, és jelentse (D) kozos stirliségfiiggvényii-
ket. Készitsitk el a £, &, ..., &, statisztikai adatok A,(f) hisztogramjat. Kérdezziik, hogy
allithaté-e, hogy h,(#) (valamilyen értelemben) konvergal f(r)-hez, ha n — oo,
Mindenekelstt gondoljunk vissza a hisztogram definicidjara. Latiuk, hogy a hisztogram
elkészitésére (pontosabban az [a; b] intervallumnak és a felosztasnak a megvalasztdsdra)
tobb lehetdség kinalkozik. Most azért, hogy pontosan megafogalmazhassuk tételeinket,
definialjuk egyértelmiien n adat hisztogramjanak fogalmat, de hangsalyozni kivanjuk,
hogy nem feltétleniil szitkséges hisztogram készitésénél az itt kozolt definiciot hasznalni.
A hisztogram elkészitésénél, elsé lépésként Eiv E5n e el &, adatainkat rendezziik nagysag
szerint sorba. Jelentse & <& <...< EY a mar nagysdg szerint rendezett mintat,
azaz 7 0.8 &k mmtdelemeknek legkisebbike, &5 a nagysag szerinti mdsodik, és
igy tovabb. A &7, 52, ..., B! valosziniiségi véltozokat rendezert mintdnak, (a Ein B o 5
adatokbol nyert rendezett mintanak) nevezziik.

Ezutin a A(f) hisztogramot a kivetkezoképpen definidlhatjuk:

1 a(n) * . *
—, ha fppm=Et= S(k-hl) aln)

k=12 R
( T g 3"'!;(?)_)’

h(1) =

E(k+]] a(m) — é&kﬂ(n) n

N e P g

o T ey i LI

ol T

vl

UL FERA I

UG

N T T e T

=L sl
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ahol a(n) = [\/ n]. Természelesen az a(n)figgvényt masképpen ([\/ n]~l(")l kijlénbé')z()'en) is
definidlhatndnk, most azonban az igy definidlt hisztogramsorozat tulajdonsdgait kivanjuk
vizsgalni. )
Megjegyzés. A,(7) értcke (fix n és ¢ mellett) a véletlentdl fiigg, azaz valdszinfiségi val-
toz0, igy csak olyan eredményeket remélhetiink, hogy /(1) nagy valosziniiséggel (esetleg
1 valosziniiséggel) tart f(7)-hez, de nem remélhetjiik, hogy 4,(z) az analizisben meeszoko{t
konvergenciafogalmaknak megfeleléen konvergal f(f)-hez. )

Konnyu belatni. hogy tetszbleges —eoo < 2 < fi <+ co esetén, _[ h,(r)dr (nagy sn-re) kozel

van .ff(t) dr-hez, pontosabban

P ( Jh,,(r)dt_Jf(t) dr = .5) = 1 (n = o)
i o ;
. '8
tetszoleges € = 0 esetén. Ugyanis _[ Sf(e)dr jelenti annak a valoszinliségél, hogy a kisérlet
8 =

eredménye = és  kozé esik, mig j (1) dt kozelitSleg megegyezik az [« 5] intervallumba esé

kisérletek szdmdnak relativ gyakorisigaval, Pontosabban
g i )
ki aln
J\ n(t) dr— = A (—l = ZM ,
it

|
| n: n
| % !

ahol k jelenti az n kisérlet kiziil az = és 3 kozé esok szamat. (A (8) egvenldtlenségiink bizo-
nyitasat az olvasora bizzuk.) A nagy szdmok térvényei alapjan azonban tudjuk, hogy a
relativ gyakorisdg nagy valoszinGiséggel kozel van a valosziniiséghez, ami szemlélteti (8)
formuldnk helyességét.

Termeszetesen (8)-bol még nem kovetkezik, hogy fix ¢ mellett #,(s) konvergal f (#)-hez,
akércsak nagy valoszinliséggel. Belathatd azonban, hogy ha f(r) elég sima (pl. egy zart
korlatos intervallumon kiviil elttinik, és azon beliil folytonos), akkor h(#) 1 valoszinliséggel
egyenletesen konvergal f(f)-hez. )

(8)

Téfel. Legyenck &, &, ... fiiggetlen, f(r) siiriiségfligovényli valosziniiségi valtozok. Te-
gylk fel, hogy f(¢) egy [a; b] intervallumon kiviil eltiinik, és az [a; b] intervallumon pedig
folytonos. Jelentse k(1) a £, &, ..., £, adatok hisztogramjat. Ekkor

P(Sljplk,,(!)—-f([)l - 0) = 1.

1542 Az eloszlasfliggvény meghatirozisa statisztikai
adatokbdl

15.4.2.1 Az eloszlasfiiggvény becslése

‘Legyen F(x)egy ismeretlen eloszldsfiiggvény, és legyenek Eiilaiiinn &, liggetlen F(x) eloszlas-

fiiggvényii valosziniiségi viltozék. Mint tudjuk F(x,) annak a valoszinfisége, hogy egy

F(x) eloszlasfiiggvényli valosziniiségi valtozo értéke (vagy a £, &, ..., &, mintaelemek

76 Matematika
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valamelyike) xg-nal kisebb legyen. fgy természetesnek latszik Flxg)-t a Epy oy vy 5y imintas
elemek koziil az x,-nal kisebbek szamanak relativ gyakorisagdval becsillni, Azaz jelentse

kaé, &, ..., & mintaelemek kozul az xo-nal kisebbek szamat, és definidljuk az F(x)
tapasztalati eloszldsfiiggvény Erigkeét az x, pontban az
k
Fn(xﬁ) =
n
képlettel.

A nagy szimok torvénye értelmeében az F(xp) relativ gyakorisig nagy i1 esetén kozel van az
F(x,) valosziniiséghez, pontosabban

® P(| Fi(xq)—F(xo}| = &) = 0 (n = =),

ahol & tetszoleges pozitiv szdm, Mivel (9) formulank minden xg-ra teljesiil, az F,(x)
tapasztalati eloszlasfiiggvényt joggal tekinthetjitk az F(x) eloszlasfiiggvény becslésének.
Erdemes megemliteni, hogy az F,(x) tapasztalati eloszlasfiiggvényt definialhatjuk a rendezett
mintak fogalmanak felhasznalasaval is. Nevezetesen legyen BY bl 2 B a8 By
£ mintabol nyert rendezett minta, akkor '

k " ok
Fux)=— ha &=x<8kpr-

n

1A

Koénnyen belathato, hogy a tapasztalati eloszlasfiiggvény ezen és az elozoleg adott defini-
cidja ekvivalens.

A statisztikusok sokat foglalkoztak azzal, hogy hogyan jellemezhetd a tapasztalati eloszlds-
fiiggvénynek az elméleti eloszlasfilgevényhez vald konvergencidgja. Az ezzel kapcsolatos
alapvets tétel — amelyel a statisztika alaptételének vagy Glivenko — Cantelli-tételnek is
is szoklak nevezni — azt allitja, hogy a tapasztalati eloszlasfiiggvény 1 valosziniiséggel
epyenletesen konvergal az elméleti eloszlasfiiggvényhez.

Tétel. P( sup | Fu(x)—F(x)| — 0) = 1.
—co= X =403

Sokan vizsgaltak azt a kérdést is, hogy milyen sebességgel konvergdl az F,(x) tapasztalati

eloszlasfiiggvény az F(x) elméleti eloszlasfiiggvényhez. Bar az ilyen tipush eredmények is

nagy gyakorlati jelentdségliek, itt nem tudunk rajuk kitérni.

15.4.2.2 Az eloszlasfiiggvényre vonatkozé hipotézisek vizsgalata

Legtébb gyakorlati esetben, ha nem is tudjuk biztosan, hogy vizsgalt valosziniiségi valtozonk
milyen eloszlasu, de van valami elképzelésiink legalabb az eloszlas tipusarél. Mint mar
t6bbszor emlitettilk, nagyon sok gyakorlati esetben indokolt az a hipotézis, hogy kisérlettink
eredmeénye normalis eloszldsi valosziniiségi valtozo. Most azt a kérdést vizsgaljuk, hogy ezt
vagy mads, az eloszlasra vonatkozo hipotézist, hogy ellentrizhetjilk a statisztikai adatok
alapjan.

Ezzel a kérdéssel mar foglalkoztunk a y*-probaval kapcsolatban. Az illeszkedésvizsgalat
célja ott is annak eldéntése volt, hogy statisztikai adataink alapjan elhiheté-e az eloszlas-
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fiiggvényre vonatkozo hipotézisiink. Bar a #2-préba tanulmdnyozdsandl megemlitettik, hogy
az illeszkedésvizsgalat nem diszkrét eloszldsokra is alkalmazhato, mégis a folytonos eloszld-
sokra vonatkozo hipotézisek vizsgalatdra jobb modszerek is rendelkezésiinkre allnak.
Most tériink ra a folytonos eloszlasokra vonatkozo hipotézisek vizsgalatara.

Tehat feladatunk azon hipotézisek helyes vagy hamis veltardl donteni, hogy kisérletiink
eredményének eloszlsfiiggvénye valamely adott folytonos eloszldsfliggvénnyel megegyezik-e.
Keérdésiink pontosabban igy fogalmazhato.

Legyenek %, &, ..., &, filggetlen egyforma eloszlasi valosziniiségi valtozok. Jelentse
G(xya &, 5. ..., &, valoszinliségi viltozok kozos eloszlasfiigavényet. Feladatunk a

Hy: G(x) = F(x)

hipotézis helyes vagy hamis voltat eldonteni, ahol F(x) adott folvionos eloszlasfiggvény.
Az otletet egy, a kérdést eldonté statisztikai proba kidolgozasahoz a statisztika alaptétele
adja meg. Eszerint, ha hipotézisink helyes, akkor & &, 5, ..., &, minta F(x) tapasztalati
eloszlasfliggvénye nagy valoszinliséggel egyenletesen kozel van a hipotetikus eloszlas-
fiiggvényhez. Vagyis a kivetkezé modon jarhatunk el. Eldszor elkészitjik a &1. 55, 5 sy
mintaelemek F,(x) tapasztalati closzlasfliggvenyét, majd meghatarozzuk e tapasztalati
eloszlasfiiggvény és a hipotetikus eloszlasfiiggvény kozotti legnagyobb eltérést, azaz a

L= sup | Fy(x)—F(x)|

—oo< X <400

értéket. A H, hipotézis elfogadhato, ha ez az ériek kicsi, és elvetendd, ha nagy.

Természetesen tudnunk kell, hogy mennyire szabad nagynak lennie a 7, mennyiségnek
ahhoz, hogy még a hipotézis elfogadhaté legyen. A hipotézisvizsgalat kifejezéseivel élve,
meg kell hatdroznunk az elfogadasi és a kritikus tartoméanyt, Ehhez azonban azt kell tud-
nunk, hogy a ¢, statisztika milyen valosziniiséggel vesz fel valamely adott értéknél nagyobbat,
mas széval a 1, statisztika (valosziniiségi valtozd) eloszlasfiiggvényét kellene tudnunk.

. ¥ - < % 1 e
Bebizonyithato, hogy f, ugy tart 0-hoz, mint —\‘/-f , s hogy\/ nt, eloszlasfiiggvénye nagy
n-re kozelitleg B

4o
Y (—Dke %Y, ha y=0,

K =1k ===
0 kilonben.
Tétel.
(10) lim P(\/nt, = y) = K(»).
H —» o0

A (10) formula KoLMoGoROVLIS! szirmazik, ezért az e formuldn alapuld probat Kolmo-
gorov-prébdnak szoktuk nevezni.
A K(y) fuggvény értékeit tablazatban adjak meg. Tablazatunkban példiul azt talaljuk, hogy

K (1.36) = 0,95,
igy H, hipotézisiinket 0,05 szinten elfogadhatjuk, ha \/&r,, < 1,36,

76%
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Neézziink egy konkrét példat! Tegyiik fel, hogy szegecseket gyartunk és 25 véletlenszeriien
kivalasztott szegecs atmérojét lemérve g

10,05 10,28 10,60 10,90 11,30
10,10 10,30 10,62 10,92 11,32
9,76 9,50 9,00 9.532 8,05
10,12 10,70 11,40 8,80 9,50
9,30 9,22 8,08 9,72 9,56

adatokat kapjuk. Ellendrizni akarjuk, hogy

¥ (—m)z

1 Zor
Hy:Fy=—— | e 2 4, m=10, ¢ =1
2o

—oa

hipotézisiink teljesiil-e, azaz hipotézisiink az, hogy a szegecsek atmérdje m = 10 varhato
ereekti és ¢ = | szorasa normalis eloszlast valésziniiséei valtozs,*

Abrézoljuk a 15.10 abra szerint egy grafikonon az adatok F(x) (n= 25 tapasztalati el-
oszlasfliggvényét és g hipotetikus

i P T
Fx) = —r e 4
2

elméleti eloszliisfﬁggvényt. A grafikon alapjan azt taldljuk, hogy FL(x) é F(x) kézitt a
legnagyobb eltérés 4Z X = 8,65 pontban van és ott

Fo(x)— F(x) = 0,08.

gy hipotézisiinket 0,05 szinten elfogadhatjuk,
Hangstlyozni kivanjuk, hogy mas — a normalistol kiillonbéz6, de folytenos hipotetikus
eloszlasfiiggvények esetén a Kolmogorov-proba teljesen hasonlé médon alkalmazhato, i

15.4.2.3 Grafikus eljarisok

Abban az esetben, ha csak egy durva, de gyors valaszt akarunk kapni arra a kérdésre, hogy
statisztikai adataink Szdrmazhatnak-e valamely adott eloszlasbol, akkor a Kolmogorov-
proba helyett célszerii grafikus eljardsokkal probalkozni,

Itt csak a normalis eloszlds ellendrzésére (normah'tésvizsgzilatokra) sz0lgald Gawss-papirok
haszndlataval fogunk foglalkozni.

gyértas kizben valtoztak a korilmények, akkor az eloszlds 4ltaldban kiilénbodzni fog a normalis-
tol, vizsgdlatunk celja lehet éppen ennek a koriilménynek a kideritése, Azt mondhatjuk, hogy leg-
tobb gyakorlati esetben, ha egy folytonos closzlds nem normadlis, akkor sziikséges, hogy felderit-
sik az okat, hogy miért nem normalis, és ez az ok értékes informdciékat nyujthat az eloszldsrol.

72
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Legyen & egy mr varhato értékii és o szordst normalis eloszlast valdszinfiségi valtozo, azaz
& eloszlasfiiggvénye

T l—mp?

1
Flx;m,q) = ———
\/Za'ra J ¢

— oo

207
" de

Konnyen beldthato, hogy az F(5; m, ¢) valdsziniiségi valtozo a [0; 1] intervallumban egyen-
letes eloszlasu, ugyanis

P(F(&:m.0) < y) = P(5 = F i(y; m, 0)) = F(F~'(y; m, 0)) =

0, bha y=0
=<y, ha 0=p=1,
I, ha ¥y = 1.

Ennek megfelelden. ha &, &, ..., &, fiiggetlen m véarhato értéki és o szorasii normalis
eloszlasn valdsziniiségi valtozok, akkor az F(& ; m, 0), F(&y; m, 0) ... F(&,; m, o) valoszini-
ségi valtozok tapasztalati eloszlasfiiggvenye kozelitleg a [0; 1] intervallumban egyenletes
eloszlas eloszlasfliggvényével, vagyis az

JO, ha x<=<0,
x, ha O0=x=1
ll, ha x=1

E(x) =

2

fiiggvénnyel egyenld. Igy, ha nem az eredeti adatoknak, hanem az F(x; m, o) fiiggvény
segitségével transzformalt adatoknak, vagyis az F(&; m, o), F(&y; m, o) ... értékeknek
készitjiik el a tapasztalati eloszlasfliggvényét, akkor az abrdra rdnézve is megmondhatjuk,
hogy a kozel van-e az E(x) fliggvényhez vagy sem. Ezen eljarasnak hatranya, hogy a grafikon
elkészitése elstt ki kell szamitani az adatok transzformaltjait, vagyis az F(5; 3 m, 0), F(&,; m, 0),
..., F(&,; m, o) mennyiségeket.

E nehézségen ugy lehet segileni, hogy ha eleve olyan koordindta-rendszert hasznalunk,
amelynek ordindtatengelye nem egyenletesen, hanem az F(x: m, o) fliggvénynek megfeleléen
van beosztva. Ugyanis, ha ezen grafikonon dbrazoljuk az eredeti &, &,. ..., &, adatok
tapasztalati eloszlasfiiggvényét, akkor az (a hipotézis teljeslilése esetén) egyenes lesz.
Ennek az clvnek megfelelGen készitik a Gauss-papirt. Pontosabban a Gauss-papiron a
koordinata-rendszer p-tengelyét az F(x; 0, 1) = @D(x) fiiggvénynek megfelelen osztjak be.
Az igy késziilt Gauss-papiron egy m =0, 0 = 1 paraméter normalis eloszlas tapasztalati
closzlasfiiggvénye az FE(x) fuggvény lesz, mig egy tetszéleges mi, ¢ paraméterli normalis
eloszlasbol szarmazo minta tapasztalati eloszlasflupgvénye az y = ox+mi egyenes lesz.
gy statisztikai adatainkrél akkor mondhatjuk hogy azok egy normalis elosziasbol szdrmaz-
nak, ha tapasztalati eloszlasfiiggvényiik a Gauss-papiron kozelitdleg egyenes,
Hangsulyozni kivanjuk, hogy a Gauss-papir (és a tobbi hasonlo papirok) csak elsd tdjcko-
zodasra szolgalnak, de nem potoljak a pontos statisztikai elemzést.
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155  VALOSZINUSEGI VALTOZOK KOZOTTI
KAPCSOLATOK JELLEMZESE

A y°-probival kapcsolatban foglalkoztunk fiiggetlenségvizsgdlattal, azaz kidolgoztunk
egy probat, amely megmondja, hogy az a hipotézis, hogy két valdszintségi valtozd fiigget-
len, Gsszeegyeztetheté-e a két valosziniiségi valtozéra vonatkozd kisérleti adatokkal. Jelen
fejezetben azt vizsgaljuk, hogy két (vagy tobb) nem fliggetlen valoszinfiségi valtozo ko-
7611 kapesolat (a valtozok kdzotti fiiggés tipusa s erdssége) hogyan jellemezhet .

15.5.1 Korrelaciés egyiitthaté

Mint tudjuk keét valosziniiségi valtozo kozotti kapesolat jellemzésére dltalaban a korrelcios
egyiitthatét hasznaljuk. Emlékeztetoil jegyezzitk meg, hogy két valdsziniiségi viltozo
£ és 1) korrelacios egyiitthatoja az

M(E-ME)—M)) _ MED-—-ME) M)
D) D(n) - D(&) D())

RE M=

mennyiség, amely a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:

a) |RE,m)| =1,
b) RE,m)=0, ha £ és 1 fiiggetlenek.

A korrelaciés egyiitthaté szemléletes jelentését a kovetkezd modon vilagithatjuk meg.
Tegyiik fel, a két valoszinliségi valtozo kozotti kapesolat olyan, hogy abbdl, hogy az egyik
valtozo értéke nagy (sajat varhato értékéhez viszonyitva), kovetkezik, hogy a masik véltozo
értéke is altaldban nagy, és forditva, ha az egyik valtozo értéke kicsi, akkor daltalaban
a masik értéke is kicsi. Bz mds szoval azt jelenti, hogy aE— M (&) és azn—M(m) valdszinliségi
valtozok eldjele altalaban megegyezik, azaz szorzatuk (illetve annak varhato értéke) pozitiv.
gy tehat azt mondhatjuk, hogy ha ket valoszinfiségi valtozo, £ és n kozotti korrelacio pozitiv,
R(, ) = 0, akkor a kozottiik levd kapcsolat olyan jellegii, hogy az az esemény, hogy az
egyik valtozo ériéke nagy, éltaldban maga utdn vonja azt, hogy a masik valtozd is
nagy.

Forditva, negativ korreldcio esetén az egyik valtozo nagy voltabol a masik valtozo kicsiny
voltara lehet kovetkeztetni. A korrelacios egylitthato e szemléletes tulajdonsdgat késGbb
a line4ris regresszio segitségével pontosabban is meg tudjuk vildgitani.

Bzutén ratérink annak vizsgalatdra, hogy statisztikai adatokbol miképpen lehet ket valo-
szinfiségi valtozd korreldcios egyiitthatojat becsiilni.

Tegyiik fel, hogy ket valosziniiségi valtozo, £ és 7 értekét egyidejiileg, n alkalommal megmér-
jiik. Példaul egy erdébol kivagott n darab finak megmérjik a magassagat £, ¢és stlyat 73
vagy egy allatdllomanyban meghatérozzuk n dllatnak életkorat &, és sulyat 7j; vagy egy tehén=
allomanyban vizsgéljuk » tehénnek a tejhozama £, és stilya 1 kozotti Osszefliggest. Kisérletiink
eredménye n szampdr lesz. Legyenek ezek (x;; ), (Xa; Vo). . - ., (x,; »,)- Ekkor R(E, 7) defini-
cijaban szereplé M((§— M(E))- (n—M(n)), D(E), D(n) mennyiségek rendre a kovetkezd
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értékekkel becsiilhetsk

" 1 5
Mem = =1 EZ]_ Co—R)a—) = n—1 a‘:ll Yixi—
1 n n
=Dy 2,4 L

Azt a tényt, hogy a 0: €sa 0, mennyiségek valéban becslése a megfelelé szordsoknak az
elézdekben lattuk. Az, hogy Mgy lOTzitatlan konzisztens becslése M ((5—nr EN-(1j— M n))-
nak a nagy szamok torvényeibsl kozvetleniil kovetkezik,

E becsléseket felhasznalva arra jutunk, hogy R(E, n)-ta

an L s R i

mennyiséggel becsiilhetjiik. Jegyezziik meg, hogy az elézéekbél azonnal kévetkezik, hogy 0
a korreldcios egyiitthato konzisztens becslése, de Altaliban nem torzitatlan becslés. (Mar
¢ sem volt torzitatlan becslés.)

A 0 mennyiség kiszamitasanal szdmitdstechnikai okokbg] legcélszeriibb a (11) formul4t
haszndlni. Ennek alkalmazisihoz az adatokbgl meg kell hatiroznunk a

n " n n 2 n 2
XX Yo Y xp 21 X5, Y yi
i=1 i= 3

f=1 =1 =1

mennyiségeket, amelyeknek birtokaban a (11) formula felhasznalasaval, mar igen konnyen
kaphatjuk p érteker.

Megjegyzés. A szarasok becslésénél, azaz a Os, 0, mennyiségek meghatdrozdsanal hasz-
nalhatjuk a Sheppard-féle korrekciot,

Nézziink egy konkrét Példat a korrelacids egyiitthato becslésére.

Tegyiik fel, hogy teheneknél az anyaallat és az elsGsziilott ledny tejhozama kézoiti Ossze-

Tételezziik fel, hogy kisérletiink folyaman 50 par tehén tejhozamat vizsgdltuk meg. A kapott
eredményeket a kovetkezs tablazatban foglalhatjuk ossze:
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M‘Jf"
\ 18211921 207 | 211 | 227 | 234
Leany !

(241 | 257 | 267

187

|
197 lr

I 271

Szamitsuk ki elészdr a korreldcios egylitthatd becslésének, o-nak meghatirozasdhoy sziiksé-
ges mennyiségeket, Adodik, hogy

50 30 50
7=50, ¥ x=1100, Y y = 1119, Y. X = 24744,
i=1 i=1

i=1

50 9 80 5
D Xi=24366, Y =252,
=1 i=1
ahol x; az i-edik anya, ¥y az i-edik lednyallat dltal adott lej mennyisége.

Ebbdl kapjuk, hogy
50

126

— =072
/1661758

Megjegyzés. Hogy ha az i, ¥; mennyiségek mindegyikébsl péld4u] 20-at levonunk, azzal
0 értékét nem vélloztatjuk, de a szamitasi munkat megkonnyitjiik,

A Korreldcios egyiitthaté értékének pontos ismerete $zamos genetikai vizsgdlatban jatszik
JelentGs szerepet, A genetikdban altaliban elméleti uton tudunk kovetkeztetni a korrelacios
egylitthatd értékeére, és a statisztikai vizsgalat feladata az elméleti Gton kapott hipotézis
megerdsitése vagy elvetése,

A korreldciés egyiitthato értékére vonatkozo hipotézisek Vizsgalata altaldban azon alapul,

1—R?
hogy nagy n esetén 0 normalis eloszlasi valtozo R varhato értékkel és —T/-— szorassal,
n
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Az dbrara nézve Ugy latszik, hogy a pontok altaldban az y = x-+1 egyenes kiriil helyez-
kednek el. Ha e szemléletes kép helyesnek bizonyul, azt mondhatjuk, hoey egy x liter
tejhozamu tehén leanydnak tejhozama dltalaban x+1 (feltéve, hogy az apaallat ugyanaz).

ahol R a valodi korrelacios egyiitthaté. gy a korreldcios egyiitthatéra vonatkozd hipo-
téziseket a normalis eloszlas tdbldzatdban ellenérizhetjiik, pl. azt mondhatjuk, hogy a

Ho:R — flﬂ Most elsésorban azt vizsgaljuk, hogy a 15.11 dbran levé pontokat valojaban mely egye-

) nessel lehet legjobban kozeliteni. Azaz van-c olyan y = ax+b egyenes, amely az 3= x+1

o ) ) o 3 1 3 . egyenesnel kozelebb van az dbran levé pontokhoz. Késdbb tériink ra arra a kérdésre, hogy a
hipotézis elfogadhato 0,95 szinten, ha o értéke - - -!-m és 5# 4‘\/5 kozé esik. legjobban kozelitd egyenes mennyire és milyen értelemben tekinthetd megbizhatonak.

Természetesen tobb lehetdség van arra, hogy a sik pontjainak egy halmaza (adott esetben az

Megjegyzés. o closzlasinak a normdlis eloszldssal valé kozelitése igen rossz kozelités, (xy, 1), (x5. ¥a), ..., (x50, ¥5p) PoODtok halmaza) és a sik egy egyenese kozotti tavolsigot

Csak nagy n-nek (n = 500) esetén alkalmazhato. Kisebb n-ek esetén mas kozelitést kell definialjuk, illetve hogy megmondjuk, melyik egyenes van legkizelebb valamely ponthal-

alkalmaznunk, de erre itt nem tériink ki. mazhoz.

} Mi abbol indulunk ki, hogy egy egyenest akkor tekintiink egy ponthalmazhoz kézelinek,
1 ha az a halmaz minden pontjahoz kozel van. Pontosabban: legyen v = ax+b egy egyenes,
és legven (xy, 1), (X, ¥3), .. ., (x,. ¥,) a sik pontjainak egy halmaza. Az (x;, ¥;) pontnak az
¥ = ax+b egyenest6l valé tévolsigan az (¥,—ax;— b)® mennyiséget értjitk. és a ponthalmaz-
nak az egyenestdl valo tavolsagin pedig a

15.5.2 A regresszi6analizis

Az elézo pontban kiszamitottuk az anya- és a leanydllat tejhozama kozotti korreldcios

egyiitthato értékét. Azt kaptuk, hogy ez az érték 0,72. Ebbdl (az esetleges genetikai kovet- n
keztetésektdl eltekintve) azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy az anya- és a leanyallat (12) .Zl (yi—ax;i—b)*
=
J Osszeget.
A vizsgalt példinkban szerepld pontok és a szemléletesen jo kozelitést nyuijto y=x41
egyenes kozotti tavolsag példaul 106.
E? Abbol a kérdésbol indultunk ki, hogy az y = x+1 egyenes valoban a legjobb kdzelitése-¢ az
; adatoknak, vagy van-e olyan y = ax-+b egyenes, amely kizelebb van a példdban szerepld
{x1, 1), (xg, ¥s), ..., (x,,, ¥,) pontokhoz, azaz, amelyre
%
N 50
Z (}'f—ﬂl;—b)g < 106.
X i=1 .
23 P A .
Méginkébb azt szeretnénk tudni, hogy hogyan lehet megtalalni azt az y = ax+b egyenest
2 (illetve az a, b paramétereket), amely legk6zelebb van az adott pontokhoz, illetve amelyre az
2
50
m Fla,by= 3} (yi—ax;—b)?
/4 i=1
/3f 0Osszeg a lehetd legkisebb.
— n
| ® m w #a 2 a2 o 55 2 P e (MégegySZer hangstlyozzuk, az hogy a Z (i —ax;—b)* Osszeget kivanjuk minimali-
. . =1
15.11 dbra . zalni elég Onkényes vélasztds, bar bizonyos fokig elméletileg is indokolhaté lenne. Valo-

' jaban mondhatnank, hogy a legjobban kozelité egvenes az, amelyre a
tejhozama kozott elég szoros kapesolat van, nagy tejhozami anyadllatok lednyanak tej-

hozama is dltaldban nagy, a tejhozam jol 6rokl6dé tulajdonsag. A kapesolat jobb megvila- % | yi—axi—b|
gitdsa céljabol probaljuk meg az 1209. oldalon szerepld tablazatunk adatait egy koordinata- i=1

rendszerben abrazolni. -

A 15.11 abran a pontok mellett levo szamok azt jelentik, hogy az illeté adat hanyszor for- vagy a Z (yi—ax;—by*
dult eld a mérések sordn, i<

OE S i
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