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Definicié. Az A, 4, ..., 4, események teljesen fiiggetlenek, ha barhogyan is valasztunk
ki koziilitk & eseményt (k = 2, ..., n), a k esemény egyiittes bekovelkezésének valosziniisége
megegyezik az egyes események valosziniiségeinek szorzataval. Vagyis barmely
k=2 3,..., nesetén :

P4y A4,...A4;) = P(A)P(Ay). . P(A4),
ahol az 7y,1y,143, ..., ipszdmokaz 1,2, ..., nszamok tetsz6leges k-ad osztaly(i kombina-
ciojat jelentik.
Ebben az Osszefiiggésben 2" — n— 1 feltétel van Gsszefoglalva, Ugyanis a teljes fiiggetlenség
definidldsara annyi egyenlet irhaté fel, ahanyféleképpen n eseménybél 2, 3, ..., n kivélaszt-
hato. A keresett szam

B+ ()=50) ==
B+ G-+ ()==-)- ) =

Példdul harom esemény fiiggetlenséei feltétele egy 23— 3— 1 = 4 egyenletbdl 4ll6 egyenlet-
rendszer, Valoban az 4, B & C események akkor fiiggetlenek, ha eleget tesznek a kovetkezd
négy Osszefiiggésnek:

Mivel

1=

ezért

P(4B) = P(A4) P(B),
P(AC) = P(A4) P(C),
P(BC) = P(B) P(C),
P(ABC) = P(A) P(B) P(C).

Itt az elsé harom egyenldség azt fejezi ki, hogy A, B és C paronként fiiggetlenek, a negyedik
pedig azt, hogy mindegyik esemény fiiggetlen a masik ketté szorzatatol Ugyanis az elsé
héarom feltételbdl kovetkezik, hogy

P(AB) P(C) = P(AC) P(B) = P(BC)P(A4) = P(A)P(B)P(C).

Nyilvdnvald, hogy az események paronkeént valo fiiggetlensége altalaban még nem jelenti az
Osszes esemény fiiggetlenségét.

Példak

1. Dobjunk fel egy szabalyos, homogén tetraédert, amelynek lapjai: piros, kék, fehér és piros-kék-
fehér csikos szinfiek, :

Legyen

A, esemény: a tetraéderen piros szint ldtunk,

A, esemény: a tetraéderen kék szint ldtunk,

A esemény: a tetraéderen fehér szint litunk,

»
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Feltételezve, hogy a tetraéder barmelyik lapjira azonos valosziniiséggel esik, dllapitsuk meg, hogy az
Ay, A,, A5 események teljesen fliggetlenek-¢?
Barmelyik szint két esetben ldthatjuk; amikor a tetraédernek a megfeleld szinii lapja és amikor a
csikos lapja van [6lill. Igy — feltételezve, hogy a tetraéder barmelyik oldallapjara azonos valdszinti-
séggel esik — mindegyik esemény valosziniisége
k 2 1
PA)= = = = _
) n 4 2"
ahol i = 1, 2, 3. Vagyis
-
P(Ay) = P(4,) = P(A,) = 5

Barmelyik két esemény egyiittes bekovetkezése azt jelenti, hogy a tetraéder a csikos oldallapjaval
felfelé esett (ugyanis csak ebben az esetben ldthatunk két szint egyszerre), ésigy barmelyilk két ese-
mény egyiittes bekovetkezésének valosziniisége:

1
P(A44;) = i’ ha i = j.
Vagyis P(d\Ay) = P(4,14,) = P(A,4,) = —i- ;
Minthogy
1 i
PlA;4;) = T3 37 ° P(A,)P(4)),

ha 7 = j, azért fennallnak a

P(A1Az) = P(A,) P(Ay),
P(AIAS) a7 P(Al)P(A:;),
P(A::As) = P(A,) P(A4y)

Gsszefiggesek, melyek az 4;, 4,, A, események paronkénti fiiggetlenségét jelentik. Ugyanakkor
ezek az eseményck nem teljesen fiiggetlenek, mert barmelyik két esemény egyiittes bekdvetkezése
mdr nem fiiggetlen a harmadik eseményt6]. Ugyanis bdrmelyik két esemény egyiitt csak gy kivet-
kezhet be, ha a tetraédernek a csikos oldallapja van feliil, akkor pedig mdr a harmadik esemény is
bekovetkezett. Tehdt 3L

Pl(A:A4;) |4l = 1 5 P(4,) P(4;) P(4,), ha isj=k,
vagyis Pl(A145) | 43] 5 P(41) P(4,) P(A,),

PllArA5) | A] 5 P(A1) P(A3) P(Ay),

Pl(Ax5) | 41] 5 P(A2) P(A3) P(Ay),

ami azt jelenti, hogy (4,4,) és A, ill. (4,4,) és Ay, 1L (A:435) és 4, nem fiiggetlenek, és igy az
Ay, Ay, Ay események egylittesen nem fiiggetlenek.

2. Bernstein példdja. Egy urndban 4 egyforma papirlap van. Mindegyikre hdrom szdmjegy van irva,
mégpedig az elsre: 0,0,0; a mdsodikra 0, 1, 1; a harmadikra 1,0, 1 és a negyedikre 1, 1, 0. Vegyiink
kiegy papirlapot és tegyiik fel, hogy mindegyik papirlap azonos valosziniiséggel vehetd ki. Jelentse az
A, esemény azt, hogy a kiemelt lap i-edik jegye 1-es (7 = 1, 2, 3). Igaroljuk, hogy az 4; események
paronként fuggetlenek, egyiittesen azonban nem,

Mivel 2 olyan lap van, melynek i-edik jegye 1-es, a klasszikus feltéte] mellett

2 1
Pl4)= " =
)= 5 ==,
vagyis P(Al) = P(Ae) = P(A3) = !

2

63+
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Tovdbba
1
Py dy = ¢ =L L by,
1 1 1
P(Al'Aa) = 7 = ? 7 = P(AI)P(AB);
1 1 1
P(Ag'As) = I = E“Z = P(AEJP(ASL

ami azt jelenti, hogy az adott esemeények paronként fiiggetlenek. Mivel
P(AlAeAa) =0,
mert nincs olyan lap, melyen hirom 1-es szerepelne, és

1 1 1 1
P(Al)P(Az)P(A3)=—2“ *22: g

azért P(A1AzA43) 5= P(Ay) P(4y) P(Ay),

ami azt jelenti, hogy az adott események nem teljesen ltggetlenek,

141453  Teljes eseményrendszerek fiiggetlensége

Két esemény fliggetlenségét altalanosithatjuk és definidlhatjuk mint két teljes esemény-
rendszer fiiggetlenségét.

Definicié, Két teljes esemeényrendszer, az Ay, A,, ..., A, €sa By, By, ..., B, fiiggetlenck, ha

=12 . . ,méj=12, .. .»nminden értéke mellett A; fuggetien B;-t6l, vagyis ha fenn-
dllnak a
(%) P(A4:B;) = P(A;) P(B))

=12 ...,m j=1,2, .. ., 1 feltételek.
Koénnyen belathato, hogy a definicioban szerepld men szama feltétel nem mind fitggetlen
egymastol, hiszen A, Ay, ..., Ay és By, By, ..., B, teljes esemeényrendszert alkotnak.
Igazolhaté — de ezzel itt nem foglalkozunk —, hogy az men szamu feltevés koziil elhagy-
haté

m+n—1

feltevés, és a megmarado
mn—(m+n—1) = (m—1)(n— 1)
szamil feltevés fenndallisa mar maga utan vonja a tébbi teljesiilését,

Megjegyzés. Ha n = m = 2, vagyis ha a teljes eseményrendszerek {A, Al és {B,, By},
akkor a fiiggetlenségiikre vonatkozé

P(A;By) = P(4;)-P(B))
(i=12;;=1,2) formulival megadott négy feltételbsl

mt+n—1=24+2—1=3
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feltétel elhagyhato, és igy csak egy feltétel marad, amely maga utdn vonja a tébbi hdrom
teljesilését. ;
Ezzel a mar bizonyitott allitast nyerjiik, hogy az {4, A} és {B, E’} teljes eseményrendszerek
esetén a fliggetlenségiikre vonatkozo

P(AB) = P(A).P(B)

P(4B) = P(4).P(B)

P(AB) = P(4).-P(B)

P(AB) = P(d).P(B)

négy feltétel koziil harom felesleges, barmelyikbdl a tobbi hdarom kovetkezik.

14.1.454 Kisérletek fiiggetlensége

Eddig ugyanazon kisérlet eredményeit képezd két esemény vagy két teljes eseményrendszer
fliggetlensépét értelmeztiik, A gyakorlatban azonban gyakran eléfordul a fliggetlenség alta-
lanosabb fogalma, két kiilonbszé kisérlet fiiggetlenségének fogalma. Ha két — egyidejiileg
vagy egymads, utdn végrehajtott — kisérletet egynek tekintiink ezen koz0s kisérletben, s az
egyik kisérlet barmelyik eredményeként adédo esemeény figgetlen a mésik kisérlet bar-
melyik eredményeként adédo eseményeétdl, akkor a két kisérletet Jiiggerennek nevezziik. A
fiiggetlenség fogalmanak ezen dltaldnositasa visszavezethetd az elézéekre a kovetkezdképpen.
Tételezzilk fel, hogy mindkét kisérlethez tartozo eseményalgebra véges, Az elsé kisérlethez
tartozo véges valdszinliségi mezé elemi eseményeit jeldljitk Ay, Ay, o, A,-mel, ezek valo-
szinliségeit pedig P(4,) = ppval (k=1, 2, ..., m). A mdsodik kisérlethez tartozo véges
valoszinliségi mez6 elemi esemeényeit jeloljiik By, B, ..., B,-nel, és ezek valdsziniiségeit
P(B,) = q4-val (k =1, 2, .. .» ). Ha cf-val, illetve B-vel Jjeloljik a két kisérlet lehetséges
eredményeibél allo eseményalgebrikat, beszélhetiink egy harmadik kisérletrél, amely abban
all, hogy mind a két széban forgo kisérletet végrehajtjuk. Ennél a kisérletné] nyilvdn m-n
kiilonbozé elemi esemeény lehetséges. Az elsé kisérlet eredménye A4; és a masodik kisérlet
eredménye B;, ahol i végigfutaz 1, 2, . . »M,€s7az 1,2, ..., i szamokon, Azt az eseményt,
hogy az A kisérlet eredménye A; és a B kisérlet eredménye B;, jelélji@k Cj-vel. Képezziink
egy eseményalgebrat, amelynek elemi esemeényei a Cy; esemeények, vagyis tekintsiik ezen Cy
esemenyek halmazanak &sszes részhalmazaibdl allo eseményalgebrat, Ezt nevezziik a két
eseményalgebra szorzatdnak és ot - B-vel jeloljiikk. Az 4. B eseményalggebr}_i valdsziniiségi
algebrava tehet, ha az of-B-hez tartozé esemenyek valdsziniiségeit a kovetkezéképpen
definidljuk.

Legyen

P(Cij) == P(Ax‘)‘P(Bj) = pPi*qi,

€s ha C ezen eseményalgebra egy tetszbleges eleme, mely eléallithatd ¢ = &% At Cupt
+ ... +Cirjr alakban, akkor legyen

PC) = ¥ P(Cy;)
=1
vagyis

"
PO)= 3 piaj,.
k=1

| - ,——i‘?__" ‘ _



i &

998

Konnyen beldthato, hogy az igy értelmezett P(C) eleget tesz a valoszintiségre vonatkozo
Osszes axiomaknak, tehdt ily médon egy valoszinliségi algebrat konstrudltunk, amelyet a két
kisérlethez tartozo of és OB valésziniiségi algebrik szorzatanak neveziink, és szintén of - B-vel
jeloliink. Ebben a valészinliségi algebraban az ot valdsziniiségi mezb tetszdleges 4 eseménye
fiiggetlen a B valdsziniiségi mezd tetszleges B eseményétsl. Ugyanis legyen

A= A51+Aj=+. o .+Ajk
B = Bj[+‘8_f~+' . s +Bff

az A ¢és B események elemi események Osszegére vald felbontdsa. Az 4 és B események az
oA B eseményalgebra elemi eseményei segitségével a kovetkezdképpen dllithatok el

k "
M 4=3 ¥ G,

(ugyanis, ha az els6 kisérlet eredménye Ay, ugyanakkor a médsodik kisérlet eredménye akarmi
lehet)

m [
2) B= _Z Y Gy

]
-
S

1l
=

Osszeszorozva (1) és (2) jobb oldalait és figyelembe véve, hogy két kiilénbozé elemi esemény
szorzata mindig 0, azt kapjuk, hogy

1

k
AB=} Cijy
r=1 s=1

A valosziniiség additivitasa folytan ebbdl kovetkezik, hogy
ko1
P(AB) =Y ¥ P(C;;).
r=1 §=1
Tekintetbe véve, hogy definiciénk értelmében

P(Cy) = pig;,

azt kapjuk, hogy

Ok 1 k !
P(AB) = Zl ; pigj, = (;1 Pf,) ¢ (; f?fg) :

Miutdn
k
Y. i, = P(A4)
r=1
) I
és Y 4, = P(B),
§=1
azért P(AB) = P(A4)-P(B),

amivel 4llitdsunkat igazoltuk.
Hasonloéan értelmezheté az of +B szorzatalgebra abban az esetben is, ha of és B végtelen

eseményalgebrak.

L AT TR e R S R
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Definicié, Két egymads utdn vagy egyidejilleg végrehajtott kisérlet egymastol fiiggetlen, ha
annak az eseménynek a valosziniisége, hogy az egyik kisérletbdl A, és a masikbol B, kivet-

kezett be, megegyezik a két esemeny valodszinliségének szorzatdval. Vagyis
Ez a definicié kiterjeszthetd tébb kisérletre is.

Definicié. n szamu, egymas utdn vagy egyidejiileg végrehajtott kisériet egymastol fuggetlen,
ha annak a valdsziniisége, hogy az els6bol 4;, a masodikbal Ay, ..., az n-edikbél A, kivet-
kezett be, megegyezik az egyes események valoszintségeinek szorzatgval:

P(Ay Ay A)) = P(A)P(A,). . . P(A4,).
Ha egy kisérletet azonos koriilmények kozétt tébbszor ismételiink meg, az azonos koriil-
ményekbdl kivetkezik, hogy a kisérletek nem befolyasoljdk egymast, tehat fliggetlenséget

tételezhetiink fel.
Gyakorlati példdkban a fliggetlenséget definialo

Pld; Ay, . A4,) = P(A)P(A,). .. P(A,)
Osszefiiggés killonosen egyszeriivé valik, ha
Pl4y) = P(4y) = ... = P(4,) = p.
ekkor ugyanis az a feltétel hogy:
P(Ay Ay . Ay) = p",
Ez a helyzet 4ll fenn, amikor ugyanezt a kisérletet tdbbszir egymas utdn megismételjiik, és

keressiik annak a valosziniiségét, hogy az egyik lehetséges kimenetel tobbszisr egymas utdn
bekovetkezik.

Megjegyzés. Ha két fiiggetlen kisérlet elemi eseményei
Ay, Ay oo, Ay
€s By, By, ..., B,
akkor ez egyiittes kisérlet elem;i eseményei
A;, By,
aholi=1,2, ..., m; j= 1,2, ..., n. Tehat az elemi események szama ni-n.
Ha mindkét kisérlet elemi esemeényei egyenlden valoszinliek, akkor az egyiknél % ,amasik-
nal % minden elemi esemény valosziniisége, és az egyiittes kisérlet elemi eseményei is egyen-

l6en valoszintiek, minden elemi esemény valoszintisége — -
men

Hasonloan, ha egyidejiileg tobb fliggetlen kisérletet tekintiink, amelyeknél az elemi eseme-

nyek szama rendre ny, m,, .. ., n, és az egyes elemi események egyenléen valoszinfiek, még-
1 1 .

pedig rendre G 4 R valoszintiségliek, akkor ezt a & szam( kisérletet egyiitt te-
1 2 Kk
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kintve az 0f kisérlet elemi eseményeinek szama Mhye ... «m, ahol minden egyes elemi ese-
1

nieng. . .ng

E megallapitasnak az a Jjelentésége, hogy tobbszar megismételt kisérlet, vagy tobb fiigget-
len kisérlet egyideji végzésekor nem kell a sok kisérletet egy Ujabb kisérletnek tekinteni
€s abban megoldani a feladatot, hanem elegendd az egyes kisérletekre vonatkozo valdszinii-
ségeket ismerni. Ezek ismeretében mar meghatdrozhaté barmelyik tsszetett esemény valo-
szinlisége,

mény valdsziniisége

Példak

1. Mennyi annak a valosziniisége, hogy egy kockat egymds utan hdromszor feldobva a 6-0s szam
egyszer sem keriil fel{ilre ?
Hogy az els6 dobdsra nem kapunk 6-ost, annak a valosziniisége a klasszikus feltétel mellett

5
P(4y) = 5"

Annak a valosziniisége, hogy a masodik dobdsra nem kapunk 6-ost

5

P(A?.) = E‘:

€és hasonléan annak a valdszinlisége, hogy a harmadik dobdsra nem kapunk 6-ost

P(dy) = *2 .

Mivel a hdrom dobés egyméstol fiiggetlen,
i 5 vo
Pl Ayd3) = P(4)) P(A) P(4,) = (‘E ) )

2. Egy sz6v6né 3 gépen dolgozik egyszerre, amelyek egymastol figgetlendl mikddnek. Az elss
gépnél 0,9; a mdsodiknal 0,8; a harmadiknal 0,85 annak a valdsziniisége, hogy 1 érds id6tartam
alatt nincs szdlszakadds. Mekkora annak a valdszinisége, hogy a munkaids egy tetszoleges 1 6ras
idétartama alatt egyik gépen sem kovetkezik be szélszakadds?

Legyen

A esemény: az elsd gépen 1 Grds idétartam alatt nincs szdlszakadds,

A4, esemény: a mdsodik gépen 1 Orés idbtartam alatt nincs szdlszakadds,
Az esemény: a harmadik gépen I Ords iddtartam alatt nincs szdlszakadis.

A meglelelt valosziniiségek :

Pl4,) = 0,9,
P(4,) = 08
P(4,) = 0,85,

Mivel az 4, 4,, A, esemenyek fiiggetlenek, a keresett valsziniiség :

F(d,43435) = P(4,) P(4,) P(4,) = 0,9.0,85.0,8 = 0,612,

3. Bernoulli példdja.

Legyen egy kisérlethez tartozéd valamely 4 esemény bekovetkezésének valosziniisége p, és annak a
valosziniisége, hogy az 4 esemény nem kévetkezik be, g = 1—p. Végezziik el a kisérletet azonos
kérilmények kozott egymds utdn n-szer. Keressiik annak a valosziniiségét, hogy
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a) az el§é k kisérletnél az 4 esemeny kovetkezik be és a tohbi kisérletnél nem,

b) az n kisérlet kozil az 4 esemény pontosan k-szor kévetkezik be (a sorrendre nem vagyunk tekin-
tettel).

a) Az egymis utdn végrehajtott kisérletek eseményei egymdstdl fliggetlenek, igy annak az esemény-
nek a valdszinfisége, hogy-az els6 & kisérlel soran az A4 esemeény kévetkezett be és a t6bbi (1t — k)-
nal nem

Py = pkogn-i,
b) Ha annak a vaidsziniiségét akarjuk meghatarozni, hogy az A esemény pontosan k-szor kovet.

kezett be — fiiggetleniil attol, hogy milyen sorrendben —, akkor phogik valosziniiségeket
annyiszor kell venni, ahdnyféleképpen az n kisérlet kéziil a 4 szdma kivdlaszthato, tehat

n £ A W
( k)-szor. Igy a keresett valosziniiség :

(£) o

14.1.5 Néhiny modell a valésziniiségek kombinatorikus aton
torténd meghatarozisira

14.1.5.1 Véletlen sorrendek

1. Probiéma. Mja valdszintisége, hogy n kiilénbézé elem k&zil egy bizonyos elem a
k-adik helyen alljon?
Feltételezve, hogy minden sorrend egyformdn valészinti, a lehetséges sorrendek szdma

l=P,=n,

Kedvezs eset, amikor a kivélasztott elem a k-adik helyen 4ll. Ez annyi elrendezésben fordul
el6, amennyi a tébbi (n—1) elem permuticidinak szdma. fgy a kedvezs sorrendek szdma

k=P, = (n—1)'.

Tehat a kérdéses valoszintiség

2. Probléma. Mia valosziniisége, hogy » kiilénbizé elem egy meghatarozott sorrend-
ben helyezkedjen el ?
Minden sorrendet egyformén val6sziniinek tekintve a lehetséges sorrendek szama

I =P, = pn
A kedvezd sorrendek szama
k=1

fgy a kérdéses valosziniiség

ayoh __I
pmlhn!'

T e e e—— o
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3. Probléma. nelem koziil &y, ks, ..., k; (krt-ky+.. . +k; = n) azonos tipusii. Mi a
valészinlisége, hogy véletlenszeriien sorba rendezve ezek egy meghatarozott sorrendben he-
Iyezkednek el?
Mivel az elemek kozott azonosak is vannak, melyeknek egymas kozti cseréje nem ad 0j
sorrendet, a lehetséges sorrendek szdma n, olyan elem ismétléses permuticioinak szidma,
melyek koziil &y, ko, . .., k; darab azonos van:

I =Pukyoky=——r————

v
Cew Wy

A kedvezd esetek szama
i =1,

fgy a kérdéses valosziniiség

_k_ 1 Hkllk2!...kf!
p__l_ﬁ n! - n!
Ml k! o K

Példak

L. 4 fiti és 4 lany kozdtt 8 db, egymds melletti helyre sz616 szinhdzjegyet osztunk szét. Mia valoszi-
niisége annak, hogy sem 2 fiv, sem 2 liny nem kap egymds melletti helyre sz616 jegyet?

A 8 db jegy a 4 fin és 4 lany kézdtt Hsszesen 8!-féleképpen oszthato szét. Ha sem 2 fit, sem 2 ldny nem
keriilhet egymads mellé, akkor a 4 lany pl. a 4 paratlan szdmozdsu helyre 4! sorrendben és kézéjik
a4 pdros szimozasi helyre a 4 fin ugyancsak 4! sorrendben iilhet ie. Figyelembe véve, hogy iilhetnek
a lanyok a péros szdmozésu és a fitk a paratlan szamozdsi helyekre is, a kérdéses valosziniiség

2.414!

p=—D— = 0,03.

2. 15 tagn tdrsasag tagjai kozill pontosan 5-en ismerik cgymast. Mi a valosziniisége annak, hogy egy
kor alaku asztal mellé — ahol a helyek nem szdamozottak — ugy liljenek le, hogy minden harmadik
ismerje egymdst ?

Miutdn a helyek nem szdmozottak, a 15 ember lehetséges tilési sorrendjének szdma:

1 =14!.
(Ugyanis egy ember helyét rogziteni kell, mert nem szémit mas sorrendnek, ha pl, mindenki egy
székkel arrébb iil.)

Az 5 ismerds minden harmadik helyre 4! sorrendben iilhet le, és kozottiik a térsasag tobbi 10 tagja
10! sorrendben helvezkedhet el. Tehat a kedvezd elhelyezkedési sorrendek szdma:

k=410
Iy a kérdéses valoszindiség

] !
LI, Bl

14.1.52 Mintavétel

Gyakorlati szempontbol fontos feladat annak megvizsgaldsa, hogy a munkadarabok k&ziil
hany szizalék selejtes. Erre két modszer lehetséges. Az egyiknél a véletlenszeriien kivilasz-
tott munkadarabokat mindig visszatessziik, ez a visszarevéses mintavétel. A masik modszer
sordn a kivalasztott munkadarabokat nem tessziik vissza, a kovetkezd mintit eggyel ke-
vesebb szami munkadarabbél vessziik ; ez a visszatevés nélkiili mmintavétel.

1003
14.1.5.21  Visszatevéses mintavétel

Mi a valosziniisége annak, hogy az S szamun selejtes darabot tartalmazo N munkadarabbol
n eleml mintat véve — az egyenként kiemelt alkatrészeket mindig visszatessziik —,az n
elemii mintdban pontosan k& darab selejt van?
Visszatevéses mintavétel esetén a kiemelt munkadarabok sorrendje is szamit, és egy alkatrész
tobbszor, akar n-szer is kiemelhetd, Ennek figyelembevételével az osszes n elemii mintdk
sZama

Vi =N

Egy meghatdrozott sorrendet kovetve azon n elemi mintdk szima, melyekben & selejtes és
{n—k) hibatlan munkadarab van

VEVih = Sk.(N—Sy—*,
Mivel a k selejtes és (r—k) hibatlan munkadarab Ssszes lehetséges sorrendjeinek szdma

_ n!

P, = —,

BbAl = )

az osszes k darab selejtes munkadarabot tartalmazé » elemii mintak szdama

I

B gl o Gt

Tehdt a keresett valosziniiség

!

k! (n—k)!
N7 ’

; S\ A . n—k
vagyis k) = (;) (AT) . (NATS;) .

Y
Alkalmazva az N selejtaranyra az

SK(N— S)yn—k
pulk) =

N P
és a hibatlan alkatrészek ardnydra az

N—-§ S

v—_z‘l—~7v-:q

N N

jelolést, a keresett valdsziniiség

it
) pk, qn—k.

pn(k) LT (k

Megjegyzés. A p sclejtarany a selejtes alkatrész kiemelésének, a 4 pedig, a hibatlan al-
katrész kiemelésének valosziniiségét adja.
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14.1.5.2.2  Visszatevés nélkiilj mintavétel

N munkadarab koziil S szamu selejles. Mia valosziniisége, hogy n elemi mintdban &k darab
selejtest talalunk?

Kiilonbdzéknek tekintve azon mintavételeket, amikor ugyanazokat a munkadarabokat mds
sorrendben emeljiik ki, a lehetséges # elemii mintavételek szama

: ‘N
= nl.
’ "

A kedvezd mintavételek szama megegyezik az S selejtes darabbol kiemelt & szdmu és az
(N—S) hibdtlan darabbol kiemelt (n—Fk) szdmt munkadarab lehetséges kivélasztasainak
szamdval, fgy azon esetek szdma, melyekben k selejtes és (n—k) hibatlan darab egy meghata-
rozott sorrendet kovet

(S N—S§
vy -k = k! —k)!
i = 0 (5 oo
¢s mivel a £ selejtes és (n—k) hib4tlan darab &sszes lehetséges sorrendjének szama

n!

T nh = T

4 kedvez$ mintavételek szama
n! S N-—-§ S —5

—_— k! —k)! =n! ‘
K =R (k) (nlk) = (k) (n—k)

Tehdt a kérdéses valoszinliség

S5\ /N—S S\ IN—S§

k ( n—k ) _ \kJ\n—k

N) T N

n!
H (»)

/

n! (
Puk) =

Elvi szempontbdl kiilénbézs az az eset, amikor a munkadarabokat egymas utan emeljiik ki,
illetve amikor egyszerre emeljiik ki. Az elsé esetben ugyanis szamit a kiemelés sorrendje,
a masodikndl errél nem is lehet sz6. A feladat megoldasa szempontjabol azonban mindegy,
hogy melyik kivilasztasi modot tartjuk szem el6tt, a széban forgo esemény valdsziniisége
ugyanaz. Ugyanis, ha n szama munkadarabot egyszerre emeliink ki, a lehetséges mintavételek

szama
N
Ch = o
o= ()

A kedvezd mintavételek szima

Sy /IN—S
s 1) ()

1005

Tehat a kérdéses valésziniiség
S\ (IN—S
_\k n—k
R e
(n

megegyezik az el6z6 szamitas eredményével,

Példa

1000 alkatrész kéziil 50 darab selejtes. 25 darabos véletlen mintavétel esetén mi a valdszintisége
annak, hogy abban legfoljiebb 2 db selejtes van, feltéve, hogy a mintavétel :

a) visszatevés nélkiili,
b) visszatevéses.

Hogy a mintavételben legfdliebb 2 db selejt van, az azt jelenti, hogy vagy nincs benne selejt, vagy
1 selejt, vagy 2 selejt van benne.
Visszatevés nélkiili mintavétel esetén azon mintavételek szdma, amelyek nem tartalmaznak selejtet:

xp = C§gy = (92550) ’

amelyek 1 selejtet tartalmaznak:

950
%1 = Cly-Cly = 50-(24J,

amelyek 2 selejtet tartalmaznak :

(50 /950
2= ChorClf = (2)(23)'

Tehdt a kedvez esetek szama:

950 950y 50\ /950
X = Xgtx+x, = (25)+50(Z4)+(2)(23)'

A lehetséges esetek szdma:

1000
Ciioo = (35 ) -

fgy visszatevés nélkili mintavétel esetén a kérdéses valosziniiség
950) 50 (950 +(50) (950)
B (25 +(1) 24) 2/123)
- (1000
25 )
Visszatevéses mintavétel esetén pedig:

_ (950 )21(25 ( 507)( 29#)244(25 50 \*7 950 \u
*”‘(1—006 ' 1) 1000/ \ 1000/ ° 2)(‘@6)(1000)’
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14.1.5.3 Elhelyezési problémak

Az elhelyezési problémaknak nagy szerepilk van a statisztikus mechanikaban, ahol bizonyos
elemi részecskék (molekuldk, fotonok, elektronok stb.) fazistérben valo eloszlasat vizsgaljak.
Ez a kovetkezot jelenti: ha minden részecske 1 adattal jellemezhetd, akkor az illeté részecske
-allapotanak’ az n-dimenzios fazistér azon pontja felel meg, amelynek koordinatai a részecs-
két jellemzd adatok. A [dzisteret n-dimenzids paralelepipedonokra (cellikra) osziva, a
fizikai rendszer annak megadasdval irhato le, hogy az egyes cellakban hény részecske van.
A fizika killonbozo teriiletei, a problémdk kilénbozd voltdnak megfelelden kiilonbozd
statisztikat igényelnek.

14.1.5.3.1 Maxwell—Boltzmann-statisztika

A Maxwell —Boltzmann-statisztika feltevése, hogy a részecskék megkiilonboztethetGk-
¢s minden elhelyezkedésiik (eloszlasuk) egyforman valdszinfi, Ez a statisztika jol hasznal,
hato a statisztikus mechanikdban, pl. a g_ézmo[ekulélk rendszereire.
A Maxwell — Boltzmann-statisztika szerint meghatdrozzuk annak a valésziniiségét, hogy
N szamu celldban i szami (r = N is lehet) kiilonbozé részecske ugy helyezkedjen el, hogy
egy bizonyos cellaba pontosan k darab keriiljon.
Mivel minden részecske N kiilonbozé celldba keriilhet, ezért az n részecske lehetséges elhe-
lyczkedéseinek szama

Vi = N"

n

Az n részecske kozill az a k darab, amely a kijeldlt cellaba keriil, ( k) -féleképpen valaszthato
ki, a tobbi (n—k) részecske a fennmaradé (N— 1) celldban (N — 1)"~*-féleképpen helyezked-
het el. fgy azon elhelyezkedések szama, melyekben & részecske egy kijeldlt celldba keriil

(Z) (N— 1)1+,

A keresett valoszin{iség

(Z) (N—1y—*

Nn

ny 1 1 \#—k
=14 | = | —— s
re= () we (=)

1
ahol N jelenti egy részecske valamelyik celldban valé elhelyezkedésének valdsziniiségét.

P

vagyis

14.1.5.3.2 Bose—Einstein-statisztika

Az optikaban, a fotonrendszerekre alkalmazhatd Bose—Einstein-statisztika alapja, hogy a
részecskék egymastol nem kiilonboztethetok meg, €s igy csak azon elhelyezkedések tekint-
hetdk kilonbdzéknek, melyeknél az egyes cellakban levd részecskék szdma kiilonbozo.
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Meghatdrozzuk a Bose—Einstein-statisztika szerint annak a valdszinliségét, hogy N szamu
celliban » meg nem kiilonboztethetd részecske lgy helye?kedjen el, hogy egy megadott
cellaba pontosan k szamu részecske jusson.

Miutan csak az a lényeges, hogy egy celldaba hany részecske keriil, az 1 részecske N szami
cellaban valo elhelyezkedéseinek szdma

_— ‘N+n—1
T = ( ) )

1

MN+H_1) Azon elhelyezkedések sza-

fgy minden egyes elhelyezkedés valdsziniisége

n
ma, amelyekben a kijeldlt cellaban pontosan k& részecske van, megegyezik azon lehetéségek
szamaval, ahanyféleképpen a tobbi (N—1) celldba az (n— k) részecskét el lehct herezm
Tehdt a feltételeknek eleget tevd elhelyezkedések szama

o " N—1+n—k—1 = ‘N+n—k-—2
-1 T n—k E ( n—k ’

és igy a keresett valosziniiség

N+11—k—2)
_ ( n—k

NA+n—1y
(g

14.1.5.3.3 Fermi—Dirac-statisztika : #

Pp=

Az elektronok, protonok, neutronok korében érvényes Fermi—Dirac-statisztika alapelve,
hogy az egyes részecskék megkiilonboztethetetlenek egymastol (Bose — Einstein-elv), és egy-
egy cellaba maximadlisan egy részecske juthat.

Meghatarozzuk a Fermi— Dirac-statisztika alapjan annak a valoszintliségét, hogy egy meg-
hatarozott celldban éppen egy részecske van.

A kiilonbozo elhelyezkedések (eloszlasok) szama megegyezik azoknak a lehetOségeknek a
szamadval, ahanyféleképpen N elembél n elemet ki lehet valasztani. Ezek szama

ci= (")

Azon elhelyezkedések szama, amelyeknél az illetd celldban éppen egy részecske van, meg-
egyezik azon lehetGségek szdmaval, ahanyféleképpen az (N—1) celldban az (n— 1) részecske
— a feltételeknek megfeleléen — elhelyezkedhet. Ezek szama

‘N—1
n—-1 — !
4= (1-1)
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Tehat a kérdéses valosziniiség

N—1 .
_ (Hfl) _ (N—1YN—2)...(N—n+1) n
= —(N) - (n—1)! "NN—D(N—2).. . (N—=n+1)
i

illetve egyszerGsités utan:
P=y-

Példak

1. 50 egyetemi hallgato jelentkezik 3 kiilénbodz6 napra kitizott vizsgdra. Mi a valosziniisége annak,
hogy az elsd napra 10-en, a masodikra 15-en és a harmadikra 25-en jelentkeznek ?

Miutan a hallgatok megkiilénboztethetok, és egy vizsganapra akdrhdnyan jelentkezhetnek, a jelent-
kezési eloszlas a Maxwell—Boltzmann-statisztika feltételeinek megfelel. Igy annak a valosziniisége,
hogy azn = 50 hallgaté a N = 3 vizsganapra gy jelentkezik, hogy az elsé napra k, = 10, a mdsodik-
ra k. = 15, a harmadikra k; = 20 hallgatd jelentkezik

L S IO S
P = Tk Tk, N T TOT151250 3%°

2. Mi a valosziniisége annak, hogy 100 db 1 forintost 5 gyerek kozott véletlenszeriien ugy osszunk
szét, hogy a legiddsebbnek 30 Ft jusson?

Mivel a forintosok nem kilénboztethetSk meg €s figyelembevéve, hogy az elosztdsra olyan lehetoség
is van, hogy egyesek (akar egy gyerek kivételével mind) nem kapnak pénzt, az elosztas a Bose—Ein-
stein-statisztika feltételének meglelels. igy annak a valosziniisége, hogy az n = 100 db 1 forintost a
N = 5 gyerek kozott ugy osztjuk szét, hogy a legiddsebbnek & = 30 Ft jusson.

N+n—k—2 (5—.»100—30—2 73
( n—k ) 100—-30 ) (TO)

P= —Nim—1\ /5+i00—1y 104,
( n ) ( 100 ) (100)

Egyik ismert allami gazdasigunknak &t korszerii kukoricavetd géprendszere van, amelybdl nyolc
termeldszivetkezet igényel egyet-egyet. Mi a valoszinlisége annak, hogy az 5 legtavolabbi termeld-
szovetkezetnek teljesitik a kérését?

Mivel a gépsorok nem kiilénboztethettk meg, és egy termeldszivetkezet csak egyet vagy 0-t kap,
az closztas feltételei tehdt a Fermi—Dirac-statisztika feltételeinek felelnek meg. Annak a valdszinii-
sége, hogy azn = 5 gépsorta N =8 termeldszavetkezet kozt ugy oszijik szét, hogy az 5 legtavolabbi
kap egyet-egyet,

>

14.1.6  Valészinliségek meghatarozdsa geometriai médszerrel

Eddig olyan klasszikus valésziniiségszamitasi problémdkkal foglalkoztunk, amelyekben az
események szama véges volt, holott mara klasszikus feladatok kozt is szerepeltek olyanok,
melyeknél ez a feltétel nem teljesiilt, az események szama végtelen volt. Ilyen esetekben az
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" : z r_er . k
események valésziniisége nem hatdrozhato me = — jan, hi
gap n formula alapjan, hiszen a kedvezs

és az Osszes lehetséges események szdma nem véges. Ebbdl kovetkezik, hogy egy-egy elemi
csemér.lynek nem tulajdonithatunk 0-t6l kiilénbézé azonos valdszintiséget. Ugyanif )[) i
lyen kis értéket tulajdonitanank egy-egy elemi esemény valosziniiségének, a teljes eserzgl:;:
rendszerre vonatkozo 12’1 Pi = 1 axiéma nem teljesiilhetne, Amikor tehdt az események szima
:'fétgt;klen],( zﬁt ; 1kla:sszikus feltételt, hogy az elemi események egyenlden valdsziniiek, mds fel-

étellel kell helyettesiteni, amibél kov i y é bszintiséeet i i

B 0=t S, 6l kovetkezik, hogy az események valoszinliségét is mas
Olyan esetekben, amikor az események szemléltetheték egy geometriai alakzat pontjaival
-a kisérlet a geometriai alakvat egy pontjanak véletlenszerii kivalasztasa. A valdsziniiséz me
hatarozdsdra alkalmazhato az Gn. geometriai modszer, feltéve, hogy a kisérlet leh;tségfs
.::rcdrr}ényeinek valoszinfisége az illetd geometriai alakzaton ,,egyenletesen oszlik” el. Ez azt
jelenti, hogy annak a valodsziniisége, hogy a pont az adott résztartoméanyba esik, csal; a rész-
tartomany mérdszamatol fiige, és filggetlen annak a teljes tartomanybeli elhelyezkedésétsl

(Az egyenletes eloszlas feltétele helyettesiti a véges szamu elemi eseményeknél a[kalmazot;
azon feltetelt, hogy minden elemi esemény egyforma valészintiségii.)

A fenti feltételek teljesiilése esetén egy A4 esemény valdsziniisége meghatdrozhato az A4

esemény bekovetkezésére kedvezd geometriai alakzat mérészama z;s a kisérletnek megfeleld
teljes lehetséges geometriai alakzat mérdszdma hanyadosaként, Tehat

P(A) = kedvezd geometriai alakzat mérészama

lehetséges geometriai alakzat mérészama

illetve T-vel jelolve a kisérletet szemléltet, t-vel az A eseménynek megfelelé geometriai
alakzatot és u-vel az alakzatok mérészdmat

i)
wT)
(Mérbszamon itt az ivhossz mérdszamat értjilk, ha a geometriai alakzat egy gorbe; a

teriilet mérdszamat, ha a geometriai alakzat egy sikbeli tartomany: a térfogat mérdszamat
ha a geometriai alakzat egy térbeli tartomdny.) ’

P(A) =

Példak

1. Valaki elfelejti felhtizni az 6rajat és i srdé
i iZni gy az megdll. Kérdés, mekkora a valosziniisége annak, ho
a r}agymutapfﬁ 6 és 9 kdzott &Il meg? (Feltételezziik : annak a valosziniisége, hogy a nagymut’até g;’
szamlap !(eruletenek valamela; adott hosszisdgi ivén 4ll meg, az illet6 iv hosszaval ardnyos.)
Az esemény szdmdra kedvezd geometriai alakzat mérészdma a szdmlap negyed keriiletének hossza

_ 2

= el

4

A lchetséges geometriai alakzal mérészama a szdmlap telies keriileténck hossza
T = 2ra. ’

A keresett valdsziniiség a két mérdszdm hanyadosa, tehdt

gand
s

6 4 Matematika
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2. Egy 10 cm sugart kért korgyliriikre osztunk
nlo részre valod osztassaval, Mi

sugardanak Ot egye
a valosziniisége annak, hogy ezt céltablanak hasznalva
tt masodik korgylirlibe

éppen a kbzépponttol szamito
dobunk ? (Feltételezziik, hogy 2 céltablat biztosan el-
taldljuk, és hogy barmely korgylrtre vald dobas
valészin{isége csak a terillet nagysagatol fugg, vagyis
a céltablin a valosziniiség egyenletes closzldsu.)

A masodik korgylirfibe valo dobds, az A, esemény
szamara kedvezd geometrial alakzal mérgszama (lasd
3 14.1. abrat):

;= 427281 = 127,

A telies geometriai alakzat méroszama

T = 1021 = 1007.

141 abra

fgy a kérdéses valosziniiség

127 3

P42 = qoox ~ 25
3. Mi a valosziniisége annak, hogy a [0; 1] szamkozben harom szamot véletlenszeriien kivilasztva,
azok négyzetosszege 1-nél kisebb ? (Feltételezziik, hogy barmely sz4m Kivélasztdsa a [0: 1] szamkoz-

ben egyenletes eloszlasu')
Jeldljitk a harom szamot X, ¥, z-vel, igy ezeket felfoghatjuk egy térbeli pont koordinataiként. Mivel

a [0; 1] szdmkdz barmely 3 pontjira

0=x=1,

0=y=1,

0=z=1,
a [0; 1] szamkdz barmely 3 szaménak lehetséges kivalasztdsdhoz hozzarendelhetjiik a tér egységnyl
oldalélii kockajanak egy pontjat és megforditva (14.2 4bra).

lz

Plxiyz)

|

142 dbra

———— e T R R e TR R e
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A [0; 1] szdmkdz azon 3 sz4
szd : =
nek feiz leget zama, amelyeknek négyzetdsszege kisebb 1-nél. a kovetkezo fel
: ezo feltételek-

0=x=1,
0=y=1,
0=z:=1,

X242t < 1L

E feltételeket az egysé .
‘ ységsugaru ny B G EEL
Tehat a kérdéses valosziniiség: yoleadgdmb pontiaf elégitik ki (14.3 dbra).

1 4.13;
p= D _ Vewem 8 3
#(T) Vkocka - 1 = F :
Z

/

1

1

|

I

|

|

|

|

|

1

J

b= — e

/// ’ 4
P
s _/
7
X
14.3 ibra

4. Egy egységnyi | 1sagu
: y1 hosszusagu egyenes szakaszon taldlomra kivalasztunk ké
egymastol vald tavolsiga kisebb, mint . Mekk ot el
4 — - Mekkora a valoszin{isé .
e N 4 intisége 5
7 Sgg:];ezs esgzakasz elsd felében jeldltik ki? (Feltessziik hogy ey & 1ot oot 82
yenes szakaszon egyenl ¥ 1
b . venletes eloszldsn.
- kerdeses probléma egy feltételes valdsziniisé )
a ugyanis 4

A esemény: g
meny: a két pont az egyenes szakasz elsd felébe esik

egy-egy pont kivalasztdsdnak valdszinii-

B TR .
esemeny: a két pont tdvolsdga kisebb, mint L
B »

akkor a kérdés: az 4 5
N esemény B felté S
valosziniiség definicitia y B feltéte] melletti bekévetkezésének valésziniisége. Mivel a feltétel
- : eles

P(AIB) = T4B)

P(B) °

(14 kel ba 3

m 1 tarozni az A €s a Besen n ut| €s be O\refkeZBSEne}\ €sa B €semeny beko etkezeseﬂe]"
g_gr ke eny egyutt kove

Val()sll]luseget. Célszerii a geometrial n ()dSZCli a]ka]n)azlll "

64*
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Ezeket felfoghatjuk egy sikbeli pont koordindtaiként. A 0; 1]

: - és y-nal :
Jelsljilk a két pontot x szel és ) A s

jntervallum barmely két pontjara,

o=x=1,
. 4 6 ik egységnyi
barmely két pontjinak kivalasztasdhoz hozzarendelhet a s
vallum barm t s
ja € forditva (14.4 abra).
e meiéci pont kivalasztasa a [9; 1] egye
a két pont kivdlasztdsat reprezen

igy a [0;1] int'er
Idali négyzelenex :
g/ﬁutén feltételeztiik, hogy’r lzal:mclylrl :
eloszlasu, annak a valosziniisége, hogy

nes szakaszon egyf:n’lcf.e§
tald (x; ») koordiataju

)

¢ p (Xny
|

|

|

|

|

4
g x oy 1

14.4 abra |
Y, ’t
ik, megegyezik a résztartomény teriiletével. (Azér

eriilete 1.) )
meghatédrozésira van s

Soné ssztartomanyaba es
ségnégyzet ! rf:sz iy Jemee
po?t 'izvzilgg és nemesak ardnyos, mert az feg),fsfgrilj 13{,“1(
fi:& e:’I(B) meghatdrozésdhoz azon tartomany
gy
pontjai elegel tesznek az

1
ly—x| =7

ziikség, amelynek

- -nél.)

1

5 : nt tavolsiga kisebb —

tonek. (Ugyanis ez fejezi Ki azt a feltételt, hopy a ket po 3
egyenldtlensegnek.

Miutdn az
: y
ly—xl<7g
1/
cgyenlﬁtlenséggcl ekvivalens a
1 1
—’Z - y._.x - T .
1 1
x+=
illetve az X=F =y =< )
gyenlotlenség, 4z ennek megfeleld tartomany i‘
€ })
terulete (14.5 dbra):
3 3 i 3 _ E ‘
h=l-g g~ 716 1
B =115 145 dbra
s oy A= b Sp

1013

Hasonléan a P(4B) meghatirozdséhoz annak a tar- “
tomdnynak a teriiletére van szitkség, amelynek pont- Yy
jaira fenndlinak a kévetkezé egvenltlenségek :

<1
X <5,

{1
¥y 3

rol—
o
= /

1
Fy-x|<z‘

FNEN
=

Itt az elst két egyenldtlenség azt fejezi ki, hogy a ket ?
pont az intervallum elsé felére esik, a harmadik pedig ok

1
azt, hogy a két pont tavolsdga % -nél kisebb. Az e a

feltételeknek  eleget  tevd tartomdny  teriilete
(14.6 abra), 14.6 abra

—
-
i
|-

- B
4 4 =95

3
16

—_
(=)

és igy P(AB) =1, =
Tehdt a kereselt valosziniiség

P‘(AB) o

P(A|B) = R

;‘! ‘-Jl a‘l w
fi
| w

14.2 A VALOSZINUSEGI VALTOZO
14.2.1 A valésziniiségi valtoz6 fogalma

A véletlen tomegjelenségek gyakori tulajdonsaga, hogy esemeényeik bizonyos mddon meg-
hatarozott szamértékekkel jellemezhetok.

Példaul a kockajatékndl a dobdsokra jellemzé a dobott szdmérték, mely mindig més és
mas. Ezt az értéket kiilonbozé koriilmények befolyasoljak (a kocka homogenitdsa, a terep-
viszonyok stb.).

A céllovésre jellemzd példaul a taldlat helyének a céltibla kdzéppontjatél vald tavolsdga.
Ezt az értéket szamos kiilsé és belsd korillmény befolyésolja (légkori viszonyok, a puska
rogzitése stb.).

A gdzmolekuldk allapotdra jellemzé példdul azok gyorsuldsa, amely a mds molekulakkal valo
litkdzés folytdn allanddan valtozik. Ha ismerjiik is egy id6pillanatban egy molekula gyor-
suldsat, nem tudjuk megmondanij teljes pontossaggal, hogy pl. 0,01 vagy 0,001 secundum
mulva mekkora lesz ugyanennek a molekulanak a gyorsulasa, Ezt is sok koriilmény befo-
lyasolja (a gdz hémérséklete, a kornyezs molekulak szama stb.).

Egy telefonkézpont forgalmara jellemzé egy meghatarozott iddintervallum alatt érkezd
hivasok szdma, amely kiilonbozd véletlen kortilmények folytan (kapcsolasi sebesség, dram-
kéri zavarok stb.) allandoan véltozik.




-
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E példakndl a kisérletek eredményeinek jellemzésére tehdt olyan szamértékeket hasznaltunk,
melyeknek értéke nem éllando, a véletlentd] fiigg. Ezeket az eseményekhez rendelt valtozo
mennyiségeket, amelyeknek értéke esetrdl esetre mas €s mas lehet, de meghatarozhatd, hogy
értéke milyen valosziniiséggel esik megadott hatdrok kozé (ill specialis esetben megadhato,
hogy mekkora valoszinfiséggel vesz fel meghatirozott szamértéket), nevezziik valdsziniiségi
vdltozonak, Tehdt a valdszintiségi valtozo az eseménytéren értelmezett olyan valos értékii
fliggvény, amelynél — tetszileges a-<b valds szamokra — meghatirozott valosziniisége van
annak az eseménynek, hogy a fliggvény értéke [a: b)-be esik.

Definicié. Tekintsiink egy olyan Borel-féle eseményalgebrat, amelynek eseményei egy
£2 alaphalmaz bizonyos részhalmazaival Jellemezhetdk, akkor a valosziniiségi valtozd ezen
az alaphalmazon értelmezett olyan E=&(w) valos fiigevény (o) € ), amelynek ésszes ,,Nivo-
halmazai” az eseményalgebrahoz tartoznak,
{A £ = E(w) nivéhalmazai a Ew) < xegyenlStlenség altal definialt 9-beli részhalmazok, ahol
X tetszoleges valos szam.)
A valdsziniiségi viltozdk jeldlésére dltaliban gordg kisbetiiket

/B S
lehetséges értékeik jelolésére latin kisbetiiket

X1 Xo, Xg, ...

stb. hasznilunk.

A valdszinfiségi valtozok igen sokfélék. Az dltaluk felvett értékek lehetnek véges szamuak,
megszamlalhatok vagy meg nem szamlalhatok, A hozzajuk tartozo valoszintiségek lehetnek
Un. diszkrét eloszlastiak, vagy kitolthetnek egy intervallumot, illetve egy intervallumban
sliriin helyezkedhetnek el anélkil, hogy azt teljesen kitdltenék stb. A sokféle lehet6ség kdziil
a tovabbiakban csak két specialis tipusival, a diszkrét eloszldsi (réviden: diszkrét), és a
folytonos eloszlasa (réviden: folytonos) valdszinfiségi valtozoval foglalkozunk.

14.2.1.1 Diszkrét valészinliségi valtozs

Egy teljes eseményrendszer elemi eseményeihez rendelt £ valosziniiségi valtozd diszkrét
¢eloszlasi, ha lehetséges értékeinek szama véges vagy megszamlalhatoan végtelen,

Diszkrét valosziniiségi valtozéhoz jutunk, ha példaul két kockaval valé dobdsnal a dobott
szamok Osszegét vizsgaljuk. Ennél a kisérletnél az elemi esemenyek szdma véges, 62=36, és
fgy — bevezetve valosziniiségi valtozonak a dobott szdmok Osszegét, i+ k-t — azok szdma is
véges (i jelenti az egyik és k a masik kockdn lathaté pontok szamat), A lehetséges értékek

S=0 B, sl

Tehdt & = 4k valéban diszkrét valdsziniiségi véltozo.
14.2.1.2 Folytonos valésziniiségi viltozo
Egy teljes eseményrendszer elemi eseményeihez rendelt valosziniiségi valtozo folytonos el-

oszlast, ha lehetséges értékei folytonosan téltenek ki egy vagy tobb véges intervallumot,
vagy a teljes (- oo, + <o) intervallumot.
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Folytonos valosziniiségi véltozohoz jutunk, ha egy R sugaril kor alaka céltablara 16viink,
és — feltételezve, hogy a céltablit eltaldliuk — a becsapodas helyét vizsgaljuk. Ennél a
kisérletnél az elemi események szdma — a céltdbla pontjainak szdmossdga — nem megszam-
ldlhato. Bevezetve valdsziniiségi valtozonak a talalat helyének a kozépponttdl vald tavol-
sdgat, r-et, ennek értékei — a [0; R] intervallum pontjai — ugyancsak nem megszamlal-
hatok. Az ily modon definidlt & = r valéban folytonos valdszintiségi valtozo.

14.2.1.3 Valésziniiségi viltozék dsszetétele

A valoszintiségi valtozd értelmezésébol kovetkezik, hogy ha & egy valdsziniiségi viltozd,
akkor ennek konstanssal valo szorzata vagy négyzete vagy négyzetgydke stb. ugyancsak
valoszinliségi valtozo.

Tehat, ha £ valosziniiségi valtozo, akkor ennek barmely valos fliggvénye,

n =g
is valosziniségi valtozo. ) '
Ugyancsak a valosziniiségl valtozo értelmezésébol kovetkezik, hogy két vagy tibb valo-

szinliségl vdltozo Osszege vagy szorzata vagy hanyadosa stb. is valoszinliségi véltozé.
Ha £, &5, ..., &, valészinliségi valtozok, akkor ezek barmely n véltozos valos fiiggvénye

= g(fl, 'Ezs ey -.\tn)
is valosziniiségi valtozo.

Megjegyzések. /. Az eddigi feladatokban olyan valoszinliségi valtozdk szerepeltek, amelyek
valos értékeket vettek fel. Megjegyezzitk azonban, hogy a valdszinliségszamitds olyan valo-
szinliségi véltozokkal is foglalkozik, amelyeknek értékkészlete nem valds szamokbol, hanem
példdul komplex szamokbol vagy tobbdimenzids vektorokbol, vagy végtelen szdmsorozatok-
bdl, vagy fiiggvényekbdl sth, all.

2. Az elemi események ugyanazon halmazdn tébh valosziniiségi valtozo is értelmezhetd.
Pelddul két kockaval valé dobasnal egy dobdscsoportot tekintve elemi eseménynek, valészinii-

' ségi viltozonak bevezethetjiik a dobott szamok Osszegét: & = i+k-t; vagy a dobott szamok

I r
szorzatdt: 9 = i-k-t; vagy a dobott szaimok hanyadosat: = ) -t stb. Hogy a végtelen sok

lehetdség kozill melyik valoszintiségi valtozot valasztjuk, az dltaldban a feladattdl fiigg.

Példak

1. Egy pénzdarabbal valé dobds eredményeinek jellemzésére definidljunk valdszintiségi viltozét!
A pénz az irdsos vagy a szdmozott oldaldra eshet. Az események szdma tehat 2. [gy a dobasi ered:
ményeket egy diszkrét valdsziniiségi valtozéval Jellemezhetjiik. Példaul legyen a valoszintiségi viltozod
értéke 1, ha a pénz az irdsos oldaldra, és 2, ha a szamozott oldaldra esik. E hozzdrendelés érielmében
a valbszintiségi vdltozd lehetséges értékei

s=1,2.

2. Definidljunk kiilénbszd valosziniiségi véltozékat a kockadobds eredményeinek jellerlnzésé’re!
A dobott szamokat tekintsiik a kockadobds elemi eseményeinek. Miutdn ezek szama véges, igy
diszkrét valdsziniiségi véltozékat rendelhetiink hozza.
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a) Ha valoszintiségi valtozonak magukat a dobott szamértékeket vezetjilk be, akkor a valosziniiségi
valtozd lehetséges értékei

£=1,2,3,4,5,6.

b) Ha valdsziniiségi valtozonak a dobott szdmok négyzetét vezetjilk be, akkor a valdsziniiségi
valtozd lehetséges értékei

n=1,409, 16,25, 36

¢) Bevezethetiink egy olyan valdsziniiségi vdltozot is, melynek értéke pl. 0, ha paros szdmot dobunk,
és 1, ha paratlant. Ennek a valosziniiségi valtozonak lehetséges értékei

Jelsljiik az elemi eseményeket, az 1, 2,.. ., 6-0s dobdsokat 4,, 4,,..., A;-1al, igy ekkor az dltalunk
definialt kilonbozd valdszinliségi valtozokat a ktvelkezd hozzarendelések adjak

Ly Ay Aq Ai Az .As

123456
n |1 4 9162536 25/ o
tlto1010

3, Definidljunk valosziniiségi vaitozot egy téglalap L /

alaki gyimolcsdsben levd gylimolesfak elhelyezke- t

déseinek jellemzésére. Legyenek a telek oldalai 60, 60rm

ill. 40 méter hossziiak, és a bejarat legyen a 60 m-es  14.7 abra

oldal kézepén.

A gyiimélesfak elhelyezkedésének jellemzésére kézenlekvd a bejaratiol vald tdvolségot tekinteni.
Ha ezt vessziik valosziniiségi vdltozénak, folytonos valoszintségi valtozot nyeriink, ugyanis a leg-
kisebb és a legnagyobb tavolsdg kizt minden értéket felvehet, Miutdn a tdvolsdg akkor maximalis,

ha a gyiimélesfa a kapuval dtellenes oldal valamelyik végén van, és ez a tavolsag d = V/ 30°+40° =
~ 4/2500 = 50 m (14.7 dbra), az altalunk definialt

dre

&=d

folytonos valdsziniiségi valtozé a [0; 50] intervallumban tetszéleges értéket vehet fol.

14.2.2 A valésziniiségi valtozé eloszlasa. Siiriiségfiiggvény

Egy kisérlethez tartozo valoszinlségi valtozo jellemzéséhez nem elég csak azt tudni, hogy az
milyen értékeket vesz fel, hanem azt is kell tudni, hogy milyen gyakran — vagy milyen
valoszintiséggel — veszi fel ezeket az értékeket. Diszkrét valdszinliségi valtozo esetén ezeket
meg is tudjuk hatarozni: a £ diszkrét valdszintiségi valtozd minden egyes x; értékéhez tar-
tozik egy p, = P(§ = x;) valosziniiség. Folytonos valdsziniiségi valtozo esetén azonban
altaldban barmely x, értékre P(£ = x;) = 0, igy itt csak azt tudjuk megmondani, hogy
a & valoszinfiségi valtozd milyen valdsziniiséggel esik az [xy; x4 Ax) intervallumba, Ennek
megfelelden diszkrét valdszinliségi valtozo esetén a valosziniiségi valtozordl az un. ,vald-
sziniiségeloszlas™; folytonos valoszinliségi valtozo esetén az an, ,.sifriiségfiiggvény” ad ko-
zelebbi felvilagositast.
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14.2.2.1 A diszkrét valészinliségi valtozé valésziniiségeloszlisa

Definicié. Ha & diszkrét valoszinliségi véltozo, amely a véges szamu vagy megszamlal-
hatoan végtelen sok x, x5, X3, . .. lehetséges értékét rendre py, po, ps, . . . val6szintiségekkel
veszi fel, akkor az Osszetartozo

(xwe; pro k=1 203, 00

szamparok oOsszességét a £ diszkrét valoszintiségi valtozo valdsziniiségeloszidsinak nevezzik,
amennyiben az eleget tesz a kovetkezd feltételeknek :
o) tetszbleges k értékre

0=pr = 1.
B) mivel x;, x5, x5, ... egy teljes eseményrendszer elemi eseményeihez rendelt szamértékek,
szitkségképpen

Yo=Y PE=x)=1.
k k

Barmely diszkret valosziniiségi vdltozo esetén teljesiil az o) és 3) feltétel, s megforditva, ha
ezek teljesiilnek, akkor van olyan diszkrét valosziniiségi valtozo, amelynek eloszlasa éppen
az adott (x;; p;) szampdrokhoz vezet.

Feltételezve, hogy

Xy < Xg < Xz <

a valoszinliségeloszlas tablazata a kovetkezd.

P ?Pl ! Py Pg-..

Grafikonjat a 14.8 4bra szemlélteti,
A tablazat és grafikon gyakorlatilag arrél ad felvilagositast, hogy a & diszkrét valoszin{iségi
valtozo hogyan ,,0szlik el” a lehetséges értékek kozott, Azt az xp, ertéket, amelyhez a leg-

1__..
? o
|
o I b 7 I
- L
1 4 ; |
X X2 O 4 x Xk k3
14.8 dbra.
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nagyobb valosziniliség tartozik, nevezzilk a valosziniiségi valtozo ,,legvalosziniibb értéké’-
nek. Ez az érték nem sziikségképpen egyértelmii.

Tétel. Ha ismert egy & diszkrét valdszinliségi valtozo valoszintliségeloszlasa, az (x;; pi)
szamparok Osszessége, akkor annak a valoszintlisége, liogy a valoszinliségi valtozo lehetséges
értékei a valds szamegyenes [a; b) intervallumdba esnek, megegyezik az [a; b) intervallumba
esd valosziniiségi valtozokhoz tartozo valosziniliségek ésszegével. Vagyis, ha a valosziniiségi
véltozénak [a; b)-beli lehetséges értékei a véges szami x;, x;., ..., ¥;.; értékek, akkor

i+j

Pa=:<=b=) p,
k=i

€s ha az [a; b)-beli lehetséges értékek a megszamlalhatéan végtelen x;, x;.;, ... értékek,
akkor

Bizonyitas. A feliételek értelmében o = £ < b azt jelenti, hogy a valdsziniiségi valtozo
vapy az x;, vagy az x;,,, ..., értéket veszi fel. Miutdn ezek egymast kizaro események, igy
valoszinliségeik osszegezddnek, tehat

Pa=t<bh=PE=x4+E=x+.. . +E=x.)) =

i+j i+
= ¥ P(,=Xk)=;pk,
Pt =

ha a valdszinliségi viltozo lehetséges értékének szama véges, és

Jir

PE=x)= f;pk,

Pazt<b=

e

ha a valdszinliségi vdltozo lehetséges értékének szdma megszdamlalhatéan végtelen.

14.2.2.2 Folytonos valdsziniiségi viltozo siiriiségfiiggvénye

Amennyiben £ folytonos valosziniiségi valtozo, a valosziniiségi valtozo tetszdleges & = x;, ér-
tékére p, = P(5 = x;,) = 0. A £ folytonos valdszinfiségi vdltozé minden x, értékéhez tehat
nem rendelhetd p, = 0 valdszintiség. Helyette a £ folytonos valosziniiségi valtozohoz egy
a valos szamok halmazan értelmezett folytonos — ill, véges szamii hely kivételével folyto-
nos — y = p(x)fiigevényt rendeliink, amelynek az a tulajdonsdga, hogy ha a valdszintiségi
véltozé barmely x, helyét tartalmazé Ax, intervallum hosszat megszorozzuk p(x,)-val, ez
a szorzat kozelitéleg megadja annak a valdsziniiségét, hogy a & valdszinliségi véltozo az
(x;; x;.+Ax;) intervallumba esik (14.9 dbra),

P(Xk)‘AXk = P(.l'k = E < Xp-k Axk),

illetve
Plxg = & < x+Axp)
Axk ’

pxp) ~
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%) 8 xg

p=p )

J Xe X +AXy

==
g
14.9 ébra.

A kozelités annal jobb, minél kisebb Ax;, és amennyiben a jobb oldali hidnyadosnak létezik
hatarértéke, az ily modon értelmezett p(x) fiiggvényt a & valdszintiségi valtozo ,,sliriség-
eloszlas™-dnak vagy rdviden , siirliségfiiggvény”-ének nevezziik. Az értelmezéshél kovetke-
zik, hogy a siiriiségfiiggvény olyan flggvény, amelynek értéke nem valdszinfiség, hanem
olyan szamérték, amelyhez az Uin. »atlagvaldsziniliség” kozeledik, ha Ax; minden hatdron
tal csokken.

Definicié. Ha £ [olytonos valosziniiségi valtozo, amely meghatdrozott valoszinliséggel
esik a valds szamegyenes barmely intervallumdra, akkor a folytonos (ill. veéges szamu elso-
faju szakadasi hely kivételével folytonos) y = p(x) fugevényt a & folytonos valdsziniiségi
valtozo siiriiségfiigevényének nevezziik, amennyiben az eleget tesz a kovetkezd feltételek-
nek: «) a valés szimegyenes barmely x értékére

p(x) =0,

P) tetszbleges a < b valos szamokra

b
[ Py dx = Pla= & < b),

¥} a teljes valds szamegyenesre

=+ oo

j px)dx = 1.

—o0

Minden folytonos valészintiségi véltozo slirliségfiiggvénye eleget tesz e kikotéseknek és
Viszont: minden olyan — a valds szdmegyenesen értelmezett fiiggvény, amely eleget
tesz az a), f) és y) feltételeknek, felfoghatd egy folytonos valosziniiségi véltozo siirlisée-
fuggvényének.

Megjegyzés. A folytonos valoszintiségi valtozo stirliségfiiggvénye megfelel a diszkrét valo-
sziniiségi véltozo valosziniiségeloszlasinak. Ez az analogia jol szemléltetheté a sfiriiség-
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[liggvény geometriai interpretécidja alap-

jan, Ugyanis ‘P
%) a p(x) siriiségfiiggvény nemnegativ
fiiggvény, ami azt jelenti, hogy gorbéje
mindeniitt a valos tengely folott helyez-
kedik el (14.10 4bra). Ez felel meg annak
a feltételnek, hogy diszkrét valdszinliségi
viltozo esetén a valoszinliségi valtozo P—
minden lehetséges értékéhez pozitiv valo-
szin{iség tartozik,

PP

14.10 abra.

b

5 [ Px)dx = Pla=§ < b)
; ok

azt jelenti, hogy a siriiségflipgvény gor- £=p(x)
béjének [a; b] intervallumbeli gorbe alatti

tozo az [a; b] intervallumba esik (14.11
abra). Ez felel meg annak a feltételnek, 7
hogy diszkrét valosziniiségi valtozo esetén

annak a valoszin(isége, hogy a valoszinii-  14.11 abra
ségi vdltozo az [a; b] intervallumba esik,
megegyezik az Intervallumbeli valdszinii-
ségi valtozok lehetséges értékeihez tartozd
valoszinliségek Osszegével.

v) a stiriiségfiiggvény (— o=, +==) inter-
vallumbeli integralja: egyenld 1-gyel (14.12
dbra). Ez felel meg annak a feltételnek,
hogy diszkrét valosziniiségi valtozo esetén:

ZP;‘ =1
T

iirited

a

teriiletének mérdszama megadja annak a / /
valosziniiségét, hogy a valosziniiségi val- / F 4 AN

Példak 14.12 abra

. . 2 L1 S
1. Valamely gyartmédny 6%-a selejt. A selejtes darabck?-része egy hibat, 3 ~-része két hibat

tartalmaz. Vezessiik be valosziniiségi valtozénak .a gyartmanyok hibaszdmat, és készitsitk el a valo-
szinliségeloszlds tdbldzatét és grafikonjat.

A valosziniiségi vdltozd lehetséges értékei: 0, 1, 2, Mivel a gyartmany 6%-a selejt, ezért 94%-a
hibatlan, tehdt annak a valésziniisége, hogy egy kivalasztott gyartmany hibatlan (0 hibat tartalmaz)

PE =0)=0,94.

. i 1 ; s i
Mivel a 6% selejt 3 -része, tehat 4%, egy hibat tartalmaz, azért
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és mivel a 69 selejt -; _része, tehat 29, két
hib4t tartalmaz, ezért #
P(¢ = 2) = 0,02,
Mindezek alapjan a valosziniiségeloszlis tab- /
lazata a kovetkezd. 4%
3 ! 0 1 2
i“ Q
p|094 004 002 : 9
! : e
Grafikonj4 A élteti % ! E £
ankonjat a 14.13 dbra szemlélteti.
2. Legyen ¢ olyan valészinliségi  valtozd, 1413 ibra
amelypek lehetséges értékei az osszes nem-
hegatly egész szdmok (k = 0, 1, 2,. ., ). A & = kesemény valosziniisége legyen ardnyos kl' ~sal.
a) Ha,tta'roz"zuk meg az egyes események valosziniiségét ! .
b) Készitsitk el a valdszintiségeloszlds tablizatat €s grafikonjat!

¢) Hatdrozzuk meg annak a valosziniiségét, hogy a valdsziniiségi viltozd az [I; 4] intervallumba

esik!
a) A feltétel értelmében

pk=.P(£=k):._ch’

a c dllandot abbol a feltélelbs! hatdrozzuk meg, hogy a teljes eseményrendszerre

Zpkz L
3

Mivel itt & értéke a 0-t6] oo -ig terjedd egész szamok barmelyike lehet, kell hogy

S me oy
P S N

= - I’

legyen, ahonnan

1
€= = g1,
e

3, . % 1
Iit folh d e ) ,
( aszndltuk, hogy ,_Zu kU = e,) Ezzel a valésziniiségi véltozo egyes lehetséges értékeihez

tartozd valdsziniiségek

—_ Py _871
pk_P(gtk)L—]{Tl

b) A valosziniiségeloszlds tabldzata a kévetkezd.

ur
”
—
(]
)

4

p

mI
-

™
~

e-1
4!



1022

/._
dy 9

i Q

B S g
g ! 2 3 4 13

14.14 abra

¢) Felhasznalva, hogy diszkrét valosziniiségi villozo esetén

E+l—1

Plx, = &= Xpap) = i; Py

3 3. g1 B 1 I -
igy Plst<4)= _lei- = i; =€ [(”71'*"3_1) ~ 0,615.

3. Hatdrozzuk meg, hogy ¢ milyen értéke mellett lehet az

f@ =g (esx=tw)

flggvény egy folytonoé closzlas stirliségliggvénye. o ) _
Hoéy f(x) egy Tolytonos val6sziniiségi valtozo siiriiségliiggvénye legyen, kell hogy egyrészt minden

x-T¢
flx) =0
legyen. Ez

f&) =

eselén minden ¢ = O-ra fennall, Masrészt kell, hogy

o

J" flix)dx =1

legyen.
oo . 4
; N =¢ lim [arct x] =7,
Mivel J i xt dx i e A P
i c
azért J FES o =y
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Y sl

1
ha ED f(x}l

Tehdt az

Y

flx) =

{
1 (%)== "
A+ azy

fuggvény felfoghatd egy folytonos valé-
szinliségi  valtozd  siirliségfiiggvényének
(14.15 4bra).

4. Igazoljuk, hogy az g -

% ha x=0, 4415 spra
i { e’, ha x=0

figgvény egy folytonos valosziniiségi valtozo siirliségfiiggvénye, és hatdrozzuk meg, hogy mekkora
valdszinliséggel esik a valosziniiségi valtozd a [2: 4] intervallumba.

7

14.16 dbra

A fenti fuggvény egy folytonos valdsziniiségi valtozo stiriiségfiiggvénye, mert egyrészt minden x-re

f=0
(14.16 4bra), masrészt
Hies 0 oo
r 4
f &) dx = fo dx+ [ e*dx= lim {w-e"-'] -1
4 = co 0
— oo — oo ]
A kérdéses valbsziniiség
. 4
Pesé<a)=[e=dx=[-e=]"=[-2 11 & ot
2 ed e.! 3

2

14.2.3  Valésziniiségi valtozék eloszlasfiiggvénye

A valoszinliségi véltozok — mint lattuk — igen sokféle tipusuak lehetnek. Hogy a sok
kiilonb6zd tipust valoszinliségi valtozd értékének véletlen Ingadozdsat egyontetiien targyal-
hassuk, bevezetjiik az n. eloszldsfiiggvény fogalmat.
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Definicié. Tetszoleges & valoszinliségi viltozd eloszlasfiiggvénye a valos x-ek halmazan
értelmezett
F(x) = P(E < %)

fiiggvény, amely megadja annak a valosziniiségét, hogy a valoszinfiségi valtozo x-nél kisebb
értéket vesz fel.
Az eloszlasfiggvények diszkrét és folytonos valosziniiségi véltozo esetén analog tulajdon-
saghak. Espedig:
a) F(x) monoton nem csokkend,
b) minden x pontban balrol folytonos,
¢) lim F(x) =1, lim F(x) = 0.

X —r oo X —> —oc
Az a), b), c) feltétel minden eloszlasfiiggvényre teljesill, és viszont, minden a), b), c) feltétel-
nek eleget tevo fiiggvény eloszlasfiiggvénynek tekinthetd.
Ha mar ismerjiik az F(x) eloszlasfilggvényt x minden értékére, akkor meg tudjuk hatdrozni
annak a valosziniiségét, hogy & az [a; b) intervallumba esik (a és b valos szdmok), meg-

pedig
Pla = & < by = F(b)—Fla).

Az eloszlasfiiggvény mindezen tulajdonsagait diszkrét €s folytonos valtozo esetén Kilon

igazoljuk.
14.2.3.1 Diszkrét valésziniiségi viltozo eloszlasfliggvénye
Ha £ diszkrét eloszlast valosziniiségi valtozo, mely az xy, X, <. oy Xpo « - - lehetséges értékeit
Pis Pos «o-a Pp oo pozitiv valoszintiségekkel veszi fel, akkor eloszlasfilggvénye
Foy= Y PE=x)= Y, pi
X=X X; < X

Vagyis az eloszlasfiiggvény €rtéke egy tetszéleges x helyen megegyezik a valosziniiségi val-
toz6 x-nél kisebb értékeihez tartozo valdsziniiségeinek Osszegével.

1. Tétel. Ha egy & diszkrét valoszin{iségi véltozd eloszlasfiiggvénye F(x), akkor annak a
valosziniisége, hogy a valoszinliségi valtozé egy — a lehetséges értékeket tartalmazd —

[a; b) intervallumba esik
Pla= & = b) = F(b)— Fla).
Bizonyitas. Legyen az
Aesemény: £ < a,
RBesemény: & < b,
Cesemény: a=§ < b,
ekkor fennall, hogy
B = A+C.

Ly
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Mivel 4 és C egymadst kizard események
P(B) = P(A)+P(C),
amibdl
P(C) = P(B)—P(A).
Mivel pedig a definicid értelmében:
P(C)=Pla=&<b),
P(B) = F(b),
P(A) = Fla),
azért
Pla= & < b) = F(b)— Fla).

2 I’ei;ei. A végefs. sok "értéket felvevd diszkrét valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
monoton nem csokkend, balrdl folytonos, lépesds (szakaszonként konstans) fiiggvény

amelynek ugrdshelyei a valdszinliségi valtozo lehetséges értékei: X1, Xo x, (x;-ket no
3 s onees Xy P -

vekvé sorrendben irtuk le), ugrisainak { i
’ , ug nagysidga pedig ¢ jszin(isé
o v pedig a py, pa. ..., p, valosziniiségek.

0, ha E= Xy,

x

F(x): ZP;‘. ha Xp = E§ Xietls
i=1
1 ha B W

izc?nyntas. a) F(x) monoton nem csokkend fiiggvény. Ugyanis a definicio szerint a valoszi-
niiseg nemnegativ szameérték, és igy tetszdleges

Xy = X
esetén a

P(x; = & < xp) = F(xy)— F(xy)
egyenldségbdl kovetkezik, hogy

Flx,y) = F(x;).

{7) F(x) lépcsis fiiggvény. A valoszintiségi valtozo barmely két egymadst kivetd értéke kozti
intervallumban az eloszlasfiiggvény értéke dllando, éspedig tetszéleges
Xk<£§Xk+1 (k:1,2,....,(nﬁl))

esetén
k
Flx) = Z Pi.
i=1

65 Matematika

_
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Ugyanis ebben az esetben

Flx) = PG = x) = Pl = x)+E = xp)+. .. +& = 2]
é&s mivel ezek egymast kizaro események:

k i
Fx)=Y PE =x) = ;p;.

i=1
] ; Sricker SNy ¢ ajdonsdgbol
¢) Fi(x) ugrashelyei a valgszimiségi valtozd lehetsiges értékei, Ez a tény a b) tulaj
(=3
kovetkezik.

dy F(x) ugrasanak nagysdaga barmely x; helven a megfeleld py, valdsziniiség. Ugyanis,

k=1
ha Xp_1=E= x,, ekkor F(x) = 1_; Pis
& ko1
2 ak = P = i} +Pk,
ha xp < E= xppq. akkor  F(x) [lex (Zl Pr)

ami azt jelenti, hogy

Kt
lim F(x)= Zl Pis

X = x;—0
k=1
lim  F(x) = (Z Pil+pr.
x — x40 =1
vagyis az x; helyen az ugras nagysaga valoban py .

€) F(x) balrdl folytonos. Ugyanis,

ha Xp <& = Xpya-
akkor F= Y PéE=x)= Y pi=Fon)
Xp < Xpa1 X, << Xpi1

vagyis F(x) értéke az (x5 Xjeq1) intervallumban allando.

1) Fix) =0, ha £=xp.

v i spes érté &g E= lehetetlen
Ugyanis x; a valosziniiségi véltozo legkisebb lehetséges értéke, €s igy ¢ = Xy
1 £ v

esemény, tehat valosziniisége 0.
g) Fxy=1, ha &= x,.

erté it & i semény, €s igy
Ugyanis x,, a valészinliségi valtozo Jegnagyobb értéke, tehat & = x, biztos esemeny,
L= H -
valoszintisége 1. . )
Mindezek alapjan egy véges sok értéket felvevd ey
flizevényének girbéje a 14.17 abran lathato alakot veszi fel.

diszkrét valoszinfiségi valtozo F(x) eloszlas-

1027
sl
/T ;
0 Pn
!
—]
Dy
I
| Ps3
T
o2
L o . -
g Ay £z Az Xy X E

14.17 dbra.

Megjegyzések. /. Ha a diszkrét valoszintiségi valtozo nem véges, hanem megszamlalhato
sok érteket vesz fel, akkor lehet, hogy az eloszlasfilggvény nem Iépesds fliggvény. Ugyanis
eléfordulhat, a valoszintiségi véltozéd lehetséges értékei mindeniitt siiriin helyezkednek el,
sehol sincs olyan intervallum, amelyben az eloszlasfiiggvény konstans volna.

Példaul amennyiben a diszkrét valoszintiségi valtozo lehetséges értékei az

Pisies 2ol we
racionalis szamok, és a hozzdjuk tartozo valoszintiségek
I 1 1

R gk s

: s . 1

akkor minden racionalis pont szakadasi hely px S (k=1,2, ... )nagysdgl ugrasokkal.
gy nincs egyetlen olyan intervallum sem, amelyben az eloszlasfiiggvény konstans volna.
2. Minthogy diszkrét eloszlast valosziniiségi valtozo esetén a valoszintiségi vdltozé minden

lehetséges x; értékéhez tartozik egy P valosziniiség, azért itt az closzlasfiiggvény helyett
célszeriibb a

Px = P& = x)
k=1, 2,... valoszinliségeloszldssal dolgozni. A p; szimok meghatarozzdk az eloszlas-

fliggvényt és megforditva, ha ismerjilk az eloszlasftiggvényt, akkor annak ugrdsai megadjak
a p, szamokat.

14.2.3.2 Folytonos valésziniiségi viltozé eloszlisfiiggvénye

A folytonos valosziniiségi véltozo eloszlasfiiggvényére is érvényes a
Plu = & < by = F(b)— F(a)
reldcio, amely a stiriségfiiggvény felhasznalasaval
b
F)—Fla) = [ p(x)dx.

a

G5%

e D B S W55 G T
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A stiriiségfiiggvény €s az eloszlasfiiggveny értelmezésébdl kivetkezik, hogy a p(x) stiriség-
filggvénnyel rendelkezd folytonos valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

Ed

F(x) = jﬂnm

Ennck kovetkezménye a most kifejtendd tétel.

4. Tétel. Ha a £ folytonos valosziniiségi valtozo siiriségfiggvenye mindeniitt — vagy veges
sok ugrashely kivetelével — folytonos, akkor p(x) folytonossagi helyein

p(x) = F(x).

Bizonyitas. Az el§z8 megjegyzés alapjan az

x

Fix) = j p(r) dr

— o0

fiiggvényt — az analizisbél ismert moédon — a felsG valtozo hatdr szerint differencidlva

F(x) = plx).
A folytonos valasziniiségi valtozo tulajdonsagait a kovetkezo tétel fejezi ki

2. Tétel, Egy folytonos (ill. véges szamu ugrashely kivételével folytonos) p{x) siirfisegfiigg-
yénnyel rendelkezo folytonos valoszinfiségi valtozo eloszlasfiiggvénye monoton, nemesokke-
n6, folytonos filgaveny, amelynek hatdrértéke x — — o esetén 0, és x — oo esetén 1.

Bizonyitas. g) F(x) monoton, nemesOkkeno fiiggvény. Ugyanis az eloszlasfiiggvény defini-
cidja értelmében
x

Fey = | p@)dt

¥
&s mivel a feltétel értelmében p(x) = 0, igy f p(f) df x-nek monoton nemesokkend fliggve-

oo

nye.
b) F(x) folytonos fliggvény, ugyanis

X

Foy = [ podr,

— oo

&s az integral mint a felsé hatar fiiggvénye folytonos.

) lim F(x)=0.
X
Ugyanis lim F(x)= lim I plt) dt = 0.
x = —oo ¥ = =00 s

1029
@ . _lm F=l1
X= 4 o
ugyanis: lim Fx) = 1 x toe
Jm F = lm - [pnar= [ pwdr=1.

—ca

Ez a tétel megfordithato: mi
g ithat6: minden olyan F(x) fiiggvény, amely rendelkezik a tételben felso

)

ln—

e

a e

14.18 abra.

T It tulaf sa, Yy {13 Y
gokkdl, fe]fOE,hatO cgy f()l tonos Valoszmﬁsegi \«‘dht)zo eloszlésfug \.e’rj ek t
O dOI] ent.

A 2. tétel értelmében e
. gy folytonos valosziniiségi va 5
x vl . . R
a 14.18 abran bemutatott alakot veszi fel. % R BRI itk »

Példak

1. Egy szabélvos, homogé 3
gén kockdval valé dobdsnal v i
. ; ezessiik .
sAzatr:;(\)j:a; I;Iatartfzzpk"n?eg az eloszlasfiiggvényt és ébrﬁzol}lukba;rr:ioS%H;Ju's'?gl e TS S
zetett valoszinliségi vdltozd diszkrét. Lehetséges értékei: & _golr ;JEtSI 4 5 6
{ :&=1,2 3,4, 5 6, melyeket a

1
by = = 1, 2 6 PP
6 , 2, ..., 6) valésziniiséggel vesz fel. Eloszlasfiigayeé
i =gl i z fel. 4sfil o
Iépcsos fliggvény, amelynek értékei : A s monoton, nem ssgkents
0; ha x=1,
F(x) = ; .
lep“ ha k<x=k+1 k=1,2,3,4,5),
1, ha x >0,

Ha x = |,

Fx) =P <x)=PE = 1) =0,
ha x ¢ (1; 2], akkor

FW=Pé=x)=PE<2 =PE=1)= -,
ha x € (2; 3], akkor 6

F) =Pl <=x)=PE<3)=Pt=D+PE=2- L. 1 _2
=
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ha x € (3; 4], akkor h | s
Fx)=PE<x)=PE<4H= pE=1D)+PE=2-PE=3=¢>
ha x € (4; 5], akkor ) ]
F(x) = P(§ < %) =PE=73)= ‘ZIP@:?Q): 5’
ha x € (5: 6], akkor 5 .
F(x) = Pt <= x) = PE = 6) = 1_; PE=x)= 4>
ha x = 6, akkor
F(x) =P < ¥) =P =<e=)=1
Az eloszlasfiiggveény gorhéje a 14.19 4bran lathato.
)
I i
1—--—‘O
b
L I—‘AI)
- T——-(‘ .)
1 I___o
1] —
5 _—‘éﬁ ) X .
ol 4 2 3 4 4 6 %

14,19 dbra

alyu A Alyi °o/_a harmadosztalyd.
: Ve & osztalyd, 30%-a masodosztalyt, 10%;-a hi sztal

i A dﬁszoa(zjt a sy;lz':mot, Clahényadik osztalyba ta.rtoz1_k a gyumolc,:s.
figgvényét, €s sbrazoljuk az eloszlas-

2. Egy gyimdlcsszalli .
s rintiségi valtozonak vezessik b, azt a s
Eé‘:‘ltc"’;fi‘lz'ﬁUkgfm‘3g az igy definialt valoszinuscgl valtozo eloszlas

tpavény gorbéjét. . ' o
ijg(fgf?niilf diszkrét valdsziniiségi valtozd lehetseges értékei £ = 1,2, 3.
A hozzéjuk tartozo valoszinfiségek :

6 3, _ b
m= 10 3 P2= g Ps3 0

Az eloszlasfiiggvény )
0 ha =1,

= 1 ha k<isk+l k=12,
TIE W T
igy ha & = 1, akkor
F(x) =0,
ha £ € {1;2], akkor i

Flx) = P(§ =2)=P(E= D=p="735"
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f{x)‘
11 '
ag‘ [—-—“'OBII
03
481 r——b
k&
\
s , . —
2 1 2 3 3
14.20 abra
ha £ € (2;3], akkor
Fx)=PEl<3)=PEl=1)+PE=2)=p+p:= N
TPET T I0 T 10

ha £ = 3, akkor
F(x) = P(§ < +o0) = L.
Az eloszlasllggvény gorbéjét a 14.20 dbran mutatjuk be.
3, Lovéseket adunk le egy 3 dm sugaru kor alaku céltablara. Tegyiik fel, hogy minden 16vés eltaldlja

a tablat, és a taldlat valdszinlisége a céltdblan egyenletes eloszldsu. Vezessik be valdsziniiségi
valtozonak a taldlat kdzépponttol valé tivolsagat, és hatarozzuk meg

a) a valosziniiségi vaitozo eloszlasfiggvényét, abrazoljuk az eloszldsfiiggvény gorbéiét;
b) a valbsziniiségi valtozo siiriiségfliggvényét, abrazoljuk a siirliségfiiggvény gorbéjét.

A feltételbd] nyilvdnvald, hogy a definidlt val6szinliségi véltozd folytonos.

a) Az eloszldsfilggvény meghatdrozdsahoz szitkség van a P(¢ < x) valésziniiségekre x kiilonbdzd
értékei esetén. Mivel a & = x esemény azt jelenti, hogy a talalat a kozéppont kériili x sugari kor
belsejébe esik, ezért a valdszinliség geometriai modon valé meghatérozésa alapjan:

t, Xt x&
PE=D =7 =5z =5

ha 0 = x =3,
A & < 0 lehetetlen esemény, és igy
Pl <=x)=0,

ha x = 0.

A & = 3 biztos esemény, és igy
Pl=x)=1,

ha x = 3.

Tehat az eloszlasfuggvény

0, ha x=0,
xZ

F(x) = 3 ha O0=<x=3,
1, ha =x=3.
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Az eloszlasfiiggvény gdrbéje a 14.21 4bran tanulmanyozhato.

) f
{ L

%2
g
=t t t ——
@ 1 2 3 £
14.21 abra
A folytonossagi helyeken a stirtiséglliggvény
0, ha x=0,
po=F=1 2t 0<x=3
0, ha x = 3.
A stiriiséghiggveny gorbéjét a 14.22 4bran szemléltetjiik.
pé
2
1 o* gj, :
| 7 5
!
14.22 abra

4, Hatarozzuk meg annak a folytonos valosziniiségi véaltozonak az eloszlasfiiggvényet, amelynek

stiriiségflggvénye:

1
plx) = T p

Abrazoljuk a stirliségfiiggvény és az eloszlasfiiggvény gorbéjet.
A 14.2.2.2 fejezet 3. példajaban lattuk, hogy a

1
plx) = FEE)
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figgvény lehet egy folytonos eloszlds sliriiségfliggvénye. Ezzel a stiriiségfiigagvénnyel rendelkezd
eloszlas eloszlasfiiggvénye:

x
o

171 1
F(x) = J‘ ple)de = = J H-—I‘dt= = [arctg t] s

—oc - oo

—larct‘(j]—]arct ‘3
—::;[ R ‘E) —a'[ g”z]'

Tehat a kérdéses eloszlasfuggvény
1 1 .
F(x) = ——arctgx-+— (—oo < x < oo}
T

2

A slriiségfiiggvény és az closzlasfiiggvény gorbéie a 14.23 és 14.24 dbran szemlélhetd.

Fld

P tx)= ﬂ’(f{’x"f

-l /
z
_/ Fiifarcly x+4
7 % g H
14.23 dbra 14.24 abra

5. Mckkora a valbésziniisége annak, hogy a

1

plx) = TR

stirtiségfiiggvénnyel rendelkezd eloszlds esetén

a} a valoszinliségi valtozo a | 0; 7\/? intervallumba esik,

b) a valoszinliségi valtozo abszoldt értéke 1-nél kisebb,

3
¢) mekkora lehet o, hogy = legyen annak a valosziniisége, hogy a valdsziniiségi vdltozo abszolit
értéke o-ndl kisebb (egyenld) értéket vegyen fel ?

a) Minthogy az adott siiriiségliiggvénnyel rendelkezd eloszlds eloszlasfiggvénye
1 !
F(x) = ;arctgxﬂ-—-zm )
azert

1 1 1 1 1 = 1
Plo<e= ) =F(¥f)4n0)=_amtgﬂf Lz L.
( V3 V3 2 Vi oz 6 6
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b) Pl <) =P(-1<=&< 1)=F(1)—F(—1)=J
- {fewr ) 3)] -
; A S 1a 1
L Rt 2

Ez azt elentl hOgy a NaIOSZHluSegl valtozo Ug}’a”akkola .aiosz!nuseggel VeSZ fel 1 nel leEbb €s
2

1-nél nagyobb abszolit értékil értékeket (14.25 dbra).
€) Amennyiben |£] = =,
Plil=)=P(-a=t=a) = Fla)—F{—a) =

Ly . tg x.
= %arctgaﬂ——if—'_; arctg (—a) =y arctg

&)
pEa, Jel/d

=

i i,

~15 al 15

e

70 f

wy

4,25 ab 14.26 abra
14.25 dbra

Tehat kell, hogy

2 e
——arclgo = o

T
legyen, ami akkor all fenn, ha

T 3
arctgrx:—zu; ey

vagyis ha
o= 15

(14.26 4bra).

14.2.4 Toébbdimenzids valésziniiségi valtozok

R F é : ,
Definicié. AL = (§1. 8, - . - . g alsoze,, ’ o
DE & &, ugyanazon a valosziniiségi mezon értelmezett valosziniiségi valtoz
a Is 52 -3 5p

-

. = o g . —
A tovabbiakban ennek csak a legegyszeriibb esetével, a ¢ = (£, 1) kétdimenzios valos

ségi vektorvéaltozoval foglalkozunk.,

£ ) vektor n-dimenzids valosziniiségi valtozd, ha komponensel,
n
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14.2.4.1 Két valésziniiségi viltozé egyiittes eloszlisa

Ha § ésm ugyanazon a H halmazon értelmezett valoszindiségi valtozék, akkor azok egyiittes

eloszldsa — a { = (£, n) kétdimenzios valosziniiségi vektorvdltozé eloszlisa — az Bsszes
Emen
szamparok -~ ill. pontok — és a hozza tartozé
PE, )
valoszinliségek eloszlisa,
Az egyiittes eloszlas diszkrét, ha a ;’ = (&, ) sikvektor, ill. — a végpontjainak megfelels —
sikbeli pont csak véges vagy megszdmldlhatéan végtelen sok értéket vehet fel. Beldthatd
ennek sziikséges és elégséges feltétele, hogy a & és %) valoszinliségi valtozok kiilén-kilon

diszkrétek legyenek. Tehat ha i3 lehetséges értékei X1, Xg, ..., 7 lehetséges értékei V1. Yoy oo uy

akkor a (&, #) valdsziniiségi vektorvaltozo lehetséges értékei az (x;, y) értékek kozott
vannak, aholi. k = 1,2,... &

A P(E:xl’,’f}";_}fk):r‘_k f,kzl,z,_'.

valosziniiségek meghatdrozzak a (&, 1) diszkrét valoszinliségi vektorviltozo eloszldsat,
mégpedig

PémeH = Y ry
xpyeH
# 45 ), Vektaryilioz Tie egytittes valosziniiségei segitségével meghatdrozhato, kiildn-

kiilon a & és # valtozok valosziniiségei is.
Espedig alkalmazva a

P(E:xl'):pi!
P = yp) = gz

jelGléseket:

Az egyiittes eloszlds folytonos, ha van olyan — legfeljebb véges szamu gorbe pontjai kivéte-
lével — folytonos p(x, y) fliggvény, amely a kovetkezs tulajdonsagii:
a) Az (xy) sikon mindeniitt

plxy) = 0,

b) Az (xy) sik barmely H tartomanyan
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Pt ) € B = [ [ ploy) dxdy.
H

¢) A teljes (xy) sikon
B 40

‘[ f plxy)dx dy = 1.

y=—2a X=—7°

Bebizonyithatd, ha van ilyen p(xy) fiigavény, akkor csak egy ilyen van, €s ezt & fiigevényt a &

tozok egyiittes siiriiség fiiggvényének nevezzik.

Minden folytonos kétdimenzios valoszinliségi valtozo stirtiségfiigevénye eleget 1esz az a), b)
és ) feliételeknek, €s megforditva: minden olyan — a valos szamsikon értelmezett — két=
tesz az a), b) €s ¢) feltételeknek, egy folytonos kétdimenzios

és 1) valosziniiségi vél

valtozos fiiggveny, amely eleget
valoszin(iségi valtozo stirtiségfliggvényének tekintheto.
A0 vektorvaltozo p(xy) egyittes stirfiségfiiggvénye meghatarozza a folytonos valo-

sziniiségi vektorvaltozo closzlasat, mégpedig
P&, m € H] = J'j P(xy) dx dy.
H
Ha £ és 1) egylttes closzlasa folytonos, akkor Eeésy kilon-kalon is folytonos eloszlasaak és
sﬁrﬁségfﬁggvényeik

+ oo

p) = [ pxy)dy

— g

illetve
+ oo

pa) = | pO0)dx.

14.2.4.2 Két valosziniiségi valtozo egylittes eloszlasfiiggvénye
on értelmezett & €57 valoszinliségi valtozok egyiittcs‘eloszlésfﬁggvénye

amely a (£.7) kétdimenzios valoszinlségl
£ viltozo

Ugyanazon a halmaz
az (xy) sikon értclmezett azon Fixy) fuggvény,
valtozd barmely lehetséges (x, ) értékére megadja annak a valosziniiségét, hogy a

x-nél és ugyanakkor az7 valtozéd y-nal kisebb értéket vesz fel. Vagyis

Fixy) = P = x,1 = ¥).

Az egyiittes closzlasfiiggvény diszkrét esctbeit:
X

Y
F(xy):kz Z Fiks

oo = — 09
ahol rie = P(E = XN = Vi)

Az egyiittes eloszlasfiiggvény folytonos esetben:

F(xy) = jy [x pur) dudz,

—e  —oa
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ah i
A‘ol . p(xy) az egylittes eloszlas srlségfiiggvénye
Z egylittes qsfii 4 = e 2
) ’1_gy es. eloszlasfiiggvénybd] parcialis derivaldssal az e
atdrozhaté: egylittes slrlségfiiggvény meg-

92F(xy)

plxy) = ——~
#H Ox Oy

Az egylittes eloszlasfiiggvé i
- Agz)Ft(:s e)l?glasf’uggvellly tulajdonsdgai (csak [elsoroljuk, de nem igazoljuk):
, ¥) flggveny x és y véltozok monoton nem csokkend fﬂg;vén;e .

b) lim F(xy) = 0,
ha x és y koziil legalabb az egyik a — oo-hez tart:

lim F(xy) = <,

ha x és y mindegyike a eo-hez tart.
¢) Az F(xy) fliggvény Un. vegyes masodik differenciaja a

P(x§§<x+Ar'y§_:T o
xX; ¥ =1 = y+Ay) = Fix+Ax; y+A»)— Fix ;
—F(x; Y+Ay)—F(xy) ! i -

reldcio miatt nemnegativ érték.

Minden kétdimenzids RSy T
ditva: minden kztz\:;i;;?ﬂ;?&fug’g\feny eleget tesz az a), b) ¢és ¢) feltételeknek, és megfor
el | amely rendelkezik az a), b) ¢ ool sl
ghato kétdimenzios eloszldsTiggvénynek s s ¢) tulajdonsdgokkal,
Ha ismertek a ¢ = (£ 21 .. '
akkor mﬁghatérgzhat(g;cnz :;flminms saleznlisegy wekqoivglioes elosziiagrong
) or komponenseinek, &-nek és i o ’
dimenzios) valoszinfiségi » snek ¢s 7-nak mint kozonséges (e
nusegi valtozoknak az eloszlasfii ; : =L
valdsziniiségi vektorvéltozd eloszlasfii eloszlasfiiggvenyei is. Ugyanis le z
g orvaltozo eloszlasfiiggvénye F(x)), és létezzen ennek folytonofy:i?rﬁ:é ;
g_

fu“ggvénye p(x akkor E venvet F F
o y), : elOSZ]éSfﬁgg € yé X )-57 Vi
P s 1,, 1(. )-S .el‘ n e]osz[ésfugg éDYét .2(}") na],

—oo | —co

x [ +oo
Fi(x) = f [ f pluv) d’u] du

—oco | —co

Yo 4 il
és F(») = J' [ f plun) du] d»
Példak

1. Legyenek at= : . AT
§ = (6 n) diszkrét valosziniiségi vektorvdltozd lehetséges értékei (0; 1); (0; —1)

(1. 0);( ], 0) és legyelll = — ezek minde ke lekv rozzuk meg a £ ¢és valo-
3 ’ i iké Gszi
o . ' 4 2yl alOSZlHﬁSége Haté 2 5 ¢ g
SZl.n’UISégl’ValtOZ.Ok iﬁh'EtSégeS értékeinek wai(’)szinﬁségeit " " |
Mive -f es n m]ndcg)ﬂkének lehetséges éftékei' -1, 0 ] ezért

. s Uy 1) ezer
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1
PE=-1)=ri-1.0 = i

1 1 1
P& = 0) = ren=+re-1n= ] =g

1

P& = 1) = ra.0 = i

és hasonloan 1
Py = —1) = re,-1) = i

‘ 1 1 1
Pl =0) = rauor+r-1.0 = T_A__4_ =-z-

Py =1)=rpn = i 3
2. Az egységsugari céltdblara leadott 16vés taldlati helyét jeldlje at = (& n)véletlen helyzetii sikbeli
pont. Teriiletaranyos valosziniiségek esetén a ;? valodszinliségi vektorvaltozd eloszlasa folytonos.
Hatarozzuk meg a & és n valtozdk egyittes siirliségfiggvényének ismeretében a & és 1 valtozok
stir{iségfliggvényét.
Mivel a feladat értelmében a taldlati hely valésziniisége teriiletaranyos, igy & €s 5 egyittes siirliség-
fliggvénye
J I—f, ha x*+y*=1,
plxy)y =4 7
I 0, ha x%+p* = 1.

gy a & valosziniiségi valtozo siiriiségliggvénye

3\/1'—}5’, ha IxI=1,

pilx) =1 7

l 0, ha |x|=>1.
Ugyanis, ha (x| = 1, akkor

oo V1w

2 roo 2

palx) = [ plxyydy =2 ;dy=;\/1—x,

R b0

és az 5 valosziniiségi vdltozo siirliségllggvénye

jé\/y;;é, ha Iyl =1,

PaoAy) =y 7
l 0, ha |yl =1
Ugyanis, ha |y| = 1, akkor
sia vice
(y) = l plxy) dx = 2 J ldx:?: Vi-)2
Py . 7o =
—ac r=0

3. a) Tgazoljuk, hogy a

=2}

J (x4, ha 0=<=x=1 é 0=y=]l,

l

wn

plxy) =

<

egyébként

]

Ha 0 <y=1, akkor 0 < x = [ esetén plxy) =

1039
a fﬁggyény egy £ = (£, n) valészinliségi vektorviltozéd siiriisé
b) Hatdrozzuk meg a £ és 7 valtozok eloszlasliiggvényeit,

a)‘Az adott p(xy) figgvény felfo,
mindeniitt pozitiv és

efliggvénye.

ghatd egy valbszinlségi vektorviltozo sﬁrﬁségfiiggvényénck mert

+ oo +oa

. 3 IT ¢
J J Plxy)dx dy = [ [ J g (x+3?) dx} dy =

1

[ (4% a1,

]

b) A & valésziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye

0, ha =

3, 2 e
Filx) = —5—): —§ x, ha 0=<xs= 1,

1, ha x =1,

Ugyanis a & vdltozd eloszlasfiggvényének értelmezése alapjan, ha v = 0, akkor p(xy) : 0 miatt
z X =0, cy) = 0 miatt:

i

Fifs) = j { ‘ plxy) d,vJ dx = JT [ Fo dy] dx = 0,

Ha0<yx= = ; g
<x =1, akkor 0 < y = | esetén plxy) = 5 (x+»%) miatt

0 teo s
Filx) = J [ ) O-dyJ dx+ f[j -g(xﬂz)dyJ dx =

Z= - o0 - oo
0

5

0
r=1

Ha x = 1, akkor

i ire
Fy(x) [ [ O-dyJ dx - J [[ g(x+yﬂ)dy} dx+
0

I
!—‘_-

- oo

£=0
+ f{ ] 0~ddex1.
1 Lk
=1
Az 7 valésziniiségi vdltozo eloszlasfiiggvénye:
0, ha =
» J 2 5 3 H=G
a(y) = F¥+syn ha O0=<ys=|,
]; d ha y=1.

Byanis az 5 valtozo eloszldsfiggvényének ertelmezése alapjén, ha y = 0, akkor p(xyy = 0 miatt

Fuy) = f [ Jimp(xy) dx] dy = f [ jmo-dx} dy = 0.

- oo - Do

6 _—
5 (x+ »*) miatt
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Fu(3)

0
(x=1

4 S F 2
[ l O-dxl dy+ I |: J g— (x+ %) dx] dy =
s 0

6 2 3
(57 w=5r5

Ha y = 1, akkor

0 + 00 1 1
Fi)) = _[ [ f Oidx] dy+ l[ %(x-i—yz)dx} dy -

¥ y=0 L =0

oo G
% [[ [ o-dx]dy:L

1425  Valésziniiségi valtozok fliggetiensége

valtozot fiiggetlennek neveziink, ha a hozzajuk tartozé teljes esemény-
s teljesen megfelel annak a természetes felfogasnak,
hogy az egyik

Két valosziniiségi
rendszerek fiiggetlenek. Ez az értelmezé
hogy két valosziniiségi valtozot akkor neveziink fitggetlennek, ha az a tény,

egy meghatarozott értéket vesz fel, nem befolydsolja a mésik veletlen ingadozasat.
Definicié. A & és ) valdszintiségi valtozok fiiggetlenek, ha tetszéleges a=b és c=d szam-

pérok esetén:
P(a<Eéb,cé?'j‘éd):P(aéé:éb)P(cé??‘éd).

Ez a definicio kiterjeszthetd tobb valoszinfiségi valtozo esetére is.

Definicié. A &, &5, ... £, valosziniiségi viltozok teljesen [fiiggetlenek, ha tetszdleges

a;=b, (i = 1,2, ..., n) szamok esetén

"
P(al gélébl;a‘zé §2§b2;‘--an§ gné bn) = HP(aiéfiébl')-
i=1

Konnyen belathato, hogy az n fiiggetlen valoszin(iségi véltozo koziil tetszblegesen kiva-
lasztott s =n valosziniiségi valtozd is fiiggetlen. Viszont az n fiiggetlen valoszinliségi vdltozd
paronkénti fliggetlenségébol még nem kovetkezik azok teljes fiiggetlensége.

A valoszinfiségi valtozok fiiggetlenségére megadott e definiciok tetszdleges valoszinliségi
viltozora

kiilén folytonos valoszinfiségi valtozora.

14.2.5.1 Diszkrét valésziniiségi valtozok filiggetlensége

Definicié. A & és 7 diszkrét valoszintségi valtozok fliggetlenck, ha 7 ésj minden lehetséges

értékére teljesiilnek a

érvényesek. Megadhatok azonban ezzel ekvivalens definiciok kiilon diszkrét és

*
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PE=x,n=y)=PE=x) Py = ¥

osszefliggések.
Tehidt két fiiggetlen valoszintiségi valtord
- deﬁnkiggé]t 0 valoszxn}JS?gl va'!tozo egyilttes eloszlasat £ és 7 eloszlas 2
alanosithaté tobb diszkrét valosziniiségi vdltozo esetére j sa meghatdrozza.
ére is.

Definicié. A £, & £ gt
- S1s S25 - .., 5, diszkrét valdszintiséei v ; .
értékeik barmely x . gi viltozok teljesen fiiggetle :

Y Xkys Xkgr - -, X, rendszerére fennall a ggetlenck, ha lehetséges

P’t = =P H
(& Xhys 52 = Xy, ...,E" :xku) - I I P(Ej:x;\)
i ; o

j=1

Osszefiigges.

14.2.5, 6sziniisé
2 Folytonos valésziniiségi valtozok fiiggetlensége
Definicié. A [ és 7 folyto )
Defink ylonos valoszinfiséei valtozok fliggetlenek, ha minden valos x és y
PE=x1<y) =Pl < X} Py < y),

Vagyis ha 5 és ?7 kétdi[llenzf : a hl cenye €] & v
. 3 0s CIOSZI sfliggvé y 2egy i t¢
] 5 ey 1 a9 A megegyezik aces ?7 é]tOZék elOSZléSfﬁgg-

Flxy) = Fi(x)-Fa(y).

Vsl & B .
I0an értelmezhets tobb valosziniiségi valtozo fliggetiensége is

DEf‘lIIIC‘IO‘- A é (E - E \’alo‘hzlnuﬁe 1 altoz k teIFGSEH u getlicne a az xq, x X
358y -y Gy 5 lis g v i ) j 2
I . A ]_ i . 1 1 " o 4 .
‘ ; - . f g [I 11 k, h a " s ey A

1

P(E}_ = X3 E <=l X E "

* =2 Xoy cvuy Sy << X)) = P
) A£I1 (Ex = xz),
illetve az

F(SJ:§2, ey bp) = : Fe(x)
ok T

reldcio, ahol F(&,, £
] ; 19 Bay s oy 8V A £y 8 £
vé : n) & 51, 59, L., 5y valbszindiségi viltoze i G
Ai’:"] ﬁik({?kiedlg a &, valdsziniiségi véltozg eloszlésfﬁg;gs;t%k egyiittes eloszlasfiigg-
ctkez8kben bizonyitas nélkiil kézli . &
kozé néhany — & késthhi ul kézlink a fiiggetlen valosziniségi valtoze
néhdny — a késébbiek soran felhaszndldsra keriils - tZizi?usegl valtozokra vonat-

1. Tétel. Egy kODSla .

s — vagyis egy oly: e v
fal e Lo g yan valdsziniiséei : ..
el — minden valoszintiségi valtozotol fiiggetlen g1 véltozo, mely egyetlen értéket vesz

2. Tétel. Ha &, £ 3
21> 523 o+ ey R - O O
; o fiiggetlen valszintisci valtozok, és g,(x), g.(x) (x)
» £o0X), ... gx) az x

valds valtozod U enyei
e V. "t(?zg f'olytonos fliggvényei, akkor az T, = gy (&
aloszinliségi valtozdk is figgetlenek. T L i BN » o = 8 G

66 Matematika
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. Alerintiseei valtozdk. akkar
ialis es LI £ Fliggetlen valosziniiségi valtozok,
: k specialis esete, ha Sy, Say + v 028y valgsaly
ek tﬁi]rﬁb p(k"- 1,2 n) valosziniiségi valtozok is flggetlenek. (a; €s by
az M = Q=g Ok =L

tetszdleges konstansok.)

i v Sk fil és mi ik létezik
Tétel, Ha a &, & £ valészinliségl valtozdk fiiggetlenek, ¢s mindegyiknek
3' etel, ;1s B3y -2 bR =

stirfiségfiiggvénye, akkor
n
P{xla KXoy oo vy xn) = I—J;pk(xk),
k=

P, . . TR -
hol pf. ey a kg, £, valoszinliségi véltozok egyiities stirtiségfiiggvény
aopxl,xZ,..., n o1y =0y +e - e ;

Ssziniiségl v Y (k= slriiségfiiggvénye.
Pr(x;) pedig a £, valosziniiségi valtozo k=12, ....n ofiigg

E tétel megforditasa is igaz.
mn
Ha a PlXy, Xgy ooy X)) = kl;[] Prlxi)

relacié fennall, akkor a £y, &,, . . ., &, valosziniiségi valtozok fuggetlenek.
£

Példak

. Srtekei (10 Dz (1:—1):(=1: 1);

Fagg iszkrét valosziniiségi valtozo lehetséges ériekei (1; 1); (1; —1);(—1: 1)

1. Legvenek a & = (&, 1) diszkrét valosziniiségi vdltozo ; et
(—1; —1), és ezek mindegyikének valoszinlisége ry = P& = X5, 7 = xXp) = 7"

n ek-e a & és 1) valosziniségi valtoz(? . o ] .
};;)ﬁy(ilil;%g\f:llg?zinﬁségi véi?ozénak lehetséges értékei —1 és 1,igy azok barmelyikének va

! = —
p=Pt=x)=Pn=y)= y (i, yp = =1, 1)

Tehit PE= 1= =4 = 5oy = PE=DPO =1,
PE=1p=-D= = L3 =PE=1PG=-D,
PE=—l=1=a =y 5 =PE==DPa=1,
P ==l ==D) = = 5y =PE==1-Plr=~1).

Tehat a & és 5 fuggetlen valoszinliségi valtozok. .,
P , , FoEy . x 0; =)
2. Legyenek a ¢ = (&, 1) kétdimenzids valosziniiségi véltozd lehetséges értékei (0; 1); (
- > | ) , ) k- . . és
i iké hszinilsége — k , hogy figgetlenek-e a &
(1; 0); (—1; 0), és ezek mindegyikének valosziniisége a . Allapitsuk meg, hogy

7 valosziniiségi valtozok.

1
Mivel P(&:]):Z,
. .
es P(”"“ )_4’
de Pl=1,7=1=0=P¢=0)Pn=0),

ezért a két valosziniiségi valtozd nem fiiggetlen.

I

L —— e e R
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3. A § és 1 valosziniiségi véltozok jelentsék az
egységnégyzet egy véletlenszeriien kivalasztoll ¥ JL
pontjdnak koordinatait. Igazoljuk, hogy terii- f

letardnyos (jelen esetben a teriilettel egyenlo)
valdsziniiség esetén & és i fiiggetlenek,

Legyena=0, b=1, ¢c=0,d= 1, akkor

annak a valosziniisége, hogy a véletlenszeriien d
kivalasztott pont az cgységnégyzet valamely

(b—a) és (d—c) oldalhossziisdgn téglalap tar-

toméanyaba esik (14.27 4bra) I .
I i
Ple=é=bic=y=d) = 0 ! ; .
= (b—a)(d—c). a b / X
Mivel b—a=Pa=é=p), 14.27 dbra
d~c = Plc =y = ),
ezért P(a‘éfé’b;cEnEdJ=P(a£5§b)-P(c§néd},

ami a & ¢s 7 valésziniiségi valtozok liggetlenségét jelenti.

14.3 A VALOSZINUSEGI VALTOZGK SZAMSZERU
JELLEMZ 31

Az el6zé fejezetben lattuk, hogy a valoszintiségi valtozoi Iegjobban eloszlsfiiggvénye
jellemzi, Az eloszlasfiiggvény ugyanis egyidejiileg tdjékoztat a valoszinliségi viltozo lehetsé-
ges értékeirdl és azok valosziniiségeirdl, Szdmos esetben azonban elegendd a valdsziniiségi
valtozorol joval kevesebbet tudni, csupin az sziikséges, hogy a valésziniisézi véltozorol
altaldnos, globalis képet alkothassunk. A valosziniiségszamitds és alkalmazdsai szempont-
jabolfontos szerepiik vana valosziniiségi viltozéra Jellemzd bizonyos konstansoknak, melyek
a valdsziniiségi valtozo eloszldsa, illetve eloszlasfiiggvénye segitségével hatarozhatok meg.
E konstansok koziil — melyek a valdszintiségi viltozo altaldnos, kvantitativ jellemzésére
szolgalnak — kiilénosen fontosak a matematikai vérhato értek, a szoras és a kiilonbozé
rendil momentumok. A kévetkez6kben ezeket az alapvetd fogalmakat értelmezziik.

14.3.1 A valésziniiségi viltozé varhaté értéke
14.3.1.1 A diszkrét valészinliségi valtozé varhaté értéke

Egy & diszkrét valoszintiségi valtozo lehetséges értékei legyenek x;, Xy, ..., a megfeleld vald-
szinfiségek pedig P& = x,) = Pr, (k=1,2,...). Végezrziink N fliggetlen megfigyelést &
ertékére! Ha N nagy szdm, akkor — a valosziniiségi véltozé jelentése szerint — koriilbelil
Npy esetben lesz & = x,, Np, esetben & = x,, és igy tovabb. Keépezziik az N megfigyelés soran
megallapitott £ értékek szamtani kozepét, erre kozelitoleg az

Npioxy +Npyexy+ . .,
Y
i

667
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érték adodik. Ez nem mads, mint a valosziniiségl valtozd lehetséges értékeinek a megfeleld
valoszinliségekkel salyozott szamtani kozepe. (Ugyanis a valosziniiségekkel stlyozott szam-
tani kozép

ZP:‘X:‘
EZP' = 2P
1

1
mert) p; = 1).
i

Z p; x; tehdt olyan szamérték, amely koriil a valosziniiségi valtozéd megfigyelt értékeinek
i
szamtani kozepe ingadozik.

Definicié. Ha a £ diszkrét valdsziniiségi valtozo lehetséges értékel x;, X, ..., és a megfeleld
valoszin(iségek py, pa, ..., akkor a valoszinliségi valtozo vdrhatd értéke

M(E) = Zpixiv

feltéve, hogy a tagok szama véges vagy pedig a jobb oldalon allé sor abszohit konvergens.

14.3.1.2 A folytonos valosziniiségi vdltozé varhat6 értéke

A folytonos valoszinfiségi valtozo varhatod értékét a diszkrét valoszinliségi valtozé varhato
értékéhez hasonld modon hatarozzuk meg.

Legyen & folytonos valodsziniiségi valtozo, melynek p(x) striiségfiggvénye folytonos (illetve
véges szamu ugrashely kivételével folytonos), Végezziink & értékére sok fiiggetlen meg-
figyelést. A sliriiségfilggvény értelmezésébdl kovetkezik, hogy annak a valdsziniisége, hogy
ez az érték az (x;; x;+ Ax;) intervallumba esik:

Plx; = £ = x4+ Axy) = p(x;) Ax;.

A megfigyelt értékeknek a p(x;)Ax; valosziniiségekkel sulyozott szdmtani kozepe kozeli-

toleg
Z x;ip(x;) Ax;

Zp(xi) Ax; ‘

Ez a kozelités anndl jobb, minél kisebb Ax;. Ez indokolja folytonos valosziniiségi valtozo
esetén a valdsziniiségi valtozd varhatd értékének — mint a valdszinliségekkel stlyozott
értékek szamtani kozepének — kovetkezd értelmezéseét.

Definicié. Ha a & folytonos valoszinliségi valtozd slriiségfiiggvénye, p(x) folytonos, ill.
véges szamu ugrdshely kivételével folytonos, akkor varhato értéke

+oa
ME = [ xpx)dx,

—oo

feltéve, hogy a jobb oldali improprius integrdl konvergens.
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Megieg!rzések. 1. A & valoszinGségi véltozd megfigyelt értekeibol képezett kozépértéknek az
M(&) varhaté érték koriili ingadozasira a — majd késébb ismertetésre keriils — ,nagy
szamok torvénye™ utal. Egyeldre csak megjegyezziik, hogy a kozépérték és a varhato érték
kozott hasonld a kapcsolat, mint egy esemény relativ gyakorisdga és annak valdsziniisége
kozott.

2. Az M(&) varhato érték csak & eloszlasatol fiigg, igy beszélhetiink £ eloszlasdnak varhato
értékérol is.

3. Nem minden valosziniiségi valtozonak van varhaté értéke.

Diszkret valosziniiségi valtozo esetén, ha £ végtelen sok értéket vehet fel, akkor az M(&)
véges ért€k nem biztos, hogy létezik.,

Példaul legyenek £ lehetséaes értékei.

E 5 92 93
£ 5 002% . oy

€s a megfeleld valosziniiségek :

Ehhez a valoszintiségeloszldshoz tartozd varhato érték nem létezik, mert a

oo oo ]
2 B kXL — 2k,
¥=1 kzﬁ 2k
végtelen sor divergens,
Folytonos valosziniiségi valtozo esetén sem mindig Iétezik varhato érték.
Peélddul nincs véges varhato értéke a valosziniiségszamitasban fontos szerepet jatszo

p(x) = A5

folytonos siirliségfiiggvénnyel rendelkezs, un. Cauchy-féle eloszlasnak, mert a varhato érté-
ket definidlo

+oo o+ oo
1 ®
Xx.p(x)dx = —- S—
j p(x) = J 11 dx

integral nem konvergens.,

14.3.1.3 Tébbdimenziés valésziniiségi viltozé virhatéérték-vektora

Haa{ = (&, &, ..., &) n-dimenzids valoszintiségi vektorvaltozd eloszlasa ismert, akkor
koordinatai M(£,) varhaté értéke (k = 1, 2, .. o n) is ismert, Ezek a varhato értékek egy
ve_lstor koordintaiként foghatok fel. Ezt az M(() = (M(El), o M(E,,)) vektort nevezziik
a { valészinliséai vektorvaltozé vdrhatcérték-vekrordnak.




Definicié. A { = ¢, &, <o &y valbsziniisgi vektorviltoze varhatoérték-vektora
M@) = (M, M. ..., mee,),
ahol M(L)), M(&,), .., ME) a vektorviltozo koordindtginak vdrhat6 értéke,
Speciélisan, ha
L=(ay,

akkor M) = (s, M(n)).

meg g valosziniisegj vdltozd varhate ertékét !
Aé valdsziniiségi valtozd lehetséges eértékeit, az 1,2, 3,4, 5,6 értékeket, cgyformg p, = A valdszi-
niiséggel veszi fe]. Igy a virhaty értck 6

2.4 gyiimiilcsféﬁ oltdsdra rossz mindségij oltéanyagot adtak kj: az oltdsoknak csak a 60%-a
f‘ogriunzott meg, Atlagosal_i hényszor kel €8y gylimélesfat beoltani, hogy az oltss eredmeényes Iegvgn
r n? o &

Annak g valésziniisgge, hogy egy fit cqak €gyszer kell oltan; (vagyis, hogy az oltaq MAT az elss alka.
lommal megfogamzik) o

71 =10,6.

Annak a valészinﬁsége, hogy egy 4t kétszer kell oltani (vagyis hogy az oltas csak a mdsodik alkalom-
mal fogamzil meg)

P2 =04.0,6 = 0,24.

Ugyanis echhez két, CEymastol fliggetlen esemeénynek kel bekc‘:ivetkeznie: az eis§ oltisnak nem szabad
meglogamzania —_ ennek valdsziniisgge 04— a médsodiknalk viszont igen - — ennek valoszinfisége 0.6
A fiiggetlen események valoszin{is¢ge; 6sszeszorzédnak, €s igy valoban P2 =04.0,6 = 024 o
Annak g va]c')szfnﬁsége, hogy egy 4t hdromszor ke oltani (vagyis hogy az oltas c’:sak a,ha-rmadik
alkalomma] fogamzik meg) ‘

P3z=04-04.0,6 = 0,096.

Annak a va!észinfisége, 'hogy gy fat négyszer e oltani, vagyis hogy az els6 hdrom oltds egyike
sem fogamzik meg (tekintet néikiil arra, hogy g negyvedik olt4s megfogamzik-e vagy sem)

P1 =04 = 0,064,
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fgy az oltdsok szimdnak varhaté értéke
’ M(E) = pr; = 0,6-1+0,24.2+0,096-3 - 0,064-4 = 1,624,

ami azt jelenti, hogy a fak tSbbségét egyszer vagy kétszer kell beoltani.
6 1 céltabla Ovésnél — bevezetve valészintiségi valtozonak a taldlat
i kot alaku céltdblara valo 16vésnél valésziniiscg : a taldl
” Egy ) Slll(gz,f; gnttél vald tavolsagdt — hatdrozzuk meg a vz.iloszmusergl ‘f_altozé \_e%rhato' ;rttf-,]z;f'ti
ielé’enel‘( zseménp; azt jelenti, hogy a taldlat a kb6zéppont koruli x sugart kor belsejébe esj] , tehd
&< X
x%r 2

e Rl
Rrs al = s = g S

fgy a valosziniiségi valtozd eloszlasliiggvénye

O, ha x = 0!
F(x):J;;, ha 0<x =R,
1, ha x = R,

€s striiségfiiggvénye a folytonossagi helyeken

0, ha x =0,

2x s
px) = F/{x) = = ha 0<=x= R,
0 ha x =R,

*

A valbsziniiségi véltozo varhatd értéke:

2 0 2 T
[ [ 2x e R
M@= l e pli & ( D [ ¥ e dxt | 0-dx.
| ! D )
2 + i 2 xa]}z 3 g}}
Vagyis M@ = f xdx = [T et

0

143.2 A virhaté értékre vonatkozs néhdny tétel

; 5 ant érvénye-
A kovetkezd tételek diszkrét és folytonos valoszinfiségi valtozé csetfan egyarax’lt rﬁk };I
sek. Az egyszeriiség kedvéért azonban a bizonyitasokat csak diszkrét esetre végezz "

1. Tétel. Egy konstans varhato értéke megegyezik magival a konstanssal:

M(C)=C.

r ) Sszintiséene]
Bizonyitas. A valdsziniiségi valtozd csak egyetlen értéket, C-t, vesz fel 1 valdszinti Jryal

igy MO =C-1=cC.

: = " 5 értékitk
2. Tétel. Két valosziniiségi valtozé Osszegének virhato értéke megegyezik varhato érték

osszegével

ME+n) = ME)+ M.
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Bizonyitas. Legyenek a & valosziniiségi valtozo lehetséges értékel xy, xo, .. ., Xpy ..., Me-
lyeket py, ps, ..., p;. ... valbszinliségekkel vesz fel, Az 1 valoszinliségi valtozo lehetséges
értékei pedi-e Y1:Xas ooy ¥gs .., melyeket gy, g5, ..., g, ... valosziniiségekkel vesz fel.

Ekkor a £+ valosziniiségi valtozo lehetséges értékei: xXpbyp (Lk=1,2,...), és jeldljiik
Py-~val annak a valdsziniiségét, hogy £ az x; €89] az y, értéket veszi fel. A varhato érték
definicidja értelmében:

ME+n)

i (x;trdpix = Z kzl (tyRon =
==

k=1

x

Il
i
i1

Pt Y ye Y Pk
1 k=1 =1

J k

Felhaszndlva, hogy a Py, szamértékek egy teljes eseményrendszer elemi eseménveihez rendelt
valosziniiségek :

> Pk = pi,

és Z Pt = dk.
Ugyanis  py = P(§ = x;, 0 = »y),
f: Pik = P((;c =xp, = ytE == p)+. . +E=x,0=y)+.. )
= P(§ = x;) = p;.

oa

Hasonloan Pix=PlE=x;, =)+ =x, 0=y )+... +E= XN =yt )
=1
=P = y) = gg.

Ezzel ME+FD) = Y xpi+ Y vieax = ME+M@).
=1 ¥=1

3. Tétel. Véges sok valdszinliséei valtozd sszegének varhato értéke megegyezik varhato
értékeik Osszegével:
M(§1+52+ e +£n) = M(51)+M(Ez)+ .. +M(&n):

ill. M(i 5;) = 2 M(E).

4. Tétel. Konstans szorzo a varhatoérték-jele alol kiemelhetd:
M(c§) = cM(E).
Bizonyitas. A varhato érték definicidja értelmében

M(cE) = ) piex) = ¢} pix; = cM(E).

A 3. és 4. tétel egy tételbe foglalhato

e e T
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5. Tétel. Véges sok £,,5,, ... £, valosziniiségi valtozora és €1, €, ..., ¢, Konstansra:
1 L
M(Z c,~£,-) =3 oM,
=1 =
6. Tétel, TetszGleges b konstans esetén
MELB) = ME)+ b,

Bizonyitads. A tétel felfoghato a 2. tétel azon specidlis esetének, amikor az egyik valo-
sziniiségi valtozo konstans. Legyen pl. 7 = b, akkor a 2. tétel értelmében:

M(E+b) = ME)+Mb),
ahol M(b) = b az 1. tétel értelmében, és igy valoban
MELb) = ME) b,

7. Tétel. Két valoszintiségi valtozo szorzatdnak varhatd ériékére a kovetkezs egyenlétlen -
ség érvényes:

[MED)| =/ ME)-M0P.

Ez az egyenlétlenség tulajdonképpen az analizisbol ismert Schwarz-féle egyenldtienség ko-
vetkezménye.

Bizonyitas. Vezessiik be a
{ = (E-2np
valoszinliségi viltozot, ahol A valds paraméter. Ekkor egyrészt
{=o0.
masrészt = (§—Jp)? = 282 203y
miatt M) = M(E—In)?
leétezik és nemnegativ, vagyis — felhaszndlva a 3. és 5. tételt:
ME—im)® = M(E 2+ 122) = ME) =20 M(En)+ 72M ().

A jobb oldalon 4il6, A-ra nézve miasodfoki polinom csak ugy lehet nemnegativ értékii, ha
diszkriminansa nem nagyobb, mint 0. Tehat kell, hogy

AMPE, 1) — 4M PIME) = 0,
illetve [MEn)| = A/ ME. MaP)
legyen, amivel allitasunkat igazoltuk.

8. Tétel. Két fiiggetlen valdszinliségi valtozo szorzatinak virhato ériéke megegyezik a
varhato értékek szorzatdval:

M(En) = M(E)- M(x).
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tiségi valtozo iy, X s séges ertékeit

Bizonyitas. A & valészinfiségi vltozo vegye fel A2 S K oven Xps o lehetség

D valoszintiségekkel. Az valosziniiségl valtozo pedig az y;, Yoo '?’“ .
flhsize:g.e's.é;rtékeit GisGas v oo Qs+ o e valoszinfiségekkel. A (£-1) valoszinliségi véltozo lehet-

’ o ’ ” . o - I’ BET]
e’ es értékeihez, (x;-¥)-hoz (j, k = 1,2, ...) tartozd valosziniiségeket jeloljitk pjk-val (i
S€, y; j 3 y ) ) ? ] L 3
;elinti annak a valéjsziniiségét, hogy £ az x; és 1] az yy, €rtcket veszi fel). Mivel & és 7 fiiggetlen
valosziniiségi vallozok, ezért
Pik = Pjris

és igy a varhato érték:

Mi&n) = Z XjYkPijk = Z Z Xk =
jk=1 =1 k=1

S o\ (5 ype) = ME- M.
(2 chpj) (kgl)alz\) (5)- My

j=1

. pa s i alészintiségi va : szorzatuk
9. Tétel, Ha £, 55, ... 5, paronként fiiggetlen valoszintségl valtozok, akkor

varhaté értéke megegyezik varhato értékeik szorzataval:

IW(SI, 52 W -E,,) = PVI(E])M(EZ_)- . 1”(5,1)

Példék 7 FASTE S oty I3 7 s
1. Két szabalyos, homogén kockaval vald dobasndl vezessiik be valoszinlisegl véltozénak a dobott

i at, € q A 6 értékitket.
: xe st illetve szorzatat, és hatdrozzuk meg var,hato ér ‘ )
?Tz?i;nlj?il;( zzirzgie;ésnél Evel az egy{k és 5p-val a masik kockdval dobott szamot ugy, hogy feladatunk a

6sziniiségi 5k varhatd értékének meghatdrozasa.
i ¢ o) valésziniiségi valtozdk vdrhato ertekene} meg r ’ ) )
ffl-itgl)’ ﬂler;‘;i:l l(éi,tl?%( —— egy szabdlyos, homogén kockaval végzett dobaskor a dobott szam varhatd

értéke 3,5, ami azt jelenti, hogy
ME) = M) = 3,5
azért a varhatod értékre vonatkozo 2. télel értelmében

ME+y) = ME+M@) =35+35=T

Hasonléan — a két kocka dobasi eredményeinek fiiggetlensége miatt — a 3. tétel értelmében

M(En) = M(&)-M(@p) = 3,535 = 12,25,

Tehat — nagy szami debas esetén — a dobott szamok sszegének 7, szorzatanak 12,25 a varhato

értéke.
ig 1onek i : i k meg a szitkséges lovések szaméanak
¢ tot addig 1onek, amig # talalatot kap. Hataroz’zul ¢ ges 10 Z4mAr
3&51?5?5@12& azon fehétel’mellett, hogy a lovések egymdstol fiiggetlenck, és minden 16vésnél a

: sszintisége p, a nem-talalaté pedig g = 1-p., o ) o
.tlill%lg;l:i]oig az (?— ?}-edik és i-edik taldlat kozti 16vések szamat; ekkor az taldlathoz sziikséges
S¢=

16vések szdma
E = ‘51+52‘1' oy

A keresett varhato érték

ME = ME &+ +5) = ME)+ME)+ ...+ MED.
Mivel ME) = ME) = ... = ME),
azért ME = n-M(E).
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TetszBleges / esctén (i = 1.2, .., m) a & valészinliségi valtozs lehetséges értckei

1,2,3, ...,k ...,

a megfeleld valoszinliségek
Pap, 4 -, g5, L

Ha példaul a k-adik lovés talal, akkor (k—1)16vés nem taldl, és igy a lovések fiiggetlensége miatt
o =g tp.

Igy barmelyik két talalat kdzti [6vések szamanak varhato értéke

ME) = 1-p+2gp+3¢°p+ ... ~k-g"-1p—..

iy

vagyis M(E;)

Il

- - .y e
kq*-t.p = kegh-1 — a4 4 e
Lk =p Y kg =p Y @ =p g Y

1l

L P s
Pag\i=q) =P a=q2 =75 ~ p-

(Ttt folhaszndltuk, hogy ¢ < 1 sorhdnyadost geomelriai sor esetén a differencialds és dsszegezés
sorrendje feleserélhetd.)

Tehdt M) = nM(E) = n.% o 1

H

ami azt jelenti, hogy az » taldlathoz sziikséges 16vések szdmdnak varhatod értéke egyvenesen ardpyos
a taldlatok szamaval és forditva ardnyos a talalat valdsziniiségével.

14.3.3 A valdsziniiségi valtozé szérisa

A valosziniiségi valtozo varhato értéke még nem jellemzi egyértelmiien a valdszinlségi val-
tozot, annak eloszlasat. Kiilonbozod eloszldsoknak is Iehet azonos vdrhaté értéke, viszont
kiilonbozd virhato értékil valosziniiségi valtozok is rendelkezhetnek egyéb azonos tulajdon-
sagokkal.

Példaul hasonlitsuk Ossze két kiilonbozé buzafajia terméshozamat. Az 1 m2-re esd termés-
hozam kiilonbozdé véletlen tényezdk (csapadékmennyiség, napfény. tragyaeloszlds stb.)
Osszhatdsanak eredményeként jelentdsen ingadozik, és igy valosziniiségi valtozénak tekint-
heté. Eléfordulhat, hogy azonos kériilmények kozt két kiilonbézs buzafajta atlagos termés-
hozama (terméshozamanak vérhaté értéke) megegyezik, gazdasdgi szempontbdl mégsem
azonos jelentéscgliek. Az a buzafajta értékesebb, amelynek terméshozama az iddjards és
mis tényezOk hatasara kisebb ingadozast mutat, vagyis amelynél a termésitlag ,,szorésa”
kisebb. Lathato tehdt, hogy a kiilonbézd blizafajtdk terméshozaménak vizsgalatanal azok
ingadozasdnak mértéke éppen olyan fontos, mint az dtlagos terméshozam nagysdga.

Az e példdnal tapasztaltakhoz hasonloan sokszor a valdszinfiségi valtozé gyakorlatilag
fontos tulajdonsigai csupan a vdrhatd érték segitségével kielégitSen nem jellemezheték.
Ezért szitkséges még tovabbi olvan szdmadatok bevezetése, amelyek tobb informaciét nyijta-
nak a vizsgalt viltozo leglényegesebb tulajdonsdgairdl. E tulajdonsdgok koziil egyik leg-
fontosabb a valdszinliségi valtozo varhaté érték korili ingadozdsa, vagyis a valosziniiségi
viltozo altal ténylegesen felvett értéknek a varhato értéktél valo eltérése, a varhaté érték

L e e T S R e sy
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kériili szdrasa. Tgy tehat egyik feladat olyan szamadat bevezetése, amely alkalmas mddon
jellemzi a valdszinliségi valtozd ingadezdsanak, szordsdnak mértékét.

Kézenfekvd volna ezen ingadozds mérdszamaként a valdsziniiségi valtozo és sajat varhato
értéke kiildnbsépének a vdrhato értékét, a

H(E) = M(E—M(5)

értéket bevezetni. Ez azonban minden valdsziniiségi valtozd esetén nulla. Ugyanis M(&)
konstans volta miatt, a varhato értékre vonatkozé 4. tétel értelmében

M(§—M(E) = M(E)—M(E) = 0.
Ezért az M(§— M(Z)) nem alkalmas a vérhato érték koruli ingadozas mérésére.

A valoszinfiségi valtozo varhatd értéktdl valo eltérése abszolit értékének varhato ériéke

— az un. .,vdrhato eltérés” —
E@) = M([E-M®)])
mar altalaban nullatol kiilonbozé érték.Ez az érték jol tajékoztiat az eltérés nagysagarol, és

igy alkalmas az ingadozds mérésére. Mégsem szokds hasznalni, mert az abszollt érték miatt
szamitastechnikailag nehézkes.

Az ingadozas mértékszamaként leggyakrabban a fogalmilag valamivel mesterkéltebb, de
szdmitastechnikailag egyszer(ibb és matematikai szempontbol elényés n. ,,szdrdst” hasznal-
juk, amelynek értelmezése a kovetkezd.

Definicié. Tetszoleges & valosziniiségl valtozd szordsa, D(E) a valésziniiségi valtozd és
varhato értéke eltérése négyzetének varhato értékébél vont pozitiv négyzetgyok (feltéve, hogy
ez véges értek). Vagyis

D) = ++/ M(E—~MEF).

A D(§) szoras tehat mindig nemnegativ szamérték, amely csak akkor nulla,ha P(§ = ¢) = 1,

ahol ¢ tetszdleges konstans.
A szoras, illetve a szorasnégyzet meghatdrozasanak egyszeriisitésére szolgal a kovetkezd

két tétel.

1. Tétel. Ha egy & valodsziniiségi valtozd D(E) szordsa létezik és 0-tél killonbozs, akkor a
szordsnégyzet megegyezik a valtozo négyzetének varhato értéke és a valtozd varhato értéke
négyzetének killonbségével. Vagyis

D¥(E) = M(ED)—[ME)P.
Bizonyitas. A szords definicioja és a varhato értékre vonatkozo 3. és 4. tétel felhasznala-
saval
DHE) = M([E— ME))? = M(2—2EME+[MEP) =
= M(E®)—2M(E)- M(5)+ [ME)F = M(E)—[ME)F.

amivel dllitasunkat igazoltuk.
E tétel kovetkezménye a 2. tétel.
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2.' TEte'l. Bédrmely valosziniiségi valtoza négyzetének varhato értéke nagyobb, mint a valtoze
varhatd értékének négyzete ) ©

M) = MAE).

Brzo'nyltas. Barmely valosziniiségi viltozo esetén a szordasnégyzel nemnegativ érték
vagyis i ) -
DAE) = M(E)—M2E) = o,

amibdl kovetkezik, hogy

ME®) = M.

14.3.3.1 Diszkrét valésziniiségi viltozé szérisa

,klet valos ¥ 1 9 . £ ehetseges ertekeit
IIa «E dlSj ] lelusegl ValtOZ(), a”]el AdZ Xy, X ooy .Xn, < ! h g L k
L R Y S LR u M g
D P P \‘a]OSZ“l ::Cgekkel veszi fel, €5 var hato Cr teke & akkOI SZ0O “
( )9 as

D) = M(E-MEP) = 3 pilo—ME)):
=1

feltéve, hogy a jobb oldalon 4il6 sor konvergens.
VYagy — az el6zo tétel felhasznaldsaval:

DHE) = ME)—[MEE = i pixi— ( y Pfxi)z’
i=1 i=1

amennyiben a jobb oldali sorok konvergensek.

14.3.3.2 Folytonos valoszintiségi valtozé szérisa

Ha & folytonos valosziniiségi viltozo siirliségfiiggvénye p(x), akkor szorisnégyzete

DO = M(E-MEOP) = [ p)(x—MEY dx,

—oco

feltéve. hogy a jobb oldalon 4llé improprius integral Iétezik. Yagy

D o K s ’
(&) = ME)Y—[ME) = j x2p(x) dx—[ f XP(X)dX] .

amennyiben a jobb oldali improprius integralok léteznek.

g.eg;eg’yzés. 1. Nem minden valosziniiségi valtozdnak van véges szordsa
iszkrét valosziniliségi valtozo esetén, ha & végtelen sok értéket vesz fel, akkor nem biztos

hogya ) pilxi—M@E)? sor S5 | i
y i;J. ;( i (5)) sor konvergens, és igy nem biztos, hogy van véges szorasa,
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Folytonos valoszinliségi valtozonak sincs szdrasa, ha az J p(x) ()«:»—I\/[(E))2 dx impro-
rius integral nem létezik. o
2. Egyszeriibb szamitds miatt szokds a valoszinfiségi valtozokat gy transzformalni, hogy az
4j viltozo varhato értéke 0, szorasa 1 legyen. Az ily modon transzformalt valoszintlségl
valtozot standard valoszinliségi valtozénak nevezziik.
Definicié. Standard valészinliségi valtozé az olyan viltozo, amelynek varhatd értéke 0
és szorasa 1.
Tatel. Tetszdleges, nem nulla szordsi £ valsziniiségi valtozébol standard valoszinliségi
valtozd képezhetd, ha vesszik a valoszintiségi valtozo varhatd értéktol valo eltérésének és
szorasanak hanyadosat.
Ha & tetszoleges valosziniiségi viltozo, akkor
M)

D&

Jre
>

standard valosziniiségi valtozo.
Bizonyitas. a) Az 1j valosziniiségi valtozo varhato értéke 0, mert

- ME-M®)=0

FE—ME)
) =56

ME) = M (ﬁD(_E)_' ’

(lasd a virhato értekre vonatkozo tételeket, 14.3.2 pont).
b) Az \j valosziniiségi véltozo szdrasa: 1. Ugyanis a varhato értek 0 yolta miatt

o[ £ ME) TE-ME T
Dl " =M ,
[T = (e )
és iy a varhato értekre vonatkozo 3. tétel ismételt alkalmazdsaval

2 S—_M(E) 1 - i 1 .

el W L N » L

P ( D@ ) DiE) M(E-MEF) = 55 DXE) =1,
CE—M(E

amibd D lﬁ DT:;),} =

14.3.3.3 Tobbdimenziés valésziniiségi valtozé szérdsa

AE =&, &, ..., 5, n-dimenzios valoszintiségi vektorvaltozo varhato érték kortli ingadoza-
s4t nyilvan nem lehet egyetlen szammal jellemezni. Az ingadozdsrdl a DEY k=1,2,...,n)
ingadozasok bizonyos felvilagositast adnak ugyan, de ez hidnyos, mert a D(E,) értékek csak
a koordinatatengelyekre valo vetiiletek ingadozésat jellemzik, a koordinatatengelyek vélasz-

tasa pedig onkényes. Sokkal jobb mérték kaphato { ingadozasdra, ha C— egy tetszbleges
egyenesre valo vetiiletének ingadozasat vizsgaljuk.

105

Legyen my = M(&,) és Py az (i, m,, .
g egy tetsz8leges P, ponton 4thalado egyenes %1y %a, ..., %, rdnykoszinuszokkal

TR 1 al | o,

n
tehdt valos szdmok, és y o} = 1) . Képezziik a
=1 ’

N
Lo= ) aulbi—my)
k=1
valoszinliségi valtozot! Ennek szordsnégyzete
2

DAL = M(CD,
mivel M({,) = 0. Bevezetve a

Dr'j = M[(Ef —mi)(fj—mj)]
jelolést, ezzel

o n n
D (cg) = Z Z D,‘jii.’f.j.
=1 j=1

i

Megjegyzés, D,.-taf, é B psmesammscgacor o
: - Dy-tal;és&; valosziniiségi valtozok kovariancidian: : ;
majd a késbbiekben foglalkozunk.) umriGLEanRR ISTokiS Tieveznls (]

A D egyiitthatd jszinliségi
. ?, g¥ t’ a"cokkal al val_?szmusegl vektorvaliozo tetszoleges egyenesre vald vetiiletének
szordsa kiszamithatd, és igy { ingadozasa jellemezheté a

Dy Dy ... Dy,

Dul Dn‘-l e DRH

]:lﬂ. .SZO’PG’S}?IG‘”I‘\:SZaI ahol s Gatléba v szame ek £ 7
- -ls a fOthlobz.\n le () D-- Za 5§ {" e \J' .
‘. il 1 k az gy S a]tozok Szérésnégy

(Feltételezziik, hog atri ing 0, ugyanis a D¥C,) értelmezése miatt a

5 y € matrix determindnsa | D anis 2 : ;

| D] determindns mindig nemnegativ, a | D! —; (‘)}]f,' 1 o ’ n) el e i
gativ, a | D! -elfajult” esetet pedig kizarjuk.)

Speciali = stdimenzios vals
pecidlisan, ha { = (£, 1) kétdimenzios valosziniiségi vektorvaltozo, akkor ¢ ingadozédsa a

D= (D'Jl ‘D12
D21 D22

szordsmatrixszal jellemezhetd, ahol
— P2E . :
Dy = D*E)  af viltozé szorasnégyzete,
sy LYo . .
Doy = D)  az 1 valtozo szorasnégyzete,

D, = =] E
12 = Dy = M[(E~ME) (n—M())]  a £ és v valtozok kovariancidja.

e O

5

... my)koordinatakkal megadott pont, tovabba legyen

n
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Példak

1. Egy szabdlyos, homogén kockaval valf'} ”dqbz_ilsn‘él te}:im’sijk yalc’)s'zipiéségi véllto'zgr:ak a dobott
szamértéket, és hatdrozzuk meg a valészinliségi valtozd varhato eltérését és szmia‘ .' o

A valésziniiségi valtozd lehetséges értékei: 1, 2, 3, 4, 5, 6, melyeket azonos p = E—valoszmuseggcl
vesz fel. Korabbi szamitdsaink szerint a varhato érték, M(£) = 3,5, és ennek felhasznélasival a varhato
eltérés

pilxi—M@E)| =

I
e

E©) .

-
U

= L 1351412351413 -3,51+14-3,5[+15-3,51+16-3,51 = 15,

=

és a szorasnégyzet
DA = 3, plri~ M) =
= l6 {(1-3,52+(2-3,5PF+(3-3.57+{4 3,52 +(5-3,57+(6-3.57] =
= 2,916.
illetve a szoras:

DE) = 1,71

2, Epy gazdasdgban a széllitashoz egyforma ]éc!ékjba rakjak az 6sz’ibz‘irackot. ﬁpa;ac’:,k?ki ﬁlgts‘/)s:.f)g:;il
fiiggben egy ladaba kiillsnbdzd szamu barack fér, igy ez felfog?at'o diszkrét val (3521’1]1;1152% i y-ébé
A l4dak 3%-aba 61 db, 10%-dba 62 db; 209%-4ba 63 db, ’40’A-aba 64 "i’b, _15 A-a_ a;( ’ én I;\}ér-
66 db, 4 %-aba 67 db barack fér. Hatdrozzuk meg az egy }aflaba. kefulo c{321bf1r§\ciko Zz:%rri : a

hat6 értékét és a tulajdonképpeni barackszdmnak a varhato értektf)l \:'alo elttj,rcset’(s:z T]ixsa ).

Az adott feltételek mellett az egy ldddba keriils dszibarackok szaménak vdrhato érteke

M = i ik = 0’03‘61+0,1.62+0’2,63+0,4.64+0,15-65+0,08-66<—0,04.67 -
=1

= 63,94 =~ 64.

Az egy ladaba keriilé barackok szamanak a virhato érték koriili szorasa

D&) = /@3 = A/ (3 pat) -G398~ 13

ugyanis i z

Z pxt = 00361+ 0,1~622—$—0,2-632+0,4-642+0,15-652+0,08-662+0,O4-67 =

i=1 !

= 4090,02,

és igy -

D(&) = 4/4090,02—4088,32 =~ /1,69 = 1,3.
3. Egy R sugard kdr alaku céltdbldra vald lovésnél, bevezetve valc{';sginlﬁségi vélt’ozér'la'k a taldlat
helyének a kozépponttodl valé tdvolsagat, hatdrozzuk meg a valészmuser:gllvaltc')z.o .s'zlora:’sat.” -
Koribbi szamitasaink sordn (14.3.1 fejezet 3. példa) lattuk, hogy e valdsziniiségi viltozo SUIUSEE
faggvénye

0, ha x =0,
)= g ta 0=sx=R
0, ha = R,
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és varhato értéke
M@ =2r
Ezek felhaszndldsaval
o0 . 2 4 R
D* =M§2— B 2 _ - 4 U -
@ G —[ME)] ( [ x*p(x) dx) (E' R) s R‘-r~ X dx =
s 5 i
A B
. 4 ., 2 Txi]E 4 1 1
—— Bk 3 it o ; e 9
9 R RE f x¥dxy = ——é' R fﬁ' [—Zf]ﬂ = —3 ‘Rz—;ar R = ﬁR‘!_

0
Tehdt a valosziniiségi vdltozd szdrasa

I

D) = ——
) 342

R.

1434 A szérisra vonatkozé néhany tétel

A kovetkez&kben a szordsra vonatkozd néhany télelt ismertetiink, Ezek ravilagitanak a
szoras olyan tulajdonsagaira, melyek alapjdn a szoras részesiil elényben minden mas inga-
dozasjellemzével szemben (példaul varhaté eltérés sth.).

1. Tétel. Egy konstans szordsa nulla. Vagyis
D¥c) = 0.

Bizonyités. A szords definicija és a varhatd értékre vonatkozo 1. tétel értelmében
D¥e) = M([e— M) = M(le—cP?) = M(0) = 0.

2. Tétel. Két fiiggetlen valosziniiségi valtozo Osszegének szordsnégyzete megegyezik a két
valoszinliségi valtozd szordsnégyzetének osszegével. Vagyis

D*(E+n) = DXE)+ D),
illetve

D) = A/ DHE+ D).
Bizonyitas, A szords definicidja és a vdrhato értékre vonatkozod 3. és 4. tétel felhasznala-
saval
D*E+m) = M([E+n)—ME+n)P) =
= M([E+1—M(E)—MmP) =
= M([(E=ME)+(n—Mm)F) =
= M([E—MEP+In— MP+20E— ME) - M) =
= M([E—MEOP)+M([n—MOP)+2M (E— ME))- My - M()) =
= D¥E)+ D).

67 Matematika

- :.__———é_ -
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(Ugyanis egyrészt £ és 1 fliggetlensége miatt [£ — M(E)) &s [1—M(n)] is fiiggetienek, igy szor-
zatuk varhato értéke megegyezik varhaté értékiik szorzataval; masrészt — mint lattuk —
M(E=M(E) = 0és M(n— M) = 0.)
A 2, tételbd] teljes indukeiéval adodik a

3. Tétel. Veéges sok, pdronként fiiggetlen valoszinliségi viltozd Osszegének szordsnégyzete
megegyezik az egyes valtozok szdrasnégyzetének Osszegével. Vagyis

D¥Ey+5s+. . +5) = DAEN+ DU+ . ..+ DAL,

roviden

illetve

4. Tétel. Konstans szorzo abszolit értéke kiemelhetd szorasjele alol
D(cf) = |e|D(E).
Bizonyitds. A szoras definicidja és a varhato értékre vonatkozo 3. tétel értelmében
Dcl) = M(*E)— M*(cd) = EM(E)— ME) =
= AMEP— M) = D).
Tehat valoban
D(ck) = |c|D(&).
A 3. és 4. tétel egy tételbe foglalhato:

5. Tétel. Véges sok, paronként fiiggetlen &5 Savn v £, valdszintliségi viltozo és Cp Cou =45 €y
konstans esetén

DHerbitenbyt ek = EDYE+ 3DAEN+ . .. +c2DAE),
roviden

D? (i cifi) = i fDE),
i=1

i=1

illetve

" 3 n
p($ o) = |/ 3 @
i i=1

6. Tétel. A szords értékét a valdszintiségi vdltozéhoz adott konstans nem befolydsolja.
Vagyis
Dii+c) = D(&).

e R S e R e
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Bizonyitas, A tétel felfoghato a 4. tétel azon specidlis esetének, amikor az egyik véltozo
peldaul 9)=c konstans. Ugyanis a konstans minden valdsziniiségi valtozatsl fliggetlen, és igy

D*E+-c) = DAE)4-D¥(e),
tovabba D*c) =0 miatt
D(i4¢) = DY),
illetve
D(E+c) = DEb).

Példak

1. Két szabdlyos, homogén kockdval dobva vezessiik be valdsziniiségi valtozénak a dobott szamok
Osszeget, €s hatdrozzuk meg a val6sziniiségi valtozd szérdsat,

Jeloljuk &-vel az egyik és n-val a mésik kockaval dobott szamot, igy feladat a (é+7) valészintiségi
valtoz6 szordsdnak meghatirozdsa,

Mivel — mint lattuk — egy szabalyos, homogén kockaval torténs dobdsnél a dobott szdm varhato
érték korili szordsa: 1,71.; ami azt jelenti, hogy

DE) =D =171...,
illetve
D) = D) = 2,916,

igy a szordsra vonatkozod 2. tétel értelmében

D¥E+m) = DO+ D) = 29162916 = 5832
illetve
D(§+m) = +4/5,832 = 2,42,

2. Hat alkatrészt kell 6sszeszerelni. Az alkatrészek hossza — egymastol figgetleniil — valamennyire
eltérhet az elbirt méretektdl. Hatdrozzuk meg az Osszeszerelt alkatrészek hosszdnak virhatd elté-
rését a miihelyrajzon megadottol, ha az egyes alkatrészek eldirt hossza 15 cm és a tiirés szdrdsa
2%-0s.

Vezessiik be valosziniiségi valtozénak az egyes alkatrészek hosszat, és jeloljiik ezeket rendre Cyp &y
&3, &4, &5 E-tal. Osszeszerelés utdn a varhaté hossz:

M@ = 3 ME) = 615 = 90 em,
i=1

€s a valosziniiségi valtozék fliggetlensége miatt az ettd] vals eltérés, a szoras

DE) = \/ ¥ D) = VB0 ~ 0734

=1
A lehetséges hosszeltérés ugyanis 2%, és igy
Di5) = 15.0,02 = 0,3,

hai=1,2, ..., 6.

Ez az érték a varhatd értéknek kevesebb, mint 1 %-a, Tehat amig az egyes alkatrészek hosszisaga
atlag 2 %-kal tért el a varhato értekil, addig az alkatrészek bi] allo sor kevesebb, mint 1%-ka] tér el,
ami azt jelenti, hogy a valészinliségi valtozok Osszeaddsdval viszonylagos hiba csokken. Ennek
a ténynck nagy szerepe van a finommechanikai mtiszerek szerelésekor. ‘

67%
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3. Egy gyimodlcstermeld almat, kortét, szolot termel. Az egyes gyimdlcsfajtak termésmennyisége
— egymdstol figgetleniil — évrél évre véltozik. Vezessilk be valoszin(iségi valtozénak az egyes
gylmdlcsfajtdk évi termésmennyiségét, és hatdrozzuk meg a tényleges dssztermésnek a varhaté Sssz-
terméstdl vald eltérését, ha az egyes gyiimélesfajtdk varhatéd termeésmennyisége rendre

704q, 50q, 304q,
szorasa pedig

2%, 3%, 5%

Az egyes gyimblesfajtdk termésmennyiségeihez rendelt valésziniiségi viltozokat &,m és L-val jeldlve a
varhat6 termésmennyiség

ME+n+8) = ME)+Mn)+ME) = 70450430 = 150 q.

A valdsziniiségi valtozok fligaetlensége miatt a széras

DE+q+8) = VDHE)+ D(n) + D*(C) =
= 1/(70-0,02)* - (50-0,03)* + (30-0,025)% ~ 2,19,

14.3.5 A valésziniiségi viltozé momentumai

A virhato értéken és a szérason kivill a valosziniiségi valtozénak még fontos jellemz6i az
Un. momentumnok.

Momentum

Definicio. A & valosziniliségi valtozo k-ad rendi momentuma a valosziniiségi valtozo
k-adik hatvanydnak a varhaté értéke.

Vagyis: My = M(ER).

Ennek specialis esete k£ = 1 esetén a varhato érték:
My = M(E&).

Abszolit momentum

Definicié. A £ valoszinliségi vaitozo k-ad rendii abszolit momentuma a valosziniiségi
véltozo abszoliit értéke k-adik hatvanyanak a varhato értéke. Vagyis

M =M ( E|"‘).
Centrdlis momentum

Definicié. A £ valoszinliségi valtozé k-ad rendfi centrdlis momentuma a valoszinliségi
véltozo varhato értéktdl vald eltérése k-adik hatvanyanak vdrhato ériéke. Vagyis

my = M([5—MEF).
Ennek specidlis esete, & = 2 esetén, a szorasneégyzet:

my = M([E—ME7T) = DXE).
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Abszolut centrdlis momentum

Definicié. A & valdsziniiségi véltozo k-ad rendi abszolut centrdlis momentuma a valo-
szintliségi valtozé virhato értéktdl valo eltérése abszolit értéke k-adik hatvanyanak varhaté
értéke. Vagyis

my = M(|5—M(E) ).
Ennek specidlis esete & = 1 esetén a varhato eltérés:

my = M(|E=M©E)|) = E@).

14.3.5.1 Diszkrét valésziniiségi viltozé momentumai

Ha £ diszkrét valosziniiségi véltozo, amely az X (i=1,2,...) lehetséges értékeit p; valo-
szinliségekkel veszi fel, akkor

k-ad rendii momentuma:
ME) =Y pixk,
k=1
k-ad rendit abszoliit momentuma:
MEF) = 3 pilx,
E=1
k-ad rendit centrdlis momentuma:
M(E-MEF) = ¥ pi(xi= ME,
i=1
k-ad rendii abszoliit centrdlis momentuma:
M(|1E=ME)|F) =Y pilx;—M(E) ¥,
i=1

amennyiben a jobb oldali Ssszegek szama véges, illetve a jobb oldali sor abszollit konvergens.

14352  Folytonos valésziniiségi valtozé momentumai
Ha ¢ folytonos valosziniiségi valtozd p(x) stiriségfiigevénnyel, akkor

k-ad rendii momentuma:

M(EF) = _f x*.p(x) dx,

— oo
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k-ad rendii abszolit momentuma:

+oa

M(|ER) = [ [x[Fp(x)dx,

— oo

k-ad rendii centrdlis momentuma:

—+ oo

ME-MOF) = [ x—MOF-px)dx,

—oa

ke-ad rendit abszohit centrdlis momentuma:

+ oo

M([E=MEF) = [ [x—MEFpx)dx.

— oo

amennyiben a jobb oldali improprius integralok léteznek.

Példik

1. Hatarozzuk meg azon diszkrét valésziniiségi valtozoé harmadrendii momentumadt és harmadrendii
' ‘ 11 —

centrdlis momentumat, mely a £ = 1, 3, 5 lehetséges értékeit rendre a p = €° 23 valoszinlisé-

gekkel veszi fel. )
A valdsziniiségi valtozd harmadrendli momentuma:

3 1 1 1 32
M, = M@ = i;p,x? = 18 5 -33+—3- .58 = ke 55,33,

A valosziniiségi vdltozd harmadrendii centralis momentuma:

3
my = M([E-M@F) = Zl px; =~ ME)),

3 1 1 1 20

€5 mivel M(é')=‘_n§lp,-x,-'—*—6-'1+7-3+-§-5 '—'T,
¥ 3 _ 14 24 1 204 1 <__,2.0_)3__i2,§
azert m3="1p,-(xi—767) :_6"(]_ 6_) T2 (3*?) B (“ 6/ &

2. Egy folytonos valésziniiségi valtozod siirfiségfuggvénye

0, ha x =0,
p(x) = 4% Vx, ha 0<=x=1,
0, ha x = 1.

Hatarozzuk meg a valosziniiségi valtozd harmadrendii momentumdat és harmadrendii centralis
momentumat! _
A valosziniiségi valtozd harmadrendii momentuma:

oo 1 1
i 5 3
My = M) = J adpx)dx = J x“-ix/xdx = i f x*dx =

—oa 0 [}

Bl
| ko
w[.-

1w
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A valosziniiségi valtozo varhatd értéke:
y fon . -
P .3 - 3 = 3 2 3
M) = fx. dx = ok =_f 2 = =
( p(x) dx sz\/XdX 7 | ¥dr= s=z-
—oo 0 0

A valdsziniiségi vdltozd harmadrendii centrdlis momentuma:

ma = M(E-m@F) = m([s-1]) = r"(") (x=3) ax=

1

c 3 . 33
_ ‘ SV (x_?) dx ~ 1,53,

0

14.4 KARAKTERISZTIKUS FUGGVENYEK
14.4.1 Komplex értékii valésziniiségi viltozék

A valosziniiségszdmitds feladatainak megolddsandl az analizis legkiilonbozébb teriiletei
keriilnek felhasznalasra. Sok feladatnal — kiiléndsen olyanoknal, melyek fiiggetlen valo-
sziniiségi valtozok Osszegezésével kapcsolatosak — elényosen alkalmazhatd az un. karakte-
risztikus figgvény, amelynek elmélete az analizishen Fourier-transzformdcic néven ismert,
A tovdbbiakban roviden ismertetjiik a karakterisztikus fliggvényt, annak néhény fontosabb
tulajdonsagat és néhdny valdszintiségszamitasbeli alkalmazssat,

A £ valdszinliségi valtozo karakterisztikus fiiggvényén az e’ komplex értékii valdszinfiségi
véltozo varhato értékét értjiik. Ezért mieldtt a karakterisztikus fliggvény targyaldsdra té-
rink, foglalkoznunk kell a komplex értéki valdsziniiségi valtozokkal, és 'meg kell vizsgdl-
nunk, hogy hogyan lehet a valds valosziniiségi valtozokra érvényes tételeket a komplex
valoszinliségi valtozokra kiterjeszteni.

Definicié. A £ és 7 valos valosziniiségi valtozokkal képezett

{=E4in
mennyiség komplex értékii valdsziniiségi valtozd.
E definicié kovetkezménye, hogy a { komplex értékii valosziniiségi valtozo eloszldsa a £és
az7 valosziniiségi valtozok kétdimenzids eloszldsdval jellemezhetd.
A § = &+in varhatd értéke

M) = ME)+iM().
A =& +imy és = & +im, komplex értékii valoszintiségi valtozok fiiggetlenek, ha a
(51,11) és a (£, 7my) sikbeli valosziniiségi vektorvaltozok fiiggetlenek. Ez a definicié kiter-
jeszthetd tobb komplex értékii valosziniiségi valtozoéra is.

Kénnyen belithat6, ha a {y, G, ..., £, komplex értéki valésziniiségi valtozok Fliggetlenek,
és léteznek az M({,) varhato értékek (k = 1,2, .. .. n), akkor

M (ILI1 ck) - kgl M.

Ugyancsak kénnyen igazolhatd tetszéleges ¢ komplex értékii val6szinfiségi valtozo esetén

IM©)| = ML)
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1442 A karakterisztikus fiiggvény értelmezese

. e s E T P - i : . L . - ‘IE

Deim CiO. valo nusegl alto O ar aktel 1SZ ikus ELl venye at 0 a ameteru €
A - l’SZl o Z k t 2g ValOS par

Ic a

komplex értékil valoszintiségi val

¢ (1) = M(e™).

tozd varhato értéke:

. G e UAnVE.
A karakterisztikus fiiggvény tehat a ¢ valos valtozo filggvény

a 6 iszti tiggvénye
14.4.2.1 Diszkrét valésziniiségi valtozd karakterisztikus fiiggveny
: éreéked k=12, ...)valo-
Ha £ diszkrét valoszintiségi valtozo, amely az x;, lehetseges értékeit py (
a - - . * :
s7in;i‘;égekkel veszi fel, akkor karakterisztikus figgvenye

Pty = M) = 3, pre'™,
k=1
ahol a jobb oldali dsszeg mindig létezik.

. - e - - . vén e
14.42.2  Folytonos valosziniiségi valtozo karakterisztikus fliggveny
N {irtiségfiiggve karakteriszti-
£ folytonos valdsziniiségi valtozo, amelynek siiriiségfiiggvénye p(x), akkor
Ha ¢ folyto ¢ ‘

kus fiiggvénye .

Py = M(ef!E) = I p(x)-e“-“ di

—oo

tirtisegfiiggvény U ier-transzformdaltia.
E integral nem mas mint a p(x) striiségfuggveny un. Fourier-transzfi
z az in ;

* ; ; 1 fugg\" nyel
g Z0 ka a

k AZ(J“GS Cl()SZlaSu \'aloszlnu Z e

|'ieg;egyzese 1. segl va to k k‘e 157§ kus

& ¢ 5 akterisz-
2 1 den ]Szk réet es 1T egi i gEven el I EO ytoﬂo CIOSZ asn

24 Y T ] Z a an kar

. Min d B S ae ke 0 S ] ]n{ A" k

oy S - it
snye, ugyanis |e?¥] = 1 miatt & karakterisztikus fiiggvényt definiald ;;1 Pk
tikus fiiggvénye, :

+oo
bsszeg, illetve az f p(x)e

—o

itx 4y integral abszolt konvergens.

14423  Tobbdimenzids valésziniiségi valtoz

- £
Legyen C ] 51: S0+t 5n P
vénye plxy, Xg, - . -+ Xp). Vezessu

1
{) = i
éS (x1 I) - Z Xtk

6 karakterisztikus fﬁggv?nye

. . artissefiige-
1 ite hsziniiségi 0z0, amelynek siruseg
£ p-dimenzios valoszinlisegl vektorvaltozo,
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jeloléseket, ahol
I=(l,ty, ..., 1)
és x—=(x1,x2._...,x,,).

Ezekkel a jelolésekkel a { valoszinliségi vektorvaltozo karakterisztikus Jiggvénye a

4o o

FEO= M(e{(a 7)) = I .[ et (% ?)'P(;) dx; dx, ... dx,

— oo P e

n-valtozos fiiggvény, feltéve, hogy a jobb oldali n-dimenzids improprius integral létezik.

144.3 A karakterisztikus fiiggvény néhany tulajdonsaga

A kovetkezOkben a karakterisztikus fiiggvényekre vonatkozd néhany egyszerli tételt
bizonyitunk be.

1. Tétel. A [ valosziniiségi valtozo karakterisztikus iiggvényére tetszdleges ¢ estén fenndll az
lge(D)| = 1

egyenlGtlenség, viszont =0 esetén az egyenldséggel érvényes.

Bizonyitas. a) P.(1) = 1, ugyanis tetszbleges f eselén

!efftl — I,

eés felhasznalva a komplex értékii valosziniiségi valtozora vonatkozo M) = ML)
osszefiiggést

Pe(t) = [M(eF)| = M(|e®!|) = M(1) = 1.
Igy valéban

P = 1.
5) Pe0) = 1.

Ugyanis a karakterisztikus fiiggvény definicidja, valamint a varhato értékre vonatkozo
1. tétel értelmében

T&(0) = [M(e™*)] o M(1) = 1.
1=

2. Tétel, A 9(7) karakterisztikus fiiggvény a —eo < ¢ < -+ co intervallumban egyenletesen
folytonos.

E tételt — hosszadalmas volta miatt — itt nem bizonyitjuk.

3. Tétel. TetszOleges a és b konstansok esetén az

n=ak+bh
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valésziniiségi valtozo karakterisztikus fiiggvénye

@) = et Puar).

Bizonyitas, A karakterisztikus fiiggvény definiciéja és a varhatd értékre vonatkozo 4. tétel
felhasznalasaval

Q?fq(t) — M(eit')]) —_— }M(eit(a.f—#b)) i ei:bM(ei(az);‘) —_ e"'b-(f‘é(at).

4. Tétel, Két fiiggetlen valosziniiségi valtozd osszegének karakterisztikus fliggvénye meg-
egyezik a valosziniiségi véltozok karakterisztikus fiiggvényeinek szorzataval. Vagyis

Tep 1) = Felr) - (2).

A tétel forditottja nem érvényes: a Fergt) = Gf'i(r)‘rpn(r) egyenléségbil még nem kovetkezik
£ és 7 Fliggetlensége.

Bizonyitas. Legyenek £ és 7 {iiggetlen valosziniiségi viltozok, akkor e és ¢! is fiiggetle-
nek, igy a karakterisztikus fiiggvény definicidja és a varhatéd értékre vonatkozd 5. tétel
értelmében

‘Pg.e. "7({) e M(e"’@* ':7)) — M(eile,gim) — M(efff)-M(eff”) = ¢£(¢).¢n(g)_
E tételb6l teljes indukcioval kovetkezik az 5. tétel.

5. Tétel. Veges szamu, teljesen fiiggetlen (tehdt béarmilyen csoportositasban fiiggetlen)
€1, & ..., &, valosziniiségi véltozd Osszegének karakterisztikus fliggvénye megegyezik a
karakiterisztikus fiiggvények szorzatival

Perttar ... 4800 = PeFe D) ... Pe (1),

illetve
Py e, (1) = [] Pel0).
T i=1i

6. Tétel. Ha létezik a £ valoszinfiségi valtozd elsé » momentuma: M, = M)
(k=1,2,... ..., n), akkor a ¥«(#) karakterisztikus fliggvény r-szerint n-szer differencial-
hato, és

¢(0) = FME),
aholk=1,2, ..., 1

Bizonyitas. a) Diszkrét valdsziniiségi viltozo eseten

a Pelt) = Y pre
#=h

karakterisztikus filggvény z-szerint [-szer (/= n) tagonként differencialhatd, és a tagonként
differenciélt sor egyenletesen konvergens. {gy

Fdt)y =1 Y pexge™,
=1

1067

‘Pé'(!) = ;2 Z pkxiez‘fx;;’
k=1

(F;”(I) = 8 Z _kaﬁe”“ ,
k=1

%Dy = ¢ 3 pexhel™,
=1

E differenciglhanyadosok értéke r = 0 esetén

990 =Y pxt,
£=1

illetve

7E0) = irEh,
hal=1,2 ..., 1
b) Folytonos valdsziniiségi valtozs esetén
A p(x) stirliségfiiggvényre tett kikotések és '™ korlatos volta miatt a karakterisztikus fiigg-
vényt definialo

+ oo

() = J. p(x)e’> dx

— oo

Improprius integril biztosan létezik. Ha a M(EF) k-ad rendii momentum (k = n) létezik,
akkor szabad a ¢ szerinti k-szori derivalast az integralds miiveletével felcserélni, és igy

+ oo
‘T'(,gk)([) = ik J' xkeizxp(x) dx.

—oo

A derivaliak ¢t = 0 helyen vett értékei

+oo
PO = #* [ x*p(x) dx,

—oo

illetve

FEN0) = i*. M(E*),
amivel dllitasunkat igazoltuk.
A 6. tétel kovetkezményei

a) A karakterisztikus fuggvény segitségével egyszeriien hatarozhatdk meg a valosziniiségi
valtozé jellemz6i: a vérhato érték, a szords €s a momentumok,
A varhato érték

M) = :— PH0).



1068

A szoras L
DE) = v/ —p"(0)+¢'X0),

ugyanis

VTR 1 L s
D) =/ MEY-M(E) = ]/ 29 O= 5 ¢%0) = V/ —F7O+¢%0).
A momentumok
1
M(E) = T FE0),

aholk=1,2,..., 1 o i ’ o
b) Ha ismert egy diszkrét valosziniiségi viitozo karakterisztikus fiiggvénye, akkor az e
egytitthatoi megadjak az x;, valdsziniiségi valtozohoz tartozod A esemény valdszinfiségét

Példik

1. Kockadobasnél a dobott szamot vezetve be valosziniiségi véltozénak., ha_.té.rozz:'uk meg a v?,lc?-
sz-inﬁségi véltozd eloszldsdnak karakterisztikus figgvényét, a karakterisztikus fiiggvény segitsé-
gével varhatd értékét és szordsat. .

A karakterisztikus fliggvény

d itz P& Vra oo s wr, s, eﬁ]
= [l = ek =— {8 +e +e +e +e+e |
¢(I) o _(Z[ Py 6 kzl 6

A vérhato €éri€k és a szords meghatdrozasihoz sziikséges a karakterisztikus fiiggvény r = 0 helyen
vett els6 és méasodik differencidlhdnyadosa.

’ L . ir, _ _I:_ i:zk
Mivel w't) = kgl Diixe k= z 121 xe
7 N I & 2o,
és g (t):kzlperke L:—gkz__:lxke ,
] [ 21
1 4 l ! ! ] —_ F
azért ¢(0) = —6—k§1x;‘: F[l"'2T3T4+5+6] !——6 s
1 91
€s ®"(0) = —g [1+4+9+16+25+36] = Fogrs

Ezek felhaszndldsdval a valosziniiségi valtozo varhato értéke

1, 21
M@ =590 = 5 =15

___ EINES
D& = VP OFFOF = A /- (%) =17

telies megegyezésben régebbi eredményeinkkel.

2. Két kockaval dobva hatdrozzuk meg annak a valoszinliségét, hogy a dol::ott sgénqu éisszege] 8
A.z egyik kockaval dobott szdmot jeldlie a & és a masik kock4val dobot’t szerlmot jeldlje az 7 :‘E;.{ 0-
sziniiségi valtoz6. Ekkor a tulajdonképpeni feladat P(E-.Ln': '8)"rr}e_gha’taro?asa. A kayak?inszﬁli uf
fuggvény definicidja értelmében ezt az értéket a (&4 7) valészinliségi véltozd I;araktenszt: us fligg
vénye es-t tartalmazé tagjainak egyiitthatéja adja meg.

és szordsa

A karakterisztikus [tggvényre vonatkozd 3, tétel ertelmében
Pein(t) = rpa’;‘(f)‘?’rj([)s
; u itz i s g am sit | i
és mivel P(1) = ) pe k=76_[e e e e e L)
&
& ity 1o o s an sit g
Tqll) = sz-e "=E—[e te e ety 5
Py
I3

; 1o on w it st Gig
azért 905+,7(r):6—2[e’ vel e 1oty 5y B2,

A négyzetre emelést elvégezve esir-t tartalmazé tag adédik a 2. és 6, tag kétszeres Szorzatabol, a 3. és 5,
tag kétszeres szorzatibél és a 4. tag négyzetébs]:

Elz_ -2 5 ?22_ &
?ﬁ. i Z(eaa‘t_ eﬁit) - éf eaa’."
61‘2 (em)z w _ﬁif esﬂ.

fgy az ev-t tartalmazo tagok egyiitthat6ja

2 2 1 5

FrEte T e
A kérdéses valosziniiség teh4t

3. Egy R sugari kér alaku céltibldra lovéseket adunk le, és bevezetjiik valésziniiségi véltozdnak a
taldlat helyének a kdzépponttdl vald tavolsdgdt. Hatdrozzuk meg a valdsziniiségi valtozo eloszldsdnak
karakterisztikus f tiggvényét, tovabba annak segitségével varhatd értékét és szOrdsat,

Mivel elézd szamitdsaink alapjdn ezen eloszlgs sijri’:ségfi’lggvénye

0, ha x=0,
2

p(x) = -fx, ha 0 <x=g,
0, ha x >R,

azérl karakterisztikus figgvénye
-+ oo B

@) = f plx) et dy — J %’;_ et dy.

A varhatd érték &g szérds meghatdrozésihoz sziikséges a karakierisztikys figgvény 1 = 0 helyen
vett els6 és mdsodik differencidlhanyadosa.

¥
, 2x 2% o
Mivel /4 (f) = f TR? xer dy = "}:Tz ' 2 izt dx,
@ 0
&’

®
() = f % (ix)? e dx = — ;T J. XS et dy,

0 0
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R
, % 2 R 2R
i ; s 2 B iy He—— Em T
azért g'(0) R J x*dx B3 t37
0

: By o 2 RS R?
i g — 3 = e e e T e
(0} Rszdx R A 7
i}
Ezek felhaszndldsdval a valdsziniiségi valtozd varhato értéke

.

N 1, 2
M(§)=7¢(0)=§R,

8w nf R K ) AR L R R
B =V ¢ O POF = \/2 9 “\/18 I RVZ)

teljes megegyezésben korabbi eredményeinkkel.

és szorasa

145 NEHANY BECSLES A VALOSZINUSEGI VALTOZO
VARHATO ERTEK KORULI ELHELYEZKEDESERE

A valészinliségi valtozo eloszldsanak ismeretében még nem tudjuk megmondani, hogy egy
kisérlet folyaman a valoszinlségi valtozo milyen értékeket vesz fel, de nagy szamu kisérlet
esetén becslést tudunk adni arra nézve, hogy milyen valodszin(iséggel ingadoznak a valdszi-
niiségi valtozo értékei a varhato érték koril. Ilyen jellegli becslést adnak a kdvetkezd

tételek.

14.5.1 Markov-féle egyenlGtlenség

Tétel. Ha £ nemnegativ értékii tetszoleges valosziniiségi valtozé M(E) véges varhato

értékkel, akkor minden 1 > 1 valos szam esetén
1
PE=IMO) = .
(Az egyenldtlenség 0 < 4 = 1 esetén is fennall, de arra trividlis, mert barmilyen valosziniiség

értéke = 1).

14,5.1.1 A diszkrét eloszlids esete

Bizonyitas. A vdrhato érték definicioja értelmében

M(E) = Zpixh
i
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ha az Gsszegezésbc'il eIhagy'uk azokat a tago a
j kt'tgktamely <7 a vissza
; 5 ekre x, A M(E i is
_ . . / . ( ), majd -
marado tElg:l:EZ 14z x; kEt a ‘e‘h‘”: eg)enlo vagy klsebb )»M(;) talgokkal he;yettes}]tjﬁk 1;1
= s dKKOr
M(E{:) = E Pixi= }M(E)

X =AM Pis

Xy = AM(E)

és mivel Y pi= Pk~ M)
Xg = M nen

- valéban

PE=mE) <1

pN

14.5.1.2 A folytonos eloszlss esete

M) = f xep(x) dx =

+ oo + oo
= f x-p(x)dx = f Xep(x) dx = ApmE a
= 1 (:)
o AM(E) AAE[S) Pe) d
ifvel [ POy dx = p(t = Jaaey),
AME)

valoban

P& =AM©) = ; :

Megje. is. & 5 5
Elegyzés. A Markov-féle egyenlotlenség gyakorlati Szempontbdl elényésebb alakja:

Pl>u)= MO .
o4

Eztyaz elézé’. 'alakbél AM(E) = o helyettesitéssel (g = 0) kapjuk
tétel alapjan a varhato érték ismeretében megbecsiilheté annak a

£ bl G ; . valdsziniise 2
valoszintiségi valtozo ey tetszlleges o > 0 értékngl hagyobb értéket vegyen feulsege, hoey @

14.5.1,3 Csebisev-féle egyenlétienség

Tétel. Ha £ tetszoleges valészinliségi véltozo, mel

S v o ynek létezik ve 5 T
€S veges szordsa, D(E), akkor tetszoleges 2 = 1 va]  véges virbats erteke, M),

0S SZAm esetén :

P(5~ME)| = ip@) = L

= 3

(Az egyenldtlenség 0 < 7 = Lesetén is fenndll, de trivialis,)
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Bizonyitas. Minthogy .
P(lE-M®| = 1D(E) = P(E—MEY = D)) =
= P([‘Ef!\df(é?)]2 = 22M[E—MEY),

a jobb oldali kifejezésre alkalmazzuk a Markov-féle egyenl&tlenséget (ha§ helyetta [E—=MEP
valosziniiségi valtozo és 7. helyett 22 szerepel), €s igy valoban

1
P(1E— M| = 2DE) = 55 -

Megjegyzés. A Csebisev-egyenlétlenség gyakorlati szempontbol elényosebb alakja

D*®)

o

I

B{[E= GQIEIES

ezt az elézd alakbol 2D(E) = o helyettesitéssel nyerjilk.

Ezen egyenldtlenseg jelentSsége abban all, hogy a szoras ismeretében ennek alapjan meg-
becsiilhetd a varhato srtéktsl valo tetszoleges értéknél nagyobb abszolnt eltérés valoszin{i-
sége. Bar ez a becslés gyakran igen durva, de bizonyos esetekben gyakorlatilag meégis jol
hasznosithato.

14.5.1.4 A nagy szamok torvényének Csebisev-féle alakja

Mig egyetlen valésziniiségl valtozo felvehet a varhato artéktdl tavol eso értékeket is (nagy
lehet a szorasa), addig nagy szamu valgsziniiségi valtozo szamtani kozepének szorasa csak
igen kicsi. fgy a szamtani kozép nagy valoszinliséggel csak a varhaté értékhez igen kozel
est értékeket vesz fel. Ez azzal magyarazhatd, hogy a szamtani kozépben az ellenkezd
irany( véletlen eltérések lerontjak egymast, €s ennek kovetkeztében az eltérések 0sszege
_ az esetek tobbségében — nagyon kicsi lesz. Ezt a tényt onti matematikai formédba a vald-
szinliségszamitas egyik legalapvetobb tétele, a Csebisev-féle ..nagy szamok torvénye’.

Tétel, Ha &, Ea. .. .&,, paronként fliggetlen valosziniiségi valtozok M(E;) varhato értékkel
és DAED szorassal (= 1, 2, .. - n), melyek mindegyike kisebb egy pozitiv D szamértéknél,
akkor a valosziniiségi valtozok

E 4L+ .. fn
n

E=

szamtani kozepe elég nagy 7 esetén 1-hez tetszélegesen kizeli valoszinfiséggel (gyakorlatlilag
bizonyosan) tetszOleges kis értékkel tér el varhat6 értékeik szamtani kizepétél. Vagyis
minden o = 0-hoz és & = 0-hoz létezik olyan N(g, o), hogy

P(IE-ME)| = 2) = 15
ill. P(|E-M®| =)= &

ha n = N(g,«). Ezt 2 relaciot a nagy szdmok (matematikai) torvényének szokas nevezni.

1x

Bizonyitas. A 1073

_ Elu g &
Ee SitEe+. .. +E,
n
valoszintiségi valtozo varhato értéke

ME) = Mot Mot M,
n

€s szOrdsnégyzete

D = DD 4D

n-

Mivel feltételiink értelmében (és ez a fe téte. akor
/ he A -
i .z e I, , ( 1 la gy korlatban mindig tel'esiil) mmdegylk V

al-
nD? D2

=

D¥E) <

Alkalmazva a Csebi

sebisev-egyenld ;

és tetszole ev-egyenlbtlenséget, az M(Z) viirhato értékis £ valoszint
ges « > 0 szdmértékre értékii £ valosziniiségi véltozora
o

P(IE-M®)| z0)= 2

nz?’

il. P(IE-ME)|=a)=1 _22__

nx?
Ha n elég nagy, akkor

D’.’

0 <
naz €,

és ezzel allitasunkat igazoltuk
E tétel specidlis esete, amikor a &;, &
1> 59+

M(£) kozos varhatd értékkel és D(&) <n Paronkent fiiggetlen valoszinliségi valtozok

valtozok sz i kézens ; szordssal rendelkeznek 5
dmtani kdzepének vérhato értéke a kizos Vél‘hat? N EIZ\ esetben a valdszintiségi
0 érték

ME)= M),

S P . e . - e
zOrasa pedig a kozos szords \/ n-edrésze

D(E) =D_(El.

Vn

Ekk 4 s
or a nagy szamok torvényének Csebisey-féle alakja
PE-M®)| = o) = 1~ 2O

2 P(IE—M®)| = a)= 2O

68 Malematika
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Megjegyzések. /. A nagy szémok torvényének Csebisev-féle alakja nem bizonyitja a
£ szamtani atlag M(E)-hez valé konvergalasat, hanem csak azt, hogy n - = esetén a
legalabb o nagysagi eltérések valoszinlisége a O-hoz tart.

2. A nagy szamok torvényének Csebisev-féle alakja elméleti jelentdségén kiviil gyakorlati
szempontbdl is igen hasznos, Leggyakoribb alkalmazdsi teriilete a mindségellendrzés. Nagy
mennyiségii homogén anyag minGségellenérzése — e tétel alapjan — aranylag kevés anyag
megvizsgaldsaval elvégezhetd. (Példaul tobb szaz tonna gabona mindségellendrzésénél mar
100 — 200 gramm lemérése is elég pontos becslést ad.) ‘

3. A nagy szamok torvénye nem mindig érvényes. Nem érvenyes példaul akkor, ha a
£, L, ..., &, valoszintiségi valtozok paronként filggetlenek ; létezik véges véarhato értékiik,

de nem létezik véges szorasuk.

14.5.1.5 A nagf szamok térvényének Bernoulli-féle alakja

A valosziniiség statisztikus fogalmanak bevezetésekor felhaszndltuk azt a tényt, hogy egy
esemény relativ gyakorisaga bizonyos stabilitast mutat. Azt a szamértéket, amely kortil egy
esemény relativ gyakorisdga statisztikai ingadozast mutat, neveztiik az illet esemény valo-
szinfiségének. Allitasunk értelmében elég hosszi kisérletsorozat segitségével meghatdrozott
relativ gyakorisdg majdnem biztosan anndl kozelebb van a valészinliséghez, minél tébb
egyedi kisérletbél all a kisérletsorozat. Ezt a tényt foglalja matematikai formdba a nagy
szamok torvényének Bernoulli-féle alakja.

k
Tétel. Egy esemény — relativ gyakorisdganak a p valoszinfiségt6l valo eltérése nagy bizton-
n
sageal tetszdlegesen kicsiny, ha a fiiggetlen kisérletek szamat minden hataron tal noveljiik.
Vagyis tetszoleges kis z = 0 szamértek esetén:

1 ! G
P(f_rp'ém)?’l—?-—(g—),

T : net

1l

illetve

ik DXS)
o | = = —
P(f!l pl_m)* ne?

ahol a £ valosziniiségi valtozo, az egyes kisérletsorozatok eseményeihez rendelt £, &, ..., &,
valosziniiségi valtozok Osszege.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a nagy szamok torvényének Csebisev-féle alakjat arra az esetre,
amikor a £y, &y, ..., &, valosziniiségi véaltozok egymastél fiiggetleniil végrehajtott kisérlet-
sorozat egy-egy esemeényével kapcsolatosak, mégpedig

£ 1, ha az 4esemény a k-adik kisérlet folyaman bekovetkezik,
E= A
0  egyébként.

Ezek a valdszintiségi valtozok — mint fiiggetlen kisérletekhez rendelt valoszintségi valto-
20k — paronként fiiggetlenek. Ezért a valdszintiségi valtozdk szdmtani kozepe az A esemény

relativ gyakorisdga:

w
!;1 = — = f"(A),
n

1075
Aszamtani kGzép, varhato értéke az A esemeny valosziniisége:
M(E) = p = P(4),

igy a nagy szamok torvénye a

» s
P(ep 2oz 120
(| n v H&.l ’
illetve
k | 2t
P('--r—p ‘5‘2) = 211
o | J na®

alakot olti, amivel allitasunkat igazoltuk.
Példak

1. Egy zsak biza dtlagos sulya 200 kp. I { 784 g
3 Z J P 1gen sok zsakot lemérve azt tapasztaljuk, hogy a szors
Becsiiljiik meg a'2 kp-ndl nagyobb abszolit eltérések valészim’iségcléjl M o
A feladat értelmében a zsakok stlvanak varhatd értéke '
M (&) = 200,

szorasa D) = 0,5,

igy a Csebisev-egyenlStlenség értelmében annak valészin(ise :
q i TN, Oszinusege, poArd s %055
zsdk silya a vérhato értéktdl 2 kp-ndl nagyobb értékkel to, ° hogy cgy véletlenszertien kivdlasztott
P(lE-200] =2y = & _ 1
hT: TR

2, Hanyszor kell egy kockat feldobnunk ahh

o AT 0 oz, hogy a 6-os dobas relativ gyakorisa 4
valdszintiséggel 10."1-nel kevesebbel térjen el a 6-0s dobds valc’>szim’iségétgly‘il S R
Meg kell hatarozni, hogy milyen n értékekre 41l fenn )

rl k i
PllZ—=p|=10
(‘r” p! 10 )30,99.
A nagy szamok térvényének Bernoulli-alakja értelmében

P{[8orfe) =12

E}

ami azt jelenti, hogy a fenti egyenldtlenség teljesiil, ha

2
D) 0,99,

not T

1

azaz ha
g 26
(1-0,99)2 °

Mivel feladatunkban & = 10-1, és az e

T . pe e s e g
i gyes kiscrletsorozatokhoz bevezetett valésziniiségi véaltozok

a — a kockadobds szorasira vonatkozo kordbbi szdmitdsaink alapjan — D) = 2,91
» = i} »

ezért
j Sl
0,01.102"
il n = 29100,

Tehat legalabb 29 100 kockadobast kell végezni ahhoz, hogy a 6-0s dob4

valosziniiséggel térjen el 0,1-nél kisebb hibaval a 6- e s lntv- g ggaiatibiong

os dobds relativ gyakorisagatol.

68*
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3, Automata gep adagolja a mazsolat altalunk ismeretlen sulyi csomagokba. Az adagolasnél
— a gép hibajabol —a valodi suly korali ingadozas, a sz0rds 0,2 dkg. Legaldbb hany csomagot kell
lemérniink ahhoz, hogy 2 mérési eredmények gzamtani dtlaganak a valédi stlytol vald eltérése leg-
aldbb 0,9 valosziniiséggel 0,1 dkg-nal kisebb legyen?

Jelsljik E-sal 2 lemért csomagok sulyanak szamtani Atlagdt, és M-mel egy csomag altalunk nem

ismert valddi sulyat. A nagy szamok Csebisev-féle tétele értelmében

" 0,28
P(IEAM‘. = 0,1) = l—m .

A bal oldal biztosan nagyobb vagy egyenld, mint 0,9, ha

0,2%
- ’ = 991
1 n-0,1* L
vagyis ha:
n = 40.

Ez azt jelenti, hogy legalabb 40 csomagot kell lemérniink ahhoz, hogy sulyuk szamtani kdzepe
legalabb 0,9 valészintiséggel, 0,1-nél nagyobb pontossaggal megadja egy-egy csomag valodi sulyat.

14.6 KOVARIANCIA ES KORRELACIOS EGYUTTHATO

14.61 A valésziniségi valtozok kapesolatanak mértéke a
valésziniiségi valtozok jellemzdi segitségével

A véletlen tamegjelenségek jol jellemezhetSk az események hez rendelt valosziniiségi valiozok
varhato értéke é€s szOrasa segitségével. A valosziniiségszamitas alkalmazasa szempontjabol
tovabbi fontos kérdés egyes tomegjelenségek kapcsolatanak kvantitativ jellemzése.

Lattuk, hogy két tomegjelenség, illetve a hozzajuk rendelt Eés valosziniiségi valtozok —
filggetlensége esetén:

M([E—M(E)][TI‘M(T?)]) = 0.
Ha £ és 7 nem fiiggetlenek, akkor

M([E—M(E)][??‘M(ﬂ)]) =rc,

ahol altalaban ¢ # 0. Eppen ezért célszerit a bal oldali kifejezéssel mérni két tomegjelenseg,
illetve két valoszintiségi valtozo fuggdseget, kapcsolatanak szorossagat. A kapott ¢-érték
annal nagyobb, minel szorosabb a két valészinfiségi valtozo kozti kapesolat.

Az M([E—-M@)] [n—M@@)]) = ¢

szameértéket a Eésm valosziniiségi valtozok kovariancidjanak nevezziik.

A kovariancia — a Eésn valoszintiségi valtozok értékeinek onkényes vilasztasatol figgden —
a (—eo; +°) intervallumban tetszbleges érteket vehet fol. A valoszin{iségi valtozok kap-
csolatanak jellemzésere azonban olyan szamer teket vezetiink be, amely csak rogzitett hatérok
kozott — az egyszerlség kedvéért a [—1:1] intervallumban — valtozhat. Ehhez egy j
fogalom bevezetésére van sziikség.

1077
14.6.1.1 Iforreléciés egyiitthaté

Deflmt;lo. IetSZO“ - g =
legCS ( ) P Zitiv SSal TC Hle ]\EZH £ [+ 1
’ nem ko[]&ta[ls 8} IV Szora ) Zinusegl
tozok korre 4cios e . ] % 7? "alos = va

M([E—ME)][n— M(m)])

K =
(& m) D(&) D

szameérték.

A definiciobol kézvetleniil adédi
. niil adédik, hogy a £ ¢ e m
hatoja tulajdonképpen a gy a £ és 1 valoszinliségi valtozok korrelacids egyiitt-

g S—ME)
D(&)

’n"$ o w
D(n)

tandardizalt valdszin(iségi valtozok kovarianciaja. Ugyanis

K(f, )

M ([E— ME)n— M)
D(E)-D(m) =M (

E-M(E)  n—Ma) )
M{(E* ™).

D) D(n)

fl

A korreldcios egyii :
gyiitthatonak — a valosziniiségi va

5 5 {iségi valtozok fiiggd -
tosabb tulajdonsagait a kdvetkezd tételek fejezik ki Oclliggtstge ménthasiminak —Jons

Tétel. A korrelacios egyiitthatd értéke mindig +1 és — 1 kozé esik

|Kee, ] = 1.

1Z nylta. A \‘alo
Bizo S. SZINUsCgl Va]tOZD Va’lh ere \'()I]atkozo tétel ér tehl[ébeu te[SZ()le (=8
ato Brtek .

t g

IME-n)| = A/ ME)-M@p).

Tey |Ke, ml = ‘ M(E—MENn—Me)) | _
D(&) D() ‘ =
NS B
= 5@ o Y ME-MOF-Mlg—Mw)F).
Mivel
M([E—M®EF) = D*E),
M([n—M@)F) = D),
azért | Kee, m | = M —

DE)-Da)

. . la 1 Y 3 =
S €8 uttha 5 u t k

2, Tétel. A kOIIe Cl108 € to abbzol t érteke 1 akko €s [Sak ak k(} [la I val()szmu
Seggel fennall a & €5 ” vaEOSZilluSEgl \‘altOZOk hIleaI 15 kapCSOIata

Vagyis |Ke, ] =1
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akkor és csak akkor, ha
71 = af+b,
ahol @ = 0 és b valos konstansok. Espedig

Kg,p==x1

aszerint, hogy
u =0

Bizonyitas. a) A feltétel sziikséges. A 1K ol =1 feltételb6l kovetkezik & és n linedris

kapcsolata.
Tegylik fel, hogy

K(E, o= 1
Ke.m =—1 esetén a bizonyitds ugyaniigy végezhetd), és alkalmazzuk a
+m
o MO
; D
g = 20
D)

jelolést. Ekkor
Ke, = METH = 1.
Tovabba a varhato értékre vonatkozo 3. €s 4. tétel felhasznaldsaval:
M(E* —*P) = ME?42=28%0") = MED)+ MO —2ME 7).

Mivel £ és 1" standard valosziniiségi viltozok, és a standard valoszinlségi valtozo eseten a
miasodrend{i momentum megepyezik a szorassal, amelynek értéke 1, azeért

MED = DEY=1, |
M@*?) = DY) = 1.
Ezen Osszefiiggések, valamint
MEH =1
felhaszndldsaval
M[E*—n*P) = 1+1-2=0,
amib6l 1 valoszintségge!
Bp* =0,

illetve

1079
A megfeleld kifejezéseket visszahelyettesitve:

=M@ _ n-Map
DE D)

Ebboi

§— M(&)
1 = MO+ D)) ————,

] o + Dy D&

ami — M(), M(n), D), D(n) konstans volta miatt — azt jelenti, hogy a £ és 1 véltozok
linedris kapcsolata 1 valoszin(iséggel fennall.

by A feltétel elégséges. Az v = af+b feltételbsl kovetkezik, hogy [ Ke. mi = 1.

Ugyanis 7 = a5+ b esetén:

M ([E—ME)][as+b— M(as+b)])

Bew = D()-D(aE+b) g
M(((E—MEaé+-b—aM(E)—b])
D(%)-{a| DE) -
_ M ([& — M(®)][aé — aM(D)])
|a| D%(&)
aME-MEP
T la|D¥E)
aD¥(§)
= _\a[DQ(E) =+1.
1 ha a=0
Teha K, = ' ’
enat o { —1, ha a=0,

3. Tétel. Ha & és 1 filggetlen valosziniiségi valtozok, akkor korreldcids egyiitthatéjuk nulla:
K(E, m = 0
Bizonyitas. Ha £ és 7 fiiggetlen valoszinliségi valtozdk, akkor £ —M(E) ésn— M(x) is fligget-

lenek, és igy szorzatuk varhato értéke megegyezik varhato értékiik szorzataval. Ennek fel-
hasznalasdval:

M([E— MO — M) _
D(&) D(n)

K(é’. =

1
= DE)-D)

Ugyanis barmely valosziniiségi véltozo esetén M(&—M(&)) = 0.

MIE— M(E)]- Mln— M()] = 0.

Megjegyzés. /. A tétel nem fordithatd meg. Ha két valdsziniiségi valtozo korreldcios
egylitthatoja nulla, abbél még nem kovetkezik a két vdltozd fiiggetlensége.

2. Ha K., W= 0, akkor a & é&s 1 valtozokat korreldlatlanoknak nevezziik. Korrelalatlansag
esetén tovabbi vizsgdlat sziikséges a kapesolat jellegének megallapitdsara.
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14.7 NEHANY KLASSZIKUS VALOSZINUSEG-
ELOSZLAS ES JELLEMZOIK

A kovetkezdkben ismertetink néhany — gyakorlatl szempontbol fontos — valoszintiség-
closzlast. A leggyakrabban eléfordulok a visszateves nélkiili és visszatevéses mintavétellel
kapcsolatos eloszlasok, igy elsésorban ezekkel foglalkozunk.

14.7.1 Diszkrét eloszlasok

14,711 Hipergeometrikus eloszlas

Ha N munkadarab kozotL § selejtes, akkor — kordbbi szamitasaink alapjan — annak valo-
szinlisége, hogy €gy 7 elemii visszatevés nélkiili mintaban k selejtes

06
()

P = (k =0, 1.2, ..., ).

(A felsd index a mintavétel elemeinek szamat jeloli.)

A P szamértékek egy teljes eseményrendszer clemi eseményeihez tartozo valosziniisegek.

Igazolhaté ugyanis, hogy

amibdl kovetkezik, hogy
0=PP <1

Bevezetve valésziniiségi valtozonak a selejtes darabok szamil. a valosziniiségi valtozo
E=k,

EF=0,1,2,....7 értékeihez tartozo
S) N-S)
k n—k
N
)

valoszintiségek eloszlasat hipergeometn‘kus eloszidsnak nevezzik,

P = PE=K) =

A hipergeometrikus eloszlasnak hdrom paramétere van: N, S, n. Konkrét feladatok esetén

ezek konkrét szamértékek.

R S A R N T |
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Megill 3 e B
£ api\thalo, hogy a PP = P(§ = k) valdszinliség értéke maximalis, 1
, ha
k= [(n—i—]) ax J
N+2

Espedig, ha az (n+1 lgj'i St :
) Ni2 értek nem egész szam, akkor egy maximélis érték van (14.28

- ) s . . .

ab[a . ]]a CZ a 5Zam €gesz, akkOr ﬁhhez éS az enllel 1- (5 k [+ E) € ekhez tartozo valo-
P I o7 k. i ] I3 F gy 18 b k : )

SZinusege lnegEgy ne t 183/ c !IlaJllllla' l]‘S "alo‘ S71 IUSEg van (1 1'29 a’ bl a)-

A hipergeometriku 5
s eloszlas grafikonj ideig no
b e L ja egy idei sz ai P
szinliség, ill. valoszinliségek utdn csokken (14,28 ésg];1 ;;e:gjﬂ;, P e el
s .29 abra).

pf:"ﬁ) lzm)
71
l.
i
; —
Vot 1] e
5 | K1 K .
14.28 abra. —
. ra,

A hipergeometrik i

us eloszlas eloszlasfiiggvé

\ . vénve. g 5
. athon ggvénye. Ha a £ diszkrét valoszinliségi valtozo

Fx)=Pt=k<x)= Y w
=)

A hipergeometri as va 5
perg etrikus eloszlas varhaté értéke. Egyszerii szamolassal igazolhato, hogy

ME) = fk@%%;a_n
k=0 N

Alkalmazva a selejtaranyra vonatkozo

%]

S—
N'_p

jelolést: M(E) = np.
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A hipergeometrikus eloszlas sz6rasa. A definici¢ értelmében: Prlda .
s _g 5 Egy_ gyartmany 15?‘/[,-21' selejt. 1000 darabbdl 30 elemii visszatevés nélkiili mintat Véve, mennyi a
n k n—k & e sel_ejtes da‘rabok s'zam‘anak. vérhato értéke, és mekkora a varhatd érték koriili ingadozas? ’
DYE) = / MUED) — ME(E) = Z K2 . fngy (,1 7) = Mivel a visszateves nélkiili mintavétel hipergeometrikus eloszldst eredményez, varhaté értéke:
E=0 i
S
(11) M(E):n—h—r.
S Sy N—n F S . . )
i __7) it N eladatunkban a mintavétel elemeinek szdma » = 30; a selejtes darabok szdma
N N1 8§ = 1000+0,15 = 150; az dsszes munkadarab szama N = 1000, igy
) 150
Ismét felhaszndlva az M(&) =30 556 = 4.5
= =P (A varhatd értéket kozvetleniil is meghatérozhattuk volna. 30 elemii mintaban a seleites d .
N varhatd szama a 30 darab 15%-a Slies ddtabok
: -2 =1-p=g4 jelolést 30-0,15 = 4,5.)
s N A virhatd érték korili ingadozas, a szords
ore N—n T
D) = npg Ty D(‘E):Vnpq T
-1
| ) /"——_;\_.7 Mivel a selejthizéds valosziniisége p = 0,15, a hibatlan darab kiemelésének valésziniiséce
ilL. D) = l/ " T g=1-p=108s Igy N
. G s . . E ey 3 bok = 970
Megjegyzés. Visszateves nélkiili mintavétel esetén az egyes események — az egyes dara D(&) I/ 30-0.15 ~0,E§5 595 ~ 1,93.

4st6l, mégis akarhanyadik kiemelés esetén a selejthuzas
dik kiemelés esetén a selejthiizas valoszinlsége,

(1 —E) -nel. 14.7.1.2 Polihipergeometrikus eloszlds (Tébbdimenziés eloszlds; a hiper-
N geometrikus eloszlas dltaldnositasa)

kiemelésel — nem fiiggetlenek egym
valdsziniisége ugyanaz. Espedig akdrhanya

p, megegyezik az N selejtarannyal. A hibatlan hiizas valésziniisége, g pedig

-val jelolve azt az eseményt, hogy a k-adik kiemelesre kapunk selejtet, nyilvanvald,

Ugyanis A ' ”
| hoggyy ¥ Ha N munkadarabbdl Ny az 1. kategoridba, Ny a 2. kategoridba, . . ., N, az r-edik kategoridba
| r | | |
| P(A) = 'ir”’ tartozik (21 N;=N ),akkor — kombinatorikus meggondoldsok alapjan — egyszer(ien be-

=
lithato annak a valosziniisége, hogy i visszatevés nélkiil kiemelt munkadarabban k, az
ool BARYIEHER oo R | 1. kategoridba, k, a 2. kategériaba, . . ., k, az r-edik kategéridba tartozik:
| " | :
i A) = ——. Y
e P(A) N (l; l )
;j : . l 2iTiae ; ; 1 ’b & . ‘ ; "NI N2 N,-\
' telies valdsziniiség tétele értelmebe -
i Ugyanis a tel) g ] " ;

i i (m .
P(A4y) = P(A4y] Al)'P(A1)+P(A2|Al)'P(A1)= sz, Koy oo by =

[+

’ fenet s-1 § § N-S _ S—D+SN-=5) _ _
P(4y) = o b + =T TN = —W = Miutdn ezek egy teljes eseményrendszerhez rendelt valdszintiségek,
E = *ﬂ:——l)— = "5; kit+kot .. dke=n ks kas oo Ry
| e (o) () - ()
és hasonléan adodik, hogy k = 3,4, ..., N esetén _ 5 ky ] \eo k, =i
S kytkat L Lk, =n N *
P(AQ) = N’ II)
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es 1 be\' etve valoszinuse 1va. “JZOknak az egyces kaKEg' 0 abOk szamat, a
Y ez 0SZ { 2 gy b 1 k CI! 1t da
B or lak 0 1 c I Zam t

£ £ I3
=13 225 ¢ 2B

valosziniiségi valtozokhoz tartozo

£ b B8 e
P(n) .kf:Pn{El:klsgﬂ—k‘Z)---a':r kr)

e
(x)

eloszlasnak nevezzik. -
&, valoszinGisegi valtozok hipergeo-
gl |

valosziniiségek elosziasat polr’hipergeome:riku.; °
ihi i jsban az egyes &4, 5o, - i
lihipergeometrikus eloszlas : oy 652 e

Ae??iku:) eloszlastiak, igy ezzel az eloszlassal nem szitkséges kilon foglalkozn

m s

. PRI , . v f
Eni ek az 3 0 driaba SOI'Olt aruk mlﬂosegenenorzcse SOIé,ll an ontos
eloszlasnak t bb kategorla ) O i < 3
= (I]yen kateﬂél iék [Jéldéul: ]. hibétlan aruk; 2. h]baS, de hasznalhato aruk, 3 haSZ‘
SZerepe.

nalhatatlan aruk stb.)

14.7.1.3 Binomiélis (Bernoulli-) eloszlas

Kkor4bbi szamitasaink alapjan — annak a valo-

ozil jtes, akkor — i
Ha N munkadarab koziil S selejtes gl st o,

sziniisége, hogy n elemi mintat véve visszatevess

= (3 (-3

illetve bevezetve a selejthizds valosziniiségere a

S
P=7N

és a hibatlan huzis valdsziniiségére a

jelolést:
n\ &, n—k
Pim = (k) pPTeq =
s i Snyel toznak:
Ezek a valosziniiségek egy teljes eseményrendszer elemi eseményeihez tar
ze
n - N
PP =Y (R)P’*-q"** = (pter=1.
¥=o o \k

amibél kavetkezik, hogy

0<PP<1

«A—
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Bevezetve valdszinliségi valtozonak a minta-
e 5 ; (. . 777!
vételben levd selejtes darabok szamat,a valo- P[‘

i

szinliségi valtozo y
E=k o
k=0,1,2, ..., nértékeihez tartozd o f [ ?
. ]
e S
%J S l
valoszinliségek eloszldsat binomidlis vagy , K E
Bernoulli-eloszlasnak nevezzitk. Az elnevezés 14.30 4bra

arra utal, hogy a P szamok (p+4)" bino-

midlis tétel szerinti kifejezésének tagjai.

Binomidlis eloszldshoz jutunk, valahdnyszor
egymastol fiiggetleniil #-szer megismételiink

egy olyan kisérletet, amelynek két lehetséges Pq@‘
kimenetele van: 4 és 4, melyek pés g = 1—p
valoszintiségekkel kovetkeznek be, és keressiik 11
annak a valdszinliségét, hogy az » kisérlet o 9
folyamdn az 4 esemény k-szor kovetkezett be.
A binomialis eloszlas két paramétert tartal-
maz: n-et €és p-t. Konkrét feladat esetén
ezek konkrét szamértékek.

Kimutathato, hogy a P = P(£ = k) valo- T T

szinliség akkor maximalis, ha r —

k= [(n+1)pl.

. ] . 14.31 bra.
Espedig ha (z41)p nem egész szam, akkor

egy maximalis érték van (14.30 4bra); ha pedig

egész szam, akkor a k£ = (n+1)p, és az ennél 1-gyel nagyobb indexii valosziniiségek meg-
egyeznek, igy két maximalis érték van (14.31 4bra).

A binomiilis eloszlas grafikonja az eldbbiek alapjan egy ideig novekszik, majd a
maximalis érték, ill. értékek utan csokken.

A binomidlis eloszlis eloszlasfiiggvénye az eloszlasfiiggvény definicidja értelmében:

Flx) = B‘(R'n)(X) =PEl=k< x) = Z (Z) pk-q"‘k,
k=x

Ez monoton, nem csokkend lépcsds fliggvény, melynek képe n=6,p = E esetén a 14.32
4brén szemlélhets. 3
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|

 — ' '

]’ / 2 3 4 5 6 5

14.32 dbra.

b ialis eloszlas varhaté értéke. A varhato érték meghatarozisdra a definialo
A binomia |
> kP i kP& =k) = i k (n) P
* M(E) = k-P.” = s = =
ME .R;D # £=0 K=o \k

OSSZEZ 1€ ye te CEYSZEl ubb n Zzert alkalm k AZ H S ethez tax tozo
(= I\lblamltde t gy ]Od5 H\ 1 aZunk. kl erl h

1 nuscg. v ot oy I SEE al yi g
3 valosz 1 a][OZ az egycs k[Se etekhez tartozo valoszinuse valto. ok ossze (31\3]1

allitjuk eld:
E=E 48+, 5,

1, ha az i-edik huzas selejt,
5: = {

ahol 0, ha az i-edik hizas nem selejt,
ési:laz“"’n'
Minthogy

1
ME) = 3 mxg = p-1+49:0 = p,
=0
ME) = ME+E+ . +5) = ME)+MED+ ... +M(E,) = nM(E),
a binomialis eloszlas varhato érieke

' M( ‘ l n'lva
i > SZna. >
626 0 t kalmaz a, (< 0lna
i zorasa. }&Z BIOZD MELEOIC as{ a 4% S f h
A blnomlal[s Eloszlas S

= lsegi ¢ z0 151 i Bt]en alészinﬁSégi él‘
hogy a E] £, E" valosziniiségl valtozok azonos eloszlasu fiigg v
®1s S0y + - o ¥ v

tozok no ot
DXE) = D¥E+5+. . +E) = i;D (&) = nD*ED).

A

‘
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Azonban
1
DAE) = ME)-ME) = ¥ (pexd—p® = p. 1°4+q-0°~p? = p(1—p) = py,
K=o f

igy D*E) = nDXE,) = npy.
Tehat a binomislis eloszlas szordsa
DE) = A/npg.
Lathato, hogy a binomiilis eloszlas szordsa akkor maximdlis, ha a py = p(1— P) szorzat

1
maximdlis. Ez pedig akkor 4ll fenn, ha P = . Tehdl a szorésnégyzet, D*(E) = npg nem
P

&

n
lehet nagyobb, mint FL

Megjegyzések. 1. A binomialis eloszlas véarhato értéke megegyezik a hipergeometrikus el-
oszldséval, szdérdsa azonban valamivel nagyobb. Ez azt Jelenti, hogy visszatevéses és vissza-
tevés nélkiili mintavétel esetén a varhato értékek megegyeznek, de a véletlen ingadozdsok
a visszatevésesnél nagyobbak. A szérasok kozti eltérés csekély, ha a kisérletek szama, n,
kicsiny az elemek szdmahoz, N-hez képest. A két szords hanyadosa N — < esetén 1-hez tart,

5 . n
ha N=P értéke rogzitett marad és i lassabban nd, mint N (vagyls lim — = 0) ;
AN — o

2. Ha a kisérletek szdma, n, elég nagy, akkor a binomidlis eloszlds legvaldsziniibb értéke np,
Tehat nagy i esetén a valészinliségi valtozo legvalésziniibb értéke megegyezik a varhato
€értékével. Ez nem minden valoszintiségi valtozonal van fgy; altalaban a legvaldsziniibb ériek
jelentdsen eltér a varhat6 értéktal.
Tekintsiik példaul a kivetkezd eloszlisn valosziniiségi vallozon :

E ]l o s 10 20

e i
P 05 02 01 02

Ennek legvalosziniibb értéke
s =0,
varhato értéke pedig
ME) = _il pix; = 0+0,5+5.0,2+10.0,1420.0,2 = 6.
=
Tehdt valéban nag‘y a legvaldszinibb érték és a varhato érték eltérése.

3. A binomilis eloszl4s szamolastechnikailag nehézkes. Ugyanis a gyakorlatban nagy » és &

x. - e . n . ey . .
ertekek fordulnak eld, ezekre pedig az ( k) binomialis egyiit thatdk kiszdmitasa igen hossza-

dalmas. Ezért szokds a binomialis eloszldst mas eloszldsokkal (Poisson-eloszlassal, normalis
eloszl4ssal) kozeliteni, melyeket majd a késSbbiek soran ismertetiink.
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Példak
napi vizszolgaltatas 75 54-0s valdsziniiséggel kielégitd. Mia valoszinlisége

1. Egy kertészet teriiletén a
vizszolgaltatas

annak, hogy egy 6 napos munkahéten a
a) csak 3 napon kielégitd.
b) legaldbb 3 napon kielégits ?

A szitkségletnek megfeleld vizszolgaltatds valoszintisege p = 0,75 = T igy annak valoszinusege,

. ; 1 : i
sltatds nem kielégitd, g = 1—p = — . Bevezetve valészintiségi valtozonak azon na-
4

izszolgaltatas kielégitd, az Bernoulli-eloszldsy, igy
y a vizszolgiltatas 3 napon kielégitd:

hogy a vizszolg

pok szamat, amikor a v
a) annak valésziniisége, hog

L G

b) Annak valosziniisége, hogy a vizszolgaltatds legalabb 3 napon kielégitd — felhasznalva a Berpoulli-
eloszlas eloszlasfiggvényét —
2

1_PE <3 =1-BP®=1-

Il

O @) 0GB E) )]
L—[i e gl 2 AT 5 1+1ie+135

PE=13)

=
I
)

]

45744
1-0,0375 = 0,9625.

k, hogy csak 3 napon (vagyis a munkanapok [elében), de nagy a
bb 3 napon kielégitd a vizszolgaltatas.

Zallit 14d4 kban killdnkdzd atverd
4s nélkil, véletlenszeriien allitanak

Tehat kicsi a valoszinlisége anna
valésziniisége annak, hogy legald
etkezet L és 1. osztélyd almdt s
ban 10 lada van, amelyet valogat
ak, hogy egy 10 ladas szallitmanyban

2. Egy gyﬁmﬁlcstermcw $zZOV!
helyekre. Egy-egy szallitmany
Gssze. Mi a valésziniisége ann
a) mincs L. osztdlyd alma?

b) kevesebb, mint a felében van L. osztalyu alma?
¢) Mi a varhato <zdma az 1. osztalya almét tartalmazo laddknak, és mekkora e sz

ingadozés, feltéve, hogy az Hsszes ladak 60%-a tartaimaz I. osztalyn almat?
Annak valosziniisége, hogy egy lada L osztalyt almat tartalmaz, p = 0,6.¢s igy annak valosziniisége,

hogy II. osztalyu almat tartalmaz: ¢ = 1-pP = 0.4
a) Annak valoszintisége, hogy 10 lada kozt nincs I. osztalyld

P:]!o: _ (1(?) 0,60'0,410 w50,

amérték korali

Tchat ez az eset gyakorlatilag kizart.

b) Annak valésziniisége, hogy a 14ddk kevesebb, mint felében van 1. osztalyl alma

a 1
g = P <= 5 ppm = 3 () osr0aer =016,
¥=o S\ k

ak kevesebb, mint fele tartalmaz 1. osztalyn almat.

Tehat kb. 16% annak valészintisége, hogy a 1dd
oztuk meg, ugyanis kizvetlen kiszdmitdsa nagyon faradsagos lett
tthatokat és magas hatvanyokat

Ina eldllitani, amely binomialis egyil
datot egyszeriibb szamitassal — normélis eloszldssal

BN értékét tablazatbol hatdr
volna (50 tagi Osszeget kellett vo
tartalmaz). A késbbbiek sordn ugyanezt a felas

kozelitve — oldjuk majd meg.

TR R R R S T ]
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c) Az . oszrglyu almit tartalmazo lddak szamanak varhatd érték
: éke:

M) = n-p = 10-06 = 6,

szordsa
D) = \/npg = 4/10-0,6-0,4 = /2.4 ~ 1,55
14.7.1.4 Polinomiali
AR omiidlis eloszlds (Té i
6bbdimenzids -1
eloszlds: a binomiili
s omialis

eloszlas dltalinositisa)

.A binon]ialis e]OSZ]aS a’lta]auoslthat() Oolyar t re
: " . . s r
. l} klserle ek s ame[

Teki tsii ise

ekintsiink egy onan klserletet, ame]ynek lehetséges eredménye' z A

k 1, d A
1 72,

yeknek ketténél tobb lehetséges

., A, esemé-

nyek v Poy o Hsziniise l\ e keznek b ==
pl Pa, v P,— VaIOSZlDuSBgekke ’6'\’ t e ( Pi isé -
= i§ i . A k]SErIetel Hn-SZer, egy

:astol fiiggetleniil végrehajtva keressiik annak a valosziniiségét, hogy az A
-szZer, & - 0 | o
1 > az Ay esemény ky-szor, ..., az A, esemény k,-szer kovetkezik be ( Zrzlk _in 3)
i =unl.

=1
. g. Egy ilyen
.., végiil az utolsé &, alkalommal az A, e:::;?:}; if::rktiil? “l()i-

E specidlis kisér]
o etsorozal megvaldsuldsanak valdszin(isé L
. zinlsége — a kisérletek fiiggetlensege

A kovetelményeknek
eleget tevd esemé Gbbfé
ovetelm: ny tobbféleké b8
specialis kisérletsorozat az, amikor az elsG %, alk s CEURER e
lommal az 4, esemény, . ) e e

ky ko k
Pip2 ..o.ph

Ugyanez a valosziniisé i

g zinlisege minden mads, a ko :

rendtdl eltérd kisérl bl s .
etsor - get tev specidlis
tsorozatnak. E kisérletsorozatok szima 0? i

iy megegyezik a lehetséges per-
; ; -sal, és mi 4 i
kil kel .o K » €5 mivel ezek egymast kizdrdan kévetkeznek

he \«alOSZlIltlSe elk 08sze Ek €512y a ke aeses va S s
s g gelod valosz
. ’ ooy

5 inuseg:

mutdciok szamadval,

Y _ ;
koo k, = n
1 Ke Ly 7 Ky he B

k1+k2+ cee +hy = + =
" Ritks+ .. ko= 1! 2-'- 1A e Byt
kil k c. I'{,..
Ezek cgy teljes e 2 ( 1 o r )
] semenyrendszer elemi eseményeihez tartozo valdszini
szintiségek, gy

(1) i
Phkg...k,_=——-—-”'—.k ky ko Kk
kl!kQ-r---k,] Pips...p = 1.

Be Zet szindiségi a
0szina /
VE; Ve va segl Vallo[oknak aZ egyes eSCInenFek bekovetkeéeselllek szamat, a
; P A

& bl
Stlows webs

valoszindségi valtozokhoz tartozo

()

P, ws, B oo 2
kkg o ke =P =k Sy =ky, .., 5 =k) =
)=
n!
e T ky ko k,
Rallegt - ot C LR 5 b

69  Matematika
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valosziniiségek eloszldsat polinomidlis closzlasnak nevezzik. Az elnevezés onnan szarmazik,
hogy a P;("l’)k}_. ks szamok (p1+pat--- +p,)* polinomialis tétel szerinti kifejtésének tagjai.
A polinomialis closzlasban a &5, Eav -1 -s £ valoszinfiség valtozok kilon-kiilon binomialis
closzlasuak rendre py, Pas - - Pr paraméterekkel. foy ezzel az eloszlassal nem szikseges
részletesen foglalkozni.

A polinomialis closzlas legfontosabb alkalmazasi tertlete a termodinamika. (Maxwell—
Boltzmann—statisztika.) Egy molekulanak valamely cellaban vald elhelyezkedéset kisérletnek
tekintjiik. Ha 1 molekulat helyeziink el N cellaba, akkor barmelyik molekulanak, barmelyik
cellaban vald elhelyezkedésének valoszinlisége

1
py=Pp= .- PN 3

és annak a valosziniisége, hogy az 1. cellaba kq, a IL cellaba ks, ..., 42 r-edik cellaba k,
molekula keril
! 1
Piykgere = Tl ll oo kel N

Példa
Harom kiillénbozd: 4., A, &s Ag jelzesl autobusz érkezik minden reggel ugyanarra a végallomasra.

Az A, jelzésii 5 az A, jelzésu 3 az A4 jelzésu valoszintiséggel érkezik elsének. Mi a valoszinu-

sége annak, hogy 6 nap alatt mind a harom autobusz kétszer érkezik elsonek?
A kérdéses valoszinliség:

P i e

Phue=312131 2 ¥ &

14.7.1.5 Geometriai eloszlas

Tekintsiink egy olyan kisérletet, amelynek — a binomialis eloszlashoz hasonloan — két
lehetséges eredménye van, A és A, ésezek pes g = 1--p valosziniiségekkel kovetkeznek be.
A kisérletet egymastol fiiggetleniil t5bbszor megismételve keressitk annak a valosziniiséget,
hogy az A esemeny 2 J-adik alkalommal kévetkezik be eldszdr, vagyis hogy az elsé (k—1)
alkalommal az A esemény kovetkezett be.

A probléma az eddigiektdl elierd, amennyiben & tetszolegesen nagy lehet; elvileg az is elo-
fordulhat, hogy mindig csak az 1 esemeny kovetkezik be. oy mindenekeldtt azt kell belatni,
hogy a kérdéses események teljes eseményrendszert alkotnak. A-val jelolve azt az eseményt,

hogy az elsd (k— 1) alkalommal az A és a k-adik alkalommal az A esemény kovetkezik be
CP(A) = Pe=d"1p (= 12 =k

A kisérletet sokszor — elvben vegtelen sokszor — megismételve, a k kiilonbozd értékeihez

tartozé Ay események egymast péaronkent kizarjak, és a hozzajuk tartozo valosziniiségek

Hsszege 1:

- - i 1
P(A = Ok_lz_‘ -1 = —_——= .{:1’
:;1 K) k};lp q p}; q e

feltéve, hogy 0 = p = 1.

o
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Ezzel bebizonyit K :
ol gsa(r)!ttgli\k,“hogy a feltételeknek eleget tevé A, események kozii m
m ekovetkezik (0 valdsziniiségli az a lehetdség hog{ze li{ozm e
,» hogy a kisérletet végtelen

sokszor megismételv indi i
e mind g =
pendizoreonbibnenibon 1tg;iz 4 esemény kivetkezzen be), és igy a kérdé
+ sorsgirbe. okl eljes. Bevezetve valoszinliségi vé]tozénak Pt RReHiEny:
. amelyndl a2 A esemény eldszor kivetkezik hbe ak annak a kisérletnek
4 ,a

f=k
k=12, ... értekekhez tartozd

P, = £ — e i
k P(?:—k)—q;\—l.p

valdsziniiségek eloszldsa

4 .. )
2" sat geometriai eloszldsnak nevezziik. Az el :

gok Osszege geometriai sort alkot l HEESIEIES Eeties

Ez az eloszlas egy paramétert tartalmaz: p-t (ugyanis 1
: g=1-p).

A geometriai 4
i eloszlas el 2 fi .
geometriai eloszldst oszlasfiiggvénye, Ha a & diszkré :
2 riai eloszlasu, akkor s diszkrél valdsziniiségi véltozo
=

F(x):P(a’cﬁx) — Z P-qk"‘l,

k<x

A geOIIIEtI 1al eloszias var I'ato er teke- efinicio ertelme en:
' I . - - A 1 ﬁ 4 I I

ME) = ,,Z‘kapk =Y kg lp=p i S?i_ d /=
= k=1 dg p'5. (k qu) N

dg \ 1—g ):W’

illetve 1—g = i i
g = p miatt a geometriai eloszlas varhato értéke

M) = L
P

( ami S c haS naltuk yi, gy jud
A SZ tas soran f ].
Z] 1 azt a tényt, ho a geometriail sor a kOIlvergeﬂCIala! tOlllaIly

al -~
g Clalh t g k 1]1&16 ( lai 1an a([( ¥sal a]-( ()SSIEEC me:
belse ebeﬂ ta Ollkellt dli ie] €N atO, €5 a tago d £
eg &eZIk a sor 0887¢g dlﬂél EnClalhanyadosaval ) ¢

A geometriai -1
iai eloszlds szérasnégyzete. A definici6 értelmében:

D¥E) = M(E)— M3(E) = ( & 5% 1 o Y
- lekpk)—p—2= (Z kzqk—l_p)_;g_

= 1

:P( flle— Dgk— _ 1
‘k:);,]_ ( _1)‘q 1t kg 1)___

9

o5 o) 0 (5 0 -
dg* (k:eq )+P dg (kgl qk)-‘

| s ©

9

p
65*
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PR SRR WS N P .
(l_q)a (1 *q)‘z p?. p2 p2 ,UE

- 2g—14+p q

D

fgy a geometriai eloszlas szordsa

by =V1.
p

Példak

1. Egy pénzdarabot egymés utin tobbszdr feldobunk. Mi a valdsziniisége annak, hogy a 10.

dobasra esik eldszor az irdsos oldalara?
Mind az irdsos, mind a cimeres oldalra vald esés valosziniisége 1. Bevezetve valosziniiségi viltozonak

azon dobés sorszamat, ahanyadikndl el6szor esik a pénz az irdsos oldaldra, az igy definialt valészin(i-
ségi valtozd geometriai eloszldsi. A kérdéses valdszintiség
1y 1 1
Pe=10=pu=(5) 7

210 &

2. Tegyiik fel, 959 annak a valbsziniisége, hogy egy traktor egy meghatdrozott napon miikddik.
4) Mi a valoszintsége annak, hogy munkéba allitisanak papjatol kezdve 17 napon 4t milkddik és a

18-adik napon leall?
b) A beinditast6l kezdve hanyadik napon varhato az elst leallas és mekkora ingadozds lehet ekoriil?

Mivel g = 0,95 annak a valosziniisége, hogy a traktor miikodik, azért p = 1—¢ = 0,05 annak a

valosziniisége, hogy nem miikodik.
Vezessiik be valoszinfiségi valtozonak azon nap sorszamat, amikor a traktor eldszor dll le, igy annak

a valoszinisége, hogy a k-adik napon all le eldszor:
P = k) = p, = 0,9571.0,05.

Lathatd, hogy az igy bevezetett valésziniiségi valtozd geometriai eloszlasu. gy
q) annak a valészinlisége, hogy a traktor a 18-adik napon dll le eldszor

P(£ = 18) = pyg = 0,9517-0,03.

b) A varhato értek

1 1
MGE)”F:T),O_S = 20,
tehat sok munkamenet esetén a beinditastol kezdve dtlagban korilbeliil a 20. napra esik az elsd
ledllds.
A sz6rés

Vi _ V05
by =—== o5 ~ 1%

tehat a varhatd érték kdrili ingadozas kb, 20,
14.7.1.6 Negativ binomiiélis eloszlas (A geometriai eloszlas altaldnositasa)

Tekintsiink egy kisérletet, amelynek két lehetséges kimenetele van, Aés 4. Ezek p és g=1~p
valészin(iségekkel kivetkeznek be. A kisérletet egymastol fiiggetleniil tobbszor megismételve
keressiik annak a valosziniiségét, hogy az (n+k)-adik kisérletnél kévetkezik be n-edszer az

Aesemény 1) = 1).
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A kotetelményfaztjelenti, h(lgy az (ﬂ r‘ k—' I) kjSérlet fOIyamén az A eselnénynek
o ) I " £ 7 .
S()} ]elll‘([ en — (n— 1' ~SZEY kef bEROVCtkEZIHe, mlg az utO]SO az (n+k)-a{h‘k a l{a omma fel_
tetlenul az A €5 menynek E kd (=3 2 y i , I)[[) ]]] ()he 1 {
. telmeﬂ t kleIégilO esemeén O g g
. {1 - v e Y tobbfeleke [ & re
aszerm 3 hOgy az (”+k_ 1) klseﬂet kOZu] me]yik (IZ"I)-ben kOVetkeZII( be az A eSe]t é y
zerint -

Az Osszes lehetdségek szama me i
gegyezik - -
SR gyezik (n+k—1) elem (n—1)-ed osztalya kombinacioinak

— valamilyen

n—1

CRily = (n+k_ I) s

Jeloljuk An -val -
+x-val azt az eseményt, h O T ,
roadser, tgy YU, hogy az n+k-adik kisérletnél kdvetkezik be az 4 esemény

_ ‘n4k—
P(A',,+k) = Puak = (’ :‘1 I)prr—].qkp = (n:kr; 1) p”qk,

aholk=0,1,2,....

Minthogy
n+k—1 -
(75 = (7).

/

a kérdéses valdsziniiség
] (A;;Jr.'c\ =Py = =
- +k (—=1)*. ‘
( k ID q *

Az A esemeé a : j
il ények tdgabb értelemben teljes eseményrendszert alkotnak, mert paronként

kizdrjak egymist, és i '
» €8 igazolhato, hogy valamelyik kézilitk maj :
mert valoszinfiségeik Gsszege 1. yik kéziilik majdnem biztosan bekovetkezik,

- S —n oS "
k;)pmk = k);o (=) ( " )p”-q" =p"y ( k”) (—k = 2 —

(Itt felhasznaltuk, hogy tetszbleges valds o-ra

(1+x) = 3 (“) &

kZ‘o k) ha |x| < 1, igy
- [—n
2 (&) cor=a-or

mivel 0 < g < 1).

Bevezetve valosziniiségi valtozénak azon kisérlet s

- 5 rs7Zama s ,
kovetkezik be. a Orszamat, melynél az 4 esemény n-edszer

E=n+k k= ¢
=0,1, 2, ... értékekhez tartozod

Pusk = PE = ntk) = (— 1)k ("k"’) gk p
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szamértékeh — mint egy teljes eseményrendszer elemi eseményeihez tartozo valdsziniisé-

gek — valoszinfiségeloszlast alkotnak, melyel n-ed rendl negativ binomidlis eloszldsnak
1 . e ;

——— kifejezés binomi-

1—gqy

alis soranak tagjaiként kaphatjuk meg. A negativ binomidlis eloszlas két paramétere: n

neveziink. Az elnevezés eredete: az egyes valoszin(iségeket a p”

és p.
A negativ binomiilis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ha a £ valosziniiségi valtozo negativ
binomialis eloszldsh, akkor

Fx) = P(§~x)= 3 (—k”) (—a)*p".

k=x

A negativ binomiilis eloszlds virhaté értéke. Az n-ed rendi negativ binomialis el-
oszlashoz tartozod valoszinfiségi valtozot eldallitjuk 2 szami fliggetlen elsé rendl negativ
binomialis eloszlast, vagyis geometriai eloszlast valosziniiségi valtozo Osszegeként

E = §1+£‘1+' N -+Ef"

ahol & jeloli annak a kisérletnek a sorszamat, amelyiknél az A esemény éppen j-edszer
kovetkezetl be.
Mivel £, &, ..., &, egymistél fliggetlen valosziniliségi valtozok, melyek mindegyikének

1 : ; o ;
varhaté értéke - - , a varhato értékre vonatkozo 4. tétel értelmében
P
i

1
M@ = M+t +8) = iME) = - = .

A negativ binomidlis eloszlds szérdsa. Az el6z0 megoldasoknak és annak figyelem-
bevételével, hogy barmelyik &; geometriai valoszinliségi valtozo szordsnégyzete

1)2(5,-):1-:? =12 ...

alkalmazva a szdrdsra vonatkozo 4. tételt:
2 q
DU = Z D& = ff;g.

i=1

Tehat a negativ binomidlis eloszlas szérasa

D) = L/;‘i .
b

Példa

Tételezziik fel, hogy célldvésnél minden 16vés 0,8 valaszinliséggel talalja el a cé]tél?lét. I-,Ia a loveé-
sek egymasto]l fiiggetlenek, hdany 1ovést kell atlagosan leadni ahhoz, hogy a céltablat 10-szer

talaljuk el.
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A céllovésnek, mint kisérletnek két eredménye lehetséges: A, a l6vés tal
szinfisége); B, a 16vés nem taldl (ennek g = 1—p = 0.2 a valosziniiség
[6vésnek a sorszdmdt, ahdnyadiknal a A-adik taldlat bekovetkezik ; ekk.
hogy a céltabldt 10-edszer az n+10-edik Iovésnél taldliuk el

al (ennek p = 0,8 a valo-
e). Jeloljiik é-vel annak a
Or annak a valosziniisége,

(n+10—1
P& = = f = n
€ =nv10) = ("7 07 )o,sw 0.2 (=012 )
Tehdt ¢ 10-ed rend( negativ binomialis eloszlast valosziniiségi véltozo. Igy varhato értéke
n 10
M) =it
3] > = 9§ = 125

Tehat étlagos:.an 12,5 16vést kell leadnunk, hogy 10 talalatunk legyen.
A feladatot dltaldnositva: ha a céllovésnél a taldlat valoszintisége p, akkor ahhoz, hogv &

L taldlat
legyen, atlagosan 7 szamu lovést kell leadni.

14.7.1.7 Poisson-eloszlas (A binomiilis eloszls egy hatdresete)

Tekintsiink egy kisérletet, melynek két lehetséges kimenetele, az 4 és A esemeény, p és
g = 1—p valoszinliséggel kovetkezik be. A kisérletet egymastol fiiggetleniil s-szer megismé-
telve keressitk annak a valdszinfiségét, hogy az A4 esemény k-szor kovetkezik be, feltéve
hogy a kisérletek szdma nagy, n — e, mikdzben az 4 esemeny bekdvetkezésének vaIc’J:
szinﬁs?ge, p — 0, de (gy, hogy minden # esetén az np szorzat alland6 érték maradjon, vagyis
np =/ =0 legyen.

A feltételekbdl kovetkezik, hogy a feladat tulajdonképpen a binomidlis eloszlas hatdresete

-+ oo, p 0, np=27=>0
esetén. Rogzitett & esetén a kérdéses valoszinliséget a binomialis eloszlas esetén meghatd-

rozott P,((”) valosziniiség fenti értelemben vett hatarértéke adja. Tehdt — g helyébe 1—p-t,

LA .
p helyébe oy -el frva €s egyszeri dtalakitdsokat végezve —

% k —h
P, lim P = lim (”) kgmk = fim (”) (—%) (1 - i ' =
n o> os n—r oo \K n—oa \k/ \n n

~ i an—1)(n—-2) ... (n—k+1) ?_J"_ (] }L)”‘ (I 1)—’"’

I

—— k! ik
nn—1)(n—2) ... (n—k+1)

. Helt-n .. ko K
= lim : 7__./;,([_£) o

raendl (li)k k!
I
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Ugyanis, ha & rogzitett egész szam, akkor

=:T;

tovabba — mint az analizisbdl ismert —

}_ n .
- 1——) =e™A
lim ( pr
H — o0

Tehat a kérdéses valoszinliség

i _ i
Py = lim P = e (k=012...)

no» os

Megjegyezziik, hogy
ap=+=0

helyett elegendd csupéan a

lim np=4=0

n—> oo

relaciot feltételezni.

‘ LI
5 (n) o o=
A lim P} = i

H —r oo
reldcid mar ebbdl is kovetkezik. .
Az ily moédon nyert kiilonbozd k értékekhez tartozo Py szamertékek egy teljes eseményrend-
szer elemni eseményeihez tartozo valdszintiségek. Ugyanis a Kkiilénbbzd k értékeknek megfeleld
események paronként kizarjdk egymast €s valosziniiségeik osszege 1:

o jk,g—i

f;ﬂ — =ipA Zo e et = 1.

(Az igazolds sordn felhasznéltuk, hogy minden x-re

x2 k

X i
Fm | ormteilfenmiesa T ",
¢ Tttt AZ:O k!

amibél kovetkezik, hogy

-

18
=
ol
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SZInusegl \«‘a[t()z()nak az men k Ve[l\ezcse 1ek SZamat, a
Beveze Ve Val() n A €seme y be (8}
. .

=k

k= 0 o
n — pot Ve » 1,2, ... értékekhez tartozo
k “P(~==k):7c_'_e~»j

o YTe
=

valosziniiségek valoszinise

alos .

- zinliségeloszlast alkotnak, melyet 1 pe T

neveziink. ’ yet 4 paraméterQ Poisson-eloszidgsnak

A Poisson-eloszls i
as j i i
grafikonja. A hipergeometrikus és binomialis eloszldshoz hasonléan

ennel az e]OSZIaSna 1S 1 eEaHa ithato a n aximmalis er [ek. A ] 01850n-
&
1 ClOsZlasban
k

A

akkor

7k
(o]
425+ ,
L]
. . S . S
/ 2 5 4 5 5 o
14.33 ibra. ;
e';'+
°
g2 ¢ °
7 °
a7+ o
I h
[ 9o
= | JJ?Q
/23455789/0//1'2 13

14.34 dbra.
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*

a S d = |/ P . = E 2 £l ]
1 b E 1o i nem egesz akk(]] Csal\ egy ][lax]“ahb tdg van 1[*
d = ha /. o
m leal o} i k Al 5 ]

P ) cs i esetben két
;. egé kor P; = P,_4, ¢s igy ebben az '
sbran 4 = 3,5); ha 7 egész, ak % -1 FUELERD etben K€t
- 141-34‘ ao }A maximalis tagig vagy tagokig az eloszlds tagjal I;Ec;)vt::mzenees,e tebcn "
ximalis tag van. gig / kig ¢ e e
mzzll?elzrliek gKivéte[t képez az az eset, mikor [21=0 \.r.agy / 114 e
T:laximéljs é.rték az eloszlas elsé lagja, igy a tobbi tag csokken (a 14.

s sfii 3 icio értelmében:
A Poisson-eloszlas eloszldsfiiggvénye. A defini

0, ha x =0,
* st "k ]
Rl = = FEsE— I,Zx ;c;!f e~* ha x=0.

iciobol kozv smitassal adodik:
P loszl4s varhato értéke. A definiciobél kozvetlen szamitdssal ado
A Poisson-elo

& ik kY o
N =
k= =
= Ak o gy el o
= je — = teteT = 4 .
= Je :\2‘1 %=

[ Ila 01550Nn-eloszias € eten a varhalo E!Eék az e[()SZ as para etere. lgy ezt az e]OSZld' st
’1 P i ] S 1, 5 €8 (c € V’ d H € b
[ »

i Poi isnak is Zni.
szokas A varhato értékii Poisson-eloszldsnak 1s nevez

Poi loszlds sz6rdsa. A definiciobél kizvetlen szamitdssal adodik:
A Poisson-e

T pooxd)—At= ifczjie—)‘)-; =
DY) = M(E)—MA*E) = (I;()Pk'xk) A= (k=0 T

= ® o N el
3 - 1k .
= ik = AT
= ——— et —_— ) 8
a (éz (k—2)! %1 (k—1)!
ey Ll )+;.—7,2 = Re—teetd— i = JELI-R2 = 1.
R N
: ! 5 érté — megegyezik az
Tehdl a Poisson-eloszlas szordsnégyzete — akarcsak' varhat?kefteke megegy!
closzlas 4 paraméterével, és igy szOrdsa a paraméter négyzetgyoke:
D) = /2

Poisson-eloszlas a binomialis eloszlds koze-

i é icio értelmében a i :
Hegleaimbacks L O it v pontos ez a kozelites, vagyis mekkora a hiba

litése. Kérdes, véges n érték eselén milyen s
konkrét i, k és p eselén, Igazolhatlo, hogy a relativ hiba

3
k2 (3k+4) l . P ’
e T | P
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amibdl lathato, hogy ha nagy, de p és k kicsi, ugyhogy up is kicsi, akkor jé a kozelités.
' 1

Ennek illuszirdlasara tekintsilk n = 500 &s Pl 365 esetén a binomidlis és a Poisson-

eloszlas néhany értékét és a megfeleld eltérésekel :

& B(x) | P(x) Ax = B(x)— P(x)
|

0 ,‘ 0,2537 | 0,2541 ‘ —0,0004
1 0,3484‘ 0,3484 | 0

2 | 0,2388 | 0,2385 0,0003

3 0,1089 1 0,1089 ’ 0

4 | 00372 | 00372 0

5 0,0101 0,0102 | —0,0001

6 | 00023 | 0,0023 ! 0

[

2. A Poisson-eloszlassal kapesolatos feladatok megoldasat konnyitik azok a tablazatok,
melyek a Poisson-eloszlasn valoszintiségi valtozo P,( valosziniiségeit, illetve P(x) eloszlas-
fiiggvényének értékeit tartalmazzdk kiilonbozé 7 és k értékek esetén,

3. A Poisson-eloszlds nemcsak a binomidlis eloszlas kozelitéseként alkalmazhato, tébb
valosziniiségszdmitdsi probléma pontos megoldasaként is fellép. Igen gyakori a termeészeti
Jelenségek, fizikai, kémiai, bioldgiai, csillagdszati problémak kérében.,

a) Poisson-eloszlast az egy idéintervallum alatt bekovetkezéd radioaktiv bomlasok szdma.
Annak valdszinilisége, hogy ¢ idétartam alatt & atom bomilik el

B e
By JURP T

(k=0,1,2,...3,

ahol u az idGegységre esd bomlasok atlagos szama.
b) Poisson-eloszldsu egy iddintervalium alatt lehullé csillagok szama. Annak a valoszintsége,
hogy ¢ idétartam alatt & csillag hullik le

(Ar)k.e—Ht

P(E—_—k): 7

(k=0,1,2,...),

ahol 7 az idéegyseég alatt lehulld csillagok dtlagos szama.

¢) Poisson-eloszlasti egy T teriileten levs vértestek szama. Annak valosziniisége, hogy a T
ldtémezejli mikroszkop alatt éppen k vértest Iathatd

(ATYe.e=2T

(k=0,1,2,...),
ahol / a teriiletegységre esé vértestek atlagos szdma.
d) Poisson-eloszlast kvet az automatikus telefonkozpontba egy iddintervallum alatt beér-

kezé telefonhivasok szdma. Annak valoszinlisége, hogy egy ¢ idétartam alatt & szama
telefonhivas érkezik be
Ar)e.o=4t
P(L{:,:k):(—l-ﬁﬁ— (k:(), 1, 2, 25 ik

ahol 2 az idGegyséere esé telefonhivasok atlagos szima.
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Poisson-eloszlast egy folyadékban levé kolloid részecskék szama; homogén anyag adott
részében talalhatod idegen részecskék, buborékok szama; elektroncsében az izzd katodrol
kilépé elektronok szama; textilgydrban adott iddtartamra esé fonalszakaddsok szama stb.

Példak
1. Egy 450 oldalas konyvben 130 sajtéhiba van. Feltéve, hogy ezek véletlenszeriien oszlanak el, mia

valosziniisége annak, hogy egy talalomra feliitétt oldalon legaldbb két sajtéhiba van?
150 1

Az egy cldalon levé sajtohibdk dtlagos szdma: VTR Tételezziink fel Poisson-eloszldst ezzel
az atlaggal, azaz
. 1
A= Hp = ‘?;' %
14 _1
e wg B
i P(522)~1—P(£<2)~1—is——ﬁlgie7%+ie_%)—
ey = i ( 3

1
=1- ‘; e 3 = 0,005,

Tehat igen kicsi annak a valosziniisége, hogy egy oldalon 2 vagy annal t&ébb sajtohiba van.

2. Bgy magtarban rozs keveredett a biza kizé 0,5%-0s ardnyban. Melyik az a legkisebb & egész
szam, amelyre 0,1-nél kisebb annak a valosziniisége, hogy egy 100 szemb§l 4116 véletlen mintdban k,

vagy anndl tobb rozsszemet talalunk ?
Mivel p = 0,005, #n = 100 és J. = np = 0,5, haszndlhatunk Poisson-kézelitést. Ebben az esetben

feladatunk értelmében
PiE=k) =0,

Ezzel ekvivalens
PéE=k-1)=09,

ami azt jelenti, hogy

=l g=2. )
- =09,
=0 n
k=1 p=0,5,0.57
ill. LI = 0,9:
! &0

A Poisson-closzlas eloszlasfiiggvényének tablazatdbol:

ahonnan
k= 2.

Tehat 0,1-nél kisebb annak a valosziniisége, hogy a 100 szembél 4116 mintaban legaldbb 2 rozsszem
van.

3. Egy lizemben naponta atlag 5 gép vilik hibdssd. A termelés szempontjaboél kritikus eset, amikor a
hibés gépek szdama = 10. Hatirozzuk meg annak a valosziniiségét, hogy egy év 300 munkanapjén
legalabb 12 napon kovetkezik be a 10 vagy ennél nagyobb szami gép meghibdsodésa.

A hibas gépek szama mint valoszinliségi vdltozo Poisson-eloszlast kovet, melynek paramétere
_ feladatunkban — / = 5. fgy annak valdszin(isége, hogy egy napon 10 vagy ennél tobb gép rom-
likel:

=

PE = 10) = 2 % e = 0,0318,

k
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mint az a’Poisson-eioszlés tabldzatabol leolvashatd. Miy
napok szdma nagy, ugyancsak Poisson-eloszldssal l;atér
300 munkanapbol legaldbb 12 alkalommal kévetkezik |
Ennek a Poisson-eloszldsnak a paramétere:

;:1;23: valészinliség kicsi, és az évi munka-
2hato meg annak a valésziniisége, hogy a

e a 10 vagy ennél tébh £ép hibdssa valisa,

A = np = 300.0,0318 = 9,54,

Tehat a keresett valosziniiség
o 9,54k
P = S e—9,54 o
n-;:? T e = 0,25,
1472  Folytonos eloszlasok
14.7.2.1 Egyenletes eloszlis

A & folytonos valészintiségi viltozs az (a; b) intervallumban

fiiggvénye: cgyenletes elosz]dst, ha siiriiség-

—

p(x):'[ b—a’ hﬁ a<_x<b1

0 egyébként,

z egyenletes eloszlds sirlségfiipgvényének képe a 14.35 abran szemlélhetd

20)
g

b-a | —

| 1

| !

' |

‘ |

i |

17 - ‘l'_ pm S
a b

14.35 dbra.

Igazolhato i i3 Uggve i
6, hogy az igy definialt p(x)f Uggveény kielégiti a siirfiséef iiggvény tulajdonsagait:
a) ) =0, |

b

b) jp(x) dxy = J‘ 1 dxr =1
b—a .

- a




4

)

B —
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Az egyenletes eloszias eloszlasfiiggvénye, Ha a £ folytonos valoszinliségi valtozo az
(a; b) intervallumban egyenletes eloszlast, akkor eloszlasfiiggvénye:

0, ha x=a,

F(x) = A (x—a), ha aea=<x=<b>,
. b—a

1, ha x = b.

Ugyanis az eloszlasfiiggvény definicioja értelmében,

ha x=aqa, akkor px)=0 miatt

Fx) = [ p&x)dx=0.

—a

Ha a-<x-<>b, akkor
X a X 1 ~ } ( ‘_a)
F(x) = J.p(r) dr = J~O-df+ b2 dt = g X A
oo —_— 00 a
- (x <b)
Ha x=bhb, akkor
x a b 1 b
Flx) = J‘p(r) dt = ~[O-dt-;— J bk dr + '[ 0-dr = 1.
—oa — oo a b
Az eloszlasfligevény képét lasd a 14.36 dbran.
7))
. |
|
|
|
|
{
_zL ™ aanl
y ;

14.36 abra.

Az egyenletes eloszlds varhaté értéke. A definicio értelmeben

==

1 a+b
M) = fXP(x) dx =ij s dx =

—oa a

Tehdt egyenletes eloszlas esetén a varhatd értek az (a; b) intervallum kozéppontjaba esik.
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Az egyenletes eloszlds szérdsa. A szordsnégyzet definicidja értelmében
b
o
D) = M) - M) = f 5 e
b—a

a

a+b)2 _ (b—ap?
o1z
¢s ipy a szordas

b—a

24/3°

Tehdt egyenletes eloszlas esetén a szords arinyos az intervallum hosszaval.

D) =

Megjegyzés. Az egyenletes eloszlasnak van diszkrét valtozata is.
A § diszkrét valosziniiségi valtozo az X1, Xg, ..., X, s$zd&mokon egyenletes eloszldsh, ha ezek
alkotjdk £ lehetséges értékeit, és mindegyik egyenl&en valdszinii, vagyis

1
P(E:x‘-):-? G=1,2,...,n.
no

Végtelen sok kiilonbézs szamértéken nem értelmezhetd az egyenletes eloszlds. Ugyanis ha
minden x;, x,, ... szdm egyenlSen valdszinii volna, akkor a

-~}
YPE=x)=1
=

feltétel ellentmonddst tartalmazna, hiszen P = 0 esetén ez az Osszeg végtelen, p = 0 esetén
pedig nulla,
Az egyenletes eloszlast diszkrét valdsziniiségi valtozé varhaté értéke:

X1+ Xt ...+ x, 1 &
M<§)=#Jn—_~=—zx,-,

szorasnégyzete:

1 » n 2
DAE) = ME-M) = — Y by (_Z x,-) :

Példak

1. Telefonhivdsnal a tdrcsdzas utén a kapcsoldsig: eltelt idé 10 masodperctdl 110 masodpercig ter-
Jjedhet. Vezessiik be valosziniiségi valtozénak a kapcsolds id6tartamat, melyrél tételezzik fol, hogy
egyenletes eloszldsu,

a) Trjuk ol a valdszinfiségi valtozé sliriségfiiggvényét és eloszlisfiiggvényét,

b) Hatdrozzuk meg a varhato értéket és a szordst. w8

) Szamitsuk ki annak a valbsziniiségét, hogy a kapcsoldsra legalabb 1,5 percig kell varnunk.
Feladatunk értelmében a & valosziniiségi valtozé a [10; 110] intervallumban egyenletes eloszldsti.
a) A valésziniiségi viltozé siiriiségfiggvénye '

0, ha x = 10,
plx) = ﬁ, ha 10 <= x < 110,
0, ha x = 110,
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és eloszlasfiggvénye

0, ha v =10,

~10
F(x) = ifotl)_ . ha 10 =x=110,
1 ha x > 110.

b) A valosziniiségi valtozé varhatd értéke
a+b 1Q_+ 110

M(;J=——-2~—= 5 = 60s = 1 min,
és szordsa
h— 10-10 504/3
DE) = i B i —— = FEVE. o 28,71 s,
V12 A/12 3
¢) Annak valosziniisége, hogy a kapesolasi idd legalabb 1,5 perc = 90 masodperc:
& - 0—-10
P& = 90) = 1—P(§ = 90) = 1 —F(90) = 1_iﬁT =0

2. Egy miszer kor alakid szamlapjan a beosztasok 1°-onként kovetkeznek, igy mérésnél a mutatdhoz
legkizclebb eso egész szamot olvassuk le.

a) Mckkora a valészintisége annak, hogy a leolvasasi hiba 107-nél kisebb?

b) Mekkora a valosziniisége annak, hogy a leolvasasi hiba a varhato &rtékid] a szordsnal nagyobb
értékkel tér el?

Bevezetve valosziniiségi valtozénak a leolvasds abszoltt hibdjat és feltételezve, hogy az egvenletes
eloszlasi a [0; 30] intervallumban (ui. a maximalis hiba 307, az eloszlasfiiggveny !

0: ha x = 0,
X

Fix)=PE=x)=43 35~ ha 0= x=30,
1, ha x = 30

Ennek felhaszndlasdval:
) annak valosziniisege, hogy a hiba 10"-nél kisebb,

10 1
P = 10) = F(10) = =5 = 7+

b) Minthogy a bevezetett valosziniiségi valtozod egyenletes eloszldsi

a+b
2

b—a _ 15
Viz V3

és igy a kérdéses valosziniiség

M(E) = = 15,

D) =

P (5 = 18 1-57) 1P = 23,77) = 1-F(23,77) ~ 0.2.
\/1

14722  Exponencialis eloszlas

A & folytonos valésziniiségi valtozo exponencialis closzlasa, ha siirGiségfiiggvénye

Je—#, ha x=0,
plx) =
0, ha x =0,

ahol 4 pozitiv allando az closzlas paramétere.

1105
14.37 dbra
g;:{;‘;}sjgﬁiivény képét a 14.37 dbran mutatjuk be
kﬁVeteImén,ycj nggk? fenti definiciéval megadott P(x) f.ijggvény eleget lesz a siiriisé
a) P(X) = e~ =, ) 8 Shctscefligveny
b)

—Q_[JD(X) dx = OJ‘ }_ekzxdx s o,

Az exponenciili
enciilis eloszla
S0i v ; as eloszlisfi -
se asfii 5,
gl viltozo, akkor eloszldsfiiggvénye ggvenye. Ha { exponencialis eloszlast valoszing
szinii-

F(x) = { 1«—3—-’-1" ha x=0

O H
’ ha
Ugyanis, ha x < 0: e

Flx) = fp(z)dz = fo-a::o.

— oo

g

14.38 sbra

70 Matematika




o F—

1106

Ha x=0:

Iy

0 X

F(x) = fp(f) dr = IO-dt—&-Ile'“ dx = 1—e %,
0

Az eloszlasfiiggvény képe a 14.38 abran tanulmanyozhatd.

Az exponenciilis eloszlds varhaté értéke. A virhato érték definicioja értelmében
+oo 4o
o 1
M5 = xep(x)dx = Axe~ " dx = 5

— oo

amit parcialis integraldssal nyeriink. o N
Ezzel megkaptuk az exponencialis eloszlds parameéterének valoszmuscgszarmtasa jelentését.
A A paraméter a varhato érték reciproka. fgy, ha ismert egy exponencialis eloszlast valo-
sziniiségi valtozo varhato érteke, M(£), akkor ezzel az eloszlas egyértelmiien meghatarozott,

ugyanis ekkor stirliségfiiggvénye

1
e
e M@ |

plx) = W

Az exponenciilis eloszlds szérasa. A szordsnégyzet definicidja értelmében

g S T

I D?‘(g) = M(Eg)—Mz(E) = AxZe—x dx-—)—2 = 7‘-2“— Iz’ = ?

Se_
8

(az eredmeény kétszeri parcialis integralassal adodott). fgy a szoras:

D) = 5

o

Tehat exponencialis eloszlas esetén a szoras és a varhatd érték megegyezik. Mindketto
egvenlé az eloszlas paraméterének reciprokdval:

" 1
ME = DE) = .
A gyakorlatban az exponencidlis eloszlasnak fontos szerepe van. Exponengiélis elosz'lést
kivetnek a kulonféle varakozasi idék (teleforihivasra, kozlekedési eszkozre), az élet-
tartamok (radioaktiv atomok, gépi berendezések élettartama) stb.

Megjegyzések. I. Az exponencialis eloszlasnak van egy alap\.ret‘c'i jellem’zé’ Euliajdons?’g?,
amely az eloszlast egyértelmiien meghatirozza. Az exponencidlis eloszlasu 'velet[en Id.O—
tartamok ,,nem emlékeznek” arra, hogy miota vannak folyamatban. Ha pé?daul egy te)ft]l-
gépnél a szakadasmentes milkodési idd exponencialis eloszlf'isﬁ, alfkor abbo'l, hogy ‘[lejul'(,
a gép mar negyed oOrdja szakaddsmentesen mikodik, semmiféle kovetkezteteﬁl leem‘ vonhcf-
tunk le arra vonatkozolag, hogy mennyi ideig fog még szakaddsmentesen miikodni. Tehat
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barmely ) idSpontot is vdlasztunk ki — ha az a véletlen idétartam az p ideig nem ért
véget — ugy tekinthetd, mintha az egész folyamat az ¥ idépontban kezdédétt volna, Az
exponencidlis eloszlds ezen tulajdonsaga a kovetkezioképpen igazolhaté. ‘

Vizsgdljuk annak valdsziniiségét, hogy az esemény — pl. szakadasmentes miikodési idé —
(x+y) idd eldtt véget érjen, ha mér y ideje folyik. Ha £ jelenti az esemény idStartamar, akkor

§<x+y . e .
afeladata P(—— " | feltételes valoszinliség meghatdrozasa. A feltételes valdsziniiség
- =¥
definicidja szerint
5 (f < x+y) _Pr=8<x+))  Fix+p)-F)
=y PE = y) 1-F(y)

F(x+y) és F(») helyébe az exponencialis eloszlis eloszlasfiiggvényét irva:

Fatp)=FO) _ 1—e 0 _(1—e=2)  o=b(]—¢~¥)
1—F(y) - 1—(1—e—%) = =T =

= l—e~ = F(x).

Tehdl annak valosziniisége, hogy az esemeny (x+y) idd eiétt véget érjen, ha mar ¥ ideje
folyik

-

P (E::+1) = F(x).
=y

Ez azt jelenti, hogy a kérdéses valosziniiség csak x-t6l filgg, y-16l nem, és ugyanakkora, mintha
az esemény nem folyna mdr y ideje, hanem éppen most kezdédott volna.

Ennek a jelenségnek az a magyardzata, hogy pl. a fonalszakadasnal a szakadas a fonal
lokalis tulajdonsagaitol, illetve az igénybevétel pillanatnyi ingadozésaitol fiigg, és nem fiigg
attol, hogy mennyi idén 4t nem volt elzéleg szakadis. :

2. Az exponencialis eloszlds szoros kapcsolatban van az id6parameéterrel aranyos varhato
értekli Poisson-eloszlassal.

Ezt a tényt a kdvetkezd — itt bizonyitdsra nem keriild — tételek igazoljak.

1. Tétel. Ha a £ valdsziniiségi valtozo a r idével aranyos varhato értékii Poisson-eloszlasi,
akkor az az 1 valdszinfiségi viltozd, amellyel egy esemény bekovetkezéséig elielt idGinter-
vallumot jellemezziik, exponencidlis eloszldsi.

2. Tétel. Ha az 5 exponencidlis eloszlast valosziniiségi valtozo egy ‘eseménysorozat két
tetszéleges eseménye kozott eltelt idétartamot jellemzi, akkor ezen eseménysorozatban a
t hossziisagh idSintervallumon bekévetkezd események szamat. leirg &.valdsziniiségi valtozo
Poisson-eloszlas(, s varhaté értéke r-vel aranyos.

Lattuk, hogy 7-vel ardnyos Poisson-eloszlassal jellemezhets péld4ul a'ridointervallum alatti
radioaktiv atomok bomlésanak szdma, az automatikus telefonkozpontba beérkezé hivasok
szama, az egységnyi térfogatbdl kilépd kolloid részecskék szama, az izz6 katodrol kilépd
elektronok szdma, a fonalszakadasok szama stb. fgy — az elézd két tétel értelmében — két
atom radioaktiv bomlasa, két telefonhivis befutdsa, két kolloid részecske kilépése, két
elektron kilépése, két telefonhivas befutdsa kozti idéintervallum exponencialis eloszl4si.

0%

S—

4'——_——*
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£
3. Igazolhato, hogy # szamd azonos paraméleril, exponencialis eloszlasti — tehit p(x) =
Je=* (x = 0) sliriségfiiggvénnyel rendelkezd — fuggetlen valosziniiségi valtozd Osszegé-
nek siirliségfiiggvénye
Aoxh—1,0—2x

Pn(x):_—W (n=273,...).

Ez az eredmény felhasznalhatd egy fontos gyakorlati problémanal, a gépalkatrészek el-
haszndlodasara és kicserélésére vonatkozo szamitasoknal.
Tegylik fel, hogy egy gépalkatrész élettartama exponencidlis eloszlasu valdszinfiségi valtozo

px)=rle™ ™  (x=0)

1
stiriségfiiggvénnyel (tehat T varhato élettartammal). Yalahdnyszor egy alkatrész elhaszndlo-

dik, azt egy djjal kell potolni. Kérdés, hogy T id6 alatt hany alkatrész cseréjére van sziik-
ség? Az, hogy [0; T]id6tartam alatt pontosan n cseréjére van szitkség, azt jelenti, hogy az
n-edik alkatrész elhaszndlodasa a T idSpont el6tt, az (n+1)-ediké viszont a (T idépont utan
kovetkezik be. Amennyiben &, &,, ... jeloli az egyes alkatrészek élettartamat, a feladat a

Pp=PE S+ < T=54+56+. . . +840)

valoszinliség meghatdrozadsa. Belathato, hogy

P,, = P(£1+Eg+ S +En = T)_P(‘SI+E2+ s +En+1 2 T)a
illetve p,(T)-vel és F,(T)-vel jelolve a & = & +-E,+ ... +&, valdszintiségi valtozo siiriiség- és
eloszlasfiiggvényét -

Py = Fy(T)—Fpsn(T).
Felhaszndlva, hogy

A, p—lg—at
f) = ———
Pnlt) D)1

hatr=0,ésn = 2,3, ..., tovabba hogy
T
F() = [ pato)ds,
0

parcidlis integrdldssal addodik, hogy
lT)"e"'T
Pn = FH(T)* F,H_']_(T) —_ £T .

Ez azt jelenti, hogy a [0; T] id6tartam alatt sziikségessé valt cserék szama (AT) paraméter(i
Poisson-eloszlasi. Ha 7-val jeldljitk a cserélendd darabok szamat, akkor — felhasznilva a
Poisson-eloszlas varhatd értékére kapott formuldt —

Mn) = AT.

Tehat a T idotartam alatt szitkségessé valt cserealkatrészek szama AT,
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Példak

1. Egy autébusz t = 0 id6épontban érkezik egy utkeresztezédéshez, A varakozasi idé atlagosan
20 masodperc. Bevezetve val6sziniiségi valtozénak a vérakozasi idot és feltételezve, hogy az exponen-
cidlis eloszlasy, hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy

a} a varakozasi id0 legfeljebb 5 mésodperccel tér el az atlagos (varhatd) értéktdl,

b) a varakozasi id6 a szordsnédl nagyobb értékkel tér el a varhato értékeol.

A feladat értelmében adott az exponencidlis eloszlds varhatod értéke

1
M) = T 20.

Ebbdl meghatarozhato az eloszlds paramétere

}. = —20 .

Igy az eloszlasfiggvény

0, ha r=0,
F(t) = il
®) l1-¢ %, ha =0,

¢és ennck segitségével a kérdéses valosziniiségek meghatarozhalok.

a) Az azesemény, hogy a virakozasi idd az atlagos értéktdl — vagyis a 20 maésodperctol — legfeljebb
5 mésodperccel tér el, azt jelenti, hogy a vdrakozasi idé a (15; 25) intervallumba esik. Ennek a valo-
szinlisége

P(15 < ¢ <= 25) = F(25)- F(15) =

= (1_e""§"3)*(1 Le‘lﬂ) =g 0B g 135 = (189,

(X}

Tehat kb. 0,189 annak a valosziniisége, hogy a tilos jelzéshez érkezve az autdbusz vdrakozdsi
ideje 15 és 25 mdsodperc kozé esik.
b) Mivel exponencialis eloszlds esetén a szords megegyezik a varhatod értékkel, feladatunknal

D(t) = M(#) = 20 masodperc.

Tehdt annak a valésziniisége, hogy a varakozasi idé a szordsnal nagyobb értékkel tér el az dtlagos
értéktol
P(t = 20420) = P(t = 40) = 1 —P(t = 40) =

40

= 1—-F(40) = 1_(1 —e’ﬁ) = e~ % (,135.

Tehdt kb. 0,135 annak a valoszinfisége, hogy tilos jelzés esetén az autdbusz varakozdsi ideje 40
mésodpercnél nagyobb.

2. Jelentse & azt az id6tartamot, amely egy mez8gazdasdgi gép — pl, csépldgép — beinditdsatdl az
¢lsé miszaki hibdig eltelik. Tételezziik fel, hogy & exponencialis eloszlasn, és varhato ériéke (két
egymadst kovetd miiszaki hiba kozt eltelt id6) 5 dra. Hatarozzuk meg, hogy mekkora a valdsziniisége
annak, hogy

a) két egymast kovetd miiszaki hiba kozt eltelt id6 5 Granal kevesebb,

b) egy 8 6ras munkanap alatt a gép egyszer sem all le miiszaki hiba miatt.

Feltételink értelmében & exponencidlis eloszlast valosziniiségi valtozo, melynek varhatd értéke 5.

1
igy M} = =3,
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amibdl az eloszlas paramétere:

1=t
L=
Igy az eloszlasfiggvény
0, ha x=0,
F = P = W1,
) == 1—e * ha x =0,

¢és ennek segitségével a kérdéses valosziniiségek meghatdarozhatok.
a) Annak a valésziniisége, hogy két egymast kdvetd miiszaki hiba kozt eltelt ido 5 oranal kevesebb

1
Pl <5 =F(5) =1-¢ 5 =l-e'=0632

b) Annak a valészinlisége, hogy 8 Oras munkaid®6 alatt egyszer sem romlik el a gép

8

1
P(t=8)=1-PE=8=1-F@®) = 1~(1—e‘3"’) =e =02

14.7.2.3 A Cauchy-eloszlis

A & folytonos valosziniiségi valtozd Cauchy-eloszlsi, ha siiriiségfiiggvénye

1

PO = iy

A sfiriiségfiigevény képe a 14.39 dbran szemiélhetd.

pﬁ‘)‘

Nl

14.39 dbra

Igazothato, hogy az igy definialt p(x) figgvény kielégiti a stirliségfilggvény tulajdonsagait:

a) plx) =0,

4ea +eo

b) (xjae = LI RN F S A
plx)dx = g xfj_;[arcga}im— .

—oa — oo

1111

A Cauchy-eloszlds eloszlasfiggvénye. Ha a E folytonos valdszinliségi valtozd Cauchy-
eloszlasu, akkor eloszlasfiiggvénye

1 1
F(x) = —arctg x4+ _ .
14 2

Ugyanis az eloszlasfiiggvény definicidja értelmeben
X x
F( (x)d ! : d ! t 1
X = X)X = = s dx = arctg X+ -- .
! P T 1+ 5 AR

— 20

Az eloszlasfiiggvény képét a 14.40 dbrdn mutatjuk be.

2
l
;
-

14,40 dbra

A Cauchy-eloszlas varhaté értéke. A definicio értelmeben

Foo 1o

1 X
M(&) = J xp(x) dx = - J ~dx,

1+ x2

—cc — o0

és mivel ez az improprius integral nem konvergens, a Cauchy-eloszlas varhato értéke nem
létezik. Ugyanez a helyzet a szordssal is.

Példa
Egy fényforrasbol a téle 1 méter tavolsagra levo ernybre fényt bocsatunk. Az egyszeriiség kedvéért
tekintsiik a fényforrds és az ernyd sikbeli vetiiletér, Tételezziik fel, hogy az ernybdre esd fénysugarak

T . ’ . ﬂ :z > - e re I3 an -
becsési szoge o, egyenletes closzlasi a (— 2 s f) intervallumban, vagyis siirliségfliggvénye

14 0
g gl
p(a):J g g SE=g

l

egyvébként.
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Hatédrozzuk meg a fénysugarak becsapdddsi helyének el- p
oszldsat (1. a 14.41 4brat).
Bevezetve x valosziniiségi valtozénak a fénysugar becsapo-
dési helyének (T) a fényforras ernyén levé vetiiletétsl (P*)
valo tavolsagat, r4 és az « szogre a kbvetkezd Osszefiigeés &
all fenn:
*_
x =Pl =tga.

Ebbél a = arctg x,
ill Ao = - ! A

: ® o A F 7
Mivel « egyenletes eloszldsu, 14.41 dbra

; s m 1
azert Plo = 5768 = a+Ay) = 5 Ap,
N e 1 1 1
és igy Plx =T:= x4+ Ax) = Plo = sz6g S o+ Ag) = — Ag = - ——— Ax,

T T 1+x?

Amennyiben Az és vele egyitt Ax elég kicsi, felhasznalva a slirliségfuggvény definiciojat

65 = T Plx=T= x+Ax) 1 1
a0 = Az — 0 Ax ‘_?1_‘4*.1'2 2

ami a Cauchy-eloszlas stirliségfiggvénye.

Tehat a fénysugarak becsapddasi helyének a vetiileti ponttol vald tavolsiga Cauchy-eloszldsi .

14724 Normailis (Gauss-) eloszlis

Altalanos és standard normalis eloszl4s. A & folytonos valosziniiségi valtozd normalis
closzlasn, ha siirliségfiiggvénye

{x—m)2
e

(—eo < x < ),

ahol m tetszéleges vaids és o pozitiv dllando,

0 és m az closzlas paraméterei, amelyeknek valoszinliségszamitasi jelentését késdbb adjuk
meg.

Az ily médon megadott p(x) fiiggvény rendelkezik a stirliséefiiggveny tulajdonsagaival;

1 L em®
a) X)) =-—epe 2 g
G \/ 2n
w 1 G
b) f plx)dx = — j e 2 dx=1,
o\ 2m

.

Ugyanis alkalmazva az

X—H

= ——

o
helyettesitést :

]

1
Cl"\/?.:’! f ‘

—oc

~ et !
202

(Itt felhasznaltuk az analizishs] ismert

s
f & du = 1/

—oo

Osszefliggést.)
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_‘;_2 1 .
dx—g\/ﬁ fe Podu=— /2 = 1,

A stirfiségfiiggvény gorbéje a kovetkezé tulajdonsdgokkal rendelkezik.

%) Szimmetrikus az ¥ = m pontra.
) x -~ + < esetén aszimptotaja az x-tengely.

¥) Maximuma van az x = m pontban. E pontban

1
a fliggvényérték plm) = ————— |
o\ 2x

8) Inflexios pontjai vannak az x = m+og pontokban. E pontokban a fliggvényériék

1
p(mio‘) = e
o/ 27e
1 nilEmim)
Az m €s ¢ paraméterii p(x) = -—— 20t

oy/2m

'fijggvény a valoszinliségszamitdsban igen

fontos, kizponti szerepet jatszo fiiggvény, amelynek gorbéjét Gauss-fele garbének, hiba-

gorbének, vagy — alakja miatt — haranggorbéne
Az abrabol is kitiinik, hogy a normalis eloszldsu v
szinliséggel vesz fel az [m — Ax; m+Ax] interval
paraméter értéke.

pl)

k szokds nevezni (14.42 abra).
aldsziniiségi valtozo annal nagyobb valo-
lumba es6 értékeket, minél kisebb a o

14,42 abra
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A normilis eloszlds eloszlasfiiggvénye. Haa £ folytonos valdszinliségi valtozd norma-
lis eloszlasd, akkor eloszlasfiiggvénye
x _(_x—m)ﬂ

1
F(x) = N(x,m,0) =P < x) = —— e 27 dx.
o/ 27

—oa

Az eloszlasfiiggvény képe kiilonbozo m és o értékek eseién a kovetkezd (14.43 abra):

Fpr)‘

14.43 4bra

A normalis eloszlas varhaté értéke. A definicio értelmében

e T2
M) = xep(x)dx = ———— xe 2 dx.
o \/ 27

Alkalmazva az

X—m _
=
helyettesitést:
; too . . e e
ME) = - —— (out+nm)e 2 du = -—== we 2 dud
Vi \2m
=+ o0 ”
m =i
o e 2 du
\/ 27
des wp _
Mivel I e ? du=+/27
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e e
és I we 2 du=0,

adodik, hogy
ME) = m.

Ezzel megkaptuk a normalis eloszlds egyik paraméterének valdszin(iségszamitasi jelentését.
A normdlis eloszlas m paramétere az eloszlds varhato értéke, centruma.

A normilis eloszlds szérisa. A szorasnégyzet definicioja értelmében

L e (x—m)?

- 1 !
D¥E) = (x—MEYpx) dx = —— | (x—mPe 27 dx.
a '\/ 2

Alkalmazva az

x—m

Paa
helyettesitést:
1 T~ = EE_ 0-2 e " f‘i
D) =—7= oute 2 adu=--—c we 2 du,
0/ 27 Ve

és parcidlisan integralva

L
Mivel {ue 2 ] — 0‘
s _
és I e ?du= \/ 271,
azért D) =2,
ill. D) =o.

Ezzel megkaptuk a normdlis eloszlas masik paraméterének valosziniiségszamitasi jelentését.
A normalis eloszlds o paramétere az eloszlds szdrdsa.
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A normalis eloszlassal kapcsolatos feladatok megoldasanal szitkség van az N(x, m, o) eloszlas-
fiiggvény killénbozd helyeken felvett értékeire. Ugyanis annak valosziniisége, hogy egy
folytonos valosziniiségi valtozo az [a; b] intervallumba esik

Pla= & = b) = F(by—F(u),

¢s igy normalis eloszlas esetén

1 St
Pla= & = b) = N(b, m,0)—N(a, m,0) = \/j e 29 dx.

_(.\“—Juz)e
Mivel az Ie 26 dx

hatarozatlan integral nem fejezheté ki elemi fiiggvényekkel véges, zart alakban, az N(b, m, )
—N(a, m, o) érték kozelitéssel torténé meghatarozasa nehézkes volna. Célszeril tehat attérni
a szamolastechnikailag egyszerlibben kezelhetd m = 0 varhato értékil és o = 1 szordsu
standardizalt normalis eloszlasra.

A standard normalis eloszlds siirifségfiiggvénye

X

[}

g(x) = 2 (—ee < x < +oo0).

1
4
\/ 25
Ez a fiiggvény az x = 0 pontra szimmetrikus paros fliggvény, amely maximalis értékét az
x = 0 helyen veszi fel, éspedig

1
7(0) = —— = 2 0,45

\/2:1

inflexios pontjai az x = 41 helyek, ahol a figgvényértékek

— =2 0,24,
2me

Mindezek alapjan a shrlségfuggvény képe a 14.44 abran lathato.

P}
a4
/’—‘N
: 1
1 T

14.44 abra
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A standard normalis eloszlds eloszlasfiiggvénye

A
| B

—ur ? dx.
Van J ’

—

D(x) = N(x,0,1) =

Az eloszlasfiigevény képe a 14.45 abran szemlélhetd.

X0 )

14.45 dbra
Az igy értelmezett p(x) és D(x) fiiggvényekre értéktablazatok késziiltek, amelye}( altalaban
csak pozitiv x értékekre vannak kiszdmitva. Ezek azonban a
)] P(—x) = g(x) - és
2 D(—x) = 1-D(x)

Osszefiiggések miatt természetesen negativ x értékekre is haszndlhatok.
Az (1) dsszefiiggés aq(x) fiiggvény paros voltdbol kovetkezik. A (2) Osszefiigpés — azeloszlas-

a0l
et ——
¥ o)
} ¢ (_X) e e
" 7] 3 ¥

14.46 abra
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fiiggvény definicidjanak és szimmetridjanak felhasznalasaval a kovetkezo modon igazolhato:

+ e X

D(—x) = ] gx)dx = I g(x) dx = [ @(x) dx — I g(x)dx = 1-D(x).

Ezt az Osszefiiggést a 14.46 dbra szemlélteti.

Megjegyzések. /. Az M(E) = m virhato érieki és D(£) = ¢ szorast normalis eloszlasu,
*

valamint az M(E) = 0 varhato értékii D(5) = 1 szorasu & standard normalis eloszlasu

valdszintliségi valtozod kozti kapesolat:

* E—m
(R il

= 3

a

amibél kovetkezik, hogy a siiriségfiiggvényeik kozti kapesolat

e 1 x—nt
o = Lo (1),

o

és az eloszlasfiiggvényeik kozti kapesolat

Fx) =@ (ux:ﬂ) :

o
Ezek felhasznalasaval tetszdleges m és o paraméteril normélis eloszlassal kapesolatos feladat
a tablazatbol leolvashatd g(x), illetve P(x) fiiggvény segitségével oldhato meg.

2 Az altaldnos és a standard normalis eloszlas kapcsolatanak figyelembevételével egyszerilen
igazolhato, igen kicsi annak a valosziniisége, hogy egy normdlis eloszlast valosziniiségi
valtozo a varhato értéktdl a szoras 3-szorosanal nagyobb értékkel térjen el.
Ugyanis

P(lx—M(E)| = 3D(H) = 1-P(lx—M@E)| = IDE)) =

= 1—P(—3DE)+ME) = x = 3DE+M®) =

= 1—{F[3DE)+ M(E))—F[—3DE)+M(©E)]}.

Felhasznilva F(x) és @(x) kapcsolatat

P(|x—M(®)| = 3DE)) = 1-[0(3)—D(—3)] = 1-P3)+1-D(3) =
= 2—-20(3),
és P(3) értékét tablazatbol leolvasva

P(|x—M()| = 3D()) = 2—2-0,9986 ~= 0,003,

Ez azt jelenti, hogy a varhato értéktdl valo, a szoras 3-szorosat meghalado eltérések atlag az
esetek 3 ezrelékében fordulnak eld, és igy ekkora eltérések elhanyagolhatok,

Példak s

1. Legyen egy normdlis eloszlast valosziniiségi valtozd varhato értéke 1, szordsa 3. Mekkora a
valdsziniisége annak, hogy a valdsziniiségi vallozo

a)a (—2; 1) intervallumba esik,

b) 4-nél nagyobb értékeket vesz fel?

Ly
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Felhasznalva az altaldnos és a standard normdlis eloszlas eloszlasfiigevényei kozti kapesolatot:

o,
3

0 P-2=x= D)= FO-F@) = (15H) -0 (5) = 00)-0(-1) -
= @(0) - [1 —D(D)].
A @(x) fiiggvény értékeit tablazatbdl leclvasva
P(-2=x=<1)=0,5+0,8413~1 = 0,3413.

b) Az el626 eljarashoz hasonioan:j

Px =4) = P(4 < x < o) = lim F(x)-F4) = x]meq) (xwl)_q) (47_17) ‘

2+ oo 3 3

Mivel lim @(x) = 1, azért

P(x = 4) = 1-®(1) = 1-0,8413 = 0,1587.

Tehat az 1 varhatéd értékii és 3 szorasu normalis eloszldst valoszintiségi valtozo kb, 0,3413 valo-
szintiséggel esik a(—2; 1) intervallumba, és kb. 0,1587 valdsziniiséggel vesz fel 4-nél nagyobb érté-
keket.

2, Melyik normdlis eloszlasu valdsziniiségi valtozo rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy a
valésziniiségi valtozd 95%-o0s valosziniiséggel esik a varhatd ériék egységsugarii kornyezetébe?
Keressilk azt a normdlis eloszlast, amelyre

P(lx—M(E)| < 1) = 0,95,
Ezzel ekvivalens

P(—1+M(@$) < x < 1+M(@E) = 0,95,
illetve az

F(1+ M) = F(—1+M(@) = 0,95,

Bsszefiiggés. Felhaszndlva F(x) és @(x) kapcsolatat:

o(tg) (g} =0
és alkalmazvaa @ (-— —D:_E)—) =1-d (—DE_E)) osszeliiggést:

2@( )41=0.95,

1
D(&)
amibol o (Fi&;) = 0,97.

Mivel @(x) tabldzatdbol leolvashatd, hogy
@(1,96) = 0,97,

.
D)

vagyis D(£) = 0,51.

azéri = 1,96,
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14.47 abra

Tehat minden D(&) = 0,51 szdrasu normdlis eloszldsu valdsziniiségi véltozd olyan tulajdonsdgu,
hogy a valdszinliségi valtozd 95 %-os valosziniiséggel esik a varhat6 érték egységsugaru kdrnyezetébe
14.47 4bra).

3. Egy tengely hossza normalis eloszlasu valdsziniiségi valtozénak tekinthetd. Legyen e valdsziniiségi
véltozd védrhatd értéke 20 mm és a szordsa 0,2.

a) Mekkora a valdsziniisége annak, hogy a tengely hossza 19,7 és 20,3 mm kozé esik ?

b) Mekkora tiirést kell megengedni, hogy a legyartott tengelyek 96%-a megfeleld hosszisagn
begyen?

Fflst(]asznélva az altalanos ¢s standard normalis closzlds eloszladsfiiggvényei kozti kapcsolatot.

a) Annak valosziniisége, hogy a tengely hossza 19,7 és 20,3 mm kozé esik:

P97 = x = 20,3) = F(20,3)— F(19,7) = ® (.39’3‘20 )—(p( 19’7*20_) =

02 0,2

(0,3 =035 N
—® (ﬁ) —b (Tz““) = 20(1,5)—1 = 0,8664.

b) Keressiik, hogy mekkora lehet & = 0 értéke, hogy
P(lx-20] =a) =095
legyen. Ezzel ekvivalens a

Pl—a+20 < x = oc+20) = 0,95,
illetve az
Flo +20)—F(—a+20) = 0,95

dsszelipgés. Attérve a @(x) fliggvényre:

o o
(= X} = 005
P ( 0,2 ) 4 ( 0,2 ) LS

. 4 o

il 20 (0,2-) 1 =095,

amibél @ E_) - 0,97.
6z) = O

1121

@(x) tablazatibol leolvashato, hogy

o
5 = 196

és igy % = 0,4.

Tehat kb. 0,8664 annak a valészinlisége, hogy a tengelyek hossza 19,7 és 20,3 mm k5zé essék, és
kb. 0,4 mm lehet az a tlirés, hogy a tengelyek 95%-a megfeleld hosszusigu legyen.

4, Sulyméréskor altalaban a mért érték a tényleges értéktd! kiilonbodzd nagysdgu eltérést mutat.
Vezessiik be valdsziniliségi véltozonak a mérési hibat. Ez tekinthetd normalis eloszldsu valésziniiségi
valtozénak, melynek vdrhatd értéke 0, és a szordsa legyen 60 gramm. Legaldbb hdny mérést kell
végezni ahhoz, hogy 0,9-nél nagyobb valosziniiséggel legalibb az egyik mérés hibdjanak az abszolut
értéke ne lépje til a 7,5 grammot.

Egyszeriibb meghatdrozni az ellentett esemény valdsziniiségét, vagyis annak a valdsziniiségét, hogy
minden mérés hibdjanak abszolit értéke nagyobb 7,5 grammnal.

Annak a val6sziniisége, hogy egy mérés hibdjanak abszolit értéke nagyobb 7,5 grammnal

E(|&] = 1,5 =1-P(i¢| = 1.5 = | - [F(7,5) - F(-1,5)],

illeive Attérve a standard normdlis eloszlds eloszlasfliggvényére

1l

P(1&] = 7,5) 1—[@ ( 7’5)415( 7’5)] = 1-(0,125) + D(—0,125) =

L 60 60
2-2(0,125) = 2-2-0,55 = 0,9.

Az egyes mérések eredményei egymdst6l fliggetlenek, és igy annak a valdsziniisége, hogy n szdmd
mérés esetén mindegyik mérés hibdjanak abszolit értéke nagvobb 7,5 grammnal

P, = 09"
Tehat annak a valosziniisége, hogy legalabb egy méres hibdja kisebb 7,5 grammnal:
p=1-p,=1-09"
Feladatunk értelmében erre kell teljestilnie az
1-0.9" = 0,9,
ill. 0,9" = 0,1
egyenlotlenségnek, melybdl az
nlog0,9 < ig 0,1,

. Ig 0,1
vagyis "= 1209 ° 21

érték adodik.
Tehat legkevesebb 22 mérést kell végezni ahhoz, hogy legalabb az egyik csetben a mérési hiba
abszolat értéke 0,9 valdszinliséggel kisebb legyen 7,5 grammndl,

A normalis eloszlds mint a binomidlis eloszlas kozelitése. Célunk a binomiilis
eloszlas valoszinlségeinek, vagyis a

P = (:) PRk (g =1-—p)

mennyiségeknek kozelité meghatdrozasa.

71 Matematika
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Lattuk, hogy ha
n oo, p —~ 0, np = A >0,

akkor viszonylag kis & értékekre a binomialis eloszlds jol kdzelithetd a Poisson-eloszlassal.
Tehat ekkor:

ny P e~ . jk _ e~"P(np)* .
k) ! k!

Ha azonban p nem viltozik (azaz n névekedésével nem csokken), tovabba az n, k és (n—k)
szamok egyidejilleg mindhdrman nagyok, ez a kozelités nem alkalmazhaté. Figyelembe
véve azonban, hogy az

ny n!
k) T kN n—k)!
binomidlis egyiitthatokban szerepld mindharom faktorislis kozelitd kifejezésére felhaszndl-

haté a Stirling-formula, ennek segitségével igazolhaté, hogy a binomidlis eloszlas P, valo-
sziniiségei az

i o> o2y, k — G2y (n“‘k) e =g np — oo
feltételek mellett jol kozelithetok az np varhatod értékii és \//n_p& szordsu normalis eloszlas
stiriiségiiiggvényének x = k helyeken felvett értékeivel.

Moivre—Laplace-tétel. Ha a kisérletek szdma n, és vele egylitt az 4 esemény bekovet-
) ) ) . i k—np |

kezéseinek szdma k is tart a végtelenhez, de Ggy, hogy | _\/_—_‘? ‘ korlatos marad, akkor a

| npg

binomidlis eloszlast jol kozeliti a normalis eloszlds. Vagyis:

n 1 gl b
im pk_qn—k = g upg ;
S \/ 2mnpg

np — o

és ez a konvergenciafeltételek teljesiilése esetén egyenletes.

A tétel bizonyitdsara itt nem tériink ki.

A télel szemléletes jelentése: nagy m és nagy & érték esetén a binomialis eloszlas valdszintiség-
eloszlasdnak diagrammyjat jol kozelfti a normalis eloszlas sirliségfiigevénye (14.48 és 14.49
abra).

A tétel kovetkezménye, hogy a binomialis closzlas szdmitdstechnikailag nehezen meg-
oldhat¢ feladatai a fenti feltételek mellett jo kozelitéssel szamithatok a standard normalis
closzlas tablazatbdl leolvashato ¢(x) siiriisésfiiggvénye és @D(x) eloszldsfiiggvénye segit-
ségével. Ugyanis a binomidlis eloszlds egyes tagjai jol kozelitheték a ¢(x) fiiggvénnyel:

1 k—
lim (H) progn—k = — ( E ) )
g U Vipg  \\/npg

k — = )
np —- oo

ri-

1123

——————0

0
— - ——————0
b e =0

-~ ——0

J

3
i

14.48 dbra

“

—

I
Uf o

14.49 dbra

mig a binomidlis eloszlas eloszlasfiiggvénye a D(x) fuggvénnyel:

; ‘n X—np
lim plaght=k = 2 T )
" — oo kZ‘x(k) (\/npq)

np — oo
Megjegyzés. A binomialis eloszlds normalis eloszldssal t6rténé kizelitése anndl jobb, minél
kozelebb esik egymashoz a p és g értéke.

1
Hap=g=" 5 akkor ez a kozelités az vgynevezett Galton-deszkaval kisérletileg is szemlél-

tethelo.

71*
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A Galton-deszka [iiggilegesen (vagy
lejlasen) felallitott szabalyos harom-
szog alaku deszka, melyen n sorban
szabalyosan elrendezve ékek helyez-
kednek el, éspedig a k-adik sorban
¢éppen k ék. A haromszog felsé csicsd-
nil a haromszog magassdga irdnyaba
esd csatornan golyok bocsathatok a

O
.y

08

O
O

0

deszkara, amelyeket minden sorban O
1 ;
egy €k p = 5 valosziniiséggel jobbra
vagy balra téril el. Az utolsé sor alall O O O

— tehat az (n+1)-edik sorban —
(n+1) tartaly taldlhaté a golyok Ossze-
gylijiésére. Egy golyd akkor esik a
balrél szamitott k-adik tartdlyba
(k=0,1,2, ..., n), hak sornil jobbra,
a tobbi (7— k) sornél pedig balra térit6-
dik el. A binomidlis eloszlas értelme-
ben ennek az eseménynek a valoszini-
sége:

_ 1 Lo
SO R
- 2 Qoo
:(") o P 2 Ao

k) 2
balton-deszko

A tartalyokban dsszegy(ilé golyok az  14.50 dbra.

egyes tartalyokat a szdmukkal ardnyos

magassagig toltik meg (14.50 dbra), és ha elég nagy szamu, golyot futtatunk le, akkor
ezeknek egy Gauss-gorbéhez hasonlo eloszlasa alakul ki,

Peldak

1. Egy szabdlyos érmét 900-szor feldobunk. Mi a valészinlisége annak, hogy az irdsos oldalra esésck

szama pontosan 420, .
Bevezetve valdszinfiségi valtozonak azon dobdsok szdmat, amikor az €rme az irasos oldalra esik,

a kérdéses valoszinliség:
900 1 420 1 486
A A20)= R (420) (?) (7)

(ugyanis p = 5 annak a valdsziniisége, hogy az érme az irdsos oldalra esik).

Mivel n = 900, k = 420, np = 450 elég nagy értékek, ez a valdsziniiség — mint a binomidlis eloszlas
tagja — jol kozelithetd az np = 450 varhato értéki és '\/ npg = 15 szordstinormalis eloszlds stiriiség-
fiiggvényének az x = k = 420 helyen felvett értekével. Vagyis:

(t—np)? (420— 40012

q B
o J— 2ipg - 2226
Doy = € e

\/27npg 1527
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illetve attérve a standard normdlis eloszlas siiriiségfiiggvényére

1 k— 1
Pasy & —=¢ (* -2) = —g(—2) = 0,066 (1-0,054) = 0,0624.
Viupg  \\/npg

15
Tehdt igen kicsi — kb, 0,0624 — annak a valdsziniisége, hogy a 900-szor feldobott érme pontosan
420-szor esik az irdsos oldalara.

2. Egy tétel 4ru 70%-a hibatlan. Egyenként, visszatevéssel kivesziink koziiliik véletlenszer{ien 200
darabot. Szdmitsuk ki kdzelitbleg annak a valdszinliségét, hogy 50-nél kevesebb esetben vettiink ki
hibésat,

Bevezelve valosziniiségi véltozonak a kivett hibds darabok szamdt, az binomidlis eloszlds, amely
az x; =k(k = O,_l, 2,..., 200) értékeket veheti fel. Jeloljuk A4-val azt az eseményt, hogy a kivett
darab hibds, ill. 4-sal, hogy a kivett darab hibdtlan. Ezek valoszinfisége

30 3
Rldy=p= 55 T5
illetve Pd) = g __170% " T76 .

Igy annak valésziniisége, hogy £ < 50, a binomidlis eloszlas eloszldsfiiggvénye segitségével

P =50)=B8= ¥ (220) (‘l%)k‘(“l%)m—k.

k=50

: % = 60 vérhaté értékii és \/npg = 200. T30 ._1% =
= 1/42 szérasti normalis eloszldst valoszinfiségi valtozd eloszlasfiiggvényének x = k = 50 helyen
felvett értékével kozelitjilk, A szdmitdst a standard normélis eloszlis @(x) eloszlasfiiggvényének
felhaszndldsaval végezzilk, és igy

200 3 \# T 4 200k 50—60 10
=) wfe—s P l——— =P~ —— | =D~ =
kgsn(!c)(m) (10) ( V42 ) )( «/ﬁ) A=l

= 1-@(1,54) = 1-0,1219 = (,8781.

Ezt a val6szinlséget az wmp = 200 -

Tehat kdzelitéleg 0,8781 annak a valdszinlisége, hogy a 200 elemil visszatevéses mintavételben
50-nél kevesebb hibds darab van.

"

14.7.2.5 Pearson-féle xz-eioszléé

Definici6é. n szamu, egyforma standard normalis eloszlast fiiggetlen valészintiségi véltozd
(&1, &, ..., &) négyzetSsszegénck eloszldsa az n szabadsagfoku y2-eloszlds.
Az fgy definialt eloszlas — a

i = S -E2 . ER

valoszinfiségi valtozo eloszlasa — folytonos eloszlas.

Mivel a &, &, .. ., &, valosziniiségi valtozok fiiggetlenek és mind standard normalis eloszld-
suak, a &, &, ... 2 valosziniiségi valtozok is fiiggetlenek és azonos eloszlasuak, Ezért a
yF = E+E+ ... B valoszintiségi valtozd eloszlds- és sliriiségfiiggvénye a &7 valészintiségi
valtozd eloszlds- ¢és siirliségfliggvénye segitségével hatdrozhatd meg.
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A B} valészinliséai valtozo eloszlasfiiggvénye

A £ stirliségfiiggvénye

Fi) = PE <) = P(—\/x <£ < 4/3) =

Vx

1 ol
= e 2 du =
’\/2:{

—%

1 et
=Fx) =] —=—¢€?% ha x>0,
i Pr(x) = Fylx) = x/27rx
i 0, ha x<=0.
Ezek felhaszndldsdval, teljes indukcigval bebizonyithatd — de a bizonyitdst hosszadalmas
volta miatt itt nem kézoljiik —, hogy @ x*-eloszlds siiriiségfiiggvénye
o X
: { x2 LT
————., ha x>0,
i pn(x)z{ 2?.]"(3)
1 2
0, ha x <0,
f mely minden pozitiv egész n-re fennall,
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Az itt szerepls [/ (—2—) , ap= 5 szamertékre vett tn. gamma-fiiggvény, mely tetszéle-

ges p-re a kovetkez6 improprius integrallal van értelmezve:

I'p) = [ xP—lig=xdy,
0

A y2-eloszlas striiségfiiggvényét n = 1, 2, 6 esetekben a 14.51 abra szemlélteti,
A yr-eloszlis eloszlésfiiggvénye
1 By

Fulx) = — 12 e 2dr
= n
2, —_
2 r(z)

A y-eloszlds varhats értéke. A virhato érték definicidjanak és a £, Z2, ... £ valtozok
fiiggetlenségének felhasznalasaval

M) = MEHE+ .. +5) = aM(ED).
Mivel a &, valészinfiségi valtozok standard normaélis closzldstiak, M(5) = 0 és D¥E,) =
= M(E)—M*(E,) = 1. Ebbél kovetkezik, hogy M(E2) = 1, és igy

M(®) = n.
A yl-eloszlas szérdsa. A szorasnégyzet definicidjanak és a £2, £, ... % valtozok

flaggetlenségének felhasznalasaval
D = DXEH-E5+. .. +8) = nD*ED = nIMED— M2(ED)].

Mivel
+oe s
1 4 —de 3
MEH = — xie =,
< \/ 27

és MED) = 1.
Ezért D¥y® = n(3—1) = 2n.
Tehat Dy = /2n.

Megjegyzés. A y-eloszlds specidlis esete az exponencidlis eloszlds.
T T Sy
A kétszabadsigfoku y?-eloszlas siiriiségfiiggvénye megegyezik a /. = -~ paramétertii (M(£)=2

varhato értékii) exponencialis eloszldssal. Ugyanis az n szabadsagfoku 72 eloszlds slr(iség-
fiiggvénye

n_yoLx

X2 e 2

Py ={ & (ﬁ)
22.7 3
0, ha x-<0. ¢

, ha x=0,
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Ha n = 2, akkor

X Vx
xl-1.p," 2 e 2 [ —
PX)=1"2my T FIT =3¢ % ha x=q
0, ha x <0,
ami egyben a 2 = 5 parameterl exponencialis eloszlas striségfuggvénye.

15.  MATEMATIKAI STATISZTIKA

A gyakorlati vagy elméleti kutatasokat végzd szakember kisérletének eredményeként gyakran
nagy mennyiségli szamadatot kap, ilyenkor 4ltalaban matematikushoz vagy statisztikus-
hoz fordul, hogy legyen segitségére a kapott adatok kiértékelésében, a beléliik levonhato
kovetkeztetések megtalalasaban.

A statisztikus és a hozzaforduld szakember kozos munkéja néha meghozza a vart eredményt,
€s az egylittmiikodés soran a felvetett kérdésekre pontos vélaszt kapnak. Gyakran elg-
fordul azonban az is, hogy a felek — esetleg mindkettSjiik csalédasara — nem tudnak
eredmeényesen egyiittmiikddni. Ennek természetesen tobb oka lehet. Talin a leggyakoribb
ok, hogy nem talaljak meg a kdzGs nyelvet, nem értik meg egymds problémadit. Természete.
sen konnyebb a helyzet, ha a segitséget ny(jto statisztikus mar ismeri a széban forgd teriile-
tet, annak problémait, szakkifejezéseit, azonban meg ilyenkor is sziikséges, hogy a statisz-
tikus segitségét igénybe vevo szakember tudja, hogy milyen esetekben érdemies statisztikushoz

fordulni, milyen kérdésekre milyen tipust valaszokat tud adni a statisztika. Jelen fejezetben

sem tekintjiik célunknak, hogy az olvasé képes legyen az itt nyert ismeretek alapjan a mezg-
gazdasdgban el6forduls valamennyi statisztikai problémat ondlléan megoldani. Mindéssze
néhdny példa és modszer bemutatgsaval a mezlﬁgazdaségban dolgozo szakember (vagy
jovendd szakember) szamdra akarjuk ‘megmutatni, hogy milyen kérdésekben nyujthat
segitséget a statisztika és meg akarjuk konnyiteni a statisztikussal valo egyiittmiikodést.
Mint emlitettiik, ahhoz, hogy egy statisztikussal vald egyiittmiikodés sikeres legyen, tébb
feltétel - sziikséges, Ezek koziil az egyik legfontosabb, hogy idében kell a statisztikussal
megbeszélni a kisérlette] kapesolatos kérdéseket. Ugyanis a statisztikus nemcsak a kisérlet
eredményeinek kiértékelésében tud segitséget nyujtani, hanem abban is, hogy hegyan
célszerii a kisérietet megtervezni ahhoz, hogy a lehetd legkevesebb munkaval és koltséggel
a lehet6 Jegtébb informaciot nyerjiilk. S6t egy olyan kisérletnél, amelynek tervezésénél nem
gondoltuk meg elére, hogy az eredményeket milyen statisztikai modszerekkel fogjuk érté-
kelni, esetleg nem is lehet a felvetett kérdésekre kiclégits valuszt kapni.

Jelen fejezet 1. pontjaban azzal foglalkozunk, hogy milyen tényezékre kell gondot fordita-
nunk a kisérlet tervezése sordn, és csak késébb tériink ki arra, hogy kisérletiink eredmé-
nyeit milyen médszerekkel lehet értékelni,




