e ——

B —
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Az A4 pontban: 1 = 0, a B pontban ¢ — 1.
1

-~ -~ td 1 ]
— Sdr =" | ==,
Jvdrf“rdr_[‘l]o 7
%] ]
A (2) uton:
z=0, Z=0; r=1f xXx=1;
A B pontban ¢ = 1, a C ponthan s = 0.
1]
[ N ! 120 3
[vdr: ((13 Sl—1)dt = [———'-r—-—J =—"
i R 4
@ 1

A (3) ulon:

A Cpontban s = 1,37 4 pontban ¢ = (.

0 1
[var= [t=-nr—ryar= [T —oysry ar =
b ; i
1
28712
= — 21272 = — 12 SRS =
f(l 2r+-212) dr [r 4 3]0 T
0

A zart gorbe menti integral:

Eﬁvdr: fvdr-+-- J‘vdr—% fvdr:%——j—+§—=%.
7

[¢3] (2) 3)

Tehét igazoltuk az adott v fliggvényre a hiromszég alaku tartomdnyon a Stokes-tételt.

11.3.9 A gérbe menti integril fiiggetlensége az Gttél térgérbék

esetén

A'v = ¥(r) vektortérnek a & gorbe A ¢s B pontjai kozétti szakaszan vett gdrbe menti integralia
f v dr-
AB
Kérdés, mi a feltétele annak, hogy a gérbe menti integrél fiiggetlen legyen az uttol, a kezdé
€5 végponttol fliggjon, vagy mikor nulla a zart gorbe menti integral.
L. tétel, Legyen a I térbeli tartomanyban, azaz a V¥ osszefliggd nyilt halmazban
v = v(r)

fiiggvény folytonos.
Legyen Aés Ba V tartomdny tetszdleges két' pontja, g; pedig A4-bol B-be futd, ¥-ben fekvé
tetszbleges gorbe. Az

fvdr
AB

801
integrdl akkor és csak akkor fiigg csupdn az 4 és B végpon-
toktol és fiiggetlen a g, gorbe megvilasztasatol, ha barmely 08
-ben futd zart gorbe esetén
dvdr=0 (1175 dbra).

£
A bizonyitas azonos a sikbeli esetével, azaz a 11.3.3.3 1. tételé-
nek bizonyitdsdval.

Il tétel. Tegyiik fel most is az I. tétel feltételeit. Az d

[var 11.75 4bra
AB

integral akkor és csak akkor f tggetlen az infegracios (it megvilasztasatol, ha létezik J-ben
olyan differencidlhato

u=ux;y; z)
fliggvény, hogy

v = grad u.

A bizonyitas ugyanigy torténik, mint a 11,3.3.3. pont IT, tételés.
a) Ha az integral fiiggetlen az uttdl, akkor az u(x; y; z) = u(P) fliggvény:

ux; y;2) = f v dr,
PoP
ahol Py tetszéleges rogzitett pont V-ben, és az integralt barmely Py-bél P-be futd gorbe
mentén vehetjitk.
A sikbeli bizonyitds analogidjara lathaté be, hogy

cu _ ou _ ou _ ;
ax =P, ay =4, 5 W
ahol v = pi+gj+sk,
tehat v = grad u.

b) Ha van olyan

u=u(x; y; z)
fiiggvény, amelyre

v'= grad u
teljesiil, akkor a vonalintegrdl kiszdmitdsara a sikbeli esettel azonos médon (11.3.3.3 II.
pont) adodik, hogy

[ var = uB) —u),

AB
azaz f grad w dr = u(B) — u(A).

AB

Nézziik meg végiil, milyen tétel fele] meg a sikbeli vonalintegralokra vonatkozd II1. tételnek
(11.3.3.3 IIL.)!

51 Matematika
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Neézziik elészor a sikbeli IT1. tétel mas megfogalmazasat. Legyen
v = ¥(r) = pi+qi+sk

Képezzitk a rot v = ¥ X v vektort.

_{©s dg\. (Op ©s\, [Og Op
“’”"(a‘;‘az)”(&—'é;)’*(érﬁ;)k'

Ha s = 0, tovabba a p és g nem filgg z-t6l (sikbeli vektor-vektor fiiggvény), akkor
99 ©
rot v= (—q — —;,E)k,
ox oy
azaz a sikbeli vonalintegralokra vopatkozo 11.3.3.3 pont 111, tétel feltétele igy is kifejezhetd:
rotv = 0.
Térjink vissza a térbeli gorbékre.
A V térbeli tartomany egyszeresen dsszefiiggd, ha barmely F-ben halado zdrt gérbe egy pontra
folytonosan dsszehtzhato. Ennek kivetkezménye, hogy minden V-beli zért gorbéhez talal-
haté olyan V-ben fekvé F felillet, amely g-re illeszkedik.

Az egyszeres osszefiiggést és ennek emlitett kovetkezményét csak szemléletesen adtuk meg, a
pontos definicio és a kévetkezmény igazoldsa hosszadalmas lenne.

I11. tétel. Legyen a V tartomany egyszeresen osszefiigeo.
Tegyiik fel, hogy a
v = pi+gj+sk
vektortér orvénymentes a V' tartomanyban, azaz
rotv = 0.
Ekkor barmely ¥-ben luto zart gorbe mentén

ﬂgvdr:().
g

Bizonyitas. Legyen g barmely V-ben halado zéart gorbe, és legyen F g-re illeszkedd, V-ben
fekvo feliilet.
A Stokes-tétel szerint (11.3.8 IV. pont):

jj rotvdF = Ei;vdr.
F g

Mivel
rotv = 0.

fvdr=o0.

g
A rotacio vektorkomponenseinek kiszamitdsara adott osszefiggés (11.3.6 pont) alapjan
belathato, hogy a tétel megforditasa is igaz, Ha barmely zart gorbe mentén

:{;vdr:(),

g

akkor ebbol kovetkezik, hogy

rotv = 0.
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Megjegyzes. A 111 tétellel tjra megkaptuk egyszeresen osszefiiggd V tartomany esetén a
tétel b) pontjat, hiszen ha

= grad u,

rot v = rot grad # = ¥V x (V&) = 0.
A potencial

Definicié. Az olyan @(r) = —u(r) skalarteret, amelyre nézve fennall, hogy
v(r) = grad u(r),

azaz

v(r) = grad [- @@,
a v = v(r) vektortér potencialjanak vagy potencialfiiggvényének nevezzuk.
Keérdés, van-e egy adott v(r) vektortérnek potencialja, és azt hogyan hatarozhatjuk meg?
Tétel. Tegyiik fel, hogy a

v = v(r) = pitgj+sk

vektortér komponenseinek elsorendii parcialis derivaltjai folytonosak a V' egyszeresen

dsszefilggd tartomédnyban.
A
v = ¥(r)

vektortérnek akkor és csak akkor van V-ben potencialja, ha ;

rotv = 0.
Bizonyitas. A definicio szerint akkor van potencial, ha b
v(r) = grad n.

A 11.3.9 pont I, tétele szerint ez akkor és csak akkor teljesiil, ha v = v(r) vonalintegrdlja
flggetlen az Gttol, ami a 11.3.9 pont L. tétele szetint ekvivalens azzal, hogy a F-ben fekvo
zart gorbe mentén '

§ vdr = 0.
g

Ehhez a 11.3.9 pont 1I1. tétele szerint szilkséges és elegendd, hogy
rotv = 0. '

A potencialfiiggvény meghatarozdsa. A potencidlfliggvény kiszamitasara a 11.3.9
pont I1. tétel @) pontjanak megfelelden a

_fvdr

PoP
vonalintegralt kell meghatdrozni, ahol Py a V egyszeresen Osszefiiggd tartomany rogzitett,
P pedig valtozo pontja. Az integral kiszamitésat megkénnyithetjiik oly modon, hogy specidlis

utakat valasztunk. ' ,
Célszerii példaul, ha ez lehetscges, a koordinatatengelyekkel parhuzamos utakon haladni,
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példak |
(3x%y — 2T 3+ 4yDi+(@r° —2x2)k.
1. G =

e potenci:ilja a vektortérnek. Ezért képezziik a vektortér rotaciojat.
Eldszor megnézzik, van-

i i k
e —_6‘7 487 =
oty = VXY=| By oy oz

xty—zt X +Ayz 2yt —2xz

(4y—4y)l+( 2z 422)i+ (Bx*— —3xHk = 0.

rot v = 0, a vektor
Az u(x; ¥; 2) figey

tehat v = grad u.

térnek van potenc:lalja, képezzik az A(0; 03 0) és B(x; y; z) pontok kozitt az

&ny meghatérozasahoz

[ vdr= w(x; 39 yonalintegrélt.
vdr = 3
AB feltesszitk, hogy * = 0,y=02z=0 Az integrdl utjat a 11.76 dbra mutatja.
- 141t fe :
Az egyszeriiseg kedveer

AZ ? iy

)

(xe:8] lrigie)

11.76 4bra
(3x2y*22)lJ’(Va+4y2)i+(2y"—2xz)k.
T
=0,dz=
—0, dp=0.72
reEer J;cfr dx=4dt, 0= = x.

j' vdr = J'(pdx+qdv*sdz) = J'o .dt = 0.

) M

a4 0y;;dy:dr,z:(),d2¢0,0§i§y.
Xkl ’

A (2) uton x = % ,

fvdr— j(pdx+qdy+sdz)f fx“dr [ﬂ] = x3y.
) y —t dz=d, 0=1=12z
A(3)ﬁt0nx=x,dx$0 )’=J’»d3’=0,2~1, s

e ‘ R t =12 2JS-xIZ]g=2y”z—xz‘*.
vdrﬁj(Pd?‘+qdy+Sdz)_£(2y 2¢)d [y 0

@ @

w; v D= [ [+ [=wpiftss.

Mm@ (3

tatja, hogy az ¥ = 0,y=0,z=0 megszoritds nélkiil is megkapjuk a
las mutatja,
Ugyanilyen szdmo

potenc1élfuggvenyt.

& o5
Ha nem az origdbdl indulunk ki, a kapott integralok dsszege az igy kapott értéktdl csak konstansban
kiilonbbzik.,
ulx; y; 2) = X3y L2982 —xz8+ ¢

és df'(r) = xz%— 72y22+(.‘1.

2. Az elek(rosztatikus térersség, Q-t egységnyinek véve:

= TE\_" (11.3.1 pont).

Van-e az elektrosztatikus térnek potencidlja, és ha van, hatdrozzuk meg.

Az E figgvény az origdban nincs értelmezve. Ha a tartomany nem egyszeresen osszefiiggd, akkor
a térrészben dltaldban nem lehet a rotaciémentes v fliggvényhez potencidlt talalni. Ha az elektroszta-
tikus térbdl a P(0; 0; 0) pontot kirekesztjiik, egyszeresen Osszefiiggd tartomdnyt nyeriink.

E — X .+ y j : z
VE+p+2P V@ VP
i i K
rotE = Ox ? oz _

¥ z

X
m VTR VE PP

e -
Vv (x2+ y2+z~)5 «\/ FEEReE

( -3 XZ )j +
(x2+y2+ Za)‘!’ \/(_x2+y2+22)5

( zad - )k.
\/(x2+yz +2 VP

rotE = 0,
Az E vektortérnek van potencidlja.

Mivel a fliggvény az origdban nincs értelmezve, az f E dr vonalintegralt az A(1; 0; 0) és B(x; y; z)

AR
pontok k&z6tt hatarozzuk meg, a 11.77 dbra szerinti uton,

i-

Bﬁ‘f'yif]

?
A(f?)

a —

d 9
(1) S 10:0.0)
-
<
11.77 dbra
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Az egyszerliség kedveert feltesszitk, hogy

Az (1) aton:

A (2) 1ton:

A (3) uton:

x=1, y=0, z=0

X 5 ¥y : z
E= ——— i+ — 1B ] k.
VEirter Vi) 2/ G2+ yF+2F

x=1t v=0 z =0,
dx=dtf, dy=0, dz=0, 1=t=x
5 k E 1 1 ’
JEdr:Jfﬁ df:j'? dt'{—TL‘I -
(1 1 1
x=x, y=1 z=0,
dx =0, dy=4ds, dz=0, o=y=1t
¥ v
t 1 ¢ g
[Edr [—;—-ﬁ— dr = J'_ () T 2rde =
] | RVEEELE 2
¢4] 0 0
1 1 1
- [ \/;fw]u x A/xErp
x=x, Y= =1,

1A
™

dx =0, dy=0, dz=dr & 0=1
z
t 1 -3
————drt= j-ﬁ (xf4yr+ah) P2tdr=
VY)Y 2

11 1 1 1

0
_ ST SN WP P
- |~vemal,” Ve VA
i

+ = l‘-_ '{‘_*;I:.:i'k{;"::—ﬂ:
j+j % VAELy Vrrp Ve
1) 2) (
U NI Y
VXt It
1
ux; 3 2)—u(130;0) = 1=
u( z) ! '
%Y B =
Y I

Eredményiink akkor is helyes, haaz x = 1,» = 0, z = 0 kikotést elhagyjuk.
Az egységnyl elektrosztatikus toltés potencialja a 0 (0, 0, 0) pont kivételével:

1
Q)(r) = —H(l‘) = T;r A

Ellentrzéskeént hatdrozzuk meg az

u=— Vl%‘T fiiggvény gradiensét.
Y= 1
VP

ou, @u,. Ou
grad it = —;— 1+—-~-]+—§z—k =

Z

y ¥
= — I+1;—]+¢k-
Wiromon VTS R A GRS

12.  DIFFERENCIALEGYENLETEK

Szamos fizikai és miiszaki egyenletnél a filggvénykapesolat nemcsak a [iiggetlen valtozo és
a flggvény Osszefiiggésére, hanem a fiiggetlen véltozo, a Fiiggvény és a derivalt (vagy
derivaltak) osszefuiggésére vonatkozik.

Példak

1. A rezgd mozgdsnal a gyorsulas ellentétesen aranyos a kitéréssel:

=% —ks (k = 0 allandd).

2. Ha egy dramkorbe sorba kapcsoljuk az R ohmikus ellenallast és az L onindukcios tekercset,
akkor az I intenzitas, az U fesziiltség és az idd k&zotti osszefiiggés:

L--dl+Rl =U
dr

(ahol az U = U(1) fesziiltség valtozd is lehet). i

Definicié. Differencialegyenlet az a fiiggvénykapcesolat, amely a fiiggetlen valtozo, a fiiggvény
¢&s a fliggvény derivaltjai kozott fennall.
Ha a fiiggvény egyvaltozos és a derivaltak kozonséges derivaltak, a differencidlegyenlet
kozOnséges differencialegyenlet.
Ha a fiiggvény tobbvaltozds és a derivaltak parcialis derivéltak, a differencidlegyenlet parci-
4lis differencidlegyenlet.
Parcialis differencidlegyenlet példaul a

o2 Su

e + el =0 (Laplace-féle differencidlegyenlet).

A tovabbiakban csak a kozonséges differencialegyenletekkel foglalkozunk.
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A differencidlegyenlet rendszama

Definicié. A differencialegyenlet n-ed rendfi, ha a benne eléforduld legmagasabb rendil
derivélt n-ed rendd.

5]

X . i .»
fgy az V= — differencialegyenlet elsérendii,
¥y
az =2 differencidlegyenlet masodrendii
differencidlegyenlet.

Altalanos jeldléssel a kozdnséges elsd, illetve mapgasabb rendii differencialegyenletek igy
adhaték meg.
Explicit alakban:

¥ = f(x;5)
¥ =090

YO = flx; sy L. YD)

Implicit alakban:

Fix;y;9)=0 i
Flx; ;9,97 =0

Flx;p; 9 ... M =0

A differenciilegyenlet megoldasa
Definicié. Az olyan y = g(x) fiiggvény, amely az adott differencidlegyenletet kielégiti, a
differencidlegyenlet megolddsa.

A differencidlegyenletek megolddsat a kovetkezkben valos valtozoja, valos érteki fliggvé-
nyek kozott keressiik.

12.1 ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK
1211 Altaldnos fogalmak
12.1.1.1 Bevezetés

Az y = flx;p), illetve
Flx; y:90=0

differencidlegyenletek elsérendii differencidlegyenletek.

Példak
1. e ¥ = 2x.

Ha az egyenlet mindkét oldaldt integraljuk,

809

Az cgyenletnek végtelen sok megolddsa van. A megolddsok gorbéi pafabolasereget alkotnak

e
N

y = x*+C.
(12,1 dbra).
¢
Yyexisl
\ 2 / —
\/ x
121 abra 12.2 dbra

2. y =

Konnyen ellendrizheto, hogy az

y = Ce* fuggvények a differencidlegyenletet kielégitik.

A fiugevényt derivalva:
¥ = Ce*.
A megoldasok gorbéit a 12,2 dbra mutatja.
2. x+yy = 0.
Probaljuk ki, kielégiti-e a differencidlegyenletet az
xt4yt = C*
egyenlettel megadott y = y(x) faggvény.
A fiiggvényt x szerint derivélva:
2x-+2yy’ = 0, azaz
x+yy = 0.
A probalt megoldds kielégiti a differencidlegyenletet. A

megoldasok gorhéi az origd kortli kordk (12.3 4bra).
Mindharom példdban a megoldast gorbesereg adta.

Definicié. A differencidlegyenlet partikularis meg-
olddsanak olyan fliggvényt neveziink, amely kielé-

CINY
Selort)

12.3 4bra
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giti a differencialegyenletet, és a fiiggvény gorbéje atmegy egy adott Py(xy; ¥) ponton.
Ha az elébbi példakban a P, pontot eldirjuk, akkor a megolddsra talalt gorbesereghtl az adott
pfanton Atmend gorbe lesz a partikuldris megoldds. Ez azt jelenti, hogy a C paraméterre egy
rogzitett értéket kapunk.

A Py(xy; ¥) pont megadasit kezdedi feltétel megadasanak nevezziik,

Példak

1. Az y" = 2x feladat megoldasa
y=x*+C volt.

Legyen xXg=-3, y=4

=9+C; C=-5

A kezdeti feltételnek megfeleld partikuldris megoldés:

y =x%-35,
2.
Az g
y = Ce.
Legyen X, =0, y,=2

2 =Ce¢; C=2.
A partikuldris megoldas:

y = 2¢€,

12.1.1.2 Iranymezo

Definicié. Az (x; ¥) sik egy T tartomdnyan irdnymezdt kapunk, ha a tartoméany minden
P(x; y) pontjahoz egy irdnyt rendeliink hozza. '

Az iranyt a p iranytangenssel adhatjuk meg. (Feltessziik, hogy azirany sehol sem parhuza-
mos az y tengellyel.)

Ha adva van egy differencislhaté fliggvényekkel megadott fiiggvénygorbesereg ugy, hogy a
Z?"tartomany minden egyes pontjan a megfeleld fliggvénygdrbék koéziil pontosan egy halad
at, akkor az (x: ¥) ponthoz hozzarendelhetjiik a rajta dthalado gorbe érint6jének iranyét.
Ugyancsak irdnymezdéhoz jutunk, ha egy

Y = )

alaku differencidlegyenletbdl indulunk ki. Ekkor az (x,; y,) ponthoz tartozo irdnytangens
értéke: f(xy; Vo) i

A differencialegyenlet megoldasa éppen annak a gorbeseregnek a megkeresését jelenti, amely-
hez ugyanaz az iranymez6 tartozik, mint a differencidlegyenlethez. i

Ha a 7 tartomany sok pontjaban az adott irdnynak megfelelé kicsiny egyenes darabokat
vesziink fel, és felvazolunk olyan gorbe iveket, amelyek érintdje az adott pontban a felvett

811

%iy)

17} \____/ 7
12.4 dbra 12.5 abra

szakasz, akkor ezek csatlakoztatdsdval a differencidlegyenlet kézelitd grafikus megolddsat

kapjuk (12.4 abra).
Azon pontok -dsszessége, amelyekben p azonos értékil, a differencidlegyenletnek az adott p

értékhez tartozo izoklindja.
Az izoklindk vizsgalata sokszor segitséget nyijt a differencidlegyenlet megoldéasahoz.

Peldaul az

¥y =2x

differencidlegyenletben azonos xg értékhez azonos m = p érték tartozik.
Az izoklindk az y tengellyel parhuzamos

x=1x, egyenesek (12.5 dbra).

12.1.1.3 A differenciilegyenlet megoldasa

Az v =1
differencialegyenlet megoldasa az egyenletet kielégitd

y = g(x; C) gorbesereg.
Partikularis megoldds az adott (xq; ¥p) ponton Atmend girbe. Az

o = &(xp; Cp) egyenletbdl

C = C,t meghatarozva '

y = glx; Cy).
A differencidlegyenlet megoldasat sokszor nehéz vagy nem lehet explicit alakban megadni.
Ilyenkor a

Gx: 3 C)y=10

implicit alakban megadott gorbescreget tekintjiik a differencialegyenliet megolddsanak.
A megoldast alkoto gorbesereg gorbéit integralgorbéknek nevezzilk.
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Forditva, ha
(1 y =glx; C)

egyenlettel adott egy gorbesereg, akkor a differencidlegyenletet a kdvetkez6képpen hata-
rozzuk meg.
Az (1) egyenletet derivalva

) ¥ =g'(x; C).

A (2) egyenletbdl C-t kikiiszoboljiik, és azt az (1) egyenletbe helyettesitjiik.

Példak
1. Hatarozzuk meg az

y = Cx* parabolasereg differencidlegyenletét!

’

y =2Cx, innen C= 240 .
2x
C értékét behelyettesitve:
e
Yot
¥y
g i
y =2 %~

2. Hatarozzuk meg az
y= eC.z

gorbesereg differencidlegyenletét!

Derivalva:
¥ = Ce,
azaz ¥y = Cy,
innen C= Z. ;
¥
;T
y=e", azaz
yx
~=Iny.
¥

A keresett differencidlegyenlet:
,  ¥ylny

% .

12.1.2 A valtozék szétvalasztisaval megoldhaté differencial-
egyenletek

Definici6. Ha p(x) az a=<x<b intervallumban
és g(y) a ¢ =y =4d intervallumban folytonos fliggvény, €s g(y) = 0,

,_ 2@
q(y)

a valtozok szétvalasztasaval megoldhato differencidlegyenlet.

az
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a) Legyen az egyenlet
Ty =p(x) alaki.
Az egyenlet megoldasa a p(x) fliggveny hatarozatlan integralja.

y = Ip(x} dx+C.

A megoldas az y tengely iranydban parallel eltoldssal szarmaztathato gorbeseregbdl all,
Legyen adott az

¥ = p(x)
differencialegyenlet és az x, értékhez tartozo
y = plxp) =y, fiiggvényérték,

Mivel p(x) egy primitiv fliggvénye
X
[ px) dx,
xg
a p(x) fiiggvény hatarozatlan integrdlja megadhato az
&
J' p(x)dx+C
Xo

flggvénysereggel.
Ha C-nek az adott y, értéket vélasztjuk, akkor

X
y= {p@dxty
Xo

a keresett partikularis megoldds.

Mivel a differencialegyenlet megoldasa, hatdrozott integral kiszamitdsanal adddik, a meg-
oldas médjat kvadraturdval valo megoldasnak nevezzilk.

b) Legyen a differencidlegyenlet

,_ P
g(y)

alak, ahol g(y) = O.
g(y)-nal szorozva a

g(y) ¥’ = p(x)

egyenletet kapjuk.
Mindkét oldalt integrdlva

[ 4 ¥ dx= [ p(x) dx.
A hatarozatlan integral helyettesitési képlete szerint az cgyen_let bal oldala:

[ 4y ax = [ ) dy.
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fay
[aydy = [ p(x) dx.
A megoldas formdlisan gy végezhetd el, hogy a
MY e 0
dx . g(y)
egyenletet ,,szorzdssal” a
q(») dy = p(x) dx
alakra hozzuk, majd integralunk
[at)dy = [ px) dx.

Ha az integralast elvégezziik és az egyenletbdl y-t kifejezziik, a diflerencidlegyenlet megolda-
sat kapjuk.
Az (x,7 ¥,) ponton dthalado gorbét az
y X
[a)dy= [ p(x)dx
Xp

Yo

egyenletb6l hatirozzuk meg.
Példak

Elsszor oldjuk meg a fejezet bevezetésében probdlgatdssal mar megadott 2. €s 3. differencidlegyen-
letet.

1. ¥ o=
dy _
dx ik

Tegyiik [el, hogy ¥ = 0.

A viltozokat szétvalasziva:
d
B = dx.
F

Mindkét oldalt integrélva:

Injy|=x+C

[p] = e = ¢ g™ (¢ = C jelsléssel)
iyl = Ce.
Ebbd] y=%+Ce  (C#0).

A C =0, y = 0 szintén megolddsa a differencidlegyenletnek. Ez az egyenletbe valo helyettesitéssel
kozvetleniil belathatd. (Az integraldsi dllandét csak egyszer irjuk ki.)

Tehat y = Ce*

barmilyen valés € esetén a differencidlegyenlet megolddsa.

L
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2 x+yy' =0
x
} g o2 ) 0),
¥y g (y )
4y X
dx v

A viltozokat szétvalasztva:

ydy = —xdx.
. » x* :
i Zo== +C,
Integralva p 3
X2+ = 2C.

Mivel csak valos megolddsokat vesziink figyelembe, 2C nem lehet negativ.

2C = > jeldléssel:

¥ +y? = at.

= = xy.

Legyen y = 0.
A viéltozokat szétvalasztva:

dy

eadix.

Mindkét oldalt integrédlva:

-2
Iniyl= 3:2 +C; {Az integrdcios konslanst csak az cgyik oldalra irjuk ki.)
2 " e
Ebbdl yi=e’ =Ce® (C =& =0,
Azaz y=+Ce 2

Ha C = 0, akkor az y = 0 fiiggvényt kapjuk, ami szintén kiclégiti a differencidlegyenletet. Tehat a

Fs

differencidlegyenlet megoldasa y = Ce? , barmilyen valos C esetén.

4. ysinx =ylny (y > 0.
. Forg T . -
Hatarozzuk meg azt a partikuldris megolddst, amely kielégiti az x, = 50 Yo = 2 kezdeti felte-
telt.
dy

Fis sinx = ylny.

A valtozdkat szétvalasztva:

751‘?., - __dft (y = 0, x = 0~k
yiny sin v ;
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Mindkét oldalt integréljuk:

[‘ dy =J'___1ﬁl_dy=]n11nyl.

yiny Iny y
dx P b
si—n—;f[n tg-i‘-‘»Cl.
% | x| 2
Igy ln1lny1=ln‘tg7i+C1.
| '
1n!]ny[=]nec“tg;i.
IlnyE——'eC“‘tg—;»;, (& =c= 0.
Iny:iCtgi.
2
feuw =
y=e °

C =0, y = 1 szintén kielégiti a diﬂerencié]eéyenletet.

Az o=, =2 [eltételel
2 = % adédik.

Mivel C =0,
2=¢ Innen C=In2.

gy a partikuldris megoldas:

an g tg -
y=e *,  azaz
wl
y=2 %.
5. y':'\/—]l—:%i:[).-
a) lyl=1, lxl=<1
dy _ ViI-)®
x Viee
A valtozokal szétvalasztva:
dy dx
Viey  Vi-e

Mindkét oldalt integrdlva:

arcsin y = aresin x+ Cy,

azaz arcsin y —arcsinx = C,.

Az egyenletet még dlalakitjuk. Vegyiik mindkét oldal szinuszat,

sin (arcsin y —arcsin x) = sin (5
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A bal oidalon félhasznaljuk az addicids tételek sin (e —f)-ra vonatkozé formuldjat, a jobb oldalon
sin C, = G-t irunk, : ;
sin (arcsin y)-cos (arcsin x) —cos (arcsin y)-sin (arcsin x) = C.
. . . ol - . - l/"_.,—'—' s
Mivel sin (arcsin ) = y €5 cos (arcsin x) =1/ 1 —sin® (arcsin x) = WV1—x2, & iy
tovabb, S

v/ 1= —x/T—)f = C.

b) fxl=1, |yl=1
dy V-1
dx A/xE-1
A valtozokat szétvalasztva:
_dy dx
VrS1 v

arch y = arch x+ Cy,
In(y+vV¥—D =InGx+4/x-D+la C (C;=InC, C=0).
y+4/¥—1 = Clx++/xE-1).

¢)Hal|y| =1,akkora valtozdk szétvalasztdsa nem alkalmazhato.

=~ b
Az Hhe \/ 1= 5
. ) g 81
egyenletbe helyettesitve kozvetlenil lathato, hogy
y=1ésy= —1is megoldds.

6. Hatarozzuk meg azokat a gorbéket, amelyeknél ¥
ha barmely P gorbepontnak az x €s az y tenge-
Iyen levd meroleges vetiileteit, 4 és B-t Osszekotjuk,

és P-bbl AB-re merdlegest bocsatunk, megkapjuk a
gorbének a P ponthoz tartozd érintdjét (12.6 abra). 7 L
Az Abrabél leolvashald, hogy az AB egyenes irany- x A X

tangense: —-J)%. Az érintd merdleges AB-re, igy 12.6 abra

x
=, ¥
y-Z !

Ez a keresett gorbesereg differencidlegyeniete.

‘\\_/ g=f
dy x| _ \ £=3
3y B EY \/

Mindkét oldalt integralva:

Ts-f
vagy xr—ypt = C (12.7. dbra).
A feltételeknek megfeleld gorbék tehdl egyenldszaru /_ \
hiperboldk, € = 0 esetben az | B
y=x 6s y=-x egyenesek. 12.7 abra

52 Matematika
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7. Vizsgaljuk egy test mozgdsat, ha a nehézségi erd hatdsira mozog ellenalld kozegben ugy, hogy az
ellenallas a sebesség négyzetével ellentétesen ardnyos.
Ha a test légiires térben mozog, a gyorsulas.

de m
a=Sr=¢ (g=om 52).
Ellendlld kozegben a differencidlegyenlet:
o 1 .
F L

(Az ¥l aranyossigi tényezd [ige a test G sulydtél, a mozgds irdnydra mer&leges legnagyobb

keresztmetszetétdl, a kozeg fajsilyatol és a test alakjéxml.)

A differencialegyenlet valtozoit szétvalasztva:

)
= ——arth —+C,
Ve Veh
J' dt = t+C,
igy ——:arthf—b,‘ =11+ C
I3 Vgl
Legyen t =0 idépontban v = 0.
igy C=0.
2 arth—2 =t
g . Vek
e
és » = 4/gith '\;{ t.
Ha t o, th lﬁ‘iml.

Ezért, ha elég nagy ido telt el,

R

A mozgds i kozelitéssel egyenletes lesz.
Irjuk fel a mozgas Gt —idd fiiggvényét:
ds

U= =

dr

ds 0. Ve
d'T = \/gﬂ th T £,
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A viltozdkat szétvalasztva:

- /g
ds = Vghth -\Tf—rd:
sh ? t
ds = V/gh —— ——— dt.
Ve
ch = !

s = Alnch ,,,i..g 1+ C,.

Legyen t = 0 idpontban s = 0, igy C, = 0,

,\/

s=/#In ch—ag 1.

8. A barométerformula

A légnyomds és a magassag kapcsolatat az un. barometrikus magasségmérési formula adja meg.
Ha a tengerszint felett /i méter magassagban a légnyomas py, (torr), a tengerszintnél pg,

h = 18400 (g po—lgpy) [ml

A képlet csak 4llandé hémérsékletre ervényes. Mivel a hdmérséklet 200 m-nél kb 1 C°-kal csokken,
a képlet csak kozelitd értéket ad. '

A formulat a kovetkezOképpen vezethetjiik le. Kis Ah magassagvéltozasnal a Ap nyomdsvéltozas
ardnyosnak vehet$ az emelkedéssel:

prdp
Ap = —y Ah = —og AR (12.8 4bra) .
(y a levegd fajstlya, g a siiriisége # magassagban, £ a nehézségi 7
gyorsulas).
Ah — 0  esetén: b
“dp i
ar T T®

A Boyle—Mariotte-torvény alapjan:

T

b B . 12.8 4bra

Tgy S AP

A valtozokat szétvalasziva:

dp =—ﬁgdh.
14 Pa

Mindkét oldalt integrlva:
4
Inp =-=" gh+C.
P 20 &
h=0 eselén p= p,.

52-
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Ezért C = Inp,. p‘
2]
(n lnp—Inp, =— > &gh,
Po
In 2 a,. K0 gh,
Do Po
O
Pf = e— -1—,-04 gh ,
Py
_2
(2) p=pe ™
A (2) egyenletet a 12.9 dbra szemlélteli.

Az (1) egyenletbdl h értéke:

5 12.9 dbra
h =" (lnp,—1np).
08 "
10-gs alapii logaritmussal:
Po
h=23 g po—1g D).
008 (g po )
Mivel a tengerszinten
_ kp _ kp
L ke _ m _ kg m F
0o = 1,3 = = 9,81 - és lkp =981 o
2,3 P~ 18400 m.
2of
Tehat h = 18400 (ig p,—le p).

A képlet alapjan barométerrel meg lehet hatarozni repiilbgépek, hegyek magassagat. E képlettel
lehet a légnyomdst dtszamitani a tengerszintre.

A felezési magassag az a szinf, ahol p = -‘%"— ‘

By =18 4001g%“ = 18 400 1g—’;L — 184001g2 = 18400.0,3010 = 5,54 k.
0
2

9, Hatarozzuk meg egy kut kozeleben a talajviz szintjét. Legyen a kutfaras elStt a foldfelszin magas-
saga az AR szinten, a talajvizé az 4 /B’ szinten, és a vizdtnemeresztd réteg nivojaa CD szinten (1 2.10
abra). Helyezzik el a koordinata-rendszert ugy, hogy az x tengely a vizdtnemeresztd rétegre essen.
Asnak egy r sugard kutat, legyen alapjanak CD-t6l vald tavolsaga h. Legyen az y tengely a kut
szimmetriatengelyében. Képzeljiink a talajban egy x sugaru hengert. Legyen a vizszintmagassag az
x tavolsigban y. A tapasztalat szerint az x tavolsagban levb P” pontokban a viz aramldsi sebessége
aranyos a P pontbeli érintd iranytangensével.

v =ky.
fgy az x sugam, y magassdgi kirhengerpalaston az iddegység alatt Ataramld vizmennyiség:

Q = 2mxyr = 2axyky’.
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Barmekkora x sugari kérhengerpaldston mindig Q vizmennyiség dramlik at. fgy a vizmennyiség
ataramldsra jellemzo differencidlegyeniet:

y = y—ng- ’ ' ﬂ I
, 2nxyk % ¥ 5
A véltozdkat szétvdlasziva: “ N
4o @ dx . g
Y=gk x .
Integralva: ;
»¥_ @ C
T = g D o Pl y)
F
Q . ; )
2 = T A .
azaz y i Inx+C. p
Kezdeti feltétel: 5 £
ha x=r, y=h - ol x D X
I'gy B = __Q' Inr+C. 12,10 dbra
wk
Innen C=1IRr- e Inr,
Tk
Q o .
2 = — NS el o
azaz ¥ ! -k Inx % Inr+h?,

0

X
e X YR
Y ak noT
Fz az egyenlet irja le implicit alakban a talajviz szintje ﬁ’ gorbéjének egyenletét.

10. A radium bomlasi sebessége ardnyos a pillanatnyi radiummennyiséggel.
Legyen a kiindulasi pillanatban a radium mennyisége Rq. A bomlasi sebesség:

dR
5 = kR

(A negativ clbjel azt jelzi, hogy a bomlassal a radium fogy.)

Hatdrozzuk meg az ardnyossagi tényezot, ha a radium felezési ideje 1600 év,
A valtozokat szétvalasztva:

— . =—kds,
InR=—kt+C, ("=C=0.
R=ite™
Legyven t = 0 idopontban R = R,.
Ry=Ce', C=R,.
A radium bomlasénak egyenlete:

R=Re™ ™
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Ha t= 1600, R = —Rizl.
—R2—° = Ree~ 1600
g
k= %%030 ~ 0,000433.

igy a rddium bomldsanak egyenlete:

+ —0,000433
R = Roe "
-

Szamitsuk ki még, hogy a radium hany szazaléka bomlik el szdz év alatt (1 = 100).

5 —0.0433
R = Rye

R _I —0,0433
Rﬂ =€ .
R .
. 0,958.

Tehat 100 év alatt a radiummennyiség 95,8 o/.a megmarad és 4,2 %-a bomlik fel.

.~

12.1.3  Szétvalaszthaté valtozéju differencidlegyenletekre visz-
szavezethetd differencidlegyenletek

12.1.341 Az y' = f(ax+by+c) alakd differencialegyenletek

Feltehetjiik, hogy b = 0, mert kiildnben az egyenlet szétvalaszthatd volna.
Uj valtozot vezetiink be: L ¥

u = ax+by+c.
I.nnen V= .} .
b { o
Mivel flax-tbyfeysEFay, = 0 .
f";a_ = f(u).
u = atbf(u),
d

u
—'d'; = a—i—bf(u).

A vialtozdk szétvalaszthatok:
d
S )
a-+bf(u)

du
. W o
_{ﬂ+bf(u) %S
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ahol i = ax+by+ec.
Feltéve, hogy az
Uy < 4 < Uy, AZAZAZ U = ax+by+e<u,

intervallumban e bf (u) folytonos és sehol sem zérus, a differencidlegyenlet altaldnos meg-
oldasa:

W~ xtc = ax+b
T+bf(u) =x (u = ax+by+c).

Ha az 4, < u < iy intervallumban a+bf(u) az u = 1,y értéknél zérus, dkkor
u = Uy,

a differencialegyenletnek az dltaldnosté] killénbozo megoldasa.

Példak
1. Yy =x+y
T

Legyen u=x+ty
Ekkor We=1+y & ¥=u-1
tehat W —1=u. “

du

T T 1.
A valtozékat szétvalasztva:

du 5

e dx, (feltéve, hogy u+1 = 0).

Imlu+l]=x+C,
Oy

lu+1| =¢e vagy
lu+1] =e-e1; 1=C jeloléssel (C=0),
u+1 ==+Ce,
innen u=+Ce—1.
Mivel u=y+x,

y+x=xCe* -1,

tehat y=tCe—x-1.
Haa g—g =u+l
egvenletben u+l =0, wu=-—1 Iismegoldas. . B
ey x+y=-1, ‘
y=—-1-x
Ez pedig az y=Cer—x—1
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egyenlet partikularis esete € =0 esetén. (A P (—1;0) ponton atmend gorbe.) Az integralast elvégezve:

Tehataz ¥y’ = x+p differencidlegyenlet altaldnos megolddsa i
—ctg e x+Cy.

y = Ce*—x—1,

u=Xx- értéket behelyettesitve:
ahol € barmilyen valos érték lehet. ) ¥ ¥

Cxeegr=cC
2. ¥ = (x+y—42 b . x=cg—5— = C.
Legyen u=x+y—4 : Ha 1—cosu =1, azaz cosu=1,
Innen y=u-x+4, akkor w=2kr (k=0,%1,£2,...).
azaz ¥ o=u -1 Igy x—y = 2kx,
y = x+2km.

A differencidlegyenietbe helyettesitve: : . . ;
: Ezek a figgvények szintén megolddsal a differencidlegyenleinek, de nem kaphatok meg az el6z6

altalanos megoldasbél.

w—1=u,
w o= 1+,
du_l' 5 : t . 5=
iy 12.1.32 Homogén differenciilegyenletek
A valtozokat szétvalasztva: e Definicié. Az f(x: y) fiiggvény k-ad foku homogeén [iiggvény, ha tetszOleges 7 esetén fennall
du 4 ! az
TaE T : : flexs ) = 5f(x; 5)
Mindkét oldalt integrdiva: azonossag.
arclgu = x+C, azaz ‘
u = tg (x+C). "’ Példak
Mivel u=x+y—4, : ’ 1. S y) = x4
x+y—4 =tgl x+C). '
£ _ masodfokd homogén fuggvény.

=4 —x+tg(x+C). : 2 i i
¥ +tg ( ) Ugyanis x és y helyébe #x és 1y értéket irva:

3. W s=reas(x— ) Fex; 1y) = (P + () = £ +)7) = 1 (x5 )).
Legyen =x—J). : : $
. .
Ekkor W= 1-y, ftehdt ' =I1-u" : g HER=ro
Behelyettesitve az egyenletbe: : g4 ‘ - - (—1)-ed foki homogén vy
1—-u = cosu, Ugyanis ;
innen W = 1—cosu 2 ‘f(!‘-’_c‘, 1) = T =1t (?_ry) = 7 (x ).
du . )
= = 1-cosu. 4 f(ic"') y-
' W
Ha {—cosu =0,
du 0-ad foku homogén fiiggvény, mert
———— =dx.
1—cosu )
ty —Ix -
f(rx; ty) = l___i =t Jf X = Il)f(x;y)'
s v i B ty-+ix y+x
Mivel 1—cosu = 2sin? —, . : .
2 *
1 du 4 ; ;
g = x. Definicié. Az ' = f(x; ») differencidlegyenlet homogén differencidlegyenlet, ha az egyenlet
sin® = AR jobb oldalan 4ll6 f(x; y) kétvaltozos fiiggveny nullad fokt homogén fuggvény.
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A nullad fok( homogenitas miatt a homogén differencidlegyenlet mindig felirhato
Y=g (y) alakban, feliéve, hogy az x egy nullat nem tartalmazo inter-
x

vallumban valtozik.
A homogén differencidlegyenlet visszavezethetd, szétvalaszthato valtozoju differencialegyen-
letekre, az

(x)

o roviden
X

w(x) = :
y .
u= - helyettesitéssel.
X

Az egyenletbdl:

¥ = ux,

y = u'x+u
Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
wx4u = q),

du

I x = @w)—u.

Hag(w)—u # 0, a valtozok szétvalaszthatok:
du dx

q?(u)—u x
Feltéve, hogy az

u; < u = uy intervallumban p(u) — u sehol sem zérus, X # 0 mellett az altald-
nos megoldas:

J‘A-g[— =In|x[+C.

A bal oldali integral 1 = % fitggvénye, igy
@ (1) —1In|x|+C.
X

Ha az u, < u < uy intervallumban ; .
f@)—u folytonos, €s az # = Uy helyen zérus, akkor x # 0 mellett
=1, a differencialegyenletnek az 4ltalanostol killonbozd megoldasa.

Példak

1. Y= L

PR (x = 0, x*—y* = 0.

Osszuk el a jobb oldali tort szdmlalojat és ‘nevezdjét x*-tel:

Az it = % helyettesitéssel :

y=ux, ¥ =ux+u

.y u
Ux-ru= —I—_—u!—.
u
Rendezve: Wx = -s—5 —t.
1—u?
E‘—x _u—utd
d - 1-2 °
du 7
L FT i P

Ha u = 0, a valtozdkat szétvalaszthatjuk:

1-u? dx
p —du=—

1
(ﬁ_L) du = ﬂ_
u u X

Mindkét oldalt integralva:

1
- —Inlul=In|x|+C.

2u*
1
Rendezve: - s =Inlxul+C.
2u
Mivel gl
x
1 !
e =Inix=-:+C,
=

x‘z
T =In|yi+C.
Az (1) egyenletet kielégiti az u = 0, azaz az % = 0 érték is.

Mivel a feltétel szerint x 5= 0, ez azt jelenti, hogy
y=20

is megoldas.
Ez az eredeti differencialegyenletbdl is leolvashatd.

’ y—Xx ‘
2. = | j :
. ¥y e ‘(x#O,yTx;-‘O)

)

Az egyenlet igy irhato:

-1

® =
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Az u = 2 helyettesitéssel :

x
=nux, ¥y =ux+u
- , iw—1
[gy wWx—u = ST
, u—1
Wx= o
du u—1—u—nu
ST med”
du 1+
FT A T

A valtozokat szétvalasztva:

1+u - 7d£
1+u? 2

A jobb oldal integrdlja (x == 0):

J‘H—déz—!nlx\—lnC:AlnCIxh (C = 0).

A bal oldal integrilja:

s : P2 1
| V-I—.'—u—du=J : du-!—l J al dusarctgu+§~ln(l+u2).

Jore | PR
. 1 .
Igy arc:tgu~2 In{l+u?)=—=InClxl
Rendezve: %ln(1+u5)+lnClx| = —arctg u.

]nCIx!\/ln:w}J“:—arctgu.

Mivel u l,
X
e 5
InClx] IT;E:rarctg—;
TH I Yo )
vagy In C\/x 4Lyt = —arctg¥.

Térjiink 4t polarkoordinatdkra (12.11 abra):

V=, 4 y

Y _
arctg T =W
InCr=-—g. _
Ccr=e %, ¢
'
r= e s v
r = Cle_w. g X
Az egvenlet logaritmikus spiralissereg egyenlete. 12.11 abra
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3. Hatdrozzuk meg annak a tikornek az alakjat, amely a pirhuzamos fénysugarakat egy pontban
gyiijti Ossze.

A tikor legyen forgastest, igy a feladat sikbeli feladatra redukdlhato.

Legyenek a beesd fénysugarak parhuzamosak az x tengellyel, és legyen a fénysugarak gyijtépontja

)

R o x
1212 abra

(fokusza) az origd (12.12 abra). Visszaverddés szemponljibol a P pontbeli gorbe iv az érintbvel
helyettesithetd. A fényvisszaverodés Lorvénye szerint

T T

3% g

azaz o = 3.

Legyen a P pont P(x; y).

A 12.12 dbra szerini az érintd irdnyszoge megegyezik a beesés szogével. fgy a POR héromszog
epyenlbszary.

OP = OR = v/x*+ )~
Az abrérdl leolvashato:

y

x+A/ xR
A keresett meridiangdrbe differencidlegyenlete:

N
x+A R

A jobb oldalt bovitve:

o y el
x+A/ X 5yt —x+A xR
y Cind T8 5
J'” = _x2+y2_§g' (—x ‘.“\/ngyz).
e x*+yF
' L
T e
—1+/\/1+(l)
Innen: ' = ’
g E
X
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v
Legven uw=-—, ekkor y=ux,
X

—1+4/15u8
" 1

wxtu =

R Y PR
df(, X = /w__u_
dx u
du =1+l
dx u ’

du —(+uty+V1+u?

dx u
A viltozokat szétvilasztva:
i dx
Q) v/l ="y
Integraljuk a bal oldalt

= lgq@ helyettesitéssel:

1+u* = 1=+tgp =

cost p

u —_—

— i iy =

(1 =) =V 1+

o sng
Cos ¢ 1

b e D
J cosfgp cosg

1—cos

A jobb oldal integrédlja:

" 2 =~Inx+Inp

ahol In p az integrdcios konstans.

cos? @

Vit

1

cos?e

dp =

(p = 0)

Igy In(l1-cosg)—Incosg = —Inx+Inp,

Incosg—In (I —cos¢) = Inx—Inp.

cos ¢

1
cos @

sin @
(1 —cos ) cos

dg =

- (,,7,l,,¥+_c_ol.-¢) sin g dp = In (1 — cos ¢)—1n cos ¢.

)y

12.13 abra

¥
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Mivel polarkoordindtdkban x = r cos ¢,

L
1—cosg '

Ez pedig a 7.4.1 6. példa szerint olyan parabola egyenlete, amelynek fokusza az origéban van.
A gorbét az x tengely koril megforgatva kapjuk a Keresett felliletet. A keresett tulajdonsdgu tikor
tehdt forgasi paraboloid alaki (12.13 4bra).

ax + bly +C1

12.1.3.3 Az y' = f( PRRY e

) alakua differencidlegyenletek

Feltessziik, hogy ¢; # 0 vagy ¢; # 0. Ha a ¢; = ¢, = 0 eset dll fenn, az egyenlet homogén
differencialegyenlet. Ez geometriailag azt jelenti, hogy

az a;x+byy =0
és agx+by =0
egyenesek metszéspontja az origo.

A ¢y # 0 vagy ¢, # 0 feltétel meliett az egyenlet megolddsa soran két esetet kiilonbozte-

tink meg.
1. Az

ax+by+te
y’=f( 1X+byy 1_)

agx+byy+ey

differencidlegyenletben szerepl$ konstansokkal adott
ax+by+e; =0

és apx+byy+cy =0

egyenletii egyenesek nem parhuzamosak, van metszéspontjuk.

Ez akkor kovetkezik be, ha

aby—ayh; = 0,
azaz

Ekkor a koordinata-rendszert onmagdval parhuzamosan eltoljuk a két egyenes metszés-
pontjaba. Az 0j koordinata-rendszerben a differencidlegyenlet homogén differencialegyenlet
lesz.

b =0
Wi a1x+ 1y+C‘1 }

apx+byy+cy =0

egyenletrendszer megolddsa x =« € ¥ = f3, alkalmazzuk a 3.1.1. pontban megismert
linedris transzformaciot:

x=£+c¢}
y=n+f |’
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d , B
A transzformaciéval, mivel l s s ,azaz ¥ =1 & differencialegyenlet:

dx dé

. o @b b
g ( a5 +by1 )

homogén differencialegyenlet lesz.

Példa

Oldjuk meg az ‘
Sy—3x-17
y+x-—3

.

differencialegyenletet.

$ 51
SAE TN )
TR A

Az 5p—3x-7=10
y+x—=3 =0

egyenletrendszer megoldésa:
a=x=1,
g=y=2

amint az kénnyen beldthatd.

Az iZii;} azaz xxé%—]}

transzformécioval:

B o dy _dy

y=n (E?#'dg)’

Sy+10-35-3-7
gr2+E+1-3 7

. Sn—3¢&

T TRE

’

Ez a differencidlegyenlet homogén. A jobb oldalt dtalakitva:

5.5
— -
.,
—i'_:ﬂ'l
Legyen U= zﬁl-, n = ut
dn du ..
EE- = ds ET“

Behelyettesitve:
S5u—3

E‘{ f—ru —u:]— ]
du Su—13
AR
d}ig_ Su—3—ut—u
dE ° w1 !
Gn g i3
T TS W

A valtozokat szétvdlasziva:

w1 o dé
| parrrs A
¥
3 A jobb oldal integralja:
: [—95-=1n|a~1n|51:1n|££ (C = 0.
J & - i
' A bal oldal integrlja:
u+1 M u+1
Ju2—4u+3 di = | Z D=3 e,
Résztortekre bontassal:
S : i . WP
@—1)@—=3 u-1 u=3"
u+1l = A@u—-3)+Bu—1).
Ha u=13 B=2
Ha =1 A=-L
u+1 _ -1 2 _ (u—3)"
Tey J W —4u+3 du = .f(u#l u-f3)d = lu—11
; w-32 1 C
Tehat lnwuln%?i'
(u—3)* C
Innen —_— = | -
e a—11 | &1’
. C
vagyis (u—73)% ﬁi(u—l)?.
: n
Mivel e
ive U=z
/AN n c
L sl N
(3-3) =£(F-1) %
T n—¢&
(F=3) =101 a):
£2.te] végigszorozva:
(n—35% =+ Cln—3).
! 53 Matematika
|
i
i
f
e ——

|
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A transzformdcio egyenleteibdl:

n=y-2
E=x-1.
fgy: (y=3x+1PF =+Cly—-x—1).

Kizvetlen helyettesitéssel meggy8zddhetiink arrdl, hogy
C=0

esetén adodo
y=13x-1

fuggvény is megoldasa az

. Sy-3x-7
y+x-3

&;gyenletnek.
Igy a differencidlegyenlet Altalanos megolddsa:

(=3x+1P = Cly—x-1),

ahol C barmilyen valds allando lehet.

2 Az

y’ _ alx+b1y+cl
dyx+byy+cy )

differencidlegyenletben szerepld konstansokkal adott

ax+by+e; =0 és

agX+boy-+cy =0

egyenletli egyenesek parhuzamosak, azaz nincs metszéspontjuk.

Ekkor
albz = aZbl,
ia; bii
vagyis % 2 i =0,
gy by

A differencjalegyenletet az
u = ayx+byy+cy

helyettesitéssel szétvalaszthato valtozoji differencidlegyenletre vezetjiik vissza.
Feltessziik, hogy b; # 0 és by # 0, mert b; =0 és b, = 0 esetén a differencialegyenlet
kozvetleniil integralhato.

835
Péilda g
” , _ 3x—3y+2 )
y = TJH-—I— (x—y+1=0),
13 =3] _
11 =
Legyen n=x-y+l,
Ekkor 3Ix=3p+2 =3x-3p+3-1 = x—y+1)—1 = Iu—1.
W= i—y’s
=1
Behelyettesitve:
1-u = _:}ft.__ll
u
= ]_EL{T_I,
i
‘ g_u' a- _:2u+1
dx u

Ha 2u—1 = 0, a valtozokat szétvdlasztva:

m d“ = ~dx.
2u
=1 du = —2 dx,
2u—1+1
s du = —2 dx,

1+7L, du = -2 dx.
(+5r)

Mindkét oldalt integrdlva:

u+—;- Inf{2u—1|=-2x+C;.
Mivel uU=x-y+1,

%ln Ich—Zy—fl | =p-3x-14Cy,

In|2x-2y+1]| = 2y—6x+C.

1214  Elsérendii linearis differencidlegyenletek

Definicié. Az a(x) y'+b(x) y = f(x)

differencialegyenlet elsérendii linedris differencidlegyenlet,

Az elnevezés abbol adodik, hogy y és y* az egyenletben elsd hatvanyon szerepel. Feltéve,
hogy a(x), b(x), f(x) folytonos fiiggvények és a(x) = 0, az elsérendil linedris differencial-
egyenlet a(x)-szel vald osztds utdn igy irhato:

Y 4+p(x)y = g(x).

53+
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Ha q(x) =0,
Y 4+px)y =0,

a differenciglegyeniet elsérend{i linedris homogén differencidlegyenlet.

Megjegyzés. Az elsérendii linearis homogén differencidlegyenlet nem tévesztendd Ossze az
Y=g (%) homogén differencidlegyenlettel. A differencidlegyenletek elméletében a ,,homo-

gén™ kifejezést kétféle értelemben hasznaljuk.

Ha g(x) # 0,
az Y 4+px)y = g(x)

differencidlegyenlet elsérendii linearis inhomogén differencidlegyenlet.

12.4.41 Az elsérendii linearis homogén differencidlegyenletek megoldasa
Az

1) Y+p(x)y =0

linearis homogén differencidlegyenlet a véaltozok szétvalasztasaval megoldhato,

L =—px)y (#0),
dx
b pydx,

y

In|y[——lnC=—_|'p(x)dx C=0,

In lé—l = JJ p(x) dx,

y=+Ce 1P,

Mivel a € = 0 esetén adodé y = 0 figgvény is megoldas, a differencidlegyenlet altalanos
megolddsa

10 T

ahol C tetszoleges valos szam lehet. Ez azt jelenti, hogy ha Xg hely kornyezetében p(x)
folytonos, és eléirjuk az y, = y(xo) értéket, akkor a differencidlegyenletnek az x, hely
illeté kornyezetében egyetlen olyan megolddsa van, amelyre y, = ¥(x,) az adott érték, és az
(2) alak.
Tehat, ha adott az x = x,-hoz tartozo ¥y = ¥(xp) kezdeti érték, akkor a partikularis meg-
oldas

= Jz p(z) dx

Ts

Yo=¢€

837

Azt, hogy a differencidlegyenletnek egyeb megoldasail nincsentk, a kovetkezSképpen lat-
hatjuk be. -
Vegyilk az

z
— [ piwyas
Ty

n=e fliggvényt.

Ez a fiiggvény a differencidlegyenletnek megoldasa ¢€s sehol sem zérus,
Legyen y a differencidlegyenletnek egy tetszdleges megoldésa. Tekintsiik az

¥y .
——  flggveényl.
N

Derivalva:
(L) _ Yo
¥ b
Mivel y és y; (1) megolddsai:

y==px)y ¢é »=—pX)r.
Y\ _ —pX) yntrrdn
Y1

= = 0.
»
Tgy
_}_I_ — C
Y1
és
’ y = Cy;.
Tétel. Ha az
y+px)y=20

homogén linearis differencidlegyenlet egyik megoldasa ¥, akkor CY is megoldds (ahol C
tetszOleges konstans).

Bizonyitas. A feltétel szerint

Y +px)Y = 0.
Legyen y=CY.
¥ =CY.

A homogén egyenlet bal oldaldba helyettesitve;

CY' +px)CY = C[Y'+p(x) Y]1=0.
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12142  Azelsérend(linearisinhomogén differenciilegyenletek megoldasa
Tekintslik az

Y +px)y = g(x)

linedris inhomogén differencidlegyenletet. Legyenek az o < X = f intervallumban p(x) és
g(x) folytonos i iggvények.

Jelsljitk a megfeleld [g(x) = 0] homogén differencidlegyenletet Y +p(x) Y = 0-val.
Tétel. Ha az

1 ¥4 p(x) ¥y = qlx)

inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megoldasa ¥, €s a megfeleld

@ Y'+px) Y =0

homogén egyenlet tetszbleges megolddsa ¥, akkor y = Y-+ kielégiti az inhomogén
egyenletet.

Bizonyitas. A feltétel szerint

yp  kielégiti az (1), Y kielégiti a (2) egyenletet.
(3) Yo+ p(x) yp = a(x),
(4) Y'4p(x) Y = 0.

Helyettesitsiik be az

y =Yty &
¥ =Y+

értékeket az (1) egyenlet bal oldaldba.

Y+ yp+p) Y+px) yo = (Y +p(3) Y1+ [ye+p(x) ¥l = 0+ g(x) = g(x).

Ugyanis a zirojelben levo kifejezések ertéke a (4) és (3) egyenlet értelmében 0 és g(x).

Tehat -
y=Y+x
k’ieiégiti az ¥ +p(x) y = 4(x) inhomogén linedris differencialegyenietet.
Ervényes a tétel megforditasa is.
Tétel. Ha az
¥ 4px)y = g(x)
inhomogén differencialegyenlet tetszileges megoldasa y, egy partikularis megoldéasa o,
akkor az
¥ 4p(x)Y =0

839

homogén differencidlegyenletet kielégiti az
3 Y = y—y, fuggvény.
Bizonyitas. A feltétel értelmében

¥ +px)y = g(x)
és yotp(x)yo = ).

A két egyenletet egymdasbol kivonva:
(y— o) +p(x) (¥—yp) = 0.

Tehat ¥ = y—¥p @ homogén egyenlet megoldasa.
A ket tételt egyiittesen igy fogalmazzuk meg.

Az Y +px)y = g(x)
inhomogén linedris egyenlet altalanos megoldasa
y = y0+ Ya

ahol y, az inhomogén differencialegyenlet egy partikuldris megolddsa, Y a megfeleld
¥’ p(x) ¥ = 0 homogén differencidlegyenlet altalanos megoldisa.

Az allandé varidlasinak médszere. Legyen az ¥ +p(x)y = g(x) differencialegyenlet-
nek megfelelé homogén egyenletnek,

Y '+ p(x) Y = 0-nak
megolddsa

Y =CY,,

ahol ¥; a homogén egyenlet egy partikularis megoldasa (C = 1 eset).
Az inhomogén differencidlegyenlet egy partikularis megoldasat

y = k(x)Y; alakban keressiik.

A C konstans helyébe a k(x) fliggvényt irtuk. A madszert az dllandd varidldsanak nevezzik.
A k(x) fuggvényt 0gy akarjuk meghatarozni, hogy » az inhomogén differencidlegyenietet
kielégitse. y-t derivalva:

Y = k'(x) Y +k(x) Y.
yés y értékeit az inhomogén egyenletbe helyettesitve:
K'(x) Y, +k(x) Yi+p(x) k(x) ¥y = g(x).
Rendezve:

K'(x) Y14 k()Y 1+p(x) Y1) = g(x).
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¥, a homogén egyenlet megoldésa. A szogletes zdrdjelben levd kifejezés zérus, ezért

g(x)
E(x) = .
(69] Y,
q(x) *
k(x) = dx.
(=) J~ Y, g

Mivel a homogén linedris differencialegyenlet ¥ partikuldris megolddsa
¥, = e—jp(x) dx .
k) = [ [el "0 g(0] dx.
Az inhomogén differencilegyenlet partikularis megoldasa:
o = k(x) ¥;.
Yo = S, I [e—r PO o] dx.
Végiil az inhomogén linearis differencidlegyenlet 4ltalanos megoldasa:
¥ =y+CY;.
y= o= e {C+_[ [e?™ %4 g(x)] dx} .

Az altalanos képlet haszndlata helyett célszer(ibb a modszert konkrét példdban alkalmazni,

Példak

1. y+3y=e"

A megfeleld homogén egyenlet:
Y'+3Y =0,

ar

e —3Y.

A valtozokat szétvalasziva:

—dyl = -3 dx.
lDIYl =‘—3X+C|.
Y] = e &9,

(Y] = ee™™,
Y=Ce ¥
az y'+3y = 0 homogén egyenlet megoldasa.

Hogy az y+3y=e"

inhomogén egyenlet partikuldris megoldédsat megkapjuk, varidljuk a C allandét, azaz keressiik az
egyenlet megolddsdt

y = k(x)e”® alakban.
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Szorzatként differencidlva:

¥ = K(x) e ¥ —3k(x) e 7.

x

Az y+3y=e" egyenletbe helyettesitsiik be y €s y' értékeit:
K e ¥ —3k(x)e ¥y e ¥ ="
Kix)e ¥ =e",
nnen k'(x) = e*".
k(x)-et integrdldssal kapjuk meg:
k(x) = J. e dx = 4 J- e*2dx = 1 e,
2 2

Az integriciés konstanst nem irjuk ki (0-nak vessziik), mertcsak cgy partikuléris megoldast keresiink.

Yo = k(x) 6731 3
o= _j e_r
Yo 2

Az inhomogén egyenlet altalanos megolddsa:

*

y=y,+7.

y = %e””ﬁr G

2, Y-ytgx= -

Keressik azt a partikuldris megoldést, amely az x = 0, y = 0 kezdeti feltételnek eleget tesz!
&

A homogén linedris egyenlet:

_ySnx o
€OoS X
Innen SZ =Y b "
dx cos x
A valtozokat szétvdlasztva:
_d}: _ sinx
Y = cosx
Integralva: In|Y]=—In|cosx |+In|Cl.
c
InlY|= lnl a
| cosx
5 1
ley =0z
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Az dllandokat varialva az inhomogén egyenlet partikulris megolddsa:

1
o= KO Gosw
1 sin x
e e s ) e,
Yo () cos X kG cost x

¥ €s yg értékeit az inhomogén egyenletbe helyettesitve:

K0 o k) ol =k (o 0 =
k(x) =1
k(x) = x.
N
Yo gosx

Az altalanos megoldés:

X C
Y= Cosy  cosx’
x+C

cosx

y =

A (0; 0) ponton atmend megoldasndl:

020—+1C" c=0.

A partikuldris megoldds:

X
cosx

y=

3. Kapcsoljunk egy R(()) ohmos ellendlldst és egy L(H) onindukcioju tekercset sorba kotve
tartalmazd aramkorbe U, dllandd fesziiltséget. Hatdrozzuk meg az / aramerOsséget (A) az ido
fliggvényeként.

Kirchhoff térvénye szerint:

. di

UU=RI+L—'d—r,
z7az _d_i.i._‘ﬁrf—i
A di" L

Ez i-re nézve ¢ fiiggvényeként linedris inhomogén differencidlegyenlet.
A megfeleld homogén egyenlet:

di R
TR
dr R
T

R
IT.‘LI:‘TI‘:‘E‘CI-

R’

—

I=Ce *

843

Keressiik az inhomogén egyenlel partikuldris megoldasat

R
_—

i= ki)e ©  alakban.

R

-

sy
di z —%k(r)e L

— = Kk'(t)e

iés EL értékeit az inhomogén egyenletbe helyettesitve:

—
1,

,,ii k() ek ’

-{-% k(t)e =

R
—

R R
I L

k() e_

R

k'(t) = % e
—_

k(r)t%eL

—1

P EE D Eed.

Az altalanos megoldas:
i=i+1
-
i= T"—k Ce
A kezdeti feltétel:

Ha t=0, =0
Uy
fey C=-2.

A keresett partikuldris megoldas:

U e
iz—l—;—(l-—e £ )

Az egyenletbdl leolvashatd, hogy ha ¢ né, 7 — 7{9 , az intenzitas kozelitdleg dllando lesz.

4. Kapesoljunk egy R(£2) ohmos ellendlldst és egy L(H) onindukci6ji tekercset tartalmazo aramkorbe
: 2.
U = U, sin ot valtakozo fesziiltséget (Uu a fesziiltség csvcsértéke, 0 = ;f ,a kﬁrfrekvencia). Hata-

rozzuk meg az dramerGsséget az id6 fuggvényekent!
Kirchhoff torvénye alapjan az dsszefiiggés:

di .
L—ﬁj{ﬁ‘Ri: U, sin et
azaz -c-liJr}i =Y sin ot
TRE R
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Ez i-re nézve linedris inhomogén dltferenmalegyen]et
A megfelels homogén egyenlet:

dr R

da T L

Ennek megolddsa az €l6zd példa alapjan:
Fd
—_—

I=Ce * -

Keressiik az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasat

¥
—_—t
i=k(e * alakban,

RJ Rl
d: T R T

=k()e * - ke

iés T(;L értékeit az inhomogén egyenletbe helyettesitve:
Fid

S -t -
e * —jf- k(e * +‘§- ke * =%sinwt.

uy
Innen k() = —Z“— e” sin wt,
R
k() = Ii“ fe L sinwr dr.

Az integralt parciglis integréldssal kiszamitva :

R! J"‘.l RI
T, L T L 5

fe]‘ Smwidt = " ¢ Sinwt—~— ¢ | ¢ © cos wr dt =
u' v u' b

—t ] —_—

= e’ sinwt L we * cos wt £8 w?
R R?

Slll [0 d’ ‘*R

xl“*

B
—
L

b~

I

A——l
f sinwt df = R2+L2w2 -

t

I
= R € (Rsiner—Le cos wt).

e

f
—
k(7) = (ife “ sinawt dr,

L
B
i f.
iy=k()e *
. ; Yy ;
13 i = T e (Rsin wt—L o cos ax),
e

—I
f ¥ siner dr.

: L
(SIH Wl — 3 © COS wr) o

. L
e (SIHCU?—?OJCOSCDI) =
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Ezt igy is irhatjuk:
) G e B - (—ﬁ——iR sin et c.id cos wr
= ~ e - o ol |,
" VREIDo \ VRiDw VR Lot )

Vezessiik be a tgp = —-L}w— jelolést,

Lw
P = Arcth .

12.14 ibra 12.15 dbra

A 12.14 dbra alapjan

cosp = 2 i sing = L]
N 7 VRiLw
fgy i Yy =~ (sin cot cos p —cos w sin ).
° T VR
Iy = sin (wt — ).

1]
,\/Rz L2%

Az inhomogén egyenlet altaldnos megolddsa;

= fy+1.

as Y il gl B 12.15 4bra)
I-msrnm—w). e (12. abra).

A bekapcsolds utdn bizonyos idével a hemogén egyenlet megoldasa elenyészé lesz, igy a stacionariug
dramerdsség:

. Uy : .
E=lyppe = W sin (wf —gp) = I, sin (w1 —g),

v 45

/=1, s5in(e)1)

(2Jg sin (Wi -pp)

5|

12.16 4bra
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Az cgyenletben ¢ a faziskésés, /Rer o az eredd ellenallds Vagy impedancia, 7, a staciondrius
dramerdsség maximdlis ériéke, Idére atszamitva Az dramerdsség, amely ugyanolyan frekvenciéjﬁ,

mint a fcszij]tse'g, t= '}%J mésodpercee] késik a feszﬁ]tséghez képest (12.16 dbra),

1215 A Bernoulli-féle differenciélegyenletek

A Bernoullj

-féle differencjé!egyenlet dltaldnos alakja

Y4px)y = g(x) y*,

A Bernoulli-féle diﬂ'ercnciélegyenlet abban kiilonbszik az

Y+p)y = g(x)

» 10gy a jobb oldalon q(x) fliggvény ¢s ¥* szorzata
all (x tetszey szerinti
AZo =06s¢ =

Ha:z:O,

valos szdm),

1 specidlis esetekben g Bernou]li-egyenlet igy alaku],

YHp(x)y = g(x),

Az egyenlet linegris

nhomogén diﬁ'erenciaiiegyen]et.
Hag =

Y4p(x) y = g(x) 5,

azaz YHP()—g(x)] y = 0,

az egyenlet linegriy homogén diﬁerenciélegycn[et.
Ezért a tovabbiakban

{
feltesszilk, hogy o 2 1 €sa = 0,
Az

A
YRRy = glx) o

Bernoulli-f¢fe differenciélegyenlet linedris jn
Tegyiik fel, hogy ¥y = 0.

Osszuk e] az egyenletet y*-vaj:

homogén diﬁ'erenciélegyenfetté alakithato.

Yoy p(x) pln = g(x).

Alkalmazzuk az ; = ple helyettesftést -

w = (1 —a) p* V,
. u
innen Yy e =
I—o

Az Ty % gg ylon értékeket behelyettesitve a2

’

.i ! ’lt; +p(x) = q(x)

egyenletet kapjuk,

L i

Eza differencidlegyenlet - i
#-ramegoldva, az u = y!-= egyenletbd]

1
Pz jy 8

a Bernoulli-féle diﬂerencié]egyenlct megoldésa\._

Példak

1. ¥+

1
EXW s
Osszuk végig az egyenletet (— 2)-te]:

e A

-1 _ .
CER 1

Alkalmazzuk az

U= y-1 helyettesitést,
W= —piy

Az u és i’ értékeit behelyettesitve:

W — =1

x+1

Ez y-ra inhomogén linedris diﬂ'erencizilcgycn]et.
A megfelels homogén egyenlet :

du 1

—_ = U.
dx x+1
dU_ dx .
U T w1

Integrdlva In Ul =1In|x+1 | +Cy.
U= Cx+1).
Keressiik az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat

Uy = k(x)(x+1) alakban,
Uy = K e+ 1)+ k(x),
1y 65 i, értékeit az inhomogén cgyenletbe helyettesitve :

KO (x4 1)+ k() — ;j:l— k) (x+1) =1,

. 1
SR x+1"
(x) =In|x+1],

Az inhomogén egyenlet partikuldris megold4sa :

B=(x+)n|x+1/
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Altalanos megoldasa:
u=u+U.
u=(x+1)(n|x+1]+C).

y
A S SO P
‘ T T

Bernoulli-féle differencidiegyenlet dltalinos megolddsa:

1
y=—
o 1
Y GEDx+1120)
2. y —ytgxtytcosx =0,

¥y —ytgx =—ytcosx [ (=)
—y y ey ltgx = cosx.
Legyen n=yL
uf e 'ﬁy_‘zy’-
n’ és u értékeit behelyettesitve:
wHutgx = cosx.

Az egyenlet u-ra linearis differencidlegyenlet.
A homogén egyenlet:

U+Utgx =0,
dUu
Fx—g—Utgx.
i({ =_Usinx )
dx cos X
ﬂ _ —sinx
U ~ cosx

Mindkét oldalt integréalva:

InjU| =Inlcosx|+Cy.
U= Ccosx.

Az allafdét varidlva keressilk a homogén egyenlet partikuldris megolddsat

u, = k(x) cosx  alakban.
uy = k'(x) cos x —k(x) sin x.

iy €és ug értékeit az
WHutgx =cosx

inhomogén egyvenletbe helyettesitve:

k'(x) cos x —k(x) sin x+k(x) cos x tg x = Cos x.

Innen Ex) =1,
k(x) = x.
iy = X COS X.

|

LI

A,
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Az dltalanos megoldds:

=g+ U,
u = xcos x+Ccosx,
n = (x+C)cos x.
; 1
Mivel y= =,
u

a Bernoulli-egyenlet megolddsa:

1

’= (x+~C)cos x

12.1.6  Egzakt differencidlegyenletek

Bevezetés. Legyen adott egy sikbeli vektor-vektor Figgvény
v = plx; y)i+qlx; ¥

A 11.3.10 pontban megismertek szerint valamely 7 tartomédnyban v-nek van potencial-
figgvénye, ha

rotv = 0.
A @(x; y) potencialfiigavény az a fliggvény, amelyre

Bx: y) =—u(x;y)  jeldléssel:

i Qu ., Ou . .
grad u = = +-— i =plx; y)i+qlx:p)i= vx).

0 oy

A potencidlfiiggvény az egyszeresen Osszefiiggd (x; y) sikbeli T tartomdnyban a Py(xys vo)
és P(x: y) pontok kozotti gorbe menti integrallal szamithato ki,

Plx; )
u(x; y) = [p(x; ¥) dx+g(x; ) dyl.
Polxos yo)
A v = p(x; ) i+qlx; ) j fuggvényre a rot v = 0 feltétel azt jelenti, hogy

op Og

By  ox
Ebbél pedig az kovetkezik, hogy a
plx; y) dx+q(x; y) dy
kifejezés teljes ditferencidl, és a

I v(r)dr = _[ [p(x; p) dx+g(x; ») dy]
g g

vonalintegral fiiggetlen az integralas utjatol,

54 Matematika
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Az az u(x; y) fliggvény, amelyre nézve

—g;— =plx;y) ¢ 2—;‘ = q(x; ),

szintvonalakkal, az Gn. ekvipotenciélis vonalakkal szemléltetheté:
u(x; y) = C.

Ez a gorbesereg a

plx; y)dx+glx; p)dy =0

differencialegyenlettel jellemezhetd.
Forditva: a girbesereg a differencialegyenlet megolddsaibol, integralgérbéibél 4ll,

Definici. A p(x;))+g(x;3)y =0
vagy p(x;y)dx+glx:p)dy =0
differencidlegyenlet egzakt differencialegyenlet, ha van olyan folytonos elsérendii parcialis

derivaltakkal rendelkezé ulx; v) fiiggvény, amelyre nézve

cu . ou

= px;y) és o =glx;p)

ox oy
Tegyiik fel, hogy az x; hely egy kirnyezetében y = y(x) megoldasa azegzakt differencidl-
egyenletnek, és xy-ban egy eldirt y, értéket vesz fel: yy = y(xy).

Tegyiik fel tovabba, hogy g(xy; yg) # 0.
Mivel a differencidlegyenlet egzakt, van olyan

uw = u(x;y) fuggvény, hogy

Ou . Ouw _ .
a-x'—p(x.y) €s a—y~q(x,y)-

Az implicit fiiggvény tétele szerint az
ulx; y) = ulxg; yo)

egyenlet az x, hely egy kornyezetében egyértelmiien meghatarozza azt az
y = y(x)

fliggvényt, amelyre az illetd kdrnyezetben
ulx; y(x)] = ulxq: ¥p),

¢és az implicit fiiggvény differencidlasi szabdlya szerint ez a fiiggvény azonos az el6bb felvett
= p(x) megoldéssal.
Tehat az egzakt differencidlegyenlet minden megolddsa

ux;y)==C

alaku implicit figgvény.
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Nyilvinvald, hogy minden ilyen alaka implicit fiiggvény a differencidlegyenlet megolddsa
(valamilyen kezdeti feltétel mellett).
gy az egzakt differencidlegyenlet megoldasa, az u(x; y) fiiggvény, egyben a @(x; ¥) potencial-
figgvény meghatdrozasdt jelenti.
Egyszeresen Osszefliggd T tartomdny esetén a
op Og

9y ox
egyenldség fennallasa biztositja, hogy a differencidlegyenlet egzakt legyen.
Az u(x; y) fiiggvény a T tartomanyban Py(xy; »,) €s P(x; y) pontokat 6sszekotd barmely
gorbe menti integrallal kiszamithato.

) Px; )
uxiy)= [ [p(x;y) dx+qlx;y) dyl

Polxg; yo)

A szamitédst legegyszeriibb a koordindtatengelyekkel parhuzamos utakon végezni.

x y
wx;y) = j P(x; ¥p) dx+ j q(x; y) dy
Xo Yo
vagy

2 X
u(x;y) = jq(xo;y) dy+ j‘ plx; y) dx.

Yo X

Sokszor egyszeriibb az egzakt differencialegyenleteket mas iton megoldani. Ezt a modszer
konkrét példiakon mutatjuk be.

Példak ‘
Y
1. 2xy dx+(x2-2y)dy = 0.
px;y) = 2xy,  gx;¥) = x2-2y.
ap og
=2 =L =2x
oy s ox 2
bp _ B T @
8y ox’
az egyenlet egzakt differencidlegyenlet. = } | I
q(x;3) = 0, for = 4
ha gy % X 1217 4bra

. \ . 1
a) A vonalintegralt a P, (1;0) és P(x; ») (y i xz) pontok kozott keressik (12.17 dbra).
Az (l)aton y=0, x=1t  dx=dr

fodr=o.
1

A2)aton x=x dx=0,
y=t, dy = dt.
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¥
v
_f(x2~2!) dr = [x’t—t”] = xZy -
° ]
fey u(x; y) = x2y—»*%
A differencidlegyenlet megoldasa: x*y— Pk
b) Oldjuk meg a feladatot mas modon is:

2xy dx-+ (x*—2y) dy = 0.
pla; ) = 2xp,  g(x;p) = x* -2y

8p .. Bq__ B
3y 2%, e 2%
A bal oldal teljes differencial:
ou ou p
K — : — = 3 fz '
Bx 2xy, By i =2y

Integraljuk az elst egyenletet x szerint:

ulx; y) = X7 +@y).
A g(y) tag csak y-tol fugghet, hiszen x szerinti derivaltja zérus.
Derivéljuk az u(x; y)-ra igy kapott fliggvényt y szerint:

—2; = x*+ ().
Ennek értéke
qlx; y) = xt—2y-nal egyenld.
X+’ (y) = 2 =2,
§'(y) =25
p(y) = —¥*+Cr.
ulx; y) = 2%y —y*+Cy,
azaz xty—y* = C a megoldds.

Qu . ;
Ugyanerre az eredményre jutunk, ha By -bol indulunk ki:

—— = 2xy, Aa_u_ = x2-2y.

ox oy

s xt—2y  kifejezést y szerint:

Integrdljuk a T

u(x;y) = xty—y*-rpx).

A y(x) kifejezés csak x fiiggvénye lehet. ulx; ¥)-t x szerint derivélva:

Ou .
% 2xy -+ y{x).

A kifejezés értéke 2xy-nal egyenld.

2xy+y'(x) = 2xy.
Innen p(x) =0, azaz plx) = C,.
ulx; y) = xy—y:+Co.
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Az egyenlet megoldasa az
xty—3? = C  gorbesereg,

2. Egy végtelen hosszi vezett magneses terét (a vezetot a z tengelybe helyezve) a

vektortér allitja eld.
Ez a vektortér a z tengelyen nincs értelmezve. Haa z tengelyt elhagyjuk, a tartoméany mar nem egy-
szeresen osszefiggd. Tekintsik ezért az x > 0 térrészt, és hatarozzuk meg a veklortér potencialjat.

—y x
Pl Y) = L a0 ) = Sy 5 -
Bp _ —B-pdp | Pent
ay - (x2—1—y2J2 == (x* +y2)z' ?
By _ ipom e
S A S O
o _ 8
9y ox N
A vekiortér rendelkezik potencialfiiggvénnyel.
A potencidlfiiggvény meghatdrozdsa ekvivalens a
_izi_]ﬁ dx J"’XT;-_}’TZ d}’ =i}
egzakt differencidlegyenlet megoldasdval.
. ou y . Bu _  x
plx;y) = B B4y glx; ¥) = FIa i
i ) i
%
wxin) = | =g dy= | e dy = arctg ).
X%y yi*® X
()
x
Ezt x szerint derivalva:
ou _ 1 ¥ rpny | Sl ;
e - = ( F)J-tp(x) = ?—+?-+q1 (x).
. ou -y
Masrészt B = i
igy pi(x) =0, azaz w(x)= C;.
Tehat u(x; y) = arctg % +C,.
Az u(x; y) = Co, azazaz
arctg LA
X

cgyenlet szolgaltatja a differencidlegyenlet megoldasat.
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Knnyen ellendrizhetd, hogy
y :
grad (arctg ?) = H.

Az ekvipotencidlis vonalak az

y=(tg C)x, azazaz
y = C*x egyenleti félegyenesek.
Integrilé tényezd (Euler-féle multiplikator)

Legyen adott a
plx; M) +alx; 1)y =0,

azaz a plx; ) dx+glx;y)dy =0
differencialegyenlet.
Tegyiik fel, hogy p(x: ») és g(x: y) differencialhatok.
ap og
Ha i AW o
oy ox

az egyenlet nem egzakt differencialegyenlet.

Keressiink olyan M = M(x; y) differencialhato fliggvényt, amellyel végigszorozva a differen-
cialegyenletet az egzakttd tehetd.

Tétel. A p(x; y) dx-+g(x; y) dv = 0-bol kapott

M(x; ) plx; y) dx+ M(x; y) q(x; ) dy = 0
differencidlegyenlet egzakt, ha M = M(x; ) kielégiti a
parcialis differencialegyenletet.

Bizonyitas. Az M(x; Y)p(x; ¥) dx+M(x: ¥)glx; y)dy = 0
differencidlegyenlet, roviden

Mp dx+ Mg dy

egzakt, ha
o(Mp) _ O(Mg)

9y  ox
A derivalast elvégezve:
oM 6]
oM dp ar 4

B Py T T e
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Rendezve:

~ P T

gw anzM ap Bp‘ '
oy x ox Oy

Az M(x: y) = M kifejezést integrdld tényezdnek vagy Euler-féle multiplikdatornak nevezik.
A kovetkezdkben azzal a két specialis esettel foglalkozunk, amikor az integrald tényezd csak
x-nek, vagy csak y-nak fiiggvénye, azaz

a) M= M(x), b)M= M)
a) M = M(x).
M = M(x) integralo tényezd, ha

oM an:M(aq ap)'

TR T ox By
. o oM . oM dM
Mivel M csak x-t8l fiigg, —— =06 - =-7~.
oy cx dx
Feltéve, hogy M(x) = 0és g(x:») # 0,
Sp ©Oq
1 dM  dy ox
) = B ;
M dx q

Ebbél az egyenletbdl kiolvashato, hogy csak x-061 filggé M(x) integralo tényezdt akkor
talalunk, ha az (1) egyenlet jobb oldalan csak x-t6l fligeo kifejezés 4ll.
Masrészt ez a feltétel elégséges is, mert ha az adott p és g mellett

dp g

oy Ox

q

csak x-t9l figg,
az (1) differencidlegyenlet M(x)-re megoldhatd a véltozok szétvalasztasanak maodszerével.
M-rol feltehetjitk, hogy pozitiv (M-mel egyiitt —M is integrild tényezd), igy

op _a_q

Oy Ox
InM = — —dx,

q

ap o4

Bx_ g
M(x)=¢ i ;

b) M= M(»).

Az a) esettel analog modon jarhatunk el.

oM a_ﬂl_dM

ox >y dy
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o . 1
A feltételi egyenletbol: Az eredeti differencidlegyenletet —, -tel beszorozva (x5 0):
og ©p i
1 dM  Bx oy (—-—uy) dx+(y—x)dy = 0.
LM B T (M) =0, plxiy) 2 0), x2
M dy P 1
= =Y g =)y—X.
og ©op p= 3 4
x oy o __, % __
W ares | —— il 0 =l gtk
P
g ap Ez a differencidlegyenlet mar egzakt.
BTy,
N e ou 1
."‘J(}) = € . é; = }E_y'
: 1Ll — . ; . . . NG T . — | 1
Az mte:grdlas?l konstanst azért nem irtuk ki, mert elég egy integralasi tényezot Cc=1 o J (_?_ )dx — e xyigO).
meghatdroznli. x X
Tehat a ou _ 5
— =—x+¢'().
plx; ) dx+q(x; y)dy =0 : oy

differencidleayenlet M(x), illetve M(y) muitiplikatorral valo szorzassal egzakitd tehetd, A kifejezés értéke g(x; y)-nal egyenld.

haa —x+¢g M =y—x
g_p_ - ? 2 PO =
Ox . B 3
_J_Jq___ kifejezés csak x-tol, @) = %,_Hjh
lletve a 1 3 ”
= = ———— o T
dg ©p u(x; y) -y,
Sx Oy N s i i isa:
Or P Kifejezés csak y-tol figg. A differencidlegyenlet megolddsa:
14 5
b fxy-'r-yz- =C
Példak *
1. (1 — ypx?) dx + x3(y—x) dy = 0. 2. 2xdx+(E+y220dy =0 (F+yP+2y # 0)
i = x¥ 2
A differencidlegyenlet megoldasat keressiik, hax =0,y # x, ap = 2%, aq Mt yie2y.
— ] —px2 — yZp_x3 9P o4 o
pa-l ¥x:, . g = x*y—x3, By 0, ax 2x.
ap 2 Y g3
oy ¥ B D -3 A differencidlegyenlet nem egzakt.
A diff il let kt.
ifferencialegyenlet nem egza o _ o
2 oy ox o2
ay ©ox _ —x=2xy+3x2 2x(x—y) 2 T g T oxERyE42y
e s e T T
.y - ¥O Yoo oq op
A kifejezés csak x-tol figg: Bx oy 2x
e B T )
o _ %4 R o
oy x s memm s . "
mhM=| ———"—d A mésodik kifejezés értéke nem fiigg x-tol.
n o 3]
]nM=J —-ivdx=—2lnx=21n—;:1n£2—. a—i——ai
, . In MG) = | - pi dy=|dy=»
| M(x) = P M= M(y) = é.
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Az eredeti differencialegyenlet az e multiplikdlorral beszorozva:

2xe? dx+er(x2+y?+2y)dy = 0.

o _, ., Q¢ _, .
—ay—,\e, axfzxe. ‘g

Ez a differencidlegyenlet mar egzakt.

Oldjuk meg a feladatot most vonalintegrallal (12.18
abra)! (2
Az () aton: x = £, dx = dr, y =0, dy = 0.

[yl

_f (pdx+qgdy) = _fzrdr = [r‘ﬂ]z = Xk
0

[2}]

Lo) 0) A
@0
(ta 0 és x kozotti értékeket futja be.) '

A (2)Giton: x = x, dx = 0, y = ¢, dy = dt. 12.18 abra
(r a 0 és y kozitti értékeket futja be)

v 4 v v
[(pdx+gdy) = [e(x®+r2520) df = [e'xz]J+ [rzetdr+2 [re'dr =
(@ 0 O ATV 0
¥ ¥ ¥
= (e¥x® —x%)+ [e’tz]n—zj tet dr+2 [ tet dr = e¥x?—x* +e¥yt.
1] o

u(x; y) = x%+evx® —x* L evyt,
u(x; ¥) = e¥(x¥-y%).
A differencidlegyenlet megoldésa:

e(x*=3*) = C.

12.1.7 Izogonilis és ortogonalis trajektériak

Két gérbe metszéspontjaban a két gorbe altal bezart szogon az érinték altal bezart szoget
értjirk.

Definicié. Az Fy(x; y: C) = 0 és Fy(x; y: C) = 0 egyenletekkel adott gorbeseregek izogo-

ndlis trajektoriak, ha az egyik gorbesereg barmely gorbéje a masik gorbesereg barmely
zorbéjét adott szog alatt metszi.

Definicié. Az Fi(x; y; €) =0 ¢ Fylx;y; €) =0

egyenletekkel adott gorbeseregek ortogondlis trajektoriak, ha az egyik gorbesereg barmely
. a3 r oo I , . e ﬁr s . »ow " i

gorbéje a masik gorbesereg barmely gorbéjét « = % szog alatt metszi. (Az érinték mero-

legesek egymasra.)
Legyen az Fy(x; y; C1) = 0 egyenlet(i gorbe és az Fy(x; p; Co) = 0 egyenleti gdrbe metszés-
pontjaban az érintSk iranyszoge = ¢és 3.
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A 12.19 dbra szerint: A y
B =oa+tw,
" [3_ tgottgw
Bt = I—tgatgw

Az izogonails trajektoridk definicioja szerint:

tgw = k = dllando, 7
tgoat+k 1219 abra
1 tgf= ————.

Ha a gorbeseregek ortogonalis trajektoriak:

T
W= =
2

;|

1

@ tg T i

Az Fy(x; y; C) gorbesereg differenciglegyenletét y* = fi(x; y) alakban irva az (1), illetve
(2) egyenletek alapjan felirhatjuk az Fa(x; y; C) gorbesereg differencialegyenletét, és abbol
az izogonalis, illetve ortogondlis trajektoridk egyenletét.

Példak

1. frjuk fel az y = ax® gorbesereg ortogonalis trajektoridinak egyenletét (12.20 abra).
A gorbesereg olyan parabolasereg, amelynek csicspontja az origo €s tengelye az v tengely. Azegyen-
letet derivilva,

y" = 2ax:

Az y = ax® egyenletbdl az a paraméter:

yeax?

A merbleges gorbesereg minden egyedének érintdje
merdleges az y = ax® gorbesereg egyedeinek érinto-
jére, iranytangenseik egymas negativ reciprok értékei.

i = 2y
o= 12.20 ibra
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X
tgﬁ:—zv-.

Az ortogonalis trajektoridk differencidlegyenlete:

Fips X
¥ ﬁ_Tyr’
dy _  «x
PP T

A véltozokat szétvdlasztva:

2ydy = —x dx.
Integralva: 2y = —xt+ (2,

(Az integraciés konstanst C*-nek vettiik.)

x‘.’
Rendezve: -, +---

Az ortogonélis gorbesereg hasonlo ellipszisekbdl 4ll.
2. Irjuk fel az

¥y = ax

egyenessereg ortogonilis trajektoridit!

y =a
Mivel a= _y_,
X

A merdleges gdrbesereg differencidlegyenlete:

yo=-

A valtozokat szétvalasztva:

ydy = —xdx.
i y2 x2 C‘z
Integral Sl L8
Sl T
xtLyt = Ch

Az ortogonalis trajektéridk az origd kozéppontu koncentrikus korok (12.21 abra).

3. Hatdrozzuk meg az

r= ag

12.21 abra 12,22 abra

dinatakkal adott g&rbék irdnytangense:

rdg
tga = W‘ -
A gorbeseregben:
r= ag.
o,
dg —
Mivel i & 5
P
L
dg ¢’
_ordyp
Ba= g TF

A merbleges girbesereg irdnytangense:

1

tgﬂ = —‘t—ga—.

Az ortogondlis trajektoriak differencidlegyenlete tehat

rdg _ 1

dr 3]
A valtozdkat szétvalasztva:

dr

_;_ =—@ d(,’ﬁ.

Mindkét oldalt integrélva:

2
mr=—%+ch

gbrbesereg ortogonalis trajektéridit. A sereg gorbéi az un. arkhimédeszi spiralisok (12.22 abra). = Ce .
A gorbéket polarkoordindtdkban adtuk meg. A 7.4.2 pontban megismertek szerint a polarkoor-
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4. Hatarozzuk meg az
y=ax

gorbesereg izogondlis trajektoridinak egyenletét!

‘ ¥
= a, a=—,
¥ X
Y
y = ik
¥
tgo = .
X

Az izogonalis trajektoridk egyenlete:

gk
g = B

—ktga °

Az y = ax gorbesereg irdnytangense tg & = i— ,az izogonalis trajektoridké: tg f = »".

igy az izogondlis trajek18ridk differencialegycnlete:
yo= (k = tgw = allandd).

Az egyenlet homogén differencidlegyenlet.

i helyettesitéssel:
X

yp=ux, Yy =uxt+tn

.o utk
WXtu= .

du u+k

g Fpam e

due  k+ku?

dax ¥ T Tk

A valtozodkat szétvalasztva:

I }:kud _ g
e T N

Mindkét oldalt integralva:

17 1 u _ (dx
e [mre=] 5

-’I?arctgu~é— In(l+u®) =1n|x|+InC; (Cp=0)
Lol & ln(l+f—)+1n |%1+1n C;.

k x 2 xt

1 ¥y TR

= arctg; =nC A xELyE,

11
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Attérve polarkoordinatdkra:
- y y
arctg — = @.
" g
'\/‘fxz—fhy? =,
! o
o= In Cyr
i ¥ 1 >
¢ r=ce?
Cpr=e""
& % 12.23 abra
r=€e™ .

Az izogonalis trajektoriak logaritmikus spirdlisok (12.23 4dbra).

Ha w=" k=1, r= Cer,

=z
4’

12.1.8 Elsérend(i differencialegyenietek
egzisztencia- és unicitasi tételei

Az eddigiekben elsérendli differencidlegyenletek killonbozd tipusaival foglalkoztunk.
A megoldas hatarozatlan allandot tartalmazott, tehat egy differencidlegyenletnek végtelen
sok megoldasa volt. Az eléfordult példakban altalaban egy kezdeti feltételnek egy integral-
gorbe felelt meg.

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, milyen feltételek biztositjak a differencidlegyeniet meg-
oldhatdsagat (egzisztenciatétel) és a megoldas egyértékilségét (unicitasi tétel).

A differencidlegyenlet megoldasanak Jétezését eldszor CaucHY bizonyitotta. Az itt kozolt
bizonyitds PIcaRDtdl szarmazik. A Picard-féle bizonyitds modszere a szukcessziv approxi-
macié (fokozatos kozelités). A mddszer egyben alkalmas a differencidlegyenletek kozelité
megolddsdra.

Az egzisztencia feltételei
Legyen‘adott az

y' = f(x; y) differencidlegyenlet és az (x,; ¥g) kezdeti ériék,
Az f(x; y) Fligevény tegyen eleget a kovetkezd két feltételnek.

1. Az f(x; ¥) fuggvény folytonos az R derékszogli négyszig alaku tartomanyban, amelynek
kozéppontja (xy; ¥p)-
Tehat f(x; y) folytonos az
Xo—a = x = xptu
. tartomanyban.
Yo—b=y=y,+b
Korlatos zart halmazon folytonos fiiggvény korlatos. Ezért az

1. feltétel azt is jelenti, hogy az R tartomanyban

[feip =M.
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2. Az f(x; y) fiigevény az R tartomdnyban az y valtozora nézve eleget tesz a Lipschitz-jéle

feltételnek, azaz létezik olyan N pozitiv szam, hogy y két tetszbleges y; és y, értékére

|x—x,| =a & |y—yol=<b, |ya—y,|<¥b esetén
[fp)—f(xi ) | = Niy—re|.

Megjegyzés. Bebizonyitjuk, hogy f(x: y¥)ra a Lipschitz-féle feltétel teljesiil, ha az R

ef(x;y s
tartoméanyban - (,\ i létezik és korlatos, azaz
cy
-~ .
,O,;f('f’i) =N,
a}. !

Alkalmazva a Lagrange-féle kozépértéktételt:

Flxs y) =Sl p) = FLe D (p—ra),
ahol N =y +B0y—rs), € O<HB <1
Az abszolat értéket véve:

[fGs y)—fxip) | = | [0 [m—22| = N|»—>ral

(e . . .
A Lipschitz-egyenlotlenség érvényes lehet akkor is, ha a—f nem létezik mindeniitt.

Példaul az | y| filggvénynek az y = O helyen nincs derivaltja, mégis érvényes, hogy
[y =12l = [31—22

Az egzisztenciatétel bizonyitdsa
Bebizonyitjuk, hogy az 1. és 2. feltétel mellett az

yo=f(x;y)

egyenletnek létezik y = Y(x) megoldésa az xo—h = x = x,+hintervallumban, és y = ¥(x)
az x, pontban az y, értéket veszi fel.
A h szam jelentése;

b
haz aés o szamok koziil a kisebbet jelenti.

a) Megalkotjuk a keresett megeldas kozelit6 sorozatat.
Tegylik fel, hogy az

¥ = y(x)
filggvény az y, = y(x,) kezdeti feltétel mellett eleget tesz az
¥ =fx)

differencialegyenletnek,
Legyen

F(x) = flx; ¥(0)].

17

865

A differencidlegyenlet szerint:

¥(x) = F(x).

F(x) folytonos, ezért
X
y(x) =¥+ [Flx)dx,
o
azaz y kielégiti az
y =yt [flx;ip)dx
xg

integralegyenletet.
Forditva: tegyiik fel, hogy » eleget tesz az

¥ = po+ jf(x;J') dx
X0

integrilegyenletnek (f(x: ») folytonos fiiggvény). Ekkor az
F(x) = flx: p(x)]  jeloléssel:

wx) = yy+ J' F(x) dx.

Mivel F(x) folytonos,

Yy = F) = flx; y(x0l
Tehdat y kielégiti az

Y =10

differencialegyenletet az y, = y(x,) kezdeti feltétellel.
Igy az y" = f(x; ») egyenlet a kezdeti feltételekkel egyenértékii a kovetkezé integrilegyen-
lettel:

X
y=yot [f&x:ip)dx.
Xp o
Nulladik kozelitésnek vesszilk az y; dllandot. Az elsé kozelités, y,(x) a kovetkezd lesz:
X
y1= v+ [S(x;5)dx.
Xg
Az integralando fuggvény ismert, ezért y; integréldssal kiszdmithato, Az egyenletbol nyilvan-

valo, ha x = x;, ¥ = ¥, tehat az elsd kozelités kielégiti a kezdeti feltételt.
Mivel A= a, |x—x,| <h, (x; y,) az R tartomanyba esik. Ezért az 1. feltétel szerint

[fCxsp0) | = M.

55 Matematika
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fey

x ! x !
[71—¥g| = jf(x;yn)dx?g M, Idxl = M|x—x,].
" xg | Xp
) . b
Vagyis | 33—y | = M-k Mivel i = Tk
[¥1—¥a| = b.
Ezért, ha | x—x,| < A, [x; »i(x)] is az R tartomanyba esik, azaz az y4(x) fiiggvény gorbéje

az R tartomanyban fekszik.
A masodik kozelités:

Y =¥+ Jf(X; 1) dx,
X0

¥y ismeretében az integrandusz ismert fiiggvény.
Ha x = x,, akkor y, = ¥, igy », kielégiti a kezdeti feltételt. Az (x; y)pont [x—x,|=h
mellett az R tartomanyba esik. Ezért

x |
|ya—r1l = ‘ [flesy)dx = M|x—x,| = Mh = b.
= !

fay az y = yy(x) fiiggvény gorbéje is az R tartomanyba esik.
A kozelitések sorozatdt teljes indukcioval adjuk meg,
Tegyiik fel, hogy az
yn—l(x)
(n—1)-edik kozelitést mar definialtuk, méghozza gy, hogy a fiiggvény gorbéje az R tarto-

méanyban fekszik,
Ekkor

M ) = yot [ 106 yuu) d.

A definiciébdl azonnal lathatd, hogy y,(x) kielégiti a kezdeti feltételt:
Yulxo) = »o.

Megmutatjuk, hogy | x—xo| = h esetén az y,(x) fiiggvényporbe az R tartomanyba esik.
Mivel (x; y,_,) az R tartomanyban van, ezért

2 [f(x; yu) | = M.

Az (1) és (2) egfenletek alapjan:

X
| Pu—yol|= | J'f(x;y,,_l)dxi = M|x—xy| = Mh= b

| Xp
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Tehat, ha | x—x,| = h, akkor [x; y,(x)] is az R tartomanyba esik, vagyis az ¥ = y,(x)
fiiggvény gorbéje is az R tartoményban fekszik.

Mivel y,-16l és p,-16l kimutattuk, hogy a kezdeti feltételt kielégitik, és a megfeleld fiiggvény-
gorbék az R tartomdnyba esnek, tovabba megmutattuk, hogy ha y,_,(x) gorbéje az R tar-
tomanyban van, akkor y,(x) gorbéje is ott van, teljes indukcioval bebizonyitottuk, hogy az

Yo, Y1 Y2, - s Vns oo -

kozelité fliggvények a kezdeti feltételt kielégitik és gorbéik az R tartomanyba esnek.
b) Bebizonyitjuk, hogy a kozelitd értckek sorozatanak van véges hatdrértcke.
Ehhez bebizonyitjuk az

Yok O1—yo) + a—y)+ 0=+ . . .+ Fa—yu_Dt - .. ;
végtelen sor konvergenciajat.

A végtelen sor részletdsszegel ugyanis azonosak az yy, ¥;. Y, - - - ¥y, - -, SOTOZEL tagjaival.

[yl =1l

X
Im—yol = | [fGxipe) dx |= M|x—xo],
Xy |

LR LI L
re=nil = | [ [f G 0)—=1 &3] dX{ = ‘ J G y—=1Gxs yo)  dx |
| X xp . |

A Lipschitz-feltétel miatt:

|0 y)—S(x5 70) | = N[ y1— Yo |-

Igy I
Pox | | % -
| | 1 MN :
[yo—n | = i N|yi—yldx| = . [INM(x—xp) | dx | = _Z—I—(xﬁxn) ¢
‘ X 1 Xo -
Hasonl6an:
|ya—ya| = 3 [x—x, 13-
Teljes indukciéval kdnnyen bizonyithatd, hogy
i MNR—1 "
| =P | = e [ x—0 "
n!
Tehat az
(D Yo+ n—yo)+(ra—yD+ ...+ =y +- ..

sor tagjai (ha y,-t figyelmen kiviil hagyjuk) abszolit értékben kisebbek, mint az

th N2h3 Nn—lhn
2 Mh+M—-2w!~+M4§—!——+...+MT+...

33"
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pozitiv tagl numerikus sor megfelelé tagjai. Ez a sor a d’Alembert-féle hényadoskritérium
szerint konvergens (6.1.6 pont):

MNp+1
. Hpsq . (n+1)! : Nh
lim — = lIm ————— = lim = §
H—>=0q “.u H—-o0 MN"_I‘LI" H =00 H+I 0 = ]

n!

Ezért az (1) sor nemcsak konvergens, hanem az | x—x;| < h tartomdnyban egyenletesen
konvergens.

Az (1) sor minden tagja folytonos fiiggvény. A sor konstrukciéjaboél kovetkezik, hogy az
Yos Y15 Yay ..., ¥, sorozat hatarértéke,

Y= lim yp,

H oo

létezik, és x-nek folytonos fiiggvénye.
¢) Kimutatjuk, hogy az

Y=Y = lim y,

1 —=00
fuggvény kielégiti az

Y= flx; )

differencidlegyenletet,
A kezdeti feltételt kielégiti, mert

Y(xp) = lim yu(x0) = yy.

H—-00

Tekintsiik az n-ik kozelitést:

X
Yul%) = yu = yot J'f(x; Yn—1)dx.

Az f[x: y,(x) az [xy—h; xy+Hh] intervallumban egyenletesen konvergdl az f[x; Y(x)] érték-
hez, mert f(x; ») egyenletesen folytonos az R tartomanyban, és az y,(x) fiiggvénysorozat
egyenletesen tart Y(x)-hez. Ezért

lim [ £Ge: yuop) dx = [f(x: V) dx,

n—roo X
ha lx—x)| = h
gy az

X
Yn = Yo+ If(x;yn-x) dx
Xo
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egyenletbdl az n — =» hatdrdtmenet utdn:
. .
Y = yp,+ J'f(x; Y)dx.
Xg
Vagyis az Y filiggvény eleget tesz az

X
Y= yu+ j' f(x;3)dx  integrdlegyenletnek.
*o

Tehat az
Y = ¥(x) fliggvény kielégiti az
¥ = f(x;y) differencidlegyenletet az
Yo = ¥(xp) kezdeli feltétel mellett.

Ezzel az egziszienciatételt az [x,—h; xy-+A] intervallumra bebizonyitottuk.

Az unicitasi tétel
Az egzisztenciatételben kimutattuk, hogy az x,—h = x = x, +hk intervallumban az el6zé
pontban adott 1. és 2. feltételek mellett Iétezik az

¥ = f(x;y) differencidlegyenletnek

¥ = Y(x) megolddsa,
Most kimutatjuk, hogy az (xg; ¥,) kezdeti feltétel mellett ez az egyetlen megoldds.
Tegyiik fel az ellenkez6jét: létezik az ¥ = Y(x) megoldéson kivill a Z = Z(x) megoldas is,

amely kielégiti a Z(x;) = y, kezdeti feltételt.
Eloszor megmutatjuk, hogy az

1 1
(xo Y : xo—l—-j-\?) intervallumban a két megoldds egybeesik.

1
Itt N a Lipschitz-feltételben szereplé konstans. Feltehetjik, hogy N = h, mert ellenkez6

esetben N helyett egy nagyobb konstanst valasztva a Lipschitz-feltétel még inkabb teljesiil.

1
ds £ < — .,
Legyen e = 0 és N
Tekintsiik az x, = x = x,+¢ zart intervallumot €s tegyiik fel, hogy ebben az intervallumban
Z(x) nem mindeniitt egyenlé ¥{(x)-szel.
Képezziik a

| Z(x)—Y¥Y(x)| fliggvényt.

A fiiggvény nem negativ, folytonos, nem azonosan nulla, igy a zart intérvallum valamely &
pontjaban pozitiv maximuma van. Ez nem lehet az x, helyen, mert ott a fiiggvény zérus.
Jeloljiik a maximadlis értéket 4-val:

| Z(E)—Y(E)| = 4.
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A feltétel szerint ¥(x) és Z(x) megoldasok.
fey
x
Y(x) = yot+ [flx; ¥)dx,
Xo

X
Z(x) = yot+ [ flx: Z)dx.
X0
Vonjuk ki egymasbdl a két azonoséégot, €s vegyiik a kiilonbség abszollt értékét .

x |
| Y(x)—Z(x)| = ‘ _f[f(JfJ Y)—f(x; Z)] dx} .
| Xg |
Vegyiik felsé hatdrnak a & maximum helyet:

& !
| Y(&)—-2Z(©&)| = J[f(X; Y)—fix: 2)]dx J .

A bal oldal a maximdlis érték: 4. A jobb oldalon az integrandusz a Lipschitz-féle feltétel

alapjin
[flx: Y)~flx; Z)| = N | Y-Z].

fgy A= N f | Y()—Z(x) | dx.

Az egyenlotlenség még inkabb fennall, ha az integrandusz helyett is a maximalis
Y& —2(E)| = 4

értéket vesszilk, és az integrdlas intervallumat [xg; £]-r6l [x,: xo-+e]-ra noveljik.
Tehat
HgtE
A=N | Adx,
Xo
A= NAe, azaz
1= Ne.
Ezellentmond ¢ valasztdsanak, amely szerint£<-ﬁ. Az [xy; xy+¢€] intervallumban tehat

a két megoldas egybeesik. Ez fennall minden & < % -re, igy a megolddsok azonosak az
1 .
'{xo; xn-{-ﬁ) intervallumban is, s6t, mivel Y(x) és Z(x) folytonosak, még az x0+_1\7

pontban is megegyeznek.
Hasonlé médon kovetkeztethetiink az x, pont bal oldali kornyezetére, fgy azt igazoltuk,

hogy

esetén
Y(x) = Z(x).
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Az unicitas bizonyitdsa céljabol meg kell még mutatnunk, hogy a ket megoldds az egész
[xo—h; x,+#] intervallumban mepegyezik,

Legyen r azon x helyek halmazinak felsé hatara, amelyekre az [xg; x] intervallumban
Y és Z megegyezik. .

El6z6 eredményiink szerint

1
N

A
I

Y(x) és Z(x) folytonossiga miatt még
¥() = Z()

is fennall,

Ha t < x3+ 4 volna, akkor az eldzé okoskodast Xy helyett t-re elvégezve adddna, hogy a
megoldédsok még egy [1; ¢+¢] intervallumban is megegyeznek, ami ellentmond ¢ definicioja-
nak.

Igy sziikségképpen

t= xg+h.
Hasonl6képpen okoskodva x, bal oldali kirnyezetére kapjuk, hogy
Y(x) = Z(x)

az xy—h = x = xy+h intervallumban.

Az egzisztencia- €s unicitasi tételek bizonyitasa kiterjesztheté olyan T tartomanyra, amely-
ben f(x; ) folytonos és a Lipschitz-feltételt kielégiti.

Példa

Oldjuk meg szukcessziv approximacidval az

¥ = x+y differencidlegyenletet

az x=0, ¥y, =0 kezdeti feltétel mellett,
Yo =0.
5 . %2
y1= 0+ J (x+0)dx = fxdx= 5
0 0

_ x? X3 X o i
Hai= f(x‘l‘“iTTﬁ) dx = 2T+3T+If
0
ol SRR x"

¥Yn = ET+§T+4_!+' i ":"RT.
Yy =~ e —=(x+1).
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gy az egyenlet megoldésa:
y=e-x-1.
Elleno6rizzik é megolddst ugy, hogy megoldjuk az
¥y =x+y
differencialegyenletet
a) mint linedris inhomogén differencidlegyenletet,
b) az y+x=u, y+1=u  helyettesitéssel,

az X, =0, ¥ =0 kezdeti feltétel mellett.

12.1.9 Differencidlegyenletek szinguldris megoldasa

Legyen a differencidlegyenlet
(1 Flx;y;9)=0

implicit alakban adott.

Tegyiik fel, hogy az F fuggvény elsérendli parcidlis derivaltjai folytonosak.

Az (xg; ¥y: ¥o) szdmharmas az (x; y; ¥") koordinata-rendszerben pontot jelent. Az (xg; ¥y y:))
szamhdrmast vonalelemnek is nevezik az (x; y) sikban az (xy; y,) ponton atfektetett y,',
iranytangensi vonaldarab jeloléseként.

Ha valamely (x,; ¥o; ¥o) pontban

i ot )
oy’

akkor, amint azt az implicit fliggvények elméletébdl tudjuk (10.3.3 pont), az
Flx;y;9)=0

egyenlet egyértelmiien meghatdrozza az (x,; ¥,) pont egy kornyezetében az
¥ =fx)

fliggvényt fgy, hogy f(x; ») elsérendii parcidlis derjvéltjai is folytonosak és
fxp3 ¥0) = ¥g-

Ekkor tehat az (1) egyenlet ekvivalens az

@ Y =fx:p)

alak( egyenlettel, amelyre teljesiilnek az egzisztencia- és az unicitdsi tétel feltételei.

o
(A Lipschitz-féle feltétel teljesiil, mert a;i korlatos (x,; y) egy kérnyezctében.)

\
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Definicié. Az (xp; ¥os ¥o) vonalelem reguldris az F(x; y; ¥) = 0 egyenletre nézve, ha
F(xq; ¥o3 o) = 0,

és ha minden & = 0-hoz van olyan § = 0, hogy az (xg; ¥,) pont & sugaru kérnyezetében
minden (x; ») ponthoz tartozik olyan y’ = f(x; y) érték, amelyre

Flx;y;0)=0 &
|y =yl <&
Minden egyéb esetben (xy; yos yo) szinguldris vonalelem.
Ha egy integralgorbe minden pontjihoz szinguldris vonalelem tartozik, akkor azt szingularis

megolddsnak nevezik.
Tegyiik fel, hogy az (xy; ¥p; ¥p) szamhédrmas kielégiti (1)-et, azaz

F(xg; ¥oi ¥0) = 0.

Az elézéek szerint ahhoz, hogy az (x4: ¥ yo) vonalelem szinguldris legyen, sziikséges,
hogy az (xy: ¥, ¥o) pontban

oF o

o
teljesiiljon.
Ahhoz, hogy az (xy; yo: ¥o) vonalelem reguldris legyen, elegendé, hogy az (xq; ¥ )
pontban

oF
— # 0.

oy
Ha (xy; ¥q: ¥) regularis vonalelem, akkor az (x,; ¥,) ponton egy és csak egy olyan integral-
gdrbe megy at, amelynek érintdje az (xp; y¥p) pontban yo meredekségl,
Lehetséges azonban, hogy az (x,; o) ponton tibb integralgtrbe is dtmegy. Ha az (x,; ¥y; vo)
szingularis vonalelem, és az (x,; ¥,) ponton egyaltalan dtmegy integrdlgorbe, akkor sziikség-
képpen tobb is dtmegy, és ezeknek kozos érintdjiik van (xp; y,)-ban.

Burkolé gérbe. Tegyiik fel, hogy az

F(x;y:y) =0 differencidlegyenletet a
G(x;y;C) =0

egyenletii gorbesereg gorbéi kielégitik.
Tegyiik fel tovabbd, hogy ennek a girbeseregnek van

¥ =@x)

egyenletdl burkoléja (10.4.2 pont).
Mivel a burkold gorbe minden pontjdban érinti a gorbesereg valamelyik gorbéjét, ezért az

Y =g'(x)
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derivalt minden x-re megegyezik valamely C, paraméter mellett a
Glx;y;Co) =0

gorbéhez tartozo y° = y'(x) derivalttal,
Ez azt jelenti, hogy az y = ¢(x) fiiggvény is kielégiti a differencialegyenletet.
gy a burkolé sziikségképpen szinguldris megoldds.

Peéldak

Jwlee

1. ¥ =y

2:
¥% értelmezve van, és folytonos minden y értékre.

2
af:aygi 2

Rt

2
—f -nak nincs ér'elme, ha y = 0.

oy
Oldjuk meg szétvilasztassal a differencidlegyenletet!
y # 0 esetén:
.
dyy ? =dx
3v/y =x+C

1
) a
¥ 27 x+C)

Ez a megoldds még az (x,; y) = (— C; 0) kezdeti feltétel mellett is kielégitia differencidlegyenletet,

bar a megoldds sordn fel kellett tenni, hogy » = 0.
Az egyenlet e megolddsai parabolasereget alkotnak (12.24 dbra).

by

y:r?i?p”c).i

12.24 abra
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Ezenkiviil az
v 2z
¥y =y

differencialegyenletnek evidens megolddsa:
y=0.

Tehdt az x tengely minden pontjdn egy parabola és egy egyenes halad at, az unicitds nem 4ll fenn.
» = 0 a differencidlegyenlet szinguldris megolddsa.

2 Flx;y;¥) = y*—(1—y) = 0.
oF ,
Framed

Tegyiik fel elfszor, hogy y' = 0.
Ekkor 3’ eldjelétdl fiiggben:
¥ coby/1-9®
explicit differencidlegyenlethez jutunk.
A valtozokat szétvalasztva:
e
+4/1—)*

arcsin y = x+C.

= dx.

y=sin(x+C)

ha ' = 0, rogzitett C mellett x a (—%—C +2km; g -C iZk:fz) intervallumban valtozhat,

ahol k=0, 1, 2... lehet.
Ha y* < 0, ugyanezzel a meggondoldssal ugyancsak az

y =sin{x+C) fiigevény

3s
a megoldas, ahol rogzitett C mellett x a (%—C +2ka; %— C i‘2k7t) intervallumban valtozhat,
ahol k=0, 1, 2... lehet.

Ha y =0,
oF
e 0.

Ekkor szingularis megoldashoz jutunk. Ugyanis az

yre=1-pt
egyenletbol y==%1.

Azy = 1ésy = —1 egyenletek kielégitik a differencidlegyenletet. Ezért szinguldris megolddsok,
mert minden pontban érintkeznek alkalmas C mellett egy

y=sin(x+C)

alaku integralgdrbével (12.25 dbra),
Az y = 1 és az y = — 1 egyenletii egyenesek az y = sin (x+ C) gorbesereg burkold gorbei.
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12.25 ibra
3. Fs 00 = xp' -y = g,
L
o

Szinguléris vonalelemek x

Az xy'—p = egyenl

.

y:

y

X

= 0 esetén léphetnek fel,

etbél, ha x s 0,

A viltozdk sz€tvdlasztisdval:

& dx
¥ X
Injy| =1In|
y = Cx.
Az Xy -y =0
x=0

x|+In|C],

egyenletbél,
esetén  y — (),

azaz csak az origdban lehet szinguldris vonalelem,
Az x = 0 értékke] ¥y = Cx-

y=Cx

bolis p = 0-t kapunk, igy az

origdn 4thaladg €gyenessereg minden egyes egyenese ele
A0;0; O vonalelem szingularis vonalelem minden C.re,

4. F(x;7,9) = 02+ 1) = o,
(1) Az YO+ -1 =09

egyenlet alapjan y nem lehet nulla.
Tegyiik fel 5 tovdbbiakban,

oF

e
5 = Y

hogy y = 0.

Nézziik, mikor 4l1 fenn, hogy

oF

"

8¢l tesz a differencidlegyenletnak,
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Mivel y 2= 0, ez akkor lehetséges, ha
¥ =0.
Ezt (1) be helyettesitve, mivel y=20
Yy =1 adédik.

F 3

Ha —27, #= 0,  akkor mive] y =0,
¥ =0,
A diff erencidlegyenletet rendezve:
1—32

o
ahol y = ],
¥’ elbjelétol fuggten a kovetkez explicit diﬁerenciélegyen]ctekhez jutnnk,

PR
y' = _iﬂi;_}’__ “

y

dy = dx.
=iy VT
:t‘\/lh—_y2=x+C'.

1-p = (x+ 00,
A differencislegyenlet megolddsai ;
(x+CP+yt = 1, r=>0), azmz = \/fj}?{(‘?{

Az egyenlet megold4sa olyan egységsugarn félkorsereg, amelynek kozéppontja az x tengelven van,

*=~C azaz y = I esetép a félkor érinti az ¥ =1 egyenest,
Azy =1 egyenes szinguliris girbe, a felkdrsereg (12.26 4bra) burkolgja.

Iy

12.26 ibra

12191 A Clairaut-féle differenciélegyenlet

Az 1
(1 Y= xy'+g(y) : &
egyenlet az Un, Clairaut-fale differencidlegyenlet,

Az Fx;p;9) = F—=xy'~p(y")
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jeloléssel az (1) egyenlet az = Példa
Flx;y;y) =20 { (8] ¥ =xy+ye.
implicit differencidlegyenlet. ¥ =p jeloléssel:
y =p jeloléssel y = xp+ps.
y = xp+(p). ' Az egyenlet mindkét oldaldt x szcxfint derivalva:
Az egyenlet mindkét oldalat x szerint derivalva: i Y =prap'+3pp,
- azaz p = p-+xp’+3pip.
p=p+x —gi—ﬁ-!}“'(P) g;z . Innen p'(x+3p%) = 0.
dp a) pP=0, p=C
o ekl =0 : y = xC+C°,
A bal oldal nulla, ha b X+3p7 = 0.
dr =0 . i pt= —L; :
dx )
vagy x+¢(p) = 0. .. p= ,\/%
a) Tegyiik fel, hogy valamely intervallumban —
X+ (p) # 0. azaz y=4/-%.

oF
Ez megfelel a = # O feltételnek, Ekkor ebben az intervallumban

oy = S
y=x ‘i"‘(\/ 1)

d 3 3/

b g™ 0, azaz p=y =C.

dx

X X
! Innen y=- i ( ) ,

Ezt az (1) egyenletbe helyettesitve:

= xC+¢(C). : y=}3i,\/#%,
b) Tegyiik fel, hogy valamely intervallumban

(2) x+g'(p) = 0.

, 4 x
y — Pty ——
Ez megfelel a 9 ( 3 ) ?
o : o4
a—y;ﬁ 0 feltételnek. ) . V=0
Vagyis 4x8-1L 27y = Q.

A (2) egyenletbdl a .
p=pi(d Ezzel az egyenlettel adott gorbe a differencidlegyenlet szingularis megolddsa, azaz az

o . ; ' L, y=Cx+C°
fiiggvényt kifejezve és azt az (1) cgyenletbe helyettesitve kapjuk a differencidlegyenlet

szingularis megoldasat. egyenessereg burkoldja.
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12.2 MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK
12.2.1 Altalinos fogalmak |
Az y=fx; v 00,
illetve Flx;y;y:v")y=0
alakban adott differencislegyenletek masoedrendi differencidlegyenletek.
%

Oldjuk meg az

¥’ =-sinx

differencidlegyenletet!
Mindkét oldalt integralva:

y =rcos x+Cy.
Ujra integralva:
y =sinx+Cx+C,.
Az dllalanos megoldds két paramétertdl fiiggd gorbesereg.
*
Altalaban az
Y =fxp9) =0 vagy
Flx; p;9:9)=0
alakban adott differencidlegyenletek megolddsa a
Glx;y;C13C) =0

két paramétertdl fliggd gorbesereg.

Egy partikularis megoldas meghatirozasahoz kezdeti feltételeket kell megadnunk. Ez lehet
peremfeltétel, azaz két pont, amelyeken a partikuldris megoldas integrilgrbéje At-
megy, de gyakoribb, hogy kezdeti feltételként az x = x, ponthoz tartozd y; = y(x)
fiiggvényértéket és y, = y'(x,) derivéltat adjuk meg.

Y
El6z6 példdnkban hatdrozzuk meg azt a partikuldris megolddst, amely az
x,=0,y,=5 & y,=-1 kezdeti értékekhez tartozik.

¥ = cos x+ C;-bol —-1=1+C;, ipen Cy=-—
y = sin x+ Cyx-+ Cp-bil 5=0+0C,, C, =5,

A partikuldris megoldas:

y =sinx—-2x+5.
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Forditva: ha adott a
Glx;y;C13Cy) =0

kétparaméteres gorbesereg, kétszeri derivaldssal és a Cp, C, paraméterek kikiiszobolése-
vel felallithatjuk a gorbesereg differencidlegyenletét.

Példa

frjuk fel azon kérsereg differencidlegyenletét, amelyhez tartozé kordk kozéppentja az ¥ = v egyen-
letii egyenesen fekszik!
A gorbesereg egyenlete:

(x—cP+(y—cy) = .
Derivalva:

2Ax—c)+2(y—c)y =0, azaz
(1) (x—c)+(y—e)dy =0,
Ujra derivalva:

1+y:a+(},_cl)yn =),
(2) T4+y2 40" —cy” = 0.

Az (1) egyenletbdl ¢,-et kifejezve:

ot 2 T TE
Ty

¢y ériékét (2)-be helyettesitve:

. v Xty
1+y2+yy —flfx)-:—y’ =0
+
xnnen 1+yf2+yny+yl +y’3+yylylz_xny 7yylyff — 0'
Azaz L+y"+y2 4y = (x—y)y".

Ez a korsereg differencialegyenlete.

1222 Masodrendii differencidlegyenletek
egzisztencia- és unicitasi tételei

Legyen adott az
Y=y )
differencidlegyenlet.

Tétel. Ha az x, y, ' valtozok valamely T tartomanyaban S(x; y; y') folytonos és korlétos,
azaz
fsyiy) =M,

56 Matematika
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valamint a tartomanyban eleget tesz az
|fGes y4 Ay; ¥+ Ay)—fes 3 30| = N(|Ay |+]8y7])

Lipschitz-féle feltételnek (N pozitiv szam), akkor a T tartomanyban létezik a differencidl-
egyenlet megoldasa, és adott x,, ¥, y[’, kezdeti értékek mellett az (x;; y,) ponton egy €s
csakis egy y = q(x) integralgdrbe halad at.

A tétel szintén a Picard-féle szukcessziv approximdcioval bizonyithato, A tétel bizonyitasara
nem tériink ki.

Ebbél a tételbsl kovetkezik, hogy ha a T tartomédnyban az

¥ =1 ¥)
differencialegyenletben adott f fliggvény

of , of

== &5

oy cy’
parcialis derivaltjai léteznek és folytonosak, a megoldas létezik, €s az x;, g, y(') kezdeti
feltételekhez csak egy integralgbrbe tartozik.

Ugyanis a parciglis derivaltakra tett kikotések miatt az f(x; y; ») figgvény eleget tesz a
Lipschitz-féle feltételnek,

12.2.3  Hianyos masodrendii differenciilegyenletek

12.2.31 A misodrendii differencidlegyenletbdl hidnyzik y és y’

Az 3" = f(x: y; ¥) egyenletbdl hidnyzik y és ), tehat a differencialegyenlet
Y’ = f(x) alaku.

A differencialegyenlet, mint a bevezetésben vizsgalt példaban lattuk, kétszeri integralassal
megoldhato. '

Példak
1. A szabadon es6 test mozgasa. Ha a levegt ellendllasatol eltekintiink, a szabadon esO test gyorsulasa,
a=4g,

m
ahol g a nehézségi gyorsulds: g = 9,81 a

Az esés mozgasegyenlete:
&
ar &
ds -
—F: -‘ gdl‘ =g!+C].
s= [(gr+Cpdr.

& s .
=22+ C+Cs.
5 2 1 2
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Vegyiik azt a mozgist, amelynél a ¢ =0 idBpontban a kezdSponttél s, = 16 m tdvolsdgban
vy = — 10 m*sec—! kezdOsebességgel hajitjuk el a testet (felfelé hajitas).

T .‘;irur T o

ds
=— =g 2
o =T gt+Cy

Az adott kezdeti feltételeket behelyetiesitve:
Cy=16 C;=-10,

a mozgas lefolydsat meghatarozd partikularis megoldas:

AR\
5—21‘ 101+ 16.

2 o 2x
‘ Yo ey
5 e 2x _ 1 .
y = J‘ (1+x2)2 dx w———l_[_"'x'iTCJ.

1
y= J. (—W+C1) dx.

y =—arctg x+ Cyx+C,.

12.2.3.2 ' A masodrendii differenciidlegyenletbdl hidnyzik y

Az y" = f(x; y; ') differencidlegyenletb8l hidnyzik y, a differencidlegyenlet
¥y =f(x;y) alaki.

A megoldéashoz alkalmazzuk az

¥ =p helyettesitést,

ésigy a
p = flx;p)

elsérendii differencidlegyenletet kapjuk. Ezt a differencidlegyenletet p-re megoldva
¥ = p-bél y integraldssal nyerhetd.

Példak

L Y=y at-2x
;:, z‘p, } helyettesitéssel:
p=p+xi-2x

36+
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Ez p-re nézve linedris inhomogén differencidlegyenlet. A megfeleld homogén egyenlet

P =P

L
P

InP=ux+C
P = got€,
P = Ce
Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat

Po = k(x)e* alakban keresve:
Py = kK (x)e+k(x)e™.

Az inhomogén egvenletbe helvettesitve:
K (x)e*+ k(x)e® = k(x)e* +xt—2x.
Innen k'(x) = x*e—*-2xe-=,

Py 25—z i - =
kx) = [ wtem=dy [ 2ve-=dx.

v u
Az elsd integrall integraljuk parcidlisan:
k(x) = —x%e~2+ [ 2xe~* dx— [ 2xe==dx.
Osszevonva: k(x) = —x%e~*,
Py = k(x)e* = —x2,

Az inhomogén egyenlet altalinos megoldésa:

p=po+ P
p=—x2+Ce
¥ =p

¥ = —x'+Cee.

Ezt integralva:

3
J’:“‘x?'f'clez‘l'czn

2. A lancgdrbe egyenlete. Fiiggessziink fel két végénél
egy hajlékony, stilyos, homogén fonalat (kételet, lancot).
Tegytk fel, hogy a felfiiggesztési pontok egymdstél
olyan tévolsdgban vannak, hogy a fonal nem fesziil meg,
hanem a sajat sulyandl fogva belog. Hatirozzuk meg a
fonal alakjit, vagyis annak a gorbének egyenletét,
amilyen alakot a fonal (ldnc) felvesz. :

Legyen a kotél az 4 és B pontok kozott felfiiggesztve.
Tegyiik fel, hogy a kotél egyes pontjaira csak figgdleges
irdnyi terhelés hat, amelynek fajlagos értéke g(x) [kp/m]
{12.27 4bra).

v
P
A Iy
g
! =
g Ax X
12,27 ibra

Tekintsiik most a kétél PP ivszakaszdt, Legyen a P:f’ ivszakasz vetiilete az x tengelyre Ax.
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A Py pontban Ty, a P pontban T'irdnyu feszitoerd hat. Ezek vizszintes és figgtleges Gsszetevii H,és

Vy, illetve H és V.
A kotél egyensulyban van, ha

H—-Hy=AH=0, azaz H llands,
x
és V-V, = AV = jq(x) dx.
Ly
Ez utébbibol, ha P, ~- P
dyv

E = g(x).

A lancgdrbe érintdjének irdnytangense:

Differencidljuk ezt az egyenletet x szerint.
Mivel H dllando,

S 1av
il
i v”—i(x)
gy 4 _Hq .

a) Legyen a terhelés egyenletes, azaz g(x) = konst = q.

n__i

Ekkor ¥ =3
y’=—;{,—xl—C1,
=L eicuxrc
y—ﬁx+ +C,.

Ha a terhelés egyenletes, a lanc alakja parabola.

b) Most huzza le a kotelet a sajit silya. Jeloljitk a kotél egységnyi hossziisdgii darabjdnak stlyat

y-val,
Ekkor az abszcisszaegységre vonatkoztatott sily:

ds _ e,
) =y 4o =p4/1+y2

A P, és P pontok kbzotti ivhossz:

s = f V1%y2dx, ésebbél %:Vﬁ‘ﬁ

Tehat a gbrbe differencidlegyenlete a kvetkezd lesz:

SIS
v —H\/l.y.
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Jeloljiik L -t k-val:
¥
yv - i ,\/1 _:_yni'
k

Legyen y=p yY=p= % .

dp 1
e g TR
A viltozdkat szétvdlasztva:

dp 1
= = dx
V1+p: &

Mindkét oldalt integralva:

x+C
hp = s
arsh p %
Innen p=sh ic__l_._c_], .
k
Mivel Y =p,
i x+C,
y =sh ek
Integralva =k 216
y=kech —k——+C.‘,.

f‘x sajat stlydval terhelt kistél tehat az y = ch x gorbe alakjat veszi fel, amit éppen emiatt ldncgorbének
is neveziink. Az utébbi alak azt fejezi ki, hogy az ¥ = ch x fuggvény mindkét tengely irdnydban
k-szorosra van széthiizva, és az x tengely iranyaban — Ci-gyel, az y tengely irdnyaban + C-vel van
eltolva. Adjuk meg most még a kovetkezd kezdeti feltételeket: a kotél legmélyebb pontja legyen az
x = 0 helyen. Ekkor »'(0) = 0 (minimum van).

Vegyiik fel iigy a koordinata-rendszert, hogy a minimum érték y = ON = k. Ezeket az értékeket

. x+Cq .
= sh
¥y =s A és
y = keh XEC1 L ¢, be helyettesitve:
0 =sh e
€s k = kch Sy +Cy.
k
Az elsb egyenletbdl:
Cc, =0
A masodikbol:
C,=0.
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fgy a partikularis megoldds:
X
y = kch T
H értékét a kovetkezOképpen hatarozhatjuk meg. Legyen a két felliiggesztési pont egyenld magas-
sigban, az y tengelyre szimmetrikusan, A(—a; b), Bla; b). A kotél nyijthatatlansiga miatt az AB
ivhossz alland6. A kotéldarab hosszdt [lel jelolve J

(12.28 4bra): | &

Lo [vEme 4 2z

L]

|

y(0) = 0 miatt

3 shvz— értékkel:

I ,\/*“3 . a 7
5_.[ B4sht T dy = ksh .
0
H | 7 - 7] a X
Ml Frpgr & FEH? 12.28 dbra
Iy ¥
T H sh—ﬁa.

legyen —};a=§,

-

L= ghé

2a¢ shg
A = [—-5 és n=sh¢
- T‘r—.2a 1=

fuggvényeket abrazolva és a &, melszéspontot leolvasva:

H= 7;—“ (12.29 abra).
0

3. Hengeres cs6ben nyoméskiilonbség hatasdra folyadék aram-
lik. Vizsgdljuk a staciondrius folyadékdramlds sebességét!
Legyen az L hossziisagh csb két végen fellépd nyomasok
kilénbsége p,—p;. A nyoméskiilonbség hatasara staciondrius
aramlds alakul ki. A belsd surlédds akadalyozza a kornye-
zetében levd folyadékréteg mozgdsit. A sebességeloszlas a
henger tengelyére nyilvan szimmetrikus lesz.

A Newton-féle surloddsi torvény értelmében a strloddsi erf:

du =
F=pud R
ahol u a strlddasi egyitthatod és A az érintkezési feliilet. 12.29 ibra

3

P TE R

]
1]



tirfit, Az €rintkezési feliilet

(12.30 4bra): y

A =273l

d»

F= Z:z,quE; ah
Feet r szerint derivdlva:

dF dv d*p

@ = 2L (G4 )

Ieyaar vastagsdgra esd surloddsi erd: 12.30 ibra
2,y
dF = 27ul, (%-;—L dt) dr.

Ly ——
r dr?

(Fe]tételczzijk, hogy L nzg'gy a csb sugardhoz, r-hez képest)

A nyomdskiilsnbségbé szdrmazik a stirlédgsi erbvel ellentétes irdny
Jeldljiik. .

A nyoméersk kalonbsége egyenls a nyomdskilénbség és
nyoméskﬁlﬁnbségbﬁl szdrmazo erd -

Y erd, Ezért ezt negativ elgjelle]
a nyomott. terillet szorzatgval, igy a
Fo=—(pa—p)-27r dr.
Itt a nyomott leliilet a korgyiirii terilete:
(r+dr)?n—r2n o 2y dr.
A két erg egyensilyban van:
dF = F,,

do gy
2ul, (E +r Fri) dr = ~(pz—p,)-27r dr,

. d% 1 de Pa—p,
Az a7 E T T

P2op1 _
Lp
dw
é ST
s a7
i _cfa; _ dz
= drz — gy

A diﬁerenciélegyeniel:
dz =z
a -+ ; = k.

Most vezessiik be a

2 ’ z
S =u  viltozét,

du
u+r -c—!r—+u = k.

u
rﬁ? = k-2u.

A valtozokat szétvilasztya:

dag _ dr
k—2u — f
—2du _ =2dr
k-2y = T ¢
Integrélva:
Injk—2u] =-2In{ri+ln|C],
c
k—~2u = ‘-ﬁ N
E-3E oL
r F
kr—2z = E
r
2z=kr—£,
7
# =, L
2 T
k 1 C -
z = ?r-l- C, = (—5 =C, Je]olessel) .
fgy i@i = _k_r.hC it

U= ;;'3+C',]nr+C‘2.

Az dllandékat a kévetkezs feltételek bé] hatérozhatjuk meg.
Az dramlds sebesség

¢ mindeniitt csak véges érték lehet. Ha r - 0,lny - — oo, ezért C; csak 0 lehet,

Ha r=R, wv=y,

igy 0=—§~R2+C2,
iy k 2
C, k—z-R -

feya staciondrius dramlds sebessége:

k 2 pE
vﬁ-z(r — R?),
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Mivel =— EEL;P Lo A véltozokat szétvélasztva:
Pe—p pdp _ dy 2
— Y27FP1 (pp o o = .
v 4Lu (R P ¥
: : o O . . . —2pdp _ -2dy
Ez a fizikdban ismert Hagen—Poiseuille-féle parabolikus sebességeloszlas. e .

12.2.3.3 A masodrendii differencidlegyenletbdl hidnyzik x

A differencidlegyenletbs] hianyzik x, a differencidlegyenlet
y'=fly;») alaka.

Vezessiik be az )’ = p jelolést.

Mindkét oldalt integrdlva:

In|1-p% ==21Inl|y|+In|C,|.

Tekintsiik p-t mint p fiiggvényét, Ebbél a célbol feltesszitk, hogy x olyan intervallumban 1-p* = y—z‘
viltozik, amelyben y szigoriian monoton, azaz y* allando el6jeld.
Mivel fennélljon:
dy _ +Vi-C,
— =p, p= T .
dx
B @y dp dp dy dp Yalasszuk a gydk elbjelét ugy, hogy p > 0 legyen.
AP dx dy dx dy P Igy, hay >0
Az _ \/.;E;?l
p=-——"1,
. ¥
y=p €s
. _ . dy
. _ 4 Mivel 2 ==
e mp
dy .
& _ V¥-G
értékeket az 3 = f(y: ») egyenletbe helyettesitve, p-re elsérendfi differenciglegyenletet dx y
kapunk. ydy
s i > s e A
Ezt megoldva a p = p(y) fiiggvényt kapjuk. Ebbél y-ra az Vy=C,
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v =py) Integralva AVYEZCy = x+ C,.

szétvalaszthato valtozoja differencidlegyenlet adc’n_iik. P—(x+C.)¢ = C,.
Ugyanerre az eredményre julunk az y* < 0 feltétellel,

Példak Az egyenlet hiperbolasereg egyenlete. /\
2. A harmonikus rezgd mozgds. Ha egy m témegi

1. Yyt = 1. anyagi pontra hatd F erd ardnyos egy 0 pontlt6l mért
s tdvolsdggal, és irdnya mindiga O pont fclé mutat,

Tegyiik fel, hogy »* = 0. azaz, ha

5 5 dp F=—k-s, /.\
Legyen Yep, §eg |

akkor az erd hatdsdra létrejovd egyenes vonalua
mozgast harmonikus rezgd mozgasnak nevezzik.
Ilyen mozgdst végez példaul vizszintes sikon egy
rugora erdsitett golyd (K a rugdtol fiiggd pozitiv
allando) (12.31 dbra).

C

dp
Fp=1-p
Ya P D

Tegyiik fel, hogy 1 —p* = 0, » = 0. 12.31 dbra
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A mozgas alaptdrvénye szerint:

d2s
F=m i

Az egyenlel most

dss >
may = —ks, azaz

d%s k

— 5
de? m

s _ e (w* 12
TER % - m)’

az egyenletel az eredeti problématdl elvonatkoztatva

di .
£ — ' alakban térgyaljuk.
dx
i d
Legyen Y=p ¥'= ‘é H
: dp
]gy —.p = —mr‘:}’.
dy 7

A véltozokat szétvdlasztva:
dp-p = —w?y-dy.

Mindkét oldalt integralva:

S .
i +C, innen
p=+12C—wiyt

dy P C2 2y
o 7i\/C1fwy.

1w
“aa/1-(g)

Mindkét oldalt iniegralva:

= dux.

il 1 . W
| e arcsin ol y=x+0,,
1 i 1

. [OFI
innen y= ?’ sin w(x -+ Cy).

k b k :
Juttassuk o pozitiv voltat a e w? jeloléssel kifejezésre:

Mivel tobb mds fizikai probléma megolddsakor is hasonld alakt differencialegyenletre jutunk

A jobb cldali kifejezésnek csak akkor van értelme, ha 2C pozitiv, ezért jeldljik Ci-tel:
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Jeloljiik ZI -t a-val, wC,-t g-vel,

(1) y = asin{wx-+¢)

az dltaldnos megoldas.
Ezt az egyenletet mas formdban is irhatjuk. Az addiciés tételt alkalmazva:

¥ = asin wx cos ¢+ a cos mx-sin ¢,

Mivel a-cosg €s a-sing allandd mennyiségek, legyen

a.cosg = A

a-sing == B.
Az egyenlet igy alakul:

s 21
2) y = Asinwx-+ Bcoswx. w
Visszatérve eredeti probléméankra az (1) egvenietben
» helyébe s-et, x helyébe #-t irunk, a harmonikus
mozgas mozgasegyenlete
, —=—
5 = asin (wt+p), a ¢

E fliiggvény azt fejezi ki, hogy az elmozdulds az idod 8= ain (wi+p)
periodikus filiggvénye, a test az s = 0 pont kériil

- e . 2m . L. 12,32 dbra
rezgod mozgast végez. Amozgas? szerint periodi-

kus (12.32 abra).

3. A matematikai inga lengésideje. A matematikai inga — fizikai definicidja szerint — egy nyujt-
hatatlan, sulytalan szdlon fiiggd sulyos anyagi pont.

Vizsgaljuk az / hosszisdgd fonalra fliggesztett m tomegpont mozgasdt, ha azt nyugalmi allapotabol
kitéritjiik. Legyen az inga maximalis kitérési szoge a.

Az m tomegpont / sugari korpalyan mozog. Newton torvénye értelmében a rahato erd

2,
F=ma=ml g—r%)_ (12.33 4bra).

A nehézségi cr6 mozgatd (tangencidlis) komponense: mg sin p. Igy
a mozgasegyenlet:
d’g

- = —ng sin .
il i g sing

A mozgds differencidlegyenlete lehdt;

de g .
T Bl

Vezessiik be Uj valtozénak a szdgsebességet, -t

_ Gy
s
d¥p _do _ do d¢ de

& T d T dp dr dp ”

fe Lod w=-L sing
¥ dp 1 : 12.33 dbra
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A viltozok szétvalaszthatok

wdw=—-‘E’; sin @ dg.

2
Integralva: % = % cos p+ €1,

A mozgds vizsgalatdhoz vegyiik tekintetbe a kivetkezd két kezdeti feltételt

1. Ha t=0, ¢@=0. (Az ingdt nyugalmi helyzetb6] téritettiik ki.)
d 5 i -
2, Ha ¢g=o, o= E? =0 (Maximalis kitérésnél g-nek maximuma van, a

szbgsebesség nulla.)
A 2. kezdeti feltétellel

0=£cosoc+C1, innen C1=—%cos&.

)

Ezt behelyettesitve

w = '\/E}g \/(cosep—cos o).
de

YT
dg \/EE P
4 = ; v/cos p—cosa.

A valtozokat szétvalasziva:

il dep
dt = e ——————
2¢ V/cosg—cosa

Integralva €s felhasznalva az 1. kezdeti feltételt (ha r = 0, ¢ = 0):
d T
di = '\/L .___(_lgi_
2g 4/cosp—cos o
o ]

Egy negyed lengés ideje:

_ o
Lo ol | B
4 2g 4/ Cos ¢ —COS o )
n

A jobb oldali integrdl un. elliptikus integral (9.2.3.7. pont), nem adhatd meg elemi fiiggvényekkel
zart alakban. Az integralt sorfejtéssel kozelitjik meg. Az integranduszt eldszor atalakitjuk:
1 _ 1 _ 1
COos (p —Ccos l—cosa)—(1-c
4/cos p —cos VI )—( 05 () ,\/2 Sinz%_g_sinz ?2)_

1 1

= — .

V2 \/— Y
SIn E—Sln —2~
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- 4 ks

Pl d dy
Az J Veosg—cosz /2 J \/

gl s
sin® g sinz 2.

2
(] 0
integralba vezessiink be Uj integracids valtozot,
sin %
Legyen sin z = 5
sin -
i 4
Ha =0 z=0. Ha ¢=g¢, BirSigpis
- szerint derivédlva:
¥
cosz — = £ “ 2
dg ~ 2 . &
sin —
4
2 cos z-sin 2
2
dp = g dz.
cos 7
Mivel sin f’z— = sin -; sinz, cos % = '\/] -sin? % sin? z,
2 cos z sin ;
dp = =3
'\/I —sin? = sin® 2
2

x

3
2
2cos z sin -
_ 1 2
V2 a L a % '
lvsinz—sirﬁ‘z-f\/sz---——sin‘*— in®
\/ 2 2 T
0
b g
T

s
- cos z sin -
= \/ 2 e dz =

o N Sy ——
'\/1—sm2751n2z-sm~2—\/1—smﬂz

—3 dz

/ L,
1—sin? 5 sin® z

o

dz =

895
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Fejtsiik binomidlis sorba az
- kifejezést.

1 s'n"a sin® z
—sinf =
2

sin— =<1,

)

2 R

bow M s
!SIHZSan"

of i . seqr
sin® ;- sin?z = 1, a binomiélis sor konvergens.

o B
)s1n4—sm4z+ L=
2

S 1-3 ., w .
= 1—+——sm”—sm“z-k——sm"‘2 sinfz+4 .. ..

2 2 2-4
E sor minden z-re konvergens.
Majordns sora, az
I SO b .- . y . enl
14— sin®- nt — - ... soris konvergens, ezért az eredeti sor egyenletesen

— 4 —— si
2 2 24 2
konvergens barmely intervallumban, Ezért az integralast tagonként elvégezve:

@

2
dz+13 sinz-;— J sin® z dz+

=
!_:’N‘i‘-l

4]

T
2
dz .
J ‘\/l —sin?® %) sin® z
2
o
1

+#~‘§- sint =
2 2

sin® zdz+ .. ..
4

=
—""% |y

Az egyes integralok értékeit kénoyen kiszdmithatjuk (8.2.5, pont).
fgy

dz

L
f\/}—sm” 5 sin? z

Ha a maximalis kitérés (o) kicsi, elegendd a sorbél az elsd tagot figyelembe venni. Igy

(sinzi-f-(—l's)zsin“i%' ]
2 \2.4 2 T

=
3 wln
1
vl
e e—
—
+
————
1.—
b
e

»
B
4/2 et RS
o 2
0

T
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Ezt felhaszndlva:
h 71 T sm
T= ,\/ E \/ 2 5
T = 27'[ ’\/'—!‘ .
&

Megkaptuk a fizikdbol ismert képletet a matematikai inga lengési idejére. Ez biztositja kis kitérések
esetén az inga iddmérésre vald alkalmassdgat, Forditva, az idét és az I hossziisdgot mérve kiszamit-
hatjuk adott helyen a nehézségi gyorsulds értékét.

12.2.4 Masodrendii linedris differenciilegyenletek

Az
a(x)y” +b(x)y'+e(x)y = g(x)

alak(l differencidlegyenleteket masodrendii linedris differencidlegyenleteknek nevezziik.
A differencidlegyenlet az ismeretlen fiiggvényben és annak derivaltjaiban els6foku.
Kikétjiik, hogy x olyan [ec; 8] intervallumban véltozik, ahol a(x) # 0 és az egyiitthato
fiiggvények folytonosak.

A differencidlegyenlet igy irhato:

b(x) , elx) q(x)

=) Taw ) T am

12

A jobb oldal eleget tesz az egzisztencia- és unicitdsi tételben szerepldé Lipschitz-féle feltétel-
nek. Bzért « < x, < f§ esetén az x; hely egy kornyezetében egy és csakis egy olyan meg-
oldasa van a differencidlegyenletnek, amely az y, = p(xg). ¥" = ¥'(x,) adott kezdeti felté-
teleknek eleget tesz.

Hasonléan, mint az elsérendil differencialegyenletek esetében belathatd, ho v ez a megoldds
az egész [¢; ] intervallumra egyértelmiien terjeszthetd ki.

Irjuk a differencidlegyenletet a kovetkezo alakban:

¥+ Ay + B(x)y = f(x).
Ha az egyenlet jobb oldala azonosan zérus,
f) =0,
vagyis Y+ Ay’ + Blx)y = 0,
a linedris differencidlegyenlet homogén.
Ha fx) £ 0,
¥+ Ay + Blx)y = f(x),
a linearis differencialegyenlet inhomogén.

57 Matematika
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12.2.4.1 Maisodrendii linedris homogén differencialegyenletek

¥4 Ay +Bx)y = 0.

A homogén linedris differencialegyenletre két fontos tételt bizonyitunk be.
Ehhez bevezetjitk a kovetkezd fogalmat.

Legyen y, és y, a homogen differencialegyenlet két megoldésa.

Az y; és y, megoldasok linedrisan fiiggetlenek, ha

ciyiteayy =0 esetén
=0 ¢é ¢;=0

A feltétel, amint az konnyen belathatd, y; = 0 esetén azonos az

Y2 e feltételiel.
B4

I. Tétel. Ha az
77+ A+ Blx)y =0

homogén linearis differencidlegyenletnek ismerjiik két partikularis megolddsat, y-et és yo-t,
amelyek linearisan fiiggetlenek, akkor az altalanos megoldas:

¥y = eyt coda,

ahol ¢; és ¢, tetszéleges konstansok.

A tétel tehat azt mondja ki, hogy ha a partikularis megoldésok linearisan fliiggetlenek, az
altalanos megoldds a partikuldris megoldasok linedris kombinacidja.

A tételt Osztrogradszkij tételenek nevezik. :

a) Elészor bebizonyitjuk, hogy ha

¥, €s p, megoldds, akkor

y = ¥+ coys  is megoldas.

(e, €s ¢y tetszoleges konstansok.)
A feltétel értelmében

¥ €5 vy az

(1) ¥4 Alx)y'+ Blx)y = 0

egyenlet megolddsai:

2 ¥+ AX)y+ By, = 0,

(3) vy + AX)yy+ Bx)yy = 0.

Derivaljuk az ¥y = ¢;¥1+ ¥y egyenldséget kétszer.
Y = eyt

i! tr rr
y'= vy ey -

18

899
¥, ¥ és y” értékeit az (1) egyenlet bal oldalaba }1elyettesif§e:
ey + ey + AXeryy+ A(X)eyry+ B)eyyy + B(xX)eayy =
= o[y} + Ay + By 1+ colyy’ + Ax)ya+Bx)y] = 0.

A szogletes zardjelben levi kifejezesek ugyanis a (2) és f(3) egyenlet értelmében nullaval
egyenlok.

Tehat ¥ = 11+ C¥a

kielégiti a differencidlegyenletet.
b) Legyen y; és yp 2 differencidlegyenlet két tetszdleges megoldasa.

:yl Ya ’
A W = | % ; I = J’ﬂ’é*.”zh
¥ Ye

determinanst Wronski-féle determinansnak nevezziik.

Segédtétel. Megmutatjuk a kovetkezdket. i

1. Ha y, és y, linearisan osszefliggnek, akkor a Wronski-féle determindns azonosan nulla,
2. Ha y; ¢s y, linedrisan figeetlen megoldasok, akkor a Wronski-féle determinans sehol sem
nulla.

1. igazolasa, A feltételek értelmében van két olyan konstans, ¢, és ¢,, amelyek nem mind-
kettoje nulla, és

(1) C1y1+C2y2 = 0.

Ezt az egyenletet differencialva:

2) ety = 0.
Ha ¢, =0, akkor (1)-b6l  yy =0,
ha ¢, =0, akkor (D-bél  y, = 0.

Mindkét esetben
W = 0.

Ha ¢, 5 0és ¢, # 0, akkor (1)-bdl és (2)-bdl

Yyi=—-""Ya,
51
c

' 1 s

Yo ==
Ca

Ezt a két egyenletet Osszeszorozva:

J’;,Vé = }’2}’;1
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vagy
W = yy,—yoy1 = 0.

2. igazolasa. Tegyilk fel most, hogy valamely x, helyen a 17 determinans nulla.

(3 yl(xo)y;(xo)—yz(xu)yi(x(,) =0.

Tegyiik fel, hogy

valxo) # 0.
Legyen
_ yi(xo)
€y = —— <
}’2(-’(0)
Ekkor

Y1(Xo)_cz)’2(xo) =0,
és ebbdl (3) miatt:
1 (xp)— Ca¥alXp) = 0-

igy az
P(x) = py(x)—Ca¥e(X) jeloléssel

y(x) a differencialegyenlet olyan megoldésa, amelyre
y(xg) = ¥'(xp) = 0.
Az unicitasi tétel szerint
y(x) =0, azaz
yl(x)——czyg(x) = 0, tehat
nx) &y

nem linearisan fiiggetlenek.
Ugyanigy jarhatunk el az

valxg) # 0 fellétel esetén.
Ha viszont

J’z(xu) = J"z(xo) =0,
akkor ismét az unicitasi tétel miatt

yolx) = 0,

igy yy €s Yo ismét mem lehetnek linedrisan fuggetlenek.
Ha tehat y; €8 ¥» linearisan fiiggetlenek, akkor a Wronski-

determinans sehol sem nulla,
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¢) Bebizonyitjuk, hogy a differencialegyenlet minden megoldasa eldallithato.
y = eyt eede
alakban, ha y; és y, linearisan fiiggetlen megoldasok.
Legyen x, tetszéleges hely az [z; ] intervallumban, és y a differencidlegyenlet egy megolddsa.
A
ery1(xo) + co¥a(Xp) = ¥xg) .
C;yi(xn)‘*' Czyé(xu) = }”(Xo)
linearis egyenletrendszer ¢;-r¢ és c,-re megoldhato. cp kikiiszobolésével:

Y(xgysxg)— Y (Xa)yalxo)
()Y o{xo)— Yol o)J’i(xo) '

¢ =

Az osztds elvégezhetd, mert a nevezdben a Wronski-determindns x,-nél felvett értéke all,
amely y; €8 ¥y linearis fliggetlensége miatt nem nulla. w
Hasonld kifejezés adodik cy-re. A nevezd ugyancsak W érieke az xq helyen.

A © 6 oy ertékeket igy meghatdrozva, tekintsiik a

1)+ C¥a(®)

fiiggvényt.

Az a) pont szerint ez megoldasa a differencialegyenletnek, ¢; €s ¢y meghatirozdsa miatt
pedig az x, helyen vett fiiggvényérték, illetve derivalt megegyezik az y(xp), illetve ¥ (xp)
értékkel.

Az unicitasi tétel szerint:

y(x) = egyrtCo¥e.
1, Tétel. Ha az
V' + A(x)y +Bx)y =0

homogén differencialegyenlet egyik partikularis megoldasat, yp-et ismerjiik, egy masik
partikularis megoldas, ¥y integralassal meghatdrozhato.

Bizonyitas.
»
61

# C.

Feltessziik, hogy a vizsgalt intervallumban y, ¥ 0. Keressilk a megoldast y, = u(x)y, alak-

ban.
ulx) =u jeloléssel:

Yo = U¥y.
Kétszer derivalva:

vh = u'yFuyys
yo = 'yt 'y +uyy -
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-t Ugy akarjuk meghatdrozni, hogy y, az
¥+ A(x)y' +B(x)y =0

homogén egyenlet megoldasa legyen.
yg. 4 65 5 értékeit a homogén egyenletbe helyettesitve:

W'yy + 200yt uyy + Ay + Ay + B(x)uyy = 0.
Rendezve:
0y 20+ AQy, 1+l + Ay + By ] = 0.
y megoldés, ezért a masodik szogletes zardjeles kifejezés értéke nulla, fay .
'y, o 2914 A(x)] = 0.
Legyen végiil i’ = 'z, ekkor & = z'.
2’y +z[2y) + A(x)y] = 0.

Ez z-re nézve szétvilaszthatd elsdrendi differencidlegyenlet. Az egyenletet z-re megoldva
« integraldssal meghatarozhato:

u:szx,

&s jgy v, = uy;-et is meghataroztuk.

Példa
xqy” —2xy L2y = 0.
Tegyiik fel, hogy
x = 0.
Ezért: y”—% y’+—jT y =0
Prébalkozzunk az
y.=x megoldassal.
»n=1
=0
A megoldds kielégiti az egyenletet.
Legyen Yo = Uy,
azaz y, = ux  alaku, Kétszer derivalva:
Yo =u'x+u

vy =utx+20
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Vs, V5 €5 yy értékeit a differencidlegyenletbe helyettesitve:

, 2u  2u
Wix e - -+ = =1,
x x

u'x =0,
x=0, igy u" =0
Innen u=c,

u = cx+Cq.

valasszuk u értékei kozill a legegyszeriibbet, hiszen mar csak egy y» partikuldris megoldas szilkséges,

azZaz u = x-et,
Yo = UX
ya=xt

A homogén egyenlet altalanos megoldasa:

y = cyx+caxt

12.2.4.2 Masodrendii linedris inhomogén differenciilegyenletek

Legyen az

(1 ¥+ Ay +Bx)y = f(x)

linearis inhomogén differencidlegyenletnek megfelelé homogén differencialegyenlet
(2) Y/ + A(x)Y'+B(x)Y = 0.

1. Tétel. Ha y, az (1) inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa, és ¥ a (2) homogén
egyenlet altaldnos megoldasa, akkor

y=»+tY
az (1) inhomogén egyenlet altalanos megoldasa.
Bizonyltas.
y = yo+ Y-t kétszer derivdlva:
Y =ytY,
V=Y
Helyettesitsilk az értékeket az (1) egyenlet bal oldalaba:

vy + Y+ AX)yp+ AXY + B(x)yo+ BR)Y =
= [y + A)ye+ BEy )+ 1Y+ AXY + Bx)Y] =
= f(x)+0 = f(x).
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Az els6 zarojeles kifejezés ugyanis f(x), mert y, (1)-nek megolddsa, a masodik 0, mert ¥
(2)-nek megoldasa.
Megforditva:

ha ¥y €5 ¥y az
¥+ Ay + Bx)y = f(x)

inhomogeén egyenlet két partikularis megoldasa, akkor
Y=y1—>»

az Y4+ Ax)y'+Blx)y = 0

homogén egyenlet megoldasa.
A feltétel értelmében:

¥+ Ay + By, = 0
¥y + AX)ys+ Blx)y, = 0.
A két egyenletet kivonva:
(1 —ya) + AX) (11— ye) + B(x) (y1—r2) = 0.
Tehat
Y =py—
a homogén egyenletet kielégitd megoldds.
I, Tétel. Az
(1 ¥+ Ax)y + B(x) = f(x)
inhomogén differencidlegyenlet egyik partikuldris megolddsat megkapjuk a megfeleld
2) Y+ AX)Y '+ B(x) = 0
homogén egyenlet
(3 Y= ;Y +eY,

megoldasabol, ha a ¢, és ¢, konstansok helyére olyan ¢; = ¢,(x) €s ¢ = c(x) fiiggvényeket
irunk, amelyek kielégitik a

M oY +eY, =0 }
e Y1+ epYs = f(x)
egyenletrendszert.

Bizonyitas. Legyen a
6= ci(x) & ¢y =cy(x) [fuggvényekkel

(@ Yo = Y1+ c¥s.
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Derivélva: 3

@) ¥ = (€Y + Y+ e Y+ e,Yy).

Mivel (I) elsé egyenlete alapjan

&) oY+, =0,

azért (4)-bél

(b) yo = Y1+ €Y.

Ezt Gjra derivalva:

© Yo = (e ¥y ¥y )+ (e Y YD,

Yoo y{,, y{}' értékeit az (a) (b) (c) egyenletbdl helyettesitsiik az
¥+ AX)Y +Bx)y = f(x) (1) egyenletbe:
(e Y1+ Y3 )+ (e Y1+ caY )+ AX) (e Y+ oY)+ B(x) () Yy + ¢, ¥y) = f(X).

Rendezve:

o [¥] + AX)Y 1+ B@Y 1+ 6ol Yy + Ax)Y o+ BO)Y,)+ (e Y1+ epYg) = f(x).

A két szogletes zarojelben levd kifejezés zérus, mert ¥; €s ¥, a (2) homogén egyenlet meg-
oldasa. Ezért
(6) Y +ep¥s = f(x).
Tehit y, kielégiti az (1) inhomogén differencidlegyenletet.
A ¥yt e¥, =0
e Y1+ epYs = f(x)

egyenletrendszerbél ¢; és ¢, meghatdrozhats, mert Y; és 1, linedrisan fiiggetlenek, ezért a
Wronski-féle determinans:

Y, Y,!
=1 "2 20y,

W_ r r
5Y1 Yy

Ez pedig szitkséges és elégséges az egyenletrendszer megoldasahoz.
¢; és ¢y meghatdrozdsa utdn ¢, és ¢, integréldssal nyerheto.
fgy az
Y+ Ax)y' + B(x)y = f(x)
inhomogén egyenlet egyik partikularis megolddsa az igy megéllapitott ¢; = o1(x), ¢3 = eo(x)
valtozokkal:
Yo = Y1+l
, meghatdrozasa az allandok varialisinak modszerével torténik.
Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldésa:

y=¥y+Y.
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Példa
Oldjuk meg az

K2 —4xy H6y = ¥t (x=0)
_inhomogén linedris differencialegyenletel.

P SO SN,
o - Yy =X ‘.
] = Yo e ¥

Oldjuk meg elészor a megfeleld
. 4. 6 ;
Y'—--Y +;.2 Y =0 homogén egyenletet.
X

A partikularis megolddst

¥, = x  alakban keresve Y,=1 ¥Y{=0

Y, nem elégiti ki az egyenletet,

Ha Yy = x%,  akkor Y,=2x Y/=2

2_8+6 = 0, ez a megoldas kielégiti a homogén differencialegyenletet.

A masik partikuldris megoldast

Y, = uY¥;, azaz

-

Y, = nuxt alakban keressiik.

Kétszer derivalva:

Y; = w'x?*+2ux
2= ' xtAu'x + 2.

Y,, Y1, Y értékeit a homogén egyenletbe helyettesitve:

W 4 Au x+ 2u— 4’ x —8u+bu = 0.

Osszevonva:
wxt=0 x =0, ezért
W =0,
i =ik,

u = Cx+Cy

vilasszuk ezek kozil a megoldédsok kozil

u = x-et.
igy Y= ux?,
¥, st

A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldasa:

Y = ¢x?+caxt

" LA 6y
¥y xy'xz'}_-

inhomogén egyenlet egyik partikularis megoldasdt keressiik
¥o = eX)Yi+ca(x)Y,  alakban.
Acp és ¢ figgvények kielégitik a

Y+, = 0 }
¥i+e¥y =f) 17

azaz példankban a

e tepx® =0
2e)x+3epx? = X+ x

egyenletrendszert.
Mivel x # 0,

tex =0
201+ 3epx = x+1 ’

A felsé egyenlet kétszeresét az alsobol kivonva

cpx = x+1
c'#H—l
gr= o

A felsé egyenlet haromszorosit az alsobol kivonva.

—c] =\x-|-1,
e =—x—1L
Integralva:
%2
Cy ’—_—'——2—7)&',

¢y = x+In |x],

Yo — CIY1+62Y21 Yo = C1x2+C2X3.
I
Yo =f—?—x"+x4+x3 In | x|,

b
Yo =5~ S+ x%1n (x|

Az altaldnos megoldas:

xt 3 3 2 3
Pt +x% In | x[+epx®+eax’.
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12243  Allandé egyiitthatéji masodrendii linedris differencidlegyletek

Az ay” + by +cy = f(x) differencidlegyenlet
(a, b, ¢ konstansok, a # 0) allando egyiitthatoji linedris inhomogén differencidlegyenlet.

Ha flx) =0
ay”’+ by +ecy =0

allandé epyiitthatéju homogen differencidlegyenlet,

12.2.4.3.1 Allandé egyiitthatéji linedris homogén differencidlegyenletek
ay’+by'+cy =0 (a # 0).
Keressiik a homogén egyenlet megolddsdt
y = e~ alakban.
Kétszer derivalva:
3= Aetx
¥ = ARetx,
Az értékeket a differencialegyenletbe helyettesitve:
e*(a)?+bl+c) = 0.
e 2 0, ezért
al?+bi+e =0

Ezt az egyenletet karakterisztikus egyenletnek nevezzilk.

A homogén egyenlet megoldisandl a karakterisztikus egyenlet gySkeinek mindsége szerint

harom esetet kiilonbdztetiink meg.
A karakterisztikus egyenlet gyokei:

—b+ /b2 —dac
g = - a2
a) B? = dac.

Az a2+ bj+ ¢ karakterisztikus egyenlet gyokei kiilonbozd valos szamok: 2168 Ay,
Ekkor a homogén egyenlet partikuldris megoldasai:

= g;':x’ Yo = eha¥,

L)
Y1

Mivel = glha—h)x £ ¢,

a megoldasok linedrisan fﬁggetlgnek.
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A homogén egyenlet altalanos megoldésa:

Fv = ¢ e¥+ Cqe™¥

b) p2—dac = 0.

Az a)?+b)+c = 0 karakterisztikus egyenlet pyokei egyenld valds szdmok.,

A homogén egyenlet egyik partikuldris megoldasa
yy = ™,
A masik megolddst, y,-t az dllandé varidlasdval keressiik:
o = ue?t,
ys = u'er +uler,
vy = w’e 4 20 e* - Ruet,
Ya, yé, y;' értékeit a homogén egyenletbe helyettesitve:

au’' e 4 2aiu’ ¥ + allue™ + bu' e 4 bue** + cue™ = 0.

Rendezve:
e lau”’ + ' (Qak+ DY+ w(al®+ bl+c)] = 0.
al4+bl+ec =0, mertAakarakterisztikus egyenlet gydke.
2a0+b =0, a gyokok és egyiitthatok osszefilggése alapjan,
e £ Q.
fey au" =0, -
ul! — 0’
w=C,
= Cx+Cy.

A legegyszeriibb megoldast valasztva:
u=x.
Vo = xe™.

A homogén egyenlet altalanos megolddsa:

y = cre”*+ogxe’*,  azaz

P e;lx(fl+C2;|
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c) Az ali4-bi+c=0
karakterisztikus egyenletben
b —4dac < 0,

a gyokdok konjugalt komplex szamok.
Legyenek a gyokok:

A = a+fi,
Ay = —fi,

= g(“‘i‘ﬁi)x .

Yy= ele—Bix i
P2 _ - 2 ¢ (y, és y, linedrisan fiiggetlenek).
1

A homogén egyenlet altalanos megoldasa:

y=rc le(u+iﬁ)x+ cze[““ﬁ)".

Mivel az egyenletet a valos szamok tartomanysaban adtuk meg, azt akarjuk, hogy a megoldas
is a valos szamok tartomanyaba tartozzék, tehdt ne tartalmazzon komplex szdmokat,
Ehhez két tételt hasznilunk fel:

I. tétel. A komplex szamok Euler-féle alakja (9.2.4. pont):
re’® = r(cos g +i sin ),
azaz e = cos p+isin ¢.
1l. tétel. Ha az
ay”"+by'+ey =0
differencialegyenletet az
y=y1t+iy,
fiiggvény kielégiti (y; €s y, valos ériékil fligevények), akkor azt y; és y, is kielégiti.

Bizonyitas.
Y=yt
Kétszer derivalva:
¥ = y+ivg,
y.-: - )“i’+iyé’-
Az értékeket az

ay’+by'4+ecy =0
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egyenletbe helyettesitve:
ayy’ +iayy' +byi+ibyy+cyyticys = 0,
(ay;’ +byy+cy)+ilavy +bys+cyy) = 0.

Egy komplex kifejezés akkor zérus, ha mind a valos, mind az imaginarius része kiilon-kiillon
zérus. fgy

ay, +byi+ey =0,
ays’ +bys+ey, = 0.

Ez pedig éppen azt jelenti, hogy y; €s v, kielégiti az egyenletet, tehat partikuldris megoldasok.
Visszatérve az

ay'’+by' +cy =0
egyenlethez, ennek

p = el i)y epyik megolddsa.
Mas forméban

¥ = € (cos fx+i sin 3x)

a megoldas. i
Mint megmutattuk a II, tételben, ekkor

yp=ecosfx és  y,=e*sinfx  is megolddsok.

Ezek a megolddsok linedrisan fiiggetlenek. Ezért a homogén egyenlet altaldnos megolddsa:

i y = e*¥(¢q cos fx+cy sin x) 1‘

Példak
1. 3y"+11y'—4y = 0.
A karakterisztikus egyenlet:

3424 114-4 = 0.

Ennek gyokei:

7= —11+4/121+48  —11413
- - iy .

Tehat a homogén differencidlegyenlet dltalinos megoldasa:

1y
¥ =gt
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2. 9y’ —12y"+4y = 0.
A karakterisztikus egyenlet:

972124 +4 = 0.

- 144—144 2
- 18 IR T
. . a2
hy=ly=2=.

Az egyenlet altalanos megolddsa tehal a kovetkezd:

2
y = (c;+cpx)ed x.

3. ' —dy'+13y = 0.
A karakterisztikus egyenlet:
/‘Lg—‘4}.+ 13 =0.
44+4/16—-52 _ 4L6i
2 T2
}"1 = 2+3f, )\2 = 2— 3i, o = 2, ﬁ: 3.

=

Tehat a differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

y = e¥¥(c; cos 3x+0y sin 3x).

12.2.432 Allandé egylitthat6ja linearis inhomogén differencidlegyenletek

ay”’+by'+cy = f(x).

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasat, yo-t meghatérozhatjuk a megfeleld
a¥”’+bY'+c¥ =0

homogén egyenlet
Y =c, Y1+ 6Ye

megoldésabol, ha az allandokat varidljuk. Ebelyett, specialis esetekben, azt a modszert
alkalmazzuk, hogy 4z ¥ partikularis megoldast az inhomogenitéast okozo f(x) fuggvényhez
hasonld alakban keressik. A megoldast ekkor , kisérletezé feltevésnek™ is nevezzilk.

1 f(X) — P,,()C),

ahol P,(x) n-ed foku polinom.
A kisérletezd megoldast

Yo = Qn(x),
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azaz Yo = apxt XTI +ax+tag
alakban keresstik.
2. Az ay” +by'+cy = f(x)
egyenlet jobb oldala
f(x) = Plx)e*™ alaku,
aho!l P(x) polinom.
A partikularis megoldast
Yo = Q)xke

alakban keressik.
Itt O(x) polinom, amelynek fokszdma P(x)-ével megegyezik, k pedig 0, 1 vagy 2, aszerint,
hogy « a karakterisztikus egyenletnek, azaz az

a4 bl+c=0
egyenletnek hanyszoros gyoke.
3. Haaz a'+by+o= f(x)
inhomogén egyenletben

f(x) = P(x)e**-cos Bx  vagy

flx) = P(x)e** sin fix,
akkor a partikularis megoldast a kovetkezod alakban keressiik:

yp = X" [R(x) cos Bx+ Ro(x) sin fx1.

Itt, ha az al24+bite=20 karakterisztikus egyenletnek o.+fi gyoke, k= 1, ha nem gydke,

k=0.
Ry(x) és Ry(x) polinomok, amelyeknek fokszama P(x) fokszamaval megegyezik.

pPéeldik
L Y =3y +2y = 3¢

A homogén egyenlet:
y” -3y’ +2Y = 0.

A karakterisztikus egyenlet:

2-34+2 =0

Gydkei: o
. 344/9-8 _ 31
== = S5

Ja=1, A=2
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igy a homogén egyenlet altalanos megolddsa:
Y = ¢,& + cqe¥.

Az inhomogéné pedig:
y = 8% cye™ + 1y,

Az y”’ —3y' =2y = 3e* egyenlet jobb oldala
f(x) = 3 = P(x)e**.

Itt P(x) = 3 0O-adfoku polinom: & = 2. Mivel 2 a karakterisztikus egyenlet egyszeres gydke, k=1.
igy az y, partikularis megoldast :

o = Q(x)-xF.e*F alakban felirva:

Yo = @ x-e”.

0(x) is nulladfoki polinom, azaz konstans.
Diflerencidlva:

¥ (a+2ax),

e (4a-+4ax).

Yo
yo

I

Helyettesitsiik ezeket az értékeket az egyenletbe:
e¥(da+dax) — 3¢ (a+2ax) +2axe” = Je?,
azaz e*(4a+ dax — Ja— bax+2ax) = 3e?,

Osszevonva: aet” = 3e™,

azaz a =3,
Mivel Yo = axe®,
Vo = 3x-6%".

Tehdt az egyenlet dltaldnos megolddsa:
¥ = 85+ e F3x e
2: yt =Ty +6y = sinx
A megfeleld homogén egyenlet:
Y -7Y'+6Y = 0.
A karakterisztikus egyenlet:
27446 = 0.

7 4
Gydkei: A= ———————7i\/:9 24 = —755- .

=1 A=6
A homogén egyenlet dltaldnos megoldasa:

Y= C]ex‘{'Czeﬁz.
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Az inhomogén egyenlet jobb oldala
f(x).= sin x.
Keressiik az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat
yo = acos x+bsinx  alakban.
Ekkor ¥, =—asinx+bcos x,
yy =—acosx—bsinx.
Ezeket az értékeket az egyenletbe helyettesitve:
—ucos x —b sin x-+ Ta sin x—7b cos x + 6a cos x+6b sin x = sin x.
Rendezve a bal oldalt:
(5a—7b) cos x+(Ta+5b) sin x = sin x.
gy az egyenléség csak ugy allhat fenn, ha a két oldalon az egyitthatok megegyeznek, azaz

Sa—Tb =0 }
7{1T5b =1

Az egyenletrendszerbdl

7 b=5

=T 74

fgy a partikuldris megoldas:

Yo = 7z COS x+ % sin x.

Az éltalinos megoldds pedig:
Ji= Y'eru,
azaz y = €"+¢ eﬁx+—?v cosx*--sﬁ sin x
BT g 7 :

*

Itt jegyezzilk meg, hogy az elsérendii linearis inhomogén differencidlegyenletnek (12.1.4.2.
pont) partikuldris megoldasat is szokas kisérletezo feltevéssel keresni.

Tétel. Ha az inhomogén egyenlet
) 3"+ AR+ Bx)y = L)+ fox)
alakti, akkor a partikularis megoldas:

Yo = ¥1tVe,
ahol ¥y ¢és ‘ yy az
V' + Ay + Bx)y = fi(x),
¥4 A+ Bx)y = fox)
differencialegyenletek partikuldris megoldasai.
A tétel helyességérdl kozvetlen helyettesitéssel gydzédhetiink meg.

*
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3. ¥ =3y —4y = shx.

A homogén egyenlet:
Y”-3Y'—4Y = 0.

A karakterisztikus egyenlet:

2—32-4=0.

Enneck gybkei: 4, =4, A,=-1

A homogén egyenlet dltalinos megolddsa:
Y = ce¥+cpe".

Az y' =3y —4y = shx

; 1 1
egyenlet igy irhato: »”—3y —dy = 5 e*“#—2 e~*.
Hatdrozzuk meg az

1
=3y —dy = 5 ¢ 6s

o 5 1z
y' =3 -4y = > e

egyenletek partikularis megoldésait,
st ’ i
Az Vv =3y —4y = > e*

1
egyenletben fi(x) = 5 ¢% o = | nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek, & = 0. P(x) = konst,

igy Q(x) = a.
Yri= ae::
», = ae,
¥y = ae*.

Az értékeket az egyenletbe helyettesitve:
ae* —3ae” ~dae” = ~;— e,

1

—ba = —,
— N
VA
173’
J1 T’ge

1
Az y’' -3y -4y = = e ” egyenletben fo(x) = -—; e ",

a =—1 gybke a karakterisztikus egyenletnek,
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igy k=1, .Q(x) = konst = b.
Yo = bxe %,
ya = be " —bxe ™,
vy = —2be*+bxe ",

y» értékeit az egyenletbe helyettesitve:

1
—2be *+bxe *—3be “+3bxe *—dbxe " = — 5 e,
—5be ™ = .} e*.
2

1
b= 15

1 -z
Y= gg xe

Az ¥ — 3y — 4y = sh x differencidlegyenlet partikuldris meg_oldésa.

1 § ”
Ty SPEYpER T oty e *
Altalanos megoldésa:
1 1
= ettt e - e xe
y = 1408 12 e* 0 xe

12.2.4.3.3 A masodrendii lineiris differencidlegyenletek alkalmazdsa a miiszaki
gyakorlatban

Rezgé mozgasok
Szabad rezgések
a) Csillapitatlan rezgé mozgés. Ha egy rugo egyik végét rogzitjiik, a masik végére m

tomegpontot helyeziink, és a rugdt osszenyomjuk, majd elengedjiik, az 1 tomegpont
rezgh mozgast végez, Ha a levegs ellendllasat nem vesszilk figyelembe, a mozgasegyenlet

mi-+w?x = 0.

x a kitérés, ¥ az id6 szerinti masodik derivalt, a gyorsulas, m a témeg, * a rugdéllando.
A feladatot a hidnyos masodrendii differencidlegyenleteknél mér targyaltuk (12.2.3.3. pont).
Nézziik most masfajta megolddsat! .

Tekintsitk az egyszeriiség kedvéért a tomeget egységnyinek

¥4olx = 0.
A karakterisztikus egyenlet:
Ptw? =0,

= iwr..
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A differencidlegyenlet megoldasa:
X = €] COS W!+cy sin 1.
= Asing & ¢ = Acosg  jeldléssel:
x = Asing cosw 1+ A cos @ sin wt,
" x = Asin(wi+p).

A mozgas képe a 12.34 abran lathato. A kezdeti értékektdl fliggé A és ¢ értékek jelentése:

2x
A az amplitado, ¢ a kezdo fazis. A rezgés periodusa T = TR

(Megjegyzés: a valosagban csillapitatlan rezgd mozgés szabad rezgésnél nem jon létre.)

[P O

w

I —
| ZEN SN
\Asiﬂ(affgﬂ) ‘

12.34 abra

b) Csillapitott rezgé mozgés. A rugd végére erdsitett tomegpont mozgasegyenlete a levegd
ellenélldsa miatt:

mi+28x+w’x = 0.

26 = 0 a surlodasi egyiitthatd, w?® a rugodllando.
(Hasonl6 mozgédsegyenletek irjak le a mechanikai lengdrendszerek mozgdsat.)
Legyen a tomeg egységnyi.

i+28x+wix = 0.
A karakterisztikus egyenlet:

242 8A+w? =0,

A=—8+4/82—c?.
1. 32 > o2, két valos gydk van, mindkettd negativ, jelolje ezeket —2; és — 4.
Ekkor x = e~ Mt ee.

¢ és c, értékeitdl fiiggden a kitérés exponencialisan csokken vagy a maximum utan csok-
ken (12.35/a és 12.35/b 4bra). Ekkor nincs rezgd mozgds, a mozgas aperiodikus.
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Lo
7 ¢ i 5 t
12,35 dbra
2 3 =w.
Apa=-3,

x=e" 8"((:1+C21‘).
A mozgas hasonlé jellegli, mint az el6z6 esetben.
3. 3 <= .
Legyen i = w?—8%
Ao =—8+4/ 8- =—3toyi.
x(1) = e~ (¢, cos wyt+cy sin Wql).
Legyenek a c; és ¢, dllandok ilyen alakaak:
o = Asing, ¢, = Acosg.
x(0) = Ae—% sin (wyr+).

A mozgast dbrazold gorbét a 12.36 dbra szemlélteti.

b

Yy
x=Ae  sinlary)

12.36 abra
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A gorbe az x =+ Ae— % porbék kozott halad. Ha ¢t = 0, x(0) = 4 sin ¢, ahol ¢ a kezdd
2n

fazis. A mozgds o szerint periodikus. A mozgas a csillapitott rezgd mozgas.
Yo

A mozgas amplitudoi azok az ordinatak, amelyeknél a gorbe eléri az Ae~ 8 giirbét. Legyen
az amplitidé a Ty pillanatban:

M, = Ae= .
12
Egy periodussal késobb a Ty, = (T1-1- 7”-) pillanatban:
0

27
M, = A -e_s (Tﬁ —“g)

A két amplitudo hanyadosa:

2n
M, =3

=g W ,
My

A két szomszédos amplitudo ardnya allandd. Egy periodus alatt az amplitudé
2
-—-% _szorosra csokken.

e "o

A hanyados logaritmusa a logaritmikus dekrementum: A,

M. 23
A=Ih-2=-—- Ly
M, (oM

Ugyanez az ardny vonatkozik két olyan kitérésre, amelyek egymadstol P id6kiilonbségben
0

jonnek létre.

X, = x(0) = Ae=5 sin (ot +¢),

27 -o(r+3-) . 2
Xg — X t+ -—| = Ae @/ gin |y | t+— 4+ =
Wy Wy

27
(),
= Ae wo ! gin (ot +¢)-
2%
B
X1
Kényszerrezgések

Hasson a rezg® mozgdst végzd tomegpontra kiilso gerjesztd er6. Legyen ez az
F(r) = Psinwy?

csillapitatlan periodikus ero.
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A mozgasegyenlet

m=1 -egységnyi tomegel veve:

42 8x+w*x = Psinwyt (8 = w).
A megfeleld homogén egyenlet:

i4+28%+wix = 0.
A karakterisztikus egyenlet:

24234+ =10,

A =—84+4/8—ct
Vegyiik a szabad rezgést csillapitott rezgd mozgasnak.
Ekkor A=—8twy (wg= \/EOT:§2),
és a homogén egyenlet megoldasa:

X = Ae— ¥ sin (gt ).

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat kisérletezo feltevessel keressiik.
A jobb oldal:

F(f) = Psinoqt,

P(f)e*t sin Bt alaku fiiggveny.
Esetiinkben P(r) = P, «=0, f=w;.

w+fi = Lo

a karakterisztikus egyenletnek nem gyoke.
frjuk fel a gerjesztett rezgést a kovetkezd alakban:

Xp = acoswyl+b sin @yt

Derivalva: %o = —awy sin@yf+ b, cos ey,
%, = —aw] cos W~ b3 sin ;.
Az #4-2 82 4wie = Psinays mozgasegyenletbe helyettesitve:

cos @, H(—awi+2 b, +aw®)+sin ;1 — bew?—2 Saw, +w?b) =

= Psinwyf.
Fz akkor lehetséges, ba

—ami+2 Sbeo, +aw® =0
~-bw?—2 8aw,+bw® = P |
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azaz
(02 —wda+23wb =0
(wP—eoD)b—2 8ma = 0

Ez utébbi egyenletrendszert a-ra és b-re megoldva:

‘e —2 8w, P
T (@0*—0})?+4 808
b (w*—w?)P

T (0P —wd?+48%0F
Az ¥+28%+0%x = Psinm;¢ partikuldris megolddsa:

P

Ol s o [—2 8w, cos o1+ (@ —w}) sinw,1).

Ezt igy is irhatjuk

Xop cos wy?+

B P [ —2 8wy
V(@ —0?P+4 8%k | /(0P —0df+48%0]
w?—m?

+—
AV (0P —0?)?+-4 3%}

sin mlt] g

Legyen
P ]
P o N,
AV (0P —w)P+4 0}
—2 8w, .
—_ ——————— = Sl (, >
V(@ —w?P+4 Yo}
w—w}
= C0S¢y.
V(@ —aRP+ 4 S0 '
Ekkor

Xo = AJ_ sin (CI)II+(}71).

A; a kényszerbdl (zavaro tényezobdl) eredd amplitido, (—g) a faziskésés.
A kényszerrezgést végzé pont mozgisegyenlete

x = X+xp,
x = Ae % sin (wot+g 1)+ A sin (©8+¢).

A homogén egyenlet megolddsdbol szarmaz6 szabad lengések, minthogy amplitidajuk
exponencidlisan csillapodo, bizonyos id6 utan elenyésznek. Hosszabb 1d6 utan tehdt csak a
gerjesztett rezgés okozta csillapitatlan rezgés marad fenn (12.37 abra).
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VN N

12.37 dbra

w
Hao — ;. azaz - — 1, a gerjesztett rezgés amplitudoja hirtelen megno.
1

P

A=
V(P04 Tt

6(;—)1 ~ 1 esetén az amplitidé nagy lesz, de a novekedés annal kisebb, minél nagyobb a 3
csillapitas.

Ha viszont 2 8 ellenallasi egylitthatd kicsi, és a gerjesztési frekvencia (zavaro frekvencia)
kézel van a rendszer sajat frekvencidjdhoz (és még inkdbb, ha megegyezik vele), a rendszer
bizonyos id8szakon keresztill a szabad lengés amplituddjat sokszorosan meghalado ampli-
tudéju rezgést végez.

A rezgés amplitddojanak kicsiny kiilsé hatasra vald novekedését rezonancidnak nevezik.
A rezonancia jelenségének nagyon nagy szerepe van a fizikaban és a miiszaki gyakorlat-
ban. Minden rugalmas test ugyanis csak a sajat tulajdonsagatol fliggd rezgd mozgast végez.
Ha r4 olyan periodikus erd hat, amelynek
frekvenciaja kozel van a test frekvencidjd-
hoz, a rezonancia koévetkeztében mar kis
zavard erd is nagy romboldst végezhet.
Ezért gyorsforgast gépek, hidak stb. ter-
vezésekor kiilon szamitdsba veszik a rezo-
nanci4val szembeni szilardsagot is.

Lt

Szaraz sarlédassal csillapitott
harmonikus rezgd mozgas
differenciilegyenlete

ME

+mazy indny

Vizsgaljuk meg a 12.38 4bran feltiintetett

m tomeg mozgdsat, ha a tdmegre a minden-

kori mozgasirannyal ellentétes R sirlédasi b
erd hat. A Coulomb-sirlodasbdl szdrmazod 12,38 dbra

JANANNNANANAY

ANNNNANNARANY
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R erd nagysaga fiiggetlen a mozgds sebességétol. R = uN, ahol p a surlédési tényezd,
N a felitletre merdleges, in. normalis erd. Ha az nr tomeget kimozditjuk nyugalmi helyzetébol
x tavolsdgra, akkor a tomegre a c¢.x rugderd, az R surloddsi eré és a D’Alembert-elv
értelmében az m¥ tehetetlenségi erd hat. Az erok egyensulyat a mozgas differencialegyenlete
irja le:

mi¥+cx =—R,

Az egyenletnek ez az alakja x = 0 esetére (a tomeg lefelé mozgésakor) érvényes. Ha a tomeg
felfelé mozog, a surlodasi erd ellenkezd eldjelil, tehat a felfelé mozgds differencidlegyenlete

mitex = +R.

Ha az R surlodési erdt R=cb-vel helyettesitjiik, akkor a felfelé mozgds sordn a lengd tomeg
x = b-nél egyenstilyban van (¥ = 0). A lefelé mozgaskor az egyensily az x =—b helyen lép
fel. Latjuk tehat, hogy a szaraz surlddasndl az egyensulyi helyzetek a O-vonaltél +b tavol-
sdgra helyezkednek el. Ezek az egyensulyi helyietek statikai egyensulyi helyzetek. Ha beve-

zetjilk az
¢
%zv_
m

sajat korfrekvenciat, akkor a felfelé, illetve a lefelé mozgds differencidlegyenletei:
(@) ¥+eix = bw3,
2 Ftwix =—bwj.

A mozgas amplitidojat mint az id6 fiiggvényét az (1) és (2) egyenletek integraljaibdl allitjuk
elé. Feltételezziik, hogy a ¢ = 0 idépontban a lengé témeg a, = x, tavolsagra helyezkedik
el a statikus nyugalmi helyzet alatt. Ha a kitéritett tdmeget magara hagyjuk, a rugderd hatd-
sara mozgasba lendill. A mozgas a surlodasi erd okozta csillapitas (a kinetikus energia
surlodasi hové alakuldsa kozben) az amplitddo csdkkenéséhez vezet (12.39 dbra),

A felfelé mozgds idofiiggvényének jele legyen %, a lefelé mozgasé pedig x. A kezdeti feltételek
a kovetkezok :

Xa=0) = Xg,  Xg=0) = 0.

Ezekkel a kezdeti feltételekkel a felfelé mozgés egyenletének megolddsa, amint az konnyen
cllenorizhetd:

% = {(xg—b) cos wyt+b.

7
ot = > -nél ¥ = b, az wyt = 7 helyen pedig ¥ = 0. A kitérés maximuma tehat az Wy =7
helyen van. A maximalis kitérés nagysaga:

*(1) =—ay =—(x,—2b).

Ebben a helyzetben a felfelé mozgéas véget ér. Az elért helyzet egyben a lefelé mozgds kezdeti
feltételeit is megadja. Ezekbdl kovetkezik, hogy az wy¢ = helyen

¥ =—(x—26) (F=0).
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¥={(xp-b) coswpt+b.

x(t)
12,39 abra

A lefelé mozgast leird (2) egyenlet megoldasa:
X = (xp—3b) cos wyt—b.

T

3 helyen x =—b, az wyt = 27 helyen pedig a tomeg kitérésének ampli-

Azwy = 3
tudoja:
X(27) = ay = x,—4b.

Most ismét egy felfelé tarté mozgasi szakasz kovetkezik. Az el6zd, lefelé haladd mozgasi
szakasz végén bealld allapot adja ennek az Gjabb felfelé tartd mozgési szakasznak a kezdeli
feltételeit. Ezekkel a kezdeti feltételekkel az (1) egyenlet megoldadsinak alakja:

% = (xy—5L) coswyt+b
7
lesz. Ezen a lefelé haladd mozgdsi szakaszon az @yt = 5 5 helyen £ = b-vel, az wyt = 3a

helyen pedig
x(3n) = —ay = —(x;—6b).

A most kovetkezd lefelé tartd mozgds eleget tesz az wyt = 3x helyen az

X =—(x,—6b) (x=0)
kezdeti feltételeknek. A (2) egvenlet megoldasa ezekkel a kezdeti feltételekkel:

X = (x,—7h) cos wyt—b.

e ————  —
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Azwgt =17 721 helyen x =—p, az Wyt = 47 helyen pedig a lengés amplitadéia:

X(47) = x,—8b.

A 47 helyhez tartozo fordulopont a 12.39 4bran felvett Xo €s b ériékek mellett beleesik a
—b=x= bsivba. A tomeg tehat nyugalomban marad, mert a rdhaté rugderd és tehetet-
lenségi ers sszege ebben a helyzetben mar kisebb, mint a strloddsi erd, fgy a sarlédasi
erd nyugalomban tartja a tdmeget. Ez kénnyen beldthatd, hiszen

x(4m) <b vagy
cx(47) < ch = R.
Ha tehét a lengé témeg amplittidomaximuma a +54 sdvba esik, a tomeg megall, Ez bizo-

nyos szamu lengés utdn altaldban be is kovetkezik. Az egymas utdn kévetkezé amplitadok
abszolut értékei szdmtani sorozatot alkotnak:

a5 = x,
ay = xg—2b
ay = xg—4b
az = x,—6b

Ebbél kévetkezik, hogy az egymds utan kovetkezs és azonos el6jelii amplitadok egy egye-
nesre esnek.

*

14

13. A VALOSZINUSEGSZAMITAS MATEMATIKAI
MEGALAPOZASA

A valésziniiségszamitas a matematikanak az a fejezete, mely a veletlentd! fiiggs »tomeg-
jelenségekkel” kapesolatos eseményekkel foglalkozik, Feladatai kozé tartozik a tomeg-
Jelenségek | egyszerii” esemeényei bekovetkezésébdl kévetkeztetni Ssszetett események
valosziniliségeire, Ezek meghatarozdsa tbbnyire kombinatorikus modszerekkel torténik.
Eppen ezért szilkséges a matematika ilyen jellegti problémdkkal foglalkozg fejezetének, a
kombinatorikdnak a megismerése,

A valésziniiségszamitas feladatainak matematikaj forméba valg éntésehez olyan matematikaj
eszkoz megieremtése sziikséges, amely alkalmas események kozti formilis kapcsolatok lefrs-
sdra és vizsgalatira, E celt szolgilja tobbek kozott a Boole-algebrak specilis esete, az
eseményalgebra,

A tovibbiakban mindenekel6tt a valdsziniiségszamitas feladatainak megolddsdhoz, mate-
matikai megalapozasihoz szlkséges kombinatorika és eseményalgebra alapjait ismertetjiik.

131 KOMBINATORIKA

A kombinatorika igen sokrétii targykorébél csak néhdny — a valdszinfiségszamitds szem-
pontjabdl fontos — problémdval, igy elsdsorban a sorrendezési és kivalasziasi problémaval
foglalkozunk,

A kombinatorikdnak a sorrendezési problémékat tdrgyalo fejezete a permutaciok elmélete,
amely megkiilonboztet ismétlés nélkiili es ismétléses permutaciot aszerint, hogy az elemek
mind kiilénbozék, vagy vannak koztitk azonos tipustiak is.

A Kkivalasztasi problémakat targyald fejezet a kombingcigk, valamint a variaciék elmélete,
aszerint hogy a kivilasztott elemek sorrendje figyelmen kiviil hagyhato-e vagy sem. Sét,
ezen beliil is van ismétlés nélkiili, ill, ismétléses kombinacio és variacio aszerint, hogy egy
elem egyszer, ill. tébbszér valaszthaté-e ki (vagyis a kiv4laszt4s visszatevés nélkiili, ill. vissza-
tevéses),

A kdvetkezékben behatébban foglalkozunk a kombinatorika ezen fejezeteivel,

——
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13.1.1 Ismétlés nélkiili permutacié

Definicié. n kiilonbozd elem egy meghatédrozott sorrendben valod elhelyezése: n elem egy

ismétlés nélkiili permutacioja.
A lehetséges sorrendezések szamat az ismétlés nélkiili permutacidk szamdnak nevezzilk €s

P,-nel jeloljitk.
Két elemet (pl. két betiit vagy szamot) kétféle sorrendben tudunk felirni:

ab
AT
ab ba

Tehat két elem ismétlés nélk iili permutacidinak szdma:
Py =2 O
Harom elemet 6-féle sorrendben tudunk felirni:

a b ¢
abe bac cab
ach bea cha.

dolés alapjan hatarozhatjuk

Ezt két elem permutdcioinak ismeretében a kovetkezé meggon
em. igy 3 csoportot kapunk,

meg. A permuticiokat csoportositjuk aszerint, hogy mi a7 elsé el
Minden csoportban annyi permutdcio lesz, ahdny permutacioja az elsd elem utan allo 2
elemnek van, tehéat 2. fgy 3 elem ismétles nélkiili permutacidinak szama:

Py =3.2=3L

Tétel. n kiilénbozo elem lehetséges sorrendjeinek, ismétlés nélkilli permutacidinak szama:
P,=n,

ahol n! jelenti az elsd n pozitiv egész szam szorzatat, vagyis:
n=1.273...n

Bizonyitas. (Teljes indukci6 modszerével.)
Az allitas n = 2 esetére igaz, mert hiszen

Py =2
Feltételezziik, hogy

P,y = (n—1)!, .
azaz, hogy (n— 1) elem kiilonféle sorrendjeinek szama (n—1)!, €s ebbdl a feltételbdl igazol-
juk, hogy

P,=anl
Legyen az n kiilonbozd elem:

y,dg, 03, -+ dy-
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A permutéciokat csoportositjuk aszerint, hogy mi az elsé elem, igy n csoportot kapunk.
Minden csoportban annyi permutdcio lesz, ahany permuticidja az els6 elem utan allo
(n—1) elemnek van. Miutan (n—1) elem ismétlés nélkiili permutacidinak szdma a feltétel
szerint (n—1)!, igy n elem ismétlés nélkiili permutdcidinak szama:

n(n—1)! = n'.

A csoportositas soran nem hagytunk ki egyetlen permuticidt sem, ugyanis mindegyik
permuticiot annyiadik csoportnal vettilk figyelembe, amekkora a sajat kezdd eleme (pl.
az ay-vel kezdddoeket a 2. csoportnal). .

Nem szamitottunk egy permuticiot tobbszor sem, hiszen az egyes csoportokban szereplo
permuticiok mind kiilénbdzék (ugyanaz az elem all ugyan az els6 helyen, de a tobbi (1—1)
elem permutacidjaban van koztiik eltérés), a kiilonbozé csoportokban levok pedig mar az
elsod elemben sem egyeznek meg. )

Ezek figyelembevételével dllitjuk, hogy

P, =nPy_y = nn—1)! = nl,
amit éppen bizonyitani akartunk.

Megjegyzés. n kiilonbozd elem permutécioinak meghatirozdsdra — nagy n értékekre -— jo
kazelitést ad Stirling formuldja:

b3
n —
n! =~ (—) -/ 2mn.
e

Tehat

i n
P () /2

Példak
1. 10 kiilénb6z6 fajta virdg hanyféle sorrendben iiltethetd
a) egymas mellé elhelyezett virdgdgyasokba,

b) kér alakd virdgdgydsokba?
A lehetséges iiltetési sorrendek szdma egymas melletti virdgagydsok esetén:

x =Py = 10L
Kor alakban elrendezett viragagydsok esetén
Bi=Pys 9L

Kor alaku elrendezés esetén ugyanis nem tekinthetd kiilénbozonek az a sorrend, amikor a szomszédos
virdgdgyakban azonos virdgok vannak (pl. egy adott sorrendet tekintve mindegyik tipusi virdgot
egy virdgaggyal arrébb litetlink). igy az dsszes lehetséges sorrendben egy fajta virdg helyét rogzitjiik
&s az Hsszes tobbit, vagyis a 9-et permutaljuk,

2.A0,1, 2,3, 4 szamjegyekbdl hdny olyan &tjegyil paratlan szdm képezhetd, melyben minden jegy
csak egyszer fordul el ?

Az 5 jegy permutacidi koziil csak az 1-gyel és 3-mal végz8ddk johetnek szdmitdsba. Ezek szama:
2.4!. Ebben benne vannak a 0-val kezd6dok is, melyek nem tekinthetok 5 jegyd szdmoknak. Ezek
szama: 2.3!. gy a kérdéses 5 jegyl szdmok szdma

2.41-2-31 = 36

59 Matematika




930

3. 5 fu és 5 lany koz6tt 10 mozijegy hanyféleképp oszthatd szét, hogy ne keriiljon egymds mellé sem
2 fidi, sem 2 lany?

Az 5 liny — pl. a paros szdamozdsu helyekre — P, = 5! sorrendben, kozéjilkk az 3 fin ugyancsak
P, = 5! sorrendben ilhet. Tehit a paros szamozasi helyekre a lanyok és a paratlanokra a fiuk:
5151 féle sorrendben iithetnek. Miutan forditott {ilésrend is lehetséges: iilhetnek a paros szdmozasi
helyekre a fiik és a paratlanokra a lanyok, igy — a feltétel figyelembevételével — az sszes lehelséges
iilésrendek szama

n=2.515! = 28800.

13.1.2 Ismétléses permutacid

Definicié. # olyan elemnek egy sorrendezese, melyek kozott I killonbdzé fajta van, éspedig
mindegyikbdl rendre &y, kg, ..., Kk; szdmu (ky+ko+ ... +k; = n): n elem egy ismétiéses
permutacicja.

A lehetséges sorrendezések szamat az ismétléses permutdciok szamanak nevezzilk, és
Pt iy ... ki, i1l Pogy-val jeloljiik. (Az utobbi jellést abban a specidlis esetben
hasznaljuk, ha az elemek kozt csak k szamil azonos elem van, és a tébbi mind kiilonbdz6.)
Az ismétléses permutaciok szama kisebb, mint az ismétlés nélkiilické, hiszen az elemek kozt
azonosak is vannak, igy azok cseréje nem véltoztatja meg a permuticiot.

Példaul tekintsiik az

a, a b

betiik lehetséges sorrendjeit, ismétléses permutaciéit. Ezek a kovetkezok:

o D D
oo R
Q2 8 T

Lathaté, hogy 3 elem — melyek koziil ketté azonos — ismétléses permutacioinak szama:
Pg(z) = 3,

Kérdés, hogyan hatdrozhaté ez meg 3 kiilonbozé elem ismétlés nélkilli permutacioja segit-
ségével.

Ha az clemek mind kulénbozék lennének, minden egyes ismétléses permutdcio helyett
2 ismétlés nélkiili permutaciot kapnank (vagyis annyit, amennyi az azonos elemek szamanak
ismétlés nélkilli permutacioja)

ay ay b
a a4 b=a a b<
fay 4a; b

ap boay
a b a=a b a2<

a, b o

b ay do
b a a=b a a9<

*bhoa @

<——-——ﬂ

Nl §

931

Tehat 3 kiilénbdzéd elem permutdcidinak szama olyan 3 elem ismétléses permutaciéjabol
szamitva, melyek koziil 2 azonos:

Py = Py Pa,

amibol

g TP _ 3

W= p, T oA
Hasonlé meggondoldsok alapjan igazolhaté az ismétléses permutacié meghatrozasara
vonatkozo altalanos tétel is.

Tétel. Ha # elem kozott ! kiilonbozo fajta van, éspedig az elso fajtabol kq, a masodikbol
k,, ... az l-edikbdl k;(ahol ky+ho+ ...+ k; = n), akkor a lehetséges sorrendek, az ismét-
léses permutaciok szama:
_ P, B n!
Putkskas k00 = B P e T el kgl k!

Abban a specialis esetben, amikor az n elem koziil csak k szamu azonos és a tébbi mind
kiilénbdzd, a lehetséges sorrendek szama:

Py n!

o = g, =

Bizonyitds. A tételt csak az utobbi, specialis esetre bizonyitjuk.

A k szamii azonos elemet tartalmazo # elem ismétléses permutacioinak szama: P, . Tekint-
siik a k szamu azonos tipusi elemet is megkiillénboztethetonek. Ekkor az » kiilonbozé elem
permutacidinak szamat, nl-t Ggy is megkaphatjuk, hogy az el6bbi 7’,,(,,() darab ismétléses
permutédcio mindegyikében az eddig azonosnak tekintett k darab elemet permutaljuk. Igy
minden egyes ismétléses permutéciobol k! kilénbozd ismétlés nélkiilli permuticio adodik.
Belathato, hogy ezzel a modszerrel n elemnek csupa kiilonbozd ismétlés nelkilli permutacio-
jat kaptuk (sem ugyanabbol, sem kiilénbozd ismétléses permutaciobol kiindulva nem nyer-
hetiink azonos ismétlés nélkiili permutdciokat), és n elemnek minden egyes ismétlés nélkiili
permuticiojat megkaptuk. Tehat az ily moédon meghatarozott ismétlés nélkiili permutdciok
szama:

Pn = Pn(k)'Pk.

amibdl a keresett ismétléses permutaciok szdma:

=Py n!
Pn(k) - F’: == F:

és ezzel llitasunkat igazoltuk.
Hasonlé okoskodéssal bizonyithato a tétel altalinos formaja is.

Példak

1. 30 lada almabol 15 lada elsd osztalyu, 10 lada mésodosztalyd, 5 lada harmadosztalyd. Hanvféle
sorrendben rakhatok egy polcra?

Miutdn két azonos mindségi almat tartalmazo lada cseréje nem tekinthetd kilonbozd sorrendnek, a

lehetséges sorrendek szdma:

30!
x = Paoys, w0, 9 = TWTs_' s

0%
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2. Hany hatjegyli piros szam alkothat6a 0, 1,2, 2, 3,3 szamjegyekbol?
A0, 1,2 2, 3,3 szamjegyekbdl készithetd hatjegyll paros szdm utolsd jegye 0 vagy 2 lehet.
A 0-val végz6dok szama

51!

pS(l. 23 = "2—!_2‘!‘ 3

mert a 0 elétt 1 db 1-es, 2 db 2-es, 2 db 3-as jegy §sszes lehetséges sorrendjei szerepelhetnek. A 2-vel
végzddd hatjegyli szdmok szdma:

» 5! 5!
Psa, = Tririral =37

ugyanis a 2-es elétt 1 db 0-s, 1 db l-es, 1 db 2-es és 2 db 3-as jegy Osszes permutdcidja szerepel-
het. Ebben azonban benne vannak a 0-val kezd8d® 2-vel végztdd szdmok is. Mivel a 0 és 2 szam-
jegy kozt 1 db l-es, 1 db 2-es és 2 db 3-as jegy allhat, azért a 0 kezdetii, 2 végzOdesii hatjegyli sza-
mok szama:

_ 41
Pivm = 21"

Tehat a 2-vel végzddd értékes hatjegy(l paros szdmok szdma:

3] 5 51 41
Psgo,t,n—Puti,n = -iT_ff'

fgy a kérdéses hatjegyii paros szdmok szdma:

_ 5! st a4l 3.51-2.41 .
T TR TR B R

3. Harom killonbizd szini kockéval hiny olyan dobdscsoport lehetséges, amelyben az egyik szam
egyenld a masik kettd osszegével ? (Kiilonbizbnek tekintink két olyan dobéscsoportot, melyekben
ugyanazok a szamok szerepelnek més szinti kockakon.)

A dobott szamok koziil a 2, 3, 4, 5, 6 szamok allithatok el6 az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok kdzil valame-
Tyik kettd osszegeként. Espedig

2=1+1,

3=1+42,

4=1+3 vagy 2-+2,

S5=1+4 vagy 2+3,

6=1+5 vagy 2-+4 vagy 343.

Tehat az egyes dobascsoportok (a szinek figyelmen kiviil hagydsdval):

a) 211,
5) 34 2;
c) 41 3,
d) 422,
€) 514,
f 523,
g) 615,
h) 6 24,
) 63 3.
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A szamok szinek szerinti eloszlasit tekintetbe véve mindegyik dobasbol annyi 0j dobéscsoport lesz,
amennyi a 3 szdm permutdci6inak szama (figyelembe véve, hogy koztitk azonosak is vannak). igy az
egyes dobdscsoportokbdl képezett dobdsok szdma rendre

3!

n, = 1_"3(2,1) = 2—]17 = 3,
n, =P, =3! = 6,
n =P, =3 =6,
— 31 ;
ny = Pyen = Cik 3,
n, = P3 = 3! =6,
Hf = P3 = 3! = 6,
n, =Py =31 =6
m =Py =3I = 6,
31
n; = Pgan = CIET 2
A lehetséges dobascsoportok szdma ezek Osszege, vagyis:
n =45,

13.1.3 Ismétlés nélkiili kombinacié

Definicié. # kiilonbozs elem koziil k szamt elem kivalasztasa, ha a sorrendre nem vagyunk
tekintettel, n elem egy k-ad osztdlyu ismétlés nélkiili kombindcidja. (Visszateves nélkiili
kivalasztas, tehat k = n.)
A lehetséges kivalasztasok szamat n elem k-ad osztalyd ismétlés nélkiili kombinécioi sz-
manak nevezziik és C-nal jeldljiik.
Harom kiilénbozé elem (példaul 3 betii) kozil két elemet — a sorrend figyelmen kiviil
hagyasaval — haromféleképpen tudunk kivilasztani:

a b ¢

ab ac be.

A kivilasztdsok szamat ismétléses permuticiok segitségével hatarozhatjuk meg. Ugyanis
a kombindciok és az ismétléses permutdciok kozt kolesonosen egyértelmii megfeleltetest
hozhatunk létre azltal, hogy a kivalasztott elemek helyére l-est, az elhagyottak helyére
pedig 0-t irunk. Vagyis az a, b, ¢ elem minden egyes masodosztalyt ismétlés nélkiili kombi-
néci6janak megfeleltetiink két 1-es és egy 0-s szdmbol képezett egy-egy ismétléses permuta-
cidt és megforditva:

a b7 N1 10
a ¢” N1 01
b e ™0 1 1

A kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés miatt harom elem mésodosztalyl ismétlés nélkiili
kombinacidinak szdma megegyezik harom olyan elem ismétléses permutdcidinak a szdma-
val, amelyben két db 1-es és egy db 0 szerepel. fgy

. 3
C3=P3(2,1)=m—'—:3



934

Mivel

3 884 g8
20 1.2 ‘(2 ’

Az eljaras tetszbleges n és k esetén is kivethets.

Tétel. n kiilénbozd elem k-ad osztdlyl ismétlés nélkiili kombindcidinak szama:

Lo n
ck = (k),

m an—1)(n=2) ... (n—k+1)
(k) B k! '

ahol

Bizonyitas. Rendezziik el az n elemet valamilyen sorrendben. A k-ad osztalya kombinaciok-
nak koélesonosen egyértelmilen ismétléses permutdciokat feleltetiink meg azdltal, hogy a
kivélasztott elemek helyébe I-est és a ki nem valasztottak helyébe 0-t frunk. fgy # elembdl,
sorrendre vald tekintet nélkiil, £ darabot annyiféleképpen tudunk kivalasztani, ahanyféle-
képpen k darab 1-es és (n—k) darab 0 elrendezheté (vagyis amennyi a k db 1-es és (n—k)
darab 0-s elem ismétléses permutacidinak a szama), ey

7 - _ n! an—1)(n—2) ... (n~k+1) n
Cn = Fonto = 35 (n—k) k' = (k)

amivel allitdsunkat igazoltuk.

Megjegyzések. Mivel az ismétléses permutacioknak egyértelmiien feleltettiik meg az ismétlés
nélkiili kombinaciokat, azért

a) minden lehetséges & darabos kivilasztas szerepel,

b) egyik kivdlasztds sem szerepel kétszer.

Példak

1. Egy tanulmdnyi verseny elédonttjében 20 didk vesz részt, kozilitk 6 jut a kézépdontbbe. Hanyféle
csoportositds lehet a kdzépdontSben ?

Mivel csak az a lényeges, hogy ki keriil be az elsé 6 kdzé (Iényegtelen, hogy az elst 6 kiizt ki hanyadik
helyen végez), a lehetséges csoportositasok szama

20) _ 20-19-18-17-16-15
6/ 1-2-3-4.5.6
2. Egy termelszovetkezet 500 zsak buzdjit 3 malomba széllitja Orlésre. Az egyik malomba 100,

a masikba 150, a harmadikba 250 zsik buzat szdllit. Ha a zsikok szamozottak, hanyféleképpen
torténhet a zsakok 3 részre osztasa?

= 38760.

x=Cty = (
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Az els6 malomba keriilhetd csoportositdsok szdma

500
Gl = (100) ’

50 _ (400)
00 150 2

a masodikba

Ci

a harmadikba
cn = 1.

Az Bsszes lehetbségek szama ezek szorzata:
- 500 400
¥ = Cati- Cil- 388 = (100) ‘ (150) '

3.9 tanuld 3 csénakot bérel: egy 2, egy 3 és egy 4 (ilésest. Hanyféleképpen foglalhatnak helyet a
csonakokban, ha

a) tetszOlegesen helyezkednek el,

b) 2 tanulo feltétleniil egy csonakba akar keriilni?

a) Ha a csénakokban tetszblegesen helyezkedhetnek el, akkor pl. elészér kivalasztjuk a 9 tanuld

kdziil a 2 Gléses csonakba keriiloket C2 = (2)-felekeppen; majd a tébbi 7 koziil a 3 tléses csonakba

7 .
keriiloket C3 = (3)-féleképpen €sa maradék 4 tanuld kerill a 4 iilésesbe. Igy az osszes lehetséges

elhelyezkedések szdma:

x=C3CCi= (9) (7) -1 = 1260.
2/ \3

(Ugyanerre az eredményre jutottunk volna akkor is, ha mds sorrendben vélasztjuk ki az egyes
csénakok szdmdra a tanulokat, pl. elészor kivalasztjuk a 4 llésesbe, aztdn a 2 iilésesbe keriildket stb.)
b) Ha 2 tanulé egy csénakba akar keriilni, akkor kiildn kell Gsszeszamolni azokat a lehetSségeket,
amikor ezek a 2-, ill. a 3-, ill, a 4-iiléses csénakba keriilnek, és a t&bbi 7 ember a fennmaradé helye-
ket foglalja el.

Ha a 2 tanuld a 2-iilésesbe iil, akkor a t&bbiek elhelyezkedése annyiféle lehet, ahdnyféleképpen a
7 koziil 3 a 3-iilésesbe és a fennmarado 4 a 4-iilésesbe keriilhet. Vagyis szamuk

7

xl = C?'Cg = (3

)-1=35.

Ha a 2 tanul6 a 3-iilésesbe keriil, akkor az elhelyezkedés annyiféle lehet, ahdnyféleképpen a 7 ember
koziil még 1-et a 3-iilésesbe, d-et a 4-iilésesbe és a fennmaradd 2-t a 2-lilésesbe elhelyezhetiink. Tehat

Xy = C}.CL-C} = (17) - (Z) 1 = 105,

Ha a 2 tanulé a 4-iilésesbe keril, akkor az elhelyezkedés annyiféle lehet, ahdnyféleképpen a 7 ember
koziil még 2-t a 4-tilésesbe, 3-at a 3-iilésesbe és a fennmaradd 2-t a 2-tlésesbe el tudjuk helyezni.
Tehat

o {5
%= C3ChCE= (2)(3) -1 =210,
Az Bsszes helyfoglalasi lehetségek szama ezek Osszege

x = 35+105+210 = 350.

e T s S W AT |
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13.1.4 Ismétiéses kombinacio

Definicié. 1 kiilonbozd elem kdziil & szamil kivalasztdsa, ha a sorrendre nem vagyunk tekin-
tettel, de egy elemet tobbszor is kivalaszthatunk: # elem egy k-ad osztalyll ismétléses kombi-
nacidja. (Visszatevéses kivalasztds, tehat k = nis lehet.)

Az ilyen értelemben vett kivalasztdsok szimat n elem k-ad osztalyt ismétléses kombindcioi
szamanak nevezziik és Cr-nal jeldljiik.

Harom kiilénbdzé elem — pl. a, b, ¢ — masodosztalyl ismétléses kombindcioi

ga ab ac bb bc cc
Vagyis
Ci=6.
Ugyanezen elemek harmadosztalyd ismétléses kombindcioi:

aaa aab aac abb abc acc bbb bbc bee  cce.
Vagyis
Cé=10.

Lathatd — ami a definiciobol is kovetkezik —, hogy az ismétléses kombindciok szama alta-
laban nagyobb, mint az ismétlés nélkilieké:

Természetesen 3 elem elsGosztalyt ismétiéses és ismétlés néliili kombindcioinak szama meg-
egyezik

Ci=cCi=3.

Az ismétléses kombindcidk szamat meghatérozhatjuk ismétlés nélkiili kombinécidk segit-
ségével. Péld4ul 3 elem harmadosztlyil ismétléses kombinscioinak szama megegyezik 5 elem
harmadosztaly( ismétlés nélkiili kombindcioinak szamaval. Ennek igazoldsara jeldljiik az
elemeket betiik helyett szamokkal, és készitsiik el az 1,2,3 szamok harmadosztaly ismét-
léses kombinacioit tigy, hogy a szamokat nem csokkend sorrendben irjuk fel:

I ) e T WD W D W =

1
1
1
2
2
3
2
2
3
3

LTI R N I S i i e
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Ezeknek az ismétléses kombindcioknak megfeleltetjitk 5 elem harmadosztalyl ismétlés nél-
kiili kombinaci6it azaltal, hogy az egyes csoportokban szereplé szamjegyekhez rendre a
0, 1, 2 értékeket adjuk.

Az igy kapott 0j szamcsoportok:

[ R S N e
SO SO SV PSR N SV P A B R )
Lhthth B h b otn bW

Belathato:

a) Az atalakitott 3.as szamesoportokban az 1, 2, 3, 4, 5 jegyek szerepelnek.

Ugyanis az eredeti csoportokban nem csdkkeno sorrendben az 1, 2, 3 jegyek szerepeltek, igy
rendre a 0, 1, 2 jegyek hozzdadasdval a legkisebb jegy 1 és a legnagyobb 342 = 5 lehet.
b) Minden 3-as szamcsoport jegyei kiilonbozok, azaz minden szamcsoport egy-egy harmad-
osztalyi ismétlés nelkiili kombindciod.

Ugyanis az eredeti szamcsoportokban a jegyek nem csokkend sorrendben szerepeltek,
az {ij csoportok pedig gy jottek létre, hogy a sorrend novekedésével 1-gyel nagyobb szd-
mokat adtunk hozzijuk.

¢) Az uj szdmesoportokban az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekbdl képezett minden harmadosztalyl
ismétlés nélkiili kombindcié szerepel és mindegyik csak egyszer.

Ez az ismertetett eljaras megforditdsaval igazolhato, Folirva az 1, 2,3, 4,5 szamjegyekbdl
képezett Osszes harmadosztalytl ismétlés nélkiili kombindciokat (a jegyeket novekvo sor-
rendben irva), majd az egyes szamcsoportokban szerepld jegyekbdl rendre 0-t, 1-et, 2-t
levonva, megkapjuk az 1, 2, 3 szamjegyek harmadosztaly( jsmétléses kombinaciéit.

Ezzel az eljarassal tehat 3 kiilonbozd elem harmadosztilyl ismétléses kombindcioi és
342 = 5 kiilonb6z6 elem harmadosztalyl ismétlés nélkiili kombindcioi kozt kolesonosen
egyértelmil megfeleltetést hoztunk létre:

o BRI o (T

P g g AR 123
{127 ™124
113 7 N125
1227 M13 4
1237 2135
1337 N145
222 7 M 2134
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A kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés miatt 3 elem harmadosztaly ismétléses kombinacioi-
nak szdma megegyezik 5 elem harmadosztilyt ismétlés nélkiili kombindcidinak szdmaval

!

. 5
El=oll ., =il = (2) = 10,

Az ismertetett eljards dltalanosan, n elem k-ad osztdlyl ismétléses kombindcioinak meghata-
rozasanal is kovethetd.

Tétel, n killonbozd elem k-ad osztdlyn ismétléses kombinacioinak szdma megegyezik
(n+k—1) killonboz6 elem Ak-ad osztaly( ismétlés nélkiili kombinacidinak szdméaval. Tehat:

) ‘n+k—1
Ch=ctua= (" )-

Bizonyitas. n kiilonbozd elem k-ad osztalyd ismétléses kombinacidi és (n-+k— 1) kiilonbozs
elem k-ad osztalyt ismétlés nélkiili kombinaciéi kozt kolesondsen egyértelmii megfeleltetést
létesitiink a kovetkezoképpen,

Falirjuk az 1, 2, 3, ..., nszamokbol képezett osszes k-ad osztalyll ismétléses kombindciot.
Minden egyes ismétléses kombinaciéban az elemeket nem csokkend sorrendbe rendezziik,
majd az elemekhez rendre 0-t, 1-et, 2-t, ..., (k—1)-et adunk.

Beldthatd: a) az atalakitott — ugyancsak & elemet tartalmazo — szamcsoportokban az
1,2,3, ..., (n+k—1) elemek szerepelnek.

Ugyanis az eredeti ismétléses kombinaciokban a legkisebb szdm 1, a lehetséges legnagyobb
a hozzéjuk adott szamok koziil a legkisebb 0, a legnagyobb (k— 1), igy az \j szdmcsoportok-
ban a lehetséges legkisebb szdm 140 = 1, a Iehetséges legnagyobb pedig n+(k—1) =
= n+k—1.

b) Az 4talakitott szdmesoportok ismétlés nélkiili kombinaciok.

Ugyanis az 0j kombindciok egyikében sem lehet két azonos elem, mert egyrészt ha i és j az
eredeti ismétléses kombindcio két eleme, ahol 7 elébb all, mint j, akkor a nagysdgrendi elren-
dezésre vonatkozo megéllapodds miatt § = j. Masrészt miutan késébb all6 elemhez tébbet
adtunk, azért j-hez tobbet adtunk, mint i-hez, és igy még i = j esetén sem lehet bel6liik az 1j
elrendezésben két azonos elem.

¢) Az atalakitott szdmcsoportokban az n+k—1 kiilonboz elem valamennyi ismétlés nél-
kiili kombindcioja szerepel és mindegyik csak egyszer.

Ezt visszafelé vald okoskoddssal lathatjuk be. Fdlirjuk az 1, 2, 3, ..., (n+k—1) elem 0sszes
ismétlés nélkili k-ad osztdlyn kombindcidjat, ahol az elemek novekvé sorrendbe vannak
rendezve. Az egyes kombinaciokban az elemekbdl rendre 0-t, 1-et, 2-t, ..., (k—1)-et
levonva az eldz6 okoskodas megforditdsaval belathatod, hogy az egyes 0ij szimcsoportok az
1,2, 3, ..., nelemek k-ad osztalyll ismétléses kombindacioi.

Ezzel az eljardssal tehat » kiillonbozo elem k-ad osztalyd ismétléses kombindcioinak koleso-
nosen egyértelmiien megfeleltettiik (n+k—1) kiilonbozd elem k-ad osztalyn ismétlés nélkiili
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kombinaciéit, amibél kovetkezik, hogy szamuk is megegyezik. Vagyis

_ nt+k—1
ct=chua= (")
amivel allitdsunkat igazoltuk.

Példak

1. Osszevonds utan hany taghol 4ll (a+ b+ c+4d)*?

A hatvanyozis sordn az egyes tagokban az g, b, ¢, d bet{ik olyan csoportjai szerepelnek, amelyekben
a hatvanykitevBk dsszege 5 (pl.: ab%ed, vagy ab®c?, vagy a®stb.). Tehdt az a, b, ¢, d betlikbdl vannak
olyan 5 elemil csoportok, melyekben egy betil tdbbszor, akar 5-szor is szerepelhet, de a sorrend nem
szamit. fgy az 5-6dik hatvanyra emelésnél a lehetséges Osszevondsokat elvégezve annyi tag sze-
repel, amennyi 4 elem 5-6d osztalyt ismétléses kombinacidinak szdma, vagyis:

 4a5-1y (B, 8-7-6-5-4
i | Jp— . e e
sy *( 5 ) (5) 1.2.3.4.5

2. 3 egyforma kockédval dobva hanyféle olyan dobdsscsoport lehetséges, melyben

= 56.

a) pontosan 1 db 6-os van,
b) legfeljebb 1 db 6-os van,
c) legalabb 1 db 6-0s van?

Az elemek szdma 6, a kockakon levd 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyek. Beldlik kell 3-as csoporto-
kat képezni tigy, hogy egy szam tObbszdr is szerepelhet, de a sorrendre nem vagyunk tekintettel.
Ezért

a) az olyan dobéscsoportok szdma, amelyekben 1 db 6-0s van:

£ 542-1 6 6-5
. b — p— = ==
x=c= (1) =) =1y

Ugyanis ha az egyik kockaval 6-ot dobtunk. a mésik kettdén a t6bbi 5 szam valamelyike sze-
repelhet. _

b) Hogy a dobéscsoportokban legfeljebb 1 db 6-0s van, az azt jelenti, hogy vagy nincs egy 6-0s
sem (mind a 3 kockdn a tobbi 5 szam valamelyike szerepel), vagy 1 db 6-os van. Tehat az ilyen
dobascsoportok szama.:

- - 543-1 542-1
x=C’§+C§~( * )-!-( * )

N (6
= = = 50.
; N ()+(2) 35415=5

3

¢) Az olyan dobdscsoportok szdma, amelyekben legaldbb 1 db 6-os szerepel:
542-1
2

Ugyanis ha 2 kockén van 6-0s, akkor a harmadikon az 5 szim valamelyike lehet; az ilyen cso-
portok szdma tehdt 5. Hogy 3 kockaval dobunk 6-ot, az pedig csak egyféleképpen lehet.

x=C‘§+C},+I=( )+5+1=15+5+1=21.

13.1.5 Ismétlés nélkiili variacié

Definicié. n kiillonbozé elem koziil k szamu elem kivalasztdsa Ggy, hogy a kivéalasztas sor-
rendje is szamit, de egy elemet csak egyszer véalaszthatunk ki: n elem egy k-ad osztalyu
ismétlés nélkiili varidcidja. (Sorrendezett, visszatevés nélkiili kivalasztds, tehat k = n.)
A lehetséges sorrendezett kivilasztasok szamat n elem k-ad osztélyt ismétlés nélkiili varidciol
szaméanak nevezzik és V,",‘-nal jeloljiik.
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Példaul 3 kiilonbozé elem — a4, b, ¢ — masodosztalyn ismétlés nélkiili variacioi:
ab ac ba bc ca cb.

Vagyis
Vi =6.

valo tekintet nélkiil kivalasztunk 3 elembél 2 elemet az Gsszes lehetséges modon — vagyis
vesszitk 3 elem mdsodosztalyd ismétiés nélkiili kombindcidit —, majd a kivélasztott elemeket
permutdljuk. Ezzel minden egyes kombindcio helyett Py = 2! = 2 varidcié adodik

C3 Vi
a b ':"/# “ b
T~ b @
a c

a ¢ —
T~ ¢ oa

b ¢ —
T ¢ b,

Tehait

: 3 3.2
Vi= Ch-Py= ( )

2l=—21=6.
2 2!2 B

Tétel. n kiilonbozo elem k-ad osztalyl ismétlés nélkiili varidcidinak szdama megegyezik n
killénbozd elem k-ad osztalyl ismétlés nélkilli kombindcidi és a kivalasztott elemek permu-
tacioi szamanak szorzatdval, Vagyis

VEk=Ck.p. = (;) k! = n(n—1) ... (n—k+1).

n
k
sorrendet nem vessziik figyelembe. Amennyiben a sorrend is szamit, minden egyes kivalasz-
tasbol — miutdn a kivélasztott clemek lehetséges elrendezéseinek szama P, = k! — egy-
mastol csak sorrendben kiillonbozé, k! szamu kivalasztas adédik. Tehdt a lehetséges sorren-
dezett kivalasztasok szdama

Bizonyitas. n kiilonbozé elembdél & darabot Ck = ( ) -féleképpen valaszthatunk ki, ha a

vk=ck.p, = (:) k!,

amivel allitasunkat igazoltuk.

Megjegyzés. n elem n-ed osztaly( ismétlés nélkiilli variacioi nem egyebek, mint az n elem
permutacioi. Ugyanis n elembdl n-et, azaz valamennyit ki kell valasztani, és ezeknek azele-
meknek kell a permutaciéit venni:

yi=Ct.p,=1-P, = P,.

Ezek szerint k=n esetben a varidciok permutdcidkba mennek at, és igy a permutdcidkat
mint specidlis varidciokat tekinthetjiik.
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Példak

1. 5 kiilonbozo szinbdl hany 3 szinl zaszld készithetd, ha a 2 szélsd szin azonos is lehet?
Az 5 szinbdl készithetd 3 szinli zdszlok szama, melyekben minden szin kiilénbozo :

=)

A két sz€ls6 helyen azonos szint tartalmazd zaszlok szama megegyezik a 2 kiilonb6z6 szint tartalmazd
2 szinil z4szl6k szdmdval (ugyanis a 3. helyre ugyanaz a szin keriil, mint az 1. helyre). Ezek szama:

Vi = (;)2

Tehat a feltételeknek megfeleld 3 szinil zdszlok szama:

Xx=VitVi= (i) il (;) B = Bd S ide 5,

2. Egy haromiiléses padba 6 fitl s bizonyos szamu lany koziil 3 személy 840-féleképpen liltethetd le
gy, hogy 2 it vagy 2 lany nem iilhet egymas mellé. Mennyi a lanyok szdma?

A hdromiiléses padba — a feltételnek megfelelden — egyszerre csak 2 fiti és 1 lany, vagy 1 fil és
2 lany tlhet,

Amennyiben # a lanyok szdma, 2 fid és 1 ldny esetén a lehetséges elhelyezkedések szdma:

= (g) 21 (’1’) A,

1 fiti és 2 ldny esetén pedig:
6 n
Vi.ve = (1) s (2) 21,

Mivel — a feltételnek megfeleld — iiltetési lehetdségek szdma 840, azért

VE-VL+VE-VE = 840,

(g) 21 (’I’) .1!+(f) -1!+(;) .21 = 840,

6-5-n+6nn—1) = 840,

30n+61n*—6n = 840,

6n*+24n—840 = 0,

ni+dn—140 = 0,

_ —4+V16+560
Sy

—4+24 10
= < —14

Tehdt a lanyok szama 10,

vagyis:

13.1.6 Ismétléses variacidé

Definicié. » kiilonbozé elem koziil £ szam elem kivalasztdsa gy, hogy egy elemet tobbszor
(akér k-szor) is kivélaszthatunk és a kivalasztds sorrendje is szamit: n elem k-ad osztalyt
ismétléses varidcidja. (Sorrendezett, visszatevéses kivalasztas, igy & = n is lehet.)
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E feltételek mellett vett dsszes lehetséges kivalasztasok szdmat n'elem k-ad osztalyl ismét-
léses variacioi szamanak nevezziik €s P& nal jelsljik.
Az ismétléses variaciok szama 4ltaldban tobb, mint az ismétlés nélkiilieké. Példaul 3 elem

aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, ch, cc,

tehat:
Vi=9=7%,
mig:
3
y:= 20 =6,
= (3

ga ab ac ad ba bb be bd ca ¢b cc ecd da db dc dd,

tehat:

mig:

X

4
2 = 21 =12,
t=(3)

Természetesen az elsd osztalyl ismétléses varidciok megegyeznek az els6 osztalya ismétlés
nélkiili variaciokkal, igy
V1= i,

Példaink szerint:

Ez a szabaly altaldnosan, tetsz6leges n €s k esetén is fennall.

Tétel. 1 kiilonbdzo elem k-ad osztalyd ismétléses varidcioinak szama:
Tk —
Vi= ",

Bizonyitas. A tétel igazoldsa tetszoleges rogzitett n esetén k-ra vonatkozd teljes indukcio-
val torténik.
Az allitas k= 1-re igaz:

7 e
Vy=n,

hiszen n elembdl 1-et kivalasztani (és kiilonbozo sorrendben elhelyezni) n-féleképpen lehet.

Feltételezziik, hogy az allitas (k— 1)-re igaz, azaz n elembdl (k—1)-et

Phol= pht
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féleképp;n valaszthatunk ki, és ebbdl a feltételbdl kovetkezik, hogy
7k = k.

Ugyanis » elem egy (k— 1)-ed osztdlyn ismétléses varidciojabol gy nyerjiik ugyanezen elemek
(hiszen ismétléses varidcional nem kell tekintettel lenni arra, hogy az illeté elem szerepelt-e
mar a (k— 1) elemii csoportban), fgy minden egyes (k— 1)-ed osztalyt ismétléses varidciobol
n szamn k-ad osztdlyut nyeriink. Belathatd, hogy csupa kiilonbozd k-ad osztalyn ismétléses
variacio adodik, sét ily modon az osszes k-ad osztalyn ismétléses varidciét megkapjuk
(ugyanis, ha megadunk egy k-ad osztalyi ismétléses variaciot, akkor az utolsé elem elhagya-
saval megadhatjuk, hogy melyik (k—1)-ed osztalyubdl keletkezett az el6z0 kivalasztasnal),
Ezek szerint a k-ad osztalyn ismétléses varidciok szdma n-szer annyi, mint a (k— 1)-ed oszta-
lytiaké:
Tk = pVE1 = pon*-1 = ik,

Ezzel allitasunkat igazoltuk.

Példa

Hény olyan hatjegyli telefonszam van, melynek minden jegye paros?
A0, 2, 4, 6, 8 paros szamokbol készithetd hatjegyd szamok szama

Ve = 58,
Miutén 0-val kezd6dé telefonszam nincs, és a 0-val kezd6dd péros szamokat tartalmazé hatjegyli
szdmok szama

Vi = 58,
azért a kérdéses telefonszamok szdma

x= V-t = 5656 = 5.5 55 = 4.55 = 12 500.

132  ESEMENYEK ALGEBRAJA (BOOLE-ALGEBRA)

13.2.1  Alapfogalmak

Az eseményalgebra mint matematikai elmélet absztrakt elmélet. Ennek. megfeleldéen benne
az esemény fogalma is absztrakt fogalom. Az eseményalgebra esernényei egymadssal bizonyos
sszefiiggésben 4ll6 események, egyazon kisérlet kiilonbozé kimenetelei. Itt kisérleten
nemcsak a természettudomanyokban megszokott mesterséges jelenséget értjik, hanem bdr-
mely természeti vagy tarsadalmi jelenséget, fiiggetleniil attol, hogy résziink volt-e a jelenség
létrejottében vagy sem. Az ilyen értelemben vett kisérletnek altaldban tobbféle kimene-
tele, eredménye van; ezeket nevezzitk eseményeknek.

13.2.1.1 Kisérlet

Barmely természetes vagy mesterséges jelenség, amelynek tobbféle kimenetele van, kisérlet.

. .
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13.2.12  Esemény

Egy kisérlet minden egyes kimenetele, lehetséges eredménye esemeény.
Az esemeények jelolésére dltaldban a latin nagybetiiket hasznéljuk
- L) 1 3 o —

yagy
Al’ AZ’ AS’ e

Egy kisérlethez tartozo valamely A4 esemény be nem kdvetkezése maga is esemény. Ezt A-sal
jeloljiik, és az A esemény ellentettjének (komplementumanak) nevezziik.

13.2.1.3 Ellentett esemény

Valamely esemény be nem kovetkezése — mint lattuk — ellentett esemény.
A definiciobol kovetkezik, hogy
A= A,

vagyis az 4 esemény kétszeres ellentettje maga az A esemeny.

13.2.14 Lehetetlen esemény

Eseménynek tekintjitk a kisérlet folyaman be nem kivetkezhetd eseményt is. Ezt lehetetlen

13.2.15 Biztos esemény

Esemény a kisérlet folyaman minden koriilmények kozitt bekovetkezd esemény is. Ezt biztos
eseménynek nevezziik és E-vel jeloljik. ’
A definicio kovetkezménye:

0O =E.

E=0,

tehat a lehetetlen esemény ellentéte a biztos esemény és megforditva.

13.21.6  Részesemény

Az A esemény része a B eseménynek, ha az A esemény bekédvetkezése maga utan vonja B
esemény bekovetkezését,
Jelblése:

A S B.

Tehat ha A & B, akkor az 4 esemény bekévetkezése esetén a B esemeény is biztosan bekdvet-

kezik.
A részeseményre vonatkozo definicio kovetkezményei annak kovetkezd tulajdonsagai:

1. Reflexiv: minden esemény része onmagdanak:

4= A
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2. Tranzitiv: ha

A< B.
és B C C,
akkor A< C.

3. A lehetetlen esemény része barmely eseménynek:
0 < A

4. Barmely esemény része a biztos eseménynek
AC E.

Az eddig ismertetett alapfogalmak jol szemléltethetok a kovetkez6 példan.

Legyen a kisérlet egy kér alaku céltabléra leadott loves. A céltabla a kozépponton dtmend
filggdleges és vizszintes egyenessel négy részre van osztva. Feltessziik, hogy a 1ovés biztosan
eltaldlja a céltablat, Hogy melyik negyedét taldlja el, az a véletlentdl fligg.

Események legyenek pl.:

A: a 1ovés a céltabla jobb felsd negyedét taldlja el,
B: a 1vés a céltabla bal fels6 negyedét taldlja el,
C: a l6vés a céltabla bal als¢ negyedét talalja el,
D: a léves a céltabla jobb alsd negyedét tallja el.
Biztos esemény:

E: a lovés a céltdblat éri.

Lehetetlen esemény:

O: a lovés a céltablan kiviil esik.

Ellentett esemény:
pl.: A: a 16vés a céltabla jobb felsé negyedén kiviili részre esik.

13.2.2  Mliveletek és miiveleti szabalyok
13.2.2.1 Azonossag

Eay kisérlethez tartozo két eseményt azonosnak tekintiink, ha a kisérlet barmely lehetséges
eredménye esetén vagy mindkettd bekovetkezik, vagy egyik sem.
Az A és B események azonos voltanak jele

A= B.

Definicié. Az Aés Besemények akkor és csak akkor azonosak, ha az A esemény bekovet-
kezése maga utdn vonja B bekovetkezését €és megforditva. Tehal, ha

ACS B
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és

B < A,
akkor

A= B.

Az azonossag tulajdonsagai:
1. Szinunetrikus, ha az A esemény azonos B-vel, ugy B is azonos A4-val.
Vagyis, ha
A = B,
akkor
B= A

2. Tranzitiv, ha két esemény azonos egy harmadikkal, akkor az eredeti két esemény is
azonos egymassal.
Vagyis, ha

A=C

= A= B.
B=C

3. Reflexiv: Minden esemény azonos onmagaval

A= A
13.2.2.2 Szorzas

Ha 4 és B ugyanannak a kisérletnek két egymdst nem kizard eseménye, akkor vizsgalhatjuk
azt az eseményt, amikor mind az A, mind a B bekovetkezik. Ezt az eseményt a két esemény
szorzatanak nevezziik és A4-B-vel jeldljiik.

Definicié. Az 4 és B esemény szorzata az az esemény, amely akkor és csak akkor kovet-
kezik be, ha A is és B is bekovetkezik.

Tehat A4-B:A4 és B egyiittes bekovetkezése.

Az igy definidlt szorzas tobb tényezére is kiterjeszthetd, és érvényesek rd a valos szdmok
szorzasara vonatkozo miiveleti szabalyok. Tehat

kommutativ: a szorzasban a tényezok sorrendje felcserélhetd:

A-B= B-A.
mert a definicio értelmében a szorzas nem fiigg a tényezdk sorrendjétdl;
asszociaiiv: a szorzas tényezdi tetszés szerint csoportosithatok:

A(BC) = (AB)C = ABC.

Ugyanis, ha A4, B és C ugyanannak a kisérletnek az eseményei, akkor 4(BC) a definicio
szerint azt jelenti, hogy ez az esemény akkor és csak akkor kovetkezik be, ha mind az A,
mind a (BC) esemény bekovetkezik, vagyis ha az A4, B, C események mindegyike bekovetke-
zik. Ugyanezt jelenti az (AB)C esemény is.

Nyilvanvalg, hogy

A-A= A,

vagyis a szorzdsra nézve minden esemény idempotens.,

N—
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Minthogy valamely esemény és ellentéte egyszerre nem Kkovetkezhet be, azért egyittes
bekovetkezésiik a lehetetlen esemény, vagyis
A-A = 0.
Fennallnak még a kivetkezd Gsszefiiggesek:

A0 =0,
A-E= A

13.2.2.3 Osszeadds

Valamely kisérlet két eseményével kapesolatban vizsgdlhatjuk azt is, hogy koziilik legalabb
az egyik bekovetkezett-e. Ezt az eseményt a két esemény osszegének nevezzilk és A+ B-vel
jeloljik.

Definicié. Az A és B esemény Osszege az az esemény, amely akkor kovetkezik be, ha az
A és B események kozill legalabb az egyik bekdvetkezik.

vagy csak az A esemény kivetkezett be,
A+ B: ! vagy csak a B esemény kovetkezett be,
vagy A is, B is bekovetkezett.

Az igy definialt dsszeadas tobb tagra is kiterjeszthetd, és ugyancsak érvényesek rd a valos

szamok 0Osszeaddsara vonatkozo miveleti szabalyok. Tehat >
kompmutativ:

A+B = B+ A;
asszociativ:

(A+B)+C = A+(B+C) = A+ B+C.
Mindkét tulajdonsig a definiciobdl kozvetleniil belathald. Nyilvanvalo, hogy
A+ A= A,

vagyis minden esemény az Osszeadasra nézve is idempotens.
Mivel barmely A4 esemény és ennek ellentéte koziil valamelyik biztosan bekovetkezik,
azeért:
A+ A = E.
Fennallnak még a kovetkezo osszefiiggések:

A+0 = A,
A+E = E.
Megjegyzés. Az események szorzasara és Osszeaddsara vonatkozod miiveleti szabdlyokat

vizsgalva észrevehetd, hogy ez a két miivelet azonos tulajdonsagokkal rendelkezik : kommu-
tativ, asszociativ, minden eleme idempotens. A két miiveletre vonatkozd miiveleti szabalyok

60+
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szimmetrikusak: az egyes Osszefliggések megkaphatok egymasbol, ha a szorzas jelét ossze-
adassal, a biztos eseményt a lehetetlen eseménnyel helyettesitjiik és megforditva. Az ilyen
formuldkat egymads dudlisainak nevezziik.
Péld4ul:

AA= A dudlisa A+A= A4,

A-A=0 dualisa A+A=E,

AE= A duglisa A+0 = A,

A0=0 duilisa A+E=E.

A dualitas egyik jelentSsége, hogy amennyiben bebizonyitjuk az esemnényalgebra valamely
osszefiiggését, egyszersmind a dudlisa is fennall.

13.2.24 Kivonas

Egy kisérlethez tartozd A és B eseménnyel kapcsolatban vizsgdlhatjuk azt az eseményt,
hogy az A esemény bekovetkezik, de B nem (ill. a B esemény bekovetkezik, de 4 nem).
Ezt az eseményt az 4 és B esemeény (ill. a B és A esemény) kiilonbségének nevezziik,és
A— B-vel (ill. B— A4-val) jeloljiik.

Definicié. Egy kisérlethez tartozé A és B esemény kiilonbsége az A és B események
egyiittes bekovetkezése.
Tehat

A—B = AB.-

Az igy definidlt kivonas tobb tagra is Kiterjeszthetd.

A kivonds definicigjabdl nyilvanvalok a kovetkezd Osszefiiggések
i A—A= 0,

ugyanis: A—A= A4-A= 0;

2; A—A = A,

ugyanis: A—A=A-A= A-A = A;

3. A—FE =0,

ugyanis: A—E= A-E= 4.0 = O,

4. A—0 = A,

ugyanis: A—-0 = A4-0= A-E= A

Megjegyzések. [. A kivonds segitségével az 4 esemény ellentéte a kovetkezdképpen fejez-
heté ki:
A=E—A.

Ugyanis: F—A=FE-4d=A.

2. A kivonasra — a szorzassal és Osszeaddssal ellentétben — nem érvényes a valds szamok
korében fennalld minden miiveleti szabaly.
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gy példaul
(A—B)+ B % A—(B—B).

Ugyanis -
(A—B)+B = A-B+B,
mig ~ _
A—(B—B)= A—BB=A4-0 = A4-0= A4A-E= A.
Hasonloan
A+(B-C) # (A+B)—C.
Ugyanis
A+(B-C) = A+BC,
mig N N N
(A44+B)—C = (A+B)-C = AC+BC.
Azonban
A—(B+C) = (A-B)-C.
Ugyanis

4—(B+C) = A«(B+C) = A-(B-C) = 4-B-C.
(Kés6bb igazoljuk, hogy B+ C = B.C,
és

(A—B)—C = A-B—C = (4-B)C = A4.B-C.

Ezért valahdnyszor két esemény killénbsége szerepel, azt mindig zardjelbe kell tenni, és a
zdrdjel — dltaldban — nem moédosithaté a valés szamok kérében fennallo szabédlyoknak
megfelelGen.

13.2.2.5 Szimmetrikus differencia

Valamely kisérlet két eseményével kapcsolatban vizsgalhatjuk azt az eseményt is, hogy a két
esemény koziil az egyik — és pontosan az egyik — bekovetkezett-e.
A kivonas definicidja értelmében

A—B = AB

B—~A4= BA,
igy B )
(A—B)+(B—A4) = A-B+B-A.
Az (A— B)+(B— A) esemény tehat nem a O-t jelenti, hanem éppen azt az eseményt, hogy

A és B esemény kozlil pontosan az egyik bekovetkezik. Ezt az eseményt az 4 és B esemény
szimmetrikus differencidjanak nevezzilkk és AOB-vel jeldljiik.

Definicié. Az A4 és B esemény szimmetrikus differencidja az az esemény, amely akkor
kovetkezik be, ha az 4 és B esemény kozill az egyik és csak az egyik bekévetkezik.
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Vagyis
A0B = (A— B)+(B— A),

illetve
AoB = A-B+B-A.

A szimmetrikus differencidra a kovetkez6 miiveleti szabdalyok érvényesek :
kommutativ szabaly:

AcB= Boc A;
asszociativ szabaly:

Ao(BoC)= (Ao B)oC.

A szimmetrikus differencia definiciojabdl nyilvanvaldak a kovetkezd Osszefiigpések:

AoA=10
AcA=F
AcE=A
Ao O = A.

Az ebben a fejezetben ismertetett miiveletek — a szorzds, az Osszeadds, a kivonds és a
szimmetrikus differencia — jol szemléltetheték a céltablas példan. Jelentse most A4 azt az
eseményt, hogy a 16vés a céltabla felsd felét, B pedig azt, hogy a céltdbla jobb felét éri,
akkor az egyes miiveletek elvégzése dltal kapott eseményeket a 13.1 dbrak szemléltetik.

13.2.3 Miiveletek egymas koézti kapcsolata
13.2.341 Disztributiv szabaly (6sszeadasra és szorzasra)

Az eseményalgebraban is érvényes a szorzds és az Osszeadds egyiittes alkalmazdsdra vonat-
kozé disztributiv szabdly

A(B-+C) = AB+ AC

és ennek dualisa
A+BC = (A+B)(A+C).

Igazolds (a miiveletek értelmezése alapjan).
Fenndll az

A(B+C) = AB+ AC

osszefiigges, ugyanis az A(B+C) esemény a definicio szerint akkor és csak akkor kovetkezik
be, ha A4-val egyiitt B és C valamelyike bekdvetkezik, Mas szoval, ha 4 és B vagy A és C,
ill. AB+ AC bekovetkezik.
Az

A+ BC = (A+ B)(A+C)

AeB<4.8+44

A-B=4-8

448

A8

13.1 dbra
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Osszefiiggés fennallasa is nyilvanvalod. Ugyanis A+ BC akkor és csak akkor kovetkezik be,
ha A bekovetkezik, vagy ha B is és C is bekovetkezik. Marpedig az (A+ B) és (4+C) ténye-
z6k mind az 4, mind a B és C események bekovetkezése esetén fenndllnak, mdas esetben
azonban nem.

13.2.3.2 Disztributiv szabdly (kivonasra és szorzasra)

Az eseményalgebrdban is érvényes a kivonas és szorzas egyiittes alkalmazasara vonatkozo
disztributiv szabaly:

A(B—C)= AB— AC
és dualisa

AB—C = (4—-CY(B-C).
lgazolas (a miiveletek értelmezése alapjan).
Az A(B—-C) = AB—AC

osszefiiggés fennall. Ugyanis az A(B—C) esemény a definicid szerint akkor és csak akkor
kovetkezik be, ha A-val egyiitt B is bekovetkezik, de € mar nem. Mds szdval, ha 4 és B
bekovetkezik, de 4 és C mar nem. Ez pedig éppen az 48— AC esemény bekoOvetkezését
jelenti.

Hasonldan beldthaté az

AB—C = (A-CO)(B-—-C)

osszefiigeés fennallasa is. Az AB— C esemény akkor és csak akkor kovetkezik be, ha 4 és B
bekovetkezik, de € mar nem. Marpedig az (A—C) és (B— C) tényez6k szorzata éppen ezen
esemény bekovetkezését jelenti: A bekdvetkezik, de C mar nem, és ugyanakkor B bekdvet-
kezik, de C mar nem.

13.2.3.3  Abszorpcids szabdly

Egy kisérlethez tartozo tetszdleges A4 és B eseményre fennall
A+AB = A,

ill. dudlisa:
A(A+B) = A.

Bizonyitas. Formilisan a mar ismert szabdlyok felhaszndldsdval igazolhato, hogy
A+AB = A.

Ugyanis:
A+ AB = AFE+AB = A(E+B) = AE = A.

A szorzas €s Osszeadas miveleteinek dualitdsa miatt a masodik osszefiiggés is fennall.
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13.2.3.4. Részleges abszorpcios szabaly

Valamely kisérlet tetszéleges A €s B eseményére fenndll, hogy
A+AB = A+ B,

és dudlisa
A(A+B) = AB.

Bizonyitas. Az el6z6 relaciokbdl formalisan igazolhato, hogy fennall az
A+AB= A+B

osszefiiggés, ugyanis
A+AB = (A+ AB)+ AB = A+ AB4+AB = A+ B(A+A4) =
A+BE = A+ B.

Ezzel — a dualitds miatt — egyben a masodik Osszefiiggés fennallasat is igazoltuk.
13.2.3.5 De Morgan-tsszefiiggések

Egy kisérlet tetszoleges A4 és B eseményére fennall az ellentett-képzésre vonatkozo
A+B = -A-B,

és dualisa az

osszefliggés.
Bizonyitas. Osszeg ellentéte megegyezik tagjai ellentétének szorzalaval:
A+B = A-B
Ugyanis tetszoleges A4 eseményre:
A-A=0
és i
A+A =E,

igy az A+ B eseménynek — az cllentett esemény egyértelmiisége miatt — akkor ellentéte az
A- B, ha szorzatuk O és Osszegiik E, vagyis ha
(A+B)A-B=0
és
(A+B)+A-B=E.
Marpedig valdban

(A+B)-AB = AAB+
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és
(A+B)+AB = (A+ AB)+ AB = A+ AB+AB = A+ A(B+B) = A+ AE =
= A+A = E,

amivel allitasunkat és vele egyiitt a dudlis Osszeftiggést is igazoltuk.
A De Morgan-bsszefiiggések tobb tag, illetve tényezd esetén is érvényesek,

13.24 Az eseményalgebra axiomatikus felépitése

13.2.4.1 Boole-algebra

Az eléz6 fejezetben eseményekre értelmeztiink bizonyos miiveleteket, és megéallapitottuk az
ezekre vonatkozo miiveleti szabdlyokat., Hasonld miiveleti szabilyokkal més algebrdk
— halmazalgebra, logikai algebra, jelfogd berendezések algebrdja stb. — is rendelkeznek,
igy célszer(i azt absztrakt algebrai struktiraval, axiomatikus felépitésben ismertetni. Ez az
absztrakt algebra az in. Boole-algebra, amelynek axiomatikus értelmezéset a kovetkezok-
ben ismertetjiik.

Tetszbleges A, B, C, ... elemek H halmaza Boole-algebrat alkot, ha érvényesek rd a kovet-
kezd axiomak:

1. axidma. A H halmaznak van legaldbb két, egymastol kiilonbozd eleme, melyre igaz, hogy

A # B.

L. axidma. A H halmaz barmely két A és B eleméhez hozzirendelhetd az Gsszeadds és
szorzas miiveletével nyert

A+ B
£s
A-B
elem, amelyek ugyancsak a H halmazhoz tartoznak.
III. axidma. Az Osszeaddsra és szorzasra minden elem idempotens
A+ A= A,
AA= A
IV. axioma. Az Osszeadas és szorzds kommutativ

A+B = B+ A,
A-B=B-A

" és asszociativ:

A+ (B+C) = (4+B)+C = A+ B+C,
A(B-C) = (A4-B).C = ABC,
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V. axicima‘. Az Osszeadas és szorz_rés egylittes miiveletére érvényes a disztributiv szabaly
A(B+C) = A-B+A4-C

il A+ B-C = (A+ B)-(4+C).

VI. axidma. Az algebranak van két — egyértelmiien definidlt — kituntetett eleme,

E: egységelem,

O: zéruselem,

és a H halmaz barmely A elemére
A+0 = A4

£s
A-E= A.

VIIL. axiéma. Az algebra minden A eleméhez egyértelmien hozzirendelheté az A, an.
ellentett elem, amely ugyancsak eleme H-nak és amelyre

A+A=E
és

AAd=0.
Megjegyzések. /. Az axiomik nem mind fiiggetlenek egymadstol, egyesek a tobbiekbdl
levezethetdk.
2. A felsorolt axiomakat vizsgalva is észrevehetd, hogy az értelmezett miiveletek és a kitiin-
tetett elemek kozt dudlis kapcsolat all fenn. Ugyanis az axiomakban a ,,+" €s ,,+7 jelet,
valamint az E és O elemet felcserélve az algebra masik — dudlisan megfeleld — axiomajat
kapjuk.

13.24.2 A Boole-algebra néhany speciilis esete

Az el6zd fejezetben ismertetett Boole-algebra axiomdit kiilonbozd objektumok rendszere
teljesiti; ezekrdl a rendszerekrdl azt mondjuk, hogy Boole-algebrat alkotnak. K oziiliik
néhanyat itt ismertetiink roviden. i

13.2.42.1 Eseményalgebra

A kovetkezoképpen ldthato be, hogy a 13.2 fejezetben ismerteleit eseményalgebra Boole-
algebra, Egy kisérlet lehetséges eredményeit képezo események teljesitik a Boole-algebra
axiomadit, ha O-n a lehetetlen eseményt, E-n a biztos esemeényt, 4-on az A esemény ellentétét,
az A és B események A+ B Osszegén a kettd koziil legalabb az egyiknek a bekovetkezését,
A-B szorzatan a két esemény egyidejli bekovetkezését értjiik,

Az Gsszeadds, szorzas és kivonds miiveletei a szoban forgd eseményalgebran beliil korlatla-
nul elvégezhetok.

Megforditva: egy kisérlet Osszes lehetséges eredményeit alkoto események halmazénak
minden olyan részhalmaza Boole-algebra, amely tartalmazza a O és az F eseményt, €s
amelyen belill az Osszeadds. szorzas és kivonas miiveletei korlatlanul elvégezhetdk.
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13.2.4.2.2 .Halmazalgebra

Egy tetszdleges A halmaz részhalmazainak Osszege Boole-algebrit alkot, ha O jelenti az
iires halmazt (olyan halmazt, melynek nincsenck pontjai), £ jelenti a teljes H halmazt,
A jelenti az A részhalmaz H-ra vonatkozo komplementumat (azaz H halmaz azon pontjainak
Gsszességét, melyek nem tartoznak A-hoz), A és B részhalmazok A4 B dsszege jelenti az
egyesitett halmazt (halmazalgebrai osszeadds), 4-B szorzata a két részhalmaz kozos részét
(halmazalgebrai szorzis), A— B jelenti az A részhalmaz azon pontjainak oOsszességet, melyek
nem tartoznak B-hez (halmazalgebrai kivonds) (. a 13.2 abrakat).

Altaldnosabban: egy H halmaz minden olyan részhalmazainak T osszessége Boole-algebrat
alkot, amelyben a részhalmazok Osszeaddsa, szorzasa, kivondsa nem vezet ki 7-bél és maga a
H halmaz i1s hozzdtartozik 7-hez.

Tehat Boole-algebrat alkot egy A halmaz részhalmazainak T osszessége, ha

1. AcT é BcT esetetn A+BcC T
2 AcT é BcCT esetéen A4.-8B T
3 AcT é B-— T esetén A—-BcC T,

ahol 4 < T-vel azt jeloljik, hogy az A részhalmaz a T dsszességhez tartozik.
Mivel maga a H halmaz is hozzdtartozik T-hez, a 3. feltétel helyettesithetd a kovetkezdvel:

3.* ha Ac T, akkor AdAc T.

13.2.42.3 Logikai algebra

A logikai algebra is Boole-algebra. Ugyanis egy problémdhoz tartozé lehetséges logikai
itéletek teljesitik a Boole-algebra axiémadit, ha @ a hamis itéletet, E az igaz itéletet, 4 az A
itélet tagadasat, A+ B az Aés Bitélet egylittes érvényét, A+ B pedig a két itélet kozil legalabb
az egyiknek a bekovetkezését jelenti.

13.2.4.2.4 Jelfogé berendezések algebrija
Elektromos jelfogdk vagy jelfogok hdlozatai is Boole-algebrat alkotnak, ha O olyan héldzat

amelyben sohasem folyik dram (stabil szakadds: 1. 13.3/b dbra); E olyan hélozat, amelyben
mindig folyik dram (stabil kapcsolds: [. 13.3/a dbrédt); 4 olyan halézat, amely akkor van

g) © o—0——0 bHo o o o

g o o/oo —0  glo O —0
A A

9 p o o [ 78
4 5 18 A s
A

13.3 dbra
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kikapcsolva, ha A4 be van kapcsolva és megforditva (. a 13.3/c abrat); A+ B azt jelenti,
hogy a két héalézat parhuzamosan van kapesolva (1. a 13.3/d abrdt), és A« B azt jelenti, hogy a
ket halozat sorba van kapcsolva (1. a 13.3/e abrat).

Hogy a fentebb ismertetett rendszerek valoban Boole-algebrat alkotnak, az az egyes rend-
szerekre vonatkozoan a Boole-algebra axidémdinak direkt verifikaldsaval igazolhato.

e raw r

13.2.5  Véges eseményalgebra néhany definiciéja és tétele

A kovetkez6kben ismertetiink véges eseményalgebrakban (véges szami eseménybol all6 ese-
ményalgebrakban) érvényes néhany fontos definiciot és tételt.

13.2.5.4 Egymast kizar6 események

Definicié. ,, 47 és , . B” egymist kiziro események, ha egyszerre nem ké&vetkezhetnek be,
vagyis ha egylittes bekdvetkezésiik a lehetetlen esemény:

A-B= 0.

13.2.5.2 Elemi (egyszer(i) esemény

Definicio. ,, 4™ clemi esemény, ha csak trividlis modon bonthatd fel két dsszeadandora
vagyis ha csak az

2

A= A+ A,
illetve A= A+0
felbontas lehetséges.
Ezzel a definicioval ekvivalens definicio:
az 4 # O esemény akkor és csak zkkor elemi esemény, ha nincs olyan A-tdl kiillonbozd
B = O esemény, amelyre 8 — A.
(Mivel minden A eseményre fenndll, hogy 4 & A, ezért megkiilénboztetésiil, ha B olyan
esemenyt jelent, amelyre B & A4, de B # A, azt igy jeloljiikk: B — A)
Az elemi esemény értelmezésébdl kovetkeznek az alabbi tételek.

1. Tétel. Ha A = O elemi esemény, akkor minden B eseményre 4-B = O, vagy A-B=A.
Espedig A, ha AC B, vagyis ha A és B nem egymast kizaro események,
AB= { O, ha A q B, vagyis ha Aés B egymast kizaré események.
Bizonyitas, Tetszéleges, egymast nem kizard A és B eseményekre:
AB T A.
Figyelembe véve, hogy A elemi esemény, vagy az

AB = 4
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eset dll fenn, és akkor B = A, vagy pedig
AB = O,
és akkor A és B kizarja egymast. Ezzel allitAsunkat igazoltuk.
2. Tétel. Két kiillonbozd elemi esemény szorzata O:
AB= 0.
Tehat két elemi esemény mindig egymast kizaro esemény.

Bizonyitds. Ha figyelembe vessziik, hogy A elemi esemény és A4 = O, akkor az 1. tétel
értelmében:

A

AB= :
o

Ha figyelembe vessziik, hogy B elemi esemény és B = 0, akkor

B

A-B = g

o

De AB= A= B

lehetetlen, mert feltételeztilk, hogy 4 == B, Igy a szorzat valoban csak O lehet,

13.2.5.3 Osszetett esemény

Definicié. ,, A" Osszetett esemény, ha A-t6l két killonbozé esemény Osszegeként allithato
eld. Vagyis

A= B+C,
ahol

B# A
és

C = A,

Ezzel ekvivalens definicio: ,,4” Gsszetett esemény, ha van olyan B = O esemény, amelyre
BcC A

Megjegyzés, Egy kisérlethez tartozo elemi események csak egyféleképpen szerepelhetnek,
Osszetett események azonban kiilonbozdképpen.
Ugyanis, ha A osszetett esemény és

A= B+C,

ahol
B # A
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és
C £ A,

akkor 4 bekdvetkezhet tigy, hogy B bekivetkezik, de tgy is, hogy C kévetkezik be.

Ennek illusztréldsdra tekintsiik a két kockdval valé dobds példajat.

1. Jelentse A4 azt az eseményt, hogy a dobott szamok Osszege 12,

Ez az esemény elemi esemény, mert 12 csak egyféleképpen johet létre, ha mindkét kockaval
6-ot dobunk, vagyis csak a

12 =6+6
felbontds lehetséges.

2. Jelentse A azt az eseményt, hogy a dobott szamok Osszege 8.
Ez az esemény osszetett esemény, mert a 8-as dobas tobbféleképpen johet létre:

8 =4+4
8§=5+4+3
8 =345
8=6+2
8 = 2+46.

3. Tétel. Véges eseményalgebraban minden B Osszetet! eseményhez talalhats olyan A elemi
esemény, amely része a B eseménynek.

Bizonyitas. Mivel B Osszetett esemény, van olyan 4; = O, amelyre

A C B
Ha A, elemi esemény, akkor dllitdsunk igaz; ha 4; nem elemi esemény, akkor van olyan
Ay # 0. amelyre

Ay A4
Ha A, elemi esemény, akkor megtalaltuk azt az elemi eseményt, amely része a B-nek. Ha
A, nem elemi esemény, akkor taldlhatd olyan A4 = O, amelyre

Ay T Ay,

¢s igy tovabb. Az eseményck szdmdnak végessége miatt az eljaras csak véges szdmi n
lépésig folytathato, és ezen n-hez tartozé A, sziikségképpen elemi esemény.

4. Tétel. Veges szaml eseménybdl 4llo eseményalgebraban minden dsszetett esemény
— az Osszeadandok sorrendjétdl eltekintve — egyértelmiien bonthato fel elemi események
osszegére.

Bizonyitas. ) Barmely B Osszetett esemény felbonthatd elemi események Osszegére.
Ugyanis a 3. tétel értelmében van clyan 4, elemi esemény, hogy 4, — B, és igy

B= A,+B,,
ahol 4;B,=0. Ha B, elemi esemény, akkor B-t sikeriilt elemi eseményekre bontani, ha B,
Osszetett esernény, akkor a felbontds folytathato:

B = A1+ A2+ BQ Fl

e
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ahol A, = B; és AyB, = O. Ha B, dsszetett esemény, akkor a felbontas folytathato, Mivel az

elemi események szdma véges, azért véges szamu lépésben olyan felbontashoz kell jutnunk
amelyben csak elemi események vannak, tehat: |

N
B= M+ A+. +4,=Y 4,

i=1

ahol A= 1,2, ... n)elemi esemeny €s A+ 4, = O, ha i # j.
by Az elemi események Osszegére vald bontas — a sorrendtd] eltekintve — egyértelmii,
Ezt indirekt médon bizonyitjuk. Tételezziik fel, hogy az el6allitds nem e

gyértelmii, vagyis
B-nek van két kiilonbozd elemi események Gsszegére torténd felbontdsa:

B= A+ Ayt ...+ A,,
és ugyanakkor

B= Af+ A +.. . + A4,

ahol A(i=1,2, ..., 5 és Afti=1,2,..., m) elemi események. Ha ez a két felbontas
kuilonboz6, akkor koztiik legalabb egy olyan elemi eseménynek kell lennie, amely nincs
benne mind a két felbontasban. Legyen pl. 4, # O ilyen tulajdonsagn. Ekkor egyrészt:

Ale = Ak,

mert A olyan elemi esemény, amely része B-nek, hiszen Ay tagja az elsd felbontasnak ;
MAsTészt ;

Ak‘B = O,

mert A4, olyan elemi esemény, amely nem része B-nek, hiszen A, nem eleme a mgsodik
felbontasnak. fgy ellentmonddsra jutottunk. Ha tehat valamely elem
azegyik felbontasban, akkor nem szerepelhet a masikban sem, vagyis

Az Osszetett esemény elemi események Gsszegeként torténd elBallitds
nak nevezziik.

1 esemény nem szerepel
a felbontds egyértelmdi.
At kanonikus eléallirds-

5. Tétel. Véges szami eseménybsl allo esemenyalgebra elemi eseményeinek Osszege az
algebra egységelemét, a biztos esemeényt adja. Vagyis:

A+ At ..+ A, =E

A tétel jelentése: az 4, A,, ..

-y A, események koziil egy, de csakis egy mindig bekovet-
kezik.

Bizonyitas. Mivel feltételeztiik, hogy az eseményalgebra véges sok elemi eseményt tar-
talmaz, a 4. tétel értelmében £ mint &sszetett esemeény egyértelmiien bonthato fel elemi ese-
mények Osszegére. Csak azt kell meg beldtni, hogy a felbontasban az dsszes elemi esemény
szerepel, Az igazoldst indirekt modon végezziik. Feltételezziik, hogy a felbontdsban vala-
melyik elemi esemény. példaul A; # 0 nem szerepel. Ekkor:

E= A+ A+, A+ A+ ...+ A

ne
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{ . . | 6 ;
| Tgy egyrészt: 8 (2) 2elemieseménybdl Gsszetett esemény (2elemi esemény koziil legalabb az egyik bekovetkezése),
} A_,' . E‘ = O, [
( 3) 3 elemi eseménybi] Gsszetett esemény (3 clemi esemény koziil legalibb az egyik a bekovetke-

mert A; nem szerepel a felbontdsban, masrészt:

Aj'E == Aj,

zése),

P i —

( 4) 4elemi eseménybd] Gsszetett esemeny (4 elemi esemény koziil legalabb az egyik a bekovet-

mert A; eleme az eseményalgebranak. Ez eilentmondds, tehdt allitdsunkat igazoltuk. { kezése),

6 Tétel. n elemi eseményt tartalmazé véges eseményalgebraban az osszes kiilonbozé

( 5) 5 elemi eseménybdl Ssszetett esemeny (5 elemi esemény koziil legaldbb az egyik a bekévet-
esemeny szama 27,

i et G AT

kezése).
Bizonyitas. Az n elemii véges eseményalgebra minden eseménye elSallithato valamely Tehdt az események szdma:
k szdmi elemi esemény osszegeként. A lehetetlen eseményt is figyelembe véve ez a & szam 6 6 6 6
§ lehet: 0, 1,2, ..., n. Rogzitett k esetén a k kiilonbozs elemi esemeny Osszegeként eldallithato . 1+1+6+ (2) * (3) - (4) - (5) = 1+146415+2041546 = 64 = 2,
- i X ; x a3 . i - v P !
est;menyck §zama anr;:n, ahanyféleképpen az A Ay, Ay elemi eseményekbdl & szdmi 2. Dobjupk fcl_ kétszer egymas utan egy pénzdarabot, Elemi eseményeknek a fej és irgs lehetséges
kivdlaszthato, tehat ( ) 5 fgy az 11 elemii véges eseményalgebra Gsszes esemeényeinek szama: csoportjait tekintve, hatdrozzuk meg az Osszes lehetséges események szamat.
k E feladatnak megfelelss véges eseményalgebra lehetséges elemi eseményei a kovetkezdk -
i g - - . ¥ " 1. elészor fej és mdsodszor is fgj (jele: A4,)
Z ( ):()+()+()+m+(_)+m+():(1+1)n=zrf, i 2.elﬁszi‘irfejésmésodszorirés(,]ele:Af,)
= \k 0 1 2, i n | 3. el6szor irds és mdsodszor fej (jele: A,
it : i 4. elbszor irds és mésodszor is irds (jele: A,;)

F n
0

Az elemi események szdma 4, és igy az Hsszes lehetséges események széma:

) = 1 a lehetetlen esemény, 2 = 16

() =nez elemi események szama,

n Ugyanis van:
( ) ] 1 db lehetetlen esemény: O
} 1 db biztos esemény: E

" | 4 db elemi esemény: A,,, A,,, Ay Ay
( 2) = a 2 elemi eseménybdl dsszeteit események szima,

(2 2 elemi eseménybdl Hsszetett esemény:
Afj*}'Afﬁ Aﬂ—ﬁ-AU; A_ff+A{j; Af,-'f‘Aif; Aﬁ"l“A;‘-; Ai}‘-l'"Az“'-

n ; P e , ; {
(3) = a 3 elemi eseménybdl Gsszetett események szama, !

(3) 3 elemi eseménybbl Hsszetett esemeny, vagyis az elemi események ellentettje: 4,; 4 jis Aips Ay
: | Tehét az Gsszes események szdma:
n . ; 4\ (4
e a—— Tty (2) +(3) = 141444644 = 16 = 2
n
Példik . -
13.2.54  Teljes eseményrendszer

1. Elemi eseményeknek a dobott szamokat tekintve, hatirozzuk meg egy kockaval valé dobashoz
tartozo lehetséges eseményeket.

Definicié. E ; ; TR .
Mivel e feladatnak megfelels véges eseményalgebraban az elemi események szdma 6, igy —a 6. tétel crmeina gy veges es’emen'ya]ge_bfa.:fil, Ay e Ay esemenyel teljes escmel’lyrfandszert
értelmében — ebben az eseményalgebraban szerepld Osszes események szdma: alkotnak, ha egymist paronként kizarjdk (kettd egyszerre nem kovetkezhet be), és Gsszegiik
26 — 64 ( a biztos esemény (valamelyik kéziiliik biztosan bekovetkezik), Vagyis
Ugyanis van: ' Aid; =0, ha i3}
s es
i 1 db lehetetlen esemény i
i 1 db biztos esemény 2 A;i=FE.
| 6 db elemi esemény i=1
61+
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Megjegyzések. |, Teljes eseményrendszert alkotnak az egy kisérlethez tartozé elemi ese-

meények, ugyanis kimutattuk, hogy az elemi események

) egymast paronként kizdrjak (2. tétel),

by Osszegitk E-vel egyenld (5. tétel),

ez pedig éppen a teljes eseményrendszer kritériuma.

2. Teljes eseményrendszert alkot minden esemeény az ellentett eseményével egyiitt. Ugyanis:
AA =0,

és A+A=E.

3. Egyazon kisérlethez tibbféle teljes eseményrendszer tartozhat aszerint, hogy mit tekin-

tiink eseménynek.
Példdul kockadobasnal mint kisérletnél teljes eseményrendszert alkotnak az Ay, Ay, ol A

események, ha
Ayt az l-es dobas,
Ay ¢ a 2-es dobas,
Ay : a 3-as dobas,
Ay 1 a 4-es dobds,
Ay : az 5-6s dobds,

Ag t a 6-08 dobds.

Ez valoban teljes eseményrendszer, ugyanis kéziilitk két esemény egyszerre nem kovetkezhet
be (a dobott szdm nem lehet cgyszerre pl. 2-es is meg 5-6s is), tehdt:

AirA;=0, ha %]

de valamelyik esemény feltétleniil bekdvetkezik (a kocka valamelyik szdmra esik), vagyis:
G
Z Ak = E
k=1

Ugyanehhez a kisérlethez teljes eseményrendszert alkotnak a By, B, események is, ahol
B): a paros dobis,
By: a paratian dobas.

Ugyanis a két esemény egyszerre nem kovetkezhet be (egy dobott szam nem lehet egyszerre
DParos is meg paratlan is), tehat

B-B, = 0,

de valamelyik esemény feltétleniil bekovetkezik (a dobott szam vagy paros, vagy pdratlan),
igy:

Bi+B, =FE

13.2.6 Eseményalgebra kiterjesztése megszamlilhatéan
végtelen sok eseményre

13.2.6.1 Borel-féle eseményalgebra

A valosziniiségszamitds nemcsak olyan problémdkkal foglalkozik, amelyeknél véges sok
eseményt kell figyelembe venni, hanem olyanokkal is, amelyeknél végtelen sok a lehetséges
események szama. Eppen ezért sziikséges az esemeényalgebra végtelen sok esemeényre valé
kiterjesztésének, az tn. Borel-féle eseményalgebrdnak az ismertetése.

13.2.6.1.1  Borel-féle végtelen eseményalgebra

Definicié. Egy kisérlet bizonyos lehetséges eredményeit jellemzé események Borel-féle
eseményalgebrat alkotnak, ha eleget tesznek az alabbi kovetelményeknek :

a) teljesitik a véges eseményalgebra feltételeit (az algebrahoz tartozik a biztos esemény, az
algebra barmely eseményével egylitt annak ellentettje, és az algebra birmely két eseményével
egyiitt azok Osszege, szorzata és kiilonbsége);

b) amennyiben az Ay, Ay, . A, ... megszamlalhatéan végtelen sok esemény hozzatartozik
az algebrahoz, ugy Osszeplik is hozzatartozik.

A megszamldlhatéan Végtelen sok eseményre vonatkozo eseményalgebra ismerete lehetéve
teszi a véges eseményalgebra definicidinak és tételeinek megszamlalhatoan végtelen sok
esemeényre vald kiterjesztéseét,

Koziiliik a valosziniiségszamitas szempontjabol legfontosabb a teljes eseményrendszer defi-
nicidjanak kiterjesztése.

13.2.6.1.2  Teljes eseményrendszer

Definicié. A megszamlalhatoan végtelen sok A, Aa, ... A, ... események teljes ese-
ményrendszert alkotnak, ha egymast paronként kizarjak:

AiAj =0, I j:

¢s valamelyik kéziilik ,,biztosan”™ bekovetkezik ; azaz Osszegiik, a biztos esemény:

i A,‘: E.
=1

I

Ugyancsak nagy a jelentdsége a valoszinlségszamitas Kolmogorov-féle eiméletének alapjat
képezd kovetkezs tételnek, mely a véges esemenyalgebra 4. tételének végtelen esemény-
algebrira valo kiterjesztése.

Tétel. Végtelen eseményalgebra minden ésszetett eseménye felbonthatd elemi események
osszegére,
A tételt itt nem bizonyitjuk.
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13.2.7 Eseményalgebra elGillitasa halmazalgebraival

13.2.71 Kolmogorov-elmélet

Az események algebrija és egy halmaz részhalmazainak Boole-algebraja kozitt bizonyos
esetekben szoros kapcsolat all fenn. Ezt a kapcsolatot tdmasztja ala — az el6zéekben mar
ismertetett — azon tétel, amelynek értelmében akar véges, akdr végtelen eseményalgebra
barmely dsszetett esernénye elS4llithatd elemi események Gsszegeként. fgy minden dsszetett
esemény jellemezhet az 6t alkoto elemi események halmazaval, vagyis minden eseményhez
hozzarendelhets az 6t alkoté elemi események halmaza.

Konnyen belathat6, hogy ha az A eseményt alkotd elemi események halmazit H 4-val, a
B eseményt alkotokét H g-vel jeloljiik, akkor az A+ B eseményt alkoto elemi események hal-
maza a i, ¢s Hghalmazok kozds része, az A+ Beseményt alkotoké pedig a H 4 és Hy halma-
zok egyesitése,

Ilyen moédon minden A4 ésszetett eseményhez egy H, halmaz, minden elemi eseményhez egy
egyelemili halmaz (mely kizdrélag magabdl az illetd elemi eseménybdl All), a O lehetetlen
eseményhez az iires halmaz, az E biztos eseményhez a széban forgd kisérletre vonatkozo
Osszes lehetséges elemi események H halmaza, az 4 eseményhez H 4-nak H-ra vonatkozd
komplementerhalmaza, H i van hozzirendelve (mely a kisérlethez tartozdé azon elemi ese-
ményekbdl all, melyeket az 4 esemény nem tartalmaz).

Bebizonyithaté — a bizonyitdst itt nem kozoljik —, hogy barmely eseményalgebrahoz talal-
hato egy halmazalgebra oly modon, hogy minden eseménynek megfelel egy részhalmaz,
Ennél a hozzarendelésnél két esemény Osszegéhez, ill. szorzatiahoz rendelt halmaz megegyezik
a két eseményhez rendelt halmazok halmazelméleti Osszegével, ill. szorzataval, az ellentétes
eseményhez rendelt halmaz pedig a kiegészité halmaz.

Tétel. Minden eseményalgebrihoz hozzirendelhetd egy — a fenti értelemben — vele
egyenértékll halmazalgebra.

Ez a hozzirendelés véges eseményalgebrak esetén kolesondsen egyértelmii. Minden esemény-
hez az eseménytér egy részhalmaza van hozzarendelve és megforditva; az eseménytér Gsszes
részhalmaz4bo] 4ll6 teljes halmaz minden részhalmazihoz hozzd van rendelve az esemény-
algebra egy-egy eseménye.

Az eseményalgebra és a halmazalgebra e kapcsolata képezi a valoszinfiségszamitas
Kolmogorov-féle elméletének alapjat.

13.2.7.1.1 A Kolmogorov-féle eimélet feltevései

1. A vizsgélat targydt képezd eseményalgebra minden esemeénye felbonthato elemi események
Osszegére, és ennek alapjan hozzirendelhets egy vele egyenértékii halmazalgebra.

2. A vizsgalal targyat képezd eseményalgebra Borel-féle algebra, vagyis nemcsak két vagy
véges sok esemény dsszegét. hanem az algebrahoz tartozod megszamldlhatéan végtelen sok
esemény Osszegét is tartalmazza,.
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13.2.7.2 A halmazalgebra Kolmogorov-féle axiomai

I. axidma. Adva van egy kisérlet Osszes lehetséges kimenetelének — a kisérletre vonatkozo
clemi események — H halmaza, melyet eseménytérnek neveziink,

1I. axigma. Ha a H eseménytér részhalmazainak egy 7T Osszessége, amelyeknek
Ay, As,As, ... elemel a Kkisérletre vonatkozd eseményeknek felelnek meg, és a?
A;€s A;a T-hez tartozo részhalmazok, akkor az A; és az A; halmazok halmazelméleti
szorzata, osszege és killonbsége is T-hez tartozik.

1. axidma. H maga is T-hez tartozik.

IV. axidma. Az Osszes egyelemil részhalmazok, vagyis H elemei mint egyelem(l halmazok,
mind 7-hez tartoznak.

V. axiéma. A T halmazalgebra Borel-féle algebra, vagyis ha A, A4,.... A4,, ... T-hez
tartozd részhalmazok, tigy T tartalmazza ezeknek a halmazoknak az egyesitett halmazat,
melyet X'Ag-val jeloliink.

13.2.7.3 A halmazalgebra Kolmogorov-féle axiémainak néhany
kovetkezménye

1. Ha az A halmaz T-hez tartozik, akkor az 4 halmaznak H-ra vonatkozo kiegészité halmaza,
A i1s T-hez tartozik.

Ez a II. ¢és III. axioma kovetkezménye. Ugyanis a III. axiéma szerint T tartalmazza magat
a H halmazt (a teljes eseményteret) és 4 nem mds, mint a H és A halmazok kiilonbsége:
H— A, mirpedig a II. axioma értelmében a T tartalmazza H-val és A-val egyiitt azok kii-
lonbségét 1s.

-

2. T tartalmazza a O, {ires halmazt,
Ugyanis O nem mds, mint A, és az 1. kovetkezmény értelmében ez H-val egyiitt eleme

T-nek,

3. T tartalmaz minden véges sok elembdl allo halmazt.
Ez a IL és IV. axioma kévetkezménye,

4, T tartalmaz minden olyan halmazt is, amely megszamldlhatoan végtelen sok elembdl all.
Ez a IV. és V. axioma kovetkezménye.

5. Ha az A4;, 4», ... A,, ... halmazok T-hez tartoznak, akkor az A4, megsziamlalhatdan
végtelen halmazsorozat kozos elemeinek halmaza a

szorzat 1s T-hez tartozik.
Ugyanis
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Ennek a reldciénak az érvényessége véges sok halmazra nyilvanvald, de végtelen sok hal-
mazra is fennall, Hiszen H A, azon elemek Ssszessépét jelenti, amelyek mindegyike A,-
n=1

hez tartozik, H A, pedig azon elemek ésszességét, melyek nem tartoznak egyetlen A, hal-
n=1

maz kiegészité halmazihoz sem. E két értelmezés jelentése megegyezs.

Mindezek alapjan beldthatd, hogy a 7 halmazalgebra elemeire a halmazalgebra dsszeadds,
szorzas ¢s kivonas miiveleteit véges sokszor vagy megszamlalhatoan végtelen sokszor tetszo-
leges sorrendben egymés utan alkalmazva Gjra a T halmazalgebra egy halmazdhoz jutunk.

14.  VALOSZINUSEGSZAMITAS

A valosziniiségszamitds a matematikanak az a fejezete, amely ,,véletlen tomegjelenségek™
torvényszeriiségeinek meghatdarozasaval foglalkozik.

A véletlen itt nem azt jelenti, hogy a torténetesen bekovetkezd esemény okozatilag nem
meghatdrozott, hiszen minden eseménynek megvannak az inditookai. Csak dltaldban nem
ismerjiitk az osszes inditookot, vagy ha ismerjiik is, olyan bonyolultak, hogy nem tudjuk
mind figyelembe venni. Valahdnyszor egy jelenség vizsgdlatdndl az okok egy olyan komplexu-
mdbol indulunk ki, amely a jelenség lefolydsara vonatkozo okoknak csak egy részét tartal-
mazza, véletlen jelenséggel dllunk szemben,

A veletlen és a torvényszerii nem egymast kizdro fogaimak. Péld4ul ha egy kockat feldobunk,
az a nehézségi erd hatasdra a foldre esik; ez torvényszerii. Ellenben, hogy a kocka melyik
lapjara esik, az mar véletlen. A véletlen Jjelenségek torvényei nem kauzalis, hanem tn.
statisztikus torvények, melyek csak akkor érvényesek, ha a széban forgo jelenség gyakran
ismétlodik meg, tomegesen fordul elé. (Ez a tény is alatamasztja, hogy a ,,véletlen” logikai
ellentéte nem az okozatilag meghatdrozott, hanem a ..Sziikségszeri”)) Példaul semmiféle
torvényszeriiséget nem ismeriink arra nézve, hogy a feldobott kocka melyik szamlapjdra
esik, arra nézve azonban mar igen, hogy nagyon sokszor dobva ugyanazzal a kockaval, az
egyes dobdsok milyen gyakran fordulnak els. Vagy példaul azt sem tudjuk elére meg-
megmondani, hogy egy csalddban fit vagy lany sziiletik, de hozzavetSlegesen meg tudjuk
adni egy vdrosban — vagy még inkabb egy orszagban sziilet gyermekek nemek szerinti
eloszldsanak ardnyat. Tehat a véletlen jelenségek egyedi vizsgdlatanal semmiféle torvény-
szerliséget nem tapasztalunk, de mér sorozatos, tomeges vizsgdlatuknal igen. Ily modon
valik sziikségessé a ,,véletlen tomegielenség” fogalmanak bevezetése,

Definicié, Véletlen tomegjelenség minden olyan természetes vagy mesterséges jelenség, amely
akarhanyszor bekovetkezhet, ill. nagyjabol azonos korilmények kozott akdrhanyszor megis-
mételhetd, s tobbféle kimenetele lehetséges: tovabbd a figyelembe vett kérilmények a kisér-
let eredményét nem hatirozzak meg egyértelmien.

A valosziniiségszdmilds modszereit gyakran olyan Jjelenségek vizsgalatara is alkalmazzuk,
mikor a jelenséget létrehozéd osszes okot ismerjiik ugyan, de azokat valamilyen gyakorlati
szempont miatt nem vesszitk mind figyelembe (pl. azért, mert a szamitast tal bonyolultta
tenne, és feladatunkhoz kozelité eredmény is elégséges). Ilyen esetekben, mikor dnkényesen
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hagyunk figyelmen kiviil bizonyos okokat, vigydznunk kell arra, hogy azok egyenként
ardnylag kis hatdstak legyenek, mert kiilénben a valoszinfiségszamitds modszerei nem
vezetnek helyes eredményre.

14.1 A VALOSZINUSEG

14.1.1 A valészin(iség statisztikus értelmezése

14.1.1.1.  Relativ gyakorisdg

Tekintsiink egy véletlen tomegjelenséget. Legyenek a kisérlet lehetséges eredményei az
Ay, Ay, ..., A, események. Hajtsuk végre a kisérletet tobbszor — nagyjabol azonos koriil-
meények kozott. Ha # kisérlet koziil az

Ay, Ay, Ay, oo Ax
események

iy, Mg, Ny, .., HE-SZOT

kovetkeznek be (my+ny+ ... +n, = n), akkor az

o Ny ng e
ooy T A W Y R A

n H n n

hinyadosokat az A;, 4,, ..., 4, események — e kisérletsorozathoz tartozé — relativ gra-
korisdgainak nevezziik és

(A, 1(As), ..., F(Ag)-
val jeloljiik.
Egyazon kisérlet kiilonbdzd kisérletsorozatait tekintve ugyanannak az A; eseménynek a
relativ gyakorisdga altaldban mas és mas. Vannak azonban olyan kisérletek — ilyenek a
véletlen tomegjelenségek is —, amelyekhez tartozo események relativ gyakorisdgai bizonyos
stabilitast mutatnak.
Példaképpen tekintsiik a kockadobdst mint véletlen tomegjelenséget, amelyhez tartozo ese-
mények legyenek az egyes dobott szémok. Mig egy dobdssorozaton beliil az egyes dobasok
1, 2, ..., 6 szamok kozti eloszldsdban semmiféle szabalyossdg nem észlelhetd, addig kiilon-
bozdé dobassorozatokban egy kiszemelt dobds — pl. a 6-0s dobas — relativ gyakorisagat
vizsgdlva, mar tapasztalhato valami torvényszeriiség. Ennek illusztralasira foglaljuk tabla-
zatba egy szabdlyos homogén tomegeloszldst kocka 6-os dobdsainak relativ gyakorisagat
kiillonbozd 100-as dobascsoportokban:

Kisérlet- j A dobasok A 6-0s szz;im]ap-:I Relativ
sorozat | szAma | ra esések szdma | gyakorisdg

L 100 18 J 0,18

IL. 100 15 0,15

II1. i 100 16 | 0,16
IV. | 100 14 ’ 0,14

V. 100 17 0,17

VI 100 16 i 0,16

|
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Az adatokbdl kitlinik, hogy a 6-os dobds relativ gyakorisiga kozel esik az 7 szamérték hez.

Ez az érték még jobban kidomborodna, La nagyobb szamu dobasbol dllndnak a dobéssoro-
zatok.
Hasonlo tapasztalatra tesziink szert, ha egy pénzdarab tobbsziri feldobasakor az irasos
oldalra valo esés relativ gyakorisdgat vizsgaljuk, Nagyszami dobdssorozatokat végezve
egyre inkdbb kitlinik, hogy a relativ gyakorisdg a 0,5 szameérték koriil ingadozik, és ez az
ingadozas anndl kisebb, minél tobb dobasbél 41l a dobassorozat.
A relativ gyakorisdg egy szdm koriili ingadozasit tapasztalhatjuk szamos fizikai, természeti,
gazdasdgi és tarsadalmi jelenséggel kapcsolatos statisztikai vizsgdlat sordn is. Azt a szdm-
értéket, amely koriil a relativ gyakorisdgok ingadoznak, a kérdéses 4 esemény valdsziniiségé-
nek nevezziik, és a tovabbiakban P(A4)-val jeloljiik.
A valdsziniiség ezen értelmezését a kovetkezé — késobb igazolasra keriilé — tény indo-
kolja. Egy esemény elég hosszu kisérletsorozat segitségével meghatdrozolt relativ gyako-
risaga majdnem biztosan anndl kozelebb van a valoszinliséghez, minél tobb egyedi kisér-
letbdl 4ll a kisérletsorozat. (Nagy szamok torvénye.)
A valdsziniiség értelmezése a relativ gyakorisaggal lehetévé teszi a valosziniiségszamitds
statisztikus megalapozdsit, melyhez sziikséges a valdsziniiség néhdny tulajdonsdganak
megismerese.
aj Barmely esemény bekovetkezésének valosziniisége (ill. réviden barmely esemény vald-
szinlisége) egy [0; 1] intervallumbeli szamérték.
Ugyanis az n kisérletbél allo kisérletsorozat folyamén egy A; esemény bekovetkezéseinek
szama

0=n=n,

fgy relativ gyakorisiga

Ebbdl, és a valdsziniiség statisztikus értelmezésébol pedig mar kovetkezik, hogy
0= .P(A,) = 1.

b) A biztos esemény valdsziniisége 1.
Ugyanis a biztos esemény relativ gyakorisiga:

n
HE)=—=]1,
It

igy a valdsziniiség statisztikus értelmezése kovetkeztében
P(E)=1.

) A lehetetlen esemény valosziniisége 0.
Ugyanis a lehetetlen esemény eléforduldsainak szama 0, fgy relativ gyakorisdga

HO) = 0,
tehdt a valoszinliség statisztikus értelmezése kovetkeztében

P(O) = 0.

z_“
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d) Két, egymast kizard esemény vagylagos bekivetkezésének valdszintisége megegyezik a
két esemény valoszin(iségének Osszegével.

Ugyanis, ha 4 és B egy kisérlet egymast kizaro esemeényei (4B = (), és az n-szer végre-
hajtott kisérlet folyaman A bekovetkezik n 4-SZ0T €s B bekGvetkezik ng-szer, akkor vagylagos
bekdvetkezésiik szama

Mqrp = Ny+ng.

A vagylagos bekovetkezés relativ gyakorisdga

Hy s ng+n n n
MA+B)y = 2% = T8 A )+ KB).
n n n n
Ennek megfelelSen — a valoszinfiség statisztikus értelmezése alapjin —, ha 4.-B = O,
akkor

P(A+ B) = P(A)}+P(B).

A valosziniiség relativ gyakorisaggal térténd értelmezése alapjan igazolt tu[ajdonségai olyan
tapasztalati tények, amelyek elvezetnek a valdsziniiség matematikai fogalmahoz, az axioma-
tikus definiciéhoz.

Példa

Szemléltessitk a valésziniiség tulajdonsdgait egy szabélyos, homogén siirliségii kocka dobasdval,
amikor az egyes eseményeknek a dobott szamokat tekintjiik, és rendre 4,, A4,, 45, 4,, A, Ag-tal
jeléljik.
a) Barmelyik dobds valésziniisége
1

PA) = &,
aholi=1,2,..., 6.
b) Biztos esemény, hogy a kockdval egy dobdst végezve az 1, 2 ..., 6 szdmok valamelyike lithatd
a szamlapon. Vagyis

E=Ai+As+ ... 4 A,
Ennek az eseménynek a valésziniisége:

PE)=1.

¢) Lehetetlen esemény, hogy a kockdval egy dobast végezve legalabb 7-es dobasunk legyen. Ennek
az eseménynek a valdsziniisége :

P(O) = 0,

d) A1+ A, jelentse azt az eseményt, hogy a kockaval egyszer dobva legfoljebb 2-es dobasunk van.
Mivel 4, és 4, egymast kizarod események (1-es és 2-es dobds egyszerre nem lehet), azért valoszinii-
ségeik Gsszegezddnek :

PlA+ Ag) = P(4,) +P(Ay),

€s minthogy P(4,) = P(4,) = ; »
, .9 3
PiA+A,) = "6*+*6— =3
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14.1.2 - A valésziniiség axiomatikus definiciéja

A koznapi nyelvhasznalatban a valésziniiség kifejezésnek nincs szabatosan meghatdrozott
jelentése. Példdul azt szoktak mondani, hogy valamilyen esemény 50%;-os valoszintiséggel
kévetkezik be. Amde az ilyen szdmszeriiségeket tGbbnyire csak .érzeés szerint”, szubjek-
tiv. modon szoktdk megadni, Minthogy a valosziniiségszdmitas — mint kozponti fo-
galommal — ¢éppen a valdsziniiség fogalmaval dolgozik, a valoszinliséget mint valamely
esemény bekoOvetkezésének szAmszer(i mértékét az eddigieknél pontosabban kell meghatd-
roznunk. A véletlen események lehetdségeire vonatkozo szubijektiv megitélések helyett ob-
jektiv valoszinliségekre van szilkség. Ezeket az objektiv valdsziniiségeket éppen Ggy lehet
,»meérni”, mint a fizikai mennyiségeket. ., Mérésiikhoz’’ a valosziniiségszamitasnak, illetve a
matematikai statisztikdnak sajat modszerei vannak. Fzek tobbnyire indirekt modszerek, és
vegsG soron mindig a relativ gyakorisigok megfigyelésén alapulnak. A valdsziniiséget
azonban fogalmilag élesen meg kell killdnbéztetni a relativ gyakorisigtol: a valosziniiség
rogzitett szam, mig a relativ gyakorisdg a véletlentdl fligg.

A valoszintiség objektiv meghatdrozasihoz — a modern valoszintiségszamitas kifejlodését
lehetévé tevdé — Kolmogorov-elméletet vessziik alapul. Ez az elmélet abbél a felteveésbdl
indul ki, hogy egy kisérlet dsszes lehetséges (vagy legaldbbis minden figyelembe vett) ered-
ményéhez (mds szoval egy eseményalgebra minden eleméhez) egy szamérték van hozza-
rendelve: a szoban forgd esemény valdsziniisége, mely a kovetkez6 harom axidméban
megfogalmazott tulajdonsagokkal rendelkezik.

I. axiéma. Egy of eseményalgebra minden A eleméhez hozzd van rendelve egy P(A) nem-
negativ szam:

P(A)= 0,
az A esemény valosziniisége,

I1. axidma. Az E biztos esemény valoszintisége 1, azaz
P(E)y=1.

Il axidma., Az egymést paronként kizdrd események osszegének valoszinfisége meg-
egyezik az események valosziniiségeinek Osszegével, vagyis

P(Ay -+ Agt o Ar) = P(AD+FP(A)+ ... +P(A;).

amennyiben az események szdma véges, illetve

P (iz A;) = ;i P(A4;),

amennyiben az események szama megszdmlalhatoan végtelen, \

Az olyan 4 eseményalgebrit, amelynek minden 4 eleméhez hozzd van rendelve egy P(A)
szam, mely eleget tesz az 1., II., II1. axiomaknak, valdsziniiségalgebranak nevezziik,

A valoszinliség fogalmanak ezen axiomatikus definiciéjaban fellépo tulajdonsagaival mar
az el6zo fejezetben is megismerkedtiink, minden tovdbbi tulajdonsdga pedig ebbdl a harom
axiémabol levezetheté. Ezek az axidmak tehat magukban foglaljak azokat a minimalis
kovetelményeket, amelyeket a valdszinliséggel szemben tdmaszthatunk,

A kovetkezdkben az axiomakbdl levezetiink néhdny tételt a valdsziniiségre vonatkozoan.
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1. Tétel. Egy 4 esemény komplementerének, ellentettjének valdszinlisége

i b

P(A) = 1—P(a),
Bizonyitas, Barmely A eseményre
A+A4A=FE.
Igy a I1. axioma értelmében
P(E) = P(A+4) = 1,
tovdbba mivel A és 4 egymist kizar6 események, a I11. axioma figyelembevételével
P(A)+P(A4) = 1,
amib6l mér kévetkezik a tétel allitésa
P(4) = 1—P(4).
2, Tétel. A lehetetlen esemény valdsziniisége 0,

Bizonyitas. £ és O ellentett események, igy az 1. tételt alkalmazva az A= Eés 4= 0 ese-
ményre
P(O) = 1—P(E).

A IL axiéma értelmében P(E) = 1, tehat valoban
PO)=0.

3. Tétel. Tetszéleges A esemeényre
0= PAH=1.

Bizonyitas, Az I. axioma értelmében P(A4) = 0, igy csak azt kell igazolni, hogy PlA)= 1.
Az 1. tétel értelmében

PA+PA) =1,
és miutan
P(4) =0,

tehdt sziikségképpen:
PA)y=1.

4. Tétel. Ha az Ay Ay, oA, események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor

18

P(4;) = 1.
1

[

Bizonyitas. A teljes eseményrendszer definicidja értelmében

AFIE,

™18

~

P (‘i A,-) = P(E),

Ezen egyenlGség bal oldaldra — az A;események paronként kizdre volta miatt — alkalmagzva
a I1I. axiomadt, jobb oldaldra pedig a II, axiomat, a

k]

P(A)=1
i=]

li

bizonyitandé Osszefiiggésre jutunk.

5. Tétel. Ha a B esemény részeseménye A-nak, akkor
P(4—B) = P(A—P(B),

Bizonyitas, Felhasznaljuk azt az egyszeriien beldthato tényt, hogy B — 4 esetén
A= (A—B)+ 5B,

ahol A—B = 4B ¢és B egymast kiziro esemenyek, igy a 111, axioma értelmében
P(4) = P(A—B)+ B] = P(4- B)+ P(B),

ahonnan

‘ P(A—B) = P(A)—P(B).

6. Tétel. Ha A és B két tetszbleges esemény, akkor
P(A—B) = P(A)—P(AB).

Bizonyitas, Felhasznéljuk a kovetkezs Osszefiigpést
A= (A—B)+ A4B.

Itt A—B = 4B és 4B egymast Kizard esemenyek, tehdt a II1. axioma értelmében

P(A) = P[(A—B)+ AB)] = P(A—B)+P(AB),
ahonnan
P(A—B) = P(A)—P(AB).

7. Tétel. Ha 4 és B két tetszéleges esemény, akkor

P(A0 B) = P(A)+ P(B)—2P(4B),

Bizonyitas. Mivel

A0 B = (A~ B)+(B— 4)

ahol (4—B) és a (B— A) események egymast Kkizarg események,

ezert P(doB) = P(4— B)+P(B— 4).
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Felhasznalva a 6. tételt
P(Ac B) = P(A)—P(AB) +P(B)— P(AB).
Tehdt valoban
P(Ac B) = P(A)+P(B)—2P(A4B).
8. Tétel. Barmely két 4 és B eseményre nézve fennill a
P(A+B) = P(A)-FP(B)gP(AB)
osszefiiggés.
Bizonyitas. Barmely 4 és B eseményre
A+R = A+ AB,
ahol Aés 4B egymast kizdrd események, és igy a III. axi6ma értelmében
P(A+B) = P(A+ AB) = P(4) +P(48).
Tovabb4 barmely B eseményre
B = 4B+ AB,
amelyek ugyancsak egymast kizard esemeények, és igy
P(B) = P(AB)+ P(4B),

amibdl
P(AB) = P(B)—P(A4B).

Tehét
P(A+B) = P(A)+P(AB) = P(A)+P(B)— P(AB),

amivel allitdsunkat igazoltuk,

Megjegyzések. 1. A III. axioma a 8. tétel specialis esete, Ugyanis ha A és B egymast ki-

zard események, akkor P(AB) =0, és igy
P(A+B) = P(A)+P(B),

ami éppen a IIT, axidma,

2. A 8. tétel kovetkezményeképpen a két esemény egylittes bekovetkezésének a valoszinii-

ségére a kovetkezd korlatok adodnak :
P(A)+PB)—1= P(AB) = P(A),

(A jobb oldalon P(A4) helyett P(B) is dllhat.)
Ugyanis barmely esemeény valésziniisége egy [0; 17 intervallumbeli szdmérték,

0= P(4+B) = P(AY+P(B)—P(A4B) = 1,

és igy

Ll
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“amibdl egyszerii atrendezéssel :

P(A)+P(B)—1= P(4B) = P(A).

A 8. tétel kiterjeszthetd tetszdleges szamu esemény osszegére. Specidlisan harom esemény

esetén: .
P(A+B+C) = P(A)+P(B)+P(C)—P(AB)ﬁP(BC)—P(AC)—!-P(ABC).

Altalanosan a 9. tételben foglalhatd Gssze.

9. Tétel. (Poincaré-tétel.) Legyenek Ay, Ay, ..., A, egy valésziniiségalgebra tetszbleges

eseményel, akkor

PlA+ Ayt ..+ A,) = Si—=S+...H (=115,
illetve réviden

PlA+Ay+ ...+ 4,) = Aznl (=118,
ahol )

Sk =

[l=h<ir<...

P(Ail’ Aigs L

=iy =n]

A

Ittiy, iy, ..., iy az 1,2, ..., nelemek egy-egy k-ad osztalyq, ismétlés nélkiili kombinaciéja,
az Osszegezés pedig gy értendd, hogy az Gsszes lehetséges k-ad osztalyl ismétlés nélkiili
kombindcidkat kell venni. ’

A tétel bizonyitisa — melyet itt nem részleteziink — a 8. tétel felhasznalasaval, teljes induk-
cidval torténhet,

A Poincaré-tétel — a szorzatesemények valosziniiségével kifejezve — megadja annak a
valosziniiségét, hogy az A, Ay oo, A, események koziil legalabb az egyik bekovetkezik,
Ezt a tételt Jordan 4ltalanositotta. Megadta annak a valoszinlségét, hogy az Ay, Ay, o, A,
események kéziil pontosan k kévetkezik be k=0,1,2 ..., 5.

A 9. tétel tehat specidlis esete & = 0-ra a kovetkezd altalanosabb tételnek.

10. Tétel. (Jordan-tétel.) Jelolje P, annak a valosziniiségét, hogy az Ay, Ay, ..., A, esemé-
nyek koziil pontosan k kovetkezik be, akkor

k+1 k42
-Pk:Sk—‘( L )Sk+1+( k )Sk+2—...+(—l)n_k(:)5m

ill. roviden

L k+r
szzo(—l)f( k)sk+, *k=o0,1,...

ahol S, = 1 és S, Sp.. 15+ - s 8, 2z elbbi tételben hasznalt jelolések.
A téte]l bizonyitdsat itt nem kozoljiik.

Megjegyzés. Fenndll a kivetkezg egyszer(l Osszefiigges:
PlA+ Ay+...+4,) = 1—-P,.

Ugyanis annak az eseménynek az ellentéte, hogy az 4y, Ay, ..., A, események kozil leg-
aldbb az egyik bekdvetkezik, az, hogy egyik esemény sem kovetkezik be.
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14.1.3  Klasszikus val6sziniiség

Egy esemény valosziniisége igen egyszeriien hatarozhato meg akkor, ha a kisérlethez tartozé
lehetséges elemi esemnények szdma véges, és minden egyes elemi esemény bekovetkezése
azonos valoszinliségll. Minthogy a klasszikus valosziniiségszamitds kizdrolag ilyen valo-
szinliségekkel foglalkozott, ezt a specialis koriilmények esetén értelmezett valoszintiséget
klasszikus valoszinliségnek, és minden véges eseményalgebrat, melynek elemi eseményei
egyenld valdsziniiségiiek, ,,klasszikus valoszintiségalgebra”-nak neveziink. 4

A valésziniiségszamitas fejlédésének kezdetén minden probléma megoldasat erre az esetre
akartdk visszavezetni. Sok feladatndl azonban ez lehetetlen vagy feleslegesen bonyolult.
Minthogy a szerencsejatékokndl (pénzfeldobas, kockadobas, kartyajaték, rulett stb.) a
valdsziniiségek tényleg jgy hatarozhatok meg, és minthogy sok természettudomanyi és
technikai probléma megolddsa is visszavezethetd a klasszikus valosziniliségalgebrak vizsga-
latara, érdemes ezt az esetet kiilén targyalni,

A Kklasszikus valdsziniiség algebraban barmely elemi esemény valbszin(sége

P(A) = &

n

(i=12,...,n), ¢ barmely — k szdmu elemi esemeényt tartalmazo — Osszetett esemény
valosziniisége:

k
Py ="
n

(A= A+ A, + ...+ 4).
Ugyanis ha az elemi események 4, Az, ..., A, ésha
P(A) = P(4,) = ... = P(A4,) = p,
akkor
P(AD+P(A) ... +P(A,) = np.

Mivel a bal oldal egy teljes eseményrendszer elemi eseményei valdszinliségeinek osszege, igy
a 4. tétel értelmében

np =1,

amibdl 1

p=-.
n

Eni ek felhasznalasaval pedig, ha az 4 Ssszetett esemény k killonbozd elemi esemény Osszege,
vagyis
4= Ai1+ A’-E+ T +A".':’

akkor
k
P(A) = P(A‘])+P(A,2)+ it ‘E‘P(Afk) = kp = 'l'” .

e i i,
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Definicis. Véges sok egyforma valosziniisegli elemi eseményt tartalmazo eseményalgebra
valamely A bsszetett esemenyenek valOsziniisége megegyezik az 4 eseményben foglalt elemi
eseményck szamdnak (k) és a teljes eseményalgebra elemi eseményei szimédnak (r) hanyado-
saval. Vagyis
k
P(A) =2,
n
Ha az A-ban foglalt elemi eseményeket az A esemény szdmara kedvezé elemi eseményeknek
nevezziik, a definicid a kovetkez6képpen is megfogalmazhato.
Klasszikus valoszinliségalgebra esetén barmely 4 esemény valdszinlisége megegyezik a
kedvezO elemi eseményck szamdanak (k) és az dsszes elemi események szamanak (1) hanya-
dosaval. '
Valahényszor feladatok megolddsakor a klasszikus modszert akarjuk alkalmazni, meg kell
dllapitanunk, hogy jogosult-e ennek alkalmazdsa; az elemi események szama véges-e, és
egyenlden valoszinliek-e. Ennek eldontése utdn a valdszinlisée meghatdrozasa tulajdon-
képpen az ,,0sszes lehetOségek™ és a ,kedvezd lehetésépek™ szamdnak meghatarozdsara
redukalédik, ami dltalaban a kombinatorika eszkozeivel oldhatd meg.

Példak

1. Két szabélyos, homogén kocka egyidejii feldobdsa esetén mi a valosziniisége annak, hogy a
feliilre kertild szamok dsszege 87

Elemi esemény a két kocka egyidejii feldobasa. Minden elemi esemény két szammal jelolhetd,
amelyek koziil az els® az egyik kockan, a méasodik a masik kockén feliilre keriilt szdmot jelenti.,
Mivel mind az els6, mind a masodik szdm az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok barmelyike lehet, az Gsszes
elemi események szdma tehit 6 elem mdsodosztalyt ismétléses varidcioinak a szdma, vagyis:

n=Vi=62=36

A kedvezd elemi eseményeket jelentd dobasok:

-

=T RN
(SERERTR-N

Tehat a kedvez6 elemi események szdma:

= §,

Tgy a keresett valoszintiség:

k5
Pmo= =

2. Egy kongresszus 100 részveviije kziil:

a) 30-an csak oroszul és francigul,
b) 20-an csak oroszul és németiil,
¢) 50-en csak németiil és angolul

beszélnek. Mekkora a valosziniisége annak, hogy ha két részvevb taldlkozik, azok tolmécs nélkiil
tudnak egymaéssal beszélni?
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Elemi esemény barmelyik két részvevs talilkozdsa, Tay az 8sszes elemi események szdma annyi,
ahanyféleképpen a 100 részvevd kozil 2-t ki tudunk vilasztan; (a kivalasztas sorrendjére valé tekinte(
nélkil). Teh4t a lehetséges elemi események szdma:

0
A= R, = (12 ) = 4950,

Kedvezd esetek :

1. ha két q) csoportbeli taldlkozik;
2. ha két ) csoportbeli taldlkozik
3. ha két ¢) csoportbeli taldlkozik;
4. ha egy q) & egy b) csoportbeli talilkozik ;
5. ha egy 5) ¢s egy ¢) csoportbeli taldlkozik,

Ezek szdma rendre:

kyo= €& = (320) = 435,
ky = C} = (220) = 190,
k= €2, = (520) = 1225,
ky = Cl,Cl, = (310) (210) = 600,

ks = ChCl, = (20) (510) = 1000,

Igy a kedvezs esetek szdma:
k=lytkotkytk,+h, = 435+ 190+1225+ 600+ 1000 = 3450,
Tehdt a keresett valésziniiség :

k3450 23
P= n 4950 ~ 33 = 0.697.

il

pontbél legegzaktabban klasszikus definjcis alapjan szamitott valosziniiségek adédnak.
Itt a valGsziniiség meghatdrozasahoz szilkséges | kedvezs” és , lehetséges” események
szdmanak meghatdrozgsa kombinatorikus modszerekkel torténik, Minthogy azonban a
klasszikus modszer €rvényességi teriilete — az események szamanak véges volta és az elemi
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szinliséget is a feltételes relativ gyakorisaggal értelmezziik.

Ismételjiik meg #-szer azt a kisérletet, amelynek A js, B is lehetséges kimenetelei, Ha az n
kisérlet koziila B esemeny ny-szer kovetkezett be (nga B esemény gyakorisiga), és kéziilik
B-vel egyiitt az 4 esemeny is n, p-szer kévetkezett be (nyp az AB esemény gyakorisdga),
akkor az

4B

—_—

Ny

hanyadost az 4 esemény B feltétel melletti feliételes relariy gyakorisdginak nevezziik és
#(A| B)-vel jeldljiik,

, ; - ; . . ] . Ly
a Besemény egész kisérletsorozatbelj relativ gyakorisdgit, az & -et, €s r(AB)-vel az —';—— -et,

vagyis annak az eseménynek g kisérletsorozatbel; relativ gyakorisagat, amikor B-vel egylitt
A is bekovetkezett, Akkor az 4 esemeény B feltéte] melletti relativ gyakorisaga:

az

"aB _ n_ r(AB)

= == T
I/

Mivel az r(AB) relativ gyakorisdg a P(AB) valoszinliség és ¥(B) a P(B) valosziniiség koriil

P4
ingadozik, ezért az r(A[B) feltételes relatiy gyakorisag a IS( 5

hogy P(B) = 0. Bzt a szdmot nevezziik az 4 esemény B feltétel melletti feltételes valdszing-
ségének és P(A| B)-vel Jjeloljiik,

Definicié, Az 4 eseménynek egy B eseményre, mint feltételre vonatkozo feltételes valg-
szinfisége: a két esemeény egyiittes bekévetkezése valosziniiségének 6s a feltétel valészing.-
ségének hanyadosa. Vagyis

P(AB)

Blam =2,

feltéve, hogy P(B) > 0,

haa Baz 4, Ay, .4, ... események H halmazinak P(By=0 valoszinfiségii eseménye,
akkor P4|B) = 0,
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ugyanis
P(AB) .
P(A|B) = —I;(E =0.

A II. axiéma kovetelményének teljesiilése :
ha Ea {H} halmaz teljes eseményrendszere,

akkor PEIB) =1,

ugyanis
_ P(ER) _ P(B) _
A= R Ty

A TIL axiéma kovetelményének teljesiilése:
ha A, A, L Ay, ... paronként egymast kizars események, akkor

P (i A,-{B) = ¥ P(4;|B).
i=1 i=1

Ugyanis az A, Ay, L, Ay, ... események paronkeént kizars volta miatt

P(AIIB'J"AQ!B*{" ..)—‘J- -_PiB(A1+A2+"‘+An+-..)]

P(B)
N £(A13+AQB+...+A,,B+...) _
= Foss =
= PABTPAB . 1papL B
e B e

Il

P(A, IB)+P(A:.JB)+. -
Tehat valoban:

P(i A,»!B) - _iP(AijB).

=

Megjegyzés. A feltételes valosziniiség meghatarozisirg altalaban nem haszndljuk a
definfcios formulat, mert az tal bonyolult, mig a feltételes valGszintiség kézvetlen megha-
tdrozésa altalaban nem nehezebb, mint g feltétel nélkiifig,

Példak

1. 200 munkadarab kézil 10 selejtes. Taldlomra kiemeliink €gYmAas utdn 2.t visszalevés nélkiil,
Mi a valészinﬁsége, hogy a mdsodszorra Kiemelt darab selejt, ha az elsg JO volt?
Legyen
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A esemény: a mdsodszorra kiemelt darab selejt;

B esemény: az elfszér kiemelt darab jo.

@) Ha az elso kiemelt darab J6, akkor a masodik kiemelésnél 199 darap koziil vélaszthatunk. Tehat
a lehetséges esetek szdma

n =199,

Mivel a 199 kézstt még mindig 10 selejtes van, a selejt hiizdsara kedvezd esetek szdma
k= 10.

Tehdt a kérdéses valdsziniiség

B (1?0) (110) = 190-10,

A lehetséges esetek szdma
2003
= ' = 2 . 9 .
n ( 2 ) 2! =200.199

_ Kk _ 1910 19
T n T 200.199 2.19% °

a lehetséges eseteké

7 = 200,
. 190 19
Igy P(B) = 200 = 35

A kérdéses feltételes valosziniiség tehat;

19
P(4B) 2.199 20 <10
HAIB) = = 19 T 3795 = g5 -
20

az el6zd szamitdssal megegyezden,

2. Kockajitékot Jjatszunk egy piros és egy fehér kockdval. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy két
-ost dobunk, feltéve, hogy a piros kockdval 6-ost dobtunk ?
Legyen
A esemény: a fehér kockaval 6-ost dobunk,
B esemény: a piros kockdval 6-0st dobtunk.
a) A keresett feltételes valosziniiség kézvetlen megoldasa
P(A|B) = li = 1—
n 6
Ugyanis feltéve, hogy a piros kockdval 6-ost dobtunk, a feladat szdmdra kedvezd esetek szdma
1, ti., hogy a fehér kockaval 6-ost dobunk; a lehetséges esetek szdma 6, mert az 1,2,3,4,5, 6 szam-
Jegyek barmelyikét dobhatjuk.
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b) A keresett feltételes valészinliség definicié szerintj meghatdrozdsa -

P(4|B) = };é?)
Itt P(4.B) = i}:— = —516—,

ugyanis a kedvezo esetek szdma 1 (ti. ha a piros és a fehér kockaval ig 6-ost dobunk): 3 lehetséges
esetek szdma pedig 6 elem médsodosztaly ismétléses varidcidinak szdma, tehdt: V= 6% = 36,
(Ugyanis annyi, ahanyféleképpen a 6 szambol — ismétlést megengedve és sorrendet figyelembe
véve — Lettes csoportokat ki tudunk vélasztani.)

Tovabba

P(B) k :
-

mert itt a kedvezd esetek szdma 1 (ti. ha 6-ost dobunk). a lehetséges esetek szdma pedig 6
(a 6 szamjegy barmelyikét dobhatjuk),
Tehit a keresett valésziniiség

1
36 1

P(4|B :)T =
6

14142  Osszetett valésziniiségi tétel

megegyezik az elsd esemény valdsziniisége és maésodik esemény elsire vonatkozo feltételes
valOszinlisége Szorzatdval. Vagyijs:

P(AB) = P(4)-P(B| ),
ill. P(AB) = P(B).P(A4|B).

Bizonyitas. Hg P(A4) 0, akkor a B eseménynek A-ra vonatkoztatott feltételes valo-
szinfiségét kifejezé

P(AB
P(B|A4) = ;(A))

egyenldség mindkét oldalst P(A)val szorozva:
P(AB) = P(4)-P(B| A4).
Hasonléan a g esemeny A-ra vonatkozé feliételes valosziniségét kifejezés

P(AB
P(A|B) = ;f(})—’
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egyenloség mindkét oldalat P(B) = 0-val SZorozva :
P(AB) = P(B).P(4!R).

A két eredményt Osszevetve:
P(AB) = P(4).P(B| 4) = P(B)-P(A|B),

amivel allitasunkat igazoltuk,

Az Osszetett valOsziniiségi téte] kiterjeszthets tobb eseményre is, Tekintsiik eldszér harom
esemeényre!

Az Ay, 4,, 4, események egyiittes bekévetkezésének valosziniisége — feltéve, hogy
P(AyAy) =0 —

Pl 4,4, = P(A4;) P(4,]4;) P(A4;|4,.4,).
Ugyanis alkalmazva az Osszetett valosziniiségi tételt, az 4 — Ady és B= 4, eseményekre
P(A Ay A4y) = Pl(A4,4)A4y) = P(A, Ay) P A, | 4 A4s),
ahol — ugyancsak az Osszetett valosziniiségi téte] értelmében —.
Pl 4)) = P(4)-(P 4, | 4).
Tehat valoban
Pl Ay 4) = P(A4;)-P(A, |AD-P(A5] 4, Ay).
Altaldnosan: tetszbleges A4, A,, ..., A, esemeényekre, amelyekre
PlA A4y ... Ap_y) >0,
PlAy Ay ... 4) = P(AI)-P(A2IAI)-P(A3|A1A2) s PlAy) 44, Ap_q).

E képlet helyessége kozvetlenii] adédik, ha a jobb oldalon szereplé feltételes valosziniiségeket

Példak

1. Valamely iizem altal gyartott gepalkatrészek 6%5-a selejt. A selejtes darabok & -ad tésze csak

szépséghibds, a tobhi miiszakilag hibas, Mekkora a valosziniisége annak, hogy egy, talalomra kiva-
lasztott gépalkatrész selejt és csak szépséghibds selejt,

Legyen az

A esemény: a kivélasztott gépalkatrész selejt,

B esemény: g kivilasztott gépalkatrész szépséghibds,

Annak a valésziniisége, hogy a kivalasztott gépalkatrész selejt

P(4) = 0,06.
Annak a valészintisége, hogy a kivalasztott gépalkatrész szépséghibés, ha mar tudom, hogy selejt

P(BlA) = l



986

Igy a keresett valésziniség

belépd — taldlomra kiszemelt — vevi fekete 52010t vesz?

Jelentse

A4, esemény: a VAsArlo gyiimélesst vesz,

A, esemeny: a vasirld szalst vesz,

Az esemény: a vasarlo fekete sz616t vesz,

Annak a valosziniisége, hogy a csemegeiizletbe belépd vasarle EYUmdlesdt vesz:

P(A) = _;, = 0,125.

Annak a valésziniisége, hogy a vevé szal5t vesz, ha mdr tudom, hogy a gyﬁmﬁlcsoszté]yra ment:

Pl4y14) = 03,

P(A43]4,45) = 0,5,

Tehdt annak g valosziniisége, hogy a csemegeiizlethe belépd vasirls a eytimdlesosztalyon fekete
87010t vesz:

P(d;4.A4,) = P(Al)‘P(AsiA1)‘-P(A3|A1A2) =0,125.0,3.0,5 =~ 0,019,

Lathaté, hogy a kérdéses valoszinliség nagyon kicsi, az iizletbe belépbknek kb, 1,9%-a vésdrol
fekete sz016t, ami azt Jelenti, hogy kb. minden 52._53, vevd (100:1,9 = 526...).

14143 A teljes valésziniiség tétele

Legyen B, By, ..., B, ... egy teljes eseményrendszer, és P(B)=0( = 1,2, ...), Ezen

P(A) = P(A[BI)P(BI)-I—P(AFBZ)P(BzH. pimis
il P(A4) =¥ P(A4|B,) P(B,).

Bizonyitas. A kikotott feltevések mellett az A esemény t6bbféle moédon: vagy a By, vagy
a By, ..., vagya By i esemenyekkel egyiitt johet Iétre, Vagyis az 4 esemény a kovetke-
z0képpen 4llithaté el

A= AB+ ABy+ . ., =) A4B,.
n

Mivel a B, események €gYmast paronkeént kizarjak, azért az AB, események is, s igy a IIL.
axioma értelmében

PA)=rp (Z AB, ) = ) P(AB,).
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Felhasznglva a feltételes valoszinliség definjcidjibol kovetkeza

P(4B,) = P(4|B,) P(B,)
Osszetett valosziniiségi tételt:
P(A) =3 P(4B)=Y P(4'B) PR,
n "

amivel allitdsunkat igazoltuk,
Megjegyzés. Minthogy ZP(B,,) =1, a P(4) valosziniiség - a teljes valdszintiség tétele

n
értelmében — felfoghatd, mint a P(A|B,) feltételes valdszin{iségelk P(B,) stlyokkal képezett
szdmtani kozepe. Tehdt

> P4 |B,)-P(B,)

P(4) = Y P(4|B,)-P(8,) = TSR

amibdl kozvetlenii] adodik, hogy

min P(A4|B,) = P(A) = max P(A|B,).

Példak
1. 100 db miiszer kézptt 0,1, 2 vagy 3 db hibas, Ezek eldforduldsanak valdsziniisége rendre %,%’
5 1

2T Feltételezve, hogy mindegyik miiszert egyenld val6sziniiséggel vehetjiik meg, mekkora
annak a valOsziniisége, hogy a megvésirolt miiszer hibatlan,

Legyen

A esemény: a megvasarolt miiszer hibatlan,

By esemény: 100 db miiszer kézétt 0 db hibés,

B, esemény: 100 db miiszer kozdtt 1 db hibis,

B, esemény: 100 db miiszer kézétt 2 db hib4s,

B; esemény: 100 db miiszer kdz6tt 3 db hibgs,

A teljes eseményrendszert alkoté B, események (i = 0, 1, 2,3 valdsziniiségei:

BB

>

P(By) =

L]

| |
;iuu W= oy

P(By) =

l -

P(By) = 1

[y )

Az 4 esemény bekivetkezhet ugy, hogy a 100 miiszer kzt vagy o, vagy 1, vagy 2, vagy 3 hibds van;
vagyis az 4 esemény bekdvetkezhet By, B, B, vagy B; médon. A megfeleld valosziniiségek :

P(A|By) = 1,
99
P(A(B,) = 00 °
98

P4 iBz) = 3607 :

97
P(4|B,) ~ o6
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A keresett P(A) valOsziniiséget a teljes valosziniiség tétele alapjan meghatarozva:

s 1.9 1 98 5 97 ;
=) PAB)PBY=1. 4.2 1 98 5 97 1 _
Pl) = ), P(418) P(B) 677100 3 T T00 12 T 00 7z = 09857

2. Bizavetésnél 4 fajta brizat haszndlnak: az egyes fajtakbol 94 “eot, 3%-ot, 2%-ot &s 1%-ot.

o

Annak a val6sziniisége, hogy az egyes blizafajtdk egy-egy szemébdl egy legaldbb 50 szemet tartalmazo
kaldsz lesz, rendre: Py =05; P, =0,2; Py =0,15; P, = 0,05. Mekkora annak a valdszindisége,
hogy egy taldlomra kivalasztott blzaszembd] egy legalabb 50 Szemet tartalmaz6 kaldsz lesz?
Aesemény: a bizaszembé] egy legaldbb 50 szemet tartalmazé kalisz lesz,

B) esemény: a blizaszem az 1. fajtabol valo,

B; esemény: a buzaszem a II. lajtabol valo,

Bj esemény: a bizaszem a 111, fajtabol valo,

B, esemény: a buzaszem a IV. fajtdbol valo.

A teljes eseményrendszert alkoto B, esemenyekhez (7 = 1, 2, 3, 4) tartozo valészintiségek

94
P(B) = —= = 094,

Az A4 esemény bekovetkezhet Bi(i=1,2, 3, 4) médon. A megfeleld valosziniiségek

P(4]1B,) = 0,5,
P(418B,) = 0,2,
P(41B;) = 0,15,
P(4|B,)) = 0,05.

Tgy a keresett P(A) valésziniiség, a teljes valdsziniiség tétele alapjdn meghatérozva:

4
P(4) = Y P(AIB)P(B) = 0.5:0,94+0,2.0,03+0,15-0,02+0,05.0,01 = 0,4795.
i=]

14.1.4.4 Bayes-tétel

A teljes valdsziniiségi tétel arra ad felvilagositast, hogyan lehet meghatdrozni egy B; teljes
esemenyrendszerrel kapcsolatos A4 esemeény valdsziniiségét, ha ismertek a B; események
valoszinliségei és az 4 csemenynek a B; esernényekre vonatkozo feltételes valésziniiségei.
Gyakran a probléma forditottja érdekes: nem az 4 esemény valdszinliségére vagyunk
kivancsiak, hanem a B; események A-ra vonatkozo feltételes valésziniiségére, Ez ugy is
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.

Tétel. Ha B, B,, ... B,, ... egy teljes esemeényrendszer, és P(B) =0 (i = 1,2 ...
ekkor tetszéleges — a B; eseményrendszerrel kapcsolatos — 4 eseményre

P(A|B) P(B)

PO = sy rEy
7

Bizonyitas. A feltételes valoszinliség definicidja értelmében-
P(BJ"A)
P(A)
Mivel az dsszetett valosziniiségi tétel értelmében :

P(By 4) = P(A|B)P(B)),

P(B;|A) =

€s a teljes valosziniiségi tétel értelmében:
P(4) =Y P(A|B))-P(B)),
7
ezert
P(A|B;)-P(B))

A= S P(A[B)P(B,) ’
7

amivel allitasunkat igazoltuk,

Példak

1. A teljes valOsziniiségi tétel 2. példdja kapcsan tegyiik fel a kérdés forditottjat, Keressiik annak a
valosziniiségét, hogy egy legalabb 50 szemet tartalmazé buzakalasz az 1,4l a X1, 411 a IOT., i1l a TV,
fajta bizaszembd! valo-e,

Felhaszndlva a régi jeldléseket és részeredményeket, a kérdéses valosziniiségek

P(A|B,)-P(B,) 0,5.0,94
P(B,|4) = 5 —— = 0509403 0P c i =
3. P18y P(B) 0,5.0,94+0,z-o,03T0,15.0,02+0,05-0,01
i=1
= 047
04795 °
Hasonldan
P(A|B,) P(B.) 0,2-0,03 0,006
P(leA) e e il — i ) N L
04795 — 04795 °
)" P(418) P(8) 4
pa
_ _PUABYPB)  015.002 0,003
BBl gm0 04795 T 04795
Z; P(A|B) P(B)
~
és P(B,14) — 4P(A 1B)P(B) 0,05-0,01 _ 0,0005

04795 0.4795 *
Y P(418,)P(B) U
i=1

2. (Bertrand problémdja.) Harom szekrény mindegyikében két fiok van. Az elsd szekrény mindkét
fiokjaban egy-egy aranygolyd; a masodik szekrény egyik fiokjaban arany-, a masik fiokjaban ezijst-
g0ly6; a harmadik szekrény mindket fiokjéban eziistgolyd van, Taldlomra (azonos valésziniiséggel)
vélasztunk egy szekrényt, kihdzunk egy fiékot és abban aranygolyot taldlunk. Mekkora a valo-
sziniisége annak, hogy a szekrény masik fiokjaban is aranygolyd van.
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A feltett kérdés nyilvinvaléan egyenériékii azzal a kérdéssel, hogy mekkora a valésziniisége annak,
hogy az elst szekrényt vélasztottuk, ha mar tudjuk, hogy a kihvzott fiokban aranygolyé van.

Ha 4-val jeléljiik azt az esemeényt, hogy a fidkban aranygolyot talaltunk, és B,, By, By-mal az elsg,
masodik, harmadik szekrény valasztasat, akkor a kérdéses valésziniiség :

P(B)) P(AB))

P(By[4) = Wm@m.
Mivel

P(B)) = P(By) = P(B,) = _31 ,
és P(41B) = 1,

PAiBy) =

P(A|By) = 0,
azért I

P(8y|d) = T:f_f_l_o_ -2

3 '3

14.1.4.5 Események fliggetlensége

141,451  Kee esemény fiiggetlensége

I. Definicig. Legyen az 4 ¢s B esemeény  valamely valdsziniiségj algebra két eleme,
melyekre P(A4) = 0 ég PB)=0. Az 4 esemény fiiggetlen g4 B esemenytél, ha 4-nak B-re
vonatkozo feltételes valdsziniisége Mmegegyezik  A-nak feltétel nélkiili valészinfiségével,
vagyis

(N P(A|B) = P(a),

E definicio ki)vctkezménye: ha A fiiggetlen B-t6l, akkor B | fliggetlen 4-t5]
P(B|4) = P(p).

.Ugyanis ha A fiiggetlen B-tol, akkor
P(A]B) = P(4),

il. a feltételes valOsziniiség definicidjinak felhasznalasgval

P(4B)
_‘P(hﬁ')‘- = P(A).

Mivel P(4) = 0 g P(B) = 0, ebbdl

P(A4B)

= P(B),

P(A)
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ahol a bal oldalj kifejezés B-nek 4.ra vonatkozo feltételes valoszinlisége, ¢y igy
P(B|4) = P(B),

ami éppen B-nek 4.13] valo fﬁggetlemségét jelenti.
Ezért, ha két esemény ﬁiggetlenségér{’il beszéliink, akkor nem kell tekintette] lenniink 4

2. Definicié, 4 ég B pozitiv valosziniiségi események fiiggetlenck, ha cgyiittes bekgvet-
kezésiik valosziniisége megegyezik a két esemeény feltétel nélkiilj val6szintiségeinek SZorza-
taval, vagyis

(2) P(AB) = P(A)-P(B).

fennall.
Ugyanis A és Bfiiggetlensége a

P(A|B) = P(4)
és P(B|A) = P(B)
egyenldségek fenndllasat jelenti. Fzek megegyeznek g

P(AB)
P(B)

és P(AB)
TR CP®)

= PlA),

egyenlbségekkel, és ezek mindegyikéhgl a
P(AB) = P(A4)-P(B)

Osszefiiggés kovetkezik, amely 4¢és B2, definicié szerinti fﬁggetlenségé: jelenti,
Midsrészt, ha a (2) Ssszefiiggss fennall, akkor 4eés g azelsé definicig értelmeében f Uggetlenek,
Ugyanis, ha

P(AB) = P(A)P(B),
és P(A4) =0, P(B) = 0, akkor fennallnak a
P(AB)
P(B)

és P(AB)
P(4)

= P(A),

= {(B),
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ill. az ezekkel ekvivalens
P(A|B) = P(A)
és P(B|A) = P(B)

oOsszefiiggések, melyek éppen 4 és B 1. definicid szerinti fiiggetlenségét jelentik,

Tétel. Az A ¢és B események fliggetlenségebdl kivetkezik Aés B: 4 és B, tovabba Aés B
fliggetlensége.

Vagyis, ha

P(AB) = P(A)-P(B),
akkor
1 P(AB) = P(A)-P(B)
és
2 P(AB) = P(A).P(B),
tovibba
3. P(AB) = P(4)-P(B).

Bizonyitas. 1. Ha 4 és B liiggetlenck, akkor 4 és B is fiiggetlenek.
Ugyanis

P(A) = P(AB)+P(AB),
amibdl P(AB) = P(A)—P(AB),
ahol 4és B fiiggetlensége miatt P(AB) = P(A4)-P(B), és igy
P(AB) = P(A)~P(A)-P(B) = P(A)[1—P(B)] = P(A)-P(B).

ami éppen A és B fiiggetlenségét jelenti.
2. bizonyitasa kovetkezik az 1.-bél 4 és B szerepcseréjével,

3. Ha A és B fuggetlenek, akkor 4 és B is fiiggetlenek. Ugyanis
P(A) = P(AB)+P(AB),

amibdl
P(AB) = P(A_)—P(/IB),

ahol az Aés Bf liggetlenségébdl kovetkezd 4 és B liggetlensége miatt P(4B) = P(4)-P(B), és
igy
PAB) = P(A)—P(A)-P(B) = P(A)[1-P(B)] = F(4)-P(B),

ami éppen 4 és B fiiggetlenségét jelenti,

b erties

Bt il o]
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Példak

1. Figgetlen-e egymdstol az 4 és B esemény, ha P(4) = 0,4, P(8) — 0,5 és P(4B) = 0,27
Mivel

P(A)-P(B) = 0,4.0,5 = 0,2 = P(4B),
a két esemény fiiggetlen,

2. Mi a valosziniisége annak, hogy két kockdval dobva, az egyikkel 3-ast, a masikkal paros szdmot
dobunk ?
A 3-as dobds valbsziniisége

1
P(4) = e
A paros dobas valbsziniisége
1
P(B) = 5.

A keét dobis liggetlensége miatt

1 1
P(4B) = 2. T
(A 2-es szorzd abbdl adodik, hogy dobhatunk az I-es kockdval 3-at és a II-essel parosat, vagy meg-
forditva.)

3. Egyladdban 25db 110 voltos, 60 wattos; 25 db 110 voltos, 40 wattos; 25 db 220 voltos, 60 wattos;
25 db 220 voltos, 40 wattos ldmpa van. Jelentse 4 a 110 voltos limpa valasztdsdnak eseményét, B
a 40 wattos ldmpa valasztdsanak esemeényét. Fliggetlen-e ez a két esemény ?

Mive]
50 1
P =156 =5
50 1
P = fo5 = 5
25 1
ezért

P(AB) = P(4)- P(B),

Mint ahogy varhatd volt, a két esemény fiiggetlen.

14.1452 Tobb esemény fiiggetlensége (teljes fiiggetlenség)

Lattuk, ha két esemény fliggetlen, akkor
P(A4;45) = P(Al)-P(Ag).

Kérdés, milyen feltétel .mellett terjeszthetd ki ez az osszefiiggés tobb eseményre, vagyis
mikor 4ll fenn a

P(AA, ... 4)= P(A4)-P(4y) . .. P(A)),
n n
ill. P (H A;-) =[] 24
=1 =1
osszefliggés, Ehhez egy uj fogalom, a teljes fiiggetlenség definidlasdra van sziikség,

&
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