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Bizonyitas. A sorozatok konvergenciajanak Cauchy-féle konvergenciakritériuma szerint az

8§15 Sps + o o0 8y - - SOTOZAL AKkOY €8 csak akkor konvergens, ha adott & = 0 szamhoz talalhato

olyan N = N(g), hogy
[$m—s| <& ha n=N{E é m = N(£)

(6.1.6).
Alkalmazzuk a sorozatok Cauchy-féle konvergenciakritériumat a részletosszegek sorozatara.

A konvergencia sziikséges és elégséges feltétele: & = 0 szamhoz talalhatd olyan N = N(g),
hogy
I‘S't:-é-p_'sn‘ = &,

ha n = N és p tetszés szerinti pozitiv egész szdm, azaz

RO 7S S ftyypl <& ha n=>N(E).
Korlatos sorok

Definicié. A Z u, végtelen sor korlatos, ha részletosszegeinek sorozata korlatos.
n=1

Tétel, Ha egy végtelen sor konvergens, akkor egyben korlatos is.

Bizonyitas. A konvergenciabol adodik, hogy a részletosszegek sorozatanak van véges hatar-
értéke, azaz az {s,,} sorozat korlatos, ez pedig azt jelenti, hogy a végtelen sor is korlatos.

A tétel megforditiasa nem igaz.

Lehet korlatos sor, amely nem konvergens.

Példa erre a

i(—l)"+1:1—1+]—1+... sOr.
n=1

1+ (= 1y
s1;=1, s=0s3=1, ‘5'4:0,.._,.5-,,:-—J—2——~.

s2p =0, Sappq = L

[1h

|sp| = 1, asor korlatos,

viszont az {s,} sorozat és vele egylitt a
(—1)y"+1  sor divergens.
n=1
Miiveletek végtelen sorokkal

A végtelen sorokra érvényesek a kovetkezd bizonyithato szabalyok.
1. Legyen az

wu+ust+us+ ... +u,+... sor konvergens és osszege S.

S = wm+uatiust. . tut.

A végtelen sor dsszegének A-szorosat megkapjuk, ha minden egyes tagjat A-val szorozzuk.

L
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Ez a sor is konvergens és dsszege 2+ S.
AS = Awy+iuo+ .. Flugt ...

II. Ha Sy = w1tuat ... g+ ... €S
So=vitvat+ ... FUot ...

konvergens sorok, akkor az
S1t S = ()t @atod+ .. Fmtu)+ ...

sor is konvergens.

1I1. Konvergens sorban a sor tagjai sorrendjitk megbontasa nélkiil tetszélegesen csoportosit-
hatok (zérojelezhetok). A csoportositassal kapoft j sor is konvergens, €s osszege megegyezik
az eredeti sor dsszegével, A tétel érvényességét bizonyitja. hogy az 10j sor részletdsszegei
egyben az eredeti sor részletosszegei is.

A tétel megforditasa médr nem mindig igaz, a zardjel nem mindig bonthato fel.

Példdul az

(1—1D+(1—=1)+(1—=1)+... = 0 sor konvergens, mig a zardjelek elhagya-
saval kapott

1—1+1—1+... sor, mint azt az elézo pontban lattuk, divergens.

Sorok konvergencidjanak megallapitdsa dltalaban elég nehéz feladat. Viszonylag konnyebb
a konvergenciara kovetkeztetni a pozitiv tagi soroknal.

912 Pozitiv tagl sorok

Definicié. Ha egy végtelen sor tagjai mind pozitivak, a sor pozitiv tagt sor.
Tétel. Ha a pozitiv tagu sor korlatos, a sor konvergens,

Bizonyitis. A feltevésbol kovetkezik, hogy a részletosszegek sorozata {s,} is korlatos.
Mivel az u;+us+ ... Fu+ ... sor tagjai pozitivok, a részletosszegek sorozata novekvo.
A részletosszegek sorozata korlatos és novekvd, a részletdsszegek sorozatdnak van véges
hatarértéke, tehat a végtelen sor konvergens.

Pozitiv tagh sorokra érvényesek a kovetkezd konvergenciakritériumok .

I. Majorans (minordns) kritérium
Tétel. Ha az
it ust+uzt. .. €8
ntvet+vat ...

Uy = Up,

tovabb4, haa wi+va+...+wu,+... sor konvergens, akkor az

st .. Ayt

végtelen sorok pozitiv tagaak, és minden n-re

sor is konvergens.
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Bizonyitias. A kz v, sor konvergencidjabol kovetkezik, hogy részletosszegei korlatosak.
=1

vit+vat ... tu, < K
ahol K alkalmasan valasztott korlat.
Az up = v, feltétel miatt

uituwst ... tu, = K,
Ez pedig a

> wy,  sor konvergencidjat jelenti.
k=1

Hasonloan igaz, ha a két pozitiv tagl sorban
Uy = Uy, v, aZ i, minorins sora,
P
és a z v sor divergens, akkor
k=1

oo

a Y. w  sor is divergens,
=
Példak
1. Az 1+ 1— ! 1 1

e ol i il So R g PO
1272 3 Tt
sor konvergens, mert tagjai a harmadik tagtol kezdve:

i 1

o = n2r 2
5y * ... 5, ... mértani sor pedig konvergens.
2 2

1 1 1
2. Az 1+'—:+‘::-+..+—_+
V2 43 v

; .. 1
sor divergens, mert tagjai nagyobbak a Z =) harmonikus sor tagjainal.
n=1

1. A hanyadoskritérium (d’Alembert-kritérium)

(D’ALEMBERT — 1717—1783 — francia matematikus és enciklopédista.)

Tétel. Ha egy végtelen pozitiv tagn sor altaldnos tagjanak és a megel6zonek hanyadosa
bizonyos N-t6] kezdve kisebb egy 1-nél kisebb ¢ szamnal, a sor konvergens.
Azaz, han= Nre

Upya
Uy

< g =<1, asor konvergens.

WL
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Bizonyitas. A feltétel értelmében

Upg1 = G Un.

2
Hpro == Uy << g~ Uy,

A qu,+g*u,+... sor a g < 1 feltétel miatt konvergens mértani sor. Ez a sor adott sorunk
majoransa, igy az

uy+ust ... +u,+ ...  sor konvergens.

Hasonlo moédon bizonyithato, hogy ha bizonyos N-t6] kezdve

Hpt+1 _ 1
= )

Un

a sor divergens.

Megjegyzés. A d’Alembert-féle kritérium konvergenciafeltételél,

Uppa
Uy

=g =1

nem helyetiesithetjilkk a gyengébb

Mt 1 feltételiel.
Up
i
Nem nélkiilozhetd feltétel, hogy az —::1 héanyados nem kozelithet az 1-hez.
n
A 1 ! + ! ol +] + ! +
% +—2‘ ERREE T
harmonikus sornal
1
ll,,_,.l _ H—'—l _ n - 1
iy, 1 n+1

n

feltétel fennall minden #n-re, a sor mégis divergens.

n
= --—— — 1, tehat a d’Alembert-féle feltétel nem all fenn,
Uy n+1

nincs olyan 1-nél kisebb g szam, amelyre érvényes a hanyadoskritérium,
A kritérinmnak egy specialis esete a szintén d’Alembert-kritérium néven ismert hatdrérték
Jormuda.

; Hn+1
Ugyanis, ha # - oo, ——

: Hysy B A TR : .
Haa lim 2= = g hatarérték létezik, 0 < 1 esetében a sor konvergens, 0 > 1 esetében

n—os Uy

a sor divergens, p = 1 esetben a konvergencidt nem tudjuk megallapitani e kritériummal
(a sor lehet p = 1 esetén konvergens is, divergens is).

- J— HQT'OV Jd.%@ ¢
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Példak
1. Mikor konvergens x = 0 esetén az

L. o T sor?
ol sl o opinaEY T2 CE Yeay i i T .
2! !

= e = — =0, ha n-—+oo.

A sor minden x = 0O-ra konvergens.
2. Milyen x-ekre konvergens az

X oad ol
+ —+,.. sor?

F X
17772737 4

Feltessziik, hogy x = 0

xu+1

] —_— X ha
= X - H oo,
A n+1 ’

Ha 0 = x < I, a sor konvergens, ha x = 1, a sor divergens.

o

n! 21 3 ! (n+1)!
3. Elf—n—=l+-——2—*—3§ +“'+7H; —(mi'é'...,
s i LN W
e _ (bt et o ] _ 1
W g A @ P B (1+5)
n n n n
, ; 1

m 2 = lim — el 1, a sor konvergens.

0 oo My o0 I e
(1+;)

IIl. A Cauchy-féle kritérium (gyokkritérium)

Tétel, Ha az u; + i+ . . . +u,+ ... véglelen pozitiv tagh sor n-edik tagjinak n-edik gyoke
bizonyos tagtol kezdve kisebb egynél, a sor konvergens.

e
Tehét, ha \/u,, = g =1, n=> N esetén, a sor konvergens.

" . no--
Bizonyitas. *\/[l,,, < g, azaz I, =< g
Hasonloan

n+1,— )
\/un+1 < g, AQzaz Hy.q < g"vL

A sor majoransa a

g+¢2+...+¢g"+ ... konvergens mértani sor, tehat a sor konvergens.
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R, — 5
Ha A/, = 1, asor divergens.
Mivel itt =1,

gy =1 ...

a sor altalanos tagja nem tart a zérushoz, a sor divergens.
A d’Alembert-féle kritériumhoz hasonléan a Cauchy-féle

s
\/ u, = g < 1 kritérium sem helyettesitheto az
NS kritériummal.

A Cauchy-féle kritériwm hatarériék alakja

Ha lim '\/u,,zt_)

I —oo

hatarérték létezik, o < 1 esetén a sor konvergens, 0 = 1 esetén a sor divergens, ¢ = 1 ese-
tében a sor konvergencidja a gyokkritériummal nem donthet6 el

Példa

SALIORE DG G B
~ o = ng—rsa s

”n
. 1 " 1
lim '\/_,‘ = lim — =0, a sor konvergens.
n —=oo n n —-oo n

1V. A Cauchy-féle integralkritériuim

Tétel. Ha az f(x) fiiggvény monoton fogyo, az 1 = x <+ == intervallumban, és az
+ oo
j . f(x) dx
i

improprius integral konvergens, akkor

a Y f(n) végtelen sor is konvergens.
n=1

+ oo

Ha az _f f(x) dx improprius integral divergens, akkor a Z f(n) sor is divergens.
i A=1

Bizonyitas, Legyenek az u; +uy+ ... +u,+ ... sor tagjai pozitivak és csokkendk.
M WEZRS. .. DUy Z i1 =...> 0.

Legyen y = f(x) olyan monoton fogyo fiiggvény,

hogy fln) = uy.

A részletosszegeket igy mint téglalaposszegeket dbrdzolhatjuk.

33



516

A 9.1 dbra szerint belathato:

n41
Sy = ot .. Fuy, = .f f(x)dx,
i
n+1
és Spay—Hy =< J' f(x) dx. L‘.’r’
i

N
Tegyiik fel, hogy az

4 oo

Mivel  f(x) =0,

n+1 + oo
| fdx < J' Flx) dx.
1 X

Tehat érvényes a kdvetkezd egyenlétlenség:
Sp =< Sppy < w1+ 1

Az 5, sorozat monoton né és korldtos, tehdt a vizsgalt sor konvergens.
Tegyiik fel, hogy az

+oo

[ 1 ax
1

improprius integral divergens.
Ha n+1 = ny, ahol »y alkalmasan valasztott szam, az

n41

1

Mivel
n+1

Sp = I f(x) dx,

i
Sp = M.

Tehat a végtelen sor is divergens.

Példak

1. Allapitsuk meg mikor konvergens az

1 s o oiteoate e L iSOKS

I= j‘ f(x) dx B
i Yl v =
integral létezik (véges érték), Un Uppd
g W
azaz az improprius integral konvergens. A
9.1 dbra

_[ f(x) dx integral barmilyen nagy elére megadott M szamnal nagyobba valik.

A Kkeresett fiiggvény

1
f(x)=—x;.

ro1 - L
Az f »c—de improprius integrdl p = 1 esetben létezik (konvergens), p = 1 esetben nem létezik

1

(divergens, lasd 8.5.3. pontot).
Tehdt a sor p = 1 esetben konvergens.

2. Vizsgdljuk a

i 1
Z 3 sor konvergenciajat.

=1
_ _ _ 1 _ 1
e TR T S T
A hanyadoskritériummal:
1 " 3
Hm 2L L - 2n+5 n+3 i Tn 1
ﬂ,_,.w i, _n—u-oo 1 n -0 2”'{'5“#11»902.1_ '
2n+3 N
A konvergencia nem donthetd el a hanyadoskritériummal.
A gyOkkritériummal :
n / - q 1
i E— | | - — = L.
nlinm 2n+3 ninco(2"+3) L
A I’'Hospital-szaballyal:
2z
L= lin e[~ = lm —PEE s W8
s W PRy n o 1
L=l ¢ _—I =]

A konvergencia igy sem dontheto el
Ha viszont minoréns sorral hasonlitiuk Ossze a sort, annak tagjai a negyedik tagtdl kezdve
nagyobbak a

Ez a sor pedig:

l+1+i+ +L' —i(l.}_i'l_f,
376 9T T3 T 3 273 )

igy a harmonikus sor divergencidja miatt divergens.

oo 1 _
Tehét a E} 53 Sor divergens.
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Az integralkritériummal a sor:

=
Z 2n+3 "

ne=]

fx) =

2x+3

‘-,Loo

= oo,

+ o0
1 gr= L+
J.'2x+3'x_2?“ i
1

1

a sor divergens.
Lathatjuk, hogy a divergencia vagy a minordns- vagy az integralkritériummal valt eldonthetdve.

9.1.3 Viltakozé eldjelii sorok

Definicio. Legyenek u,, Uy, ... ,, ... pozitiv szimok. Ekkor a +(u, —uyFy—...) sort
valtakozo eléjelii sornak nevezzilk.

Vegyik a zdrojel elstt allo elSjelet pozitivnak, negativ eldjel esetén a sor vizsgdlata erre
visszavezethetd.

Trjuk fel a sort a kovetkezd alakban:

=yt gt . (=) b=yt (= N~ lu,+R,,
ahol R, az \un. maradékdsszeg. |

Ry= (=1 uty g H (=" eyt
A vialtakozo eldjelii sorokra érvényes a Leibniz-tétel.
Tétel. Ha egy valtakozo elbjelii sorban a tagok abszolit értékben csokkennek, azaz

] -
u) = Uy = g > ... €s az u, altalanos tag zérushoz tart, a sor konvergens.

A sor dsszege abszolfit értékben nem nagyobb a sor elsé tagjanal, a sor R, maradékdsszege
abszollt értékben nem nagyobb a benne szereplé tagok koziil az elsd abszolit értékénél.

Bizonyitis. Legyen az s, részletdsszegben n paros, azaz n = 2m.
Sopy = (uy—ua)+(ug—ug)+ . . .+ (gm—1 —tam).

A feltételbdl kovetkezik, hogy az egyes zdrdjelekben 4ll6 kifejezések pozitivak. Ez azt jelenti,
hogy $s,, n6, ha 2m nd, tehdt s,,, ndvekvo sorozat. frjuk fel s,,,-et mas csoportositdssal:

Sap = t1— [(to—tig)+(ug—us)+ . . . +uam).

A feltételbdl k dvetkezik, hogy a szogletes zarojelben levd kifejezés pozitiv. Ez azt jelenti, hogy
Sam < 1, azaz korldtos.

Az 5,,, sorozat monoton né és korldtos, van hatérértéke:

Im  $pm= S.

m —-oo
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Legyen az s, részletosszegek sorozataban n paratian:

n=2m+1.
Soma1 — S?.m+”2m+ 1
Mivel a feltétel szerint by, = 0,

Iim Sapr41 — lim Yo = S.

n —+ce Hl —»oa

Tehat az s, sorozatnak van hatdrértéke: S.és ez kisebb, mint u,. Trjuk fel a sort a maradék-

dsszegpel: '
wi—tat .. (=1t = et (=D 1w, +R,,

ahol a maradékosszeg:
R, = (— " 14n+1+(-*1)"+1 Hyiot .. ..

A maradékosszeg is végtelen, valtakozo eldjelii, csikkend abszolit értékil tagokbol all, igy
kisebb abszolut értékii, mint az elsG tag abszolut érteke.

|Ru| =< lttnssl-

Példa

1 1 1

sor a Leibniz-1étel értelmében konvergens. Ha a sor Gsszegét azelsb n tagbol hatarozzuk meg, a hiba:

1
R" - ;:lnT - ’ . r] I
A Leibniz-tétel értelmében a sor osszege (S) korlatok kozé szorithato. Nyilvanvald, hogy

%<S<1.

A sor Bsszegét a kovetkezoképpen hatdrozhatjuk meg.
A 2n-edik részletosszeg:

t] L1
San k2ﬁ+u 2n—1 -
_ (141 Ll_)_ (l;J. l)_
‘(*?* n 2747 T om
1+ g 1Y slTp g, )
"( T jn) ( 27 Tn) .
o e B B pah
nt+tl " n+2  n+3 2u
1 1 1 1
= [
" (1+1 i 2)‘
" "



]

- e e

o

o

Ez az Osszeg nem mds,

mint az f(x) — 2
fe]osztészival kapott ajsg ;

S N
Jim s, — j —dr= [}u x}2= In2.
1

Bizo"yités A - Osszegét
* A POZIV tapok Gecrmod )
nullgya] helyettesitjiik- agnegjj‘szeget Teﬁkapjuk, ha az ereqg eti sorban 4
2 ’ iV tagok Gscrnms ) R—
;a]gokat nulldval helyettesitjiik 80k Osszegér megkapjuk, ha a5, BB e i alv tagokat
eloljiik a pogitiy & i 5 e
X €5 Negativ tagok Gecrmns .
Az eredetj SOT Osszege EOK Osszegdt P-vel, jlletve Oeval.

§=Prg.

Degativ elSjelek miatt a rg

\ {‘ JT} {Eﬁ} I'
U yanis a f ] E
gyani e lete] miatt i Yege
l 7] 5.

lrpnilg 3 % 2o
"=lﬁunl, azaz  p, < 3 Juy),

1
gelE X fu azaz 4 = _ i

n=1
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A {py} sorozat monoton né és felilrdl korlatos, a {g,} sorozat [monoton fogy és alulrél
korlatos, igy a p, és g, sorozatoknak van véges hatarértékiik.

P = lim Pns Q = lim G

" =00 ” —o0
Mivel Sa, = Pn+4m
Iim S, = lim (pn'ﬁ'[b!)s igy
W —oo n—eo
S = P+Q.

Tehat az abszolut konvergens sor konvergens, és dsszegét megkapjuk. ha a pozitiv tagok
Osszegéhez hozzdadjuk a negativ tagok Osszegét.
Bizonyitas nélkiil kézoljilk a kovetkezd tételt,

Tétel. Abszoliit Konvergens sor osszege nem fiige a tagok sorrendjétdl.

924.5 Feltételesen konvergens sorok

Definicié. Az olyan végtelen konvergens sorok, amelyek nem abszolit konvergensek,
feltételesen konvergens sorok.

Példa

11 1

Az I—E'-}'?F‘E‘T-

sorrol a Leibniz-tétellel bebizonyitottuk, hogy konvergens.
Az abszolit értékekbdl képzett sor az

Pkt

34

harmonikus sor divergens.

Tehdt az e 2-+ ... sor [eltételesen konvergens.

Bizonyitas nélkiil kozoljilk, hogy a feltételesen konvergens sor osszege fiigg a tagok sor-
rendjétdl. Az is bizonyithato, hogy a sor tgy rendezheto, hogy Gsszege elére megadott szam

legyen.
Példa’

1 1 1 7 ; ; e 1 i
Az 1 w—+T-——4- + sorr6l bebizonyitottuk, hogy konvergens. Jeldljiik dsszegét
S-sel.

1 1 1

—_————t,,. =8
! 23 4
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Rendezziik 4t a sort ugv, hogy egy pozitiv tagot két negativ tag kovessen. Az igy kapott sor

1 1.1 1 1 1 1 1

2TdT 3T R s T

1 | (R U
2 4dte T i _2'(1_'2"*?_1*"‘)*'2“5'

Az dtrendezett sor Osszege az eredeti sor Osszegének fele. Mas elrendezéssel mas Osszeget kaphatunk.

9.2 FUGGVENYSOROK

Definicié. Az olyan végtelen sor, amelynek tagjai fiigavények, figgvénysor.
A fuggvénysort igy jeloljiik;

#1C)+ua(X) Fus(X)+ . A+
A fiiggvénysor olyan sor, amelynek tagjai a fiiggetlen valtozd bizonyos tartomdnyédban
értelmezve vannak,

A fliggvénysor n-edik tagja

u(x), n-nek és x-nek is f liggvénye,

9.2.1 Figgvénysorok konvergenciija
Konvergenciapont
Definicio, Az x = %o pontban a fiiggvénysor konvergens, ha az

(o) Fus(xp) 4. . (x)+ . .. numerikus sor konvergens.
Legyen a sor

r(xo)+us(Xo)+ . . Fu(Xo)+tttyy (xo)+ . . . = 8u(x0)+ Rulx0).
(It Ry(x0) = thny1(X0)+ . . . + sty s p(x0) 4 . -

A konvergencia definicidja szerint a sor az Xp pontban konvergens, ha megadva barmilyen
kis £ szamot, i1 = N esetén a maradékdsszeg:

I R"(Xg)] = E,

Konvergenciatartomény

Az ul(x)+u2(x)+...+r¢,,(x)+... fiiggvénysor konvergenciatartoménya azon pontok
Osszessége, amelyekben a fiiggvénysor konvergens.
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Egyenletes konvergencia

Definicié. Az wu)(x)+uy(x)+. . . +u(x)+.. konvergens fiiggvénysor egy tartomanyban
egyenletesen konvergens, ha megadva barmilyen kis & = 0 szdmot, van olyan N egész
szdm, hogy n = N-re a tartomdny minden tetszoleges x helyén

| Ru(x)| < &,

ahol R (x) = u, 1)+, )+, a sor maradékosszege.

A fliggvénysor egyenletes konvergencidjira elégséges feltételt ad a kovetkezé tétel: a
Weinerstrass-kritérium.

Tétel, Ha a z a, pozitiv tagl sor konvergens, és minden s-re: (X)) =a, haa=x= b,
oo A=1
akkor a Z u,(x) fiiggvénysor egyenletesen konvergens [a; b]-ben.

n=1

Bizonyitas. A 2 { y(x)| sornak a feltétel értelmében van majorans sora, ezért ez a sor
n=1 oo ) .
[a; b]-ben mindeniitt konvergens, és igy a Z u,(x) sor az [a; b] intervallum minden helyén
=1
abszolut konvergens.

Legyen ¢ tetszéleges pozitiv szdm.

A Z a, sor konvergencidja miatt van olyan N = N(e) kiiszobszam, hogy
n=ji

it
Ya=<e ha m=>n=N.
n+41

Ekkor az [a; b] intervallum barmely x helyén, ha szintén m = n = N-
nt : n

ism(x)—sn(x)' = f‘ Z uk(X)S = Z '”k(-x)E = ZI ag = E.

VuT1 nt1 nrl

Ebbél 11 — oo esetén kivetkezik :
| $m(x)—s5,(x) | < .

Mivel ez az egyenidtlenség, ha 1 = N, az egész [a, b] intervallumban érvényes, a Z H,:(x)
n=1

sor egyenletesen konvergens.

Filiggvénysor folytonossiga

Tétel. Folytonos fliggvényekbd! a6 és valamely tartomanyban egyenletesen konvergens
sor dsszege folytonos fiiggvény.

Bizonyitis. Jeloljiik a sor osszegét f(x)-szel.

FOxX) = () Fua(x)+. . Fu,()+.... azaz
F(x) = 5,(x)+ R, (x).
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Adjunk meg tetszéleges kis ¢ = 0 szamot.
A feltétel szerint a sor egyenletesen konvergens:

IRIF(X)I = 'j » ha an=nN,

Képezzik a kévetkezo kiilonbséget:
Slx+h)—f(x).
Ez igy irhato:
SOAR=(x) = [s,(x+h)—s5,(x)]+ [Ru(x+h)—= R, (x)].
Az abszolit értékekre vonatkozo tételek szerint:
| fo+B)—f() | = [s,(x+ By—s,(x) [+ Ralx+h) |+ Ry(x)|.

Ha n rogzitett szam, 5,(x) véges szamu folytonos fligevény Gsszege, ezért 5,(x) is folytonos
fiigevény. Ez viszont azt jelenti a folytonossdag definicidja értelmében, hogy

, ; € £
[S(x+h)—s5,(x)| < 3 ha h=p (3) megfelelen kis szam,

Igy elég kis fh-ra

fotm—fey1 < 24245 =
37373
tehat f(x) folytonos flggvény.
9.2.2 Fiiggvénysorok integraldsa és differencislisa

L. tétel. Ha az (X)) uy(x)+ . Fux) ...

fiiggvénysor az [a; b] intervallumban egyenletesen konvergens, és osszege f(x), tovabba az
uy(x) fliggvények integralhatok [a; b)-ben, akkor az JS(x) fliggvény integrélja az [a; b] inter-
vallumban minden ¢ = y= p esetén egyenld a tagok integraljainak Osszegével.

X

ff(“") dx = J' iy(x) dx+ fuz(x) dx—+... + J'xu,,(x) s oo S

a

f f()dx = lim J‘xs,,(x) dx.

R —~cog

Bizonyitas. A téte] bizonyitasahoz azt kell igazolni, hogy

X
j Ryx) -0, ha n=N,
a
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A feltétel szerint a sor egyenletesen konvergens, azaz megadva &y = 0 kis szamot, n > N
esetén
| Ru(x) | < €;.

Legyen &, értelmezése a kivetkezd:

JR,,(x)1<£T.

Ezért az integralt igy becsiilhetjilk meg:

I |
I ! £ £
i.(R,,(x)dxl < (x—a) i =(b—a) e =g

Tehdt a maradékosszeg integrélja nullahoz tart.
Igy
X x X X
J'f(_x) dx = j uy(x) dx+ J‘ ua(x) dx+ ...+ J‘ (%) dx+ . . .
a a a a

Il. tétel. Ha az [a; b] intervallumban az
flx)y= Z u,(x) fligevénysor konvergens, tagjai differencidlhatok, és az ty(x)
n=1 o
derivaltak folytonosak, tovabbd a Z u,(x) sor egyenletesen konvergens [a; b]-ben. akkor

n=1]1

ebben az intervallumban f(x) differencialhatd és

o

0 =Y ux.
n=1
A tétel bonyolultabb, mint az integréldsra vonatkozo tétel, mert érvényességéhez az is
sziikséges, hogy a deriviltakbdl alkotott sor egyenletesen konvergens legyen.
Példaul:

sin x  sin 2%x £ sin i9x

ey AL Rl 34 By Logerh e

1 22 n2

sor egyenletesen konvergens, mert tagjai abszolit értékben nem nagyobbak az

1 1 1
{ b = . —;—;2— + ... konvergens sor megfelels tagjainal.

ey
A derivaldssal kapott sor viszont nem minden x-re konvergens. mert a
cos x+2cos 28x+ ... +ncos ifx+. ..

altaldnos tagja nem minden x-re tart nullihoz.
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A tétel tehat igy frhato.
Ha S(x) = () F 120 F uz(X)+ . oL Fug(x)+ .
konvergens, és

F(x) = () F 150+ . .+ ui(x)+ . ..
egyenletesen konvergens, akkor

F(x) = f'(x).

Bizonyitas. Az egyenletesen konvergens sorok integralhatésdgira vonatkozoé 1. tétel
szerint:

f F(x)dx = J‘x w)(x) dx+ j uy(x) dx+ ...+ f uyx) dx+ ... =
= [+ ue(x)+ . . Fu(x)]—[(a) +usl@)+ . . . +u,(a)] =
= f(x)—f(a).

S

| &) dx = f0—f(a).

a
Differencialjuk az egyenlet mindkét oldaldt x szerint:

Flx) = f(x).

9.2.3 Hatvanysorok
Definicié. Hatvanysor az
aptax+asx®+ ... +ax"+ ... alaki fiiggvénysor,

A hatvdnysort roviden igy jeldljik:

Z a,x".
n=0

Hasonloképpen hatvanysor a kovetkezden definidlt fiiggvénysor:
apta(x—a)+as(x—a)+ .. . +a(x—a)"+ . ...

(A figgvénysor (x—a) hatvanyai szerint halad: a allandé.)

Példak hatvanysorokra

1. XL x4 L ExTE L,

2 W
2. lA%i%+...J~'—-L...

¥2  x8 oyt
3 § TR RN W
23 4
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Konvergenciaintervallum

Tétel. Ha az a,-+a;x+a,x>+ . .. +a,x"+ ... hatvanysor valamely x = x, > 0 pontban
konvergens, akkor abszolit és egyenletesen konvergens minden 8 >=0raa

(—|x0|+8; |xo|—3) intervallumban,

Bizonyitas. Legyen |x| < [x,l.
A feltétel szerint a sor az x, helyen konvergens. Ez maga utan vonja, hogy

lim a,x; = 0. Annal inkabb igaz, hogy a sorozat tagjainak abszolit értéke

1 — oo
korlatos.

| axg] < M.

x n
Az a,x" tag fgy irhatd: ax" = a,x) (x—) .
0

| &
ax"| = |axi|! —-
in | InDI;XO-’

azaz
L ox in
|a,x"| < JME—-—‘ ;
' xq

Az x helyen a sor tagjai kisebbek a konvergens

bx ; : W
Mi— | meértani sor tagjainal,
L X

tehat a Y a,x" sor a (—|x,|+8; | x,[—8) tartomanyban abszolit és egyenletesen kon-
n=0

vergens.

oo

A fentiekbdl kovetkezik, ha a Z a,x"sor valamely x = x, helyen divergens, akkor minden
n=1

x| =|x,| helyen is divergens,

Hatvanysor konvergenciasugara

A E a,x" hatvanysor vagy minden x értékre konvergens, vagy csak x = 0 értéknél kon-
n=0

vergens, vagy van olyan R > 0 szam, hogy a hatvanysor |x| < R esetén konvergens,
| x| = R esetén divergens.

Az R szamot a hatvanysor konvergenciasugaranak nevezik. Ha a hatvanysor minden x-re
konvergens, azt mondjuk, a konvergenciasugdr végtelen, ha a hatvdanysor csak x = O-ra
konvergens, akkor a konvergenciasugar zéru§.

Az dllitds az el6z0 — a konvergenciaintervallumra vonatkozd — tételbdl kévetkezik,

Tegyik fel, hogy a Z a,x" hatvanysor nemcsak x = O-ra konvergens és nem minden x
n=0
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értékre konvergens. Ezek szerint van olyan x; # 0 hely, ahol a sor konvergens, és van olyan
x, hely, ahol divergens,

Jelsljiik a konvergenciahelyek felsé hatarat R-rel. A konvergenciaintervallumra vonatkozo
1étel szerint:

lx; = R= xpi, R tehit véges pozitiv szdm. Ez az R szdm a konvergencia-
sugar. Ugyanis az R szam definicidja szerint '}:! = R esetén a sor divergens az x helyen, és
[x | < R esetén pedig van olyan x, konvergenciahely, amelyre |x,| = |x|. Igy az el6z6
tétel értelmében x konvergenciahely.

Megjegyzés. Az x = — R és x = R végpontokban a hatvanysor lehet konvergens is, diver-
gens is.

A konvergenciasugdr meghatarozasa

I. tétel. Legyen adott a ) a,x" hatvanysor.

n=1
ey |
Ha a g = lim -2fL hatarérték véges vagy végtelen és g = 0, a hatvdnysor konver-
1 —oco ‘ ay ,

genciasugara:

1

R= - .
4

Hag=0 R=+ec: ha g=+09, R =0 (a sor csak az x = 0 pontban konvergens).

Bizonyitas, A d’Alembert-féle kritérium értelmében a végtelen sor konvergens, ha

| | |
1 :

" 1 ; a lx"*’ | . | a
lim | =% 1 = lim —-ﬁ—" | = lim =L !!x\ =g-|xl

n—voo| Un | oo, pX i #—oa |

. i . . iy |
Mivel a feltétel értelmében lim | L1 = g
N —=0o ay

a sor konvergens, ha

1
g+|x| <1, azaz |[x|<--=R,
g

és divergens, ha g+lx| =1, azaz {x! = ey

Ha g = 0. minden x-re | x|-g =0, a sor minden x-re konvergens.
Ha g =+, x % O esetén | x| -g =oo, a sor minden x = 0 pontban divergens.

Il. tétel. Legyen adott a Z a,x" hatvanysor.
n=0

AT

Ha a g= lm {'/;" hatarérték létezik, és g # 0, a konvergenciasugir:

n —=o00
Ha g =0, R=o;hag=c,R=0.
A bizonyitast csak arra az esetre részletezzilk, ha g # 0 véges érték.
A Cauchy-féle gyokkritérium szerint a sor konvergens, ha

lim \n/ﬂf_,, [<1.

" —+oo

A hatvanysor konvergens, ha

lim /] @] < 1.

n —-oc

A feltétel szerint:

lim \n/a—nzg.

H —o0

e
lim \n/la,,x”I = lim A/a,)x|=g-]x]
H 00 I —=oo

A sor konvefgcns, ha
grlx| =<1, azaz |x|<—-=R
g

1
Hasonloan lathato be, hogy a sor divergens, ha g+ | x| = 1, azaz [x! > re

Hatvanysorok differencialasa
Az apFarxtapx®+ .. Fax ...
hatvanysor tagonkénti differencialisdval ujabb hatvinysor keletkezik :

a1+ 2apx+3agx®+ . . Fna,xt T

oo oo
Tetel’A Y ax" és Y na,x"! sorok konvergenciasugarai egyenlok.
E n=0 n="0

Ha Y ax" = f(x), akkor
"=
Y na,x""' = f'(x), minden |x| =R helyen,
n=1

ahol R a Z a,x" sor konvergenciasugara.
n=0

Bizonyitas. Legyen 0 < | x| < R. ;
Legyen o olyan pozitiy szam, amelyre

|x[ =0 =R

4 Tl Ha(f Y J{
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Mivel lim '\n/r_z = 1, taldlhato olyan N szam, hogy n = N esetén

H —=co
- 8
An=<-

x|

A Z a,nx" sor n-edik tagja abszolut ériékére igaz:
n=0

- n
[y nx"| = |a,,|-J‘\/n-xi = |a,| 0"
Tehita . a,0" sor majoransa a . | na,x", sornak.
n=0 n=0

Mivel a ) a,0" sor konvergens (0 < R), a 3, na,x" sor abszoliat konvergens,
n=0 n=0

oo
Ha ez utébbi konvergens sort | x|-kel elosztjuk, a kapott Z mz,,x‘"_1 sor abszolat konver-
n=0
gens | x| = R-re.

Hasonléan kimutathato, hogy ha a Z a,x" sor | x| = R esetén divergens, a Z na,x"!
n=0 n=0
sor is divergens.

igy kimutattuk, hogy a derivaldssal nyert sor konvergenciasugara egyenlé a Z ax"
n=a
soréval.

Jeloljiik a 2 a,x" Gsszeget f(x)-szel.
n=0

F(x) = aptayx+asx® 4 agx® . L a4 L
A II. tétel alapjan a derivalt sor f'(x)-et dllitja eld:
fUx) = a1+ 2aex+ 3a3x% . L Fnayxt L
Az eljarast ismételten alkalmazva:
f7(x) = 2a3+3 2a3x+ ... +nln—1) a,x" 2+ . ...
Tehat egy hatvinysor a konvergenciaintervallumban tetszélegesen sokszor, tagonként

derivalhato.

Hatvanysorok integrdlasa
Tétel, A halvanysor a konvergenciaintervallumban tagonként integralhatd.

Bizonyitas. A tétel a fiiggvénysorok integrdldsdra vonatkozo tételbdl kozvetleniil adodik,
mert a konvergenciaintervallum minden zart részintervallumaban a hatvanysor egyenletesen
konvergens.

Legyen

fx) = gp+axtasx®+ . Fax"+... (és konvergenciasugara R), akkor

X

[45] as dy
dx = B L . .5 SR S L N S

jf(X) X = doxt o5 x+3 x4 +n+1 xhrly

0
ha fx| < R.
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9.2.3.1 A Taylor-sor. A Taylor-formula

A Taylor-sor

A matematikai eljdrasok soran igen hasznos, ha egy flggvényt ¢l6 tudunk allitani hat-
vanysor oOsszegeként. (Ilyen alkalmazasok példaul: helyettesitési értékek kiszdmitdsa,
fiiggvénytibldzatok készitése, integralok kozelitd szamitdsa.)

Ezért vizsgdljuk, hogyan lehet adott y = f(x) fiiggvényt hatvanysor alakjéban felirni.
Tegyiik fel, hogy

a) az f(x) fiiggvény az x = 0 helyet tartalmazd valamely intervallumban konvergens hat-
vany sorba fejthetd, azaz

f(x) = aprarx+aax®+agx®+. . Fax+.

Az elézéekbdl tudjuk, hogy az intervallumban f(x) differencidlhato, és a derivalt az f(x)-et
elB4llitd hatvdnysor tagonkénti derivaldsival nyerhetd:

£ = a1+ 2a0x+3a5x%+ . . Frapxt4 L

Ez a hatvanysor ugyanabban az intervallumban konvergens, mint f(x) hatvanysora.
Az eljarast ismételten alkalmazva:

Fx) = 2ap+2+ 3ag+ ... Fan—1) ax""2+ ... FUNx) = nla,+...

Tehat f'(x) akarhanyszor differencidlhato.

A hatvanysor egyiitthatdit meghatdrozhatjuk a fiiggvénynek és deriviltjainak az x =0
helyen vett értékeivel.

Az x = 0 helyettesitéssel:

fO)=ap; [O)=a; [0)=2a;...5 [fON0)=nlay....

Innen:

) - () (O0)
a0 = £(0), al=f](7’, a2=i2(!—’,._., 10

n = ¥ o v

n!

Tehat, ha f(x) az x = 0 helyet tartalmazo intervallumban hatvanysorba fejthet6, igy irhaté:

’, U (n-)
f(x)=f(0)+&x+f 15 . + 200
1! 2! n!
azaz =3 f l(-)—x". '
n=0 n:

Ha az f(x) fiiggvény az x = 0 helyen akdrhanyszor differencidlhato, akkor az

’ (m(0
SOy SO

O+

sort a fiiggvény Taylor-soranak nevezzik, fliggetlenill attol, hogy ez a sor konvergens vagy
divergens, illetve konvergencia esetén eldallitja-e a fliggvényt vagy sem.

34

_—__“
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El6z6 eredményiink szerint, ha egy fliggvény hatvanysor Osszege, akkor a hatvanysor
azonos a Taylor-sorral.

Kérdés, mikor 4llitja elé az f(x) fiiggvény Taylor-sora magit az f(x) fiiggvényt?
Tekintsiik a Taylor-sor n-edik részletosszegét, az tn. n-edik Taylor-polinomot, T,(x)-et.

n 0 0 1 (m)
() = Z () f() f:z(rO) RN T (0)

= fO)+— ,
n!
A f(x) Fuggvény a Taylor-sor Osszege, ha n — oo esetén
fx)—=Tu(x) — 0.

Az R,(x) = f(x)—T,(x) kiilonbséget a Taylor-sor maradéktagjénak nevezik.
b) Tegyitk fel most, hogy az f(x) fiiggvény az x = a helyet tartalmazo intervallumban
(x—a) hatvanyai szerinti konvergens hatvanysorba fejthet0, azaz

[(x) = ap+ar(x—a)+aslx—a)+ag(x—al+. .. tadx—a)y*+....

Az a) pontban ismertetett gondolatmenet szerint ebben azintervallumban f(x) akdrhanyszor
differencialhato, és hatvanysora igy irhato:

f()+f()( - )+f(a)

(x—aP+...+

()
) I(a) (x—a)y'+...=
n

/ (")(a)

i —a).

Ha f(x) az x = a helyen akdrhanyszor differencidlhato, akkor a

<o f(n](a)
Z n!

n=0

(x—a)" sor a fliggvény a koriili Taylor-sora.

Ha egy fiiggvény (x—a) hatvanyai szerinti hatvanysor dsszege, akkor a hatvdnysor azonos
az a koriili Taylor-sorral.
A Taylor-sor Osszege az f(x) fiiggvény, ha tekintve a

f() f(”(a)

Tu(x) = fla —a)t .. (x—a)’

n-edik Taylor-polingmot, az

R (x) = f(x)—T,(x) maradékrag nulldhoz tart, ha #n — co.

Az a) pontban vizsgalt sor a b) poiitban vizsgilt sor specidlis esete, ha a = 0.

A 0 koriili Taylor-sort Maclaurin-sornak is nevezik.

A tovabbiakban keressiik annak a feltételét, hogy a Taylor-sor maradéktagja tartson
a nulldhoz.

A Taylor-formula

Tétel. Tegyiik fel, hogy # nem negativ egész szdm, és az y = f(x) fiiggvény n-edik derivdltja
egy [a;; a,] intervallumban létezik ¢és folytonos, (n+ 1)-edik derivaltja pedig legalabb az
intervallum belsejében létezik.
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Ha x és a az [a;; a,) intervallumba esik, érvényes a kavetkezd Taylor-féle formula:

i ( ) f "( a) 5 (e
fo=r (x—ay+...+ fn, ) (x—a)"+R,.
Az R, maradéktag leggyakrabban haszndlt ket alakja:
1. a Lagrange-féle maradéktag:
Joerady
"R (x—a)"*1,  ahol £ az a és x kozé esik;

2. a Cauchy-féle maradéktag:

f‘"““”(&)

R, = (x—£&Y (x—a), ahol& az aés x kozé esik.

A tétel azt mondja ki, horzy a és x kozott létezik olyan &, illetdleg & hely, amely a Taylor-
formulat kielégiti (£ és & dltalaban kiilénbozd helyek).

Megjegyzés. A feltételben szerepls f((x) derivalt 1étezésébol és folytonossagabol kovet-
kezik, hogy

FO-D(x); fOD(x); L. ) f(x) is létezik és folytonos.

Bizonyitas. Tekintsik az

fa fa)
1 Xx—d

(n
L (—a .+ b,
2 n!

f(x) = fla) (x—a)'+ R,

alakt Taylor-formulaban x-et dllandonak és a-t valtozonak. Hogy ezt a jelolésben is kife-
jezésre juttassuk, irjunk a helyébe r-t. R, ekkor #-tél fiigg; jeloljitk R,(£)-vel,

A Taylor-formulét R,(f)-re rendezve

s (n)
Rt = £09—1 0~ emt) ALY
Hatarozzuk meg R,(f)-nek r szerinti derivaltjat:
RO === eyt L L0 (e
4 (n+1) ()
+ 20 i T e PO (e,

Az dsszevondst elvégezve:

)

n!

Ryt =— (x—r)".
Irjuk fel R,(1)-re és a g(r) = (x—1)? fiiggvényre a Cauchy-féle kozépértékiételt (p pozitiv
egész szam):
RH(I)_RH(X) _ RI(E)
a(n—glx) g’

ahol £ ¢ és x kozé esik.
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Mivel a ¢ = x helyen R, () = 0, és
t = x helyen g(#) = 0.

RO _ Ri®

2(0) g®
frjuk fel R (&)-t és g’(E)-t:

(r+1)
Ry(1) = — I—nq#(i(x-—t)”.

ferE) "
(1) (e=8)"
gt) = (x—0P,

g =—plx—nr1,

g'(E) = —plx—E)7~L.

RE =—

fey
FE+DE) .
gy TR T
(x—np —p(x—£)P—1
Innen
FoHE(x—E)"
R,1) = W (x—1)*,
1. Legyen p = n+1:
i (n+1]£ ;)HJrl
R =T ()— e Dl
frjunk ¢ helyett tjra a-t
flat1)E) "
R =T =

ahol £ az a és x kozéesik. Ez a Taylor-formula Lagrange-féle maradéktagja.

2. Legyen R,(7) képletébén p = 1:

(n+1)(E
R =L n,(‘f) (=&Y (x—1)
t helyett a-t irva
o DE)

i
Ri(t) = — = (=Y (x—a)

ahol & az a és x kozé esik, Ez a Taylor-formula Cauchy-féle maradéktagja.
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Mivel R, (1) képletében & helye a p szamtol fiigg, a Lagrange- és Cauchy-féle maradéktagban
szereplo £ és £ helyek altaldban kiilonbozdek.
Tehat a Taylor-formula:

fx) = ! 1(::) _at? _(ﬁ D e apr, . e L (a) PR
) . ’ -
o (x—a)y't+i, ahol & az a és x kozé esik,

vagy
>~ (x—EYy(x—a), ahol & az aés x kozé esik.

n

£
n ~

frjunk x helyébe (x,+Hh)-t, @ helyébe xy-t.

Ekkor
x—a=h,
x = xg+h,
& = x,+h (0 =< =1,
& = xy+8h 0 =< <1),
x—& = (1—%)h.
A Taylor-formula igy alakul:
? {n)
[t = A (x°) L (XO) TP i . OV
M.
R, = f_m%%;_%)_ JRCESY

0 < # < 1 (Lagrange-féle maradéktag).

f(n+ 1)(x0 +'§’h)

n!

Ry = (1—8")y i+

0 < # < 1 (Cauchy-féle maradéktag).
A Lagrange- és a Cauchy-féle maradéktag segitségével sokszor igazolhatd, hogy a

Taylor-sor elballitja a kifejtett fliggvényt.

A Maclaurin-formula

frjuk fel a Taylor-formulat, ha a = 0.

i (ﬂ)
fx) = f(0)+f(0) +f—2ﬁolx2+.. L (O) S R
ety i D
R, = fO+1)(E) TES FOED(Hx) — L

———#
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ahol 0 < ® < 1 (Lagrange-féle maradéktag).

(1) E (CESWE
R, = f___(&_)_ (x—E&)x = M (1—§")y xn+1,
n! n!
ahol 0=1#"<1 (Cauchy-féle maradéktag).
Ez az un. Maclaurin-formula.
9.2.3.2 Néhany fiigvény Maclaurin-sora
1. j; (x) = e~
flx) = e* S0 =1
Fx)=¢e* =1
fx)y=e* 1y =1
f(")(x) = eg¥ f(”)(o} =1
f("+1)(x) = gX f(n+1)(»§x) = g%
A Maclaurin-formula:
# O ’?r 0 y (?I) O
f(x) _—_f(0)+f](,)x+f—2(7)—x~+...+ fnf ) x"+ Ry,
Fri(dx) ) )
ahol R, =1 — "= xn+1) (0 =<® < 1), aLagrange-féle maradéktag,
(n+1)
Behelyettesitve:
. x xZ JC3 xn i
Xy
C =Gy e

a) Legyen x = 1.
_ 1 1 1 1 R
€—1+T!—+*2'!—+'§'!-+..-+F+ ns

1 ?
R — — 0 < & 1).
¥ n i+ 1)! e 0=#<1

A 6.1.7 pont szerint

" .
e = lim (l+—) = e =z 3.
H

-0
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Mivel 9 < 1
) e? e 3

ST T ED
Ezért R, = 0.

Ry,

Hany tagot kell venni, hogy e-t négy tizedes pontossdggal-kiszdmithassuk? Ehhez az kell,
hogy

1
R,= 5 0,0001,

3 1
-
(n+1)! 20000 °

azaz (n+1)! = 60 000.

Ez bekovetkezik, ha » = 8.
Tehat négy tizedes pontossagig:

s 1 1 1 1 1 1 1 1
L T TR TR T T T T T

I
Négy tizedes pontossdgig, mivel —g-l-k 0,00002 elhanyagolhatd:

1 1
]+T+j = 2,5000

1
— = 0,1667
3!
Do 0417
a0

1
— 22 0,0083
51

1
¥ 70,0014

L. 0,0002
7!

e~ 2,7183
A kerekitéssel elkovetett hiba:

1
Hos $von 1055,
=73

»

Tehat négy tizedes pontossagig: ¢ =~ 2,7183
Pontossabb szamitdssal e =2,718281 . . .
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b) Legyen x tetszbleges valds szdm. Ha x tetszbleges szam
x X Af x" |cosdx| = 1.
. X x X X" s
e —1+I!+2!+3!+"'+n!+R”' fay
Ix|2n+1 19 |x|2n+1
L. W —_— > (
xnHl {R2ni (2n+ I)’ ECOS )CI = (2n+1),

R,,:-(—:_-‘l—)r—e‘h 0<% =<1
o Tehat f(x) = sin x Maclaurin-formuldval eléallithato.

A 6.1.6 pontban bebizonyitottuk, hogy Legyen | x| = I (abol 1 = 1 radidn ~ 57,3%)

1x ]2n+1

xln+1) | Ran| = | cos B |.

lim e =0. , @n+1)!

e Mivel | x| =1, jcos dx| =1,
Mivel x régzitett szam, e® véges érték,

1
| Ry | [x["+D pe el Qnt+D!
R, = ce?*
(e Ha négy tizedes pontossdgot akarank elérni: .
Ezzel bebizonyitottuk, hogy ¥ Maclaurin-sorral eléallithato. 1 1
i R2n ‘ AP |
5 & . 2710000
) P T R A S
B TR TR (™ T 1 -
2n+ 1) 20 000
Hogy e* kiszamitasahoz hany tagot kell venni a Taylor-polinombol, az | x| értékétsl és a @n+1)! = 20 000
megadott pontossagtdl fiige. )
2 ; Ez bekovetkezik, ha 2n+1 = 9.
: M Tehét, ha | x| = 1, négy lizedes ponfossigig
f(x) = sin x SO =0 x B
f(x) = cos x =1 s1nx:-ﬁ—?!—+-g—ﬁ_
“(x) =—sin x =20
f,,,( ) w ) A sin x fiiggvény Maclaurin-sora:
f"(x) =—cos x oy =-—1
. _ P T R
: sin x = x—?-l-?-—ﬂ—-é-...
FE=D() = (—1)P~1cos x  fO~IN0) = (—1)y"2 5 G =i
fUG) = (=D sinxy fON(0) = 0 i) i fO)=1
f@(x) = (— 1) cos x Fi(dx) = (— 1) cos Dx. ! f(x) = —sin x [ =0
L4 —_ i O —_— 1
Behelyettesitve a Maclaurin-formuléba: I cos x S0
f7(x) = sin x f70)=0
X X3 x5 x2n—1 (4 A -
inx = — — — 4 —— — 1yt - )(x) = cos x @) =1
BE S O ) B + Ran. f (Jf) F (‘)
A Lagrange-féle maradéktag ’ FeM(x) = (—1)" cos x f@N0) = (—1)n
q x2nd P F@x+(x) = (—1)"*lsinx fert0) =0
Roy, = (— 1) s Ux.
w=(=1 @n+1) = Fent2)(x) = (—r+lcosx  f@+2(Hx) = (—1)+1 cos Hx.
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Behelyettesitve a Maclaurin-formulaba a Lagrange-féle maradéktaggal:

B [ - X2 5
cos x = I—'—ZT +-Z!1*E“+---+(— ) ‘aﬁ‘!‘ on+2,
2n+2 ﬂ
Ropeg = (— 11— cos Bx.
onsg = (—1) i) cos ¥x
Mivel |cosfix| =1, Rgusn — 0 minden x-re.
Ha x| =1,
. ix|2u+2 1
Royon| = —i- -lcosd _—
| Ranal = 5 oy - leos x| =5

1
|R2n+z|<w, ha 2n42=8, n=3.

Ezért,ha [x| = 1,
f(x) = cos x kiszdmitasahoz a Taylor-polinom négy tagja elegendé.

2 xd 6

1 X
COs X == ——+n4~!———ﬁ

2 e dEl =1

(A szogfiigevénytablazat készitésekor sin x és cos x értékeit

Do % értékekre készitik el (% e 1) .

i T T
Ha >, «——x-<—, akkor

A TR 4

a sin x = cos -E—x s

5 T
cos X = S8In E—X

osszefiiggésekkel irjuk fel a szogfiiggvények értékét.)

A cos x fliiggvény Maclaurin-sora:

x2 xt A

COS X = I—'iﬁ-"ﬁl—!'f?!—f'....

Hasonlé modon kaphatjuk meg az f(x) = shx és az f(x) = ch x fiiggvények Maclaurin-
sorat.

4. A szamok természetes logaritmusal

Irjuk fel
fx) =1n(1+x)
S(x) =In(1+x)

Sx) = o
S'(x) = s
=T axe
rr ¥ Ty 2
/@ = T
(n—1)!
() = (=11
e ey
SOy = (= 1y
(1-4x)yr+i
A Maclaurin-formula:
x a2 XX
1 =t —— .,
(1+x) 153 + 3 r; +
A Lagrange-féle maradéktag:
xn-‘rl 1

R,= (- 1)”

541

Maclaurin-formulajat !

f@=0
Sy =1
S0y =1
[0 =2

FO(0) = (= 1= (n—1)

1

T N W N
feridn = (1 e

n
=D R,
¥

n+1 (14+Gx)n+t

Ha 0

iIA

x=1, x"tl=1;

1
R - =0
[ Ry| = el

(ahol 0 < & < 1).

(1+9x)r+t > 1,

Ha —1-<x <0, a Lagrange-féle maradéktag alkalmazisa nem vezet eredményre.

A Cauchy-féle maradéktag:

FEHD (x)

e
n!

Példankban
1

FEHOE@ x) = (— 1)

n!

R, =(--1)" R
n_ n (=8 n+1
B = 0" gy

(1 75\’)# xht1

0 <9 <1,

I
A+

gy,
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Kissé atalakitva:

[ P [" i3 1
Ryl = | 75— |x|"*1. .
‘ Paddx | 1+%#x
' ‘ | 1= |
[x|* =0, |1-%]|<]|I+&Fx], igy IH—'B’x‘;{]’
o 1 _ 1
R == e
1+%x = 14x
1
Ha—1<=x=0, e véges €rt€k, igy n novekedésével a Cauchy-féle maradéktag:
R, - 0.
Tehat
x x2 K X"
==k = (=11 R,
In(1+4+x) MBI g +(=1) P
R,—-0, ha —-1l=x=1,
Legyen X = 1;
1 1 i 1
=l—= +——— A (=1t —+R,.
n2=1 5 +3 4~I—.. +(—1) n+ b

R, nagyon lassan tart a 0-hoz, In 2-nek négy tizedes pontossagig valé meghatarozasihoz
mar tébb mint tizezer tagra lenne sziikség.
Ezenkivill a maradéktag csak —1 < x = 1 esetén tart a nulldhoz, ezért csak a 0 < g = 2
szdmok logaritmusét tudjuk felirni,
Hogyan készithet6 a logaritmustdbla? ElGszor is meggyorsitjuk a konvergencidt.
Felirjuk In(14+x) Maclaurin-formuldjdbol [x helyébe (—x)-et irva] In(1—x) Mac-
laurin-formulajat.

x x2 B X o

ln(l—x) :"—I“—T—T‘—"E——.. .'—“-';—-‘*-‘R”

R, -0, ha —-1=x=<=<1.

Felirjuk In (I1+x) és In (1—x) Maclaurin-formulajat, és a két egyenl6séget kivonjuk egy-
masbdl.

2 owb oa® x2ntl
= — —1)n e e P
In (14+x) = 3 + 3 2 +...4+(=1) 1 +Ronyy
3 5 i " —l=x<1.
x X X X Xt "
B o . I B o P I Y .
In(1—x) ; 3 3 7 It + Ronya
1+4+x x x3 X x2n+1
=2 {—+—+F—+...+——|+R
B 2(14’3+5+ +2n+1)+ it
(ahol Ryni1 = Rony1—R3ut1).
1
Ha ] = x =1, 0<—i~x~<—[—oo,
1—x

I
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tehdt megkaphatjuk az dsszes pozitiv szam logaritmusat.

1+x=2, ekkor le

L g
egyen & 3

| I 1 1 1 1 1
WL 2(3+3'3—s+s‘?s*'--*m‘rnﬂ)ﬁann-

A maradéktag vizsgdlatdval kimutathato, hogy ‘négy tizedes pontossagig elég harom tagot
venniink. Figyelembe véve a kerekitési hibat:

1
In2w2(%+1- L I):::O,6931.

3 3 T35 3
Legyen 1 hol k=1 g A
1 "
24 X T aho egeszZ Szam.
fgy
14+ 1
1+x 2%k+1 k+1
1-x“1 BT oy
2%+ 1
k+1
In —;Ctu =Int+D)-Ink=

1 1 1 1 1
= 2 AT L x G
[ 2641 73 @rys Tt ng @ ]+R2n+1

Minél nagyobb a k, a maradéktag annal gyorsabban tart a nullihoz. fgy elegendé négy
tizedes pontossagig harom tagot venni.

B R P
k Az | - e R R,
18 el ”k+2[zk+1 HENCTE (2k+1)5]

Minden egész szam logaritmusa meghatdrozhato az eggyel kisebb szdm logaritmusa segit-
ségével.
Példaul

1. T, 1 1 1
W% Was Fadentneina < ),
n r1+(5—1—3 53+3 55)

Csak a torzsszamok logaritmusat hatdrozzak meg. Az Osszetett szamok logaritmusai a
logaritmus azonossigai segitségével a torzsszamokébol kaphatok meg.

A természetes logaritmus kiszamitdsara a bemutatott modszeren kiviil mas modszerek is
felhasznalhatok.

A szamok tizes alapi logaritmusa a természetes logaritmus segitségével hatarozhato meg,

In x In

=X 0434291n x.

lgx=— -
In 10 2,3258
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A binomidlis sor igy frhato:
9.2.3.3 A binomialis sor

L x+(°‘)x2+ la)x3+ () et (konv h
a) Fejtsiik sorba az 1 2 (3’ et onvergens, ha [ x| < 1).

F(x) = (14+x)" Fiiggvényt (« tetszés szerinti valos szdm, és x = —1). A fliggvény

. . . . o
végtelen sokszor derivalhato. Megallapodés szerint ( O) = 1, a sor:

f(x) = (1+x)* foy=1 ) :
, AN o = o)
@) = ol +2)*71 fl0) =« (O)+(1)x+(2)x2+...+(n)x"+...: y (;)x (ha |x| < I).
n=0
£ = a(z—1D (1 +x)"2 F70) = a(a—1)
700 = ale—1) (a—2)(1 +x)-3 F70) = ala—1) (e — 2) Megmuratjuk, hogy a sor ésszege (1+x)7,
: : i £ % o
. : 3 L (x) =1 2l g L
f(")(x) —ale—1). .. (x—n+ (142" f(")(O):oc(oc—I)...(oc—n+I) i cgyen s(x) + (1) x+(2)x + ‘}‘(H)X 7t .
: : Tekintsiik az
A Maclaurin-sor szerint: Flx) = s(x) Fistvent
—~1 (a—1)...(a—n+1 (14X :
(I+x)°‘: 1+i"- .’U—}-imz[—) X2+.,.+ Q(OC ) I(D’ ’I+ ) x"‘["Rn' ( +x)
I : . " | x| = 1 esetén s°(x) tagonkénti differencialassal:
Az R, maradéktag vizsgalata a szokdsos médokon nehézkes.
irjuk fel az f(x) = (1+x)* fiiggvény Maclaurin-sorat: $(x) = ("1‘) Ju5 (2) X4 ... +n (”) Xl
- a(e—1) ey 4 aloe—1). . . (x—n+1) X 1
U T T n! o y 3 S (14 x)"— s(x) a1+ x)* 1 (1+x*1
. Igy = G = g eI
Ez a binomidlis sor. x
Vizsgaljuk a sor konvergencidjat a d’Alembert-kritériummal: A zérgjelben allo kiilonbség:
wloe—1)(e—2)...(xe—n+1) i . oo x oo . o i
Uny1 n! a—n+1 S +x)—as(x) = ) n (H) FrihE ) g n) s 7 ( )x" -
i — = X s = ~\n
Uy aloe— D (e—2). . .(a—n+2) - n i § =i
(1—1)! = 2 [(nJrl)( il)_f_n(m)ra (fx) x? = (0.
; Uptq ‘ 1 o 1 i n=1{ H n H i
; u J:";;Jrn_]"lxl' Ugyanis
| n
U, n—1 — ) 1 "
1 Ha froo & |x|=1, l ';"'1 — |x| asor konvergens. ,,;1 n (n) x ,,ZO (n+1) (n-l— I) o
| | n ) )
l Vezessiik be az egyiitthatokra a kévetkezd szimbélumokat (binom egyiitthatok): €s minden s-re:
| C o o @y _
! 'TOLT = (OIC) (olv.: alfaalatt 1). i @1) (n-{- I) L (n) s (n) =4
! | %
1 ala—1) (oc) A bal oldalt felirva:
| Y aloe—1).. . (c—n+1)(o—n) a(e—1). .. (x
s — Vs =R
- n+1 nH—o 1+ -
| : ) (n+1)! =) P =
¥
il Ll el Y - alfs a@—1...@=n+1)
l 1! T \n (Bly: wita,lsten) = ol [ — ) + (n—o)] = 0,
Al .
L
j ; 35 Matematika
Al
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Tehat
F'ix)=0, ha |x|=<L
és F(O)=1, amibdla kozépértekiétel alapjan kovetkezik:
Flx)= L
sx) =(1+x* ha |[x|=<1
Tehat
A+ =14 (") x+ Vet + OC)x"+..., ha |x| =<1
1 2 n,
Példak
1
i Vitx = (1+%%

1 141 1 1 1 3
) " 3 ('2__1) 5_2) 2 (“'2_ ("2’) 75 S ’
5 = 3. = 133 e ¢és igy tovabb.
— 1 L 1-3
\/lT.?C—1+EI—*ijx +§Wﬁ—, ha |xl<1.

Ha x elég kis érték, azaz x < 1, elég jb kozelitéssel:

— 1
AV1tx = 1+?x.

] I 1 1
fegypl: /402 = 1/400+2 = 20 \/1+ o5~ 20 (1+-503) =
20 1

= 204 = 20+ 55 = 2005,
1 sl
2 —_—— = (l4x) 2.
V1+x

1 1 1
L ol s e
(d+x) =1+ f X+ ;)x"*-l- § ¥t

Az egyiitthatdk :

(_é (2 (3) s

e = és igy tovabb.

x84+, ., ha ix| <1,

18
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b) f@) = (1 —x"

1+(°}")x+(’;)xu(z)x3+...+(i)xn+...

binomialis sorba x helyébe (—x)-et irva:

. g (% 2\ . (= o (%
(-xy=1 (1)x+(2) 2 (3)x3+...+( n (n)x ..

1

Az - I+

Példak
I 1 1 1 1.3
BT, (- =] e w2 Y 43 =
1 VI-x=(1-x)F =1-F x4 ¥-grex..  (halx|l<1)
Ha | x| kicsi
VITE = 1= x.
Példaul /8,64 = /90,36 = 31/1-0,04 ~ 3(1-0,02) = 2,94.
2. -~1~——:1+r1wx+i;3-x2+ i x¥*+..., ha jxl < 1.
A/1-x 2 2.4 2:4.6
3. f(x)=—_{:—_,—, \x3l<l.
V(1 -

2 2 2
o 3 3 T3
amertere (T 3o 73 o

(-3 5)=5) 5 s) ()

2
— ¥ 3 = o
A=2)7% = 14— () —— 5 '+ 123 (=x)+ ...,
2 5 40
Y | 5 - 33 " Skl SR
(1-x%)73 1+( 3)( Rybg xf =g (~a0 .,
7 : P VI B . R TR
4/(1 —x%)? 81
*
) fx) = (A+x)  (negész szam).

Ha « = n pozitiv egész szam, akkor f(x) = (14 x)" n-edfoki polinom, tehat véges hatvany-
sorba fejtheto.

(14+x)= 1+(n)x+ (n) x2+..,+(n) X7,
1 2 n

A sor egyiitthatoi koziil:

REREARS

vagyis az n+ 2-edik tagtol kezdve az Osszes egylitthatd = 0.

35+
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gy zZ . 1 10 teny 701 KOZO t Cl' =
, a am
U anis, ha a ( 1) ’ ( 2) Stb cl‘tekeket lelh]uk S§Z a €Z0 k t OfO

dul a 0 tényezd, igy a tort értéke nulla.

A binomialis tétel. irjuk fel az (a+ b)" kifejezést hatvanysor alakjaban.

b ,
(ad-byr=a" (1 +7a_') (feltéve, hogy |a| = L2))]

; 3 bn
by m b m bE m\ b m b
(]+?) =1+(1)}1—+(2)11?+(3 a3+"'+ nl a
. . P K.
(a+ b)'-t megkapjuk, ha a jobb oldal minden tagjat a"-nel szorozzu

¥ ; 2 b
by" my b m b my b o
(a+b)yt = a" (1 4—;) = a"+(¢l) ' a"+(2) = Foe .+(n g

i n i oo n g
(a+b)“:ﬂ"+(l)a"1-b+(2)a 1-b2+...+(n) b,

_féle binomialis tétel ismert alakjat.

Tehat

Megkaptuk a Newton

Példa a binomidlis sor gyakorlati alkalmazasdra
| mitkadtetett m; tomegl fiikkasza 4 jell

i & b é xialis hajtomilve : €
Milgenimagy s s e B : a hajtorud hossza l, és a forgattyll w sz0g-

gombesuklojaban, ha a dezaxialitds @, 2 forgattylisugdr r,

9
sebességgel forog (9.3 4bra)? . N
A témegerd az A pont gyorsulasabol szamithato:

— :;"__:—-:_ — - 2 :
x4 = CD+AC = rcosa+ \/AB”—BC‘ = rcoso A P—(a—rsina)

1 2
=14/ 1- (AR roose

m By

4

9.3 abra

E % l X
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A gy6kjel alatti kifejezést a sorfejtéses alakkal helyettesitve:
—_— 1 1 1
H S e [ty e e NG
mivel \/lx 1 2x 8x I6x 5
—rsine\? 1 fa—-rsinay?
A i (-
'\/1 ] . 2 I
1 (ft_rms_ir_l_g_)‘ 1 fa-rsino)\8
e B |
A szdgletes zdrdjelen belil a zdrdjeleket felbontva és rendezve:
a—rsina\? 1 & ar . rginfe 1 at
- ik = SRR QY A e i i i i A
l\/] ( 7 ) 1[1 ) E TR SN 2 § "
4 4a°r sin o _ 6a*r*sin*«  dar’sin®oa risinde
8 8l 7. T R ]
at a1, . ar dadr\7
X4 = F-COS a+! {[I —Z@ —W] - [Sln o (F'*"S'[d—)]'T'

. rt 6air?
Bl Py O R
+[sm a:(212+ g )] t }

A gyakorlatban sziikséges pontossdghoz elegendd, ha:
X4 ® FCOS oH-I—a—2 —id+sin o Et+w —— sin o
21 88 I 2 B '

A sebesség, mivel & = wi:

B Uy B w( rsinat 2 cosat Loy ’ TR , @
i ine+— e cosa)~ rw(—sma—rTcosaj——iﬁcosa:)_
A gyorsulds:
de, d*x a a’
b, = o= 4 e 2 (_ L iy e _ g
i & ar ro €Os & — 5 Sin &~ sin ).

a e
Bevezetve a A = T excentricitast:

223
b, = —rw? (cos at A (1+~2~) sin a),

i YRR 5 -
say=4 (1+ f) dllandot a témegerdre, az

Fy = —mb, = myrw®(cos wr+7y sin wt)
Usszefliggést kapjuk.

9.2.34 Sorfejtés végtelen mértani sor segitségével

) i 1
Fejtsitk binomidlis sorba az y = Py fluggvényt!

1 -1 —1 -1
Ez(l_x)—1=1+( 1)(—x)+( 2)(—x)2+( 3)(—x)3+...=
e (—1)(-2) —D(=2)(-3

= T T R e R e =

= 14x4x2 4204 ..
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A sor konvergens, ha | x| < L

1
Ezt az eredményt sokkal egyszer{ibben megkaphatjuk, ha észrevessziik, hogy 1 olyan

végtelen mértani sor Osszege, ahol az els6 tag, a = 1, a hdnyados, g = x (x| < D).

v 1 i 25
Igy mzl—{—x—{—x—%x—{—_...
Példak
1. Fejtsiik sorba yzL-,et, |x| =< 1!
1+x
Most a=1; =—x; igy a sor:
1
e = ] — L yB 3 4 _ 48
T l—x+xF—x4+xf—ab4 ...
z ye—t—, a=1 g=+k |ViEl<1
1-vVx
1 - =
e = VXV R
14\/,\‘

9.2.3.5 Sorfejtés integralds segitségével

A 9.2.2 pontban megismert I. tétel szerint egyenletesen konvergens sor tagonként integral-
hato,

Ez a tétel megkonnyiti bizonyos kifejezések sorbafejtését, ha azt konvergens sorok integrala-
saval megkaphatjuk.

Példak
ke T;.I? =1-x?+xt—x%4 . . Fx¥4 ... konvergens, ha X2 <1,
Mivel
=
[ﬁ dx = Arctg x+C  és J- —]——i—l—; dr = Arctg x.

o

1
Arctg x = J— EE dr = f (1—t2+4 =154 ., ) de
0 1]

Arct x—x—r£+£—£+
BX ==rgrmy g p e

Megkaptuk f(x) = Arctg x sorbalejtését.
A sor konvergens, ha | x| < 1.

Ha x=1, Arctgl:%.
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A Leibniz-féle kritérium alapjan a sor x = 1 értékre is konvergens, és bebizonyithatd, hogy itt is az
T g ,
Arctg x fiiggvény megleleld értékét, azaz Arctgl = 7 -et allitja eld.

z =1- i._lr l = L e

4 3 5 7
A 7 szdmnak ilyen egyszerii sorba fejtéssel valoeldallitasa Leibniztd] szdrmazik. A sor az Un. Leibniz-
féle sor. Osszege megfeleld csoportositassal szdmithatd ki. A sor igen lassan konvergil.

7 meghatarozdsa gyorsabban érhetd el a kovetkezdképpen:

Legyen tgu = ;—; tgv=%, azaz
1 1 T
u=Arctg§; ’U:A!’Cth u+v<7{),
11 5
o
tguttge 2 3 6
+) = = - = =1
tg (u+v) T iE g e 1_3 i 1__1__
2 3 6
u+1;=Arctgl:%,

T 1 1
e = u+wv = Arctg 5—.‘- Arclg 3
1 ; 1 X
Arctg x sordba x helyébe 5 -et, illetve ) -ot helyettesitve:
i 1 1 1 1 1 1 1
e T B e e U
) (2 3E T ) (3 3Rt sE )

11 1 /1 N 1 171 L1
- ('5‘*'3*) -3 (—3 ‘ ‘5?)*“5‘ (“’z‘s‘ ' f) -

Ez a sor az un. Euler-féle sor.

2. f(x) = Arcsin x.
R 1 1
1 - 2 ) T2
)= ——=-=(1-x% = lrl-( )(#x") Jr( )x‘ J.-( )(~x5)— v o
4 AV/1—x? 1 2 3
o w1 o Bl o TAE R
flx) = I+? 54 ¥t g™ +.... (konvergens, ha x* < 1.)
4 3 1. 5 . 7
Arcsin x = ——1__ dr=£+—l }L+~—§ {+]-3~5wx
0\/142 1 23 2435 2467
Megkaptuk f(x) = Arcsin x sorfejtését.
Halx!<1,
A in = .x . __1 xa. + 1.,3, 55+ 1‘3 s ir,
IBRR =TS T T 24 BT 246 T
Mivel sin % s
7T 1
<= Arcsm?,
=_1.1 1 13 1 135 1
F R LR R W WA K e

7T i , .
A sorbol iy és igy 7 értéke tetszdleges pontossdggal meghatérozhato.
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3. Analég modon kaphatjuk meg f(x) = arsh x sorbafejtését.

P 1
arsh x = J ———dr
»\/1¢,?.
L]
- S | 1 . 1
) N s .9
el = (1+x%) 2*lﬁ:-( 2)x3+( Z)x"-i—( 2)x“+...=
VAE: 1 2 3
_ L., 13, 1.3.5 i 3
=] '27'\3 Tz—'4-x E.'.—éx = (x - 1)
, 3 n 5 i 7
arsh x = J ,_,17d1: xfrl_'_x__ﬁ!.._l“i L_L}_ix +
V1-12 23 245 2.4.6 7
A sor konvergens, ha x* < I, azaz -1 <= x < 1,
4. flx) = 17}}5_ = l—x+xf—x¥+x*+ . ., Kkonvergens, ha [x]=1.

Ed

1 x
[ rpdr=ln [(1+r)]u 1o (144,
o
x xr X X
fgy ln(l-:—x)— T'—7+"3—'*?+....

Megkaptuk In (1+x) ismert sorfejtését. Ez konvergens — 1 < x < 1-ben. Bebizonyithat6, hogy a
sorfejtés érvényes az x = 1 helyen is.

9.2.3.6 Integrilas sorfejtéssel

A hatdrozatlan integral szamitdsa soran megemlitettiik, hogy vannak fiiggvények, amelyek -
nek integraljai nem adhatok meg elemi fligavények segitségével.

Ilyen példaul:

a si x, Ogynevezett integral-szinusz fiiggvény,

X

. sin ¢ . sin¢
s1x = | -——dt Iim ——=1].
! t—0 !

0
Hasonldéan nem adhaték meg elemi fiiggvényekkel

ex .
az — dx; je*xe dx  stb. integralok.
X

Az integrlokat megkapjuk végtelen sor segitségével, haaz integranduszt sorba fejtjiik, majd
tagonként integraljuk.
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Példak

1. f S, dx.
x

A sin x fliggvény Maclaurin-sora:

o 2 oaE oad
s5in x = x—-3—[+—5—z— T

sin x . :
¢bbol a sorbdl x-szel vald osztdssal a T sorat kapjuk.

sin x b
IR

- T

Az integril tehat

sin x s
[ = [(gpeg—gr+ee ) an

Tagonkénti integraldssal:

sin x ) B X o
[ ar=cramgiytsis ot

2. I e dx.

e* Maclaurin-sora.
2 -3 4
et = ]_L_x_.‘_.x_.:__l_ _4_.)_6__4..i+“._
Helyettesitsiimk x helyébe (— x%)-et:
x‘z x-l xﬁ XS Xll)

“T0E gL A 5 e

e ¥ oxt xb x8 a0
R B e e N
xﬂ x5 x? x9 xll
BB R TE R TE AT I TR

e =1

C+x

I

9237  Elliptikus integralok

Az ellipszis keriilete. Hatdrozzuk meg az a és b féltengely(i ellipszis keriiletét (ivhosszat)
(9.4 dbra)!

Az % + “;:_2 =1 ellipszis egyenlete paraméteres alakban:
X =acost
y =bsint

X =—asint
Innen

y =bcost
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Az ellipszis keriilete:

n

(3

t+b? cos? t dr =

:
s=4 [ ViErFdi=4 [ A/ si
1] 0

n

-
, b

= 4a ]/51n2 e cos? t dt = da
i a

o
0

7
2
M

2"b2
= 4a l/i _ET-—coszrdr.
a

Vezessiik be az ellipszis numerikus excentricita-
sat, e-t,

b2
]/1 —cos?'t+—cos? tdr =
o

by

e
A

_ o _ R
E_a-_"_a '

]
2

5= 4a_f A/1=¢ cos? ¢ dr,
0

9.4 ibra

Az j \/ 1—g2 cos? t dz integral nem adhat6 meg elemi fiiggvények segitségével.
Az ilyen tipusn integrilok az un. elliptikus integrélok. Az ellipszisnél e<1, ezért & cos’t < 1,

az integrandusz binomialis sorba fejthetd.

Felhasznélva \/ 1= sorbafejtését:

- 1 1 {3
Vi1—ecos?t = ]—Eezcosz I—ﬁe“ cost r— ———— eV costs4 .. .

2:4.6

Az ellipszis keriiletét a sor tagonkénti integralisaval kapjuk:

7 d
2

S I 1
g 4aJ A/1—etcos?rdr = 4aj(l -5 alc052r~—:-l——z£4cos4 t—...) dr=

0 0

2
2an—4a 162 cos? ¢ dr+ !
eary T — —— S =
2 2.

0

5

1.3

+ﬁo6 EGICOSﬁfdf+...

0

krd

3 & f cos? rdr+

0
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A 8.3.1 pontban bebizonyitottuk, hogy
5 n
2 2
I cos” tdtr = _[ sin” ¢ dt,
(] 0
és ha n paros,
5 5
" _—_— 1-3-5...:1417 T
cos” rdt = | sin e ik
0 0
Tgy
o T
2 7
" b1
Jcosztdr = fsm“ tde = i
0 0
T 1
2 :
trdr= | sintrdr= 222
costrdr = | sin SS4te
0 0
3 ;
i 64— 1-3-5 =« . -
cos” rdt = s1n =546 2° és igy tovabb.
1 0
fey az ellipszis keriilete:
1 22 1-3\2¢! 1+3.5\2 &b
‘=2m4}‘(z)f"(bz)‘§"z.$6 s
Kis £ esetén az ellipszis keriiletének kiszdmitdsdhoz mar 4 tag elegendd. Tey
Ly 3 4, 95 4
A — gt — gt et
y 2’”(1 4% " ed T 256
9.24 Komplex tagl sorok
Definicié. A z;, 2z, ..., Zy, --- komplex tagil szdmsorozat hatarértéke a z; komplex

szam, ha megadva tetszés szerinti e=0 szamot, taldlbato olyan N = N(g) kiiszébszam,

hogy
|zp—z,| <& ha n=Ne).

Definicié. A z,+z,+2z3+...+2,+... komplex tagi sor konvergens, ha a részlet-
Osszegek sorozata konvergens. Ekkor a sorozat hatarértékét a komplex tagi sor gsszegenek

nevezziik.
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Tétel. Egy komplex tagil sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha a tagok valos,
illetve képzetes részébol alkotott sorozatok konvergensek. Ezek hatarértéke a komplex
hatarérték valos, illetve képzetes része.

A tétel bizonyitdsara itt nem tériink ki, de konnyen elvégezheto.

Ennek a tételnek egyszerii kovetkezménye a sorokra vonatkozoé analdg allitds.

Kénny(i igazolni, hogy a Cauchy-féle konvergenciakritérium érvényes a komplex tagu
sorokra is.

Definicio. A Z z, sor abszolut konvergens,
oo n=1
ha a Z lz,| sor konvergens.
n=1
Megjegyzés. Ha egy sor abszolut konvergens, akkor konvergens is.
Abszolut konvergens sorban a tagok sorrendjét tetszolegesen megvaltoztathatjuk, illetve a
sort részsorok oOsszegeként irhatjuk fel.
Az ¢%,sin z, cos z, fiiggvényeket komplex z értékekre Taylor-soruk segitségével definialjuk.
i z 2z Z
Definicié. et = 1*'1—!"+"2T+§T+---,

3 20 7

AT T T TR
i 22 ozt B
A TR TR T

Minthogy ezek a sorok abszolut konvergensek, ezért konvergensek is.

A komplex szam Euler-féle alakja
Tétel. €' = cos p+ising.
Bizonyitas. A definicio értelmében

2 3

z z=

o S zn

Helyettesitsiink z helyébe ip-t, ahol ¢ tetszdleges valos érték.

N N () S € (ip)”

e T e
Hasznaljuk fel, hogy 2=—1, #=—i, =1 ¢ésigy tovibb,

N S R A G L

S T TR TR TR T TR TR

Csoportositva:

. _J2 4 6 :‘3 3 J7
¥ = ( ——T~7+—?——E—+...)+i(—q}———q——+f———q— )
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Tehat
e = cosg+ising.

A komplex szam trigonometrikus alakja:
z = r(cos p+i sing).

Ennek alapjan az un. Euler-féle alak:

z = e,

Az &% = cosp+ising

egyenletbe ¢ helyére (—g)-t irva, mivel cos (—@) = cos¢ €s sin (—¢) = —sing,
e~ = cosp—ising.
Adjuk 6ssze és vonjuk ki egymasbél az

e'¥ = cosp+ising
, . egyenleteket.
e = cosp—ising

&% o~ iF e —gmi7

cosqp = 5 i sing = T

Tehat

i 1 ; 1
cosp =chig; sing=—ship, ésigy tgp=--thip
¢ 2 i * P= P

frjunk az utolso egyenletekbe ¢ helyett (i%¥)-t:

cosi¥ = ch (i*¥) = ch (—¥) = ch ¥,

sini¥ = %A sh (i?¥) = } sh (=) :_% sh'¥ =ish¥.
Tehdt

L. , 1
ch¥W =cosi¥W, sh¥W=—sini¥ é th¥=_—tgi¥.
i i

Az egyenleteket az x valtozoval felirva:
ei* = cos x+i sin x.

. 1 . .
cos x = chix; sinx = —shix; tgx=1hix, illetve
i
_ 1 Lo
chx =cosix; shx=-—-sinix; thx=—tgix.
i i

Ezek az in. Euler-féle egyenletek mutatjak az osszefiiggéseket a trigonometrikus és exponen-
cialis, illetve ciklometrikus fiiggvények kozott.
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9.3 FOURIER-SOROK

Bevezetés

Gyakorlati szamitdsoknal, miiszaki alkalmazasoknal sokszor elGnyos bizonyos, szamitds-
technikailag nehezebben kezelhetd fiiggvények értékeit kozelitd szamitasokkal meghata-
rozni.

Kozelité modszert alkalmaztunk, amikor fiiggvényértékek kiszamitasara a Taylor-polino-
mot, illetve a Taylor-sort hasznéltuk. Erre csak akkor van lehetdség, ha a kiszamitando
fiiggvény (i 1)-szer, illetve akdrhanyszor differencidlhato.

A kovetkezokben olyan periodikus fiiggvények sorba fejtésével foglalkozunk, amelyek a
periodusban nem mindeniitt derivalhatok, vagy nem is mindeniitt folytonosak.

Ilyen fiiggvények a 9.5 és 9.6 abran adott filggvények.

VY

AN .
g T NI

9.5 dbra
¥
o o o/
2 7 2§ 4 2
9.6 dbra

Azelsé fiiggvény 2 szerint periodikus, és a0, +27, ... +2kx helyeken nem derivélhato. A
masodik filggvény periodusa 2, ésa 0, 42, ... 2k, ... helyeken szakadasa van, afluggvény

1
értéke a szakaddsi helyeken 5
Elészor olyan fiigevények sorba fejtésével foglalkozunk, amelyek 27 szerint periodikusak.
A tetszdleges periddusii fiiggvények sorbafejtését a koordindta-rendszer transzforméacidjaval

a 27 szerint periodikus fiiggvények sorba fejtésére vezetjitk vissza,

9.3.1 A 2z szerint periodikus fiiggvények sorba fejtése

Legyen adott valamely 27 szerint periodikus f(x) fliggvény:
J(x) = flx+2km), ahol k =0, +1, £2, ....
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Tegyiik fel, hogy a filggvények elédllithatok a kovetkezd egyenletesen konvergens végtelen
trigonometrikus sorral:

f(x) = ag+a; cos x+b; sin x+a, cos 2x+-bysin 2x+ ... +

+a, cos nx+b, sin nx+, . ..

Rovidebben jeldlve:
S(x) = ap+ Z (ay, cos nx+ b, sin nx).
n=1

Hatarozzuk meg a végtelen sorban szerepl6
ay, a1, b1, as, ba, ..., ay, by, ... egylitthatokat!

Az epyiitthatok meghatarozasara szamitsunk ki a 0= x = 2z intervallumban hérom
hatdrozott integralt. Az integralokban m és n pozitiv egész szamok.

2
a) j' sin mix sin nx dx.

Ha m=n#0,

% 27 1 27
J' sin mx sin nx dx = J' sin® mx dx = — [—sin mx cos nzx—i-mx] =m.
2m &
Ha m # n,
2n 2
. . 1 1
sin mix sin ax dx = -3 cos (im+n) x+§ cos (m—n) x-‘ dx =
0 0 .
1 b B )x'+ 1 in ¢ s
= | —————sin (m+n —— % —n)x| =0.
T St in (m—n) A]U
2
) J‘ cos mx cos nx dx.
0
Ha m=un#0,
2n 27
5 1 . 27
cos mx cos nx dx = f cos® mxdx = o [sm MIX COS mx+mx] =L
m
0 0 0
Ha m # hn,
P d 2
1
J cos mx cos nx dx = f [E cos (m+n) X-l-% cos (m—n) x] dx =
: ;
! in (m-+n) x+ ! in -
=|—— —sin(m+n)x+——— - =
k) Wom—r) sin (m—n) x:lo 0,




560

c)

21

0

[ sin mx cos nx dx.

Ha m=n#0,

21 27 1 S
: e 2 o
j <in mx cos nx dx = [ sin mx cos mx dx = 5 [sm mxl =0.
o
0 o

Ha m # 1.

Tehat

22
[s

[i]

27

I cos mx cos nx dx =

0

2n

27

r 1 1 o
J sin mx cos nx dx = j [2 sin (m-1) x-’f--i sin (m—n) x| dx =
0

0

1 &
== 7_‘],, - cos (m+n) x—-———-— €08 (m—n) x] =0
2(m+n) )

in m sin nx dx = {

Ty
0.

j sinmxcosnxdx =0

0

2(m—n 0

ha m=n#=0
ha m # n,

ha m=n#0

ha m#n,

minden m és 1 ériék mellett.

Feltételeink szerint f(x) a kovetkezo egyenletesen konvergens sorral irhato fel:

(1)

|. Integraljuk az (1) egyenlet

f(x) = ag+ Y, (a,cos nx+by sin nx).
n=1

0= x = 27 intervallumban,

Minthogy

|

0

&

cos nxdx =0, és

j F(x)dx = g, 2.

I

Ty—C1
= B

mindkét oldalit 257 hosszisagn intervallumban, példaul a

oo T 2n
+ Y ﬁ' a, CO$ NX dx—l—j by sin nx dx] =
110 0

2n 27
[a,, j cos nx dx—l—b,‘j sin nx dx] :
b 0

sin nxdx = 0, (n=> 0egesz szam):

8y

Innen

27
1
ag = —2; J‘ f(x) dx.
0

2. Szorozzuk végig az (1) egyenlet mindkét oldalat cos mx-szei!

-
f(x) cos mx = agcos mx+ Y. (@, COS mx cos nx + b, cos mx sin 1x).

n=1

Tlyen médon Ujra egyenletesen konvergens sort kapunk,
A 0= x = 27 intervallumban mindkét oldalt integralva:

2 2T
If(x) cos mx dx = aof cos mx dx+
b ?
oo 27 2n
+3 [a,, j' COS mMX COS X dx+b,1j‘ cos mx sin nx dx] ]
n=1 o 0

Felhasznalva az el6zéleg kiszamitolt hatarozott integralokat:

2n
J'f(x) cos mx dx = @, 7T,
0

21
1
Innen By = QJA J(x) cos mx dx.
by 4
0

3. Szorozzuk végig az (1) egyenletet sin mx-szel:

o
S(x) sin mx = ag sin mx+ Z (a, cos nx sin mx+b,, sin nx sin mx).
n=1

Ez a sor is egyenletesen konvergens.
Tagonkénti integraldssal:

2n 2n

J'f(x) sin mx = aoj sin mx +
0 (1]

oo 2a 21
= Z (a,, J' cos nx sin mxdx + b, j sin nx sin mx dx).
n=1 0 0

Felhasznalva a kiszdmitott hatdrozott integralokat:

2
6{‘ f(x) sin mx dx = b7, innen

2
1
b, = ?{'[ f(x) sin mx dx.
0

A Fourier-sort altaldban a kovetkezoképpen definidljuk.

36 Matematika Rﬁ\ oV yb (/‘-JQ.&
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i Definicié. A 27 szerint periodikus és integralhato fuggvény Fowrier-sora az

¥

LogIs

o5
ay+ Y. (a, cos nx+b, sin nx)
n=1

véptelen trigonometrikus sor, amelyben az egyiitthatok - / / / / /
= ‘: 1 - w
0 7 2T ar

2" -

1 2
ay = EJ‘ f(x) dx,
9.7 abra
0

i | 2 “y
1

‘ apy = J. f(x) cos mx dx,
a

e,

b, = )((x) sin mx dx.
T

3 L . L=
Yo ) | -T g T 2 I X
(FOURIER, Jean Baptiste francia matematikus [1768 — 1830].)
Roviden oOsszefoglalva: ha f(x) egyenletesen konvergens trigonometrikus sorba fejthetd, 9.8 4bra
akkor e sor f(x) Fourier-sora. !
Megjegyzés. f(x)-et olyankor is el8allithatja Fourier-sora, ha a sor nem egyenletesen kon- _ Ha p = gl(x) paros fiiggvény (9.9 abra):
t vergens.
| Kénnyen bizonyithato, hogy az egyiitthatok meghatdrozasdhoz kiszamitott hatdrozott , ]-" 2l Wt 2]-“g(x) oz
ol integralok értéke nem viltozik, ha az integrélasok intervalluma az a = x = a+ 27 periodus. ! = &
4l Ezért a Fourier-egyiitthatok altaldanosabb alakja:
| Ha y = g(x) paratlan figevény (9.10 abra):
i a+27
1k G g0 dx =
i ay = —— x) dx, X
i 0= 5 !I Ja glx
a
a+2n ) { A tétel bizonyitdsa:
1 |
Gy = = j f(x) cos mx dx, ; a) f(x) paros fuggvény.
a
. y _
a42a
1 i
by = -- x) sin mix dx. ‘ =
= J @) y 4=t
5 a
l s -
; Ha az f(x) fiiggvény a periéduson belill szakaddsos vagy a fliggvény folytonos, de derivaltja y=g(x) < | e
| szakadésos, azaz a fiiggvénynek torése van, az integralas szakaszonként végzendd el (9.7 és { g a X
i 9.8 4bra).
18} =
1
| Tétel. Paros fiiggvény Fourier-sora nem tartalmaz szinuszfiiggvényeket; paratlan fliggvény -a g a X
{ Fourier-sora csak szinuszos tagokbol 4ll. ‘
A tétel bizonyitasahoz felhasznaljuk a hatdrozott integral fogalmabol adodo két eredményt. 9.9 dbra 9.10 dbra
36*
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Mivel cos mx paros, sin mx paratlan fiiggvény, f(x) cos mx paros és f(x)sin mx pératlan

fiiggvény.
Valasszuk integraciés intervallumnak a [—er; @] intervallumot. A Fourier-egyiitthatok :

T

dy = 75— j‘f(x)dl—u—J‘f(x)dx

-1

am = —1— jf(x) cos mx dx = J f(x) cos mx dx.
i

by = l Jf(x) sin mx dx = 0.
b1

—a

b) f(x) paratlan fuggvény. ' ' )
Mivel cos mx paros, sin mx paratlan figgvény, f(x) cos mx paratlan, f(x)sin mx paros fiige-

vény. Az integralds intervallumat szintén [—m; m)-nek vesszik. A Fourier-egyiitthatok :

am:; jf(x)cosmxdx=0.

-

by 2

= L jf(x) sin mx dx = ij(x) sin mx dx.
7 7

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Roviden osszefoglalva: ha f(x) 27 szerint periodikus és paros,

1 24
a, _;_[f(X)dx’
5

o 3 J\ f(x) cos mx dx,
7T

0
b, =0.
Ha f(x) 2m szerint periodikus és paratlan,
a, =0,
m = 0,

7

kg
2 .
by = — J.f(x) sin mx dx.
7T
0
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A Fourier-sor konvergenciaja. A matematikai analizis igen fontos fejezetét alkotja a
Fourierssorok vizsgalata, Kérdés, milyen feltételek mellett konvergdl az f(x) periodikus
fitggvény Fourier-sora, és mikor allitia elé a Fourier-sor az f(x) fiiggvényt. Ezeknek a
kérdéseknek részletes vizsgalatdra nem tériink ki.

A Fourier-sorok konvergencidjarol roviden a kovetkeziket kozoljiik.

A 27 szerint periodikus f(x) fiiggvény eleget tesz a Dirichlet-féle feltételnek, ha korlatos, és a
(0; 27) intervallum véges szamu olyan részre bonthatd, amelyck mmdegylkenek belsejében
f(x) monoton.

Ha a fliggvény eleget tesz e feltételnek, szitkségképpen integralhato,

A Dirichlet-féle feltételnek eleget tevd filggvénynek lehet végtelen sok szakaddsi helye, de
ezeken a helyeken a fiiggvénynek els6 faji szakaddsa van, mert van jobb oldali és bal oldali
hatarértéke.

Bizonyitas nélkiil kozoljilk a kovetkezd konvergenciakritériumokat.

Tétel. Ha elég kis § > 0 mellett f(x) az (x; x+3), valamint az (x — 8; x) intervallum belse-
jében monoton, akkor f(x) Fourier-sora az x helyen konvergens és Osszege:

% [f (x+0)+1(x— 0)].

(Dirichlet-féle kritérium.)
E tételbdl adodik a kovetkezdé konvergenciakritérium, amely a Fourier-soroknak adott
x helyen vald konvergencidjara szolgdltat elegendd feltételt.

Tétel. Ha a 27 szerint periodikus f(x) fiiggvény eleget tesz a Dirichlet-féle feltételnek, akkor
Fourier-sora mindeniitt konvergens, és a Fourier-sor Osszege a folytonossdgi helyeken f(x),

1
elso faju szakadasi helyeken pedig a5 [F(x+0)+f(x—0)].

Példak
1. Fejtsiik Fourier-sorba a kovetkezd fiiggvényt:

x
ha -—-a<x=<m

S(x) =
0, ha x=k= k=0;£1; £2; ...),

S(x) = flx+2kn) k= =£1, %2, ..).

A flugevény képe a 9.1'1 4bran szemlélhetd.
A fliggvény paratlan. Igy

a,=0; a,=0.

b 4

alw

x
= sin mx dx,

o

bm=%fxsinmxdx.
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g

9.11 dbra

Parcialis integraldssal:
i = sin mx, v =X
1 z
u=——cosmx, ¢ =1
m
- &
1
m |
0

q) =

xsinmxdx=l{[——£cosmx]n+ [cos mx dxl =
T m 0 [

14
by = J
’ 0
" t a
= }— {[~ * cos mx]’:—% [Lzsin mx] } :
ki m 0 m 0
Mivel sinmm =0, cosma=(-1D"
T 1
oy | —— 1)y = — _lmql_
b= () (-7 = 5 (=D
A fiiggvény Fourier-sorba fejtve:

sinx sin2x sin3x sindx
f=—F"""35 "3 4

2. Fejtsitk Fourier-sorba a kovetkezd figgveényt:

flxy = 1x| (-z=x=m)
flx) = fle+2km) (k= £1, £2, ...).

A fuggvény képe (9.12 abra).
*y

y=f)

9.12 abra

A fiiggvény piros: b, = 0,

- ELd

Parcialis integralassal:

n T
2 2 x . N l
a,= = | xcosmxdx = - [—sm mx] - ' sinmxdx; =
T m 0 m
o

T

2 X a 1 n
= —{ —smmx] +[——2cosmx] }
T m 0 nr 0
[i sin mx]’r =0.
m 0

Ha m pdros, [cos mx]Tr = 0.
o

Ha m pératlan, [cos mx]n =-2.
0

Ezért a, =0, ham péaros és

4
Gy = = 4 ha m paratlan.
_m 4 fcosx  cos3x cos Sx
I = i‘t;("?z' g ot )
¥
y=—3£abx
1
3.
2T T g T 27 'x

9.13 ébra

3. Fejtsitk Fourier-sorba a kovetkezd fuggvényt:

f(x)=—:1)’—chx (—m=x=mn)
f(x) = flx+2km) (k= %1, £2, ...

A figgvény képe (9.13 dbra).
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A figgvény paros.

b,, = 0.
1 rl 1 n shz
@ = — J K} chxdx = ey [sh x]u S P
1]
T
a, = 21l ch x cos mx dx,
T 3
1]
2 --
ay = 35— J ch x cos mx dx.
3

0

Parcialis integralassal:

: 1 . 1 ;
J ch x cos mx dx = -——ch xsinmx—--- | sh xsin mx dx =
v u’ m m ! w

H 1 y 1
Rendezve: (1+—Ig) ' ¢h x cos mx dx = — ch x sin mx+— - sh x cos mx+Cy.
mt )] m m

Innen: ' ch x cos mx dx = T}? (m ch x sin mx~+sh x cos mx)+C.
J +m*
2 1 . T "
An = 5—" +"— 3 {[mchxsmmx] +[shxcosmx] }
3z l+m* 0 0

Mivel sinmz=0, sin0=0, sh0=0,
cos mm = (—1)",

2o 0,

3z 1+m?

—1ym

Ay =

A fiiggvény Fourier-sora:

shor 2shm 1 1
— it i S _L_ T
fix) = S (Zcosx 5<:os,2,vc 10 cos 3x )
4. Fejtsitk Fourier-sorba a kovetkezd fliggveény!:
X, ha O<x=<=
0, ha m=<x=<21
f® =4, :
5 ha x=(2k+D=n (k =0, £l E b

f(x) = f{x+2kn) (k =+1,+£2,..:)

A fliggvény képe (9.14 dbra).
A filggvény nem péaros és nem pératlan:

T 27 i 4 i 5
n
au=2—ln—[J‘xdx+f de} = —%jxdx:z_—[- [xT]o =%.

0 n

g =

ENE

HEE

i3 23 T
[chosmxdx+_17f Ocosmxdx] =%chosmxd.x
0 0

n

ch x cos mx dx.

o o o
-2 - o T 2 T
9.14 abra
Parcidlis integraldssal:
a T
1 11x a
a, = — J. x cos mx dx = — [-n sin mx] -—— J sin mx dx =
T aLm 0
1] 0
1 [7x . kd 1 L4
= — [— sin mx] + [ 5 COs mx] 3
aLm o am ]
[i sin mx]ﬂ =0 ¢és
m 0
. m
ha m  péros, [cos mx]_ =0,
0
’ w N
ha m  paratlan, [cos mx] = =2
0
Ezért a, =0, ha m  paros,
1 2 .
Uy === Fa> ha m pératlan.

Parcidlisan integralva:

17 . i " ]
bng.[x51nmxdx=;l[—xcosme-,—--—J‘cosmxd‘cI=

0 0

= i{[—%xcosmx]ﬂ+ 1~ [smmx] } =—-;1—(—1)’".

T 0

A fiiggvény Fourier-sora a Dirichlet-féle kritérium alapjan eldallitja a fliggvényt:

= 2cosx sinx | sin2x | 2cosdx
A e o
_ sin3x sin 4x +_2 cos 4x
377 4 7 aAg? )

a szakadasi helyeken a Fourier-sor 0sszege e
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5. Fejtsitk Fourier-sorba a kovetkezd fiiggvényt:

—‘t*i ha 72 - X E_

£ = 2 2 2
x,_i ha ,?{,s X = }E

2° 9 T E5 = g

S(x) = flx+2k7) (k= +1,+2,...).

A fiiggvény nem paros és nem pdratlan. A [liggvényt azonban kbnnyen megkaphatjuk az y = g(x)
z . - - - T
paratlan figgvénynek az y tengely irdnydban -Ja;-gyel valé eltoldsaval.
I
f&) =g+,

T
- X =< —
2
7T

ahol g(x) = 5
x = 5

xX—1, ha -~

&(x) = glx+2km) k= 1,42 w5)

by

ya\)
Ve

9.15 abra

/\ -
¥ i ¥ ’—
I ST \/ X
2 2

=g(x)

¥

Az f(x) és g(x) fliggvényeket a 9.15 dbra szemlélteti, Fejtsiik Fourier-sorba a g(x) fiiggvényt, A figg-
vény paratlan.

a, = 0, a, = 0.

b, =

EREN)
Ogﬁ
w0y

m
5 2
—xsinmxdx+ e f (x —z) sin mx dx.
n
3.

Mindkét integralast parcidlis inlegralassal elvégezve:

Rl

n
2 n

1 x—m |
= cos mx dx — i cos mix| + cosmxdxpy=

1
4 nom

0 z

x
b, = — {|— cos mx
m 0

[T g

£31 1)
sl

T
o m n

2 X 1 .
2= [— cos mx] Hrs [sm mx]
z |lm " m

X =7 n 1 ” n
= Cos mx sin mx .
0 m

0

2

g
X b xX—a B T me / T T
: —- —| = = |4 wszee — () 7(04 cos ) = 0.
[m cos mx]q [ p cos me (Zm cos 5 ) oy my
3
sin0 = 0, sinma = 0,

sin%:(-l)fg ha m=2k+1  (k=01,2,...).

sin L g 0, ha m = 2k.
2
czért b,=0, ha m péros,azaz m= 2%,
by S iz (=1)%, ha m péaratlan,azaz  m = 2k 1.
mm

i 4 sinx sindx  sindx )
gy g(x) ——';(—-iyf 7 T s to)

Az eredeti flggvény sorba fejtve pedig,

mivel f) = g+,
a 4 ¢sinx sin3x  sinSx 3
1@ = = (FE-T )
9.3.2 Tetszoleges periddusii fiiggvények sorba fejtése

Legyen adott a 2/ szerint periodikus f(x) fuggvény:

fG) = flx+2kh) (k= L1, £2,...).

Definicié. A 2/ szerint periodikus f(x) fliggvény Fourier-sora:

o nmx . nmx
ag+ Y. |ancos 7—+b,, sin —— .
n=1

ahol az egyiitthatok

2l
Max

2/
1
ao=é;jf(x)dx; am=7jf(x)cos . dx;
0

0

mi

21
1 ) x
bm:IJf(x) sin ] dx.
0

! g . 5
Tétel. Legyen f(x) 2/ szerint periodikus fuggvény. A ¢(1) = f (;t) 27 szerint periodi-
o
kusfiiggvény Fourier-soraa t = E;ix helyettesités utan azonos az f(x) fiiggvénynek a fenti

definiciéval megadott Fourier-soraval.
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Bizonyitas. Az f(x) fiiggvény 2/ szerini periodikus:
fx) = fx+2k)  (k=%1,£2,...).

Vezessiik be a kovetkezo 1) vdltozot:

b Innen X =—1

f@ =1 ( : :) = 5.

v

S+ 2kD) = f(_uit-i—z,’d) - f[% (z+21m)] = @+ 2k).

Mivel f(x) = flx+2kD),
@ () = ¢t 2km).

A (1) filggvény mar 27 szerint periodikus. Az egyiitthatok meghatdrozaséhoz irjuk fel
di-t és az Uj integralasi hatarokat. :

| Ha x=0, t=0,
1 ha x =2, t = 27,
1‘ dr T 7T
i ST dr=1d
ax 1’ Fo
| A Fourier-egyiitthatok :
i 2 2l 2]
{ 1 1 T .y
1 ao—-j;J‘QD(I)dr—E‘[f(x)de—E—l—jf(x)dx.
l 0 [} [
| RE 2l
‘ 1 [ 1 max\ 7
‘ a, = = q(t) cos mt dt = = J.f(x) (cos ] ) n dx =
| 0 0
| 2
= % f(x) cos e dx.
0
P 21
1 [ 1
1 b= | (0 sinme di = — J. £(x) (sin f’%‘i) —?[de =
Il I 0 0
l
H Il i = li f(x) sin mAX dx.
F i
i ;
i { |
Ilii I

Tehat
21
1
ay = Ejf(x) dx,
o
21
1 7T,
a, = 7_[ f(x)cos 4 Ix dx,
0
2
1
bin= T f(x) sin T dx.
0

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Paros fiiggvény esetén:

4
1
Gy = T.[f(x) dx!
]

i
2
ap, = = ff(x) cos Tfi dx,
0

b, = 0.
Pératlan fliggvény esetén:

a =0, a,=0,

mix
dx.
I X,

1]
b = %Jf(x) sin
0

Példak

1. Fejtsiikk Fourier-sorba a kévetkezd fiiggvényt:
Sx) =, (-1=x=1),
fx) = f(x+2k) (k= 41,42, ..

A fuggvény periodusa 2.
A fuggvény képe a 9.16 dbran szemlélhetd.
A fiiggvény péros:

b, = 0.
=2, IT=1
i i 1 i
1 x31 1
gu © - 2 P Faciil] iGN
ao—ljf(x)dx fx dx [S]n 7
0 0

1

i

2 :

4y = If(x)cos m;rx dx=2 J- x* cos mmx dx.
0

o
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49, A fuiggvény nem paros €s nem paratlan.
: A fliiggvényt azonban megkaphatjuk a g(x) paratlan fiiggvénynek 3 -del vald eltoldsdval.
o) = g0+
ahol Jg(x) x—~-27, ha 0=x-=<1,
. ) . . gx) =glx+k) (k= =1, £2,..)),
-2 -f a { 2 @ X " .
A g(x) liggvény képe (9.18 dbra).
9.16 abra
¥
Kétszer parcidlisan integrdlva:
1 l - 2 1
2 A x- 1_ Crera— i ¥ T e 4 = =
=2 f x?cos miax dy = 2 [——— sin m-rx]n o J X sin max dx 4 576{‘)
0

2

— o SN S S
[ -sin mﬂrx] + [}Fmi cos mrzx]n— i J cos mmx dx / / 0/ / X

‘] _ 9.18 ibra
by

0

: | J 1 2x 1 2
‘ =2 [7-—— sin m"'tx] + [.,—2 cos m:-'zx] = [“ﬁ SID. X
l mx 0 me
. A g(x) fliggvény pdratlan, Fourier-egylitthatoi:

1 4
1l = 6_2_ cos mT = 'ﬁ(*l)m.

H me a, =0, a,=0.
I 1 4 jcosax cos2ax  COS Inx 1

| il = e =St ) ;

|

2. Fejtsiik Fourier-sorba az

If y = {x} [liggvényt. N
f Az y = (¥} = x— [x] (x minusz egész rész X) figgvényt a 6.3.2 pontban mdr vizsgaltuk. A fige- 1
i vény képe a 9.17 dbra. ;
"f . by = 4f (x+~) sin 2max dx =
II' I {f(x):.vc1 ha O=x=1. :
[I f fl)=flxtky (k==£1, %2, ... .
i N 1 : :
{1 A fiiggvény periodusa 1, (21 =1, [= ?) . R ) 1 -
il gl | I ! ~
il | =5 Cos2max] +5o— | €08 2max dx
I 4 0
i [ 1
It [ ! *
li | yre X—— 1
[l | =4| | ———= cos2max| +- L [sin2nnx j
Il b L 2]?'11 o 4m2?£2 % i i m? .
| 3
| | o2 H"rx
! !‘ £2(x) = nz=1 b, sin 1 RZI b, sin 2nx.
1 1 % 2
I i
£l i 1 /sin2ax  sindax  sinb6mx
Il 9.17 ébra glx) = —— ( e
b @ = (= T )
| 1
| 8 !
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Az f(x) = {x} fiiggvény Fourier-sora:

1
fx) = %,% (sin 2nx+%sin4:rx+ fjsin 6:zx+...) .

1 .
A szakaddasi helyeken a Fourier-sor Osszege: 7 ugyanis

fU-0)+f(1+0) _ 0+1

2 2

M!a—-‘

10. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

10.1 A TOBBVALTOZAS FUGGVENYEK FOGALMA

A fizikai és miiszaki feladatokban a mennyiségek értékei allaldban nem egy, hanem t6bb
mas mennyiség értékétdl fiiggnek.

A derékszogli paralelogramma 4 teriilete két, egymastol figgetlentil valtozo valtozonak
— a paralelogramma a és b oldaldnak — a fliggvénye:

A = ab.

Az idedlis gaz V térfogata a p nyomdsnak és T hémérsékletnek a fiiggvénye.
Az Osszefiiggést az altalanos gaztorvény adja:

RT
V = —— (R = konst).
F
A derékszogli hasab térfogata harom, egymastol fiiggetleniil valtozd véltozonak — az
a, b, ¢ éleknek — fliggvénye:
V = abe.

A viltakozé aram P teljesitménye az U effektiv feszilliségnek, [ effektiv dramer&sségnek
és a (p fazisszognek fuggvénye:

P = Uy Legr-cos .

10414 A tobbvaltozés fliggvény megadasa

Kétvaltozés fiiggvények

Definicié. Két valtozo fiiggvényének vagy kétviltozos fiigavénynek nevezziik azt a harmadik
mennyiséget, amelynél az els6 két valtozé mennyiség minden egyes szoba jovo értékpdrjanak
a harmadik mennyiség egy meghatarozott értéke felel meg.

Azt a két viltozot, amelyek fiiggetleniil valtoznak, fiiggetlen valtozénak vagy argumentum-
nak nevezziik.

37 Matematika
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sik tetszéleges ponthalmaza. Ha a D halmaz barmely (x; ») pontjahoz (eleméhez) hozzd
van rendelve egy z valos szam, akkor a z fliggvényt a D halmazon értelmeztik.
A fiiggvénykapesolatot igy jeloljiik:

z = flx; »).

Ez a fiiggvény megadasa explicit alakban,
Megadhatjuk a valtozok kozotti kapesolatot az

Fx:y:z)=10

implicit alakban is, azaz az adott x, y értékparnak az a z filggvényérték felel meg, amely
x-szel és y-nal egyiitt az egyenlGséget kielégiti.

A kétvaltozos fiigevényeket az egyvaltozds fliggvényekhez hasonléan tabldzattal vagy
képlettel is megadhatjuk.

a) Tablazat segitségével a fiiggvényeket ugy adjik meg, hogy a fiiggetien valtozok bizonyos
értékparjaira vonatkozoan feltiintetik a megfelels fiiggvényértékeket. Ez példaul a kovetkezd
modon torténhet. Legyenek x és y fliggetlen valtozok, z a fliggvény. A tablazat felsé sordban
az egyik fiiggetlen valtozonak, mondjuk x-nek értékeit tiintetik fel, mig balrol az elsé oszlop-
ban a masodik fiiggetlen valtozdnak, y-nak az értékeit.

A (ablazat minden egyes rovataba az gsszetartozd x és y értékeknek megfeleld z értéket
frjuk.

1. Adjuk meg tablazattal a z = xy figgvény néhany értékét:

‘ I 7
x: ) | 31 4 | 5 | -2 -3
i 1| 2] 3| 4| s |-2]-3
2 | 2] | 6| B | 46 | -4 |~
Ty 3 6| 9| 12| 15| -6 |-9
T sl s 216 | 20 | -8 -1z
A et N Nt R
5 s | 10| 15 | 20 | 25 |-10 |15
T T2 | a6 | -8 |10 | 4] &
a2 S | So =2 -5 | 6| 9

2. llyen tablazat a logaritmustdbla, ahol a fliggoleges oszlopba a numerus elsé két jegyét,
a vizszintes oszlopba a numerus harmadik jegyét, a szam logaritmusanak mantisszajat pedig

a kettének megfelelé rovatba irjak.
b) A kétvaltozds fliggvényeknek is legfontosabb megadasi mddja az analitikus, vagyis a

képlettel valdo megadas.
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Ilyenek példaul a
: 3 o
—— ; z = sin—

xt—y y

X

z = ax+by+ec, z=

képletek, amelyek segitségével z-t mint x és y fiigavényét meghataroztuk,

Helyettesitési érték. A z = f(x;y) fiiggvény helyettesitési érteke az a z ¢ériek, amely a
valtozok meghatarozott értékparjanak felel meg.
Ha a z fliggvény az x = a és y = b értékeknél c-vel egyenld, a helyettesitési értéket igy jeldl-
jitk

¢ = f(a; b).
Példak
1. z = sin(x+)) helyettesitési értéke az

4

i T ntban:
By P ponthen:

T

z---sin(—fE = i e L
- 3 6) - 6 27
3 "
2. Az =log % fiiggvény helyettesitési értéke az x = 1, y = 6 pontban;

3 1

z= logz-a = logl_.—f = 1.
Geometriai abrazolas. A kétvaltozos fliiggvényeket a térbeli Descartes-féle koordinata-
rendszerben dbrazoljuk (jobbrendszerti koordindta-rendszert haszndlunk). Az (x; ») sik
minden egyes P’(x; y) pontjahoz megszerkesztjiik a térnek azt a P pontjat, amelynek
koordinatai

x;y és z=f(x;)) (10.1 abra).
A fiiggvenyt dbrazold pontok Osszessége feliiletet alkot.
Tehata z = f(x; ») fliggvény képe feliilet.

\:

10,1 dbra

37*
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Tiobbvaltozos fiiggvények
A kétvaltozds Fliggvények definiciojaval analog mddon definidlhatjuk a ketténél tobb
filgeetlen valtozoju fliggvényeket.

Definicié, n-viltozos filggvény egy olyan vdltozd mennyiség, amelynek egy meghatarozott
értékét n fiiggetlenill valtozd mennyiség értékosszessége hatarozza meg.
Ha az n fliggetlen valtozdt xq, Xy, ..., X,-nel, a fliggvényt y-nal jeldljiik, a flggvény jele:

¥=f(xg; Xo5 .5 Xn)-
Ha a fiiggvény haromvaltozos, fgy is jeloljiik:
u=f(x;y;2).

A ketténél tobb valtozos fiiggvények megaddsa tdblazattal nehézkes, A tobbvaltozos fliggvé-
nyeket rendszerint képletekkel adjuk meg.

Feliiletek jellemzése sikokkal valé metszésvonalak se-
gitségével

10.1.2

A kétviltozos fiiggvények vizsgalatat megkonnyiti, ha olyan giirbék segitségével jellemezziik
azokat, amelyeket akkor kapunk, ha a feliiletet kiilénbozo sikokkal metssziik.

a) Messiik a z = f(x; ) feliiletet a z tengelyre merdleges, azaz z = konst, sikokkal.

A z = g, sikkal kapott metszésvonal egyenlete: z, = f(x; »).

&

A z-flig)
A 1
———1

N~

N\

X

10.2 abra

Vetitsilk a metszésvonalakat merdlegesen az (x; y) sikra! Az igy kapott gorbéket a feliilet
nivévonalainak vagy szintvonalainak nevezzik (10.2 dbra).
A z bizonyos értékeihez tartozo nivovonalak Osszességét a z = f (x; ») fuggvény gorbehald-

zatdnak nevezzik.
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10.3 abra 10.4 dbra

b) Messiik a z = f(x; y) egyenletii feliiletet az (y; z) sikkal parhuzamos x = konst. sikokkal.
A metszésikok egyenlete:

X .
A metszetek x, kiillonbozo értékeinél a

z = f(xy; ) egyvaltozds [lggvények grafikonjal (10.3 dbra).

¢) A feliiletet az (x; z) sikkal parhuzamos y = konst sikokkal metszve, a metszdsikok egyen-
lete:

Y = Yo-
A z = f(x; y) egyenletii feliilettel valo metszésvonalak egyenlete:

z=f(x;y) (104 dbra).

d) Messiik a feliiletet a z tengelyen dtmend, az x
tengellyel o szbget bezaro sikkal. z
Ha az (x; y) sikban felvesszilk az origotol

z-flx, y)
{ tavolsdgban lev6 pontot, P-t: /

X = tcosa }

y=tsinx

Ez az egyenletrendszer a fiiggtleges siknak és
egyben az (x; y) sikra vald vetilletének egyenlete.
A feliilettel vald metszésvonal egyenlete:

\
z = f(tcosa; £ sine) = @) “&\
\

Adott o« szog mellett tehat a metszésgiorbe X
z értéke a ¢ véltozo filgavénye (10.5 dbra). / Iz
e) A metsz6sik parhuzamos a z tengellyel. Ha x

a sik atmegy az (x,; »,) ponfon, €s az x ten- 10,5 4bra
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‘ gellyel « szoget zdr be, a siknak, illetve nyom- . 4 y
vonalanak paraméteres egyenletrendszere =y i
z
x = xyttcoso .
¥y = yptisinex (10.6 abra). o
: 4
A z=f(x; y) egyenleti feliilettel valo MM f{ &«
metszésvonal egyenlete: x U e — rep
z = flxg+tcosa; yg+1sina) = ¢(0), * 44 "
x
ahol z +-nek a fiiggvénye (r a P pont tévolsdga 10.6 ibra Yy
; - —

Py-101), X, ¥p, « pedig 4llandok (10.7 4bra).

10.1.2.1 Feliiletek metszése sikokkal . ‘
F 10.9 dbra 10.10 dbra
Forgdsi paraboloid 1
egyenlet(i parhuzamos egyenesek (10.9 dbra)
- ; ra).
z = x2 )% Haa=0,b =0, akkora

zZ=C

z = z, sikokkal metszve a feltiletet:
sik parhuzamos az (x; ») sikkal (10.10 4dbra).

Haa # 'O, b = 0, akkor a sik egyenlete z = ax+c, a nivévonalak az y tengellyel parhuzamo-
sak, a SJR,parhuzamos az y tengellyel (10.11 dbra). Hasonloan lathatd, hogy ha @ = 0
b # 0, a sik az x tengellyel parhuzamos (10.12 dbra). '

x4y =z, (7, > 0),

a metszetgorbék koncentrikus k6rok.

Ha x = x, sikkal metsziink, z = x§+»% a met- x
szetgdrbék paraboldk, x A hiperbolikus paraboloid
ha y = y, a metszd sik, z = x>+»3, a metszet- . Vizsgaljuk a
gorbék parabolak. ol .
. ¥ Z = Xy liggvényl.
A metszetgdrbe ugyancsak parabola, ha a felt- 10.7 abra —— Y
f letet barmely fiigg8leges sikkal metssziik. ax = 0, akkor z = 0, azaz az (x; ») sik a feliiletet az y tengelyben metszi.
i _— Hax=1, z=¢.Hax=2 z=2p,
il Peldaul az x = fcos é z A szimmetria miatt
]ir y=1isina ha y=0, z=0,
I !
'] il egyenletrendszerii sikkal valo metszet: ha y=1, z=cnx, ha p=2, .
f] ; z = t*cosPet12sin®e, _
” zi=f", Zey il Az Lz
’ i e ry
l KitE A z = x2+? egyenletii feliiletet — mivel a viz-
it szintes sikokkal vald metszetei kirok, a fitggd-
i1 i leges sfkokkal vald metszetei paraboldk — for-
(Hi gdsi paraboloidnak nevezziik (10.8 dbra).
| |
f Sikfelilet
f ? e : I g 1%
‘ Tekintsiik az (x-ben és y-ban) els6foka g
i | .
i( f z = ax+by+c fiiggvényt. 7 sz‘ g
;f i | A vektoralgebrabol tudjuk, hogya z = ax+by+c ,/ J /ﬁ/
I egyenleti feliilet sik. E sik szintvonalai az ¥ / x P
i i X
it 1 ax+by=c¢; (i=0, %1, ... £n) 108 dbra )
| : : 10.11 dbra 1042 4bra .
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10.13 abra

Az (x; z) és (y; z) sikokkal parhuzamos sikok a feliiletet egyenesekben metszik, de ezek mere-

deksége egyre né, tehat a feliilet nem sik (10.13 4bra).
Ha a feliiletet a z = konst. sikokkal metssziik,

z=2z, € z=cxy metszete:
Zp
zo = cxy, akkor y=-—,

cxX

a metszetgorbe egyenidszart hiperbola.

A felilletet y = x és y = —x szogfelezd sikokkal metszve, a metszetek a
z =cx" és = —cx? egyenlet(i parabolak.

Messiik a z = cxy egyenletii feliiletet a z tengelyen dtmend sikkal!
Ekkor X = 1cose, y = tsina, és igy

z = cf?sin o oS ¢,

¢
] (_.- sin 206) 2
2

T .
Ez parabola egyenlete. Hao = 0 ésox = %, z = (), a metszet az x, illetve y tengely. Hason-

loan kimutathato, hogy barmely fiigg6leges 2
sikkal metszve, a metszet parabola.

A z = cxy nyereghez hasonlit, neve hiper-
bolikus paraboloid (nyeregfeliilet) (10.14

abra).

Forgasfeliiletek

Forgassuk meg a (#; z) sikban fekvd 1

z = f(t) egyenletl gorbét a z tengely koriil. VAN -5/

A forgatis miatt valamennyi, a z tengelyen
atmend sik ugyanilyen gorbét metsz ki a
feliiletbdl, tehat egyenleteik:

z = f(1).
X

Mivel t=1/x2+45% 10,14 dbra
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a forgasfeliilet egyenlete -
z = (/5 +5) (1015 abra),

Tehat a z =f(z), illetve z =f(x) vagy

z = f(¥) egyenletli gorbék forgatdsival nyert

felillet egyenletét ugy allitjuk eld, hogy ¢, x,

» : T Z=ft

illetve y helyébe 4/ x2 + y*-et irunk.

Hasonloan az x, illetve y tengelyeket forgas-

tengelyeknek véve, a forgasi felilletek egyen-

lete: y, y
x = (V¥ +2); x AN i

y =1 (V=+2).

-Z={1¢}

Példak X
1. A z = cx® (x; z) sikban fekvd parabolita z 1015 ibra
tengely koriil forgatva, a forgasfelillet a

z = e(x?+»?) egyenletll forgdsi paraboloid.

2. A (t; z) sikban fekv®, origd korili a sugard kor egyenlete:
124z% = @,

A z tengely koriil forgatva a kort az
x24y24z2 = g®  egyenletil gombfeliletet kapjuk.

3. Forgassuk a

S =1 egyvenletii ellipszist az x tengely koriil.

z helyébe A/ 7%+ yi-et irva, a felillet

2 3 xR

i i 1 egyenletli forgasi ellipszoid.

4. Hatarozzuk meg a z tengellyel -g——a szbget bezaro, Az

az origdn atmend egyenes z tengely koriili forgatdsaval
lefrt kupleliilet egvenletét.
Az egyenes egyenlete a (¢; z) koordinata-rendszerben

z=tgut.
tga =a  jeloléssel

z = dar.

A forgatds miatt f = A/ x*+%, a forgdsfelilet (10.16
4bra) egyenlete:

z=ay/ x'§2
Hengerfeliiler
A z = f(x) egyenletii felillet hengerfeliilet, amely-
nek alkotdi az y tengellyel parhuzamosak, vezér- X
gorbéjének egyenlete pedig z = f(x). 10.16 dbra
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A feliiletet megkapjuk, ha az (x; z) sikban lz
fekvd z = f(x) gorbét az (x; z) sikra merdle-
gesen, Onmagaval pdarhuzamosan eltoljuk
(10.17 abra).

Z=F%)
Példa ~,

A z=ax*+bx+4c

olyan hengerfeliilet egyenlete, amelynek vezér-
gorbéje parabola. a = ¥
Hasonloan hengerfeliiletek a

z=f(»),

y=f(x

X
egyenlet(i feliletek.

10.17 ébra
Transzldcids feliiletek
A z = f(xX)+g(»)
alaku egyenletek, ameiyekben a fliggvény egy, csak x-tol és egy, csak y-tol fliggd fiiggvény
Osszege, transzlacios feliileteket adnak.
A feliletet megkapjuk, ha
a z = g(¥) egyenletl gorbét a z = f(x) egyenletii girbe mentén eltoljuk.

Ugyancsak megkapjuk a feliiletet, ha a z = f(x) egyenletii giirbét toljuk el a z = g(y) egyen-
leti gorbén.

Példa
Transzlacios feliilet a
z=x*—)»* fliggvény képe.
A feliiletet megkapjuk, ha a z = x* egyenletli gérbét a z = — 2 egyenletii gorbe mentén eltoljuk.

Masodrendit feliiletek o
Az egyvaltozos fiiggvényeknél az implicit fiiggvényekre példaként a masodrendit gorbelf
(klipszeletek) egyenleteit targyaltuk. A masodrendii gérbék egyenlete legfeljebb masodfoka
tagokat, de legaldbb egy mésodfokn tagot tartalmazott. )
Analog modon definidljuk a mdsodrendii felilleteket. Ezeknek a feliileteknek hasonlo szerepiik
van a feliiletek k&zott, mint a kapszeleteknek a sikgorbék kozott.

A masodrendii feltiletek egyenlete legfeljebb mdsodfokii tagokat tartalmaz, de legalabb egy
mdsodfoku tag szerepel berme. (Itt csak olyan masodrendii feliiletekkel foglalkozunk, ame-
lyeknek tengelyei a koordinatatengelyekkel egybeesnek,)

Példak

xn ) y2 ! 22 _
1- '0‘2‘ e ?2_ = F e 1
Az egyenlet jobb oldala 1, a bal oldalon az elojelek pozitivak. Ha a fe]ii_letet az = konst, x = k_onst,
¥ = konst sikokkal metssziik, a metszelgorbek ellipszisek. Valos ellipszist |x| = a; |y| = b; 12| = ¢
értékekre kapunk (10,18 4bra). "

A [eliilet neve ellipszoid.
Haa = cvagy a= bvagy b= ¢, a felillet forgdsi
ellipszoid.
Haa = b = ¢ = r, a felillet gémb,

xB 2 22
A jobb oldal 1, a bal oldalon két tag eldjele pozitiv,
egy tagé negativ.
Ha a feliiletet a z = konst sikokkal metsszitk, a met-
szetgdrbek ellipszisek, ha x = konst, illetve » =konst
sikokkal metssziik a feliilet, a metszetgdrbék hiperbo-
ldk (10.19 dbra).
A felilet neve egykipenyii hiperboloid,
Ha a = b, a feliilet [orgasi hiperboloid.

I

% i

—l

A jobb oldal 1, a bal oldalon két tag elojele negativ,
Ha a felilletet a z = konst sikokkal metssziik, a met-
szet ellipszis (ha |z] < ¢, az ellipszis nem valds). Ha
a felilletet az x = konst, y = konst sikokkal metsz-
szitk, a sikmetszet hiperbola (10.20 dbra). A feliilet
kétkdpeny(i hiperboloid. (Ha g = b, a felilletet forgdsi
hiperboloid.)

Hasonléan az

x2 y'z! 22
at b 02

egyenletli felilet is kétkopenyit hiperboloid (10.21
abra).

=1

xﬂ y?

2p + Ziq" .

a) p és g eldjele egyenls.

Ha a feliletet az x — konst, y = konst sikokkal
metsszik, a metszetgdrbék parabolik.

Ha a metszésik z = konst, a metszet ellipszis {pozi-
tiv p és g esetén csak z = O-ra kapunk valds ellip-
szist) (10.22 4bra); a felilet elliptikus paraboloid, ha
P = g, forgdsi paraboloid.

b) p és g elbjele kiilénbozs.

Ha a feliiletet x = konst, y = konst sikokkal metsz-
sziik, a metszetgdrbék parabolak, ha =z = konst
sikokkal metsziink, a metszetgorbék hiperboldk, a
feliilet hiperbolikcus paraboloid (10.23 4bra).

4. =

5. axt+ by’ tezt = 0

{a, b, ¢ nem mind egyvenls eléjeliiek).

Az egyenletbd]

: a , b
=t e
c c

*Ilyen feliilet egyenlete példaul:

2 = x24 32,

10.19 dbra

FEENNTY IS
R AU Sy,
at pi g
—

4

X

10.20 abra
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‘z
\ 7
\
- X} yf_ £2_ \X//
at b7 o¥ e
~
o
a ¥
¥
X
10.21 abra 10.22 4bra

Ha a feliilletet a z = konst sikkal meisszilk, a metszet ellipszis.

Ha x = konst, illetve ¥ = konst sikkal metsziink, a metszet hiperbola, ha x = 0, ¥ = 0, a metszet
elfajulé hiperbola (egvenespéar).

Ha a felilletet a z tengelyen dtmend sikkal melsszik, a metszet egyenespdr, ha pedig a z tengellyel
parhuzamos sikkal, a metszet hiperbola.

Az ax®+by* ez = 0 egyenletli felilet kup (10.24 dbra),

Ha a = b, pl. 2?2 = x*+ )7, a feltlet kérkuap.

10.23 dbra 10.24 abra
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10.1.3 A kétvaltozos fliggvények értelmezési tartomanya

Sikbeli ponthalmaz, Tartomany

Definicié. Egy sikbeli P pont kérnyezete minden olyan kor belseje, amelynek P a kdzéppontja.
Ha egy adott sikbeli ponthalmaz valamely pontjanak van olyan kirnyezete, amely maga is
a ponthalmazban van, akkor a pont a ponthalmaz belsd pontja. Az olyan ponthalmazt,
amely csak belsé pontokbol all, nyilt halmaznak nevezziik. .

Definicio. Valamely sikbeli halmaz hatdr-

pontjdnak neveziink egy pontot, ha a pont % ¥
minden kdrnyezetében egyarant talalhato

a halmazhoz tartozd és a halmazhoz nem d
tartozd pont. A hatarpontok Osszessége a
halmaz hatdra.

Zartnak neveziink egy halmazt, ha min-

den hatarpontjit tartalmazza. Egyes hal- c
mazokat egyenlGtlenségekkel adhatunk
meg.
a ¥7d b 5 ¥
Példak 10.25 4bra
1. a=x=<b :
téglalap alaku nyilt halmaz,
c<=y=d

2. a=x=5b : z 2
téglalap alaki zdrt halmaz (10.25 abra),
c=y=d
3. x24+y%* < 2 kér alak® nyilt halmaz,
4, x%+y? =t kor alaku zart halmaz (10.26 dbra).

a=x=b
plx) =y = f(x)

egyenlStlenségek olyan zdrt halmazt jelentenck, amelyet az x = a, x = b egyenleti egyenesek és az
¥ = §(x), tavibbd y = f(x) egyenletii folytonos gorbék hatdrolnak (10.27 &bra),

by

/ x

10.26 dbra 10.27 abra
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az Gsszefligeo, ha barmely két pontja osszekothetd olyan
teljes egészében a halmazban halad. Az elébb megadott halmazok

6zis pont nélkiii kor belseje nem alkot osszefilggd halmazt.
halmaz, amely tartalmazza barmely benne haladé zart torott

Osszefiiggd hal mazok. Egy halm
torott vonallal, amely
Gsszefliggd halmazok. Két k
Egyszeresen Hsszefiiggd az a
vonal altal hatdrolt halmazt.

A 10.28 dbra egyszeresen, a 10.29 abra kétszeresen, a 10.30 dbra haromszorosan osszefiiggd

10.29 abra 10.30 dbra

10.28 abra
halmazt mutat. Ha az uldbbi kettot a megjelélt vonalak mentén szétvagjuk, egyszeresen

ssszeltiged halmazokat kapunk.

Tartomany. A tovibbiakban tartomanyon sikbeli egyszeresen osszefiiggd nyilt halmazt

értiink.

Ertelmezési tartomany. Valamely z = f(x; ») Fiiggvény értelmezési tartomanya az (x; »)

sik azon pontjainak halmaza, amelyben a fliggvény értelmezve van.

Példak

1. A z = A/ — x*—)? fiiggvény érielmezési tartomdnya az x*-4y* = r® kor alaku zart halmaz.

1 § . ; :
2. A z = ————— {iggvény értelmezesi tarfomanya az x%4+32 < r? tartomany.
.\/rz —x2—pt

1

3. P e y
y—Xx /

A filggvény értelmezési tartomanya az (x; ) sik, /

Kivéve az y = x egyenest.

4, 2 = In (32 —4x).
A Taggvény ott van értelmezve, ahol ///
¥ = 4x,

Abrézolva az v¢ = 4x egyenlet(i parabolat, az értel-
mezési tartomany az (x;y) siknak az a nyilt rész- /
halrnaza, amelyet a parabola hatarol, és nem tartal-
mazza az x > 0, y = 0 félegyenest (10.31 4bra).

I

10.31 ébra

=R 1T

391
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4  Tobbvaltozés fiiggvények hatirértéke és folytonossiga
Kétvaltozés fiiggvények hatarértéke

Definicié. A z = f(x; ») figgvény hatdrértéke az (a: b) helyen az A szam, azaz

m f(x; p) = A4,
X=—g
y—b

ha megadva barmilyen kis & pozitiv szimot, ehhez van olyan 8 = 3(e), hogy
[ p)— Al < g, h
ha Vix—al+(y—b)? < 8.
Gyakran hasznaljuk a z = f(x; y) jeldlés helyett a
z = f(P) jelolést, ahol
P az  (x;») pont
A z = f(P) fliggvény hatdrértéke a O pontban a véges A4 szam, azaz

lim f(P)= A,
P—-Q

ha barmely & = 0-hoz talalhatd olyan & = 8(¢), hogy

i f(P)—~Aj<e, ha PQ<3.

Konny(i bizonyitani a kovetkezd tételt.

Tétel.
Him f(P)= A,
PO
akkor és csak akkor, ha barmely P, — O pontsorozat esetén:
f(Py) — A.

chCte]E, h() a fnarar e}ftfk 1 tlen le i hﬂ'l{?f I el
A h] arcr tek leIEZesenek 10]!';05 g i f{gg(’ 7 ] gye arne,

Példak
1. Slxs y) = -,iy—
x4 y?
A fiiggvény az orig6ban nincs értelmezve.

Az y = ax egyenes mentén kézeledve az origbhoz

. 2
lim fix;ox) = lim — 2 — fim %% _
z—+0 z—0 :

1. 2.2 Y =
X any 70 X2+ a?
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Az y = x? parabola mentén kbzeledve az origbhoz:
x%.xt 1
lim (x: x¥¥) = lim ——, = 5+
:::—-0( ) ) z—0 xq+x4 2
A hatarérték a parabola mentén mds, mint az egvenes mentén, a hatarérték-kritériumnak a flggvény
tehat az origoban nem tesz eleget, nincs véges hatarértéke.
x%—y?
2, ¥ & Xy g
P o
A fiiggvény az origbban nincs értelmezve. Hatdrértéke azonban létezik, ésez 0.
3 ‘ x2 *J"“' ‘ )
Ugyanis Izt = Ixliyl 5o5e = (x] |yl =&
hacsak [x] = Ac & Iyl = A/¢,  és ez bekdvetkezik, mert
(x—0p+(¥—0)7 = ¢ azaz

a § =4/¢ . vélasztas megfelel.

Kétvaltozds fiiggvények folytonossaga

Definicié. A z = f(x; v) flggvény az (a: b) helyen folytonos, ha ott értelmezve van, €s
helyettesitési értéke megegyezik a hatarértékével.
b

Példa

J Moo ha x=0, y=0,
c=0, y=0.

l 0, ha »=0, ) "

A fiiggvény helyettesitési értéke az origoban 0.

A hatarérték kiszamitisa céliabal kozeledjink az y
origbhoz az origdn dtmend egyenesekkel. e
frjuk ezek egyenletét paraméteres alakban: i - ! =

x = tcosa .
(10.32 4bra).
10.32 dbra

y=1tIsina
. X, 2 sin o COs & 1 .
lim ——— = lim Sy = 5 SN 2%
20 X5V ¢ 0 IFCOS* 417 SIN" & 2

=0

A hatarérték o killonbozd értékeinél més és mas.

T
A fiiggvény csak az x és y tengelyek mentén folytonos, mert ekkor o = 0, illetve 5 ¢s a hatarérték

nulla. A fiaggvény tehdt a folytonossdg definicioja értelmében az origbéban nem folytonos.

A kétvaltozéds fliggvényekéhez hasonld madon definidlhatjuk a tobbvaltozas fliggvények

hatarértékét és folytonossagat.
Az egyvaltozos fiiggvényekre vonatkozo tételekhez hasonloan érvényesek a kétvaltozos

filggvényekre a kovetkezd tételek.

I. Tétel. Ha egy kétvaltozos fliggvény egy korlitos, zart halmazon folytonos, akkor a
halmazban van olyan pont, ahol a fiiggvény felveszi értékkészletének maximumat, €s van
olyan pont, ahol felveszi értékkészletének minimumat. (A fiiggvénynek van abszolit maxi-

muma és abszolut minimuma.)

Lu
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Definicié. A z = f(x; ») fiiggvény egyenletesen foiytonos a H halmazon, ha barmely ¢ = 0-
hoz van olyan 8 = &(¢), hogy
[ fxs: .Vz)—f(xll ypi =€,
ha Py(x;; ;) és Po(xy; ¥p) a H halmaz két olyan pontja, amelyre
\/(xz_x1)2+(}'2‘y1)2 =38

Il. Tétel. Korlatos, zart halmazon folytonos fliggvény egyenletesen folytonos.

".L Tétel. L::gyerl f(x; ¥)egy Osszefliggd tartomanyban folytonos fiiggvény. Ha a tartomény
két (xq:3,) és (xq; ¥o) pontjahoz tartozo fliggvényértékek

e = i) és =[x ),

akkor a fiiggvény a ¢, és ¢, koz¢ esd barmely ¢ ertékel a tartomanyban legalabb egy
pontban felvesz. h )
A tételek bizonyitdasdra nem tériink ki.

10.2 A Té prALTozc’)s FUGGVENYEK DIFFEREN-
CIALHANYADOSAI ES DIFFERENCIALJAI

10.2.1 Parcialis differencialhanyadosok

Legyen adott a z = f(x; y) kétvaltozos fiiggvény. Tekintsiik a z = f(x; y) fiiggvényt rogzitett
¥, mellett esupdn x fiiggvényének. i
Definicia. A lim A A Y=/ (03 Yo)

Ax—0 Ax

hat?l:ll’f::]‘t-ék az f(x; y) fuggvény x szerinti parcidlis differencidlhdanyadosa vagy parcialis
derivdltia az (xy; y,) pontban. )

Az x szerinti parcidlis derivalt jelolése:

fxo+Ax; yo)—f (x5 ¥o)

e = filixai o) = 74003 ¥0) = [%] .
(x5 yo)

lim

Ax—>0

0z
Bl W ; ; . ; ; ;
ax szimbolumot dé z per dé x-nek olvassuk. A @ jel az egyvaltozos fiiggvények deri-
valasatol valo megkiilénboztetésiil szolgdl.
Tekintsitk a z = f(x; ») fiiggvényt rogzitett x, mellett csupan y fiiggvényének.
Definicié. A lim SO Yo+ B =1%o 30)
Ay —0 A)"

hatrfzrt’:rt_ek az f(x; y) fugegvény y s_zerinti parcialis differencidlhanyadosa vagy parcialis
derivéltja az (x,; y,) pontban, )
Az y szerinti parcidlis derivalt jelolése:

lim f(xl]; Yo +Ay)_f(xo; Yo)
Ay —0 A}

:f)('(xﬁ;}'o) = Z;,(xn;yﬂ) = [_8;{] .
O Jos
(%03 ¥o)

38 Matematika
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<t

abrazolo feluletet. A feliilet (x5; yp: Z)
pontjan az y tengelyre merdleges y = y; sikot c
fektetiink. Ez a feliiletbol a

A parcidlis differencidlhanyadosok geo- —Jz
/..—-’
/

metriai értelmezése. Legyen adott a
z = f(x; y) flggvény, Tekintsiitk a figgvényt
Fle.yz)
' >
A |
D
4

z = f(x: y,) egyenletl gorbét
metszi ki (10.33 abra AB gorbe). ‘ 7] / Y

%
[ xaijlfoj

(z csak x-tol fiigg, mert y, konstans.) l
A gorbe érintéjének irdnytangense az (xy, ¥,)
helyen

i Flxg+Ax: y)—F(xp: ¥) X

li ]
Ax—0 Ax ’ 10.33 abra

a z = f(x; ) fiiggvény x szerinti parcidlis differencialhdnyadosa vagy parcidlis derivéltja.

Messiik a z = f(x; ») egyenletii felilletet a Py(xq; ¥y Zp) pontban az x tengelyre merdleges |
x = x, sikkal. A sik a feliletbél a z = f(x,; ») egyenletli gorbét metszi ki (10.33 abra

CD gorbe). A gorbe érintdjének irdnytangense az (xy; ¥p) pontban: '

i f(xo; )’o"‘AJ’)—f(xol )’u)
Ay =0 A_}" ? 1

a z = f(x; ¥) figevény y szerinti parcialis differencialhanyadosa vagy parcialis derivaltja

az (x,; yp) pontban.

Vegyilk a parcialis derivaltakat a rogzitett Py(x,; yo) pont helyett a valtozd P(x: y) pontban.

A parcidlis derivaltakat jgy jeloljiik: |

Ax >0 Ax ’ ox ox
. Sy flan) 8z  f(x; ) '
i = = = = : |
sy T 0 Ay fy=2 Sy oy

A z = f(x: y)fiigevény x szerinti parcialis derivaltjat megkapjuk, ha y-t konstansnak tekint-
jiik, és a fliggvényt x szerint derivéljuk.

A z = f(x; y) fiiggvény v szerinti parcidlis derivaltjat megkapjuk, ha x-et konstansnak
tekintjilk, és a fliggvényt y szerint derivaljuk.

Példak
1. Hatdrozzuk mega 1

7z = 3x%y+ x)* fiiggvény parcidlis derivaltjait!

0z

3% = 6xy+)? (y-t konstansnak vesssziik).
0z N

o = 3x24+x-2y (x-et konstansnak vessziik).
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2. Képezzik a
z = x¥ fiiggvény parcidlis differencidlhdnyadosait!
Ha x szerint differencialunk, akkor ¥ konstansnak vehetd, és igy hatvanyfiggvenyt differencialunk,

-~

oz

ért S = ¥ Y,
Ezér o yx |
Ha y szerint differenciaglunk, x konstans és ¥ valtoz6, tehat exponencidlis figgvényt differencidlunk.
Ezért ai = x'In x.
oy
Hatarozzuk meg a parcialis derivaltakat a Py (2! 1) pontban:
0z
S =1.20 =1
[ o0x ](2: 1 ’ .
oz
= =2-In1=0.
[ oy ]u; n
- 24
3 z = Arctg e
B2, (_L) o
ox » X2 X% 4yt
1+75
X
9z 1 ( 1 ) X
s e =) =
oy 14 1:_2 x ¥

*

Tobbvaltozés fiiggvények parcidlis derivéltjai. Hasonld modén definialhatok a
ketténél tobb valtozoju fiigevények parcidlis derivaltjai.

Definicié. Az y = f(X1; Xg; -3 X3 205 Xy) fiiggvény x; szerinti parcidlis derivaltja:
By faixes xib Axpy oL )= f(g: Xad oo Kb - Xn)
axi Ax; =0 Axi

Tétel. Ha a z = f(x; y) fiiggvénynek létezik egy bizonyos tartomanyban az x ¢€s szerinti
parciglis derivaltja, és azok korldtosak, akkor ott a fiiggvény folytonos.
Bizonyitas. A feltevés értelmében
Ifix:NI=M é& [fixN=M (M=0)
Legyen Ax és Ay két, zérustol kiilonbozé novekmény.
friuk fel az f(x+Ax; y+Ap)—f(x;y) fiiggvénynovekmeényt a kovetkezd alakban:
FleHAx: y+ AR —f 0 ¥) = [fx4+Ax; y+An—Ff e+ Ax: N+
+[f(x+Ax; y)—f(x; M)
Alkalmazzuk a zarojelekben 1évo figgvényndvekményekre a Lagrange-féle kozépértéktételt
(7.1.6). A kiilonbség igy irhato:
e+ Ax; v+ Ay)—fx; ») = Ay filx+Ax; y+8, Ay)+
+Axfulx+,8%; y),

ahol #; és ¥, két alkalmas szam 0 és 1 kozott.

38+
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A feltétel szerinti parcidiis derivltak, f, és f; korldtosak, igy
Lfx+Ax; y+Ap)—f(x; )| = M(Ax|+]Av)).
Ha |Ax| - 0 és |Ay| — 0, akkor a jobb oldal tetszoleges kis € szdmndl kisebbé tehets. gy
a bal oldal is.
| fr+Ax; y+AY)~f(x; »)| < &,
ami azt jelenti, hogy a fiiggvény folytonos.
Magasabb rendil parcialis derivaltak. A parcidlis derivaltak parcialis derivéltjait is

képezhetjiik. A két elsérendii derivaltbol ily médon négy masodrendli derivélt szarmaztat-
haté. Ezeket igy jeloljiik:

ox | ox ox
8 az aﬂz re i
oy \Bx = Oy Ox Jay = 23y
0 [0z o’z o
i o B - = = Zye,
ox \ 9y oy TR
0 [0z 0%z 0 o
a_y gJ; = 2 =y T Zyy-
0%z . o
Megjegyzés. -5  olvasva: dé duo z per dé x négyzet,
I°8 ox®?
oz ; e ]
a 5 olvasva: dé duo z per dé y dé x és igy tovdbb.

Példa
Képezzitk a z = f(x;3) = x57—3xp! fiiggvény masodrendii parcidlis derivaltjait.

[ = 2xy8 -3, f; = 3x%? —12x)3,

of =iy, f;; = 6xy* —12)5.

fon = 6x%y—36 xy, frn = 6xyt—12)%

*

A példéban felttinik, hogy /., = f,., azaz a vegyes masodrendli derivaltak megegyeznek. Ez
nem véletlen. Ervényes a kivetkezd tétel,

Tétel. Ha az f), fJ: parcialis derivaltak az (x; ¥) pont valamely kornyezetében folytonosak
és f;; és f}'; az (x; y) helyen folytonosak, akkor ebben a pontban.

L e
fl‘}‘ = f}\

A tétel azt mondja ki, hogy a derivéltak folytonossdga esetén a masodrendit vegyes parcialis
derivdltak megegyeznek, azaz értékiik fiiggetlen a derivdlas sorrendjétél.
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Bizonyitas. Legyenek Ax és Ay nullitdl killénbozs ertekek, és tekintsiik a kovetkezs kifeje-
zést: * )

# = FOtAx; y+AY)—f(x; y+Ay)— f(x+Ax: N+fx; ).
Ezt a kifejezést kétféleképpen alakitjuk 4t. Elészor x-et tekintjiik valtozonak,
Bevezetve a Fx) = fx; y+Ay)— f(x: ») kifejezést, az u figgvény igy irhato:
1= @(x+Ax)—qg(x).
Alkalmazzuk a jobb oldalra a Lagrange-féle kozépértekictelt!
#=gx+Ax)—p(x) = Axp(x+8; Ax),
ahol 0=, <1,
Viszont
F(x) = £ v+ Ap)— fi(x: 3).
Ennek az egyenletnek jobb oldaldra Gjra alkalmazva a kozépértéktételt :
) = £ yH AN —fi(x; ) = Ay Farx; ¥4+8, Ay),
ahol 0=1d, < 1.
Tey
U= Ax-Ayf_;y'(x-kﬁl Ax: yL8, Ay).
Madsodszor y-t tekintjiik valtozonak, Most bevezetve a
YO) = fx+Ax; ¥)—f(x;y)  kifejezést:
u = pOr+Ay)—p(y). '
A kozépértékiételt alkalmazva
# = pOo+A»)—y0) = Ap ' (r+9, Ay),
ahol 0=9] <1.
Viszont
YO) = £+ Ax; p)—fl(x; ).
Ez pedig a kézépértéktétellel atalakitva:
VO) = Ax frux+05Ax5 ) (0 <8 < 1),
Wi(y) ezen alakjaval az u fliggvény igy irhato
= Ax Apfi(x+9; Ax; y+8, Ay).
Az u-ra kapott kétféle kifejezést egyenltvé téve, és Ax Ay-nal dtosztva:
FayGet8y Ax; y+0, Ay) = fUx+0 Ax: ¥+ Ay).
Ha Ax —~ 0 és Ay — 0, akkor f::; és f,. folytonossaga miatt
Fap (x5 ¥) = frulx; ).
A masodrendii derivaltak differencidldsaval létrehozhatok a harmad, negyed, . .. n-edrendit

Parciélis derivaltak. A derivéltak folytonossagdt feltételezve itt is igaz, hogy a derivalt
értéke fiiggetlen a differencialisok sorrendjétél. Példdul

rrr JEN
Xxy T fxyx-
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A feltétel szerint a parcialis derivaltak folytonosak. Ezért
By Axs ygAY) = Fllxe; yo) e,

Példak
1. frjuk fel a

+1n y figgvény mésodrendii parcidlis derivaltjait!

7 = ¢¥sin y—

25 - 2¢%sin y—Iny,

ox
z X

82 _ pwrcosy— =,

oy )
(e .
p EE 4 »

A 4e°* sin y,

n |
T D (%) ey L
oy 0x gy \ox ¥

= x

2= o —e*sin ¥+ -y

&y ¥

) ( 1
¥z B (@5) — 26 cos y—-.
ox oy ox \ oy 3

2. Igazoljuk, hogy a -
7z = efcosy figgvény kielégiti a
9z  ©%

g )
oxt + 0y
Laplace-féle differencidlegyenletet!
e = 4 = %08 ¥,
ox SN B
2

92 o —e*sin y, -a—iz — €708 ¥,

oy ay®

i és £z, kifejezését a Laplace-féle egyenlet bal oldalaba helyettesitve:

R - B,
ox® o0y
ercos y—etcosy = 0.

1022 A teljes differencial

: < " és f ialis derivaltjai
Legyen adott a kétvaltozos z = f(x; y) fiiggvény, amelynek f, ¢s fy parcidlis de J

folytonosak. N
Az (xg: ¥o) és (x5 y) pontok kozott tavo

Az = f(x; ) —f (g3 Yo)-
A Ax és Ay novekményekkel:
Az = f(xg+Ax; yo+83)—f(x03 Vo)

Isagnak megfeleld fliggvénynovekmény :

ifejezést irj 0 6 alakban:
A kifejezést irjuk a kovetkezo a | -
Az = [f(rg+Dx; yo+ A0 —fCxo: Yo+ AN+ (xo; v+ Ay)—[(xg3 Yol

Mindkét szogletes zardjelben le
Az = Ax f(+ Ax: yp+A0)+Ayfy (%o yo+0, Ay)

(ahol #, és #1, 0 és 1 kozotti értékek).

vé kifejezésre alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértektételt.

f;(xo; y0+792 Ay) = f}t(x(); }’0)‘{‘521
ahol & +0 & & -0, ha Ax -0 é Ay . 0.
Ezeket az értékeket Az-be helyettesitve:
Az = f(x0; ¥o) Ax+£, (xg3 ¥o) Ay+e; Ax+e, Ay,
(61 = 0,60 =0, ha Ax -0 ¢ Ay - Q).
Az kifejezésben Ax-161 és Ay-tdl csak az &1 €s gy értékek fiiggnek, a parcidlis derivaltak
fiiggetlenek Ax és Ay értékétdl.
Definicié. A kétvaltozos z = f(x; y) fliggvény az (x4 ¥o) helyen akkor differencislhaté, ha
taldlhatd olyan Ax-tél és Ay-tdl fiiggetlen A és B mennyiség, hogy
Az = A-Ax+B-Ay+e;-Ax+e,-Ay,
amelyben Ax — 0, Ay — 0 esetén &; —~ 0 és gy — 0.

Kénnyen beldthato, hogy A és B az f(x; y) fliggvény (xq; ¥y) helyen vett parcialis deriviltjai-
val egyenld.

Bebizonyitottuk tehat a kovetkez tételt,
Tétel. Ha valamely helyen f, ; ésf )', létezik és folytonos, akkor ott z = f(x; y)differencialhato.

Ha Az parcidlis derivaltakkal felirt értékébdl az tn. hibatagot elhagyjuk, a véges névek-
ményre a kovetkezd értéket vehetjiik :

Az 2= fi(xg; J-’o)Ax—l—fy'(xo Dy A

E keéplet segitségével kis Ax és Ay valtozasoknal kozelitdleg kiszdmithatjuk a Az vilto-
zast.

z = f(x; y) teljes vagy totalis differencidljst megkapjuk,ha Ax és Ay helyébe a dx és dy
differencialokat irjuk.

Definicié. Az f(x; y) fiiggvény teljes differencidlja az (x3; »p) pontban:
dz = fi(xe; ¥p) dx+£, (X3 o) dy.

Vagy a valtozo (x; y) helyet véve
dz = f(x; ¥) dx+£(x; ¥) dy.

A formuldt réviden igy is irjuk

oz oz
dz = ~—dx+ 3 dy.

Tébbviltozés fiiggvények teljes differenciilja

Definicié. Ha z = f(x;; xy; ...; x,), a teljes differencial:
Oz oz oz
de"’ﬁd ‘—d‘)‘ “e —df-
aXl X1+ ax2 XoT + ax,; Xp
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Példa

Mennyit véltozik az r = 5 cm sugary, 10 cm magassagi kip kébtartalma, ha sugara 0,1 cm-rel,
magassaga 0,2 cm-rel valtozik ? ;

rEeem
I=og
oz _ 2rmm
ar 3 ’
oz i '
om = 3
dz = g’—-%t;—r—’l dr+£;- dm,

dz = —3{ 2rm dir+ r* dm).
Mivel r = 5 m=10, dr=0,1, dm=0,2,
dz = ; (2:5-10-0,1+5%.0,2),

3 15-
dz = 3 (0+5) = 5% = 5n.

A térfogatvaltozds kozelitdleg 5 cm?,

10.2.2.1 Hibaszdmitds

A teljes differencial segitségével valo hibaszamitas a fizikai, méiszaki mérések sordn a hiba-
nagysag meghatdrozasanak igen fontos modszere.

Fejezze ki a z = f(x; ¥) képlet a z fizikai mennyiség fiiggését a mérés kizvetlen targyat
képezd x és » mennyiségektsl. Ha az x mennyiséget Ax hibaval mértitk, az y-t pedig Ay
hibdval, akkor a képlet z értékét is hibdval adja meg, Jelgljiik ezt a hibat Az-vel, Ha a mérési
hibék elég kicsinyek, akkor

oz
= é_}(‘ A3+'

_Bx

Az =~ dz 5

Ay.

Ha a mérés hibdjanak abszollt értéke | Az|, z tényleges értéke z— | Az| és z+|Az| értékek
kozott van,

Az abszolut értékekre vonatkozo egyenltlenségek (1.3) szerint:

lat+b| = |al +]b]

iarbl = lal.1b]
. cz ' 0z |
Példak

1. Mennyi egy bikonvex lencse fokusztdvolsdga és a fokusztivolsag Kiszadmitasakor elkdvetett hiba,
ha egy mérésnél a tdrgytdvolsdg ¢ = 40 cm, leolvasdsanak hibdja Ar = +0,1 cm. a képtavolsig
k = 120 cm, leolvasisanak hibdja Ak = +2 em?
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A lencse fokusztavolsaga az
11 1 N
}, G képlethol:
th
S= t+k
40.120

f= _].67)77 = 30 cm.
A fokusztavolsag abszolit hibdjat a kdvetkezéképpen becsiilhetjiik :

Laf !
8715 (L e 2,

Bk

af k(t+k)—tk k* 120%

& T TGERT T GRRE T 160 = 1 — 0563,
8f  tG+k) -tk 12 402

L i e
Az abszolit hiba korlatja:
|Af] = 0,563-0,1+0,063.2 = 0,18 cm.
Tehdt a fokusztivolsig £ értéke:
F=1AfI & fHiAf], azaz
29,82 és 30,18 cm kozétt van,
A relativ hiba korldtja

CAFT 0,8

A szdzalékos hiba korlitja

FAF!
P = tlhwo = 0,6%.
| £
2. Hatdrozzuk meg két fontos specidlis lliggvény, a szorzat és a hanyados relativ hibajat dltalinosan,
Z =Xy, Z = 2 .
>
L2 e T oz _ 1 e x
ax . ay ’ ox 3y - T
S REN L E R T I R RN S
i Ly 1
Azt _pHAx] Ix1dy) Az iy 18R =14y
2l = Ty T T
i |‘ .;’71
1820 _ 15 jay) 1820 _1Ax] | jay)
2] ETEY 2l = Ixl T
[Ax] [Av] Hocos w5
] N CPpen x sy viszonylagos hibgja,

Eredményiink rviden igy fejezhet6 ki:
S_zor'zat relativ hibdja kisebb vagy egyenld, mint a tényezik relativ
hibdja kisebb vagy egyenld, mint a szamldld és nevezs relativ hiba
3. A képlet alkalmazdsaként szdmitsuk ki,
atfutd I erdsségii dram 4ltal £ ids alatt ter

hibdinak &sszege. Tort relativ
inak dsszege,

milyen Pontossiggal tudjuk az R cllendllisq vezetdn
melt energidt kiszdmitani.
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Az energia W = 'R ¢ joule.

Legyenek a mérési adatok:
I =10 (amper) [AIl = 0,05 A
R = 30 © (ohm) [AR| =0,10Q
t=120s |Ar| =1s.
W = 10°-30-120 = 360 000 joule.

A relativ hibara:

bl | g | B L AR T |
o =2 g Spow T
AW 0,05 0.1 1
S =2 or e e < 00217,

A szdzalékos hiba = 2,17%,.

10.2.3 Az iranymenti differencidlhanyados

Legyen adott a z = f(x: p) felillet.

Fektessiink az (xy; yo) ponton at egy « irdnyszogli vetitGsikot. E sik altal kimetszett gorbe

egyenlete (10.1.2 e):
z = f(xg+tcosa; yy+1sine)

(10.34 abra).

Z
Ebbdl az egyenletbdl kiszamithaté a )
differencialhanyados, és ez megadja a metszet-
gorbe érintGjének irdnytangensét,
Az (x;: »p) pontbeli differencialhanyadost 49
megkapjuk, ha ¢ helyébe 0-t helyettesitiink.

A-

dr
vény (xp; ¥,) pontbeli ¢ irdnyn differencidlhd-
nyadosanak nevezziik.

dz
A kapott | — értéket a z = f(x; y) fiige- £
=0

10.34 abra

Az % iranyhoz tartozo iranymenti differencialhanyados tehat az « irdnyszogl vetitosik dltal

kimetszett gorbe érintéjének iranytangense. Jele: £,

Példa

Szamitsuk ki a z = xy fiiggvény x = 1; ¥ = 1 helyén az « irdnyhoz tartozo irdnymenti differencidl-

hanyadost!
Az o irdnya faggoleges sikmetszet egyenlete:

z = (l41cose)l+1tsine),

azaz z = (sinu.cos)r?-+(cos e+ sina)f 1,
dz ; ;
73 = 2(sin &-cos a)f ~cos o -+ sin «,

Az x = 1, y = 1-hez tartozo deriviltérték:
z’—f’—[dz] = cos o -+-Ssina
R T P ' )

#

Az iranymenti derivaltat a parcialis derivdltak segitségével egyszeri{ibben megkaphatjuk.

" dz lim Az
dt 7 aro At

0z

Az = | —-
[ax ](xn:yn)

hatarérték kiszamitasihoz osszuk el a

st [_az_] Ay+H.
oy

Oz oz
vagy roviden Az = ™ Ax—{—g; Ay+ H egyenlet mindkét oldalat Az-vel:
Az 2z Ax ©z Ay H
S e e T de
At ox Ar By Ar At
Ha figyelembe vessziik, hogy (10.35 dbra): At Ay
Ax. ¥ .
=cosa, — - =sing,
At At * =
; Ax
akkor rogzitett x mellett Az értékét 0-hoz kozelitve: Yo
7
Az dz %o
Ar dr’ 10.35 4bra
H H ,
—_=—— () gy
At V(AN
i S g dz Oz s e o |
e S g T g

Példak

1. Szamitsuk igy ki a z = xy fiiggvény « irdnyu derivaltjdt az x, = 1, 3, = 1 helyen!

0 vy B _y [?1 =1, [&] =
ox = oy o ax:lu;nu ’ [a]u:n N

dz

—— = COS & —Ssino,
dt

2. Szamitsuk ki a z = In 3 faggvény o = 30° irdnyu irdnymenti derivaltjat a P(1; — 1) pontban!

2= ln;xg—

e, 1. L . 0 [Ez_] -

ax_ X yz_x’ Ox (1;-1)7 ’
b

LA (;ﬁ) - _2 [‘Lz] cry

&y x \ ¥’ aylai-n 7
P

cosx = ¢os 30° = —\/-3, sinz = sin 30° = i

2 2
; 43 1
zp=1. 7 +2. - = 0,8660+1 = 1,8660.
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10.2.4 Az érintd egyenes egyenletrendszere

Messiik el a z = f(x; ») feliiletet egy, a z tengellyel parhuzamos sikkal. Mint tudjuk, a sik
altal kimetszett gorbe érintéjének irdnytangense az % irdnyi iranymenti derivélt:

z, = fi = ficosu+f, sinm

(ahol « a siknak az x tengellyel bezdrt szoge).

Hatarozzuk meg az (x,; ¥y, Z,) pontban huzott érintd egyenes egyenletrendszerét.
Hzzunk a felitlet P, pontjabol a metszGsikban a nyomvonal PB egyenesével parhuzamos,
egységnyi hosszlisagn szakaszt, és jeloljilk ki erre merdlegesen az érintd epyenes emelkedését
(10.36 abra).

Két derékszoglh haromszogiink van.

A P FEA-bentg f = EF nem mas, mint az ¢rintd egyenes egységnyi hosszisaghoz tartozo
emelkedése, azaz az irdnymenti derivalt: 2z, (10.37 abra).

-
7 Plrgyo) g
o
X
10.36 abra
£
P
2 {
COsx
3
Po f F A s A
10.37 abra 10.38 4bra

A PABA befogoi viszont cos z, illetve sin o (10.38 abra).
irjuk fel most méar a PyE vektort:

P E = icosa+jsinutkz,.

Ez nem mas, mint az érint6 egyenes iranyvektora.

Mivel az egyenes dtmegy a Py(xg; ¥o: Z) ponton, az érintd egyenes egyenletrendszere:

X=X Y=y _ ZT%

PR PR 7

cos sin o Zy

Az érintd egyenes paraméteres egyenletrendszere:

mivel z, = z.cosa-tz, sina:
o x ' '
X = Xp+rcosx l
"y = yytrsina ’
z = zp+1(z} cos 9:+z_,', sin &) l

Péida

A z = In{x24»*) egyenletii feliletet elmetssziik az (x; ») sik P(0: 1) pontjan dtmend, az x tengellyel
60°-ot bezaro, a z tengellyel parhuzamos sikkal. Mi a metszetgiirbe érintojének egyenletrendszere
ha az crintési pont két koordinataja:

Xg =0, y,=17
Z=n(0+1)=In1 =0,

1 . .
cos & = cos 60° = 5» sinz=sin 60° = \/;—3' ;
A parcialis derivaltak:
2x

ro_ ’ —
= g P Zron = 0

Py ; -
= }z;? » o fwon
z, = z,cosa+z, sina = —; -0-{—'};—§ 22 =14/3.

Igy az érinté egyenes egyvenletrendszere:

Byl . .2
IR
2 2
vagy paraméteres alakban:
_1,
*=3
V3
=2 41
y 5 t
z = /31,

10.2.5 Az érintdsik egyenlete

Az irdnymenti differencidlhanyados:
dz oz + 0z .
- = -—— oS-} — sinz
dr Ox oy

érteke adott o szog mellett csak a parcidlis derivdltakidl fiigg,
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Ezért mindazon fiiggvényeknek, amelyeknek parcidlis derivaltjai egy pontban megegyeznek,
barmely iranyban vett iranymenti derivaltjai is megegyeznek.

Tetel. Legyen a z = f(x; ¥) filggvény a Pylxy; o) pontban ¢és annak egy kornyezetében
folytonos. Ha a feliiletet a Py(x,: ¥p) pontban barmilyen fiiggSleges sikkal metssziik, akkor
a kimetszett gorbék érintdi egy sikban fekszenek. Ezt a sikot érintésiknak nevezzik.

Bizonyitas. Vegyilk fel a feliilet (xp; Yo Zo) Pontjaban azt a sikot, amelyet a y = yg €5 X = X
fiiggbleges sikok Altal kimetszett ebrbék érintdi meghatdroznak. Megmutatjuk, hogy ez a
sik a feliilet érintésikja (10.39 abra).

Legyen a sik egyenlete z

z = ax+by+ec,
Ennek parcialis derivaltjai

cz oz I
IR, a’ ey, = b_ .

ay i
g / ¥

A sik definicidja szerint a és b értékek meg-

cgyeznek a z = f(x; ») feliilet parcidlis %o o]

derivaltjaival.

Tehat

X
a=flgiv).  b=fiGey). 10 abra

A sik egyenletéhez még meg kell hatarozni a ¢ konstans értékeét,
A z = ax+by+c sik atmegy a Py(xg: Yoi Zo) ponton:.

zo = axg+byete.
Innen ¢ = zg—axyg—byo.
Helyettesitsiik a ¢ értéket z = ax+ by c egyenletbe:
2z = ax+by+zg—axo—byy, -
z—zy = alx— xg)+ b(y—yg)-
Aza= f(xg: ¥o), =1 (Xo3 ¥) értékekkel a sik egyenlete:
(N 22y = f(Xg3 Yo) (x—xo)+ 1, (Xg3 ¥o) (¥ o)

vagy
[ Oz

[az ] (=) + } —30)
=z = | =— c(x—x)+ | = (y—¥o)-
. ox (%03 ¥o) L oy (x03 ¥o) )
frjuk fel e sik « iranyd iranymenti derivaltjait:

; oz oz ]
Z, = | s wcosa+ | =— -5in 2.
[ OX (o3 0) Y |(xoi yo)

Ez az érték megegyezik a z = f(x; ») feliilet (xq; ¥p) pontjaban vett o iranyh irAnymenti
derivaltjainak értékével.
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i E.Z.Zd, me'glmuﬂtfalttuk, hogy a felilletet azonos pontban metszd fiiggéleges sikok altal kimetsze
gqrbfik érintdi az (1) egyenletii sikban fekszenek. Igy ez a sik a definicio szerint a f ;f]
érintdsikja. Tehat az érintosik egyenlete az (x,; ;) pontban: - o

z—x :fi(xmonf}'(y—yg).

Az érintésik egyenletében z— z,-t Az-vel jelolve

Az = £ (x03 yo) (x—2) £, (0. 30) (= 3p)-

Latjuk, hogy az érintdsik emelkedése a teljes differencidllal egyenlé, tehat, ha a z = f(x: y

fliggvény az (x5; ¥) helyen di i3 5 e ton
s Yo yen differencidlhato, a pont kozelében a feliilet : Srintd
sik emelkedésével helyettesithets. Bl shielisdise e bt

Példa
Irjuk fela =z = Ve kf—_3§é egyenletii feliilet

xo =4, ¥o= =2, z=0pontjaban az érintésik egyenletét!
g =416-3.4 = 2.

_a{ _ X 0z
ox Vx2—3y* ’ [ax]u;,z, =2

oz e oz 3
oy x2—3y? ’ [ay]mfz) -

Az érintGsik egyenlete:

z-2=2x—4)+3(y+2), azz
2x+3y—z=0.

10.2.6  Tobbvaltozés osszetett fliggvények differencidlasa
Legyen a z = f(x; y) fiiggvényben x és y egy kizos r véltozd (paraméter) fiiggvénye:
x=x(®), y=y0.
Ez esetben z mint ¢ fliggvénye:
z = flx(0); y(N)

'II_'Iegyijk fel,’ hog?r z differencidlhato x és y szerint, x(r) és (1) pedig ¢ szerint
a t megviltozik Az-vel, x és y valtozdsai Ax, illetve Ay, A megfeleld Az viltozas:

0z Oz
Az = —a; Al“f"a‘,“ Ay+£1 A-\'+€2 Ax,
ahol g =0, & -0, ha Ax-0, Ay-o0
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Az egyenletet Ar-vel osztva:

Az 8z Ax 9z Ay
A T Ex A ey AR
Ha Ar — 0, i
Az dz Ax dx Ay dy
ATE ETECY mw T

g+ 0, & — 0.

—y
]
L]

| dz 0z dx ¢z dy
i

dz 0z dx 8z dy |
!dr ox dr @y dr

Ez a szabaly a tébbvaltozds kozvetett fiigavény differencialasi szabélya vagy lancszabaly.
A szabalyt igy is felirbatjuk:
dz oz oz
— = - X+ ().
dr [SRY oy

d Fi1 4 X : Pt . i
A _d_? derivaltat a z = f[x(+); »(1)] fiiggvény reljes differencidlhanyadosinak vagy teljes

derivéltjanak nevezziik.
Legyen a z = f(x: y) fliggvényben x és ) masik két fiiggetlen valtozo (paraméter), u és v
fiiggvénye:
x = x(e; v), ¥y = y(u; v).
Ekkor z = fx(u; v); ¥(u; )] = gu; v).
Allitsuk eld a figgvény i és v szerinti derivaltjat. Ha  szerint derivalunk, »-t konstansnak
tekintjik. fgy z csak egy valtozd fiiggvénye, ezért az v szerinti parcidlis derivéldsndl az eléz6
esettel allunk szemben. Ugyanez a helyzet, ha v szerint derivalunk, ekkor -t tekintjiltk
konstansnak.
Az u és v szerinti parcialis derivaltak tehat:
oz z Ox " 0z Oy
du ©x du ©dy Oou
oz 9z Ox ©z Oy

By éx ov 8y o’

3

Ezt a szabalyt Altaldnos lancszabdlynak is nevezik.

Példa
z = flx;p).
X =rcosg, y=rsing.
z = flrcosg: rsingl = gir; ¢).

o B cos _a_z_ sing

o ek P TEy E

9 _ — ds rsing -+ —ai I cos
e &x TPy s

o

710.3:1
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10.3 TAYLOR-FORMULA ES TAYLOR-SOR. IMPLICIT
" FUGGVENYEK DERIVALASA. KETVALTOZOS
FUGGVENYEK SZELSOERTEKE

Kétvaltozés fiiggvények Taylor-formulija és Taylor-
sora

Tekintsiik az (xp; ¥p) €s (xg+h; yp+k) pontokat Osszekdtd szakaszt. Legyen a z = f(x; y)
fiiggvény minden parcidlis derivaltja legalabb az (n+ I1)-ed rendiiekig folytonos ezen a szaka-
SZon.

A szakasz pontjainak koordindtdi:

x = xo+1th
Yy = yotitk }
Mivel xp, ¥, 1 és k rogzitett, a fiiggvény a ¢ paraméter fiiggvénye:
s p) = flxgtths yotth) = q ().
Ha 1=0, g0 = f(xg; ¥o)
ha t=1, (1) = f(xg+h; yo+k).
Allitsuk eld a (1) egyvaltozos fuggvény Taylor-formulajat.
@(2) = f(xo+th: yo+ k),
ahol x = xg+th,y = y,+tk.
A lancszabalyt alkalmazva, mivel x,, y,, A és k rogzitett ériék
P(0) = hfL(eg+th; Yot )+ Ky (xo+th yo - tk)
@7 (2) = B xg+thy yo+ )+ 2khf ] (x, + th; Yot k) KA (g + th yo+-tk).
Ezt roviden igy jeloljiik:
(1) = [Wfy(xgFth; Yo+ k) kS (xg+ ths yo+ k)1,
Mivel X = xg-+th, y=y,+ik,
@ (6) = [Af{0x; p)F kS (s )1,
Teljes indukcidval bizonyithato, hogy
FOAD = [hf (s D+KES (x5 910,

Itt az (n) szimbélummal jelolt ,,hatvanyozas™ a Newton-féle binomidlis formulaval analég
maodon a kovetkez6t jelenti:

[AfL s YK G I = 3 (

i=0

H)hikn—if(n)

Xeyoo.y®
i ] ¥

[ k
i 3

A h és k egytitthatokat tehat a szokdsos modon hatvinyozzuk, a parcidlis derivaltak viszont
a megfelel6 n-edrendi parcidlis derivaltakat jelentik.

39 Matematika
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Hasonléan:A
g0 = [Rfi(x; ) +kfy (X3 yyren,

() fliggveényre az egyvaltozos fiiggvények Maclaurin-formulajét:

(0 (0) /o)
F () =r,r-(0)+q1“ﬂ) r+5—ii_~— e +R,.

frjuk fel a ¢

; = l-et helyettesitve:
0 @0 f{f(")((}_)
= q@+ L+ 52 R
q (n+])(?),
(1)
g(1) = flxg+hi vy +k) &
7(0) = fxq: ¥p)-

ahol Rﬂ: 0<?9<]

A z = f(x; ) kétvaltozos fiiggvény Taylor-formuldja:
F O b g +Hk) = f g3 yo)+ Df £ (xos o) HKfy (xo3 yo)l+
L [Af L (xgs yo)HES (o )@ ... +
+ [Af (s po)HHSy (X3 7)1+ Ry
ahol R, = [hfi(xo+0h; Yo+ )+ kS g+ 511 Yot i)+ D
és 0=% <1
Definicié. Az f(x; y) fiiggvény n-szer differencialhato, ha (n— 1)-edrend(i parcidlis deri-

valtjai differencialhatok. . 3 ’ o ’
Ha a z = f(x; y) fiiggvény az (xy; ¥,) helyen akarhanyszor differencialhato, a kétvaltozos

fliggvény Taylor-sora:
Fg+h; yg+ k) = fxg: o)+ Ifixg: yo)+kf (s 31+ oo +
+[hf (x5 Yo +KF, (xg3 ¥ IO+ - ...
Ha x,=0, y, = 0 és x,+h helyébe x-et, y+k helyébe y-1 irunk, a kétvaltozos fiiggvény
Maclaurin-formulajat, illetve Maclaurin-sordt kapjuk.
A Maclaurin-formula:

F(x; ») = £(0; 0)+ [xf(0; 00+ 3£ (0; O]+ .. +
+ [Xf1(0; 0)+3f, (0, DI+ R,
ahol R, = [xfi(fx; §y)+pfy (Bx; D))
és 0<d =<1
A Maclaurin-sor pedig

Flxs v) = £(0; 0)+ [xf(0: 0) +3/:0: O]+ ...
o X0 0430, 01

17
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10.3.2 A Lagrange-féle kozépértéktétel kétvaltozés fiiggvé-
nyekre

Legyenek a z = f(x; y) fiiggvény elsorend(i parcidlis derivdltjai az
(x+th;y+tk), 0=t=1

szakasz mentén folytonosak.
A Taylor-formulabdl n+1 = 1 esetén a kétvaltozds fiiggvényekre vonatkozd kozépérték-
tétel adodik.

Slx+h; y+k)—f(x, ) = hf{(x+Oh; y+0k)+kf, (x+0h; y+0Kk),
ahol O0<=8 =<1,

10.3.3  Implicit figgvények derivalasa

1. Az F(x; y) = 0 egyvaltozos implicit fliggvények derivalasaval a 7.13 pontban mar foglal-
koztunk, A kétvdltozos fliggvények parcidlis derivdlijainak segitségével a derivalas egysze-
riibbé tehetd.
Legyen F(x; y) = 0 olyan implicit fiiggvény, amelybél y-t explicite nehezen vagy egyaltaldn
nem tudjuk kifejezni.
¥ = f(x) az x valtozo olyan fliggvénye, amelyre az x tengely bizonyos intervallumaban érvé-
nyes az :

Flx; f(x)] = 0 azonossag.

F(x; ») = 0a z = F(x; y) kétvaltozos fiiggvény felilletének és a z = 0 siknak metszésvonala
feltéve, hogy ez létezik (a z = x*>+3*+5 egyenletii filggvénynél példdul nem létezik).
Tegyiik fel, hogy az F(x; y) kétvaltozos fiiggvény differencialhato.

Differencialjuk az

Flx; yx)]1 =0
azonossagot x szerint. A lancszabdly alapjan
FytFyey = 0.

Ha F, # 0, akkor ebbdl
F= —57
F.V

Ahhoz, hogy az y = f(x) figgvény létezzék, és az x; helyen és egy kornyezetében is differen-
cialhato legyen, elegendd, hogy

Flxp; o) =0, (o = flxg)),

az F,’c és FJ: derivaltak folytonosak (x, yo) egy kornyezetében, és
Fy(xgs o) # 0.

2. Allitsuk el6 a
z = f(x; )
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fliggvény
8z oz
55 és F
feltéve, hogy a fiiggvényt F(x; y;2) =0 alakban adtuk meg.
Az F(x: y; z) = 0 implicit fiiggvény olyan fiigavény, amelyre az (x; ») sik bizonyos tartoma-
nyaban fennall az

parcidlis derivéltjait

Flx; y: f(x; )] =0  azonossag.
Derivaljuk az

F(x:y;z) =0 azonossigot parcidlisan, x és y szerint:

A
Fi+F, T 0,

, ., 0z
Fy+Fz ‘87 = 0.

Az egyenletekbdl:

, Oz F,
L PR

, 0oz F,
f:y = —_—— = .,,UL’ .
. . Oy F;

‘Ahhoz, hogy a z = f(x:y) fiiggvény létezzék az (xp; ¥,) pont egy kornyezetében, &s a pont-
ban differencialhaté legyen, elegendd, hogy

F(xq; Y05 Zo) =0 (zo = f(xm yo)). az F;c, F;» F;
dcrivéltakl folytonosak legyenek az (xg; ¥o; Zo) pont egy kornyezetében, €s F;(xo; Yo Zo) #= 0.

Példak

1. Vizsgaljuk az X g o i
gl x3+y3—3axy = 0 egyenletii gorbe (Descartes-féle levél) (7.4.1,4) néhany érintdjél

(10,40 4bra).
Flx;y) = x3+y3=3axy, l P
F. = 3x?-3ay, 5
!
F, = 3y —3ax. S / é
o o u, ORI 2,
Y S TR T 3y 3ax
s _ay—xt
Y=y ax -X..-
¥ =0, ha ay—x*=0,
xz
azaz W5
Ezt az x3+)°— daxy = 0 egyenletbe helyettesitve
X8 3
Xy =0 10.40 4bra
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innnen x=ai/2 &
y = ai/a.

Az érinté tehdt a P,(a {x/ 5; a %/ 1) pontban vizszintes, €s a szimmetria miatt a
Pia %; a M) pontban fiiggdleges.

Az y = x szimmetriatengely és a gorbe metszéspontjat megkapjuk, ha
x%+3%—3axy = 0-ban y helyére x-et irunk.

2x%—3ax? = 0.
x*(2x—3a) = 0.
la
= () =i
x ; 5
Tehdt a metszéspontok
3a  3a
Py0;0 —_ =
00 Py )

Ha x = 0, y = 0, a gorbének nincs érintéje.

3a
Ha X=y= 2 N
3a®  9a®
y 24 4
94> 3a .
4 2

2, Allitsuk el az
xcosy+ycosz+zcosx—1=0
figgvény f; és f; parcidlis derivaltjait!

Flx; y;2) = xcos y-+ycosz+zcos x—1,
F; = cos y—zsin x,

F, = —xsiny+cos gz,

F, = —ysin z+cos x.

fr= oz _ _F_ zsin x—cos y
ox F! cosx—ysinz’

i E - _ F; - xsiny—c?sz )
ay F; ~cosx—ysinz

3. frjuk fel az
x*+)*+z° = 169 egyenletii gomb érintosikjanak egyenletét a Py (12; —4; 3) pontban!
Flx; y; 2) = x*+y*+2*— 169,
Fo=2x;, F/ =2, F =2

- F! X v L ¥y
fo=~Fr == By

/ 12 ; -4 4
Falxy: yy) = S e —4,  fl(xe; ¥o) = g e

Az érint6sik egyenlete:
z~3 = ~4(x—12)-5—§- (y+4), azaz

12x —4y+3z = 169.
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1034  Kétvaltozés fiiggvények szélséértékei

Definicié. A z = f(x; ») fiiggvénynek az (x,, o) helyen helyi maximuma van, ha a hely egy
kérnyezetének minden’ (Xo-+h; ¥o+k) pontjaban fenndll, hogy:

Flxo+h3 yot ) —f(xg: ¥o) < 0.
A z = f(x; ») fliggvénynek az (xq; ) helyen helyi minimuma van, ha a hely egy kdrnyeze-
tének minden (xo+#; yo+%) pontjdban

fxg+h: 7o +k)—f(xg: Yo) = 0.

A szélséérték létezésének sziikséges feltétele

Tétel, Tegyilk fel, hogy a z = f(x; ») fiiggvénynek az (xq; ¥) helyen léteznek elsdrendii
parcialis derivaltjai.
A fiigevénynek az (xg; ¥) helyen csak akkor lehet szélsdértéke, ba

filxg; 1) =0 és £ (xg:¥9) = 0.

Bizonyitas. A szélsGérték definiciojabol kovetkezik, hogy az x,, illetSleg v, helyen differenci-
alhato egyviltozos f(x; ¥y) €s f(xg, ¥) filggvényeknek is szélséértékilk van az xg, illetve az
¥, pontban, Ezeknek szélsdertékiik csak akkor lehet, ha elsé derivéltjuk nulla, azaz

f;;(xni J’O) =0 és fy'(xn; o) = 0.

A szélsGérték létezésének elégséges feltétele

Teétel. Tegyitk fel, hogy a z = f(x; ») fiiggvény elsd és masodik parcidlis derivéltjai az
(xg: ¥p) hely kornyezetében folytonosak, és Filxgs ) = 0, f;,’ (xg: Yy = 0.
Képezziik a kovetkezd kifejezést:

A = £xo: Yo Fo (5gi Yo)— [fsr(xo3 7)1

a) A = 0 esetén a fiiggvénynek az (x,; o) helyen szélséértéke van, mégpedig
maximuma, ha fy(xg; ¥} < 0,
minimuma, ha fy;(xg: ¥o) > 0.

b) A < OQesetén a fiiggvénynek az (x,; ¥,) pontban nincs szélséértéke.
¢) A = Oeseténa szélstérték fennalldsa igy nem donthetd el (eléfordulhat, hogy van szélsd-
érték, de el6fordulhat, hogy nincs).

Bizonyitas. A Taylor-formula szerint 741 = 2 esetén, mivel az (xg; ¥p) helyen fi=0¢s
£ =0
fxg+h: yo"‘k)*f(xo;J’o) o

1 r (23 rr
= i[hgjxx(xo-{-?‘}h; Yo+ D)2k g (o +0x; o+ DRIHK ol (g + 9k yortBE)),

ahol 0<% = 1.
Legyen Fixgs Yoy = A [ay(xas o) = Bi £y (xo370) = C.
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A masodrendii parcialis derivaltak folytonossdga miatt:
Lt ot BR) = i yo) e
;;(xo+'8'h§yo+?9k) = f;;J:(Xo; Yo)+Eg,
oy g+ Db yot-0k) = fry (xo3 Yo+
ahol by~ 0,65+ 0,65~ 0, ha h—~0k=0 azmz o= VE k2 = 0.
Legyen: & = £, h2 4 2ehk+ k.
A = flxp+h; yo+k)—f(xq; ¥o) = ]2 ((AK2 4 2Bhk+Ck?®)-+€].

Belathalo, hogy 0 — 0 esetén & az (AW +2Bhk+Ck?) értékhez képest elhanyagolhato,
ezért A elgjelét AR+ 2Bhk-+Ck* szabja meg, feltéve, hogy a kifejezés nem zérus.
A kifejezést igy alakitjuk:

1
AR+ 2Bhk+CK? = o (A2H2+2 ABhk+ BXk* — B*k* + ACK?) =

= iA [(Ah+ BkP+KkH(AC—B?)].

a) A fuggvénynek AC— B2 = 0 esetben szélséértéke van,

ha 4 < 0, maximuma,

ha A = 0, minimuma. .

Avagy C nemlehet zérus, mert akkor AC— B2 = — B? < 0 lenne, ez pedig a [eltétellel
ellentétes.

A és C elGjele csak azonos lehet, mert ellenkezo eléjel esetén AC < 0, igy AC— B> =0,
ami szintén ellentétes a feltétellel.

Ezért, ha 4 < 0, akkor C = 0, igy AC =0,

ha 4= 0, akkor C = 0, igy AC = 0.

A fuggvényértékek kiilonbségének eldjele A eléjelével egyenld.

; : é{ [(Ah+ BKP+K(AC—B)].

A =
A eldjele h=0, k=0esettél eltekintve — az AC — B® = 0 feltétel miatt — Aeldjelével egyenid.
Ezért, ha A=<0,A <0 maximum van,
ha A=0,A =0 minimum van.
Tehat a fiiggvénynek AC—B* = 0, azaz

forby—La?=0
esetben szélséértéke van. Ha f,, = 0, minimum, ha fix < 0, maximum van.

b) A figgvénynek AC— B2 = 0 esetben biztosan nincs szélséérieke.
HaAd#0,a

A ; . 71{ [(Ah+ Bk +k*(AC— BY)

kifejezés alkalmasan vélasztott i és k mellett akarmilyen elgjelet felvehet.
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§ h B
igy peldaul, ha k = 0 és h = 0, akkor A elgjele A eldjelével azonos; ha % = -7 akkor

Acléjele A eldjelével ellentétes.
Ha A = 0, akkor B # 0, kiilonben AC - B? = 0 volna,

fgy: AW+ 2BRk +Ck* = k(2Bh+ Ck).

Ez a kifejezés megint pozitiv €s negativ is lehet, ha A-t és k-t alkalmasan vélasztjuk.
Tehat, ha AC - B < 0, azaz fofy—for <0,az2= f(x: ) figgvénynek A valtozé eldjele
miatt az (xp; ¥y) pontban nincs szélsoértéke.
¢) Ha végill AC—B* =0,
azaz | Loty —tay® =0,
az (xg; ¥p) pontban a figgvénynek lehet szélséértéke, és lehet, hogy nincs szélséértéke.
peldaul a  z=x*+y! és
) A

e x3+y3 *!/ o (Xj,y;}
filggvények mindegyikénél a (0; 0) pontban
A = 0. Az elsé fiiggvénynek az origoban mini-
muma van, a masodiknak nincs szélséértéke.

Példak ’ > 8
X2,42)

1. Az (x; ») sikban egy haromszog csticspontjainak A
Koordindtd ACey; ¥1), Blxs; ¥2), Cxs ¥5). Allapit- (Xegy)
suk meg a sikban azt a pontot, amelynek a héarom
ponttdl valé tavolsdgai négyzetének Osszege a leg- 7
kisebb! .
Legyen P(x;y) egy tetszbleges pont. A tavolsagok 1041 dbra
négyzetének dsszege (10.41 dbra):

flx;y) = (x— xR+ =y =X+ =yl + (=X + =yt
fi= (e —xy)+ 2(x — x5)+2(x —Xy),
fi = 2(y—J’1)+2(y—y2)+2(J’—J’a)-
SzélsBériek ott lehet, ahol fy = 0 és fy = 0.

Azaz X—xyFx—XxeFx—x3=10
y=rity—paty—ys =0 }

Innen
po TtEEI o, AVt

Ez a pont a hdromszog sulypontja.
n=16=0, =6, Sfr =0,

fofoy —fi? =36 > 0. Valdban minimum van.

A stlypontban tehat lokalis minimum van. Levezetésiink azt is mutatja, hogy ez az egyetlen lokalis
szélsdértékhely.

Kimutatjuk, hogy itt veszi fel a fiiggvény abszohit minimumat.

Tekintsiink a haromszdg 4 pontja mint kozéppont korili, elegendden nagy sugaru kort.
Nyilvanvalo, hogy barmely, a koron kiviili P(x; y) pontban f(x; y) nagyobb, mint példaul az 4 pont-
ban. Emiatt a fiiggvény, amely folytonos, minimumét a zart korlapon veszi fel (6.3.1. pont, 1. tétel).
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Létezik tehat abszolit minimum, és ez szilkségképpen lokdlis is, hiszen az értelmezési tartomany
az e-gész sik. Mivel csak a sulypontban van lokdlis szélsdérték, itt veszi fel a fliggvény abszolit
minimumét.
5. Adott keriiletii haromszogek kozil melyiknek a terilete a legnagyobb?
Legvenek a haromszog oldalai x, y, z.

x+y+z=2s
A héromszog teriilete Heron képletével (2.2.5):

A =A/ss—x) -1 G—2)-

z=2s—x—y, gy s—z=Xx+y-—s.

Ha a teriilet maximalis, négyzete is az. Igy a vizsgdlandé fliggvény:

flx;3) = sts—x) (s =y} (x +y —3).

i = —sls=») (x+y—s5)+sis—x) (s =)

£ = —s(s—x)(x+y—5)+s(s—x) (s—¥).
Szélséérték ott lehet, ahol ff = 0 és f) = 0.

Ez bekévetkezhet akkor, ha s—y = 0, illetve s—x = 0. Ez azonban nem lehetséges, mert ha pl.
s =y, akkor x+z =y, ami a haromszognél nem lehetséges.

gy f, =0 ha x+y-s=s—x, azaz 2x+y=2s
Hasonléan f; =0, ha 2y+x= 2s.
A 2x+y =28
x+2y =2s
egyenletrendszer megolddsa:
g E _ 25
3 ) y = 3 %
2s
Ekkor = —.
o z 3
fi= —s(s—y)—s(s—p) = =2s(s—p),
e —s(s—x)—s(s—x) = —25(s —x),
;‘; = s(x+y—5)—s(s—p)—s(s —x) = 5(2x+2y—3s).
25 2s
Ha X = T o = "3_
2 —-2s* rr 2s? . st
z::=—3 3 yyz_T: fxy:fz’?
. o s P
e A SRae ek = 0. Van szélsGérték.

i =0, maximum van.

Igazolhatd, hogy ez a helyi maximum egyben abszolut
maximum is. Tehat adott keriiletii haromszogek koziil
legnagyobb teriilete az egyenld oldald haromszognek

|
1

van. A H’ | y
3, Hogyan valasszuk meg az adott A keresztmetszetl, 1
trapéz alaki csatornand] az m magassdg ¢s « hajlas- |
szog értékét, hogy a vizzel érintkezd felllet felszine v I
minimdlis legyen? el

a e

A feladat megolddsdhoz a csatorna hossza mellékes, a
feladatot az 4 keresztmetszet meghatdrozza (10.42 dbra).  10.42 ibra
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Legyen a hajlasszog« = X, 8 magassag m = Y.

. ol
ik G sin x
A =ayiey; A=ay-yclgx
A .
Innen: a= fyA—_vctg X.

A vizzel érintkezé felilletnek megfeleld elosszes:

flx:y) = a+2d.
A 2y
flx; ) = ;-—yctng-srinx ;
Minimum akkor lehet, ha fy = 0 ésfy = 0.

oY 2ycosx
f2= GaxT sintx

- 2
fi=—7 ¥ gnx

r=0, | P GBS azaz cos.x:L
fi=0, ha  Sey T Tsinfx 7"

i T
vagyis x=7-

: ha Ao _Z _cigx. Az x=— értékkel:
fr=1; 8 ¥y sinx g 3 :
A 2 1 3 \/-

e = o 3 .
¥y V3 A3 A3
2
_1/ A4
¥ 3 .

i

X A
Szélséérték akkor lehetséges, ha a hajldsszog y » @ magassag 1/ Rﬁ- :

- 2y cos x 2y sin® x +4y sin x cos” x

= T gindx sin® x
o &
o RSN PEE, ~ 2 (1 —cos x+cost ).
sin® x sind x
" i /7 ,
X ==, = |/ —=;
e 3 ‘ £/3
AfA
4= .
/3473
oo
= 2}: , ha = o
y \/3
1753
2 s e
e 0 (‘—/3—); — A3 =
‘ AVA /A
1 2cosx 1—-2cosx T .
o L e e = h = —, =0,
1a sin? x  sin®x sin® X Lk 4
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Tgy
4 2 2
Py AH M -d%*\[/—,—--- AL IS =8 > 0
A3 43 V4
: A
Az x=l, y = —
3 ‘\//3

méretezés mellett valdban minimdlis a felszin, mert igazolhat6, hogy ez a helyi minimum abszoltit
minimum,

10.3.5 Kétvaltozés fiiggvények feltételes szélsGértékei

Keressiik a z = f(x: y) fiiggvény szélsGértékét a qlx; y) = 0 feltétel mellett. Ha ebbdl az
egyenletbdl y kifejezhetd, azaz y = y(x), akkor a feladat visszavezetheto a z = f[x; y(x)]
egyvaltozos fiiggvény szélsGértékének
meghatarozasara.

A kérdés geometriai szemléltetése a
kovetkezo:

z = f(x: ) feliiletet jelent, g(x;y) =0
pedig az (x; y) sik g’ gorbéjét implicit
alakban.

Legyen a feltétellel megadott gorbe
P’ pontja a feliilet P pontjanak mer6-
leges vetiilete az (x; ¥) sikra. A feliilet
minden ilyen P pontjanak Osszessége a
g térgorbét dllitja eld, amelynek vetii-
lete ag(x; ) =10 egyenletli g’ sikgorbe
(10.43 abra).

A z = f(x; y) fliggvény maximumanak g
vagy minimumédnak a @(x: ») =0
feltétel melletti keresése azt jelenti, hogy
keressiik azokat a pontokat, amelyek-
ben a g térgorbe z koordindtdjanak
szélsOértéke van.

Legyen (x,: ¥o: Zo) & térgorbe ilyen pontja.

a) Ha z, egyben z = f(x; y)-nak lokalis szélsGértéke, akkor tudjuk, hogy (xg: ¥p)-ban

wlx;y)=0

10.43 abra

Filxg: ¥o) = fi (xg3 vp) = 0.

Ez az eset azonos a feltétel nélkiili szélsoérték megkeresésével.

b) Tegyiik fel, hogy (xy; ¥p) z=f(x; y}-nak nem lokalis szélsGértékhelye. Ekkor az (x4 ¥ :20)
pontban a fliggvényt abrazold feliilet érintésikja nem vizszintes. Minthogy a g gorbe
(x4 Y03 Zo) pontbeli érint&je egyfel6l benne van a feliilet érintésikjaban, masfeldl parhuza-
mos az (x; ») sikkal, az érinté azonos az €rintdsik €s az (xy; ¥y; Z) ponton athalado viz-
szintes sik metszésvonalaval.
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Tekintsitk a feliileten a z, = f(x; ») ezyenlettel megadott £ gorbét, amelynek vetiilete az
(x:v) sikban a z, értékhez tartozd &’ nivogdrbe. A feliileten haladd k girbe benne van a
z = z, egyenletil vizszintes sikban, ezért (xq; ¥,; zp)-beli érint&jeis benne van ebben a sikban.
Tovabba ez az érinté benne van a feliilet érintdsikjaban is, igy azonos a két sik metszés-
vonaldval, azaz megegyezik a g gorbe (x,; ¥y; zp)-beli érintdjével.

Emiatt a az f(x; y)—z, = 0 egyenlet(i k gorbe (x; y) sikra valo k" vetiiletének és ag(x; y) = 0
egyenleti g’ gorbének is kozos az érintdje az (x;; yy) pontban.

: ; {1
x;¥)—z, = 0-t implicite derivdlva: ' = — =3 ‘
fxs»)—2z, p 7P
e Fx(x5 ¥)
(x; )t derivdlva Yy = — —F—
g(x; ») 2% P

(feltéve, hogy f, = 0 ésq, £ 0).
Az érintkezési pontban a derivaltak egyenldk:
FeGos vo)  alXgs ¥g)

- = , ami gy is irhato:
Ly ¢ilxgs yo)

TeCegs ¥0) _ Sy(x03 o)
‘P.L(xo; Yo) (P;-(xo; Yo)
Jeloljiik a kizos hanyados értékét (—A)-val.
Fi(xgs yo) = —2p (g5 ¥) s
Silxgs yo) = —Aqpy(xos Yo)s
azaz
fr(xos J’u)‘f‘}»@;(«"u; yo) =0
Iy (o3 Yo)+Agidxgs ¥o) = 0.
Tehat xg, y, €s A kielégitik a kovetkezd egyenletrendszert:
filxs »)+2pyx; y) =0
fy(xs »)+Apylx; ) =0
Flx;») =0
A feltételes szélséértékhelyeket tehat az egyenletrendszer x, y megoldasai adjak. (A meg-
hatarozdsa a feladat szempontjabol el is hagyhatd.)
A harom egyenlet azt fejezi ki, hogy az
Flx; y; ) = fOx; )4+ 2g(x; »)
fiiggvény mindharom parcidlis derivaltja nulla.
A feltételes (kotote) szélséértékek meghatarozasa igy az F(x; y; A) fiiggvény szabad szélsé-

értékeinek meghatdrozdsara vezethetd vissza.
Ezt a modszert a Lagrange-féle multiplikdtormodszernek nevezzik.

Példik

1. Hatarozzuk meg a
z=f(x;5) = 22+ )*
fiiggvény szélsdértékét, az x+y—2 = 0 feltétel mellett!
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Képezzik az
TFOoy ) = xPyP+A(x+y—2)  figevényt,
Szélstérték ott lehet, ahol F; = 0és F, = 0.
Fl=2x+4, 2x+1=0,
Fp=2y+4, 2p+2=0.
Az egyenletekbodl x = y.
Az értékeket az x +y—2 = 0 feltételi egyenletbe helyettesitve:
2x-2=0, x=1, y=1,

Zyip =2

A z = x*+y* egyenletli feliletet ismerve mondhatjuk, hogy az x = 1, ¥ = 1 helyen minimum van.
2. Hatédrozzuk meg czzel a modszerrel, hogy adott kertilett haromszigek koziill melyiknek a teriilete
maximalis.
A teriilet négyzete:
A? = s(s—x)s —p)(s —2).
A mellekfeltétel: a keriilet = 2s.
x+y+z=2, azaz x+y+z—2s5=0.
Flx;pyz;2) = s(s—x) (s —3) (s—2)+ Alx + y+z—23).
F.= —s(s—y)(s—z)+4,
F, = —s(s—x)(s—z2)+2,
Fl = —s(s—x){s—y)+ 2
Szélstértek ott lehet, ahol a parcidlis derivaltak nulldk:
sis=y) (s—z2) = 1,
s(3—x)(s—2) = 4,
ss—x)(s—y) = A
Az elsb két egvenletbdl y = x.
A masodik és harmadik egyenletbd] y = z.
275
37 )
Igazolhaté, hogy ezzel a valasztassal valo-
ban a legnagyobb fliggvényértéket kapjuk,

azaz maximadlis teriilete az egyenld oldalu
hdromszognek van.

3. Hogyan vdlasszuk meg az a, b, ¢, d 10.44 dbra

oldali népyszdg szbgeit, hogy a terilet

maximalis legyen? Legyenek a 10.44 dbran megjeldlt szdgek x és y. A keresett teriilet:

fey x=y=z=

1 o1 .
A= ~2—ad 51nxT——2~bc sin y.

Maximum esetén a teriilet kétszerese is maximalis.
Ff{x; ) = adsin x+ be sin y.

A mellékfeltételt upyanazon dtlora kétszer felirt koszinusztétel adja.
BD*® = at+d%—2ad cos x,
BD*® = B+ ¢t —2bccos y.




Igy - —2ad cos x—b2—e®+~2bccosy = 0.

F(x; p: A) = ad sin x-+bc sin y- Ma?+d®—2ad cos x — 5%~ ¢* = 2bc cos y).
Szélsdérték ott lehet, ahol a parcidlis derivaltak nullak.

F. = adcos x+2Aadsinx = 0,

F,; = bccos y—24besin y = 0.
Ebbol kovetkezik:

N sin x sin y
et e e HGAT
: COos X cos ¥

sin x cos y+cos xsiny = 0.
sin (x+y) = 0.
Ez akkor kovetkezhet be, ha
! x+y =0, amilehetetlen,
| vagy X4y =

Igazolhatd, hogy ekkor abszoldt maximum van, tehdt maximalis terillete a harnégyszognek van.

10.4 SIKGORBEK SZINGULARIS PONTJAI
GORBESEREGEK BURKOLO GORBEI

{f: “10:4.1. Sikgdrbék szingularis pontjai

| Legyen egy sikgorbe egyenlete az
| F(x:)=0

implicit alakban adott. ‘

} Definicié. Egy gérbe egy adott pontja regularis, ha a pontban és kérnyezetében y folyto-

| 1 nosan differencialhato fiiggvénye x-nek, vagy forditva, x folytonosan dilferencialhato figg-
i vénye y-nak. A gérbénck mindkét esetben a pontban érintdje van, és az érintd a pont kor-
] nyezetében csak kevéssé tér el a gorbétdl. 4 gorbe minden nem reguldris pontjdt szinguldris
f pontnak nevezziik.
: Tegyiik fel, hogy az (xg; ¥y) pont egy kbrnyezetében F(x; ») elsérendii parcidlis derivéltjai
| folytonosak. Az implicit fiigevények differencidldsira vonatkozo tétel alapjan (10.3.3 pont),
ha F;.(x[,; ¥o) # 0, akkor y” a pont kornyezetében kifejezhetd x folytonosan differencidlhato
fluggvényeként, €s

Ha pedig Fy(xy; )p) = 0. akkor x a pont kérnyezetében kifejezhetd y folytonosan differen-
cialhato fiiggvényeként, ¢s

Tehat mindkét esetben (x,; ¥,) reguldris pont.
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Ahhoz, hogy az F(x; y) = 0 egyenlet gorbének (x,; y 1 i j
et : £ 03 Yo) Szinguldris pontja legven. sziikse
feltétel, hogy ebben a pontban: ke

(1 " Flxg; vp) =0,  Fulxgiy) =0,  Fylxg:yy) = 0.

Iﬂegjegyzés. A szinguldris pont létezéséhez az (1) alatti feltétel csuk szilkséges, de nem min-
dig elegendd.

A szingularis pontok vizsgilatdhoz tegyiik fel, hogy F(x; ») az (xy; y,) pont egy kidrnyezeté-
ben folytonos masodrendii parcidlis derivaliakkal rendelkezik, és azok nem mindegyike

nulla az (x;; ) helyen.
A masodrendii Taylor-formula alapjan:

Fx; y) = Fxg; o)+ Felxos yo) (x—x0)+ Fy (x5 vo) (r—yo) +
1 s 2] 1
+ 5 [Fox(xo; o) (o) + 2F (x5 2o} (x—Xg) (v — yp) +

+ Fy(xq3 o) (y—yp)1 + R,
ahol
R3
=P+ =3

0, ha (x;5) - (x4:¥).

Feltetelezve, hogy az (x; ») pont a gorbén van, és felhasznalva az (1) alatti feltételeket:

@) Flx(x—xgP+ 2F1j(x—x0) (y—yp)+ Fyp(y— vt = —2R,.
Legyen az (x,; ¥,) és (x; y) pontokat dsszekdtd egyenes az .

X—x, = at

y—yy = bt }

egyenletrendszerrel adott,

Feltehetjitk, hogy a®-+b? = 1, igy iranyvektornak az egységvektort valasztottuk.

Ezeket az értékeket a (2) egyenletbe helyettesitve, a gorbe és az tgyenes kozds pontjai ki-
elégitik az

@ F P+ 2abF 2+ B*Fp0i® = —2R,

¥ ry
egyenletet,
A t= 0 eset adja az (x,; yp) pontot, Ha ¢ = 0, akkor

Dyats i 4 1y 2R
a®Fyy+2abF,,+ B°F;; = _?i ;

Vizsgiljuk meg, hogy milyen hatérhelyzete lehet a szelonek, azaz milyen érintéegyeneseket
kaphatunk.

2R ‘
H . 3 ;
a t - 0; akkor Y -0 (melt 12 = (x—xg)2+(y—y0)2},

ezért az érint6 v = [a; b] irdnyvektora kielégiti az

3) @ Fyy+2abF 4+ b%F,) = 0

egyenletet,
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1. Tegyiik fel, hogy F;,, # O.
Ekkor a = 0, mert a = 0 esetben a (3) egvenlet alapjan b =0 is bekovetkeznék, holott

@+ b2 = 1. gy a*-tel osztva

/ b 2 1’ b e X
@ (;) Fjy+2— Fi+F =0,

b
Az egyenletbdl a = értéket meghatarozva megkapjuk az érinté irdnyvektordt.
A P(xy; y,) szingularis pont jellegét a (4) alatti egyenlet diszkriminansa hatédrozza meg.
a) F;;2~F,:;F)j; = 0.
A gorbének a szinguldris pontban két kiilonbozd valos érintdje van. A szinguldris pont
csomdpont (Gnmetszési pont).
b Fip—FiiF3=0.
A gorbének a szinguldris pontban két egybeesd valods érintdje van, A szinguldris pont vagy
csticspont, vagy a gorbe két vagy tobb kiildnbozé dga érinti egymast az illetd pontban.
0 Fit=FAFfy < 0.
A gorbének a szingularis pontban nincs érintéje.
E feltétel alapjan F(x; y)-nak az (xy; y,) pontban szélsdértéke van (az F(xy; yo) érték
vagy maximum, vagy minimum). Ezért van (x;; ¥p)-nak olyan kornyezete, amelyben az
F(x; y) = 0 egyenletnek nincs (xp; Yo)-t0l killonbdzé megolddsa, azaz ebbe a kornyezetbe
a gorbének csak az (xg; ¥,) pontja esik. Ekkor azt mondjuk, hogy az (x,; ¥,) pont izoldlt
pont.

2. Tegyiik fel, hogy F,. = 0. Az 1. ponthoz hasonl6 gondolatmencttel kévetkeztethetiink az
b
’ hanyadosra, azaz az érintd iranyvektorara.

3. Tegyiik fel, hogy
FlL=0 & Fj=0.

¥y

Ekkor By 720

A (3) egyenlet ekkor igy alakul
abF,. = 0.

Ebbdl az egyenletbdl:

vagy a=0 é b= 11,

vagy b=0 é a=+1L

Tehat két érinté van, amelyek egymasra merélegesek és parhuzamosak a koordinatatenge-
lyekkel.

Megjegyzés. A targyalt esetekben feltételeztiik, hogy (x,; ¥p) valdban szingularis pont.
Mint mar emlitettiik, ehhez az (1) alatti feltételek csak szitkségesek, de altalaban nem
elegenddk.
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El(‘jfordull}at az az eset is, hogy mindhdrom masodrendl parcidlis derivalt is nulla az adott
helyen. Ekkor a gorbe jellegének megallapitdsdhoz vizsgalni kell a gorbe viselkedését a pont
kornyzzetében.

Az elégséges feltételek vizsgdlatira nem tériink ki.

Példak
1. Hol és milyen szinguldris pontja van az
x8+33—3axy = 0 (a=0)
egyenlettel megadott gorbének, az Un. Descartes-féle levélnek (10.45 Abra)?

F, = 3x*-3ay, F,=3y*-3ax.
\y

by
x34y3-Jary=0 =¥
7 i
-a
y=-l

10.45 abra 10.46 abra

Az origéban: F, = 0, F, = 0, itt lehetséges szinguldris pont.
Fo'=6x, F!=-3a, Fj =6ty

A 0(0:0) pontban:
Fil=0, F,;=-3a F,;=0

Az origbban csomoépont (Snmetszési pont) van.
A targyalt harmadik esetnek megfelelden az érinték a koordinatatengelyek.

2. Flx;») =p»—-x*=0.

A gorbe az y = Vixiésy = —4/x3 egvenletii 4gakbdl all (10.46 abra).
Fi= —3xt, F, =2y
Fii= —6x, F,=0F,=2
Az 0(0; 0) pontban lehetséges szingularis pont.
‘Az origdban
F!=0, F,=0 F,=2
Fip—Fafyy=0; Fy#=0.

A goérbének az origbban csucspontja van.

40 Matematika
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A két egybeesd félérint_ﬁt a (3) egyenletbd! hatdrozzuk meg:

WF =0, azaz b=0.
Az érintd irdnyvektora: [1; 0], a [élérintd az x tengely.
3. F(x;y) = y*—x% = 0.
A gbrbe képe (10.47 dbra)
A gbrbe az y = x egyenesre valé tiikrozéssel a 2. példaban szerepld gorbébol kaphato.
A gorbének az origbban csticspontja van, a félérintd az y tengely.
4. ¥ 2xy+xt—x® = 0.
Az origdban: F(x;y) = 0.

Fi = —4xy+4x3-5x%.  Fj= 2y —2x3%

Fit= —dy+12x*—20x5,

Fy= -4y, Fy=2
Azorigéban F/ =0, F,=0, Fi=0, Fy=0F;=2

Fi2~FiFjy = 0.
Az origoban csucspont (visszatérési pont) van.
A (3) egyenlet alapjan: b%F,, = 0, azaz b = 0.
Az érintd az x tengely.
Az implicit egyenletbdl y-t kifejezve:

2x2 14/ 4xt —4x%+ 4x°
= 2

5
y = xt+x?

A gbrbe az y = x*+x* Vixésazy = xP-x? 1/x egyenletii dgak egyesitése.

Képét a 10.48 dbra szemlélteti.

A 2., 3. és 4. példdkban a szinguldris pont csicspont (visszatérési pont). A 2. €s 3. példaknal a gorbe
két dga‘az érintési pont krnyezetében az érintd kilonbozo cldalain van, a visszatérési pont elstrendi

visszatérési pont. A 4. példaban a grbe két dga az érintési pont kornyezetében az érintd azonos
oldalain van, a visszatérési pont masodrendfi visszatérési pont.

5. Flx; ) =y—xt = 0.

Fi =3y, Fp= —4x%
Az origéban F(x;») =0, F,=0, F= 0.

Fo= —12x%, Fy=0, Fj; =06y
Az origdban mind a hdrom parcidlis derivalt nulla. A gorbének nincs szinguléris pontja. Ez belathato
ha az explicit alakra hozott fliggvényt vizsgaljuk:

4 4 4
y=xF, Yo_,= (=" =x",

’ 4 1 ,
Y=g, ¥%,=0

3
A fiiggvény péros, és érintdje az origoban az x tengely.
W 4
y = P
9x

Az x = 0 helyen a masodik derivait végtelenné vélik, a gbrbﬁl'et nulla (gorbiileti kor nincs) (10.49
dbra). ‘
6. Flx;y) = xty—x2+)y'=y* = 0.

Fi=2vy—2x, Fy=x"+3¥-2y.
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ls
yfk?XZy.;.XéhfS:g
Ay
\ (y=x24x2Vz] B
y:X?
a
7 - ly-a2-x21%)
10.47 ibra 10.48 4bra
by
yioxb=0
v
/A y:’
-y 7 =0
t + + ¥ o) + ==
Z / X g ! X
10.49 4bra 10.50 dbra

Az origbban: F(x;y) =0, F,=0, F,=0.
Fi=2-2, Fj=2x Fj==¢6p-2
Az origdban:
Fi=-2 F5;=0 F;=-2
Fit—FLFy = —4 <.
Az origbban izolalt pont van. Az implicit [iiggvényt atalakitva:
Xy —xP4yi—yt = Fp-D)+¥r—1) = - D (x*+)8),
Flx; ) = =1 (x*+5%). '
A gdrbe az y = 1 egyenesbbl és az izoldlt (0; 0) pontbdl 4l (10.50 dbra). -

40+
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1042_ Gorbeseregek burkolégorbéi

Legyen adott az

¢y Flx;;C)=0

gorbesereg.

C a gorbesereg paramétere. A C paraméter killonbozo értékeihez a sereg kiilonbozd gorbéi
tartoznak,

Definicié. Az olyan gorbe, amely a gorbesereg minden egyes gérbéjét legalabb elsérend-
ben érinti, a gorbesereg burkologorbéje, roviden burkoldja.

A burkolé meghatdrozasa. Legyen a burkolégorbe egyenlete a C paraméter segitségével
kifejezve:

@ x = g(C) } _
y = p(C)

Tegylik fel, hogy a koordinatak a C parameéter differencidlhaté fiiggvényei, azaz léteznek az
x = @(C)
¥ =9(C)

derivaltak.

1. Tegyiik fel, hogy az F(x; y; C) = 0 egyenletii gorbesereghez tartozo gorbéknek és a bur-
koldnak nincsenek szinguldris pontjai.
Tegyiik fel tovabba, hogy FJ: # 0. Az implicit figgvény differencidlasi szabalya alapjan:

,_ . Bl 2:0)
S TR
Roviden
yo o o
Y =—Fr-
Az x = @(C)
y = y(C)
egyenletil gorbe érintdjének irdnytangense, ha ¢(C) = 0:
, PO
PR
#C)
A burkol6 definicioja értelmében a két derivalt értéke megegyezik :
, .
_ﬁFi' = ﬂcl , innen
Eo 9O
Fr(C)+Fop(C) = 0,
azaz

6] Fi(x; y; OO+ Fix; y:Cp(C) = 0.
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rjuk fel az
F(x;y;C) =0 figgvény

teljes differencidlhanyadosat, feltéve, hogy x €s y a gorbesereg és a burkold érintkezési pont
janak koordinatai, tehat x = ¢(C) és y = y(C). Iy

F(x; y; C) = Flg(C); p(C); C1 = 0.

A teljes differencialhanyados, a lancszabalyt alkalmazva:

4) Folx; 71 O@p(CY+Fx: y; OO+ Fix; 35 €) = 0.
Behelyettesitve a (3) egyenletet:
(3) Fix;y; ) =0,

Ezt az egyenletet kielégitik az érintkezési pontok koordinatai.
Tehat az (1) és (5) egyenletekbél alkotott

Flx;y;0)=0
Felx; p;€)= 0

(a)

egyenletrendszer meghatarozza a gorbesereg burkoldjanak, esetleg burkoldinak x és y koor-
dindtait, mint a C paraméter fiiggvénvét.

2. Tegyiik fel, hogy az F(x; y; C) = 0 egyenletii gorbesereg gorbéin az x = @(C), ¥y =p(C)
pontok szingularis pontok.

Ekkor Fi=0 ¢ F, =0.
A (4) egyenlet most is fennall:
Fx; y; QPO+ Fy(x; y; CRC)+Félx: y; €) = 0.
Az egyenletbdl F, és F, zérus volta miatt most is
Felx; ;€)= 0.
Innen kovetkezik, hogy az (a) egyenletrendszer altal meghatarozott gorbe nemcsak burkold,

hanem a gorbesereg gérbéin taldlhatd szinguldris pontok mértani helye is lehet,
Kikiisz6bolve az (a), azaz

Flx; ;) =0
Felx; ;€)= 0
egyenletrendszerbdl a C paramétert, kapjuk az x és y koordinatak kozotti kozvetlen kapcso-
latot adé
(b) D(x;y) =0
egyenletet. A (b) egyenlet dltal adott gorbe a gorbesereg diszkrimindns gorbéje.
A diszkrimindns gérbéhez fartozhat a burkolo, a szingularis pontok geometriai helye és a
sereg egyes gOrbéi. A diszkrimindns gérbét meghatdrozva, esetenként vizsgalni kell az adott
gorbesereghez vald viszonyit,
Példak
1. Hatdrozzuk meg az
(x—CP+(y—-C)* = a* (@ = 0 dllando)
egyenletii gorbesereg burkolbit! '
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Az egyenlet olyan a sugard kirsereg

egyenlete, amelynek kozéppontja az y = x ‘ 4

egyenesen fekszik (10.51 dbra). yex+ aV?

Az (x— C)+(y—C) = a® cgyenletet C
szerint derivdlva:

—2x—-C)—2(y—-C) = 0.
Innen y—C= —x+C, azaz

_ ytx

€=

C értékét a sereg egyenletébe helyettesitve:

2 2
(x——y—;f—) -:‘-(y— y;—x) = at

px ey J'*x_)"’ s o

Innen ( 5 )+( 3 «
2

vagy Z(yzx) = a’

(y—x)® = 2a*

y-x = tav2. 1051 dbra
A burkolok az

y=x+aV2 & : ‘y‘

y=x-av2

egyenletll egyenesek.

2. Hatdrozzuk meg a kilénbozo o szogek
alatt adott, v, sebességgel kildtt 16vedékek ; %
roppdlydinak seregét. frjuk fel a palyagor- Yo sinax
bék burkold gorbéjének egyenletét.

Az o irdnyd v, sebességnek a koordindta- &

tengelyek irdnydba esd vetiiletei (10.52 g — L
abra): Vo cosex X

vgcOsa 68 wysina. 10.52 abra

A lévedék mozgasa a v, schességli egyenletes mozgds €s a szabadesés ereddje. A sebesség kompo-
nensei;

v, = ¥, COS &,
v, = v sine—gi.

Az elmozdulds komponenseit a sebesség komponenseib6l a ¢ id6 szerint a [0; 1] intervallumban vald
integrdldssal kapjuk. .

X = v,co80t,

y=v°sinat—%tﬁ. "

631

At id6t kikliszobolve:

i X
t= —
g COS &
___sina g "
Y=Y tosa Ztfcosta
; 1 >
Mivel — = 1+t e,
cos®er
y=xtgoe— £ (1+tg? e)x?,
2k

tga = C  jeldléssel:

— ey 2.2
y=Cx 262 (1+CHx",
F(x:y; C) = y—Cx + o (14 €22 = 0.
v

Ez a palyagorbék seregének egyenlete. C szerint derivdlva:

rC
Fx;»;C) = _xJA.fg_‘vz_ X2 = 0.
) 0

Ebbél az egyenletbdl
-

gx
C értékét F(x: y; C) = 0-ba helyettesitve:

2 4
y= M. L2 (1—(——&) P

g 2} o
T T A
g 28 20}

Tehat a burkolé egyenlete:

v} &
== - X,
¥ 2g 2§

A burkolé szintén parabola (10.53 abra). Neve veszélyességi parabola. A parabolan kivilli pontot
a v, kezddsebességii Iovedék — akarmilyen szog alatt 18vik is ki — nem tud elérni.

by

Vo‘?
2g

10.53 ébra
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3.y =(x—a)® (aa paraméter).

Az egyenlet az
y=+/(—ap é y=-V(x—aP fiiggvényekkel megadott gorbesereg egyen-

lete (10.54 4bra).
Flx;y;a) =y —(x—aF = 0. 5

a szerint derivédlva:

x—a)P =0, arzaz

X = d, fy-bjz :Xj

Ezt a gorbesereg egyenletébe helyettesitve: ’
y=0.

y2=[x-a)3 g \ *

Q
¢

10.54 abra 10.55 abra
A diszkriminans gdrbe most a burkold és a gbrbesereg szingularis pontjainak (csicspontjainak)
mértani helye. A diszkriminans gorbe az x tengely.
4. (y—b) = x* (b a paraméter).
A sereg gorbéit az y = A x84 b, y = — A/ x3+b fugavények adidk meg (10.55 dbra).
F(x;y3b) = (y—bP-x"= 0.
b szerint derivélva:
—(y—-b)=0.
y=b.
Ezt a gorbesereg egyenletébe irva:
x=0

A diszkrimindns gorbe az y tengely. Ez azonban csak 4 szingularis pontok mértani helye, a gorbe-
seregnek nincs burkoléja.
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10.5 TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK INTEGRALASA

10.5.1 . A kettds integral

10.5.1.1 Sikbeli ponthalmazok teriilete

A tovabbiakban téglalapon mindig olyan téglalapot értiink, amelynek oldalai parhuzamosak
a koordinatatengelyekkel. Az a = x= b, ¢ = y = d egyenldtlenségekkel meghatarozott
D téglalap teriiletén az oldalak szorzatat, azaz a

T = (b—a) (c—d) szamot értjuk.
Altaldnosabb ponthalmazok teriiletét téglalapok segitségével definialjuk.
Legyen H korlatos halmaz a sikban. Fedjiik le A-t véges sok téglalappal:
n
H Dy,
Y

és tekintsiik e téglalapok teriiletosszegét. Jele:

=

1

T(D;).
1

Definicié, A H halmaz kiils6 teriiletén a halmazt befedd téglalaprendszerek teriiletossze-
gének also hatarat értjiik. Ezt T (H)-val jelSlve:

T (H) = inf Z T(D)).
=1
(olv.: infimum).

Megjegyzés. A kovetkezokben hasznalt halmazelméleti fogalmakat és jelGléseket az
5.1 fejezetben vezettilk be.

Tekintsiik most az olyan, paronként egymasba nem ny(lé D; téglalapokbdl 4llo rendszert,
amelyek mindegyike H-ban van.

n

U DJ'. = H,
Jj=1
és tekintsiik e téglalapok teriletosszegét.
n
Z T(Dj)-t.
Jj=1

Definicié. A H halmaz belsé teriiletén a halmazba beirhato, paronként egymdsba nem
nyllé téglalapok teriiletdsszegének felso hatdrat értjiik. Jeldljik ezt T;(H)-val.

n
Ty(H) = sup 3 T(D))
=1

(olv.: supremum).
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Az egyik felosztas szerint:

a madsik szerint
m
= 5.
k=1

(A; ¢s By, a két felosztas részhalmazai).
Legyen Q; az A; részhalmaz, Ry a By részhalmaz tetszdleges pontja, Képezzitk a kovetkezd
integralkozelitd dsszegeket!

0] = i FOIT(Ay), 0;€ A

f=1

li

Op kz,l f(RT (Bg), R € By.

Megmutatjuk, hogy
lg,—0y] < 2&-T{H).
Tekintsiik a két felosztds kizos finomitasat, azaz azt a felosztast, amelynek tagjai az Osszes
A;N B alakd halmazok g=i=m; 1=k=n).
m n
H=] |J“NB és

i=1 k=1

T(H) = i i T(A;\ By .
i=1 k=1
Nyilvan elegend$ azokra a tagokra elvégezni az Osszegezest, amelyekre
AN B, # 0.
Szemeljiik ki a nem iires A4; () B, halmaz egy tetszoleges P, pontjat, és képezziik a kovetkezd

integralkozelitd oOsszeget:

o= Y  fPT(ANB.

A;NBp=0

Mivel minden roégzitett { mellett

i
T(A4) = ) T(AiBy), exért
K1

‘ nt

|
ooyl =1 Y fPT(A4N B~ Zlf(Qf)T(A;)I‘ =

AiNBr#0

=iy 3 [f(Pik)—f(Qi)1T<Amek)E<e'T(H).

Li=1 AN B0
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Hasonloan
|6—0,| < e T(H).
A " |oy—0s|  értékre:
[0,—0;| = l0y—0+0—03| = lo—0y |+ lo—0, = 2eT(H).
Tehat

loy—0,y! < 2e-T(H),

amit igazolni akartunk.

Tekintslik ezek utan H egy tetszoleges, minden hataron (il finomodo felosztassorozatat.
A Cauchy-féle konvergencia-kritérium (6.1.6 pont) és az imént bizonyitottak alapjan a meg-
feleld integralkozelitd Osszegek sorozata konvergens. Konnyli belatni, hogy a hatarérték
fiiggetlen a felosztassorozattol. Tehat bebizonyitottuk, hogy folytonos fiiggvény a korlatos,
zart H halmazon integralhato.

Bizonyitas nélkiil kozoljilk a kovetkezd tételt.

11 tétel. Ha f(x; ) integralhato a H meérhetd teriiletii halmazon, és H< D, ahol D egy
téglalap és f(x; y) = 0 a D\H halmazon, akkor f(x; y) integralhato D-n is, €s

[[ £y dxay = [[f(x; ») dxay.
H D

Az I tétel és 11, tétel kovetkezménye:

11, tétel. Ha f(x; ) folytonos a zart és mérhetd teriiletii H halmazon, amelyet a D téglalap
tartalmaz, akkor az

f(x:», ha (x,»)€H,

F(x:y)
0, ha (x;»)E€D\H

definicidval megadott fliggvény integralhaté D-n, és

”F(x; ydxdy = ” flx:y)dx dy.

D H

10.5.1.4 A kettds integrdl tulajdonsdgai
A kettds integrl definiciojabél adodnak a kovetkezd tulajdonsagok

Ha f(x; y) és g(x; ) integralhatok H-n,és ¢ tetszGleges konstans, akkor ¢f(x; »); flx; )+
Felxsy)és | fx; s integralhato H-n és

[fefGs»dT = e[ fixs T,

H i

[ UGei+ets M dT= [ 1) a7+ [ [ g ») dT,
H H H

\Hf(x:y)df'\é H|f(x;y)\d:r.
H | H |
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Ha f(x; y) és g(x; ) integralhatok H-n, és

f(x:3) = glx;y), akkor

[] fxipyaT= [[e(x;y)dT.

H o
Ha H; és H, mérhetd teriiletli halmazok, &s £(x; ») mindkét halmazon integrilhato, akkor
Hy\J Hy-n is integralhato, és ha Hy () Hy = 0, akkor

[[ fesmdxdy = [ fors9) dxdy+ [ [ Fx ) dx dy.
H,

HyUH: H,y

10.5.1.5 A kettds integral kiszamitdsa

a) A kettds integral kiszamitasa téglalap alakd halmazon

Legyen a D halmaz az
a=x=b
c=y=d
egyenl6tlenségekkel megadott téglalap,
I. tétel. Ha f(x;y) a D téglalapon folytonos, akkor minden ¢ = y = d-ben rogzitett y

. b
mellett f(x; y) x fiigevényeként is folytonos. Ezért létezik a ¢(y) = I f(x; ») dx figevény,
a

amely ¢ = y = d-ben folytonos, és

d
[ e dx dy = [q() dx,
D c

azaz
db
[[ fx;»dxdy = | [j £x: ) dx] dy.
D c ‘ta
Bizonyitas. Osszuk fel az [a: b] és [c; d] intervallumot m, illetve n egychlé részre 4z
0 =Xy LR T e o XPR v < x,=b és
C=yy<yi<...Yp<..<Dys,=d osztépontokkal.

Az egyenlé részekre osztds miatt:

b—a :
e = Axy = x— Xy i=1,2,...,m
m -

d—c
ﬁini': AJ’;CZYk—Yk—l k—: 1, 2, veay M

Ha m — oo és n — oo, akkor minden hatdron tdl finomodo felosztdssorozathoz jutunk,

Ezér 1

[[feesyyaxdy = tim 3 Y. flxi v Axi Ay
H nt—+ oo k=1 Ii=1

— 1T

639

Legyen € > 0 adott. Ekkor létezik olyan N, hogy barmely m = N, n = N esetén

k=1i

(N “J.f(x;y) dxdy— 3, .Zl S v Axi Ay | < e,
< D = |

Legyen 1> N rogzitett és m — o=. Ekkor az [a; b] intervallum egy minden hatdron tal
finomodo felosztassorozatat kapjuk, igy

m b
Y fGay) Axi ~ [ fxi i) dx,  azaz
i=1 5

n m n b
Y Y fCe ye) Axi Ay ~ -121 [If(X; Yi) dx} Ayg.

k=1 i=1
Az (1) egyenlétlenség alapjan:
|
!

! .” fleyydx dy— Y @(ve) Ay
D k=1 -

= ¢

Ha most 1 — oo, akkor
n d
Y g Ak~ [¢0)dy.
k=1 g
Tehdt J
d |
” flx: ) dxdy—j'cp(y) dy| = e
LD ¥ c ‘
Mivel & tetszéleges kis pozitiv szdm:

" : d
” fx;y)dxdy = [p(y) dy, azaz
D c

drb
@ [[ 76 dxdy= | [ | f0ei9) dx] dy.

D ¢ La

x és y szerepénck felcserélésével az 1. tétel igy alakul.
Ha f(x;y) a D téglalapon folytonos, akkor minden a = x = b-ben rogzitett x mellett

d :
f(x;») y fiiggvényeként is folytonos, ezért létezik a glx) = I fix; y) dy fiiggvény, amely
A ,

a = x = b-ben folytonos, €s : . -

J'J fx; ) dxdy = fg(x) dx, azaz
D a

3 ” flx;y)dxdy = f.\-ff(x; ¥) dy] dx.
D a Le

A kettds integral tehat kétszeres integralassal szdmithato ki,
A kétszeres integralokat rovidebben zardjelek nélkiil is felirhatjuk.

d d
” flx;y)dxdy = [f-f(x;}f) dx] dy = _[ ff{x;y) dx dy =
D ¢ La ¢ oa :

d
= jdy flx; y)du,

R L
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és

ﬂ flx: ) dxdy =

D

d b d
[j flxsy) dy] dx = [ [ f(x;y)dydx =

230

It

h!_,e,_ QL-—QQ.

dx [ flx; ) dy.

L ——

Tételeink kovetkezménye, hogy téglalap alaki halmazokon a kétszeres integrdlas sorrendje
felcserélheto:
b

d
€y [ feesyydydx = [ [ fixi) dxdy.

A t—
B,

o

Az 1. télel gondolatmenetéhez hasonléan lathatd be a kovetkezd tétel.
Il. tétel. Ha f(x: y) az a = x = hésc= y = d egyenlbtlenségekkel adott D téglalapon
integralhatd, és minden ¢ = y = d-ben rogzitett y mellett f(x; ») x filggvényeként integral-
b
hato [a; b]-ben, azaz létezik a ¢(y) = jf(x; ») dx figgvény, akkor @(y) integralhato
a
[c: d]-ben, és
d b
_” flx; ) dxdy = _f f fix: ¥y dx dy.
D ca

Hasonldan, ha f(x; y) az a = x = b és ¢ = ¥y = d egyenlStlenségekkel adott téglalapon

integralhatd, és minden [a; bl-ben rogzitett x mellett f(x; y) y fiigevényeként integralhato
d

[e; d]-ben, azaz létezik a g(x) = _[ f(x: y) dy figgvény, akkor ez integralhato [a; b]-

ben, és

b d
II flx;y)ydxdy = _[ jf(x;)’) dy dx.

D

11, Tétel. Ha f(x) integralhaté az a = x = b, és g(y) integralhato a ¢ = y = d intervallum-
ban, akkor

F(x;y) = f(x)+g(y) integrilhato az
a=x=b c¢=y=d téglalapon,és
b d

5) [ Feesyydxdy = [ f(x)dx [g()dy.

D a 4
A kettss integral létezése konnyen igazolhato, az (5) egyenloség pedig a IL. tétel kozvetlen
kovetkezménye.
b) A kett&s integral kiszimitasa altalanosabb halmazokon

Definicié, Ha g;(x) és go(x) az a = x = b intervallumban folytonos fiiggvények, és ott
g1(x) = go(x), akkor az
a=x=b }
g1lx) = y = g(y)

LT LB
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egyenlotlenségekkel megadott pontok halmazit az x tengelyre nézve normaltartomanynak
nevezziik,

Ha q1(») és pa(¥) a ¢ = y = d intervallumban folytonos fiiggvények, és ott T1(¥) = go(3)
akkor a )

£l

c=y=d }
(h(}’) =x= (Pz(}')

egycnlétle}]ségekkel megadott pontok halmazat az y tengelyre nézve normaltartoméanynak

nevezziik.

Gyakori eset, hogy egy H halmaz mindkét tengelyre nézve normaltartomany (pl. téglalap,

kor).

Konnyen igazolhatd, hogy a normdltartomdnyok mérheté teriiletiiek.

I. Tétel. Legyen H az x tengelyre nézve normaltartomany.
. { a=x=b
31(-") =y = g2(x).
Legyen z = f(x; y) folytonos a H halmazon. Ekkor
b T galx)
[[famdedy=[| [ foimdy|dr
H a | g(x)

Bizonyitas. A fenti egyenlet jobb oldaldn a belsé integral létezik, mert az integrandusz
folytonos, és konnyen beldthato, hogy a belsd inte-

gral x fiiggvényeként maga is folytonos. Legyen D Jl y
egy H-t koriilvevd téglalap, példaul

s a=x=b d /\
Nes= y=d, & &)
ahol ¢ = min g{(x) és d = max go(x) (10.57 abra). S — 4 g,(x)
Legyen 7
fx; ), ha (x;») € H,
Flx;p) =
‘0, ha (x;y)€ D\H. 7] il

A IIL egzisztenciatétel alapjan F(x; ») integralhatd 1057 spra

D-ben. F(x;y) minden rogzitett x mellett integral-

haté y flggvényeként a ¢ = y = d szakaszon, mert itt legfeljebb két szakaddsi helye
lehet, g;(x) és gox), &s

d ga(x)
[P dv = | flx»dx.
: 509

Ebbdl az a) pont II. tétele és a II. egzisztenciatétel alapjan:

b d
” flx;»)dedy = ” flx;y)dxdy = f _[F(x;y) dy dx =
H D a ¢
b ga(x)
= [ feydyax

a g.(x)

41 Matematika
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Tehat a H tartomédnyon a kettds integral ketszeres integralassal szamithato ki:

b go(x)

[[fesdxdy=[ [ fx;»dydx.
H

a g1(x)

Ezt gyakran igy is jeloljiik:

b £a2(x)

[f fasydedy = [dx [ fG;3)dy.
H

a £1(x)

Hasonidan igazolhato a tétel kivetkezd alakja.

I1. Tétel. Ha H az v tengelyre nézve normaltartomany:

{ c=y=d,
| @) = x = g0

és f(x; y) folytonos H-n, akkor
d @)

Hf(x;y)dxdy:f [ faiydxdy.

H ¢ 1)

Ezt igy is jeloljiik:

d g2y

)

[[fesmdedy=[dy [ fGximdx.

H [ ()

c) A kett8s integral geometriai értelmezése

Legyen adva az (x; ) sikon egy D.téglalap

a=x=b
D:
c=y=d,

{IA

és legyen értelmezve a D téglalapon
a z = f(x; ¥) folytonos és pozitiv
fliggvény.
Tekintsiik a

z2=0, z=f(x;),

x=a, x=b,

y=c, y=d
feliiletekkel hatarolt térrészt, K-t.
Osszuk fel a D téglalapot az oldalak
felosztasabdl szdrmazéd Dj téglala-
pokra. Legyen Py és Oy a Dy, tég-
lalap azon pontja, amelyben f(x; ») b

i ]

a legkisebb, illetve legnagyobb ér- /
téket veszi fel Dy —n (Dy a Ax;, Ay, 2%
oldalu téglalap) (10.58 dbra).

10.58 dbra
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Képezziik a

Zk fPT(Dy) € %f(g,-k)fw,-k)

integralkozelité dsszegeket.

K tartalmazza a Dy alapu ¢és f(Py) magassagi hasdbok mindegyikét, és minden pontja
benne van a| Dy, alapu és f(Q;,) magassagh hasdbok valamelyikében. Ezért K térfogata a két
felirt integralkozelitd dsszeg kozeé esik.

Ha a felosztas minden hatédron tul finomul, mindkét kozelité osszeg a

I _f f(x; ¥) dx dy integralhoz tart, ezért a K térrész V térfogata,
D

V= Lf f(x; ) dx dy.

Hasonlo gondolatmenettel lathato be a kovetkezo.
Ha a sik korldtos, zart és mérhetd terilletfi H halmazin adva van a folytonos és pozitiv

z = f(x; y)fiiggvény, akkor a H folotti és a z = f(x; y)egyenletli feliilet alatti térrész tér-
fogata:

Jss Lf f(x; ) dxdy.

Példak
1. Allapitsuk meg a z = f(x; ») figgvény integrdldsi tartomanyanak hatdrait, és rajzoljuk fel a

tartomanyt, ha azt az y = A2 —xésy = 1—%x gorbék hatdroljik.

P ; 1 ; .
Azy =+/2—xparabolaésazy = 1 ——  egyenes metszéspontja az egyenletrendszer megoldisa.

+4/2—x = If—;—x

Azy =4/2—xbbl, ha x=2
ha x=-2, y=2

Ezek az értékek az y = 1—-1- x egyenletet is Ag
Kielégitik. 2
Az integraldsi tartomany:
1 T =
—gx+l=y= +V2-x Y=t ¥ax
—-2=x=2 (10.59 abra). Yer-EF
Az integral:
+2 =Va-z ‘ + =
=2 . 7]
J' dx J’ f(x, ) dy. /2 ! H 2 X
“E a-Za " 10.59 dbra
41=
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Az integraldsi sorrendet felcserélve:

y = 1—%x—b61 x=2-2y,

y = '\/2_—;,’-1361 x = 2-3%
Az integral

2 2-y°

far [ fixspax

0 2-—-2v

2. Hatarozzuk meg z = f(x; y) fliggvény integraljdban az integraldsi hatarokat, ha a A tartorndanyt
az

y=x, y=x+1, x=0, x=4

egyenesek altal hatarolt paralelogramma alkotja (10.60 dbra)!

7

if
X:y-/
Hy
x=y X=4
Hy
=0 '/
- 1 -~
10.60 abra 10.61 abra

Ha y szerint integrdlunk eldszor, az integralds egy 1épésben elvégezhetd.

z+

4 I
[[fesdedy = [dx [ f(x;9) dy.
Fig 0 &

Ha viszont x szerint integralunk eldszor, az integrdlds csak harom lépésbhen végezhetd el, a H,, H..
H, tartomédnyokban vett integralok Osszegeként (10.61 dbra).

1 v 1 v 5 4
[[fespdxdy = [dy [fsdxt [dy [ fO; 0 dx+[dy [ fx; ») da.
" 0 0 1 ¥=1 L] y=1

3. Cseréljiik fel az integralds sorrendjét az

|

_z
xt 2 2T

1
[dx [ fespdy+[dx [ fopdy
0 0 1 o

integralban!
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A feladat kitiizése szerint elészOr y, azutdn x szerint integrdlunk. Az integralasi tartomdny két

részre oszlik. Az elsGben :
0=y=x2 A
=x =l

A masodikban

x 3
= R O Ly
0=y= 5 + 3
1=x=3
- X3 ’
Azy =x2és y = e gorbék a P(1; 1) pontban metszik egymadst.

A gorbéket dbrdzolva a 10.62 dbrabol lathato,

hogy ha elBszir y szerint integralunk, az integrédlds ‘5'
csak két részletben végezhetd el.

Ha viszont x szerint integrdlunk, az integralds

o
egy lépésben is elvégezhetd: 4 \if
y=xb8l  x=4/y, P
11 e
3 ~ A+
y= ~ZiZ8l x= —2y+3. | i e\x\:f
% 2 IThee
Az integralasi tartomdny: | | J H) ” l r “
Ly . 4 | -
VY= x= ~2y+3 g 1 2 3 X
0=yp=1. 10.62 4bra

gy az integrilas sorrendjét felcserélve, az integral igy alakul:

x 3
t 2t 3 TT: 1 -2y t3
Jax [ fosmdy+[dx | feswdr=[dr [ flx;p)dx,
0 o 1 0 ) +\/;

4. Szdmitsuk ki a z = x"4p fiiggvény kettds integraljat

a)al=x=1, 0=y=2 téglalapon,
byazy=0, y=2x, y=2—x egyenletliegyenesekkel hatarolt hdromszigin!
1 2
a) ff(ﬂ%—y)dxdy:" f(x2+y)dydx:
Fi o0

: yiie : 3 1
= f [x'“’y+—2—] dx = J‘(2x2+2) dx = [k7+2x]
0 3 0
0

Ha az integraldst forditott sorrendben végezziik !

ff(x2+y) dx dp = f

D

1

(x*+y)dx dy =

o .

2 @

5 wfjoce [ (o= 3

o
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b) Az integraldsi tarfomanyt a 10.63 4abra mutatja, Ha eldszdr p szerint integralunk, az integraldst
csak két lépésben végezhetjiik el. Az y = x és y = 2—x egyenesek metszéspontja a P(1; 1) pont.

ke

A Pir 1)
=g
A 2
) P
g / 2«
10.63 abra
Az integrdldsi tartomdnyok
a 0=y=x; 0=x=1 ¢ésa
0=y=2-x; 1=x=2 hdromszogek.
2 2-z
.Huuwu@—fjuuwwuf[fuuwwmf
1 1]
1 R 2z )
f [xzy*y—] dx+ [x”erJ; ]D Tdx =

f (x3+ ) dx-JrJ [sz x3+——(2———i—@i] dx =
5

x“} [Zxa x 2- x)“]lh

3 4 6
I 1 16 2 1 1 3
EEEIR R 0 OO, RO IS MBSO SRR L
1Tt Tt rtateT T
Ha viszont x szerint integralunk elBszor, az integralds egy lépésben elvégezhetd. Az integraldsi tar-
tomany:
y=x=2-y
0=y=1
12—y 1
x3 2-¥
ff (x2+y)dxdy = [ J. (x2+y)dedy = f [—3—+xy:| dx =
i 0 v 0 ’
ey
= H e y—_—y]dy—
0
_ -yt  , 28 »p
= [‘ TV T_HTL
1 2 1 4 3
=gt gtz =7

Létjuk, hogy az a) és b) esetekben az integralsi sorrend felcserélésével ugyanazt az eredményt
kaptuk.
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5. Szamitsuk ki a kovetkezd kettSs integrélt:

" 2
JJ 2 dxdy, ahol a H tartomdnyt az  y=x, y= %, x=2 girbék
.
H
hatéroljak.

: 1 .
Elészor rajzoljuk fel a tartomanyt. Az y = x €8 ) = — gorbék a P(1; 1) pontban metszik egymdst.

Ly

il t =
10.64 dbra

]_.éthaté, hogy célszeriibb eldszor y, azutan x szerint integralni (10.64 dbra).
Igy az integral

2 x 2
it X x2 =
[[Faa=[[Faa=][-F] e-
b4 'll 3 x
; 2 11 9
e (e vivtvay = Fa®P o opgad 22,
_f( X+2%) dx [ 2T4]l 244ty =
1

r

10.5.1.6 A kettds integril vdltozéinak transzformici6ja

Az el6zbekben lathattuk, hogy a kettSs integral kiszamitdsa akkor a legegyszeriibb, ha a
hatarok allandok (10.65 dbra).

a=x=b,

c=y=d :
g,
h y=+ VT T
d
7 —im=— X
¢
= y= ~yrI=x7
7 a b X
10.65 abra 10.66 dbra
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Ha az integracids tartomany kor, az integra-
lasi hatarok irracionalis egyenletii gérbék, pl.
a 10.66 abran feltiintetett esetben:

B T AP,

—FrF=EXET

Az integralok kiszdmitdsa sok esetben egy-
szeriibbé teheté uj valtozok bevezetésevel.

10.5.1.6.1  Poldrkoordinatak

A 7.4. fejezetben mar megismerkedtiink a polar-
koordinatak fogalmaval. A Ppontot az O polus-
6l valo r tavolsdg és a ¢ elhajlasi szog jellemzi
(10.67 &bra).

A P pont polarkoordinatai P(r, ¢).

(sszefiiggés a derékszogll és poldrkoordinatak
kozott, ha a p poldrtengely az x tengellyel egybe-
esik (10.68 abra):

X = rcosg }

y =rsing

illetve
r= VR

= Arctg =,
X
I. Tétel. Legyen H a

o
H:{
a

korgytiriicikk (10.69/a abra).

ilfl

H

3
b

ilf\
H/\

Tegyiik fel, hogy f(x: y) folytonos H-n.
Ekkor

[] £ dxdy =

H
= II flrcosq; rsing)rdr de,
D

ahol D a
x=g¢g=f
D: téglalap a (q; »
{aér‘sb P agre

sikon (10.69/b abra).

|

o~
A
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Bizonyitds. Osszuk fel 5'1 H korgytriicikket a kovetkezd modon:

t=@<Pr= . << ... <¢u=]f

A=rg<F <...<F<..<Ip=Db
A felosztas tagjai legyenek a Hy,
Hikl{ Vi == yl

Y11= r Yi

[1A

korgyliricikkek.
Legyen Ap;=qi—Fie1 & Arg=re—ri_y.

T{Hy )
Tekintsiik a felosztashoz tartozd . 'k
B :‘p\—i
Z 2 f(xjk’ ylk)T(Hrk) z : =
k=1 X
o 10.70 dbra
kozelit6é osszeget, ahol
Fe—1t7k Fr-1the
Xy = ————*COs Py, Yik = ———F—— sing;.
2 2
A T(H;) teriilet (10.70 ébra)
1
T(Hy) = 5 Agirk 5 Aggiqg =
-1+,
= — Aq",(}k 1+rk)(l’k-flk_1) = ji“*ﬁf Alk A(F .
Fi—
Legyen O = K —Eirk- .
* 2
fgya -

n[VJ::

Z flog cosq;; ok sin ok Ark Aq;

osszeget kapjuk, amely nem mas, mint az
f(rcosg; rsing)r

folytonos fiiggvény integralkozelité osszege a D téglalapon a (@i ra) = (@;; 05) pontok
felvételével. Ezt az atalakitast minden hatdron til finomodd felosztassorozatra elvégezve:

“' flx;»)dxdy = II f(r cosp; rsing)r dr dy.
H D
A kettés integralok kiszamitasara vonatkozo a) I, tétel alapjan:
8 b
_” fle; ) dxdy = _[ J' f(rcosq; rsing) rdrde.
% a

A helyettesitést tehat formalisan Ggy végezzilk el, hogy x & y helyébe r cos p-t, illetve
# sin @-t, dT = dx dy helyébe pedig r dr dip-t irunk.
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IL Tétel. Legyen ri(¢) és rp(¢p) azee = ¢ = § intervallumban folytonos, és ott r1(¢) = ry(p).
Legyen H az (x; )) sikon az a halmaz, amelynek pontjai poldrkoordinataikban kiclégitik az
v=¢=f
) = r = r(g)

egyenlotlenségeket.
(Ez azt jelenti, hogy H poldrkoordindtikban ¢-re nézve normaltartomany.)
Tegyiik fel, hogy f(x; y) folytonos H-n. Ekkor:

s ra{g)
jj flx;y)dxdy = ]’; an f(rcosq; rsing)r dr dy.
H

1 i)

A tétel bizonyitdsa az I. tétel bizonyitasdhoz hasonld,

Példa

frjuk fel polarkoordinitikkal az

2 ‘\/ i — xz¥
[ [ fesy»dpdx  integralt! 4-‘/
0 o

Az integrdcios hatdrok:

0=y=+2x—xt
0=x=2 [

Mivel y=42x—x%
¥ =2x—x% azaz At-2x+)*=0.

Teljes négyzetté kiegészitve:
(x—12+y*=1. | 10.71 dbra

Az integrdldsi tartomdny tehat az R = 1 sugaru, (1; 0) kdzépponti kor felsd fele.
A 10.71 abrabd] leolvashatoan:

r = 2cose.
A felso félkornél a tartomany:

0=r=2cosp
e

=p=_
Qmpretig

kovetkezésképpen a kettSs integral igy alakul:

2 V22
I fesydyde=
]

0

2 |2

2Cos @
f f{rcosg; rsing)r dr dp.
0
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10.5.1.6.2  Elliptikus koordindtik

Tekintsiik az

X = acos
(p} (@=0, b=0, 0=g¢g=27)

y=bsing

egyenletekkel adott E ellipszist (10,72 abra),

Az (x; ») sik P(x; y) pontjanak elliptikus koordinatai » s, ha azok kielégitik az £ ellipszis-
hez hasonlé ellipszis

X = arcos @
¥ = brsin g

egyenletét (10.73 dbra).
A polarkoordinatik esetéhez hasonloan a % = ¢y-hoz tartozo pontok az origobél kiinduld

¥

Nb

w

—
@

[ {4
=
\‘/ d
10.72 ibra 10.73 abra

félegyenesen, az r = ry-hoz tartozé pontok az E ellipszishez hasonlé

X = gry cos } 0=¢= m)

y =brysing

ellipszisen fekszenek.
A polartranszformacidhoz hasonld modon bizonyithatd.
Ha f(x: y) folytonos az

e=p=f
HEFr=mn

egyenltlenségekkel adott H halmazon, ahol ¢ és r az elliptikus koordinatakat jelentik
akkor

]

jj [, y)dxdy = _[ f flar cos g, br sin p)abr dr dg.

% N
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Ha a tartomény az a ¢és b féltengelyii ellipszis, az integracios hatarok,
0=r=1: 0=¢=2n

Mivel ¢ nem az ellipszis, hanem az ar sugart f6kor pontjihoz vont sugir szoge. a képletet
negyed, fél, egész ellipszis alakd tartomanyndl a legkényelmesebb hasznalni.

10.5.2 A kettds integral alkalmazasa
10.5.2.1 Teriiletszamitas

A kettds integrdl definicioja szerint a mérhet6 teriilet{i A halmazon vett

_” dxdy integral
H

€ppen a H halmaz teriiletét adja meg. A terilletet 4-val jelolve:

A= J;;f dx dy,

(A teriilet 0igy is felfoghato, minta z = f(x; ») = 1 fiiggvény kettSs integralja a H halmazon.)
Ha a halmazt az

y=gx), y=gx), x=a x=0b

b v pw
iy 5 / AN
Y=g ()
4 A
fad
1
y=g& |
a a : b .,1’- a —XP
10.74 ibra 10.75 ibra

egyenletil gorbék hataroljdk, a teriilet (10.74 abra):

b galx) b
A= »[ | dydx= J{gz(x)—gl(x)]dx.
a gi(x) “

Ha a halmazt az
x=q100), x=¢03), y=c y=d,

egyenletii gorbék hataroljak, a teriilet (10,75 dbra):

d gy

d
A= f f dxdy = J[%(Jf')—fh()’)] dy.

¢ @)

Ha a tartomdny poldrkoordindtakban adott:

or ralg)
A:IJ:‘drdcp:j f rdrdg =
H . 7 rile)

T2
= % J Fi@)—@]dg  (10.76 dbra).

F1 10.76 dbra

Az eredmény nem mas, mint a 8.3.2 pontban kapott szektorteriilet képletének alapjan két
félsugdrral bezart szektorteriilet kiilonbsége.
Peéldak

1. Szémitsuk ki az y = v/x és ¥ = x* egyenletii gorbék kozotti terilletrészt! A két gorbe a Py(0; 0),
Ps(1; 1) pontokban metszi egymast (10.77 4bra).

l'g/‘.‘_ 1 3/;
A:Idedy:jj dyclx:j[y]}2 dx =
4 [ 0

4
- (@ = [2 w5 x“]l_i_l,i
*I(W’xz)d"‘[T‘/x'T R I T
0

2. Szamitsuk ki az
(x%+)%)? = 2a¥(x®—p?)
egyenletli lemniszkdta és az
x4 y* = 2ax
egyenleti kor kozotti teriletet (10.78 dbra)! _
A lemniszkata polarkoordindtds egyeniete, mivel
xEyt =12 x2—3% = r¥cos? @ —sin® @) = r®cos 2¢,

rd = 2a%*cos 2¢, azaz

r = av/2+/cos 2¢.

%L
vk
Yyex?
e
a1 X
10.77 dbra 10.78 abra
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Az (x —a)*+3? = a? kit egyenlete polarkoordinatakkal:
r = 2acos¢.

A két teriiletet kiilon szamitjuk ki, mivel a p polarszogek hatdrai nem azonosak.
A kor teriilete: .

A, = a3,

A lemniszkdta teriilete:

a2 &,
€ iy ; . rz],\/;\/;o’sg—md -
w= o [ e [l
a 0 kL
) s
L £
g o T )
= atcos 2¢ dp = - [sin 2@] = a°.
, 2 a
- T
4

A keresett tertilet:

A=A,—A4, = a(a-1).

10.5.2.2  Térfogatszamitas

A z = f(x; ) feliilet alatti térfogat a H tartomanyban, ha ott z > 0:

V= ” fx;p)dT.
H

Példak
1. Hatarozzuk meg a z = x2-+2)7 egyenletii elliptikus paraboloid
alatti térrész térfogatat \\
1
Gjal=x=2 \\ ‘
0=y=1 téglalap \ \\
byazy=10, y=x, x=0 x=1 gorbék 4ltal hatdrolt \ \\ ,f"
teritlet felett (10.79 4bra)! \\\ /51
N\
2 1 2 Ny
S Zyﬁ 1 4
a; V= | (x2+2y%) dy dx = f [x?y+»—3—]odx =
o0 a
: 2 3 2x72 § 4 X
- [(er3)ar = [F5] =554
; ’ 10.79 4bra
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& b) Az integralasi tartomény:
0= y=x*
0=x=1
1 & : 2p3 2% !
' x il -6
V=j j (x*+2y8) dydx = J [x3y+i] dx = ' (x4 473‘}7)‘1,\-:
3 o d 3
. : : :

0

_[ 5 2.ti]1_i+ 2 3l
- 21 Jo 5 721 ~ 105 °

2. Mekkora annak a térrésznek a térfogata, amely a z = xy egyenletii nyeregfeliilet alatt és az
x2+3)* = 4 epyenletii korlap elsd negyede felett van.

Az integrécios tartomany:

Yy
O=r=2 )
T .
O=¢p=— (10.80 dbra).
2 1t
Polérkoordindtakkal:
x=rcosg, y=rsing, dT=rdrdp. 2 x
fey 10.80 dbra
T o
V= [fxy aT = f J rcosgsing rdrdyg =
g o0
kg P
T 2 = 2
= J rdsinpcos g drdp = J sin g cos ¢ dg J p3dr ==
0 ] 0 b

o
sin?g]? 1'4]2 1 4
i 4 B R N
3%, [7)-=
| 3. Szamitsuk ki az origd kézéppontil, R sugari gémb-

R R
bol az 5 sugarti, (3- : 0) ponton d4tmend, fiiggoleges

tengelyli henger altal kimetszett test ( Viviani-féle test)
térfogatat (10.81 abra)!
A gdmb egyenlete:

x24pP4-2t = RE
A henger egyenlete
( ‘3)2+y2 -
2 4
A felst félgombre szoritkozva, az integralando fuggvény:
| 2= VR

Az integrdlasi tartomény az

x*—Rx+y*=0 egyenletii henger. 10.81 dbra
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Polirkoordinatakkal:

r= Rcosgq.

A szimmetria miatt elegendd a

0=r= Rcosg

1§

0

venni,

Polarkoordinatdkkal az integralando fuggvény:

(10.82 4bra)

T . -
¢ =5 integraldsi tartomanyt

| ¥

z = AV RE--(xt+)%) = v/ RE—r%

térfogatanak negyed-

/ o
?” —_
\0 ' R |

fgy a Viviani-féle test
része: 10.82 abra
T T
27 Reosq 2 . R cos g
; = ' dg | A/ RE—rErdr =J dq(— i) [ VREZp(=2rydr =
0 [ 0 (4]
T
z

[1-

S

7
2

T3
0

T3z

A Viviani-féle test térfogata:

=

2 }’2

Fi ] A
4, Szamitsuk ki az -&2—+—b? o

R 5 _n
23 [ (1 —sin (p)dqp—-s

3
s [ (1 —sin @+costgsing) dp = 3 [tp+cos -

3
‘3_('"‘_1+

w-’;),

_‘T)}"’ L J‘ [(VR=R cost )’ — R dp =

[(V_R_; dg = - 3

2,
5

(vT=cosg)l dp =

RS
[1—(1—cos*¢g)sing]dp =

@
[T

s
! cos"gp]2 _
3 0

) $£6-3)

qgTFAETE

3

2
42—2 = 1 egyenletii ellipszoid térfogatat!

Az ellipszoid metszete a z = 0 sikkal az

x2 J,z
aFp=]

egyenletii ellipszis (10.83 &bra).
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I
(&

10.83 dbra

A szimmetria miatt csak a nyolcad ellipszoid térfogatdt szamitjuk ki. Az adott egyenletbdl:

22 xZ _}’2
= b))

Az ellipszoid (x; y) sik feletti részén:

Mivel elliptikus koordindtdknal
X = arcos g,
y = brsing,
2 2
X 12— (costptsinte) =%, gy

at b
z=cA/T—1%

Integrdldsi tartoméany
xE A o
Gl 1 ellipszis elsd negyede,

az F+? =
T
azaz 0=r=1 ¢ Oéqﬂéi.
Az integral tehat igy alakul:
N
3

1
%:jfsz:ffc'\/l —rtabrdrdp =
0 o

g

[ .
= abcf d(pf‘\/lTrirdr = abe [tp]z
0 0 ’

C
B k] 1 (1-r32 4
= abc? s 3 | = abc 7

42 Matematika

n
2

1
abe [ "Vl—-rirdrdtpz
o

o e

1 ] 1
[ =3 -2mar=

.1___abcn
3 6
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V _ aben
8T 6
Az ellipszoid térfogata:
-8 abc”z )
V= 51-31 abe.

10.5.2.3 Felszinszidmitis

Legyen z = f(x; y) folytonos fiiggvény a sik mérhetd teriiletéi A halmazin értelmezve.
Hatarozzuk meg a z = f{x; y) egyenletii feliilet felszinét,

Tegyiik fel, hogy f(x; ») elsérendil parcidlis derivaltjai folytonosak. A felszint a kivetkezd-
képpen definialjuk.

Definicié, Tekintsitk a /7 halmaznak egy tetszoleges felosztasat.

n
H=UH;4

Szemeljilk ki a H; halmaz egy tetszdleges (x;; ¥;) pontjat, és vegyiik fel a z = f(x; y) felii-
let (x;; y;; z;) pontjaban az érintdsikot (10.84 dbra).
Ennek az érint6siknak a H; halmaz feletti részét jeloljiik S;-vel. A

"
z T(sp
i=1
Osszeget a felszin kozelité Osszegének tekintjitk, és megmutatjuk, hogy a felosztis minden

hataron tul vald finomitdsdval ezek meghatdrozott hatarértékhez tartanak. Ezt a hatar-
értéket nevezzitk a A halmaz feletti feliilet felszinének.

Z-‘ffx,y)

5‘?/5/-’:31)

Y

<Y

7 l}k
0 ] fé‘//)

e

10.84 abra

ar
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A P{x;; y;; z;;) ponthoz tartozo €rintOsik egyenlete (10.2.5 pont):
' z—z; = fo(x;3 y) =)+, (xi p) (=)
Az érint6sik normalvektora:
n = [—fi(x5 005 —f3005 995 10
Az (x; y) sik normalvektora:
Ny =[0:0;1]=k.
H; az S; meroleges vetiilete, Ezért
T(H;} = T(5;)-cos a,

ahol & az érint6sik és az (x; y) sik hajlasszige, ami azonos a normalvektorok altal bezart
szOggel.

cos o = n-k = ! ;
inl-lk| \/1+ﬁ2(xf;y;‘)+f):2(x,';}';)
Tehat :
T(S) = V/ 1+ £ y)+ 1200 ) T(H.
Igy

M

3 7(s) = 3 VTG ) T
=

A jobb oldal nem mas, mint a
_” AV1F P f2 dx dy
H

kett6s integralnak az adott felosztashoz tartozo egyik kozelitd osszege.

Feltételiink szerint az integrandusz folytonos, ezért a felosztds minden hatdron tal torténd
finomitasdval a kozelitd Osszegek az integral értékéhez tartanak, Létezik tehar a feliilet
H-hoz tartozo F felszine, és ez:

F= Lj VIHFE+ 12 dx dy.

Példak

1. Mekkora a z = xy hiperbolikus paraboloidb6l az x?+3* = 16 henger altal kimetszett rész fel-
szine?

F= _[_r\/l—-—f’z-i-fzdxdy

z=xy, fl=y, Ff=x

Az integrandusz:

VIR = 4/ T+xP )%,

Az integricios tartoméany az x2+ y* = 16 egyenletii kér belseje.

42+
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Vezessilk be a polarkoordinatakat:
XEy? = r

VTR = /157,

A hatdrok:
sr=4
0= =
fgy a lelszin:
a4

F=f f‘\/!-‘-rh‘drdtp:
00

2T 4

4
TR, 1
d J‘\/]+r”rdr: [dgu f%(l+r2)?2rdr:
1] 0 0

/]

an

"l

i 394

7 E 1T o

{(pr L6 L =2n[(1+’)-] = A TR T e TS
o |27 3 T 48

2

0

2. Szdmitsuk ki az

x4tz = RY egyenletd gdmbbdl az

(=2 )= (3)

dgyenletii henger altal kivdgott Viviani-féle levél felszinét. A szamitdshoz \ijra nézzilkk meg a 10.81
ebrat!
A felszin

F = [[VT+fZ+f? dx dy.
T

Az x4 yi4-22— R* = 0 filggvényt implicite derivalva:

. F; x
-f‘: le z ’
r ; y
s _,L:’— i |

Az integrandusz igy alakul:

x=  y? x2ytiz? R R
WrE =N Sy Tgmmeaa
=z z z  A/RE(x* 1%

Mivel z= AR+ & z= - AV -R-(*1y), a z=>0

érték a felszin felét adja.
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Az integréldsi tart omdny az A g

x*—Rx+)? = 0, azazaz
r= Rcosg 4llal leirt kor belseje

(10.85 dbra). [4
7 R X

A szimmetria miatt elég a tartomany fels6 felét venni, igy
z = 0 értékkel a felszin negyedét kapjuk.

Poldrkoordinatdkkal:
— R
1 1 .f2 1 12= . = 2
VI+f2+f; T dT = rdr dp e s

ELd

R cos ¢ 2 R ook g

T
=Jd¢oj V}é‘i—“?rdrzof - (~7) nf T/E}}_—rﬂ---(—zr)db

Li*:,

kel

El
2 _ 2 e
J [—R}r—jl dg = ARJ‘ (VR —R?cos? ¢g—R) dp =
]

b/ %

2 1
]

RUE]

RZ

(1-4/T=cos? p)dg = R? | (1—sing)dp =

0

It

D‘—;»W

EL 3
= R® [gu-l—cos ap] ' = Rz(i—l) .
o 2
Az egész felszin:

F = 4R? (%—1) = 2R%n—2).

10524 A kett&s integral alkalmazisa a mechanikaban
10.5.2.4.1  Silypontszdmitas

Statikai nyomaték

Definicié. Valamely m témegli témegpontnak egy sikra (tengelyre) vonatkozé statikai
nyomatéka egyenls a pont témegének ¢s a siktol (tengelytdl) vald tavolsdganak szorzatdval.
fgy a P pontban elhelyezett m tomegpontnak az a tengelyre vonatkozé statikai nyomatéka
(ha P-nek a-tol valo tavolsaga I):

M,=ml  (10.86 abra).

Ha egy pontrendszer Py, P,, ..., P, pontjaban rendre az my, m,, ., ., m, tomegek vannak
clhelyezve, a pontrendszer statikai nyomatéka az A sikra (10.87 abra):

My =Y mi;,
=1

ahol m; a P; pontban levd tomeg, [; a P; pontnak az A siktol valo elbjeles tavolsiga.




!
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10.86 abra 10.87 dbra

Tehdat a pontrendszer statikai nyomatékat megkapjuk, ha az egyes pontok tomeget szorozzuk
a pontnak a siktdl valo eljeles tavolsagdval, és a szorzatokat osszeadjuk. ElSjeles tavolsa-
gon azt értjiik, hogy a sik egyik oldalan levé pontok tavolsagdat a siktol pozitiv eliellel,
a masik oldalon levé pontok tavolsagat a siktol negativ eldjellel vessziik,

Salypont

Definicié, Legyen a Py, ..., P ..., P, pontban iy, My, .. .. By, ..., 1, tOmeg elhelyezve.
A pontrendszer sulypontja az a pont, amelyben a pontrendszer tomegét osszpontositva,
béarmely sikra vonatkozo statikai nyomatéka megegyezik a pontrendszer statikai nyomate-
kaval,
Legyenek a P; pont koordinatdi (x;; ¥;3 2;3).
A stlypont koordinatai (xs; »si Zs)-
Az egyes koordinatasikokra vonatkozo statikai nyomatékok:

n

n "
My, =Y mxi; My = Y ompyin My =), mizi.
i1 =1 =1

A pontrendszer tomege:
n
M = Z m;.
i=1
"A stilypont definicioja szerint:
xgM = M,;; yeM = My} zgM = My, .

fgy a stilypont koordinatai:

i X i My Y. mizi
‘ =1 . i

i=1
Xg = iy =

n n o
Z H L mi; Z i
i=1 i=1 i

[oy megkaptuk a pontrendszer silypontjanak a fizikdbol ismert meghatirozasat,
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Test salypontja. Ha egy testet kicsiny részekre bontunk, és minden egyes részecske
témeeét egy- pontjaban képzeljiik egyesitve, akkor pontrendszert nyeriink, amelynek sily-
pontjat mar meg tudjuk hatarozni.

Ha a test homogén, azaz egyenld térfogatl részeiben egyenld tomegil anyag van, akkor
bebizonyithaté, hogy a felosztassal kapott pontrendszer sulypontja egy meghatarozott
ponthoz konvergal, ha a felosztasi részecskék atmérgjének sorozata nullihoz tart. E pontot
nevezzitk a test stulypontjanak,

Legyen a test témege M, a testnek a koordindlasikokra vonatkozo statikai nyomatékai;
M 1sz; M_\,y. ’

A statikai nyomatékokat a kozelité pontrendszerek statikail nyomatékainak hatarértékeként
szamitjuk ki.

A stlypont koordinatai:

yor

- ¥s =

Sikidom sulypontjanak meghatdrozdsakor a kovetkezOképpen jarhatunk el.
A sikidomot ;észekre bontjuk, és az egyes részek témegét egy-egy pontjukban egyesitjiik.
Az igy nyert pontrendszer tomege egyenld az idom tomegével. Ha a sikidomot az (x; y)
sikba helyezziik, a silypont meghatarozasahoz a kozelité pontrendszernek az y, illetSleg x
tengelyekre vonatkozo statikai nyomatékainak hatérériékét kell meghatdroznunk.
Ha M,, illetdleg M, az y és x tengelyekre vonatkozo statikai nyomaték, a stilypont koordi-
natai:

M, My

Xg = 7; _'\'S:——:‘J—.

10.5.2.4.1.1 Lemez silypontjanak kiszamitasa

Legyen adott valamely A teriiletii cgyenletes vastagsdgi, homogén lemez. Legyen a lemez
teriiletegyséere jutd tomegmennyisége, teriileti slirfisége, egységnyi, (A siiriiséget az egysze-
riiség kedvéért egységnyinek vesszitk; homogén siiriiségli lemez, illetéleg test sulypontja
fiiggetlen a slirliség nagysagatol.)

Helyezziik el a lemezt az (x; ¥) sikban. Az A teriiletii lemez altal befedett tartomany legyen 4
(10.88 abra). =

A sulypont koordinatai: Lg
M, M
Xs S T
s M s M %y p
—C
Mivel a teriileti sir(iség egységnyi, -a lemez 4 ! l
iomege: i
M= A:“idxdy. ‘ P
H 5 Z —
X ¥

Osszuk fel a A halmazt M1, részhalmazra. 10.88 4bra
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Legyen H; statikai nyomatéka az x és y tengelyre: ;
My € M. *
Téméritsitk H, tomegét az (x;; y;) pontba (10.88 abra).
p p(4,2)
' My = yT(H)), N
=l
My = xT(H)). i e
+ + + + ~=—
i Tlyen modoen az M, és M, statikai nyomatékokra a kovetkezd kozelits dsszeget kapjuk: o(09) I3
S 10.89 dbra
M, =~ Yy xT(H)),
i=1 B
n 4 ‘\/1 4 ‘/2— F |
M.~ Y yiT(H). M= J dydx = [y]1 dx = J‘(\/xgz—x) dx =
i=1 Sz
L} %,, 0 2 0
L Ha a felosztds minden hataron tdl finomul, akkor ezek a kozelitd Osszegek a 2 8 x1a 16 4
= fxﬁ———] ===
| [[xdxdy, illetve [ ydxdy [3 4]e 3 3
j H H 4 Ve 4 i3
—jJ. ddx—’[x] xdx=ﬂ(x§—Lx"‘)dx=
kettds integralokhoz tartanak. My = S J Y11, J 2
fgy 0 % % 0 0
M, = [ xdxdy. (25 xXqe_64 64 64 R
H = [?" ‘?]0- 576 30 15
M, = IJ' ydx dy. 32
H oM 158
. i o UM T 4 75
A lemez sulypontjanak koordinatdi: 3 =
[ [ xdxdy ] ydxdy 1 Ve — 1 .
H H y X X
| KT s———mm—— & Ys—= s Mx:J‘ J ydydx=J[T]l dx=f(5778—)dx:
‘fl IJdXdy . .[.J‘dxd'y o 1, 0 z° [
}} H H H
| . ‘ LW _, B 4
‘} | Polarkoordindtakat haszndlva: =324 ]o = T3
! M= A=Ijrdrdq3, 4
i H M, 3
;|| r Y M = T = 1.
.I' ﬁ/[y=jjxdT:I_[rcosqordrdrp:Jfrzcostpdrdcp, 5
i H H H ‘y
M, = J‘J‘ ydT = ”‘ rsingrdrdp = J‘J‘ i ¢ dr dg. Tehat a lemez stlypontjanak koordinatai:
H H H xg = %, yo=1. R
Peldat _ 1 2. Hatdrozzuk meg az R sugard korlap x=0, y=0
1. Hatarozzuk meg az y = Vxésy= 5 X gorbék dltal hatdrolt lemez sulypontjdt! negyede stlypontjdnak koordinatait (10.90 abra)! X
B 1 A szimmetria miatt x5 = yg, elég a sulypont egyik koor-
{l Azy = \/x & y = - x gorbék a 0(0; 0) és P(4; 2) pontban metszik egymast (10.89 dbra). dindtajat meghatdrozni: %
! | 2 ’ Ha a vastagsag és sfiriiség egységnyi, a negyedkor témege - : =
| 1 a X
I M, Mx -
I Xs = T Vs = /- M= —.
i M M 4 10.90 abra
[
i |
| (

|
i
|
i
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Az y tengelyre vonatkozo statikai nyomaték:

M, = ‘.. ' x dT.
o

Polarkoordindtdkat haszndlva:

x=rcosg, dT =rdrdp, 0=r=R, ogggg%',
] 7
® Ok T -
M, = [ l reosgr drdg = cos ¢ dg [r“dr:
v 0 0 0
. % Ry R3 R3 Y
N H Y.
R3
yo= M _ 3 _ 4R 6
Y ,,2? 3
4
A szimmetria miatt: & . |
g a .
4R
I 10.91 dbra

2 2
3. Hatarozzuk meg az %g + ';“)z_ = 1 ellipszis felsod fele sulypontjanak koordinatdit (10.91 dbra),

A szimmetria miatt:
xg = 0.

Csak a silyponl ordindtajdt kell meghatarozounk. A t8meg az ellipszis teriiletének a fele:

M= -‘igi.
M.t

Y= wr

M, = [[ydr
I

Elliptikus koordinatdkat hasznalva:

y = brsinp,
dT = abr dr dg.
0=r=1,
0=¢p=na.

w1 Red 1
M, = ' I brsin g abr dr dp = ab? !- sin @ dg 'ﬁ rédr=
0 0 0
I8 2ab*
o

= abz[wcos cpl [%u]] = ab(1 LI)-;- = g
< 0 ] 3

EX

Zflb'z
M, _ __'3 N 74b
V5= W= e et
2
igy a fé ellipszis sulypontjanak koordinatai:
4h
=0, ype= 3

*

A Kovetkezdkben a sulypontszamitast kiegészitjitk anyagi gorbék és feliiletek sulypontja
kiszdmitasaval, bar ez nem tartozik a kettds integral alkalmazdsahoz,

10.5.2.4.1.2  Anyagi gérbe sulypontja

Tegyiik fel, hogy a gorbe az y = f(x) egyenlettel megadhaio, ahol f(x)az a= x = pin
vallumban folytonosan differencialhaté. Ekkor a gorbe rektifikdlhato.

Legyen a gorbe vonal egységnyi hosszisagl darabjanak tomege (stirfisége) egységnyi: E
Az anyagl gbrbe t6mege, mivel 0 = 1, egvenlé a girbe vonal ivhosszusdgaval. Jeloljiik
most L-lel: |

M= s{a; b) =L.

Osszuk fel az 4B gdrbe L hosszisagl szakaszdt Asy, Aso. oo o5 As, részre (1092 4b
Az i-edik szakasz hossza As;.
Az anyagi girbe tomege, mivel o = 1; ‘ y

L ASf

M= Zn: AJ‘,’, illetve M= J‘dy,
i=1 bt

A Ay; szakasz statikai nycmatéka az ¥ tengelyre

AM,; . ‘ . ! {
F(@) 5 A —r

Legyenek a gorbe pontjainak koordinitai az iv-
hossz fiiggvényeként x(s) és y(s).

Képzeljiik a As; szakasz tomegét a girbedarah Xy, illetve x; abszeisszdji pontjdba tor
ritve. .

Nyilvanvalo, hogy

Xiq Aé’; = AM}-(,') = X A.S',‘.

10.92 4bra

Ez minden i-re igaz. Osszegezve:
n n 1l
z Xi—1 As; = Z AMJ-(,'} = Z x; As;
i=1 i=1 i=
Az egyenlotlenség bal és jobb oldalan a hatarozott integral also ¢s felsé kdzelits Bssrege ;
Ha a felosztds minden hatiron tal finomul:

max Ag; =0 i=1 mux As; — 0 i=0

n n L
lim Y x5 ;A5 = lim Z xAs; = fx(s) ds,
0
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Mivel a statikai nyomaték értelmezésébdl kovetkezden egymdsba nem nyualo idomok

statikai nyomatéka osszegezodik:
n
Y AMyp = My,
i=1
igy

L
M, = J' x(s) ds.
I

Hasonld gondolatmenettel az x tengelyre vonatkoz6 statikai nyomatek:

L
M, = I y(s) ds.
0

Az anyagi gorbe silypontjdnak koordinatai:

L
J x(s) ds
0

Xg = T

Ids

1]

i
j ¥(s) ds
[1]

Ys = T

_[ds

0

Mivel x = x(s) monoton névekvo folytonos fiiggvény, van inverz fliggvénye: s = s(x).
Alkalmazzuk az s = s(x) helyettesitést a stlypontot megadd integralban.

Igy y = yls(®)] = ¥(x) = f(x).
Az ivhossz az [¢; x] intervallumban:
% ——
s(x) = J"\/l+y’2 dx.
a
< = AV 1+y%,
dx

ds = A/ 1+y*%dx.

Haszo,x:a;has:L,x-——b.

b
L= [+14y%dx.
a

A sulypont koordinatai:

Ys =

Példak

1. Kbriv silypontja

A korivet gy helyezzilk el, hogy kozéppontja az

669

b F—

_[x\/l-!—y’Z(ix AS’
ab — :

j'\/1+y'2dx

a

5 r
Jy\/l_+7'z dx
a oK + y

N e ’ TINC & =
J\/l-l—y’?dx ®

origdba Keriiljon, és szélsd pontjai az x tengelyre 10.93 dbra
szimmetrikusak legyenek (10,93 dbra),
Legyenek a szélsé pontokhoz vezetd sugarak és az x tengely szogei —« és +o. A kbr poldregyenlet-

rendszere:

X =rcosg
y =rsing ’

A tomeg M = r. 20 = 2ra.

M, =

v

4%

j x(£) AV Xy + yE(r) dr.

-2

Mivel ()= —rsint; (1) =rcost,

VHE@) 74 = A/rEsinf r+ 2 cost t = 1

+o o

M, = j reostrdt =r? [sin t] " = 2%sina,
-
-
o = M, _ 2r*sine _ rsinw
ST M T T 2 x
A szimmetrikus elhelyezés miatt y
ys=0.

A félkér sulypontjinak abszcisszaja:

" Smi | \/y: "
- %r — 0,63661.

T
2 . ' A —

Xg =

2. Hatdrozzuk meg az y =ch x egyenletii lancgbrbe

_/0 { X

silypontjat a —1 = x = 1 intervallumban (10.94 dbra)!  10.94 dbra
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A szimmetria miatt

xg=0.
y:chx, y':shx.
1 1 1
% = J Vitytdx = J \/1+sh2xdx=J chxdx =
0 0o o
1
1 T
- [shxjozshl = —

M=2= e—%— = 2,718—-0,3679 = 2,3501,

. 1 1
M= [yVT3ytdr= |chtx dx=2.[ch2xdx=
2 -1 0
1 1
1 1 e~y “to
jz-j[hxchxﬂrx]ozshlchl-!-l: 5 s+l
1 1
82_ e‘,; 4+e2—?
== =284,
M, 2814
vo= 37 = 73 = MO

10.5.2.4.1.3  Forgasfeliilet silypontja

Legyen az y = f(x) fiiggvény az [a; b] intervallumban folytonosan differencidlhato, €s ott
y = 0. Forgassuk meg az y = f(x) egyenletli gbthea = x = b intervallumban levé szakaszat
az x tengely koriil, és hatdrozzuk meg a kapott forgasfeliilet sulypontjat.
Tegyiik fel, hogy a forgasfeliilet feliileti stirliscge dllando és egységnyi. A forgésfeliilet
tomege:
T y
M= F= 2| ps)ds,
(1]

ahol L a gorbedarab ivhossza.
A szimmetria miatt

J’SZO, ZS:O'

Az M,, statikai nyomaték meghatérozasahoz osszuk
fel az [a; b] intervallum Ax;, Ax,, ..., Ax, részekre
osztasaval az L gorbedarabot Asy, Asy, ..., Asy, ...
... As, részre (10,95 abra). Legyen a As; ivhosszi-
sdg gorbedarab forgasaval nyert forgdsfeliilet
statikai nyomatéka AM,;. Ha a Ax; intervallum-
hoz tartozd forgasfelillet tomegét az x = Xx;_;,  10.95 4bra

-
- -
— -
e e s o

-~
e

Ax

illetve x = x; sugarit korok keriiletén képzeljiikk tomdritve:
xi—1 AF; = AMy.) = x; AF;,
ahol x = x(s).
Ez minden i-re igaz. Osszegezve:
n n n
1 Y xAF= Y AM,e = ) xAF.
i=1 i=1 =1
Neézzilk meg az (1) egyenlet jobb oldalan levd Osszegnek a
L
27 J. x(s)y(s)ds  integraltol valo eltérését.
0

Mivel As; = 5i—5i_1,

AF,=2n _f 3(s) ds.

Si-1

=

i

I

L
x;AF—2m j x(s)¥(s) ds
1 0

n
Z x,-Zn
i=1 %

i

W) ds—2m Yy | x()y(s) ds

i=1 81

| n S S¢

J [x;— x()]y(s) ds! =2x i f | xi—x(s)| ¥(s) ds.
=1

Si-1 l =1

=5
| i=1

Minden el6irt £=0-hoz megvalaszthato a felosztds olyan finomra, hogy
[xi—x(s)] <=e, ha s5_;3=4s=<us;.
Ebben az esethen az utolso kifejezés igy becsiilhetd:

n 4 " ]
27 'Zl I [xi—x(s)|p(x)ds < &~ Z 27 _f ys)ds =¢.F.
B Ll i=1 5;

-1

Ugyanez a becslés érvényes az (1) egyenlitlenség bal oldaldn allo Gsszegre.
Ezért a kozbezart Osszeg:

n
‘ZI A;W z(i)

tetszlegesen keveset térel a

L
27 j x(s)¥(s) ds
0

integraltol, ha a felosztas elég finom.
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A statikai nyomaték:
L

M,, =27 f x(8)y(s) ds.
0

fey
L
2 [ x(s)y(s) ds
_ Y 0
X5 = M L
2a _[ ¥(5) ds
0
Tehat a salypont koordinatdi:
L
J x(s)y(s) ds
x.S':uL 4 yS::O, 25=0.
‘[ y(s) ds
0

Derékszogii koordinatakkal:

b
2 [ xy A/ 145" dx
M,, a
XS = — =
M b o one
ZJ' yA/14+y2 dx
a
Tehat a sulypont koordinatai:
b e
I Xy \/1+y’2 dx
Xg = ﬂb ] yS:Os ZS:O-
_fy '\/I—}—y‘z dx

Ha a gorbe paraméteres alakban adott, azaz

% =nil) } tL=t=1t
y = 30 =
[£]
27 [ Xy v/ O+ PO de
yz ty
xS = =

Iy
27 [ 3() V/AED+70) di

I

A stilypont koordinatai:
Iy

[ x50 +5%0) e

f

Xs = A
[y V3 )+540 di
fy

ys=0, z5=0.

——

a2t
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Példak
1. Szamitsuk ki az x4y = r* kor elsd negyedének x tengely koriili forgatisakor nyert félgtmb-

felillet sulypontjat (10.96 dbra)!
Ha o = 1, akkor M = 2r®a.
Paraméteres alakkal:

X =rcosf, y=rsinf, Oéré-z-.

mn
2

M, = 22 J‘ () Y1) T dt =
(1]

(4

il

o]
=

o ol

0
©
wn
=3
2.
=]
=
o
-

I
o
=
~

B
— w0y

&,
5
~
o)
o
w
~

=%

=
U]
g
2
&
R
i
i
!
D
=)
|
=
S

ye=0, zg=0.
2. Szamitsuk ki az » sugarii, /n magassagtl korkup palastjdnak salypontjat!

Y

10.96 abra . 10.97 abra

L A e jone] r - e A
A kuppaldst az ¥ = - x egyenletii egyenes [0; m] szakaszénak forgatasdval jon létre (10,97 dbra).

Ha o =1 akkor M =raa,
ahol a=+/rP+m®, akip alkotéja.
WL e
M, =2z [ xy /157 dx.

0

43  Matematika
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Myz=2nv|xfx— dx = 27 ,,~|'x2dx=
o 0
ar [x“]m ar md 2narm
=27 — |—| = =
m |3 lo m* 3 3
2zarm
My, 3 2
Xo &= _ e ————
> M ara 3
2
Tehét Xg = 7 m ys=0, zg=

$0.5.2.4.1.4 Guldin tételei

a) Az anyagi girbe sulypontjanak y koordinatéja:

y(s) ds

—

Mindkét oldalt 2m-vel szorozva:

L
27 Iy(s) ds

2rys = T

Jds

Q

A bal oldal 27ys nem mds, mint a sulypont altal forgas kozben leirt kor keriilete. Jeldljiik
ezt k-val.

A jobb oldal szamlaloja 27 j y(s) ds a forgatds altal keletkezett forgastest felszine (8.3.5).

Jeloljik ezt F-fel. A jobb oldal nevezdje a gorbe ivhossza (8.3.3), jeloljiik ezt L-lel.
fgy

F
k=—, azaz
L

F=kL.

Ez Guldin elsé tétele: forgastest felszine egyenld a forgatott gorbeiv hosszanak és a sulypont
altal leirt kor kerilletének szorzataval.

e g |
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b) Az (x; y) sikbeli A teriiletii lemez sulypontjdnak ordinataja:

J;{Jydxd.s

Legyen a H halmaz az

Ys =

1)

a=x=b
g(x) = y = g(x)

normaltartomany, és gi(x) = 0.

b ga(x)
_[ J ydydx
— a&mx
Fs = b ga(x) *
_f _f dydx
a gy(x)
Innen
b
J’ gz(x)
- El(x)
Ys =
j Ez(x)
gl(x)
a
azaz
b
1
3J‘ [e5(x)—g3(x)] dx
Yg = 4

b
| L) —g1(x)] dx

Mindkét oldalt 271-vel szorozva:

b
7 [ [e30—g3(0] dx
b

J. [go(x)—g1(x)] dx

2ayg =

A bal oldal 2wy a sulypont éltal leirt kor keriilete: k.

A jobb oldal szamlaloja = :
ja az y = go(x) és y = g1(x) egyenletli gorbé
: A 2 gorbék forgata
fg;gastcétek térfogat.anak kiilonbsége az @ = x = b intervallumban Jelél'igiita: é;’ a1'1 ?tert
ogatdt V-vel. A jobb oldal nevezdje a lemez teriilete, jeléljitk ezt A-Vai e

43+
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Ty

A forgastest térfogata:

V=kA.

Ez Guidin masodik tétele: a forgastest térfogata egyenlé a
forgatott lemez teriiletének és a silypont altal leirt kor
keriiletének szorzataval.

Példa

A torusz felszine és térfogata
Szamitsuk ki az

x4 (y—hb)* = ¢ kor forgatdsa dltal nyert gylirl- 10.98 4bra

felillet (torusz) felszinét és térfogatdt (10.98 abra)!

k = 2ab;
L = 2ar
A =i

F = kL = 2ab-2nr = 4=x*rb
V = kA = 2nbrim = 2a%br®.

10.5.2.42 Sikidom masodrendii nyomatéka

Definicié. Legyen adott a sik mérheté teriiletli H halmaza
és valamely, a sikban fekvd a tengely (10.99 dbra).
Bontsuk fel a H-t mérhetd teriiletdi H; részekre, és szemeljiink ki mindegyik részhalmazon
egy P, pontot.

Jeldljiik P, tavolsagat az a tengelytdl d(P;)-vel.

10,99 abra

d(P)) = d(x;; ¥1).

Képerzitk a kivetkezd integralkdzelitd Osszeget:
Y. dxi; y)T(H)).
=1

A jobb oldali osszeg a jj d®(x; y) dx dy kettOs integral kozelitd Osszege.
H

Ha a felosztas minden hatdron tal finomodik, a kozelit6 osszeg hatarértéke a kettds integral.
Ezt a hatarértéket a H sikidom a tengelyre vonatkozé masodrendil nyomatékanak nevezziik,
és I -val jeloljiik.
Tehat A

I = [[dx; ) dxdy.

H
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A koordinatatengelyekre vonatkozo masodrendil nyomatékok (axidlis nyomatékok):

L= ||y dxdy,
H

L= [[**dxdy (10.100 abra).
H

A z tengelyre vagy az origora vonatkozo, tin. polaris masodrendii nyomaték

Iy= _Lj' (x2+%) dx dy.

Az egyenletekbdl nyilvanvalo, hogy
Iy=I.+1I,.
Steiner tétele

Tétel. Az A teriiletli / sikidomnak valamely sikjaban [ekvo g tengelyre vonatkozd masod-
rendi nyomatéka

I, = Li+a* A,

ahol I, H-nak a sulypontjan atmend, g-vel parhuzamos s tengelyre vonatkozo mdsodrendii
nyomatéka, ¢ a két tengely tavolsaga.

10.100 abra 10.101 dbra

Bizonyitds. Valasszuk meg a koordinata-rendszert Ugy, hogy s egybeessék az y tengellyel
(10.101 4bra). '
Ekkor

B 'LJ- Ldxdy, I, = Lj (x+a)® dx dy.

Iy & j;}"x? dx dy+2a L_[xdx dy+a? .Lj dx dy.

Az f:}slé integral I, a méasodik integrdl nulla, mert nem mds, mint a salypontra vonatkozo
statikai nyomaték, ez pedig zérus. A harmadik integral a sikidom A teriilete.



