378

A gorbe szintén lemniszkata (7.106 dbra).

L Azr= a\/cos 2 gorbébdl az r= a\/ sin 2¢- gorbe ¥ r=aVsin 2y

\ i
45°-0s (%— -es) elforgatassal keletkezik.

4. A Descartes-féle levél. Az K3+ —3axy = 0 egyen-
lettel megadott gérbe az Un. Descartes-féle levél. Az
egyenletbd] latszik, hogy x és y szerepe szimmetrikus, a
gorbe az y=x egyenesre tiikkrézhetd.

Hogy a fiiggvény paraméteres alakjat megkapjuk,

. ¥ ,
vezessilk be a t = — parametert.
X

7.106 abra

Ekkor y = x.
Az egyenletbe helyetiesitve:
K 8x% = 3arx®,

x3(1 4+ 1%) = 3arx®.

Ha w2 ),
3at
x fn-g———
14+
. 3ar?
és f = =
Y=9¢é
Ha x=0 y=0

A gorbe polarkoordindtas egyenletét megkapjuk, ha az x343% = 3axy alakba behelyette-
sitjiik az x = rcosg € y =71 sing értékeket:

P (cos¥p+sin‘p) = 3ar® singp cos ¢,

azaz
3
—asin2
3 asin2q
T sidgtcos’y
Ha g=0 r=0.
Ha siffgtcos®e =0, azaz ¢ = 3; .

akkor r-nek nincs értelme, ebben az iranyban a gorbének nincs pontja.
Ha a gdrbének olyan aszimptotdjat keressiik, amely nem parhuzamos az y tengellyel, a ko-
vetkezoképpen jarhatunk el:

Pyt = 3axy.
Helyettesitsiik az egyenletbe az y = mx éreékét, és keressilk a hatdrértéket, ha x — oo.

B mdx® = 3amx>,

379

x%-nal osztva:

Lo = 3am
3am
Ha x >0, —— =0
X

Ez csak tgy lehet, ha 1+m® =0, azaz
m=—1
Most helyettesitsiik az egyenletbe

y = mx+b értekét.
Mivel m=—1, y=—x+b
B+ (—x+b)® = 3ax(—x+b).

A miiveleteket elvégezve:

3x2b— 3xb®+ b* = —3ax®+ 3axb.
Rendezve: 3x(a+b) = 3bx(atb)—b°.

3x2-tel osztva:

b= 3b(a+b) fi

wy x 3x2

Ha x — ==, a jobb oldal hatarértéke nulla. Ez csak gy lehet,
ha b=—a.

Tehat az aszimptota egyenlete:

y =—x—ua, azaz x+y+a=0

{(Ezt az eljarast alkalmazhatjuk akkor, ha implicit alakban megadott algebrai egészfiiggvény
gorbéjének aszimptotait keressiik.)

Eid ‘
Ha = x3ey3-3axy=0
3( -
2° _3\/2a
S
i 2
2
/23
l—y—"'\—iﬁzia'

A Descartes-féle levél vizlatat 1asd a 7.107 4bran. 7.107 abra
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@kardioid. Ha epy kor érintbire a kor kerii-

efének egy fix pontjabol merdlegeseket bocsatunk, %y
a merdlegesek talppontjainak mértani helye kardioid B
(szivgorbe). -
Legyen az R sugaru kor fix pontja a 7.108 4bra
szerinti elhelyezésnek megfeleléen a pdlusban.

Az A pontban huzott érintére bocsdtott merdleges 2N "

B talppontjanak radiuszvektora, amint az abrabol
lathato:
= R+ Rcosq.

Tehat a kardioid polarkoordinatds egyenlete:

r = R(1+cosq). 7.108 abra
Ha Qi 05 r = 2R,

ha W:i%, ¥ =R,
ha ¢ =m, r=20.

Ha a kort a 7.109 dbra szerint helyezziik el, a kar-

dioid egyenlete
\\_, r = R(1—cosq).

6. Akipszeletek egyenletének poldrkeordindtds alakja,
A kupszeletek targyaldsinal (3.2.6) bebizonyitottuk,
hogy a kupszeletek kozos fokdlis egyenlete (a fokusz
az origoban van):

12242 = (ex+p), 7.109 ibra

c . .. . 5 :
ahol e = — a numerikus excentricitds, p a paraméter, a fokuszhosz tartozd ordinata.
a

b2
(A paraboldndl e = 1, az ellipszisnél és a hiperbolandl p = o )

Helyezziik a polarkoordindta-rendszer polusat a fékuszba, tengelyét az x tengelyre!

2242 =12 x=rcosp.
A polarkoordinitas egyenlet:

¥ = (er cos p+p)%,
innen

+r = ercosg+p.

S . -
+l—ecosg

r =

p és r csak pozitiv lehet. A kupszeletek csak akkor elégi-

tik ki az egyenletet, ha a nevezd pozitiv. w
+1—ecosqg=0.
. P

A parabolandl e = 1, az ellipszisnél e = = = 1, ezért
a paraboldnal és az ellipszisnél a nevezd csak (1—e cosq)
lehet.

C ’ ’
A hiperboldndl e = — = 1, a nevez6 +1—ecos ¢ €s P

a f-cosgp

—1—e cos @ is lehet. A két eset a hiperbola két dgat 7410 4bra
jelenti.

Tehat,
p
r= — parabola egyenlete,
1—cosg
_— P (e = F 1) ellipszis egyenlete,
l1—ecosgp a
T S e LT 1 hiperbola egyenlet
— — R ele
" +1—ecosq a o
(7.110, 7.111, és 7.112 abrak).
.
/-e tosy 2
3(£'< l) Y -pCosty
r (Ebf)
¥ - /
7.111 dbra 7112 ibra
A paraméter jelentése.
7T
Ha ¢ = JE , akkor r=p.
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7. A konchois. a) A kér konchoisa. A kor konchoisa azon pontok mértani helye, ame-
lyeker megkapunk, ha egy adott kor keriiletének egy pontjabol kiindulé egyenesekre a kor
kertiletével valé B metszésponttdl az adott / tivolsagot ramérjiik. Igy a korpalyan mozgé B

pont mozgdsa az egyenesen fekvo P és P* pont mozgdsaba vihetd at (7.113 dbra).
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Y
reacasp+l
I
b
’ 7 =
B
{
S a
4
7.113 abra 7.114 abra

Helyezziik a polust 4-ba, legyen @ a kor dtmérdje.
r=acosg+{ (7.114 dbra).

x = (acosqg+I)cosp
y = (acosp4I)ysing

X242 = (acosp+i0)%.
ax = (acosp+acosq.
x2+y?—ax = (acosp+) (acosg+I—acos ).
x*+y*—ax = (acos ¢+1)-1.
(P+yt—ax)’ = (PP

b) Az egyenes konchoisa. Legyen adott az e egyenes és a rajta kiviil fekvé A pont.
Induljon ki az 4 pontbdl egy egycnessereg. Az e egyenes konchoisa mindazon pontok mér-
tani helye, amelyeket megkapunk, ha az e egyenes és az A pontbdl kiindulé egyenesek
metszéspontjaibdl egy adott / tavolsdgot felmériink.
Legyen az A pont az origdban €s az e egyenes legyen parhuzamos az y tengellyel (7.115 dbra).

Ha az A pontnak az e egyenestdl valo tavol-
saga a, akkor 4

x—a x
a P pontra: = —
i A/ X242 /[r/ I
a—x —Xx
aP*pontra: —— -1 = — |
/ A X2 y? ¢ &
Mindkettdre: % a ’ X
(x2+y9)A(a—x)2 = x2[2
(lasd 7.116 abra). ; 7.115 dbra
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B~

7.116 abra

ﬁ% Polarkoordinitakban megadott gorbék érintdjének
( meghatarozasa

Hatdrozzuk meg a polarkoordindtakban megadott gorbéknél a radiuszvektor és az érintd

altal bezart szog tangensét!
A szoget §-val jelolve
tg 4§ értékét akarjuk meghatdrozni.

A 7.117 abrarol leolvashato

Tt = o—q.
(p a polarszog, o az érintd iranyszoge.)
by ¥ <
tgo =y = e g
7.117 ibra
Jelolje most % és y a @ paraméter szerinti derivaltakat
X=rcosp X=Fcosp—rsing
. . . dr
y=rsing 3 =rsinptrcosg, ahol r_gd—q—).
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,ﬁi _ F sing+r cos g 3 Ftggtr
Y=% T rcosp—rsing ~ i—rtgg
tgo—tg@
t 'ﬁ':{ e T il 4
: Bl 1+tgatgep
Mivel tgo =y’
?tg 1+f
= qﬂ——-tggp . ‘ ; T
- r—rtge _ Ttggtr—rtgetrigiy
rlggtr T ob—rtgptrtgieptrigy
r—rigyp
o rHrete _ rdtile) or
U itiee  Ml+tgte) P

Tehat az érintd és a radiuszvektor szdgének tangense:

»

tgd = —.

d.
Mivel e B o UG

Példak
1. Hatdrozzuk meg a logaritmikus spirdlis
r = ce'¥
radiuszvektora és érintdje szdgének tangensét (7.118 dbra).

r cesF 1
tg# =— = —— =
r ace® a

.

A gdrbét a pdluson dthalad6é barmely egyenes allando szog alatt metszi.

r=pg¥

Y

7.118 abra 7.119 dbra

2. Hatdrozzuk meg az r = a"/cos 2p lemniszkata szélst pontjait (7.119. dbra).

X = rcosq,
y = rsing.

o A lemniszkata koordindtai:

LI

x = a+/cos 2p cos g,
¥ = a+/cos 2¢ sin .

Szélsé pont ott van, ahol az érintd vizszintes vagy figgdleges.
Az érintd vizszintes,

Az érintd fuggdleges,

ha sindg = 0; @ =0° 180"

Ha p= 0, akkor r=aq, X,
\.'7 2

Ha =30°, akkor r= E-\u/-_— .

25 Matematika

3

e 2?9 sin @+ a+/cos 2p cos @

, v A/cos 2¢

YT F T T —asin2p i

_TAM Y cosp—at/cos 2 sin @

\/cos 2

azaz _

, cos 2¢p cOS ¢ —Sin 2 sin @ _ﬁgct_a_s_’:cp
Y T T TSin 2p cos p+cos 2@ sing sin 3p

ha =0, ha cosdp=0; ha ¢= 30°, 150°, 210°, 330°.

= 0.

av2
v,

385



8. INTEGRALSZAMITAS

8.1 HATAROZOTT INTEGRAL
8.1.1 A gorbe alatti teriilet

1. Legyen adott az ¥ = f(x) monoton folytonos fiiggvény. Legyenaza = x = b intervallum-
ban f(x) > 0. Hatarozzuk meg az y =0, y = f(x), x = a, x = b egyenletli gorbék altal
hatarolt teriiletet, az un. gorbe alatti teriiletet.

Legyen f(x) monoton novekvoé folytonos fiiggvény.

Jeldljiik a gorbe alatti teriiletet F-fel, Kozelitsiik meg a teriiletet a beirt, illetve koriilirt
téglalap teriiletével (8.1 abra).

t=F=<T.

Ha az F teriiletet i-vel vagy T-vel helyettesitjiik, a hiba, A kisebb, mint a két téglalap tertilete
kozotti eltérés,

H <= (T—1).
*9 ‘y
Y=F(x) y=F)
7
7
F 7
f 4
Z i 4
g a b X ay a b-a Y. 'x—
2
8.1 abra 8.2 abra

Jobb kozelitést kapunk, ha az @ = x = bintervallumot két egyenld részre osztjuk (8.2 abra).
(1 +1) = F= (T +T5).
A két téglalaposszeg kozotti eltérés:

(T +To)— (1, +12).

77 A,
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Még jobb kozelitést kapunk, ha az [a, b]intervallumot 4, 8, 16 egyenld részre osztva képezziik
a beirhato és koriilirhaté téglalapok Osszegét. '

II. Legyen y = f(x) [4; b]-ben monoton és folytonos. Osszuk fel az [a; b] intervallumot »
egyenld részre. : o '

Egy részintervallum hossza:

b—a
K o g
n

Az egyes 0SZLOPONtok: @ = Xy, X1, Xas -+ s Xy_1» ¥n = b.
A megfelelé ordinatak: f(xp), F(xq), - .. S(xa_1), F(x,).

a) ¥ = f(x) monoton nd.
A beirhat6 tég]alapok teriiletének Gsszege (also tégla]apésszcg):
te = Ax[f(xp)+SGx)+ . . .+ (xn_1)] ' (8.3 dbra).
A koriilirhato téglalapok teriiletének Osszege (felso téglalapésszcé):

T = AxC)H G Gx))
b) y = f(x) monoton fogy..

Az also téglalapdsszeg:

tn = AXIfOD)+SGDF ..+,

A o sl

4
\ &
5 1
A0 S
] ) N
o - 11| o [76)
O 4y N7 X o a=Xp b’Xn X
8.3 abra 8.4 dbra
A felsé téglalapOsszeg:
T, = Ax[fCe)+fGe)+ ..+ 0n-1)] (8.4 abra),

Mindkét esetben a két téglalapdsszeg kiilonbsége:
To—ty = Ax |f(xn)—f(xo) .

Ez pedig nem mas, mint a legnagyobb koriilirhato és a legkisebb beirhaté téglalapok teriile-
tének kilonbsége.

25+




388

. b-
Ha n— o=, akkor Ax= i A 0.
n

| F(x,)—f(xg)] rogzitett véges értek, ezért:
T,—t, =0, ha n— oo,

Mivel tg,<F=<T, ¢és lim (T,—1,) =0,

" —»= oo

lim t, = lim 7T,=F.

H— co N~ oo

Peldak

1. Hatdrozzuk meg az y = x* egyenletii gorbe alatti teriiletet a [0; &] intervallumban (8.5. abra)!
Osszuk fel az intervallumot n részre. Legven egy részintervallum hossza:

Ax=h= 2 .
" by
Az egyes osztépontok: L (y e
0;h; 2h; 3k ...; (n=1)h; nhi= b,
A megfelelé ordinatdk: e

0; At 4h%; ... (n—1)R2; n*h = b2,
A beirhato téglalapok teriiletének Osszege:
t, = BO*+R+4RF+ .. +(n—1)F] = 7 4 —x_
=Bl +4+ ... +0—1E] =
ba
==z [14+4+...+(n—-1)02].

i
A négyzetszamok Osszegének ismert képlete (lasd az 1.4, 2 példt) szerint:
nn+1)(2n+1)
—_——

8.5 abra

124224 ...+ =
Ezt felhasznalva:

b .
1, = o [(m—=1)-n(2n—1)].

né-nal egyszeriisitve:

5 1 1
=g [(-5)1-3)]
A korilirhato téglalapok teriiletének Gsszege:
T, = WP +ak2+ .. +(n— 12+ n2ht] = (1 +4+.. . +n%) =
3
= %(IHZ% )
A négyzetszamok Osszegének képletével;

T, = % [+ 1) @nc13] = 5’63_ [1 . (u%) (2'+7_)].
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A két téglalapdsszeg kiilonbsége:
b R 1 1 1
Tyta= [(1+;) (z-.u;) r(l 7) (2—;)].

b 31 3.1y W
T;‘“z":'?[(2+FT""1?)_(2_;T;§‘)] = ;.

Ha n— oo, T,—t,—0.
Ha # nd, a ¢, sorozat monoton nd és korlatos, a T, sorozat monoton fogy és korldtos, van hatar-
értékiik. )
b? 1 1 b3
; Lo, B g AN fs (AN B
n]i?luorn n‘i—lrmo:) 6 (1 n)( n) 3
; ; b1 1y Bt
Jim Ty= Tim () (=)= 5
Mivel t,<F=<T,,
bH
F= lim f,= lim T,= =
Az ¥ = x* parabolaiv alatti teriilet (0 = x = b) '
b3 b-b*
F= g
by |
ke
y=x2
\ 5 /y:x/'.‘
™
—— e
a X gr a b X
8.6 dbra 8.7 abra

Ez nem mds, mint a b alapi és b* magassagu téglalap terilleténck harmadrésze (8.5 abra).
Ezértaz y = x* és y = b egyenletii gbrbék dltal hatdrolt parabola- +
Y

2 .
szektor teriilete a téglalap tertiletének 3 része (8.6 abra).
Az y = x? egyenletii parabolaiv [a; b] intervallumdban a gorbe .
alatti teriilet: / y=x

b &

_ ik s g .
F_Tvvg_g.-an-(b a®) (8.7 abra).

2. Hatdrozzuk meg az y = x% egyenletil gorbe alatti tertiletet a [0; b]
intervallumban (8.8 dbra)!
Osszuk az intervallumot n egyenld részre. Legyen egy részinterval-

lum hossza:
i, |
n
A beirhato téglalapok teriletének dsszege:
1, = A[03+ 13+ 2B+ .. +(n—1)%%] = : 7 2
4
= R[04+ 154+ .+ (n—1)% = %[13—&- e (=1 8.8 abra
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Mivel az elsd n szam kobének Gsszege (lasd az 1.4, 3. példat):

34224 4(m—1P+n* = [

we B[P 2 L

nn+1) 12
e
nt 2 4 n
A koriilirhat6 téglalapok teriiletének Osszege:
4
T, = hl®+2h)%+ ... +(0h)*] = K13 +28+ . +A] = b—4 [18+2%+. .. +n%.
n

A kdbszamok Osszegének képletével:

T bt [ n(n+1) ]”zéi(l 1)2

Ha n — oo,
4 1
lim ¢,= lim —- (1 o L)z o %
n == oo i — oo n 4 .

Mivel t,<F=T,

Az y = x% egyenletii gorbeiv alatti terillet az @ = x = b intervallumban:
4 4
R Y PPN

3. Hatérozzuk meg az y = ¢* egyenletii grbe alatti teriiletet a [0, 4] intervallumban (8.9 4bra)!
A fliggvény folytonos és monoton nd.

a
Legyen h = = ‘ v

/y-—z""
h,=h[1+et ettt ., etn-bi],

T, = hle"+e¥+ . . . +ewr-Dhyeih] =
= he'[l + e+ ... +ern—1n],

A zdrojelben levd kifejezések egy mértani sor Osszegét adjik, ahol / ab
a,=1,g=¢. 1

nh__ - — - e
fey 1+e*+v..+e“‘-1”’=%,:j-il-. By a
8.9 abra
Mivel nh=a.
et —1 h
e ]
n h_l (eﬂ 1) e"'—l E
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Ha g+ os, h-0
lim e'= 1.
h—0

A "Hospital-szaballyal:

. h ; 1
lim —— = lim —/—=1.
peso€i—1 4 0c€"
Igy lim #,= lim T,=e"—1
n —» oo n — oo “

III. Hatdrozzuk meg most olyan fiiggvény gorbéje alatti teriiletet, amely nem monoton.
Kossiik ki tovabbra is, hogy az y = f(x) fliggvény az [a; b] intervallumban folytonos és nem

negativ.
a) A teriilet meghatdrozasahoz osszuk fel az [a; b] intervallumot 5 részre. A részintervallumok

lehetnek kiilénboz6ek.
Legyenek a részintervallumok:
[xg: 10, [¥1s Xl - oo [xicts XL ooy Do 3l €8

legyen a részintervallomok hossza:
Axy, Axg, ..oy Axyy oo Ay (Ax; = x;—x;-1).

Minden egyes részintervallumban vélasszuk ki a legkisebb, illetve legnagyobb ordindtat
(8.10 dbra)!

A legkisebb ordinatak sorozata: My, My, ..y My,

a legnagyobbaké: My, My, My, ..., M.

Képezziik a kovetkez$ ket osszeget: )

§, = A1y Xy Fmgxe+ ... Fmx,  (also téglalaposszeg),

S, = Myx;+Mxy+. .. +Mx, (felsé téglalapdsszeg).

A két téglalapdsszeg jelolésére a kgvetkezc’i szimbolumot hasznaljuk:

n
Sy = MypXqF .. Xy = z m; Ax; ‘ly
=51
és ) =N (y-110)
S, = Myx;+ ... +Mx, = 3 M; Ax;.
=]
A definiciéb6l adédik: M\ |y
s, =F=8,.
t  me
(Ha f(x) = konst, az egyenléség ill fenn.) g a axi &

A két téglalaposszeg kiilonbsége: 8.10 abra
Sp—su = Axy(My—my)+ Axg(My—nig)+ . . . + Bxy(M,— my),
azaz

Sp—s8y = z (M;—m) Ax; (ahol Ax; = x;—x;y).
i=1

Vezessitk még be a kovetkezd fogalmakat!
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Definicio. Egy intervallum felosztdsa 8-ndl finomabb, ha a leghosszabb részintervallum
hossza is kisebb, mint 8.

Jele: max Ax; < 8.

Definicié. A felosztas minden hataron til finomul, ha a leghosszabb részintervallum hossza
is nulldhoz tart.

Jele: max Ax; — 0.

Az [a; b] intervallum felosztdsandal vegyiink egy minden hataron til inomulo felosztassoroza-
tot. Az n-edik felosztdsnak megfelel6 also téglalaposszeg s, felsd téglalapdsszeg S,.
Megmutatjuk, hogy

lim (S,—s) =0,

max dxi — 0

Legyen & tetszés szerinti kis pozitiv szam.
J(x) a feltevés szerint folytonos, tehat egyenletesen folytonos. Ezért ) = 0 tetszés szerinti
szamhoz talalhato olyan 8(1) = 0, hogy

|Mi—m,| =%, ha |[x;—x_;]<3.

A Ax; = |x;—x;_| ~< & egyenl6tlenség elég Ainom felosztas esetén teljesiil, Ez pedig fennall,
mert feltettiik, hogy max Ax; — 0.

3
Legyen 1 = Yo ahol ¢ a fentiekben megadott kis pozitiv szam.
S 4 2
Ekkor
n A & n £
S,—s5, = (M;—m) Ax; = ——- X = ———(b—a) =
n I I;] i z) i b—a j; i h—a (b (l) &,
A felso €s also téglalaposszeg kiilonbsége tehat:
Sy—3, < ¢, hanelég nagy.
Mivel 5, < F < §,, a gorbe alatti teriilet:
e n
F= lim », = lim m; Ax;
"= o n— oo =]

vagy

: ; n
F= 1lm §,= lm ZMf Ax;.

n — oo n— o =1
b) Osszuk fel most az a = x = b intervallumot az
[xgs x5]s [xy5 Xal, o ooy [Xq: xt],. R - T, x“]._
részintervallumokra, amelyek hossza
Axy  Axy, oo Axy, L, Ay, (Ax; = x;—x;_4).

Az egyes részintervallumokban most ne a legkisebb és legnagyobb ordinatakat vegyiik,
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hanem a tetszés szerinti &;, &5, . . ., &, pontokhoz tartozo f(5); f(&); .. . ; f(§,) ordinitakat,
ahol x;_; = §, = x; (8.11 dbra).
Képezziik a kovetkezo téglalaposszeget:

Ty =f(§1) Ax]‘}'f(‘fz) AX9_+ . ‘!'f(‘fn) Axn = _ZI f(Et) AX,'.

Mivel m; = f(\s), = Afi,
Sy < Ty =8, Ay
Ha a felosztas minden hataron tal finomul, azaz
max Ax; — 0, a gorbe alatti-teriilet: //r Y1)
. e |
F= lim Zf(&l) Ax,-. i
max Ax; —» 0 i=1 |
Ennek jelolésére a kiovetkezd szimbolumot hasz- |
néljuk: I o
n b gla] %, s *
lim Y fE)Ax = [ f(x) dx Axe
max Ax; — 0i=1 a 8.11 dbra

(olv.: integral a-tol b-ig f(x) dé x).

A hatdrrérék az fi t\x) fiiggvény hatdarozort integrdlja az a = x = b intervallumban. Az ‘[ jel
(nytjtott S betll) a szumma (Osszeg) hatarértékének szimboluma; a az integralas also, b az
integralas felsé hatdra, f(x) az integralandé filggvény vagy integrandusz.

Tehéat, ha az [a; b] intervallumban f(x) nem negativ és folytonos, a gérbe alatti teriilet:

i N |
| F= j’f(x)dx

8127 A hatirozott integral fogalma

A hatérozott integral fogalmat a teriiletszamitassal kapcscsolatban vezettiik be. Olyan gorbe
alatti teriiletet hatdroztunk meg, amelynél a fliggvény az adott intervallumban pozitiv és
folytonos volt.

A hatérozott integral fogalmit a teriiletszamitdstol elvonatkoztatva is definidljuk.
Legyen az y = f(x) fiiggvény az [a; b] intervallumban értelmezve.

Osszuk fel az [a; b] intervallumot az ‘

G XXy 5w X b 1y Xy =2 osztopontokkal

[xg: xq1, ooy [e—z3 x:], oo, [Xa—q3 X))  részintervallumokra,
A részintervallumok hossza legyen:

Ay Ay, vor g Ny vy ARy (Ax; = x;—x;_4).

Minden egyes részintervallumon jeldljiink ki egy tetszdleges £, &,, ...5;, ..., £, pontot!

s — > _ < : ? h _‘ -
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Képezziik a kovetkezl szorzatdsszeget:

fE) Ay +1E) Ay +1E) Axy = Y J(E) Axi.
=1

Képezziik a szorzatisszeg hatdrértékét, ha a felosztds minden hatéron tul finomul, azaz a
legnagyobb részintervallum hossza is a nullahoz tart (max Ax; — 0).

lim i FED Ax;.

max Ax; — 0 (=1

Definicié. Az y = f(x) fuggvény a [a; b] intervallumban RIEMANN szerint integralhato,
ha az [a; b] intervallum barmilyen felosztasa és a & helyek tetszoleges megvalasztdsa
mellett a

; n
lim SN fE)Axi =1
max Ax; — 0 i=1
hatarérték létezik, azaz
n

(= lim fE) Ax;) =&, ha maxAx;< 3,
! max Ax; — 0 i=1

ahol 8 = 8(&).

A hatarérték az y = f(x) fiiggvény hatdrozott integralja az [a; b)] intervallumban, jele:

b

[ i ax.

a
[Bernhard Riemann (1826— 1866) német matematikus.]
Teétel. Zart intervallumban folytonos fiiggveny integralhato.

Bizonyitas. Legyen f(x) az [a; b] intervallumban folytonos fiiggvény. Képezziik az [a; bl
intervallum egy tetszés szerinti felosztasat, és képezzitk az

n n

5= Z mi Axi és 5= z Mfoj

=1 =1
also és felsO dsszegeket.
(Az [a; b] intervallumot Ax; hossztsagd [x;i_1; X intervallumokra oszlottuk
G=1,2 .. 9)
(m; és M; az [x;_y; x;}-ban felvett legkisebb, illetve legnagyobb fliggvényérték.)
Legyen &; az [x;_;: x] intervallum tetszés szerinti pontja.

.

5= if(s,) AX,§ S
=1

Ez az egyenl6tlenség minden felosztdsra igaz.

395
Az egyenletes folytonossag tételébol kovetkezoen:
Jim (§—5) = 0.
max Ax; —+ 0
Ezért a

lim i SE) Ax;

max Ax; = 0 i=1

hatarérték létezik, vagyis a zarl intervallumban folytonos fiigevény integralhato.
Tehat, ha y = f(x) az [a; b]-ban folytonos, az

B
j f(x)dx integral létezik.
@

Teétel. Ha y = f(x) az [4; b] intervallumban folytonos, €s aza hely kornyezetében korlatos,
akkor az

B
j f(x)dx integral létezik.
a

Ha y = f(x) az [a; b] intervallumban folytonos, és a b hely kornyezetében korlétos, akkor

daz

b
j f(x)dx integral 1étezik.
a

Tétel. Ha y = f(x) az [a; bl-ban mindeniitt értelmezve van, és véges szami szakadasi
helytd] eltekintve mindeniitt folytonos, akkor az

b
j f(x)dx  integral létezik.

E két utobbi tétel bizonyitdsat nem kozoljiik.
A hatdrozott integral hatarérték, azaz szameérték. Ezért jelolése az X integracios valtozén
kiviil mas valtozokkal is torténhet:

b b b 4 1
[ 7o dx: [ f@nyds [ flydu  stb.
a (} a y:f(x)
813 ' A hatarozottintegral tulajdonsagai
1 —
a a X

a
s [fxyax=0. 8.12 4bra

A tétel helyessége a hatarozott integral definiciojdbol adodik. (Szemléletesen: a teriilet nulla:
8. 12 dbra.)
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2. Az integralasi hatarok felcserélése
Az jf(x) dx integral definiciéjanal feltettik, hogy e < b.
Nézziik az

J' f(x)dx  hatdrozott integrilt, ha b > a.

Az intervallum felosztdsanal most jobbrol balra haladunk.

Ha az [a: b] intervallumot a balrél jobbra vald haladdsndl [x;—; x;] (=1, Dy w1}
részintervallumokra osztottuk, amelyek hossza Ax;, ..., Ax;, ..., Ax, (Ax; = x;—x;_1),
akkor jelaljitk a jobbrol balra valé haladasnal a részintervallumokat:

A¥xy, A%xy, .o A%xg, Lo, Axgenel.

Az Osszefiiggés a kétféle felosztas kozott:

A*x, =—Ax, e
%
A*x :_‘A“‘u -1 Sa = Eu—l
* &
A*.X; :‘Axn—i+1 5." = “:u—id-l
e 2 L, g
A An _#A)'l ‘Erz - El'

Balrél az i-edik szorzat:
FED A*x; = —f&,_i11) AXy_gay-
A szorzatosszegek kozotti Osszefiiggés:
n . n
z f(t:t) Axi = Z 'ff(‘gn—Hl) Axn’—h‘»l L
i=1 i=1

Ha max Ax; — 0, a hatarértékek:

a b
J'f(—’c) dx =— .ff(x) dx,
b a

Tehat, ha az integralds hatarait felcseréljiik, az integral értéke (- 1)-szeresre valtozik.

(A kivetkeztetés akkor is érvényes, ha a > b.)
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3. Hatarozott integrélok Osszegezési tétele
Legyen az-v = f(x) fiiggvény az [a; b] intervallumban folytonos és

a=<=b=c,

c b €

jf(x) dx = jf(x)dx+ jf(x) dx  (8.13 dbra).
a a b

A tétel a hatdrozott integral definicidjabol (szorzatisszegek hatdrértéke) és a hatdrértékek
Ssszegére vonatkozé tételbdl kizvetleniil belathato.
A tétel akkor is érvényes, ha a b pont az [a; ¢] intervallumon Kivill esik.

L

*y Y,
yeF )

y=fex) )
T
+ + +—m— + Iomm—
g a b c A g a b X
8.13 dbra 8.14 dbra

4. A hatdrozott integral geometriai jelentése
Ha az [a; b] intervallumban

for=o0

b
J' f(x) dx = 0, az integral megadja a girbe alatti teriiletet.

a
b

T= J‘ f(x)dx  (8.14 4bra).

Ha az [a; b] intervallumban,
f=0,

a hatdrozott integral definicidjabol kévetkezoen

b
j F(x)dx = 0.

Ezért a gorbe és az x tengely kozti teriilet:

(8.15 4bra).

}b
T= ‘j'f(x)dx
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bs }s
a b
7 = y=Fix)
T £
7l a b =
e
y=Ffix)
8.15 4bra o 8.16 abra 5

Haaz y = f(x){uggvénynek azx = b zérushelye, akkor az y = f(x) fiiggvény gorbéje és az

¥ =0, x = a, x = ¢ egyenesek altal hatdrolt sikidom teriilete (8.16 dbra):

‘} b
[ £60) dx ‘

a

= j f(x) dx

Hasonldéan hatdrozhaté meg a gérbe és az x tengely kozotti teriilet tobb zérushely esetén is.

Az integralszamitas kozépértéktétele

Tétel. Haazy = f(x) fi uggveny folytonos az [a; b]mtervallumban azmtervallurn belsejében
van legaldbb egy olyan & hely, amelyre

b
i
&= b J‘f(l) dx.

Bizonyitas. Legyen az [a; b] intervallumban az y = f(x) folytonos fiiggvény legkisebb
értéke m, legnagyobb értéke M. Osszuk fel az [a; b} intervallumot Axy; Ax,; ... ; Ax, hosz-
szlsagu részekre (Ax; = x;—x;_4).

Ha az i-edik részintervallumban a legkisebb érték m; és a legnagyobb M,

m; Ax; = f(E) Ax; = M; Ax,,

daZdz

I

ni; Ax,-‘é Zf(&;) Ax,-‘:: Z M,—Ax[-.
i=1 i1

1
Mivel m és M a legkisebb és legnagyobb érték [a; b]-ben,

m=m, M=M.
Ezért

m Z Ax;= Z fE) Ax; = Mi:l Ax;.
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Mivel
Z Ax; = b—aq,
i=1
7 B
és lim Y fE) Axi = [ f)dx,
max Ax; — 0 =1 2
b
m(b—a) = j f(x) dx = M(b—a),
a
azaz
1 b
n = 'E,;_—J f(x) dx = M.

a

Az egyenltség csak akkor 4ll fenn, ha [a; b]-ban f(x) = konst.

Az [a;b]intervallumban az y = f(x) fuggvény legkisebb, illetve legnagyobb ertcke m, illetve
M. Tudjuk, hogy a folytonos fiiggvények zért intervallumban felveszik a minimum és maxi-
mum kozé esé Osszes értéket (lasd 6.3.1 pontot). N

Van tehdt legalabb egy olyan £ hely (a < £ < b),

ahol
ano I 5 ‘f
mzhfmu

4]
2
Ezzel bebizonyitottuk az integralszamitas kozép-
értéktételét. Az y = f(&) érték a figgvény integ-
ral kozépértéke [a; b]-ban.
Mas formaban:

S T

b | |
b—a)f® = [ fx)dx (B.17dbra). 7 2 6 X
a 8.17 abra
8.1.5 Az integralszamitas alaptétele

a) A hatirozott integril mint a fels& hatar fiiggvénye. Legyen az y = f(x) fiiggvény
az [a; b] intervallumban folytonos.

Vegyiik a fiiggvény hatarozott integraljat a rog- ‘y
zitett alsd hatartdl, a-tol, a véaltozo fels6 hatdrig,
x-ig (@ = x = b).

A hatdrozott integrdl a felsé hatar fuggvénye,
jeloljik F(x)-szel.

Jeloljiikk az integraldsi valtozot r-vel, mert most
x a valtozo felsd hatdrt jeloli.

7

F(x) = f f()dt  (8.18 dbra).
v (3 8.18 abra
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Az x4+ Ax felsé hatdrig az integral

x+Ax
Flx+Ax) = _f F(r)dr.

o

A két hatarozott integral kiilonbsége:

x+Ax x
Flx+Ax)— F(x) = j fuyde— [ fdt, £
azaz
xLtAxy

Fx+Ax—Fx) = [ f@adr.

x

Ax-szel osziva:

x+Ax

F(x+Ax)—F(x) 1

i AX = 7x f{f) dr. "
Ha Ax — 0,
a bal oldal hatarértéke:

F(x - Fi
lim ﬁ‘w = F(x),
Ax =0 Ax

A jobb oldal az integralszamitas kozépértéktétele szerint:

x4+Ax
1
_A_x_ J‘ Jyde =f(5), ahol x < & <x+Ax.

Ha Ax -0, f(&) — f(x).

Tehit, ha

Fe) = [ f0 1

‘ F'(x) = f(x).

Masképpen
d X
o Jf(i') dr| = f(x).
x

Tehat bebizonyitottuk a rételr.

Tétel. A hatarozott integrdlnak a felsé hatdr szerinti derivaltja egyenld az integralandé
fiigevénynek a felsd hatarnal felvett értékével, ha az integraland¢6 fiiggvény az x helyen
folytonos.
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b) A primitiv fiiggvény fogalma. Ha F'(x) = f(x) = 2x, tudjuk, hogy
F(x) = x2, mert (x% = 2x.
Az egyenldséget azonban minden F(x) = x24C alakl fliggvény s kielégiti, mert
(xX*4+CY = 2x.
Hasonléan, ha  F/(x) = f(x),
[F(x)+CT = f(x). -

Az a kérdés, hogy az olyan fiiggvények, amelyeknek derivaltja megegyezik, csak konstansban
kiilonboznek-e egymastdl? A vélaszt két tételben adjuk meg.

I. tétel. Ha egy fiiggvény derivéltja mindeniitt zérus, a fiiggvény konstans.
Bizonyitas. Legyen X, és x, az [a; b] intervallum két tetszés szerinti pontja. A Lagrange-

féle kozépértéktétel szerint (7.1.6) az (x;; x,) intervallumban van legaldbb egy olyan £ hely,
amelyre £y :

: f(xz)‘f(xl) _

Xy— Xy

@,

A feltétel szerint £7(£) = 0, igy mivel xp—xy 7 0,
flxg)—f(xy) = 0.

Ezért y
|  Jxy) = fxy).

Ez azt jelenti, hogy a fiiggvény értéke az inter-
vallumban allando:

fx)=C.

Ez geometriailag azt jelenti, hogy a fiiggvény par:
huzamos az x tengellyel (8.19 dbra).

y=¢

1. tétel. Ha két fiigevény differencidlhdnyadosa & ’ 72
mindeniitt egyenld, a két fiigevény csak konstans- 819 ibra
ban kiilonbozik.

Legyen ugyanis a két fiigevény F(x) és G(x). ‘
Legyen differencidlhdnyadosuk egyenld: '

P
F'(x) = G'(x),

azaz F'(x)—G'(x) = 0. .

Felhasznalva azt a szabalyt, hogy Osszeget tagon- / /
ként differencidlunk: : / /
/77

[F(x)— G(x)]" = 0.

fgy az 1. tétel értelmében

F(x)—G(x) = C.

A két fiiggvény tehat csak konstansban kiilonbozik
egymastol. 8.20 dbra

26 Malematika
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Geometriailag ez azt jelenti, hogy az y = F(x)+C fliggvények érintdi adott pontban par-

huzamsak, a gorbesereg az y tengely iranyaban valod parhuzamos eltolassal keletkezik 4 -

(8.20 4bra).
Azok az F(x) fiiggvények, amelyek az

F'(x) = f(x) egyenldséget kielégitik, az fCx) fuggvény primitiv fiiggvényei.
Tgy az f(x) = 2x fliggvény primitiy fuggvényei F(x) = x2, F(x) = x2+5, F(x) = x2++C stb.

c) A hatarozott integril kiszdmitdsa primitiv fliggvény segitségével. Legyen

Flx)= [ (o dr.

A hatarozott integral felsé hatar szerinti derivaltja egyenl az integralandé fiiggvénynek a
felsé hatdr helyén felvett értékével:

F'(x) = f(x).

Legyen masrészt G(x) az f(x) fiigavény egy primitiv fiiggvénye, azaz

G'(x) = flx).

F(x) és G(x) derivaltja egyenld, a két fliggvény csak konstansban killénbozhet egymastol,

F(x) = G+ C.

Nézziik az egyenldséget az x = a éftéknél
a
Fla)= [ fyde=0."
a

Mivel Fla) = G(a)+C,

igy Gla)+C =0, C= —G(a).

C értékét behelyetiesitve:

F(x) = G(x)— G(a), azaz
[ f0) dr = G(x)—G(a).

Ha az x felsé hatar helyébe b-t irunk:

b
j F() dr = G(b)—G(a).

403

Mivel a felsé hatarban mar nem szerepel x, az integrdlasi véltozot x-szel jelolhetjik:

| |
. |
| | £ dx = Gb)- G(a)

]
i a i

Ez a Newzon—Ler‘bﬁiz-formula az integrdlszamitas alaptétele, A tétel kapcsolatot l1étesit a
differencidl- és integralszamitas kozott. . . ~ ' ‘
A Newton—Leibnitz-tétel kimondja: a hatarozott integralt megkapjuk, ha az integralando
filggvény primitiv fliggvényének felsd és also hataron veit helyettesitési értékeit egymdsbol

kivonjuk.
A képletet igy is jelolik:
b
[ 1) dx =[6GT; = GB)—Gla).
2

Alkalm;izésként nézziink meg a hatarozott integral bevezetésénél megoldott teriiletszamitasi

feladatokat:

Példak

1. f x*dx.
[ 3

Az f(x) = x? liiggvény egyik primitiv figgvénye:

3 3\
G(x) = A3 , mivel (,’%) = xZ,
. o
fgy J xtdx = [—3] =*3*—-§—=?(b“—a"’),
b
2. j x3 dx.

o e EXRY 3
A primitiv figgvény —-, mivel ( ) =
A

; x1® 1
e

a *

a
3. _f erdx.
1
A primitiv fiiggvény e, mert (e%)" = €.

a
j’ S dx = [ = f—e = "1,
1

26*
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8.2 HATAROZATLAN INTEGRAL
8.2.1 A hatarozatlan integral fogalma

A differencidlas forditott miiveletét hatdrozatlan integraldsnak nevezziik.
Mindazokat az F(x)+C primitiv figgvényeket, amelyeknek derivaltia f(x), igy jeloljik:

j fG)dx = Fx)+C.

‘(A 8.1.5 b pontban bebizonyitottuk, hogy azok a kifejezések, amelyeknek derivéltja egyenld,
csak konstansban kiilonboznek.)

Az _f f(x)dx kifejezés az f(x) fliggvény hatarozatlan integralja. (Olv.: integral f(x) dé x.)
f(x) az integrandusz, dx nem szorzdt jelent, hanem azt jelenti, hogy x szerint integralunk.
F(x) az f(x)-nek valamelyik primitiv filggvénye, C tetszdleges allandé.

A hatdrozatlan integral jelolése a hatdrozott integrdl jeldlésének analogidjara torténik.
_A hatdrozatlan integrdl elnevezés a C konstans tetszéleges, azaz hatarozatlan voltabdl ered.
‘A kovetkezékben elészor megadjuk a differencidlisi szabélyok megforditdsat, az un,
alapintegrdlokat, majd ismertetjiik a legfontosabb integralasi eljarasokat.

Neézzitk példdul a hatvdny integralasat:

7 #z—1
ya+l ol !
=T 4], t [=—]| ==
fx dx o +C, mer (oc+1) x
o =1
Ha x = 0:
1 1
Ix*l dx = [—dx =Inx+C, mert (lnx) =-—, ha x=0.
x x
Ha x < 0:
1
[x—l dx = v[—)—( dx = In(—x)+C, mert
p 1 1 .
[In(=x)]"=—(-1)=--, ha x=<0.
—x X

A két esetet dsszefoglalva igy jeloljitk:
1
—dx =In|x|+C.
X

(A logaritmusfiiggvény csak pozitiv x-re van értelmezve.)

Foglaljuk tablazatba az alapintegralokat, a derivaldsi szabalyok megforditasat.
(Megjegyezziik, hogy az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban az arcsin x, arccos x, arctg x
fliggvényeken a ciklometrikus fiiggvények féértékét értjitk.)

8.2.2 Alapintegrélok
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Alapintegralok
[ Wie @=-D
PR — = -
X% dx = a+1

| Law = meiee
N

o

ferdx =e+C

J. ot dx = 2t C
Ina

Proba

(Y-

1
1 (Injx[) = r.

() = e

(ina) =

J' sin ¥ dx = —cos x+C

rcosx dx = sinx+C

(—cosx) =sinx

(sinx)’ = cos x

l- : ,]_, ~dx = tgx+C
cos® x

Jﬂ 1‘).._ dx = —ctgx+C
sm® X

1 arctg x+C
~ ., dx =
J 1+ x2 {-—-arcctg x+C

i

e (=
—x2

—arccos x+C

" Vi

(ha jx| = 1)

{ arcsin x+C

1
cos® X

(tg x)

, 1
(—ctgx)’ = R

(arctg x)’ = (—arcctg x)’ =

[shxdx =chx+C

[E:hxdx=shx+C

ce-dx = thx+C o~
J ch*x

14+x*
) I
(arcsin x)' = (~arccos x)' = Vioe
. (éhx)’=shx
l‘ (5].‘]_1:)’= ch x
. th L A,,,I,
(A = ch® x

|° _l gx=—cthx+C
| SIS

i‘ ) dx—arshx+C =
e

(x+4/T+x2)+C

.,
=}

—

+

=1

a tdblazat folytatédik

, 1
(—cth x) = shlx

|
B
|
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a tablizatl folytatdsa

!

Alapintegrilok

j— 1-——dx:archx+C= 1,,
,\/xlil a

= ln(x+Vfi:i). ha x=>1

-

—

Jh —— _dy =arthx =
1—x*?

1 1+x
fln'lfx' +C, ha [xl=1

-

-

7

{ S dx = arcthx = 1—a7
c+

- ; wEtl sl b E >

i
|
1
i
(arcth x)' = +— = \
— L

-

Megjegyzés. Az utolsd Kkét szabalyt igy foglalhatjuk Ossze:

1 1 | 1+x
otpar=dn i) m s
I B

1—x? 2 e

823  Altalanos integraldsi szabalyok

L. [ +g0ldx = [ £y dx+ [ g0 dx,

azaz Osszeget tagonként integralunk, Ez a szabaly kozvetleniil adédik az osszeg differencialasi
szabdalyanak megfprditésébél. A szabidly tetszélegesen sok, de véges szamil tag esetén is igaz.

11. I af(x)dx = a j f(x)dx (ahol a tetszéleges konstans),

azaz a konstans faktort kivihetjiik az integrdljel ele. Ez a szabaly is kozvetleniil adodik a
konstanssal szorzott fiiggvény differencialdsi szabalydnak megforditasabol.
Az alapintegralok és az L., 11. szabaly segitségével konnyen megoldhatunk néhdny feladatot.

Példak
. xs
. 4 =-+C.
1 Jx dx =+
L 3
1 :z =
2. A/xdx = xdezi:;—JrCz%\/xsﬁ-C.
J 2
#* _[dx:jldx—x+C (mett (x) = 1)
dx e ¥ 4
4 J";Z“ Jx dx-*i*i' —*—i C
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tolm

. dx 1 = 1 x
S 8 Tdx = —
Y Fimcy

Vx

+C=Vx+C.

—

2
6. Altalaban polinom integrilja:
f (@ x™ 4 @y x4 +a.x2ax+ap) dx =

an : dy—1 53 ay
= gt Bl gm s 2 D s L xPtax+ C
n+1 n 3 2 ’

Az Gsszeget tagonként integraltuk. (sszeg integraljinal a C konstanst csak egyszer frjuk le, mert a
részintegrloknal szerepld konstansok Osszege is konstans. Latjuk, hogy polinom integralja az
eredetinél egy fokkal magasabb fokszamu polinom.
2x2—5x+3
T
Vx
i

Osszuk el g szamldlot tagonként a nevezovel: %/ ¥ = x3-nal:

7. dx.

2x*—5x+3 5 2 -i
v 8 TR (2x3—5x3+3x d) dx =
X
L] s 2
x8 x3 X8 3~ 3,—= . 9 3,5
W R e s w K A 2
2i 5_5“+31+C 4'\/A 3\/34-2 /xt+ C.
3 3 3
5 o ow
8 f(26=—21+—) dx = 2es—-——+5In|x|+C.
X In2
9 f (_sim_x WS . dx = __‘j’f_x__{__l arctg x+ C
‘ 3 T dvaxt ) B 4 T
8.2.4 Integralds helyettesitéssel

Az integralasnak ezt a modszeret legknnyebben konkrét példakon érthetjitk meg.

1
1; J cos 5 x dx.

1
Vezessitk be azu = 5 X helyettesitést, igy u figgvénye x-nek.

A differencialré! tanultak értelmében, ha y figgvénye x-nek, dy a kdvetkezdképpen fejezhetd ki dx
segitségével: =
dy = Fl(x)dx, vagy,mwvel [(x) =), dy=y dx.

Hasonloképpen, ha u fiiggvénye x-nek, u = g(x)
du = u’ dx,

’

du
dx
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Térjiink vissza példankhoz:

Jcos-lxdx. u=<]—x, w ==

2 2. 2!
du = o dx,
1
du = jdx.

1 e ; ; 1
Példdnkban az 5 X helyett bevezetjitk az # véltozot. A dx helyett nem irhatunk El dx-et, mert
a példdban az 3 (a belsd fliggvény differencidlhdnyadosa) nem szerepel. Az%tenyezot azonban

. 1
knnyen behozhatjuk, ha az integranduszt 2- 2 -del szorozzuk.

¥ I r 1 1 i 1 1
cos . xdx = J cos—-?_—x-2-?dx~ 2J cos?xidx:ZJ‘cmudu—

J 2
1 (]
=2sinu+C= 2sinjx+C.
A példat a kovetkezOképpen is megoldhatjuk:
J cosr;_-xdx. u = %x, x = 2u, -3%:2, dx = 2 du.
- I -~ ~ . ; I
fey J cosyxdx = { cos u2du =2 J cos udu = 2sin u+C = 2 sin §-x+ C.

A feladatot helyettesités nélkiil is elvégezhetjiik, ha behozzuk az u = ?x-nek,abelso fuggvénynek

differencidlhdnyadosdt az integranduszba, és felismerjik, hogy kozvetett fiiggvény differencidl-
hanyadosa szerepel.

1 i 1 1 1
J.cosixdx~ ZJ (coslex)(au) dx =25m7x+C.

A kovetkezd példdkban is azt az utat kévetjitk, hogy behozzuk az integranduszba u’-t, a belsd
fiiggvény differencidlhdnyadosat. - .

2. _" (3x+1)1dx. Legyen most n=3x+1,
ekkor u’ =3,
du = v’ dx,
du = 3 dx.

Hogy példankban 3 dx szerepeljen, szorozni és osztani kell 3-mal.

"(3x‘1)4dx=ij(zxu)ﬂ-sdxfifuddu»-1_”—54{‘—
T 3 ’ 3 T35 T

+

5
e ! Q)fﬂ_FC:

1 Gx+1)
3 s 15

+C.

3, ) j(a_v+b)°‘dx. u=ax+tb,
%%:a, du = adx.
i 1 17 LY
J (ax+b)* = -Ej(ax+b)“ adx = —EJ u*du = = };.;ff*c =
= 1L (ax+b)y=+1+C.
a o+l
4. J xv/xE—5 dx. Legyen most u=x*-5,
ekkor . u' = 2x,
du = 2x dx.
- 1 o 1 = 1 x
x\/x"-—de=7 V/x3-5.2x dx:i \/udu:-é— w*du =
: .
R L RN N PR P o
—21+Cf3\/u.c 3\/(x 5PELC.
2

£
Altalaban az [ fle(x)]-g'(x) dx alaki integrdlok meghatdrozdsa, ha

[f(x) dx = FO)+C,

akkor J‘f[g(x)]-g’(x) dx = Flg(x)]+C.
P
Tovdabbi példdk:
5. j‘e—fdx:—J‘ e~(—1)dx = —e-*+C.
N 1 1 1 1
e e L =l Sx+C.
¥ J cos? 5x s 5 [ cos? 5x Sz 5 tnbx

A kovetkezd integrdlokat az j . du = In |u|+ C alapintegrilra vezetjilk vissza.

7 J‘ ""hcl— 4 dx. Legyen u = Tx—4.
Ekkor ' =7
és  du = 7dx.
1 10 1 1 1 1
g [~ e == | —dp="njlul+C=
[ ax=7 | 7zmg 78 7 [ w=miuc

1
= ',—7-111 L7x—4I+C.
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8. [tgxdx

El6bb alakitsuk 4t az integranduszt:

'.tg xdx = [ A dx. Legyen u = COS X.
J J cosx
W = —sinx,
du = —sin x dx.
sin x 1
1 dx = e o | sl s feogy —
f gxdx = fcosx [ cosx( sinz)dx
"1
= - | r du = —In |u|+C =—Injcos x|+ C.
r 3x-9
A =3 =
4 | v=geg = f ()x—Ld &
37 2xv-6 3
= .- [ SO = 2 _ 12 4
5| g dr= pImixt-6xia|+C
< ' fx)
Altaldban _ldx = In | f(x)14-C. mert In {f(x)1]
- ) [nifGll = o
A kovetkezd példdkat az
R 1
’ —du = arctgu+C, [ ————— dr = arcsin u+ C,
1412 ! \/l*u2
f )—] dru = arshu+C, [ = duﬁarchu (58
LV T+ut \/u —
]——- du = arth u+C.
alapintegralokra vezetjilk vissza.
A 1 1 1
10. J = J‘ e dx -
1+ (— x)
a
1 a 1 b 1 b
e bJ—m(b )2 —-dx = r arctg —ct-er.
1+ —x
F 2 3 r 1 R | .3 )
igy J g =3 J s | i 200 = e IR+C,
11. v £1 — dx = 2 ——_—lf_—? =
AN
a
1 1 :
= - ?— dx = —arcsin — x+C.
a

411
i o l = =
Igy . J’ \/2——1;5;2‘ dx = {}i J 1 - (:;5__—) d>

5

/

S f_r—\/ s
V2 /5 \/1 (\/5 ) V2

) A2
= —Larcsm "—/-:.‘/\ i,

1
12. ——l_l_-—:d.x—':']— —__.,li.____._:?dxz—l 'q’ ~————:—:'f2**dx:
\/ @t + bixt a \/1+(£J_x) a b ,\/1+(_b_"_) a
a a
1 b, R
rsh—x%—C--Eln( X"\/l“f?'.\.a)‘r(=

=3
rzln( x+— ‘\/a bzx) +C.

1 1 1 1 =
) ol e Ak | ————==V3dx =
? J.'\/3x2—1 ¥ j‘\/(’\/ﬁix)z—l . '\,@j\/\/i&x)z——]

1/1_5 arch4/3 x+C = f\%m B TSI

1 1 1
i4. — = -
2-5x° 2 { 1—(‘/5-3;)

V2
/3 £*141 V3 1+—:\\»//%x }
2
= “\72; arthl/gx-{—(}:- ~—In = ‘—Ci
24/5 ) 44/5 1—\-/§-,\ 5
| \/j |
o E
_ \/10 ’\/2+\,5x e
20 | V2Z-v5x]
15, fsinxcos,vdx, Legyen u = sin x.

Ekkor u’ = cosx,
du = cos x dx.
sin*x

- TR e L .
Jsmxcosxdx— udu-2+C 5 - C.
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Irjuk most az integrdlban szerepld tényezdket forditott sorrendben: igy R [sin* xdy = J'LZC;.S_Zi dx = 217 [(l —c0s 2x) dx =
! _[ sin x cos x dx = J‘ cos x sin x dx, Legyen H = COS X. | 1 1 1 1 I
! ‘ Fkkor W= —sinx, S ) f dx—-i f 5 cos 2x-2dx = 5 ¥ sin 2y =
! ; du = —sin xdx. 1 .
| =-?(x—smxcosx)+C.
i ~ ~
1 ’ sin x cos x dx = fcosxsinxdx = ,J cos x(—sin x) dx = —fudu =
il | B 4 1+ cos 2x 17
‘ fcos xdx = [——-—dx:--—'(l-.*cosilx)dx:
I u cos* x 2 2 2
= — 2 +C == P —+C, 1 T ™1 1 1
| o 1 [‘dx+7J ~2—c052x-2 dx = % x+—4 sin2x+C =
i Mivel a sin® x ~cos? x = 1 azonossaghol 1 ’ )
= —(x+si +C.
| sty | cost x 2 (x+sin x cos x)
I 5 TETTy _
20. ‘fsmz 3x dx. Ha u = 3x,
nyilvdnvald, hogy a két eredmény csak konstansban kiilénbazik, du 3
1 . a- - ’
! - '\/E-’C ' du = 3dx.
| 16. J Gy dx. Legyen u = tgx,
i . 1 ; 1 " 3
£ 2 b o 2 3y, = i 2 i
j Ekkor i — l;_ , jsm 3x dx 3 fsm 3x.-3dx Ci sin® u du
i cos* x
' I 1 Felhasznalva a 19. feladat eredményét:
i du=— o '
i cos* x s i . 171 ; ‘
i \ fsm 3xdx=~§151n udu=7[§(u—smucosu1—C1) =
| a - 3 N <
i Vigx [ oo i S S |
i Tosix = | VX o dr= | Vudu= | 4 du=—+C= =—é‘(3x+sin3xcos IN4+C
i | J 2 i
! , R oo [ sh? x dx.
1 =41 C = A tEB x4 C 2 _ gz
3 3 et —g
shx = =
2
" Inx
17. —dx, = ., z. gzt 1 7
l + dx Ha w=Inx, . i fay J'shz . — {(e 2e i o ' (e%+e-%—2) dx =
du 1 J J
== > du=—_dx 11, 1 I (e e
dx X x = |5 e~ 2x |+ C= - (_._.ﬁi_ o )_ =
4 (2 g% 3 e 2x) 2 7 4 x|+C
" ]nx (]nx) e T £ —z 1
J 5 ax= [udu="1c= e -1 (5. 2 ~x)+C= L shachx—x)+C.
N | 22, ch® x dx.
18, J _)3”]'1117 dx. Ha wu=Inx, du-= L dx, J
X ete =
i o § . chx = 3
e =J—--du=1nIul—f—C:In]anxlin‘-C.
J xInx u PLEIPERY 1
iy Jenrar = [ (£ ) ax = 1 [ o220 =
19. f sinf xdx  és j cos? x dx. 1 = N
1

Felhasznaljuk az ismert goniometriai azonossdgokat:

- 1 —cos2x 5 1+cos2x
sin® x = gy, Cosix = —

1 (e‘:‘:_,e;f A_y;) LC =

1
A )+C= 5—(shxchx‘~x)+C.

2 2 '
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8.2.5 Parcialis integralas

A szorzat differencidlasi szabalya szerint:
() = w'v+wuwr’.
Mindkét oldalt integralva:
j (ur)y dx = _‘. W' dx+j wy' dx,
A hatdrozatlan integral definicioja szerint azonban:

I (ur) dx = uu, tehat

un = Iu'v dx—l—j wv’ dx, ahonnan

\ _[n’?; dxy = m‘—_[ wy dx ‘

Az I uw'v dx integralt visszavezettik az I w'dx integralra, Ez az eljrds csak akkor célszerii,
ha az juv’dx integral egyszeriibb vagy azonos tipusu, mint az _[ «'v dx integral. Tehat az
J‘ w'vdx integralt csak akkor érdemes atalakitani, ha i/'-t integralva (igy kapunk beldle u-t)
és -t differencidlva (igy kapunk beléle +'-t) egyszeriibben integralhatod vagy azonos tipusi
filggvényt kapunk. Nem mindegy tehat, hogy melyik tényezot tekintjilk u’-nek és melyiket
w-nek.

A parcialis integralas modszerét eszerint szorzatok integrdidsdra hasznaljuk.

Példak
1. J xe dx.

x? . ..
Ha x-et tekintjitk #’-nek, integralva 5 -t, tehat bonyolultabb fiiggvényt kapunk, » = e* differencidl-

hdnyadesa tovabbra is ¥ == ¢*. Ha viszont e®-et tekintjilk «-nek, akkor u = ¢ lesz, és ha v = x,
akkor ¢ = 1. Igy u-v" egyszeriibb filggvény, mint u'w.

Tehat | xemdx .

w=e v=x

”, u=e =1
TH

igy _| xefdx = xe’—J. efdx = xef—e*+C = e“(x-1)+ C.

2. J x?sinxdx = —x*cosx+2 .|‘xcosxdx+C, o = sinx b = x?
¢ J’, u =-cosx v =2x
v ou

Ujra parcidlisan integrdlva: sty

| xcosxdx = xsinx— [sinxdx =

b4 W =cosx v =x
oo u =sinx o' =1

= xsin x+cos x+C;.

Az eredményt az eredeti integrdlba visszahelyettesitve (2C; = C):

3 ‘j' x®sinxdx = —x*cosx+2xsinx+2cosx+C.

S
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3. . [sin?xdx = [sinxsinxdx =
{ '
v B ve ;
= -sinxcosx + [ costx dx = uo=smx v =smx
. . . M =—cosx v =cosx
= —sin x cos x+j(l —sin? x) dx =
=—sinxcosx+x+ C,vj‘ sin? x dx.
igy | sin® x dx = —sin x cos x+x+ C,— | sin® x dx.
Rendezve: 2 J sin® x dx = —sin x cos x+ C,.
[y o 1 ; .
sin®* x dx = 3 (—sin x cos x+x) + C.
Teljesen hasonld mddon oldjuk meg a kévetkezd feladatot:
4. _fcoszxdx=Jcosxcosxdx:
+ }
oo ;o _
= sin x cos x+ [ sin? x dx = =0y Y =ionx
J u =sinx v =-sinx

sin x cos x+ J (I—cos®x)dx =

I

= sin x cos x«:—x+C1—f cos? x dx.

Rendezve: 2 | cos? x dx = sinx cos x+x+Cy, ahonnan
C L
costx dx = 2—(smxcosx+x)+ C.

Hasonlitsuk dssze eredményeinket az el6zé, 8.2.4 pontban megoldott 19.
Oldjuk meg parcidlis integraldssal a helyettesitéssel megoldott f shx dx

5. ['sh*xdx = [shxshxdx=
i v
I ,
=shxchx—[ch®xdx = y
=shxchx— | (1+sh®x) dx =
= shxchx#xT'le_]‘sh“xdx.
Rendezve és egyszeriisitve:
1
fshzxdx= E(shxchx—x)i.-C.
6. j'chzxdx=J‘chxchxdx=
oo
uoov ’
=shxchx—[sh®xdx = u
113

=shxchx-[(ch*x—1)dx =
= shxchx+x+C,4‘]1ch2xdx.

Rendezve és egyszeriisitve:
ro. 1
J ch?xdx = 3(s,h xchx+x)+C.

7 | sin? 3x dx.

példa eredményével!
és f ch’x dx integrélokat.

shx v =shux
chx v =chx

([l

chx » =chx
shx » =shx

(]

Oldjuk meg a feladatot parcidlis integraldssal, és hasonlitsuk dssze az eredményt a helyettesitéssel

megoldott integralok 20. példajanak eredményével.
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+1 x+1
8 [Xllnxdx= X% x 1 o
J +1 * a+1 x X =
I
o
x+l 1
= FRE S e s o p—_—
41 D% a+1 fx dx =
_ xo+l xo+l
T oot @+ 1)
x9c+1 1 1
= o7 (mx- xp)e
9. [ 1n xdx.

Az egyik tényezonek 1-et tekintjiik.

{
v
ro1
=xlnx— Bl =
nx thdx
=x1nx7[dx=

=xlnx—x+C=x(lnx—-1)+C.

10. J.arctg xdx = ' |-arctg xdx =
} +
uow
:xarctgx~J. ,—dx =

1 7 2x
=xarctgx—— | —
By J 1+x*

dx =

1
= x arctg x_iln(lerz)-‘rC.

Az utolso integralt mint kozvetett fiiggvény derivéltjat integraltuk.

. X L X
11. arcsin 5 dx = 1-arcsin 5 dx =
=1
i oo
v v
P U =x
. ox )
= x arcsin — — ——dx.

Vit

ol ixs ¥ o=

Inx

xa+l 1

U o= — = =
a+1 X
w=1 o =lx

_ p_ 1

uH =x g = —

X

w=1 v =arctgx
= 1

X
v = arcsin -

2

1+x*
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Szamitsuk ki kiilén az utolso integralt:
X
2
f—z-: dx. t= l—f— helyettesitéssel:
\/ X 4
4
dr = —%, di = -t
x 1
) _3 gt T S
2 dxe= | - FTde=- +C=—2-\/1——{--—:-C.
o 24 4
r : 2
fgy Iarcsm—-dx = x arcsin ?+2 4\/1 —%+C.
12. je'”‘sm 3x dx *——;—e -’sm3x~-— I e~ cos 3x dx.
} + ¥
i v u v
W =e"% v = sin 3x uw =e-% v = cos 3x
1
u ——Lem y=3cos3x u =——e-% o =-3sindx
2 2
i [ ¢-2 sin 3x dx = el e~ sin 3x+i [*—[—2*2’5 cos 3x——l ‘[ e~%sin 3x d ]
& Je Sy 7172 ) A A
.[e“hsin 3xdx = " e—%*sin 3x—-§— e—%cos 3x— 4 | e~ sin 3x dx
_ 2 4 4 :
Rendezve:
13 . 1. . A
— | e~2gin3xdx = o e~ (2 sin 3x+3 cos 3x),
'. e—%sin3x dx = — <1]? e-2(2 sin3x+3cos3x)+ C.
8.2.6 Racionalis tértfiiggvények integralasa
R(x)
—— dx
j o)
A szamlalo és nevezd raciondlis egészfiiggvény. Az integranduszt — ha a szamlalo fok-

szdma nem alacsonyabb, mint a nevezdé — osztassal raciondlis egészfiiggvény €s valodi

tortfilggvény dsszegéve alakitjuk.

RE) PO .
JQ() HRI() ()}d"’

ahol P(x) fokszdama alacsonyabb, mint Q(x) fokszama.

27 Matematika
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A valddi tortfiiggveény integralasahoz felhasznaljuk az algebra alaptételét.
Az algebra alaptétele szerint minden

X' a1 x4 e xtag
racionalis egészfliggvény a tényezOk sorrendjétél eltekintve, egyértelmien allithaté eld
(x—z)-(x—2a) ... (x—2,)

gyoktényezds alakban.

Az, 2z, ..., 2, ByOkOk altaldban komplex szdmok, kozottilk egyenldk is eléfordulhatnak
(t6bbszoros gyokok).

Ha a racionalis egészfiiggvény egyutthatoi valés szdmok, akkor a komplex gyokdk konju-
galtjai is gyokok, mégpedig, ha egy komplex gyok k-szor fordul els, akkor a konjugiltja is
pontosan k-szor fordul el a gydktényez6s felbontdsban.

Ebbdl kévetkezik, hogy minden valds egyiitthatds polinom, a tényezdk sorrendjétdl elte-
kintve, egyértelmiien felirhato (x—x;) valos gyoktényezdk és (x2+ajx+bj) alaku, un.
masodfokil gyoktényezok szorze_itaként, ahol ezek a mdsodfoki gySktényezdk valos egyiitt-
hatojuak, és valds gyokiik nincs, vagyis tovdbb mar nem bonthatdk valos gyGktényezokre.
Térjink réa a racionalis tortfiiggvények integrilasara!

a) A nevezd elséfokd fiiggvény

2x2—x—14
————dx.
2x+5

A szamlaloé magasabb fokszdmi, mint a nevezd, osztassal egészfliggvény és valédi tort-
filggvény Osszegévé alakitjuk:

(2x% —x—14): 2x+5) = x—3

4 2x2 4+ 5x
—6x—14
F6xF15
1
2x2—x—14 1
—_— = x—3t 0.
2x+5 2x+5
2x3%x—]4d 48 1 P B 1
sl P T X _
2x+5 (x 2x+5) w5 3x+f2x+5dx
el [ 2 g
= — X - [ e —
2 2] 2x+5

x* 1
L A
5 ,1+21n|2r+5§+C.

|
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b) A racionilis tortfiggveny nevezéje masodfoki egészfiiggvény

L. A masodfoki nevezének két, killonbozd valds gyoke van

1 1 1. ] 1-5;-x |
— o - = e —
sz—l dx j — dx arth x 3 n T ‘+C
1 1—x |
= —In|l—=—|+C.
2 “% Trx 5

Az integralt mas médon is meghatdrozhatjuk:

1 1
- — dx.
jﬂ_1“ ‘[u+nu—n =

Bontsuk a tortet két olyan tort dsszegere, amelynek nevezdi a mésodfoki nevezd gyok-

tényezoi.
Az eljarast résztortekre bontasnak nevezziik.

1 A B 3. re * L
D= By + =1 ahol A és B egyelGre ismeretlen konstansok.

Ko0zos nevezdre hozva:

1 _ A(x— 1+ B(x+1)
G+ Dx—1)  (x+DE=D
azaz
1 _ (A+B)x+B— A
(x+D(x—-1) (x+D(x—1)

Az egyenldség csak ugy lehet igaz, ha az egyenlet két oldalin, a szamldlokban x egyiittha~
toja és a konstans egyenldk

= 1 1
ArB= 10 azaz A=——, B=—.
—A+B=1 2 2
A-t 6s B-t a hatdrozatlan egyiitthatok modszerével hataroztuk meg.
fey
1 1
1 1 2 2
e dx=| ————dx= S dx =
-1 %7 ) GHDe-D x+1 | x—1
1 1 1 l x—1 ‘
=—— —In|x—1 =—1 C.
21n|x-1—1|-{-2 n|x—1{+C 2r1|x+1§-[—
Mivel |x—1] = |1—x/, az eredmény azonos az elbzé modszerrel kapott eredménnyel.

270
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2x+5
2, —_ dx.
j x?-3x—4 *

A szamlalo alacsonyabb fokszamu, mint a nevezd.
Az x2—3x—4 = 0 egyenlet gydkei x; =—1, Xy = 4.
fgy a nevezét szorzatta alakitva:

S 245
F_a—a | GHDGE-H s

frjuk fel az integranduszt két olyan tort osszegeként, amelynek nevezdi elsé foktiak, mégpedig
2 masodfokn nevezd gyoktényezoi.

2x-+5 A B

GIDG=®  xtl x4’
ahol A és B egyeldre ismeretlen konstansok. K 6zds nevezdre hozva:

2x+5 _ (A+B)x+B—4A4
GiDx—4  G+DG—4

Az egyeniOség akkor allhat fenn, ha a szamlalokban az egylitthatok egvenlik, azaz

A+B=12
—44+B=5 |
5 3
A két egyenletet kivonva: 54 =-3 A= o
3 13

Ezt az elsé egyenletbe helyettesitve: B=2+ 5 B = re

A-t és B-t most is a hatarozatlan egyiitthatok modszerével hatiaroztuk meg.
A és B értékeit mas uton is meghatarozhatjuk.

2x+5 -~ A B

FDO—4  x+1 e
Végigszorozva a nevezdk legkisebb kozds tobbszorosével:
2x+5 = A(x—4)+Blx+1).

Az egyenléség x minden értékénél fennall. Adjunk x-nek olyan ¢értékeket, hogy A vagy B
egyiitthatoja 0 legyen.

3
Ha x=—1, 3=-534, A:—rs—.

Ha | x=4, 13=35B ,B=?.
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Tehat
3 13
s T8
x+ Dx—4) — x+1 x—4
fey
3 13
Comds o fax=
(x+ D(x—4) x+1 x—4
3 13
= —g-ln |x+1\+—-;]n |x—4]+Cq.
frjuk a konstanst igy: C; = In [C|.
2x+5 3 13
Y  gx=——In|x+1|+—F1n x—4|+In|C| =
j GID—BH 5 a1+ In x—4]+1n [C]
| 3 =97 |
=hiC| ——5 |-
! O+ 1P |
3x+1
3. —  —dx.
j‘ 2x24+5x—3 *
o . 1
A 2x245x—3 = 0 egyenlet gyokei x; = 3, X =i
A nevezd gyoktényezds alakja:
1
2x24+5x—3 = 2Ax+3) (x—a-).
Az integral:
3x+1 3x+1 1 3x+1
e 5%—3 — T\ ¥T 3 T
2x+3) (x——= x+3) | x—=
2 2
Ix+1
Bontsuk a L ; tortet Tésztortek Osszegére.
" 3 e
(x+ )(x 2)
3x+1 A B
Iy w1

H(-\TJrS) (x———) xX— =

=
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Végigszorozva a nevezok legkisebb kozds tobbszorosevel,

(x+3) (x — %) -del:

3x+1= A (x—%) + B(x+3).

—_ L6
Ha x__'3: - - (—‘2)’ - 7 *
1 5 7 5
P ol — = Be— B=—.
Ha *=3: 3 B> 7
16 5
3x+1 1 1
1y x3 1
u+n(x—5) ;

Az integral:

r‘
3x+1 = 1 3x+1 d =
3 — T 1
2x24+5x—3 2 ) i3 (x_ﬁ)
J 2
M 16 5
1 T 7
e . dx =
2 x+3 ¥ _l
. 2
’fi
16 1 5
ey B i = dx =
=% | 7% 1
i
[¥)

16 5 1]
wr e —|4+In|C|=
= g7 inlx+3l+ 7 in|x zﬁ“][

14 s
c‘ | (36 (x—i) ] ;
IL A masodfoku nevezonek két egyenld valds gyoke (egy kétszeres gyoke)} van

Fi : dx
: KB—dxt+4

B—dx+4=(x—2>

= In

Az x2—4x+4 = 0 egyenletnek ket egyenld gycke van: x; = x, = 2.

1 1
SR = [ = ) T =
Jv T dx J‘ x—2) dx J(x 2)~2dx

3 Sx+7 d
| —_—dx.
x2+6x+9
A szamlalo els6 foku, a nevezdnek két egyenld valds gyoke van.
x24+6x+9 = (x+3)%
Sx+7 da S5x+7 4
P A i Y = _ ;— x
x2+6x+9 (x+3)*
A példat két modon is megoldjuk.

Elsé modszer: a tortet résztortekre bontjuk:

Sx+7 A B

Tl T e

A szamlalok egyeldre ismeretlen konstansok, azegyik nevezd (x+ 3) négyzete, a masik (x+3)

els6 hatvanya. Kozos nevezére hozva:

5x+7 A+ B(x+3)

(32~ (x+3)

Azaz

5x+7 _ Bx+A+3B
(x+3? 7 (x+3P

A hatarozatlan egyiitthatok moédszerével ez akkor igaz, ha

B=35

, azaz B=35 é A=-8
A+3B=7

fgy
517 —8 5 8
[ e . b — —_— e |dx = — 1 .
,[ (x+3)? o [[(x+3)2+x+3] * x+3+5 nx+3[+C

Masodik modszerként a példat helyettesitéssel oldjuk meg:

5x+7 d
G
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Legyen u = x+3.
Ekkor x =u—3,
dx = du.

—5—x+7—dx— 5u~15+7d _ Su—Sd 5 8
43 P uz“—j(rrz)d“—

8 8
=5In|ul4+ -+C=51 I +———+C.
luf + n [x+ !+x+3+

III. A masodfoku nevezdnek nincs valos gyoke
Az integrdlt az

"
1
e dy = :
11 u = arctg u+C  €s
EAC . . , o
f(uj du = In [f(x)|+C alapintegralokra vezetjiik vissza.
i 1

1

Fisen

x2+2x+7 = 0, a diszkriminans D = A/4— 28 = 0, a nevezdének nincs valos gydke.
Az integranduszt atalakitjuk:

1 " 1 1 1

] B | e e e P i v i e
T J(x+1)2+6 = %5 ]+(x+l pid¥
=)
6 p 1 1 6
___;\,/,,, ST S .__dx-_—l/g— arctgA

oy ) V7 6 Ve

x+3
2 e dx.
J x2—4x+47 ¢

A nevezdnek nincs valds gyoke.
A szamldlSt két részre bontjuk tgy, hogy az egyik a nevezd derivaltja legyen:

x+3 1 2x+6 1 [ 2x—4410
—_—  dx=— | 55— dx= | o dx =
x> —dx+7 2 | x*—dx+7 2 | xP—4x+7

_ 1 2x—4 A § 1 g
e s el FLI T R
Az els6 integral:

I 2x—4

2

1
_ 5 d:_l '_-2_ J‘_ .
J ] % =1n fx 4x+ 7|+ Cy

1
+C.
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A masodik integralt tgy oldjuk meg, mint az 1. példat:

5 ! d 5 ! dx > f ! dx
] ——  ——dx = —_— g —_— =
x>—4x+7 (x—2)*43 3 j (x—Z)“
14+ —=—
{53
54/3 3
= fi/— arctg f—:;—{—Cg.
3 £/3
Tey .
; 1 . 54/3 o
j Fe dx = —In |x*—4x+7 |+—j4- arctg —)L/,—+C.
2—Ax+7 2 3. A3

Megjegyzés. Ha a raciondlis torefuggveny nevezdje masodfoku, és a szamldlo elso fokanal
magasabb, az integranduszt osztassal egészfliggvény ¢&s valodi tortfiggvény Osszegéve
alakitjuk.

) A nevezé harmadfokl egészfiiggveény

Mivel masodfokii vagy masodfokira visszavezethetd: egyenletnél magasabb fokszami
egyenlet megolddsaval nem foglalkoztunk, csak olyan példakat oldunk meg, amelyekben
a nevezé gyoktényezos alakjat ismerjik.

7. A nevezéd harom elsé foki tényezd szorzata:

2x%+1 221 2x%+1
7 dx=| ———dx= | dx
x°—3x%+2x x(x?—3x+2) x(x—1(x—2)
Bontsuk a tortet résztortek Osszegére:
2x3+1 A B C
- =+ 5
x(x—1D(x—2) x x—1 x=2

Végigszorozva a nevezok legkisebb kézos tobbszorosével:

2x¥ 41 = Alx—1)(x—2)+Bx{x— 2)+ Cx(x—1).

1
Ha x=0 1=24 A=3.
Ha x=1, 3=-—B5, B=-3
i —
9
Ha x=2 9=20 C=-.
9
2x%+1 1 —3 2
T dx= L 7 4 f fax=
x®—3x2+2x . 2x+x—1+x—2 *

i

1 9
-a—ln |x|—3In Ix—lH--z— In|x=2|+In[C;| =

LA 2V =20

= In| C, 1)
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P
2. A nevez egy els €s egy tovabb nem bonthaté masodfok( tényezd szorzata.
2x24+1 2x24-1
— — dx = P T X.
x4 3x x(x%+3)
A tortet igy bontjuk résztortekre:
2x2 41 _ A + Bx+4C
xx243)  x x¥+3
Az els6 résztort nevezdje elsé foku, szadmlaloja konstans, a mdsodik résztort nevezdje

masodfoki, szamlaloja elsé fokn kifejezés.

241 Ax®+3A4+Bx*+Cx
x(x24+3) x(x243)

Az egyenldség csak akkor allhat fenn, ha

A+-B=12

1 3
C=0 ,, azaz A:--}—, =--, C=0.
3I4=1 [
fey
1 5
=k
2x2 41 3 3 5 x
,,,,,,,,,, d e L iy — —_—dXx =
PR e PR Y E il Ed e 3 B
I] | |+5 2x 4
= ---ln ey T =
Rl e

1 5 N
= gIn|x[+ ;I 243+ G| =1n|C; /20T F3)) .

d) A nevezd harmadfokinal magasabb foku
Csak specidlis esetekben vizsgaljuk az integralokat.

/. Ha a nevezd (x—a)" alakl, az x—a = u helyettesitést alkalmazzuk.

2x—1 d
L3y X

Legyen x+3=u

Ekkor x=u—3

és 2x—1=2(u—3—1 = 2u—7.

427
Az x = u—3 egyenletbol:
- dx =du
2x—1 2u—17 12T =t _ut
Z cdx= | —du=|{5—F|du=2"— —-T—+C =
GEay dx j 5 du '[(u“ us) u = _4-}-
2 1 7 1
= s C.
3 (x+3)P ¥ 4 (x+31 +
2 ! dx
’ G212
A szamlilot atalakitva:
1 x241—x7 1 x?
- Y (g0 i = IO dx— dx =
J (x2417 dx [ GIrne _[ﬂ+1 * _[ (x241)2
X‘!
= — | ——=dx.
arctg x J‘ 17 X
Az utobbi integralt parcidlis integraldssal oldjuk meg:
3 x
_—-d e
[r gy o
} ¥ , x L
v u I = rRCEm r=x
X 1 1
=— = dx = 1 ;
2(x2+])+2jﬁ+1 “=—sEry U
X% 1
=——-——+—arctg x+C,
D T TR A
Igy
1 1 1 x
- A t — —+C.
_[ @ Tt A T
1 d 1 d 1 1 -
———— = —_— Y = — —_— '
. @r2xt [(x+ 1"+ 2P % [(iﬂ)ZHT
12
1 - "
Legven L= xil=4/21, de=+/2d0

V2

2 1
1 dx = \/2 o) dr.
(x2+2x+3)? 4 (14-7%)

A példat a helyettesitéssel az el6z6 esetre vezettiik vissza.
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4. Hasonl6an jarunk el az A megoldast konkrét példakon mutatjuk be:
J .
| . d laku integraloknal (k egé im) 1 1 dx
| — - aX a ul okna CECSZ sZdam). . T .
| (FL1E x A/ x+5
- ! Az integralt A helyettesités:
| 1 r(x241)—x° ‘ t = \/:ﬁ? fgy
‘ —— _dx=| —————dx dtalakitassal, 2
| _[ el J (x*+ ¥ £ = x+5,
| V . | x = 12""5,
[ majd parcidlis integrlassal eggyel alacsonyabb fokszamu integralra vezetjiik vissza. (Rekur- dx = 2 dr
' zios eljaras.) )
5. Végirl megemlitjiik. ha az integral 1 dx = ) 2t _dt=2 71___ dr =
PO x\/x+5 (=5 #—5
I8 - dx  alaku,
i J. (x—a)(ax®+bx+c)
i ' L 2 1 24/5 !
ahol ax?+bx+ ¢ tovabb mar nem bonthatd, P(x) alacsonyabb fokszamu, mint a nevezo, €s = f—s- ——-——t 5 dr = — 5 -— arth -—\ﬁ +C =
k és | egész szamok. 1— (-—_)
Az integranduszt ) \/5
P(.X) A] Ag Ak 2 g m
(x—a¥(axP+bx+e) — x—u N (x—a)® tee (x—a)k * : i =——3 arth ] ——* C=
Bix+ ¢ Bix+e; e
2] = s ] fi x+5
ax*+bx+c¢ (ax®+bx+c) 2\/3 . 14+ g
egyenlettel bontjuk résztortekre. = —In |+ C =
6. Hasonloan oldhatok meg a ) 5 2 1 x+35
5]
P() ix  integralok, ba
——dx ralok, - - —
0(x) g _ __\/Sln VA ERVETR B
0(x) = (x—o Y (x—ag)¥e. . . (x—o,)n (@yx*+ byx+ep. (@ xt+ bnx+ ). 3 \/5 - ‘\/x+5
Vs (/E+y/ET)
. rye . » . rys —i n +C.
8.2.7 Irraciondlis fliggvények integralasa ) 5 x|
fep——— —
s g b o 1,/ x
a, x-bdl és {/ax + b, illetve x-bdl és V %—t—d alakn kifejezésbdl racionalis miiveletek- 2 J; ‘f' rar dx.
kel létrehozhato fiiggvények integraldsa ! B
x
> e Legyen V~—— =1
ke ax+b 2—x
Rix, c+b)d : R\x, /~u—-—)d.
j (x \/m—j— ) x €S J (v l il X
Ekkor Eo—p
A gyok alatt x-nek linearis egész, illetve tortkifejezése 4ll. 2—x ’
Az R fliggvénykapcsolat a racionalis miveleteket jelzi. A megolddshoz a = 28—
i : 14+ =2
& — ax+b { x( ,
b=1 et —— =1 2
4/ ax+ . illetve o . H%ta .
helyettesitést alkalmazzuk. 144%
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Innen
Ar4485 —48
dx = ———5— 9%
a+27
d 4t
X —_— T
(1+2y
" /? 141 4t ‘ 2
Tl B s s | ooyl | @ =
Jx‘ 2—x # j 21 1+27 J 142
Tx
— 2arctgt+C = 2arclg \/———+C.
2—x
3.

1
——————3"—_—— dx.
x(4 — \/ x)
t = \3/} helvettesitéssel: © = 13, dz = 312dt.

H_l—ﬂ dx = A—l, 33; dr = -—3—~ dt
x(4- \3/;) Ba—1) 4—rn

Reésziortekre bontassal:

0 A =
FA— Y N = )
t N %

—t
f
<

jx(“\/;) "

b. x-bdl €s egy \/ ax?+bx—+c alaku kifejezésbol racionalisan eldallithato fig
ralasa

I R(x; \/axg—kbx—l—c) dx.

gvények integ-
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Elgszor oldjuk meg a kévetkezd harom integrélt:

TR ViR Ve
1. j\/i-——?dx

Vezessiik be az x = sin ¢ helyettesitést.

dx W oo gy
o = cos ¢, dx=costdf \/l—x2 = \/l-usm-’r = cost

és | = arcsin X.

fgy
I\/l——xzdx = J.cos fcos tdt = _fcos‘*’_ tdr.
Mivel
1.
Jcos‘z tdt = = (sin t cos t+D+C,
. 1
j. \/1—x2 dx = ].cosz tdr = 5 (sin t cos t+0)+C =
1 —_— .
i1 (x 4/1—x*+arcsin x)+C.
% [ V12 dx
Legyen x =sht.
Mivel d—shtr=1, V1+3F= A/THstet=chs, dx=chrdr &
¢ = arsh x.
Behelyettesitve:
5 A/ 1+x2dx = jcl'@ ¢ dt.
1
ch?rdt = a—(shzchz+r)+c.
fey

. ' 1 1 .
j\/l-{-x""’dx: ﬁ‘chgtdt =E(shtcht+z)=§(xx/1+x2+arshx)+C=

b,
2

[x \/1)—3_-_;2-{-111 3p«:—l- \/‘1—-}:@‘.1-}-0
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% [4/x—1dx.
- /21 2 - s 5
Legyen x = cht, ‘\fx—1=\/ChI—1—ShI, dx =shrdt es
v = archt.
j'\/;c‘r——fdx: jsh2rdr.
1
jsh“’-tdt :E(shrch:fz)JrC.
fay

S 1
j\./xzul dx = [shztdt = o (shtchr—D+C=

= 5 ev/F@i—mn e Vil +c.

Hasonldan oldjuk meg az
_f R(x, A/ax®+bx+ ¢)dx integrdlokat.
4. [V2=ax—*dx.

Az integranduszt atalakitva:

)

= J A 6—(x+ 2t dx = \/6“/1 — (%Ez)zdx.

j. A2 4x—xdx = j 2o (P FAx)dx = [ A/ 6—(F+dx+4)dx =

Legyen

%E% = sin ¢, Vl_ (%‘5)2 _ \/ilﬁhﬂ_r% cos t.

= '\/5$in t—2; dx = \/Ecostd! és { = arcsin %——é
Behelyettesitve: i

_ 2 .
j\/2—4x;x2 dx = \/6j l/l — (xﬁ) dx = 6J‘cos2£dt =
\/6

= 3(sin ¢t cos t+1)+C =

_a (22 (2 e 2)ic-
(\/6 1/1 ('*\/6 +arcsin /e +

N R
=3 (iﬂ-; /2 —4x—x®+arcsin Ej;—_z)—{—c.
. 6 1/ 6

Las
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5 " J \/x‘—'+6x:'j7dx = J' At 3P—2dx = \/2'[ \/(V;)d —~1dx.
\

3 x+33\2 -y
Legyen /-‘H—;; =cht. ‘/( Yﬁ,—) —1=17ch?’r—1=sht
42 ; ‘\/2,
- —_ P | 3
5 = \/Zch r--3; ([.\':’\/ZShI és  t = arch AT-.—.
\/2
[ Y FE = I ,
\/x"+6x+7dx= A2 ] ( \/_—) —1dx = 2| sh?rdt =
2

=shtcht—1+C=

x+3 / X3\ x+3
= T 2~} —1—arch- ,—+C=
" 1 ( \/2) arc! W 5

1

3 Tx+3\%
_* yarerr-m|e | (2] <ilee -
2 e T
¢ 3 ! 1 ———
= Xt Vx4 T—Inlx b \/x3+6x+7‘\+(_“,
2 *\/2 .

x=shr, \/.iﬂ_-iv_lzx/si?t-l-]:chl, dx = chtdt és ¢=arshx.
2x+3 2sh 43
j-if—- dx = j?-l--»J“A chrdr = j (2sh 1+3)df =

Scht+314C =24/ 2+ 1+3arshx+C=
24/ 1+3 1 1(x +4/2+1) +C.

i

8.2.8 Exponencialis fiiggvénybdl racionalisan felépiil8 fliggvé-
nyek integralasa

Az ¢*-bdl és konstansbol racionalis miiveletekkel (Bsszeadas, kivonds, szorzas, osztds) nyert
fiiggvényeket
R(e~)-szel jeloljik,

Az integralokat
| Re®) dx-szel jeloljik,

és e¥ = t helyettesitéssel oldjuk meg.
Hasonloan az
I R(g") dx integralokat a* =1 helyettesitéssel oldjuk meg.

28 Matematika
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Példak
¢ 5e
1. J g %
dx 1 1
el 27 _ 42, — . i O st
e =1 elr =12 x=Int; 5 = dx :dr
Behelyettesitve:
5e* * 5t 1 5 1 5 1
el S s dx: ———— — == S — = — =
3227 3-22 ¢ 32 ¥ | i \/2r
d 3 43
:Sﬂ/é-ath—\-/zft C > \/3 th‘\"—2 e+ C =
A2 13 42
A2
l%——\-/' e
= E ;\_{3 ,!, __—\/3 1+ C=
3422 ;_l/? .
| 43 |
_ sV IVEVZe )
12 |[V3-42e
ro1
el {3
2. J = X
Tudjuk, hogy chx = L ﬁ': -,
5 S 72 _
B chx  e+e s’
1
Legyen e =1 gy e’:?:t.
Ekkor x=1Int,
AP
dt 1
i
= d
dx 3 t
1
1—dx: —mse-e o dx = el dx = Z . —dt =
ch x et e " o 1 I+l t
J T J 1
2t i 1
= j’ﬁ]- ~—I—dr =2 J Vi dt = 2 arctg 1+ C = 2 arctg e+ C.
r3*—1
3. J 3}-‘"2 dl.
Legyen 3* =y, innen x = loggl.
dx 1 11
il B i R

N T I
J #3523 J <2yt

Résztortekre bontdssal:

t—1 A B

e —r—_.rz—r+—[—. Szorozzuk az egyenletet  1(r-+2)-vel,
t—1 = At+B({+2).
3
1=-2, -3=-24, A=73.
g, relpmlE  Hesend
- =28, =
3
-1 _ 2 2
(24+2) +2 ¢
J‘ j‘ 3001
321 i t—1 1 .
f L Cdx= | ———dt = - & i g =
& T g | Y TRy el T
1 13 1 .
- [51n Lt+2]kjinm]TC—

1 (t+2p o b (3= +2)7 |
—m—s'l“\/ﬁ 1*"—'1';13"“\ T

8.2.9 Trigonometrikus fliggvények integralasa
sin x-bél, cos x-bdl és konstansboél racionalis miiveletekkel 1étrehozhato fliggvények

réalasa.
A fiiggvényeket R(sin x, cos x)-szel jelolve, az integrél

_f R(sin x, cos x) dx.

Az integralokat

X
F=tg 2 helyettesitéssel oldjuk meg.

3 - I ¥ x r r
Fejezziik ki sin x, cos x és dx értékeket tg £ segitségével!
Az atalakitasoknal felhaszndljuk a
. X -4
sinx = 2 sin - cos -
2 2
2 5 X

x .
€Os X = CO$" ——sIn” -,
2 2

B e :
1 = cos? —2—+51n2 e osszefiiggéseket.

433

integ-
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x x x
2 sin-— cos - 21tg -
: 2 53
sin x = = :
x X x
cos® -4sin® - 1+tg? =
5 > +tg 3
Hasonldan
X
cos® 2——sin2 1—tg® -
cos x = - =
x x X
cos? = +sin® 1+tg® =
) 2 tig 3
Mivel r=t = x
iv =tg—, — - = arctg t,
g 3 3 g
x = 2 arctg t.
AP gl
R NN K= e
dr 142 142
x Y
Tehat a tg ) = r helyettesitéssel:
in 2t 1—¢2
sin x = —y, SX = — -,
1412 T L
1
dx = 2-— - dr.
142
Példak
1. f 7:! —dx.
J sinx
Felhasznalva sin x és dx-re az osszelliggéseket:
x . 2t 1 1+1¢% 1
p=tgg osinx= o, oo =g dv=2pn dn
! 1412 1 [ i
O Y = RS UDRR, ) e = i = == — [F3ES =
o dr= [ R 2= [Lar=minsC= i Cl

=1n§tg%-+1n|cw = 1n Ctgié.y.

2 Jl_
cos x
X _ 1—12 3 2
t= tg*f, cosx = h]_:;afz 3 d ljtg ds.
i 1 2 1;!2 2 . 1
J WEE S | TR T T ZJ o e de = 2arth 1+ C =
by ,x 5
1, 1+t Lt | 1o
g AT L e i b B 2
2 i1—r . ) c—
2 R
L 1
* Jm A = J—W A ey
ey e
1+12 T4
- B 2 dr _ i_di_ﬁ djﬁ_i
il B J 2t~ (1—-r2)—(14+19 == LT3 R RS e

Inir—1 +C=Tn tg 5 -1 +C.

[ 1
4, ——— dx.
tg x —sin x

2

s sinx 1+ 2

EX = Cosx  1-¢f  1-i"
1412

. 2t 2

sSimx = 'I J._‘Ez 3 dx = 1—-1:12 dr.

i

1 J r 1 2 dF e
tg x —sin x * u o 14127
Jo1= 141

(e b
2 +208-28+218 1442
J 1—-)(1+19)

Pl L1y 1
B (5‘ T2 {)dt_ 4
1 1 :
e L g ]n‘tg—;ﬁ-c.
4tg25

dr =

1—1*
JF dr =

1
fln itj+C =

437
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- * [ * & 1 x .ot , 27 I3 3 r
A trigonometrikus fiiggvények integralasakor a t = tg 5 ] integracios valtozd bevezetese

mindig célhoz vezet, de néha nagyon hosszadalmas. Ezért specialis esetekben mas madsze-
reket alkalmazunk.
a) Ha az j R(sin x, cos x) dx integralban sin x és cos x paros hatvanyon szerepel,a t = 12 X

helyettesitést alkalmazzuk.

A sin? x+cost x = 1 azonossigbol:
1 1 1 1
t@atl=—5-; cofX= g 14— = =
cos” x 1+tg° x g™ x sin” x
.« tg® x
SInPaas s
14t x
) \ R 1
fgy. ha f=tox: sinfx=-—p; COSTX=—-—; x=arctgs
2y, g 1T TP &
dx 1 1 dr , '
= = i és = arclg x.
dt 1412 1412 £
Példa
- 1

J 2+3cos®x
Az 1 valtozdt behelyettesitve:

1 1 1 1

Tcwx T | L, 3 1HF dt= | s &=
L
1 1 5 ]
=-- fﬁdr=l—jf— arctg A\-/Z—_M-C:
5 y 1/2_, 5 4/2 473
V3
1 4/5 2
= l47;11'c:tg l/i tg x|+ C.
5 4/2 A5

b) _f sin” x cos™ x dx alaku integralok (i és m egész sz4am),

Ha n és m kozill az egyik pdratlan, sinx = vagy cos x =/ helyettesitést alkalmazunk,
mégpedig, ha n paros: sinx = £; ha m péaros: cos x = ¢ helyettesitést.

Ha n és m paratlan, akkor akdr a sinx =1, akar a cos x = ¢ helyettesités alkalmazhato.
Ha #n és m paros, akkoratgx =1 helyettesitést alkalmazzuk.

Példak

1 f sin® x cos® x dx = [ sin® x cos’ x sin x dx.
Legyen cosx = L

Ekkor dt = —sin x dx.

fey sin® x cos? x dx = f sin® x cos? ¥ sinx dx = — { sin? x cost x(—sin x) dx =
P s " . !7 fﬁ
:—J (l=pidt =— | (=1 dt = - —-7 +C =
J o
cos’ X Cos®x
= g L€,
7 5
T osin® x
Z. J - dx,
cos X
Az integranduszt atalakitva:
[ sin® x T sin® x cos x
cos X J cos® x
< dt
Legven sinx = . F cosx, dr=cosxdx. -

p rosin® x sin® x cos X sin® x
J — dx = fﬂdx: f % --—-cos xdx =

Iey cos x cos® x “sinfx
Y Iﬁ
£ (—241) = —t0—1
+f5«_|»f3
=iy,
0%t
t
sin® x o _ [‘ 5 g B B
= | g = (“ =l 'r;;z') Shilfes
PR S ‘
=l el ey L - O =
g g e
sintx sinfx 1 N
= megp - Ry In|(1—sin®x)|+C =
sin_‘_‘x si-q?_x

=i e —Injcosx|+C.

c) Az I sin™ x dx, j cos™ x dx alaku integralok (m = 0 egész szam).

Az integralas mindig megoldhaté parcialis integraldssal.

I sin x dx = _[ sin”—1Lx sin x dx.

| i
2 u
u = sinx 7 =sin"1x
u =—cosx v = (m—1)sin”"2xcosx.
Igy
f sin™ x dx = —cos x sin” 1 x+(m—1) I sin—2 x cos? x dx =

= —cos x sin” " x+(m—1) j' sin’~? x(1—sin® x) dx =

439

= —cos x sin” 1 x+(m—1) _[ sin=2 x dx— (m—1) [ sin™ x dx.
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Rendezve:

m j sin” x dx = —cos xsin” ! x+(m—1) f sin™—2 x dx.
Innen

. 1 . m—1 o ey
sin x dx =-— — cos x sin”~! x4 - ——— | sin”2 x dx.
3 n
o

Tehat két fokkal alacsonyabb integralt kaptunk. Az cljarast ismételve, paratlan »r esetén

I sin x dx = — cos x+C, paros m esetén J. 1 dx = x+C integralhoz jutunk.
Az eljarast rekurziés modszernck nevezik. Teljesen hasonlo uton
1, . m—1 5
cos” x dx = --sin x cos” x4+ -— | cos™ 2 xdx,
n m

Ha s péaratlan szdm, azaz m = 2n+1, a rekurziés modszer helyett célszerlibb a helyettesités,
f sin?+1 x dx = f sin? x sin x dx = I (sin®>x)?sin x dx =

= I (1—cos2x)" sin x dx.
Legyen =cosx, i =—sinxdx,

Tey j sin®it! x dx = ..fj‘ (1—r2)y" dr.

A Newton-féle binomidlis tétell alkalmazva:

, . V
[ sinr1 x dx = —J [1 % (”) 24 l") A, (= 1 (”) t2n] dt.
1 2 n

A szamolas a hatvanyok integrilasdval konnyen megoldhato.
Ha m kis szam. az altalanos modszer helyett trigonometrikus atalakitasokat is hasznal-
hatunk,

Példak
1. i sin® x dx = l sin xsin x dx = ' (1 —cos! x) sin x dx =
[z " cos® x
= l (sin x —cos® x sin x) dx = —cos x+- 3 +C
2, [sin“ xdx = J sin® x(1 —cos? x) dx = ] sin? x —sin? x cos? x dx =
0 E oo
= [ (sm~ X= 5 sin? Zx) dx =
1 . 1 ;
_— (—sin x cos .wc-ﬂ:)—-ig (—sin 2x cos 2x+2x)+ C.
dj I sin mex cos nx dx,

[ sin mx sin ax dx,

j cos mx cos nx dx

alakl integralok (m és n tetszés szerinti valos szamok).
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Az integralds megoldhato parcidiis integrdldssal. Egyszerfibb azonban trigonometriai
atalakitasokat alkalmazni.
A szogfiiggvényosszegek szorzattd alakitasanak képletei (2.2.3):

. . ~ b 2+,8 . ax—
sinz+sin g = 2 sin e haui
; . “+p .
sing—sin § = 2 cos - 2l sin il ;
2 2
a4+ o—p
cosztcos 3 = 2 cos ——7—' - cos sz ,
5 o SRR o B
cos g—cos i = — 2 sin xd sin r :
2 2
ot ,
,)ﬁ—- = mx 7 = (m+mx
- jeldléssel:
a—f
= nx f = (n—n)x.
2
gy
. I ;
sin mx COS NX = 5 [sin (4 n)x+sin (m—m)x]
: X 1
sin mix sin nx = 5 [cos (m—n)x—cos (m+mx]
1
COS MX CO$ HX = > [cos (m+mn)x-+cos (m—n)x].
Ha mFEn €8  mzE—n
: 1 . j
sin mx cos nx dx = 5 [sin (m-+m)x+sin (m—nr)x]dx =
1 (1) ‘ (m—mx+C
= ——— - ¢cos (im+n)x— - - - cos (m—n)x+C.
2(m+n) 2m — n)
Ha m = n,
i i 1 i
sin mx cos nx dx = J sin mx cos mx dx = o sin® mx+ C.
LM
Ha no=-—H,

~ ﬁ

sin mx cos nx dx = J sin mx cos (—mx) dx = J sin mix cos my dx =

1
= —sin® mx+C.
2m

Hasonloképpen irhato fel a tobbi megfelelo tipusil mntegral is.
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Példa
" sin Sx cos ,J_, xdx = ; | (sin J; x+sin%x) dx =
- 111 cos .12‘ ,\A_,; cos 3 G
8.3 A HATAROZOTT INTEGRAL ALKALMAZASAI
8.3.1 Hatarozott integralok kiszimitasa hatarozatlan integ-

ralok segitségével

A Newton—Leibniz-formula szerint (8.1.5):
b
[ 1) dx = [GW)Y, = Gb)—Ga),

ahol G(x) primitiv figgvénye vagy hatdrozatlan integralja f(x)-nek.

a) A primitiv fiiggvények, alapintegralok

j sin xdx = [—cos xJ§ = 1—(—1) = 2,
0

M~y

0
Isinxdx =[—cosx]',=—1—-1==2.

-1

Eid
[ sinx dx =[—cosx]", = 1—1 = 0.

—_T
A hatarozott integral és a gorbe alatti teriilel Osszefiigeése alapjin
0 l fd

T, = fsinxdx|:2, ngfsinxdx:2.
- | 0

y=sinx

|

8.21 abra

(8.21 abra).
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2 |
2. o J‘~dx:[lnfxi]"f—ln2_-ln I =1In2=0,6931].
X
1

1

2

1 e 1
J —dx = [m]x]]-f = z=Inl=-h2 (8.22 abra),

-1

vl

y=4
-4 _zi
’ -
g / 2 ~
8.22 abra
A megfeleld teriiletek :
2
i
T, = v[ dx =In 2 = 0,6931,
1
.
1
T, = —dx|=1In2 = 0,6931.
X
5 |
="
1
3, fex dx = [e*} = e'—e" = e—1 = 2,7182—1 = 1,7182.
0

b) Hatérozott integral kiszimitasa, ha az integréalast parcidlis integralassal végezziik e

b b
_f wydx = [wpl— | we' dx
a a
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Péidak
3y 4
R a
xsin x dx = [-xcosx]f - J‘ cosxdx= u =sinx v o=x
1]
T u = —cosx =1

—
L. [

=

G a

= [—xcos x]j +[sin .\'I';"- =0-+1 =1

1 1 1
; : . 2. : x
2. J arcsin vdx = j l.arcsinx dx = [xarcsinx]i— | o= dx =
J w15
i o 4 | 0
v
1 s 5 # =1 v = arcsinx
= [xarcsin x]2+ [VI-%2], = )
It =X v= e
i 3 1 0.13 ’\/lfx2
=ggty 1RO

¢) Hatarozott integral kiszamitasa, ha az integralast helyettesitéssel oldjuk meg
A helyettesitéskor az integral also és felso hatarat az 0j valtozok segitségével is meg kell
hatarozni.

Példak

o
Sl

sin 2x dx. Legyen u = 2x,
1
X = .- u,
i
dx = 5 du.
Ha = { u=20,
ha K —2{ 5 T,

5 B oo 1 1.
l sin 2x dx = 7 | sinu du = 5 [—cos ulf = 5 1+ =1.
o [}
%
2. I c._]r_cfl%x dx. Legyen u = arctg x.
0
Ekkor du = 717., dx.
1+x*
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Ha Cox=0 ua=40
ha ¥ = d, u o= —Z
,"t
F 1 a .
foarctg x _ T _ f_ E
[ T dx= I ndu = [2_m =35
[} ]
: :
x
T+4vx
0
Legyen u=1+4/x, ekkor A x=u=1, x=(@-1¥ dx=2u-1)du
Ha x=0, =1
ha x=1 u=2
1 - 2 . p i
[ Vx —dx =2 [ (Hjl)- du =2 { (nr—’l—:- ) di =
1+'\/x H u J u
iU 3 1

= [W—4u+2InjulY=4-84+2In2-1+4-0=2In2-1 = 0,3862.

d) Paros és piratlan fiiggvények hatarozott integralja a [ —a; a] intervallumban
Allitas, Ha y = f(x) paros fiiggvény, azaz ‘ 7

—x) = f(x), akk
f(—=x) = f(x), akkor y-F )

j flx)dx = 2 j £(x) dx
—a 0
(8.23 abra).

Bizonyitas. Alkalmazzuk az x =—1 helyettesi- ! —
tést. “ g a g
fx) = f(=0) = f(D),

mert a figgvény paros.

8.23 dbra
dx = —dr.
Ha x=—g, t=a; ha x=0, =0
E) 0 0 iy
[@ax = [ f(=n(=dn == [fidr= | f)dz.
—~a 4 a 0

Ezért, ha f(x) paros tiiggvény:

7 0 a a
[feyde= [fx)dx+ [ fe)dx =2 [ f(x) dx.
(] 0

—ig —a
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Tehdt paros fiiggvény esetén * y
g 3 y=Fe)
[ 1o dx =2 | fx) dx.
—a 1]
Allitas. Ha y = f(x) paratlan fiiggvény, azaz = ] J
a
f(—x) =—f(x), akkor v q
J a
_{ Fx)dx = — Uj feydx (824 4dbra). g, .

Bizonyitas. Alkalmazzuk az x = — helyettesitést,
f(x) = f(—1) =—f(r), merta fligevény paratian.

dx = —ds.

Ty
f.f(x) dx = ff(—t)(~—d:) =—f—f(;)(_-d;) =*ff(’) dr.
—a a 0 0

Ezért, ha f(x) paratlan fiiggvény:
a H a a a
[ferdx = [fdx+ [ fx)dx =~ [ fyax+ [ fx)dx = 0.
—a —a 1] ) 4]

Tehat paratlan fuggvény esctén

_‘ff(x) dx = 0.

Példa

a
" sinffxcos*xdx =0 {mert az integrandusz paratlan figgvény).
4

¥

e) Fontos hatirozott integralok (m és n egész szdmok)

e

I, f sin mx dx.
0
Ha m =0,

j sin inx dx = 0.
0

Ha

Ha

447

m # 0,
N\
J —cos mx |™* cos mx |0 1—(—1)m .
nmxdx =\|\———| = |~ =~ —
J. s 7 [ m Jﬂ ni - ni
0 »
0, ha m paros
= 2 P
— ., ham paratlan.
n
T
f cos nix dx.
0
m=20,

n o
I cos mx dx = J- dx =7.
0 [1]

m # 0,

e |

sinmx 7 _
cosmx dx = | — = 0.
L)

0

piid

j' sin mx dx,
0

m=0,

n

I sin mx dx = 0.
0

m = 0,
2a
—cosmx | ¥ i
sinmxdx = | ——-——— — Q.
m .
0
2a

j' cos mx dx.
0

.

m=0,

2n 22

_r cos mx dx = j dx = 2m.
0 0

m # 0,
55
2 _ 5
sinmx 1%
cosmxdx = [~ — ==
mo |,
0
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gy
5 [ sin mx sin nx dx.
0
Ha m=an 0,
5 4 4
. ; i T . T
sin mx sin nx dx = | sinfmxdx = S | sin mx cos mx+mx| = R
m
0 I ¢
Ha m=0 ¢é n=£0 vagy m=0 é n=0, vagy m=n=0
T T
[ sin mx sin nx dx = [ 0dx =0.
0 0
Ha mEan 6 m=0, n=0 (feltehetjitk, hogy m & n pozitiv),
- Ed
. ; (1 1 1 ¢
sin mx sin nx dx = J i cos (m+n) x+42- cos (m—n)x} dx =
0 0
1 in ( Yt 1 in ( ) i 0
= ——— — sin(mr+nx+ ———sinyyr—n) x| =4u.
2(m +n) T (m—n) 1o
Tehat

4

l 0, ha m # n,
j sin mx sin ax dx = -

0, ha m =0, vagy n=071,

] s
0 S, ha m=mnz0
2
Ugyanigy kimutathato
o 0, ha m #n,
f sinmxsinnxydy =14 0, ha m=0, vagy n=0,
0 4, ha m=n#=0.
Hasonldéan vizsgalhatok az
m 27
‘ cas mx cos nx dx; ! cos mx cos nx dx;
0 0
27
I sin mx cos nx dx integralok.
0

Ezek az integrdlok nagy szerepet jatszanak a Fourier-soroknal (9,3).
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f) 1., = | sin"x dx (m pozitiv egész szam)

nl_"”l 9

Parcialis integraldssal:

a1
2
; : .
) . u' = sinx » = sin-1x
I, = sin x sin"~1dx =
' i u =—cosx v = {m—1)sin""2xcosx
O )
x
= Py
. & i 2
= [—cos % sm’"—lx] +(m—1) | sin"—2xcos’® xdx =
0
0
A
2
= 0+(m—i)j sin™=2x(1 —sin® x) dx =
0
b1 e d
5 5
= (m-1) j sin—2x dx—(m—1) j sin™x dx.
0 0
2
m—1 .
Rendezve: 1, = —— | sin” 2xdx.
m
0

Ez a rekurzios formula lathatoan joval egyszer{ibb, mint az I sin”x dx hatarozatlan integ-

ralnal nyert rekurzids formula (8.2.9. ¢).
Ha m paros, m = 2n,

3
T
I(}:J\ dx:‘2_<
[]

Ha m paratlan, m = 2n+1.

it T
2 E
L = I sin x dx = [—cos x] =il
0 0
? )

. . 2n—1)(2n—3)...5-3.1 =
I L, = sin®’x dx = o=
B Y J . n(2n—2).....6.4.2 2

0

29 Matematika
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| Nézziik —2"

. . . zelik'—
21(n—2).. .6:4:2 ! Tonta
@nt1)@n—1)...5:3.1 n

hatarértékét, ha n — oo!

22
2

Ly = J‘ sin2*tlx dx =
0

2
ILi—1I.1= J. sin” x(1—sin x) dx = 0,
0

H

T ez
mert ez integrandusz (0 ; E)-ben pozitiv.

2
Az I, = j cos™x dx integral ugyanezeket az eredményeket adja.
3 ‘
{ foy
T 1
s | fop—1 = by = lypyq.

a2
2
cos”x dx = | sin"xdx. ) . . o
C,J. o Ezért igaz a kovetkez egyenlétlenség is:

! I I
o ! 2n— 2
Ugyanis  x = ——u  helyettesitéssel: ; : sint N 2 AP
2 | 241 n+1
7T : Az I, integrdl parcidlis integraldsakor kapott rekurziés formula alapjin
dx =—du Ha x=0, u:—i, |
i I _2n I
7T | W41 — S 7 ‘2m—1-
ha x=-2-, u=20 2n+1
|
- . 3 Ebbél
4 : m z m IZn—-I _ 2H+L
J cos™x dx = — f |:COS (%——u)} du = J [cos (%—u)] dn = 3 Ionay n
0 n 0 !
‘ 2n+1 1
. i Tehat it O
il | 2n Tonya
2 |
= j sin” udu. . Mivel
0 24 1
E . 2n+1 ’ 1
A Wallis-formula , ) Jim = = M S
7 1
Az j' sin™ x dx-re nflm Iog 1

0

i
kapott értékek lehetové teszik m eléallitasat, az tn. Wallis-formulat, (WALLIS angol matema- | Tey .
tikus 1616—1703.) | _ 2.4:6...2n |* 1
A kapott eredményekbél = n]inm 9z Ta D @ il
|
I, l: 1-3-5(2n—1) :|2 T ‘ 22 42 Q2 )2
= Q2n4-1)—. : R T ST . -
Ly+1 2+44.6,..2n 2 ] n_ﬂliinm R TS TR TR vagy
Innen | - ( 2 2 4 4 6 6 w2 )
1 g= Iim 2| —+—+ —¢-—0o— 0o — RS R
2 [ 2.4.6.. .21 }2 B 1 GEE g P Bk S S des]
2n+1 | 1.3:5...2n—1) | Iy Ez a Wallis-féle formula.

29+

|
|
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A szimmetria miatt elég a felsé feélteritletet szdmitani.

8.3.2 Teriiletszamitas %
| a a 3"
3 ] 4 a1 A 1 J‘ — — ey it xE
A hatarozott integral geome'tnal crtelmt.a.zése s?erlnt i _Aé_ _ j /3p% d% = /35 f O -l
azy=f(x), y=0, x=aés x=>b gorbe, illetve y : 5 1
egyenesck altal hatarolt teriilet, ha f(x) = 0, .
3 e & g _—
5 43"\/21)(1 _?-a\/Zpa.
A= x) dx,
; i o A parabolaszelet teriilete:
L8
4
. 25 4b i = ot G T
ahol a teriiletet A-val jeldljik (8.25 dbra). (4 az 2 o2 A = o5 a2
area = teriilet szo roviditése.) " i T g . .
qrolo té = g2V 2 h laszelet altal bezart t g
Azy=f()ésy=g(), x=a,x=b lial beziet ‘y | A hatédrold tzeglalap terillete Ap = a V4 pa, tehat a parabolaszelet dltal bezart teriilet a téglalap
teriilet, ha f(x) = g(x) = 0 (8.26 dbra): =£(x) teritletének - része (8.29 abra).
b b - :
A= [ ) dx— [ g dx 901 | by / \
4 o R E y=V2px y
Y= {+sinXx
azaz Az
4 9 ¢ b ¥ |
A= [ [f()—gx)]dx. . o
a 8.26 ibra 2 o L T
| A formula akkor is érvényes, ha a= x = b-ben P
‘ ‘ y = g(x) < 0 (8.27 4bra). ‘ y  —— 0 ‘% X
i A . ""5,:,%) y=~V2px y=-gx+
| A= A1+ Az
| i . Ay "8.29 4bra 8.30 dbra
|
‘ A= x)dx, A,=-— x) dx. . :
| ! 'f fx) 2 J- e | 2. Hatdrozzuk meg az
! ‘ ‘ -
| b g 4 Az b A y = 14sinx, y¢~%x+1 és x=am
4= [ [f(x)—g)]dx.
a / /\_/ y-glx) egyenletli gorbék dltal bezart terillet nagysagat (8.30 dbra)!
' Az el6z6 két eset kombinaciGjaként — az integra- 827 dbra ‘ . SR S
i cids intervallum részekre bontdsival — igazolhatd, Ax ,[ [(Hsm A= (—7x+ )] ®= .f (Sm x+7) &=
L hogy a 8.28 4bra szerinti gorbék kozotti teriiletnél ‘ | e g
R 1|l : Y yzf (x) x2n el
it il 1s L — [v—cosx+—] =24+—.
A b | 4 Jo 4
H ' o
A A=" = . 5 o
i ﬁ-[ [f()—g(] dx | Teriiletszamitas, ha a gérbe paraméteres alakban adott. Legyen a gorbe paraméte-
il res egyenletrendszere:
1 7 ! =X |
g | a b x = x(f)
' Példak .
1 " y = y@)
' 1. Hatdrozzuk meg az »* = 2px cgyenletii parabola . 4 dx . .
ésaz x = a egyenletll egyenes 4&ltal bezdrt teriiletet q g&) Mivel dr x(1), dx = x(n)dt.

(8.29 4bra)! 8,28 abra
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i
? b
A 1, = t = 1, intervallumban az 4= J' ¥ dx kép- ‘y
a
letbe helyettesitve a gorbe alatti teriilet: {

23
A= j y(H)x(f)de  (8.31 dbra).

131

(Feltételezve, hogy az X(1) derivalt az intervallum-
ban folytonos és pozitiv.)

X:Xﬂ)

A képlet az x = x(r) a

y =y
zért gorbe altal meghatarozott teriilet kiszamita-
sara is alkalmas.

} egyenletekkel —megadott
8.31 abra

Bizonyitas nélkiil kozoljik:ba a ¢ paraméter forgas- x=x(t)
szioge és koriiljarasi irdnya negativ (az oramutato *.‘/ { y=y(t)
: jarasaval megegyez6), A-ra pozitiv értéket kapunk,
' ha a ¢ paraméter koriiljaréasi irinya pozitiv (az Ora- 450
mutatd jarasaval ellenkezd), A-ra negativ eértéket
kapunk (8.32 és 8.33 abra).
||
| 1l Példak 7] —=
|
| 1, Az ellipszis teriilete 8.32 4bra
i xt yE " ; .
L | Az ?4_—6? =1 ellipszis egyenletének  parameteres ‘
il . alakija (14sd a 7.3.1 pontot): y {x= x(t)
: = y(t.
IH x=,acost} .5/.9()
Bl | y=>bsint [’
ahol ¢ a f6kor P’ pontjdhoz huzott radiuszvektor szoge. A<
Ez a szog az ellipszis csticspontjaindl egybeesik az ellip-
szis pontjaihoz huzoft radiuszvektorok szogeivel (8.34
abra).
Pozitiv koérforgdsnal
g x
0=1t=2m
Mivel %(t) = —a sin £, 8.33 dbra
2m 2w . 2

0

—sinfcost+1t 2™
=—ab[_—2~—f—] = —abm.
0

Az ellipszis teriilete: 4 = abx.

[y(r);‘:(:)dr: f bsin:(—asinx)dzz—abf sin? 7 df =
0 Q o

2. A ciklois egy menete alaiti teriilet
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Az a sugaru kor gérdﬂ]\ésekor a kor keriiletén levd pont 4ltal leirt ciklois egyenlete (ldsd a 7.3.1

pontot):
x = a(t—sint) .
y = a(l—cost) } (8.35 dbra).
%(t) = a(l—cos ).
Y
L p’
P
f
! / _
\ K x
T' 8.34 dbra
i g (t-sint) }
H=0'(l-casz‘)

a lafl x
8.35 abra

Egy menet leirdsakor 0 = ¢ = 2.
Az egy menet alatti teriilet:

2n 2T
A= J a*(1 —cos ¢ dt = aZJ. (1—2cost+cos*r)dt =
0

0

= at [I—Z sin 7+ = 3g°m,

sinfcost+t ]zﬂ
2

o

A = 3a’m.

Szektorteriilet kiszdmitdsa. Tekintsiik az r = r(¢) poldrkoordinatakkal megadott gorbeét.
Legyen r a ¢ vaitozo folytonos fiiggvénye. Hatdrozzuk meg azt a teriiletet, amelyet a ¢ = o3
@ = f egyenletii félegyenesek és az r = r(p) gorbe hatdrolnak, az an. szektorteriiletet (8.36

dbra)!
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Osszuk fel a (f—x) széget n tetszés szerinti ‘
részre. Vizsgdljuk az » = r(q) gorbe és a 4
@ =@;_; ¢ ¢ = q; félegyenesek dltal hatd-

rolt teriiletet, A4t (8.36. dbra). BA;
Legyen a Agy = ¢;—¢;_, intervallumban az 4

r = r(g) legkisebb értéke my;, legnagyobb /E
érike M,

Felhaszndlva, hogy a o sugaru, @ kozépponti

1 el
szogil koreikk terillete 5~ g%0: E i
1 1 8.36 ab
Em? Ag, = A4 = S M2 Ag; aora
Az egyenlotlenség az [ = 1, 2, ..., n értekekre igaz.

Osszegezve:
A G L 1
Z 5 mi Ag; = Z A4 = Z E—M?Agoi.
i=1 i=1 i=1
Az egyenlGtlenség jobb és bal oldaldn az
Jii
: M) d
P ¥ ¢

x

integral also és felsé kozelito osszege all.
Ha a felosztas minden hataron tl finomul,

. 21 . z. 1
lim Yy —mAg; = lim Y =~ MiAg, =
max Agy — 0 i=1 2 maxAg; +0 i=1 2

i

— 1 2 d
= |5 [r(E)]* do.

@£

Mivel
n
Y Ad;= 4,
i=1

a szektorteriilet:

1

A= T [r(p) P dy.

ﬁt—_-j-q,

Ezt igy is irjuk:

8
A= % J r2(¢) dep.
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Roviden:
’ 8

A= f ride.
Legyen a gorbe

% = 300 } paraméteres alakban adott.

y = y(1)

»(1) . ‘y

g = —— (8.37 abra).

¢ =0 ( abra)
Mindkét oldalt 7 szerint derivédlva

1 d xy—3x
e d_‘f =27 Y (x % 0). a
y(t)
Mivel x =rcosp, x*=ricos’q, @
a x(f) X

1 dg _ xy—Xxy

i L s v
gy cos? @ dt 2 cos? ¥ 8.37 dbra

Ebbo6l az egyenletbdi:
12 dp = (xp—xy) dr.

A szektorteriilet pedig:

Iz

1
A= —2 j (x)':—xy) di.

41

Ez a Leibniz-féle szektorformula.

Ha 1, = t = 1, irAnyban haladva a szektorteriilet a gorbetol balra esik, A-ra pozitiv értéket

kapunk, ha jobbra esik, negativot (8.38 &bra).

fgy a 8.39 abran P;-t6l Py-ig haladva az integrdl pozitiv, Py-16] Py-ig haladva pedig negativ,

A zart gorbe ‘Altal bezart teriilet a két integral Osszege.

by |s

t=fy
A
Ay
A ¢4,
Ao 2
oo
o X 7 b 3
8.38 abra 8.39 dbra
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Példak ‘ Innen
k4 . P
1. Hatdrozzuk meg az *= —z sin f }
B r=aveos 2% Y= ca
i:a\/COSZQ“- 35 , -

1 L o
egyenletii lemniszkata (7.4.1)}dltal bezdrt teriiletel , A=y [ r-mrd= | (abcostrapsintr)dr =
(8.40 dbra). W o o

o 1 x . 5m 7ot - a
A fiiggvény —-, =¢ =, é —-=g=— - om
4 4 4 4 - i 1 a7
ben van értelmezve. = —uab f dr = = ab [r] = abm.
A szimmetria miatt 8.40 abra 2 4 0
3 % = 4, Hatérozzuk meg az
% = ;— n rfdg = % { a?cos2edg = 7, [siu 2(,,] - a . x—)? = 1 egyenld szdru hiperbola jobb oldalidgaésa
o # 0 4 ’ t —g & +p szogl radiuszvekiorok dltal bezirt
szektorteriletet (8.43 dbra}!
A zéart gorbe 4ltal korilzart idom teriilete '
A hiperbola paraméteres alakja (7.1.3.1 pont):
A = a.
; x=cht }
2. Hatarozzuk meg az y =shrt 8.43 abra
r = all +cos g) egyen]etﬁ kardioid (7.4.1 pont) Tonen,
: x =sht
altal bezart terilletet (8.41 dbra)! p=cht } '

27

1
A='2—f

0

at il Ha'a p szbghoz tartozé paraméter £, a szimmetria miatt elég a félleriletet szdmitani:
af(l+cosp) dp = = f (1+2cosp+costg) dy =
! i !
’ ! f('—‘)dt—if(hzréshat)dt—l—jdrm1:
g | SEERRGESTS | AR T2 T2
0

A —_—
2 J
a%r, 0 [

2 T 2
= % [m+25inq:+H_S’n‘i". C;Sq:«i—gv ] . B

0
A terlilet A=t

‘y LEE } Mivel az egyenletbd]

v " e
‘ il G y=bsint t = archx, illetve ¢=arshy,

a szektorferiilet:

A = arch x = arsh y.

a X
Innen ered a hiperbolikus fiiggvények inverzeinek, az areafiiggvényeknek elnevezése (areafiiggve-
nyek = teriiletmérd fliggvények).
I/ﬁ-.‘.
. : . ST, DL Ty o
iseh; b 8.42 dbra | 833 Sikgdrbék ivhossza
. N
3. Hatdrozzuk meg az ellipszis teriiletét mint szektorteriiletet (8.42 dbra)! Iégyen adott az y = f(x) egyenlet(i sikgorbének az [a; b] intervallumhoz tartozé szakasza.
Az ellipszis paraméteres egyenletrendszere:.. Osszuk fel az [a; blintervallumot az a = X, X, Xy, .- .3 X;, ..., X, = b pontokkal n tetszd-

leges részre.

X =acost
} Legyenek a gérbe megfeleld pontjai 4 = Py, Py, ..., Py, ..., P, = B pontok.

y=bhsint
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Tehat P; = (x;:05).
K assiik ssze az egymds utan kévetkezé pontokat hiirokkal (8.44 dbra)! fgy a gorbébe irhato
hurpoligont kapunk, amelynek hossza:

PP,

e

i
Definicié. Az y = f(x) egyenletii gorbe a [a; b] intervallumban rektifikdlhatd, ha a beirhato
hurpoligonok halmaza feltlrél korlatos.

Definicié. Rektifikalhaté gorbedarab ivhossza a beirhaté hirpoligonok halmazdnak felsd,
hatéara.

Megjegyzés. Nem minden folytonos fiiggvénnyel megadhaté gorbedarab rektifikalhato.

Tatel. Ha az y = f(x) fiigevény [a; b] intervallumban differencidlhato, és f*(x) folytonos
az [a; b] intervallumban, akkor az adott szakaszban a fiiggvény gorbéje rektifikdlhato.

‘ly 7 Fp=B ‘ y sk B

Fi-t

1
[
|
|
|
e
!
|
!
5 X O Xy 4 x

4

1

]

gl @
8.44 abra 8.45 abra

Bizonyitas. Jeloljitk a P;_,P; hur hosszat Ah-vel!

Ak = V/AXEHAY? (845 abra).

L
Ah,‘ = l/l—}- (Ax!') -Axi.
A beirt hirpoligon hossza:
" n T 7 Ay \?
Ah; = P Axs,
§on= g Y 1e (3%) &

A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint (7.1.6.1II. pont): van olyanx;_; = £ < x; érték,
amelyre

‘Innen

Ay;

Ax; =f¢)
ey iAhj: i AV 1+ fUED Ax;.
i=1 i=1
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A feltétel szerint £'(x) folytonos, tehat korlatos. Ezért van olyan K szam, amelyre

[ff(x)] =K (a=x= b
Tgy

n n 25 et 2 n D,

Z An=Yy AV 14+ EN Axy = 2 AVI1+K2Ax; =

i=1 =1 i=1

o n e ¥
=4/1+K2Y Ax; = V/ 1+ K% (b—a).
=1

Tehat, ha f7(x) az [a; b] intervallumban folytonos, a beirhaté hiirpoligonok halmaza feliilrl
korlatos, a gorbe ivszakasza rektifikdlhato.
Az-ivhossz eghatdrozasa——
Legyen a gorbe paraméteres egyenletrendszere adott

x = x(1) }

(e=t=h).
y =¥

Tegyiik fel, hogy az x(z) és y(r) fiiggvények a u=1= f intervallumban folytonosak,
differencialhatok és, hogy x(¢) és y(¢) is folytonvsak az intervallumban.
Osszuk fel azoe = ¢ = f§ intervallumot a £y, 5, . .., f,_; Osztopontokkal n részre.

aElg<fh<..<ti<..<t,=4
A gorbe P; pontja:
Pi[x(t); y(].

A beirhato harpoligon:

I

Al = 3 A/ B xR DG P-
i=1

I
A Lagrange-féle kozépértéktétel értelmében:

x(t)—x(t;_) = x(r) Aty (@hol 1y =T, < 1)
és W)=yt = p(@f) Ar;  (ahol ;) <77 < 1y)

(At; = t;i—t;_y;  T;ésT7  nem szitkségszeriien azonos).

i Al = Y A/ (B@)+7aD) Ar,.
=1 i

A hatérozott integral definicioja értelmében:

maxAt; >0 i=1

I
im Y /@R Al = j V0 + 570 dt.
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A felosztds finomitasaval a beirt hiirpoligon hossza né, és fels6 hatdra megegyezik az el6bbl

hatéarértékkel.
fgy a gorbe vonal Ivhossza az & = = f intervallumban

17

Megmutatjuk, hogy

lim VR FEDAL = Lim Y A PE)HAE) Ay
max A —+0 i=1 max Aty =0 =1 ”

B
S@sB) = lim Aby= | /OO dr.
1 a

Legyen & = 0 tetsz8leges szam. A fel- ‘ ; T
tevés szerint X(f) és y(f) az o = r=p | 46) < ) P )
intervallumban folytonos, tehat egyen- / § (%% Tehit s(a; f)) = s jeloléssel az ivhossz:
letesen folytonos. |‘ ; [
3 ; — ‘
Ezért ———-hoz  taldlhaté  olyan _ s= [ V/FEOHADd |
A . |~ (%) - |
[ty —x(ti_1)| < e . ; Ezt roviden igy is jeloljiik:
. - ! 8 |
. ’ XL o o= [ VERa
g : v
=] = 5, AT .

a
Legyen a gorbe egyenlete y = f(x) alakban adott. Paraméternek x-et valasztva, a gorbe

. (t—tim) =3 paraméteres egyenletrendszere:
Ha a felosztas 8-nal finomabb, a (f;—;_,) < 3 feltétel teljesiil. _ X =x
Az abszolut értékre vonatkozo egyenlStlenség alapjan: , i - } .
H O — W men g | ‘ i ; . Sy
'Y VEE)HPED A Y, VR@HPE)AL| = Ekkor k=1 & y=y=f.
=R =2 ‘ Az ivhossz az @ = x = b intervallumban:

n

‘ |
= 3 | VR~V EG @ | A
1

i=11

b
E= [ VTH I @Fax

A 8.46 abrabol leolvashato: ' |

VBT PE) — VR FRE)| = )i @) £ . v

|
|
|

3-t tgy valasztjuk meg, hogy i [ R——— !
i ‘s:j\/]—ky’zdx
a

|z,—1F] <& esetén ‘

Sikgérbe ivhossza, ha a gérbe poldrkoordindtakikal adott

e
|| < e :
—a Adjuk meg a fliggvényt

fey | n " i . r=r(g) polarkoordinatas alakban.
i i=1 ng(ri)_kyz(r?) A igl \/xz(ri)—l_yg(ti) A l = :‘;1 b—iz Aty =e. Ekkor X = r{p)rosy } A
Tehit | v =ry)sing
5 . v .
lim Y VAT +FPEH A= lim 5 AR ) A = 2SN (@) cos p—r(g) sin g,
max dx; >0 i=1 max Ary = 0 i=1 i

’ ‘ . e
= I \/ 22O+ A dr. ; y= i H@) sin p+r(g) cos .
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Roviden
% = i cosp—rsing,
y = i sing-rcosg.
Az egyenletb6l konnyen adodik

242 = 247, az ivhosszképletbe helyettesitve

Pz

o= | A/Frrdy

F1

Példak
3

1. Szamitsuk ki az y = x* egyenletii gorbe [0;4] intervallumhoz tartozd ivének hosszit!

I S
y=x°, J’—Txg ¥y ='Ix-
4 4 4
s 9 4 9 9
g = / 2 = — = — o — ey —
A/14y% dx \/1+4xdx 9 o\/lf4x4dx
0 0 (;
3 4
9 K
=3 3
2 0

8 - 8
= 2—7(10V10—1) ~ - (316-1) = 9,1.

2. Hatarozzuk meg az y = chx egyenletil lancgdrbe 0 = x = a intervallumhoz tartoz6 ivének

hosszat (7.13 abra):
a

a a

5= ‘A\/I+J5’de=.|.\/ﬁémdx= [chxdx:[shx]q=
; J 0
(1] 0 0

=sha—sh0 = sha:ej——;:_

3. Szamitsuk ki az

2 2z 2
x5+ y° = a® cgyenletl asztroid iv-

hosszat (8.47 abra)!

Az ivhossz negyedrésze:

[ vierax
> B.A7 dbra
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/

Az implicit figgvényt derivalva:

2 -1 2 -1 .
T 34 3 3y’ =0, innen
1
)
r = 1
x:l
2 2 2 2
3 .3 .l 3
\ x84 a
1 Ly"2 = l+=, = — zy— = -
x3 xt X8
1
_______ a?
A 1+yt = o
-
s 1 o .
] roa? A 3 [ =1" 3
T —-l—dx:a3 ‘dex=-’a3 x| ==a
4 1 1 J 2 0
o x? o
AZ egész ivhossz
5 = 6ba.

Végezzilk el a szamitdst, ha az asztroid egyenlete az
x =acos’t }
y=asin®t
paraméteres alakban adott!
%= —3acosttsint,
y = 3asin®fcost,

x4 y2 = 9a*(cos? £ sin? 1+sin' £ cost 1) = 9a® sin® 1 cos? 1.
\/J?#_ﬁ"" = 3asinfcost.

« I
in2
sinfcost dt = 3a [flﬁ.i] - i a
2 1o 2

2 10 W

s

2o [WEire=1a

c'{—‘w\-':l

0
Az asztroid kerilete
s = 6a.

4, Hatdrozzuk meg az

!

X

a(t—sint)
y }

a(l —cost)

1l

ciklois egy menetének ivhosszdt (l4sd a 8.35. abrat a 455. oldalon)!

% = a(l —cost),
§ =asint.
X4yt = a*(1 -2 cos t+cos t+sint¢) = a* 2(1 —cos ).

30 Matematika



466

Az ismert goniometriai dsszefiiggés szerint:

—cost s 1
sin tz = ‘\/—l "~ , azaz l—cost = 2sin? 5

2
ey 2+t = a*-4sin? % .
21 22 21
P t4 '1'123‘¢:ltf2a.[‘sinr—c:lt=4aJ~ sin-L-ldt
5= J a*4sin® 5 dt = 5 5%
0 0
o |
= 4a [—cos %] = 4a(1+1) = 8a. _5’_ r=rpedy
~ 10
5, Hatdrozzuk meg az
r = roe. ’,
egyenletii logaritmikus spirdlis ivhosszdt a g, = ¢ = ¢ inter- 74
vallumban (8.48 dbra)! 0
o= At
P o 8.48 abra

2 22 . .2 p2a 222!::2_1_2211‘
42 = rlete -t riatet = ri(1--at)etF,

gével.

6. Hatdrozzuk meg az

egyenletii kardioid keriiletét (8.41 4bra)!

I
i

i s& r = a(l+cos ¢)
! Az egyenletbd]

i it # = —asin .

P2t = a¥(1+2 cos g+ cos? g +sin® ¢) = &*-2(1+-cos ¢).

Mivel cos % = ‘\/liczoi ;  l+cosgp = 2cos* %

242 = da cos* %, :

o 22
= f Vittitdp = 2a .[ ‘\/c052 %—-drp.
0

| - “ reVIt@ [ 1%
Bl s = J Vit Rde = gV 1+ J e dfp=-.°7‘-_ [gaqa] =
! 3 F1

f H F1 %1
i i -_Vrili LS 11 \d 14— 2
B = \—/—l‘-:f—f (roe" —roe )= e = (ro—ry)

=

A logaritmikus spirélis ivhossza tehdt aranyos a hatarolo radiuszvektorok hosszanak kiilénbse-

~ 1
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Mivel

T 2m
= ¥ o+ [ (=cos = Tl el DY ol
s _2a[fcos ) dep f ( cosz)dtp] 2(1{[2811‘1 2]0 [2 sin 2]n}_

o g

= 2a(2+2) = 8a.

A feladat a szimmetria miatt igy is megoldhat6:

.

[ 5]

o
= 4a J cos £ dp = 4a [sin E—]”dq: = 4a.
o

5 = 8a.

8.3—3—1—- A gbrbiilet

Legyen az y = f(x) egyenletli G girbe egy adott [a; b] intervallumban rektifikdlhato.
Legven az [x; x+ Ax] intervallumhoz tartozo ivdarab ivhossza As. Jeldljik az x és azx+Ax
pontokhoz tartozé érintok iranyszogét o; €s
wy-vel. Jeloljiik a Ax szakaszhoz tartozo ‘9’
irdnyszogvaltozast Aa-val.

Ao = ay—wy  (8.49 dbra).
Definicié. A As ivhosszil szakaszhoz tartozo
atlagos gorbiilet

Ao

ga1 — As

Definicié. Az x abszcisszaju P pontban a G
gdrbe gorbiilete:

4 x ¥+ Ax X
Ax  da

g= lim —— =—. _
ds 8.49 abra

as -0 As

de
Hatdrozzuk meg a —— derivaltat lancszaballyal:

ds

de _ doe dx

ds ~ dx ds’
de

de _ dx

ds  ds
dx

30+
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; 7
Mivel ¥ =tga (Dt # i“i") ,
a = Arctg y'.
fay: doe B 1 "
gy ax . iyt

Legyen a gorbe AP szakaszdnak ivhossza
a
A felsé hatar szerinti derivalt (8.1.5. a pont):

ds ey
ax Vi+yt

Tehat

de yu
dx 142

G
ds \/1+y’2
dx

| ¥ |

| ET T3

| (1+y2)2

A gorbiilet a Py(x,;),) pontban:
F: y&’
§=" 3"
(1+3H?
A simulo kor eldjeles sugara, azaz a gorbiileti sugdr (7.2.7 pont):

3
(1+3)°®
F=—5% .
Yo

Latjuk, hogy a gorbiilet egyenld a simuld kor eldjeles sugaranak reciprok értékével.

1

g = —
h, .

r

Ez az Ssszefiiggés indokolja, hogy a simuld kort gorbidleti kirnek is nevezik.
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8.34 - Térfogatszamitas

Vizsgaljunk egy olyan testet, amelyet két
parhuzamos siklap hatarol. Helyezziik el
a testet a koordinata-rendszerben ugy,
hogy a parhuzamos lapok az x tengelyre
merdlegesek legyenek. Legyen a hatarolo
siklapok egyenlete x = aés x = b,
Osszuk fel az [a; b] intervallumot [x;_,, x;]
(i=1,2,...,nrészintervallumokra. Ezek
hossza Axy, Axy, ..., Ax;, ..., Ax,
legyen (8.50 abra).

Legyen AV, az x = x;_; és x = x; sikok
altal kimetszett réteg térfogara.
Megjegyezziitk, hogy ebben a fejezetben 8.50 4bra
csak olyan specidlis testek térfogatdnak
meghatarozasara szoritkozunk, amelyek-
nél a testnek az x = x;_; és x = x; sikok
kozotti rétege két henger kozé szorithato,
és a testbd] az x tengelyre merdleges sik
altal kimetszett idom teriilete csak az x
valtozotol figg. Jeloljiik ezt a teriiletet
T(x)-szel.

Ha a Ax; intervallumban a keresztmetsze-
tek kozil a legkisebb ¢;, a legnagyobb T;,
akkor

[iA)Cj = AV, = T,' AI,‘.

Jelolje T(¢,) a Ax; intervallum tetszOleges
pontjaban a keresztmetszetet. 8.51 dbra

t,-Ax,- = T(&,) Ax,- = T,«Ax,-.

Az [a; b] intervallumban a megfeleld térfogatdsszegek

i=

It-ijé i T(E,)AX,‘E i T[-Ax,-.
=1 =1

P

1

Az egyenldtlenség bal oldala az integrdl alsd, jobb oldala az integrél felsé kozelité Gsszege.

b
n
fey lim Y TE) Ax; = | T(x) dx.
max Ax; -0 i=1 a
b
A ftest térfogata: V = _f T(x) dx.
A gala térfogata. Helyezziik el a gilat a koordinata-rendszerben ugy, hogy csiicsa az ori-
goba, magassdga az x tengelyre keriiljon (8.51 abra).
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Legyen T(x) = a,. . m m m? m a, a
: | i V=—3«(A,+A,4+Arﬁ) = (Ari_Al%//?l“‘_Atr) =
. m
Ha a gila alapteriilete 4,, magassiga m, a gila alappal parhuzamos sikmetszeteinek teri- 2 2 t A
o I * v - ¥ 13 r I - L3h m —_—
letei Tigy aranylanak, mint a csticstol valo tavolsdgok négyzetei: — 1 ( A+ \/ A, +a,).
a x*
4, m’ A csonkagila térfogata tehdt:
; A ¥ = A b A Aty
innen a; = — X%, =3 A (Artag ).
m
A térfogat: ; "
8.3.4.1 Forgistestek térfogata
m m m a 5‘ a ?
1 \ N "
V=| adx= i;— Kdx = f% xtdx = i; [f_]n = Legyen az y = f(x) fiiggvény az [a; b] interval-
m m m 3 1 lumban folytonos, és ott f(x) = 0. Forgassuk meg
0 0 0 a fliggvényt abrazolo gorbe [a; B] intervallumhoz ;
_ Am®  Am tartozo szakaszat az x tengely koriil (8.53 dbra)!
m® 3 3 Az x ponthoz tartozd T(x) keresztmetszet kor, igy 853 dbra
Tehat a gila térfogata T(x) = y*m.
Ay A forgastest térfogata
V = - 5
3 b
V,= [my?dx
A csonkagiila térfogata. Helyezzik el a csonkagilat ¥ af #
a koordinata-rendszerben tigy, hogy alapjai merélegesek »
legyenek az x tengelyre, €s a kiegészitd gila csfcsa Vy=m .“ ¥ dx

az origoba keriiljon (8.52 4bra).
Legyenek az alaplapok terilletei A, és a,, az origotol

vald tavolsaguk my, illetve ;. Legyen a fiiggvény az x = ¢(») egyenlettel adott, tovdbba

a ¢ = y = d intervallumban folytonos, és ott x =0 (8.54

g » - 2 . 2 el 2 5
s J- T(x) dx. B.52 4bra abra). A fug"g\_f.cnyt abrazolo gox:be me,gfelelo szakaszat az
- y tengely koriil forgatva, a forgastest térfogata:
Mivel a T(x) teriiletti lap parhuzamos az alaplappal: 5
(x) pp plapp Vyznszdy_
T(x) = — x2, .
niy Ha a fiiggvény paraméteres alakban adott,
m — -
, W A T A A x=x(0, y=x0), .
= X*=—|— = — — My ). 1 =X =y
2 mi | 3 s r 2 1 illetve dx = xds, dy = ydr. 8.54 sbra
" A forgiastest térfogata:
Mivel mi—mi = (mg— 11y) (m3 -+ mymy=+m3), )
A, Ve= [y 20 dr.
ezért V = _3?% (mz—ml)(mg-kmlmz-l—m%)- f
ta
: A me Vv, = | 220 #@) dr
Mivel =L & my—my =m, ¥ Ij‘ @70
1




472

Ha a fuggvény az

r = rg) polarkoordinatéas alakban adott:

x = r(ip) cosq
y = r(@)sing } '

dx = (# cos g—rsing) dy,
dy = (7 sin ¢ +r cosq) dy-

¥z
Vy=m I ¥2 sin ¢(F cos ¢ —r sin @) dg.
F1

‘.
V= f #2 cos? ¢g(# sin ¢ —r cos ) dg.
*1

Péidak
1. A kup és a csonkakup térfogata y
a) A kip térfogata

Szamitsuk ki az r sugard, m magassagl kup tér-

fogatdt! A kiipot az y=—:; X egycnes forgatasaval
nyerjiik (8.55 dbra)

m m [ X
P’2 v
V=x J yrdx =a — J xtdx =
o
(1] 1]
r¢ [x3]m »omd rérem
= | = =S - T T
Tomt |3 mt 3 3
! 8.55 4bra

b) A csonkakiip térfogata

R i
Forgassuk megazy = - ¥ egyenlet(i egyenest

az x tengely kordil, és hatarozzuk meg az x = a1,
és x = m, sikok kozdtti rész térfogatit. Az igy
kapott test csonkakup (8.56 4bra).

Az x = m,-hez tartozd ordindta r, az X = my-hez
tartozd ordinita R, a csonkakip alapkoreinek
sugarai.

A csonkakip magasségé:
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Ez tovabb igy alakithatd:

R2
V=: - —m) (i muy + i) =
qmg(mg 1) (g = myy +mf) *y
A (e Mg T
=3 (Rﬂ-mzR ‘m%R)' x2+y?=/"?
Mivel My o
me R n
Y
A csonkakup térfogata:
am g X X

V= "3— (R2+rR-H‘3).

2. A gdmb és részeinek térfogata

a) 4 gomb térfogata

Forgassuk meg az x*+p* = ¢* kbr y = 0 felét az x tengely
koral!

Elészor a félgomb kobtartalmat szamitjuk ki (8.57 abra). 8.57 4bra

Mivel a forgastest kibtartalma

&
V=n I yedx, ésagdmbnél = rt--x®,

r

V i bk 4 rd 2ria
s 2B dy = 7 |riiv——| = Blen S| s ol
> :tJ(r x%) dx .-r[:x s :r[! l 5

Q
igy az egész gomb kobtartalma:

.

3

b) 4 gimbréteg térfogata

Ha egy gombét elmetsziink egy sikkal, aza gdmbot két
gdmbszeletre bontja. Ha a gbmbot két parhuzamos sik-
kal metsszilk, a sikok a gémbot két gdmbszeletre és egy
gdmbrétegre bontjak.

Forgassuk meg az x*+y* = r*kér y = 0 felét az x ten-
gely korill. és hatdrozzuk meg az x = fy és x = my
sikok kozotti gombréteg térfogatat (8.58 abra)!

My
V=mn | ydx
i

8.56 abra pE = rt—x®,  ezért 8,58 abra

m = Ma—mi.

R 1% o 2_ 4 2 x5 me 2 | PR
Mivel ¥ = — x, 4 csonkakup térfogata: =T J (F=xdx =a|rix——| 7| (my—my) — (mz*ml)] 2=
mz i : mi
iy My T 4
pon [ e an® [ s B2 Bt = B~y m g )
o J ¥ o mg J ’ o m% 3 I o Im3 z b

my—my=m a gombréteg magassaga.

Hiy ity
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fgy
V‘" = 3-'—’ 2 2
=3 m(3r® —mi —mym, —mji).

Tovabbi atalakitassal:

V= '% (612 — 2m% —2m% — 2mymy) = -‘T%"- (3% — 3mE 3% — 3l + el — 2mymy + m).
Innen:

V= % (302 —m2) +3(r2 —mE) + (g — m,)?].

Mivel a 8.58. 4brabdl leolvashatoan

,.Z_m% = Q"lzs

rf—mj = pj,
ahol g, és p, a gbémbréteget hatdrold kirdk sugarai, a
gOmbréteg térfogata:

v = "0 (ot + 308+ m?).

c) 4 gdmbszelet rérfogata

A gombszelet olyan gdmbréteg, amelyben g, = gés g, = 0
(8.59 abra).
igy térfogata:

V= Eg’ (B0t +m?).

Mivel a derékszdgii hdaromszog ,.magassigtétele” szerimt 8.59 ibra
0f = m(2r—m) (8.60 dbra),
a képlet igy alakithatd:

V= -“g”’ Bm(2r —m)+ m?). ﬂ \
m g

¥ e (Grr —2m*).

s 2
Pe f’;L (3r —m). 2rim

d) A gimbcikk térfogata
A térfogat egy gombszelet és egy kip térfogatdnak Gsszege.

2 27 8.60 abra
v=""" Grom+ B r-m) (8.6 dbra).
Mivel 0* = m2r—m),

V= % [m2(3r —m) + 2rm—m®) (r —m)].

V= % (3rm? —m3+2r*m — rm® —2rm* 4+ m®),
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1

3. Forgassuk az x*—»* = 1 egyenld szari hiperbola x = 0 dgat az y tengely koril, és szdmitsuk ki

az y = —2'és y = 2 magassagban az y tengelyre merdlegesen allitott sikok és a forgasi hiperboloid
hatarolta térrész térfogzlit (8.62 dbra)!
A térfogat fele: ‘ y
2
; = J x2 dy,
(1]
Mivel x2 = 144
: s 14
14 i ¥ 2
—_— =7 2 = T =g —.
Tl (L+y* dy R[H 3 ]9 7

1]
Az egész térfogat

V. :n?.

v

4, Forgasi ellipszoid térfogala
Forgassuk meg az

8.62 abra

2 W2
%-}- 12 =1 ellipszis y = 0 felét az x tengely koril (8.63 dbra)
bz
ST - P
¥y it

A forgdstest felének térfogata:

a a
V, b . [ ; b? x"’]“ 27,
Tz ,2 = C L. | = e g = 27 pog.
2 ﬂf}dx -zJ(b o )dx 7 | b*x Z 3 3ba
] 0
A teljes térfogat
V,= 4Tn bta,
Hasonldan nyerjitk, hogy az ellipszisnek az y tengely kordl valo forgatasakor nyert test térfogata:
47
V, = 5 a*h.
Ly Iy
x2 1 - VX
b a? + :5% =f )
¥
oo }
g A g X a a =

B8.63 abra 8.64 ibra
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5. Hatdrozzuk meg az y = 4/ x egyenletil parabolaiv [0; a] szakaszdnak forgatasdval nyert forgasi
paraboloid térfogaldt (8.64 dbra)!
V.=n=n J !\/.\:\”dx=fz j xdy=m [ﬁ]” = ;1..ci .
2 1o 2

) 0

A koriilirt henger térfogata:
V, = (va)'na = ax.

A forgasi parabofoid térfogata a henger térfogatdnak felével egyenld.
6. Hatarozzuk meg a ciklois egy menetének forgatdsa altal nyert test térfogatat!
x = a(t—sint) :
= a(l— .
y= a(l —cos 1) }, % = a(l—cos 1)

fe 20 27
V. ﬁ."rj. yxde ::rj a¥(1—cos #)® dt = :maj' (1—3cosr+3 cos?t—cos® t)dt =
(L) L (1]

" 3 .. y sin® ¢ 27 5
=aa’ [rw3 sin r+——2- (sin 1 cos t+-t)—sin 7= —-3—-] — ma?. 571 = Satab,
0

(Mivel: ’ cos® ¢t df = | costtcos tdf = | (1 —sin?#) cos 1 dt =

& - . sind ¢
| (cos t—sin? t cos t) di = sin r-—-3- - J,—C.)

8.3.5 Forgastestek felszine

Legyen az y = f(x) fliggveny az [a; b] intervallumban folytonos, és legyen az intervallumban
y = 0. Tegyiik fel, hogy a gorbe az intervallumban rektifikalhato.

Forgassuk meg a gorbét az x tengely koril, és hatdrozzuk megaza = X = b intervallumban
a keletkezett forgasfeliilet felszinét.

A felszin meghatdrozasahoz sziikségiink van a Kkup, illetoleg a csonkakip paldstja felszinének
ismeretére.

A kip palastja. Ha az R sugarQ, m magassagy, o oldalélii egyenes korkup paldstjat kiterit-
ik, kércikket kapunk (8.65 abra).

2070
B.65 dbra
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Vd
/

Ha a palast felszinét P-vel jeloljiik:

P 27

o 20w

Innen a kup paldstjanak felszine:

P = rmo.

A csonkakup palastja. Az egyenes csonkakup paldstjat kiteritve, felszine két korcikk terii-
letének kiilénbségével egyenld. Ha a csonkakup alapkoreinek sugara R, illetve r, alkotdja
o0, a kiegészité kap alkotodja oy, akkor a palast felszine: '

P = Rilo+0,)—170;-
Innen

P = Rmo+mo(R—1).

8.66 abra

Mivel a haromszdgek hasonlosaga miatt

}2__
R=r 2 (8.66 abra),
4 09

_(R—r)ol = or.

P = Rmo+rmo.
A palast felszine:

P = (R+r)mo.

Térjiink vissza a forgasfeliilet felszinének meghatérozasahoz. Az y = f(x) figevény (y = 0)
gorbejét forgattuk az x tengely koriil. Osszuk fel az [a: b] intervallumot [x;_1, x;) részinter-
vallumokra, amelyek hossza:

Axy; Axgs voss DX ool Axy, (Ax; = xi—Xi—1)
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Vegyiikk a Ax; intervallumhoz tartozo forgasfelilletbe irhato csonkakuppalastot. Ennek
felszine:
AP;’ = :'r(y;_l +y1) Ah, (867 ébra},

(Ah; az x;_, és x; abszcisszdjii pontokat Ossze- j y . —
kotdé hir hossza.)
A felszin igy is irhato

. + %
K =T
2 4
iy
Az Ssszefliggés minden i-1¢ igaz.
Osszegezve
. — o
n +y & 7 & Xt .‘_:! ¥
): =) 2 mSELY.V )
i=1 8.67 abra

Az y = f(x) figgvény folytonos az [x;_,; x;l-ben. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint
van olyan

xi_1 =< E < 2x; hely, amelyre

i AP,Z‘ i 2n _&-}2‘4‘7}’[‘ Ax,— =27 2 f(&;)Ah;.
=1 i=1 i=1

Az utolsé dsszeg igy irhato:
2m 3 fE) Aby = 27 [z fEAs— Y f(sfos,-wAha] ,
=1 i=1 <1

ahol As; a Ax; intervailumhoz tartozé ivhossz.
Vizsgiljuk a E FUE)(As; — Ah;) Osszeget.
Legyen az y = f (x) fiiggvény maximuma az [a; b] intervallumban M.

$ fEDAsi—Ahy) = (z Asi— Y Ak,-) M (s_ 5 /_\.h[—)
i=1 i i=1 i=1

i=1

n

ahol Z As; = S, a gorbének az [a; b] intervallumhoz tartozo ivhossza) .
—1 . I3

Mivel feltettik, hogy az @ = x = b intervallumban az y = f(x) fiiggvény gorbéje rektifikal-

hatd:

m Y Ak =5,

max Ax; i=1
ezért lim M (S Z Ah)
max Ax;_1
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/
A rektifiklhatoséag miatt, ha max Ax; — 0, akkor max As; — 0.

i

fgy lim Zf(E,)As[— lim Zf(EI)As,ﬁf »(s) ds.

max As; — 0 I= max As; =0 i=1

Kézenfekvo ezt a hatarértéket a forgastest felszinének tekinteni.
A forgastest felszine:

I
F= lm Y AP;=2a

max Ax; i=1 max Axi—»u

[Zf(sr)Ajr i'f(’é,)(As,—Ah,)] —
i=1

s
=2n f y(s) ds.
0

Tehdt az a = x = b intervallumban a forgdstest felszine:

s
!F:Zn_fy(s)ds
! 0 ‘

(ahol S a gorbedarab ivhossza az [a; b] szakaszban).

Jelsljitk az y = f(x) gorbéjének fvhosszat az [a; x] intervallumban s = s(x)-szel.
Az ivhossz x-nek nyilvanvaldan monoton névekvd, folytonos fliggvénye.

Van inverz fliggvénye: x = x(s).

Alkalmazzuk az s = s(x) helyettesitést:

¥(5) = yls(x)] = p(x) = f(x)-
sy = [ V1452 dx.

a5 i
dx = Y s

ds = A/ 14+y2dx.

Ha s = 0, akkor x = a, ha s = §, akkor x = b. Ezért a felszin az x valtozo segitségével:

b
F=2njy\/f+y’2dx
a

Legyen a gorbe az x = @(y) egyenlettel adott. Legyen a ¢ folytonos,hac= y=d,azx = 0,
és a megfelel6 gorbeszakasz rektifikdlhato.

A gorbét az y tengely koriil forgatva az el6zéekhez analog modon nyerhetd, hogy a forgas-
test felszine:

s
Fy = 2n [ x(s) ds.
1]
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Illetve :

d o

/ dx \2
F, =2 x‘ 1+(dy dy.

¢

Paraméteres alakban adott fiiggvényeknél

In o
Fo=2n [ s/ 242 dr,
n

la e
F, =27 [ x(n /2452 de.
hH
Polarkoordinatas alakban adott fliggvényeknél, ha » = r(yp),

T -
F.=2x f r(g) sing A/r¥ (@) + (@) dep.
F1

Roviden:
Q"_‘ o ——
Fy= 2 _[ rsin @ \/r-“--}-}fzd(p.
F1
Fa o
F,=2n j reosg A/ +itdg.
¥
Példak
1. Gombov felszine y
Legyen a gdmb sugara r. A gdmb az
Xt oyt = T xHylap?
egyenletii kor y = 0 felének forgatdsaval keletkezik. .
Szamitsuk ki a gombov [elszinét, ha magassdga: m. J r \
(m = my—m;)  (8.68 dbra). y\
g o ml
F=2xfy\/1+y’”dx. =
e ' iy m
A kor egyenletébol [
PR I
Mindkét oldalt x szerint differencidlva: /
2yy" = —2x,
x +—
¥= 3 y
¥ értékét a felszin integralképletébe helyettesitve: 8.68 abra
,’Ji2 e fﬂz ))}2
x# e
F=2zJ. y’\/l+--}-)—2—dx: 2z J. Vyt+atdx =23 v[ rdx =
my Hiy iy
,”2
= 2mr f dx = 2ar [x] f = 27 (my—my) = 2arm.

= 481

Tehdt a gdmbov felsziné
F = 2arm.
Mivel az egész gomb magassiga 2r, a gomb felszine:

F = 2ar-2r.
F = 4rz.
2. A [orgasparaboloid felszine

Szamitsuk ki az y = Vx egyenletii parabolaiv [0; g] szakaszdnak forgatasa altal nyert feliilet fel-
szinét (8.69 4bra)!

a
F,=2=x j YV 1+y%dx.
0

5 F 1 i 1
Vi, V=—\y yi=—.
Zx/x 4x

y

a a i
N (13
A X

T 1 (
F,=2m \/q:’\//l—'radx:Zn «\/szx:zn o S B PN

0 0 0

45/ y=¢'.‘fiX

8.69 abra B.70 ibra

3. Szamitsuk ki az y = ch x egyenleti lincgdrbe [—a; a] szakaszdnak forgatdsa altal nyerl test
felszinét (8.70 abra)!
A szimmetria miatt a {é felszint szdmitjuk:

F .
5 = Zﬂfy\/l—:-y"‘dx.
1]

y=chx; y =shx; 41+3%=4/T+sh®x =chx.

F
5= 2?;fchx-chxdx = 2chh2xdx.

fhuoc

o
31 Mate-matika H t O
4 Ov

4.
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482
.3. orlati feladatok térfogat- és felszinszamitéisra
Mivel fchzxdx = %(shxch x+x)+C, = 8.3.6 : Gyak &
I
Fo_ sh x ch e h . | 1. Egy pneumatikus gabonaszillité egyenes csonkakup alakd diffazorjanak (tdguld csOrészének)
5 == xchx+x e T (shacha+a) méretei: d = 12 cm, D = 25 cm, m = 50 cm. Hény dm® lemez kell az elkészitéséhez (8.72 dbra)?
e2a_e—2a
F=na(sh2a+2a) == (m+2 ) .
: 2 i 0 = \/7500+ 42,25 = /2542,25 =~ 504,
4. Hatdrozzuk meg a ciklois forgatasdval kapott feliilet nagysdgat, ha 0 = ¢ = 2! . P = (R+r)20.
x =alt—sin¢), %= a(l~-cost), | P = 18,5-50,47. -
y =a(l—cost), y=asint. _ F =293 dm?® \I
S22 2y = 7421 - ! . 17T
B = 2-2k08) % R s 2. A csépldgép egyenes csonkakup alaku tokldszoldjanak meéretei: K j 25
VELPR = ar/2(1 —cos 1)%, D=30cm, d=18cm. #=40cm. A térfogat negyedéig tblthetd !
3 meg. Mennyi a benne levd gabona stlya, haa hektolitersuly 76 kp ?
YA/ XELE = 4/2a%(1 —cos 1)2. (A toklaszold forgd mozgdssal tavolitja el a szemet burkolé tokldszt.)
o - P | (8.73 abra.) 8,72 abra
Mivel v/ 1=cost = /2 sin i \ JE
' V=2 (R4 R,

YA/ R4y = 4a? sind —;— ;

wm 2 P ?(152+92+15-9),
F=2x | datsin® L dt = 8a%n f sin? L sin - dr = '
J 2 2 2 740
o o V=1_—".441 = 7-40.147,
2 ! 3
el (s zi) i 1o Lo ] V = 18,47 dm®.
16a :rJ (I cos? ) sin 5« 5 dr = ; ——
’ ‘ 1 V = 4,62 dm® = 0,0462 hl.
27 Y 4
cos? — ‘
= = 0,0462-76 = 3,51 kp.
= loa*x [—cos %-{— 3 2 v] r=a( treasy) [
8 | 0 b
i || 4 64x \ 3. Egy permetezOgép fekvd henger alak tartdlydnak at- 1
|| = 16a*z 3T 3 & \ méréje: D = 50 cm, térfogata: V' = 300 liter. Hény liter
| viz van benne 20 cm-es vizszintallisnal (8.74 Abra)?
5. Hatarozzuk meg az }
0 —
r = a(l+cos ¢) egyenletii kardioid lorgatdsa altal nyert test fel- ! la "X [ V= 300dm®%,  r=25dm,
szinét (8.71 4bra)! / 300
Forgataskor a fél ivet forgatjuk, az intervallum 0 = ¢ = =, E h = TR h = 15,3 dm.
{ 'y
F=—asing. L h
o ' . S srezelet (8.
AP = a\/1+2 cos ¢ +Cos* g sint v e A;xbl\-.'gzel megtdltdtt rész keresztmetszete korszelet (8.75
= g \/m- 8.71 dbra os
n w ; cos o = T’Bm = 0,2000.
F=2”J"‘Siﬂ§9\/rz+fzd¢' = 2Rfﬂ(1+coscp) sing-av/2(1 +cos ) dgp = ' ’ 8.74 dbra
0 0 o = 78° 28,
o o 3 K 1 2a = 156° 56/~ 157° '
= 27a% /2 J (1-+cosp)?sing dgp = —Znaz\/fj (I1+cosg)? (—sing)dp =
0 P l A korszelet terilete: .
: 157 2,5 2
a . 5 - . 45
= 2m4% /2 f(l +cos ¢)? (—sin¢) dp = 2na* /2 % [(1 408 q,)g]n - =25 T s et 157°. \U
k1d 3
“2 - . T = 856—1,22 = 7,34 dm?.
= 2na? \/2-75—-4 V2= 5 7a. V = 7,34.15,3 = 112,3 dm? = 112,3 liter. 8.75 4bra
31*
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4, A kombinalt kukorica-vetdgép miitragyatartalydnak alakjét a 8.76.
abra mutatja.

Mennyi a tartaly felszine?

Mennyi a térfogata H magassigig toltve?

Milyen # értéknél lesz a térfogat negyedrésznyi? (Ekkor kell a tar-
talyt wjratdlteni.)

A testet egy trapéz alapi egyenes haséb és egy hengerszelet alkotja
(8.76 dbra).

a=\/SEF1,5t = /254225 = /27,25 = 522,

A trapézt k1eges;1tve (08.577 abra): 1 e
: I ng—, =34 b= 1,74 dm. 8.76 ibra
e (]’g , m= % m = 1,66 dm,
tgo = 1;5 = 0,3000
o = 16° 42,
2o = 33° 24",

A hengerszelet paldstja:

P =2a(a+b) 33%’;1—03 = 27-6,96-0,093-3 = 12,23 dm®.
A trapézbol és korszeletbdl allo teriilet:
334° 1-m
Sy B T o
t, = (a+b)iEn 360° 5

= 6,96 70,093 —0,83.
f, = 14,15-0,83 = 13,32 dm?
A téglalap teriilete:
tp=3a=3522= 15,66 dm? 877 abra

A felszin:
F=12,23+2-13,32+2.15,66 = 70,19 dm?.
A megtoltott rész térfogata (8.78 abra);

_1+4 T
i 5.3 = s
V = 37,5 dm®,
Ha a2 hasab a térfogat negyedrészéig van tiltve, alaplapjanak,a trapéznak a teriilete is negyednyi lesz.

4

y

4

T
|
|
|
|
|
[
I
!

8.78 dbra . 8.79 abra
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A trapéz teriilete:
L 1+4 25
T=——3=5"
A kis trapéz teriilete (8.79 dbra):
1+¢
t — 'T' ho
T
Mivel = —-
ive t= 2
5
usan=2.
A kiegészitd haromszog magassdgit mar kiszamitottuk:
m = 1,66,
A hdromszdgek hasonlosaga miatt:
e _ h+m
I~ m
_ h+1,66
T 1,66
h+1,66 25
i (1 4_’_) e it
& S A T
Tnen h2+3,32hﬁ345~-1,66 1.

A masodfoki egyenletet megoldva:
h = 1,97 dm.

5, Egy boja ontottvasbol késziilt, beliil iires gdmb. Vizbe meriilve 15 cm magassdgi rész 4ll ki
beléle. Mennyi a falvastagsiga, ha kiilsé atmérbje 40 cm és fajsilya 7,4 kp/dm?®.

Arkhimédész tétele értelmében a kiszoritott viz sulya
egyenld a test sulydval.

A test térfogata két gdmb térfogatinak kilénbsége. A be-
meriild rész gombsiiveg (8.80 dbra). 1 cm
A test sulya 4—;— (208 —r%)-74,

ahol a bels6 Atmérd 2r.

A gdmbsiiveg térfogata: 25 it

2
V= f’;—(aR—m).

.252
p= E — (60-25). 8.80 ibra
. ‘ 982
fey 43" (207 —19).7,4 = b P
3
252.35
CH T
e 474
208 -3 = 739,
i = 7261
r = 19,36,
d = R—r=20—19,36.
d = 0,64 dm.
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8.3.7 Fizikai alkalmazasok

1. A rugalmas erd ellenében végzett munka
Ha egy rugdt megfeszitiink, az erd, Hooke torvénye értelmében, a megnyuldssal ardnyos, Ha a rugot
kihtizzuk, a munka véltozd nagysagi, de az elmozdulds irdnydba mutatéd véltozatlan irdnyl erbvel
torténik, P
A P pontban az erd a kitéréssel ara- ) Py

. } —
nyos: ] X Tax! s

F=Dx (881 4bra). g

8.81 dbra

Ha feltessziik, hogy a Ax szakaszon az
erd 4llandd, és egyenld a P ponthoz tartozd erdvel, akkor a Ax szakaszon végzett munka:

AW = FAx = Dx Ax.
(sszegezéssel €s hatdrértékre vald attéréssel:

a [0; s] tAvolsdgon végzett munka

£ xz‘
W=fDxdx:D[——] =D
2 Jo
0

2, Az elektromos dram munkdja

Az egyendram munkdja
Ha egy dramkorben [ ersségli és U fesziltségii egyenaram ¢ ideig kering, akkor az dram dltal

végzett munka:
W =I.U:

A vdltakozd dram munkdja
Hatarozzuk meg a munkdlt, ha az dram er8ssége és fesziiltsége a « = t = § iddtartamban véltozik.
Osszuk az [; B] idOtartamot az & = fo, f1y -0 0y fio oy by = f iddpillanatokkal részintervallumokra.
Vegyiik a Af; = t;—1;_; idGtartamban a fesziiltséget és az intenzitdst dllandbénak, akkoranak, mint a
T; pillanatban (4,1 < T, < ;).
A végzett munka Ay, id6 alatt:

AW, = I(z;) U(z)) At;.

Az egész munka:

W = Z I(r) Uxy) Ay
i=1
Ha I(r) és U(t) véges szamu kivétellel folytonos [iiggvények, a felosztdst minden hatdron tul fino-

mitva:
"

A

W= lim Y I@)U@)-Ar,= [ 1() UQ@)dr.
max Aty — 0 5 1 ™

a) A véltakozo dram munkdja tiszta ohmikus ellendllds esetén

Ha egy aramkorben

27

1

U= U,sinwt = U, sin T

valtakozo dram kering, tiszta ohmikus ellenallds esetén az dramerdsség.

27
I=Isinwt= Iosin%t.

2n . 2 g B 5o i s ;
{T = egy periddus, o= TR korfrekvencia, I, a maximalis Aramerdsség, U, a maximalis feszii]tseg.)
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A viltakozd dram munkdja egy periddus alatt:
T

4 1,U, P T
W= J LU, sin® oot = % [— sin cot coswr+cat]

0
o
_ N
W =LA
A teljesitmény:
W LU,
P = e
Tiszta ohmikus ellendlldst tartalmazd dramkorben, ha R az ellendlldas, Ohm tdrvénye értelmében
U = IR.

Az aram munkija a [0; 7] id6szakaszban:
T
W= [ RI*dt.
1]
Jelentse I azon egyendram intenzitdsat, amely a kérdéses aramkdrben ugyanannyi ido alatt ugyan-

annyl munkét végez, mint a valtakozd dram.
Az egyendram munkdja 7 id0 alatt:

W = I’R-T.
fay I*RT =R jT 4.
:
[ 1y ar
Innen I= LT—W—

T
j' I sin® wrt dt
0

T
T T
J'Igsinzmtdt j
1
2 o B il 2 gip? =
I = 7 | 18sin or dt
1]
= 1'2’- [fsin wt cos wit+wt P il
T ]g T2
I‘a
Teha Iz = 20,
ehat >
1o

Fzt az értéket a valtakozo aram effektiv dramerdsségének nevezziik, Tehdl a valtakozd 4ram
effektiv aramertssége:

I
Ieff = ‘L .
V2
Ha azon egyenaram feszilltséget, amely ugyanannyi id® alatt ugyanannyi munkat végez, mint a
valtakozo aram, U-val jeldljiik, hasonld médon nyerhetjik a
T

weT1 e Wﬁ—l-J U?(z)d:—lfrf inbard
=g =R % o 8in? wt df
(1] ]
egyenletbol, hogy
g
42
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Ezt az érléket a valtakozd aram effektiv fesziltségének nevezziik,

U,
Uy = —2-.
11 ‘\/2

A vdltakozd dram teljesitménye:

1I,U,
P =TIy Uy = *0*2’"' 2
b) A vdltakozd dram munkdja, ha az dramkdérben énindukcio van

Ha a valtakozd dramu dramkorben 8nindukcié van, a fesziiltség és intenzitds mar nincsenek egy
fazisban, kozottitk ¢ faziskiilonbség van.

U= Uysinwt, I=I,sin(wt+g), ahol w= 27? .
-
W= [ I, U, sin et sin (wt + ) dt.
0
A cosa—cos § =—28in E%j-é sin ?‘_2—.‘_9_ Osszellggésbbl:
a+p o a—f 1
sin - sin - g SR (cos f—cos o).
wl+@ = i-fﬁ , W= ﬂ jelolessel:
2 2
B = @ = 2ot +g.
Ezért:
; 1
sin wt sin (wf+¢) = 5 [cos ¢ —cos (2wt + @)].
T r
; 1 T 1 47
Igy W = InUu? j[cosgufcos Qot+p)ldt = LU, 5 cos tpaEJ cos (—i.—f+(}3)df =
0 0

o 0Tl cos ot [sin (iI 1+ )]T~ IOUicos
=2 =32 4 i ] i I
W=]°TUDCOSQU-T.

W= Iy Uy cosp-T.

A teljesitmény:

P = Iy Uys-cos g,

8.3.8 Néhany mezdgazdasagi gépészeti feladat

1. A cséplbgép szalmaraz6jan a szalma kozott maradd szemmennyiség a ladahossz fiiggvényében
K=Kje

fuggvény szerint valtozik, ahol K, a szalma szemtartalma a bedmlési helyen, K a szalma szemtartalma
a bedmléstd] x tdvolsdgban és p a kirostalodds [oka (8.82 dbra).
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AT

8.82 4bra

Az bsszefiiggés ismeretében meghatdrozhato egy L hosszusagi szalmardzé ldda folotti szalmaréteg
atlagos szemtartalma, K.

L
Ko [ Ko
e —ux = 9 (1 —e—#D),
K, . | e~ u*dx L (1—e—+0)
0
2. Hatdrozzok meg a 8.83 4bran lathatd présdugattyl dtlagos teljesitményigényét, ha az AB for-
gattytikar o szogsebességgel forog! :

P R=reakeid ero
S IP I
B W
() 5
&= «
| 'L/f_\-— ah®+2ch.
B8 o _| —h
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A jeldlések:
' P hasznos dugattyterd [kp],
Up = o keriileti sebesség [m/s],
£ Iokethossz [m],
r forgattyusugdr [m],
27

= =% egy korilfordulas ideje,

Nyo, atlagteljesitmény [LE].

A teljesitmény meghatdrozdsakor abbol indulunk ki, hogy a dugattyii csak egy fél koriilfordulds
alatt végez munkat, az atlagteljesitményt pedig a teljes korilfordulas alatt végzett munka és a T id6
hanyadosa adja:

L i
R P [ xt
New = pogs | Padx = 585 (1_12‘) dx =
0 0
_,@7 [x_£3_]L _ @-Py -£L= wLP,,.
75 27 3Lt le ~ 2m.75 3 7537 "
w

Ha figyelembe vessziik, hogy

L =2rw = 2u,

akkor az atlagos teljesitményre

2 . fmaka - --%-—N

Nisz = =
K27 3w 15 Bg e

adodik.

3. Mennyi id6 alatt iiriil ki a folyadék a permetezdgép nyomolégiistjébtl, ha az abrdn feltintetett
viszonyok uralkodnak a kiindulasi dllapotban?

Legyen a kifolyonyilas keresztmetszete a, a f .
tartdlykeresztmetszet 4 (8.84 dbra). ..._*_,,}, \

A > a. 7] X ; : t=0
A folyadék felett V4 térfogati és p nyomdsu T e A_' —y
légparna helyezkedik el, melynek térfogata és — == —
nyomésa Boyle—Mariotte torvénye szerint: '
_ PV H
72
t=7
Legyen a ¢ = 0 idSpontban a tarldly tele, és ) :
tirtiljon ki + = 7 idépontban. s S i
A kifolyds sebessége a nyomdmagassag fiigg- . 7
vénye 8.84 dbra

ra|

/) )]

A p nyomasu levegot ‘; magassdgi folyadékoszloppal hélyettesitjiik, ahol y a folyadék fajsilya.
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A At id6 alatt kifolyd folyadéktérfogat:

1

WoB

AV =a-w At =a [2g (H+ p—))] At.
¥

= Lplv/u helyettesitéssel, és az egyenletet rendezve:

V

[ PoVy 28

V2
A gybkjel alatti 6sszegben: 28H < ;DDTD £..

= a-Ar,

1
7 ezért 2gH elhanyagolhatd,
Ezek alapjan a T kifolyasi ido:

T(py, Vo V1) =

i
t_._-1
e
|
|
— =
'\;:.Q
~ ==
v“=°~
|~
1
|

= )—1—: [3 V%]; = -772};; (V':;;_V‘g) .
a'\/ PoVo2e -3 ! 9a%p,Vog
b
8.4 HA;réchzo-rT INTEGRALOK KOZELITS
sZAMITASA

Sokszor szilkséges a hatirozott integralt megallapitani olyankor is, mikor a hatdrozatlan
integralt nem tudjuk analitikus formuldban megadni. Ilyenkor a hatdrozott integralt meg-
kozelitjiik az integralértékek kozelitd szamitasaval.,

8.4.1 Numerikus integralas
8.4.1.1 Téglalapszabaly

b
Az I f(x) dx hatdrozott integrlt két téglalaposszeg segitségével kozelitjilk meg.
b—a

a
Osszuk fel az [a: b] intervallumot n egyenld részre. Ax =

Ha az osztopontok: @ = Xg, X5 -5 X oo os ¥ = b, és az osztopontokban felvett fliggvény-
értékek:

Yo, Y1s oo Yis oo Vs ¥
a két kozelité téglalaposszeg:

n—1 n
t=Y yiAx, T= Z y; Ax (8.85 4bra).
i=0 i=1

b n—=1
J'f(x)dxm Ax Y »i,
; =

b n
vagy f f(x)ydx =~ Ax 211%'-

o
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) P — a '
a=Xg Xif  X( baxy X a=Xg b=xn
8.85 abra 8.86 abra
Példa
1

| xtdx. Lesyen n=10, dx=0,1.
o

f=0,1(0°4+0,12+ ... +09%) = 0,1-2,85 = 0,285.
T = 0,1(0,12+ ... +0,9°+1%) = 0,1-3,85 = 0,385.

A pontos érték:

A téglalapszabaly alkalmazasakor a hiba harom tizedes pontossagnal:
H = 0,333 0,285 = 0,048,

illetve H = 10,333-0,385| = 0,052.

A szazalékos hiba:

0,048 . ..
Hy, = 533100 = 145%.

8.4.1.2 A trapézszabaly

A gorbe vonalu kis trapézokat egyenes vonalll trapézokkal helyettesitjiik.
Egyenletes felosztasnal (8.86 dbra):

+¥y o i
o= 12 (ﬂl'_z_l" +2 2y2—+...+1"f12+y=) _

+ n
= Ax (ﬂi’{*+y1+Y2+ e +yn—1) .

Példak:

1. Szamitsuk ki az elézd példaban szerepld gdrbe vonalil trapéz teriiletét trapézszaballyal!

0+12 ; ,
frrap = 01 (—5—+0,1 s +0,9) — 0,1(0,5+2,85) = 0,335.

A széhzalékos hiba:

100 =

0,335;0,333 _ 2 100 = 0,60%.

0,002
1
3 3

Lathato, hogy a trapézszabaly pontosabb értéket ad, mint a téglalapszabaly.
T
(o = =

2. Jsmxdx. n=0, Ax-—s.
0

m (sinO+sinz . @« . 22 . 5w
fuap = & (———2——+sm%_-rsm s ..+sin —6—-) i

- 1. \/3 V3 ) 1)_
—6— (0+'i‘a —2'+1+ 2 T E = 1s9541

A pontos érték

= B
_f sin x dx = [~cosx] = 2.
0

1]

A %;-os hiba: gifﬁ'l_ 100 = 2,3%.

Ay

8.4.1.3 A Simpson-formula

A Simpson-formula még pontosabb értéket ad, mint l

a trapézszabaly. X7
Az [a; b] intervallumot pdros szamu egyenls részre Y Y

osztjuk, T
A gérbe alatti teriiletet harom, szomszédos pont dltal -
meghatérozott parabolaiv alatti tertilettel potoljuk.  B8.87 ibra
Legyen a hdrom osztopont

Xg = —vh, X1 = 0, Xg = h (8.87 zibra).

Hatdrozzuk meg az (xp; ¥o) (x1; ¥1) (Xa; ¥o) pontok dltal meghatdrozott

y = ax®+bx+c parabola alatti teriiletet:

5 ax®  bx? A 2
A = (ax*+bx+c)dx = I:—3—+2+CX:| = 3 ak®+ 2ch.
—I

—h
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Ezt atalakitva:

2 h h
A= 5 atach =5 (2ak*+6c) = 5 (ak*+bh—bh=-60) =
B oo
= oz (ah?—bh+c)+4e+(ah*+bh+c).
Mivel Yo = Y-y = ak*—bh+c,
N=JYoy = 6
yo = yom = ah®+bhte,
h= Ax,
Ax
A= 3 (Yo+4y1+¥2)-

Ugyanezt az eljarast az [x: %415 [xgs xel . .. [xap—23 Xa,) szakaszokra alkalmazva és 0ssze-
adva:

Ax
A= = [(yo+4y1+ryo)+ (et dya+yd+ .. A (Van—otAyen—1+ran)l

Ax
I=A4= T(yo+4y1_+2ya+4ya+ st ..+ 22t 4Yee—1tu)

Az elsd és utolso y egyiitthatdja 1, a paros index y-ok egylitthatoja 2,a paratlan indexiieké 4.

Példa

mn

J sinxdx. n=25, Axs%,

(1]

T . N T . T : 2:1:. . Sw o .
I =~ 18 (sm 0+4sin EAT2 sin ?4-4 sin 54—2 sin §—+9 sin —6—+smn) =
1 4

= e (2+v3+4+43+2) = %(\/5+4) ~ 2,009.

A pontos értékkel

T
J‘ gin x dx = 2-vel sszehasonlitva
0

a szazalékos hiba

_9’0709—. 100 = 0,45%.
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8.4.2 Grafikus integralas

Az [a; b] intervallumban azy = £(x) gorbe alatti teriiletet kovetkezoképpen kozelitjitk meg.
Megrajzoljuk azt az ordindtat, amellyel téglalapot szerkesztve ennek teriilete — a szemlélet
szerint — a gorbe alatti teriilettel egyenld!

A girbe megfeleld pontjéban,' F-ben hiizzunk parhuzamost az x tengellyel! Ez az egyenes
messe az y tengelyt M pontban (8.88 4bra).

A

by

)
M £
L — o
A/
P
) 4 ‘g =
48 7 a b X

8.88 abra

A gorbe alatti teriilet:
T = (b—a)+CB = (b—a)+ MO.

Késsiik ossze a P(—1; 0) pontot M-mel.
Huzzunk A-bol MP-vel parhuzamost:

DB MO

b—a 1~
DB = (b—a) MO.

Tehat a D pont ordindtaja mérdszamban megadja a gorbe alatti teriiletet, a hatarozott
integralt.

Ezt az eljarast alkalmazzuk, ha az [a; b] intervallumot n részre osztjuk (8.89 abra). Az integ-
ralfiiggvényt ugyanolyan egységeket tartalmazo koordinata-rendszerben dbrazoljuk (also
abra), A PMi-gyel az X pontbol hizzunk péarhuzamost. Ennek az x = x;-gyel valo
metszéspontjabol, C1-bél PMy-vel, és igy tovabb.

A C,B ordindta megadja a teriiletek psszegét, azaz kozelitéleg az

Xy
j f(x)dx hatdrozott integralt.

*o
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Ezt atalakitva:

-~z

B
Ay = % ol 2ch = % (2ah*+6¢) = — (2ak?+bh—bh+ 6c) =

= % (ah%—bh-+c)+4dc+(ah®+ bh+c).

Mivel Yo = Y(~my = ah*—bh+c,
n=Yo =6
o = Yamy = ah*+bhtc,
h= Ax,

A
A= —3£ (J’0+4y1+J’2).

Ugyanezt az eljardst az [xy; x,1; [x43 xgl - . [Xpn_93 Xay) szakaszokra alkalmazva és Ossze-

adva:

A
A= —;—C’ [(yo+4y1+y2a)+(vatdyatyd+. .. +(yan—2+4yan-1+ranl
Ax
I=A= = (yotdyi+2y2+4ys+2yat .. A+ 2You—p+4Van-1+ V)

Az elsé és utolso y egyiitthatoja 1, a paros indexi y-ok egyiitthatoja 2, a paratlan index{ieké 4.

Példa

g

) &4
Jsinxdx. n =6, Ax=_.6,_

~

2% Sz
(sm 0+4sin 7+2 sin ~+4 sin 2 +2sin 44—9 sin -6—+sm :rz) =

by 4
18 3 2 3
1

(2+4/3+4+4/3+2) = (\/§+4) ~ 2,009.

A pontos értékkel

= |
j sin x dx = 2-vel dsszehasonlitva
0

a szazalékos hiba

00209 100 — 0,45%.

—
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8.42 - Grafikus integrélas

Az [a; b] intervallumban az y = f(x) girbe alatti teriiletet kovetkez6képpen kozelitjitk meg.
Megrajzoljuk azt az ordinatat, amellyel téglalapot szerkesztve ennek teriilete — a szemlélet
szerint — a girbe alatti teriilettel egyenld!

A gorbe megfeleld pontjéban,'E—ben htzzunk parhuzamost az x tengellyel! Ez az egyenes
messe az y tengelyt M pontban (8.88 dbra).

Ay

e B

Iy B o
tia) 2 a Loox
8.88 abra

A gorbe alatti teriilet:

= (b—a)- CB = (b—a)- . MO.

K 6ssiik 6ssze a P(—1; 0) pontot M-mel.
Huzzunk A-bol MP-vel parhuzamost:

DB MO
b—a 17

DB = (b—a) MO.

Tehdt a D pont ordindtdja mérészamban megadja a gorbe alatti terilletet, a hatdrozott
integralt.

Ezt az eljarast alkalmazzuk, ha az [a; b] intervallumot 7 részre osztjuk (8.89 dbra). Az integ-
ralfiiggvényt ugyanolyan egységeket tartalmazé koordinita-rendszerben abrazoljuk (alsé
abra). A PMj-gyel az x, pontbdl hizzunk parhuzamost., Ennek az x = x;-gyel valo
metszéspontjabol, C;-bSl PM,-vel, és igy tovabb.

A C,B ordinita megadja a teriiletek Osszegét, azaz kozelitdleg az

x4
j' f(x)dx hatdrozott integralt.

Xo
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Ezt atalakitva:

| ta

i h
Ay = — al®4-2ch = 5 (2ah*+6¢c) = 5 (2ah®+bh—bh+6c) =

3
= %(ﬂh?—bh%- &)+ de+(ah?+bh+c).
Mivel Yo=Y-m = ah®>—bh+c,
=Yoo =6
Yo = Yian = aP+bhte,
B= Ax,

Ax
Ay = 3 (Yo+4y,+72)-

Ugyanezt az eljarast az [xy; %415 [xg5 X6) - - - [Xan—2} Xy,] szakaszokra alkalmazva cs 08sz¢-

adva:

A= %i [(yo-+dy1+yo)+(ratdystyd+ ... +(yon_o+4¥an—1tyan))
Ax
[= A= = (yot+4y1+2y2+4ya+20a+ .. + 2yon_g+4¥en—-1+¥n)

Az elsé és utolso y egylitthatéja 1, a paros indexii y-ok egyiitthatoja 2, a paratlan indexiieké 4.

Példa
14
3 T
J sinxdx. n=6Ax= .
0

T

18
= T eV 4+ VI = 5 (V344 ~ 2.00.

I~

7 . L. 5 er‘ . 5x .
(sin 0+4 sin :65'+2 sin %4—4 sin 7+2 sin —3—+9 sin ?-+51n :m) =

A pontos értékkel

k14
J‘ sin x dx = 2-vel dsszehasonlitva
(1]

a szdzalékos hiba

7-%@-100 = 0,45%,.

———t R

—
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8.4.2 - Grafikus integralas

Az [a; b] intervallumban az y = f(x) gorbe alatti teriiletet kovetkezdképpen kozelitjiik meg.
Megrajzoljuk azt az ordindtat, amellyel téglalapot szerkesztve ennek teriilete — a szemlélet
szerint — a gorbe alatti teriilettel egyenlé!

A gorbe megfeleld pontjaiban,‘ E-ben hizzunk parhuzamost az x tengellyel! Ez az egyenes
messe az y tengelyt M pontban (8.88 abra).

1

ol
A /
f‘:‘l; f‘C’A ;‘
M iy
. / r
£ 4 3
Lo
(-48) 4 a b X
8.88 abra

A gorbe alatti teriilet:
T = (b—a).CB = (b—a)- MO.

Kssiik ossze a P(—1; 0) pontot M-mel.
Huzzunk A-bol MP-vel parhuzamost:

DB _ MO
b—a 1 °
DB = (b—a) MO.

Tehat a D pont ordinataja mérdészamban megadja a gorbe alatti teriiletet, a hatarozott
integrélt.

Ezt az eljarast alkalmazzuk, ha az [a; b] intervallumot » részre osztjuk (8.89 dbra). Az integ-
rélfiiggvényt ugyanolyan egységeket tartalmazo koordinata-rendszerben abrazoljuk (also
dbra). A PM,-gyel az x, pontbol huzzunk parhuzamost. Ennek az x = x;-gyel valo
metszéspontjabol, C,-bsl PM,-vel, és igy tovabb.

A CyB ordinata megadja a teriiletek Osszegét, azaz kozelitbleg az

x4
j f(x)dx hatdrozott integralt.

g
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Ezt atalakitva: 8.4.2 - Grafikus integralas

S )

Ay = E akS 4 2ch = f’_ (ah?+6c) = ﬁ (2ah2+ bh—bh+6c) = L Az [a;.b] j.ntervallumban. a’z y = f(x) gorbe alatti teriiletet kovetkezoképpen kozelitjiik meg.
3 3 3 Megrajzoljuk azi az ordinatat, amellyel téglalapot szerkesztve ennek teriilete — a szemlélet
szerint — a gorbe alatti teriilettel egyenld!
=3 (ah?—bh+c)+4c+ (ah®+ bh+c). A gorbe megfeleld pontjaban, E-ben hilzzunk parhuzamost az x tengellyel! Ez az egyenes
messe az ¥ tengelyt M pontban (8.88 4bra).

Mivel Yo = Yi—py = ah®—bh+c,
Y1 =Yoo= 6 | ;
Yo = Y(amy = ahP+bhte, *5, /
h = Ax, y‘:la’:‘))
1 Ax .
A= T(}’o+4}’1+}’2)- ‘ M ”
I Ugyanezt az eljarast az [xy: xls [xgs 26 - o [Xon—2s X,,] szakaszokra alkalmazva és Ossze- ] / e
adva:
1}
%
il A= —3{ [(yo+4y1+y2)+ (et dys+ya+ .- + (Yoot 4¥an-1+Van)): o 4 g o
| A7/, Vod 4 ¥
I=A= %)i (yo+4y1,+2y;2+4y3+2)’4+ e oot 2Vpn—at4V2a—1F V)
|
‘ ii 8.88 abra
|

Azelsé és utolsd y egyiitthatoja 1, a paros index{ y-ok egyiitthatdja 2,a paratlan indextieke 4.

| A gorbe alatti teriilet:

i | példs T = (b—a)-CB = (b—a)+ MO.

|l .

1] J Gnxde. n=6 Ax= = | Kossitk dssze a P(—1; 0) pontot M-mel.

i : . ' Hiizzunk 4-bél MP-vel parhuzamost:
i ; . i - 2 . 5m .
Im% sin 0+4 sin %+2 smi}+4 sm%——i—2 sin »373-!_9 51n?+smn) = DB _ MO

| L 342) = L (/3+4) e

i = (2443140473 +2) = = (W/3+4) =~ 2,009.

18 2+ Vi) =3 DB = (b—a) MO.

i A pontos értékkel X s G : i ;
| Tehat a D pont ordinitdja mérészamban megadja a gorbe alatti teriiletet, a hatirozott

integralt.
Fzt az eljarast alkalmazzuk, ha az [; b] intervallumot » részre osztjuk (8.89 dbra). Az integ-
ralfiiggvényt ugyanolyan egységeket tartalmazé koordindta-rendszerben dbrazoljuk (also
dbra). A PMj-gyel az x, pontbél huzzunk parhuzamost. Ennek az x = xj-gyel valo
0009 100 ouses. | mets,zéspon_tjaf.bél, Ci-bf’)’] PMz:veI, ésﬂigy t?vébb. o

) e A C;B ordindta megadja a teriiletek Osszeget, azaz kozelitdleg az

| p
_f sin x dx = 2-vel dsszehasonlitva
0

a szdzalékos hiba |

X4
j f(x)dx hatarozott integralt.

Xo
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Ezt atalakitva:

h
A= -:2; ah®+42ch = %1 (2ah®+6¢) = T (2ah?+bh—bh+6c) =

= %(ahg*“bh-{—c)—l-ﬁlcﬂ—(ah2+bh+c).

Mivel Vo = Yi-iy = ah®—bh+c,
y1=Yo =65
Yo = Pany = ah?+bh+e,
h = Ax,

Ax
A= 3 (¥o+4y1+¥2)-

Ugyanezt az eljarast az [xy; EA R EFE 7 [ X923 Xan) gzakaszokra alkalmazva és 0ssze-
adva:

A= %i [(Jr’(ﬁ“4Y1+J’2)+(}’2+4)’3+}’4)+ e A (Yen—2tH4yan—1Yen) )
Ax
I= A= -—3—(yo+4y1_+2yz+4y3+ it ...+ 2on—at4Yan—1F Vi)

Az elsé és utolso y egylitthatdja 1, a paros indexi y-ok egyiitthatdja 2,a paratlan indextieke 4.

Példa

4
" T
J sinxdx, n=6, szg.

o

T

T e 8 (sin0+4sin

7 .7 T W 25 . 5=n i
%»4—2 sin ;;-—i—4 sin %1'-2 sin —_;-+9 sin —67+sm n) =
= —1% (244/3+4+4/3+2) = % (+/3+4) ~ 2,009.
A pontos értékkel
T
J‘ sin x dx = 2-vel sszehasonlitva
0

a szazalékos hiba

9%5’3.100 = 0,45%,.

-1
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8.42 - Grafikus integralas

Az [g; b] intervallumban az y = f(x) gorbe alatti terilletet kovetkezoképpen kozelitjilk meg.
Megrajzoljuk azt az ordindtat, amellyel téglalapot szerkesztve ennek teriilete — a szemlélet
szerint — a gorbe alatti teriilettel egyenld!

A gorbe megfeleld pontjéban,- F-ben htizzunk parhuzamost az x tengellyel! Ez az egyenes
messe az y tengelyt M pontban (8.88 abra).

O—':!
Ay /
vy fir)
M £ o
/1 /T
p 4 7 o
(- /10/) 2 a ) X
8.88 abra

A gorbe alatti teriilet:

T = (b—a)-CB = (b—a) - MO.

Kossitk ossze a P(—1; 0) pontot M-mel.
Huzzunk A-bol MP-vel parhuzamost:

DB MO
b—a 1 °

DB = (b—a) MO.

Tehit a D pont ordindtdja mérdszdmban megadja a gorbe alatti teriiletet, a hatdrozott
integralt.

Ezt az eljarast alkalmazzuk, ha az [a; b] intervallumot 7 részre osztjuk (8.89 dbra). Az integ-
ralfiiggvényt ugyanolyan egységeket tartalmazé koordindta-rendszerben dbrazoljuk (alsé
abra). A PM-gyel az xp pontbol hizzunk pérhuzamost. Ennek az x = x;-gyel valo
metszéspontjabol, C;-bol PM,-vel, és igy tovabb.

A C;B ordinata megadja a teriiletek Osszegét, azaz kozelitoleg az

X3
J' f(x)dx  hatdrozott integralt.
Xo



-

494
Ezt atalakitva:

h
Ay = % ak+2ch = %’ (2ah?-+6¢) = -5 (2ah*+bh—bh+ 6c) =

= %(ahg—blz+c)+4c+ (ah®*+bh+c).
Mivel Yo = Veky = ah®—bh+e,
n=Yo =6
Yo = Vany = ah®+bhtc,
h= Ax,

Ax
A= = (J’0+4.)’1+}’2)o

Ugyanezt az eljarast az [xg; x4l [x4: Xg] - - - [Xan—23 Xop) szakaszokra alkalmazva €s OSSZE-

adva:

A= _A?x [(yo+4y1+y)+atdystyd+. .. +(Panat4yan-1tyan)l-

A
] = s ,i3¥_ (y0+4y1+ 2y2+4y3+2y4+ i ¥ +2y2,,_2+4y2n—1 +yn)'

Az elsé és utolso y epylitthatoja 1, a paros indexii y-ok egyiitthatoja 2, a paratlan indextieké 4.

Példa
n
J sinxdx. n=26Ax= r

0

; s Com . S .
I = —% sin 0-+4 sin E6'+2 sin %+4 sin —}-%2 sin ~;—+9 sin —%-&-smn) =
- @+4/3+4+1/3+2) = 5 (1/3+4) ~ 2,009,

A pontos értékkel

n
_|' sin x dx = 2-vel dsszehasonlitva
0

a szazalékos hiba

200 100 = 045%.

-—11
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8.4.2 - Grafikus integralas

Az [a; b] intervallumban az y = f(x) gorbe alatti teriiletet kvetkezOképpen kozelitjiik meg.
Megrajzoljuk azt az ordinatat, amellyel téglalapot szerkesztve ennek teriilete — a szemliélet
szerint — a gorbe alatti teriilettel egyenld!

A gorbe megfeleld pontjaban, E-ben hizzunk parhuzamost az x tengellyel! Ez az egyenes
messe az y tengelyt M pontban (8.88 4bra).

Ay /
(TRaty)
Mo £ '
; / A
P A 24 L
50/ 7 a s x
8.88 abra

A gorbe alatti teriilet:
T=(b—a)+CB = (b—a)- MO.

K&ssitk dssze a P(—1; 0) pontot M-mel.
Huzzunk A-bdl MP-vel parhuzamost:
DB MO

b—a 1~

DB = (b—a) MO.

Tehat a D pont ordindtaja mérészamban megadja a gorbe alatti teriiletet, a hatdrozott
integralt.

Ezt az eljarast alkalmazzuk, ha az [a; b] intervallumot # részre osztjuk (8.89 4bra). Az integ-
ralfiiggvényt ugyanolyan egységeket tartalmazé koordinita-rendszerben dbrazoljuk (also
abra). A PMj-gyel az x, pontbol hizzunk parhuzamost. Ennek az x = xp-gyel vald
metszéspontjabol, C;-bél PM,-vel, és igy tovabb.

A C;B ordinata megadja a teriiletek Osszegct, azaz kozelitdleg az

X3
j f(x)dx hatarozott integralt.
Xo
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Ezt atalakitva:

) h
A = % ahd+2ch = % (2ah®+6¢) = 3 (2ah?+ bh—bh+6¢) =

Il

% (ah®—bh+ c)+4dc+ (ah?+bh+c).

Mivel Yo = Y—h) = ah*—bh-+c,
=Y =6
Yo = Yany = akb?+bhtc,
h= Ax,

A
A= —;3 Go+431+7).

Ugyanezt az eljarast az [xy; X415 [¥43 Xgl . .. [Xpn_o; Xs,] szakaszokra alkalmazva és 0ssze-
adva:

A= % [(yo+dyi+y2)+(yatdya+rd+ ... +(Yan—2F4ven—1tran)l

IF= A= A;ix (yot+4yi+2ya+4ya+ 20+ . ..+ 2o+ 4Von—1+ V)

Az elsd és utolsd y egyiitthatdja 1, a paros indexil y-ok egyiitthatoja 2, a paratlan indexiieké 4.

Példa

T
i T
J sinxdx. n=6 Ax= T

o
B
18

- _i?gf (2+v3+4+43+2) = % (v/3+4) = 2,009.

Lk

1-:—4 sin1+2 sin 21-5‘9 sin %4—51117:) =

p i y
(sm 0+4 sin ~6-+2 sin 3 5 3

A pontos értékkel

T
j sin x dx = 2-vel dsszehasonlitva
)

a szazalékos hiba

_0‘_‘;93-100 = 0,45%.

——11
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8.4.2 - Grafikus integralas

Az [a; b] intervallumban az y = f(x) gorbe alatti teriiletet kovetkez6képpen kozelitjiik meg.
Megrajzoljuk azi az ordinatat, amellyel téglalapot szerkesztve ennek teriilete — a szemlélet
szerint — a gorbe alatti teriilettel egyenld!

A gorbe megfeleld pontjaban, E-ben huzzunk parhuzamost az x tengellyel! Ez az egyenes
messe az y tengelyt M pontban (8.88 dbra).

I

¥

y=rix)
M £
o
/1 /r
E A g —
-14; a a ] X
8.88 abra

A gorbe alatti teriilet:

T = (b—a)-CB = (b—a)- MO.
Kossiitk ossze a P(—1; 0) pontot M-mel.
Huazzunk A-bol MP-vel parhuzamost:

DB MO

b—a 1 ~
DB = (b—a) MO.

Tehdt a D pont ordindtaja mérdszdmban megadja a gorbe alatti teriiletet, a hatdrozott
integralt.

Ezt az eljarast alkalmazzuk, ha az [a; b] intervallumot # részre osztjuk (8.89 dbra). Az integ-
ralfiiggvényt ugyanolyan egységeket tartalmazé koordinata-rendszerben abrazoljuk (alsd
dbra). A PM;j-gyel az x, pontbol huzzunk parhuzamost. Ennek az x = x;-gyel valo
metszéspontjabdl, C;-bdl PM,-vel, és igy tovabb.

A C;B ordinata megadja a teriiletek Osszegét, azaz kozelittleg az

Xy
j f(x)dx hatirozott integralt.
Xp
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Ezt atalakitva:

h
Ay —? ah®+2ch = ]—31 (2ah>+6¢) = 5 (2ah?+bh—bh+6c) =

= %(ahg—bh+c)+4c+(ah2+bh+c).
Mivel Yo = Y= = ah?—bh+tc,
n=rYo =6
Yo = Y+h) T qh2+bh-i—c,
h= Ax,

A
A= f;— (yo+4r1+¥o)-

Ugyanezt az eljarast az [xo2 %415 [%43 Xg) -+« [Xau—23 Xaul szakaszokra alkalmazva ¢s 0ssze-
adva:

A= % [(}’o-i—4Y1+y2)+(Y2+4J’3+J’4)+ A (Yano o+ 4Van—1t Yon)-

I=A= —A:% (yo+ a1+ 22t 4yst2at. .+ 2yan—a-t4Van-1F V)

Azelsd és utolso y egyiitthatdja 1, a paros indexii y-ok egyiitthatoja 2, a paratlan indexiieké 4,

Példa

T

j ginxdx. n=6 Ax=

0

ol 1

T . T . T . T % 2n " 5w . )
-~ i 4 PR — e e e — =
I = f-——ls (SID 0-+4 sin 6 +2 sin 3 +4 sin ) L2 s 3 +9 sin 3 ~+Sin 7T

= % (24+4/3+4+/3+2) = 19’— (\/3+4) = 2,009.

A pontos értékkel

n
_|' sin x dx = 2-vel 8sszehasonlitva
(1]

a szézalékos hiba

91%%- 100 = 0,45%.

——aa
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8.42 - Grafikus integrilas

Az [a; b] intervallumban az y = £ (x) gorbe alatti teriiletet kavetkezoképpen kozelitjiik meg.
Megrajzoljuk azt az ordinatat, amellyel téglalapot szerkesztve ennek teriilete — a szemlélet
szerint — a gorbe alatti teriilettel egyenld!

A gorbe megfeleld pontjéban,AE—ben hizzunk parhuzamost az x tengellyel! Ez az egyenes
messe az y tengelyt M pontban (8.88 dbra).

-
-1/

B.88 abra

A gorbe alatti teriilet:

T= (b—a)-CB = (b—a)- MO.

Kossiik ossze a P(—1; 0) pontot M-mel.
Huzzunk 4-bol MP-vel parhuzamost:

DB = (b—a) MO.

Tehat a D pont ordinitaja mérészamban megadja a gorbe alatti teriiletet, a hatarozott
integralt.

Ezt az eljarast alkalmazzuk, ha az [a: b] intervallumot n részre osztjuk (8.89 4bra). Az integ-
ralfiiggvényt ugyanolyan egységeket tartalmazo koordindta-rendszerben abrazoljuk (also
gbra). A PM;-gyel az x, pontbol huzzunk parhuzamost. Ennek az x = x;-gyel valo
metszéspontjabol, Cj-bél PM,-vel, ¢s igy tovabb.

A C.B ordinita megadja a teriiletek Osszegét, azaz kozelitoleg az

Xy
j f(x)dx hatdrozott integralt.
Xp
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Masképpen az y(x) gorbe grafikonja megadja az

y(x) = _ff (x)dx integralt.

8.89 é4bra

8.5 IMPROPRIUS INTEGRALOK

Az eddigi szamitasok sordn [olytonos fiigevények hatdrozott integraljat szamitottuk ki véges
intervallumokban.

Most kiterjesztjlik a hatarozott integral fogalmat végtelen intervallumokra, illetve nem
korlatos filggvények esctére. )

A végtelen intervallumi vagy végtelen szakadasu fliggvenyek integraljait improprius integra-
loknak nevezik.

8.5.1 Fiiggvények integrilasa végtelen intervallumban

Legyen y = f(x) folytonos filggveny,

oo
Mit jelent az _f f(x) dx integral?

A hatarérték fogalma alapjan az integralt igy deﬁnié]j'uk:

+oa

[ fdx=1lim f £(x) dx,

7—too a

ahol 77 > & véges érték (8.90 abra).
Ha a hatarérték létezik és véges szam, az improprius integral konvergens, ha a hatarérték
végtelen, vagy nem létezik, az improprius integral divergens.

e ————————————

LL

b

y=fe)

a a n X £

8.91 abra

8.90 dbra
Hasonloan

ff(x) dx = lm ff(x) dx,

ahol £ < a véges érték (8.91 dbra).
Ertelmezzilk a

+eo
J’ f(x)dx integralt!
Legyen a tetszés szerinti hely (—oo<a-=+oe)

T fG)dx = lim j fx)dx+ lim j Fx) dx
=29 > —o0 £

n—teo a
(8.92 abra).
Konnyen belathatd, hogy az integral értéke a megvalasztasatol fiiggetlen.

Ha a hatarértekek 1éteznek és végesek, az improprius integral konvergens.

Ha f f(x) dx = F(x)+C,

akkor az improprius integral:

+ o0
j f(x) dx = F(+e)—F(a).
f f(x) dx = F(a)—F(— ).

+oo
[ fO)dx = F(3 =)= F(==).

8.92 abra

32 Matematika
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Masképpen az y(x) gorbe erafikonja megadja az

yix) = jf(x) dx integralt.

8.89 dbra

8.5 IMPROPRIUS INTEG RALOK

Az eddigi szamitasok sordn [olytonos fuggveények hatdrozott integraljat szamitottuk ki véges
intervallumokban.

Most kiterjesztjiik a hatdrozott integral fogalmat végtelen intervallumokra, illetve nem
korlatos fiiggvények esetére.

A végtelen intervallumu vagy végtelen szakadasu fliggvények integraljait improprius integra-
loknak nevezik.

8.5.1 Fiiggvények integralasa végtelen intervallumban

Legyen y = f(x) folytonos fiiggvény,

Mit jelent az j f(x) dx integral?
a

A hatarérték fogalma alapjan az integralt igy definidljuk:

f@)dx= lim [f(x)dx

?";-—)—4'09 a

R+

ahol 1 > a véges értek (8.90 abra).
Ha a hatarérték 1étezik és véges szam, az improprius integral konvergens, ha a hatarértek
végtelen, vagy nem létezik, az improprius integral divergens.

LL

497
.*y
Ty\m)—
i M T
o & n =X nE
8.90 abra 8.91 abra
Hasonloan

ff(x)dx: lim ff(x)dx,
—er £ —oc &

ahol £ = a véges érték (8.91 dbra).
Ertelmezziik a
j F(x)dx integralt!

Legyen a tetszés szerinti hely (—e<a =+ o),

+ooo a n
[ f@ax= lim [fCodxt lim [ e dx
—eo f—o—oo £ a

7 —> L oo

(8.92 abra).
Konnyen belathato, hogy az integral értéke a megvalasztasatol [lggetlen.
Ha a hatarértékek léteznek és végesek, az improprius integrdl konvergens.

Ha j f(x) dx = F()+C,

akkor az improprius integral:

+oo
j. f(x) dx = F(4 e=)—Fa).
f 1(x)dx = Fla)— F(—=°).

Tf(x) dies B ol P85

8.92 abra

32 Matematika
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Masképpen az y(x) gorbe grafikonja megadja az

»(x) = f f(x)dx integralt.

8.89 abra

8.5 IMPROPRIUS INTEGRALOK

Az eddigi szamitasok sordn folytonos fiiggvények hatdrozott integraljat szamitottuk ki véges

intervallumokban.
Most kiterjesztjik a hatdrozott integral fogalmat végtelen mtervallumokra illetve nem

korlatos fiiggvények esetére.
A végtelen intervallumui vagy végtelen szakadasu fiiggvények integraljait improprius integra-

loknak nevezik.

8.5.1 Fiiggvények integralasa végtelen intervallumban

Legyen y = [f(x) folytonos fiiggvény.

Mit jelent az I f(x)dx integral?
a

A hatdrérték fogalma alapjan az integralt igy definialjuk:

oo

[ r)dx= lim {roax.

N—toe a

ahol 1) = a véges érték (8.90 abra).
Ha a hatarérték létezik és véges szam, az improprius integral konvergens, ha a hatarérték

végtelen, vagy nem létezik, az improprius integral divergens.

Il

497

al g n X

8.90 dbra 8.91 abra
Hasonloan

‘_[uf(x)dx = , lirr_1 ] _ff(x)dx,

ahol £ < a véges ériék (8.91 dbra).
Ertelmezziik a

+oo
I F(x)dx  inmtegralt!
Legyen a tetszés szerinti hely (—eo =< a =4 o).

+Imf(x)dx— hm _[f(x)dx+ lim. If(x)dx

n-++oo a

(8.92 dbra).
Konnyen belathatd, hogy az integral értéke @ megvalasztasatol [liggetlen.
Ha a hatarértékek léteznek és végesek, az improprius integrdl konvergens.

Ha j f(x)dx = F(x)+C,

akkor az improprius integral:

o0
[ f()dx = F4 )= Fl@).
{ 1o dx = F@—F—=).

T 700 dx = i eo)= ===,

8.92 abra

32 Malematika
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Masképpen az y(x) gdrbe grafikonja megadja az

y@) = [fG)dx  integralt.

"

8.89 abra

8.5 IMPROPRIUS INTEGRALOK

Az eddigi szamitasok sordn folytonos fliggvények hatdrozott integraljat szamitottuk ki véges

intervallumokban.
Most kiterjesztjitk a hatdrozott integral fogalmat végtelen intervallumokra, illetve nem

korlatos filggvények esetére.
A végtelen intervallumu vagy véglelen szakadasi fuggvények integraljait improprius integra-
loknak nevezik.

8.5.1 Fiiggvények integrdlasa végtelen intervallumban

Legyen y = f(x) folytonos fiiggvény.

+o0
Mit jelent az _[ f(x) dx integral?

A hatarértek fogalma alapjan az integralt igy deﬁniéljuk:

+ oo

[ rdx= lim f,f(x) dx,

j—=too @

ahol 1 = a véges értéek (8.90 abra).
Ha a hatarérték létezik és véges szdm, az improprius integral konvergens, ha a hatarérték
végtelen, vagy nem létezik, az improprius integral divergens.

LL

ol 4 ” X

8.90 4abra 8.91 dbra
Hasonloan

ff(ﬂdx: lim ff(x)dx,
== Eop—na &

ahol £ < a véges ériék (8.91 dbra).
Ertelmezziik a

I f(x)dx integralt!

— oo

Legyen a tetszes szerinti hely (—eo < a = +o).

4+ oo a n
j f(x)dx = lim jf(x) dx+ lim jf(x) dx
—oa E—»—oo £ 7 —doo @

(8.92 abra).
Kénnyen belathato, hogy az integral értéke g megvalasztasatol figgetlen,
Ha a hatarértékek léteznek és végesek, az improprius integral konvergens.

Ha j f(x) dx = F(x)+C,

akkor az improprius integral:

+no
("1 ax = F(+=)-Fi@
{ 9 ax = F@—F(— =)

[ 1) dx = F( )= F(==2).
*y

= &)

8.92 dbra
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496

Midsképpen az y(x) gorbe grafikonja megadja az

»x) = _f f(x)dx integrélt.

&

8.89 abra

8.5 IMPROPRIUS INTEGRALOK

Az eddigi szamitasok sordn folytonos fugavények hatdrozott integraljit szamitottuk ki veges
intervallumokban.

Most kiterjesztjiik a hatarozott integral fogalmat végtelen intervallumokra, illetve nem
korlatos fliggvények esetére. ‘

A végtelen intervallumi vagy végtelen szakadasa filggvények integréljait improprius integra-
loknak nevezik.

8.5.1 Fiiggvények integrildsa végtelen intervallumban

Legyen y = f(x) folytonos fligegvény.
+ o0
Mit jelent az _[ f(x)dx integral?

A hatarérték fogalma alapjan az integralt igy deﬁniélj'uk:

+ 0o

| s dx = lim ff(x) dx,

f—-toe a

ahol ) = a véges ¢ért¢k (8.90 abra).
Ha a hatarérték létezik és véges szam, az improprius integral konvergens, ha a hatarérték
végtelen, vagy nem létezik, az improprius integral divergens.

LL

497

y=fe)

T

o g4 n X éaax

8.90 abra 8.91 abra
Hasonloéan
& u
j f(x)ydx = lim If(x) dx,
=59 Eop—oz
ahol £ < g véges érték (8.91 dbra).
Ertelmezziik a
I f(x)dx integrdlt!

Legyen a tetszés szerinti hely (—eo < a =+ o).

4o a n
| foydx = lim [rydx+ tim | £ dx
— o £ —oa £ n—=+toe a
(8.92 abra).
Konnyen belathato, hogy az integrdl értéke a megvilasztasatol fiiggetlen.
Ha a hatarértékek léteznek és végesek, az improprius integral konvergens.

Ha j f&) dx = F(x)+C,
akkor az improprius integral:
+oo

J‘ F(x) dx = F(+e)—F(a).

a

f f(x)dx = Fla)—F(— ).

T 7 dx = P4 )= F(= <)

8.92 abra

32 Matematika



496
Masképpen az y(x) gorbe grafikonja megadja az

¥(x) = _[ Ff(x)dx integralt.

=

i |

8,89 abra

8.5 IMPROPRIUS INTEGRALOK

Az eddigi szamitasok soran folytonos fiiggvények hatdrozott integraljat szamitottuk ki véges
intervallumokban.

Most kiterjesztjiik a hatdrozott integral fogalmat végtelen intervallumokra, illetve nem
korlatos fiiggvények esetére.

A végtelen intervallumu vagy véglelen szakadasu fliggvények integraljait improprius integrd-
loknak nevezik.

8.5.1 Fiiggvények integrilasa végtelen intervallumban

Legyen y = f(x) folytonos fiiggvény.

+oo
Mit jelent az I f(x)dx integral?
a
A hatarérték fogalma alapjan az integralt igy definidljuk:

']-mf(x) dx = lim ff(x) dx,

a 1= oo a

ahol 1 = a véges érték (8.90 abra).
Ha a hatarérték létezik és véges szdm, az improprius integral konvergens, ha a hatarérték
végtelen, vagy nem létezik, az improprius integral divergens.

Il

497

by *y

9 g n X ¥ 4 a

8.90 abra 8.91 abra
Hasonloan

a o
[ foax= tim [reodx,
S PR
ahol & < a véges ériék (8.91 dbra).
Ertelmezziik a

I f(x)dx integralt!

Legyen a tetszés szerinti hely (—eoo =< a = +oo).

+ oo a "
[ fwyde= tim [r@ds+ lim [700dx
Er—oo £ 7

—oo —+oc @

(8.92 dbra).
Kénnyen belathato, hogy az integral értéke a megvalasztasatdl filggetlen.
Ha a hatarértékek léteznek és végesek, az improprius integral konvergens.

Ha j %) dx = F(x)+C,

akkor az improprius integrél:

too
(" r00 dx = P+ =)~ F(@.
{ 7 dx = F@— ().

T 700 dx = ()= F(—=2).

8.92 ibra
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496
Masképpen az y(x) gorbe grafikonja megadja az

¥x) = _ff(x) dx integralt,

8.89 abra

8.5 IMPROPRIUS INTEGRALOK

Az eddigi szamitasok soran folytonos fiigevények hatdrozott integraljat szamitottuk ki véges
intervallumokban.

Most kiterjesztjiik a hatdrozott integral fogalmat végtelen intervallumokra, illetve nem
korlatos filggvények esetére.

A végtelen intervallumi vagy végtelen szakadasi fiigevények integraljait improprius integra-
loknak nevezik.

8.5.1 Fiiggvények integralasa végtelen intervallumban

Legyen 3 = f(x) folytonos fiiggvény.
4o

Mit jelent az _[ [f(x)dx integral?
a

A hatarérték fogalma alapjén az integralt igy deﬁniélj'uk:

400

[ rixdx=lim f £ dx,

3 —--too @

ahol 57 = a véges érték (8.90 abra).
Ha a hatarértek létezik és véges szam, az improprius integral konvergens, ha a hatarérték
végtelen, vagy nem létezik, az improprius integral divergens.

LL

a

8.90 abra 8.91 dbra
Hasonloan

J?f(x)dxz lim ff(x)dx,
e IR

ahol £ < a véges érték (8.91 dbra).
Ertelmezziik a

j. f(x)dx integralt!
Legyen a tetszés szerinti hely (—oo=< a-=+eo)

+oo a n
[ fwax= tim [fCodx+ m [fx)dx
—co & & 7

- —oo £ —>+oo a

(8.92 abra).
Koénnyen belathatd, hogy az integral értéke a megvalasztasatol fiiggetlen.
Ha a hatarértékek léteznek és végesek, az improprius integral konvergens.

Ha [ f&x) dx = Fx)+C,

akkor az improprius integrél:

+ o0
I f(x)dx = F(+e=)—Fla).
f f(x) dx = Fla)y— F(— ).

oo

I [(x)dx = F(4e0)—F(— ).
Ay

= 760

8.92 ibra
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9| s a x
8.93 4bra

Az F(+ o=); F(— =) jelek szimbolumok, a primitiv fligevény hatarértékét jelolik,ha x — + o

és x — ~— 0o,

Példak
1 J LT (8.93 dbra)
= dx : ,
a
-
| dx=tim [—-l]”= lim (—_)_izl
: & e Xla nsoo a a
1
2. ' —dx (@=0).
¥ 1 + oo 5
[ —:-dx:[lnlxi] ( lim ln[xi)—]na=+°°_
b X R i —++ o0
o A . )
3. [ Grax=[2v3]7= tim_@vR-2va=+e
*\/x @ & — 4 0o

Az improprius integralok a 2. és 3. példaban divergensek.
Konnyen belathat6, hogy az

+ oo

ol . L .
J gt dx  improprius integral (a=0)

« = 1 eselén konvergens, « = 1 esetén divergens.

+co

1 + 00
4, s dx = o
f {748 dx [Arctgx]im
= lim Arctgx— lim "Arcligx = g—»(-—%) =a.

499
5. Nézzik az improprius integral alkalmazasat egy fizikai példan.
Hatérozzﬁk meg valamely O toltés altal keltett elektromos tér potencialjat!
Az egymastol » tavolsagban elhelyezett Q €s Q, egynemil tltés p
koz6tt Coulomb térvénye szerint a taszito ero: 2 A
2] r &y

F=k %Ql (8.94 dbra). 8.94 3bra

A munka, amelyet a Q ltés végez, ha a @, toltést Ar-rel eltaszitja:

A munka, amelyet Q végez, ha 0,-¢eta végtelenbe taszitja:

5
a E

W= lim Jk—le dr = lim [—k--QQi] =29
R 00 r R —oco rodr r

Az elektromos tér potencialja:

W
@ = 0,
¢=k%
8.5.2 Nem korlatos fiiggvények integralasa

Legyen az y = f(x) filggvény az [a; b] intervallum minden részintervallumaban korldtos €s
integralhato, és legyen

lim f(x) =+oe,

x—b-0

azaz legyen a fuggvénynek az intervallum jobb oldali végpontjdban végtelen szakadasa
(8.95 abra).

b
Az I f(x)dx improprius integrdlt a kovetkezéképpen értelmezziik :
a
b b—e¢
x)dx = lim x) dx. ‘-‘/

Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius
integral konvergens, ha nem létezik vagy végle-
len, az improprius integral divergens.

Legyen az ¥ = f(x) fiiggvény az [a; b] interval-

lumban korlatos és integralhatod, és legyen: 7 P
b X
lim  f(x) =+-==,
X —a+0 8.95 dbra
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5—
x

9| §
8.93 ibra

Az F(+ oo); F(— =) jelek szimbdlumok, a primitiv fiiggvény hatarértékét jelolik,ha x — + =
€s X — —oo,

Példak
+ oo
Pl
1 ' —dy, a=0 (8.93 abra).
[
oo 1
f — dx=lim [——]n= lim (‘-—)+~]-ﬁl
- 7 — + oo X Ja 7> oo a a
2 | — dx (a = 0).
J X
o e
[ o= [mix] (Jim Injxl)-lna = e
of X a £ O
= 1 e — -
3. | —_—dx:[Zx/x] e Hm VR -2vF 24,
‘\/_x a e -]

Az improprius integralok a 2. és 3. példaban divergensek,
Konnyen beldthato, hogy az

A .
? dx  improprius integral (a = 0)

a

« = 1 esetén konvergens, & = | esetén divergens.

“+ oo
~ 1 Eor
4. e —dx = =
J T dx [Amtgx]_w
= lim Arctgx— lim "Arclgx = 1—(—1) =T
PR PRGN 2 2

499
5, Nézzitk az improprius integral alkalmazasat egy fizikai példan.
Hatdrozzuk meg valamely Q tdltés 4ltal keltett elektromos tér potencialjat!
Az egymdstol r tavolsdgban elhelyezett O és (0, egyneml tdltés
kiz6tt Coulomb térvénye szerint a taszito erd: g,
g r &r
F=k 2% (8.94 abra). 8.94 abra
=

A munka, amelyet a O toltés végez, haa Q, toltést Ar-rel eltaszitja:

A munka, amelyet O végez, ha Q-et a végtelenbe taszitja:

e 2L o

r T r

[ Qer 00,

R ioo 2 g

R
W= lim J"kaff‘ dr = lim

Az elektromos tér potencidlja:

W
oo
¢=kK % .
8.5.2 Nem korlatos fiiggvények integralasa

Legyen az y = f(x) filggvény az [a; b] intervallum minden részintervallumaban korldtos és
integralhato, és legyen

lim f(x) =+,

x—+b—0

azaz legyen a fiiggvénynek az intervallum jobb oldali végpontjaban végtelen szakadasa
(8.95 dbra).

b
Az j f(x)dx improprius integralt a kovetkezoképpen értelmezziik:
a
b b—e
[fdx = lim | 7eodx. b
a e—+0a

Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius
integral konvergens, ha nem létezik vagy végte-
len, az improprius integral divergens.

Legyven az y = f(x) fiiggvény az [a; b] interval-
lumban korlatos és integralhato, és legyen:

g

lim  f(x) =+ oo,
x —»a+0 8.95 abra
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9 & .c'z x

8.93 ibra

Az F(-+e2); F(— <o) jelek szimbdlumok, a primitiv filggvény hatarértékét jelolik,ha x — + =
€S X — —oo,

Példak
1 e A
; | Fdo a=0 (8.93 4bra).
a
J rl-zwdx= lim [——1—]”= lim (—l)J,_l*_l_,
% — oo X Ja 3 > foo n a a
2 [ Ly e
rW] - o B
f —dx = [!n]x\] ( lim ]nlxi)—lna=—ioo.
o X a X — + oo
N e =
3. | —_dx:[2x/x] = lim (VX)-24a=1+cs.
\/x L8 £ 00

Az improprius integrdlok a 2. és 3. példdban divergensek.
Konnyen belathaté, hogy az

Too

LB | . .. g
+ dx  improprius integral (a = 0)

o = 1 esetén konvergens, « = 1 e¢setén divergens.

+ oo

1 ey
4. f e dx = [Arctgx] =
1-+x* o
= lim Arctg x— lim "Arcigx = -2! = (_ %) = .

499
5. Nézzitk az improprius integral alkalmazasdt egy fizikai pé'ldén. "
Hatérozz'uk meg valamely O t8ltés altal keltett elektromos ter potencialjat!
Az egymastol r tavolsdgban elhelyezett O és ’Q, egynemil toltés 5
k&zott Coulomb torvénye szerint a taszitd ero: il A
q r &r
ok @2 (894 dbra). 8.94 ibra

',2

A munka, amelyet a O tdltés végez, ha a Q, toltést Ar-rel eltaszilja:

A munka, amelyet O végez, ha 0,-eta végtelenbe taszitja:

R0 i E oo ' r

W= lim J?k—g%dr~ lim [ﬁkgrg_l_r:kg%_‘

Az elektromos tér potencidlja:

= S
o
_. @
¢ =k -
8.5.2 Nem korlatos fiiggvények integralasa

Legyen az y = f(x) fliiggvény az [a: b] intervallum minden részintervallumaban korldtos €s
integralhato, és legyen

lim f(x) ===,

x—+b-0

azaz legyen a filggvénynek az intervallum jobb oldali végpontjaban végtelen szakadasa
(8.95 abra).

b

Az j f(x)dx  improprius integralt a kovetkezOképpen értelmezziik :
a
b b—e
;ff(X)dxz lim j f(x)dx. *-’/ FE)

e—+0a

Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius
integral konvergens, ha nem létezik vagy végte-
len, az improprius integral divergens.

Legyen az y = f(x) fiigevény az [a; b] interval-
lumban korlatos és integralhato, €s legyen:

lim  f(x) =22,

X —=at+0
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g

8.93 abra

Az F(+ c=); F(— <) jelek szimbolumok, a primitiv fiiggvény hatdrértékét jelslik, ha x — + <o

€s X — —co,

Példak
T
1. —dx, a=0. (8.93 abra).
b X
o 17 11
—dx = lim [——] = lim ——) — = —
-.’ 2 o=t o X la r;-—»—rc\a( +a a
oe ]
2 | —dx  (a=0)
¢ 1 oo
f —_~dx=[ln|x|] ( lim lnjxj)—lna:+oo.
4 X a & — 400
“
*:"3 ] 77 e i
3. J —;dx=[2x/x] = lim (2vVx)-2va=<+cs.
s \/x L £ —» 4 oo

Az improprius integralok a 2. és 3. példdban divergensek.
Koénnyen belathatd, hogy az

< oo

rol 5 i g F
= dx  improprius integrédl (a = 0)

a

% = 1 esetén konvergens, o = 1 esetén divergens.

oo

1
4. J‘ ﬁx? dx = [A!'Cf.g x]

= lim Arctgx— lim 'Arctgx=%_

z — +oo z —+ —oc

499
5. Neézzitk az improprius integral alkalmazasat egy fizikai példan.
Hatarozzuk meg valamely O toltés dltal keltett elektromos tér potencidljat!
Az egymastol r tavolsagban elhelyezett Q és 0y egynemil toltés P
kézatt Coulomb térvénye szerint a taszitd erd: £ 4
) &r
P=k22  @4ibna) 8.94 4bra

A munka, amelyet a Q t5ltés végez, ha a O, toltést Ar-rel eltaszitja:

W= FAr=k wQ% Ar.

I

A munka, amelyet Q végez, ha O,-ct a végtelenbe taszitja:

2
" B
W= lim kaQ—g—’—-dr = lim [— —le] =k A%
R —» i o0 r R —oo T r
Az elektromos tér potencialja:
s I
=0,
&2
¢ =k =
8.5.2 Nem korlatos fiiggvények integralasa

Legyen az y = f(x) fiiggvény az [a; b] intervallum minden részintervallumaban korldtos és

integralhatd, és legyen

lim f(x) =+-e,

x—b-0

azaz legyen a filggvénynek az intervallum jobb oldali végpontjaban végtelen szakaddsa

(8.95 abra).
b
Az _f f(x)dx  improprius integrdlt a kovetkezGképpen értelmezzik :
[
b b—¢
[fdx = tim [ feodx. h
a e—0a

Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius
integral konvergens, ha nem létezik vagy végte-
len, az improprius integral divergens.

Legyen az y = f(x) fiigevény az [a; b] interval-
lumban korlatos és integralhato, és legyen:

a1 g

lim  f(x) =+ ==,

X —a+0 8.95 ibra
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a

8.93 abra

Az F(4 eo); F(— =) jelek szimbolumok, a primitiv fiiggvény hatarértékét jelolik, ha x ~ + oo

ésx - — 00

Példak
1 [ e =0 ;
. = x, Q= (8.93 abra).
T+ oo 1
l. — dx=lim [—1] = lim (-—l)—-l—z—i-.
E T —— X la 7=t ow u a
2 —dx (a = 0)
1 teo .
[ dy = [m Ix]] (Jlim Inlxl)=Ina = oo,
o X @ T =+ oo
@
. 1 oo » -
3, f LY. [u/x] = Tin ‘O%Byia=des
Vx a Hemiion
Az improprius integralok a 2. és 3. példdban divergensek.
Konnyen beldthato, hogy az
1 ¢ g $
J o dx  improprius integral (a=0)
z = 1 esetén konvergens, « = 1 esetén divergens.
+ oo
» 1 S e
4 . _dx = =
J iTaE dx [Arctg x] e
= lim Arctg x— lim “Arctgx = %-—(—%) = 7.

499
5. Nézziik az improprius integral alkalmazasat egy fizikai példan.
Hatarozzuk meg valamely Q toltés altal keltett elektromos tér potencialjat!
Az egymasto] r tavolsdgban elhelyezett O és O, egynemil toltés
kézitt Coulomb torvénye szerint a taszitd er0: L4 é),
2] r &r

F=k QTQ_I (8.94 4bra). 8.94 dbra

A munka, amelyet a Q tOltés végez, ha a Q, toltést Ar-rel eltaszitja:

W= FAr =k Qgi Ar.

A munka, amelyet Q végez, ha Q,-et a végtelenbe taszitja:

R
- R
W= tim | k224 = lim [%9&] =129
R — 400 re R =0 r r

T

Az elektromos tér potencialja:

Y
T o
p=k % ;
8.5.2 Nem korlatos fiiggvények integralasa

Legyen az y = f(x) fiiggvény az [a; b] intervallum minden részintervallumaban korlatos és
integralhato, €s legyen

lim f(x) =-+-oo,

x—b-0

azaz legyen a fiiggvénynek az intervallum jobb oldali végpontjaban végtelen szakadasa
(8.95 abra).

b
Az _f f(x)dx improprius integralt a kivetkezoképpen értelmezzilk :
a
b b—e l
f(x)dx = lim J(x) dx. ¥
! &0 &F = f(’f)

Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius
integral konvergens, ha nem létezik vagy végte-
len, az improprius integral divergens.

Legyen az y = f(x) fliggvény az [a; b] interval-

lumban korlatos és integralhato, és legyen: 7 —
X
lim f(x) =+se,
x —+a+0 8.95 ibra
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9Ns

1
>

8.93 abra

Az F(42); F(— =) jelek szimbolumok, a primitiv fiiggvény hatarértékét jeldlik,ha x — + <o

€5 X — — oo,

Példak
1 [ oty :
! | = x, a=0. (8.93 abra).
a
1-‘.001
[ dr= tim [—i]”= fim (_i)_l:i,
; X 1 o~ oo X la 7 = roe a a
.
2 — dx (a = 0).
X
[ pav=[mixi]™( tim mixy-ma=e
o X a (I—>+oo )
T T _ _
3. J ._de=[2x/x] = lim (2v*)-2vVa=1+c.
'\/X a £ — f 00

Az improprius integralok a 2. és 3. példaban divergensek.
Konnyen beldthato, hogy az
i ; o
= dx  improprius integral (a=0)

a

@« = 1 esetén konvergens, « = 1 esetén divergens.

+ oo

1 oo
4, e dx = =
f e dx [Arctgx]im

= lim Arctgx— lim 'Arc(gxz;}_(_'

z == Too £ —= —o0

5. Nézzitk az improprius integral alkalmazasat egy fizikai példan.
Hatarozzuk meg valamely O tltés dltal keltett elektromos tér potencidljat!
Az egymastol r tavolsdgban elhelyezett 0 és Q, egynemil tBltés

499

Ldz6tt Coulomb torvénye szerint a taszitd ero: z
00 &
F=k -721 (8.94 abra). 8.94 ibra

A munka, amelyet a Q tdltés végez, ha a 0, téltést Ar-rel eltaszitja:

W= FAr=k —Qf—%l Ar.

A munka, amelyet O végez, ha Q,-et a véglelenbe taszitja:

R
~ R
W= i | £ 22 4 — tim [fk—QQ‘] o 20
R— ioa r R — oo 5 r r
Az elektromos tér potencialja:
s
¥= oy
@
o=k T
8.5.2 Nem korlatos fiiggvények integralasa

A
&

Legyen az y = f(x) fliggvény az [a; b] intervallum minden részintervallumdban korldtos és

integralhato, és legyen

lim f(x) =+-e,

x—+b—0

azaz legyen a fiiggvénynek az intervallum jobb oldali végpontjaban végtelen szakadasa

(8.95 dbra).

b
Az j' f{x)dx improprius integralt a kovetkezOkeppen értelmezziik :
(4]
‘F |
f(x)dx = lim f(x) dx. ¥
] y=Fx)

s— 00

Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius
integral konvergens, ha nem létezik vagy vegte-
len, az improprius integral divergens.

Legyen az y = f(x) figgvény az [a; b] interval-
lumban korlatos és integralhato, és legyen:

lim  f(x) =+-=e,

X >at0 8.95 abra

32+
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9§ o X
8.93 dbra

Az F(+ eo}; F(— e} jelek szimbolumok, a primitiv fiigavény hatarértékét jelolik,ha x — + <o

s X — — oo,

Példik
+ oo
S
1, J wdr, a=o (8.93 4bra).
o . n 11
—_dx= lim [7 ]: Tifii __) 1_1
. * fer-os L X la ,,_Hco( e TG
2, | -~ dx (a = 0).
1 e
| ;dx:[lnla!]a (,Jim nixf)-la=-e
- 1 i s
3. —:dx:[Zx/xJ = lim (24/%)-2+a=+c.
'\/x @ & —+ t+ oo

=

Az improprius integralok a 2. és 3. példdban divergensek.
Konnyen beldthaté, hogy az

- o

1 . 0w i
J g dx  improprius integrdl (a = 0)

a

2 > 1 esetén konvergens, « = 1 esetén divergens.

= lim Arctgx— lim 'Arctglegk_(

z — oo & —+ —oo

T
-5 ==

2

5. Nézzilk az improprius integral alkalmazasat egy fizikai példan.
Hatdrozzuk meg valamely Q toltés altal keltett elektromos tér potencidljat!
Az egymasto] r tavolsagban elhelyezett Q és O, egynemil téltés

k&z6tt Coulomb térvénye szerint a taszito erd: Ll

499

q

ek 29 (504 sbra). 8.94 bra

A munka, amelyet a Q toltés végez, ha a 0, 16ltést Ar-rel eltaszitja:
W= FAr=k 5 Ar.

A munka, amelvet Q végez, ha Q;-et a végtelenbe taszitja:

Fid
W= lim Jk—gfl &r = lim

R — 0o R =+ T F

Az elektromos tér potencidlja:

o ¥
YT o
_. @
o=k ralk
8.5.2 Nem korlatos fiiggvények integralasa

[ Q2] -4 22,
r

&

Legyen az y = f(x) fiigevény az [g; b] intervallum minden részintervalluméban korlatos és

integralhato, és legyen

lim f(x) =+,

x—b~0

azaz legyen a fiiggvénynek az intervallum jobboldali végpontjaban végtelen szakaddsa

(8.95 abra).

b
Az j f(x)dx  improprius integralt a kovetkezdképpen értelmezziik :
a
b b—¢
[redx = tim | fx)dx. b
o e —0a

Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius
integral konvergens, ha nem létezik vagy vegte-
len, az improprius integral divergens.

Legyen az y = f(x) fiigevény az [a; b] interval-
lumban korlatos és integralhato, és legyen:

a

lim  f(x) =+ oo,

X —=a+0 8.95 ibra

32+
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azaz legyen a fliggvénynek az intervallum bal oldali végpontjiban végtelen szakadasa
(8.96 abra).

b B
[fxdx = lim | 0o dx.
a 8 —+0 atd
Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius integral konvergens.
Y
\y

it y=r e

| | — e
7l 2 ueb b X a a ot pedh X

8.96 dbra 8.97 ibra

Legyen az y = f(x) fuggvény az [a; b) intervallum ¢ pontjaban nem korlatos (a < ¢ -=Db),
az [a; ¢) és (c; b] intervallumok barmelyik részintervallumdban pedig korlatos és infegral-
hato,

b
Az [ () dx  integralt a kvetkezSképpen értelmezziik (8.97 abra):

b c—e b
[r@ax = tim [ fedx+tim | 7Gx dx,
a 50 ctd

£E—+0 a

amikor & és 0 tetszblegesen és egymastol £ liggetleniil tartanak a zérushoz.
Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius integral konvergens, ha nem létezik vagy
végtelen, az improprius integral divergens.

Példak
1. fifdx= lim | ——ds= lim [2«,/%]“: tim (2 va—24/8) = 2.
'\/x t’)—»{lls ’\/x §—0 6 6 —=0
|

0

Az integril konvergens (8.98 abra).

a a

2. [ldx= Gy T L = I [mm]“ — lim (nlai=In|d]) =+
Jox >0 5 S >0 4
0 0 j

-0

(8.99 dbra)

501
_ hY
by
g%
{
47
} : o S
0 a ) X a & a X
8.98 abra 8.99 4bra
Az improprius integral divergens.
: 1
3 | 5=0dx (8100 dbra).
J 3
-1
ki N S
> 1 . "
——dx= lim ——dx+ lim J —m—dx =
J /% LR V/xE Ferilie A/ %
ot 5
4 7 ) . 3,~|1
= lim [3\/}«:] + lim [3 x] =3+3=
£—0 -1 d—0 8

Formdlisan integralva:

1l

3=
x*

f 1 ax [3\3/5:]1_1=3(1+1)=6.
-1

Az azonos eredmény azonban nem igazolja, hogy lehet a hatarérték vizsgalata nélkill is, formali-

san eljarni. Ezt igazolja a kovetkezd pelda:

1.
1 ;
.[ = dx (8.101 abra).

-1

Formalisan eljarva:

8.100 4bra

-f

8,101 abra
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azaz legyen a figgvénynek az intervallum bal oldali végpontjdban végtelen szakaddsa
(8.96 4bra).

b b
[ £ dx = lim [ feodx.
a 30 até
Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius integral konvergens.
* g
ke

it 9-F )

— 7 t —

s T 7 if G EBb %

8.96 abra 8.97 dbra

Legyen az y = f(x) fiiggvény az [a; b] intervallum ¢ pontjéban nem korldtos (a < ¢ < b),
az [a; c) és (¢; b] intervallumok barmelyik részintervalluméban pedig korlatos és integral-
hato.

b
Az _f f(x)dx integralt a kovetkezSkeppen értelmezziik (8.97 dbra):
a

b c—¢ b
[fxdx = lim [ r@de+ tim [ f(x)dx,
a =0 c+d

e—0 a

amikor & és § tetszolegesen és egymadstol fiiggetleniil tartanak a zérushoz.
Ha a hatarérték Iétezik és véges, az improprius integral konvergens, ha nem létezik vagy
végtelen, az improprius integral divergens.

Példak

a a

1. j—l—,dxs lim J 1 de= 1im [2 \/?c]“= fim (24/3—2v38) = 2Va.
[ [

x d—0 x A x‘. 6 =0
Az integrd] konvergens (8.98 dbra). :
a @

2. [ jlc— d% = lim

d—0
0

Lgye ting [1n|x|]" — lim (n{ai=Inid[) =+
X s ¥ assg

0

(8.99 abra)

501

b
¥
1
Y52
T T o T T ==
a a 7 ¥ a 6 ! X
8.98 abra 8.99 abra
Az improprius integral divergens.
: 1
3. [ = dx (8100 dbra).
_:1 ‘\/’.x2

i

-
ro1 1 ; ol
——— dx= lim j e dx+ lim | —dx=
J \3/.752 £—0 {’/x2 6—»—04 \3/x2
-1 i
; 3 e . 3~
= lim [3\/3_6] + lim [3\/):] =3+3=06.
&—0 -1 d—0 [

Formalisan integralva:
5 8
j?lx;;dx: [3{‘/;?]1_1 =451 = 6.
=1
Az azonos eredmeény azonban nem igazolja, hogy lehet a hatarérték vizsgalata nélkil is, formali-
san eljarni. Ezt igazolja a kovetkez pelda:

1

J —1—2 dx (8.101 dbra).
X

-1

Formdlisan eljarva:

_.} a ;( X -1

8.100 abra 8.101 abra
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azaz legyen a fiiggvénynek az intervallum bal oldali végpontjiban végtelen szakadasa
(8.96 4bra).
b )
[feax=1lm [ rfeax.
8 —~0 atd

a

Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius integral konvergens.

i |

s 4oF )

+ —— 1 4 - —
7] g s [I; X a g et [l b X

8.96 abra 8,97 dbra

Legyen az y = f(x) fiiggvény az [a; b] intervallum ¢ pontjiban nem korlatos (a <c<b),
az [a; c) és (c; b] intervallumok barmelyik részintervallumédban pedig korlétos és integril-
hato.

b
Az _[ f(x¥)dx integralt a kovetkezdképpen értelmezziik (8.97 4bra):
a

b c—£ b
[foydx=tim [ f@dx+ lim [ fG)dx,
a é

e—+0 a 0 ¢c+d

amikor & és § tetszblegesen és egymastol fliggetleniil tartanak a zérushoz.
Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius integral konvergens, ha nem létezik vagy
végtelen, az improprius integral divergens.

a

1. L e [J—= dx = lim [Zx/i]';:ﬁlim Bast il =250
—= 0

a
J*\/x 60~ \/; & =0
[} [ .

1

Az integral konvergens (8.98 dbra).

a

a
2. [ldx= lim | Lav= wm [1n!x|]a¢ lim (n|ai—In|d)) =+es
X 80 ’s X' s—o0 T f—0
0 0+

(8.99 dbra)

501

by
y-%
{
Y=
T T L T =
8.98 dbra 8.99 abra
Az improprius integral divergens.
: 1
3, I ‘\g/—x_; dx (8.100 &bra).
-1
+1 —£ 1 1
.| 1 ;
——dx = lim ——dx+ lim J'Yﬁ:‘dk?:
-, N e—0 J v/ x* b0 \:i/x2
21 -1 b
—E ~F1
= Tim [3%] + lim [3{‘/;:] e
£—0 -1 d—+0 é

Formalisan integralva:

1
1 3,11
JT;;dxH [3\/x] = 3(1+1) = 6.
-1
Az azonos eredmény azonban nem igazolja, hogy lehet a hatarérték vizsgalata nélkil is, formali-
san eljarni. Ezt igazolja a kovetkezd pelda:

1

[Laxr (101 dbra).

=1

Formalisan eljarva:

-‘, 7 ;r X -f

8.100 dbra 8.101 4bra
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azaz legyen a filggvénynek az intervallum bal oldali végpontjdban végtelen szakadasa
(8.96 abra).

b b
[ dx = lim [ rooax.
a 60 at+d

Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius integral konvergens.

¥
* Ao
y=1&) -
+ T — = t + - e
(7] a a6 b X a a c& [ oSh X
8.96 abra 8.97 abra

Legyen az y = f(x) fiiggvény az [a; b] intervallum ¢ pontjaban nem korlatos (a<c=<b)
az [a; €) és (c; b] intervallumok barmelyik részintervallumaban pedig korlatos és integrdl-
haté.

b
Az I f(x)dx integralt a kovetkezdképpen értelmezziik (8.97 dbra):
a

b c—¢ b
[fodx=tim [ fGdx+ lim [ f00dx,
a 60 ctd

E—=0 a

amikor € és § tetszdlegesen és egymastol fiiggetleniil tartanak a zérushoz.
Ha a hatdrérték létezik és véges, az improprius integrdl konvergens, ha nem létezik vagy
végtelen, az improprius integral divergens.

a a

1. J-—l—,dx: fion [ baddpe G [2%&]2: lim (24/@a-24/8) = 24
60
1]

X 6—»06 \/x- & —0

Az integrdl konvergens (8.98 dbra).

«

2. [Lax= lim
JoX S—r0 o
0 0.0

[l & 1 [1n;x1]';= lim (Inlai~ln|dl) =+
! é

9 & —0

b

-0

(8.99 dbra)

501
' X
dy
g%
{
Y=
T g {= T =
4 .a 7 X o § z X
B.98 abra 8.99 abra

Az improprius integral divergens.
. 1
3. ’ = dx
o x2

(8.100 &bra).
IR Y
1 . 7
1 gx= lim J-—:der lim | - dx =
.| sz + sl—-071 \S/X2 6—»0[-), ’\/JC2

= lim [3 {‘/E]

eE—0

- =11
“+ lim [3{‘/::] wfel =8,
-1 §-=0 [}
Formalisan integralva:
1

[ xs/l;, dis [3 \3/5]1_1 = 3(1+1) = 6.

-1
Az azonos eredmény azonban nem igazolja, hogy lehet a hatarérték vizsgalata nélkiil is, formdli-
san eliarni. Ezt igazolja a kévetkezd példa:

1

|i2dx (8.101 &bra).
J X

-1

Formalisan eljarva:

-f a { X -}

8,100 abra 8.101 abra
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azaz legyen a fiiggvénynek az intervallum bal oldali végpontjaban végtelen szakadasa
(8.96 abra).

b b
[feyax = lim [ rGodx.
a 4 -0 a+d
Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius integral konvergens.
Y
ke

4-#) )

| —
g a a+& b X

8.96 dbra 8.97 ibra

1 + T + =
a ot [ cd b X

Legyen az y = f(x) fiiggvény az [a; b] intervallum ¢ pontjaban nem korldtos (& < c < b),
az [a; ¢) és (c: b] intervallumok barmelyik részintervallumaban pedig korlatos és integral-
hatd.

b
Az j f(x)dx integralt a kovetkezoképpen értelmezzitk (8.97 abra):
a

b c—¢ b

If(x) dx = lim I f(x)dx+ lim _r f(x) dx,
a e =0 a 8§ +0 ct+d

amikor € és § tetszblegesen és egymastol fiiggetleniil tartanak a zérushoz.

Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius integral konvergens, ha nem létezik vagy

végtelen, az improprius integrél divergens.

Peldak

1. _[L_ dx = lim L de= tim [z \/?c]“ = lim (2va-24/3) = 24/a.
; ,\/x & 50

6»06 \/x‘ 6 =0

Az integral konvergens (8.98 dbra).

a a

2, (L o ligw T e D0 [1n|x|]“ — lim (nlal—-Tal8]) =+eo
X 60 bﬁ X ] b >0 b 6 —0
] 0

(8.99 abra)

501

y-%
{
I 2
T : =] + =
o] a n X g § i X
8.98 abra 8.99 abra
Az improprius integral divergens.
: 1
3, [ 5=dx  (8.1004bra).
- xk
-1
I T 1
- 1 ~ .
_dx= lim ——dx+ lim J ———dx =
_Jl Yz e—0 :II v/t b0+ /x
e iy b |
= lim [3%] ‘4 lim [3\3/x] o
g —0 -1 d—0 é

Formalisan integralva:
T
1 dx= 3% =30+1n=56
V;; X = x] 5 = —1)= 0
Az azonos eredmény azonban nem igazolja, hogy Jehet a hatarérték vizsgalata nélkiil is, forméli-
san eljarni. Ezt igazolja a kdvetkezd pelda:

-1

[Lax 101 dbra).

8.100 dbra 8.101 abra
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azaz legyen a fiiggvénynek az intervallum bal oldali végpontjdban végtelen szakadésa
(8.96 abra).

b b
[ £y dx = lim | reax.
a 40 a+
Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius integral konvergens.
* 4
ho

y=Ffr) vF )

T t T + Jm—
a ct g oSb x

+ +——
4 a a+& b X @

B.96 dbra 8.97 dbra

Legyen az y = f(x) fliggvény az [a; b] intervallum ¢ pontjaban nem korldtos (@ < ¢ =< b)s
az [a; €) és (c; b] intervallumok barmelyik részintervallumaban pedig korlatos és integral-
hatd.

b
Az I f(x)dx integrilt a kiovetkezOképpen értelmezziik (8.97 4dbra):
a

b c—& b
[feydx=tim [ f@dx+ lim [ f)dx,
a ce—0 a 60 c+é

amikor e és 0 tetszblegesen és egymastol fiiggetlenill tartanak a zérushoz.
Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius integra]l konvergens, ha nem létezik vagy
végtelen, az improprius integrdl divergens.

Példak
“

1. j_lfdx= i | ——de= lim [2\/;]2 lim (2va—-2v3%) =2va.
b \/x ﬁ—»ua ’\/x‘ & =0 4 8 — 0

Az integral konvergens (8.98 dbra).

2. fidx= lim J Lo v B [mm]“: lim (n{ai=ln|d[)=+oco
Jox 8 —0 61' " S0 50
] 0+

(8.99 abra)

0| a N X

8.98 abra

Az improprius integral divergens.

1
3. | L ax  (8.100 dbra).
B 3x2
-1
+1 —£
* N
-—*jd = lm —ﬂdX'}‘
_-ll %/Jk:2 ¥ sLﬂJl \/xz

= lim [3\:’/}]‘54- lim
-1

60

£—>0

Formdlisan integralva:

e

501

y=%
a ¢
8.99 abra

f_l_ S [3 {’/,‘c]‘_l =3(01+1) = 6.
-1

Az azonos eredmény azonban nem igazolja, hogy lehet a hatarérték vizsgalata nélkil is, formdli-

san eljarni. Ezt igazolja a kivetkezd példa:
1

J Lax (8101 dbra).
X
-1

Formalisan eljarva:

fizdx= [—l]’ e e,
X

-/
8.100 abra

8.101 dbra
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azaz legyen a filggvénynek az intervallum bal oldali végpontjdban végtelen szakadésa
(8.96 dbra).

b b
[rxyax = tim [ fe0dx.
a 40 a+d
Ha a hatarériék létezik és véges, az improprius integral konvergens.
Y
A

et 4of )

o a ﬂ+5 b X
8.96 abra 8.97 dbra

t + T + f——
a g ¢t [ oS b X

Legyen az y = f(x) fiiggvény az [a; b] intervallum ¢ pontjdban nem korlatos (a <c< b),
az [a; ¢) és (e: b] intervallumok barmelyik részintervallumaban pedig korlatos és integral-
hato.

b
Az J. f(x)dx integralt a kovetkezdképpen értelmezziik (8.97 dbra):
a

b c—& b
[f@dx=lim [ f@dx+ lim [ re)dx,
a e—0 @ 00 c+d

amikor € és § tetszélegesen és egymastdl fiiggetleniil tartanak a z€rushoz.
Ha a hatarérték létezik és véges, az improprius integral konvergens, ha nem létezik vagy
végtelen, az improprius integral divergens.

Peldak

a “

L L odre lim | —dr= lim [2%2]“: lim (2/a—24/8) = 24/a.
J Vx 50 Ve 50 R

Az integrél konvergens (8.98 abra).

a a

2. [ L e i J LI [inm]“ — lim (n|ai—-ln|8}) =+eo
Jox 60 X ' & =0 ? 6 —0
0 0+

(8.99 dbra)

501
Ay
+y
y=%
{
¥
1 T T - C
a a n X g 6 ;] X
8.98 abra 8.99 abra
Az improprius integral divergens.
3 ] L 4x (8100 dbra).
bR )
-1
+1 g 1
I‘ ! dx = lim ( dx+ lim . dx =
%/P’ E—0 ¢ 't/x_z l d—0 Y )?
1 -1 P
e = —71
= Y [3\%:] 4+ lim [M‘*/x] o Juedie
&0 -1 40 é

Formadlisan integralva:

1
|

ijlx;é-dx: [3{'/}] = 3(1+1) = 6.

Az azonos eredmény azonban nem igazolja, hogy lehet a hatarérték vizsgalata nélkil is, formali-
san eljarni. Ezt igazolja a kovetkezd példa:

4

f -;—.dx (8.101 &bra).
-1
Formalisan eljarva:
1

J'_I?dx= [—i]l R, .
X X 1-1

by

-1 a / X -f

8.100 dbra B.101 dbra
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A fliggvény mindeniitt pozitiv, az integrdl negativ értéke nem lehet helves, Az ok, hogy az improprius

integral divergens.

Ld;rc: [im J:—.d:c* lim F dx =
J % g0 Xt 6-—>0 ¥
-1 -1, o
= lim [———]_z-.- lim [——] = (+oo—1)t{—1—2c) = +o=
E—0 -1 4=0

_853. Az improprius‘ integralok konvergenciakritériumai

a) Végtelen intervallumd integralok konvergenciakritériuma

1. konvergenciakritérium

Tatel, Ha az » = f(x) és y = g(x) fiiggvények a [a: 4 <o) intervallum barmely véges rész-
intervallumaban korlatosak és integralhatok, és

[ f(x)] = glx),

oo

tovabba az dx integral konvergens,

Y S—

{
{ | akkor az

B +o0
I I f(x)dx improprius integral is konvergens.
a

Bizonyitas. Vegyiik fel az a = x < + oo intervallumban az a =% <M ~—=... =" <---

abszcissza sorozatot, ahol 7, — + ==,
o A feltevés szerint:

1’.‘
lim fgx)dx hatérériék létezik.

—+oca

Ez azt jelenti, hogy az

i B n
g(x)dx; ... J' gx)dx; ... j gl dx; ...

aQ a a

sorozat konvergens, tehat teljesiti a Cauchy-féle konvergenciakritériumot (lasd 6.1.6 pontot),
azaz tetszés szerinti ¢ = 0 szamhoz talalhatd olyan N(e) kiiszobindex, hogy

i Nm In ‘ l N |
H eax—] godx = [ gdx =¢,
ra a i Ly

ha n=>=N(E) € m=N() (m = n).

Képezziik az

n

r“f(x)dx; ”if(x) dx ey t Sx)dx; L.
| ! l

sorozatot.

503

Megmutatjuk, hogy az adott feltételek mellett a sorozat konvergens, mert teljesiti a Cauch;
féle konvergenciakritériumot. Y
A feltétel szerint ugyanis:

C Mm Tin Tim , I
ij"f(x)d)v'~j'f(x}dx§ = [fdxi = I’ |f(0)dx = ]zmg(x)dx e,
a a Ty | Tin T

ha n=N(E) é m= N

A Cauchy-féle kritérium értelmében a sorozat konvergens, tehat

n
lim If(x) dx  létezik és véges,

N—+-+teoa

-+ o0
azaz az j' f(x)dx improprius integral konvergens.
a

1I. konvergenciakritérium

Tétel. Ha az | f(x)] dx integral konvergens,

o

akkor az _f f(x)dx integral is konvergens,
a

és az J- f(x)dx integralt abszolut konvergensnek mondjuk,
a
Bizonyitas. A tétel az I. tétel specidlis esete g(x) = | f(x)] valasztassal.

III. konvergenciakritérium

]

Tétel. Az I f(x)dx  integral konvergens, ha létezik olyan A allandd és m = 1
) !

by 1f) | < g—f;

az @ = x =} <o intervallumban. (Feltessziik, hogy a = 0.)

Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkezd {(7) figgvényt:

n
M —mr+1
Tiess | s ] ] o ol i
o —m+1 r m—1 | gn—1 =1

a
) M
T (m—1)am-1 "

Az I(%) fiilggvény monoton né és korlatos, van véges hatarériéke, ha ) — + oo,

TR m '
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Mivel a feltevés értelmében

M
)] = —

xm

£l

-+ oo

az I. konvergenciakritérium értelmében _[ f(x) dx integral konvergens.
a

Tétel. Az J. Sf(x) dx improprius integral divergens, ha létezik olyan M konstans és
a
m = 1, hogy az a = x < -} o= intervallumban

M
fel= =

xm :

Bizonyitas. Ha mr = 1,

a

d 4 M n
() = J [f(x}| dx = j P M []n |x|] = M(in p—In a).

Ha 7 = + oo, I(n) - +oo.

Ha m=<1,

1—m

o i
M M
1) = jf(x) dx = f Srdr= T () - s,

A végtelen intervallumu integral igy irhato:

- oo

| f(x)dx = F(+<)—F(a).

Ezért ha a primitiv filggvényt meg tudjuk hatdrozni, a konvergencia elddntése
lim  F(n) hatdrérték vizsgélatabol 4ll.
M — +ve
Ha a primitiv fiiggvényt nem tudjuk meghatarozni, vagy a meghatdrozis nehéz, alkalmaz-

zuk a konvergenciakritériumokat.

Peéldiak
Fo0 1
1. [ R e dx.
ARV RV
1
1 1 1 1
flx) = ——— 35— < ——=5= = 13 °
Viexe AL VA x‘%‘
1—63 = 1 az integrdl konvergens.

wn
S
N

i 5 J—
g 1, az integral divergens.
sin x
3, — dx
o oxt

o g 3
konvergens, ha @ > 0, mert [sinx | = 1 és 3 > 1.

b) Nem korlatos filggvények konvergenciakritériuma

1V. konvergenciakritérium

Tétel. Legyen lim f(x) = 4=
x> b+0
b
Az _[f(x) dx integral konvergens, ha létezik olyan M allando és m < 1 szam,
a

hogy az @ = x < b intervallumban

fx)= -

b=—xy

Bizonyitas. Tekintsitk a kovetkezo I(g) fliggvényt:

b—¢ b—e
I(e) = fx)dx = " dx =
&) = x)dx = (=) =
144 a
M M
s _n-mEl w1y -
T 1l—m {fo=) ¢ ! (1—m)(b—a)y*!

1) feliilrol korlatos. I{e) monoton nd, hae — 0, mert lim f(x) =+ o= feltételbol kovetke-

X —b+0
zik, hogy elég kicsiny & esetén f(x) feltétleniil pozitiv. igy J(¢) monoton né és feliilrdl korla-

tos, ezért
b

lim I(e) létezik és veges, tehat az If(x) dx improprius integral konvergens.

e —8 «

Hasonldan lathato be, ha m = 1

M : G s s
és f(x)= ————, az improprius integral divergens.

._ (be)an ’



506
Példa
1
1
[ —_— dx.
I@—am1-47
o
1
f(x) = < C il = 1 Pk it ek T L]._.;.‘." =
(2—-2%) 1 —x* 2-xV1+x AV1-x
Agix) = figgvény folvtonos a [0; 1] intervallumban.

- V/1ox
Van olvan M pozitiv szam, hogy
gx)<M, ha 0=x=1
M
fR) = ——— = ——-
VI-x (e

Tehat az improprius integril konvergens.

= g(x) -R/I = .

9, VEGTELEN SOROK

9.1 NUMERIKUS SOROK
Definicio. Az iy, Uy, g, «y Uy - - - végtelen sorozat tagjainak osszegét, az
gty L +u,+ ... végtelen Ssszeget végtelen sornak nevezzuk.
A végtelen sort igy is jelolhetjiik:
wtugtuyt . AUt = Z Uy, vagy
k=1
At pgtug+ . Ut = Z uy.
n=1
A végtelen sor tagjaiz wy; Upi Mgl .-«

Ha a végtelen sor tagjai szamok, az uy+us+iz+ ... végtelen sor numerikus sor.

A végtelen sor dsszege. A végtelen sor részletosszegein a kovetkezd sorozatot értjiik:

§ = Uy

59 = Hl“{' Uy

Sp =ttt Fu,

Definicié. A véglelen sor éisszege a részlettsszegek sorozatinak hatdrértéke.

S = lim s,.
9.1.1 A végtelen sor konvergenciaja

Definicié. A végtelen sor konvergens, ha részletosszegeinek sorozata konvergens. (Ez azt
jelenti, hogy a részletdsszegek sorozatdnak van véges hatarériéke.)

Ha a részletosszegek sorozata divergens (mincs hatdrériéke vagy hatarértéke végtelen), a
végtelen sor divergens.
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Példak

1. Az
a+agtag®+ ... +ag"—14 ... végtelen mériani sort a 6.1.6 pontban mar vizsgaltuk.

A végtelen mértani sor konvergens, ha

a
lgl =1, ¢ésbsszege S = e

2, Nézziik a kovetkezd végtelen sort

A sor az un. harmonikus sor.
A sor tagjai csokkennek, a végtelen sor mégis divergens.
rjuk fel a sort ugy, hogy tagjait csoportositjuk:

1+ 1 (1 —+ 1)+(}-+i'_l;_1_ i +(;' J._l_)‘
T T TR T 8)"" 1 )T

A zérojelekben levd csoportok

1
A csoportokban levd Osszegek nagyobbak 5 -nél. Tgy az n-edik részletgsszeg, ha abban p csoport

van:

$u 5= 7 J'_pj‘f'

Ha 1 - oo, 2 csoportok szdma p — ==, igy

s, ~eo, a harmonikus sor divergens.

3. o

1 1 1 1 i
- T ...+——"“—k‘(k 1) T
= —5——

Az n-edik részletdsszeg:

So = (1—%)+(f;——-§)+..,; 1

& 509

Osszevonva:
1

8y =kem s

n-1 .

S= lim s, = lim (1——L) o s

n—+oo R o—>o0 n- 1
A sor tehat konvergens, Osszege 1.

1 1 1 1 i
— g
6 12 20 ° k(k+1)

e
]

ra| —

A konvergencia szilkséges feltétele

Tétel. A végtelen sor konvergencidjanak sziikséges feltétele, hogy tagjai # — oo eselén
zérushoz tartsanak.

Bizonyitas. Az n-edik részletosszeg:
§p = Urtuat .. byl
Az (n—1)-edik:
Sy—q = Wituet .. Uy
Up = Sp—S8p—1-
Ha a sor konvergens, a részletosszegek sorozatanak van véges hatdrértéke.

lim s,=5, & lm s_1=85.

n —-00 n —oo
fey Hm #, = lim (s,—s,_1) = 0.
n —-oo n—bﬂﬂ

Példaul a végtelen mértani sor;
atag+ag’+ ... +ag" 4. ..,

amint bizonyitottuk | g| = 1 esetén konvergens, ekkor u, — 0, | g| = 1 esetén divergens,
ekkor pedig

lua] = la| | gt = q,

tehat | g| = 1 esetén u, nem tart nulldhoz.
A konvergencianak azonban az u, - 0 feltétel nem elépséges feliétele. Erre példa a harmo-

. 1 . . ’
nikus sor, ahol #, = — —~ 0,ésa harmonikus sor mégis divergens,
n f 2

Sorok konvergencidjinak sziikséges és elégséges feltétele és Cauchy tétele

Az uy+uy+ . ..+, . .. sor akkor és csak akkor konvergens, ha megadva az ¢ > 0 szamot,
talalhaté olyan N = N(g) szam, hogy

Lun+1+l{n+2+ - +”n+pl =< E,

ha n = N(g), és p pozitiv egész szam.



