6 A HATARERTEK

6.1 sZAMSOROZATOK HATARERTEKE

6.1.1 A szamsorozat
A szamsorozat fogalma
Definicié. Az olyan hozzdrendelés, amely minden természetes szimhoz egy-egy szamot

rendel, szamsorozatot hataroz meg.
Szamsorozatok példaul a kovetkezd sorozatok:

1. L 22 3% A 5% e
2. 13 38 8% 3% e s
1 1 1 1
3. -i.’_."Z’?’"J:_’ 5
1 1 1. 1 .
4, '17’7'49'9_’"'_1'6_‘, s
5, 1; 4/2: /35 2; /5 ...

A sorozatban szerepld egyes szamok a sorozat tagjai vagy elemei.

A sorozatban szerepld ... jel igy olvasandé: ,.és igy tovdbb”.

Egy végtelen szamsorozatot akkor hatdroztunk meg, ha megadtuk azokat a képzési szabalyo-
kat, amelyek a sorozat barmelyik tagjat meghatdrozzdk. A sorozatot olyan fiiggvénynek
tekintjitk, amelynek értelmezési tartomanya a természetes szimok halmaza.

A sorozat jelolése. A sorozat tagjait indexszel ellitott azonos betiikkel jeloljiik.
Sorozatot jelentenek peldaul az

By Ay @iy, 45 050 000
By By Bagrwsnglly, o ol
Xi, Xy Xay o0 o9 Xys oo jelOlosek.

Hogy a, egy szamsorozat n-edik tagja, azt {a,}-nel jeldljiik. Az {a,} kifejezésben az n index
azt mutatja, hogy a, a sorozat n-ik tagja.
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Példaul: a 2; 4; 6; 8; ... szamsorozatot igy jeloljik:
a,=2n, ahol n=1273,...

vagy roviden
{an} = 20, vagy {2n}.

Szamsorozat megadédsa. a) A szdmsorozatot sokszor egyetlen formuldval is jellemez-
hetjiik. Tgy a fejezet elején megadott szamsorozatok képlettel igy irhatok le:

1. a, =n, f1:1,2,3,....

2, a, = 2n-1, R e L
1

3. a, = — = 1;2; 35200
n

4 o e =1,2,3

. a, = (—1) et n=1,2,3....

5. ﬂ"='\/ﬁ, n=1,2 3; ow

Ugyanazt a szamsorozatot kiilonbozé képletekkel is megadhatjuk. Példaul az

1
ay= n=1;2;3; ...,
2n—1 3
by ) k=0,1,2
R B

1 1
képletek vgyanazt az 1;—3- 5 T e

b) A szamsorozatot megadhatjuk utasitassal is. Példaul az

szamsorozatot jelentik.

szamsorozatot a kovetkezé utasitassal adhatjuk meg: a paratlan index{ helyeken allo tagok
mindegyike 1, a pdros indexl helyeken a paros szamok reciprokai dllnak, méghozza valta-
kozo eldjellel.
¢) A sorozat tagjait megadhatjuk rekurzioval. Megadjuk a sorozatnak elsé (vagy elsé néhany)
tagjat, és megadunk egy eljardst, amely a mdr megadott tagok segitségével a kovetkezot
meghatarozza.

Peéldak
1. ay = 4, G4y = i

A sorozat tagjai:
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2. A sorozat elsd hirom tagja 1; 4; 7. Minden kovetkezd az elozo keét tag Gsszege. 6.1.3 Sorozatok korlatossaga
A sorozat: =
1: @ 9 ALy 187 290 s . . . z ; .
Definicié. Egy szdmsorozat alulrol korlates, ha van olyan K; szam, amelynél a szdmsorozat
Képletben: 4y =1; a,=4; ay=7 € a,=a,,+a,;, ha n=3. minden tagja nagyobb vagy egyenld, azaz

_¥ 3. A szamtani sorozat: K, = a,, minden n-re.

| A sorozat elsb tagja a, minden tobbi tag az ¢l6z6bo] egy adott d szém hozzdaddsdval keletkezik:
‘ Egy szamsorozat feliilrél koriatos, ha van olyan K, szdm, amelynél a szamsorozat minden

: ’ al = aj a, = an—1+d: (n = 2)' N . ”
tagja kisebb vagy egyenld, azaz

A sorozat:
a, a+~d, a+2d, ..., a+(n-Dd; ... a, = K.

4. A mértani sorozat elsb tagja @, minden tobbi tag az elézobdl egy adott g szammal vald szorzdssal Az olyan szamsorozat, amely alulrol és feliiirdl is korlatos, korlatos szdamsorozat.

keletkezik

i iy =y a, = 4,4, n=2).
f | A sorozat: Példak
‘: a, ag, agt, .. agt=l e B
{ , ! ! 1. (@)= 15 35 57 T3 seen
g f A szamsorozat alulrél korldtos.
g |
{| 6.1.2 Monoton sorozatok 2. a, = ";] ., azaz
i

! - ‘ 3 4 1
Definicié. A szamsorozat monoton né, ha barmelyik tagja nem kisebb az el6zdnél: ) =2; 5 g e le—g

i | Ayl = Gy A sorozat alulrol és feliilrdl korldtos. A legnagyobb alsé, illetve legkisebb felsd korlatok:
B |
1 A szamsorozat monotoi fogy, ha barmelyik tagja nem nagyobb az el6zénél: K,=1, K;=2 P
! 2 = " !
i + + 00~ -
f a1 = dap. 7 ! 2 3
i A szamsorozat szigortian monoton ndvekvd, ha minden tagja nagyobb az eléz6nél: 6.1 abra
i 6.1.4 Sorozatok hatarértéke
i Gpy1 = Ga-
| Tl ; : Lo e o
[ 1 A szamsorozal szigorian monoton fogyd, ha minden tagja kisebb az el6zoneél: Vizsgaljuk a kovetkezd sorozatot:
o
| ' Up+1 = Qne- 2n+1 1 ° °
f 1. = = 24 —. 2+
, ! " n s
{
g A sorozat
ﬁﬁ Példak : 7 8§ 1
E e e
i 1. TE Rk T - 2737475
A sorozat vizsgalatat megkonnyiti, ha néhany @ n

| A szdmsorozat szigortian monoton no.
tagjat abrazoljuk. A sorozat tagjait vagy a 6.2abra

3 5 ] : , _ .
H 2. 24 T %; VIR ”n Y s szdmegyenesen abrazoljuk, vagy mint olyan

I fiiggvényt, amely csak a pozitiv egész szamokra van értelmezve (6.1 és 6.2 dbra).
| A szamsorozat szigoruan monoton fogy. Mivel
Al 2n+1
3 oot 11 an=2T0 = 24,
i ] ? 2 3 3 L) 4 > 5 ’ n i1

i A szémsorozat nem monoton. a sorozat tagjai n novekedésével csokkennek, egyre jobban megkozelitik a 2 szamot. Ez azt




unk barmilyen kis szamot, és n elég nagy, a sorozat n-nél nagyobb
1mtol vald eltérése abszolit értékben kisebb lesz, mint ez az elére

1L

1
7 elére megadott kiilonbség T

"

n 108

1 1
N i2-(2 ) N
Ofl 4o

reltétel teljesill, ha 7 = 10°.
Azt mondjuk, hogy az -

= {0

sorozat hatarériéke 2.
Ezt igy jeloljiik:

_ 2n+1
Olvasva: limesz — P

. ha n tart a végtelenhez cgyenld 2. (Limes = hatarérték.)

Definicié. Az a;. 4y, dyg, ... Gy .
szamsorozat hatdrértéke A, ha mezadva barmilyen kis pozitiv & szamot, ahhoz taldlhato

olyan N szam ugy, logy
lAd—a,| <& ha n>MNeg).

Az n = N(g) feltétel azt jelenti, hogy ha clég messze megyiink a sorozatban, azaz elhagyjuk
az elsé N tagot, a sorozat minden tagja a hatdrértéket e-nal kisebb hibaval kozeliti meg.
Hogy milyen sok tagot kell elhagyni, az &-t6l fiigg. N(e) N-nek, a , kiiszébszdm”-nak &-t6!
valo fiiggését jeloli,

Mas jelGlésben:

lim a, = A ) gy
H = 0o )4-.{ A s A;é
azt jelenti, hogy barmely & > 0 esetén 6.3 dbra

‘d—a,| <& ha n>=N().

A hatarérték utébbi definicidja azt jelenti, hogy a sorozat tagjai véges szamu kivétellel az
A szam ¢ sugari kérnyezetébe, azaz az (A—e; A+¢) intervallumba esnek (6.3 4bra). A véges
hatarértékkel rendelkezd sorozatot konvergensnek nevezziik.

Tétel. Konvergens sorozatnak csak egy hatdrértéke lehet.

Bizonyitas. A tétel bizonyitdsat indirekt mddszerrel végezziik.
Tegyiik fel, hogy az

(7 N/ PO S S

konvergens sorozatnak két hatdrértéke van: 4 és 4, (4; = Ap).
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A lim a, = A4, hatarérték azt jelenti, hogy barmely kis & = 0-hoz talalhatd olyan
- oo °

N, (g), hogy
|Ay—a,l <€ ha n=>N (ahol Ny = Ny(e)).

Ez azt jelenti, hogy N;-t6l kezdve a sorozat minden tagjara igaz:
A& = a, < Ajte.
Hasonloan:

lim a, = A,

n— co

azt jelenti, hogy az & = 0 szdmot megadva talalhato olyan Ny(e), hogy

| Ay—an] <&, ha n>=N, (ahol Ny = Nuyfe)),
vagylis
Ay—& < a, =< Ay+e, ha > Ns.

Vilasszuk meg az & = 0 szamot Ugy, hogy

Ay— A
£ = J—llegyen.
2
&-t fgy valasztva biztositjuk, hogy az (4, —¢&; 4 +£) és az (A, —&; Ay+e)intervallumoknak
nincs kozds pontjuk,
Legyen N az N, és N, szamok kozill a nagyobb. Ekkor a hatdrérték definicidja szerint az

N indextél kezdve a sorozat valamennyi tagja egyrészt az (4; —e; Ay+e) intervallumban,
masrészt az (Ag— & Ay+€) intervallumban lenne. Minthogy az intervallumoknak nincs kdzos
pontjuk, ez lehetetlen. Tehat konvergens sorozatnak csak egy hatarértéke lehet.

Példaul az

sorozatban a paratlan helyen 4ll6 tagok hatdrértéke 1, a paros helyen alléke 0, a sorozatnak
nines hatdrértéke.

Példak
1. Nézziik tijra az
a, = 2+% sorozatot!

A hatarérték 2, mert megadva barmiiyen kis ¢ = 0 szdmot, ehhez mindig taldlunk olyan N = N(e)
kiiszobszamot, hogy
|2-a,,|<£ ha #un=N.

2-!—1 = ¢, azaz
2-(2+3)

ik

ha n>i.
£
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Az N = N(¢) kiiszbszdm az % utdn kovetkezd természetes szam. A tagok egyenldk, a sorozat hatdrértéke is 7.
: 1 3 2 4 3 5 4
2n+1 { e g e P B e B
f Z anﬂgn_z. 6. 2’2!2’3’3}414}51
‘ | A sorozat néhany tagja: Minden mésodik tag az eldz0 reciprok értéke.
i 5 7 § Kénnyen belathatd, hogy a paratlan indexii tagok ¢s a paros index(i tagok sorozaldnak hatarérl
i =3 e g i o ir epyarant 1, a sorozat hatarértéke 1.
| =3, =i &= 1, o= 0" 2y
{ 1
1 Bebizonyitjuk, hogy a sorozat hatérérléke% . - f ==
i ;i—a | _ 5_2__ 2n+1 i _ | 6n—A4—6n-73 | | _7 ‘ A sorozat:
: T A T e Bl T P Sl Bl vy 3 e de L. F, A,
! . . " . ' ‘ I Lo sy T
| n-et agy ’akal:_ll}]{: meghatérozni, hogy a hatdrértéktdl vald eltérés abszolit értéke tetszbleges kis
& > 0 szamndl kisebb legyen: A sorozat alterndld, a tagok eldjele valtozik. A sorozatnak mégis van hatarérteke, a tagok 0-
7 tartanak.
—_— < E, |
9n—6 LA—a"1=‘i0—(—1)"%{=’l—l<s,
| (A tort értéke pozitiv, az abszolut érték jele elhagyhat6.) '
| " I 1
i Mivel ; ha n = ~ » 473z N(e) az = utdn kbvetkezd természetes szdm.
1 T (han > 6),
< : FINE T 2 1
elég n-et Gey meghatirozni, hogy a Végtelen mint hatarérték. Vegylk az a, = n” sorozatot:
A sorozat
7
il 1:4; 9 .05 % ...
egyenlotlenség teljesilion. E sorozat tagjai minden hataron tal nonek. Ez azt jelenti, hogy ha barmilyen nagy szd
Mindkét oldal pozitiv, ezért . ge , S B .
adunk meg, mindig taldlunk olyan kiiszdbindexet, amelytél kezdve a sorozat minden t
8 1 nagyobb, mint ez a megadott szdm.
7 e’ Ha péld4ul megadjuk az M = 108 szdmot, milyen #-re teljesiil az
4
=g a, = M feliétel?
. L T L . a, = n? = 100,
Tehat a kiiszdbindex, N(e) a == utdn kovetkezd egész szdm. Jol lathatd, hogy a kiszbbindex, N(£)
hogyan fiigg a tetszblegesen megadott pozitiv ¢ szamtol. Ez teljesiil, ha n = 108,
Hasonloéan egyszeriien megtaldlhatok a kovetkezdé sorozatok hatdrértékei: :
Definicié. Az ay, dy, - .., 4y, .- SOTOzat hatdrértéke plusz végtelen, jelben
3. 1; 0,1; 0,01; ...; 10—7; ...
a, = 10-; lim a, = 0. lim a,= +-%=,
n — oo n — oo
! 4. 1; 1, 1: i, 4, 1,0 1., 1,1, ha megadva barmilyen nagy M szamot
i * 27 4572778737 10" 7

A sorozatot Ugy hoztuk létre, hogy az a,= M, ha n> N(M).

i1 1 1 Definicié. Az @;, dy, 03, ... 3 Q3 ... Sorozal hatarértéke minusz végtelen, jelben

1;7;?;71%-»-,;,.-- .
) . _ lim a, = — o=,
sorozat minden harmadik tagjdt 3-mal megszoroztuk. ">
lim a, = 0. ) ha megadva barmilyen nagy M pozitiv szdmot

" - oo

5. Az Tz 5 o v a,<—M, ha n=NM).
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Példak ‘
a,

L ~-1; =3; ~5; ...; —=2n=1); ...,

lim a, = — oo,

i — oo
2, a, = (= 1)+1pe,
A sorozat

1; —4; 9; —=16; ....

[

A sorozatnak nincs hatarértéke, g n
3. 1;2;1:4:1:6,1;8; ... 6.4 dbra

A paratlan helyeken all6 szdmok értéke 1, a paros helyen a paros szdmok allnak (6.4. abra), A soro-
zatnak nincs hatdrértéke.

Osszefoglalva

1. Végtelen szamsorozatnak lehet hatarértéke, és az lehet véges vagy végtelen.

2, Van olyan végtelen szamsorozat, amelynek nincs hatdrértéke.

Az olyan sorozar, amelynek van véges hatdrértéke, konvergens sorozat,

Az olyan sorozat, amelynek hatdrévtéke végtelen, vagy amelynek nines hatdrértéke, divergeis
sorozat,

Nullsorozatok. Az a;, a,, ..., a,; ... szamsorozat nullsorozat, ha hatirértéke 0, azaz
lim a, = 0.
n == oo

A hatarérték definicidja szerint ez azt jelenti, hogy
lu;—0| <€, ha n=>N (ahol N = N(¢)).

A sorozat tehat nullsorozat, ha

la,| = &, i = N(e) esetén.
6.1.5 Miiveletek sorozatokkal
Legyen az
ay, Gy, @3, ...; 4y ...  sorozat hatarértéke A, illetve
a by, by, by, ...; b, ... sorozat hatarértéke B, azaz
lim a, = 4,
= oo
lim b, = B,
n — oo

és jelentsen C tetszdleges allandot.
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Ervényesek a kovetkezd tételek:

1. © 7 lim (ap,+b,) = A4 B.
n — oo

IT. lim (C-a,) = C-A.
n— oo

I1. lim (a,—b,) = A—B.
M —= co

Iv. lim (a,-b,) = A:B.
n — oo

; y A

V. lim ~——- =, ha B=0,

n —lbm:’cl bn B - .

A tételek koziil csak az 1. és IV. tételt igazoljuk.

Tétel. Ha

Iim a,= A4 ¢és lim b, = B,

n — oo B oo

akkor
lim (a,+b,) = A+B.

n — oo

Bizonyitas. A feltétel szerint

£
|A—a,| < 5 ha n= Ny(g),
£
|B—b,| = o ha 1= Ny(e).
Az Osszeg abszolit értékére vonatkozo egyenlitlenség értelmében:

e €
[(A+B)—(a,+by)| = | A—a,|+|B—b,| < 7—{— 5 S ha n=N

[ahol N az Ny(e) és N,(g) kiiszobszamok kozill a nagyobb].

Tehat .
lim (a,+b,) = A4 B.
Tétel, T
Ha lim a,=A4 és lim b, = B,
"> oo "o oo
akkor lim (a,+b,) = A-B.
n > oo

Bizonyitas. E tétel bizonyitdsahoz elébb megmutatjuk, hogy bdrmely konvergens sorozat
korldtos.
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Legyen az ay, dy, dgs «--s ps - -» sorozat konvergens és hatarértéke A. A konvergencia
definici6ja szerint ez azl jelenti, hogy barmely kis & pozitiv szamhoz talalhaté olyan N(g)
kiiszobindex, hogy

|A—a,| <e, ha n=>N(e.
Az e = 1 valasztassal tehdt bizonyos N indextél kezdve

| A—ap| = 1.

Az |A—ayl; tA—asl: . 1A ay| szamok koziil legyen a legnagyobb G.
gy |A—a,| = G=< G+, ha =T Zieesg N
és | A—a,| = 1= G+1, ha n=N.

Tehat minden | A—a, |-re igaz:
| A—a,| < G+ 1.
Legyen K=|A|+G+1
Mivel | A—a,| = |an—A] = |ani— 1 4]
igy la,| < |A|+-G+1 =K,
azaz |a,| < K; a sorozat korlatos.
Térjiink vissza a

lim (a,-b,) = A-B
n —s o0
hatarérték igazolasahoz!
Bebizonyitottuk, hogy a konvergens sorozat korlatos, ezért van olyan K, hogy |b,| < K.
frjuk fel az | AB—a,-b,| értéket italakitott formaban:

| AB—a,+b,| = |AB—b,,A+b,,A—anob,,| =
= | AB—b,A|+|bpA—ashu| =
= | A| | B=b,|+|bal | A—ayl.

Az {a,} és {b,} sorozatok konvergencidja miatt:

| A—e,| < =% - ha n=N’,

|B—b,! < ha #a=N".
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Legyen N az N’ és N’ kiiszobszamok koziil a nagyobbik.

£ &
-t K——=¢ ha =n = N.

2 = | Al =——
| AB—asby| = | Al 5+ K3

Tehat lim aub, = AB.

"n - oo

[
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Az Osszegre és a szorzatra vonatkozo 1., illetve IV. tétel véges szamu Osszeadandora, illetve
tényezore is érvényes.

Ebbél kifolydlag,
VL ha lim a, = 4,
H — oo
akkor lim (g™ = A™.
n — o

VIL. Ha az {a,}, {ba} & {4} sorozatokrdl tudjuk, hogy

lim a,= lim b, = 4,

" oo n - oo
és ay < Cp < by =123 ...
akkor im ¢, = A

n — oo

A tétel érvényessége a hatdrérték fogalmébol adddik.

Végtelenbe divergalé sorozatokra vonatkozé tételek. Bizonyitas nélkiil kozdljik a
kovetkezo tételeket:

a) Ha lim b, = +e €5 lim a,= A4,
o= oo no— oo
akkor lim (a,+by) = + o=,
H = 00
lim (a,—by) = —=,
n = oo

lim (a,+by) =

n -—» o0

4+, ha A=0,
—c, ha A=<,
af’!

lim - =0.

n — oo b"

b) Ha lim a,= +o ¢ lim b, = +oo,
n— oo ' n —» oo
akkor lim (an"}“bn) = + oo,

n —» oo

lim (ay-by) = +oo.

i
¢) Ha lim a, = +e=, lim b, = —oo,
n = oo n— oo
akkor lim (a,—by) = + ==,
n — oo
és lim apb, = —e=.

" =+ oo

o Major Fhuuos
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d) Ha im a,=A é lim b, =0, b,>0 (n=12,..), @
n —» oo n— co
a + oo ha A=0
akkor ,.,_]..mm b, {_,oo, ha A=0,
e) Ha lim a,= 4+ ¢&s lim b, = + o=,
i — oo H — oo

akkor a hatarérték-tételek alapjan e hatarértékek ismeretében

; a
az {a,—by}, illetve { "-}
by
sorozatok hatarértékérdl nem (udunk semmit sem mondani. Lehet, hogy a sorozatoknak
van hatarértékiik, lehet, hogy nincs.

f) Ha lim a,=0 ¢&s lim b, =0,

H — oo n— oo

a
akkor az {—bi} sorozat hatarértékérdl a hatarérték-tételek alapjan semmit sem tudunk meg-
i ; :
allapitani.
Példak
2_3p+5
1, lim an y

n — co 51‘1244

A szamlalobol és nevezébdl kiemeljitk # legmagasabb hatvényat, majd egyszeﬁisitiink.

3 5 3 5
2(r_ 2 4 7 5 e s
. 2n*—3n+5 . 3 " (2 n + n”) . T T 2
lim —X—~ = lm —m———— = lim ———— = ¢
He 00 S5n*—4 n - oo 9 4 n — oo 4 5
. (5-7) e
n n
(mivel i, iz és 4, nuﬂsorozatok).
n’'n n
w3, 0
. ni—3n . n ; n
2. lim i e (e lim ¥ lim n* T
" — oo ﬂ—"ocn(_2+7 n— oo (_‘2+_)
_ n n
3. lim (Vn+a—+/n).
"no— 00

A kiillénbség mindkét tagja + oo-hez tart.

A kifejezést atalakitjuk:

(Wnra-vn)(Vnat+vn) _
Vinta+an

lim (Wr+ra—4/n) = lim
" — oo 2 — oo

= _ n+a—n . l" a il
M etV s e Vta+a/n

4
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6.1.6 Konvergenciakritériumok

Sorozatok hatarériékeire érvényesek a kovetkezo konvergenciakritériumok (tételek):

1. Monoton korldtos sorozat konvergens.

Feliilrdl korlatos valos szimhalmaznak van egy ¢s csakis egy legkisebb felsd korlatja (mas-
képpen pontds felsé korlatja vagy felsd hatdra) (lasd a 5.1-ben).

Legyen a monoton novekvo sorozat legkisebb felsd korlatja L. Legyen tovabba ¢ tetszdleges

pozitiv szam.
Mivel L legkisebb fels6 korlat, L —e mar nem az, tehat a sorozatnak van olyan tagja, amely

L —e&-nal nagyobb. Legyen ez a tag ay.
L—e <= ay.
A sorozat monoton nd, ezért
L—g<a,, ha | n=N.
Mivel L fels¢ korlat
a, =L, azaz a,<L+e
L—g<a,<L-+te,
azaz |L—a,} <€, ha n=> N,

tehat a sorozatnak van hatarértéke, és ez a hatdrérék az L szdm.

I1. A Bolzano— Weierstrass-féle kivalasztasi tétel

Tétel. Minden korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitas. El6szor megmutatjuk, hogy minden szdmsorozatnak van monoton részsorozata.
Nevezziik a sorozat a, tagjt csucsnak, ha m = n esetén a, = a,,.
Két esetet kiilonboztetiink meg:

1. A sorozatban végtelen sok csucs van. Ekkor a csucsok sorozata monoton fogyo részsoro-

zat.
2. A sorozatban csak véges sok csucs van. Ekkor van olyan N index, hogy n = N esetén

a, nem csiics.
Legyen n; = N+1.

Mivel a, nem csiics, van olyan ny > 1y index, hogy
a,, <= @y,
Mivel m, > N, a,, sem csics, van olyan ny index, hogy

Ay < Ay, < ...

2

16*
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Teljes indukciéval kivalaszthato egy

ay

e

monoton nové részsorozat.,

Ha az eredeti sorozat korldtos, akkor természetesen a kivalasztott monoton részsorozat is
korlitos, ez azonban az I. tétel értelmében konvergens.

11T, A Cauchy-féle konvergenciakritérium
(CaucHy francia matematikus, 1789 — 1857.)

Tétel. Az {a,} sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha minden & = 0 szdmhoz talalhato
olyan N(e) kiiszobindex, hogy

|an—am| <€, ha n=NE) é m=>NE).

Bizonyitas. A tételnek elészor azt a részét bizonyitjuk, hogy a konvergens sorozat eleget tesz
az el6bb emlitett kovetelménynek.

2 . € £
Konvergens sorozat esetén barmelyik kis T 0 szamhoz talilhaté olyan N = N (3)
kiiszob, hogy

A —; ha n>N.
Ugyanigy:

|A—a,| < g ha m = N(eg).
Ty

£ €
Ian_am| = I(A“am)_(A-_an)I = |A—a,,,f+fA—a,,[ = 3 +’E' = E.
Most bebizonyitjuk, hogy ha minden e-hoz talalhato olyan N(¢) kiiszobindex, hogy n = N(g),
m = N(g) esetén
| @y, — arrl = &

akkor a sorozat konvergens.

A bizonyitas elsé lépéseként megmutatjuk, hogy egy ilyen tulajdonsdgi sorozat korlatos.
Tekintsiik az & = 1-hez tartozd N(1) kiiszobindexet, és legyen ny = N(D+1.
Ekkor n = n, esetén

jay—a,,| < 1.

Vagyis a sorozat n,-nal nagyobb indexii tagjai az a,, koriili egységnyi sugdrral rajzolt inter-
vallumba esnek, Bzért a sorozatnak az n,-nal nagyobb index{i tagjai korldtos sorozatot

alkotnak. Ezt véges sok taggal, azaz az a,, ay, . . ., a, _, tagokkal kicgészitve nyilvanvaléan
ujra korldtos sorozatot kapunk.
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Ha azonban az {a,} sorozat korltos, akkor a Bolzano--Weierstrass-tétel szerint kivdlaszt:
hato beléle epy

Doy Byyy ooy sy o

konvergens részsorozat, Legyen ennek hatarértéke A.
Bebizonyitjuk, hogy az eredeti sorozat is A-hoz tart.

£ £
Legyen & = 0 tetszéleges pozitiv szdm; > -hoz vélaszthatjuk az N (5) kiiszobindexet gy,
hogy |
- ha mar n=N £ és M=N :
—a —, m = — = ki
an—anl < 3 2 (2

£ £
Az a,, részsorozat konvergencidja miatt T -hoz talalhato olyan M (E) kiisz6b, hogy
8 ’
n < M (»2—~) esetén

£
IA—'ankf == —2“.
&

e r
Legyen ny az N (?) és M (2

) kiiszobok koziil a nagyobb, és n > n,.
Vilasszunk a részsorozatban szerepl6 ny, indexek koziil olyant, amelyre n, = n, teljesiil!

Ekkor :

. &€ €
| A—ay| = IA_ank'i'ank—anl = IA_anki+iank_anl = ?-FE:E.

Az igy kivélasztott n, tehat megfelel mint e-hez tartozé kiiszébindex.

1V, tétel.

Monoton novekvd, nem korldtos sorozat hatérértéke + co. Monoton fogy6, nem korlatos
sorozat hatdrértéke —oo. A tétel bizonyitdsa egyszerii, nem tériink ki ra. -

Példak

ap-1

1. a, = 6, a, = 3

+2 (m=>1) R

A sorozat néhany tagja

10 28 o e

.6;4; T, ‘9—';.... .

A sorozat tagjai fogynak (teljes indukciéval kénnyen igazolhato), azonkivil pbiitivak, tehdt alﬁlf()k
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s e : i Sszletd ek sorozatat:
korlétosak ; a sorozatnak van hatdrértéke. Jeloljiik ezt g-val, chezn}k a‘rcszletosszeg
! §1= a3
T B S, = a;+ay
| | = a;+a,+ay

53

S, = ar+ay+ayt ... Tay,

1 1

= < T i L

- | a:3+2, innen a=3
| 3
il 3
11 2. a, =q" Definicié, A végtelen sor Gsszege a részletdsszegek sorozatanak hatdrértéke, ha ez a hatdrériék
i ‘ létezik és véges szdm. '
1 } Ha g = 1, azaz g = 1+h (h pozitiv szdm). Tehat, ha
oy o ) ; lim §, =S5,
gt = (1+h)" ’ P8
£l -
!; A Bernoulli-egyenl6tlenség értelmében (lasd 1.4, 4. példdt) akkor a végtelen sor osszege S.
i} Végtelen sor osszegérdl tehat csak akkor beszélhetiink, ha a részletdsszegek sorozata konvergens.
1 o (1B > 14+nh - + o0, Ekkor a végtelen sort is konvergensnek mondjuk. Ha a részletdsszegek sorozata divergens, a végtelen
| 4 : 1 g
i - ' i sort is divergensnek mondjuk.
;i q* -~ + oo, A végtelen sorok részletes targyaldsira a 9. fejezetben tériink ra.
i . ; SE Most csak egy specidlis példat vizsgdlunk, a végtelen mértani sort.
;! g: g : ;’ £ ?rozat minden tagja 1, a hatdrértek 1. | Tudjuk, hogy a végtelen mértani sorozat:
ll’ - .‘f A = d,
2 n—1
]. { g = Tl”’h’ alakban irhaté. @ O, Q4% «vos QG775 e
i
| A végtelen mértani sor tehat
|
|

A részletosszegek:

‘ 3. A végtelen mértani sor
A végtelen mértani sor Osszege:

? Ha -1=¢g=0, Py b : ; : ‘
i | £ 7 . ' ' } S =
i i . T | 1
i i ‘ lgI"~0, g"—+0 (viltozd eldjellel). A~
|, i Ha g =—1,asorozat =1;1; —1;1; ....
il A tagok eldjele valtakozik, a sorozat divergens.
i Hag <-1, 2
1 | { S,=atag+...+ag !
! i l la,| - +eoo, asorozat divergens. : .
[ it Tehitar . . . - |
N ‘f ! a, = g". . sorozat akkor és | Tegyiik fel, hogy ¢ » 1
i | 3 .
E f‘ [ csak akkor konvergens, ha —1 =g = 1. ‘ A mértani sorozat elsé n tagjanak Gsszegképlete:
i It Ha g=1, lim a,=1. S, =a 1-gq '
{ l‘ n — oo ‘ 1 —-q
il : s e
} ;l Ha lgl =<1, lim a, = 0. [ Ez igy is irhato:
I‘[ fl ti — oo | a a
| PR ety | o
|
¢
5

| Definicié. Legyen a,,a,,4ds,. . ., 4d,,.. . egy adott szdmsorozat. Aza;+a,+ay+ ... +d,+ ... alak- ‘
| zatot végtelen sornak nevezziik, ‘ ; ; a a
Végtelen sok szdm dsszegét az osszeadds definicidja alapjan nem lehet meghatarozni. Ilyen dsszeget \ §= ; lim 8, = i lim (]j'(‘]' & il q) .
—e 0a —_— 00

a.hatarérték fogalmaval lehet- értelmezni.

W

3\
£

==
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Ha |g! < 1, g* —+ 0, a sor konvergens, azaz a végtelen mértani sor dsszege:

a

S= i—iq.

Ha |g| = 1, |gi" — +eo, a sor divergens.
Hag=1,S,=a+a+...+a+ ...

a=0esetén lim S, = +oo,a<0 esetén lim §, = —eo.

N > oo fn —» oo

Az a+a+a+ ... +a+ ... sor divergens (a# 0).
Ha g = -1, asor

a— a——a a+....‘ (a;ﬁ())

A reszletosszegek vagy a, vagy 0 értékiiek, a sor divergens. Tehat a végtelen mértani sor csak akkor
konvergens, ha |g| < 1, és ekkor a sor Osszege:

Nézziik i)éidéﬁ] a 047 végtelen éza}caszos tizedestortet!

47 47

0,47 = 0,4747 P ‘]—0—2+‘W-" st

A szam végtelen mértani sor Osszege.

47 1
“=Fo0 77 q00°
47
100 47
I T
1= 160

(Ellen6rzésképpen oldjuk meg a példét az 1.1 fejezetben adott modszerrel.)

4, lim x tetszbleges valos szam.

x'b
e
nl=1 2.3 ....n

" ’
%— kifejezésiinkben x akdrmilyen szamot jelenthet. Legyen x = 2. Vizsgaljuk

2?2
ay = — -t!
a, = 2,

92
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28
ﬂ.n = = ! ;3

Auit = Ay~ PR

2
a,41<a,, mert ——<1; ha n='1
n+1

Teh4t a sorozat monoton fogyd. A sorozat alulrdl korlatos, mert tagjai pozitivak.
Ezért a
2"
lim ey
n — oo n:

hatarérték létezik és véges.

Legyen x = 10.
107
a, =
" n!
a; = 10
10
By =0
10 1000 2
wr=ap =g~ Wy
100 10000 2
=gy =g =My

A sorozat nd egeszen a tizedik tagig, azutdn csokken, mert innen a megel6zd tortct rendre a
10, 10 10 10

ST 12 B = 1 ertekekkel szorozzuk,

. A sorozat a tizedik tagtol kezdve csikken, alulrol korldtos, mert tagJal pozitivak ; ennek a sorozatnak

is van véges hatdrértéke.
0

n!
cstkken, azaz n! rohamosabban nd, mint akdrmilyen szdm abszolit értékének n-edik hatvanya,

Most bebizonyitjuk, hogy az a, = sort;zat tagjainak abszolit értéke bizonyos n értékeken tul

X
4= -
x
=7
X xox
R TR
XY X X X
I TR B R B
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Legyen m olyan nagy, hogy m+1 > | x|, akkor

X ;
”le =g=1, tehdt |@us1l < laul
e i s fxi fxl i o e
Még inkdbb igaz, hogy az = -7 , » -~ €5 igy tovabb tortek értékei g-nal kisebb szamok. Mivelaza
m+2’ m+3 =

sorozat tagjait az m-edik tag utdn dgy kapjuk az eloz6kbobl, hogy azokat abszolut értékben g-ndl
kisebb szammal szorozzuk, ezért

lamspl < laal; g7 —+ 0, ha B iy
Ezért

a, = ;l"_ - 0.
Tehat

"
lim X = 0.

n —» oa ni

6.1.7 Az ,,e’”’ szam

A kovetkezokben meghatarozzuk a matematikai analizis egy igen fontos sorozatanak, az

Il’l
= I =
) 3
) 7

sorozatnak hatarértékét. fp by

Vizsgaljuk a kovetkezd két sorozatot

13"
a, — (1+g) )

/ -1 n+l
by, (1 +_) i :
n , . i ,
a ' ) n
A {b,} sorozat minden tagjat ugy kapjuk az .
" g 6.5 dbra
{a,} sorozat megfelelé tagjabol, hogy azt az

i

1 1
(1 + };) tényezdvel szorozzuk. Mivel 1+ o > 1, b, minden tagja nagyobb, mint a, megfe-
lelé tagja.

A két sorozat néhany tagja:

1 2 3
a; = (1+1)1=2 ay = (1+-2—) = 2,25 ag = (1+;) = 237

1\3 1,4
by = (1+1)2=4 by = (1+3) =3375. by = (1+?) = 3,16

(6.5 dbra).
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1y e R
Bebizonyitjuk, hogy 4, = (1 5 E) monoton novekvo, b, = (1 + 'n_) monoton fogyo
sorozat.

a) Igazoljuk, hogy az
1\ :
Gy = (1 +—;) sorozat monoton né.
Neézziik az

2

] n
(1 — —) kifejezést!
n

| 1
Ha n <1, akkor (MF) = —1, alkalmazhatjuk a Bernoulli-féle egyenlotlenséget (lasd

6.1.4-et).
1\" 1
(1—;2—) >If?n, azaz
1\ 1
1—— 11—,
( 112) - n
n—1\" n—1
(%) -
n n
n—1\" fn+1\" n—1
ok
Rendezve:
n+1\" n—1y1-n
el (oo
) =15
vagy

n+1\" n \"n1
= %
) =)

A jobb oldalt atalakitva:

nt1\" n—1+13\""1

—_—— =|— .
()= (5=

LA*" 1 y#-l

(1+..f) >(1+. ) :
n n—1

a, = ay_1.

Vagyis

Tehat

1y" 5 5
ap = (1 + 71_) monoton novekvo.
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1\ n+1 Ezérta
b) Bebizonyitjuk, hogy b, = (1 +;) monoton csokkend.

, ' 1\ . ’ w1
1 lim g, = lim (1+—) é  lim by= lim (1+;)

F ‘ - o fiiion n " oo n o

Nézzikk az (1 +n—2‘_—]-) kifejezést! :

hatarértékek léteznek és végesek.

: 1 2 o .
Ha nz2, e B 0, alkalmazhatjuk a Bernoulli-féle egyenlotl‘enseget. ¢) Végiil kimutatjuk, hogy a két hatarériék kozos.

Képezziik a kovetkezo kiilonbséget: (b, —ay).

i 4 n
b | (1‘5' ) B 1y n+l 1y 1yvn 1
Tt T e b= (145) = (145) = (145) (14 5-1) =
: # ‘

n

Még inkabb igaz, hogy

n = oo

¢ 1 n
1 4» n 1 IR 1 X (I +—)'
[ odifl £ . e o ¥ - 1 1 n
(i) = ks e (1) e VT )
. { n n
Mindkét oldalt kézos nevezdre hozva: : " !
: A hatérérték-tételek alapjan:
( n? o\ n+1 . 14"
; ; lim (b,—a,) = lim = 0.
( n )" ( n il n—l—l n— oo n ~» oo n
n—1 n+1 ) Toon Ugyancsak a hatdrérték-tételek értelmében, mivel az {a,} és a {b,} sorozatok hatarértéke
Rendezve: ) ‘ l1étezik és véges:
( n )n (n+] )n+1 lim b,— lim a,= lim (b,—a,).
- _——— - . % = G n — oo n — oo Hn — oc
n—1 n )
A Bal oldalt atslakitvas Ez Ll't(')bbl hatarérték, mint lattuk, nplla.
: Tehat
( _”:fi)" _ ( nt _1_)"“_ | Bier a = i b
n—1 M . n —= co n > oo
Vagyis A kozds hatarértéket e-vel jeloljik.
1 n 1ynt+l {
(I + ——) = ( 14 —)
n—1 n |
1 n 1 h+1
_ lim (1+_) = lim (1+—) =e |
by > by. n— oo n a i

1 n+1
it b,y = |14+ 3 . . . " . . .
Jehaiti ( + n ) monoton fogyo sorozat. ¢ irraciondlis szdm, Néhdny tizedes pontossdgig:

Tehit az {a,} sorozat monoton néd, a {b,} sorozat monoton fogy.
A sorozatok korldtosak is. ' &=T 1182085

Az a, sorozat feliilrél korlatos, mert Az e szimbolum EULER (1707 — 1783) nevéhez fliz6dik. (Leonhard Euler svijei matemnatikus,

— egy ideig a pétervari akadémia tandra. A matematika majdnem minden teriiletén kimagaslo
a4y < b, < by =4,

eredményeket ért el.)
a {b,} sorozat alulrol korldtos, mert

by=a,=a = 2.
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6.2 FUGGVENYEK HATARERTEKE

a) Fiiggvények hatarértéke az x = x; helyen.

Definicio. Az y = f(x) filggvény hatarértéke az x = x helyen A; jelben

lim f(x) = A4,

x = xp
ha megadva barmilyen kis pozitiv ¢ szdmot, talalunk olyan é-t, hogy
0= |x—xg| =3 esetén
f(x)—A| < e, ahol 8 = 3(e).
Vagyis az (x,—8: xp-+3) intervallum minden pontjaban — kivéve xy-ban — fennall, hogy
f(x)—A| < e |

Az x = x, pontot azért zarjuk ki, hogy 2 hatdrérték definiciéja érvényes legyen akkor is,
ha a filggvény az x = x, helyen nincs értelmezve.
Geometriailag a hatarérték azt jelenti, hogy az x; szam kornyezetében a fiiggvényértékek az

y=A—e € y= A+te

egyenesek 4ltal hatarolt savba esnek (6.6 dbra). |
S értéke, azaz az (x,— 8; xo+98) intervallum &-tdl fiige.

fs "

y=Fx)

- |

e ] P—

g Xo~ o xoté x| w\ X wab x
6.6 bra 6.7 dbra

Azt, hogy az f(x) fiiggvénynek az x, helyen A a hatarértéke, gyakran igy jeloljiik:
fx) - A, ha x — xg.
Definicié. Az y = f(x) fiiggvény hatdréri¢ke az x = Xg helyen + oo, azaz

lim f() = +oo,

X = X

ha megadva barmilyen nagy M szdmot, van olyan 3 = 0, hogy
fx)> M, ha 0= |x—xp|=<3, ahol 8 = 8(M) (6.7 dbra).
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Definicié. Az y = f(%) fiiggvény hatdrértéke az x = Xo helyen — oo, azaz

lm f(x) = — .

x — Xg )
ha megadva bérmiiyen nagy M szamot, van olyan 8 = 0, hogy
fx)y<—M, ha 0 < ﬁx—kd < 3, ahol 8 = 8(M).

Tétel, lim f(x) = A, akkor ¢s csak akkor, ha barmely x,, (x, # 2) pontsorozat esetén:

X — &

flxy) - A

A bizonyitas a hatarérték definicioja alapjén konnyen elvégezheto.

b) Fiiggvény hatarértéke a végtelenben.

Definicié. lim f(x) = 4,

X —» oo
ha megadva & tetszés szerinti kis pozitiv szdmot van olyan N, hogy
|[fx)—Al<e, ha x= N, ahol N = N(e).
Ez azt jelenti, hogy ha elég messze megyiink az x tengelyen, azaz, ha x > N, a fliggvényérté-

kek az
y=A—e & y=Ate savba esnek (6.8 abra).

AE
A E
A-E
e
73 X
6.8 dbra

N érteke e-tol fiigg: N = N(e).

Definicié. lim f(x) = + o=,

X — +oo
ha megadva barmilyen nagy pozitiv M szamot
f(x)> M, ha x=>N, ahol N = N(M).

Definicié. lim f(z) = — ==,

X —» Foo




e e

256

ha megadva barmilyen nagy pozitiv M szamot
f(x) <—M, ha x=N, ahol N = N(M).

c) Bal és jobb oldali hatarértékek. A fiiggvény x = x, helyen valé hatarértékének definicis-
janal nem kiilonboztettiik meg, hogy x az x; helyet jobbrol vagy balrdl kozeliti-e meg, azaz
az (x, —9; x,-+8) intervallumban x = x, tetsz6legesen helyerkedett el.

Definicié. Az y = f(x) fiiggvény bal oldali hatdrértéke az x = x, helyen 4, ha minden & = 0-
hoz létezik olyan 8(g) = 0, hogy

lf(x)—A]| <& ha 0=<xy—x < 3(s).

JelGlése:

lim  f(x) = A.

x = xp—0

Definicié. Az y = f(x) fiiggvénynek jobb oldali hatdrértéke az x = x; helyen B, ha minden
£ = 0 szamhoz létezik 8(g) = 0, ugy, hogy

[f(X)—B|<e, ha 0<x—x,=< ).

Jelblése:

lim f(x) = B.

) X = Xo40
A definiciokbol kovetkezik :
Tétel. Ha az y = f(x) fiiggvénynek az x = x, helyen van hatdrértéke, akkor ott a jobb és
bal oldali hatdrértékek léteznek és megegyeznelk.
Forditva: ha a jobb és bal oldali hatdrértékek léteznek és megegyeznek, a fiiggvénynek van
hatdrértéke,
6.2.1 Hatarértékekre vonatkozé tételek

Miiveletek hatarértékekkel

lim [f(x)tg(x)] = lIm f(x)L lim g(x).

x - X X — Xy X — xp

lim [f(x)-g(x)] = lim f(x)+ lim g(x).
x = xp X = Xp X = Xp

lim ¢f(x) = ¢+ lim f(x).
X = Xxp x == Xy

. lim f(x)

- j(x) x = xp : : §

lim —-=— = —"——_, ha lim g(x) # 0.
X == Xp g(x) hm g(-x) X = 3{0

X — X

(Feltéve, hogy a jobb oldalon szerepld hatarértékek Iéteznek,)
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Ha L f(x) » kee,  akkor pe 0.
1
Ha f(x) - —<o, akkor fai o
0 kk ) 3z
E ‘) akkor —— —+ +feco.
Hu fx) - +0, -
0, EEROE
‘ o {Oor = - —co
Ha fix) . akko e
Ha lim f(x) = +e &  lim g(x) = +e=, akkor
)
) S Ueo—etl s I gt

hatarértéket csupan az alkatelemek limeszébdl nem tudjuk meghatarozni.

Szimbolikusan jelolve a ,,oo — oo™ és a ,,— " kifejezesek hatarozatian alakok.
oo

Ha lim f(x)=0 ¢s lim g(x) =0,

X —= Xg X — Xg

) ... . (0 . )
ugyancsak hatirozatlan alak a lLim —f(—) kifejezés. (6-:1ak nincs ertelmc.)

X —r Xg
Hasonld tételek érvényesek az x — + oo vagy x — — oo feltételekre is.
Kézvetett fiiggvények hatarértéke. Legyen y = flu) és u = g(x), és képezzilk az
¥ = flg(x)] kozvetett fliggvenyt.
Tétel. Ha lim glx) =14, & x # xgTa g(x) # up,

X — Xp

tovabba lim f(w) = A,

it —+ Uy

akkor Iim flg(x)] = A.

X —- Xp

Bizonyitas. A lim f(u) = A feltéte]l azt jelenti, hogy tetszés szerinti ¢ > 0 szamhoz talal-
= Uy

hat6 olyan 3, = 0, hogy
|A—f()| =&, ha 0 < |u—uy|< 3.
A lim g(x) = u, feltétel azt jelenti, hogy a megadottt 8; = 0 szdmhoz talalhaté olyan
A - Xg
8y = 0 szdm., hogy
lug—g(¥)] < 8, ha 0= |x—xp| =<3
Tehat _
|A—flgx)]| <& ha 0=<|x—x| <8,

17 Matematika
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A tételbdl kozvetleniil adodik.

Ha lim f(x)= A,
X = X

akkor lim [f(x)]* = A" (ahol n pozitiv egész szam).
X — Xy

6.2.2 Példak fiiggvények hatarértékére
L. Raciondlis egészfiiggvényvek hatirértéke a végrelenben

1. lim  (x*=35x-+2),
X = - oo
ha X —+ +ee, x> Ltoo €5 Sx - oo,
Hogy meghatdrozhassuk a keét fuggvény killdnbségének hatdrériékét, az (x*—5x+2) kifejezést
atalakitjuk.

x*-et kiemelve :

5 2
lim xz(l f-—j'_z_) ———
¥ —» +o00 X X
]
-
I
0 o0
Hasonloan:
lim (x*-5x+2) = lim xz('l_,§+._£_) = o
J—:n;lon = T — —0co X x2
s 3 6 2
2. lim @ -3ws6x) = lim xa(z__;+ ! +;3_) s
- T OO :

Hasonl6an, ha x = —co, a {liggvény hatarértéke: — oo,

1. Raciondlis tortfiiggvenyek hatarértéke a végtelenben

A 5zamldlobol és nevezdbdl kiemeljik x legmagasabb hatvinyat, majd egyszerﬁsitﬁt_lk, és ezutin
szamitjuk ki a hatdrértéket. (A hatdrértekeket x — +o0 és ¥ — —oo esetekre vizsgdljuk x — +oo
jeloléssel.)

x2(3 4+7 —)
i IxT—4x+1 tim =)
1 I Wy v 7ot oe RO . WY ( 2 5_2)
- B e
X X
1
. ey 3
= lim = e
e g, BB A
X x-

3 3
2x+3 x(ZT?, 2+}k
2, H o e lim T lim - =0,
T koo x— oo xa(] _ﬁ) %= oo (IL—)
x X
3 7
7 T LS
5 lim x-3x"47 lim "C(I 52 'x‘)

III. Raciondlis tortfiiggvények hatdrértéke, ha a szamildld és nevezé hatdrértéke 0

i xf—8x+12
x - 2 23{2—8 ’

A szdmlalot és nevez6t szorzattd alakitjuk, majd egyszeriisitiink.

iy =Brg m X=DE-6) i 2B 1
sz 28 .2 2x—2)(x+2) .2 2(x32) 2"

(x—2)-vel egyszeriisithetiink, mert az x = 2 hely kirnyezetében (x—2) = 0,

V. Irvaciondlis fiiggvények hatdrértéke
Bebizonyitjuk a kévetkezd hatdrériék Iétezését -

. n,— n— ar I r
lim 4/x = /% (ahol n pozitiv egész &s z = 0, x = 0.
X — Xg

Bizonyitas. Irjuk az (\n/ g — \"/ 5:) kiilonbséget a kivetkezs alakban:

(\/xo—\/X) = ('(/;o)n—l -*r('r\l/x—g)"k%;/;'%‘ ) _+(V§)M_1 ‘

A hatédrérték bizonyitdsdhoz a kiilonbség abszolit értékét kell megbecsiilni.

e e x| .
V. ul Vx| N R €20 S Ve ¢

Ha a nevez6bél pozitiv tagokat elhagyunk, a tort értéke né, igy

i 5] s B0l
l‘\/xo \/ | (’\'?/xo)nﬁ}_

17+
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Megadva egy tetszés szerinti ¢ > 0 kis szamot, valasszuk hozza a 8(e)-t ugy, hogy

8e)=¢ ({/3:;)"71 legyen.

Ha | x—xp] < 8(e),
B _ . n oy Tyh—1
ik \n/xu_ " Lx WA::L o SLS)MI _ 8(}/i0),,_1 —_
(\/Xo) (\/xo (\/xo)
Tehat Jim {/5: = {/X;-
X = Xg \

g e i
¥ ¢ ny Tyl . g 4 N
Megjegyzés. B(e) = E(\/’xo)" megvilasztasanal iigyelnfink = kell arra, hogy az
(xg—8; xp+ 8) intervallum ne tartalmazza a nullat.
A kozvetett fiiggvény hatarértekére vonatkozo tétel alapjan, ha

lim f(x)= A,
X == Xg 7 ‘
akkor lim [f(x)] = A", ahol r barmilyen racionalis szdm.
X — g
Peéldak
/1 x—
i oM i
xr— 0 X i
. e Pl S
i VIitx—1 _ (vV1+x l)(l/l-}n\le) _
z —= 0 et 5 — 0 x(\/14'X+IJ

(1+x)-1
im e I lim ——— = .
0 x(A14x+1) 70 4/T4x+1 2

Ezért, ha x1-hez képest elég kicsi, akkor

ViTi-1 1
S LE = PN

’

s 1
azaz \/1+xm lJ—T,\—'.
peldaul A/1,04 = A/1+0,04 ~ 1,02.
Hasonldan: \/ij; ~ 1 ﬁ-; X.
= 5 Z_
2. I e
z — 3 ‘\/X+1 =i

A szamlalé és nevez hatérértéke 0.
A tortet bovitjiik a nevezdben szerepld két tag bsszegével, majd egyszeriisitiink:

ey (x‘+33(x73)(\/x+1+2)
= m — —— =
=3 (WVx+r1-2)(Vx+1+2)
(x-3)x—=3(/x1+2) L Al LN x-NVx+1+2) _

lim —r——
=9 A x+1-2

=
zi-l—;na x+1-4 z— 2 x—3
= fim (x+3(/xFi+2) =24 A :
r —= 3
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623  AlimS"% & lim (1+%)x hatirértékek

x—0 X x = 4o

. sinx
1 Im —--.

=0 X
A tort hatarértékét geometriai Gton szamitjuk ki.
Rajzoljuk fel az egységsugaru korben az x szOget, sin x-et és tg x-et. (x-et ivmértékben adjuk
meg.) (6.9 abra.) : :

PO = sin x, ; *y
RA=tgx,
PA=x (PAiv = x). ‘ pﬁ
A kapott haromszidgek ¢s a kércikk teriiletét Osszehason-
litva: ‘\,,\
OAPA <= OAP ¢ < OAR 1. x
Az egyenlétlenség a teriiletek kétszeresére is igaz. g a8 4 7_
204P A < 204P = 20AR A. 6.9 bra

Az OAP A kétszeres teriilete = alap-magassag = l.sin x = sin x. Az O AP korcikk kétszeres
teriilete, ha x fvmértékben van adva: 1.x = x; (sugar-iv).
AzOAR A kétszeres teriilete = alap-magassdg = 1-tgx = tgx.
Tehat a kovetkez6 egyenlStlenséget kaptuk: -
sin x < x < tg X,

7T

7
(Ez az egyenlétlenség csak 0 = @ < 5 esetén igaz, Yy < x <= 0 eseténazegyenldtlen-
ség értelme megvéltozik.)

' ' sin ©
Egyenlétlenségiinkben irjunk tg x helyébe T -et;

. sin X
SINX = X << —— =%
cos X

Vegyilk az egyenldtlenség oldalal helyett azok reciprok értékét, Az egyenlétlenség értelme
megvaltozik :

Szorozzuk az egyenlotlenséget végig sin x-szel:

sin x

= = COS X.

X

Vizsgaljuk az egyenlétienséget abban az esetben, ha x - 0!
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Megmutatjuk, hogy

a) lim sinx = 0,
X =0

b) lim cosx =1,
x—0

a) Mivel az els6 negyedben minden x-re igaz, hogy
0 <sinx < x (x = 0),
ha x =0, sinx -0,

b) Mivel az ismert goniometriai osszefiiggés alapjan

Gy
T—cos x = 2sin® =
2

lim (1—cos x) = lim 2 sin%sin—; =0, ‘azaz lim cosx = 1.

x =0 xX—=0 x—=0

Visszatérve az 1 > ihl{ 2 5 : ok
o = cos x egyenlGtlenségre, e két olyan mennyiség kozé esik

(ha x - 0), amelyek mindegyike - 1. fgy o hatarértéke is 1.
xT .
Tehat
s R )
x—0 X

A hatdrértéket abban az esetben vizsgiltuk, ha x pozitiv szamokon 4t tart a nulldhoz.

Mi sin x ) .
ivel y = ~ paros figgvény,
sin (—x —sin i
P sin (—x) _ Tsinx _ sinx ’
~X —x x

ezért, ha x negativ szdmokon 4t tart a nullahoz, a fiipgvény hatarértéke szintén 1. Tehat

Him N g

x—0 X

ae .- r * 2 . ¥ Sin x
A kovetkezo példakat lényegében a lim ——— = 1 osszefliggésre vezetjiik vissza:
T = ’

x—=0
. 1 1
1. SR w m — =--=1]
z— 0 SIDX z -0 SINX 1
X
7 . :
i sin® x f sinx . Sinx
2. Iim — = = lim «sinx =0, mert ~—° &1, sinx~0.
=0 X z — 0 x

Vizsgaljuk a hatarértéket, ha x valds szamokon keresztiil tart a plusz véglelenhez.

Szoritsuk x-et két szomszédos egész szdm kozé!
= x = n+1,
ha X+ 4oo, N> 4o €5 nt+l > +oo.

Konnyen belathato a kovetkezd egyenlotlenség:

i 1 r=< , ])J{{ 1+1 n+1
() = () = ()

Atalakitva:

(1 1 )"H L s(1+1.)x<(14-1 "(1 L
TS| =V L) =0 U )

b

.
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com g in 2 e :
Ha kifejezésiink 51r21xx volna, ennek hatdrértéke x — 0 (lchdt 2x — O)esetben 1 volna. Alakitsuk
ata 202y -et ennek értelmében:
i 7sm2x -1 2 sin 2x -y
z— 0 X T 0
sin x
c0s x . 1 i
4 lim £ lim 2% _ fim SBE
z—>0 X z—=0 X z— 0 COS X X
x 2
ing = in =
s " sin 7 - sin 1
2= 10 I x 4 4
2
;. 1-
6. 0 i :
z 0 X
Mivel 1—cos x = 2sin? % "
i X 2 X
| — cos x ) 2 sin sin 5
lim = lim = lim =
x>0 X z—0 D0 i
2
sin - 3
= lim —— .sin - = 1.0 =
r—0 X 2
2
1 x
II lim (1 +;) .
X = 4 oo
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fey,ha . x = +e=,

] X
e= lim (1+ )
X

= ¢
XN o—_ 0o
Tehat
. 1\ l
lim 14 - =€ |
X =+ 4o b X i

. 1y~
A lim (1 4 73:7) = ¢ hatdrérték segitségével oldhatok meg a kovetkezd feladatok:

X — oo
1

1. lim (1+x)*.
0

1
Alkalmazzuk azx = - helyettesitést.

Ha x - =0, akkor ¢ — 4 oo,

. 1 . 1\
lim (1+x)* = lim (1,;7) -
m—> +0 I -+ doa 1
1
Tehat lim (14+x)* = e.
2. fim (I . l)r
F— —oo X

Alkalmazzuk az x = —(z-+1) helyettesitést.

Hax —+ —oo, 2z +ox

¢ —fz=x1
lim (1+71—) = lim (1__.]____) et -
¥ -+ —eo X 2 =+ oo z+1

] z4-T—1y) -G+l . z —(z+1)
= lim ( -—-—) = lim (——T) =

2 == oo Zﬂ"" 2=+ 4oo VZH
’ z-H1y#tt . [y\#tl
= lim ( - ) = lim (] +—) =
Z = oo z 7 = Lo z

= im (1+i~)z(1+%)=e.

] x
& fim (1 - ) )
£ — oo Y
x — —u helveltesitéssel a 2. példara vezetjik vissza a feladatot.

fim (1—-1) _ h (1+ 1)“’; e Lo Ll e
X "

% = —oc

r —+ oo

(Ugyanis, ha x — +o0, 4x + 40

2hx
x +3)
5 im (S5) = dim o J0 =
z = Fos T = toa 3y
; 177)
X
)
X
= lim -———2 L

6. A szerves novekedés torvénye
A kamatoskamat-szamitds Osszefilggései szerint:
1 Ft p%, melletti megnovekedett értéke 1 év alatt:

P

1+.I_06,

1 m eév alatt:

p m
1+—1 .
(1+150)

¢ téke megnovekedett értéke i, illetve m ev alatt:

. p _ L m
Tlfz(lirT@-), T,,,—t(l-l-]oo) :
Ha évenként kétszer tékésitenek, m év alatt

[ _ p 2
. rei (e )

Ha évenként n-szer tokésitenek
¥ p =i
T=1t|{14+—-+ .
( i e 100)

Legyen a tokésités ,.folytonos™.

p ) p
Vi ik = — 16lést. azaz M = X——.
ezessil bg a 2700 - jelo a 165
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Ha nn — oo, Ugy tekinthetd, hogy a tékésités folytonos. Mivel ha n — oo, X — oo,

P
1 X m om Pﬁ
T= lim t[(1+~~) = te 100,
4 ey x [/
Legyen a a kezdeti 4llomany, 4 a megnovekedett, jelolje ¢ az id6t és haszndljuk a 2 e o

100
jelolést.
A= age*.

Ez a szerves novekedés tétele.

{ey szamitjak ki pl. egy erdé dllomédnyanak, egy varos lakossdganak a novekedését stb.
Hasonlo torvény érvényes az allando csokkenésre. Ilyen egy test lehiilése (Newton-féle
lehtilési torvény), egy kondenzdtorkisillésnél a toltéscsokkenés vagy a radioaktiv bomlds
torvénye.

A csokkenés esetén & negativ,

Radioaktiv bomldsnal az o« = — 4 jel5lést szoktak hasznalni. A radioaktiv bomlas:

N = Ny-e™#.

(Nyat=0,N aridGpontban szét nem esett atomok szdma, 2 a bomldsi dllando.)
A radioaktiv bomldsra jellemzé a felezési id6, az atomok szama felére csdkken.
A 226 atomsilyd radiumizotopnal

7 = 4,28.10-4, -
FVND =M = ; -bol
In2 .
AT = 1n 2. g — . = 1620 év.
6.3 FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA

Definicié, Az y = f(x) fiiggvény az x = x, helyen folytonos, ha a fiiggvény az x, helyen és
kornyezetében értelmezve van, €s

Iim f(x) = fixg).

X == Xp

Azaz az y = f(x) fiiggvény az x; helyen folytonos, ha Iétezik jobb és bal oldali hatarértéke,
¢és azok megegyeznek az x; helyen vett helyettesitési értékkel. ’
(A fuggvény hatarértékéhez adott pontban nem szilkséges, hogy a pontban a filiggvény
értelmezve legyen, a folytonossaghoz azonban igen.)
Tehat az y = f(x) fiiggvény az x, belyen akkor és csak akkor folytonos, ha minden £ = 0
szamhoz van olyan 8 = 8(¢), hogy

|x—x5] = 8 esetén

[f()—flxp)| = &
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Definicié. Az y = f(x) fiiggvény az x; helyen jobbrol folytonos, ha

lim  f(x) = f(xp).

X — xp+0
Az y = f(x) fiiggvény az x, helyen balrol folytonos, ha
lim  f(x) = f(x).

X > xp—0
Jeloljiik x véltozasat Ax-szel, y valtozasat Ay-nal.
Ay = flx+Ax)—f(x).
Az y = f(x) fiiggvény az x helyen folytonos, ha minden & = 0-hoz van olyan 8 = 0, hogy
|[fx+Ax)—f(x)] <&, ha |Ax|=<3.

A folytonossag a fiiggvénynek egy pontban vald tulajdonsdga.

Intervallumban valé folytonossig

Definicié. Az y = f(x) fiiggvény valamely [a; b] intervallumban folytonos, ha az intervallum
minden pontjaban folytonos.
{Az a helyen csak jobb oldali, a b helyen csak bal oldali folytonossdgot kivanunk meg.)

Egyenletes folytonossig

Definicié. Az y = f(x) fiiggvény valamely [a; b] intervallumban egyenletesen folytonos, ha
minden & = 0 szdmhoz van olyan 8 = 0 szam, hogy az intervallum barmely két pontjira,
x; és x,-Te igaz, hogy |f(x;)—f(x,)| <&, ha |x;— x| < 8.

lekbél levezethetsk a kovetkezd tételek:

Ha két fiiggvény folytonos egy pontban, akkor Osszegiik, killonbségiik és szorzatuk is foly-
tonos az adott pontban.

Ha két fiiggvény folytonos egy pontban, hanyadosuk is folylonos abbar a pontban, ha a
nevezbben szerepld fiiggvény a kérdéses pontban nullatol killonbozd.

Szakadaspont. Aza pont, ahol a fiiggvény ‘
nem folytonos, a fiiggvény szakaddsi pontja. L4
Példak il
1. Az y = f(x) fiiggvény legyen a kovetkezd
r=1 —eo = Xx=2 7 —
y=3 x=2 7 2 .l
(6.10 4bra). 6.10 dbra
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A fiiggvénynek az x = 2 helyen szakaddsa van.
Ha egy fiigevénynek egy pontban van jobb és bal oldali hatdrértéke, de azok kilonbozoek, a
liggvénynek az adott pontban wgrdsa van.

KB

2. = —
d x—1

A fliggvény hatdrértéke az x = 1 helyen 2.

| . —D(x+1 )
lim = STDOHED (x+1) =2
x=-1 X— =1 x—1 x 1

A fliggvény nem folytonos, mert az x = 1 helyen nincs helyettesitési értéke.
Ha egy fliggvényt igy értelmeziink :

x’—1 .
y = — ha xz1, &
x—1
y=12, ha x =1, aflgavény folytonos.

x2—1
Azy = oy [lggvénynek az x = 1 helyen megsziintethetd szakadasa van.

Az 1. példaban szereplé fiiggvénynél nem adhatunk meg az x = 2 pontban olyan fiiggvény-
érteket, hogy a szakaddst megsziintethessiik.

A fiiggvény hatarértéke a szakadasi pontban lehet végtelen.

1 |
. Y= —. im - = 4  (6.11 4bra).
XT ¥ — 0 &
1
4, y =
o o
: 1 s . I :
lim —= + oo es Jim —= —e (6.12 abra).
v o X L]
‘y
y’;{z
N
a A '
6.11 abra 6.12 abra
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6.3.1 Zart intervallumban folytonos fiiggvények tulajdonsigai

Zart intervallumban folytonos fiiggvényekre érvényesek a kveikezé tételek.
I. Zért intervallumban folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos.

Bizonyitas. A bizonyitast indirekt modszerrel végezziik,
Tegyiik fel, hogy az [a; b]-ben folytonos Sf(x) fiiggvény [a; b]-ben nem egyenletesen folytonos.

Ekkor van olyan & = 0 szdm, amelyhez tetszoleges & = 0 mellett talalhatd olyan [a; b]-ben
levé ¢ és d hely, hogy

le—d|[ <38 és
[fle—fd)| =z e

1
Vidlasszunk ilyen c; d helyeket, a & = " értckeknek megfelelden (n =1, 2, .. ).

I 5
Az " -hez tartozd helyeket jelélje ¢, és d,. Ty

jep—dp| =1 e |fle)—Sfd)]| =&,

1
lep—dy| = =

4

levdal <~ & Ufte)—f@)]| = e,

i

A ¢, sorozat korldtos, mert benne van az [a; b] intervallumban, igy van konvergens &
részsorozata: €y > € i )

5 . 1 ;
Mivel jem—d, | < —, ezért
; : Hy,

1"
d,, — c. i

A ¢ hely az [a; bl-be tartozik, és igy ott a fiiggvény folytonos. Ekk@)r é‘anban
f(cn,) - fle) ? . |

& f(du) ~ f(0). ;

Vagyis [fle)—f(dn)] ~ O,

ellentétben azzal, hogy

|en)—f(d,)| = & minden k-ra.

Tehat zart intervallumban folytonos filiggvény egyenlctesen folytonos.




270

Bizonyitas nélkiil kozdljiik a kovetkezd tételeket

II. Z4rt intervallumban folytonos fiiggvény, amely az intervallum végpontjaiban kiillénbozd
eldjelii értékeket vesz fel, az intervallum belsejében legaldbb egyszer a 0 értéket is felveszi
(6.13 abra).

Ha a<b ¢és

sg fla) # sgf(b),
akkor f& =0,
ahol a<=&<b

II1. Z4rt intervallumban folytonos fiiggvény legaldabb egyszer felvesz minden olyan értéket,
amely az intervallum végén felvett két fliggvényerték koze esik (6.14 abra).

b

y=fe
by
: : yFx)
4
7 S
a a b x
6.13 dbra 6.14 4bra

IV.Weierstrass tétele, Zart intervallumban folytonos filggvény az intervallumban felveszi
maximumat és minimumat. (A maximum- és minimumhely eshet az intervallum belsejébe
vagy végére. Ldsd a 6.15 és 6.16 abrdt.)

by

by
9> f(x)
y-F&)
max
max
mn il
t - -1 . S
4 a bl X g a b X
615 abra 6.16 abra

—_—
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6.3.2 Néhany fiiggvény folytonossaganak vizsgalata
1. y=x
Ay = Ax, lim Ay =0.
Ax =0

Az y = x fliggvény mindeniitt folytonos.

2. y=c.
Ay=0, lim Ay =0, »=c mindeniittfolytonos.
Ax — 0
3. y=x* é y=x

A fiiggvények y = x-x, illetve y = x- x» x alaknak; afolytonos y = x fiiggvények szorzatabol
keletkeznek, a fiiggvények folytonosak.
Altalaban az

y = ax"+a,_x" 1. Faxta,
raciondlis egészfiiggvény mindeniitt folytonos, mert az y = X és y = konst flggvényekbdl
szorzés, illetve dsszeadas altal keletkezik.
X" ay_ X" axtag

4. =
d bpx 4 by _ x4 byix+ by

A raciondlis tortfiiggvény mindeniitt folytonos, kivéve a nevezd zérushelyeit.

5. Szigordan monoton fiiggvény inverzének folytonos- 5
sdga ‘ =X
Bizonyitas nélkiil kézoljiik a kovetkez tételt. ¥t
Szigorian monoten folytonos fiiggvény inverze is ’
monoton és folytonos. (A tétel a 6.17 abrabol szem- A
Jéletesen belathato.)

o,

6. Osszetetr fiiggvény folytonossdga

Tétel. Ha az y = f(u) és u = g(x) figgvényekbdl - 7] i
képezziik az

y = flg(x)] figevényt, 6.17 dbra

ahol 1 = u(x) folytonos az x = x; helyen, és y = f() folytonos az u = uy = glxy) helyen,
akkor
y = flg(x)] folytonosaz x = X, helyen.

Tehat folytonos fiiggvényekbdl osszetett fliggvény folytonos,
A tétel bizonyitasa az osszetett fliggvény hatarérték-tételébol adodik.

7. Hawvanyfiiggvény folytonossdga
B o (n egész) folytonos.
1
y=— folytonos, ha x = 0.
x)!

1
y =x" folytonos, mert y = x"inverze.
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n - . fge e .
Megjegyzés. Az y = /x fiiggvény folytonossigat mir megmutattuk, amikor bebizonyitot- Vizsgdljuk a kdvetkez6 sorozatol:
tuk, hogy : n
X n o ny fy — \/a.
lim 4/x = 4/x,.
XX A sorozat
7 11 1
Legyen —q—racionélis szam. a:a’;a%; .. iai ...
P 1 Legyen a=>1,

y= x4 folytonos, mert az y = u” és u = x9 folytonos fliggvények dsszetétele.

w -
. C ey e , o : és legyen a=1 )
y = x* (« irracionalis) fiiggvény folytonossagara késdbb tériink ra. gy \/ %

8. Trigonometrikus fiiggvénvek folvionossdga a = (T4+x,)"
y = sin x. A Bernoulli-féle egyenlétlenség alapjan:
, : Ax) Ax - y
Ay = sin(x+ Ax)—sin x = 2 cos (x+—2-—) sin g a = (I+x,)" > 1+nx,,
\ / innen
Mivel
a—1
: Ax | X < .
fcos (x+—-) =1, L
i 2 )
& Ha n— oo, x,—0
Ax ! le i ; o Ax -
!sin Sepnl] e B | miatt Iim sin — = 0, fgy {/a - 1,
2 2 ! Ax — 0 2
% n
I'm Ay=0. lim \/a= 1.
Ax =0 ' ] n — oo
Azy = §in x fiiggvény folytonos. Ha O<a=1,
Hasonloképpen bizonyithato, hogy az y = cos x folytonos. 1
‘; a = o) helyettesitéssel (b = 1)
sin x
y= tg_x:aﬁsx -
lim \n/a = lim —— =1

7T
A fiiggvénynek szakaddsa van a cos x =0, azaz az x = +(2k+1) helyeken e
2 Most nézziik a™*-et!

(k=0 1; 2;...), a tobbi helyeken folytonos.

; 1 1
Ha Ax -0 é Ax=0, akkor — - & — kozé szorithato.

cos x ) n+1 n
i y=ctgx = — ’
i sin x 1 1 1
i : ey =Ax=_ Mivel az exponencialis fiiggvény monoton:
il ; n
i A fiiggvénynek szakaddsa van a sin x = 0, azaz az x = tk helyeken (k = 0; 1; 2; ...},
1t a tobbi helyeken folytonos. 1 1
i i ‘ at+1 = gbx = gn,
1 9. Az exponencialis fiiggvény folytonossaga i - |
v = a* fugevény folytonossigdt vizsgdljuk. Az exponencidiis fiiggvény folytonossdgahoz l i
_ ‘ bebizonyitjuk, hogy 1 1
%
| lim a** =1 _ Tehat lim a®r = 1.

Ax = 0 s Ax — 0

2 .
Al Ho.f’m/ QLO{ n oC
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Végiil nézziik az exponencialis fiiggvény folytonosségat: A fiiggvény pl. az x = 1 pontban nem folytonos, helyettesitési értéke 0, jobb oldali hatarértéke 0,
bal oldali hatarértéke 1.

Hasonléképpen szakaddsa van a fiiggvénynek az x = £k pontokban.

A fiiggvény grafikonja parhuzamos egyenes szakaszokbol all (6.20 abra).

P B T

y= av.

Ay = @¥+ 2 —g¥ = g¥(@b¥—1).

lim Ay = lim a*(a®—1)=0. ‘ |
Ax =0 Ax — 0 } 3. y=

—.
Tehat az exponencialis fiiggvény, y = a* folytonos fliggvény. { 1+2#

10. A logaritmusfiiggvény folytonossdga A fiiggvénynek az x = 0 pontban szakaddsa van.

Az y = log, x fliggvény a szigorian monoton folytonos ¥ = a* exponencidlis fiiggvény in- ‘ . 1 : 1
verze, tehat a logaritmusfilggvény is monoton és folytonos (6.18 abra). £m+0-- e < zimw e 1.
- 1422 1127
11. y = x* (« tetszdleges valos szam).
| 1
Az altaldnos hatvanyfiiggvény folytonos- ‘5’ i (Ha ui. x> +0, 2% - +o=,
sagat a kavetkezoképpen lathatjuk be. g=a ; 1 )
" yoasw . — — T o
A logaritmus definicidja szerint: ha 24 0, 2 0
. 1
x = aloge ¥, hrg =%
X =—» ‘oo 1 + 2 pe

Igy y=xt= ax1ogyx,

A filggvény osszetett, a kovetkezd folyto- _/0

nos fiiggvényekbdl: ‘ 5(
yp=a* ¢é u=alog,x . y=x—-[X] 4 *
Tehat 6.18 4bra . )
y = x* lolytonos. i'
ko | i
Példik M) X o X
élda ‘
P o— y={4] 6.20 4bra 6.21 abra
1.y = [x] (olvasva: y = egész rész x). -
O 1
A fiiggvény definicioja a kovetkezd. . o ! .
Ha x — 0, + 7 (x egész szdm), y = x. — Azy = T fiiggvény képét lithatjuk a 6.21. abran.
Ha x = m egész szam, akkor y az x elotti egész ' — | 142=
szam. 7 X 1
o= 4. y = cosec x = e
Példaul [-321=-4 [29]=2 T A fiigavény paratlan
s " liggvény paratlan.
3] =3 [3,1] = 3. | 8 ) ' B o . .
f Szakadasa van, ha sin x = 0, azaz a K= (k =0, £1, £2;...) helyeken. Mivel ¥ = sinx 2m
¥ = [x] grafikonja tehdt az x tengellyel par- E S

huzamos egységnyi hosszisigu szakaszokbél 6.19 dbra szerint periodikus, elegendd a fiiggvényt az 0 = x = 27 szakaszban nézni. Ha x = 5,7 = 1,ha

| A

ot

all (6.19 abra).
Az y = [x] liggvénynek az x = ...; —4; =3; =25 =1;0; 15 23 3:... helyeken szakaddsa van,
2 y={x} = x—[x]
(olvasva: y = tortrész x = x minusz egész rész x).
A fiiggvény definicitja:
flx)=x, ha O0=x=<I1
flx+k) = f(x), k=%1,+2, ...

3
x=7', y=-L
x> +0
x =n—0
x =+ x40
x - 2n—0

Az y = cosec x figgvény képe: a 6.22 dbra.

18+

y—»-i-oo
y—>-+-oo
y—)-—-oo

y—)-foo
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¥ ‘ " Ebbél lathatd, hogyha x — 0, a fiiggvény egyre gyorsabban ingadozik az 1 ésa — 1 éri€kek kodzott,
| és az x = 0 kozvetlen kdrnyezetében végtelen sok ilyen oszcillacié van.

3

Y=cosecx 1
y= si.n;-nek az x = 0 helyen nincs hatérértéke, a fiiggvény nem folytonos (6.24 abra).

1
= n—.
6. y = xsi =

Ha x —+ 0, a fiiggvény szintén végtelen sokszor oszcilldl, azonban az x tényezd, ha x ~ 0, az oszcil-
laciot 0 magassdgokhoz csokkenti

g7 —P
- a 7 27 X 1 1
lim xsin—=0, mivel x—-0 és Jsin—! =1
x— 0 X | X |
by
s
6.22 4 J war ¥
dbra y=simdt
*y
| t ; =5
Y=secx 4 2 { g
3
i}
1
|
I o — | |
.I - -T j.v_j 3T X : ( 6.24 dbra
i z 2 2 2
; ¥
I | \ 2
i |
| f
il
il 6.23 4bra * 3
| . _y:x.;m%
| Hasonléan vizsgdlhaté az .
il =
! _ _ 1 n . fi i p : b
' i y =secx o fuggvény, amely a 6.23 4brdn szemlélhetd, -7 7 ‘ / X
[ 5. ¥ = sin i 5 ‘
1 x \
: ! A fiiggvény paratlan. Az x = 0 helyen nincs értelmezve. Elég a figgvényt pozitiv x-ckre vizsgalni.
i’ Ha %=%+2"n, azaz x=~—]—‘w sin- = 1. 4
| . % = 6.25 abra
1 In 1 .1 -
i Ha T T+2!c Ty ARAZ = '2“; 3 ¢ | ARl A fiiggvény az x = 0 helyen folytonos, paros (6.25 dbra).
{ T — '
I 2
| Ha L km azaz  x= L sin — = 0 £ - _:_2? '
| : ) =g - = x?-3x
@hol k =1,2, ...). Vazoljuk a fiiggvényt a végtelenben és a szakadasi helyeken vizsgdlt tulajdonsdgai alapjdn!
f
i
p e — - — —— ,i. e -
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Nézzitk meg, van-e a fiiggvénynek hatarértéke az x = 0 és x = 3 helyeken.
Haszndljuk a kovetkezd helyettesitést:

: 278
g
; , ) A fiiggvény zérushelye az x = 2 pont. A tovabbi példak hatdrértékek kiszdmitdsira vonatkoznak:
i 2 2 ‘ .
i | x(l —w) 1—-= . Arcsin x
| y x—2 i x . x 8. lim ——.
i lim = lm —— = lim ————— =0, 2> 0 X
I R I A ol xa(lﬂ_) e/ x2(1_3]
1l aF x%) lim Arcsin x = 0 (a fiiggvény folytonossiga miatt).
16 | z =0
s ; A figgvénynek szakaddsa van ott, ahol a nevezd nulla. i % =,
| x =3x? =0, e
1= | A .
B | #(x=3) = 0. { Keressiik a  lim Arc%i hatdrértéket.
§ -0
| da f = 0és x = 3 helyeken, o T
{ Szakadds van az x és x ye! Ezeken a helyeken a figgvény nincs értelmezve. A sz4ml4lé és nevezd hatarértéke nulla.
|

B x=2 . x=2

M Eaa  me =) T e : x =sintz, ekkor t= Arcsinzx,
h -0 t= inx - 0.

(Ugyanis, ha x — 0, akkor (x—2) - -2, x> 0és(x—3) » —3.) a # ’ FRanY

Arcsinx

it | s *=2  _ im ¥=2 . Tehat lim = v 1.
i | rrso0 X328 aoea-o X(x—3) e t=0
fit| _ . y " ) )
f i (Ugyanis, ha x — 3—0, akkor (x—2) -~ 1, x? — 9 és (x—3) = 0 negativ értékeken kereszliil.) ! Hasonléan oldjuk meg a kovetkez feladatot:
.{ fim. = ux -2 _ : x=2 e 1 9, lim m, R
b | x —» 340 x8—3x7 —::L,.S-HJ xz(x*3) : e x
| %Ugyanis, ha x — 3+0, akkor (x—2) = 1, x* — 9 ¢&s (x—3) - 0, de pozitiv értékeken keresztiil.) Legyen ® = g, L = arelg.
i | gy g . :
I ha x> 0 balrdl, b qeess A t = Arctg x folytonossaga miatt,
;‘! ; ha x -0 jobbrél, ¥y — oo} ha x>0, t=Arctgx —~0.
i ha x -3 balrdl, ¥ - —o9;]
;a ha x = 3 jobbrdl, y > +o= i Arctgx .t 4 kN .y
i? ‘{ r—0 X tr0 L1812 t—-o0 t81
i | A fuggvény vézlatos képe a 6.26 dbra. '
i A gorbének az y = 0. x = 0. x = 3 egyenesek aszimptotai. .
i ! . Arcsin 3x
il | l i 10. !1mu oy
| z >
i. | ¥ ! tg 5
}} : ¥ <lg ¥ A szamlaléban bovitsiink 3x-szel, a nevezdben % ~vel.
l . Arcsin 3x iy
!, 5 [ . Arcsin 3x . T Tax
i e T lim sl =
:j ! z -0 tg _5 z— 0 tg ‘,T .
| Ea
I 2 r
f Arcsin3x
; 3x 1-3

= lim e e
t z—w t x 1. .L
E | 7 2
| ; w2
f 6.26 dbra | 2




7. DIFFERENCIALSZAMITAS

7.1 A DIFFERENCIALSZAMITAS ALAPFOGALMAI
714 A differencialhanyados fogalma

A differencial- és integrdlszamitast egymastol fliggetleniil és egyid6ben NEWTON €s LEIBNIZ
fedezte fel. [Isaac Newton (1642—1724) angol matematikus, fizikus és csillagdsz, Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646—1716) német matematikus, fizikus, filozofus.]

Bevezetés

Legyen a 7.1 abran abrazolt s = s(7) figgvény valamely egyenes vonali mozgds ut—idé
diagramja.

A mozgas atlagsebessége a ) k
o s-s(t)
Hh=t=1, Iidészakban:
8 —
S5 G=G6(t)
Va1 = 3 .
th—1
5
Az so—87 = As;  to—1; = At
jeloléssel,
A -
Vay = —S " 4 t 7] £
At
7.1 abra

Ugyanezt az atlagsebességet kapjuk a
f; = t= 1, idétartamban a 7.1 dbrin lathaté masik ¢ = o(r) egyenes vonalii mozgasra.
Az 5 = s(¢) egyenletli mozgas sebességének értékét a 1, pontban, a pillanatnyi sebességet a

. As il
v = lim —— hatarértek adja meg.
ar—o A2

Az s = s(f) egyenletli mozgas pillanatnyi sebessége a 7; pontban:

As im f(tjr/lu‘)fs(tl) _

aro A2 a0 Ar
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A differencialhanyados fogalma. Vizsgdljuk az y = f(x) fuggvény valtozdsat (7.2 dbra)!
A fiiggvény viltozasa:

Ay = G+ AD—f), Ly
a fiiggetlen valtozo viltozasa: Ax. y-F )

A
Képezziik a kivetkezd hanyadost: ﬁ : \

Ezt a hanyadost differenciahdnyadosnak vagy

kiilénbségi hanyadosnak nevezik. F(x+4x)
Ay _ feceA0-se) )
Ax — Ax ’ e

x xtAx X

A differenciahanyados a fiiggvénynovekmény-
nek és a fiiggetlen valtozo novekményenek 7.2 dbra

hényadosa.

A differenciahdnyados megadja a fuggvény ,,atlagos valtozasi sebességét” a Ax intervallum-
ban.

Képezzitk a kovetkezd hatarértéket:

lim O lim it s 4976
Ax-—r-ﬂAx _Ax—»[? Ax '

Ha ez a hatarérték létezik és véges, akkor a fiiggvény az x helyen differencialhato. Ez a
véges hatarérték a fiiggvény differencialhdanyadosa vagy derivaltja az x pontban.

d
Jele ¥ (olv.: y vesszd), vagy f'(x) (olv.: f vesszO x), vagy aii (olv.: dé y per dé x), vagy
d d df(x)

T Vasy it tovabbd — =, vagy $(x), vagy .
d Ay e
V=)=t = lim o= lim [t A=)
dx  Ax—0AX Ax—o A

dy . o &
Megjegyzés. A T szimbolum nem tortet jelent, hanem tortnek a hatarértékét, tehat a

differencidlhanyados a di fferenciahanyados hatdrértéke.

Definicié. Az y = f(x) fiiggvény differencidlhdnyadosa az x pontban

PR e (0 Ly
Ax =0 Ax
=1,

A differenciahdnyados és differencial- il
hianyados geometriai jelentése. Legyen a
7.3 4bran lathaté gorbe az y = f(x) filggvény Ay
képe.

Ay FoHAD—f() _ | ax

= T T =gf y

Ax Ax /f

d 7 X

Zivss) i BF. . tg o % Aian

dx  av—so0lx T4kl
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A differenciahdnyados a szelé irdnytangense, a differencidlhdnyados az x pontban hiizott
érinté iranytangense. '

A derivalt fiiggvény. Definidltuk az y = f(x) fiiggvény derivaltjdt egy adott x pontban.
Ha az f(x) fiiggvény 16bb pontban is derivalhatd, akkor a derivaltak értékeit egy Ujabb
fligevény értékkészletének tekinthetjilk. A fiiggvény értelmezési tartomanya azon pontok
halmaza, ahol az y = f(x) fiiggvény derivilhaté. Ez a fiigevény a derivalt fiiggvény.
A derivalt fuggvény jeldlése:

¥=f.
Ha az y = f(x) fiiggvénynek adott x, pontban képezziik a derivaltjat, azt igy jeloljik:
Yo =F"(xp).

Bal és jobb oldali differencidlhanyados. A derivélt képzésénél eddig nem kiilonboz-
tettiikk meg, hogy x jobbré! vagy balrol tart-e a 0-hoz,

Definicié. y = f(x) bal oldali differencidlhdnyadosa az x helyen:

im &t Ax)—f(x)
1R o=
Ax—+—0 Ax

¥ = f(x) jobb oldali differencidlhanyadosa az x helyen:

i Flx+Ax)—f(x)
N el
Ax—+0 Ax

I. Tétel. Az y = f(x) fuggvény akkor és csak akkor differencidlhato egy pontban, ha ott a
bal és jobb oldali derivilt létezik, véges és megegyezik.

Il. Tétel. Ha az y = f(x) fiiggvény egy adott x pontban differencialhato, akkor ott a fiigg-
vény folytonos is.

Bizonyitas. A differencidlhatésdg azt jelenti, hogy a differenciahdnyadosnak van véges
hatérértéke:

Ay
lim — létezik.
Ax =0 AI

A nevezd hatarértéke 0, (Ax — 0). Mivel a tort hatdrértéke Iétezik, kell hogy a szamlalé
hatarértéke is 0 legyen.

Azaz lim Ay =0.
Ax =0

Hapedig lim Ay = 0, afiiggvény folytonos.
Ax —0
Ha tehat egy helven egy fiiggvénynek létezik véges differenciilhanyadosa, ott a fiiggvény
Jolytonos.,
A tétel nem fordithato meg. Abbol, hogy egy fiiggvény adott helyen folytonos, még nem

kovetkezik, hogy ott differencialhato.
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A fliggvény nem differencidalhato ott, ahol téréspontja van. Példdul az y = | x| fiigevény nem
differencidlhaté az x = 0 helyen. A 7.4 abra szemléletesen mutat ré, hogy a 0 helyen a bal
oldali derivalt: — 1, a jobb oldali: +1. A fiiggvénynek az x = 0 hely toréspontja.

by
by

y = .[X/

7.4 dbra 7.5abra

Nem differencialhaté egy fiiggvény ott, ahol a differenciahanyados hatdrértéke végtelen,
vagyis az érinté parhuzamos az y tengellyel. Példaul az x*+3* = 1 egyenletil egységsugari
kérhoz az x = — 1 és x = 1-abszcisszaju pontokban huzott érinték parhuzamosak az y
tengellyel (7.5 abra), Ezeken a helyeken a fiiggvény nem differencialhato.

71.1.2 Példak fiiggvények derivaltjainak kiszamitasara

1.y = x%

Ay (x+Ax)—x*  x*+2x Ax+(Ax)*—a*

= - = 2x-+Ax.
Ax

Ax Ax

¥ = lim . lim (2x+Ax) =2x.
Az DX Az —0

(Ax = 0, ezért lehet vele egyszeriisiteni.)
~
Az y = x* fliggvény derivalt fiiggvénye tehdt: " = 2x.

Ha x=0, y=0,
ha x=0» =0,
ha x=0, ¥y <0 (7.64abra).

Az érintd iranytangense pl. az x = 1 pontban: y; = 2.
2. y=2x8
Ay (x+AXP-x XFH3x%Ax+ 3x(Ax)F + (Ax)—2*
Ax T Ax - Ax
= 3x2+3x Ax+(Ax)? (Ax 5= 0).

¥ = lim Ay = lim [3x%+3x Ax+(Ax)*] = 3x2
Az —0 Ax Az —0
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al X

0 L

) LI
\

7.6 abra 7.7 dbra

¥ az x = 0 pontban 0, a tdbbi pontban pozitiv (7.7 abra).

1
Ly = — 0).
3.y = (x=0)

__1 _41_ x—x—Ax - Ax
Ay x+Ax x _ (x+Axx _ (+Ax)x 1
e R T T B By o R

"= lim [ ——]——]— L
Rl e | T T

Sem a figgvény, sem a derivalt nincs értelmezve az x = 0 pontban.

4, y= '\/J_c.
Ay  AVx+Ax—vx
Ax Ax ’
LAy o (VAR VR (R
Az —0 Ax Az—0 Ax(\/m+\/})

= i x+Ax—x ~ lim 1 _ 1
bero AMVELAR+VE)  Ar—o Vx+bx+vE 2%

A [iiggvény értelmezve van az x = 0 helyen, de derivaltja nincs ezen a helyen.

713 Differencialasi szabalyok

1. Konstans differencidlhanyadosa
y=oc.
b f(x+ A-x)_f(x)
y' = lim ————.
Ax— 0 Ax

fix)=¢; flx+Ax)=c

konstans differencialhdényadosa 0.

——
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A tétel geometriai tartalma nyilvanvald. Az y = c fliggvény az x tengellyel parhuzamos
egyenes, érintéjének irdnytangense mindeniitt nulla (7.8 dbra).

II. Konstanssal szorzott fiiggvény differencidihdnya- ‘y

dosa
y = af(x),
ahol a = konst és f(x) differencidlhato. ; y=c
A_y _ af(x+ Ax)—af(x)
Ax Ax ’
Ay _  feHAD—/) 17 X
Ax Ax ' 7.8 dbra
; ; flx+Ax) —f(x) o f+AD)—fC) o,
¥y = lim a————— =a lm T s = afx)
Ax —0 Ax Ay 0 Ax
¥y = af(x)
¥ = af'(x)

Konstanssal szorzott fiiggvény differencialhanyadosa egyenlé a konstans szorozva a fiiggvény
differencialhdnyadosaval.

III. Fiiggvények dsszegének differencidlhdnyadosa
a) Legyen y = fi(x)+/(x),
ahol fi(x) és fofx) differencidlhatok az x helyen.

Ay [AG+AD+flx+ An]— [AG)H/)]
Ax Ax ’

Masképpen rendezve:

Ay  filx+Ax)—fi(x) 1 Solx+ Ax)—fo(x)

Ax Ax Ax

A differencialhanyados pedig:
fua Tg [ A+ Ax)—fi(x) 4 folx+ Ax)—fz(x)'J .

= Ax Ax

Ax —0

Osszeg hatdrértéke egyenld a hatarériékek Osszegével, ezért

¥ = f10)+1x).

¥y = [(x)+folx)
¥ = fi(x)+f§(x)§
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Osszeg differencidlhanyadosa egyenlé a differencidlhdnyadosok dsszegével. '
A szabaly 10bb tagh Osszegre is érvényes. Az igazolds teljes indukcioval végezhetd el.
b) Kiilonbség differencidlhdnyadosa

¥ = [x)—fox).
Masképpen:

y = A+ (—Dfy(x).
Az el6z6 ket tétel értelmében:

¥ = f1)H(=1) filx).

¥ = [10)—S %)
Y= [1x)—/f5x)

V. Szorzat differencialhdnyadosa

Legyen a differencidland¢ fliggvény két filggvény szorzata
¥ = u(x)-u(x),

ahol u(x) és v(x) differencidlhaték az x helyen.

Ay ulxt Ax)-o(x+ Ax)—u(x)- v(x)

Ax Ax
Yonjunk le a szamldlobal u(x)-v(x-+- Ax)-et, és ugyanezt adjuk hozza:

1}1 _ - Ax) - olx4- Ax) - u(x)+ v(x+ Ax)+u(x) « v(x+ Ax)—u(x) v(x)
Ax — Ax ’

Rendezve:

Ay ulx+Ax)—ulx)

Y v(x+ Ax)— v(x)
Ax Ax ’

o(x+ Ax)+ u(x) Ax

Az egyes hatarértékek :

. u(x+ Ax)—u(x)
Iim — " =
Ax — 0 Ax

u'(x).

lim v(x+Ax) = w(x), mivel v(x) derivalhato, tehat folytonos.

Ax — 0
. vlx+Ax)—v(x) ,
Im ————— = y'(x).
Ax— 0 Ax

Ebben a hatdrdtmenetben u(x) allando.

igy Il'l'I'l —Ai = '(x) v(x)+u(x) v'(x).
Ax —+ 0 Ax

s e e

i
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A szorzatot roviden u-p-vel jeldlve:

Y=
Y =uvtuy

Szorzar- differencialhdnyadosa egyenld az elsé tényezd differencidlhdnyadosa szorozva a
mdsodik tényezdvel, plusz az elsé tényezi szorozva a masodik tényezé differencialhan yadosaval,

¥y = fi(x)f5(x) jeloléssel,
Y = 1) HOI+A) £5(0).
Legyen a fiiggvény hdrom tényezd szorzata.
Y= uevew.
y = (uv)-w.
¥ o= (uv) -wtuv-w’,
Vo= (W'v+uIw+tuow’.
¥o= wvwtuv'w+upw’.
A megfelel6 szabély # tényezdre teljes indukcioval igazolhato,
V. Figgvények hanyadosdnak derivilija
u(x)
)

WD) i)
Ay _ olx+Ax)  w(x)

Legyen €s u(x) és v(x) derivalhatok az x helyen.

Ax Ax
w(x+ Ax) v(x) — u(x) v(x+ Ax)
Ay v(x+ Ax) v(x)
Ax T Ax
éf_ _ 1 . u(x~+ Ax) v(x)—u(x) v(x+Ax)
Ax T w(x+ Ax) o) Ax ’

A misodik tényezd szdmlalojabol levonva és hozzdadva u(x) v(x)-et:

AJi B 1 . 1(x+ Ax) v(x) - u(x) v(x) 4 w(x) 2(x)— u(x) v(x- Ax)
Ax  olx+Ax) v(x) Ax i
. Ay 1 u(x+ Ax)—u(x) olx+ Ax) — v(x)
Ach]T 0 A% T ans o v(x+Ax) v(x) [ Ax #x) i) Ax ] )
% ) I |
3 , _ 1(x) v'(x)
y o) u'(x) u(x)
¥ = Wlx) [/(6) o) — () ()
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A differencialandé fiiggvényt > -vel jelolve:

Tort differencidlhdnyadosa egyenlé a szamldls differenciglhdnyadosa szorozva a nevezdvel,
minusz a nevezé differencialhdnyadosa szorozva a szamldldval, és ez a kulonbseg osztva
a nevezd négyzetével.

VI. Egészkitevéiii hatvanyfiiggvény differencidlhdnyadosa

a) Y=
Ay _ Gtldn—x A
Ax Ax T Ax
. Ay
4 —— 2 | I |
Y= s Ax
b) y = x2

Szorzatként derivaljuk:

y = XX,

y'=1-x+x:1=2x.

c) y =x.
y = XXX

p =Tlexsx+x-lex+x-x-1=3x2
Tétel. Legyen n egész szam.
Ha y=x"
akkor ¥ = ax"L

Bizonyitas. Legyen n pozitiv szdm.
A bizonyitas teljes indukcioval torténik. A tétel n = 2-re igaz. Tegyiik fel, hogy igaz n-re,
azaz,

ha y=x" akkor 3 = nmx""1

Legyen y = x"*1
Ez a fliggvény igy irhatd:

y=x"e.x

RAURE LA ZE T DT

it

81

g
5
|
&
%
E
3
;
é

289

Szorzatként derivalva:

y = nx""1. x4xte1 = nxt4xt = (1) X",

Legyen n = 0.

Az eléz6 szabaly formalis alkalmazasa: y =% )’ = 0.x"1=0.
A tétel érvényes, mert y = x¥ = 1, és igy " = 0.

Legyen a kitevd negativ egész szam.

y=x"" (n pozitiv egész szam, —n negaliv egész szdm és x = 0).
Y=
Alkalmazva a tort differencialdsi szabdlyat:

0ex?—1+nxn1
xﬂn

Y=

y = —nx—""1,
Tehét, ha n egész szam: (X7 = nx""1
Az egészkitevjii harvanyfiiggvény differencidlhanyadosa fehat egyenlo a hatvanykitevé

szorozva az alap eggyel alacsonyabb kitevdji hatv anyaval.

Alkalmazzuk az eddigi szabalyokat néhany példaban:

1. y = ax*+bx+c
¥ = 2ax+b.
2. Y = @XM o 1xn =l L Ayt a X T g,

y = na”x"“L%—(n—l)an.-1x”‘2+ Lo F2ax+ay .

Polinom deriviltia egeyel alacsonyabb fokszdm1 polinom.

3. y=—.
x
y=x1 ¥ flx‘z———lﬁ.
s =
Ixt-1
4 Y= e sxv2
., 6x(4x®—5x+2)—(3x*—1)(12x*—
- @x>—5x+2F

Magasabb rendii derivaltak. Legyen az y = F(x) fiiggvény differencidlhato az x hely kor-
nyezetében.
Keressiik a kovetkezo hatarértéket:
o fxAx)—f(x)
im *—/4m———
Ax —+ 0 Ax

19 Matematika H Q'l' 0 V
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Ha ez a hatarértek létezik és véges, azaz f'(x) fiiggvény differencidlhaté az x helyen, akkor
ez a hatdrérték az y = f(x) fiiggvény masodik derivaltja az x helyen.

Jele: ¥y = f"(x).

Geometriai jelentése az y* = f'(x) fliggvény érintéjének iranytangense az x pontban.

Hasonloan képezhetd a harmadik derivalt, jele f*'(x). Az eredeti fiiggvényt n-szer differenci-
alva kapjuk az n-edik differenciilhanyadost.

Jele: ypU0 = f(M(x).

A magasabb rend derivaltakat igy is jelolik:

s dQX g .y - ‘
= = (olv.: dé kettd x per dé x2),
8
x
y = o (olv.: dé n x per dé x az n-ediken).

Példak

1. Yy =ax+bhx?cex+d.
¥y = 3ax®+2bx+c.
¥’ = 6ax-2b.
P b,
pul = Q.

Az bsszes tobbi differencialhdnyados 0.
2. y = l
6 5 :
Vi=—m Y =45, ¥Y'=-,, esigytovabb,

A masodik differencidlhdnyadosnak fontos fizikal jelentése van.

Egy mozgas ut—ido fiiggvénye legyen .
5 = s(1). ‘y

A sebesség, mint az ido fliggvenye:

v = (1) = s'(2). Vﬂ)

¢ = u(r)-t dbrazolva a sebess¢g—idddiagramot kapjuk.
Legyen ilyen osszefiiggés a 7.9 abra diagramja. Az

abrabol leolvashato: #-ig a sebesség nd, a mozgds gyor- 7 - -ZL
suld. 1-tol 1,-ig a sebesség dllandod, a mozgas egyenle- fy 48 4
tes, 1, utdn a sebesség csokken, a mozgds lassulo. 7.9 dbra

ar
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A sebességnek Az-re es6 viltozdsa az atlagos gyorsulds:

Av
i1 = At

A pillanatnyi gyorsulds:

Aw
a= lim — = v =s5"0.
ar—o0 OF

A gyorsulas a sebességnek elsd, az uitnak mdsodik derivaltja az ido szerint.

Vil. Osszetett fiiggvény differencidlhdnyadosa

Legyen az y = F(x) fiiggvény Osszetett fiiggvény, azaz
y = F(x) = flg(x)].

Mdasképpen y = f(u) és u = g(x).
Legyen az u = g(x) differencidlhaté az x helyen, és y = f(u) differencialbat6 az u = 2(x)
helyen.
Meg akarjuk hatdrozni
dy

A ;g
¥ =-—"—= lim 27 derivaltat.
dx Ax —0

. ay
A differencidlhdnyados a differenciahanyados limesze, ha Ax — 0. A A szimbolum, a
%Ji azonban hanyados, és ezért érvényesek rd a tortek szamolasi szabalyai (pl. bdvités,
b
tortek szorzasa stb.).
Tegyiik fel, hogy Au = g(x+Ax)—g(x) # 0, az x hely kérnyezetében.

Igy

dy . Ay . Ay Au . Ay Aw

=2~ lim = lim —.—= —_— i

dx Ax 0 Ax Ax 0 Ax  Au Ax—p Au Ax
Ay —0 Ay—+0

Szabad-e felirni a Ax — 0 feltétel mellett a Aw — 0 feltételt? Szabad, mert u = g(x) folyto-
nos filggvény az x helyen, tehat Ax — 0-val egyidejiileg: Au - 0 is igaz.
Tovabba: szorzat limesze egyenlé a limeszek szorzataval.

Ezért
dy . Ay . Au
— = lim ——-. lm —/—.
dx ~ pp—o D se, 9 dx
Tehdt
dy dy du
dx  dw dx’

dx du

d . d o .
(Ahol FH, az u = g(x) fiiggvény derivaltja az x helyen, és 8 az y = f(u) fuggvény deri-
valtja az # = g(x) helyen.)

19~
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(A képlet levezetésénél feltettiik, hogy Au = 0. Ha Ax olyan, hogy Au = 0, akkor egyiittal
Ay = 0. Tehat minden Ax-re vagy Ay = 0, vagy érvényes a fenti italakitds. Ha Au =0

tetszéleges kicsiny Ax esetén is el6fordulhat, akkor lim _A_u = 0. fgy adaodik, hogy ekkor
d Ax — 0 X

Y _ 0_)

dx

A kapott osszefiiggést lancszabalynak nevezziik.

Mis jelcléssel

¥y =flg() |
¥ = £ Tg)] - g'(x)

Osszetetr fiiggvény differencidlhdnyadosa egyenlé a kiilsé fiiggvény differencialhdnyadosa
szorozva a belsé fiiggvény differencialhdnyadosdval.
A szabdly t0bbszorosen Osszetett filiggvényekre hasonléan bizonyithatd.
Ha
y=Ff@: u=gl); t=hx),

dy _dy du dr
dx  de dr dx’

Példak
1. y = (x1=3x2-5)17
¥ = 17(x4—3x% L S)I6. (4x% — 6x).
4
" Y= ey
, 12 -
y = —W (2x 6).

VII. Inverz fiiggvény dzﬁergnc;’éllfdnyadom
Legyen y = f(x) szigoriian monoton és folytonos fﬁggvény. Ekkor létezik inverz fiiggvénye,
és az is folytonos fiiggvény. Jeldljik az inverz fliggvényt

x = @(y)-nal!
Kérdés: ha ismerjiik egy fliggvény differencidlhdnyadosat az x helyen, mi az inverz fiiggvény
differencidlhanyadosa az x-nek megfeleld y helyen?

A differenciahanyadosokra igaz:

o A
Ay Ay~
Ax
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A hatarértékre attérve:

1
lim =~ = S
Ay..,gAy Ax —+0 Ay

Ax
(A fuggvények folytonossaga miatt ugyanis, ha Ax — 0, egyittal Ay - 0)

1
Nyilvanvalo, hogy az Ty tortnek csak akkor van véges hatarértéke Ax — 0 esetén, ha

Ax
. Ay dy ¢ . N S o
lim —— = —— # 0. gy az inverz filggvény derivaltja nem létezik olyan y helyen, ahol
Ax =0 Ax dx Y

az y-nak megfelel6 x helyen az eredeti fiiggvény y = f(x) derivaltja zérus.

dy
Ha e # 0, akkor

d
a1
5 dy ~ dy
dx
) =
T =

Inverz fliggvény differencialhanyadosa egyenld az eredeti fuggvény differencidlhanyadosanak
reciprok értékével, az y-nak megfelel6 x helyen.
A szabélyt néha igy alkalmazzuk:

1
f(x) = E,T_Jm

IX. Implicit fiiggvény derivaldsa

Hatsrozzuk meg az F(x, ¥) = 0 implicit alakban adott fiiggvény ' = f'(x) derivaltjat!

A derivalast konkrét példan mutatjuk meg.
2 2

X v I .. SR B
Hatarozzuk meg az ?+—32— = 1 egyenletli ellipszis (x, y,) pontjaban az érinté irdny-
tangensét!
Differencidljuk az egyenlet mindkét oldalat x szerint.

(x?) = 2x

0% = 2p .

(A fiiggvény osszetett, y-nak a belsé fuggvénynek x szerinti derivaltja y’.)
fey
20 2y

a? b

= 0.
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Az egyenletbdl:

y b x
Wiy
Az (x, ¥o) pontban
, b xy
Y= -y
a

X. A logaritmusfiiggvény differencidlhdnyadosa

y = log, x.
.Afi log, (x+ Ax)—log, x
Ax Ax ’

A logaritmus azonossdgai alapjan:

1

Ax

r

A Kkozvetett filgevény hatarériék-tétele alapjan:

1

A s
Ay x+Ax | A¥ Ay ae
——=log, | ——— = log, {14+ — .
X X

. A}’ . x Ax
y = lim — = lim |log, |1+ — :
Ax == Ax Ax — 0 X

1
5
foe— log,,[ lim (1+[}x) ]
Ax =0 x

A 6.2.3 T1-ben vizsgalt hatarértékek szerint:

1 x;
Ax\ A% Ax
lim (1+#i) — lim (1+£‘—) '
Ax —0 Ay Ay —0 X
33
¥ = log, e* = —log, e.
X

i

Térjiink 4t az utolsd egyenletben az a alapt logaritmusrdl e alapura!

aloke = g,
Vegyiik mindkét oldal e alapt logaritmusat!

log, elog.a = 1.

Innen
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Az ¢ alapi logaritmust természetes logaritmusnak (logaritmus naturalisnak) nevezik. '
fgy jeloljiik:
log, a =1n a.
Ezzel a jeloléssel, ha

y = log, x,

_ 1
YT Yna

Az e alapll logaritmus bevezetésével valamennyi logaritmusfiiggvény derivaltja kifejezhetd
hasonlé alakban, az alap természetes logaritmusdnak segitségével, Ez indokolja, hogy a
matematikaban és a természettudomanyokban az e szdmot hasznaljuk a logaritmus alapjaul.
A termeészetes és tizes alapl logaritmusok a kovetkezSkeppen fitggnek Ossze:

lgx = —=Inx-M
In
| g x g x
nx=—— = --—-,
lge M
hol M=1 ! 0,43429
a =lge=——0r = U
¢ In 10 J
1 23258 ‘y -8
M ' ' L
. . \
Az M szam a természetes logaritmusrol a N
tizes alapi logaritmusra vald attérés mo- N
dulusa. AN
Az y = e¥ [iiggvény inverze: / y=tn x
x = log, y, azaz
e 7 - -—x
x=1Iny.
A valtozok felcserélésével:

S 7.10 abra

Abrazoljuk az y = e* fiiggvényt és inverzét, az y = In x figgvényt (7.10 4bra)!
Hatarozzuk meg az ¥ = In x fliggvény differencialhanyadosat!

’ 1 l
y:lnx’ y=—=—
: d xlne x
y = log, X g =lnix
;o 1 | 1”r__l_‘
T xlna | 7 X
e |
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XT. Az exponencidlis fiiggvény differencidlhanyadosa XII. Altalanos hatvanyfiiggvény differencialdsi szabdlya
y=a: Megmutatjuk, hogy a hatvanyfiiggvény egesz kitevokre felallitott differencialasi szabalya
tetszoleges valds kitevore is érvényes.

| A fiiggvény inverz fiiggvénye: x = log, v.
i ’ . > : ) = x* o valos szam, x = 0).
| Az inverz fiigevény differencidldsi szabdlya szerint: y==x (w valo )

il | A logaritmus definici6ja szerint:

Bl | dy 1
i | dx dx ' : P -
dy
y= (x::) = (eln x):t = g*lnx,
: dx 1
x=log,y, —— = . . . ) ) -
dy yina y-t kozvetett fliggvényként derivdlva:
dy 1 | 1 i
*f;"*'**:y na. ) Vo— erln X,y o= xPay — =gx* L
dx . L y b d %
yvina
. Y =1
| Mivel y = a Tehat, ha x =0, (x*) =ax*"".
d 5 !
—d—y =a*In a. =X
x : y' — !ZJC“'_]‘
Specialisan az y = e* filggvény derivaltja: g

| Hatvény derivdltja egyenlé: hatvanykitevd szorozva az alap eggyel alacsonyabb hatvanyaval.
¥ =eXIne=e" ;

I
y‘f a* | y= exi Példak
y =a‘lna ‘y':e"
i | 1 1 1
1 y=4x y=x* ¥ L W o
T ’ ’ 2 NE:
Példak : : ) 1 1 ) ] - 1
' - § i, g By ¥Eeoa e e
A/x 2 pAVES
1 y = log (vc’~ : ) i
= log, -
= 3 y=2Vi? oy =2 Vet ——— (1-2)
, 1 5,00 X—x
y = /———-—1 ( X +?) . . e —
(xai?) In2 J i s x\/:;’ - «/ix‘/s"‘.
— -7 == —=1)=—e" % ‘ - s . o L rp
y=e ¥ ==l . \ XIII. Trigonometrikus fiiggvények differencialasa
3 gl e ‘ :
;4 1 1. y = sin x.
Y= g=ty
) Ay sin (x+Ax)—sin x
A fiiggvényt a logaritmus azonossdgdval stalakitva és azutan derivalva ugyanezt az eredményt A =TT A :
kapjuk. )
1 Az addicids tételt alkalmazva:

y=Inx2=2Inx, y’=2-;.

jteni . A sin x cos Ax-+cos x sin Ax—sin x
Nem szabad azonban elfelejteni, hogy mig y = 2Inx értelmezési tartomanya x = 0, addig . 2 _____é_—A—r——— ;
y = In x? értelmezési tartomédnya az x = 0 hely kivételével az egész szdmegyenes. Ax *
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Atrendezve:
Ay o 5 S 118 -
. =sinx ————+COS X ———
A Ax ¥ Ax
Mivel az ismert hatarértékek (6.2.3 1.) szerint:
cos Ax—1 5 sin Ax i
lim o lim —(3o— = b
Ar 0 Ax P 1 Ax
. Ay
¥y = Ilim Ax =S x+0+4cos x-1=rcos x,
Ax —10
y = sinx
¥y =cosx
2. y = COS X.

Ay cos (x+ Ax)—cos x

Ax T Ax
Ay  cos xcos Ax—sin x sin Ax—cos x
Ax Ax ’
‘ ¥ ) cos Ax—1 . sin Ax
lim -—-—=- = lim |cosx —RAE — SN X —- .
Ax—0 DX ax—o X

! | |

¥ 0 1

Mint tortet derivaljuk:

cos x - cos x—sin x(—sin x) cos? x+sin® x 1
y = —
5

cos? x cos® x cos®x

(Mivel cos? x+sin® x = 1.)

y =1tgx
, 1
‘ YT ot x
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4.  y=ctgx.
. cos x ,
y=clgr = — . ' :
sin x
—sin x - §in X—COS X+ COS X — (sin® x+cos® x) 1
¥ = 5 =S =T gEx
sin? x sin® x sin? x
y=ctgx
. 1
sin® x

e o

XIV. Ciklomerrikus fiiggvények differencialhdnyadosai
1. y = arcsin x (—1=x=1D.
Inverze: x = sin p.

Mint inverz filggvényt derivaljuk:

dy _ 1 _ 1
dx ~ dx  cosy’
dy
Mivel cos y = -_f—«\/f:&; g ﬂ:’\/i'j):‘z,
dy . 1
dx  +4/1-2
Vizsgaljuk a négyzetgyok elgjelét. Ha y = Arcsin x, azaz a [Gértéket tekintjiik, akkor
T JT
— =VE 5.
277 2

Az intervallum belsejében cos ¥ > 0, ezert a gybkot pozitiv eljellel vesszitk. Az intervallum
végpontjaban cos y = 0, ott az inverz fiigevény derivaltja nem 1étezik.
Arcsin x+2k7 k=0, £1,£2,...)

A = 1 =
RYES BRER {—Arcsinx+2kn (=0, +1,+2,...)

definicié alapjan az egyes periodusoknak megfelelden a derivalt pozitiv, illetve negativ.

y = Arcsin x '
1

arvi=2

y = arcsin x
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Megjegyzés. Az y = arcsin x fliggvény az x =—1 és x = 1 helyeken nem derivalhato, fiy at T
dx T 1ty 14at

7 7T
mert a nekik megfeleld y értékek: -y és -+ = Ezeken a helyeken az eredeti fiiggvény

2
derivaltja: cos y = 0. Mivel
y = arctg x = Arctg x + A,
2. ¥ = arccos x. Y- !
o 1427
Inverze: X = Cos J. )
dy 1 1 1 1 4. ¥ = Arcctg x.
dx dx —siny +1/T—cos?y £/1-x2 Inverze: X =tg .
dy
d 1 1 __77177”
Ha » = Arccosx, akkor 0= y=um. dx ~ dx 1 1
dy T siny sin? y

Az intervallum belsejében az eredeti fiiggvény derivaltja, sin ¥, mindeniitt pozitiv, a derivalt
negativ el6jelil lesz. Az intervallum végpontjaiban sin y = 0, ott az inverz fiiggvény deri- A sin® y4cos? y = 1 azonossdgot sin® y-nal osztva:
véltja nem létezik.

: I4ctg?y = —5—.
Arccos x4+ 2kn (k=0,+1,+2,..) EY sin? y
Az ¥ = arccos x =
—Arccos x+ 2k (k=0 1+, F2...4)
dy 1 1
SN S o = — )
definicio alapjan az egyes periddusoknak megfelelben a derivalt negativ, illetve pozitiv. dx I+cte®) e
y = Arcctg x Mivel
¥ = Arccos x y = arccig x = Arcctg x + k7,
wxq =_ _1_2. 3 1
| ¥ S 1422 V=— 703
i AV 1—x* 1+x
L
Y = arccos x : Példak
—1
Tl N B \ 1. ¥ = sin (sin x) ¥ = [cos (sin x)] cos x.
i\/]_xg te2 o y o= elste. 2 tgx 1 _ e 2siDX
2. Y=g costx  © costx °
3. y = Arctg x. 3 y = Arctg e_’2+Arcsin~]£ .
Inverze: x=tgy . e~*(—=2x) | 1 ( 1 )
A T —ahn? — |\ X
o1 _ , VA
dx dx 1 .
dy cos? y ; . e (=2%) 1
14e72 A/¥-xt

A sin® y4-cos’ y = 1 azonossdgot cos® y-nal osztva: y 2 3
t 4, Harmonikus rezgd mozgast végez a kbrén egyenletesen mozgd pontnak a kor sikjaban fekvd

1 barmely egyenesre valo vetiilete.

te? y+ 1l = —5—.
cos® y ¥ = rsina.
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Az egvenletben: o« = wi+@ a fol‘gésszﬁg

Fazis (7.11 dbra). » a kitérés,  az idd, w a szbgsebesség (4llando), ¢ a kezdd-

y = rsin (@t + ). ‘y
dy
v = b Feo (COS‘91+¢), p
d?*p
a = are = _,—mz(sin ml+99), y [+ 4
2 r rsipx
a = —w?p. oA Y
A rezgd mozgds gyorsuld it a X
ke B B 52 @ kitéréssel aranyos és

azzal ellentétes eldjelil.

Forditva is érvényes. Ha a gyorsulgg 5 kitéréssel ard-
nyos és azzal ellentétes, a mozgag harmonikus rezgd
mozgds, amelyet egy

y=asin(bt+c) egyenet iy le. 7.1 ab
A1 dbra

Ez utobbit majd a differencidlegyenietekke] kapesolatban fogjuk bizonyitani.

XV. Azy = [f(x)FN) alaki Tiggvények differencidlasa
A modszert konkrét példan Mutatjuk meg:

y = x¥,

x=e¥ y= (e x)r — oxlnx

y=x*= exlnx_

Mint kozvetett filggvényt derivaljyg .

y' = gxlnx (1 dnxgy. 1_) = x%(In x+1).
X
A derivaldst mas modszerre] is elvégezht;,tjﬁk:
y = x*,
Vegyiik mindkét oldal tf;rnlészgtes logaritmusat:
Iny = xln‘ X,
Mindkeét oldalt derivalva:

1 s 1
— ey :1.Inx+‘x_b_
¥ x
vy = y(In x+1).

¥y = x*(In x+1).

Ezt az eljardst logaritmikus differencilssnak nevezik. Hasonlé modon ezzel a két médszerrel
derivalhatjuk dltaldban az : :

y=[fFw

alaku fiiggvényeket is.
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7.1.3.1 Hiperbolikus fiigg vények
A hiperbolikus fiiggvények definicioja a kovetkezd:
eX¥—e ¥ N . .
y=shx= —g (olv.: szinusz hiperbolikusz x).
X —
y=chx= %E— (olv.: koszinusz hiperbolikusz x).
sh x g¥—e~% .
=thx = — = — — olv.: tangens hiperbolikusz x).
¥y S e ( T p )
h x B -X ; )
y =cthx = FRE i-f--e (olv.: kotangens hiperbolikusz x).
sh x ex—e™*
ex e e'*l ‘ y
1: vt ol s o
y=shx 3
y=g*
A fliggvény gorbéjét megkapjuk, ha az y = e* ¢s
y = —e~% gorbék ordinatait egymasbol kivonjuk, €s a y=shx
killonbség felét vessziik (7.12 dbra).
A fiiggvény mindeniitt értelmezve van. A fiiggvény
paratlan:
e—X—g¥ —'/ I Lo
sh(—x) = e =-—sh (+2x). 9, G- X
3 eX—pg—X
=shx=———
4 z
Ha X - 4 oo, y=shx-++cc’
i
ha X~ —oca, y=shx->—os, 7.2 dbra
ha s 1, y=shx =0
yee™
X —X
2i y= chx = _e_l ‘y
2 y=ch x
A gorbét megkapjuk, ha az y = e* és y =" fiigg-
vényértékeket minden egyes x pontnal dsszeadjuk, és a
kapott ordinataérték felét vesszik (7.13 abra).
x f )
Az y=chx= - péros fiiggvény: 7’ b yedtl
2 i y=é‘“ Yy 2
] e
e eer O\ ba X
How)=—7p = Y(+ ).
7.13 dbra
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Ha x=0, y=1. Ha x - £ o=, y — +oo.

ex_e—x
3. r=thx= -—.
J” e.\ +P—.\‘
e~ ¥—eg= =1 ex—p—%
H—x)= TS MR e =—y(x),
a [liggvény paratlan.
»(0) = 0.
! eX—p— X
y = ———-——-. Bovilsiik a tortet e*-szel!
eXpgmx
1
et T
yv=thx= ;—— = ——-
- e=¥-k1 1
1 + ei.!x
Ha : X — +eco, s 1’
ha X = —oo, y—-—1
A fiiggvény értelmezési tartomanya: —ce <'x <+ oo,
b g
' /
a x

y:ffl X

i

7.14 abra

értékkészlete: —1 < y < 1 (7.14 4bra).

eXte~*
4, y=cthx = L1

e¥—e—*

A fiiggvény nincs értelmezve ott, ahol a nevezd zérus, tehét az x = 0 helyen.
A fiiggvény paratlan.
eX+t+e— ¥ ) . e2x+ 1
Az y = ————alakot dtalakitvay = -— - -—- .
e¥—e ¥ €
Ha x — +0, y — 4o (mivel e* > 1, ha x = 0).
A fiiggvény paratlan, ezért ha x — —0, y — — o,
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A fiiggvény igy is irhato:
1 1
e Al T
L =
1 T ';é;
Hax ++4ce,y—>+l;hax »—<,y——1
Tehat y = cth x fiiggvény értelmezési tarfomanya: (—eo; 0)1J(0; +os),
értékkészlete: —co<y = —1Jl = p <4<
(7.15 abra). ‘_f}
Osszefiiggések a hiperbolikus fiiggvények kozdtt y: B
ch® x—sh? x =
( ex+e—x 2 ( eX — =X )2
A 2 ) 2 / 7
82x+2+e—2x e2x_2+ p—2x 7 -

4 4

Tehat

ch? x—sh>x = 1.

Ez az 6sszefiiggés nagyon fontos. Ebbdl: 7.15 abra

chx = 4/1+sh? x.
shx=4/ch?x—1, ha x=0,
shx=—4/ci?x—1, ha x<0.

%, —x 4 2 / oX L p—X 2
ch2x+sh2x:(ij_—ef) 4+ i_e___) -

2 2

92x+2+e"2x eﬁx_2+e—2x

4 4
2x | p—2X% 2Xx —2x
Y.l :e+e = ch 2x.
4 2

Tehat:

i ch? x+sh?x = ch 2x '

2 Fsiestlh H‘l{( O %fw@ﬁ
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Az el5bbi dsszefiiggések emlékezietnek a

cos® x+sin?x = 1
€5 cos® x—sin®x = cos 2x  Gsszefiiggésekre.
Hiperbolikus fliggvények derivdljai:
1. o [ X —p—X 4 eX4p—x
(Shl)—( 2*7') = - 2v—=chx
y=shx |
y' =chx
5 , Ce¥temX ! eX —p—%
(ch x)’ = ( : ) =27 =hx
O S
’ y=chx
i ¥ =shx
3 (th x) = shx ' _ (shx) +ch x—(ch x)"+sh x
ch x ch? x =
_ chx.chx—shx.shx ch? x—sh? x 1
ch? x - ch? x = chix
y=thx i
NS
! 2 ch®x
4 (cth x) = chxy\’ _ sh x-(ch x)’—(sh x)’-ch x B
shx sh? x -
_ shx.shx—chx.chx ch? x—sh? x 1
sh®x T shix T sn2x
y =cthx é
- 1
sh? x

LatJfl’k. hogy a differencialasi szabalyok emlékeztetnek a trigonometrikus fiiggvények diffe-
Tencidlasi szabalyaira.

A hiperbolikus fiiggvények és a hiperbola kapcsolata kénnyen kimutathaté.

Vegyilk az x =chs

y=sht fluggvényeket!

Most x-et és y-t mint ugyanazon ¢ valtozé fiiggvényét tekintjiik. (A 1 k6z6s valtozo, paraméter.)
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Szamitsuk ki az x2—y? fliggvényértéket !
=yt =ch?t—sh®r =1,
azaz xX2—3* =1,

ez pedig a hiperbola egyenlete (7.16 abra).

Ha  0-t8] oo-ig 06, ch ¢ 1-t6l oo-ig, sh ¢t pedig 0-t0l oo-ig né, igy az (x; ») pont a hiperbola
jobb oldali dganak felsé felét irja le.

Hasonloan lathatd, hogy ha ¢ 0-t6l — o=-ig csokken, akkor az (x; y) futépont a jobb oldali
ag also felét futja be.

hy  fyesnx

7.17 dbra

7.16 dbra

7.13.2 Az area fiiggvények

A hiperbolikus fiiggvények inverzeit area fiiggvényeknek nevezziik.

1. Az y = sh x fiiggvény inverzét y = arsh x-szel jeldljiik (ejtsd: area szinusz hiperbolikusz).
Ezzel a jellel fejezhetjiik ki tehat explicit alakban az y = sh x-bél x-nek y-16l valo fiiggéset.
y = sh x, x = arsh y. A véltozok szerepét felcserélve:

y = arsh x.
Az y = arsh x fiiggvény gorbéje az y = shx fuggveny gorbéjének tiikorképe az y = x

egyenesre (7.17 dbra).
Az y = arsh x fiiggvény differencialdsat az inverz figgvény differencidlasi szabélya szerint

végezzilk,
Képezziik a fiiggvény derivaltjat:

y = arsh x.
x =sh y.
dx
TyZChy
dy r 1 1 _ 1
o @ ey Vb Vi
x

20+
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(A gyok eldjele csak pozitiv lehet, mivel ch y = 0.)

y =arsh x 5
y= 1
' A/ 14+x2
2. y = arch x (ejtsd: area koszinusz hiperbolikusz x).

Az y = ch x fiiggvény nem moncton, A [— wo; 0] és [0; 4- 2o ] intervallumokba esé szakaszai
monotonok.

Azy = ch x fiiggvény x = 0 szakasza monoton b
novekvd és folytonos, van inverz fiiggvénye. ‘ ¥y
DAl St y=chx
Ezt igy jeloljiik: y = arch x. \\
| \
y=chx \
x=archx (y=1). \\\ y=archx
A viéltozok szerepét felcserélve N
——
y=archx. a X
A fliggvény gorbéjét megkapjuk, ha az y=ch x
gorbéjének x = 0 szakaszdt tiikrozzilk az

y = x egyenesre (7.18 dbra). 7.18 ibra
Mivel y =chx = 1,

y = arch x csak x = 1-re van értelmezve.

Képezziik y = arch x differencialhdnyadosat!

x =chy,
dx
—— = sh 2
dy ”
dy 1 1 1 1 .
T —= —_—— = = ha x = 1).
dv  dx  shy  Afcly—1 A/ )
dy
y=archx

I
|
‘ i
!
¢
|

A gyok értéke csak pozitiv lehet, mert ha y = 0, akkor sh y = 0.
3 » = arth x,

A fliggvény az y = th x inverze.
y = th x-bdl x-et kifejezve igy jeloljiik:

x = arth y.
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A valtozok szerepét felcserélve:

y = arth x.(ejtsd: area tangens hiperbolikusz x}. . ~

A fiiggvény képét megkapjuk, ha az y = th x gorbéjét tiikrozziik az y = x tengelyre

(7.19 4bra).

Mivel #!{ gearthx
—1=thx=1,

az y = arth x értelmezési tartoménya e
—1l=x=1, azaz |x|=<]. ’
Hatarozzuk meg az y = arth x differen- /’y:;;_
cialhanyadosat! - s : .
x = thy.
__..._-/
dx 1 =
dy ~ chty
dy 1
dx — 1
hy 7.9 abra
Mivel ch? y—sh? y = 1-bdl ch? y-nal osztva

1 : ;
1—th?y = Wy -t kapjuk, ezert

1 1

e e e BE B AL
1—th® y 1—x* |

Y
y=arcthx
{
4. y = arcthx, —
= g |f X

A fiiggvény y = cth x inverze (7.20 abra). 7

'y = cth x-bél x-et kifejezve: gecthx
x = arcth y.

A valtozok szerepét felcserélve: 7.20 dbra

y = arcth x (ejtsd: area kotangens hiperbolikusz).
Mivel y = cth x értékkészlete: | y| = 1,

y = arcth x értelmezési tartoménya: | x[ > 1.
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Hatirozzuk meg a filggvény derivaltjat: Hatarozzuk meg a differencialhanyadost ebbdl az alakbol!

| b= In (x+4/T73).

|
il | y = arcth x, {
|
il | x = cth y. . 1 (1+ 2x )
i | Y= o =] 5
il ax 1 x+4/1+x 24/1+x
| dy sh? y , B 1 x4/ 1+x2 1
I & 11 | Y Ve RV i Y/ T
i 1 dx - dx -1 + 1
18] dy sh? y y = W_'
g X
il | Mivel sh? y—ch?y =—1-b61  sh? y-nal valo osztdssal
{ | g ’ ? i nalivaloiosatissd 2. y =arch x. A fiiggvény értelmezési tartomanya x = 1.
{ | 3 1 5
1—cth?y = T -t kapjuk, ezért { x=chy.
d 1 1 A b
y 1 X= s
B e _ _ 2
dx 1 1—cth®y 1—x%° B, (F{=T
sh? y , 2y = oF+e~?
|| _— l' ey —2xe’+1 =10
| g
[ y = artch x 124 .
11 1 e}':ixi)\—/z.uzxt’\/x‘l—l_
| y=1-
Innen:

Az area fiiggvények logaritmikus alakja y=archx =In(xt \/;2:_1), ha x= 1L

| x|= A/ x2—1, ezért e¥-raa gyokét pozitiv és negativ eléjellel nézve is pozitiv értéket kapunk.

E : 1. y = arsh x,
! | ey —e=Y
! ! Inverze: x=shy, azaz x= 7 Az e¥ = x-_k*\/ x% — 1 egyenletbdl
| \ = In (x++/x2—1).

Fejezziik ki ebbdl az egyenletbdl y-t! d ( \/ )

2x = e¥—e™V AzZ yzln(x—\/x‘*'—l), az y=chx —ee=x<0
2xe¥ = e2r—1, az y:]n(x+’\/x2f71), az y=chx 0=x<+4e
e —2xe¥—1 = 0. . <
e szakaszdnak inverze. Mivel az y = arch x-et mint az y = chx 0= x < +oo-re esd
e¥ = Mﬂ = x+4/2+1 { szakaszanak inverzét definidltuk:
3 Tt .
S y= archx:!n(x+\/x2—l).
Mivel e minden y-ra pozitiv, és | x| < \/ 142, a gyok elGjele csak pozitiv lehet. Ezert:
o Derivélva:
e¥ = x+4/1+x%, ) ’ ; (1+ 2y )
. R A B - === -———_?T —
innen y=1In{x+4/1+x). (x+4/2—1) \  24/x—1
| R
Tehat 1 x4/ %21 1
= S (x=1

y = arsh x = In (x +4/1£22). P R V-1
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F; y = arth x, L : 7133 A differenciéldsi szabalyok Gsszefoglaldsa
x = thy. ' i g l
o — e e e Iy = at ¥y = Arccig x
L . | o
e 45 i ’
t=0 S 'y =a*lna e
xe¥+xe~¥ = e¥—e™7 ' ¥ : < T+ x7
xeW+x = etV—1 — -
14+x = e2(1—x) y = e f(x) y = e 'y =sghx
14+x ¥ =cf'(x) y=e : W
g‘ZJ" — ! =
l—x ;
{1
1+x ¢ .
2y=1In ( 1+ ) y = fx)tglx) ¥y =smx y=chx
- b ¥ =fx)+egx) ¥ = cosx y'= shx
1 I+x ‘ i
y-—?ln (—I:T), ha 1xi-=: 1. ’
fey y = u-t y = COSX y = thx
1 ]+x ’ ’ ’ 7 1 ‘= 1
yzarthxzzln 'I—x)’ ba [|x|=1 Y o= utuw ¥ =-—sinx =
{
E kifejezés igy is irhato: :
T+x
y:arlh-\':lnl -f:-x 4 ha |XI<I‘ ‘ y=% yztgx y:cthx
Derivalva az L wev—ut s O po_ 4
1 1+x . ¥ = e Y 7 cosix YT T shx
y=—In fiiggvényt:
2 1—x
, 1 1—x 1(1—x)—(1+x)(—1)
" =
) 2 14x (1—x) v = flgx)] y = ctgx | y=arshx
1 ‘ i
I L TP v =flg(x)]-&'(x) yme—e b
2 1+4x (1—x)? (+x)(1—x) ° sin® x V1+x
o s 1
Y EIE _
y = x= y = Arcsin x y = arch x
Hasonloan kaphatjuk, hogy 1 , "1
7= ax*—1 O ¥ =
1 x+1 ‘ 2 & A/1—xt ’ V-1
y=arcthx=—In— -, ha |[x|=>=1
2 x—1
Példak y = log, x y = Arccos x l y = arthx
—_— 1 3 chix , 1 5 1 , 1
1. = sh 3x. = — — —ch3x3 =% — y = Y s S e o 5
: o =5 Y 2+/sh 3x 2 4/sh3x x-lna A/1—x2 1-x2
1 1 1 : .
2 = arch — ¥ = ——— = .
¥y \/f__] 2 ,\/xz_4 '
4 1 y=Ilnx y = Arctg x y = arcth x
1 , 1 1 1 ‘ il 161 . .
= Pl o yﬁl—w'(‘?Fﬁ' PR {”* T+ e
7 '
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714 Grafikus differencialas

Legyen adott az y = f(x) fiiggvény a 7.21 abran levd grafikonnal. Hatarozzuk meg a diffe-
rencidlhanyadost a P pontban!

A Q helyhez tartozo P pontban meghuzzuk a gorbe érintéjét, szemlélet alapjan.

)y =1t |

/1
8 P
—— =
A I g 4 X
7.21 dbra \
p V¥
% X
A ———
=
7.22 dbra

Jeloljiik az x tengely (— 1) pontjat A-val. A grafikus differencialas polusa A, az AO irdnyitott
szakasz hossza a polustavolsig: | A0 | = p = 1.
Huzzunk a polusbol az érintével parhuzamost az p tengelyig,

B
tgr=-——=-, lga=y), A40=1.

fay 3 = BO

Hazzunk B-bdl az x tengellyel parhuzamost! P'Q az x tengely @ helyén a derivalt értéke.
Ha ezt az eljdrast a gorbe tobb pontjaban elvégezziik, és a derivalt megfelels értékeit foly-
tonos vonallal kotjiik ossze, a derivalt filggvény kozelité képét kapjuk. (7.22 abra).

Az eljarast grafikus differencidlasnak nevezik.
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745 A differencial

A matematikai analizisben és fizikai, illetve miiszaki alkalmazdsaiban alapvetd fontossagd
fogalom a fiiggvény differencidlja. - . _ ‘

Legyen az y = f(x) fiiggvény az x hely kornyezetében differencialhaté. Vizsgaljuk a Ax
szakaszon a fiiggvény és az x helyhez tartozé érintdé

ordindtainak valtozédsat. v ‘\ 1\
Jeloljiik a fiiggvény valtozasat Ay-nal, az érintoét \y PR}
dy-nal. A 7.23 abréabol leolvashato: ay
1
dy = tg &+ Ax. 3 a gy
y
Mivel tga = f(x), .
=
dy = f(x) Ax. a X Ax  x+Ax x

A dy = f'(x) Ax értéket az f(x) fiiggvény differen- 7.23 dbra

cigljanak nevezziik. . 3
Mikor helyettesithetd kicsiny Ax esetén a fuggvénynévekmény a dillerenciallal?
A fliggvénynovekmény:

Ay = f(x+Ax)—f(x). A 7.23. dbra szerint:
Ay = dy+H.

dy, a differencidl, a férész; £ az un. hiba.
Ay = dy akkor,

ha H még Ax-hez képest is elhanyagolhatéan kicsi, azaz

Az f(x) = x fluggvény esetén
f(x) = 1, a fiiggvény differencidlja:

dx = 1.Ax.
foy Ax-et dx-szel is jeldlhetjik.
dy = f'(x) dx,
ahol dy a fiiggvény, dx a fliggetlen valtozo differencialja.
A Ay = dy
kozelité egyenlé'nséggel:
Flx+Ax) = FO)+f7(x) Ax.

A fliggvénynovekményt egyenes novekményével helyettesitettiik, azaz linedrisan approxi-
méltunk.
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Qefinicié. Az y = f(x) figgvény az x; helyen linedrisan approximalhato, ha a fuggvény-
novekmeény
SO+ AY)—flxy) = A-Ax+e-Ax
alakban irhato, ahol A Ax-tdl fiiggetlen dllandd, és & — 0, ha Ax — 0.
I. tétel. Ha az f(x) fiiggvény az x, helyen derivalhato, akkor ott linedrisan approximalhatd.

Bizonyitas. A derivalt definicioja szerint

flxp+ Ax) “‘f(xo)

i B
Ez igy is irhato:
Axy—
f(xo+ X) f(x{]) = Fl)te,

Ax

ahol e — 0, ha Ax — 0.

Megjegyzés. ¢ ebben az esetben negativ is lehet. Az utolso egyenletbdl:
SGig+Ax)—flxg) = [(x) - Ax+e- Ax.

Ez azt jelenti, hogy

Flxg+Ax)—fxy)
Ax

= f'(xg)+e,

ahol e — 0, ha Ax — 0.
Innen:

Flxg+AR)—f(xg) = f(xg) Ax+e- Ax.
['(xp) = A jeloléssel:

S+ Ax)—f(xg) = 4 Ax+e. Ax,
Ervényes a tétel megforditasa.

1. tétel. Ha az x, pontban valamely y = f(x) fiiggvény linedrisan approximalhaté, akkor
ott derivalhato.

Bizonyitas. A linedris approximacio definicidja értelmében
Flxg+Ax)—flx)) = A-Ax+e-Ax

ése — 0, ha Ax — 0.
Ax-szel osztva:

S+ AN —flxg) _

Ax At
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A hatarértékre térve, ha Ax - 0, & - 0, igy

f(xD%"Ax)——f{x_O} _

lim 7
Ax — 0 A.’L

A.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy kis Ax valtozasok esetén ott, ahol a fiiggvény derivalhato, a
filggvénynovekmény kozelitleg helyettesitheto a differenciallal.
A dy = f'(x)dx differencidlalakbol

Fis, __di
Fix) = 3"

A derivalt (differencidlhanyados) felfoghaté mint a differencidlok hanyadosa.

7.1.6 A differencialszamitas kozépértéktételei
1. A Rolle-féle térel

Tétel. Legyen az y = f(x) filgevény az [a: b] intervallumban folytonos és (a: b)-ben diffe-
rencialhaté. Ha a fiiggvény az intervallum végpontjaiban nulla, akkor a filggvény belsejében
van legaldbb egy olyan pont, ahol a differencialhdnyados

nulla. u

Tehét, ha f(a) =0 és f(b) =0, akkor van olyan a <& < b
(7.24 abra), hogy
’ =47

f® =o. y=/ix)
Bizonyitas. A zdrt intervallumban folytonos fliggvényekre ‘
vonatkezé Weierstrass-tétel értelmében az adott f(x)-nek I e
az intervallumban van maximuma és minimuma, o I § " \ X
Ha mind a maximum, mind a minimum az intervallum keét a

végpontjiban van, a fiiggvény azonosan zérus, a tétel evi-  7.24 abra

dens. Ha a maximum és minimum kdzil legaldbb az egyik

azintervallum belsejében valamely x = x, helyen van, ott a derivalt zérus. Ezt igy lathat-
juk be.

Az x, pont belsé pent, ezért van olyan (xg—8; xg+8) kdrnyezete, amely [a; b] belsejében
varn.

Ha az x; helyen /maxinum van, akkor az (xg; xo+9) intervallumban f(x) < f(xg).
Ugyaniigy az (xy, — 8; xp) intervallumban f(x) = f(xp)-

Vegyiik az x, helyen a filiggvény differencialhanyadosat:

i © flxg Ax)—f(x)
im ——————~

Ax = 0 Ax

= f’(xp)-

A maximum miatt:

S+ Ax)—f(xp) < 0.
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Ha Ax = 0, akkor
Slxo+ Ax)—f(xp)

= 0. Hatarértéke:

Ax
) (X Ax)—1(x)
N f’(xo)zAluBO 2 AJ; 0 =,

Hasonldan, ha Ax < 0, mivel a maximum miatt
Flxg+ Ax)—f(xy) <= 0, akkor
Flxg+ Ax)—f(xo)

Ax = 0. Hatarértéke:
@ Flag = lim JCFAITGD)
Ax =0 Ax

Az (1) és (2) osszefiiggések egyszerre csak akkor allhatnak fenn, ha
fxg) = 0.

Hasonloképpen lathato be, hogy ha a fliggvénynek az intervallum belsejében levd x, helyen
minimuma van, ott a derivalt zérus.

Tehat, ha f (a) = f (b) = 0, akkor f'(§) = 0, ahol

Ny oy F

Geometriailag: az érinté legalabb egy helyen viz- =ftx)
szintes.

A Rolle-tétel dltaldnositasa. Legyen az y = f(x)
az[a: bl-ben folytonos és (a; b)-ben differencidlhato. |
Ha f(a) = f(b), akkor van legaldbb egy olyan §

hely, hogy F'(E) =0, ahol a <&~ b (1.25 dbra). & 2| & £ e
A tétel az el6z6bdl a koordinata-rendszer eltolasaval
konnyen belathato.

i

7.25 abra

I1. A Lagrange-féle kézépértéktétel

Tétel. Legyen y = f(x) [a; b]-ben folytonos és (g; b)-ben differencialhatd.

Az intervallum belsejében van legalabb egy pont, ahol az érint$ parhuzamos a hirral (7.26 és
7.27 4bra).

fb)—f(a)

, ahol a<Z%<b
b—a

&=
Bizonyitas. Legyen a gorbe egyenlete y = f(x), a végpontokat dsszekitd szeléé y = I(x).
Képezziik a kovetkezd fliggvényt:

F(x) = f(x)—I(x).

A végpontokban f(a) = l(a) és f(b) = I(b).
igy az y = F(x) fiiggvény az a és b pontokban zérus.

F(a) = F(b) = 0.
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e B y=Hx!
hy |
7L tx) £(b)+1a) ‘y
) 1/=fx)
A i ylte)
|
7 5 : 7 2 t B
7.26 4dbra 7.27 abra

F(x)-re érvényes a Rolle-tétel:
Fi(&) = 0.
Fi(x) = f(x)—'(x).
F@)=fE-1ré=0.
Innen fE=1@).

A szeld iranytangense mindeniitt allando

@) = f(bg*f(a) .
—a
Tgy I f'(§)=&;:-££ﬂ, ahol a=<E&=<b.

Fzzel a Lagrange-féle kozépértékiételt bebizonyitottuk. [LAGRANGE (1736 — 1813) francia
matematikus.]
Az intervallum végpontjait x; és x,-vel jelolve:

flxg)—f(x)
1

Xp—X

-

ahol x; =3 < x,.

=

frjuk fel a tételt az [x; x+#4] intervallumra:

e+ h)—f(x) .

FEARN—TO) _ e,
h

ahol & x és x+h kozott fekszik.

Ezt igy jeloljik: & = x4, ahol 0<1® < 1.

Az egyenlet fgy irhato:

flx+h) = fO)+hf'(x+8h), ahol 0<*8 <1,
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Példa

Az ¥ = ax®+hx+c parabola x; = X < x, intervallumaban hol parhuzamos az érintd a hurral (7.28
dbra)?

vy = axj=bxatc h
y, = axi+bx,+¢ ¥
ya—yy = alxf —a7) +blxa—xq). \ yraxérbrec

A hur irdnytangense:

yz_‘yl_

= a(x,+x,)+b.
i = alesx)

Az érintd iranytangense:

y' = 2ax-b.
Az x = £ helyen az érintd parhuzamos a hurral: Vi P ; p _’x——
= . ’
2aE+h = a(x,+x;)+b, innen - ¢
T+ e
Fen LR,
2 7.28 abra

Az intervallum kozéppontjdban a hur parhuzamos az érintdvel.
III. A Cauchy-féle kizépériéktétel

Tétel. Ha v = f(x) és y = g(x) az [x;; x,] intervallumban folytonos (x;; xp)-ben differenci-
alhato fiiggvények, és g’(x) az intervallum belsejében sehol sem nulla, akkor
f(xz)_f(xﬂ . f'('S)
gx)—glx)) g7

ahol x; <& <ux,,

Bizonyftas. A g'(x) # 0 feltételbdl kovetkezik, hogy glxy) —g(xy) = 0. Ellenkezd esetben
ugyanis a Rolle-tételbol az kovetkeznék, hogy az (x; x,) intervallum valamely pontjdban
a derivalt zérus volna.

frijuk fel a kovetkezo fiiggvényt:

o) F(x) = f(x)+ Cg(x),

ahol C konstans.
Hatarozzuk meg C értékét gy, hogy
F(x;) = F(xy), legyen:
flxe)+ Cglx;) = F(xa)+ Cglxy).

Az egyenletboi:
_ SO S
glxp)—g(x1) ’
C értékét (1)-be helyettesitve:
Slx)—f(xy)

F(x) = R i A
(x) = f(x) P e

glx).

g
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Mivel F(x,) = F(xy), €rvényes ra a Rolle-tétel altalanositott alakja

F(E) =0, ahol x <£&=xp

F(x)-et derivalva:
flxg)—Sxp)
glxg)—g(xy)

@ F(x)=f"(x)— g’ (x).

Az x = £ helyen F'(§) = 0.

Tehat (2)-bdl
[ =/l i(—s)- ahol 2 #0,
glxz)—g(xy) FLG) &s wps £ < ¥y

7.2 A DIFFE RENCIALSZAMITAS ALKALMAZASA

re

121 Sikgorbék érintdje és normalisa

Az y = f(x) figgvény gbrbéjének érintdje az x = xp helyen az

y = f(x)(x—xo)+¥p
4 y=ftx)

egyenes,
A gorbe normalisa merdleges az érintési
pontban az érintdre (7.29 4bra).
A normalis égyenlete:

1 7 ﬂa-.x
=———— (x—xp)+ Vo
y Fxg) 0 0

I

Vezessiik be a kovetkezd elnevezéseket ¢s 7.29 abra
jeloléseket (7.30 dbra): %5

PA = = tangens,
PB = n = normalis,
AM = s, = szubtangens,

BM = s, = szubnormalis.

y=flx); tga =y =

= f(x). 7.30 dbra

21 Matematika M a {(OV ﬁ/(’t (9!
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Az abrabol lathato:

! = =

y Vittge vy ——s
: X =—,\/]+y2.
S o tg o y

= 2 =y V/IHte = VT2

n=
[o{e1 34
b3 Y
S = = ;.
tgo ¥

Sp=yetgu =yp-y.

Két gorbe metszési szoge. Ha két gorbe metszi egymast, metszési szogikon a kozos
pontban huzott érinték szogét értjik (7.31
dbra). L ¥

Ha a két gorbe y = f(x) és y = g(x),
“(x0)—g"(x,
N . e 11 Y
1+ (xp)g"(xp)
Példak | —
1 o X X
1. frjuk fel az y = cos 5 X gorbe érintdjét és
normdlisat az x = % pontban! 7.31 4bra
% -
x0=?; y0:005€=—2 .
b= 1sinix- ‘%ﬁ-l—
¥ oogillg® B

Az érintd egyenlete:

Vi1 1. A4 =

Yo =% ("‘ 3) A A R T
A normalis egyenlete:

V3 ( 1) /3 4=
y7f2'4 =4 x7'? b y—4x+*27'*-T.

2. A kor érintdjének egyenlete. Ha a kdzéppont az origd, a kor egyenlete:
x2+y? = r2,

derivdlva 2x+2yy" = 0.

X
¥ =*;'s
, Xo
Yo=—— -
0 Yo

Az (x,; yo) pontban az érintd egyenlete:

Yoo =— ;;A (x—x,)  (71.32 4bra).
1]

Innen YYo—Vh = — XX+ Xf
XXo+yye = X5+ ¥E.
Tehat: xxg+ 3y, = 1%
Ha a kozéppont (; £) és a sugdr r:
(x—a)f+ (O —f) =1
2Ax—a)+2(y—p)y’ = 0.

Az érintd irdnytangense:
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by
xtrglapr
(xpi4n)

A
N

7.32 dbra

by

(f\'ﬂi_l/o)

Z X

7.33 dbra

3. Mekkora az y = Arcig x gbrbe x = | pontjahoz tartozé szubtangens €s szubnormdlis (7.34

yr - Xog—&
¢ Vo8
Az érintd egyenlete:
Xo—o 5
—Py == (x—xg) (7.33 4bra),
¥—Yo Yo—B 0
4bra)?
T
Xy= 1 y°=Arctg1=z.
, 1 ;o 4
Vet Ty
11
iy e 2 e o BB
o 102
2
z 1

, fu/
sn:yo.y0=7._2_=-§,

4. A parabola érintéinek tulajdonsdgaibol
levonhatd kovetkeztetések

Az y = ax® parabola érintbje az x = X
pontban, mivel y; = 2axp és yp = axi:

y=Arctg x

y—ax} = 2axg(x —xp).
¥y = 2ax,x —axi.

Az érinté az x tengelyt ott metszi, ahol

oo
=0, azaz az x = 7" pontban. Az

érintd az x tengelyt az érintési pont absz-  7.34 dbra

21
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cisszdjanak felénél metszi, Ezért az érintdt ;
ugy szerkesztjiik meg, hogy a OQ szakasz A ¥
felezdpontjat P-vel Osszekdtjik, vagy a PQ PO
szakaszt felmérjiik a —y tengelyre, és PP’-t - o
meghizzuk (7.35 dbra). .
L Xo )
0 o
Emeljiink az érintére az E( 3 3 0) pontban 5 oy
merdlegest.
Egyvenlete s ‘
1 1 X !
L (ng“). Flef) / ‘
_b_
Ez az egyenes az y tengelyt otl metszi, ahol a V3 & 1
x =0 H
1 r /
P = “ha e
. 5 ot 1 i
Mivel az y = ax? parabolindl a = 2 A
p

¥ =g 7.35 ibra

Tehdt az F pont fiiggetlen a P pont helyétdl: F(O; %) . Végiil hizzunk a P pontbdl egy figgd-

legest.
5=y (PFEA = P'FEA)
Po=y (egyallast szogek)
fgy v =8
Ebbél kivetkezik, hogy potszogik

o =4

Ez az egyenl6ség a fényvisszaver§dés torvénye, A tulajdonsag nem valtozik, ha a parabolat tengelye
koril elforgatjuk. Eszerint a forgasi paraboloid alaku fémt ikérben a tengelyekkel parhuzamos
sugarak a fékuszban taldlkoznak. :

7.2.2 Polinomok Taylor-formulija

1. Allapitsuk meg az
fx) = aptapx+apx®+ .. A-axt
n-ed fokn racionalis egészfiiggvény egylitthatoit, az ¥ = 0 helven vett fiiggvényérték és a
deriviltak segitségével!
F(x) = aytax+a,x®+ayx® 4. .+ a0,
F(x) = ay+2apx+4-3azx®. . 4 na,xn-1,
Sx) = 2a5+2+ 3agx+ . .. +n(n—1) xn—=2,
S = 2+ 3a3+ ..+ nln—1)(n—2) a,xn-3,

F(x) : nn—1)(n—2)...2.a,.

‘—.
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Az x = 0 helyen:
SO = a5} f10) = a3 f(0) = 2455 £(0) = 3lay; ...; FON0) = nla,.
Az egylitthaték:
= F(O)- o o e £O(0)
ao_f(o)’al:“fa%'—T:%—‘T,.‘.,an: =

A polinom igy irhat6: f(x) = f(0)+ XA x4

10 2!

S0 S7(0) f0)
= & ...+—n! xn,

2. Allapitsuk meg az
f(x) = ag+ay(x—a)+ ay(x— a2+ ag(x—a)* + . . . +a,(x—a)"

(x — a) hatvanyai szerint rendezett n-ed foku raciondlis egészfiiggvény egyiitthatoit az x = a
helyen vett fiiggvényérték és a derivaltak segitségével!

F) = aytay(x—a)+ay(z — a’+ay(x—a)*+ . . . . Fay(x—a)".
F(x) = ay+2ay(x—a)+ 3ay(x— a)*+ . . . +na,(x—ayr—1,
S(x) = 2a,4-2- Jay(x—a)+. .. +n(n—1) a,(x—a)—2,

ff")(x) = n(n—])(n-Z). .3 2(1,1.
Az x = g helyen:
1@ = ay: @ = ar: f"(@) = 2ay; f(@) = Ylay; .. .; fa) = nia,

Az egyiitthatdk:

ey =t B, P e ()
4 = fla); a, = 1 aaz—T,as— B ....,;12’——”I s
/ 27, (o
A polinom; J(x) = fla)+ L](fi) (x—a)+%—(,a—)- w—att.. 41 n);(‘i) (x—ay",

Forditva: ha adottak a polinom 0 vagy a helyen vett derivéltjai, felirhatjuk az x vagy (x—a)
hatvédnyai szerint rendezett polinomot. ' ’

A polinomoknak azt az alakjat, amelyben az egyltthatokat az @ helyen (specidlis esetben a
0 helyen) vett derivaltak segitségével frjuk fel, a polinomok Taylor-formuidjanak nevezziik.

23 A fiiggvény menetének vizsgilata

7231 Fiiggvények helyi (lokalis) névekedése, fogyésa

Definicié, Az y = f (x) fuggvény az x = x; helyen lokalisan né, ha az x; helynek van olyan
& sugart kérnyezete (5 = 0), hogy

f(X) < f(xy), ha =8 < x =< Xy

és f@)=f(x), ha x;<x< x1+3.
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Az y = f(x) fiiggvény az x = X, helyen lokdlisan fogy, ha az x, helynek van olyan 8 sugara
kornyezete, hogy
f(x)>f(x1)! ha xl_8< X = X
és fx) < f(x), ha x;<x-=<x+3

Tétel. Ha az y = f(x) [iiggvény elsé deriviltja az x, helyen pozitiv, a filggvény az x;
helyen lokalisan né. Ha az y = f(x) fiiggvény elsd deriviltja az x, helyen negativ, az x;
helyen a fiiggvény lokalisan fogy (7.36 és 7.37 dbra).

by by

"gr=1(x)

/ —

- a ;’( X g

7.36 ébra 7.37 dbra
Bizonyitas. Legyen y = f(x) differencidlhatd, és legyen az x; helyen f(x) =0,

. A
azaz lim ey = 0.
Ax — 0 Ax

A hatarérték pozitiv voltabol kovetkezik, hogy kis Ax esetén a tort is pozitiv,

Ay
E> 0.

Ha Ax < 0, akkor Ay <= 0,
ha Ax > 0, akkor Ay = 0,
azaz az x = x; helyen a fiiggvény nd.

Legyen fix) =0,

Ay
lim —— <0 i
Ax — 0 Ax
Kis Ax esetén:
A
s,
Ax

Ha Ax < 0, akkor Ay = 0,
ha Ax =0, akkor Ay <0,
azaz az ¥ = x; helyen a fiiggvény fogy.
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Példak
1. y=x—x*-2x az x=1 helyen
y = 3xt-2x-2 ya, =—1, afiiggvény az x = 1 helyen fogy.
2. y=sinx az x = %1- helven.
’ ’ 1 i . 2o
y = cos x, Yen ==7s a fiiggvény az x = .2 helyen fogy.

3
A monoton novekedés tétele

Tétel. Ha az y = f(x) fiiggvény az [a; b] zdrt intervallumban differencidlhato, és a derivalt
az intervallum belsejében mindeniitt pozitiv, akkor a fiiggvény az intervallumban szigordan
monoton no.

Ha az y = f(x) fiiggvény az [a; b] zdrt intervallumban differencidlhato, és a derivalt az
intervallum belsejében mindeniitt negativ, akkor a fiiggvény az intervallumban szigoruan
monoton fogy. i

Bizonyitas. Legyen f'(x) = 0 a < x < b-ben. 1
A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint, ha a = x; < x, < b, akkor x; és xp kozott van 1
olyan £ hely, hogy
fl)—fx) ., ‘
L2 & L e F(E). -

Xog— X1 |
A feltétel miatt £(5) = 0 és x, = x,, ezért

Sxg) = f(xy).

Tehat a fiiggvény szigoriian monoton nd.
Hasonléan lathato be, ha f/(x) < 0 az a < x < b intervallumban, akkor a fiiggvény SZigo-
ruan monoton fogy. 1

Megjegyzés. A tétel nem fordithato meg, mert példaul az f(x)= x° filggvény a [—1; 1
intervallumban szigorian monoton nd, az x = 0 helyen f*(0) = 0, a derivalt nem pozitiv.

Tétel. Ha az y = f(x) filgevény az [a; bl-ben differencidlhaté és f'(x) = 0, akkor a fiige-

vény az intervallumban monoton né. |
Ha az y = f(x) fiiggvény az [a; b]-ben differencidlhatd és f’(x) = 0, akkor a fiiggvény az [
intervallumban monoton fogy.

A bizonyitds az el6zé tétel bizonyitasaval analog mddon torténhet. Ez a tétel azonban mar
megfordithato.

Példak

1, y = @ |
Yy =a"lna ‘
a*=0, Ha a=1, lna=0, » =0

Ha O=<a=<1, Ina<0, » =<0
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Az exponencidlis figgvény a = 1 esetén szigorian

monoton nd, 0 < a =1 esetén szigorian monoton y=a*
fogy (7.38 dbra). a<i
2: ¥ = log, x.
1
& —_ e ——
Y= Yiha

A logaritmusfiggvény csak pozitiv x értékekre van

értelmezve.
Ha a=1, lna=20, ¥ =0
Ha 0<=a<1, Ina<? ¥y =0.

A logaritmusfiggvény, ha a = 1, szigorian mono-
ton nd, ha 0= a=<1, szigortan monoton fogy
(7.39 abra).

7.38 abra
3. y = shx.

y =chux.

Mivel ch x = 1, az y = sh x fiiggvény az egész értelmezési tartomanyban n6 (lasd a 7.12 abrat).
* y

§=oga ¥
ar{

a X
7.39 dbra
4. y=chux.
¥ =shx

Az y = sh x fiiggvény a definicid szerint:

ez__e—x
y=shx= 5

Ha Q<x = +o9o shx =0,

ha —o < x=0, shx < 0.

Ezért az y = ch x figgvény —ee<x < O-ban monoton fogy, 0 < x < +oo-ban monoton 0d
(lasd a 7.13 dbrat).
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o

7.2.3.2 “ Fiiggvények helyi (lokalis) szélsGértéke

Definicié. Az y = f(x) figgvénynek az x=x; helyen lokdlis maximuma van, ha az x
helynek van olyan 8 sugaru kornyezete, hogy

fx) =< f(x)), ha x-S <x<x
és flx) = f(x7), ba x3 <x= x,+8.

Az y = f(x) fiiggvénynek az x = x, helyen Tokalis minimuma van, ha az x, helynek van
olyan 8 sugart kornyezete, hogy

fx) = flxs), ha xx—8<x=0x
és fix) = f(xe), ha xg<x=< xa+ 8.

A helyi maximumot és minimumot szokds kozis néven helyi szélséértéknek nevezni.
Legyen az y = f(x) fliggvény a lokalis szélsGértek- )
helyen és kornyezetében differencialhato, Ha egy 4!/
fiiggvénynek egy adott helyen lokalis szélsoértéke, =4
maximuma vagy minimuma van, ott az elsd deri-
valt nuila, az érintd vizszintes. Ha ugyanis az elsd
derivalt pozitiv volna, az adott helyen a figgvény
néne, ha negativ volna, a fiiggvény fogyna, tehat nem
lehetne szélsGértéke. a X
Az els derivilt eltiinése a szélsdérték szikséges

feltétele. Ez a feltétel azonban nem elégséges.

Példaul az y = x® fiiggvény elso derivaltja y* = 3x2,

az x = 0 helyen zérus, a filggvénynek azonban

nincs szélsGértéke, mert a fiiggvény a 0 hely eldtt és 7.40 4bra
utan is nd (7.40 abra).

K vetkeztessiink a fiiggvény menetére az elsé deri- *g ;

valtbol azokon a helyeken, ahol az nulla.
Az y' = f'(x) és y = f(x) fiiggvényeket egymas ala
rajzoljuk ugy, hogy a koordinata-rendszerek x = 0
és x = 1 pontjai egymas ala keriiljenek.

1. Az x == x, helyen f'(x) = 0, ¢&s pozitivbol nega-
tivba megy at. Bz azt jelenti, hogy a fiiggvény érin- [ .
téje az x, helyen vizszintes, x, el6tt a figgvény nod,
x, utan fogy, a filggvénynek az x =x helyen “ y
maximuma van (7.41 dbra).

2. Az x = x, helyen f'(x) = 0, és negativbdl pozi-

tivba megy at.

Az x = x, helyen a gorbe érintéje vizszintes, elotte

a fiiggvény fogy, utdana a fliggvény né. Az x = X,

helyen a fliggvénynek minimuma van (7.42 4bra), /
1

3.Az x=x; helyen [H(x) =0, clétte ¢s utana ¢ X X
pozitiv. Az érintd az x = x; helyen vizszintes,  7.41 4bra




a7 X
g 3 i
* Ag
¥
a2 } 2 0 / tfj ' 17
7.42 dbra 7.43 ébra
yr
yl
X
. —
Xg 4 X
a
I / Ly
ly a X 4-)('-
Y
a Xy 01 Xt _T
7.44 4bra 7.45 abra
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de a flggvény az Ssszes tobbi helyen nd, a filggvénynek nincs szélsoértéke (7.43
abra),

4, Hasonloan nincs szélsoértéke a fiiggvénynek, ha a derivalt az x = x, helyen nulla, elétie
& utana negativ (7.44 dbra).

Tehat bebizonyitottuk a kovetkezo tételt.

Tétel. Egy pontban a filggvény szélsdertékének elégséges felrétele, hogy ott az els6 diffe-
rencialhanyados zérus legyen, €s eldjelet véltson.

Flaaz elsé derivalt egy pontban nulla, és pozitivbol negativha megy dt, a fliggvénynek maximuma
van, ha az elsé derivdlt egy pontban nuila, és negativbol megy at pozitivba, a fiiggvénynek
minimuma van,

Fiiggvények s zéls6érték-helyének meghatdrozédsa az elsd és mdsodik derivalt
segitségével

1. Legyen az y = f(x) fiiggvény az x; hely kirnyezetében differencialhato, és x;-ben kétszer
differencialhato.

Legyen f'(x;) = 0 és f"(x) = 0.

Mivel az x = x; helyen f"(x)) < 0, y = f'(x) az x=x helyen lokdlisan fogyo. Mivel
f(x) =0, azelsd derivalt az x; helyen zérus, és pozitivbol megy at negativba, a figgvénynek
az x, helyen maximuma van (7.45 abra).

2. Legyen y =/f(x) az X hely kornyezetében

differencialhato, és xp-ben kétszer differencial- yr
haté.
Legyen f'(xp) = 0 & f"(x3) > 0.

jelenti, hogy az xg helyen ' = f'(x) nulla, és lokali-

san novekvs., Ezért y =['(x) az x=Xp helyen
zérus, és negativbol megy at pozitivba. K ovetkezes-
képpen y = f(x)-nek az x = Xy helyen minimuma

van (7.46 abra).

Ervényes tehat a kovetkezo tétel.

Ha egy fiiggvénynek egy pontban az elsé derivaltja
nulla és a masodik negativ, af {iggvénynek maximuma a
van, ha az elsé derivalt nulla és a masodik deri-

valt pozitiv, a fiiggvénynek minimuma van.

Ha azon a helyen, ahol az elsd derivalt nulla, a
masodik is nulla, a szélsoértékre az elsd derivalt
eléjelvaltozasibol k@ivetkeztethetiink. 4

Az x = x, helyen [7(x) > 0 és f'(x)=0. Ez azt T
!
|

SzélsGérték meghatdrozdsa a magasabb rendii
derivaltak segitségével

Az elsé derivalt elGjelvaltozasat sokszor hosszadal-
mas vizsgilni. 0 X2 X
Az elézdekhez hasonlo kivetkeztetéssel bizonyitani
1ehct a kovetkezd tételt. 7.46 dbra
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Tétel. Ha az y = f(x) fliggvény az a hely kornyezetében legalabb n-szer derivalhaté és
fl@=0, f@=0,...f"Va)=0 & fNg) =0,

akkor, ha az els6 el nem tind derivélt paros rendfi, a fiiggvénynek helyi szélséértéke van,
ha paratlan rendd, a fiiggvénynek nincs szélséértéke.

Ha n paros és f™(a) < 0, helyi maximuma van,

ha » paros és f*"a) = 0, helyi minimuma van.

Megjegyezzitk a kovetkezdket.

A szélsGérték lehet helyi, de vonatkozhat az egész értelmezési tartomanyra is.
Fliggvénynek lehet szélsGértéke ott is, ahol nem differencialhatd. Ilyenek a 7.47, 48, 49,
abrékon levd fiiggvények,

by ‘9

¥
. —
0 X 0' X 0
7.47 ibra 7.48 dbra 7.49 ibra
Peéldak

1. Hatarozzuk meg az
y=x1-2x2+2

faggvény szélsoértékeit :

- ¥ = 4x*—4x, =0, ha 4x%—4x=0.
4x(x*—1) =0, ha x=-1;0;1,
¥ = 12x% 4.
Yen=8=0 (minimum van), ‘ ‘ ¥
Yoy =—4 =<0 (maximum van),
Yy =8=0 (minimum van),
A megfeleld Niggvényértékek: _ e -?x‘“ 7
Yi=1n = 1, Yy = 2, yay = L
Ha x—>teoo, yo+oo.
A fiiggvény vizlatos képe: 7.50 dbra. ; 17 J o

2. Egy haromszog Kkeresztmetszeti gerenda teherbiréd
képessége az alappal egyenesen, a magassaggal négyzete-  7.50 dbra
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en aranyos. Hogyan méretezzitk a henger alaki gombfabol ki-
vagott derékszogli hiromszig keresztmetszetl gerenddt, hogy
maximalis teherbirdsu legyen (7.51 dbra)?

¥y  =c-x-mi
m =d*—x*

m
¥y = cx(d?—xb

y = cxdi—ext

Yy = cd*—3cx2 w

Szélstértek ott lehet, ahol ¥ = 0.

7.51 dbra
cd?® = 3ext.
1
K s d.
43
¥y =—bcx < 0.
mt=de—x®= .2_?_2

3. Vizsgaljuk az )
= 2e~*sin t alaki fagevény szélsdértékeit. (A csillapitott rezgd mozgds egyenlete.)

y = 2—=e-tsint+e-'cost)

¥y = 2e~*(cos t—sin 1)

o
¥y =0, ha sinf=cost, azaz = Jz+krz.

¥y’ = 2[—e~Y(cos t—sin t)+e~!(—sin f —cost)]

‘

v’ = —4e-tcost.

vl (%Jern) =0 (maximum).

'’ (3% 4 2kﬂ) >0 (minimum).

Y=y = 2e-tsint

Ve = Yusm = 2e-U+Dsin (t+7) = —2e='~7sin 1.
Y _ 1
»1 L

A t+kn helyekhez, igy a szélsdérték-helyekhez tartozo ordinatak mértani sorozatot alkotnak. A gor-

bét az y = 2e~'és y = —2e~"* gorbék burkoljak. Azy = e"'és y = —¢~' gorbék az y = e 'sin ¢
:,r o) . -

gorbét a 15+ k= pontokban érintik.

Az y = e~'sin t fiiggvény az x tengelyt az x = kz pontokban metszi (7.52 4bra).
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b

N,
05t
y=2p l;z-f-fjl'
y=2esim
T —/ B —.f.
a z T 24 g
3“"” y=z"£1
7.52 abra

4. Hatdrozzuk meg milyen tton jut a [énysugir egyik kozegb6l a masikba.

Vilassza el a két kozeget egy sik.

A fény terjedési sebessége legyen az elso kdzegben ¢, a mdsodikban c,. A fény az elsd kizeg A
pontjabdl a mdsik kdzeg B pontjaba jut.

A keresett 0t két egyenes vonalu utszakaszbol, AC-b6l és CB-bbl 4ll, amelyek a C pontban a sikra
emelt beesési merdlegessel egy sikban feksze-

nek (7.53 dbra). A

A feladat megoldasa fontos fizikai tételbdl, a

Fermat-féle elvbol adodik: a [énysugdr itja az e
a vonal, amely mentén a fény legrovidebb ido
alatt jut 4-bol B-be. a
Az a, b, d tavolsipok adottak. x
Legyen A,C = x, ekkor CB; = d—x. c 8
A fény \itja a két kozegben: 7 %
P f
AC = &+ 22, A A |b
BC = A/ BFrd—xp. 8
Az id8, mialatt a fény 4-bél B-be jut: | ey d ,J
Lo VaE+R®  VPIA-XF 753 sbra
= i = .

€1 Ca
Keressiik a ¢ = 1(x) figgvény minimumat a —cc< x < - oo intervallumban.
dr 1 x 1 d—x

dx ¢ Vatxr o VB r(@—xF
de dr
2Ly m (o) s,
( dx )o = e (dx )‘;
A derivalt folytonos, tehdt az intervallum belsejében valahol nulla.

A masodik derivalt:
1
d 1 Vet — xMat+x%) 2

d* T o at+x*

1 1
1 [ (d— X + (d - xP[bE+ (d-x)7] ®
cy b (d—x)? :

a1
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A torteket egyszerlibb alakra hozva:
dzt 1 a 1 bt
R N

2 @ e
(a®+ x*)* [b%+ (d—x)]?
x 1
Mivel (a®+x%)? és B2+ (d— x)?]” tavolsigot jelentenek, pozitivak.
d2r . . x ,, % %5 A . s 7 A
gy e mindeniitt pozitiv, az elst derivalt szigorian monoton nd, tehat csak egy zérushelye lehet.
Ezen a helyen van az id6figgvény minimuma.
ax
dr
A ‘3 . d—x
¢ Vai+x® o AV BE(d—x)?
1 A,C 1 B,C

=0, ha

Azaz B = Eas ull
c; AC ¢, BC
1 . L.
— sing = sin 3,
¢ Co
sin o &y
sinf = ¢,

Tehét a fénysugér Ggy torik meg, hogy a beesési €s torési szbgek szinuszdnak hanyadosa a megfeleld
fénysebességek hanyadosaval egyenld. Ez a fénytorés ismert {Orvénye.

7.2.3.3 Gorbék konvex és konkdv szakaszai. Inflexiés pont

Definicié. Az y = f(x) flggvényt dbrazolo gdrbe az (a; b) intervallumban alulrdl konvex, ha
a barmely két x, és x, abszcisszdju gorbepontot (@ < x; < x; < b) 0sszek6t6 hir ordindtai
az (x1; x,) intervallumban nem kisebbek, mint a gorbe megfelelé ordinatai.

Az y = f(x) Fliggvényt abrazolo gorbe az (a; b) intervallumban alulrol konkdv, ha a barmely
két x; és x, abszcisszajl gorbepontot (@ < x; < x, < b) 6sszek6té hur ordindtdi az (x;; x,)
intervallumban nem nagyobbak a gorbe megfelelé ordinatainal.

Definicio. Az y = f(x) fliggvényt abrazold gorbe az (a; b) intervallumban alulrél szigorran
konvex, ha barmely két x; és x, abszcisszaji gorbepontot (@ < x; < x, < b) Osszekdtd har
ordinatai nagyobbak, mint a gorbe megfeleld ordindtdi (7.54 abra). (A gorbe a huar alatt halad.)

by Y
s
e f
| | . - . -
A Xy b t_ g a. X X b x
7.54 dbra 7.55 abra
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Az y = f(x) fiiggvényt abrazold gorbe az (a; b) intervallumban alulrél szigorian konkdy, ha
barmely két x; és x, abszcisszdjn gorbepontot (a < x; < x, < b) dsszekotd hir ordinatdi
kisebbek, mint a gorbe megfeleld ordinatdi (7.55 dbra). (A gorbe a har felett halad.)

A definiciobol kovetkezik

Az f(x) fiiggvény gorbéje (a; b)-ban akkor és csak akkor alulrol konvex, ha

a<x <xy<=xy<h esetén

SO =) DAC Y ACVRP G eSS PPN ’
Xg—X1 Xo— Xy Xo—Xp
y Y
f * =19
y=F(

/

o' g xy Xo Xp b X O ax Xo X b X

7.56 abra 7.57 dbra

Az f(x) fiiggvény gorbéje (a; b)-ban akkor és csak akkor alulrél konkdv, ha

a-=x <Xy<Xy=<b esetén

fx—f(x1) _ fx)—f (x1) _ fx)—S(xg)

Xp—X1 Xo— X1 Xo—Xp

U

(7.57 4bra).

I

Szigoriian konvex, illetve konkav porbék esetén ax egyenlésegek nem 4allhatnak fenn.

Tétel. Ha az y = f(x) fiiggvény (a; b)-ban differencialhato, és a fiiggvény gorbéje alulrél
szigortian konvex, akkor a grbe minden pontja — az érintési pont kivételével — az inter-
vallum barmely pontjaban huzott érinté felett van.

Bizonyitas. Vizsgaljuk a gdrbe érintéjét az (a; b) belsejében fekvé tetszdleges xp pont-
ban (7.58 dbra).
Legyen Y

=f(x)
a<xy<x<f<f=bh W%fx

s v

A gorbe alulrdl szigeriian konvex.
f(x)'—(xo) f(ﬁﬂ‘f(xo)
- — =

- i .- =
Sl A= 7" 5 a Xp A b X
L SBSCo) P
B—xq = 7.58 dbra
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S fy) B ) S —1(x0)
ml = a

P TR B1—xo ' B—x,

azaz
, S(B)—F(xp)
5 [xg) =
x—X
Ez pedig azt jelenti, hogy a 3 abszcisszaju pont az érint6 felett van.
Ugyanigy mutathato ki, ha

a < x,, akkor

fo)—f(a)

Xg—a

S(xg).

Ez pedig azt jelenti, hogy az a abszcisszdjii pont az érinté felett van (7.58 dbra).
A tétel megfordithato.

Tétel. Ha az y = f(x) figevény az (a; b) intervallumban diflerencialhato, és az intervallum-
ban a gorbe minden pontja — az érintési ‘
pont kivételével — az érintd felett van,
akkor a gorbe alulrol szigorian konvex.

¢ : y=f(n)

Bizonyitas, Legyen x, az (a; b) tetszdleges f
pontja, €s ‘ (6]

a<x1<xu<x2<b.

A feltétel szerint az x; €s x, abszcisszdju

|
a X
(7.59 abra). ! %o 4 b X

pontok az x,-beli érintd felett vannak T = =
Ezért 7.59 dbra
fixg) < f(xz)'_f(xu) &g
X2 Xp
) —f(xy) ,
PP, o g
X0 X1

A két egyenlotlenségbdl kovetkezik, hogy

f(xo)—f(xl) e f(xz)—f(xo)

Xo— X1 Xp— Xy

tehat a gorbe alulrdl szigoriian konvex.
Az el6z6 két tétel igazoldsaval analog modon bizonyithald a kovetkezo két tétel.

Tétel. Ha az y = f(x) fiiggvény (a; b)-ban differencidlhatd, és a fiiggvény gorbéje alulrol
szigorilan konkdv, akkor a gdrbe olyan, hogy minden pontja — az érintési pont kivételével —
az intervallum barmely pontjdban hiizott érintd alatt van.

A tétel megfordithaté.

22 Matematika

—_
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Tétel. Ha az y = f(x) fiigevény az (a; b) intervallumban differencilhaté, és az inter-
vallumban a gérbe minden pontja — az érintési pont kivételével — az érintd alatt van,
akkor a gorbe alulrol szigoriian konkav.

Tétel. Ha az (a: b) intervallumban az y = f(x) fuggveny masodik derivaltja pozitiv, akkor
a fiiggvény gorbéje az (a; b) intervallumban alulrol szigortan konvex.

Bizonyitas. A feltétel értelmében
a-=x<bben [f"(x)=0.
A monoton ndvekedés tétele szerint (7.2.3.1), ekkor {a; b)-ban az f'(x)szigorilan monoton né.
Legyen a<x;<=x<Xx=<Dh
A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint (7.1.6 IL) van olyan & hely, hogy

x))—/f(x

M =15, ahol x;=E=<gx,
x—x

és van olyan 7 hely, hogy

flxa)=f(x) _

Xg—x =/f'(m), ahol x =1 <X

Az y = f'(x) fiiggvény szigortan monoton nd és & < 1), ezért
FE = o
flx)—f(x) _ Flx)—f(x)

X,—x Xp—X

fey

Ebbél pedig kovetkezik, hogy (a; b)-ban a gérbe alulrdl szigorian konvex.

Tétel. Ha az (a; b) intervallumban az y = f(x) fiiggvény mésodik derivltja negativ, akkor
a filggvény gorbéje az (a; b) intervallumban alulrél szigortan konkav.

A tétel bizonyitdsa az el6zd tétel bizonyitasaval analog modon torténhet.

Hasonloan bizonyithatd, hogy ha az (a; b) intervallumban f“(x) = 0, az intervallumban a
fiiggvény gorbéje alulrol konvex; ha az (a: b) intervallumban f”(x) = 0, az intervallumban
a gorbe alulrol konkav.

Inflexiés pont. Definicié. Inflexios pont az a pont, amelyben a gorbe konvexbdl konkdvba
vagy konkdvbol konvexbe megy at.

Az inflexios pont definiciojabol kévetkezik, hogy az inflexios pontban az érintd atmetszi a
g0rbét.
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Tétel. Legyen az y = f(x) fiiggvény az (a; b) intervallumban kétszer derivalhato. Legyen
a=<xy<b Haa masodik derivélt az x; helyen nulla és eléjelet valt, akkor a gorbének az
xo abszcisszdj pontban inflexios pontja van.

Bizonyitas. Legyen az (a; b) intervallumban az y = f(x) fugaveny masodik derivaltja:

[xg) =0 &

f(x)=10, ha a < X < Xqe *g

fx) =0, ha xp=x-= b.

A feltételbd] kovetkezik, hogy a gorbe az (a; xg) inter- o

vallumban alulrol szigoruan konvex, az (xg; b) inter-

vallumban alulrd] szigoriian konkdv, tehat az Xy helyen
inflexios pont van (7.60 dbra).

Ha frx)=0 ¢&s
fx) <0, ha

frx)=0, ha xy=2x= b,

a <= X =< Xg, a

7.60 abra

akkor a gdrbe (a; xg)-ban szigortan konkav, (xy; b)-ban szigoruan konvex, az Xg helyen
inflexios pont van (7.61 abra).

y
Példak + ye1e)

1. y=tgx.
. i T n
Vizsgljuk a fuggvény alakjat a - =Xy
intervallumban!
L1 ! |
Y = Tostx a a % b X
o 28iIDX 7.61 dbra
4 cos®x

y* =0 ha sinx=0 azaz x= 0.

Nézziik a masodik derivalt eldjelét a megfeleld szakaszokban, és kovetkeztessiink a gorbe alakjéra!

|(Fd] o | 3

¥y — 0 +

¥ 1 konkav infl. konvex

i i
A gorbe vazlata: 7.62 dbra.

2. y = sin x.

1

y =cosx, J' =-sinx
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Tétel. Ha az

vallumb~
al?
»0 \ s
\
— — o
r a i a ] ¥
5 2 Y517 &
Al
Leaye 7.63 dbra
A Lagrar a —n = x = 2m intervallumot.
aa x =0, +x, 2m
Z
% (~m; 0) 0 0; ) T (7; 27)
Frocmema oo .
- 0 - 0 +
¥ konvex infl konkav infl. konvex
YOy=1, »@=-L
A pbrbe vazlata: 7.63 dbra.
3
3. y= 5 -x-3xss,
yY=x*=2x-3, »=0, ha x=-1 ¢és x=3
y'=2x-2
y;LI) =—-4 <=0 (maximum), '
y;’z) =4 >0 (minimum). :
» =0, ha x=1 l
A masodik derivalt eljelvaltozasai: ;
X | (—ee3 1) 1 | (1; +o0) .
o e _
" = 0 ‘ +
- |
y konkay infl. | konvex .
| !
‘ {

Y1) =—4
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A gérbe néhdny pontja: N
e | 1 ‘ 3 ‘y
62 |11l 4

x8
Py —x*—=3x+5.

Ha X—+too, y->rtoo,

A gorbe vézlata: 7.64 abra.

4. Y=, / ’x’
¥y =a*lna, L
¥ = a*(In a)®,

-4

M.ivel a* mindig pozitiv, az exponencidlis fiiggvény
mindeniitt konvex (ldsd 7.38 4brat).

7.64 ab
5. y = log, x. ra
pog, 3
7 T Y¥hma
"—_,L
7T Xna
Ha a=1 y’ <0
ha a<1; y*=0.

Az y = log, x filggvény gérbéje, ha @ = 1 konkdv, ha 0 = a = 1 konvex (ldsd 7.39 4brit).

7234 A fliggvényvizsgalat altalanos menete

A fiiggvények menetét a kovetkezd lépésekben vizsgaljuk.

a) Meghatérozzuk a fiiggvény értelmezési tartomanyét; viselkedését a végtelenben és a
szakaddsi helyeken; zérushelyeit, paros, illetve paratlan voltdt, periodicitdsat.

b) Meghatdrozzuk a fiiggvény monotonitdsi szakaszait (hol nd, hol fogy a fliggvény),
szE1so értékeit.

¢) Meghatarozzuk a fiiggvény konvex és konkdv szakaszait, inflexios pontjait.

d) A megallapitott tulajdonsigok alapjan néhany pont segitségével vazoljuk a gorbét,

Példak
1. Vizsgaljuk az

y = e~*, un. Gauss-féle fiiggvényt.

a) A fliggvény mindeniitt értelmezve van.
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Ertelmezési tartomanya: —oo< X < +oo.
Ertékkészlete: 0 < y = L.

A fiiggvény sehol sem zérus.

lim e ¥ = lim —l—;=0.

z —=doo 2 oo &

A flggvény pdros:

Vi—a = e yum=e T
b) y =e %

¥ =—Pxe ¥,

y =0, ha x=0.

Y =26 —2x.e”"(—2%),

¥ = e (xt-2).

Ha x=0, "' =-2x=0.
Az x = 0 helyen maximum van,

y =-2xe”®, Ha x=<0, » =0, alfiiggvényno.
Ha x=0, » =<0, aliggvény fogy.
c) 7 = "V (dxt-2).

A masodik derivalt " = 0, ha 4x*—-2 = 0.

2
3 és x = ;\;f helyveken lehet inflexids pontja.

Nézzitk a masodik derivalt eldjelét!

A gorbének az x = —--

1
Ha x“'}——z—; y'=0; ha x*= ; ¥y =0
e flaag 2] AL (st 22 (2 oo}
L) ‘ 2 T2 2 3 T
b + ] 0 - 0 +
¥y konvex ‘ infl. konkav infl. konvex
d) A flggvény abrdzolasa.
Ha x =0, y=1;
2 4
ha x== 5 y:ezzj\?jaﬁﬂﬁ;
ha x=akl, y=— =037
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A gorbe vazlata: 7.65 abra.

2. Vizsgéljuk a kovetkezd fliggvényt:

YE=Seer

g a
. A
/—i/z g ]
2 2
7.65 abra
a) A fiiggvény az x = —1 és x = | helyeken nincs értelmezve. A fliggvény pératlan:
# : X
lim w:(a% = lim I SN | g oo,
pompse X1 T g g xz(lf——]ﬁ) svgoo 3 L
X X2
x3

A R Y )

x =-—1  balrdl, y - —oo,
x —-—1 jobbrol, »y—-+eo,
x -1 balrél, y > -—oo,

x =1 jobbrol, y -+t
b) A fiigevény monotonitasi szakaszai, szélstértékei.

x3
LA T

A derivalashoz alakitsuk 4t a figgvényt.

e T e MHR g B
L e X217
y=xtaas
- fo 14 xE—1-2x 1+x*

yr= I ) R N |
¥ =0, ha (x2—-1)% = 144,

azaz M=2x2+1 = 144

x2(x2—3) = 0.

y =0, ha x=—-4/3, 0, +V3.

Nézziik az els6 derivalt eldjelét!
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345
; : Az x tengelyt bontsuk intervallumokra a szakadasi helyekkel és az clsd derivalt zérushelyeivel, Ha x — 4 oo, a gdrbe pontjai az y = x egyenes megleleld pontjaihoz kozelednek. A gérbe vazlata :
i 7.66 dbra. " .‘
i , 1+x?
1 y = T e A ._,‘ . ka 3
i =1) ! P
! ) .
i‘ x (=0 =V3) =V3 | (-v/3 =) [ a=0) [ 0] 05 1) ((1; VHIV3| (V35 +00) |
N T I N f o \
¥ —+ 0 — l — o - | e 0 +
|
fmsoy ’_ = . = e |
¥ nb max. fogy fogy fogy | fogy |E né G } N
: i = I I T ey
I
]
c) A gorbe alakja: ;
I
b = 2XE— 1) (1420 2(xP—1) 20
| v =1y '
‘ o gy R Bt
i = ———— i o -
7 GI-1)®
! ; 7.66 dbra
1 7 x*43
; ¥y =12x Fr
i y'=0, ha x=0.
|
b 5 -6 . R 5 5
5 Yoym =-2V35 <0 (maximum van), 724 Egyenletek kézelitd megoldasa
.i L o 6 L
Yovm =243 — =0 (minimum van). ]
i at 8 ) 1. Egyenletek kézelité megolddsa hirmédszerrel (, regula falsi’’)
)
‘. A misodik derivalt elgjelviltozasai: Keressiik az f(x) = 0 egyenlet megoldasat, azaz az y = f(x) fiiggvény zérushelyél.
1 Ha f{a) és f(b) kiilonbozé eldjeliiek, a gyok értékének kozelitéleg azt a ¢ helyet vessziik,
1 ahol a hir az x tengelyt metszi. A hiir egyenlete:
1 x | (=oo; —1) (=1;0 0 0; 1) (1; +o0) 7 7 ‘9
¥ I - b)—fla)
y=fa) = 222 (x—a)
i » - + 0 - K —a
i oge (7.67 dbra). )
‘ ¥ konkav i konvex infl. konkay konvex Hay =0, a zérushely:
| b—a
i x=c¢=a—————f(a).
| - f(b)—f(a) F'd
i ¥, = 0. Az inflexiés pontban az érintd vizszintes. ‘ 1 I —
l | B Az eljaras megismételhet6 ha a masodik hirt ¢ és g V{" b Fs
i - /3 3 = azon végpont kozott huzzuk meg, ahol a fiigg-
! d) Yup=—V3-F5—==_13x-26 g sl s, S el TASE e
i -3 2 2 ! vény eldjele f(c) eldjelétdl kiilonbozo s.i.t. 7.67 dbra
| 25 .
| Vipwm ¥ +2:65
:%f Yoy = 0. 2. Newton médszere (érintémdodszer)
V= XT-—T +x

A hur modszerénél gyorsabb és jobb megkozelitést ad az érintémodszer.
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Huzzunk f(x) olyan x; pontjaban érintdt, ahol f(xy) és £7(x) eléjele megegyezik (7.68 abra). 2. Oldjuk meg iteréciés modszer rel
Az érintének az x tengellyel valo x, metszés- 1
pontja; ‘y az x = - COS X egvenletet!
Xg = X /() (x) 1 cOoSs X
=X (x) = -
* f{x) £ 3
‘x) =— L sin x
Az eljardst az x, helyen hizott érintovel meg- / & 3 '
ismételjiik, és igy tovabb. gy | = | _%_ SinX | = -

Bizonyitas nélkiil kozoljuk a kovetkez0 tételt,

Tehat x, akdrhol vélaszthatd, az iteraci6 konvergens. Legyen x; = 0.

Tetel. Ha az f(x} = 0 egyenletnek § gycke és A szamitdsokat flggvénytablazat segitségével végezve, €s tablazatba foglalva:
a b és x, kozoui szakaszon [f7(x) # 0,
Fix) # 0 és f(xy), illetve f”(x) megegyez6 — 7 // 7 — [ T [
eléjeliiek, az  érintémodszerrel  kapott X3 X X X Xn | (x)° | cosx | i
X). Xg. X3, ... sorozat S-heztart. B0, : ‘ -
|
L ) 7.68 dbra 0 0 ! | B
3. Az iteraci6é vagy sorozatos kozelités L e | N .
Tétel. Irjuk az egyenletet x = g(x) alakba! Ha x; az egyenlet gyokének egy kozelitd ertéke, 0,333 19° 7’ \ 0,9448 0,315
a kovetkezo kozelitd értékek: - . ~
Xy = glx1), 0,315 18° % 0,9506 | 0,317
x3 = g(xy) s igy tovabb. —
o " 0317 | 18°10° | 09502 | 0,317
Bizonyitas nélkiil kozoljiik a kivetkezd tételt. L )
Tétel. Ha az x = g(x) egyenletnek & gydke, és a [£—8; £+ 8] intervallumban
g =g=1,és x = 0,317
E—8=x, = E438, Ha az egyenlet & gybkének kozelében Hg'(E)] = 1, az » = g(x) figgvény inverzét, y = g{x)-et

eldallitva, az x = ¢(») egyenletet oldjuk meg. (Ekkor [@'(x)| < 1.)

Kkor (v k : ; . - . o
akkor az igy kapott Xx;, Xy, X3, sorozat E-hez tart. A lépésenkénti megkozelitésnek A Kapott £ érték az eredeti egyenletnek is gyoke.

ezt a modszerét iterdcionak nevezik.

Feldal 725 Sikgorbék aszimptétaja
1. Keressiik Newton érintbmodszerével az
x342x2—x—0,5 = 0 egyenlet egyik gyOkét. p— _ ; . - , s ik srintkeznek, hs
Azy = x34+2x2—x—0,5 figgvény az x, = 1 helyen y; = 1.5. Definicié. Az y =f(x) é y = g(x) fiiggvények aszimptotikusan érintkeznex,
Y o= 3xt+4x—1, yau = 6. lim [f(x)—g(x)] = 0.
3"’ = 6x+4, ya = 10 = 0. xores
o i g fo) 1S _ 0.75. - A definicido az x -+ €8 x = — = hatdrértékekre egyarant vonatkozhat.
bt = 1 4 i = = £l n
f(x) 6
Logarléccel szdmolva: Az aszimptéta
_ = y 8 " s . ; 5 % .
Yy = yp = 0,75+2.0,75°~0,75-0,5 = 0,297, Definicié. Az y = f(x) filiggvény gbrbéjének aszimptotdjaaz y = ax+ b egyenes (7.69 dbra),
Vi = 3-0,752+4-0,75—1 = 3,69 -
fx) 0,297 lim [f(x)—(ax+b)]= 0.
oy g s B o S G ST _ =
Xg= Xg F) 0,75 3.688 0,75 —0,008 = 0,670. X oo
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by ke
sax+b y=F(x
g - Fx)
= P
g X 7 ¢ _-A’-
7.69 dbra 7.70 abra

Definicié. Az » = f(x) fiiggvény gorbéjének aszimptotdja az x = ¢ egyenes (7.70 dbra), ha

lim f(x)=de  vagy lim f(x) =%,

x = c—0 X — ¢+0

Az elsé definiciobol kovetkezik, hogy ha y = ax- b, az y = f(x) figgvény gorbéjének
aszimptotaja, akkor

Mivel x — o=, a hatarérték csak akkor lehet nulla, ha a misodik tényezé tart a nulldhoz,

lim [f(-i) —a—ﬁ] =0,
x

X

X —+oo

mivel

b
a0,
X

fx
a= lim = -.

X — oo

Helyettesitsiik be az a-ra kapott értéket
lim [f(x)—(ax + b)]-be,

X =00
b= lim [f(x)—ax]. ‘5’ v
X —»oo "
A definicio egyarant érvényes x — | €8 & —~ —oo
esetekre.

Példak o
1. Trjuk fel az

- =1, azaz

y=%\/x!452 és y:fg-\/xT—;z

hiperbola aszimptotait (7.71 dbra)! 7.71 dbra
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Az aszimpto6tdt a hiperbola jobb oldali aganak (x = a) felsd felére hatdrozzuk meg (y = 0).
5 b s
Igy y:.z;’\/xz—ﬂ (x = a_)-

Az aszimpt6tat y = mx+f alakban keressik:

m= lm ————— = lm ———= lim

Zz -~ oo x z —too @ x z —+ too

b WE R W@t
H VxE—dtx
2 2 42
TN M. o Y
toe @ A/ XE—a@btX

P b
Mivel fi=0, az aszimptota: y = — X.
p . . . b
A szimmetria miatt a hiperbola mésik aszimptotaja: y = — X

2. [rjuk fel az

= figgvény gorbéjének aszimptotdit!
x?
T+x .
a= lim 7~ lim i = m I =1
2 st srtoo LTX e LI P
2 . xt—x—x* x
B= lim — —x = lim T = lm - =~
rsdee 11X PR +x ——

Az aszimptota egyenlete:

y=x-1

x2

A fiiggvény masik aszimptotdja az y = Tix
=7

alakbdl az x = — 1 egyenes (7.72 abra).

Az aszimptotdkat ebben az esetben kénnyebben s
is megkaphatjuk. -

-

YEITX T Tiax
azaz =x-14 L

re T4x

1
Ha |[x| —+oo, akkor —x——o. Igy az

7.72 abra
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1 1 3 Arid 5 . P
y=x—1+ 1ix fiiggvény értéke elég nagy | x |-re tetszés szerinti kis értékkel kitlonbozik az y=x -1’

fuggvény megfeleld értékétol.
A gorbe aszimptoOlai tehat az y = x—1 és x = — 1 egyenesek,

3. Fzzel a mddszerrel meghatdrozhatdk a 7.2.3.4 — 2, példdban vizsgdlt

X8 .
y = —-— gbrbe aszimptotai:

x?—1
x5 xX—x+x X

y=-——r= =t

-1 x-1

i i x 0z0 5 A ad ’ r .
Mivel lim — = 0, az el6zd példa meggondoldsdhoz hasonloan megallapithato, hogy a fige-

x—>+ oo 1
vény egyik aszimptotdja az y = X egyenes.
A masik két aszimptota az x = — 1 és az x = 1 egyenes (ldsd a 7.66, abrat),

7.2.6 A P"Hospital-szabaly

A hatarérték kiszdmitdsa a matematikai vizsgalatok igen fontos problémaja.

Az erre szolgdld szabalyok a I'Hospital-szabdlyok.

(A tétel a svajci Johannes BERNOULLITOL szArmazik. O kozdlte a francia I'moseITAL-lal, aki
kozzétette.)

LE]

I. A —  hatdrozatlan alak kiszamitdsa

EE]

Legyen lim f(x) = f(ﬂ) =0 éS I}.m g(x) = g(a): 0.

. '@
Tegviik fel, ho lim ——- létezik.
k2 i x—+ad (xl
Alkalmazzuk a Cauchy-féle kozépértéktételt:
L f-0 L f—f@
lim o im ——— = lim —/———— =
x—a& x —a g(:v)—O X —a g(x)“g(a)
i 1®
= hm - ==
Hax — a, akkor £ — a & & — x.
A hatarérték igy irhato:
. fx) .
Iim = 1

sorm B g F

(a <& < x).

A I’ Hospital-szabély tehat igy sz01:

. g " : ) L x .
Ha lim f(x) =0 ¢és Iim g(x) =0 és lim ‘f_A(:;;) Iétezik, akkor

xX—+a x —+>a X —=a ’()

W L f)
Ll e

’ 0 .
Ha lim -g-) = Gjra alkalmazzuk a szabalyt.
(Feliéve, hogy f(x) és g(x) ketszer differencialhato.)

A I'Hospital-szabdly éltalanositasa:

Ha lim f(x) = lim f'(x)=... = lim fo-(x) =0,
x—4a x—+d X —4a
lim g(x) = lim g(x) = ... = lim g (x)y=0 és
X—=X a—-a X = da
(m)
—{n—(ﬂ 1étezik, akkor
x—a g(n)(x
fim 2% _ tim
v &%)

Legyen lim f(x) =0 ¢s lim g(x) = 0.
X —+oo

X —+o0

A példat x = i helyettesitéssel visszavezetjilk a véges helyen valo hatarériékre.
4

Ha x -5 z = 0.

f(x)

lim = = — = lim — g
X —r oo g(x) z— 0 z—=0 s f" 7_1_
(3 oG-

1I. Rl hatérozatian alak kiszdmitdasa

Ha lim f(x) =+ ¢é lm g(x) = £ =, akkora

X —a x-—>a

lim
x—+a &
! e 8w - ey
li _f’(x) létezik. Legyen & olyan hely a kozelében, hogy a és o kozott £, illetve g diffe-
xX—ra X

rencidlhato, g’ = 0, és legyen x olyan kozel a-hoz, hogy

F)—f(e) =0, gx)—gle) = 0.
flx) # 0, glx)=0.

351

/&) hatei;érték meghatarozdsihoz a kovetkezOképpen jutunk el. Tegyiik fel, hogy
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A Cauchy-kozépértéktétel szerint:

fG)—fle) )
g)—glx) g

fay
160 10~1G) _ 1091
gx) g(x)—gle) ~ glx) ¢

Az egyenletet rendezve:

g(x)—g(a)
0 _ e 1®
&(x) f)—fla) g7
fx)
azaz
_#@
EACI R (S 4O
g S gE)
fix)
- . &) . f(@
H' r — e —_—
ao rogzitett, x a esetén o) 0 és 7oo 0.

fgy

im 7% o jim TR

x—a &X)  xoa g
A I’ Hospital-szabaly :
Ha lim f(x) =te, lim g{x) =+
és lim {;(x) létezik, akkor

xo>a &)

i 7(x) . )

im —— = lim S—-_ .

xa X)) xa gX)
A szabdly altalanositasa:
Ha lim f(x) = lim f(x)= ... = lim fO=1(x) =+ oo,

Iim gx)= lim g'(x)= ... = lim gh—D(x) =+ oo

(n),
T L I Y

£ BHICK

S(x) i F(x)
L2 i

lim = ol
x +a &) v g E9(x)

Ha lim f(x) =< és lim g(x) =es,
X —o0 X —roo

353
az elozoek felhasznalasaval igazolhato:

tim L0, i L2
gy BOE)  gpenes 1§ GRY

(Feltéve, hogy az utolso hatdrérték létezik.)

A I'Hospital-szabalyt tehat a

0 " o L3 .
0 4s - — hatarozatlan alakok meghatarozasira hasznaljuk.
Példak
i &re?
1 e_ﬁ.e__- = H =2 :
ron0 SIDX 20 COSX
‘ g R iy |
" Ax—a i 34/ 24/a 2
YT VD= lim —— = Ty =S T
2 zx-r?rr '\/x—‘\/a x - a _714_ 3'3/(12 3'{;/5
2 \/ x
1L s
x—Arctg x — T 1 7(1;_9_52_)2_ _
3. zl—- 0 x? - :ll—Tﬂ Ix* N x — 0 6x
i 1 1
T e

(Itt a ’'Hospital-szabalyt kétszer alkalmaztuk, majd egyszeriisitettiink.)

a* N a*lnag .. a*(Ina)?
im — = i — = lim ———— =
4 zllr,nm x3 zlflw 3x resvos | O
3
= lim “l(h;i)- —tes  (haa=>1).
. a* . a*Ina _ @(lna"
5 dim o= lim Seme= = = (aa=

Ezzel bebizonyitottuk, hogy az exponencialis fiiggvény a > 1 esetén gyorsabban nd, mint barmilyen
hatvanyflggvény.

& 1
6 .. R L
x —ros X z pos 1
1
7. im P fim % = lim (-sin® 2 =0,
siap CEEX i 0 __'1 % - 0 x
sin® x l f

0 1

A I'Hospital-szabdlyt csak egyszer alkalmaztuk, azutan algebrai atalakitdssal az ismert hatarértéket
hasznaltuk fel.

23 Matematika
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Megjegyezzitk a kovetkezdket:
A I'Hospital-szabaly alkalmazdsa nem mindig vezet célhoz.

g i A
x*sin —
lim 9 tipus, alkalmazva a ’Hospital-szabdlyt:
. —apge . 0 pus, Zva a pital-szabalyt:
o ox ¥ .1 1
x*sin - 2x sin — —Cco0s —
; . X x
lim ———= = lim
z - 0 sin x z — 0 cos x

Ez a hatarérték nem létezik. Az eredeti hatarérték viszont igen:

x*sin = " ]
lim - — - = lim x——-sin— = 0.
z 0 Sinx r—0 SIDX x

HI. A (50 —o0); (0r20); =0 175 0° tipusii hatarériékek

, e e 0 oo
E hatarértékek kiszamitdsanal a hatarériéket a — vagy — alakra vezetjitk vissza, €s

ezekre alkalmazzuk a I’Hospital-szabalyt. Az eseteket példakon keresztill vizsgaljuk.
a) (oo — o) tipus

lim \-————= |-
x—o0 \SInXx X
I . gy g B
K &zs nevezdre hozva a helyettesitési ériék 0 lesz, alkalmazhatd a I’Hospital-szabaly:

lim —]=1lim — = lm —m— — =
r—p Xsinx

x—=0

( i 1) x—sin x . 1—cos x 0
sinx X 0

m =
x—0 SIDX+XCOSX

A I’'Hospital-szabdlyt ujra alkalmazva:

) 1—cos x o S 0o
lim —————— = lim - =—=0
x— 0 SiDX+XxcOSX x—0 COSX+COSX—Xx-8inXx 2
) 1 1
Tehat lim ———— =0
x—0 \ SinXx x :
b) 0. tipus

1
lim (x Arctg ) .
X =00 x

A kifejezést tortté alakitjuk:

1
Arctg — 0
X
Tigy e Pliem alkalmazhato a I'Hospital-szabaly:
X — oo l 0
X
1 1
t i M.
, ey . e . 1
lim ——— = lim I = lim — = 1y
X —» oo i X =400 ____' X —+too 4., °
x x2 g

¢) 1% tipus

s
1. lim (1+;;) .

X =+ oo

A fiiggvényt exponencialis f tiggvénykeént irjuk fel.
1
1 xt a2ln (1+=
(1 +—) =e ( 3 )
x

L '
Allapitsuk meg a  lim  x%In (1 +;) hatéarértéket!

X —++oe

1
lim x%2=+-¢°e, lim 1n(1+—;)=0.

X T ve X e chioo
1
lim x”'ln(l-%»—): lim ] .
X —+oo X X — oo e
JC2

A szamlalo és nevezd hatarértéke 0, alkalmazhato a 1’'Hospital-szabaly.

o (142) )

— 1+;
lim == hm =
X —=+oo 1 X —++oo _E_
P x3
X — +oo 2 (I+f)
x
1 I
Tehat lim x%In (1 +;) =+ oo, &sezért
X = ea
x2 xin (142
lim (1+i) =€ ( x)=—£—m.
X —+4oo X
Upgyanigy:
e el
lim (l+——) = lim e A
X —p—0o0 X X —p —COC
A kitevd hatarértéke:
1
X ——00 X X ——0oo o
2
1 1
LA
14+— it
= lim : ) - lim — =

23*
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At 1 - .
Ezért lim ( 1 +i) = lim exaln (H?) =0 Jeldljitk a hatarértéket L-lel, és irjuk fel természetes logaritmusadt:
{ —p—0a X —_— 00 ’
’ : ' o
Ly*" L= lim x¥™*
2 lim (1 + }z—) . i T
X ——00 1

Inf = In lim x¥°% .

. 1y xin (Lo Pt
lim (1 - --5) = lim e (45 ; :
x . . . r - - - . -
X e ¥ A Mivel az exponencidlis fiiggvény folytonos, a hatarérték logaritmusa helyett a logaritmus

A kitevd hatarértéke: hatarértékét vesszilk:

o 1
1 i ( o . Inx 0
lim xIn (1+,x_2) = lim ——* = )
Wb T 1 Alkalmazhatjuk a I’'Hospital-szabdlyt:
X
1 ( 2 ) A
B S 1 . LI R
; 1—]—;2 2(1+“—2") xe1 =X =] '
= lm ——M—— = lim —— =0, _
X 400 _L X —» o0 X InL =—1.
x% 1
L =e¢l=-—.
- e
. 1 x X xIn (1+ = )
fgy lim I{—j) = lim e s |
riand oo x kg d) =" tipus
1 ’ el
3 lim x 1™ . { lim (ctg x)%1"* .
]’ x —+0
_1
1 1 in x : 2Inx __ 1]
s wes - L = lim (ct = e,
Mivel g% (el“ x) I-x _ ,1-x , x_l,"H) (ctg x)
{
: . Inctg x oo
_ 1ix ' Eﬁ_ InL = lim it B
lim x = lim e 3 sy 2IMX oo
x—1 x =1
Alkalmazhatd a I'Hospital-szabaly:
Nézzitk a kitevd hatarértékét: . ;
! 1 ( )
t " sin?
1 L ; b ik —r 1 x
n { e——
lim —> = Lm —— =—1. | X o 40 ol
x =1 1—x x—=1 | x
1 In x 1 ‘ Atalakitva:
Ezért lim x 7% = lim e¥™ = e 1= —.
x—1 x—1 e | _ x . 1 _
. i ) i ’ , sinx  cosx 1
A példat mas dtalakitdssal is megoldhatjuk. ke Wil e R
X —+0 =
1 - 3 )
lim x 7 . | -5 1
x—1 | L 2.0 — T/E_ .
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i €) 0° tipus A kitevd ha.térértéke: ;
1
ha_ g ‘ 1 — (%)
Pp— ; In (1+;) T
L= lim x* lim xln(1+—-) T . S T . S
) x— 0 X x— 0 1 z -0 1
rooe £ T
InL=In lim »*= lim Inx*= lim xlnx=
i mg) Ml oo — lim —— = lm =0
i T s XL
1 F 1] 1+_i o X
. Inx . x ,
— lm =% = lim —F = lim (=x=0. EZBH
x—+0 X~ +0 _L x—=+0 . 13\ . x]n(l— 1—)
i x X2 111210 (1 +—) = xh_rflo e =1
i =0 == 1. :
; InL , L=¢& 1 valasszuk z-t tigy, hogy ha x — —1—0, akkor z — 1+0.
i Hatarozzuk meg ezt a hatarértéket mas atalakitds segitségével is: ! 117 1y-3 il (1—1—)
, lim (1+») — lim (1—_) ~ lim e 2
X =¥l fgy et grit B i
an
‘ - e I
h lim x¥ = lim e¥n*. L Mivel Yii [—zln (1—i)] —4es, ezért
| x =0 x =0 2 P z
i e . 1 cmf(1-3)
i A kitevd hatéarértéke: Vit (1 +#) s Tt P I
:7 | e, | X z =1
i 1
i ) . Inx ) % ‘ A fiiggvény képét a 7.73 dbra mutatja.
i lim xInx = Lm = lim ———— = lim (—x)=0. ; - 4
i x—0 x—+0 1 x>0 L %0 2. Hatarozzuk meg az
; 2 . - . s
X x y = x Arctg x figgvény gorbéjének aszimptotait!
Ezért
lim x* = lim exlnx=1. { Ha x=0, y=0.
x>0 x—=0 Pioz = —x Arctg (—x) = x Arctg x,
i ! i 4 5 X
ii:‘ Példak a f1:lggveny paros. o ) y=(h5)
“! | L Ezért elegendd az aszimptotat az x — +oo esetben
! 1. Abrazoljuk az y = (1+-J—c-) faggvényt! ! keresal: o Yy Arctgx aq X
| . 1y# 4 1\* - 2 — oo | X -
1l Jitii (1+_) <y fim (1+4) = ¢ (l4sd 6,23 Ii4). =
- 7 - 400 x 200 x — lim Arcigx = ‘7 7.73 dbra
A fiiggvény értelmezve van, ha £ e
b
] Arctg x— -
1 x+1 i 2 0
l+—>‘0, "'—_‘:"0) = i 7.31 = 1 i e e e
X x b-zglgwarctgx 2x xhn}m L 9
azaz, ha x > 0,és x <—1. *
Allapitsuk meg a hatdrértéket, ha A I'Hospital-szaballyal:
x - 0 jobbrol és x —~ —1 balrol. ‘Arctg x— _{2’, T%T
: 1y ) PRUEE VR PG W PR DTN LR
lim (1+—) , <ol tipus. S e 1 e
z - 0 X . ? : )
1
1\% zin (1+—- : 2 =
(1+—) = e ( ‘). {2 - lm ——>p = lm -#2x7=f1‘
X . P OO W 4 piyboar X
1 x zin (1}- nl—) 2 T
lim (1-5——) = lim e wl Az aszimptota: ¥ = — x—1.
x =0 X z —0
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A fiiggvény paros volta miatt, ha x - — oo, az aszimptdta az y = 5 x —1 egyenesnek az y tengelyre

T
vald tiikorképe, az ¥ = — -
A gbrbe vizlata az aszimptotdk segitségével megrajzolhaté, lasd a 7.74 abrat.

x —1 egyenes.

7.74 abra

1.2.1 A simulé kér
Gorbék magasabb rendii érintkezése

Definicié. Legyen két fﬁgévény, y=f(x)és y = g(x), az x = x; helyen (n+ 1)-szer differen-
cialhato. A két gorbe az x; helyen si-ed rendben €rintkezik, ha ' .
fxp) = glxo)
f(xg) = g°(xp)

\

F)xg) = g“Nxqp)
és
FOD(x), # g (x,).
Az y = f(x) és y = g(x) fiiggvény gorbéje az x, helyen elsd rendben érintkezik, ha
f(x)() = g(x())
S(xg) = g'(xp) -
FUx) = g"(xp) (775 abra). ‘
Az y = f(x) és y = g(x) flggvény gbrbéje az x,
helyen masodrendben érintkezik, ha
Flo) = glxg)
FGx) = g'(xp)
S xg) = g7(xg)
S xg) £ g (%) (7.76 abra).
Latjuk, hogy mésodrendil érintkezésnél a gorbék
az xg pontban madr ,hasonlébbak™, mint elsé- g
rendii érintkezésnél. 7.76 dbra

361

A simulé kér fogalma

Definicié. Az y = f(x) fiiggvény gorbéjenek simulé kore az x, pontban az a kor, amellyel
a gorbe legaldbb masodrendben érintkezik.
Legyen az y = f(x) fliggvény az x; helyen legalabb kétszer diflerencialhato, €s legyen

Yo :f(xo)a y(’] = f'(xg), _1’(')' == f”(x{]) és  f(x,) # 0.
frjuk a keresett kor egyenletét
(E—o)?+(n—pf)F =1* alakban.

(& és 1 a kor futépontjanak koordindtai.)
Kétszer d_erivél.ya i
E—at(—P)n' =0,
1402+ (m—Py" = 0.

A definicié értelmében az x = x, helyen a fiiggvényérték és az elsé két derivalt egyenld,
Tehdt irhatjuk

(N (xg—2)+(py—p)F = r*
(2) (xp—0)+ (=Pl =0
?3) 14y +(e—P) 7y = 0.

A (3) egyenletbdl::
14yt

}’gfﬂ B y?— =

Ezt behelyettesitve a (2) egyenletbe:

AP
Xg—o& = 7-;;_,'—)’0.
0

(3o—P) és (xg—2) értékét a (1) egyenletbe he]yettesitv§:

2R ., (3 _ Oy
oo QHAY o) Q4 SR a4y
Yo~ Yo~ Yo
o ()
e 19 .
Yo©
3
1+
Innen: r= —(—i:(,’)—.
Yo

r a simulo kor eljeles sugara. A it kitevével azt jelezziik, hogy a gyokot pozitiv elSjellel

vesszilk. Az utols6 képlet tehat a simulo kor elGjeles sugarat adja meg, vagyis a sugarat,
vagy annak (— 1)-szeresét, aszerint, hogy a kérdéses pontban mi a masodik derivalt el6jele.
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Tehét a simulé kor kozéppontjanak koordindtdi és eldjeles sugara az X, helyen:

T4y o
X =Xy Vs
Yo
1472
B =ry+—7%,
Yo
3
e (A+yD*
v

A simulé kort gérbiileti kérnek is nevezik.

Valamely G gorbe simuld korei kézéppontjainak, az un. gorbileti kozéppontoknak, G’
mértani helye a G gorbe evolutdja.

Példak
I. Hatdrozzuk meg az y = sin 2x fiiggvény simuld korét az x, = —g helyen: 7.77 dbra.
Yy, =1
¥ = 2cos 2x, Yo = 0.
¥ =—4sin2x, y; =-4. ‘&'
i _g y: Sl.ﬂ' 2x
_ (I+yy* 1 o

Yo 4

A megativ jel a gérbe konkav voltdbol kévetkezik.

ao T N S i
4 A P)
1 3 ;
,3__1—71._?, 7.77 édbra
2. Hatdrozzuk meg az y = x* parabola simulé koré- ‘ 4
nek sugardtaz x =0és x = 5 pontban! yext
Yy =2x; y’'=2
Ha X = 0, y’ = 09 y” e 2s
2
L) I 3
2 g
1 , o
Ha x=5, ¥Y=1 y'=2 g -
. - X
A+ e
Lo 2 = V2. 7.78 abra

A kort a kozéppont kiszdmitasa nélkiil is felrajzolhatjuk, ha a sugarat a normadlisra, megfeleld
irAnyban felmérjiik (7.78 dbra).
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73  sIKGORBEK PARAMETERES EGYENLET-
RENDSZERE

A gorbe paraméteres megaddsi médja, hogy a gorbe pontjainak x és y koordinatait egy
kdzds valtozd, a paraméter fiiggvényeként adjuk meg,

x = x(1)
y =y
¢ megadasaval az x és y értékeket kiszamitva Abrazolhatjuk a gorbét. Ha a ¢ paraméter a
1, = t = t, értekeket veszi fel,a P(r) pont a gorbél befutja a paraméteres egyenletrendszer-
tol fiiggd irdnyban.
A paraméteres egyenletrendszerben x és y egyenld szerepet tdltenek be.
x = x(0)
Z
y =y
implicit alakja, a ¢ paraméter kikiiszobolésével.

} ahol ¢ a paraméter.

} paraméteres egyenletrendszerbol megkaphaté a fiiggvények explicit vagy

7.3.1 Paraméteres egyenletekkel megadott gérbék

@kﬁr paraméteres egyenletrendszere. Legyen az origd kozéppontl, r sugar
korben a ¢ forgasszog a paraméter (pozitiv forgdsi irdnyban, radidnban mérve). A para-
méteres egyenletrendszer:

= !
EFSEp } 0=rt=2r. (779 dbra).

y=rsint

by 7

i B 5

7.79 abra 7.80 dbra

Ha 7 0-tdl 2m-ig valtozik, a P pont leirja a teljes kort. A két egyenletbdl:
x24+ % = 12 (cos? r+sin® 1),
X243 =2,

Megkaptuk a kor implicit egyenletét,

Ha a kor kézéppontja az (x,; ¥p) pont, a paraméteres egyenletrendszer (7.80 abra):
X—Xy = Fcost

i 0=1=2m
Yy—Yp=rsint
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Illetve: 3. Az egyenes paraméteres egyenletrendszere. Az
X = xy+rcost ’
Py 0=1t1= 27 x = xptar
Y= yytrsint
0 ¥ = yp+bt
Az ellipszis paraméteres egye_nletrendszere. Az ellipszis paraméteres egyenlet- ‘
tendszerét a fokoros szerkesztés (1asd 3.2.3.4 pontot) segitségével kapjuk meg. linearis egyenletrendszer az egyenes egyenletrendszere (x;; vo; a; b dllandok).
Legyen a paraméter a f6kor P’ pontjahoz tartozo ¢ forgasszog. (Pozitiv forgasi iranyban, o o L .
padmsban dmved J)A_mklms. Cikloist ir le egy egyenesen cstiszas nélkil gordiilé koérlap valamely rogzitett
Az ellipszis P pontjanak koordinatdi, amint az a 7.81 abrdarol leolvashato: pontja. . .
. - Legyen a rogzitett pont az a sugara kor keriiletén.
= meast -8 phEIreb b ¥ Legyen a mozgas kezdetekor a kor kozéppontja a K(0; @) pontban. Jusson el az origéban

HaO0=1r= 2§-a P pont leirja az ellipszist. levé pont cstiszas nélkiili gérfiiiléssel a P pontba, a kdr kdzéppontja az M pontba (7.83 abra).

Tehat az ellipszis paraméteres egyenletrendszere:

X = acost :
N 0=/s= 21
y=bsint
A r paramétert kikiiszobolve:
PR
el ;) .
54y = cos’r+sin®r,  azaz
a b v moy u g
2 2
I A
a® b '

2 7.83 dbra
PI . N .
I} \ | Vilasszuk paraméternek a PMN szoget, 1-t. A cstiszas nélkili gordiilés feltétele:
4
[ \ ON = at.
¢ A ? e
‘ Legyen a P pont helyvektora r, az M kozéppont helyvektora ry és legyen MP =r,,

|ry] = a.

A P pont helyvektora:

\1//
"

7 X r=Tr;+T,.
7.81 dbra 7.82 ibra o ) LT
i Fejezziik ki a vektorokat koordinatdkkal:
Példa |
Milyen palyat ir le a fal mentén lecsiszo gerenda egy pontja? By = Al
Az adott pont ossza fel az / hosszisagu gerendat a és b részekre (7.82 dbra). ‘ ‘ ry = acosaitasingj.
Vilasszuk paraméternek a r szoget. A P pont koordinatai: 4
X = acost, Konnyen ellenérizhetd, hogy az elsé korforgdsnal:
¥y = bsinr.
z + » 1 a P pont ellipszist ir le 3n
TmmEmRgm. 1y I . . ;
a® b B R o = 5

Ha a = b, a pdlya kor.
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A tovabbiakban:

3;
g 71+2k7t = B2, 5 ok

3n . 3n
azaz g Sy 1, illetve o = g t) 42k
Ezért
coso =—sinz és sing =—COSt.
fgy - T, =—asin fi—acos fj.

Tehat a P pont helyvektora:

r = a(t—sin ) i+a(l—cos 1) ].

A P pont koordinatai, azaz a ciklois paraméteres“egyenletre.ndszere:
\
™
L

x = r(t—sin 1)
y = r(1—cos 1) '

0= t = 27 esetén a ciklois egy fél menetét kapjuk. A ciklois fél menete periodikusan ismét-
16dik.
Ha a P pont nincs a kor keriiletén, r # a, a ciklois egyenletrendszere;

x=rt—asint
y=r—acost i

a értékeétdl Filggden haromféle cikloist kiilonboztetiink meg:

a = r csicsos ciklois, a poht a kor keriiletén van,
a = r hurkolt ciklois,
a < r nybjtott ciklois  (7.84, 85, 86 dbra).

7.84 ibra

(5'. Az epiciklois és hipociklois. Adott R sugart korén gordiljon csiszas nélkiil egy »
stgart kor. Ha a gordiild kor az R sugarn kért kiviilro! érinti, egy adott pontja epicikloist,
ha beliilrél érinti, egy adott pontja hipocikloist ir le.
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\\J” | T

) ) X
7.86 abra

Az epiciklois egyenletrendszere. Valasszuk paraméternek a P ponthoz tartozé PO'O
szOget, t-t (7.87 dbra). ‘

PO'Oq =1t

Legyen az O’ pont forgasszoge w (0'OAL = w).
A cstiszas nélkiili gordiilés feltétele:

Rw = rt.

Legyen a P ponl helyvektora r, az o’ ponté r; ¢s legyen “O_’F =T,
r=rtr,

ahol i |ri] = R+r; |r2}£r.

Koordinatakkal:

r; = (R+r)cos wi+
+(R4r)sinwj és

r, = rcosai+rsingj.

A P pont helyzeteitél fiiggden:

o« = (w+1)tm, ezért

cos o =—cos (w+1),

sin o0 = —sin (w+1). 7.87 abra
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fay: r, = —rcos (4 1)i—rsin (0+ 0.
Mivel Rw = r1, ‘

w = ;27 r és (ot = -%Ii— f,

Fo = —F CO$ — g H—rsi R_r tj
0 = —F COS$ —-— — H—rsin — :
- R R ]

A P pont helyvektora:

r R+r
r= {(R+r) cos = t—¥cos £, IJ i+ [(R + r) sin % t—rsin R;—r t] j.

Az epiciklois paraméteres egyenletrendszere:

- R .
x = (R4r)cos ]’i t—rcos —;—i—t

(a)

) . R .
y=(R+r)sin ;i t—rsin _.__;:L t

Valasszuk paraméternek az w szoget:

Az epiciklois egyenletrendszere:

R .
x = (R+r) cos w—r cos H,i,w
¥

(b)

¥y =(R+r)ysinw—rsin

(&)

A hipociklois egyenletrendszere. A hipociklois egyenletrendszerét megkapjuk, ha az
epiciklois egyenletében 1 helyett (—r)-et, ¢ helyett (—#)-t irunk.
fgy a hipociklois egyenletrendszere a megfeleld eldjeleket tekintetbe véve (7.88 abra):
) r R—r
x=(R—r —t+rcos ———1¢
(R—r)cos R +rcos R
()

H
y = (R —r)sin — t—rsin ———-1¢
y={( )sin o =
Az paraméterrel

. R_r
x = (R—¥r)cosw+r cos A w
r

(b)
. . R—r
y = (R—r)sin @w—rsin

w

R
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7.88 dbra 7.89 dbra

Megjegyzés. A hipociklois egyenletrendszerét kozvetleniil is megkaphatjuk definicidja

alapjan, a megfeleld vektorok segitségével.
Legyen a P pont a gordild kor O kézéppontjdhoz rogzitve és attol a tavolsagra.

OP=a
Az epiciklois egyenletrendszere (7.89 dbra):

R+r
R

t

x = (R+r)cos 7;— t—acos
e, B . R+r
=(R —t— —_t
¥ (—[—r)st asin R

A hipociklois egyenletrendszere:

(R—r) cos — t+acos R=r ,
= (R—r)cos — I+ acos ——
X r)c R R

. F . R—r
y =(R—#)sin—t—asin- ——1I jly
R R x=Reosdw

y=Rsin?ew

. Az asztroid. Az asztroid (csillaggdrbe) olyan
; o R
ipociklois, amelyben r = 7 azaz R = 4r

(7.90 abra).
Az asztroid egyenletrendszere a hipociklois
egyenletrendszerének  (b) szerinti  alakjabol,

—F=3:

mivel R—r = 3r és

x = 3rcosw+rcos Jw, }

y = 3rsinw—rsin 3o

7.90 abra

24 Matematika
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Mivel:

cos 3 = 4 cos® w—3 cosw,

sin 3w = 3 sinw—4 sin® @,
v = 4drcostw }
y = drsindw
4r = R.
x= Rcos’w
az asztroid egyenletrendszere.
y= Rsin*w

A parameétert kikiiszobolve:

a1
wl1e
| o

x*4+y* =R

@ A kérevolvens. Definicié. Ha egy r sugar( karrél lefejtiink egy rdcsavart, egyik pontja-
ban rogzitett fonalat gy, hogy az allandodan kifesziil, azaz az érintd irdnyaban van, a
fonal egy adott pontja a kdorevol-

venst irja le,

Helyezzitk el a kort agy, hogy 7
kozéppontja az origoban legyen.
Vizsgaljuk annak a pontnak mozga-
sat, amely a P pontbol indul ki
(7.91 4bra). r

. ; P o[
Legyen a P pont mindenkori hely-
vektora r, az érintési ponté ry.
Valasszuk paraméternek az ry vek- V4
tor forgasszogeét, 1-t. l’} f
A P pont helyvektora: t r
Lo
r=r+r,, a X

|ry | =,

¢és a definicio értelmében |ry| = 1.
Irjuk fel az r; és ry, vektorokat
koordinatakkal.

r; = rcosti4rsin 4,

r, = rrcosai+risingg. 7-91 dbra

A r szog korforgasakor:

T
¢ = t— — + 2km.
o 2+
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Ezért . coso = sin 1,
sing =—CO0S {,
és igy Fo = i Sin fi—rrcos 1.

Tehat a P pont helyvektora:
r = r(cos t+1sin 1) i+r (sin ¢—1 cos 0j.
A korevolvens parameéteres egyenletrendszere:

x = r{cos t+15sin 1) }
y = r(sin t—1cos 1)

li

A fopaskerekek fogprofiljat korevolvens alakura marjak.

_/3.2./ A paraméteres alakban adott gorbék érintdjének
meghatarozasa

A paraméteres alakban adott gorbék egyenletrendszere:
x= x(f) .k
n=t=
y =y
Az érinté irdnytangense: tgo = ¥’

dy

dx

’

y =

A koordinatak ¢ szerinti derivaltjat (a paraméter czerinti derivaltat) jeldljiitk x(r), illetve
(t)-vel, roviden X és p-tal (olv: x pont, ¥ pont).
A lancszabaly alkalmazasaval:

dy
. dy dy dt_E_i
Y= T Tl dx T odx
dr

Hasonléan kaphato lancszaballyal a masodik derivalt.

d (1)
X )
I Lt i
=gy =T ®
dt
Az és ' derivaltaknak csak akkor van értelmiik, ha x # 0.

Megjegyzés. Paraméteresen adott gorbek érintdinek meghatarozasahoz a vektoranalizishen
visszatériink. Most csak specilis példakat néziink.

24+
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Példa Helyettesitsiik ezeket az értékeket a simulo kor keépleteibe.
3
A ciklois érintdje i J2\2 8
A ciklois egyenletrendszere: T x% B (i'% £ j%) 2
= a(l —cos 1) } XoYo—XoJo Xo¥o— %o
x = qa(t—sin?) %
j’2
A derivéltak ) e U2 o .o
o X5 " x5+
b = asi Xy TR e =
= asin¢ #* O %, ZYo—Xodo 070 Xo¥o— Eo¥o
% = a(l —cost). __-T
0
)
Az érintd irdnytangense 14+ o
o2 x2+j12
‘B:y+ *0 :yo-}-)to——..o—_‘lfﬁ.
. ; 2 sieii-L eon L 0 ZoYo— Xodo XoYo— *0Y0
,_ ¥ _ asinr 2 2 " t —a
Y =% dWi-cost) —— =clgy- 0
2 A simulé kor létezésének feltétele egy pontban az ¥, y derivaltak létezésén kiviil, hogy ott
; t xXy—xy=0.
Tehat tge = ctg —, i . . . P L oo 5
2 ‘y Eey gorbe gorbiileti kdzéppontjainak mértant helye a g?rbe evolatdja. Jeloljilk a gorbe
azaz o = %_% Plx(r); y(zz])pontjaihoz tartozo gorbiileti kozéppontokat P’[E(r), n()]-vel.
x = x(t . o
Az egyenletrendszerii gorbe evolutajat a
Tgy a ciklois érintjét PC meghtizdsdval kinnyen =y )
megszerkeszthetjiik (7.92 abra). ¢ . 2245t *9
=x—y- —
—x
’ o
3 , X5y r
7.3.3 Paraméteresen adott n=rtim—ts 7 e
gorbék simulé kore / ; .
% egyenletrendszer adja meg (7.93 abra).
Az y = f(x) egyenletii gorbe simulé korének 4 7 Péld P
elGjeles sugara és kozéppontjinak koordindtdi 7,92 4bra { . e %
. [rjuk fel az
az x; pontban: x = a(t—sin 1) } 7] i T =
3 y = a(l—cost) 7.93 dbra
14y, . 142 s [+ p'2 ST [
r= .FE_%]_. D= Xy — ___,J:L P ﬁ = y,+ ""JJ’O__ . ahol ylr)f 20 egyenletrendszerd ciklois evolutajat:- ‘
o ¥ ¥ % = a(l —cos t) x = asm t} i2+}}2 = g¥2-2cost).
Legye orb y=asint # = acost
egyen a girbe az s
¥ : Az evoliita # paraméter(i pontjanak koordinatai: N
x = x(1) . . a¥(2-2cost)
B } & =a(t—sint)—asint Flcosi—co N—asin?7 ’
y =0 . a’(2—2cost)
1 = a(l —cost)+a(l —cos 1) FCosT—Cost ) —atsin * 7 .
paraméteres egyenletrendszerrel adva. 2(1--cos 1)
. . . Y &= qg(t—sint)—asint+—————
Tegyiik fel, hogy léteznek az ¥ és y derivaltak. (cost—1)
A t = t; paraméterii pontban: 2(1—cos 1)
n = a(l —CO0S§ r)+ a(l —cos I) m i
o N ' Yy ‘e XoYo—*ao & = a(t+sint)
xn = Xx(t,), =¥(tg), ¥y ==, == E
0 @) 3=l ¢ Z, Yo X3 7= a(—1+cost)
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¥

Zal

7.94 dbra

Vezessiik be r helyett a -+ paramétert!

& = g[r+a+sin (7+a)]
= g[—1+cos (r+7)] }

£ = a(r—sin r)+¢m}
n=a(l—cost)-2al’

Az evolita is ciklois. A z eredeti cikloisbol jobbra az, lelelé 2a egység eltoldssal nyerhetd (7.94 dbra).

( 7.5 SIKGORBEK POLARKOORDINATAS EGYENLETE

A polarkoordindta-rendszert egy gdott O pont (polus) és a beldle kiinduld p félegyenes
(polartengely) alkotja. }

Egy P pont koordinatait az = OP szakasz (sugar = radiuszvektor) és r-nek p-vel bezart
@ szoge (poldrszog) alkotjak. Tehat a P pont koor-

dinatai r és @, igy jeloljik: P = P(r;¢). Figgetlen Plrig)
valtozonak a @ szo get vdlasztjuk, tehat egy gorbe 7
polarkoordinétis egyenlete

Y

r=r(g),

ahol r értéke csak pozitiv szam lehet (7.95 4bra). 7.95 dbra
Osszefiiggés a derékszogli® és  polirkoordindtak
kozott,

Helyezzilk tgy el a polarkoordinita-rendszert, Ay
hogy poélusa a derékszogli koordinata-rendszer
origdjaba, polartengelye az x tengely pozitiv ira-
nyaba keriiljon (7.96 dbra).

Az Osszefiiggések konnyen leolvashatok: \

¢

X = rcosg } g # X
7.96 abra

¥y =rsing

‘(4.;\ \ Polarkoordinatas

/ egyenletekkel
& megadott gorbék

1. A spirdlisok egyenlete

a) Az arkhimédészi spiralis. Az r = ag
(a > 0 allando) egyenlet az Gn. arkhime-
dészi spiralis egyenlete (7.97 dbra).

b) A logaritmikus spirdlis. Az r= e
(¢ = 4llando) a logaritmikus spiralis
egyenlete (7.98 dbra).

b
c) A hiperbolikus spirdlis. Az r = ;
egyenlet a hiperbolikus spirdlis egyenlete.
Ha ¢ —+o, r=0 Ha g0, r—>e
(7.99 dbra).

Mivel ¥y =rsing
_ e
q}
ha g —~0. |y=b] 0.

A gorbének az y = b cgyenes aszimpto-
tdja.
2. A kér egyenlete. a) Irjuk fel az
x2412— 2ax = 0 kor polarkoordinatas
egyenletét!
Teljes négyzetté valo kiegészitéssel az
egyenlet:

(x—aP+y?=d.

A kor kozéppontja M(a; ), sugara a.
Helyezzilk a polarkoordinata-rendszer
polusat az origoba, tengelyét az x tengely
pozitiv iranyaba.

Az 7.100 abrabol leolvashato a kor polar-
koordinatas egyenlete:

r = 2acosg¢.

rcsak pozitiv lehet, ezért az értelmezési
tartomany:

1A
=
[

v |
ro| |/
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r=ap

/s N -

!

7.97 abra

p=pf¥

7.98 dbra

g soees b

7.99 abra
L:; P2acosy
P
P
i
p \ M .
7 2q X

7.100 abra
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b) Az x24*—2ay =0 kor polarkoordinatas

egyenlete az eldzoekhez hasonloan (7.101 dbra).
r = 2asing,
. . 14
Az értelmezesi tartomany: P
OD=g¢g=nm.
¢ 2a
¢) Legyen az R sugaru kor kdzéppontja az ori-
ooto] a tavolsdgra. A koszinusztétel szerint:
¥ r=2a sing
R® = r*+@*—2ar cos (p—uo), Z -X“
ahol ¢ a P futopont, o az M kdzéppont polar-  7.101 dbra
szoge (7.102 abra).
Ha a kor atimegy a poluson y p
R =a;
a* = r’+a*—2ar cos (g—a). P R
A polarkoordinalas egyenlet: M
# = 2acos(g—o) (7.103 dbra). @
Specidlis esetei:
=\
o =0, r=2acosg, a
7T 5 T
e ] c R
k=g FELAcosP 2)’ 7.102 dbra
azaz
r = 2asing. ‘y
A lemniszkdta
a) A Bernoulli-féle lemniszkata ¥
Definicié. A gorbe barmely pontjanak két adott
fokuszatdl vald tavolsdganak szorzata egyenld a a \
fokuszok féltavolsaganak négyzetével. . x\? e
X
Ha FiFy, = 2m,
PF\-PF, = m* (7.104 dbra). 7.103 abra
Azaz

V(x4 m) + )2 A (x—mP +y* = mt,
Négyzetre emelve:

[(x+mP+ 321 [(x—m)+ 2] = mt.
(124 P4 2mx) (P YE+mP—2mx) = ml,
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‘y

reaVeas 2y
a
o=
7 x
7.104 abra 7.105 ébra

Egyszeriibb alakban irva:
(422 —4m?x® = ml.

A négyzetre emelést elvégezve:
(24 Y224 2n2x2 4 2m2y 2 H mt — AP Xt = b,
(x2+y2)2: 2m2(x2ky2)‘

a2\ .

2m? = g* jeldléssel, (m = —«ZW) :
(4% = a'(x®—»P).

Mivel x=vrcosep, y=rsing, ezert

x4t =12 & x*—y = rfcos 2.

lgy
r = a%"* cos 2g.

r? = a’cos 2g,

r =a+/cos2p (7.105 dbra).

A [liggvény értelmezve van, ha

7T o 3w 5m
——=p=— € =p=E .
F=9=7 & F=P=ET
Ha ¢g=0x r=a
7T
hi = —, r=20.
a g

b) Mi a polarkoordinatés alakja az
24372 = 2a%xy  egyenletil gorbének?
X = FCosq x4 =
y = rsing } 2xy = r?sin 2, ezért

¥ = r?a®sin 2¢,

r = a+/sin 2¢.




