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elég az egyenes egy pongjdt tilkrozni. Legyen a P e
P pont tiikérképe P’. Felirjuk a P'-n atmend
&s az e egyenessel parhuzamos egyenes egyen-

Jetét, és megkapjuk az egyenes tiikorképét (2.98 Po
Abra).

-0
Példa 2.98 dbra

=1 2 g4

2 e 3 = 5 ogyenesnek a P, (3; —2; 1) pontra vonatkozo tikorképét!
Az egyenes iranyvektora v = 2i+3j—2k.

Egy pontja az egyenletébsl leolvashato, a P (1; —2; 4) pont.

Ennek tikorképe P’ (x'; ¥'; 2°).

frjuk fel az e

X =2x,—-x=5 ¥y=2w-y=-2 2 =2—-z=-1
Tgy az egyenes titkorképe az

x—5 y+2 z+2 cipyesies
2 3 =2 :

3. Sik pontra vonatkozé tiikdrképe. Az S siknak a P, pontra vonatkozo titkrképe pirhuzamos
az S sikkal (normélvektoruk megegyezik), €s ugyanolyan tdvol van a P, ponttol, mint az
S sik. Meghatarozasa céljabdl titkrozzik az S sik egy P pontjét, és felirjuk a P’ ponton dtmend
és az S sikkal parhuzamos sik egyenletét (2.99

Abra). n

4. Pontnak egyenesre vonatkoz6 tiikérképe. A P pont-
nak az e egyenesre vonatkozd titkorképe a P pont-
bol az egyenesre bocsdtott merdlegesen van, a o
metszéspontnak, D-nek ellentétes oldalan és ugyan- P
olyan tavol D-t6l, mint a P pont. =
Felvesszitk az egyenesen a P pontot. Meghataroz- N

zuk a P_ml; vetiiletvektort, majd a Fﬁ vektort. / ..

D

A P’ pont helyvektora (2.100 abra):

= r+2175.

Példa p

Hatirozzuk meg a P (5; 2; 3) pontnak az : p

x—-3 y-+1 z=2 £y
TR PN, R Y = —
1 2 —1 D e

egyenesre vonatkozd titkorképét!

Az egyenes irdnyvektora v = [1;2; —1]. "
Egy pc_mtja aPy(3; —-152). ' _ — P

PP =12:3:1] - 2,100 dbra
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A merdleges vetiilet:
’ PPv  246-1 17

_— P,
PPv:—o——i——_-—ﬂ— —
(PoF) Iv] Vitd+1 /6

1 2 -
A v vektor egységvektora: v° = [75 3 -\/3 s \/3] .
S = 7 -
A vetilletvektor: Py D = LIPS | o —27 : _] = [7 2 z ; -._.Z] ,
/6
— o o 13
PD=B0D—P0P:[_%- 2, ]

A keresett helyvektor: r’ = r+2PD.

: - = 5 2 13
Mivel r=1[5:2;3]1 é PD= [A-E ;B ——6—-] R
- 10 2 4
o i B -,
v =r+2PD : [ 353 3]

A tilkorkeép: P’(IO -y ‘iL)

R

p2I
2101 dbra 2,102 dbra

5. Egyenesnek egyenesre vonatkozé tiikdrképe. A tikkorkep az égyenes két pontjdnak, Py-nek
és Pp-nek e-re vonatkozo6 tiikorképeit, P;-t és Pé-t Osszekotd egyenes (2.101 dbra).

6. Siknak egyenesre vonatkozd tiikirképe. Az S sikot az - op
e egyenesre ugy tiikrozzik, hogy felvesszikk a sik
harom, tetszés szerinti pontjat, ezeket tikrozziik az e
egyenesre, és felirjuk a Py, Py, Py pontokon dtmend sik s/
egyenletét (2.102 4bra).

7. Pont sikra vonatkozé tiikérképe. A P pontnak az § &9
sikra vonatkozo tiitkorképét megkapjuk, ha felirjuk a i
P ponton atmend és a sikra merdleges egyenes egyenle-

tét, majd meghatdrozzuk az egyenes és a sik D dofés-

pontjat. A keresett tiikkorkép a P pontnak a doféspontra op

vonatkozd tikdrképe (2.103 dbra). 2.103 ibra
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Példa

Hatdrozzuk meg a P (—1; 4; 3) pontnak a

3x—5p42z = 21  sikra vonatkozo tikorképét!

A ponton Atmend és a sikra merdleges egyenes egyenlete:

x+1 y—4 z—13 .
F T o= illetve

x=3-1; y=-5t+4; z=2r+3,

Ezeket az értékeket a sik egyenletébe helyettesitve

9¢—3+25r—20+41+6 = 21.
i8r = 38.
t=1.

Az egyenletrendszer megolddsa:
Xy = 2 wpp=ely gy S

A doféspont: D (2; —1; 5).
A doféspont a P pont és a tiikorkép szamtani kdzepe
—14-x 4+ 342

2= 0%, 5

]
|

Innen x"= 5 y =-6 =1

Teh4t a tiikorkép: P(5; —6; 7).

8. Egyenes sikra vonatkozé tiikGrképe. Az elézd feladat mintdjara tilkrozzitk a sikra az
egyenes két tetszés szerinti pontjdt, Pj-et ¢s Py-t. Majd felirjuk a P] és P, tiikérképeket
Osszek6ts egyenes egyenletét (2.104 abra). Célszeril az egyik titkorkép helyett az egyenes
és a sik doféspontjat venni. Ha az egyenes merGleges a sikra, a tiilkorkép onmaga.

9. Sik sikra vonatkozd tikérképe. Meghatarozzuk
az § sik harom pontjanak az S, sikra vonatkozd
titkérképét. Ezutdn felirjuk a hdrom tikorkép-
ponton atmend sik egvenletét (2.105 dbra).

by /
S

=
wh

2.104 ibra 2.105 dbra
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2.4.2 Néhany geometriai tétel bizonyitidsa vektorokkal
1, tétel. A hiaromszég magassidgvonalai egy pontban, a magassigi pontban metszik egy-
mast.

Bizonyitas. Meghtizzuk az AC és BC oldalakhoz tartozé magassigvonalakat; metszés-
pontjuk legven M (2.106 abra). Az M pontot 0Ossze-
kotjitk a cstcsokkal, és bevezetjitk a kovetkezd vek-
torokat )
MA=a MB=b és MC =c.

E vektorokkal kifejezziik a hdromszdg oldalait jelentd
vektorokat, megfelelé irdnyitassal:

;ﬁ?:b—a, E_if’=c—b, CA=a—c.

A feltétel szerinta | ﬁf ésh 1 E:i, skaldris szorzatuk
nulla. 2.106 4bra

a(c—b) = 0,
ba—c) = 0.

A beszorzast elvégezve

ac—ab =20 ac = ab
, azaz -
ba—bc =10 bc = ab

Ebbél a be = ac vagy be—ac = 0 egyenldség kovetkezik. -t kiemelve
¢(b—a) = 0.

A ¢ vektor merdleges a (b —a) = A_E vektorra. Ez pedig azt jelenti, hogy a ¢ vektor az 4B
oldalhoz tartozo magassig iranya. Tehdt a P

hdaromszog magassdgvonalai egy ponton ,
mennek keresztiil.

2. tétel. A hdromszog magassagpontja,
sulypontja és a koriilirt kor kozéppontja
egy egyenesen van. A sulypont a koriilirt
kér kozéppontjanak és a magassidgpont-
nak tavolsagat barmadolja, és a kor
kozéppontjadhoz van kozelebb. A hérom
nevezetes pontot Osszekotd egyenes az
Euler-féle egyenes.

Bizonyitas. Helyezziik el a haromszoget a
koordinata-rendszerben Gigy, hogy .a koriil-
irhaté kor kézéppontja az origoba keriiljon.
Legyena =g, 65 =hés &f= ¢, akkor

|a! = Ibi = Ecl (2.107 dbra). 2107 abra
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gy a haromszog oldalait jelz6 vektorok
/TB =b—a; BC = c—b; c‘54'= a—c.

Kossiik ossze O-t az S sulyponttal, OS = s. Minthdgy O az origd, a, b, ¢ a csucsok hely-
vektorai, azért a sulypont helyvektora:

_ _a-l—b-{—c
= : .

308 = OM.
3s =m = a+b+c
Innen m—c¢= a-+b.

Ezutdn igazoljuk, hogy az M pontot a haromszog csiicsaival osszekoté vektorok a harom-

sz0g oldalaira merdlegesek. Minthogy a csiicsok szerepe azonos, elég ezt az

MC = m—c vektorra bizonyitani.

Tehat azt szeretnénk igazolni, hogy

MC | 4B,
A"szm——c:a+b és
ﬁAZ_’B:b—EL

Képezziik az
(a-+b) (b—a) skaldris szorzatot:
(a+b) (b—a) = b*—a’ =0,

mivel |b| = {a] (a haromszog koré irt kor sugara).

A vektorok tehat merdlegesek, A}ET a magassagvonal irdnyaba esik. A csilicsok szerepének
egyenl6sége miatt ezzel azt is kimutattuk, hogy M a magassagi pont. Az s vektor nyljtdsa
tniatt latjuk, hogy O, S és M egy egyenesbe esik s C

OM = 308.
3. A koszinusz-tétel. Vegyiink fel a sikban egy
haromszbget, és jeloljiik az oldalakat jelzd vektoro-

kat az abra szerinti iranyitdssal, a, b, c-vel. A 2.108
abrabol lithato, hogy

¢ =a—h.

Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve:

¢z = (a—bh)?, azaz h
¢ = a?—2ab+-b2. 2.108 dbra -
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a, b és ¢ vektor négyzete az abszollit érték négyzete, azaz a hdromszog oldalainak négyzete.
A skaldris szorzat pedig

ab = |a|-|b|cosy = a-b-cosy.
ey ¢® = a4 b*>—2ab cos y.
Megkaptuk az ismert koszinusz-tételt. A bizonyitas egyardnt érvényes, ha p hegyes-, derék-
vagy tompaszog.

243 Mechanikai alkalmazasok

1. Eré felbontdsa, Harom egyenld hosszusdgh, csuklosan rogzitett rid egy pontban taldl-
kozik. Legyen a harom rogzitési pont az (x; y) sikban az origd koriili egységsugar koron az

2 i
A(1;0;0), B (—% £ \/3 3 0) és C (—é—- : —Ai § 0) pont. A taldlkozasi pont legyen

2 2
a z tengely D(0; 05 24/3) pontja. A D pontban a z tengely pozitiv irdnydban az F er6 hat.
Hatarozzuk meg a ruderdket.
Jeldljiik a rudak irdnydba mutato vektorokat a, b,

c-vel (2,109 abra).
a=AD =[—1;0;24/3],

S L IR

2" 2
—% 1 4/3 .
CCD:[—z—,T,z’\/3].

Az F er6 irdnyitdsa miatt F = [0; 0; Fl.
Az F vektort a 2.1.7 pont szerint az a; b; ¢ vektorok
iranyaba mutaté vektorokra bonthatjuk:

F = za+fb+ye.
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalit a bxe 5
vektori szorzattal:

Fbe = aabe+fbbe+ycbe.

2.109 ibra

A jobb oldalon a mésodik és harmadik vegyes szorzat nulla, igy
Fbe

= Tabe :
L 24/3

abc=| 2 2 = —1(—3-34+24/3 (¥+—\/4—3) =
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o

F

0
V3

[
|
i 1 s : = 5 .
Fbe=|3 ~ 3 243 :F(ﬁ+ﬁ)=£ﬁ{
I 15 7 4 2
1 3 2
g g W
L'l
,_Te 2 FV3
" abe 9 18 °
Az F = oa+fb+yc egyenletet a

cxa, illetve axb vektori szorzattal megszorozva:

LIPS /3
f=gg— ®8 =g

értékeket kapnank,

Ez kiilonben a szimmetrikus felépitésbdl is nyilvanvald. Tehdt a rudakra ZF };3 nagysagu
erd hat,

2. Forgatényomaték. a) Pontra vonatkozé forgatényomaték, Az A pontban tdmadé F erének
az O pontra vonatkozo forgatonyomatéka, nyomatékvektora:

M=rxF (2110 4bra), ahol r = OA,

M meréleges r és F sikjara, és jobbrendszert alkotnak.
A forgatonyomaték abszolit értéke:

IM| = |rxF|=]r

F|sing = |r|sing |F| = |F

ok,

ahol k az er6 karja, az O pontbdl az er$ irdnyara bocsdtott meréleges hossza (2.111 dbra).
A forgatasi hatds nagysdgat a nyomatékvektor abszolit értéke méri.

4 F

7
2.110 4bra 2.111 ébra

Egy O pontban régzitett merev test nyugalomban van, ha az O pontra vonatkozo nyoma-
tékok vektori osszege zérus.

b) Tengelyre vonatkozé forgatényomaték. Az F erének egy r tengelyre vonatkozo forgato-
nyomatéka a tengely egy tetszéleges pontjéra (T') vonatkozo forgatényomatéknak a tengely
irdnyéra valo vetiiletvektora. A nyomatékvektor iranyat ugy adjuk meg, hogy vele szembe-
nézve a forgatohatds az oramutaté jarasaval ellentétes legyen.

A forgatohatds nagysagat a nyomatékvektor abszollt
értéke adja Tmeg.

Jelolje a r tengely irdnydt a v vektor illetve a v® egysée-
vektor,

A T pontra vonatkozo forgatonyomaték (2.112 abra):

Mz =1xF.
Az Aés T pontok helyvektoraival:
r=r;—r, ¢€s
My = (r;—ra) X F.
Mgz -nek a f tengelyre merdleges vetiilete:
M, = [(ri—r2) x F]-v°
A vetiiletvektor pedig
M, = {[(r;—r2) x F]+ v*}¥",
vagy M; = [(r;—12)F - v'N°

A v0 szorzojakeént fellépd vegyes szorzat elGjele a for-
gatd hatdsnak a tengely irdnyitdsira vonatkozd értel-
mét adja meg. Ha az eldjel pozitiv, a forgatds a ten-
gely iranyvektordval szembenézve az éramutatd jardsa-
val ellentétes, ha az el6jel negativ, a forgatohatds az
elobbinek ellentéte.

A nyomatékvektor abszolut értéke a vegyes szorzat
abszolut értéke.

M, = |M,;| = |(r;—ra) F-¥°|.

A definiciokbol kovetkezik, hogy a 7 ponton athalado,
r és F sikjdra meréleges tengelyre vonatkozd forgato-
nyomaték megegyezik a T pontra vonatkozé forgatd-
nyomatékkal (2.113 abra).

Ha az 52 és F vektorok egy egyenesbe esnek, a forgato-
nyomaték nulla (2.114 abra).

M, =0 (a vektori szorzat nulla).

Ugyancsak zérus egy tengelyre vonatkozd forgato-
nyomaték, ha az eré hatdsvonala metszi a tengelyt.
Ekkor ugyanis nulla a metszéspontra vonatkozd nyo-
maték (2,115 abra).

Ha az erd hatasvonala parhuzamos a tengellyel, a
forgatényomaték zérus. A T pontra vonatkozé nyo-
matékvektor meréleges a ¢ tengelyre, tehdt vetiilet-
vektora zérus (2.116 dbra).
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2.112 édbra

r

r
2113 abra

A

é0
2114 4bra

F
2.115 4bra
F
——P
7
—
F

2116 abra
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Az elézdek értelmében, ha egy F erdnek valamely ¢ /
tengelyre vald forgatonyomatékat szdmitjuk, felbonthat-
juk az erdt a 1 tengellyel parhuzamos €s ra merodleges
komponensekre. A parhuzamos komponens forgatd
hatasa zérus, csak a merdleges komponens forgato-
nyomatékat kell kiszamitani (2,117 dbra).

Példak 2.117 dbra
1. Egy, az origbban gémbcsuklosan mozgathato rid a + =z tengely irdnydban 4ll. A ridra a kovet-
kezd erbk hatnak: y
s
zy =1 magassigbanaz F, = 3i—j+4k erd,

a Sy magassdgban az  F, = -2i—2j+5k  erd.

Allapitsuk meg az ered® forgatényomaték vektorat, majd a z = 6 magassdgban egyensulyozzuk ki
a forgato erot.
Az erdk tdmaddspontjainak helyvektorai:

r;=k=1[0;0;1], r,=3k=1[0;0;3]

A forgatonyomatékok :

i j k!
M, =r,xF; =0 0 1|=i+3
3 -1 4
i j k|
M, =rxF,=| 0 0 3|=6i-6
=2 =2 5

Az eredd vektor: M = M;+M, = 7i—3j.

A forgds sikjiban a z = 6 pont benne van. Szdmitsuk ki azt az erdt, amely az r = [0; 0; 6] helyvek-
tord pontban ugyanezt a forgaté hatdst adja!

Jeldljiik ezt az ismeretlen erdt

F = Xi+Yi+ Zk-val.

F komponenseit Ugy kell meghatarozni, hogy az

rxF =M egyenlet kielégiiljén,

i § k|
rxF=10 0 6‘:—6Yi+6)(j.
X Y z

AzrxF = M feltételbdl:
—6Yi+6Xj= 7i—3j, amibdl

—-6Y = 7
ex -3
azaz X=—1 y_—_,l_

2 6

b
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Az eredd forgatd eré‘ vektora az 4 (0; 0; 6) pontban:

1. 7,
Ff751-€].

Az ellensiilyozashoz szitkséges erd:

1.7 !
FE——F—[5,~€,O].

2. Helyezziink el egy R = 5 egységnyl sugaru, m = 20
egységnyi magassagil hengert ugy, hogy sulypontja az
origo, tengelye a z tengely legyen! Hatarozzuk meg az P ¥
F = [2; 1; —1] erd forgatdnyomatékat a sulypontra és Y

a szimmetriatengelyre vonatkoztalva, ha az eré a henger g S
paldstjdnak 4 (4; 3; 2) pontjaban hat (2.118 dbra). P ~
A sulypont az origd. fgyr = [4; 3; 2]. A silypontra
vonatkoz6 forgatonyomaték:

i k‘ ¥
M,=rxF= 4 3 2/=-5i+8-2k. 2118 dbra
2 1 -1

A szimmetriatengely a z tengely, egységvektora k = [0; 0; 1].
A szimmetriatengelyre vonatkoz6 forgatonyomaték:

M, = [(rxXF)k]-k = [rFk]-k.

A vegyes szorzat:

4 3 2|
(Fk={2 1 -1 =4-6=-2
|0 0 1

A forgatéhatds negativ irdnyd.
A forgatényomaték :

M, = (rFk)-k = —2k.

3. Hatdrozzuk meg az abran feltiintetett, kanyarban haladd traktor lendkerekének a precesszié
kovetkeztében keltett nyomatékdt (2.119 abra)!

A traktor v = 7,2 km/h haladdsi sebességgel, R = 10 m sugarti kérén halad, v a fotengely és a rdsze-
relt lenditd tomeg tehetetlenségi nyomatéka © = 1,5 mkp/s?, fordulatszdma: n = 955/min.

A porgettyiithatds nyomatékat az alabbi vektori szorzat adja:

M| = [mxo|= x| |0]sing,
Mivel SN P, o) = 1,
955.6,28 955 955
IM,| = Imi-lo], ahol o] =——gr— = —g— = 55 ~ 100.
6,28

A perdiilet nagysaga:
7 =0-w=15-100 = 150 mkp/s.

A precesszid szogsebessége:

v 12
@ =% = 3600 = O
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2.119 dbra

gy a porgettyiihatds nyomatéka:
M, = n-w, = 150-0,2 = 30 mkp.

Ez a nyomaték a forgérész tengelyére merbleges és a haladasi irdnnyal parhuzamos tengely koriil
forgat; a killst jarokerekekre es0 terhelést noveli, a belst terhelését csékkenti. -

Ha a fotengely forgdsirdnyat megvaltoztatjuk, akkor a keletkezd nyomaték irdnya ellenkezodre
véltozik, és a forgaskozéppont felé igyekszik billenteni a traktort, tehdt bizonyos mértékben stabilizélja
a centrifugdlis erd billentényomatékat. Az dbrdn vézolt traktortipusnél (Lanz—Bulldog) ezért is €l6-
nyds, hogy hatrafelé forog a lenditdkerék. _

4. Forduldkban a légcsavaros repilldgép forgd részeinek porgettyiihatdsat a magassagi kormany
allitdsaval ellenstlyozzak. Ez kiiléndsen fontos a munka kézben egészen alacsonyan repiild novény-
védelmi replilbgépeknél.

A pOrgettylihatds miatt el6allo nyomaték irdnyat az
M, = nxw, (2.120 4bra)

vektori szorzat adja,

Qr

P

T TNINIRIE

Lo Ty 31 Pervl oo

LAl i S

CR & WV T W3
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2.120 abra

A 7 a perdilletvektor:
n=0-w.

© a test tehetetlenségi nyomatéka,
w a forgastengely koriili forgds szigsebesség vektora,
w,, a precesszié szogsebesség vektora.

A vézlat szerint a gép légesavarja elolro] nézve jobbrol balra forog, és a gép balra fordul. Ilyenkor a
forgd részek precesszid-nyomatéka a gép orrat emeli. Ellenkez6 forduldban veszélyesebb a helyzet,

mert a gép orrnehézzé vilik.

8 Matematika




3. KUPSZELETEK

3.1 KOORDINATA TRANSZFORMACISK
3.1.1 A koordinatarendszer parhuzamos eltolisa

Legyen adva a sikban az (x; ) koordinitarendszer, Toljuk el a koordmatatengelyeket
onmagukkal. parhuzamosan oly médon, hogy a kezdépont egy adott ¢ pontba Reruhong
(3.1 abra). :

Vegylink fel az igy adodé (x; ») koordinata-

rendszerben egy v = [x’, »’] helyvektora P {5’ ‘9 ¢ ¥
pontot. Hatdrozzuk meg ennek koordinatiit az gyl
eredeti (x; ») koordindtarendszerben ! . o
Legyenr = [«; i1 az O’ pont helyvektora az ere- ] p £
deti (x; y) koordinatarendszerben.
Ekkor a P pont v helyvektora az (x; ») koordi- | s

natarendszerben: o't o, ) X/
v =r+v.
A P pont koordinatdi: |
x = x"+o -
} L 7] ' x X
y=y+p
x’-t és y'-t kifejezve az 3.1 dbra.
X' = x—u
} 1I.
Y =y-p

egyenletrendszer adddik.
Az 1. és 1. egyenletrendszerek a koordindtatengelyek parhuzamos eltoldsdnak egyenlet-
rendszerei.

3.1.2 A koordinatarendszer elforgatasa

Legyen adott a sikban az (x; y) koordindtarendszer.
Forgassuk el a koordinatatengelyeket pozitiv forgasiranyban w szoggel. fgy a (&, 1) koordi-
natarendszerhez jutunk (3.2 4bra),

594 §

Vegyiink fel ebben egy w helyvektorti P pontot!
Hatarozzuk meg a P pont koordinatdit az eredeti
{x; ») koordinatarendszerben!

Ha az eredeti koordindtarendszer

i=1[1;0] ¢és j=1[0;1]

vektorait w szoggel elforgatjuk, az

= [cos m; sinw]

: i’ = [—sinw; cosm] ;
= ! [ 3.24bra

vektorokhoz jutunk.
Ezek éppen a (§; 7)) rendszert meghatdrozo egységvektorok, Ezért

w = &i'49j" = &[cos ; sinw]+y[—sinw; cosw] =

= [£ cosw—n sinw; £ sinw—+1 cosw].

Mivel
w = xi+yi,

x =Ecosw—nsinw I

y =E&sinw+r cosw
Ha viszont az 0j £ és 7 koordindtakat akarjuk kifejezni az eredeti x ¢és y koordinatak
segitségével, akkor ismerve, hogy az (x; y) koordinatarendszer a (&; %) Koordinatarend-
szerb6l (—w) szoggel valo elforgatdssal keletkezik, az 1. eqyenlf;trendszerben (x; ¥) és
(E 1) szerepét felcsere:]]uk és w helyére (—w)-t 1runk
Tey g

= 1 o t
& = xcosw+ysin TS :
7 = —xsinm+y cosw i

Az igy kapott 1. és II. egyenletrendszerek a laoordinétérendszer elforgatdsdnak egyenlet-
rendszerei,

3.2 KUPSZELETEK

A kor, a parabola, az ellipszis és a hiperbola geohietriai'alai&zhtokat kupszeleteknek r_1e>‘w:zﬂ‘<t£

-

3.2.1 A kor

Definicié, A kor a sik mindazon pontjainak meértani helye, amelyek adott ponttdl adott

tavolsagra vannak,
Az adott pontot a kor kézéppontjanak, az adott tdvolsdgot a kor sugaranak nevezzik.

8*
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3.2.1.1 A kér egyenlete

Tétel. Ha az r sugarit kor kozéppontja az origs, akkor egyenlete
x2 + y2 = p2,

Ha az r sugard kor kozéppontja az O'(«; f) pont, akkor egyenlete

(x—o P+ (v—p)P = r2
Bizonytés. a) Legyen az r sugarii kor kézéppontja az origoban. Az r = [x; y] helyvektora
P pont akkor és csak akkor van a kérén, ha

x| =r (3.3 dbra),

azaz

2=

Koordinatakkal kifejezve:

X2y =2,
Az egyenletbdl
y =ty/P=xt

Barmely |x| < r értékhez két y érék tartozik,
Ha |x| = r, ¥ = 0; ha |x[ > r, nem kapunk valés y értéket.

Yy |
et f P |

@A |

Yo

17 X

3.3 dbra 3.4 dbra

Hasonléan x = +4//2—)?2
A korben barmely [y| < r értékhez két x érték tartozik. Ha y = r, x = 0, ha [¥| > r, nem
kapunk valds x értéket.

b) Legyen az r sugari kor kozéppontja a Vg = [&; B] helyvektora pont (3.4 4bra).
A v = [x; y] helyvektori pont akkor és csak akkor van a kérén, ha

V—v¥y =T,
azaz
iv—vl2 =2
Koordinatakkal kifejezve:
(x—a?+ (=P = 2.
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3.2.1.2 - A kbr érintdje

a) Irjuk fel az x?+y* = r® egyenletii kir Py(xy; ¥o) pontjaban hiizott érintd egyenletét!
A kor Py(xp; ¥p) pontjanak érintdje merdleges a sugdrra (3.5 4bra), igy az érinté normal-
vektora

n=r,.
’ )
Ezért az érint6 egyenlete r-ro
24 y2=p2
(t—ro)ry = 0, G A
e ’ r H)&U,'yc)

ahol ry az érintési pont, r az érintd g
tetszés szerinti pontjanak helyvektora. i

, 7z e
Mivel Ty =#%,
az érinto egyenlete:

rrg = r%

- S

Koordinatakkal kifejezve 3.5 dbra
xxotyyy =1t

b) Irjuk fel az
(x—af+(—f)F =2

egyenletii kor Fy(xp; v,) pontjdban
hizott érint6 egyenletét (3.6 dbra)!

Az érinté merdleges a sugérra, ezért
normalvektora:

= Vp—Ty,

ahol vo = [ 1.

igy az érinté egyenlete: .
3.6 4bra
(r—rg)n =0,
ahol r az érintd tetszés szerinti P(x; ¥) pontjanak helyvektora,
Mivel n = Vy—Tr,, “
(r—ry)(vg—r) = 0.

Koordinatakkal kifejezve az érinté egyenlete:

(x—xg)a—x0)+ (v —yp)(B— o) = O.
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3.2.2 A parabola

Definicié. A parabola a sik mindazon pontjainak mértani helye, amelyek egy adott ponttol

és egy adott egyenestd] egyenl6 tavol vannak.
Az adott pont a gyujtopont vagy fokusz, az adott egyenes a vezérvonal vagy direktrix,

Szerkesztés. A [6kuszbol merdlegest hiizunk a direkirixre. Az F pont és a doféspont tavolsa-
-ganak felez&pontja a parabola csiicsa. A tobbi pontot ugy szerkesztjitk, hogy a d egyenessel
parhuzamosan felvett egyeneseket a fokusz-
bol, a parhuzamos egyeneseknek a direkt-
rixtél vald tavolsdgaval, egyenld sugdrral el-
metssziik. A fokuszbol a direktrixre hiizott
meréleges a parabola tengelye (3.7 dbra).

F
A parabola egyenlete. Helyezziik ugy ela

parabolit, hogy csicsa az origoban, tengelye

az y tengelyen legyen! Legyen a fokusznak B g
a direktrixtél valo tavolsiga p (p a para-

mELen). 3.7 abra

A fokusz koordintii F(O; ’;:) a direkirix

egyenlete y = —-

o=

Tétel. A parabola egyenlete

1
N 0.
¥ 25
o F
‘Bizonyitas, Ha a parabola tetszeés szerinli z
pontja P(x; y), a parabola definicioja értel-
mében P .g
PF=FPD
3.84abra

(PF=r= vczérsugér).

Mivel a 3.8 abra szerint:

Il
—
=
"
1
et

to |
Il
—1
=
8
+
——
—
]
o
"‘w-—-TQ

¥+
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" Négyzetre emelve:

i

2 2
» :
Papy+ L = pyppy+
4 4
2py = x°
1
e £
¥=g

A parabola minden pontja kielégiti az

1
; 2
= —x
¥ 2p
egyenletet.
A fenti gondolatmenet megforditasival beldthatd, hogy minden olyan pont, amelynek koor-
dinatai kielégitik ezt az egyenletet, rajta van a paraboldn.

1 -
5 = a jeloléssel a parabola egyenlete:

y = ax’.

fay azt is bizonyitottuk, hogy e # 0 esetén az y = ax® masodfokn fiigevény képe parabola.

Ly

ly P i
77 v 0 yAe )’
ly
|‘
z\fo I
F !
g X
X7
7
3.9 dbra 3.10 abra

Helyezziik tigy el a parabolat, hogy cslicsa az origd ¢s lengelye az x tengely pozitiv irdnyaba
keriiljon (3.9 dbra),

X és_ y szerepét felcserélve, az el6bb bevezetett egyenletbdl adodik, hogy ennek a parabolanak
az egyenlete ' e i : '

¥ = 2px. ;- .
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Legyen a parabola tengelye parhuzamos az y tengellyel és csticsa a O'(«; §) pont (3.10 dbra).
A parabola egyenlete az O'(2; ) kezddpontl (x’; y*) koordinitarendszerben

1
P fz.
¥ 2 X

Alkalmazva az
x = x—u
y=y=p }
koordinatatranszformaciot, a parabola egyenlete az (x; ) koordinatarendszerben:
1 5
y—f = g(x—oz)“.

Az egyenletet rendezve:

1 o 1

gy
Legyen
1 o
E—_ﬂa, -—;——b, §—a2+ﬁ:c,
akkor
y = ax’+bx+ec.
Tehat az

y = ax’+bx+e

egyenlet a parabola egyenlete.

A koordinatak szerepének felcserélésével

adodik, hogy ha a parabola tengelye par-

huzamos az x tengellyel és csicsa az

O’(oe; ) pont (3.11 4bra), a parabola egyen- e

lete: g X
(r—p)? = 2p(x—2). 3.1 4bra

323 Az ellipszis és a hiperbola

3.2.3.1 Az ellipszis

Definicié. Az ellipszis a sik mindazon pontjainak meértani helye, amelyek két adott
ponttol valé tavolsdganak osszege adott, a ket pont tavolsdgdnal nagyobb tdvolsig.

A két adott pont, F; és F, az ellipszis fokusza. Az ellipszis pontjainak a fékuszoktol valo
tavolsagai (ry és ry) a pont vezérsugarai, radiuszvektorai.

Legyen az adott tavolsg 2a és a fokuszok tavolsiga: FiFy = 2c.
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A definicio értelmében
rtre = 2a
ry+¥r, = 2¢, tehat
a=c.

Szerkesztés. Felrajzoljuk az F, és F, pontokat, és felvesszilk a 2a tavolsigot (3.12 dbra).
Ha F,-bél 2a tetszés szerinti részével, z-vel, Fy-bdl (2a—z)-vel koriveket rajzolunk, met-
széspontjuk az ellipszis pontja.
fgy az ellipszis tetszés szerinti
sok pontjat kaphatjuk meg.

Ha az F;F, szakasz felez6pontja-
bol, O-bdl a fokuszokat Ossze-
kotd egyenest a tdvolsiggal
metsszilk, a kapott A; és A,
pontok is pontjai az ellipszisnek.
Ugyanis, példaul az 4, pontra:

Fiay+ Fydy =
= (c+a)+
+(a—c) = 2a.

Jeldljiikk az Fy-bol és Fp-bol a
sugarral rajzolt korivek metszés-
pontjait By és By-vel. A szerkesz-
tés miatt

312 4bra

BBy | FiF,.
Legyen
B,0 = B,0 = b. 2

A Pitagorasz-tétel szerint: / )3 s =
!

a = b4’ 5 £
(3.13 4bra), > >

R

2a az ellipszis nagytengelye,
2b az ellipszis kistengelye,
2c a két fokusz tavolsdga
¢ a linearis excentricitas,
O az ellipszis kozéppontja. 3.13 abra

3.2.3.2 A hiperbola

Definicié. A hiperbola a sik mindazon pontjainak mértani helye, amelyeknek két adott
ponttél vald tavolsaganak kiilonbsége adott, a két pont tdvolsaganal kisebb tavolsig.

Ha az adott tavolsag 2a, és az adott két pont F; és F, (a hiperbola fékuszai), a definicio
szerint FF, > 2a, azaz F1F, = 2¢ jelSléssel ¢ > a.
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Szerkesztés. Felvesszitk az Fy Fp =
= 2etavolsdgot (3.14 dbra). Azegyik
fokuszbol (Zatx)-vel, a masikbdl
z-vel koriveket rajzolunk. Metszés-
pontjuk a definicio szerint a hiper-
bola pontja. +
Ugyanésak ‘a hiperbola pontjait
kapjuk (A,-€t és A,-t), ha az Fy, Fy
pontokat oOsszekoté egyenest az z
FF, szakasz O kozéppontjabdl a
sugarral elmetssziik.

Ugyanis pl.

2a

flj‘iz.'ﬁz?ziz

=(cta)—(c—a)=2a.

3.14 dbra

Kossik ossze az A; és 4, pontok-
bél ¢ sugarral rajzolt korivek B; és
B, metszéspontjait (3.15 dbra)

BB, | A Ay

Legyen 5,0 = 5,0 = b.
A hiperboldnal: ¢ = a®+F°.
2a a hiperbola valés tengelye,
2b a hiperbola képzetes tengelye,
2¢ a két fokusz tavolsaga,

¢ a linedris excentricitas.

3.2.3.3 Az ellipszis és a
hiperbola egyenlete 3.5 ibra

Helyezziik el az ellipszist és hiperbolat tgy, hogy kozéppontjuk az origoba essék, és tenge-
lyeik a koordindtatengelyekre essenek.
Bebizonyitjuk a kovetkezo tételeket:

Tétel. Ha a és b az ellipszis riagy és kis féltengelye, egyenlete

ZoE=t

A két tételt egyszerre bizonyitjuk.
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Bizonyitas. Ha a fokuszok az P
Fi(—c; 0) és Folc; 0) pontok (3.16
4abra), a definici értelmében azellip- Plxiy)
szis egyenlete: .
: 4

r]_ + r‘Z = 2a9 Pz

a hiperbola egyenlete: /
1 2z L
“’141'21 = 2a, [:c/q] 17 [6}'0) ‘X‘

(ry—r, = 2a a hiperbola ;gyik
4gat, r,—ry = 2a a hiperbola masik  3.16 dbra
4gat jelenti.)
Trjuk fel a kovetkezo egyenldséget:
(ri+ r2“+ 2a)(ry+ 1o —2a) (1 — 1o+ 2a)( —ry+ro+2a) = 0.
Az els6 tényezé nem lehet pulla: Fi+1y+2a # 0, mert mind a harom tag nem negativ.
A masodik tényezd zérus volta, ry+ry—2a = 0 az ellipszist jellemzi, a harmadik és negyedik
tényezé zérus volta pedig a hiperbola egy-egy agat.
Az egyenlet tehat az ellipszis és hiperbola kozos egyenlete.
Az egyenletet talakitva:

[(ry + 7o)+ 2all(ry + ro) — 2a][2a+ (ry—ro)l2a— (rj—r)] = 0.

Innen
[(ry + 1'2)2 —4a*[4a* —(ry — 1'2)2] = 0.

A négyzetreemelést elvégezve es rendezve:
[2ryrg+ (13 + 13— 4aD)] [2ryrp — (24 ri—4ah] = 0.

Innen
s — 3+ ri— 4a%? = 0.

Ujra négyzetreemelve €s rendezve:
—ri 28— i+ 8a2r? + 8a%r3 — 16a* = 0.
Ez az egyenlet gy is irhat6:
— (2 — 1P 4 82} +13) — 16a* = 0.
Fejezziik ki r2+4s2 és ri—r3 értékeit a koordinatdk segitségével (3.16 abra)!
73 = e }
B = G-+
Innen r2—rd = dex
4k = 22+ c?).

Ezt behelyettesitve:
—16c2 4 16a2(x2 4+ + ) —16a* = 0.




124

Egyszeriisitve és rendezve:

xHa® — )+ y2a® = a(a® — ¢?).

Az egyenleteket a%(a?— ¢?)-tel elosztva:

Ez az ellipszis és hiperbola kdzos 7
egyenlete. 4
Az ellipszisnél (3.13 4abra) [

at—® = b2
A hiperboldnal (3.15 4bra):

at—c? = —p2

fgy az ellipszis egyenlete:

5
)
]
Ny
>

2 y2

»

Bk
a2

L= 1

3.17/a dbra
A hiperbola egyenlete: )
Y

LI
a® B2

Az ellipszis

egyenletét y-ra rendezve:

Y= i—bl/l—i:—.
a

Ha |x| = @, minden x értékhez két y érték tartozik, ha |x| = a,y=0,ha |x| >a, yra
nem kapunk valés értéket (3.17/a abra), '
Hasonloan okoskodhatunk, ha az ellipszis egyenletét

gie
x =j:al/l-b2

alakra hozzuk (3.17/b 4bra).
Ha az ellipszis fokuszai az y tengelyen vannak, egyenlete

3.17/b dbra

x2 y2
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#

3.18 ibra 319 ibra

2b a nagytengely, 2a a kistengely és
b =+ (3.18 abra).
A hiperbola

X2 P

7!

egyenletét rendezve (3.19 dbra):

2
y =ib.l/;xa—2——].

Valds y értéket csak akkor kapunk, ha |x| = a.
x-re rendezve:

minden y értékhez két egyenld abszolit értékii x érték tartozik.
Ha a hiperboldt ugy helyezziik el, hogy f6kuszai az y tengelyre essenek, egyenlete:

= %

»¥

2

= i,

ahol at =P (3.20 abra).
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126 |
, Az 3234 Az ellipszis fokére
| 2 ¥ ’
T =1 ’ Rajzoljunk az cllipszis kozéppontja koré a sugarl kort; ez az ellipszis fokore (3.23 dbra).
Az ellipszis egyenlete:
! egyenletil hiperbola egyenldszari hiper- fr . 2y
! bola. ‘ | a TR T L
! Ha az ellipszis tengelyei parhuzamosak . b|re '
5 a koordinatatengelyekkel és kozép- : Fnen
: pontja az O'(x; f) pont (3.21 dbra), b X - '
egyenlete az O’ kezdépontl (x: ¥ ‘ b T
kqordinatarendszerben Y :t; V-
% ¥y 2 JE’ =
+ B L ; A fokor egyenlete: X
; x2 +y2 — az’
[ Alkalmazva a koordinatarendszerek el- E 2w ]
i tolasanak (3.1.1. pont) 1L egyenletét, 320 bra ngn '

az ellipszis egyenlete az (x; y) koordi- i y =+ - . 323 abra

néatarendszerben
x—0) (y— B)? | Két azonos x értékhez tartozo azonos eldjelll ordindta viszonya
il 8 5 P L B
a> bl b -
| el ,\/ 2
i H 1 Tlyel pé e o L __— =
| a a nagytengely az x tengellyel par- = 5 5
i huzamos: ‘ Pk Y&
@t = b+, b
ha az y tengellyel parhuzamos: 4 | X ‘
3.21 dbra ) . Innen
b= a2+ 2 ‘ b
. Ye = — Vks
a

Hasonlo gondolatmenettel, ha a hiper-

bola kézéppontja az O'(x; f) pont és
valds tengelye parhuzamos az x ten-
gellyel (3.22 abra), akkor egyenlete:

Tehat az ellipszis ugy is szarmaziathato, - .
3.24 abra

hogy a fokér minden egyes ordinatdjat

b
— arényban csokkentjuk.

Ez a szarmaztatas modot ad elhpsmspontok masfcle szerkesztesere Vegyuk fel az O ponlban

az a és b sugard koncentrikus koroket (3.24 4bra). Hizzunk a O pontbdl tetszés szerinti
! sugarat; ez a koroket a Q, illetve P pontban metszi. Hizzuk meg a Q pont ordinatajat, €s
} arra bocsassunk P-bol merdlegest! Azt llitjuk, hogy a kapott R pont az ellipszis pontja.

ha pedig valos tengelye parhuzamos az

y tengellyel, akkor egyenlete:

3.22'dbra -

A haromszégek hasonlosdga miatt

PD PO b

0SS Q0 a’
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Mivel PD = RS,
RS = EQS,
a
QS = y,, a kor ordinatéja.
b

RS = — yg.
a

tehat RS valdban az ellipszis orc_linétéja.

324 A kip sikmetszetei

Elemi geometriai Gton bebizonyithato, hogy
egy egyenes korkup sikmetszetei (3.25 dbra):

3.25 abra

ha a sik merélegés a tengelyre: kor,

ha a sik valamennyi alkotot metszi: ellipszis;
ha a sik egy alkotdval parhuzamos: parabola;
ha a sik két alkotdval parhuzamos: hiperbola.

3.2.5 A kuapszeletek csiicsponti egyenlete

A kupszelet csucspontjanak nevezzilk a

kapszelet olyan pontjit, amelyben a kup-

szelet valamelyik tengelye metszi a gorbét. +5’
Ha a kupszelet egyenletét olyan koordinata- 2 |Pr
rendszerben irjuk fel, amelynek kezdGpontja 2
egy cstcspont, és tengelyei egybeesnek a kup- 7

szelet tengelyeivel, a felirt egyenletet cstcsponti ]
egyenletnek nevezziik.

A cstcsponti egyenlet levezetéséhez vezessiink
be a kupszeletekre jellemz6 kozos adatot:
paramétert.

Parabola. A parabolat meghatarozza paramé- 3.26 4bra
tere, a fokusznak a direktrixtdl valo tavolsaga.
Ha a csucspont az origo és a tengely az x tengely, a parabola egyenlete

¥ = 2px.
Az F helyhez tartozo y = 0 ordinata:
Yy =2p.

A parabola definicidja értelmében ugyanis, a P pont a fokusztdl és a direktrixtél egyenld
(p) tavolsagra van (3.26 4dbra).

ar g
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by 4

(cg x 0 X

3.27 é4bra 3,28 abra

Ellipszis. Hatarozzuk meg az

2 2
,),r?_;_ F o
a bt

ellipszis fokuszahoz tartozé ordindta nagysagat. Az ellipszis y koordinataja

y = ll \/az%x{
a

x = ¢ ertéknél:

b? ,

A —— érték az ellipszis jellemzbje, parametere:
a

s (3.27 4bra).

B

=

A kor az ellipszis specialis esete, itt
a=>b (c = 0).

Ekkor a paraméter a kozépponthoz tar-
tozo ordindta (3.28 abra): ‘y

p=a
2 2

x 24
Hiperbola. Az;ﬁ- = 1 egyenlet-

bél kifejezve y-t (y = 0), | fm

b SETRR
= —- / 2*02.
¥ = VX

Az x = ¢ pontban (3.29 dbra)

2
y=-Ac—d = b—

a a 3.29 abra

Q9 Matematika
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A fokuszhoz tartozé y érték a hiperbola jellemzdje, parameétere:

b2
p=—".
a

Hatdrozzuk meg a p paraméter segitségével a kupszeletek csiucsponti egyenletét!

Parabola. A parabola cslicsponti egyenlete az ismert
¥y = 2px egyenlet (3.26 4bra).

Ellipszis. Az ellipszis egyenlete, ha cslicspontja az origo, azazkdzéppontija: (a; 0) (3.30 abra),

(x—a? ¥ i
a B2
ks
1
| ‘y
! : l
| l
a F(ap) —,r—- JI
i 17 ]{ (a;a) "
f
|
3.30 dbra 3.31 abra

A miiveleteket elvégezve:

X2 2 at P

F e tEtE=t
Rendezve:
b? b?
P =2—x——5x%
a a
bz
A paraméter, p = o segitségével

¥ = 2px— 2,
a

K&r. A kor egyenlete, ha kdzéppontja (a; 0) (3.31 abra):

o

(x—af+)* = a,
azaz
2ax — x2.

Il

9
32
Az a = p értékkel

¥ = 2px—x%

rx
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Hiperbola. A hiperbola egyenlete, ha a l
jobb oldali aghoz tartozd csics az origo- Y
ban van, tehdt kézéppontja (— a; 0) (3.32
abra),
Gta? ¥y i
a? o
|
2 2ax & P
FtetaE gl i) N x
|
Rendezve: I
b® b
Y= 2—~x+—2—x2.
a a

b2
A p = — paraméter bevezetésével:
a 3.32 dbra

P
¥ = 2px+ = i

A p paraméter bevezetésével a kupszeletek csticsponti egyenlete hasonléva valik,

2 = 2px a parabola egyenlete.
¥ = 2px— P 2 azellipszis egyenlete.
a
2 P2 :
y2 = 2px+ —-x*> a hiperbola egyenlete.
a

A kupszelet elnevezése ezekbdl az egyenletekbol szarmazik. (Parabola = egyenliség,
ellipszis = hiany, hiperbola = felesleg.)

3.2.6 A kipszeletek fokalis egyenlete

Helyezziik ugy el a kupszeleteket, hogy fokuszuk az origoba keriiljon. Egyenleteik igy ala-
kulnak:

A parabola csicsa a (-—2 ;0) pontba keriil (3.33 dbra). Egyenlete:

= () g
y-=2p|x+ <) azaz
y2 = 2px+p2 _
Mindkét oldalhoz x2-et adva: (']?E AN 4

X242 = x4 2px 1t
x4y = (x+p)

3.33 idbra
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Ellipszis. Ha az ellipszis F; fokusza az origd, a ‘
kozépponti ellipszis c-vel balra tolodott. ot

Egyenlete (3.34 abra):
(x — 6)2 y2 /
g T T 1. \ -

Innen

b2 b2 b? 2
Pr= e 2 —ex— ; + 52,
a a a

) 3.34 ibra
Mindkét oldalhoz x%-et adva:

B2 bz- B2
x4y =P -—--2—x2+2—2€x——-—§+b2.
a a a

x2-et, illetve b%-et kiemelve:

a® — b? b2 b (a® — c?)
Xt 2t —
+7 A2 pey
Mivel E—b=c & d—c=HH

22 2 4

p . ¢ b b

Wyt = el x5
a a a

Helyettesitsiik be az egyenletbe a

b2
p= o paramétert,

B oo 262 £ 2
X+ =x '?‘-!'zzPX-I-P.

¢ az ellipszis linedris excentricitdsa, a a fél nagytengelye. Bevezetve az e = < numerikus
: N T g ,
excentricitdst:
X2 4 )2 = e+ 2exp + ph.
Az ellipszis fokdlis egyenlete:
X242 = (ex+p).
(Azellipszisnél e < 1).
Kor. A kor egyenlete: |
X2yt = a.z;_ a = p jeloléssel (3.28 abra):
Xyt =ph
A kor fokalis egyenlete:
32 4y? = (ex+p). (A kornél: e = 0.)
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Hiperbola. Helyezziik el a hiper-
bolat tigy, hogy jobb oldali fokusza l y
az origoba keriiljon (3.35 abra).

Egyenlete i
e+ef ¥ |
‘—-—a2—— _ 32-— = . " '
| a
| 14
- =
Rendezve: r 5 X
b b?
y2 =;§x2+2?cx+
b2
+ c?— b2
Mindkét oldalhoz x*-et adva: 3.35 abra
b2 b2 b‘.!
x2+y2 =} x2+—2x2+2 5 Cx+_2‘ C2— bz.
a a” a

x2 és b® kiemelésével :

2 bz b2 bz 2_a2
x2+y2 = x% tz —t -~—+2—2‘cx+—(c—2—)'
a a a

Mivel B+ =c & cE—a®=b,
x2+y2=x-—2-+2;§cx-|-v;2.

2
A paraméter p = — bevezetésével:
a

2, .2 5 € ¢ 2
x4y =x c? +2—a-px~+p.

Xy = (E:H—p)d-

A hiperbolanal a a valds tengely fele, ¢ a linedris excentricitds.
Bevezetve az e =£— numerikus excentricitdst (a hiperbolanal e = 1), a hiperbola fokalis
egyenlete:
X +y* = (ex +p).
A kupszeletek kozos fokdlis egyenlete:
x4y = (ex+p),

ahol e— a numerikus excentricitas.
e értékei: paraboldnal: e = 1; ellipszisnél: e < 1; kornél: e = 0, hiperboldnal: e > 1.
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3.2.7 Masodrend(i gorbék

Az el6z6 pontokban levezettiik a kor, a parabola, az ellipszis és a hiperbola egyenletét. Az

alakzatokat specidlis modon helyeztitk el Ogy, hogy tengelyeik pdrhuzamosak voltak a
koordinatatengelyekkel.

A levezetett egyenletek kozos tulajdonsaga, hogy benniik az x vagy az y, vagy mindkét
valtozd masodfokon szerepelt, vagyis a gorbék egyenlete masodfokua egyenlet.

Az egyenes diszkussziojanal littuk, hogy az Ax+ By+C = 0 egyenlet az A%24 B? = 0 feltétel
mellett mindig egyenest hatiroz meg.

Ennek analdgidjara foglalkozzunk a kovetkezd problémaéval. Tekintsitk az
(4] Ax2 4 2Bxy +Cy* -+ Dx+Ey+F =0

masodfoku egyenletet.

Vizsgdljuk, hogy az egyenlet milyen gorbét hataroz meg a sikon.

Az (1) egyenlet altal meghatarozott gorbéket masodrendii gorbéknek nevezziik.

A tovébbiakban feltessziik, hogy A, B és C nem lehet egyszerre zérus, mert kiilonben linedris
egyenlethez jutnank,

A masodrendii gorbéket olyan modon vizsgaljuk, hogy meghatarozo egyenletiiket, az (1)
egyenletet, a koordinatarendszer alkalmas transzforméacidival (elforgatés és eltolds) attekint-
hetébb alakra hozzuk.

1. Tegyiik fel, hogy az (1) egyenletben

B =0.
Ekkor A2+ Ct= 0.
1, AC # 0
a) A=C#0.
Az (1) egyenletet i = —1— -vel szorozva:
A C

x2+Dx+2+E +F“0
AFTETT TG =
Teljes négyzetté valo kiegészitéssel :
D'\? I (o E \? D? n E? F
(x+ 2A) (y ZA) R VY

Jeloljiik a jobb oldalon allo kifejezést G-vel!

B e D4+ F?2_4A4F
- 44°
D \? E\?
) (x+-z‘z) +(}'+Z4“) =G

315

Ha G = 0, akkor a (2) egyenlel kort hataroz meg.
D E

e = ——— . G=1#" jeloléssel az ismert
a=-54 P="73 )

(€)] (x—oR+(y—py =1*

egyenlethez jutunk.

Ha G = 0, akkor a (2) egyenlet pontot (nulla sugara kort) hataroz meg. Ez a pont a

D‘ 4 ont
T4 T 24) P

Ha G < 0, akkor a (2) egyenletet a sik egyetlen pontja sem elégiti ki; ilyenkor azt mondjuk,
az egyenlet Ures alakzat: képzetes kor egyenlete.
Osszefoglalva: az (1) egyenlet kort vagy pontkort hatdroz meg, ha

A=C#0, B=0 é D*+E'—44F=0.
b) A# C.

Teljes négyzetté kiegészitve az (1) egyenlet:
D \? E\2 D E?
— — ) = —+4—=—F.
A(x+2A) {C(y""zc) PV
Toljuk el a koordindtarendszert az

=xtod

. E
¥y —}+'E

egyenleteknek megfeleléen, azaz az origot helyezziik az

D E
" - tha!
o ( TR ?.C) pontba

Alkalmazva a

DR E?
G = T 5 e F  jelolést,
az (1) egyenlet
@ Ax*+Cy* =G
alak lesz. |
o) AC <= 0,

azaz A és C ellentétes eldjeliiek.
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Ez az egyenlet

G o
7 << 0 esetén iires alakzat egyenlete;

G G G
i 0 esetén az x' = ‘/ 5 és x' = — l/;-- parhuzamos egyenespar egyenlete;
G r s’ X, r
i 0 esetén az x” = 0 egyenes (egybeesd parhuzamos egyenespar) egyenlete,
Ha (9)-ben E = 0, akkor az egyenlet
y) o _(;_ o i 2
E E

alakra hozhato.
Toljuk el a koordinatarendszert az

J:* = ))’._,‘,

egyenletrendszernek megfelelGen.
Az (x*, y*) koordinatarendszerben

A
¥ =—-=x*%  alaki egyenletet kapunk.

E
A -
—— = a jeloléssel
E

(10 Vo= ax?,

Az egyenlet olyan parabola egyenlete, amelynek tengelye parhuzamos az v tengellyel.
Analog modon az 4 = 0 feltétellel az

(11 x* = gyt
egyenletli, az x tengellyel parhuzamos tengely(i paraboldhoz, vagy az x tengellyel parhuza-

mos egyenespar egyenletéhez jutunk.
Osszefoglalva:

B =0 esetén az
Ax2 4+ 2Bxy+Cy2+ Dx+Ey+F =0
egyenlet kort, ellipszist, hiperboldt, parabolit metsz6 egyenespért, parhuzamos egyenespart

vagy lires alakzatol hatiroz meg.

II. B=0.

Megmutatjuk, hogy a koordinatarendszert alkalmasan elforgatva a IT. eset az I. esetre vissza-
vezethets, azaz az 1ij koordindtarendszerben az (1) egyenlet olyan alaki, amelyben nem
szerepel vegyes masodfokt tag.

Tétel: Mindig taldlhato olyan o sz0g, hogy az

x = Ecosw—nsin @ @
y = £sin @+ cosw

egyenletll koordinatatranszformaciot (3.1.2. pont) alkalmazva az
(a) Ax®+2Bxy + Cy?
kifejezés a

ME + 7 alaku kifejezéssé alakithatd.
Bizonyitas, Irjuk (a)-ba a koordindtaelforgatas egyenleteit:

Ax? 4+ 2Bxy +Cy? =
+ A(E? cos® w— 2En sin cos @ 472 sin ) +
+ 2B(E% sin @ cos  + &1 cos® w — &9 sin® w — 12 sin w cos w) +
+ C(E2 sin® w + 25 sinw cos @ +17% cos® w) =
= £%( A cos? w+ C sin? w4+ 2B sinw cos ) +
+71%(Asin® w + C cos® w— 2B sin o cos 0) -
+E&n[2B(cos® w —sin® ) — (A— C) 2 sinw cos @] =
= ME* +Ayn* +En[2B cos 20 — (A~ C) sin 20].

It Z; és Ay &2, illetve n? szorzojat jeloli.
Ugy akarjuk meghatarozni o-t, hogy a

(b) 2Bcos 20— (A—C)sin 2w = 0

feltétel teljesiiljon.
Ha A—C = 0, azaz A = C, a (b) feltétel akkor teljesiil, ha

4

cos2w =0, azaz © = X

Ha A—C # 0, akkor cos 2w = 0, mert cos 20 = 0 esetén (A—C) sin 20 =0, azaz
sin 20 = 0 teljesiilne, de cos 2w és sin 2w nem lehet egyszerre zérus.
Ezért a (b) egyenlet
2B
C tg200 = ——
© g A—C

alakura rendezhetd.
A (c) egyenletbdl w-t meghatdrozva £ egyiitthatdja ismét nulla lesz.
Val6éban van tehat olyan w, hogy az elforgatds utan

Ax2 4 2Bxy +Cy® = L2+ A2 _

Nyilvanvalo, hogy az (L) helyettesitéssel a Dx+Ey+F linedris kifejezés &-ben és 7-ban
linedris kifejezéssé transzformdlodik. Végiil tehat az (1) alatti helyettesitéssel az (1) egyenlet
olyan &-ben és 77-ban mésodfokil egyenletbe megy 4t, amelyben &n egyiitthatdja nulla.
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Tehat a (&, %) koordinatarendszerben olyan egyenletet kapunk, amelyet az L. pontban részle-
tesen diszkutaltunk.

Ilyen modon dltaldban érvényes, hogy a mésodrendi gorbe vagy kupszelet vagy pont vagy
egyenespar (parhuzamos vagy metsz6) vagy iires alakzat egyenlete.

Példak
1. Milyen kiipszeletet jellemez a
3x2—4y%—18x+-8y+11 =0 egyenlet?

xy-0s tag nincs, a négyzetes tagok eldjele kiilonbszo; a gorbe hiperbola egyenlete.
Kiemeléssel:

I(x2 —6x) —4(3* —2y) = —1L.
Teljes négyzetté kiegészitve :
Ix—32—d4(y—17 =-11 +27-4

3x-3-4py-1)F =12
(=3P  o-1F

LG .. =1

4 3

Il

A hiperbola kézépponta: 0°(3; 1), A
féltengelyei: Y

L
a=2 b=+3 Y ¥ 5

Linedris excentricitdsa ¢ = /7
2. Bizonyitsuk be, hogy az

J’=")'c" . - 8

egyenlet egyenlOszart hiperbola egyen-
lete.

1
Mivel az y = oo girbe az y = x egye-
nesre nézve szimmetrikus, forgassuk el
7
a koordindtarendszert - e 45°kal .
(3.36 abra).

Az xy = 1 egyenletbe a 3.1.1, pont (I 3.36 abra
egvenletrendszerét helyettesitve

(Ecosw—7 sinm)(ésin w-+ncosw) = 1.
Mivelw = il cosw = sihw = 1
4’ V2

s )
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7 .
Af -del elforgatott (&; #) koordinatarendszerben a gdrbe cgyvenldszart hiperbola egyenlete és

-

a=1b=v12
3. Milyen gérbét jelent a
21x% —104/3xp+31y*—144 = 0 egyenlet?

Forgassuk el a koordinatarendszert olyan w szbggel, hogy a (&; ) koordindtarendszerben ne legyen
vegyes masodfoku tag.

Az x = &cosw—7 sinw }
y = &sin w4ncosw

egyenletrendszert behelyettesitve:
21(& cos @ —n sin w)*—10 4/3(& cos @ —n sinw) (& sin w+n cos w) +
+31(¢ sin w47 cos w)* — 144 = 0.

A miiveleteket elvégezve és rendezve:

£2(21 cos® @ — 104/ 3 sinw cos © +31 sin” w) +
+En(—42 sinw cos o + 10 \/3 sinfw—10 4/3 cos® o + 62 sinw cos ) +
+772(21 sin* @ + 10 A/3 sinw cos w + 31 cos? w) — 144 = 0.
Mivel
2sinw cos® = sin 20
és cosw —sinf @ = cos 2w,
£2(21 cos* 0 — 5 /3 sin 20 + 31 sin* ) +
+&n(10 sin 20 — 10 V3 cos 2w) +
+172(21 sin® (z)\+5 A/3 sin 20 4 31 cos? ) — 144 = 0.

A vegyes masodfok tag eltiinik, ha £7 egyiitthatdja nulla.

10 sin 20 — 10 \/5 cos 2w = 0,

azaz tg 20 = \/ 5,
2w = 60°,
e e
6

Tehat a koordinatarendszert 30°-kal kell elforgatni. A kapolt o értéket £2 ésm? egylitthatojaba
helyettesitve:

A/3 1 \/3

mivel cos 30° = sin30° = —, sin60° = —5

(a8
™~
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3 okl I)
£2 — e X - —
£ (21 5 54/3 Ak
1 - &8 3
+5? (21-’14«5\/3 ’\—gﬁ+3l-g{“) = 144,

1652 + 3677 = 144

A%-tal elforgatott koordinatarendszerben az pgyeniet ellipszis egyenlete. Az ellipszis

kozéppontja az origd, féltengelyei g = 3, b = 2,

4.  KOMPLEX SZAMOK

4.1 A KOMPLEX SZAMOK ALGEBRAI ALAKJA

A valos szamok korét agy akarjuk kibdéviteni, hogy a kibévitett szamkédrben minden korla-
tozas nélkiil elvégezhetd legyen a gyokvonas.

Természetesen megkoveteljiik, hogy a valds szdmok korében megszokott miveleti szabalyok
érvényben maradjanak az 0j szamokra is.

A valos szamok bevezetésének szemléletes alapja a szdmegyenes. A komplex szamokat ehhez
hasonlé médon, tgy vezetjlik be, hogy a sik pontjait, illetve a pontok helyvektorait szamok-
nak tekintjik,

Ennek hangstilyozasara uj jelolési modot vezetiink be.

Az [1; 0] vektort, amely a valds egyenesen az 1 szamnak felel meg, egyszeriien 1-gyel, a [0; 1]
vektort pedig i-vel jeloljiikk (4.1 dbra).

Ennek megfeleléen az [a; b] vektort az Y ‘
a-+bi
Pla;b)
komplex szammal azonositjuk. bt
Ez természetesen megfelel az (a; b) pontnak, azaz az A
(a; b) valés szamparnak (4.1 abra).
Tehat az a+bi komplex szamot az (a; b) szampérral ~ ‘ —
is megadhatjuk: al ¢+ q &
4.1 dbra

a+bi = [a; b].

Az i szamot imagindrius vagy képzetes egységnek nevezziik.

Az x tengelyre a valos tengely, az y tengelyre a képzetes tengely elnevezést hasznaljuk. Az
(x; ») sikot Gauss-féle szamsiknak szokas nevezni.

Az a+bi alak a komplex szdm algebrai vagy kanonikus alakja.

Az a-bi komplex szdm valos része a, képzetes része b.
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42 MUVELETEK AZ ALGEBRAI ALAKBAN ADOTT
KOMPLEX SZAMOKKAL

Komplex szimok 6sszeaddsa. A komplex szamok korében fligy értelmezzilk az ossze-
adést, hogy egyszerien Atvesszilk a vektorok koreben megszokott Osszeadasi milveleteket.
Legyen z, és z, két komplex szdm.

zy = a+bi, z;=c+di
Definicio szerint:
zy+ 25 = (a+bi)+(c+di) = (a+ o)+ (b+4d)i (4.2 4bra).

Ez a definicio biztositja, hogy a komplex szamok korében az Gsszeadds kommutativ és
asszociativ maradjon.

Ay h

Z¢=Zs
22

2y
17 X

4.2 dbra 4.3 abra

Komplex szamok kivondsa. Az dsszeadashoz hasonloan:
27— 2y = (a+b)—(c+di) = (a—b)+(c—d)i. (4.3 4bra)

Komplex szam szorzata valés szammal. Egy komplex szam €s egy valds szam szorza-
tat ugyancsak a vektorokndl elfogadott definicié alapjin hatarozzuk meg.
Ha A valos,

Ma+bi) = (a+bi)} = da+7ibi.

Ezek a definiciok jogosultté teszik az a+bi jeldlésmodot.
A komplex szamok specidlis esetként tartalmazzik a valos szamokat, annak megfelelden,
hogy a szamsik tartalmazza a szamegyenest.

a = a+0i.

Komplex szimok szorzasa. Most definidljuk a komplex szamok szorzatat, méghozza ugy,
hogy a szorzdsra tovabbra is érvényben maradjanak a valos szdmok miiveleti szabalyai.
Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a vektorok korében mar bevezetett skalaris és vektoridlis
szorzas egyike sem alkalmas ilyen céira.

33

-

T s g

S
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Tegyiik fel egyeldre, hogy mdr definidltuk a szorzast €s érvényes a disztributiv szabaly. Ekkor
(a+bi)(c+di) = cla+bi)+dila+bi) = ac+bei+ adi+ bdi*.

Ebbél lathato, hogy barmely két komplex szdm szorzata meghatdrozott, ha az i* = i-f
komplex szam mdr definidlva van.

Az i? definicijra kiilonféle meggondolasok alapjan juthatunk el.

Ilyen kovetkeztetés példaul:

A valos szamok korében érvényes az

(1 |ab| = |a| |b]
azonossag.
Nevezzilk a

z = a+bi

komplex szdm abszolut értékének a

2] = V@B

mennyiséget, azaz a z-nek megfeleld sikvektor hosszat.
Ha z valos, az igy definidlt abszolit érték azonos a valds szamokra mar definidlt abszolit
értékkel.
A komplex szdmok szorzatdra is megkoveteljiik, hogy az (1) azonosség fennélljon.
Ekkor
2] =li il = 1.
Tovabba
[14i] = /141 = V2,
[1—i| = A/1+1=14/2.
EZéI‘t j
[1—-] = [0=DA+D)| =
= |1—i|+|14i| = /202 =2.
Tehat [1—i?] = 2.

Két egységvektor kﬁl‘ﬁnbségénck hossza nem mds, I7] X
mint az egységnyi sugart kor egy hurjinak hossza,
Ezért ez a hosszisag csak akkor lehet 2, azaz az at-
méré, ha a két vektor egymads ellentettje (4.4 dbra).
Ezért szitkségképpen

2=_1, 4.4 abra

Ez indokolja a komplex szam szorzdsara vonatkozd kovetkezd definiciot:
Legyen 7y = atbi, z,=ctdi
Definicié. 2,2z, = (a+bi)(c+di) = (ac—bd)+(bc+ ad)i.

10 Matematika
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Egyszerli szamolassal kimutathato, hogy az igy definilt szorzas

1. kommutativ miivelet: Z1Zg = Z9Z);

2. asszociativ miivelet: z1(z523) = (2122) 235
3. az dsszeadassal disztributiv miivelet: (231 22)23 = 212325731
4, - ) lz325) = |71 12513
3. i =—1;

6. ha az egyik tényezd valos, az igy definialt szorzat megegyezik a mar definialt szorzattal,

Megjegyzés. A 4. tulajdonsaghol leolvashatd a szorzas kovetkezd fontos tulajdonsaga.

Ha 2125 = 0,

akkor vagy z;=0 vagy z,=0.

Ugyanis, ha zy+z, = 0,

akkor 0= |22l = 1711 |25l

Innen, vagy |z;| = 0 vagy |z3] = 0, hiszen a valds szamok korében a szorzas rendelkezik
az emlitett tulajdonsaggal.

Egy komplex szam abszolut értéke azonban akkor ¢és csak akkor nulla, ha maga a szam
nulla.

Konjugalt komplex szamok. Definicié. Az= al-l-b:' komplex szdm konjugiltja a z =
= g— bi komplex szam.

a+bt
L
a X
a-be
_,/"4.5 abra 4.6 abra

i
i/

Geometriajlag a kon}ugzilt a komplex szamnak a valos tengelyre valé tiikorképe (4.5 abra).
A Z komplex szam konjugéltja z.

Z=1z ,
Konjugalt komplex s;zémok tulajdonsagai:

z+z = (a+bi)+(a—bi) = 2a. (4.6 ébra),
z—Z% = (a+bi)—(a—bi) = 2bi. (4.7 dbra),
7.2 = (g+bi)(a—bi) = az-—bf’i2 = a’+ b'-’".

Tehat 2z =|z|%

Ez az azonossdg hasznos segitséget nyijt komplex szamokkal
vald osztasndl. : 47 abra
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Komplex szémok osztisa. Legyenek z; és z; adott komplex szdmok (zp # 0).
Legyen i

z

e

Z2
zZ , :
Z1 .7 a szam, amely z,-vel szorozva z;-et ad.
Z2

2y

—zy = 2y,
azaz L Zy ¢

ZZy = Z7-.

Szorozzuk be az egyenletet Zy-vel:
22929 = Z1Zy, AZAZ
z)z =2z,

|z, |*-tel osztva

Ez az eljards modot ad Komplex szamokkal valo osztas elvégzésére.,

Legyen Z = a+bf|, zp=ctdi # 0
l 7 a+bi (ac+bd)4-(bc—ad)i _ ac+bd b _bc——ad ;
Cz,  c+di c2+-d* Y RN L
Erdemes kiilbn:inégjegyézni, hogy i? = — 1 miatt
T T |
= = ——, azaZ
i i —1
1 .
G i —1.
i
i hatvanyai:
?=-1
B =i ;
=1

Altalaban, ha n pozitiv egész szam,

i = (" =1
fAn+l = gy =i
2 — jn 2 =1
f4n+3 — I'drz,ia — .

o]

10+
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4.3 . A KOMPLEX SZAMOK TRIGONOMETRIKUS
ALAKJA

Tegyiik fel, hogy a z komplex szam egységnyi abszolut értékii: [z| = 1.
A z-nek megfeleld vektor és a valds tengely pozitiv 4ga kdzotti pozitiv forgasiranyu hajlas-
szoget jeloljitk g-vel! Ekkor a cos g-re és sin ¢-re adott definiciok alapjan:

= cos p-ising,

Legyen 4ltaldban z tetszéleges, nullatol kiilonbozdé komplex szdm. Ekkori egységnyi
abszolit értékii, ezért eldallithato a kovetkezd alakban: |2]

»I-ET = cosp-+ising.
Innen z = |z|(cos@+ising).
A |z| = r jeloléssel:

z = r(cos p+i sin @) (4.8 dbra).
Ezt az alakot a komplex szam trigonometrikus alakjanak nevezziik.
A kétféle felirdasi mod a kovetkezd egyenletek szerint nyerhetd (4.8 abra):

a = rcosg }’ ‘ ¥

b=rsing
i lletve

r= '\/ a2 +B, Pla:t)
_ a
cos —.mr ; r A
b y
singp = VHZ—T?E . 7 P 7 -;'

4.8 abra
A @ sziget a komplex szam argumentuménak nevezzik.
Az argumentum nincs egyértelmilen meghatirozva, hiszen a szoghoz 2k m-t
(k=0, +1, +2,...) hozzdadva ugyanahhoz a vektorhoz, azaz ugyanahhoz a komplex
szamhoz jutunk. Mindig feltehetjiik, hogy a komplex szim argumentuma:
0=¢p < 2n.

A 0-nak nincs argumentuma, igy nincs trigonometrikus alakja sem.

Példik
1 = 1(cos 0+isin 0).

T .., T
1 (cosﬁ%—l sm—).

i

2 2
—1 = l(cosm+i sinm).
—i=1 (cos—:)’-‘:r—+fsin3—n).
2 2

. T, @
1+x~\/§(cosz+lsmz).
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4.4 MUOVELETEK TRIGONOMETRIKUS ALAKBAN
ADOTT KOMPLEX SZAMOKKAL

Komplex szdmok Osszeaddsa és kivondsa esetén célszerii a kanonikus alak hasznélata,
szorzésndl, osztdsnal, hatvanyozasnal, gyokvondsnal hasznos a trigonometrikus alak.

Komplex szimok szorzasa. Legyen két komplex szdmunk trigonometrikus alakban

“adva:

zy = ry(cos ;i sin ).
Zy = ra(COS (g1 SIN @ig).
2,42y = ry(cos py+i-sin gy rolcos g 41 sin gg) =
= ryryl(cos py cos p,—sin ¢4 sin @a)+i(sin @y cos Pa+cos @y Sin@y)].

Mivel az addicios tételek szerint (2.2.2):

COS (; COS (g —Sin @y $in ¢y = €08 (1 +Pa)

és sin (7 oS @g+cos @y $in @y = sin (P1+Pa),
r1(cos 1 +1 sin g7) « ro(€oS g +1 8in ) =
== p1ra[Cos (14 @o)-+i sin (g +pp))

Két trigonometrikus alakra hozott komplex szamot tehat Ggy szorzunk egymadssal, hogy
az abszolit értékeket egymdssal megszorozzuk, az argumentumokat pedig osszeadjuk.

E szabaly értelmében konnyen megszerkeszthetd két komplex szam szorzata,

Jel6liék a z; és z, komplex szdmokat a P; és P, pontokhoz vezet( vektorok (4.9 dbra).

zy = ry(cos @y-+1isingy),
2y = ¥y (COS p+1 Sin ).

Kossiik oOssze Pqy-et a valos tengely A(1; 0) pontjival. Szerkesszilk meg az OAP; A -hoz
hasonlé OP,P A -et.

Az igy kapott OP vektor a keresett 7,2, komplex szdmot abradzolja.

A komplex szdm argumentuma ¢ = @;+@,, ab-

szolut értéke az ‘ Y

r r :
e ~1l osszefiiggésbol

F = Py,
Komplex szdmok osztdsa. Legyen

21 = ry(cos ¢y +1i sin gy),
2y = rp(cOS o+ sin @y).

Keressiik a

z; _ rycos gy +ising,)
zy  Fy(cos pati sin@y) L Al X
hanyadost. 4.9 dbra
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Szorpzzuk meg az
r e
r—l [cos (g — o)+ sin (g —pa)]
P

komplex szamot

2y = Py(COS Po 1 sin @y)-vel.
A komplex szamok szorzéasi szabalyat alkalmazva éppen z;-et kapjuk.
Mivel

z
1 DZZ S ZI’
23
b4 F1 -
2 = Llcos(py—qo)+isin(p;—¢s)], azaz
Zy Fo

ry(cos 41 sin@q) r .

m = 72-— [cos (g —@o) i sin (g1 —py)].
Két trigonometrikus alakra hozott komplex szam osztasat tehdr ugy végezzik, hogy az
osztandé abszolut értékét az osztd abszolit értékével osztjuk, az osztandd argumentumabol
pedig az oszto argumentumdt kivonjuk. . ‘
Két komplex szam hanyadosat a kovetkezéképpen szerkeszthetjitk meg.
Legyen ‘

z; = rq{cos g +isingy), . y

2y = Fo{cOS Qo1 5in @y).

A két komplex szam a 4.10 dbran a Py és Py pont.
Kaossiik dssze Pyt az A (1; 0) ponttal! ‘
Szerkessziink az OP, A haromszoghoz hasonlé OF P
haromszoget! Az igy kapott P pont a k_ereselt z =

z
= ;1* komplex szam képe.

2 -

Argumentuma @ = ¢y —@a,
abszolit értéke pedig az_

r O < S
— = —  Osszefiiggésbol:
" 1 ‘-._“
r=-—. L g 4
ry \ :\ 4.10 dbra

Komplex szamok hatyﬁnyo‘iésa. A komplex szamok szorzdsanak szabdlya tetszOleges
szami tényezére is igazolhato.
Ezért, ha n természetes szam,.’
[r(cos p+i sin I =
= r(cos p+i sin @)r(cos g+i sin g). . .r(cos p+i sin ) =
N = p(cos ng4-i sin n@). »
Tehat [#(cos p+ising@)]" = r(cos ngp+isin ey

A komplex szamok hatvanyozasdnak ezt a képletét Moivre-képletnek nevezik.
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Gyokvonas komplex szamakbél. Az i2 = — 1 egyenlet szerint a komplex szamok korében
lehet taldlni olyan szdmot, amelynek négyzete — 1, azaz értelmezve van a \/ 1 mennyiség.
Megmutatjuk, hogy a komplex szamok korében nemcsak a negativ valos szdamokbol,
hanem barmilyen komplex szdmbol vonhatd négyzetgyok, sit ennél dltaldnosabban, akér-
héanyadik gyok.

Tehat érvényes. hogy adotl n pozitiv egész szam és adott z komplex szdm esetén, mindig meg-
oldhato a

wht =z

egyenlet.
Még altalanosabban igaz, hogy ha

205 215 225 -~ -3 Zn
adott komplex szamok, akkor a
Wiz, w14+ ziwtze =0

algebrai egyenletnek mindig van n szami megolddsa a komplex szamok korében. Ez a tétel
az algebra alaptétele. Ennek bizonyitdsa meghaladja a konyv kereteit.
Részletesen foglalkozunk azonban a

1) W=z

egyenlettel.

Ha z = 0, nyilvanvalo, hogy w = 0 az egyetlen megoldas.
Feltesszik, hogy z # 0.

Legyen

Il

z = r{cosw-+ising)

és w = R(cos o1 sina).
Felhasznalva a Moivre-képletet, az (1) egyenlet igy alakul:
(2) R™(cos no+1 sin no) = r(cos p+i sing).
Ebbdl lathatd, hogy

R=4/r

o =

se <

valasztassal az (1) egyenlet megoldasat kapjuk. Az egyenletnek azonban tovabbi megolddsai
is vannak. ’
Helyettesitsiik «-t az

¢ 2k

oy = o + o argumentummal,
F
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azaz legyen
wi = R(cos og+i sin o).
Ekkor

wh = R™(cos nug+1 sin noy) =
= r cos (@+ 2km) -1 sin (p-+2km) =
= p(cos g-+1i sin ).

Az igy adédo wy szamok tehdt valamennyien megoldasai a
wh = z egyenletnek.

k=0,1,2, ..., n—1 esetén csupa kiilonboz6 w, értéket kapunk, hiszen a megfelel6 oy
argumentumok kozott 2mt-nél kisebb az eltérés,

k= n,n+1, ... esetén, amint az kbnnyen beldthato, ugyanazok a wy, szamok ismétlédnek.
Az is konnyen belathatd, hogy az egyenletnek mér nincsenek tovabbi gyokei. Ugyanis
barmely megoldds esetén no és ¢ 2m-nek egészszdmu tobbszordsében kiilénboznek,

no—q = 2km,

€s ebbdl

bt
i)
-

= fr (CUS P27 | in ?’i‘%’i"ﬁ) k=0,1,2,..., n—1).
H n

Tehat minden 0-t6] kiilonbozé komplex szdmnak pontosan i darab kiilonbozé n-edik gydke
van. j

Példak
1. Az egységgytkok kiszdmitdsa. n-ik egységgyokoknek nevezziik a
wt =1

egvenlet megolddsait.
Jeldljiik ezeket a szdmokat

gy E1, Eus .« oy En—r-gYel!

Az el6z6 altalanos eredmény szerint, mivel

1 = 1(cos 0+ sin 0),
ekzcosz—fz—t-fsingii (k=0,1,2,...,n=1).

Az egységgyokok tehat annak az egységkorbe beirt szabalyos n-szognek a csiicsaiban helyezkednek el,
amelynek egyik cstcsa az (1; 0) pont.

N .

Specidlisan:
n = 2-re: -

Tehat

n = 3-ra;

n = 4-re:

2:
Mivel

fgy

&g = cos0+ism0 =1,
gy = cosmtt+isina =—1.

V1T ==+1 (4.11 4bra).
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&
&=~ &=t &
&2
411 abra 412 abra
£y = cos 0+7isin0 = 1
22 .. 2r 1 .4/3
Pp=d TSR I T @a24bra).
41 ., 4= 1 \/5
€3=C05—_+ISIHT:—EEIT' )
3 (f,f:l
gy = cos0+isin0 =1
. R SR
g = cosri«-}-lsmf =1
,\"/f = . (4.13 4bra),
&, = cosm+isinmg =—1
I = COS Ei +1‘sirl3—ﬂ=—i
| fo= o083 2
sl .
—8 = 8(cosm+1isinm), 413 abra
w=2 (cos __%:er?’an +1sin ﬁ;kﬂ ) (k=0,1,2).

Wy =2 (cos -j;—-&-isin %) = 1+i4/3,

wy = 2(cosm+ising) = —2,

w2=2(c055—n+isin Si) = 1—¥4/3

3 3

3. A masodfoku egyenlet megoldasa.
A komplex egyiitthatoju

azt4+-bz4+c =0 (a # 0) egyenlet
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megoldasdra is érvényes a jol ismert

—bt+/P—dac

= 2a

megoldoképlet azzal a kiegészitéssel, hogy most mdr a gybkvonds mindig elvégezhetd.
Specidlisan, ha a valds egyiitthatés masodfoku egyenlet diszkrimindnsa negativ, az egyenlet meg-
oldésai egymashoz konjugdlt komplex szdmok.

Példaként oldjuk meg a kivetkezd egyenletet:

xttx4+1 =0
-1:V1-4 -1++/-3 —1+4/3 =1 B —1+i3/3

X = 2 = 2 = 2 2
1 4/3.

AIW—Er'Z_I

_ 1 V3,

Xp=—g 5k

5. FUGGVENYEK

5.1 A HALMAZELMELET ALAPFOGALMAI

Az egyetem egyik kardnak hallgatoi halmazt alkotnak.

Egy gép dsszeszereléséhez szilkséges alkatrészek halmazt alkotnak.

Az elsd szaz paratlan szam halmazt alkot.

Halmaznak pevezzitk a valamilyen médon meghatarozott dolgok, objektumok Osszességét.
Azok a dolgok, objektumok, amelyek a halmazhoz tartoznak, a halmaz elenei.

A halmaz és a halmaz elemeinek fogalma az ember gondolkodésdval kialakult fogalmak,
ezeket nem definialjuk.

Halmazt alkotnak példaul

— a természetes szamok,

— a raciondlis szamok,

— a val6s szamok,

— a természetes szamok négyzetei,

— a harommal oszthaté természetes szamok, : ‘

— a sik azon pontjai, amelyek adott ponttél adott tavolsagra vannak (kor),

— a tér azon pontjai, amelyek adott egyenest6l adott tdvolsagra vannak (hengerfeliilet).

A halmazelmélet a 19. szdzad masodik felében alakult ki, Megalapozdja Georg CANTOR
német matematikus (1845—1918).

Egy halmazt akkor tekintiink megadottnak, ha tudjuk, mik az elemei. A halmazt megadhat- -
juk, ha meghatdrozzuk, milyen tulajdonsag( objektumok az elemei. Masik modszer a halmaz
megadasara : elemeinek felsoroldsa. Fits

A halmazt nagybetiivel, elemeit kisbetiikkel jeloljiik. Azt, hogy x eleme A-nak, igy jeloljiik:

x € A
Ha x nem eleme B-nek, igy jeloljiik:

x ¢ B.

A halmaz allhat véges és végtelen sok elembél. Az el6bbit véges, az utébbit végtelen hal-
maznak nevezziik, A halmaz elemeit kapcsos zardjelbe frva adjuk meg. .
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A leggyakrabban eléforduld halmazokat kiilén jeldljiik :
N: a természeles szamok halmaza, beleértve a nullat,

G: az egész szamok halmaza,

R: a valos szamok halmaza.

Mas halmazok pl.:

A={-10; =3;2;4}; B={2:4;6;...;2m ...}.
A halmaz elemeinek definidlasaval adjuk meg a kovetkezd ha]m'fizokat:
A={x:|x| =2, xvalos}.
(A halmaz elemei azok a valos szdamok, amelyeknek abszolit értéke nem nagyobb 2-nél.)
B={x: x=2n+3, n természetes szam}.
Két halmaz egyenldsége. Két halmaz egyenld, ha elemeik azonosak. Ezt igy jeloljiik:
Ha A= B, akkor x¢€ A< x¢€B.

Tartalmazds. Ha 4 minden eleme B-nek is eleme, akkor az A halmaz a Bhalmaz részhal-

maza.
Jelben:

AcC B vagy B D A
A halmazokat sikbeli tartomanyokkal szemléltetjiik.
Az 5.1, abra az 4 C B reldciot szemlélteti.
A halmazok kozé soroljuk az iires halmazt. Ures halmaz B
az, amelynek egyetlen eleme sincs.

Az lres halmaz jele: .
Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza.

Tétel, 4 — Bés B O A csak akkor dllhat fenn egyszerre,
ha 5.1 abra

A= B.
A tartalmazds tranzitiv.
Ha Ac B é Bc C, akkor A c C.

Egyesités: Az A és B halmazok Gsszes elemeibdl alkotott halmazt az A és B halmazok
egyesitésének, unidjanak nevezziik.

Jele: A |J B.
PL {1; 3; 5}U{2; 4; 6} = {1; 2; 3; 4; 5; 6}.

Ha az egyik halmaz iires halmaz:
FUA= A.

Két halmaz egyesitésének eseteit mutatja az 5.2.a, b, ¢ dbra,
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DG

5.2 dbra

A halmazok egyesitését az dbran vonalkdzassal jeloltiik. Tobb halmaz egyesitése hasonloan
definidlhato. Jelolése:

-n
Al U A2 LJ e U Arh roviden U A,‘.
i=1

Ko6zbs rész (metszet). Két halmaz kozos elemeinek halmaza a halmazok kozés része,
metszete.

Jele: AN B,

x€EANBex¢c A é x¢B.
Ha két halmaznak nincs kozos eleme:

ANB= .

Ha a metszetet vonalkdzdssal jeldljilk, a metszet szemléltetését az 5.3.a, b, ¢ dbra mutatja.

5.3 dbra
Példa

A={x: x>2} B={xi"x=10}
ANB={x: 2<x=<10}

Tébb halmaz metszete hasonléan definidlhato. Jelolése:

n
ANA,N...NA,, roviden [)A.

i=i
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Kivonas, Két halmaz kiilonbsége (4— B) azon elemek halmaza, amelyek A-nak elemei, de
B-nek nem elemei.
Az (A— B) halmazt igy is jeldljik: 4\B.

x€E(A-B)ex€ A é x¢ B

A\B szemléletes jeldlését az 5.4.a, b, ¢ dbrdn mutatjuk meg.

5.4 dbra

Az abrarol leolvashato:
(A\B)YUUB= AlJB.
Ha Ac B, A\B= @.
Miiveleti szabdlyok :
1. Kommutativ szabaly:
AJB=BjA,
"ANB = BN A
2. Asszociatly szabdly:
(AUBUC = AUBUC) = AUBUC,
ANBNC = ANMBNC) = ANBNC.

Az utobbi szabdlyt az 5.5, dbra szemiélteti.

5.5 ibra " Séabra
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3. Disztributiv szabaly:
- (AUBNC=
= (4NOYU(BNC).
(5.6. dbra)
Disztributiv szabaly:
(ANBUC =
= (AUONBUC)
(5.7. abra)

A szabdlyok tobb halmaz esetében is
érvényesek.

Szamhalmazok és linearis pont- ... .

halmazok. A valds szamokat a szam-

egyenesen abrazoljuk. A valos szamok halmazdnak a szémegyeneslpontjainak halmaza
felel meg.

1. {—2;0;2; 4} (5.8. abra)
2. A= {% txe N} (5.9. dbra)
J.A={x: as=x=b} (5.10. abra)
4. A ={x: 0<x—<+40cc} (511. dbra)
—0 - o o =
-2 a Zz 4
5.8 dbra
b oy : T 1 =
0% % RS ‘ £ '
5.9 abra
' + o=
a b
5.10 4bra
1
7]
511 abra’

Sik és térbeli ponthalmazok. Szampérok halmazival a derékszogli koordinéta-rendsier,
pontjai szamharmasok halmazéval a térbeli derékszogli koordinata-rendszer pontjai jeldl-
het6k meg. ’ ,'" g
1. A={(x;3):5 =0  (5.12. 4bra)

2. A={(x;»):y€G} (A sik rAcspontjai) (5.13. dbra)
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3. A:{(x;y);a<x.<b; c=<y=< d} (5.14. Abra)
4, A = {(x;»): x4 )2 = (5.15. abra)
5. A={{x;¥;2z):x,¥2¢€ G} (A tér racspontjai)

5.12 dbra 5.13 4bra

r
L
a a b A
5.14 dbra 5.15 abra

Leképezés. Ha az 4 halmaz bizonyos elemeihez hozzarendeljitk a B halmaz bizonyos elemeit
tigy, hogy A-nak egy eleméhez sem rendeljiik B-nek tobb elemét, akkor leképezést végziink.
A leképezés jele: F (5.16. abra).

Inverz leképezés. Haaz F leképezés A kiilonbozé elemeinek B kiillonbozd elemeit felelteti
meg, és B minden eleme megfelel az A halmaz valamelyik clemének, akkor ezt az eljarést F
inverz leképezésének nevezziik. F —1gyel jeloljilk azt a leképezést, amely minden b¢B
elemnek azt az a € A elemet felelteti meg, amelyre F(a) = b (5.17. 4bra).

4 8
5.16 abra 5147 abra.
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Azilyen F leképezést az A €s Bhalmaz kozotti kolesonosen egyértelmil leképezésnek nevezzilk.
Az invertaTas fogalmabol adoédik:

(F-H~1=F.
Ekvivalencia. Ha két halmaz elemei kozott klesonodsen egyértelmil leképezést végezhe-

tiimk. akkor a két halmazt ekvivalensnek vagy egyenld szamossagiinak nevezziik.
Az A és B halmazok ekvivalencidjanak jele:

A~ B.

Példak
1, A paros szamok halmaza és a paratlan szamok halmaza ekvivalens:
2 4 6 ... 2n

R
Ll
1 3 5 ... 2n—1...

2. A természetes szamok és a négyzetszamok halmaza ekvivalens:

12 3 4 ...n
i afet o
VLo

1 4 9 16 ... n*

Megszamlalhaté halmazok. A halmazt megszamlalhatonak nevezziik, ha véges, vagy
ekvivalens a természetes szamok halmazaval.

Két megszamlalhatd halmaz egyesitése is megszamlalhato.

Megszamlalhato halmaz példaul a paros szamok halmaza vagy a négyzetszamok halmaza.
A racionalis szamok halmaza megszdmlalhat6. Ezt a kovetkezoképpen lathatjuk be:

A raciondlis szamok kozonséges tortek (lasd 1.1 fejezet). Irjuk fel a pozitiv torteket agy,
hogy az elsé sorba az 1,a miésodikba a 2, a harmadikba a 3 nevezdjil tortek kertiljenek.
Rendezziik a torteket a nyillal valé baladas leolvasasi sorrendjében (a szamlalo és nevezd

Osszege 2, 3,4 ... )

R

11 Matematika
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Ezzel a torteket rendeztitk, Most hagyjuk el az egyszeriisithetd torteket, a rendezettség
megmarad. A halmaz megszamlalhatd. Ugyanezt tehetjilk a negativ tortekkel. A két halmaz
egyesitése is megszamlalhatd, Tehdt a raciondlis szamok végtelen halmaza megszamlalhaté.
Bizonyitas nélkiil kozoljik, hogy a 0 = x = 1 intervallumban levé irraciondlis szdmok
halmaza mar nem megszamlélhaté. fgy még lnkabb igaz, hogy az Osszes irraciondlis szamok
halmaza nem megszamlalhato,

Szdmhalmazok korlitossiga

Definicié. A H szamhalmaz feliilrdl korlatos, ha van olyan K szam, hogy minden a € H
szamra, a = K. ' '

A K szamot a H halmaz felsé korlatjanak nevezik. (Nyilvanvalo, hogy ha egy halmaznak
van egy felsé korlatja, akkor végtelen sok felsé korlatja van, mert a definicio értelmében
minden K-nal nagyobb szam is felsé korlat.)

Definicié. A H szamhalmaz alulrdl kotlatos, ha van olyan &k szam, hogy mindena € H szdmra,
a = k.

A k szdmot a szdmhalmaz alsé korlatjanak nevezik. (A definicidébdl kovetkezden minden
k-nal kisebb szam is alsd korlat.)

Definicié. A szamhalmaz korlatos, ha alulrdl is, feliilrél is korlatos.

Tétel. Minden feliilr6l korlatos szimhalmaz felsé korlatai kozott van egy legkisebb. A leg-
kisebb felsé korlatot a szamhalmaz felsé hatardnak nevezik.

Tétel. Minden alulrél korldtos szamhalmaz also korlatai kozott van egy legnagyobb,
A legnagyobb also korlatot a szimhalmaz alsé hatardnak nevezﬂ(
A tételek bizonyitdsat nem kozoljiik.

Példak

1. A negativ szdmok halmazanak fels6 hatara nulla. Ez nem eleme a halmaznak.
2. A 2 é5 100 kdzotti paros szamok halmazédnak felsd hatéra 100, alsé hatdra 2, mind a kettd a halmaz
eleme.

5.2 FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK
5.2.1 A fiiggvény fogalma
A természet jelenségei allandé véltozasban és egymadssal dsszefilggésben vannak.

A természettudomanyokban, a miiszaki és mezégazdasagi tudomanyokban a vizsgalt és a le-
mért mennyiségek egymastol fiiggenek.

Rl |
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Az m tomegl test mozgdsi energidja a sebességtol fligg:

my?

Wk:2,

helyzeti energidja a magassag fliggvénye:
wp = mgh.

Ha a fajlagos talajellenallds és a szdntds keresztmetszete allandd, a vonoerdigény a szdntdsi
sebesséptdl fiige, Példaul; ' '

ha a szantasi sebesség 0,5 m/s, a vonoerdigény 800 kp,
ha a szantasi sebesség 1,— m/s, a vonderdigény 900 kp,
ha a szantasi sebesség 1,75 m/s, a vonderdigény 1100 kp.

A vezetdben az aram altal keltett hOmennyiség:
O = 0,24I%R¢.

[1 az dram erdssége (intenzitdsa), R a vezetd ellendlldsa, ¢ az id6tartam, Q a keletkezets ho-
mennyiség.] Azok a valtozo mennyiségek, amelyek csak egyetlen masik valtozotol fiiggnek,
egyvaltozos fuggvények, azok a valtozé mennyiségek pedig, amelyek t16bb valtozdtdl fugg-
nek, tobbvaltozos fuggvenyck

Definicié. Egy vdltozo mennyiség fiiggvényének nevezink egy masik valtozét akkor, ha az
elsé mennyiség minden szoba johetd értékének megfelel a masik mennyiség egy meghatdrozott
értéke. ‘
Azt a mennyiséget, amelynek megvaltozisa egy masik mennyiség megvaltozasat eredmé-
nyezi, fiiggetien valtozonak, a masik dltal mar meghatarozott mennyiséget fiiged valtozonak
vagy fiiggvénynek nevezziik.

A fiiggvények jeldlése. A fiiggetlen valtozot x-szel, a fiiggvényt y-nal szoktuk jelélni,
A fliggvénykapcsolat jele:

¥y =f(x) (6lv.: y egyenld ef x).

Az f bctu csak a fiiggvénykapcsolatot jeldli, a funkcio szo (fiiggvény) rov1ditesc
A fiiggvénykapcsolatot mas betiikkel is jelolhetjiik.

y=Fx); y=glx) y=pkx) »y=xx);
y=f@); z=f(u) stb.

Az y = f(x) jelolésben x a fuiggvény argumentuma.

5.2.2 A fiiggvény megadasanak médjai
A fiigevény megaddsa annak megadasit jelenti, hogy hogyan talalhatjuk meg a fiiggetlen
valtozd minden lehetséges értékéhez a neki megfeleld fiigavényértéket. A fiiggvény meg-

adasanak harom legfontosabb modja: a tabldzat, a képlet és a grafikon.

11*
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a) A fiiggvényt tdblazartal adjuk meg, 6 ‘ }
ha a fiiggetlen véltozo sok értékéhez kpjerm !
megadjuk a fliggd vdltozd megfeleld 70
értékét, Tlyen tdbldzat a mar jol ismert
logaritmus- és szogfiiggvénytabla. 5000 P |
b) A képlettel vald vagy analitikus / ]
megadas megmutatja, milyen mate- 4
matikai miiveletekkel kaphatjuk meg S0 \
x-bél és konstansokbol y-t.
Iiyen képlet példaul: L0 \
— x-{ﬁ 3—.
T oxE-57
y =4/x3+3,
y = sin (3x;7). o w0 w0 300 400 t(E9)

Kis széntartalmi acélok szakitoszi-
A fiiggvénykapcsolat megadésdhoz néha ferdsags & fomérseklel fz{?g}/é@e}ffrz
nem’elég egy képlet.” 5.8 ibra
gy megadott fiiggvény példaul:
]y=x+1, }:1:1 —cc<x =<0,
=1, ha 0=x=2
y=—2x+5, ha 2 <x=<+oo.

<) Fﬁggi’ény megadasa grafikonnal. Grafikus megadaskor a fiiggvényt gorbéjével adjuk meg.
Ilyen példaul, ha mérési eredmények adatai alapjan abrazolt pontokat folytonos vonallal
kétﬁnk Ossze (_5-.48. abra).

52:3: A fiiggvények abrazolasa

A fiiggvényeket legtobbszor a Descartes-féle derékszogii koordindgta-rendszerben abrazoljuk.
Azon pontok halmaza, amelyek abszcisszdja a fiiggetlen viltozo szoba johetd eértékei,
ordinatai a megfeleld fiiggvényértékek, alkotjdk a fiiggvény gorbéjét vagy kepét.

Tehat a (Px; f(x)) pontok halmaza az y = f(x) figgvény gorbéje.

Helyettesitési érték. Ha a fiiggvénykapcsolatot  kifejezé egyenletbe a fiiggetlen val-
tozo egy adott értékét helyettesitjiik be, a kapott fiiggvényérték a helyettesitési érték. Az
y = f(x) fiiggvény helyettesitési értékét az x = g helyen igy jeloljiik:

y = fla).

Példak
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5.24 Ertelmezési tartomany

Azon x értékek halmaza, amelyekhez az y = f(x) fiaggvény valamilyen y értéket rendel,
a fuggvény érrelmezési tartomdnya.

Példak
lL.y= ’\/ x.
A valos szamok korében negativ szambol nem lehet négyzetgydkot vonni. Az értelmezési tartomany a
0 = x = oo vagy a [0; oo] intervallum.
1

2.y = —.

Y= %
Nulldval nem lehet osztani.
Az értelmezési tartomény:

—oo=x=0UQ0=x = e, azaz (—eo; 0)U(0; + o).

3.y= P
&

A fiiggvénynek az x = 2 helyen nincs értelme. Az értelmezési tartoméhy:
oo =x=2U2 =Xx <= 1o
4. y=+ 9 %%

A gyékﬁek csak akkor van értelme, ha |x| = 3. Az értelmezési tartomany:
—3=x=3 (5.19 abra).

- o s e

5. y=Vx-4 3 0 3
A gyoknek csak akkor van értelme, ha | x| = 2. 519 abra
Az értelmezési tartomany:

co=x=-2U2=x=< 4o (5.204bra) 0

=2 0 2
6y=—r— 5.20 4b
Vx—4 20 dbra

Negativ szimnak nincs valos gyoke, nullaval nem lehet osztani.
Az értelmezési tartomény nyilt intervallum:

4d=x=< +oo,
7.y = logax.
Csak pozitiv szimnak van logaritmusa. Az értelmezési tartomany :
V=< x = +oo
8. A gomb térfogata:
n 4rdx

3

A képlet szerint a figgvény r minden valds értékére értelmezve van. A gémb sugara azonban csak
pozitiv lehet, igy a figgvény értelmezési tartomanya:

0=r=< +oo.
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5.2.5 Ertékkészlet

Azon y értékek halmaza, amely

eket a fiiggvény az értelmezés; tartomanyban felvesz, a
fiiggvény érrékkésziere.

Példak

Figgvény Ertelmezési tartomdny Ertékkészlet
y=x —00 < X < 4oo — =y =< +oo
y=2x —00 =< X = 4 oo 0=y < +oo
y=1/x 0=x< + 0=yp< +
y=—1/x 0=x< +t —co<y=(
y=|x| —©0 < X < 4 oo 0=y<+t=
y = log, x O=x< 4o

—o < y= +oo
Nézziik a kévetkezd ftiggvényt:
¥y = sgnx (olv. szignum x).

¥ = sgn x fliggvény meghatdrozisa a kovetkezd:

J 1, ha x=0,

Yy =sgnx = 0, ha x=0, (5.21 abra)
l -1, ha =x<o.
Ertelmezési tartomadny az egész szimegyenes: ‘
y=5gn X
—00 < X =< -+ oo,
értékkeészlet p Bcozens o

az ertékkészle csa_k hdrom szambél 4l1 % ._X_

y={~1;0;1), [

b2807 X
- . rr e ————

Megjegyzés. A kovetkezékben az » = f(x) fiigg-

vények dbrazoldsanal az értéktiblizatok segitsé- 521 abra
gével kapott x; f(x) értékparoknak megfelel

P(x; f(x)) pontokat folytonos vonallal ki
meg a fiiggvény tényleges képét, arra a f
tériink r4.

tjik Ossze. Hogy ez a gorbe mennyire kozeliti
liggvények diszkussziojanal (lasd 7.2.3 fejezet)

5.2.6 A fiiggvény definiciéja halmazokkal

A fiiggvény definiciojat altaldnosabban is megadhatjuk,

A filggvény olyan utasitds, amellyel egy 4 halmaz bizonyos A4, részhalmazanak minden
eleméhez egy B halmaz meghatirozott elemét, a B; részhalmaz elemeit rendeljiik hozzd.
Az A C Arészhalmaz a fiiggvény értelmezési tartomdnya.

A B, C Brészhalmaz a f tggvény értékkészlete,

A fiiggvénykapcsolat utasitds, amellyel az Ay

halmaz elemeit a B; halmazra (illetve B hal-
mazra) képezziik le.
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Megjegyzés. A tovabbiakban olyan fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyeknek értelmezési
tartomdanya és értékkészlele a valos szamok halmazdnak részhalmaza, illetve a valos szamok
halmaza.

A fiiggvények zérushelyei, jeltartasi A v
intervallumai. A fiiggvény zérushelyei
azok az x valés szamok, amelyekre f(x)=0.
A fliggvény gorbéjének a zérushelyeken az
x tengellyel kozos pontja van.

A flggvény jeltartdsi intervallumai az x - Ny
tengely azon szakaszai, amelyekben a fiigg- 7 /g b\-/g‘ K’x'
vény csak pozitiv vagy csak negativ érté-

keket vesz fel. 5.22 ibra

Az5.22 dbran lathato fliggvény zérushelyei .
az x =a, x = b, x = ¢, x =d pontok. A koztiik levd intervallumok a fiiggvény jeltartdsi
intervallumai.

5.2.7 Paros és paratlan fiiggvények. Periodicitas

Az y = ax®+c fiiggvény a (—x) helyen ugyanazt az értéket veszi [el, mint az x helyen:
Yo = ax’+e,
Yiem = al—x)*+c = ax®+c.

Definicié. Paros fiiggvény az olyan [iiggvény, amely negativ x értékekhez ugyanazokat
az értékeket rendeli, mint azonos abszolat érték{l pozitiv értékekhez.
Keépletben:

f(=x) = f(+x).

A péaros fiiggvény gorbéje az y tengelyre nézve szimmetrikus (5.23 dbra),
Pdros fliggvények példaul az

y=2, y=2-1, y=-5, y=|x| Cfiigevények.

Ay ks

[

F-x) Fx) ik o

5.23 dbra 221 dbra
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1
Tekintsiik az y = 0 x fiiggvényt (5.24 abra):

Ve = 5%

1
Yi—x) = —Ex.

A fiiggvénygorbe az origora nézve szimmetrikus, a fiiggvény paratlan fiiggvény.

Definicié. Paratlan az olyan flggvény, amely negativ x értékekhez ugyanolyan abszolit
értékil, de ellenkezd elGjelil értékeket rendel, mint az azonos abszoltt értékii pozitiv x érté-
kekhez.
Keépletben: “:y

f(x) paratlan, ha

fl—x) =—f(+x).

A paratlan fiiggvény gorbéje az origora
nézve szimmetrikus (5.25 abra).

Péaratlan fiiggvények példaul a kovetkezok : f %) e
Flx) | a : o
x|
y=ax. y=-—,
x
. 1
FER, XS 5,25 dbra

Periodicitas. A fiiggvény periodikus, ha van olyan a = 0 szam, hogy az értelmezési tar-
tomdny minden x értékére:

flx+a) = f(x).

Ez azt jelenti, hogy a fiiggvény az x+a helyen ugyanazt az értéket veszi fel, mint az a he-
lyen.
Ebbdl kovetkezik, hogy

flx+2a) =f(x); flx+3a) = f(x); flx—a)=fx); ...

Altaldban ‘
az y = f(x) fiiggvény periodikus, y
ha fx+ka) = f(x)

tetszoleges x helyre és minden pozitiv, illetve

negativ egész k-ra, \/

Az a legkisebb pozitiv p szam, amelyre az

fetp) = £(%) 7 7 ' X
feltétel teljesiil, a fiiggvény peridédusa (5.26
abra). 5.26 abra
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5.2.8 A fiiggvények ndvekedése, fogyisa, maximuma,
minimuma

Definicio. Az y = f(x) fiiggvény az [a@; b] intervallumban ionoton ndé, ha az
a= x; < x, = b feltételt kielégitd, minden x, ; x, értékparra fennall, hogy

fx1) = fxy).

Az y = f(x) fiiggvény az [a; b] intervallumban monoton fogy, ha az a=x; <x, = b
feltételt kielégité minden xy; x, értékpdrra fennall, hogy

flxy) = flxy).

Definicié. Az y = f(x) fiiggvény az [a; b] intervallumban szigoriian monoton nd, ha az
a= x < x, = b feltételt kielégité minden x,; x, értékparra fennall, hogy

flxp) =<flxp) (527 dbra).

Az y = f(x) fugegvény az [a; b] intervallumban szigordan moenoton fogy, ha az
a= x; < Xy = b feltételt kielégité minden x;; x, értékparra fenndll, hogy

Fx) = fxy) (5.28 dbra).

A Ay

5.27 abra 5.28 abra

Definicié. Az y = f(x) fiiggvénynek az [a; b] intervallumban maximuma van, ha az
intervallumban felvett fiiggvényértékek kozott van olyan M érték, amelynél nagyobb
értéket a fiiggvény az intervallumban nem vesz fel (5.29 dbra).

Az y = f(x) fiiggvénynek az [a; b] intervallumban minimuma van, ha az intervallumban
felvett fuggvényértékek kozott van olyan m érték, amelynél kisebb értéket a Ffiiggvény az
intervallumban nem vesz fel (5.30 dbra).

A maximumot vagy minimumot a filggvény az intervallum valamelyik végpontjiban is
felveheti.

Megjegyezziik, hogy nem biztos, hogy valamely [a; b] intervallumban értelmezett filggvény-
nek van maximuma vagy minimuma az [a; bl-ben.
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b by
|
\m
|
‘ } e
g g a b X
5.29 ibra 5.30 dbra
5.2.9 A fliiggvény transzformacioja. Fliggvények grafikus
osszetétele (gorbék szuperpozici6ja)
a) A gorbe tiikrozése a koordinitatengelyekre. Az y = —f(x) fiigevény gorbéjét

megkapjuk, ha az y = f(x)filgavény gorbéjének minden ordinatajat (— 1)-gyel szorozzuk.
Ezért az y = — f(x) fiiggvény gorbéjét Gigy dbrazolhatjuk, hogy az y = f(x) fiiggvény gorbéjét
az x tengelyre tiikkrozziik (5.31 dbra).

! ks

y=FE) y-F5)
s

5.31 adbra 5.32 abra

Az y = f(— x)fliggvény ugyanazokat az értékeket veszi fel az x helyeken, mint az y = f(x)
fiiggvény az ugyanolyan abszolit értékil (— x) helyeken. Ezért az y = f(—x) fiiggvény
gorbéjét megkapjuk, ha az y = f(x) fliggvény girbéjét az y tengelyre titkrozzitk (5.32 abra).

b) Gérbék eltoldsa. Hasonlitsuk Ossze az y = f(x)+f és y = f(x) fiiggvényeket! Azonos
x érteknél az elsé fiiggvény ordindtdi § értékkel nagyobbak, mint a masodiké.

Ezért az y = f(x)+p fiiggvény gorbéjét megkapjuk, ha az y = f(x) fiiggvény gorbéjét onma-
géval padrhuzamosan az y tengely irdnydban eltoljuk f egységgel. Ha f§ > 0, a girbét felfelé,
ha f§ < 0, lefelé toljuk (5.33 dbra).

Hasonlitsuk ossze az y = f(x+«) fliggvényt az y = f(x)-szel!
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by Gopi) | gefena)
y=F ) W5 i
o
Far -
v ) | /
- - Y X
5.33 ibra 5.34 abra

¥ =f(x+a) az (x—a) helyeken veszi fel ugyanazokat a fiiggvényértékeket, mint y = f(x)
az x helyeken. Ezért képét megkapjuk, ha az y = f(x) fiiggvény gorbéjét az x tengely irdnya-
ban o egységgel eltoljuk. Ha o > 0, a gorbét balra, ha « < 0, jobbra toljuk (5.34 abra).
Az y = f(x+a)+f fligevény gorbéjét megkapjuk, ha az y = f(x) fiiggvény gorbéjét az y
tengely pozitiv iranydban f, az x tengely pozitiv irdnyéban ( — o) egységgel toljuk el.

) Gorbék sszenyomisa, illetve széthizisa. Hasonlitsuk dssze az ¥ = af(x) és y = f(x)
fiiggvényeket! Jelentsen a pozitly szdmot.

Az y = af(x) fiiggvény gorbéjét az y = f(x) gorbéjébsl megkapjuk, ha annak minden ordi-
natajat a-szorosra nyujtjuk, azaz az y = f(x) fliggvény gorbéjét az y tengely iranydban
a-szorosra nyudjtjuk. (¢ < 1 a gorbe dsszenyomasit jelenti.) (5.35 4bra.)

Hasonlitsuk &ssze az y = f(bx) és y = f(x) fiiggvényeket. Jelentsen b pozitiv szamot.

x
Az y = f(bx) fuggvény 5 helyeken veszi fel ugyanazokat a fliggvényértékeket, mint az

¥ = f(x) az x helyeken. Ez azt jelenti, hogy y = f(bx) fuggvény gorbéjét megkapjuk, ha az
¥ = f(x) fuggvény gérbéje minden abszcisszajat vdltozatlan ordinatik mellett b-ed részére
nyomjuk oOssze. Igy az y = flbx) fiiggvény gorbéjét megkapjuk, ha az y = f(x) fiigg-
vény gorbéjét az x tengely irdnyaban b > 1 esetén b-ed részére nyomjuk Ossze, 0 < b < 1

1
esetén F-szeresre nyudjtjuk (5.36 abra).

)¢

/ e P
ﬂ',r)f
T
é/' y=F (%)
/-l_!—-—______ -q f‘ﬁ)
7 s 717 —e—
z i
5.35 dbra 5.36 4bra
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Az y = af(bx) figgvény gorbéjét megkapjuk, ha azy = f(x) fiiggvény gorbéjét az y tengely
1
iranyvaban a-szorosra, az x tengely iranyaban ) -szeresre nyujtjuk.

Ha az a és b egylitthatdk negativ szdmok, az y = f(x) fuggvény gorbéjét a megfelels koor-
dindtatengelyre tilkrozziik, és az igy kapott gorbét |al, illetve |b|-szereste nydjtjuk.

d) Az tsszenyomas és eltolés egylittes alkalmazasa. Abrdzoljuk az
y = af(bx+a)+f fiiggvényt!

Az argumentumbol kiemeljitk b-t:

oo

A fiiggvény képét megkapjuk, ha az y = f(x) fiiggvény képét az y tengely irdnyaban a-szo-

) 1
rosra, az x tengely iranyaban % _szeresre nynjtjuk, majd az igy kapott gorbét az x tengely

3
irdnyaban (— E) —vel, az y tengely iranyaban f-val eltoljuk.

A transzforméciokat mas sorrendben ' .
is elvégezhetjiik: 4 * y=x+—} / (0
y = af(bx+a)+f. 4

Az argumentumot véltozatlanul hagy-
juk. Az y = f(x) fiiggvény gorbéjét az x
tengely iranyaban a egységgel eltoljuk
(o = 0 esetén balra,oc <0 esetén jobbra). 5 o=
Az igy kapott gdrbét az y tengely iranya- R
ban a-szorosra, az x tengely irdnyaban

Seja

¥ x

= _szeresre nyujtjuk. Végiil a gorbét az
y tengely irAnyaban f egységgel eltoljuk.

e) Abrazoliuk az y=f(x)+gk)
fiiggvényt! Keét fiiggvény Osszegeét ugy
4brazoljuk, hogy tobb helyen osszeadjuk
a két fiiggvény ordinatait, és az igy  5.37 dbra
nyert pontokat osszekotjiik.

Abrdzoljuk példdul az y = x+éfuggvényt (5.37 abra)!

Abrazoljuk az y = f(x) - g(x) fiiggvényt!

Keét fiiggvény, y = f(x) és ¥y = g(x) killonbségét az ordinatak kivonasaval dbrdzolhatjuk.
A kivonds helyett sokszor célszerlibb az F(x) — g(x) kiilonbséget az F()+[— g(x)] 6sszegként
felfogva abrazolni, vagyis g(x) gorbéjének az x tengelyre vonatkozo tiikorképét adni hozza
f(x) gorbéjéhez.
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53 . ELEMI FOGGVENYEK
5.3.1 Racionalis egészfiiggvények
Definicié. Raciondlis egészfﬁggvé;ly az
¥ = ax"+au_1x" 1. +asx+ax+ap
alaku filggvény, ahol n természetes szdm, €8 aZ dy, Gy_1y - -+ 9 egyiitthatok konstansok.

A racionalis egészfiiggvényt polinomnak is nevezzilk, &s gyakran P,(x)-szel jeloljik.

A racionalis egészfiggvény fokszdmat x legmagasabb hatvénydnak kitevéje adja meg.
A felirt fiiggvény tehat n-ed foka racionalis egészfiiggvény, vagy n-ed fokt polinom, ha a, # 0.
A racionalis egészfiiggvények Osszege és szorzata szintén racionalis egészfiiggvény.

Ha a racionalis egészfiiggvény két polinom Osszege

y = P(x)+P,(x), [fokszama a magasabb fok( polinom fokszama, han # m
ésn, han=m

Ha a racionalis egészfiiggvény két polinom szorzala

y = Py(x)-P,(x), fokszama n+m.

5.3.11 A linearis fiiggvény és az egyenes arany

Definicié. Az y = ax+b(a # 0) alakil fliggvény elséfoki vagy linedris filggvény (5.38 dbra),

¥ *5’

ahol a = tg .

y=ax+h
el .
!
7~ 7 X q
—i—
g 1 X

5.38 dbra 5.39 abra

A fiiggvény linedris, mert képe egyenes.

Azy = ax+ b figgvény specialis esete az y=ax (b=0), az origon atmend egyenes (5.39 abra).
Az y = ax+bfiggvény, ha a>0, monoten nd, ha ¢=0, monoton fogy (5.40 és 5.41 &brak).
Az y = ax fiiggvény az egyenes aranyt frja le. x és y akkor vannak egyenes aranyban, ha az
egyik valtozé megvdltozasakor a masik valtozd ugyanolyan ardnyban valtozik.

Azaz, ha x;; y1 €5 Xp3 Vo egymashoz rendelt filggvényertekek, akkor

Y1 X1

Yo _ X2

| . , . —
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ke

y=ax+b

ad R‘s \ {

pd -

F

5.40 dbra 5.41 abra

Az y = ax egyenletbdl:

i S U

Y1 axy X1

Tehat az y = ax képlet az egyenes aranyossag képlete,

5.3.1.1.1 A névekmény

Azy = ax+b egyenlcti)en a valtozok nem egyenesen aranyosak.

o _ axth %
»  axy+b x;

Az y = ax+b egyenest jeII:emzi, hogy barmely szakaszan y megvdltozdsa ardnyos x megval-
tozasaval. .
_¥s = axyt+b, l y
» = ax;+b.
Az egyenldségeket kivonva:
Ya—y1 = alxy—x,).

A valtozok novekménye (megvaltozasa) /
egyenesen aranyos (5.42 abra).

Jelsljiik a valtozok novekményét a Ax
(olv. delta x), illetve Ay (olv. delta y) szim-
bélummal!

5.42 abra
Ay = aAx

(Ax és Ay nem szorzatot jelent, hanem értékek megviltozasat szimbolizdlja.)

Tehat a linedris egészfiiggvény koordindtainak novekményei égyenesen aranyosak.

A tétel forditottja is bebizonyithato. Ha a valtozok novekményei egyenesen aranyosak,
a fiiggvény linearis fiiggvény.

Linesris fiiggvénnyel irhatd le a természetben minden egyenletes folyamat.
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5.3.1.1.2 A linedris interpolicio

A linedris egészfliggvény képe egyenes. A linedris egészfiiggvényt két pontja meghatdrozza,
A linedris interpoldcio a kovetkezd eljaras:

Az y = f(x) fiiggvényt dbrazold gorbe két adott pontjabol megkozelitéleg kiszdmithatjuk
a gorbe egy kozbillsd abszcisszajahoz tartozo )

pontjdnak ordinatajat Ggy, hogy helyette a ‘ y

két adott pontot Osszekoté har megfeleld _ p

ordinatajat vessziik. k : y=fx)

Legyen a gorbe az 5. 43 dbran lathato f(x) ¥ £z

fiiggvény gorbéje. Huzzuk meg a gorbe adott 4 M

Pi(xy; ) €s Py(xo; ¥5) pontjait dsszekotd

hart. ] ¥ Y2

Ha a gorbe kevéssé té Gl i

20 evessé tér el az egyenestd _ . —
; X
PN = MN. u !
5.43 abra

(Ahol PN a gorbe, MN az egyenes x-ponthoz
tartoz6é ordinatidja.) Az egyenes novekményeinek egyenes ardnyossiga miatt:

Y= Yo—h1
X—Xy Xg— Xy ’

Innen az egyenes M pontjanak ordinataja

— ¥y
2—x1

y= y1+ = (x—xy).
X

A gorbe P pontjainak ordinatgja:
PN =~ MN = y.

Ugyanez az eljards haszndlhato, ha az x pont az [x;; x,] intervallumon kiviil van (linearis
extrapolacio).

Ha adott y értékhez keressiik az x értéket: ‘ g
x = x1+ (J’ y1)-
_l/-—l_'g/\’
A linearis interpolacid természetesen csak ¢ { —
akkor hasznalhato ha a gorbe kevéssé tér cl I/”’—r— | Po—
a hurtol. a1 Y 1 x

Linedris mterpolacmt alkalmazunk sokszor 5.44 ibra

a fiiggvénytablazatok hasznalatakor. !

Linedrisan interpoldlunk, ha négyjepyii szam 10-es alapl logaritmusat akarjuk megkeresni,
és a tabldzat csak 3 jegyii szdm logaritmusat tiinteti fel, _
Az y = lg x fuggvény gorbéje kevéssé tér el az egyenestdl (5.44 dbra). Mennyi Ig 35,3377




T A T s STt

176

A tabldzatban megtaldlhato:
lg 5,330 = 0,7267 és  lg 5,340 = 0,7275.

0,7275—0,7267

Ig 5,337 = 0,7267
85,337 = 07267+ ——5 =

-0,007 ~= 0,7267+0,0006 = 0,7273.

5.3.1.2 A masodfok fliggvény

Definicié. Az y = ax’+bx+c alaka fiiggvény mdsodfoku fiiggvény. a, b, ¢ tetszés
szerinti valos szamok, de a 0.

a) y = ax® (b=0. c=0).

Az y = ax? alaki fiiggvényeket dbrazolhatjuk értéktablazattal, vagy az y = x? fiiggvénybdl
nytjtassal, illetve az x tengelyre vald tikrozéssel.
Az y = x* fiiggvény értéktablazata:

‘ l 1 1
A RO R R e PR S R I 2P
- T 2 l
9 | 4 ] 1 o I | 4 9
’ | 4 | | | L
Hasonloan készithetd el az y = 2x% y = 5 x2, y = — x? fiiggvények értéktablazata,

A fiiggvények képél az 5.45 dbra mutatja.
Az y = ax® egyenlet parabola egyenlete (lasd a 3.2.2. pontot). Az y = —ax? fiiggvény az
y = ax? fiiggvény tiikorképe az x tengelyre (5.46 abra).

b) y = ax*+c. (b=0)

y= ﬂﬂ\"?

g X
y;._x: ﬂ{ﬂ

5.45 abra 5.46 abra

5 y a>l
g.-.;-xz
+ = '
X
; R

o 23 in
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Az y = ax®+c fiiggvény gorbéjét az y = ax® fliggvényébdl kapjuk, ha azt az y tengely
iranyabarn ¢ egységgel eltoljuk. A paraboladnak a (0; ¢) pontban csticsa van (5.47 abra),
Az y = ax® és y = ax®+c alakl fuggvények paros fligg-

vények. ‘y yrax¥c
c) y = ax®*+bx+c  alaku fiiggvények.
y.:mz
Vizsgaljuk az
1 4
y = —x?—2x—1 figgvényt!
2 ¢
. 1 7 -
Hozzuk a fiiggvényt ¥ = — x’? alakura, az X
2 ;
5.47 dbra
x=x+u b :
transzformacioval (lasd a 3.1.1 pontot).
y=y+8
A transzformacios egyenleteket behelyettesitve:
¢ - , o ry
Y4B = - &' +ef =2+ —1.
A miiveleteket elvégezve:
’ 1 2 ’ ]‘ 2 ’
¥4p = Ex' +xo+ 5o —2x —2a—1.
Rendezve:
’ 1 2 ’ 1 2
Y4B = — x?+x(e—D+—o*—2z—1.
2 2
A fiiggvény akkor
T alakil
= —x u,
y 5 ‘
ha az elséfokl tag egylitthatdja és a konstans zerus,
azaz g:F{A'z 2x-1
1
a—2=0 & [=—0—2u—1 /
. L + +—+ —
Innen o=2p=-3 a X
A fiiggvény képét megkapjuk, ha az 0'(2; — 3) kez-
déponti  koordindta-rendszerben  Abrdzoljuk az —
oV2;-3) X'

1 e
’ = — x’? parabolat (5.48 abra).
¥ 2 P ( 2 5.48 abra

12  Matematika
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Abrazoljuk a fiigevényt a gorbe transzformacidjaval.

y=-—x>=2x—1.

1o | -

(2 —4x)—1.

ro| =

y:

A zdrojelben levo kifcjczés{ teljes négyzetté alakitva:
1
y= 3(x2—4x+4)— 1—-2.
o 2 (x—2*—3
e :

A g6rbét megkapjuk, ha az y = x? fiiggvény ordinatait 5 -szeresre zsugoritjuk, majd a gor-
bét 2 egységgel jobbra és 3 egységgel lefelé eltoljuk.
Az ¥y = ax’+bx+c

egyenletrél bebizonyitottuk, hogy parabola egyenlete (ldsd 3.2.2 pontot).
Abrézoljuk az y = ax®+ bx+c fliggvényt!
A fliggvényt az

x=x"+a s
} transzformacioval y* = ax?
y=y+f
alakura hozzuk.
¥ +p = alx’+e)+b(x"+a)+c.

A muveleteket elvégezve:

Y +B = ax?+42anx’+av?+bx’+ba+c.
Rendezve

¥ +p = ax?+x'(2ax+b)+av*+ b+ c.
A fiigevény akkor y’ = ax’? alakn, ha

2ae+b=0 ¢é fi=ar’+butc,

azaz
b 3 b b? +
o = —— =a—5——+c.
2a 4a°  2a ¢
Tehat b
a L= — T,
* 2a
dac—b?
p= da '
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Az y = ax®+bx+c fliggvény képét megkapjuk, ha az ' = ax’® paraboldt az
‘b dac—b® s
O’(-—E—; %) kezdSpontt koordinata-rendszerben abrézoljuk.
a
Ellendrizzilk igy az

1 ;o
=g x2—2x—1 paraboldra szamitott ériékeket!

b 2
= —_—— = — = 2
* a1
dac—b? —2—4
= — =—3.
B 4a 2

Vizsgaljuk az y = ax®+ bx+c fiiggvényt a gorbe transzformaldsdval!
b
y=a|x*+—x|+c.
a
Teljes négyzetté valo kiegészitéssel:

, b B %
yza(x +;x+~—)+c—A

4q% da ’
n b 2+ 4ac—b®
= x4 —=— -.
#=8 2a 4aq
* - I I b
A fiiggvény képét megkapjuk, ha az y = ax® parabolat az x tengely irdnyaban ~ 92 az
2
y tengely irdnyéban o egységgel eltoljuk.
Példa
Adott keriiletii téglalapok kozil melyiknek van a legnagyobb teriilete ?
Legyenek az oldalak x és z, a keriilet k (5.49 abra). A feltétel szerint:
+z= K innen z = i x
x+z=-, immenzs= - —x 3
A terilet:
y = xz.
=% (ﬁ-x) '
y= 3 % ’ -
gl _’_26_ . 5.49 dbra

Mivel a masodfoku tag egyiiithatoja negativ, a figgvénynek maximuma van. A szélsd érték helye a
parabola csticsa. o '
X

2
L=—— = —-

2a -2
Maximadlis terilete a négyzetnek van.

k galeinl Lk k
i Tehat XS Z =

19
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A masodfokd fiiggvény zérushelyei. Az y = ax*+bx+c masodfoku fiiggvény zérus-
helyei azok az x értékek, amelyeknél y = 0, azaz az

ax2+5x+c =0 egyenlet gyokei.

A masodfok1 egyenletek ismert megoldasa szerint

. — bt/ ~4ac
= = :

Az y = ax®+bx—+c fiiggvény zérushelyei tehat a

P, ( —b—A/b—4ac ; 0)
2a
és
P2( —b+\/b2—4ac \ 0)
2a
pontok (5.50 dbra).
A zérushelyek létezése a diszkrimindns, D = b? —4dac elGjelétd] fige.
D = 0, két zérushely van, a parabola két helyen metszi az x tengelyt.
D = 0, egy zérushely van, a parabola érinti az x tengelyt.
D < 0, nincs zérushely, a parabola nem metszi az x tengelyt.

ke Ly

y=axttbx+c
” # P3
A
g
g % A X Pz
! 5 a7 X
5.50 dbra ) 5.51 abra

A misodfokii fiiggvény meghatirozisa adott pontjaibdl. Azy = ax®+bx+c egyenlet-
ben harom 4llandé szerepel. A parabola hdrom pontjdbdl meghatdrozhato.

A Py (x15 1) Py (xg; ¥o); Pg (x3; ¥3) pontok koordinatait az egyenletbe helyettesitve az
a, b, ¢ konstansok meghatarozhatok (5.51 abra).

A parabola meghatdrozisahoz harom fiiggetien adat sziikséges, Mivel az y tengellyel parhu-
zamos tengelyli paraboldt az x = konst egyenes csak egy pontban metszi, nem adhatunk
meg olyan pontokat, amelyekkel x koordinitdi megegyeznek,

Eléfordulhat, hogy a hdrom pont egy egyenesben fekszik, Tehat harom kiillonbozd abszcisszaji
pont elsé vagy masodfoki polinomot hatiroz meg.

Az y = ax®>4c alaku fiiggvény meghatdrozasihoz két pont, az y = ax® meghatirozasidhoz
egy adott pont elegendd.

1
Yy = > x® fiiggvényeket (5.53 abra).
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Példa
rjuk fel azt a masodfoku fiiggvényt, amely dtmegy a Py(—3; 12); Po(—1; —2); P4(2; 7) pontokon!
Azy = ax—"+bx-{_~ ¢ egyenletbe helyettesitve:

12 = 9a—-3b+c
—-2=a-b+e,
7= 4a+2b+c.

A masodik, illetve harmadik egyenletet az elsobol kivonva:

14 = 8a—-2b
5 = S5a-5b } ’
Innen a=2, b=1
Ezt ﬁehelyettesitve az elsd egyenletbe.c = — 3. Tehdt a filiggvény:

¥ =2x*+x-3

5.3.1.3 A harmadfok fiiggveny

Definicié. Az y = ax*+bx®>+ex+d (a # 0) alaka figgvények harmadfoku fiiggvények.
Ay=ax*b=0,¢c=0d=0).
Az y = x° fiiggvény egyes pontjait ériéktablazat segitségével dbrazoljuk.

—0,5
—0,125 |

2

8

‘!—2| =15 el

* o5 |1 | 15
y | -8 | —3375| —1

| 0125 | 1 | 3,375

0
0

!
{
|
|
|
|
i

A fliggvény az egész szamegyenesen értelmezve van, €s az egész értelmezési tartomanyban
monoton né (5.52 abra).

Mivel Yi—x) = (—x)F =—x ==Y+ ‘y

az y = x% fiiggvény pératlan, gorbéje az origora szimmetri-
kus. A gorbét az x tengely az origoban érinti és metszi, a ¥=-4%

\
g
filggvénynek az origdban inflexids pontja van. \
\
\
\

y:x.?

Inflexiés pont az a pont, ahol az érintd atmetszi a gorbét. Az

inflexios pont szabatos térgyalésdra a 7.2.3.3 pontban tériink

Td. N -.qx
y=—x. arN

-
-
-

A fiiggvény képe az y = x° fiiggvény gorbéjének tiikorképe
az x tengelyre. Menete és tulajdonsdgai az 5.52 dbrabol le-
olvashatok.

Hasonloan értéktdblazattal dbrazolhatjuk az y = 2x% és

——

-

5.52 dbra

Az y = gx® fliggvény gorbéjét megkapjuk, ha az y = x° fiiggvény gorbéjének ordinatait
g-szorosra nyujtfuk (@ < 1 esetén zsugoritjuk).
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Ha @ = 0, a fiiggvény monoton né, ha @ < 0, monoton csok-
ken,

3

y = ax® péaratlan, mert

Yimy = al—x)" =—ax® =—yin.

b) ¥ = ax®+ecx alakt fiiggvények (b = 0, d = 0, hidnyzik a
mdsodfok és az dllandé tag). A fliggvény pdratlan:

Viex) = Al—xP+e(—x) =—ax’—ex =—y(, 5.
1. Abrazoljuk az y = x*+x és az y =—x* — x fiiggvénye- !""
ket! Az y = x3+x fligevényt értéktiblazat segitségével dbra- 1Al
zoljuk. / ,f
I
I

‘o,s EIE I
—0,6/0 06 | 2! 49 553 sbra

x ]—1,5[ —1 {-0,5 I_(L
¥ 1_459i -2 J

Az y = —x%— x fiiggvény gorbéje az y = x*+x fliggvény gorbéjének tilkkorképe az x és
¥ tengelyre (5,54 abra).

2. Abrazoljuk az y = x® — x és ¥ = — x* 4 x fliggvényeket !
5 x —2|—1,5‘—1‘ﬁo,510f 05 (1] 1,5 |
y=x"—x. o G o ‘ —! — |
yi—6| 190! 04 [0]| —04 0| 19 |
x| =2 -15|—-1]~-051]0( 05 |1} 1,5 |2
NPT T N TR B AN S
y 6] 1,9 | 0| —04]0] 04 |0 1,9 |6

A figgvények képe az 5.55 és 5,56 abrakon szemlélhetd.
Az brikbol lathato, hogy azy = x® — x fiigevénynek a [ — 1: 0] intervallumban maximuma,
a [0; +1}-ben minimuma, az x = 0 helyen inflexids pontja van.

Ay by

y:Xd-X y:_.xj*.x

5.54 dbra 5.55 abra 5.56 dbra
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Az y = —x% 4 x filggvénynek a [— 1; O]-ban minimuma, a [0; 1]-ben maximuma, az x = 0

pontban inflexids pontja van.
Altaldban az y = ax® | cx alaki fiigevény az 1. és 2. pontokban dbrazolt fiiggvények vala-
melyikéhez hasonlo.

Ha a és c eléjele egyezd, nincsen szélséértéke (5.57/a és b abrak),

by by

5.57 abra

Ha a és ¢ eldjele killénbozd, két szélsGértéke van (5.58/a és b dbrdk).

ks ¥,

5.58 abra

Az y = ax®+cx fiiggvényt az y = ax® és az y = cx egyenleti goérbék szuperpoziciéjaval
is dbrazolhatjuk.
Az y = ax®4-ex fliggvény paratlan flggvény.

) y = ax*+bx*+cx+d.

Altaldban kimutathat6, hogy minden harmadfoki fiiggvény az 5.57 és 5.58 abran szereplé
négy tipusba tartozik.




184
Ugyanis, ha az
y = ax®+bx?+cx+d  fliggvénynél az

x=x'}u }
y=y4p

koordinatatranszformaciot alkalmazzuk, elérhetjilk, hogy az x";y" koordinata-rendszerben
kapott egyenletben a masodfoku tag egyiitthatdja és az allando tag O legyen, és a fliggvény az

¥y = ax+e;x"  alakot vegye fel,

Az (o, 8)-ra kapott ériékek lesznek az inflexios pont koordinatéi.

Nézziik példdul az y = x®—3x*—9x+4 figgvényt! A figgvényt az y* = ax’®+c,x’ alakra akar-
juk hozni.
Alkalmazzuk az

y=y+p

p’ oL koordindtatranszforméciot.
= x'-+

¥ 8 = (x +o = 3(x"+a) —9(x + )+ 4.

¥ +B = x84+ 3x"%+ 302k’ ¥ — 3x7 — 6x'w — 302 — 9x" — 9 +-4.
x’ hatvanyai szerint rendezve:

¥ = x84+ x?30—3) + x'(3e? — 6 — 9) + &3 — 302 — Y+ 4 — .
Ebbdl akkor kaphatjuk az " = ax’®+¢,x’ alakot, ha a masodfoku tag egyiitthatoja és a konstans
tag 0, vagyis

3x-3 =0,
o —3e? —9u+4—f = 0.

Innen pedig = = 1,
B =a-3-92+4 =T,
o értékét felhasznalva:

x’ egyiitthatéja: ¢, = 32— 60— 9 = —12,

Tehdte = 1,8 =-7, ¢, =-12,

azaz y’ = x'%- 12x".

Tehdt az y = x3—3x2—9x+4 fiiggvényt ugy dbrazolhatjuk, hogy a koordindta-rendszer kezdf-
pontjat az (1; —7) pontba toljuk, és az 0j koordindta-rendszerben abrdzoljuk az ' = x¥—12x’
fliggvényt.

Magasabb foki racionilis egészfiiggvények. A negyed- és negyedfokundl magasabb
fokil racionalis egészfiiggvények targyalasa az eddigi modszerekkel hosszadalmas. Egyes
fiiggvények vizsgdlatdra az analizis modszereinek segitségével tériink vissza.
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5.3.14 A Newton-féle interpolacié

re

Azy = ax"+a, 1 x" 1+ ... +ax+ap

n-ed foku raciondlis egészfliggvények helyettesitési értékei adott x = x; helyeken Osszeadds
és szorzas segitségével kiszamithatok, Az értékek kiilonosen gyorsan kaphaték meg mdr
a legegyszeriibb szdmologépek segitsépével is. Ezért célszerfinek ldtszik egy fuggvényt,
amelynek bizonyos helyeken ismerjiik az értékét, racionalis egészfiiggvénnyel megkdzeliteni.
Az n-ed foku fliggvényben n+1 konstans szerepel, ezért meghatdrozasahoz n- 1 adat, azaz
a koordindtarendszer n+ 1 pontja sziikséges.
A legegyszer(ibb megkozelités a linedris interpoldcio, amikor a gérbe egy szakaszat egyenessel
helyettesitjilk, a gorbe két pontjanak ismeretében (ldsd az 5.3.1.1.2 pontot).
Altalaban pontosabb megkozelitést kapunk, ha a gorbét 3 pontja ismeretében a hirom
ponton 4thaladd parabola segitségével kozelitjiik meg (kvadratikus interpoldcid).
A harom pont egy

¥ = agx?tayx-ta,
egyenletil parabolat hataroz meg. Harom pont legfeljebb masodfoku egészfiiggvényt ad.
Altaldban jobb megkozelitést kapunk, ha a gérbének haromndl tobb pontja ismert, €s
magasabb foku polinommal kozelitjiik meg.
Ha n+1 pont ismeretében a pontok koordinatait az n-ed fokt polinom egyenletébe helyet-
tesitjiik, a konstansok n-+ 1 egyenlettel meghatarozhatok. Igy legfeljebb n-ed fokl polinomot
kapunk. i
NEWTON az adott n+1 ponton atmend n-ed foka polinom,

¥ = apx+a,_1x" 1 Fax®fapxta,

meghatdrozdsdra a kovetkezé modszert adta.
Legyenek az adott pontok a

Py(xps ¥9),  Pilxy; y1)s Polxa: ¥e), o ..y Po(xy: y)  pontok.
frjuk fel a polinomot a kovetkezd alakban:

¥ = cpteg(x—xp)+eglx—xg) (x—x1)+
Fog(x—xp) (x—x) (e —x)+ . ..
Fep(x—xg) (x—x) (x—xp) ... (Xx—X,1).
A polinom az un. Newton-féle interpolécios polinom. Helyettesitsiik a fiiggvénybe sorra az
X = Xg; X =Xq; X = Xg; ...; X = X, értékeket!
Yo = 69
y1 = coteix;—Xp)
Yo = ¢gtey(oeg—xp)+ calxg—Xp) (x5 —x7)
Yg = €yt e1(x3—Xp) + calX3—xg) (xg—x1)+
23003 —X) (03— x1) (g —x,)

Yn = cgte(xp—Xp)+ ealxn—xp) (Xp—x7)+ . ..
+enlxn—xp) - - . (xxn—Xp_1).
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Az els§ egyenletbdl:
¢y = ¥p-
Ezt behelyettesitve a masodikba:

Yi— %

31 = ¥otoylag—xg), inmen ¢ = -
X1—Xp

A ¢, és ¢ értékeket a harmadik egyenletbe helyettesitve megkapjuk cp-t. gy sorra, 1&pésrdl
lépésre megkapjuk a ¢y, €1, Ca, .- Cy egyiitthatokat,

Hatarozzuk meg példaul azt a harmadfokd polinomot, amely dtmegy a kovetkezd pontokon:

y = cpt (% —Xg)+ el —Xo) (x = X1) + Calx —x) (x —x)(x —x2).

Az x = x4, X = ¥, X = X, értékeket helyettesitsiik be az

(1) Yo = Co

(2) Y1 = Co-Caf¥1—%0)

3 Yo = ('0+c1(xg—xo)+ co(xs—Xo) (X2 —X1)

)] Y3 = Co+Crfxg—Xg)+ €alx5— o) (X3—X1) +eglxg—xp) (xg—x) (xg—Xp)

egyenletekbe. Az adott értékekkel
az (1) egyenletbdl:

Yo = Cor» Yo T 7;
a (2) egyenletbdl:

2= T4¢c,(1-0), ebbdl c1=-35;

a (3) egvenletbdl:
1 = 7—5(4—0)+exd—0)(4-1), innen ¢, =1;

a (4) egyenletbol:
22 = 7f5(5—0)+1(5—0)(5*1)4‘5'3(5*0)(5— NEG-4),

22 = 7—25+20+¢;-20,
cg=1.
Tehat
y = 7——5(x—0)-’r1(x—0)(x—1)+1(x—0)(x~])(x—4).

A beszorzast elvégezve és rendezve:

y =t —dxt-2x+7.
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A Newton-féle interpolacios polinom joval eayszeritbben szamithato ki, ha az adott helyek
x koordinatii szamtani sorozatot alkotnak.
Az atalakitast harmadfoku polinomnél végezzik el:
y = cg+ey(x—xg)+ ealx—xp)(x—x1)+ ey(x—xo) (x—x){(x—xy).

Legyen Xg = Xg, X1 =Xgth, X = xg+2h,  x3 = xo+3h
Ezeket az értékeket behelyettesitve az

yO = c(]y

= CD+C1(xl—x0),

Yy = 2o+ €1 (o —Xg)+ ealxp —Xg) (g — 1),

Ya = C()+C1(x3‘_x0)+Cz(xa—xo)(XS'x:)‘+‘5'3(x3*)'o)(xs"ﬁxﬂ(xa“'XJ)
egyenletek igy alakulnak:

yO = Cp>

y1 = cotenh,

Yo = cotc12h4-co- 20+ h,

yg = c0+c1-3h+c2-3h-2h+ca-3h-2h-h.

Azaz

1 Yo = €o»

2 ¥y = cpteih,

3 yo = €o+201h+265H°,

) Vg = CoF 3erhit 6ok 460y,

Az (1) egyenlet alapjan:
€y = Yo-

Vonjuk ki a (2) egyenletbél az (1) egyenletet:
y1—¥o = il
y1—Yo = Ayo_ jeloléssel:

A

Ay, killénbség, differencia; az index a kivonando ordindtara utal.
A (3) egyenletet kivonva a (2)-bél:
ya—y1 = erhit2e5ht
= ——A))0 ’
h b
yz_yl = A_V0+2C2h2.

Mivel cy

yo—y = Ayy  jeloléssel:
Ay, = Ayg+2coh.
_ Ay — Ay,

Innen Cy T
1
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Ay, — Ay, két differencia differencidja, masodrendii differencia. Vezessik be ra, a A’y
jeldlést, nem felejtve el, hogy itt a A% jel nem négyzetét, hanem a masodrendii kiillonbséget
jelenti. (AZy,-t delta kettd y,-nak olvassuk.)

Tay
= A%
B = 2h2 :
ahol A%y = Ay —Ayp = (ra—y0—(¥1— o)

Végiil vonjuk ki a (4) egyenletbdl a (3)-at:
Va—yy = Cih+4dcah®+6c5h5.
Ebbél az egyenletbdl vonjuk le az el6bb kapott
Yo—y1 = c1h+2e,%  egyenletet,
(V3—>2)—(ye—21) = 2eqh%+6cgh’.
Az elsérend(l kiilonbség jelolésével:
Ayy—Ayy = 20,02+ 6cgh8.
Ay,— Ay, = A%y
A 2e.h = A%yy  értékkel:
Aly; = APyg+6csh.

APy — Aty = 6eaht®.

" Bevezetve a harmadrendit differencia jelolését:

Asyu = Azyl‘—‘Agyo = 6(‘3]13.

Tehat az egyiitthatok:

_ _ Ayy _ Ay, _ Aayo
=Y Q=737 T 5p G5 g8

Alkalmazva az 1 = 1!,2= 1.2 =21, 6 = 1.2.3 = 3! jeloléseket az

¥ = cotexlx—xg)+ colx—xg) (x—x7) +
Foy{x—xg)(x — x1)(x—x,)  egyenletben:

Ay,
y= ], h — (x—xg)+ T g (x— Xo)(x—x)+
A3
+ 37};1% (= xg) (X —x7) (x—x,).

Teljes indukcioval igazolhato, hogy az n-ed foki polinom az

Xg, X = Xghh, xp = xo+2h, ..., Xy = xotnh

189

helyeken vett fiiggvényértékek segitségével igy irhato:
Ay,
y=»+tqy (x— °)+2' i % (x—xo) (x—x+ ..

Any,
+ ol (x xo)(x—xy). . (x—xp,_1).

Példak

1. Irjuk fel azt a polinomot, amely dtmegy a Py(—2; —1); Py(—=1, —9); Pa(0; —-3); Py(l, —1);
P,(2; 3) pontokon. A polinom legfeliebb negyedfoki.
A szamitast megkonnyiti, ha a differencidkat a kovetkezdképpen készitett tdbldzatba frjuk:

X » Ay Ay ! A3y I Aty
-2 -1
-8
-1 -9 14
6 —18
0 | -3 -4 24
2 6
1 -1 2
4
2 3

A killonbségeket mindig az el6z6 két sor kozé irtuk. Igy leolvashaté:

Yo=—1, Ay, =-8, Aly,=14, A%, =-18 Aly, =24 é h=1
A polinom:

y=f1+ (x+2)+ (x+2)(x+l)—* F+Dx ) x+

+f (x+2)(x+1) x(x—1).

A miiveleteket elvégezve:

y=—1—-8x—16+Tx*+21x+14-3x%—9x% —6x+ x*+2x% —x% - 2x.
Osszevonva, a keresett polinom: A y

Y= xt—x®—3x 4 5x-3.
2. Egy vasiti palya felett vezetd autont

hédrom pontjdnak magassdgat az 5.59 4b- s ] ;
rén tintettitk fel. Kozelitsiik meg a palyat &m iﬂm-\

T
5.59 dbra 100m 200m X
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masodfokit polinommal, és allapitsuk meg a palya legmagasabb pontjat, 100 m-t tekintve egységnek:

X i y Ay | Agj;
i

o | 008 |

0,02

1 0,10 -0,12
-0,10

2 0

0,02 0,12
y=0,08+—ﬁvx— X x(x—1).

Innen
y = —0,06x%+0,08x+0,08.

A palya legmagasabb az

D OOR %- ontban
= 2% "oz 3 P ‘
Legmagasabb pontja:
4ac — b* —-0,0192-0,0064  0,0256
b= 4a —0,24 T 024 Pk

Méterekre dtszdmitva a palya 66,6 m-nél a legmagasabb, és ott 10,8 m magas.

5.3.2 Racionalis tortfiiggvények

Definicié. Racionalis tortfiiggvények az

X,y x4 L Fagx®tayx+ay
by X 4By XM+ byt bix 4By

¥ =

alakl figgvények.
Tehat a racionalis tortfiiggvény két raciondlis egészfiiggvény hanyadosa.
Ha 1 = m, a szamlalo fokszama kisebb, mint a nevezdé, a tortfliggvény valodi tortfiigg-
vény.
x+2

Pl = ——.

7T ey
Ha n = m, a szamlalo fokszama nagyobb vagy egyenld a nevezd fokszamdval, a tortfiiggvény
nem valddi tortfiiggvény.

Pl y=2 170

Ha a szamlalé fokszama nem kisebb a nevezéénél, osztassal atalakithatjuk egy raciondlis
egészfiigevény és egy valodi tértfiiggvény Osszegéve.

11
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El6z6 példankban

(24 x+3): (x+2) = x—1

+x242x
—x+3
FxF2
5
Igy
x4x+3 ) o .
y = ————  az osztas elvégzése utdn
x+2
=x—1 5 laku les
y=x— +m alaku Iesz.
5.3.2.1 Linedris tortfliggvények

Linearis tortfliggvény az

_ax+b

cx+d

alaku fiiggvény, ahol a szamlalo és nevezd elsofokn fiiggvény.

a
a) y= = alaku fiiggvények.
a ax—+b

= — az = ———
4 x Y ex+d

linedris fiiggvény specidlis esete. A szamlaloban nem szerepel x, a szamlalo konstans, a
nevezében pedig nem szerepel konstans tag.

a
Az y = ~ a forditott arinyossag képlete. Két valtozé forditott aranyban van, ha barmely

(x1; y1) és (xp; yy) értékparra fennall, hogy

Yo X

»1 Xg

a :
Ezl a kovetelményt az y = T képlet kielégiti.

- a _a
J’z—?g, y1_?1—a ‘
a
L T T
yl— a ﬁxz
x
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A forditott ardnyossdg igy is fogalmazhato:
Xy = g, azaz a valtozok szorzata allando.

, 1 1 1
Abrazoljuk az y = . és y=— x fiigevényeket! y = o értéktablazata:
| 1 1 1 1
NI BN IR IR YIS I
_;»\,zluzg
1| _1 ! 1| 1
= -1 =2 -4 4 2'1 — —=
Y1732 1 2 1 | 2 | 4
b . Lo o e
Az y = — fiiggvény képe az y = = fliggvény tikorképe az x tengelyre (y=
) 1 ; ‘
miatt, vagy az y tengelyre |y = (__—x)rmatt (5.60 ¥
| /
abra). . | oy _% ] y=x
Az y = fiiggvény képét megkaphatjuk értéktabla- /
X /
L o i
zattal, vagy ha az y = ™ fiiggvény ordinitait a >0 —=
esetén g-szorosra nyijtjuk (@< 1 zsugoritds, 5.61 ab- g ,/""—
1 /
ra). Ha a <0, az y = ;-et elébb az x tengelyre tiik- ll
rozziik, majd |a| -szorosra nyujtjuk (5.62 abra). "
a
Az y = — fiiggvény (ulajdonsdgai: ;
i X BEVENY 4 e 5.60 abra
a P _a _a
Y= paratlan fiiggveny, Vo ="~ =~ =—Y40-

A fiiggvény az x = 0 helyen nincs értelmezve.

Ertelmezési tartomanya;

Ertékkészlete:

—oo = x <0 J0=x =< oo,

—co<y=0U0 <y < F oo,

by

5.61 dbra 5.62 abra

—— R
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a = 0 esetben: ha x - 0 balrdl, y - —ee
‘ ' (olv.: x tart a nulldhoz balrol, y tart a minusz végtelenhez),

ha x — 0 jobbrol, y— +-o=,
a-=0esetben:ha x — 0 balrol, y— +o=o,
ha x = 0 jobbrdl, y—= —e=o.
Ha- X - oo, y -0,
ha X - —oo, y - 0.

a
Azy = = gérbének az x és y tengelyek aszimptotdi.

Hogy a gorbének az y = 0 egyenes, azaz az x tengely aszimptotdja, az azt jelenti, hogy a
gérbe pontjanak az x tengelytd! vald tavolsdga tetszdlegesen kicsi, ha I x| megfelelden nagy.
Hogy a gorbének az x = 0 egyenes, azaz az y tengely aszimptotdja, az azt jelenti, hogy a
gorbe pontjanak az y tengelyt6l valo tavolsiga tetszOlegesen kicsi, ha | x| megfelelden kicsi.
Az aszimptota fogalmanak targyaldsara a 7.2.5 pontban tériink ra.

a

Azy= . filggvényben x és y szerepe szimmetrikus,
a

Haa=0,y= o az 1. és TI1. negyedben halad, és az értelmezési tartomanyban fogy.
a

Haa<0,y= T a 11, és IV. negyedben halad, és az értelmezési tartomanyban né.

a r a - r . P I3 .
Azy = = sy = — 3 fuggvények egymas tilkorképei, az x és p tengelyekre.

a
Azy=— t 16 szart hiperbol
ey =- egyenlet egyenld szart hiperbola y ‘
cgyenlete (ldsd a 3.2.7 pontot).
a
Azy = 3 (a = 0) fiiggvény gorbéjének és az

y = x egyenesnek metszéspontjai

az egyenletekbol:

a
x:;’
2=a x=tva

A metszéspontok: 5.63 abra
P(—Va —va) & P(+Va +Va) (563 dbra).
a g i %
Azy= _ gorbtk azy = x és y = — x egyenesre nézve szimmetrikusak.
ax—+b
b o TRTY
) + cx-+d

13 Matematika
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Vizsgéljuk az altaldnos linedris tortfiiggvényt. Feltessziik, hogy ¢ # 0, mert kiilénben
y egészfligevény, Nézziink eldszor két példat:

4x—6

2x—3 "

1. y=

3
A fiiggvény ott nincs értelmezve, ahol a nevez6 0, azaz ha 2x—3 = 0, x = 7 Tehat a

3
fiiggvény az x = = helyen nincs értelmezve.

Az 0sszes tobbi helyen viszont

3
A fiiggvény tehat konstans, kivéve az x = T helyet.
Altaldban, ha az

ax—+b o a b
y= - tortfiggvényben — = —,
cx+ ¢ d

vagyis ad = be; a fiiggvény konstans (kivéve azt a helyet, ahol a nevezd 0, cx4+d =0,
d _ "
x=— G itt a fiiggvény nincs értelmezve).

Tegyiik fel tehat most mar, hogy az

y=— - linedris tortfiiggvényben
2. y=-—-—;

Hozzuk a fiiggvényt az

x=x"+u L.
} transzformacidval
y=y+p8
y = -—AT alakura.
X

) 3(x'+a)+2
v
, 3x'+ 3042
y+B = 2x' 4-200—4
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Ha 20.—4 = 0, azaz o = 2, akkor o értékét behelyettesitve:
‘ 3 Ix'+8
L P
el 3 4
ya+p= 5 + i
4
Innen 8= -3— és ¥ = - (A=4).
3 i 5 g
A filggvényt megkapjuk, ha az O | 2; 5 kezd6pontli koordinata-rendszerben az
4
y = ¥ fiiggvényt abrazoljuk (5.64 abra).
A figgvényt a gorbe transzforméciojaval is megkaphatjuk.
3x+2
T ‘y ‘y’ 4
3 9= %
@x+2): (x~4) =5
+3xF6
i - (%)
308 o ' &
y==+ 5 :
2 2x—4
\ g . - .
3,4 N
Y ?_ 5
A fiiggvény gorbéjét megkapjuk, ha az

P fiiggvény ordinatdit négyszeresre 2:babra

3 g s
nyujtjuk, majd a gorbét 2 egységgel jobbra és 3 egyseggel felfelé eltoljuk. A fiiggvény képe
megegyezik az 5.64 abran kapott képpel.

7 *

ax+b
By = ex+d

altalanos linedris tortfiiggvény vizsgalatinal hasonléan jarhatunk el. A szdm-
1416t elosztjuk a nevezével: '

(@x+b): (extd) = =

iaxia—d
G

p
C

13+
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fey
ad ! >
b—
¢
P = -
¢ ex+d ‘ y
be—ad
-— {
W= i%— - ) ' LT
c
X +— /\
c {
- = _‘ 2 ==, — ' + —
be 2"‘1 = A jeloléssel: 2401 {2 X 2 4 0 5 X
e
: 5.65 abra 5.66 dbra
_a A
y o " i
. * +? Azy= ) filggvénynek az x = 0 és y = 0 egyenesek aszimptotai,
| |
| | S T
- A fiiggvény gorbéjét megkapjuk, ha az y = — fligavény gorbéjét 4-szorosra nytjtjuk, majd Abrazoljuk az y = 251 fuggvényt!
1 .
azti-vel balra ési-vel felfelé eltoljuk. Az y= 251 filggvény pdros fliggvény. A fiiggvény minden x-re értelmezve van, mert
c c
d o i x®+1 = 0 nem kovetkezhet be a valds szamok korében.
A filjggvénynek az x = — = pontban szakaddsa van. Aszimptdtai az x = e ésy = poey ‘ A fiiggvénynek az x = 0 helyen maximuma van (5.66 abra). ~
:,jgyenesek. Ha 1;>' 0, takf'L'lg'gEénhy az értelmezési tartomdnyban né, ha 4 < 0, fogy. Hii X o~ +oo, y -0,
gyanezt az eredményt kapjuk, ha BB R Pl
ax+b - 5 TR '
azy = 4 filgevényt a koordinitatengelyek eltoldsaval abrazoljuk. ; 1
cx + ) ; Az y= Peaney fiiggvénynek egy aszimptotdja van, az x tengely.
‘ A raciondlis tortfiiggvények vizsgélatdra a fuggvények folytonossiginak targyaldsa sordn
5322  Maésodfoki tértfiiggvények .‘ (6.3.2) még visszatériink. '
Abrézoljunk néhany méasodfoki tértfiiggvényt:
Példak
1
y = i : 1. A Boyle—Mariotte-térvény szerint az idealis gdzok nyomdsanak és térfogatanak szorzata dllandd
hémérsékleten Allandd,
A fiiggvény péros fiiggvény. A fiiggvény a (— ==; 0) intervallumban nd, a (0; + <o) inter- | pV=c,
vallumban csékken. % i ¢
A fiiggvény az x = 0 helyen nincs értelmezve, ) . fnnen b=

A filiggvénynek az x = 0 helyen szakadasa van. | )
geveny Y | a nyomas és a térfogat forditottan ardnyosak. (Mivel negativ térfogat nincs, a fliggvénynek csak
i ¥ = Q-ra van fizikai értelme.)
0 balrol, - 2 e . — ,
Hax —~ alrél Y T ! 2. A Poiseuille-féle térvény szerint adott kapilliris cs6von 4t 4llandd nyomaskilonbséggel,
az idBegység alatt dtAramlo ¥ folyadék térfogata forditottan ardnyos az % viszkozitdssal.
A

e
Hax - —co, y - 0. | n

Hax —~ 0 jobbrdl, y - 4=
Ha x —» +<o; y—=0.

) AT 3 . ik legf 5 1
A fiiggvény képét az 5.65 abra mutatja. A Poiseuille-torvény alapjan hatdrozzak meg a legfontosabb viszkozitdsmérési modszereket
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533 A hatvanyfiiggvény . _ » _
Ha p paratlan és g paros, akkor y = x9értelmezési tartomanya: 0 = x < +eo.
: — 8~ —
Definicié. Az y = x" alak fiiggvény hatvanyfiiggvény. Peldaként dbrazoljuk az y = Vxy= '\/ xésy= \/ x° fiiggvényeket.
(Az alap a fiiggetlen véltozo, a kitevs konstans, tetszés szerinti valds szam.)
1. « raciondlis szdm’ Ly y = \/x
. T
a) o = n, a kitevé természetes szam y=x? ek ' b} 19‘1 ii _9-
yl01i1{2|3
y = Xx" A
i = 3 -
Nézziik a kovetkezo [tggvényeket: y=
y=x, y=x y=x. xi—8/-110]1]8
; 7 X y|=2|-1]0]1 \ 2
A gorbék az O (0:0) és A(1; 1) pontokban metszik R
- y-—,\‘ |
egymast. ‘ g o \/x3
A0=x=<1 intervallumban x>x‘-;>xz, x10]1] 2
azl = x < 4o intervallumban  x < x* < x°. —i—\‘ e
5.67 dbra y0]1]283
Az y = x és y = x* fiigevények monoton nonek, )
az y = x? fiiggvénynek az x = 0 helyen minimuma van (5.67 4bra). ; A fuggvepyek képét az 5.69a, b, ¢ abrak mutatjik.
Az ¥ = x" hatvanyfiiggvény képe péros n-nél x2-hez, paratlan n-nél x*-hoz hasonlé. Minél ! Ha o raciondlis és « = 0, az y = x* fiiggvény x > 0 esetén szigoritan monoton nd.
nagyobb a kitev§, annél jobban simul a gorbe a 0 hely kornyezetében az x tengelyhez, és ;
anndl rohamosabban novekszik az 1-nél nagyobb x-eknél (5.68a és b dbra). ‘ y ‘ Yy ‘y
y = x™ hatvanyfiiggvény értelmezési tartomanya a valos szdmok halmaza.
’ i
‘y y=vx Tz g=rD
7 pros i
o > [ il —
17 X | a b ¢
5.69 abra
n paratian o
x b ‘
G 2 ‘ y=x,
: 5.68 4bra y=1 (570 4bra), * y'
1 : : d) & < 0 racionalis szam. Jeldljiik a kitevo negativ
j it b) o pozitiv raciondlis szam. L voltit o« = —f3 jeloléssel, ahol 5 = 0 és g=!
? ' : /
| _ P — P
i o =—=y q
i 4 7 -
i i = x* = x—F = ____
L g, y=xt=xFt= (x =0
I y=xt=x9 =A/xP. : xP 570 dbra
fi
{
|
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Ha o negativ egész szam, a fiiggvény
— 1 3
Y= }—’; a]aku.
1

. 1 . . 1
Azy= " ey =7 menetéhez hasonléan az y = 7S fliggvény gorbéje, ha n paros, az

elsd és masodik negyedben, ha n pératlan, az elsé és a harmadik negyedben halad (5.71a
és b dbra).
by

1
Y=yn
n paros
a X
a b
571 abra

1
Vizsgaljunk néhany y = ] egyenletli fiiggvényt !

Az ériéktablazatok:

1 7 1 5 1 1 1
P = = e P e Y=g
X X A x X3 \/x
x |\ ¥ X Yy Jx y X Yy o X ¥
1
d 4 05 | 4 - | 2 05 | 8 0,25 | 1,6
4 4
1 1
— 2 08 | 1,6 — 1.4 08 | 1,9 0,5 | 1,20
2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1
2 5 1,5 | 0,44 2 0,7 1,5 { 0,3 1,5 | 0,87
4 ! 2 0,25 4 1 2 0,13 2 0,79
4‘ I ] 2 3 1

A fiiggvények képeit az 5.72 dbra mutatja.

II. x irracionalis szim. Az y = x* fiiggvény definiciojara az exponencialis filggvénynél
(5.3.4.1) visszatériink.
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b
14
315'! 23
v i3 11
\“ ‘\i
X \'\
N
= 4
.\-_""-‘"54
AN ~ oz
5"\.._\-.{
~J52
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5.3.3.1 Az inverz fiiggvény fogalma

Definicié. y = f(x) fiiggvény inverzén értjik azt az x =q(y) fliggvényt, amely adott
y-hoz azt az x értéket rendeli, amelyre f(x) = y.

A definiciobol kovetkezik, hogy az y = f(x) fuggvénynek olyan szakaszaban, ahol y = f(x)
folytonos és szigoriian monoton, biztosan van inverz fiiggvénye. Olyan szakaszban ugyanis,
ahol a fiiggvény nem monoton, az x = ¢(y) kapcsolat ugyanazon y értékhez esetleg tobb x
értéket rendelne.

Valamely y = f(x) fiiggvény inverz fiiggvényét megkapjuk, ha x-et tekintve fliggvénynek és
y-t fiiggetlen valtozénak, az egyenletbdl x-et kifejezziik (ha ez lehetséges), majd a valtozok
szerepét felcseréljiik.

y = f(x)-bol x-et kifejezve

legyen az 0j fuggvény
x = g(y).

A valtozok szerepét felcserélve, az inverz fliggvény:
y = g(x).

A valtozok szerepének felcserélésére azért van szitkség, hogy az abrazolas sordan ne az ere-
deti gorbét kapjuk.

Az inverz fiiggvény értelmezésébdl kovetkezik, hogy ha f(x) fliggvény inverz fiiggvénye
g(x), akkor

flp()] = x.
Az y = f(x) fiiggvény inverzét igy is jelolhetjik:
y=f"1x).

Az inverz fiiggvény fogalmabol adodik, hogy az y = g(x) fuggvény inverze az y = fx)
fiiggvény. Egy fiiggvény inverzének képét az eredeti fiiggvény gorbéjének az y = x egyenesre
valo titkrozésével nyerjiik.

A titkrozés helyessége a koordinatak feleserélodésébadl adodik. Az (x; ¥) és (¥; x) szdmparo-
kat abrazolo pontok egymasnak titkdrképei az y = x egyenesre.

._
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Példik

Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvények inverzeit:
1.y =3x-+1.

A fiiggvény a (—oo; -L2o) intervallumban szigortian monoton né, Az egyenletbsl:

2,y =x%

A fiiggvény az értelmezési tartomanyban nem monoton. Az inverz fiiggvényt csak a monoton szaka-
szokban lehet meghatdrozni.

)y

=Jx+1
: g ‘y y=x* y=x

\

573 abra 5.74 dbra

y = x% ha 0 = x = +eoo szigordan monoton nd, inverze:

x =y
A valtozok feleserélésével:
y =% (5.74 4bra).
y = a2, ha —oo < x =< 0 szigortian monoton fogy, inverze
Y/
A vallozok feleserélésével :
y=-4/x  (5.74 dbra).

3.y = x5 :
{d‘ fligevény a —co < x < oo intervallumban szigorian monoton nd, inverz fiiggvénye x = 3\/37,
illetve a valtozok felcserélésével

y=4/x

(5.75 abra).
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(a = 0). ly g=x3

A fiiggvény a (—oo; 0) €5 (0; +oo) e yer
intervallumokban szigor(ian mono- .
ton fogy. Inverze a (—oo; 0) és g

a
4. y=—
=%

(0; +c0) intervallumokban x = 2 ,

illetve a véltozok felcserélésével:

a
YEoy

5}._i X
* xt*

A fiiggvény a (0; +oo) intervallum- \
ban szigoriian monoton fogy. Az AN
egyenletbdl

o= 1 = 1 7N

==, X=—=
y vy N

A valtozdkat felcserélve, az inverz
fliggvény:

1 5.75 4bra
P ey
Vx

A gbrbéket a 5.72 dbrén lithatjuk.

6. Irjuk fel az y = x* hatvanyfiggvény inverzét, ha o tetszbleges raciondlis szdm!

Ha o > 0, az inverz fuggvény:
x =3

A valtozék felcserélésével: *y
y=43/% (576 dbra).

Haox <0 o=-p, ahol >0

~
3+ m i
X ¥
0 ogls,

y = x* :xf"
= x% = x— =,_l_ -:A'f
¥ xf
s 1
ern
\Vy
A véltozok felcserélésével az inverz fliggvény:
X
1
E y T T—r .
Ay 576 ibra

5.3.3.2 Az bsszetett fiiggvény fogalma

Definicié. Ha az y = f(u) fiiggvénykapcsolatban az argumentum maga is fliggvény, azaz
u = g(x) és ag(x) fiiggvény értékkészlete vagy annak egy része beleesik az y = f(x) fliggvény
értelmezési tartomanyaba, akkor Osszetett vagy kozvetett filggvénynek nevezziik az

y = flgx)1 fuggvényt.
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Osszetett fiiggvény példaul az

1

y= - & u= x>-+x-bbl dsszetett
u
] ! fii vén
P ggvény.
5.3.3.3 Irraciondlis fliggvények

Az irracionalis fiiggvényekben a fliggetlen valtozd a gyok alatt szerepel. Ilyenek példaul:
l.y= V'x.

2.y = 3\/):5..

A fiiggvény az y = /it, u = x—2 fliggvények Osszetétele.

———1 -
/\/xz B _1_
X

S - oc 5 o
A figgvényt az y = %, u=7rt= xh—; fliggveényekbdl tehetjiik Ossze.

3. y=

Példak
a) Abrazoljuk a kovetkezd irraciondlis fiiggvényeket:

1. y= \/x+5+2,
y=—-Vx+5+2.

Az y = V/x+5+2 fiiggvény gorbéjét megkapjuk, ha az y = Vv x liiggvény gdrbéjét balra 5, felfelé 2
epységeel eltoljuk,

Hasonléan kapjuk meg az y = —\/ x5 fugg-
vény képét,haaz y = —4/x fiiggvény gorbéjét
toljuk el balra 5, felfelé 2 egységgel. A két
fiiggvény gorbéjét az 5.77 dbra szemlélteti,

2, y= '\/672x,

y = —\/6—216.

Nézziik az y = V/6— 2x liiggvényt:

y=v6—2x = —2(x-3).

Azy = x fliggvény gorbéjét az y tengelyre 577 dbra
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titkrozziik. A kapott gorbét, azaz a A —x (x = 0) fuggvény gorbéjét az x tengely irdnydban
felére dsszenyomjuk, majd 3 egységgel jobbra toljuk.

Hasonléan kapjuk meg az y — —4/x figgvény gorbéébdl az y = -4/6-2x fluggvény képét
(5.78 4bra).

b) irjuk fel a kovetkezd fiiggvények  y=¥-2
inverzét:

1.y =2x"-1. =

 /3ET
2 t
a valtozok szerepét felcserélve az

. L S /x=1
inverz figgvény: y = —_—

Az egyenletbd]l x =

y=-vx

2

1 ==V
2. y= Fr——a y
Vx=2 5.78 abra

Az egyenletet x-re rendezve:

1
x—2=?

1
X = —F +2.
A valtozok szerepét felcserélve:

y = F+2'

5.3.4 Az exponenciilis és a logaritmusfiiggvény

5.3.4.1 Az exponencialis fliggvény

Definicié. Az y = g* alakii filggvény exponencidlis fiiggvény. Az alap konstans, a kitevé
(exponens) a fiiggetlen valtozo.

Az exponencidlis filggvényt csak @ > 0 alapra értelmezzitk. A hatvany fogalmabd] adodik,
hogy az ¥ = a* minden pozitiv egész szamra értelmezve van. A hatvanyozds altalanositdsa
értelmezi az y = a*-et 0, negativ egész és tort szamokra, Eszerint y = ¢* minden raciondlis
szdmra értelmezve van.

Ha a> 1, az y = a* fiiggvény racionalis kitevékre nézve szigorian monoton novekedd,
ha 0 =< a < 1, szigorian monoton fogyo.

Meg lehet mutatni, hogy a monotonitis megtartasival a*, x irracionalis értékeire is értel-
mezhetd, mégpedig Ggy, hogy a racionalis kitevékre érvényes azonossigok érvényben
maradnak. Ezt itt nem bizonyitjuk.

Az a* szamot egyértelmiien meghatdrozza a > 1 esetén az

a <= ag* < akR
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egyenlétlenség, ha azt minden olyan r, R racionalis szdmpérra vonatkoztatjuk, amelyre
r=x-<R.

Hasonloan értelmezhetd o, 0 < a < 1 esetén.
Az exponencidlis fliggvény értelmezésével az

y = x" x=0)

hatvényfiiggvény értékeit is definidltuk, tetszéleges valos o kitevére.
Abréazoljuk értéktiblazat segitségével az y = 2% és y = 3* fiiggvényeket!

y=2¢

x1—2‘——110%1“2'3
1:11»4\3

* 4 2 | | 4

y=3

x | =20-1]0 |1 |2
1 |1 | |
ERERE I
Yole s i |

A fiiggvények képe az 5.79 abran lathato.
Az 4brabdl leolvashatd,hax -+ 40 p =2 > 400,y =3% = + oo, Ha x - — o, a fiigg-
vények 0-hoz tartanak.

Az y=2""* fijggvény az y = 2~ fuggvény tiikkérképe az y tengelyre (5.79 abra).
A szemlélet alapjin kimondjuk az exponencidlis fiiggvények kovetkezd tulajdonsdgait:
Azy = a* exponencidlis fiiggvény

értelmezési tartomanya: — o < x << oo,

értékkészlete: 0 <y= oo,
Ha a = 1, az exponencialis fiiggvény monoton né, ha 0 < g < 1, monoton fogy.

l X
Az y=a % = (;) fliggvény az y = a* fiiggvény titkorképe az y tengelyre (5.80 abra).

ke

y_-a'x y:a)‘
a>{

5.79 abra 5.80 dbra

[

207

Minden exponencidlis fiiggvény dtmegy a P(0; 1) ponton (barmely szdm 0-dik hatvdnya 1).

Azy = @ fiiggvény aszimptoOtija az x tengely.,
Az y = a* fliggvény speciilis esete az

y=1¥=1 fliggveny.

Exponencialis fiiggvény igen sokszor fordul eld a gyakorlatban,

Példak

1. Ha alény fényelnyeld kizegen halad keresztill, a fénysugdr energidja a kdzeg vastagsagaval expo-
nencidlisan csdkken.

2. Az elektromos dram be- és kikapcsol4sa esetén az dramerdsség az id6vel exponencidlisan véltozik.

5.3.4.2 A logaritmusfiiggvény

frjuk fel az y = a* fiigevény inverzét. Mivel a = 1,illetve 0 < a < 1 esetén az exponencialis

" fiiggvény szigorian monoton, minden y > 0 szdmhoz tartozik olyan x, amelyre y = a*.

Ezt az x-et a alapi logaritmus y-nak nevezziik, és igy jeloljiik:
x = log, y.
A viltozok szerepét felcserelve az

y = log, x

logaritmusfiiggvény az exponencidlis fliggvény inverze.

Definicié. Az y = a* filggvény inverzét, az y = log, x fiiggvényt @ alapu logaritmus-
filggvénynek nevezzik. :

Abrazoljuk értéktéblazattal az

y=logsx, y=loggx, y=logax ¢ y=Ilog; x [fiiggvényeket!

1
2

y=~10g2x

[ T O | ! ;

— — 1 2 4 . 8
x‘42‘ [ } |

y | =2 =t o[ 123
y =logg x

S U |
xigggglrfi:Q
y!—z;—lgo i 2
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y =logsx
1 1 '
L | B 1 2 |
Tl 2 ¥
1 Ll g | 2 1
’ 2 7 |
y=log; x
2
L L 2 VI
Xt --- L H
4 __<4_2_i_h_-__7___,,,!,7#
yl 2 [t o |-1]-2]-3

A fugavények képe az 5.81 abran lathato.
Abrazoljuk az y = log, x és y = log; x fiiggvényeket, mint az y = 2% illetve y = (
7

filggvények inverzeit (5.82 és 5.83 abra).

by
) y=bg2.t

2

y=logx
2

5.82 dbra 5.83 dbra

1)"

R
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A logaritmusfiiggvények tulajdonsagai:

Az y = log, x fliggvény azy = a* fuggvény inverze.

Az y = log, x fiiggvény értelmezési tartomanya 0 < x < +eo,
értekkészlete —oo <y < Foo.

Az y = log, x fliggvény monoton né, ha a = 1, és monoton fogy, ha a < L.

Minden logaritmusfiiggvény atmegy az.(1; 0) ponton.

Az v =log,xés y=logy X fiiggvények egymds titkorképei az x tengelyen.
a

Példak
a) Mi az értelmezési tartomdnya a kovetkezd fiiggvényeknek ?

1.y = log; (2—4x).

. g 3 1
A fiiggvény értelmezve van, ha 2-4x > 0, azaz x < 5
: 8 . 1
az értelmezési tartomany: —eo < X = .

2.y = lg(x*-3x—4).
A fiiggvény ott van értelmezve, ahol az » = x*—3x—4 argumentum pozitlv, azaz x*—3x—4 = 0.

Mivel # = x2—3x—4 zérushelyei x, = —1ésxy = 4,ésazx = —; helyen minimuma van,
y=lg{x*—3x—-4)
értelmezési tartomdnya:

oo =x= —1U4 = x < +oo,

b) Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket:

lz—l
1. y =22 +1.

L.
A figgvényt igy irjuk: y = 2177840
Az y = 2= flggvény gorbéjét az x tengely irdnyaban kétszeresre nytjtjuk,majd ugyancsak az x tengely
irAnyaban jobbra 2 egységgel, az y tengely iranyéban felfelé 1 egységgel eltoljuk (5,84 4bra).

2. Abrazoljuk az

) fx—1
y = log, 3x+6)—1 L] y:27 +1
.f&ggve’nyt.

y = logy 3(x+2)—1.
Abrazoljuk az y = log, x fiiggvényt. A gor-
bét az x tengely iranyaban harmadrészére

Ssszenyomjuk, majd balra 2, lefelé 1 egy-
séggel eltoljuk (5.85 dbra).

¢) Trjuk fel a kvetkezd fiiggvények inver- -
zeit: %
1. y = 3547, 0

y—T = 3-8, 5.84 dbra

+

X“

14 Matematika
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A logaritmus definicidja értelmében

x—4 = logs(y—7), azaz
x = loga =T +4.

)

/ Y= logs 3k#2)~1
y/a f / ' .

Az inverz [Gggvény:

y=logzx

y=logy(x—T)+4.

2.y = log, (x—5)43.

y—3= Iogl (x—35).
2

-3
X—5 = (_;)" .

1\v-3
T G 5 ’
* (2) &

A hatvany:

A valtozdk szerepét felcserélve, az inverz fuggvény:
1323
y= (5-) +5, azaz y= 28-845,
5.3.5 Trigonometrikus és ciklometrikus fliggvények
5.3.5.1 A trigonometrikus fiiggvények

Az y='sinx, y=2cosXx, Yy=1tgx, y=ctgx, Jy=5SeCX, Yy =COSECX

f i.iggifényeket trigonometrikus fiiggvényeknek nevezziik.
A szogfilggvények kozott a kovetkezd reciprok kapesolat van:

1
ctgx = — sec x = § COoSeC X = ———-
tg x Ccos X sin x

(sec x olv: szekans x, cosec x olv: koszekans x).
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A trigonometrikus fiiggvények koziil most csak az elsé néggyel foglalkozunk,
A szogfilgevények definicioja értelmében (ldsd 2.2.1 pontot) az egységsugarii korben az
x szog szogfilggvényei a kovetkezok:

sin x: a mozgod szdr és a kor metszéspontjanak or- ‘ Y

dindtdja;

cos x: a mozgd szar és a koOr metszéspontjanak cigX /
abszcisszaja; r

tg x: a mozgd szar és az (I; 0) pontban huzott tyx
érint6 metszéspontjanak ordinatija;

ctg x: a mozgd szar és a (0; 1) pontban huzott
érintd metszéspontjanak abszcisszdja (5.86 dbra). o5 X X

A szogfiiggvényeket gy abrazoljuk, hogy az egység-
sugart kor mellé felvesziink egy ugyanolyan egysé-
geket tartalmazé koordinatarendszert. Ezen fiigget-
len valtozonak (abszcisszdnak) felvesszitk a szOget 5.86 dbra
(ivmértékben); fiiggvénynek (ordinatdnak) a megfe-
leld szogftigevényeket, Az dbrdzolds megkonnyitésére a kor teljes sz0gét negyedenként ha-

7
rom egyenlé részre osztjuk (30O =5 szégekkel).

1.y = sin x.
Ha 0 = x = 2m, a gorbe képe az 5.87 abran lathato.

sin x = sin (x+27) = sin (x+2kmn), azaz az y = sin x fiiggvény 2m szerint periodikus.
sin (— x) = —sin x; a szinuszfiiggvény paratlan.

Az y = sin x fiiggvényt hosszabb szakaszon az 5.88 abra mutatja.

‘y

Q“
Nl
ES)
rS
=
e

5.87 abra

5.88 ibra

14»
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Az y = sin x fiiggvény

értelmezési tartomanya: — e < x =< + oo,

értékkészlete: —1=y=1
A filggvény viselkedése egy periédusban:
L od T I
egyen a periodus ——- = X = —-.

7 7
A figgveny — o = ¥ =< & -ben monoton né,
- ,

in
3 < X < 5 -ben monoton fogy,

T 3w . ’ 7T
X = -7 és x = - helyeken minimuma van: y =—1; x = 5 helyen

maximuma van: y = 1.
2.y = cos x.

A fliggvényt 0 = x = 27 intervallumban az 5.89 abra szemlélteti.
cos x = cos (x4 2m) = cos (x+ 2k:), tehat
a fiiggvény 27t szerint periodikus. cos (—x) = cos x, a fiiggvény péros.

bk

/ Y= cosx

31 i T M X

5.89 dbra

\ Yreosx ﬁ
+ } t -
" " T el = 7

5.90 ibra

Az y = cos x fiiggvény hosszabb szakaszon dbrdzolva az 5.90 abran lathato.
Az y = cos x fiiggvény

értelmezési tartomanya: —oo < X < +eo,
értékkeszlete: —-1=y=1

y = cos x viselkedése egy peridéduson beliil:
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Legyen a peridédus 0 = x = 2m.

0 < x<m-ben y=cosx monoton fogy,

M < x < 2m-ben y = cos x  monoton nd.

y = cos x fiiggvénynek az x = 0 és x = 271 helyeken maximuma van: y = 1;

az x = = helyen minimuma van: y =--1.
Abrazoljuk egy koordinatarendszerben az y = sin x és y = cos x fiiggvényeket. y = cos x

T
ugyanazokat a fliggvényértékeket veszi fel, mint y = sin (x + ?) (5.91 4bra).

Ay
Y= sinx

2T TN .
,I ~ ’/ K\
]I by '/' s{ e
7 7N, TN/ 2 N AN Y
2 2 Sw- Y=EO8x Sw.

5,91 abra

A szemléletesen beldthato dsszefiiggést addicios tétellel igazoljuk:
i 7T ) a T .
sin (x+7) = sin x cos -?+cos X sin 5 = sin x-0+4cos x+1 = cos x.

ly=1tgx
7

A fiiggvényt a szog egy korforgasdval abrdzolva beldthatjuk, hogy y = tgx azx = 5

37
és x = 5 helyeken nincs értelmezve (5.92 dbra).

*5/ g ‘ ‘ ylgx

<
>

e

=
N
>

5.92 ibra
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Ha x—»% balrdl, y —» + oo,
x> 2 jobbrol, y - — oo,
2
D Taldl, e,
2
3
x»T” jobbrol, y - — so.

Mivel tg x = tg (x+) = tg (x+km), ¥ = tg x @ szerint periodikus.

tg(—x)=—tgx,
y = tgx péaratlan fiiggvény.

y = tg x-et hosszabb szakaszon dbrdzolva az 5.93 dbra mutatja.

by

S I /e
2 2

Rojd

5.93 4bra

Az y = tg x egymdssal parhuzamos gorbékbdl all. A fliggvény 7t szerint periodikus, paratlan.
7T
A fiiggvény az x = (2k+1) > (k=0; +1; £2;...) helyeken nincs értelmezve, ezeken

a helyeken szakadasa van.
y = tg x az értelmezési tartomdnyon beliil monoton né.

Ertékkészlete —oo <y < +oo.
Zérushelyei x = km pontok (ahol & = 0; £1; 2...).
7T 7T 3 7
y =1tg x-nek az x = — E-,x = 15 x = 5 ...,x=(2k-£—1)~—2— ;... egyenesek
aszimptotat. ’
4.y =ctg x.

Az y = ctg x fiiggvénynek az x = kzt (k =0, 1, £2; ...) helyeken szakadasa van.

x - 0 balrél, Yy =+ —eo,
x -~ 0 jobbrol, y - +eo.
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Ertékkészlete:
—co <y < Foo,

A fiiggvény az értelmezési tartomanyon beliil monoton cstkkend parhuzamos dgakbol 4ll
(5.94 4bra).
by

IE y=clgx
Sy
LN b -
=
k/ X 7 L g T 2\ 21 *
5.94 ibra
y=octgxnek azx =—m, x =0, x =, ... X = ki, ... egyenesek aszimptotai.

Azy = tg x és y = ctg x Filggvények tulajdonsdgait megdllapithatjuk az

sin x i €os x

cos X sin x
osszefiiggések alapjan is.
A fiiggvények nincsenek értelmezve a nevezOk zérushelyein. y = g x nincs értelmezve, ha
cosx = 0, azazx = (2k+1) 5 - = ctg x nincs ertelmezve, ha sin x = (, azaz
x = kmn. A fiiggvények 7 szerint periodikusak,
sin (x+41) —sin x
cos (x+m)  —cosx

pl.: tg (x+m) = = tgx.

5.3.5.2 A ciklometrikus (arcus) fiiggvények

1. y = arcsin x.

(olv: arkusz szinusz x)

Az y = sin x figgvény minden — 1= y= 1 érteket végtelen sokszor vesz fel. Létezik
azonban inverz fiiggvénye minden olyan intervallumban, amelyben a fliggvény monoton.
Ezért az y = sin x fiiggvény inverz fiiggvénye létezik minden

(2!&1)3; =x =2kt i;- szakaszban (k =0, +1, +2;...).
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Inverz fiiggvényét igy jeloljiik:

o) d
1A

Tekintsitkk az y = sin x fliggvényt a —- x= g szakaszban.
2 x = Arccos y.
Inverz fiiggvényét igy jeloljiik:
: A valtozok felcserélésével:
x = Arcsin y.

y = Arccos x  (5.97 abra).
A valtozok felcserélésével :

Arccos x tehat azt a 0 és 7t kozotti értéket jelenti, amelynek koszinusza x.

y = Arcsinx  (5.95 dbra). Az y = cos x fiiggvény barmely monoton szakaszan az inverz fliggvényt igy jeloljik:
: i Moo T ogoae e w3 ; ; . = arccos X.

Arcsin x tehat azt a — —--€s— kozotti értéket jelenti, amelynek szinusza x. 4

2 2 I3 . ¢ . * . —.gh .

(arccos x tehat azon szamok barmelyikét jeldli, amelyek koszinusza x.)

Tekintsiik az y = sin x fiiggvény monoton szakaszait. Az y = sin x fiiggvény barmely
monoton szakaszan az inverz flggvényt igy jeloljik: ‘
i /s BY
v = arcsin x ’ ‘y yarceos x !f
(arcsin x tehdat azon szamok barmelyikét jelenti, amelyek szinusza x). \Y’f.
ot J
P Ay 7 ) £
I | \\ 1
+ < N
l' ‘S} aresy, ‘ \\ ) I e \\ _T/ g g
z 7 % Ly
st II . ’ " ) dy \/bi / ! \/-?
{ / . { Vi -l 7
= i 1 h N — 7 ~
/ y=sinx \ Ao 7/ . // y=605 X
-7 =f - y=cos X /
. ; + T a { Y/ X /
A - 7 r X ; :
-7 / 5.97 4bra 5.98 4bra
2 2 )
/
/ i \ Az y = Arccos x az y = arccos x fiiggvény f&értéke.
II \\ T Az y = arccos x fiiggvény a foértékkel igy adhato meg:
! Arccos x+2kn (k=0, +1; £2;..)
5.95 dbra 5,96 abra arccos x
— Arccos x+2km (k=90 Bs 228 . o
Az y = Arcsin x fiiggvény az y = arcsin x fiiggvény féértéke. Az y = arccos x &ttelmezési tartoménya: —1 = x = 1.
Az y = arcsin x figgvény a f6értékkel igy adhat meg: (Az y = Arccos x értékkészlete 0 = y = 1, a fiiggvény monoton fogy.)
) o . <bran. — Exsioil lal ieleztiik.
) Aresin x4 2k (=0, £1, £ . .3 A fiiggvény képét lasd az 5.98 dbran. A fGértéket vastagitott vonallal jeleztii
arcsin x = ; ; S ; o - W
71— Arcsin x-- 2k k=0, +1, +2;...). Tétel. Az Arcsin x és Arccos x féértékekre igaz a kovetkez6 Osszefiiggés:
11
A fiiggvény képe az 5.96 abran lathatd. A fGértéket vastagitott vonallal jeleztiik. Arcsin x 4 Arccos x = 5
Az p = Arcsin x fliggvény monoton nivekedd, paratlan fiiggvény. Ertelmezési tartomanya:
T Eid Bi itas. Mi . S ,
~155 % 55 1, GFtekkesaleie: —— =y = izonyitas. Minden « szogre érvényes, hogy
2 2 7T
) 1 — g .
2, y = arccos Xx. ; sine = cos ( 5 oc)
Az y = cos x fliggvény inverz fiiggvénye létezik minden olyan szakaszban, ahol a figgvény )
o helyére Arcsin x-et irva:

monoton, azaz minden
k= x= (k+ 1)z szakaszban (k =0, +1, +2; ...). Tekintsiik azy = cos x fiiggvényt
a (0:7) szakaszban.

7T ,
sin (Arcsin x) = cos (?—Arcsm x) .
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Az Arcsin x és Arccos x definicidéjabol adodoéan:

sin (Aresin x) = x, és  cos (Arccos x) = x,

igy sin (Arcsin x) = cos (Arccos x),

T .
azaz cos (Arccos x) = cos (?—Arcsm x) .
Mivel 0= Arccos x =, illetve

7 .
0= ?—Arcsm xX=m,

és a koszinuszfiiggvény [0, z]-ben minden értéket pontosan egyszer vesz fel, a koszinuszok
- egyenltiségébdl a szogek egyenldsége is kovetkezik:

n .
Arccos x = 5 — Arcsin x.

Tehat
T
Arcsin x+ Arccos x = 5 (5. 99 abra),
3. vy = arctg x,.
s . gz n + . B -
Az y = tg x fiiggvény a (——-2-- : 7) intervallumban szigortian monoton nd. Létezik

inverz fiiggvénye, ezt igy jeldljiik:
x = Arclg y,
illetve a valtozok felcserélésével:

¥ = Arcigx  (5.100 4bra).

i T M
Arctg x tehat azt a szamot jeloli a (* o ; 3) intervallumban, amelynek tangense x.
)y
T "5/
b‘ g ofin @ 7 Z y:dﬁcfgx
] 2
a -;I !
S\ gty X
-/ l/ g g X a -;t'
2
7
{ 1T
5 T
z
5.99 ibra 5.100 dbra
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Ha az y = tg x fiiggvény tobbi monoton szakaszdban képezziik az inverz filiggvényt, ezt
igy jeloljiik:

y = arctg x.

Az y = Arctg x fiiggvényt az y = arctg x fligevény [6értékének nevezziik.
A foérték segitségével:

arctg x = Arctg x+km k=0, 41, £2; ...).

arctg x tehat azon szamok barmelyikét jelenti, amelyek tangense x.

‘y // y=x
A L~ y=igx
a'//
? =t —
/_/-—"‘ y=Arclg x
lz_ /7 I«
2 7 7 ra
/'//
——"'" _Z‘
2 G
1
] //
-

5.101 ébra

Az y = arctg x képe az y = tg x képének tiikorképe az y = x egyenesre (5.101 abra).
Az y = Arctg x tulajdonsdgai:

Ertelmezési tartomanya: oo < X = oo,
Ertékkészlet il z
I € : -
tékkészlete 5 y >
o e . e . T - 4 . .
Monoton ndvekvd, pdratlan fliggvény, Az y = — 765 y = 5 vizszintes egyenesek

aszimptdtai. (v = tg x-nek fliggdleges aszimptotdi vannak.)

4, y = arcctg x.
Az y = ctg x fliggvény a (0; 1) intervallumban szigortian monoton fogy. Létezik inverze,
ezt igy jeloljiik:

x = Arcctg y. A valtozdk felcserélésével:
¥ = Arcctgx  (5.102 abra).

Az y = ctg x fiiggvény tobbi monoton szakaszdn az inverz fiiggvény:

¥y = arcctg x  (5.103 dbra).
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T Ny
3
7 y=Arclg ¥
17 X
5.102 abra
ks
.
~4 &
~ L)
S
o
T = yearccig x
-...,___\
~
~
X
RS
% ‘ \\"'"--
E —— ——— =
2 -?”-"'-.\ a F3/a X
\\\
~,
~
\__.\
[ ———
——— s b
-.___\\ -
~ y=olgx
Y
\"""-..
5.103 abra

Az y = Arcctg x {Uggvény az y = arcctg x fiiggvény féértéke,
arcctg x = Arcetg x+km (k=0,%1, £2;...).

Az y = Arcctg x gorbéjét az y = ctg x fiiggvény gorbéje (0;m) szakaszanak az y = x egye-
nesre valo titkrozesével kaphatjuk. Az y = Arcctg x fiiggvény értelmezési tartomanya:

(—e=; +co), értckkészlete 0 < y < 7. A fiiggvény az értelmezési tartoméanyban monoton
fogy.

Tétel. Az Arctg x és Arcctg x féériékekre érvényes a kivetkezd dsszefliggés:

Arctg x-+ Arcctg x = % .
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b T i i
Bizonyitas. = < o =< -z~ szogekre érvényes:

2
t, t :’I ‘
o =ctg|——ao].
gor = ctg ( ;)
Legyen oo = Arctg x.

T
tg (Arctg x) = ctg (E—Arctg x) .

A definicidbdl kovetkezik, hogy

tg (Arctgx) = x  ¢€s
ctg (Arcctg x) = x, igy
lg (Arctg x) = ctg (Arcctg x).

a
Ezért ctg (Arcctg x) = ctg (T—Arctg x) .
Mivel 0 < Arcctg x <,

1A ¥
0= —z—fArctgx =7,

és a (0,7) intervallumban a kotangens fliggvény minden értckét pontosan egyszer veszi fel,
ezért a kotangensek egyenldségébdl a szogek egyenldsége kovetkezik:

T
Arcctgx = ?—Arctg ¥

Tehat
4
Arctg x4+ Arcctg x = >

5.35.3 Feladatok a trigonometrikus és ciklometrikus fiiggvények alkal-
mazasdra

a) Mi az értelmezési tartomdanya a kovetkezo trigonometrikus, illetve ciklometrikus fiiggvények
segitségével Gsszetett Miggvényeknek ?

1. v = tg 2x

A flggvény szakadasi helyei a 2x = (Zk—:-])gl pontok, azaz, ahol 2x ; paratlan szami

tobbszbroseivel egyenld.

i _33:_ E_-EA?’“- .
X = ... 7 223 yoevy
azaz
3r =w  m  3a

X =—

) ,—Z‘;I,T,----

A fiiggvény a szakaddsi pontokon kiviil mindentiitt értelmezve van.
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2. y = arccos (3x+2).

A fiiggvény ott van értelmezve, ahol

—1=3x+2=1, azaz
-3=3x= -1,
Az értelmezési tartomény: —1 = x

=

Lu||--

b) rjuk fel a kovetkezd fiiggvények inverz fliggvényeit

1. y = sin (Zx—:'r

e fo=s=l).

e T
y—3 = sin (Zx——z—) .
.
2x——

2

az a szog, amelynek szinusza (y— 3), azaz

21751

é = Arcsin (¥ —3). Innen:

2x= 1;— + Arcsin (y—3).

o R | .
X = wt Arcsin (y—3).

A véltozok szerepét feleserélve:

.. 1 .
¥y = s Arcsin (x —3).

2. y =3 Arctg %—4.
Az egyenletbil

y+4 = 3 Arctg 2

2
y+4 X In 3z
5 = Arctg7 ( 72——4<y<7g4).
.. y
7 az a szog, amelynek tangense 3 azaz
x _ y+4
3= g 3

i

X y 4

2 @G*?y
y 4

x=2lg (—3— +?-) .

A véltozok szerepét felcserélve az inverz fiiggvény

x 4
y=2u(3+3).

It

i

¢) Abrazoljuk a kivetkezd fliggvényekel:
1.y= 3 sin 2x+1).

x egyiitthat6jdt kiemeljik:

. 1
Pi=3 sm2(x7—2—) 5

Az y = sin x fliggvény girbéjét az x tengely irdnydban felére nyomjuk dssze, azy tengely irdnydban

1
3-szorosra nyujtjuk, végil az igy kapott gorbét > egységgel balra toljuk el (5.104 dbra),

2. y = sin x+2 cos x.

(5.105 &bra).

ks

Elegendd egy 27 hosszisdgh szakaszt vizsgdlni, mert azon til 2 sin x és cos x értékek ismétlddnek

,4_1,(= 3.5‘1?72&4&) *,5’
IS8 a'e) ]
v \ I. ST =
!II‘. \ !l\ \ AN H ik 2,7~
Py /iy N V4
{ l i * - 3 I
] I B ,’ 1l yesink ; ‘\E- ™N II/ /
| — L e Y N " 4
WIS A NG
b : \,
(R / ! ! !l’ \\\. ///. 1 y=sinx
.\\\i ! \.\‘!] \\':__/' Zyz.?.ms'x
S WA
5.104 abra

5.105 abra
d) Hozzuk egyszeriibb alakra a kivetkezd kifejezéseket:

1. Arcsin (sin x).

Sflg(x)] = x.

3. y=sinx+2cas x

Az inverz fuggvény fogalmabél adoddan, ha y = f(x) fiiggvény inverze y = (x), akkor

Ezért az Arcsin x definiciojabsl kévetkezik: ha —% s=x=

Arcsin (sin x) = x.
Hasonloéan a definiciobdl kovetkezik :
sin (Arcsin x) = x (-1l=x=1),
Arccos (cos x) = x

0=x=n),
cos (Arccos x) = x

(-1=x=1),
Arctg (tg x) = x —~E iy 2 E.
2 2
tg (Arctg x) = x

il
2!
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2. cos (Arcsin x).

cos (Arcsin x) = 4/1—(sin Arcsin x)* = A/ 1= xt,

. s i T . ;
Mivel o = Arcsin x = 5 ebben az intervallumban pedig a koszinusz pozitiv, a gydk elo-

jele pozitiv.

Iey N
cos (Arcsin x) = \/! - X2,

3. Arcsin (cos x) = Arcsin [sin (; ‘\)] = _TZLWx'

4. tg (Arcsin x) = S, (Arcsin %) = —- {: .
cos (Arcsin x) V1—x?
5. sin Arctg x.
Mivel
. 3 2
Slnaﬁ-_g*__a_'—‘, ha v1<rx<-—,
\/ 1+tgax 2 2
dincloe —L RO
A/T+(tg Arctg x)? AV 1+x8

6, arcsin (sin x).
arcsin x = { Arcsin x+2kn k=0, %£1,=£2,..)
7z — Arcsin x +2ka k=0, +1, +2,...),

arcsin (sin x) = { Arcsin (sinx)+2kz (k =0, £1,...)
= — Arcsin (sin x) + 2k=a k=0, +1, ...

Ezért
J x, ha T axs= &
f(x) = arcsin (sin x) = 2 g
l a-x, ha % =x= 2l
és  flx+2km) = f(x).
Abrazoljuk az y = arcsin (sin x) flggvényt (5.106 abra).
y
11 ;
y=arcsifi (5174)
\ oo B . / -
T -t oy I T / X
7 7 = 21
_f L
&
T

5.106 dbra
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7. sin (arcsin x).
- ) { sin (Aresin x +2k7n) = x
sin (aresin X} =\ g (7 — Arcsin x+2ka) = .

A fiiggvény képe az

y = xegyenes —1=x= 1 szakasza.

8, cos (arcsin x) = 4/1—(sinarcsin x)* = AT

7 . T ; 37 sei s ;
Ha — 5 = arcsin x =< —72—, a gyok eldjele pozitiv, ha 5 < arcsin X < 5, a gyok eldjele negatiy.
Hasonldan véltakozik az el6jel az arcsin x megfeleld
tobbi szakaszédban. ‘ ¥
e) Rezgéstani alkalmazdsok p
Az y = rsin(of+o) €8 )
[23
x = rsin (of +2) bt -
mozgasegyenletek egy-egy linedris harmonikus mozgast 7l x _-x"'
irnak le (r = 0, w > 0). i
E mozgasokat megkapjuk, ha az » sugard kor keriiletén
@ szigsebességgel mozgd P pontot a koordinatatenge-
lyekre vetitjik.

Legyen a mozgas kezdeti pontja Py, = 2 kezdd fazis,

a szogsebesség.

A tid6 alatt végzett szogellordulds: w? (5.107 abra).

Az x és ¥ mozgasegyenletekben r a maximalis kilengés vagy amplitido, w az ugynevezett kor-

5,107 abra

2n
frekvencia. A rezgés ideje: T = e

A rezgés periddusa, az ugynevezetl {rekvencia:

_ 1
p= 7

w
27
oy az

¥ = rsin(wt+o) Tezgd mozgas képe: 5.108 abra.
Rezgh mozgdst végez egy rugdra fiiggesztett tomegpont, ha a rugdt megnyijtds utdn elengedjiik,
mindaddig, amig a maximalis kilengés alland6nak tekinthetd.
Gyakran fordul el kiilénbdz6 harmonikus mozgdsok dsszege, azaz ilyen alaku figgvény:

y = rysin (wyf+od+ry sin (wat +otg) + . .. T, (sinw. ! +or,).

Az Bsszeg a harmonikus mozgasok szuperpozicidja.

by

AN PN pa

< o
Las =

5.108 abra

s Nafor Fhu g
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Egvenld frekvenciaji rezgéseket sszegezve az eredd ugyanolyan frekvencidji harmonikus rezgés
lesz,
Legyen

i

y1 = ry Sin (! +a,),

ra Sin (w1 ta).

Ii

Y2
Azt allitjuk, hogy
y1+¥s = r(sin wt+a) alakban irhato.
Azaz
7y Sin (wr+oy) + ro(sin wf +ay) = ¥ Sin (wf +a).

Az egyenlet bal oldalat az addicios tétellel atalakitva, majd rendezve:

1y sin (wt +ap)+rp(sin it +oy) =

= r, Sin 7 COS ¢ty -+ Fy COS Wi SiN oty + ¥y SIN f COS oty +
-+ Fy COS I SIN &y =

= (1] COS 0ty + ¥y COS o) SIN OF +

+(ry sin oty + 1, Sin o5) COS I,
Jelsljiik az utolsd zardjelekben levd dllandokat a kovetkezoképpen:

r; COS 0y +FaCOSta = ¥ COS K,

FySin o+ F SiD o, = ¥ sine,
Az Osszeg igy irhato:

ro(sin wi o) +ra(sin wi +ap) =

= y COS & Sin w? -~ F sin 2 cos wf = r sin (wt +-x),
amit bizonyitani akartunk.
A kapott harmonikus rezgd mozgas:

v = rsin (wf+a)

r amplitadéjat és « kezdd fazisat az ‘ ¥
¥ COS® = I} COS &y + 1z COS &tp
F$in o = rysin o+ ry Sin &, o
egyenletekbdl kénnyen megkaphatjuk. " ry 8Ny
A két egyenlet négyzetét Hsszeadva:
2
I g (e ,
rt = ri+ g+ 20y c0s (g —a,). 2 Oy iy 8inoLy
A masodik egyenletet az elsével elosztva: , s R —
. . ol ry Coscey X
iy SIn oy + 7, Sin &,
g =—-—""""—= 5,109 abra

" F,COS &) -+ F, COS &ty

Az eredo rezgés r amplitudoja és « kezd® fazisa az dbra szerint geometriailag kénnyen meghataroz-
haté (5.109 abra),

Ha kér killonbozé frekvencidjii mozgast szuperponalunk, az eredd nem lesz harmonikus.
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Ha 4 és w, viszonya racionélis, az eredd periodikus, de nem harmonikus mozgds. A grafikon periodi-
kus, de nem szinuszgorbe. .
Periodikus mozgast kapunk, ha

W, = pw és wy, = g, ahol p és ¢ relativ prim.

Py Sin @yt €5 yp = FpSiN Wt,

I

F
¥y

1y Sin @t + 7, Sin ..

Az eredd mozgds periddusa

27 .
T == (5.110 abra).
w
y
Y=Yitiz
Yo =IpSi7 gl
- /»"—--\ ———
5 \\ \\ o
o P B ~__-~ ¢

gy =ty sinaayt
5.110 abra

A rezgések Osszetételének fontos esete a , lebegés”. Az amplitidok egyenlBk, a ket rezgésszdm viszo-
nya raciondlis, és k6zottitk kicsiny kiilonbség van,

¥y = Fsinwyf,

Vo = & Sinl wol.

Vi+yy = r(sin wyf-+sin wyt) =

0, —w . Wy
?.;rcos»—?2 2rsmszt

i

Az eredd mozgds amplitidoja:
— (0,
R = 2rcos 9—*—2—2 t

periodikusan valtozik 0 és 2r kozott (5.111 dbra).

Az amplitadé viltozasat nevezik /ebegésnek.

@)+ w,
A rezgés frekvenciaja: @ = a2,
L] (08 & s
¥ o=, , = == jeloléssel:
27 2=

a lebegések szdma 2 s alatt v, —v,,

. ; . R
az eredd mozgas rezgésszdma pedig —5— -

15+
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5.111 dbra

Példak
1. Két hangvilla rezgésénél, ha a rezgésszam kevéssé killdnbozo, lebegés 4ll eit; a lebegés frekvencidja
megadja, hogy 1 s alatt hdnyszor lesz maximalis a hangerisség.
2. A véltakozo dram fesziiltsége (u) és erbssége (/) ohmikus ellendllds esetén
u = U, sin wt,
i = I, sinwt.
Onindukciés, ohmos és kapacitiv ellenallis esetén
u = Uy, sinwr,
1= I, sin(wt—g),

ahol

o

Cw
ge=- R

(v a korfrekvencia,

L az Onindukci6s egyiitthatd,
C  a kapacitas,

R az ohmikus ellendllds.)

5.4 A fiiggvények osztalyozasa

A fiiggvényeket kiilonboz6 szempontok szerint osztalyozhatjuk. fgy a fliggvényt megadd
képletek szerint a fiigegvények lehetnek:

a) Elemi alapfiiggvények és elemi fiiggvények. Elemialapfiigevények a kivetkezd fiiggvények :
hatvanyfiiggvény: y = x*, ahol « dllandé valds szdm:
exponencialis fiiggvény: y = a*, ahol ¢ 4llandod pozitiv szdm:
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logaritmusfiiggvény: y = log, ~, ahol a logaritmus alapja (a) pozitiv szam;
a trigonometrikus fiiggvények: y = sin x, y = cos x, y=1gx, y = ctgx;
a ciklometrikus fiiggvények: y = arcsin x, y = arccos x, y = arctg x €s y = arcctg x.

Elemi fiiggvény az a fliggvény, amely véges szamu aritmetikai miivelet (Gsszeadds, kivonds,
szorzas €5 0sztds) €s az Osszetett fliggvény képzésének véges szami alkalmazdsa segitségével
nyerhet6 az elemi alapfiiggvényekbél, és igy egyetlen analilikus kifejezéssel adhaté meg.
b) Explicit és implicit médon adott fiiggvények. Explicit afiiggvény, ha a fiiggvénykapcsolat
x és y kozott y-ra kifejezve van megadva.

Explicit fiiggvények példaul:

y = 32x——5+5_

Implicit a fiiggvény, ha az egyenlet nem y-ra megoldott alakban adott.
Implicit fliggvények példaul:
X2 42
& E=h
P2 —2x2 4 55— 6y4+3 = 0,
x4 2538 = 4,

Az elsS egyenletbé] kinnyen megadhato y explicit alakja, a masodikbdl mar nehezebben
(harmadfokli egyenlettel), a harmadikbol nem tudjuk p-t explicite véges szdmu algebrai
miivelet és elemi alapfiiggvények segitségével kifejezni,

Az explicit fliggvény jeldlése: y = f(x), az implicit fiiggvényé: Fix; yy= 0.

¢} Algebrai és transzcendens fiiggvények. Ha a fiigevény implicit alakban adott, azaz
Fx; =0

és F(x; y) az ayx'y* (i és k nem negativ egész szdmok) tipusi tagok Osszege, akkor az
Fx; =0

fiiggvényt algebrai fliggvénynek nevezziik.

Az algebrai egészfiiggvény explicit alakban adott eseteire a racionalis egesz- €s tortfiiggvé-
nyek, valamint az irracionalis filggvények targyaldsandl lattunk példakat.

A nem algebrai fiiggvényeket transzcendens fliggvényeknek nevezziik.

Példak
¥ =sinx; y = arctg (3x—1);
y = logz x; y o= 25+3 .5




