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Az egységet bal felé egymis — i
utdn felmérve az igy addédo -o -3 -2 -1 0 { 2 3 4 a
pontokhoz a negativ szdmo- 1.3 4bra
kar rendeljiik; a-szori felmé-
rés utdn kapott ponthoz a —a szémot rendeljiik (1.2 dbra).
Definicio szerint:

at(—a) = a—a= 0.

a+(—b) = a—b.

Ebbél kovetkezik: a—(—b) = a+b.
Az osszeadds és a szorzas miivelete kiterjeszthetd a nullara és a negativ egész szamokra
Ggy, hogy a milveleti szabalyok tovabbra is érvényben maradjanak.
A (—1)-gyel valé szorzas megfelel a kezdSpontra valo tiikrozésnek. Legyen a pozitiy egész
szam.

(=1)-a=—a.

(-1 (-a)=a

Tortszam. Az egész szamok korében az Osszeadds, szorzas, kivonds, hatvdnyozas mindig
elvégezhetS. Az osztds nem mindig végezhet6 el.

Pl 8: 4 elvégezhets; 8 : 4 = 2, mert 2- 4 = 8. 2: 3 azegész szamok kdrében nem végezhetd
el, mert nincs olyan egész szam, amely hirommal szorozva 2-t ad.

FEzért az egész szdmokat tovdbbi szdmokkal bévitjuk.

5 "
Az b (b # 0) tortszam, azt a szamot jelenti, amelynek b-szerese a:
a
—b=a
b
2

feypl: 2:3 = 3 aza szam, amelynek 3-szorosa 2.
2
a3 s 2
3

A nulldval valo osztast nem engedjik meg.
A tortszamok korében az Osszeaddst, a szorzast és osztast a kovetkezd egyenletek alapjan
végezziik el:

a ¢ ad + bc

5 Td T b

a ¢ ac

b d bd’

a ¢ a d_ad
b'd b ¢  be’

Belathato, hogy a miiveleti szabdlyok tovabbra is érvényben maradnak.

a : r r
Ha b = 1, akkor az 5 tortszam megegyezik az a egész szammal.
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Ha ¢ barmely 0-tol kiilonbdzo szam, akkor

a _ca
b~ ch’
Specialisan:
a —a
b~ —b’

Ezért mindig feltételezhetjiik, hogy egy tdrt nevezdje pozitiv egész szam.
A tortszdmok is abrazolhatok a szdmegyenesen.

Abrézoljuk az % tortszamot. Legyen b pozitiv
egész szam.

Osszuk a szamegyenes egységnyi darabjat
b egyenld részre, és egy ilyen részt a kezdSpontbol
kiindulva mérjiink fel a-szor jobb felé, ha a pozitiv
(1.3 4bra), vagy ( — a)-szor bal felé, ha a negativ. 1.3 bra

Racionalis szimok. Az cgész és tortszamok Osszességét raciondlis szamoknak nevezziik.

P1 . I s ; ;
Ha a =~ tort szamldloja és nevezdje is oszthatd egy a szammal, azaz
4q1

pr=ap € g1 =ag
(p és g egész szamok), akkor

no_p

q1 q
P, 12 : .
A (7 szam a Py szam egyszeriisitett alakja.
1
Minden tort felirhatd olyan alakban, amely tovdbb mar nem egyszerisithetd.

Tétel. A racionalis szamoknak megfeleld pontok a szdmegyenesen mindeniitt siiriin helyez-
kednek el.

A tétel azt jelenti, hogy ha ry és ra két olyan racionalis szdm, amelyek koziil r1 < ry, akkor
barmilyen kicsi e két szam kiilonbsége, kozéjitk végtelen sok racionalis szam iktathato be.

rog—r
Bizonyitas. Adjuk ri-hez az ol ',4,,}, (n=12,...,n,...)szamokat.

F Fra—n ;
Mivel —=-—= =0, és rg = ¥y,
n

re—r1 _ =Dntrn (-Drtr
n n n

Fp =< r+ = ry.

Tehat

Fa—F1
rp=r4+—<rs.
n
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1. VALOS SZAMOK

i 14 A VALOS SZAMOK FOGALMA

f Pozitiv egész szamok. A természetes szamokhoz szdmldldssal jutunk. A természetes szd-
| mokat (masképpen pozitiv egész szdmokat) a szdmegyenesen abrazoljuk egy elére meg-
‘4' adott kezddpont, egység €s irdny segitségé-
vel, (1.1 dbra.) =
A kezdéponttél jobb felé¢ a vélasztore 7 1 ¢ 7 a
egységet a-szor felmérve kapjuk az a ter- 1.1 dbra
{ | meészetes szamnak megfelelé pontot.
i 5 A természetes szamok korében az Osszeadds és szorzds mindig elvégezhetd.
i | Az bsszeadds és a szorzdas kommutativ és asszociativ milvelet, azaz érvényesek a kovetkezd
i [ szabalyok.
Jelentsenek a, b, ¢ pozitiv egész szamokat.
Kommutativ szabdly:

a+b = b+a.
a-b==5-a.

Asszociatiy szabdly:
(a+b)+c = a+(b+c).
(ab) « ¢ = a - (bc).
Disztributiv szabaly:

| (a+b) + ¢ = ac+be.

Zérus. Negativ szdmok. A kivonas a természetes szamok kdrében nem mindig végezheté
el. Ezért a természetes szdmok halmazat tovabbi szdmokkal bovitjilk, azaz a szdmegye-
nes tovabbi pontjaihoz rendeliink szamokat.

A felvett kezd6pontnak felel meg a zérus vagy nulla, az a szim, amely barmely pozitiv egész
szamhoz hozzdadva ugyanazt a szamot adja eredményll. Jele: 0. A definicio szerint:

; a+0=a.

Fennall tovabba a kovetkezd egyenloség:

0.a=0.




i
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Irraciondlis szamok. A raciondlis
szamok mindeniitt striin fekszenek a
szimegyenesen, mégsem toltik ki azt
teljesen. Abrazoljuk példdul az egy-
ségnyi befogoju, egyenldszarn, derék-
szOgll haromszog 4atfogdjat a szam-
egyenesen (1.4 abra.)! ) o S
Bebizonyitjuk, hogy /2 nem racionalis 7 7 7 V2 e
szdm, azaz nincs olyan raciondlis szam, 1.4 abra

amelynek négyzete 2.

A bizonyitds in. indirekt modszerrel toriénik. Feltessziik a tétel ellenkezdjét, és bebizonyit-
juk, hogy a feltevés lehetetlen volt.

Tehat feltessziik, hogy van olyan % tort, amelyre
p \/—
= 4/2,
q
gl
azaz (i) =2

=y

Azt is feltessziik, hogy a tort mar nem egyszeriisithetd.

P
(12
pz - zqz'

242 paros szam, ezért p? és vele p is paros szam. Irjuk p-t p = 2p; alakban

(2py)? = 24%
4p? = 24%
2p% = g~

2p? péros szdm, tehdt g is paros szam.
Arra az eredményre jutottunk, hogy p is, ¢ is paros szam, ami nem lehet, mert feltettiik,

hogy —Z— nem egyszer(sithets, Tehdt lehetetlen az a feltevés, hogy

2o,

o
nincs olyan tort, amelynek négyzete 2.
4/2 tehat nem racionalis szam. 4/2 irraciondlis szim. A szimegyenesen +/2-nek megfeleld
pont irracionalis pont. Irraciondlis szamot kapunk, ha barmilyen raciondlis szaimhoz A/2-t
hozzaadunk. '
Irracionalis szdm példdul a kénnyen megszerkeszthet4/3,4/10 stb., valamint \3/ 3,\3/ 3stb.,
tovibba azok a szamok, amelyeket Uigy kapunk, ha bdrmelyik racionalis szimhoz hozza-
adjuk az irracionalis szimokat.
Ha a szamegyenesen felvessziik mindazokat a pontokat, amelyek racionalis szamoknak
vagy a racionalis szimokbol gyokvondssal szarmazo irraciondlis szamoknak felelnek meg,
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még mindig nem kapjuk meg a teljes szdmegyenest. A gydkvonas miivelete nem definidlja

az irracionalis szamokal.

Egy irracionalis szam definialdsa raciondlis szamok segitségével véges sok lépésben altaldban
nem végezhetd el.

Az irraciondlis szamok definialdsdra a végtelen tizedes torteket hasznaljuk.

Tétel. Minden raciondlis szdm felirhato mint véges tizedes tOrt vagy végtelen szakaszos

tizedes tort.
Bizonyitas. Ha a % tortet osztassal tizedes tortté alakitjuk, maradekként 0, 1,2, ..., ¢—1

léphet fel. Ha valamelyik lépésnél a maradek nulla, a hanyados véges tizedes tort. Ha a
maradék sohasem nulla, akkor az osztds sordn fellép egy korabban mar szereplé maradék.
Ekkor a miivelet nem fejezédik be, az elsé ismétlodé maradéktdl kezdve a maradékok és
a hanyadosok periodikusan ismétlédnek, véglelen szakaszos tizedes tortet kapunk,

igy =04, % —=03=0333...,
= 0,385714,

= 0,8'3 (vegyes szakaszos tizedes tort).

b |

Forditva: minden véges tizedes tort vagy végtelen szakaszos tizedes tort racionilis szdmot
allit elo, azaz ?1 alakban irhatd, ahol p és g egész szamok.

A tételt példakkal illusztraljuk.
1. Irjuk fel tort alakban a

0,".’ = 0,777 ... szamot.
Legyen 0,777 ... =% /-10.
7,777 ... = 10x.
740,777 ... = 10x.
7+x = 10x.
Fez Ox.
7_
9
Tehat 0,777 ... = 0,7 = %
2.0,783 = ?
Legyen 0,8383 ... = x /-100.
83,8383 ... = 100x.
83 4+x = 100x.
X = ¥ 5 .
99
o 83
0,083 = 590
‘s 7 83 693 +83 776 783 -7
0.783 = 75+ 5o5 = T80 990 990

Tehat a racionalis szamok véges vagy végtelen szakaszos tizedes torlek.
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Definicié. Irraciondlis szimoknak nevezzilk a végtelen, nem szakaszos tizedes torteket.
Irracionalis szam példaul a

7 = 3,1415926.. . . . szdm
Irracionalis szamot alkothatunk pl. a kovetkezdképpen:
0,10110111011110. ..

A 0-k és 1-esek valtjak egymast, de a végtelen tizedes tort nem szakaszos, mert az l-esek e
szdma mindig no.

A szamkort tehat kibévitettilk az irracionalis szamokkal. !
A racionalis és irracionalis szamok Osszessége egyiittvéve a valos szamok osszességét alkotja.
A tovabbiakban az egyszerfiség kedvéért a valds szam és az azt 4brazold pont kdzott nem
tesziink killonbséget.

A valos szamok a szdmegyenest teljesen ellepik. (Ezt az allitdst nem bizonyitjuk.)

A miiveletek kiterjesztése az irraciondlis szdmokra és a milveleti szabdlyok ellenérzése nem
annyira egyszerii, mint az eddigi bévitéseknél.

Minden irraciondlis szam tetszéleges pontossdggal megkozelithetd racionalis szamokkal.
Ez abbol kovetkezik, hogy a racionalis szamok siiriin boritjak a szdmegyenest. Tehat minden
irracionalis szdm tetszdlegesen kicsi kornyezetében taldlunk raciondlis szamot. Példaul
4/2 egységnyi pontossagli megkozelitése raciondlis szdmokkal:

1<\/§<2, §

egy lizednyi pontossigi megkozelités:

1,4 < 4/2 < 1,5,

egy szazadnyi pontossdgi megkozelités:
141 = V2 < 142

és igy tovibb, a \/ i akdrhany tizedes pontossidggal megkozelithetjiik.
Az irraciondlis szamoknak ez a tulajdonsdga ad lehetSséget a miiveletek kiterjesztésére.
Az irraciondlis szimok helyett kézelitéleg mindig szdmolhatunk raciondlis szdmokkal.

Megjegyzés. A valos szimok korében az Osszeadds, kivonds, szorzés, osztds, hatvanyozis
mindig elvégezhetd. A gyokvonds a valos szamok korében nem mindig végezhetd el. Negativ
szambdl nem Iehet négyzetgyokot, altalaban péaros gyokot vonni Ggy, hogy a gydk valos
szam legyen.

gy példaul 4/— I-nek a valos szamok korében nincs értelme.

1.2 A VALOS SZAMOK RENDEZESE.
EGYENLO TLENSEGEK

A valds szamok korében természetes modon rendezés vezethetd be.

a = b (a nagyobb, mint b), ha a a szamegyenesen b-t6] jobbra fekszik.

a < b (a kisebb, mint b), ha @ a szamegyenesen b-t6l balra fekszik.

Barmely 0-t6] kiilénbozé valos szam vagy pozitiv, vagy negativ aszerint, hogy a 0-tdl jobbra
vagy balra fekszik.
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a = b ugyanazt jelenti, mint a—b = 0.

a == b ugyinazt jelenti, mint a—b = 0.

a=b,haa—b=0.

Két valos szam kozott a fenti harom osszefliggés kéziil kizardlag egy lehet érvényes.

Tétel. Tranzitivitas: ha a < b és b < ¢, akkor a <= c.
Bizonyitas. Ha (b — a) és (¢ — b) pozitivak, akkor Osszegiik is pozitiv.
(b—a)+(c—b) =0,
c—a =0, azaz
¢ =a, vagyils a-<c.

Az a = c(akisebb vagy egyenld c) jelolés azt jelenti, hogy a vagy kisebb c-nél, vagy egyenld
vele. Hasonldan

a = b (a nagyobb vagy egyenld b)

azt jelenti, hogy & vagy nagyobb b-nél, vagy egyenl6 vele.
Az egyenlitlenségekre érvényesek a kovetkezd tételek :

I. tétel. Az egyenldtlenség érvényes marad, ha mindkét oldaldhoz ugyanazt a szamot
adjuk hozza.

IL tétel. Az egyenlétlenség érvényes marad, ha mindkét oldalt ugyanazzal a pozitiv szam-
mal szorozzuk vagy osztjuk.

1L, tétel. Az egyenlStlenség ellenkezére valtozik, ha mindkét oldalt ugyanazzal a negativ
szammal szorozzuk vagy osztjuk.

IV. tétel. Ha az egyenlétlenség két oldalinak reciprok értékét vessziik, akkor, ha a két
oldal egyezd elGjelil volt, az egyenlotlenség megfordul, ha kiillonbozé eldjelil volt, az egyen-
l6tlenség érvényes marad.
A tételek koziil az 1., II. és I11. tétel konnyen belathatd, A IV. tételt bizonyitjuk.
Legyen

a-<b.

Osszuk el az egyenl6tlenség mindkét oldalat a-b-vel! Ha a és b eljele egyenid, ab = 0, ezért

a b
ey 9 e
ab ab’
1 1 1
e azaz — > —.
b a’ a b
Ha a és b eldjele kiilonbdz6, ab < 0,
ezért a < b-bol kovetkezik, hogy
a b
iy
ab ab
1 1 1
— — — < .
5 = o azaz p 5
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V. tétel. Ha a és b pozitiv szam és

a-<bh,

akkor, ha nn egész szam,

a’ < b,

Példa

‘Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlbtlenséget:

. ral x . 4-3x
Az egyenlitlenségbdl kovetkezik, hogy T 0. Ezcsak akkor lehet, ha a szdmldl6 ésa nevezd
azonos ¢ldjelliek.

a) x—2 = 0 és ugyanakkor 4—-3x < Q,

4
azaz x <= 2 ¢s ugyanakkor x = 3

Tehat % <x=<2.

b) x—2 = 0 és ugyanakkor 4—3x = 0,

azaz x < 2 és ugyanakkor x = N

Ez egyidejlileg lehetetlenség.

Az a) és b) esetek kozil csak az a) eset dllhat [enn.

4—13x
2

b, =

2 < < 6.

Mivel x—-2 < 0, az egyenletet végigszorozva (x —2)-vel:

2x — 4 =4 — 3x > 6x—12,
2x — 4 =4 - 3x.

8 16
<X <

5 9

Ezt 6sszehasonlitva a feltételbdl adodo

< Xx <2 egyenlotlenséggel,

3
a megoldas " = X < —I§ .
5 9
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13 INTERVALLUM, ABSZOLUT ERTEK

Intervallum a szdmegyenes két pontja kozott levd pontok halmaza, vagy a megfeleld
két szam kozotti szamok halmaza.

Ha a = b, akkor nyilt intervallumon értjilk azoknak az x valds szamoknak a halmazat,
amelyekre a < x = b. Jele: (a; b).

Ha a < b, akkor zart intervallumon értjilk azoknak
az x valdos szamoknak a halmazat, amelyekre
a= x = b, Jele: [a; b], (1.5 4bra). 1.5 idbra

Ha a< b, akkor félig nyilt vagy egyik oldalrol zart

intervallumon értjilk azoknak az x valds szamoknak a halmazat, amelyekre

t -
b

a=x=<~h, iletve a<x=bh

Jeliik: [a; b), illetve (a; bl.
Egy adott ¢ szamnal kisebb vagy nem nagyobb valds szimok halmazat is intervallumnak
(végtelen intervallumnak) nevezziik, és igy jeloljik:

(—oo5c) vagy —ee<=x<g,
illetve (—eoic] vagy —e<x=c

Egy adott ¢ szdmndl nagyobb, illetve nem kisebb szamok halmazai a kovetkezd végtelen
intervallumok :

(c; +o) vagy ¢=<x-<reo,
illetve [e; +e2) vagy c¢=x-<=+eo.

Ezek a végtelen intervallumok félegyenesek.
Végiil az egész szamegyenest is felfoghatjuk végtelen intervallumként. Ekkor gy jeloljiik:

(—oo; Fo0), illetve — o< X =< oo,

Legyen [ = 0. Az (a—1; a+1I) intervallumot az a pont [ sugarii kdrnyezetének nevezik.

Abszolit érték. Az g szam abszolut értékét: | a|-t igy definidljuk:
a, ha a=0
o] =
—a, ha a=0.

Az abszoltt érték mindig nem negativ. Valamely szam abszolut értéke a szdmnak a szam-
egyenesen az origdtol valo tdvolsdgaval egyenld. Ennek megfelelden a kiilonbség abszollt
értéke, | b— a| a két szam tavolsagét jelenti.

A definiciobdl kovetkezik, hogy

a) ha a bérmih;en sZAm
—lal =a =lal,
b) ha |a| = p, (p pozitiv szdm)
—p=a=p
Az abszolit értékekre érvényesek a kovetkezd tételek:
1. tétel. Az Osszeg abszolut értéke kisebb vagy egyenld az abszolut értékek osszegenél.

lat+b| = |al+]|b].
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Bizonyitas. Az abszolut érték definiciojabol kovetkezd a) osszefiiggés alapjan
—lal = a=|al
—|b|=b=|b|
Adjuk Ossze a két egyenlétlenséget!
—(la|+|b]) = a+b=|a|+]b].
Ez pedig a b) osszefiiggés értelmében azt jelenti, hogy
latb| = [a]+]b].
A tétel tetszGlegesen sok tagra is igazolhato.

1l. tétel. Kiilonbség abszolit értéke nagyobb vagy egyenldé, mint az abszolat értékek
killonbsége:
[a—&] %= |a]=]6].
Bizonyitas. Legyen a— b = ¢, azaz a = b+c.
Az 1. tételt alkalmazva:
la] = [b+c| =|b|+]c|=|b|+]|a—b],
azaz lal = |b|4+la—b].
Innen ja—b| = |a|—|b].
Kovetkezmeény: a és b szerepét felcserélve:
la—b| = |b—a| = |b]—|al,
és ebbdl
la—b| = [|a|~|b]].
1. tétel. Szorzat abszolut értéke egyenlé az abszolut értékek szorzataval.
lab| = [a]-|b].

1V. tétel. Hanyados abszolut értéke egyenld az abszolut értékek hanyadosaval.

A TI1. és TV. tétel konnyen belathatd, ha megmutatjuk, hogy mindkét tétel igaz akkor, ha
a és b eldjele megegyezik, illetve kiilonbozo. A II1. tétel tetszdleges szamu tényezdre is iga-
zolhato.

Példa

Oldjuk meg a kovetkezo egvenlOtlenséget:

| 2 |
—37x—4I =2

3-mal szorozva és 2-vel osztva az

|x—6| =3

egyenlitlenséghez jutunk.
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Az |x—6] <3 egyenlStlenség azt jelenti, hogy
—3<x—6 =3, azaz
3<x<9

Ezért az
|lx—6]| =3

egyenlStlenség akkor és csak akkor érvényes, ha

x=3 wvagy x=9 (1.6 4bra).

1.6 abra

1.4 A TELJES INDUKCIO

Legyen A, valamilyen n természetes szamra vonatkozo 4llités. A teljes indukcio modszere
annak igazoldsara szolgal, hogy az A, allitds minden természetes szimra igaz.

Tétel. Ha (1.)az A, 4llitas igaz, tovdbba (2.)abbol, hogy az A, allitdsigaz, kovetkezik, hogy
az A, allitas is igaz, akkor 4, minden #-re igaz.

Bizonyitas. A tételt indirekt iton bizonyitjuk.

Tegyiik fel, hogy a tétel feltételei mellett van olyan A4,,, amely hamis.

Keressitk meg azt a legkisebb m indexet, amelyre az A4, dllitds hamis.

Az 1. feltétel miatt m = 1, ezért 1étezik az A, , allitds, ésez m minimdlis vdlasztdsa miatt
igaz. ‘

Ekkor azonban a 2. feltétel alapjan A,,_; igazsagdbdl kovetkezik, hogy A, is igaz, ami
ellentmondas.

Példak

1. Az els6é n természetes szam Osszege:

1
14+24...+n= ﬂ”zi)

Bizonyitas. A tétel n = 1-re igaz:

Ha az allitds n-re igaz, azaz

nn+1)

1424... 40 = R
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akkor

1
1424 ... 4+ntn+l= --'—z(—'—?;—i+n+l =

aa+ 1D+ 2(n41) _ (n+NDn+2)
2 - 2 ’

Eszerint az dllitds n-+ 1-re is igaz.
Tehat a teljes indukcidval kimultattuk, hogy az dsszegképlet minden n-re igaz.

2. Az els6 n természetes szam négyzetdsszege :

2t 2pPp . f R pnt = SOEDCED

6
Bizonyitas. n = l-re: 1 = I 2 -3 ; a tétel igaz,
Ha a tétel n-re igaz, vagyis
g2 =120 = 'W(H—-F_I)é(m,

ebbdl kovetkeztetve (n-+ 1)-re:

mn4-1)2n+1)

4224 =12+ (412 = +n+1)? =

6
n+1
=2 s g [n(Cn+ 1)+ 6(n+1)] =
_ n+1 (n+1)(r+2)2n+3)
= T 22 +7Tn+6) = 3 .
Azaz a teljes indukcidval igazoltuk, hogy
Piy | o MED@eED
= - 6
3. Az els6 n természetes szam kobének Osszege:
2
BBy =1+ = F(—"%I)] )
N . Ta 248 _
Bizonyitas. n = l-re: 1° = 5 ; a tétel igaz.
Ha n-re teljesiil az egyenlSség:
13+23+ —[—IIS = i(it..ll}z
ce 3 s
akkor
1 2
B2 +284+ (41 = [ﬂ%—i] +n+ 1) =
n(n+1)> ; (n+1)?
= Chaa +(n4 1) = = (+dn+4) =
L 132 2
= D pop = [ et Dt } :

i e
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Tehdt igaz a tétel:

PiLB4 . +nd= [

nin+1) 72
=

A tételt igy is irhatjuk:

2 12
]3+23+“_+n3:m4i_). .

4. Igazoljuk a kovetkez6, tin. Bernoulli-féle egyenldtlenséget !

Ha n természetes szam, és h > —1,
(14" = 14+ nh.

Bizonyitas. n = l-re: 1+h = 1+h.

Tegyiik fel, hogy a tétel n-re igaz:
(1+h" = 1+nh

Szorozzuk meg az egyenlétlenség mindkét oldalat az (1+4) > 0 szimmal!
A4+ = A+ nh)(1+h) = 1+ nh+h+nk® =

=I14+m+ Db+ =1+(n+1)h
Tehat
(I+hpHl =14 m+ 1A

Ezzel bebizonyitottuk a Bernoulli-féle egyenldtlenséget:
(A4+m"=14+nh, ha h=>-—1.

Ez a gondolatmenet mutatja, hogy az egyenléség csak ah = 0, vagy az n = 1 esetben allhat

" fenn.

5, Igazoljuk a Newton-féle binomidlis tételt!
(a+b)? = a®+ 2ab + P2,
(a+b)® = a®+ 3a%b+ 3ab® 4 b3,
(a+ bt = a*+4a%b + 6a%b* + 4ab® + b,
Keressiik azt a képletet, amely egy kéttagl kifejezés (binom) n-ik hatvanyit,
(a+ b)-t  kozvetleniil megadja.

Ehhez a kovetkez6 fogalmakat vezetjilk be:
1. Az els6 n természetes szam szorzatat » faktoridlisnak nevezziik és igy jeloljiik:

1:2:3...(n—=1D+n = n.

(n! olv.: n faktorialis.)
Megillapodas. 0! = 1.

2. Legyen n és k egész szam, és n = k.

n! n
z Tn—B1T tortet roviden (k) -val jeldljilk (olv.: n alatt k) és binomidlis egyiitthato-
nak nevezziik,
Mivel 0l =1,

n n! n
=2 =1, tehit — 1
(0) o~ 0 (0)
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Példak

Eo (rz n! ,
Altalaban \H) =ha

A binomidlis egyiitthatokra érvényes a kovetkezd keét Osszefiiggés:

SRR

Bizonyitas. Az osszefilggés a definicidobol kovetkezik:
n) n! .
= €5
K k'(n—k)! ¥

1 _ n! 1 n!
(n~k) TR =) (=R

Ez az Osszefiiggés a binomialis egyiitthatok szimmetrikus tulajdonsaga.

" " i igy is elédllithato
= == > 0
k) (:hk) Ko—or ¥

ny n! B nn—1... (n—k+Dn—-%k)...3:2.1
(k) T oKm—k! (1-2...6)[1.2...(n—k)]
_oan=1)...(n—k+1)
- 1:2.. .k :

A szdmlaloban is, a nevezében is k tényezé marad.)
" R n+1
2 ()Rl = (%)

. . n noy ! n! _
Bizonyitas. (k)+(k—1) = Ha—P T G=DIn—G—DI

n
_ nl(n+1) _ n41
T ket 1=k *( k )

Ez az Osszefiiggés a binomidlis egylitthatok osszeaddsi tulajdonsaga.

A Newton-féle binomidlis tétel. A kéttagh kifejezés, (a+b) n-edik hatvanydra érvényes
a kovetkezd, un. Newton-féle binomidlis tétel:

(a+ by = a”+(’;) a"klb—ln(;) a=2hr ... -I-(n . 1) ab"=14 b",

fd
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Bizonyitas. A tétel n = l-re igaz.

Han= 1, (a+b' = a+b.
Most feltessziik, hogy a tétel n-re igaz:

@by =a+(Na-1o4 (" a2t 1" a1 4pn,
1 2 n—1
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat (a+-b)-vel.

A bal oldal (a+b)""! lesz.
A jobb oldal:

[a" ()a" 1b+( )a”‘2b2+‘..+( i ])ab" l-l—b"’} (a+b) =
( )a"+1+( )a”b-l—( )a” 15 4. .+( : )a2bn—1+
0 n—1

+

() bn () "b+()a”*1b2+...+( i )a2bn—1+
1 n—2
b4 n+1 prt1,
n— l n+41
Felhasznaljuk, hogy

n ; (n n+1
=1 ¢és = =
(o ()= ()
Osszevonva:

o= (73 e [ () (@) oe ) ()] e
(IR A e (RIS

i n+ 1 it
\ n+1

Mivel (g) at (”‘g ]) —1, tovabba (::: 1) =
és a binomidlis egyiitthatok Osszegezési tulajdonsdga alapjan:
1
W*2e) = (%)
(@+by+! = gn+l g (’IT 1) a"b + (”‘; 1) a=1p? 4
i i (”“) abm 4 b1,
n

Ezzel kimutattuk, hogy ha a binomidlis tétel igaz az » kitevdre, akkor igaz az (a+1) ki-
tevore is.

3 Matematika
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Mivel 12 — 1-re az allitds igaz, bebizonyitottuk teljes indukcidval a binomialis tételt:

Példa

(a+b)" = a"+ (;1) a*~lb+ (;) a2p?4 ..+ (n . I) ab"—1 4 p",

) 5 5 5 3L2 (5 2h3 (5 4 5
(a+b)5—a+(1)a‘b+(2)ab+ 3)ab+ 4)ab B

5\ S B el 1 Sl
(1)=T:5’ (2)___1. — 10; (3)_1—'2_3_10,
5\ _ 5432

(4)_“11"2‘ g4

3
(a+b)s = a®+3alh+10a%°%+ 10a?6%+ Sab® + b°,

81

2. VEKTORALGEBRA

21 VEKTORALGEBRAI ALAPFOGALMAK
214 A vektor fogalma

A fizikai mennyiségek kozott vannak olyanok, amelyeknek jellemzésére elegend6 a meér-
tékegység és a mértékszdm. Ezeket skalaris mennyiségeknek, roviden skaldroknak nevezziik.
Skalaris mennyiségek példaul a homérséklet, a teriilet, a térfogat, a tomeg. Mas fizikai
mennyiségek jellemzésére a mértékegységen kivill két adat szilkséges, a mértékszam (nagy-
sag) és az irdny. Ezeket irdnyitott mennyiségeknek, vektormennyiségeknek, roviden vektorok-
nak nevezzitk. Vektormennyiség példaul az elmozdulas vektora, az erévektor, a sebes-
ségvektor, a gyorsuldsvektor.

A fizikai térvényeket sokszor egyszeriibben lehet vektorokkal kifejezni, mint vektorok
nélkiil. Két vektorhoz sokszor hozzérendeliink egy harmadikat. E hozzarendelés szabdlyai
sokban hasonlitanak az algebrai eljarasokhoz. A vektorok azonossagai is sok esetben meg-
egyeznek az algebrai azonossagokkal. Ezért a vektorokkal valo miiveletek elméletét vektor-
algebrdnak nevezziik, A tovibbiakban a vektorokra érvényes Osszefiiggésekkel foglalkozunk,
és ezért a vektorok konkrét fizikai jelentésétdl eltekintiink.

2.1.2 A vektorok szemléltetése, jeldlése, jellemzése

A vektorokat iranyitott egyenes szakaszokkal szemléltetjiik.

A vektor jeldlése a kezdd és végpont feltiintetésével, 4B jeloléssel vagy félkovér kisbetlivel
torténhet (a, b, v stb.). Rajzban a vektor iranyat nyillal jeloljiik (2.1 dbra).

A vektort két adattal: a vektor abszolut értékével és

iranyaval jellemezziik. 8

Az a vektor abszolut értéke (nagysaga) az iranyitott

egyenes szakasz hossza, tehdt nem negativ szam. A vek-

tor irdnyat a vektor végpontjéba rajzolt nyil jelzi. (2.2 4

ébra) RS
A 2.3 dbran rajzolt parhuzamos vektorok koziil a €sb

egyiranytiak, a c és d vektorok ellentétes irdnyuak.

b
Megjegyzés. Szdmos miiben (pl. éltaliban a mecha- /

nikai konyvekben) a vektorok jelolésére hidrom adatot 2.1 4bra

3*
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o
&
a \
v
K
2.2 4bra 2.3 ibra i

hasznalnak: nagysdgot, irdnyt és értelmet. fzy a mechanika terminologidja szerint a és b
vektorok egyezd értelmiiek, c és d egyiranyuak, de ellentétes értelmiiek (2.3 abra).
Mi a tovabbiakban a vektor jellemzésére az abszolit értéket és irnyt adjuk meg.

Egységvektor, Egységvektor egy vektor, ha egységnyi y
hossziisaghl, azaz az egységvektor abszolut értéke 1. Az [23
egységvektorra gyakran hasznaljuk az e jelolést.
o
M

Valamely adott a vektorral egyiriny( egységvektorra az
a, vagy a® jelolést haszndljuk, (2.4 dbra.)

Zérusvektor. Azt a vektort, amelynek abszoliit értéke 0, 2.4dra

zérusvektornak vagy nullavektornak nevezziik. A zérus- ' /
vektort barmely vektorral pArhuzamosnak tekintjiik. Jele 0. b

Két vektor szbge. A vektorokat a térben onmaguk-

kal parhuzamosan eltolhatoknak tekintjilk. Ha két vektor

5z0gét meg akarjuk hatdrozni, azokat Ggy toljuk el, hogy -~
egy pontban messék egymast.

2.5 abra

Definicio. Két vektor szoge az altaluk bezart, 0-nal nem
kisebb és m-nél nem nagyobb szog. Két vektor szogét a
sorrendté] fiiggetleniil értelmezziik.

(a, b) <t =ma<. (25 abra)

2.1.3 Vektorok dsszeadasa

Definicié. Aza és b vektorok osszegét megkapjuk, ha az
a vektor végpontjahoz nagysidg és irany szerint hozza-
illesztjiik a b vektort, és az a vektor kezddpontjdbol meg-
htizzuk a b vektor végpontjdhoz vezetd vektort (2.6 dbra). 3.6 ibra
Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a kozos kezd6pont-
bol kiinduld a és b vektorokat paralelogrammava egészit-
jik ki, és osszegnek a kozos kezddpontbol kiindulo atlo
4ltal meghatarozott vektort tekintjilk (2.7 abra).

A két osszeaddsi eljards azonossdagat a 2.6 és 2.7 dbran
lathaté hdromszogek egybevdgosaga és a vektorok meg-
feleld irdnyitasa igazolja. [ " 27 ibra

37

A paralelogrammaszabalyt a fizikdban az erok oOsszegezése magyardzza. Az 0sszeadando
erdket dsszetevéknek vagy komponenseknek, az Osszeget eredének vagy rezultdnsnak ne-
vezziik.

Specidlisan: a+-0 = a.

Vektoroknak a definicid szerinti Gsszeadasara érvényesek az Osszeadds szabdlyai: a kommu-
tativ és asszociativ szabaly. A szabdlyok helyességét geometriai iton igazolhatjuk.

2.8 dbra

2.9/a dbra 2.9/b 4bra

Kommutativ szabaly. A 2.8 dbrdbol leolvashatd a kommutativ szabdly:
a+b = b+a.
Tehat két vektor dsszeaddsakor az Gsszeadandok sorrendje felcserélheto.

Asszociativ szabdly. A 2.9/a és b Abrakbdl leolvashatd az asszociativ szabaly:
(a+b)+c =a+(b+c)

Tobb dsszeadando esetén az Gsszeadandok tetszés szerint csoportosithatok.

Az asszociativ szabdly teszi lehetévé, hogy tobb vektor dsszeaddsakor a részletosszegeket
ne jeldljilk meg. A vektorokat sorrend, irAny és nagysag szerint egymas végpontjahoz hiizzuk.
Az elsé vektor kezddpontjit az utolsd végpontjaval Osszekotd vektor az Osszegvektor.
Ez az eljards a vektorsokszog vagy vektorpoligon eljards (2.10 abra).

Negativ vektor. Az a vektorral egyenld abszolat értékii, ellentétes irdnyn vektort az
a vektor ellentettjének nevezziik és (—a)-val jel6ljik. (2.11 4bra)

. rer

at+(—a) = 0.
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s 210 dbra 2.11 dbra

2,14 Vektorok kivonasa

Definicié. Két vektor kiilonbségét megkapjuk, ha a két vektort kozds kezdGpontbdl
felrajzoljuk, végpontjaikat dsszekdtjiik, €s ezt a vektort a kisebbitendé vektor végpontja felé
iranyitjuk (2.12 abra). el

A definicié célszeriiségét igazolja, hogy a szamok kivondsi probdjdhoz hasonldan érvényes:

2.12 dbra 213 dbra

ha a kiilénbségvektort a kivonandé vektorhoz hozzéadjuk, a kisebbitendé vektort
kapjuk., A 2.12 abrabdl leolvashato:

b+(a—b) = a.

Az a—b killénbségvektort nigy is megkaphéltjuk, hogy az a vektorhoz a (—b) vektort adjuk.
A 2.13 4brabdl leolvashatd, hogy

a—b = a+(—b).

Specidlisan: a—a = 0,

0—a=—a.

Vektorok kozott a ,.kisebb-nagyobb” relaciéonak nincs
értelme. Osszehasonlitani csak a vektorok abszolut értékét

lehet.
Az Gsszeadds és kivonas definiciojabol kovetkezik, hogy a
haromszdg oldalaira vonatkozo egyenlStlenségek  szerint b a-b
(2.14 dbra):
jal+|b| = |a+b].
a
fa|—|b| = |a—Db] 214 dbra
2.1.5 Vektor szorzasa és osztasa szammal, Parhuzamos
vektorok

Vektor szorzasa természetes szammal ugyanugy az Osszeadas rovidilése, mint a szdmoknal.
ata+a = 3a.

Tehat 3a az a vektor hdromszoros nytjtasat jelenti (2.15 dbra).

d I~
—
a
Ja R
- -a
2.15 dbra 216 abra
Hasonléan (—1)a =—a ((—1)-gyel valo szorzas) az a vektor ellentett vektorat adja.

(2.16 abra.) ‘
Altalaban a ’a vektor (ahol 1 tetszéleges valos szdm) az a vektorbdl a kovetkezdképpen

all elé:

—_— ——— T, ST
1. A=0 a Ad (A>1) Ad(A<y)
Ja, az a vektor nyajtasat 2 7 Sbia

jelenti, ha A>1, és az a

vektor zsugoritasit, ha ______ > < —
A=<1. (2.17 dbra.) a - Aa (AP0 Aa (fA/<1)
2. 1 <0 2.18 abra

Ja az a vektorral ellentéles iranya (2.18 4bra).

3.
Ha |Al =1 Za a —a vekior nyljtdsa,
ha |[A] =1 2da a —a vektor zsugoritasa.

Vektor szammal valé szorzasara érvényesek a szorzds kommutativ, asszociativ és disztributiv
szabalyai.
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Kommutativ szabaly. Megillapodas szerint:
‘a = al.

Asszociativ szabaly. A(ua) = (Apa.
A szabdly érvényessége a szammal vald szorzas definicioja alapjan beldthato.

Disztributiv szabaly. 1. Szamok Osszegét szorozzuk vektorral.
(A+p)a = Ja+tpua.

A szabdly érvényessége dbrazoldssal konnyen \ 7

belathato. . b /’é

2. Vektorok dsszegét szorozzuk szammal. 0:’ E —
Ma+b)y = Jat7b. e

A szabdly érvényessége a haromszogek \0‘:0' Ab
hasonldsagdbol (az O-pontbol valo vetitéssel) . \
7 barmilyen értékénél konnyen belathato
(2.19 abra).

Vektor osztisa szammal a szdm reciprok
értékével vald szorzast jelenti:

Aa

a 1
T =T (A = 0). 2.19 dbra
(Ha | 1| = 1 az osztds zsugoritdst, ha | A | = 1, az osztds nynjtast jelent.)
Ha az a vektort sajat abszolit értékével osztjuk, a vektor irdnydba mutatd egységvektort
kapunk :
ju = ao.
la|
Parhuzamos vektorok kapcsolata. Ertelmezésiink szerint az a és a a vektorok parhuza-
mosak. Megforditva, ha két vektor, a és b parhuzamos és a = 0, akkor b létrehozhaté a nyj-

tasdval (zsugoritdsdval).

b = la.
. " _ Ip]
Ha a két vektor egyirdnyu: A= Tal’
; e e e Ly
ha a két vektor ellentétes irdnyi: A=- Tal "

(A abszolut értéke megmutatja, hogy b hanyszor ,,hosszabb” a-nil.)

2.1.6 A vektor vetitése

Vektor vetitése sikra. Az AB vektort az S sikra ngy vetitjitk, hogy végpontjaibol az
S sikra meréleges egyeneseket bocsatunk, és az A’,B" doféspontokat a vektor iranyitasanak

megfelelden osszekotjiik. Igy az AB vektor vetiilete az S sikra az A’B’ vektor (2,20 dbra).
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[

2.20 4bra

Ha az AB vektort parhuzamosan elmozgatjuk, a vetitd egyenesek irdnya és tavolsdga azonos
marad. Tehdt az egyenld nagysagh és irdnya vektorok vetiiletvektora azonos.

Vektor vetitése egyenesre. Az AB 4B vektor végpontjain at a g egyenesre me merdleges §; és
S, sikokat fektetiink. A sikok és a g egyenes metszespontjaxt Osszekdtd A A'B vektor az AB
vektor vetiilete a g egyenesre (2.21 dbra). Ha az AB vektort onmagaval parhuzamosan el-
mozgatjuk, a vetitGsikok irdnya és tdvolsaga valtozatlan marad, a vetiiletvektorok is on-
magukkal parhuzamosan tolédnak el. Azonos nagysagu és iranyl vektorok vetiilete egy
egyenesre azonos vetiiletvektort ad.

2.21 dbra
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2.1.7 Vektorok linearis fliggosége, illetve fiiggetlensége

Vektorok felbontdsa. Lattuk, hogy ha két vektor parhuzamos, egyik a masik nyuajlasa-
val hozhato létre.

Tehatha allb,
akkor a = 7b.

Ilyenkor azt mondjuk, hogy a vektorok linedrisan fiiggenek egymastol.
Az egyenletet mas alakban irva:

sa+-fb = 0,

ahol az egyiitthatok koziil legaldbb az egyik nem nulla, azaz
a24+p2 = 0.

Tehat két vektor linedris fliggdsége altaldanosan azt jelenti, hogy
wa+fb =10

és ¥4 =0

egyidejiileg fennallhat.
Ha viszont a két vektor nem parhuzamos, tehdt linedrisan fiiggetlenek, az
aa+fib = 0 feltétel csak dgy jbhet létre,ha o és f egyiitthatok mindegyike nulla,
azaz o2+ = 0.
Tétel. Ha az a és b vektorok nem parhuzamosak, akkor a sikjukban fekvo barmely e vektor

felbonthatd, és csak egyféleképpen bonthato fel a-val és b-vel parhuzamos komponensekre.

Bizonyitas. Toljuk a harom vektort kozos kezdGpontba! Hosszabbitsuk meg a és b ird-
nyat! A ¢ végpontjabol huzzunk parhuzamos egyeneseket az a és b vektorokkal! A 2.22 4bra-
bol a paralelogrammaszabaly alapjan leolvas-

hatd, hogy
¢ = za-+fb.
Tehét a ¢ vektor az va és b komponensekre -
bonthaté. ;
Most még bebizonyitjuk, hogy a feltételnek |
csak egyetlen ¢, f szampdr felel meg. !
Tegyiik fel a tétellel ellentétben, hogy kétféle e e

d

felbont;is lehetséges:

c=oat+fb és

¢ = oa+f,b.
Vonjuk ki egymasbol a két egyenletet:

(a3 ~ag)a+(B1—Pa)b = 0.
Mivel a és b linearisan fiiggetlenek, ez csak

akkor kovetkezhet be, ha a és b egyiitthatoi
egyidejiileg nullak, vagyis

(OCI—OL2)2+([31 “ﬂz)z = 0. 2,22 ibra
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Ez pedig azt jelenti, hogy
@y =y €S ﬁ1=1629

tehat a feltételnek csak egy «, f szampar felel meg. A

c =ga+fb
egyenlet igy is irhato:

xa+Pb+ye = 0,
ahol w22 = 0.

Ez azt jelenti, hogy az a, b, ¢ vektorok linedrisan fiiggenek, egy sikban vannak, komplani-

risak.
Ha az a, b, ¢ vektorok nem fekszenek egy sikban, azaz linearisan fiiggetlenek, az

wa+fb+yc =0 feltétel csak akkor dlihat fenn, ha egyidejiileg

4+ 49" = 0.
Tétel. Ha adott harom nem komplandris, azaz linedrisan fiiggetlen a, b, ¢ vektor, a tér
barmelyik d vektora felbonthatd — és csak egyféleképpen bonthaté fel — azadott vektorok-

kal parhuzamos komponen-
sekre.

Bizonyitas. Toljuk a négy
vektort kozos kezdSpontba
(2.23 4abra)! Fektessiink az
{(a, b), valamint a (c, d) vektor-
parokon at egy-egy sikot!
Legyen a két sik metszés-
vonala a g egyenes. A d vek-
tort az el6zé tétel értelmében
felbontjuk e-vel és g-vel par-
huzamos komponensekre.

d =dg+yc.

A d, vektor pirhuzamos aza 593 b
és b vektor sikjaval, ezért fel-
bonthaté «a és b komponensekre.

d, = xa-+-pb.
fgv d = xa+pb+yc.

Most még bebizonyitjuk, hogy a felbontas csak egyféleképpen lehetséges.
Tegyitk fel a feltétellel ellentétben, hogy két felbontds lehetséges:

d = aa+fbtyc  és
d = aza+fBsb+yse.
A két egyenletet egymasbol kivonva:
(1—og) at (B1—B) b+(py —pp e = 0.
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Mivel az a, b, ¢ vektorok nem komplandrisak, azaz linedrisan fiiggetlenek, ez csak akkor
teljesiilhet, ha
(“1_“2)2+(ﬁ1*.82)2+(7’1_7"2)2 =0,
azaz 71 = %, ﬁlzﬁgs Y1 =Y
Osszefoglalva: az a és b nem parhuzamos vektorok sikjaban fekvd e vektor eldallithato
¢ =oa+fb alakban.

Az és § szamok a ¢ vektor koordindtai az a; b alapvektorokra vonatkoztatva.
A térben barmely d vektor eléallithato, harom nem komplandris a, b, ¢ vektor segitségével,

d = ga+fb+yc alakban.

Az, ﬁ, v szamok a d vektor a, b, ¢ alapvektorokra vonatkozo koordinatdi.

2.1.8 Vektorok megadasa derékszogii koordinatakkal

Egységvektorok. Helyezzik a vektorokat térbeli derékszogii koordinata-rendszerbe! A tér-

beli derékszogti (Descartes-féle) koordinata-rendszert harom, egymdsra paronként merdleges

koordinatatengely alkotja. Jobbsodrdsu koordinata-rendszert haszndlunk, azaz a tengelyek

ugy kovetik egymast, hogy a z tengely pozitiv iranyaval szembe nézve az x tengely pozitiv

dga pozitiv forgasi iranyban forgathatd az y tengely pozitiv 4gdba (2.24 4bra). A térben

minden pontnak egy szdmhdrmas és forditva, minden szamhdrmasnak egy pont felel meg.

A 2.25 abrabol leolvashato, hogy a P pont koor-

dindtdi x =2, p=4, z=5. Tehdt a pont igy i<

irhaté: P(2; 4; 5).

Helyezziik el a v vektort a koordinita-rendszer-

ben ugy, hogy kezdépontja az origdba kertljon!

Vegyiink fel a koordinatatengelyek pozitiv irdnya- 0

ban harom egységvektort, az i, j, k egységvektort. /
X

N

A harom egységvektor az i, j, k sorrendben jobb-
sodrast alkot.

Ezek nem komplanarisak, ezért a v vektor harom,
epymasra merdleges vetiiletvektor Osszegeként ‘ #
irhato fel:

2.24 abra

V= Vit vty (2.26 abra), T
ahol a harom vetuletvektor az egységvektorok i of
nytjtasa: +

v.=xi v,=y v.,=zk 1 1
A v vektor tehat az egységvektorok segitségével .
igy irhato fel: g S L ,

= xi+yj+zk (2.27 abra).

Az x, y, z szamok a v vektor vektorkoordinatdi.
Ugyanez a szamharmas jellemzi a vektor vég- X
pontjaban levé P pontot. 2.25 abra.
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Z
/7\
17
Vi
v, o lw 2 o
7
/
2.26 dbra 227 dbra

A vektorkoordinatak segitségével a v vektort igy is irhatjuk.:
v = v(x; »; 2).

Hogy a P(x; y; z) ponttol a vck'tort és a pont koordinataitol a vektorkoordindtdkat meg-
killonboztessiik, szogletes zdrdjelet haszndlunk:

v = [x;»; z].

A vektor abszolut értéke. A v vektor abszolat értéke az iranyitott egyenes szakasz hossza.
Amint az a 2.28 abrabdl konnyen leolvashato: ‘

v =V AP,

- VT2,

| v
A vektor abszolut értéke egyenld a koordinatak négyzetdsszegének négyzetgyokével.

Helyvektor. Az origdbdl egy adott P ponthoz mutatd vektort a pont helyvektordnak
nevezziik. OP = r jeloléssel (2.29 dbra):

OP =r = xi+yj+7k

W %
)y g
X 4
X
2.28 abra
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2.9 Vektorokkal végzett miiveletek koordinatak
segitségével

a) Vektorok osszege koordinatak segitségével. Legyen az adott két vektor, amelynek Ossze-
gét képezzik:
v, = xi+yi+zk  és
vy = Xol + Vo + 25k
v+ ¥, = (xi+ itz K+ (6l + ¥ol + 25K).
Alkalmazva a miiveleti szabdlyokat:
Vv = On+x) i+ 01 )i+ @2k
A vektorok sszegének koordinatdit megkapjuk, ha a megfelel koordinatiakat osszeadjuk.
A szabdly tetszés szerinti szamu Gsszeadandora is érvényes.
b) Vektor szaimmal valé szorzisa. Adott a v = xi+yj+zk vektor. Irjuk fel a koordinatak
segitségével a Av vektort:
Av = Axi+yi+zK).
Alkalmazva a disztributiv szabalyt:
v = Axi+Ayi+Azk.
Tehat egy vektor A-szorosdnak a koordinatait megkapjuk, ha koordinatdit rendre A-val

szorozzuk.
frjuk fel igy a v = xi+yj+zk vektor egységvektorat.

W=,
|¥|
Mivel v = VX242 422,
X . y . z
Vv = I i+ o
VELREE  VEEAEE T VAP
Példa
v =-2i+j+2k, .

vl =4/4+1+4 =3,
2 1 2
0 b e —
v = 31—&-3]+3l¢:.

Konnyen cllendrizhetd, hogy az egységvektor koordinatiinak négyzetdsszege valbban 1.
2yt /1% 23 4 1 4
(”T) +(3) £5) =gtghge i

c) Vektorok kiilonbsége. Képezziik a
Vo = X+ i+ 2k € vi=xityit+ak
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vektorok kiilonbségét:

Vo — vy = (x5 o + 2:K) — (¥ + 31§ + 21K).
Mivel Vo—Vy = Vo (— 1) vy,

Vo — ¥y = (o + ¥pi + 20K) + (— 1) (x4 + 3j + 21K)-
Alkalmazva az ésszociativ és disztributiv szabdlyt:

Vo— ¥y = (o —x)i+ 0 =) i+ @ —n)k

Két vektor kiilonbségvektordnak a koordindtdit megkapjuk, ha a megfelelé koordinatakat
egymasbdl kivonjuk.

d) Két pontot Osszekdtd vektor. Adott a Py(xy; ¥13 21) €5 Polxa; ¥a; z,) pont. Jeloljitk a két
ponthoz vezetd helyvektorokat ri-gyel és ry-vel!

r=xdyitzk & 1y = Xl + ¥+ 2k
A P, P, vektor, amint az a 2.30 4brabol lathato:

P1P2 =Ty—TI] = (xz—xl)i+(y2—y1)i+(22le)k.

e) Pirhuzamos vektorok kapcsolata. Két vektor parhuza- 2
mos, ha az egyik a masik nyujtdsdval hozhaté Jétre. *z !
r

Vo|lv;, ha £

Yo = )\vl.
Legyen Vo = Xl + of + 25K, g

vy = i+ i+ 2k . A
Az v, vektor A-szorosa: ;

2.30 dbra

Jvy = Axgd 4 i +Azke
v, = Av;  csak Ugy lehetséges, ha a megfeleld koordinatak egyeznek, azaz
Xy ALy V=AY 2, = Azy.
Ezek az egyenletek ekvivalensek a A kikiiszobolésével nyerhetd

L P R

xx  n &
egyenletekkel. feltéve, hogy egyik nevezd sem nulla.
Ezt tovabbrais feltéve két vektor parhuzamos, ha megfelelé koordinitaik hanyadosa
megegyezik.
Az

e S & L )

X1 N o
egyenloségrendszer hirom egyenletb6l allo egyenletrendszert jelent. Ezekbdl csak kettd
filggetlen, példaul )

*2 Y2 . e

az —_— i €s —
Xy Y1 X1 21
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egyenletek, a harmadik egyenlet, F’
n o 2
¥1 Z

az elsé kettd kovetkezménye.

Ha valamelyik vektor valamelyik vektorkoordinataja 0, pl. y; = 0, a parhuzamossag csak
akkor allhat fenn (0-val nem lehet osztani), ha az y, = 2y; egyenlet alapjan y, = 1.y; =
= 70 = 0, azaz a megfeleld mdsik koordinata is nulla.

Példak ’

1. Parhuzamosak-e a v, = 2i -3j+4k

és v, = —4i+6j—8k  vektorok?
Mivel —;2? o :6_31 = T48' = ~-]2— , a vektorok parhuzamosak.
2, Pirhuzamosak-e az a = —i+2j+3k
és b =2i-4i+k vektorok?
2 —4 i 3
g g = 3 a két vektor nem parhuzamos.

2.2 sZOGFUGGVENYEK. TRIGONOMETRIA

2.2.1 Szogfliggvények

Forgassuk el a v, = i = [1; 0] vektort o szoggel pozitiv forgasirdnyban. Az igy adddo egy-
ségnyi hosszusagh vektort jeloljiik v, -val (2.31 4bra). (Ha o negativ, az «-val pozitiv irdnyban
val6 elforgatas az |« ! ériékkel vald negativ irdnyl el-

forgatast jelenti.) AH
Definicié. A v, vektor koordindtit az o szog koszi-
nuszanak (cosinus), illetve szinuszdnak (sinus) ne- g
vezziik, 1

— . . N¢ !
Jelolésitk: cose és  sino. ;

, I
Tehat t
i, H 2] 3 « ! ;
v, = coso i+sine j, 9 e ’x-
. 7
illetve 3 a
2.31 dbra

v, = [cosa; sina].
Konnyen belathatd, hogy ha 0 <o < 5 akkor az igy definialt és az ismert modon a

derékszogili haromszog oldalaival definidlt coso és sina szogfiiggvények megegyeznek.
A 2.31 4brén az OQP derékszogli haromszoghdl ez leolvashato.
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A koszinusz és szinusz szogfiiggvények eldbb adott definicidja ekvivalens a kovetkez defi-
nicioval, ~

Definicié. Rajzoljunk az (x; ¥) koordinata-rendszerbe egy origo kozépponili egységsu-
garu kort!

Legyen az ¢ forgdsszog csucsa az origdban, nyugvo széra pedig a pozitiv x tengely.

Az o forgdsszig koszinusza a mozgd szar €s a kor metszéspontjanak abszcisszaja, szinusza

a metszéspont ordindtdja (2.32 dbra).

4o
¢ ¥, 5 5
y / 8
g sinec Ke3
0| cose ? K ar A o
2.32 ibra 2.33 abra

Az . szOg tangens €s kotangens (cotangens) szogfilggvényeit a kovetkezdkeppen definial-

juk,
sinw i ;
Definicié. tgo = , feltéve, hogy coso # 0.
oS o
COos & . .
ctge = -—— ,  feltéve, hogy  sinw # 0,
sing

Ez a definicio ekvivalens a kivetkezdvel:

Definicié. Rajzoljunk az origo koriili egységsugari korhoz az (1; 0) €s (0; 1) pontban érin-

tot!
Vizsgaljuk a v, vektor meghosszabbitdsaval keletkezett OP egyenesnek az el6zo érintékkel

alkotott metszéspontjait, R-et és S-et (2.33 abra).
Az RAés SB szakaszok tg -t és ctgo-t adjik. (Az R A, illelve az S A szakasz hosszanak el6-
jelét az R pont ordinatajanak, illetve az S pont abszcisszajanak eldjele hatdrozza meg.)
A szogfiiggvények definiciojabol kézvetleniil adodnak a kavetkezd tulajdonsdgok:
1. sinoe és cosw 27  szerint periodikus:
sing = sin (& + 2km), N ) e o
cosa = cos (a -+ 2km), E=00 21 £200

2. Mivel Vidm) = — Vo
sin (o+7) = —sin o,
cos (+m1) = — COos ¢,

4 Matematika
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3. vt tilkkrozve az x, illetve y tengelyre, adodik, hogy

cos (—o) = cos e,
sin (-—o) = —sine,
cos(m—o) = —cosa,

sin(mm —a) = sino.

4. A 3. pont alapjan adodik, hogy

cos (2m —a) = cos{—uo) = cos %,

sin (21 — o) = sin (—&) = —sina.

5. A szogfuggvények definicioja alapjén adodnak a kovetkezd tabldzatok

6. Mivel

Innen:

A gyok eldjelét az egyes negyedekben esetenként kell megallapitanunk.

7.

o | 0°—90° 90°—180° | 180°—270° | 270°—360°
sin o + + —_ -
COS & + s — +
tgo; ctga + — + —
o 0° 90° | 180° | 270°
sin o 0 1 0 | —1
cos o 1 0 —1 0
[v,] = 1, mindeno-ra

sin® o +cos® af = 1.

sino = j;\/l-—coszoc, cosa = i\/i—sinzoz.

tgoe =0, ha

ctger =0, ha

tg o nincs értelmezve, ha

ctge  nincs értelmezve, ha

e e e e e e

o

o

o

[+

= km, k=0, %1, ...)

JT
= S +km k=0, £1,..).

=kn: (k:O, :tl,....

T
E+kﬂ’ k=0, £1,...).
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A 2) alapjan adddik, hogy
tg(e+m) = tgu,
ctg (o +7) =ctge,

azaz a tangens és kotangens szogfiiggvények mir 7 szerint periodikusak.
A 2.33 4bra alapjan:

t
singe = i—-—g._j'—:,
'\/1—[—tg20t
1
cosu = j:——‘—..—_‘..—.
'\/1+lg2a

A gydk eldjelét most is az egyes negyedekben esetenként kell megallapitanunk.

2.2.2 Addicids tételek

Tétel. cos (a+f) = cos & cos f—sin a sin 3,
sin (x-+pB) = sin & cos f+cos « sin f.

Bizonyitas. Vegyiik fel az i és j alapvektorokat (koordinata-egységvektorokat) és azo szoggel
valo elforgatasuk altal nyert i’ és j' egy- :

ségvektorokat.

Az i’ vektor azi ésj alapvektorokkal ki-
fejezve (2.34 dbra):

(a) i’ = cosai+sina].

Fejezzilk ki a j’ yektort a j és—1i vektorok
segitségével, figyelembe véve, hogy j, illetve
—1i pozitiv irany( derékszogii forgatdssal
all el6 i-bél, illetve j-bol.

A j’ vektor az egymast jobbsodrdsban ko-
vetd j és —i alapvektorokkal kifejezve:

i =cosa j+sina (—i),
azaz 2.34 abra
(b) j  =—sineg i+cos e j’.

Huzzuk meg az i-vel (a+f) sziget bezdro e egységvektort! Az e vektort kétféleképpen irjuk
fel.
Az i és j alapvektorokkal:

(c) e = cos (ax+p)i+sin (x+8)i.
Az i’ ésj alapvektorokkal:
e=cosfi+sinfj.
frjuk be ebbe az egyenletbe i’ és j' (a) és (b)-ben kapott értékei:

e = cos f} (cos o i+sina j)+sin f(—sinai+cosa j),
4+
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azaz
(d) e = i (cos ot cos f—sin o sin B)+j(sin & cos 3+-cos a sin f3).

A (c) és (d) egyenleteket Osszehasonlitva:
) cos (a+f) = cos x cos f —sina sin 3.

() sin (o + ) = sin cos 8 +cos « sin f.

frjunk az egyenletekben § helyett (—f)-t, és haszndljuk fel az el6z6 pont 3. alatti egyenleteit!
3) cos (o — B) = coso cos § +sina sin B

ey sin (e — f) = sina cosf —cosa sin

Tegyiik fel, hogy cos «, cos b és cos (2+f) egyike sem nv" a.

Ekkor
sin (« +f3) sin & cos 4+ cos o sin
e (etf) = B _ Btcosasinf
cos (o +f3) cos ¢ cos § —sina sin f3
sinazcosS  cosasinf
_ cosxcosf]  cosacosff tgx+tg f
- sin o sin 3 T ol—tga-tgfl
cos & cos 3
Vagyis
tga+tef
te A = —,
(5) g(a+p) J e
f helyett (—f)-t irva:
tgo:—tgﬁ
6 t —_ )= ———,
() g(z—f) Trtzatsf

(feltéve, hogy a szereplé tangensek mind léteznek).

Kétszeres szogek filggvényei. Az addicios tételekre kapott (1), (2), illetve (5) egyenletek-
ben f helyébe -t helyettesitve:

Ay . cos2x = costa—sinta

()] sin 2o = 2 sino cosa
2tg o

3 t = — 5

® e 1—tg?e

Félszogek fiiggvényei. rjuk fel {ijra a kovetkezd két ismert azonossdgot:

costo+sinfe =1,

cos® o —sin® .= cos 24. .

33

Az egyenléségeket dsszeadva, illetve kivonva egymashol, majd 2-vel osztva:

-

4 14cos2a
cos g = ——— .
2
i o 1 —cos 2« ‘
sin“o = -

a helyére 5-t irva és gyOkot vonva:

) — :il/m.
2 2

2 sin = =i]/1_'c_°5°‘.
2 2

Innen

3) gt :j;l/lcos“.
2 14-cosx

A gyik elsjelét esetenként mindig meg kell allapitanunk.

223 Szégfiiggvények sszegének szorzatta alakitasa

Alakitsuk szorzatta a kovetkezd Osszegeket, illetve kiilonbségeket:
sing+sinf; sino—sinf;
cosew+cosfB; cosa—cosf.
Kiindulunk az addicios tételekbdl:
sin (x + y) = sin x cos y 4-cos x sin y
sin (x —y) = sin x cos y —cos x sin y } )
A két azonossagot osszeadva, illetve egymasbol kivonva:
sin (x + ¥) +sin (x — y) = 2 sin x cos y,
sin (x + ) —sin (x — y) = 2 cos x cos y.

Vezessiik be a kivetkezd jelolést:

x+y= a}
xX—y = ﬁ ’
a —_—
Az egyenletrendszerbdl: x = Rty _;- , ¥ = 42'E .
Ezeket az értékeket az utolso két egyenletbe helyettesitve:
(6)) sinot 4+sin§ = 2 sin _’-“;;ﬁ cos m_;_ﬁ i
2 sino—sin f = 2 cos — iﬁ sin o%ﬁj- ‘
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Hasonléan két 5z0g Osszegének és kiilénbségének koszinuszahal kiindulva;

cos (x +y) = cos x cos »y—sin x sin y }

cos (x — ) = cos x cos ¥+sin x sin y,
A két azonossagot osszeadva, illetve kivonva:

€os (x +y) +cos (x—») = 2cos x cos ¥,

cos (x 4 y) — cos (x—») = —2sinx sin y,
' o+ o —
Az X+y =a; x—-y=f8; x= ﬁ; :_i,
2 2
értékeket behelyettesitve:
&) coscc-l—cosﬁ:ZcosLjﬁicos o:;ﬂ .
“) cosa—cosff = —2sin ajﬁ sin oc—2—ﬁ ;
2.2.4 Szinusz-tétel, Koszinusz-tétel|

Gyakori feladat, hogy egy haromszig ismeretlen adatait ismert adatok alapjn ki kell szami-
tani. Ilyen feladatok megolddsara alkalmasak g kovetkezd tételek.

A szinusz-tétel, Bérmely hdromszégben az oldalak aranya egyenld a szemben fekvs szogek
szinuszainak ardnyaval.

Bizonyitas, Hegyesszogii hiromszagben (2.35 dbra):

sinﬂ:ﬁ, innen m = asinp,
a

Sing = e mnen  sm = b sin g,
Azaz asinfl = psing vagy
a sin &
b sin f§

s

2.35 ibra 2.36 abra
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Tompaszégii héromszighen (2.36 abra):

[

sinff = "~ innen s — asin f3.
a
. m ; .
sin(180° — o) = p > 'nnen m = hin (180°- . ).
Mivel sine = sin (180° — @),
asinf = psing.
Innen:
a sin g
b sinf -

ey minden haromszégben érvényes a szinusz-téte] ;
arb:c= sing :sin f§ : siny,
A szinusz-tételt alkalmazzuk, ha a haromszégben adott -

a) egy oldal és két sz0g,
b) két oldal és g nagyobbikkal szemben levé szog,

A koszinusz-tétel, A hd romszdogben egy oldal négyzete egyenl g masik két oldal négyzeté-
nek Gsszegébol kivonva a két oldai és a kdzbezdrt $20g koszinuszinak kétszeres szorzata,
Bizonyitas, Hegyesszogii héromszogben (2,37 dbra):

e (I K A —2ex4 3212,

b = x2 2
fgy a? = 2oyt p2
Mivel X = bcose,

@ = b+ b cos o,
Tompaszogii hédromszégben (2.38 4bra):
a? = (c-+x)P+n2 = c2+2c'x+x2+mz.
b = X2 g2,

foy a® = 24 Dex 452,
X = beos (180°—g),
és €os (180° —g) = —¢os %, ezért

a® = B4 2 2pe cos o,

2.37 ibra
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{gy minden hdromszogben érvényes a koszinusz-tétel:
a2 = b2+ c*—2be coso.

A koszinusz-tételt alkalmazzuk a hédromszog ismeretlen alkotorészeinek meghatdrozdsara ,
ha adott:

a) két oldal és a kozbezdrt szog
b) harom oldal.

215 A hiaromszog teriilete

Tétel. A haromszog teriilete egyenld két szomszédos oldal és a kozbezart szdg szinusza
szorzatanak felével.
Bizonyitas. A haromszog teriilete:

am
2 .

Hegyesszogii hdromszognél (2.39 abra):

m = bsiny.
fey
ab sin
A 2L,
2
|
1
b ]
|
m |
i
T 1
[
a
2.39 dbra 2.40 4bra

Tompaszogli haromszognél (2.40 4bra):
m = b sin (180°—9),
m = bsiny,

ab siny
A
2

Tétel. Ha a hdromszog keriilete,
a+b+c = 2s,
akkor a haromszog teriilete:

A=A/s(s—a)(s—b)(s—c).

absiny

Bizonyitis., 4 = 2

A félszogek fiigevényének képletével:

Y I—cosy
sin _1/ 5

q 1 ar
cosi _ 'l/ +cosy )

2 2
A koszinusz-tételbél: cos Ll el
-téte : v = ;
oszinusz-tételbdl: cosy 5
Tgy
v 1 /. a@+b-¢ 1 I/Zab—a‘z—b2+c2
Sln—:‘-T.l fi———— = — e et < —
2 42 2ab 4/2 2ab
1 y/E—@=bp _ 1 ‘/(é+a~b)(c—a+b)
2 ab T2 ab ’
v 1 v at4-b2—c? 1 2ab + a® + b* — c*
cos - =—— | 1+——— =~ ,lH:
\/2 2ab \/2 2ab
_1qf@rbr- 1 /(a+b+c)(a+b—c)
T2 ab T2 ] ab ’
Mivel atb+c =25 (aharomszog keriilete),
ezért atb—c = 25s—2¢ = 2s—c),
atec—b = 25s—2b = 2(s—Db),
bte—a = 25s—2a = 2s—a).
fgy
.y 1 /Z(S—a)Z(s—b) 3 V(s_a)(s—b)
= T ?‘ ab - ab
y 14 2s25=9 _ Vs(i_—_c)
BT T 2 ab - ab
ab

A= TSiny = %ZSini}Z-cos% :absin%cos%.

sts—a)(s—b) s(s—c)
A=ab vMab V—ar

\/s(s —a) (s — B) (s —©).

A

Il

Ez Heron képlete, amely a haromszog teriiletét az oldalak segitségével fejezi ki.

57




58

2.2.6 Trigonometriai feladatok

1. Az F, = 5,2 kp és F,=3.9 kp erd egymdssal 73°-0s szdget zar be. Mekkora az eredd erd és milyen

iranyu?

Az eredd eré a fizika tanitdsa szerint a parale-

logrammianak a két erd kozos kezdbpontjabol ki-

induld atléja (2.41 abra).

Az ered6 erd nagysaga a koszinusz-tétellel:
FZ=572%4+392-2.52-39cos 107°

? = 5,2%43,92+2-5,2-3,9 cos 73".

Fy=39

Legyen z = 2.52-3,9cos 73°
lgz =1lg2+1g52+1g3,9+1gcos 73°
lg z = 0,3010+0,7160+0,5911 + Fr=52
+9,4650—10 = 1,0740. 241 dbra
z=119
F? = 27,04+1521+11,9 = 54,15
F = 7,36. :

Az eredd erd irdnyat az Fi-gyel alkotott szoggel jellemezzilk. A szinusz-tétellel:

sin a; 3.9

sin 107° ~ 7,36
3,9sin107° _ 3,9sin 737

736 136
lg sin o, = g 3,9+ 1g sin 73°—1g 7,36
lg sino¢; = 0,591149,9806—10—0,866%9 = 9,7048 —10
o, = 30,4°.
2. Bizonyitsuk be a kovetkezod azonossigot:

t (.i-f,_‘.,a,) 4 1__5.1.11_0: =1
E\2 72 coso

sin oy

1

A bal oldalt atalakitva:

tg 2t tg o 1+tg 2
i (_:r 5 F{) 1-sine EZ"% Y {_sina N tE5 1 _sine
47 2) cosa et B cosa‘_;tu' cosa
2 4 g 5 —g"z—
sin &
2
1+ -
cosE— cos — +sin -,
- o 2 I —sino 2 2 l-sina
- «in & cos & . in % cos o
P JHT
oo 2
oS
2
,oa)?
COS — +sin - .
( 2) 1—sina

o - &« P4 Ccos &
COS - —SIN —-| [COS —+-81n —

fore]
!
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1+2sin & cos =
o 2 2 l—sine  IT4sina l-sine

@ L. cose " COsg cos a
cos? ——sin® —

2 2

1—sin*a cos’a

T costa  costo

3. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenleteket:

a) sin2x+3sinx = 2tgx, ahol x = 90°; 270°
2sin xcos x+3sinx—2 S e 0 /-cosx,
cos x

2sinxcos* x+3sinxcosx—2sinx = 0.
sin x (2 cos? x—3 cos x—2) = 0.
Szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezoje nulla.

I, sinx = 0, x = 0°+km.
S 1
9416 5 =i
2. 2cos’x—3cosx—2 =0, cosx= 34V +. = 3+ 2
4 4 2

cosx =+2 nem megoldds,
1 120°+n - 360°
COS X = ——, 4

2 YT 240° £ - 360°,

b) sin x+sin 2x+sin 3x +sin 4x = 0.

sin 3x+4sin x = 2 sin E,;i cos sz_x = 2 sin 2x cOS x.
+ -2
sin 4x +sin 2x = 2 sin +4-x—22—x cos 4x2 * e sin 3x cos x.

K dvetkezésképpen az egyenlet igy alakul:
2sin2xcosx + 2sin3xcos x = O.

2 cos x (sin 3x+ sin2x) = 0, azaz

Ix+2x - Bx—-2x

2 cos x-2 sin — 3 5 =0
cos x-sin J, cos - = 0.
2 2
Ez akkor igaz, ha
vagy sin i; =0, x;=(0+k72°,
vagy cos-;i =0, xy= (2k+1)180°,
vagy cosx =0, x;=(2k+1)-90°

4, Hatrametszési feladat

Térképkészités soran gyakori feladat egy kiszemelt
pont adott pontokhoz viszonyitott helyzetének meg-
hatarozasa. Ilyenkor a miiszerrel a £ pontban helyez-
kednek el.

A térképrdl ismerik az AC és BC tavolsagot és azok-
nak egymdssal bezart v szogét. A teodolittal P-bdl
lemérik az AC és BC szakaszok 0 és e latoszoget
(2.42 abra). 2.42 ibra
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Jeldljik az ismeretlen PC tévolsagot r-vel, az A-nal levé széget x-szel, a B-nél levd szbget y-nal,
AC = b és BC = g jeloléssel: .
! sinx

APC A -bbl: 5= o’

BPC A-bbl: L fﬂ.
a sin &

A két egyenletet egymadssal elosztva:
_ sine  sinx

a
b sind " siny °

¥ = 360°~(y+d+e+x).
Ebbdl 360°— (y+ 5+ €) ismert, jeldljik e-val,
Yy=w-x

Ez1 behelyettesitve:

a sin ¢ sin x
b sinéd  sin(w—x)

Az addicios tétel alkalmazdsdval;

a sin & sin x

b sind  sinwcosx—cosewsinx °

Az egyenletbd] x-en kivill minden adat ismert.
Az egyenlet sin x-re megoldhaté.

t sinx AT _, sinx
T s Osszefiiggésbol: ¢ — p P
207 Vektorok iranykoszinuszai

Jeléljitk a v vektor és a koordinatatengelyek altal bezart szdgeket (irdnyszdgeket) rend re
a, 3, v-val. A szogek koszinuszai, az irAnykoszinuszok a 2.43 abrarol leolvashatok :

X
coso = |T’|_ 5

Y
C()Sﬁ = Frl*,

z
cosy ='T;T‘

A kapott egyenleteket emeljiik négyzetre, majd adjuk Hssze:

xP4y 22

cos® % +cos? B+ cos? y = VP
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: * z
P
~
~
Z ~ ~
P
vl 1N
~
s - ~
g //3 v -
o g i 4
X -
-
-
s
2.43 4bra
Mivel V]2 = x4 p2422,
cos® a+cos? f+-cos?y = 1.
Az irdnykoszinuszok négyzetosszege 1.
Vegyiink fel egy, az origdbdl kiindulo e egységvekiort (2.44 dbra)!
Mivel le| =1
z
; 4
cos o = 7 = —
z
cosfi =y
cosy = gz, \el
. o F.
azaz ¥ 1
az egységvektor koordinatai egyenlék az
irdnykoszinuszokkal,
Az egysépvektor tehat igy irhaté: g
€ = cosaitcosf j+cos y k. 2.44 dbra
¥
2.3 VYEKTOROK SZO RZASA
2.3.1 Vektorok skaliris szorzata

Definicié. Két vektor skaldris szorzata a vektorok abszolit ériékénck €s hajlasszogiik
koszinuszanak szorzata.

Az a és b vektorok skaldris szorzatit ab vagy a-b, esctleg (a-b) jelli. (Olvasva: a-szor b
skaldrisan.)

ab = |a|.|b]| cos @ (2.45 dbra).
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Az egyenlet jobb oldaldn csak skaldris mennyiség szerepel. Két
vektorhoz egy szdmot rendeliink, innen ered a skaldris szorzat b

elnevezés.
A fizikdban valamely F erd hatasara s elmozduldst végzé testnél

az erd munkéja (2.46 abra): 7
W = |F|-|s|-cos¢, tehdta munka 2.45 dbra
W = F.s skalaris szorzat.

A skaldris szorzat tulajdonsagai.

1. A skalaris szorzat értéke:

a-b=lal:|b|coseg.

A skaldris szorzat nulla, ha valamelyik tényezdje nullavektor, vagy e
T 7T i
ha a két vektor altal kozbezart szog 7 mivel cos 5 =0. 2,46 ibra

T
Tehat, ha g = 5 a-bh=20.

Forditva, ha két vektor skaldris szorzata nulla, a két vektor merdleges, vagy az egyik tényez6
nullvektor.

Ha ¢ =0, a-b=al-iblcos0=al-lb];
ha p=mn, ab=lal-|blcosm=—|al||bl;
ha 0«:(}‘,‘:%’—, ab = 0;
ha :q-;"/‘(P{”’ ash =l

2. A merdleges vetiilet és a skalaris szorzat kapcsolata. Vetitsiitk a b vektort az a vektorra és
vizsgdljuk a merdleges vetiiletet, amelyet b,-val jeloliink (2.47

abra)! |
b, = b} cosq. b |
A mertleges vetiilet, masképpen eldjeles vetiilet vagy skaldrvetiilet, [ !
eléjellel ellatott tavolsag, b —
e a
Ha s Tzi b, =0; © 247 bra
ha 0=<=¢g < %, b, = 0;
ha % <@ <, b, < 0;
ha lfp = 0, ba = Ib I;

ha ¢ =m, ba:_[bl'
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Mivel by = |b|-cosq,
és a:b= |a|:|b]|.cosq,
-b
ezért b, :i,,_
la]

A merdleges vetiiletet megkapjuk, ha a skalaris szorzatot osztjuk annak a vektornak abszolit

értékével, amelyre a vetités torténik.

Ebbél a-b=|al-b,.

3. Kommutativ tulajdonség. Mivel a skaldris szorzat definicidjaban a sorrend nem szerepelt,
a-b = b-a,

A skaldris szorzat kommutativ.

4. Asszociativ tulajdonsag. Az asszociativ tulajdonsagot két vektor skaldris szorzatara és egy
skalar tényezdre vonatkoztatjuk.

Tétel. A(a-b) = (%a).(b) = a(’b).
Elegendé a  A(ab) = (4a) (b)
azonossagot igazolni a tényezok szimmetrikus szerepe miatt,
Bizonyitas. a) 1 = 0.
A bal oldal igy alakul:
Ma-b)=2lal.|b|.cosp = |Ja| Ib|-cosq = (la).b
b) A=0.
Legyen (a, b) < = g.
Ekkor (la, b) < = T—q.
A bal oldalbol kiindulva:
Ma-b) =—|i||a|||b]| cosp = |Aa]|b| (—cosg) =
= [2a||b| cos (m—g@) = (Ja)-b. .

A bizonyitott tétel alapjan a 2. pontban bevezetett b, vetiiletet

b, = (@%b
alakban irhatjuk.
Ugyanis
ab
ba = = > b= @).b.
la] a|

5. A disztributiv szabaly.

Tétel. a(b+c) =a-b+a-c.

A kommutativitas miatt a szabalyt
(b+c):a=b-a+c.a alakban irhatjuk,

Bizonyitds. A bizonyitist a skaldris szorzat és a merdleges vetiilet kapcsolata alapjan
végezziik.
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Legyen b+e =d.
(b+c)-a=d-a= d,+lal.
A 2.48 abraroi leolvashato, hogy

dy, = by +cqa

fey - =
(b+c)a=d-a=d,-a = :
=(b,+c,)a=bsatc,ca=b-atc-a

A szabaly ismételt alkalmazasaval: 2.48 ibra

(a+b) (c-+d) = ac+be+-ad+bd.

6. Vektorok négyzete.

ccos0=|alt

2> =|a|-|a
A vektor négyzete egyenld abszolit értékének négyzetével.

(a+b)2 = |a|>+|b|*+2a-b,
(a—b)% = |aj*+|b|>—2a-b.

7. Kiilonbség az algebrai és skalaris szorzat kozott. A skaldris szorzat mas jellegi mennyiség,
mint a tényezdk. A skalaris szorzat akkor is lehet zérus, ha egyik tényezd sem zérusvektor,
hanem a vektorok merdlegesek.
Altalanosabban: az egyik tényezd €s a ska-

laris szorzat ismeretében nem lehet a masik \
tényezot egyértelmiien meghatdrozni. A

vektorral valé osztds nem értelmezhets.

Ha ugyanis talalunk egy olyan b vektort, b!
amelynek az a vektorral valo skalaris szor-

b

zata adott 5 szdm, akkor mindazon vek- 2
torok, amelyeknek a-ra valo vetiilete b, b, ———
. ugyanazt a skaldris szorzatot adjak. &, d

Emeljiink az a vektorra a b, mer6leges

vetiilet végpontjaban egy meréleges S sikot !

Mindazok a 0-bél kiinduld by, b, stb. vek-

torok, amelyeknek végpontja a sikon van,

a-val az a-b skalaris szorzatot adjak (2.49 249 dbra
abra).

/af

A skalaris szorzat kifejezése koordinatékkal. Elészor vizsgiljuk a koordindtatengelyek
pozitiv aganak iranyaba mutato egységvektorok skaldris szorzatat.

.

i-i=|i|.|JijcosO0O=1-1-1=1

v N . T
i-j=|i -|]\-c05—£=1-1n0=0.

Egységvektor onmagaval valo skaldris szorzata 1, r4 merdleges egységvektorral valé skaldris
szorzata 0.
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Tehat
ivi=1 i-j=0 j«i=0
jeyj=1 k=0 k:j=0
k-k=1 k-i=0 i-k=
Legyen

vy = xji+yitzk és
vy = Xl + Yol +22K.
A két vektor skaldris szorzata:

v, o ¥y = (xqiFy1i+21K) » (ool + ol + 2k).

Alkalmazva a disztributiv szabdlyt:

Ve Vg = XqXoil+ yyXoil 2y 0K+ X yoli+

i 0 0 o
+»1 y%j-% Z1yoki+ xyzoik + ¥  Zodk + z1z.KK.
i [ 0 0 1

Felhasznalva az egységvektorok skaldris szorzatara az elébb kapott értékeket:
vy e Vp = XyXptY1VatZrZe
K ét vektor skalaris szorzata egyenlé a megfelelé koordinatak szorzatosszegével.
Ha v = xi+yj+zk,
akkor V2= [v|2 = A2+)7+ 2
vl = VR
Megkapjuk az ismert képletet: a vektor abszoliit értéke egyenld a koordinatdk négyzetosz-
szegének négyzgtgyf’)kével.

Példa
1. Két vektor hajlasszOgének meghatdrozisa.
a-bh=|aj-|b]coseg.
Innen a két vektor hajlasszogének koszinusza:
a-b
“lal-Ib]
Szamitsuk ki a kovetkezo két vektor hajldsszogét:
a=23i-2j+2k é Db=i+3j+4k
ab=31-2.3+2.4=3-6+8=5.
lal = V01414 =+/T7  [b| =V1+9+16 = /26,

cos @ =

cos@ = = 0,2378.

3
A/17-4/26
P = 76° 14",
2. Merdleges vetiilet és vetiiletvektor kiszamitasa. A b vektornak az a vektorra vald merdleges

vetiilete
,a i b a
lal

A

5 Matematika
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A vetiiletvektor a-val parhuzamos, hossza |b,|, irdnya a-éval
azonos, ha b, = 0, ellentétes, ha b, < 0.

}
b, = b, a = b,-—‘—z-ir (2.50 abra). b :
|
Legyen a =2i+2j+k ; P
b = 3i+j—4k. b, a
Hatarozzuk meg a merdleges vetiiletet, a vetliletvektort €s a
b-b, = b, vektort.
By 2-3+2;1+1(‘—4) ) b b
Va+d4+1
6+2—-4 4
b, = = o —
/9 i by o
. —31'2'+1-k 4
~Tal . 3 Tilj 2.50 ébra
a P 4
— = — i .Y
b, = b, T g 1 ]+9k
8 By | 4
b B b= (3—-9—)17(1—3)17(—4—3) €=
19, 1, 40
o gtk

A b vektort két dsszetevore bontottuk. A vetiiletvektort, mely parhuzamos az a vektorral, pArhuzamos
dsszetevének nevezzilk és b,-val is jeloljiik. A b,-et merdleges Gsszetevonek nevezziik.

Tehat b =b,+h,.

2.3.2 Vektorok vektori szorzata

Definicié. Két vektor vektori vagy vektoridlis szorzata vektor, amelynek abszoliit értéke a
két vektor abszolut értékének és a kozbezart szog szinuszdnak szorzata, irdnya merdleges
a keét vektor sikjara gy, hogy vele szembe nézve az elsé vektor a masodikra pozitiv
(180°-nal kisebb) forgasi szoggel forgathato (2.51 abra).

A vektori szorzat jele:

axb. (Olv.: ,;a és b vektori szorzata™ vagy ,,a kereszt b))

Tehat
|axb|=|a|«|b|-sing,
axh
axh = |axb|-e.
A e egységvektor a-val és b-vel az a, b, e sorrendben jobb-
rendszert alkot. o
Mivel faxb| = |a|-|b|:sing, a vektori szorzat abszoliit
értéke a két vektor altal kifeszitett paralelogramma teriilete. a

A vektori szorzatot megkapjuk, ha a teriilet mérték-
szdmaval egyenld abszolut értékd vektort a és b sikjara 2,51 4bra

Fif g

merélegesen felmérjiik Ggy, hogy a, b és axb jobb-
rendszert alkosson (2.52 dbra).

Ha egy A4 pontban hato F erd az O pont korl for-
past idéz el6, a forgatonyomaték abszolht értéke az
erd karjanak és az erd abszolut értékének szorzata.
Az er6 karja a forgdspontbdl az er6 irdnyara huzott
merdleges (2.53 abra).

IM|=k-[F|=[r|[-|F]|-sing.

A forgatonyomaték vektor. Az O pontra vonatkozo
nyomatékvektor az

M=1rxF vagy

M = 0AxF vektori szorzat
(2.54 4bra).

Az O pontban rogzitett test egyensilyban van, ha
az O pontra vonatkozo forgatényomatékok vektori
Osszege zérus.

A vektori szorzat tulajdonsigai
1. Mivel |laxb| = |a|-Ib]-sing,
a vektori szorzat zérus, ha valamelyik vektor zérus-
vektor, vagy ha g = 0, illetve ¢ = .
Tehat, ha két vektor parhuzamos, vektori szorza-
tuk nulla. Forditva, két vektor parhuzamossdga-
nak feltétele a vektori szorzat zérus volta.
Haaxb =0, és egyik vektor sem zérusvektor, a
két vektor parhuzamos. L
2. A kommutativ szabaly nem érvényes.
A vektori szorzds definiciojaban szerepel a sorrend,
tehat

axb # bxa.

Ezzel szemben érvényes, hogy

bxa=—(axb) (2.55 abra).
A sorrend felcserélése a vektori szorzatot ellentétes
iranyava valtoztatja.

3. Az asszociativ szabaly hdrom vektor vektori
szorzatara dltaladban nem érvényes

(axb)xe # ax(xc).

4, Skalarral valé szorzasra érvényes az asszociativ
szabaly.
Alaxb) = (Ja) xb = (ax2b).

Elegend6  A(axb) = (daxb) helyességét igazol-
nunk.

;%
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2,52 dbra

2.54 idbra
[\axb
)
l Q
|
V b.xo'
2.55 ébra




a) A=0, Alaxb)

A bal oldalon a vektori szorzat iranya
nem viltozik, abszolut értéke A-szorosra
né. A jobb oldalon a paralelogramma

egyik oldala a helyett Aa lett, a teriilet is A- gxb b
szoros lesz (2.56 dbra). r—
a
b) B iy Ad
2.56 dbra
A —1(axb) = (—a)xb

egyenlet bal oldala az a x b vektor cllentettje. A jobb oldalon levé —a és b vektorok vektori
Szorzata a vektori szorzat definicidjanak értelmében szintén axb ellentettje (2,57 dbra).
©)Hal<0,atétela(—1).]1 |-val valé kétszeri szorzéssal a)-bol és b)-bdl kovetkezik.

5. A vektori szorzat megszerkesztése. Az egyszeriiség kedvéért az a® xb vektori szorzatot
szerkesztjiik meg. Mivel a = [a|.a® = [a|-e,

az axb vektori szorzat szerkesztése az eldzGbél nyljtassal adodik,

Az e xb vektori szorzatot a kovetkezOképpen szerkesztjitk meg. A két vektor kozos kezdd-

axh IP /

2.57 dbra 2.58 dbra

pontjaban az e vektorra merdleges sikot allitunk (S). A b vektort ravetitjik az S sikra.
A merdleges vetiilet hossza a vektori szorzat abszolut értéke,

lexb| = |e

b|.sing = 1-|b|sing = b,,.

A vektori szorzatot megkapjuk, ha a b,, merdleges dsszetevot az S sikban, az e feldl nézve
pozitiv forgasi irAnyban 90°-kal elforgatjuk (2,58 abra).
Az igy kapott vektor abszolut értéke egyenlé a vektori szorzat abszolut értékével, irdnya

merdleges e és b sikjara és azokat jobbrendszerben kiveti.

6. A disztributiv szabaly.

Tétel. ax(b+c) =axbt+axe (L)

(b+c)xa =bxat+exa (IL)

69

2.59 é.bra

Bizonyitas. Elég a tétel elst alakjit igazolnunk. Ugyanis, ha csak (—1)-gyel szorozzuk
(I-et azaltal, hogy tényezdit felcseréljiik, a masodik alakhoz (II) jutunk. Elegendé a tételt

e X (b c)-re igazolni, mert

ebbdl az a x (b+c) szorzatra a disztributiv szabdly

a = Je helyettesitéssel az asszociativ szabalybdl adédik.

Vetitsiik a b, ¢ és b+c vektorokat az e-re merdleges § stkra, majd forgassuk el a vektorokat
90°-kal (2.59 4bra)!
A paralelogrammak egybevagosaga igazolja, hogy

ex(b+c) = exbtexec.

A disztributiv szabaly a kiillénbségvektorra vagy ketténél tobb tagii Gsszegre is érvényes,
7. A vektoralis szorzasnak nincs egyértelmil megforditasa. Vagyis a szorzatvektor és az egyik
tényezd ismeretében nem lehet a masik tényezGt egyértelmiien meghatdrozni.
A 2.60 dbra szerint a feltiintetett by, by, by... vektorok az a vektorral azonos teriiletii
paralelogrammadt feszitenek ki, és az azonos irdnyitas miatt ugyanazt a vektori szorzatot
adjak.

c=axbh; (i=1,2,3 ...

Ezért a skaldris szorzathoz hasonléan most sem q c=axh
lehet osztani vektorral.
8. A vektori szorzat kifejezése koordinatakkal.
Képezziikk el6szor a koordinata-egységvektorok b, b b
vektori szorzatat: Z

. 42

lixi|=[i]-|i]+sin0 =1.1.0 =0,

lixj|=[i[-[j]-sinT=1-1-1=1,
2 2.60 abra
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és a jobbrendszer miatt k
ixj=k (2.61 abra).
Ha a sorrendet megforditjuk:
jxi=—k. P
A vektorok szerepének felcserélésével: . 2.61 ibra
ixi=0 ixj=k jxi=—-k
iXi=0 jixk=i kxj=-—i
kxk=0 kxi=j ixk=-j.
Allapitsuk meg a
Vi =[x v 2] = Xyt ok és
Vo = [x9; ¥ 23] = xoi+ypi+ 2,k
vektorok vektori szorzatat.
Felhasznalva a szorzasi szabdlyt:
vy X ¥y = (x;i4+ i+ 2:k) % (xal 4+ poi+25K) = xyx5(i X0} + 27 p9(i %)+
T W
+ 21251 X K)+ 12000 < 0) 109G X ) 2,0 3 k) +
B — N Nt
= “k 0 i
+z9x5(k X 1)+ 2; ¥k 3 )+ 2, 250k < k),
e — ——
i —i 0
Tehat
V1 X Ve = (125 — oz} -+ (21X, — 2,X7) J+ (300 — x00 ) k.
Vagy a masodik tagbdl (— 1)-et kiemelve:
Y1 X Vz = (}1122—})221) i— (X:LZQ Ty szJ) i+(x1y2 —..xzyl) k.
A vektori szorzat koordindtakkal val6 kifejezésének megjegyzését megkdnnyithetjitk deter-
minansok segitségével. '
Determindnsok. A masodrendii determindns 2% = 4 elembé] 4ll, Jelslése és értelme két

fiiggbleges vonal kozotti négyzetszerli elrendezéssel a kovetkezd:

a; b
= a;by—ayby.

lag by

Az egyenlet jobb oldalan 4llo kiilénbség a determinans kifejtése.

Tehdt a masodrend{i determindns kifejtése definicioszertien a kdvetkezd : a f34tl6 elemeinak
szorzatabdl kivonjuk a mellékatlo elemeinek a szorzatat.

F64tlé a bal fels6 elemté] hizott atlé, meliékatlé a bal alsé elembd] hizott atlo.

lgy
la by
J[ >< = ayb,—ayb;.
la b.

2 2
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Fejtsiink ki néhdny mdsodrend(i determindnst:

i N
Yl Y T W R Y
s (-2)-5(~1) :

7 -2

: L= 7.3-11(—2) = -
1 3= TAS1I=D = 21422 = 43,

A harmadrendii determindns 3° = 9 elembé] All. Altalanos jelolése:

jay by e
} ay by ¢y,
| !
lag by e

Kifejtése aldetermindnsok segitségével torténik. Egy sor sszes elemét megszorozzuk a hozza
tartozo eldjeles aldetermindnssal és a szorzatokat Osszegezziik. Az aldetermindnst megkap-
juk, ha a megfelel6 elemhez tartozé sort és oszlopot a determinansbdl elhagyjuk, Az aldeter-
minans eldjelét tgy kapjuk meg, hogy a determinans minden eleméhez sakktablaszertien
valtakozva a +; — eldjeleket rendeljiik, mint a megfelel6 aldetermindns eldjelét. A harmad-
rendll determinans aldetermindnsai masodrendii determindnsok.

A harmadrendii determindns elsé sora szerint kifejtve:

ia b € ' i
[ p ) b, ¢ |@s  ¢al a, b

s Cp [ Qg Cai [ds Oy
fa2 b2 5'2'=a1 7511 :+C1| i
; b 1by oy |ag  cg) (a3 by
a3 by oy

Peldank szerint az a;-hez tartozo aldeterminanst'megkapjuk, ha az els6 sort és elsé oszlo-
pot elhagyjuk. A b;-hez tartozot, ha az els6 sort és masodik oszlopot hagyjuk el (itt az eldjel
negativ), a c;-hez tartozo aldeterminanst pedig, ha az elsé sortdl és a harmadik oszloptodl
tekintiink el.

Fejtsiink ki példaként egy harmadrendii determindnst:

sy 4 -3 Sessl o ps A
’5 e :312 4#‘(“”}1 -1,’+2!1 2=
Hat2iong [

I

3(—4+6)+1(=5+3)+2(10—4) = 3.2-1(=2)+2-6 = 16.

9. A vektori szorzat meghatérozasa a koordinatakbol alkotott determindnsokkal. Lattuk,
hogy a vy = [x1; 315 23] = xqi4pii+zik és vy = [xo; 3 2] = Xol+ 39+ 2k
vektorok vektori szorzata a vektorkoordinatak segitségével:

V’l bd Vg = (}?122_}"221) i—(xlzz—xgzl) i+(x1y2—x2y1) k.

frjuk a két vektor koordinatait egymas ala:
(xl »n ZJ)
X2 Y2 B
A vy xv, vektori szorzat x irdnyd komponensét, i egylitthatojit megkapjuk, ba az elébbi
elrendezésbél elhagyjuk az elsé oszlopot, és képerzzilk a masik két oszlopbdl kapott mdsod-




72

rend(i determindnst:

Y8 [
L= Y12p— YeZ1s
Yo Zp|

j egyiitthatéjat megkapjuk, ha a masodik oszlopot hagyjuk el, és a kapott masodrendii
determindns (—1)-szeresét vessziik:
Xy

ix A = —(x12y— Xy2y),
s Za

végiil k egyiitthatéjat a harmadik oszlop elhagydsaval nyerhetd mésodrendii determindns
adja:

[ % 1§

| | = xpa—xn.

[X2  ¥a!
Tehét a

vy = xi+yitzk = x5 75 21

Vo = Xod+ypit 2ok = [xa; ¥g; 2]
vektorok vektori szorzata a vektorkoordindtakbol nyerhet6 a masodrend(i determinansok és
az egysegvektorok segitségével.

]
Y1 Zli. | ¥1 Z1]. X1 ¥
Vi XVp = = ‘+

v
Y2 Zg! (Xa Zp X Y

Szamitsuk kiaza = [4; 2; —3]1ésb = [—1:4; — 5] vektorok vektori szorzatat!

|
l‘k.
2

Maisodrendil determindnsok segitségével a vektori szorzat:

=.i2 -3 .ﬁ: 4 -3, 4 21 .
axb=|y g l1=| Ly 5| 4k

= (=10+12)i—(-20—-3)j+(164+2)k = 2i+23j+ 18k,
azaz axb = [2; 23; 18].

A koordinatik segitségével kapott vektori szorzatban szerepelnek a koordinata-egységvek-
torok, megfeleléen annak, hogy a vektori szorzat mindig vektor.

A vy =[x 715 2] és vy = [xq; yo; 2o] vektorok vektori szorzatdt megadhatjuk egy olyan
harmadrendfi determindnssal, amelynek els6 sorat az i; j; k egységvektorok, masodik €s
harmadik sorét v, és v, komponensei alkotjak.

bi o kl
Vi XV = | Xy Y1 23l
Xy Yy 72

A harmadrendti determinanst az aldeterminansok segitségével kifejtve ugyanis a mar ismert
eredményt kapjuk.

i i k
- el Z1i S| *1 21‘ |x1 |
ViXVe = X3 ¥ 2 =1 =1 I+k =
Yz 22| Xy Zp| X2 Yo
(X2 e 122

= (ylzé—yZzl) i—(x125—xp27) J+ (X302 — X2¥71) K.
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Példa

-

Szamitsuk ki a
vi=[1; —1;3] & vp=1[2;4; —1]

vektorok vektori szorzatat:

’i ik
8 B 3B il
v,x\fz:‘l—l 3 :iL 4f11‘—;12 _11+k!2 4‘_
l2 4 -1

=i(1-12)—i(—1-6)+k{4+2) = —11i+7j+6k.
viXv, =[-11;7;6].

233 A kifejtési tétel
Két vektor vektori szorzatanak egy harmadik vektorral valé vektoriszorzatdra érvényesek
a kifejtési tételek:
Tétel. I. ax(bxc)= (ac)h—(ab)e
II. (axb)xc = (ac)h—(bcla

Elegendd csak az els6 tételt bizonyitani, abbol a masodik mar kovetkezik.
Tegyiik fel, hogy az elsé tétel helyes. Ha a bal oldalon a tényezéket felcseréljilk, az érték
(— 1)-szeres lesz, tehdt a jobb oldal is (— I)-szeres lesz.

fay (bxc)xa = (ab)c—(ac)b.

Cseréljiik fel ciklikus permutaciéval a betilik sorrendjét, azaz b helyett a-t, ¢ helyett b-t,
a helyett c-t frjunk: ;

(axh)xc = (ca) b—(cb) a.

Mivel a skalaris szorzat kommutativ, ez igy irhatd:
(axb)xc = (ac)b—(bc) a.

Tehat elegendé az I. tételt, az
ax(bxc) = (ac)b—(ab) c

egyenléséget igazolnunk,
Bizonyitas. Legyen

a=[ay;ay; a5] b=[by;by; b3l ©=ley; o5l
ElGszor kiszamitjuk a b x ¢ vektori szorzatot:
li §j k|
by by bs

€1 Cz L3}

bxe= — (b2C3 = Czba) i— (b1C3 = Cle) j + (blcz ) Clbﬂ) k.
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rendii determindnst:

lyw 2 !
t | = V12— Va1
| Y2 Zg|
j egyiitthatojat megkapjuk, ha a masodik oszlopot hagyjuk el, és a kapott masodrendii
determinans (—1)-szeresét vessziik:

ixy 4
= —(x129— Xp21),

‘x‘z Zg |
véglil k egyiitthatojat a harmadik oszlop elhagyésaval nyerhet6 masodrendii determindns
adja:

Xy ¥
i = X1Ya—Xo¥i.
Xo  Va|

Tehdt a
vy = xi+yitzik = [x; 15 24l
Vo = Xol+oit+ 2ok = [Xg5 ¥a3 2]
vektorok vektori szorzata a vektorkoordinatdkbdl nyerhet6 a masodrendii determindnsok é€s
az egységvektorok segitségével.
¥y z X Z | ‘tx ¥ |
1 5 i—\ 1 1j+i 1 1“(.
Yo 23| |Xz 2 Ixz Ya |

Szamitsuk ki aza = [4; 2; —3]1ésb = [—1; 4; — 5] vektorok vektori szorzatat!

V1><V2:%

Misodrendii determindnsok segitségével a vektori szorzat:
.| 4 =3 ‘ 4 2.
i Pl R Lo ek alk=

= (=10+12)i~(~20—3)j+(16+2) k = 2i+23j+ 18k,
azaz axh = [2; 23; 18].

2 -3
axb-.‘d{ e

A koordinatak segitségével kapott vektori szorzatban szerepelnek a koordinita-egységvek-
torok, megfeleléen annak, hogy a vektori szorzat mindig vektor.

A vy =[x 015 71) €5 Yy = [xy; ¥o; 2] vektorok vektori szorzatat megadhatjuk egy olyan
harmadrendii determinanssal, amelynek els$ sorat az i; j; k egységvektorok, mésodik és
harmadik sordt v, és v, komponensei alkotjak.

| = . i
i k|
V1><V2={x1 Y1 £
Xz Y2 22|

A harmadrendii determinanst az aldeterminénsok segitségével kifejtve ugyanis a mar ismert
eredményt kapjuk.

i)k | : i
LY Zﬂ RSt 21‘ X1 N
WXVp =X 1 A1 =1| ) I+k =
z Xo Zo| X
\lxg Yo Z Yo Zg 2 Zg| s Vo

= (yy20— Yoz i— (X125— Xp79) j+ (1o — X291 ke
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Példa

Szamitsuk ki a
vi=[;-1;3] ¢ vy=[2;4; 1]
vektorok vektori szorzatdt:
i i k '
vxv“l—l 3‘*“_1 3|J}1 3;+k1_1 =
1XVe = | = 4 1172 R P
2 4 -l|
= i(1-12)—j(—1-6)+ k(4 +2) = —11i+7j+ k.
viXVy = [—11;7;6].

233 A kifejtési tétel
Két vektor vektori szorzatanak egy harmadik vektorral valé vektori szorzatara érvényesek
a kifejtési tételek:
Tétel. I. ax(bxc) = (ac)h—(ab)c
II. (axb)xec = (ac)b—(bc)a

Elegend6 csak az els6 tételt bizonyitani, abbéi a masodik mar kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy az els6 tétel helyes. Ha a bal oldalon a tényezdket felcseréljiik, az érték
£

(— 1)-szeres lesz, tehat a jobb oldal is (— 1)-szeres lesz.

fay (bxc)xa = (ab) c—(ac) b.

Cseréljiik fel ciklikus permutéciéval a betik sorrendjét, azaz b helyett a-t, ¢ helyett b-t,
a helyett c-t irjunk:

(axb)xec = (ca)b—(cb)a.

Mivel a skaldris szorzat kommutativ, ez igy irhato:
(axb)x ¢ = (ac)b—(bec) a.

Tehat elegend6 az 1. tételt, az
ax(bxe) = (ac)b—(ab)c

egyenltséget igazolnunk.

Bizonyitas. Legyen
a=[a;a;a) b=[b;byb] ¢= [e1; c: 3.

Elgszor kiszamitjuk a b x ¢ vektori szorzatot:

i k|

by by By

€ O C:;l

bxe = = (byeg— Cabg)i—(bicy—cybg) j+(bres— ey b) k.

i
P
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Most kiszamitjuk az a x (b » ¢) vektori szorzatot:
RN

|

& ax(bxe) = | a; as as =
4 {
1

\ boey—coby —(byeg—cibs)  bico—cyby |
= i(ayh cq— ayciby—azc by +azhcg) —
—i(@ybyca—aye1by— azbycy +azeaby) +
+ k(a;¢1b3— a1byea— asbocs+ajeybs).
Az i egyltthatojahoz adjuk hozza és vonjuk le a,b,c;-et,
a j egyiltthatéjdhoz adjuk hozzd és vonjuk le aybyco-t,
a kegyiitthatdjahoz adjuk hofzé és vonjuk le a3b3c3-afj_ ot
ax(bxe) = i(ayh es— asbycy —aghge, +agbycg+arbie;—ar b))+
+ i(—aybyco+aybyey +agbyeg— aghyes +aybyco — apbacy) +
+k(aybyey —aybyeg—dabycy+asbycy +agbycy — aghyes) =
= i{by(ay¢; +ayey+ages) — cylayby +ayby +aghs) }+
+i{bolay ey + ases+ azcy) — colaghy +ashs + agby) )+
+k{by(aic, +ases+ agey) — cxlay by + aghy+-asby)).
Felhaszndlva, hogy a zardjelekben levo kifejezések skalaris szorzatok:
ax (bxc) = i{b,(ac)—cy(ab)} +j{by(ac)— cy(ab)} +k{bs(ac) — cs(ab)}.
Emeljiik ki az ac, illetve ab skalaris szorzatot: 2
a x (b xc¢) = ac(bji+boj+ bsk)—ab(c i+ coj+ cok).

Tehat
ax(bxe) = (ac)b—(ab)ec.

234 Vektorok vegyes szorzata

Definicié. Egy vektoridlis szorzatnak egy harmadik vektorral képzett skalaris szorzatat a
harom vektor vegyes szorzatanak nevezziik. A vepyes szorzat skaldrmennyiség.

Az (a xb)-c vegyes szorzat abszolut értéke az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett hasab térfogatiit
adja meg (2.62 dbra).

Ugyanis A axb

(axb).c = |axb|-|ej-

scosp = |axb|-c,

ahol ¢ a ¢ vektor skaldrvetiilete az
a b vektorra. |axb| azonban az alap-
paralelogramma teriilete, | ¢"| pedig a
hasab magassiagaval egyezik, és igy
(a xb)-c abszolut értéke valéban meg-

adja a térfogatot. 2.62 dbra
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Az (axb_)__-c szorzat el6jelét az donti el, hogy c-nek az a xb vektoron levé skaldrvetiilete
pozitiv, illetve negativ-e. Ha a ¢ vektor az a és b altal meghatirozott siknak ugyanazon
oldalan van, mint az a X b vektor, akkor a szorzat pozitiv, ellenkezé esetben pedig negaftiv.
Ezt igy is megfogalmazhatjuk; ha e iranydval szemben a-t egy 180°-nal kisebb ,,pozitiv”
forgassal b iranyba forgathatjuk, a vegyes szorzat pozitiv, ellenkezé esetben negativ. (Mds-
képpen kifejezve: (a xb)-c pozitiv, ha az a, b, ¢ vektorok a felirt sorrendben jobbrendszert,
és negativ, ha balrendszert alkotnak.)

Az a, b, ¢ vektorbdl hatféleképpen lehet vegyes szorzatot alkotni:

(axb)-¢c (bxc)ea (cxa)-b
(bxa)-¢c (axc)-b (cxb).a.
Mind a hat szorzatnak abszolut értéke ugyanannak a hasabnak a térfogatdval egyenld. Az

egymas alatt 4110 értékek ellentétes elSjelliek. Az egy sorban allok — ezek egymdsbdl ciklikus
felcseréléssel hozhatok létre — egyezd elSielfiek.

Tehat
(axb)-c = (bxc)-a = (cxa)-b,
(bxa).-c=(axc)-b=(cxb)-a.
Az (axh)-c =(bxc)+a = (cxa)-b

egyenldség modot ad a vegyes szorzat kovetkezd, rovidebb jelolésére:
(axb)+c =a-(bx¢) = abe.

Az el6bbiek szerint:
abc = bea = cab = —cha = —ach =—bac.

Mikor zérus harom vektor vegyes szorzata?

a) Ha az egyik vektor zérusvektor.

b) Ha a harom vektor egy sikba esik (a kifeszitett hasab térfogata nulla). Specidlisan ez az
eset akkor fordul eld, ha két vektor parhuzamos.

A vegyes szorzat kifejezése koordinatakkal. A v; = [x;; y;; 3], vy = [Xp; Vai 2u],

vy = [x3; yg5; 23] vektorok vy v, v3 = vy(v, X v3) vegyes szorzatdnak kiszamitisahoz elészor
4 vy X v vektort allitjuk eld,

éyz zy |

VoKV = |

| Ya 23]

% z2\j+lx2 2y

Xg 23[ VX e

Ezt kell v; = x;i+yj+zk-val skaldrisan szorozni.
Mint tudjuk, a skalaris szorzat skalarmennyiség, és koordindtak segitségével a kovetkezo-
képpen allithato eld.

Ha = xi+yjt+zk
és b = xol+yoj+ 25k,
akkor a-b = xyxo+yra+ 212

Ezért vegyes szorzatunk esetében a

vi = xi+yitzk
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Xy Zy | X2 Y2

X3 Z3; |X3 V3

és Vo X Vg = k vektorok

Y3 23

skalaris szorzata:

- 2
ViVa¥3 = Vy(Vp X ¥3) = Xy ez
| ¥a 3

A kapott kifejezés nem mds, mint az
Xy ¥z
Xo Vo Zy| harmadrendii determindns kifejtése,
X3 Y3 #

Ezért a v; = [x; y15 21), Vo = [¥p5 ¥p 2,] €5 v3 = [x3; vy 23] vektorok vegyes szorzatat a
koordinatakbdl alkothato harmadrendi determinans adja meg.

|

| X1 14
ViVaV3 = | Xy Y2 Zp l 2

} X3 Y3 Z3 i

A harmadrendii determinansnal nem szerepelnek az egységvektorok, igy is lathatd, hogy a
vegyes szorzat skaldris mennyiség.

Példa

Képezzitk a vy = [2; 1;4]; vo = [—1; 2; 1]1és v3 = [—3; 1; —2] vektorok vegyes szorzatdt!

ey 1 .
vava=| -1 2 1‘:2‘1 _2)—1’:3 _2!+4|:; f‘=
1-3 1 =20 ’

=2(-4-1)-12+3)+4(-14+6) =—-10-54-20 = 5.

2.3.5 A vektori és a vegyes szorzat geometriai alkalmazasa

A hiromszbg teriilete. Hatdrozzuk meg a Py, Py, P, cstacspontok altal meghatdrozott
hiromszog teriiletét,

A haromszog terilete fele a P(,Fl €s P,JI;2 L

vektorok altal kifeszitett paralelogrammaé-
nak.

A paralelogramma teriilete a két vektor vek-
tori szorzatianak abszolt értéke.

V.

Legyen PPy =vy, PyPy=vy
(2.63 abra).

) v, Py

1
A=—1v;XV,|.
g 2.63 dbra
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Példa

e

Hatérozzuk meg a kovetkezd harom pont altal alkotott hadromszog teriiletét!
Py(—1;1; =1}
Py(-2;2; 1)
P3; —1;2).
v=PP=[-1;1;2,

Ve = Py Py = [4; -2;3].

i ik
ViX Vs = I -1 1 2|="7i+11j-2k.
| 4 -2 3

vixve| = VAI+121+4 = 4/174 = 13,19,

1
A= 3 [vyXve| = 6,59,

A tetraéder térfogata. Hatarozzuk meg a Py, P;, P,, P3 pontok mint cslicspontok dltal
meghatarozott tetraéder térfogatat. i
Legyen a P, pontbol kiindulé harom vektor
(2.64 abra):

\'1=ﬁ(;;;1,
"2=1§F2=
V3=PﬂP3.

A harom vektor 4ltal kifeszitett hasab térfo-
gata a vegyes szorzat abszolut értéke, )

Vh = |vyvavs | 2.64 bra

1 ; :
A tetraéder térfogata a hasdb térfogatdnak s része. Tekintsiik ugyanis a PyP Py A-et a

tetraéder alapjénak, és jeloljiik teriiletét A4-val, illetve a hozzd tartozéd magassagot m-mel.
A tetraéder térfogata:

Am
Vtetr = ?* .
A hasab térfogata:
Vh = 2A4+m.
1
igy Fietr = 6 M.
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Példa

Legyenek a tetraéder cstcspontjai a Py(2; — 15 4); P, (6; —4;9); Px(—1; 2; 3); P4(4; —2; 5) pontok.

A tetraéder, illetve a hasdb éleit alkoto vektorok:
v, = j?-’[,—f’.1 =1[4; -3; 5}7
Vo= PPy = [-3:3; 1]
¥g= PPy = [2; =1;1]

A hasab térfogata a vektorok vegyes szorzatdnak abszolut értéke. A vegyes szorzat;

| 4 -3 3]
‘ 3 ] | -3 —1 -3 31
v = | =3 3 ~1|=4| | 1;‘—(—3)| o qiEE G =
| 2 -1 1 ‘ ' '

= 4(3-1)+3(=3+2)+53-6) = §—3—-15 = -10.
gy a has4b térfogata:
V,=1-10] = 10,
A tetraéder térfogata:

Ha a megadott négy pont egy sikban fekszik, a térfogat nulla, Forditva, ha a négy pont éltal
meghatarozott vektorok vegyes szorzata zérus, a négy pont egy sikban fekszik.

2.3.6 Vektor felbontasa osszetevdire

Reciprok vektorharmas. Minta 2.1.7 pontban lattuk, barmely vektor felbonthaté hirom
tetszdleges, linedrisan fiiggetlen, azaz nem komplandris vektor irdnydba esé Osszetevore.
Legyen az adott harom vektor a, b, c. '

A tér barmely v vektora felirhatd

v = oa+pb+ye  alakban.

Kérdés, a, b és ¢ koordinitdinak ismeretében hogyan tudjuk az e, 3, y koordinatdkat meg-
hatdrozni. Képezziik a kivetkezé hdrom vektort:

N bxe ; cxa ,_axb

abe ’ abe

Szorozzuk meg a v vektort skaldrisan ezekkel a vektorokkal!

+fb+ye;  a’ b
v=oa 3 = ——
s abe

b
a(b xc) +B b(b > c) 3 c(b><c)_.

vea' =
abc abce abc

Mint latjuk, az  melletti tényezé 1, a 3 és 9 melletti tényezd nulla (a vegyes szorzatok két
tényezbje egyenld), igy

v-a' = o,

79

Tehat az «-koordinata:

e =va',

Hasonléan: f§ = vb’,
y = v,

Az a’, b, ¢ vektorhdrmast reciprok vektorharmasnak nevezik. Bebizonyithat6, hogy az
a’, b, ¢’ vektorok reciprok vektorhdrmasa viszont az a, b, ¢ vektor.

Példa
Bontsuk fel a v = 3i—4j+ 2k vektort, az a = [2; 0; 1], b = [I; ~1; 1], e = [3; —2; ~1] vekto-
rokkal parhuzamos osszetevokre!

A v =uaa+fb+ye alakot keressiik.

, bXxc vhbe
a=va =v

abc  abc ’
vea
Sl
# =y abe
e = vab
T e

Négy vegyes szorzatot kell kiszamitanunk:

2 0 1]
be=1{1 -1 1 725_1 1‘4011 “+131 - 176+0‘1'—7
eI B T M8 el g g T S T
-
il | 2
be = [1 —1 1| 3‘ 1Lp il Mgkl g qpus. 3
BE Sy \‘ B AR [ty [ ] ™ =
3 -2 -1
U
o g Oy 12—3’_2 AR =] 0 18 R s e )
Bh el BB LA Ly R e g M
z g -1l
g 3
_Isj0114212;2 0
= 1] '

5
[ S i | i
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2.4 A VEKTORALGEBRA ALKALMAZASA

2.4.1 A vektoralgebraalkalmazasa az analitikus
geometriaban

24144 A pont analitikus geometridja

a) Két pont tavolsiga. Legyen a tér két adott pontja Py (xy; ¥15 21) €s Py(xy; ya; 22)- A két
pont tavolsdga az 6sszekotd vektor abszolat értéke (2.65 dbra).

d = PPy = | PPyl
A megfeleld helyvektorok ry = Xoi+yoj+25k; ry = xji+nj+z4k.
Mivel PyP, = 1y—1; = (xy—x)i+(¥a—7)j+ (25— 21)k, €s a vektor abszolit értéke a koor-
dinatak négyzetdsszegének négyzetgyoke,

d= \/(x24x1)2+(J"2Ay1)2+(22—21)2.

2,65 dbra 2.66 4bra

Legyen a két pont az (x; ¥) sikban levé Py(x;; y1) és Po(xy; yp) pont. Ekkor z; = z, = 0.

fgy d= \/(xz—x1)2+(.1’2'_)’1)2-
b) A felezSpont koordinatdi, Hatdrozzuk meg a Py(x;; y1;21) € Polxy; ¥a3 Z5) pontokat
Ssszekotd tavolsag F felezépontjanak koordinatait. Egészitsitk ki a ponthoz huzott hely-
vektorokat paralelogrammava! Mivel a paralelogramma atloi felezik egymast, a 2.66 abrarol
leolvashato, hogy

—. 0P _hth

fgy a felez6pont koordinétai:

F Xitxe o mtys . Aita
2 : 2 y 2 ’

Ha a két pont az (x; y) sikban van, a felez6pont koordinatdi:

p*tx . ity
2 7 2 ’

T

T e AT

e s

F RIS

B B A A Uit aeTy b T
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c) Adott szakaszt adott aranyban osztd pont
koordinatii. Osszuk fel a PP, szakaszt a
2,67 abra szerint m : n aranyban, Legyenek a
pontokhoz vezetd helyvektorok ry €s r,, €s
jeloljik az osztépont helyvektorit r-rel. Az
abrabol leolvashatoan:

r= r1+1¥f’.

— m —
Mivel P,P=——PP,,
a m—=+n ek

X
2.67 abra

r + PP,
=1+~ .
1 I 112

; S :
Viszont P Py =r1y—r;, ezért

- (rg—r7).

F=r+

1 m+n

A miiveleteket elvégezve:

mry— Hir'y Ty iyt ity —imry
m+n - m-n

r=ry+

»

Az osztopont koordinatai pedig:

nx,+ mxy my+mys nzyt+mzg
mn m+n n+n )

d) A haromszog stlypontja. Legyenek a haromsz0g csicspontjai a Py, Py, Py pontok. Azelemi
geometridbol ismeretes tétel szerint a sulypont a silyvonalakat a csucstol szdmitva 2: 1
aranyban osztja. (2.68 dbra.) *

Ha a P, és P, pontok kozotti szakasz felezépontja F, a sulypont tulajdonsdga szerint
FS: 5Py, = 1:2. Ha a helyvektoro-
kat a 2.68 4bran lathaté moédon

zj Py

{ B

< 2+1.

_ 20F+r,

Tl 305

srg iy, A
Mivel OF = Mt ,

5
g ly iRyt Fahry x
g 3 2,68 abra

o s M L { Or —Fd 9L
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A stlypont koordinatai pedig:

X1+ Xp+Xg y1tyat s Z1tZptzy
S 3 7 3 : 3 ) "

A haromszog sulypontjanak koordinatait megkapjuk, ha a cstcspontok koordinatdinak
szamtani kozepét vesszik.

e) A stilypont koordinatai. o) Helyezziink el a P; pontban niy, a P, pontban m, tomeget. Az
S sulypont a Py P, szakaszt P;S : § P, = my: m; aranyban osztja, (2.69 abra.)
gy a salypont helyvektora:

_ hyrytmgr,
T mtmy,
Koordinatakkal:
_mgxyhangxy Yty ozt gz,
T mgtmy L mytmy T mgtm,
bz B (ms)

¥
2,69 dbra ‘ 2.70 abra
ﬁ) Hasonloan kaphatjuk meg a Py, Py, ..., P, pontokban elhelyezett my, miy, ..., 0y

tomegek sulypontjanak helyvektorat (2.70 &bra):

1+ mera+ .. nxy
e+ ... g

s =

Koordinatakkal:
2 myxy+moxa+ ... Fmpxy
g nmy+met ..y
- myy1t+meye+. . gy
# my+ma+ ...+
o myzy+mazet ... M2y
G .

my+mat .. 1

Tetszdleges szamu tomegpont esetén tehat a sulypont koordindtai a koordinatak stlyozott
kozepével egyenliok.

18
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24.1.2 Az egyenes egyenletrendszere
a) Adott irdnnyal parhuzamos, adott ponton dtmend egyenes. Az egyenes skaldris egyenlet-

rendszere. Vizsgaljuk a Py(x,; ¥y; Z5) ponton dtmend és a v = ai~+ bj-+- ck vektorral parhu-
zamos egyenest. Legyen P(x; y;z) az egyenes egy

.. . . v
tetszés szerinti pontja (2.71 &bra). ———
F,P = (x~x0)i+(y—y0)j+(z—zg) k.
ey o FE¥ g
A feltétel szerint a P,P vektor a v vektorral pér- h
huzamos 2,71 dbra
FJI-’HV, azaz ITolgztv. %

Po =

» =]

Legyen a P, rogzitett pont helyvektora ry, a iP tet-
szés szerinti pont helyvektora r (2.72 dbra).

I—ry = 1v, [ r
azaz
¢))] I = rgttv.
0
A 7 segédvaltozdt paraméternek nevezziik. 272 4bra

Koordinatakat irva:

X = xgtta
2 P }’Q‘f'tb
z = zg--te

Ez az egyenes paraméteres egyenletrendszere. .

Ha a ¢ paraméter befutja a (— == + o) intervallumot, a megfeleld P(x, y; z) pont végiglut
az adott egyenesen.

Ha az a, b, ¢ koordinatak egyike sem nulla, a f paramétert kikiiszobolve:

3) TTh _2Th A
a b c

Ez a térben az adott ponton dtmend, adott vektorral pdirhuzamos egyenes egyenletrendszere,.

az egyenes skalaris egyenletrendszere. .

(Mint a 2.1.9 e) pontban emlitettiik, a felirt harom egyenletbdl csak ketté fiiggetlen, a har-

madik kovetkezménye az elsd kettonek.)

Ha valamelyik tort nevezdje nulla, akkor ezt a tortet az egyenletbdl kihagyjuk, és helyette

egyenletként felirjuk, hogy a szamlalé nulla. Ekkor az egyenes parhuzamos valamelyik

koordinatasikkal. Ha példaul a £ 0, b £ 0, ¢ = 0, az egyenes egyenletrendszere:

oo Mg
TR T

Z—Zo = 0.

Az egyenes parhuzamos az (x; y) sikkal.

6*
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Az egységesség kedvéért gyakran akkor is haszndljuk az egyenletrendszernek

x—Xxp Y=Yy _ 2—Zy

a b= e

alakjat, ha a nevezdk valamelyike nulla, megallapodva, hogy a zérus nevezéjli tortet a szam-
1416 nulla voltat kifejezd egyenlet helyett szerepeltetjiik.

Ha két tort nevez6ije nulla, azaz az adott vektor két koordinataja nulla, az egyenes parhuza-
‘mos valamelyik koordinatatengellyel. Ha példaul

v = [a; 0; 0},

az egyenes egyenletrendszere:

Y=>
zZ = 2'0
x = xytat,

az egyenes parhuzamos az x tengellyel.

b) Két adott ponton itmend egyenes egyenletrendszere, frjuk fel a Pi(x; y1;5 z1) es
Py(x,; yy; z,) pontokon Athaladd egyenes skalaris egyenletrendszerét. Jeloljilk az egyenes
tetszés szerinti pontjat P(x; y: z)-vel.

BB i e P
Az egyenes iranyat megadja a v = PP, vektor (2.73 _{} o jf
dbra). b <
a=Xy—Xx1, b=rs—y, c=2—2 A 5z '

. L 2,73 abra
helyettesitéssel az a) pont (2) egyenletrendszerébdl az

x= x1+t(x2—x1)
(1) ¥y = y+1y,—y1)
z = 1+ t(z—29)

paraméteres egyenletrendszer adodik,
A skalaris egyenletrendszer:

XXy Y=h _ ZTH
KXo X1 Yo—h Zo—o

(2)

feltéve, hogy a nevezék nem nullik.
Ha z = 0, azaz a két pont az (x; ») sikban van,

s T - B
Xo—X1 Yo—r1
Yo—¥
© oy = 2 (xxy.
Xp—Xy
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Példak

1. frjuk fel a P, (—3; —2;5) és P, (—1;1; 3) pontokon 4tmend egyenes egyenletrendszerét:

x+3 _ y+2 _ ==5
—Taa ~ 2SI 3=5
x+3 y+2 z—35
S MRS V- 5

Paraméteres alakban: .
x = —3+2¢ y=—2+3 z=5-2
2. Melyik egyenest jellemzi az

ok TR e P egyenletrendszer ?

0 2 -3
A két figgetlen egyenlet koziil az egyik csak az x+4 = 0, azaz x = —4 Ichet, a mésik
y—lr _z42
27T =3

Az_egycnes atmegy a P (—4; 1; —2) ponton, és pathuzamosa v = 0i+2j — 3k=[0; 2; — 3] vektorral.
3, Irjuk fel az origén 4tmend egyenes egyenletrendszerét! Az egyenes v = [a; b; c] irdny, és dtmegy
az O (0; 0; 0) ponton.

X ¥ z
Egyenletrend: —_—= i = —
ZY ndszere — 5 pe
illetve x=at y=b z=cl

4. Irjuk fel a koordinatatengelyek egyenletét!
Az x tengely Atmegy az origén és parhuzamos az i = 1i+0j+0k = [1; 0; 0] vektorral.

X yin
Egyenletrendszere CHa i £

Figgetlen egyenleteknek csak az y = 0 és z = 0 egyenleteket valaszthatjuk.

Tehat az x tengely egyenletrendszere

y=0 ¢é z=0.
Ez geometriailag is nyilvanvald, hiszen az x tengelyre jellemz6, hogy minden pontjanak y és
z koordinatdja zérus.

Hasonléan az y tengely egyenletrendszere x = 0 €s z = 0,
a z tengely egyenletrendszere x = 0 és'y = 0.

24.1.3 Az egyenes sikbeli egyenletei

a) Adott ponton atmend, adott iranyvektord egyenes egyenlete. Az egyenes irdnytényezds
egyenlete. Amint az el§z6 pontban lattuk, ha az (x;y) sikban fekvé e egyenes atmegy az
(xy; ) ponton, és irdnyvektora v = [v,; v,] (2.74 abra), akkor egyenletrendszere:

x = xp+1v; }
y=yo+to ]

(1)
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Ha v, vagy v, nulla, az egyenes parhuzamos ‘ g
az y, illetve x tengellyel, és egyenlete x = x;,
illetve y = y,. Az y tengely egyenlete: x = 0,
az x tengely egyenlete: y = 0. Ha v; 7 0 és
v, # 0, akkor az (1) egyenletrendszerbdl a ¢
paramétert kikiiszobolve:

X=Xy _ ¥=Xp
¥y Uy 3 = __,r
Innen
Vg 2.74 abra
(2) yeR o (x—2x,).

1

Feltehetjilk, hogy az egyenes irdnyvektora a v egységvektor, Ekkor »; = coso, v, = sina,
(o jelenti a v vektor és a pozitiv x tengely hajldsszogét.)
Ilyen mddon:

y—yp = tgo (x—2x),

tga = m  jelOléssel:
(3 y—yo = m(x—xp).
m = tg« az egyenes iranytényezéije (irdnytangense). A (3) egyenlet az adott ponton dtmend,
adott irdnytényezdjli egyenes egyenlete.
A (3) egyenletbdl
¥ = mx—+yo—mxy,

yo—mxy = b jeloléssel:

10)] y = mx+b,

b az x = 0 ponthoz tartozo ordinata, m = tgo (2,75 dbra).
Az y = mx+b egyenlet az egyenes Un. irdnytényezls egyenlete,
Specidlisan, ha

b=0,

Yy = mx,
az origdn Atmend egyenes iranytényez0s egyenlete.
Ha adva van az egyenesnek P;(xy; yq)
és P,(xy; y,) pontja, akkor v irdny-
vektorit a

UI = X9 — Xy,

Vg = Yo—M1
koordinatdkkal adhatjuk meg.
Ekkor egyenlete (2) alapjan -

(5) Y=y 5= fl (x—xy)

(feltéve, hogy x, = X7). 2.75 abra
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Ez a sikban adott, két ponton dtmend egyenes egyenlete.

Az eredimény azonos a 2.4.1.2 b) pontjdban kapott (3) egyenlettel.

b) Adott ponton itmend, adott normalvektori egyenes egyenlete. Tegyiik fel, hogy az

egyenes dtmegy az 1, helyvektorti, Py(xg;¥p) ponton és merGleges az n=[A4, B] vektorra,

Az n vektort az egyenes normdlvektoranak nevezzik.

Ha r = [x; y] az egyenes tetszOleges

P(x: y) pontianak helyvektora, akkor 1
(r—ry) L n (276 abra),

¥

azaz
(6) n-(r—ry) = 0. Pa(m'

Ez az egyenes egyenlete n normdl-
vektoraval és egy pontjanak r; helyvek- ro
tordval kifejezve.
Koordinatdkra attérve: / —

Alx—xg)+B(y—yy) = 0.

Innen 276 &b
Ax+ By— Axy— By, = 0. oL EPIR

A C = — Axg— By, jeloléssel:
)] Ax+By+C = 0.

Ez az egyenes altaldnos egyenlete.
Mivel n = [4; B] nem lehet nullvektor, A2+ B* = 0.
Konnyii ellendrizni, hogy minden

Ax+By+C =0

egyenlet az 42+ B? ;= 0 feltétel mellett egyenest hataroz meg.
Ha az egyenes az

y = mx+b
egyenlettel adott, akkor atrendezve az
mx—y+b =0 egyenlethez jutunk,
Innen pedig lathatjuk, hogy az egyenes norméalvektora az
n = [m; —1] vektor.
c) Az egyenes tengelymetszetes egyenlete. Tegyiik fel, hogy az
Ax+By+C =0

eeyenletii egyenes nem megy at az origdn, és nem parhuzamos egyik koordinatatengellyel

sem.
Ilyen feltételek kozott az egyenes mindkét koordinatatengelyt az origotdl kiilonbozé pontban

metszi.



88
Az x tengelyen levé metszéspontban y = 0, ezért a (7) egyenletbdl x = — —
Hasonldan az y tengelyen levo metszéspontban: x =0, y = _'}_C—;' .
¢ (&) .
Azag=— YL b= — B mennyiségeket tengelymetszeteknek nevezziik (2.77 dbra),
A (7) egyenletet rendezve és (— C)-vel végigosztva:
X ¥
NPT e= Y
C * C
A B
Azaz ~
x ¥y
8 — =1 Xo;
(8) A + i b (*o; §o)
Ez az egyenes tengelymetszetes vagy Salmon-
féle egyenlete.
a a =

d) Az egyenes egyenletének Hesse-féle normal-
alakja. Legyen az 2.77 éabra

Ax+By+C =0

¥4

egyenlette] adott egyenes normalvektora

n = [A4; B] egységvektor. \ B

b}
Ekkor a normélvektor koordinatai
. ne P
A=cosz, B=snuz
o
alakban adhatok meg. s
. a \ X

Ezt behelyettesitve és hasznidlvaa C =—p €6~ 278 apra
Iést:

9) xcosu+ysina—p = 0.

Ez az egyenes tin. Hesse-féle normadlalakja.
Ha a normalvektort ugy irdnyitjuk, hogy c jeloli a kezdépontbol az egyenesre bocsatott merd-
leges irdnyszogét, akkor p az origonak az egyenestdl valo eldjeles tavolsagat adja (2.78 abra).

e) Egyenesek parhuzamossiginak és merdlegességének feltétele
o) A parhuzamossag feltétele

Ax+By+C; =0

Apx+ Boy+Cy =0

egyenletii egyenesek akkor és csak akkor parhuzamosak, ha normalvektoraik parhuzamosak,
akkor és csak akkor merdlegesek, ha normalvektoraik merdlegesek.
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Feltehetjilk, hogy a normélvektorok egységvektorok, kiilonben végigoszthatjuk az egyenle-
teket 4/ A2 + B2, illetve /A% + B2-tel. Ekkor a parhuzamossag feltétcle:

[4y; By) = [Ag; .Bz]
vagy [Ay; B) = [— As; Byl

Az iranytényezds alakban adott

y=mx+by
y = myx+by

egyenlet(i egyenesek parhuzamosak, ha
my = My,

B) A merélegesség feltétele. Azn, és n, normalvektori egyenesek merdlegesek, ha
ny-ny = 0.

Ha az egyenesek egyenlete

A1x+B1y+C1 =0

a két egyenes merdleges, ha

Ay Ao+ ByBy = 0.

Az y = nnx+b
¥ = m2x+ b2 ‘y

egyenlettel adott egyenesek merdlegesek,
ha

[my; — 11+ [mg; —11= 0,
azaz i

mymy+1 = 0. /{
1
Ebbol My =———" ocy o
. A hn 7> 1) I 2 = — -

f) Két egyenes hajlasszége. Legyen azw; 279 ibra
és o, iranyszogli egyenesek hajlasszoge .

7T
Tegylik fel, hogy o # 5 A 2.79 abra szerint

w = Df,z_ml
tgos—tg oy

tgw = tg (gg—uy) = It tei, "

tgog = my €5 tgoy = My jeloléssel:




AL

%0

mg— iy
tgw = —— :
14-r1ymy

(Ha a sorrendet feleseréljiik, tg o eldjele megvéltozik, és igy a kiegészitd szog tangensét
kapjuk.)

g) Pont tivolsiga egyenestél. Legyen az e egyenes egyenlete
nr—r,) =0

alakban adott.
Feltehetjiik, hogy n = [A4: B] egységvektor. Legyen adva a sikban a p helyvektorit P(x1; ¥y)
pont.
A P pontnak az e egyenestdl valo eljeles j Yy
tavolsiga a (p—r,) vektor skaldrvetillete az
n normalvektorra (2.80 abra).

14

d = n(p—ry).
Koordinatakkal kifejezve:
d= A(xl—xo)'*‘B(}’]*}'u),

azaz

d= Ax,+By,+C.

Ha az (x4, ¥;) pont az egyenesen van, akkor
d = 0 értékkel az egyenes egyenletét kapjuk.
Specidlisan az origénak az egyenestdl vald eldjeles tavolsdga:

d=C.
Tetszleges [A4: B] normalvektor esetén a P(x;; y;) pontnak az Ax+By+C =0 egyenestdl
valo eldjeles tavolsaga:

A B C
(1) i L BT,
A/ A%+ B2

K énnyen ellendrizhetd, hogy d eldjele csak attol fiigg, hogy a P(x,; y;) az egyenes 4ltal meg-
hatarozott két félsik melyikében fekszik.
Az eléjel abban a félsikban pozitiv, amelyikbe az n normélvektor mutat.
A pontnak az egyenestdl valo tavolsaga:

d| = | Ax;+By+C|

A2+ B?

Ha az egyenes az
y=mx+b
alakban adott, akkor a P(x,; »;) pontnak az egyenestél valo elSjeles tavolsaga

mx;—y1+b

2 d:—:_:.
2 \/1+n12
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A pontnak az egyenestdl valo tavolsdga pedig:
[mx;—¥y,+b]
V1tm?

h) Két parhuzamos egyenes tavolsiga. Hatdrozzuk meg az

ld] =

y=mx+b; ¢&s
y = mx+by

parhuzamos egyenesek tavolsagat (2.81 dbra)!
A feladat azonos annak meghatdrozasaval, hogy az egyik egyenes egyik pontja milyen td-

]

/?(z?ﬁ/)

Ly

X

2.81 dbra

volsagra van a masik egyenestdl. Az y = mx+b; egyenes Py(0; by) pontjanak tdvolsdgat a
masik egyenestd]l megkapjuk, ha P; koordinatait az eléz6 pont (2) képletébe helyettesitjiik.
Az elbjeles tavolsag:

des A
A/ 1+m?
A tavolsag pedig:
|d] = Behl
A/ 14 m?

i) A szogfelezd egyenes egyenlete. A szogfelezd
mindazon pontok mértani helye, amelyek a szog
két szaratol egyenld tavol vannak.
Legyen a két szbgszar egyenlete (2.82 dbra):
Ayx+Byy+C; =0,
A2X+B2y+ C2 = 0.

A szogfelez6n fekvo P(x; y) pont tdvolsaga az e,
egyenestdl:

| Apx+Byy+Cy | g

ldi] = T
\ A3+ B 2.82 dbra
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az e, egyenestol:

ey | Asx+Byy+Co |

A/ 43+ B}
Mivel a definicio szerint: ‘
ldy | = |dy|,
a szogfelezo egyenesek egyenlete:
Ayx+Byy+Cy -t Ayx+ Byy+C,y

v A+ B? \ AL+ BE

ahol x és y a szogfelezd futopontjdnak koordinatai. (Az eldjelek kétféle megvalasztdsa
adja a két szogfelezd egyenletét.)

2414 A sik egyenlete

Adott ponton atmend, adott iranyra merdleges sik egyenlete. Legyen a sik az
n = ai+bj+zk vektorra merdleges, és haladjon 4t a Py(x,; ¥y; 2,) ponton.
Az n vektort a sik normalvektordnak 11
nevezzilkk. Vegyiik fel a sik egy tetszés ]
szerinti P(x; y; z) pontjat! A sikra jellemz&,
hogy

PyP L n (283 dbra).

A helyvektorokkal kifejezve: PyP = r—ry,,.
Mivel a vektorok merdlegesek, skaldris
szorzatuk nulla.

<t

n(r—ry) = 0.
Ez a sik vektori egyenlele.

A skalaris szorzat a koordinatik szorzat-
osszegével egyenld.

Mivel

X

2,83 abra

= (x—xg) i+ (r—y)itz—2z) k,
és = ai+bj+zk,
alx—xg)+b(y—yy)+elz—2zp) = 0.

Ez a sik skaldris egyenlete.
A beszorzast elvégezve és az egyenletel rendezve:

ax+by+ez = axy+byy+cz,.
Jeloljiik a jobb oldalon 4ll6 konstanst d-vel:
ax-+by+cz =d

Tehat a térben egy haromismeretlenes linedris egyenlet jellemzi a sikot. Az egyenest kétisme-
retlenes linedris egyenlet adja meg. *
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Az origén atmend sik egyenlete. Helyettesitsiik a sik
alx—xg)+b(y—yp)+clz—z5) =0
egyenletébe az origdt, azaz az O (0; 0; 0) pontot.
Az egyenlet:
ax+by+ez =0,
Megforditva: utolso egyenletiinket a

P (0; 0; 0) pont kielégiti, tehdt az egyen-
let az origon atmend sik egyenlete.

A sik tengelymetszetes egyenlete
Legyen a sik egyenlete

ax+by+ecz=d (2.84 dbra), /4 i
+

Messe a sik a koordinatatengelyeket a 284 ibra
kovetkezd pontokban:

az x tengellyel valo metszéspont A (ay; 0; 0),
az y tengellyel valé metszéspont B (0; by; 0),
a z tengellyel valéd metszéspont C (0; 0; ¢;).
Ezek a pontok kielégitik a sik egyenletét. Behelyettesitve:
aay=d, bby=d, cc;p=d.
d d d
Innen a=—, b=—, ¢c=—.
ay 1 51

Ezeket az értékeket az

ax-+by+cz = d egyenletbe helyettesitve:

d d d
—x+-—yt—z=d,
a, by Cy
£ z
azaz —)i—-!- s +—=1

Ez a sik rengelymetszetes egyenlete.
Sikok parhuzamossaga. Két sik pirhuzamos, ha normélvektoraik parhuzamosak.

Két sik hajlasszoge. Két sik hajldsszoge megegyezik normélvektoraik szogével. Ha a nor-
mélvektorokat n;-gyel és ny-vel jeloljitk, a két sik hajlasszégének koszinusza:

n; Ny
[ny|«|ny]
Harom pont altal meghatarozott silc egyeniete. Legyen az adott hdrom pont a Py, Py

¢s P, pont (2.85 dbra). Képezzik a PoPl =v; ¢ Po 2 = vy vektorokat! A normdlvektor
merdleges a sikra, tehat megkapjuk, ha képezziik a v; v, vektori szorzatot.

S \
¢ n= Vv

cos(p =

et
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Nty

o

P s | .
% Y /
v, / 1

2.85 abra 2,86 abra

A sik barmely pontjat a Py-lal Osszekt6 PyP vektor merGleges n-re, tehat skaldris szorzatuk
nulla.

—

Mivel. PyP =r—ry,
a harom ponton atmend sik vektori egyenlete (2.86 abra):
(r—rg)vixvy =0 vagy
(r—rg) vivg = 0.
A skaléris alakhoz felirjuk a vegyes szorzatot determinanssal:

l ,
X=X Y=y 22

|X—Xg M—¥e Z1—%|=0.

| ¥o—Xg Yoo 22—20|

Példa

Legyen az adott hdrom pont
Py-1;-2;3), P,(1;0;2), P:(3;—-1;4).
v, = PPy = 2i+2j -k,
vy = PoPy = di+j+k.
o ke
n; = v Xve=|2 2 41l=3i—6j—6k.
€ 38 S B

i
l
!

Mivel a normélvektor abszohit értéke mellékes, a vektort végigoszthatjuk 3-mal:
n = i-2j—2k

A sik egyenlete

(r_ro)‘n =0, azaz
4D -20+2)-2-3 =0, imen ~24-h—2L +6
x—2y~2z=-3.
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A sik egyenletének Hesse-féle normal- Az
alakja. Hizzunk az origobol a sikra meréleges
egyenest, jeloljik a doféspontot Py-val (2.87

abra). 2

Ha az origénak a siktdl valo tavolsagdt p-vel

jeldljiik, a sik mormalvektordnak egységvektorat o

pedig n®-val, P, helyvektora a sik normalvektora: n. »

<f

r, =p-n’. 7

Ha a sik egy futépontjat P-vel jeloljiik,

PP =r—r,
meréleges n-ra. (1
Igy (r—1p) -0’ =0, 2.87 dbra
azaz r—p-n9)n® =0

A beszorzist elvégezve
rend—p.en®-n®=0 Mivel n-n’=1,
p—r-n®=0
p=r-n
Adjuk meg a vektorokat a koordinatakkal:
r = xi+yj+zk,

n® = cosai+cos fj+cos yk.

(Az egységvektort az irdnykoszinuszokkal adjuk meg.) gy az origénak a siktol vald eldjeles
tdvolsaga:

p = xcosu+ycosfB+zcosy.

Ez a sik egyenletének Hesse-féle normalalakja, ahol x, y, z a sik egy tetszéleges pontjanak
koordinatai.

2.4.1.5 Metszéspont, déféspont, metszésvonal

1. Két egyenes metszéspontja. Metszik-e egymidst az

x+1 Y5 z+2
3 ==

és

Il

x+2 7Ji+5 _z—1

= e esek?
2 3 g,

Az egyenesek nem parhuzamosak.
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Az els6 egyenes egyenletrendszerébdl felirjuk az

x+1 y—5
1 T ]
) : —
x+1 z+ 2
@ e =
<
a masodikbol az
x+2 y+5
3 i’ S o
3 3 3
x+2 z—1
@) ==
egyenleteket.

A harom ismeretlenre négy egyenlet van. Megoldjuk az elsé harmat. Ha a kapott ertekek a
(4) egyenletet kielégitik, az egyenesek metszik egymdst, ha nem, kitérdek. Az (1) és 3)
egyenletbol

4x 3y =11
3x—2y= 4}
Megoldasuk x =2 y=1.

Ezt a (2) egyenletbe helyettesitve z = — 3.
Az értékek a (4) egyenletet nem elégitik ki; az egyenesek kitérOek.

2. Sik és egyenes déféspontja. Allapitsuk meg az

it r—1 il egyenes €s a
—_ = - = — - S
=3 2 = L

3x—2y+4z = 14 sik doféspontjat!
Az egyenes paraméteres egyenletei:
x=—3t—-2; y=2u+l;, z=—1-3.
Ezeket az értékeket a sik egyenletébe helyettesitve:
—9t—6—4r—2—4t—12 = 14,
17t =—34, t=-—2
ey x=4 y=-3 z=—1.
A doféspont D(4; —3; —1).
3. Két sik metszésvonala. Trjuk fel a
2x—y+z= 6 és
x+3y—2z=—4 sikok metsz€svonalat.

A metszésvonal egyenletét felirhatjuk egy pontja és irAnya ismeretében.
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A pontot megkapjuk ha a két sikot jellemzd két haromismeretlenes egyenletben az egyik
koordinatdt tetszés szerint megvalaszijuk, majd a kétismeretlenes egyenletrendszert megoldjuk.

Legyen pl. z=0,igy
2x—y= 6
x+3y=—4 } '
Az egyenletrendszer megoldasa x = 2 y =—2,

fgy a két sik kozos pontja Py (2;—2; 0).
A két sik metszésvonala benne fekszik mindkét sikban, tehat mer&leges a két normalvektorra.
A metszésvonal iranyvektorat tehat megadja a normalvektorok vektori szorzata.

Mivel n=1[2;—-1;1] ¢s n, = [1;3; =21,
i j ki
v=mxn =2 —1 11:—1+5]—|—7k
11 3 —2

A metszésvonal egyenletrendszere:
x—2 y+2 z

—i 5 4
4, Hdrom sik metszéspontja. Héarom sik metszéspontjat megkapjuk, ha a sikok egyenlete
altal adolt harom hdromismeretlenes egyenletet megoldjuk.

2.4.1.6 Tavolsagfeladatok

1. Két pont tdvolsiga. Milyen tavol vannak egymastol a Py(2; —1;5) és Py(4; 2: 3) pontok?
A 2.4.1.1.a) pont szerint:

d= \/(xz—xl)z'i'(J’z—h)z“\“(22—21)2

d= /G20 +QFIP+G— 5P = V/4+9+4 = /17 = 4,123.
2. Pont tdvolsdga egyenestsl. Milyen tavol van a P(5; 4; —1) pont az

1 -1 -2 ’
LX%Q = yT = L] —  egyenestdl?

Meghatarozzuk az egyenes egy P, pontjat. A pontot osszekotjuk a P ponttal. Ezutdn kisza-
mitjuk a POP vektornak az egyenesre merdleges vetiiletét és a P(,P vektor abszolit értéket

(2.88 abra). P
Ezekbdl Pitagorasz tételével a keresett tavolsag:

d =2/ PP F—|(PP). I

|
? l 4
Az epyenes egy pontja az egyenletébdl leolvashato: [
Py(—1;1; 2). ) i ,
P=1[6:3; -3, |PP|=1/54 —
Az egyenes irdnyvektora v = [2; 2: I1]: [v] = 3. 2.88 dbra

7 Matematika
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A tavolsidg meghatdrozdsahoz felvesziink a sikon
egy P; és az egyenesen egy P, pontot.

A 171?; vektor merbleges vetiilete a sik normdl-
vektordra a keresett tavolsag (el&jeltdl eltekintve)
(2.93 abra).

A tavolsag: d = (}—’1_15;),1

2.4.1.7 Vetiiletfeladatok

1. Pont vetiilete egyenesre. A P pontnak az e
egyenesre valo vetiilete a pontbdl az egyenesre
bocsatott merdleges talppontja. Felvesziink az
egyenesen egy P, pontot. Ezt osszekotjitk a
P ponttal. Meghatdrozzuk a ﬁ vektornak -az
e egyenesre valo vetiiletvektorat, 1;07;’ -t. A vek-
tor P’ végpontja a keresett vetiileti pont. A P’
pont koordinétéitc{negadja helyvektora.

OF = OPy+P,P’  (2.94 abra).

2. Pont vetiilete sikra. A P pontnak az S sikra
valé vetillete a ponton dtmend és a sikra merd-
leges egyenesnek a sikkal vald doféspontja: P’
A sikra mer6leges egyenes a sik normalvektoraval
parhuzamos egyenes (2.95 abra).

Példa

Hatérozzuk meg a P (5; —4; 3) pontnak a
2x—3y+z=11 sikra valé vetiletét!
A sik normélvektora
n=[2;-3;1L

7

2.93 dbra

2.94 ibra

n

2.95 dbra

A ponton Atmend, a sikra merbleges egyenes egyenlete

x—5  y+4 z—3

g =g P illetve
x = U+5
.y =-3t—4
z=1+3

Ezeket az értékeket a sik egyenietébe helyettesitve:
4!+10+9H—12+H—3 == 11,

14t = —14
t=-—-1
igy x=3 y=-1 z=12
A vetiilet P'(3; —-1;2).
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3. Egyenes vetilete sikra. Aze egyenesnek az S sikra valo vetilletét megkapjuk, ha felvessziik
az egyenes két pontjat, Py-et és Py-t, meghatarozzuk ezek vetiiletet a sikra, Pi-t és P;-t, és
felirjuk az ezeket OsszekOtd egyenes egyenletét (2.96 dbra).

Az egyik vetilleti pont helyett célszerii az egyenes és sik doféspontjat venni. (Kivétel, ha a
sik és az egyenes parhuzamos.)

Ha az egyenes merdleges a sikra, a Yeti@let egyetlen pont, a déféspont.

& e
Py
i

e

o}

1
ﬁ |
| |
| |
| |
&7 L7

)
o—— ———
d

~

2.96 dbra 97 abra

2418  Tiikrozési feladatok

1. Pont pontra vonatkozé tikérképe. Hatarozzuk meg a P pontnak a P, pontra vonatkozoé
P tiikrképét. A titkorkép a Pés Py pontokat 0sszekotd egyenesen, a P-vel ellentétes oldalon,
PP, tavolsiggal egyenld tavolsigra van. A meghatdrozashoz felhasznaljuk, hogy Py a P
és P’ pontokat OsszekOtd tavolsag felezGpontja (2.97 dbra).

Ha P(x; y; 2), Py(xq; Yoi 2), @ keresett pont P(x" ¥ 2,

akkor
x+x' ¥+ z41z'
Xg = Yo = Zg = - , ahonnan
2 2
X =2x—x ¥ =2y Z =22
Példa

Mia P (—4; —1; 3) pontnak a P, (3; —1; 4) pontra vonatkozd tikorképe ?
X =6+4=10 y=-1 z=3

A tikorkép: P/(10; —1;5).

2. Egyenes pontra vonatkozé tiikérképe. Az e egyenesnek a Py pontra vonatkozo6 tiikkorképe
az egyenes minden pontjanak a P,-ra vonatkozo titkorképe. A tilkorképegyenes parhuzamos
az e egyenessel, és olyan tavol van a Py ponttdl, mint az e egyenes. A meghatarozashoz
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A merdleges vetiilet:
—_— PPV 124+6—3 15
BIBL, e el e B e B
(PyP) i ; 3

A keresett tdvolsag:
4= A/ PP E—1(PP), [* = 1/54-25 = V/29 = 5.38.

3. Pont tdvolsdga siktsl. Milyen tavol van
a Py(3; —2; 4) pont a 2x—5y+z=
siktél?

Meghatarozunk a sikon egy A pontot, €s

Sl

kiszdmitjuk az Eﬁo vektornak a sik nor-
malvektordra valo eldjeles vetilletét. Ennek

abszolat értéke a keresett tdvolsag (2.89 4
4bra).
A 2x—Sy+z =2 egyenletben ket koor-  2.89 4bra

dinatat tetszés szerint valaszthatunk meg.

Legyen x = 1, ¥y =1, akkor az egyenletbdl z =5 kovetkezik.

—

Tehat A(1; 1; 5) a sik egy pontja. Az AP, vektor pedig:
AP, = 3—Di+(—2—Dj+@—5k = 2A-3i—k

A sik normélvektora n = 2i— 55+k.
Az eldjeles vetiilet:

T _ APyem 4415—1
ofn —

18 184/30  34/30
= —— e = = = T T e e 3,28.
In]| Vat2s+l /30 30 5
4, Pdrhuzamos egyenesek tdvolsdga. Felvesziink mindkét egyenesen egy-egy pontot, Py-et

és Po-t, Meghatarozzuk a b = PP, vektornak a két egyenes kidzos iranyvektorara, a-Ta
valé eljeles vetiiletét, b,-t (2.90 Abra). A keresett tavolsag:

—
d=+/ PPy [P —ba.
5. Kitéré egyenesek tdvolsdga. Legyenek az e; és e, kitéro egyenesck. Iranyukat jelezzék a

v, és v, vektorok, egy-egy pontjukat a Py, illetve P, pont.

A két kitérd egyenes tavolséga a P, P, vektor merdleges vetiilete a normaltranszverzalisra
(2.91 dbra).

e,

2.90 abra . 2.91 dbra

ERprene | —

9%

A normaliranszverzalis irdnya merdleges mindkét egyenesre. Tehat

n= vy XV
A ket kitéro egyenes tavolsaga:
d= (P 1P E)n-
Mint a 2.4.1.5 pont 1. példajaban lattuk, az

x+1 y—5 z+2

= —_— = s
3 —4 —1
2 5 -1
%— = E;f = % _ egyenesek kitéroek.

Hatarozzuk meg a két kitéro egyenes tavolsagat! A két eayenes egy-Cgy pontja az egyenletbol
leolvashato:

Pi(—1;5; —2) és  Py(—2; —5: 1)
PPy =[—1; —10; 3]

&
A két egyenes iranyvektora v; = [3; —4; —1lés vy = [2 3: 2k
A normaltranszverzalis vektora:
n=vyxvy = |3 —4 —1{=0[=5 —8; 17]
2 3 2

A keresett tavolsig:

- PPyon 548051 136 136

d:(PiPz)n 2 = == = —=10I
In| A/ 25 + 64+ 289 \/378 194

6. Pdrhuzamos sikok tdvolsdga. Meghatarozzuk a ket sik egy-egy pontjat. Az ezeket Ossze-
k6t6 vektornak a kozos normalvektorra valé merdleges vetiiletének abszoliit értéke a keresett

tavolsag (2.92 abra). n

|P1P2‘ﬂi

dz\(ﬁ)ﬂ‘—‘T- JP‘-

o

7. Siknak vele pdrhuzamos egyenestsl valé tdvol- / 1
sdga, Az egyenes parhuzamos a sikkal, ha nincs
kozods pontjuk. A parhuzamossig feltétele ugy is
fogalmazhatd, hogy a sik normalvektora és az
egyenes irdnyvektora merdlegesek, skaldris szor-
zatuk nulla.

n-v=0. 2.92 abra




