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BEVEZETES

A konyv szandékaink szerint a kovetkezd funkciok betoliésére késziilt:

(A) Elmeéleti tankényv a magyarorszagi egyetemeken és fGiskolakon folyo
szamelmélet-oktatashoz, elssorban az egyetemek matematikus, alkalma-
zott matematikus, matematika tanari és informatika szakos hallgatoéi, va-
lamint a tandrképzé fGiskolak matematika tanéri szakos hallgatol részére.

(B) Szamelmélet feladatgytijtemeény, szintén elsGsorban a fenti hallgatoi réte-
gek szamara.

(C) A kotelezs és fakulticios anyagon tilmenden a szamelmélet egyes fejeze-
teit, problémakoreit részletesebben targyalé ,szakkonyv”, az ilyen téma-
bal szakdolgozatot készitGk és mas, a teriilet irant mélyebben érdeklédésk
SzAmAara.

(D) A(z elemi) szamelmélet legfontosabb teriileteit attekints ,kézikonyv” ma-
tematikusok és matematikatanarok részére.

A konyv felépitése

A fenti célok minél jobb megvalositiasa érdekében a targyaldst teljesen
az alapoknal kezdjiik és az elsé két fejezetben csak a kozépiskolas anyagra
tamaszkodunk. Ennél a résznél elemi és kevesbé absztrakt segédeszkozoket
hasznalunk, és a tiulzottan tomér indoklisok helyett inkadbb részletes magya-
razatokat adunk, hogy a megértést a kezdd” Olvasok szamara is maximalisan
megkonnyitsiik. Ugyanakkor mar itt is nagy sulyt helyeziink az anyag mé-
lyebb Osszefiiggéseit feltard tételek, a ,szép” és nehéz gondolatokat tartalmazo
bizonyitasok bemutatasara.

A késibbi fejezetekben egyre mélyebbre hatolunk a kiilouféle szamelme-
leti témakdrdk targyalasaban. Arra toreksziink, hogy a szamelmélet rendkiviil
sokszinii problémavilagabol (beleértve a rengeteg régi. de még mindig meg-
oldatlan problémat is) és az ezek kezelésére az ¢vszézadok (sét évezredek)
alatt kidolgozott valtozatos modszerekb6l minél t6bbe nyijtsunk betekintést.
Ahol lehet, bemutatjuk a szamelmélet legtijabb eredményeit és alkalmazasait
is. Egyes részeknél felhasznaljuk a matematika mas teriileteinek tételeit és
modszereit is, elsdsorban (klasszikus, linedris és absztrakt) algebrat, analizist
és kombinatorikat.

A kbnyv szerkezetét ugy alakitjuk ki, hogy az az egyes fejezetek egymasra
épiilését és az anyag rendszerezését minél jobban biztositsa.

A konyv egészére jellemzs, hogy a fogalmakat, allitasokat stb. a formé-
lis megfogalmazason tilmenden is alaposan  korbejarjuk”, mindig példakkal
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illusztraljuk, megprébaljuk a ,lényegi” vonasaikat megragadni, bemutatjuk a
kordabbi anyaghoz val6 kapcesolodast, felhivjuk a figyelmet az esetleges bukta-
tokra, elemezziik, mi indokolja az adott fogalom bevezetését stb. Nagy sulyt
helyeziink arra, hogy lehetSleg a konkrétboél kiindulva haladjunk az altalanos
fele. Igyeksziink a szamelméletnek a matematika méas teriileteivel valé szoros
és sokszinti kapesolatat minél atfogébban érzékeltetni.

Feladatok

A fejezeteket alkotd minden egyes pont utian feladatok kovetkeznek. A
feladatok részben az aktudlis fogalmak, tételek, modszerek stb. megértését
ellendrzik és ezek elmélyitését segitik eld, részben vijabb példakat, Gsszefiig-
géseket és alkalmazasokat mutatnak be, részben pedig az adott témakorhoz
kapesolodé egyéb problémakat vizsgilnak. Gyakran szerepelnek feladatnak
salcazott” tételek is, amelyek az anyag részletesen nem targyalt tovabbi érde-
kes vonatkozéasaira, tavolabbi dsszefiiggéseire hivjak fel a figyelmet.

Ennek megfeleléen a feladatok mennyisége és nehézsége igen tag haté-
rok kozott mozog, az éppen sorra keriild anyag témajatol, terjedelmeétsl és
mélységétd] fiiggden. A(z altalunk) nehezebbnek itélt feladatokat csillaggal, a
kiemelkedden nehéznek tartott feladatokat pedig két csillaggal jelezziik. (Ter-
mészetesen egy feladat nehézsége mindig relativ; a megoldd képességeitdl, ér-
deklodesétdl és altalanos elGismeretétsl eltekintve jelentGsen fiigghet — tobbek
kozott — a kordbban megoldott feladatoktol is.)

A feladatok eredményét és/vagy a megoldashoz vezetd (egyik lehetséges)
itmutatast — miniméalis szamn kivételtsl eltekintve — az  Eredmények és at-
mutatasok™ c. fejezetben kozoljitk. Néhany (elsdsorban nehezebb) feladathoz
részletes megoldést is adunk a ;Megoldasok™ c. fejezetben, ezeket a feladatokat
a kittizésnél M bettivel jeloltitk meg.

Az Olvasonak azt tanacsoljuk, hogy lehetéleg csak akkor nézze meg a
feladatokhoz adott atmutatast vagy megoldast, ha semmiképpen sem boldogul
a feladattal. Térjen inkabb vissza tobbszor is ugyanarra a problémara, esetleg
oldja meg el6bb valamelyik specidlis esetet.

TFontos, hogy prébalja meg felderiteni a feladat ,mondanival6jat”, hatte-
rét, a matematikai kdrnyezetben elfoglalt helyét és szerepét. Nagyon hasznos
az Altalanositas vagy tjabb problémak 6nallo felvetése (még akkor is, ha ezeket
nem sikeriil megoldani).

Az egyes fejezetek rovid ismertetése

Az els6 két fejezet bevezetd jellegt, ezekben az egész szamok oszthato-
sdgaval, a legnagyobb kozos osztoval, a szamelmélet alaptételével (azaz az
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egyértelmi primfelbontassal), illetve a kongruencidkkal kapcsolatos elemi is-
mereteket targyaljuk. Ezek biztos elsajatitiasa elengedhetetlen a tovabbi feje-
zetek tanulmanyozaséhoz.

A 3. és 4. fejezetben a kongruencidk elméletét épitjiik tovabb.

Az 5. fejezet témaja a primszamok, amelyek a matematika egyik legegysze-
riibben definialt, ngyanakkor talin legtitokzatosabb halmazat jelentik. Ebben
a fejezetben Kuklidész tébb mint 2000 éves tételei, valamint azéta is megoldat-
lan problémaéi és az utdbbi évtizedek egyik matematikai szenzaci6jat jelents, a
gyors primtesztelésen és az ehhez képest Osszemérhetetleniil lassii primfaktori-
zacion alapulé nyilvanos jelkulesu titkosirasok egyarant helyet kapnak. Ebben
a fejezetben a korabbi szdmelméleti ismeretek felhasznalisian til szdmos he-
lyen intenziven tamaszkodunk az elemi analizis eredményeire és modszereire
is.

A 6. fejezet a szamelmeéleti fiiggvényekkel foglalkozik. Az egyes fontos
fiiggvények bemutatasa mellett szamos altalanos konstrukeiot és alkalmazast
targyalunk.

A 7. fejezet a diofantikus egyenletekrsl szol. A legegyszeriibb problé-
mak (linearis egyenlet, pitagoraszi szimhérmasok) bemutatisa utan izelitét
nyijtunk tébbek kozott a Waring-problémakoérbél és bebizonyitjuk a Fermat-
sejtésnek a kobokre és a negyedik hatvinyokra vonatkoz6 speciilis esetét. A
modszerek koziil kiemelnénk a Gauss- és Buler-egészek szamelméletét, amely-
nek altalanositasa késobb a 10. és 11. fejezet egyik kozponti témaéjat alkotja.

A 8. fejezet az alkalmazasok szempontjibol fontos diofantikus approxi-
mécioval foglalkozik. Roviden bemutatjuk az approximéacionak a geometriai
szamelmeélettel, illetve a lanctortekkel valod kapesolatat is.

A 9-11. fejezetek szoros egységet alkotnak. A 9. fejezetbdl az algebrai
szadmok és algebrai egészek alaptulajdonsagai nélkiilozhetetlenek a kovetkezé
két fejezet megértéséhez. A 10. fejezet a testbévitésekkel, ezen beliil is elsdsor-
ban a racionalis testnek egy algebrai szammal valé bévitésében levs algebrai
egészek szamelméleti vizsgalataval foglalkozik. Ebben a fejezetben intenziven
tamaszkodunk az elemi linearis algebra fogalmaira és tételeire. Végiil a 11. fe-
jezetben az idedlok szamelméleti vonatkozasait targyaljuk. Az idedlok segitsé-
gével egyrészt altalanos gyiiriikben is jol leirhatok a szamelmélet alaptételének
sziikséges és elégséges, illetve elégséges feltételei, masrészt az algebrai szam-
testek szamelméleti vizsgalatanal fontos szerepet jatszik, hogy itt az algebrai
egészek idealjaira érvényes az egyértelmii primfaktorizacio (noha magukra az
algebrai egészekre ez 4ltaldban nem teljesiil).

A kényvben sok helyen kitériink érdekes matematikatorténeti vonatkoza-
sokra is, és ilyen célt szolgél a konyv végén talalhato révid , Torténeti névtar”
is.
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Amint a fenti leirasbél is kideriil, a szamelmélet egyes teriiletei ezer szal-
lal kotddnek egymashoz és mas matematikai dgakhoz egyarant. Ezért komoly
és nem is teljesen Athidalhat6é nehézséget jelent az a kettGsség, hogy egyrészt
az egyes témakorok targyalasanal jol érzékelhetd legyen ez a szoros kapcso-
lat, masrészt az adott témakort bemutato fejezet minél inkabb énmagaban is
érthetd és teljes legyen. Igyekeztiink olyan egyeustlyt kialakitani, hogy an-
nak, aki a konyvet folyamatosan dolgozza fel, fokozatosan, Osszefiiggéseiben
és minél teljesebben taruljon fel egy probléma- és gondolatgazdag matemati-
kai diszciplina, ugyanakkor a csak néhany fejezetbdl ,csipegetd” olvasonak is
lehetdsége nyiljék érdekes, tartalmas és hasznos ismeretek elsajatitasara.

Technikai tudnivalok

Az egyes fejezetek tn. pontokra tagolodnak. A definiciokat, a tételeket
6s a feladatokat k.m.n tipust modon szamoztuk, ahol k a fejezetet, m ezen
beliil a pontot és n a ponton beliili sorszamot jelenti. A definiciok és a tételek
Lkozos listan” futnak, tehat pl. a 6.2.1 Definicié utan a 6.2.2 Tétel kovetkezik.
Az illusztracios példak, képletek stb. (sima, egy szammal torténd) szamozisa
pontonként tjrakezdddik. A definiciok, illetve a tételek megfogalimazasanak a
végén & all, a bizonyitasok befejezését pedig m jelzi.

A jeldlések, fogalmak, tételek visszakeresését megkonnyit(het)i a konyv
végén talalhato , Targymutatd”, amelyet igyekeztiink nagyon részletesen dssze-
allitani.

Néhany altalanos jelolés: Megkiilonboztetjitk a (valos) szamok also és
felst egésarészét, és ezeket | |, illetve [ ] jeloli, igy pl. |7| =3, [7] =4, a [«]
jelolést nem hasznaljuk. A szamok tortrészet { } jeldli, tehat {¢} = c—|c]. Az
oszthatosigra, a legnagyobb kozos osztéra és a legkisebb kozos tobbszirosre a
szokésos jeloléseket hasznaljuk, tehat pl. 7| 42, (9,15) = 3, [9,15] = 45.
A [ ] szogletes zardjel legkisebb kozos tébbszordst, zart intervallumot vagy
egyszerfien zardjelet jeldl (ez utobbi kiillonosen a 11, fejezetben jellemz, ahol
a () kerek zargjel idealt jelent; a megkiilonboztetés érdekében itt a legnagyobb
kozis osztora is az Inko{a, b} jeldlést hasznaljuk).

A polinomok és fiiggvények jeldlésére tobbnyire az (argumentum nélkiili)
f, g stb. jeldlés szerepel, de helyenként az f(x), g(z) stb. irdsmod is el6fordul.
A polinomok fokszamat (az angol degree szénak megfelelen) ,deg™gel jelol-
jiik, tehat pl. deg(z® + ) = 3. A szokasos modon Q, R, illetve C rendre a
racionalis, a valos, illetve a komplex szamok testét, Z, Z,,, illetve T'[z] pedig
az egész szamok, a modulo m maradékosztalyok, illetve a T feletti polinomok
gytirfjét jelenti. A testbdvitéseknel Q(v0), illetve E(¥) a racionalis test J-val
val6 egyszert bovitését, illetve (algebrai ¥ esetén) az ebben talalhato algebrai
egészek gyirijét jelenti, E-vel pedig az Osszes algebrai egész gyfiriijét jeloljiik.
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A p betiit szinte kizarolag a (pozitiv) primszamok jelolésére tartjuk fenn. A
(véges vagy végtelen) szorzatok és Osszegek jelolésére gyakran hasznéljuk a [
és Y jeleket, péeldaul

r
I, In Ty
1=1 p<n r p

rendre a p{'...p%" szorzatot, az n-nél nem nagyobb (pozitiv) primszimok
szorzatat, illetve a (pozitiv) primszamok négyzetének reciprokosszegét jelenti.

Megemlékezés

A konyvet Turan Pal, Erdds Pal és Gallai Tibor akadémikusok emlékének
ajanljuk (akik egyébként egymas jo baratai és kozeli munkatarsai voltak).

Mindketten abban a szerencsés helyzetben voltunk, hogy szoros kapcsolat-
ban allhattunk a huszadik szézadi szadmelmélet két kiemelkedd egyéniségével,
Turan Pallal és Erdés Pallal.

Mindketten Turan Pal legendas szamelmélet szemindriumain nevelked-
tiink, ott kostoltunk bele elszor igazan abba, hogyan kell egy-egy probléma
lényeges elemeit kibontani, feldolgozni és mindezt masok szaméra megvilagi-
tani. Turdn Paltol tanultuk, hogy a latszélag tavoli teriiletek Osszekapesolasa
gyakran 1j, hatékony megkozelitési modot, eredményez.

Konyviink el§zményeihez tartozik az a (feladatokat nem tartalmazo6) or-
szagos Szamelmélet jegyzet, amelyet 30 évvel ezel6tt Gyarmati Edit tobb mas
forrasmunka mellett Turdn P4l el6adasainak felhasznélasaval irt. Az azéta
eltelt id6 alatt tartott eldadasaink tapasztalatai, a hallgatok eléismereteinek
gyarapodasa (pl. linearis algebra) és az id6kozben sziiletett 1j eredmények azt
indokoltak, hogy a mar régota aktualis felfrissités és atdolgozéas helyett egy
i) konyvet irjunk. Konyviink szelleme és felépitése természetesen tobb rokon
vonast mutat az emlitett jegyzettel.

Mindketténkre nagy hatédssal volt Erdds Pil matematikai és emberi nagy-
sdga, ahogyan a ,szép” matematikai problémak és bizonyitasok iranti szen-
vedélyes szeretetét masokkal megosztotta, ugyanolyan természetes kozvetlen-
séggel beszélve ezekrdl (és sok minden mésrél is) komoly tudésok és kezd6
érdekloddk el6tt egyarant. Freud Rébert sok kozos matematizalas élményét és
szakmai fejlédésének jelentds részét is Erdss Palnak koszonheti.

Gyarmati Edit palyavalasztasaban meghatarozo szerepet jatszott felejt-
hetetlen kozépiskolai tanara, Gallai Tibor, a grafelmélet vilaghirid kutatoja.
Gallai Tibor zsenialis tanaregyéniség volt, akinek csodalatos gimnaziumi Orai
és egyetemi elGadasai a legjobb hallgatokat sikerrel inditottik el a matemati-
kai kutatas atjan, mikozben a gyengébb didkok szamara is a megértés és az
alkotas élményét nyajtottak.






1. SZAMELMELETI ALAPFOGALMAK

Ebben a fejezetben az egész szamok oszthatésigival kapcsolatos néhany alap-
veté fogalmat, tételt és modszert tekintiink 4t. A fogalmak bevezetésénél
legtobbszor csak altalanos oszthat6sagi vonatkozasokra épitiink, és minél ke-
vesebbet tdmaszkodunk az egész szdmok specidlis tulajdonsagaira, A péaros
szamok és mas példak segitségével igyeksziink ramutatni arra is, hogy az egész
szamoknal ,megszokott” tételek egy része, koztiik az egyértelmi primfelbontés
(mas néven a szamelmélet alaptétele) egyéltalan nem magatol értetéde.

A felépités soran ugy jutunk el a szamelmélet alaptételéhez, hogy a ma-
radékos osztasbol kiindulva az euklideszi algoritmus segitségével megmutat-
juk a legnagyobb kozos oszto kitiintetett” tulajdonsagat, majd ennek alap-
Jjan igazoljuk, hogy az egész szadmok kérében a felbonthatatlan szamok és a
primszamok egybeesnek. Az alaptételre egy, a maradékos osztastol fiigget-
len, kozvetlen indukeids bizonyitast is adunk, majd az alaptétel néhany fontos
kovetkezmeényét targyaljuk.

1.1. Oszthatosag

Ha a és b racionalis szamok és b # 0, akkor a-t b-vel elosztva ismét raciondlis
szamot kapunk. Hasonlé allitas az egész szamok korében nem érvényes. Ezért
érdemes bevezetni a kévetkezd definici6t:

1.1.1 Definicio D 1.1.1

A b egész szamot az a egész szam osztdjanak nevezziik, ha létezik olyan
q egész szam, amelyre a = bg. &

Jeldlés: b | a. Ugyanezt a kapesolatot fejezi ki mas szavakkal, hogy az a
oszthato b-vel, illetve az a tébbszirdse a b-nek. Ha nem létezik olyan ¢ egész,
amelyre a = bg, akkor a b nem osztdja a-nak, ennek jelolése: bfa.

A tovabbiakban, ha egyéb kikotést nem tesziink, akkor szamon mindig
egész szamot értiink.

A 0 minden szdmmal oszthato (a 0-val is!), hiszen barmely b-re 0 = b- 0.
A masik ,végletet” azok a szamok alkotjik, amelyek minden szAmnak oszt6i:

1.1.2 Definicidé D 1.1.2

Ha egy szdm minden szamnak osztdja, akkor egységnek nevezziik. &
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1.1.5 Tétel T 1.1.5
(i) Minden a-ra a | a.
(ii) Ha ¢|b és b|a, akkor ¢ | a.

(ili) Az a|b és b| a oszthatosagok egyszerre akkor és csak akkor teljesiilnek,
ha az a a b-nek egységszerese.

(iv) Ha ¢ | @ és ¢| b, akkor ¢ |a+b, c|a— b, tetszoleges (egész) k-ra c | ka,
és tetszGleges (egész) r, s-re ¢ | ra+ sb. &

Az (1)-(iii) tulajdonsagok rendre azt fejezik ki, hogy az egész szdmok osztha-
tosaga reflexiv és tranzitiv, de nem szimmetrikus relaci6. A (iv)-beli allitasok
koziil a legtobbszor az elsé harmat alkalmazzuk, ezek egyébként valamennyien
az utolsénak specidlis esetei (r=s=1;r=1, s = —1; illetve r = k, s =0).

Bizonyitds: Csak (iii)-at igazoljuk, a tobbi konnyen bizonyithat6 az oszthato-
sag definiciojabol.
Ha a = eb, ahol € egység, akkor b | a azonnal adodik. Tovabba 1 = er
miatt ra = b, tehat a | b is teljesiil.
Megforditva, ha a | b és b | a, azaz alkalmas ¢ és s egészekkel b = aq és
a = bs, akkor innen b = b(gs). Ha b = 0, akkor sziikségképpen a = 0, tehat
a =eb. Ha b # 0, akkor gs = 1, azaz s (és ¢ is) egység, tehat ekkor is a = €b.
|

Feladatok

(Ha méas kikotést nem tesziink, a feladatokban értelemszertien egész szé-
mok szerepelnek, a hatvanykitevék pedig nemnegativ egészek.)

1.1.1 Irjunk le egy haromjegyii szamot kétszer egymas melle. Mutassuk
meg, hogy az igy kapott hatjegyt szdm oszthat6 91-gyel.

1.1.2 Lassuk be, hogy két paratlan szam négyzetének a kiilonbsége mindig
oszthaté 8-cal.

1.1.3 Tegyiik fel, hogy az (a, b, ¢ szdmjegyekbsl 4ll6) abe haromjegy szam
oszthaté 37-tel. Igazoljuk, hogy ekkor a bea szdm is oszthaté 37-tel.

1.1.4 Bizonyitsuk be, hogy ha 5a + 9b oszthaté 23-mal, akkor 3a + 10b is
oszthat6 23-mal.

1.1.5 Melyek igazak az alabbi allitasok kéziil?

a) cla+b=>c|a,c|b.
b) ela+b, ec|la=c|b.
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c)clat+b cla—b=e¢|a,c|bd:

d) ¢|2a+5b,c|3a+Tb=c|a,c|b.
e) clab=>c|avagyc|b.

f) cla,d|b=>cd|ab.

g) cla,dla=cd]|a.

1.1.6 Igazoljuk az alabbi oszthatdsagokat:

(i) a—b|a™=b"; (i) a+b | e +02FH ;. (iii) a+b | a®F =0,
1.1.7 Mely c egészekre lesz (c® — 3)/(c? + 2) is egész szam?
1.1.8 Igazoljuk, hogy minden n természetes szdmra 133 | 117+2 4 122741
1.1.9 Adjunk meg végtelen sok olyan n-et, amelyre 29 | 2™ + 5™,

1.1.10 Mutassuk meg, hogy (b—1)2 | b* — 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha
b—1]|k.

*1.1.11 Tegyiik fel, hogy 2° — 1| 2% + 1. Lassuk be, hogy b= 1 vagy 2.

1.1.12 Bizonyitsuk be az alabbi allitasokat.
a) Ha b|a és a # 0, akkor |b| < |al.
b) Minden nemnulla egész szamnak csak véges sok osztoja van.

1.1.13 Melyek azok a szamok, amelyek felirhatok a) két: b) harom (nem
feltétlentil kiilonb6z6) pozitiv osztojuk Osszegeként?

1.1.14 Igazoljuk, hogy egy (tizes szamrendszerben felirt természetes) szam

akkor és csak akkor oszthato

a) 3-mal, illetve 9-cel, ha a szdmjegyeinek az Osszege oszthaté 3-mal,
illetve 9-cel;

b) 4-gyel, illetve 253-tel, ha az utolso két szamjegyébdl 4116 szam oszthato
4-gyel, illetve 25-tel;

c) 8-cal, illetve 125-tel, ha az utols6 harom szamjegyébdl allé szam oszt-
haté 8-cal, illetve 125-tel;

d) 11-gyel, ha a szamjegyeinek valtakozo elGjellel vett Gsszege oszthatod
11-gyel.

1.1.15 Létezik-e 2-nek olyan pozitiv egész kitevds hatvanya, amelyben mind
a tiz szamjegy ugyanannyiszor fordul el6?

*1.1.16 Létezik-e olyan szam, amelyben csak az 1 és 2 szamjegyek fordulnak
el6, és amely oszthatéd 21990-rel?

1.1.17 Mutassuk meg, hogy
a) harom szomszédos egész szam szorzata oszthaté 6-tal;
*b) k szomszédos egész szam szorzata oszthatod k!l-sal.
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M 1.1.18

*1.1.19

1.1.20

1.1.21
a)

b)
1.1.22

a)
b)
c)
d)
e)
M *f)

g)

11,23

Legyen n > 1 tetsz6leges egész. Csongor megnevezi n-nek egy tet-
szOleges pozitiv osztéjat, legyen ez d;. Ezutan Tiinde valaszt egy
dy pozitiv osztot, amely nem lehet osztoja dy-nek. Ismét Csongor
valaszt egy ds-at, amely nem osztoja sem di-nek, sem ds-nek stb.
Az veszit, aki magat az n-et kénytelen vélasztani. Kinek van nyerd
stratégiaja, ha n értéke

a) 16; b) 3111 ¢) 10; d) 50; *"e) 123456789101 1121314157

Valasszunk ki az 1,2,...,2n szamok koziil tetszGlegesen n + 1 dara-
bot. Igazoljuk, hogy a kivalasztott szamok kozott biztosan lesz két
olyan, hogy az egyik a masiknak oszidja.

Mi az oka annak, hogy noha a 0 | 0 oszthatosdg igaz, a 0/0 osztdsnak
még sincs értelme?

A péros szamok korében melyek azok az elemek, amelyeknek
egyaltalan nincs osztoja;
pontosan két (pozitiv vagy negativ) osztoja van?

Tekintsiik oszthatosagi szempontbol a ¢+ dv/?2 alaki (specialis valos)
szamokat, ahol ¢ és d tetszGleges egészek.

Déntsiik el, hogy 12 — 7v/2 oszthato-e 3 + 4v/2-vel.

Igazoljuk, hogy az 1 + /2 egység.

Mutassuk meg, hogy végtelen sok egység van.

Héany osztéja van egy tetszéleges elemnek?

Léssuk be, hogy ¢+dv/2 akkor és csak akkor egység, ha [¢® —2d?| = 1.
Bizonyitsuk be, hogy az egységek éppen a +(1 4 /2)* alaku elemek,
ahol k tetszGleges egész.

Hanyszor fordul el6 az egész szamok kdrében, hogy egy négyzetszim
kétszerese eggyel nagyobb, illetve eggyel kisebb egy (masik) négyzet-
szamnal?

Integritdsi tartomdnynak a (legalabb kételemii) kommutativ, nullosz-
tomentes gyiiriiket nevezziik, azaz amelyekben az Gsszeadas és a szor-
zas kommutativ és asszociativ, van nullelem, minden elemnek van
ellentettje, érvényes a disztributivitas, és két nemnulla elem szorzata
sem lehet nulla. (Ez pongyoldn fogalmazva azt jelenti, hogy az 6ssze-
adas, kivonas és szorzas tekintetében az egész szamoknal megszokott
482ép” tulajdonsagok teljesiilnek.) Vezessiik be az oszthatosagot és
az egység fogalmat az 1.1.1 és 1.1.2 Definicidk szerint, és lassuk be
az alabbiakat.
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M a) Akkor és csak akkor létezik egység, ha a szorzasnak létezik egység-
eleme (azaz olyan e elem, amelyre barmely a-val ea = a teljesiil).
b) Az egységek éppen az egységelem oszt6i, illetve mas megfogalmazas-
ban azok az elemek, amelyeknek (a szorzasra nézve) létezik inverze.
¢) Egy egység minden osztoja és két egység szorzata is egység.
d) Vizsgaljuk meg az 1.1.5 Tétel 4llitasait.

1.2. Maradékos osztas

1.2.1 Tétel

Tetszbleges a és b # () egész szamokhoz léteznek olyan egyértelmiien meg-
hatarozott ¢ és r egész szamok, melyekre

a=bg+r és 0<r<|b. &

Bizonyitas: Legyen elGszoér b > 0. A
0<r=a-bg<b
feltétel pontosan akkor teljesiil, ha

bg<a<blg+1),

g<a/b<qg+1.

Ilyen ¢ egész széam pedig nyilvan pontosan egy létezik; ¢ az a/b (also) egész-
része, ¢ = |a/b], azaz a legnagyobb olyan egész szam, amely még kisebb vagy
egyenls, mint a/b.

Ha b < 0, akkor a

0<r=a—bg<|b|=—b

feltétel
g2afb>qg-1

teljesiilésével ekvivalens, ami ismét pontosan egy g egészre all fenn (ekkor g
az a/b felsé egészrésze, ¢ = [a/b|, azaz a legkisebb olyan egész, amely még
nagyobb vagy egyenls, mint a/b). m
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A maradékos osztasnal kapott ¢ szamot hdnyadosnak, az r-et pedig (leg-
kisebb nemnegativ) maradéknak nevezziik. A b | a oszthatésig (b # 0 esetén)
pontosan akkor teljesiil, ha a maradék 0.

Gyakran kényelmesebb, ha negativ maradékokat is megengediink. Erre
vonatkozik az 1.2.1 Tétel alabbi variansa, amely hasonléan bizonyithato:

1.2.1A Tétel

Tetsz6leges a és b # 0 egész szaimokhoz léteznek olyan egyértelmiien meg-
hatarozott g és r egész szamok, melyekre

—_ 3 é . I § <_._
a—bq+7 5 2 e ) *

Ebben az esetben az r-et legkisebb abszolit értékd maradéknak nevezziik.
Példa: Legyen a = 30,b = —8, ekkor
30 = (—8)(—3) + 6 = (—8)(—4) — 2,

tehdt a legkisebb nemnegativ maradék a 6, a legkisebb abszolut értékd mara-
dék pedig a —2.

Az alabbi tétel bizonyitasabol latni fogjuk, hogy a maradékos osstés fel-
hasznalhato a pozitiv egész szamok vn. szdmrendszeres felirasahoz is.

1.2.2 Tétel T 1.2.2

Legyen t > 1 rogzitett egész. Ekkor barmely A pozitiv egész egyértelmiien
felirhat6 az alabbi alakban:

A=apt" +an_1t" ... +ajt+ag, ahol 0<a; <t & ay, #0. &

Bizonyitds: A0 <ag <tést|A—ag feltétel miatt ag éppen az A-nak a t-vel
torténé maradékos osztésakor keletkezd legkisebb nemmnegativ maradék, tehat
pontosan egy megfelelé aq létezik. Jeldljiik a hanyadost gp-lal, ekkor a
A —
o = Tﬂ'ﬂ S Y B 2 s 3 dghi G4

felirasbol az el6z6khoz hasonléan adodik, hogy a; éppen a gp-nak a t-vel tor-
ténd maradékos osztasakor keletkezd legkisebb nemnegativ maradék. Az elja-
rast folytatva kapjuk a megfelel§ a;-k létezését és egyértelmiiségét. m
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1.2:2

1.2.3

1.2.4

*1.2.5

1.2.6

1.2.7

1.2.8

tb)

1.2.9

*1:2.10

Lassuk be, hogy minden m-hez végtelen sok olyan kett6hatvany léte-
zik, amelyek koziil barmely kettének a kiilonbsége oszthaté m-mel.

Mutassuk meg, hogy n egész szambol mindig kivalaszthaté néhdny
(esetleg egy, esetleg az sszes), amelyek dsszege oszthatd n-nel.

Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész szammnak létezik olyan
nemnulla t6bbszorose, amelyben csak a 0 és 1 szamjegyek fordulnak
el6 (tizes szamrendszerben).

A Fibonacci-szdmok sorozatat a
wo =0, ¢\ =1, pi1=pi+ei-1, j=12...
rekurzioval definialjuk. A sorozat elsé néhany eleme:
0, 1, 1, 2, 3;:5; 8 13, 21,34, ..

Bizonyitsuk be, hogy minden m-hez végtelen sok m-mel oszthato
Fibonacci-szam létezik.

(Megjegyzés: A szakirodalom egy részében a 0-t nem tekintik Fibo-
nacci-szamnak, tehat a sorozatot a p; = s = 1 értékekbdl kiindulva
definialjak a fenti rekurzioval. Ez a kétféleség nem okozhat zavart, ha
megegyeziink abban a széhasznélatban, hogy az ,n-edik Fibonacci-
szam” mindig ¢,.-et jelentse.)

Milyen maradékot adhat egy négyzetszam a) 3-mal; b) 4-gyel;
¢) 5-tel; illetve d) 8-cal osztva?

Mutassuk meg, hogy 12 egymast kovetd egész szam négyzeténck az
Osszege sohasem lehet négyzetszam.

(A feladat tizes szamrendszerre vonatkozik.)

Van-e olyan (9-nél nagyobb) négyzetszam, amely csupa azonos szam-
jegybdal all?

Adjuk meg a 81-nél nagyobb Gsszes olyan négyzetszamot, amely paros
sok jegyii, ¢és az ,elsé fele” is csupa azonos szamjegybdl 4ll, valamint
a ymasodik fele” is csupa azonos szdimjegybdl all.

Mutassuk meg, hogy egy egész szam harom paratlan kitevdjii hatva-
nyanak az sszege mindig oszthaté 3-mal.

Vegyiink nyolc tetszdleges (kiilonboz6) természetes szamot, és képez-
ziik a paronkénti kiillonbségeik szorzatat. A 2-nek legalabb hényadik
hatvinyaval oszthat6 ez a szorzat?
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1.2.11

1.2.12
1.2.13

1.2.14

1.2.15

1.2.16

1.2.17

1.2.18

1.2,19

1.2.20

Hany olyan legfeljebb 10-jegyfi pozitiv egész szdm van, amely oszt-
hat6 négyzetgyokének (also) egészrészével? (Pl a 12 ilyen, mert
|v12] = 3 oszt6ja a 12-nek, de a 22 nem ilyen, mert |22| = 4
nem osztoja a 22-nek.)

Milyen kapcsolatban all |a + b és |a] + [b)?

Elvégezhet6-e a maradékos osztas a paros szamok korében (azaz
¢rvényes-e az 1.2.1-1.2.1A Tételek megfelelGje)?

Mutassuk meg, hogy az 1.1.14 feladatban megismert szabalyok érte-
lemszerii atfogalmazéisban nemcsak az oszthatosig eldéntésére, ha-
nem az osztasi maradék megallapitdsara is alkalmasak. Hogyan 4l-
talanosithatok ezek mas alapi szimrendszerekre?

Erdekes modon 23446412+ 18 = 99 és 99 osztbja a szamok egymas
mellé irasaval keletkez6 23461218-nak. Tényleg a véletlen jatékaval
allunk szemben?

Képezziik az 1223'°° szam (tizes szdmrendszerbeli) szamjegyeinek
az Osszegét, majd az igy kapott szam szamjegyeinek az Gsszegét stb.,
amig egyjegyl szaimhoz nem jutunk. Mi lesz a végeredmény?

Hogyan lehet gyorsan megkapni egy szam 9-es szamrendszerbeli feli-
rasabol a 3-as szdmrendszerbeli alakjat és viszont? Milyen szamrend-
szerek kozotti atvaltasnal alkalmazhato hasonlé gyors eljaras?

Egy n pozitiv egész valamely szamrendszerben négyjegyt, az eggyel
nagyobb alapu szamrendszerben pedig kétjegyii. Hatarozzuk meg
n-et.,

Az alabbi szorzasban sem a szamrendszer alapszamit, sem a x-gal
jelolt (nem feltétleniil egyforma) szdmjegyeket nem ismerjiik. Hata-
rozzuk meg ezeket. (Egyik szam els6 jegye sem lehet 0.)

* ok k2

E

*

1

I*
* | % = *
* | ¥ #* *
i)

*

A 740-et a t alapt szamrendszerbe atszimolva olyan négyjegyii sza-
mot kapunk, amelynek utolsé jegye 5. Hatarozzuk meg t értékét.
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1.2.21 Egy kétkarti mérleghez tiz darab stlybél all6 stlykészletet szeretnénk
gyartani, amellyel egy minél nagyobb hatarig bezar6lag minden egész
grammnyi stlyt le lehet mérni. Milyen silyokat valasszunk, ha mé-
réskor

a) csak a mérleg egyik serpenydjébe tehetiink sulyt;
*b) mindkét serpeny6Gbe tehetiink salyt?

1.2.22 Vizsgaljuk meg, hogy kériilbeliil hinyszor annyi szamjegy kell egy
nagy szam kettes szamrendszerbeli felirasahoz, mint a tizes szam-
rendszerbeli felirdsahoz. Ez pontos megfogalmazisban a kivetkezdt
jelenti. Jeloljiik az n szdm szamjegyeinek a szamat kettes szamrend-
szerben K (n)-nel, tizes szimrendszerben pedig T'(n)-nel. Mutassuk
meg, hogy a K (n)/T(n) sorozatnak létezik hatarértéke, és szamitsuk
ki ezt a hatarértéket.

1.2.23 Viltozo alapi szdmrendszer. Legyenek t1,t,,... tetszéleges egynél
nagyobb egész szamok. Mutassuk meg, hogy barmely A pozitiv egész
egyértelmfien felirhato

A =antntﬂ_1...t1 +an_1tn_1...t1 +...+ai1ty +ap

alakban, ahol 0 < a; < t;41 6s a,, # 0.

1.3. Legnagyobb koz6s oszto
1.3.1 Definfci6

Az a és b szamok legnagyobb kézos osztdja d, ha
(i) d|a, d|b; és
(ii) haegy cre ¢|a, ¢|b teljesiil, akkor |¢| < |d|. &

Jelolés: d = (a,b) vagy d =Inko(a,b) vagy d=Inko{a,b}.

Haa = b = 0, akkor nem létezik legnagyobb kozos osztojuk, hiszen minden
egész szam kozos 0szt6, és ezek kozott nincs legnagyobb abszolat értéki.

Minden mas esetben viszont (adott a és b mellett) az 1.3.1 Definiciét pon-
tosan két d szam elégiti ki, amelyek egymas ellentettjei. Mivel egy szam és
a negativja oszthatésigi szempontbél teljesen egyenértékii, ezért a és b Gsszes
kozos osztojat gy kapjuk meg, hogy a pozitiv kozds osztok mellé vessziik azok
negativjait. A pozitiv kozos oszték P halmaza nem az iires halmaz, hiszen az
1 biztosan kozos oszto, tovabba P-nek csak véges sok eleme lehet, mert egy
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nemnulla szimnak csak véges sok osztoja van (lasd az 1.1.12b feladatot). En-
nélfogva P elemei kozott 1étezik egy legnagyobb, jeléljiik h-val. Ekkor nyilvan
d = h és d = —h kielégitik az 1.3.1 Definici6t, mas szam viszont nem.

1.3.2 Definicid D 1.3.2

Az a és b szamok kitiintetett kizos osztdja 6, ha
(i) dla, 6|b; és
(i)  haegy cre c|a, c|b teljesiil, akkor ¢ | 5. &

A kitiintetett kozos oszt6 tehat olyan kozos osztod, amely minden kozos
osztonak tobbszorose.

A definiciébol kovetkezik, hogy ha két szamnak létezik kitiintetett kozos
osztoja, akkor az egységszerestdl eltekintve egyértelm. Ez részletesen kifejtve
azt jelenti, hogy egyrészt egy kitiintetett kozos oszté barmely egységszerese is
az, masrészt két kitiintetett kozos oszt6 szitkségképpen egymas egységszerese.
Ennek igazolasat az 1.3.10 feladatban tiiztiik ki.

Ha a = b =0, akkor a kitiintetett kozos osztdjuk a definicio szerint 0.

A tovabbiakban ezzel az esetfel egyaltalan nem foglalkozunk, azaz mindig
eleve feltessziik, hogy a és b koziil legalabb az egyik nem nulla.

Megmutatjuk, hogy ha egyaltalan létezik a ¢ kitiintetett kozos oszto, ak-
kor § csak a legnagyobb kozos oszt6é (valamelyik értéke) lehet. Jeldljiik d-vel
a d-val azonos el@jelii legnagyobb kozos osztot. Ekkor egyrészt (ii) miatt

18] < |d],
masrészt (ii’) alapjan d | §, amibal
|d| < |4]
kovetkezik. A két egyenlStlenségbdl kapjuk, hogy |d| = ||, és igy az azonos
elgjel miatt & = d.
Egyaltalan nem magétol értet6ds azonban, hogy a legnagyobb kozos oszto

valéban rendelkezik a (ii") kitiintetett tulajdonsaggal is, vagyis hogy barmely
két egész szamnak létezik kitiintetett kozos osztoja.

1.3.3 Tétel

Barmely két egész szamnak létezik kitiintetett kozos osztoja. &

Bizonyitdas: A kitiintetett kozos osztod létezését a matematika egyik leg6sibb
eljarasaval, az euklideszi algoritmussal igazoljuk. Az egyik szamot maradéko-
san elosztjuk a masikkal, majd a masik szamot a maradékkal stb., mindig az
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osztot a maradékkal, amig 0 maradékhoz nem jutunk. Megmutatjuk, hogy az
eljaras véges, és az utolsd nemnulla maradék lesz a két szam (egyik) kitiiutetett
kozos osztoja.

Nézziik mindezt részletesen. Tegyiik fel, hogy (pl.) b # 0. Ha b | a, akkor
§ = b megfelel.

Ha b fa, akkor alkalmas ¢;, r; egészekkel

a=bgy + 71, aliol 0<r <8,
b= r1g2 + T2, ahol 0<ry < o 1
ry = Taq3 + T3, ahol 0<r;<rg,
Tn—3 = Ta—1nF Ths ahol 0<rn <Tn-t,
Tn—1 = Tnfn+1 ('rn+l = 0)-

Az eljards biztosan befejez6dik véges sok lépésben, ugyanis a maradékok
nemnegativ egészekbdl allo szigorian csokkend sorozatot alkotnak:

B >ry >r10> ...

Most belatjuk, hogy r,, valoban az a és b szamok (egyik) kitiintetett kozos
osztoja.

Az algoritmus egyenldségein alulrdl felfelé haladva el@szor azt igazoljuk,
hogy 7, kozds oszt6ja a-nak és bnek. Az utolsé egyenlSségbél vy, | rn—y. Az
utolsod elétti egyenldségre ratérve

Tn | Tn=1y, Tn | Ty == Tn | Tn—1Gn +7Tn = Th—2.

Ugyanigy folytatva végiil r,, | b, majd (az elsé egyenldséghdl) r, | a adédik.
A kitiintetett tulajdonsag igazolasahoz feliilrdl lefelé haladunk. Legyen
¢ | a, ¢| b, ckkor az elsé egyenldsegbél ¢ | a —bg = ry. A mésodik egyenlGségre
ratérve
clb, ¢|lrp=c|b—riqgy=rs.

Ugyanigy folytatva veégiil az utolso el6tti egyenldségbdl kapjuk, hogy ¢ | ry,. ®

Megjegyzések: 1. Az euklideszi algoritmust a legkisebb nemnegativ maradékok
helyett a legkisebb abszolit értékii maradékokkal is végezhetjiik; ebben az
esetben a maradékok abszolit értékei alkotnak nemnegativ egészekbdl 4llo
szigornan csokkend sorozatot, és igy az eljards ekkor is véges sok lépésben
biztosan befejezidik.
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2. Szokés a legnagyobb kozos osztot eleve pozitivnak definialni. Mivel
azonban egy szim és a negativja egymas egységszeresei, azaz barmely osztha-
tosagi kérdésnél teljesen azonosan viselkednek, ezért semmi ok sines arra, hogy
a legnagyobb kozos osztd fogalmabol a negativ szamokat eleve kirekessziik.
Ezért adtuk meg a legnagyobb kozos oszté definici6jat gy, hogy abba a két
legnagyobb abszolit értéki kozos osztd egyenrangtian beleférjen.

3. Az el6rebocsatott megjegyzések alapjan nem jelent megszoritast, ha a
tovabbiakban kényelmi okokb6l a legnagyobb kozos oszto, illetve a (vele mar
bizonyitottan megegyez6) kitlintetett kozos osztd két értéke koziil mindig a
pozitivat fogjuk tekinteni. Ezentil az (a,b), illetve Inko(a, b) jelolés is ezt a(z
egyértelmiien meghatarozott) pozitiv szamot fogja jelenteni, és (altalaban) a
kitiintetett kozos osztéra is a legnagyobb kozos oszté elnevezést fogjuk hasz-
nélni.

4. A legnagyobb kozOs osztd gyakorlati kiszamitasindl az egyszeriien
adodo (a,b) = (b,a — kb) sszefiiggés alapjan gyakran kényelmesebb az eukli-
deszi algoritmusnak az

(ﬂ., b) = (b1 Tl) = (?"1,?"2) = ot & (?"n_l,i"'“} - (TH,O) =Tn

alakjat hasznalni.

5. Az 1.3.2 Definiciot, az ottani (ii’) kitiintetett tulajdonsag bevezetését
az indokolja, hogy csak oszthatosagi relaciot hasznal fel, szemben az 1.3.1 Defi-
nicioval, amelyben rendezési relacié (nagyobb-kisebb) is szerepel. Ennélfogva
nem meglepd, hogy az egész szamok szamelméleti vizsgalatainidl — amint ha-
marosan latni fogjuk — mind elméleti, mind pedig gyakorlati szempontboél
els6sorban a (ii’) kitiintetett tulajdonsagra tudunk majd tamaszkodni. A csak
az oszthatosagra épiil6 fogalomalkotas tovabbi elénye, hogy bizonyos szamko-
rokben (illetve altalanosabban integritasi tartomanyokban) az 1.3.1 Definicié
nem is értelmes. Ennek egyik nyilvanval6 oka az, ha nem definidlhat6 a szdm-
korben (a szokasos ,jo" tulajdonsigokkal biré) rendezés, ilyenek pl. a komplex
szamok bizonyos részhalmazai. Az 1.3.1 Definiciéval azonban olyan szamko-
rokben is adodhat probléma, amelyekben van rendezés, példaul a ¢ + dv/2
(¢, d egészek) szamkorben is ez a helyzet. Itt ugyanis a végtelen sok egy-
ség miatt barmely két elemnek végtelen sok kozos osztoja van, és ezek kozott
nines legnagyobb abszolut értékd. (Ha csak paronként nem egységszeres kozos
osztokat tekintiink, akkor sincs értelme az 1.3.1 Definiciénak, mert barmely
két kozos oszto esetén létezik az elsdnek olyan egységszerese, amely nagyobb
a masodik osztonal.) Ezért a szamelmeélet tovabbi fejezeteiben egyenesen az
1.3.2 Definici6 szerint értelmezziik majd a legnagyobb k6z6s osztot.

Most (az egész szamok korében) a legnagyobb kozos oszté néhany fontos
tulajdonsagat targyaljuk.
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1.3.4 Tétel

Ha ¢ > 0, akkor (ca,cb) = c(a,b). &

Bizonyitds: Tekintsiik az (a, b) el6allitasara szolgalo euklideszi algoritmust, le-
gyen az utolsé nemnulla maradék r,, = (a,b). Szorozzunk meg minden egyen-
I8séget c-vel, ekkor éppen a (ca, cb)-t elGallité euklideszi algoritmushoz jutunk.
Ebben az utolsé nemnulla maradék (ca,cb) = er,, = c(a,b). m

Az 1.3.4 Tétel egy masik lehetséges bizonyitasara vonatkozéan lasd az
1.3.11 feladatot.

1.3.5 Tétel

Az a és b szamok legnagyobb kozos osztoja alkalmas u és v egészekkel
kifejezhetd (a,b) = au + bv alakban. &

Bizonyitds: Az euklideszi algoritmus elsé egyenldségébdl rq-et kifejezve
rr=a—bq
adodik. Ennek felhasznaldasaval a masodik egyenléségbdl az
T2 =b—r1g2 = b—(a — bg1)g2 = a(—gq2) + b(1 + q1g2)

elgallitashoz jutunk, azaz ro felirhaté aU + bV alakban. Hasonléan tovabbha-
ladva az utolsé el6tti egyenldséghdl azt kapjuk, hogy (a,b) = r, is kifejezhetd
au + by alakban. m

Az 1.3.5 Tétel fontos kovetkezménye az ax+by = c kétismeretlenes linedris
diofantikus egyenlet megoldhatosagara vonatkozé alabbi tétel. Diofantikus
egyenletnek Altaldban olyan egész egyiitthatos algebrai egyenletet neveziink,
melynek a megoldésait is az egész szamok korében keressiik, ezekkel részletesen
a 7. fejezetben foglalkozunk. A fenti az + by = ¢ egyenletben tehat a,b,c
rogzitett egész szamok, és megoldason egy z,y egész szampart értiink.

1.3.6 Tétel

Legyenek a, b, c rogzitett egész szdmok. Az az+ by = ¢ diofantikus egyen-
letnek akkor és csak akkor létezik megoldasa, ha (a,b) | c. &

Bizonyitds: El6szor tegyiik fel, hogy létezik zg,yo megoldas. Ekkor (a,b) | a
és (a,b) | b alapjan sziikségképpen

(a,b) | awo + byo = .
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Megforditva, tegyik fel, hogy (a,b) | ¢, vagyis van olyan t egész, amelyre
(@.b)t = c¢. Az 1.3.5 Tétel alapjan

(a,b) = au+ bv

teljesiil alkalmas u, v egészekkel. Ezt az egyeulGséget t-vel beszorozva kapjuk,
hogy
c = a(ut) + b(vt),

azaz = = ut, y = vt megoldasa az ar + by = ¢ diofantikus egyenletnek. m

Az 1.3.6 Tételt kiegészithetjiik azzal, hogy megoldhatosig esetén az euk-
lideszi algoritmus egyuttal eljarast is szolgaltat a linearis diofantikus egyenlet
(egyik) megoldasinak a megkereséséhez.

A linearis diofantikus egyenlet tovabbi vonatkozasaival (megoldisszam,
Osszes megoldas elgallitasa, mas megoldasi médszer) részletesen a 7.1 pontban
foglalkozunk, a lineéaris kongruencidkkal val6 kapcsolatat pedig a 2.5 pontban
targyaljuk.

Tobb szam legnagyobb kozos osztojat rogton a  kitiintetett” tulajdon-
saggal definialjuk; olyan kozos osztd, amely minden kézos osztéonak tobbszo-
rose. Az aq,as,...,a; (nem csupa () szamok pozitiv legnagyobb k6zos oszt6jat
(a1,az,...,ax)-val jeloljiik. Ennek létezését a legegyszeriibben annak alapjan
igazolhatjuk, hogy két szam kozds osztoéinak a halmaza megegyezik a két szém
legnagyobb kozos osztoja osztoinak a halmazaval. Ebbél kapjuk, hogy

(GI:GQI"' aa'k) = (("'((a1132)=a3):'“ !ak—l)!ak}-

1.3.7 Definicié

Az ay,aq,...,a; szamok relativ primek, ha nincs egységtsl kiillonbozs
kozos osztojuk, azaz (ay,az,....a;) = 1. &

1.3.8 Definici6

Az ay.ag,...,ay szamok pdronként relativ primek, ha koziiliitk semelyik
kettének sincs egységtdl kiillonbozs kozos osztdja, azaz minden 1 <1 # j < k
esetén (a;,a;) =1. &

Nyilvanval6, hogy a paronként relativ prim szamok egyufttal relativ pri-
mek is, de ez (k > 2 esetén) megforditva nem igaz (lasd az 1.3.5 feladatot).
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Mar az 1.1.5e feladatban is lattuk, hogy ha egy szam osztéja egy szorzat-
nak és az egyik tényezének nem osztéja, akkor ebbdl nem kovetkezik, hogy
a masik tényezének osztoja legyen. A helyes feltételt az alabbi tétel adja,
amely méar Euklidésznél is szerepel, és amely az oszthat6sigi feladatokban
valé felhasznalhatosaga mellett kulcsszerepet jatszik a szdamelmélet alaptéte-
lének bizonyitasanal is.

1.3.9 Tétel

Ha c| ab és (c,a) =1, akkor ¢ | b. &

Bizonyitds: Nyilvan elég arra az esetre szoritkoznunk, ha a, b és ¢ pozitiv.
Ekkor a c | ab és ¢ | ch oszthatosigokbdl a legnagyobb kozos osztd kitiintetett
tulajdonsiga, valamint az 1.3.4 Tétel alapjan kévetkezik, hogy

¢| (ab,eb) = (a,e)b="0. m

Feladatok

(Ha egy feladatban el6fordul valamilyen u, v szdmpéarra az (u,v) jelolés,
akkor automatikusan feltessziik, hogy az u és v koziil legalabb az egyik nem
nulla.)

1.3.1 Szamitsuk ki (3794, 2226) értékét, és frjuk fel 3794w +2226v alakban.

1.3.2 Mutassuk meg, hogy az alabbi tortek semmilyen n pozitiv egész ese-
tén sem egyszeriisithetdk:

a) n+5 1)3?12+1_ v m=1 Q0 )
m+12° Y In?+3 Y+ -1 o

1.3.3 Adjuk meg (n? + 2,n" + 4) lehetséges értekeit, ha n vegigfut a ter-
mészetes szamokon.
1.3.4 Tegyiik fel, hogy (a,b) = 5. Szamitsuk ki
a) (a+b,a—b); b) (a + 2b,4a — b)
lehetséges értékeit.

1.3.5 Adjunk meg harom olyan szamot, amelyek relativ primek, de koziiliik
semelyik ketté sem relativ prim.
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1.3.14 Legyen a pozitiv egész.
a) Igazoljuk, hogy ha n és k kiilonb6z6 kettShatvanyok és a paros szém,
akkor (a" +1,a* +1) = L.
*b) Hatarozzuk meg ltalaban (a™ + 1,a* + 1) értékét.

1.3.15 Bizonyitsuk be, hogy a szomszédos Fibonacci-szamok (lasd az 1.2.5
feladatot) relativ primek. Mi a helyzet a masodszomszédokkal? Es a
harmadszomszédokkal?

**1.3.16 Legyen g, az m-edik Fibonacci-szam. Igazoljuk, hogy
k I n = @k I Py 80t Plen) = (‘pkaﬁon) .

1.3.17 Szakaszok 6sszemérhetisége. Euklidész (Elemek” ¢. konyvében egész
szamok kozos osztol mellett foglalkozik szakaszok kozds mértékével
is. Két szakasz kozos mértékén egy olyan szakaszt értiink, amely
egész szamszor felmérhetd (maradék nélkiil) mind a két szakaszra.
Két szakaszt dsszemérhetonek neveziink, ha létezik kozos meértekiik.

a) Bizonyitsuk be, hogy két szakasz akkor és csak akkor dsszemérhetd,
ha a hosszaik aranya raciondlis szam.

b) Két adott dsszemérhets szakasznak hany kozos mértéke létezik?

¢) Fogalmazzuk meg a maradékos osztas szakaszokra vonatkozé érte-
lemszerii megfelelGjét, és mutassuk meg, hogy az erre épiils euklideszi
algoritmus akkor és csak akkor fejez6dik be véges sok lépésben, ha a
két kiindulési szakasz Osszemérhetd.

d) Igazoljuk, hogy Gsszemérhetd szakaszok esetén létezik a k6zos mérté-
keik kozott legnagyobb, és erre az Osszes kozos mérték egész szamszor
felmérhets (maradék nélkiil).

e) Lassuk be, hogy egy négyzet oldala és atloja esetén az euklideszi
algoritmus nem ér véget. (Ezzel a /2 irracionalitasat geometriai
fiton igazoltuk.)

1.4. Felbonthatatlan szam és primszam

Lattuk, hogy oszthatosagi szempontbél a 0, illetve az egységek kiilonleges
szerepet jatszanak: a (-nak minden szam osztéja, az egységek pedig minden
szamot osztanak. Legyen a tovibbiakban a tetszéleges, 0-t6l és egységtol
kiilénb6z6 szam. Az egység definicidja alapjan barmely € egység esetén ¢ | a
és ea | a. Ezeket az a trividlis osztéinak nevezziik. A tovabbiakban fontos
szerepet jatszanak azok a szamok, amelyeknek csak trivialis osztéik vannak:
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1.4.1 Definici6 D 1.4.1

A p egységtsl (és nullatol) kiilonboz6 szamot felbonthatatlan szdmnak
nevezziik, ha esak gy bonthaté fel két egész szam szorzatara, hogy valamelyik
tényezs egység. Azaz

p = ab = a vagy b egység. &

Itt p # 0-t azért nem sziikséges kiilon kikotni, mert a 0 nemtrividlisan is
szorzattd bonthaté, pl. 0 = 5-0. Megjegyezziik még, hogy a p = ab szorzatban
nem lehet mindkét tényezé egység, hiszen akkor a szorzatuk, azaz p is egység
lenne. (Igy az 1.4.1 Definici6 végén tulajdonképpen ,kizaro vagy” szerepel.)

A felbonthatatlan szamok tehat azok az egységtdl kiilonbozd egészek,
amelyek csak trividlisan bonthatok két egész szam szorzatara, vagy mas szoval,
amelyek csak az egységekkel és sajit maguk egységszereseivel oszthatok. Ilye-
nek példaul a 2, 3, —17 stb. Ha egy nemnulla szamnak trivialistél kiilonb6z6
osztdja is van, akkor dsszetett szdmnak nevezziik.

A kovetkezd fogalom bevezetéséhez emlékeztetiink arra, hogy ha egy c
szam osztoja egy szorzat valamelyik tényezGjének, akkor ¢ osztdja a szorzatnak
is, de ennek a megforditasa nem igaz: pl. ¢ = 6-ra 6| 3-4, de 6 /3, 6 /4. Fontos
szerepet jatszanak azok a c¢ szamok, amelyekre a megforditas is érvényes:

1.4.2 Definici6

A p egységtdl és nullatol kiilonbozé szamot primszimnak (vagy réviden
primnek) nevezziik, ha csak gy lehet osztoja két egész szam szorzatanak, ha
legalabb az egyik tényezdnek osztdja. Azaz

plab=p|avagyp|b &

Az 1.4.2 Definici6 végén ,megengedd vagy” szerepel, hiszen el6fordulhat,
hogy p a szorzat mindkét tényezGjét osztja. Megjegyezziik még, hogy most
p # 0-t mindenképpen kiilon ki kellett kotni, hiszen a O-ra teljesiil az 1.4.2
Definicié tovabbi részében megfogalmazott tulajdonsag:

Olab=ab=0=a=0vagyb=0=-0|a vagy 0| b.
Az 1.4.2 Definiciobol rogton kovetkezik, hogy egy primszam egy (ketts-

nél) tobb tényezis szorzatnak is csak tgy lehet oszt6ja, ha legalabb az egyik
tényezének osztoja.
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1.4.3 Tétel

Az egész szamok korében p akkor és csak akkor prim, ha felbonthatatlan.
L

Bizonyitds: Nyilvan feltehets, hogy p nem nulla és nem egység.

I. El6szor tegyiik fel, hogy p prim, ¢és lassuk be, hogy felbonthatatlan is.
Induljunk ki egy p = ab szorzat-el6allitasbol; azt kell igazolnunk, hogy a és b
valamelyike egység.

Mivel p = ab, igy p | ab is igaz. Mivel p prim, ezért ebbél p | a vagy p | b
kovetkezik. Az els6 esetben ab | a, tehat (a # 0 miatt) b | 1, vagyis b egység,
a masodik esetben pedig ugyanigy kapjuk, hogy a egység.

IT. Most tegyiik fel, hogy p felbonthatatlan, és lassuk be, hogy prim is.
Induljunk ki egy p | ab oszthatosagbol; azt kell igazolnunk, hogy p | a és p | b
koziil legalabb az egyik teljesiil.

Ha p | a, akkor készen vagyunk. Ha pfa, akkor p felbonthatatlansaga és
(p,a) | p miatt (p,a) = 1. A p| abés (p,a) = 1 feltételekbsl az 1.3.9 Tétel
alapjan p | b kovetkezik. m

Ezzel megmutattuk, hogy az egészek korében a felbonthatatlan szdmok és
a primszamok egybeesnek. Ezért jogosult a felbonthatatlan vagy prim elneve-
zések barmelyikének a hasznélata, és az is, hogy a kozépiskolaban az egészekre
a felbonthatatlan szimnak megfelel6 tulajdonsaggal értelmezik a primszamot.
A tovabbiakban a révidség kedvéért a prim(szam) szot fogjuk altalaban hasz-
nalni, kivéve, ha hangsilyozni akarjuk a szam felbonthatatlan tulajdonsagat.

A két fogalom azonban sok mas szamkorben nem ekvivalens. Példaul a
paros szamok korében a 6 felbonthatatlan, hiszen egyaltalain nem bonthato két
paros szam szorzatira, azonban nem prim, mert osztoja a 18- 2 szorzatnak, de
nem osztja egyik tényezdt sem. Tovabbi példakat latunk majd a 10. fejezetben.

Az egészek korében a primszamok vizsgalata a szamelmélet egyik legfon-
tosabb teriilete. Mar Euklidész bebizonyitotta, hogy végtelen sok primszam
létezik (5.1.1 Tétel), ugyanakkor a primszamokkal kapcsolatban rengeieg az
olyan egyszertien megfogalmazhaté probléma, amely még ma is megoldatlan.
Mindezekkel bévebben az 5. fejezetben foglalkozunk.

Feladatok

A szokésos sz6hasznilatnak megfelelden az egész szamok korében mér az
alabbiakban is a prim vagy primszam szo6t fogjuk hasznalni a felbonthatatlan
szamra is. Megjegyezziik azonban, hogy az 1.4.1-1.4.7 feladatok mindegyike
tulajdonképpen felbonthatatlan szamokra vonatkozik.
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1.4.1 Adjuk meg az sszes olyan n pozitiv egészt, amelyre az alabbi szamok
mindegyike primszam:

a) n,n+2ésn+4; b) n és n? + 8;
c) nyn+6,n+12, n+ 18 és n + 24; d) n, n® — 6 és n® +6.

1.4.2 Létezik-e végtelen hosszii, nemnulla differenciaju szamtani sorozat
csupa primszambol?

1.4.3 Halhatatlan kapitanynak hiarom halhatatlan unok4ja van, akiknek az
¢letkora harom kiilonb6z6 primszam és ezek négyzetének az Gsszege
is primszam. Héany éves a kapitany legkisebb unokaja? (Ne felejtsiik
el, hogy az unokidk halhatatlanok, tehat akar tobb milli6 évesek is
lehetnek!)

1.4.4 Legyenek a és k egynél nagyobb egészek. Bizonyitsuk be az alabbi
allitasokat.
a) Ha a* — 1 prim, akkor @ = 2 és k prim.
b) Ha a* + 1 prim, akkor k kettGhatvany.
Megjegyzés: A 25 —1 alaka primeket Mersenne-primeknek, a 2% 4+ 1
alaku primeket pedig Fermat-primeknek nevezziik, ezekkel részlete-
sen az 5.2 pontban foglalkozunk majd.

M 1.4.5 Adjuk meg az Osszes olyan t > 1 egészt és k > 0 pdratlan szamot,
amelyre 1% + 2% 4 3% + .. 4+ % primszam.

1.4.6 Mely n pozitiv egészekre lesz primszam
a) n® —n+3;
b) nd - 2r1;
¢) n4n"+nb4+nt+nt4+nd4n+n+1;
d) n*+4;
e) n® +nb+nt+n?24+17

1.4.7 Legyen n > 1 egész szam. Bizonyitsuk be az alabbi allitasokat.
a) Ha n-nek nem létezik olyan ¢ oszt6ja, amelyre 1 < t < \/n, akkor n
primszam.
b) Az n szam 1-nél nagyobb oszt6i koziil a legkisebb sziikségképpen
prim.
¢) Ha n osszetett, de nem létezik olyan t osztoja, amelyre 1 < t < /n,
akkor n két primszam szorzata.

1.4.8 Bizonyitsuk be, hogy (n — 5)(n + 12) + 51 semmilyen n egész esetén
sem oszthaté 289-cel.
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1.4.9 Mik lesznek a péaros szamok korében a felbonthatatlanok, illetve a
primek?

1.4.10 A felbonthatatlan ¢és prim fogalma tetszéleges I integritasi tarto-
manyban (lasd az 1.1.23 feladatot) értelmezhets. Bizonyitsuk be az
alabbi allitasokat.

a) Ha I-ben a szorzasnak nincs egységeleme, akkor I-ben nincs prim.
b) Ha I-ben a szorzasnak van egységeleme, akkor /-ben minden prim
sziikségképpen felbonthatatlan is.

1.5. A szamelmélet alaptétele

1.5.1 Tétel (A szamelmélet alaptétele) T1.5.1

Minden, a 0-t6] és egységektsl kiilonbozs egész szam felbonthaté véges
sok felbonthatatlan szam szorzatéra, és ez a felbontés a tényez6k sorrendjétdl
és egységszeresektdl eltekintve egyértelmi. (Az egyértelmiiseg azt jelenti, hogy
ha

aG=mp2...Pr =q1q2 ... s,

ahol a p; és q; szamok valamennyien felbonthatatlanok, akkor r = s, és a p;
és g; szamok parba allithatok tgy, hogy mindegyik p; a hozza tartozé g;-nek
egységszerese.) o

Megjegyzések: 1. A 0-t és az egységeket azért kellett kizarni, mert azok egyal-
talan nem bonthatok fel felbonthatatlan szdmok szorzatara: az egységek csak
Ggy irhatok fel szorzatként, hogy minden tényezs6 egység, a 0 pedig csak gy,
hogy legalabb az egyik tényezd 0 (és akkor ez a tényezd nem felbonthatatlan).

2. Magukra a felbonthatatlan szdmokra a tétel olyan formaban érvényes,
hogy ezeket egytényezs szorzatoknak tekintjiik.

3. Neéhany észrevétel az egyértelmiséghez. Tegyiik fel, hogy az a szam
a = p1p2 ... p, alakban elgall felbonthatatlanok szorzataként. Ekkor nyilvan
a tényezdket tetszdleges mas sorrendben Gsszeszorozva ugyancsak a-t kapunk.
Emellett legyenek €y,...,, tetszleges olyan egységek, amelyek szorzata 1,
ekkor €1py,...,e-p, is felbonthatatlanok, és ezek szorzata is a-val egyenld.
Az alaptétel egyértelmiiségi része éppen azt fejezi ki, hogy ezektdl a varialasi
lehetdségektd] eltekintve az a masképpen mar nem frhaté fel felbonthatatlanok
szorzataként. Példaul a 12 esetében néhany ilyen feliras

12=2-2-3=2-(=3)- (=2) =3+ (=2) - (-2).
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4. A tétel kimondasanal mindenképpen a felbonthatatlan szam fogalmat
érdemes hasznalni, hiszen a tétel éppen azt fejezi ki, hogy ilyen ,épitékévekbal”
lényegében minden szam lényegében egyértelmiien ,0sszerakhat6”. A bizonyi-
tas soran is meg fogjuk kiilonbéztetni a felbonthatatlan és a prim fogalmat.
Ezek ekvivalencidja — amint latni fogjuk — szoros dsszefiiggésben 4all a szam-
elmélet alaptételének az érvényességével.

5. Sok szamkorben (illetve integritdsi tartomanyban) nem érvényes a
szamelmélet alaptétele. Példaul a paros szamok kérében a 100-nak két lénye-
gesen kiilénbdz6 felbontasa létezik felbonthatatlanok szorzatara: 100 = 2.50 =
= 10 - 10. Tovabbi példikat latunk majd a 10. fejezetben.

Most ratériink az alaptétel igazolasara. Az egyértelmiiségi részre két bi-
zonyitast is adunk.

A felbonthatdsdg bizonyitdsa: Tekintsiink egy nullatél és egységektdl kiilon-
boz6 tetszbleges a szamot. Ha a felbonthatatlan, akkor készen vagyunk.

Ha a nem felbonthatatlan, akkor létezik nemtrivialis felbonthatatlan osz-
toja, mert a legkisebb pozitiv nemtriviilis osztéja sziikségképpen felbontha-
tatlan (lasd az 1.4.7b feladatot). Ekkor a = pya;, ahol p; felbonthatatlan és
aq nem egység.

Ha a; felbonthatatlan, akkor készen vagyunk; ha nem, akkor van olyan
p2 felbonthatatlan szam, amellyel a; = psas, ahol a; nem egység.

Hasonl6an jarunk el as-vel stb. Eljarasunk véges sok lépésben be kell
hogy fejez6djon, ugyanis az |a;| szdmok pozitiv egészek, és szigoriian csokkend
sorozatot alkotnak:

la| > |a1| > faz| > ...,

tehat eljutunk egy olyan ag-hoz, amely mar felbonthatatlan, ay = py.
Ekkor az a = pyps . .. pr eléallitast nyerjiik. m

Az egyértelmiiség elsd bizonyitdsa: Ebben a bizonyitasban a {6 segédeszkoziink
az lesz, hogy minden felbonthatatlan egyben prim is (1.4.3 Tétel).

Tegyiik fel indirekt, hogy valamely a-nak létezik (legalabb) két lényegesen
kiilonb6z6 felbontéasa felbonthatatlanok szorzatara:

a=p1pP2..-Pr = 4142 . .- Gs. (1)

Ha itt valamelyik p; egységszerese valamelyik g;-nek, példaul p; = eq;, akkor
q1-gyel egyszeriisitve

!

a
i q_ =(5P2]P3~-Pr=f1293---95
1
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adodik, vagyis az o' szamnak kapjuk két lényegesen kiilonbozs felbontéasat
felbonthatatlanok szorzatara.

Az eljarast folytatva igy végiil egy olyan szimhoz jutunk, amelynek a
kétfele felbontasaban mar nincsenek egységszeres tényezék. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az (1)-beli el§allitas ilyen, azaz p; # £q;-

(1)-bél kapjuk, hogy py | q1g2-...q9s. Mivel py felbonthatatlan, gy az
1.4.3 Tétel alapjan prim is, ezért p; sziikségképpen osztdja legalabb az egyik
g; tényezOnek,

Azonban ha p; | ¢;, akkor ¢; felbonthatatlansaga miatt p; vagy egység,
vagy pedig a q; egységszerese, és mindketts ellentmondés. m

Az egyértelmiiség mdsodik bizonyitdsa: Ebben a bizonyitasban |a|-ra vonatkozo6
teljes indukciot hasznalunk.

Mivel egy szam és az egységszeresei minden oszthatdsagi szemponthol
egyenértékiiek, ezért nem jelent megszoritast, ha pozitiv egészeknek pozitiv
felbonthatatlanok szorzatara valé felbontasaival foglalkozunk.

Ha a = 2, akkor az egyértelmiiség (a 2 felbonthatatlan volta miatt) igaz.

Tegytik most fel, hogy minden 1 < ¢ < n szam egyértelmiien bomlik fel
felbonthatatlanok szorzatara, és megmutatjuk, hogy ekkor a = n felbontasa is
egyértelmd. Tegyiik fel indirekt, hogy n-nek létezik (legalabb) két kiilonbdz6
felbontésa felbonthatatlanok szorzatara:

n=mpipz...Pr = qi19z...qs. (2)

Itt nyilvan r > 2,s > 2, tovabba p; # ¢;, mert ha példaul p; = q;, akkor
az 1 < n/p; < n szdmnak is két kiilonboz8 felbontésa lenne, ami ellentmond
az indukcios feltevésnek.

Tegyiik fel, hogy p1 < ¢1 és legyen n; = n — p1q2...qs. Megmutatjuk,
hogy

1< n <n, (3)

n;-nek is van két kiilonbozé felbontasa, (4)

ami ellentmondas.
Az ny =n—p1ge...qs kifejezésbe n helyére a (2)-beli felbontasokat beirva
kapjuk, hogy

ny=pi(P2...Pr—q2---4s) = q2---q4s(q1 — p1). (5)
Nyilvan n; < n, tovabba p; < g1 miatt

m=q...qq-p)>2q¢ - 1l=q¢p>1,



40 1. SZAMELMELETI ALAPFOGALMAK

amivel (3)-at belattuk.
Bontsuk fel az ny mindkét (5)-beli szorzat-elsallitasanak utolsé tényezdjét
felbonthatatlanok szorzatara:

P2 Pr—Gq2...4s = UL... Uk s g1 —P1=U1...Up.

Ennek alapjan az n; az alabbi modon 4ll el6 felbonthatatlanok szorzataként:
Ty =PrUy .Uk = Qo .. QsV <o Uy - (6)

(Ha esetleg g1 — p1 = 1, akkor (6) gy értendd, hogy a v;-k hianyoznak, a
tovabbi gondolatmenet ekkor ,még inkabb” érvényben marad.)

Megmutatjuk, hogy (6) az ny két kiilonbozé felbontésat adja. Az elsé
felbontasban szerepel a py. A masodikban viszont nem, ugyanis egyrészt
P1 # qj, mésrészt, ha valamelyik i-re p, = v;, akkor

P ivic.vm=q—-—pr=pnla

kovetkezne, ami lehetetlen. Ezzel (4)-et is belattuk. m

Megjegyzések: 1. Az egyértelmiiség els6 bizonyitasat elemezve megallapithat-
juk, hogy az tulajdonképpen a maradékos osztiason milott. Ugyanis a ma-
radékos osztasra tdmaszkodoé euklideszi algoritmussal igazoltuk a kitiintetett
kozos oszt6 létezését, majd ennek felhasznalasaval mutattuk meg (az 1.3.9 Té-
tel segitségével), hogy egy felbonthatatlan szdm sziikségképpen prim is, és ez
volt a bizonyitas kulcslépése.

Altalaban is igaz, hogy ha egy szAmkorben (illetve integritasi tartomany-
ban) létezik a maradékos osztds megfelelGje, akkor ott érvényes a szamelmélet
alaptétele is. Az egyértelmiiségi részre az egész szamoknil adott gondolat-
menetiink az altaldnos esetre is sz0 szerint atvihetd, a felbonthatésagnal ese-
tenként finomabb meggondolasokra is sziikség lehet. Erre vonatkozo példak
szerepelnek majd a 7. és 10. fejezetben. A 11.3 pontban az idealok segitségé-
vel az altalanos esetben is egységes bizonyitast adunk arra, hogy a maradékos
osztasbol kovetkezik a szdmelmélet alaptétele (felbonthatésag és egyértelmi-
ség egyarant).

Megjegyezziik még, hogy a maradékos osztds és az alaptétel kapcsolata
nem szimmetrikus; vannak olyan szamkorok, amelyekben érvényes a szamel-
mélet alaptétele, noha semmilyen értelemben sem létezik benmik maradékos
osztas. Ilyen példat latunk majd a 10. fejezetben.

2. Az egyértelmiiség masodik bizonyitisa nem tamaszkodott az 1.3 és
1.4 pontok tételeire. Ez lehetéséget ad arra, hogy ezeknek a tételeknek egy
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részére az alaptétel segitségével j bizonyitast adjunk. Ezek koziil két fontos
tételt kiilon is kiemeliink: az egyik a kitiintetett kozds oszté létezése (1.3.3
Tétel), a masik pedig az, hogy minden felbonthatatlan egyben prim is (az
1.4.3 Tétel ,érdemibb” fele). Az el6bbinek az alaptételbdl térténd levezetését
lényegében az 1.6.4 Tétel bizonyitasanal lathatjuk majd, az utobbira nézve
lasd az 1.5.8 feladatot.

Feladatok

1.5.1

1.5.2

1.5.6

1.5.7

M 1.5.8

Igazoljuk, hogy egy a szadm felbonthatatlan szdmok szorzataként tor-
ténd elsallitasaban a tényezdk szama legfeljebb log, |al.

Tekintsiik a paros szamok korét.

Mely elemek irhaték fel lényegében egyértelmiien felbonthatatlanok
szorzataként?

Adjunk meg olyan elemet, amelynek pontosan 1000 lényegesen kii-
16nb6z6 felbontasa van.

3 Vizsgaljuk meg, hogy az egyértelmiiségre adott bizonyitasaink hol

buknak meg a paros szamok korében?

Mutassuk meg, hogy a 10-zel oszthat6 egész szamok korében nem ér-
vényes a szamelmélet alaptétele, s6t itt van olyan elem is, amelynek
két kiilonb6z6 felbontdsaban még a felbonthatatlan tényezék darab-
szdma sem azonos.

Tekintstik a véges tizedes tortek V' halmazat.

Hatarozzuk meg az egységeket és a felbonthatatlanokat.
Bizonyitsuk be, hogy V-ben érvényes a szimelmélet alaptétele.
Lassuk be, hogy V-ben létezik a maradékos osztas megfelelGje, azaz
minden ¢ € V elemhez hozza tudunk rendelni egy f(c) nemnegativ
egész szamot nugy, hogy f(c) = 0 <= ¢ = 0, tovibba minden
a,b € V, b # 0 esetén létezik olyan q,r € V, hogy a = bg+ r és
f(r) < f(b).

Az egyértelmiiségre adott masodik bizonyitasnak sok mas valtozata
is elkészithetd. Hol kell médositani a gondolatmenetet, ha nj-et
ny = n — p1ge-nek valasztjuk?

Hanyféleképpen irhato fel egy egész szam felbonthatatlanok szorza-
taként, ha most a csak a sorrendben és/vagy egységszeresekben valé
eltérést is kiilonbozé felbontasnak tekintjik?

Vezessiik le a szamelmeélet alaptételébdl, hogy minden felbonthatat-
lan egyben prim is.
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1.5.9 Keressiik meg (az egészek kirében) az Gsszes olyan pp,ps.p; (nem
feltétleniil pozitiv és nem feltétleniil kiilonboz6) primszamokat, ame-
lyekre

b 1 1

P1—pP2—P3 P2 Ps3

M*1.5.10 Adjuk meg (az egészek korében) az Gsszes olyan pozitiv primszamot,
amelynek alkalmas (pozitiv egész kitevss) hatvanya felirhat6 két po-
zitiv egész szam kiobének az Gsszegeként.

1.6. Kanonikus alak

A tovabbiakban csak pozitiv szamok pozitiv osztéival foglalkozunk, és prim-
szamon is pozitiv felbonthatatlan szdmot fogunk érteni. Ebben az esetben a
szamelmélet alaptétele ugy fogalmazhato, hogy minden n > 1 egész szam fel-
bonthaté véges sok (pozitiv) primszam szorzatara, és ez a felbontas a tényezék
sorrendjétdl eltekintve egyértelmt. (Az egységek a pozitivitds miatt most nem
jatszanak szerepet.)

Az ilyen primtényezis elGallitisban az azonos primek szorzatat altala-
ban hatvanyként jeloljiik, vagyis a szamot kiilonb6z6 primek hatvanyainak a
szorzataként irjuk fel. Ekkor a szamelmélet alaptételének az alibbi alakjat
kapjuk:

1.6.1 Tétel

Minden n > 1 egész szam felirhato

oy .02

"

o y __ el

N=p; Py ...Pp" = Hpi'
i=1

alakban, ahol py,...,pr Kilonbozé (pozitiv) primek és a; > 0 egész. Ez a
feliras a p{"* primhatvanytényezdk sorrendjétél eltekintve egyértelmid. o

Ezt az elGallitast az n szam kanonikus alakjanak nevezziik.

Latni fogjuk, hogy bizonyos esetekben (példaul tGbb szam egyideji vizs-
galatanal) kényelmesebb, ha megengedjiitk, hogy a kanonikus alakban egyes
primek kitevGje 0 is lehessen, ekkor az egyértelmiiség természetesen ezektdl
a(z esetleges fiktiv) tényezoktol eltekintve értendd. Ily moédon az 1 szamnak is
beszélhetiink kanonikus alakjarol (ebben csak 0 kitevovel szerepelnek primek).
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Kiilon fogjuk jelezni, mikor érdemes a 0 kitevdt is megengedni a kanoni-
kus alakban, a tobbi esetben automatikusan feltessziik, hogy minden kitevd
pozitiv (egész).

El6szor azt mutatjuk meg, hogyan tekinthet6k 4t a kanonikus alak segit-
ségével egy szam osztoi, azok szama, két szam legnagyobb kozos osztoja és
legkisebb kozos tobbszorose.

1.6.2 Tétel T 1.6.2
Az
n=pr'py’...pe"
kanonikus alaki n szamnak egy d pozitiv egész akkor és csak akkor osztoja,
ha d kanonikus alakja

d=p2pB2  pPr. ahol 0<Bi<e, i=12....r. &

Az osztok esetében a 0 kitevét is megengedd modositott kanonikus alakot
hasznaltuk.

Az 1, illetve n trivialis osztokat abban a két specialis esetben kapjuk meg,
amikor (minden i-re) 3; = 0, illetve §; = a;.

Bizonyitds: Az elégségesség igazolasdhoz tegyiik fel, hogy d a fenti alakd.
Ekkor a

e=pp g, el
szam «; > [; miatt egész, és n = dq, vagyis d | n. (Ennél a résznél nem
hasznéaltuk ki a kanonikus alak egyértelmifiségét, s6t azt sem, hogy a p;-k
primek.)

A sziikségességhez tegyiik fel, hogy d | n, azaz van olyan ¢ (pozitiv) egész,
amellyel n = dg. Ekkor n kanonikus alakjat a d és a ¢ kanonikus alakjianak
az Osszeszorzasaboél kapjuk meg. Ez azt jelenti, hogy n kanonikus alakjaban d
minden primosztoja szerepel, éspedig legalabb akkora hatvanyon, mint d-ben,
vagyis @; > [3;. m

Egy n > 0 egész pozitiv osztéinak a szaméat d(n)-nel jeloljiik.

Példa: d(1) =1, d(10) =4, d(n) =2 < n prim.
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1.6.3 Tétel

Az

0 O ar
n=p;"pPy° ...,

kanonikus alakt n szam pozitiv osztéinak a szama

d(n) = (o1 +1)(az+1)...(ar +1). &

Bizonyitds: Az 1.6.2 Tétel szerint az n Gsszes pozitiv osztojat ngy kapjuk meg,
ha a
d=pPol ...plr

kifejezésben a 3y, Bs,..., 3, kitevok egymastol fiiggetleniil végigfutnak a
f81=0311-'-:a11 ﬁ2=0:11'--1a2s ey ﬁrzoala---aar

értekeken. A f3; kitevs tehit a; + 1-féleképpen valaszthato6, és igy a 3y,..., 3,
kitevk egymastol fiiggetlen megvalasztasara Osszesen

(a1 +1)(az2 +1)... (ar + 1) (1)

lehetéség van. Mivel az n minden pozitiv oszt6ja csak egyféleképpen all el6 a
fenti alakban (hiszen ennek az osztonak is egyértelmii a primtényezds felbon-
tasa), ezért az (1) képlet valéban az n pozitiv osztéinak a szaméat adja. m

Most ratériink két szam legnagyobb kézos osztéjanak a kanonikus alak-
jara. Itt ismét a modositott kanonikus alakkal dolgozunk: mindkét szamnal
kiirjuk azokat a primszamokat is, amelyek csupan az egyik szamnak osztéi (a
masik szdm kanonikus alakjaban ezek természetesen 0 kitevGvel szerepelnek),

1.6.4 Tétel

Legyen az a és b pozitiv egészek kanonikus alakja
4= p2ip® % ae =Pyl Br hol % ;
=pr'pa?...pf7 & b=pi'py*...pf", ahol o; 20, §; >0.

Ekkor ) _ _
(a, b) = p;m“(ﬂl ,31)pg‘m(ﬂz \Bz2) . 'p:_mn(ar,ﬁr)

(ahol min(e;,5;) az o; és f; szamok koziil a kisebbiket jelenti, ha «; # 3,
illetve a kozos értékiikel, ha o; = ;). &
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Bizonyitds: Legyen
d= Hp:ni"(anﬁi) )
i=1

Azt fogjuk megmutatni, hogy d egyrészt kozos osztdja a-nak és b-nek, masrészt
pedig minden k6zos oszténak tébbszordse. A bizonyitasban az 1.6.2 Tételre
fogunk tamaszkodni.

Mivel min(ey, ;) < ¢; és min(a;, ;) < B, ezért d|a és d| b, azaz d
kozos oszto.

Legyen most ¢ az a és b tetszdleges pozitiv kozos osztoja. Ekkor

-
c=1—[p;"1 ahol v <oy, 7 < B;.

=1

Ez azt jelenti, hogy v; < min(a;,8i), ésigy ¢|d. m

Példa: Szamitsuk ki 4840 és 2156 legnagyobb kozos osztojit.
A szamok kanonikus alakja: 4840 = 2% .5- 112, illetve 2156 = 22 - 72 . 11.
Tehat (4840,2156) = 22.5%.7%.11 =44,

Megjegyzés: A legnagyobb kozos oszté fenti kiszadmitasi médja nagyon kényel-
mesnek tiinik, sajnos azonban nagy szamokra altalaban nem alkalmazhatd,
ugyanis nem ismeriink gyors eljarast nagy szamok esetén a kanonikus alak
meghatéarozasara. Az euklideszi algoritmus ugyanakkor nagy sziamok esetén is
gyorsan megadja a két szam legnagyobb kozos osztojat. Mindezekrdl (alkal-
mazéasokkal egyiitt) részletesen az 5.7 és 5.8 pontban lesz 5z6.

Ratérve a legkisebb kozis tébbszordsre, ez nevének megfelelden a pozitiv
kbzos tobbszorosok koziil a legkisebbet jelenti:

1.6.5 Definicio D 1.6.5

Az a és b pozitiv egészek legkisebb koz6s t6bbszorose a k pozitiv egész, ha
(i) alk, b|k; &s
(i) haegyc>0ra ale, b|c teljesiil, akkor ¢ > k. &

Az a és b legkisebb kozos tobbszorosét [a, bl-vel (vagy lkkt(a, b)-vel) jelol-
jik.

Mivel a két szam szorzata, ab nyilvinvaléan kozos tobbszordse a-nak és
b-nek, igy [a, b] meghatarozasahoz elég az ab-nél nem nagyobb véges sok pozitiv
egész kozott megkeresni az a és b kozds tobbszorosel koziil a legkisebbet. A
legkisebb kozos tobbszoros létezése és egyértelmiisége tehat nyilvanvalo.
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A legnagyobb kozos osztonal latottakhoz hasonléan azonban a legkisebb
kozos tobbszorosnel is — a definicioban szerepld . legkisebbség” helyett —
inkabb egy specidlis oszthatosagi tulajdonsag jatszik fontos szerepet: a legki-
sebb kozos tobbszoros minden kozos tobbszorosnek osztoja (szokas a legkisebb
kozos tobbszorost egyenesen ezzel a tulajdonsaggal definidlni). Ezt és a legki-
sebb kozis tobbszdrosre vonatkozo tovabbi alapvets eredményeket a kivetkezd
tételben foglaljuk Gssze:

1.6.6 Tétel

I. Ha az a és b pozitiv egészek kanonikus alakja
a=plips?...por és b=ppht.. . pPr, ahol «; >0, §;>0,

akkor

max(ay,f81) _max(az,82) max(ay,Br)
1 P s

[a,b] =P Py

(ahol max(ey,3;) az «; és [B; szamok koziil a nagyobbikat jelenti, ha
a; # Bi, illetve a kozos értékiiket, ha o; = ;).

Il ale, b|le <= [a,b]|c
IIL. (a,b){a,b] = ab. &

Bizonyitas: 1. és 11. Egy c pozitiv egész akkor és csak akkor kdzos tobbszorose
a-nak és b-nek, ha a | ¢ é b | ¢ egyszerre érvényes. Ez azt jelenti, hogy
¢ kanonikus alakjaban mindegyik p; prim ~; kitevGjére v > «; és v > [;
teljesiil, ez pedig azzal ekvivalens, hogy +; > max(a;, 5;).

Az ilyen ¢ szamok koziil az a legkisebb, amikor egyrészt «y; = max(ay, ;)
(i = 1,2,...,7), masrészt ¢ a p;-ken kiviil mas primekkel egyaltalan nem
oszthaté. Ezzel belattuk, hogy [a,b] kanonikus alakja valéban az I-beli.

Azt is kaptuk, hogy az Gsszes ¢ kozos t6bbszoros kanonikus alakjaban a
pi-k kitevije legalabb akkora, mint [a, b]-ben, és emellett ezekben més primek
is el6fordulhatnak, vagyis a ¢ koz6s tobbszorosok éppen az [a, b] tobbszordseivel
egyeznek meg. Ezzel I1-f is igazoltuk.

ITL. Megmutatjuk, hogy (a,b)[a,b] és ab kanonikus alakjaban mindegyik
pi prim ugyanakkora kitevével szerepel, vagyis

mirl(aiaﬁi]+lna'x(ai1ﬁi) =0i+6§,1 $i=1,20.q7

Ha példaul a; < f3;, akkor itt a bal oldalon «; + 3; all, ami val6ban ugyanaz,
mint a jobb oldal. m
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Megjegyzések: 1. A I11. osszefiiggés fontos specidlis eseteként kapjuk, hogy
ab= [a,b] <= (a,b) =1.

2. Ne felejisiik el, hogy a | ¢ és b | ¢ fennallasab6l nem kévetkezik ab | ¢,
példaul 4 | 36, 6 | 36, azonban 24 f36. A helyes kivetkeztetést éppen I1-bél
kapjuk:

ale, ble=[a,b]|ec

Ha a és b relativ primek, akkor az el6z6 megjegyzés szerint [a, b] = ab, és ekkor
az alabbi fontos speciilis esetet nyerjiik:

ale, ble, (a,b)=1=ab|ec

Peéldanl 72 | ¢ igazolasahoz elegendd azt belatni, hogy a ¢ 8-cal és 9-cel
is oszthato. Altaliban is, barmely oszthatosigi kérdés visszavezethets prim-
hatvdnyokkal val6 oszthatésagokra: ha m kanonikus alakja m = []I_, p
(e > 0), akkor

mle & oM e 1=12,....%

3. A legkisebb kozos tobbszoros fogalma és £6 tulajdonsagai ketténél tébb
szamra is atvihetSk. Kiemeljiik, hogy véges sok pozitiv egész legkisebb kozos
tébbszorose akkor és csak akkor egyenlS a szorzatukkal, ha paronként relativ
primek. Megjegyezziik még, hogy a I11. egyenléségnek nincs kozvetlen egyszerii
altalinositasa tobb szam esetére (lasd az 1.6.15 feladatot).

A szamelmélet alaptételébdl kovetkezik, hogy két szam akkor és csak ak-
kor relativ prim, ha nincs kozos primosztéjuk. Ebbél azonnal adédik az alabbi
tétel:

1.6.7 Tétel
(c,ab) =1 <= (c,a)=1¢s (c,;b)=1. &

Ha két pozitiv egész relativ prim, akkor dltaliban az alabbi forméaban
célszeri a kanonikus alakjukat megadni:

L o8 8
“:HPU' bzanj' pi # 4j -
i=1 j=1

Végiil az n! kanonikus alakjat targyaljuk:
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1.6.8 Tétel (Legendre-formula) T1.6.8

Az n! kanonikus alakja

nl = Hp“" , ahol o= i {%J . &

p<n k=1

A fenti képletben |z| az x szam (als6) egészrésze, és a produktum jel alatti
p (pozitiv) primet jelent, azaz a szorzatot az dsszes olyan p prim szerint kell
képezni, amelyre p < n. Ilyen tipusn jeltlésekkel késébb is gyakran talalkozunk

majd, példaul .
2 5? H ¥ z 1

p<n p<n pln

rendre az n-nél nem nagyobb primek reciprokdsszegét, az n-nél nem nagyobb
primek szorzatét, illetve az n kiilonb6zé primosztéinak a szamat jelenti.

Megjegyezziik még, hogy az 1.6.8 Tételnél az «,, kitevét elGallitd Gsszeg-
ben elég csak véges sok tagot tekinteni, mert ha p* > n, akkor |n/p*| = 0
(a nemnulla tagok szama tehéat [log, n]).

Bizonyitds: Mivel az n! = 1-2- ... n szorzat mindegyik tényezGje legfeljebb
n, ezért n-nél nagyobb primszam nem fordul el6 n! kanonikus alakjaban.

Legyen p < n tetsz6leges rogzitett prim, és jeldlje ap a p kitevsjét az n!
kanonikus alakjaban. Azt kell igazolnunk, hogy

k=1

Az oy, meghatarozasahoz bontsuk az 1,2,...,n szdmok mindegyikét pri-
mek szorzatéira, és szaimoljuk Ossze, hogy Osszesen hanyszor fordul elé ezek
kozott a p.

Minden p-vel oszthaté szamban szerepel legaldbb egy darab p, elszor
ezeket vessziik szamitasba. A p-vel oszthaté szamok a kovetkezok:

p.2p,....tp, ahol tp<n<(i+1)p.

Innen
t<n<t+1 vagyis f—|-i
p ’ P

Ez azt jelenti, hogy az 1,2, ... ,n egészek kozott a p-vel oszthatok szama [n/p].
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A p? t6bbszoroseiben legalabb két darab p szerepel, ezekb6l azonban eddig
csak egyet vettiink figyelembe. Igy a p® minden tébbszorése egy-egy ,tjabb”
p-t jelent. Ezek szdma az el6z6khoz teljesen hasonloan |n/p?|.

Ugyanigy haladunk tovibb. A p* tSbbszérdsei egy-egy tijabb p-t adnak,
hiszen az ezekben el6fordulé legalabb harom darab p-bél az elsé két lépésben
még csak kett6t vettiink figyelembe. Ez tovabbi |n/p®| darab p-t jelent stb.

Az eljaras véges sok lépésben befejezdik, hiszen ha p* > n, akkor az
1,2,...,n szamok egyike sem oszthat6 pF-nal.

A fenti moédon az n!-ban szerepld Osszes p-t pontosan egyszer vettiik fi-
gyelembe, vagyis «, val6ban a (2)-ben megadott sszeggel egyenls. m

Feladatok

(A feladatokban szdmon, osztén, primszamon stb. mindig pozitiv szamot
értiink.)

1.6.1 Hogyan olvashaté le egy szam kanonikus alakjabol, hogy négyzet-
szam, kobszam, illetve altalaban k-adik hatvany (azaz egy pozitiv
egész k-adik hatvanya)?

a) Mutassuk meg, hogy ha két relativ prim szdm szorzata k-adik hat-
vany, akkor kiilon-kiilon is k-adik hatvanyok.

b) Hogyan kell moédositani ezt az allitast, ha (a pozitiv egészek helyett)
az Osszes egész szamot tekintjiik?

¢) Hogyan &ltalanosithaté az allitas (ketténél) tobb tényezds szorzat
esetére?

M 1.6.3 Bizonyitsuk be, hogy a) 2; b) 3; *c) 4 egymast kdvets (pozitiv

egész) szam szorzata nem lehet teljes hatvany (azaz egy egész szam
egynél nagyobb egész kitevGjii hatvanya).
Megjegyzés: Altalaban is igaz, hogy egymast kovetd pozitiv egészek
szorzata sohasem lehet teljes hatvany. Ezt a Catalant6l szarmazé és
hosszi ideig megoldatlan sejtést Erdds Pal és John Selfridge bizonyi-
tottak be 1975-ben.

M 1.6.4 Mely p primszamok esetén lesz (2P~ — 1) /p négyzetszam?

1.6.5
a) Bizonyitsuk be, hogy ¢|ab <= ¢=a1by, ahol ay [a és by | b.
b) Mutassuk meg, hogy ha (a,b) = 1, akkor (adott ¢ | ab-hez) a fenti
ay 6s by egyértelmi.
¢) Lassuk be, hogy ha (a,b) # 1, akkor van olyan c¢ | ab, amely tSbbfé-
leképpen is el6all ¢ = a1b; alakban.
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d)

e)
1.6.6
1.6.7

1.6.8
1.6.9

M 1.6.10

a)

b)
1.6.11

a)
b)

c)
1.6.12
1.6.13

Bizonyitsuk be, hogy barmely c | ab legfeljebb d((a,b))-féleképpen
all el6 ¢ = ayb; alakban.
Mely ¢ | ab osztoknak létezik d((a, b))-féle ¢ = ayby tipusa eléallitasa?

k | bk+100

Tegyiik fel, hogy minden k-ra a . Bizonyitsuk be, hogy a | b.

Melyik az a legkisebb pozitiv egész, amelynek pontosan
a)3l; b)33; «¢) 32

(pozitiv) osztdja van?
Mely n-ekre lesz d(n) paratlan?

Egy kegyetlen varar bortonének 400 sziik celldjaban egy-egy rab siny-
I6dik. A cellak ajtajan levé zar gy miikddik, hogy egy elforditds
esetén nyilik, még egy elforditds esetén ismét bezarul stb. Jelenleg
természetesen minden ajtéo zarva van. A varir a sziiletésnapjan el-
hatarozza, hogy nagylelkd lesz, és megparancsolja az egyik Grnek,
hogy forditson egyet valamennyi zaron. Koézben azonban meggon-
dolja magat, és utanakiild egy masik 6rt, akit azzal biz meg, hogy
minden masodik zaron forditson egyet. Ezt koveti a harmadik &r,
aki minden harmadik zaron véltoztat stb., végiil a négyszazadik 6r a
négyszazadik cella zarjanak az 4llasat modositja. Azok a rabok sza-
badulnak ki, akiknek most nyitva all az ajtaja. Hany rabot bocsatott
szabadon a varur?

Egy természetes szamot négyzetmentesnek neveziink, ha nem oszt-
hat6 semmilyen egynél nagyobb egész szam négyzetével. Példaul az
1 vagy a 30 négyzetmentes, a 12 viszont nem. Egy n szam (pozitiv)
négyzetmentes osztoinak a szamat jeloljiik A(n)-nel, a négyzetszam-
osztok szamat pedig B(n)-nel.

Bizonyitsuk be, hogy barmely n-re A(n)B(n) > d(n).
Mely n-ekre all egyenldség?

Mutassuk meg, hogy

d(n) <n/2+1;

d(n) <n/3+2;

d(n) < 2¢/n.

Mivel egyenls egy n szam (pozitiv) osztéinak a szorzata?

A 10™ oszt6ib6l maximalisan hanyat lehet kivalasztani ugy, hogy ezek
koziil egyik se legyen osztoja valamelyik masiknak?
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1.6.14
a) Mely a, b szamparokhoz talalhatok olyan pozitiv egészek, amelyek
legnagyobb kézos osztéja a és legkisebb kizos tobbszorose b?
b) Hany ilyen szampér létezik, ha a = 5 és b = 350007
¢) Altaldban is hatérozzuk meg az ilyen szampéarok szamat (tetszéleges
a, b esetén).
1.6.15 Bizonyitsuk be az alabbi allitasokat.
a) (a,b,c)la,b,c| | abe, de altalaban nem all fenn egyenl6ség.
b) (a,b,¢)[a,b,c] = abe < a,b, ¢ paronként relativ primek.
¢) (a,b,c)ab,be,ac] = abe.
1.6.16 Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?
a) (a,b) = (a+ b,ab).
b) (a,b) =1 < (a+b,ab) = 1.
¢) (a,be) = (a,b)(a,c).
d) (a3,b%) = (a,b)?.
1.6.17 Bizonyitsuk be az alabbi allitasokat.
a) [a,b] |a+b < a=0b
b) a+b| [a,b] sohasem teljesiil.
¢) Van végtelen sok olyan a # b, amelyre a + b | ab.
d) a+b|ab < a+b|(a.b)?
1.6.18 Lassuk be, hogy ha (a,b?) = (a2, b), akkor (a’,5'900) = (1000 §7),
1.6.19 Igazoljuk az alabbi ,disztributivitasi” azonossagokat.
a) [a, (b,c)] = ([a,b]; [a,c]).
(a, [b,c]) = [(a,b), (@, c)].
1.6.20

a) Bizonyitsuk be, hogy az a, b és ¢ pozitiv egészekhez akkor és csak
akkor létezik olyan z, y és z, amelyekkel

(-’E,‘y}=ﬂs (‘y,Z}Zb és (Z,:TJ)ZC,

ha (a,b) = (b,c) = (¢, a).
b) Hany ilyen z, y, z szamhéarmas létezik (adott a, b, ¢ esetén)?

¢) Vizsgaljuk meg a ,dualis” problémat legnagyobb kozos osztok helyett
legkisebb kozos tobbszorosokre.



1. SZAMELMELETI ALAPFOGALMAK

1.6.21
1.6.22
1.6.23

d)
M*1.6.28

M*1.6.29

M 1.6.30

1.6.31

Igazoljuk, hogy ha p egy 5-nél nagyobb prim, akkor 240 | p* — 1.
Lassuk be, hogy ha (ab,42) = 1, akkor 504 | a® — b°.

Mutassuk meg, hogy a® 4 85a* + 994a? barmely a esetén oszthato
360-tal.

Bizonyitsuk be, hogy 26101 — 33101 4 7101 oezthat6é 606 606-tal.

Hany 0O-ra végzddik a) 11115:  b) (16205)?

Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ > 1, akkor ¢" fn!.
Adjuk meg azokat az n > 1 és ¢ > 1 szdmokat, amelyekre ¢~ | nl.

Legyenn>2é 1< k<n-—1.

Mutassuk meg, hogy ha k és n relativ primek, akkor n | (7).
[gaz-e az a)-beli allitds megforditasa?

Melyek azok az n-ek, amelyekre minden 1 < &k <n — 1 esetén

(1) n| G’:) (c2) (;’:) paros;  (c3) (Z) phratlan?

Van-e olyan n és 1 < k <n— 1, amelyre n és () relativ primek?
Egy kerek asztal koriil véges sok rozmar iil, és a kdvetkezd jatékot
jatsszak. Mindegyikiik el6tt egy tizforintos fekszik az asztalon. Ve-
zényszora mindegyik rozmar megnézi a jobb oldali szomszédja el6tti
tizforintost: ha fejet lat, akkor megforditja a sajat tizforintosat; ha
irast 1at, akkor nem csinal semmit. Ezt addig ismételgetik, amig
mindegyik tizforintos frast nem mutat. Mekkora lehet a rozmarok
szama, ha a tizforintosok tetszéleges kiindul6 helyzete esetén a jatek
el6bb-utébb véget ér?

Mutassuk meg, hogy az n!+1,...,n!+n szimok mindegyikének van
olyan primoszt6ja, amely a tobbi n — 1 szam egyikének sem osztoja.

Tekintsiink 5000 kiilonb6z6 pozitiv egészt, amelyek koziil barmely
tiznek ugyanaz a legkisebb kozds tobbszérose. Maximéalisan hény
szam lehet kozottiik, amelyek paronként relativ primek?

Mely n pozitiv egészek rendelkeznek az aldbbi tulajdonsaggal:
n| k* = n |k (azaz n egy sz&m négyzetének csak gy lehet
oszt6ja, ha maginak a szamnak is osztoja)?
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1.6.32

1.6.33
M*1.6.34

M*1.6.35
a)

b)

Mutassuk meg, hogy (k > 1 esetén) két k-adik hatvany kiilonbsége
sohasem lehet osztéja az Gsszegiiknek.

Bizonyitsuk be, hogy a) v/100; b) logs 18 irracionalis szamok.

Egy tetszéleges m pozitiv egészhez vegyiink minden lehetséges mo-
don olyan a; < as < ... < a, egészeket, amelyekre a; = m és
az ayay...a; szorzat négyzetszam (1 = 1 is megengedett). Jeldljiik
S(m)-mel a; lehets legkisebb értékét. Példaul S(1) = 1, S(2) = 6,
mert m = 2 esetén a 2 -3 - 6 szorzat a legjobb vilasztas,
S(3) =8, S(4) =4 stb.

Bizonyitsuk be, hogy az S(2),85(3),5(4),... sorozatban éppen
a pozitiv Osszetett szamok szerepelnek, éspedig mindegyik pontosan
egyszer fordul el6.

Létezik-e (nem csupa azonos tagbél 4ll6) végtelen hosszi szamtani
sorozat csupa teljes hatvanybol?

Létezik-e (nem csupa azonos taghél 4ll6) akiarmilyen hosszi (véges)
szamtani sorozat csupa teljes hatvanybol?



2. KONGRUENCIAK

Ebben a fejezetben a kongruencidkkal kapcsolatos alapvetd ismereteket téar-
gyaljuk. A kongruenciafogalom bevezetése utian a maradékosztalyokkal ¢és ma-
radékrendszerekkel, valamint az BEuler-féle @-fiiggvénnyel foglalkozunk. Bebi-
zonyitjuk az BEuler-Fermat-tételt és a Wilson-tételt, ez utobbihoz a linearis
kongruencidkat is felhasznaljuk. A linearis kongruencidkhoz kapesolédéan at-
tekintjiik a szimultdn kongruenciarendszereket is. Az ismeretlenes kongruen-
cidk altalanosabb vizsgalatara a 3. és 4. fejezetben keriil majd sor.

2.1. Elemi tulajdonsagok

Oszthatosagi kérdések vizsgalatanal gyakran tapasztaljuk. hogy tulajdonkép-
pen csak egy adott szammal val6 osztasi maradék szamit, vagyis teljesen egy-
forman viselkednek azok az egészek, amelyeknek az adott szammal osztva
azonos a maradéka. Ez (is) indokolja a kovetkezd fogalom bevezetését:

2.1.1 Definici6

Legyenck a és b egész szamok és m pozitiv egész. Azt mondjuk, hogy a
kongruens b-vel modulo m, ha m |a—0b. &

Jeldlés: a = b (mod m) vagy roviden a = b (m). Az (Altalaban rogzitett)
m szamot modulusnak nevezziik.
Mivel m|a—b <= m|b—a, ezért

a=b(modm) <= b=a (modm),

és igy helyes az .a és b kongruensek modulo m” sz6hasznélat is. (A ,modulo
m” helyett a ,mod m” vagy ,az m modulusra nézve” vagy ,.az m modulus
szerint” kifejezéseket is szokas mondani.)

Az is vilagos, hogy a és b akkor és csak akkor kongruensek modulo m, ha a
és b az m-mel osztva ugyanazt a maradékot adjak. (Itt maradékon a szokisos
legkisebb nemnegativ maradékot értjiik, de ugyanez érvényes akkor is, ha —
mindkét szamnal — a legkisebb abszolat értékii maradékrdl van sz6.)

Ha @ és b nem kongruensek modulo m, akkor ezt a # b (mod m) jeldli, és
azt mondjuk, hogy a és b inkongruensek modulo m (vagy a inkongruens b-vel
modulo m).



2.1. ELEMI TULAJDONSAGOK 55

Példa: 11 =5 (mod 3); 32= -1 (11); 21 # 6 (mod 10).

Nyilvan barmely két egész szam kongruens az m = 1 modulus szerint,

A kongruencia definicidéja minden viltoztatas nélkiil kiterjeszthets lenne
az m < () esetre is. Ezzel azonban nem érdemes kiilon foglalkozni, ugyanis
m|a—b <= —m|a-—b

2.1.2 Tétel

(i) Minden a-ra a = a (mod m).
(i1) a =b (mod m) = b= a (mod m).
(iii) @ =b (mod m), b = ¢ (mod m) = a = ¢ (mod m).
(iv) @ = b (mod m), ¢ = d (mod m) = a+¢ = b+ d (mod m) és
a—c=b—d (modm).
(v) a=b (mod m), e=d (mod m) = ac = bd (mod m). &

Bizonyitds: Valamennyi allitas konnyen adodik a kongruencia definiciojabol és
az oszthatosag elemi tulajdonsigaibol, ezért mintaként csak az (v) tulajdon-
sagot igazoljuk.

A feltétel szerint m |a —b és m | ¢ —d, amibél

m | e(a —b) + ble — d) = ac — bd, azaz ac=bd (mod m)
kovetkezik. m

Az (i), (ii) és (iii) tulajdonsagok azt fejezik ki, hogy a kongruencia reflexiv,
szimmelrikus és tranzitiv relacid, azaz ekvivalenciareldcid. Ennek alapjan az
egész szamokat (paronként) diszjunkt halmazok egyesitésére lehet bontani: egy
halmazba keriilnek az ,egymassal kongruens” szamok, vagyis azok, amelyek
ugyanolyan maradékot adnak m-mel osztva (az idézdjeles kijelentésnek éppen
az (i)—(iii) tulajdonsagok alapjan van egyaltalan értelme). Ezek a halmazok
lesznek a modulo m maradékoszidlyok, amelyekkel részletesen a 2.2 pontban
foglalkozunk.

A (iv) és (v) tulajdonsigok alapjan a(z ugyanazon modulus szerinti) kong-
ruenciak ,o0sszeadhatok, kivonhatok és Osszeszorozhatok.” Ezekbdél azonnal
kovetkezik, hogy egy kongruencia mindkét oldalahoz hozzdadhatjuk ugyanazt
a szamot, €s ugyanez vonatkozik a kivonasra és a szorzasra is, tovabba egy
kongruenciiat énmagaval is akarhanyszor Gsszeszorozhatunk, vagyis egy kong-
ruenciat szabad (pozitiv egész kitevds) hatvanyra emelni:
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(vi) a=b (mod m) = a+c=b+c¢(modm)és a—c=b—c (modm).
(vii) a = b (mod m) = ac = be (mod m).
(viii) @ = b (mod m) = a™ = b" (mod m).

Mindezek ismételt alkalmazisaval az alabbi jol hasznalhato Osszefiiggést nyer-
jiik:

(ix) Legyen f egy egész egyiitthatés polinom. Ekkor

a = b (mod m) = f(a) = f(b) (mod m).

A fentiek alkalmazasira néhany egyszeri példat mutatunk.

Példak:
P1 Bizonyitsuk be, hogy barmely n természetes szamra

17 | 3311+152u+1 + 251‘l+111ﬂ .

Megoldds: Azt kell belatni, hogy
3ntlgintl L odntl{1n =0 (mod 17).

A bal oldalt a fenti tulajdonsagok felhasznalasaval vele kongruens kifejezésekké
alakitjuk, amig 0-t nem kapunk:

gInHigAntl 4 Sntlqn —3.277.5-25" 4+ 232" 11" =
= 15(—7)"8™ + 2(—2)"(—6)" =
= 15(—56)" + 2(12)" = 15(—=5)" + 2(—5H)" =
=17(~5)" = 0 (mod 17).

P2 Igazoljuk (Gjra) az @ —b| a™ —b™ oszthatdsagot.
Megoldds: Nyilvan elég az a — b > 0 esetre szoritkozni. Alkalmazzuk
(viii)-at:
a=b (mod a—b) = a" =" (mod a —b).
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P3 Mutassuk meg, hogy 2%+ 1 Osszetett szam, (Vesd dssze az 1.4.4 feladattal
és az 5.2 ponttal.)

Megoldds: Azt 1atjuk be, hogy 641 | 232 + 1. Ehhez felhasznaljuk, hogy
641 =5 +2*=5.2"+1.
Ezekbdl
—1=5-2" (mod641) &  5*=-2' (mod 641).

Az elsé kongruenciat negyedik hatvinyra emelve, majd behelyettesitve a
mésodikat, azt kapjuk, hogy

1=(-1)*=5*2%2=-2%.228 = 932 (mod 641),
azaz 641 2% 4 1.

Lattuk, hogy az Gsszeadas, kivonas és szorzas miiveletére vonatkozéan a
kongruencidk ugyaniigy viselkednek, mint az egyenlGségek. Az osztas miivele-
ténél azonban jelentGs eltérés van, két kongruenciat nem szabad egyméssal
elosztani. ElGszor is, osztaskor nem feltétleniil kapunk egész szamokat, és ek-
kor a hanyadosok k6zotti kongruencianak eleve nem is lehet értelme, hiszen a
kongruencidkban egész szamoknak kell szerepelniiik. Azonban még abban az
esetben sem lesz altalaban igaz az osztaskor kapott kongruencia, ha az osztas
utan mindkét oldalon egész szamok maradnak. Péld4ul

28 =46 (mod 6) és 2=2 (mod 6), azonban 14 # 23 (mod 6).

A kongruenciak osztasara vonatkozo tilalommal kapcsolatban azt se fe-
lejtsiik el, hogy a tort is tulajdonképpen osztést jelent. Ezért egy egész értékii
tort szamlalojaba és/vagy nevezdjébe akkor sem szabad vele kongruens szamot
irni, ha a hanyados tovdbbra is egész marad. Példaul:

. - 45 , 35
45=35 (mod 10) és 15=5 (mod 10), de 3= 5 #= ik 7 (mod 10).

A tiltasok utan térjiink ra arra, hogy ebben a kérdéskérben mi az, ami
megengedett. Csak az osztas specidlis esetével, az egyszertisitéssel foglalko-

zunk. Az alabbi tétel azt mondja ki, hogy az egyszertisitést csak ugy lehet
elvégezni, hogy kozben a modulust is meg kell viltoztatni:
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2.1.3 Tétel

Legyen d = (¢,m). Ekkor

ac = be (mod m) < a=b (mod %) &

Bizonyitds: A kongruencia definicidja alapjin
ac = be (mod m) <= m | (a —b)e,

ami tovibb ekvivalens az

m c
=7 | (a—b) P (1)
oszthatosaggal. Mivel (m/d,c/d) = 1, ezért (1) pontosan akkor teljesiil, ha
%‘a—-b, azaz azb(nmd%}.l

A 2.1.3 Tetel fontos specidlis eseteként kapjuk, hogy ha ¢ és a modulus
relativ primek, akkor a c-vel torténd egyszerfisités utan a kongruencia valto-
zatlan modulus mellett érvényben marad:

2.1.3A Tétel T 2.1.3A

ac = bc (mod m), (e;m)=1=a=0b(modm). &

Feladatok
2.1.1 Bizonyitsuk be, hogy 23 | 61%+! 4 11k72k33k25k+3,

2.1.2 Adjuk meg 999777 ytolsé harom szamjegyét (tizes szamrendszer-
ben).

2.1.3 Bizonyitsuk be (tjra) a 9-cel és a 11-gyel valé oszthatdsagi szabalyo-
kat (1.1.14 feladat) és ezek mas alapi szamrendszerre torténd altala-
nositasait (1.2.14 feladat) a kongruencidk segitségével.

2.1.4 Melyek igazak az alabbi Allitasok koziil?

a) k|n, a=b(modn) = a=>b(mod k).

) k|n, a=b(mod k) => a=b (mod n).

c) a=b(modn),a=b(modk) < a=Db(mod kn).

) a=b (modn),a=>b (mod k) <= a=0b(mod [k, n]).
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e) b (mod n) <= ka = kb (mod kn).

f) a=b (mod n), c=d (mod k) = ac = bd (mod kn).
g) b? (mod n) = a = +b (mod n).

h) @ = b* (mod 101) =% a = +b (mod 101).

a’

11l

2.1.5 A tizes szamrendszerben tGbb olyan szdmjegy is van, amelyre nem
végzodhet négyzetszam. Hany ilyen szdmjegy van a 101 alapi szam-
rendszerben?

2.1.6 Kommentaljuk Butus Maximus professzor alabbi ,tételét” és ,bizo-
nyitasat”:
,Tetel: Barmely n > 3 egészre (1) = ("1') (mod 4).
Bizonyitas: Mivel barmely n egészre n + 1 =n — 3 (mod 4), ezért

n\ _ n(n—1)(n—2)(n—3)

(4) B 1-2-3-4
_nn=1)(n—-2)(n+1) n+1
- 1-2-3-4 2( 4

) (mod 4)."

2.1.7 Bizonyitsuk be: m |a—b=> m? | a™ —b™.

2.1.8 Tegyiik fel, hogy 3fa, (6,n) =1 é a" = b" (mod 3"). Mutassuk
meg, hogy ekkor a = b (mod 3™).

2.1.9 Legyen p > 2 prim, 1 < k < p — 1. Igazoljuk az alabbi modulo p
kongruenciakat:

o (P)=0 v (”; 1) = (1% o (”;2) = (~1)*(k +1).

2.1.10 Hatarozzuk meg az(oka)t a p prim(ek)et, amelyekre (3;”) a p-vel
osztva p — 2 maradékot ad.

*2.1.11 Legyen p prim. Bizonyitsuk be a kivetkezd modulo p kongruenciakat:

WG =Bl ve)=() o G)=[]
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2.2. Maradékosztalyok és maradékrendszerek

A modulo m maradékosztaly fogalmat mar a 2.1.2 Tétel utan megemlitettiik:
azok az egész szamok tartoznak egy maradékosztalyba, amelyek m-mel osztva
azonos maradékot adnak.

2.2.1 Definici6

Rogzitett m modulus mellett az a-val kongruens elemek halmazat az a
altal reprezentalt maradékosztdlynak nevezziik. &

Jeldlés: (a).,. Ha nem okoz félreértést, akkor a modulusra utalé m indexet
elhagyjuk.

Az (a),, maradéckosztaly tehat egy ,mindkét iranyban végtelen szamtani
sorozat”, amelynek egyik eleme a és a differencidja m. A modulo yn maradék-
osztalyok szama m, és minden maradékosztalynak végtelen sok eleme van. A
definici6 alapjan (@), = (€)m <= a = c¢ (mod m).

Példa: (23)7 = {...,—5,2,9,16,23,30,...} = (100);.

2.2.2 Definici6

Ha rogzitett m modulus mellett minden maradékosztilybol egy és csak
egy elemet kivesziink, az igy kapott szamokat modulo m teljes maradékrend-
szernek nevezziik. &

Példa: {33,—5,11,—11,—8} teljes maradékrendszer modulo 5.

A leggyakrabban a kovetkezd teljes maradékrendszereket hasznaljuk:
(A) Legkisebb nemnegativ maradékok: 0,1,...,m — 1.
(B) Legkisebb abszolat értékii maradékok:

-1
0, £1, £2, ..., :I:mT, ha m paratlan,

illetve

m—2 m
2 9!

(nyilvan ez utobbi esetben 1 /2 helyett —m /2 is vehetd).

0, E£L, £2s gk

ha m paros

Azt, hogy adott szamok teljes maradékrendszert alkotnak-e, altaliban az
alabbi egyszerii kritérium alapjan tudjuk gyorsan eldonteni:
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2.2.3 Tétel

Adott egész szamok akkor és csak akkor alkotnak teljes maradékrendszert
modulo m, ha
(i) szamuk m, és
(ii) paronként inkongruensek modulo m. &

Bizonyitds: Legyen T, egy teljes maradékrendszer modulo m. Mivel a mo-
dulo m maradékosztalyok szadma m, és minden maradékosztalybol egy elemet
vettiink ki, ezért 75, elemszama szitkségképpen m. Tovabba egyetlen maradék-
osztalybol sem valasztottunk egynél t6bb elemet, ezért T}, elemei paronként
inkongruensek modulo m.

Megforditva, tekintsiink m darab paronként inkongruens szamot modulo
m. A paronkénti inkongruencia miatt ezek csupa kiilonb6z6 maradékosztalyba
tartoznak, és mivel a szamuk m, ezért m darab maradékosztalyt reprezental-
nak, azaz az Osszeset. Igy ezek a szdmok valoban teljes maradékrendszert
alkotnak modulo m. m

Ha egy teljes maradékrendszert a modulushoz relativ prim szammal vé-
gigszorzunk, és ehhez egy tetszbleges egészt hozzdadunk, akkor ismét teljes
maradékrendszert kapunk:

2.2.4 Tétel

Legyen r1,79,...,Tm teljes maradékrendszer modulo m, (a,m) =1 és b
tetszéleges. Ekkor
ary + b, ara +b,...,ar, + b

is teljes maradékrendszer modulo m. &

Bizonyitds: Mivel az 11j rendszer elemszama is m, tehat a 2.2.3 Tétel alapjan
azt kell még bizonyitani, hogy az elemei paronként inkongruensek mod m.
Tegyiik fel, hogy ar; + b = ar; + b (mod m), megmutatjuk, hogy i = j.
Mindkét oldalb6l b-t kivonva ar; = ar; (mod m) adédik.
Mivel (a,m) = 1, ezért a 2.1.3A Tétel alapjan egyszerdsithetiink a-val:
ri =r; (mod m), és igy valobani=j. m

Megjegyezziik, hogy ha (a,m) # 1, akkor az ar; + b szdmok sohasem
alkotnak teljes maradékrendszert, lasd a 2.2.11 feladatot.

Most azt vizsgaljuk meg, hogy a modulushoz relativ prim egészek hogyan
helyezkednek el az egyes maradékosztalyokban. Megmutatjuk, hogy egy ma-
radékosztalynak vagy az Gsszes eleme relativ prim a modulushoz, vagy pedig
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egyetlen eleme sem relativ prim hozza:
Legyen a = b (mod m). Ekkor (a.m)=1 <= (b,m)=1.

Az alabbi tételben ennél erdsebb allitast bizonyitunk:

2.2.5 Tétel
a=b(mod m) = (a,m) = (b,m). &

Bizonyitds: A feltétel szerint b = a + me teljesiil alkalmas ¢ egésszel.
Mivel itt a jobb oldalon a és m is oszthaté (a,m)-mel, ezért (a,m) | b.
Ez azt jelenti, hogy (a,m) kozos osztéja b-nek és m-nek, és igy (a,m) | (b,m).
Ugyanigy adodik a forditott iranyt (b,m) | (a.m) oszthatésag is, tehat
val6ban (a,m) = (b,m). m

Fontos szerepet jatszanak azok a maradékosztalyok, amelyeknek az elemei
relativ primek a modulushoz:

2.2.6 Definicit

Az (a),, maradékosztalyt modulo m redukdlt maradékosztalynak nevez-
ziik, ha (a,m) =1. &

Mint méar emlitettiik, a 2.2.5 Tételbsl kivetkezik, hogy ha egy mara-
dékosztalynak van olyan eleme, amely relativ prim a modulushoz, akkor a
maradékosztaly minden eleme ilyen. Ezért a 2.2.6 Definicié nem fiigg attol,
hogy az (a), maradékosztilyt melyik elemével reprezentaltuk.

Most bevezetjiik a szamelmélet egyik legfontosabb fiiggvényét:

2.2.7 Definicié (Euler-féle p-fliggvény)

Tetsz6leges n pozitiv egész esetén @(n) az 1,2,...,n szamok koziil az
n-hez relativ primek szamat jelenti. &

Példa: (1) =1, ¢(10)=4, ¢(n)=n—1 <= n prim.

Vilagos, hogy ¢(n) éppen a modulo n redukalt maradékosztilyok szama.

Az n kanonikus alakjabol kénnyen kiszamithato ¢(n) értéke, ezt a képletet
a 2.3 pontban targyaljuk.

Most a teljes maradékrendszer mintajara a redukalt maradékrendszer fo-
galmat definialjuk:
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2.2.8 Definici6

Ha rogzitett m modulus mellett minden redukdlt maradékosztalybol egy
¢és csak egy elemet kivesziink, az igy kapott szamokat modulo m redukdlt ma-
radékrendszernek nevezzik. &

Példa: {17,-5,11, —11} redukalt maradékrendszer modulo 12.

A legegyszeriibben tigy gyarthatunk redukalt maradékrendszereket, ha a
legkisebb nemnegativ maradékokbél, illetve a legkisebb abszoliit értékii mara-
dékokbol kivalasztjuk a modulushoz relativ primeket.

A kovetkezGkben bebizonyitjuk a 2.2.3 és 2.2.4 Tételeknek a redukalt
maradékrendszerekre vonatkozo megfeleldit.

2.2.9 Tétel

Adott egész szamok akkor és csak akkor alkotnak redukalt maradékrend-
szert modulo m, ha
(1) szamuk ¢(m),
(ii) péaronként inkongruensek modulo 1, és
(iii) valamennyien relativ primek m-hez. &

Bizonyitds: Legyen R, egy redukilt maradékrendszer modulo m. Mivel a mo-
dulo m redukalt maradékosztalyok szama (m), és minden maradékosztalybol
egy elemet vettiink ki, ezért R,, elemszama sziikségképpen ¢(m). Tovabba
egyetlen maradékosztalyboél sem vélasztottunk egynél t6bb elemet, ezért R,
elemei paronként inkongruensek modulo m. Végiil R,, minden eleme relativ
prim m-hez, hiszen ezeket redukalt maradékosztalyokbél valasztottuk,

Megforditva, tekintsiink ¢(m) darab, az m-hez relativ prim szamot, ame-
lyek paronként inkongruensek modulo m. A paronkénti inkongruencia és az
m-hez relativ primség miatt ezek csupa kiilonboz6 redukalt maradékosztalyba
tartoznak. Mivel a szamuk ¢(m), ezért ¢(m) darab redukalt maradékosztalyt
reprezentalnak, azaz az Osszeset. Igy ezek a szdmok valoban redukalt mara-
dékrendszert alkotnak modulo m. m

2.2.10 Tétel T 2.2.10

Legyen 7y,72,...,Ty(m) Tedukilt maradékrendszer modulo m és
(a,m) = 1. Ekkor
ary, ara, ...,

is redukalt maradékrendszer modulo m. &
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Bizonyitds: A 2.2.9 Tétel (i)-(iii) kritériumat ellendrizziik.

(i) Az 1ij rendszer elemszama is @(m).

(i) ar; = ar; (mod m), (a,m) =1=>r; =r; (mod m) =i =j.
(iii) (a,m) =1, (r;,m)=1=> (ar;,m)=1.m

Ha (a,m) # 1, akkor az ar, szdmok sohasem alkotnak redukalt maradék-
rendszert, s6t ezen elemek egyike sem lesz relativ prim az m-hez.

A teljes maradékrendszernél latottakhoz képest jelentds eltérés, hogy a
redukalt maradékrendszer elemeihez egy b szamot hozzdadva mar altalaban
nem kapunk redukalt maradékrendszert, lasd a 2.2.12 feladatot.

Feladatok
Valamennyi feladatban feltessziik, hogy a modulus m > 2.

2.2.1 Hatéarozzuk meg az m modulust, ha tudjuk, hogy az alabbi elemek
ugyanannak a modulo m redukalt maradékosztalynak az elemei:
a) 2 és 14; b) 18, 78 és 178; ¢) a és —a.

2.2.2 Hany olyan
a) teljes; b) redukalt
maradékrendszer van modulo m, amelynek minden a; elemére
0<a; <bm-+1 teljesiil?

2.2.3 Melyek azok a mindkét irdnyban végtelen szdmtani sorozatok, ame-
lyekb6l kivalaszthaté egy modulo m
a) maradékosztaly; b) teljes maradékrendszer?

2.2.4 Milyen m > 2 esetén létezik olyan teljes maradékrendszer, amelynek
elemei

) paratlan szamok;

) Osszetett szamok;

) négyzetszamok;

) (tizes szadmrendszerben) 1357-re végz6dd szamok;

) mértani sorozatot alkotnak;

M *f) ,csupaegyek” (azaz tizes szamrendszerben minden szamjegyiik 1-es);

M "g) teljes hatvanyok?
2

.2.5 Milyen m > 2 esetén létezik olyan redukilt maradékrendszer, amely-
nek elemei
a) 15-tel oszthato szamok;
b) 15-tel nem oszthat6 szamok;
¢) négyzetszamok;
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d) (tizes szdmrendszerben) 1357-re végz6d6 szamok;
e) teljes hatvanyok?

2.2.6 Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?
a) Ha ry,79,...,7¢ redukilt maradékrendszer modulo 7, akkor

71,72, ..., 7 redukilt maradékrendszer modulo 14 is.
b) Ha ry,72,...,7: redukilt maradékrendszer modulo 14, akkor
r1,79,..., 7 redukalt maradékrendszer modulo 7 is.

22T
a) Milyen maradékot ad m-mel osztva egy modulo m teljes maradék-
rendszer elemeinek az dsszege?

b) Legyen m paros, és ay, aa, ..., ay,, valamint by, bo, ..., b, egy-
egy teljes maradékrendszer modulo m. Bizonyitsuk be, hogy az
ay + by, ..., Gy + by, elemek sohasem alkotnak teljes maradékrend-
szert modulo m. Mit allithatunk paratlan m esetén?

c) Vizsgaljuk meg az anal6g kérdéseket teljes maradékrendszerek helyett
redukalt maradékrendszerekre is.

a) Egy kor alakn tisztas mentén m fa all, mindegyiken egy-egy mokus.
A mokusok Ossze szeretnének gyiilni egy fan, de csak ngy valtoztat-
hatjik a helyiiket, hogy két tetszéleges mokus egyidejiileg atugorhat
egy-egy szomszédos fara. Ezt a lépést akarhanyszor ismételhetik.
Milyen m esetén tudnak Osszegytilni a mokusok?

b) Mi a helyzet akkor, ha a megengedett lépést a kovetkezdképpen mo-
dositjuk: két tetszoleges mokus egyidejileg atugorhat egy-egy szom-
szédos fara, azonban ellenkezé koriiljarasi iranyba kell ugorniuk.

*2.2.9
a) Mely m-ek esetén alkotnak a 0,04+1,0+142,...,04+14+2+. .. +(m—1)
szamok teljes maradékrendszert modulo m?
b) Mely m-ek esetén létezik olyan ay,. .., a,, teljes maradékrendszer mo-
dulo m, amelyre az ay,a; +as,a1 +as+az,...,a1+as+az+...+any
szamok is teljes maradékrendszert alkotnak modulo m?

2.2.10 Legyen k | m. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

a) Barmely modulo k& maradékosztaly eléall modulo m maradékoszta-
lyok egyesitéseként.

b) Barmely modulo k redukalt maradékosztaly el6all modulo m redukalt
maradékosztilyok egyesitéseként.
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*c)

M*2.2.12
a)

b)

M*2.2.13

M2.2.14

a)

b)

c)

Barmely modulo k& redukalt maradékosztdlynak van olyan részhal-
maza, amely egy modulo m redukalt maradékosztalyt alkot.

Barmely modulo k£ redukalt maradékrendszer kiegészithetd egy mo-
dulo m redukalt maradékrendszerré.

Béarmely modulo m redukalt maradékrendszerbél kivalaszthato egy
modulo k& redukalt maradékrendszer.

Legyen 71,79,...,7,, teljes maradékrendszer modulo m, (a,m) # 1
¢és b tetszdleges.

Bizonyitsuk be, hogy ary + b,...,ar,, + b sohasem alkotnak teljes
maradékrendszert modulo m.

Osszesen hany modulo m maradékosztalyt reprezentilnak az
ary +b,...,ar, + b elemek?

Legven ri,7s,... 1 To(m) redukilt maradékrendszer modulo m.
Adjuk meg az Gsszes olyan a szamot, amelyre az ary,. .., ar,(y,) ele-
mek paronként inkongruensek modulo m.

Adjuk meg az Gsszes olyan b szamot, amelyre az ry +b,... ,rym) +b
elemek is redukalt maradékrendszert alkotnak modulo m.

Milyen m és k szamokhoz létezik olyan ai,...,a,, teljes maradék-
rendszer modulo m és by,...,b; teljes maradékrendszer modulo k,

hogy az a;b; szimok teljes maradékrendszert alkotnak modulo mk?
Legyenek a és b pozitiv egészek.
Bizonyitsuk be, hogy

T={ib+ja|i=12... 8, j=1,2,...,b}

akkor és csak akkor alkot teljes maradékrendszert modulo ab, ha
(a,b) = 1.

Legyen r1,...,7p(a), illetve s1,...,8,() redukilt maradékrendszer
modulo e, illetve modulo b. Bizonyitsuk be, hogy

R={rib+sja|i=1,2,...,0(a), j=1,2,...,0(b)}

akkor és csak akkor alkot redukalt maradékrendszert modulo ab, ha
(a,b) = 1.

Mutassuk meg, hogy ha (a,b) = 1, akkor @(ab) = @(a)p(b).
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2.3. Az Euler-féle ¢-fliggvény

Az Euler-féle g-fiiggvényt a 2.2.7 Definiciéban értelmeztiik: Tetsz6leges n po-
zitiv egész esetén p(n) az 1,2,...,n szamok kozil az n-hez relativ primek
szamat jelenti.

Ebbél azonnal kovetkezett, hogy ¢(m) darab modulo m redukalt mara-
dékosztaly létezik, és egy modulo m redukalt maradékrendszer elemeinek a
szdma is (m).

Most egy olyan képletet bizonyitunk, amely az n kanonikus alakjanak
segitségével megadja ¢(n) értékét:

2.3.1 Tétel T 2.3.1

Legyen n kanonikus alakja
nzp‘f‘pg’...pf'znpf‘, ahol a; >0,
i=1

Ekkor

r

p(n) = (pF' —pP ) (e —pt ) = [ (o =) - &

=1

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ¢(n) fenti képlete csak akkor érvényes, ha
az n kanonikus alakjaban az «; kitevék valéban pozitivak (szemben példaul
a d(n)-re az 1.6.3 Tételben adott képlettel, amely akkor is igaz marad, ha
megengedjiik, hogy az o; kitevik kozott a nulla is eléforduljon).

A feuti képlet néhany masik, ekvivalens alakja:

» B r 1 1
QO(R)ZHP?I lt.pi—],):ﬂ]:[(lvp-‘):n H (1_;’) X
i=1 i=1 1 ) [

p]:)lrim

A 2.3.1 Tételre két bizonyitast adunk. Egy harmadik bizonyitas leol-
vashat6 a 6.5.4b feladatbol. Emellett az elsé bizonyitasban donté fontossagia
I1. allitas két tovabbi igazolasi médja is szerepel a 2.2.14, illetve 2.6.10 felada-
tokba.
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Elsé bizonyitds: A tételt az alabbi két allitasra vezetjiik vissza:

I. Ha p prim (és o > 0), akkor (p(p®) = p* — p®~L.
II. Ha (a,b) = 1, akkor ¢(ab) = ¢(a)p(b).

Ezekbél a tétel valoban kovetkezik. Ugyanis 1I-bél a tényezdk szama szerinti
teljes indukcioval kapjuk, hogy ha az ay,. .., a, szdmok pdronként relativ pri-
mek, akkor ¢(ay ...a,) = @(a1)...p(a,). Ha ezt a; = pi*-re alkalmazzuk, és
@(pf*) helyére az I-ben szerepls értéket befrjuk, akkor éppen a bizonyitand6
képlet adodik.

Ratériink az . allitas igazolasara. Egy szam p®*-hoz akkor és csak akkor
relativ prim, ha nem oszthato p-vel. Ennélfogva az 1,2,...,p* egészek koziil
gy kapjuk meg a p®-hoz relativ primeket, ha elhagyjuk a p-vel oszthatokat.
Ez utébbiak a p, 2p,...,p* 'p, és igy szdmuk p®/p = p*~1. Ebbél kovetkezik,
hogy a megmaradék szima @(p®) = p® — p*~1L.

Nézziik most a II. allitas bizonyitasat. (Mint mar jeleztiik, ennek két
méasik lehetséges modja szerepel a 2.2.14, illetve 2.6.10 feladatban.)

A p(ab) érték azoknak az ab-nél nem nagyobb pozitiv egészeknek a szamat
jelenti, amelyek relativ primek ab-hez, azaz relativ primek a-hoz és b-hez is.

Jeloljitk a modulo a redukalt maradékosztalyok legkisebb pozitiv elemeit
T13725+ oy Tp(a)-val, és irjuk fel az ab-nél nem nagyobb pozitiv egészek koziil
azokat, amelyek a-hoz relativ primek:

T T2 Tola)
a+r a+ T A+ Ty(a)

2+ 1y 2a + 1y 20+ o) (1)
(b—1)a+r (b—1)a + 19 (0=1)a+ry,)

Ezek koziil kell kivalasztani azokat a szamokat, amelyek b-hez is relativ
primek.

Tekintsiik evégett az (1) tablazat egy tetszéleges oszlopat. Példaul az
i-edik oszlop elemei a kovetkezndk:

Tiya+riy 2a+ri, oo, (b—1)a+r;. (2)

Ezek az elemek ugy jottek létre, hogy a 0,1,...,b — 1 modulo b teljes
maradékrendszer elemeit, a b-hez relativ prim a-val megszoroztuk, majd az igy
kapott szamokhoz ri-t hozzdadtunk. A 2.2.4 Tétel alapjan ekkor (2) is teljes
maradékrendszer modulo b, vagyis az (1) tablazat minden oszlopaban egy-egy
modulo b teljes maradékrendszer all.
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Mivel egy modulo b teljes maradékrendszerben (b) szamni b-hez relativ
prim elem szerepel, ezért az (1) tablazat minden oszlopaban ¢(b) darab olyan
elem van, amely relativ prim b-hez.

Az (1) tablazatban az oszlopok szdma ¢(a), igy a tablazatnak Gsszesen
w(a)e(b) eleme relativ prim a b-hez.

Ez azt jelenti, hogy az ab-nél nem nagyobb pozitiv egészek kozott v(a)p(b)
olyan van, amely a-hoz és b-hez is, vagyis ab-hez relativ prim. Ez a szam
masrészt definici6 szerint éppen @(ab). tehat valoban p(ab) = p(a)p(b). =

Mdsodik bizonyitds: A logikai szitaformulat alkalmazzuk.

Az 1,2,...,n egeészek koziil azoknak a szamat kell meghatirozni, amelyek
relativ primek n-hez, azaz a py, ps, ..., p, primek egyikével sem oszthatok.

Ehhez az 1,2,...,n kozill ki kell szitalni a rossz tulajdonsiguakat”,
vagyis azokat, amelyek egy vagy tobb p;-vel oszthatok,

Tekintsiik el6szor azokat az elemeket, amelyek egy adott p;-vel oszthatok
(fiiggetleniil attol, hogy az n tébbi primtényezéjével oszthatok-e vagy sem).
Ezek szama nyilvan n/p;.

Most nézziik azokat az egészeket, amelyek tobb, elére megadott p;-vel
oszthaték (ismét nem torddve azzal, oszthatdk-e az n fennmaradé primteé-
nyezbivel vagy sem). Egy egész akkor és csak akkor oszthato adott primek
mindegyikével, ha oszthaté ezen primek szorzataval. Ennélfogva példaul a
p1-gyel és po-vel is oszthatd elemek szama n/(pip2), a pi-gyel, ps-mal és
pr-tel oszthatoke n/(pipsp7) stb.

Igy a logikai szitaformula szerint

n o n n n n n n
— +

P P2 Py P2 PiPs PriPr  PiD2P3

(3

Kozvetlen szdmolassal ellenérizhets, hogy (3) jobb oldala azonos az

szorzattal, ez pedig a tételben megadott képletnek egy masik felirasi modja. m

Feladatok
2.3.1 Mutassuk meg, hogy minden n > 2-re ¢(n) paros szam.

2.3.2 Hatéarozzuk meg azokat az n-eket, amelyekre ¢(n) értéke
a) 2 b) 4; c) 14; d) 60,
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2.3.3
2.3.4

2.3.5
a)
b)
c)

2.3.6

2.3.7

a)
b)

*2.3.8

2.3.9

2.3.12
2.3.13

Melyik az a legkisebb n, amelyre y(n) oszthato6
a) 21%-nel; b) 31%nel?

Hatarozzuk meg ¢(100n)/¢(n) dsszes lehetséges értékét, ha n végig-
fut a pozitiv egészeken.

Bizonyitsuk be a kévetkezs allitasokat.

k[n= (k)| p(n).

@((a,0)) | (e(a), (b)) s [w(a), 0 (b)] | @(la,b])-

p((a,b)) = (pla)p(b)) = [pla). ()] = ¢([a,b]).

Bizonyitsuk be, hogy ¢(a)/@(b) = a/b akkor és csak akkor teljesiil,
ha a és b pontosan ugyanazokkal a primekkel oszthato.

Legyen n > 2. Melyek igazak az alabbi allitdsok koziil?

Ha (n,¢(n)) = 1, akkor n paratlan négyzetmentes szam.

Ha n paratlan négyzetmentes szam, akkor (n,¢(n)) = 1.

Bizonyitsuk be, hogy minden k pozitiv egészhez létezik olyan n,
amelyre (n,¢(n)) = k.

Igazoljuk, hogy minden n-re ¢(n) + d(n) < n+ 1. Mely n-ekre all
egyenléseg?

Mutassuk meg, hogy ha (a,b) # 1, akkor p(ab) > p(a)e(b) (tehat
ebben az esetben sohasem all fenn egyenléség).

A 2.3.1 Tétel elsé bizonyitasanak donts része volt a II. allitas, azaz
(a,b) = 1 = p(ab) = p(a)p(b) igazolasa. Hol bukik meg az ott
latott gondolatmenet, ha a és b nem relativ primek?

Bizonyitsuk be, hogy barmely a, b esetén

@(ab)e((a, b)) = (a,b)p(a)p(b).

Bizonyitsuk be, hogy ha n Gsszetett szam, akkor n — ¢(n) > /n.
Milyen n-ek esetén all egyenloség?

Hatarozzuk meg azokat az n-eket, amelyekre n — p(n) értéke
(b1) 1; (b2) 6; (b3) 75 (b4) 10.

Mely egész szamok szerepelnek az n/p(n) fiiggvény értékkészletében?
Bizonyitsuk be, hogy ha ¢(n?) = ¢(k?), akkor n = k.
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2.3.14 Mutassuk meg, hogy >_ ., ¢(d) = n.
2.3.15 Lassuk be, hogy ¢(n) — oo, ha n — oo.

*2.3.16 Igazoljuk, hogy minden k természetes szamhoz talalhato olyan n,
amelyre p(n) = ¢(n+ k).

*2.3.17 Adjunk meg 1000 kiilonboz6 egész szamot, amelyekhez a -fiiggvény
ugyanazt az értéket rendeli.

M*2.3.18 Hatarozzuk meg az Osszes olyan n pozitiv egészt, amelyhez létezik
olyan k, hogy @(n!) = k.

M*2.3.19 Milyen m esetén létezik olyan szamtani sorozat, amely redukalt ma-
radékrendszert alkot modulo m?

2.4. Euler-Fermat-tétel
2.4.1 Tétel (Euler—Fermat-tétel)

(a,m) =1 = a®™ =1 (mod m). &

Bizonyitas: Legyen r1, 2, ,..., Ty(m) redukilt maradékrendszer modulo m.
Mivel (a,m) = 1, ezért az ary,...,ar,(,) elemek is redukalt maradék-
rendszert alkotnak modulo m.
Ez azt jelenti, hogy minden 1 < i < (m)-hez létezik egy és csak egy
olyan 1 < j < ¢(m), amelyre ar; = r; (mod m). Jeloljiik ezt az rj-t s;-vel:

ary = s (mod m),
ars = 59 (mod m),
(1)
Waim) = Spim) (mod m).
Itt az 51,...,8,(m) S24MOk az 1, ..., Ty (m) S24mMok egy permuticiojat alkotjak.

Az (1)-beli kongruenciakat tsszeszorozva azt kapjuk, hogy
a? i, To(m) = 8182+ +.84(m) (mod m),

azaz
a®™rirg ... Totm) = T1T2. .. Ty(m) (mod m). )
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A (2) kongruenciat (r;,m) = 1 miatt az Gsszes r;-vel egyszeriisithetjiik,
és ekkor a kivant a®(™) = 1 (mod m) adédik. m

Tekintsiik most azt a fontos specidlis esetet, amikor a modulus egy p primszam.
Ekkor ¢(p) = p — 1 alapjan a kovetkezs tételt kapjuk:

2.4.1A Tétel (A ,kis” Fermat-tétel egyik alakja) T 2.4.1A

Ha p prim és (a,p) = 1, akkor @?~! =1 (mod p). &

Megjegyezziik, hogy egy p prim esetén az (a,p) = 1, a pfa és az
a # 0 (mod p) feltételek ekvivalensek.

A 2.4.1A Tételbsl konnyen nyerhetd egy olyan kongruencia is, amely mar
minden a esetén fennall:

2.4.1B Tétel (A ,kis” Fermat-tétel masik alakja) T 2.4.1B

Ha p prim, akkor barmely a egész szamra o = a (mod p). &

Bizonyitds: Ha p fa, akkor a 2.4.1A Tétel alapjan a?~! = 1 (mod p). Ezt a
kongruenciat a-val beszorozva a kivant ¢” = a (mod p) adédik.

Ha p | a, akkor a = 0 (mod p). Ezt p-edik hatvanyra emelve (vagy
a?~l-gyel beszorozva) kapjuk, hogy a? = 0 (mod p), és igy a” = a (mod p) is
teljesiil. m

Megjegyzések: 1. Az Euler-Fermat-tétel (2.4.1 Tétel) megforditisa is igaz,
vagyis (a,m) = 1 az @™ = 1 (mod m) kongruencia fennallasinak nem-
csak elégséges, hanem egyben sziikséges feltétele is. S6t, ennél erdsebb alli-
tas is igaz: csak akkor létezik egyaltalan olyan k& > 0 kitevd, amelyre
a* = 1 (mod m), ha a és m relativ primek. Az ¢ = 1 (mod m) kongru-
enciabol ugyanis a 2.2.5 Tétel szerint (a*,m) = (1,m) = 1 kovetkezik, és igy
(a,m) = 1-nek is teljesiilnie kell.

2. A kis Fermat-tétel masodik alakjanak (2.4.1B Tétel) nincsen tetsz6le-
ges m modulusra vonatkozo ,természetes” megfelelGje, azaz nincs az altalanos
Euler-Fermat-tételnek olyan ,egyszer(i” valtozata, amely minden a esetén ér-
vényes lenne (lasd ezzel kapesolatban a 2.4.15 feladatot).

3. Mint a név is mutatja, a 2.4.1A és B Tételek Fermat-t0l szarmaznak. A
kis Fermat-tétel mindkét valtozata a 2.4.1 Tétel felhasznalasa nélkiil, kézvet-
leniil is bizonyithat6: a B varianst (a szerinti) teljes indukcioval igazolhatjuk,
és innen az A varians is konnyen kovetkezik (lasd a 2.4.16 feladatot). A 2.4.1
Tételt Euler fedezte fel, éppen a kis Fermat-tétel altalanositasaként.
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4. A kis Fermat-tételnél a  kis” jelz6 arra szolgal, hogy megkiilonboz-
tesse ezt az eredményt a szamelmélet egyik leghiresebb és csak a kizelmiltban
megoldott problémé4jatél, a ,nagy” Fermat-tételtd]l (vagy méas néven Fermat-
sejtéstdl), amelyrél a 7. fejezetben lesz szo.

Feladatok

24.1
2.4.2
24.3
244

245

2.4.6
a)
b)

2.4.7

2.4.8

2.4.9

b)

2.4.10

a)
b)

2.4.11

Bizonyitsuk be, hogy barmely paratlan n-re n | 2" — 1.
Hatérozzuk meg 1793%%42 utols6 két jegyét (tizes szamrendszerben).
Igazoljuk, hogy n2° + 4n** + 8n8° minden n-re oszthaté 13-mal.

Mutassuk meg, hogy barmely n esetén n® + 13 ¢és n? + 21 kéziil
legalabb az egyik Osszetett szam.

Lassuk be, hogy barmely a egész szamra 1703601900 | a52 — a2,
Bizonyitsuk be a kovetkez6 allitasokat:

11| a® 4+ 6% + 0 = 113 [ a30 4530 4 %,
9 | a3v +b3[1 +{:30 — gi5 | a30 _'_630 + 30

Mutassuk meg, hogy a8 — b8 akkor és csak akkor nem oszthaté
23-mal, ha a és b koziil pontosan az egyik oszthaté 23-mal.

Legyen p prim és ri,...,r, teljes maradékrendszer modulo p. Bi-
zonyitsuk be, hogy ekkor 77772, ... ,72P~3 is teljes maradékrendszer

modulo p.

Legyen p prim, a egész, i,j pozitiv egészek és i = j (mod p — 1).
Lassuk be, hogy ekkor a' = a’ (mod p).

Hogyan altalanosithaté az a)-beli allitas (prim helyett) tetszGleges
m-re?

Melyek igazak az alabbi allitasok koziil? (A feladat tizes szdmrend-
szerre vonatkozik, és hatvanyon pozitiv egész kitevis hatvanyt ér-
tiink.)

133-nak végtelen sok hatvanya végzddik 133-ra.

134-nek végtelen sok hatvanya végzddik 134-re.

136-nak végtelen sok hatvanya végzidik 136-ra.

Mutassuk meg, hogy az a,a +d,...,a + kd,... (kiillonb6z6 pozitiv
egészekbdl allo) végtelen szamtani sorozat elemei kézott akkor és csak
akkor szerepel az a-nak végtelen sok (pozitiv egész kitevds) hatvanya,
ha d/(a,d) és a relativ primek.
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2.4.12 Oldjuk meg ajra az 1.3.12a feladatot az Euler-Fermat-tétel felhasz-
nalasaval.

2.4.13 Igazoljuk, hogy egy n? + 1 alakn szadmnak minden pozitfv paratlan
osztoja 4k + 1 alakq.

2.4.14 Tegyiik fel, hogy a*® + b%" oszthaté 19-cel. Lassuk be, hogy ekkor a
és b is oszthaté 19-cel.

2.4.15 Bizonyitsuk be a kovetkezd Aallitdsokat, és vizsgaljuk meg, hogyan
kapcsolodnak ezek a kis Fermat-tételhez.
a) Az a1 = g (mod m) kongruencia akkor és csak akkor teljesiil
minden a-ra, ha m négyzetmentes.
b) Az a™ = a™ *™) (mod m) kongruencia minden m-re é& minden a-ra
teljestil,
¢) Az a'™® = a (mod 1729) kongruencia minden a-ra teljesiil.

2.4.16 Adjunk kozvetlen bizonyitist a kis Fermat-tétel mindkét alakjara:
elészor igazoljuk indukcioval a 2.4.1B Tételt, majd ebb6l vezessiik le
a 2.4.1A Tételt.

2.5. Linearis kongruenciak

Ebben a pontban az ismeretlenes kongruenciék (vagy kongruenciaegyenletek)
legegyszeriibb fajtajaval, a linearis kongruenciakkal foglalkozunk.

2.5.1 Definicidé D 2.5.1

Legyenek a, b egészek és m pozitiv egész. Ekkor az az = b (mod m) kong-
ruenciat linedris kongruencidnak nevezziik, és ennek egy megolddsan olyan s
egész szamot értunk, amelyet az z helyére beirva a kongruencia fennall. &

Vilagos, hogy ha egy s szam megoldas, akkor az (s),, maradékosztaly
barmely masik eleme is megoldas. Igy az Gsszes megoldas megkereséséhez ele-
gendd egy teljes maradékrendszer elemeit végigprobalni, melyek adnak kozii-
litk megoldast; az Osszes megoldas ekkor az ezekkel kongruens egészek halmaza
lesz.

Ennek alapjan a linearis kongruencia megoldasszaman a pdronként in-
kongruens megoldasok szaméat értjiik, vagyis azt, hogy hany maradékosztdlyba
tartoznak a megoldésok, vagy (ismét kicsit mas megfogalmazasban) azt, hogy
egy teljes maradékrendszernek hany eleme elégiti ki a kongruenciat. Ugyanez
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a helyzet a magasabb fokn kongruenciik esetén is, ezért ezt a definiciot rogtén
altalanosan is megadjuk.

2.5.2 Definicié

Legyen [ egy egész egyiitthatés polinom. Ekkor az f(z) = 0 (mod m)
kongruencia megolddsszamén egy modulo m teljes maradékrendszer azon s
elemeinek a szdmat értjiik, amelyekre f(s) =0 (mod m). &

Mivel © = v (mod m) = f(u) = f(v) (mod m), ezért a definiciban
megadott szam valoban nem fiigg attoél, hogy a modulo m teljes maradékrend-
szerek koziil melyiket valasztottuk.

Térjiink vissza a linearis kongruenciikra. Barmely mas tipusi egyenlethez
hasonléan itt is a kdvetkezd kérdésekre keressiik a vilaszt:

(i) Mi a megoldhatésag sziikséges és elégséges feltétele?
(ii) Mennyi a megoldasszam?

(iii) Hogyan lehet az 6sszes megoldést valamilyen értelemben leirni, attekin-
teni?

(iv) Milyen megoldasi modszerekkel kaphatjuk meg a megoldasokat?

Elészor a megoldhatosag kérdésével foglalkozunk.

2.5.3 Tétel

Az az = b (mod m) kongruencianak akkor és csak akkor létezik megol-
dasa, ha (a,m)|b. &

Bizonyitds: Az ax = b (mod m) kongruencia megoldhatésiga azt jelenti, hogy
van olyan s egész, amelyre as = b (mod m).

Ez tovabb ekvivalens azzal, hogy van olyan t egész, amelyre as+mt = b
teljesiil, vagyis s és ¢ kielégiti az az + my = b linearis diofantikus egyenletet.

Ezzel belattuk, hogy az az = b (mod m) linearis kongruencia akkor és
csak akkor oldhat6 meg, ha megoldhaté az az +my = b linearis diofantikus
egyenlet.

Az utébbi megoldhat6saganak sziikséges és elégséges feltétele az 1.3.6 Té-
tel szerint az, hogy (a,m) | b teljesiiljon, tehat ugyanez a feltétele az ax = b
(mod m) kongruencia megoldhatésaganak is. m

A bizonyitasbél kideriilt, hogy az az = b (mod m) linearis kongruencia
és az ax +my = b line4ris diofantikus egyenlet kodlestndsen visszavezethetdk
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egymasra. (S6t az az + my = b diofantikus egyenlet ugyanigy az my = b
(mod |a|) lineéris kongruenciava is ,atalakithat6”, ha a # 0.)

Ennek alapjan barmely, a linearis kongruenciakkal kapcsolatos eredmény
felhasznalhaté a linearis diofantikus egyenletek vizsgalatanal és viszont.

Ne feledkezziink meg azonban a jelents eltérésekrél sem: a linearis kong-
ruencidk megoldasai egész szamok (illetve tulajdonképpen maradékosztalyok),
a linearis diofantikus egyenleteké pedig egész szampdrok, egy linearis kongru-
encia megoldasszama véges, egy linearis diofantikus egyenleté végtelen stb.

A kovetkez6 tételben meghatarozzuk a linearis kongruenciaknal a megol-
dasszamot, és egytuttal leirjuk, hogyan kaphat6 meg egy megoldasbol az 6sszes
t6bbi.

2.5.4 Tétel

I. Ha az az = b (mod m) kongruencia megoldhato, akkor a megoldasszama
(a,m).
II. Legyen (a,m) = d, m = dm,, és tegyiik fel, hogy az s egész szam (az
egyik) megolddsa az az = b (mod m) kongruencidnak. Ekkor az
s, s+my, s$+2my, ..., 3+(d—1)m1 (1)

szamok paronként inkongruensek modulo m, kielégitik a kongruenciat, és
az Osszes megoldas ezek valamelyikével kongruens modulo m. &

Bizonyitds: Az 1. és II. allitasokat egyszerre igazoljuk.
A feltétel szerint az s egész szdm megoldas, vagyis

as = b (mod m). (2)
Egy t egész szadm akkor és csak akkor megoldas, ha

at = b (mod m). (3)
A (2) feltétel alapjan (3) ekvivalens azzal, hogy

at = as (mod m). (4)
A 2.1.3 Tétel alapjan (4) tovabb ekvivalens

m

) ; azaz t = s (mod m;)

s [t
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teljesiilésével. Ezt ugy is irhatjuk, hogy
t=s+kmy, (5)

ahol k egész szam.

Ez azt jelenti, hogy az az = b (mod m) kongruencia 6sszes megoldasat az
(5)-ben megadott t értékek szolgaltatjak.

Igy mar csak azt kell igazolnunk, hogy az (5)-beli ¢ értékek d darab kii-
16nb62z6 maradékosztalyba tartoznak modulo m, és (1)-ben éppen ezeknek a
maradékosztalyoknak egy-egy reprezentidnsa szerepel.

Vizsgaljuk meg, mikor esik két ilyen ¢ ugyanabba a maradékosztalyba
modulo m. Legyen

=s+k'm és t"=s+k"m;.
Ekkor
t'=t" (mod m) < k'm; =k"m; (mod m) < k' =k” (mod d). (6)

Itt az els6 1épésben a t' = t” (mod m) kongruenciaboél kivontunk s-et, majd is-
mét a 2.1.3 Tétel szabalyai szerint egyszertsitettiink mi-gyel, ekkor a modulus
kézben m/(my,m) = m/m; = d-re valtozott.

(6) azt jelenti, hogy két ¢ pontosan akkor esik ugyanabba a modulo m
maradékosztalyba, ha a megfelel6 két k& kongruens modulo d.

Igy, ha k végigfut a 0,1,...,d — 1 szdmokon, akkor az ezekhez tartoz6

t =s+ km;, azazéppenaz (1)-beli s, s+my, ..., s+ (d—1)my

értékek a keresett modulo m maradékosztalyok egy-egy reprezentansét alkot-
jak. m

Kiilén kiemeljiik azt a specialis esetet, amikor az az = b (mod m) linearis
kongruenciaban (a,m) = 1. Ekkor (a,m) | b automatikusan teljesiil, tehat a
2.5.3 Tétel szerint a kongruencia biztosan megoldhato, és a 2.5.4 Tétel alap-
jan a megoldasszim (a,m) = 1. Ezt az eredményt fontossiga miatt kiilon
tételként is megfogalmazzuk:

2.5.5 Tétel T 2.5.5

Ha (a,m) = 1, akkor az az = b (mod m) kongruencia barmely b esetén
megoldhaté és a megoldasszama 1. &
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A megoldéasi médszerek bemutatéasa eltt néhany fontos elézetes megjegy-
zést tesziink.

(A) Altaldban célszeri elére ellendrizni a 2.5.3 Tétel kritériuma alapjan,
hogy a kongruencia egyaltalan megoldhaté-e.

(B) Ha (a,m) = 1, akkor a lineiris kongruenciat csak egyetlen mara-
dékosztaly elemei elégitik ki, tehat ha talaltunk egy megoldast, akkor készen
is vagyunk. Altalaban is elég egyetlen megold4ds megkeresése, mert akkor az
Osszes megoldas megadésa mar konnyen megy a 2.5.4/I1 Tétel alapjan.

(C) A legtdbb esetben érdemes a megoldandé kongruenciat visszavezetni
egy olyan linearis kongruencidra, amelyben az z egyiitthat6ja és a modulus
mar relativ primek. Ezt a kovetkez6képpen tehetjiik meg.

Ha az az = b (mod m) kongruencia megoldhat6, akkor (a,m) | b. Igy a
d = (a,m) jeloléssel

a:dal, m:dml, bzdb]_ és (a],ml):]--

Ekkor a kongruenciat ,végigoszthatjuk” d-vel (a modulust is beleértve):
az az = b (mod m) kongruencia a 2.1.3 Tétel alapjan ,ekvivalens” az
aiz = by (mod m;) kongruenciaval, amelynél mar (a;,m;) = 1. (Ez az
atalakitas tulajdonképpen annak felel meg, hogy az az = b (mod m) kongru-
encidhoz tartozé ax + my = b diofantikus egyenletet elosztjuk d-vel, és ekkor
az a1z = by (mod m;) kongruencidhoz tartozé aixz + miy = b; diofantikus
egyenletet kapjuk.)

Az el6z6 bekezdésben az ,ekvivalens” szonal az idézdjel arra utal, hogy
noha a két kongruenciat ugyanazok az egész szamok elégitik ki, azonban ezeket
az elsénél modulo m, a masodiknal pedig modulo m; maradékosztalyokba kell
besorolni. Igy példaul a két kongruencia megoldasszdma sem lesz azonos (ha
d>1).

Most ratériink a linearis kongruencidk néhany megoldasi modszerének az
ismertetésére, amelyeket egy-egy példaval illusztralunk.

M1 Végigprobdlgatds. Egy modulo m teljes maradékrendszer minden elemére
megvizsgaljuk, hogy kielégiti-e a kongruenciat. (Ezt csak nagyon kis mo-
dulus esetén érdemes alkalmazni.)

P1 23z = 11 (mod 5). Az egyszer(ibb szamolas érdekében a behelyettesités
el6tt érdemes az egyiitthatok helyére veliik kongruens, de kisebb (abszolut
értékd) szamokat frni: 3z = 1 (mod 5) vagy —2z = 1 (mod 5). Kipro-
balva a 0,1,2,3,4 (vagy 0, +1, £2) értékeket azt kapjuk, hogy az egyetlen
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M2

P2

M3

P3

megoldast az ¢ = 2 (mod 5) maradékosztaly adja. [Mivel (23,5) = 1 alap-
jan eleve tudjuk, hogy csak egyetlen megoldas van, igy annak megtalaldsa
utén a tovabbi értékeket természetesen nem kell mar kiprébalni.]

Diofantikus egyenlet. A linearis kongruenciat a 2.5.3 Tétel bizonyitasa-
ban latott médon visszavezetjiik egy diofantikus egyenletre, a diofantikus
egyenletet megoldjuk, és a kapott megoldasokat ,visszaalakitva” megkap-
Jjuk a kongruencia megoldasait.

18z = 38 (mod 28). A megfelels diofantikus egyenlet 18z + 28y = 38. Ezt
2-vel leosztva 9z + 14y = 19 adodik.

Az 1.3.6 Tétel bizonyitasat kovetve allitsuk el6 a 9 és a 14 legnagyobb
kozbs osztojat 9u + 14v alakban. Az euklideszi algoritmusbol vagy némi
probalgatas utan kapjuk, hogy 9- (—3) +14-2 = 1. Ezt 19-cel beszorozva
9-(—=57)+14-38 = 19 adédik, vagyis a 9z + 14y = 19 diofantikus egyenlet
egyik megoldasa ¢ = —57, y = 38.

Visszatérve a 18z = 38 (mod 28) kongruenciara, ez azt jelenti, hogy
z = —57 az egyik megoldas. Az Osszes megoldast ezutan a 2.5.4/I1 Tétel
szerint az £ = —57 (mod 28) és z = —43 (mod 28) maradékosztéalyok
adjak. (Itt a —57 és —43 reprezentansok helyett frhatunk természetesen
példaul —1-et, illetve 13-at.)

Megjegyezziik, hogy a line4ris diofantikus egyenletek megoldasanal in-
kabb a 7.1 pontban szerepls eljarast érdemes alkalmazni, amely nemcsak
egy megoldast szolgiltat, hanem (paraméteres alakban) egyszerre meg-
adja az egyenlet Osszes megoldasat. (Tulajdonképpen az a modszer is az
euklideszi algoritmus egy valtozata.)

Euler-Fermat-tétel. Az ax = b (mod m) kongruenciat a (C) megjegyzés-
ben latott médon vezessiik vissza az a1z = b; (mod m;) kongruenciéra,
ahol (a1, m,) = 1.

Ekkor az Euler-Fermat-tétel szerint a‘f(m‘) = 1 (mod m,). Ennek
alapjan z = o™ b, megoldésa a kongruencinak:

a, -a?™) 7 = af™)p =b, (mod m,).

Visszatérve az eredeti kongruenciara, ekkor z = af{m‘)_lbl annak is meg-
oldasa. Az Gsszes megoldast ezutan ismét (példaul) a 2.5.4/I1 Tételbsl
kaphatjuk meg.

36z = 81 (mod 21). Itt (36,21) = 3, igy a feladatot visszavezethetjiik a
12z = 27 (mod 7) kongruenciara. Az egyiitthatokat redukilva —2z = —1
(mod 7) ad6dik. Ennek megoldasa z = (—2)%"*(—1) = 4 (mod 7). Tehét
az eredeti kongruencia Gsszes megoldasa: z = 4, 11, 18 (mod 21).
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Természetesen a 12z = 27 (mod 7) kongruencidban az egyiitthatok
redukciéjanal valaszthatjuk a legkisebb nemnegativ maradékokat is a leg-
kisebb abszolit értékd maradékok helyett. Ekkor az 5z = 6 (mod 7)
kongruencidhoz jutunk és z = 5% - 6 (mod 7) ad6dik.

Mivel (12,7) = 1, ezért a 12z = 27 (mod 7) kongruencidnak egyetlen
megoldasa van modulo 7, teh4t sziikségképpen 5° -6 = 4 (mod 7). Ennek
a kozvetlen igazolasahoz nem kell az 5° értékét ténylegesen kiszamolni,
hanem a hatvanyozaskor mindig vehetjiik a modulo 7 maradékokat:

52=25=4(mod 7), 5'=42=2(mod7), 5°=5-2=3 (mod7),

és igy valéban 6-5° = 6-3 =4 (mod 7).

M4 Ugyeskedések. A kongruencist iigyesen valasztott, a modulushoz rela-

tiv prim szdmokkal szorozva, illetve egyszertsitve az eredetivel ekvivalens
kongruencidkhoz jutunk, mig végiil a megoldas(ok) nyilvanvaléan leolvas-
hat6(k).

P4 80z = 32 (mod 108). Itt (80,108) = 4, igy a feladatot visszavezethetjiik

a 20z = 8 (mod 27) kongruenciara.

Mivel (4,27) = 1, ezért a 4-gyel torténd egyszerisités ekvivalens lépés:
5z = 2 (mod 27).

Most két mo6dszert is mutatunk arra, hogy az 5z = 2 (mod 27) kong-
ruencidban hogyan ,szabadulhatunk meg” az 5 egyiitthatotol.

I. Osztas: Ahhoz, hogy az 5-tel egyszertsithessiink, irjuk a jobb oldalon
a 2 helyére a vele kongruens —25-6t: 5z = —25 (mod 27). Mivel (5,27) =
=1, innen z = -5 (mod 27) adodik.

II. Szorzas: Olyan szorzot keresiink, hogy a beszorzas utan az z egyiitt-
hatoja 1-gyel (vagy —1-gyel) legyen kongruens modulo 27. (Ekkor ez a
szorz6 biztosan relativ prim a 27-hez, ezért a beszorzas most automati-
kusan ekvivalens 1épést jelent.) Szorozzuk be a 5z = 2 (mod 27) kong-
ruenciat példaul 11-gyel: ekkor 55z = 22 (mod 27) és 55 = 1 (mod 27)
alapjan z = 22(= —5) (mod 27) adédik.

Az eredeti kongruencia megoldésai tehat: z = —5,22,49, 76 (mod 108).

Az egyes modszereket Osszehasonlitva els6 ranézésre talan az M3 vagy

az M4 tinhet a legkényelmesebbnek. Kideriil azonban, hogy nagy modulusok

esetén szinte kizardlag az M2 hasznalhat6. Errél részletesebben az 5.7 pontban

lesz sz6.

Feladatok

2.5.1 Oldjuk meg a P1-P4 példakat az M2-M4 médszerek mindegyikével.



2.6. SZIMULTAN KONGRUENCIARENDSZEREK 81

2.5.4
2.5.5

a)
c)

M 2.5.7

Oldjuk meg az alabbi kongruencidkat:
24z = 60 (mod 51);

100z = 88 (mod 116);

555z = 5555 (mod 55555);

(2% + 1)z = 28+ + 1 (mod 2F+2 4 1);
10z3° + 8220 + 92° + 7z = 0 (mod 19);
13z*! = 27 (mod 100).

Hatarozzuk meg azt a két legkisebb pozitiv egészt, amelynek 13-
szorosat hetes szamrendszerben felirva az utols6 el6tti jegy 4, az
utolso jegy pedig 3.

Szamitsuk ki 327° utolso két jegyét (tizes szdmrendszerben).

Az alabbi feltételek mindegyikérsl dontsiik el, hogy elégséges-e az
az = b (mod m) kongruencia megoldhat6sagahoz.

(a,m) | (a,b). b) (a,b) | (a,m).

a,m,b szamtani sorozat. d) a,m,b mértani sorozat.
a, b, m szamtani sorozat. f) a,b, m mértani sorozat.
Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

Az az = b (mod m) kongruencia megoldasszama legfeljebb b, ha
b> 0.

Ha az az = b (mod m) kongruencia megoldhato, akkor megoldhato
az a’z = b? (mod m?) kongruencia is.

Ha az a;z = b; (mod m,) és az = by (mod msy) kongruenciak
megoldhatok, akkor megoldhat6 az aiazz = b1by (mod mymy) kong-
ruencia is.

Legyen a és m rogzitett, és jeloljik f(b)-vel az axz = b (mod m)
kongruencia megoldasszamat. Szamitsuk ki a ) ;" f(b) &sszeget.

2.6. Szimultan kongruenciarendszerek

Szimultdn kongruenciarendszernek azt nevezziik, amikor ugyanarra az isme-
retlenre egyidejileg tobb, kiillonb6z6 modulus szerinti kongruenciafeltételt is

el6irunk:

fi(z) =

ahol fq,.

0 (mod my), fao(z)=0 (mod mz), ..., fr(z)=0 (mod my),

.., fr egész egylitthatos polinomok.
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Egy ilyen rendszer megoldhatésagahoz nyilvan sziikséges, hogy minden
egyes kongruencia kiilon-kiilon megoldhaté legyen. Az egyes kongruenciikat
megoldva igy elég az

z=c¢; (modm;), z=cp; (mod my), ..., z=c, (modmg)

alaku (specialis linearis) rendszereket vizsgalnunk.
El6szor a két kongruenciabél 4ll6 rendszerekkel foglalkozunk.

2.6.1 Tétel

I. Az
z = ¢; (mod my)

(1)

T = ¢y (mod my)

szimultan kongruenciarendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha
(m1,m2) | c1 —c2.

II. Megoldhatosag esetén az Osszes megoldas egy maradékosztalyt alkot mo-
dulo [my, mz]. Ez més megfogalmazasban azt jelenti, hogy ha az s egész
szdm a szimultan kongruenciarendszer egy megoldéasa, akkor az alabbi ¢
értékek adjak az Gsszes megoldast:

t=s (mod [my,my]), azaz t=s+ k[my,my], ahol k egész. &

A tétel bizonyitasa egyuttal modszert is szolgaltat a megoldiasok meg-
keresésére; kideriil, hogy egy linearis diofantikus egyenletet (vagy ami ezzel
egyenértékii, egy linearis kongruenciat) kell megoldani.

Bizonyitds: 1. A kongruencia definici6ja alapjan (1) atirhaté az
T=-c+21m1, T=CcCo+ 2amo (2)

alakba, ahol z; és z5 egész szamok.
A (2) feltétel ekvivalens

¢y + z1my = ¢ + zoma (3)
teljesiilésével. (3)-at atrendezve
Cl — C2 = Z2M2 — 211 (4)

adédik.
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Ez azt jelenti, hogy az (1) szimultan kongruenciarendszer a (4) linearis
diofantikus egyenletre vezethetd vissza.

Az utébbi megoldhatésaganak sziikséges és elégséges feltétele az 1.3.6 Té-
tel szerint az, hogy (mi,m3) | c1 — ¢z teljesiiljon, tehat ugyanez a feltétele (1)
megoldhatésaganak is.

Mint a bizonyitas el6tt jeleztiik, egyuttal modszert is nyertiink a megol-
dasok megkeresésére: a (4) diofantikus egyenletet, vagy egy ennek megfelels
linearis kongruenciat kell megoldani.

II. Legyen s egy megoldas, azaz

s = ¢; (mod m,),

s = ¢g (mod my). 5)
Egy t egész szam definici6 szerint pontosan akkor megoldas, ha

t=c; (mod m

t= c: Emod m:;’ (©)
(5) alapjan a (6) feltétel azzal ekvivalens, hogy

t = s (mod m;), )

t = s (mod my)

teljesiil. Irjuk at (7)-et oszthatésagra, és hasznaljuk fel a legkisebb kozos
t6bbszords tulajdonsagait (1.6.6/I1. Tétel):

my|t—s
— t—8s < t= d .
o | s S} [m1,ma] [t —s s (mod [my,ms))

Kiilon kiemeljiik azt a specialis esetet, amikor az (1) szimultan kongruen-
ciarendszer m; és my modulusai relativ primek. Ekkor az (mj,ms2) | ¢1 — ¢2
feltétel automatikusan teljesiil, tehat a 2.6.1 Tétel alapjan a kongruenciarend-
szer biztosan megoldhatoé, és a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
modulo mymy. Ezt az eredményt fontossdga miatt kiilon tételként is megfo-
galmazzuk:
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2.6.1A Tétel T 2.6.1A

Ha (mi,m3) = 1, akkor az

z = ¢, (mod my)

T = ¢p (mod my)

szimultdn kongruenciarendszer barmilyen c¢; és ¢y egész szam esetén megold-
hato, és a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak modulo miyms. &

A 2.6.1A Tételbdl kovetkezik, hogy ha m; és ms relativ primek, akkor
hidba tudjuk, hogy mennyi egy szdmnak az mi-gyel val6 oszt4si maradéka, ez
semmilyen tdmpontot sem jelent az mo szerinti oszt4si maradékkal kapcsolat-
ban: a két modulusra vonatkozé maradék (egy j6l meghatéarozott valoszini-
ségszamitési értelemben) teljesen fiiggetlen egymaéstol. Igy példaul egy szam
utols6 szamjegye vagy szamjegyei a 10-zel vagy a 10 valamely hatvanyaval valo
osztasi maradékot jelentik, és ennélfogva semmilyen informéciét sem adhatnak
arra vonatkozéan, hogy mi az adott szam maradéka 3-mal, 7-tel vagy 13-mal
osztva, hiszen ezek a modulusok relativ primek a 10-hez.

A tobb kongruenciabél 4llé6 szimultan kongruenciarendszerek koziil csak
azzal az esettel foglalkozunk, amikor a modulusok pdronként relativ primek
(az 4ltaldnos esetre vonatkozéan lasd a 2.6.13 feladatot). Az idevagéd tételt
lényegében mar Szun Cu kinai matematikus is ismerte mintegy 2000 évvel
ezel6tt(!), ezért ezt kinai maradéktételnek is szokds nevezni.

2.6.2 Tétel (Kinai maradéktétel) T2.6.2

Legyenek az mg, ..., mg modulusok paronként relativ primek. Ekkor az

z = ¢, (mod m,)

= ¢ (mod my)
(8)

z = ¢ (mod my)
szimultan kongruenciarendszer barmilyen ci,...,c; egészek esetén megold-
hato, és a megoldasok egyetlen maradékosztilyt alkotnak modulo mims ... my.
o

Elsé bizonyitas: A tétel konnyen adodik a 2.6.1A Tételbsl k szerinti teljes
indukcioval.
A k = 2 eset éppen maga a 2.6.1A Tétel.
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Tegyiik fel, hogy k — 1 kongruenciabél all6 rendszerekre az allitas igaz, és
tekintsiik a k kongruenciabol 4116 (8) rendszert. Itt az els6 k — 1 kongruenciat
kielégits egész szamok az indukcids feltevés szerint egyetlen maradékosztalyt
alkotnak modulo myms...mg_1, vagyis az els6 k — 1 kongruencia helyett
egyetlen z = ¢ (mod myms...my_1) kongruencia irhat6, ahol ¢ alkalmas
egész szam. Igy (8) ekvivalens az

z=c (mod mimsy...mg_1)

(9)

z = ¢ (mod my)

szimultan kongruenciarendszerrel. (9)-re ismét a 2.6.1A Tételt alkalmazva
éppen a k-ra vonatkozo allitast kapjuk. m

Midsodik bizonyitds: Csak a megoldhatésagra adunk 1j bizonyitast, mégpedig
a(z egyik) megoldast (valamilyen értelemben) el6 is allitjuk.

Az eljaras némileg emlékeztet a Lagrange-féle interpolaci6s polinomok
konstrukci6jara.

Elészor azt a speciélis esetet tekintjiik, amikor (8)-ban az egyik c; értéke
1, a tobbi ¢; pedig 0, majd az itt kapott eredményt felhasznaljuk az 4ltalanos
eset megoldasahoz.

Nézziik most mindezt részletesen. Legyen

M
M=mj...myg és My=—, i=12,...,k
mg
Mivel az my, ..., my modulusok paronként relativ primek, ezért
(Mp)=1, 1=L2..xk (10)

I. Rogzitsiink egy 1 < ¢ < n indexet, és oldjuk meg a feladatot elészér abban
a specidlis esetben, amikor (8)-ban ¢; = 1, és j # i-re ¢; = 0.

Az ¢ = 0 (mod m;) kongruencidk azt jelentik, hogy = minden j # i-
re oszthaté mj-vel. Az m; modulusok paronként relativ primek, ezért ez
ekvivalens azzal, hogy x oszthaté az m; szdmok szorzataval, vagyis M;-vel:
z = M;z.

Irjuk be ezt z helyére a fennmarad6 z = 1 (mod m;) kongruencidban:

M;z =1 (mod m;). (11)

Ez z-re nézve linearis kongruencia, amely (10) alapjan megoldhato.
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Legyen a b; egész szam megoldasa (11)-nek. Ekkor az el6zéek alapjan
z = b; M; megoldasa (8)-nak.
II. Tekintsiik most az altalanos esetet, amikor (8)-ban valamennyi c; tetszdle-
ges. Megmutatjuk, hogy ekkor

z=c1biMy + ...+ ckbeMi  (ahol Mib; =1 (mod my), i=1,...,k) (12)

megoldéasa a (8) szimultan kongruenciarendszernek.

Ellendrizziik példaul az z = ¢3 (mod m3) kongruencia teljesiilését. A (12)
Osszegben M3 kivételével valamennyi M; oszthaté mga-mal, tovabba by M3 = 1
(mod mg3), ezért valoban

by My + ...+ epbp My = c3bs M3 = c3 (mod m3) . n

A 2.6.2 Tétel fontos kovetkezménye, hogy tetszbleges Osszetett modulusi
kongruencia visszavezethet6 primhatviany modulust kongruencidkra. Legyen
ugyanis m kanonikus alakja m = p{* ... p2r. Ekkor az

f(z) =0 (mod m) (13)
kongruencia ekvivalens az
f(z) =0 (mod pi")
f(z) =0 (mod p3?)
(14)

f(z) =0 (mod p77)

szimultan kongruenciarendszerrel.

A (14) rendszerben minden kongruenciat kiilon-kiilon megoldunk. Ha
valamelyik nem oldhat6 meg, akkor nyilvan (13)-nak sincs megoldasa. Ha
mindegyik megoldhato, akkor legyen hi,...,h, egy-egy megoldasuk. Ekkor
az

z = h; (mod p{*)

T = hy (mod p5?)

z = h, (mod pyr)
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szimultan kongruenciarendszert megoldva az eredeti (13) kongruencia egy meg-
oldasdhoz jutunk. Az Gsszes megoldast tgy kapjuk, ha hq,...,h, végigfut a
(14)-beli kongruenciik osszes lehetséges megoldasrendszerén.

P1 példa: Oldjuk meg a
10z%* + 3z 4+ 7 = 0 (mod 245) (15)

kongruenciat.
Az el6z6ek alapjan (15) ekvivalens a

102%* + 3z + 7= 0 (mod 5) (16)
10234 + 3z + 7 = 0 (mod 49) (17)

szimultan kongruenciarendszerrel.
A (16) kongruencia 10 = 0 (mod 5) miatt ugyanaz, mint a 3z +7 = 0
(mod 5) linearis kongruencia. Ennek egyetlen megoldasa

z =1 (mod 5). (16a)

A (17) kongruencianal a megoldasok keresésénél két esetet érdemes meg-
kiilonboztetni:

(i) (x,49) =1; (i) (z,49) #1.
Az (i) esetben az Euler-Fermat-tétel szerint
28 = z2¢(49) =1 (mod 49).

Igy ebben az esetben (17) ekvivalens a 3z + 17 = 0 (mod 49) linearis kongru-
encidval. Ennek egyetlen megoldasa

= —22 (mod 49). (17a)

A (ii) eset azt jelenti, hogy 7| z. Ekkor 28* = 0 (mod 49). Igy ebben az
esetben (17) ekvivalens a 3z + 7 = 0 (mod 49) lineéris kongruenciaval. Ennek
egyetlen megoldasa (a 7 | = feltételt is kielégitd)

z = 14 (mod 49). (17b)

A (15) kongruencia megoldasait ezek szerint az

1 (mod 5) (16a)

T
z = —22 (mod 49), (17a)
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illetve az

z= 1 (mod 5) (16a)
z= 14 (mod 49) (17b)

szimultan kongruenciarendszerek megoldasaibol kapjuk meg.
A megoldasokat meghatarozhatjuk a 2.6.1 Tétel bizonyitasanal jelzett el-
jarassal, de gyakran kényelmesebb az alabbi moédszer.
Az els6 kongruenciarendszerben a nagyobbik modulus szerinti (17a) kong-
ruenciabol
z =49z — 22. (18)

Irjuk be (18)-at a (16a) kongruenciéba, ekkor
49z — 22 =1 (mod 5)
adodik. Ebbsl
z =2 (mod 5), azaz  z=Db5w+2. (19)

Visszahelyettesitve (19)-et (18)-ba azt kapjuk, hogy z = 245w + 76. Ez azt
jelenti, hogy az els6 kongruenciarendszer megoldasa z = 76 (mod 245).
Hasonloan nyerjik, hogy a méasodik kongruenciarendszer megoldésa
z = 161 (mod 245).
Teh4t a (15) kongruencia Gsszes megoldésa

z =76 (mod 245) és z =161 (mod 245).

Végiil a kinai maradéktétel egy szamitastechnikai alkalmazasat mutatjuk
be. Sok olyan miivelet van, amelyet a szamitogép egész szdmok Osszeadasanak,
kivonasanak és szorzésanak sorozatibol épit fel, azt ilyen alaplépésekre vezeti
vissza. Ezért igen lényeges, milyen gyorsan lehet ezeket az alapmiiveleteket
elvégezni.

Tekintstik példaul az 6sszeadast. A szokasos szamrendszeres felirds esetén
a szamjegyek Osszeadasit nem lehet egymastol fiiggetleniil elvégezni, mert az
atvitelek jelentésen befolyasolhatjak az eredményt. Az Gn. maradékszamrend-
szerekben viszont az egyes ,szamjegyekkel” teljesen fiiggetleniil végezhetjiik a
miiveleteket. Ezt elsGsorban olyankor szoktik alkalmazni, ha sok parhuzamos
processzor all rendelkezésre.
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A modszer lényege a kovetkezs. Tegyiik fel, hogy a szdmolas sordn csak
N-nél kisebb abszolat értéki egészek fordulhatnak els. (Ez nem jelent sem-
miféle megszoritast, hiszen barmely szamitogép csak egy adott korlatig képes
a szdmokat abrazolni és velitk miiveleteket végezni.) Legyen m = p;...p, az
els6 r darab (pozitiv) primszam szorzata, ahol r-et ugy valasztjuk meg, hogy
m > 2N teljesiiljon.

Ekkor egy N-nél kisebb abszolat értékii egész szdm megegyezik a mo-
dulo m legkisebb abszolat értékd maradékaval. Ehelyett pedig tekinthetjiik a
szam modulo p; maradékainak a rendszerét, ezek lesznek a szam ,szamjegyei”
maradékszamrendszerben.

A | szamjegyek” tulajdonképpen egy szimultan kongruenciarendszert je-
lentenek, ahol a p; modulusok paronként relativ primek, és igy ezekbdl a mo-
dulo m maradék, vagyis maga a szam egyértelmiien rekonstrualhato.

Két szam osszeadasakor vagy szorzésakor a megfelel6 maradékokat (azaz
a ,szamjegyeket”) kell dsszeadni, illetve Gsszeszorozni (,atvitel” nincs, a kii-
16nb6z6 modulusokhoz tartozé miiveletek egymastol fiiggetleniil végezhetsk),
majd az igy kapott modulo p; maradékok rendszerébdl kell a modulo m ma-
radékot, vagyis magat a szdmot meghatarozni.

P2 példa: Illusztracioként legyen N = 1000, és végezziik el a 27 - 34 szorzast
maradékszamrendszerben.

Ekkor
m=2-3-5-7-11=2310

megfelel. A 27 maradékai a 2, 3, 5, 7 és 11 primekkel osztva rendre 1, 0, 2, 6
és 5, tehat a 27 maradékszamrendszeres felirasa

27 = (1,0,2,6,5).

Hasonl6an
34 =(0,1,4,6,1).
A 27-34 szorzés elvégzéséhez dsszeszorozzuk az egyes ,szamjegyeket” (,atvitel”

nincs), a szorzatokat redukaljuk modulo p;, majd megoldjuk az igy ad6do
szimultan kongruenciarendszert:

27-34=(1-0, 0-1, 2-4, 6-6, 5-1) = (0,0,3,1,5),
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és az
z =0 (mod 2)
z =0 (mod 3)
z =3 (mod 5)
z=1 (mod 7)
z =5 (mod 11)

szimultan kongruenciarendszer megoldisa
z = 918 (mod 2310).

Tehat 27 - 34 = 918.

Ha tébb miveletet végziink, akkor természetesen folyamatosan lehet a
maradékszamrendszeres alakkal dolgozni, és csak a végeredményt érdemes
»visszavaltani” a szdmok szokésos alakjiba.

Megemlitjiik még, hogy a szimultan kongruenciarendszereket hasonl6é mo-
don lehet alkalmazni (racionalis egyiitthat6s) linearis egyenletrendszerek meg-
oldasanal is. A modszer lényege, hogy az egyenletrendszert kiilonb6z6 prim
modulusok szerint tekintjiik, majd az igy kapott megoldasokbdl elgallitjuk
az egyenletrendszer megoldasat a modulusok szorzatara nézve, ami megfelels
feltételek esetén magat a keresett megoldast is megadja, ha elég sok modu-
lust valasztunk. Az eljaras eldnye, hogy szemben pl. a hagyomanyos Gauss-
kikiisz6boléssel, itt nem keletkeznek tul nagy (vagy tul kicsi) szamok, és ezért
nem fenyeget a tiulcsordulas veszélye.

Feladatok
(Ha méas kikotést nem tesziink, akkor a feladatok tizes szdmrendszerre
vonatkoznak.)

2.6.1
a) Egy szazlabu meg akarja szamolni a labait. Tudja, hogy legfeljebb
250 laba van. Ha 11-esével szamolja 6ket, akkor 5 marad ki, ha 15-
Osével, akkor 3. Hanylabu a szazlaba?

b) Egy maésik szazlabu is megirigyli ezt a modszert. Neki 12-esével sza-

molva 4 marad, 15-6sével szamolva pedig 8. Bizonyitsuk be, hogy
elszamolta magat.

2.6.2 Egy szam utols6 jegye 20-as alapt szimrendszerben ,tizenegyes”. Mi
lehet az utolsé jegye (a) 9-es; (b) 8-as alapu szdmrendszerben?
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2.6.3

a)
b)

c)
2.6.4
a)
b)
2.6.5
2.6.6

2.6.7

2.6.8

b)

M 2.6.9
2.6.10

b)

Oldjuk meg az alabbi kongruenciakat:
22%0 + 3z + 4 = 0 (mod 176);

212°% + 16230 + 11z + 6 = 0 (mod 333);
3z° + 52 + 7= 0 (mod 105).

Legyenek a, b és ¢ paronként relativ prim, 1-nél nagyobb egészek.
Milyen maradékot ad

ab-vel osztva a¥®) 4 p¥(e);

abe-vel osztva a?®) 4 pelac) 4 cv(ad)?

Hatarozzuk meg 12349876

Gondoltam egy egész szamot 200 és 2000 kozott. Ha a szdm 501-edik
és 201-edik hatvanyat osszeadom, majd ehhez hozzdadom magit a
szdmot, akkor az eredmény 998-ra végz6dik. Melyik szdmra gondol-
tam?

utolsé harom szamjegyét.

Melyek azok az (a) kétjegyd; (b) haromjegyi pozitiv egészek, ame-
lyek négyzete is ugyanerre a két, illetve harom szamjegyre végzsdik?

Hany olyan huszonegyjegyi pozitiv egész létezik, amelynek minden
hatvanyaban ugyanaz az utolsé hisz szaimjegy, mint az eredeti szam-
ban volt?

Hany olyan huszonegyjegyi pozitiv egész létezik, amelynek minden
paratlan hatvanyaban ugyanaz az utolsé hisz szamjegy, mint az ere-
deti szamban volt?

Mennyi lesz a pontos id6 (6ra/perc) éjfél utan 3938”7 perccel?

Legyen (a,b) =1 és 11,...,7y(a), illetve s1,..., s, redukalt mara-
dékrendszer modulo a, illetve modulo b. Jel6ljiik ¢;;-vel az

z =r; (mod a)
z = s; (mod b)

szimultan kongruenciarendszer (egy) megoldasat, ¢ = 1,...,¢(a),
J = 1,...,¢(b). Mutassuk meg, hogy a c¢;; szdmok redukalt ma-
radékrendszert alkotnak modulo ab. A bizonyitas sordn csak a redu-
kalt maradékrendszer definicidjat hasznaljuk (2.2.8 Definici6), és ne
tamaszkodjunk a 2.2.9 Tételre, illetve a jelen feladat b) részére.

Bizonyitsuk be (ajra): (a,b) =1 = @(ab) = p(a)p(b).
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2.6.11

*2.6.12

b)

*2.6.13

2.6.14

2.6.15

t*b)

Igazoljuk, hogy a négyzetmentes szimok sorozatiban tetszélegesen
nagy hézagok is el6fordulnak. Pontos megfogalmazasban ez azt je-
lenti, hogy barmely K-hoz létezik K olyan egymast kovets pozitiv
egész, amelyek egyike sem négyzetmentes.

Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi két szimultan kongruenciarendszer
barmely a, b, ¢ pozitiv egész esetén megoldhato.

(al) z=a+b (mod c) (a2) z =ab (mod c)
z = b+ ¢ (mod a) z = be (mod a)
z =c+ a (mod b) z = ca (mod b)

Mutassuk meg, hogy az
z=b (mod c), z = ¢ (mod a), z =a (mod b)

szimultan kongruenciarendszer akkor és csak akkor oldhat6 meg, ha
(a,b) = (b,¢) = (c,a).

Mutassuk meg, hogy az
z=¢ (modmy), z=c (mod msy), ..., z=cr (modmy)

szimultan kongruenciarendszer (ahol az m; modulusok nem feltétle-
niil paronként relativ primek) akkor és csak akkor oldhat6 meg, ha
minden 1 <i < j < k esetén (m;,m;) | ¢; — c; teljesiil.

Van-e olyan f(z) egész egyiitthatés polinom, amelyre az f(z) = 0
(mod 30) kongruencia megoldasszama 147

Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor léteznek olyan szamok,
amelyek egyszerre alkotnak teljes maradékrendszert modulo n és re-
dukalt maradékrendszert modulo k, ha ¢(k) = n és (k,n) = 1.

Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor léteznek olyan szamok,
amelyek egyszerre alkotnak redukalt maradékrendszert modulo n és
modulo k is, ha ¢(n) = ¢(k).
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2.6.16

*a) Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges a1, as és a3 kiilonboz6 egész szamok-
hoz végtelen sok olyan n természetes szam létezik, amelyre a, + n,
az + n és az + n paronként relativ primek.

b) Adjunk meg olyan ay, as, a3 és a4 kiilonboz6 egészeket, hogy az
a; +n,i=1,2,3,4 szamok semmilyen n természetes szam esetén se
legyenek paronként relativ primek.

*c¢) Mutassuk meg, hogy tetszbleges ai, as, az és as kiilonbdz6 egész
szamokhoz végtelen sok olyan n természetes szam létezik, amelyre
minden i # j esetén (a; +n,a; +n) < 2.

*d) Igazoljuk, hogy tetsz6leges a1, az, a3 és aq kiilonb6z6 egész szamok-
hoz végtelen sok olyan n természetes szam létezik, amelyre minden
1<i<j<k<4esetén

(@i +n,a; +n,ar +n)=1.

*e) Igazak maradnak-e a c) és d) részben szereplé allitasok, ha négy
helyett 6t, illetve hat a; szdmot vesziink?

2.7. Wilson-tétel
2.7.1 Tétel (Wilson-tétel)

Ha p (pozitiv) prim, akkor (p — 1)! = —1 (mod p). &

Mivel az 1,2,...,p — 1 szamok redukalt maradékrendszert alkotnak mo-
dulo p, és barmely modulo p redukalt maradékrendszer elemeinek a szorzata
ugyanazt a maradékot adja p-vel osztva, ezért a Wilson-tételt a kovetkezs
forméaban is megfogalmazhatjuk:

Ha p (pozitiv) prim, akkor egy modulo p redukalt maradékrendszer ele-
meinek a szorzata —1-gyel kongruens modulo p.

Az Osszetett modulusra vonatkozo6 altalanositdsokat a 2.7.1 feladatban, a
csoportelméleti vonatkozasokat a 2.8 pontban targyaljuk.

Bizonyitas: A tétel p = 2 és p = 3 esetén nyilvan igaz.

Megmutatjuk, hogy ha p > 5, akkor a 2,3,...,p—2 szamok pérba 4llitha-
tok ugy, hogy az egyes parokban az elemek szorzata 1-gyel legyen kongruens
modulo p. Ebbdl a tétel mar kovetkezik, hiszen ekkor 2-3-...-(p—2) =1
(mod p), és igy

P-1)1=2-3-...:(p-2)'1:(p-1)=1-1-(p—1) = -1 (mod p).
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A parba allitast illusztraljuk el6szor p = 1l-re. A 2 parjat a 2z = 1
(mod 11) kongruencidb6l kapjuk. Ennek egyetlen megoldasa z = 6 (mod 11),
azaz a 2 parja a 6. Itt a 2 és a 6 valoban kblcséndsen Osszetartoznak, ,egymais
parjai”, hiszen 2-6 =6-2 =1 (mod 11).

Hasonléan tovabbhaladva a 3-4, majd az 5-9, végiil a 7-8 parokat kapjuk.
Ennek alapjan

10! = (2-6)-(3-4)-(5-9)-(7-8)-1-10=1-1-1-1-1-(—1) = —1 (mod 11).

Most nézziik mindezt altalanosan. A péarba allitashoz a kovetkezéket kell
igazolni:
(i) Minden 2 < a < p — 2 egészhez pontosan egy olyan b = f(a) létezik,
amelyre
ab=1(modp) ¢és 2<b<p-2.

(i1) Ha f(a) = b, akkor f(b) = a, azaz a és b valéban ,egymas pérjai”.
(iii) f(a) # a, azaz ,egyik elem parja sem onmaga”.

(i) Az az = 1 (mod p) kongruencia (a,p) = 1 miatt megoldhato, és
egyetlen b megoldasa van a 0,1,2,...,p — 1 teljes maradékrendszerben. Mivel
z = 0, 1, illetve p — 1 esetén az = 0, a, illetve —a (mod p), igy ezekre az
z értékekre az #Z 1 (mod p), tehat b valéban a megadott 2 < b < p — 2
intervallumba esik.

(ii) Az f(a) = b feltétel azt jelenti, hogy ab = 1 (mod p). Az f(b) értéket a
by = 1 (mod p) kongruencia megoldisa adja. Ezt a kongruenciat y = a nyilvan
kielégiti, tovabba (i)-bél tudjuk, hogy ennek a kongruencidnak a2 <y <p-—2
intervallumban pontosan egy megoldasa van. Ezért valoban f(b) = a.

(iii) A b = a feltétel azt jelentené, hogy a? = 1 (mod p). Ezt oszthatésagra
atirva, majd p prim tulajdonsigat felhasznilva

pll@a—1)(a+1)=pla—1vagyp|a+1= a ==l (modp)
kovetkezik. Ez viszont ellentmond a 2 < a < p — 2 feltételnek. m

A Wilson-tétel egy-egy tovabbi bizonyitasa szerepel a 3.1.2 Tétel utén,
valamint a 3.3.6 feladatban.
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Feladatok
(Primszamon végig pozitiv primet értiink.)

2.7.1

a)
)
2.7.2
2.7.3

a)

‘b)
2.74

2.7.5

2.7.6

2.7.7
2.7.8

2.7.9

2.7.10

2.7.41

A Wilson-tétel dltalanositdsai osszetett modulusra. Legyen m Ossze-
tett szam. Milyen maradékot ad m-mel osztva

(m —1)!; *b) ((p(m))!;

egy redukalt maradékrendszer elemeinek a szorzata?
Mely m > 6 egészekre teljesiil (m — 6)! =1 (mod m)?
Legyen m > 2 és ay,...,an, illetve by,...b, az 1,2,...,m szamok

két tetszGleges permutacidja.

Mutassuk meg, hogy ha m prim, akkor van olyan 7 # j, amelyre
m ! ﬂ.ibi = ﬂjbj

Igazoljuk ugyanezt az 4llitast tetszéleges Gsszetett m-re is.

Legyen p egy 4k — 1 alakia primszam. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

(p%l)' = +1 (mod p).

Léassuk be, hogy barmely p primszdmra
PP | (@ — 1) -
Legyen p > 3 prim. Milyen maradékot ad 3(p — 3)!, ha p-vel mara-
dékosan elosztjuk?
Milyen maradékot ad 99!, ha 10 100-zal maradékosan elosztjuk?

Szamitsuk ki (n! + 3, (n + 2)! + 6) lehetséges értékeit, ha n végigfut
a természetes szaimokon.

Milyen m-ekre létezik
a) teljes; b) redukalt
maradékrendszer k! alaka szamokbol?

Legyen aq, ..., a3 redukalt maradékrendszer modulo 31. Lassuk be,
hogy

31| (a1aza3)® + (aqas . .. aszp)?".
Legyen p > 2 prim. Képezziink egy egész szamokbél all6, p — 1 tagi

szadmtani sorozatot, és szorozzuk 6ssze az elemeit. Milyen maradékot
adhat ez a szorzat p-vel osztva?
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2.7.12 Oldjuk meg az z!(z — z)! = 1 (mod z) kongruenciat, ahol 0 < z < z
egész szamok.

*2.7.13 Melyek azok a p primek, amelyekre (p —1)!+1 a p-nek (pozitiv egész
kitevés) hatvanya?

2.8. Miiveletek maradékosztalyokkal

Ebben a pontban a modulo m maradékosztalyok kozott Gsszeadast és szorzast
értelmeziink és ezek tulajdonsagait vizsgaljuk. Az m > 1 modulust végig
rogzitettnek tekintjiik.

2.8.1 Definici6

Az (a)m és (b),, maradékosztalyok dsszegén az (a + b)ny, szorzatan pedig
az (ab),, maradékosztalyt értjik, azaz

(@)m + (B)m =(a+b)m és (@)m(b)m = (ab)ym . &

Be kell latnunk, hogy a fenti médon valéban miiveleteket definialtunk,
azaz mind az Osszeadasnal, mind pedig a szorzésnil barmely két modulo m
maradékosztalyhoz egyértelmien hozzarendeltiink egy modulo m maradékosz-
talyt.

A problémat az jelenti, hogy a maradékosztalyokra vonatkoz6 Gsszeadast
és szorzast a reprezentansok segitségével adtuk meg, és igy azt kell igazolni,
hogy ez nem fiigg atto6l, hogy az egyes maradékosztilyokban melyik reprezen-
tanst valasztottuk.

Nézziik az Osszeadast. Azt kell megmutatni, hogy ha (a),, = (a'),, és
(b)m = (') m, akkor (a + b);m = (a’ + b');n. Ez valoban teljesiil, ugyanis

(@)m = (@), = a=a (modm)
®)m=()mn => b=V (modm) } =

= a+b=d +b (modm) = (a+b)yy = (@' + ) -

Hasonl6an jarhatunk el a szorzés esetében is.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy szamos olyan, az egész szamokon értelme-
zett miivelet van, amelyek megfelel6it nem lehet a reprezentansok segitségével
a maradékosztalyok korében értelmezni. Ennek illusztralasara egy egyszerd
példat mutatunk, tovabbi példak szerepelnek a 2.8.6 feladatban.
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Legyenek a és b egész szamok, ¢s jelolje max(a, b) koziiliik a nagyobbikat,
illetve a kozos értékiiket, ha @ = b. Ez a maximumképzés barmely két egész
szdmhoz egyértelmien hozzarendel egy egész szdmot, tehat mivelet az egész
szamok koérében.

Azonban a modulo m maradékosztalyok kdrében a max((a)m, (b)m) =
= (max(a, b))m egyenlséggel nem tudunk miiveletet értelmezni, ugyanis az
egyenl@ség jobb oldaldn mas és mas maradékosztalyt kap(hat)unk, ha az (a),,
illetve (b),, maradékosztalyt egy masik elemével reprezentaljuk. Példaul le-
gyen a modulus m = 9, a két maradékosztily pedig A = (3)g = (12)g és
B = (10)g = (1)9. Ekkor max(A, B) egyrészt (max(3, 10))9 = (10)g, mésrészt
(max(12, 1})9 = (12)9 lenne, azonban (10)g # (12)s.

Most ratériink a modulo m maradékosztalyok korében értelmezett Gssze-
adés és szorzas legfontosabb tulajdonséigaira.

Koénnyen adodik, hogy az egész szamoknal megismert tulajdonsigok nagy
része a maradékosztalyok kérében is érvényben marad:

2.8.2 Tétel

A modulo m maradékosztalyok korében
— az Osszeadéas asszociativ és kommutativ;
— a (0),, nullelem, azaz minden (a)m-ra (0)m + (@)m = (@)m + (0)m = (a)m;
— az (a)m ellentettje (—a)m, azaz (—a)m + (@)m = (@)m + (—a)m = (0)m;
— a szorzas asszociativ és kommutativ;
— az (1),, egységelem, azaz minden (a)m-ra (1)m(a)m = (@)m(1)m = (a)m;
— érvényes a disztributivitds. &

Bizonyitds: Valamennyi allitis azonnal kovetkezik a miveletek definicigjabol
¢és az egész szamok megfelels tulajdonsagabol. Nézziik példaként az Gsszeadas
kommutativitasat:

(G')m % (b)m = (a T b)m = (b =+ a’)m = (b)m o= (a)'m.

(az els6 és a harmadik egyenlGség a maradékosztalyok kozotti Osszeadas defi-
nici6jabol, a masodik egyenléség pedig az egész szdmok Osszeaddsdnak kom-
mutativitasabol adodik). m

A 2.8.2 Tételben felsorolt tulajdonsigok azt jelentik, hogy a modulo m
maradékosztalyok az Gsszeadasra és szorzéasra nézve egységelemes, kommutativ
gyiard't alkotnak.
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Megjegyezziik, hogy — mint barmely gytriiben — a maradékosztalyok ko-
rében a kivonds is elvégezhet6, azaz barmely (a), és (b),, esetén pontosan egy
olyan (¢), létezik, amelyre (a);, = (b)m + (¢)m; a keresett (c),, maradékosz-
talyt az (a)m + (—b)m alakban kaphatjuk meg. (A kivonas elvégezhet&ségét az
egész szamok kivonasara tdmaszkodva is belathatjuk, ekkor (¢)m, = (a — b)m
adodik.)

Most megvizsgaljuk, hogy mely maradékosztalyoknak létezik a szorzasra
nézve inverze (multiplikativ inverze, ,reciproka”), azaz mely (a),, esetén léte-
zik olyan (c),, maradékosztaly, amelyre

(©)m(@)m = (@)m()m = (1)m - (1)

Az (1) feltétel azt jelenti, hogy (ac)m = (1)m, azaz ac = 1 (mod m), vagyis az
az = 1 (mod m) linearis kongruencia megoldhat6. A 2.5.3 Tétel szerint ennek
sziikséges és elégséges feltétele, hogy (a,m) | 1, vagyis (a,m) = 1 teljesiiljon.
Ez azzal ekvivalens, hogy (@), redukalt maradékosztaly legyen. Igy belattuk
az alabbi tételt:

2.8.3 Tétel

A modulo m maradékosztalyok kozott pontosan a redukalt maradékosz-
talyoknak létezik (multiplikativ) inverze. &

Megjegyezziik, hogy barmely asszociativ mivelet esetén egy elemnek csak
egy inverze lehet. Igy egy redukalt maradékosztaly inverze is egyértelmi. (Ez
egyébként a 2.5.5 Tételbdl is kovetkezik.)

Kommutativ testen egy olyan (legalabb kételemii) kommutativ, egység-
elemes gydrit értiink, amelyben a nullelemen kiviil minden elemnek létezik
inverze. A 2.8.3 Tétel szerint a modulo m maradékosztalyok kérében ez akkor
és csak akkor teljesiil, ha minden nemnulla maradékosztaly redukilt, azaz m
prim. Igy a kovetkezs tételt kaptuk:

2.8.4 Tétel

A modulo m maradékosztalyok akkor és csak akkor alkotnak testet, ha m
prim. &

A modulo m maradékosztalyok korében eléfordulhat, hogy két nemnulla
maradékosztaly szorzata a nulla maradékosztaly, példaul (5)19(4)10 = (0)10.
Egy (a)m # (0)m maradékosztilyt — a (kommutativ) gytrtkben értelmezett
altalanos fogalomnak megfeleléen — nullosztdnak neveziink, ha

van olyan (b),, # (0)m, amelyre (@)m(b)m = (0)m. (2)
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Az el6z8 példa szerint tehat a (4)10 maradékosztaly nulloszto.

2.8.5 Tétel

Az (a)m # (0),, maradékosztaly akkor és csak akkor nulloszto, ha (a),
nem redukalt maradékosztaly, azaz (a,m) # 1. &

Az (a)m # (0),, feltétel az a reprezentansra vonatkozéan az m fa, illetve
(a,m) < m kikotést jelenti.

Bizonyitds: A nulloszté (2)-beli definiciojat atirva kapjuk, hogy (a)m # (0)m
pontosan akkor nulloszt6, ha

van olyan b # 0 (mod m), amelyre ab = 0 (mod m). (3)

Mivel az az = 0 (mod m) kongruencidnak z = 0 (mod m) mindig meg-
oldasa, ezért (3) azzal ekvivalens, hogy az az = 0 (mod m) kongruencia
megoldasszama 1-nél nagyobb. Mivel ez a megoldasszam éppen (a,m), igy
(@)m # (0)m valoban akkor és csak akkor nulloszto, ha (a,m) > 1. m

A 2.8.5 Tételbdl azonnal kévetkezik, hogy a modulo m maradékosztalyok
korében akkor és csak akkor talalhaté nulloszt6, ha m Gsszetett szam.

Végiil roviden kitériink a maradékosztalyok néhany csoportelméleti vo-
natkozasara.

Egy G halmazt akkor neveziink csoportnak, ha értelmezve van G-n egy
asszociativ mivelet, létezik egységelem és minden elemnek van inverze. Ha a
miivelet kommutativ, akkor kommutativ vagy Abel-csoportrol beszéliink.

Ennek alapjian a modulo m maradékosztalyok az Gsszeadéisra, a redukalt
maradékosztalyok pedig a szorzasra kommutativ csoportot alkotnak (ez utébbi
abbél kovetkezik, hogy két redukalt maradékosztaly szorzata, valamint egy
redukalt maradékosztaly inverze is redukalt maradékosztaly).

Az Euler-Fermat-tétel a kovetkez6 altalanos csoportelméleti tétel specia-
lis esetének tekinthets: Egy véges G csoport barmely a elemére a!C! a csoport
egységelemével egyenls (ahol |G| a csoport elemszamat jeloli). Ez a csoportel-
méleti tétel kommutativ G esetén az Euler-Fermat-tétel mintajara igazolhat6
(lasd a 2.8.7 feladatot), tetsz6leges G-re pedig az in. Lagrange-tételbdl kovet-
kezik.

A Wilson-tétel altalanositdsaként azt a kérdést lehet megvizsgilni, hogy
egy véges kommutativ csoport elemeinek a szorzata a csoport melyik elemével
egyenld (lasd a 2.8.8 feladatot).
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Feladatok
2.8.1 Milyen m esetén létezik olyan nemnulla maradékosztaly, amely &n-
maganak az ellentettje?
2.8.2 Tekintsiik a modulo 100 maradékosztalyok gytirdjét.
a) Mi a (13) maradékosztaly multiplikativ inverze?
b) Hany nulloszté van?

c¢) A (40) maradékosztalynak hany nullosztoparja va.n azaz hany olyan
(b) # (0) maradékosztaly létezik, amelyre (40)(b) = (0)?

d) Van-e olyan (c¢) maradékosztaly, amelyre (35)(c) = (90)?

Qgg I—Ic)my olyan moclulo m ma.raclél(osztély van, amelynel( onmaga a mul-
tiplikativ inverze, ha m értéke

a) 4T, b) 30; c) 800; *d) tetszéleges?
2.8.4 Legyen m Osszetett szam, és tekintsiik a modulo m maradékosztalyok
gytrdjét.
a) Mutassuk meg, hogy ha (a) nulloszt6, akkor tetszéleges (c)-re (a)(c)
nulloszté vagy (0).

b) Léassuk be, hogy ha (a)(c) nulloszto, akkor (a) és (c¢) kozil legalabb
az egyik nulloszto.

c) Melyek azok az m-ek, amelyekre barmely két nulloszté Gsszege is
nulloszt6 vagy (0)?

d) Hatarozzuk meg az Osszes nulloszt6 Osszegét, illetve szorzatat.
e) Mely m-ek esetén létezik olyan (a) # (0), amelyre (a)? = (0)?

2.8.5

a) Legyen H a modulo 20 maradékosztilyok koziil a ,4-gyel oszthatok”
halmaza, azaz

H = {(0)20, (4)20, (8)20, (12)20, (16)20}.

Bizonyitsuk be, hogy H a maradékosztalyok Osszeadésara és szorza-
sara kommutativ testet alkot.

b) Legyen K a modulo 40 maradékosztéalyok koziil a ,4-gyel oszthatok”
halmaza, azaz

K = {(0)s0, (4)a05 ---, (36)a0}-
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Mutassuk meg, hogy K a maradékosztalyok Gsszeadasara és szorza-
sara kommutativ gytrit alkot, amely azonban nem test, a szorzéasra
nézve nincs egységelem, s6t K minden nemnulla eleme nulloszto.

M *c) Altalanositsuk (minél jobban) a feladatot.
2.8.6 Vizsgaljuk meg minél rész