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BEVEZETÉS

A könyv szándékaink szerint a következő funkciók betöltésére készült:

(A) Elméleti tankönyv a magyarországi egyetemeken és főiskolákon folyó
számelmélet-oktatáshoz, elsősorban az egyetemek matematikus, alkalma­
zott matematikus, matematika tanári és informatika szakos hallgatói, va­
lamint a tanárképző főiskolák Inatematika tanári szakos hallgatói részére.

(B) Számelmélet feladatgyűjtemény, szintén elsősorban a fenti hallgatói réte­
gek számára.

(C) A kötelező és fakultációs anyagon túlmenően a számelmélet egyes fejeze­
teit, problémaköreit részletesebben tárgyaló "szakkönyv", az ilyen témá­
ból szakdolgozatot készítők és más, a terület iránt mélyebben érdeklődők

számára.

(D) A(z elemi) számelmélet legfontosabb területeit áttekintő "kézikönyv" ma­
tematikusok és matematikatanárok részére.

A könyv felépítése

A fenti célok minél jobb megvalósítása érdekében a tárgyalást teljesen
az alapoknál kezdjük és az első két fejezetben csak a középiskolás anyagra
támaszkodunk. Ennél a résznél elemi és kevésbé absztrakt segédeszközöket
használunk, és a túlzottan tömör indoklások helyett inkább részletes magya­
rázatokat adunk, hogy a megértést a "kezdő" Olvasók számára is maximálisan
megkönnyítsük. Ugyanakkor már itt is nagy súlyt helyezünk az anyag mé­
lyebb összefüggéseit feltáró tételek, a "szép" és nehéz gondolatokat tartalrnazó
bizonyítások bemutatására.

A későbbi fejezetekben egyre mélyebbre hatolunk a különféle számelmé­
leti témakörök tárgyalásában. Arra törekszünk, hogy a számelmélet rendkívül
sokszínű problémavilágából (beleértve a rengeteg régi, de még mindig meg­
oldatlan problémát is) és az ezek kezelésére az évszázadok (sőt évezredek)
alatt kidolgozott változatos módszerekbőlminél többe nyújtsunk betekintést.
Ahol lehet, bemutatjuk a számellnélet legújabb eredményeit és alkalmazásait
is. Egyes részeknél felhasználjuk a matematika más területeinek tételeit és
módszereit is, elsősorban (klasszikus, lineáris és absztrakt) algebrát, analízist
és kombinatorikát.

A könyv szerkezetét úgy alakítjuk ki, hogy az az egyes fejezetek egymásra
épülését és az anyag rendszerezését minél jobban biztosítsa.

A könyv egészére jellemző, hogy a fogalmakat, állításokat stb. a formá­
lis megfogalmazáson túlmenően is alaposan "körbejárjuk", mindig példákkal
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illusztráljuk, megpróbáljuk a "lényegi" vonásaikat megragadni, bemutatjuk a
korábbi anyaghoz való kapcsolódást, felhívjuk a figyelmet az esetleges bukta­
tókra, elemezzük, mi indokolja az adott fogalom bevezetését stb. Nagy súlyt
helyezünk arra, hogy lehetőleg a konkrétból kiindulva haladjunk az általános
felé. Igyekszünk a számelméletnek a matematika más területeivel való szoros
és sokszínű kapcsolatát minél átfogóbban érzékeltetni.

Feladatok

A fejezeteket alkotó minden egyes pont után feladatok következnek. A
feladatok részben az aktuális fogalmak, tételek, módszerek stb. megértését
ellenőrzik és ezek elmélyítését segítik elő, részbell újabb példákat, összefüg­
géseket és alkalmazásokat mutatnak be, részben pedig az adott témakörhöz
kapcsolódó egyéb problémákat vizsgáInak. Gyakran szerepelnek feladatnak
"álcázott" tételek is, amelyek az anyag részletesen nem tárgyalt további érde­
kes vonatkozásaira, távolabbi összefüggéseire hívják fel a figyelmet.

Ennek megfelelően a feladatok mennyisége és nehézsége igen tág hatá­
rok között mozog, az éppen sorra kerülő anyag témájától, terjedelmétől és
mélységétől függően. A(z általunk) nehezebbnek ítélt feladatokat csillaggal, a
kiemelkedően nehéznek tartott feladatokat pedig két csillaggal jelezzük. (Ter­
mészetesen egy feladat nehézsége rnindig relatív; a megoldó képességeitől, ér­
deklődésétől és általános előismeretétőleltekintve jelentősen függhet - többek
között - a korábban megoldott feladatoktól is.)

A feladatok eredményét és/vagy a megoldáshoz vezető (egyik lehetséges)
útmutatást - minimális számú kivételtől eltekintve - az "Eredmények és út­
mutatások" c. fejezetben közöljük. Néhány (elsősorban nehezebb) feladathoz
részletes megoldást is adunk a "Megoldások" c. fejezetben, ezeket a feladatokat
akitűzésnélM betűvel jelöltük meg.

Az Olvasónak azt tanácsoljuk, hogy lehetőleg csak akkor nézze meg a
feladatokhoz adott útmutatást vagy megoldást, ha semmiképpen sem boldogul
a feladattal. Térjen inkább vissza többször is ugyanarra a problémára, esetleg
oldja meg előbb valamelyik speciális esetet.

Fontos, hogy próbálja meg felderíteni a feladat "mondanivalóját", hátte­
rét, a matematikai környezetben elfoglalt helyét és szerepét. Nagyon hasznos
az általánosítás vagy újabb problémák önálló felvetése (még akkor is, ha ezeket
nem sikerül megoldani).

Az egyes fejezetek rövid ismertetése

Az első két fejezet bevezető jellegű, ezekben az egész számok osztható­
ságával, a legnagyobb közös osztóval, a számelmélet alaptételével (azaz az
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egyértelmű prímfelbontással) , illetve a kongruenciákkal kapcsolatos elemi is­
mereteket tárgyalj uk. Ezek biztos elsajátítása elengedhetetlen a további feje­
zetek tanulmányozásához.

A 3. és 4. fejezetben a kongruenciák elméletét építjük tovább.
Az 5. fejezet témája a prímszámok, amelyek a matematika egyik legegysze­

rűbben definiált, ugyanakkor talán legtitokzatosabb halmazát jelentik. Ebben
a fejezetben Euklidész több mint 2000 éves tételei, valamint azóta is megoldat­
lan problémái és az utóbbi évtizedek egyik matematikai szenzációját jelentő, a
gyors prímtesztelésen és az ehhez képest összemérhetetlenüllassú prímfaktori­
záción alapuló nyilvános jelkulcsú titkosírások egyaránt helyet kapnak. Ebben
a fejezetben a korábbi számelméleti ismeretek felhasználásán túl szamos he­
lyen intenzíven támaszkodunk az elemi analízis eredményeire és módszereire
IS.

A 6. fejezet a számelméleti függvényekkel foglalkozik. Az egyes fontos
függvények bemutatása mellett számos általános konstrukciót és alkalmazást
tárgyalunk.

A 7. fejezet a diofantikus egyenletekről szól. A legegyszerűbb problé­
mák (lineáris egyenlet, pitagoraszi számhármasok) bemutatása után ízelítőt

nyújtunk többek között a Waring-problémakörből és bebizonyítjuk a Fermat­
sejtésnek a köbökre és a negyedik hatványokra vonatkozó speciális esetét. A
módszerek közül kiemelnénk a Gauss- és Euler-egészek számelméletét, amely­
nek általánosítása később a 10. és 11. fejezet egyik központi témáját alkotja.

A 8. fejezet az alkalmazások szempontjából fontos diofantikus approxi- '
mációval foglalkozik. Röviden bemutatjuk az approximációnak a geometriai
számelmélettel, illetve a lánctörtekkel való kapcsolatát is.

A 9-11. fejezetek szoros egységet alkotnak. A 9. fejezetből az algebrai
számok és algebrai egészek alaptulajdonságai nélkűlőzhetetleneka következő

két fejezet megértéséhez. A 10. fejezet a testbővítésekkel, ezen belül is elsősor­

ban a racionális testnek egy algebrai számmal való bővítésében levő algebrai
egészek számelméleti vizsgálatával foglalkozik. Ebben a fejezetben intenzíven
támaszkodunk az elemi lineáris algebra fogalmaira és tételeire. Végül a 11. fe­
jezetben az ideálok számelméleti vonatkozásait tárgyalj uk. Az ideálok segítsé­
gével egyrészt általános gyűrűkben is jólleírhatók a számelmélet alaptételének
szükséges és elégséges, illetve elégséges feltételei, másrészt az algebrai szám­
testek számelméleti vizsgálatánál fontos szerepet játszik, hogy itt az algebrai
egészek ideáljaira érvényes az egyértelmű prímfaktorizáció (noha magukra az
algebrai egészekre ez általában nem teljesül).

A könyvben sok helyen kitérünk érdekes matematikatörténeti vonatkozá­
sokra is, és ilyen célt szolgál a könyv végén található rövid "Történeti névtár"
IS.
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Amint a fenti leírásból is kiderül, a számelmélet egyes területei ezer szál­
lal kötődnek egymáshoz és más matematikai ágakhoz egyaránt. Ezért komoly
és nem is teljesen áthidalható nehézséget jelent az a kettősség, hogy egyrészt
az egyes témakörök tárgyalásánál jól érzékelhető legyen ez a szoros kapcso­
lat, másrészt az adott témakört bemutató fejezet minél inkább önmagában is
érthető és teljes legyen. Igyekeztünk olyan egyensúlyt kialakítani, hogy an­
nak, aki a könyvet folyamatosan dolgozza fel, fokozatosan, összefüggéseiben
és minél teljesebben táruljon fel egy probléma- és gondolatgazdag matemati­
kai diszciplína, ugyanakkor a csak néhány fejezetből "csipegető" olvasónak is
lehetősége nyíljék érdekes, tartalmas és hasznos ismeretek elsajátítására.

Technikai tudnivalók

Az egyes fejezetek ún. pontokra tagolódnak. A definíciókat, a tételeket
és a feladatokat k.m.n típusú módon számoztuk, ahol k a fejezetet, m ezen
belül a pontot és n a ponton belüli sorszámot jelenti. A definíciók és a tételek
"közös listán" futnak, tehát pl. a 6.2.1 Definíció után a 6.2.2 Tétel következik.
Az illusztrációs példák, képletek stb. (sima, egy számmal történő) számozása
pontonként újrakezdődik. A definíciók, illetve a tételek megfogalmazásának a
végén -'- áll, a bizonyítások befejezését pedig _ jelzi.

A jelölések, fogalmak, tételek visszakeresését megkönnyít(het)i a könyv
végén található "Tárgymutató", amelyet igyekeztünk nagyon részletesen össze­
állítani.

Néhány általános jelölés: Megkülönböztetjük a (valós) számok alsó és
felső egészrészét, és ezeket l J, illetve í l jelöli, így pl. lKJ == 3, íKl == 4, a [K]
jelölést nem használjuk. A számok törtrészét { } jelöli, tellát {c} == c-leJ. Az
oszthatóságra, a legnagyobb közös osztóra és a legkisebb közös többszörösre a
szokásos jelöléseket használjuk, tehát pl. 7 I 42, (9,15) == 3, [9,15] == 45.
A [ ] szögletes zárójel legkisebb közös többszöröst, zárt intervallumot vagy
egyszerüen zárójelet jelöl (ez utóbbi különösen a 11. fejezetben jellemző, ahol
a ( ) kerek zárójel ideált jelent; a megkülönböztetés érdekében itt a legnagyobb
közös osztóra is az lnko{ a, b} jelölést használjuk).

A polinomok és függvények jelölésére többnyire az (argumentum nélküli)
j, g stb. jelölés szerepel, de helyenként az j(x), g(x) stb. írásmód is előfordul.

A polinomok fokszámát (az angol degree szónak megfelelően) "deg"-gel jelöl­
jük, tehát pl. deg(x3 + x) == 3. A szokásos módon Q, R, illetve C rendre a
racionális, a valós, illetve a komplex számok testét, Z, Zm, illetve T[x] pedig
az egész számok, a modulo m maradékosztályok, illetve a T feletti polinomok
gyűrűjét jelenti. A testbövítéseknél Q( 'l9), illetve E({J) a racionális test {J-val
való egyszerű bővítését, illetve (algebrai {J esetén) az ebben található algebrai
egészek gyürüjét jelenti, E-vel pedig az összes algebrai egész gyürüjét jelöljük.
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A p betűt szinte kizárólag a (pozitív) prímszámok jelölésére tartjuk fenn. A
(véges vagy végtelen) szorzatok és összegek jelölésére gyakran használjuk a IT
és 2: jeleket, például

r

IIpfi,
i==l

lL p2
p

rendre a pr 1
••• p~r szorzatot, az n-nél nem nagyobb (pozitív) prímszámok

szorzatát, illetve a (pozitív) prímszámok négyzetének reciprokösszegét jelenti.

Megemlékezés

A könyvet Turán Pál, Erdős Pál és Gallai Tibor akadémikusok emlékének
ajánljuk (akik egyébként egymás jó barátai és közeli munkatársai voltak).

Mindketten abban a szerencsés helyzetben voltunk, hogy szoros kapcsolat­
ban állhattunk a huszadik századi számelmélet két kiemelkedő egyéniségével,
Turán Pállal és Erdős Pállal.

Mindketten Turán Pál legendás számelmélet szemináriumain nevelked­
tünk, ott kóstoltunk bele először igazán abba, hogyan kell egy-egy probléma
lényeges elemeit kibontani, feldolgozni és mindezt mások számára megvilágí­
tani. Turán Páltól tanultuk, hogy a látszólag távoli területek összekapcsolása
gyakran új, hatékony megközelítési módot eredményez.

Könyvünk előzményeihez tartozik az a (feladatokat nem tartalmazó) or­
szágos Számelmélet jegyzet, amelyet 30 évvel ezelőtt Gyarmati Edit több más
forrásmunka mellett Turán Pál előadásainak felhasználásával írt. Az azóta
eltelt idő alatt tartott előadásaink tapasztalatai, a hallgatók előismereteinek

gyarapodása (pl. lineáris algebra) és az időközben született új eredmények azt
indokolták, hogy a már régóta aktuális felfrissítés és átdolgozás helyett egy
új könyvet írjunk. Könyvünk szelleme és felépítése természetesen több rokon
vonást mutat az említett jegyzettel.

Mindkettőnkrenagy hatással volt Erdős Pál matematikai és emberi nagy­
sága, ahogyan a "szép" matematikai problémák és bizonyítások iránti szen­
vedélyes szeretetét másokkal megosztotta, ugyanolyan természetes közvetlen­
séggel beszélve ezekről (és sok minden másról is) komoly tudósok és kezdő

érdeklődők előtt egyaránt. Freud Róbert sok közös matematizálás élményét és
szakmai fejlődésénekjelentős részét is Erdős Pálnak köszönheti.
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1. SZÁMELMÉLETI ALAPFOGALMAK

Ebben a fejezetben az egész számok oszthatóságával kapcsolatos néhány alap­
vető fogalmat, tételt és módszert tekintünk át. A fogalmak bevezetésénél
legtöbbször csak általános oszthatósági vonatkozásokra építünk, és minél ke­
vesebbet támaszkodunk az egész számok speciális tulajdonságaira. A páros
számok és más példák segítségével igyekszünk rámutatni arra is, hogy az egész
számoknál "megszokott" tételek egy része, köztük az egyértelmű prímfelbontás
(más néven a számelmélet alaptétele) egyáltalán nem magától értetődő.

A felépítés során úgy jutunk el a számelmélet alaptételéhez, hogy a ma­
radékos osztásból kiindulva az euklideszi algoritmus segítségével megmutat­
juk a legnagyobb közös osztó "kitüntetett" tulajdonságát, majd ennek alap­
ján igazoljuk, hogy az egész számok körében a felbonthatatlan számok és a
prímszámok egybeesnek. Az alaptételre egy, amaradékos osztástól függet­
len, közvetlen indukciós bizonyítást is adunk, majd az alaptétel néhány fontos
következményét tárgyaljuk.

1.1. Oszthatóság

Ha a és b racionális számok és b i- O, akkor a-t b-vel elosztva ismét racionális
számot kapunk. Hasonló állítás az egész számok körében nem érvényes. Ezért
érdemes bevezetni a következő definíciót:

1.1.1 Definíció I D 1.1.1
A b egész számot az a egész szám osztójának nevezzük, ha létezik olyan

q egész szám, amelyre a == bq. ,.

Jelölés: b I a. Ugyanezt a kapcsolatot fejezi ki más szavakkal, hogy az a
osztható b-vel, illetve az a többszöröse a b-nek. Ha nem létezik olyan q egész,
amelyre a == bq, akkor a b nem osztója a-nak, ennek jelölése: bAa.

A továbbiakban, ha egyéb kikötést nem teszünk, akkor számon mindig
egész számot értünk.

A O minden számmal osztható (a O-val is!), hiszen bármely b-re O == b- O.
A másik "végletet" azok a számok alkotják, amelyek minden számnak osztói:

1.1.2 Definíció I D 1.1.2
Ha egy szám minden számnak osztója, akkor egységnek nevezzük. ,.
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1.1.3 Tétel I T 1.1.3
Az egész számok körében két egység van, az 1 és a -1. ~

Bizonyítás: Az 1 és a -1 valóban egységek: bármely a-ra ±l I a, hiszen
a == (±l)(±a).

Megfordítva, ha é egység, akkor az é az l-nek is osztója, azaz alkalmas
q-vall == éq. Mivel Iéi 2: 1 és Iql 2: 1, így csak

lehetséges. _

azaz é == ±l

Megjegyzés: Az oszthatóságot az egészektől különböző számkörökben (sőt ál­
talánosabban bármely integritási tartományban, lásd az 1.1.23 feladatot) be
lehet vezetni. Tekintsük példaként a páros számokat. Itt b I a azt jelenti, hogy
létezik olyan q páros szám, amelyre a == bq. Ennek megfelelően itt 2 I 20, de
2 lIO, sőt a 10-nek egyáltalán nincs is osztója. Ebből az is következik, hogya
páros számok körében egyáltalán nincsenek egységek. Ugyanakkor a c + dV2
alakú (speciális valós) számok körében, ahol c és d tetszőleges egészek, végte­
len sok egység található (lásd az 1.1.22 feladatot). Mindez azt jelenti, hogy az
egységek változatos képet mutathatnak, és általában nem (csak) az előjelbeli

eltéréssel hozhatók kapcsolatba, mint ahogy azt az 1.1.3 Tétel esetleg tévesen
sugallhatna.

1.1.4 Tétel
Ha é és Oegységek és b I a, akkor eb I Oa is teljesül. ~

I T 1.1.4 I

Bizonyítás: Az é az l-nek is osztója, azaz alkalmas r-rel 1 == ér. Ha a == bq,
akkor Oa == (éb)(oqr), tehát valóban eb I Oa. -

Az 1.1.4 Tétel azt fejezi ki, hogy egy szám és az egységszerese osztható­
sági szempontból teljesen azonosan viselkednek; az egységek az oszthatóság
szempontjából "nem számítanak". Ennek alapján nem jelent (majd) megszo­
rítást, ha az egész számok oszthatósági vizsgálatát leszűkítjük a nemnegatív
egészekre, sőt (a Ospeciális szerepének tisztázása után) csak a pozitív egészek­
kel foglalkozunk.

A következő tételben az egész számok oszthatóságának néhány egyszerű,

de fontos tulajdonságát foglaljuk össze.
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T 1.1.5 I

(i) Minden a-ra a I a.

(ii) Ha c I b és b I a, akkor c I a.

(iii) Az a I b és b I a oszthatóságok egyszerre akkor és csak akkor teljesülnek,
ha az a a b-nek egységszerese.

(iv) Ha c I a és c I b, akkor c I a + b, c I a - b, tetszőleges (egész) k-ra c I ka,
és tetszőleges (egész) r, s-re c I ra + sb. ,.

Az (i)-(iii) tulajdonságok rendre azt fejezik ki, hogy az egész számok osztha­
tósága reflexív és tranzitív, de nem szimmetrikus reláció. A (iv)-beli állítások
közül a legtöbbször az első hármat alkalmazzuk, ezek egyébként valamennyien
az utolsónak speciális esetei (r == s == 1; r == 1, s == -1; illetve r == k, s == O).

,;

Bizonyítás: Csak (iii)-at igazoljuk, a többi könnyen bizonyítható az osztható­
ság definíciójából.

Ha a == Eb, ahol E egység, akkor b I a azonnal adódik. Továbbá 1 == Er
miatt ra == b, tehát a I b is teljesül.

Megfordítva, ha a I b és b I a, azaz alkalmas q és s egészekkel b == aq és
a == bs, akkor innen b == b(qs). Ha b == 0, akkor szükségképpen a == 0, tehát
a == Eb. Ha b -=I 0, akkor qs == 1, azaz s (és q is) egység, tehát ekkor is a == Eb.

•
Feladatok

(Ha más kikötést nem teszünk, a feladatokban értelemszerűenegész szá­
mok szerepelnek, a hatványkitevők pedig nemnegatív egészek.)

1.1.1 Írjunk le egy háromjegyű számot kétszer egymás mellé. Mutassuk
meg, hogy az így kapott hatjegyű szám osztható 91-gyel.

1.1.2 Lássuk be, hogy két páratlan szám négyzetének a különbsége mindig
osztható 8-cal.

1.1.3 Tegyük fel, hogy az (a, b, c számjegyekből álló) abc háromjegyű szám
osztható 37-tel. Igazoljuk, hogy ekkor a bea szám is osztható 37-tel.

1.1.4 Bizonyítsuk be, hogy ha 5a + gb osztható 23-mal, akkor 3a + lOb is
osztható 23-mal.

1.1.5 Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) c I a + b ====> c Ia, c I b.
b) c I a + b, c I a ====> c I b.
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c) c I a + b, c I a - b ====? c I a, c I b.
d) c I 2a + 5b, c I 3a + 7b ====? c I a, c I b.
e) c I ab ====? c I a vagy c I b.
f) c I a, d I b ====? cd I ab.
g) c I a, d I a ====? cd I a.

1.1.6 Igazoljuk az alábbi oszthatóságokat:

(i) a-b I an-bn; (ii) a+b I a2k+l+b2k+l; (iii) a+b I a2k_b2k.

1.1.7 Mely c egészekre lesz (c6 - 3)/(c2 + 2) is egész szám?

1.1.8 Igazoljuk, hogy minden n természetes számra 1331 11n +2 + 122n +1 .

1.1.9 Adjunk meg végtelen sok olyan n-et, amelyre 29 I 2n + ő".

1.1.10 Mutassuk meg, hogy (b - 1)2 I bk - 1 akkor és csak akkor teljesül, ha
b-ll k.

*1.1.11 Tegyük fel, hogy 2b - 1 I 2a + 1. Lássuk be, hogy b == 1 vagy 2.

1.1.12 Bizonyítsuk be az alábbi állításokat.
a) Ha b I a és a :I O, akkor Ibi::; lal·
b) Minden nemnulla egész számnak csak véges sok osztója van.

1.1.13 Melyek azok a számok, amelyek felírhatók a) két; b) három (nem
feltétlenül különböző) pozitív osztójuk összegeként?

1.1.14 Igazoljuk, hogy egy (tízes számrendszerben felírt természetes) szám
akkor és csak akkor osztható

a) 3-mal, illetve 9-cel, ha a számjegyeinek az összege osztható 3-mal,
illetve 9-cel;

b) 4-gyel, illetve 25-tel, ha az utolsó két számjegyéből álló szám osztható
4-gyel, illetve 25-tel;

c) 8-cal, illetve 125-tel, ha az utolsó három számjegyébőlálló szám oszt­
ható 8-cal, illetve 125-tel;

d) 11-gyel, ha a számjegyeinek váltakozó előjellel vett összege osztható
11-gyel.

1.1.15 Létezik-e 2-nek olyan pozitív egész kitevős hatványa, amelyben mind
a tíz számjegy ugyanannyiszor fordul elő?

*1.1.16 Létezik-e olyan szám, amelyben csak az 1 és 2 számjegyek fordulnak
elő, és amely osztható 21000_rel?

1.1.17 Mutassuk meg, hogy
a) három szomszédos egész szám szorzata osztható 6-tal;

*b) k szemszedos egész szám szorzata osztható k!-sal.
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M 1.1.18 Legyen n > 1 tetszőleges egész. Csongor megnevezi n-nek egy tet­
szőleges pozitív osztóját, legyen ez dl. Ezután Tünde választ egy
d2 pozitív osztót, amely nem lehet osztója dl-nek. Ismét Csongor
választ egy d3-at, amely nem osztója sem dl-nek, sem d2-nek stb.
Az veszít, aki magát az n-et kénytelen választani. Kinek van nyerő

stratégiája, ha n értéke

a) 16; b) 31111
; c) 10; d) 50; **e) 123456789101112131415?

*1.1.19 Válasszunk ki az 1,2, ... ,2n számok közül tetszőlegesen n + 1 dara­
bot. Igazoljuk, hogy a kiválasztott számok között biztosan lesz két
olyan, hogy az egyik a másiknak osztója.

1.1.20 Mi az oka annak, hogy noha a O I O oszthatóság igaz, a O/O osztásnak
még sincs értelme?

1.1.21 A páros számok körében melyek azok az elemek, amelyeknek
a) egyáltalán nincs osztója;
b) pontosan két (pozitív vagy negatív) osztója van?

1.1.22 Tekintsük oszthatósági szempontból a c+dV2 alakú (speciális valós)
számokat, ahol c és d tetszőleges egészek.

a) Döntsük el, hogy 12 - 7V2 osztható-e 3 + 4V2-vel.
b) Igazoljuk, hogy az 1 + v2 egység.
c) Mutassuk meg, hogy végtelen sok egység van.
d) Hány osztója van egy tetszőleges elemnek?
e) Lássuk be, hogy c+dV2 akkor és csak akkor egység, ha Ic2 - 2d2

1 == 1.
M *f) Bizonyítsuk be, hogy az egységek éppen a ±(1 + V2)k alakú elemek,

ahol k tetszőleges egész.
g) Hányszor fordul elő az egész számok körében, hogy egy négyzetszám

kétszerese eggyel nagyobb, illetve eggyel kisebb egy (másik) négyzet­
számnál?

1.1.23 Integritási tartománynak a (legalább kételemű) kommutatív, nullosz­
tómentes gyűrűket nevezzük, azaz amelyekben az összeadás és a szor­
zás kommutatív és asszociatív, van nullelem, minden elemnek van
ellentettje, érvényes a disztributivitás, és két nemnulla elem szorzata
sem lehet nulla. (Ez pongyolán fogalmazva azt jelenti, hogy az össze­
adás, kivonás és szorzás tekintetében az egész számoknál megszokott
"szép" tulajdonságok teljesülnek.) Vezessük be az oszthatóságot és
az egység fogalmát az 1.1.1 és 1.1.2 Definíciók szerint, és lássuk be
az alábbiakat.
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M a) Akkor és csak akkor létezik egység, ha a szorzásnak létezik egység­
eleme (azaz olyan e elem, amelyre bármely a-val ea == a teljesül).

b) Az egységek éppen az egységelem osztói, illetve más megfogalmazás­
ban azok az elemek, amelyeknek (a szorzásra nézve) létezik inverze.

c) Egy egység minden osztója és két egység szorzata is egység.
d) Vizsgáljuk meg az 1.1.5 Tétel állításait.

1.2. Maradékos osztás

1.2.1 Tétel I T 1.2.1 I
Tetszőleges a és b :f- Oegész számokhoz léteznek olyan egyértelműenmeg­

határozott q és r egész számok, melyekre

a == bq + r és O :s r < Ibi· ~

Bizonyítás: Legyen először b > O. A

O:Sr==a-bq<b

feltétel pontosan akkor teljesül, ha

bq < a < b(q + 1),

azaz
q :s a/b < q + 1.

Ilyen q egész szám pedig nyilván pontosan egy létezik; q az a/b (alsó) egész­
része, q == la/bJ, azaz a legnagyobb olyan egész szám, amely még kisebb vagy
egyenlő, mint a/b.

Ha b < O, akkor a

O :s r == a - bq < Ibi == -b

feltétel
q ~ a/b> q-l

teljesülésével ekvivalens, ami ismét pontosan egy q egészre áll fenn (ekkor q
az a/b felső egészrésze, q == ra/bl, azaz a legkisebb olyan egész, amely még
nagyobb vagy egyenlő, mint a/b). -
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Amaradékos osztásnál kapot t q számot hányadosnak, az r -et pedig (leg­
kisebb nemnegatív) maradéknak nevezzük. A b I a oszthatóság (b i= Oesetén)
pontosan akkor teljesül, ha a maradék O.

Gyakran kényelmesebb, ha negatív maradékokat is megengedünk. Erre
vonatkozik az 1.2.1 Tétel alábbi variánsa, amely hasonlóan bizonyítható:

1.2.1A Tétel I T 1.2.1A
Tetszőleges a és b i= Oegész számokhoz léteznek olyan egyértelműen meg­

határozott q és r egész számok, melyekre

a = bq +r és

Eb be n az eset ben az r-et legkisebb abszo lút értékű maradéknak nevezzük.

P élda: Legyen a = 30, b = -8, ekkor

30 = (-8)( - 3) + 6 = (-8)(-4) - 2,

tehát a legkisebb nemnegatív maradék a 6, a legkisebb abszolút értékű mara­
dék pedig a-2.

Az alábbi tétel bizonyításából látni fogju k, hogy a maradékos osztás fel­
használh ató a poz itív egész számok ún . számrendszeres felírásához is.

1.2.2 Tétel I T 1.2 .2
Legyen t > 1 rögzített egész. Ekkor bármely A pozit ív egész egyértelműen

felírható az alábbi alakban:

Bizonyítás : A O :s; ao < t és t I A - ao feltétel miatt ao éppen az A-nak a t-vel
történő maradékos osztásakor keletkező legkisebb nemnegatív maradék, tehát
pontosan egy megfelelő ao létezik. Je löljük a hányadost go-lal, ekkor a

felírásból az előzőkhöz hasonlóan adódik, hogy al éppen a qo-nak a t-vel tör­
ténő maradékos osztásakor keletkező legkisebb nemnegatív maradék. Az eljá­
rást folytatva kap juk a megfelelő ai-k létezését és egyértelműségét . _
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Az A szám fenti

előáll ításában az a i számok az A számjegyei t olap ú számre ndszer ben (ha
t > 10, akkor a 0,1, . .. , 9 mellett újabb számjegyjeleket is be kell vezetni) . A
fenti előáll ítást

vagy

alakban jelöljük (a felülvonással szükség esetén azt jelezzük, hogy egymás
mellé írt számjegyekről és nem például szorzásról van sz ó). Ha t = 10, akkor
a számrendszer alapszámára ut aló jelölést legtöbbször elhagyj uk.

P élda: 38 = 38[10] = 123[5] ' hiszen 38 = 1 . 52 + 2 . 5 + 3 . 1.

A mindennapi élet be n általában a tí zes számrendszerrel dolgozunk, de
gyakran hasznosabb pl. a ket tes szám rendszer , többek közöt t a számítógé pe k­
nél. Ez utóbbiban csak kétféle számj egy szerepel, a Oés az 1, az összeadás és
a szorzás elvégzéséhez pedig csak az alábbi egyszerű egymegegy, illetve egy­
szeregy táblát kell tudni (igaz, hogy mindezért cserébe egy szám felír ásához
jóval több számjegyre van szükség, mint pl. t ízes számrendszerben):

EB O 1
O O 1
1 1 10

0 O 1
O O O
1 O 1

A maradékos osztás - egyszerűsége ellenére - mind gyakorlat i, mind
pedig elmé let i szempontból igen j elentős (akár a legkisebb nemnegatív, akár a
legkisebb abszolút értékű mar ad ék szerint végezzük) . T öbbek közöt t jól hasz­
nálható oszthatósági kérdések vizsgálatánál , hiszen gyakran "csak a mar adék
számít". Legfontosabb alkalmazása talán a maradékos osztások sorozatából
álló euklideszi algoritmus , amelyet a következő pontb an tárgyalunk.

Feladatok

1.2.1 Ha 10 849-et és 11873-at ugyanazzal a háromjegyű (tízes számrend­
szerbeli pozitív egész) számmal maradékosan elosztjuk, mind a két­
szer ugyanazt a (nemnegatív) marad ékot kapjuk. Mennyi ez a ma­
radék?
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1.2.2 Lássuk be, hogy minden m-hez végtelen sok olyan kettőhatvány léte­
zik, amelyek közül bármely kettőnek a különbsége osztható m-mel.

1.2.3 Mutassuk meg, hogy n egész számból mindig kiválasztható néhány
(esetleg egy, esetleg az összes), amelyek összege osztható n-nel.

1.2.4 Bizonyítsuk be, hogy minden pozitív egész számnak létezik olyan
nemnulla többszöröse, amelyben csak a O és 1 számjegyek fordulnak
elő (tízes számrendszerben) .

*1.2.5 A Fibonacci-számok sorozatát a

<PO == O, <Pl == 1, <Pj+l == <Pj + <Pj-l, j == 1,2, ...

rekurzióval definiáljuk. A sorozat első néhány eleme:

O, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,

Bizonyítsuk be, hogy minden m-hez végtelen sok m-mel osztható
Fibonacci-szám létezik.

(Megjegyzés: A szakirodalom egy részében a O-t nem tekintik Fibo­
nacci-számnak, tehát a sorozatot a <Pl == <P2 == 1 értékekből kiindulva
definiálják a fenti rekurzióval. Ez a kétféleség nem okozhat zavart, ha
megegyezünk abban a szóhasználatban, hogy az "n-edik Fibonacci­
szám" mindig <Pn-et jelentse.)

1.2.6 Milyen maradékot adhat egy négyzetszám a) 3-mal; b) 4-gyel;
c) 5-tel; illetve d) 8-cal osztva?

1.2.7 Mutassuk meg, hogy 12 egymást követő egész szám négyzetének az
összege sohasem lehet négyzetszám.

1.2.8 (A feladat tízes számrendszerre vonatkozik.)
a) Van-e olyan (9-nél nagyobb) négyzetszám, amely csupa azonos szám­

jegyből áll?
*b) Adjuk meg a 81-nél nagyobb összes olyan négyzetszámot, amely páros

sok jegyű, és az "első fele" is csupa azonos számjegyből áll, valamint
a "második fele" is csupa azonos számjegyből áll.

1.2.9 Mutassuk meg, hogy egy egész szám három páratlan kitevőjű hatvá­
nyának az összege mindig osztható 3-mal.

*1.2.10 Vegyünk nyolc tetszőleges (különböző) természetes számot, és képez­
zük a páronkénti különbségeik szorzatát. A 2-nek legalább hányadik
hatványával osztható ez a szorzat?
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1.2.11 Hány olyan legfeljebb 10-jegyű pozitív egész szám van, amely oszt­
ható négyzetgyökének (alsó) egészrészével? (Pl. a 12 ilyen, mert
lVI2J == 3 osztója a 12-nek, de a 22 nem ilyen, mert lV22J == 4
nem osztója a 22-nek.)

1.2.12 Milyen kapcsolatban áll la + bJ és laJ + lbJ?

1.2.13 Elvégezhető-e a maradékos osztás a páros számok körében (azaz
érvényes-e az 1.2.1-1.2.1A Tételek megfelelője)?

1.2.14 Mutassuk meg, hogy az 1.1.14 feladatban megismert szabályok érte­
lemszerű átfogalmazásban nemcsak az oszthatóság eldöntésére, ha­
nem az osztási maradék megállapítására is alkalmasak. Hogyan ál­
talánosíthatók ezek más alapú számrendszerekre?

1.2.15 Érdekes módon 23+46 +12+ 18 == 99 és 99 osztója a számok egymás
mellé írásával keletkező 23461218-nak. Tényleg a véletlen játékával
állunk szemben?

1.2.16 Képezzük az 12231001 szám (tízes számrendszerbeli) számjegyeinek
az összegét, majd az így kapott szám számjegyeinek az összegét stb.,
amíg egyjegyű számhoz nem jutunk. Mi lesz a végeredmény?

1.2.17 Hogyan lehet gyorsan megkapni egy szám 9-es számrendszerbeli felí­
rásából a 3-as számrendszerbeli alakját és viszont? Milyen számrend­
szerek közötti átváltásnál alkalmazható hasonló gyors eljárás?

1.2.18 Egy n pozitív egész valamely számrendszerben négyjegyű, az eggyel
nagyobb alapú számrendszerben pedig kétjegyű. Határozzuk meg
n-et.

1.2.19 Az alábbi szorzásban sem a számrendszer alapszámát, sem a *-gal
jelölt (nem feltétlenül egyforma) számjegyeket nem ismerjük. Hatá­
rozzuk meg ezeket. (Egyik szám első jegye sem lehet O.)

2 * * *
* 1 * *

* * 2 * *
* * * * * * * 1

* * * 2

1.2.20 A 740-et a t alapú számrendszerbe átszámolva olyan négyjegyű szá­
mot kapunk, amelynek utolsó jegye 5. Határozzuk meg tértékét.
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1.2.21 Egy kétkarú mérleghez tíz darab súlyból álló súlykészletet szeretnénk
gyártani, amellyel egy minél nagyobb határig bezárólag minden egész
grammnyi súlyt le lehet mérni. Milyen súlyokat válasszunk, ha mé­
réskor

a) csak a mérleg egyik serpenyőjébe tehetünk súlyt;
*b) mindkét serpenyőbe tehetünk súlyt?

1.2.22 Vizsgáljuk meg , hogy körülbelül hányszor annyi számjegy kell egy
nagy szám kettes számrendszerbeli felírásához , mint a tízes szám­
rendszerbeli felírásához. Ez pontos megfogalmazásban a következőt

jelenti. Jelöljük az n szám számjegyeinek a számát kettes számrend­
szerben K(n)-nel, tízes számrendszerben pedig T(n)-nel. Mutassuk
meg, hogya K(n)jT(n) sorozatnak létezik határértéke, és számítsuk
ki ezt ahatárértéket.

1.2.23 Változó alapú számrendszer. Legyenek tI, t2, ... tetszőleges egynél
nagyobb egész számok. Mutassuk meg, hogy bármely A pozitív egész
egyértelműen felírható

alakban, ahol O:s ai < ti+1 és an =1= O.

1.3. Legnagyobb közös osztó

1.3.1 Definíció I D 1.3.1 I
Az a és b számok legnagyobb közös osztója d, ha
(i) d I a, d I b; és
(ii) ha egy c-re c Ia, c Ib teljesül , akkor ici :s ld\. •

Jelölés: d= (a,b) vagy d=lnko(a ,b) vagy d=lnko{a ,b}.
Ha a = b = O, akkor nem létezik legnagyobb közös osztójuk, hiszen minden

egész szám közös osztó, és ezek között nincs legnagyobb abszolút értékű.

Minden más esetben viszont (adott a és b mellett) az 1.3.1 Definíciót pon­
tosan két d szám elégíti ki , amelyek egymás ellentettjei. Mivel egy szám és
a negatívja oszthatósági szempontból teljesen egyenértékű, ezért a és b összes
közös osztóját úgy kapjuk meg, hogy a pozitív közös osztók mellé vesszük azok
negatívjait. A pozitív közös osztók P halmaza nem az üres halmaz, hiszen az
1 biztosan közös osztó, továbbá P-nek csak véges sok eleme lehet, mert egy
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nemnulla számnak csak véges sok osztója van (lásd az 1.1.12b feladatot) . En­
nélfogva P elemei között létezik egy legnagyobb, jelöljük h-val. Ekkor nyilván
d = h és d = -h kielégítik az 1.3.1 Definíciót, más szám viszont nem .

1.3.2 D efiníció
Az a és b számok kitüntetett közös osztója O, ha
(i) OIa, OI b; és

(ii'] ha egy c-re c I a, c I b te ljesü l, akkor c Io. '"

I D 1.3 .2

A kit üntetett közös osztó tehát olyan közös osztó , amely minden közös
osztónak többszöröse.

A definícióból következik, hogy ha két számnak létezik kitüntetett közös
osztója, akkor az egységszerestől eltekintve egyértelmű. Ez rész letesen kifejtve
azt jelenti, hogy egyrészt egy kitüntetett közös osztó bármely egységszerese is
az, másrészt két kitüntetett közös osztó szükségképpen egymás egységszerese.
Ennek igazolását az 1.3.10 feladatban tűztük ki.

Ha a = b = 0, akkor a kit üntetett közös osztójuk a definíció szerint O.
A továbbiakban ezzel az esettel egyált alán nem foglalkozunk , azaz mindig

eleve felt esszük, hogya és b közül legalább az egyik nem nulla .
Megmutatj uk, hogy ha egyáltalán létezik a okitüntetett közös osztó, ak­

kor Ocsak a legnagyobb közös osztó (valamelyik értéke) lehet. Je löljük d-vel
a O-val azonos előjelű legnagyobb közös osztót. Ekkor egyrészt (ii) miatt

másrészt (ii') alapján d I O, amibő l

következik. A két egyenlőtlenségből kapjuk, hogy ldl = 101, és így az azonos
előj el miatt o= d.

Egyáltalán nem magától értetődő azonban, hogy a legnagyobb közös osztó
valóban rendelkezik a (ii') kitüntetett tulajdonsággal is, vagyis hogy bármely
két egész számnak létezik kitüntetett közös osztója.

1. 3 .3 Tét e l T 1.3.3
Bármely két egész számnak létezik kitüntetett közös osztója. '"

Bizonyítás : A kitüntetet t közös osztó létezését a matematika egyik legősibb

eljárásával, az euklideszi algoritmussal igazoljuk . Az egyik számot maradéko­
san elosztjuk a másikkal , majd a másik számot a maradékkal stb., mindig az
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osztót a mar ad ékkal , amíg O maradékh oz nem jutunk. Megmutatjuk, hogy az
eljárás véges, és az utolsó nemnulla maradék lesz a két szám (egyik ) kitüntet et t
közös osz t ój a ,

Nézzük mindezt rész letese n. Tegyük fel, hogy (pl. ) b i= O. Ha b I a , akkor
<5 = b megfelel.

Ha bl a, akkor alkalmas q i , Ti egészekkel

a = bq, + T 1 , ahol O< T 1 < Ibi,

b = T1q2 + T2 , ahol O< T 2 < T1,

T 1 = T2q3 + T3, ahol 0 < T3 < T2,

Tn-2 = Tn -1 qn + Tn , ahol O< Tn < Tn-l ,

Tn-1 = Tnqn+1 ( Tn+! = O).

Az eljárás biz tosan befej eződik véges sok lépésb en , ugyanis a marad ékok
nemnegatív egészekből álló szigorúan csökkenő sorozatot alkotnak:

Most belátjuk, hogy Tn valóban az a és b számok (egyik ) kitüntetett közös
osztója .

Az algoritmus egyenlőségein alulról felfelé halad va először azt igazoljuk,
hogy Tn közös osztója a-nak és b-nek . Az ut olsó egyenlőségből Tn I Tn-l ' Az
utolsó előtt i egyenlőségre rát érve

Ugyanígy folyt atva végül T n Ib, majd (az első egyenlőségből ) T n I a adódik.
A kitüntetett tulajdonság igazolásához felülről lefelé haladunk . Legyen

c Ia, c Ib, ekkor az első egyenlőségből c Ia - bq = T 1 ' A második egyenlőségre

rátérve
c I b, c I T1 ==>- c Ib - T1 q 2 = T2 ·

Ugyanígy folytatva végül az utolsó előtt i egyenlőségből kapjuk, hogy c I Tn' -

Megjegyzések: 1. Az euklideszi algorit must a legkisebb nemnegatív mar adékok
helyett a legkisebb abszolút értékű marad ékokkal is végezhetjük ; ebben az
esetben a mar ad ékok abszolút éri ékei alkot nak nemnegatív egészekből álló
szigorúan csökkenő sorozatot , és így az eljárás ekkor is véges sok lépésb en
biz tosan befejeződik .
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2. Szokás a legnagyobb közös osztót eleve pozitívnak definiálni. Mivel
azonban egy szám és a negatívja egymás egységszeresei, azaz bármely osztha­
tósági kérdésnél teljesen azonosan viselkednek, ezért semmi ok sincs arra, hogy
a legnagyobb közös osztó fogalmából a negatív számokat eleve kirekesszük.
Ezért adtuk meg a legnagyobb közös osztó definícióját úgy, hogy abba a két
legnagyobb abszolút értékű közös osztó egyenrangúan beleférjen.

3. Az előrebocsátott megjegyzések alapján nem jelent megszorítást, ha a
továbbiakban kényelmi okokból a legnagyobb közös osztó, illetve a (vele már
bizonyítottan megegyező) kitüntetett közös osztó két értéke közül mindig a
pozitívat fogjuk tekinteni. Ezentúl az (a,b), illetve lnko(a, b) jelölés is ezt a(z
egyértelműen meghatározott) pozitív számot fogja jelenteni, és (általában) a
kitüntetett közös osztóra is a legnagyobb közös osztó elnevezést fogjuk hasz­
nálni.

4. A legnagyobb közös osztó gyakorlati kiszámításánál az egyszerűen

adódó (a, b) = (b, a - kb) összefüggés alapján gyakran kényelmesebb az eukli­
deszi algoritmusnak az

alakját használni.
5. Az 1.3.2 Definíciót, az ottani (ii') kitüntetett tulajdonság bevezetését

az indokolja, hogy csak oszthatósági relációt használ fel, szemben az 1.3.1 Defi­
nícióval, amelyben rendezési reláció (nagyobb-kisebb) is szerepel. Ennélfogva
nem meglepő, hogy az egész számok számelméleti vizsgálatainál - amint ha­
marosan látni fogjuk - mind elméleti, mind pedig gyakorlati szempontból
elsősorbana (ii') kitüntetett tulajdonságra tudunk majd támaszkodni. A csak
az oszthatóságra épülő fogalomalkotás további előnye, hogy bizonyos számkö­
rökben (illetve általánosabban integritási tartományokban) az 1.3.1 Definíció
nem is értelmes. Ennek egyik nyilvánvaló oka az, ha nem definiálható a szám­
körben (a szokásos "jó" tulajdonságokkal bíró) rendezés, ilyenek pl. a komplex
számok bizonyos részhalmazai. Az 1.3.1 Definícióval azonban olyan számkö­
rökben is adódhat probléma, amelyekben van rendezés, például a c + dV2
(c, d egészek) számkörben is ez a helyzet. Itt ugyanis a végtelen sok egy­
ség miatt bármely két elemnek végtelen sok közös osztója van, és ezek között
nincs legnagyobb abszolút értékű. (Ha csak páronként nem egységszeres közös
osztókat tekintünk, akkor sincs értelme az 1.3.1 Definíciónak, mert bármely
két közös osztó esetén létezik az elsőnek olyan egységszerese, amely nagyobb
a második osztónál. ) Ezért a számelmélet további fejezeteiben egyenesen az
1.3.2 Definíció szerint értelmezzük majd a legnagyobb közös osztót.

Most (az egész számok körében) a legnagyobb közös osztó néhány fontos
tulajdonságát tárgyalj uk.
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1.3.4 Tétel
Ha c > 0, akkor (ca, cb) == c(a, b). ,.

29

T 1.3.4 I

Bizonyítás: Tekintsük az (a, b) előállítására szolgáló euklideszi algoritmust, le­
gyen az utolsó nemnulla maradék rn == (a, b). Szorozzunk meg minden egyen­
lőséget c-vel, ekkor éppen a (ca, cb)-t előállító euklideszi algoritmushoz jutunk.
Ebben az utolsó nemnulla maradék (ca, cb) == cr., == c(a, b). _

Az 1.3.4 Tétel egy másik lehetséges bizonyítására vonatkozóan lásd az
1.3.11 feladatot.

1.3.5 Tétel I T 1.3.5 I
Az a és b számok legnagyobb közös osztója alkalmas u és v egészekkel

kifejezhető (a, b) == au + bv alakban. ,.

Bizonyítás: Az euklideszi algoritmus első egyenlőségéből rl-et kifejezve

rl == a - bql

adódik. Ennek felhasználásával a második egyenlőségből az

r2 == b - Tlq2 == b - (a - bql)q2 == a(-q2) + b(l + qlq2)

előállításhoz jutunk, azaz r2 felírható aU + bV alakban. Hasonlóan továbbha­
ladva az utolsó előtti egyenlőségből azt kapjuk, hogy (a, b) == Tn is kifejezhető

au + bv alakban. _

Az 1.3.5 Tétel fontos következménye az ax+by == c kétismeretlenes lineáris
diofantikus egyenlet megoldhatóságára vonatkozó alábbi tétel. Diofantikus
egyenletnek általában olyan egész együtthatós algebrai egyenletet nevezünk,
melynek a megoldásait is az egész számok körében keressük, ezekkel részletesen
a 7. fejezetben foglalkozunk. A fenti ax + by == c egyenletben tehát a, b, c
rögzített egész számok, és megoldáson egy x, y egész számpárt értünk.

1.3.6 Tétel I T 1.3.6
Legyenek a, b, c rögzített egész számok. Az ax +by == c diofantikus egyen­

letnek akkor és csak akkor létezik megoldása, ha (a, b) I c. ,.

Bizonyítás: Először tegyük fel, hogy létezik Xo, yo megoldás. Ekkor (a, b) I a
és (a, b) I b alapjánszűkségképpen

(a, b) I axo + byo == c.
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Megfor dítva, tegyük fel , hogy (a,b) I c, vagyis van olyan t egész, amelyre
(a , b)t = c. Az 1.3 .5 T étel alapján

(a , b)= au+ bv

t eljesül alkalmas u, v egészekkel. Ezt az egyenlőséget t-vel beszorozva kapj uk,
hogy

c = a(ut) + b(v t ),

azaz x = ut, y = vt megoldása az ax + by = c diofantikus egyenletnek. _

Az 1.3.6 Tételt kiegészíthetj ük azzal, hogy mego ldhatóság esetén az euk­
lideszi algoritmus egy úttal eljárást is szolgáltat a lineáris d iofantikus egyenlet
(egyik) megoldásának a megkereséséhez .

A lineáris diofanti ku s egyenlet további vonatkozásaival (megoldásszám,
összes megoldás előállítása, más mego ldási módszer) részletesen a 7.1 pontban
fogla lkozunk, a lineáris kongruenciákkal való kapcsolatát pe dig a 2.5 pontban
tárgyaljuk.

Több szám legnagyobb közös osztóját rögtön a "kitüntet ett" tula jdon­
sággal de finiáljuk; olyan közös osztó, amely minden közös osztónak többszö­
röse. Az al, a2, ... ,ak (nem csupa O) számok pozitív legnagyobb közös osztóját
(a l , a2 , ... ,ak )-val jelöljük . Ennek létezését a legegyszerűbben annak alapján
igazolhatjuk, hogy két szám közös osztóinak a halmaza megegyezik a két szám
legnagyobb közös osztója osztóinak a halmazával. Ebből kapjuk, hogy

1.3.7 Definíció I D 1.3.7 I
Az al, a2 , . . . , ak számok relatív prímek , ha nincs egységtől különböző

közös osztójuk, azaz (a l , a2, . . . , ad = 1. '"

1.3.8 Definíció I D 1.3.8 I
Az al, a2, ... , ak számok páronként relatív prímek , ha közül ük semelyi k

ket tőnek sincs egységtől különböző közös osztója, azaz minden 1 ::; i =I- j ::; k
esetén (ai ,aj) = 1. .-.

Nyilvánvaló, hogy a páronként relatív prím számok egyúttal relat ív prí­
mek is, de ez (k > 2 esetén) meg fordítva nem igaz (lásd az 1.3.5 feladatot) .
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Már az 1.1.5e feladatban is láttuk, hogy ha egy szám osztó ja egy szorzat­
nak és az egyik tényezőnek nem osztója , akkor ebből nem következik , hogy
a másik tényezőnek osztója legyen. A helyes felt ét elt az alábbi tétel adja,
amely már Euklidésznél is szerepel , és amely az oszthatósági feladatokban
való felhasználhatósága mellet t kulc sszerep et játszik a számelmélet alapté te­
lének bizonyításánál is.

1.3.9 Tétel
Ha c I ab és (c, a) = 1, akkor c I b. '"

I T 1.3.9 I

Bizony ít ás: Nyilván elég arra az eset re szorít koznunk, ha a, b és c pozitív.
Ekkor a c I ab és c I cb oszthatóságokbó l a legnagyobb közös osztó kitüntet et t
tulajdonsága, valamint az 1.3.4 Tét el alapján következik , hogy

c I (ab , cb) = (a , c)b = b.•

Feladatok
(Ha egy feladatban előfordul valamilyen u , v számpárra az (u , v ) jelölés,

akkor automat ikusan feltesszük, hogy az u és v közül legalább az egyik nem
null a. )

1.3.1 Számítsuk ki (3794,2226) ér tékét, és írjuk fel 3794u+2226v alakban.

1.3.2 Mutassuk meg, hogy az alábbi tör tek semmilyen n pozitív egész ese­
tén sem egyszerűsíthetők :

3n + 5
a) 7n + 12 ;

n ! -1
c) (n + 1)' - 1 ;

1.3.3 Adjuk meg (n 2 + 2, n 4 + 4) lehet séges ér tékeit, ha n végigfu t a ter­
mészetes szám okon .

1.3.4 Tegyük fel, hogy (a, b) = 5. Számítsuk ki

a) (a+b,a-b); b) (a+2b ,4a-b)

lehetséges értékeit .

1.3.5 Adjunk meg három olyan számot, amelyek relatív prímek , de közülük
sem elyik kettő sem relatív prím.
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1.3.6 Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Ha (a,b) == d, akkor (J'~) == 1.

b) Ha (a,b) == d, akkor (J,b) == 1 és (a,~) == 1 közül legalább az egyik
teljesül.

c) c I ab {=:=:> -(c ) I b.c,a

d) c I ab, (a, b) == 1~ c I a vagy c I b.

1.3.7 Legyenek a és b pozitív egészek. Hány b-vel osztható szám van az
a, 2a, 3a, ... ,ba számok között?

1.3.8 Legyenek a és b különböző pozitív egészek. Melyek igazak az alábbi
állítások közül?

a) Végtelen sok n egészre (a + n, b+ n) == 1.
b) Végtelen sok n egészre (a + n, b + n) == (b + n, bn) == 1.
c) Végtelen sok n egészre (a + n, bn) == (b + n, bn) == 1.

1.3.9
a) Hány olyan u, v egész számpár található, amelyre (a, b) == au + bv?
b) Az (a, b) == au + bv előállításban mennyi u és v legnagyobb közös

osztója?
c) Legyen H az au + bv alakú számok halmaza, ahol u és v végigfut az

egész számokon. Mi lesz H legkisebb pozitív eleme?

1.3.10 A kitüntetett közös osztó egyértelmúsége. Legyen 6 az a, b egész szá­
mok (egyik) kitüntetett közös osztója. A kitüntetett közös osztó de­
finíciója alapján bizonyítsuk be az alábbiakat.

a) Tetszőleges c egységre c6 is kitüntetett közös osztója a, b-nek.
b) Ha 61 is kitüntetett közös osztója a, b-nek, akkor 61 == c6, ahol c

alkalmas egység.

M 1.3.11 Adjunk az 1.3.4 Tételre új bizonyítást, amely csak a kitüntetett kö­
zös osztó fogalmára (és létezésére) támaszkodik, és nem használja fel
(közvetlenül) magát az euklideszi algoritmust.

1.3.12 Nevezzük csupaegynek azokat a pozitívegészeket, amelyeknek (tízes
számrendszerben) minden számjegye l-es.

a) Mely számoknak létezik csupaegy többszöröse?
b) A 31000_nek melyik a legkisebb csupaegy többszöröse?

M*1.3.13 Mutassuk meg, hogy bármely n > O, k > Oés a > 1 egészekre

(an - 1, ak - 1) == a(n,k) - 1.
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1.3.14 Legyen a pozitív egész.
a) Igazoljuk, hogy ha n és k különböző kettőhatványok és a páros szám,

akkor (an + 1, ak + 1) = 1.
*b) Határozzuk meg általában (an + 1,ak + 1) értékét.

1.3.15 Bizonyítsuk be , hogy a szomszédos Fibonacci-számok (lásd az 1.2.5
feladatot) relatív prímek. Mi a helyzet a másodszomszédokkal? És a
harmadszomszédokkal?

** 1.3.16 Legyen rpm az m-edik Fibonacci-szám. Igazoljuk, hogy

sőt

1.3.17 Szakaszok összemérhetősége. Euklidész "Elemek" c. könyvében egész
számok közös osztói mellett foglalkozik szakaszok közös mértékével
is. Két szakasz közös mértékén egy olyan szakaszt értünk, amely
egész számszor felmérhető (maradék nélkül) mind a két szakaszra.
Két szakaszt összemérhetőnek nevezünk, ha lét ezik közös mértékük.

a) Bizonyítsuk be, hogy két szakasz akkor és csak akkor összemérhető,

ha a hosszaik aránya racionális szám.
b) Két adott összemérhető szakasznak hány közös mértéke létezik?
c) Fogalmazzuk meg a maradékos osztás szakaszokra vonatkozó érte­

lemszerű megfelelőjét, és mutassuk meg, hogy az erre épülő euklideszi
algoritmus akkor és csak akkor fejeződik be véges sok lépésben, ha a
két kiindulási szakasz összemérhető.

d) Igazoljuk, hogy összemérhető szakaszok eset én létezik a közös mérté­
keik között legnagyobb, és erre az összes közös mérték egész számszor
felmérhető (maradék nélkül) .

e) Lássuk be, hogy egy négyzet oldala és átlója esetén az euklideszi
algoritmus nem ér véget. (Ezzel a J2 irracionalitását geometriai
úton igazoltuk. )

1.4. Felbonthatatlan szám és prímszám

Láttuk, hogy oszthatósági szempontból a O, illetve az egységek különleges
szerepet játszanak: a O-nak minden szám osztója, az egységek pedig minden
számot osztanak. Legyen a továbbiakban a tetszőleges, O-tól és egységtől

különböző szám. Az egység definíciója alapján bármely E egység esetén E I a
és w I a. Ezeket az a triviális osztóinak nevezzük. A továbbiakban fontos
szerepet játszanak azok a számok, amelyeknek csak triviális osztóik vannak:
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1.4.1 Definíció I D 1.4.1
A p egységtől (és nullától) különböző számot felbonthatatlan számnak

nevezzük, ha csak úgy bontható fel két egész szám szorzatára, hogy valamelyik
tényező egység. Azaz

p == ab ===> a vagy b egység. ,.

Itt P -# O-t azért nem szükséges külön kikötni, mert a O nemtriviálisan is
szorzattá bontható, pl. O == 5· O. Megjegyezzük még, hogya p == ab szorzatban
nem lehet mindkét tényező egység, hiszen akkor a szorzatuk, azaz p is egység
lenne. (Így az 1.4.1 Definíció végén tulajdonképpen "kizáró vagy" szerepel.)

A felbonthatatlan számok tehát azok az egységtől különböző egészek,
amelyek csak triviálisan bonthatók két egész szám szorzatára, vagy más szóval,
amelyek csak az egységekkel és saját maguk egységszereseivel oszthatók. Ilye­
nek például a 2, 3, -17 stb. Ha egy nemnulla számnak triviálistól különböző
osztója is van, akkor összetett számnak nevezzük.

A következő fogalom bevezetéséhez emlékeztetünk arra, hogy ha egy c
szám osztója egy szorzat valamelyik tényezőjének, akkor c osztója a szorzatnak
is, de ennek a megfordítása nem igaz: pl. c == 6-ra 613·4, de 6l3, 6l4. Fontos
szerepet játszanak azok a c számok, amelyekre a megfordítás is érvényes:

1.4.2 Definíció I D 1.4.2

A p egységtől és nullától különböző számot prímszámnak (vagy röviden
prímnek) nevezzük, ha csak úgy lehet osztója két egész szám szorzatának, ha
legalább az egyik tényezőnek osztója. Azaz

p I ab ===> p Ia vagy p I b. ,.

Az 1.4.2 Definíció végén "megengedő vagy" szerepel, hiszen előfordulhat,

hogy p a szorzat mindkét tényezőjét osztja. Megjegyezzük még, hogy most
p -# O-t mindenképpen külön ki kellett kötni, hiszen a O-ra teljesül az 1.4.2
Definíció további részében megfogalmazott tulajdonság:

O I ab ===> ab == O===> a == O vagy b == O ===> O I a vagy O I b.

Az 1.4.2 Definícióból rögtön következik, hogy egy prímszám egy (kettő­

nél) több tényezős szorzatnak is csak úgy lehet osztója, ha legalább az egyik
tényezőnek osztója.
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T 1.4.3 I1.4.3 Tétel
Az egész számok körében p akkor és csak akkor prím, ha felbonthatatlan.

.-.
Bizonyítás: Nyilván feltehető, hogy p nem nulla és nem egység.

I. Először tegyük fel, hogy p prím, és lássuk be, hogy felbonthatatlan is.
Induljunk ki egy p == ab szorzat-előállításból; azt kell igazolnunk, hogya és b
valamelyike egység.

Mivel p == ab, így p I ab is igaz. Mivel p prím, ezért ebből p I a vagy p I b
következik. Az első esetben ab I a, tehát (a =1= O miatt) b I 1, vagyis b egység,
a második esetben pedig ugyanígy kapjuk, hogya egység.

II. Most tegyük fel, hogy p felbonthatatlan, és lássuk be, hogy prím is.
Induljunk ki egy p I ab oszthatóságból; azt kell igazolnunk, hogy p I a és p I b
közül legalább az egyik teljesül.

Ha p I a, akkor készen vagyunk. Ha p Xa, akkor p felbonthatatlansága és
(p, a) I p miatt (p, a) == 1. A p I ab és (p, a) == 1 feltételekből az 1.3.9 Tétel
alapján p I b következik. -

Ezzel megmutattuk, hogy az egészek körében a felbonthatatlan számok és
a prímszámok egybeesnek. Ezért jogosult a felbonthatatlan vagy prím elneve­
zések bármelyikének a használata, és az is, hogy a középiskolában az egészekre
a felbonthatatlan számnak megfelelő tulajdonsággal értelmezik a prímszámot.
A továbbiakban a rövidség kedvéért a prím(szám) szót fogjuk általában hasz­
nálni, kivéve, ha hangsúlyozni akarjuk a szám felbonthatatlan tulajdonságát.

A két fogalom azonban sok más számkörben nem ekvivalens. Például a
páros számok körében a 6 felbonthatatlan, hiszen egyáltalán nem bontható két
páros szám szorzatára, azonban nem prím, mert osztója a 18· 2 szorzatnak, de
nem osztja egyik tényezőt sem. További példákat látunk majd a 10. fejezetben.

Az egészek körében a prímszámok vizsgálata a számelmélet egyik legfon­
tosabb területe. Már Euklidész bebizonyította, hogy végtelen sok prímszám
létezik (5.1.1 Tétel), ugyanakkor a prímszámokkal kapcsolatban rengeteg az
olyan egyszerüen megfogalmazható probléma, amely még ma is megoldatlan.
Mindezekkel bővebben az 5. fejezetben foglalkozunk.

Feladatok
A szokásos szóhasználatnak megfelelően az egész számok körében már az

alábbiakban is a prím vagy prímszám szót fogjuk használni a felbonthatatlan
számra is. Megjegyezzük azonban, hogy az 1.4.1-1.4.7 feladatok mindegyike
tulajdonképpen felbonthatatlan számokra vonatkozik.
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1.4.1 Adjuk meg az összes olyan n pozitív egészt, amelyre az alábbi számok
mindegyike prímszám:

a) n, n + 2 és n + 4; b) n és n 2 + 8;

c) n, n + 6, n + 12, n + 18 és n + 24; d) n, n 3
- 6 és n 3 + 6.

1.4.2 Létezik-e végtelen hosszú, nemnulla differenciájú számtani sorozat
csupa prímszámból?

1.4.3 Halhatatlan kapitánynak három halhatatlan unokája van, akiknek az
életkora három különböző prímszám és ezek négyzetének az összege
is prímszám. Hány éves a kapitány legkisebb unokája? (Ne felejtsük
el, hogy az unokák halhatatlanok, tehát akár több millió évesek is
lehetnek!)

1.4.4 Legyenek a és k egynél nagyobb egészek . Bizonyítsuk be az alábbi
állításokat.

a) Ha ak - 1 prím, akkor a == 2 és k prím.
b) Ha ak + 1 prím, akkor k kettőhatvány.

Megjegyzés: A 2k - 1 alakú prímeket Mersenne-prímeknek, a 2k + 1
alakú prímeket pedig Fermat-prímeknek nevezzük, ezekkel részlete­
sen az 5.2 pontban foglalkozunk majd.

M 1.4.5 Adjuk meg az összes olyan t > 1 egészt és k > O páratlan számot,
amelyre 1k + 2k + 3k + ... + tk prímszám.

1.4.6 Mely n pozitívegészekre lesz prímszám

a) n 3 - n + 3;
b) n 3 - 27;
c) n 8 + n 7 + n 6 + n 5 + n 4 + n 3 + n 2 + n + 1;
d) n 4 + 4;
e) n 8 + n 6 + n 4 + n 2 + l?

1.4.7 Legyen n > 1 egész szám. Bizonyítsuk be az alábbi állításokat.
a) Ha n-nek nem létezik olyan t osztója, amelyre 1 < t ~ Vii, akkor n

prímszám.
b) Az n szám l-nél nagyobb osztói közül a legkisebb szükségképpen

prím.
c) Ha n összetett, de nem létezik olyan t osztója, amelyre 1 < t ~ {Iii,

akkor n két prímszám szorzata.

1.4.8 Bizonyítsuk be, hogy (n - 5)(n + 12) + 51 semmilyen n egész esetén
sem osztható 289-cel.
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1.4.9 Mik lesznek a páros számok körében a felbonthatatlanok, illetve a
prímek?

1.4.10 A felbonthatatlan és prím fogalma tetszőleges I integritási tarto­
mányban (lásd az 1.1.23 feladatot) értelmezhető. Bizonyítsuk be az
alábbi állításokat.

a) Ha I-ben a szorzásnak nincs egységeleme, akkor I-ben nincs prím.
b) Ha I-ben a szorzásnak van egységeleme, akkor I-ben minden prím

szükségképpen felbonthatatlan is.

1.5. A számelmélet alaptétele

1.5.1 Tétel (A számelmélet alaptétele) I T 1.5.1 I
Minden, a O-tól és egységek től különböző egész szám felbontható véges

sok felbonthatatlan szám szorzatára, és ez a felbontás a tényezők sorrendjétől

és egységszeresektől eltekintve egyértelmű. (Az egyértelműség azt jelenti, hogy
ha

ahol a Pi és qj számok valamennyien felbonthatatlariok, akkor r = s, és a Pi
és qj számok párba állíthatók úgy, hogy mindegyik Pi a hozzá tartozó qrnek
egységszerese. ) •

Megjegyzések : 1. A O-t és az egységeket azért kellett kizárni, mert azok egyál­
talán nem bonthatók fel felbonthatatlan számok szorzatára: az egységek csak
úgy írhatók fel szorzatként, hogy minden tényező egység, a O pedig csak úgy,
hogy legalább az egyik tényező O (és akkor ez a tényező nem felbonthatatlan) .

2. Magukra a felbonthatatlan számokra a tétel olyan formában érvényes,
hogy ezeket egytényezős szorzatoknak tekintjük.

3. Néhány észrevétel az egyértelműséghez . Tegyük fel, hogy az a szám
a = PIP2 .. .Pr alakban előáll felbonthatatlanok szorzataként. Ekkor nyilván
a tényezőket tetszőleges más sorrendben összeszorozva ugyancsak a-t kapunk.
Emellett legyenek fl, ... , fr tetszőleges olyan egységek, amelyek szorzata 1,
ekkor fIPI, . . . , frPr is felbonthatatlanok , és ezek szorzata is a-val egyenlő.

Az alaptétel egyértelműségi része éppen azt fejezi ki, hogy ezektől a variálási
lehetőségektől eltekintve az a másképpen már nem írható fel felbonthatatlanok
szorzataként . Például a 12 esetében néhány ilyen felírás

12 = 2 . 2·3 = 2· (-3) . (-2) = 3 . (-2) . (-2).
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4. A tétel kimondásánál mindenképpen a felb onthatatlan szám fogalmát
érdemes használni , hiszen a tétel éppen azt fejezi ki, hogy ilyen "építőkövekből"

lényegében minden szám lényegében egyértelműen "összerakható". A bizonyí­
tás során is meg fogjuk különb öztetni a felb onthatatlan és a prím fogalmát.
Ezek ekvivalenciája - amint látni fogjuk - szoros összefüggésben áll a szám­
elmélet alaptét elének az érvényességével.

5. Sok számkörben (illetve integritási tartományban) nem érvényes a
számelmélet alapté te le. Például a páros számok körében a 100-nak két lénye­
gesen különböző felb ontása létezik felbonthatatlanok szorzatár a: 100 = 2·50 =
= 10 . 10. További példákat látunk majd a 10. fejezetben.

Most rátérünk az alaptétel igazolására. Az egyértelműségi részre két bi­
zonyítást is adunk.

A f elbonthatóság bizonyít ása: Tekintsünk egy nullától és egységektől külön­
böző tetszőleges a számot . Ha a felbonthatatlan , akkor készen vagyunk.

Ha a nem felb onthatatlan, akkor lét ezik nemtriviális felb onthatatlan osz­
tója, mert a legkisebb pozitív nemtriviális osztója szükségképpen felb ontha­
tatlan (lásd az 1.4.7b feladatot). Ekkor a = Pl al, ahol Pl felbonthatatlan és
al nem egység.

Ha a l felbonthatatlan, akkor készen vagyunk; ha nem , akkor van olyan
P2 felbonthatatlan szám, amellyel al = P2a2, ahol a2 nem egység .

Hasonlóan járunk el a2-vel stb. Elj árásunk véges sok lépésb en be kell
hogy fej eződjön, ugyanis az lail számok pozitív egészek, és szigorúan csökkenő

sorozatot alkot nak:

t ehát elj ut unk egy olyan ak-hoz , amely már felbonthatatlan , ak = Pk.

Ekkor az a = PlP2 ... Pk előállítást nyerjük. -

A z egyértelműség első bizonyítás a: Ebben a bizonyításban a fő segédeszközünk
az lesz, hogy minden felb onthatatlan egyben prím is (1.4.3 T étel) .

Tegyük fel indirekt , hogy valamely a-nak lét ezik (legalább) két lényegesen
különböző felb ontása felbonthatatlanok szorzatár a:

(1)

Ha itt valamelyik Pi egységszerese valamelyik grnek, például Pl = eq-, akkor
gl-gyel egyszerűsítve
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adódik, vagyis az a' számnak kapjuk két lényegesen különböző felbontását
felbonthatatlanok szorzatára.

Az eljárást folytatva így végül egy olyan számhoz jutunk, amelynek a
kétféle felbontásában már nincsenek egységszeres tényezők. Az általánosság
megszorítása nélkül feltehetjük, hogy az (l)-beli előállítás ilyen, azaz Pi f éqj.

(l)-ből kapjuk, hogy Pl I qlq2··· qs· Mivel Pl felbonthatatlan, így az
1.4.3 Tétel alapján prím is, ezért Pl szükségképpen osztója legalább az egyik
qj tényezőnek.

Azonban ha Pl I qj, akkor qj felbonthatatlansága miatt Pl vagy egység ,
vagy pedig a qj egységszerese, és mindkettő ellentmondás. _

Az egyértelműségmásodik bizonyítása: Ebben a bizonyításban lal-ra vonatkozó
teljes indukciót használunk.

Mivel egy szám és az egységszeresei minden oszthatósági szempontból
egyenértékűek, ezért nem jelent megszorítást, ha pozitívegészeknek pozitív
felbonthatatlanok szorzatára való felbontásaival foglalkozunk.

Ha a = 2, akkor az egyértelműség (a 2 felbonthatatlan volta miatt) igaz.
Tegyük most fel, hogy minden 1 < a < n szám egyértelműen bomlik fel

felbonthatatlanok szorzatára, és megmutatjuk, hogy ekkor a = n felbontása is
egyértelmű. Tegyük fel indirekt, hogy n-nek létezik (legalább) két különböző

felbontása felbonthatatlanok szorzatára:

(2)

Itt nyilván r 2: 2, s 2: 2, továbbá Pi f qj, mert ha például Pl = ql, akkor
az 1 < n/Pl < n számnak is két különböző felbontása lenne, ami ellentmond
az indukciós feltevésnek.

Tegyük fel, hogy Pl < ql és legyen nl = n - Plq2··· qs. Megmutatjuk,
hogy

és

1 < nl < n,

nl-nek is van két különböző felbontása,

(3)

(4)

ami ellentmondás.
Az nl = n-Plq2 ... qs kifejezésbe n helyére a (2)-beli felbontásokat beírva

kapjuk, hogy

(5)

Nyilván nl < n, továbbá Pl < ql miatt
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amivel (3)-at beláttuk.
Bontsuk fel az nl mindkét (5)-beli szorzat-előállításának utolsó tényezőjét

felbonthatatlanok szorzatára:

és

Ennek alapján az nl az alábbi módon áll elő felbonthatatlanok szorzataként:

(6)

(Ha esetleg ql - Pl = 1, akkor (6) úgy értendő , hogya Vi-k hiányoznak, a
további gondolatmenet ekkor "még inkább" érvényben marad.)

Megmutatjuk, hogy (6) az nl két különböző felbontását adja. Az első

felbontásban szerepel a Pl' A másodikban viszont nem, ugyanis egyrészt
Pl t= qj, másrészt, ha valamelyik i-re Pl = Vi, akkor

következne, ami lehetetlen. Ezzel (4)-et is beláttuk. _

Megjegyzések: 1. Az egyértelműség első bizonyítását elemezve megállapíthat­
juk, hogy az tulajdonképpen amaradékos osztáson múlott. Ugyanis a ma­
radékos osztásra támaszkodó euklideszi algoritmussal igazoltuk a kitüntetett
közös osztó létezését, majd ennek felhasználásával mutattuk meg (az 1.3.9 Té­
tel segítségével), hogy egy felbonthatatlan szám szükségképpen prím is, és ez
volt a bizonyítás kulcslépése.

Általában is igaz , hogy ha egy számkörben (illetve integritási tartomány­
ban) létezik a maradékos osztás megfelelője, akkor ott érvényes a számelmélet
alaptétele is. Az egyértelműségi részre az egész számoknál adott gondolat­
menetünk az általános esetre is szó szerint átvihető, a felbonthatóságnál ese­
tenként finomabb meggondolásokra is szükség lehet . Erre vonatkozó példák
szerepelnek majd a 7. és 10. fejezetben. A 11.3 pontban az ideálok segítségé­
vel az általános esetben is egységes bizonyítást adunk arra, hogya maradékos
osztásból következik a számelmélet alaptétele (felbonthatóság és egyértelmű­

ség egyaránt).
Megjegyezzük még , hogy a maradékos osztás és az alaptétel kapcsolata

nem szimmetrikus; vannak olyan számkörök, amelyekben érvényes a számel­
mélet alaptétele, noha semmilyen értelemben sem létezik bennük maradékos
osztás. Ilyen példát látunk majd a 10. fejezetben.

2. Az egyértelműség második bizonyítása nem támaszkodott az 1.3 és
1.4 pontok tételeire. Ez lehetőséget ad arra, hogy ezeknek a tételeknek egy
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részére az alaptétel segítségével új bizonyítást adjunk. Ezek közül két fontos
tételt külön is kiemelünk: az egyik a kitüntetett közös osztó létezése (1.3.3
Tétel), a másik pedig az, hogy minden felbonthatatlan egyben prím is (az
1.4.3 Tétel "érdemibb" fele). Az előbbinek az alaptételből történő levezetését
lényegében az 1.6.4 Tétel bizonyításánál láthatjuk majd, az utóbbira nézve
lásd az 1.5.8 feladatot.

Feladatok

1.5.1 Igazoljuk, hogy egy a szám felbonthatatlan számok szorzataként tör­
ténő előállításában a tényezők száma legfeljebb log2lal.

1.5.2 Tekintsük a páros számok körét.
a) Mely elemek írhatók fel lényegében egyértelműen felbonthatatlanok

szorzataként?
b) Adjunk meg olyan elemet, amelynek pontosan 1000 lényegesen kü­

lönböző felbontása van.

1.5.3 Vizsgáljuk meg, hogy az egyértelműségre adott bizonyításaink hol
buknak meg a páros számok körében?

1.5.4 Mutassuk meg, hogya 10-zel osztható egész számok körében nem ér­
vényes a számelmélet alaptétele, sőt itt van olyan elem is, amelynek
két különböző felbontásában még a felbonthatatlan tényezők darab­
száma sem azonos.

1.5.5 Tekintsük a véges tizedes törtek V halmazát.
a) Határozzuk meg az egységeket és a felbonthatatlanokat.
b) Bizonyítsuk be, hogy V-ben érvényes a számelmélet alaptétele.

*c) Lássuk be, hogy V-ben létezik a maradékos osztás megfelelője, azaz
minden c E Velemhez hozzá tudunk rendelni egy f(c) nemnegatív
egész számot úgy, hogy f(c) == O ~ c == O, továbbá minden
a, b E V, b i= O esetén létezik olyan q, r E V, hogya == bq + r és
f(r) < f(b).

1.5.6 Az egyértelműségre adott második bizonyításnak sok más változata
is elkészíthető. Hol kell módosítani a gondolatmenetet, ha nl-et
nl == n - Plq2-nek választjuk?

1.5.7 Hányféleképpen írható fel egy egész szám felbonthatatlanok szorza­
taként, ha most a csak a sorrendben és/vagy egységszeresekben való
eltérést is különböző felbontásnak tekintjük?

M 1.5.8 Vezessük le a számelmélet alaptételéből, hogy minden felbonthatat­
lan egyben prím is.
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1.5.9 Keressük meg (az egészek körében) az összes olyan PI,P2,P3 (nem
feltétlenül pozitív és nem feltétlenül különböző) prímszámokat, ame­
lyekre

1 1 1
-----==-+-.
Pl - P2 - P3 P2 P3

M*1.5.l0 Adjuk meg (az egészek körében) az összes olyan pozitív prímszámot,
amelynek alkalmas (pozitív egész kitevős) hatványa felírható két po­
zitív egész szám köbének az összegeként.

1.6. Kanonikus alak

A továbbiakban csak pozitív számok pozitív osztóival foglalkozunk, és prím­
számon is pozitív felbonthatatlan számot fogunk érteni. Ebben az esetben a
számelmélet alaptétele úgy fogalmazható, hogy minden n > 1 egész szám fel­
bontható véges sok (pozitív) prímszám szorzatára, és ez a felbontás a tényezők

sorrendjétől eltekintve egyértelmű. (Az egységek a pozitivitás miatt most nem
játszanak szerepet.)

Az ilyen prímtényezős előállításban az azonos prímek szorzatát általá­
ban hatványként jelöljük, vagyis a számot különböző prímek hatványainak a
szorzataként írjuk fel. Ekkor a számelmélet alaptételének az alábbi alakját
kapjuk:

1.6.1 Tétel
Minden n > 1 egész szám felírható

r

n == pa1pa2 par == IIpC: i
l 2 ... r ~

i==l

I T 1.6.1

alakban, ahol Pl, ... ,Pr különböző (pozitív) prímek és ai > O egész. Ez a
felírás a pfi prímhatványtényezök sorrendjétőleltekintve egyértelmű. -'

Ezt az előállítást az n szám kanonikus alakjának nevezzük.
Látni fogjuk, hogy bizonyos esetekben (például több szám egyidejű vizs­

gálatánál) kényelmesebb, ha megengedjük, hogy a kanonikus alakban egyes
prímek kitevője O is lehessen, ekkor az egyértelműség természetesen ezektől

a(z esetleges fiktív) tényezőktől eltekintve. értendő. Ily módon az 1 számnak is
beszélhetünk kanonikus alakjáról (ebben csak Okitevővel szerepelnek prímek).
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Külön fogjuk jelezni , mikor érdemes a O kitevőt is megengedni a kanoni­
kus alakban, a többi eset ben auto matikusan felt esszük , hogy minden kitevő

pozitív (egész).
Először azt mutatjuk meg, hogyan tekinthetők át a kan onikus alak segít ­

ségével egy szám osztó i, azok száma, két szám legnagyobb közös osztója és
legkisebb közös többszöröse.

1.6.2 Tétel
Az

I T 1.6.2 I

_ Ol 0 2 a r
n - Pl P2 .. ' Pr

kanonikus alakú n számnak egy d pozitív egész akkor és csak akkor oszt ója,
ha d kanonikus alakja

Az osztó k esetébe n a Okitevőt is megengedő módosítot t kanonikus alakot
használtuk.

Az 1, illetve n triviális oszt ókat abban a két speciális esetben kapjuk meg,
amikor (minden i-re ) f3i = O, illetve f3i = ai·

B izonyítás : Az elégségesség igazolásához tegyük fel, hogy d a fenti alakú.
Ekkor a

_ Q l -~ l Q2 -~2 Qr -~r
q - Pl P2 .. 'P r

szám ai ~ f3i miat t egész, és n = dq , vagyis d I n. (Ennél a résznél nem
használtuk ki a kanonikus alak egyértelműségét, sőt azt sem, hogy a Pi-k
prímek.)

A szükségességhez tegyük fel, hogy d In , azaz van olyan q (pozitív) egész,
amellyel n = dq . Ekkor n kanonikus alakját a d és a q kanonikus alakjának
az összeszorzásából kapjuk meg. Ez azt jelenti, hogy n kanonikus alakjában d
minden prímoszt ója szerepe l, éspedig legalább akkora hatványon , mint d-ben ,
vagyis ai ~ f3i ' •

Egy n > O egész pozitív osztó ina k a számát d(n)-nel jelöljük.

Példa: d(l) = 1, d(10) = 4, d(n) = 2 ~ n prím.
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1.6.3 Tétel
Az
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I T 1.6.3 I

kanonikus alakú n szám pozitív osztóinak a száma

d(n) = (al + 1)(a2 + 1) .. . (ar + 1) . •

Bizonyítás: Az 1.6.2 Tétel szerint az n összes pozitív osztóját úgy kapjuk meg,
ha a

d = pfhpfh p f3r1 2 ... r

kifejezésben a 131 ,132, ... , f3r kitevők egymástól függetlenül végigfutnak a

f31=0 ,1, . .. ,a1 , f32=0,1, . .. , a2, ... , f3r = 0,1 , . . . , ar

értékeken. A f3i kitevő tehát ai + l-féleképpen választható, és így a 131 , ... , f3r
kitevők egymástól független megválasztására összesen

(1)

lehetőség van. Mivel az n minden pozitív osztója csak egyféleképpen áll elő a
fenti alakban (hiszen ennek az osztónak is egyértelmű a prímtényezős felbon­
tása) , ezért az (1) képlet valóban az n pozitív osztóinak a számát adja. _

Most rátérünk két szám legnagyobb közös osztójának a kanonikus alak­
jára. Itt ismét a módosított kanonikus alakkal dolgozunk: mindkét számnál
kiírjuk azokat a prímszámokat is, amelyek csupán az egyik számnak osztói (a
másik szám kanonikus alakjában ezek természet esen Okitevővel szerepelnek) .

1.6.4 Tétel
Legyen az a és b pozitív egészek kanonikus alakja

I T 1.6.4 I

C\<1 a2 a ' b _ f31 f32 f3ra = Pl P2 ... Pr r es - Pl P2 . . .Pr ,

Ekkor
( b) - min]al ,(31) minía2,(32) minfar ,f3r )
a, - Pl P2 .. 'Pr

(ahol min(ai , f3d az ai és f3i számok kőz ül a kisebbiket jelenti , ha ai -=I f3i,
illetve a kőz ős értéküket, ha ai = f3d .•
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r

d _TI min(ai,f3i)
- Pi .

i==l

45

Azt fogjuk megmutatni, hogy d egyrészt közös osztója a-nak és b-nek, másrészt
pedig minden közös osztónak többszöröse. A bizonyításban az 1.6.2 Tételre
fogunk támaszkodni.

Mivel min(ai, f3i) ::; ai és min(ai, f3i) ::; f3i , ezért d I a és d I b, azaz d
közös osztó.

Legyen most c az a és b tetszőleges pozitív közös osztója. Ekkor

r

C = TIpli, ahol li ~ ai, li ~ (Ji ·
i==l

Ez azt jelenti, hogy Ti ::; min(ai, f3i), és így c I d.•

Példa: Számítsuk ki 4840 és 2156 legnagyobb közös osztóját.
A számok kanonikus alakja: 4840 == 23 ·5· 112, illetve 2156 == 22 .72 . 11.

Tehát (4840,2156) == 22 .5° .7° . 11 == 44.

Megjegyzés: A legnagyobb közös osztó fenti kiszámítási módja nagyon kényel­
mes nek tűnik, sajnos azonban nagy számokra általában nem alkalmazható,
ugyanis nem ismerünk gyors eljárást nagy számok esetén a kanonikus alak
meghatározására. Az euklideszi algoritmus ugyanakkor nagy számok esetén is
gyorsan megadja a két szám legnagyobb közös osztóját. Mindezekről (alkal­
mazásokkal együtt) részletesen az 5.7 és 5.8 pontban lesz szó.

Rátérve a legkisebb közös többszörösre, ez nevének megfelelően a pozitív
közös többszörösök közül a legkisebbet jelenti:

1.6.5 Definíció I D 1.6.5 I

Az a és b pozitív egészek legkisebb közös többszöröse a k pozitív egész, ha
(i ) a I k, b I k; és
(ii) ha egy c > O-ra a I c, b I c teljesül, akkor c 2: k. 4

Az a és b legkisebb közös többszörösét [a, b]-vel (vagy lkkt(a, b)-vel) jelöl­
jük.

Mivel a két szám szorzata, ab nyilvánvalóan közös többszöröse a-nak és
b-nek, így [a, b] meghatározásához elég az ab-nél nem nagyobb véges sok pozitív
egész között megkeresni az a és b közös többszörösei közül a legkisebbet. A
legkisebb közös többszörös létezése és egyértelműsége tehát nyilvánvaló.
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A legnagyobb kőzős osztónállátottakhoz hasonlóan azonban a legkisebb
kőzős többszörösnél is - a definícióban szereplő "legkisebbség" helyett ­
inkább egy speciális oszthatósági tulajdonság játszik fontos szerepet: a legki­
sebb kőzös többszörös minden kőzős többszörösnek osztója (szokás a legkisebb
közös többszöröst egyenesen ezzel a tulajdonsággal definiálni) . Ezt és a legki­
sebb kőzős többszörösre vonatkozó további alapvető eredményeket a következő

tételben foglaljuk össze:

1.6.6 Tétel
I. Ha az a és b pozitív egészek kanonikus alakja

I T 1.6.6 I

és b=pf31pf32 pf3r
1 2 ... T , ahol ai 2: O, !Jj 2: O,

akkor

(ahol max(ai,!Ji) az a i és !Ji számok közül a nagyobbikat jelenti, ha
ai =I !Ji, illetve a közös értéküket , ha ai = !Ji).

II. a I c, b I c ~ [a , b] Ic.

III. (a,b)[a,b] = ab. '"

Bi zonyítás : I. és II. Egy c pozitív egész akkor és csak akkor kőzős többszöröse
a-nak és b-nek, ha a I c és b I c egyszerre érvényes. Ez azt jelenti, hogy
c kanonikus alakjában mindegyik Pi prím "ti kitevőjére "ti 2: a i és "ti 2: !Ji
teljesül, ez pedig azzal ekvivalens, hogy "ti 2: maxfrr, , !Jd·

Az ilyen c számok közül az a legkisebb, amikor egyrészt "ti = max(a i , !Jd
(i = 1,2, ... , r), másrészt c a pi-ken kívül más prímekkel egyáltalán nem
osztható. Ezzel beláttuk, hogy [a ,b] kanonikus alakja valóban az I-beli.

Azt is kaptuk, hogy az összes c közös többszörös kanonikus alakjában a
Pi-k kitevője legalább akkora, mint [a ,b]-ben , és emellett ezekb en más prímek
is előfordulhatnak , vagyis a c közös többszörösök éppen az [a, b] többszöröseivel
egyeznek meg. Ezzel II-t is igazoltuk.

III. Megmutatjuk, hogy (a,b)[a, b] és ab kanonikus alakjában mindegyik
Pi prím ugyanakkora kitevővel szerep el, vagyis

i = 1,2, .. . , r.

Ha például ai ::; !Ji, akkor itt a baloldalon a i + !Ji áll , ami valóban ugyanaz,
mint a jobb oldal. _
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Megjegyzések: 1. A III. összefüggés fontos speciális eseteként kapjuk, hogy
ab == [a, b] ~ (a, b) == 1.

2. Ne felejtsük el, hogya I c és b I c fennállásából nem következik ab I c,
például 4 I 36, 6 I 36, azonban 24l36. A helyes következtetést éppen II-ből

kapjuk:

a I c, b I c ====> [a, b] I c.

Ha a és b relatív prímek, akkor az előző megjegyzés szerint [a, b] == ab, és ekkor
az alábbi fontos speciális esetet nyerjük:

a I c, b I c, (a, b) == 1 ====> ab I c.

Például 72 l c igazolásához elegendő azt belátni, hogy a c 8-cal és 9-cel
is osztható. Általában is, bármely oszthatósági kérdés visszavezethető prím­
hatványokkal való oszthatóságokra: ha m kanonikus alakja m == TI~==1 pfi
(ai> O), akkor

m I c ~ pfi I c, i == 1,2, ... ,r.

3. A legkisebb közös többszörös fogalma és fő tulajdonságai kettőnél több
számra is átvihetők. Kiemeljük, hogy véges sok pozitív egész legkisebb közös
többszöröse akkor és csak akkor egyenlő a szorzatukkal, ha páronként relatív
prímek. Megjegyezzük még, hogy a III. egyenlőségneknincs közvetlen egyszerű

általánosítása több szám esetére (lásd az 1.6.15 feladatot).

A számelmélet alaptételébőlkövetkezik, hogy két szám akkor és csak ak­
kor relatív prím, ha nincs közös prímosztójuk. Ebből azonnal adódik az alábbi
tétel:

1.6.7 Tétel

(c, ab) == 1 ~ (c, a) == 1 és (c, b) == 1. "

I T 1.6.7 I

Ha két pozitív egész relatív prím, akkor általában az alábbi formában
célszerű a kanonikus alakjukat megadni:

r

a = ITpfi,
i==1

s

b = IT q:i, Pi i- qj .
j==1

Végül az n! kanonikus alakját tárgyalj uk:
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1.6.8 Tétel (Legendre-formula)
Az n! kanonikus alakja

I T 1.6.8

ahol O'.p = f l~J. •
k=l P

A fenti képletben lxJ az x szám (alsó) egészrésze, és a produktum jel alatti
p (pozitív) prímet jelent, azaz a szorzatot az összes olyan p prím szerint kell
képezni, amelyre p ~ n. Ilyen típusújelölésekkel később is gyakran találkozunk
majd, például

rendre az n-nél nem nagyobb prímek reciprokösszegét , az n-nél nem nagyobb
prímek szorzatát, illetve az n különböző prímosztóinak a számát jelenti.

Megjegyezzük még, hogy az 1.6.8 Tételnél az O'.p kitevőt előállító összeg­
ben elég csak véges sok tagot tekinteni, mert ha pk > n, akkor ln/pk J = O
(a nemnulla tagok száma tehát llogp nJ).

Bizonyítás: Mivel az n! = 1 · 2 · .... n szorzat mindegyik tényezője legfeljebb
n , ezért n-nél nagyobb prímszám nem fordul elő n! kanonikus alakjában.

Legyen p ~ n tetszőleges rögzített prím, és jelölje O'.p a p kitevőjét az n!
kanonikus alakjában. Azt kell igazolnunk, hogy

O'.p = f l~J .
k=l p

(2)

Az O'.p meghatározásához bontsuk az 1,2, ... , n számok mindegyikét prí­
mek szorzatára, és számoljuk össze, hogy összesen hányszor fordul elő ezek
között ap.

Minden p-vel osztható számban szerepel legalább egy darab p, először

ezeket vesszük számításba. A p-vel osztható számok a következők:

p, 2p, . . . , tp, ahol tp ~ n < (t + l)p .

Innen
n

t ~ - < t + 1,
p

vagyis t = l~J .
Ez azt jelenti , hogy az 1,2, ... ,n egészek között a p-vel oszthatók száma ln/pJ.
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A p2 többszöröseiben legalább két darab p szerepel, ezekből azonban eddig
csak egyet vettünk figyelembe. Így a p2 minden többszöröse egy-egy "újabb"
p- t jelent. Ezek száma az előzőkhöz telj esen hasonlóan ln / p2J.

Ugyanígy haladunk tovább. A p3 többszörösei egy-egy újabb p-t adnak,
hiszen az ezekben előforduló legalább három darab p-ből az első két lépésben
még csak kettőt vettünk figyelembe. Ez további ln/p3J darab p-t jelent stb.

Az eljárás véges sok lépésben befejeződik, hiszen ha pk > n, akkor az
1,2, ... ,n számok egyike sem osztható pk-nal.

A fenti módon az n!-ban szereplő összes p-t pontosan egyszer vettük fi­
gyelembe, vagyis ap valóban a (2)-ben megadott összeggel egyenlő. -

Feladatok
(A feladatokban számon, osztón, prímszámon stb. mindig pozitív számot

értünk.)

1.6.1 Hogyan olvasható le egy szám kanonikus alakj ából, hogy négyzet­
szám, köbszám, illetve általában k-adik hatvány (azaz egy pozitív
egész k-adik hatványa)?

1.6.2
a) Mutassuk meg, hogy ha két relatív prím szám szorzata k-adik hat­

vány, akkor külön-külön is k-adik hatványok.
b) Hogyan kell módosítani ezt az állítást, ha (a pozitív egészek helyett)

az összes egész számot tekintjük?
c) Hogyan általánosítható az állítás (kettőnél) több tényezős szorzat

esetére?

M 1.6.3 Bizonyítsuk be, hogya) 2; b) 3; *c) 4 egymást követő (pozitív
egész) szám szorzata nem lehet teljes hatvány (azaz egy egész szám
egynél nagyobb egész kitevőjű hatványa).

Megjegyzés: Általában is igaz, hogy egymást követő pozitív egészek
szorzata sohasem lehet teljes hatvány. Ezt a Catalantól származó és
hosszú ideig megoldatlan sejtést Erdős Pál és John Selfridge bizonyí­
tották be 1975-ben.

M 1.6.4 Mely p prímszámok esetén lesz (2P- 1 - l)/p négyzetszám?

1.6.5
a) Bizonyítsuk be, hogy c I ab ~ c == albI, ahol al I a és bl I b.
b) Mutassuk meg, hogy ha (a, b) == 1, akkor (adott c I ab-hez) a fenti

al és bl egyértelmű.

c) Lássuk be, hogy ha (a, b) i=- 1, akkor van olyan c Iab, amely többfé­
leképpen is előáll c == al b; alakban.
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d) Bizonyítsuk be, hogy bármely c I ab legfeljebb d( (a, b))-féleképpen
áll elő c == al bl alakban.

e) Mely c I ab osztóknak létezik d((a, b))-féle c == al bl típusú előállítása?

1.6.6 Tegyük fel, hogy minden k-ra ak I bk + I OO. Bizonyítsuk be, hogya I b.

1.6.7 Melyik az a legkisebb pozitív egész, amelynek pontosan
a) 31; b) 33; c) 32

(pozitív) osztója van?

1.6.8 Mely n-ekre lesz d(n) páratlan?

1.6.9 Egy kegyetlen várúr börtönének 400 szűk cellájában egy-egy rab síny­
lődik. A cellák ajtaján levő zár úgy működik, hogyegyelfordítás
esetén nyílik, még egyelfordítás esetén ismét bezárul stb. Jelenleg
természetesen minden ajtó zárva van. A várúr a születésnapján el­
határozza, hogy nagylelkű lesz, és megparancsolja az egyik őrnek,

hogy fordítson egyet valamennyi záron. Közben azonban meggon­
dolja magát, és utánaküld egy másik őrt, akit azzal bíz meg, hogy
minden második záron fordítson egyet. Ezt követi a harmadik őr,

aki minden harmadik záron változtat stb., végül a négyszázadik őr a
négyszázadik cella zárjának az állását módosítja. Azok a rabok sza­
badulnak ki, akiknek most nyitva áll az ajtaja. Hány rabot bocsátott
szabadon a várúr?

M 1.6.10 Egy természetes számot négyzetmentesnek nevezünk, ha nem oszt­
ható semmilyen egynél nagyobb egész szám négyzetével. Például az
1 vagy a 30 négyzctmeutes, a 12 viszont nem. Egy n szám (pozitív)
négyzetmentes osztóinak a számát jelöljük A(n)-nel, a négyzetszám­
osztók számát pedig B(n)-nel.

a) Bizonyítsuk be, hogy bármely n-re A(n)B(n) ~ d(n).
b) Mely n-ekre áll egyenlőség?

1.6.11 Mutassuk meg, hogy

a) d(n) :s n/2 + 1;

b) d(n) :s n/3 + 2;

c) d(n) < 2vfii.

1.6.12 Mivel egyenlő egy n szám (pozitív) osztóinak a szorzata?

1.6.13 A Ion osztóiból maximálisan hányat lehet kiválasztani úgy, hogy ezek
közül egyik se legyen osztója valamelyik másiknak?
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1.6.14
a) Mely a, b számpárokhoz találhatók olyan pozitív egészek, amelyek

legnagyobb közös osztója a és legkisebb közös többszöröse b?
b) Hány ilyen számpár létezik, ha a == 5 és b == 35 OOO?
c) Általában is határozzuk meg az ilyen számpárok számát (tetszőleges

a, b esetén).

1.6.15 Bizonyítsuk be az alábbi állításokat.

a) (a, b,e)[a,b,c] I abc, de általában nem áll fenn egyenlőség.

b) (a,b,e)[a,b,e] == abc {::=:? a,b,e páronként relatív prímek.

c) (a, b,e)[ab, be, ac] == abc.

1.6.16 Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) (a, b) == (a + b,ab).

b) (a,b) ==1 {::=:? (a+b,ab) ==1.

c) (a, be) == (a, b)(a, c).

d) (a3 , b3 ) == (a, b)3 .

1.6.17 Bizonyítsuk be az alábbi állításokat.

a) [a, b] I a + b {::=:? a == b.

b) a + b I [a, b] sohasem teljesül.

c) Van végtelen sok olyan a # b, amelyre a + b I ab.

d) a+b I ab {::=:? a+b I (a,b)2.

1.6.18 Lássuk be, hogy ha (a,b2) == (a2,b), akkor (a7,blOOO) == (alOOO,b7).

1.6.19 Igazoljuk az alábbi "disztributivitási" azonosságokat.

a) [a, (b, c)] == ([a, b], [a, c]).
b) (a, [b, c]) == [(a, b), (a, c)].

1.6.20
a) Bizonyítsuk be, hogy az a, b és c pozitívegészekhez akkor és csak

akkor létezik olyan x, y és z, amelyekkel

(x, y) == a, (y, z) == b és (z, x) == c ,

ha (a, b) == (b, c) == (c, a).

b) Hány ilyen x, y, z számhármas létezik (adott a, b, c esetén)?

c) Vizsgáljuk meg a "duális" problémát legnagyobb közös osztók helyett
legkisebb közös többszörösökre.
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1.6.21 Igazoljuk, hogy ha p egy 5-nél nagyobb prím, akkor 240 I p4 - 1.

1.6.22 Lássuk be, hogy ha (ab,42) == 1, akkor 504 I a6
- b6

.

1.6.23 Mutassuk meg, hogy a6 + 85a4 + 994a2 bármely a esetén osztható
360-tal.

1.6.24 Bizonyítsuk be, hogy 26101 - 33101 + 7101 osztható 606606-tal.

1.6.25 Hány O-ra végződik a) lIll!; b) (1;05)?

1.6.26
a) Bizonyítsuk be, hogy ha c > 1, akkor cn AnL

b) Adjuk meg azokat az n > 1 és c > 1 számokat, amelyekre cn - 1 I nL

1.6.27 Legyen n 2: 2 és 1 ~ k <n-l.

a) Mutassuk meg, hogy ha k és n relatív prímek, akkor n I (~).

b) Igaz-e az a)-beli állítás megfordítása?

c) Melyek azok az n-ek, amelyekre minden 1 ~ k ~ n-l esetén

(cl) n I (~) (c2) (~) páros; (c3) (~) páratlan?

d) Van-e olyan n és 1 ~ k ~ n-l, amelyre n és (~) relatív prímek?

M* 1.6.28 Egy kerek asztal körül véges sok rozmár ül, és a következő játékot
játsszák. Mindegyikük előtt egy tízforintos fekszik az asztalon. Ve­
zényszóra mindegyik rozmár megnézi a jobb oldali szomszédja előtti

tízforintost: ha fejet lát, akkor megfordítja a saját tízforintosát; ha
írást lát, akkor nem csinál semmit. Ezt addig ismételgetik, amíg
mindegyik tízforintos írást nem mutat. Mekkora lehet a rozmárok
száma, ha a tízforintosok tetszőleges kiinduló helyzete esetén a játék
előbb-utóbb véget ér?

M* 1.6.29 Mutassuk meg, hogy az n! + 1, ... ,n! + n számok mindegyikének van
olyan prímosztója, amely a többi n-l szám egyikének sem osztója.

M 1.6.30 Tekintsünk 5000 különböző pozitív egészt, amelyek közül bármely
tíznek ugyanaz a legkisebb közös többszöröse. Maximálisan hány
szám lehet közöttük, amelyek páronként relatív prímek?

1.6.31 Mely n pozitív egészek rendelkeznek az alábbi tulajdonsággal:
n I k 2

===} n I k (azaz n egy szám négyzetének csak úgy lehet
osztója, ha magának a számnak is osztója)?
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1.6.32 Mutassuk meg, hogy (k > 1 esetén) két k-adik hatvány különbsége
sohasem lehet osztója az összegüknek.

1.6.33 Bizonyítsuk be, hogya) {llOO; b) log618 irracionális számok.

M* 1.6.34 Egy tetszőleges m pozitív egészhez vegyünk minden lehetséges mó­
don olyan al < a2 < ... < at egészeket, amelyekre al == m és
az ala2 ... at szorzat négyzetszám (t == 1 is megengedett). Jelöljük
S(m)-mel at lehető legkisebb értékét. Például S(l) == 1, S(2) == 6,
mert m == 2 esetén a 2 . 3 . 6 szorzat a legjobb választás,
S(3) == 8, S(4) == 4 stb.

Bizonyítsuk be, hogy az S(2), S(3), S(4), ... sorozatban éppen
a pozitív összetett számok szerepelnek, éspedig mindegyik pontosan
egyszer fordul elő.

M*1.6.35
a) Létezik-e (nem csupa azonos tagból álló) végtelen hosszú számtani

sorozat csupa teljes hatványból?

b) Létezik-e (nem csupa azonos tagból álló) akármilyen hosszú (véges)
számtani sorozat csupa teljes hatványból?
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2. KONGRUENCIÁK

Ebben a fejezetben a kongruenciákkal kapcsolatos alapvető ismereteket tár­
gyaljuk. A kongruenciafogalom bevezetése után a maradékosztályokkal és ma­
radékrendszerekkel, valamint az Euler-féle <p-függvénnyel foglalkozunk. Bebi­
zonyítjuk az Euler-Fermat-tételt és a Wilson-tételt, ez utóbbihoz a lineáris
kongruenciákat is felhasználjuk. A lineáris kongruenciákhoz kapcsolódóan át­
tekintjük a szimultán kongruenciarendszereket is. Az ismeretlenes kongruen­
ciák általánosabb vizsgálatára a 3. és 4. fejezetben kerül majd sor.

2.1. ElellIi tulajdonságok

Oszthatósági kérdések vizsgálatánál gyakran tapasztaljuk, hogy tulajdonkép­
pen csak egy adott számmal való osztási maradék számít, vagyis teljesen egy­
formán viselkednek azok az egészek, amelyeknek az adott számmal osztva
azonos a maradéka. Ez (is) indokolja a következő fogalom bevezetését:

2.1.1 Definíció I D 2.1.1
Legyenek a és b egész számok és m pozitív egész. Azt mondjuk, hogy a

kongruens b-vel modulo m, ha m I a-b. -'

Jelölés: a == b (mod m) vagy röviden a == b (m). Az (általában rögzített)
m számot modulusnak nevezzük.

.Mivel m I a - b ~ m I b - a, ezért

a == b (mod m) ~ b == a (mod m) ,

és így helyes az "a és b kongruensek modulo m" szóhasználat is. (A "modulo
m" helyett a "mod m" vagy "az m modulusra nézve" vagy "az m modulus
szerint" kifejezéseket is szokás mondani.)

Az is világos, hogya és b akkor és csak akkor kongruensek modulo m, ha a
és b az m-mel osztva ugyanazt a maradékot adják. (Itt maradékon a szokásos
legkisebb nemnegatív maradékot értjük, de ugyanez érvényes akkor is, ha ­
mindkét számnál - a legkisebb abszolút értékű maradékról van szó.)

Ha a és b nem kongruensek modulo m, akkor ezt a t b (mod m) jelöli, és
azt mondjuk, hogya és b inkongruensek modulo m (vagy a inkongruens b-vel
modulo m).
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Példa: 11 == 5 (mod 3); 32 == -1 (11); 21 "t 6 (mod 10).

55

I T 2.1.2 I

Nyilván bármely két egész szám kongruens az m == 1 modulus szerint.

A kongruencia definíciója minden változtatás nélkül kiterjeszthető lenne
az m < O esetre is. Ezzel azonban nem érdemes külön foglalkozni, ugyanis
m I a - b ~ -m I a-b.

2.1.2 Tétel

(i) Minden a-ra a == a (mod m).

(ii) a == b (mod m) ===? b == a (mod m).

(iii) a == b (mod m), b == c (mod m) ===? a == c (mod m).

(iv) a == b (mod m), c == d (mod m) ===? a + c == b + d (mod m) és
a - c == b - d (mod m).

(v) a == b (mod m), c == d (mod m) ===? ac == bd (mod m) . .-.

Bizonyítás: Valamennyi állítás könnyen adódik a kongruencia definíciójából és
az oszthatóság elemi tulajdonságaiból, ezért mintaként csak az (v) tulajdon­
ságot igazoljuk.

A feltétel szerint m I a - b és m I c - d, amiből

m I c(a - b) + b(c - d) == ac - bd,

következik. _

azaz ac == bd (mod m)

Az (i), (ii) és (iii) tulajdonságok azt fejezik ki, hogy a kongruencia reflexív,
szimmetrikus és tranzitív reláció, azaz ekvivalenciareláció. Ennek alapján az
egész számokat (páronként) diszjunkt halmazok egyesítésére lehet bontani: egy
halmazba kerülnek az "egymással kongruens" számok, vagyis azok, amelyek
ugyanolyan maradékot adnak m-mel osztva (az idézőjeles kijelentésnek éppen
az (i)-(iii) tulajdonságok alapján van egyáltalán értelme). Ezek a halmazok
lesznek a modulo m maradékosztályok, amelyekkel részletesen a 2.2 pontban
foglalkozunk.

A (iv) és (v) tulajdonságok alapján a(z ugyanazon modulus szerinti) kong­
ruenciák "összeadhatók, kivonhatók és összeszorozhatók." Ezekből azonnal
következik, hogy egy kongruencia mindkét oldalához hozzáadhatjuk ugyanazt
a számot, és ugyanez vonatkozik a kivonásra és a szorzásra is, továbbá egy
kongruenciát önmagával is akárhányszor összeszorozhatunk, vagyis egy kong­
ruenciát szabad (pozitív egész kitevős) hatványra emelni:
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(vi) a == b (mod m) ~ a + c == b+ c (mod m) és a - c == b - c (mod m) .

(vii) a == b (mod m) ~ ac == be (mod m).

(viii) a == b (mod m) ~ an == bn (mod m).

Mindezek ismételt alkalmazásával az alábbi jó l használható összefüggést nyer­
jük:

(ix) Legyen f egy egész együtthatós po linom. Ek kor

a == b (mod m) ~ f(a) == f(b) (mod m) .

A fent iek alkalmazására néhány egyszerű pé ldát mutatunk.

P éldák:
P l Bizonyítsuk be, hogy bármely n természetes számra

Megoldás: Azt kell belátni, hogy

A baloldalt a fenti tulajdonságok felhasználásával vele kongruens kifejezésekké
alakítj uk, amíg O-t nem kap unk:

33n+152n+l + 25n+1 11n = 3 · 27n ·5· 25n + 2· 32n . l I" ==

== 15(- 7t Sn + 2(-2t(-6t =

= 15(-56t + 2(12t == 15(_5)n + 2(_ 5)n =

= 17(-5)n == O (mod 17).

P 2 Igazoljuk (újra) az a - b I an - b" oszthatóságot.

Megoldás: Nyilván elég az a - b > O esetre szorítkozni. Alkalmazzuk
(viii) -at:

a == b (mod a - b)~ an == b" (mod a - b).
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P3 Mutassuk meg, hogy 232 +1 összetett szám. (Vesd össze az 1.4.4 feladattal
és az 5.2 ponttal.)

Megoldás: Azt látjuk be, hogy 641 I 232 + 1. Ehhez felhasználjuk , hogy

Ezekből

-1 == 5.27 (mod 641) és 54 == _24 (mod 641) .

Az első kongruenciát negyedik hatványra emelve , majd behelyettesítve a
másodikat, azt kapjuk, hogy

azaz 641 I 232 + 1 .

Láttuk, hogy az összeadás, kivonás és szorzás műveletére vonatkozóan a
kongruenciák ugyanúgy viselkednek, mint az egyenlőségek. Az osztás művele­

ténél azonban j elentős eltérés van, két kongruenciát nem szabad egymással
elosztani. Először is, osztáskor nem feltétlenül kapunk egész számokat, és ek­
kor a hányadosok közötti kongruenciának eleve nem is lehet értelme, hiszen a
kongruenciákban egész számoknak kell szerepelniük. Azonban még abban az
esetben sem lesz általában igaz az osztáskor kapott kongruencia, ha az osztás
után mindkét oldalon egész számok maradnak. Például

28 == 46 (mod 6) és 2 == 2 (mod 6), azonban 14 t= 23 (mod 6).

A kongruenciák osztására vonatkozó tilalommal kapcsolatban azt se fe­
lejtsük el, hogy a tört is tulajdonképpen osztást jelent. Ezért egy egész értékű

tört számlálójába és/vagy nevezőjébeakkor sem szabad vele kongruens számot
írni, ha a hányados továbbra is egész marad. Például:

45 == 35 (mod 10) és 15 == 5 (mod 10),
45 35

de 3 = 15 t= 5 = 7 (mod 10).

A tiltások után térjünk rá arra, hogy ebben a kérdéskörben mi az, ami
megengedett. Csak az osztás speciális esetével, az egyszerűsítéssel foglalko­
zunk. Az alábbi tétel azt mondja ki, hogy az egyszerűsítést csak úgy lehet
elvégezni , hogy kőzben a motlulust is meg kellváltoztatni :
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2.1.3 Tétel
Legyen d == (c, m). Ekkor

m
ae == be (mod m) ~ a == b (mod d). ...

Bizonyítás: A kongruencia definíciója alapján

ac == be (mod m) ~ m I (a - b)c,

ami tovább ekvivalens az
ml(a_b)~
d d

I T 2.1.3 I

(1)

oszthatósággal. Mivel (mid, cld) == 1, ezért (1) pontosan akkor teljesül, ha

m
-Ia-b
d '

azaz
m

a == b (mod d). •

A 2.1.3 Tétel fontos speciális eseteként kapjuk, hogy ha c és a modulus
relatív prímek, akkor a c-vel történő egyszerűsítés után a kongruencia válto­
zatlan modulus mellett érvényben marad:

2.1.3A Tétel I T 2.1.3A

ac == be (mod m), (c, m) == 1 ====? a == b (mod m). -'

Feladatok

2.1.1 Bizonyítsuk be, hogy 23 I 61k+1 + 11k72k33k25k+3.

2.1.2 Adjuk meg 999777888 utolsó három számjegyét (tízes számrendszer­
ben).

2.1.3 Bizonyítsuk be (újra) a 9-cel és a 11-gyel való oszthatósági szabályo­
kat (1.1.14 feladat) és ezek más alapú számrendszerre történő általá­
nosításait (1.2.14 feladat) a kongruenciák segítségével.

2.1.4 Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) k I n, a == b (mod n) ====? a == b (mod k).

b) k I n, a == b (mod k) ====? a == b (mod n).

c) a == b (mod n), a == b (mod k) ~ a == b (mod kn).

d) a == b (mod n), a == b (mod k) ~ a == b (mod [k,nJ).
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e) a == b (mod n) ~ ka == kb (mod kn).

f) a == b (mod n ), c == d (mod k) ===? ac == bd (mod kn) .

g) a2 == b2 (mod n) ===? a == ±b (mod n) .

h) a2 == b2 (mod 101) ===? a == ±b (mod 101).

2.1.5 A tíz es számrendszerbe n több olyan számjegy is van , amelyre nem
végződhet négyzetszám. Hány ilyen számjegy van a 101 alapú szám­
rendszerben?

2.1.6 Kommentáljuk Butus Maximus professzor alábbi "téte lét" és "bizo­
nyítását":
"T étel: Bármely n > 3 egészre (~) == (n;1

) (mod 4).
Bizonyítás: Mivel bármely n egészre n + 1 == n-3 (mod 4) , ezért

(
n ) = n(n - l)(n - 2) (n - 3) ==
4 1 ·2·3· 4

== n (n - l) (n - 2) (n + 1) = ( n + 1) (mod 4)."
1 ·2·3 · 4 4

2.1.7 Bizonyítsuk be: m I a - b ===? m 2
1 am - bm.

2.1.8 Tegyük fel, hogy 3)'a , (6,n) = 1 és an == b" (mod 3n ) . Mutassuk
meg, hogy ekkor a == b (mod 3n

) .

2.1.9 Legyen p > 2 prím, 1 ::; k ::; p-L Igazoljuk az alábbi modulo p
kongruenciákat:

a) (~) == O;

2.1.10 Határozzuk meg az(oka)t a p prím(ek)et , amelyekre e;) a p-vel
osztva p-2 mar adékot ad .

*2.1.11 Legyen p prím. Bizonyít suk be a következő modulo p kongruenciákat:

a) (~) == l~J;
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2.2. Maradékosztályok és rnaradékrendszerek

A modulo m maradékosztály fogalmát már a 2.1.2 Tétel után megemlítettük:
azok az egész számok tartoznak egy maradékosztályba, amelyek m-mel osztva
azonos maradékot adnak.

2.2.1 Definíció I D 2.2.1 I

Rögzített m modulus mellett az a-val kongruens elemek halmazát az a
által reprezentált maradékosztálynak nevezzük. ,.

Jelölés: (a)m. Ha nem okoz félreértést, akkor a modulusra utaló mindexet
elhagyjuk.

Az (a)m maradékosztály tehát egy "mindkét irányban végtelen számtani
sorozat", amelynek egyik eleme a és a differenciája m. A modulo m maradék­
osztályok száma m, és minden maradékosztálynak végtelen sok eleme van. A
definíció alapján (a)m == (c)m ~ a == c (mod m).

Példa: (23)7 == { ... ,-5,2,9,16,23,30, ... } == (100)7.

2.2.2 Definíció I D 2.2.2 I

Ha rögzített m modulus mellett minden maradékosztályból egy és csak
egy elemet kiveszünk, az így kapott számokat modulo m teljes maradékrend­
szernek nevezzük. -'-

Példa: {33, -5, 11, -11, -8} teljes maradékrendszer modulo 5.

ha m páratlan,0, ±l, ±2,

A leggyakrabban a következő teljes maradékrendszereket használjuk:

(A) Legkisebb nemnegatív maradékok: 0,1, ... , m - 1.

(B) Legkisebb abszolút értékű maradékok:

m-l
... ~ ±-2-'

illetve
m-2 m

0, ±l, ±2, ... , ±-2-' 2' ha m páros

(nyilván ez utóbbi esetben m/2 helyett -m/2 is vehető).

Azt, hogy adott számok teljes maradékrendszert alkotnak-e, általában az
alábbi egyszerű kritérium alapján tudjuk gyorsan eldönteni:
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2.2.3 Tétel I T 2.2.3 I
Adott egész számok akkor és csak akkor alkotnak teljes maradékrendszert

modulo m, ha
(i) számuk m, és

(ii) páronként inkongruensek modulo m. "

Bizonyítás: Legyen Tm egy teljes maradékrendszer modulo m. Mivel a mo­
dulo m maradékosztályok száma m, és minden maradékosztályból egy elemet
vettünk ki, ezért Tm elemszáma szükségképpen m. Továbbá egyetlen maradék­
osztályból sem választottunk egynél több elemet, ezért Tm elemei páronként
inkongruensek modulo m.

Megfordítva, tekintsünk m darab páronként inkongruens számot modulo
m. A páronkénti inkongruencia miatt ezek csupa különbözőmaradékosztályba
tartoznak, és mivel a számuk m, ezért m darab maradékosztályt reprezentál­
nak, azaz az összeset. Így ezek a számok valóban teljes maradékrendszert
alkotnak modulo m. _

Ha egy teljes maradékrendszert a modulushoz relatív prím számmal vé­
gigszorzunk, és ehhez egy tetszőleges egészt hozzáadunk, akkor ismét teljes
maradékrendszert kapunk:

2.2.4 Tétel I T 2.2.4 l
Legyen rI, r2, . . . ,rm teljes maradékrendszer modulo m, (a, m) == 1 és b

tetszőleges. Ekkor
arI + b, ar2 + b, ... , arm + b

is teljes maradékrendszer modulo m. "

Bizonyítás: Mivel az új rendszer elemszáma is m, tehát a 2.2.3 Tétel alapján
azt kell még bizonyítani, hogy az elemei páronként inkongruensek mod m.

Tegyük fel, hogy ari + b == arj + b (mod m), megmutatjuk, hogy i == j.
Mindkét oldalból b-t kivonva ari == arj (mod m) adódik.
Mivel (a, m) == 1, ezért a 2.l.3A Tétel alapján egyszerűsíthetünka-val:

ri == rj (mod m), és így valóban i == j. -

Megjegyezzük, hogy ha (a, m) f:. 1, akkor az ari + b számok sohasem
alkotnak teljes maradékrendszert, lásd a 2.2.11 feladatot.

Most azt vizsgáljuk meg, hogya modulushoz relatív prím egészek hogyan
helyezkednek el az egyes maradékosztályokban. Megmutatjuk, hogy egy ma­
radékosztálynak vagy az összes eleme relatív prím a modulushoz, vagy pedig
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egyetlen eleme sem relatív prím hozzá:

Legyen a == b (mod m). Ekkor (a,m) == 1 {:::=:> (b, m) == 1.

Az alábbi tételben ennél erősebb állítást bizonyítunk:

2.2.5 Tétel

a == b (mod m) ====> (a, m) == (b, m). ,.

I T 2.2.5 I

Bizonyítás: A feltétel szerint b == a + me teljesül alkalmas e egésszel.
Mivel itt a jobb oldalon a és m is osztható (a, m)-mel, ezért (a, m) I b.

Ez azt jelenti, hogy (a,m) közös osztója b-nek és m-nek, és így (a,m) I (b, m).
Ugyanígy adódik a fordított irányú (b, m) I (a,m) oszthatóság is, tehát

valóban (a, m) == (b, m). _

Fontos szerepet játszanak azok amaradékosztályok, amelyeknek az elemei
relatív prímek a modulushoz:

2.2.6 Definíció I D 2.2.6 I

Az (a)m maradékosztályt modulo m redukált maradékosztálynak nevez­
zük, ha (a, m) == 1. ,.

Mint már említettük, a 2.2.5 Tételből következik, hogy ha egy mara­
dékosztálynak van olyan eleme, amely relatív prím a modulushoz, akkor a
maradékosztály minden eleme ilyen. Ezért a 2.2.6 Definíció nem függ attól,
hogy az (a)m maradékosztályt melyik elemével reprezentáltuk.

Most bevezetjük a számelmélet egyik legfontosabb függvényét:

2.2.7 Definíció (Euler-féle ep-függvény) I D 2.2.7
Tetszőleges n pozitív egész eset én ep(n) az 1,2, ... , n számok közül az

n-hez relatív prímek számát jelenti. ,.

Példa: ep(l) == 1, ep(lÜ) == 4, ep(n) == n-l {:::=:> n prím.

Világos, hogy ep(n) éppen a modulo n redukált maradékosztályok száma.
Az n kanonikus alakjából könnyen kiszámítható ep(n) értéke, ezt a képletet

a 2.3 pontban tárgyalj uk.
Most a teljes maradékrendszer mintájára a redukált maradékrendszer fo­

galmát definiáljuk:



2.2. MARADÉKOSZTÁLYOK ÉS MARADÉKRENDSZEREK 63

2.2.8 Definíció I D 2.2.8

Ha rögzített m modulus mellett minden redukált mar ad ékosztályb ól egy
és csak egy elemet kiveszünk, az így kapott számokat modulo m redukált ma­
radékrendszernek nevezzük. ...

Példa: {17, - 5, ll , -ll} redukált maradékrendszer modulo 12.

A legegyszerűbben úgy gyárthatunk redukált maradékr endszereket, ha a
legkisebb nemnegatív marad ékokból, illetve a legkisebb abszolút értékű mar a­
dékokból kiválasztjuk a modulushoz relatív prímeket.

A következőkben bebizonyítjuk a 2.2.3 és 2.2.4 T ételeknek a redukál t
mar adékrendszerekre vonatkozó megfelelői t.

2.2.9 Tétel I T 2.2.9

Adott egész számok akkor és csak akkor alkot nak redukált maradékrend­
szert modulo m , ha

(i) számuk <p (m),
(ii) páronként inkongruensek modulo m , és

(iii) valamennyien relatív prímek m-hez. '"

B izonyítás : Legyen R m egy redukált maradékrendszer modulo m. Mivel a mo­
dulo m redukált maradékoszt ályok száma <p (m), és minden maradékoszt ályból
egy eleme t vettünk ki , ezér t Rm elemszáma szükségképpe n <p (m). Továbbá
egyetlen maradékosztályb ól sem választottunk egynél több elemet, ezért Rm

elemei páronként inkongruensek modulo m . Végül R m minden eleme relatív
prím m-hez, his zen ezeket redukált maradékosztályokból választottuk.

Megfordítva , tekintsünk <p(m) darab, az m-hez relatív prím szám ot , ame­
lyek páronként inkongruensek modulo m. A páronként i inkongruenci a és az
m -hez relatív prímség miatt ezek csupa különböző redukált maradékoszt ályb a
tartoznak . Mivel a számuk <p (m), ezér t <p (m) darab redukált mar ad ékosztályt
reprezentálnak, azaz az összeset . Így ezek a számok valóban redukált mara­
dékrendszer t alkotnak modulo m. _

2.2.10 Tétel I T 2.2.10

Legyen Tl , r 2,'" ,r<p(m) redukált marad ékrendszer modulo m és
(a,m) = 1. Ekkor

aTl , aT2,·· · , a r m

is redukált maradékrendszer modulo m. '"
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Bizonyítás: A 2.2.9 Tétel (i)-(iii) kritériumát ellenőrizzük.

(i) Az új rendszer elemszáma is <p(m).

(ii) ari == arj (mod m), (a,m) == 1 ==:} ri == rj (mod m) ==:} i == j.

(iii) (a, m) == 1, (ri , m) == 1 ==:} (ari , m) == 1. •

Ha (a, m) -I=- 1, akkor az ari számok sohasem alkotnak redukált maradék­
rendszert, sőt ezen elemek egyike sem lesz relatív prím az m-hez.

A teljes maradékrendszernél látottakhoz képest jelentős eltérés, hogy a
redukált maradékrendszer elemeihez egy b számot hozzáadva már általában
nem kapunk redukált maradékrendszert, lásd a 2.2.12 feladatot.

Feladatok
Valamennyi feladatban feltesszük, hogya modulus m 2: 2.

2.2.1 Határozzuk meg az m modulust, ha tudjuk, hogy az alábbi elemek
ugyanannak a modulo m redukált maradékosztálynak az elemei:

a)2és14; b) 18, 78 és 178; c)aés-a.

2.2.2 Hány olyan
a) teljes; b) redukált

maradékrendszer van modulo m, amelynek minden ai elemére
O~ ai ~ 5m + 1 teljesül?

2.2.3 Melyek azok a mindkét irányban végtelen számtani sorozatok, ame­
lyekből kiválasztható egy modulo m

a) maradékosztály; b) teljes maradékrendszer?

2.2.4 Milyen m 2: 2 esetén létezik olyan teljes maradékrendszer, amelynek
elemei

a) páratlan számok;
b) összetett számok;
c) négyzetszámok;
d) (tízes számrendszerben) l357-re végződő számok;
e) mértani sorozatot alkotnak;

M *f) "csupaegyek" (azaz tízes számrendszerben minden számjegyük l-es);
M *g) teljes hatványok?

2.2.5 Milyen m 2: 2 esetén létezik olyan redukált maradékrendszer, amely­
nek elemei

a) l5-tel osztható számok;
b) l5-tel nem osztható számok;
c) négyzetszámok;
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d) (tízes számrendszerben) 1357-re végződő számok;
e) teljes hatványok?

2.2.6 Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Ha rI, r2,' .. ,rk redukált maradékrendszer modulo 7, akkor
rI, r2, . . . ,rk redukált maradékrendszer modulo 14 is.

b) Ha rI, r2,"" rk redukált maradékrendszer modulo 14, akkor
rI, rz, . . . ,rk redukált maradékrendszer modulo 7 is.

2.2.7
a) Milyen maradékot ad m-mel osztva egy modulo m teljes maradék­

rendszer elemeinek az összege?

b) Legyen m páros, és al, a2, ... , am, valamint bl , b2, ... , bm egy­
egy teljes maradékrendszer modulo m. Bizonyítsuk be, hogy az
al + bl , ... , am + bm elemek sohasem alkotnak teljes maradékrend­
szert modulo m. Mit állíthatunk páratlan mesetén?

c) Vizsgáljuk meg az analóg kérdéseket teljes maradékrendszerek helyett
redukált maradékrendszerekre is.

M 2.2.8
a) Egy kör alakú tisztás mentén m fa áll, mindegyiken egy-egy mókus.

A mókusok össze szeretnének gyűIni egy fán, de csak úgy változtat­
hatják a helyüket, hogy két tetszőleges mókus egyidejűleg átugorhat
egy-egy szomszédos fára. Ezt a lépést akárhányszor ismételhetik.
Milyen mesetén tudnak összegyűlni a mókusok?

b) Mi a helyzet akkor, ha a megengedett lépést a következőképpen mó­
dosítjuk: két tetszőleges mókus egyidejűleg átugorhat egy-egy szom­
szédos fára, azonban ellenkező körüljárási irányba kell ugorniuk.

*2.2.9
a) Mely m-ek esetén alkotnak a 0,0+1,0+1+2, ... ,0+1+2+.. .+(m-1)

számok teljes maradékrendszert modulo m?

b) Mely m-ek esetén létezik olyan al, ... ,am teljes maradékrendszer mo­
dulo m, amelyre az al, al +a2, al +a2 +a3, . . . ,al +a2 +a3 + ... +am

számok is teljes maradékrendszert alkotnak modulo m?

2.2.10 Legyen k Im. Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Bármely modulo k maradékosztály előáll modulo m maradékosztá­
lyok egyesítéseként.

b) Bármely modulo k redukált maradékosztály előáll modulo m redukált
maradékosztályok egyesítéseként.
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*c) Bármely modulo k redukált maradékosztálynak van olyan részhal­
maza, amely egy modulo m redukált maradékosztályt alkot.

d) Bármely modulo k redukált maradékrendszer kiegészíthető egy mo­
dulo m redukált maradékrendszerré.

*e) Bármely modulo m redukált maradékrendszerbőlkiválasztható egy
modulo k redukált maradékrendszer.

2.2.11 Legyen rI, r2, . . . , rm teljes maradékrendszer modulo m, (a, m) 1= l
és b tetszőleges.

a) Bizonyítsuk be, hogy arI + b, ... , arm + b sohasem alkotnak teljes
maradékrendszert modulo m.

b) Összesen hány modulo m maradékosztályt reprezentálnak az
arI + b, . . . , arm + b elemek?

M*2.2.l2 Legyen rl,r2, ... ,rcp(m) redukált maradékrendszer modulo m.

a) Adjuk meg az összes olyan a számot, amelyre az arI, ... , ar cp(m) ele­
mek páronként inkongruensek modulo m.

b) Adjuk meg az összes olyan b számot, amelyre az "i + b, ... , rcp(m) + b
elemek is redukált maradékrendszert alkotnak modulo m.

M*2.2.13 Milyen m és k számokhoz létezik olyan al, . . . ,am teljes maradék­
rendszer modulo m és bl , ... , bk teljes maradékrendszer modulo k,
hogy az aibj számok teljes maradékrendszert alkotnak modulo mk?

M2.2.14 Legyenek a és b pozitív egészek.

a) Bizonyítsuk be, hogy

T == {ib+ja I i == 1,2, ... ,a, j == 1,2, ... ,b}

akkor és csak akkor alkot teljes maradékrendszert modulo ab, ha
(a, b) == l.

b) Legyen rl, ... ,rcp(a), illetve Sl, ... ,Scp(b) redukált maradékrendszer
modulo a, illetve modulo b. Bizonyítsuk be, hogy

R == {rib + Sja I i == 1,2, ... , <p(a), j == 1,2, ... , <p(b)}

akkor és csak akkor alkot redukált maradékrendszert modulo ab, ha
(a, b) == 1.

c) Mutassuk meg, hogy ha (a, b) == l, akkor <p(ab) == <p(a)<p(b).
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2.3. Az Euler-féle ep-függvény
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Az Euler-féle ep-függvényt a 2.2.7 Definícióban érte lmeztük: Tetszőleges n po­
zit ív egész eseté n ep (n ) az 1,2, ... , n számok közül az n-hez relatív prímek
számát jelenti .

Ebből azonnal következett, hogy ep(m ) dar ab modulo m redukált mara­
dékosztály lét ezik , és egy modulo m redukált maradékrendszer elemeinek a
száma is ep(m ).

Most egy olyan képletet bizonyítunk , amely az n kanonikus alakjának
segít ségével megadj a ep (n ) értékét :

2.3.1 Tétel
Legyen n kanonikus alakja

r

n = pa1pa2 par = IIp';> i1 2 ... r l ,

i = l

Ekkor

ahol

I T 2.3.1 I

r

ep (n ) = (pr 1
- pr1

-
1

) . . . (p~ r - p~r-l) = II (p f i - pf i- 1
) . ...

i = l

Felhívjuk a figyelmet arra, hogy ep (n) fenti képle te csak akkor érvényes, ha
az n kanonikus alakjában az ai kitevők valóban pozít ívak (szemb en például
a d(n) -re az 1.6.3 Tét elben adot t képlettel, amely akkor is igaz marad, ha
megengedjük, hogy az ai kitevők között a null a is előforduljon).

A fenti képlet néhány másik , ekvivalens alakj a:

r r ( 1 )ep(n ) = IIpf i-1(pi - 1) = n II 1- z: = n II
i = l i = l Pl p in

p p rím

A 2.3.1 Tét elre két bizonyítást adunk. Egy har madik bizonyítás leol­
vasható a 6.5Ab felad atból. Emellet t az első bizonyításb an döntő font osságú
II . állítás két további igazolási módja is szerepel a 2.2.14, illetve 2.6.10 felad a­
tokban .
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Első bizonyítás: A tételt az alábbi két állításra vezetjük vissza:

I. Ha p prím (és eY> Ü) , akkor rp(pa) = pa _ pa-l.
II. Ha (a, b) = 1, akkor rp(ab) = rp(a)rp(b) .

Ezekből a tétel valóban következik. Ugyanis II-ből a tényezők száma szerinti
teljes indukcióval kapjuk, hogy ha az al , . . . ,ar számok páronként relatív pr í­
mek, akkor rp(al . . . ar) = rp(ad . . . rp(ar) . Ha ezt ai = pfi-re alkalmazzuk, és
rp(pfi) helyére az I-ben szereplö értéket beírjuk, akkor éppen a bizonyítandó
képlet adódik

Rátérünk az I. állítás igazolására. Egy szám pa-hoz akkor és csak akkor
relatív prím, ha nem osztható p-vel. Ennélfogva az 1,2, . .. .r" egészek közül
úgy kapjuk meg a pa-hoz relatív prímeket, ha elhagyjuk a p-veloszthatókat .
Ez utóbbiak a p, 2p, ... ,pa-Ip, és így számuk pa Ip = pa-l. Ebből következik,
hogyamegmaradók száma rp(pa) = pa _ pa-l.

Nézzük most a II . állítás bizonyítását . (Mint már jeleztük, ennek két
másik lehetséges módja szerepel a 2.2.14, illetve 2.6.lü feladatban.)

A rp(ab) érték azoknak az ab-nél nem nagyobb pozitív egészeknek a számát
jelenti, amelyek relatív prímek ab-hez, azaz relatív prímek a-hoz és b-hez is.

Jelöljük a modulo a redukált maradékosztályok legkisebb pozitív elemeit
TI,T2, .. . ,T<p(a)-val, és írjuk fel az ab-nél nem nagyobb pozitív egészek kőzűl

azokat, amelyek a-hoz relatív prímek:

TI T2 T<pCa)
a + rI a+T2 a + T<p(a)

2a + TI 2a + T2 2a + T<p(a) (1)

(b-l)a+TI (b-l)a+T2 (b - l)a + T<p(a)

Ezek közül kell kiválasztani azokat a számokat , amelyek b-hez is relatív
prímek.

Tekintsük evégett az (1) táblázat egy tetszőleges oszlopát. Például az
i-edik oszlop elemei a következők:

(2)

Ezek az elemek úgy jöttek létre, hogya Ü, 1, . . . , b - 1 modulo b teljes
maradékrendszer elemeit a b-hez relatív prím a-val megszoroztuk, majd az így
kapott számokhoz Ti-t hozzáadtunk A 2.2.4 Tétel alapján ekkor (2) is teljes
maradékrendszer modulo b, vagyis az (1) táblázat minden oszlopában egy-egy
modulo b teljes maradékrendszer áll.
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Mivel egy modulo b teljes maradékrendszerben <p(b) számú b-hez relatív
prím elem szerepel, ezért az (1) táblázat minden oszlopában <p(b) darab olyan
elem van , amely relatív prím b-hez.

Az (1) táblázatban az oszlopok száma <p(a) , így a táblázatnak összesen
<p(a)<p(b) eleme relatív prím a b-hez.

Ez azt jelenti, hogy az ab-nél nem nagyobb pozitív egészek között <p(a)<p(b)
olyan van, amely a-hoz és b-hez is, vagyis ab-hez relatív prím. Ez a szám
másrészt definíc ió szerint éppen <p(ab), tehát valóban <p(ab) = <p(a)<p(b) . •

Második bizonyítás: A logikai szitaformulát alkalmazzuk .
Az 1,2, . .. ,n egészek közül azoknak a számát kell meghatározni, amelyek

relatív prímek n-hez , azaz a Pl,P2 , ... .p; prímek egyikével sem oszthatók.
Ehhez az 1,2, . . . , n kőzű l "ki kell szitálni a rossz tulajdonságúakat",

vagyis azokat , amelyek egy vagy több PFvel oszthatók.
Tekintsük először azokat az elemeket, amelyek egy adott PFvel oszthatók

(függetlenü l attól, hogy az n többi prímtényezőjével oszthatók-e vagy sem) .
Ezek száma nyilván n/pj .

Most nézzük azokat az egészeket , amelyek több, előre megadott PFvel
oszthatók (ismét nem törődve azzal, oszthatók-e az n fennmaradó prímté­
nyezőivel vagy sem) . Egy egész akkor és csak akkor osztható adott prímek
mindegyikével, ha osztható ezen prímek szorzatával. Ennélfogva például a
Pl-gyel és P2-vel is osztható elemek száma n/(PIP2) , a p l-gyel, P3-mal és
P7-tel oszthatóké n / (PIP3P7) stb.

Így a logikai szitaformula szer int

n n n n n n n
<p(n) = n-- --- . . .--+-+-+...+ (3)

Pl P2 Pr PIP2 PIP3 Pr - lPr PIP2P3

Közvet len számolással ellenőrizhető , hogy (3) jobb oldala azonos az

n IT (l-~)
i =l pz

szorzattal, ez pedig a tételben megadott képletnek egy másik felírási módja. •

Feladatok

2.3.1 Mutassuk meg, hogy minden n> 2-re <p(n) páros szám.

2.3.2 Határozzuk meg azokat az n-eket, ame lyekre <p(n) értéke
a) 2; b) 4; c) 14; d) 60.
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2.3.3 Melyik az a legkisebb n, amelyre <p(n) osztható
a) 210-nel; b) 310-nel?

2.3.4 Határozzuk meg <p(100n)/<p(n) összes lehetséges értékét, ha n végig­
fut a pozitívegészeken.

2.3.5 Bizonyítsuk be a következő állításokat.

a) k I n ===} <p(k) I <p(n).

b) <p ((a, b)) I (<p (a), <p(b)) és [<p (a), <p (b)] I <p ([a, b]) .

c) <p((a,b)) == (<p(a),<p(b)) ~ [<p(a),<p(b)] == <p([a, b]).

2.3.6 Bizonyítsuk be, hogy <p(a)/<p(b) == a/b akkor és csak akkor teljesül,
ha a és b pontosan ugyanazokkal a prímekkel osztható.

2.3.7 Legyen n > 2. Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Ha (n, <p(n)) == 1, akkor n páratlan négyzetmentes szám.
b) Ha n páratlan négyzetmentes szám, akkor (n, <p(n)) == 1.

*2.3.8 Bizonyítsuk be, hogy minden k pozitív egészhez létezik olyan n,
amelyre (n, <p(n)) == k.

2.3.9 Igazoljuk, hogy minden n-re <p(n) + d(n) :s n + 1. Mely n-ekre áll
egyenlőség?

2.3.10
a) Mutassuk meg, hogy ha (a, b) :f. 1, akkor <p(ab) > <p(a)<p(b) (tehát

ebben az esetben sohasem áll fenn egyenlőség).

b) A 2.3.1 Tétel első bizonyításának döntő része volt a II. állítás, azaz
(a, b) == 1 ===} <p(ab) == <p(a)<p(b) igazolása. Hol bukik meg az ott
látott gondolatmenet, ha a és b nem relatív prímek?

c) Bizonyítsuk be, hogy bármely a, b esetén

<p(ab)<p((a, b)) == (a,b)<p(a)<p(b).

2.3.11
a) Bizonyítsuk be, hogy ha n összetett szám, akkor n - <p(n) 2 Vii.

Milyen n-ek esetén áll egyenlőség?

b) Határozzuk meg azokat az n-eket, amelyekre n - <p(n) értéke
(b1) 1; (b2) 6; (b3) 7; (b4) 10.

2.3.12 Mely egész számok szerepelnek az n/<p(n) függvény értékkészletében?

2.3.13 Bizonyítsuk be, hogy ha <p(n2
) == <p(k2

) , akkor n == k.
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2.3.14 Mutassuk meg, hogy ~d l n tp(d) = n.

2.3.15 Lássuk be , hogy tp(n) -1- 00 , ha n -1- 00 .

*2.3.16 Igazoljuk, hogy minden k te rmészetes számhoz található olyan n ,
amelyre tp(n) = tp(n + k) .

*2.3.17 Adj un k meg 1000 különböző egész számot, ame lyekhez a tp-függvény
ugyanazt az értéket rendeli.

M *2.3.l8 Határozzuk meg az összes olyan n poz itív egészt , amelyhez létezik
olyan k, hogy tp (n !) = kl.

M *2.3.l 9 Milyen mesetén létezik olyan számtani sorozat, ame ly red ukált ma­
radék rendszert alkot modulo m?

2.4. Euler-Fermat-tétel

2.4.1 Tétel (Euler-Fermat-tétel)

(a, m) = l ==> a",(m) == l (mod m) . •

I T 2.4.1 I

Bizonyítás: Legyen r 1 , r2, , ... , r ",(m) redukált maradékre ndszer modulo m .
Mivel (a,m) = l , ezért az ar 1, oo . ,ar",(m) elemek is red ukált maradék­

rendszert alkotnak modulo m .
Ez azt jelenti , hogy minden l :s: i :s: tp(m)-hez létezik egy és csak egy

olyan l :s: j :s: tp(m) , amelyre ari == rj (mod m). Je löljük ezt az rrt si-vel:

(mod m),
(mod m) ,

(mod m) .

(l)

Itt az Sl, " " S",(m) számok az r 1, . . . , r",(m) számok egy permutációját alkotják.
Az (l)-beli kongruenciákat összeszorozva azt kapjuk, hogy

azaz
(2)
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A (2) kongruenciát (ri, m) == 1 miatt az összes ri-vel egyszerűsíthetjük,
és ekkor a kívánt a'P(m) == 1 (mod m) adódik. _

Tekintsük most azt a fontos speciális esetet, amikor a modulus egy p prímszám.
Ekkor ep(p) == p-l alapján a következő tételt kapjuk:

2.4.1A Tétel (A "kis" Fermat-tétel egyik alakja)
Ha p prím és (a,p) == 1, akkor aP- 1 == 1 (mod p). ,.

l T 2.4.1A I

T 2.4.1B

Megjegyezzük, hogy egy p prím esetén az (a, p) == 1, a p l a és az
a "t O (mod p) feltételek ekvivalensek.

A 2.4.lA Tételből könnyen nyerhető egy olyan kongruencia is, amely már
minden a esetén fennáll:

2.4.1B Tétel (A "kis" Fermat-tétel másik alakja)
Ha p prím, akkor bármely a egész számra aP == a (mod p). ,.

Bizonyítás: Ha p l a, akkor a 2.4.lA Tétel alapján aP-
1 == 1 (mod p). Ezt a

kongruenciát a-val beszorozva a kívánt aP == a (mod p) adódik.
Ha p I a, akkor a == O (mod p). Ezt p-edik hatványra emelve (vagy

aP-I-gyel beszorozva) kapjuk, hogy aP == O (mod p), és így aP == a (mod p) is
teljesül. _

Megjegyzések: 1. Az Euler-Fermat-tétel (2.4.1 Tétel) megfordítása is igaz,
vagyis (a, m) == 1 az a'P(m) == 1 (mod m) kongruencia fennállásának nem­
csak elégséges, hanem egyben szükséges feltétele is. Sőt, ennél erősebb állí­
tás is igaz: csak akkor létezik egyáltalán olyan k > O kitevő, amelyre
ak == 1 (mod m), ha a és m relatív prímek. Az ak == 1 (mod m) kongru­
enciából ugyanis a 2.2.5 Tétel szerint (ak,m) == (I,m) == 1 következik, és így
(a, m) == l-nek is teljesülnie kell.

2. A kis Fermat-tétel második alakjának (2.4.lB Tétel) nincsen tetszőle­

ges m modulusra vonatkozó "természetes" megfelelője, azaz nincs az általános
Euler-Fermat-tételnek olyan "egyszerű" változata, amely minden a esetén ér­
vényes lenne (lásd ezzel kapcsolatban a 2.4.15 feladatot).

3. Mint a név is mutatja, a 2.4.lA ésB Tételek Fermat-tól származnak. A
kis Fermat-tétel mindkét változata a 2.4.1 Tétel felhasználása nélkül, közvet­
lenül is bizonyítható: a B variánst (a szerinti) teljes indukcióval igazolhatjuk,
és innen az A variáns is könnyen következik (lásd a 2.4.16 feladatot). A 2.4.1
Tételt Euler fedezte fel, éppen a kis Fermat-tétel általánosításaként.
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4. A kis Fermat-tételnél a "kis" jelző arra szolgál, hogy megkülönböz­
tesse ezt az eredményt a számelmélet egyik leghíresebb és csak a közelmúltban
megoldott problémájától, a "nagy" Fermat-tételtől (vagy más néven Fermat­
sejtéstől), amelyről a 7. fejezetben lesz szó.

Feladatok

2.4.1 Bizonyítsuk be, hogy bármely páratlan n-re n I 2n ! - 1.

2.4.2 Határozzuk meg 17938642 utolsó két jegyét (tízes számrendszerben).

2.4.3 Igazoljuk, hogy n 20 + 4n 44 + 8n 80 minden n-re osztható 13-mal.

2.4.4 Mutassuk meg, hogy bármely n esetén n 6 + 13 és n 2 + 21 közül
legalább az egyik összetett szám.

2.4.5 Lássuk be, hogy bármely a egész számra 1 703 601 900 I a62 - a 2 .

2.4.6 Bizonyítsuk be a következő állításokat:

a) 11 I a30 + b30 + c30 ====> 1130 I a30 + b30 + c30
.

b) 9 I a30 + b30 + c30 ====> 915 I a30 + b30 + c30
.

2.4.7 Mutassuk meg, hogy a88 - b88 akkor és csak akkor nem osztható
23-mal, ha a és b közül pontosan az egyik osztható 23-mal.

2.4.8 Legyen p prím és rI, .... , "» teljes maradékrendszer modulo p. Bi­
zonyítsuk be, hogy ekkor r~p-3, ... ,r;p-3 is teljes maradékrendszer
modulo p.

2.4.9
a) Legyen p prím, a egész, i,j pozitív egészek és i == j (mod p-l).

Lássuk be, hogy ekkor ai == aj (mod p).
b) Hogyan általánosítható az a)-beli állítás (prím helyett) tetszőleges

m-re?

2.4.10 Melyek igazak az alábbi állítások közül? (A feladat tízes számrend­
szerre vonatkozik, és hatványon pozitív egész kitevős hatványt ér­
tünk.)

a) 133-nak végtelen sok hatványa végződik 133-ra.
b) 134-nek végtelen sok hatványa végződik 134-re.
c) 136-nak végtelen sok hatványa végződik 136-ra.

2.4.11 Mutassuk meg, hogy az a, a + d, . . . ,a + kd, ... (különböző pozitív
egészekbőlálló) végtelen számtani sorozat elemei között akkor és csak
akkor szerepel az a-nak végtelen sok (pozitív egész kitevős) hatványa,
ha dj(a, d) és a relatív prímek.
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D 2.5.1

2.4.12 Oldjuk meg újra az 1.3.l2a feladatot az Euler-Fermat-tétel felhasz­
nálásával.

2.4.13 Igazoljuk, hogy egy n 2 + 1 alakú számnak minden pozitív páratlan
osztója 4k + 1 alakú.

2.4.14 Tegyük fel, hogy a40 + b40 osztható 19-cel. Lássuk be, hogy ekkor a
és b is osztható 19-cel.

2.4.15 Bizonyítsuk be a következő állításokat, és vizsgáljuk meg, hogyan
kapcsolódnak ezek a kis Fermat-tételhez.

a) Az a<p(m)+l == a (mod m) kongruencia akkor és csak akkor teljesül
minden a-ra, ha m négyzetmentes.

b) Az am == am-<p(m) (mod m) kongruencia minden m-re és minden a-ra
teljesül.

c) Az a1729 == a (mod 1729) kongruencia minden a-ra teljesül.

2.4.16 Adjunk közvetlen bizonyítást a kis Fermat-tétel mindkét alakjára:
először igazoljuk indukcióval a 2.4.lB Tételt, majd ebből vezessük le
a 2.4.lA Tételt.

2.5. Lineáris kongruenciák

Ebben a pontban az ismeretlenes kongruenciák (vagy kongruenciaegyenletek)
legegyszerűbb fajtájával, a lineáris kongruenciákkal foglalkozunk.

2.5.1 Definíció
Legyenek a, b egészek és m pozitív egész. Ekkor az ax == b (mod m) kong­

ruenciát lineáris kongruenciának nevezzük, és ennek egy megoldásán olyan s
egész számot értünk, amelyet az x helyére beírva a kongruencia fennáll. ,.

Világos, hogy ha egy s szám megoldás, akkor az (s)m maradékosztály
bármely másik eleme is megoldás. Így az összes megoldás megkereséséhez ele­
gendő egy teljes maradékrendszer elemeit végigpróbálni, melyek adnak közü­
lük megoldást; az összes megoldás ekkor az ezekkel kongruens egészek halmaza
lesz.

Ennek alapján a lineáris kongruencia megoldásszámán a páronként in­
kongruens megoldások számát értjük, vagyis azt, hogy hány maradékosztályba
tartoznak a megoldások, vagy (ismét kicsit más megfogalmazásban) azt, hogy
egy teljes maradékrendszernek hány eleme elégíti ki a kongruenciát. Ugyanez
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a helyzet a magasabb fokú kongruenciák esetén is, ezért ezt a definíciót rögtön
általánosan is megadjuk.

2.5.2 Definíció I D 2.5.2 I
Legyen f egy egész együtthatós polinom. Ekkor az f(x) == O (mod m)

kongruencia megoldásszámán egy modulo m teljes maradékrendszer azon 8

elemeinek a számát értjük, amelyekre f(8) == O (mod m). -'

Mivel u == v (mod m) ====? f('u) == f(v) (mod m), ezért a definícióban
megadott szám valóban nem függ attól, hogya modulo m teljes maradékrend­
szerek közül melyiket választottuk.

Térjünk vissza a lineáris kongruenciákra. Bármely más típusú egyenlethez
hasonlóan itt is a következő kérdésekre keressük a választ:

(i) Mi a megoldhatóság szükséges és elégséges feltétele?

(ii) Mennyi a megoldásszám?

(iii) Hogyan lehet az összes megoldást valamilyen értelemben leírni, áttekin­
teni?

(iv) Milyen megoldási módszerekkel kaphatjuk meg a megoldásokat?

Először a megoldhatóság kérdésével foglalkozunk.

2.5.3 Tétel I T 2.5.3 I
Az ax == b (mod m) kongruenciának akkor és csak akkor létezik megol­

dása, ha (a, m) I b. -'

Bizonyítás: Az ax == b (mod m) kongruencia megoldhatósága azt jelenti, hogy
van olyan 8 egész, amelyre as == b (mod m).

Ez tovább ekvivalens azzal, hogy van olyan t egész, amelyre as + mt == b
teljesül, vagyis s és t kielégíti az ax + my == b lineáris diofantikus egyenletet.

Ezzel beláttuk, hogy az ax == b (mod m) lineáris kongruencia akkor és
csak akkor oldható meg, ha megoldható az ax + my == b lineáris diofantikus
egyenlet.

Az utóbbi megoldhatóságának szükséges és elégséges feltétele az 1.3.6 Té­
tel szerint az, hogy (a, m) I b teljesüljön, tehát ugyanez a feltétele az ax == b
(mod m) kongruencia megoldhatóságának is.•

A bizonyításból kiderült, hogy az ax == b (mod m) lineáris kongruencia
és az ax + my == b lineáris diofantikus egyenlet kölcsönösen visszavezethetők
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egymásra. (Sőt az ax + my = b diofantikus egyenlet ugyanígy az my == b
(mod lal) lineáris kongruenciává is "átalakítható", ha a i= O.)

Ennek alapján bármely, a lineáris kongruenciákkal kapcsolatos eredmény
felhasználható a lineáris diofantikus egyenletek vizsgálatánál és viszont.

Ne feledkezzünk meg azonban a jelentős eltérésekről sem: a lineáris kong­
ruenciák megoldásai egész számok (illetve tulajdonképpen maradékosztályok),
a lineáris diofantikus egyenleteké pedig egész számpárok, egy lineáris kongru­
encia megoldásszáma véges, egy lineáris diofantikus egyenleté végtelen stb.

A következő tételben meghatározzuk a lineáris kongruenciáknál a megol­
dásszámot, és egyúttalleírjuk, hogyan kapható meg egy megoldásból az összes
többi.

2.5.4 Tétel I T 2.5.4 I
I. Ha az ax == b (mod m) kongruencia megoldható, akkor a megoldásszáma

(a,m).
II. Legyen (a, m) = d, m = dm!, és tegyük fel, hogy az s egész szám (az

egyik) megoldása az ax == b (mod m) kongruenciának. Ekkor az

... , s+(d-1)m! (1)

számok páronként inkongruensek modulo m, kielégítik a kongruenciát, és
az összes megoldás ezek valamelyikével kongruens modulo m . •

Bizonyítás: Az I. és II. állításokat egyszerre igazoljuk.
A feltétel szerint az s egész szám megoldás, vagyis

as == b (mod m) .

Egy t egész szám akkor és csak akkor megoldás, ha

at == b (mod m) .

A (2) feltétel alapján (3) ekvivalens azzal, hogy

at == as (mod m).

A 2.1.3 Tétel alapján (4) tovább ekvivalens

(2)

(3)

(4)

azaz
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teljesülésével. Ezt úgy is írhatjuk, hogy

t == s + kml,

77

(5)

ahol k egész szám.
Ez azt jelenti, hogy az ax == b (mod m) kongruencia összes megoldását az

(5)-ben megadott t értékek szolgáltatják.
Így már csak azt kell igazolnunk, hogy az (5)-beli t értékek d darab kü­

lönböző maradékosztályba tartoznak modulo m, és (l)-ben éppen ezeknek a
maradékosztályoknak egy-egy reprezentánsa szerepel.

Vizsgáljuk meg, mikor esik két ilyen t ugyanabba amaradékosztályba
modulo m. Legyen

Ekkor

t' == s + k'ml és til == s + k"ml.

t' == til (mod m) ~ k'ml == k"ml (mod m) ~ k' == k" (mod d). (6)

Itt az első lépésben a t' == til (mod m) kongruenciából kivontunk s-et, majd is­
mét a 2.1.3 Tétel szabályai szerint egyszerüsítettünk ml-gyel, ekkor a modulus
közben m/(ml, m) == mfm-; == d-re változott.

(6) azt jelenti, hogy két t pontosan akkor esik ugyanabba a modulo m
maradékosztályba, ha a megfelelő két k kongruens modulo d.

Így, ha k végigfut a 0,1, ... ,d - 1 számokon, akkor az ezekhez tartozó

t == s + kml, azaz éppen az (l)-beli s, s + ml, ... , s + (d - l)ml

értékek a keresett modulo m maradékosztályok egy-egy reprezentánsát alkot­
ják.•

Külön kiemeljük azt a speciális esetet, amikor az ax == b (mod m) lineáris
kongruenciában (a,m) == 1. Ekkor (a,m) I b automatikusan teljesül, tehát a
2.5.3 Tétel szerint a kongruencia biztosan megoldható, és a 2.5.4 Tétel alap­
ján a megoldásszám (a,m) == 1. Ezt az eredményt fontossága miatt külön
tételként is megfogalmazzuk:

2.5.5 Tétel I T 2.5.5 I
Ha (a, m) == 1, akkor az ax == b (mod m) kongruencia bármely b esetén

megoldható és a megoldásszáma 1. -'
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A megoldási módszerek bemutatása előtt néhány fontos előzetes megjegy­
zést teszünk.

(A) Általában célszerű előre ellenőrizni a 2.5.3 T étel kritériuma alapján,
hogy a kongruencia egyáltalán megoldható-e.

(B) Ha (a,m) = 1, akkor a lineáris kongruenciát csak egyetlen mar a­
dékoszt ály elemei elégít ik ki , te há t ha találtunk egy megoldást , akkor készen
is vagyunk. Általában is elég egyet len megoldás megkeresése, mert akkor az
összes megold ás megadása már könnyen megy a 2.5.4/II Tét el alapján.

(C) A legtöbb esetbe n érdemes a megoldandó kongruenciát visszavezetni
egy olyan lineáris kongruenciár a, amelybe n az x együttha tója és a modulus
már relatív prímek. Ezt a következőképpen tehetjük meg.

Ha az ax == b (mod m) kongruencia megoldható, akkor (a , m) I b. Így a
d = (a,m ) jelöléssel

Ekkor a kongruenciát "végigoszthatjuk" d-vel (a modulust is beleértve):
az ax == b (mod m ) kongruencia a 2.1.3 T étel alapján "ekvivalens" az
al X == bl (mod md kongruenciával , amelynél már (al ,md = 1. (Ez az
átalakítás tulajdonképpen annak felel meg, hogy az ax == b (mod m) kongru­
enciához tartozó ax + m y = b diofantikus egyenlete t elosztjuk d-vel, és ekkor
az al x == bl (mod ml) kongruenciához tar tozó al X + mlY = bl diofantikus
egyenlete t kapjuk.)

Az előző bekezdésben az "ekvivalens" szóná l az idézőj el arra utal , hogy
noha a két kongruenciát ugyan azok az egész számok elégít ik ki, azonban ezeket
az elsőnél modulo m , a másodiknál pedig modulo ml maradékoszt ályokba kell
besorolni . Így például a két kongruencia megoldásszám a sem lesz azonos (ha
d> 1).

Most rátérünk a lineáris kongruenciák néhány megoldási módsz erének az
ismertet ésére, am elyeket egy-egy példával illusztrálunk.

Ml Végigpróbálgatás . Egy modulo m teljes maradékrendszer minden elemére
megvizsgáljuk, hogy kielégít i-e a kongruenciát. (Ezt csak nagyon kis mo­
dulus esetén érdemes alkalmaz ni.)

Pl 23x == 11 (mod 5). Az egyszerűbb számolás érdekében a behelyettesít és
előtt érdemes az együt thatók helyére velük kongruens, de kisebb (abszolút
értékű) számokat írni: 3x == 1 (mod 5) vagy -2x == 1 (mod 5). Kipró­
bálva a O, 1, 2, 3,4 (vagy O, ±l , ±2) értékeket azt kapjuk, hogy az egyet len
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megoldást az x == 2 (mod 5) maradékosztály adja. [Mivel (23,5) == 1 alap­
ján eleve tudjuk, hogy csak egyetlen megoldás van, így annak megtalálása
után a további értékeket természetesen nem kell már kipróbálni.]

M2 Diofantikus egyenlet. A lineáris kongruenciát a 2.5.3 Tétel bizonyításá­
ban látott módon visszavezetjük egy diofantikus egyenletre, a diofantikus
egyenletet megoldjuk, és a kapott megoldásokat "visszaalakítva" megkap­
juk a kongruencia megoldásait.

P2 18x == 38 (mod 28). A megfelelő diofantikus egyenlet 18x+28y == 38. Ezt
2-velleosztva 9x + 14y == 19 adódik.

Az 1.3.6 Tétel bizonyítását követve állítsuk elő a 9 és a 14 legnagyobb
közös osztóját 9u + 14v alakban. Az euklideszi algoritmusból vagy némi
próbálgatás után kapjuk, hogy 9· (-3) + 14·2 == 1. Ezt 19-cel beszorozva
9· (-57) + 14·38 == 19 adódik, vagyis a 9x + 14y == 19 diofantikus egyenlet
egyik megoldása x == -57, Y == 38.

Visszatérve a 18x == 38 (mod 28) kongruenciára, ez azt jelenti, hogy
x == -57 az egyik megoldás. Az összes megoldást ezután a 2.5.4/11 Tétel
szerint az x == -57 (mod 28) és x == -43 (mod 28) maradékosztályok
adják. (Itt a -57 és -43 reprezentánsok helyett írhatunk természetesen
például -l-et, illetve 13-at.)

Megjegyezzük, hogy a lineáris diofantikus egyenletek megoldásánál in­
kább a 7.1 pontban szereplő eljárást érdemes alkalmazni, amely nemcsak
egy megoldást szolgáltat, hanem (paraméteres alakban) egyszerre meg­
adja az egyenlet összes megoldását. (Tulajdonképpen az a módszer is az
euklideszi algoritmus egy változata.)

M3 Euler-Fermat-tétel. Az ax == b (mod m) kongruenciát a (C) megjegyzés­
ben látott módon vezessük vissza az aIX == bl (mod ml) kongruenciára,
ahol (al, ml) == 1. '

Ekkor az Euler-Fermat-tétel szerint ai(m1) == 1 (mod ml)' Ennek
alapján x == ai(m1)-lbl megoldása a kongruenciának:

al . ai(m1)-lbl == ai(m1)bl == bl (mod ml)'

Visszatérve az eredeti kongruenciára, ekkor x == ai(m1)-lbl annak is meg­
oldása. Az összes megoldást ezután ismét (például) a 2.5.4/11 Tételből

kaphatjuk meg.

P3 36x == 81 (mod 21). Itt (36,21) == 3, így a feladatot visszavezethetjük a
12x == 27 (mod 7) kongruenciára. Az együtthatókat redukálva -2x == -1
(mod 7) adódik. Ennek megoldása x == (-2)6-1(-1) == 4 (mod 7). Tehát
az eredeti kongruencia összes megoldása: x == 4, 11, 18 (mod 21).
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Természetesen a l2x = 27 (mod 7) kongruenciában az együtthatók
redukciójánál választhatjuk a legkisebb nemnegatív maradékokat is a leg­
kisebb abszolút értékű maradékok helyett. Ekkor az 5x = 6 (mod 7)
kongruenciához jutunk és x = 55 ·6 (mod 7) adódik.

Mivel (12,7) == 1, ezért a l2x = 27 (mod 7) kongruenciának egyetlen
megoldása van modulo 7, tehát szükségképpen 55 ·6 = 4 (mod 7). Ennek
a közvetlen igazolásához nem kell az 55 értékét ténylegesen kiszámolni,
hanem a hatványozáskor mindig vehetjük a modulo 7 maradékokat:

52 == 25 = 4 (mod 7), 54 = 42 = 2 (mod 7), 55 = 5 . 2 = 3 (mod 7) ,

és így valóban 6 . 55 = 6 . 3 = 4 (mod 7).

M4 Ügyeskedések. A kongruenciát ügyesen választott, a modulushoz rela­
tív prím számokkal szorozva, illetve egyszerűsítve az eredetivel ekvivalens
kongruenciákhoz jutunk, míg végül a megoldás(ok) nyilvánvalóan leolvas­
ható(k).

P4 80x = 32 (mod 108). Itt (80,108) == 4, így a feladatot visszavezethetjük
a 20x = 8 (mod 27) kongruenciára.

Mivel (4, 27) == 1, ezért a 4-gyel történő egyszerűsítés ekvivalens lépés:
5x = 2 (mod 27).

Most két módszert is mutatunk arra, hogy az 5x = 2 (mod 27) kong­
ruenciában hogyan "szabadulhatunk meg" az 5 együtthatótól.

I. Osztás: Ahhoz, hogy az 5-tel egyszerűsíthessünk, írjuk ajobb oldalon
a 2 helyére a vele kongruens -25-öt: 5x = -25 (mod 27). Mivel (5,27) ==
== 1, innen x = -5 (mod 27) adódik.

II. Szorzás: Olyan szorzót keresünk, hogyabeszorzás után az x együtt­
hatója l-gyel (vagy -l-gyel) legyen kongruens modulo 27. (Ekkor ez a
szorzó biztosan relatív prím a 27-hez, ezért a beszorzás most automati­
kusan ekvivalens lépést jelent.) Szorozzuk be a 5x = 2 (mod 27) kong­
ruenciát például ll-gyel: ekkor 55x = 22 (mod 27) és 55 = 1 (mod 27)
alapján x = 22(= -5) (mod 27) adódik.

Az eredeti kongruencia megoldásai tehát: x == -5,22,49,76 (mod 108).

Az egyes módszereket összehasonlítva első ránézésre talán az M3 vagy
az M4 tűnhet a legkényelmesebbnek. Kiderül azonban, hogy nagy rnodulusok
esetén szinte kizárólag az M2 használható. Erről részletesebben az 5.7 pontban
lesz szó.

Feladatok
2.5.1 Oldjuk meg a Pl-P4 példákat az M2-M4 módszerek mindegyikével.
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2.5.2 Oldjuk meg az alábbi kongruenciákat:
a) 24x == 60 (mod 51);
b) 100x == 88 (mod 116);
c) 555x == 5555 (mod 55555);
d) (2k + l)x == 2k + l + 1 (mod 2k+2 + 1);
e) 10x39 + 8x20 + 9x3 + 7x == O (mod 19);
f) 13x4 l == 27 (mod 100).

2.5.3 Határozzuk meg azt a két legkisebb pozitív egészt, amelynek 13­
szorosát hetes számrendszerben felírva az utolsó előtti jegy 4, az
utolsó jegy pedig 3.

2.5.4 Számítsuk ki 3279 utolsó két jegyét (tízes számrendszerben).

2.5.5 Az alábbi feltételek mindegyikéről döntsük el, hogy elégséges-e az
ax == b (mod m) kongruencia megoldhatóságához.

a) (a, m) I (a, b) . b) (a, b) I (a, m) .
c) a, m, b számtani sorozat. d) a, m, b mértani sorozat.
e) a, b, m számtani sorozat. f) a, b, m mértani sorozat.

2.5.6 Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Az ax == b (mod m) kongruencia megoldásszáma legfeljebb b, ha
b> O.

b) Ha az ax == b (mod m) kongruencia megoldható, akkor megoldható
az a2x == b2 (mod m 2) kongruencia is.

c) Ha az alx == bl (mod ml) és a2x == bz (mod m2) kongruenciák
megoldhatók, akkor megoldható az ala2X == blb 2 (mod mlm2) kong­
ruencia is.

M 2.5.7 Legyen a és m rögzített , és jelöljük f(b)-vel az ax == b (mod m)
kongruencia megoldásszámát. Számítsuk ki a L~l f(b) összeget.

2.6. Szimultán kongruenciarendszerek

Szimultán kongruenciarendszernek azt nevezzük, amikor ugyanarra az isme­
retlenre egyidejűleg több, különböző modulus szerinti kongruenciafeltételt is
előírunk:

.. . ,

ahol h, ... .I» egész együtthatós polinomok.
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Egy ilyen rendszer megoldhatóságához nyilván szükséges, hogy minden
egyes kongruencia külön-külön megoldható legyen. Az egyes kongruenciákat
megoldva így elég az

x == Cl (mod md, ... ,

alakú (speciális lineáris) rendszereket vizsgálnunk.
Először a két kongruenciából álló rendszerekkel foglalkozunk.

2.6.1 Tétel

I. Az

I T 2.6.1 I

x == Cl (mod ml)

x == C2 (mod m2)

szimultán kongruenciarendszer akkor és csak akkor oldható meg, ha

(1)

II. Megoldhatóság esetén az összes megoldás egy maradékosztályt alkot mo­
dulo [ml , m2]' Ez más megfogalmazásban azt jelenti, hogy ha az s egész
szám a szimultán kongruenciarendszer egy megoldása, akkor az alábbi t
értékek adják az összes megoldást:

t == s (mod [ml, m2]), azaz t = s + k[ml ,m2], ahol k egész.•

A tétel bizonyítása egyúttal módszert is szolgáltat a megoldások meg­
keresésére; kiderül, hogy egy lineáris diofantikus egyenletet (vagy ami ezzel
egyenértékű, egy lineáris kongruenciát) kell megoldani.

Bizonyítás: I. A kongruencia definíciója alapján (1) átírható az

(2)

alakba, ahol ZI és Z2 egész számok.
A (2) feltétel ekvivalens

(3)

teljesülésével. (3)-at átrendezve

(4)

adódik.
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Ez azt jelenti, hogy az (1) szimultán kongruenciarendszer a (4) lineáris
diofantikus egyenletre vezethető vissza.

Az utóbbi megoldhatóságának szükséges és elégséges feltétele az 1.3.6 Té­
tel szerint az, hogy (ml,m2) ICI-C2 teljesüljön, tehát ugyanez a feltétele (1)
megoldhatóságának is.

Mint a bizonyítás előtt jeleztük, egyúttal módszert is nyertünk a megol­
dások megkeresésére: a (4) diofantikus egyenletet , vagy egy ennek megfelelő

lineáris kongruenciát kell megoldani.

II. Legyen s egy megoldás, azaz

s == Cl (mod ml),

s == C2 (mod m2).

Egy t egész szám definíció szerint pontosan akkor megoldás, ha

t == Cl (mod md,
t == C2 (mod m2) .

(5) alapján a (6) feltétel azzal ekvivalens , hogy

t == s (mod ml),

t == s (mod m2)

(5)

(6)

(7)

teljesül. Írjuk át (7)-et oszthatóságra, és használjuk fel a legkisebb közös
többszörös tulajdonságait (1.6.6/11. Tétel):

Külön kiemeljük azt a speciális esetet, amikor az (1) szimultán kongruen­
ciarendszer ml és m2 modulusai relatív prímek. Ekkor az (ml, m2) I Cl - C2
feltétel automatikusan teljesül, tehát a 2.6.1 Tétel alapján a kongruenciarend­
szer biztosan megoldható, és a megoldások egyetlen maradékosztályt alkotnak
modulo mlm2. Ezt az eredményt fontossága miatt külön tételként is megfo­
galmazzuk:
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2.6.lA Tétel
Ha (ml, m2) = 1, akkor az

x == Cl (mod ml)

x == C2 (mod m2)

I T 2.6.lA I

szimultán kongruenciarendszer bármilyen Cl és C2 egész szám esetén megold­
ható, és a megoldások egyetlen maradékosztályt alkotnak modulo mlm2 . ...

A 2.6.lA Tételből következik, hogy ha ml és m2 relatív prímek, akkor
hiába tudjuk, hogy mennyi egy számnak az ml-gyel való osztási maradéka, ez
semmilyen támpontot sem jelent az m2 szerinti osztási maradékkal kapcsolat­
ban: a két modulusra vonatkozó maradék (egy jól meghatározott valószínű­

ségszámítási értelemben) teljesen független egymástól. Így például egy szám
utolsó számjegye vagy számjegyei a lO-zel vagy a 10 valamely hatványával való
osztási maradékot jelentik, és ennélfogva semmilyen információt sem adhatnak
arra vonatkozóan, hogy mi az adott szám maradéka 3-mal, 7-tel vagy l3-mal
osztva, hiszen ezek a modulusok relatív prímek a lO-hez.

A több kongruenciából álló szimultán kongruenciarendszerek közül csak
azzal az esettel foglalkozunk, amikor a modulusok páronként relatív prímek
(az általános esetre vonatkozóan lásd a 2.6.13 feladatot). Az idevágó tételt
lényegében már Szun Cu kínai matematikus is ismerte mintegy 2000 évvel .
ezelőtt(!), ezért ezt kínai maradéktételnek is szokás nevezni.

2.6.2 Tétel (Kínai maradéktétel) I T 2.6.2 I
Legyenek az ml, ... , mk modulusok páronként relatív prímek. Ekkor az

x == Cl (mod ml)

x == C2 (mod m2)
(8)

szimultán kongruenciarendszer bármilyen Cl, ... , Ck egészek esetén megold­
ható, és a megoldások egyetlen maradékosztályt alkotnak modulo mlm2 ... mi; .

...
Első bizonyítás: A tétel könnyen adódik a 2.6.lA Tételből k szerinti teljes
indukcióval.

A k = 2 eset éppen maga a 2.6.lA Tétel.
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Tegyük fel, hogy k-l kongruenciából álló rendszerekre az állítás igaz, és
tekintsük a k kongruenciából álló (8) rendszert. Itt az első k-l kongruenciát
kielégítő egész számok az indukciós feltevés szerint egyetlen maradékosztályt
alkotnak modulo mIm2 . . . mk-l , vagyis az első k-l kongruencia helyett
egyetlen x == c (mod mIm2 ... mk-d kongruencia írható, ahol c alkalmas
egész szám. Így (8) ekvivalens az

x == c (mod mIm2 .. . mk-l)

x == ck (mod mk)
(9)

szimultán kongruenciarendszerrel. (9)-re ismét a 2.6.1A Tételt alkalmazva
éppen a k-ra vonatkozó állítást kapjuk.•

Második bizonyítás: Csak a megoldhatóságra adunk új bizonyítást, mégpedig
a(z egyik) megoldást (valamilyen értelemben) elő is állítjuk.

Az eljárás némileg emlékeztet a Lagrange-féle interpolációs polinomok
konstrukciójára.

Először azt a speciális esetet tekintjük, amikor (8)-ban az egyik Ci értéke
1, a többi Cj pedig O, majd az itt kapott eredményt felhasználjuk az általános
eset megoldásához.

Nézzük most mindezt részletesen. Legyen

M=ml .. . mk és
M

M, = -, i = 1,2, . . . , k .
mi

Mivel az ml, . . . ,mk modulusok páronként relatív prímek, ezért

(Mi , md = 1, i = 1, 2, . . . , k . (10)

L Rögzítsünk egy 1 ::; i ::; n indexet, és oldjuk meg a feladatot először abban
a speciális esetben, amikor (8)-ban Ci = 1, és j :f. i-re Cj = O.

Az x == O (mod mj) kongruenciák azt jelentik, hogy x minden j :f. i­
re osztható mrvel. Az mj modulusok páronként relatív prímek, ezért ez
ekvivalens azzal, hogy x osztható az mj számok szorzatával, vagyis Mi-vel:
x = MiZ.

Írjuk be ezt x helyére a fennmaradó x == 1 (mod m i) kongruenciában:

(11)

Ez z-re nézve lineáris kongruencia, amely (10) alapján megoldható.
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Legyen a b, egész szám megoldása (ll)-nek. Ekkor az előzőek alapján
x = biMi megoldása (8)-nak.

II. Tekintsük most az általános esetet, amikor (8)-ban valamennyi Ci tetszőle­

ges. Megmutatj uk, hogy ekkor

megoldása a (8) szimultán kongruenciarendszernek.
Ellenőrizzük például az x == C3 (mod m3) kongruencia teljesülését. A (12)

összegben M 3 kivételével valamennyi M j osztható m3-mal, továbbá b3M3 == 1
(mod m3), ezért valóban

A 2.6.2 Tétel fontos következménye, hogy tetszőleges összetett modulusú
kongruencia visszavezethető prímhatvány modulusú kongruenciákra. Legyen
ugyanis m kanonikus alakja m = pr l

... p~r. Ekkor az

kongruencia ekvivalens az

f(x) == O (mod m)

f(x) == O (mod pr l
)

f(x) == O (mod p~2)

f(x) == O (mod p~r)

(13)

(14)

szimultán kongruenciarendszerrel.
A (14) rendszerben minden kongruenciát k űlőn-kűlőn megoldunk. Ha

valamelyik nem oldható meg, akkor nyilván (13)-nak sincs megoldása. Ha
mindegyik megoldható, akkor legyen hl,' .. .li; egy-egy megoldásuk. Ekkor
az

x == hl (mod pr l
)

x == h2 (mod p~2)
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szimultán kongruenciarendszert megoldva az eredeti (13) kongruencia egy meg­
oldásához jutunk. Az összes megoldást úgy kapjuk, ha hl, ... .li; végigfut a
(14)-beli kongruenciák összes lehetséges megoldásrendszerén.

Pl példa: Oldjuk meg a

10x 84 + 3x + 7 == O (mod 245)

kongruenciát.

Az előzőek alapján (15) ekvivalens a

10x84 + 3x + 7 == O (mod 5)

10x84 + 3x + 7 == O (mod 49)

(15)

(16)

(17)

szimultán kongr.uenciarendszerrel.
A (16) kongruencia 10 == O (mod 5) miatt ugyanaz, mint a 3x + 7 == O

(mod 5) lineáris kongruencia. Ennek egyetlen megoldása

x == 1 (mod 5). (16a)

A (17) kongruenciánál a megoldások keresésénél két esetet érdemes meg­
különböztetni:

(i) (x,49) == 1; (ii) (x, 49) i: 1 .

Az (i) esetben az Euler-Fermát-tétel szerint

x 84 == x 2<p (49) == ~ (mod 49) .

Így ebben az esetben (17) ekvivalens a 3x + 17 == O (mod 49) lineáris kongru­
enciával. Ennek egyetlen megoldása

x == -22 (mod 49) . (17a)

A (ii) eset azt jelenti, hogy 71 x. Ekkor x 84 == O (mod 49). Így ebben az
esetben (17) ekvivalens a 3x + 7 == O (mod 49) lineáris kongruenciával. Ennek
egyetlen megoldása (a 7 I x feltételt is kielégítő)

x == 14 (mod 49) .

A (15) kongruencia megoldásait ezek szerint az

x == 1 (mod 5)

x == -22 (mod 49),

(17b)

(16a)

(17a)
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x = 1 (mod 5)

x = 14 (mod 49)

(16a)

(17b)

szimultán kongruenciarendszerek megoldásaiból kapjuk meg.
A megoldásokat meghatározhatjuk a 2.6.1 Tétel bizonyításánál jelzett el­

járással, de gyakran kényelmesebb az alábbi módszer.
Az első kongruenciarendszerben a nagyobbik modulus szerinti (17a) kong­

ruenciából
x == 49z - 22.

Írjuk be (18)-at a (16a) kongruenciába, ekkor

49z - 22 = 1 (mod 5)

adódik. Ebből

(18)

z =2 (mod 5), azaz z == 5w + 2. (19)

Visszahelyettesítve (19)-et (18)-ba azt kapjuk, hogy x == 245w + 76. Ez azt
jelenti, hogy az első kongruenciarendszer megoldása x =76 (mod 245).

Hasonlóan nyerjük, hogy a második kongruenciarendszer megoldása
x = 161 (mod 245).

Tehát a (15) kongruencia összes megoldása

x =76 (mod 245) és x =161 (mod 245) .

Végül a kínai maradéktétel egy számítástechnikai alkalmazását mutatjuk
be. Sok olyan művelet van, amelyet a számítógép egész számok összeadásának,
kivonásának és szorzásának sorozatából épít fel, azt ilyen alaplépésekre vezeti
vissza. Ezért igen lényeges, milyen gyorsan lehet ezeket az alapműveleteket

elvégezni.
Tekintsük például az összeadást. A szokásos számrendszeres felírás esetén

a számjegyek összeadását nem lehet egymástól függetlenül elvégezni, mert az
átvitelek jelentősen befolyásolhatják az eredményt. Az ún. maradékszámrend­
szerekben viszont az egyes "számjegyekkel" teljesen függetlenül végezhetjük a
műveleteket. Ezt elsősorbanolyankor szokták alkalmazni, ha sok párhuzamos
processzor áll rendelkezésre.
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A módszer lényege a következő. Tegyük fel, hogy a számolás során csak
N-nél kisebb abszolút értékű egészek fordulhatnak elő. (Ez nem jelent sem­
miféle megszorítást, hiszen bármely számítógép csak egy adott korlátig képes
a számokat ábrázolni és velük műveleteket végezni.) Legyen m == Pl ... Pr az
első r darab (pozitív) prímszám szorzata, ahol r-et úgy választjuk meg, hogy
m > 2N teljesüljön.

Ekkor egy N-nél kisebb abszolút értékű egész szám megegyezik a mo­
dulo m legkisebb abszolút értékű maradékával. Ehelyett pedig tekinthetjük a
szám modulo Pi maradékainak a rendszerét, ezek lesznek a szám "számjegyei"
maradékszámrendszerben.

A "számjegyek" tulajdonképpen egy szimultán kongruenciarendszert je­
lentenek, ahol a Pi modulusok páronként relatív prímek, és így ezekből a mo­
dulo m maradék, vagyis maga a szám egyértelműen rekonstruálható.

Két szám összeadásakor vagy szorzásakor a megfelelő maradékokat (azaz
a "számjegyeket") kell összeadni, illetve összeszorozni ("átvitel" nincs, a kü­
lönböző modulusokhoz tartozó műveletek egymástól függetlenül végezhetők),

majd az így kapott modulo Pi maradékok rendszeréből kell a modulo m ma­
radékot, vagyis magát a számot meghatározni.

P2 példa: Illusztrációként legyen N == 1000, és végezzük el a 27 . 34 szorzást
maradékszámrendszerben.

Ekkor

m == 2 . 3 . 5· 7 . 11 == 2310

megfelel. A 27 maradékai a 2, 3, 5, 7 és 11 prímekkel osztva rendre 1, O, 2, 6
és 5, tehát a 27 maradékszámrendszeres felírása

27 == (1,0,2,6,5).

Hasonlóan

34 == (0,1,4,6,1).

A 27·34 szorzás elvégzéséhez összeszorozzuk az egyes "számjegyeket" ("átvitel"
nincs), a szorzatokat redukáljuk modulo Pi, majd megoldjuk az így adódó
szimultán kongruenciarendszert :

27 ·34 == (1 ·0, 0·1, 2·4, 6·6, 5·1) == (0,0,3,1,5) ,
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x == O (mod 2)

x == O (mod 3)

x == 3 (mod 5)

x == 1 (mod 7)

x == 5 (mod 11)

szimultán kongruenciarendszer megoldása

x == 918 (mod 2310).

Tehát 27 . 34 == 918.
Ha több műveletet végzünk, akkor természetesen folyamatosan lehet a

maradékszámrendszeres alakkal dolgozni, és csak a végeredményt érdemes
"visszaváltani" a számok szokásos alakjába.

Megemlítjük még, hogy a szimultán kongruenciarendszereket hasonló mó­
don lehet alkalmazni (racionális együtthatós) lineáris egyenletrendszerek meg­
oldásánál is. A módszer lényege, hogy az egyenletrendszert különböző prím
modulusok szerint tekintjük, majd az így kapott megoldásokból előállítjuk
az egyenletrendszer megoldását a modulusok szorzatára nézve, ami megfelelő

feltételek esetén magát a keresett megoldást is megadja, ha elég sok modu­
lust választunk, Az eljárás előnye, hogy szemben pl. a hagyományos Gauss­
kiküszöböléssel, itt nem keletkeznek túl nagy (vagy túl kicsi) számok, és ezért
nem fenyeget a túlcsordulás veszélye.

Feladatok
(Ha más kikötést nem teszünk, akkor a feladatok tízes számrendszerre

vonatkoznak. )

2.6.1
a) Egy százlábú meg akarja számolni a lábait. Tudja, hogy legfeljebb

250 lába van. Ha 11-esével számolja őket, akkor 5 marad ki, ha 15­
ösével, akkor 3. Hánylábú a százlábú?

b) Egy másik százlábú is megirigyli ezt a módszert. Neki 12-esével szá­
molva 4 marad, 15-ösével számolva pedig 8. Bizonyítsuk be, hogy
elszámolta magát.

2.6.2 Egy szám utolsó jegye 20-as alapú számrendszerben "tizenegyes". Mi
lehet az utolsó jegye (a) 9-es; (b) 8-as alapú számrendszerben?



2.6. FELADATüK 91

2.6.3 Oldjuk meg az alábbi kongruenciákat:

a) 2x20 + 3x + 4 == O (mod 176);
b) 21x66 + 16x3o + lIx + 6 == O (mod 333);
c) 3x9 + 5x + 7 == O (mod 105).

2.6.4 Legyenek a, b és c páronként relatív prím, l-nél nagyobb egészek.
Milyen maradékot ad

a) ab-vel osztva a<p(b) + b<P(a);

b) abc-vel osztva a<p(bc) + b<P(ac) + c<p(ab)?

2.6.5 Határozzuk meg 12349876 utolsó három számjegyét.

2.6.6 Gondoltam egy egész számot 200 és 2000 között. Ha a szám 501-edik
és 201-edik hatványát összeadom, majd ehhez hozzáadom magát a
számot, akkor az eredmény 998-ra végződik. Melyik számra gondol­
tam?

2.6.7 Melyek azok az (a) kétjegyű; (b) háromjegyű pozitív egészek, ame­
lyek négyzete is ugyanerre a két, illetve három számjegyre végződik?

2.6.8
a) Hány olyan huszonegyjegyűpozitív egész létezik, amelynek minden

hatványában ugyanaz az utolsó húsz számjegy, mint az eredeti szám­
ban volt?

b) Hány olyan huszonegyjegyű pozitív egész létezik, amelynek m~,nden

páratlan hatványában ugyanaz az utolsó húsz számjegy, mint az ere­
deti számban volt?

M 2.6.9 Mennyi lesz a pontos idő (órayperc] éjfél után 393837 perceel?

2.6.10
a) Legyen (a, b) == 1 és T1, ... ,T<p(a), illetve Sl, ... ,S<p(b) redukált mara­

dékrendszer modulo a, illetve modulo b. Jelöljük cij-vel az

x == Ti (mod a)

x == Sj (mod b)

szimultán kongruenciarendszer (egy) megoldását, i == 1, ... , cp(a),
j == 1, ... , cp(b). Mutassuk meg, hogya Cij számok redukált ma­
radékrendszert alkotnak modulo ab. A bizonyítás során csak a redu­
kált maradékrendszer definícióját használjuk (2.2.8 Definíció), és ne
támaszkodjunk a 2.2.9 Tételre, illetve a jelen feladat b) részére.

b) Bizonyítsuk be (újra): (a, b) == 1 ===> cp(ab) == cp(a)cp(b).
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2.6.11 Igazoljuk, hogyanégyzetmentes számok sorozatában tetszőlegesen

nagy hézagok is előfordulnak. Pontos megfogalmazásban ez azt je­
lenti, hogy bármely K-hoz létezik K olyan egymást követő pozitív
egész, amelyek egyike sem négyzetmentes.

*2.6.12
a) Bizonyítsuk be, hogy az alábbi két szimultán kongruenciarendszer

bármely a, b,c pozitív egész esetén megoldható.

(al) x = a + b (mod c)

x =b+c (mod a)

x = c + a (mod b)

b) Mutassuk meg , hogy az

(a2) x = ab (mod c)

x = be (mod a)

x = ca (mod b)

x = b (mod c), x =c (mod a), x = a (mod b)

szimultán kongruenciarendszer akkor és csak akkor oldható meg, ha
(a, b) = (b, c) = (c, a).

*2.6.13 Mutassuk meg, hogy az

... ,

szimultán kongruenciarendszer (ahol az m, modulusok nem feltétle­
nül páronként relatív prímek) akkor és csak akkor oldható meg, ha
minden 1 ~ i < j ~ k esetén (mi, mj) I ci - Cj teljesül.

2.6.14 Van-e olyan f(x) egész együtthatós polinom, amelyre az f(x) = O
(mod 30) kongruencia megoldásszáma 14?

2.6.15
a) Bizonyítsuk be, hogy akkor és csak akkor léteznek olyan számok,

amelyek egyszerre alkotnak teljes maradékrendszert modulo n és re­
dukált maradékrendszert modulo k, ha ep(k) = n és (k, n) = 1.

**b) Bizonyítsuk be, hogy akkor és csak akkor léteznek olyan számok,
amelyek egyszerre alkotnak redukált maradékrendszert modulo n és
modulo k is, ha ep(n) = ep(k).
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2.6.16
*a) Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges al, a2 és a3 különböző egész számok­

hoz végtelen sok olyan n természetes szám létezik, amelyre al + n,

a2 + n és a3 + n páronként relatív prímek.

b) Adjunk meg olyan al, a2, a3 és a4 különböző egészeket, hogy az
ai + n, i == 1,2,3,4 számok semmilyen n természetes szám esetén se
legyenek páronként relatív prímek.

*c) Mutassuk meg, hogy tetszőleges al, a2, a3 és a4 különböző egész
számokhoz végtelen sok olyan n természetes szám létezik, amelyre
minden i =I=- j esetén (ai + n, aj + n) ::; 2.

*d) Igazoljuk, hogy tetszőleges al, a2, a3 és a4 különböző egész számok­
hoz végtelen sok olyan n természetes szám létezik, amelyre minden
1 ::; i < j < k ::; 4 eset én

(ai + n, aj + n, ak + n) == 1.

*e) Igazak maradnak-e a c) és d) részben szereplő állítások, ha négy
helyett öt, illetve hat ai számot veszünk?

2.7. Wilson-tétel

2.7.1 Tétel (Wilson-tétel)
Ha p (pozitív) prím, akkor (p - l)! == -1 (mod p). ,.

T 2.7.1 I

Mivel az 1,2, ... ,p - 1 számok redukált maradékrendszert alkotnak mo­
dulo p, és bármely modulo p redukált maradékrendszer elemeinek a szorzata
ugyanazt a maradékot adja p-vel osztva, ezért a Wilson-tételt a következő

formában is megfogalmazhatjuk:
Ha p (pozitív) prím, akkor egy modulo p redukált maradékrendszer ele­

meinek a szorzata -l-gyel kongruens modulo p.
Az összetett modulusra vonatkozó általánosításokat a 2.7.1 feladatban, a

csoportelméleti vonatkozásokat a 2.8 pontban tárgyaljuk.

Bizonyítás: A tétel p == 2 és p == 3 esetén nyilván igaz.
Megmutatjuk, hogy ha p ~ 5, akkor a 2, 3', ... ,p - 2 számok párba állítha­

tók úgy, hogy az egyes párokban az elemek szorzata l-gyel legyen kongruens
modulo p. Ebből a tétel már következik, hiszen ekkor 2 . 3 ..... (p - 2) == 1
(mod p), és így

(p - l)! == 2 ·3· .... (p - 2) ·1· (p - 1) == 1 ·1· (p - 1) == -1 (mod p) .
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A párba állítást illusztráljuk először p == ll-re. A 2 párját a 2x == 1
(mod 11) kongruenciából kapjuk. Ennek egyetlen megoldása x == 6 (mod 11),
azaz a 2 párja a 6. Itt a 2 és a 6 valóban kölcsönösen összetartoznak, "egymás
párj ai", hiszen 2 . 6 == 6 ·2 == 1 (mod 11).

Hasonlóan továbbhaladva a 3-4, majd az 5-9, végül a 7-8 párokat kapjuk.
Ennek alapján

10! == (2 ·6) . (3 ·4) . (5 . 9) . (7·8) . 1 ·10 == 1 . 1 . 1 ·1 . 1 . (-1) == -1 (mod 11) .

Most nézzük mindezt általánosan. A párba állításhoz a következőket kell
igazolni:

(i) Minden 2 < a ::; p-2 egészhez pontosan egy olyan b == f(a) létezik,
amelyre

ab==l (mod p) és 2::;b~p-2.

(ii) Ha f(a) == b, akkor f(b) == a, azaz a és b valóban "egymás párj ai".

(iii) f(a) i- a, azaz "egyik elem párja sem önmaga".

(i) Az ax == 1 (mod p) kongruencia (a,p) == 1 miatt megoldható, és
egyetlen b megoldása van a 0,1,2, ... ,p - 1 teljes maradékrendszerben. Mivel
x = 0, 1, illetve p-l esetén ax == 0, a, illet, -a (mod p), így ezekre az
x értékekre ax ~ 1 (mod p), tehát b valóban a',megadott 2 ::; b ::; p-2
intervallumba esik.

(ii) Az f(a) == b feltétel azt jelenti, hogy ab == 1 (mod p). Az f(b) értéket a
by == 1 (mod p) kongruencia megoldása adja. Ezt a kongruenciát y == a nyilván
kielégíti, továbbá (i)-ből tudjuk, hogy ennek a kongruenciának a 2 ~ Y ~ p-2
intervallumban pontosan egy megoldása van. Ezért valóban f(b) == a.

(iii) A b == a feltétel azt jelentené, hogy a2 == 1 (mod p). Ezt oszthatóságra
átírva, majd p prím tulajdonságát felhasználva

p I (a - 1)(a + 1) ===} p Ia-l vagy p I a + 1 ===} a == ± 1 (mod p)

következik. Ez viszont ellentmond a 2 ::; a ::; p-2 feltételnek. _

A Wilson-tétel egy-egy további bizonyítása szerepel a 3.1.2 Tétel után,
valamint a 3.3.6 feladatban.
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Feladatok
(Prímszámon végig pozitív prímet értünk.)

2.7.1 A Wilson-tétel általánosításai összetett modulusra. Legyen m össze­
tett szám. Milyen maradékot ad m-mel osztva

a) (m-1)!; "b) (cp(m))!;
*c) egy redukált maradékrendszer elemeinek a szorzata?

2.7.2 Mely m > 6 egészekre teljesül (m - 6)! == 1 (mod m)?

2.7.3 Legyen m > 2 és al , . .. ,am , illetve bl, ... bm az 1,2 , ... , m számok
két tetszőleges permutációja.

a) Mutassuk meg, hogy ha m prím, akkor van olyan i i- j, amelyre

miaibi - ajbj.

*b) Igazoljuk ugyanezt az állítást tetszőleges összetett m-re is.

2.7.4 Legyen p egy 4k - 1 alakú prímszám. Bizonyítsuk be, hogy ekkor

(P-1)-2- ! == ±1 (mod p).

2.7.5 Lássuk be, hogy bármely p prímszámra

2.7.6 Legyen p > 3 prím. Milyen maradékot ad 3(p - 3)!, ha p-vel mara­
dékosan elosztjuk?

2.7.7 Milyen maradékot ad 99!, ha 10 WO-zal maradékosan elosztjuk?

2.7.8 Számítsuk ki (n! + 3, (n + 2)! + 6) lehetséges értékeit, ha n végigfut
a természetes számokon.

2.7.9 Milyen m-ekre létezik
a) teljes; b) redukált

maradékrendszer k! alakú számokbó1?

2.7.10 Legyen al, .. . , a30 redukált maradékrendszer modulo 31. Lássuk be,
hogy

2.7.11 Legyen p > 2 prím. Képezzünk egy egész számokból álló , p-l tagú
számtani sorozatot, és szorozzuk össze az elemeit. Milyen maradékot
adhat ez a szorzat p-vel osztva?
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2.7.12 Oldjuk meg az x!(z - x)! == 1 (mod z) kongruenciát, ahol O < x < z
egész számok.

*2.7.13 Melyek azok a p prímek, amelyekre (p -l)! + 1 a p-nek (pozitív egész
kitevős) hatványa?

2.8. Műveletekmaradékosztályokkal

Ebben a pontban a modulo m maradékosztályok kőzőtt összeadást és szorzást
értelmezünk és ezek tulajdonságait vizsgáljuk. Az m > 1 modulust végig
rögzítettnek tekintjük.

2.S.1 Definíció I D 2.S.1 I
Az (a)m és (b)m maradékosztályok összeg én az (a + b)m' szorzatán pedig

az (ab)m maradékosztályt értjük, azaz

és

Be kell látnunk, hogy a fenti módon valóban műveleteket definiáltunk,
azaz mind az összeadásnál , mind pedig a szorzásnál bármely két modulo m
maradékosztályhoz egyértelmúen hozzárendeltünk egy modulo m maradékosz­
tályt.

A problémát az jelenti, hogya maradékosztályokra vonatkozó összeadást
és szorzást a reprezentánsok segítségével adtuk meg, és így azt kell igazolni,
hogy ez nem függ attól, hogy az egyes maradékosztályokban melyik reprezen­
tánst választottuk.

Nézzük az összeadást. Azt kell megmutatni, hogy ha (a)m = (a')m és
(b)m = (b')m, akkor (a + b)m = (a' + b')m' Ez valóban teljesül, ugyanis

(a)m = (a')m
(b)m = (b')m

a == a' (mod m) } ===>
b == b' (mod m)

===> a + b == a' + b' (mod m) ===> (a + b)m = (a' + b')m .

Hasonlóan járhatunk el a szorzás esetében is.
Felhívjuk a figyelmet arra, hogy számos olyan, az egész számokon értelme­

zett művelet van, amelyek megfelelőit nem lehet a reprezentánsok segítségével
a maradékosztályok körében értelmezni. Ennek illusztrálására egy egyszerű

példát mutatunk, további példák szerepelnek a 2.8.6 feladatban.



2.S. MŰVELETEK MARADÉKOSZTÁLYOKKAL 97

Legyenek a és b egész számok, és jelölje max(a, b) közülük a nagyobbikat,
illetve a közös értéküket, ha a = b. Ez a maximumképzés bármely két egész
számhoz egyértelműen hozzárendel egy egész számot, tehát művelet az egész
számok körében.

Azonban a modulo m maradékosztályok körében a max((a)m, (b)m) =
= (max(a, b))m egyenlőséggel nem tudunk műveletet értelmezni, ugyanis az
egyenlőség jobb oldalán más és más maradékosztályt kap(hat)unk, ha az (a)m,
illetve (b)m maradékosztályt egy másik elemével reprezentáljuk. Például le­
gyen a modulus m = 9, a két maradékosztály pedig A = (3)g = (12)9 és
B = (10)9 = (1)9. Ekkor max(A, B) egyrészt (max(3, 10))9 = (10)9, másrészt
(max(12, 1))9 = (12)g lenne, azonban (10)9 f (12)9.

Most rátérünk a modulo m maradékosztályok körében értelmezett össze­
adás és szorzás legfontosabb tulajdonságaira.

Könnyen adódik, hogy az egész számoknál megismert tulajdonságok nagy
része a maradékosztályok körében is érvényben marad:

2.S.2 Tétel I T 2.S.2 I
A modulo m maradékosztályok körében

- az összeadás asszociatív és kommutatív;

- a (O)m nullelem, azaz minden (a)m-ra (O)m + (a)m = (a)m + (O)m = (a)m;

- az (a)m ellentettje (-a)m, azaz (-a)m + (a)m = (a)m + (-a)m = (O)m;

- a szorzás asszociatív és kommutatív;

- az (l)m egységelem, azaz minden (a)m-ra (l)m(a)m = (a)m(1)m = (a)m;

- érvényes a disztributivitás . ..

Bizonyítás: Valamennyi állítás azonnal következik a műveletek definíciójából
és az egész számok megfelelő tulajdonságából. Nézzük példaként az összeadás
kommutativitását:

(az első és a harmadik egyenlőség a maradékosztályok közötti összeadás defi­
n íciójából, a második egyenlőség pedig az egész számok összeadásának kom­
mutativitásából adódik). _

A 2.S.2 Tételben felsorolt tulajdonságok azt jelentik, hogya modulo m
maradékosztályok az összeadásra és szorzásra nézve egységelemes, kommutatív
gyűrű t alkotnak.
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Megjegyezzük, hogy - mint bármely gyűrűben- a maradékosztályok kö­
rében a kívonás is elvégezhető, azaz bármely (a)m és (b)m esetén pontosan egy
olyan (c)m létezik, amelyre (a)m = (b)m + (c)m; a keresett (c)m maradékosz­
tályt az (a)m + (-b)m alakban kaphatjuk meg. (A kivonás elvégezhetőségét az
egész számok kivonására támaszkodva is beláthatjuk, ekkor (c)m = (a - b)m
adódik.)

Most megvizsgáljuk, hogy mely maradékosztályoknak létezik a szorzásra
nézve ínverze (multiplikatív inverze, "reciproka"), azaz mely (a)m eset én léte­
zik olyan (c)m maradékosztály, amelyre

(1)

I T 2.8.3 I

Az (1) feltétel azt jelenti, hogy (ac)m = (l)m, azaz ac == 1 (mod m), vagyis az
ax == 1 (mod m) lineáris kongruencia megoldható. A 2.5.3 Tétel szerint ennek
szükséges és elégséges feltétele, hogy (a, m) ll, vagyis (a, m) = 1 teljesüljön.
Ez azzal ekvivalens, hogy (a)m redukált maradékosztály legyen. Így beláttuk
az alábbi tételt:

2.8.3 Tétel
A modulo m maradékosztályok között pontosan a redukált maradékosz­

tályoknak létezik (multiplikatív) inverze. •

Megjegyezzük, hogy bármely asszociatív művelet esetén egy elemnek csak
egy inverze lehet. Így egy redukált maradékosztály inverze is egyértelmű. (Ez
egyébként a 2.5.5 Tételből is következik.)

Kommutatív testen egy olyan (legalább kételemű) kommutatív, egység­
elemes gyűrűt értünk, amelyben a nullelemen kívül minden elemnek létezik
inverze. A 2.8.3 Tétel szerint a modulo m maradékosztályok körében ez akkor
és csak akkor teljesül, ha minden nemnulla maradékosztály redukált , azaz m
prím. Így a következő tételt kaptuk:

2.8.4 Tétel I T 2.8.4 I
A modulo m maradékosztályok akkor és csak akkor alkotnak testet, ha m

prím.•

A modulo m maradékosztályok körében előfordulhat, hogy két nemnulla
maradékosztály szorzata a nulla maradékosztály, például (5ho(4ho = (Oho.
Egy (a)m ::J (O)m maradékosztályt - a (kommutatív) gyűrűkben értelmezett
általános fogalomnak megfelelően - nullosztónak nevezünk, ha

(2)
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Az előző példa szerint tehát a (4)10 maradékosztály nullosztó.
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2.8.5 Tétel I T 2.8.5 I
Az (a)m -=I (Ü)m maradékosztály akkor és csak akkor nullosztó, ha (a)m

nem redukált maradékosztály, azaz (a, m) -=Il. ,.

Az (a)m -=I (Ü)m feltétel az a reprezentánsra vonatkozóan az mta, illetve
(a, m) < m kikötést jelenti.

Bizonyítás: A nullosztó (2)-beli definícióját átírva kapjuk, hogy (a)m -=I (Ü)m
pontosan akkor nullosztó, ha

van olyan b -t Ü (mod m), amelyre ab == Ü (mod m). (3)

Mivel az ax == Ü (mod m) kongruenciának x == Ü (mod m) mindig meg­
oldása, ezért (3) azzal ekvivalens, hogy az ax == Ü (mod m) kongruencia
megoldásszáma l-nél nagyobb. Mivel ez a megoldásszám éppen (a,m), így
(a)m # (Ü)m valóban akkor és csak akkor nullosztó, ha (a, m) > l .•

A 2.8.5 Tételből azonnal következik, hogya modulo m maradékosztályok
körében akkor és csak akkor található nullosztó, ha m összetett szám.

Végül röviden kitérünk a maradékosztályok néhány csoportelméleti vo­
natkozására.

Egy G halmazt akkor nevezünk csoportnak, ha értelmezve van G-n egy
asszociatív művelet, létezik egységelem és minden elemnek van inverze. Ha a
művelet kommutatív, akkor kommutatív vagy Abel-csoportról beszélünk.

Ennek alapján a modulo m maradékosztályok az összeadásra, a redukált
maradékosztályok pedig a szorzásra kommutatív csoportot alkotnak (ez utóbbi
abból következik, hogy két redukált maradékosztály szorzata, valamint egy
redukált maradékosztály inverze is redukált maradékosztály).

Az Euler-Fermat-tétel a következő általános csoportelméleti tétel speciá­
lis esetének tekinthető: Egy véges G csoport bármely a elemére a lG1a csoport
egységelemével egyenlő (ahollGI a csoport elemszámát jelöli). Ez a csoportel­
méleti tétel kommutatív G esetén az Euler-Fermat-tétel mintájára igazolható
(lásd a 2.8.7 feladatot), tetszőleges G-re pedig az ún. Lagrange-tételből követ­
kezik.

A Wilson-tétel általánosításaként azt a kérdést lehet megvizsgálni, hogy
egy véges kommutatív csoport elemeinek a szorzata a csoport melyik elemével
egyenlő (lásd a 2.8.8 feladatot).
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Feladatok

2.8.1 Milyen mesetén létezik olyan nemnulla maradékosztály, amely ön­
magának az ellentettje?

2.8.2 Tekintsük a modulo 100 maradékosztályok gyűrűjét.

a) Mi a (13) maradékosztály multiplikatív inverze?

b) Hány nullosztó van?

c) A (40) maradékosztálynak hány nullosztópárja van, azaz hány olyan
(b) i:- (O) maradékosztály létezik, amelyre (40)(b) = (O)?

d) Van-e olyan (c) maradékosztály, amelyre (35)(c) = (90)?

~.Q.g I-Liny olyan modulo m maradékoszuly van, amelynek 8nmaga a mul­
tiplikatív inverze, ha mértéke

a) 47; b) 30; c) 800; *d) tetszőleges?

2.8.4 Legyen m összetett szám, és tekintsük a modulo m maradékosztályok
gyűrűjét.

a) Mutassuk meg , hogy ha (a) nullosztó, akkor tetszőleges (c)-re (a)(c)
nullosztó vagy (O).

b) Lássuk be, hogy ha (a)(c) nullosztó, akkor (a) és (c) közül legalább
az egyik nullosztó.

c) Melyek azok az m-ek, amelyekre bármely két nullosztó összege IS

nullosztó vagy (O)?

d) Határozzuk meg az összes nullosztó összegét , illetve szorzatát .

e) Mely m-ek eset én létezik olyan (a) i:- (O), amelyre (a)2 = (O)?

2.8.5
a) Legyen H a modulo 20 maradékosztályok közül a ,,4-gyel oszthatók"

halmaza, azaz

H = {(Oho , (4ho, (8ho, (12ho, (16ho}.

Bizonyítsuk be, hogy H amaradékosztályok összeadására és szorzá­
sára kommutatív testet alkot.

b) Legyen K a modulo 40 maradékosztályok közül a ,,4-gyel oszthatók"
halmaza, azaz
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Mutassuk meg, hogy K amaradékosztályok összeadására és szorzá­
sára kommutatív gyűrűt alkot, amely azonban nem test, a szorzásra
nézve nincs egységelem, sőt K minden nemnulla eleme nullosztó.

M *c) Általánosítsuk (minél jobban) a feladatot.

2.8.6 Vizsgáljuk meg minél részletesebben, lehet-e a modulo m maradék-
osztályokra a pozitív reprezentánsok segítségével értelmezni

a) a legnagyobb közös osztót: lnko ((a)m, (b)m) == (lnko(a, b) ) m ;

b) a köbre emelést: (a)~ == (a3 )m ;

c) a köbgyökvonást: {/(a)m == (~)m ;

d) a számtani közép képzését: ((a)m + (b)m)/2 == ((a + b)/2)m;

e) a hatványozást: (a)~)1n = (ab)m ?

2.8.7 Az Euler-Fermat-tétel általánosítása. Jelölje a G véges kommuta­
tív csoport elemszámát IGI, egységelemét e. Bizonyítsuk be, hogy
bármely a E G elemre a lG1== e.

*2.8.8 A Wilson-tétel általánosítása. Jelölje S egy G véges kommutatív
csoport elemeinek a szorzatát és e az egységelemet. Mutassuk meg,
hogy ha G-ben pontosan egy olyan c f: e elem van, amelyre c2 == e,
akkor S == c, minden más esetben pedig S == e.



3. MAGASABB FOKÚ KONGRUENCIÁK

A fejezet elején néhány általános észrevételt teszünk a prím modulusú isme­
retlenes kongruenciákra vonatkozóan. Ezután a rend, a primitív gyök és a
diszkrét logaritmus legfontosabb tulajdonságait tárgyaljuk, majd ezek felhasz­
nálásával a modulo p "gyökvonás" kérdését, azaz a prím modulusú binom
kongruenciákat tekintjük át. Szerepeltetjük Kőnig és Rados, valamint Cheval­
ley egy-egy nevezetes tételét is. Végül megmutatjuk, hogyan lehet az összetett
modulusú kongruenciákat prímhatvány, illetve prím modulusú kongruenciákra
visszavezetni.

3.1. Megoldásszám és redukció

Legyen m rögzített pozitív egész, j tetszőleges egész együtthatós polinom, és
tekintsük az j(x) == O (mod m) ismeretlenes kongruenciát.

A lineáris kongruenciákhoz hasonlóan megoldáson egy olyan 8 egész szá­
mot értünk, amelyet az x helyére beírva a kongruencia fennáll. Itt is világos,
hogy ha egy 8 szám megoldás, akkor az (s)m maradékosztály minden eleme
megoldás, hiszen 8 == r (mod m) eset én j(8) == j(r) (mod m). Ennek alapján
megoldásszámon a páronként inkongruens megoldások számát értjük, vagyis
azt, hogy hány maradékosztályba tartoznak a megoldások (lásd a 2.5.2 Definí­
ciót). Az is nyilvánvaló, hogy j együtthatóira vonatkozóan is csak az számít,
hogy melyik maradékosztályokba tartoznak modulo m.

Mindezek alapján gyakran kényelmesebb és természetesebb, ha mind az
egyűtthatókat, mind pedig a megoldásokat (egész számok helyett) modulo
m maradékosztályokként kezeljük. Ez más szóval azt jelenti, hogy j-et a
modulo m maradékosztályok Zm gyűrűje feletti polinomnak tekintjük, és az
j(x) == O (mod m) kongruencia megoldásai az j-hez tartozá polinomfüggvény­
nek a Zm-beli gyökei. Ennek megfelelőendefiniáljuk az j polinom modulo m
vett fokszámát is:

3.1.1 Definíció I D 3.1.1 I
Az j == ao + aIX + ... + anxn polinom modulo m vett fokszáma (vagy

foka) k, ha ak -t O (mod m), de minden i > k eset én ai == O (mod m). Ha
minden i-re ai == O (mod m), azaz j minden együtthatója O mod m, akkor
j-nek modulo m nincs foka. ~
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Példa: az j == 6 + 12x + 15x2 + 21x 3 polinomnak modulo 5 a foka :3, modulo
7 a foka 2 és modulo 3 nincs foka.

A pont további részében prím modulusú kongruenciákkal foglalkozunk.

3.1.2 Tétel I · T 3.1.2 I
Ha p prím és az j polinom modulo p vett foka k, akkor az j(x) == O

(mod p) kongruencia megoldásszáma legfeljebb k. .-.

Bizonyítás: Az előzetes megjegyzések szerint tekintsük j-et a modulo p ma­
radékosztályok Zp gyűrűje feletti polinomként, ekkor a kongruencia megol­
dásszáma az j-hez tartozó polinomfüggvény Zp-beli gyökeinek a száma.

Mivel Zp a 2.8.4 Tétel szerint kommutatív test, ezért a 3.1.2 Tétel állítása
azonnal következik az alábbi jól ismert klasszikus algebrai tételből: Ha egy T
kommutatív test feletti polinom foka k, akkor a megfelelő polinomfüggvénynek
legfeljebb k gyöke lehet T-ben. _

A 3.1.2 Tétel állítása összetett modulusra nem igaz, pl. a

10x - 15 == O (mod 25)

elsőfokú kongruencia megoldásszáma 5, az

x(x - l)(x - 2)(x - 3) == O (mod 24)

negyedfokú kongruencia megoldásszáma 24 stb.

A 3.1.2 Tétel segítségével újabb bizonyítást nyerhetünk a Wilson-tételre
(2.7.1 Tétel): Ha p prím, akkor (p - l)! == -1 (mod p).

Az állítás P == 2-re nyilvánvaló. Legyen p > 2, és tekintsük az

j == x p- I - 1 - (x - l)(x - 2) ... (x - (p - 1)) == ao + aIX + ... + ap_2xp-2

polinomot. Az j(x) == O (mod p) kongruenciának a kis Fermat-tétel szerint az
x == 1,2, ... ,p -1 (páronként inkongruens) számok valamennyien megoldásai,
tehát a megoldásszám legalább p-l. Ha j-nek modulo p létezne foka, akkor
ez a fok legfeljebb p-2 lehetne, ami ellentmond a 3.1.2 Tételnek. Ebből

következik, hogy j-nek modulo p nincs foka, vagyis valamennyi együtthatója
O modulo p. Speciálisan

ao == -1 - (_l)p-I(p - l)! == -1 - (p - l)! == O (mod p),

ami éppen a Wilson-tétel állítása. _
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Mivel egy modulo m kongruencia megoldásszáma legfeljebb m, ezért a
3.1.2 Tétel állítása semmitmondó, ha j modulo p vett foka p vagy annál na­
gyobb. Azonban az j(x) == O(mod p) kongruencia vizsgálata ebben az esetben
is "redukálható" egy legfeljebb p - 1-edfokú kongruenciára az alábbi értelem­
ben:

3.1.3 Tétel I T 3.1.3 I
Bármely p prím és j egész együtthatós polinom esetén létezik olyan g

egész együtthatós polinom, hogy
(i) a g modulo p vett foka legfeljebb p-l vagy g minden együtthatója O

modulo p; és
(ii) minden c egész számra j(6) == g(c) (mod p). ~

Más megfogalmazásban a 3.1.3 Tétel azt jelenti, hogya Zp test felett bár­
mely j polinomhoz található olyan legfeljebb p - 1-edfokú g polinom (megen­
gedve a nullpolinomot is), hogy a két polinomhoz ugyanaz a polinomfüggvény
tartozik.

A tételből nyilvánvalóan következik, hogy az j(x) == O(mod p) és g(x) == O
(mod p) kongruenciáknak ugyanazok a megoldásai, és így a 3.1.2 Tétel szerint
a megoldásszám legfeljebb annyi, mint a g modulo p vett foka.

Első bizónyítás: Írjunk j-ben mindenütt xP helyére mindaddig x-et, amíg ez
csak lehetséges. Így végül egy olyan g polinomhoz jutunk, amelynek (modulo
p vett) foka legfeljebb p-l vagy minden együtthatója O modulo p. Mivel
a kis Fermat-tétel szerint bármely c-re cP == c (mod p), ezért j(c) == g(c)
(mod p) is teljesül. _

Második bizonyítás: Osszuk el j-et maradékosan xP - x-szel; ·mivel xP - x
főegyütthatója 1, ezért a hányados és a maradék is egész együtthatós lesz.
Megmutatjuk, hogy a keletkezett maradék megfelel g-nek. Valóban, legyen

j == (xP - x)h + g,

ahol g foka legfeljebb p-l vagy g a nullpolinom. Ekkor bármely c egész
számra

j(c) == (eP - c)h(c) + g(c) == O+ g(c) == g(c) (mod p). _

Megjegyzések: 1. A második bizonyításban a maradékos osztást végezhetjük
a Zp test feletti polinomok körében is, csak ez kicsit nehézkesebb.
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2. Mindkét bizonyítás egyúttal konkrét algoritmust is ad a megfelelő g
előállítására (sőt, tulajdonképpen ugyanannak az eljárásnak a kétféle megkö­
zelítéséről van szó},

3. Egy harmadik bizonyítást kaphatunk az ún. interpolációs polinomok
segítségével, ez azonban g gyakorlati előállítására nemigen alkalmas (lásd a
3.1.8 feladatot).

4. A 3.1.3 Tételt kiegészíthetjük azzal, hogy (megfelelő értelemben te­
kintve) csak egy ilyen tulajdonságú g polinom létezik (lásd a 3.1.9 feladatot).

Feladatok

3.1.1 Határozzuk meg az alábbi kongruenciák megoldásszámát:

a) x 100 + x == O (mod 101);
b) x 100 + x == O (mod 100);
c) 21x9 + 18x 6 + 15 == O (mod 77);
d) x(x2

- 1)(x2 - 4) == O (mod 60).

3.1.2 Bizonyítsuk be, hogy c akkor és csak akkor megoldása az f(x) == O
(mod m) kongruenciának, ha van olyan h egész együtthatós polinom,
amelyre az f - (x-c)h polinom minden együtthatója osztható m-mel.

3.1.3 Jelöljük az f(x) == O (mod m) kongruencia megoldásszámát N(f, m)-
mel. Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) N(fg, m) ::; N(f, m) + N(g, m).
b) N(fg, m) ::; N(f, m) + N(g, m) + 1000.
c) N(fg, 13) <N(j, 13) + N(g, 13).
d) N(fg, 13) = N(j, 13) + N(g, 13).

3.1.4
a) Adjunk meg olyan f polinomot, amelynek a modulo 37 vett foka 13

és az f(x) == O (mod 37) kongruencia megoldásszáma 12.
b) Hány olyan f van, amely teljesíti az a)-beli feltételeket és minden

együtthatója az' 1,2, ... ,37 számok közül kerül ki?

3.1.5 Legyen p prím, és jelöljük az f(x) ==(O (mod p) kongruencia megol­
dásszámát r-rel. Lássuk be, hogy

p

r == - L f(i)P-l (mod p).
i=l

3.1.6 Legyen p > 2 prím és 1 ::; j ::; p-2. Bizonyítsuk be, hogy az
1,2, ... ,p - 1 számokból képezett összes j tényezős szorzat összege
osztható p-vel.
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3.1.7 Legyen p> 2 prím és

ahol ao t=. O (mod p).

Bizonyítsuk be, hogy az f(x) == O (mod p) kongruencia redukálható
egy legfeljebb p - 2-edfokú kongruencia vizsgálatára az alábbi érte­
lemben: megadható olyan h polinom, amelynek a modulo p vett foka
legfeljebb p-2 vagy minden együtthatója == O (mod p), és minden
(c,p) = 1 esetén f(c) == h(c) (mod p) teljesül.

3.1.8 Bizonyítsuk be a 3.1.3 Tételben szereplő g létezését a Lagrange- vagy
Newton-féle interpolációs polinomok felhasználásával.

3.1.9 Bizonyítsuk be, hogya 3.1.3 Tétel követelményeit kielégítő g mint
Zp feletti polinom egyértelmű, azaz az együtthatói modulo p egyér­
telműen meg vannak határozva.

3.1.10 Lássuk be, hogya 3.1.3 Tétel összetett modulus eset én is érvényben
marad.

3.2. Rend

Az Euler-Fermat-tételből következik, hogy ha (a,m) = 1, akkor van olyan t
pozitív egész, amelyre at == 1 (mod m); ilyen kitevő például a cp(m) vagy annak
bármely többszöröse. A további vizsgálatokban kitüntetett szerepet játszik a
legkisebb ilyen tulajdonságú t pozitív egész, amelyet az a rendjének nevezünk
modulo m:

3.2.1 Definíció I D 3.2.1 I
Legyen (a, m) = 1. A k pozitív egészt az a rendjének nevezzük modulo

m, ha ak == 1 (mod m), de bármely O< i < k esetén ai t=. 1 (mod m) . ..

Az a rendjét om(a)-val jelöljük. Például 07(2) = 3, 010(3) = 4 stb. Ha
nem okoz félreértést, akkor a modulusra utaló indexet el is hagyhatjuk. Az "a
rendje" helyett - a rend szó latin megfelelőjével - az "ordo a" kifejezést is
szokás használni.

Az Euler-Fermat-tételből következik, hogy minden (a,m) = 1 esetén lé­
tezik az a-nak rendje és om(a) :s; cp(m).

A rend fogalma csak (a,m) = 1 esetén értelmezhető: ha (a,m) 1= 1, akkor
egyáltalán nem létezik olyan k > Okitevő, amelyre é == 1 (mod m) teljesülne
(lásd a 204.lB Tétel utáni 1. megjegyzést).
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A rend definíciójából világos, hogy

a == b (mod m) ====> om(a) = om(b),

107

tehát egy redukált maradékosztály valamennyi elemének ugyanaz a rendje.
Az alábbi tételben összefoglalj uk a rend legfontosabb tulajdonságait.

3.2.2 Tétel I T 3.2.2
Legyenek t, u, v nemnegatív egészek és (a,m) = 1.

(i) at == 1 (mod m) ~ om(a) It.
(ii) aU == a" (mod m) ~ u == v (mod om(a)).

(iii) Az a-nak om(a) darab páronként inkongruens pozitív egész kitevős hat­
ványa létezik modulo tn,

(iv) Om (a) I ep(m) . ..

Bizonyítás: (i) Ha t = qOm(a), akkor

at = (aOm(a))q == Iq = 1 (mod m) .

A megfordításhoz osszuk el a t számot maradékosan Om (a)-val: t = qOm(a)+r,
ahol O::; r < om(a) . Ekkor

Mivel r < om(a), ezért a rend definíciója miatt csak r = O lehetséges, azaz
valóban om(a) It.

(ii) Legyen u ~ v. Ekkor (a, m) = 1 és (i) felhasználásával

aU == o" (mod m) ~ aU-v == 1 (mod m) ~

~ om(a) Iu - v ~ u == v (mod om(a)) .

(iii) Ez azonnal következik (ii)-ből.

(iv) Az Euler-Fermat-tétel szerint a'l'(m) == 1 (mod m), és így (i) alapján
om(a) I ep(m). -

Példa: Számítsuk ki a 13 rendjét modulo 59.

A 13 és 59 relatív prímek, tehát 059(13) létezik. Mivel 059(13) I ep(59) és
ep(59) = 58, ezért

059(13) = 1, 2, 29 vagy 58.
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Nyilván 13 "t 1 (mod 59), 132 "t 1 (mod 59), és így 059(13) értéke csak 29
vagy 58 lehet. Ennek megfelelően, ha 1329 == 1 (mod 59), akkor a rend 29, ha
pedig 1329 "t 1 (mod 59), akkor a rend 58.

A 1329 maradékát modulo 59 ismételt négyzetre emelések segítségével
határozhatjuk meg:

132 169 == -8 (mod 59)

134 == (-8)2 == 5 (mod 59)

138 52 == 25 (mod 59)

1316 == 252 == -24 (mod 59)

és így

1329 == 1316 .138 .134 ·13 == (-24)·25·5 ·13 ==

== (-600) ·65 == (-10) ·6== -1 (mod 59).

Tehát 059(13) == 58. (Megjegyezzük, hogy 1358 maradékát modulo 59
semmiképpen sem kellett külön kiszámítani, de az Euler-Fermat-tételből eleve
is tudtuk, hogy ez a maradék 1.)

Végül megemlítjük, hogya 3.2.1 Definíció a csoportbeli elemrend fogalmá­
nak a speciális esete, és a 3.2.2 Tétel megfelelője is igaz tetszőleges csoportban.

Feladatok
(Ha az index nélküli o(a) jelölést használjuk, akkor ez vagy a feladat­

ban szereplő m, illetve p modulusra, vagy pedig ilyenek hiányában tetszőleges

modulusra vonatkozik.)

3.2.1 Számítsuk ki a következő rendeket:

a) 077(155); b) 0100(199); c) 065(2); d) 047(43).

3.2.2 Van-e olyan a, amelyre om(a) == 4, ha m értéke a) 11; b) 12; c) 17?

3.2.3 Melyek azok az m modulusok, amelyekre Om (2) == 6?

3.2.4 Legyen (a,m) == 1, om(a) == k és i ~ O. Mutassuk meg, hogy

a) om(ai ) I k;

b) Om ( ai) == k{=::::} (i, k) == 1;

c) Om (ai) == k/ (i, k).

3.2.5 Mik o(a) lehetséges értékei, ha 0(a3) értéke a) 10; b) 12?
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M 3.2.6 Legyen p > 2 prím. Igazoljuk: op(a) == op(-a) ~ 4 Iop(a).

3.2.7 Tegyük fel, hogy a5 , a13 és a 2 l pontosan két redukált maradékosz­
tályba tartoznak modulo m. 8zámítsuk ki om(a) értékét.

3.2.8 Tegyük fel, hogy p prím és op(a) == 3.

a) Lássuk be, hogy 1 + a + a2 == O (mod p).

b) 8zámítsuk ki op(l + a) értékét.

M 3.2.9 Tegyük fel, hogy p > 5 prím és a2p
- l O == -1 (mod p). 8zámítsuk ki

op(a) értékét.

3.2.10
a) Lássuk be, hogy az an == 1 (mod m) és ak == 1 (mod m) kongruenciák

egyidejűleg pontosan akkor teljesülnek, ha a(n,k) == 1 (mod m).

b) Az a) rész felhasználásával adjunk új bizonyítást az 1.3.13 feladatra.

3.2.11 Igazoljuk, hogy ha n páratlan, akkor (an - 1, ak + 1) :::; 2.

3.2.12 Legyen p > 2 prím, (a,p) == 1. Mutassuk meg, hogy akkor és csak
akkor létezik olyan s, amelyre c" == -l (mod p), ha op(a) páros.
Mennyiben változik a helyzet, ha p helyett egy m összetett modulust
veszünk?

3.2.13 Bizonyítsuk be, hogy

a) (a,m) == 1, d Im ==* od(a) IOm(a);

b) (a,mn) == 1 ==* O[m,n] (a) == [om(a),on(a)].

3.2.14 Az 1,2, ... ,999 számok között hány másodrendűelem van mod 1000?

*3.2.15 Legyen o(a) == u, o(b) == v. Igazoljuk, hogy

a) o(ab) == uv ~ (u, v) == l;

b) [u,v] lo(ab) és o(ab) I [u, v].
(u,v)

*3.2.16 Tegyük fel, hogy ao(b) == bo(a) (mod m). Lássuk be, hogy o(a) == o(b).

3.2.17 Bizonyítsuk be, hogy n I ",(an - l) bármely a > l és n > Oesetén
teljesül.

*3.2.18 Legyen al, .... , a<p(m) redukált maradékrendszermodulo m. Mutas­

suk meg, hogy ~r~~) Om(ai) mindig páratlan szám.
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3.2.19 Legyen p prím és (a,p) == 1. Milyen maradékot ad p-vel osztva az
alábbi összeg és szorzat:

a) a + a2 + ... + ao(a) ; b) a . a2 ..... ao(a) ?

3.2.20 Tizedes törtek. Csak a tizedesvessző után következő jegysorozattal
foglalkozunk, ezért elegendő O < a < 1 számokat tekintenünk. A
feladatban kizárjuk azokat a végtelen tizedes törteket, amelyekben
egy határtól kezdve minden számjegy 9-es. Egy tizedes tört véges,
ha csak véges sok jegyből áll; ezt a legrövidebb alakban írjuk fel,
azaz az utolsóként szereplő tizedesjegy nem nulla. Egy végtelen ti­
zedes tört szakaszos, ha a tizedesjegyek sorozata egy határtól kezdve
periodikus, ezen belül tiszta szakaszos, illetve vegyes szakaszos, attól
függően, hogy a periodicitás (azaz az első szakasz) közvetlenül a ti­
zedesvessző után, illetve csak később kezdődik. A racionális számok
a/b közönséges tört alakjában feltesszük, hogy b > O és (a, b) == 1.

a) Mutassuk meg, hogy egy a valós szám tizedestört-alakja akkor és
csak akkor véges vagy végtelen szakaszos, ha a racionális.

b) Az a/b racionális szám tizedestört-alakja akkor és csak akkor véges,
ha b kanonikus alakjában legfeljebb a 2 és az S prímszámok szere­
pelnek: b == 2T S8. Ekkor a tizedesvessző után szereplő jegyek száma
k == max(r, s), azaz b I lOk, de bllOk-l.

c) Az a/b racionális szám tizedestőrt-alakjaakkor és csak akkor tiszta
szakaszos, ha (b, 10) == 1. Ekkor a (legkisebb) szakasz hossza ob(lO).

d) Az a/b racionális szám tizedestört-alakja akkor és csak akkor vegyes
szakaszos, ha (b, 10) > 1, de a b-nek létezik a 2-től és ő-től különböző

prímosztója is: b == 2TS 8 t , ahol (t, 10) == 1, t > 1 és k == max(r, s) > O.
Ekkor a(z első) szakasz a tizedesvessző utáni k + l-edik jegyben kez­
dődik és hossza ot(lO).

3.3. Primitív gyök

Mint láttuk, az Euler-Fermat-tételből következik, hogy bármely (a, m) == 1
esetén om(a) ::; <p(m). Különösen fontos az az eset, amikor itt egyenlőség

teljesül:

3.3.1 Definíció I D 3.3.1 I
Egy g számot primitív gyöknek nevezünk modulo m, ha om(g) == <p(m).

-'
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I T 3.3.2 I

A definícióból világos, hogy egy primitív gyök szükségképpen relatív prím
az m modulushoz, továbbá egy redukált maradékosztálynak vagy minden eleme
primitív gyök, vagy pedig egyetlen eleme sem az.

Példák:

Pl A 3 primitív gyök modulo 10, mert 010(3) ~ <p(10) ~ 4.

P2 A 2 nem primitív gyök modulo 31, mert 031 (2) ~ 5 < <p(31) ~ 30.

P3 Modulo 12 egyáltalán nem létezik primitív gyök: elég például a {±1, ±5}
redukált maradékrendszer elemeinek a rendjét megvizsgálni, és itt az 1
rendje 1, a többi elemé 2, vagyis mindegyik rend kisebb, mint <p(12) ~ 4.

Amikor egy a számról (ahol (a, m) ~ 1) el akarjuk dönteni, hogy primitív
gyök-e modulo m, akkor a'P(m) == 1 (mod m) fennállását fölösleges ellenő­

rizni, hiszen ez az Euler-Fermat-tétel miatt biztosan igaz. Az om(a) I <p(m)
összefüggés alapján azt kell megvizsgálni, hogya <p(m) valamely d < <p(m)
osztójára teljesül-e ad == 1 (mod m); ha van ilyen d, akkor a nem primitív
gyök, ha nincs ilyen d, akkor pedig a primitív gyök. Könnyen látszik, hogya
<p(m) osztói közül is elég a "maximálisakat" tekinteni, vagyis azokat, amelyek
<p(m) / q alakúak, ahol q prímszám.

A primitív gyökök alkalmazhatósága elsősorban az alábbi egyszerű tétel­
ben megfogalmazott tulajdonságon alapul:

3.3.2 Tétel
Egy g szám akkor és csak akkor primitív gyök az m modulusra nézve, ha

1, g, g2, ... ,g'P(m)-l redukált maradékrendszert alkotnak modulo m. ,.

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy g primitív gyök, azaz om(g) ~ <p(m). Ekkor a
3.2.2 Tétel (ii) állítása alapján 1, g, g2, ... ,g'P(m)-l páronként inkongruensek
modulo m, továbbá számuk <p(m) és (g, m) ~ 1 miatt valamennyien relatív
prímek m-hez. A 2.2.9 Tétel szerint így valóban redukált maradékrendszert
alkotnak mod m.

A megfordításhoz tegyük fel, hogy a fenti g-hatványok redukált mara­
dékrendszert alkotnak mod m. Ekkor (g, m) ~ 1, tehát om(g) létezik és az
Euler-Fermat-tétel szerint om(g) :::; <p(m). Továbbá g,g2, ... ,g'P(m)-l egyike
sem lehet kongruens a szintén a megadott redukált maradékrendszerben sze­
replő l-gyel, tehát om(g) ~ <p(m). -

A következőkben azt vizsgáljuk meg, milyen m modulus esetén létezik
primitív gyök. Megjegyezzük, hogy ezt csoportelméleti terminológiával úgy is
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fogalmazhatjuk, hogy mely mesetén lesz a modulo m redukált maradékosztá­
lyok multiplikatív csoportja ciklikus.

Először azt igazoljuk, hogy prím modulus esetén mindig létezik primitív
gyök:

3.3.3 Tétel
Ha p prím, akkor modulo p létezik primitív gyök. ,.

I T 3.3.3 I

A 3.3.3 Tétel általánosításaként megmutatható, hogy nemcsak a modulo p
maradékosztályok körében, hanem bármely véges elemszámú testben található
olyan elem, amelynek a hatványai előállítják a test összes nemnulla elemét. -

A 3.3.3 Tételre két bizonyítást adunk. Emellett egy harmadik gondolat­
menetet is vázolunk a 3.3.14 feladatban. Mindhárom bizonyítás - értelem­
szerű módosításokkal - alkalmas az imént említett általánosabb tétel igazo­
lására is.

Első bizonyítás: Ha p == 2, akkor g == 1 (vagy bármely páratlan szám) primitív
gyök.

Legyen p > 2 és p-l összes különböző prímosztója legyen ql, ... ,qs.
Tegyük fel indirekt, hogy nem létezik primitív gyök, azaz bármely

1 ~ i ~ p-l esetén op(i) == d, < p-l. Mivel d; I p-l, ezért van a
p - l-nek olyan q prímosztója, amelyre d, I (p - l)/q. Ekkor i(p-l)/q == 1
(mod p). Ez azt jelenti, hogy a redukált maradékrendszer bármely eleme
gyöke az

1 == (x(P-l)/ql - 1) (x(P-l)/q2 - 1) ... (x(p-l)/qs - 1) (1)

polinommal képzett I(x) == O (mod p) kongruenciának. Továbbá 1(0) ==
== (--,.l)S ~ O (mod p), tehát a kongruencia megoldásszáma pontosan p-l.

Végezzük el (l)-ben a szorzásokat. Ekkor 1 olyan ±xk tagok összegeként
áll elő, ahol

a k kitevő különböző (p - l)/qj-knek az (esetleg csak egytagú) összege, (2)

illetve k == o. Alkalmazzuk most a 3.1.3 Tétel első bizonyításában szereplő re­
dukciós eljárást: írjunk xP helyére x-et, amíg ez csak lehetséges. A keletkezett
g polinom legfeljebb p - l-edfokú és minden c-re I(c) == g(c) (mod p).

Ez azt jelenti, hogya g(x) == O (mod p) kongruencia megoldásszáma is
pontosan p-l, és így a 3.1.2 Tétel szerint a g polinom modulo p vett foka
pontosan p-l kell hogy legyen.
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(3)

Ekkor g-ben szükségképpen szerepel xp-1-es tag. A redukciós eljárás so­
rán ez a tag csak olyan, az J-ben előforduló x k tag(ok)ból keletkezhetett,
amely (ek)ben

a k kitevő k == (p - l)t alakú, ahol t > O egész,

hiszen a (p - l-nél nagyobb) kitevőket mindig p - l-gyel csökkentettük.
A (2) és (3) összevetéséből kapjuk, hogy (mondjuk)

111
t == - + - + ... + - . (4)

ql q2 qr

A (4) egyenlőséget q2 . . . qr-rel beszorozva minden tag egész szám lesz, kivéve
a jobb oldal első tagját, és így ellentmondásra jutottunk. _

Második bizonyítás: Jelölje h(d) az 1,2, ... ,p - 1 elemek közül azoknak az
i-knek a számát, amelyekre op(i) == d. Ekkor nyilván h(d) == O, ha dtp - 1,
továbbá

2: h(d) == p-l.
dlp-l

Megmutatjuk, hogy bármely d-re

h(d) ~ <p(d) .

(5)

(6)

Ha nincs d-edrendű elem, akkor (6) fennáll, hiszen O== h(d) < <p(d).
Feltehetjük tehát, hogy valamely a-ra op (a) == d. Ekkor az a, a2, ... , ad

elemek páronként inkongruensek modulop, és (at)d == (ad)t == 1 (mod p) miatt
valamennyien gyökei az x d == 1 (mod p) kongruenciának.

Mivel ennek a kongruenciának a megoldásszáma nem lehet d-nél nagyobb,
ezért ha valamely c-re cd == 1 (mod p) teljesül, akkor a c az a, a2, ... , ad számok
valamelyikével kongruens.

Minden d-edrendűszám is gyöke az x d == 1 (mod p) kongruenciának, tehát
minden d-edrendű szám is a, a2 , ... ,oad valamelyikével kongruens. A 3.2.4b
feladat szerint op (aj) == op (a) == d akkor és csak akkor teljesül, ha (j, d) == 1,
ennélfogva az a, a2 , ... ,ad számok között éppen <p(d)-nek a rendje lesz d, azaz
h(d) == <p(d). Ezzel (6)-ot beláttuk.

Felhasználva (5)-öt és (6)-ot, továbbá a 2.3.14 feladatban bizonyított
L:dlp-l <p(d) == p-l egyenlőséget azt kapjuk, hogy

p-l = 2: h(d)::; 2: <p(d) =p-l,
dlp-l dlp-l

ami nyilván csak úgy teljesülhet, ha minden d Ip - l-re h(d) == <p(d).
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Ezzel beláttuk, hogy egy mod p redukált maradékrendszerben a d-edrendű

elemek száma rp(d). Ezt speciálisan d == p - l-re alkalmazva adódik, hogya
primitív gyökök száma rp(p - 1) (tehát létezik primitív gyök) .•

'- Megjegyzés: A második bizonyításban (látszólag) erősebb állítást bizonyítot­
tunk be: a primitív gyök létezésén túlmenően megkaptuk a (páronként in­
kongruens) primitív gyökök, sőt még általánosabban bármely adott d-re a
d-edrendű elemek számát. Ez a "többleteredmény" azonban könnyen követ­
kezik a primitív gyök (bármilyen módon igazolt) létezéséből a 3.3.2 Tétel és a
3.2.4b, illetve 3.2.4c feladat feÍhasználásával (lásd a 3.3.9 feladatot).

Az így adódó eredményeket fontosságuk miatt külön tételként is megfo­
galmazzuk:

3.3.4 Tétel I T 3.3.4 I
Legyen a modulus egy p prímszám.

(i) Egy primitív gyök i-edik hatványa akkor és csak akkor primitív gyök, ha
(i,p - 1) == 1.

(ii) A páronként inkongruens primitív gyökök száma rp(p - 1).

(iii) Általánosan is igaz, hogy ha d I p-l, akkor egy mod p redukált mara­
dékrendszer elemei között a d-edrendű elemek száma rp(d). ,.

A következő tételben pontosan meghatározzuk, mely m modulusokra lé­
tezik primitív gyök:

3.3.5 Tétel I T 3.3.5 I
Az m > 1 modulusra nézve akkor és csak akkor létezik primitív gyök, ha

m == pO: , 2pO: , 2 vagy 4, ahol p > 2 prím és a > O. ,.

Bizonyítás: Az m == p és m == 2 esetet a 3.3.3 Tétel tartalmazza, ha pedig
m == 4, akkor g == 3 primitív gyök. A többi esetre a bizonyítást az alábbi
lépésekben végezzük.

(Ll) Modulo p2 létezik primitív gyök.
(L2) Ha a > 2, akkor modulo p" létezik primitív gyök.
(L3) Modulo 2pO: létezik primitív gyök (a > O).
(Nl) Ha m osztható 4-gyel és van páratlan prímosztója, vagy ha m-nek

van (legalább) két különböző páratlan prímosztója, akkor nem létezik
primitív gyök modulo m.

(N2) Ha m == 20:, ahol a > 2, akkor nem létezik primitív gyök modulo m.
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(Ll) Legyen g primitív gyök modulo p. Megmutatj uk, hogy g és g + p
közül legalább az egyik primitív gyök lesz modulo p2 is.

Egyrészt

másrészt a 3.2.l3a feladat alapján

A <p(p2) = p(p - 1) és op(g) = p-l összefüggéseket beírva azt kapjuk, hogy

és

Így Op2 (g) = p-l vagy Op2 (g) = p(p - 1).
A második esetben g (definíció szerint) primitív gyök modulo p2.
Ha Op2 (g) = p-l, akkor megmutatjuk, hogy g +p primitív gyök mod p2.
Az előző gondolatmenetet g helyett g + p-re megismételve adódik, hogy

Op2 (g + p) értéke is csak p-l vagy p(p - 1) lehet. Így elég azt igazolni, hogy
(g + p)p-l ::j 1 (mod p2). A hatványozást elvégezve kapjuk, hogy

A jobb oldalon az első tag a feltételezésünk szerint l-gyel kongruens mod p2,
továbbá a harmadiktól kezdve minden tag osztható p2-tel. Így

(L2) Bebizonyítjuk, hogy ha g primitív gyök modulo p2, akkor primitív
gyök modulo pa is, tetszőleges a > 2-re. Az (Ll) részben látott gondolatme­
nethez hasonlóan elég azt megmutatni, hogy

Ezt a következő formában igazoljuk:

ahol (7)

A (7) összefüggést a szerinti teljes indukcióval bizonyítjuk.
Az a = 2 esetben valóban gP-l = 1 + t2P (ez a kis Fermat-tétel) , és itt

PAt2, mert g primitív gyök modulo p2.
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Tegyük fel most, hogy (7) teljesül valamely a(~ 2) esetén; belátjuk, hogy
ekkor (a helyett) a + l-re is fennáll. Emeljük (7)-et p-edik hatványra:

gpCX-l(P_l) = (1 + to:pO:-l)p = 1 + (~)to:pO:-l + (~) (to:pO:-l)2 +. .. (8)

Itt a harmadik tag osztható a p-nek 1 + 2(a - 1) ~ a + l-edik hatványával, a
további tagokban pedig szintén legalább ekkora a p kitevője. Ennélfogva

ahol

azaz (7) valóban fennáll a + l-re is.

(L3) Legyen g primitív gyök modulo p", Jelöljük h-val a g és g+pO: közül
azt, amelyik páratlan; belátjuk, hogy h primitív gyök modulo 2p O: .

Mivel bármely í-re hi == 1 (mod 2), ezért

Ez azt jelenti, hogy

(Nl) Megmutatjuk, hogy tetszőleges (a, m) = 1 esetén található olyan
O< r < cp(m), amelyre aT == 1 (mod m), és így a nem lehet primitív gyök.

A szóban forgó m-ek felírhatók m = uvalakban, ahol (u,v) = 1 és
u> 2, v > 2. Igazolni fogjuk, hogy r = [cp(u) , cp(v)] megfelel.

Az u > 2, v > 2 feltétel miatt cp(u) és cp(v) páros (lásd a 2.3.1 feladatot),
tehát (cp(u), cp(v)) ~ 2. Ebből következik, hogy

r = [cp(u) , cp(v)] ~ cp(u~(v) = cp~m) .

Emellett, cp(u) I r miatt a" == 1 (mod u), és ugyanez érvényes mod v is, ezért
a" == 1 (mod [u, v]), azaz (mod m) is teljesül.

(N2) Megmutatjuk, hogy ha a ~ 3, akkor bármely páratlan a-ra

Az a szerinti teljes indukcióval bizonyítunk. Ha a = 3, akkor valóban

23 = 8 Ia2
- 1 = (a - l)(a + 1).



3.3. FELADATüK 117

Tegyük most fel, hogy (8) igaz valamely a-ra; belátjuk, hogy ekkor o-l-l-re
is fennáll. Az

20-1 (20-2) (20-2 )a -1== a -1 a +1

szorzatban az első tényező az indukciós feltevés szerint osztható 2a-val, a má­
sodik tényező osztható 2-vel, így a szorzat valóban osztható 2a + l-gyel. •

Feladatok

3.3.1 Határozzuk meg az összes primitív gyököt modulo m, ha mértéke
a) 7; b) 10; c) 18.

3.3.2 Adjunk meg egy olyan számot, amely egyszerre primitív gyök mod
11 és mod 14 is.

3.3.3 Adjunk meg
a) egy primitív gyököt mod 625;
b) egy olyan primitív gyököt mod 5, amely nem primitív gyök mod 625.

3.3.4 Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Ha 9 primitív gyök mod 11, akkor 9 primitív gyök mod 22.
b) Ha 9 primitív gyök mod 22, akkor 9 primitív gyök mod 11.
c) Ha 9 primitív gyök mod m, akkor 93 is primitív gyök mod m.
d) Ha 93 primitív gyök mod m, akkor 9 is primitív gyök mod m.
e) Ha 9 primitív gyök mod m, akkor 92<p (m ) - 1 is primitív gyök mod m.
f) Ha (a, 34) == 1 és aB "t 1 (mod 34), akkor a primitív gyök mod 34.
g) Ha (a, 25) == 1 és a l O"t 1 (mod 25), akkor a primitív gyök mod 25.

3.3.5 Legyen a modulus egy (tetszőleges, de rögzített) p > 2 prímszám.
a) Mutassuk meg, hogy két primitív gyök szorzata sohasem primitív

gyök.
b) Bizonyítsuk be, hogy létezik három olyan primitív gyök, amelyeknek

a szorzata is primitív gyök.
c) Mely p prímek eset én igaz, hogy bármely három primitív gyök szor­

zata is primitív gyök?

3.3.6 Adjunk új bizonyítást a Wilson-tételre a primitív gyök felhasználá­
sával.

3.3.7 Legyen p > 2 prím. Milyen maradékot ad az 1k + 2k + ... + (p - l)k
összeg p-vel osztva?

3.3.8 Legyen p > 2 prím. Milyen maradékot ad p-vel osztva az összes
(páronként inkongruens) primitív gyök szorzata? (A primitív gyökök
összegére vonatkozóan lásd a 6.5.9c feladatot.)



118 3. MAGASABB FOKÚ KONGRUENCIÁK

3.3.9
a) Legyen p prím, d I p-l, g primitív gyök mod p és (a,p) 1.

Bizonyítsuk be, hogy

. . t(p-l) ,
op(a) = d ~ a == gJ (mod p), ahol J = d es (t ,d) = 1.

b) Határozzuk meg az a) rész felhasználásával egy modulo p redukált
maradékrendszerben a d-edrendű elemek számát.

M*3.3.1O Legyen p > 2 prím és (a,p) = (b,p) = 1. Bizonyítsuk be , hogy
op(a) = op(b) akkor és csak akkor teljesül, ha van olyan r és s pozitív
egész, amelyre a == b" (mod p) és b == a" (mod p).

3.3.11 Hogyan általánosítható a 3.3.4 Tétel olyan összetett modulusra,
amelyre nézve létezik primitív gyök?

3.3.12 Legyen m = 20<, ahol o: ~ 3. Bizonyítsuk be az alábbi állításokat:

a) om(5) = 20<-2.

b) Az 5X == -1 (mod m) kongruencia nem oldható meg.

c) A ±5k , O~ k < <p(m) /2 számok redukált maradékrendszert alkotnak
modulo m.

Megjegyzés: A 3.3 .5 Tételből tudjuk, hogy m = 20<, o: ~ 3 esetén
nem létezik primitív gyök. A feladat c) része - kissé pongyolán
fogalmazva - azt fejezi ki, hogy az 5 "majdnem" primitív gyök ezekre
a modulusokra.

*3.3.13 Legyen az m > 1 páratlan szám kanonikus alakja m = pr1
••• p~r .

Mutassuk meg, hogy léteznek olyan Ul, ... , Ur egészek, hogy az

i = 1,2, ... , r

számok redukált maradékrendszert alkotnak modulo m . Fogalmaz­
zuk meg és bizonyítsuk be a megfelelő állítást páros m-ekre is.

és

Legyen p > 2 prím. Adjunk új bizonyítást modulo p primitív gyök
létezésére az alábbi gondolatmenet alapján.

a) Mutassuk meg, hogy ha az f egész együtthatós polinomra
f I xp -

l
- 1, akkor az f(x) == O (mod p) megoldásszáma pontosan az

f fokszámával egyenlő.

b) Tegyük fel, hogy qf3 Ip-l, ahol q prím és (3 > O. Bizonyítsuk be ,
hogy az

3.3.14
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polinomokra az f1(X) == O (mod p), illetve f2(X) == O (mod p) kong­
ruenciák megoldásszáma pontosan q!3, illetve q!3 -1 .

c) A b) részjelöléseit és eredményét használva mutassuk meg, hogy van
olyan c, amelyre op(c) == q!3.

d) A c) rész és a 3.2.15a feladat felhasználásával igazoljuk, hogy minden
d Ip-l esetén létezik d-edrendű elem modulo p.

3.4. Diszkrét logaritrnus (index)

Ebben és a következő pontban feltesszük, hogya modulus egy p prímszám.
Megjegyezzük, hogy az itt szereplő fogalmak és eredmények tetszőleges olyan
modulusra is átvihetők, amelyekre nézve létezik primitív gyök.

Legyen g primitív gyök mod p. A 3.3.2 Tétel szerint az 1, g, ... ,gP-2
számok redukált maradékrendszert alkotnak mod p, és így bármely (a,p) == 1
esetén pontosan egy olyan O ~ k ~ p-2 kitevő létezik, amelyre a == gk
(mod p). Mindez lehetővé teszi a "logaritmus" bevezetését:

3.4.1 Definíció I D 3.4.1 I
Legyen g primitív gyök mod p és (a,p) == 1. Ekkor az a-nak a g alapú

diszkrét logaritmusán vagy indexén azt a O~ k ~ p-2 számot értjük, amelyre
a == gk (mod p). ,. .

Jelölés: indp,g(a). Mivel a p modulus általában rögzített, ezért legtöbb­
ször az erre utaló jelzést elhagyjuk: ind, a. Ha a g primitív gyök is egyértelmű,

akkor simán ind a-t írunk.
Az előzetes megjegyzés szerint (a,p) == 1 eset én ind, a létezik és egyér­

telmű. Egy a szám diszkrét logaritmusa természetesen függ attól, hogy melyik
g primitív gyök szerint vesszük.

Ha a == b (mod p), akkor nyilván ind, a == ind, b, tehát (rögzített g
mellett) egy redukált maradékosztály minden elemének ugyanaz a diszkrét
logaritmusa.

Sokszor fel fogjuk használni a

gS == gt (mod p) {::=::;> s == t (mod p-l)

összefüggést (amely a 3.2.2 Tétel (ii) állításából következik m == p, a == g és
op(g) == p-l szereposztással).
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Ennek megfelelően, ha az összes olyan j ~ O egészt keressük, amelyre
gj := a (mod p), akkor ezek a j értékek éppen egy modulo p-l maradékosztály
nemnegatív elemei lesznek. Más megfogalmazásban:

gj:=a (modp) ~ j:=indga(modp-l).

(Szokás ennek alapján a diszkrét logarimust úgy is értelmezni, hogy ezt a mo­
dulo p-l maradékosztályt nevezik az a elem g alapú diszkrét logaritmusának. )

A diszkrét logaritmusra is érvényesek a logaritmusazonosságok megfelelői

(lásd a 3.4.3-3.4.4 feladatokat).
A diszkrét logaritmus segítségével oldjuk meg a következő pontban a mo­

dulo p "gyökvonás" problémáját, emellett egy kriptográfiai alkalmazást is tár­
gyalunk az 5.8.6 feladatban.

Illusztrációként mellékelünk egy "exponenciális" és egy "logaritmus"-táb­
lázatot (indextáblázatot), amely a p == 13 modulusra és a g == 2 primitív
gyökre vonatkozik.

J

2j (mod 13)

a

O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 2 4 8 3 6 12 11 9 5 10 7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

O 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6

Feladatok
Valamennyi feladatban a g és h primitív gyökök egy p > 2 prím modulusra

vonatkoznak, a és b relatív prímek p-hez, és ha külön nem jelezzük, akkor g
alapú indexről van szó.

3.4.1 Mely p prímekre lesz indp ,7(2) == 3?

3.4.2 Számítsuk ki az alábbi diszkrét logaritmusokat:

a) indg 1; b) indg(-1); c) indg(-g).

3.4.3 Bizonyítsuk be az alábbi "logaritmusazonosságokat":

a) ind (ab) := ind a + ind b (mod p-l);

b) ind (ak) := k · inda (mod p-l).
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3.4.4 Bizonyítsukbe, hogya g alapú indexről a h alapú indexre az alábbi
("szokásos") módon lehet áttérni:

a) ind, h . indj, g == 1 (mod p-l);

b) ind., a == indj, g . ind; a (mod p-l).

3.4.5 Melyik az a legkisebb s pozitív egész, amelyre p-l I s . ind a?

3.4.6 Bizonyítsuk be, hogya akkor és csak akkor primitív gyök mod p, ha
(indga, p-l) == 1.

3.4.7 Bizonyítsuk be az alábbi állításokat.

a) (ind, a , p-l) == 1 ~ (indj, a , p-l) == 1.

b) (ind, a , p-l) == (indj, a , p-l).

3.4.8 Legyenek a, b, e tetszőleges primitív gyökök modulo p. Igazoljuk,
hogy ekkor

is primitív gyök mod p.

M*3.4.9 Mutassuk meg, hogy op(a) == op(b) akkor és csak akkor teljesül, ha
van olyan g és h primitív gyök, amelyre ind, a == ind), b.

3.4.10 Keressük meg az alábbi prímekhez a legkisebb pozitív primitív gyököt
és készítsünk indextáblázatot: a) 7; b) 11; c) 17.

*3.4.11 Bizonyítsuk be, hogy bármely p prímhez és a egészhez végtelen sok
olyan k pozitív egész található, amelyre a == kk (mod p).

3.5. Binom kongruenciák

A pozitív valós számok körében a gyökvonás elvégzéséhez a szám logaritmusát
elosztjuk a gyökkitevővel, és ezzel megkapjuk a gyök logaritmusát (így vonnak
gyököt a kalkulátorok is). Hasonló módon használható a diszkrét logaritmus is
a modulo p gyökvonáshoz, azaz az x k == a (mod p) kongruencia megoldásához
(ahol p prímszám). Az ilyen kongruenciákat kéttagú vagy binom kongruen­
ciáknak nevezzük. Az általános ex k == d (mod p) binom kongruencia, ahol
e 1=- O (mod p), szintén ilyen x k == a (mod p) alakra hozható: a megfelelő a
értéket a ey == d (mod p) lineáris kongruencia (mod p egyértelmű) megoldása
szolgáltatja.

Az (a,p) =I=- 1 esetben a == O (mod p), azaz az x k == O (mod p) kongruen­
ciáról van szó; ennek könnyen láthatóan x == O (mod p) az egyetlen megoldása.

Így a továbbiakban feltesszük, hogy (a,p) == 1.
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3.5.1 Tétel
Legyen p prím és (a,p) == 1. Az

xk==a (mod p)

kongruencia akkor és csak akkor oldható meg, ha

p-l

a(k,p-l) == 1 (mod p).

I T 3.5.1 I

(1)

(2)

Megoldhatóság esetén a (páronként inkongruens) megoldások száma (k,p-l).
A (2) feltétel ekvivalens azzal, hogy

(k,p - 1) I ind, a

teljesül, ahol g egy tetszőleges primitív gyököt jelent modulo p. -'

(3)

Bizonyítás: A g primitív gyök szerinti diszkrét logaritmust fogjuk használni.
Keressük a megoldást x == gind x (mod p) alakban. Ekkor az (1) kongru­

encia átírható a
gk . ind x == gind a (mod p)

alakba, amely a már sokszor használt gS == gt (mod p) {:==:} s == t (mod p-l)
összefüggés alapján tovább ekvivalens

k . indx == inda (mod p-l) (4)

telj esülésével.
A (4) az ind x-re nézve egy lineáris kongruencia, amely a 2.5.3 Tétel sze­

rint akkor és csak akkor oldható meg, ha (3) teljesül, tehát ugyanez az (1)
kongruencia megoldhatóságának a szükséges és elégséges feltétele is.

A (4) kongruencia modulo p-l páronként inkongruens megoldásainak
az (1) kongruencia modulo p páronként inkongruens megoldásai felelnek meg
és viszont, tehát a két kongruenciának ugyanannyi a megoldásszáma: a 2.5.4
Tétel alapján ez (k,p - 1).

Végül megmutatjuk a (2) és (3) feltételek ekvivalenciáját. Mivel

p-l . d ~ (1) ind a
a(k,p-l) == (gIn a) (k,p-l) == gP- (k,p-l) (mod p), (5)

ezért a(p-1)/(k,p-1) == 1 (mod p) pontosan akkor teljesül, ha (5) utolsó tagjában
a g kitevője a p - l-nek egész számú többszöröse, azaz ha (k,p - 1) I inda.•
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Megjegyzések: 1. A tétel bizonyításából egyúttal megoldási módszert is kap­
tunk, feltéve, hogy rendelkezésünkre áll egy indextáblázat.

2. A (3)-ban szereplő ind, a érték természetesen más és más (lehet), attól
függően, hogy melyik g primitív gyököt választottuk. Mivel azonban az (1)
kongruencia megoldhatósága nem függ g-től, ezért a (3)-ban megadott feltétel
is független a g-től: vagy minden primitív gyökre teljesül, vagy pedig egyikre
sem. (Mindez egyébként a 3.4.7b feladatból is következik.)

Példa: Oldjuk meg az 5x 22 == 6 (mod 13) kongruenciát.

Az 5y == 6 (mod 13) kongruencia (egyetlen) megoldása y == 9 (mod 13).
Ennek megfelelően az x 22 == 9 (mod 13) kongruenciát kell megoldanunk.

A 3.5.1 Tétel bizonyításában láttuk, hogy ez a kongruencia a

22 . indx == ind 9 (mod 12)

kongruenciával ekvivalens.
A 13 modulusra nézve a 2 primitív gyök, és a megfelelő "exponenciális"

és "logaritmus"-táblázatok a 3.4 pont végén találhatók. Innen ind 9 == 8.
Az így nyert

22 . indx == 8 (mod 12)

lineáris kongruencia (22,12) I 8 miatt megoldható és a (páronként inkongru­
ens) megoldások száma (22,12) == 2. A megoldások:

indx == 2 (mod12) és indx == 8 (mod 12).

Az "exponenciális" táblázatot használva ebből

x == 4 (mod 13) és x == 9 (mod 13)

adódik.
Megjegyezzük, hogy nem szükséges az 5y == 6 (mod 13) kongruenciát

külön megoldani, hanem rögtön áttérhetünk az indexre:

ind5 + 22· indx == ind6 (mod 12), azaz 9 + 22 . indx == 5 (mod 12).

Ily módon egy lépésben jutottunk el a 22 . indx == 8 (mod 12) lineáris kong­
ruenciához.



124 3. MAGASABB FOKÚ KONGRUENCIÁK

3.5.2 Definíció I D 3.5.2 I
Legyen p prím és (a,p) == 1. Az a számot (a p-re nézve) k-adik hat­

ványmaradéknak nevezzük, ha az x k == a (mod p) kongruencia megoldható, és
k-adik hatvány-nemmaradéknak nevezzük, ha az x k == a (mod p) kongruencia
nem oldható meg. .-.

3.5.3 Tétel I T 3.5.3 I
Legyen p prím és (a,p) == 1. Az a szám (a p-re nézve) akkor és csak akkor

k-adik hatványmaradék, ha

p-l

a(k,p-l) == 1 (mod p), illetve (k, p-l) I ind, a ,

ahol g tetszőleges primitív gyök modulo p.
A (páronként inkongruens) k-adik hatványmaradékok száma (p-1)j(k,p-1) .

.-.
Bizonyítás: Az első állítás a 3.5.1 Tétel (egy részének) átfogalmazása.

A második állítás abból következik, hogy a k-adik hatványmaradékok
éppen a

(p-l)

Z(k,p-l) == 1 (mod p)

kongruencia megoldásai, és ennek a kongruenciának a megoldásszáma szintén
a 3.5.1 Tétel szerint

(
p-l ) p-l

(k,p - 1) , p-l = (k,p - 1) · •

Feladatok Valamennyi feladatban a modulus egy p > 2 prím.

3.5.1 Oldjuk meg az alábbi kongruenciákat. (A 11, 13 és 17 modulusok
esetén használjuk fel a 3.4 pont végén, illetve a 3.4.10 feladat útmu­
tatásánál szereplő indextáblázatokat is.)

a) 3x 50 == 2 (mod 101).

b) x 99 == 2 (mod 101).

c) x 46 == 50 (mod 23).

d) 5x 14 == 14x2 (mod 17).

e) 4x7 + 7x4 == O (mod 13).

f) 4x27 + 5x20 + 7x 17 + 9x8 + 3 == O (mod 11).
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3.5.2 Határozzuk meg az alábbi kongruenciák megoldásszámát.

a) (x 30 - 1)(x45 - l) == O (mod 73).

b) l + x + x 2 + ... + x k == O (mod 31).

3.5.3 Mely a számokra oldható meg az

1+x+ ... +xp
-

2==a (modp)
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kongruencia?

3.5.4 Mutassuk meg, hogy ha g primitív gyök, akkor az x k == g (mod p)
kongruenciának legfeljebb egy megoldása van.

3.5.5 Jelölje x k == l (mod p) összes (páronként inkongruens) megoldását
b1 , ... .b.: Legyen (a,p) == l és az x k == a (mod p) kongruencia egy
megoldása c. Hogyan kaphatjuk meg az x k == a (mod p) kongruencia
összes megoldását?

3.5.6 Határozzuk meg az
a) p - l-edik; b) (p - 1)/2-edik

hatványmaradékokat mod p.

3.5.7 Melyek azok a k értékek, amelyekre a k-adik gyökvonás modulo p
egyértelműen elvégezhető, azaz amelyekre az x k == a (mod p) kong­
ruenciának bármely a esetén pontosan egy megoldása van?

3.5.8 Mely prímekre létezik teljes maradékrendszer csupa köbszámból?

3.5.9 Bizonyítsuk be, hogy

a) két k-adik hatványmaradék szorzata mindig k-adik hatványmaradék;

b) egy k-adik hatványmaradék és egy k-adik hatvány-nemmaradék szor­
zata mindig k-adik hatvány-nemmaradék.

3.5.10 Mi a szükséges és elégséges feltétele annak, hogy létezzen k-adik
hatvány-nemmaradék és bármely két k-adik hatvány-nemmaradék
szorzata k-adik hatványmaradék legyen?

3.5.11 Milyen maradékot ad p-vel osztva az összes (páronként inkongruens)
k-adik hatványmaradék a) összege; b) szorzata?

M 3.5.12 Bizonyítsuk be, hogya akkor és csak akkor lesz egyszerre 20-adik
és 50-edik hatványmaradék modulo p, ha 100-adik hatványmaradék
modulo p. Általánosítsuk a feladatot.
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3.6. Chevalley-tétel, Kőnig-Rados-tétel

Ebben a pontban prím modulusú kongruenciákra vonatkozó két nevezetes té­
telt tárgyalunk. Elsőként olyan

i=1,2, ... , k (1)

kongruenciarendszerekkel foglalkozunk, ahol p prím, k ~ 1 és

i = 1,2, ... , k

olyan egész együtthatós, t-változós polinomok, amelyek konstans tagja 0, azaz

fi(O,O, . . . , O) = 0, i=1,2, . . . ,k. (2)

A (2) feltételből azonnal kapjuk, hogy Xl =X2 =... =Xt =°(mod p)
kielégíti az (1) kongruenciarendszert, ezt a továbbiakban triviális megoldásnak
nevezzük.

Chevalley tétele arra vonatkozik, hogy az Ji polinomok fokszámára tett
alkalmas kikötés esetén az (1) rendszernek létezik nemtriviális megoldása is.
(Egy X~l ... x~t tag fokszáma nl + ... + nt , egy polinom fokszáma pedig a
benne szereplő nemnulla együtthatós tagok fokszámának a maximuma.)

3.6.1 Tétel (Chevalley tétele) I T 3.6.1
Ha az (1)-ben szereplő Ji polinomokra teljesül (2) és fokszámaik összege

kisebb a változók számánál, azaz

k

I::deg Ji < t,
i=l

akkor (1)-nek létezik nemtriviális megoldása. '"

Példák: Az

Xl + 2X2 + 3X3 + 4X4 + 5xs =° (mod 23)

xf + 2X1X2 + 3X2X3 + 4X3X~ + 5x~ =° (mod 23)

(3)

kongruenciarendszernek létezik nemtriviális megoldása, azaz olyan, ahol nem
mindegyik x, osztható 23-mal. (Itt k = 2 és 5 = t > 1 + 3 = deg fl + deg h·)
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A 3.6.1 T ételt k = 1, azaz egyetlen polinom esetén is jól alkalmazhatjuk:
pl. bármely p prím esetén a

oszthatóság úgy is megvalósul , hogy legalább az egyik Xi nem osztható p-vel.
(Most t = 4 és deg j = 3.)

Bizony ít ás: Tegyük fel indirekt, hogy akongruenciarendszernek csak triv iális
megoldása van.

Vezessük be az alábbi két t-változós polinomot :

k

F( Xl' X2, . .. ,Xt ) = II(1- ff-l (Xl, X2, . . . ,Xt )) ,
i=l

t

G(Xl, X2, · · ·, Xt ) = II(1- X~- l ) .
j = l

A kis Fertnat- tétel szerint

Cj :f:. O (mod p) ===} S-l == 1 (mod p).

Ebből azonna l következik, hogy G-b e tetszőleges Cl, .. . , Ct egész számokat be­
helyettesítve

G( ) - {l (mod p), ha Cl == ... == Ct == O (mod p);
Cl, C2, · . . .c, = O ( d) 'bk ' tmo p , egye en.

Megmutatj uk , hogy ugyanez érvényes F-re is, azaz

F( ) {l (mod p), ha Cl == ... == Ct == O (mod p);
Cl, C2, · · · . c; == O (mod p), ' bk' tegye en .

Legyen először

Cl == ... == Ct == O (mod p).

Ekkor (2) alapján minden i-re

j(Cl " " ,Ct) == O (mod p),

(4)

(5)

azaz F ( Cl, ... , Ct ) minden tényezője és így maga F ( Cl, . .. , Ct ) is l- gyel kong­
ruens modulo p.
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Vegyük most a másik esetet, azaz amikor a Cl, ... , Ct számok közül leg­
alább az egyik nem osztható p-vel. Mivel az indirekt feltevés szerint (1)-nek
csak triviális megoldása létezik, ezért Cl, ... , Ct nem megoldás, vagyis legalább
egy i-re

fi(CI, ... ,Ct) ~O (mod p).

Ebből ismét a kis Fermat-tétel alapján következik, hogy

fr- I(CI,C2, ... ,Ct) == 1 (modp).

Ez azt jelenti, hogy F(CI, ... , Ct) egyik tényezője, és így maga F(CI, ... , Ct) is
osztható p-vel. Ezzel (5) igazolását befejeztük.

A (4) és (5) képletek alapján tetszőleges Cl, ... , Ct egész számokra

F(CI, ... , Ct) == G(CI, ... , Ct) (mod p). (6)

A továbbiakban valamennyi polinomot a modulo p test feletti t-változós
polinomnak fogunk tekinteni.

Ekkor (6) azt fejezi ki, hogy az F és G polinomok minden helyettesítési
értéke megegyezik (vagyis F-hez és G-hez ugyanaz a polinomfüggvény tar­
tozik; véges test esetén azonban ebből maguknak a polinomoknak, azaz az
együtthatóknak az egyenlősége nem következik).

Nevezzük egy H polinom redukált alakjának azt a H* polinomot, ame­
lyet H-ból úgy kapunk, hogy H-ban mindenhol xf helyére Xi-t írunk, ameddig
csak lehetséges. Nyilván H* minden tagjában bármelyik x, kitevője legfeljebb
p-l, továbbá H és H* minden helyettesítési értéke megegyezik. A változók
száma szerinti teljes indukcióval könnyen megmutatható, hogy ha a H és K
polinomok minden helyettesítési értéke megegyezik, akkor a H* és K* polino­
mok (formálisan is) egyenlők (azaz H* -nak és K* -nak ugyanazok a megfelelő

együtthatói).
Láttuk, hogy az F és G polinomok minden helyettesítési értéke mege­

gyezik, ezért az előzőek szerint ekkor az F* és G* polinomok egyenlők. Így
deg G* == deg F* is teljesül. Azonban G == G* és (3) miatt

degG* = degG = (p -1)t > (p -1) (t, degli) = degF ~ degF* ,

ami ellentmondás. _

A pont második részében egy olyan eredményt bizonyítunk, amely az
f(x) == O (mod p) kongruencia megoldásszámára pontos képletet ad az együtt­
hatók segítségével. Ez a Kőnig Gyulától és Rados Gusztávtól származó tétel
inkább csak elvi jelentőségű, a megoldásszám gyakorlati kiszámítására nem­
igen használható.
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3. 6.2 Tétel (Kónig-Rados-tétel)
Legyen p prím és
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T 3.6.2 I

olyan egész együtthatós polinom, amelyre aD 'I=- O (mod p). Ekkor az

j(x) == O (mod p)

kongruencia mego ldásszámap-I-r, ahol r = r(A) az alábbi (p-l) x (p-l)-es
A ciklikus mátrixnak a modulo p test feletti rangját jelöli:

( ao
al ...

a
p

- 2 )

aP:-2 aD ... ap-3
A= ••

al a2 aD

Megjegyzések : 1. A tételből azonnal adódik, hogy az j(x) == O (mod p) kong­
ruencia akkor és csak akkor oldható meg , ha az A mátrix rangja p - l -nél
kisebb, azaz det A == O (mod p) .

2. Az j-re tett kikötések nem jelentenek lényeges megszorítást; egy tet­
szőleges polinom esetén a megoldásszám meghatározását visszavezethetjük a
Kőnig-Rados-tételre , lásd a 3.6.11 feladatot.

Bizonyítás : Az alábbi elemi lineáris algebrai tételeket fogjuk felhasználni.
Ezek egy T kommutatív test feletti n x n-es mátrixokra vonatkoznak és r(B)
jelöli a B mátrix rangját; esetünkben n = p -l és T a modulo p test.

(i) Legyenek tl , t2 , '" .t« a T test különböző elemei . Ekkor a

1 1 1 1

t l t2 t 3 tn

V = V(t l ,t2, . .. ,tn) = t 2 t 2 t 2 t 2
l 2 3 n

tn-l tn-l tn-l tn-l
l 2 3 n

Vandermonde-mátrix rangja reV) = n .

(ii) Ha r(B) = n, azaz B invertálható, akkor tetszőleges G-re r(GB) = reG).



13ü 3. MAGASABB FOKÚ KONGRUENCIÁK

A (ii) összefüggés a bármely M, N mátrixra érvényes

r(MN) :s min(r(M),r(N))

egyenlőtlenségbőladódik: ennek alapján egyrészt r(CB) :s r(C), másrészt
r(C) = r((CB)B- I ) :s r(CB).

Rátérve a 3.6.2 Tétel bizonyítására, jelöljük az f(x) == Ü (mod p) kong­
ruencia megoldásszámát s-sel, legyen V = V(l, 2, ... ,p - 1), és tekintsük a
D = AV mátrixot. Az (i) és (ii) segédtételeink alapján

r(D) = r(A) = r.

Az AV mátrixszorzást elvégezve a D mátrix első sorának j-edik eleme

d · ·2 'p- 2 f( .)
lj = ao + alj + a2J + ... + ap-2J = J

(7)

lesz. A második sor j-edik elemének egyszerű felírás ához azt is felhasználjuk,
hogy jP-1 == 1 (mod p):

d2j = ap-2 + aoj + ad2 + ...+ ap_ú P- 2 ==
== ap_úP- 1 + aoj + ad2 + ...+ ap_3jP-2 = jfU) (mod p) .

Hasonlóan adódik, hogy az i-edik sor j-edik eleme

d - .í-If( ·)
íj = J J (mod p).

Így azt kaptuk (a kongruenciák helyett a modulo p testbeli egyenlőséget írva),
hogy

f(l)

f(l)

D = AV = f(l)

f(2)

2f(2)

22f(2)

f(3)

3f(3)

32 f(3)

f(p - 1)

(p - l)f(p - 1)

(p - 1)2 f(p - 1)

(p _1)p-2 f(p - 1)

A D mátrix j-edik oszlopában pontosan akkor lesz minden elem Ü, ha fU) == Ü

(mod p), vagyis a D csupa Ü oszlopainak a száma éppen s. A többi oszlop a V
különböző oszlopainak a nemnulla skalárszorosa, tehát ezek az (i) segédtétel
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szerint lineárisan függetlenek. Ez azt jelenti, hogy r(D) == p-1- s. Ezt (7)-tel
összevetve éppen a tétel állítását kapjuk. _

Feladatok

3.6.1 Melyik ismert tételt kapjuk a Chevalley-tételnek abban a speciális
esetében, ha mindegyik fi polinom elsőfokú?

3.6.2 Bizonyítsuk be, hogy az ax2 + by2 + cz 2 == O (mod p) kongruen­
ciának bármely p prím és a, b,c egészek esetén létezik nemtriviális
megoldása.

3.6.3
a) Mutassuk meg, hogy bármely n > l-hez található három olyan egész

szám, amelyek s négyzetösszegére n Is, de n 2 %s.

b) Lássuk be, hogy (n, s/n) == l is elérhető.

3.6.4 Mutassuk meg, hogy bármely p prímszámnak létezik olyan (nem­
nulla) többszöröse, amely kisebb, mint p4/4, és felírható legfeljebb öt
egész szám negyedik hatványának az összegeként.

*3.6.5
a) Legyenek ql,' .. ,qk különböző prímszámok és Cl, ... ,Ct olyan külön­

böző pozitív egészek, amelyek egyikének sincs a qi-ktől különböző

prímosztója. Bizonyítsuk be, hogy ha t ~ 2k + l, akkor a Cj számok
közül kiválasztható néhány különböző (esetleg csak egy, esetleg az
összes) úgy, hogy a szorzatuk köbszám legyen.

b) Általánosítsuk az a) részt köbszámok helyett m-edik hatványokra,
ahol m tetszőleges prímszám.

Megjegyzés: A megfelelő állítás (más eszközökkel) igazolható arra az
esetre is, amikor m prímhatvány, azonban tetszőleges m egészre a
probléma megoldatlan.

*3.6.6 Mutassuk meg, hogy 2n - l egész számból mindig kiválasztható n
olyan, amelyek összege osztható n-nel.

3.6.7 Bizonyítsuk be a Chevalley-tétel következő általánosítását. Hagyjuk
el a tétel feltételei közül azt, hogy az fi polinomok konstans tagja O,
a többi feltétel változatlan marad. Ekkor a szóban forgó kongruen­
ciarendszer megoldásaira a következők igazak:

a) Ha van megoldás, akkor legalább két megoldás van.

*b) A megoldásszám osztható p-vel.



132 3. MAGASABB FOKÚ KONGRUENCIÁK

3.6.8 Legyen p > 2 prím, (ab,p) == 1. A Kőnig-Rados-tétel illusztráció­
jaként határozzuk meg az f(x) == O (mod p) kongruenciák megol­
dásszámát az alábbi f polinomok esetén:

a) ax-b; b) 1+x+ ... +xP- 2; c) xp-2- 'a.

3.6.9 Olvassuk le a Kőnig-Rados-tételből, hogy az alábbi kongruenciák
megoldhatók:

a) x k == 1 (mod p), ahol p páratlan prím és 1 :::; k :::; p-2;

b) x 2 == -1 (mod p), ahol p prím és p == 1 (mod 4).

3.6.10 Legyen p > 3 prím, (ao,p) == (al,p) == (ap-2,p) == 1 és

f == ao + aIX + + ap_3xp-3 + ap_2xp-2 ,

g == al + a2x + + ap_2xp-3 + aoxp-2,

h == ap-2 + ap-3x + + alxp-3 + aoxp-2.

Bizonyítsuk be, hogy az

f(x) == O (mod p), g(x) == O (mod p) és h(x) == O (mod p)

kongruenciák mindegyikének ugyanannyi a megoldásszáma.

3.6.11 Legyen g == bo+blx+. ..+bnxn
tetszőleges egész együtthatós polinom.

Hogyan vezethetjük vissza a g(x) == O (mod p) kongruencia megol­
dásszámának a meghatározását a Kőnig-Rados-tételre az n > p-2
és/vagy bo == O (mod p) esetben?

3.7. Prímhatvány rnodulusú kongruenciák

A 2.6 pontban láttuk, hogy tetszőleges összetett modulusú kongruencia vissza­
vezethető prímhatvány modulusú kongruenciákra a kínai maradéktétel segít­
ségével. Most azzal foglalkozunk, hogyan vezethető vissza alkalmas feltételek
teljesülése esetén egy prímhatvány modulusú kongruencia a prím modulusú
esetre.

Legyen p prím, k pozitív egész, f egy egész együtthatós polinom, és te­
kintsük az

f(x) == O (mod pk)

kongruenciát. Ha c megoldása (l)-nek, akkor c nyilván az

f(x) == O (mod p)

(1)

(2)

kongruenciát is kielégíti. Ezért (1) megoldásait a (2) kongruencia megoldásai­
ból kiindulva fogjuk megkeresni.



3.7. PRÍMHATVÁNY MODULUSÚ KONGRUENCIÁK 133

3.7.1 Tétel T3.7.1 I
Legyen c megoldása (2)-nek, és tegyük fel, hogy I'(c) =1= O (mod p), ahol

l' az f polinom deriváltját jelöli. Ekkor (l)-nek pontosan egy olyan x == Ck

(mod pk) megoldása létezik, amelyre Ck == C (mod p) . ..

A bizonyítás egyúttal eljárást is ad ck előállítására, és az is kiderül, mi a
helyzet akkor, ha I'(c) == O (mod p).

Bizonyítás: Fel fogjuk használni az alábbi összefüggést:

j 2: 1 ===> f(a + tpi) == f(a) + tpi f'(a) (mod pi+l). (3)

Ennek igazolásához tekintsük f(a + t~) előállítását a Taylor-formula segítsé­
gével:

ahol n az f polinom foka. Itt mindegyik f(r)(a)/(r!) egész szám, ugyanis
bármely X

S tag r-edik deriváltja s(s - 1) ... (s - r + l)xs - r (ha s 2: r), és
r szomszédos egész szám szorzata mindig osztható r!-sal (lásd az 1.1.l7b fel­
adatot) . Ebből következik, hogy (4) jobb oldalán a harmadik tagtól kezdve
minden tag osztható ~+l-gyel, tehát (3) valóban teljesül.

A 3.7.1 Tételt k szerinti teljes indukcióval bizonyítjuk. A k = 1 eset (a
deriváltra vonatkozó feltétel nélkül is) nyilvánvaló.

Tegyük fel, hogy az állítás k - l-re igaz: ez azt jelenti, hogy az

f(x) == O (mod pk-l) (5)

kongruenciának x == Ck-l (mod pk-l) az egyetlen olyan megoldása, amelyre
Ck-l == C (mod p).

Keressük most az (1) kongruenciának a Ck == C (mod p) feltételt is teljesítő

megoldását. Nyilván Ck kielégíti (5)-öt is, tehát Ck == Ck-l (mod pk-l), azaz

t k-l
Ck = Ck-l + p . (6)

Helyettesítsük be (6)-ot az (1) kongruenciába, és használjuk fel (3)-at
(a = Ck-l, j = k-l szereposztással). Ekkor az
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kongruenciához jutunk. Itt az indukciós feltevés miatt pk-1 I f(Ck-l) ' A (7)
kongruenciát pk-1_gyel egyszerűsítve és Ck-1 =c (mod p) felhasználásával

j(Ck-1) + t1'(c) = O (mod p)
pk-1 (8)

adódik. Ez lineáris kongruencia t-re, amelynek az 1'(c) t= O (mod p) feltétel
miatt pontosan egy t = to (mod p) megoldása létezik. Innen t = to + sp, amit
(6)-ba visszahelyettesítve kapjuk, hogy

t k-l kck = Ck -1 + oP + sp ,

Ezzel beláttuk, hogy ck létezik és mod pk egyértelmű. _

A bizonyítás alapján c = cl-ből kiindulva egymás után előállíthatjuk a
C2 ,C3,' .. értékeket, vagyis a Ck meghatározására egy rekurziós módszert kap­
tunk. (A Ck értékekre akár "képletet" is nyerhetünk, lásd a 3.7.4 feladatot.)

Ha 1'(c) =O (mod p), akkor a (8) kongruenciának vagy minden t megol­
dása, vagy pedig egyáltalán nincs megoldása, attól függően, hogy pk I j(Ck-1)
vagy sem. Ez azt jelenti, hogy az (5) kongruencia egy Ck-1 megoldásából vagy
p darab megfelelő Ck értéket kapunk, vagy pedig egyet sem. Ilyenkor tehát a
fenti rekurziós típusú eljárás alkalmazása jóval bonyolultabb.

Példa: Oldjuk meg az x 3 + 2x = 22 (mod 125) kongruenciát.

Először megoldjuk az

f(x) = x 3 + 2x - 22 = O (mod 5)

kongruenciát. A O, ±1, ±2 modulo 5 teljes maradékrendszer elemeit behelyet­
tesítve kapjuk, hogy az összes megoldás

(i) x = 2 (mod 5) és (ii) x = -1 (mod 5).

(i) Az x = 2 (mod 5) esetben

1'(2)=3.22+2=-1 (mod 5),

ezért alkalmazhatjuk a 3.7.1 Tételt .
Az x 3 +2x - 22 =O(mod 25) kongruenciában az x = 2+5t helyettesítést

elvégezve a fentiek alapján

-10 + (5t) ·14 =O (mod 25), azaz - 2 - t =O (mod 5)
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adódik, ahonnan t == -2 (mod 5), vagyis t == 5s - 2. Innen

x == 2 + 5t == 2 + 5(5s - 2) == -8 + 25s.

Ez azt jelenti, hogy az

x 3 + 2x - 22 == O (mod 25)
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kongruenciának az x == 2 (mod 5) feltételt is kielégítő egyetlen megoldása
x == -8 (mod 25). .

Hasonlóan haladunk tovább az 52 modulusról az 53 modulusra. Írjuk be
az

x 3 + 2x - 22 == O (mod 125)

kongruenciába x helyére a kapott x == -8 + 25s kifejezést. Ekkor

-50 + (25s) . 194 == O (mod 125)

adódik. Innen s == -2 (mod 5), tehát

x == -8 + 25s == -58 + 125r, azaz x == -58 (mod 125).

(ii) Az x == -1 (mod 5) esetben f'( -1) == O (mod 5), és így a bizonyítás
után tett megjegyzés szerint minden lépésben azt kell vizsgálnunk, hogya (8)
kongruenciában a megfelelő f(Ck-l) érték osztható-e pk-val vagy sem.

Mivel f (-1) == O (mod 25), ezért minden x == -1 (mod 5) érték kielégíti
az x 3 + 2x - 22 == O (mod 25) kongruenciát, azaz a megoldások

x == -1, 4, 9, 14 és 19 (mod 25) .

Ezek közül csak az utolsó kettőre lesz f (x) osztható 125-tel is, vagyis az
x 3 + 2x - 22 == O (mod 125) kongruenciát

x == 14 (mod 25) és x == 19 (mod 25}

elégítik ki (ez 2 . 5 == 10 maradékosztályt jelent modulo 125).

Összefoglalva, az x 3 + 2x == 22 (mod 125) kongruencia összes megoldását
az alábbi 11 modulo 125 maradékosztály adja:

-58, 14 + 25j és 19 + 25j, ahol O::; j ::; 4.
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Feladatok

3.7.1 Határozzuk meg az alábbi kongruenciák megoldásszámát:

a) x So + x 3 == 8 (mod 320);

b) x 99 + x 3 == 8 (mod 320);

c) x 60 == 1 (mod 732°);

d) x 73 == 1 (mod 732°);
e) x(x - l)(x - 2) == O (mod 1020).

3.7.2 Legyen p prím, továbbá a és n olyan pozitív egészek, amelyek nem
oszthatók p-vel. Bizonyítsuk be, hogy ha az x" == a (mod p) kong­
ruencia megoldható, akkor bármely k esetén megoldható az x" == a
(mod pk) kongruencia is.

3.7.3 Mely, a modulushoz relatív prím a értékek eset én oldhatók meg az
alábbi kongruenciák? Határozzuk meg a megoldásszámot is.

a) x l O == a (mod 1150); M *b) x 2 == a (mod 250).

3.7.4 Tegyük fel, hogy teljesülnek a 3.7.1 Tétel feltételei, és legyen u egy
olyan szám, amelyre uf'(c) == 1 (mod p). Bizonyítsuk be, hogya Ck

értékek az alábbi rekurzióval állíthatók elő:

Cl == C és Ck == Ck-l - Uf(Ck-I), ha k > 1.

3.7.5 Oldjuk meg az x 6 + 4x == d (mod 73) kongruenciát, ahol d értéke

a) 3; b) 2; c) 72.
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A prím modulusú másodfokú kongruenciák kezelésének alapvető eszköze a
Legendre-szimbólum. Ennek tárgyalása során bebizonyítjuk többek között a
nevezetes Gauss-Iemmát és kvadratikus reciprocitási tételt is. A fejezet végén
a Legendre-szimbólum általánosításával, a Jacobi-szimbólummal foglalkozunk.

4.1. Másodfokú kongruenciák

Ebben a pontban végig feltesszük, hogy p > 2 prím és (a,p) == 1.
A 3.5.2 Definíció k == 2 speciális eseteként először definiáljuk a kvadratikus

maradék, illetve kvadratikus nemmaradék fogalmát.

4.1.1 Definíció I D 4.1.1 I
Legyen p > 2 prím és (a,p) == 1. Az a számot aszerint nevezzük kvad­

ratikus maradéknak, illetve kvadratikus nemmaradéknak modulo p, hogy az
x 2 == a (mod p) kongruencia megoldható-e, vagy sem. ~

Az a == O (mod p) számokat nem soroljuk sem a kvadratikus maradékok, sem
a kvadratikus nemmaradékok közé.

4.1.2 Tétel I T 4.1.2 I
(i) Az a szám akkor és csak akkor kvadratikus maradék modulo p, ha

a(p-l)/2 == 1 (mod p). Ezzel ekvivalens, hogy az a (bármely primitív
gyök szerinti) indexe páros.

(ii) Az a szám akkor és csak akkor kvadratikus nemmaradék modulo p, ha
a(p-l)/2 == -1 (mod p). Ezzel ekvivalens, hogy az a (bármely primitív
gyök szerinti) indexe páratlan.

(iii) A (páronként inkongruens) kvadratikus maradékok száma, illetve kvad­
ratikus nemmaradékok száma egyaránt (p - 1)/2.

(iv) Ha a kvadratikus maradék, akkor az x 2 == a (mod p) kongruenciának két
(páronként inkongruens) megoldása van. ~
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Bizonyítás: (i) és (iii) a 3.5.3 Tételnek, (iv) pedig a 3.5.1 Tétel egyik állításá­
nak a k == 2 speciális esete.

(i) alapján az is adódik, hogya akkor és csak akkor kvadratikus nemma­
radék, ha a(p-l)/2 "t 1 (mod p), illetve ha az a indexe páratlan. Így (ii)-höz
már csak az

p-l p-l

a-2 "t 1 (mod p) <===} a-2 == -1 (mod p) (1)

(2)

ekvivalenciát kell igazolni. Mivel aP- 1 == 1 (mod p) és p prím, ezért csak
a(p-l)/2 == ±l (mod p) lehetséges. Emellett p > 2 miatt 1 "t -1 (mod p), és
így (1) valóban teljesül. _

4.1.3 Definíció I D 4.1.3

Az (~) Legendre-szimbólumot a következőképpen értelmezzük:

(a) { 1, ha akvadratikus maradék mod p;
p == -1, ha a kvadratikus nemmaradék mod p. ,.

Megjegyzés: Időnként hasznos a Legendre-szimbólum definícióját a p I a esetre
is kiterjeszteni, mégpedig az (:) == Oértelmezéssel (lásd például a 4.1.15 felada-
tot). Ha azonban ezt külön nem jelezzük, akkor a továbbiakban automatikusan
az (a,p) == 1 feltéteire szorítkozunk.

Példa: (~) == 1, mert az x 2 == 2 (mod 7) kongruencia megoldható; az egyik
megoldás x == 3 (mod 7). A megoldhatóságot a

7-1 3
2-2 == 2 == 1 (mod 7)

feltétel ellenőrzésével is beláthatjuk.

A Legendre-szimbólum definícióját a 4.1.2 Tétellel összevetve kapjuk,
hogy bármely a esetén

aP;l == (~) (mod p).

A Legendre-szimbólum néhány fontos tulajdonságát az alábbi tételben
foglaljuk össze.
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4.1.4 Tétel

(i) a == b (mod p)~ (;) = (~).

(ii) (~) = (;) (~).
(iii) (-l) _{ l, ha p == l (mod 4);

p - -l, hap == -l (mod 4). ,.
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T 4.1.4 I

Bizonyítás: Mindhárom állítás azonnal adódik (2)-ből, ezt csak (ii)-re részle­
tezzük:

Így

(ab) p-l E..=.!. p-l (a) (b)p == (ab) 2 = a 2 b 2 == P P

K= (~) - G) G)

(mod p) .

4.1.3 Számítsuk ki az

egyrészt osztható p > 2-vel, másrészt K értéke csak O vagy ±2 lehet, vagyis
valóban K == O.•

A 4.1.4 Tétel alapján a Legendre-szimbólum számolása visszavezethető a
(~) és (~) értékek meghatározására, ahol q > 2 a p-től különböző prím. Az
erre vonatkozó eredményeket a következő pontban tárgyaljuk.

Feladatok
(A p végig egy 2-nél nagyobb prímszámot jelöl.)

4.1.1 Bizonyítsuk be három különböző módon, hogy (c,p) == 1 esetén a c2

kvadratikus maradék mod p.

4.1.2 Számítsuk ki az alábbi Legendre-szimbólumok értéket:

a) G:} b) G~} c) (-:~O).
/

G), G), ... , (p; 1)
Legendre-szimbólumok összegét és szorzatát.

4.1.4 Lássuk be, hogy bármely kvadratikus maradék az

12, 22, ... , (P; 1r
számok közül pontosan eggyel kongruens modulo p.
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4.1.5 Igazoljuk, hogy ha a2 +b2 osztható 77-tel, akkor osztható 5929-cel is.

4.1.6 Legyen p egy 4k + 1 alakú prím. Bizonyítsuk be, hogy az x 2 == ---;-1
(mod p) kongruencia megoldásai

4.1.7 Legyen p egy 4k + 3 alakú prím és a kvadratikus maradék mod p.
Bizonyítsuk be, hogy az x 2 == a (mod p) kongruencia megoldásai

E±.!.
x == ±a 4 (mod p).

4.1.8
a) Bizonyítsuk be, hogy ha op(a) páratlan, akkor a kvadratikus maradék

modp.

b) Mely p prímek esetén igaz a fenti állítás megfordítása?

4.1.9
a) Bizonyítsuk be, hogy egy primitív gyök szükségképpen kvadratikus

nemmaradék modulo p.

*b) Mely p prímek esetén igaz a fenti állítás megfordítása?

4.1.10 Tegyük fel, hogy (c, 97) = 1, a c kvadratikus nemmaradék és nem
primitív gyök mod 97. Számítsuk ki 097(C) értékét.

4.1.11 Bizonyítsuk be, hogy ha
a)p=4k-l; b)p=4k+1,

akkor az x 2 == k (mod p) kongruencia megoldható.

4.1.12 Mutassuk meg, hogy bármely p esetén az alábbi mod p kongruenciák
közül legalább az egyik biztosan megoldható:

4.1.13 Oldjuk meg az alábbi kongruenciákat:

M a) 3x 2 + 5x + 5 == O (mod 13);
b) 7x 2 + 8x == 5 (mod 17);
c) 6x 25 + x 5 + 5x == O (mod 23);
d) 2x 17 + 5x + 1 == O (mod 19).
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4.1.14 Jelöljük n(p)-vel a legkisebb olyan pozitív egészt, amely kvadratikus
nemmaradék mod p. Például n(5) = 2, n(7) = 3. Bizonyítsuk be,
hogy

a) n(p ) mindig prímszám ;

**b) n(p) < 1 + y'p.

4.1.15 Terjesszük ki a Legendre-szimb ólum definícióját a p Ia eset re az
(~) = Oértelmezéssel. Legyen továbbá

S(a ,p) =t (i(i; a») .

Bizonyítsuk be, hogy

a) S(O,p) = p -l; *b) (a, p) = 1 ==> S( a,p) = S(l ,p) ;

c) I:~:~ S(a,p) = O; d) S(l ,p) = -1.

4.1.16 Jelölje M(p) azoknak az 1 ~ a ~ p-2 értékeknek a számát, amelyekre
a és a + 1 is kvadratikus maradék mod p.

a) Bizonyítsuk be, hogy

4M (p) = ~((~) + 1) ((~) + 1) .
a = l p p

b) Mutassuk meg, hogy M(p) "körülbelül" p/4: ha p = 4k ± 1, akkor
M(p) = k-L

4.2. Kvadratikus reciprocitás

Ebben a pontban is felt esszük, hogy p > 2 prím. A (~) és (~) Legendre­
szimbólumokra vonatkozó tét eleket fogunk bizonyítani , ahol q > 2 a p-től

kűlőnbő z ő prím. Mindkét eredményhez szükségünk lesz az alábbi lemmára:

4.2.1 Tétel (Gauss-lemma) I T 4.2.1 I
Legyen (a,p) = 1, és tekintsük az a,2a, . . . , P; l a számok modulo p vett

legkisebb pozitív marad ékait. Jelölje v ezek közül a ~-nél nagyobbak számát.
Ekkor

(~) = (-l t · "-
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B izonyítás: Az adot t P; l szám legkisebb pozitív marad ékai közül a ~-nél

kisebbeket jelölje ri , . .. , r u, a ~ -nél nagyobb akat pedig p - S i, ... ,p - Sv (ahol
u + v = P~ l ) . Így bármely 1 :-:; t :-:; p;l eseté n alkalmas i-vel vagy j-vel

{
vagy ri

ta == vagy p - Sj (mod p) (1)

teljesül. Itt az r i és Sj számok valamennyien az 1,2, ... , P;l értékek közül
kerülnek ki.

Megmutatjuk, hogy az ri és Sj számok mind különbözők, és így valamilyen
sorrendben az 1,2, ... , P; l számokkal egyeznek meg.

Ha valamely i i=- k-ra ri = r» . akkor alkalmas 1 :-:; ..\ < j.l < p; l számokkal

..\a == ri = r k == ua (mod p)

te ljesül. Mivel (a,p) = 1, ezért a-val egyszerűsítve ..\ == j.l (mod p) adódik, ami
ellent mondás.

Hasonlóan jutunk ellentmondás ra két S j egyenlőségéből is.
Végül , ha r i = Sj, akkor

azaz p I a(..\ + j.l). Azonban (a,p) = l és O< ..\ + j.l < p, így egyik tényező sem
osztható p-vel, ami ellentmond a p prím volt ának.

Szorozzuk most össze az (1) kongruenciákat:

(mod p) . (2)

A (2) kongruenciát a p-hez relatív prím (P;l )!-sal egyszerűsítve adódik

a~ == (_l)V (mod p), azaz (~) = (-1) v .•

A Gauss-lemma segítségével könnyen meghatározhatjuk, hogya 2 mely
prímekr e nézve lesz kvadratikus mar adék.
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(2) _ { 1, ha p == ±l (mod 8);
\p - -1, ha p == ±3 (mod 8). '"
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T 4.2.2 I

Bizonyítás: A Gauss-Iemmát alkalmazzuk a = 2-re: megvizsgáljuk, hogya
2,4,6, ... ,p - 1 számok közül hány nagyobb ~-nél.

A számok száma összesen p;l , ebből a ~-nél kisebbek száma l p~l J, tehát
a keresett v érték

v = p; 1 -lP ~ 1J.

Ha p = 8k + 1, akkor így v = 4k - 2k = 2k, vagyis (~) = (_1)2k = 1.
Hasonlóan kapjuk a tétel állítását a p = 8k ± 3 és 8k - 1 esetekben is.•

Könnyen ellenőrizhető,hogya 4.2.2 Tétel a

alakban is felírható.
Most rátérünk a Legendre-szimbólumokra vonatkozó legfontosabb ered­

mény kimondására és igazolására.

4.2.3 Tétel (Kvadratikus reciprocitási tétel)
Ha p > 2 és q > 2 két különböző prím, akkor

G) (P) p.=..!. . .2.=..!.- - = (-1) 2 2,
q

azaz

G) = { - (~), ha p == q == -1 (mod 4);

(~), egyébként. '"

Bizonyítás: Az alábbi két állítást fogjuk igazolni:

(A) Ha (a,p) = 1 és a páratlan, akkor

I T 4.2.3 I

(3)

ahol (4)
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(B) Ha b és c páratlan, l-nél nagyobb, relatív prím számok, akkor

(c-l)/2 b (b-l)/2 b 1 1

lJ..L J ~ ll/cJ - c-L ~ + c: b =-2-·-2-·
1-'=1 v=1

Ezekből a 4.2.3 Tétel már következik: (4) alapján

(5)

ahol
(p-l)/2 (q-l)/2

Z = L lJ..Lq J+ L ll/PJ'
1-'=1 P v=1 q

és itt (5) szerint
p-l q-l

z=--·--
22'

tehát (3) valóban teljesül.

(A) bizonyításánál a Gauss-Iemmára (4.2.1 Tétel) támaszkodunk. Az
ottani jelöléseket fogjuk használni. Elég azt igazolnunk, hogy

(p-l)/2

W = L lta J= v (mod 2).
t=1 P

(6)

Az (1) kongruenciákat a maradékos osztás alapján a következőképpen

írhatjuk át egyenlőséggé:

lta J { vagy ri
ta = p P + vagy P - sj .

A (7) egyenlőségeket t = 1,2, . . . , p;l _re összegezve

(7)

adódik. Ezt átrendezve, és felhasználva, hogy rI, ... , ru, SI, ... , Sv az
1,2, ... , p;1 számok egy permutációját alkotják, a következő összefüggést kap­
juk:

( )

v (P-l)/2 )
1 + 2 + ... + P ; 1 (a - 1) + 2~ S j = P L lta J+ v .

)=1 t=1 P
(8)
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Mivel a páratlan, ezért (8) baloldala páros szám, és így (p > 2 miatt) (6)
valóban teljesül.

(B) bizonyításához tekintsük a síkon a

A = (O, O), B = (~ , O), c - (b C) és D== (O, -2C)- 2'2

pontok által meghatározott T téglalapot. Ekkor (5) jobb oldalán nyilván a T
belsejébe eső egész koordinátájú pontok (az ún. rácspontok) száma áll.

Megmutatjuk, hogy (5) baloldala is a fenti rácspontok számával egyenlő.

Vágjuk ketté a T téglalapot az A és C csúcsokat összekötő y == ~x egyenletű

átlóval. Magára az átlóra (b, c) == l miatt nem esik rácspont.
Most megszámoljuk az ABC ("alsó") háromszög belsejébe eső rácspontok

számát, jelöljük ezt n-nel. Vizsgáljuk meg, hány rácspont helyezkedik el az
x == v egyenletű ("függőleges") egyenes nek a háromszögbe eső részén. Ezeknek
a rácspontoknak az első koordinátája v. A második koordinátát y-nal jelölve
az l ~ y < ~ v egyenlőtlenségnek kell teljesülnie. Az ilyen y-ok száma tehát
l VbC J. Az ABC háromszög belsejébe eső rácspontok számát innen úgy kapjuk,
hogya l VbC J értékeket összegezzük v == l, 2, ... , b;l_re, azaz

(b-1)j2

n= L l~cJ
v=l

Ez éppen az (5) baloldalán szereplő második összeg.
Hasonlóan igazolható, hogy ha az ACD háromszög belsejébe eső rácspon­

tokat az y == J-L ("vízszintes") egyenesek mentén számoljuk meg, akkor az (5)
baloldalán szereplő első összeget kapjuk. Ezzel (5)-öt beláttuk, és így a 4.2.3
Tétel bizonyítását befejeztük. _

Az alábbi példával azt illusztráljuk, hogyan használhatók a 4.1.4, 4.2.2 és
4.2.3 Tételek a Legendre-szimbólum értékének meghatározásánál.

Példa: Megoldható-e az x 2 == 198 (mod 1997) kongruencia? (Az 1997 prím­
szám.)

A 198 kanonikus alakja 198 == 2 .32 . ll, ezért

C1:987) = (19297) (19
397)

2 (1~~7) .
Mivel 1997 == -3 (mod 8), így a 4.2.2 Tétel szerint (19

297) == -l.
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Mivel 1997 == 1 (mod 4), így a 4.2.3 Tétel, majd 1997 == -5 (mod 11) stb.
felhasználásával

C~~7) = C~~7) = (~;) = (~:) C5I) = (-1)C5I
) = (-I)(~) =-1.

Tehát

(
198)- == (-1) ·1· (-1) == 1
1997 '

vagyis az x 2 == 198 (mod 1997) kongruencia megoldható.

Nagyon nagy számok eset én a fenti módszer problematikus pontja az,
amikor az eljárás közben keletkező Legendre-szimbólumok "számlálóját" fak­
torizálni kell, amire nem ismeretes gyors algoritmus. A következő pontban
látni fogjuk, hogy ez a probléma a Jacobi-szimbólum segítségével kiküszöböl­
hető.

Feladatok

4.2.1 Melyek oldhatók meg az alábbi kongruenciák közül:

a) x 2 == 66 (mod 191); b) x 2 == 7! (mod 83);
c) x 2 == 94! (mod 101); d) x 2 == 30 (mod 77);
e) x 2 == 38 (mod 187); f) 2x 2 + 3x + 5 == O (mod 101).

4.2.2 Milyen p > 2 prímekre oldhatók meg az alábbi kongruenciák:

a) x 2 == -2 (mod p); b) x 2 == 3 (mod p);
c) x 2 == -3 (mod p); d) x 2 == 5 (mod p);
e) x 4 == 4 (mod p); *f) x 4 == -4 (mod p);

*g) x 8 == 16 (mod p); *h) x 8 == 81 (mod p).

4.2.3 Bizonyítsuk be, hogy ha 1999 I a2 + 2b2
, akkor 1999 I a és 1999 I b.

*4.2.4 Bizonyítsuk be, hogy van olyan c, amelyre 43100 I 2c8 + 1.

4.2.5 Mutassuk meg, hogy

a) egy 8c2 -1 alakú (pozitív) számnak minden prímosztója 8k ± 1 alakú
és biztosan van 8k - 1 alakú prímosztója;

b) egy 12c2
- 1 alakú (pozitív) számnak minden prímosztója 12k ± 1

alakú és biztosan van 12k - 1 alakú prímosztója;

c) egy c2 + 4 alakú páratlan számnak biztosan van 8k + 5 és 3Ac esetén
12k + 5 alakú prímosztója is (ez a két prímosztó lehet ugyanaz). .
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4.2.6 Legyenek Pl ,P2,P3,P4, PS különböző páratlan prímek, P = Pl· · .Ps
és ai = PIpi , i = 1,2 ,3,4,5.

a) Igazoljuk, hogy az

i = 1, 2, 3, 4, 5

kongruenciák közül a megoldhatók száma akkor és csak akkor páros,
ha

t (-~) = ±1.
i = l Pt

b) Tegyük fel, hogy a

i = 1, 2, 3, 4, 5

kongruenciák mindegyike megoldhat ó. Lássuk be, hogy ekkor

t (-1) ~ 3.
i = l Pt

4.2.7
a) Bizonyítsuk be, hogy 19 egymást követő egész szám négyzetének az

összege nem lehet te ljes hatvány.

*b ) Mutassuk meg, hogy az a)-beli állítás 19 helyett bármilyen 12k ± 5
alakú prímszámra is igaz.

M **4.2.8 Adjunk meg olyan f egész együt tha tós polinomot , amelyre az
f (x) = Oegyenlet nek nincs racionális gyöke, de az f( x) = O (mod m )
kongruencia minden m-re megoldható.

4.3. Jacobi-szimbólum

4.3.1 Definíció I D 4.3 .1 I
Legyen m > 1 pár atlan szám, m = Pl ... Pr> ahol a Pi számok (nem fel­

tétlenül különbőzö) pozitív prímek. Legyen továbbá (a,m) = 1. Ekkor az
(~) Ja cobi-szimb ólumot mint az (;J Legendre-szimb ólumok szorzatát érte l-
mezzük: .

(~) (:J ...(;) .•
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Példa: (:5) = (I) 2 (~) = (~) = -1.

Ha m prím, akkor a Jacobi-szimbólum megegyezik a Legendre-szimbó­
lummal. Ennélfogva nem okozhat problémát, ha mindkettőt ugyanúgy jelöl­
jük.

Aprímeknél tapasztaltakkal szemben összetett mesetén az x 2 = a
(mod m) kongruencia megoldhatósága nem karakterizálható az (~) Jacobi­
szimbólum segítségével (lásd a 4.3.2 feladatot).

A Jacobi-szimbólum ugyanakkor "átörökíti" a Legendre-szimbólumnak a
4.1.4, 4.2.2 és 4.2.3 Tételekben tárgyalt tulajdonságait:

4.3.2 Tétel I T 4.3.2 I

Tegyük fel, hogy a szereplő Jacobi-szimbólumok értelmesek, azaz a "ne­
vező" egy l-nél nagyobb páratlan szám, amely relatív prím a "számlálóhoz"
(tehát pl. (v)-ben m és n relatív prím, l-nél nagyobb páratlan számok).

a == b (mod m) ==* (:) = (~) .

(~) = (:) (~), (::n) = (~) (:) ·

(~)={-::

(~) = {:

(i)

ha m = 1 (mod 4);

ha m =-1 (mod 4).

ha m =±l (mod 8);

ha m = ±3 (mod 8).

(v) (m) == {-(~)' ha n = m = -1 (mod 4);
n (~), egyébként. ~

(ii)

(iv)

(iii)

Bizonyítás: Valamennyi tulajdonság következik a Jacobi-szimbólum definí­
ciójából és a Legendre-szimbólum megfelelő tulajdonságából. Ezt részletesen
megmutatjuk (v)-re (azaz a reciprocitási tétel megfelelőjére), a többi hasonlóan
igazolható.

Legyen m == Pl .. ·Pr, n == ql··· qs (ahol Pi i=- qj). Ekkor a Jacobi­
szimbólum definíciója és a Legendre-szimbólum multiplikativitása (vagy a jelen
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tét el (ii) tulajdonságai) alapján

149

(1)

Legyen a Pi-k kőz ül u darab, a qrk közül v darab 4k - 1 alakú. Erre az uv
számú Pi , qj párra (~) = - (~) , az összes többi párra pedig (~) = (~). Ezért
(1) alapján

(:) = -(:) ~ uv páratlan ~

~ u és v páratlan ~ m == n == -1 (mod 4).•

Példa: Megoldható-e az x 2 2342 (mod 11239) kongruencia? (A 11239
prímszám .)

(
2342 )Az 11239 Legendre-szimbólumot Jacobi-szimbólumként , a 4.3.2 Tét el

felhasználásával számítjuk ki. Ennek az lesz az előnye, hogy a "számlálókból"
mindig csak a legnagyobb kettőhatványokat kell leválasztani , a pár atlan részt
nem kell faktorizálni , hanem azonnal lehet a reciprocitást alkalmazni.

(
2342 ) ( 2 ) ( 1171 ) (11239) (-471)

11 239 = 11 239 11 239 = 1(-1) 1171 = - 1171 =

= - (1~;1) (1417711)
= -(-1)(-1) C41;11) = - G~D =

= -G~~) = -(2
1239)

= -CI2; ) = -CS
3) = - (1

23)
3 = 1.

A kongruencia tehát megoldható.

Vegyük észre, hogy a fenti eljárás az euklideszi algoritmus egy vari ánsának
tekinthető .

A Jacobi-szimbólum a prímteszt elésnél is fonto s szerephez jut (lásd az
5.7.4 T ételt).
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Feladatok

4.3.1 Számítsuk ki az alábbi Jacobi-szimbólumokat:

) (
1 234567) .

a 225 ' b) G~} (
589 )

c) 1999 ; (
1113 )

d) 11131 .

4.3.2 Legyen m > 1 páratlan szám és (a,m) = 1.

a) Bizonyítsuk be, hogy ha az x 2 = a (mod m) kongruencia megoldható,
akkor (:;.) = 1.

b) Mutassunk példát, hogy az al-beli állítás megfordítása nem igaz.

*c) Melyek azok az m-ek, amelyekre az a)-beli állítás megfordítása is
igaz?

4.3.3 Bizonyítsuk be, hogy ha p prím és p = a2 + b2
, akkor az

x 2 = a (mod p) és x 2 = b (mod p)

kongruenciák közül legalább az egyik megoldható.

4.3.4 Számítsuk ki a Jacobi-szimbólumokból képezett alábbi összegeket:

III ( 2 )
a) L 2k + 1 ;

k=l

III ( k )
b) ~ 2k + 1 .

4.3.5 Legyenek az a, m, n számok l-nél nagyobbak, m és n páratlan, to­
vábbá (a, m) = (a,n) = 1.

a) Bizonyítsuk be, hogy ha a = O vagy 1 (mod 4), akkor

m = n (mod a)~ (:) = (~).

b) Mutassuk meg, hogy ha a = 2 vagy 3 (mod 4), akkor létezik olyan
m és n, hogy

m =n (mod a), de

4.3.6 Legyen m > 1 páratlan szám. Számítsuk ki a Jacobi-szimbólumokból
képezett alábbi összeget és szorzatot:

a)
l~r~m

(r,m)=l

b) II
l~r~m

(r,m)=l
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4.3.7
a) Adjuk meg az összes olyan m > 1 páratlan számot, amelyre bármely

(a, m) == 1 esetén az (~) Jacobi-szimbólum értéke 1.

M *b) Adjuk meg az összes olyan a egészt, amelyre bármely m > 1 páratlan
szám és (a, m) == 1 esetén az (~) Jacobi-szimbólum értéke 1.
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A prímszámok a matematika egyik legegyszerűbben megadott, ugyanakkor
talán legtitokzatosabb halmazát alkotják. .Már Euklidész Elemek című köny­
vében szerepel annak bizonyítása, hogy végtelen sok prímszám van, azonban
ma sem tudjuk, hogy például végtelen sok ikerprím létezik-e. Néhány ilyen
híres, egyszerűen megfogalmazható, ugyanakkor reménytelenül nehéz megol­
datlan probléma bemutatása után speciális alakú prímekkel foglalkozunk: a
Fermat- és Mersenne-prímekkel, illetve számtani sorozatok prímszámaival. A
prímszámok eloszlásával kapcsolatban alsó és felső becslést adunk az x-nél
nem nagyobb prímszámok számára, továbbá a szomszédos prímek közötti hé­
zagot, valamint a prímek reciprokösszegét vizsgáljuk. Végül azt a kérdéskört
tanulmányozzuk, hogyan lehet egy nagy számról a gyakorlatban is eldönteni,
hogy prím-e (prímtesztelés), illetve hogyan lehet egy nagy összetett számot
tényezőkre bontani (prímfelbontás, faktorizáció). Kiderül, hogy a két feladat
alapvetően eltérő időigényű (legalábbis jelenlegi tudásunk szerint), és bemutat­
juk az ezen az eltérésen alapuló, széles körben alkalmazott nyilvános jelkulcsú
titkosírást, az RSA-sémát.

5.1. Klasszikus problémák

Ebben a fejezetben prímen végig pozitív prímszámot értünk (a "prímszám"
szó tulajdonképpen pozitív felbonthatatlan szám értelemben szerepel majd
általában), és p-vel mindig (pozitív) prímszámot jelölünk (tehát például IIp

p~n

a (O, n] intervallumba eső prímek szorzatát jelenti).
Először az ókori görög matematika két nevezetes eredményét tárgyaljuk.

5.1.1 Tétel
A prímszámok száma végtelen. ,.

I T 5.1.1

Bizonyítás: Tegyük fel indirekt, hogy csak véges sok prímszám létezik, legye­
nek ezek PI(== 2), ... ,Pr' Tekintsük az A == Pl.' -Pr + l számot.

Az A nyilván a Pl, ... ,Pr prímszámok egyikével sem osztható.
Ugyanakkor minden l-nél nagyobb számnak, így A-nak is létezik prímosz­

tója. Ez szükségképpen különbözik a Pl, ... ,Pr prímektől, ami ellentmond az
indirekt feltevésnek. _
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Megjegyzés: A bizonyításból az is leolvasható, hogy
2n

Pn < 2 ,

ahol Pn az n-edik prímszámot jelöli (5.l.9a feladat). Ennél lényegesen jobb
felső becslést fogunk megadni az 5.4 pontban.

Most az eratoszteneszi szitát mutatjuk be. Ez egy olyan eljárás, amellyel
előállíthatjuk egy adott N számig az összes prímszámot.

5.1.~ Tétel (Eratoszteneszi szita) I T 5.1.2 I
Irjuk fel 2-től N-ig az egész számokat. Az első lépésben karikázzuk be

a 2-t, majd húzzuk át azokat a számokat, amelyek a 2 többszörösei és 2-nél
nagyobbak: 4,6,8, ... Ezután karikázzuk be azt a legkisebb számot, amely
még nincs megjelölve (azaz nincs bekatikázva és nincs áthúzva); ez a 3, majd
húzzuk át ennek a nála nagyobb többszöröseit: 6,9, ... (a 6-ot, l2-t stb. már
másodszor húzzuk át).

Ismételjük meg a fentieket mindig a legkisebb még jelöletlen számmal, ha
ez a szám még legfeljebb VN. Ha már minden VN-nél nem nagyobb számot
megjelöltünk, akkor álljunk meg.

Ekkor a bekarikázott és a jelöletlen számok együttesen éppen az N-nél
nem nagyobb prímszámokat adják (a bekarikázottak lesznek a VN-nél nem
nagyobb, a jelöletlenek pedig a VN és N közötti prímek). ~

Bizonyítás: Az áthúzott számok nyilván összetettek, hiszen van egy náluk
kisebb, de l-nél nagyobb osztójuk.

A bekarikázott számokról teljes indukcióval igazoljuk, hogy felbonthatat­
lanok. Az első bekarikázott szám, a 2 felbonthatatlan. Legyen s ::; VN a
k-adik bekarikázott szám, és tegyük fel, hogy az első k-l bekarikázott szám
alkotja az összes s-nél kisebb felbonthatatlan számot. Ekkor s-nek ezek egyike
sem osztója (hiszen s-et egyszer sem húztuk át), tehát s nem osztható egyetlen
nála kisebb felbonthatatlan számmal sem, és így s szükségképpen felbontha­
tatlan.

Legyen végül t egy tetszőleges jelöletlen szám. Ha t összetett lenne, akkor
(pl. az 1.4.7a-b feladat szerint) t~nek lenne olyan p felbonthatatlan osztója,
amelyre p <vi ::; VN. Ez azonban ellentmond annak, hogy t nem osztható
a bekarikázott számok, azaz a VN-nél nem nagyobb felbonthatatlan számok
egyikével sem. _

Most a prímszámokkal kapcsolatos néhány nevezetes megoldatlan problé­
mát ismertetünk. Ezek egy részével a fejezet további pontjaiban részletesebben
is foglalkozunk majd.
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Ikerprímek:
{3,5}, {5,7}, {11,13}, {17,19}, ... : előfordul-e végtelen sokszor, hogy

két szomszédos páratlan szám mindegyike prím?

Megjegyzések:
1. Az 1999-ben ismert legnagyobb ikerprímpár: 361700055· 239020 ± 1

(ezek a számok a tízes számrendszerben 11755 jegyűek).

2. A 2 helyett bármilyen más rögzített 2k páros számra is megoldatlan,
hogy van-e végtelen sok olyan prímpár, amelyben a két prím különbsége éppen
2k. További általánosításként prímpárok helyett prímhármasokat, prímnégye­
seket stb. is vizsgálhatunk: könnyen adódik, hogy n, n + 2 és n + 4 mindegyike
csak n == 3 esetén prím, azonban nagyon is elképzelhető, hogy végtelen sok
olyan n van, amelyre n, n +2 és n +6 mindhárman prímek, vagy akár n, n +2,
n + 6 és n + 8 mindegyike prím stb. (Vö. az 1.4.1 és 5.1.1 feladatokkal.)

3. Az ikerprímprobléma úgy is megfogalmazható, hogy a szomszédos
prímek különbsége vajon végtelen sokszor lesz-e "nagyon kicsi". Egy másik
irányú nevezetes sejtés, hogy két egymást követő négyzetszám között mindig
található prímszám, vagyis a szomszédos prímek különbsége nem nőhet "túl
gyorsan". A szomszédos prímek közötti hézaggal részletesebben az 5.5 pontban
foglalkozunk.

4. Az ikerprímek (ha végtelen sokan vannak is) mindenképpen "nagyon
ritkán" helyezkednek el a prímek között; például az ikerprímek reciprokösszege
konvergens, míg a prímeké divergens (lásd az 5.6 pontot).

5. Egy további érdekes eredmény, hogy végtelen sok olyan p prím létezik,
amelyre p + 2 vagy prím, vagy pedig két prím szorzata (azaz "csak egyetlen
lépés" hiányzik az ikerprímprobléma bizonyításához).

Goldbach-sejtés:
4 == 2 + 2, 6 == 3 + 3, 8 == 5 + 3, 10 == 7 + 3, 12 == 7 + 5, ... : felírható-e

4-től kezdve minden páros szám két prímszám összegeként?

Megjegyzések:
1. A fenti problémát szokás "páros" Goldbach-sejtésnek is nevezni, meg­

különböztetésül a "páratlan" Goldbachtól, amely arra vonatkozik, hogya 7-től

kezdve minden páratlan szám felírható három prím összegeként. Ez utóbbi
állítás egyrészt azonnal következik a "páros" Goldbachból (lásd az 5.1.2 fel­
adatot), másrészt sikerült már lónyegóben bebizonyítani (Vinogradov, 1937):
minden elég nagy páratlan szám előáll három prím összegeként. (Sajnos az
"elég nagy" helyére egyelőre nem tudunk egy olyan explicit korlátot tenni,
hogy az annál kisebb páratlan számokra számítógéppel ellenőrizni lehessen az
előállíthatóságot. )
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2. A ("páros") Goldbach-sejtéssel kapcsolatos néhány részeredmény:

(A) Minden páros szám legfeljebb 6 prímszám összege. (Az első ilyen típusú
tételt a 6 helyett néhány ezerrel Schnirelmann igazolta 1930-ban.)

(B) Minden elég nagy páros szám felírható p + m alakban, ahol p prím és m

vagy prím, vagy pedig két prím szorzata. (Az első ilyen típusú tételt, ahol
alkalmas rögzített k-val m legfeljebb k darab prím szorzata, Rényi Alfréd
igazolta 1947-ben.)

(C) Csak (a megfelelő értelemben vett) "ritka kivételek" lehetnek azok a páros
számok, amelyek esetleg 'nem írhatók fel két prím összegeként. (A "ritka"
jelző egyelőre sajnos nem helyettesíthetőa "véges sok" kifejezéssel.)

Hosszú számtani sorozatok:
{3, 5, 7}, {5, 11,17,23, 29}, {7, 37, 67, 97,127, 157}, ... : van-e akármilyen

hosszú (nemkonstans) számtani sorozat csupa prímszámból?

Megjegyzések:
1. Az 1999-ben ismert leghosszabb számtani sorozatnak, amely csupa

prímszámból áll, 22 tagja van:

28383220937263 + 1861263814 410k , k == 0,1, ... ,21.

2. Egy végtelen számtani sorozat már nem állhat csupa prímszámból (lásd
az-1.4.2 feladatot), de szerepel benne végtelen sok prím, ha a kezdőtagja és a
differenciája relatív prímek (Dirichlet tétele, lásd az 5.3 pontot).

Speciális alakú prímek:

• Létezik-e végtelen sok 2k - 1, illetve 2k + 1 alakú prím (Mersenne-, illetve
Fermat-prímek, lásd az 5.2 pontot)?

• Létezik-e végtelen sok n 2 + 1 alakú prím (vö. az 1.4.6 feladattal)?

• Létezik-e végtelen sok prím a (tízes számrendszerben) csupa egyes szám­
jegyet tartalmazó számok, a 333 ... 31 alakú számok, a Fibonacci-számok
stb. között?

Prímképletek:
Megadható-e olyan "gyakorlati szempontból is használható" képlet, amely

minden n-re előállítjaaz n-edik prímszámot, vagy legalábbis olyan, altermésze­
tes számokon értelmezett, a gyakorlatban is kiszámítható (végtelen sok értékű)

függvény, amelynek minden helyettesítési értéke prím?
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Megjegyzések:
1. Általános vélekedés .szerint ilyen képletre nemigen van remény. Az

5.1.9b és 5.5.9b feladatokban szereplő képletek éppen a gyakorlati kiszámítha­
tóság követelményének nem felelnek meg.

2. Már Euler észrevette, hogy n 2 +n +41 minden O :::; n :::; 39 esetén prím
(azonban n == 40-re összetett). Ebből azonnal adódik, hogy

(n - 40)2 + (n - 40) + 41 == n 2
- 79n + 1601

minden O :::; n :::; 79 esetén prím. Ha nemcsak egész, hanem racionális együtt­
hatós polinomokat is mcgcngedűnk, akkor akármilyen hosszú ilyen prímsoro­
zatot tudunk gyártani (5.1.7 feladat). Másfelől azonban egy (nemkonstans)
polinom biztosan nem alkalmas prímképletnek, mert nem vehet fel minden
egész helyen prímet (5.1.8 feladat).

3. Meglepő ugyanakkor az alábbi (szintén csak elméleti szempontból je­
lentős) eredmény: Megadható olyan többváltozós, egész együtthatós polinom,
amelynek a változók nemnegatív értékein felvett pozitív helyettesítési értékei
megegyeznek a (pozitív) prímszámok halmazával. (Ez a polinom ugyanazt a
prímet több helyen is felveheti, valamint negatív értékeket is felvesz.)

Ilyen polinom 1étezését először Matijaszevics igazolta 1970-ben. Mati­
jaszevics ekkor oldotta meg Hilbert tizedik problémáját: (mások munkáját
betetőzve) bebizonyította, hogynem létezik olyan általános algoritmus, amely
bármelyik diofantikus egyenlet esetén eldönti, hogy annak az egyenletnek van­
e megoldása (az egész számok körében) vagy sem. Módszeréből egyúttal a fent
jelzett tulajdonságú polinom létezése is kiderült. Az ilyen polinomokra vonat­
kozó jelenlegi rekordok: (i) a minimális fokszám 5, ekkor 42 változó szerepel;
(ii) a minimális változószám 10, ekkor viszont a fokszám kb. 1,6 . 1045 .

Feladatok
Lásd az 1.4.1-1.4.7 feladatokat is.

5.1.1 Tegyük fel, hogy az rI,' .. ~ rk egészekhez végtelen sok olyan n létezik,
amelyre az n + rI, ... , n + rk számok mindegyike prím. Bizonyítsuk
be, hogy ekkor az rI, ... , rk számok semmilyen m > 1 modulusra
sem tartalmazhatnak teljes maradékrendszert modulo m.

5.1.2 Bizonyítsuk be, hogy
a) a "páros" Goldbach-sejtésbőlkövetkezik a "páratlan", továbbá
b) a "páros" Goldbach-sejtés ekvivalens azzal az állítással, hogy minden

n 2:: 6 egész szám felírható három prím összegeként.

5.1.3 Mely páros számok írhatók fel két (pozitív) összetett számösszege­
ként? És melyek két páratlan (pozitív) összetett szám összegeként?
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5.1.4 Határozzuk meg azokat aprímeket, amelyeknek az összege és a kű­

lönbsége is prímszám.

5.1.5 Tekintsünk egy csupa prímszámból álló számtani sorozatot, jelöljük a
tagok számát n-nel, a differenciát pedig d-vel. Bizonyítsuk be, hogy

a) ha n = 4, akkor 6 Id;
b) ha n = 6, akkor 30 Id;

M c) általában, d osztható az összes n-nél kisebb prímszámmal.

Megjegyzés: A példaként megadott 22 tagú számtani sorozat diffe­
renciája

2 . 35 . 5 . 7 . II . 13 . 17 . 19 . 23 . 103.

5.1.6 Bizonyítsuk be, hogya "Speciális alakú prímek" c. résznél felsorolt
valamennyi típusú számból végtelen sok összetett szám létezik.

5.1.7 Legyen k tetszőleges pozitív egész. Lássuk be, hogy van olyan f
racionális együtthatós polinom, amelyre bármely l :s; i :s; k eseten
f (i) éppen az i-edik prímszám.

5.1.8
a) Legyen f egész együtthatós, egyváltozós, nemkonstans polinom. Mu­

tassuk meg, hogy f (n) nem lehet minden n természetes számra prím.

b) Igazoljuk ugyanezt
(b l ) racionális együtthatós;
(b2) komplex együtthatós;
(b3) többváltozós ~

polinomokra is.

5.1.9 Jelölje Pn az n-edik prímszámot.

a) Bizonyítsuk be, hogy Pn < 22n
.

b) Legyen

00

c = L P;n = 0,000200 OOO OOO OOO 300 . .. ,
n=110

azaz c egy olyan tizedes tört, amelyben sorra a prímek tízes számrend­
szerbeli alakját írjuk le, amelyeket megfelelő számú Ojeggyel válasz­
tunk el egymástól (hogy "biztosan ne érjenek egymásba"). Mutassuk
meg, hogy
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c) Miért nem alkalmazható a b)-beli formula Pn tényleges meghatáro­
zására?

5.1.10 Adjunk meg olyan K számot, amelyre igaz az alábbi állítás:
A 104 ::; C ::; 108 feltételt kielégítő c számokra c akkor és csak

akkor prím, ha (c, K) == 1.

5.2. Ferrnat- és Mersenne-prfrnek

Ebben a pontban a 2k + 1 és 2k - 1 alakú prímekkel foglalkozunk, az előbbie­

ket Fermat-prímeknek, az utóbbiakat Mersenne-prímeknek nevezzük. Amint
az előző pontban már említettük, megoldatlan, hogy létezik-e végtelen sok
Fermat-, illetve Mersenne-prím.

Az 1.4.4 feladatban láttuk, hogy ha 2k + 1 prím, akkor k szükségkép­
pen kettőhatvány, ha pedig 2k - 1 prím, akkor k maga is prím. Így elég az
Fn == 22 n + 1 Fermat-számokat és az Mp == 2P - 1 (ahol p prím) Mersenne­
számokat vizsgálnunk.

Először a Ferrnat-számokkal foglalkozunk. Fermat azt hitte, hogy Fn min-
.dig prímet ad (nem ez a híres Fermat-sejtés, azzal a 7. fejezetben foglalkozunk
majd). A O ::; n ::; 4 értékekre Fn valóban prím (ezek a prímek a 3, 5, 17,
257 és 65537), azonban Euler megmutatta, hogy Fs == 232 + 1 már összetett,
ugyanis osztható 641-gyel.

Ma már tudjuk, hogy Fn összetett szám 5 ::; n ::; 23 és néhány nagyobb
n esetén. A rekord F23471 (amely a tízes számrendszerben több, mint 107000

jegyből áll!), ez osztható 5.223473 +1-gyel. Az n > 4 értékekre (egyelőre) nem
találtak prímet az E; számok között. Nem tudjuk, hogy F24 prím-e. Nem
ismerjük F14 egyetlen nemtriviális osztóját sem (noha tudjuk, hogy összetett
szám). F s, F 6 és F 7 prímtényezős felbontását megadjuk a könyv végén talál­
ható, a Fermat-számokra vonatkozó táblázatban.

A Fermat-prímek a szabályos sokszögek szerkesztésénél játszanak szere­
pet: Gauss tétele szerint egy szabályos N-szög akkor és csak akkor szerkeszt­
hető (euklideszi szerkesztéssel), ha (3 ::;)N kanonikus alakja N == 2Q p l . · .Pr,
ahol a 2 O, r 2 O és a Pi számok különböző Fermat-prímek. Az első néhány '
érték N == 3,4,5,6,8,10,12,15,16,17,20, ...

A Fermat-számok vizsgálatában az alábbi két tétel nyújt gyakorlati szem­
pontból is hasznos segítséget. Az 5.2.1 Tétel a Fermat-számok prímosztóinak
keresését teszi hatékonyabbá, az 5.2.2 Tétel alapján pedig (viszonylag) gyorsan
ellenőrizhető, hogy egy Fermat-szám prím-e vagy összetett.
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5.2.1 Tétel T 5.2.1 I
Fn bármely (pozitív) osztója k2n +1 + 1, sőt n 2: 2 eset én r2n +2 + 1 alakú.

•
Feltehetőleg Euler is ezt a tételt használta Fs összetettségének a kimuta­

tására: Fs prímosztói csak a 128k +1 alakú prímek közül kerülhetnek ki. Ezek
közül az első kettő a 257 és a 641, és ez utóbbi osztója is Fs-nek.

Bi zonyítás : Az állítást először arra az esetre igazoljuk, ha az osztó egy p
prímszám. Ekkor p IFn átírható a

alakba. Ezt négyzetre emelve

2n +1

2 == 1 (mod p)

adódik. A 3.2.2(i) Tétel szerint

2j == 1 (mod p) ~ op(2) lj.

Ennek megfelelően a (2) kongruenciából azt kapjuk, hogy

ugyanakkor az (1) kongruencia alapján

hiszen nyilván p> 2 és így -1 ::j. 1 (mod p). Ebből következik, hogy

(1)

(2)

Az op(2) Ip-l összefüggésbőlkapjuk, hogy 2n +1 Ip-l, azaz alkalmas
k egésszel p = k2n +1 + 1.

Ha n 2: 2, akkor az előzőek alapján egyúttal p = 8s + 1 alakú, és így

(~) = 1, azaz
p-l

2-2 == 1 (mod p).
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vagyis alkalmas r egésszel p = r2 n +2 + l.
A fenti eredményeket átírhatjuk p == 1 (mod 2n +1 ), illetve n 2: 2 esetén

p == 1 (mod 2n +2
) alakba is.

Legyen végül d I Fn tetszőleges. Írjuk fel d-t (nem feltétlenül különböző)

prímszámok szorzataként (ha d > 1): d = Pl .. .Ps. Az előzőekben azt iga­
zoltuk, hogy mindegyik i-re Pi == 1 (mod 2n +l ) . Ezeket a kongruenciákat
összeszorozva kapjuk, hogy d == 1 (mod 2n +l

) is teljesül. A 2n +2 modulusra
vonatkozó állítás ugyanígy bizonyítható. _

5.2.2 Tétel (Pepin-teszt )
Az n 2: 1 esetben Fn akkor és csak akkor prím, ha

I T 5.2.2 I

(3)

Bizonyítás: Tegyük fel először, hogy Fn prím. Ekkor (3) éppen azt jelenti,
hogya 3 kvadratikus nemmaradék modulo Fn , azaz

Ennek igazolásához felhasználjuk , hogy n 2: 1 miatt 22n
= 4t alakú, és így

r; == 1 (mod 4), továbbá Fn = 4t + 1 == -1 (mod 3).

Ezért a kvadratikus reciprocitási tétel alapján

A megfordításhoz tegyük fel, hogy (3) teljesül. Ezt négyzetre emelve

adódik. A (4), illetve (3) kongruenciából

(4)

OFn (3) Ir; - 1, illetve
} 1': - 1

oFn (3)1 n
2
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következik. Mivel Fn - 1 kettőhatvány, ezért ebből azt nyerjük, hogy

OPn (3) == Fn - 1.
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Ez azt is jelenti, hogy Fn - 1 I <p(Fn ) . Mivel <p(Fn ) ~ Fn - l, így csak
Fn -'- l == <p(Fn ) lehetséges, ami azzal ekvivalens, hogy Fn prím.•

Az 5.2.2 Tétel alapján Fs == 232 + 1 összetettségét a következőképpen
231

lehet kimutatni: 3 modulo Fs vett maradékát 31 négyzetre emeléssel és
az eredményt mindig modulo Fs redukálva kiszámoljuk, és kiderül, hogy ez a
maradék nem -1. Sőt, tulajdonképpen pusztán a kis Fermat-tétel segítségével
is célhoz érhetünk: 32 ilyen négyzetre emeléses és redukciós lépéssel kapjuk,
hogy

3P5- 1 == 32
3 2
~ 1 (mod Fs) ,

tehát Fs nem lehet prím. Így Ferrnat akár a saját tételével is megcáfolhatta
volna a Fermat-számok prím voltára vonatkozó sejtését (az imént jelzett szá­
molás mennyisége nem jelentett volna akadályt, hiszen abban 'a korban rend­
szeresen végeztek ennél jóval nagyobb számításokat is papírral és ceruzával).

Az 5.2.2 Tétel általában is hatékony eszközt jelent a Fermat-számok prím
vagy összetett voltának az eldöntésére: a (3) feltétel teljesülését ismételt négy­
zetre emelésekkel (és az eredményt mindig modulo Fn redukálva) gyorsan el­
lenőrizni tudjuk, összesen 2n - 1 ~ log2 Fn ilyen lépést kell végezni. Sajnos, a
gyakorlati alkalmazásnak gátat szab az a tény, hogya Fermat-számok iszonyú
sebességgel nőnek, Fn ~ F~_l' és így a legjobb számítógépek sem képesek
megbirkózni már viszonylag kis n értékekkel sem.

Most rátérünk az Mp == 2P - 1 (ahol p prím) Mersenne-számok vizsgá­
latára. Könnyen látszik, hogy ezek nem lesznek mindig prímek, a legkisebb
összetett számot p == 11 esetén kapjuk:

211 - 1 == 2047 == 23 . 89.

A Mersenne-prímek jelentőségét többek között a páros tökéletes számok­
kal való kapcsolatuk adja, lásd a 6.3.2 Tételt. A névadó Mersenne a 17. szá­
zad jelentős francia "tudományszervezője",Fermat, Descartes és más vezető

tudósok intenzív levelezőpartnerevolt, aki a minél nagyobb tökéletes számok
előállítása reményében keresett ilyen típusú prímeket.

Mersenne jól tudta, hogy nagy számokról igen nehéz eldönteni, hogy
prímek-e. 1644-ben megjelent könyvében ezt írja: "Ahhoz, hogy egy 15 vagy
20-jegyű számról megállapítsuk, prím-e vagy sem, egy egész élet ideje sem
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elég." Néhány oldallal arrébb ennek ellenére az alábbi állítás szerepel: 2P - 1
prím, ha p == 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257, de minden más 257-nél kisebb
p értékre összetett.

Több mint kétszáz évig senki sem tudta, vajon Mersenne listája
helyes-e vagy sem. Az első hibát 1876-ban(!) fedezte fel a szintén francia
Lucas: megmutatta, hogy 267 - 1 összetett. Itt külön érdekesség, hogya szá­
mot nem sikerült tényezőkre bontania, csak az összetettség tényét igazolta (a
részben róla elnevezett 5.2.4 Tétel segítségével). Végül 1903-ban az amerikai
Cole találta meg a

193707721 . 761838257287

felbontást, miután sok évig minden vasárnap délutánját ennek a problémának
szentelte.

Mersenne listájában később további négy hibát találtak: a hiányzó 261 -1,
289 - 1 és 2107 - 1 is prím, ugyanakkor 2257 - 1 összetett.

1999-ben 38 Mersenne-prímet ismerünk, ezek az alábbi p kitevőkhöz tar­
toznak: 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281,
3217, 4~53, 4423,9689,9941,11213,19937,21701,23209,44497,86243,
110503; 132049, 216091, 756839, 859433, 1257787, 1398269, 2976221,
3021377, 6972593.

Közülük az utolsó, az 1999. június l-én felfedezett 26972593 - 1 a legna-
gyobb ismert prím. Ez a számóriás több, mint kétmillió (egészen pontosan
2098960) számjegyből áll (tízes számrendszerben).

A könyv végén, a Mersenne-számokra vonatkozó táblázatban megadjuk a
10 és 100 közötti (prím) kitevőkhöz tartozó összetett Mersenne-számok prím­
tényezős felbontását.

Most az 5.2.1 és 5.2.2 Tételek Mersenne-számokra vonatkozó megfelelőit

tárgyaljuk.

5.2.3 Tétel I T 5.2.3 I

Legyen p > 2 prím. Ekkor M p bármely (pozitív) osztója egyszerre 2kp+ 1
és 8r ± 1 alakú. ,.

Példa: Legyen p == 47. Ekkor M 47 == 247 -1 tetszőlegesq prímosztója egyrészt
94k + 1, másrészt 8r ± 1 alakú. Az így adódó

x == 1 (mod 94), x == ±1 (mod 8)

szimultán kongruenciarendszereket megoldva

x == 1 és 95 (mod 376)
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adódik. Az ilyen alakú prímek

q = 1129, 1223, 2351,
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Ezek közül 2351 I M 47 , tehát M 47 összetett.
Könnyen lehet, hogy M 47-nek ezt a prímosztóját Mersenne is megtalálta,

vagyis tudatosan hagyta ki a p = 47 értéket a listájáról (és nem csak arról van
szó, hogy szerencsésen tippelt).

Bizonyítás: A Fermat-számoknállátottakhoz hasonlóan most is elég az állítást
prímosztókra igazolni.

Tegyük fel, hogya q prímre

q 12P -1, azaz 2P == 1 (mod q).

Ekkor oq(2) Ip, továbbá nyilván oq(2) i- 1, tehát oq(2) = p.
Innen kapjuk, hogy p Iq-l , azaz q = tp + 1 alakú. Mivel q és p páratlan,

ezért t páros, vagyis q = 2kp + 1 alakú.
A q = 81' ± 1 állításhoz azt kell igazolnunk, hogya 2 kvadratikus maradék

mod q. Ez a 2P == 1 (mod q) kongruenciából p páratlanságának és a Legendre­
szimbólum tulajdonságainak felhasználásával a következőképpen adódik:

5.2.4 Tétel (Lucas-Lehmer-teszt) I T 5.2.4 I
Legyen p> 2 prím, továbbá al = 4 és aHI = ar - 2, ha i 2:: 1. Ekkor Mp

pontosan akkor prím, ha
(5)

Példa: Legyen p = 5. Ekkor

al = 4, a2 = 14, a3 = 194 == 8 (mod 31) és a4 == 62 == O (mod 31),

tehát Ms = 31 prím.

Az (5) feltétel teljesülésének ellenőrzésekor elég mindig az ai-knek csak a
modulo M p vett maradékát kiszámítani, összesen p-2 ~ log2 M p négyzetre
emelési (valamint kivonási és redukciós) lépést kell végrehajtani.
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Bizonyítás: Az a + bV3 (a, b egész) alakú számok a szokásos műveletekre egy
(kommutatív, egységelemes, nullosztómentes) gyűrűt alkotnak, jelöljük ezt H­
val. A bizonyításban a H-beli oszthatóság, kongruencia és rendfogalom elemi
tulajdonságait használjuk fel (ezek H-ban is ugyanúgy érvényesek, mint az
egész számoknál). Megjegyezzük, hogy H-ban a számelmélet alaptétele is igaz
(lásd a 10.3.6 Tételt, illetve a 10.3.1 feladatot), azonban a bizonyítás során
erre nem lesz szükségünk.

L Teljes indukcióval könnyen igazolható, hogy bármely k-t«

Ennek alapján az (5) feltétel ekvivalens az

(6)

oszthatósággal. A jobb oldalon (2 - V3)2
P

-
2
-t kiemelve (6) átírható az alábbi

alakba:
(7)

Használjuk fel, hogya (7)-beli oszthatóság pontosan akkor teljesül az
egész számok körében, mint amikor H-ban (lásd az 5.2.10 feladatot), továbbá
(2 --'- V3)(2 + V3) = 1 miatt a 2 ± v3 számok egész kitevős hatványai egységek
H-ban. Ennek megfelelően (7) és így (5) is ekvivalens a

(8)

kongruenciával.
Mindezek alapján az 5.2.4 Tétel átfogalmazható a következő alakba: M p

akkor és csak akkor prím, ha (8) teljesül.

II. Szükségünk lesz a következő lemmára: Ha q > 3 tetszőleges prímszám,
akkor

(a + bv'3)Q = a + (~) bv'3 (mod q) .

A lemma bizonyítása: A binomiális tétel alapján

(9)

A kis Fermat-tétel szerint

aq = a (mod q) és bq = b (mod q),
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továbbá

mindegyike osztható q-val, és végül

3(q-l)/2 == (~) (mod q).

Ezeket (lü)-be beírva éppen (9) adódik.

III. Most megmutatjuk, hogy ha (8) fennáll, akkor M p prím. A (8) kong­
ruenciát négyzetre emelve kapjuk, hogy

(11)

Legyen q az M p egy prímosztója (nyilván q > 3). Ekkor a (11) és (8)
kongruenciák M p helyett a q modulusra is teljesülnek. Ebből (az 5.2.1 és 5.2.2
Tételek bizonyításánál is használt gondolatmenet szerint) következik,hogy
oq(2+ J3) = 2P •

Ha (~) = 1, akkor (9) felhasználásával kapjuk, hogy

(2 + J3)q-l = (2 - J3)(2 + J3)q == (2 - J3)(2 + J3) = 1 (mod q) ,

és így
Oq(2 + J3) = 2P :s q - l.

Ez azonban q :s M p = 2P - 1 miatt lehetetlen.

Ha (~) = -1, akkor hasonlóan adódik, hogy

(2 + J3)q+1 == (2 - J3)(2 + J3) = 1 (mod q),

és így
Oq(2 + J3) = 2P :s q + l.

Ezt a q :s M p = 2P - 1 egyenlőtlenséggel összevetve kapjuk, hogy q = Mp ,

vagyis Mp prím.

IV. Végül belátjuk, hogy ha M p prím, akkor (8) teljesül.
Fel fogjuk használni, hogy M p == -1 (mod 8) miatt

(~J = 1, (12)
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továbbá M p == 1 (mod 3) és M p == -1 (mod 4) alapján, a reciprocitási tétel
felhasználásával

Induljunk ki a

(~J = -(~p) = -(~) =-1.

2(2 + J3) = (1 + J3)2

(13)

egyenlőségből, és emeljük mindkét oldalt (Mp + 1)/2 = 2p - 1-edik hatványra:

(14)

A (14) egyenlőség bal oldalának első tényezőjére (12)-t is felhasználva kapjuk,
hogy

2(Mp + l ) / 2 = 2 . 2(Mp - l )/ 2 == 2(~J = 2 (mod Mp ) , (15)

a (14) jobb oldalán pedig a (9) kongruenciát az a + bJ3 = 1 + J3 és q = Mp

szereposztással alkalmazva, valamint (13)-at is felhasználva

(1 + J3)Mp + l = (1 + J3)(1 + J3)Mp == (1 + J3)(1 + (~p) J3) =

= (1 + J3)(1 - J3) = -2 (mod Mp ) (16)

adódik. A (15) és (16) összefüggéseket (14)-be beírva azt nyerjük, hogy

(17)

Szorozzuk meg (17)-et 2P - 1-gyel. Ekkor 2P == 1 (mod M p ) miatt éppen a
bizonyítani kívánt (8) kongruenciához jutunk. •

Feladatok

5.2.1
a) Igazoljuk, hogy Fn +1 = FoF1 ... Fn + 2.

b) Mutassuk meg, hogya Fermat-számok páronként relatív prímek (vö.
az 1.3.14 feladattal).

c) A b) rész felhasználásával adjunk új bizonyítást arra, hogya prímek
száma végtelen.

d) Adjunk új bizonyítást az 5.1.9a feladat állítására.
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5.2.2 Bizonyítsuk be, hogy az 5.2.2 Tétel n 2: 2 esetén akkor is érvényben
marad, ha a (3) képletben a 3 helyére 5-öt vagy lO-et írunk.

5.2.3 Legyen n 2: 2. Mutassuk meg, hogy K n = 5 . 2n + 1 akkor és csak
akkor prím, ha

5.2.4 Bizonyítsuk be, hogy <p(N) akkor és csak akkor kettőhatvány, ha
N = 2C1:P1 ... Pn ahol a 2: 0, r 2: °és a Pi számok különböző Fermat­
prímek.

M 5.2.5 Hány olyan k létezik, amelyre szabályos 2k - l-szög szerkeszthetö?

5.2.6 Keressük meg az alábbi számok legkisebb prímosztóját:

a)223-1; b)229-1; c) 237-1; d)243 - 1.

M 5.2.7 Bizonyítsuk be, hogy M p akkor és csak akkor osztható 2p + 1-gyel,
ha 2p + 1 prím és P == 3 (mod 4). (Illusztráció: 11 == 3 (mod 4),
2 . 11 + 1 = 23 prím, és valóban 23 I 211 - 1.)

5.2.8 Tegyük fel, hogy egy q prímszámra q2 osztója egy Fermat-számnak
vagy egy Mersenne-számnak. Mutassuk meg, hogy ekkor

Megjegyzés : Megoldatlan probléma, hogy a feladat feltétele egyál­
talán teljesülhet-e; könnyen elképzelhető ugyanis, hogy valamennyi
Ferrnat- és Mersenne-szám négyzetmentes. Az is megoldatlan, hogy
a fenti kongruenciát egyáltalán hány q prím elégíti ki, nem kizárt,
hogy a jelenleg ismert lO93-on és 3511-en kívül nincs is több ilyen
tulajdonságú q.

M 5.2.9 A 8 és a 9, a 16 és a 17, illetve a 31 és a 32 szomszédos prímhatványok
(a prímeket is prímhatványnak tekintjük) . Jellemezzük az összes
ilyen n, n + 1 számpárt.

5.2.10 Jelölje H az a+bV3 (a, b egész) alakú számok gyürüjét (lásd az 5.2.4
Tétel bizonyítását) , és legyenek k és n egész számok. Mutassuk meg,
hogya k I n oszthatóság akkor és csak akkor teljesül H-ban, ha az
egész számok körében is fennáll .
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5.3. Prímszámok számtani sorozatokban

Számtani sorozaton egész számokból álló, pozitív differenciájú, végtelen szám­
tani sorozatot fogunk érteni:

a+kd, ahol d > O és a egészek, k == O, 1, 2, ...

Az 5.1 pontban láttuk, hogy egy ilyen sorozat nem állhat csupa prímszámból.
Ha (a,d) == t > 1, akkor a sorozat minden eleme osztható t-vel, így a sorozat­
ban legfeljebb egy (pozitív) prím található. Ha azonban (a,d) == 1, akkor a
sorozatban végtelen sok prím fordul elő:

5.3.1 Tétel (Dirichlet-tétel) I T 5.3.1 I
Ha a d > O és a egészek relatív prímek, akkor az a + kd, k == 0,1,2, ...

számtani sorozat végtelen sok prímet tartalmaz. ~ .

Ezt a tételt teljes általánosságában nem bizonyítjuk be, csak néhány spe­
ciális esetét igazoljuk.

5.3.2 Tétel
A 4k + 3 alakú prímek száma végtelen. ~

I T 5.3.2 I

Bizonyítás: Az 5.1.1 Tétel bizonyításának a gondolatmenetét követjük. Te­
gyük fel indirekt, hogy csak véges sok ilyen prímszám létezik, legyenek ezek
Pl == 3, ... -Pr- Tekintsük az A == 4pl Pr - 1 számot.

Az A nyilván nem osztható a Pl, ,Pr prímek egyikével sem.
Írjuk fel A-t prímtényezők szorzatatként: A == ql ... qs (8 == 1, illetve

qi == qj is megengedett). Mivel A páratlan, ezért mindegyik qí > 2. Továbbá
nem lehet minden qi == 1 (mod 4), ugyanis ezeket a kongruenciákat összeszo­
rozva A == 1 (mod 4) adódna, ami ellentmondás. Ebből következik, hogya qi

prímek között kell lennie 4k + 3 alakúnak is. Ez szükségképpen különbözik a
Pl, ... ,Pr prímektől, ami ellentmond az indirekt feltevésnek. -

5.3.3 Tétel
A 4k + 1 alakú prímek száma végtelen. ~

I T 5.3.3 I

Bizonyítás: Az euklideszi gondolatmenetet tovább kell finomítanunk. Te­
gyük fel indirekt, hogy csak véges sok ilyen prímszám létezik, legyenek ezek
Pl == 5, ... -Pr- Tekintsük az A == (2pl .. .Pr)2 + 1 számot.
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Az A nyilván nem osztható a Pl, ... ,Pr prímek egyikével sem.
Legyen q az A tetszőleges prímosztója. Nyilván q > 2. A q I A osztható­

ságot átírhatjuk a
(2Pl" .Pr)2 == -1 (mod q)

alakba. Ebből következik, hogy az x 2 == -1 (mod q) kongruencia megoldható,
vagyis q == 1 (mod 4). Így egy újabb 4k + 1 alakú prímet találtunk, ami
ellentmondás. _

A kvadratikus kongruenciák felhasználásával a Dirichlet-tétel számos to­
vábbi speciális esete is elintézhető, lásd az 5.3.3 feladatot.

Most a Dirichlet-tételt tetszőleges olyan számtani sorozatra igazoljuk,
amelynek a kezdőtagja 1:

5.3.4 Tétel I T 5.3.4 I
Bármely rögzített m > °esetén az mk + 1, k = 0,1,2, ... számok között

végtelen sok prím található. '"

Bizonyítás: Fel fogjuk használni a körosztási polinomokra és a polinomok
többszörös gyökeire vonatkozó alábbi összefüggéseket:

(i) Az m-edik körosztási polinom, <Pm, az az 1 főegyütthatós polinom, amely­
nek gyökei az m-edik primitív komplex egységgyökök. <Pm fokszáma tehát
cp(m). Példák:

ifi. 10 9 1'.1.'11 = X + x + ... + .

Megmutatható, hogy <Pm egész együtthatós, továbbá

e., I xm - 1, sőt xm - 1 = II <Pd·
dlm

(1)

(ii) Legyen T tetszőleges kommutatív test, f E T[x]. Az a E T elemet az
f polinom többszörös gyökének nevezzük, ha (x - a)2 I f. Ez pontosan
akkor teljesül, ha f(a) = 1'(a) = 0, ahol l' az f polinom (formálisan
képzett) deriváltját jelöli.

Az iménti fogalmak és tételek felhasználásával először az alábbi, önmagá­
ban is érdekes lemmát igazoljuk:

Legyen c egész szám és q prímszám. Ekkor

Oq(C) = m ~ q I <pm(c) és qlm. (2)
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A lemma bizonyítása:
Tegyük fel, hogy Oq(c) == m. Ekkor m Iq-l, és így nyilván qlm.
Helyettesítsünk (l)-ben x helyére c-t:

cm - 1 = II q>d(C),
dlm

(3)

Mivel Oq(c) == m, ezért cm == 1 (mod q), és így (3) baloldala osztható q-val. A
q prím, tehát ajobb oldalon is valamelyik q>d(C) tényező osztható q-val. Ekkor
q>d(C) I cd - 1 miatt cd == 1 (mod q) valamelyik d I m-re. Mivel Oq(c) == m,
ezért csak d == m lehetséges, vagyis valóban q I q>m(c).

A megfordításnál a q I e., (c) és qlm feltételekből indulunk ki. Ekkor
q>m(c) I cm - 1 miatt cm == 1 (mod q). Tegyük fel indirekt, hogy Oq(m) ==
== t < m. Ekkor t I m és ct == 1 (mod q). A (3) összefüggést m helyett t-re
alkalmazva azt kapjuk, hogy van olyan d I t, amelyre q I q>d(C). Ez azt jelenti,
hogy az eredeti (3) jobb oldalán legalább két tényező osztható q-val.

A továbbiakban az (l)-beli x"" - 1 == ITdlmq>d egyenlőséget a Zq modulo
q test felett fogjuk tekinteni. Ebben a felfogásban az előző bekezdés utolsó
mondata úgy fogalmazható meg, hogya c (mint Zq-beli elem) a ITdlm q>d
szorzat legalább két tényezőjének gyöke. Mivel ez a szorzat xm-~-gyelegyenlő,
ezért a c legalább kétszeres gyöke az f == xm

- 1 E Zq[x] polinomnak. Ekkor
(ii) szerint f'(c) == mcm- l == O (Zq-ban).

Mivel qlm és qlc, azaz a Zq testben m i- O és c i- O, ezért mcm- l sem
lehet O, ami ellentmond az előzőknek. Ezzel a lemma bizonyítását befejeztük.

Rátérve az 5.3.4 Tétel bizonyítására, tegyük fel indirekt, hogy csak véges
sok mk+1 alakú prím van (esetleg egy sincs), legyenek ezek Pl, ... ,Pr. Legyen
c == ump; .. .Pr, ahol v tetszőleges pozitív egész (r == O-ra c == vm). Nyilván
elég nagy vesetén q>m(c) > 1.

Legyen q a q>m(c) egy tetszőleges prímosztója. Ekkor q>m(c) Icm -1 miatt
(q,c) == 1, és ennélfogva qlm is teljesül. Így a lemma szerint Oq(c) == m.

Ebből következik, hogy m Iq-l, azaz q == mk + 1 alakú. Végül (q, c) == 1
miatt q i- Pi, ami ellentmond annak, hogy Pl, ... -Pr az összes mk + 1 alakú
prím.•

Feladatok

5.3.1 A modulo 9999 maradékosztályok közül hányban található pozitív
prímszám?

5.3.2 Miért nem lehet az 5.3.2 Tétel bizonyítását közvetlenül átvinni az
5.3.3 Tételre is, A == 4PI ... Pr + l-et véve?
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5.3.3 Az általános Dirichlet-tétel felhasználása nélkül mutassuk meg, hogy
az alábbi számtani sorozatokban végtelen sok prímszám van:

a) 6k + 5; b) 8k + 3; c) 8k + 5; d) 8k + 7;
e) lOk + 9; f) l2k + 5; g) 12k + 7; h) 12k + 11.

5.3.4 Hány olyan prímszám létezik, amelynek tízes számrendszerben az
utolsó négy számjegye 4321?

5.3.5 Írjuk le a tizedesvessző után rendre a prímszámokat. Bizonyítsuk be,
hogy az így keletkező 0,235711131 719 ... szám irracionális.

5.3.6 Mely a, b, c pozitív egészek esetén lesz végtelen sok prím az a+bk+cn
alakú számok között, ahol k == 0,1,2, ... , n == 0,1,2, ... ?

5.3.7
a) Mutassuk meg, hogy minden c :j:. °egészhez létezik olyan p prím,

amelyre a c kvadratikus maradék mod p.

b) Mely c egészekhez létezik olyan p prím, amelyre a c kvadratikus nem­
maradék mod p?

5.3.8 Bizonyítsuk be, hogy minden n > l-hez található olyan n-edfokú
egész együtthatós f polinom, amely reducibilis a racionális test felett,
és alkalmas Vl, ... ,Vn (különböző) pozitív egészek mindegyikére f(Vi)
pozitív prímszám.

5.3.9 Mutassuk meg (az általános Dirichlet-tétel felhasználása nélkül),
hogy ha bármely a és d relatív prím pozitív egészek esetén létezik
a + kd alakú prím, akkor mindig végtelen sok ilyen prím is létezik.
(Ez azt jelenti, hogy az általános Dirichlet-tétel bizonyításánál az
igazi nehézséget nem a végtelen sok prím garantálása okozza, hanem
az, hogy egyáltalán van a kívánt alakú prímszám.)

5.4. Becslések 7r(x)-re

Az x-nél nem nagyobb (pozitív) prímek számát 7r(x)-szel jelöljük. Például
7r(1) == 0, 7r(6,7) == 3, 7r(20) == 8. Nyilván elég 7r(x)-nek a pozitív egész x-eken
felvett értékeivel foglalkozni.

Annak ellenére, hogy a prímek igen szabálytalanul helyezkednek el a ter­
mészetes számok között, a 7r(x) függvény közelítő viselkedése jól leírható. Ez
az ún. prímszámtétel, amelyet bizonyítás nélkül közlünk:
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5.4.1 Tétel (Prímszámtétel)
Jelölje log a természetes logaritmust. Ekkor

li 7r(x) - 1lm x - ,
x---+oo --

logx

azaz 7r(x) és lo~ x aszimptotikusan egyenlők. ,.

I T 5.4.1 I

Megjegyzések: 1. A prímszámtétel a 7r(x) és lo~x mennyiségek arányára, és
nem a különbségére vonatkozik, ez utóbbi akármilyen nagy is lehet.

2. A prímszámtétel azt fejezi ki, hogyz-ig "körülbelül" 10; x prím van.
Hogy ez "sok" vagy "kevés", az attól függ, mihez hasonlítjuk. Az összes pozitív
egészhez viszonyítva a prímszámok "ritkán" helyezkednek el, hiszen

lim 1r(x) = lim lo~x = lim _1_ = O.
x---+oo LxJ x---+oo X x---+oo log x

Ugyanakkor a prímszámok sokkal "sűrűbben" fordulnak elő, mint például a
négyzetszámok, hiszen az utóbbiak száma x-ig lVXJ, és

lim 1r(x) = lim lo~x = lim VX = 00.
x---+oo lVXJ x---+oo VX z--e co log x

3. A prímszámtételt először a 18. század végén sejtette meg egymástól
függetlenül Legendre és Gauss. Gauss ekkor csak 15 éves volt, és az ő sejtésé­
ben az x / log x függvény helyett a

l X dt
Li(x) = -1­

2 ogt

logaritmikus integrál szerepelt, amelyről később kiderült, hogy a 7r(X)-et az
x / log x-nál még sokkal pontosabban közelíti. A prímszámtétel bizonyításához
vezető utat mintegy 70 évvel később Riemann jelölte ki, a bizonyítás pedig elő­

ször de la Vallée Poussinnek és Hadamard-nak sikerült egymástól függetlenül
1896-ban. 1949-ben Erdős és Selberg talált ún. elemi (azaz mélyebb analízist
nem használó) bizonyítást a prímszámtételre.

A prímszámtételből könnyen nyerhetünk aszimptotikát az n-edik prím­
számra:
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5.4.2 Tétel
Jelölje Pn az n-edik prímszámot. Ekkor

lim Pn == 1. -'
n-+oo n logn

Bizonyítás: Mivel 7f(Pn) == n, így a prímszámtétel szerint

lim 7r(Pn) = lim n logPn = 1.
n-+oo~ n-+oo p

log p.; n

Az (1) baloldalán szereplő sorozat ·reciproka

n log n n logPn log n
.--

Pn Pn log p.,

173

T 5.4.2 I

(1)

(2)

(3)

alakba írható, ezért (2) alapján (1) igazolásához azt kell megmutatni, hogy
(3) jobb oldalán a második tört határértéke is 1, azaz

lim log n == 1 .
n-+oo log p.,

Ha a (2) összefüggést "logaritmáljuk", akkor

(4)

lim log (n IOgpn) == lim (log n+ log log p., -logPn) == O (5)
n-+oo Pn n-+oo

adódik. Mivellj(logpn) korlátos, így (5)-ből kapjuk, hogy

lim (lOgn + loglogPn _ 1) == O.
n-+oo log Pn log Pn

Itt
lim log log Pn == O

n-+oo logPn '

ezért (6)-ból következik (4), és így (1) is.•

(6)

A pont hátralevő részében egy, a prímszámtételnél gyengébb eredményt
bizonyítunk:



174 5. PRÍMSZÁMüK

5.4.3 Tétel I T 5.4.3 I
Léteznek olyan Cl és C2 pozitív konstansok és olyan Xo, hogy minden

X ~ Xo esetén
X X

Cl -l- < 1r(x) < C2 -l-. ,.
ogx ogx

(7)

Megjegyzések: 1. Az 5.4.3 Tétel azt fejezi ki, hogya 1r(x) "nagyságrendje"
megegyezik az X / log x függvény nagyságrendjével. Számos kérdés tisztázásá­
hoz már ez a tétel is elegendő, lásd például az 5.4.1 Tétel utáni 2. megjegy­
zésben szereplő sürüségi összehasonlításokat.

2. Az 5.4.1 és 5.4.3 Tételeket összevetve, a prímszámtétel szerint a 1r(x)
és x / log x függvények hányadosa l-hez tart, az 5.4.3 Tétel pedig azt állítja,
hogy ez a hányados (elég nagy x-ekre) két pozitív konstans közé esik. Eb­
ből rögtön következik, hogy az 5.4.3 Tételben a (7) egyenlőtlenség eleve csak
olyan Cl, C2 konstansokkal lehet igaz, amelyekre Cl ::; 1 és C2 ~ l. To­
vábbá, a prímszámtétel éppen azt jelenti, hogy az 5.4.3 Tétel becslesei bármely
O < Cl < 1 és C2 > 1 konstansokkal fennállnak, azaz bármely O < Cl < 1 és
C2 > 1 konstansokhoz található olyan xo, hogya (7) egyenlőtlenség minden
x ~ xo-ra teljesüljön. (Sőt, azt is bebizonyították, hogy Cl == 1 is választható.)

3. Az 5.4.3 Tételben Xo == 2 is vehető ("rosszabb" Cl és C2 "árán"), lásd
az 5.4.2 feladatot.

4. Az 5.4.3 Tételt először Csebisev bizonyította be 1850-ben. Az alábbi­
akban az alsó becslésre Erdős, a felső becslésre pedig Erdős és Kalmár közös
bizonyítását mutatjuk be.

Bizonyítás: I. Alsó becslés 1r(x)-re.
Szükségünk lesz az alábbi segédtételre:

5.4.4 Lemma I L 5.4.4 I

Az (~) binomiális együttható bármely prímhatvány osztója kisebb vagy
egyenlő, mint n. ,.

A lemma bizonyítása: Legyen (~) kanonikus alakja

(
n ) _ n! - II f3p
k - k!(n - k)! - p.

p~n

Azt kell igazolnunk, hogy pf3p
::; n, azaz (3p ::; [log., nJ.

(8)
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Tekintsünk egy rögzített p prímet , ésjelöljük [log, nj értékét t-vel. A p
kitevőjét n l-ban, k!-ban és (n - k)!-ban a Legendre-formulával (1.6.8 T étel)
határozhatjuk meg. Ennek alapján (~)-ban a p kitevője

~p = l;J + l;J + ... + l;J
l~J lp~J l;tJ

_ln;kJ _ln~kJ - ... _ln; kJ
Itt mind a t oszlopban az egymás alatt álló tagok előjeles összege

la + bJ - laJ - lbJ alakú. Könnyen látha tó, hogy egy ilyen előjeles összeg
értéke mindig °vagy 1 (lásd az 5.4.1 felad atot ), és így ~p :::; t . •

Most rátérünk 1r(x) alsó becslésének a bizonyítására. A (8) jobb oldalán
(legfeljebb) 1r(n ) dar ab prímhatvány szorzata áll, és az 5.4.4 Lemma alapján
ezek mindegyike kisebb vagy egyenlő, mint n . Ebből azonna l következik, hogy

(9)

(10)

A (9) egyenlőtlenségeket k = 0,1 , ... , n-re összegezve a

egyenlőtlenséghez jutunk. Ezt logaritmálva

nlog2 :::; log(n + 1) + 1r(n) log n

adódik, ahonna n 1r(n)-et kifejezve kapjuk, hogy

() l
n log(n+l)

1r n > og 2 . -- - .
- log n log n

Mivel (10) jobb oldalán a második tag korlátos, ezért elég nagy n-re kisebb,
mint (például) O,Oln/ log n , és így

n
1r(n) > (log 2 - 0,01)-l- .

ogn
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II. Felső becslés 1T(x)-re.
Itt is szükségünk lesz egy segédtételre, amely az n-nél nem nagyobb prím­

számok szorzatára ad felső becslést:

5.4.5 Lemma
Tetszőleges n > O egészre

II p < 4n
. ...

p~n

(p prím)

I L 5.4.5 I

(11)

A lemma bizonyítása: Az állítást teljes indukcióval igazoljuk.
Az n = 1,2 és 3 értékekre (11) nyilván teljesül.
Tegyük fel, hogy az egyenlőtlenség az n = 1,2, . .. , mértékek (m ~ 3)

esetén teljesül, és megmutatjuk, hogy ekkor n = m + l-re is fennáll.
Ha m páratlan, akkor m+ 1 egy 2-nél nagyobb páros szám, tehát összetett.

Így az indukciós feltevést n = m-re alkalmazva kapjuk, hogy

II p = II p < 4m < 4m +1
•

p~m+l p~m

Legyen most m páros, m = 2k, azaz m + 1 = 2k + 1. Ekkor a kérdéses
szorzatot a következőképpen bontjuk két részre:

II p= II p .
p~2k+l p~k+l

II p.
k+2~p~2k+l

(12)

(13)

A (12) jobb oldalán szereplő első tényezőre az n = k+ l-re vonatkozó indukciós
feltevés szerint

II p < 4k+l.

p~k+l

A (12) jobb oldalán levő második tényezőt a (2\+1) binomiális együttható
segítségével becsüljük. Mivel

(
2k + 1) = (2k + 1)(2k) ... (k + 2)

k k!

számlálójában minden k+2 ~ p ~ 2k+l prímszám szerepel, azonban a nevező

ezen prímek egyikével sem osztható, ezért (2k:l) (mely egész szám) osztható
ezen prímek mindegyikével, vagyis a szorzatukkal is. Azaz
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(14)

A (14) és (15) egyenlőtlenségekből

Il p < 4k

k+2~p9k+l

következik. Végül (13)-at és (16)-ot (12)-be beírva kapjuk a kívánt

Il p < 42k
+l

p~2k+l

egyenlőtlenséget. _

(16)

Most rátérünk 1r(x) felső becslésének a bizonyítására. A (11) egyenlőtlen­

ség baloldalán a tényezők száma 1r(n) . Mivel xlnj-re felső becslést keresünk,
az első ötlet az, hogy minden tényező helyére a legkisebb prímet, a 2-t írjuk.
Ebből azonban sajnos csak

következik, ami a (triviálisnál is rosszabb) 1r(n) < 2n becslést adja.
A javítás kulcsa az, hogya (11) baloldalán álló szorzatot úgy csökkent­

jük, hogy először elhagyjuk a kis prímeket, majd (lényegében) a megmaradó
tényezők legkisebbikét írjuk mindegyik tényező helyére:

Il p > Il p 2:: yin(n)-7f(y'n).

p~n y'n<p~n

A (17) és (11) egyenlőtlenségeket összevetve

(17)
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következik. Ezt logaritmálva
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(7f(n) - 7f(Jn)) log(Jn) < nlog4

adódik, ahonnan 7f(n)-et kifejezve kapjuk, hogy

n
7f(n) < 2 . log 4 . - + 7f(Jn).

log n

Végül, mivel 7f(Jn) < Jn, és

lim y'ri = lim logn = O
n-+oo -1n n-+oo y'ri ,

ogn

(18)

ezért elég nagy n-re 7f(y'ri) kisebb, mint (például) O,Oln/ log n, és így (18)-ból

n
7f(n) < (21og4 + 0,01)-1­

ogn

következik. _

Feladatok
Valamennyi feladatban p prímszámot jelöl, Pn az n-edik prímszám, to­

vábbá Un ~ V n azt jelenti, hogy Un és V n aszimptotikusan egyenlő, azaz
limn-+oo un/vn == 1.

5.4.1 Igazoljuk, hogy az la + bJ - laJ - lbJ kifejezés értéke bármely a, b
valós szám esetén °vagy 1.

5.4.2 Mutassuk meg, hogy az 5.4.3 Tételben Xo == 2 is vehető, azaz alkal­
mas c~ és c~ pozitív konstansokkal a (7)-nek megfelelő egyenlőtlenség

minden X 2 2 valós számra teljesül.

*5.4.3 Milyen alsó és felső becsléseket nyerhetünk Pn-re, ha (az 5.4.1 Tétel
helyett) az 5.4.3 Tételt használjuk fel?

5.4.4 Igazoljuk a prímszámtétel felhasználásával a következő becsléseket.

a) Lp~n logp ~ n.

b) Az n-nél nem nagyobb prímek szorzata "körülbelül" en az alábbi
értelemben (vö. az 5.4.5 Lemmával): Bármely é > °esetén létezik
olyan no, hogy minden n > no-ra

e(l-é)n < II p < e(l+é)n .

p~n
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*5.4.5 Legyen 1 ~ al < a2 < ... a természetes számok tetszőleges részsoro­
zata, és jelölje A(n) a sorozat n-nél nem nagyobb elemeinek a számát,
azaz A(n) == La.<n 1. Bizonyítsuk be, hogy az alábbi négy állítás
ekvivalens. t_

(i) A(n) ~ n/logn.

(ii) an ~ n log n.

(iii) Lai~n log ai ~ n.

(iv) Bármely E > O eset én létezik olyan no, hogy minden n > no-ra

e(l-c)n < II ai < e(l+c)n.

ai~n

Megjegyzés: A feladat azt mutatja, hogy az 5.4.1 és 5.4.2 Tételek­
ben, valamint az 5.4.4 feladatban szereplő állítások a prímszámok
sorozatánál általánosabb sorozatok eset én is szorosan összefüggnek
egymással.

*5.4.6 Jelöljük S(n)-nel az n-nél nem nagyobb prímszámok összegét, azaz
S(n) == Lp<nP' Bizonyítsuk be az alábbi becsléseket S(n)-re:

a) Léteznek olyan C3 és C4 pozitív konstansok, hogy minden n > l-re

n 2 n 2

c3-
1

- < S(n) < C4--'
ogn log n

b) S(n) ~ n 2/(2logn).

5.4.7
a) Mutassuk meg, hogy bármely K-hoz található olyan páros szám,

amely legalább K-féleképpen írható fel két prímszám összegeként.
b) Lássuk be a hasonló állítást összeg helyett különbségre is.

5.4.8 Igazoljuk, hogy

1r(n) = t, (l (j - il + 1J-l (j ~ l)! J) .

Alkalmas-e ez a képlet a 1r(n) gyakorlati kiszámítására?
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5.5. Hézag a szomszédos prímek között

Először megmutatjuk, hogy a szomszédos prímszámok között tetszőlegesen

nagy hézagok is előfordulnak:

5.5.1 Tétel I T 5.5.1 I
Bármely K pozitív egészhez meg lehet adni K egymást követő összetett

számot. ,.

Bizonyítás: Legyen N > K tetszőleges, és tekintsük az ai == N! + i számokat,
i == 2,3, ... ,K+1. Ekkor nyilván i Iai és ai > i, tehát valamennyi ai összetett.

-
Megjegyzés: A bizonyításban N! helyett az N-nél nem nagyobb prímek szor­
zatát is vehettük volna.

Az 5.5.1 Tételt általánosítva most azt bizonyítjuk be, hogy a szomszédos
prímek közötti két egymás utáni hézag is tetszőlegesen nagy lehet, azaz olyan
prímek is léteznek, amelyeket mindkét oldalról sok összetett szám vesz körül
(az ilyen prímeket izolált prímeknek szokták nevezni).

5.5.2 Tétel l T 5.5.2 I
Bármely K pozitív egészhez meg lehet adni olyan p prímet, amelyre a

p ± 1,p ± 2, ... ,p ± K számok valamennyien összetettek. ,.

Bizonyítás: Válasszunk egy olyan q prímet, amelyre q 2:: K + 2, és legyen

d = 2 · 3 ... (q - 2)(q-l) (q + 1)(q + 2) ... (2q _ 2) = (2q - 2)! .
q

Ekkor (q, d) == 1, és így Dirichlet tétele szerint létezik (végtelen sok) olyan
k > O, amelyre p == q + dk prímszám. Megmutatjuk, hogy egy ilyen p megfelel
a tétel állításának.

Tetszőleges 1 < j <q-2 esetén

p ± j = q + kd ± j = (q ± j) + k(2q - 2)! = (q ± j)(l + Cj),
q

ahol Cj pozitív egész, tehát valóban valamennyi p ± j szám összetett. -

Most Csebisev nevezetes tételét igazoljuk: egy szám és a kétszerese közé
mindig esik prímszám.
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III. Felső becslés A-ra: Az 5.4.4 Lemma alapján pl/p :::; 2n, és így

A = II pVP:'s (2n tC v'21i") < (2n) v'21i" .

p~ v'21i"

(3)

(
2n ) = 2n(2n -1) ... (n + 1)
n n!

IV. Felső becslés B-re: Ismét az 5.4.4 Lemma alapján pl/p :::; 2n, és ebből

p > v2ii miatt vp :::; 1 következik.
Megmutatj uk, hogy (p > 2 és) 2n/3 < p :::; n eset én "» == O. Ez azért igaz,

mert

nevezője és számlálója is egy ilyen p-nek pontosan az első hatványával osztható:
a nevezőben csak a p, a számlálóban pedig csak a 2p tényezőben szerepel a p.

A fentiek alapján

B = II pVp = II pVp < II p ·
v'21i"<p~n v'21i"<p~2n/3 v'21i"<p~2n/3

A (4) egyenlőtlenség és az 5.4.5 Lemma alapján kapjuk, hogy

B < II p < 42n
/

3
.

p~2n/3

(4)

(5)

V. A (2), (3) és (5) becsléseket (l)-be beírva és C-t kifejezve kapjuk, hogy

4n 4n / 3

C > v'21i" > v'21i" .(2n + 1)(2n) 2n. 42n / 3 (2n + 1)1+ 2n
(6)

A C > 1 egyenlőtlenség igazolásához elég azt megrnutatnunk, hogya (6) jobb
oldalán álló Sn kifejezés logaritmusa pozitív. Mivel

n log 4 ro--
log Sn == -3- - (1 + v 2n) log(2n + 1) ~ 00, ha n ~ 00, (7)

ezért minden elég nagy n esetén log Sn > O. Könnyen adódik, hogy például
n > 511 esetén fennáll a pozitivitás, tehát n > 511 esetén C > 1.

VI. Végül az n :::; 511 értékekre közvetlenül ellenőrizhetjük a tétel állítá­
sát. Ehhez elegendő a 2-ből kiindulva olyan prímszámsorozatot készítenünk,
amelynek bármely eleme kisebb, mint a megelőző elemnek a kétszerese. Egy
ilyen sorozat például a következő: 2, 3, 5, 7, 13, 23,43, 83, 163, 317, 631. (Az
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éppen a Csebisev-tételből következik, hogy ilyen tulajdonságú végtelen sorozat
is létezik.) •

A Csebisev-tétellel kapcsolatban felvethetjük a következő általánosabb
"hézagfüggvény" problémát:

Milyen h(n) függvényekre igaz, hogy minden elég nagy n természetes szám
esetén az (n, n + h(n)) nyílt intervallumban található prímszám?

A Csebisev-tétel szerint h(n) == n megfelel, az 5.5.1 Tétel alapján viszont
a h(n) nem választható konstans függvénynek, hiszen az (n, n+K) intervallum
bármilyen rögzített K esetén végtelen sok n-re "prímmentes".

Megoldatlan probléma, hogy milyen nagyságrendű a "lehető legjobb"
h(n). Erre vonatkozóan a következő eredmények ismertek (ezeket bizonyítás
nélkül közöljük):

5.5.4 Tétel I T 5.5.4 I
(A) Legyen f) == 0,5351. Ekkor minden elég nagy n-re az (n, n+nO) intervallum

tartalmaz prímszámot.

(B) Végtelen sok olyan n pozitív egész létezik, amelyre az

(
log n . log log n . log log log log n)

n, n + ( )2log log log n

intervallum nem tartalmaz prímszámot. ~

Az 5.5.4 Tétel mindkét állítása igen mély eredmény (például jóval éleseb­
bek, mint a prímszámtételből leolvasható következtetések, lásd az 5.5.5 Té­
telt), ennek ellenére hatalmas űr tátong közöttük; a h(n) választható nO-nak,
és nem választható egy log n-nél "nem sokkal nagyobb" függvénynek. Bizonyos
valószínűségi megfontolások alapján azt lehet sejteni, hogya (log n)2 függvény
"környékén" várható a választóvonal.

Érdekességként megjegyezzük, hogy (A)-ból még az az 5.1 pontban már
említett, ártatlannak látszó sejtés sem következik, hogy két egymást követő

négyzetszám között mindig található prímszám. Ehhez az (A)-beli f)-nak 1/2­
re történő leszorítására lenne szükség, amit még az ún. Riemann-sejtés fel­
használásával sem sikerült igazolni.

Az alábbiakban azt mutatjuk meg, hogyaprímszámtétel segítségével
mennyire élesíthetők az 5.5.3 és 5.5.1 Tételek eredményei.
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5.5.5 Tétel
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I T 5.5.5 I

(A) Bármely c > O-hoz létezik olyan (c-tól függő) no, hogy minden n > no
esetén az (n, (1 + c)n) intervallum tartalmaz prímszámot.

(B) Bármely O < c < 1 eset én végtelen sok olyan n pozitív egész létezik,
amelyre az (n, n + (1 - c) log n) intervallum nem tartalmaz prímszámot.

"
Bizonyítás: Az (A) részhez azt kell igazolnunk, hogy minden elég nagy n-re

1r((l+c)n) -1r(n) >0.

A prímszámtétel szerint minden elég nagy n-re egyrészt

c n
1r(n) < (1 + -) . - ,

4 log n

másrészt
c (l+c)n

1r((1 +c)n) > (1- -4)' (( ))log 1 + c n

teljesül, továbbá nyilván

(8)

(9)

(10)

c
log((1 + E)n) = log(1 + E) + log n < (1 + 4) log n . (11)

(9), (10) és (11) alapján

(
(l - §. ) (l + c) c) n

1r((l+c)n)-1r(n) > 4 é -(1+-
4

) -1-.
1 + 4 ogn

(12) jobb oldalán az nilogn együtthatója

(12)

(hiszen feltehető, hogy c < 415), és így (12)-ből következik (8).

A (B) állítást indirekt bizonyítjuk. Tegyük fel, hogy van olyan c > O
és olyan no, hogy minden n > no esetén az (n, n + (1 - c) log n) intervallum
tartalmaz prímszámot .
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Legyen N egy (nagy) rögzített egész, és tekintsük az no és N közötti
prímszámokat: no < Pr < Pr+l < ... < Pk ::; N. Ekkor az indirekt feltevés
alapján az alábbi egyenlőtlenségeketkapjuk:

Pr+l < Pr + (1 - c) log Pr ,

Pr+2 < Pr+l + (1 - c) logPr+l ,

(13)

Pk+l < Pk + (1 - c) logpk .

A (13)-beli egyenlőtlenségeket összeadva a Pr+l, . . . ,Pk tagok kiesnek, és

k

PH1 < Pr + (1 - E) I)ogpj
j=r

(14)

adódik.
A Pk definíciója szerint Pk+l > N, ezért az ellentmondáshoz elég azt

megmutatnunk, hogy (14) jobb oldala viszont kisebb, mint N.
Ehhez (14) jobb oldalát a következőképpen becsüljük felülről:

k

Pr + (1 - E) L logpj < Pr + (1 - E)rr(N) log N .
j=r

A prímszámtétel szerint elég nagy N esetén

c N
rr(N) < (1+ 4) log N '

továbbá (elég nagy N-re) nyilván

(15)

(16)

Pr <
cN
4

(17)

A (16) és (17) egyenlőtlenségeket (15)-be beírva azt nyerjük, hogy (14) jobb
oldala kisebb, mint

amivel megkaptuk a már jelzett ellentmondást. _
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Feladatok

5.5.1 Bizonyítsuk be, hogy n > 1 esetén n! nem lehet teljes hatvány.

5.5.2 Igazoljuk, hogy bármely két szomszédos pozitív egész közül legalább
az egyik felírható csupa különböző prímszám összegeként (egytagú
összeget is megengedünk).

5.5.3 Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan prím van, amelynek (tízes
számrendszerben)

a) az első számjegye l-es;
b) az első ezer számjegye 4-es.

5.5.4 Bizonyítsuk be, hogy ha 1 ~ k < n, akkor az alábbi összegek értéke
nem lehet egész szám:

n 1
a) L .,

j==l J

n
""",,,1

b) LJ
j==k J

5.5.5 Mutassuk meg, hogy a (2;), O < k < 2n, binomiális együtthatók

közül (2:) a legnagyobb.

5.5.6 Adjunk még egy bizonyítást az 5.5.2 Tételre az alábbi gondolatmenet
alapján: Válasszunk 2K darab K-nál nagyobb prímszámot, legyenek
ezek Pl, ... ,PK, ql,···, qtc, és tekintsük az

x == j (mod Pj), j == 1,2, ... ,K

szimultán kongruenciarendszert. Mutassuk meg, hogy ennek megol­
dásai között található (végtelen sok) P prímszám, és ezek kielégítik a
tétel feltételeit.

5.5.7
a) Bizonyítsuk be, hogy (2:) minden n + 1 < P < 2n prímszámnak

pontosan az első hatványával osztható.

b) Mutassuk meg, hogy ha P > 3 prím és 2n/5 < P ~ n/2, akkor (2:)
nem osztható p-vel. Hogyan általánosítható ez az észrevétel?

5.5.8 Mutassuk meg, hogy (n ~ 2 eset én) a Csebisev-tételre adott bizonyí­
tásból az alábbi élesebb eredmény is következik: Az n és 2n közötti
prímek száma nagyobb, mint en/ log n, ahol c alkalmas pozitív kons­
tans.
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M 5.5.9
a) Az 5.5.4 Tétel (A) részének a felhasználásával lássuk be, hogy bár­

mely két elég nagy, egymást követő köbszám között található prím­
szám.

*b) Bizonyítsuk be, hogy létezik olyan a > 1 valós szám, amelyre la 3n J
minden n pozitív egész eset én prímszám.

c) Miért nem alkalmas a b)-beli képlet nagy prímszámok gyakorlati elő­

állítására?

5.5.10 Vizsgáljuk meg, hogy milyen, az 5.5.5 Tétel (B) állításához hasonló
jellegű eredményeket nyerhetünk, ha a prímszámtétel helyett az aláb­
biakra támaszkodunk:

a) 5.4.3 Tétel;
b) az 5.5.1 Tétel bizonyítása;
c) az 5.5.1 Tétel bizonyítása utáni megjegyzés.

*5.5.11 Bizonyítsuk be, hogy bármely é > O-hoz végtelen sok olyan n pozitív
egész létezik, amelyre Pn+l - Pn < (1 + é) log n. (A szokásos módon
Pn az n-edik prímszámot jelöli.)

Megjegyzés: Az 5.1 pontban tárgyalt ikerprímprobléma úgy is fogal­
mazható, vajon végtelen sokszor teljesül-e Pn+l - Pn == 2. Azt, hogy
ennek a kérdésnek a megválaszolásától milyen reménytelenül messze
vagyunk, jól érzékeltethetjük az alábbiakkal: egyelőre azt sem sike­
rült bebizonyítani, hogya (Pn+l - Pn) / log n sorozatnak létezik O-hoz
tartó részsorozata.

5.6. A pr-írnek reciprokösszege

Ebben a pontban bebizonyítjuk, hogyaprímszámok reciprokaiból képzett vég­
telen sor divergens. Ez azt jelenti, hogya prímek reciprokai "lassan" fogynak,
azaz maguk a prímek lassan növekednek, vagyis a prímek "viszonylag sűrűn"

helyezkednek el a pozitív egészek között. Összehasonlításképpen, a négyzet­
számok reciprokaiból képzett végtelen sor konvergens, azaz a négyzetszámok a
pozitívegészeknek egy "ritka" részsorozatát alkotják (vö. az 5.4.1 Tétel utáni
2. megjegyzéssel).

A prímek reciprokösszegének divergenciájára három bizonyítást adunk.
Az első mutatja, hogy ez a tény a prímszámtételből (sőt már az 5.4.3 Tételből

is) következik. A második Erdős Pál szellemes indirekt gondolatmenete. A
harmadik Euler bizonyítása, aki először mondta ki és igazolta ezt a tételt.
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Végül megmutatjuk, hogy az x-nél nem nagyobb prímek reciprokainak
összege nagyon jól közelíthető a log log x függvénnyel.

5.6.1 Tétel T 5.6.1 I
A prímek reciprokaiból képzett végtelen sor divergens, azaz

1L - = 00."
p p

Első bizonyítás: Azt kell igazolnunk, hogy

n 1
lim ~­

n-+oo Z:: p.
j=l J

00, (1)

ahol Pj a j-edik prímszámot jelöli.
Az 5.4.2 Tétel (vagy az 5.4.3 feladat) szerint létezik olyan c és no, hogy

minden j ~ no esetén Pj < ej logj. Ebből következik, hogy

n 1 1 n 1

L ]; > ~ ;L jlog)"
J=l J J=no

(2)

Rajzoljunk minden no ::; j ::; n egész számhoz egy olyan téglalapot,
amelynek az alapja az x tengely [j, j +1] szakasza, magassága pedig 1/(j log j).
Ekkor a téglalapok területének összege éppen a (2) jobb oldalán szereplőösszeg
(az 1/c szorzó nélkül).

Mivel az 1/(x log x) függvény (x > 1 esetén) monoton csökken, ezért
az [no, n + 1] intervallumon a függvénygörbe a téglalapok alkotta alakzatban
halad. i Emiatt a függvénygörbe alatti terület kisebb, mint a téglalapok terü­
letének az összege, azaz

n

j=no

1 t dx> --
j log j no X log x .

(3)

A (3) jobb oldalán szereplő integrált kiszámítva

l
n +1 dx

-1- = [loglogxt+l = loglog(n + 1) -loglogno
no X og X no

adódik.

(4)
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A (3) és (4) összefüggések felhasználásával a (2) egyenlőtlenségből

nIlL - > -(loglog(n + 1) -loglogno)
j=l Pj C

következik. ~ivel

lim log log n == 00 ,
n-+ex::>
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(5)

ezért n -+ 00 esetén (5)-ben a jobb oldal, és emiatt a baloldal is a végtelenhez
tart, azaz (1) valóban teljesül. _

Megjegyzés: A bizonyításból az is leolvasható, hogy alkalmas c' konstanssal
minden elég nagy n esetén fennáll

Ugyanígy igazolható

'" _1Z:: > c' log log n .
v<» p

L ~ < c" log log n
p~n p

(5a)

is, sőt a prímszámtétel (vagy az azzal ekvivalens 5.4.2 Tétel) kicsit ügyesebb
alkalmazásával

1L - rv loglogn
p~n p

következik. Ezeknél is élesebb becslést kapunk majd azonban az 5.6.2 Tételben
(ráadásul a prímszámtétel felhasználása nélkül), sőt már az 5.6.1 Tételre adott
harmadik bizonyítás (13) egyenlőtlensége is sokkal erősebb (5a)-nál.

Második bizonyítás: Tegyük fel indirekt, hogya prímek reciprokösszege kon­
vergens. Ekkor létezik olyan k, hogy

oo 1 1
L - < 2

j=k+1 Pi
(6)

Rögzítsük le k értékét, és osszuk a pozitívegészeket két csoportba: az első

csoportba azok a számok kerülnek, amelyeknek van Pk-nál nagyobb prímosz­
tója, a második csoportot pedig azok a számok alkotják, amelyeknek minden
prímosztója kisebb vagy egyenlő, mint Pk.
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Legyen N (nagy) természetes szám, és tekintsük a H == {l, 2, ... ,N}
halmazt. Meg fogjuk mutatni, hogy elég nagy N-et választva, a Helemeinek
kevesebb, mint a fele tartozik az első csoportba, és ugyancsak kevesebb, mint
a fele tartozik a második csoportba, ami nyilvánvaló ellentmondás.

Vizsgáljuk először az első csoportot. Tetszőleges p prím esetén H-ban a
p-vel osztható elemek száma l N J. Ebből az első csoportbeli elemek darabszá­

p
mára a következő felső becslés adódik:

lNJ N 00 1 NL - < L -<NL -<-p p p. 2
Pk<p~N Pk<p~N j=k+1 J

(az utolsó lépésben (6)-ot használtuk fel). Ez azt jelenti, hogy Helemeinek
kevesebb, mint a fele tartozik az első csoportba.

A második csoport vizsgálatához felhasználjuk, hogy minden pozitív egész
(egyértelműen) előállítható egy négyzetszám és egy négyzetmentes szám szor­
zataként. Ez a számelmélet alaptételébőlkövetkezik: Válasszuk külön n ka­
nonikus alakjában a páros és páratlan kitevőket:

n == q2f31 q2f3r q2f3r+1+1 q2f3s +1
1 . .. r r+1 . .. s

(ahol r == O, illetve r == s is megengedett), ekkor

adja a kívánt előállítást.

Írjuk fel H-nak a második csoportba tartozó elemeit ilyen a2 b alakban
(ahol b négyzetmentes). Ekkor 1 < a < lVNJ, továbbá b a Pl, ... v» prímek
közül néhány különbözőnek (akár az összesnek) a szorzata (de b lehet az üres
szorzat is, ekkor b == 1).

Ebből következik, hogy az a2 választására lVNJ lehetőség adódik, a b
választására pedig 2k (ahány részhalmaza van a {Pl, . . . ,Pk} halmaznak). En­
nélfogva az ilyen a 2 b szorzatok száma legfeljebb VN . 2k

. Mivel k rögzített,
ezért elég nagy N esetén 2k < VN/2, tehát VN .2k < N/2. Ezzel igazoltuk,
hogy H elemeinek kevesebb, mint a fele tartozik a második csoportba.•

Harmadik bizonyítás: Felhasználjuk a következő (analízisbeli) tételeket:

n 1 00 1
(i) L ~ > log n j (ii) L --=2 < 2;

. 1 J . 1 JJ= J=

1 x 2 x 3
2 1

(iii) log -- == x + - + - + ... < x + x, ha O< x < - .l-x 2 3 - - -2
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Rátérve a tételünk bizonyítására, tekintsük a következő szorzatot:

ahol rt > 1 egész és
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azaz

Megmutatjuk, hogy
n
~1

An 2: c:
j=l J

Legyen először n == 10, és írjuk ki az A l D tényezőit részletesen:

(7)

Ha j ::; 10, akkor j kanonikus alakjában csak a 2, 3, 5, 7 prímek fordulhatnak
elő, éspedig legfeljebb akkora kitevővel, mint amilyennel az A l D egyes tényezői­

ben szerepelnek. Ezért tetszőleges j ::; 10 előállítható (ráadásul egyértelmúen)
ezen prímhatványok szorzataként. Ez azt jelenti, hogy ha elvégezzük a szor­
zást AlD-ben, akkor biztosan megkapjuk minden j ::; 10 szám reciprokát, és
így A1D2: 2:~~11/j.

Ugyanezt a meggondolást a 10 helyett tetszőleges n-re végrehajtva a (7)
egyenlőtlenséget nyerjük. Ebből (i) felhasználásával

An > logn (8)

adódik.
Most felső becslést keresünk An-re. Az An tényezőiben szereplő mértani

sorozatokat összegezve kapjuk, hogy

1- Grv
+1 1

An==II l < II-l·1-- 1--
p~n p p~n P

A (8) és (9) egyenlőtlenségekből

1
logn < II-­l_l

p~n p

(9)

(10)
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adódik. (lü)-et logaritmálva a
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1
loglogn < L log 1 _ l (11)

p<n P

egyenlőtlenséget kapjuk. A (11) jobb oldalát (iii) szerint felülről becsülve

1 1
log log n < L - + L 2" (12)

p~n p p~n p

adódik. Végül (ii) miatt a (12) jobb oldalán álló második összeg kisebb, mint
2, és így

1L - > log log n-2,
p~n p

amiből a tétel állítása következik. _

(13)

A harmadik bizonyításból azt is megkaptuk , hogy az n-nél nem nagyobb
prímek reciprokösszege nem lehet lényegesen kisebb log log n-nél (lásd a (13)
egyenlőtlenséget). A következőkben ezt tovább élesítjük, és azt igazoljuk, hogy
ennek a reciprokösszegnek a log log n-től való eltérése korlátos:

5.6.2 Tétel T 5.6.2 I
Létezik olyan c konstans, hogy minden n 2 3 egész számra

1IL - - log log n] < c. '" (14)
p~n p

Bizonyítás: A bizonyításhoz szükségünk lesz a 2:p~n(logp)/p összeg becslé­
sére:

5.6.3 Tétel
Létezik olyan c' konstans, hogy minden n 2 2 egész számra

'" logpILJ - - log n I < c' . .-.
p~n p

T 5.6.3 I

(15)

Az 5.6.3 Tétel bizonyítása: Induljunk ki az n! kanonikus alakjából (1.6.8 Té­
tel). Ezt logaritmálva

logn! = L logp (l~J+ l~J + l~J + ...)
p~n p p p

(16)
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adódik. Meg fogjuk mutatni, hogy (16) baloldala "körülbelül" n log n, a jobb
oldalon pedig a logp szorzójában "az egész rész elhagyható és csak az első tag
számít", vagyis a jobb oldal "körülbelül" n Lp<n (logp)/p. Innen n-nel való
osztás után kapjuk a kívánt (15) egyenlötlenséget.

Nézzük mindezt pontosan és részletesen. A (16) baloldalán álló log n!
becsléséhez használjuk fel, hogy n ~ 2-re

Itt a felső becslés nyilvánvaló, az alsó becslés pedig könnyen igazolható teljes
indukcióval. Ezeket az egyenlőtlenségeket logaritmálva kapjuk, hogy

n(logn-1) < log n! < nlogn.

Az ln/pJ + ln/p2J + ... összeget a következőképpen becsülhetjük:

n lnJ lnJ n n n np- 1 < p + p2 + ... <- p+ p2 + ... = p+ p(p _ 1) ·

(17)

(18)

Jelöljük (16) jobb oldalát J-vel. Ekkor (18) alapján J-re az alábbi becsléseket
nyerjük:

n
~ logp ~ ~ logp ~ logp
LJ - LJ logp < J < n LJ p + n LJ p(p -1) ·
»<» p »<» p~n p~n

Az 5.4.5 Lemma alapján

L log p = log II p < log d" = nlog4,
p5:n p~n

továbbá
- ~ logp ~ log k
LJ p(p -1) < LJ k(k -1) ,
p~n k=2

(19)

(20)

(21)

ahol a (21) jobb oldalán álló végtelen sor konvergens, és az is megmutatható,
hogy az összege kisebb, mint 4.

A (20) és (21) egyenlőtlenségek felhasználásával (19)-ből kapjuk, hogy

(22)
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(23)

Ugyanakkor (16) alapján J == log n!, ezért (17)-ből

I~ - log n I < 1

következik. Végül (22) és (23) miatt (15) is teljesül (például c' == 5 megfelel) .

•
Az 5.6.2 Tétel bizonyításához kényelmesebb, ha az 5.6.3 Tételt az egész n

értékekről tetszőleges x ~ 2 valós számra is kiterjesztjük. Ehhez vegyük észre,
hogy

~ log p __ ~ log p I I x 3
L...J L...J p és log x - log LxJ = log LxJ < log "2 '
p~x P p~LxJ

és így (15) alapján

IL log p - log x I < I L 10;p - log]xJI+ IlogLxJ - log x I < c' + log ~ ·
p~x P p~LxJ

Ezzel megmutattuk, hogy tetszőleges x ~ 2 valós szám esetén

IL logp - logxl < 6.
p<x P

(24)

Vezessük még be a következő jelöléseket tetszőleges x ~ 2 valós számra:

f(x) = L logp ,

p~x p

1
g(x)-­

log x
és h(x) == f(x) -logx. (25)

Az f (x) és g(x) definíciója alapján f (2)g(2) == 1/2, továbbá bármely k ~ 3
egész szám esetén

(f(k) - f(k - l))g(k) == { í, ha k prím; .
0, ha k nem prim.

Ebből következik, hogy tetszőleges n ~ 3 egészre fennáll

1 n

L - = f(2)g(2) + L(!(k) - f(k - l))g(k) .
p~n p k=3

(26)
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(26) jobb oldalát az ún. parciális összegezés (Abel-féle átrendezés) segít­
ségével átalakítva kapjuk, hogy

L ! = f(2)(g(2) - g(3)) + f(3) (g(3) - g(4)) + ...
p<n p

... + f(n -l)(g(n -1) - g(n)) + f(n)g(n). (27)

Most megmutatjuk, hogy (27) jobb oldalán az összeg egy általános tagja (az
utolsó kivételével)

[k+l
f(k)(g(k) - g(k + 1)) = - lk f(t)g'(t) dt (28)

alakba írható. Ez azért igaz, mert a (balról zárt, jobbról nyílt) [k, k + 1)
intervallumon az f(t) függvény értéke a konstans f(k), továbbá a Newton­
Leibniz-szabály szerint

[k+l
lk g'(t)dt = g(k + 1) - g(k).

(28) felhasználásával (27)-ből a következő egyenlőséget nyerjük:

1 [nL - = f(n)g(n) - 12 f(t)g'(t) dt.
p~n P 2

Most kiszámítjuk a (29) jobb oldalán szereplő integrált az

(29)

f(t) == log t + h(t) és g'(t) _ (_1_)'
- log t

összefüggések felhasználásával:

-1
t(log t)2

[n, [n dt [n h(t) dt
- 12 f(t)g (t) dt = 12 t lag t + 12 t(lagt)2 ·

A (30) jobb oldalán szereplő első integrál

l n dt
-- == [log log tJ; == log log n - log log 2.

2 t log t

(30)

(31)
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A (30) jobb oldalán szereplő második integrál becsléséhez felhasználjuk, hogy
Ih(t)1 < 6, ez (24)-ből és (25)-ből következik. Innen

(32)
6 6

-----
log 2 logn·

1

rn h(t) dt I rn dt [ -1 ] n
12 t(log t)2 < 6 12 t (log tF = 6 log t 2

(32)-t és (31)-et (30)-ba beírva kapjuk, hogy

-ln j(t)g'(t)dt=loglogn+s(n), ahol s(n)korlátos. (33)

Most azt igazoljuk, hogya (29) jobb oldalán álló f(n)g(n) szorzat is
korlátos:

If(n)g(n)1 == Ilogn+h(n)1 == 11 + h(n)! < 1+6==7. (34)
log n log n

Végül (29)-et (33)-mal és (34)-gyel összevetve kapjuk az 5.6.2 Tétel állí­
tását.•

Megjegyzés: A (32) becslést [2,n] helyett az [n, NJ intervallumra megismételve
kiderül, hogy n -+ 00 eset én a (30) jobb oldalán szereplő második integrálnak
létezik határértéke, és az attól való eltérés abszolút értéke legfeljebb 6/ log n.
Ugyanez f(n)g(n)-re nyilvánvaló. Így létezik olyan Cl és C2 konstans, hogy
minden n 2: 3 egészre

IL ~ - log log n - Cll <~ .
p ~gn

p~n

Feladatok

M 5.6.1 Legyen L rögzített pozitív egész. Tekintsük a pozitív egészek alábbi
részsorozatait , és döntsük el, hogy az elemek reciprokaiból álló vég­
telen sorok konvergensek vagy divergensek-e:

a) az L-lel osztható számok;
b) a teljes hatványok;
c) a négyzetmentes számok;
d) azok a számok, amelyeknek minden prímosztója kisebb, mint L;
e) azok a számok, amelyeknek minden prímosztója nagyobb, mint L;
f) azok a számok, amelyek kanonikus alakjában minden prímszám ki­

tevője legalább 2 (ezeket négyzetteljes számoknak szokták hívni).
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A c) sorozat kivételével vizsgáljuk meg azt is, hogy nagy n esetén az
egyes számsorozatoknak "körülbelül" hány elemük van n-ig; ez pon­
tosabban azt jelenti, hogy ha az U == {Ul < U2 < ... } sorozatról van
szó, akkor az U(n) == Luo<n 1 függvényre keresünk aszimptotikát, il­
letve minél jobb becsléseket. (A négyzetmentes számokra vonatkozó
eredményt lásd a 6.7.2 feladatban.)

5.6.2 Az 5.6.1 Tételre adott első bizonyításban alkalmazott "integrálkrité­
rium" segítségével döntsük el, hogy az alábbi végtelen sorok konver­
gensek vagy divergensek-e:

00 1
a) '" 101;LJ n '

n=l

b) ~ 1 .
~ n(logn)2 '

00 1
c) L ·

n=2 n . log n . log log n

5.6.3 Az alábbi végtelen sorokban az összegzés a prímek szerint történik.
Vizsgáljuk meg a konvergencia, illetve divergencia kérdését:

1
a) L plogp;

p

b) L 1 .
p log logp

p

5.6.4 Tekintsük a pozitív egészek alábbi típusú al < a2 < ... részsoroza­
tait. Mit állíthatunk az elemek reciprokaiból álló végtelen sorokról a
konvergencia/divergencia szempontjából? (Lehetséges válaszok: biz­
tosan konvergens - biztosan divergens - lehet konvergens, és lehet
divergens is.)

a) Az an elemek páronként relatív prím összetett számok.
b) Minden n-re az an kanonikus alakjában a prímek kitevőinek az ösz-

szege legalább 2 log n.
c) Minden n-re an+l - an < 101000

.

d) Minden n-re an+l/an < 1,00001.
e) Az an elemek között nincs két olyan, amelynek ugyanannyi osztója

lenne.

5.6.5 Ha az A == {al < a2 < ... } pozitívegészekből álló számsorozatra
L~=11/an < 00, akkor ez azt jelenti, hogy az A "ritka". Érdemes-e
a ritkaság fogalmát aszerint finomítani, hogy mekkora a L~=ll/an

összeg?

M 5.6.6 Tetszőleges 8 > 1 valós számra a Riemann-féle zétafüggvényt a kö­
vetkezőképpen definiáljuk:

00 1
((8) == '" - .LJ n S

n=l
(35)
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Ismeretes (vagy az 5.6.2a feladat mintájára igazolható), hogya (35)
jobb oldalán álló végtelen sor (8 > 1 esetén) konvergens. Például
((2) == 1r2/6. r-

Most egy végtelen szorzatot értelmezünk (p a prímeken fut végig):

Il - 1 - - lim Il _l_
l - l - n--+oo 1 - l .

p pS p~n pS

(36)

Bizonyítsuk be, hogy 8 > 1 esetén a (36) jobb oldalán szereplő ha­
tárérték létezik és egyenlő ((8)-sel.

5.6.7 Legyen O < aj < 1, j == 1,.2, ... és definiáljuk az alábbi végtelen
szorzatot:

00 n

Il(1 - aj) = }~~ Il(1 - aj).
j=l j=l

Bizonyítsuk be, hogy

00 00

'L aj = 00 {=? Il (1 - aj) = O.
j=l j=l

Megjegyzés: Általában egy (nulla tényezőket nem tartalmazó) vég­
telen szorzatot akkor nevezünk konvergensnek, ha a részletszorzatok
sorozatának létezik véges és O-tól különböző határértéke.

*5.6.8 Az 5.6.1 Tétel harmadik bizonyítása során megmutattuk (lásd a (10)
egyenlőtlenséget), hogy

1
logn < Il --1 .

1--
p~n p

Bizonyítsuk be, hogy érvényes az alábbi fordított irányú becslés is:
létezik olyan c konstans, amelyre (minden n ~ 2 esetén)

1
clogn > Il --1 .

1--
p~n p

5.6.9 Legyen n > 1, és jelölje p(n), illetve P(n) az n legkisebb, illetve
legnagyobb prímosztóját. Döntsük el, hogy az alábbi végtelen sorok
konvergensek vagy divergensek-e:

00 1
a) 'L-(-);

n=2 np n **b) ~ n:(n) ·
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5.7. Prírntesztek
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Könnyű-e meghatározni egy szám prímtényezős felbontását? Látszólag igen,
hiszen csak meg kell nézni rendre, hogy osztható-e 2-vel, 3-mal, 5-tel stb. Ha
találunk egy (prím)osztót, akkor a hányadost kell tovább bontani. Ha pedig
a szám négyzetgyökéig elmenve egyáltalán nem találunk ilyen osztót, akkor a
szám biztosan prím (lásd az 1.4.7a feladatot).

Ily módon gyorsan fel tudjuk bontani például a 143-at (== 11 . 13), vagy
be tudjuk látni, hogya 197 prím (13-ig egyik prímszámmal sem osztható).

Nagy számoknál már nemigen tudjuk megvalósítani, hogy csak a príme­
ket próbáljuk ki, osztják-e a számot, hiszen a prímek nem állnak eleve ren­
delkezésünkre. Természetesen ekkor sem érdemes minden számot osztóként
kipróbálni: nyilván elég, ha a vizsgált számot annyiszor osztjuk 2-vel, hogy
páratlan számhoz jussunk, és ekkor már csak a páratlan számokkal való oszt­
hatóságot kell tekinteni. Ezt a gondolatot tovább is fejleszthetjük: a 2 mellett
(például) a 3 és az 5 hatványait is leválaszthatjuk ily módon, és ezután elég
csak a 30-hoz relatív prím osztókat keresni.

Igazán nagy számok esetén azonban ezek a "próbaosztásos" módszerek a
gyakorlatban teljesen használhatatlanok. A nehézséget az jelenti, hogy olyan
sok próbálkozást kellene (számítógéppel) végrehajtani, amihez évmilliárdok
sem elegendők. Sőt, a próbaosztásos módszerek továbbfejlesztett változatai,
illetve az eddig kidolgozott egyéb faktorizációs algoritmusok is reménytelenül
"lassúak". Egy 500-jegyű (összetett) számot, amelynek nincsenek kis prím­
osztói, vagy nincs valamilyen speciális tulajdonsága, a jelenlegi leggyorsabb
számítógépek sem tudnának a Föld kihűlése előtt tényezőkre bontani.

Ugyanakkor léteznek olyan eljárások, amelyek (teljes vagy majdnem teljes
biztonsággal) viszonylag gyorsan eldöntik, hogy egy nagy szám prím-e vagy
összetett (azonban az utóbbi esetben nem tudják megadni a tényezőket). Az
ilyen algoritmusokat nevezik prímteszteknek.

A gyors prímtesztek létezése első hallásra meglepőnek tűnik, különösen
azzal összehasonlítva, hogy egy nemtriviális osztó megkeresése (jelenlegi isme­
reteink szerint) jóval kilátástalanabb feladat, mint egy tűre rálelni a széna­
kazalban. Ezek az algoritmusok azonban nem osztót keresnek, hanem olyan,
gyorsan ellenőrizhető feltételeket vizsgálnak. amelyeket a prímek kielégítenek,
az összetett számok viszont gyakorlatilag nem. (A "gyakorlatilag" azt jelenti,
hogy a legtöbb módszernél az esetleges "igen ritka" kivételeket, és ezzel együtt
a tévedés lehetőségének egy elenyészően csekély mértékű kockázatát meg kell
engednünk. )

Speciális alakú számokra már láttunk prímteszteket, ilyen volt a Fermat-,
illetve a Mersenne-számok tesztje (5.2.2, illetve 5.2.4 Tétel).
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T 5.7.1 I

Az általános prímtesztek tárgyalása előtt megmutatjuk, hogy néhány alap­
vető számelméleti feladat megoldására létezik gyors algoritmus.

5.7.1 Tétel

Legyenek a, o, c és m egészek, ahol b > 1 és m > O. Ekkor

I. ab maradéka modulo m;

II. az a és b legnagyobb közös osztója;

III. (páratlan b és (a, b) == 1 esetén) az (%) Jacobi-szimbólum;

IV. az ax + by == c lineáris diofantikus egyenlet megoldásai és

V. az ax == c (mod b) kongruencia megoldásai

kiszámíthatók legfeljebb 5log2b lépésben, ahol egy lépés két egész szám össze­
adását, kivonását, szorzását vagy maradékos osztását jelenti. -'

A fentiek alapján egy 500-jegyű b szám esetén ezek a feladatok legfeljebb

5log2 b ~ 2500 log210 < 9000

lépésben megoldhatók. Ezt egy gyors számítógép a másodperc töredéke alatt
elvégzi, ráadásul a konkrét eljárásokat ügyesebb szervezéssel még gyorsabbá
és automatikusabbá lehet tenni.

Bizonyítás: I. Az ab szám modulo m vett maradékát az ismételt négyzetre
emelések segítségével és minden lépés után az eredményt modulo m redukálva
érdemes végeznünk (ez a módszer szerepelt már a 3.2 pontbeli Példában 1329

modulo 59 vett maradékának a meghatározásánál, valamint a Fermat-számok
tesztjénél, lásd az 5.2.2 Tétel bizonyítása utáni megjegyzéseket).

Legyen t == llog2 bJ, és írjuk fel a b kitevőt kettes számrendszerben. A b a
számítógépben valószínűlegeleve ebben az alakban van tárolva, de más alapú
számrendszerbőltörténő átszámítás is megvalósítható legfeljebb log2 b lépés­
ben, hiszen az 1.2.2 Tétel szerint a számjegyeket a 2-vel történő maradékos
osztások sorozatával kapjuk meg.

ahol o::; il < i 2 < ... < is ::; t .

Ezután ismételt négyzetre emelésekkel (és mindig mod m redukálva) számoljuk
ki

... ,
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maradékát mod m. Végül az

összefüggés alapján megkapjuk a keresett maradékot.
Például 51000 modulo m kiszámításához először meghatározzuk

52, 54, 58, ... , 5512

201

maradékát modulo m, majd ezek közül a megfelelőket összeszorozzuk (és to­
vábbra is minden lépésben csak a szorzat maradékát vesszük modulo m):

51000 == 58 . 532 . 564 . 5128 . 5256 . 5512 .

Az ab modulo m maradék meghatározásához t darab négyzetre emelést
és legfeljebb t darab további szorzást (és modulo m redukciót) végeztünk. Így
összesen legfeljebb 2t ~ 21og2 b ilyen szorzásra és redukcióra, azaz maradékos
osztásra volt szükség. Ehhez hozzávéve a b kettes számrendszerbeli felírásának
lépésszámát is, azt kaptuk, hogy ab modulo m maradékát meg tudjuk kapni
legfeljebb 5log2b lépésben (ahol egy lépés egy szorzást vagy egy maradékos
osztást jelent).

II. A legnagyobb közös osztó kiszámításához a legkisebb abszolút értékű

maradékokkal végzett euklideszi algoritmust alkalmazzuk (azaz, amikor a ma­
radékos osztásoknál negatív maradékot is megengedünk, és a maradék abszolút
értéke legfeljebb az osztó abszolút értékének a fele, lásd az 1.2.lA Tételt):

a == bq; +rl, ahol Ir11~ ~,

b == rlq2 + r2, ahol Ir I < ru < Q2 - 2 - 4'

r1 == r2q3 + r3, ahol Ir I < .l!ll < Q3 - 2 - 8'

ahol Ir I < Irn-ll < .s:
n-2 - 2n ,

(rn+l == O).

Az euklideszi algoritmus ebben az esetben n + 1 lépésből áll. Mivel

b
1 :::; Irnl :::; 2n '

ezért
azaz
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Ezzel beláttuk, hogy az euklideszi algorimus legfeljebb 1+ log2 b lépést igényel
(ahol egy lépés egy maradékos osztást jelent).

Megjegyezzük, hogy a szokásos módon, a legkisebb nemnegatív maradé­
kokkal végzett euklideszi algoritmus is legfeljebb konstansszor log b lépésből

áll, lásd az 5.7.1 feladatot.

III. A 4.3.2 Tétel alapján a Jacobi-szimbólum kiszámítását a "számláló­
ban" szereplő kettőhatványok leválasztásával és a reciprocitási tétel ismételt
alkalmazásával végezhetjük, ami tulajdonképpen az előbbi euklideszi algorit­
mus egy variánsa (lásd a 4.3.2 Tétel utáni Példát).

Nézzük mindezt részletesen. Az (%) számolásánál az a-t b-vel maradéko­
san elosztva azt kapjuk, hogy

ahol
b

Iri <"2°

Szükség esetén (1/) felhasználásával azt is elérhetjük, hogy r > O teljesüljön.
Ha r páros, akkor a következő lépésben (~) kiemelése után a "számláló" ismét
feleződik. Ha r páratlan, akkor a reciprocitási tétel alapján az r a "nevezőbe"

kerül, az új "számláló" pedig a b-nek az r szerinti s maradéka, ahol Isi < r/2,
és ismét elérhető, hogy s > O legyen. Ez azt jelenti, hogya "számláló" min­
den lépésben legalábbis feleződik, és így a lépésszám most is legfeljebb log2 b.
Ehhez hozzájön még, hogy (~1) és (~) kiszámításához szükség van a v-nek
modulo 4, illetve modulo 8 maradékára. ez egy-egy maradékos osztással meg­
kapható, illetve a v kettes számrendszerbeli alakjának utolsó két, illetve három
jegyéből azonnal leolvasható. Hasonlóan egyszerű a "számláló" paritásának a
megállapítása, illetve páros esetben a felezése is.

Természetesen (%) csak akkor értelmes, ha b > 1 páratlan szám és
(a, b) == 1. Ez utóbbi feltétel teljesülését az euklideszi algoritmus segítségével
előre is ellenőrizhetjük, azonban erre nincs szükség. Ha ugyanis (a,b) == d > 1,
akkor a fenti eljárást végezve előbb-utóbb egy olyan helyzet adódik, ahol a
számláló d, a nevező pedig többszöröse d-nek (lásd az 5.7.2 feladatot), és itt
nyilvánvalóan elakadtunk, tehát nem létezik az (%) Jacobi-szimbólum. (Az
(a, b) == 1 esetben ez nem fordulhat elő, akkor az utolsó lépésben egy (~1)

vagy (~2) Jacobi-szimbólumot kell kiszámolnunk.)

IV-V. A 2.5 pontban láttuk, hogy a két probléma ekvivalens. Továbbá az
1.3.6 és 1.3.5 (vagy a 7.1.1) Tételek szerint az ax +by == c diofantikus egyenlet
megoldásait az euklideszi algoritmus segítségével állíthatjuk elő, és innen a
kívánt lépésszámbecslés is leolvasható. -
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Most rátérünk a prímtesztek tárgyalására. A legegyszerűbb általános
prímteszt azonnal következik a kis Fermat-tételből:

Ha egy n > 2 számra 2n - 1 t 1 (mod n), akkor n összetett.

Az 5.7.1 Tétel alapján ez a feltétel valóban gyorsan ellenőrizhető.

Tisztáznunk kell azonban az alábbi fontos kérdést: milyen következtetést
vonhatunk le n-re, ha 2n - 1 == 1 (mod n)?

Sajnos ekkor nem lehetünk teljesen biztosak abban, hogy az n prím,
ugyanis végtelen sok olyan n összetett szám létezik, amelyre 2n - 1 == 1
(mod n). Ezeket 2-es alapú álprímeknek vagy pszeudoprímeknek nevezzük
(a legkisebb a 341).

Megmutatható azonban, hogy a 2-es alapú álprímek ritkák aprímekhez
képest: az x-nél nem nagyobb álprímek számának és 7r(x)-nek a hányadosa
x ~ 00 mellett (nagyon erősen) O-hoz tart. (Ezt illusztrálandó egy konkrét
számpéldát is mutatunk: 1010-ig a 2-es alapú álprímek száma 14887, a prímek
száma pedig 455052511, az arányuk körülbelül egy a harmincezerhez.)

Mindezek alapján, ha egy nagy n számra 2n - 1 == 1 (mod n) teljesül, akkor
azt mondhatjuk, hogy az n "nagy valószínűséggelprím". Ezt a kijelentést úgy
kell érteni, hogy ha a tesztet sok, véletlenszerűen választott n-re alkalmazzuk,
akkor csak igen ritkán (gyakorlati szempontból nézve szinte sohasem) fordulhat
elő, hogy 2n - 1 maradéka 1, és az n mégis összetett.

Mindezek lényegét az alábbi tételben is összefoglaljuk:

5.7.2 Tétel I T 5.7.2 I
Legyen n > 2. Ha 2n - 1 t 1 (mod n), akkor n biztosan összetett. Ha

2n
-

1 == 1 (mod n), akkor n "majdnem biztosan" prím. A feltétel gyorsan
ellenőrizhető, ha a hatványozást ismételt négyzetre emelések segítségével vé­
gezzük. -'

A tesztet többféleképpen is továbbfejleszthetjük: an - l maradékát mo­
dulo n nemcsak az a == 2 értékre, hanem (mondjuk) az lOOO-nél kisebb összes
prímszámra is kiszámítjuk; ha legalább egy a-ra ez a maradék nem l (és
n > 1000), akkor n a kis Fermat-tétel szerint biztosan összetett. Még ha­
tékonyabb, ha az első valahány prím helyett véletlenszerűenválasztott, n-nel
nem osztható számokat veszünk a-nak (lásd az 5.7.13 feladatot).

Ha mindegyik kipróbált a-ra an
-

l == 1 (mod n), akkor n "még inkább
majdnem biztosan" prím, azonban sajnos továbbra sem lehetünk ebben tel­
jesen biztosak. Léteznek ugyanis olyan összetett számok, amelyekre bármely
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(a,n) == 1 esetén an - 1 == 1 (mod n), ilyen például az 1729 (lásd a 2.4.15c felada­
tot). Az ilyen számokat univerzális álprímeknek vagy Carmichael-számoknak
nevezzük.

Az álprímek "típusait" külön definícióban is összefoglaljuk:

5.7.3 Definíció D 5.7.3 I
Ha egy n összetett számra an - 1 == 1 (mod n) teljesül, akkor az n-et

a alapú álprímnek nevezzük.
Ha az n összetett számra a fenti kongruencia minden (a, n) == 1 esetén

teljesül, akkor az n univerzális álprím vagy Carmichael-szám. ,.

Minden esetben ugyanúgy használható az "álprím" helyett a "pszeudo­
prím" elnevezés is.

A Carmichael-számok ekvivalens karakterizációira nézve lásd az 5.7.7 fel­
adatot.

Régóta ismert, hogy bármely a > 1 eset én végtelen sok a alapú álprím
létezik (lásd az 5.7.5 feladatot). Azt azonban csak 1992-ben sikerült igazolni,
hogy az univerzális álprímek száma is végtelen.

Az alábbiakban két olyan prímtesztet tárgyalunk, amelyek már az álprí­
meket is "leleplezik". Mindkettőben "véletlen" számokat használunk, amin
(legalábbis elvileg) azt értjük, hogy egész számoknak egy "nagyméretű", de
véges halmazából egymás után "kiveszünk" elemeket úgy, hogy bármely elem
kiválasztásának "ugyanannyi a valószínűsége" (mintha egy urnából golyókat
húznánk ki visszatevéssel) . Például egy kettes számrendszerben 2000-jegyű

véletlen számot úgy kaphatunk, hogy az első jegy l-es, a többi számjegyet
pedig 1999 egymás utáni pénzfeldobás eredményeként állapítjuk meg. A gya­
korlatban természetesen a számítógép "dobálja a pénzérmét", illetve valójában
valamilyen véletlenszám-generátort használ (amely tulajdonképpen általában
csak a véletlent nagyon jól "utánzó" ún. "álvéletlen" számsorozatokat produ­
kál.)

5.7.4 Tétel (Solovay-Strassen-prímteszt)

(A) Legyen n > 1 páratlan szám, és tekintsük az

n-l (a)a-2- == -;;, (mod n)

I T 5.7.4 I

(1)

kongruenciát, ahol (~) a Jacobi-szimbólum.
Ha n prím, akkor (1) minden a ~ O (mod n) esetén teljesül.
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Ha n összetett, akkor (1) egy modulo n teljes maradékrendszer elemeinek
kevesebb, mint a felére teljesül.

(B) Az (A) kritérium alapján a következőképpen dönthetjük el egy nagy pá­
ratlan n-ről, hogy prím-e vagy összetett. Válasszunk (mondjuk) 1000
véletlen a t O (mod n) értéket, és mindegyikre vizsgáljuk meg, hogy az
(1) feltétel teljesül-e. Ha legalább egy esetben nem teljesül, akkor az n
biztosan összetett. Ha mind az 1000 esetben teljesül, akkor 2- 1000_nél

kisebb annak a valószínűsége, hogy az n összetett. ,.

Megjegyzések: 1. Ha (a, n) > 1, akkor az (~) Jacobi-szimbólum nem értelmes,
tehát (1) eleve nem teljesülhet.

2. Az 5.7.1 Tétel alapján az (1) feltétel (akár ezer a-ra is) gyorsan ellen­
őrizhető.

3. A Solovay-Strassen-teszt is magában hordozza annak a lehetőségét,

hogy egy összetett számot tévesen prímnek "nyilvánítunk". Az 5.7.2 Tétel
tesztjéhez képest azonban mind elméleti, mind pedig gyakorlati szempontból
óriási az előrelépés.

Az 5.7.2 Tétel tesztjénél a 2-es alapú álprímeket egyáltalán nem tudjuk
leleplezni, az ilyen számokra a teszt teljesen csődöt mond, vagyis egy konkrét
álprím esetén "száz százalékosan" tévedünk, amikor a teszt alapján prímnek
véljük (csak szerencsére ritkán botlunk álprímekbe). Ugyanígy, egy nagy uni­
verzális álprím tesztelésére a továbbfejlesztett változat sem alkalmas, hiába
próbálunk ki akár egymillió a értéket is; egy ilyen n-et ismét csak tévesen gon­
dolunk prímnek (hacsak nem került véletlenül egy n-hez nem relatív prím az
a-k közé, de ennek gyakorlatilag nulla az esélye).

Ugyanakkor a Solovay-Strassen-teszt elől egyetlen összetett szám sem
"bújhat el", erre nézve nincsenek "álprímek"; bármely összetett n esetén renge­
teg "tanú" igazolja az n összetettségét. Ez egyben azt is jelenti, hogy a tévedés
valószínűségét (a tesztelt számtól függetlenül) tetszőlegesen kicsire tudjuk le­
szorítani, ha elég sok a értéket próbálunk ki. (Ebből a szempontból az ezer
próbánál adódó 2-1000_es hibalehetőség tökéletes biztonságot nyújt.)

Bizonyítás: A (B) rész az (A) rész közvetlen következménye, így elég csak az
utóbbit igazolnunk.

Ha n prím, akkor (1) azonnal adódik a 4.1.2 Tételből és a Legendre­
szimbólum definíciójából (lásd a 4.1.3 Definíció utáni (2) képletet).

Legyen az n összetett. Mivel (1) eleve csak az n-hez relatív prím a-kra
teljesülhet, ezért elegendő azt megmutatni, hogy (l)-et egy modulo n redukált
maradékrendszer elemeinek legfeljebb a fele elégíti ki.
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Egy n-hez relatív prím a számot nevezzünk tanúnak, ha (1) nem teljesül,
és cinkosnak, ha (1) teljesül. Ezzel a terminológiával élve azt kell igazolnunk,
hogy egy redukált maradékrendszer elemeinek legalább a fele tanú.

Első lépésként megmutatjuk, hogy minden páratlan összetett n-hez létezik
tanú.

Vizsgáljuk először azt az esetet, amikor az n nem négyzetmentes, te­
hát van olyan q prím, amelyre q2 I n. Jelölje az n különböző prímosztóit
q == ql, q2, ... , qs, legyen g primitív gyök modulo q2, és legyen v az

x == 1 (mod qi),

szimultán kongruenciarendszer egy megoldása (ha s == 1, akkor legyen v == g).
Megmutatjuk, hogy v tanú.

Mivel minden i-re (v, qi) == 1, ezért (v, n) == 1. Tegyük fel indirekt, hogy

n-l (v)v-2- == -:;;, (mod n) .

A (2) kongruenciát négyzetre emelve kapjuk, hogy

vn
-

1 == (*) 2 = 1 (mod n) .

(2)

(3)

Mivel q2 I n, ezért a (3) kongruencia akkor is teljesül, ha az n modulus helyett
a q2 modulusra nézzük; ekkor v == g (mod q2)-et is felhasználva

(4)

adódik. Mivel a g primitív gyök mod q2, azaz a rendje cp(q2) == q(q-l), ezért
(4) alapján q(q -1) In -1. Ugyanakkor q2 In is igaz, vagyis q az n-nek és az
n - .l':'nek is osztója, ami ellentmondás.

Most nézzük azt az esetet, amikor az n négyzetmentes, azaz n == ql ... qs,
ahol a qi-k különböző prímek és s ~ 2.

Itt két alesetet különböztetünk meg aszerint, hogy

n-l

a-2- == 1 (mod n) (5)

minden (a,n) == 1 esetén fennáll-e vagy sem.
Ha (5) minden (a,n) == l-re teljesül, akkor legyen h kvadratikus nemma­

radék modulo ql, és legyen w az

x == h (mod ql) , x == 1 (mod qi),
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szimultán kongruenciarendszer egy megoldása. Ekkor w tanú, ugyanis (w,n) ==
== 1, és így (5) szerint w(n-I)/2 == 1 (mod n), azonban

(~) = (~) (:) ... (~) = (~) (:J ... (:J = -1.

Rátérve a másik alesetre, legyen (a,n) == 1 olyan szám, amelyre (5) nem
igaz. Ekkor az n prímosztói között van (legalább egy) olyan, mondjuk ql,
amelyre

n-l
a-2- ~ 1 (mod ql).

Legyen z az

(6)

szimultán kongruenciarendszer egy megoldása. Megmutatjuk, hogy z tanú.
Egyrészt

n-l n-l n-l
Z-2- == a-2- ~ 1 (mod ql) , és így Z-2- ~ 1 (mod n) ,

másrészt

n-l n-l
Z-2- == 1 ~ -1 (mod Q2), és így Z-2- ~ -1 (mod n).

Ez azt jelenti, hogy

n-l '
Z-2- ~ ±l (mod n), ugyanakkor (-;;z) == ±l,

tehát z valóban tanú.
Ezzel megmutattuk, hogy minden páratlan összetett n-hez létezik tanú.
Végül belátjuk, hogy egy redukált maradékrendszer elemeinek legalább a

fele tanú.
Legyen t egy tetszőleges tanú, és legyenek Cl, C2, ..• ,Ck páronként inkong­

ruens cinkosok. Belátjuk, hogy ekkor tCI, ... ,tck páronként inkongruens ta­
núk.

Egyrészt (t, n) == (Ci, n) == 1 miatt (tci, n) == 1 is teljesül, másrészt (ismét
(t, n) == l-et is felhasználva kapjuk, hogy) a tc, elemek is páronként inkong­
ruensek modulo n. Tegyük fel indirekt, hogy valamely i-re tc; cinkos lenne,
azaz

n-l (tCi)(tCi)-2- == -:;; (mod n) (7)
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teljesülne. Mivel Ci is cinkos, ezért

n-l (Ci)
C . 2 == -

~ - n
(mod n) (8)

is igaz. A (7) és (8) kongruenciákat összeszorozva azt kapjuk, hogy

n-l n-l _ (t) (Ci) 2t 2 C' == - -
~ n n

(8)-at négyzetre emelve

(mod n) . (9)

C~-l == (~) 2 = 1 (mod n)

adódik, és ezt (9)-be beírva azt nyerjük, hogy

n-l (t)t 2 == -
n

(mod n) ,

vagyis t is cinkos, ami ellentmondás.
Ezzel beláttuk, hogy ha páronként inkongruens cinkosokat egy tanúval

végigszorzunk, akkor páronként inkongruens tanúkat kapunk. Ez viszont azt
jelenti, hogy egy redukált maradékrendszer elemei között legalább annyi tanú
van, mint cinkos, vagyis az elemeknek legalább a fele tanú.•

A következő prímteszt kiindulópontja a kis Fermat-tétel, valamint az,
hogy ha p prím és u2 == 1 (mod p), akkor csak u == ±l (mod p) lehetséges.
Ennek megfelelően, ha p la, akkor az

l p-l p-laP - ,a-2- a-4- ,

számok modulo p vett legkisebb abszolút értékű maradékainak sorozata min­
denképpen l-gyel kezdődik és vagy végig 1, vagy pedig az első l-től különböző

maradék szükségképpen -1. Ugyanakkor megmutatjuk, hogy hap helyett egy
tetszőleges n összetett számot veszünk, akkor sok a-ra már nem ilyen maradék­
sorozatot kapunk. Ennek megfelelőena következő prímtesztet nyerjük (a fenti
feltételt technikai okokból kissé módosított alakban, lényegében a "fordított"
sorozatra adjuk meg):



T 5.7.5

5.7. PRÍMTESZTEK

5.7.5 Tétel (Miller-Lenstra-Rabin-prímteszt)

Legyen n > 1 páratlan szám, n-l == 2k r , ahol r páratlan. Az

r 2r 4r 2 k - 2 n-l 2k - 1 n-la , a , a , ... , a r == a-4- a r == a-2-
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(10)

számokat jó sorozatnak nevezzük, ha ezek modulo n vett legkisebb abszolút
értékű maradékai között előfordul -1 vagy pedig ar maradéka 1.

Ha n prím, akkor (10) minden a 1=- O (mod n) esetén jó sorozat.
Ha n összetett, akkor (10) egy modulo n teljes maradékrendszer elemeinek

kevesebb, mint a felére alkot jó sorozatot. "

Ez a kritérium gyorsan ellenőrizhető: ismételt négyzetre emelések segít­
ségével kiszámítjuk ar maradékát modulo n, majd ebből a sorozat további
elemei egy-egy újabb négyzetre emeléssel adódnak.

A kritérium alapján az 5.7.4 Tétel (B) részéhez hasonlóan megfogalmaz­
hatjuk magát a konkrét eljárást is.

A bizonyítás vázlata: Az 5.7.4 Tétel bizonyításának menetét és (értelemsze­
rűen módosított) tanú-cinkos szóhasználatát követjük.

Ha n prím, akkor az 5.7.5 Tétel kimondása előtt vázoltuk, hogy minden
p l a esetén jó sorozatot kapunk.

Ha n összetett és nem négyzetmentes, akkor ugyanúgy kaphatunk tanút,
mint az 5.7.4 Tétel bizonyításában.

Ha n összetett és négyzetmentes, akkor tekintsük azt a legnagyobb
O~ j ~ k-l számot, amelyhez van olyan (a, n) == 1, hogy

(11)

Mivel van olyan j és a, amelyre (11) teljesül, például j == Oés a == -1 megfelel
[hiszen (-l)r 1=- 1 (mod n)], ezért a jelzett maximális j is valóban létezik.

A (ll)-ből következik, hogy az n egyik prímosztójára, mondjuk ql-re

a
2j r

1=- 1 (mod ql) .

Ekkor az 5.7.4 Tétel bizonyításában a (6) kongruenciarendszer szerint
gyártott z tanú, ugyanis az ottani gondolatmenethez hasonlóan kapjuk, hogy

z2
j
r 1=- ±l (mod n) ,

ugyanakkor j definíciója szerint (j < k-l eset én)

j+l
z2 r == 1 (mod n) .
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Végül, ha ezt a z-t vagy a nem négyzetmentes esetben kapott v-t páron­
ként inkongruens cinkosokkal megszorozzuk, akkor az 5.7.4 Tétel bizonyításá­
ban látott módon páronként inkongruens tanúkat kapunk (a z helyett tetsző­

leges tanút véve ez nem feltétlenül igaz). Ezzel megmutattuk, hogy összetett
n esetén egy redukált maradékrendszer elemeinek legalább a fele tanú.•

Megjegyzések: 1. A Miller-Lenstra-Rabin-teszt valójában az 5.7.5 Tételben
jelzett mértéknél is jóval hatékonyabb: finomabb módszerekkel az is megmu­
tatható, hogy egy redukált maradékrendszer elemeinek több, mint a háromne­
gyede tanú.

2. A Solovay-Strassen- és a Miller-Lenstra-Rabin-tesztet összehasonlítva
kiderül, hogy az utóbbi eredményesebben "leplezi le" az összetett számokat,
lásd az 5.7.17 feladatot.

3. Léteznek olyan kicsit lassabb, de még mindig elfogadható gyorsaságú
prímtesztek is, amelyek "tévedhetetlenek", azaz minden esetben garantáltan
helyes választ adnak arra, hogy n prím-e vagy összetett. Ezek az eljárások
jóval bonyolultabb elveken alapulnak.

Feladatok

5.7.1 Tekintsük az a > b > O számokra a szokásos euklideszi algoritmust,
ahol a keletkező maradékokra b = ro > rI > r2 > ... ~ O teljesül.

a) Mutassuk meg, hogy bármely k-ra rk+2 < !fo
b) Milyen felső becslés adódik innen az algoritmus lépésszámára?

*c) Igazoljuk, hogy ha az algoritmus lépésszáma pontosan s, akkor b
lehető legkisebb értéke <Ps+I, ahol <Pj a j-edik Fibonacci-szám (a de­
finíciót lásd az 1.2.5 feladatban).

Megjegyzés: A Fibonacci-számok

képlete alapján a c) részből következik, hogy a szokásos euklideszi
algoritmus lépésszáma legfeljebb log! b+ ó, ahol ~ = (1 + YI5) /2 és Ó

alkalmas konstans, és ez a becslés tovább már nem javítható.

5.7.2 Tekintsük az (%) Jacobi-szimbólum kiszámítására az 5.7.1 Tétel bi­
zonyításának III. pontjában látott eljárást. Mutassuk meg, hogy ha
ezt (a,b) = d > 1 mellett alkalmazzuk, akkor végül egy olyan helyzet­
hez jutunk, ahol a "számláló" d, a "nevező" pedig többszöröse d-nek.
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(Ez azt jelenti, hogy ily módon is kiderül, ha a Jacobi-szimbólum
nem értelmes, és így a és b relatív prímségét nem kell előre külön
ellenőrizni.)

5.7.3 Mutassuk meg, hogy a 341 kettes alapú álprím, de nem hármas alapú
álprím.

M 5.7.4 Bizonyítsuk be, hogy ha az n kettes alapú álprím, akkor 2n -1 is az.

5.7.5 Legyen a > 1. Bizonyítsuk be, hogy ha a p > 2 prím nem osztója
a ± l-nek, akkor az

a2p - 1
n == 2 1a -

szám a alapú álprím. (Az a == 2, p == 5 esetben n == 341.)

5.7.6 Igazoljuk, hogy az 561 univerzális álprím.

5.7.7 Bizonyítsuk be, hogy egy n összetett számra az alábbi három feltétel
bármelyike ekvivalens.

a) Bármely (a,n) == 1 esetén an - 1 == 1 (mod n).

b) Az n négyzetmentes, továbbá p In ===} p-l In-l.

c) Bármely a-ra an == a (mod n).

Megjegyzés: Ennek alapján az univerzális álprím definíciójában a)
helyett ac) [vagy ab)] feltételt is választhattuk volna.

5.7.8 Mutassuk meg, hogy egy univerzális álprímnek legalább három prím­
osztója van.

5.7.9
a) A tárgyalt prímteszteknél a feltétel ellenőrzése előtt nem szükséges

külön megnézni, hogy a kipróbált a és a vizsgált n relatív prímek-e.
Milyen előny származhat abból, ha mégis kiszámítjuk (a,n) értékét?

b) Ha az n két százjegyű prím szorzata, akkor "nagyjából" mekkora a
valószínűsége annak, hogy egy véletlenszerűen választott a szám az
n-hez nem relatív prím?

5.7.10 Mutassuk meg, hogy ha a2 == 1 (mod n), de a "t ±1 (mod n), akkor
az n-nek gyorsan meg tudjuk határozni egy nemtriviális osztóját.

*5.7.11 Bizonyítsuk be, hogy ha n-en kívül ismerjük a <p(n) egy (nemnulla)
többszörösét is, akkor gyorsan elő tudjuk állítani az n kanonikus alak­
ját. (Pontosabban, az eljárásban elvileg fennáll annak a lehetősége,
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hogy mégsem sikerül az n-et prímtényezőkrebontani, de gyakorlatilag
ez sohasem fordulhat elő.)

5.7.12 Vizsgáljuk meg, alkalmas-e prímtesztnek a Wilson-tétel és megfordí­
tása, azaz ha azt ellenőrizzük, hogy n osztója-e (n - l)! + l-nek.

5.7.13
a) Mutassuk meg, hogy ha az n összetett szám nem univerzális álprím,

akkor an - 1 == 1 (mod n) egy modulo n teljes maradékrendszer ele­
meinek kevesebb, mint a felére teljesül.

b) Írjuk le az a) részen alapuló konkrét prímtesztet.

5.7.14 Mutassuk meg, hogy az alábbi prímteszt gyors, és a tévedés lehető­

sége akármilyen pici (előre megadott) korlát alá szorítható.
Az n > l páratlan számról akarjuk eldönteni, hogy prím-e. Adott

darabszámú (de elég sok) véletlen nla-ra megnézzük a(n-l)/2 mara­
dékát modulo n. Az n-et akkor "nyilvánítjuk" prímnek, ha az összes
vizsgált a-ra a maradék ±l, de van köztük -1 is.

5.7.15 Legyen n == 2k r + l, ahol k ~ l, r páratlan és O < r < 2k
. Tegyük

fel, hogy egy a egész számra

n-l
a-2- == -l (mod n).

Lássuk be, hogy ekkor n prím.

5.7.16 Legyen n > 2. Mutassuk meg, hogy az alábbi feltételek bármelyiké­
ből következik, hogy az n prím.

a) Van olyan a egész szám, amelyre an - 1 == l (mod n), és az n-l
bármely Pi prímosztójára

n-l

alii ~ l (mod n).

*b) Az n -1 bármely Pi prímosztójához van olyan ai egész szám, amelyre

a?-l == 1 (mod n) és
n-l

ai
P i

~ 1 (mod n).

*c) Létezik az n -l-nek egy VlL-nél nagyobb c osztója a következő tulaj­
donsággal: a c bármely Pi prímosztójához van olyan ai egész szám,
amelyre

a~-l == l (mod n) és
n-l

(a(i - 1 , n) == 1 .
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M*5.7.l7 Mutassuk meg, hogya Miller-Lenstra-Rabin-teszt hatékonyabb a
Solovay-Strassen-tesztnél az alábbi értelemben. Ha egy adott n-re
az a tanú a Solovay-Strassen-tesztnél, akkor ugyanez az a tanú a
Miller-Lenstra-Rabin-tesztnél is; vagyis, ha egy a-ra az 5.7.4 Tételnél
szereplő (1) feltétel nem teljesül, akkor erre az a-ra az 5.7.5 Tételnél
megadott (10) számhalmaz nem alkothat jó sorozatot.

5.8. Titkosírás

A klasszikus titkosírási sémákban A és B előre megegyeznek egy T titkosító
kulcsban (például minden betű helyett az ábécé rákövetkező betűjét írják),
amelynek az inverze az M megfejtő kulcs (az előző esetben ez minden betű

helyett az azt megelőzőt jelenti). Ekkor A az üzenet helyett annak T szerint
titkosított változatát küldi el B-nek, aki azt az M segítségével fejti meg.

Ezek a kulcsok nemcsak betűkre, hanem hosszú betűsorozatokra is vo­
natkozhatnak, és rendkívül bonyolultak is lehetnek. Ezekben a ma már csak
számítógéppel kezelhető hatalmas rendszerekben a gép a kulcsok szabályai
szerint végzi a titkosítást, illetve a megfejtést, és az üzenettovábbítás is futár
helyett elektronikus úton történik.

Ezek a sémák kielégítik azt a két alapkövetelményt , hogy A üzenetét
csak B érti meg, továbbá egy harmadik fél nem tud hamis üzenetet küldeni
A nevében B-nek. Hátrányt jelent azonban, hogy nehézkes (és veszélyes) a
kulcs előzetes egyeztetése, valamint nem dönthetők el az A és B között esetleg
felmerülő viták, hiszen a közös T és M kulcsok birtokában akármelyikük képes
a másik nevében "hamis" üzenetet gyártani.

Diffie és Hellman 1975-ben egy forradalmian új elven alapuló titkosírási
sémát javasolt. Ebben a T kulcsot nyilvánosságra hozzuk, és csak az M kulcsot
tartjuk titokban.

Ez első hallásra képtelen ötletnek hangzik, hiszen ha az egyik irányban
ismeri valaki az eljárást, akkor a másik irányban is meg tudja adni. Való­
ban, legyenek a T és M függvények (amelyek egymás inverzei) például az
{l, 2, ... ,N} halmaz bijekciói (látni fogjuk, hogy ez az általánosság megszorí­
tása nélkül mindig feltehető). Ha meg akarjuk határozni (mondjuk) M(5)-öt,
akkor a nyilvános T kulcs segítségével sorban kiszámítjuk a T(l), T(2), . . . ér­
tékeket, amíg az 5-öt meg nem kapjuk; az M(5) függvényérték az a k lesz,
amelyre T(k) == 5.

Ez elvben szépen hangzik, azonban ha N mondjuk egy 500-jegyű szám,
akkor ez az út a gyakorlatban már nem járható. Ekkor ugyanis bármely szá­
mítógép évmilliárdok alatt is a T(l), T(2), ... értékeknek csak egy elenyésző
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töredékét tudná meghatározni, vagyis majdnem biztos, hogy M(5)-öt soha­
sem találnámeg. (A helyzetet megpróbáljuk az alábbi hasonlattal érzékel­
tetni. Egy angol-magyar szótár elvben használható magyar-angol szótárként
is: ha például az "ablak" szó angol megfelelőjét keressük, akkor sorra nézzük
az angol-magyar szótár (ábécérendben szereplő) angol szavait, amíg a magyar
jelentések között az "ablak" fel nem bukkan. Ez a "window"-nál be is követ­
kezik. Nem valószínű, hogy ezek után bárkinek is eszébe jutna, hogy elég csak
az angol-magyar szótárt megvenni.)

Mindezek alapján nem elképzelhetetlen, hogya T kulcs nyilvános ismerete
mellett is az M kulcs egyedül az illetékes személy titka maradjon. Nézzük,
hogyan működik az ezen az elven alapuló ún. nyilvános jelkulcsú titkosírás.

Minden szereplő elkészít magának egy T, M kulcspárt, amelyek egymás
inverzei, a T kulcsot nyilvánosságra hozza, az M kulcsot viszont titokban
tartja. Legyen az A kulcspárja TA, MA, a B kulcspárja pedig TB, MB. Ekkor
A az u üzenet helyett a v == TB(MA(U)) értéket küldi el B-nek, aki ezt a
következőképpen fejti meg: u == TA(MB(v)). Ez valóban igaz, hiszen

(Az A a v kiszámításához szükséges MA függvényt ismeri, a nyilvános TB
függvényt pedig kikeresi a teletitok-könyvből, a B-nél hasonlóa helyzet
MB-vel és TA-val.)

Most is teljesül az a két alapkövetelmény, hogy A üzenetét csak B érti
meg, hiszen senki más nem ismeri a megfejtéshez szükséges MB-t, továbbá egy
harmadik fél nem tud hamis üzenetet küldeni A nevében B-nek, hiszen csak
A ismeri a kódoláshoz szükséges MA-t.

Emellett nincs szükség előzetes kulcsegyeztetésre, és mindenki használ­
hatja ugyanezeket a kulcsait másokkal történő levelezésben is. Végül A és B
között sem merülhet fel vita az üzenetről, mert a hamisíthatatlan "elektronikus
aláírásként" működő MA akár bíróság előtt is egyértelműen bizonyítja a levél
valódiságát.

A rendszer megvalósításához tehát olyan T, M kulcspárokra van szükség,
hogyakulcstulajdonos egy alkalmas, csak az ő rendelkezésére álló információ
alapján mindkét kulcsot ismerje, azonban mások még a nyilvánosságra hozott
T birtokában se legyenek képesek M -et meghatározni.

Korábban láttuk, hogy ilyen "magántitok" például egy nagy szám prím­
tényezős felbontása, amelyet csak az ismer, aki ezeket a prímtényezőket össze­
szorozta. Ezt használta fel Rivest, Shamir és Adleman 1976-ban a Diffie­
Hellman-féle elv egy konkrét megvalósításához, amelyet ma RSA-sémának ne­
vezünk. (Az elnevezés a felfedezők (vagy feltalálók?) nevének kezdőbetűiből

származik. )
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Az RSA-séma ismertetése előtt megmutatjuk, hogy tetszőleges titkos­
írási rendszer visszavezethető arra az esetre, amikor a T és M függvények
az {l, 2, ... ,N} halmaz bijekciói (vagyis permutációi), ahol az N egy tet­
szőleges nagy egész szám. Ennek érdekében a betűket és egyéb jeleket (egy
mindenki által ismert módon) számokként kódoljuk, majd az üzenetből ily mó­
don gyártott számsorozatot adott méretú blokkokra vágjuk szét, és az egyes
blokkokat (természetes módon) egy-egy (nagy) számnak tekintjük. Az így ke­
letkező számok alkotják majd a T és M függvények értelmezési tartományát
és értékkészletét.

A betüknek és jeleknek például az alábbi módon feleltethetünk meg két­
jegyú (tízes számrendszerbeli) számokat: A1---t01, Á1---t02, B1---t03, ... , Zl---t35 ,
"pont"1---t36 stb., és (mondjuk) négy ilyen kétjegyú szám alkosson egy blokkot.
Ezzel az üzenetet nyolcjegyú, azaz 1 és 108 - 1 közé eső számokká alakítottuk,
vagyis ekkor N vehető 108 - l-nek.

Nézzük meg, mit kapunk ily módon a "számelmélet" szóból. Az S-nek
megfelel a 25, a Z-nek a 35, az Á-nak a 02 stb., vagyis ekkor a

253502161061516071150626

számsorozat keletkezik. Ez a 25350216, 06151607, 15062600 blokkokat jelenti
(az utolsó csonka blokkot nullákkal egészítettük ki). Így a titkosírás T (il­
letve M) kulcsát rendre erre a három számra kell"alkalmazni. (Még egyszer
hangsúlyozzuk, hogy a szövegnek ez a számokká konvertálási módja mindenki
számára ismert, és csak arra szolgál, hogyatitkosírásban szereplő T és M
függvényeket egységesebben és kényelmesebben lehessen majd megadni.)

Most rátérünk az RSA-séma szerinti T, M kulcspár konstrukciójára.
Legyen N == pq, ahol p és q két nagy prímszám, amelyeket a kulcstu­

lajdonos titokban tart, ugyanakkor N-et teljes nyugalommal nyilvánosságra
hozza. Választ továbbá egy olyan t > 1 egészt, amelyre (t, rp(N)) == 1, és
nyilvánosságra hozza, hogy az ő T kulcsa a következő:

T(r) == rt legkisebb pozitív maradéka (mod N) , r==1,2, ... ,N. (1)

Hogyan lehet M == T-l-et megkapni? Keressük M-et hasonló alakban:

M(s) == s'" legkisebb pozitív maradéka (mod N),

Ez akkor lesz megfelelő, ha minden r-re

s == 1, 2, ... , N. (2)

r == TM(r) == MT(r) == rtm legkisebb pozitív maradéka (mod N),
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azaz, ha minden r-re
r tm == r (mod N) . (3)

(4)r 1+k <p (N ) == r (mod N)

A p és q prímekre a kis Fermat-tételt felhasználva könnyen következik, hogy
tetszőleges k-val

minden r-re teljesül (lásd az 5.8.3a feladatot).
A (4) alapján (3)-ban (és így (2)-ben is) megfelelő m-hez jutunk, ha meg­

oldjuk az
mt == 1 + kep(N) (5)

lineáris diofantikus egyenletet m-re (és k-ra). Mivel (t, ep(N)) == 1, ezért van
megoldás, és az euklideszi algoritmus segítségével gyorsan megkapható.

Mindezt azonban csak a kulcstulajdonos tudja megcsinálni, mert más nem
ismeri ep(N) értékét, hiszen ahhoz tudnia kellene, mik az N prímtényezői.

A kulcstulajdonos az eljárás alapját képező p és q prímeket a követke­
zőképpen generálja. Sorra választ (mondjuk) 250, illetve 300-jegyű páratlan
véletlen számokat, és (például az 5.7 pontban tárgyalt prímtesztek valamelyi­
kével) ellenőrzi, hogy prímek-e. Ezt addig csinálja, amíg egy-egy prímet nem
talál. Mivel egyrészt a prímteszt gyors, másrészt "elég sok" 250, illetve 300­
jegyű prím van (a prímszámtétel szerint körülbelül minden log(10300)/2 ~ 345­
ödik 300-jegyű páratlan szám prím), ezért p és q hamar kiválasztható.

Végül, (1) és (2) alapján mind a T(r), mind pedig az M(s) függvényérté­
kek az ismételt négyzetre emelések módszerével gyorsan kiszámolhatók (persze
ez utóbbiakat csak a kulcstulajdonos tudja meghatározni).

A p, q és t kiválasztásánál néhány biztonsági szabályt is figyelembe kell
venni. Ha például p és q túl közel lenne egymáshoz, akkor könnyebb lenne
az N -et faktorizálni, ezért kellett a p és q választásánál különböző nagyságú
véletlen számokat tesztelni. Hasonló okokból szükséges az is, hogy p - l-nek
és q - l-nek legyenek nagy prímtényezői stb. Ezekkel a technikai részletekkel
nem foglalkozunk.

Mennyire biztonságos ez az eljárás? Úgy tűnik, hogy (az óvatossági rend­
szabályok maximális betartása esetén) nincs okunk aggodalomra. Nincs azon­
ban kizárva, hogy valaki talál egy olyan módszert, amellyel gyorsan tud nagy
számokat is prímtényezőkre bontani, és akkor hozzáfér az M kulcshoz. Az is
elképzelhető, hogy valamilyen egészen másféle formában képes előállítani az
M függvényt. Mindez azonban meglehetősenvalószínűtlen.

Az RSA-séma lényegét az alábbi tételben foglaljuk össze:
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5.S.1 Tétel (RSA-séma) T 5.S.1 I
Legyen p, q két nagy prím, N == pq és (t, ep(N)) == 1. Definiáljuk a T, M

kulcspárt (1), illetve (2) alapján, ahol m-re teljesül (5). Nyilvános: N, t és
T, titkos: p, q, ep(N), m és M. Ekkor M == T-l, és M a T ismeretében sem
határozható meg.

A p és q prímeket a kulcstulajdonos véletlen számok prímtesztelésével
nyeri, ezek segítségével m-et gyorsan meg tudja határozni. Az M(s) függvény­
értékeket a kulcstulajdonos, a T(r) függvényértékeket pedig bárki gyorsan ki
tudja számítani. ~

Feladatok

5.S.l Milyen problémát jelenthet, ha a Diffie-Hellman-sémában az A az u
üzenet helyett nem a v == TB(MA(U)), hanem csak a v' == TB(u))
értéket küldi el B-nek?

5.S.2 Bizonyítsuk be, hogy az (1) által definiált T függvénynek akkor és
csak akkor létezik inverze, ha (t, ep(N)) == 1.

5.S.3 Legyen N == pq, ahol p és q különböző prímek.
a) Bizonyítsuk be, hogy rl+k<p(N) == r (mod N) minden r-re teljesül.
b) Adjuk meg az összes olyan v > O egészt, amellyel r" == r (mod N)

minden r-re teljesül.

5.S.4 Tegyük fel, hogy az RSA-sémához (a prímtesztelés tökéletlensége
folytán) olyan p számot használunk fel, amely nem prím, hanem uni­
verzális álprím (és ezt persze nem is tudjuk). Gondot okoz-e ez az
RSA-sémában?

*5.S.5 Mutassuk meg, hogy az RSA-séma nem biztonságos, ha olyan t kite­
vőt választunk, amelynek a modulo ep(N) vett rendje kicsi.

5.S.6 Legyen p nagy prím és g egy primitív gyök modulo p. Jelenlegi tudá­
sunk szerint a g alapú diszkrét logaritmus, vagyis ind, a meghatáro­
zása reménytelen feladat, erre nem ismerünk gyors algoritmust. Ez
azt jelenti, hogy bármely k-ra a gk mod p vett a maradékát gyorsan ki
tudjuk számítani, azonban a-ból k értékét más nem tudja előállítani.

Az A és B választ egy-egy ilyen kA, illetve kB kitevőt, amelyet
titokban tartanak, azonban gkA , illetve gkB modulo p maradékát
nyilvánosságra hozzák. Mutassuk meg, hogy ekkor a gkAk B szám
modulo p maradékát mind A, mind pedig B ki tudja számítani, raj­
tuk kívül más azonban (remélhetőleg) nem. (Ez azt jelenti, hogy ily
módon A és B külön egyeztetés nélkül meg tudnak állapodni egy
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közös jelszóban vagy számkulcsban, anélkül hogy a titkos kA, illetve
kB értéküket egymás tudomására kellene hozniuk).

5.8.7 Hosszú ideig úgy tűnt, hogy az alább ismertetett séma, az ún. mo­
duláris hátizsák- vagy részösszegprobléma is felhasználható nyilvános
jelkulcsú titkosírásra, később azonban kiderült, hogy ez nem bizton­
ságos.

a) A pozitívegészekből álló C == {CO,CI, ... ,Ck-l} sorozatot nevezzük
(házi használatra) összeginjektívnek, ha a különböző ci-kből képzett
akárhány tagú összegek mind különbözők.

Bizonyítsuk be, hogy ha a C sorozat "szupernövekedő", azaz
i-l

Ci > L Cj , i = 1,2, ... ,k - 1, (6)
j=O

akkor C összeginjektív.

b) Legyen C összeginjektív, m > L:~; Ci és (r,m) = 1, továbbá

di == re; legkisebb pozitív maradéka (mod m), i == 0,1, ... ,k - 1.
(7)

Mutassuk meg, hogy ekkor a do, ... ,dk-I sorozat is összeginjektív.

c) Legyen O::; u < 2k
, és írjuk fel az u számot kettes számrendszerben:

k-l

u == L 6i2i , ahol 6i == Ovagy 1, i == 0,1, ... , k-l.
i=O

Bizonyítsuk be, hogy ha H összeginjektív, akkor a
k-l

v == L 6ihi
i=O

szám ismeretében u elvileg meghatározható.

d) Mutassuk meg, hogya (6) és a belőle gyártott (7) típusú sorozatokra
az u a v-ből gyakorlatilag is gyorsan meghatározható.

Mindezek alapján vegyünk egy (6) típusú C sorozatot, és készítsünk
ebből egy (7) típusú D sorozatot. Magát a D-t hozzuk nyilvános­
ságra, azonban a Ci, m és r értékeket tartsuk titokban. Ekkor bárki
gyorsan ki tudja számítani az u-ból a v-t, és mi ezt C, m és r ismere­
tében visszafelé is meg tudjuk csinálni. Mivel egy általános összegin­
jektív sorozat esetén a v-ből az u konkrét előállítása igen nehéz, ezért
úgy tűnt, hogya (7) típusú sorozatoknál is ez a helyzet, ha valaki
nem ismeri a Ci, m és r értékeket. Mint említettük, ez a vélekedés
tévesnek bizonyult.
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Számelméleti függvényen a pozitívegészeken értelmezett komplex értékű függ­
vényt értünk. Ezek közül elsősorban azok lesznek érdekesek számunkra, ame­
lyek a pozitív egészek valamilyen aritmetikai tulajdonságával kapcsolatosak.
Ilyen például az n pozitív osztóinak számát jelölő d(n) és a kongruenciáknál
nélkülözhetetlen Euler-féle ep(n), amelyekkel már az 1., illetve 2. fejezetben ta­
lálkoztunk. További fontos példák az n pozitív osztóinak összegét jelentő a(n),
amely a tökéletes számokhoz is kapcsolódik, valamint a J-L(n) Möbius-függvény,
amely az összegzési és megfordítási függvénynél játszik alapvető szerepet. A
d(n) példáján keresztül bemutatjuk azt a sok számelméleti függvényre jel­
lemző kétarcúságot, amely egyfelől a függvényértékek szeszélyes ingadozását,
másfelől az "átlagos" értelemben vett szabályos viselkedést jelenti. Az átlag­
értékek vizsgálatát a konvolúció felhasználásával kiterjesztjük a a(n)-re és a
ep(n)-re is. Ez utóbbi eredmény egyúttal megadja, mi a (pontosan definiál­
ható értelemben vett) valószínűségeannak, hogy két szám relatív prím. (Ez a
valószínűség meglepően nagynak bizonyul: 6/7r2 ~ 0,61.) Különösen érdekes
az n különböző (pozitív) prímosztóinak számát jelentő w(n) függvény vizsgá­
lata, amelyről kiderül, hogy (ellentétben például a d(n)-nel) legtöbbször az
átlagértékéhez közeli függvényértékeket vesz fel. Hardy és Ramanujan ezen
híres tételére Turán Pál adott egyszerű bizonyítást, amely később a valószínű­

ségi számelmélet kiindulópontjává vált. Végül abból az Erdős által elindított
témakörből adunk ízelítőt, amely azt vizsgálja, milyen feltételekkel karakteri­
zálható az additív függvények közül a logaritmusfüggvény.

6.1. Multiplikativitás, additivitás

6.1.1 Definíció I D 6.1.1 I
Számelméleti függvényeknek a pozitívegészeken értelmezett komplex ér­

tékű függvényeket nevezzük. -'

Példák:
d(n) az n pozitív osztóinak a száma (lásd az 1.6.3 Tételt);
az Euler-féle ep-függvény (lásd a 2.2.7 Definíciót és a 2.3.1 Tételt);

f(n) == (-l)n, g(n) == vn 2 + 5 + i sin n stb.
Néhány fontos számelméleti függvényt a 6.2 pontban fogunk ismertetni.
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A számelméleti függvények vizsgálatánál gyakran lényeges szerepet ját­
szanak az alábbi tulajdonságok:

6.1.2 Definíció I D 6.1.2 I
Az f számelméleti függvény multiplikatív, ha bármely (a,b) == 1 eset én

f(ab) == f(a)f(b) teljesül. 4

6.1.3 Definíció I D 6.1.3 I
Az f számelméleti függvény teljesen multiplikatív (vagy totálisan multip­

likatív), ha minden a, b esetén f(ab) == f(a)f(b) teljesül. 4

Példák:
Az Euler-féle ep-függvény multiplikatív (ezt a 2.3.1 Tétel első bizonyításá­

ban igazoltuk), de nem teljesen multiplikatív, mert például ep(8) =F ep(2)ep(4).
Hasonló a helyzet a d(n)-nel (lásd a 6.1.1 feladatot).

Az f(n) == na függvény, ahol a rögzített valós szám, teljesen multiplikatív
(és így multiplikatív is).

A g(n) == 3n - 2 függvény nem multiplikatív, mert például (2,3) == 1, de
g(6) =F g(2)g(3).

Ha a függvényértékek szorzata helyett az összegükre követelünk meg a fen­
tiekhez hasonló feltételeket, akkor az additív, illetve teljesen additív függvény
fogalmához jutunk:

6.1.4 Definíció I D 6.1.4 I

Az f számelméleti függvény additív, ha bármely (a,b) == 1 esetén
f(ab) == f(a) + f(b) teljesül. 4

6.1.5 Definíció I D 6.1.5 I
Az f számelméleti függvény teljesen additív (vagy totálisan additív), ha

minden a, b esetén f (ab) == f (a) + f (b) teljesül. 4

Külön is felhívjuk a figyelmet arra, hogy a feltétel az additív, illetve telje­
sen additív függvény definíciójában is az f(ab) (és nem az f(a + b)) függvény­
értékre vonatkozik.

Példák:
A (bármilyen alapú) logaritmusfüggvény teljesen additív.
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f(n) == 1 + (-l)n additív, de nem teljesen additív.
g(n) == 1 + log2 rt nem additív (és így nem lehet teljesen additív sem).
Az f == O (azaz az azonosan nulla) függvény mind teljesen multiplikatív,

mind pedig teljesen additív, de más függvény nem lehet egyszerre multiplikatív
és additív (ez leolvasható például a 6.1.6 Tételből).

Először megmutatjuk, hogy egy additív, illetve egy :j:. Omultiplikatív függ­
vény az 1 helyen csak speciális értéket vehet fel:

6.1.6 Tétel
Ha f multiplikatív és f :j:. O, akkor f(l) == 1.
Ha g additív, akkor g(l) == o. .,.

I T 6.1.6 I

Bizonyítás: Legyen a olyan pozitív egész, amelyre f(a) :j:. O. Ekkor (a, 1) == 1
miatt f(a) == f(a ·1) == f(a)f(l), ahonnan f(a) :j:. O-val történő egyszerűsítés

után 1 == f(l) adódik.
A másik állítás is hasonlóan bizonyítható. _

A 6.1.6 Tétel tehát az additivitásnak, illetve multiplikativitásnak egy
szükséges (de ijem elégséges) feltételét adja.

Az additivitás, illetve multiplikativitás definíciójából azonnal következik,
hogy egy additív, illetve (:j:. O) multiplikatív függvényt a prímhatvány helyeken
felvett értékei már egyértelműenmeghatároznak:

6.1.7 Tétel ' I T6.1.7 I
Legyen f multiplikatív, g additív és az n kanonikus alakja n == pr l

..• p~r.

Ekkor

és

Ezt a tényt használtuk fel a <p(n) képletének levezetésekor is (a 2.3.1 Tétel
első bizonyításában).

A teljesen additív, illetve (:j:. O) teljesen multiplikatív esetben a függvényt
már a prím helyeken felvett értékei is egyértelműen meghatározzák:

6.1.8 Tétel I T 6.1.8
Legyen f teljesen multiplikatív, g teljesen additív és az n > 1 kanonikus

alakja n == pr l
.•. p~r. Ekkor

és
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A 6.1.7 Tételt kiegészíthetjük azzal, hogyaprímhatvány helyeken felvett
értékekre a multiplikativitás, illetve additivitás már semmilyen megszorítást
sem jelent, ezek "szabadon megválaszthatók". Ezen pontosan a következőt

kell érteni: akárhogyan írjuk elő a prímhatvány helyeken felveendő értékeket,
biztosan létezik olyan multiplikatív, illetve additív függvény, amely ezeken a
helyeken az előírt értékeket veszi fel. A teljesen multiplikatív, illetve teljesen
additív esetben hasonló értelmű állítás érvényes a prímhatványok helyett a
prímekre. (Minderre vonatkozólag lásd a 6.1.4 feladatot.)

Feladatok

6.1.1 Mutassuk meg, hogya d(n) függvény multiplikatív, de nem teljesen
multiplikatív.

6.1.2 Az alábbi függvények közül melyek multiplikatívak, illetve teljesen
multiplikatívak, és melyek additívak, illetve teljesen additívak?

a) j(n) == {Ol', ha 6 In;
ha 6A n.

c) h(n) == {02', ha 3In;
ha 3A n.

b) g(n) == {Ol', ha 3 In;
ha 3A n.

d) k(n) == {02" ha 3 In;
ha 3A n.

6.1.3 Van-e olyan h additív, illetve multiplikatív függvény, amelyre
h(6) == O, h(lO) == 1 és h(15) == 3?

6.1.4 Legyen PI,P2,' .. == 2,3,5,7, ... a prímszámok, ql, q2, . . . == 2,3,4,5,
7,8,9,11, ... pedig a prímhatványok sorozata, és legyenek Cl, C2, . . .

tetszőleges komplex számok.

a) Bizonyítsuk be, hogy pontosan egy olyan j =1= O multiplikatív, illetve
g additív függvény létezik, amelyre

i == 1,2, ...

b) Bizonyítsuk be, hogy pontosan egy olyan s =1= Oteljesen multiplikatív,
illetve t teljesen additív függvény létezik, amelyre

i == 1, 2, ...

6.1.5 Ha g csak pozitív egész értékeket vesz fel, akkor.tetszőleges j-re defi­
niálhatjuk a h(n) == (j o g)(n) == j (g(n)) összetett függvényt. Melyek
igazak az alábbi állítások közül?
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a) Ha f és g teljesen multiplikatív, akkor h is teljesen multiplikatív.

b) Ha fés g teljesen additív, akkor h is teljesen additív.

c) Ha f multiplikatív és g teljesen multiplikatív, akkor h is multiplikatív.

d) Ha f teljesen multiplikatív és g multiplikatív, akkor h is multiplikatív.

6.1.6
a) Legyen f teljesen additív. Melyek azok a k pozitív egészek, amelyekre

a g(n) == f(kn) függvény is teljesen additív?

b) Oldjuk meg a feladatot arra az esetre is, ha a teljes additivitás helyett
(mind j-re, mind pedig g-re) csak additivitást követelünk meg.

c) Vizsgáljuk meg a kérdés teljesen multiplikatív, illetve multiplikatív
változatát is.

M 6.1.7
a) Bizonyítsuk be, hogy ha f teljesen additív, akkor

minden a, b-re f(a) + f(b) == f((a, b)) + f([a, b]). (\7)

b) Mutassuk meg, hogy (\7) akkor is érvényes, ha f-ről csak additivitást
teszünk fel.

*e) Adjuk meg az összes olyan f-et, amelyre (\7) fennáll.

*d) Vizsgáljuk meg a problémakörnek az f(a)f(b) == f((a, b))f([a, b])
egyenlőségre vonatkozó megfelelőjét is.

6.1.8 Legyen f valós értékű és g(n) == 2f (n ) . Mutassuk meg, hogy g akkor
és csak akkor multiplikatív, ha f additív.

Megjegyzés: Ennek alapján a valós értékű additív függvények és a po­
zitív értékű multiplikatív függvények vizsgálata kölcsönösen vissza­
vezethető egymásra.

6.1.9
a) Bizonyítsuk be, hogy két additív, illetve két teljesen additív függvény

összege és különbsége is additív, illetve teljesen additív.

b) Bizonyítsuk be, hogy két teljesen additív függvény szorzata sohasem
teljesen additív, kivéve azt a triviális esetet, amikor a két függvény
közül legalább az egyik a O függvény.

c) Mutassunk olyan példát, amikor két i- O additív függvény szorzata
is additív, és olyat is, amikor a szorzatuk nem additív.

M *d) Adjuk meg az összes olyan additív függvénypárt, amelyek szorzata is
additív.
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e) Mutassuk meg, hogy két multiplikatív, illetve két teljesen multiplika­
tív függvény szorzata is multiplikatív, illetve teljesen multiplikatív.

f) Bizonyítsuk be, hogy két különböző -1= Omultiplikatív függvény össze­
ge, illetve különbsége sohasem multiplikatív.

6.1.10
a) Bizonyítsuk be, hogy két additív, illetve két teljesen additív függvény

számtani közepe is additív, illetve teljesen additív.

b) Bizonyítsuk be, hogy ha két teljesen multiplikatív függvény számtani
közepe is teljesen multiplikatív, akkor a két függvény egyenlő. . Mi a
helyzet, ha (mindhárom függvényre) a teljes multiplikativitás helyett
csak multiplikativitást követelünk meg?

6.1.11 Tegyük fel, hogy f multiplikatív, g additív és f +g konstans. Mutas­
suk meg, hogy ekkor f1000 + g1000 multiplikatív és f1000 g1000 additív.

*6.1.12
a) Tegyük fel, hogya h additív függvény előáll két multiplikatív függ­

vény különbségeként. Bizonyítsuk be, hogy ha a, b és c páronként
relatív prímek, akkor h(a)h(b)h(c) == O.

b) Tegyük fel, hogya h additív függvény a triviális 1 -h. == h előállításon

kívül másképp is felírható egy multiplikatív és egy additív függvény
szorzataként. Bizonyítsuk be, hogy ha a, b és c páronként relatív
prímek, akkor h(a)h(b)h(c) == O.

6.1.13
M a) Tegyük fel, hogy egy additív függvény értékkészlete csak véges sok

számból áll. Igazoljuk, hogy akkor ezen értékek mindegyikét a függ­
vénynek végtelen sok helyen kell felvennie.

b) Mutassunk példát arra, hogy az a) rész állítása multiplikatív függvé­
nyekre általában nem igaz.

c) Tegyük fel, hogy egy f multiplikatív függvény értékkészlete csak vé­
ges sok számból áll, és van olyan érték, amelyet a függvény csak véges
sokszor vesz fel. Bizonyítsuk be, hogy ekkor létezik olyan K, hogy
ha n-nek van K-nál nagyobb prímosztója, akkor f(n) == O.

6.1.14 Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Ha f additív, és van olyan a, b számpár, amelyre (a, b) -1= 1 és
f(ab) == f(a) + f(b), akkor f teljesen additív.

b) Ha f additív, és van olyan a, b számpár, amelyre (a, b) -1= 1 és
f(ab) == f(a) + f(b), akkor végtelen sok ilyen számpár is létezik.
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c) Ha f additív, de nem teljesen additív, akkor (a, b) -=I l-ből következik,
hogy f(ab) -=I f(a) + f(b).

d) Ha f additív, de nem teljesen additív, akkor végtelen sok olyan a, b
számpár létezik, amelyre f(ab) -=I f(a) + f(b).

e) Ha f multiplikatív, de nem teljesen multiplikatív, akkor végtelen sok
olyan a, b számpár létezik, amelyre f(ab) -I f(a)f(b).

M*6.l.l5 Jelölje <P2(n) az 1,2, ... ,n számok közül azoknak az i-knek a számát,
amelyekre (i, n) == (i + l, n) == 1. Adjunk képletet <P2(n)-re az n
kanonikus alakjának alapján.

*6.1.16 Bizonyítsuk be:

L (k - l, n) == <p(n)d(n) .
l<k<n
(k-;n)~l

6.2. Nevezetes függvények

Ebben a pontban néhány fontos számelméleti függvényt vezetünk be, ezek a
a(n), J-l (n),w (n), n(n) és dk (n).

6.2.1 Definíció
a(n) az n pozitív osztóinak az összege. ~

Példa: a(l) == l, a(lO) == 18; a(n) == n + l {::::::;> n prím.

I D 6.2.1 I

Osztón a fejezet további részében mindig pozitív osztót fogunk érteni.

6.2.2 Tétel
Ha az n kanonikus alakja n == prl ... p~r, akkor

I T 6.2.2

, Bizonyítás: Ugyanazt a gondolatmenetet követjük, amelyet a d(n) képletének
levezetésénél használtunk (1.6.3 Tétel).
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Az 1.6.2 Tétel szerint az n összes (pozitív) osztóját úgy kapjuk meg, ha a

d == pf31pf32 p f3r
l 2 ... r (1)

kifejezésben a f31, f32' ... ,f3r kitevők egymástól függetlenül végigfutnak a

f32 == O, 1, ... , a2 , ... , f3r == 0,1, ... ,ar

értékeken, továbbá az n minden osztója csak egyféleképpen áll elő a fenti
alakban. Ennek megfelelően a a(n) az összes ilyen d összege.

Másrészt nyilván ugyanezt az összeget kapjuk, ha a

r

II(1 +Pi +PT + ..·+pfi)
i=l

(2)

szorzást elvégezzük; az (lY szorzat akkor keletkezik, amikor (2) első tényező­

jéből a pf1 tagot, a második tényezőből a pg2 tagot stb. szorozzuk össze.
Ezzel beláttuk a tétel állításában szereplő első egyenlőséget.

A második egyenlőség a véges mértani sorozatok jól ismert összegképle­
téből adódik. _

A 6.2.2 Tétel egy másik lehetséges bizonyítására nézve lásd a 6.2.1 feladatot.

6.2.3 Definíció I D 6.2.3 I
A j-l(n) Möbius-jüggvényt a következő módon értelmezzük:

{

l ,
{l(n) == (-l)r,

O,

ha n == 1;
ha n == Pl ... Pr, ahol a pj-k különböző prímek;
ha van olyan P prím, amelyre p2 In. ~

Példa: {l(10) == 1, j-l(20) == O, {l(30) == -1.

A J.L-függvény későbbi fontos szerepe elsősorban az alábbi egyszerű tUlaj~
donságán múlik:

6.2.4 Tétel

LJ.L(d) = {~'
din '

ha n == 1;
ha n > 1. ~

I T 6.2.4 I
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Bizonyítás: Ha n == 1, akkor Ldll {L(d) == p,(1) == 1.
Ha n > 1, akkor legyen az n kanonikus alakja n == pr 1

•• • p~T. Mivel a
nem négyzetmentes számokra a {L-függvény értéke O, ezért elég az összegzést
az n négyzetmentes osztóira elvégezni. Ennélfogva

l:/L(d) ==/L(1) + /L(Pl) + ... + /L(Pr)+
din

=1- r + (;) - G) + ... + (-Ir G) = (l-Ir = o. •

6.2.5 Definíció I D 6.2.5 I
w(n) az n különbözD(pozitív) prímosztóinak a száma.
O(n) az n "össz~' (pozitfv] prímosztóinak a száma, tehát amikor a prí­

meket a kanonikus alakban szereplő kitevő szerinti multiplicitással számoljuk.
Képlettel: w(l) == 0(1) == 0,_és ha az n kanonikus alakja

akkor

(ahol minden ai > O),

w(n) == r és

Példa: w(500) == 2, 0(500) == 5; w(n) == !1(n) ~ n négyzetmentes.

6.2.6 Definíció I D 6.2.6
Legyen k rögzített pozitív egész. Ekkor dk(n) az n == XlX2 ... Xk egyenlet

pozitív egész megoldásainak a számát jelenti, ahol két megoldást akkor is
különbözőnek tekintünk, ha csak a tényezők sorrendjében térnek el egymástól.

-'
Nyilván dl(n) == 1, dk(l ) == 1, továbbá d2(n) == d(n) (a dk(n) függvény

tehát a d(n) általánosításának tekinthető).

6.2.7 Tétel
Ha az n kanonikus alakja n == pr 1

••• p~T, akkor

I T 6.2.7 I



228 6. SZÁMELMÉLETI FÜGGVÉNYEK

Bizonyítás: Az Xi számok prímosztói is a Pl, . . . ,Pr prímek közül kerülnek ki,
ezért az Xi számok kanonikus alakja

_ {3II {3rI _ {3Ik {3rk
Xl - Pl ... Pr , ... , Xk - Pl ... Pr ,

ahol
o:::; {3ij :::; ai, i == 1, 2, ... , r, j == 1, 2, ... k .

(A kitevőkben az első index a prím, a második index pedig az ismeretlen
sorszámát jelenti.)

Ekkor az n == XIX2 ... Xk egyenlet pontosan akkor teljesül, ha

... , ar == {3rl + {3r2 + ... + (3rk . (3)

A (3) egyenletrendszer r darab

a == YI + Y2 + ... + Yk, Yi 2: Oegész (4)

típusú egyenletet tartalmaz.
Vizsgáljuk meg, hogy egy ilyen egyenletnek hány megoldása van.
Más megfogalmazásban (4) megoldásszáma azt jelenti, hányféleképpen le­

het az a számot k darab nemnegatív egész összegeként előállítani, ha az össze­
adandók sorrendje is számít, vagyis ha két előállítást akkor is különbözőnek

tekintünk, ha csak az összeadandók sorrendjében térnek el egymástól.
Vegyünk egy a hosszúságú szakaszt, és mérjük fel rá sorban az YI, ... , Yk

hosszúságú szakaszokat (beleértve a Ohosszúságúakat is). Ezt úgy is interpre­
tálhatjuk, hogy leír unk YI darab l-est, majd egy * jellel jelezzük, hogy ennek
a szakasznak vége, ezután leírunk Y2 darab l-est, amelyet ismét egy * elvá­
lasztójel követ stb., végül Yk darab l-es zárja a sort.

Például, ha a == 7 és k == 4, akkor a 7 == 4 + O+ 1 + 2 előállításnak az
1111 ~ *1 * 11 jelsorozat felel meg. Megfordítva a *1111 * 111* jelsorozat a
7 == O+ 4 + 3 + O előállításból származott.

Ennek megfelelően a (4) egyenlet megoldásszáma megegyezik az ilyen jel­
sorozatok számával. Egy jelsorozat a darab l-est és k-l darab * elválasztójelet
tartalmaz, tetszőleges sorrendben. Ennélfogva az ilyen jelsorozatok száma

(
a + k-l) .

k-l
(5)

Az (5) képlet alapján a (3)-ban szereplő egyenletek megoldásszáma rendre
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Mivel az egyes egyenletek egymástól teljesen függetlenek, ezért a (3) rend­
szer megoldásszámát az egyes egyenletek megoldásszámainak, azaz a (6)-ban
felsorolt számoknak a szorzata adja. _

Megjegyezzük, hogya a(n), n(n), dk(n) (és így speciálisan d(n)) függvé­
nyekre adott képlet akkor is igaz marad, ha megengedjük, hogy az n kano~.kus

alakjában az ai kitevők között a nulla is előforduljon, azonban c.p(n) és (n)
képlete csak úgy érvényes, ha a kanonikus alakban minden kitevő való an
pozitív.

Végül megvizsgáljuk a megismert függvényeket multiplikativitás, illetve
additivitás szempontjából.

6.2.8 Tétel I T 6.2.8 I
c.p(n) , a(n), t-t(n) és dk(n) multiplikatív, de nem teljesen multiplikatív (a

dl (n) == 1 triviális esettől eltekintve).
w(n) additív, de nem teljesen additív.
n(n) teljesen additív. .-.

Bizonyítás: c.p(n) multiplikativitása szerepelt a 2.3.1 Tétel első bizonyításában
(valamint a 2.2.14 és 2.6.10 feladatokban is). Továbbá például

6 == c.p(9) # c.p(3)c.p(3) == 4,

tehát c.p(n) nem teljesen multiplikatív. (Sőt, (a, b) # 1 esetén c.p(ab) == c.p(a)c.p(b)
sohasem teljesül, lásd a 2.3.l0a feladatot.)

A a(n) multiplikativitásához a 6.2.2 Tételben bizonyított képletet hasz­
náljuk fel (egy másik bizonyítást kaphatunk az 1.6.5a-b feladat alapján, lásd
a 6.2.1 feladatot).

Ha a == 1 vagy b == 1, akkor a(ab) == a(a)a(b) nyilván teljesül.
Ha (a, b) == 1 és a kanonikus alakjuk

b - q/31 q/3s- l ... s ,

ahol a relatív prímség miatt Pi # qj, akkor ab kanonikus alakja

és így a a képletét a-ra, b-re és ab-re alkalmazva kapjuk, hogy

pr 1 +1 - 1 p~r+l - 1 qfl+1
- 1 q~s+l - 1

a(a)a(b) == . . . . . . . .. . . == a(ab) .
Pl - 1 Pr - 1 ql - 1 qs - 1
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36 == a(2)a(6) =I a(12) == 28,

tehát a(n) nem teljesen multiplikatív. (Sőt, (a, b) =I 1 esetén a(ab) == a(a)a(b)
sohasem teljesül, lásd a 6.2.2 feladatot.)

A J-l(n) multiplikativitását a függvény 6.2.3 Definíciója alapján igazoljuk.
Ha a == 1 vagy b == 1, akkor J-l(ab) == J-l(a)J-l(b) nyilván teljesül. Ha a és b
közül legalább az egyik nem négyzetmentes, akkor a szorzatuk sem az, és így
J-l(ab) == J-l(a)J-l(b) == O. Végül, ha mindketten négyzetmentesek és (a, b) == 1,
akkor a szorzatuk is négyzetmentes;

a == Pl .. ·Pr,

és így

Továbbá például

tehát J-l(n) nem teljesen multiplikatív.
(Megjegyezzük, hogya J-l(n) esetében - szemben a d(n), cp(n) és a(n)

függvényeknél tapasztaltakkal - olyan a, b számpárokból is végtelen sok van,
amelyekre (a, b) =I 1 és mégis J-l(a)J-l(b) == J-l(ab); legyen például a == 4 és b
tetszőleges páros szám.)

A dk (n)-re vonatkozó állítást a a(n)-néllátottakhoz hasonlóan igazolhat­
juk.

Végül, az w(n)-re és O(n)-re vonatkozó állítás azonnal következik a függ­
vények 6.2.5 Definíciójából. _

Feladatok

6.2.1 Bizonyítsuk be a a(n) multiplikativitását az 1.6.5a-b feladat felhasz­
nálásával, majd ennek alapján vezessük le a a(n) képletét.

6.2.2 Mutassuk meg, hogy ha (a,b) =I 1, akkor a(ab) < a(a)a(b), továbbá
k > 1 esetén dk (ab) < dk(a)dk(b).

6.2.3 Tegyük fel, hogy ncp(n)a(n) nem osztható 3-mal. Bizonyítsuk be,
hogy ekkor n négyzetszám.

6.2.4 Bizonyítsuk be, hogy minden n-hez végtelen sok olyan k létezik,
amelyre a(n) Ia(n k).
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6.2.5 Egy n szám (pozitív) osztóinak az összegét elosztjuk az n (pozitív)
osztói reciprokainak az összegével. Mit kapunk eredményül?

6.2.6 Határozzuk meg az összes olyan n-et, amelyre a(n)
a) páratlan; b) kettőhatvány.

M*6.2.7 Bizonyítsuk be, hogya a(n) függvény értékkészletéből végtelen sok
természetes szám kimarad.

M*6.2.8 Határozzuk meg az összes olyan n pozitív egészt, amelyhez létezik
olyan k, hogy a(n!) == kL

6.2.9 Mutassuk meg, hogy bármely n összetett számra a(n) ~ n + Jn+ l.
Mikor áll egyenlőség?

6.2.10 Tekintsük a a(n) == n + c egyenletet, ahol az n az ismeretlen és a c
rögzített pozitív egész.

a) Oldjuk meg az egyenletet , ha c értéke
(al) 1; (a2) 5; (a3) 8; (a4) ll.

b) Mely c értékek esetén van az egyenletnek végtelen sok megoldása?

c) Tegyük fel, hogy a páros Goldbach-sejtés abban a kicsit erősebb ér­
telemben igaz, hogy minden 6-nál nagyobb páros szám előáll két kü­
lönböző prímszám összegeként. Mutassuk meg, hogy ekkor a fenti
egyenletnek minden c :f=. 5 páratlan szám esetén létezik megoldása.

Megjegyzés: Sokáig megoldatlan probléma volt, hogy végtelen sok
olyan c pozitív egész létezik-e, amelyre egyáltalán nincs megoldás.
Erdős megmutatta, hogy valóban végtelen sok ilyen (páros) c van.

6.2.11 Tekintsük a a(n) - <p(n) == c egyenletet, ahol az n az ismeretlen és a
c rögzített pozitív egész.

a) Oldjuk meg az egyenletet , ha c értéke
(al) 2; (a2) 4; (a3) 5; (a4) 10.

b) Mely c értékek esetén van az egyenletnek végtelen sok megoldása?

c) Tegyük fel, hogy a páros Goldbach-sejtés abban a kicsit erősebb ér­
telemben igaz, hogy minden 6-nál nagyobb páros szám előáll két kü­
lönböző prímszám összegeként. Adjunk meg ennek alapján végtelen
sok olyan c értéket, amelyre a fenti egyenletnek létezik megoldása.

6.2.12 Hány olyan a :f=. b számpár létezik, ahol a és b is összetett és

a) a + <p(b) == b+ <p(a) ; *b) a + a(b) == b+ a(a)?
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6
7[2 .

(b2) inf a(n)~(n)
n

6.2.13 Bizonyítsuk be, hogy az alábbi egyenlőtlenségekminden n-re telje­
sülnek, és határozzuk meg, mikor áll egyenlőség.

) ()
(n + l)d(n)

a an:::; 2 ;

nd(n)
b) a(n) :::; -2- + 1;

c) a(n) 2:: n + 2d(n) - 3.

*6.2.14 Oldjuk meg a 2a(n) == nd(n) egyenletet.

6.2.15
a) Bizonyítsuk be, hogy az alábbi egyenlőtlenségekminden n > 1 szám­

ra teljesülnek, és határozzuk meg, mikor áll egyenlőség.

(al) a (n)<p (n) <n2
- 1 ; (a2) a (n) + <p(n) 2:: 2n.

*b) Igazoljuk, hogy
n 2

(bl) a(n)<p(n) > "2 ;

*6.2.16 Bizonyítsuk be:

<p(n) Ina(n) - 2 {=:::;> n prím vagy n == 1, 4, 6, 22.

6.2.17 Milyen értékeket vesznek fel az alábbi függvények?

a) f(n) == J-l(n) + J-l(2n) + J-l(5n) + J-l(10n);

M b) g(n) = L I-l(kn).
kllOO!

6.2.18
a) Hány olyan egymást követő szám adható meg, hogy J-l(n) azok egyi­

kén sem nulla?

b) Hány olyan egymást követő szám adható meg, hogy J-l(n) azok mind­
egyikén nulla?

*6.2.19 Igazoljuk, hogy a primitív komplex n-edik egységgyökök összege J-l(n).

6.2.20 Adjuk meg egyszerűbb alakban a J-l(n) (n(n) - w(n)) függvényt.

6.2.21
a) Bizonyítsuk be, hogy

2w (n ) <d(n) :::; 20 (n )

minden n-re teljesül. Mikor áll egyenlőség?

b) Hogyan általánosítható az a) rész d(n)-ről dk (n)-re?
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6.2.22 Melyek igazak az alábbi állítások közül?
a) Ha n négyzetszám, akkor d(n) I d3(n).

b) Ha d(n) Id3(n), akkor n négyzetszám.

6.2.23 Legyen v tetszőleges valós szám és definiáljuk a o-v(n) függvényt,
mint az n pozitív osztói v-edik hatványainak az összegét:

Speciálisan: o-l(n) == o-(n) és o-o(n) == d(n).
Adjunk képletet o-v(n)-re, és lássuk be, hogy o-v(n) multiplikatív.

6.3. Tökéletes számok

A régi görögök számmisztikájának fontos eleme, hogy egy szám osztóját (kivéve
magát a számot) a szám részének tekintették, és tökéletesnek nevezték azokat
a számokat, amelyek a "részeikből összeállnak". Ilyen például a 6 == 1 + 2 + 3
és a 28 == 1 + 2.+ 4 + 7 + 14. Euklidész Elemek című könyvében szerepel az
alábbi általános konstrukció is (bizonyítással együtt!):

"Ha az egységtől kezdve kétszeres arányban képezünk egy mértani soro­
zatot, amíg a sorösszeg prím nem lesz, és az összeggel megszorozzuk az utolsó
tagot, akkor a szorzat tökéletes szám lesz."

Mai terminológiával a tökéletes számok éppen azok, amelyekre o-(n) == 2n
(hiszen magát az n-et is az osztók közé számítjuk), és Euklidész tétele szerint
az

szám tökéletes, ha 2k +1 - 1 prím. A k == 1 és k == 2 esetekben éppen a 6-ot és
a 28-at kapjuk.

A 28 - 1 alakú prímek a Mersenne-prímek (lásd az 5.2 pontot), és tudjuk,
hogy ekkor s is szükségképpen prím. Mint az 5.2 pontban már említettük,
Mersenne (másokhoz hasonlóan) éppen a minél nagyobb tökéletes számok elő­

állítása céljából foglalkozott az ilyen alakú prímekkel.
Euler bebizonyította, hogy minden páros tökéletes szám az euklideszi

konstrukcióval nyerhető. Ebből következik, hogy a páros tökéletes számok
száma megegyezik a Mersenne-prímek számával. Mivel megoldatlan, hogy vég­
telen sok Mersenne-prím létezik-e, így azt sem tudjuk, vajon páros tökéletes
számból végtelen sok van-e. További megoldatlan probléma, hogy a páratlan
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számok között található-e egyáltalán tökéletes szám. Ezek az igen egysze­
rűen hangzó, több mint kétezer éves kérdések a matematika talán legrégibb
megoldatlan problémái.

Most megismételjük a tökéletes szám definícióját, és bebizonyítjuk a páros
tökéletes számok leírását megadó Euklidész-Euler-télelt.

6.3.1 Definíció
Az n pozitív egész tökéletes szám, ha a(n) == 2n. .-.

I D 6.3.1 I

6.3.2 Tétel I T 6.3.2 I
Egy n páros szám akkor és csak akkor tökéletes, ha n == 2P - 1(2P - 1)

alakú, ahol 2P - 1 (Mersenne-)prím (és így p is szükségképpen prím) . .-.

Bizonyítás: Először megmutatjuk, hogy az ilyen-alakú számok valóban tökéle­
tesek. Mivel 2P - 1 prím, ezért a megadott alak egyben az n kanonikus alakja,
és így a 6.2.2 Tétel szerint kapjuk, hogy

a(n) == (1 + 2 + ... + 2P -
1)(1 + (2P - 1)) == (2P - 1)2P == 2n.

A megfordításhoz tegyük fel, hogy n páros és tökéletes, azaz

n == 2k t , ahol k ~ 1 és t páratlan, továbbá a(n) == 2n. (1)

Mivel (2k , t) == 1, ezért a a-függvény multiplikativitását és a a(2k)-ra vonat­
kozó képletet felhasználva (l)-ből

2k +1t == 2n == a(n) == a(2k )a(t) == (2k +1 - 1)a(t) (2)

adódik.
Vonjuk ki (2)-ből (pontosabban az egyenlőségsor első és utolsó tagjából)

a (2k +1 - l)t értéket, ekkor a t számot szorzattá tudjuk bontani:

t == (2k + 1 - l)(a(t) - t) . (3)

A (3)-ból következik, hogya t osztói között szerepel a a(t) - t. Emellett
k ~ 1 miatt 2k +1 - 1 > 1, ezért (3) alapján a(t) - t -I t.

Mivel a(t) - t és t különböző osztói t-nek, továbbá ezek összege egyenlő

a(t)-vel, vagyis a t összes osztójának az összegével, ezért a t-nek nem lehet
több osztója. Ez azt jelenti, hogy t prím, és így a(t) - t == 1.
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Ezt (3)-ba, majd (l)-be visszahelyettesítve kapjuk, hogy

n == 2k (2k +1 - 1), ahol 2k +1 - 1 prím,
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ami (a p == k + 1 helyettesítés után) éppen az n keresett előállítását adja. _

Feladatok

6.3.1 Mutassuk meg, hogy minden páros tökéletes szám utolsó számjegye
6 vagy 8 (a tízes számrendszerben).

6.3.2 Bizonyítsuk be, hogy ha létezik egy páratlan n tökéletes szám" akkor
szükségképpen

a) n == s2p , ahol p egy 4k + 1 alakú prím;

b) n == 1 (mod 12) vagy n == 9 (mod 36).

6.3.3 Egy természetes számot a régi görögök nyomán hiányosnak nevezünk,
ha nagyobb, mint a nála kisebb pozitív osztóinak az összege (azaz "a
részei együttesen kevesebbet tesznek ki nála"). Bővelkedő egy szám,
ha ez az összeg nagyobb magánál a számnál (azaz "a részei együttesen
többet tesznek ki nála"). Például a 10 hiányos, mert 1 + 2 + 5 < 10,
a 12 viszont bővelkedő, mert 1 + 2 + 3 + 4 + 6 > 12.
Igazoljuk az alábbi állításokat.

a) Minden prímhatvány hiányos szám.

b) Ha egy n páratlan számnak csak két különböző prímosztója van, ak­
kor n hiányos.

c) Minden k 2: 3 eset én végtelen sok olyan páratlan bővelkedő szám és
végtelen sok olyan páratlan hiányos szám létezik, amelynek pontosan
k különböző prímosztója van.

d) Egy bővelkedő szám minden többszöröse is bővelkedő.

e) Bármely hiányos számnak végtelen sok bővelkedő többszöröse és vég­
telen sok hiányos többszöröse van.

*6.3.4 Ha az osztók közül magán a számon kívül az l-et is kihagyjuk, és a
többi osztóból akarjuk a számot összeállítani, akkor a a(n) == 2n + 1
feltételhez jutunk. Bizonyítsuk be, hogy egy ilyen tulajdonságú szám
szükségképpen egy páratlan szám négyzete.

Megjegyzés: Ezeket a számokat kvázitökéletes számoknak nevezzük.
Megoldatlan probléma, hogy egyáltalán létezik-e kvázitökéletes szám.
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M* 6.3.5 Az n pozitív egészt szupertökéletesnek nevezzük, ha a(a(n)) == 2n.
Bizonyítsuk be az alábbi állításokat.

a) Egy n páros szám akkor és csak akkor szupertökéletes, ha n == 2P -
1

alakú, ahol 2P - 1 (Mersenne-)prím.

b) Egy páratlan szupertökéletes szám szükségképpen négyzetszám.

c) Egy páratlan prímszám hatványa nem lehet szupertökéletes.

Megjegyzés: Az a) rész szerint a páros szupertökéletes számok száma
megegyezik a Mersenne-prímek számával, és így megoldatlan, hogy
végtelen sok páros szupertökéletes szám létezik-e. Szintén megoldat­
lan, hogy a páratlan számok között található-e egyáltalán szupertö­
kéletes szám.

6.3.6 Az n pozitív egészt harmonikus számnak (vagy Ore-számnak) nevez­
zük, ha a pozitív osztóinak a harmonikus közepe egész szám. Bizo­
nyítsuk be az alábbi állításokat.

a) Az n akkor és csak akkor harmonikus, ha a(n) Ind(n).

b) Minden tökéletes szám egyben harmonikus .is.

c) Egy prímhatvány nem lehet harmonikus.

d) A négyzetmentes számok közül egyedül a 6 harmonikus.

Megjegyzés: Léteznek a tökéletes számokon kívül is harmonikus szá­
mok, ilyen például az 1 és a 140. Megoldatlan probléma, hogy vég­
telen sok harmonikus szám van-e, és hogy az l-nél nagyobb páratlan
számok között található-e egyáltalán harmonikus szám.

6.3.7 Az a i= b pozitív egészek barátságos számpárt alkotnak, ha
a(a) == a(b) == a + b. Ilyen számpár például a 220 és a 284.

a) Mutassuk meg, hogy egy barátságos számpár egyik tagja hiányos, a
másik tagja pedig bővelkedő szám (a definíciókat lásd a 6.3.3 feladat­
ban).

b) Igazoljuk, hogy egy barátságos számpár egyik eleme sem lehet kettő­

hatvány.

Megjegyzés: A barátságos számok fogalma is a régi görögöktől ered:
"az egyik szám részeiből, azaz nála kisebb pozitív osztóiból éppen
összeáll a másik szám, és viszont". Megoldatlan probléma, hogy
létezik-e végtelen sok barátságos számpár, továbbá, hogy létezik-e
egyáltalán olyan barátságos számpár, amelynek elemei relatív prí­
mek, illetve ellenkező paritásúak.
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6.4. A d(n) függvény vizsgálata
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Először megmutatjuk, hogya d(n) függvény értékei szeszélyesen ingadoznak, a
függvény "grafikonjában" tetszőlegesen mély "völgyek" és tetszőlegesen magas
"hegyek" találhatók.

6.4.1 Tétel (Völgytétel) I T 6.4.1
Tetszőleges K pozitív egészhez végtelen sok olyan n található, amelyre

d(n - 1) - d(n) > K

egyidejűleg teljesül. ,.

és d(n + 1) - d(n) > K (1)

Bizonyítás: Az n-et alkalmas prímszámoknak fogjuk választani, ekkor
d(n) == 2.

Az (1) feltétel így azt jelenti, hogy n - l-nek és n + l-nek is legalább K +3
osztója van. Ez biztosan teljesül, ha például 2K +2 In-l és 3K +2 In + 1, azaz
ha az n megoldása az

(2)

szimultán kongruenciarendszernek.
A (2) rendszer (2K +2 , 3K +2 ) == 1 miatt biztosan megoldható, és az összes

(pozitív) megoldás x == Xo (mod 6K +2 ) , azaz

x==xo+t6K +2
, t==O,1,2, ... (3)

alakba írható.
Azt kell még igazolnunk, hogya (3) számtani sorozatban végtelen sok

prím található. Ez Dirichlet tétele (5.3.1 Tétel) szerint akkor teljesül, ha
(xo,6 K +2 ) == 1. Mivel Xo kielégíti (2)-t, ezért Xo relatív prím a 2-höz és a
3-hoz, és így 6K +2-höz is.•

6.4.2 Tétel (Hegytétel) I T 6.4.2
Tetszőleges K pozitív egészhez végtelen sok olyan n található, amelyre

d(n) - d(n - 1) > K

egyidejűleg teljesül. ,.

és d(n) - d(n + 1) > K (4)
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Bizonyítás: Az n-et az első r prímszám szorzatának fogjuk választani:

n == Pl .. ·Pr,

Meg fogjuk mutatni, hogy

d(n - 1) ~ 2r
-

l

ekkor

és d(n + 1) ~ 2r
-

l
.

(5)

(6)

Így (5)-ből és (6)-ból már következik, hogy

d(n) - d(n - 1) ~ 2r
-

l és d(n) - d(n + 1) ~ 2r
-

l
,

azaz 2r
-

l > K esetén (4) is teljesül.
A (6)-beli egyenlőtlenségekközül a d(n + l)-re vonatkozót bizonyítjuk, a

másik igazolása ugyanúgy történhet.
Írjuk fel n + l-et prímek szorzataként: n + 1 == ql ... q8 (itt qi == qj is

előfordulhat). Mivel n az első r prímszám szorzata és (n + 1, n) == 1, ezért
bármely i esetén qi > Pr (ahol Pr az r-edik prímszám).

Az n+ 1 összes osztóját úgy kapjuk meg, hogy valahány qj-t kiválasztunk,
és ezeket összeszorozzuk (például az 1, illeve az n+ l akkor adódik, ha egyetlen
qj-t sem választunk, illetve az összes qj-t vesszük). Ha a qj-k nem mind
különbözők, akkor ugyanazt az osztót többféleképpen is megkapjuk. Ennek
alapján d(n + 1) ~ 28. A (6)-beli d(n + 1) ~ 2r - l egyenlőtlenséghez így elég
azt megmutatnunk, hogy s ~ r-l.

Tegyük fel indirekt, hogy s ~ r. Ekkor (r ~ 2 esetén) az alábbi módon
jutunk ellentmondásra:

n + l == ql ... q8 ~ ql ... qr ~ P~ + 1 ~ Pl ... Pr + 2 == n + 2 .•

Az imént bizonyított hegy- és völgy tétel is illusztrálja, hogya d(n) függ­
vény igen szabálytalanul viselkedik. A következőkben az első n helyen fel­
vett függvényértékek átlagát fogjuk vizsgálni, és kiderül, hogy ez az átlagér­
tékfüggvény (vagy középértékfüggvény) már igen "szép" képet mutat.

6.4.3 Tétel
Legyen

Ekkor bármely n-re

n

D(n) = L d(i).
i=l

ID~n) -lognl::; 1. ..

I T 6.4.3

(7)
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Bizonyítás: Fel fogjuk használni, hogy bármely n-re

n l
log n < L -;- ~ 1 + log n .

j=l J
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(8)

(A (8) egyenlőtlenség az 5.6.1 Tétel első bizonyításában alkalmazott integrálos
terület-összehasonlítás segítségével igazolható.) -

Készítsünk egy n x n-es táblázatot (mátrixot), amelyben az i-edik sor
j-edik eleme, aij aszerint 1 vagy O, hogya j osztója-e az i-nek vagy sem:.

aij == { l,
O,

ha j I i;
ha j Ai.

Például n == 6-ra a következő táblázatot kapjuk:

1 O O O O O
l 1 O O O O
l O 100 O
110 100
l O O O 1 O
l 1 100 1

A bizonyítás alapgondolata, hogy kétféleképpen is meghatározzuk a táblázat
összes elemének az összegét (vagyis a táblázatban szereplő l-esek számát).

Az i-edik sorban annyi l-es szerepel, ahányszor j I i teljesül, vagyis az
i-edik sor elemeinek az összege d(i). Innen soronkénti összegzéssel azt kapjuk,
hogy a táblázat elemeinek az összege

n

D(n) = L d(i).
i=l

A j-edik oszlopban pontosan a

j, 2j, ... , lyJj

(9)

sorszámú helyeken áll l-e~, tehát a j-edik oszlop elemeinek az összege ln/j J.
Innen oszloponkénti összegzéssel az adódik, hogy a táblázat elemeinek az
összege

tl~J.
j=l .J

(10)
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Mivel (9) és (10) is a táblázat elemeinek az összege, ezért

D(n) = tl~J.
j=l J

(11)

n lnJ n)-1< ) ':5:)

egyenlőtlenség és (8) felhasználásával (ll)-ből egyrészt

n n 1
D(n) ':5: L ~ = n L -;- ':5: n(l + log n) ,

j=l J i=l J

másrészt

(12a)

n n 1
D(n) > L (~ - 1) = (n L -;-) - n > n( -1 + log n) (12b)

"lJ "lj •J= J=

adódik. A (12a) és (12b) egyenlőtlenségeket n-nel osztva éppen a bizonyítandó
(7) egyenlőtlenséget kapjuk. _

A 6.4.3 Tétel állítását ID(n) - nlognl ~ n alakba is írhatjuk. Az alábbi
tételben a D(n) és az n log n függvények eltérésére (azaz a "hibatagra") ennél
erősebb becslést adunk.

Ehhez szükségünk lesz a ~7=1 1/j összegnek a (8)-nál pontosabb, kö­
vetkező becslésére is: A ~7=11/j - log n sorozat konvergens, ahatárértéke
, == 0,577 ... az ún. Euler-konstans, és bármely n-re

n 1 10
IL -;- - log n - 'y I ':5: --;; .
j=l J

6.4.4 Tétel
Létezik olyan c konstans, hogy bármely n-re

ID(n) - nlogn - (2,-1)nl < cyfi. ~

(13)

I T 6.4.4 I

(14)

Bizonyítás: A d(i) azoknak az x, y pozitív egész számpároknak a száma, ame­
lyekre xy == i (az x és y sorrendje is számít). Ennélfogva D(n) == ~~=l d(i)
azoknak az x, y pozitív egész számpároknak a száma, amelyekre xy ~ n.
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Ez azt jelenti, hogy D(n) a síkon azoknak az (x, y) egész koordinátájú
pontoknak, azaz rácspontoknak a száma, amelyek az első síknegyedben az
xy == n hiperbola és a koordinátatengelyek közé esnek, beleértve a hiperbolán
levő rácspontokat, de nem számítva akoordinátatengelyek rácspontjait. Most
megszámoljuk ezeket arácspontokat.

Legyen A(n) azoknak az (x, y) rácspontoknak a száma, amelyekre
x ~ Vii. Mivel a rácspontok elhelyezkedése szimmetrikus az y == x egyenesre
nézve, ezért azoknak a rácspontoknak a száma is A(n), amelyekre y ~ Vii.

Ezzel minden rácspontot figyelembe vettünk, de kétszer számoltuk azokat
a rácspontokat, amelyekre x ~ vii és y ~ vii is teljesül. Ezek éppen annak
a négyzetnek a rácspontjai, amelynek egyik átlója az origót és a (vii,Vii)
pontot összekötő szakasz. Így ezeknek a rácspontoknak a száma lViiJ 2.

Ez azt jelenti, hogy az összes rácspontok száma

D(n) == 2A(n) -lViiJ2
. (15)

Most meghatározzuk A(n)-et. Mivel a j abszcisszájú rácspontok száma ln/j J,
ezért

Ly'nJ

A(n) = L l~J·
. 1 JJ=

(16)

A (16) jobb oldalán álló összeget a 6.4.3 Tétel bizonyításában látott módon
becsülve azt kapjuk, hogy

Ly'nJ 1
A(n) == n L-=-+ f(n),

j=1 J
ahol If(n) I < vii· (17)

.
Alkalmazzuk most a (17)-beli összegre (13)-at:

Ly'nJ 1
L ~ = log lViiJ + /' + g(n),
j=1 J

Ezt (17)-be beírva azt kapjuk, hogy

ahol
10

Ig(n)1 < lViiJ · (18)

A(n) == n log]ViiJ + ,n + h(n),

ahol

(Iga)

IOn IOn
Ih(n)1 = Ing(n) + f(n)1 < lViiJ + vii < y'n + vii = 21vii . (1gb)

2
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Most (I9a) további átalakítás éhoz megbecsüljü k a lo§n - logl..fiiJ különbséget .
Mivel (log x)' = l i x, ezért a Lagrange-féle középértéktétel szerint bármely

a > l-hez létezik olyan u, amelyre a - l < II < a és

log a - Iog(a - I) 1 1
log a -Iog(a -I) = ( I) = - < -- .-a - a - ti a-l

Ennélfogva n ~ 4-re

O,,; lo; n - Iogl)nj < Iog)n - Iog()n- I) < )nl- I"; .:n. (20)

A (20) alapján (19a) és (19b) átírhat ó a következő alakb"

n logn
A(n) = 2 +7n + k(n),

Szükségün k lesz még n - lVTiJ 2becslés ére.

ahol Ik(n )1 < 23 )n . (21)

O"; n - l)nj ' = ()n)' - [)nj ' =

= ()n - l)nJH)n + l)nJ ) < I ()n+ )n) = 2)n .

Végül (21)-et és (22)-1 (15)-be beírva azt kapjuk, hogy

(22)

D(n) = n logn + (27 - I)n + l(n), ahol Il (n )1 < 48)n . •

Megjegyzések: 1. A számelmélet egyik sokat vizsgált és nehéz problémája,
hogy a 6.4.4 Tételben a hibat ágra adott (14) becslés mennyire javítható. Be­
bizony ítot t ák, hogy az állítás akkor is érvényes, ha .;n helyére n O,32_t írunk,
azonban n O,25_nel már nem marad igaz.

2. Mivel
log I + log 2 + . . . + log n "" n logn

(a két függvény asz imptotikusan egyenlő , azaz a hányad osuk l -hez tart ), ezért
a 6.4.3 (vagy 6.4.4) Tételből az is következik, hogy

d(l) + d(2) + ... + d(n) ~ log l + log 2 + ... + log n . (23)

A (23) összefüggés úgy értelmezhető, hogya d(n) függvény "átlagos nagyság­
rendjel! log n.
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Ez azonban nem jelenti azt, hogy egy ..t ipikus" n-nek ..körülbelül" log n
osztója lenne; a 6.7 pont ban bebizonyítjuk (lásd a 6.7.6 feladatot ), hogy az osz­
tók száma általában ennél kevesebb , a "legtöbb" n-re d(n) ér téke ..körülbelül"

(log n) log2 = (log n)O,69-v •

A log n-es át lag a ritkán előforduló , de kirtv óa n sok oszt óval rendelkez ő szá­
moknak k ősz őnhot ö .

Végül a d(n) függvény értékkészletének néhány további t ulajdonságát
vizsgáljuk.

A d(n ) függvény minden k 2: 2 egész számot végtelen sokszor felvesz,
hiszen bármely p prtmre d(pk-I ) = k.

Az 1.6.11 feladat ban több egyszerű felsö becslést adtunk d(n )-re az n
függvényében. Az alábbi tételben ezeket élesitjük:

6 .4 .5 T étel
Bármely rögzitett fJ > Oeseten

lim den ) = O. ...
n-eee n6

A bizony ításhoz az alábbi segedté telt használjuk fel:

6 .4 .6 T étel
Legyen

{q, <q, < ...1 = {2.3.4.5. 7. 8.9. 11. · · ·1

I T 6.4 .5 I

I T 6.4.6 I

a pr ímh atványok sorozata és f egy tetsz őleges mul tiplikatív számelmélet i függ­
vény. Ekkor

li m f (qj) = O => lim fe n ) = O. ...
)-+00 n -+oo

A 6.4. 6 Tétel bizonyítása: A feltétel szerínt van olyan H és k , hogy

If (qj )l s H minden j-re . és If(q j)l::; l. ha j > k . (24)

EI6ször megmutatj uk, hogy bármely tn-re

If (m )l ::; H' . (25)
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Ha m kanonikus alakja m = TI~= l pf!, akkor az f multiplikativit ása miatt

,
1/ (m)1 = II 1/(p" )I·

i = l

(26)

A (26) job b oldalán szerepl ö tényezők közül (24) szerint legfeljebb k darab
nagyobb, mint 1, és ezek értéke is legfeljebb H , azaz (25) valóban teljesül.

Legyen é > O tetszőleges . Be kell látn i, hogy létezik olyan no = no(E),
hogy minde n n > no eseten IJ(n)1 < é .

A feltétel szerint létezik olyan s = sk) , hogy

(27)

1/ (n)1 ~ 1/ (qj)I· I/ (m)1< ;, . H ' = ó . •

Megm utatjuk, hogy ql .. . q3 megfelel no-na k.
Ha n > q l '" qs, akkor az n kanonikus alakjában szerepe lnie kell egy qs-nél

nagyobb qj prímhat ványnak: n = qj m , aho l (qj , m) = l.
Ekkor (27) alapj án 1/ (qj )1 < ó/H' , továbbá (25) alapján 1/ (m)1 ,; H' ,

és így

A 6.4.5 Tétel bizonyítása: A 6.4.6 Tételt az

J in) = d(n)
n'

függvény re fogjuk alkalmaz ni. Ehhez azt kell megmutatni, hogy

Iim d('7) = 0 .
) -+ 00 qj

Legyen qj = pO (ahol p prím) , Ekkor

d(q .) ~ d(P°) ~ ,,+ 1 ,; 2" = 2 Iog(pO) ,; 2 10gqj ,
) ~p ~2

t ehát
d(qj) 2 logqj
-- <-- '--.qj - log2 qj

Mivel

l
, log x O
lm - ,- = ,

x-+oo X

ezért (29)-ben a jobb oldal, és így a bal oldal is ü-hoz tart, _

(28)

(29)
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Megjegyzés: Megmutatható , hogy a d{n ) függvény "max imA.1is" nagyságrendje
körülb elül

~
n lOiToi'i" .

Ez pontosan a következőket je lent i:
(i) Bármely c > G-hoz létezik olyan no = f1Q{~), hogy minden n > no eseten

(ii) Bármely c > G-hoz végtelen sok olyan n létezik, amelyre

(1 -') 105 2
d(n ) > n [08 10P'

A (ii) állítás bizony ítás át a 6.4.3b feladatb an tűztük ki.

Feladatok

-6.4.1 Mutassuk meg, hogy a 6.4.1 és 6.4.2 Tételek állítása a d{n ) helyett
a a{n) , lp{n), O(n), w{n) és k > l eset én a dk(n ) függvényekre is
érvényes.

6.4.2 Bizonyítsuk be, hogy bár mely rögzítet t 6 > Oés k pozitív egész eset én

lim d, (n ) =0 .
n -eee n oS

6.4.3 Legyen E: > O tetszőleges . Mutassuk meg. hogy végtelen sok olyan n
létezik , amelyre

a) den ) > (logn) IOO ;

6.4.4 Mutassuk meg, hogy bármely n-re O{n) ::; log2n, Mikor áll egyenl6­
ség?

-6.4.5 Legyen e > O tetszőleges . Igazoljuk az alábbi állításokat .
a) Minden elég nagy n-re

()
(1 +<) logn

w n < .
log log n

h) Végtelen sok n-re

( )
(1 - ejlog n

w n > .
log log n
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6.4.6 Bizonyítsuk be, hogy minden elég nagy n esetén

és

n
b) ",(n) > -21-;

ogn

e) a(n) < 2n log n j

n
' c) ",(n) > C I l ;ag og n

*f) a (n) < Cn log log n

(ahol a c) és f) részben C egy alkalmas abszolút konstans).

6.4.7 Igazoljuk az alábbi állttásokat .

a) A !(J(n) jn függvény értékkészlete mind enüt t sürű a [O, l j intervallum­
ban.

h) A a(n) fn függvény érték készlete mindenütt sürü [1, oo]-ben.

*6.4.8 A Dirichlet-tét el azt mondj a ki, hogy ha az a és d pozitív egészek
relatív prímek , akkor az a + kd, k = 0,1 ,2, ... számtani sorozat
végtelen sok prfmet tar talmaz. Ez a tétel jelent ösen élesíthető:

(i ) Ezeknek a primeknek a rocíprokösszege divergens.

(ii ) Az n-nél kisebb ilyen prfm ek száma rögzitet t d mellett n -+ cc-re

n
- ",(d) log n .

Ezek az eredmények az 5.6.1, illetve 5.4.1 Té te lek általánosításai.

a) Legyen k tetszőleges , rögzítet t pozitív egész. Mutassuk meg (i) fel­
használásával, hogy k I r.p(n) majdnem minden n-re te ljesül. Ez pon­
tosan a következőt je lent i. Legyen F(N) azoknak az x ~ N egészek­
nek a száma, amelyekre k I r.p(x ). Ekkor lím jo .... oo F(N) /N = 1.

M h) Bizonyítsuk be, hogy a r.p-függvény értékkészletéből majdnem min­
den pozitív egész hiányzik. (Az előzőkhöz hasonlóan ezen a követ­
kezőt kell érteni. Legyen G(N ) azoknak az y ~ N értékeknek a
száma, amelyek előfordulnak a e-függ vény érté kkészlet ében. Ekkor
limN~= G(N )j N ~ O.)

*6.4.9 Mutassuk meg, hogy az előző feladat állí tása l a r.p helyett a a- függ­
vényre is érvényesek.
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6 .5 . Összegzés i és megfordítá si függvény

6 .5 .1 D efinfció I D 6.5 .1

Az f számelméleti függvény osztókra vonatkozó összegzési függvényén az

j+(n ) = L f (d)
din

függvényt értjük. "

P éldák,
Az f (n) = 1 függvény összegzési függvény e j+ (n) = d(n), a g(n) = n

függvénye pedig g+(n) = u(n).
A 2.3.14 feladat szerint 1p+{n) = n , a 6.2.4 Tétel alapján Il+{ n) = e{n) ,

ahol
ern) = {l, ha n = l ;

O, ha n > 1.
(1)

6.5.2 T éle l T 6 .5 .2 I
Bármely J számelméleti függvényhez pontosan egy olyan függvény tal ál­

ható, amelynek az összegzési függvénye j' . Ezt az egyé rtelm űen meghatározott
függvényt az f megfonJítási !üggvényének nevezzük, és j-mal jelöljük. "

Bizonyítás : Írjuk fel minden n-re a megfordítási fü ggvényt ől megkövetelt

f (n) = L i (d)
din

egyenlöségeket :

f( l) = i(l)

J(2) = i( l) + 1( 2)

f(3) = i( l) + i(3)

f(4 ) = i (l) + i (2) + i(4)

f (5) = i (l ) + i (5)

f (6) = i(l ) + i (2) + i (3) + i (6)
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Azt kell belát ni , hogy ez a végte len sok egyenletből álló és a végtelen sok
j (l), j(2) , ... ismeretlenre vonatkozó "egycnlet renclszer" egy értelműen meg­
oldható.

Az első egyenlet pontosan akkor te ljesül, ha

i(l) = /(1).

Az első és második egyenlet együt tesen pontosan akko r teljesül, ha j( l) az
első egyenlet ból kapot t érték és

Í(2) = 1(2) - i (l).

Ugyanígy haladhatunk tovább indukcióval . Tegyük fel, hogy az első m - 1
egyenletből álló egyenletrendszernek pontosan egy 1(1), . .. , i(m - 1) meg­
oldása van , és teki ntsük most az első m egyenletból álló rendszer t . Mivel
az j(m) "ism eretlen" először az rn-edlk egyenletben fordul elő, így az első m
egyenlet együttesen pontosan akkor teljesü l, ha 1(1), . . . , i (m- l ) az első m- l
egyenlet bö l (az indukció szerint] egyértelmúen adó dó érték és

Í(m) ~ I(m) - L: Í(d).
dl m
d<m

(2)

Ezzel az j függvény létezését és egyértelmtlségét belátt uk. (A (2) képlet az j
függvény értékeinek egy rekurzív el ő állítás át je lent i) . •

Példák A 6.5.1 Definíció utáni pé ldákat "visszafelé olvasva" (és az ottani
jelöléseket használ va) azt kapj uk, hogy

d(n) ~ 1; a(n) = n j g(n) ~ ",(n) ; e(n) = ~(n).

Az alábbiakban a megfordítási függvényt "képlet" alakban is elöal lítjuk:

6 .5 .3 Tétel (Möbius-féle megfordítási formu la)

i (n) = L: ~ (d) / ( ~ ) . ...
d in

T 6.5.3

(3)

Bizonyítás: Mivel a 6.5.2 Tétel szerint j egyértelműen létez ik, így elég meg­
mutatni, hogya (3) jobb oldalán megadott

h(n) = L: ~ (d) / ( ~ ) = L: ~(d)/ (c)
d in cd=n
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függvény h+(n) összegzési függvénye éppen J(n). Ezt a szereplö összegek
megfelel ő átrendezésével és (1) felhasználásával igazolhatjuk:

h+ (n ) ~ L: h(k) ~ L: L: ,,(d)f(c) = L: ,,(d)f(c) =
k in kin cd=k cd ln

Végül a megford ítás i függvény egy érdekes alkalmazását, az ún . Smith-féle
determinanst mutatjuk be:

6 .5.4 T étel I T 6.5.4
Legyen J tetszőleges számelmélet i függvény, és képezzük az n x n-es

(

f ( l, l))
f ( 2,n)

A ~ .

f (n, l ))

f( 1, 2))
f(2 ,2»)

f ( n,2))

... f ( l,n» ) )

... f(2,n))

. .. .. .

.. . f (n,n»)

mátrixot , ahol «,» az i és j számok legnagyobb közös osztóját jelent i. Ekkor
az A mátrix det erminánsa

detA = j(1)j (2 )... j(n). 1o

Bizonyítás : Tekintsük azt az n x n-es B, illetve C mátr ixot , amelyben az
i-edik sor j-edik eleme bii , illetve Cij, ahol

és

b.; ~ { l,
O,

ha j I i;
ha j l i,

Ci; ~ b.;i(j), azaz c.; ~ { j (jJ, ha j I i;
O, ha il i.

Mindké t mát rixban a fóátló fólött csupa Oáll, tehát a dotermínánsuk a fóát ­
l óbeli elemek szorzat a. A B mátrix fö átl őj ában minden elem l -es, a C mátrix
főátlójában pedig az ] (1),... ,](n) elemek szerepelnek, ezért

det B = 1 és det C = j (l )j(2)... j(n ). (4)
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Most vizsgáljuk meg a D = B e T szorzat mátr ixot , ahol CT a C matr ix transz­
ponáltj át jelöli. Ekkor D-ben az i-edik sor j-edik eleme

d ij = bi1Cjl + b i 2Cj 2 + ...+ bin c j n =

~ b" bj , f(1 ) + b"bp 1(2) + ... + b'nbjnf (n ) .

It t
b"b k 1<k) = { 1<k), ha k I i éd U;

J O, egyébként ,

azaz
b b f' (k) = { 1<k), ha k I (i, j );

l k 3
k O, ha kl (i ,)).

A (6)-ot (5)-be beírva és j definícióját felhasználva azt kapjuk, hogy

d' j ~ L f(k) = f (i, j ») ,
k l(i,j )

tehát D = A .
Végül a determln énsok szorzástétele és (4) alapján

det A ~ det D ~ (det B )(dct C) = 1(1)1<2) ... 1<n) . •

(5)

(6)

Feladatok

6.5.1 Mu tassuk meg, hogy dt (n) = dk+l(n).

6.5.2 Bizonyítsuk be az alábbi állításokat :

a) f mult ip likatív <===> f + multiplikatív.

b ) f mult iplikatív {::::=} j multiplikatfv .

M egj egyzés: A 6.5.2 feladatból azonnal következik például a den),
a(n), illetve !pen) függvényele mult iplikati vitása .

6.5.3
a) Melyek azok a teljesen multiplikativ függvények, amelyeknek az ösz­

szegz ésí függvénye is te ljesen mult iplikativ?

b) Melyek azok az additív függvényck , amelyeknek az összegzési függ­
vénye is additiv?
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6.5.4 Legyen n kanon ikus alakja n = p~ l ... p~ r . Bizonyítsuk be az alábbi
ál lítésokat .

a) Ha J multiplikatív és J i- 0, ak kor

,
r(n) = Il (1 + f (pi) + f (p; ) + ... + f(Pi ' ))

i = 1

és
,

j (n) = Il (J(Pi ' ) - f (Pi ' - ') ·
i = 1

b) Ha J te ljesen multiplikatfv, és egyetlen prfm helyen sem veszi fel a O
vagy 1 értéket, akkor

Mely függvények képlete adódik az f(n ) = n speeiélis eset ben?

6.5.5 Adjuk meg az alábbi függvények megfordft ási függv ény ét:

a) f (n) = c (konstans függvény);

c) l1(n );

b) g(n) = (- 1);+ 1;

dl w(n).

6.5.6 Bizonyítsuk be, hogy ha J additfv és w(n) 2: 2, akkor j (n) = O.

6.5.7 Adj uk meg egyszerűbb alakban a

L a(a)p(b)
ab= n

összeget .

6.5.8 Bizonyít suk be, hogy
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6.5.9 Igazoljuk az alábbi álln ésokat .

a) A primitív komplex n-edik egységgyökök összege Il(n) .

Ob) A primitfv komplex n-edik egységgyökök k-adik hatványainak összege

I' (n' )<p(n)

<p(n' l
ahol

r n
n = (n,k) '

c) Ha p prim, akkor a modulo p páronként irikongruens primit ív gyökök
összege 1l(P - l) -gyel kongruens modulo p .

6.5.10 Számítsuk ki azokat az n x n-es determ inánsokat. aho l az i-ed ik sor
j-edik eleme

a) (i , j ) ; b) <7(i ,j») ; cl d«i,j») ; d) w( i,j») .

6.5.11 Legyenek S1> • •• , Sn tetszőleges olyan k ű lönb ö z ö pozitiv egészek, ame­
lyekre mindegyik si-nek minden oszt öja is szerepel az sr k között.
Mutassuk meg, hogy a 6.5.4 Tétel megfelel ője akkor is érvényben
marad , ha az 1, 2, . . . , n számok helyére mindenhol az SI ,"" sn szá­
mokat írjuk .

6 .6. K onvolúci ó

6.6.1 Definíció
Az J és g számelmélet i függv ények konvolúcióján az

(J • g)(n) = L: J(d)g(~) = L: J( dlg(c)
dIn cd=n

függvényt ér tjük. "

I D 6.6.1 I

Az ő sszegzési, illetve megford ítasi függvény képzése a konvol úció speciálls
esete: j + definició szerint az J és a konstans 1 függvény konvolú ci ő j a , j ped ig
a Mőbíus-Iéle megford ítési formula alapján az J és I' konvolúciója , azaz

r = J. 1 és i=J' I"

Most megvizsgáljuk a konvolúció művelet t ulajdonságait .
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6.6.2 T ét el
A konvol úciö asszociatív és kommutatív, az egységelem

e(n) = {l, ha n = 1;
O, ha n > 1,

253

T 6.6.2 I

és pon tosan azoknak az / -eknek létezik inverze, amelyekre l(1) :f:. o. ..

Bizonyítás: Kommutat ivitás: közvetlenül következik a defin íci öb ól.
Asszociat ivitás:

(J. (g . hl)(n) = L:: f(b) ( L:: g(c)h(dl) = L:: f (b)g(c)h(d) ,
bA: =n cd= k bcd=n

és ngyanerre az alakra hozható ((J *9) * h) (n ) is.
Egys égelem.

(e . f) (n ) = L:: e(d)f (S ) = i f en) + L:: O ' J( S ) = f(n ).
d in l<d]n

Inverz: A 6.5.2 Tétel bizonyftásához hason lóan járhatunk el. Az 1 függv ény
9 inverzének az e = / *9 feltételt , vagyis az alábbi egyenl6ségeket kell kielégí­
tenie:

1 = e( l) ~ f (l )g(l )

0= e(2) = f (l )g(2) + f( 2)g(l)

O~ e(3) ~ f (l )g(3) + f( 3)g(l)

0 = e(4) = f (l )g(4) + f (2)g(2) + f (4)g(l )

0 = e(5) = f (l )g(5) + f (5)g(l )

0 = e(6) = f (l )g(6) + f(2 )g(3) + f( 3)g(2) + f( 6)g( l)

Eb ben ti. végte len sok egyenletben álló egyenletrendszerben 9(1),9(2), .. . az
ismeretlenek. Az első m egyenlet ben csak a 9(1), ... ,9 (m) ismeretle nek szere­
pelnek, a 9 (m ) először az rn-edik egyenletben fordul elő.

Ha 1(1) = O, akkor az elsö egyenlet nem oldható meg, tehát 1(1) :f:. Oaz
inverz létezésének szű ks éges feltétele. Az elégségességhez azt kell megmu tatni ,
hogy / (1) :f:. Oesetén az egyenlet rendszer (egyérte lmílen) megoldható.

Az elsö egyenlet pontosan akkor te ljesül , ha

l
g(l) = f (I ) '



254 6 . S ZÁMELMÉLETI FŰGGVÉNYEK

Az első és másodi k egyenlet együttesen pontosan akkor teljesü l, ha 9(1) az
első egyenletből egy értelműen adódó érték és

(2) ~ - j(2)g( 1)
g j (l)·

Ugyanígy haladhatunk tovább ind ukcióval . Tegyük fel, hogy az első m)- 1
egyenletb ól á lló egyenletrendszernek pontosan egy 9(1), . . . ,g(m - 1) megol­
dása van , és tekints ük most az első Tn egyenletből álló rendszer t . Mivel a g(m)
nismeretlen" először az tn-edik egyenletben fordul elő , így az első m egyenlet
együ t tesen pontosan akkor teljesül, ha g(1), . .. ,g(m - 1) az első m - 1 egyen­
le tb ől (az ind ukció szerint ] egy értelm űen adódó érték és

- l '" mg(m ) = j(l) L..- g(d) j (d)·
dl=
d<=

A g függvénynek ezzel a rekur zív definíciój ával megad tuk az f inverzét. •

Most a konvolúció segítségéve! egy egyszerű bizonyítást adunk a Möbius­
féle megford ítás i formulára , és ebből egyúttal az is világosabbá válik, mi az
"oka" a Ji függvény kit üntetett szerepenek.

A megford ítási függvény definícióját a konvolúció segítségével az

Lr v >! (l )

egyenlős é ggel írhatj uk fel, és ebből kell j-ot kifejezni. Jelöljük az 1 függvény
inverzét g-vel, és "szorozzuk be" ( l) ·et g·vel (azaz vegyük min dkét oldalnak
a g-vel való kcnvolúciój ét ]. Ekkor (a konvol úci ö művelet i tu lajdonságait is
felhasz ná lva) kapjuk, hogy

i =j · g. (2)

It t a g az 1 függvény inverze, ami azt jelent i, hogy l *g = e, azaz g+ = e, vagy
más szóval g = e= Ji. Ezt (2)· be beírva

adódik , ami éppen a M öbius- féle megfordítási formula.

A számelmélet i függvények vizsgálatánál igen fontos szerepet játszik a
függvényekhez rendelt Dirichlet-sor:
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6. 6. 3 Definíció D 6.6.3 I
Legyen J számelmélet i függvény és S azoknak az s valós számoknak a

halmaza, amelyekre a

;;=.. f (n ) (3)
L..- n '
n= '

végtelen sor konvergens . Ekkor az J-hez tartozó Dirichld -soron az

F( s) = ;;=.. f (n)
L..- n '
n:l

végtelen sorral érte lmezett F : S -+ C függvényt értjük. ..

Az F függvény érte lmezési tar tománya tehá t azoknak az s valós számok­
nak a halmaza, amelyekre a (3) végtelen sor konvergens.

Könnyen adódik (lásd a 6.6.6 feladatot ), hogy ha (3) egy So helyen konver­
gens, akkor minden s > So + l helyen abszolút konvergens. A továbbiakban
az F( s) függvényt csak olyan s helyeken fogjuk tekinteni, amelyekre a (3)
sor abszolút konvergens . En nek az lesz az előnye, hogy felhaszná.lhatjuk az
abszolút konvergens sorokra vonatkozó tételeket , amelyeket úgy foglalhatunk
össze, hogy abszolút konvergens sorokkal "ugyanúgy" számolha tunk, mint a
véges sok tagból álló összegekkel. Ez többek között azt jelenti , hogy egy ab­
szolút konvergens sor tagjait tetszőlegesen át rendezve és csoportos ítva ismét
abszolút konvergens sort kapunk, amelynek az összege megegyezik az eredeti
sor összegével, és két abszolút konvergens sor t a "minden tagot minden tag­
gal" "szabály" szerint összeszorcava (és az így keletkező szorzatokat tetszöle­
gesen átrendeave és csoportosí t va) egy olyan abszolút konvergens sort kapunk,
amelynek az összege az eredeti két sor összegének a szcrzata.

Megjegyezzük, hogy a Dirichlet-sort lehet (valós helyett) komplex válto­
zós függvényként, illetve a konvergenciát egyál talán nem vizsgáló .,formAlis
sorként" is tekinte ni, ezzel azonban nem foglalkozunk.

Az egyik legfontosabb Diri chlet-sor az f = l függvényhez tartozó Rie­
mann-féle zétafüggvény:

00 1

«» = L n"
n=1

(4)

amelyet már az 5.6.6 feladatban definiáltunk . A (4) sor s > l-re abszolút
konvergens , és az 5.6.6 feladat ezerint felirható az alábbi végtelen szorzatként
IS:

Il 1 . 1
(s) = --1 = hm Il - -, .

l - - n-+ oo 1 - -
p p' p5n p'

(5)
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Az Eulert ől származó (5) összefüggés alapján nem meglep ö, hogy a prlmsaá ­
mok eloszlásána k vizsgálata szoros kapcsolatba hozható a ( · függvény viselke­
désével. így például a prímszámokra vonatkozóan k ülönösen fontos té teleket
nyerh etn énk, ha beigazolódna a hires Riemann-sejtés, amely azt állítja, hogy
a komp lex váitoz6ra megfelelően kiterjesztet t (-függvény bármely nem valós
gyökének a valós része 1/2 .

Az alábbi tét el a Dir ichlet-sor és a konvolúció kapcsolatáról szól:

6.6. 4 T étel I T 6. 6 .4
Jelölje az I .s , illetve h számelméleti függvényekhez tartozó Dirichlet­

sorokat F (s),G(s), illet ve H (s), és tegyük fel, hogy ezek abszo lút konver­
gensek, továbbá h = f ' g. Ekkor H (s ) = F (s )G (s ). '"

Bizonyítás: Az abszo lút konvergens sarok szoraásá nak t ulajdonságait felhasz­
nálva

F(s)G(s ) = (~ f(k) ) (~ g(m) ) ~ ~ ~ f(k)g(m ) =
LJ k ~ LJ m& LJ LJ (km )&
k= 1 m=l k=l m=l

= ~ Lkm-n f (k)g(m ) = ~ h(n) = H (s ) . •
LJ n" LJ n"
n=l n= l

A 6.6.4 T étel alapján könnyen meghatározhatjuk példáu l a Möbius-függ­
vény

M (s) ~ ~ ~(n)
LJ n'
n=1

Dirichlet -sorát . Ez a sor 1.u(n)1::; 1 miatt s > l- re abszolút konvergens. Mivel
.u * 1 = e, ezért

te hát

(6)azaz
l

M(s ) ~ «(s) ,
~ ~(n) = l .
LJ n& ",,00 ...l..
n=l L...n = l n '

Speci élisan s = 2-re ebből azt kapj uk, hogy

(7)
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Fel adatok
6.6.1 Melyik (ismert ) függv ényt kapjuk, ha az I = I függv énynek a kon­

volúci ö ezerint i k-adik ha tvany át (azaz a k-tényezős 1 * 1 * . . . * I
konvol ű cí ó t ] képezzük?

6.6.2 Bizony ítsuk be, hogy a szá.melmélet i ftiggvények az összeadás és a
konvol úci ó mávelet ére kommu tat ív, nulloszt őmentes , egységelemes
gyűrűt alkotnak.

6.6.3 Legyen I olyan (komplex értékű) számelm élet i függvény, amelyr e
1(1} i- O. Hány k-adik gyöke van l -nek a konvol úciöra nézve?

6.6.4
a) Bizonyítsuk be, hogy két mul t iplika tfv függvény konvolúciója is mul­

t iplikatf v.

b} Legyen I és g teljesen multíplikatív. Mutassu k meg, hogy I* g ak kor
és csak akkor teljesen multiplikatfv, ha minden n > l -re (f g}(n) = O.

6.6.5 Igazoljuk, hogy

L q(dj'i'(~) = nd(n) .
din

6.6.6 Bizonyítsuk be, hogy ha a

végtelen sor s = so-ra konvergens, ak kor minden s > So + 1 eset én
abszolút konvergens.

6.6.7 Jelölje az I, 1+, illet ve i számelmélet i függvényekhez t artozó Dirich­
let -sorokat rendre F (s ),F+(s), illetve F (s} . Bizonyíts uk be, hogy
abszolút konvergencia és s > 1 esct én

F+(s) = f(sj«s)

6.6.8 Bizony ítsuk be, hogy s > 1 eseten

a j ~ d(n ) = ('(s) ;
L., n '
n=1

- F (s)
F (s ) = « s j .

b) ~ d, (n ) = ( '(s) .
L., n '
n= }
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6.6.9 Bizonyítsuk be, hogy s > 2 eseté n

al ~ arn) ~ ((,)((, _ l ) ;
L...- n'
n =l

6.6.10 Ebben a feladatban a (-függvényre adott szorzat-elöállítást ált alá­
nosítjuk multiplikativ, illet ve teljesen multiplikaUv függvényekre. A
primek szerint vet t végtelen szorzatokat az 5.6.6 felad atban (illetve
az ebben a pontban az (5) képletben} látott módon é r telmezz ű k, és
feltesszük, hogy valamennyi végtelen sor abszolút konvergens.

a) Bizonyítsuk be, hogy ha f multiplikatív, akkor

b) Mutassuk meg, hogy ha f t O, / te ljesen multlplikat tv és bármely p
pr ímre If (P)l < p' , akkor

~ f(nl = IT l .
~ n" 1 _ 1JI!l
n = l p p '

6.6.11 Bizonyitsuk be, hogy s > l esetén

~ ~(n) = IT{1 - 2-)
L...- n' p'
n =l p

M 6.6.12 Számítsuk ki az alábbi végtelen sarok összegét :

l ~ den) .
a L.... 2 '

n =l n
" b) f:(d~l)'

n = l

-6.6.13 Határozzuk meg a négyzetmentes számok reciprokainak négyzet­
összegét .

6.6.14
a) Bizonyítsuk be, hogy ha lxi < 1 és a

~ f(n lx" = ~ r(klx'z: l x n c:
n =l k = l
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egyenlőség két oldalán szereplö végtelen sorok abszolút konvergensek ,
akkor az egyenlőség teljesül.

b) Számítsuk ki az alábbi végte len sorok összegét :

(b l ) ~ I'(n) .
L..J 2n _ l '
n = l

(b2) ~ ",(n) .
L..J 2n _ l
n= l

6.7. Átlagérték

A 6.4 pontban beb izonyítot tuk, hogy noha a d(n) függvény értékei igen erös
ingadozás t mutatnak , az els ö n helyen felvet t függvényé rtékek átlaga már ki­
egyenIitetten viselkedik. Ebben a pontban más nevezetes függvények, a CT , tp

és w átlagérté kfüggvényeit fogjuk vizsgélni .

6.7.1 D efi n lció I D 6.7.1 I
Legyen I számelméleti függvény és F(n) = 1 (1) + 1(2) + ...+ I (n ). Az

J függvény átlagér tékfüggvényén vagy kőzépértékfliggvényén az

függvényt értjük. •

n
=

n

Az átlagérté kfüggvény kiszám ításén ál többször saükségünk lesz az alábbi
tételre:

6.7.2 T étel
Ha J = g * h, akko r

n n tn/j J

F(n ) = E I(i) = E g(j )( E h(k )) . ...
i =-l j = 1 k = l

Bizonyít ás: A konvolúció dcfiníci ója alapján

I T 6.7 .2 I

(l )

n n n lnfjJ

E j(i ) = E E g(j )h(k) = E g(j )( E h(k )) . •
t = l i= l j k Et j=l k = l
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A 6.7.2 Téte l legegyszerúbb specialis esete , ha / = g+ = g * 1. Ekkor

(2)

Az f(n) ~ di n) esetben g ~ l , és így (2) a

D(n) ~ tl~J
j= l J

alakot ölt i, ami megegyezik a 6.4.3 T étel bizonyításában sze repl ö (ll) egyen­
löséggel.

Elsőként a a átlagérté kfüggvényével foglalkozunk.

6 .7 .3 T ét el
Legyen E(n) ~ 0( 1) + 0(2) + . . . + ain). Ekko,

n'
E(n) ~ Un' ,

ahol e- az aszimpt otikus egyenlőséget jelöli .
A (3) összefüggés két másik ekvivalens alakja

E(n ) n'
--~ -n

n 12 '

illetve

I T 6.7.3 I

(3)

(4)

11'"2 1f2 71'"2
0( 1) + a(2) + ... + ain) ~ (i . l + (i · 2+ . . . + (in. '" (5)

(4) azt jelent i, hogy a a középértékfüggvé nye jól közelíthctö az mr2/12
függvénnyel, (S)-öt pedig úgy értelmezhetj ük, hogy a a átlagos nagyságrendje
n7r2 j 6.

Bizonyítás : Pr óbálkozzunk először a d(n)-nél használt módszer értelemszerű

módosít ásával. Mint az imént lát tuk , ez tu lajdonképp en a 6.7.2 Tétel követ­
kezményeként kapott (2) egyenlőség alkalmazását jelent i. En nek megfelelöen
a v(n) = n jelölessel a = v+ = V * 1, és így

n n

E(n) = L u(i) =Dl~J ·
i= l j=l J

(6)
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(6) jobb oldalát a szokásos módon a - l < laJ :$ a felhasználásával becsülve

a n(n + l ) ~ ( ) < an- 2 <.un_n

adódik, arnib ől nem kapunk aszimptotikát I::(n)-re.
Ezen úgy segíthetünk, ha a 6.7.2 Tételt a a = l . v konvol ű ci öra, azaz

g = l és h = v szerepesztéssal alkalmazzuk (ahol ven ) = n) :

n ln/;J n l" J(l" j + l)
E(n) ~ L 2> = L J ; .

j = 1 k ::lll j= 1

(7) jobb oldalának becsléséhez használjuk fel, hogy a > Oescten

a' - a = (a - l )a < laJ(laJ + l ) :s ara + l) = a' + a ,

és Igy
IlaJ(laJ + l ) -a' l:s a .

(8)-at a = n/j-re alkalmazva (7)-b61azt kapj uk, hogy

IE( ) _ ~~I< ~~<n(1+ 10gn)
n L, 2 '2 - L, 2 " - 2 '

j=l 1 j=1 J

azaz n;::: 3-ra

(7)

(8)

n2 n l
E(n) = "2 L "'2 + U(n) , ahol IU (n)1 < n logn . (9)

j =1 1

(9)-et n 2-tel osztva

E(n) = ~ ~ ~ + U (n ) (10)
n2 2 L, P n2

j=1

adódik. Ha n --+ 00, akkor (10) jobb olda lán az els ö tag hat árértéke

1 00 1 11"2
2L"'2 =12 '

j=1 J

a második tag pedig G-hoz tart , vagyis

lim E(n ) = ~, .
n-+oo n 2 12

Ez ekvivale ns a bizonyítandó (3) állítással. •
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Hasonló módszerekkel kezelhet ö a ep középértékfüggvénye is:

6 .7.4 Tétel
Legyen <I>(n) = <pe l) + <p(2) + . . . + <pen) . Ekkor

) 3 2
4> (n "" 2" I

~

ahol - az aszimptotikus egyenlőséget jelöli.
A (ll) összefüggés két másik ekvivalens alakja

<I> (n ) 3--- - nn 11"2 I

illet ve

I T 6.7.4 I

(ll)

(12)

6 6 6
<pel) + <p(2) + ... + <pen) - , . l + , · 2 + ... + , n. '" (13)

~ ~ n

(l2) azt je lenti, hogy a <p köz ép ért ékfűggv é nye jól közelfthető az 3n j 1r2

függvénnyel, (13)-at pedig úgy ér telmezhetj ük, hogy a IfJ átlagos nagyságrendje
6n/ 1r2 •

Bizonyítás: A 6.7.2 T ételt most a ep = lJ " v konvolúciöra, azaz g = p és h = v
szereposat éssal alkalmazzuk (ahol ven) = n ):

n Inh J n l~J(l~J + l )
<I> (n) = L~(j ) L k = L~(j) j ~ . (14)

;=1 "'=1 j = 1

A további lépések teljesen a 6.7.3 Tétel bizonyítás ának mintájára végezhetők

(a hibatag becslésénél lll( j )! ~ l -et kell felhasználnunk). Végül a ( lO)-nek
megfelel ő

<I>(n) = ~ ~ ~(j) + U(n) (15))
n 2 2 ~ p n 2

;=1

becsléshez jutunk. Ha n -+ 00, akkor (15) jobb oldalán a második tag o-hoz
tart, az e lső tag határ ért éke pedig

~ ~ ~(j)
2 ~ "2 •

;=1 J
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Mivel a 6.6.4 Tétel utáni (7) képlet ezerint

ezér t
lim 4>(n) = 2- . •

n -+OQ n2 11"2

263

A 6.6.4 T étel alapján egyúttal arra is választ kaphatunk, mennyi an nak
a valósa ínüsege, hogy két szám relatív prim. Más megfogalmazásban ez azt
jelenti, hogy milyen valöszfn üséggell áts aik egy P rácspont az origóból (hiszen
pontosan akkor nem esik az or igót P-vel összekötő szakasz belsejébe további
rácsp ont , ha P koorrlinátái relat ív prfmek).

Elösző r a fenti val ósz ín űs ég pontos értelmezésére van szükség. Megviss­
gálj uk. hogy meanyi a relatfv primek aránya azon rendezet t számpárok között,
amelyek mindkét eleme pozitív és ~ n , majd vessz ük ennek az aránynak a ha­
tér ért ékét. ha n ---+ 00:

lim H (n)
n-+OQ n 2 '

ahol H (n) = L l.
l:Sa :Sn,l :S ":Sn

(a, ") = l

(16)

Meg fogjuk mutatni, hogy ez a határér ték valóban létezik, és ezt ahatárértéket
nevezzük a szóban forgó valószfmlségnek.

A rács pontos megfogalmazásban ez a következ öket jelenti : az első síkne­
gyed ben vesszük azt az n oldal hosszúságú Qn négyzetet , amelynek egyik csúcsa
az origó és két oldal a a koordinátatengelyekre esik, és megvizsgáljuk. hogy Qn
rácspon tjai közöt t (a tengelyeken lev6 pontokat nem számítva) mennyi az ori­
góbóllát ha tók aránya, majd a Qn négyzet oldalhosszával a végtelenhez tartva
tekintj ük ennek az aránynak a határértékét.

6.7.5 Téte l
Két szám relatfv prfmségenek a valószinűsége {a

6/~2 . ..

I T 6.7.5 I
(16)-be li érte lemben)

A tétel állítésának természetesen az is része, hogy ez a val6szfnúség, vagyis
a (l6)-beli határérték egyáltalán léteúk.

Mint je leztük, ez a valószínűség szeros kapcsolatban van a ep át lager­
t ékfüggv ényével. Ennek alapján a 6.7.5 Tétel azon na l következni fog a 6.7.4
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Tételb ől . A 6.7.5 T ételre egy másik bizony ítás t is ad unk a logikai szitaformula
segitségével (és ebb öl tu lajdonképpen a 6.7.4 Tételre is egy újabb bizonyítás t
nyerünk) .

Első bizonyítás : Megmutatjuk, hogy

n

4>(n ) = L 'I'(i )
i ; l

és H (n ) = l

közöt t az alá bbi összefüggés érvényes:

H( n ) = 24>(n ) - l . (17)

Ennek igazolásához tekintsük a 6.7.5 Tétel kimondása elöt t definiált Q... négy­
zetet , és bontsuk ezt az or igóhól kiin duló átlója segítségével két háromszögre.
H (n) éppen azoknak a Qn-beli rácsp ontoknak a száma (a tengelyeken levö
pontokat nem számítva}, amelyekben a két koordináta relat ív prím. Ezek a
rácspontok az origóból kiind uló át l6ra nézve saimmetrikusan helyezkednek el.
Az átló alatti háromszögben az i abs zcisszájú pontok közül azok a rácspontok
{eleinek meg, amelyek t ordi na t ájára 1 5: t 5: i és (i, t) = I teljesül. Az ilyen
rácspontok száma 'P(i), és így az alsó háromszögben a keresett rácspontok
szá.ma

n

L 'I'(i ) ~ 4> (n ) .
i : l

A szimmetria miatt ugyanennyi rácspont teljes íti a feltételt a felső háromszög­
ben is. Ekkor kétszer számoltuk az át lön levő rácspontokat . magán az érlön
azonban csak egyet len ilyen rácspont , az (1, 1) található. Ennek megfelelöen
az origóból láthat ó rácspontok száma valóban 24a (n ) - l.

A (17) egyenlőségből a 6.7.4 Tétel alapján kapjuk, hogy

lim H( n ) ~ 2 lim 4> (n ) = ~ . •
n -e ce n2 01-+00 n2 11'2

Második bizonyítás: H (n )-et a logikai saítaformule segítségével fogjuk megha­
tározni.

Az {(a ,b) I 1 5: a 5: n , l 5: b 5: n} rendezett számpárok közül azoknak
a számát kell meghatározni, amelyekre a és b relat ív prím.

Ehhez "ki kell szitálni a rossz tulajdonségúakat", vagyis azokat, amelyekre
c- nak és b-nek van (egy vagy több) közös prtmoszt öja.
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Tekintsük elösz őr azokat a számp áro kat . amelyek mindkét koordln át éja
oszt ható egy adott p prtmmcl (függetle nül attól, hogy van-e további közös
prfmosztójuk vagy sem) . Ezeknek a számpároknak a száma nyilván ln/pJ 2.

Most nézzük azokat a saámpérokat , amelyek koordinátái több , előre meg­
adott Pi prfmmel oszt ható k (ismét nem t ö rőd ve azzal, oszt hatók-e további
pr imekkel vagy sem) . Egy egész akkor és csak akkor osztható adott primek
mindegy ikével, ha osztható ezen prfmek szorzet ával. Ennélfogva például

azoknak a számpároknak a száma, amelyek mindkét koordin át ája osz tható
Pl-gyel és P2-vel is, ahol Pl < p2 különbőzö prfmck stb.

tgy a logikai szitaformula szerint

ll (n ) = n' - L l ~J ' + L l~J ' Of···
P PIP2p:5n p,p, :5 n

Vegyük észre, hogy (18) jobb oldalán éppen a

(18)

i > 1, 2•... , n

alakú tagok összege áll , azaz

" ,
ll(n ) = L~(j ) l ~J

i "' l J

(19) jobb oldalának becsléséhez használjuk fel, hogy a > Oeseten

o:s a' - [aj' = (a - laJ)(a+ laJ) < 2a ,

és Igy

(19)

IlaJ' - a' l< 2a . (20)

Alkalmazzuk (20)-a t a = n/j- re, ekkor IIlU)1S l-et is figyelembe véve (19)-b61
azt kapjuk , hogy

" "III (n) - L ~(j)(~) ' 1 < 2 L ~ < 2n(1+ log n) ,
; =1 J ;=1 J
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H (n ) ~ n' t "~) + V en ), ahol W(n) 1< 4n log n . (21)
j =1 J

(21}-et n2·tel osztva a

becsléshez jutunk, ahonnan a 6.7.4 Téte l bizonyí tásának végéhez hason ló m ó­

don

adód ik. _

Most r át ér ünk az w középértékfüggvényének a vizsgálatára:

6 .7.6 Tétel I T 6.7.6 I
Az w középértékftiggvényének a log log n függv é nytől való eltérése korlá­

tos. Más szóval, ha z en ) = w(l) + w(2) + ...+ wen) , ak kor létezik olyan C
konstans, hogy minden n ~ 3 egész szám ra

Izen) I
~ - log log n <C . 4

Bizonyítás: Alkalmazzuk a 6.7.2 Tételt az w = w* l konvolúci6ra (ekkor 9 = w
és h = 1),

n n

zen) = L w(i ) = LW(j ) l ~J ·
i = l ;=1 J

Könnyen ellen örizhet ö (lásd péld ául a 6.5.5d feladatot) , hogy

w( ') = {I, ha j prim;
J 0, egyébként.

A (23)-a l (22)-be beírva

zen) ~ L l~ J
p~fl

(22)

(23)

(24)
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a - l < laJ ~ a

egyen16tlenséget a = nl1rre felhasználva (24 )·ből a azokésos módon azt kap­
juk, hogy

l
z(n ) = n L: - + !V(n), ahol 1!V(n)1 ~ ~(n) < n ,

p'Sn p

azaz

(25)

Mivel az 5.6.2 Tétel szer int (n ~ 3.ra)

lL - - Iog logn
p'Sn p

korlátos, ezér t (25)·b61 következik az á llítás . •

Könnyen igazolható, hogy

n

L log log i '" n log logn ,
i = 2

ezért a 6.7.6 Tételből az is következik, bogy

w(2) + ... + w(n) -c log log Z+ log log 3 + ... + loglog n . (26)

A (26) összefüggést úgy érte lmezhetj ük, hogy az w átlagos nagy ságrendje is
log log n .

Általában ncm igaz , hogy egy számelmélet i függvény a legtöbbször a kö­
zépértéke vagy az átlagos nagyságrendje körüli értékeket vesz fel. Legyen
p éld ául

f en) = { n l ha n négyzetszám;
0, egyébként .

Ekkor
n

F( n) = L: f( i) = L:
i= l k :S;.fi'i'

n3/ 2

k'- - ­3 '
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ahonnan azt kapjuk, hogy f közép ért ékfüggv énye

és az is könnyen ad ódik , hogy J (n) á tlagos nagyságrendje ..;n/2. Ugyanakkor
fen) értéke majdnem mi nden n- re O.

Hardy és Ramanujan nevezetes tétele azt mondja ki, hogy az w függv ény
a legtöbbször a középértékfüggvényéhez közeli értéket vesz fel , azaz a legtöbb
n-re az n számnak körülbeliil log log n kül önbözö prfmoszt6ja van. A tételre
Turán Pál bizonyftásá t közöljük , amely kiindulópontj a let t a valószimIségszá­
mltás számelmélet i alkalmazásainak.

6.7.7 T étel (Hardy-Ramanujan-tétel) I T 6.7 .7 I
Legyen & > 1/2 tetszőleges rögzített valós szám, n ~ 3, és je löljük k(n )-nel

azoknak az i egészeknek a számá t , amelyekre 3 ~ i $ n és

Ekkor

Mivel (6 < l -re)

Iw(i ) -c l o g l o g s] < [ log l o g i)! .

lim ken) = l. ..
n-+ oo n

(27)

I
. (log log i)'
un =0 ,

H oo log log i

ezért a 6.7.7 Tételből következik, hogy egy "rit ka" részsorozatt ől eltekint ve

wei) -vlog log i .

A 6.7.7 T ét elt az alábbi véges változatából fogjuk levezet ni:

6 .7 .7A T étel I T 6.7 .7A I
Bármely é > O-hoz létezik olyan (az é-tól függő) T , hogy tetszőleges n ~ 3

eseten az 1,2, ... , n számok között legalább (1 - e)n darab olyan i található,
amelyre

Iw(i) - log log n ] < T jlog log n . .. (28)

Felhivj uk a figyelmet arra az eltérés re, hogy a log log függvény nek (27)­
ben az i helyen, (28)-ban pedig az n helyen felvett helyettesitési érté ke szerepel.



6 .7. ÁTLAGÉRTÉK 269

Mivel azonban a log log függvény igen lassan változik, ezér t a legtöbb i-re ez
alig jelent különbséget (lásd majd a (41) képletct}.

Elösz őr a 6.7.7A Tételt bizonyftjuk, és utána megmutatjuk, hogyan kö­
vetkezik ebb ől a 6.7.7 T étel.

A 6.7.7A Tétel bizonyítása: A bizonyítás alapgondolata a következő: be látjuk,
hogy az

n

U = 2 J w(i ) - log logn)'
;=1

(29)

négyzetösszeg "viszonylag kicsi", és így a tagok nemnegativitása miatt csak
kevés i-re lehet Iw(i) -c log log n ] "nagy".

Nézzük min dezt r ösaletescn . Megmut atjuk , hogy alkalmas c konstanssal
bármely n ~ 3-ra fennáll

n

U = L (w(i ) - log log n) ' < cn log logn .
i=1

Ehhez fel fogjuk használni, hogy a 6.7.6 Tétel szerint (n ~ 3-ra)

(30)

n

z(n) = L w(i) ~ n log log n + nA(n) ,
i=1

továbbá az 5.6.2 Tétel szerint (n ~ 3-ra)

lL - = loglog n + B (n ),
p< .. p

ahol A(n ) korl átos.

ahol B(n) korlátos.

(31)

(32)

Végezzük el (29). ben a négyzetre emeléseket .

n n

U = L w2(i ) - 2 log log n L w(i ) + n(log log n )2 .
i = 1 i= 1

Innen (31) alapján azt nyerjük, hogy

n

U = L W' (i ) - 2Ioglog n(n log logn+nA(n» + n( log logn) ' =
; =1

n

= L W' (i ) - n (log logn)' - 2nA (n)1og!og n .
i = 1

(33)
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Az U felső becsléséhez így a

n

V = I > ' (i)
1=1

(34)

összeget kell felülrő l becsülnünk.
Az w(i) definícióját (részben) beírva a szokésoa öss zegát rendezés után

n n ln /~

V = L w' (i) ~ L w(i)L l ~ L L w(Pk) (35)
i=l 1=1 Vii pSn k=l

adódik. Mivel

{
w(k) ,

w(Pk ) = 1 + w(k),

ezért ( 35)-ből azt kapjuk , hogy

hap Ik;
ha pl k,

ln/pJ ln/p]

V ~L L (1 + w ( k» ) ~L l~j +L L w(k). (36)
pSn k=l pS n p p$n k= l

Jelöljük a (36) jobb oldalán szereplő első összeget K -va l, a második, kettős

összeget ped ig L-lel.
Ekkor K -ra (32) alapján a következő felső becslést nyerjük:

K =L l~j ~n L~ ~n(IOg IOgn+ B(n » ).
p :::; n p:::;n

(37)

Az L felső becsléséhez beírjuk w(k) definícióját és a szokásos összegátren­
dezést alkalmazz uk (itt p' is azt jelzi, hogy az összegzés prfmekre történik),
majd felhaszn áljuk (32)-t:

ln/pJ ln/pJ

L = L L w(k) ~ L L L l = L L l'::"j s
pSn k=l p ::;:" k=l p' lk p$np' $njp pp

~n L P~' ~ n (L ~ )( L ~ ) = n(loglogn+ B(n))' .
pp'~n p:5n p' ~n p

(38)

A (37) és (38) becsléseket (36)-ba beírva "t kapjuk, hogy

V ~ n (log log n + B(n») + n (!og logn + B(n») ' . (39)
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Végül, ha a V = L:=lw(;)'-,e ily módon nyert (39) becs lést (33)-ba behe­
lyettesítj ük, ak kor az n(loglogn)2 tagok kiej tik egymást, és

u:s (i + 2B(n ) - 2A(n » n log log n + (B(n) + B'(n»n < cn log log n

adódi k, amivel (30)-at bebizonyitottuk .
Most már csak a bizonyítás elején jelzett gondolatmenetnek azt a részét

kell pontosítani, hogy ha a (29) négyzetösszeg "kicsi", akkor ebben csak kevés
"nagy" tag szerepelhet.

Jelöljük s-sel a (28}-at nem teljes í t ő (azaz "rossz") l ::; i ::; n számoknak a
számát. A tétel állítását kicsit át fogalmaava, azt kell belát nun k. hogy bármely
E> o-hoz talál ható olyan T , amelyre s < En te ljesü l.

Csökkentsük (30) bal oldalát úgy, hogy írj unk (w(i ) - log log n)2
helyére

ennél az s darab "rossz" i-nél T 210g log n-et , a többi i-nél pedig O-t . Ekkor
(30) alapján azt kapjuk , hogy

sT 210g log n < cn log log n, azaz
c

s < rzn .

Ha most T értékét a c
T'< c (40)

feltételnek megfelelöen választjuk, ak kor éppen a kívánt s < én becslés adódik .

•
A 6.7.7 Tétel bizonyítása: Azt kell igazolni, hogy bármely é > ~hoz létezik
olyan (az é-tól függő) no, hogy minden n > no eseten a 3, 4, . . . , n számok
közöt t legfeljebb én darab olyan i ta lálható , amelyre (27) nem teljesül.

Amint koráb ban is jeieztük, a már bizonyítot t 6.7.7A Tétel eseten a (28)
képletben log log n szerepel, míg a bizonyítandó 6.7.7 Tétel esetéri a (27) kép­
let ben log log i·ről van sa ö. A bizonyításhoz tulajdonképp en ezt az eltérést kell
át hidaini.

A bizonyítás lényege az alá bbi észrevéte l: a log log függvény olyan lassan
változik, hogy ..;n és n k őz ött "majd nem" konstansnak tekinthct ö, a Jti-nél
kisebb i értékek pedig olyan kevesen vannak, hogy az belefér a megengedett
kivét elek halmaz ába.

Nézzük mindezt réseletesen . Alkalmazzuk a 6.7.7A Tételt é helyett
é/2-re. Ekkor a Jti és n közé eső számok között legfeljebb én/2 olyan i van,
amelyre (28) nem tel jesül. Mivel ,fil s i :::; n eseten

log log n - log2 = log logJfi:::; log log i :::; loglog n , (41)
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(42)Iw(i ) -c log log é] < TV10glog i .

ezért az előbbi kijelent és akko r is igaz marad, ha (28)-ban a log log n helyett
mindk étszer log log i szerepel, ehhez csak T érté két kell (a (40)-ben e l őírtná l}

megfelelöen nagyobbra választani. Ha n elég nagy, akkor a jn-nél kisebb i
értékek száma kevesebb , mint én/2, vagyis azt kaptuk, hogy alkal mas T és
elég nagy n eset éri a 3,4 , . .. ,n számok közőtt legalább (1 - e)n darab olyan i
található, amelyre

Mivel J > 1/ 2, ezért mi nden , a T -MI és ó-tól fűggöen elég nagy i-re

T V 10glog i < (log log i)' ,

és igy (42)- bő! következik a 6.7.7 Tétel állítása. _

Megjegyz és: A 6.7.7A Téte l bizonyításának a valószfnúségszámftási tarta lma
a következ ő . Legyen n rögz ített, és teki ntsük az w-t valószínűségi változónak,
amely egyforma, azaz I / n val ősa ínüséggel veszi fel az w(1),w(2), .. . ,w(n ) érté­
keket . Ennek a valószínúségi változónak az E várható értéke definíció szerint az
w középértékfüggvényének az n helyen felvett ér téke, ami körülbelül log log n .
A (29)-be n megadot t U pedig körülbelül nD 2 , ahol D az w szórása. A 6.7.7A
Tétel állítása ezután a Ir-te adott felső becelesb öl (lásd (30)) és a

1
P(lw - E I > r D) < 2

r
(43)

Csebisev-egyenlőtlenségből következett (ahol P az esemény val ószm üséget je­
löli).

A 6.7.6, 6.7.7 és 6.7.7A Tételek az w helyett a n függvényr e is igazak,
lásd a 6.7.5b feladatot . Ezekből a

egyenlőtlenség segítségével igazolható az a 6.4 pontban már jelzet t érdekesség
is, hogy a legtöb b n esetén a d(n ) függvény értéke "körülbelül"

(log n ) log 2 = (logn)O,69... ,

ami lényegesen kisebb , mint a d(n) kőz é pért é kének megfelelő log n-es nagyság­
rend (lásd a 6.7.6 felad atot ).
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összeget .

6.7.2 Mi a valösa ínüsége annak, hogy egy pozitiv egész szám négyzetmentes
legyen?

· 6.7.3 Bizonyítsuk be az alábbi aszimptot ikus egyenl ős égeket a d3(n) függ­
vény, illetve rögzített v > Oese t éri a 6.2.23 feladatban defini ál t a,,(n)
függvény kőz ép é r t é kfűggv ény ére :

a) D, (n) = d, (l ) + d,(2) + ... + d, (n ) _ log' (n )
n n 2

h) E. (n ) = 0.(1) + 0. (2) + .. .+u.(n) _ n·« v + l )
n n v+ 1

M· 6.7.4 Igazoljuk , hogy bármely k eseten léteznek olyan nt. . . . ,nk különböz6
egész számok, amelyekre a(nd = ... = a(nk )'

6.7.5
a) Bizonyítsuk be, hogy

n

0 5 L ) ll(i ) - w(i» < n .
j : l

h) Mut assuk meg, hogy a 6.7.6, 6.7.7 és 6.7.7A Tételek áll ításal az w
helyet t a 11 függvényre is igazak.

6.7.6 Mutassuk meg, hogy a legtöbb n-re az n számnak körülbelül

(log n)log2

oszt6ja van a következő érte lemben. Legyen t > O tetszőleges , és je­
löljük k(n)-nel azoknak az l S i S n számoknak a számá t, amelyekre

(log n)log2- f < d(i) < (logn)log2H .

Ekkor
lim ken) ~ l .

n -+co n
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*6.7.7 Jelölje h(n) azoknak az l S; i :::; n számoknak a számá t , amelyek
felírhat ók két JTi.nél kise bb pozitív egész szoraataként . Szémíts uk
ki a

lim hin)
n-e-oc n

hat ár ért éket .

6.7.8 Fogalmazzuk meg pontosan és bizonyftsuk be a Hardy-Ramanujan­
té tel következő általánosítását :

Tegyük fel, hogy az / valós értékű additív függvé ny rendelkezik az
alább i t ulajdonságokkal.

(i) Létezik olyan K , hogy minden p prfmre OS; f(p ) ::; K .
(H) Minden p prfmre és ct > Oegészre j(PQ) = l ep ).

(iii) A L
p

f(P)fp végtelen sor divergens.

Ekkor majdnem minden n- re

f( n ) - L f(P) .
p$ n p

6. S. Additív függvények kara kterizációja

Lát tuk, hogy a legtöbb számelmélet i függvényre a függvényértékek ingadozása
je llemző. Az alább i, Erdős Páltól származó tétel az t mutatja, hogy az additív
függvények körében ez alól teljes m ért ékben csak a logaritmusfüggvény jelent
kivételt :

6.8.1 Tétel I T 6.8.1 I
Legyen f valós értékű additív függvény, és tegyük fel, hogy

(i) f (n) monoton,
vagy

(ii) f(n + l) - f(n) -t O. ha n -t 00.

Ekkor alkalmas c konstanssal f (n) = c logn. ...

Bizonyítás : Azt a kicsit erősebb eredményt fogjuk igazolni , hogy ha egy f
valós értékű additív függvényre a

lim inf(J(n + l ) - f(n )) ~ O (l)
n-eco

felt étel teljesül, akkor f(n) = clogn.
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Ebb61 a 6.8.1 Tétel valóban következik: ha 1 a (H) tulajdonsággal ren­
delkezik, vagy 1 monoton növő, akkor 1 nyilván kielégít i (l )-et , ha ped ig f
monoto n fogyó, akkor 1 helyett -I teljes ít i (l)-et, és így (- J)( n) = c logn,
azaz f(n ) = -c log n adódik.

A bizonyítás alapgondolata a következő . Legyen k > l rögzített egész, és
írj unk fel egy tetszőleges n-et kalapú számrendszerbe n.

s = [log, nJ. (2)

Az n utolsó számjegyét elhagyva és az utol só előtt i számjegyet alkalmasan
megváltoztatva, az n-hez "viszonylag közel" találunk egy olyan

(3)

számot , amelyre (aí , k) = 1. Ekkor a feltételek alapján I(n) "nem sokkal tér
el" az

f (n ' ) = f(k ) + f( a,k'-l + ... + a2k + aD (4)

fü ggvény ért ékt ől . Az eljárás t a (4) jobb oldalán levő második tágra megismé­
telve st b. végül azt kapj uk, hogy

f(n) _ sf(k) _ f(k )logn ,
log k

azaz lim f(n) = f (k) ,
n-+OO log n log k

tehá t f(k)/log k konstans.
Nézzük mindezt pontosan és részletesen . Legyen E > Otetszőleges . Ekkor

az (l ) feltétel ezerint van olyan (az E-tól függő) no, hogy minden n> no esetén

f(n + l ) - f( n) ~ -o , azaz f(n ) ~ f(n + l ) + o. (5)

(A technikai lépések kényelmesebb leírása érdekében feltesszük , hogy no> k2 . )

Ha (5)-ben n helyére rendre az n + 1, n + 2, ... ,n + t - l értékeket írj uk,
akkor

f(n+ l ) ~ f(n + 2)+ 0, f(n + 2) ~ f(n + 3)+ 0, . . . , f (n + t - l) ~ f(n+t)+t ,

és így

f( n) ~ f(n + l) + o ~ f(n + 2) + 20 ~ ... ~ f(n + t) + to (6)

adódik.
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Legyen n "sokkal nagyobb" no-nál, és teki ntsük [r ögzített k > 1 mellet t)
a (2) előá llítást . Válassz uk a (3)-nak megfelelő legkisebb olyan n ' számot ,
ame lyre n' > n és (a'l ,k) = 1. Ez azt jelenti, hogy n utolsó számjegyét el­
hagyjuk, és az ut olsó előtti al számjegy helyett egy nála nagyobb a't-t veszünk
(esetleg a~ = k + l is előfordulhat). Jelöljük az n l és n különbségét t-vel:

t = n' - n = (a~ - adk - ao . (7)

Ha al = 0, akkor a~ = 1, ha pedig a l 2. l , akkor 1 :::; al < a~ ::; k + 1, ezért
(7) alapján mindenk éppen

o< t S k' (8)

teljesül. Rendre a (6), majd a (7) és (8), végül a (4) összefüggéseket alkal­
mazva , azt kapj uk, hogy n > no eseté ri

fe n) S f (n+t) +t' S f(n') +k', = f(k) + f(a.k· -l+ .. .+a, k+ a'.)+ k',. (9)

Tekintsük most a (9) jobb oldalán szereplö középső tagban előforduló

számot. Ha ebben a~ = k + 1, akkor írju k át nl-et a szokásos számrendsze­
res alakba (ahol tehát minden k-hatvány együt thateja k-nál kisebb; ekkor az
utolsó számjegy l -es lesz, az utolsó előtti 1-gyel nő, illetve ha az k-l volt ,
akkor további változások is tör tén het nek).

Most ismételjük meg az egész eddigi eljárást n helyett nl-re. Ekkor azt
kapjuk, hogy

f(a ,k' - l + .. .+ a,k + aD = f(n.) S f (k) + f(a ,k' -' + ...+ a;) + k'"

amit (9)~be be írva

f en ) S 2f (k ) + f(a , k' -' + ...+ a;) + 2k',

adódik. Hasonlóan haladhatunk tovább mindaddig, amig no-nál nagyobb he­
lyeken felvet t függvényér tékek keletkeznek. Végül azt nyerjük, hogy

f(n) S (s - so)f(k) + (s - so)k' , + Mo, (10)

ahol s - So a lépések száma és Mo az no-ig terjedő függvényért ékek maximuma.
It t Mo csak E-tól, So ped ig é-tól és (a rögzítet t ) k-tó l függ, ezért (10) átírha tó
az

f en) S sf(k) + sk', + Ml

alakba, ahol M l az é-tól és k-tó l függő konstans.

(ll)
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Hasonlóan nyerhetünk alsó becslést is f(n} -re. Ehhez n'- t most is az
n-hez közel és az (a'i ' k) = 1 feltételnek megfelelően kell választanunk, azonban
most a minimális n' > n helyett a max imális n' < n követelményt írj uk elő

(most a~ = - l is lehet ). A felső becslés lépéseit csak annyiban kell módosftani ,
hogya t értékét n - n' -nek vesszük, és (6) helyett az

f( n) 2: f(n - t ) - te

cgyenl6tlenséget alkalmazzuk. Ekkor az előzőkhöz teljesen hasonlóan az adó­
dik , hogy alkalmas M2-vel

f(n) 2: sf(k) - sk'<- M, (12)

(13)

teljesül.
A (ll) és (12) egyenlőtlenségekből s = [logj, nj -nel történő osztás után

azt kapjuk , hogy

I
f (n ) ( )1< ' M

llog, nj - f k _ k <+ llog, nj ·

Ha n -+ 00, akkor (13) jobb oldala k2e-hoz tart . Mivel azonban e tetszőleges

volt , ezzel beláttuk , hogy

. f(n )
lim II j = f(k). (14)

n -+oo ogk n

A ( 14}-ből nyilván következik, hogy

lim f(n) = f (k) ,
» -+ 00 logk n

lim f(n) = f(k) .
»-+00 log n log k

(15)

Jelöljük a (15)-beli határértéket e-vel; mivel c nem függ a (jobb oldalon sze­
repl ö] k-tól, ez éppen azt jelenti , hogy bármely k > l-re

f(k)--= c,
log k

azaz
f(k) = d og k .

Végül, mivel f( l } = log 1 = 0, ezért (16) teljesül k = l-re is. •

(16)
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Feladatok
6.8.1 Bizonyí tsuk be, hogy ha egy f komplex é rt é k ű teljesen addit iv függ­

vény korl átos. akkor / = O.

6.8.2 Mutassuk meg, hogy ha cgy f komplex érték ű additfv függvényre az
f en ) függvényért ékek sorozata konvergens, akkor f = O.

6.8.3 Melyek a valós értékú monoton multiplikatfv függvények?

6.8.4 Bizonyít suk be, hogy ha egy f valós értékű additfv függvényre

lim,up (l(n) - fen - l))::; O,
n -e ec

akkor f( n ) = c log n .

6.8.5 Mutassuk meg, hogy ha egy komplex értekü f addit ív függvényre

lim (I (n ) - fen - l )) = O,
n -e-cc

akkor f en ) = c!og n , ahol c alkalmas komplex konstans.

6.8.6 Bizonyí tsuk be az alábbi ál lftásokat.

a) Létezik a természetes szá moknak akármilyen ritka olyan an részsoro­
zata, hogy ha egy I valós értékű addit ív függvény re f( an) monoton ,
ak kor f en ) = clog n .

b) Létezik a természetes számoknak akármilyen ritka olyan an részsoro­
zata, hogy ha egy J valós é r t é k ű ad dití v függvényre

lim (I(an) - f( an-d) = O,
n -e.ee

akkor J = O.

(Az akármilyen ri tka azt jelenti , hogy bárm ilyen el őre megadott bn
sorozathoz található olyan an sorozat, amely rendelkezik az el6frt
tulajdons ággal. és an > bn.)



7. DIOFANTIKUS EGYENLETEK

Diofant ikus (vagy diofantoszi) egyenletnek általában olyan egész együtthatós
algebrai egyenletet nevezünk , melynek a megoldásait is az egész (esete nként
a racion ális) számok körében keressük. Diophantosz görög matematikus az
Lsz. III. században élt Alexandriában, és sokféle ilyen egyenlette l foglalkozot t.
(Akkoriban te ljesen ter mészetes volt , hogy egész, illet ve racionális megoldáso­
kat kerestek, hiszen az irracionális számok anna k ellenére sem nyertek igazán
polgárjogot, hogy a görögök bebizonyították ezek létezését .) A diofan tikus
egyenletek történe te egyébként még ennél is sokkal régebbre nyúlik vissza; kö­
zel négyezer éves kőtáblák t anúsága szerint már a babiloniaiak is ismerték az
ún . pitagoraszi számhá rmasok előáll ítás i m ódját .

A d iofantikus egyen letek megoldása igen változatos m ódszereket igényel,
un iverzális megoldási módszer nem létezik (sőt, mint az 5.1 pontban már em­
lítettük, annak az egyszerűbb kérd ésnek a megválaszol áséra sem létezik álta­
lános algorit mus, hogy egy tetszőlegesen adott diofantikus egyenlet nek egyál­
tal án van-e megoldása vagy sem). Egy-egy konkrét egyenlet eseten is gyakran
igen nehéz eldönteni a rnegoldhatöségot , a megoldássaámr öl, illetve az összes
megoldás meghatározásáról nem is beszélve. Ez a t émak ór is bővelkedik hires
megoldatlan problémákban.

A már az l. fejezet ben is szerepelt lineáris diofantikus egyenletek rész letes
tárgyalása után a pit agorasei szám hármasokkal foglalkozunk, majd néhány jól
használható elemi módszert mutat unk be d iofantikus egyenletek megoldására.
A továbbiakban olyan diofant ikus problémák következnek, amelyek kezelésé­
hez látszólag egésze n más jellegű matematikai eszközöket érdemes bevetni: a
két négyzetszám összegéből történő elöállít hat ösághoz a Gauss-egészeket . a
Fermat-sejtés köbszámokra vonatkozó specialis eseté nél az Éuler-egészeket és
a Pell-egyenletnél a diofantikus approximációt. Ezeknek a "segédeszközöknek"
a kialakulását és önálló elm élet te tereb élyesed éset éppen a diofantikus egyen­
leteknél való alkalmaz ha tóságuk segítette elő . Az ezekből kifej lődött terüle­
teknek a részletes bemutatásár a a 8- l l. fejezetekben kerül majd sor. Végü l,
a jelen fejezet utolsó pontjában a fent iektől mind a probléma jellegében, mind
ped ig a megoldási mödszerekben alapvetöen eltérő partfciós kérdéseket tárgya­
lunk.
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7.1. Lineáris diofantikus egyen let

Először az ax+ by = c k étismeretlenes lineáris diofant ikus egyenlet tej foglalko­
zunk. Itt a, b, c rögzített egész számok, ahol az a = b = Oesetet eleve kizárjuk ,
és megoldáson x , y egész szá.mokból álló szám párt értünk.

A megoldhatóság sz ű kséges és elégséges feltételét az 1.3.6 Tételben, az
egyenlet nek a lineáris kon gruenciákkal való kapcsolatát a 2.5.3 Tétel bizonyí­
tása során tárgyal tuk. Az 1.3.6 Tétel b izonyításából az t is leolves tuk , hogy az
egyenlet egy megoldásá t az euk lideszi algoritmus segítségével kaphatjuk meg.
Ebből az 5.7.1 Tétel szerint követ kezett, hogy az egyenlet egy megoldását nagy
számok cselén is ngyorsan" meg tudjuk határozni ; czt a tényt az RSA-sémában
(5.8.1 Tétel ) is felhasználtuk.

Most megadj uk a megoldásszámot és az összes megold ás leírás át . A teljes.
ség kedvéért a tétel állítás ában a megold hatóságról és a megoldás i módszcrr öl
korábban bizonyitott állításokat is összefoglalj uk.

7.1.1 Tétel I T 7.1.1 I
Legyenek a, b és c rögzitett egész számok, ahol a és b közül legalább az

egyik nem nulla, és tekintsük az ax + by = c d iofant ikus egyenletet .

(i) Az egyenlet ak kor és csak akkor oldha tó meg, ha (a,b) I c.

(H) Megoldhatóság escten végte len sok megoldás van . lia Xo . yo (egy rögzf­
tett) megoldás , akkor az összes x' ,y' megoldást az alább i képlet seolgal­
ta tja:

, b
X = xo + t(a.b) '

, a
V = Vo - t (a, b) , ahol t=O.±l ,±2•. . . (l)

(iii) Az egyenlet egy megoldás át az euklides zi algori tmus segítségével kaphat­

juk meg. '"

Bizonyítás: Mint már cmiftcttiik, (i)-et és (iii)-a t az 1.3.6 Tételben igazo lt uk.
Itatérve [iif-re, e lőször azt mutatj uk meg, hogy az (l). ben megadott

x', y ' számok valóban az egyenlet egy megold ásá t szolgáltatják . Mivel Xo ,
Yo megold és , azaz ax o + byo = c, így

A megford ításhoz tegyük fel, hogy x', y' egy tetszőleges megoldas, és
belá tj uk, hogy x' és y' a kivánt alakú.
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A feltétel szerint

281

ax o + fnJO = c és , '- iax + VIJ = c .

A két egycnl ös égct egy másból kivonva

a(x' - xo) + b(y' - yo) = O

adódik. Rendezés és (a, b)-vel tö rt é nő osztás után azt kapjuk, hogy

(a~b) (x' - xo) = (a\) (Yo - y').

Mivel

ezért (2)-b61

b I '(a ,b) x - xo ,

azaz alkalmas t egéssze l
, b

x =xo+ t(a, b)

követ kezik. A (3)-at (2)-be visszahelyettesltve kapjuk, hogy

, a
y =YO - t(a, b)·

Ezze l megmutattuk, hogy x' és y' valóban az (l)-ben előirt alak ú. a .

(2)

(3)

A diofan tikus egyenlete k tényleges megoldásakor az euklideszi algoritmus­
nak egy olyan vari áns át érdemes alkalmazni, amelynek segítségével (nemcsak
cgy megoldáshoz jutunk cl, hanem) egyszerre tudj uk az összes megoldást (pa­
ramét eres alakban) előállítaní. Ezt az eljárást egy konkrét példán keresztül
mutatj uk be .

P é ld a : Oldjuk meg a 43x + 25y = 98 diofantikus egyenlete t.

Fejezzük ki az egyenletből azt az ismeretlent , amelynek az együtthatója
kisebb abszolú t é r t é kű , és a törtből válasszun k le olyan részeket , amelyek
biztosan egész é rté kűek:

98 -43x 7x -2
y = 25 = 4 - 2x + 25 · (Al)
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Ekkor az (A l) jobb oldalán ál ló (7x- 2)/ 25 tört is egész szám kell hogy legyen ,
jelöljük ezt u-va l. Innen 7x - 2 = 25t/._ Ez egy hason ló diofant ikus egyenlet ,
mint az eredeti, csak itt az x együtthatójának kisebb az abszolút értéke, mint
az eredeti egyenlet ben y együtthalójáé volt .

Ismételj ük meg most az előző eljá rást a 7x - 2 = 25u egyenletre, fejezzük
ki x-et , és válasszuk le a gara ntáltan egész é rt é kű kifejezéseket :

x = ZSh + 2 = 4u + 2 - 3u .
7 7

(A2)

Az (A2) jobb oldalán szereplö (2 - 3u) / 7 tört egész szám kell hogy legyen ,
jelöljük v-vel, ekkor 2 - 3u = 7v. Hasonlóan tovább halad va kapjuk, hogy

2 -7v 2 - v
u= --= -2v+-- .

J J

A (2 - v) /3 egész számot w-vel jelölve 2 - v = 3w, azaz

v = 2 - 3w.

(AJ)

(A4)

Mivel (A4)-hcn már nem szerepe l tör t , most elindulunk "visszafelé", és rendre
(A3), (A2) és (Al ) felhasználás ával u , x és y értékét kifejezzük a w paraméte r
segits ég ével:

u = - 2v + w ~ - 2(2 - Jw) +w = -4 + 7w ; (BJ)

x = 4u + v = 4(-4 + 7w) + (2 - Jw) = - 14 + 25w; (B2)

y = 4 - 2x + u = 4 - 2(-14 + 25w ) + (-4 + 7w ) = 28 - 4Jw. (Bl)

A módszerb öl világos, hogy a (D2)-(Bl) képlet pár szelgáltatja a 43x+25y = 98
diofant ikus egyenlet összes megoldását , ahol a w paraméter tetszőleges egész
szá m. Ugyani s egyrészt , ha egy x , y egész számpár megoldás , akkor az
(Al) -(A3) lépéseken végighalad va eljut unk W· llCZ, majd ennek segítségével
z -re és y· ra a (D2)- (Bl) köpletpár adódik, másrészt tetszőleges egész w-re az
így képzett x és y számok egészek lesznek és kielégítik az egyenletet .

Megjegyzések: l . Nézzük az eljárás lépései során keletkező együ tthatópárokatc

{4J, 25}; {25, 7}; {7, J}; {J , l }.

Ezek rendre úgy keletkeztek, hogy a 4:J..at a 2s..tel osztva - 7 volt a (legkisebb
abszolút é rté k ű ] maradék, a 2s..öt a 7· tel osztva - 3 st b. Ez azt jelenti, hogy
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itt valóban az euklideszi algoritmus egy vari ánsár ól van szó, és ebből az is
következik, hogy a diofantikus egyenlet megoldásait ily módon "gyorsan" meg
tudj uk határozni .

2. A fenti m ödszer lényege, hogy az ismeretlenek együtthat6inak az ab­
szolút értékeit megfelel6cn csökkentve végül a tör teket teljesen kiküszöb öl­
jük. Ebb61 a szempontból mell ékcs , hogy a "konstans" tag abszolút ért éket
csökkentjük-e vagy sem. Akár végrehajtunk ilyen átalakítást (mint a fenti
példában ), akár nem , ez az eljárás lépésszámát nem befolyásolj a , legfeljebb
"kényelmesebb", ha kisebb számokkal dolgozunk.

3. Nem saü kséges a megoldhatös ág feltételét előre külön ellenönzni, az
eljárásból is automatikusan kiderü l, ha nincs megoldas : ekkor egy olyan tört­
höz jutunk, amelybe n már nem szerepol ismeretlen, azonban a tört értéke nem
egész szám.

4. A (B2)- (B 1) képlet összha ngban van a 7.1.1 Tételnek az összes meg­
oldást leíró (1) el6á.llitásával : most Xo = - 14, YO = 28, és a t szerepét w
játssza. Ez az észrevéte l esetleges számolási hibák kiszürés ére is alkalmas: a
végeredményként kapott képl étet mindig érdemes ilyen szempont ból (l)-gyel
összevet ni.

Kett6nél több ismeretlenea lineáris diofantikus egyenletekre is a kétís­
meretle nes esethez hasonló állítások érvényesek. Ezeket az al ább i tételben
foglaljuk össze , a bizonyításokat a 7.1.8 feladatban t űztü k ki.

7.1.2 T éte l I T 7.1.2 I
Legyen k ~ 2, al, ... ,ak nem csupa O egész számok, c tetsz ő leges egész,

és tekintsük az

diofantikus egyenletet (azaz megoldáson egy egészekból Alló Xl , ' .. ,Xk szám­
k-ast értünk) .

(i) Az egyenlet akkor és csak ak kor oldható meg, ha (al ,"" ak) I c.

(ii) Megoldhatóság eset ő n végte len sok megoldás van. Az összes megoldás
k - 1 egész paraméter segit ségével ad ható meg. A megoldások meghatáro­
zása a két ismeretlen esete n látott módszer értelemszerű általánositásával
történik . ...

Fe ladatok

7.1.1 Bolondóci éban csak 47 és 79 foriritos bankjegyek léteznek. Hányféle­
képpe n lehet pontosan 10OOO forintot kifizetni?
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7.1.2 Egy saigeten 7- és ll -fejű sár kányok élnek. Hány sárkány él a seige­
ten, ha összesen 118 fejük van?

7.1.3 Egy üzletben háromféle csokoládé kaph ató, 70, 130, illet ve 150 fo­
rintos egységárban. Hányféleképpen lehet (pontosan) 5000 forintért
(pontos an) SO darab csokoládét vásárolni?

M 7.1.4 Valamikor a huszadik század ban a 99 évnél nem id ősebb és k űlön­

böz6 korú Alexander és Bern át mindketten éppe n annyi idősek, mint
amennyi a születés i évszá mukban a számjegyek összege. Hány év
közöttük a korkülönbség?

7.1.5 Mutassuk meg, hogy a 7.1.1 Tétel (H) állít ása a 2.5.4 Tételben (illetve
az arra adott bizonyít ásból) is következik.

7.1.6 A síkon hány rácspontot tartalmazhat egy
a) racionális; b) irracio nális

meredcks égü egyenes?

7.1.7 Adjuk meg a 6x + IOy + l 5z = 7 d iofanti kus egyenlet összes megöl­
désát .

7.1.8 Igazoljuk a 7.1.2 T étel állí tásait.

7.1.9 Bizonyítsuk be, hogy az alxl +...+ a/cx/c = c diofantikus egyenletnek
akkor és csak akkor létezik megoldása, ha minden m poz itív egész
esete n megoldható az a lXt + ... + akXk == c (mod m) kongruencia .

· 7.1.10 Mely al , . .• , ak egészek eset én igaz, hogy az al XI + .. . + a/cx /c =
= c diofantikus egyen letnek minden elég nagy c eseten létezik pozitív
egészekben megoldása?

·7.1.11 Legyenek a és b rögzített, rela tív prím , l -nél nagyobb egészek. Neves­
zünk (ház i használa tra) egy c pozitív egészt (c-ból és b-ből) "összerak·
hat önak", ha c felfrható c = ax + by alakban, ahol x és y nem negatív
egészek.

a) Mutassuk meg, hogy ha c> ab-a - b, akkor c összerakható, azonban
c = ab - a - b nem összerak ható.

h) Hány nem összerakha tó pozitív eg ész létezik?

Megjegyzés: A feladat a) részét több változóra a következöképpen
általánosíthatjuk. Legyenek al1 " " ak relatív prím, l -n él nagyobb
egészek . Keressük azt a maxi mális F = F(at. . . . •ak ) egészt , amelyre
az a Ix } + ...+ a k x k = F diofantikus egyenlet nem oldható meg nem­
negatív egészekben . Ezt a kérdést Frobenius·problém ának nevezik.
A k > 2 eset vizsgálata igen nehéz.
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' 7.1.12
a) Mutassuk meg, hogy minden elég nagy n eseten létezik n dar ab olyan

(nem feltétlenül egybevág ó] kocka, amelyekből (mindegy iket egyszer
felhasználva] összeá.lllt hat6 egy (nagyobb) kocka.

b) Igazoljuk ugyanezt minden n ~ 48-ra .

Megjegyzés : Megoldatlan probléma, hogy az állttás igaz-e ti = 47-tel
is.

7.2. P itagorasai számhármasok

Pitagora.szi számhármasoknak az x 2 + y2 = z 2 egyenlet pozitív egész megol­
dásai t nevezzük . Geomet riai megfogalmazásben a pi tagorasai szám hármasok
azoknak a derékszögű háromszögeknek az oldal hosszait jelentik, amelyekben
mindhárom oldal hossza egész szá m.

Azonnal látszik, hogy az egyenlet megoldha tó (példáu} a 3, 4, 5 szém­
hármas megoldas], sőt egy x , y, z megoldást tetszőleges d pozitiv egésszel be­
szorozva a kapott dx, dy, dz szám hármas is nyilván megoldás . Ezért k ülön
érdemes azokat a megoldásokat vizsgálni, ahol (x, U, z) = 1, ezeket alapmegol­
dásoknak vagy primitív pitagorasa i számhár masoknak nevezzük .

Megmutatjuk, hogy alapmegoldasb ő l is végtelen sok van, sőt elő tudj uk
állítani az összes alapmegoldás t és igy az összes megoldást is alkalmas para­
méterek segitségé vel:

7.2.1 T étel
(i) Az

T 7.2 .1 I

(l)

egyenletnek az
(x ,y,z)= ! (2)

(3)x = 2mn ,

feltételt kielégitő összes pozitív egész megoldását (azaz az alapmcgoldásokat ,
vagy más néven a primitív pitagoraszi számhármasokat) a következő képlet
szolgáltatja (itt az x és y felcseréléséből adódó megoldásokat azonosnak te­
kintjük),

ahol az m és n paraméterek tetszőleges olyan pozitív egészek, amelyekre

m és n különbözó paritású , m >n (m,n) = 1. (4)
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(ii) Az (1) egyen let összes pozitív egész megoldását (azaz az összes pi te­
gerasz i számhármas t ) az alapmegoldások t öbbs zöröseiként kapj uk meg, t ehát

x = 2mnd, y = (m 2
- n2 )d, z = (m2 + n2)d, (5)

ahol d tetszőleges pozitív egész, az m és n pozitiv egészekre pedig teljesül (4).

'"
Bizonyítás: Végig valamennyi változó pozitív egészt jelöl.

(i) Először azt mutatjuk meg, hogy ha x ,y, z alapmegoldás (azaz eleget
tesz (l )-nek és (2)-nek), akkor x , y és z sa üks égképpen a (3)-han és (4)-ben
előírt alakú.

Első lépésként be lá tjuk , hogy x, y és z páronként is relatív prűnek. N éz­
zük például (x , z) = l-et , a másik két eset ugyaní gy igazolható. Tegyük fel
indirekt , hogy egy p prfmre p I x és P I z fennáll. Ekkor ebből p I Z2 _ x 2 = y2,

és igy p prim volta miatt p I y következik. Ez azt jelent i, hogy p közös oszt6ja
az x , y és z számoknak . ami ellent mond (2)-nek.

Most megmut atj uk, hogy x és y közül az egyik páros, a mási k páratlan.
Mindkett ö nem lehet páros , hiszen (x ,y) = 1. Ha mindkett ö páratlan, akkor
a n égyzetüle 1 maradékot ad é-gyel oszt va, vagyis x 2 + y2 = Z2 baloldala 2
mar adékot ad é-gycl osztva, ajobb oldal viszont O-t vagy l -et , ami ellent mon­
dás.

Felt ehetj ük, hogy x páros és y páratlan. Ekkor (l)-et ét rendezve, 4-gyel
elosztva és szorzattá bontva az

(X)2_ Z+ Y z-y
2" --2-' - 2- (6)

(8)

(7)

z-y 2
- 2- = n .és

alakhoz j utunk.
Belátj uk, hogy a (6) jobb oldalán szereplö két tényező relatív prim. Te­

gyük fel, hogy k közös osztója (z + y)/2-nek és (z - y)/2-nek. Ekkor

k l z + y + z -y = z és k l z + y _ z - y = y
2 2 22 '

Mivel (y, z) = 1, ezért k l l , t ehá t valóban

(
z + y :..=J!.) - 1

2 ' 2 -.

Az 1.6.2a feladat alapján (6)-ból és ( 7)-ből következik, hogy a (6) johb
oldalán szereplö két poz itív tényező külön-kü lön is n égyzetszám, azaz alkalmas
m és n pozitív egésszel

z + y 2
--= m

2
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A (8) egyenlőségeket összeadva. illetve kivonva, valamint (6)-ba visszahe­
lyertes ü ve éppen a kívánt (3) elöá ll ítést kapjuk z-re, y-ra és x-re.

A (4) feltételek is teljesülnek; ezek rendre z (vagy y) páratlanságából,
y > O-ból, illetve (7)-b61következnek.

Rátérve a megfordt tásra , most azt igazolj uk, hogy a (3)-(4) képlet mind ig
primitiv pitagorasei számhármast definiál.

Az így megadott x , y és z számok az m > n > O feltétel miatt pozi­
tiv egészek, és egyszerű behelyet tesitéssel ellenórizhet6, hogy kielégítik az (1)
egyenle tet.

Azt kell még megmu tat ni, hogy (x,y ,z) = 1. Ehhez el ő g belátni, hogy
(például) ti és z relatív prtmek .

Tegyük fel ind irekt , hogy van olyan p prím, amelyre p I ti és P 1z . Ekkor
p I z + y és P I z - y is teljesül, azaz

p I (m' +n' )+(m' - n') = 2m' és p I (m'+n' )-(m'-n' ) = 2n' . (9)

Mivel p pr ím, ezér t (9)-b6 l következik, hogy p = 2, vagy p Im 2 és p I n 2 •

A p = 2 eset nem lehetséges, mert m és n ellenkea ö paritása miatt
z = m 2 + n 2 páratlan.

A másik eset ben pedig (ismét felhasználva, hogy p prim) azt kapjuk, hogy
P Im és p l n , ami ellent mond az (m,n) = 1 felt ételnek.

(H) Mint már említe tt ük, egy alapmegoldást (vagy bármilyen megoldás t)
d-vel végigazorozva nyilván ismét megoldást kapunk. Megfordítva, egy tetsző­

leges x, y, z megoldás előáll az x / d, y /d, z/d alapmegoldás d-szereseként , ahol
d = (x ,y,z). •

Feladatok

7.2.1 Mutassuk meg, hogy ha egy derékszögű háromszög oldalai egész szá­
mok , akkor az oldalhesszek saoraata oszt ható Sű-nal .

7.2.2 Szém íts uk ki a der éksz ö g ű háromszög oldalait , ha tudjuk, hogy az
oldalak egész számok és a háromszög területe 60.

7.2.3 Adjuk meg az összes olyan der éksz ög ű háromszöget , amelynek az
oldalai egész számok és a kerület és terület m ér ösz érna megegyezik.

7.2.4 Mely k egészekre létezik olyan egész oldalú derékszögű háromszög,
amelynek az egyik oldala k?

7.2.5 Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan háromtagú számtani sorozat
létezik, amelynek tagjai rela tív prímek és mlnd hérom elem négyzet­
szám.
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7.3 . N éhá ny e le m i módszer

Az al ábbiakban n éhány tipikus módszert mutatunk be, amelyek gyak ran al­
kalmazhat6 k diofantikus egyenletek vizsgálaténél.

I. "Szorzat = szám"

A 7.2.2 és 7.2.3 feladatokhoz ft1zött két-két útmuta tás mindegyikében a
megoldás ku lcsát egy-egy olyan diofantikus egyenlet szolgáltatta, ahol az egyik
oldalon egy c '# O egész szám, a más ik oldalon pedig egy szorzat ál lt :

(x - 4)(y - 4) = 8 st b.

Ilyen ti pusú szorzatt á bontás segitségével most azt a probl émát vizsgáljuk
meg, hogy mely pozitiv egészek állnak elő és h ányféleképpen két négyzet szám
k ülönbs égek ént .

7.3 .1 T étel I T 7.3.1 I
Tekint sük az x 2 - 1l = n diofantikus egyenletet , ahol n rögzített pozitiv

egész.

(i) Az egyenlet akkor és csak akkor oldható meg, ha n ~ 2 (mod 4).

(ii) A megoldásszárn 2d(n), ha n páratlan, és 2d(1 )' ha 4 1n (ahol dtk ) a k
pozitiv oszt6inak aszAma) . ..

Itt a csak az elöjelbe n elt é rő megoldásokat is külön megoldásoknak te­
kin tjük. A tétel alapj án könnyen megkaphatj uk a "lényegesen különb öaö"
megoldások számát is, lásd a 7.3.1 felad atot .

Bizonyft ás: Az (x + y)(x - y ) = n egyenl ős ég pontosan akkor teljesül, ha x + y
és x - y az n két komplementer oszt6ja, azaz

(l )

Az (l) egyenletre ndsze r t megoldva

adódik . Itt x-re és y-ra pontosan akkor kapunk egész értéket , ha dl és dz
azonos paritású.
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Ennek megfelclöcn az x2 - y2 = n diofant ikus egyenlet akkor és csak
akkor oldható meg, ha az n felirható két azonos paritásű osztója szorzataként ,
a megoldások száma pedig az ilyen azonos paritású osztópárok száma (ahol a
két osztó sorre ndje is számít és a negatív osztókat is figyelembe kell venni).

Ha n páratlan , akkor minden osat ója is páratlan , tehát minden osztópár
megfelel. Ennek megfelelöen (az egyenlet megoldható és) a megoldások száma
az n összes (pozitív és negatív) osztóinak a száma, vagyis 2d(n ).

Ha n páros, de nem osztható 4-gyel, akkor n nem írható fel két azonos
paritású szám szorzataként , hiszen két páratlan szám szorzat a páratlan, két
páros szám szorzata pedig osztható 4-gyel. Ez azt jelent i, hogy az egyenlet
ilyen n-ekre nem oldható meg.

Ha 4 I n , akkor azok az osztópá rok felelnek meg, amelyekben mindkét
osztó páros szám: n = (2kd(2k2 ) . Mivel ez ekvivalens az n/4 = k ika feltétel­
lel, ezért (az egyen let megoldható és) a megoldásszárn az n /4 összes (pozitív
és negatív) osztóinak a száma, vagyis 2d(n /4 ). _

II. .Bzorzat = hatvány"

A számelmélet alaptételéből következik, hogy ha egy k-adik hatvány két
relatív prím tényező szorzata, akkor egységszorzóktól eltekintve a tényezők

maguk is k-ad ik hatványole (lásd az 1.6.2 feladato t ). Ez a tény fontos szerepet
ját szott a 7.2.1 Tétel bizonyításánál (lásd az ottan i (6) , (7) és (8) képleteket) ,
valamint az 1.6.3 feladat megoldás ánál. A következő p éld éval azt illusztrál­
juk, hogy ilyen tipusú meggondolások gyak ran akkor is alkalmazhatók, ha a
tényezők nem feltétlenül relatív prímek.

P élda : Oldjuk meg az x3 + 7x = y3 diofantikus egyenlete t.

Az x = y = O nyilván megoldas, továbbá ha x , y megold as , akkor - x, - y
is az , ezért a továbbiakban feltehetj ük, hogy x (és így y is) pozitiv.

Az egyenlet bal olda lát bontsuk szorzattá:

x (x' + 7) = v' . (2)

és vizsgáljuk meg a két tényező legnagyobb közös osztójának lehetséges érté­
keit . Legyen d = (x , x 2 + 7), ekkor

d I (x' + 7) - x· x = 7,

azaz csak d = l és d = 7 jöhet szóba.
Ha d = 1, akkor x és x 2 + 7 kü lön-k ű l ön is köbszámok, azaz alkalmas u,

v (pozitív) egészekkel

és (3)
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A második egyenlőségben x helyére u3 _t befrva

(4)

adódik. Két pozitív köbsa ém k űl önbsége csak a (8, 1) pár eset én lehet 7: ha
a > b >O, akkor

és egyenlőség csak a b = 1, a = b + l = 2 érté kekre ál l fen n. (Másik indoklás!
lehetőség : a

7 = a3 _ b3 ~ (a - b)(a' + ab+ b')

szoraat-el öállításban a tényezők eleve csak ± 1 és ± 7 lehetnek megfelelő p áro­
sít ásban .]

(3) és (4) alapján Igy az x = 1, Y~ 2 megoldást kapjuk .
Nézzük most a d = 7 esetet . Ekkor 7 I x és x I y3 alapján 7 I y3. és

igy a 7 prím volta miatt 7 1y következik . Vizsgáljuk meg, hogy a 7 hányadik
hatványával osztha tó (2) jobb oldala, illetve a bal oldal két tényez6je. A
jobb oldalon y3.ban a 7 kitevöje legalább 3, ugyanakkor a bal oldal második
t é nyezőjére (72 I x Z miatt) 72l x2+7. Ennélfogva a hal oldal első té nyezőj ében

a 7 kitev6je legalább 3 - l = 2, azaz szü kségképpe n 72 I x.
A fentiekb ől adódó x = 72r és y = 7s összefüggéseket (2)-be beír va és

73_nal egyszcrúsítve azt kapj uk, hogy

(5)

Az (5) bal oldalán álló két t é nyez ő relatív prfm, tehá t külön-k ülön is köbsz é­
mok :

és

Az utolsó egyenlőség szerín t Z3 - (7W2)3 = 1, ez azonban nomnulla köbszámok
oset én nem lehetséges.

Ez azt jelenti, hogy a d = 7 eset nem valósulhat meg.
Összefoglalva, az egyen let nek három megoldása van :

x = y = Oj x = 1, Y = 2; x = - 1, Y = - 2.

Ugyanennél az egyenlet nél egy más ik eljárás is célhoz vezet , lásd alább a
IV. módszert .
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II I. Megoldhaia tlanság bizonyítása kongruencia segítségével

Ha egy di ofantik us egyenlet eseten az egyenlet két oldala valamely alkal­
mas modulus szerint sohasem lehet kongruens egymással, akkor az egyenlőség

bizto san nem teljesülhet (ez fordított irá nyban nem igaz!).

P él d a : Oldjuk meg az x4 + 5y4 = 4z4 diofantikus egyenletet .

Az egyenletnek nyilván megoldása x = y = z = O. Megmutatjuk, hogy
más megoldás nincs.

Tegyük fel indirekt , hogy létezik olyan megoldas, ahol x ,Y, z nem mind­
egyi ke O. Ekkor az t is feltehetjük, hogy x , y és z relatív prímek. Ha ugyanis
(x , y , z) = d > 1, akkor az egyenletet d4· nel elosztva kapjuk, hogy x/d, y/d,
z /d is rnegoldés , és ez a három szám már relatív prím is.

Mivel x4 + 5y4 = 4z4 , ezér t

is teljesül. A kis Fermat-tét el ezer int bármely a egész számra

a4 = {l (mo d 5), ha 51 a ;
- O (mod 5), ha 5 1a.

(6)

(7)

Ha 51x, akkor (7) a lapján (6) bal oldala l -gyel , a jobb oldal viszont O-val vagy
4-gyel kongruens modulo 5, ami lehet etl en . Az 5,(z eset ugyanígy ellent mon­
dásra vezet. Ebből következik, hogy 5 l x és 5 I z.

Legyen x = 5Xl , Z = 5zl> ezt az eredet i egyenl ét be beírva

azaz

adódik. Ennélfogva 5 I y4, és így az 5 prím volta miatt 5 I y is teljesül. Ez
azonban ellent mond az (x, Y, z) = 1 felt ételnek.

Megjegyzések: 1. A fenti egyenletet modulo 5 helyett modulo 16 vizsgálva is
hasonló módo n ellentmondás ra juthatunk.

2. Ált a lában olyan modulussal érdemes próbálkozni, amely osztója az
egyenlet valamelyik együtthatójának vagy amelyre nézve az egyenlet ben elő­

forduló ha tványok kevés maradékosztályba eshetnek csak. Péld ául a négyzet­
számok 8-cal osztva csak 0, 1 vagy 4, a negyed ik hatványok 16-tal osztva csak O
vagy 1 maradékot adhat nak, ezért gyakran érdemes modulusnak a 8·at, illet ve
a l 6-ot választani.

3. Ha valamilyen modulus eset én nem jutunk ellent mondásra , ez csak
annyit jelent , hogy a megfelelő kongruencia megoldható, ebből azonban nem
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következik, hogy az egyenletnek is van megold ása (és persze az sem követ kezik,
hogy az egyenlet nek nincs mego ldása). Például a fen ti egye nletnél az m = 3
vagy az m = 7 modulus nem segített volna, hiszen az Z ol + 5y" == 4z4 (mod 3),
illet ve (mod 7) kongruenci áknek létezik nemtriviál is megoldása:

(±i )' + 5(±i)' ,,4 · 3' (mod 3) és (± i )' + 5(±2)' "4(±i)' (mod 7) .

4. Még egyszer hangsúlyozzuk , hogy ez a módszer lényegében csak ak­
kor vezethet (önmagában) eredményre, ha a d iofantikus egyenletnek nincs
megold ása, illetve csak "t riviális" megoldása van (mint a fent i egye nlet nél
x = y = z = O) . Ha ugyanis létezik az egyenlet nek (nemtriviális) megoldása ,
akkor az tetszőleges m mod ulus cselén kiel égíti a megfelelő kongruenci át is, te­
há t egyet len modulusnál sem jutunk ellent mondásra . (Az természetesen igaz,
hogy az ilyen jellegű kongrucnciás megfontolások bármely d iofant ikus egyenlet
csete n segít he t nek bizonyos Upusú megoldások kizárásában .)

5. A d iofantikus egyenlet megoldhatatlansága esetén sem biztos, hogy
ez a mődszer célhoz vezet. Egyrészt nem biztos, hogy rátalálunk egy olyan
modulusra, amely kihozza a keresett ellentmondást , másrészt lehet, hogy nincs
is ilyen modulus: a 4.2.8 feladatban lá ttuk, hogy van olyan egye nlet , amelynek
nincs egész vagy racion ális megoldása, ugyanakkor a megfelel ő kongruencia
bármely m modulus esct én megoldható.

IV . Egyenlőtlenségek alkalmazása

Tekintsünk egy f (x ) = ylc tfpusú diofant ikus egyenletet. Ha van olyan
c, hogy minden c-nél nagyobb abszolút é rté k ű x egész számra az f{x) két
egymást kővet ö k·adik hatvány közé esik (az egycnlöseget nem megengedve),
akkor világos, hogy csak olyan megoldások jöhetnek sz óba, ahol lxi ::; c. Az
Igy megmaradt véges sok z-et v égigpröbélva megkap hatjnk az egyenlet összes
megold ását .

Az eljá rás t a (II . módszerrel már vizsgált) x3 +7x = y3 d iofanti ku s egyen­
l éten mu ta tjuk b e.

Mint láttuk , elegend ő az x > O esetre szorttkoani , továbbá x = l , Y = 2
megold ás .

Egyszerű számolással adódik, hogy ha x > l, akkor

tehát x > l eseten x 3 + 7x nem lehet köbszám .
Mindezek alapján az egyenlet összes megoldása a II . módszernél megadott

három számpár.
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Feladatok

7.3.1 Legyen n rögzített pozitiv egész. Hány "lényegesen k ülönb öz ö mó­
don" írhat ó fel az n két négyzetszám kű lö nbs é gek ént , azaz hány meg­
oldása van az X 2 _ y2 = n egyenletnek a nemnegatív egészek körébe n?

7.3. 2 Egy háziasszony egy tep si süteményt úgy akar (egyforma téglalap
alakú darabokra) felvágni . hogy ugyanannyi "éget t", azaz a te psi fa­
lával legalább egy oldalon érintkező , mint "nem égett", azaz a tepsi
faláva l nem érintkező szelet keletkezzen . Hogyan végezze a szelete­
lést?

7.3.3 Ot t lik Géza, a kiváló prózaíró, matematikai tanulmányokat is folyta­
tett . Ezzel kapcsolatos visszaemlékezéseiben szerepel az alábbi fel­
adat: Bizonyítsuk be, hogy bármely p > 2 prím eseten a 2 j p szám
pontosan egyféleképpen írha tó fel két k ülönb öz ö pozitiv egész recíp­
rakának összegeként . (Az összeadandók sorrendjére nem vagyunk
tekintettel .)

*7.3.4 Mely 4 számlá lój ú törtek Irhat ök fel két természetes szám recip roká­
nak az összegeként?

7.3.5 Mutassuk meg, hogy ha az n pozitív egész nem 24k + 1 alakú, akkor
4/ n felírható három természetes szám reciprokának az összegeként .

M egj egyzés: Erdős és Straus egy nevezetes, máig bizonyítat lan sejtése
ezerint minden n pozití v egész rendelkezik a fenti tulaj dons ággal.

7.3.6 Bizonyítsuk be, hogy minden pozitív racionális szám végtelen sok­
féleképp en áll elő véges sok kül önb öz ö pozitiv egész recip rokának az
összegeként .

Megjegyzés: A pozitív egészek reciprokait . azaz az 1 szémlálójú (és
pozitív nevezöj ü) törteket egyiptomi törtek nek nevezzük , mert az
ókori Egyiptomban a racionális számokat általában ilyen törtek ősze­

geként írták fel.

7.3.7 Van-e olyan negyedik hatvány, amely d-gyel nagyobb egy ötödik hat­
ványnál?

M 7.3.8 Adj uk meg az alábbi egyenletrendszer összes olyan megoldását , ahol
X , y , s és t racio ná lis számok:

7.3.9 Bizonyít suk be, hogy 99 egymás t követő négyzetszám összege nem
lehet teljes hatvány.
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M 7.3.10 Adj uk meg az összes olyan egész számot , amelynek a köbe el őáll nyolc
szomszédos egész szám kőbenek az összegekent.

-7.3.11 Bizonyítsuk be, hogy 6 egymást követő természetes szám nem oszt­
ha tó két (d iszjunkt) csoportra úgy, hogy az egyik csoport elemeinek a
szorzata megegyeeze k a másik csoport elemeinek a szoraatával. Iga­
zoljuk ugyanezt az állítast 6 helyet t lO6-ra is.

7.3.12 Adott m pozitiv egószhez adj uk meg az összes olyan n ,x,y poziti v
egész t , amelyre

(n,m) = I és (x ' + y')m = (xy)".

7.3.13 Oldjuk meg a következő diofantikus egyenlet eket :

a ) xy + 3x + 5y = 7;
b) x' - 2y' + 363, ' = 77;
c) 2x 2 + 3y2 = Z2;

d) x 2 - 230y2 = 7z2;
"e) xS + 3ys = 5zs;
f ) (x' - 2)(x' + 7) = ,3;

M ' g) x' -2y' = l ;
M h) x' = y' (x és y pozitiv egesz];
M -i) 2~-ys= 3 1.

7.3.14 Milyen alapú számrendszerekben igaz, hogy az alábbi alak ú számok
négyzetszámok?

a) ll l ; ' h) 11111; c) 111111.
(A "kimaradt" Ll H -re vonatkozóan lásd a 7.7.7 felad atot .)

7.4 . Gauss-egészek

A 7.3.1 T ételbe n pontos választ adtunk arra, mely pozitiv egészek állnak elő

és hányféleképpen két négyzet szám különbs égeként . Most az t a rokon kérdést
vetj ük fel, hogy mi a helyzet különbség helyet t összegre, azaz mely pozitiv
egészek állnak elő és hányféleképpen két négyzetszám összegeként .

Az x2 - y2 = n diofanti kus egyenlet megoldásánál a bal oldal szorzattá
bontása volt a kulcslépés . Az x2 + y2 = n esetben ilyen saorzatté bontás az
egész (vagy akár valós) számok keretén bel ül marad va nem létezik, azonban a
komplex számok körében már igen: (x + yi )(x - vi) = n . Ezér t Igére tesnek
tűnik az olyan a + bi komplex számok számelméletének a ki építése , ahol a és
b egész számok. Az ilyen kom plex számokat nevezzük Gauss-egészeknek.
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Az egész számok mint ájára a Gau ss-egészek körében is definiáljuk a meg­
felelő számelmélet i fogalmakat (oszt hatóság, egység, legnagyobb közös oszt ó,
felbonthatatlan, prím), majd megmu tatjuk, hogy a Gauss-egészekre is érvé­
nyes a számelmélet alaptétele, ezután pedig az összes Gau ss-felb onthatatlan
"át tekintése" követ kezik. Mindezek birtokában a következő pontban visszaté­
rünk majd a kiindulási problém ánkra, az x2 + y2 = n diofan tik us egyenlet re.

7.4.1 D efiníció I D 7.4.1 I
Gauss-egészeknek azokat az a = a +bi komplex számokat nevezzük , ahol

a és b egész szám. •

Az egyértelmű megkülönböz tet és érdekéb en ebbe n a pontban az egész
számokat la t in betűkkel , m íg a Gauss-egészeket görög betűkkel jelölj ük.

A Gauss-egészek a komplex számok összeadására és szorzására komrnu­
tatív , egységelcmes, nullosat ómentes gyűrűt alkot nak.

A Gauss-egészek számelmélet i vizsgálatáná l kulcsszerepet játszik a norma
fogalma:

7.4 .2 D efiníció I D 7.4 .2 I
Az a = a + bi Gauss-egész normájának nevezzük és N(a)-val jelölj ük az

a abszolút ér tékének n égyzetet :

N(a ) ~ lal' = aa = a' + b'. '"

A Gau ss-egészek definíciój áb ól és a komplex számok abszolút ér tékének
t ulajdonságaibó l azonnal adódnak az alábbi egyszerű, de fontos állítások:

7.4.3 T étel

Tetszőleges a , (3 Gauss-egészek eseten

(i) N (a) nemnegativ egész szám;

(ii) N (a) = O <=> a = O;

(iii) N (a{3) ~ N(a )N ({3). '"

I T 7.4.3

A Gauss-egészek számelméletének ki épít és éhez az egész számokra az 1. fe­
jezetben látot t ut a t követjük: a fogalmak definiálása és a számelmélet alap­
té telének bizonyítása az ottani mintára tö rténik. Egyedül a maradékos oszt ás
té telének a Gauss-egészekre vonatkozó megfelelője (7.4.8 T étel) mutat komo­
lyabb formai elté rést, ettől eltek intve szinte .Jemásoljuk" az egész számoknál
szereplö fel épít ést .
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7.4.4 D efinlció I D 7.4 .4 I
A {3 Gauss-egészt az o' Gauss-egész oszlójának nevezzük , ha létezik olyan

I Gauss-egész, amely re o' = fYy. ...

Akárcsak az egész szá moknál, ugyanezt jelenti az ,,0 osztható j9-val", il­
Ietve az ,,0 többszöröse a p-nak" kifejezés is, és a Gauss-egészeknél is a f3 I o'

jelölést használjuk.
c<

A P #=- O eset ben {3 I o' pontosan akkor teljesül, ha az {j komp lex szám

Gauss-egész.

P éldák

2 + i 17+ i,

4+il4- i,

mert

mer t

7+ i 3 .
2 + i = - lj

4 - i 15 8 .
4+ i = 17 -17"

A Gauss-egészek és az egész számok számelmélete között fontos híd az
alábbi (egyirányú) kapcsolat:

7.4 .5 T étel I T 7.4.5 I
Ha lJ I o: (a Gauss-egészek körében), akkor N ({3) IN (c< ) (az egész számok

körében ). ..

Bizonyítás: Az állítás a 7.4.4 Ocfiníci6ból és a 7.4.3j (iii) Tételb ől következik.

•
A 7.4.5 T étel megford ítása nem igaz , amint azt a téte l fölöt t megadott

második példa is mutatja.

7.4.6 D efi níció D 7.4 .6
Az c Gauss-egész egység, ha minden Gauss-egésznek osatója. ...

Az egységek sokféle ekvivalens jel lemzésér ől szól a következő tétel:
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7.4 .7 Tétel
Egy é Gauss-egészre az alábbi feltetelek ekvivalensek:

(i) e egys ég.

(ii) , I l.
(iii) N (, ) = l.
(iv) é = l , - 1, i vagy - i. "
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T 7.4 .7 I

Bizonyít ás: (i) ==:} (ii): Ha é minden Gauss-egésznek oss t ója, akkor speciállsan
az l -nek is osztója.

(ii) ==:} (iH): A 7.4.5 T ételb61 következik.

(iii) ==:} (iv) : A N (a +hi) = a2 + b2 = l egyenlőség egész a, b mellett csak
a = ± l,b = 0, illetve a = O, b = ± l ese t én teljesülhet.

(iv) ==:} (i ): Bármely o Gauss-cgészre

0 = 10 = (-1)(-0) = i (-io ) = (-i)(io). •

Most rátérünk a maradékos osztás Gauss-egészekbeli mcgfelelöj ére:

7.4.8 T éte l I T 7.4. 8
Tetsz6leges o és 13 f °Gauss-egészekhez léteznek olyan l és g Gauss­

egészek, melyekre

o = /Yy+e és N (e) < N (f3) . ... (I)

Bizonyítá s: Az (l) feltétel ekvivalens

o e
- - ~ = -13 13

és lel < 1131, azaz I~I < l

teljesü l ésével. Ez azt jelenti , hogy olyan l Gauss-egészt kell keresn i, amelyre

(2)

A Gauss-egészek a komplex számsíkon a szekésos egységnyi oldal ú négy­
zet rács pontjait alkotják. A (2) feltétel így átfogalmazható arra, hogy a síkon
az o/p-nak megfelel ö (rac ionális koordinát áj ú) pont a l rácspomt ól l-nél ki­
sebb távolságra esik, azaz benne van a "'( körül raj zolt egységkér belsejében .
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Tekint sü nk egy olyan rácsn égyzetet. amely az af{3 pontot (a belsejében
vagy a határán) tartalmazza (akkor létezik több ilyen rácsn égyzet . ha a f{3-nak
legalább az egyik koord inátája egész szám). A rácsnégyzet két áte llenes csúcsa
köré rajzo ljunk egy-egyegységkört ; ezeknek a köröknek a belseje a két más ik
csúcs kivételével az egész négyzetet lefedl . Ez azt jelent i, hogy a sík bármely
pontj ához található tőle l -nél kisebb távolságra l evő rácspont , vagyis bármely
o.j ,B· hoz található legalább egy megfelelő "(.

Ezután fl értéke a (! = o: - {J, összefűggesb öl adódik. •

M egjegyzések : 1. A bizonyít ásb ól az is leolvasható , hogy a 'y hányad os és a {}
maradék általában nem egyértelmű. Az egyértelműség csak akkor teljesül, ha
alP maga is rácspont , azaz P Ia (ekkor a maradék O). Minden más eset ben,
alp elhelyezked é set ő l függően 2, 3 vagy 4 megfelelő " [J pár létezik.

2. A bizonyítás egyúttal algoritmust is ad 't és [J megkeresésére: az alP­
hoz legközelebbi rácspontot érdemes -j-na k választani. Ez geomet r iamentesen
is megfogalmazható: Ha alP= r+ si, akkor legyen , = u +vi, ahol u, illetve
v az r , illetve s (racionális) számhoz legközelebb eső egész szám. Ekkor

I" I' (1) ' (1) ' l{j - 'y = (r - ul' + (s - v )' ::; 2 + 2 = 2 .

A Gauss-egészekn él a legnagyobb közös osztó fogalmát eleve a kitüntet et t
közös osztó mínt áj ára értelmezzük: olyan köaös osztó, amely minden közös
osztónak többszöröse.

7.4.9 Definfció
Az a és p Gauss-egészek legnagyobb közös osz t6ja Ó, ha
(i) J Ie , J I fl; és

(ii) ha egy -v-ra , Ia, ,l P teljesül, akkor , l ó. ..

I D 7.4 .9 I

Most is feltesszük , hogy a és p közül legalább az egyik nem nulla .
A legnagyobb közös oszt ó létezése az 1.3.3 Tétel bizonyitásához hasonlóan

az euklideszi algorit musból következik (az eljárás a Gauss-egészeknél is véges
sok lépésben befejeződik , hiszen a maradékok normái nemnegatfv egészek és
szigorúan csökkenő sorozatot alkotna k). Az euklideszi algor itmus a legnagyobb
közös osztó gyakorla ti meghatározására is alkalmas.

A legnagyobb közös osztó egys égszeres t öl eltekintve egyértelmű, azaz ha
ó az a és p Gauss-egészek egyik legnagyobb közöe oszt ója, akkor az összes
legnagyobb közös oszt6t a ó egys égezeresel adják. (Ez a legnagyobb közös
osztó defin ící őj éb ól következik.)
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Mindezek alapján bármely két Gauss-egésznek (amelyek közül legalább
az egyik nem nulla) pontosan négy legnagyobb közös oszt ője van. Mivel ezek
oszthatósági szempontból te ljesen egyformán vlselkednek, valamint egyikük
előtérbe helyezését sem támasztja alá olyan term észetes kiválasatési elv , mint
az egész számoknál a pozitivitás , ezért közöttük semmilyen form áben nem
teszünk különbséget, és az (o,P) jelölés közülük akármelyiket jelentheti .

A legnagyobb közös osztóra vonatkozó, az 1.3 pontban szereplö további
tételek és definíci6k megfelelő i a Gauss-egészek körében is ugyanúgy érvénye­
sek.

Most a Gauss-felb onthata tl an és a Gauss-prim fogalm át definiáljuk az
1.4.1, illetve 1.4.2 Definfciók mintájára.

7.4.10 Defl n íci ö I D 7.4.10 I
A 11" egységt ől (és null ét öl) k ülönb özö Gauss-egészt Gauss·felbonthatat·

lannak nevezzük, ha csak úgy bontható fel két Gauss-egész szorzatára, hogy
valamelyik t ényez ő egység. Azaz

11" = a {3 ::=} a vagy {3 egység. •

7.4.11 Defin fció I D 7.4.11 I
A 11" egys égt ő l és nullától kü lönböe ö Gauss-egészt Gauss-prim nek nevez­

zük, ha csak úgy lehet oszt ója két Gauss-egész szorzatá nak, ha legaláb b az
egyik t ényez őnek oszt ója. Azaz

" I a lJ ==> " Ia vagy " I il· .,.

A Gauss-egészek körében is érvényes az 1.4.3 Tétel megfelelője, és az arra
adott bizonyítás is szó szerint á tvihet ő :

7.4 .12 Tétel I T 7.4.12 I
Egy Gauss-egész pontosan ak kor Gauss-pr fm, ha Gauss-felbonth atat lan ..,.
A továbbiakban ennek megfelelöen általában a Gauss-felbonthat atlan he­

lyet t is a (rövide bb) Gauss-prím elnevezést fogjuk használni.
Most már minden készen áll az 1.5.1 Tétel megfelel őj ének a kimondásához

és bizonyításához:
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7.4.13 T étel (A szá melméle t a laptétele ) I T 7.4.13 I
Minden , a ()..t61 és egységekt ől különböző Gauss-egész felbontha tó véges

sok Gauss-felbont hatatlan szorzatára, és ez a felbont ás a tényezők sorrendjétől

és egységszeresektö l eltekint ve egyérte lmű. "

Bizonyítás: Az egyértelműségrc az egész számoknál adott első bizonyft ás szó
szerint átv ihető a Gauss-egészekre is (a második b izonyítás megfelelöj ére nézve
lásd a 7.4.11 feladatot).

A felbonthatóság bizony írás éhoz is lényegében az egész számokná l sze­
rep lö gondolatmenete t alkalmazhatjuk, azzal a két apró módosftással, hogy
"a legkisebb pozitiv nemtriviális oszt őja" helyet t "a (kármelyik) legkisebb nor­
májú nemt riviális osztója", illet ve la i l helyett N (a·d veend ö. A részletek vé­
giggondolását az Olvasóra bízzuk. •

Megjegyzés : Összefoglalva megállap íthatjuk, hogy az egész számok n ál és a
Gauss-egészeknél szinte azonos módon jutottunk el a sz ámelmelet alapt éte­
Iéhez. A felb ontha t ós ég bizonyitása mindkét sz ámkörben közvetlenül történt
(hasonló gondolatmenettel) , az egyértelml1ség bizo nyítésahoz vezet ő út lépései
pedig a következők voltak:

Maradékos osztás => létezik legnagyobb közös osztó (a "kit üntetett" ér­
telemben) => minden felbonthatatlan egyben prím is => a számelmélet alap­
tételének az cgyér telmüségi része.

Később megmutatjuk, hogy a {megfelelő értelemben vett) maradékos osz­
tás elvégeahetöségéböl mindig következik a sz ámelm élet alaptétele, de ez for­
dítva nem igaz (lásd a 11.3 pontot ).

A továbbiakban célunk az összes Gauss-prím jellemzése , át tekintése. En­
nek elökésa ítesek ént kapcsolatot keresünk a Oauss-pr ímek és a (Z-beli) pr ím­
sz ámok között:

7.4 .14 T é t e l I T 7.4.14 I
(i) Minden 71" Gauss-prfmhez pontosan egy olyan p pozitív prfmszAm létezik,

amelyre 71" I p .

(ii) Minden p pozitív pr fmszAm vagy maga is Gauss-prfm, vagy ped ig ponto­
san két Gauss-prímnek a szorzata, amelyek normája p, és amelyek egymás
konjugáltjai. "
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Bizonyítás: (i) Mivel 71" t:- O és 11" nem egység, ezért N (7I" } > 1, és így N (7I" }
felbontható pozitív primszámok szorzatára: N (1I" } = PIP2 .. ' Pr ' Ekkor

• I.if = N(.) = PIP2 . .. p"

továbbá 71" Gauss-prim, tehát 11" szükségképpen osztója valamelyik Pi-nek is.
Az egyé rtelműség igazolásához tegyük fel ind irekt , hogy p t:- q olyan po­

zitiv prtmseámok, amelyekre 71" I p és 11" I q. Mivel p és q (az egész számok
körében) rela t ív prtmek, ezért alkalmas u és u egész szá mokkal 1 = pu + qu
te ljesü l. Ekkor 71" I p és 11" I q miatt 71" I pu + qu, azaz p I 1 is fennáll, am i
ellent mondás.

(H) Ha a p > Oprfmsaám nem Gauss-prím, akkor (a szám elmélet alapté­
te le szcrint) felírha tó legaláb b két Gauss-prim szoraatakönt :

ahol (3)

A norm ékra áttérve , (3}-ból

p' = N(P) = N (.,) . . . N (• • ) (4)

következik. Mivel z, nem egység, ezért N (7I". ) > 1. A p2 azonban csak egyfé­
leképpen bontható l- nél nagyobb egész számok szorza tára: p2 = p . p. Ebből
kővetkceik , hogy (4), és így (3) jobb olda lán is csak két tényező szerepelhet:

ahol

Végül a
p = N (7I"d = 11"111" 1

egyenlöségekből kapjuk, hogy 71"2 = 11"1 • •

És most lássuk a Oauss-prtmek "listájAt":

7.4 .15 Tétel I T 7.4 .15 I
Az alábbi Gauss-egészek adj ák az összes Gauss-pr tmct (E tetsz ölegos egy­

séget jelöl):

(A) « l + i );

(D) eq, ahol q pozitiv 4k - l alakú pr ímszám;

(C) 71" , ahol N(1I") egy pozitiv 4k + 1 alak ú prtmsaám; minden ilyen prímszám­
hoz egységszerestö l eltekintve két Gauss-prfm tartoz ik, amelyek egymás
konjugáltjai, de nem egymás egységszeresei. "
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P éldák
A - 1 + i = i( l + i) és - 7i Gauss-prfmek.
Szintén Gauss-prím a 2-5i , rnert (2 - 5i )(2+ 5i ) = 29, és a29 cgy4k + l

alakú pozitív prímszám.
A 2 + 5i is Gauss-prim, amely nem egys ógszercse a 2 - Si -nek.
A 29 = (5 - 2i )(5 + 2i) felbont ás tényezői viszont (a számelmélet alap-­

téte le szerint) már csak -az előzők egységszeresei lehetnek, és valóban 5 - 2i =
~ (-i)(2 + 5i ), illetve 5 + 2i ~ i(2 - 5i).

Nem Gauss-pr ím a - 37, mert a 37 (ugyan prímszám, de) nem 4k - l
a lakú.

A 9 + 2i sem Gauss-prim, mert (9 + 2i)(9 - 2i ) = 85 nem prímszám.

Bizonyítás: A 7.4.14 Tétel szerint az összes Gauss-primet a pozitív prím­
számoknak a Gauss-prű nek szorzat ára történő felbontásaiból kapha tjuk meg.
Más és más tl pusú felbontást kap unk attól függöen , hogy ez a pozi tív prímszám
(A) a 2; (B) 4k - 1 alakú; illetve (C) 4k + 1 alakú.

(A) Mivel 2 = (1 + i) (l - i) = (- i )(! + i)2, ezért a 2-nek egységszerestől

eltekintve egyetle n Gauss-prím oszt6ja van, az 1 + i .

(D) Legyen q pozitív 4k - 1 alakú prímszám. Tegyük fel indirekt , hogy q
nem Gauss-p rím. Ekkor a 7.4.14 Tétel (ii) állítása ezerint van olyan 11" = a +bi
Cau ss-pr tm, amelyre q = N (1r) = a2 + b2 . Ez azonban lehetet len , mert két
négyzetszám összege nem lehet 4k - 1 alakú.

(C ) Legyen p pozitív 4k + l a lakú prímszám . Először azt igazoljuk, hogy
p nem Gauss-prím.

A 4.1.4 Tétel szer int az x 2 == - 1 (mod p) kongruencia megoldható, azaz
léte zik olyan c egész szám, amelyre p Ic2 + 1. Ennek megfelel öen a p a Gauss­
egészek körében osztója a (c + i)(c - i) szorzatnak. Ugyanakkor

c ±i c l .
-- = - ±-t

p P P

nem Gauss-egészek (mert például a képzetes részük nem egész szám), tehá t
a c + i és c - i t ényez ök egyike sem oszt ható p-vel. E bb öl (a Causs-p rtm
defínícíója szerint) következik, hogy a p nem Causs-prtm.

A 7.4.14 Tét el alapján ekkor p = 7I"1T, aho l 71" és 1i' Gauss-p rímek . A szám­
elmélet alaptétele szerint a p-nek egységszeresektöl elteki nt ve ez az egyet len
felbontása Gauss-primek szoraatára, így már csak azt kell igazolnunk, hogy
tr # é1T, aho l é egység. Ez egyszerű számolással adódik a tr = a + bi alakból
az é = l , - l, i és - i esetek végigpróbálásával (valam int követ kezik a 7.4.3
feladatból is) . •
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Fe ladatok (o,{3,a + bi stb. végig Gauss-egészt jelölnek.)

7.4.1 Mely Gauss-egészek osztha tók l + i-vel?

7.4 .2 Igazoljuk az alábbi éll ü ásckat:

a) 7 Ia <=> 'I Io;
b) (o,'I) ~ (a ,7);

c) o' Gauss-prím <=? a Gauss-prtrn.

7.4.3 Legyen o' = a + bio Mutassuk meg, hogy

a la <=> lal ~ Ibi vagy ab ~ O.
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7.4.4 Ha a és b t- O két egész szám, akkor a b l a oszt hatőségn á l , il­
letve az (a, b) legnagyobb közös osztónál tulajdonképpen meg kellene
mondan i, hogy a-t és bot most egész számoknak vagy pedig Gauss­
egészeknek tekintjük. Bizonyítsuk be, hogy ez a megkülönböztet és
fólösleges:

a) b Ia pon tosan akkor igaz a Gauss-egészek körében, ha Z· ben igaz;
b) az a és b számok Z-bcli lcgnagyobb k őz ős osztója (egységszerest6 l el·

tekintve) megegyezik a Gauss-egészek kör ében vctt legnagyobb közös
oszt óval.

7.4.5 Melyek igazak az alábbi állítások közül?

al (N (a ), N(lll) = l ==> (a,ll) = l.

b) (a ,il) = l ==> (N(a), N(Il)) = l.

c) (a,lll = (0 , 11) ~ l ==> (N(al ,N(Il)) = l.

7.4.6 Szémítsuk ki cl és (3 legnagyobb közös osztóját , ahol

al a ~ 8 + i és II = II - 3i ;

b) a =39(1 - i )3 és II =62(2 + i )3;

c) a =(4 +i)IO+(2 + i)" és 11 = (4 +i)IO_ (2+i)" .

7.4.7 Legyen cl = a + bio
a) Melyek igazak az alábbi állítások közül?

(al) (a, o) ~ l ==> (a,b) = l.
(a2) (a , bl = l ==> (a,o) ~ l.

b) Milyen kapcsolatban áll egymással általában (a ,ol és (a, b)?

7.4.8 Nevezzük az o és {3 Gauss-egészeket barátoknak , ha relat ív primek,
és egy ("közönséges") egész szám pontosan akkor többszöröse o -nak ,
amikor {3· nak.
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a) Bizonyítsuk be, hogy a + bi-nek akkor és csak ak kor létezik barátja ,
ha (a,b) = l és a ~ b (mod 2).

b) Hány barátja van a + bi-nek ebben az esetbe n?

7.4.9 Bonts uk fel a 270 + 261Di Gauss-egészt Gauss-prnnek szorzatára.

7.4.10 Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Ha ct' Gauss-prím, akkor N (n) pr ímszám .
b ) Ha N(a) pr ímszám, akkor CI:' Gauss-prím.
c) Ha a egy Gauss-egész köbe, akkor N(a) egy nemnegatív egész szám

köbe.
d) Ha N(a) egy nemnegat ív egész szám kőbe, akkor o: egy Gau ss-egész

köbe.
e) Ha a Ia, akkor N (n) négyzetszám vagy egy négyzetszám két szerese.
f) Ha N(a) négyzetszám vagy egy négyzetszám kétszerese, akkor ct' Ia.

*7.4.11 Bizonyítsuk be a szám elmélet alaptételének egy értelm üségi részét az
1.5.1 T ételben látott második bizonyítás mint áj ára.

7 .5. Számok el őáll ít ása négyzetösszegként

Ebben a pontban azt vizsgáljuk meg, hogy mely pozitív egészek állnak el ö
két , három, illetve négy négyzetszám összegeként { ősszcadand ó k ént a O-t is
megengedve).

7.5 .1 T étel (K ét-négy ze tszám-tétel)
Legyen az n poz itív egész kanon ikus alakja

I T 7.5.1 I

(l)

ahol a Pj.I prímek 4k + 1, a qll prímek 4k - 1 alakúak, és a szerep lö a , {3j.1, I V
kitev ők nemnegatív egészek.

Az
(2)

diofantikus egyenlet akkor és csak akkor oldha tó meg, ha minden III páros, és
ebben az esetben a megoldássz árn
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A 7.3.1 T ételhez hason lóan , a csak az előjelben elt é r ő megoldásokat is
külön megoldásoknak tekintjük. Ebb 61 most is könnyen megkaphatj uk a "lé­
nyegesen k űl ö nb ö zö" megoldások sz ám át , lásd a 7.5.1 felad atot .

P élda : Legyen n = 4050. A 4050 kanonikus alakja 2 . 34 . 52. Itt a 3 kitev öje
páros, t ehát van megoldás. és a megoldásszám az 5 kitevőjéből4(2 + 1) = 12.
A megoldások:

40S0 = (±4S)' + (±4S)' ~ (±9)' + (±63)' = (±63)' + (±9)' .

Bizonyítás : Az x 2 + y2 = n egyenlet átí rha tó az

(x + yi)(x - yi ) ~ n (3)

alakba . Ennek megfelelöen azt kell megállapítan i, hogy mely n-ek és hany­
féleképpen Irhat ök fel két olyan Gauss-egész szorzataként, amelyek egymás
konju gáltjai.

Ehhez először meghatározzuk az n "kanonikus alakját" a Gauss-egészek
körében . Ezen olyan

el6állítást értünk, ahol a szerepl ő {Jj Gauss-prfmek közül semelyik kettő sem
egységszerese egymásnak és é egység. Például a 4 kanonikus alakja (-1)(1+i)4
vagy (-1 )( - 1 + i)4 st b. (A "külön" egységtényezőre az egész számok köré­
ben is szükség lehet, ha a kanonikus alakot a negatív egészekre is ki akarjuk
terjeszteni : például - 9 csak (_ 1)32 vagy (- 1)( - 3)2 alakban írható fel ily
rn ódon.)

A 7.4.15 Tétel alapján az n (egyik) kanonikus alakja a Gauss-egészek
körében

(4)

ahol 1TJJ 1TJJ = Pw (A (4) jobb oldalán szerepl ő Gauss-prrmek köaül semelyik
ket tő sem egys égezerese egymásnak.)

Mivel x + yi In, ezért (a számelmélet alapt éte le szer int ) x + yi kanonikus
alakja

(S)

ahol é egység és minden Gauss-prím kitevöje legfeljebb akkora, mint (4). ben.
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Az (5) egyenlőség konj ugálás éval és 1 - i = (-iH l + i) felhasználásával
x - Vi-ra az alábbi kanonikus alakot kapjuk:

(6)

A számelmélet alaptétele szerint (3) pont osan akkor teljesül , ha (4)-hen min­
den Gauss-prím kitevője megegyezik az (5)- és (6)-beli megfelel ő ki tev ők össze­
gével, továbbá a (4)-beli "külön" egységtényező egyenlő az (5)- és (6)-b eli ilyen
egységtényezők szorzatával.

Ez az alábbi egyenlőségek teljesülését jelenti:

l + i kitevöje: 20:' = ci + ci (7a)

1f J< kitevője : {JI' = {3~ + {3~ (7b)

'TrJA kitevője : {JI< = f3~ + f3~ (7c)

qv kit cv6je : '+ r (7d)I II = 1" I v

(- i )" = , g(_i )"
,

(7e)egység :

A (7a) egyenlőséghól kapjuk, hogy ci = Ct, és ekkor (7e) is automatikusan
teljesül tetsz őleges E eseten. A (7b) és (7c) ugyanazt jelentik , és pontosan akkor
állnak fenn , ha

f3~= O, l , . . . , f3/J és f3~ =f3/J-~ ' IJ. =1,2, .. . , r.

Végül (7d) akkor és csak akkor el églthet ö ki, ha I V páros , és ekkor I~ = lv /2 .
A fentíekb öl következik , hogy (2) akkor és csak akkor oldható meg, ha

mindegyik I V páros.
A megoldásszam azoknak a lehet ős é geknek a száma, ahányféleképpen az

e, a', f3~ , /3~ és I~ értékek megválaszthatók. A felsorolt ötféle "ismere tlen"
választására egymás tó l függetlenül rendre 4, l , /31' + l , l , l lehet ős ég van, igy
(2) megoldásszáma ezek szorzata, azaz 4n:=l(/31' + l) . •

7 .5.2 T étel (Három-négyzetszám-tétel) I T 7. 5.2 I
Az n pozitiv egész akko r és csak akkor nem áll e16 három négyzetszám

összegeként, ha

alakú. ..

n ~ 4' (8m + 7) (8)
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Bizonyítás: Az állításnak csak azt a könnyebb en adódó részét igazoljuk , hogy
a (Sj-belí számok nem állnak elei három négyzetszám összegeként , a másik
irány igazolása jó val nehezebb .

A k szerint i teljes indukcióval b izonyítunk.
A k = Oesetben azt kell megmu tatni , hogy a 8m + 7 alakú számok nem

írhatók fel három négyzetszám összegeként. Ez abból következik, hogy egy
négyzet szám O, l vagy 4 maradékot ad 8-cal oszt va, és három ilyen maradék
összegeként sohasem kapha tunk 7 maradékot .

Tegyük most fel, hogy az állí tás valamely k-ra igaz, és lássuk be, hogy
ekkor k + l -re is teljesül. Indirekt feltesszük, hogy léteznek olyan a, b és e
egész számok, amelyekre

(9)

A (9) bal oldala osztható 4-gyel. Egy négyzet szám é-gyel osztva O-t vagy
l-e t ad marad ékul, at tó l fű ggöen, hogy páros, illetve páratlan számot emeltünk
négyzet re. Ezér t a jobb oldal csak úgy lehet osztható 4-gyel, ha. a, b és e
mindegyike páros, tehát a/2, b/2 és e/2 egész számok. így (9)-et 4-gyel elosztva.

4'(8m+ 7) = G) ' + ( ~)' + m'
adódik, ami ellentmond az indukciós feltevésnek. _

7.5.3 T ét el (Négy-négyzetszám-tétel) I T 7.5. 3
Minden pozitív egész felírh ató négy négyzetszám összegeként . ..

Bizoriyít ás: Szükségünk lesz az alábbi két segédtéte lre:

7.5 .4 Lem ma I L 7.5.4 I
Ha két szám felírh ató négy négyzet szám összegeként , akkor a szorzatuk

is, nevezetesen

(ai + a~ + a~ + a~)(bi + b~ + b~ + b~ ) =

= (albl + a2b2 + U3 b3 + a4b4)2 + (ulb2 - U2 bl + a3b4 - U4b3)2 + (lD)

+ (u1b3 - U3bl - a2b4 + U4b2)2 + (u1b4 - a4bl + U2 b3 - U3 b2)2 . ....
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1 + x2 + y2 :=: O (modp)

L 7.5.5 I

(11)

kongruenci a bármely p primre megoldható. •

A 7.5.4 Lemma bizonyítása: A (10 ) azonosság egyszerű számo lással ellen ör lz­
het ö. _

Megjegyezzük , hogy (10) "természetes" módon adódik a kva terniók fel­
használásával: ha az o: és f3 kvaterni ók

és

akkor (10) éppen a (kvate rnió)normákra vonatkozó N (a)N({3) = N ({Xi ) azo­
nosság kifejtett alakja. (Természetesen N(a )N ({3) = N(a{3) is alkalmas lett
volna a 7.5.4 Lemma "szöveges" részének az ígazolésára, azonban ekkor (10)
helyett egy másik azonosságot kap tunk volna , ugyan akkor a 7.5.3 Tétel bizo­
nyításában magára a (lD) képlétre is szü kségűnk lesz.)

A 7.5.5 Lemma bizonyítása: Az állítás P = 2-re nyilvánvaló.
Tegyük fel indirekt, hogy valamely p > 2 prfmre a (l l ) kongru encianak

nincs megoldása, azaz bármely x és y egész cseté n

x'jt - I -y' (mod p) . (12)

Ha x végigfut egy modulo p t eljes maradékrendszer elemein, akkor az
x 2 értékek a modulo p kvadratikus maradékokat és a O mar adékoszt ály egy
reprezentánsát adják. A 4.1.2 Tétel alapján így x 2-re

p - l+ l = P + l
2 2

páronként inkongruens értéket kapunk.
Ugyanez érvényes y2_re, és így - l - y2_re is. Ebből (12) alapján az

következik, hogy megadható 2 P~ 1 = p + 1 olyan szám, amelyek páronként
inkongruensek modulo p, ami nyilvánval ó ellent mondás. _

Megjegyezzük, hogy a 7.5.5 Lemma Chevalley tételéből (3.6.1 Tétel) , il­
let ve a 3.6.2 felad atb6l is könnyen levezethető (lásd a 7.5.19 feladatot ).
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Rat ér űnk a 7.5.3 Tét el bizonyítására. Nevezzünk a rövidség ked véért egy
pozitív egészt "szép"-nek, ha felírható négy négyzetszám összegeként .

Mível az 1 és a 2 nyilván szép, ezért a 7.5.4 Lemma alapján elég azt
megmutatni, hogy min den p > 2 prím is szép.

A p-nek létezik szép többszöröse, például a 4p2 . Vegyük a legkisebb po­
zitív m-et, amelyre m p szep, legyen

(13)

ésp lv

Azt kell igazolnunk, hogy m = 1. Meg fogjuk mutatni , hogy m > 1 esetén
létezik olyan ml> amelyre O < ml < m , és m lP is sz ép. Ez azonban ellentmond
m minímalités énak , és így valóban m = 1.

Először azt bizonyí tjuk be, hogy m < p , azaz a p-nek létezik p2_nél kiseb b
sz ép többszöröse. A 7.5.5 Lemma alapján a (11) kongr uencia megoldható, és
a modulo p legkisebb abszolút értékű maradékok rendszerét véve olyan x, y
megoldást kapunk, amelyre lxi < ~ és Iyl < ~ . Ekkor

O< v < 2 (~ ) 2 + 1< p2.

Most belátjuk, hogy m szü ks égk éppen páratlan. Ellenkező esetben (13)­
bó l követ kezik, hogy két-két a ... , mondjuk al és ca , illetve a3 és a4 azonos
pari tású. Ekkor

ami ellent mond m minimalitás ának .
A (13) egyenlőséget most mod ulo m fogjuk teki nte ni. Legyen bl , őa , b3 , b4

rendre az a l> a2 , a3, a4 számok mod ulo m szerint i legkisebb abszolút értékű

maradéka, azaz

b... == a... (rnod ml, v = 1,2, 3,4. (14)

Ekkor
b~ + b~ + b~ + b~ sa a~ + a~ + a~ + a~ == O (mod rn} ,

azaz alkalmas ml egésszel

(15)

teljesül. Megmutatjuk, hogy (15)-ben O< m l < m.
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Ha m l = 0, ak kor mindegyik b" = 0, azaz mindegyik a.. osztható m- mcl.
Ebből következik, hogy

ami l < m < p miatt lehetet len .
Az m l < m egyenlőtlenség az

tehát mi p,

4 (m-l )' (m)'mm} = L: b~ ::; 4 - 2- < 4"2 = m
2

11=1

összefü gg é sb ől követ kezik.
A (13) és (15) egycnlöségckct összeszorozva és (lO)-et felhasználva azt

kapjuk, hogy
m 2m lP = c~ + c~ + ci + c~ . (16)

ahol a Cll számok ( 1O)-ből olvashatók le.
Belátjuk. hogy mindegyik CI' osztha tó m-mel. Mivel b" == a " (mod rn},

ezért

és hasonlóan adódik az m-mcl való oszt hatóság a többi ev-re is.
Így (16)-ot m 2·tel eloszt va azt nyerjük, hogy m iP is felírható négy négy­

zetszám összegeként, ami O< ml < m miatt ellentmond m minimalitá.sának.

•
Megjegyzés: A bizonyítás során használt módszer az ún. végtelen leszállás egy ik
változata volt . Az elnevezés magyarázat a világosabbá válik a gondolat mene­
tünk alábbi át fogalmazásából: Ha maga a p nem sz ő p , akkor tekintve a p-nek
egy szép mp (pozitív) többszörösét , találunk egy másik sz ép mlP többszöröst.
ahol O < m l < m , majd ugyanígy ehhez is találunk egy seép m2P többször öst .
ahol O < rna < tni stb. Ez azt jelent i, hogy pozitív eg é szekből egy végte len,
saigerú an monoton fogyó sorozatot kapunk (vagyis a pozitív egészek körében
egy "végte len leszállást" haj tunk végre), ami nyilván lehetetlen.

A végtelen leszállás a pozitív egészekre nézve leginkább egy indirekt te ljes
indukciós bizonyításhoz hasonl ír. Az 1.5.1 Tételnél az egyér te lmúségi rész
második bizonyftása is t ulaj donképpen egy végtelen leszállás t takart.

A teljes indukcióval való rokonsága ellenére a végtelen leszál lás más el­
ven alapul: az ún . jólrendezési tulajdonságot használja fel, vagyis azt, hogy
bármely részhal maznak van minimál is eleme, tehát nem képezhet ő végtelen
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leszálló sorozat. így ha valam ilyen tu lajdonság ilyen végtelen leszállással örök­
lődik , akkor egy jólrendezett halmaz egyetlen eleme sem rendelkezhet ezzel a
tulajdonsággal.

Mivel a kiválasztási axiómá ból következ ik, hogy bármely halmaz jólren­
dezhet ö, ezért a végtelen leszállás a ha lmazok jóval szélesebb körében alkal­
maz ható, mint a te ljes indukció.

Feladatok

7.5.1 Hán y "lényegesen különböző módon" állít ható elő egy adott pozitív
egész két négyzetszám összegeként? (A 7.5.1 Téte l ut áni pé ldá ban
sze re pl ö 4050 kétféleképpen: 4050 = 452 + 452 = 92 + 632.)

7.5.2 Hány olyan Gauss-egész létezik, amelynek a nermája 98 OOO?

7.5.3 Melyik az a legnagyobb r, amelyre igaz, hogy végtelen sokszor előfor­

dul r egymást követő szám, amelyek mindegyike felírh ató két négy­
zetszám összegeként vagy különbségeként?

7.5.4 Adjunk új bizonyítást a 4.1.5 feladat állí táséra .

7.5.5 Mely n-ekre oldható meg és hány megoldása van az x 2 + 4y2 = n
diofantikus egyenletnek?

*7.5.6 Mely pozití v egészek Irhat ök fel és hányféleképpen két relatív prím
szám négyzetének az összegeként?

"7.5.7
a) Hány olyan (páronként nem egybevágó) derékszögű háromszög léte­

zik , amelynek az olda lai egész számok és az egyik oldal hossza k?
b) Mi a válasz akkor, ha még azt is feltesszük, hogy az olda lhosszak

relatív prímek?

7.5.8 Mutassuk meg, hogy az x 2 + y2 = n diofan t ikus egyenlet megol­
dásszáma 4d' (n ) - 4dll (n ), ahol d'(n) , illetve dll (n) az n pozitív egész
4k + l , illetve 4k - 1 alakú pozitív osztói nak a számát jelöli.

· 7.5.9 Átlagosan hányféleképp en írható fel egy pozitív egész két egész szám
négyzetének az összegeként? Más megfogalm azásban ez az

r( l ) + r (2) + .. .+ r (n )
n

középértékfüggvény viselkedését jelent i "nagy" n esetén , ahol r(n) az
x 2 + y2 = n diofan tikus egyenlet megoldássz áma.
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M *7.5.1O Oldjuk meg az x 2 + 4 = y3 diofantikus egyenle te t.

M* 7.5.ll Mely Gauss-egészek irhatók fel két Gauss-egész négyzetének az össze­
geként?

7.5.12 A 7.5.1 T étel bizonyítása során Gauss-egészekre is definiáltunk ka­
nonikus alakot , és láttuk, hogy egy Gauss-eg észnek több kanonikus
alakja is lehet. Mutassuk meg, hogy bármely, O-t ól és egységek tő l

különböző Gauss-egész kanonikus alakjainak a száma a d-nek pozitív
egész kitevös hatvanya. (Két kanonikus alakot azonosnak tekintünk,
ha csak a tényezők sorre ndjében térnek el, és természetesen kizár­
juk , hogy a kanonikus alakban egy Gauss-prim nulladik hatványon
forduljon elö.)

7.5.13 Melyek igazak az aláb bi állítások közül?
a) Ha két pozitív egész felírható két négyzets zám összegeként , akkor a

szersatuk is ilyen tulajdonságú.
b) Ha két pozitív egész szorzata felírható két négyzet szám összegeként ,

akkor k űlö n-k ü lö n a két tényező is ilyen tulajdonságú.
c) Ha két pozití v egész szorzata és az egyik tényező felírható két n égy­

zets zám összegeként , akkor a másik tényező is ilyen tulajdonságú.
d) Ha két pozitív egész felirh ató három négyzetszám összegeként , akkor

a szorzatuk is ilyen tulajdonságú.

*7.5.14 Mi a valószímIsége annak, hogy egy pozitív egész előáll három négy­
zetszám összegeként?

7.5.15 Melyik az a legkisebb r , amelyre igaz, hogy mi nden elég nagy pozitív
egész felírh ató legfeljebb r darab páratlan négyzet szám összegeként?

7.5.16 Vezessük le a h árom-n ógyzet szám-t ételb öl a négy-négyzetszám-tételt.

M 7.5.17 Mely pozitív egészek állnak e lő négy négyzetszám összegeként úgy,
hogy az összeadand ók közöt t van (legalább ) két azonos?

7.5.18 Megoldható-e az x 2 +9y2 +z 2 +w2 = 1011 +23 diofant ikus egyenlet?

7.5.19 Igazoljuk a 7.5.5 Lemmát Chevalley té te le (3.6.1 Tétel), illetve a 3.6.2
feladat felhasználásával.

7.5.20 A 7.5.1 T ételb ól következik, hogy minden 4k + 1 alakú pozitív prím
felírható két négyzetszám összegeként. Adjunk erre a tényre új bizo­
nyítás t a 7.5.3 Tételnél lát ott gondolatmenet alapján .

*7.5.21 A feladat célja a négy-négyzetszám-tétel egy másik bizonyitásának
a bemu tatása. Ennél is felhaszná ljuk a 7.5.4 és 7.5.5 Lcmmákat ,
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de a végtelen leszállás helyett az alábbi a} részben szereplö állí tás
segitségével kapjuk meg a p prímnek egy .,kicsi" szép többszörösét .

a} Thue-lemma. Két egész koordinátájú k-dimenziós vektor t akkor ne­
vezünk kongruensnek modulo egy p prímszám. ha a megfelel ő ko­
ordínátáik kongruensek modulo p . Legyen C tetsz őleges k x k-as
egész elemű m átrix és ut. .. . , u .... t' r, ... t Vk olyan pozitív egészek.
amelyekre

U I ••• UkV l ••• Vk > pk .

Ek kor léteznek olyan ;r = eJl' Qés ;r = eJegész elemű
vektorok. amelyekre

C;r";r (mo d p) és lXii < Ui . Izi! < Vit i = 1.2 •. . . , k.

b} Az a) rész (alkalmas k = 2 specialis esete) és a 7.5.5 Lemma segitsé­
gével mutassuk meg. hogy tetszőleges p primnek léteeik 4p-nél kisebb
szép pozitív többszöröse.

c} Végü l igazoljuk. hogy ha egy p > 3 prímre 2p vagy 3p sz ép, akkor p
IS az.

7.6 . A War ing-prob lémakör

A négyzetek után a magasabb hat ványok összegeként történő előállítással fog­
lalkozunk. Ebben a pontban k végig l-nél nagyobb pozitív egészt jelöl. és
k-adik hatványon nemnegatív egész számok k-ad ik ha tvanyát fogjuk ér teni.

War ing l77Q-ben azt állí tot ta , hogy .,minden szám felírható 4 négyzet­
szám. g köbsz ám , 19 negyed ik hatvány st b. összegeként". A nagyvonalúan
odavetet t .,st b ." szócska két súlyos problémát is takar. Egyrészt a 4. 9.1 9
szá mokr ól nemigen látszik valami jól folyt at ható szabá lyszcr üség, másrészt az
sem világos. hogy ez a számsor egyáltalán folytatha tó a végtelenségig. Ez
utóbbihoz a következőt kell megmutatn i: Bármely k-hoz létezik olyan. csak
a k-tól Iű gg ö r , hogy minden pozitív egész felirható r darab k-adik hat vány
összegeként. Ezt az álll tást el öszőr Hilbert igazolta 19ü9·ben .

Ma már (késöbb részletezendő minimális bizonytalans á gt ől eltekint ve)
t udj uk. hogyan folytatódik a War ing-féle számsor. Érdekes mödo n a 19 ne­
gyedik hatvány probl émája állt ellen legtovább az ost romnak. ennek helyessé­
gét csak 1986-ban sikerült bizonyítani.
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Mivel bármely szám k-adik hatványok összegeként történő elMllftásAt ki­
egészíthetjük tetszőleges számú Ok taggal, ezért a legkisebb olyan darabszámat
akarjuk meghatározni, hogy annyi k-adik ha tvány már minden pozitfv egész
el őá l lttésához elegendő legyen:

7.6.1 D efiníció I D 7.6.1 I
Legyen k > 1. Ekkor g(k) a legkisebb olyan r , hogy minden pozitfv egész

Ielírhet ő r darab nemnegatfv egész szám k-adik hatványának összegeként . "

P élda : 9 (2) = 4, ugyanis egyrészt a n égy-n égyzetszám-t étel ezer int minden
pozitfv egész négy n égyzetszám összege, más részt van olyan szám, például a
7, amelynek az el ő á ll tt ás á hoz három négyzetszám nem elegendő.

7.6.2 T ét e l

g (k) ~ 2'+lm'j - 2 . olo

T 7.6 .2 I

(l)

Bizonyítás : A g(k)-ra vonat kozó alsó becsléshez elég egyetle n olyan n pozitfv
egészt találni, amelynek az elöál lüáséhoz "sok" k-adik ha tványra van sz ű kség.

Legyen n a legnagyobb olyan t2k - l a lakú szám, amely kisebb, mint 3k •

Ekkor n felirásához csak (Ok ,) l k és 2k tagok állnak rend elkezésre, és ezekb ől

nyilván az
n = t2k - l = 2k+ ... + 2k + l k+ . .. + l k------........- ------........-

t - t dua.b 2" -t dua.b

elöállítés has ználja fel a legkevesebbet . Innen azt kapjuk , hogy

g(k) ~ 2' + t - 2.

így már csak azt kell igazolni, hogy t = l(~fJ. Ez abból követ kezik, hogy

(2)

továbbá t a (2)-t kiel égít ö legnegyobb egész szám.•

A g(k)-ra vonatkozó legfontosabb eredmény az , hogy (l)-ben általában
egyenlőség teljes ül: csak véges sok olyan k létezhet , amelyre g(k) nagyobb
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az (1) jobb oldalán megadot t ért éknél. Ez csak olyan k eset én követ kez­
het be, amikor (3/ 2)" (egy pontosan felírható egyenlöt lens éget kielégítve)
"abnormálisan" közel esik a fels ő eg észr ész éhez . A 200000-nél kisebb számok
között egyet lenegy scm teljesíti ezt a feltételt , és csaknem biztosra vehet ő ,

hogy nincsenek is ilyen kivételek, azaz minden k-ra

Ennek megfelelöen (1) jobb oldala jelent i a Waring-féle számsor folyt a­
tását (spec iálisan a k = 2, 3 és 4 eset ben rendre a 4, 9, illetve 19 értékeket
kapjuk).

A 7.6.2 T étel azt mutatj a, hogy egyes "kis" n-ek előál l ítasa igen sok
k-adik hatványt igényel. Ezért érdemes azt is megvizsgálni, hogy min imálisan
hány k-adik hatvány ssü ksöges minden elég nagy n felirásához:

7.6 .3 Defin lció I D 7.6.3 I
Legyen k > 1. Ekkor G(k ) a legkisebb olyan s, hogy minden elég nagy

pozitív egész felírható s darab nemnegat ív egész szám k-ad ik hatványának
összegeként. ..

P élda: G(2) = 4, ugyanis egyrészt nyilván G(2) ::; g(2) = 4, másrészt a
három-négyzetszám-t étel ezerint végtelen sok olyan szám létezik, amelynek az
e16állí tásához három négyzetszám nem elegendő .

Az alábbi táblázatban bemu tat juk a g(k) -ra és G(k)-ra vonatkozó ered­
ményeket néhány kis k esetén:

k 2 3 4 5 6 7 8

g(k ) 4 9 19 37 73 143 279

G(k ) 4 4- 7 16 6-18 9-28 8-45 32- 57

A táb lázat jól érzékelteti, hogy már kis k eseten is igen nagy a bizonyta­
lanság a G (k ) pontos ér tékét illetöen (például G(3)-nál a 4- 7 jelölés azt jelenti,
hogy G( 3)-ra csak a 4 ::; G(3) ::; 7 becslés ismert) . A G(k ) poutos ér tékét eddig
csak a k = 2 és 4 esetekben sikerült meghatározni.

Az viszont kiderült , hogy nagy k escten G (k ) értéke jóval kisebb g(k) -ná l:
például minden k > l-re fennáll G (k ) < 6k lag k. (A jelenlegi legjobb ered­
mény szcr lnt bármely e > O-hoz lét ezik olyan ko = koCel. hogy mínden k > ko
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esetén G(k) < (1 + <)k logk.) Igy az exponenciális nagységrendű g(k)-vaJ
szemben G(k) "csaknem" lineáris.

Az alábbiakban alsó becsléseket adunk G(k). ra.

7.6.4 T étel
Minden k > 1 esct én G(k ) 2:. k + 1. ...

I T 7.6.4 I

Bizonyítás: Tegyük fel indirekt , hogy valamely k· ra G(k ) S k. Ekkor létezik
olyan no. hogy minde n n 2: no egész szám felírható k darab k-ad ik hatvány
összegeként , azaz

•• •n =xI +x2 + ...+ x,. . (3)

Tekintsünk egy tetsz őleges M ("nagy") pozitiv egészt, és jelöljük J( A!)­
mel azoknak az n-e knek a számár, amelyekre

oS n S M, (4)

és n el őál l k darab k-ad ik hatvány összegeként. Az indirekt feltevés ezerint

I (M ) ~ M -no · (5)

Most felső becslést keresünk J (M )-re. A (4)-beli n-eket tekint ve, ezek (3)
el öéllítás éban csak olyan Xi számok szerepelhet nek, amelyekre

i = l ,2, ... , k.

Ez azt jelenti , hogy mind egy ik Xi értéke csak

0, l , ... , ltIMJ (5)

lehet .
Mindebb öl következik, hogy a O, l , . . . ,M egészek közül legfeljebb annyi

írható fel k darab k· ad ik hat vány összegeként , ahányféleképpe n az (5)· beli ele­
mek közül k darabot ki tudunk választani úgy, hogy egy elemet többször is
kiválaszt hat unk. és a kiválasztás sorrendjé re nem vagyunk tekintettel (ugyanis
(3)· ban az összeedend ók között lehetnek azonosak is, továbbá a tagok permu­
t élésa escten az összeg ugyanazt az n-et ál lítja e16).

Az ilyen t tpusú kiválasz tás az ism érléses kombináció, tehát a jelzett kívá­
lasztások száma az (5)· beli elemek k· adosz tályú ismétléses kombinációinak a

(
1 + l tlMJ +k- l )száma, azaz k .
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Mindezeket összefoglalva, azt igazolt uk, hogy

A, (5) és (6) egyenlőtlenségekből

M - « k+l@J)
n o - k •

követ kezik. írjuk be (1) jobb oldala helyett az

: ,(k + l@J)(k- l + l@J) .. . (I + l@])
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(6)

(7)

képletet , hagyj uk el az egészrész jeleket (ezzel (1) jobb oldalát nem csökken­
tettük), majd osszuk el mindkét oldalt M -mel oly módon, hogy az i + VM
tényezők mindegyikét W -mel osztjuk. Ekkor az

(8)

egyenlőtlenséghez j utunk. Ha M -+- 00, akkor (8) bal oldala l -hez, jobb oldala
ped ig l /k!-hoz tart, ami k > l miatt ellentmondás. _

Megjegyzés: A bizonyításb6l az is kiderül t , hogy "nagyon sok" olyan n van ,
amely nem írha t6 fel k darab k-adi k hat vány összegeként (például már

k = 5 eset én is a számok "legalább 5'~ l = ~~~ -ad része", azaz "több,

mint 99 százaléka" ilyen). Ugyanakkor a bizonyítás nem volt "konstruktív":
egyetlen "konkré t" n-ről sem mutatta ki, hogy n nem áll elő a kívánt alak ban.

Most megmutatj uk , hogy a 1.6.4 Tétel becslése például k = 6 ese t én
javítható:

7.6 .5 T étel I T 7.6.5 I
G(6) ~ 9. '"

Bizonyítás: Felhasználj uk. hogy bármely a egészre

a' ~ { I (mod 9), b. 31 a;
- O(mod 9), b. 3 Ia. (9)
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A 31 a eset az Euler- Fennat- tételből következik, a 3 I a eset ben ped ig a6

nemcsak 9-cel, hanem 36_nal is osztható.
A 7.6.5 T étel állItásához azt kell igazolnunk, hogy végtelen sok olyan n

létezik, amely nem írható Cel 8 darab hatodi k hatvány összegeként . Megmu­
tatjuk, hogy például az n = 27t + 9 alakú számok ilyenek.

Tegyük fel indirekt, hogy

n=x~+ ... +x~.

Tekintsük (lO)-et modu lo 9, ekkor (9) alapj án azt kapj uk, hogy

(10)

Ű =: Ul + " ' + US (mod 9), ahol Ui = 0 vagy l , i= 1,2, .. . , 8. (ll )

A (11) kongruencia nyilván csak úgy teljesül het , ha minden i-re Uj = O. Ez
azt jelent i, hogy mindcgyik Xi oszt ható 3-mal. Ekkor azonban (lO) alapján
36 In, ami ellent mondás . _

A G (k )-ra vonat kozó tovább i als6 becslések secrepe lnek a 7.6.2 felad a tban.

Feladat ok

7.6.1 Mutassuk meg, hogy G(200) ~ G (600).

'7.6.2
a) Igazoljuk a G(k)-ra vonatkozó alá bbi alsó becsléseket .

(a l) G(4) ~ 16; (02) G(8) ~ 32; (aJ) G(24) ~ 32;
(a4) G(l OO) ~ 125; (05) G(250) ~ 312.

hl Mely k értékekre általánoslthat ók az al -beli becs lések?

7.6.3 Legyen k > 1 tetsző leges . Bizonyítsuk be, hogy van olyan n pozitív
egész, amely legalább 1000 ("lényegesen") kiilönböz6 mödon felírható
k + 1 darab k-adik hatvány összegeként .

7.6.4
a) Igazoljuk az alábbi azonosságot (a1, 02, 0 3, a4 tetszőleges komplex

számok):

L ( ai + aj)4 + (lli - aj )4) = 6 (a~ + a~ + ai + a~ )2 .
19<j$4

b) Bizouyftsuk be, hogy 9 (4) ~ 53.
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7.G.5 Ha a számokat k-adik hatványok elójeles összegeként áll ítj uk e16,
akkor általában g(k) -nál , illetve G(k)-nál kevesebb számú tag is ele­
gend ö. Mutassuk meg, hogy k = 2 esetén a minimális darabszám 3,
ráad ásul az x 2 + y2 _ Z2 = n és x 2 - y2 _ Z 2 = n diofantikus egyen­
leteknek bár mely n pozitív egész eset én végte len sok megoldása van.

7.7. A Fermat-sejtés

A 7.2 pontban láttuk, hogy az x 2 + y2 = Z2 pitagorasai egyenletnek végtelen
sok pozitív egész megoldása van (és az összes megoldás leírható három para­
méter segítségével). Fermar-nak a közelmúltban igazolt híres sejtése szer int
magasabb hatványokra ala pvetöen más a helyzet:

7.7.1 T étel (Fer mat-sejtés, W iles t é tele ) l T 7.7.1 I
Ha k > 2 egész szám , akkor az x k + yk = Zk egyenlet nem oldható meg

pozitív (vagy ami ezzel ekvivalens, nullától k űl önb öz ö) egészekben. •

A sejtes tö rténete 1637-b en kezd ödött , amikor Dlophantosz könyvének
1621-es kiadását olvasgatva, a pitagerasszi számhármasokr ól sz616 résznél Fer­
mat a következ6 bejegyzést tette: "Két kobsz ám összege sohasem lehet köb­
szám, két negyedik hatvány összege sohase m lehet negyedik hatvány st b. Erre
egy csodálatos bizonyí tást találtam, sajnos a margón kevés a hely ahhoz, hogy
leírhassam."

Ez a néhány sor három és fél évszázadon kereszt ül matematik usok és
laikusok egész seregét tartotta izgalomban . Mivel maga a rendk ívül egysze­
r üen hangzó probléma mind en matematikai e l ők é pzettség nélkül is megérthet ő ,

ezért igen sok mrlkedvel ö is próbálkozott a megoldással, mindhiába. Nem ment
sokkal jobban a dolog a "profi" matematikusoknak sem.

Könnyen adódik (lásd a 7.7.1 feladatot) , hogy ha a sej tes igaz egy adott
k kitevöre, akkor a k minden többszörösé re is igaz, ennélfogva elég a k = 4 és
k = p = prím eseteket tiszt ázni. Fermát-nál (valóban) megtalálható a k = 4
eset bizonyítása , maj d jó száz évvel később Euler a k = 3 kitev ővel is boldogult .
A 19. század els ö felében továb bi néhány konkrét k értékre sikerült megoldani
a problémát, majd a század közepén lényeges át tö rést hozott az "ideális szá­
mok", mai szóhasználattal az ideálok bevezetése, amelyekről a 11. fejezetben
lesz részletesen szö. Ezt továbbfejlesztve szémos olyan kri t ériumot dolgoztak
ki, amelyek teljesülése esetén a Fermat-sejtés ar ra az adott k(= prím) kitev6re
igaz . Ezek a kritériumok (elvileg) bármely konkrét k értékre numerikusan el-
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I T 7.7.2

len örlzhet ök, és ez az ellenőrzés szorgalm asan folyt. is (az utóbbi évt izedekbe n
már számítógépek segítseg ével].

Mindezek ellenére a 20. század hetvenes éveiben is csak véges sok prim
kitev öre nyert bi zonyítást a sej tes . Közben renget eg még általánosebb sej tes
született, mert várható volt, hogy a megoldás a Fermát-egyenletn él ál tal áno­
sabb problémára vona tkozó t é telb ől következik majd.

Oriási szenzációt jelentett 1983-bao Gerd Faltings eredménye: a Ferm át­
egyenlet nek bármely k kitevő eseten csak véges sok prim itív (azaz (x,y ,z) = l
tfpusú) mego ldása lehet .

Az igazi szenzációt azonban Andrew Wiles okozta 1993-bao, aki sokéves
t ito kban végzett kutatás után a probléma végleges megoldásával rukkolt elő .

Később kiderült , hogy a bizonyítás egy lényeges ponton hibás , de a hibát
Wilosnak (Richard Taylor segitségéve l) 1994-ben sikerült kijav ítania.

Igy a Fermat-eejt és mára lekerült a híres megoldatlan problémák list ája­
ról. WiIes sok száz oldalas bizonyítása a matematikusok csak egy igen szak
csopo rtja számára érthető, de remélhetőleg később szü letnek majd egyszerűbb

bizony ítésok is.

Ami Ferrnat "csodálatos bizonyítását" illeti, az minden bizonnyal csak
vagy egy végig nem gondolt ötlet lehetett , vagy pedig egy hibás gondolatmenet
volt , amely tulajdonképpen ~ számelmélet alaptételének érvényességé t olyan
számkörben is feltételezte, ahol ez nem teljes űl (lá.sd bővebben a 11.2 pontban).
Továbbra is gyakorlatilag kizárhat ó, hogy a Fermat- sejtésre valaki egy "igaz i
elemi" bizonyítás t találjon.

A Fermat-eejtés tö bb évszázados kutatása sorá n a matematikusok szá­
mos hatékony, új elmélet et dolgoztak ki a probléma kezelésére, amelyek a
sejtes szempontjából ugyan csak részleges sikert hoztak, a matemat ika más
területein azonban nélkülözhetetlenné váltak . Ez is jól mutatja, hogy egy
ad ott probléma vizsgálata gyakran ilyen közvetett módon segíti el ö az egész
matematika fejlödését .

Az alábbiakban (a történeti sorrendet is követ ve) beb izonyítjuk a Ferm át­
sejtésnek a k = 4 és 3 kit évökre von atkozó két legegyszerabb speci álls eseté t.

Mindkét esetben valamivel er ősebb eredményt igazolunk , mégp edig azért,
mert valójában az eredeti kérdés megoldásához is csak ilyen (vagy hasonl ó]
er ősebb tételeknek a bizonyításával t ud unk elj ut ni.

A Fermat-eejtés k = 4 kitevös esete nyilván következik az alábbi t ételb öl:

7.7 .2 T éte l
Az x 4 + y2 = Zol egyenlet nek nem lét ezik pozitfv egész megoldása. ..
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Bizonyítás: Az alábbi, önmagában is érdekes lern m át használjuk fel:
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7.7.3 Lemma l L 7.7.3

Két (nemnulla) négyzetszám összege és különbsége nem lehet egyszerre
négyzetszám. 4

A lemma bizonyítása: A végtelen leszállás mödszer ét használj uk (lásd a 7.5.3
T étel utá ni megjegyzés t).

Tekints ük az

X2+ y2=Z2

x2_ y2 =w2
(l .)

(lb)

egyenlet rendszert . A bizonyí tás során megoldáson mindig pozitív egész meg­
oldást fogunk ér teni. Legyen Xo ,1/0 , eo, Wo egy olyan megoldas , ahol Zo ér téke
a lehet ő legkisebb. Megmut atj uk, hogy ekkor létezik olyan X l , Yl, z}, W I meg­
old ás, ahol (O <)Zl < Zo, ami nyilván valóan ellent mond Zo minimali tásának.

Feltehetjük, hogy (xo, zol = 1. Ha ugyanis egy p prim osztója xo-nak és
zo·nak , akkor {Ial-b ól a pi tagorasai számhármasokná l láto tt módon követ ke­
zik, hogy p IYO, majd ugyanígy [Ibj -b öl kapjuk, bogy p I Wo, és ekkor az xo/ p,
1/o/p , zo/p, wolp számnégyes olyan megoldas , ahol zo/ p < zo, ami ellentmond
Zo minimalitá.sának .

Az (la) és (l b ) egyenletekbe az Xo,1/o ,Zo,Wo megoldás t behelyettesitve és
a két egyenl ősé get összead va, illetve kivonva

és

2 ' a aXo = Zo + wo

2 ' a aYo =zo- wo

(2.)

(2b)

ad ódik . (2a) -b61 (is) lát szik, hogy Zo és Wo azonos pantés ú. Ennek alapján
(2.) átírható az

' =(zo+wo)' (zo-wo)'
Xo 2 + 2

alakba. Itt

(
zo + wo ZU - WO) = l

Xo , 2 ' 2 '

mivel Xo relatív prím a másik két szám összegéhez, zo-hoz.

(3)

(4)
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(3) () al
. Zo + Wo Zo-Wo ... . h

és 4 apján 2 ' 2 és Xo primitív pitagorasa i saém ár-

mas t alkot. A 7.2.1 Tétel szerint ekkor léteznek olyan ellenté tes paritás ú és
relatí v prim m > n > O egészek, amelyekre

zo + wo = 2mn
2

vagy fordítva.
A (2b) -vel ekvivalens

za-wo 2 2
= m -n

2 '
(5)

Y5 = zo +wo Zo -Wo
222

egyenlőség jobb oldalát írj uk át (5) felhasználásával, ekkor 2-vel történő egy­
szorüsít és után azt kapjuk, hogy

2 .

( ~) = m n(m + n )(m - n ). (6)

Mivel m és n relatív prfmck és k ű lőnb ö z ö paritásúak, ezért a (6) jobb oldalán
szereplő négy poeíttv egész páronként relat ív prim. Ebből következik, hogy
mind a négyen négyzetszámok, azaz

m=x~, n= !I~ , m + n= z~ és m - n= w~ . (7)

(7) alapján X l, YI, Z } . WI megoldása az (l a)-( l b) egycnlet rendszernek, továbbá

2 ZO ±WQ
Z I ~ Z I = m + n ~ (m +n)(m - n ) = 2 < Zo,

ami ellentmond Zo minimalitásának. _

Most rátérünk a 7.7.2 T étel bizonyítés ára . Tegyük fel indirekt, hogy az
a , b, c pozitivegészekre teljesül

Ha (a,b,c) = d, akkor a/d, blf12 , ctd is megoldása az egyenlet nek, ezért
feltehetjük, hogy (a, b,c) = 1. Ebb61 a már többször lá tot t módon kapj uk,
hogy a , b és c páronként is relat ív prfmek.

A (8) bal oldalá t szorzattá bontva

(9)
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adódik. J elöljük h-val a (9) baloldalán álló két t ényező legnagyobb közös
osztóját: h = (c2+a2 ,c2 _a2 ) . Mivel (a2 ,c2 ) = l , ezért h csak l vagy 2 lehet .
A számelmélet alaptétele szerint a (9) baloldalán álló tényez ök az els ő eset ben
k ülön-k ülön is négyzetszámok, a második esetben pedig egy-egy négyzetszám
kétszercsel .

A h = l esetben tehát c2 + a2 és c2 - a2 négyzetszámok, ami a 7.7.3
Lemma szer-int lehetet len.

Ha h = 2, akkor alkalmas u > v > O egészekkel

(10)

A (lO)-be li egyenlős égeket összeadva, ilietve kivonva, majd a kapott eredmé­
nyeket 2-vel egyszerűsitve

adódik, és igy ismét ellentmondásba kerültünk a 7.7.3 Lemmaval . _

A Ferm at-eejt és k = 3 kítevös esetének bizonyításához egy, a Gauss­
egészekhez hasonló újabb gyűrűben, az Euler-egészek körében épitünk fel
számelméletet.

7.7 .4 D efin íci ó I D 7.7 .4 I
Euler-egészekn ek azokat az a + b:u komplex számokat nevezzük, ahol a, b

egész számok és

w
211" . • 211"

cos T +tSIUT
l . v'3- - + '- . ...
2 2

Az w és w2 = - 1 - w komplex számok éppen a pr imití v har madi k egy­
séggyökök, és ennek megfelclöen az

(11)

szorzattá bontás mutatja az x 3 + y3 = z3 Fermat-egyenlet és az Euler-egészek
kapcsolódas át . A Fermat-eejt és k = 3 esetének igazolásához is lényegében
egy (ll )-hez hasonló egyenlet vizsgálata vezet majd el, és a bizonyítás során
alapvetőerr támaszkodn i fogunk az Euler-egészek sz áme lm élet ére.
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7. 7.5 D efi n íció I D 7.7.5 I
Az ct = a + bÚJ Euler-egész normájának nevezzük és N(a) · val jelöljük az

ct' abszolút érté kének négyzetét :

N(a) = lal' = aCi = (a + />w)(a + />W' ) = a' - ab+ b'. lo

Nyilván N(a) nemnegatfv egész szám , és N (a) = O <=> o' = O. Megje­
gyezzük még, hogy az a+ bw Eul er-egész nermájanak a2 - ab+ b2 alakja mindig
átí rható alkalmas c, d egészekkel c2 + 3d 2 alakba, lásd a 7.7.lOa feladatot.

Az Euler-egészek egy paralelogrammarácsot alkot na k a komplex szémeí­
kon: ez egységnyi oldalú rombuszokból áll, amelyek szögei 120 és 60 fokosak.

Az oszthatóság, egység, legnagyobb közös osztó , felbonthatatlan és prím
fogalmát pontosan ugyanúgy definiáljuk. mint a Gauss-egészekn él (lás d a 7.4.4,
7.4.6,7.4.9,7.4.10 és 7.4.11 Definíciókat, a "Gauss-" jelző helyére természete­
sen mindenhol .Euler-" kerül).

Az Euler- egységek és az Euler-prímek leírás át ól eltekint ve a Gau ss-egé­
szeknél szercplö tét elek és az azokra ado tt bizonyítások ugyanúgy érvényesek
az Éulcr-eg észekre is:
- a norma tulajdonságai (7.4.3, 7.4.5 Tételek) ;
- maradékos oszt ás (7.4.8 Tét el, a bizonyít ás során rácsnégyzet helyett a

megfelelő rácsrombuszt kell tekinteni) ;
- a prím és felbonthatatlan ekvivalenciéja (7.4.12 Tétel) ;
- a számelméle t alaptétele (7.4.13 Té te l);
- az Euler-prtmek és a (Z-beli) prímszámo k kapcsolata (7.4.14 T étel).

Az egységeket karakteriaa ló 7.4.7 Tétel és annak bizonyítása is átvihető

az Euler-eg észckre , ha az egységeket konkrétan megadó (iv) ponto t a követke­
zőképpen mödosítjuk:

7.7.6 T éte l
Az Eu ler-egészek körében 6 egység van :

I T 7.7.6 I

±l. ±w, ±w' ~ 'F(1 +w),

ezek éppen a hatodik komplex egységgyökök. "

Végü l, az Éuler-prímeket a következő tétel írja le:
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7.7.7 Télel T 7.7.7 I
Az alábbi Euler-egészek adják az összes Eulcr-prlmet (é: tetsző leges egy­

séget jelöl):

(A) «iV3) = « 1+ 2w) ;

(O) eq, ahol q poziti v 3t - l alakú prímszám ;

(C) 'TC , aho l N(1r) egy pozitív 3t + l alakú prímszám ; minden ilyen prímszám­
hoz egys égszcrest öl eltekintve két Euler-prím tartozik, amelyek egymás
konjugáltjai , de nem egymás egys égszeresei. "

Bizonyítás: A 7.4.15 Tétel bizonyít ását kell ér telemszerü en mődos í tani , ezért
csak röviden jelezzük az eltéréseket .

A 7.4.14 Tétel megfelelője ezerint az összes Euler-prtmet a pozitiv prím­
számok nak az Euler-prfmek szorzatára történő felbontásaiból kap ha tjuk meg.
Más és más t.ípusú felbontás t kapunk attó l függö en , hogy ez a pozitiv prímszám
(A) a 3; (E) 3t - 1 alakú; illetve (C) 3t + 1 alakú.

(A) Mivel 3 = (- I)(iJ3)2 , ezért a 3-nak egys égszercst öl eltekint ve egyet­
len Euler-prím oszt őj e az iJ3.

(ll ) A 3t - l alakú pozitiv prímszámok Euler-prlmek is: ehhez azt kell
igazolni , hogy egy Euler-egész nerm ája nem lehet 3t-l alakú, a gondolatmenet
további része ugyanaz, mint a Gauss-egészeknél volt.

(C) Ha p egy pozitív 3t + l alakú prímszám , akkor (-;3) = l (lásd a 4.2.2c
feladatot ), tehát van olyan c egész szá m, amelyre p I c2 + 3. Az Euler-egészek
körében

c' + 3 = (c + iV3)(e - iV3) ~ (c + 1 + 2w)( c - 1 - 2w ),

a gondolat menet további része megegyezik a Gauss-egészeknél latot tal. _

A Ferm at-sejtés köbszémokra vonatkozó specialis esetének bizony ítás é­
nál fontos szerepet já tszik az iJ3 Euler-pr ím néhány t ulajdonsága. Ezek ké­
nyelmes megfogalmazásához előbb az Euler-egészek körében is he vezetjük a
kongruenci a fogalmat :

7.7.8 Definíció
Legyenek a és p Euler-egészek és Jl t- O Euler-egész.

o kongruens p-val modulo Jl, ha ll. Ia - {3. "

I D 7.7.8 I
Azt mondjuk, hogy

Most is az a ss P (mod 11) vagy röviden c\:' == P (11) jelölést használjuk .
A kongruenci ák elemi t ulajdonságai az Euler-egészek körében ugyanúgy ér vé­
nyesek, mint az egész sz ámokná l.
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a+ bw~ a +b -b(l - w) = a + b- bw' A

Az al ább i tételben az i,J3 Eu ler-prim néhány fontos tulajdonságát foglal­
juk össze:

7.7.9 Tétel I T 7.7 .9 I
Legyen ..\ = iV3 = l + 2w.

(i) A >. összes egységszeresei a következők : ± (l + 2w), ± (2 +wL ±( l - w).

(H) Bármely Euler-egész a O és ± l Euler-egészek közül pontosan az egyikkel
kongru ens mod ulo A.

(iii) Bármely a Euler-egészre 0 3 == Q (mod A) .

(iv) a"" ±1 (mod A) = a 3
"" ±l (mod A') . ...

Bizonyítás: (i) A 7.7.6 Tétel alapján a >.. egységszerese í ±.>., =fw>' és ±w2 ..\.

A szorzásokat elvégezve, valamint az w2 = -1 - w és w J = l összefüggéseket
felhasználva éppen a tételben megadott hat Euler-egészt kapjuk.

(ii) Az

azonosságb ól kapjuk , hogy

a + bw "" a + b (mod A).

Mivel a + b =: 0, 1 vagy - 1 (mod 3) és >'13, ezért

a + b es O, 1 vagy - 1 (mod A)

is teljesül. Ezzel be láttuk, hogy bármely a + lX..J Euler-egész kongruens ü-val,
l -gyel vagy - d-gyel modulo >...

Azt kell még megmutatni, hogy a O, 1 és -I páronként inkongruensek
modulo A, azaz A nem oszt6ja semelyik két szám k űl önbs é g é nek, ± I-nek,
illetve ± 2-nek. Ha A l ± l , illetve A I ± 2 teljesül ne, akkor N (A) I l , illetve
N(A ) 14 is fenn állna, de ez N (A) = 3 miatt lehet etlen.

(iii) Ez azonna l következik [iíj -b öl és az

a 3
- a = a(a - I )(a + l )

azonosségb ő l .

(iv) Ha a "" 1 (mod A) , akkor a = 1 + {JA (ahol {J alkalmas Euler-egész).
A köbre emeJést elvégezve

a 3 = l + 3{JA + 3{J' A' + lJ'A3
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adódik. Innen a 3 = _ ).2 összefüggés alapján kapjuk, hogy
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,,3 ~ 1 _ (J),3 _ (J' ),' + (J3),3 = 1 - (J' ),' + ({J3 - {J), 3 . (12)

Mivel (iii) szerint ). j p 3 - p , ezért ( 1 2)-ből következik, hogy 0: 3 == 1 (mod ).4).
Az o: == - 1 (mod ).) eset be n hasonlóan járhatunk el, vagy - o: es 1

(mod ).) alapján visszavezethetj ük az előző esetre. _

Megjegyzés : A 7.7.9 Tétel több állítása a). helyett általánosabb modulusokra
is érvényes (lásd a 7.7.12 feladatot ):

(ii): Bármely J.I. "# O Eu ler-egész esetén a "modulo J.I. marad ékosztélyok"
száma N(JJ.) . Ha ráadás ul N(JJ. ) = p = prímszám, akkor egy Z-beli modulo
p te ljes maradékrendszer elemei egyben te ljes maradékrendszert alkotnak az
Euler-egészek körében mod ulo JL. (A 7.7.9 Tételbe n a J.L = )., N()' ) = 3
speei élis eset szerepelt .)

(iii) : Tetszőleges o: Euler-egész és :Ir Euler-prím esetén

(Ez a kis Fermat-tétel megfelel öje .]

Az előkészületek után nézzük a Fermat-sejtést a k = 3 kítev öre:

7.7.10 T étel T 7.7.10 I
Az x3+y3 = z3 egyenletnek nincs olyan megoldása, ahol x , y és z nullától

különböz ö egész számok. ..

Bizonyítás: Azt az általánosabb tételt igazoljuk, hogy a

(13)

egyenlet nek nincs olyan megoldása, ahol ~ , 77 és 1/J nullá tól különböző Euler­
egészek.

Ind irekt feltesszük , hogy mégis létezik ilyen megoldás. A már többször
látott módon szorttkozhatunk arra az eset re , amikor é, 1] és 1/J relatív prímek,
sőt páronként relatív prfmek.

Ezután a bizonyít ás gondolatmenete a következő . Először megmutatjuk,
hogy ~, 77 és tP közül pontosan az egyik osztható x-val, legyen ez mondjuk ~.

Ekkor ~-ből a maximáli s )'-hatványt kiemelve és - 77 helyet t s -t írva (13)-at
egy

(14)



328 7 . D IOFANTIKUS EGYENLETEK

típusú egyenlet re vezet hetjük vissza, ahol

n;::: l , E egység, továbbá >., "t K. és VJ páronként relatí v prfmck. (15)

It t megmuta tj uk, hogy egyrészt n i- 1, másrészt pedi g ha (14) és (15) teljes ül
valamely n-nel, akkor (az E, "t, K , 1/J változók m ás értékei mellett) megvalósul
rt helyet t n - l -gyc1 is. Ez a végtelen leszállás adja az ellentmondást.

A végt elen leszálláshoz a kulcsl épés a (14)-nek cgy (11) tfpusú szoraa ttá
bontása, ahol a jobb oldali három tényező legnagyobb közös oszt6ja A, és a
),-val történő leosztás ut án már három páronként rela tív prim szám marad,
amelyek a számelmélet alapétele szer int Euler-egészek köbeinek az egységsze­
resei.

Nézzük mindezt részletese n.

I. A (13)-ban ~ , "és ,p közül a páronkén t relat ív prímség m iatt legfeljebb
egy lehet osztható .\-val.

Ha egy ikük sem lenne osztha tó x-val, ak kor a 7.7.9 Tétel (iv) állítás a
szerint

0 = " +~' +.p' es ± I ± I ± I ~ ±1 vagy ± 3 (mod >,').

Innen x! l 3, azaz 9 13 következne, ami lehetetlen .

II. Ezzel beláttuk, hogy ~,TI és tP közül pontosan az egyik oszt ha tó A-val,
legyen ez mondjuk ~, azaz

ahol (16)

írjuk be (16)-ot (l3)-ba, és jelöljük - "..t x-val , ekkor át rendezés ut án éppen a
(14) egyenletet és a (15) feltételeket kapj uk [spec iálisen e = l ).

így elég az t megmuta tni, hogy a (14) egyenlet és a (15) feltételek (sem­
milyen é egységgel) nem teljesülhetn ek .

III. Most azt igazo ljuk, hogy (14)-ben n =F 1.
Tek intsük (l 4)-et modulo ..\'4, ekkor a 7.7.9 Tét el (iv ) á ll ít és áb ól kapjuk,

hogy
ú'n~' = K' - .p'" ± l ± I ~ Ovagy ± 2 (mod >,' ). (17)

A ± 2 eset lehetetl en , mert ebből ,\, 12 következne. Ezért (17) jobb oldalán O
Ali, azaz

,\,41 é,\,3n-y3 ,

és fgy (..\,é")') = 1 miatt ..\4 1..\3n , azaz n 2: 2.
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IV. Most következik a kulcs lépés , a végtelen leszállás: ha (14) és (15)
teljesül valamely n-nel, akkor (az e, "r, "'-, tJ; változók más ér tékei mellet t )
megvalósul n helyet t n - l -gyel is.

A (14) jobb oldalát szorzattá bontva

(18)

adódik.
Mivel X osztója (18) bal oldalának és ). Euler-prím, ezért). a jobb oldal

legalább egyik tényezőjének is oszt6ja. Továbbá az egyes t é nyezők k ülönbsége
rend re (w - I)t/J. (w2 - 1)tj1, illetve (w2 - w)t/J, amelyek valamenny ien osztha­
t6k w - l = E).-val. Ebből következik. hogy >. a (18) jobb oldalán szereplö
mindhárom t ényezőnek oszt6ja.

Most belátj uk, hogy (18) jobb oldalán bár melyik két tényező legnagyobb
közös oszt6ja.\.. Nézzük ezt például az első két tényezőre, a többi hasonlóan
megy.

Legyen ó = (~ -,p, ~ - ,pw). Ekkor

ó I (~-,p) - (~- ,pw) = ,p(w - l )

és

tehát
ól ( ,p (w -I ) , ~(w - I » ) = (w- I)(~,,p) =w- I = CA.

Ezt a már korábban látot t ).
adód ik.

A fentiek alapján

I ó oszt hatósággal összevetve valóban ó = .\.

K - 1/Jw K - t/Jw2

A és A

páronként relatí v prímek, ezért a a számelmélet alaptéte léből következik. hogy

K- t/J = El .\.I/: ,

K - 1/Jw = E2.\.V: •
. ,••' _ , 3

"'- - 'f'U' - E3 AV3 •

(19)

ahol E l> E2 , E3 egységek és l/l , 1.12. 1/3 páronként relatív prfm Euler-egészek.
Most a vi-ket a A-val való oszthat óság szempontjából vizsgálj uk. Mi­

vel a I/i-k páronként relatív prfmek, ezért (mondj uk) 1/2 és 1/3 nem osztható
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'x·val. Legyen a vI "kanonikus alakjában" a ). kitevöje s, megmuta tj uk, hogy
s = n -l.

Ennek igazoláséhoz hasonlítsuk össze, hogy a (18) egyenlőség két oldala
Á-nak pontosan hányad ik hat ványával osztható. A (18) bal oldalán ez a kitevő

3n . A (18) jobb oldalán a tényezők (19)-be li elöallítaséb ól azt kapj uk, hogy a
>. mi nd három t é nyez őben előfordul az első hatványon, és emellett még "'f -be n
szerepel 3s kitev ővel . Ennek alapján 3n = 3 + 3s , azaz valóban s = n - l ,
tehát

\ n- l
VI = A ll. ahol (20)

It t n ~ 2 miatt n - l ~ l.
A következő lépésb en megmu tatjuk, hogy a (19)-beli egyenletek alkal­

mas lineáris kombinációját véve egy olyan (14) Upusú egyenlőséghez jutunk ,
amelyben n helyet t n - l szcrepe l (és ezzel kész a bizonyft ás).

Adj uk össze a (19)-be li els ö egyenletet . a második egyenlet w-szorosát és
a harmadik egyenlet w2-szeresét :

(K - 1/J) +W(K -1/Jw)+ W
2

(K - 1/Jw2
) = El )w t + E: 4>'V~ + Es >.vj , (21)

ahol E:4 = E2W és Es = E:3W2 is egységek. A (21) bal oldala

(K - ,p) + W(K - t/JW) + W'( K - t/Jw' ) = (1 +w +W')(K -,p) = O. (22)

Igy (20), (21) és (22) alapján azt kapjuk, hogy

Innen Es >'-val való osztás és át rendezés után

~ \ 3(n - l ) .....3 _ ~ y 3 y 3
'"'6 ..... 11 - '"'7 2 - 3 (23)

adódik (ahol se és E7 egységek).
Belátj uk, hogy E7 = ± l , és Igy az E7 V~ t ag helyére ( ± V 2 )3 írható.
Vizsgáljuk a (23) egyenletet mod ulo >.3. Mivel n - l ;::: l , továbbá >''(V2

és >',(V3 , ezért a 7.7.9 Tétel (iv) pontja alapj án azt kapj uk, hogy

. , (± l ) - (±I) " O (mod ,13) ,

azaz >.3 oszt őja E:7 - l -nek vagy é"7 + l-nek. Ekkor

N (,I3) I N (. , 'f l ) , N (,I3) = 27 és N (., 'f 1) < 27

miatt E7 T l = 0, vagyis valóban csak é"7 = ± l lehetséges.
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En nek alapj án (23) át ír ha t ó az
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alakba. Ez azt jelenti, hogy a (14) egyenlet kiel égíthet ő n helyett n - l-re is,
és a (l5) feltételek is telj esülnek (e, 'r, "', illetve tP helyére rendre e"6, '110 ±lI2,
illetve /13 került). _

Fel a d a to k

7.7.1
a) Mutassuk meg, hogy ha k Im , és két pozitiv k-adi k hatvány összege

sohase m k-adik hatvány, akkor két pozitfv m-edik hatvány összege
sem lehet m-edik hatvány.

h) Indokoljuk meg, míért elég a Fermat-sejtést a k = 4 és k = p = prim
kit évökre igazolni.

7.7.2 HAny megold ása van az alábbi egyenleteknek a pozitív egészek köré­
ben?

a) x 20 + y24 = Z 28; b) x3 +y4 = z5.

7.7.3 Oldjuk meg a kZ + k" = k~ "exponenciA1is" Fermat-egyenletet (aho l
k, x , y, z pozitiv egészek).

7.7.4 Az al áb biakban megvizsgáljuk a . Ferrnat-egyenletet" n éhány olyan
esetben, amikor a kitevő nem pozitfv egész. Határozauk meg az összes
x , y, z pozitív egész megoldást .

a j k ~ - 4 ,
l l l

- + y' z' .z'

hj k =-2,
l l l

+ ~ z2 .Z2 y2

c) k =1/2 , ..fi + Jy =..fi.
d) k ~ 1/ 3 , {/x + vY = {/X .

7.7.5 Bizonyitsu k be az al ábbi áll ításokat .

a) Az x 4 + y2 = z2 és x 2 + y 2 = Z4 egyenleteknek végtelen sok olyan
poz itfv egész megoldása van, ahol (x , y, z) = 1.

M "b] Az x 4 +y4 = z2 egyenlet nem oldható meg a poait ív egészek körében.

Megjegyzés: A h) részb ől egy újabb bizonyítást nyerünk a Fermat­
sejtés k = 4 eseté re.
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· 7.7.6 Oldjuk meg az x4 - 2y2 = - } diofantikus egyenJetet .

M H7.7.7 Milyen alapít számrendszerekben igaz, hogy az 1111 alakú szám négy­
zetszám?

7.7.8 Mely Euler-egészek oszthatók a konjugáltjukkal'!

7.7.9 Igazoljuk az alábbi azonosságot (a, b,c,d tetszőleges valós számok):

(a2 _ ab+ b2 )(c2 _ cd + d2 ) =

= (ac - bd)2 - (ac - bd)(ad+ be - bd) + (ad + be- bd)2 .

M 7.7.10
a) Bizonyítsuk be, hogy az x 2_xy+ y2 = fl diofan t ikus egyenlet akkor és

csak akkor oldható meg, ha megoldható az x2 + 3y2 = n diofant ikus
egyen let .

Ob) Milyen n-ekre old ható meg az al-beli két diofan tikus egyenlet , és
mennyi a megoldásszám ?

M 07.7.ll Oldjuk meg az x 2 + 243 = II d iofan tikus egyenletet .

7.7.12 Legyen II i- O Euler-egész. A gl , .. .• e.. Éuler-egészeket teljes mara­
dékrendszernek nevezzük mod ulo Jl , ha bármely ck Euler-egészre az
a es {li (mod lj) kongruencia pontosan egy ei-re te ljesül. Bizonyltsuk
be az alábbi allttésokat .

"a] Egy modulo lJ teljes maradékrendszer elemszáma N (IJ ).

b) Ha N (I' ) ~ p = prfmszám, akko, O. 1.2•. . . •N (I') - l teljes marad ék­
rendszer t alkotnak mod ulo u-

c) Érvényes a kis Fermat -t étel megfelel ője. tetszőleges Q Euler-egész és
1r Eul er-prim eseten

7.7.13 Oldjuk meg az alábbi diofantikus egyenletet :

u v w-+ - =- .
v w u

7.7.14
a) Mutassuk meg, hogy ha egy derékszögű háromszög oldalai egész szá­

mok , akkor a háromszög terü lete nem lehet négyzetszám.
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b) Bizonyítsuk be, hogy ha egy derékszögű háromszög oldalai páronként
relat ív prím egész számok, akkor a háromszög területe nem lehet
köbszám.

c) Van-e olyan egész oldalú derékszögű háromszög, amelynek a területe
kőbszam?

d ) Vizsgáljuk meg a probléma által ánosttását magasabb hatványokra.

7.8 . PeU-egyenlet

Pell-egyenletnek egy
(l)

alakú d iofan t ikus egyenletet nevezünk , ahol az m (rögzíte tt) pozitiv egész és
nem n égyzetszám . Az (1) egyenlet két triviális megoldása x = ± l, Y = O, az
ezekt ő l kül őnb ő z ö (azaz y f: O t ípusú] megoldások a nemtriviális megoldások.

Az (1) bal oldalát szorzattá bonthat juk:

(x + yy'ffi)(x - yy'ffi) ~ l. (2)

Ebb61 következik , hogy ha x , y megoldása (l )-nek, akkor az a + b,fiii alakú
számok körében (ahol a és b egészek) az x + y,fiii és x - y,fiii számok osz­
tói az l -nek , és igy mindketten egységek. Mivel egy egység tetszőleges (egész
kltevös) hatványa is egység, ezért ha létezik egy e f: ± l egység, akkor az e hat ­
ványai végtelen sok egységet adnak . Ez a Pell-egyenlet re "visszafogalmazva"
azt jelent i, hogy ha (l )-nek léteaik nemtriviális megoldása, akkor végtelen sok
megoldás van . (Az m = 2, illetve m = 3 specialis eset lényegében szerepe lt az
1.1.22 feladatban, illetve az 5.2.4 T étel bizonyítása során.)

Az alábbiakban először megmu tatjuk, hogy a Pell-egyen letnek mindig vég­
telen sok megold ása van (az előbbiek secrlnt ehhez elég azt bizonyítani, hogy
legalább egy nemtriviális megoldás létezik). Ezután megadjuk, hogyan lehet
az összes megoldást megkapni.

Megjegyezzük még, hogy az (1) egyenlet az m S Oés m = k2 csetekben
alepvetöen másképpen viselkedik, lásd a 7.8.1 feladatot .

7.8 .1 Tétel
Legyen m olyan pozitiv egész, amely nem n égyzetszám.

diofantikus egyenletnek végtelen sok megoldása van. "

I T 7.8.1 I
Ekko, az (l)

A bizonyitás során fel fogjuk használni a kö vetkez ő fejezetb öl a 8.1.1 Tételt .
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Bizonyítás: Ha y i: O, akkor az (l l-gyel ekvivalens (2) egyenlőség az

(3)

a lakra hozható.
(3)-ból lát szik, hogy x > 0, 11 > Oeseten X , 11 csak akkor lehet megoldás.

ha x/y "nagyon közel" van .;;n-hez: ..;m > 1 miatt (3) fennállása eseten

l .;m - :' I < ~ ·y y2 (4)

A vm irracionali tása miatt a 8.1.1 Tételből következik, hogy (4) valóban
végt elen sok X, y egész számpárra te ljes ül. Ezt a tényt felhasznál va most azt
igazoljuk, hogy (2 )~nek is végtelen sok megoldása van. (A (4) és (2) feltételek
nem ekvivalensek, a (4)-et kíel égtt ö x, y értékeknek csak egy része teljesíti
majd (2)-1 is.)

I. Első lépésként megmutatjuk, hogy van olyan t ::f Oegész, amelyre az

(5)

diofantikus egyenlet nek végtelen sok megoldása van.
Legyenek Cj. dj (j = 1,2, . . .) olyan pozitiv egész számpárok. amelyek

eleget tesznek (4)-nek, azaz

Ekkor

I
C·I 1vm--L <-,
d j dJ

j = 1,2 , ...

(6)

lc~ - md~1 = <8ICj - vml ·ICj +;ml < ICj +vmi=
3 3 3 dj dj dj

=Ii; -.;m +2.;m1 <k+ 2.;m~ 1+ 2.;m .

A (6)-ból követ kezik , hogy a cJ - mdJ értékek csak a (- 1 - 2v;n, l + 2.;m)
intcrvallumba esö véges sok egész szám közül kerülhet nek ki, továbbá ..;m
irracionalitása miatt a O nem jöhet saöba. A skat ulyae lv értelmében ekkor
található ebben az intervallumban olyan t ef:. Oegész szám, hogy

c;-md;= t
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végt elen sok Cj , d j p érra teljesül. Ez azt jelenti , hogy az (5) diofantikus
egyenletnek végte len sok megoldása van.

II . Most megmu tatjuk, hogy az (5) egyenlet alkalmas megoldásainak "há­
nyadosaibó l" az (1) egyenlet megoldásaihoz j ut unk.

Legyen x = a l, y = bl, illet ve x = a2 , Y = b2 az (5) egyenlet két megol­
dása, azaz

ai - mbi = (a l + b1vm)(al - b1vm) = t,
a~ - mb~ = (a2 + bn/Tn)(a2 - b2\lm) = t,

és tegyük fel, hogy

(7.)

(7b)

a, ;: a, (mod ItI) és bl ;: b, (mo d ItI). (8)

(9 )

A (7a), (7b) és (S) feltételek teljesülése eset én az al , bl és a2, b2 számpárokat
az (5) egyen let modulo Iti kongruens megoldásainak fogjuk nevezni .

A (7a) egyenl ős éget (7b)-vel elosztva azt kapjuk , hogy

al + bl vm. al - bl vm _1
a2 + b2vm a2 - bzvm - .

A (9) bal oldalán szerepl ö els ő tört

::a,-I +-:-7b,-,1vmS;m;; == u +vy m
a2 + b2...{iii

alakba írható (ahol u és v racio nális számok), és ekkor a másodi k tö rt re szük­
ségképpen fennáll

a l -b1vm = u-vvm .
a2 - b2vm

Belátjuk, hogy (8) miatt u és v egész számok , te hát u és v valóban az (1)
egyenlet egész megoldását adják.

A nevez ő szokásos "gyöktclenítéséve}" és (7b) felhasználásával kapjuk,
hogy

(9)

így azt kell igazolnunk. hogy az
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felírásban r és s osztható t-vel. Ez (8)-ból és (7a)-ból következik:

r + ' vm = (a, + b,vmHa, - b,vm) ;:
;: (a, + b,vmHa, - b, vm) = t ;: O (mod It I).

(A kongr uenciát az a + b,;m számokra a már többször látott "természetes"
érte lemben használtuk .)

III. Mivcl egy a , b számpárban az a és b is Iti-féle maradé kot adhat mo­
dulo Iti, ezért az (5) egyenlet páronként inkongruens megoldásainak a száma
legfeljebb t2

• Ismét a skatulyaelvet alkalmazva ebből az következik, hogy az
(5) egyenlet végte len sok megoldása között kell lennie végtelen sok olyannak ,
amelyek közül bármelyik kett ő kongruens modulo Iti. Legyenek x = f j, y = gi,
i = 1, 2, . . . ilyen megoldások.

Ekkor a II. rész szerint az f il 9i és f l , 91 "hányadosaként" keletkező ri , Sj

értékek az (l) diofant ikus egyenlet végte len sok (különböző) megoldását adják

•
7.8 .2 Tétel I T 7.8 .2 I

Legyen m olyan pozitiv egész, amely nem négyzetszám, és Xo , yo az
(1) diofan tikus egyenlet nek az a(z egy é rtelműen megha tározot t ) megold ása,
amelyre Xo > O, Yo > O és Xo + yo..;m minirnális. Ekkor az összes megoldás t
az

n = 0, ±1 , ±2, ... (lD)

képlet tel meghatározot t X , y egész számpárok adják. ...

A (2) egyenlőségből látszik, hogy

ezért (10) az

(11)

X + yvm = ±(xo ± Yo..jm")n, n= O, 1, 2, . . .

formában is megadható.
Az n = Oesetben a két triviális megoldást kapj uk.

Bizonyítás: Többször fel fogjuk használn i, hogy két megoldásnak az alá bbi
értelemben vett szorzata is megoldás.
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Tegyük fel, hogy z i , Yb illetve X2, Y2 egy-egy megoldása {l l-nek, azaz

(Xl + Yl\fm) (Xl - Yl\fm) = l ,

(X2 + Y2vm)(X2 - Y2vm) = l.

A (12a) és (12b) egyenlőségeket összeszo rozva

(12a)

(12b )

adódik, ami azt jelenti, hogy

is megoldása (l)-nek. (Mindez a bevezetőben jelzet t, az egységekre vonatkozó
át fogalmazásban annak felel meg, hogy két egység szorzata is egység.)

A fentiekből és {l I j-b öl nyilvánvalóan következ ik, hogy a (10) képlettel
megadot t x, y számpárok kielégítik (l )-et .

Most belátj uk, hogy ez az összes megoldás. Tegyük fel indi rekt , hogy
létezik egy x , y megoldas, amely nem ilyen alakú. Ekkor nyilván - x , -y is
megoldás és ez sem szerepel a ( lO)-beli megoldások közöt t . Ezért feltehető ,

hogy x +Y..;m > o.
Ekkor létezik olyan k egész szám, amelyre

(xo + YoJm)k < x + Yym, < (xo + Yo.jm)k+1 .

A (13)-at (xo - Yovm)k-na l baszorozva

l < (x + yvm)(x o - Yovm)' < Xo + Yovm

adódik. Itt
(x + yvm)(xo - Yovm)' ~ x' + y' vm

megoldások összeszorzásával keletkezett , tehát x', y' is megoldas, azaz

(x' + y' vm)(x' - y' v'ml = l.

A (14)-beli első egyenlőtlenség sacrint

x' + Y/ym, > 1,

így (15) miatt
O< X' _ y' ..;m <l .

(13)

(14)

(15)

(16a)

(16b)
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A (16b) miatt nem lehe tségesek az y' = O, az x' < O, y' > O, valamint az x' > 0,
y' < O esetek, a (I6a) miatt ped ig nem fordulhat elő x ' < O, y' < o. Ezért
x' > O, y' > O, ez azonban (14) szerint ellent mond xo+Yovm mini ma litásá na k.

•
Feladatok

7.8.1 Határozzuk meg az x 2 - my2 = l diofantikus egyenlet összes megol­
dását , ha m ~ O, illet ve ha m n égyzetsz ám.

7.8.2 Hány olyan négyzetszám van, amely után {tfzes sz ámrendszerbe n)
egy l -est írva ismét négyzetszámot kapunk?

7.8.3 Legyen m olyan pozití v egész, amely nem négyzet szám , és r tetszöle­
ges egész szám. Bizonyítsuk be, hogy ha az x 2 - my2 = r diofant ikus
egyenlet megoldható , akkor végtelen sok megoldása van .

7.8.4
a) Hány olyan négyzet szám van , amely

(a l ) l -gyel nagyob b; (a2) l -gyel kisebb
egy négyzet szám kétszeres énél?

b) Vizsgáljuk meg a kérdést két szeres helyett háromszorosra is.

7.8.5 Hány olyan n van , amelyre (~) négyzet szám?

7.8.6 Hány olyan (páron ként nem egybevágó) der é ksz ö g ű háromszög van,
amelynek a befog ói szoms zédos egész számok és az átfogója is egész
szám?

7.8.7 Hány megoldása van az aláb bi diofantikus egyenlete knek:

a) x 2 - 3y2 = 2; b) x 2 - 3y2 = 7; c) x 2 - 3y2 = 13;

d ) x 2 - 3y2 = 39; e) 2x 2 - 3y2 = 1; f ) 3x 2 - 2y2 = 1.

*7.8.8 Mely p > O prímszámok esctén oldha tó meg az x 2 - py2 = - 1 d io­
fantikus egyenlet ?

7.8.9 Legyenek az a, b, c nemnulla egészek páronként rela tív pr ímek, és
tegyük fel, hogy az ax2 +&y2 + c z 2 = Odiofantikus egyenletnek lét ezik
nemt riviális (vagy is az x = y = z = O-tól kül önb ő z ö ) megoldása.
Bizonyítsuk be , hogy ekkor a , b és c előjele nem lehet azonos , továbbá
megoldhatók az

u2
'" - be (mod la l), v2

", -ac (mod IbI), w2
'" -ab (mod lel)

kongruenciák.
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M egjegyzés : Megmutat ható , hogy ezek a feltételek nemcsak sz üksé­
gesek, hanem elégségesek is ahhoz, hogy az ax2 + by2 + cz 2 = O
diofantikus egyenlet nek létezzék nemtrivi ális megoldása.

7.8.10 Hány olyan k egész szám létezik, amelyre 2 + 2v28k2 + l négyzet­
szám?

-7 .8.11 Mut assuk meg, hogy az x 2 - 2y2 = l Pell-egyenlet nemtr iviáli s meg­
oldásaib an sem x , sem y nem lehet n égyzetszám.

7. 9. Partíciók

7.9.1 D efinfció I D 7.9.1 I
Az n pozitiv egész partícióin az n-nek pozitiv egészek összegeként történő

lényegesen különböző előáll ításait ér tjük (azaz azonosna k tekintjük a csupán
az összeadandók sorrendjében eltérő el öállításokat ]. Itt az egytagú összeget is
megengedjük.

Az n partícióinak számát p(n )-nel jelöljük. ..

Példa: A 4 összes part íciói

4 ~ 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + l ~ l + l + l + l .

tehát p(4) = 5.

Bizonyítás nélkül közöljük a p(n ) függvényre vonat kozó aszimptot ikus
eredményt : (n ~ 00 esetén)

ce d,fii
p(n ) - --o

n
ahol

l
C ~ --

4VJ
és d ~ ~~ .

Gyakran vizsgálunk olyan partIciós kérdéseket , amikor az n-et előáll ító

összeadand ő kra vagy azok számára teszünk bizonyos megkötéseket : például
e16írhatjuk, hogy csupa páratlan szám vagy csupa kül önb özö szám szerepeljen
összeadandóként stb.

A part ícíós feladatok kezelésének alapvető eszköze a generá torfüggvény.
Ennek illusztrálására tekints ük az ún . penakifizet ési (vagy pénzváltási) prob­
lémát : hányféleképpen lehet n forintot (például) 50 forintosnál kisebb pénz­
érmékkel kifizetni. Ekkor az n olyan partícióiról van szó, ahol összeadandóként
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csak az l , 2, 5, 10 és 20 számokat engedjük meg, jelöljük az ilyen part íciók
számát f(n)- nel.

A feladatot a következő módon érdemes átfogalmazni. Jelölje egy ilyen ki­
fizetésnél a felhasznál t l , 2, 5, 10, illetve 20 forintosok számát rendre Ul, . . . , U S ,

ekkor !(n) az
IUl + 2 U 2 + 5uJ + lOu4 + 20u s = n

diofantikus egyen let nemnegatív egész megoldásainak a száma.
Az J(n) függvény gener átorfüggv ény én az

00

F (x ) = 1 + :L f (n)x"
n = l

(1)

(2)

hatványsor t ér tj ük. Először megmutatjuk, hogy ez a sor lx i < 1/2 eset en
abszolút konvergens.

Mivel (l )-ben bármely i-re 0 :$ 'Ui :::; n , ezért

oS f( n ) S (n + l )' .

Könnyen látható , hogy ha n elég nagy, akkor (n + 1)5 < 2n, igy a (2) végtelen
sor lxi < 1/2 eseten maj or álhat ó a

konvergens végtelen mértani sorral. Ezzel beláttuk, hogy lxi < 1/2 eset én
F (x ) abszolút konvergens. (Ez igazolható lxI < l-re is.)

Most F (x )-et előállítjuk konvergens mértani sorok szoraataként (továbbra
is feltesszük , hogy lxi < 1/ 2):

F(x) = (1+ x +x' + ...){1 + x' + (x') ' + ...)(1+ x' + (x')' + .. .).
. (1 + x lO + (x lO

) ' + ...)(1 +x" + (x")' + ...) . (3)

Mivel egy függvény a O körül csak egyféleképpe n fejthető hatvénysorba. így
azt kell megmutatnunk, hogy (3) jobb oldalán a véges sok abszolút konvergens
sor szorzását elvégezve x n együtt hatója éppe n f (n ) lesz. Az n minden (l) -beli
előállításának feleltessük meg azt a szorzatot, amelyet úgy kapunk, hogy (3)
jobb oldaláról rendre az

x
U

' ,
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tagokat szoroz zuk össze. Ez a szorzat éppe n

341

Mivel a sz óban forgó előáll ítások és szorzatok között kölcsönösen egyérte lmű

megfeleltet és áll fenn , ezért (3) jobb oldalán a szorzást elvégezve xn egy ütt ha­
t ója valóban f(n) lesz.

A mértani sorok összegképletét felhasználva (3) átírható az

F (x ) ~ (l x)(l x')( l
l
x' )(l xlO)(1

(lxi < 1/2 )

alakba.
A fent iekkel te ljesen azonos m ódon kapj uk az alábbi általánosabb ered­

ményt is:

7.9 .2 Tétel I T 7.9 .2 I
Legyenek a l , a2, ... , ar különböző poziti v egészek, és jelöljük f(n) -nel az

n pozitív egésznek az al , a2, . . . , ar ősszeadand ókb ól képzett partíciói számát .
Ekkor lxi < 1/ 2 eseten az 1 + L:;::O=l f(n )xn végtelen sor abszolút konvergens
és

00 ' l
l + L f(n)x" ~ III _x., . lo

n= l ;=1

Hasonlóan adód ik p(n) generátorfüggvénye is:

7.9 .3 T étel

00 00 l
P (x ) = 1 + " p(n )x" = Il - -·

L l - x'
n= l i= l

(l xi < l ). lo

T 7.9.3 I

(4)

A (4) jobb oldalán szerepl ö végte len szorzat (az 5.6.6 és 5.6.7 felad atokb an
megadott m ő don) az alábbi ha tárértéket jelenti:

00 l r 1

Il - ·= lim Il - ··l - x ' e-e-ee l -x'
;=1 i = l

A 7.9.3 Tétel igazolásához a 7.9.2 Tételt kell az a i = i esetre alkalmazni,
majd az r -+ 00 határátmene tet kell képezni. A bizonyít ást nem r észleteszük.
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A par tfciók kezeléséhez a gener átorfüggv ények mellett kombín ator ikus je l­
legü meggondolások is jó l haszn élhat ók. Az n = a l + ca + .. .+ ar partíciót,
ahol al ~ a2 2: . . . 2: c, egy olyan pontsémával ábrázolhatjuk, amelynek első

sorában ut , a második sorában ca stb. pont van . Példáu l a

• • • •
• • •
• • •
•

•
(5)

I T 7.9.4 I

séma a 12 = 5 + 3+ 3+ 1 partfciónak felel meg. Az értelmezésből nyilvánvaló ,
hogy egy ilyen séma egyetlen sorában sem lehet több elem, mint a felette levő

sorban.
A sémában az egyes sarok felelnek meg a partí ció tagjainak, azo nban

néha hasznos a sémát "oszloponként" is leolvas ni. Például az (5) sémánál
ekkor a 12 = 4 + 3 + 3 + 1+ l partfcióhoz jutunk. A sémáknak ebből a kétfé le
leolvasásából kapjuk az alábbi eredményt:

7.9 .4 T étel
Legyen 9r(n) , illet ve hr (n) az n szám olyan partícióinak a száma, ahol az

összeedand ók száma, illet ve max imuma r. Ekkor 9r (n ) = hr(n ). ..

Bizonyitás: Tekintsük azokat az n pont ból álló sémákat, amelyeknek pontosan
r sora van. Egy ilyen sémát soronként nézve az n-nek egy r összeadandóból
álló partícióját kapjuk, oszlopon ként nézve pedig az n-nek egy olyan partíció­
jához j ut un k, amelyben a legnagyobb összeadandó r. Az összes ilyen sémát
összeszámolva így éppen a kívánt 9r (n ) = hr (n ) egyenlőség adódik. _

A következőkben az n számnak páros sok, illetve páratlan sok k ülönb öz ö
összeadandó ból álló parttciólt vizsgáljuk. Az alábbi, Eulertő l származó tétel­
ből kiderül , hogy a kétféle partíció száma közöt t bármely n esetén legfeljebb
1 az elt érés.

7.9.5 Tétel I T 7.9.5 I
J elölje s(n ), illet ve t (n ) az n pozitív egész azon par tícióinak a számát,

ahol minden összeadandó k űlönböz ö , és a tagok száma páros, illet ve páratlan.
Ekkor

s(n ) _ t(n ) = { (-l)' , ha n = !(3k' ± k) ;
O, egyébként . •

(6)
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P élda : Az n = 7 páros, illetve páratlan sok különböző összeadandóból történő
el őáll ításai

fi + l = 5 +2 = 4 +3, illetve 7 = 4 +2+ l ,

tehát 8(7) = 3, t (7) = 2. Az 8(7) - t(7) ~ 1 = (_ l)' egyenlőség összhanghan
van (fi)-tal , hiszen 7 = H3.22 + 2).

B izonyf ttú : "Majd nem" kölcsön ösen egyértelmű megfeleltetést fogunk létes i­
teni az n pá ros, illetve páratlan sok különb öa ö összeadandóból álló part tci öi
között .

Az n csupa k ülönb öaö tagból álló partfciói olyan sémáknak felelnek meg,
amelyekben az egyes sorokban fentről lefelé saigerúan csökkenő számú elem
szerepfl, példáu l a 23 = 7 + fi + 5 + 3 + 2 partíciónak a

• • • • • • •
• • • • • •
• • • • •
• • •
• •

(7)

séma felel meg.
Nevezzük egy ilyen séma élének a jobb felső pontból induló, 45 fokos szög­

ben haladó maximális hosszúságú ,,~K-DNy" irányú pontsort . A (7) séma éle
3 pontból áll. (Az elemszámot általában az határozza meg, meddig tart az
összeadand ök egyesével történő csökkenése, az él elemszáma lehet természete­
sen l is.)

Legyen A az a transzformáció, amely egy séma élét áthelyezi a séma
utolsó sora alá (új utolsó sornak) , feltéve, hogy így ismét egy csupa különböző

összeadand öb öl álló partíció jön létre, azaz egy szigorúan csökkenő elemszámú
sorokból álló sémát kapunk. Hasonlóképp en, legyen M az a t ranszformáció,
amely egy séma utolsó sorát át helyezi a séma élc mellé (ferdén, új élnek),
amennyiben igy ismét egy megfelelő séma keletkezik. A (7) séma eseten M -et
alkalmazva a

• • • • • • • •
• • • • • • •
• • • • •
• • •

sémához jutunk, ugyanakkor A nem végezhető el.
Megmutatj uk, hogy néhány kivételtó l eltekintve bármely séma eseten A

es M közül po ntosan az egyik haj tható végre.
Legyen a séma utolsó sorának elemszáma a, az él elemszáma pedig m .
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Ha a :s m , akkor A nem hajtható végre , M viszont igen, kivéve, ha a = m
és az utolsó sor és az él összeér (ekkor sem A, sem Af nem végezhető el):

• • • • • • •
• • • • • •
• • • • •
• • • •

Ha a > m, akkor M nem hajt ható végre, A viszont igen, kivéve, ha
a = m+ 1 és az ut olsó sor és az él összeér (ekkor sem M , sem A nem végezhető

cl),
• • • • • •
• • • • •
• • • •

(" )

Az A, illetve M transzformáció alkalmazása a séma sorainak számát l -gyel
növe li, illet ve csökkenti, tehát az eredeti és a transzformáció után keletkez ő

par tícióban az összeadand ók száma ellentétes pari tá.sú . Világos továbbá, hogy
A és M egym ás inverzei, azaz bármilyen sorrendbe n történ6 egymás utáni
alkalmazásukkal a kiind ulás i sémát kapjuk vissza. Ebb61következik , hogy az
A , M transzformációpár a (*) és (U ) típusú partrciókt ő l elt ekintve kölcsönösen
egyértelmű megfeleltetest létesít az n páros, illet ve párat lan sok k ülönb özö
összeadandóból álló partfciói között. Ebből követ kezik, hogy s(n) = t(n),
kivéve ha n- nek létezik (- ) vagy (U) tfpusú par tíc iója, amikor is s(n ) - t (n )
aszer int 1, illetve - 1, hogy a "rossz" partícióban az összeadandók száma páros,
illet ve páratlan (ehhez azt is igazoln i kell még, hogy egy ad ott n-nek nem lehet
egynél több rossz partíciója).

Ha a (- ) par tícióban k tag van (azaz a sémában a sorok száma k), akkor

(3k - l )k
n = (2k - l ) + (2k - 2) + ... + k = 2 .

Ugyanígy adódik, hogy ha a (U) partíció k tagból áll, akkor

(3k + I )k
n = 2k +(2k - l) + . .. + (k+ l ) = 2 .

(8)

(9)

Adott n-re (8), illet ve (9) nyilván legfeljebb egy k-val teljesülhet , továbbá n
nem lehet egyszerre (8) és (9) alakú is, ugyanis

(3k ; l )k = (3j ; l )j <=> (3k _ 3j _ I )(k + j ) = O,

am i pozití v egész k és j eset éri nem állhat fenn .
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Így a (8) és (9) képlettel meghatároztuk a kivételes n-eket , és belá t tuk ,
hogy minden ilyen n-nek csak egy rossz particiója van . Ezzel a (6) k épl étet
teljes egészében igazol tuk . _

Mint jeleztük, a 7.9.5 Tételnek fontos követ kezm ényei vannak a pen) függ­
vényre nézve is. Legyen tlen) = sen) - t(n), ekkor a 7.9.5 Tétel szeri nt tlen)
generátorfüggvé nye

co co

U(x) ~ 1+ 2: u(n)x' ~ ! + 2:(- 1)' (x l l3k'+'1+x\(3k'-' I) =
R:l k:l

= 1 - x - x 2 + x 5 + x 7 _ X 12 _ X 15 + ... (10)

Ez a végtelen sor (például) lx I < 1/2 eseten abszolút konvergens.
Ugyanakkor U (x ) az alábbi (lxi < 1/2 esetén konvergens) végtelen szor­

za tként is elöállíthat ö:

co •

U(x ) = IT (1 - x;) = lim IT (1 - x;) .
H=

i _ l i : l

A ( l l) igazolásához tekintsük a

•

szorza to t . A szorzást elvégezve

(11)

(12)

(13)

tfpusú tagok keletkeznek , ahol O ::; j ::; r és ill " " ij különböző , r -nél nem
nagyobb pozitfv egészek . (A j = O eset ben az üres szorza tnak megfelelő 1
ér téket kapjuk.)

A (12) szorzás elvégzésekor (l3) alapján annyiszor keletkezik xR_es tag
+ 1, illetve - 1 együtthatóval , ahányféleképpen az n-et elő tudjuk állít ani páros,
illet ve páratlan sok különb öe ö, r -nél nem nagyobb poziti v egész összegeként.
Ha 1 ::; n ::; r. akkor n bármely partfel őj á ban eleve csak r- nél nem nagyobb
tagok szerepelhet nek. Ez az t jelenti, hogy r ~ n esetén (12)-t polinom alakba
átí rva e" együtthatója éppen sín) - t (n ) = tlen) lesz.

EzutAn (ll)-et az r ~ 00 határá tmenettel kap hatj uk meg, ennek bizonyí­
tását nem részletezzük.
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A 7.9.3 T ételb ól és ( 1l )~b61 következik , hogy pen) és u(n) generé torfügg­
vényei egymás reciprokai, azaz

= co

( 1 + L:: p(n)x" ) (l + L:: u(n)x" ) ~ P (x )U(x ) ~ l. (14)
n =l n =l

így (14) baloldalán a két hatványsort összeszorozva minden n > l -re x n

együtthatója O lesz , vagy is

pen) + pen - l)u (l ) + pen - 2)u(2 ) + ... + p( l )u( n - 1) + u(n) = O. (15)

Az u( j ) értékeket a 7.9.5 Tételb ől ismerjük, ezeket (15)-be beírva p(n )-re az
alábbi rekurziót nyerjük:

pen) = p(n - 1) + p(n - 2) - p(n- 5) - p(n- 7) + p(n - 12) + ... (16)

A (16) rekurzió érdekessége, hogy a jobb oldalon szerepló tagok száma csak
körülbelül 2J2n / 3, és így ez az összefüggés (viszonylag) nagy n esetén is
alkalmas pen ) tényleges kiszámítására. Példáu l ily módon határozták meg
p(200) értékét iso

p(200) = 3972 999 029 388 .

Fela da t ok

7.9.1 Mutassuk meg, hogy pen + 1) ::; 2p(n ). Mikor áll egyenlőség?

7.9.2 Számítsuk ki az alább i határ ért ékeket:

a) lim (p(n + l ) - p(n )) ;
n-e-cc

b) lim (p(n + l ) - 2p(n») .
";=

7.9.3 Melyek azok a számok, amelyek páratlan sokféleképpen állna k elő

különböző pozitív egészek összegeként?

7.9.4 Hányféleképpen írható fel egy n szám pozitív egészek összegeként , ha
a csak a tagok sor rendjé ben eltérő előállításokat is külön számoljuk?

7.9.5 Mutassuk meg, hogy az n pontosan r -tagú és az n - r legfeljebb
r -tagú partícióinak a száma azonos.

7.9.6 Írjuk fel a 7.9.4 Tételben szeroplö hr(n) függvény generátorfüggvé­
nyet .
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7.9.7
a) Legyen v(n) az n szám csupa k ül önbőz ö pozitiv egészből történő elő­

állitásainak a száma, w(n ) pedi g a csupa páratlan (de nem feltétlenül
különböz6) pozitiv egöszb öl tört én6 el ő á ll ítások száma. Mutassuk
meg, hogy v(n ) = w(n) .

b) (Az a) rész általánosítása .) Legyen vdn) az n azon part ícióinak a
száma , ahol az összeadaad ók között nem secrepel egyetlen szám sem
k·szor (vagy többször) , wk(n) pedig azon particiók száma, ahol egyik
összeadandó sem osztható k-val. Ekkor vk(n ) = wt (n ).

7.9.8 Biwnyitsuk be, hogy lxi < 1/ 2 eset én

x'
x') ... (l

ee ee

L p(n )x' = L "(l---=X"")(;-J--";.,----".----::;;
n=1 ,.",1

"7.9.9 Bizonyitsuk be, hogy

a(n) - a (n - l ) - a(n - 2) + a(n - 5) + a(n - 7) - . . . =

= { (-J)k+l n , ha n = !(3k' ± k) ;
O, egyébként.



8. DIOFANTIKUS APPROXIMÁCIÓ

Ebbe n a fejezetb en azt vizsgá ljuk, mennyire jól közelithet6k az ir racioná lis szá­
mok racionálisokkal . It t az approxi mác ió jóságát a közel ít ö tört s nevez őj éhez

viszonyítjuk. Kiderül , hogy az irrac ionál is számok "tipikusan" 1/ 82 nagyság­
rendben közelíthetők. A probléma kezelésénél a geometriai számelmélet egyik
alaptét elét , a Minkowski-tételt , valamint a lánctörteket is felhasználjuk. Vé­
gül bizonyos számsorozatok tört részeinek elhelyezked ésével fogla lkozunk. A
diofantikus approximáció már az előzö fejezet be n t árgyal t Pell-egyen lethez is
kapcsolódott (a 7.8.1 Tétel bizonyításában felhasználtuk a 8.1.1 Tételt), és
további a lka lmazásokat tárgyalunk a következő fejezetben .

8.1. Ir racionális szám a p p rox imációja

A rac ionális számok a számegyenesen mindenüt t s ür ün helyezkednek el, és
így bármely irraci onál is számnak tetszőlegesen kicsi környezetében ta lá lható
végtelen sok racionális szám. Ebbe n a fejezet ben olyan "erősebb" ér te lemben
vett közelítésekke l foglalkozunk, amikor egy adot t irracionál is szám és a köze­
lftő tö rt eltérése a tört nevezőjének függvényébe n is kicsi. E rre vonatkozik az
a lábbi alapvető eredmény:

8 .1.1 T étel I T 8.1.1 I
Tetszőleges o' irr acionális számhoz végt elen sok olyan r l s tört létezik,

amelyre

(l)

M egjegyzés : A közelítő r j s törtről mindig eleve felt esszük, hogy s > O. Az is
világos, hogy ha egy tört (r, s ) > 1 eseten kielégíti [Ll-et , akkor az egyszerüsttes
után kapott ri/Si tört re ez (Si < s miat t ) "még inkább" érvényes. Másfelől az
is könnyen igazolha tó (lásd a 8.1.2 felad atot ), hogy egy rl s törtnek csak véges
sok bővítet t alakja elégíthet i ki (l )· et .

Mindezek a lapj án a 8.1.1 Tétel (és a későbbi hasonló tét elek ) á llításának
igazságá t nem befolyásolja , akár végtelen sok k ülönb özö r/s rac ioná lis sza­
mot, akár végtelen sok különb özö r]s törtalakot mondunk (ez utóbbi esetb en
ugyanannak a racionális számnak két vagy több , az (1) feltételt kíel égtt ö r ]s
a lakú feIírását kü lön számoljuk). Ugyan így, az sem jelentene megszorft ás t , ha
az r ]» közelítő tör tekre az (r, s) = 1 felt ételt is elő írné nk .
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A 8 .1. 1 Tétel bizonyításához szükségüuk lesz az alábbi tételre:

349

8.1.2 T étel I T 8.1.2
Ha o tetsz őleges valós szám és n pozitív egész, akkor létezik (legalább

egy) olyan r/s tört, amelyre

10 _ ~I < _l . '"
s ns

(2)

A 8.1.2 Tétel bizonyít ása: Egy c valós szám törtrészén a {c} = c- LcJ kü­
lönbséget értj ük. Példáu l {3} ~ O; {2,9} = 0,9; {- 2.9} = 0,1. Nyilván
0 :5 {c} < l.

Tekintsük az
{n}, {20}, ... , {(n + I}«]

t őrtr é szeket . Ezek valamennyien a [0, 1) int ervallumba esnek.
Osszuk fel a [O, 1) intervallumot n darab I / n hosszúságú balról zárt, jobb­

ról nyílt résainte rvallumra. Mivel a {ja} törtrészek száma n+ 1, a részinterval­
lumoké pedig n, ezért a skatulyaelv értelmében lesz két olyan törtrész, amelyek
ugyanabba a részintervallumba esnek, és így a távolságuk kisebb , mint I/ n.
Ez azt jelenti, hogy van olyan l s: i < j s: n + l , amelyre

A (3) átí rható

lIljoj - {ioJl < - .
n

(3)

lIUo -lioJJ - [io -[ioJJ I~ lU - i) o - (liol -lioJli < (4)
n

alakba. Legyen
s = J -I és r = liol - [jo],

ekkor (4)-et s-sel elosztva éppen a lemma állítását kapjuk. •

A 8. 1.1 Tétel bizonyítása: Vegyük észre, hogy (2)-ben l s: s s: n miatt

l o - !: I < ~ s: ~ ·s ns S 2

Ez azt jelenti, hogy a lemmát o -ra és egy tetsz őleges n = nl poziti v egészre
alkalmazva kapunk egy olyan r i ]SI törtet, amelyre
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Most az el özö lepést nl helyett a lkalmas n 2-ve1 megismételjük, ekkor egy r2/ s2
kőzel ít ö törtet állítunk elő. Azt kell csak biztositani, hogy r2 / 82 ne lehessen
ugyanaz , mint rI/sI '

Mivel a irracionális, így o.- rI/s I #=- 0, tehát n2 megváleszthat ö úgy, hogy

te ljesüljön. Ekkor a lemma alapján

tehát
T2i- T1.

82 S1

Az eljárás t haso nlóan folytatva végtelen sok (kül önb özö) megfelelő ri/Sí tör tet
kapunk . _

Megjegyzés : Ha a racionál is , akkor te rmészetesen az o-t önmaga epproxl­
málja a legjobban. Ezzel együtt az approximációs probléma felvetése racion é­
lis o' eseten sem teljesen érdekte len, például elméleti és gyakorlat i szempontból
egyaránt szükség lehet kis nevezöjü tőrtekkel történ6 jó kőael ítésre . Racionális
a escten (magát az o -t nem enged ve meg közeHt6 törtnek) a 8.1.1 Tét elben
szereplö 1/ s 2-es nagyságrend helyet t csak cjs érhető el, ahol c az o-tól függő

konstans (lásd a 8.1.1 feladatot ).

Az alábbi tétel több irracionális szám közös nevez öj ű tö rtekkel történő

approximációjára vonatkozik:

8.1.3 T étel I T 8.1.3

Tetszőleges O l! ' •• , Ok irracioná lis számokhoz végtelen sok olyan

.. . , '. i = 1, 2, ...

közös nevez őj ű racionális szám-k-as létezik, amelyre

I r'l lo · _ ..1.!. < --
J Sj I+t 's. j= 1,2, ... , k , i= 1, 2, .. . ~ (5)

A 8. 1.3 Tétel a 8.1.1 Tét elhez hasonló módon igazolható, ekkor a 8.1.2
Tétel k-dimenziós változatéra van szű kség :
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8.1.4 T étel
Tetsz őleges al •••• • Ok valós sz ámokhoz és n

olyan ri •... , r I. és s egészek. amelyekre

T 8.1.4 I
pozitfv egészhez léteznek

1 < s < nk és j = 1.2, ...• k. "

A bízonyü ások részletes végiggondolásá t az Olvasóra bízzuk.

A 8.1.1 Tételnek az alábbi élesítése is érvényes, amelyet bizonyitás nélkül
közlünk:

8 .1.5 T étel
Tetsz ölegos a irracionális számhoz végtelen sok olyan

amelyre

I T 8.1.5 I
r/s tör t létezik,

En nél valam ivel gyengébb állítást , a JS helyett 2-vel igazolni fogunk két
kü lőnbő z ö módon is a 8.2, illetve 8.3 pont ban.

A 8.1.5 Tétel tovább már nem javítható:

8 .1.6 T ét e l
Legyen e > O tetszőleges és o ~ (1 + -/5)/ 2.

r/s tört létezik. amelyre

I T 8.1.6 I
Ekkor csak véges sok olyan

< I "(-/5 + e), z '
(6)

Bizonyítás: Tegyük fel indirekt, hogy (6) végtelen sok r/s-sel teljesül. Mivel
adot t s-re az s nevez öj ű tö rtek távolsága (legalább) l i s , és s ~ 1 miatt

l 2- > ,..-,""':'--,--0
s (-/5+e) sz'

ezért bármely s-hez legfeljebb egy olyan r található, amelyre (6) fennáll.
Eb b61 következik , hogy a (6)-ot kielégítö végtelen sok r f s tört nevezöi

között akármilyen nagy számok is el őfordulnak.
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Az a gyöke az x2 -x - l = Oegyenletnek, így 0(0- 1) = 1. Ennek alapj án
a (6) baloldalán álló külö nbséget a következő mödon "gyökte lenít hetjük":

( r)( r) r r' r r'0- - (o- l) + - = 0 (0 - 1)+ - (0 - (o - l)) - - = 1+ - - - . (7)
s 8 S .'12 S 82

A (7) jobb oldalán egy 82 nevezöj ű tö rt áll , amely a ir racio nal itása miatt nem
nulla, és így abszo lút értéke legalább 1/ 82 . Ebből (7) alapján követ kezik , hogy

lo-~I 'I (o- I)+~1 ~ si, . (8)

Mivel (6) ezer int r/s "közel" van a-hoz, ezért a (8) ha l oldalán álló második
tényező értéke "körülbelül" 20 - 1 = .;s, és ezzel ellentmondásba kerülünk
(ül-tal. Ennek precfz kivitelez és éhez indulju nk ki az

< c ,

l (o - I ) + ~ I ::; (20 - l)+I~ - ol< v'5+ _l­
s s V5S 2

felső becslésb ől . Ha s elég nagy, akkor

1

v'5s'

teh át (9)-h6! kapj uk, hogy

I(o-I)+~ I < v'5 + e

A (8) és (10) egyenlőtlenségekből következik, hogy elég nagy s-re

10 - ~ I > ( v'5 ~ <)s"
ami ellent mond az ind irekt feltevésnek. _

(9)

(10)

A 8.1.6 Téte l mutatja , hogy a 8.1.5 és 8.1.1 Téte lek az irracionális számok
approximé lhat óság ának a helyes nagyságrendjét jelent ik, hiszen van olyan a
irracionális szám, amely egyált alán nem (illetve csak "alig") approximálhat6
jobban, mint amit ezek a tételek biztosítanak .

A következőkben belátjuk. hogy a 8.1.5 és 8.1.1 T ételek más értelembe n
véve is az irracionális szá mok approximálha t6ságának a helyes nagyságrend­
jét adj ák: olyan irracion ális szám is csak "kevés" van, amelyre "lényegesen"
jobb közelít és érhető el. A "kevés" pontos megfogalmazásához bevezetjük a
nullmértékú halmaz fogalmAt:
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8 .1.7 D efiníció D 8.1.7 I
A valós számok egy H részhalm aza nullmértéktÍ , ha tetsz őleges E > O-hoz

létezi k megszámlálható sok olyan intervallum, amelyek együttesen lefedik H-t
és amelyek összhossza kisebb, mint E. ..

Könnyen ad ódik , hogy minden megszámlálható H , Igy speciállsan a racio­
nális számok halmaza is nullm ért ékü, léteznek azonban kontinuum számcsságú
nu llm ért ék ü hal mazok is (lásd a 8.1.9 feladatot ).

8 .1.8 T étel I T 8.1.8 I
Legyen K. > O tetszőleges valós szám és H azoknak az a valós számokna k

a halmaza, amelyekhez végtelen sok olyan r/s található, hogy

teljesül. Ekkor H nullmértékü. ...

Bizonyítás: Legyen

H, = H n li, i + 1),

1
< S2+K

i = O, ± 1, ± 2, ...

(11)

A (11) ezerint i approxim álha t óság csak az a törtrészétól függ, ezért a H; hal­
mazok közül bármely kettő egybevágó. így elég belátni , hogy Ho nullm ér t ékü,
hiszen

=
H ~ U H ,

;=-00

és megszáml álható sok nullm ért ékü halmaz egyesítése is nullm ért ék ü (lásd a
8.1.10c feladatot).

Adott s > 1 pozitív egészhez legyen A s azokna k a °::; a < 1 valós
számoknak a ha lmaza , amelyekre (11) teljesül alkalmas r-rel. Ekkor As nyilván
a o

s
1
s

... , s
s

körüli l / s 2+K sugarú nyílt intervallumokból , illetve ezeknek a [O, l )-be eső

részeiből tevődik össze, azaz

(

, - 1 r 1 ri ) 1 1
A s = rYl ( ~ - S2+K' ~ + s 2+K ) U[O, S2+/c) U(l- 8 2+/C ' 1) . (12)
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Az A~ -t alkotó intervallumok összhossza

(13)

Ha a E Ho, akkor a feltétel szer-i nt végtelen sok olyan s van , amelyre a E A $'
Ebből következik, hogy tetszőleges m csetén

00

Ho <; U A, . (14)

Ekkor (12) , (13) és (14) alapján H lefedhet ö mcgszámlálha tó sok intervallum­
mal , amelyek összhossza

(15)

Mivel a
00 1

L 8 1+1<
8= 1

végtelen sor konvergens, ezért tet szölegos é > O-hoz található olyan m , amelyre
a (15)-beli összeg kisebb, mint e. Ezzel beláttuk , hogy Ho, és így H is null­
m ört ék ü. _

A 8.1.8 Tétel általánosításaként a következő kérdést is megvizsgálhatj uk .
Legyen f a pozitívegészeken ér telmezet t pozitív értékű függvény, amelyre
f(8)/S monoton nő, és H U ) azoknak az o: valós számoknak a halmaza , ame­
lyekhez végt elen sok olyan r i s található , hogy

A 8. 1.8 Tétel bizonyításához hasonlóan igazolható, hogy ha

akkor H U ) nullmértékű.

Ha azonban
00 1

L f(s ) = 00 ,
s= l
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akkor teljesen megford ul a helyzet : ekkor nullmért ékü halmaztől eltekin tve
H (J) minden valós számot tartalmaz. Ez utóbbi ered ménynek jóval nehezebb
a bizony ítása.

Felad a t ok

8.1.1 Legyen a rögzitet t racionális szám: o = a/b, ahol (a, b) = 1 és b > O.
a) Bizonyftsuk be, hogy

r a I ri- =f:.- ~ o - -
s b s

l
;::: bs ' (16)

b) Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan r/s tört létezik, am ikor (16)
jobb oldalán egyenlőség te ljesül.

8.1.2 A 8.1.1 Tételben az (I ) egyenl ötleneéget esetleg egy adott racionális
számnak több r]s alakja is kielégít heti. Mutassuk meg, hogy (1)
nem teljesülhet ugyanannak a racionális számnak végte len sok r/s
alakjával.

8.1.3 Legyen o irracionális szám, és tekintsünk végtelen sok olyan r i / si
törtet, amelyre

i = 1,2, . 00

Bizony ítsuk be, hogy

a) lim S · = 00'i-+oo I ,

8.1.4 Bizonyítsuk be az alábbi állftásokat:
a) Minden o valós számhoz végtele n sok olyan r/ 2'" alakú tört létezik ,

amelyre

1°- ;'" I ~ 3 .

1

2""

h) Van olyan a, hogy bármely r/2k alakú tört eset éri

10 - ; '" I ;::: 3 .12", .

c) Minden o valós számhoz végtelen sok olyan r / 31c alakú tört létezik,
amelyre

I r I l- - < -­
o" 3'" - 2 . 3", 0
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cl) Van olyan a , hogy bármely r /3k alakú tör t esetén

e) Minden a > O irracionális számhoz végtelen sok r 2 j s2 alak ú tört
létezik , amelyre

la- r21< c(a) ,
82 82

ahol c(a) egy et-tól függő konstans.
f) Van olyan a > O irracionális szám és c konstans, hogy bármely r 2 / 82

alakú tört eset én

I r' l c0- - > - .
82 82

8.1.5 Bizonyít suk be, hogy minden o: irracionális számhoz végtelen sok
olyan k ű l ö nb ö z ö számJálójú r] s tört létezik, amelyre

ahol c(a) az a -tól függő konstans.

8.1.6 Bizonyítsuk be, hogy létezik olyan c konstans, hogy bár mely r /s tört
eseté n

1,12 - ':1> -"-.
s s

8.1.7 Legyen t > l tetszőleges valós szám. Nevezzünk egy a valós számot
t-edrendben approximálhat ónak, ha végtelen sok olyan r I s tört léte­
zik, amelyre

la _ ':1 < c(a)
s s'

te ljesül, ahol c(cr) egy cr-tól függő konst ans. (Igya 8.1.1 T ételb ól
következik , hogy minden irracionális szám másodrendben approxi­
málható, a 8.1.8 Tétel szerint viszont a 2-nél nagyobb rendben app­
roxim álhat ó valós számok halmaza nullmért ékü.)

Tegyük fel, hogy az a valós szám 2D-adren dben approxim álhat ó.
Bizonyítsuk be, hogy ekkor

a) ao + b is 2Q-adrendben approximálható, ha a , b racionális és a fe O;
b) cr2 lO-edrendben approximálhat ó.
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8.1.8 Határozzuk meg a törtrészek ból képzett alábbi kifejezések összes le­
hetséges értéket, ha ct és (J egymás tól függetlenül be futják a valós
számokat:

al {O'}+{/l} -{O'+ /l}; b) {O'}{/l} - {O'/l}; M ' c) {O'} ' -{O"}.

8.1.9
a) Mutassuk meg, hogy a valós számok minden megszámlálható rész­

halmaza nullmérték ű.

"b ) Tek intsük azokat a O és l közé esö valós számokat , amelyek hármas
alapú számrendszer szer inti "t izedes" (azaz "harmad os") tö rt alak­
jában nem szerepel l-es számjegy (ez az ún. Cantor- ha lmaz) . Bi­
zonyítsuk be , hogy ennek a halmaznak kontinuum sok eleme van,
ugyanakkor nullm ért ék ü.

8.1.10 Bizony ítsuk be az alábbi á ll ításokat:
a) Egy nullmértékű halmaz bármely részha lmaza is nullm ért ék ü.
b) Véges sok nullm ért ékü halmaz egyesítése is nu llm ért ékü .
c) Megszámlálható sok nullm ért ékü halmaz egyesítése is nu llm ért ékü.
d) Megszámlálha tóná l több nullmértékű ha lmaz egyesítése lehet null­

m ért ék ü, de nem feltétlenül az.

8 .2, M inkowski-t étel

Ebben a pontban egy fontos geometriai számelmélet i téte llel és annak néhá ny
alkalmazásával foglalkozunk.

8.2.1 Tétel (Minkowski-tétel) I T 8.2.1 I
Legyen L a síkon egy tetszőleges paralelogrammarács, és H olyan zárt,

konvex, síkbeli halmaz, amely középpontosan szimmetr ikus az egyik rács­
pontra. Tegy ük fel, hogy H területe legalább 46, ahol 6 a rács alappa­
ralelogrammájának a területe. Ekkor H a középpontján kívül is tartalmaz
rácspontot. ...

Megjegyzések: 1. Könnyen ellenőrizhető, hogya tétel feltételei szükségesek.
2. Feltehetj ük, hogy H korlátos. Ugyanis megmutatható, hogy ha egy

konvex halmaz nem korlátos, akkor a terület e csak nulla vagy végtelen lehet ,
így ez utóbbi eset ben a H -na k egy a középpontja körüli elég nagy suga rú
(zárt) körrel való metszete már olyan középpontosan ssimrnetrikus, korl átos.
zárt, konvex ha lmaz lesz, amelynek a területe legalább 46 .
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(1)

3. A tétel magasabb d imenziós, illetve nagyobb területű halmazok esetén
több rácspontet garantáló általános ításaira vonatkozóan Jásd a 8.2.1 és 8.2.2
feladatokat .

A Minkowski-t ételre két bizonyítást adunk . J elöljük H saimmetria-közép­
pontj át O-val, te rületét ped ig h·val.

Els6 bizonyítás: Teki ntsük először azt az esetet, ami kor h > 4,ó,.
Kicsinyít sük le az L rácso t az O pont ból 2/ k arAnyban, ahol k (nagy)

egész szám, és legyen N(k) az így kapott Lk rácsban azoknak a rácspontoknak
a száma, amelyek benne vannak H- ban . Az Lk rács alapparalelogrammájána k
a területe 46.jk2 , ezért H területe

il = lim N (k )4
k
tJ., •

k~=

Mivel h > 46. , ezért (l )-ból következik, hogy elég nagy k cselén N (k ) > k2
•

Vegyük azt a (z élt alá ban ferdeszögű) koordináta-rendszert , amelynek a
kezdőpontja O, a te ngelyek pedig párhuzamosak az alappara lelogramma ol­
dalaival. Ekkor az L rács rácspontjainak a koordinátái (ia,jb), az Lk rács
rácspontjainak koord inátá i ped ig

(~a, 21b) ,
ahol a, illetve b az L rács alapparalelogrammajának megfelelő oldalai, i és j
ped ig tetszőleges egész számok.

Mivel az (i , j) számpárok k-val való maradékos osztásakor k2· féle "mara·
dékpár" kelet kezhet , és N (k ) > k2, ezért a skat ulyaelv szerint létezik az Lk
rácsnak két olyan (különböző) rács pontja,

amelyekre

Q = (2h 2j l b)
1 k a , k és

és

Q = (2i2 2j , b)
2 k a , k '

k l j, - j, · (2)

Ekkor H középpontos szimmet riája miatt a Q2 pont nak az O-ra vona t kozó
tükörképe

Q' = ( -2i2 - 2Í2 b)
2 k a , k

is H-beli, továbbá a konvexitás miatt a QIQi szakasz felezőpontja

F = ( 2i l - 2i2 2it - 2h b)
2k a , 2k
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is H-beli. A (2)-be li oszth atóságok miatt F = (ra ,sb), ahol r és s egész
számok, te hát F az eredeti L rácsnak is rácspontja. Mivel Ql ::j:. Q2, ezért
F::j:. O. Ezzel igazoltuk , hogy H az O-n kivül is t artalmaz L-beli r ácspontot .

Hát ravan még annak az eset nek az igazolása, amikor h = 46.. Tegyük fel
indirekt, hogy H az O középpontján kívül nem tartalmaz (L-beli) r ácsp ontot .
Legyen a P ::j:. O rácsp ontok H-tól való távolságána k a minimuma m . Mivel H
zárt , ezért m > O. Ez azt jelenti, hogy H-t az O-ból ki tudjuk úgy nagyttani ,
hogy a kinagyft ott H I sem tartalm az O-tól kűlőnböz ö rácspontot. Ez azonban
lehetetlen, hiszen H I területe nagyobb , mint 46. . •

Második bizonyítás: Először egy lernmát igazolunk , amely azt a "szemléletesen
nyilvánvaló" té nyt fejezi ki, hogy ha egy korlátos síkbeli halmaznak az összes
rácsvektorral elto lt példányai páronként diszjunktak , akkor a halmaz területe
nem lehet nagyobb a rács alappara lelogrammaj ának a te rületénél.

8.2.2 Lemma I L 8.2.2 I
Legyen az L paralelogrammarács alapparalelogrammájának területe 6. ,

a K korlátos síkbeli halmaz területe ped ig t. Legyen továbbá O rögzített
rácspont , P tetszőleges rács pont, és jelöljük Kp-vel a K halmaznak az OP
vektorral való eltoltját (Ko = K ). Végül tegyük fel, hogy a K p halmazok
diszjunktak. Ekkor t ~ 6. . ...

A 8.2.2 Lemma bizonyítása: A bizonyítás lényege a következő észrevéte l: Az
alapparalelogramm át (minden irányban) nagyítsuk ki r -szeresére , ahol r egy
"nagy" szám, és az így kapott M paralelegramm át helyezzük el úgy, hogy az
O pont körülbelül M "közepére" essen . Ekkor a K -nak az M -beli rácspontok
szerint i elto ltjai "nem nagyon lóghatnak ki"M-ből , és így ezen elto lt példányok
együttes területe, ami (körülbelül) r 2t , nem lehet "sokka l" nagyobb az M
terűleté n é l. azaz r 26.-nál. Az állítás innen r -7 00 határátmenettel adódik .

Nézzük mindezt pontosan és r éseletesen . Vegyük azt a (8.2.1 T étel els ő bi­
zonyításában már használt , általában ferdeszögű) koordináta-rendszert ,
amelynek a kezd őpontja O, a tengelyek pedig párhuzamosak az alapparalele­
gramma oldalaival. Ekkor az L rács rácspontjain ak koordinátái (ia , jb), ahol
a, illetve b az alapparalelogramma megfelel ő oldalai, i és j pedig tetszőleges

egész számok.
Legyen n tetszőleges pozitiv egész, és tekint sük azt a (2n + 1)2 darab

Pi j = (ia, jb) rácspontot. amelyre IiI ~ n és ii i ~ n. Az ezekhez tartozó K p

ha lmazok egyesítését jelöljük Un-nel. Ekkor Un területe (2n + 1)2t.
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A K korl átcssága miatt van olyan c > O, hogy K bármely pontjának
koordinát ái kisebb abszolút értékűek, mint ca , illet ve cb. Ekkor Un része
annak a Gn paralelogramm énak, amelynél a négy csúcs koordi nátái

(± a(n + c), ±b(n + c»),

és így Gn területe (2n + 2C )2 L),. A tartalmazás miat t Un területe legfeljebb
akkora, mint Gn területe, azaz

(2n + l )' t s (2n + 2c)'A .

Ebből kapj uk, hogy

t::; (1+ ~~ : ~rÖ ."

Innen a kivánt t ::; Ö egyenlőtlenség az n -t 00 határá t menettel következik. _

Hát érve a 8.2.1 T étel bizonyítására, most is elég a h > 46.. esetet tekinte­
nünk.

Kicsinyítsük le H-t az O középpontb ól a felére, az így kap ott halmazt
jelöljük K-val. A feltétel szerint K területe t = h/ 4> 6.. , így a 8.2.2 Lemma
alapján létezik olyan Q és R rács po nt , amelyre K Q-nak és KR -nek van közös
pontja. A QO vektorral tö rt é nő eltolással azt kapjuk, hogy K o = K -nak és
K p-nek is van közös pontja, ahol P alkalmas (az O-tól kül önb özö) rácspont .
Azt fogj uk igazolni, hogy a P rácspont benne van H-ban (és ezzel a téte l
állít ásá t belát tuk).

Legyen A közös pontja K -nak és Kp-nek , B az A-nak a PO vektorral
való elto ltja , C a B t ükörképe O-ra, és végül D az Ae szakasz felez őpontja.

Mivel A eleme Kp -nek, ezért II eleme K -nak. A K középpentos szim­
met ri éja miatt C is eleme K -nak. Végül A és C is K -beli, tehát a konvexitás
miatt a D felez őpont is K-beli.

Ugyanakko r a konstrukció szerint PAOe paralelogramma, hiszen az oe
és AP oldalak párhuzamosak és egyenl ök. Ezért D az OP átló nak is felező­

pontja, és így D-t az O középpontú kétszeres nagyít ás P-be viszi. Mivel ez
a nagyít ás a K halmaz t éppen H-ba viszi, és a D pont K-ban van, ezér t a
P pont sz üks égk éppen H-beli . Ezzel belátt uk , hogy H tartalmazza az O-tól
k ülönb özö P rácsp ontot is. •

A Minkowski-tételt elt'íször a diofan tik us approximációnál alkalmazz uk a
8.1.1 Tétel javít ására .
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irracionális számhoz végtelen sok olyan r/s tört létezik,

8 .2.3 T ét e l
Tetszőleges ct

amelyre
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la - ~I < _l . '"s 2 8 2
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(3)

Bizonyítás: Az (3) egyenlőtlenség 8 i- Oeseten ekvivalens

l
Is(sa - r)1< 2

te ljesülésével. Vezessük be az

X=80:-r, 1/=8

(4)

új változókat . Ha r és 8 egymás tól függetlenül végigfut az egész számokon.
ak kor az (x ,1/) pontok egy olyan paralelogrammaracsot alkotnak , amelynél az
alapparalelogramma csúcsai

(O,O), (-1,0), (a, l ), (a- l , l) . (5)

Az új változók szcr lnt (4) az Ixyl < 1/2 feltét elt jelenti, azaz azokat az (x ,y)
rá.cspontokat keressü k, amelyek az xy = 1/2 és xy = - 1/2 hiperbolák által ha­
tárolt (az origót is tartalmazó) tar tományba esnek. Rács pont ra az xy = ± 1/2
egyenlőség az o: irracionalitása miatt sohasem teljesülhet , igy nem jelent vál­
tozást, ha (3)-ban, illetve (4)-ben a < jel helyet t ~ jelet írunk. Ennek alapján
az imént i tartományhoz a határoló hiperbolaágakat is hozzávehet jük, és a to­
vábbiakban az így keletkező zárt Z halmazt tekintj ük.

Az s i- O feltétel azt jelent i, hogy az x-tengelyre eső rácspontokat figyel­
men kívül kell hagynunk.

A rács (5) alapperalelogrammáj éban a "vízszintes" olda l és az ehhez tar­
tozó magasság is egységnyi hosszúságú, tehát az alapparalelogramma terül ete
~ =l.

A Z halmaz nem konvex (és nem is korlá tos), ezér t Minkowski tételét
nem tudj uk közv ét len ül magára Z-re alkalmazni. Ehelyet t Z alkalmas konvex
részha lmazait fogjuk tekinteni: olyan rombuszokat . amelyek csúcsai a hiper­
bola tengelyein vannak, és érintik a négy hip erbolaágat . Ezek a rombuszok
konvex, zárt és az orig6ra szimmetrikus halmazok.

Megmutatjuk, hogy minden ilyen rombusz te rülete 4. Ha a rombusz
az első síknegyedbeli hiperbolaágat az (a, 1/ (2a )) pontban ér inti, ak kor az
érintő egyenlete

l - l
y - -= -(x -a) .

2a 2a2
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Ez az egyenes a koordináta tengelyeket az x = 2a, illetve y = lia pontokban
metszi. Így az origó és ezen két csúcs alkot ta derékszögű háromszög területe
!(2a)( 1/a) = l , és a rombusz területe ennek négyszerese, azaz 4.

Mivel a terület 4 = 4.6., ezért Minkowski tétele szerint minden ilyen rom­
busz tartalmaz az origón kivül rácspontot .

Válass zuk a rombuszokat rendre úgy, hogy az y-tengely irányában egyre
"keskenyebbek'" legyenek . Ekkor elérhető, hogy minden újabb rombusz az
e16z6 rombuszok által tartalmazo tt nemtriviális rácspontok egyikét sc tartal­
mazza , továbbá egyáltalán ne tart almazzon az x- te ngelyen az origót ól kü­
lönb özö rácspontot . Ily módon végtelen sok megfelelő rácspontot kapunk (a
közeppontos szimmetria miatt a szokásos s > O feltét el is elé rhető). _

A Minkowski-tétcl második alkalmazásaként új bizonyítást ad unk a 7.5.1
Tétel azon r ésa állít ására , hogy minde n 4k + l alakú p > O prímszám előáll két
négyzetszám összegeként .

8 .2.4 T étel I T 8.2 .4 I
Minden 4k + l a lak ú p > O prímszám felírhat ó két négyzetszám összege­

ként . '"

Bizonyítás : A 4.1.4 Tétel alapján létezik olyan c, amelyre c2 sa - 1 (mod p).
Tekin tsük a síkon az

x=pu+cv, y=v (6)

koordinátéjú pon tokat , ahol u és v egymást ól függetlenül befutják az egész
számokat. Ezek egy par alelogrammarácsot alkot nak, amelyben az alapparale­
logramma területe 6. = p.

Bármely rácspont escté n

azaz p I x Z + yZ . Ebből követ kezik , hogy ha egy, az or ig ótól különbözö rács­
pontra xZ + y Z < 2p, akkor a kívánt x 2 + y 2 = P elöállttés adód ik.

Alkalmazzuk Minkowski téte lét az x 2 +y2 ~ 4pf 1r egyenlet ü, orig6 körüli
4p = 46 területű (zárt) körlapra. A tétel szerint ez a kör az orig6n kívül is
tartalmaz legalább egy (x , y) rácspontot . így erre a rács pontra teljesül
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Megjegyezzük, hogy a 3-dimenziós Minkowski-tetelnek (lásd a 8.2.1a fel­
adatot) a fenti ekhez hasonló elveken alapuló, de jóval bonyolu ltabb alkalma­
zása a három-négyzetszám-tétel (7.5.2 Téte l) bizonyítás nélkül közölt "nehéz"
részének igazolés ához is elvezet (közbe n a számtani sorozatok prímszámaira
vonatkozó Dirichlet-tételt is fel kell használni).

A Minkowski-t étel néhány további elkelmázaséra nézve lásd a 8.2.3-8 .2.5
felad atokat .

Felada tok

8.2.1
a) Bizonyí tsuk be a térbeli Mínkowskl-t ételt: Legyen L a té rbe n egy tet­

szőleges paralelepipedonrács, és H olyan zárt, konvex, té rbeli halmaz,
amely középp ontosan szimmetrikus az egyik rácspontra. Tegyük fel,
hogy H té rfogata legalább 86 , ahol 6. a rács alapparalelepipedon­
jának a térfogata. Ekkor H a középpontján kívül is tartalmaz rács­
ponto t .

b) Általánosít suk a tét elt tetszőleges dim enzióra.

8.2.2 Igazoljuk a Minkowskl-t étel alább i általánosításá t: Ha L és H ele­
get tesz nek a 8.2.1 Tétel feltételeinek, és H te rülete legalább 4r6 ,
ahol r > O egész , akko r H a középpontján kívü l legalább 2r darab
rácspontot tartalmaz.

8.2.3 Bizonyít suk be, hogy minden 3k + l alak ú pozitív pr ímszám felír hat ó
alkalmas x, y egészekkel x2 + 3y2 alakb an .

8.2.4 Legyenek an,a12, a21 , a22 olyan egész számok, amelyekre

D = Ian an i'" O.
a21 a22

Bizonyítsuk be, hogy ha a bt. ~ pozitív számo kra bl~ ~ [D ], akkor
az

la nx t + a l2x21:s bl , la21xl + a22x 21:s b2

egyenlőtlenségrendszernek létezik nemt riviális (azaz az (Xl, X2)

= (O, O)-t61 k ülönb öz ö) egész megoldása.

-8.2.5 Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges O'J és 02 irracionális számokhoz vég­
te len sok olya n közös neveeöj ü r J/ s , rs! » racionál is számpár létezik,
amelyre

I r'l 2 I0 ' -..1. < _. _ -
J S 3 s 3/ 2 '
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8.3 . Lánct örtek

Tetszőleges a valós szám esct én tekintsük a kö vetkez ő algoritmust. Legyen

co = LoJ és 01 = {a }, ekkor a = Co + Ol · (l )

Ha 0 1 #- O, akkor legyen

és 02 = {~1} ' ekkor
l

0'= CO+OI = eo+ - ,-­
Cl + 02

Ha 0 2 i' O, akkor 1/ 0 2 egész- és tö rtrészét képezzük stb. Ált al ában, ha
a CQ, CI1 " . . , Cn és or •... , O:'n+l ér tékeket mar mcghat éroet uk, és 0 n+l i- O,
ak kor legyen

ekkor

Cn+1 = l-I j
°"+1

és On+2= { _ 1 } .
° " + 1

l

l

l

l
cn + ----,:-­

Cn+ l + 0n+ 2 .

(2)

(3)

A (3) jobb oldalán álló sokemeletes tö rtet (Véges) lánctörtnek nevezzük, és az
egyszerűbb írásmód ked véért bevezetj ük r á az L(CO . Clo · · . , Cn. Cn+! + O'n+2)
jelölést . (A (3) képlet jobb oldalára ezt a jelölést néha olyan esetben is fogj uk
alkalmaz ni, amikor a ci értékek nem feltétlenül egész számok.)

Ha a n+! = O, akkor az eljárás ',"éget ér.
Az ily m ödon kapo tt Co, Cl, . . . , egész számokat az a lánctörtjegyei nek

nevezzük.

8 .3.1 Definíció I D 8.3.1 I
Egy a valós szám lánctortjegyein az (l) és (2) képletekkel definiál t (véges

vagy végtelen ) co ,CI, . '. számsorozatot értjük. ...

A definíció alapján világos, hogy a lánctör tjegyek egyérte lmúen meghat á­
rozott egész számok, és ci > O, ha i ;::: 1.
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P é ld á k

Pl Legyen a ~ lll /25 . Ekkor

III II
25= 4 + 25,

CO = 4,

25 _ 2 ..:l.-
CI = 2,11- + 11'

II 2
- =3 + 3 ' C2 = 3,
3
3 l
- = 1 + 2' C3 = l ,
2
2
- = 2 + O, C4 = 2.
l

A 111/ 25 lánctörtjegyei tehát 4, 2, 3, 1, 2. Ez egyúttal azt is jelenti, hogy

I

lIII
25 = L(4,2,3, 1, 2) = 4 + --'--;--

2 + ----,,___
l

3 + - ­
l

1 + ­
2

P2 Legyen a = ../2. Ekkor

/2 = 1+ (/2 - l),

l
/2 = /2+ 1 = 2+ (/2- 1),

2 - l

l
/2 =/2 + 1 = 2+ (/2 - 1),
2-l

co = l ,

A ../2 1ánctörtjegyei tehát 1,2,2, 2, .. . Erre is bevezetjük (egyelőre for­
málisan) a ../2 = L(l , 2, 2" . .) jelölést és a "végtelen lánctört"elnevezést.
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8 .3 .2 T étel I T 8.3 .2 I
Az ll' valós szám lánctörtjegyeinek sorozata akkor és csak akkor véges, ha

o racionális. "

Bizonyítás: Legyen a lánctörtjegyek sorozata véges, azaz megfelelő ci egészek­
kel a = L( CO,Cl , ' . ' ,Ck). Ekkor az emeletes tör teket lebontva a végül két
egész szám hányadosaként írható , tehát racionális.

Megfordítva, legyen a = a/b, ahol b> Oés a egész számok. Megmutatj uk,
hogy ekkor a lánctörtjegyeket megad ó algoritmus lépései tulaj donképpen az
a-ra és b-re vona tkozó euklideszi algoritmus lépéseinek felelnek meg. Ebből

következik, hogy a lánctörtjegyeket előállító algoritmus véges sok lépésben
befejeződik .

Az euklideszi algoritmus első lépésében az a számot maradékosan eloszt­
juk b-vel:

O ~ rl <b.

Ez átí rha tó az

~ = ql + r; = lLJ + {L}
alakba, tehá t (a lánct ört-algor itmus jelöléseivel) CO = q l és O l = Ti / b.

Ha TI t:- O, akkor az euklideszi algorit mus következő lépése

azaz
l

" l

tehá t Cl = qz és 02 = r 2/TI '
Ugyanígy adódik , hogy a tovább i lánctörtjegyek is rendre az euklideszi

algor itmusban szereplö h ányad osok lesznek. _

A továbbiakban feltesszük, hogy o irracionális, és megmutatjuk, hogy a
lánctörtek segitségével az o -t jól közelítő racio ná lis számokat tudunk előállí­

t ani. Ezek az o (Végtelen) . janctörtalakjanak'' a (véges) "szeletei" lesznek,
azaz azok a (véges) l é nct ő rtek, amelyeket tetszdleges n 2: Oegészre az o első

n + l darab lánctörtjegyéb6l képez ünk. Jelöljük ezeket a racion ális számokat
Ln(o:)-val , azaz ha o: = L (cQ, ct> . . .), akkor

n = 0, 1, 2, ... (4)
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8 .3 .3 Tétel T 8 .3 .3 I
Legyenek az o irracionális szám l ánctőrtjegyei CO. Cl • . . . , és

aho l (5)

Ekkor bármely n esct en fennáll

sőt , ha n > 0, akkor az

(6)

l
< 2 2 •

50 la _
r n

+
11<

S ...+1

l

2S~+1
(7)

egyenlőt lenségek közül is legalább az egyik teljesül. "

Megjegyzések : 1. A 8.3.3 T étel egyrészt nyilván magában foglalja a 8.1.1 és
8.2.3 Tételek állít ásait , másrészt nemcsak a jó közclít ö tör tek létezését biz­
tosítja, hanem egyúttal a gyakorlatban is hasznalhat ó algorit must ad ezek
el őá ll ításá ra .

2. Megmutatható, hogy az "igazán jól közelítö" törtek kivétel nélkül az
(5)-ben megadott r ... I»; tö rtek közül kerülnek ki: Ha

l fi - ~ I <_1
s 2s2

(azaz r ]s a 8.2.3 Tételbe n elő írt mértékben approxim élja az o -t), akkor r/ s
szükségképpen valamelyik r ... [se-nel egyenlő.

3. A lán ctörtek a [bizony ítás nélkül közölt ) 8.1.5 T ét el igazolás ára is
alkalmasak : A 8.3.3 Téte l alábbi bizonyításához hasonló elvek alapján, csak
kissé bonyolultabban az is igazolható, hogy három egymást követő indexű

Ln(o: ) tört köz ül legalább az egyik a 8.1.5 Téte lbe n e lőírt közel ít ést is teljesíti.
4. A 8.3.3 Tételből a 8.1.3a felad at alapján következik, hogy

lim L...(o) = o ,
o~~

azaz lim L(eo•. . . •c,,) = L(eo. c" ... ) .
n-e cc

Enne k alapján te rmészetes jelentést nyert az (eddig formális) o: = L(co ,Cl , .. . )

végte len lánctört .

A 8.3.3 Tétel bizonyttásáhoa szükségünk lesz a következő lemmara:
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8.3.4 Lemma I L 8.3.4 I
Legyenek C(J, Cl ,C2 • • • • tetszőleges valós számok, ahol ci> 0, ha i ~ 1, és

képezzük az alábbi rekurziót :

Ekkor

ro = Co ,

So = l ,

Tn = CnTn _ l + Tn_2,

Sn = Cn Sn _ l + Sn_ 2'

(8a)

(8b)

(9)

és
(_ l )n- lTn Tn _l

(n 2: l) . (10)

Ha. a Cn számok egészek , akkor Tn és Sn is egész, (rn, SOl) = 1, valamint n > O
eset én Sn+! > S n' "

Megjegyzés: A 8.3.4 Lemmab ól azonnal következik, hogy a 8.3.3 Tételben az
(5) képle t tel megadott Tn és sn számsorozatok kielégítik a (8a)- (8b) rekur­
ziót, tehát a 8.3.4 Lemma és a 8.3.3 Tétel Cn, T n és Sn jelölései egymással
összhangban vannak.

A 8.3.4 Lemma bizonyítása: I. A (9) egyenlőséget n szerinti teljes indukcióva!
igazoljuk.
Az n = O, 1, illet ve 2 eset ekbe n

L(co) Co TO
= CQ = =

l So

L(cQ , cd
l ci ce + 1 TI

Co+ - = =
Cl Cl S I

tehát (9) valóban teljesül.
Tegyük fel, hogy (9) az n = m ~ 2 eset be n igaz, azaz

( )
rm emrm-l + r m _ 2

L eo , Cl , · · · ,Cm =-= ,
Sm Cm Sm _ l + Sm_2



8.3. L ÁNCT ÖRTEK 369

ahol Tm- b Sm - l, r m -2 és Sm_2 csak a Co , . •. ,Cm- l ért é kekt ő l függ. Ekkor

1
L ( c o , · · · ,Cm-b Cm , Cm+ d = L(co , . .. , Cm _ l, Cm +--l =

Cm +!

( Cm + _I_)rm_t+ r m _ 2 ( )
Cm +l Cm +l CmTm- l + r m _ 2 + Tm_ l

= =
( + I ) + Cm+1 ( CmSm-l + Sm _2) + Sm_lcm -- Sm- l Sm_ 2

cm+!

Cm+ lrm + Tm_ l Tm + l
= =

Cm +lSm + Sm _l Sm+t

te hát (9) az n = m + 1 eset ben is te ljesül.

II . Most rá térünk (10) igazolás éra. A (8a)-(8b) képl etek alapj án

=

TnSn _l - Tn_ l Sn = (CnTn _1 + Tn -2)Sn-1 - Tn - l(CnSn _ 1 + Sn_2 ) =

= - (Tn _ l Sn _ 2 - Tn _ 2Sn_d·

Ugyanezt n helyet t az n - 1, n - 2, . .. , 2 értékekre megismét elve kapj uk, hogy

Innen (lO)-et s nsn _I-gyel való osztással nyerjük.

III. Az egész e -kre vonatkozó állítások a relatív pr ímség kivételével a felt éte­
lekb ől nyilvánvalók, (Tn ' Sn) = 1 pedig (1l)·b61 következik. _

A 8.3.3 Tétel bizonyítása: Mint már említettük, a 8.3.4 Lemmab ól következik,
hogy az (5) képlette l megadott Tn és S n számsorozatok kielégít ik a (8a) -(8b)
rekursl ő t .

A továbbiakban fel fogjuk használni , hogy maga az a is felírható véges
l ánct örtként . (3) alapján bármely n-re

(12)

ahol (2) és o: irracionalitésa miatt O< O:n+2 < 1.
így az o: - T n / Sn különbség becsléséhez a 8.3.4 Lernm át a co, Cl , . . . ,cn

és (cn+! helyett a) én+! = Cn+! + 0n+2 számokra fogju k alkalmaz ni (és itt
megállunk). Ekkor a (8a)- (8b) rekurzióval az

,
TO, TI ' ... , Tn ' Tn + l' illet ve

,
So , SI ' " ' , Sn ' Sn+l
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számokhoz jutunk, ahol n ~ l -re

r~+l = c~ + l rn + r n- l = (Cn+l + Ct'n + 2 ) r fl, + Tn_ l '

S~+1 = C~ +1 8n + Sn_l = (Cn + l + Ctn +2 )Sn + Sn _ 1 •

A (12), (9) és (4) képletek ezerint

" = és

amiből (10) felhasználásával azt nyerj ük, hogy

rn,, - (13)

Mivel s~+l > sn' így (13)-b61 azonnal következik (6).
(7) igazolásához tegyük fel indirekt , hogy

I rn I 1(} - - ;::: - ,
Sn 2sn

és
l
a _ r n+1 1 >

sn+l

1

2s~+ 1 .
(14)

(13) ezer int az a - r'rJ s n és o: - Tn+1/ Sn+l különbs égek el lenkező elöjelüek,
tehá t o: az Tn/Sn és Tn+l/s n+1 tö rt ek közé esik. Ennek megfelelőerr

1,,_rnl + 1,, _rn+'1= Irn_rn+'I·
S n sn+l Sn Sn+ l

(15)

A (15) bal oldalát (14) szerint becsülve, a jobb oldal helyet t pedig (lD) alapján
l J(snsn+d -et írva

11 1-+--<
2s~ 2S~+1 snsn+l

azaz (16)

adód ik. Mivel n > Q-ra S n+ l > s rll ezért (16) nem teljesülhet , vagyis ellent­
mondásra jutot t unk. _

Feladatok

8.3.1 Határozzuk meg az alábbi számok lánctör tjegyeit :

a) 53/11; b) J3; c) V5; d) (1 + V5) /2.
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8.3.2 Melyek azok a számok, amelyeknek a lánctörtkifejtése

a) l , 2, 3, 4; b) l , 2, l, 2, l , 2, .. . ?

8.3.3 Bizonyítsuk be, hogy bármely a irracionál is számhoz végtelen sok
olyan r]» tö rt létezik , amelyben s páratlan és

1,, - ~ I < ~ .
s s

8.3.4 Bizonyítsuk be, hogy bármely n ;::: l esetén

11+15 _ lpn+l l<-;. ,
2 'Pn 'Pn

ahol Ipn az n-edik Fibonacci-szAm (lásd az 1.2.5 feladatot).

M 8.3.5 Bizonyítsuk be, hogy a 8.3.4 Lemma felté te leinek teljesülése esetén
bármely n ;::: 2-re fenná.ll

rn
Sn Sft _2

(- l)ne"

M -S.3.6 Tegyük fel, hogy az o irracion ális szám lánct ő rtjegyei periodikus so­
rozato t alkotnak (azaz létezik olyan k és Af , hogy minden n > M
eseten cn = Cn- k ) ' Bizonyítsuk be, hogy ekkor van olyan másodfokú,
egész együtthatós polinom, amelynek az o gyöke.
Megjegyzés : A fenti állttás megfordítésa is igaz .

8.4. J\ törtrészek eloszlása

Ebben a pontban valós számsorozatok törtrészeinek az eloszlásával foglalko­
zunk,

8.4.1 T étel I T 8 .4.1 I
Tetsz őleges irr acionális szám többszöröseinek a törtrészei mindenü tt s11­

rún helyezkednek el a [0, 1] intervallumban .
Ez részletesen kifej t ve a kö vetkez őt jelent i: Legyen a irracionális szám

és v E 10, l ]. Ekkor bá rmely E > D- hoz létezik olyan n > O egész, amelyre

llna} - vi < E. '"
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Bizonyítás: A 8.1. 1 Tétel alapján végtelen sok olyan r/s tört létezik , amelyre

l a - é l < ~ ,
s "

azaz
l

Isa - ri < -.
s

Válasszunk olyan közeIít6 tö rte t, amelybe n s > Il e, ekkor Isa - r i < e.
Jelöljük Isa: - r i-et d-vel (tehá t d < é), és tekintsük az

{sa} , {28a }, {3sa }, ... , {msa} (1)

t ört r észeket , ahol m = ll/dJ (nyilván feltehető é < l , és így m ;::: l ).
Vegyük el ősz ör azt az esetet, amikor sa - r > O. Ekkor bármely 1 ::; i ::; m-re

o< isa -ir = i(sa -r) = i d < l , tehát {isa} = id.

Ez azt je lent i, hogy az (l) -ben felsorolt törtrészek olyan monoton növő soro­
zatot alkotna k, amelybe n a szomszédos elemek távolsága d < é , továbbá az
első elemnek a D-tól, az utolsónak pedig az l-től való távolsága is kisebb, mint
é. Ebben következik , hogy a sorozat elemei közöt t van olyan , amelynek a v-UH
való távolsága kisebb, mint E.

Az sa - r < O eset is ugyanígy kezelhet ö: ekkor 1 :::; i :::; rn-re {isa } =
= l - id, és így az (l) -ben megadott törtrészek olyan monoton fogyó sorozatot
alkotna k, amelyben a szomszédos elemek távolsága, továbbá az első elemnek
az l-től, az ut olsónak pedig a O-tól való távolsága kisebb, mint E• •

Most a 8.4.1 T ételben felvetett probléma többdimenziós változatával fog­
lalkozunk. Tekint sük először a legegyszerűbb esetet: Legyenek al és o a irra­
cionális számok, és vizsgáljuk meg az Pn = ({nod, {naz }) pont ok elhelyezke­
dését az egységn égyzet ben.

A 8.4.1 Téte l bizonyításáh oz hasonlóan a 8.1.3 T ételb ől kapjuk, hogy
bármely E > O-hoz léteznek olyan Tt. TZ és s > O egész számok, amelyekre

és

Ez azt jelenti, hogy a PS = ({sal }, {sa z}) pont az egységnégyzet valamelyik
csúcsán ak a közelében helyezkedik el. Ebből a 8.4.1 Tétel bizonyításához ha­
sonlóan az is következik, hogy ezt a csúcsot a P8 ponttal összekötő egyenesen
egymáshoz közel sorakoznak a P2S , P38 , •• • pontok.

Az azonban nem igaz, hogy a Pn pontok bármely a l és a2 eseten minde­
nütt sűrűek az egységnégyzetben . Legyen például a2 = a l + 1. Ekkor nyilván
bármely n-re {nod = {na2 })' te hát a P« pontok kivétel nélkül az y = x
egyenesre esnek.
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A mindenü tt sűrű elhelyezkedés feltételét a lineáris függetlenség segítsé­
gével fogalmazhat juk meg:

8.4.2 T étel
Az al , ... , Ok valós számokra a

Pn = ({na ,), {na ,), ... , {na,j),

I T 8.4.2 I

n = 1,2,3, .. .

pontok akkor és csak akkor helyezkednek cl min denütt sűrűn a k-dimenziós
egységkockában , ha l ,al, " " ,ak lineár isan függetlenek a racion ális test felett .

'"
A téte lben megadott lineár is függetlenség azt jelent i, hogy racionális

ci-kkel CO + Clal + .. . + CkOk = O csak a triviális Co = Cl = ... = Ck = O
eset ben teljesülhet, Ebből specialisan az is következik, hogy minden ai szűk­

ségképpen irracionális.
Az illusztrációként vizsgált k = 2, oa = O l + l példában láttuk, hogy a P«

pontok nem lesznek mindenüt t sűrűek az egységnégyzet ben, és ez összhangban
van azzal, hogy 1 · 1 + 10 1 + (- 1)02 = O szerint 1, 0 1> 0 2 nem lineári san
függetlenek .

A 8.4.2 Tételben megad ott feltétel cl égs égess éget nem bizonyftj uk, a szük­
ségesség igazolását a 8.4.3 feladatban t űztük ki.

Visszaté rve az egydimenziós eset re , most a mindenütt sűrű elhelyezkedés­
nél jóval erősebb követelményt támasztó egyenletes eloszlás kérdését vizsgál­
juk.

Az egyenletes eloszlás azt jelenti , hogy az Ul , U2, . . . végte len számsorozat
tö rtrészei a [0, 1] intervallum bármely I részintervallumában az I hosszával
"arányosan" találhatók: nagy n csetőn az első n darab {Ui} közül "körülbelül"
dn dar ab esik I -be, ahol d az I hossza. A pont os definíció a következő :

8 .4 .3 D efinfció I D 8.4.3

Az U I , U2 , ' .. végtelen valós számsorozat modulo 1 egyenletes eloszlású
(vagy röviden egyenle tes eloszlású ), ha a [O, l ] intervallum bármely I részin­
tervallumára

lim fn( I) = d,
n-e cc n

ahol d az I intervallum hossza és 1n(1) az {ud , . .. , {un} törtrészek közül az
I-be esők száma. "
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I T 8.4.4 I

I T 8.4.5 I

A szá msorozatok egyenletes eloszlására vonatkozik Weyl alábbi té tele,
amelyet bizonyítás nélkül közlü nk:

8 .4.4 T étel
Az U l> Uz, ... sorozat akkor és csak akkor egyenletes eloszlású , ha bármely

m i- O egészre
l " .

lim - '" e21nmut = O. "
n-+oo n ~

t =l

Mind az egyen letes eloszlás fogalma, mind pedig a Weyl-kritéri um kiter­
jesathet ő több dimenzióra is.

Weyl tételének felhasználásával most azt igazoljuk, hogy egy irracionális
szám tö bbszö rősei egyenlet es eloszlású sorozatot alkotnak .

8.4.5 T étel
Ha cl:' irracionális szám, akkor az a, 20 , ... , na , . . . sorozat egyenletes el­

oszlás ú. '"

Bizonyítás: A 8.4.4 Tétel alapján azt kell megmutat ni , hogy bár mely m i- O
egész re

1 " .
lim - L e21Uffltu = o.

n -+OO n
t = l

(2)

A (2) baloldalán szerepl ö összeg egy n-tagú mértan i sorozat, amelynek há­
nyadosa e2:rri rno: # l , mivel o' irracionális. Ezért

ha n e-s co. •

Feladatok

M S.4.1 Vizsgálj uk meg, hogy az alábbi számsorozatok törtrészei mindenü tt
sürűek-e a [O, l} interval lumban:

a) (1 + y'2)" ; b ) Vn; c) Vn"'+1; d) -/2n' + l ;

e) sin(mrj lS0); f ) sinn; g) 19 n.



8 .4 . F ELADATüK

"8.4.2 Mutassuk meg, hogy létezik olyan cl' valós szám, amelyre az
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a , ... ,

számsorozat törtrészei mindenütt sűrűek [O, lj.ben.

M 8.4.3 Bizonyítsuk be, hogy a 8.4. 2 Tételbe n megadott lineáris függetlenségi
feltétel szükséges ahhoz , hogy a Pn pontok mindenütt sűrűn helyez­
kedjenek el a c-dlmenaí ös egységkocká ban.

8.4.4 Bizonyit suk be a következő állítésokat.

a) Ha egy sorozat törtrészei mindenütt sűrűek [0, I j-ben, akkor a sorozat
átindexezh et6 egyenletes eloszlású sorozat tá.

b) Bármely egyenletes eloszlású sorozat át indexezhetö nem egyen letes
eloszlású sorozattá.

8.4.5 Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Egy egyenletes eloszlású sorozat részsorozata is egyenletes eloszlású.

b ) Egy egyenletes eloszlású sorozat mlnden eleméhez ugyanazt a valós
számot hozzáadva ismét egyenletes eloszlású sorozatot kapunk .

c) Egy egyenletes eloszlású sorozat minde n elemet ugyanazzal a nem­
nulla valós számmal megszorozva ismét egyenletes eloszlású sorozatot
kapunk.

d) Két egyenletes eloszlású sorozat összege is egyenletes eloszlású.

e) Két egyenletes eloszlású sorozat szoraata is egyenletes eloszlású.

f ) Egy egyenletes eloszlású sorozat négyzete is egyenletes eloszlású.

g) Egy egyenletes eloszlású soroza t négyzete sohase m egyenletes elosz­
lású.

8.4.6 Mutassuk meg, hogy az alább i számsorozatok nem egyenletes elosz­
lás úak :

a) Ig n ; b) sinn.



9. ALGEBRAI ÉS TRANSZCENDENS
SZÁMOK

Egy a komplex számot aszerint nevezünk algebrainak. illetve transzcendens­
nek , hogy létezik-e vagy sem olyan racionális (illet ve egész) együt t ha tós , nem­
nulla polinom, amelynek az a gyöke. Megmutatjuk, hogy a komplex számok
"t úlnyomó többsége" transzcendens, ugyanakkor egy konkrét számról általá­
ban igen nehéz eldö nteni, hogy algebrai-e vagy transzcendens. Ezt jól érzé­
kelte ti az e transzcendenciáját bemutató bizonyítás és a sa ámos megoldatlan
probléma felsorolása.

Az algebrai számok tárgyalását a minimálpolinom és a fokszám tulaj­
donságaival , valamint az algebrai számokna k a műveletekhez való viszonyával
kezdjük. Ezután belátjuk, hogy az algebrai számok rosszul approxlmálhatök.
Ennek alapján egyrészt egyszer űen lehet transzcendens számot konstruálni ,
másrészt fontos következményként kapjuk, hogy bizonyos típusú diofantikus
egyenleteknek csak véges sok megoldása van. A fejezet végén az egész számok
általánosításaként definiált algebrai egészekkel foglalkozunk.

Az algebrai számok és algebrai egészek fontos szerepet já tszanak a követ­
kező két fejezetben is.

9 .1. Algebrai szám, transzcendens szám

A racionális számokat az összes komplex szám között az tünteti ki , hogyelső­

fokú racionális egy ütthat óa polinomok gyökei. Ha itt a fokszámra vonatkozó
kor l átoz ást elej tjük, akko r az algebrai szám fogalmához jutunk:

9 .1. 1 D efin íció D 9.1.1 I
Egy o: komplex szám algebrai szám (vagy röviden algebrai) , ha létezik

olyan racionális együtthatós, nem nulla / polinom, amelyre /(0:) = O. •

M egjegyzések: 1. Az / = O polinomot nyilván ki kell zár ni, hiszen ennek a
polinomnak minden komplex szám gyöke.

2. Ha o: gyöke egy rac ionális együtt hatós polinomnak , akkor a polinomot
a nevezök legkisebb közös többszörösével bcszorozva egy olyan egész együtt­
hat6s polinomot kapunk, amelynek az o: továbbra is gyöke. így ugyan ahhoz a
fogalomhoz jutunk, ha a 9.1.1 Definfcióban "racioná lis együ t thatös polinom"
helyett "egész együtthat6s polinom" létezését írjuk elő.
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3. Alapvetöen megváltozik a helyzet , ha a racionális vagy egész együtt­
hatók helyett p éld éul valós vagy komplex együtthatókat írunk elő: minden
komplex számhoz talá lhat ó olyan valós együtthatós, nemnulla polinom (és így
komplex együtthatós is), amelynek az adott sz ám gyöke [ lásd a 9.1.7 felada­
tot) .

4. Az "algebrai szám" helyett a "racionális test felett algebrai szám" (vagy
a "racionál is test felett algebra i elem") kifejezést is szckás mondani, mert a
fogalom általánosításaként a racionális tes t helyett más test feletti algebrai
elemet is lehet értelmezni (lásd a 10.1.4 Definíci ót}.

P éldák
Mint emlfte t t ük, minden racio ná lis szám egyben algebrai szám is.
Irracionáli s algebrai szám példé ul a v2 vagy az ~, hiszen gyöke az

x 2 - 2, illetve x5 - 13 polinomnak .
Algebrai szám minden komplex egységgyök is, ezek az z" - 1 alakú poli­

nomok gyökei.
További példák szerepelnek a 9.1.1 és 9.1.2 feladatokban. A 9.3 pontbeli

tételek segítségével igen sokféle algebrai számot tudunk majd konstru álni .

A nem algebrai számokat transzcendens számoknak nevezzük :

9. 1.2 D efiníció I D 9. 1.2
Egy komplex szám transzcendens szám (vagy röviden transzcendens ), ha

a nullpol inomon kívül nem gyöke egyetlen racionális együtthatós polinomnak
scm. ...

9 .1.3 T étel I T 9.1.3 I
Létezik transzcendens sa ám , s6t "majdnem minden" szám transzcendens:

az algebrai számok számossága mcgsaámlélhat ó, míg a transzcendens számok
számcssága kontinuum. ...

Bizonyítás : Mivel a komplex számok számossága kontinuum, ezért a tétel
valamennyi állítása következn i fog abból, hogy az algebrai számok sa ámoss éga
megszámlálhat6, azaz az algebrai számok sorozat ba rend czhet ök.

Az algebrai számok az egész egy űtthat ós , nemnulla polinomok gyökei,
ezért elöszőr ezeket a poli nomokat fogjuk sorozatba rendezni. Ebből ezután
úgy kapjuk meg az algebrai számok egy sorozat ba rendezését , hogy rendre
vesszük a polinomok összes olyan (komplex) gyökét , amely korábbi polinomok
gyökeként még nem lett felsorolva.
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Legyen f = Uo + aIX + ... + anxn tetszőleges egész együttha tös polinom,
ahol an f. 0, és definiáljuk H U )-et a kö vetkez őképpen:

H (f ) = n + lao l+ lati + ... + lanl·

Például

H (f) = I <= f ~ ± 1;

H(f ) = 2 <= f ~ ±2, ±x;

H (f ) = 3 <= f ~ ± 3, ±x± 1, ±2x , ±x'; (1)

H (f) = 4 <= f = ± 4, ±x± 2, ±2x ± 1, ±3x,

± x2 ± 1, ±x2 ± x, ±2x2
, ±x3

•

A H U ) definíciójáb ól világos, hogy bármely k esetén csak véges sok olyan f
létezik, amelyre H U ) = k. Ezért egy megfelelő felsorolás t kapunk, ha vesszük
rend re azokat a polinomokat , amelyekre H (f ) = 1,2, 3, ...

Innen a már jelzett módon nyerjük az algebrai számok egy sorozat ba
rendezését . Ennek első néhány tagja az J -ek (l )-beli sorrendjét figyelembe
véve

1
O, 1, - l, 2, -2, 2' 1 . .

- 2" ~, - t , . ..

(a nemnulla konst ans polinomoknak nincs gyöke, a Oaz x-hól, a ± 1 az x T I­
ből adód ik stb. , a konst ansszorosok, illetve a korá bban már számításba vett
polinomok szorzatai , valam int ilyenek osztói nem adnak újabb gyököket).

A fentlokb ól világos , hogy elég azokra az J-ekre szorftkozni, amelyekben
n > O, an > O, (ao , al, .. . , an ) = 1 és J irred ucibilis a rac ionál is test felet t . _

A 9.1.3 Tételben ané lkül igazolt uk "sok" transzcendens szám létezését ,
hogy akár egyetlen konkrét transzcendens számot el ő á llítottunk volna. A 9.4
pontban majd konkrét konstrukciót ad unk t ranszcendens számra, a 9.5 pont­
ban pedig belátj uk, hogy e (a természetes logaritmus alapszáma) transzcon­
dens.

Néhány további nevezetes transzcendens szám:

• 11";
• sin n, ahol az n szög (Ivm ért ékben m örve) egész szám;
• 19 n , ahol n pozitív egész szám és a Hl-nek nem egész kitevöjü hatvanya

(lásd a 9.3.7 feladatot );

• 2,/2 (lásd a 9.3.5 Tételt );



9.1. F ELADAToK 379

= l
• ( (2) = L: k' (lásd a 9.1.3 feladatot ).

k=l

Általában egy adot t szá mról igen nehéz eldönteni, hogy algebrai-e vagy
transzcend ens , az imént felsorolt példák bármelyike ese t én a transzcendenc ia
bizonyítása meghalad ja a könyv kereteit (a hivatkozásként jelzett 9.3.5 Tétel
bizonyítás nélkül szerepe l, a másik két hivatkozás ped ig erre a tételre, illetve
a 1r t ranszcendenciájára vezet i vissza a kérdést ).

Megoldatlan példáu l, vajo n e + 'Tr transzcende ns-e, illet ve egyáltal án irr a­
cioná lis-e. Ugyancsak megoldatlan , hogy ( 3) = L~=l k - 3 transzcendens-e,
ennek a számnak az irracionalit ását is csak 1975-ben igazol t ák. A «5)-r61 az
sincs t isztázva, vajon irracionális-e.

Fe ladatok

9.1.1 Igazoljuk, hogy az alábbi számok algebralak.

a) W7; h ) v'2 +3; c) v'2 + v'3;
~ v'2 + ~ 0 n+~ Q v'2 + v'3 + ~

9.1.2 Bizonyí tsuk be, hogy ha o algebrai szám, akkor

a ) -o; h) 1>; c) o '" O csetéri 1/ 0 ;

továbbá bármely r racionális, illetve k pozitív egész szám eseten

d) r + o ; e) r Oj f ) {fO

is algebrai.

9.1.3 Felhasználva, hogy 'Tr t ranszcendens szám, mutassuk meg, hogy
( 2) = L~=l k- 2 is transzcendens.

9.1.4 Tegyük fel, hogy a t ranszcendens és J i- Oegész együtthatós polinom.
Igazoljuk, hogy ekkor J(a) is t ranszcendens.

9.1.5 Legyen g komplex együtthatós, nemnu lla polinom . Bizonyítsuk he,
hogy akkor és csak akkor létezik olyan h egész egy ütthat ós, nemnulla
polinom , amelyre g I h, ha g minden (komplex) gyöke algebrai szám.

9.1.6 Bizonyítsuk be, hogy az o komplex szám akkor és csak akkor algeb­
rai, ha létezik olyan n pozitiv egész, amelyre az l, a , . .. , a n számok
lineárisan összefügg ök a racionális test felett.

9.1.7 Bizony ítsuk be, hogy bármely komp lex szám gyöke egy alkalmas
a) komplex; b) valós

együ tthatós polinomnak.
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9 .2. M inimálpolinom és fokszám

I T 9.2.2 I

Legyen o" algebrai szám. Ekkor nyilván végtelen sok olyan racionális egy ütt­
hat6s polinom van, amelynek az o" gyöke: ha f egy ilyen polinom, akkor az f
bármely (rac ionális együtthatós) polinomszorosa is megfelel. tgy ezek közül a
polinomok közül azokat érde mes kitüntetni , amelyeknek a lehető legkisebb a
fokszáma:

9.2 .1 D eliníció I D 9. 2.1 I
Az Q' algebrai szám minimálpolinomja egy olyan, minimális fokú , racio­

nális együtt hatós polinom , amelynek az o' gyöke. Az o" minimálpolinomját
ma-val jelöljük. '"

A minimálpolinom nem teljesen egy értelmű : ha f az o' (egyik) minimál­
polinomja, akkor nyilván cJ is megfelel a felt étclcknek, ahol c :eF O tetsz ő leges

racio ná lis szám. Et t61 eltekintve azonban má r egyé rtelm ű aminimálpolinom:

9.2.2 Tétel
Ha J és g is min imAlpolinomj a az o' algebra i szám na k, akkor van olyan

c "Í' O racionális szám, amelyre g = cJ. "

Bizonyítás: Legyen

/=ao+alx+ +anx" , an #:0,
g = bo + blx + + bnx", b" I- O.

Ekkor o' gyöke a h = b" j - ang polinomnak, amely vagy a nullpolinom. vagy
legfeljebb n - L ed fokú. Igy a minimálpoiinom definlciója miatt csak h = O
lehetséges. Innen g = cl , ahol c = bn/an' •

Az mo jelölés a továbbiakban is az a akármelyik minimálpolinomj át je­
lentheti , ez a 9.2.2 Tét el alapján nem okoz majd problem át .

A minim álpol inom legfont osabb tulajdonságait a következő tételben fog­
la ljuk össze .

9 .2.3 Tétel I T 9.2.3 I
(i) Legyen g E Q (xJ. Ekkor g(o) = O <= m. 19.

(H) ma irreducibilis Q felet t.

(iii) Ha f irreducibi lis Q felet t , és f (o ) = O, ak kor J az o' (egyik) miním álpo­
linomja. ..
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Bizonyítás: (i) Először tegyük fel, hogy mo: I g, azaz alkalmas h E Q[xJ-re
g = hm o: . Ekkor

9(0) ~ h(a )m. (a ) ~ h(a) · O= O.

Megford ítva, tegy ük fel, hogy g(o) = O. Osszuk el a g polinomot maradékosan
mo-val:

g = m o:h + r ,

Ekkor

ahol h, r E Q[x), és deg r < deg mo: vagy r = O.

O~ 9(0) = m. (a )h(a ) + r(a) = O+ r(a) = r(a ).

Ez dog r < deg mo: esetén ellentmond a minimálpolinom definíciójának . így
csak r = O lehetséges, azaz valóban mo: Ig.

(ii) Indi rekt tegyük fel, hogy mo = gh, ahol g és h az m o:-nál alacsonyabb
fokú rac ionális együtthar ós polinomok. Ekkor (a komplex azámtest nullosztó­
mentess ége miatt)

0 = m.(a) ~ 9(0 )h(a ) => 9(0) = O vagy h(a ) = O,

ami ellentmond a minimálpolinom definíciöjének.

(iii) Az (i) állí tás szerint mo: I J, ezért J irreducib ilitása miatt mo = C

vagy J = etna, ahol c konstans. Az elsö eset nem lehetséges, [gy J valóban
(az egyik) minimá.lpolinom. _

9.2.4 Defin íc í ö I D 9.2 .4 I
Az o algebrai szám Jaka (vagy Jokszáma) a minímélpolinomj énak a foka:

deg o = deg m; ....

P éldAk

P l A O (egyik) minimálp olinomja mo = x , az l -é ml = x- l , és általában
egy r racion ális számé mr = x - r . Az is világos, hogy az els őfok ú algebrai
sz ámok éppen a racion ális sz ámok , ü-adfokö algebra i szám pedig nincs.

P2 Az i minimAlpolinomja x 2 + 1, és így deg i = 2.

P3 Az {13 minimálpolinomja x 5 - 3, mivel ez a polinom a Schönemann­
Eisenstein-kritérium szerint irreducibilis Q felett.

P4 Bármely k pozitiv egészhez végtelen sok k-adfokú algebrai szám létezik,
hiszen (például ismét a Schönemann-Eisenstein-kritérium alapján) vég­
telen sok, Q felett irreducibilis, k-adfokú polinom van.
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P5 Egy fl primitfv n-edik komplex egységgyök minimálpol inomja 4ln , az
n-edik körosztási poli nom (mert ~n « (}) = Oés ~n irred ucibilis Q felet t ).
Ennélfogva deg p = degcpn = rp(n). (A P2 példa tulajdonképpen ennek
n = 4 speciálls esete volt. )

Feladatok

9.2.1 Milyen kapcsolat van a 9.1.2 feladatban szereplö számok foka és a
foka között?

9.2.2 Határozzuk meg az alábbi (algebrai) számok fokát :

a) m ; b) oos200; cl ?!J - W;
d) •./7 - 4/3; e) {!2+ 112; f ) {!2+ 112 + 18.

9.2.3 Mutassuk meg, hogy a akkor és csak akkor másodfokú algebrai szám,
ha a = T + ..;s,ahol r és s racionális számok, és s nem négyzete egy
racionális számnak.

9.2.4 Mutassuk meg, hogy az n-edfokú algebra i számok
a) n ~ l eseten a valós számegyenesen;
b ) n 2: 2 esetén a komplex számsíkon

mindenütt sűrűn helyezkednek el.

9.2.5 Legyen f egy n-edfokú racionális együt thatós polinom (n ~ 1), és
legyenek a (multiplicitással számolt , komplex) gyökei a l, _.. ,an_

a) Bizonyít suk be, hogy E~= I dcg a i $ n2 _

b) Mikor áll aj-ban egyenlőség?

c) Mutassuk meg, hogy ha al -ban szigorú egyenlőtlenség érvényes, akkor
E7=1deg c , $ n 2

- 2n + 2 is teljesül.

9.2.6 Tudj uk, hogy deg a = 6 és a gyöke az

polinom nak. Mi az a minimálpolinomja?

9.2.7 Tegyü k fel, hogy az a és {3 komplex számok gyökei az f racionális
együtthatós, nemnulla polinomnak és deg f < deg a + deg (3. Bizo­
nyítsuk be, hogy ma = m tJ -

M 9.2.8 Tegyük fel, hogy az f l- O és g racionális együt thatós polinomokra
és az a és f3 komplex számokra f (a) = g(a ) = f (f3 ) = O, g(f3 ) = l.
Bizonyítsuk be, hogy f reducibili s Q felett .
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9.3 . Műveletek a lgebra i szám okkal
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Ebben a pontban elsősorban az algebrai számok és a négy alapmtlvelet , illetve
a hat ványozás kapcsolatát tárgyalj uk.

9 .3 .1 T ét el I T 9.3.1 I
Az algebra i számok résztestet alkot nak a komplex számtestbe n, azaz két

algebra i szám összege, különbsége, szorzata és (ha a nevező nem nulla, akkor)
hányadosa is algebrai. ...

A tételt a szimmetrikus polinomok segitségével igazoljuk . (Egy másik
bizonyít ás szerepe l majd a 10.2 pontban .)

Egy R gytlrtl felet ti k-változós (vagy k-h atároz3otlanú) F(X l , ' " ,xd poli­
nomot akkor nevezü nk szimmet rikusnak, ha az X i vált ozók tetszőleges permu­
t áci ója esetén ugyanazt a polinomot kapjuk. Ilyen polinom például a változó k
összege, a változók szorzata, vagy ált alában a (különböző) változókb ól képzet t
összes j- tényezős szersatok összege:

O"j(Xl "" ,Xk) = L Xi1",Xi j=

l ::;i l < ... < i j::;k

= X tX2'" Xj -1Xj + X 1X2'" X j _ 1Xj+1 + ... + Xk-j+1Xk - j+2 ' " Xk _1Xk,

j = I, ... , k. (I)

A a;-ket az Xl>"" Xk változók elemi szimmetrikus polinomjainak nevezzük.
Mivel szimmetr ikus polinomok összege és szorzata is szimmetrikus poli­

nom, 'gy például al +a~, és általában a a;-k tetszőleges (R-beli együtthatókkal
képzet t ) polinomja is (az Xi változók szeri nt nézve) szimmet rikus polinom.

Az elemi szimmet rikus polinomok jelentőségét elsősorban az adja, hogy
az iménti észre véte lnek a megford ítása is igaz: Minden szimmetrikus polinom
felír ható az elemi szimmetrikus polinomok polinomjak ént.

9 .3 .2 Tétel (A sz im met rikus polinomok a laptétele) I T 9.3.2 I
Legyen F ( X l , .. . , X k ) egy R gyürü felet ti tetszőleges (k-változós) saimmet­

rikus polinom. Ekkor létezik olyan R felet ti , k-vál tozós G polinom, amelyre

ahol a j = O"j(X l " . • , X k ) az X i változókból képzett (l )-beli elemi ssimmetrlkus
polinomokat jelent i. ...
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Példa: Az Xi változók négyzetösszege a következ öképpen állítható elö a
a j-kkel:

xi + X~ + ...+ x% = (Xl + ... + X k ) 2 - 2 ( X l X 2 + X lX3 + ...) = ai - 202'

A szimmet rikus polinomok alaptételének bizonyítása megtalálhat6 bár­
mely bevezet ő algebra tankönyvben.

A tételt kiegészíthetjük azzal a megjegyzéssel, hogy a tételben szereplö G
polinom egyértelmű, és G együtthatóit F együt tha tóiból csak az összeadás és
kivonás segitségé vel kapj uk.

A tételt elsősorban ar ra a két eset re fogjuk alkalmazni, amikor R a raci ­
oná lis számtest, illetve az egész számok gyűrűje. Ha teh át az F szimmet rikus
polinom együtthatói rac ionál is, illetve egész számok, akkor a megfelel ő G po­
linom is racionális, illetve egész együtthatós lesz.

A 9.3.1 Tétel bizonyítása: A 9.1.2 feladatban láttuk , hogy egy algebrai szám
ellentettje és egy nemnulla algebrai szám reciproka is algebrai , így elég azt
igazolni, hogy két algebrai szám összege és szorzata is algebrai.

Legyen o és {J algebrai szám, és tegyük fel, hogy o , illetve {J gyök é az

m

f = II(x - o.},
i=l

illetve
n

g ~ II (x - /3j )
j= l

rac ioná lis együ t th at6s polinomnak (ahol a l = a , illetve {JI = {J). Ekkor o + {J
gyöke a

m n

h = IIII (x - a, - /3j )
i=l j =l

polinomnak. Megmu tatjuk , hogy h racionális együttha tós.
Legyen h = Co + CIX + ... + Cn m _lXnm - 1 + z"?' . Írjuk át a h polinomot

m

h = II g(x - a,)
i=l

alakba. Ebb ől lá tszik , hogy az a i-k tetsz őleges permutéci ója esetén a h po­
linom , és így annak minden Cr együttha tója is változat lan marad . Ez azt
jelenti , hogy ha az 01 , . . . , O m számokat változóknak tekintjük, akkor minden
cr együttható ezeknek az Q i változókn ak szimmetr ikus polinomja:

r = 0, 1, ... , nm - 1,
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ahol Fr szimmet rikus polinom és Fr együtthatói racioná lis számok (hiszen
ezeket g együttha tó ibó l kapj uk). A 9.3.2 Tétel ezerint így Fr felírható az
c r-kb öl képzett Oj elemi szimmetrikus polinomok pol inomjaként . azaz alkal­
mas Gr racionális együtthatós polinomra

Az ai-k elemi szimmetr ikus polinomjai azonban a gyökök és együtthatók kö­
zöt ti összefüggés alapján éppen az J polinom együtt ha t ói. illet ve azok ellen­
tettjei, te hát racionális számok, ezért cr = Gr(Ol,'" ,om) is racion ális szám.
Ezzel belá t t uk, hogy h racionális együtthatós , tehá t a + f3 algebrai szám.

Hason lóan igazo lható, hogy a f3 is algebrai szám; ekkor a

pclinomot kell tekinten i (ha a # O, akkor feltehetj ük, hogy egyik ai sem nulla,
az a = O eset ben pedig a{3 = O nyilvánvalóan algebrai). _

A 9.3.1 T étel egyik fontos következménye, hogy a komplex számok algeb­
rai, illetve t ran szcendens voltána k eldö ntése visszavezethető a valós számok
hasonló vizsgálatára:

9.3.3 T étel I T 9.3.3 I
Egy komplex szám akko r és csak akkor algebrai, ha a valós része is és a

képzetes része is algebrai. ...

Bizonyítás: Legyen a = a + bi (ahol a és b valós számok).
Először tegyük fel, hogy a és b algebra i. Mivel i is algebrai (gyöké az

x 2 + 1 polinomnak ), és algebrai számok szorzata és összege is algebrai, ezért
a = a + bi is algebrai.

Megfordítva, t együk fel, hogy a = a + bi algebrai. Ekkor ci = a - bi is
algebrai (lásd a 9.1.2b felad atot ). Mivel algebrai számok összege , kűlönbsége

és hányadosa is algebrai, valamint 2 és 2i algebrai, ezér t

is algebrai. _

a + Ci
a = - -

2
és

a - a
b=2i
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Most rát érünk a hatványosásra. Mivel a O-nak csak pozitív (valós) kitevös
hatványai vannak értelmezve, és ezek érté ke 0, ezért a továbbiakban elég a
nemnulla algebrai számok hatványozásával foglalkoznunk.

9 .3.4 T étel I T 9.3.4 I
Egy algeb rai szám tetszőleges racionális kitev6jű hatvanya is algebrai . ...

Bizonyítás: Mivel algebrai számok szorzata és reciproka , valamint az l is al­
gebrai , ezért egy algebrai szám tetsző leges egész kitev öjü hatvanya is algebrai.
En nek alapján a törtk it ev6re vonatkozó állítás abból követ kezik, hogy egy
algebrai számbó l pozitív egész kitev öj ű győ köt vonva ismét algebrai számot
kapunk (lásd a 9.1.2f feladatot ). _

A nem racionális kitev ővel kap csolatban talán a legegyszer űbb kérd és,
vajon 2..;'2 transzcendens-e, illetve egyáltalán irracionál is-e. Ez a kérdés is
szerepe lt a híres Hilber t-problémák között , és Hilb ert ezt jóval nehezebbnek
tartotta, mint a Fermat-sej tést vagy a Riemann-sejtést . Mindez nem riasztotta
el a kutatókat , és 1934-be n Gelfond és Schneider egymástól függetlenül (és
eltérő módszerekkel) igazolták a következő általános tételt, amelyet bizonyít ás
nélkül közlünk:

9 .3 .5 Tétel (Gelfond-Schneider-tétel) I T 9.3.5 I
Ha o' és {J algebrai számok, o: :f:- O vagy 1, és {3 nem racionális, akkor 0: 8

transzcendens. ,.

Ebből könnyen követ kezik például, hogy ha n egész szám és nem ID­
hatvány, akkor 19 n transzcendens (lásd a 9.3.7 felad atot ).

A 9.3.5 Tétel (az általában végtelen sok értékű) komplex kitevöjű hat vá­
nyokra is vonatkozik. Igy például i - 2i mindegyik értéke, köztük ell" is transz­
cendens (vö. azzal a 9.1 pont ban említet t megoldatl an problémával , hogy e+n
transzcendens-e, vagy egyáltalán irracionális-e) .

A 9.3.4 Tételben (illetve a 9.1.2f feladatban) láttuk, hogy az algebrai
számok köréből az egész kitevöj ű gyökvo nás nem vezet ki. Ezt a té nyt a
következőképpen is megfogalmazhatjuk: Ha a algebra i szám, akkor az x k - o:
algebrai együttha t óa polinom gyökei is a lgebraiak. Ez nemcsak ilyen spee i élis
alak ú, hanem tetszőleges algebrai együtthatós polinom eset én is igaz :
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9.3.6 T étel T 9 .3 .6 I
Ha az f t- Opolinom együtthatói algebra i számok, akkor f minden (komp­

lex) gyö ke algebrai szám. ...

Bizonyítás: Ismét a szimmet rikus polinomok alaptételét (9.3.2 Tét el) fogjuk
felhasználn i. (Egy másik bizonyítás t ad unk maj d a 10.2 pontban .)

Legyen f = a +{3x+ +{xn, ahol a , {3, ... ,{ algebrai számok, és jelölje
rendre ai ,{3j, .. . , { k az a ,{3, , { minimálpolinomj ának többi győkét (al = a
stb.). Tekints ük a

h = IT (o; + IJ;x + ... + \kXn)
v-i,...,k

polinomot . Mivel h tényezői között szerepe l f is, ezért f minden gyöke h-nak is
gyö ké. Igy a tétel állitásához elég megmutatni, hogy h racioná lis együtthatós.

Legyen c- a h polinom tetszőleges együtthatója . A 9.3.1 Tétel bizonyítá­
sának gondolat meneté hez hasonlóan cr az a i-knek egy Fr szimmetrikus poli­
nomja, ahol Fr együtthatói a {3j , ... , {k számokbó l összeadás, kivonás és szor­
zés segítségével adódnak. A 9.3.2 Tét el szer int Fr előáll az a ;-k elemi szimmet­
rikus polinomj ainak a poli nomjak ént . Az ma polinomra a gyökök és együtt­
hat ók közötti összefüggést alkalmazva kapjuk, hogy a szóban forgó elemi saim­
metrlkus polinomok racionális számok. Ennek alapján Cr -ből nkiküszöböltük"
az ai -ket . Ugyanezt a gondolatmenetet a (3r kre st b . megismételve kapjuk,
hogy cr racionális szám. •

A 9.3.1 és 9.3 .6 T ét elek együttesen azt a tényt fejezik ki, hogy az algebrai
számok egy algebrailag zárt testet alkotnak.

Feladatok
9.3.1

a) Igazoljuk , hogy egy algebrai és egy transzcendens szám összege min ­
dig transzcendens.

h) Mu tassuk meg, hogy két transzcendens szám összege lehet transzcen­
dens , de lehet algebrai is.

c) Vizsgáljuk meg a hasonló kérd éseket összeg helyett szorzatra is .

9.3.2 Mit állít ha t unk a -ról és {3-r61 (algebrai , illetve transzcendens szem­
pontból) , ha

a) a + f3 és a - (3algebrai;
b) a + {3 algebrai, a - {3 transzcendens ;
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c) fr + {3 és a - {3 transzcendens;
d ) a {3 és al (3 algebrai;
e) ct' + (3 algebrai, ap t ran szcendens;
f) il + /3 transzcendens, a{3 algebrai ;
g) a + {3 és a{3 t ranszcendens;
h ) a + {3 és a{3 algebr ai?

Mennyibe n vált ozik a helyzet, ha (o- és f3 valós számok, és) az "al­
gebrai", illetve "t ranszcendens" szavak helyett "racionális" -t , illetve
"irracionális"-t frunk?

9.3.3 Tegyük fel, hogya + {3 és ct + "f algebrai, {3 + I t ranszcendens. Az
alábbi számok mindegyik éröldöntsük el, hogy algebra i-e vagy transz­
cendens:

a) a ; b) 2a + (1 - i ){3 + (1 + ih; c) 3a + (2 - i ){3 + (2 + ih .

9.3.4 Mint jeleztü k. megoldatlan probléma, vajon e + 11" , illet ve e - 11"

transzcendens-e.

a) Bizonyft suk be, hogy e + 'Tr és e - 'If közül legalább az egyik transz­
cendens.

b) Igazoljuk , hogy e + ür t ranszcendens.

9.3.5 Az alább i számok mindegyik éröl dönt sük el, hogy algebrai-e vagy
t ranszcendens:

b) i~ +~/i ;

M 9.3.6 Legyen o i=- Otrigonometrikus alakj a a = r(cos cp + i sin tp). Bizonyít­
suk be, hogy a akkor és csak akkor algebrai, ha r és cos tp algebrai.

9.3.7 Tegyük fel, hogy az n pozitív egész a Iü-nok nem egész kitev őj ű

hatványa . Bizonyítsuk be , hogy 19 n transzcendens.

9.3.8 Legyenek a és fi komp lex számok, és tekintsük a

sorozato t . Mutassuk meg, hogy ha H· nak legalább két eleme algeb­
rai, és ezek köaül nem mindkett6 O, akkor H minden eleme algebrai.

9.3.9 Mutassuk meg, hogy bármely (} > O, ct i=- l (valós) algebrai számnak
végtelen sok olyan valós transzcendens kitevöj ü ha tványa van, amely
algebrai , és olyan is végtelen sok van, amely transzcendens.
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Ebben a pontban algebrai számok d iofantikus approximációját és ennek né­
hány következményét tá rgyalj uk. Mivel egy nem valós komplex szám eleve
nem közelíthető jól racionális számokkal, ezért csak valós algebrai számok
approximációjával foglalkozu nk.

A 8.1.1 feladatban láttuk , hogy a racionális számok "nagyon rosszul" app­
roxim álhat ók. A 8.1.6 T ételben , illetve a 8.1.6 feladatban megmutattuk, hogy
az irr acionális számok közül az (1 + ../5)/2, illetve a ..fi szinté n "elég rosszu l"
approxím álhat ó. Liou ville bebizonyította, hogy az algebrai számok általában
is rosszul approximá lhatók, a következő értelemben:

9.4.1 T étel I T 9.4.1 I
Legyen n ~ 2 és a egy n-ed fokú (valós) algebrai szám. Ekkor létezik olya n

c = c(a) > O valós konst ans, hogy bármely r/s racion ális számra

(l )

M egjegyzések : 1. A 9.4.1 T ételt szokás a következő alakban is megfogalmazni:
Létezik olyan li = li (a ) > Ovalós konstans, hogy az

egyenlőtlenség csak véges sok r]s racionális számra te ljesül. Ez tulajdonkép­
pen azt jelenti, hogy (l )-nél véges sok kivételt megengedünk az r/s ér tékekre.
Ez a véges sok kivétel azonban könnyen megszünt ethet ö, ha [L j-ben ettől a
véges sok "rossz" r]»:tő l függőcn alkalmas kisebb c érté ket válasz t unk c(a)­
nak. Ezze l bel áttuk , hogy a tétel kétféle alakj a ekvivalens (azaz bármelyik
változatból azonnal következik a másik).

2. A 9.4.1 Tételből az is következik, hogy bármely t > n és c· > O valós
számokr a az

I
r I c·a-- < ­
s s'

egyenlőtlenség csak véges sok r/s racionális számra teljesülhet , ugyani s ha s
(a t -Un és ct -tó l függőcn) elég nagy, akkor

c" cío )
-<-­st sn·
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Ezt a tényt a 8.1.7 felad at ban bevezetet t szóhasznalat szeri nt úgy IS meg­
fogalmazhatjuk , hogy egy n-edfokú algebrai szám biztosan nem approximál­
ható u-edrendnél jobban, azaz semmilyen t > n eseten nem approximálható
t-edrendben. Ennél sokkal élesebb eredmény is igaz, lásd a 9.4.3 Tételt .

3. A 8.1.1 feladat szer int a 9.4.1 Tétel n = l -re is érvényes, ha az a = rls
lehetőséget kizárj uk .

Bizonyítás: Tegyük fel indirekt , hogy bármely c > O-hoz létezik olyan r / s ,
amelyre

I"- ~ I< .s. .
s s''

Ez azt jelent i, hogy létezik racionális számoknak olyan ri/si sorozata , hogy
(s. > Oés)

Hm si (o: - Ti) = O. (2)
1-+00 S j

Ebből azonnal adó di k az is, hogy

.lím (0 - ri) = 0,
e-e-oc S j

l
, ri
lm - = 0:.

i -+ oo Sj
(3)

Tekintsük a mínimálpolínomj ának egy egész együtthatós alakját, és le­
gyenek ma komplex gyökei al = a , a2, .. . , an' Ekkor

n

ma = ao + aIX + ... + an x
n = an II (X - a j ) ,

j=1

(4)

ahol eo , , a l, , ... , an egész és an t: O. Mivel ma irreducibilis Q felett, ezért
nem lehet többszörös (komplex) gyöke (lásd a 9.4.4 feladato t ), vagyis az a j
számok mind különböz6k.

Az ma-ba r.l si-t behelyet tesítve (4) alapján azt kapj uk, hogy

Az (5) baloldalán álló kifejezés egy sr nevez öj ü tör t , továbbá nem lehet
O, mivel ma -nak nincs racionális gyöke. Ezért (5) bal oldalának az abszolút
ér téke legalább l/sr. így (S)-öt sr-nel beszorozva azt kapjuk, hogy

(6)
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A (2)-b eli, valamint a (3)-bó l adódó

n n

l im Il (r;- a.)~ Il (a - a )
1-+ 00 Si J J

;=2 ;=2
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határértékek alapján (6) jobb oldala i -+ 00 ese t éri Q-hoz tart . Ez azonban
nyilvánv alóan ellentmond a (6)-beli egyenlőtlenségnek. _

A 9.4.1 Tételre támasz kodva a következőképpen lehet transzcendens szá­
mot konstruálni : ha egy a valós szám "nagyon jól" approximál ható, akkor a
ssü ks égk éppen transzcendens. Ilyen a számot egy olyan , racionális számokból
képzett végtelen sor összegeként kaphatunk , amelynek a rész letösszegei rend­
kívül gyorsan konvergálnak a végtelen sor összegéhez. Az alábbiakban ezt a
Líouvill e-t ól származó konstrukci ót ismertetjük.

9.4.2 1:étel 1: 9.4.2 I
A,

00 l
a = L 10" = 0,110001 ooo OOO OOO OOO OOO 00l.. . (7)

k= 1

szám transzcendens. (A t izedes tö rt ben a k! sorszámú tizedesjegyek értéke 1,
a többi jegy O.) 4

A (7) képlet valóban egy valós számot definiál , ez közvetlenül leolvasható
a t izedestört-alakból (de azonna l adód ik abból is, hogy a megadott végte len
sor konvergens, hiszen majorálható a L:~1 lO- k végtelen mér tani sor ra l) .

Bizonyítás: Megmutatjuk, hogya (7) végtelen sor részletösszegei "nagyon jór'
approximálj ák a-t.

í rjuk fel az m-edik részletösszeget r mlSm alakban, ahol (rm, sm) = 1 és
S m > O. Ezt közös nevezőre hozással kapjuk:

m 1 lOA + 1
L lOk! = 10m! '
k =1

tehát Sm = 10m!. Ekkor

r m ~ l ~ l 10 10
O< a - ;- = LJ lOk! < LJ lOi = 9 . 1O(m + 1)! = 9 s m +1 •

m k =m + l j=(m + l) ! m
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Ebből követ kezik, hogy
10

gs~+1 .
(8)

Tegyük fel ind irekt , hogy valamely n -re a egy n-ed fokú algebra i szám. Mivel
a nem szakaszos tizedes tört , ezért ct' irracionális, azaz n ~ 2. Ekkor a 9.4.1
Tétel ezerint van olyan c(a ) > 0, hogy bármely rls racioná lis számra (l )-nek
kell te ljesülnie. Igy specialisan rmfsm eset én is

c(a )
(9)

Ezt (8)-cal összevetve

cfo) 10--<--
s~ 9s~+l '

azaz s m - n +l <~
m 9c(a )

adódik, ami elég nagy m-rc ellent mondás. _

Mint a 9.4.1 Tétel után i 2. megjegyzésb en jeleztük, a 9.4.1 T étel állítása
jelent ösen élesíthető . Erre vonat koznak T hue, illetve Roth alábbi eredményei,
amelyeket bizonyítás nélkül közlünk:

9 .4.3 Tétel I T 9.4.3 I
(i) ( Thue tétele.) Legyen n ~ 3 és a egy n-edfokú (valós) algebrai szám.

Ekkor bármilyen (nagy) c > O valós konstans esetén az

Io: - !: I <-"-
8 sn

(10)

la - él < _ 1_ (11)
s S 2+ 1<

egyenlö t leneéget csak véges sok r] s racionális szám elégit i ki. ..

egyenlötlensége t csak véges sok r]s racionális szám elégiti ki.

(ii) (Roth tét ele.) Legyen o: tetsz őleges algebrai szám és K, > O tetszőleges .

Ekkor az

Megjegyzések : 1. Roth tétele nyilván jóval erősebb Thue eredményénél, azon­
ban már Thue t étel ének is igen fontos következményei vannak a diofantikus
egyenletek elméletében (lásd a 9.4.4 T ételt ).

2. Roth tétele szer -i nt a 8.1.8 Téte lbe n szereplö kivételes H ha lmaz csupa
transzcendens számból áll. Ugyanakkor a 8.1.8 Tétel azt is mutatj a, hogy (az
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összes algebrai számon kIvül) a t ranszcende ns számok "többsége" is "nagyon
rosszul" approximál ha t6.

A diofantikus approximéci ő szeros kapcsolatban áll bizonyos diofan tikus
egyenlete k vizsg álatéval. A 7.8 pont ban láttuk, hogy ha az m pozitiv egész
nem négyzetszám, ak kor az x 2 - my2 = l Pell-egyenletnek végtelen sok megol­
dása van (7.8.1 T étel); ehhez azt használtuk fel, hogy a .;m irracionális szám
másodrend ben approximá.lha t6. Most az algebra i számok rosszul approxim él­
ha tós ég ára támaszkod va azt fogjuk igazolni, hogy bizonyos magasabb fokú
dio fant ikus egyenleteknek legfeljebb véges sok megoldása lehet .

9.4. 4 T étel I T 9.4 .4 I
Legyen f = aO+alx + ...+anxn egy n -cd fokú egész együtthat6s polinom,

ahol n ~ 3 és f irreducibili s Q felett . Ekkor bármely (rögzítet t ) b egész szám
esctő n a

g(y, z) = yRf (~ ) = a oyn + a l yn- l z + ... + anzn = b (12)

d iofant ikus egyenletnek csak véges sok megoldása lehet . ..

Bizonyít ás: Tegyük fel ind irekt , hogy a (12) diofantikus egyenlete t végtelen
sok (yi , z·d egész számpár kielégít i. Mivel egy adott y-hoz nyilván legfeljebb n
darab z tar tozha t , ezért

Hm [Yi l = 00 ,
.~OO

(13)

és azt is feltehetjük , hogy az Yi érté kek egyike sem O.
A (12) cgyenlet be az (Yit zd megoldás t behelyet tesüve, majd az egyenlő­

séget lii-nel elosztva azt kapj uk, hogy

A (13) és (14) összefüggésekből az is következik, hogy

Hm I(Z' ) = o.
1-+ 00 Yi

Legyen J gyökté nyezös alakja

n

1 = an II(x - Uj ).
j = 1

(14)

(15)

(16)
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Ekkor az f (zdyd helyettestt ési érté kre

(17)

ad ódik. Mivel (15) szerint i -+ 00 mellett (17) baloldala O-hoz tart , ezért
az i indexek alkalmas r észsorozata t véve a jobb oldal valamelyik té nyez6jének
is O a határért éke. Legyen ez mondjuk a jobb oldal első tényezője , és az
egyszerűség kedvéért jelöljü k a szóban forgó részsorozatot ugyanúgy, mint az
eredeti sorozatot, ekkor tehát

.lim (Zi _Ctl ) = 0,
1-+ 00 Yi

I
. Zi
1m - = 0 1_

1-+00 Yi
(18)

Ebből speciálisan az is következik, hogy a l valós szám.
(18) alapján

(19)

J elöljük a (19)-beli ha tárér téke t d-vel. Az J irreducibilítása miatt az aj szá­
mok k ű l ö nb ö z ök, teh át d i- o. Így elég nagy i esetén

(20)

(21)

Végül (14) , (17) és (20) alapján kapjuk , hogy minden elég nagy i-re

1'" - Z'I < 1
2b

I n i.
y, d Yi

Mivel al egy n-edfokú algebrai szám, ezért (21) ellent mond a 9.4.3 Tétel (i)
állításának . •
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Megjegyezzük , hogy hasonló gondolatmenette l még sokkal általánosabb
diofantikus egyenletekr ő l lehet kimutatni a megoldássz árn végességét , ha a
9.4.3 T étel (ii) állításá t használjuk fel (lásd a 9.4.3 feladatot).

Felada t ok

9.4.1 Liotlville-számoknak azokat az o: irracionális szá mokat nevezzük ,
amelyekhez bármely n eset en találhat6 olyan r]» tört , hogy

lo - ~ I < ~ .
s s'

A 9.4.1 Tétel szerint minden Liouville-szám transzcendens.

M a) Tegyük fel, hogy o: Liouville-szám . Mutassuk meg ekkor bármely
h i- O racionális szám, illetve k pozitív egész esetén

(a l) h + o ; (a2) ho; (aJ) Ok; (a4) 1/ 0

is Líouville-sa ám.

b) Bizonyítsuk be, hogy végtelen sok, 86t kont inuum szá.mosságú Liou­
villo-szám létezik.

9.4.2 Igazoljuk, hogy a 9.4.4 Tétel állítása akkor is érvényben marad, ha
az J egész együ tthat őe , legalább harmadfokú polinomr61a Q feletti
irredu cib ilitás helyett csak az alábbi enyhébb feltételek valamelyikét
tesszük fel:

a) Az J-nek nincs e lső- vagy másodfokú oszt öja a racionális együ t the tos
polinomok körében.

b} Ha b = O, akkor J -nek nincs racionális gyöke, ha pedig b i- O, akkor
J -nek nincs többszörös (komplex) gyöke.

9.4.3 Legyen g(y, z} a 9.4.4 Tételben definiál t kétváltozós polinom, és
h(y, z ) egy tetsz őleges egész együttha tós , legfeljebb n - 3-adfokú,
kétvá ltozós polinom. A 9.4.3 Tétel (ii) állításának felhasználásával
bizonyftsuk be, hogy a g(y , z) = h(y , z) d iofant ikus egyenletnek csak
véges sok megoldása lehet .

M 9.4.4 Tegyük fel, hogy az J E Q [x] polinom irreducib ilis Q felett. Bizo­
nyítsuk be, hogy J-nek nem lehet többszörös (komplex) gyöke.
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9.5. Az e transzcendens szá m

Először megmu tatj uk , hogy e (a természetes logaritmus alapszáma) és 11' ir­
rac ionális számok, majd e transzcendenciáját igazoljuk. Megjegyezzük , hogy
a módszer [jelentős] továbbfejleszt ésével az is belátható, hogy 11" transzcea­
dens. Ez utóbbi tény fontos következménye, hogy egy ad ott kör höz (euklidesz i
szerkesztéssel) nem szerkcsathet ö vele azonos területIl négyzet.

9 .5 .1 T étel
Az e irracionális szám. ..

Bizonyítás: Az e szám elt'5áll az alább i végt elen sor összegeként:

I T 9.5 .1 I

1 l l
e = 1 + "I + "I + ... + --, + ... (1)

1. 2. n .

Tegyük fel indirekt , hogy e = a/ b, ahol a és b poziti v egészek. Ekkor b!e egész
szám, továbbá (l)-et b!-sal beszoroava kapjuk, hogy

b' 1 l
ie = n. + b + 1 + (b + 1)(b + 2) + "',

ahol nb egy b-től frlggt'S egész szám. Innen a b!e - n" egész számra az alábbi
becsléseket nyerjük:

O b' _ 1 1
< .e- n· - b + I + (b + l )(b + 2) + · · · <

1 1 1 1 1
< b+ l + (b + l)' + .. . = b+ l . 1 - ,~, - b'

Ez azt jelenti, hogy a ő l e - nl> egész szám O és I / b közé esik, ami nyilvánval ó
ellentmo ndás. _

9.5.2 T étel
A 71" irracionális szá m. ..

I T 9.5.2 I

B izon yitá.s: Tegy ük fel indirekt , hogy 11" = a/ b, ahol a és b poz itív egészek.
Legyen n (nagy) pozitív egész és J a következ6 zn-edfokü polinom:

f(x) ~ x
n(l - x)n

n!
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Tekintsük az

1 = a 2n+I11sin(1rx)j(x)d.x

integrált . Megmut at juk, hogy egyrészt

(A) I egész szám,

másrészt

(B) elég nagy n cseten O < I < l ,

ami nyilvánvaló ellent mondás.

(B) igazolásával kezdjük. Mivel O< x < l eseten

397

0 < sin( lI"x) ~ l
l

0 < f Ix) < -"
n .

ezér t
a2n+1

0< [ <-,- .
n .

Ha n elég nagy, akkor a2n+1 jn! < l , tehát ezzel a (D) állítást be láttuk.

Rétérve (A). ra, elősz ö r megmu tatjuk, hogy az j függvény és valamennyi
[első , második stb.) deriváltja a Oés az l helyen egész ér téket vesz fel, azaz

m=O, 1, 2, . .. (2)

Mivel f(x) = f(1 - x ), ezért bármely tn-re f (m)(x ) = (_ l )mf (m)( l - x) , és
Igy speciállsan j (m)(o) = (_l)m j (m)( l ). Ennek alap ján elég az x = O helyet
vizsg élni .

Az J polinom

alakba írható, ahol a ct együ t t hat ök egész számok. Innen kapjuk, hogy

{

O,
Jlm)(o) = Cmm!

- ,- = cm(n + l ) ... m ,
n.

Ezzel (2)-t beláttuk.

ha O~m <n vagy m > 2n;

ha n ~ m ~2n.
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Az I integrálr61sorozatos parciális integrálással mutatjuk meg, hogy egész
szám. Az első parciális íntegrá lás nál, a 'Tr = a/b indi rekt felte vést is felhasz­
nálva, az ad ódik, hogy

I = a 2n +1 IIsin(7rx )f(x)dx =

__ a2n+1 [ - cOS(1r~X) f (X)]O' _ a
2n

+
1l '-- - cos(~x) !, (x)dx =

~ o

= - a'"b(f (l ) cos w - f( O) cos O) + I, , (3)

ahol

It = a2nbIICOS(-Trx)J' (x)dx.

Mivel a, b, f( l) , f(O), cos n és cos Oegész számok, ezér t (3) alapján I pontosan
akkor egész szám , ha It is egész szám.

Az It-et ismét parciálisan integr áljuk. és új ra fclhasználjuk a 'Tr = a/ b
indirekt feltevést is:

h = a2nb11cOS(1rx) f' (x)dx =

'"b [ sin (~X ) !' (X) ] 1 a'" bl' .( )f"()d= a - - - sm 'TrX x x =
'Tr o 'Ir o

= a
2n

-
1b2 (J '(1)sin 11' - !' (O) sin O) - Iz ,

ahol

Iz = a2n
-

1b2 fol sin(1rx)fl/(x)dx.

Az előzőkhöz hasonlóan adód ik, hogy It pontosan akkor egész szám, ha 12 is
az.

Az eljárást ugyanígy folytat va elj ut unk az

integr álhoz. és azt kell belá tni , hogy ez egész szám. Mivcl az J egy 2n-edfokú
polinom volt , ezért J (2n+l)(x ) = O, tehát 12n+1 = O. Ennélfogva h n+ l1 és így
I is valóban egész szám. Ezzel az (A) állítást is be látt uk. •
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9.5.3 Tétel
Az e transzcendens szAm. "

399

T 9.5 .3 I

Bizony(tá.s : Tegyük fel indirekt, hogy e algebrai, azaz alkalmas n > l és
ao CI 0, al , . . . , an egész számokra

A :Ir irracionalításénak bizonyításához hasonlóan most is egy integrál segítsé­
gével ju tunk majd ellentmondásra.

Legyen J később alkalmasan megválasztand ó polinom, deg f = k, és tet­
sz ölcgcs s 2: Oegész sz ámra tekintsük az el ébbi integr ált :

I (s ) = l e-' f (x )dx .

Parciális integrálással kapjuk, hogy

(5)

I (s ) = [-e-' f (x )]; +1.' e-' I' (x )dx = f (O ) - f (s )e- ' + I, (s ) , (6)

ahol

I , (s ) = 1.' e-' I' (x )dx .

Hasonló módon, ft (s ) parciális Integr álásaval adódik, hogy

I, (s ) = [-e-'I' (x )]; + 1.' e-' f"(x)dx ~ 1'(0) - I'(s)e- ' + 12 (s ) , (7)

ahol

12(s ) = j,' e- ' f" (x )dx .

Igy (6) és (7) alapján

I (s ) = [J (O) + I'(O)J - [I(s ) + l' (s )Je- ' + 12 (s) .

Az eljárást folytat va végül f Chl ) = O miatt h +l = O, és igy

I (s ) = 1.' e-' f (x )dx =

= [J(O) + 1'(0) + .. .+ f (' )(O )] - [J(s) + J'(s) + ...+ f (' )(s )Je- ' (8)

adódik.
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(ll )

Szorozzuk be (8)-at a ,e'-sel, majd adjuk össze az s = 0, 1•. . . , n értékekre
ily módon kapott egyenl őségeket. Ekkor a

to a, e' I (s ) = to a..e' l'e-Z f(x)dx =

•
= L a,e' [/ (0) + /,(0) + ...+1(' )(0)]- (9)

.=0
•- L a , [/(s) + /, (s ) + ... + 1(' )(s )J

, ,,,0

összefüggéshez jutunk . A (9) középsö sorában szcreplö összeg ér téke a (4)-beli
indirekt feltevés miatt O, ezért (9) átirható a

to a, e' l' e-z I(x )dx = - to a , [f(s ) + /,( s ) + ... + 1(') (s )J (10)

alakba.
Az ellentmondás abból fog adódni, hogy alkalmas J-re (lD) bal oldala

l-nél kisebb abszolút é r t é kű , jobb oldala ped ig egy nullától különb öz ö egész
szá m.

Legyen p > n [aol egy (nagy) prímszám és

/( ) = xP-' (x - 1)P... (x - n )P
x (P - l )!

A 9.5.2 Tétel bizonyftásában szcrepl6 (2) állítás általánositásaként ugyanúgy
igazolható az alá bbi észrevéte l: Ha t ~ Oés j egész számok, h(x) egész együ tt­
hat ös polinom , akkor a

g(x ) = (x - j)'h(x)
ti

polinom és valamennyi deriváltja a j helyen egész értéket vesz fel: g (rn ) (j)
minden m-re egész szám. Valóban: g(x )-et

()
d, (x - j )' + d.+,(x - il '+! + .. .+ d, (x - j )'

g x =
ti

alakba frva azt kapj uk, hogy

{

O,
glm)(j ) ~ d",m!

- ,- = d", (t + l ) ... m ,
t.

ha O$ m < tvagy m > r ;

ha t $ m $ r .
(12)
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f( )
= . (x -!)Ph,(x)

x p r 'p.

ahol h1(x ) egész együt t hatós polinom, ezért (12)-t a g(x) = j(x)lp, t = p,
j = 1 és h(x) = h1 (x) szerepesztéssal alkalmazva azt nyerjük, hogy minden
rn -re j(m)( l) egész szám, sőt osztható p-vel. Ugyanígy adódik, hogy

Végül, írjuk az f(x)-et

j = 1,2, ... , n, m = 0, 1, 2, .. . (13)

f(x) = xP-'ho(x)
(p - l )!

alakba, ahol ho(x) egész együtthatós polinom, és alkalmazzuk (12)-t a
g(x) ~ f( x ), t = p -l, j = O és h(x ) ~ ho(x) szerepesztéssal. Ekko, azt
kapj uk, hogy j {m )(O) is minden tn-re egész szám, továbbá

pl f (p-l )(O) = (- I)"P(n!)p, dc p I f (m)(o), ha m i' p - l (14)

(ez utóbbi onnan ad ód ik, hogy (12) alapján m < p - lesetén j {m) (o) = O,
m ~ p eseten pedig az j (m )(O) = dmp .. . m szorza tban szerepel a p té nyez ő].

Igy (13) és (14) alapján az t kapj uk, hogy a (10) johh oldalán álló (kettős)

összeg minden tagj a egész szám és az aoj{P-l)(O) tag kivételével minden tag
osztható p-vel. Ebböl következik, hogy (lD) jobb oldala egy p-ve l nem osztható
egész szám, te hát speciélisan nem lehet nulla .

Most megmutatj uk, hogy elég nagy p eset én (10) bal oldalának az abszolút
értéke kisebb, mint 1. Mivel O< x < n eseten

ezért

és
_I xP-1 (x - l )p . .. (x - n)P 1 n (n+l )p- l

lf (x )1 - (p - l )! < (p _ l )!

ltoa.e-!,' e-'f(x)dx l:s e"(L:;:~la,~t+l)P (15)

A (15) jobb oldala A · B PI (p- l )! alakú, ahol A és B konst ansok. Ez a kifejezés
p --t 00 mellett O-hoz tart, tehát elég nagy p-re kisebb lesz, mint 1.

Ezzel befejeztük annak igazolását , hogy a (12) egyenlőség bal oldalának
abszolút értéke l -nél kisebb, ajobb oldal pedig egy nemnulla egész szám. A (6)
indi rekt feltevés tehát ellent mondásra vezetett, és így az e nem lehet algebrai
szám. _
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Feladatok

9.5.1 Legyen al < a2 < ... < an < ... pozitív egészeknek olyan sorozata,
ahol minden n-re an I an+l. továbbá bármely k pozitív egészhez
létezik olyan n, amelyre k I an_ Bizony ít suk be, hogy a E:=11/an
végtelen sor konvergens , és az összege irracionális szám.

9.5.2 Jel öljön r raci onális számot. Igazolj uk, hogy

a) sin l és cos 1 irracioná lis;

*b) O< r::; zr eseté ri sín r és cos r közül legalább az egyik irracionáli s;

c) O< r < 11"/2 eseté n tg r irrac ionál is.

(A szögek Ivm ért ékben vannak megadva . Ne használjuk fel azt a
korábban bizonyítás nélkül említett té nyt, hogy ha n egész szám,
akkor sin n t ranszcendens. A "fokokban m érve racion ális" szögek
szögfüggvényeire nézve lásd a 9.6.11 feladator.)

*9.5.3 A 9.5.2 Tétel bizonyításának gondolatmenetet finomf t va, mutassuk
meg, hogy 11"2 irracionális.

9 .6 . A lgeb rai egész

Az algebrai egészek olyan speciális algebrai számok, amelyek az egesz számok
általánosításaina k tekinthetök.

A fogalom előkészítéséhez előszö r az egészekn ek a racionálisokon belül egy
olyan je llemzését adjuk meg, hogy az ebben megfogalm azott t ulajdonságot a
racionálisok helyett az algebrai számokra is ki lehessen majd terjeszteni .

A racionáli s számok éppen az elsőfokú algebra i számok, az r racionális
szám (egyik) minimálpolínomja x-r. Ez a norm ált (azaz 1 föegy üt tható j ú)
minimálp olinom nyilván pontosan akkor egész együtthatós, ha az r egész szám.
A racioná lis számok közül tehát az tünteti ki az egészeket , hogy a(z egyik)
minimálpolinomjuk normált és egész együt t hatós .

A minimálpolinomra előírt fent i tulajdonságot az algebrai számok körére
kit erjeszt ve kapjuk az algebrai egész fogalmát :

9.6. 1 D efiníció I D 9.6.1
Egy algebrai számot algebrai egésznek neveziink , ha a(z egyik) mínim él­

poli nomja normált és egész együtthatós. •

Az egyszerűbb sző haszná lat érdekében ebbe n a pontban egy algebrai szám
minim álpolinomj án mindig an na k normált alakj át fogjuk érte ni.
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P éld Ak,

Pl Egy r racionál is szám akkor és csak akkor algebrai egész, ha r egész szám
(az algebrai egész fogalmát ép pen en nek szem eltitt tartésával definiáltuk ).

P 2 A -y2és V I / 2 számok közül az első algebrai egész, de a második nem az,
hiszen a minimál polinomj uk x 3 - 2, illet ve x 3 - (1/2) .

P 3 A 7.4 pontban szerepe lt Gauss-egészek saintén algebrai egészek. 56t , az
is igaz, hogy ha tekintj ük a Gauss-racionálisokat , vagyis az összes olyan
a + bi komplex számot, ahol a és b racionális , akkor ezek közül éppen
a Gauss-egészek lesznek az algebrai egészek. Hasonló állítás érvényes a
7.7 pontban bevezetet t Éuler-egészekre (és a hozzáj uk kapcsolódó Euler­
racionálisokra) is. A 10. és ll. fejezetben részletesen foglalkozunk majd
hasonló tfpusú algebrai egészek számelmélet i vizsg álatával.

Az alábbi tétel lehetőséget ad arra, hogy egy algebrai számról a mini m ál­
polinomja meghatározása nélkül is igazoljuk, hogy algebrai egész (de a tétel
gyakorlatilag nem alkalmas a nnak bizonyítás ára , hogy a szám nem algebrai
egész] :

9 .6 .2 T élel I T 9. 6 .2 I
Egy o komplex szám akkor és csak akkor algebrai egész, ha létezik olyan

j normált, egész együtthatós polinom , amelyre j(o) = O. "

Bizonyítás : Ha o algebrai egész, ak kor az m o: (normált) minimálpolinom meg­
felel j -nek .

A megforditáshoz tegyük fel, hogy létezik olyan j normált , egész együtt­
hat6s polinom , amelyre J(o) = O. Ekkor a 9.2.3 Tétel ezer int mo: l j , azaz
van olyan g rac ionális együtthat6s polinom , amelyre j = gmo: . Itt j és m o:
föegyütthat őja l , igy g ft'Scgyü t thatója is l. Továbbá j egész együtth atós,
ezér t a racionális együtthatós polinornokra érvényes Gauss-Iemma szerint lé­
tezik olyan c racionális szám, amelyre a cg és (l / c)m o: polinomok mindket ten
egész cgyütthat6sak. Ekkor cg, illetve (l/c)mo: f6egyiitthatója c, illetve l / c,
amelyek egyszerre csak akkor lehetnek egészek, ha c = ± l. Ez viszont azt
jelent i, hogy már maga m o: (és g) is (normált és) egész együthatós polinom,
tehát o valóban algebrai egész. _

Megjegyzések : l. A 9.6.2 Tétel segitségével például a komplex egységgyökö kről

a körosztási polinomokra történ6 hivatkozás nélkül is megállapítha tj uk, hogy
algebrai egészek, hiszen egy n-edik egységgyök gyöke az xn - 1 normált, egész
együtthatós polinomnak.
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2. Mint említettük, a 9.6.2 Té tel alapján nem lehe t kimutatni , hogy
egy adott szám nem algebrai egész. Ugyan is ab ból, hogy ct' gyöke egy (vagy
akár végtelen sok) olyan normált , racionális együ t that óa pol inomnak , amely
nem egész együtthat6s , semmilyen következtetést nem tudunk levonni arra
vonatkozólag, hogy ct' a lgebrai egész-e vagy sem. Példáu l az 1 algebrai egész,
ugyanakkor gyöke az Jn = (x - l )(x - 1/2)fl polinomoknak (n = 1, 2, ... ),
és mindegy ik Jn normál t , racionális együttha tós , de nem egész együtthatós.
Azt , hogy egy adott a nem algebrai egész, a minimálpolinomja segitségével
igazolhatjuk.

Most az algebrai egészek és a rnüveletek kapcsolatát vizsgáljuk. A kö­
vetkez ő tételben a 9.3.1, 9.3.4 és 9.3.6 Tételek algebrai egészekre vonatkozó
megfelel ölt foglaljuk össze.

9. 6 .3 Tétel I T 9.6.3 I
(i) Az algebrai egészek részgyűrűt alkotnak a komplex számtes tben. azaz

algebrai egészek összege, különbsége és szorzata is algebra i egész (a há­
nyadosuk azonban általában nem az).

(ü) Egy algebrai egész tetszőleges pozitív racionális kitevöj ű hatvanya is al­
gebrai egész.

[iii] Ha az f norm ált polinom együtthatói algebrai egészek, akkor J minden
(komplex) gyöke is algebra i egész....

Bizonyítás: Míndh érom állítás ugyanúgy adódik, mint ahogy az algebrai szá­
mokr a vonatkozó megfelelőiket (a 9.3.1, 9.3.4, illetve 9.3.6 Téte lben) igazol­
tuk: a gondolatmenet ben az "algebrai szám" kifejezést "algebrai egésa't-re ,
a "racionális sz ém't-ot "egész saám't-ra, a "racionális együt thatós"-t pedig
"normált , egész együtthatós"-ra kell cserélni (és te rmésze tesen a reciprokra
vonatkozó részeket figyelmen kívül kell hagyni , valamint a 9.3.6 Tétel bizonyf­
tását nézve most a nor mált ság miat t ~ = 1, tehát a ~k ·kra nincs szü ks ég). A
fent ieknek minden lépésre kiterjedő , rész letes ellenőrzését az Olvasóra bízzuk.

•
Feladatok

9.6.1 Mutassuk meg, hogy ha cr: algebrai egész, akkor a , 2Re(0), 21m(o)
és 101 is algebra i egész.

9.6.2 Az alábbi számok közül melyek algebrai egészek?

a) {/5 + (ifi/ 2); b) (1 + J3)/2; c) (1 + iJ3)/2;
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9.6.3 Teki ntsük az a = a + bi komplex számot (ahol a és b valós szám).
Melyek igazak az alábbi áll ít ások közül?

a) Ha a és b algebrai egész, akkor a is algebra i egész.

b) Ha a algebrai egész, akkor a is algebrai egész.

c) Ha a és lal algebra i egész , akkor a is algebrai egész.

d) Ha a algebra i egész, akkor a és b is algebra i egész.

e) Ha a és a algebrai egész, akkor b is algebrai egész.

f) Ha a algebrai egész, továbbá a és b rac ioná lis, akkor a és b egész
szám.

g) Ha a + 313 és Sa + 7p algebrai egész, akkor a és p is algebrai egész.

h) Ha a + f3 és afJ algebrai egész , akkor o' és P is algebrai egész .

9.6.4 Vizsgáljuk meg a Fermat-sej tés algebra i egészekre vonatkozó vált o­
zatát: Rögzit ett n ~ 3 egész kitev ő mellet t létezik-e megoldása az
z" + yn = zn egyenlet nek a nem nulla algebrai egészek körében ?

M 9.6.5 Legyen J olyan normált , racionális együ tthatós polinom, amelynek
nem minde n együt thatója egész szám, és tekints ük J (komplex) gyö­
keit . Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Az J -nek létezik olyan gyöke, amely nem algebrai egész.

b) Az J egyetle n gyöke sem algebrai egész.

e) Ha J irred ucibilis Q felett, akkor J egyetlen gyöke sem algebrai egész.

d ) Ha az J k ülönbözö gyökei között pontosan egy olyan van , amely nem
algebrai egész , akkor J -nek létezik racionális gyöke.

9.6.6 Bizonyítsuk be, hogy minden algebrai szám felírható két algebrai
egész hányadosak ént . sőt az is elérhető , hogy ezek közül az egyik
(akár az osztandó, akár az osztó ) egész szám legyen .

9.6.7 Hogyan olvasható le az o' algebrai egész minimálpolinomjáról, hogy
1/ 0' is algebrai egész?

9.6.8 Bizonyitsuk be az alábbi állításokat.

a) Bármely o' algebrai egészhez végtelen sok olyan p algebrai egész lé­
tezik , amelyre a/p is algebrai egész.

b) Bármely olyan o' ::j:. O algebra i egészhez, amelynek a reciproka nem
algebrai egész, végtelen sok olyan 13 algebra i egész létezik , amelynek
a reciproka nem algebrai egész, és amelyre a/p algebra i egész.
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c) Bármely a '# O algebrai egészhez csak véges sok olyan b egész szám
létezik, amelyre a /b algebrai egész.

9.6.9 Van-e az egységnyi abszolút értékű komplex számok közöt t az egy­
séggyökökön kívül

a) algebrai szám;
"b) algebra i egész?

' 9.6.10
a) Mutassuk meg, hogy ha n 2. 2, akkor az n-edfokú algeb ra i egészek

mindenütt sűrűn helyezkednek el a valós számegyenesen.

h) Minde nütt sürűek-e a komplex számsíkon az n-ed fokú algebrai egé­
szek, ha (b l) n ~ 2; (b2) n = 41

9.6.11
a) Legyen r tetszőleges valós szám. Igazoljuk, hogy r és cos rO közül

legalább az egyik irracionális, kivéve ha r olyan egész szám, amely
osztható 60-nal vagy 90-cel.

b ) Fogalmazzuk meg és b izonyí tsuk be a ssinuszra és tangensre vonat­
kozó hasonló állítást.



10. ALGEBRAI SZÁMTESTEK

Algebrai számtesteknek a racionál is test egyszerűalgebrai b ővítéseit nevezzük.
Ebben a fejezetben az Ilye n testb ővítésekkel és az ezekben tal álható algebrai
egészek ar itmetikai t ula jdonságaival foglalkozun k. Részletesen tárgyaljuk a
másodfokú b övttések algebrai egeszeir. Ezek speclálís eseteként a 7. fejezet­
ben már találkozt unk a Gauss-, illetve Euler-eg észekkel. amelyeket sikerrel
alkalmazt unk az x 2 + yZ = n , illetve x 3 + y3 = z3 d iofantikus egyenletek
megoldéaán él. Az algebrai számtes tek vizsgálatát az ideálelmélet eszközeinek
bevonésaval a következő fejezet ben is folytatj uk.

Megjegyezzük, hogy a testb övít ésekr öl szól6 általános bevezet ő tetszőle­

ges (kommutativ) test eset ő n érvényes, bár a továbbiakban ezt mindig csak
a kompl ex test résztesteire fogjuk alkalmaz ni. Elörebocsatjuk még, hogy eb­
ben a fejezetben számos helyen felhasználunk néhány alapvet ő , elsősorban a
vektorte rek dimenzi6jához kapcsolódó lineáris algebrai fogalmat és tételt .

10.1. Tes t bövít és

Testen mindig kommutatív testet fogunk ér teni.

10 .1. 1 D efinlció [ D 10.1.1 I
Az AI testet az L test bóvítésének nevezzük, ha L részteste AI· nek, azaz

L c;;: AI és az L testben a müveletek éppen az AI-beli műveletek megszor ításai.

"
Ennek a kapcsolatnak a szekésos jelölése AI IL vagy M / L , de mivel ez

kön nyen félreérthető, ezért inkább az M : L jelölést fogjuk alkalmaz ni.
Ha M b övít ése L-nek, akkor M egyben vektor tér is L felett a "természe­

tesen" adó dó m üveletekre. Ezek a vektorlér mt1vcletek az M test müveleteíb öl
szár maznak: két M -beli "vektort" mint az M test két elemet adjuk össze,
továbbá egy L-beli "skalárral" úgy szorzunk meg egy M · beli "vektort", hogy
az M testnek ezt a két elemét összeszorozzuk.

Az M -nek mint az L test feletti vektor térnek a dimenziójára külön elne­
vezést és jelölést vezet ünk be:
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10.1.2 D efinlció I D 10.1.2 I
Ha M b övítése L-nek, akkor az M -nek mint L fcletti vektortérnek a

dimenzióját a testb6vl tés l okának nevezzük és deg(M : LHel jelöljük. Ha ez
a dimenzió véges, akkor véges (vagy véges fokú) b övttésröl beszélünk. ...

P éldá k deg(C : R ) = 2, deg(R : Q ) = 00.

Alapvet6en fontos t étel , hogy az egymás utáni testb őv ítések eseten a fok­
számok összeszorz6dnak:

10 .1.3 Tétel (Testb6vftések fokszámt étele} I T 10 .1. 3 I
Ha az L ~ M ~ N b övtt ésl áncban deg(N : M ) < 00 és deg(M : L ) < 00 ,

akkor
deg(N : L) = deg (N : M ) · deg(M : L). '" (1)

Megjegyezzük, hogy a tétel végtelen dimenzióra is kiterjeszthet ö: Ha
deg(N : M ) és deg(M : L) közül legalább az egyik végtelen, ak kor deg(N : L)
is végtelen, sőt (1) abban a finomabb értelemben is érvényes marad, ha a
fokszámot a Hamel-báeis seémoss égaként tekintjük.

Bizonyítás: Jelöljük L elemeit görög betűkkel , Af elemeit latin kisbetükkel . N
elemeit pedig latin nagybettlkkel.

Legyen az M : L vektortér egy bázisa bl , . . . •b". az N : M vektortéré
pedig C l l ' . ' ,C". Megmuta tjuk. hogy ekkor a

i= I, 2, ... ,n, j = 1, 2, ... , k (2)

elemek bázist alkotnak az N : L vektort érben. amíből a téte l állítása már
követkczik.

El öszőr azt igazoljuk, hogy a (2)-beli elemek lineár isan függetlenek N : L­
ben. Tegyük fel, hogy a Ajj E L "skalárokra"

n k

2: 2: .\;j( b;Cj) ~ O.
j : 1 i : }

(3)

A (3) bal oldalát a(z N) testbeli azoncsségek felhasználásával étalakí rva azt
kapj uk, bogy

k n

2: (2: '\;jb;) Cj = O.
; : 1 i : }

(4)
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Mivel CI," " Ck lineárisan független N : M -ben , ezért (4)-bö l következik,
hogy

n

L A;jb; = o,
; :=1

j = l , .. . ,k. (5)

Felhaszn álva, hogy bl , ... ,bn lineárisan függetl en M: L-ben , (5) alapj án adó­
dik, hogy mindegyik Aij = O. Ezzel a biC j elemek N : L-beli lineáris függet­
lcnség ét belá t t uk.

Most megmu tatj uk , hogy a biCj elemek generá torrendszert alkotna k
N : L-ben. Mivel Cl , .. . ,Ck generátorrendszer NM-ben, ezért bármely
U E N felírhat ó

(6)

alak ban , ahol Vj E M . Most felhasználjuk, hogy bl , ... ,bn generátorrendszer
Af : L-ben, és így minden Vj el ő áll a bi-k lineáris kombinációjaként:

l s i s n, l S j S k. (7)

A (7)- bel i előállításokat (6)-ba beírva kapjuk, hogy

n k

U = L L o,;b,C; .
;:= 1 j : 1

Ezzel beláttuk, hogy a biCj elemek generá torrendszert alkotnak N : L-ben . _

Most az algebrai szám fogalmát általánosítjuk:

10 .1.4 Defin íció I D 10.1.4 I
Legyen L résztes te M -nek. A {) E M elem algebrai az L test fclet t , ha

létezik olyan nemnulla f E L[x] polinom, amelynek a {) gyökc, azaz ] ({)) = O.

'"
P él d ák

Az algebrai szám fogalmát az L = Q , M = C speeiélis esetbon kapjuk.
A valós, illet ve a komplex test felett minden komplex szám algeb rai (lásd

a 9.1.7 feladatot).

Az algebrai elem minimálpo linomját és fokát értelemszerűen, a 9.2.1 és
9.2.4 Definiciók mintájára definiálj uk:
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10 .1.5 D efin lció I D 10.1. 5 I
Legyen L r észteste M-nek. Az L felett algebrai {) E M elem minimál­

polino mjának a( z egyik) legalacsonyabb fokú L [x ]-beli polinomot nevezzük,
amelynek a. {) gyöke. A {) foka (vagy Jokszáma) a min imálpolinomjána k a
foka. ...

Ne felej t sük el, hogy a {j minimálpo linomja és igy a foka is nemcsak ma­
gától a {)·tól függ, hanem attól is, hogy melyik L test felett tekintettük a {J-t :
példáu l V2-nek a Q feletti minim álpolinomja x 2 - 2, az R feletti minim álpolí­
nomja viszont x - V2. (Megmutatható, hogy M változtatása nem befolyásolja
{} minim álp olinomját .)

Ennek megfelelöen a mín imélpolinom és a fokszám m,J ,L. illetve degL{)
jelölésében az L testet is felt üntetj ük (az algebrai számoknak megfelel ő L = Q
esetben továbbra is a sima m17, illet ve deg 19 je lölést használj uk).

Az algebrai elem minim álpo linomjára is érvényesek a 9.2.2 és 9.2.3 Tét e­
leknek megfele lő állítások:

10 .1.6 Tétel I T 10.1.6 I
Legyen L részteste M -nek, és 19 E M algebrai elem L felet t . Ekkor

(i) az m17,L mi nimálpolinom egy L· beli konstans szorzótól elte kintve egyér­
telmü;

(ii) egy f E Lix] polinomra f(~) = O = mO,L I I ,
(iii) egy g E L[xJ polinom pontosan akkor minimálpolinomja 19-nak, ha

g(D) = O és g irreducibi lis L felett. "-

A bizonyít ás pontosan a 9.2.2 és 9.2.3 Tét eleknél lá to tt módon történik.
A bővítések ezerkezet ére vonatkozóan fonto s információt t artalmaz az

alábbi egyszer ű észrevéte l:

10.1. 7 Tétel I T 10.1. 7
Ha deg(M : L ) < 00, akkor M minden eleme algebrai L felett . "-

Bizonyítás: Legyen deg (M : L ) = n, és jelöljük l -gyel a( z L és M ) test (közös)
egységelem ét. Ekkor tetszőleges v E M esetén az 1, v , v2 , ••• , u" elemek száma
nagyobb , mint az M : L vektortér di menziója, ezért ezek az elemek lineári san
ő sszefüggök. Ez azt jelent i, hogy léteznek olyan 0'0 ,'" , O'n E L "skalárok",
amelyek közül nem mindegyik O, és
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tgy v gyöke az f = 0"0 + O"t X + ... + O"nXn -1 0 polinomnak , vagyis v algebrai
elem L felet t . _

Megjegyzések : 1. A bizonyításból az is leolvasható, hogy deg c. v ~ deg(M : L ).
A 10.2.5 T ételben a még erősebb degc. v l deg(M : L ) állitást fogjuk igazolni.

2. A 10.1.7 Tétel megford ítása nem igaz. Legyen például L a racionális
test, M ped ig az összes (Q feletti ) algebrai számok teste. Ekkor M minden
eleme (de finíció szerint ) algebrai L felett , azonban deg(M : L) = 00 , ugyanis
deg(M : L ) = n < 00 cset ő n az elöz ö megjegyzés szorlnt minden algebrai
szám foka legfeljebb n lehetne, ami ellent mond annak, hogy létezik akármilyen
magas fokszámú algebrai szám (9.2 pont , P 4 példa ).

Felad a t ok

10.1.1 Legyen deg(M : L ) prímszám, és tegyük fel, hogy T az Af -nek olyan
részteste. amely tartalmazza fret . Mutassuk meg, hogy T = M vagy
T =L.

10.1.2 Legyen G = {a + bi I a,b E Q} a Gauss-reclon álísok, A pedig az
algebrai számok teste. Számitsuk ki az alábbi tes tb6vitésck fokát :

a) deg(G : Q ); b) deg(C : A); c) deg(A : G).

10.1.3 Legyen K = {n +bv'2l n, b E Q}. Könnyen adód ik, hogy K résztes te
R -nek.

a) Bizonyítsuk be, hogy egy o" komplex szám akkor és csak akkor algeb­
ra i K felett, ha algebrai Q felett (azaz algebrai szám) .

b) Határozzuk meg az alábbi komplex számoknak a K felet ti fokát :

(b l) 3 + 712; (b2) 12+ i; (b3) 12; (b4) 12.
10.1.4 Tekints ük az L ~ Af ~ N b övítésláncot , és legyen -O E N .

a) Melyek igazak az alábbi állítások közül?

(a l) Ha {) algebrai L felet t , akkor {} algebrai M felett.
(a2) Ha {) algebrai M felet t , akkor {) algebra i L felett.

b) Ha {) algebrai M és L felet t , akkor milyen kapcsolat van m",M és
m",L, illetve deg", {) és degc. ,') közöt t?

lD .2 . Egyszerű a lgeb rai bővítés

A testb őv ít ések lcgcgyszcrübb és egyb en legfontosabb típusát az egyetlen elem
által generá lt b övít ések jelentik. Ezt a fogalmat az egyszerűség ked véér t csak
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a Q (19} speeiél is eset re, azaz a racionális testnek a f) komplex számmal történő
b ővítés ére tárgyaljuk, azonban az elmondottak ugyanúgy érvényesek Q helyett
bármilyen L test , illet ve -fl E C helyett {} E M mellett is, ahol az Af test az
L-nek tetszőleges b övítése.

A Q-nak a 11 komplex számmal történő egyszeru bóvítésé n a Q -ból és a
é-b ő l a kom plex testbe li müveletek (és inverzeik) segítségével előálló elemek
halmazat fogjuk érteni. Ehhez tekintjük az összes 0 0 +0 l f) +... +on{)n alak ú
elemet . aho l n tetszőleges nemnegatfv egész és az Qj-k rac ionális számok, maj d
vesszük ilyenek hányadosait. Az l1() + al{} + ... + anVR elem nem más, mint a
g = 00 + aIX + ... + Qn X n E Q[x] polinomnak a {} helyen vet t g({) E C he­
lyet tcsltési értéke. A szóban forgó hányadosok tehát g(t1) / h(iJ) alakú komplex
számok, ahol g és h tetszölcges Q [x]-beli polinomok és természetesen h(19) i: O.
Az ily m ódon kap ot t elemek a komplex számtestnek a 19- t és Q -t tartalmazó
legszűke bb résztestét alkotják Mindez t pontosan az alábbi definíciób an és
tételb en fogalmazzuk meg.

10.2.1 D efi nlció I D 10. 2.1 I
Tetszőleges <J kom plex szám escté n a Q test nek a <J-val történő egyszerii

ootrítésé nek nevezzük és Q (iJ)-val jelölj ük az alábbi alak ú komplex számok
halmazát:

g(D)
híD) ,

ahol g, h E Q[x], h(D),. O, (1)

illetve ugyanezt részletese n kiirva:

k

ahol ai. bj E Q, L bj iJ j i: 0,
j=O

n , k = 0, 1, 2, ... (2)

Ha iJ algebra i szám, akkor egyszeru algebrai Mvít ésr61 beszélünk . ...

10 .2 .2 T étel I T 10.2.2
Q (iJ) a komplex testnek az a legszűkebb részteste, amely a 19-t és a racio­

nális testet t artalmazza, azaz

(i) Q (D) részt est C-ben;

(ii) ~ E Q(~ ) , Q (; Q(~ ) ;

(iii) ha T részteste C-nek és 19 E T , Q «; T , akkor saiiksegképpen Q (iJ) «; T .

'"
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Bizonyítás: (i) Azt kell megmutatni, hogy két {l l-b eli elem összege , különb­
sége, szorzata és (ha a nevező nem nulla, akkor) hányadosa is (t j-beh. Nyilván

ahol 9 = glh2 + 92hl és h = hlh2 is racionális együtt hatóa polínomok, és a
komplex test nulloszt ómentessége miatt h(íJ ) = hl(t?)h2(t?) # O. A különb­
ségre, szorzatra és hányad osra vonatkozó állítás hasonlóan igazolható.

(ii) Ha g = x és h = l , akkor g(U)jh(U) ~ U, tehát U E Q (U).

Ha r tetszőleges racio ná lis szám, akkor a g = r és h = l (konstans)
polinomokat választva g(U)jh(U ) = r , te hát r E Q (U).

(Hi) Ha T a komplex számok olyan r éseteste, amely tartalmazza t1-t és
Q-t , akkor a {j-bó l és racionális számokból képzet t tetszőleges szoraatok össze­
ge és ilyenek hányadosa is szű kségképpen T-beli. Ez azt jelent i, hogy minden
(2)-beli komplex szám is eleme T -nek , te há t valóban Q({j) ~ T . •

Megm utatj uk, hogy ha {j algebrai szám, akkor Q (t?) elemei egyszerűbb

alakban is felírhat ók.
Tekint sük először példaként a rac ioná lis testnek a V2-vel vet t Q (V2)

b övít és ét. Ez nem más, mint az ao + al v2 alak ú szám ok T halmaza, ahol
ai E Q , ugyanis T egy olyan test, amely a V2-t és a raci onális számokat
tartalmazza és nyilván a l egsz űkebb. Ez azt jelenti, hogy a 10.2.1 Definícióban
felírt alakhoz képest nincs szükség osat ásra és a V2-nek az egynél magasabb
kitevőj ú hat ványair a.

Ha a v2 helyet t a ijS-tel történő Q (ijS) bővítést te kintj ük, akkor itt ijS
legfeljebb második hat ványaira van sa ükseg, mert a har madik és magasabb
hatványok kifejezhetők ezekkel (és alkalmas racionális számokkal).

Az általános esetben a következő té tel érvényes:

10.2 .3 Tétel I T 10.2.3 I
Ha t') egy n-edfokú algebrai szám, akkor Q (t?) elemei egyérteImúen felír­

ha t ók
a o + alt') + ... + a n _ I t1n - 1

alakban , ahol az a, -k racionális számok. Más szóval, minden o: E Q(t1) elemhez
pontosan egy olyan J E Q [x] polinom létezik, amelyre

" = I(U) és dcg I " n - l vagy I = o. '"
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Bizonyítás : I. Először megmu tatjuk, hogy {I j-ben a nevezőre "nincs sz ük­
ség", azaz bármely g,h E Q[x] és h(~) '" O eset en g(~)/h(~) előáll alkalmas
t E Q[x] pol inommal t(t?) alakban is.

Ennek igazolásához tekintsük az alábbi ekvivalenciákat (ahol közb en a
h(t?) t- O feltételt és a 9.2.3(i) Tételt is felhasználj uk):

g(~)/h(~) = t (~ ) => g (~) = h (~ )t (~) => (g - ht )(~ ) = O =>

<=> mt? Ig - ht <=> g = ht + mM, ahol s E Q [x).

így azt kell belátni , hogy léteznek olyan t és s racionális együtthatós pol ino­
mok, amelyekre

g = ht + rnas. (3)

A (3) egyenlőség "olyan", mint egy lineáris diofantikus egyenlet , amelyben
t és s az ismeretlenek, csak itt egész számok helyett racion ális együ tthatós
polinomok szerepe lnek. A lineár is diofant ikus egyenletek megoldhatóságán ak
szükséges és elégséges feltét elét az 1.3.6 T ételben tárgyalt uk. és a bizonyításnál
csak amaradékos osztásból ad ódó euklidesz i algorit mus egyik következményét
használtuk fel. Mivel a maradékos oszt ás a test feletti polinomok körében is
e lvégezhető, ezért a "polinomos" d iofant ikus egyenlet megoldhatóságának is
ugyan az a feltétele. Így a (3) egyenlet megoldhatóságához azt kell igazolni ,
hogy (h,m, ) Ig.

Az m.a polinom irreducibilis Q felet t, ezért (h,ma) = l vagy mtJ. Az
utóbbi esetből azonban h(t9 ) = O következne, így csak (h,m iJ) = l lehe tséges,
tehát valóban (h,miJ) I g. Ez, mint láttuk , azt jelenti, hogy a (3) egyenlet
megoldható, és az így kapott t polinomra t(t9) = g(t9 )j h(t9 ).

II . Eddig azt igazoltuk, hogy minden ct E Q(t9) alkalmas t E Q [x] po­
linommal ct = t(19 ) alakba írható. Most megmut atjuk, hogy olyan J E Q [x]
polinom is létezik, amelyre deg J :s: n - l vagy J = O, és ct = J(19).

Osszuk el a t polinomot maradékosan ma-val, ekkor a maradék megfelel
J -nek. Valóban, ha

ahol deg f ,; n -l vagy f = O,

akkor
,, = t(~) = q (~ )m. (~) + f(~) = O+ f(~) = f(~).

IlL Hátravan még J egy é rtelműség é nek az igazolása. Tegyük fel, hogy az
fI és h racionáli s együtt hatós polinomkra

h (~) = j,(~) és deg Ji :S: n - 1 vagy Ji = O, i = 1,2.
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Ekkor az h = II - h polinom racionális együtthat6s, IJ(fJ) = Oés deg h < n
vagy h = O. Mivel dcg fJ = n, ezért csak h = O lehetséges. Ez azt jelenti,
hogy fI = h, te hát a tételben szerepl ö I polinom egyértelmű. _

A lD.2.3 Tétel más megfogalmazásban azt jelenti, hogy az 1, fJ , . . . ,{)n - l

elemek bázist alkotnak Q (t9 )-ban mint Q feletti vektort érben. így ennek a
vektortérnek a dimenei ója, azaz az Q ({)) : Q testbővítés foka megegyez ik a {)
a lgebrai szám fokával. Ezt a fontos tényt külön tételként is kimondjuk.

10.2. 4 Tét el

Ha ~ algebrai szám, akko, deg(Q (~ ) , Q ) = deg é . ...

I T 10.2.4

A lD.2.3-lD.2.4 Tételeket kiegészít hetj ük azzal, hogy ha t9 transzcendens
szám, akkor Q (fJ ) elemei nem adhat ók meg a lD.2.l Definíci6ban leírtnál egy­
szerűbb alakban, és a Q (t9 ) : Q bővítés foka ekkor végtelen. Ebben az esetben
a Q (t9 ) test a Q feletti algebrai törtek , azaz a racio nális együtthatós polinomok
formálisan képzett hányadosainak testéve l izomorf (lásd a lD.2.l3 feladatot).

Megjegyezzük még , hogy ha fJ algebrai szám, akkor a lD.2.3 Tétel alapján
Q (t9 ) elemeit az m~ po linom szeri nt i osatésí maradékokként képzelhetjük el:
ilyenkor a Q(fJ ) t est a Q[x]/ (md) laktorgyűn1vel izomorf (lásd a 11.1.6 Tételt
és a l 1.1.9a feladatot ). Az egyszerű algebrai bővítéseknek ez a megközelí tési
m6dja a Q helyet t tetszőleges L test eseten azt is lehetövé tesz i, hogy nakkor
is megko nstruáljuk L ({) )-t , ha nincs eleve adva egy L-nél bővebb M test és
abban egy fJ elem", lásd a ll .1.9b felad atot.

Végül megemlítj ük, hogy a Q bármely véges bövítése el ő á l l alkalmas {)
a lgebrai számmal Q ({)) a lakban , azaz Q véges b övít ései megegyeznek a Q egy­
szerű algebrai b övít éseivel. (Ugyanez fennáll Q helyet t bármely olyan testre
is, amelyben egy a + a + ... + a összeg csak úgy lehet O, ha a = O.)

A lD.1.7 Tétel élesítéseként mos t megmutatjuk, hogy egy véges bővítés

tetszőleges elemének a foka osztója a bővítés fokának. Az állítás t most is esak
a Q bővítéseire fogalmazzuk meg, de ugyanúgy érvényes tetszőleges (kommu­
ta tí v) testekre is.

10.2. 5 T étel I T 10.2.5 I
Ha M részteste C -nek és deg(M : Q) = k < 00 , akkor bármely fr E M

elemre deg Q l k . ...
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B izonyítás : A Q (a ) test a 10.2.2 Tétel szeri nt része M-nek, azaz

Q C; Q (,,) C; M . (4)

A deg(M : Q ) = k < 00 feltételbó l következik, hogy a (4) b ővít é s l á nc míndk ét
nláncszeme" is véges bővítés , és így alkalmazhatjuk a fokszámtéte lt (10.1.3
Tétel) . Ebből azt kapjuk, hogy deg( Q(,,) , Q ) I k. A 10.1.7 Tétel alapján
cr algebrai szám, ezért a 10.2.4 Tétel miatt deg(Q (a ) : Q) = deg a . Vagyis
valóban deg o: I k . •

Most új bizonyítás t adunk a 9.3.1 és 9.3.6 T ételekre. A könnyebb áttc­
kínthet ös ég kedvéért ezeket a tételeket (új sorszámmal) újra ki is mondjuk.

10.2.6 T étel I T 10.2 .6
Az algebrai számok résztestet alkotnak a komplex számtestben. ..

Bizonyítás: Legyen a és {3 két algebrai szám. Azt kell megmutatni , hogy a +{3,
,,- (3, ,,(3 és (ba (3 " O, akkor) ,,/ (3 is algebrai.

B övítsük Q -t a-val, majd az így kapott K = Q (a ) testet /3-val. Az ekkor
keletkező N = K (/3) test t ar t almazza a-t és /3-t is, ezért a két szám összege,
különbsége, szorzata és hányadosa is N-beli.

Tekintsük a Q C; K C; N bővitésláncot [ahol K ~ Q (,,) és N = K ((3)J.
Itt

deg(K , Q ) = deg o és deg(N, K ) = degK (3 :S deg (3,

ezért a fokszámtétel szerint deg(N : K ) < 00. Ebből a 10.1.7 Tétel alapján
követ kezik, hogy N minden eleme, így speci élisan 0'+/3, 0' - /3, 0'/3 és aj /3 is
algebrai szám. _

10 .2.7 Tétel I T 10.2.7 I
Ha az f #-O polinom együtthatói algebrai számok, akkor f minden (komp­

lex) gyöke algebrai szám. ...

Bizonyitás: Legyen f = 0'0+ aIX + .. . + anxn és l az f tetszőleges komplex
gyöke.

Definiálj uk a K , testeket a következőképpen:

Ko = Q(" o),

és te kintsük a

j = 1,2 , ... ,n,
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bővltésláncot . Itt minden lépésben az adott testet egy felette algebrai elemmel
bővítjük, ezért minden "láncszem" véges b ővít é s . Ekkor a fokszámtétel miatt
K n+1 : Q is véges bővítés , tehát K n +1 minden eleme, köztük I is algebrai Q
felett . _

Feladatok

lD.2.1 Bizonyít suk be, hogy bármely 19 komplex és r i- O racionális számra
az alábbi b őv ít é sek megegyeznek Q (19 )· vaL

a) Q (r + ~) ; b) Q(r~ ) ; c) Q (l N ) (ha ~ " O) .

lD.2.2 Legyen o' E Q (19). Bizonyit suk be az alábbi állít ásokat .

a) Q (a ) '; Q(~ ) .

b) Algebrai ~ esetén Q (a ) = Q(~ ) <= deg o ~ deg é .

"c] Transzcendens 19 esetén Q (O') = Q (O) akkor és csak akkor teljesül,
ha

ao + a l 19
o' = , ahol a i , bi E Q és o' fl- Q .

bo + bl 19

lD.2 .3 Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Q(~ ) ~ Q (;?).

b) Ha I ~I' racionális, akkor Q(~ ) = Q (;?).

c) Ha Q (~) ~ Q (;?), akko r I ~I ' racionális.

d ) Ha Q (~) ,; Q (;?), akko r Q(~) ~ Q (;?).

e) Q(~ ) ~ Q (~ + ~').

lD.2.4 Írjuk fel az alábbi számokat aO +al~+a2W alakban, ahol ao, a b a2

racionális számok:

a) «<'4 + 3?'2)' ; b) l ) 1+ ?'2
?'2 ; c 1+ 2?'2 ·

lD.2.5 Számít suk ki az alábbi algebrai számok fokát :

M a) v7+ 3i ; b) i V3;

c) «'3 + VI /3 ; d) ,;12 + ,12.

lD.2.6 Adjuk meg egyszer űbb alakban az alábbi halmazokat:

a) Q ( ?'54) \Q (V'f6); b) Q (if/) n Q (if/); c) Q(15) n Q( i15).
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M 10.2.7 Adjuk meg Q (19 ) valós elemeit, ha 19 ér téke

a) -Y3(cos 1440 + isin 144°);

b) i?l3;

c) .Jivalame lyik értéke.

M "1O.2.8 Bizonyi ts uk be, hogy ha I~ I = l , akkor Q(~) n R = Q(Re ~l.

10.2.9 Legyen cr = 1 + 3 -Y2S + 1l .y125 + 999 ?1625. Bizonyft suk be, hogy
lét ezik olyan J racionális együtthatós polinom , amelyre f{o) = ?"S.

10.2.10 Legyen a fi algebrai szám foka k, Melyek deg({J2) lehetséges értékei?

M*1O.2.11 Határozzuk meg az egységkörö n az összes páratlan fokú algebrai szá­
mot .

10.2.12
a) Bizonyítsuk be, hogy ha cl és (3 algebrai számok, akkor az a + {J,

o: - {3, a{3 és U3 ie- O esetén) ajf3 számok foka kisebb vagy egyenlő,

mint (deg e] . (deg d).

h ) Ha az f = oO+alx+" .+anxn polinom együt t hatói a lgebra i számok
és fb) = O, akkor deg -y ~ n TIj=odeg a j.

10.2.13 Legyenek 91,92,h l ::j:. O, h2 i- O rac ionális együtt hatós polinomok és
fJ transzcendens szám. Bizonyítsuk be az alább i állításokat .

91(~) 92(~)
al h,(~) = h,(~) => 91 h, ~ 9,h, .

b} A Q (fJ} test izom orf a Q feletti algebrai törtek , azaz a racionális
egy ütthatós polinomo k formálisan képzett hányadosainak testével.

10.3 . M ásodfokú bővítések

Ebben a pont ban a Q -nak a (komplex számtesten belüli) másodfokú b őv ít é seit

és azok algebrai egészeit vizsgáljuk.

10.3 .1 T éte l I T 10.3 .1 I
A Q összes máso dfokú b övít ése Q(Vt) alakú, ahol t (pozitív vagy negatív)

négyzetmentes egész szám és t =f 1. K ülönb öz ö ilyen t értékekhez különböző

bővítések tartoznak. •

M egj egyzés : A t > O esetbe n valós, a t < O eset ben pedi g képzetes (vagy
imaginárius) másodfokú b övít ésr öl beszélünk . A képzetes eset be n vt két
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(komplex) értéke közül bár melyiket vehetjük , mert ezek egymás ellentettjei és
Q (t1) = Q {- 19 ) bármely t?-ra. teljesül; a továbbiakban ilyenkor jelentse Ji
mindig a négyzetgyök felső félsíkbeli ért éké t. Ji = i jjtf.

Bizonyítás: Legyen M a C olyan rész teste , amelyre deg{M : Q) = 2. Ekkor
nyilván az M tetszdleges a nem racion ális elemére deg o = 2 és M = Q {a ).
Belát juk, hogy Q {a ) megadható alkalmas n égyzetmentes t '# l -gyel Q (Ji)
alakban is.

Ha az a minimálpolinomja m a = ao + a i X + a2x2 , ahol ao , a l , a2 egész
számok, akkor a másodfokú egyenlet megold ók é plet éb ől kapjuk, hogy
a = ro + ri VS alakú, ahol "i '# O és ro racionális számok és s '# O egész
szám. Az s-b öl a lehet ő legnagyobb négyzetszámot kiemelve s = k2t adódik,
ahol t négyzetmentes és t '# 1. így a = ro + rlkJi. Innen a 10.2.1 feladat
alapján következik, hogy M ~ Q (a ) ~ Q (v'i).

Meg kell még mutatnunk , hogy az így kapott t egy é rtelmű, azaz ha
Q (Jid = Q {Ji2) , aho l tj négyzetmentes és tj f:. 1, akkor tI = ra.

A felt é telekb ől következik, hogy

v'ii ~ a + bv'ii,

ahol a és b racionális. Négyzetre emeléssel

adódik. Ez .jt; irraeionali tása miatt csak úgy lehetséges, ha b = Ovagy a = O.
Az első eset azt jelenti, hogy v12 racionális, ami ellent mondás. A máso dik
esetben azt kapjuk, hogy ..;t2j.jt; racionális, amiből t j n égyeetmcntessége
miatt ti = t 2 következik. _

P éldá k

Pl A Gauss-racíon álísok a Q(i) bővítés elemei, ekkor t =-1.

P2 Az Euler-racion álisok a Q(w) bővítés elemei, ahol

21r . . 21r - l+ i V3
W=COS - + t SIIl - ~

3 3 2

Ekkor t = - 3.

Most megvissgáljuk , hogyan adhatók meg egy másodfokú b őv ít é s algebrai
égészei .
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Tekint sük először a Oauss-racio n álisokat, tehát azokat az a + bi komplex
számokat , ahol a és b racionális. A 9.6 pontban már említett ük (P3 pé lda ,
9.6.3a és 9.6.3f feladat ), hogy egy Gauss-racionális pontosan akkor algebrai
egész, ha Gau ss-egész, azaz ha a és b egész szám.

Nézzük meg, mi a helyzet az Eu ler-racionálisoknál, azaz az

-1 + iV:! 2c - d d ro ro
,, ~ c + dw = c + d 2 =-2-+ 2v-3~ a+ bv-3 (a,b ,c, d E Q)

(1)
alakú számokn ál. A 9.6 pont P3 példájábanjeleztük , hogy egy Euler-rac ioná lis
akkor és csak akkor algebrai egész, ha Euler-egész. Ez azt jelenti, hogy az
(I j-belt fr Eu ler- racionális pontosan akkor algebrai egész, ha c és d egész szám,
azaz ha a és b mindketten egész számok, vagy pedi g mindketten olyan 2 neve­
zójú törtek , amelyek saáml ál ója páratlan szám.

A fentiek mutatják , hogy a t = - 1, illetve t = - 3 esetekben kapot t
ered mény kissé eltérő jellegű . Az általános esetbe n is kétféle lehetőség adódik,
attó l függöen, hogy a bővítést jellemző t milyen maradékot ad 4-gyel osztva :

10.3.2 T étel I T 10.3 .2 I
Legyen t of:. 1 négyzet mentes szám. Ekkor a Q (0) bővítés algebrai égészei

éppen a c + diJ alakú számok, ahol c és d egész szám és

~ _ { Jt , ha t l' 1 (mod 4);
- (1 + Jt )/2, ha t " 1 (mod 4).

Más megfogalmazásban ez azt jelent i, hogy Q (0)·ben egy a + b0 (a , b E Q)
elem ak kor és csak akkor algebrai egész, ha

a) t ié l (mod 4) eseté n a és b egész számok;
b) t == 1 (mod 4) eset én a = u/2, b = v/2, ahol u és v azonos pari tású

egészek. "

A tétel kétféle megfogalm azása nyilván ekvivalens .
A Gauss-, illetve Éuler-eg észekre kapot t eredmény ennek a tét elnek a

t = - 1 ié l (mod 4), illetve t = - 3 ss 1 (mod 4) speci álls esete .

Bizonyítás: Mivel egy racionális szám akkor és csak akkor algebra i egész, ha
egész szám, ezért a tétel állítása a Q (0 ) b övít és racionális eleme ire azonnal
adód ik.

A továbbiakban így elég a b ővít és nem racionális elemeivel foglalkozni.
Tetszőleges ilyen fl' E Q (0 ) egyérte lműen felírható fl' = ro + " i vi alakban,
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ahol ri 'I- Oés ro racionális szá mok. Közös nevezőre hozva kapj uk, hogy

a + bv't
0=

c
ahol a,b,c egészek, (a,b,c) = 1, c > O, b t- o. (2)

Az
a bv't

Q--= -
c c

egye nl ösöget négyzetre emelve

2 2a a2
- tb2

Q - -0' + = O
e e'

(3)

adódik . Mivel deg o' = 2, ezért (3) alapján Q' min irnálpolino mja

2 2a a2 - tb2

ma = x - -;;-X + cl (4)

(5)ése 12a

Így o' pontosan akkor algebrai egész, ha a (4)-be li minimálpolinom egész
együt thatós, azaz

Azt kell be látnunk. hogy (5) pontosan akkor teljesül, ha

a) t'" l (mod 4) eseten e = l ; (6a)

b) t " l (mod 4) eseten e = 2 és a, b páratlan , vagy e = l. (6b)

E16s1-ör azt igazoljuk, hogy (5)-b61 c = 1 vagy c = 2 következik. Ha
c > 2, akkor c-nek létezik p > 2 prímosztója vagy c osztható 4-gyel. Mindket
eset ben ellentmondásra fogunk jutni.

li a p > 2 prím és p 1c, akkor p 12a miatt p 1a, továbbá p2 1a2 - t b2 .

Innen p2
1 tb2

• A P 1a, p I c és (a, b,c) = 1 feltételek miatt (P,b) = l , tehát
p2 1t. Ez azonban ellent mond annak, hogy t négyzetmentes.

Ha 4 1c, akkor 4 12a miat t 2 1a. Ezután az előző gondolatmenet et p
helyett 2-re megism ételve. ugyanúgy ellentmondásra jutunk.

Ezzel megmutatt uk, hogy (5) csak c = 1 vagy c = 2 escten állhat fenn.
A c = 1 esetben nyilván (5) bármely a, b egésszel te ljesül.
Ha c = 2, akkor c I 2a bármely a egészre igaz, az (5)-be li másik osztha­

tóság pedig átí rható
a' - tb' " O (mod 4) (7)

alakba.
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Az (u, b, cl = l felt étel és c = 2 miat t a és b nem lehet egyszerre páros.
Ha b páros és a páratlan , akkor

o' - tb' : l (mod 4),

ha pedig a páros és b páratlan , akkor

o' - tb' es - t ;< O (mod 4)

(hiszen t négyzetmentes), igy mindket t ö ellentmond (7)-nek.
Végül, ha a és b is páratlan , akkor

a2
- tb2 es 1 - t (mod 4),

azaz ekkor (7) pontosan a t == l (mod 4) esetben teljesül. _

Jelöljük a Q(Ji) bővítés algebrai egészeinek halmazár E(y't}vel. A
10.3.2 Tétel szerint tehát

E (Vt) ~ (c+ dVt I c,dE Z) , ha t ;< l (mod 4); (Ba)

illet ve

I+Vt
E (Vt) = {c + d 2 I c,dE Z}, ha t sa l (mod 4). (Bb)

Mivel E(Ji) az algebrai egészek gyúrújének és a Q (Ji) testnek a metszete,
ezért E( Ji) részgyürtl a komplex számtestben. Ez a gyü rü kommutettv, egy­
ségelemea és nullosztóment es, továbbá nem test, hiszen például a raclen élis
számok közül csak az egészeket tartalmazza. Mindezek alapján - a Gauss­
egészek és Euler-egészek mintAjára - érdemes E( Vt) -ben is megvizsgAlni né­
hány alapvető számelmélet! kérdést .

Az oszthat óság, egység, legnagyobb közös osztó, felbonthatatlan és prfm
fogalm át E (Jt)-be n pontosan ugyanúgy definiá ljuk. mint a Gauss-egészeknél
(lásd a 7.4.4, 7.4.6, 7.4.9, 7.4.10 és 7.4.11 Definíciókat , a "Gauss-" jelzöt most
természetesen elhagyj uk).

A szAmelmélet i vizsgálat okn ál E(Jt)-ben is kulcsszerepet j átsz ik a norma
fogalma:

10 .3.3 D efiníció
Az o' = a + bVt E E( Ji) elem normája

N (o ) = o' - tb' = (o - bVt)(o + bVt) . ...

I D 10.3.3 I
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A 10.3.2 Tételből következik, hogy minden o E E(v't) elem nermája egész
szám.

Az is azonnal adódik, hogy a normára vonatkozó 7.4.3 és 7.4.5 Tételek
t < Oeseten bármely E (yt)-ben érvényesek, és a t > Oesetben is csak annyi
a változás , hogy N (o) negatív egész is lehet (továbbá ha t > O és o nem
racionális, akkor N (o) nem az o abszolút értékének a négyzetét jelenti ).

Az egységekre vonatkozó 7.4.7, illetve 7.7.6 Tétel a következőképpen mő­

dosul:

10 .3 .4 Tétel I T 10 .3 .4 I
(A) Egy é E E(vt) elemre az alábbi feltételek ekvivalensek:

(i) e egység.

(ii) e I l.

(iii) 1N(.)1 ~ l.

(B) Ha t > O, akkor E (v't)-ben végtelen sok egység van.

(C) Ha t < Oés t l' - l, - 3, akko, E (Ji)-ben az összes egység a ± l. ...

Bizonyítás: (A): (i)~ (H): Ha E minden E(v't)-beli elemnek osztója, akkor
speciállsan az l-nek is osztója.

(H)~ (i) : Ha e l l, vagyis van olyan (3 E E(v't), amelyre e{3 = 1, akkor
tetszőleges a E E (Ji)-,e . (/la ) = a , azaz e I a , teh át e egység.

(ii) => [iii]: Ha . I l, akko, N k ) I N (l ) = l , tehát N (. ) = ± l.

(iii) => [ii]: Ha e = a + bJi és

N (. ) = (a + bJi)(a - bJi) = ±l ,

akko, a - bJi E E(Ji) miatt s I l.

(B) Ha t > O, akkor az x 2 _ ty2 = 1 Pell-egyenletnek végtelen sok x , y egész
megoldása van (7.8.1 Téte l), és az ezeknek megfelelő o = x + uvt E E(vt)
elemekre N(o) = 1, tehát ezek valamennyien egységek.

(C) Ha t < O, t 'Ii l (mod 4), akko, E( Ji) elemei a = a + bJi alakúak ,
ahol a, b egész, és így t #- - 1 eseten

N (a) = a' + Itlb' = l

csak úgy teljesülhet, ha b = °és a = ± l , azaz o = ± l.



424 10 . ALGEBRAI SZÁMTEST EK

A t < O, t " l (mod 4) esetben o még (u / 2) + (v/2),ji alakú is lehet ,
ahol ti és v pár atlan egész. Ekkor

N(o) = u' + Itlv' = l ,
4

azaz (9)

fennállását vizsgáljuk. Ha Iti> 3 és u, v páratlan , akkor

ti' + Itlv' > l + 3 . 1 ~ 4,

tehát (9) nem te ljesülhet. _

Megjegyzések: 1. A 10.3.4 Téte l (A) j(iii) feltétele se árnos t-re csak a N(€) = 1
lehetőséget jelent i, mert N (E) = - 1 nem fordulha t elő. Ez a helyzet bármely
t < Oeset én, hiszen ekkor nyilván minden elem normája nemnegatIv . Azonb an
ilyen példáu l minden olyan pozitív t is, amelyre t sa 3 (mod 4), hiszen ekkor
E( 0) tetszőleges ci = a + bit elemére (a , b egész, és) N (ci) = a2

- tb2 t - 1
(mod 4).

2. A 10.3.4 Tétel (C) részét kiegészíthetjük azzal, hogy a t > O eset ben
E (Vl) összes egysége it az x 2 - ty2 = ± l egyenlet egész, illetve ha t == l
(mod 4), akkor ezeken kívül az x 2 - ty2 = ± 4 egyen let páratlan megoldásaiból
adódó x + y.fi elemek szolgáltatjá k. Ezeknek az áttekintése a 7.8.2 Tétel
felhasználásával történh et (lásd a 7.8.3 feladathoz adott útmutatás t is).

Most r át ér ünk a számelmélet alaptételének a kérdésére. A tételnek a
felbonthat óságra vonatkozó állítása bármely E (.fi)-ben igaz : E (.fi) minden,
a O-tól és egys égekt ő l különböző eleme felbontható véges sok E (.fi)-be li fel­
bonthatatlan szorzatára. Ez az állítás a norma abszolút értékét felhaszná lva,
a Gauss-egészeknél a 7.4.13 Tétel bizony ítás ában látott módon igazolható.

Alapvet6en más a helyzet viszont a felbontás egy é rtelműségével kap csolat­
ban, ez már általában nem teljesül. Az egyértelműség kérd ését először néhány
konkrét b ővít ésben vizsgáljuk meg, majd utána ismertetjük az általános eset re
vonatkozó eredményeket és megoldatlan problémákat.

10.3.5 Tétel I T 10 .3.5 I
A számelmélet alap tétele érvényes E (..;2)-ben, viszont nem érvényes

E (H )· ben és E ( jTIj)-ben. '"

Bizonyítás: Mint a té te l kimondása előtt jelest ük. a felbonthatóság bármely
E (.fi) -ben igaz, igy elég az egy é rtelm űs é ggel foglalkoznunk.
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E(J2) : Megmutatjuk, hogy a Gauss-egészekhez és Éuler-egészekhez ba­
sonlöan itt is elvégeehet ő a maradékos osztás. Ebből a már többször látot t
módon következik a számelmélet alapté telének egyérte lműségi része.

A Gauss-egészekn él és az Éuler-egészeknél a norma szerint végezzük a
maradékos osztás t , ami részletese n kifejtve azt jelenti, bogy a norma nemne­
gati v egész szám, egyed ül a nullelem norm éje O, és elérhető, hogy a maradék
nermája kisebb legyen az osztó nermájánál. (Ezek a tulajdonságok biztosit­
ják , hogy az euklideszi algoritmus véget ér, az általánositásra vonakoz6an lásd
a 11.3 pontot.)

Mivel E( J2)-ben egy elem normaja negativ is lehet , ezért itt a norma
belyett a nor ma abszolút értékét hasz ná ljuk, azaz azt igazoljuk, bogy E( ..;2)­
ben a norma abszolút értéke szerint elvégezhető a maradékos osztás.

Nyilvánvaló, hogy E( ..;2). ben a norma abszolút ér téke nemn egatív egész
szám és egyedül a nullelem nerm áján ak abszolút értéke O.

Azt kell tehát belátnunk, hogy E(vi) tetszőleges a és f3 f::. O elemeihez
léteznek olyan, és (! elemek, melyekre

és lN(g)1< IN(il)l· (10)

A norma fogalmát Q (..;2) elemeire is kiterjeszthetjük: a , b E Q esetén
legyen

N (o + bJ2) = (a + bJ2)(o - bJ2) = a' - 2b' .

Azonnal adódik, hogy bármely { , t/J E Q(J2) eseten N ({ )N (t/J ) = N ({ t/J ).
Enn ek megfelel6en, a ( lD)-be li egyenlőséget .8-val elosztva az alábbi, (10) ­

zel ekvivalens feltételt kapjuk:

a g- = ,+-
il il

és (11)

A (ll) feltételt a következőképpen is megfogalmazhat juk: a jf3-hoz keresünk
olyan 'y E E( ..;2) elemet, amelyre

(12)

Legyen a / il = u+vJ2, ahol u , v E Q . Vélasszuk 'Y-nak azt a c+ dJ2 E E(J2)
számot , ahol c, illetve d az u-hoz, illetve v-hez legközelebbi (egyik) egész szám.
Ekkor
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és O:s lu - cl :s 1/2 , 0 :S Iv - d l :s 1/2 mia tt

- I
- <2 -

1
(u - c)' - 2(v - d)' :s 4" '

tehát (12) valóban te ljesül.

E( A): Megmutatjuk, hogy (például) a 6 két lényegesen különbözö
módon bontha tó E( J=S)-be li Celbonthatatlanok szorzatára:

6 ~ 2 · 3 ~ (I + A)(I - A) .

Ehhez azt kell belátnunk, hogy a 2, 3, 1 + A és 1 - F5 felbonthatatlenok
E( A )-ben, továbbá [például) a 3 nem egységsmese 1 ± ,;=&-nek.

Az állítás második része nyilvánvaló, hiszen E (J=5)-ben a lD.3.4 Tétel
(C) része szerint nincs más egység, mint a ± l .

A felbonthatatlanságot a 2-re igazoljuk, a másik három szám esetén
ugyanfgy kell eljárni.

Tegyük fel indirekt, hogy 2 = a {1 , ahol 0 , f3 egyike sem egység E(V'= S).
ben. Ekkor 4 = N (2) = N(a )N(/3), tov ábbá N(a ) # l , N ({3 ) # l , és így
(mivel E( A )-ben a norma nemnegatív) csak N(a) = N({J) = 2 lehet séges.

Legyen ct' = a + bA, itt a, b egész, mivel - 5 ~ 1 (mod 4). Ekkor
N(a) = a2 +5b2 = 2 nyilván nem állhat fenn. Az ellentmondás igazolja, hogy
a 2 valóban felbonthatatlan E (A)-ben.

E (JIQ): Ekkor (pé ldá ul) a - 9-nek létezik két lényegesen különböző fel­
bontása felbonthatatlanek szorzatá.ra.:

-9 = 3(-3) ~ (I + JiO)(I - JiO).

A (13)-beli felbontásokban ± 3 nem egységezerese 1 ± JIO-nek, mert

(13)

Azt kell még igazolni, hogy a (13)-ban szercplö t ényezök valóban felbont­
hatatlanok . Ha ±3 vagy l ± JIQ nem lenne felbonthatatlan, akkor az E(A)­
nél látott gondolatmenet szerint kapnánk , hogy léteene olyan o = a + b../iO,
a, b egész, amelyre N (a ) = a2 - l Ob2 = ± 3. Ez azonban lehetetlen , mert
.' 't ± 3 (mod 5). •

A számelmélet alaptételének kérdése az általános másodfokú b ővítések

eseten igen nehéz, és jelentős részben ma is megoldatlan probléma.



10 .3. MAsODFOKÜ BövfTtSEK 427

Kezdj ük a valós bővítésekkel :

VI Megoldatlan, hogy végtelen sok olyan t > Olétezik-e, amelyre E( Ji).ben
érvényes az alaptétel.

V2 Meghatározták az összes olyan t > Oértéket, amikor E(v'i) -ben a norma
abszolút értéke szerint elvégezhető a maradékos osztás (lásd az alábbi
10.3.6 Tétel (Hi) részét) . Ezekre a t-kre tehát E (v'i) . ben biztosan érvényes
a számelmélet alaptétele. Léteznek azonban további olyan pozitív t-k is,
amikor igaz az alaptétel, ilyen példáu l a t = 14, 22, 23 vagy 31.

A képzetes b őv ítésekre 1968 óta ismert a teljes válasz:

Kl Pontosan kilenc olyan t < Olétezik, amelyre E(Vi)-ben ér vényes az alap­
tétel, ezek felsorolását lásd a 10.3.6 Tétel (i) részében. (Ezek közé tartoz­
nak a korábban már tárgyalt Causs-, illetve Euler-egészek is.)

K2 A kilenc eset közül pontosan öt olyan van, amikor a norma szerint elvégez­
het öa maradékos osztás (lásd a 10.3.6 Tétel (ii) részét ). S6t , a mási k négy
z-re az is igazolható, hogy nemcsak a norma szerint , de "semmilyen más
értelemben sem lehet maradékos osztást végezni". Ennek a kijelentésnek
a pontos ér telmezésére és bizonyítására a 11.3 pontban visszat érü nk.

A Kl , K2 és V2 pontokban jelzet t eredményeket (bizonyítás nélkül) az
alábbi tételben foglaljuk össze:

10. 3.6 T élel I T 10 .3 .6 I
(i) A t < Oeset ben E( Jt)-ben akkor és csak akkor igaz a számelmélet alap­

tétele, ha

t = - l , - 2, - 3, - 7, - 11, - 19, -43, - 67, - 163.

(H) Az (i)-ben felsorolt kilenc t érték közül pontosan az elsö öt olyan, am ikor
E(.Jt)-ben a norma szerint elvégezhető a maradékos osztás.

(iii) A t > O eset ben E(Jt). ben akkor és csak akkor végezhető el a norma
abszolút értéke szerint a maradékos osztás, ha

t = 2, 3, 5, 6, 7, ll , 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73. "

A 10.3.6 T étel (H) állításának a bizonyítésat a 10.3.4 feladatban tűzt ük

ki.
Végül két té te lt tárgyalunk az E (v't)-beli Ielbonthatatlanokr öl, illetve

prtmekr öl. Az első tétel tetszőleges E (v't)-re vonatkozik, függetl enül attól,
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hogy érvényes -e a számelmélet alaptétele vagy sem. Ennek megfelelöen itt
élesen meg kell különböztetnünk a prí m és a felbont hatatlan fogalm ét, hiszen
ezek nem ekviva lensek. A második tétel olyan másodfokú bővítésekre vonat­
kozik, ahol igaz a számelmélet alaptétele, így it t a prím és a felbonthatatatlan
fogalma egybeesik.

10.3 .7 Tétel
Legyen p > 2 pr ímszám és (p, t ) = l.

akkor prím , ha (~) = - 1. ..

I T 10.3 .7 I
Ekkor E(y't)-ben p ak kor és csak

Bizonyítás : Elösz őr azt igazoljuk, hogy ha (~) = -l , akkor p prim E (J'i)-ben.
Tegyük fel, hogy p I ap, és mutassuk meg, hogy p I o' és p I f3 közül

legalább az egyik teljesül.
A p I a {3 oszthatóságból kapjuk, hogy

p' =N(P) I N(a)N ({3) .

Mivel p prímszám (Z-ben) , ezért p a N (a)N(fJ) szorzat valamelyik tényezőjét

is osztja, mondjuk p I N(a). Megmutat juk, hogy (~) = - 1 miat t ebb öl p Ia
is következik.

Legyen o' = a + b.,fi.. Vizsgálj uk először a t ~ l (mod 4) esetet, ekkor a
és b egész számok. így a p I N(a) = a2 - tb2 feltétel áti rható az

o' " tb' (mod p) (14)

alakba. Ha (a,p) = (b,p) = l , akkor (14)-bm

l=m'=G) m'=G)
következik, ami ellentmond a (~) = -1 felt ételnek. Ha a és b közül pontosan
az egyik osztható p-vel, akkor (14) egyik olda la osztható p-vel, a más ik viszont
nem , ami seinte n lehetetlen. Igy (14) csak úgy teljesülhet , ha a es b es O
(mod p). Ekkor p Ia + b.,fi. is igaz, tehát valóban p Io .

A t == l (mod 4) esetben azt a lehet ős é get is figyelembe kell venni, amikor
a = u/ 2, b = v/2, ahol u , v párat lan . Ekkor (14) helyett az u 2 ss tv 2 (mod p)
kongruencia fent iekhez hasonló vizsgálata igazolja p l o teljesülését.

A megford ítashoz ind irekt tegyük fel, hogy (~) = 1. Ekkor létezik olyan

c egész szám, amelyre c? es t (mod p). Igy

p l c' -t= (c+Vt)(c-Vt), de plc ±Vt.

Ez ellentmond annak, hogy p prim E(Jt)-ben . _
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A következő tétel a Gauss- és Éuler-egészekre bizonyított 7.4.12, 7.4.14,
7.4.15, illet ve 7.7.7 Tételek általánosítása arra az eset re , am ikor E(Vt)-ben
érvényes a számelmélet alaptétele:

10.3.8 T éte l I T 10.3 .8 I
Tegyük fel, hogy E( Vt)· ben igaz a számelmélet alaptétele. Ekkor:

(i) E (Vi) egy eleme akkor és csak akkor felbontha tatlan, ha prím. (Ennek
alapján a továbbiakban a felbont hatatlan helyet t is a prím szót fogjuk
has zn álni. )

(ii) Minden Tr prímhez pontosan egy olyan p pozitív prímszám létezik, amelyre
~ Ip·

(iii) Minden p pozitív pr ímszám vagy maga is prím E( Vt)-be n, vagy pedig
pontosan két prímnek a szorzata, amelyek ne rm ája ±p, és amelyek egymás
"konjugá ltjai" a következő értelemben (vö. a 10.4.1 Definícióval): legyen
~1 = a + b-/i, ekkor ~2 = ±(a - b-/i).

(iv) Ha p > 2 prímszám, (P, t) = l és (~) = - l, akko r p prím E (Vt)· ben.

(v) Ha p > 2 prlmazám, (p, t ) = l és (~) = l , akkor p két E( -/il-beli prím
szorzata, amelyek nem egymás egységszeresei.

(vi) Párat lan t esetén a 2 a következőképpen viselkedik:

a) ha t es 3 (mod 4), akkor a 2 két olyan prím szorzata, amelyek egymás
egységszeresei (azaz a 2 egy prím négyzetének az egységszarese );

b) ha t es l (mod 8), akkor a 2 két olyan prím szorzata, amelyek nem
egymás cgységszeresei;

c) ha t sa 5 (mod 8), akkor a 2 prím.

(vii) Ha a p prímszám osztója t-nek , akkor p két olyan prím szoraata, amelyek
egymás egységszeresei (azaz p egy prím négyzetének az egységszerese) .

(viii) A (iv)-(vii) pontokban felsorolt prfmek egys égszereseí adják az összes
prfmet E( -/il -ben. '"

Bizonyítás: (i) Egy pr ím mind ig szükségképpen felbonthatatlan is, lásd az
1.4 .3 Tétel bizonyítását. Az, hogy minden felbonthatatlan egyben prim is,
a számelmélet alaptételéből következ ik, lásd az 1.5 .8 feladatot (vagy a 11.3 .1

T ételt ).

(ii) és (iii) pontosan úgy bizonyíth ató, mint a 7.4.14 Tétel.

(iv) következik a 10.3.7 T ételb ól.
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2 j t ± Ji,de

Az (v)- (vii) á llításokkal kapcsolatban először csak azt igazoljuk, hogy a
P, illet ve a 2 prím-e E (Jt)-ben vagy sem.

(v l - nő l ez a lD.3.7 T ételb ól következik.

(vi) Ha t ,, 3 (mod 4), akko,

2 1t' - t = (t + Ji)(t - Ji ),

te hát a 2 nem prím.
Ha t es l (mod 8), akkor

2 11 - t ~ I+Ji.1 -Ji
4 2 2 '

dc
, l ± Ji

2 11 2 '

tehát a 2 nem prím.
Végül, ha t es 5 (mod 8) és a 2 nem lenne prim , akkor lenne a 2-nek olyan

a = II + vJi E E(vm)
2

osztój a (ah ol u , v egész), amelyre

N( a) = ±2, azaz

dc

Azonban U Z - tv 2 nem lehet 16k + 8 ala kú, ami ellentmondás.

(vii) Mivel

(ez p = 2 cseten is igaz), ezért p nem lehet prím.

Az (v), (vi)/ a , (vi)jb és (vii) esetekben az el özökb öl következik , hogya
p, illetve a 2 nem prím. Ekkor (iii) a lapján a P, illet ve a 2 felírh a tó két pr ím,
ír l és zra szoraataként, ahol

1fl = a+ bVt n, ~ ±(a - bJi).

It t a t ~ 1 (mod 4) esetben a és b egész, a t == 1 (mod 4) esetbe n ped ig
a = u/2, b = v/2, ahol u és v azonos paritás ú egészek.

Mivel IN (~ ,)I = IN(n, )1 = p (illet ve 2), ezért IN( ntfn,)1 = l. Igy n, és
11"2 pontosan akkor egységszerose egymásnak, ha.

a + bJi a' + tb' 2ab " E( ")"""--'---;-"FC = + - v t E v t .
±(a - bJi) p p

(15)
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(vj-nél (15) nem teljesül, ugyanis (IN(~,)I ~ p míau ) 2ab/p nem lehet
egész szám vagy egy 2 nevez öjü tör t .

(vil /a eseten (15)-ben p = 2, továbbá t es 3 (mod 4) miat t a és b egészek,
valamint a2 - tb2 = ± 2 alapján a és b páratlan . Ezér t

és 2ab = ab
2

is egész, tehát 11" 1 és 11"2 egymás egységsecresei.

(vi)/ h ese ten (15)-hen p ~ 2, tovább á

t " 1 (mod 4)

mia tt a és b nem lehet egész. Ezért a = u/2 és b = v/2, ahol u, v páratlan .
Ekkor (15)-ben 2ab/2 = uv/4 nem egész és nem kett ö ncvezöj ű tör t , tehá t
(15) nem teljesül. Igy 11"1 és 11"2 nem egymás egységszeresei.

(vii)-nél vizsgáljuk el öszőr azt az esetet, amikor a és b egész. Ekkor

miatt p In, és így (15)-hen

és p I t

2ab

p

is egész, tehá t 11"1 és '11"2 egymás egységszeresei.
Hasonlóan kezé lhet ő az az eset is, amikor It == 1 (mod 4) es] a = u/2,

b = v/ 2, ahol u. v páratlan.

Végül, (viii) azon nal következik (Iij-böl és (iv)-(vii)-ból. •

Fe ladatok

10.3.1
a) Bizonyítsuk be, hogy E (VJ)· ban érvényes a számelmélet alaptétele.

b) Hogyan fér össze a számelmélet ala ptétele az alábbi egyenlöségekkcl:

(h l) 7 + 3/3 = (I + /3)(1 +2/3) = (-4 + 3/3)(5 + 3/3);

(h2) 19 + 5/3 ~ (5 - /3)(5+ 2/3) = (-4 + 3/3)(11 + 7/3)?

c) Határozzuk meg E(VJ)-ban az összes prtmet .
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"d ) Milyen n pozit ív egészekre oldható meg az x2 - 3y2 = n d iofantikus
egyenlet , és megoldh atóság esetéri mennyi a megoldásszém?

10.3.2
a) Bizonyítsuk be, hogy E( H )-ben érvényes a számelmélet alaptétele.

b) Határozzuk meg E(H )-ben az összes pr ímet .

"c) Oldjuk meg az x 2 + 2 = y3 diofan tikus egyenletet.

10.3.3 Mut assuk meg, hogy az alábbi t értékekre E (0 )-ben nem igaz a
számelmélet alaptétele:

a) 15; b) 26; c) - 6; d) - 10.

' 10.3.4 Igazolj uk a 10.3.6 Té tel (ii) állitását : Egy képzetes E (v'i)-ben a
norma sacr int akkor és csak akkor végezhet ő el a maradékos osztás,
ha t = - 1, -2, - 3, - 7 vagy - l l.

M *10.3.5 Bizonyítsuk be, hogy ha t (négyzet mentes) negatív összetett szám,
akkor E (0)-ben nem érvényes a számelmélet alaptét ele.

M *10.3.6 Legyen k > 1 egész szám és J = x2 + x + k. Bizonyítsuk be, hogy ha
E( .,j- 4k + ll-ben igaz a számelmélet alap tétele, akkor az

f (O) , f( I) , ... , f (k - 2)

számok mindegyike prímszám .

M egj egyzés : Megmutatható, hogy az állítás megfordí tása is igaz. Így
a 1O.3.6j (i) Tétel szerint a feladatban szereplö tulajdonság csak a
k = 2, 3, 5, ll , 17 és 41 eset ben teljesül. Ha k = 41, akkor azt
az 5.1 pontban már említe tt tényt kapjuk, hogy n2 + n + 41 min­
de n O :$ n :$ 39 eseté n prí mszám. Az elózőek alapj án ilyen tí pusú
prímszámsorozat k > 41 eset én nem létezik.

10.3.7 Mutassuk meg, hogy ha egy Q' E E(0) elemre IN (a )l prímszám ,
ak kor o

a) felbonthatatlan; "b) prim

E (0)-ben (függetlenül attól, hogy E (yIt)-ben igaz-e a számelmélet
alaptétele vagy sem ).

10.3.8 Bizonyítsuk be, hogy ha o , (3 E E( 0 ) és 0 2 I (32 , akkor Q' I(3 is telje­
sül (függetlenül attól, hogy E (0)-ben igaz-e a számelmélet alapté­
tele vagy sem).
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10.3.9 Ebben a feladatban mcgvizsgáljuk, mely p > O pr ímszámok lesznek
felbonthatatlanok, illet ve prtmek E(A)·ben.

a) Az 5 nem felbonthatatlan (és igy nem is prim) .

b) A 2 felbon thatatlan , de nem prim.

c) Ha p " ll , 13, 17 vagy 19 (mod 20), akkor p prim (és Igy felbontha­
tatlan is).

d) Ha p == 3 vagy 7 (mod 20), akkor p felbonthatatlan, de nem prim.

Mte] Ha p sa l vagy 9 (mod 20), akkor p nem felbonth at at lan (és igy nem
is prim).

10 .4 . Nor ma

Ebben a pontban tetszőleges Q('l1) b övttés elemeire kit erjesztjük a norma fo­
galmát, ahol iJ algebrai szám. Ehhez szü kségü nk lesz egy algebrai szám Q
f elett i konjugáltjainak és az adot t b övítésre vonatkozó relatív konjugáltjainak
a fogalmára.

10.4 .1 D efin íci ó I D 10.4.1 I
Egy o' algebrai szám minimálpolinomj ának (komplex) gyökeit az a Q

felett i konjugáltjainak nevezzük. "

Mivel m Q irred ucibilis Q felett, és egy irreducibilis polinomnak nem lehet
többszörös (komplex) gyöke [lásd a 9.4.4 feladatot ), ezért egy n-ed fokú algebrai
számnak n darab (különbözö) Q feletti konj ugáltja van , amelyek közül az egyik
maga az adott szám.

Az a Q feletti konj ugáltjai között szerepel az a komplex konjugáltja, o
is , hiszen o- nak és o -nak ugyanaz a minimálpolinomja.

A továb biakban által ában a Q feletti konjugált helyett röviden csak a kon­
j ugált szót fogjuk használni (viszont a komplex konj ugáltnál mindig kitesszük
majd a komplex jelz6t ).

P é ld ák:

Pl Egy racionáli s szám nak egyetlen konjugáltja van, önmaga.

P2 Legyen a = a + bi egy nem valós Gauss-racion ális, azaz a, b E Q , b i- O.
Ekkor Q egyik konjugáltja önmaga, a másik pedig az o = a - bi komplex
konj ugált. Hasonló a helyzet a nem valós Euler-racionálisok esetén is.
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P 3 Legyen a = a + b.../2 a Q (,J2) bővítés egy nem racionális eleme, azaz
a , b E Q , b i O. Ekkor a -nak egyik konjugál tja önmaga, a másik pedig
a- b/2.

P4 Az a = ~ konjugáltjai a pa alakú számok, ahol (} tetszőleges ötödik
komplex egységgyök.

10 .4 .2 Definfci6
Legyenek a {J n-edfokú algebrai szám konjugáltjai

I D 10.4 .2 I

..., iJ(n ) ,

és a E Q(t'J ). Tek intsük (a lD.2.3 Tétel alapján) azt az {egy érte lm üen megha­
tározott) J E Q[x] polinomot , amelyre

Ekkor az

a= !(~) és deg! ~ n - l vagy ! ~ o.

j =1 ,2 , ... , n

számokat az o -nak a Q (t9 )-ra vonat kozó relatív kQnjugdltjainak nevezzük. •

Az f (t9U» relatív konjugált tehát a Q{iJU» b ővítés egy eleme. Ez a
Q(~(j) b öv ítés többnyire nem esik egybe Q(~)-vaI , és így ál tal ában az a
relatív konjugáltjai nem lesznek elemei Q (t7)-nak.

A 10.4 .2 Defin ícióban az J ({J (j» relatív konj ugáltak az a-n kívül látsz óleg
nemcsak a Q (d ) b övrtestöl, hanem annak konkrét megadási mödj át öl, azaz a d
választás át ól is függnek . A 10.4.3 Tételből azonban azonnal következik majd,
hogy valójá ban nem ez a helyzet: ha Q (d ) = Q (T/I), akkor az a -nak a d , illet ve
a ,p segitségével képzett relatfv konjugáltjai ugyanazok lesznek.

P é ldák

P5 Egy T racioná lis sz ámnek bármely Q (19 ) b övtt és eseten az összes relat ív
konjugáltja önmaga. Ugyanis az 1 (19) = T , deg j' < deg é vagy 1 = O
feltételt klel égtt ö polinom az 1 = T konst ans polinom, így bár mely j -rc is
f(~ (j ) = r.

P6 Legyen d = i, akkor d konjugáltjai d (l ) = i és d (2 ) = -i. A Q (i) b övttés
egy o = a + bi (a, b E Q ) elemének a relat ív konjugáltjai ezért

a +bi=o és a +b(- i ) = a - bi = a.



10.4. NORMA 435

Ez azt jelenti, hogy ha a nem racionális szám , akkor a relatív konj ugá.ltjai
ugyanazok, mint a Q felet t i konjugáltjai. Hasonló a helyzet a Q (H ), a
Q(J2) és ál talában a másodfokú b ővítések eseten.

P 7 Legyen ~ = ?'3, ekko. ~ konjugáltjai ±~ és ±i~ . Az a = JJ E Q(~) ele­
met a lD.2.3 Tétel szerint el őá llít ó polinom az / = x2 , ugyanis
J3 = (19)2. Ennek megfelelöcn a ..)3 relatfv konj ugá.ltjai a

(H)' = JJ és (±i~)' = -JJ.

Ez a négy szám éppen a ..)3-nak a Q feletti két konjugáltja kétszeres
mulriplicítással.

A példá k alapján nem moglcp ö, hogy egy ct E Q (19 ) elem relat ív konjugált­
jai ugyanazok, mint az Ct-nak a Q feletti konjugáltjai, megfelel ő multiplicitással
számolva:

10 .4 .3 Tétel I T 10.4 .3 I
Legyen o' az n-edfok ű Q (19 ) b őv ítés egy k·adfokú eleme. Ekkor az 0 ­

nak a Q (19 )-ra vona tkozó relatív konjugáltjait úgy kapjuk meg, hogy az c -nak
mindegyik Q feletti konjugáltját n jk·szor vesszük . •

A tetelb öl következik, hogy a relatfv konjugá.lt akat nem befolyáso lja, ha
Q (oO)· ban 00 helyet t egy másik generá torelemet választunk, tehát a relatfv kon­
jugáltak valóban csak a -tól és magától a b övítést öl függnek.

A lD.4.3 Té telb ől egyúttal új bizonyítást nyertünk ar ra , hogy deg o' osz­
t ója a Q(D) b ővítés [okának (vö. a 10.2.5 T étellel].

Bizonyítás: Legyen f) , illetve a minimá!polinomj a

"m. = fl (x - D{j» (ahol Dll) = D),
;=1

k

ml> = II (x - 0' (8) ) (ahol 0' (1) = 0') ,

,=1

és 1 az a -t a lD.2.3 Tétel szer int e l őállít ó polinom , azaz / (f)) = 0' .

I. Elösz ő r azt igazoljuk, hogy az o mindegyik I (f)(;) ) relatf v konjugáltja
megegyezik az o-nak a Q feletti valamelyik Ct8 konjugá.ltjával (a multiplicitást
egyel őre nem vizsgáljuk).

Tekintsük > g(x ) = m. (J (x » polinomot . Nyilván g E Q [x], továbbá

g(D ) = m.(J(~» = m. (a) = O.
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Ebből következik, hogy mti Ig, és így minden j -re

Ez azt jelenti, hogy f(íJ (j») gyöke ma-nak, vagyis f({) (j») valóban valamelyik
a ,,-sei egyenlő.

II . Azt kell még megmutatnunk, hogy mindegyik Cl" ugyanannyiszor sze­
rep el az f (íJ (j») számok között (j = 1, 2, ... , n). E célból tekints ük a

n

h = II(x - f(~ (j»))
j=1

polinomot. A szimmet r ikus polinomok alaptételének (9.3.2 Téte l) felhaszná­
lásával a 9.3.1 és 9.3.6 Tételek bizonyftásáh oz hasonló módon kapjuk, hogy
h racionális cgyütthat ős: A h minden cr együt t hatója a 'l9 (j)-knek szimmet ri­
kus polinomja, így cr felírh ató a D{j)-k a j elemi szimmet rikus po linomjainak
racionális együtthatós polinomjaként . A ark a gyökök és együt tha t6k kö­
zötti összefüggés alapján éppen m " együttha tó i, illetve azok ellentet tje i. te hát
racionális számok, és így cr is racionális.

Bontsuk fel a h polinomot a Q felett irreducibilis polinomok szorzatára.
Mível a h gyökei, azaz az f(t'Jw) számok valamennyien gyökei az ma írredu­
cibilis polinomnak , ezért a h felbontásában csak ma szerepelhet . Figyelembe
véve azt is, hogy h és ma is normált , ez azt jelent i, hogy h az ma*nak hatvé­
nya: h = m~ . A fokszámok összehasonlítás éb ól kapjuk, hogy t = n/k , és így
az f(D(j »)-k között az ma mind egyik 0:8 gyöke valóban n/k-szor fordul elő. _

Most már minden készen áll a norma általános definíciójához:

10.4 .4 Definíció l D 10.4.4
Egy o: E Q (t?) elem normáján a relatív konjugáltjainak a szorzatát értjük:

ha a {J konjugáltjai D(l ) = t? ,t9 (2) ' ... , t?(n) és o: = f(t?), akkor

n

N(a) = II f(~(j)) ' "
j=1

Világos, hogy a másodfokú bővítéseknél a 10.3.3 Defin íci óban szereplö
norm afogalom a 10.4.4 Defin íció speciá lls esete .

A norma legfontosabb tulajdonságait a következő té telben foglaljuk össze:



10 .4 . F ELADATO K

10.4.5 Tétel

(i) Legyen a E Q (~) , deg~ ~ n és deg e = k. Ekkor

k

N (a ) = (IT a,) nlk ~ (_ I )n a~/k ,
8= 1

437

T 10 .4 .5 I

ahol Cl:' (l ) = Cl:' , Cl:' (2), ... , Cl:'(k) az c -nak a Q feletti konjugáltjai, és Uo az cl:'

normált minimálpoli nomj ának a konstans tagja.

(ü) a , {3 E Q(~ ) = N(a {3 ) ~ N (a) N ({3).

(Hi) Ha cl:' a lgeb rai egész , akkor N(Cl:') egész szám. ....

Bizonyítás: Az (i) állít ásban szereplő e lső egyenlőség azonna l következik a
10.4.3 T ételb öl, a második egyenlőség ped ig az ma polinom gyökei és együtt­
ható i közötti összefüggés ból. A N(Cl:') ~nak ebből az [il-beli alakjából rögtön
kapj uk a (iii) állítást is.

(H) igazolásához legyen

a = h (~) , {3 = f'(~ ) és

Ekkor 1J gyöke a h = h - ft h E Q[x] polinomnak. tehát ml? I h. Ebből

következik , hogy ml? többi gyöke, azaz a {} mindegyik 1J{j) konjugált ja is gyöke
h~nak , azaz

j = 1,2, . .. ,n .

Az így adódó h({}{j) ) = ft (1J{j»)h(1J{j») egyenlőségeket összeszorozva kapj uk,
hogy

n n n

N (a{3) = IT h(~(j» ~ (IT h(~(j» )( IT j, (~(j) ) = N(a )N({3). •
j= 1 j=l j= l

Fe ladatok

10.4.1 Adjuk meg az alábbi algebrai számok Q felet ti konjugá ltjait :

a)V2+J3; b)V2(l+i) ; e) eos 20° ; d j cos I v-l- i sin L".
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10.4.2 Jelölje ~( l ) = d , t'J(2) ' ••• , {}(n) a {} algebrai szám Q feletti konj u­
gáltjait. Igazoljuk az alábbi állításokat.

al Ha deg é = 2. akkor Q(~( l ) l ~ Q (~(2 I l ·

h) Ha {} nem valós és deg d pára tlan, akkor van olyan i és k, amelyre
Q(~(j) l i' Q(~(.».

c) Ha {} nem valós és deg {} = 3, akkor bármely j #= k eset én
Q(~(j) l n Q(~ (. » = Q.

lD.4.3 Adj uk meg Q (\12) alábbi elemeinek relatív konjugáltjait és normáját :

al 1+ 12; b) 1 + v'2; cl 1+ 12 + v'2 + 18.
lD.4.4 Bizonyítsuk be, hogy Q(iJ ) összes algebrai egészeinek E (D) gyűrűjé­

ben egy Eelem akkor és csak akkor egység, ha N (E) = ± 1.
M egjegyzés : Ha Q (t9 ) nem képzetes másod fokú b övít és és Q({}) t= Q,
akkor E (D)-ban az egységek száma mindig végtelen .

10.4.5 Igazoljuk az al ábbi ál lításokat.

a) Létezik olyan Gauss-racionális, amely nem Gauss-egész, de a normája
egész szá m .

b) Bár mely Q (d ) másod fokú b6vitésb en van olyan a elem, amely nem
algebrai egész, de N(a) egész szám.

10.5. Egész b ázis

Ebben a pontban {} végig egy tetszőleges n-edfokú algebrai számot jelöl.
A lD .2.3 Téte lből tudj uk, hogy minden a E Q({}) elem egyé rtelműen

felír ható

a j E Q , j = O. I•. . . •n- l (1)

alakban, azaz az l , {l , .. " {l n - l elemek bázist alkot nak Q ({l)-ban mint Q feletti
vekto rtérben .

Az (1) el ő á l l ít ásb ó l általában nem olvasható le, hogy o' algebra i egész-e
vagy sem. A lD .3.1 és lD.3.2 Tételbe n azonban láttuk, hogy másodfokú bőví­

tések esete n létezik olyan W l ,W2 bázis, amely erre is alkalmas: Minden másod­
fokú bővítés előáll Q h it) alakban, ahol t n égyzet mea tes egész szám és t i: l ,
továbbá. ha

_ { ,fi. ha t ~ 1 (mod 4l ;
"" - (1 + ,fil / 2. ha t " 1 (mod 4l.
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akkor a Q (Jt) minden a eleme egyé rtelműen felírható
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alakban, és a akk or és csak akkor algebra i egész, ha r t és r a egész számok.
Tetszdleges Q (t9 ) b ővít é sben egy ilyen tulajdonságú bázist egész bázisnak

nevezünk:

10.5.1 D efln íciö I D 10.5 .1 I
Egy Q (t9) bővítés WI , ... ,wn elemeit a Q (t9 ) egész bázisának nevezzük , ha

minden a E Q (t9) egy é rtelm űen felírható

j = 1,2, .. . , n (2)

alakban , és a akkor és csak akkor algebrai egész, ha mindegyik r j egész szám...
Célunk annak igazolása, hogy minden Q (t9) b ővít ésben létezik egész báz is.
Legyen t9 tetszőleges n-ed fokú algebrai szám, és tekintsük a Q (1?) bő­

vítést . A világosabb megkülönbözt etés érdekében a Q (1?)-nak mint Q fe­
let ti vektor térnek a bázisait v-báaísokna k, ezek közül az egész bázisokat pedig
e-báaisoknak fogjuk nevezni.

Először vizsgáljuk meg, hogyan d önthet ő el Q (t9 ) adott n eleméről , hogy
v-bázist alkotnak-e. Legyen ah .. . , a n E Q (1?),

a i= fi (1?), ahol /.E Q(x], deg h :s n -1 vagy Ji = 0, i = l , ... , n ,
(3a)

Tekintsük a Q (t9) vektortérnek azt az A lineári s transzformációját, amely az
1, t9 , . .. , 1?n- I v-bázis elemeinek rendre megfelelt eti az a h ... , an nvektoro­
kat". Ekkor az A t ranszformációnak az 1, 19 , ... , t9n- 1 v-bázisban felírt mátrixa

A =
(

aOl

au.. an_ l ,2

a O
n

)a i n

••
(4)

ahol az a k i elemek a (3b )-ben szerepl ő racionális számok.
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Az A transzformáció és az A matrix segitségéve l könnyen meghatározhat­
juk, mikor alkotnak az 0l •... , an vektorok v-báz ist: akkor és csak akkor, ha
A invert álh ató , azaz det A f O.

Vegyük észre , hogy az A matrix segítségéve} az o r , . .. , a n számokat a
következőképpen is megkaphatj uk:

(3c)

ahol AT az A mátrix transzponáltját jelöli.

Az e-báz is létezésének igazolásához az A mátrix helyett egy vele szoros
kapcsolatban álló mátrix determinánsának a négyzetét, az ún . diszkriminánst
fogjuk felhasználni.

Legyen V a {} Q feletti konjugá ltjai által generált Vandermonde-matrix:

1 1 1 1

~(l ) ~) ~(3 ) {jen )

V = V(~ (l ) ' ~(2)" ' " ~ (n ») ~ t?~1 ) (2) t?(3) t1(n ) (5)

{)n -l {}n - l {}n - l {)n - l
(1) (2) (3) (n)

és
A= ATV. (6)

Ekkor az ji mátr ix i-edik sorának j-edik eleme az A i-edik és a V j -edik
oszlopának a skaláris szorzata, azaz

(7)

Vegyük észre, hogy a (7)· beli összeg (3a)-(3b) alapján éppe n az a j szám j -edik
relatív konjugáltja, fi({}{j)).

Az al , ... , a n számok 6.(a l , ... , a n) diszkriminánsán az A mátr ix deter­
minánsának a n égyzetet értjük:
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10.5.2 Definfció D 10.5 .2 I
Teki ntsük a Q (t9 ) bővítést, ahol degt9 = n, és jelölje a d konjugáltjait

d ( l ) = d , t?(2)' . . . , 1?(n ) ' Az 010 ' " ,On E Q (t?) számok .6.(01•... , on ) diszkri­
minánsa az A mat rix determinánsának a négyzete, azaz a (3a) -(6) jelöléseket
és (7)-et is figyelembe véve

fd~ (l ) )

fz(~ (1))

h (~ (2 ) )

fz(~ (2))

h(~(n )) 2

fz(~(n)) . ...

A diszkrimináns legfontosabb tulajdonságait az alább i tételben foglaljuk
össze:

10.5 .3 Tétel I T 10 .5 .3 I
(i) A .6. (01 " " .on) d iszkr imináns rac ioná lis szám. és ha az 0i·k algebrai

egészek, akkor egész szám.

(ii) 0 1, ' " , On akkor és csak akkor v-báz is, ha .6. (0 1, ' " , an) i= O.

(iii) Ha C egy n x n-cs racionális elemű mátrix és

ak kor

Bizonyítás: (i) A diszkrimináns a v(j)-knek szimmetr ikus polinomja: két v (jJ
cseréje a determinánsban két oszlop cseréjé t jelenti , a determináns teh át ekkor
előjelet vált , és Igy a négyzete nem változik. Ebből a már többször (a 9.3.1,
a 9.3.6 vagy a lD.4.3 Tétel bizonyftásában) látot t módon következik, hogy a
diszkrimináns racionális szám.

Ha mindegyik 0 i algebrai egész, akkor a konj ugáltjaik, és így a re latív kon­
j ugáltjaik is algebrai egészek. A d iszkriminánst ezekből az összeadás, kívonés
és szoraés segitségével kapj uk, és mivel az algebrai egészek gyürüt alkotnak,
ezér t a diszkriminá ns is algebrai egész. A diszkrimináns ekkor tehát olyan
racionál is szám, amely algebrai egész, és fgy szükségk éppen egész szám.
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(H) A determinánsok azorsást étele szeri nt

Ll. (a " . . . ,an) = (det A)' (dc t V)' .

Mivel a V Vandcrmonde- mátr ix t\ ;j) generá t orelemei közöt t nin cs két azo nos ,

ezért det V 'I- o. Így

Ll. (o" .. . ,onl" O <= det A " O.

Azt pedig már igazoltuk, hogy o r , .. . •On akkor és csak akkor v-bázis, ha
det A " O.

(iii) A (3e) ősszefüggés alapján

és

Igy

vagyis (a /Ji-khez tartozó B mátrix egyér telmúsége miatt) BT = GAT. Ebből

következik, hogy

Ll.(P" ... , Pnl ~ (dct( B TV))' = (det (CA TV ))' ~

~ (de t C )'(dct( ATV ))' = (det C )' Ll. (o " ... , 0nl . •

Most már rá térhetünk az e-bázis létezésének a bizonyftásá ra .

10.5.4 T étel I T 10 .5.4
Tetsz őleges {} a lgebrai szám cselén Q (t1)-ban létezik egész bázis. ...

BizQnyítás: Először megállapítjuk az e-báz isok néhány olyan t ulajdonságát ,
amelyek majd támpontot nyújtanak ahhoz, hogy a v-bázisok közül ki t udj unk
választani e-báz ist.



10.5 . EG.~sZ BÁZIS 443

Ha w I, " . , W n e-bázis, akkor mindegyik Wi algebra i egész kell hogy legyen ,
ugyanis az

Wi = O· WI + ... + l . Wi + ... + O· W n

elöál lításban mínden együttha tó egész szám.
Ha WI, " " W n e-bázis és f31"'" IJn olyan v-bázis, amelynek az elemei

algebrai egészek, akkor mindegyik /Ji az Wj bázisvektorok egész együtthatós
lineári s kombinációja, azaz létezik olyan G egész elem ű, inver tálható mát rix,
amelyre

Ekkor a lO.5.3j(iii) Tételből következik, hogy

Ll. (fJ.. . · · , {3.) = Ll. (w" ... ,wn)(d.tC)' .

Mivel det C nullától különböz6 egész szám, ezért (detC)2:;:: l , és [gy

Ez azt je lenti , hogy egy e-báz is diszk imináns ának abszolút értéke kisebb vagy
egyenl ő , mint egy algebrai egészekb ő l álló tetsző leges v-báais diszkriminánsá­
nak az abszolút értéke.

Ennek megfelel6en e-bázis csak egy olyan v-bázis lehet , ame lynek az ele­
mei algebrai egészek, és a d iszkriminánsának abszo lút értéke az ilyen típusú
v-bázisok közül a legkisebb.

Igazolni fogjuk , hogy ilyen tulajdonságú v-báz is létezik, és az valóban
egyben e-bázis is.

Először megmutatjuk, hogy léteaik olyan v-bázis, amelynek az elemei al­
gebrai egészek . Legyen l l , . . . 'In tetszőleges v-bázis. A 9.6.6 feladat szerint
mindegyik li felírható li = Qi / c" alakban, ahol Q i algebra i egész és Ci i=- O
egész szám. Ek kor nyilván 0 1,' .. ,On is v-bázis.

Tekintsük az összes olyan v-bázist , amelynek az elemei algebrai egészek.
Minden ilyen v-báz is diszkriminánsa a lO.5.3/ (i)- (ii) Tétel szer int O-tól külön­
b özö egész szám. Vegyünk ezek közül egy olyan Wt. .. . , W n v-báz ist , ame lyre
a diszkr imináns abszolút értéke a legkisebb. Belátj uk. hogy WI, . . . , W n egyben
e-bázis is.
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Ehhez azt kell igazolni, hogy egy a E Q{t1) elem akkor és csak akkor
algebrai egész, ha a (2) szerint i

r j E Q , j= 1.2•. . . •n

ell5állításban mindegyik rj egész szám.
Mivel az wj·k algebrai egészek l ezért ha TlJ •••• Tn egész számok, akkor

Q = :Lj=1 rjWj is algebrai egész, hiszen az algebrai egészek gyü rü t alkotnak.
Megford ítva, legyen o' E Q (t9 ) tetsz őleges algebrai egész. Tegyük fel indi­

rekt , hogy a (2) ezerint i

elöéllításban van olyan Til például Th amely nem egész szám. Legyen

Ez azt jelent i, hogy Pl•... ,(Jn algebrai egészek, és

ahol
{rtl r, r, r .

O l O O
c= O O l O

O O O l

A 1O.5.3/ (iii) Té te l alapj án

és így O< {rd < l miatt

ami ellentmond 1L\(wl,'" ,wn )l minimal itá.sá.nak. -
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Megjegyzések : 1. A fent i bizonyftásb61 kiderült , hogy Q (t7)-ban bármely két
egész báz is diszkr iminánsának az abszolút ér téke megegyezik . Ennél több is
igaz : maguk a d iszkriminánsok is egyenlők , lásd a 10.5.2b feladato t . Ezt a
közös értéket a Q (t7) b ővítés d iszkriminánsának nevezzük.

2. A 10.5.4 T ételre adott bizonyitásunk csak egzisztenciabizonyítás, egész
bázis konk rét el őállítására nem alkalmas.

3. A másodfokú b övítésekben a 10.3.2 Tétel alapján kapha tunk egész bé­
zist, magasabb fokú b övttések ese tén azo nban lényegesen nehezebb egész bázi st
konstruálni. Megmutat ható például, hogy ha t7 p-edik primit ív egységgyök.
ahol p > 2 prímszám, akk or 1, t7 , .. . , t'Jp -

2 egész báz ist a lkot nak Q (t'J )-ban.

Feladatok

10.5.1 Számftsuk ki a Q (t'J ) b övtt ésben a ~(1 , t'J , ... , t9n- 1 ) diszkriminAnst
a következ6 t'J számok eset én:

a) i; b) cos( 2~/3) + i sin(h / 3); c) ?/2; "d) yI2.

lD.5.2 Tekintsünk egy rögzített Q (t'J ) b ővítést , ahol deg t'J = n . Bizony ítsuk
be az alábbi alltrásokat .

a ) Ha WI "",Wn egész báz is és (Jl , • . • , {Jn E Q (t7 ) tetszőleges algebrai
egészek, ak kor A (w" ... ,w. ) I ACP,, · · · ,/3. ).

b) Bármely két egész bázis d iszkriminánsa megegyezik.

10.5.3 Mennyi egy egész báz is diszkriminánsa az egyes másodfokú b öv ü é­
sekben?

10.5.4 Legyen dcg t'J = n és O'I , ••• • O'n olyan a lgebra i egésze k Q (t'J)· ba n ,
amelyekre f::J. (OI, . . . , On) n égyzetmentes szám . Dizonyftsuk be, hogy
Ol • . . . , On egész bázis Q (t7 )-ban.

10.5.5
a) Mi a szükséges és elégséges feltétele annak, hogy Q (i)-ben az a + bi

és c + di Gauss-racionálisok egész báz ist alkossanak?

b ) Vizsgáljuk meg a hasonló kérdést az Euler-racionálisok körében is .

M lD.5.6 Mcly másodfokú b övít ésekben létezik olyan WbW2 egész bázis, ahol
W2 az WI Q feletti konjugá1tja?

lD.5.7 Legyen deg t'J = n , és tegyük fel, hogy az m.J minimálpolinomnak csak
valós gyökei vannak. Lássuk be, hogy ekkor Q({j ) bármely (Jb.' . ,(Jn
elemére A (/3" . . . ,/3.) ~ o.
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10.5.8
a) Mutassun k pé ldát arra, hogy a 6.(0 1•. . . ,o n) d iszkrimináns akkor

is lehet nullától különböz6 egész szám, ha az Oi-k között van olyan,
amely nem algebrai egész.

b) Bizonyítsuk be, hogy ha Q (D) '# Q , akkor létezik Q (11 )-ban olyan
v-bázis, amelynek egyik eleme sem algebrai egész, de a díszkrimi­
nánsa egész szám .
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Az ideálok központi szerepet játszanak a gyűrűk vizsgálatáná l, ebből mi most
csak a számelmélet i vonat kozásokkal foglalkozunk. Szükséges és elégséges fel­
tételt ad unk arra, hogy egy gyűrűben érvényes legyen a számelmélet alaptéte le,
maj d megmu tatjuk, hogy f6ideálgyűrúben és euk lideszi gyűrűben míndíg igaz
az alap tétel. Ezután az ideálok körébe n építünk ki számelméletet , és belá tjuk,
hogy egy algebrai számtest algebrai egészeinek ideáljaira már mindig érvényes
az egyértelmű prfmfaktoriaácíó . Ennek alkalmazásaként egy konkrét példán
kereszt ül illusztrálj uk, hogy ideálok segítségével olyan diofant ikus egyenlete­
ket is kezelni tudunk , ahol a megfe lelő bővítés algebrai egészeire nem igaz a
számelmélet alaptétele.

11.1. Ideá l

Az "ideális számokat" Kummer a Fermat-aej t és hatékonyabb kezeléséhez ve­
zette be a 19. század közepen. erről részletesebben is szó lesz majd a 11.2
pontban. Az "ideális szá mok'vbő l kifej lődött ideálfogalom később a szám­
elmélet i vonatkozások tól függetlenü l is a gyűrűelmélet i vizsgálatok alapvető

eszközévé vált.

11.1.1 D efiníció I D 11.1.1 I
Egy R gyűrűben egy nemüres I ~ R részhalmazt az R ideáljának neve­

zünk, ha

(A) I zárt az (R-beli) összeadásra és ellentet tképzésre, azaz

i ,jE I ==> i+jE I , -iE I;

(B) bármely I-beli elemet egy tetszőleges R-b eli elemmel akármelyik oldalról
megszorozva ismét I-beli eleme t kapunk, azaz

i E I, r E R ==> ri E I , ir E I . ....

Az ideál fogalma könnyen láthatóan ekvivalens azzal, hogy I olyan rész­
gyürü, ahol egy I -beli és egy I- n kívülí elem szorzata is I-beli.
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P é ldák ideálra:

Pl Az egész számok gyűrűjében (rögzítet t m mellet t ) az m-mel oszt ha tó
számok.

P2 A racioná lis együt t hatós polinomok gyűrűjében azok a polinomok, ame­
lyeknek egy ad ott a komplex szám gyöke.

P3 Az egész cgyütthatós polinomok gy ürüjébe n azok a pollnomok, amelyek­
nek a konstans tagja páros szám.

P4 Bár mely gyürüben ideál maga a gyűrű és a csak a null áb ól álló részhalmaz,
ezeket triviális ideáloknak nevezzük. Testben csak a két triviális ideá l
létezik (lásd a 11.1.3 feladatot ).

Mivel az ideálok számelmélet i vonat kozásait vizsgálj uk, ezért a továbbiak­
ban az egész fejezetben eleve csak kommu tatív, egységelemes, nullosztómentes
gyűrűkre szor ítkoz unk. A gyűrút (általában továbbra is) R·rel jelöljük, és mi­
vel általában a komplex test r é sagy ür űir öl , illet ve pollnomgy ür űkr ö l Iesa szó,
ezért az egységelemet 1-gyel fogjuk jelö lni .

Az ideálok legegyszer űbb és egybe n legfontosabb típ usát az egyetlen elem
által generált ideálok, más néven jóideálok jelentik .

11 .1.2 Definíció I D 11 .1.2 I
Legyen a az R (kommutatív, egys égelemee, nullosztómentes) gyűrü tet­

sa öleges eleme. Ekkor az {ra Ir E R } halmazt az a által generált jóideálnak
nevezzük és (e j-val jelöljük. •

Az a által generált (a) föídeál tehá t az a elem (R·beli elemekkel képzett)
többszöröseib ól áll.

A defin ícióban szereplö "a által generált" és "ideál" sz óhasz n álat jogossá­
gát az alábbi tétel mutatja:

11 .1.3 Tétel T 11 .1.3 I
Az (a) Iöideál az a elemet tartalm azó legszt1kebb ideál , azaz

(i) (a) ideál R-b en ;

(ii) a E (a);

[ i ii] ha I ideál R-ben és a E I , akkor (a ) ~ I . •

B izonyítás: (i) Belátjuk, hogy az {ra Ir E R } nemüres ha lmaz eleget tesz a
11.1.1 Defin íci ónak (a jelölések egy értelmüs ége érdekében a képletekben szög-



ILI. IDEÁL 449

letcs zérójelet használunk közens éges zárójel céljaira, és a kerek zérójelet fenn­
tartjuk az ideál jelölésére):

rlG+ T2a = [rt + TzJa , -[raj = [-rJa és h a]rz = T2 [rl a] = [r2rda.

(ii) a = l a E [relr E R }.

(Hi) Ha az I ideál tartalmazza a-t, akkor a 11.1.1 Definició (B) követel­
ménye sacr int minden r E R-re ra-t is t ar talmazn ia kell, azaz valóban (a) ~ L,

o

Az R gyürű kommutat ivitását , illetve az egységelem létezését (i), illetve
(ii) Igazolás án ál használt uk fel (a nu lloszt ómentess égre nem volt szükség a
bizonyításhoz).

PéldAk:
A (P4 példában szereplö) két triviális ideál föideál; ezeket az egys égelem.

illetve a nu llelem gen erálja: R = (1) , ille tve {O} = (O).
F öideal Pl és P2 is: az m- mel oszt ha tó számok Z-ben az (m) főideált , az

J(o:) = Otulajdonságú polinomok ped ig Q [x]-ben transzcendens o:eset én a (O),
algebrai o eseten az (mCt) földc élt alkotják (ah ol mCt az lX minimálp olinomj a).

A P3 példa viszont nem f6ideál. Jelöljük I-vel azokna k az egész együtt­
hatós polinomoknak a halmazát , amelyek konstans tagja páros, és tegyük fel
indirekt , hogy alkalmas J-re I = (f). Ekkor az I minde n eleme, így special i­
san a 2 is, több szöröse, azaz egész együtthatós polinomszorosa J-nek. Ebből

következik , hogy csak J = ± 1, ± 2 lehetséges. Azonban (± 1) az összes egész
együ tthatós polinomot tartalmazza, (± 2) pedig azokból a poli nomokból áll,
amelyek minden együ tthatója páros, és igy ezek a főideálok nem egyenlők

I -vel. Ezze l ellentmondásra jutottunk, tehát I valóban nem föideál.

A fő ideál általánosításaként most bevezetj ük a végesen generált ideál fo­
galmát :

11.1.4 D efinlció I D 11.1.4 I
Legyenek ab .. o, ak az R (kommutatív , egységelemes, nullosztőmentes)

gyűrű tetszőleges elemei. Ekkor a 0=;=1 rjaj Ir j E R } halrnazt az al> o o o , ak

által generált ideálnak nevezzük és (al , o o • , ak)-val jelöljük.
Egy I ideál végesen gene rált , ha léteznek olyan al , ... , ak elemek, ame­

lyekre I = (ab OOOlak)' -ft

A 11.1.3 T étel megfelelője a végesen generá lt ideálokra is igaz :
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11.1.5 T ét el I T 11 .1. 5
Az (al •... , ak) ideál az aj elemeket tartalmazó legszűkebb ideál, azaz

(i ) (ah . . . ,ak) ideál R-ben ;

(ii) aj E (aI. ...• ak) , j = l , 2, ... ,k;

(iii) ha I ideál R -ben és aj E I , j = 1, 2, .. . , k , akkor (ah'" ,ak) ~ I . ...

A 11.1.5 Tétel bizonyítása a 11.1.3 Tételhez hasonlóan történik, ennek
végiggondolását az Olvasóra bízzuk.

P éldAk
Nyilván minden föid eál végesen (egyetlen elem által} generált ideál.
A P3 példa I ideálja is végesen generált : 1 = (2, x ).
Az összes algebrai egész E gyűrűjeben

K = {{ lf:l l {E E, k = 2, 3,4 , ... }

ideál, de nem generálható véges sok elemmel (lásd a ILIA feladato t ).
Ha t1 algebrai szám, akkor E(t1 } minden ideálja végesen generált (lásd a

11.1.10 feladatot). (A kor ábblak hoz hasonlóan E(~) a Q(~ ) b övítés algebrai
egészeinek gyúrújét jelöli.)

Végül röviden kitérünk az ideá l szerinti marad ékosztélygyürü konstruk­
cíöjéra. Ez a fogalom a modulo m maradékosztályok gyürűjének (lásd a 2.8
pontot ) az általánosít ása.

A 11.1.1 Definfció után i P l péld éban láttuk, hogy az egész számok Z
gyűrújé ben az m-mel osztható számok egy I ideált alkotnak . Az I segítségével
az a egész számot tartalmazó (azaz az a ált al "reprezentált") modulo m mara­
dékosztályt

(l )

alakban is megadhatj uk. Amaradékosztályok ősszeadás á t és szorzását a rcpre­
zent ánsok segítségével értclmcztük, ami az (l ) szcrlnt i felírásban a következő­

ket jelenti:

[o + I] + lb+ l J= [a + bJ+ l és [a + lJ[b+ lJ~ ab + l . (2)

Be kellett lá tni, hogy (2) az osztályokra valóban müveleteket defin iál, azaz
az ered ményül kapott osztály egyértelmú, nem fü gg attól, hogy az egyes osz­
tályokból melyik reprezen tánsokat választottuk. Ha végigelemezzük ennek a
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bizonyítását , akkor kiderül, hogy a szóban forgó egyórtelmüs éget éppen I ideál
volta biztosítja. Mindezek alapján a következő általá nosítas t kap juk:

11.1.6 T étel I T 11 .1.6
Legyen J ideál az R gyűrűben. Ekkor az J ezer inti (l) maradékosztályok

az R gyűrű d iszjunkt részhalmazai, melyck egyesítése R, és ezek a (2)-ben
definiá lt összeadásra és szorzás ra nézve gyűrűt alkotnak. Ezt a gyűrűt az R­
nek az J szerinti maradékosztálygyűriIjének vagy JaktorgyűriIjének nevezzük
és R/J-vel jelöljük. ...

Ennek megfele lően a mod ulo m maradékosztályok gyűrűje éppe n az egész
számoknak az (m ) föide ál szer int i Iak torgyür üje, azaz Z/ (m).

A 11.1.6 Tétel bizonyít ását nem részlct ezzük. Mint jelezt ük, az I ideál­
t ulajdonságaival igazolható az R/ I -beli műveletek egyértelműsége (valamint
az, hogy az (l ) oszt ályok lefedi k R-ct, és két ilyen osztály vagy diszjunkt , vagy
ped ig egybeesik) . Az R/ J-re vonatkozó gyürűazonosságok az R gyűrű meg­
felelő azonosságaiból követ keznek, az R/ I nulleleme a O+ J marad ekosztaly,
azaz maga az J ideál, az a + l marad ékosztály ellentettje pedig a [-aJ+ J
maradékoszt ály.

Példa: Teki ntsük a racionális együttha tós polinomok gyűrűjének az (x2 - 2)
földe ál szerint i faktorgyűrüj ét , azaz a Q[xJ/ (x2 - 2) maradékosztálygyűrűt .

Hasonló meggondo lásokat alkalmazhatunk, mint az egész számoknál kép­
zett modulo m marad ékoszt ályok. azaz a Z/ (m) faktorgyűrű konstrukci óján ál.
Most azok a polinomok kerülnek az (x2 - 2) fóideál szcrint egy mared ékosz­
t élyba, amelyek ugyanazt a mar adékot adják x 2 - 2-vel osztva. Ily módon
mínden maradékosztály egyé rtelműen j el lemezhet ő egy "maradékkal", azaz egy
legfeljebb elsőfokú a + bx (racioná lis együtthatós) polinommal (idesorolva a O
polinomot is, amely magát az ideált reprezentálja).

A maradékosztálygyúrűben t ulajdonképpen ezekkel a maradékokkal szá­
molunk , azaz pl. két maradéko sztály szorzásakor ezeket a maradékokat össze­
szorozauk és vesszük a szorzat nak az x 2 - 2-vel való osztasi maradékát (ponto­
san ugyanúgy, ahogy pl. modulo 15 a 7-nek és a 6-nak a szorzata 12). Ennek
megfelelöen az összeadást az

[a + bx]+ [c +dx ]= [a + c]+ [b+ d]x,

a szorz ást pedig az

[a + bxllc + dx ]= ac + [ad + be]x + bdx' =

= ac + [ad + be]x + 2bd+bd[x' - 2] = [ac + 2bd] + [ad + be]x
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szabály szerint kell végezni , azaz pontosan ugyanúgy, ahogyan Q (.;2)-ben
(képzeljünk az "x" beta helyére mindenhol ..V2"-t ).

Ez azt jelenti, hogy a Q [xll(x2 - 2) maradékoszt Alygyiirü izomorf (azaz
sz ö szerinti fordításban "azonos alak ú") a Q(J2) testtel.

A fentiekhez hasonlóan általában is igaz, hogy tetszőleges algebrai f)

escten Q (D) jellemezhet ő maraclékosztálygyúrúként: a Q ('d ) test izomorf a
Q lx]/ (m,, ) faktorgyűrűvel, lásd a 11.1.9 feladatot .

Feladatok

11.1.1 Legyen G a Gauss-cgőszek gyürüje, és tekintsük G-ben az alább i
t ulajdonságú o: = a + bi Gauss-eg észckb öl álló részhalmazokat :

a j a és b p áros; bJ c sa b (mod 2); c) a :; b (mod 3);

d ) 21 N(u) ; c) 5 IN (u) ; f) 7 1N (u) .
Ezek közül melyek alkotnak ideált G-ben ? A föide éloknek adjuk meg
egy-egy generátorelemét .

11.1.2 Tekint sük Z[xJ-ben az al ábbi t ulajdonságú J polinomokból ál ló rész­
halmazokat:

a) 1 (1/ 2) = O; b) 1(v'2) = 1(,13) = O; cl 1(v'2) = 1(,13);

d ) 1(3) páros szám; e) / f6együtthatója páros szám vagy 1 = O.

A megadott halmazok közül melyek alkot nak ideált Z(x)-ben, és ezek
(legkevesebb) hány elemmel generálhat6k?

11.1.3 Mutassuk meg, hogy egy legalább k ételemü, kommutatfv, egységele­
mcs , nu lloszt6mentes gyűrű pontosan akkor test , ha csak t riv iális
ideáljai vannak.

11.1.4 Legyen E az összes algebra i egész gyűrűje , és

K = levi I eE E , k = 2,3,4 , . .. } .

Bizonyítsuk be, hogy K ideál E-ben, dc nem generálható véges sok
elemmel.

11.1.5 Legyenek 0 l, ... , a k és { az R kommutat ív, egys égelemes , nullosztó­
mcntes gyűrű tetsa ölcges elemei. Bizonyítsuk be, hogy
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11.1.6 Legyen G a Gauss-egészek gyl1rüje.

a) Hány eleműek az alá bb i földe álok ezer int i faktorgyl1rűk, és közülük
melyek alkotnak testet:

a l, (2); a2, (3); a3, (2 + i)?

"b} Vizsgáljuk meg általánosan is a fent i kérd éseket a G tetszőleges eleme
által generált föidoálra.

11.1.7 Tekintsük az Eh!=5) gyl1rűt .

a) Mutassuk meg, hogy E (A)-ben (2, 1 +H) nem föídeal .

b) Hány elem űek az alábbi ideálok ezerint i faktorgy űrűk. és közülük
melyek alkotnak testet:

bl , (2, l + A); b2, (l + A ); b3, (ll)?

M 11.1.8
a) Az alábbi faktorgyűrűk közül melyek alkotnak testet:

al , R [xl/ (x' - 2); a2, R [xl/ (x' + l ); 03, C[xl/(x' + l)?

b) Legyen T tetszőleges kommutatív test és J E T [x]. Mi a sa ükséges és
elégséges feltétele annak , hogya T [xl/(j) faktorgyűrű tes t legyen?

c) Igazolju k, hogy a Z[xl/ (2,x' + x + l ) faktorgyürü test .

"11.1.9
a) Legyen fJ algebrai szám. Igazoljuk, hogy a Q (fJ ) test a Q [xl/ (m IJ )

faktorgyürüve l izomorf.

b) Legyen L tetszőleges (kommutatív ) test és J egy irreducibilis polinom
L felett. Konstruáljunk egy olyan M testet, amely rendelkezik az
alá bbi tulajdonságokkal:

(i) M-nek van az L-lel izomorf L* r észteste;
[ii ] ha r E L*[x] az a polinom , amelynek az együtthatóit az J együtt­

hatóiból az L -j. L* izomorfizmus szer-int kapj uk, akkor r -nak van
egy {) E M gyöke;

(iii) M = L"(U).

M egjegyzés: Ennek a konstrukciónak az alapján akkor is tudj uk az
L·et egy irreducibilis polinom - még nem is létezőt ! ) - gyökével
bővíteni , ha nincs eleve adva egy, az L-et tartalmazó test .

"11.1.10
a) Legyen {) algebrai szám és I i- O tetszőleges ideá l E(t9)-ban. Bizo­

nyítsuk be, hogy az E(t9) / I faktorgyúrűnek véges sok eleme van.
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h) Igazoljuk, hogy E(l1) ideáljainak szigorúan növö

AI C A2 C .. . C Aj C ...

lánca nem lehet végtelen.

c) Mutassuk meg , hogy E(1?} minden ideálj a v égesen generált .

Megjegyzés: A 11.5.9 Tételben bebizonyítjuk. hogy E (iJ) minden ide­
Alja már két elemmel is generálható.

11.2. Elemi számelmélet i kapcsolatok

Ebbe n a pontban az ideáloknak az oszt hat ósággal , az egységekkel és a legna­
gyobb közös oszt óval való kapcsolatát tárgyaljuk.

Az oszt hatóság és az egység fogalma bármely R (kommutatív , egységele­
mcs, nu llosztómentes) gyűrúben a szokásoe módon (az 1.1.1 és 1.1.2 Definiciók
mintájára) értelmezhet6, és általában is érvényesek az egészeknél megszeket t
(az 1.1.4 és 1.1.5 T ételnek megfeleló) elemi tulajdonságok.

Elöszőr az t mutatjuk meg, hogy az oszthatóság, illetve az egységek szerepe
egyszerúen jellemeehető a földeálok segitségével.

11.2 .1 Tétel I T 11.2.1
Tetsz őleges R (kom mutatfv, egységelemes, nullosztómentes) gyűrűben

(i) a Ib <==> b E (a) <==> (b) <; (a) ;

(ii) az a akkor és csak akkor egységezerese b-nek, ha (a) = (b) . ...

Bizonyítás: (i) A három (i)· beli felt étel a föídeál definfcióját felhasználva a
következöképpen fogalmazható át:

a oszt6ja b-nek ;
b szerepel az a t öbbsz ör ő sei közöt t;
a b többszörösei mind megtal álha t ók az a többszörösei között ,

Igy a három fel tét el ekvívalcnc iája nyilvénval ó.

(H) Az (i) rész alapján (a) = (b) azt jelenti, hogy a Ib és b I a is telje­
sül , ami azzal ekvivalens, hogy az a a b-nek egységsacrese (lásd az 1.1.5/ (iii)
T ételt ). _

Most r át érünk az Ideálok és a legnagyobb közös osztó kapcsolatára .
A legnagyobb közös oszt6 (az 1.3.2, illet ve 7.4.9 Definfciók mintéjára]

olyan közös osztót jelent, amely minden közös osztónak tö bbszöröse .
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Az egészek, Gauss-egészek vagy Euler-egésze k gyűr űj ében bármely két
elemnek lét ezik legnagyobb közös osztója, ezt a maradékos osztások véges so­
rozatából álló euklideszi algorit mus biztosítj a.

Egy gyűrűben akkor is létezhet bármely két elemnek legn agyobb közös
oszt ója, ha a gyürüben nem végezhető el a maradékos osztás, ilyen példáu l az
egész együtt hat6s polinomok gyűr űje (ennek részletesebb elemzésére később

visszatérünk) .
Vannak azonban olyan gyrlrük is, ahol nincs bármely két elemnek legna­

gyobb közös osztója, ilyen példáu l az Eh/=5) gy űr ű , ah ol a 2 + 2yC5 és 6
elemeknek nem lét ezik legn agyobb közös osztója (lásd a 11.2.4 feladato t ) .

Végü l bármely R gyűrűben igaz , hogy ha valamely két elemnek létezik
legnagyobb közös osz t6ja, akkor ez egys ógszerest öl eltekint ve egyértelmű; ez a
legnagyobb közös oszt6 definíciójáb 61 azonnal következik .

Két elem legnagyobb közös oszt6ja a két elem által generált ideállal áll
szeros kap csolatban. A jelölések hasonlósága miatt ebben a fejezet ben a és b
legn agyobb közös oszt ój át mindig lnko {a, b}-vel jelöljük , (a, b) pedig az a és b
elemek ált a l generált ideált jel enti.

Nézzük először az egész számok gyü rüj ét. It t például a (6, 15) ideál a
6u + 15v alak ú számok halmaza , ahol u és v tetszőleges egész számok. A lineá­
ris diofantikus egyenletek megoldha t óságár ól sz ól ó 1.3.6 Tétel alap ján tudjuk,
hogy ez a halmaz megegyezik Inko{6, 15} = 3 többszöröseinek a halmazával.
azaz a (3) földe álla l. Az egészek körében ugyanígy általában is igaz , hogy ha
d = lnko{a , b}, akkor (a, b) = (d). Tetszőleges gyűrűben ennél kicsit bonyolul­
t abb a helyzet:

11.2.2 T é t el I T 11.2.2 I
Legyen R tetszőleges (kommutativ, egys égelemcs. nullosztómentes) gyűr ű.

(i) Ha (a. b) = (d), akkor d = lnko {a, b}.

(ii) A d = lnko{ a ,b} feltételből (a,b) ~ (d) következik, azonban általában

(o, b) " (d).
(iii) (a,b) = (d) akkor és csak akkor teljesül , ha d = lnko{a , b} és alkalmas u,

v E R elemekre d = au + 00. ...

Bizonyítá" (i) A, (a, b) = (d) feltét el a lapján a E (a, b) = (d), tehát d I a, és
ugyanígy d I b, azaz d közös oszt6ja a- nak és b-nek.

Legyen c tetszőleges közös osztó , azaz c I a és c I b. Ekkor a 11.2.1 Tétel
szerint a E (c) és b E (c). Mivel (a, b) az a és b elemet tartalmaz ó legsz űkebb

ideál, ezér t innen (d) = (a, b) ~ (c), azaz (ismét a 11.2.1 T ételt használva)
c Id követ kezik.
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(H) Ha d = lnko {a , b}, akkor d I a és d I b. Ez azt jelenti , hogya és b
eleme a (d) ideálna k, és igy (d) tartalmazza az c-t és b-t tartalmaz ó logszükebb
ideált , azaz valóban (0,5) <;; (d).

A következő példa mutatja, hogy egyenlőség nem míndíg teljesül: az egész
együtthatós pol inomok köréb en a 2 és x polinomok legnagyobb közös oszt6ja
l , ugyanakkor (2,x) i- (1) (az előző pont ban beláttuk, hogy (2,x ) nem is
fő ideál) .

A 11.2.4c feladatban egy más jellegű olyan példa szerepe l, amikor nem
teljesül egyenl ős é g .

(iii) Ha (a,5) = (d), akkor d = Inko{a ,5 } fennállását már (i)-ben igazol­
t uk, továbbá ekkor d E (a , b), azaz d definíció ezerint felírható alkalmas R·beli
elemekke l d = au + bv alakban.

A megfordításhoz indulj unk ki abból, hogy d = lnko{a , b} és d = au +bv.
Az első felt ételb ól (ii) alapján kapj uk, hogy (a, b) ~ (d), a második szerint
pedig d E (a, 5), és igy (d) <;; (a, 5), azaz valóban (a , 5) = (d). •

Megjegyzés: Számos gyűrű esct éri a 11.2.2 Téte l a

d = Inko{a , 5} <=> (a,5) = (d) (l)

ekvivalenciára egyszerűsödik. Ilyen t ulajdonságú például az egész számok gyű­

rűj e , amint az t a tétel kimondása előtt vázoltuk. Hasonló meggond olásból adó­
dik , hogy (l) minden olyan gyűrűben érvényes, ahol elvégezhető a maradékos
osztás.

Mint már jeles t ük, az ideálfogalom először a Fermat-sej téssel kapcsolat­
ban jelent meg Kum mer vizsgálataiban. Ennek megértéséhez tekints ük az

Fermat-egyenletet , ahol p > 2 prímszám . Az

(2)

p -l

x p + yP = IT (x + y~) ,
j =O

(2IT ) . . (2IT)
e =cos p + t sm p ' (3)

szorzattá bontás alapján a (2) egyenlet szoros kapcsolatban áll az E (e) gyűrű

sz ámelm élet ével.
A (2) és (3) összekap csolásáb ól adódó

p-l

IT (x + y~) ~ zP
j =O

(4)
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egyenlet bal oldalán álló szoraa t p-edik hatvány. Azt gondolhatnánk, hogy itt
is segítene az a korábban többször sikerrel alkalmazott taktika, hogy megpró­
báljuk kimutatni, hogy minden tényező külön-külön is p-ed ik hat vány E(g)­
ban, majd belát ni , hogy az így kapot t p darab x + yc! = ~ tipusú egyen let
(nemtriviál is x , y , z megoldást feltételezve) együt tesen ellentmondásra vezet.

Az egész számok körében t udj uk, hogy ha egy szorzat t ényezői páron­
ként relatív prímek és a szorzat p-edik ha tvány, akkor a t ényez ök kü lön-külön
is p-edik hatványok cgys égszercsci. Ugyanez igaz a Gauss-egészek vagy az
Euler-egészek körében is, és általában minden olyan gyűrűben , ahol érvényes
a számelmélet alaptétele. Az alaptétel hiánya eseten azonban ez már nem
igaz, például E( Al-ben 3' ~ (2+A)(2- A), it t a jobb oldal tényezői

relatív prlmek, azonban nem négyzetszámok egységszeresei (h iszen felbont ha­
tatlanok).

A Fermat-eejtés bizonyít ására vázolt fent i próbálkozás te hát eleve csak
akkor lehet reményteljes, ha E(g)·ban érvényes a számelmélet alaptétele . Meg­
mutat ha tó, hogy p > 19 eseten ez nem teljesül, és így más utat kell keresni.

Történeti érdekess égként megjegyezzük , hogy Lamé francia akadémikus
1847-ben éppen a számelmélet alaptételét általános E(g)-ra is feltételezve
adott alapvetőerr rossz bizonyítást a Fcrmat-sejtésre a fenti gondolatmenete t
követve (könnyen lehet, hogy Fermat "csodálatos bizonyítása" is - ha egyalta­
lán létezet t ilyen - hasonló hibán alapult). A Lam é bizonyításában található
"hézagra", azaz az alaptétel érvényességének a kérdésére Liouville mutatott
rá (aki elótt akkor még nem volt ismert, mely esetekben igaz az alaptétel).
Lamé egyébként még egy hibát elkövetett, nem vette figyelembe , hogy a (4)
bal oldalán álló tényezők a páron ként relatív primség és az alaptéte l fennállása
escten scm saű kségké ppen p-edik hatványok, hanem csak azok egys égszeresei.
Mivel ráadásul E(g)-ban p > 3 esetéri végtelen sok egység van, ezért ez a
"figyelmet lenség" egy újabb , nehezen javítható "hézagot" jelent Lamé gondo­
la tmenet ében.

Ugyanebben az időben a német Kummer is hasonló utat járt be , ó azonban
látt a, hogy saü kség lenne az alaptételre E(g)-ban, és azt is észrevette, hogy
ez nem mindig te ljesü l. Azt is lá tt a, hogy ha bármely k ét elemnek létezik
legnagyobb közös osztója , akkor ebböl az alaptétel könnyen levezethet ő. Ezért
azokban az E(g) gyür ükbe n, ahol nem volt érvényes az alaptétel, ott E(g)- hoz
hozzávett "ideális számokat"; ezek voltak hivatva azon elempárok legnagyobb
közös osztóját "pótolni", amelyeknek nem létezett E(g)-ban legnagyobb kőzös

osztójuk. Kummer azt remélte, hogy az így kibóvítet t ha lmazban már bármely
két elemnek lesz legnagyobb közös osatöja, és az alaptétel is te ljesül.

Az ideális számok konstrukciójához Ku mmer a legnagyobb közös osztó
alábbi t ulajdonságából indult ki. Az egész számok körében tudjuk, hogy ha
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lnko]a , b} = d, ak kor d több szörösei éppen az au + lm alakú számok, és mint
je lezt ük, ugyanez a helyzet minden E (1?)-ban is. Ennek alapj án rögzített ct" és
{3 eseten K ummer az

{Q( + IN I(, .p E E(~)}

számha lmaz t tekinte tte az a -hoz és {J-hoz tar tozó ideális szám nak; ez mai ter­
minológiával éppen az cr és /3 által generá lt (0:, (3) ideál. Ha a -na k és jJ-nak
létezik ó legnagyobb közös oszt ója, akkor ez a számhalmaz megegyezik a 6
többszö röseivel. így "azonosít ható" ó-val. Ha viszont nem létezik Inko{a, I3 },
akkor ezzel az ideális számmal "pótoljuk" a legnagyobb közös osztó hiányát.
Ezután Ku mm er az ideáli s számok (azaz az ideálok ) körében épített ki meg­
felelő számelméletet (ezzel a 11.4 pontban foglalkozunk) , és így jelentős el őre­

halad ás t t udott elérni a Fermat- sejt éssel kapcsolatban.

Feladatok

11.2.1 Mutassuk meg, hogy az egész számok gyűrűjében az alábbi részhal­
mazok fö íde ált alkotna k, és adjuk meg ezek egy-egy generátorelemét:

a) (30, 50, 75); b) (20) n (30).

11.2.2 Tekintsük a Gauss-egészek G gyűrűj ét.

a) Egy adott nemnulla föide ál hányféleképpen generá lható egy elemmel?

b) Hány olyan föideál van , amelynek eleme 22 + 6i?

11.2.3 Legyen R tetszőleges kommutatív , egységelemes , nullosztómentes
gyürü, és a, b E R . Mutassuk meg, hogy

a + b E (a) n (b) <==> (a) = (b) .

11.2.4 Tekintsük az E (A) gyűrűt.

a) Bizonyít suk be, hogy a 2 + 2A és 6 elemeknek nem lét ezik legna­
gyobb közös osz tója.

b ) Adjuk meg az összes olyan föide élt, amely tartalmazza a (2+2A,6)
ideált .

c) Mutassunk példát olyan a , /3 elemre , amelyeknek létezik ó legna­
gyobb közös osztójuk , de (0: , /3 ) -I (&).
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11.3. Alapté teles gyűrű, föideálgyürű, e u klideszi gyűrű

Ebben a pont ban a számelmélet alaptételének a kérdésével foglalkozu nk.
A felbont hatatlan (más néven irreducibilis) elem, illetve a prim fogalmát

tetszőleges R (kommutatfv, egységelemes , nullosztómentes) gyűrtlben ugyan­
úgy értelmezzük. mint a korábban vizsgált konkrét gyűrűk eset én {lásd az
egész számokná l az 1.4.1, illet ve 1.4.2, vagy a Gauss-eg észeknél a 7.4.10, il­
letve 7.4.11 Definfciókat ).

Az, hogy R-ben érvényes a számelmélet alaptétele (más néven az egyér­
telm ű prímfakt orizáció), a szokásos módon azt jelenti , hogy R-ben a o-n és
az egységeken kivül minden elem fe1frható véges sok felbonthatatlan szorzata­
ként , és ez az clőállftás a tényezők sorrendjétől és egységszcresektö l eltekintve
egyértelmű (lásd például az 1.5.1 T étel megfogalmazását ).

Mint a könyv k ülönb öz ö fejezeteiben számos alkalommal rámutattunk,
a számelméle r í vizsgálatokna k (az alkalmazások szempontjából is) az egyik
kulcsk érd ése, hogy egy ad ott gyűrűben érvényes-e a szá melmélet alapté tele.
A Z· beli alaptételre az egész számok számelméletének szinte minden fejezete
támasz kodik. Az x 2+y2 = n , illet ve x3+ y3 = z3 diofant ikus egyenletek vízsg á­
la tánál azt használ tuk fel, hogy a Gau ss-, illetve E ule r-eg öszokn él érvényes az
alaptétel. A 11.2 pontban jelezt ük, hogy a Fermat-aejtés b izonyítása lényege­
sen könnyebben ment volna , ha bizonyos algebrai számtes tek algebrai egészeire
igaz len ne az alaptétel. A racionális együtthatós polinomok számelméletének
az alaptételhez kap csolódó egyes vonatkozásai fontos szerepet játszottak az
algebrai számok vizsgálatánál.

Az alább iakban először szü kseges és elégséges feltételt adunk ar ra, hogy
egy gyűrűben érvényes legyen az alaptétel (11.3.1 Tétel). Ezután megmutat­
j uk, hogy a maradékos osztás elvégezhetöség éböl mind ig következik az alapté­
tel. Ennek igazolása kissé eltér az egész számoknál, Gauss-egészeknél stb. lá­
tott úttól: belátjuk, hogy a maradékos osztás elvégezhet ösége eseté n a gyűrü

minden ideálja föidcál (11.3.5 Téte l), valamint bebizonyftj uk, hogy az ilyen
tulajdonságú gyűr űkben mindig igaz az alaptét el (11.3.3 T étel).

A bizonyítások során számos olyan rész lesz, amely szó szerint megegyezik
az egész számoknál látott gondolatmenet tel, így ezekre csak utalni fogunk, és
nem ismételjük meg őket .

Miel őtt rá térnénk a jelzett általános t ételekre, a felbonthatatlan és a prím
kapcsolatáról ej t ünk még néhány szöt. A számelmélet alapté telének megfogal·
mazásában a két fogalom közül csak a "felbonthatatlan" szerepel, a "prfm"· re
nincs sz ű kség . Az alaptétel érvényessége azonban szeros összefüggésben áll a
prfm és a felbonthatatlan közöt ti viszonnyal .
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Minden R (kommutatív, egységelemes, nullosztómentes) gyűrűben telje­
sül , hogy egy prím szükségképpen felbonthatatlan , ez az 1.4.3 Tétel bizonyí­
tásának elsö részében látott módon igazolható. Az allt tás megford ítése nem
minden gyűrűben igaz, p éld éul E(N)-ben, ahol nem érvényes a számelmé­
let alaptétele, a 2 felbon thata tlan, de nem prim. Lát tuk ugyanakkor , hogy
az egészek, Gauss-egészek, Euler-egészek gyűrűjében mind en felbonthatatlan
egyben pr ím is, és ez volt a dö ntll lépés a számelmélet alaptétele egyértelmű­

ségi részének a bizonyításéhoz. Az alábbi t ételb ől kiderül, hogy az alaptétel
fennállásának az általános esetben is az egyik lényeges feltétele éppen az, hogy
minden felbonthatatlan egyben prim is legyen .

11.3 .1 T étel I T 11 .3 .1 I
Egy R (kommutatfv, egys égelemcs, nulloszt ómentcs) gyürü bcn ak kor és

csak akkor érvényes a szá mel mélet alaptétele, ha.
(i) földe áloknak szigorúan növ ő

(a,) C (a,) C o o o C (aj) C o o o

l ánca nem lehet végtelen , és
(ii) minde n felbonthatatlan elem prim. ..

Bizonyítás: Először az (i) és (H) feltételek el égségességet igazolj uk.
Az egyértelműség (H)-b61 pontosan ugyanúgy következik, mint az 1.5.1

Tételnél az egy értelmüségre adot t első bizonyítésban .
A felbonthat ósághoz (i)-et használjuk fel. Legyen a az R-nek tetszőleges,

a ű-t ő l és az egységek tő l különböz6 eleme. Elsö lépésként azt mutatjuk meg,
hogy a-nak létezik felbonthatatlan oszt6ja.

Ha a felbonthatat lan, akkor készen vagyu nk. Ha nem, akkor a = a l bh
ahol al és bl egyike sem egység. Ekkor a 11.2.1 Téte l sacrint (a) C (ad , és itt
saígor ű tartalmazás Ali fenn , hiszen bl nem egység.

Ha al felbonthatat lan , akkor a l az a-nak egy felbont hatatlan osat öja. Ha
al nem felbonthatatlan , akkor a l = a2~ , ahol a 2 és b2 egyike sem egység.
Ekkor (ad C (a2) (szigorú tartalmazással).

Megmutatjuk, hogy a gondolatmenetet hasonlóan folytatva, valame lyik
a i már saü kségképpen felbonthatatlan. Ha ugyanis ez nem teljesülne, akkor

(al C (a,) C ooo C (aj) C oo o

föideáloknak egy Végtelen, szigorúan növ6 láncát jelentené, ami ellentmond
[ij -nek. Ezzel igazol t uk, hogy a-nak létezik felbonthatatlan oszt6ja.
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Most belátj uk, hogy o előál l felbonthatatlanek szorzataként. Ha o fel­
bonthatatlan, akkor készen vagyunk. Egyébként az elözöek ezerint a = PI CI!
ahol PI felbonthatat lan és Cl nem egység. Mivel Pl sem egység, ezért (a) C (cd
(szigorú tartalmazással).

Ha CI felbonthatatlan , akkor az o = PICI felirásban mindkét tényező fel­
bonthatatlan, tehá t készen vagyu nk. Egyébként Cl = 112C2, ahol 112 felbont ha­
tatlan és C2 nem egység. Innen (CI) C (C2) (saígor ú tartalmazással).

Az eljárás t folyta tva el6bb-ut6bb valamelyik ct szükségképpen egység,
ugyanis különben az

(a) C (cd C .. . C (c; ) C ...

végtelen, saigerúan növő földeállánc ellent mondana al. (i) fel t ételnek. Ez azt
jelent i, hogy az a-t el ő á ll ítottuk felbonthatatlanek szorzatak ént.

Rét érve a szükségességrc, tegyük fel, hogy R· ben igaz az alapté tel. Ekkor
(H) pontosan ugyanúgy bizonyítható, mint az 1.5.8 feladat megoldásában.

Végül (i) igazolásához tegyük fel ind irekt , hogy létezik egy
•

(a d C (a,) C ... C (a;) C ...

végtelen, szigorúan növ6 földeáll éne. It t 02"10, és aJ,04•... az aroek végte­
len sok olyan oszt öja, amelyek közül semelyik kett ő scm egységszerese egymás­
nak . Ez azonban lehetet len , mert ha 02 = Pl ...PI" ahol a Pi-k felbonthatat­
lanok, akkor az alaptétel miat t 02 minden osztőja (vagy egység, vagy pedig)
néhány Pi szorzatának az cgysőgszerese (illet ve ha 02 egység, akkor minden
oszt6ja is egység) . •

Megjegyzés: A korábbiakban több olyan példa is szerepe lt , ahol a számelmélet
alaptételének az egyérle lmúségi része nem teljesült (lásd a lO.3.5 és 10.3.6 Té­
telt , valamint a 11.2 pontban a Fcrmat-sej téshez kapcsolódó részt ). Könnyű

azonban olyan gyűrűre is példát mutat ni, ahol a felbonthat6sággal van baj :
az összes algebrai egész E gy űrűj é ben egyáltalán nem léteznek felbont hatat­
lan ak (lásd a 11.3 .1 feladatot) , és így a 0-t61 és egys égekt ól k űl őnb ö z ö elemek
egyáltalán nem bonthat6k fel felbont hatatlanok szorsatára.

Most megmutatj uk , hogy ha R-ben minden ideál föide ál, akkor R·bcn
érvényes a számelmélet alaptétele.

11.3.2 Defiolció I D 11 .3 .2 I
Egy R (kommutatfv, egységelemcs . nullosztómentes) gyt1rt1 fóideálgyúrli ,

ha minden ideálja föideál . "
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11 .3. 3 T éte l
F öide álgy ür übe n ér vényes a számelmélet alaptéte le. '"

I T 11.3.3 I

Bizonyítás: Meg mutatjuk, hogy föideá lgyürüben teljesü l a 11.3.1 T étel (i) és
(H) felté tele.

(i) Tegyük fel indirekt , hogy létezik egy

(aIl C (a,) C . .. C (aj) C .. .

végtelen , saigerú an növő föide éll ánc. Egyszerű számolással adódi k, hogy A =
= U;': l (a j ) is ideál (lásd a 11.3.4 feladatot) . Mivel R f6ideálgytIrtI, ezért A is
föideál, A = (b). Ekkor

b E A ~ U raj )
j = l

miatt van olyan k , amelyre b E (ak), azaz (b) ;;; (ad . Igy

00

A = (b ),<;; (ak) C (aHIl C U raj ) = A,
;=1

ami ellentmondás.

(ii) Először azt igazolj uk, hogy bármely a és b elemnek létezik legnagyobb
közös oszt ója. Mivel az (a,b) ideál is f6ideál, azaz (a, b) = (d), így a 11.2.2
T ételb ől követ kezik, hogy d = lnko{a ,b}.

A legnagyobb közös osztó l étezés éból már következik (H): lásd az 1.3.4
Tételre az 1.3.11 felada t mego ldásában adott b izonyítás t , az 1.3.9 T étel bizo­
nyítását és végül az 1.4.3 Tétel bizonyításának II . részét . _

Megjegyzések: 1. Létezik olyan gyűrű, amely nem Iöidealgyürc , és még is ér­
vényes b enne a számelmé let alaptétele, a l egegyszerűbb ilyen p élda Z[xJ. A
11.1 pontban lá ttuk , hogy Z [xJ-ben a (2,x) nem föide ál, ugyanakkor Z[x]-ben
igaz az alaptétel (ez visszavezet het6 a Z· bel i és a Q [xJ-beli alaptételre, ugyanis
a rac ionális együtt hatós polinomok ra vonatkozó Gauss-Iemmából következik ,
hogy egy J polinom akkor és csak akkor irreducibil is Z felett , ha J vagy egy
olyan konstans, amely prfmszám, vagy pedig az J együtt hatói re latív prfmck
és J irred ucibilis Q felett).

2. Az algebrai számtestekben az alaptételes gyűrűk és a föideálgyürük
egybeesnek. egy algebrai számtestben az algebra i egészek E (t?) gyűrűje akkor
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és csak akkor föideélgy ür ü, ha érvé nyes a számelmélet alaptétele (lásd a 11.3.9b
felad atot ).

Végül rátérünk a maradékos osztás általános megfogalmazAsAra, és annak
igazolására, hogy ha R-ben clvégezhetö a maradékos osztás, akkor R föideál­
gyara, tehát (a 11.3.3 Tétel alapján) R-ben érvényes a számelmé let alaptétele.

11.3.4 D efinfció I D 11. 3 .4 I
Egy R (kommut atí v, egysógclemcs, nulloszt6mentcs ) gyű rű euklideszi gyú­

ru , ha minden e E R elemhez hozzá tud unk rendelni egy f(e ) nemnegatfv egész
számot úgy, hogy J( e) = O <===> e = O, továbbá minden a , b E R , b =f Ocset én
létezik olyan q, r E R, hogy

a = iJq + r f (r) < f( b). • (1)

Megjegyzések : 1. Az euklidesz i gyűrű definícióját szekas abban a formában is
megadni , hogy R-ben csak a ü-t öl k űl önb őz ö elemekhez rendelünk hozzá egy
f (e) nemnegatív egész számot, és ekkor (l)-be n fer) < f(b) mellett az r = O
lehetőséget is megengedjük. Ez nyilván ekvivalens a 11.3.4 Defintci őval .

2. A 11.3.4 Definíci6ban nem szű kséges kikötni , hogy az R egységelemcs
legyen: a marad ékos osztás elvégeehet öségéb öl következik, hogy a gyűrűnek

létezik egységeleme (lásd a 11.3.6 felad atot ).
3. Az alábbiak ban felsorolunk néhány olyan korábban már vizsgált gyú­

ra t , amelyekben elvégezhető a maradékos osztás . Ezeknél a megfelel ő J függ­
vény általában to vábbi hasznos tulajdo nságokkal is rendelkeze tt , például
f (ab) = f (a)f(b) vagy legalább is f ra) ::; f (ab) teljesül t. Ilyen tulajdonsá­
gokat azonban az euklidesz i gyűrű defin íci ójában nem kell kikötni.

P éldák:

P l Az egész számoknál az J(c) = Ici választás megfelel, azaz Iri < Ibi el é rhet ő .

Megjegyezzük, hogy ebben az esetben a hányados és a maradék általában
nem egyértelmű, például a = 33 és b = 5 eset én

33 = 6 · 5 + 3 = 7 ·5 + (-2).

Az 1.2.1, illetve 1.2.1A Tételekbe n azért szerepelt.ettük az Iri < Ibi-nél
saigor úbb O ::; r < Ibi, illetve - Ibi/2 < r ::; Ibi /2 elóírást, bogy a
hányados és a maradék egyértelmú legyen . Az egyértelmt1sógnek azo nban
az alaptétel bizonyítása szempontjé bő l nincs jelentősége.
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P 2 A Gauss- vagy Éuler-eg észekn él megfelel I(e) = N (c}. (A 7.4.8 Tétel
bizonyít ása során látt uk, hogy a hányados és a maradék általában nem
egyértelmű. )

P 3 E (J2)-ben megfelel fre) = IN (e)l.
P4 Test felet ti pol inomgyűrűben a fokszám szeri nt elvégezhető amaradékos

osztás. Ahhoz, hogy formailag pontosan eleget tegyünk a 11.3.4 Definí­
ciónak, legyen f(O) ~ Oés f(e) = 1 + deg c, ba e i O.

P5 A véges ti zedes törtek is euklidesz i gyűrű t alkotna k, lásd az Lő.Sc felada­
tot .

11 .3.5 Tétel
Ha R euklideszi gyürü, akkor R föidcálgyürü. ....

I T 11.3.5 I

Bizonyítás: Azt kell igazolni , hogy az R tetszőleges [ ideálja főideál.

Ha I csak a G-ból áll, akkor I = (O). Egyébként tekintsük I -ben a
O-t61 különböző c elemekhez rendelt J(e) értékeket . Mivel ezek pozitív egész
számok, így van közöttük legkisebb , legyen ez f(b) (it t a b(# O) elem nem
egyértelmű) . Megmutatj uk , hogy I = (b).

Mlvel b E I , ezért (b) ~ I . Megfordítva, legyen a az l ideál tetszőleges

eleme. Azt kell megmut at nunk. hogy a E (b), vagyis b Ia.
Osszuk el a- t maradékosan b-vel: lét ezik olyan q, r E R, amelyre (1)

teljesül. Mivel a, b E I és I ideál, ezért r = a - bq E l . Továbbá f (b)
min im ális volt és f (r ) < f(b), így csak r = O lehetséges, azaz valóban b Ia. _

Megjegyzés : A 11.3.5 Tétel megford ít ása nem igaz, léteznek olyan fóideá lgy ű­

rűk, amelyek nem eukli deszi gyűrűk: az algebrai számtes tek algebrai egészeiből

álló gyűrűk közül bizonyítot tan ilyenek az

E(V - 19), E(V- 43) , E (V -67) és E (V-163) (2)

(lásd a 11.3.10 feladatot ).
Általában igen nehéz anna k az eldöntése, hogy egy R gyűrű euklideszi-e

vagy sem. Természetesen , ha találunk egy megfelelő J -et , akkor R euklideszi
gyűrű, ha pedig R-ben nem érvényes a számelmélet alaptétele vagy R nem fő­

ideálgyűrű, akk or a 11.3.3 és 11.3.5 Tételekből következik, hogy R nem lehet
euklideszi gyűrű sem. Nemigen van támpont unk azonban, ha egy föideálgy ű­

rür öl akarjuk kimutatni , hogy nem euklidesz i. Ekkor ugyanis nemcsak azt
kell igazo lni, hogy egy adott, esetleg "természetes m ódon" szóba jövő f függ­
vény nem teljesíti a 11.3.4 Definícióban előírt kikő t é seket , hanem ezt minden
lehetséges J- re be kell lá tni .
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Vizsgálj uk meg mindezt kicsit behatóbban az algebrai szá mtestek egé­
szeiből álló gyűrűk eseten. A 11.3 .3 Tétel utáni 2. megjegyzésben jelezt ük.
hogy ha E(iJ)-ban érvényes a számelmélet alapt étele, akkor E(iJ) föíde é lgyür ű

(lásd a 11.3.9b feladatot). Ami a maradékos osztás t illet i, az eddigi konkrét
esetekben (Gauss-egészek, Euler-egészek, E(J2) st b.) ezt a norma abszo lút
értéke szerint próbá ltuk elvégezni. Voltak olyan alaptételes E ({}) gyűrűk is,
amikor ez nem sikerült (lásd a 10.3.6 Tételt ). Ilyenkor azonban még mindig
nyitva áll annak a lehetősége, hogy valamilyen más J függvény ezerint mégis
van maradékos osztás. Ezzel kapcsolatos jelenlegi ismerete inket a következő

paradox helyzet jellemzi:

(A ) ilyen, nem a IN (a)1 szerinti maradékos osztásnak a lét ezését egyelőre

egyetle n esetben sem sikerült kimutatni;

ugyanakkor

(B) bizonyos mély sej tése k azt val ószfnüs ít ik, hogy a másodfokú képzetes
számtes tektól eltekintve, minden alap tételes E (iJ ) euklidesz i gyűrű, azaz
létezik egy alkalmas J függvény, amely kielégít i a 11.3.4 Definíciót (akkor
is, amikor IN (a )1 nem felel meg er re a célra).

A kivételként említe t t másod fokú képzetes számtestekre megmutatható, hogy
ha E(iJ) euklideszi, akkor IN(a )1 szerint is elvégezhető a maradékos osztás
(lásd a 11.3.10 feladatot ). Igy a 10.3.6 Tételből következik, hogy a (2)-ben
felsorolt négy példa főideálgyűrű, de nem euklideszi gyűrű.

Feladatok

11.3 .1 Legyen E az összes algebrai egész gyűrűje.

a) Jellemezzük az E -be li egységeket a minimálp olinomjuk segitségéve l.

b) Mutassuk meg, hogy E · ben nem léteznek felbont hatatlanok , és így
nem igaz a számelmélet alaptétele.

11.3.2 Számelmélet i kérdéseket egy T (kommutatív) test ben is vízsg álha­
t unk (csak ennek nincs sok értelme, amint ez az alábbiakból is kide­
rül ).

a) Milyen a, b E T eset én teljesül a l b?

b) Mik lesznek T-ben az egységek, a felbo nthatatlanok, illetve a prímek?

c) Mutassuk meg, hogy T ·ben érvényes a számelmélet alaptétele, rá­
ad ásu l T föid e álgy ür ü, sőt euklideszi gyűrű.
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11.3.3 Legyen W a racionális számoknak a páratlan nevez őj ű törtekből álló
részha lmaza.

a) Bizonyfts uk be, hogy W -bcn cgységszercst öl eltek intve egyetle n fel­
bonthatatlan elem létezik.

b) Hol bukik meg W·ben az a gondolatmenet , amellyel az egész szá­
mok körében végtelen sok prímszám lét ezését igazoltuk (lásd az 5.1.1
Tét elt) .

c) Mutassuk meg, hogy W euklidesz i gytlrtl.

d) Határozzuk meg W összes ideáljá t .

11.3.4 Legyenek h ~ 12 ~ .. . tetszőleges ideálok egy R gyűrűben. Mutas­
suk meg, hogy ekkor U~ l l j is ideál R·ben.

M 11.3.5 Legyen R kommutatrv, egységelemes, nullosztómentes gyűrű. Bizo­
nyít suk be, hogy az R[x] polinomgyűrű akkor és csak akkor föide él­
gy tlrtl , ha R test .

11.3.6 Mutassuk meg, hogy az euklideszi gyűrű 11.3.4 Definiciójáb an nem
szükséges kikötni , hogy R egységelemes, ez a többi feltételből követ ­
kezik.

11.3.7 Legyen R euklideszi gyűrű, J egy olyan függvény, amely teljesíti a
11.3.4 Definíció előírásait és k az J függvény legkisebb pozitív ér téke.
Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Ha f(c ) = k, akkor c egység.

b) Ha e egység, akkor f(e) = k.

11.3.8 Mutassuk meg, hogy az egész számok körében (nemcsak az abszolút
érté k, hanem ) az alábbi J függvény szeri nt is elvégezhető a maradékos
oszt ás:

f(e) = { l + llog, lelj, ha c sé O;
O, ha c =O,

fl O) = O, f (±l) = l , f (±2) ~ f( ±3) ~ 2,

f(H) = f (±5) = f( ±6) = f( ±7) = 3,

11.3.9
M "a] Tegy ük fel, hogy az R (kommuta t ív, egységelemes, nullosztómentes)

gyűrűben érvényes a számelmélet alaptétele, továbbá mínden I t- O
ideálr a az RII faktorgy űr űnek véges sok eleme van. Bizonyítsuk be ,
hogy R föideálgyür ü.
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b) Bizony ítsuk be, hogy ha D algebrai és E (D)-ban érvényes a számel­
mélet alaptétele, akko r E(D) föideálgyürü.

M Ol 1.3.1O Legyen t negativ négyzet mentes egész szám. Bizonyítsuk be, hogy
a Q (Vi) másod fokú kép zetes b ővítés algebra i égészei akkor és csak
akkor alkot nak euklideszi gyürü t., ha t = -e l , - 2, - 3, - 7 vagy - l l.

11.4. Id eálok oszthatósága

Ebben a pontban egy R (kommutativ, egységelemes, nullosztómentes ) gyűrű

ideáljai között érte lmeziink szorzást, majd ennek segítségével osz tha t6ságot,
ezután pedig áttekintjük az ideálokra ebből adódó számelméleti fogalmak (leg­
nagyobb közös osztó, felbonthatat lan ideál, prfmideál) jelentését és fontosabb
t ulajdo nságait.

Mível az ideá lok között i számelmélet kiépítésével a fó célunk az E (D)
gytlrűk további vizsgálata, ezért a fogalmak bevezetése során olyan megszorf tó
feltevésekkel is fogunk élni, amelyek E('!? ) ideáljaira teljesü lnek , azonban nem
minden R-ben igazak.

11. 4.1 Deflníci ö I D 11.4.1 I
Legyen A és B az R [kommutatfv, egységelemes , nullosztómentes) gyűrű

két tetszőleges ideálja . Ekkor A és B SZQrzat át a következőképpen értelmezzük:

n

AB ={Z= o,b, 1 0 = 1,2, ... , o,E A, b,E B , i = l , ... •n}. ... (1)
1:cl

A két ideál szorzata te há t az A-beli és B- beli elemek szorzataiból képzett
összes lehets éges (akárhány tagú) összegek halm aza.

Az ideálok szorzásána k néhány fontos t ulajdonságát az alábbi tételben
foglaljuk össze.

11.4.2 T étel I T 11.4.2 I
(i) Az A és B ideálok AB szorza ta a legszűkebb ideál, amely az összes ab

alakú elemet tartalmazza, ahol a E A és b E B .

(H) Végesen generált ideálok szorzata is végesen generált.

(iii) Fóideálok szorzata f6ideál .

(iv) AB C;; A n B .
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(v) Az R gyűrű ideáljainak szorzása kommutatfv és asszociat ív m üvelet , egy­
ségelem az (1) = R triviális ideál:

AB = BA, (AB)C ~ A(B C ), (I) A = A(I) = A . (2)

Inverze csak az egys égelernnek lét ezik, továbbá

AB = (O) <= A = (O) vagy B ~ (O). 4

Bizonyítás: (i) A következöket kell igazolni:
(a) AB ideál ;
(b) a E A, b E B _ ab E AB ;
(c) ha egy I ideál tartalmazza az összes ab alakú elemet , ahol a E A , b E B ,

akkor A B ~ t ,
(a) Megmutatjuk, hogy AB eleget tesz a 11.1.1 Definíció elő írásainak.

Két 2:~1 aibi alakú elem összege nyilván ismét ilyen alakú. Egy ilyen elem
ellentettje, illet ve egy r E R elemmel való szorzat a átírha tó a

n n

- L a,b, ~ L (- a, )b"
i=l i =l

illetve
n n

r Laibi = L (rai )bi
i=1 i=l

alakba , és A ideáltulajdonsága miatt - ai , illetve rai E A .

(b) Az (l ) kép letben n = l eset én éppen az ab alakú elemeket kapjuk.

(c) Ha egy I ideál tartalmazza az a jbi elemeket , akkor az ideáltulajdonság
miatt ezek összegét, azaz mind en 2:7=1aibi alakú elemet is tartalmaznia kell,
tehát valóban AB ~ I .

(ii) Megmutatjuk, hogy ha

akkor

és B ~ (13" ... , f3~ ),

AB = (OltJI , 0 I!32 , ... , Oi tJj , ... , OktJrn) ,

vagyis az A és B generátorelemeinek szoraatai az AB ideál (egyik lehetséges)
generátorre ndszerét alkotják.

Az OitJj elemek definíció ezerint elemei AB-nek, így az általuk generált
ideál része AB-nek.

A fordított irányú tartalmazáshoz (i) alapj án elég azt belátni, hogy mín­
den ab alakú elem, ahol a E A, b E B, benne van az oi,6j -k által generált
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ideálban, vagyis ab felírható az ai/3j elemek R-beli együtthatós kombinációja­
ként . Ez valóban teljesül, ugyan is (alkalmas ri , Sj E R elemekkel)

k mkm

ab ~ (L; r;a;) (L;s;tJ, ) ~ L; L;(r;Sj)(a;l3j).
i =l j=l i=l j=l

(iii) A (Hj-re ad ott bizonyft ásból a k = m = l speciális eset ben kapj uk,
hogy (a)(l3) ~ (al3).

(iv) Az A ideáltulajdonsága miat t bármely ai E A és bi E B eseten
aibi E A, és fgy L~= l ajbi E A , tehát AB ~ A . Ugyanígy kapjuk , hogy
AB '; B .

(v) A (2)-ben felsorolt azonosságok azonal következnek az ideálok szorzá­
sána k definíciój ából (és az R gy űrű t ulajdonságaibó l).

Az R = (l) egységelem inverze önmaga. Megford ítva, ha az [ ideálnak
létezik lnvcrze, azaz alkalmas J ideélre JI = R , akkor (iv) alapján R ~ I,
tehát I = R.

Ha A = (O) vagy B = (O), akkor az AB definíciójában szereplö összes
összeg O, tehát AB = (O) . Ha viszont A-nak, illetve B -nek létezik egy a =I- O,
illetve b =I- O eleme, akkor R nullosat ómentess ége miatt ab =I- O és ab E A B ,
tehát AB # (O) . •

Megjegyzések : 1. Az A és B ideál elemeiből képzett ab szorza tok általában
nem alkotnak ideált (lásd a 11.4.la feladatot ), ezért kellett AB definíciójában
az ilyen szorzatokból képzet t összegeket venni .

2. Az ideálok között (egyelőre) csak szorzás t értelmes tü nk. Az összeadás
is definiálható, ezzel kapcsolatban lásd a 11.4.5 Tétel utáni 4. megjegyzést .
Előrebocs átjuk azonban, hogy ez az összeadás nem rendelkezik a szokásos ,j ó"
tulajdonságokkal (csak a nu llelemnek lesz ellente t tje ), és így az R ideáljai az
ideálok összeadására és szorzására nézve nem alkotnak gyűrűt.

P éldá k

Pl Legyen R = Z(x J, és A , illet ve B álljon azokból a polinomokból , ame­
lyek konstans tagja páros, illet ve oszt ható 3-mal. Ekkor AB azokna k a
polinomoknak a halmaza, amelyek konstan s tagja osztható 6-t al :

AB ~ (2,x)(3,x) = (6, 2x, 3x , x' ) ~

= (6, Zx , 3x - 2x , x 2
) = (6, ZX, X , x 2

) = (6, x ).
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P2 Legyen R = E (Hl, A = (3, l +H) és B = (3, l - H). Ekkor AB
a (3) föideál :

AB = (3, l + H)(3 , l - H) = (9, 3 +3H, 3 - 3H , 6) =

= (9 - 6, 3 + 3H, 3 - 3H, 6) = (3).

Az ideálok secreésa lehetövé teszi , hogy az R gyűrű ideáljai között oszt­
ha tóságet értelmezzünk:

11.4 .3 Definíció
A B ideál osztója. az A ideálnak, ha létezik olyan G

BG = A. Ezt a szokásos módon B I A jelöli. "-

I D 11.4. 3 I
ideál, amellyel

Megjegyzések: 1. Könnyen adódik, hogy földeálok osathat ósága ekvivalens a
generátorelemek (R-beli) osa that öségával:

({3) I (a ) <==> {3 1a.

S6t , ha {3 # O és (a ) = ({3) C , akkor C is szükségképpen föideál, C = (7), ahol
'y úgy is választható, hogy Q = {JI teljesüljön (lásd a 11.4.3 feladatot). Ez azt
jelenti, hogy az ideálok oszthat6sága az R-beli oszthatóság általánosításának
is tekinthető.

2. Az oszthatóság néhány elemi tulajdonságát a 11.4.2 feladatban tár­
gyaljuk. Ezek közül külön is kiemeljük, hogy

B I A = A S B . (3)

Az előző megjegyzés és a 11.2.1 Tétel alapján főideálokra (3) megfordítása is
érvényes, tetszőleges ideálokra azonban (3) megfordftása általában nem igaz,
lásd a 11.4.6 feladatot .

A továbbiakban csak olyan R gyűrűkkel foglalkozunk, amelyekben az ide-­
álok szorzásánál érvényes az egyszerüsítési szabály:

AB = AC, A # (O) = B =C,

valamint igaz (3) megfordítása is:

B I A <==> A sB.

(4)

(5)
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D 11.4 .4

A 11.5 pontban megmutatjuk, hogya f6 vizsgálat i irányunkat képező E( t'J )
t.ípusú gyűrűk eleget tesznek a (4) és (5) követelménynek.

Most két ideál legnagyobb közös osztóját defini éljuk , ez a szokásos módon
olyan közös osztót jelent , amely mind en közös osztó nak többszöröse:

11 .4 .4 Definíció
Az A és n ideálok legnagyobb közös oszt ója a D ideál, ha
(i) D IA , D I B ; és
(H) ha egy C ideálr a C I A , C I n teljesül , akkor C I D. It

I T 11 .4.5

ideál nak létezik és egyértelmű a D legnagyobb közös
11 .4.5 Tétel

Bármely A és n
osztója , és

D ={a +b I a EA, b EB }. ,fo (6)

Bizonyítás: A legnagyobb közös osztó defin ícióját (5) alapján a tartalmazás
segítségével is megfogalmazhatjuk: a legnagyobb köaös osztó a legszűkebb

olyan ideál , amely A-t és B·t is tartalmazza . Könnyen adódik (lásd a l1.4.4a
feladatot) , hogya (6) képletben szereplö D az egyetlen olyan ideál, amely
rendelkezik ezzel a tu lajdonsággal. _

Megjegyzés: 1. A bizonyításban megfogalm azott tulajdonsága alapján D-t
tekinth etjük az A és n ideálok által generá lt ideálnak . Ennek megfelelöen a
D = (A, n ) jelölés összhangban van mind a legnagyobb közös osztóra, mind
pedig a generá lt idealra alkalmazott szokásos jelölésmóddal.

2. Ha A és n föide ál, A = (a ), n = (13) , akkor a (6) képlet szerint a
legnagyobb közös osztójuk D = {ra + s13 I r , s E R}, ami éppen az (a ,j3)
ideál. Ez ismét rámutat arra, hogy a két elem által generált ideál a legnagyobb
köaös osztó fogalom általánosításának tekinthető .

3. Ha A és n végesen generált ideál ,

és B = ({3" ... ,{3m ),

akkor a (6) képlet ezerint a legnagyobb k öz ő s osztójuk

vagyis az A és n generátorelemei együttesen a D ideál (egyik lehets éges) ge­
nerát orrendszerét alkotják .
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4. A (6) képlet alapján D az A és B ideálok összegeként is felfogható.
Még egyszer hangsúlyozzuk , hogy az R ideáljai erre az összeadásra és a 11.4.1
Definfcióban értelmezett swrzásra nem alkot nak gyűrűt (lásd a 1l .4.4h fela­
datot) .

Most rátérünk a felbont hatatlan ideál és a prfmideáI fogalmára, ezek tu­
lejdonségaíra és kap csolatára.

Mindkét értelmezés a korábbi felbonthatatlan , illet ve prím fogalomnak
megfelelöen tör ténik . Mivel egyedül az (1) = R ide álra igaz, hogy minden
ideálnak oszt6ja (lásd a 11.4.2e feladato t ), ezért R ideá lja i körében az (1) az
egyetle n egység.

11.4.6 Definfció I D 11.4.6 I
Az R gytlnl egy nemtriviá lis (azaz (OH ól és (1)-t61 különböző) F ideálja

felbonthatatla n ideál, ha csak úgy bonth ató fel két ideál szorzatára, hogy
valamelyik tényező (l) , azaz

F = AB => A = ( l) vagy B = (l) . '" (7)

A (4) és (5) t ulajdonság alapján azonnal adódik, hogy egy F nemtr iviál is
ideál felbonthatatlansága az al ábbi két feltétel bármelyikével is ekvivalens (itt
A tetszőleges ideál t je löl):

F-nek csak t rivialis osztói léteznek, azaz

A I F=> A = (l) vagy A = F,

illetve
nem létezik az F -et valódi módon tartalmaz6 nemtrivi ális ide ál, azaz

F ~ A ~ R ===? A = R vagy A = F.

(8)

(9)

A (9) tulajdonsággal rendelkező ideálokat maximális ideáloknak szokás
nevezni (olyan gyt1rt1 eseten is , amikor az (5) feltétel nem teljesül) .

11 .4.7 D efiníció I D 11.4.7 I
Az R gyűrű egy P nemtriviális ideálja primideál, ha csak úgy lehet oszt6ja

két ideál szorzaté nak , ha legalább az egyik tényezőnek oszt6ja, azaz

p I AB => P I A vagy p I B. '" (10)
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A prímide ál defi nícióját is át fogalmazhatj uk t artalmaaás ra (5) alapján: a
(0)-t61 és (l )-tő l k ű l önb öz ö P ideál akkor és csak akkor prtmldeál, ha

AB ~ p = A ~ P vagy B ~ P.

További ekvivalens megfogalmazást jelent az

ab E P =} a E P vagy be P

(11)

(12)

feltétel. A (11) és (12) tu lajdonságok okvívalenci ája akkor is igaz , ha R- ben
nem teljesül (5) (lásd a 11.4.7 felad atot ), és ebben az esetben ezek valamely i­
kével szokás a prfm ideált értelmezni.

A (4) és (5) feltételek fennállása eseten a prímideélek megegyeznek a
felbonthatatlan ideálokkal .

11 .4.8 T étel I T 11 .4.8 I
Egy P ideál akkor és csak akkor prtmideál , ha felbon th atatlan ideál. ...

Bizonyítás: Az 1.4.3 Tétel bizonynéa ének a gondolatmenetet követjük . Nyil­
ván feltehetjük , hogy P nemtriviális ideál.

Először tegyük fel, hogy P prfmideál, és lássuk be, hogy felbonthatatlan
ideál is . Indul j unk ki egy P = AB szorzat-elöállításböl: az t kell igazolnunk.
hogy A = (1) vagy B = (1).

Mivel P = AB, ezér t P I AB is igaz. Mivcl P prfmide él, ezért ebből

p l A vagy P I B következik .
Ha P I A, akkor alkalmas G-vel A = PC = ABC. Ezt a nyilvánva ló

A = A(l ) egyenlőséggel összehasonlitva kapjuk, hogy ABC = A(I ), ahon­
nan az A #= O ideállal történő egyszerűsítés után BG = ( l) adódik. Ebből

következik, hogy B = (1) lés C = (1)1.
A P I B esetben ugyanigy nyerjük, hogy A = ( l ).
Most tegyük fel, hogy P felbonthatatlan ideál, és lássuk be, hogy prím­

ideál is. Indulju nk ki egy P I AB oszt hat6ságb61; azt kell igazolnunk. hogy
p I A és P l B közül legalább az egyik teljesül.

Ha P I A, ak kor készen vagy un k. Ha P ,(A, akkor P felbonthatatlansága
miatt (P,A ) ~ (1).

Mivel P I PB és P I AB, ez ért P I (PB ,AB). A l 1.4.4c feladat felhasz­
nélásaval kapj uk , hogy

(PB, AD) = (P, A) D ~ (I)D = D, és így PIB. •
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Feladatok
Valamennyi feladatban A , B , illetve C egy R egységelemes, kommutatív,

nullosztómentes gyürü ideáljait jelöli. A legnagyobb közös osztóval, felbontha­
tatlan ideálokkal és pr ímideálokkal kapcsolatos feladatoknál - ha mást nem
mond unk - eleve feltesszük , hogy R-ben érvényes a (4) és (5) t ulajdonság is,
azaz az ideá lokra vonatkozó egyszerüstt ési szabály, valamint az oszthatóság és
a ("fordíto tt irányú") tartalmazás ekvivalencíéja (mint jeleztiik , ezek az E( t1 )
gyűrűkben te ljesülnek) .

11.4.1 Legyen H az A és II ideálok elemeib él képzett ab szorzatok halmaza:
H = {ab Ja EA, b E B }.

a) Mutassunk példát arra , hogy H nem feltétlenül ideál

b) Bizonyftsuk be, hogy ha A és B közül lega lább az egyik föídeál , akkor
H ideál (és Igy H = AB).

11.4.2 Igazoljuk az ideálok osztha t6ságAnak alábbi elemi tulajdonságait:

al Minden A-ra A l A .

b) C I B , B I A = C I A.

c) B I A = A <;; B .
d) A I B , II IA = A = ll .
e) Minden A-ra B I A _ B = (l) .

11.4.3 Igazoljuk a f6ideálok oszt hatóságára vonatkozó alábbi állitásokat:

a) (/3) I (o) - /3 10.
b) Ha /3 l' O és (o) = (/3)C, akkor C is saükségképpen Iőideál , C = (-r),

ahol 'y úgy is válasz tha tó, hogy o' = Ih teljesüljön.

11.4.4 Legyen D={a+ b I a EA, b EB }.

al Biwnyítsuk be, hogy D a legsz űkebb olyan ideál, amely A-t és B-t
is tartalmazza.

b] A D ideált az A és B ideálok összegének tekintve, mutassuk meg,
hogy az ideálok összeadása kommu tatív és asszociatív, nullelem a
(O), de ellentettje csak a nullelemnek létezik.

Megjegyzés: Az a) rész alapján D felfogható az A és B által gene rá lt
ideálnak , és így a tartalmazás és az oszt hatóság kap csolata ezerint D
az A és B legnagyobb közös oszt ője (lásd a 11.4.5 T ételt ). Ebben
a két szerepkörben D-re az (A, B ) jelölést használj uk. A h) rész
szem pontjából a D = A + B jelölés alkalmazása c é lszer ű .

c) Igazoljuk az A (B ,C ) = (AB , AC ) (vagy a másik jelölésmód szerint
az A(B + C) = AB + AC ) diszt ributivitási azonosságo t .
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11.4.5 Definiáljuk ideálokr a a legkisebb közös többszörös fogalmát . és iga­
zoljuk, hogy a (4) és (5) t ulajdonságok fennállása eseten bármely A
és B ideálnak egy é rtelm űen létezik az Af legkiseb b közös tö bbszöröse,
éspedig M = A n B .

11.4.6 Mu tassunk péld át olyan A és B ídeálra, ahol A ~ B , de B l A.

11.4.7 Mutassuk meg, hogy a 11.4.7 Definíció ut án szereplö , a primideá­
lokra vonat kozó (11) és (12) tu lajdonságok bármely R [kommutat fv,
egységelemes, nu llosztómentes) gyűrűben ekvivalensek (akkor is, ha
R-ben nem érvényes a (4) és/vagy (5) feltétel).

11.4.8 Tekintsük az E( A) gyűrüt .

M a) Határozzuk meg az alábbi ideálok összes oszt óját:

al : (2, l + A); a2: (2); 03: (l + A).
b) Számítsuk ki az alább i ideálok legnagyobb közös osztóját:

b l : (2) és ( I + A); b2: (2, l + A ) és (3, l - A ).
e) Döntsük el, hogy az alábbi ideálok közül melyek lesznek felbont ha­

tatlan ideálok:

cl : (2, l + A l ; e2: (2) ; e3: (11).

M 11.4.9 Melyek igazak az alábbi ál lítások közül?

a) Ha o: felbont hatatl an elem R-ben, akkor (o) felbont hata t lan ideál.

b) Ha (o) felb onthatatlan ideál , akkor a felbonthata tlan elem R-ben.

e) Ha Q prímelem R-ben , akkor (o ) pr ímideál.

d) Ha (o) prtmideál, akkor o: pr ímelem R-ben .

11.4.10
a) Mutassunk példát arra, hogy Z{x] ideáljai közöt t nem érvényes a (4)

egyszerűsítés i szabály: AB = AC, A # (O) t> B = C.

b) Bizonyitsuk be, hogy nemnulla fóideállal bármely R (kommutattv,
egys égelemcs. nullosztómentes) gy űr ű eseten lehet egyaeer üsítenl: Ha
A = (n) # (O) , akkor AB = AC => B = C .

11.4.11 Tekintsük a nemnegat ív rac ionális kítevöj ü, valós együtthatós "poli­
nomok" R gyűrűj ét (ilyen "polinom" például 3 + 7x4/7 + llxs/ 3) .

a ) Mu tassuk meg, hogy R-ben azok az elemek, amelyekben nem szerepel
x O tag (azaz a konstans tagj uk O) , egy I ideált a lkot nak .

b) Bizonyítsuk be, hogy I csak a következőképpen bontható fel két ideál
szo rzatara: / = (1)/ = / (1) = l . / .
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Megjegyzés: A fenti I ideál eleget tesz a felbonthatatlan Ideálokn él
látott (8) és (9) kikötéseknek. ezzel együt t az I = I · I "nemt riviális"
felbontással is rendelkezik (ebből is következik, hogy R-ben nem ér­
vényes a (4) egyszerlls ités i szabá ly) . Ilyen és hasonló "furcsaságok"
miatt a felbontha tatlanságot (és egyéb számelmélet i tartalmú fogal­
makat ) általában csak olyan gyü rük ideá ljaira szekt ák vizsgálni, ame­
lyekben érvényes a (4) és (5) tulajdonság.

11.4.12 Legyen R tetszőleges (kom mutatív , cgysége lemes, nulloszt6mentes)
gyl1rü (de a (4) és (5) feltételek érvényességét ebben a feladatban
nem követelj ük meg). A nemtriviális ideálok körében értelmezzük a
max imális ideál , illetve a pr ímideál fogalm át a (9) , illetve a (12) tu­
lajdonsAgokkal , kvázi-felbonthatatlan ideálnak pedig egy olyan (nem­
t r iviá.lis) ideált nevezzünk, amely csak úgy bontható két ideál szor­
zatára, hogy valamelyik tényező önmaga ( \"Ö. az előw feladat tal).

a) Bizonyítsuk be, hogy minden prfmidcél egyben kvázi- felbonthatatlan
ideál is.

b ) Mutassunk példát olyan kvázi-felbonthatatlan ide élra , amely nem
prfmideál.

c) Bizonyi tsuk be, hogy minden maximális ideál egyben prfmideál (és
így kvázi-felbonthatatlan ideál is).

d ) Mutassu nk példát olyan prfmideálra, amely nem maximális ideá l.

e) Bizonyfts uk be, hogy l akkor és csak akkor maximá.lis ideál, ha az
R '[ I fak torgyürü tes t , illetve l akkor és csak akkor prfmideál , ha RII
nullosztóment es.

Megj egyzés: A kváai-felbonth atatlan ideá l fogalmát csak a feladat
kedvéért vezettük be, viszont a maximális ideálnak és a prímid eálnak
az ebben a feladatban adot t ér telmezés szerint i fogalm a tetszőleges

gy űrúben fontos szerepe t j átszik (jelent öségüket a feladat e) részéből

is érzékelhetj ük).

11.5. Dedekind-gyűrű

Eb ben a pontban iJ végig algebrai számot jelöl.
Megmutatjuk , hogy E(iJ ) ideáljaira teljesü l ..a számelmélet ala ptétele",

azaz bármely, a (O)-tól és (l)-US} k ülönbözö ideá l prfmideálok szorzatára bont­
ható, és ez a felbontás a tényezők sorrendjétől eltekintve egy é rtelmű . Az ilyen
tulajdonságú gytlrűket Dedekind-gytIru1mek nevezzük.
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Els ö lépésként egy algebrai egész együtthatós poli nomok szoraat ára vo­
natkozó, önmagában is érdekes eredmé nyt igazolunk (11.5.1 Tétel) , amely a
racionális együtthatós polinomokra vonatkozó Gauss- lemma általánosításának
is tekinthető (lásd a 11.5.9 feladatot) . Ennek felhasz ná lásával bebizonyítjuk.
hogy E(~ ) bármely A f (O) ideélj ához található olyan B f (O) ideál , amelyre
AB föide ál (11.5.5 Tétel). Ebből egyszerűen következik majd az ideálokra
vonatkozó egyszer űs ítesi szabály (11.5.6 Tétel), valam int az ideálok osztha­
tóságának és a ("fordított irányú") tar talmazásnak az ekvivalenciája (11.5.7
Tétel) ; ezeket a tulajdonságokat kötöttük ki az elöz ö pontban az ideá lokkal
kapcsolatos általánosabb számelméleti fogalmak vizsg ála t án ál. Ezután bebí­
zonyítjuk az ideálok egyértelmű prfmfaktor izéci ój át (11.5.8 Tétel). Végül ér­
dekességként megmutatj uk, hogy E(iJ) bármely ideá lja generálható legfeljebb
két elemmel (11.5.9 Té tel ).

11.5.1 Tétel
Legyen az

f( x) = G o + G lX + ... + o mxm és

I T 11.5.1 I

g(x) = Po+ PIX + ... + P.x'

algebrai egész együtthat óa polinomok szorzata

f(x)g (x ) = 10 + lix + ... + Im+nXm+n.

Tegyük fel, hogy egy J algebrai egészre

Ekkor

Ó 17" k= O, l, ... ,m+ n. (1)

i =O,I, .. . ,m, j= O, l, ... ,n. ..

Bizon yítás : A bizonyításhoz szü ks égünk lesz három, egymásra ép ülö segédté­
telre.

11.5.2 Lemma I L 11 .5 .2 I
Egy algebrai egész együtthatós polinom főegyütthatójának és a poli nom

tetszőleges gyökének szorzata algebrai egész szám. •

A 11.5. 2 Lemma bizonyítása: Legyen

,
h( x) = ..\0 + ..\lX + ... + ArXr = ArII(X - ~d,

i= l

(2)
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és belátj uk, hogy például >'r€l algebrai egész. A

egyenlőséget .x.;-l_nel megszorozva kapj uk, hogy

Ez azt jelent i, hogy Ar6 gyöke a

\ ,r - l \ ,r-2 \ r-l r
"O"r + "'lAr X + ... + ..... r _IX + X

normált , a lgebrai egész együ tthatós po linomnak, és így a 9.6.3/ (iii ) Tétel sze­
rint Ar(l a lgebrai egész. •

11.5.3 Lemma I L 11. 5.3 I
Egy algebrai egész együt thatós polinomot bármely gyöktényezőjével le­

osztva ismét algebrai egész együtthat6s polinomot kapunk. "

A 11.5.3 Lemma bizonyítása : Legyen h a (2)~ben megadott polinom, és meg­
mutatjuk, hogy a

polinom együtthat6i algebrai egészek .
A bizonyít ást a h fokszáma, azaz r szeri nti teljes indukcióval végezzük.
Az állítás r = 1 esetén igaz: ekkor hdx) a Al konst ans polinom.
Tegyük fel, hogy az állitás min den legfeljebb T - l -edfokú polinomra igaz.

Tekintsük az
s(x) ~ h(x) - "'c(x - 6)xC

-
1

polinomot . Nyilván s(x) legfeljebb T - Ledfokú. továbbá s(6) = 0, és végül
a 11.5.2 Lemma alapján Ar6 algebrai egész , te hát s(x) algebrai egész együtt­
hatós.

Az indukciós felt étel szer -i nt így az

( )
_ s(x) _ h(x) ,c- l _ h () , c - I

SI X - --,- - --,- - ArX - l X - ArX
X - ,>1 X - ,>1

polinom is algebrai egész együtthatós. Mivel Ar algebrai egész , ebből követke-­
zik, hogy h1(x) együt t hatói is a lgebra i egészek. _
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(4)

11.5.4 Lemma L 11 .5.4 I
Egy algebrai egész együt thatós polinom föegyütthat ójának és a polinom

tetszőleges számú gyökének szorzata algebrai egész szám. •

A 11.5.4 Lemma bizonyítása: Legyen h a (2)·ben megadott polinom, és meg­
mutatjuk, hogy (például) Ar~1 ... ~k algebrai egész.

Osszuk le h(x )-et a "kimarad6" (azaz a k-nál nagyobb index ű] győkté­

nyezökkel . ekkor a
k

t( x ) = Ac II (x - ej )
j=1

polinomhoz jutunk, amely a 11.5.3 Lemma (többszöri alkalmazása) alapján
algebrai egész együt tha tós. Így a t(x) polinom konstans tagja, azaz

is algebrai egész. _

Most rátérünk a 11.5.1 Tétel bizonyítására.
Legyenek az f, illetve g polinom gyökei ~1, . . . , ~m., illetve 1}1, . .. , 1Jfl' Ek-

kor
m+fl m fl

I(x )g(x) ~ L ~kXk = " ml3n II(x - ei) II (x - ryj ). (3)
k = O i = l j =l

A (3) egyenlőséget (a 11.5.1 Tétel állításában szerepl ö) ó-val elosztva kap juk,
hogy

m+fl m fl

{; or; x' = "mt
n II(x - ei)Il (x - ryj)

Az (1) feltétel miatt a (4) bal oldalán álló poli nom algebra i egész együtthatós.
így a 11.5.4 Lemma szerint tetszőleges

(5)

szorzat algebrai egész.
Az f polinom tetszőleges a i együttha tója a gyöktényezős előállí tás alapján

úgy keletkezik, hogy bizonyos ±am{ i\ ... { ir típusú tagokat összegezünk, és
haso nló a helyzet g-nél is. Így minden ad3j előáll
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(6)

A (6) jobb oldala (5) tfpusú algebrai egészek előjeles összege, tehát algebrai
egész. Ezzel beláttuk, hogy a bal oldalon álló a i/3j /lJ is algebrai egész. _

Az alább i, Kroneckert öl szár mazó téte l kulcsszerepet játszik E(D) ideál­
jai nak vizsgálat ánál. a tétel alapján az ideálokkal kapcsolatos ezérnos kérdésre
(legal ább is részben) a jóval át tekinthetóbb szerkezet ű fóideálok segítségével
adhatunk választ .

11 .5 .5 T étel I T 11.5 .5 I
E(~) bármely A l' (O) ideá ljához található olyan B l' (O) ideál, amelyre

AB f6ideál. '"

M egjegyzés: A bizonyításb61 k iderűl , hogy olyan B i- (O) is választ ható,
amelyre AB = (c) , ahol c egész szám. Ez a .,többlet" azonban a tét el állf­
tW b61 is könnyen leveaet betö (lásd a 11.5.1 és 11.5.2 feladatot) .

Bizonyítás: A 11.1.1Oc feladat szerint az A ideál végesen generált :

A = (oa. Oh .. . , , O k )'

Legyenek 17(1 ) = 17 ,17(2)" " , 17(n) a 17 Q felett i konjugáltjai (azaz a mi­
nimélpolinomj ának a gyökei), és jelölje 1v(17U» ) az av generátorelem j -edik
relatív konjugáltj át [lásd a 10.4 pontot ); spec iAlisan 1v(17(1 )} = O'v .

Tekintsük az

j = 1,2, ... ,n

polinomokat . (Az F; (x) polinomban xi együtthat6ja tehát az a i generá torelem
j-edik relatív konj ugál tja.] Speciállsan

Legyen G(x ) = m=,F; (x ).
A G(x }, és fgy minden együtthatója is szimmetrikus potinomja a 17; váltcr

zöknak . Ezért a szimmetrikus polinomok alaptételét és 17 min imAlpolinomjára
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a gyökök és együtthat6k közötti összefüggéseket felhasználva (a már többször
láto t t módon) nyerjük, hogy G(x) racionális együtthatós.

Mivel G(x ) együt that óit az O v algebrai egészekból és szintén algebrai
egész relatív konjugáltjaikból összeadás és szorzás segítségével kapjuk, ezért
G(x ) együtt ha tói algebrai egészek. Az előz ökkel együt t ez azt jelenti , hogy
G(x ) egész egy üttha t ós,

s = O, l , . . . , kn.

Legyen
G(x ) n

H (x ) = F (x) = II Fj(x).
l j=2

Mivel minden Fj (x) algebrai egész együt thatós, ezért H (x ) együ tthatói is
algebrai egészek. Továbbá G(x) és Fd x ) együt that ói Q (t1)-beliek, és a (ma­
rad ékoa) osztási eljárás nem vezet ki az együtthatókat tartalmazó testb ől, így
H (x ) együtthatói Q (t1)-beliek. A két megállap ítás alapján H (x ) együtthat ói
E(~)-b6l valók,

H (x ) = f30 + f31X + ... + f3kn_kXkn-k.

Megmutatjuk, hogy a

és

választással AB = (c).
Mivel c a G #- O polinom együtthat6inak legnagyobb közös osztója, ezért

c" O (és Igy nyilván B " (O)).
Először az AB ~ (c) tartalmasas t igazoljuk. A c definfci6ja szerint c

osztója a G(x) = Fdx)H(x) polinom minden ai együt that ójának. Ezért a
11.5.1 Tétel szer int c mindegyik o i f3j szorzatnak oszt6ja, azaz o i f3j E (c ).

Ebbó l azonnal következik, hogy AB ~ (c).
A másik ir ányú. (c) ~ AB t ar t almazás igazolásához vegyük észre, hogy a

G(x) = Fl (x) H(x), azaz

egyenl ős ég alapján

a~ = L o i f3j E A B ,
i+j =~

s = O, I, ... , kn .
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Az egész számok körében a legnagyobb közös osztóra vonatkozó 1.3.5 Téte l
szerint c felirható alkalmas Us egészekkel

alakban, ezért

tehát (c) ,; AB.

A kölcsönös tartalmazással beláttuk, hogy valóban AB = (c). •

11.5 .6 Tétel
E(t9 ) ideáljaira érvényes az egyszer üstt ési szabály:

AB = AC, A " (Ol = B = C. "

T 11. 5.6 I

Bizonyítás: A 11.5.5 Tétel szer -int az A f. (O) ideálhoz létezik olyan D t- (O)
ideál , amelyre AD fóideál, azaz alkalmas (O ,, ),p E E(~l-val AD ~ (,pl (sót,
1/J egész számnak is választ ható).

Az AB = AC egyenl ős éget D-vel megszorozva (tjJ )B = (t/J)C adódik.
Innen a U .4.lOb feladat alapján következik, hogy B = C. •

11.5 .7 T étel
E(~l ideáljaira B I A => A '; B . "

I T 11.5.7 I

Bizonyítás : A 11.4.2c feladatban láttuk, hogy az => irány tetsz őleges (kom­
mutaUv, egys égclemes, nullosztómentes) gyűrűben érvényes.

A megfordításhoz tegyük fel, hogy A ~ B . Nyilván elég a B # (O) esetre
szorítkozni. A 11.5.5 Tétel alapján ekkor létezik olyan D # (O) ideál, amelyre
BD ~ (,pl fóideál. Ekkor A D ,; BD = (,pl.

Az E({)) gy űr ű minden ideálja, így AD is végesen generált . Az AD ~ (tP )
feltétel miatt minden generátorelem osztható tP-vel:

AD = (ry, ,p, ... , ry,,pl = (,p)(ry" .. . , ry, ).

Az (711)' ' ' ' 71~) ideált K ·va l jelölve, így

AD = (,p)K = BDK
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adódik, ahonnan a D =I:- (O) ideá llal egyszer üsítve kapjuk, hogy

483

A =BK, azaz B IK.•

A 11.5.6, illetve 11.5.7 Tétel sacrint E (1'J) ideáljaira érvényes az egyszer ű­

sftés i szabály, illetve az oszthatóság ekvivalens a (fordított ir ány ú) tartalma­
sással. Ennek megfelelöen E(1'J) ideáljaira érvényesek a 11.4 pontban az ehhez
a két tulaj donsághoz kötött eredmények. Ezek közül kiemeljük a felbont ha­
tatlan ideál és a prímideál ekvivalenciaj át (11.4.8 Tétel). Ez a tény fontos
szerepet játszik a következő tétel bizonyftásában is: megmutatj uk, hogy E(1'J)
ideáljaira érvényes a számelmélet alaptétele.

11.5.8 T éte l I T 11.5.8 I
E (1'J ) bármely, a (O)-tól és az (l)-tól kű l ö nböz ő ideá lja felbont ha tó véges

sok felbo nt hatatlan ideál szorzatára, és ez a felbontás a tényezők sorrendjétól
eltekintve egyértelm ű. '"

Bizonyítás: A bizonyítás szorosan követ i a 11.3.1 Tétel elegeégességi részénél
látot t gondolatmenetet.

Felbonthatóság. Legyen A tetszőleges nemtriviális ideál. Els6 lépésként
azt mutatjuk meg, hogy A-nak létez ik olyan osztója, amely felbonthatatlan
ideá l.

Ha maga az A felbonthatatlan ideá l, akkor készen vagyunk.
Ha A nem felbonthatatlan, akkor A = AIBt, ahol AI =I:- (l ), B I =I:- ( l).

Ekkor A C At. és itt szigorú tartalmazás áll fenn , hiszen A = AI esetén
az A(l ) = A = ABI egyenlőségből az egyszerüstt ési szabály miatt (l ) = B I
következne.

Ha AI felbonthatatlan , akkor Al az A-nak egy felbonthatatlan oszt ője.

Egyébként AI = A 2B 2, ahol A 2 =I:- (l ) , 82 =I:- (l) . Ekkor Al C A 2 (saígorú
tar talmazással).

A gondolatmenete t hasonlóan folyt atva valamelyik Ai már sz üks égképpen
felbonthatatlan ideál, ugyanis ellenkező eset ben az

A C AI C A2 C ... C Aj c ...

saigerúan növő végtelen ideálláncot kapnánk, ami ellentmond a lLLlOb fela­
dat állításának.

Most belátj uk, hogy A előáll felbontha tatlan ideá lok szorzataként . Ha
A felbonthatatlan , akkor készen vagyunk. Egyébként az el özöek ezerint
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A = PtCl, ahol Pl felbonthatatlan ideál és Cl i=- (1). Mivel Pl f (1), ezért
A C Cl (szigorú tartalmazással).

Ha Cl felbon tha ta tl an , akkor az A = PlCl Celi rásban mindkét tényező

felbonthatatlan, tehát készen vagyun k. Egyébként Cl = P2C2 , ahol P2 fel­
bont hatatlan ideál és O2 nem egység. Innen C l C 02 (szigorú tartalmazással ).

Az eljárást folyt a tva előbb-utóbb valamelyik Ci = (1), ugyanis k ülönb en

A C Cl C ... C C j C ...

végtelen , seigórú an növő ide állánc ellentmo ndana a 11.1.lOb feladat ál lításá­
nak . Ez azt jelenti , hogy A-t előállitot tuk felbonthat atlan ideálok szorzata­
ként .

Egyértelműség : Tegyük fel indirekt, hogy valamely A-nak létezik (Iega­
lább) két lényegesen különböző felb ontása felbonthatatlan ideálok szorzat ára:

(7)

Ha itt valamelyik Pi megegyezik valamelyik Qj -vel, akkor az egyszer üstt ési
szabály miatt ezzel a közöe tényezővel egyszerűsí thetünk. így feltehetj ük , hogy
a (7)-beli előállításban P. # Qj.

(7)-ből kapjuk, hogy P l I Q IQ 2 . . . Q 8. Mivel H felbonthatatlan ideál , igy
a 11.4.8 Tétel alapján pr ímideál is , ezért H sz üks égképpcn osztója legalább
az egyik Qj tényezőnek.

Azonban ha Pl I o; akkor Qj felb onth ata tlansága miat t H = (1) vagy
Pl = Qj , és mindkettő lehetetlen . _

P élda : Bontsuk fel E(A)-ben a (6) föide ált felbonthatatlan ideálok szor­
satára.

Korábban lá t tuk, hogy E (A)-ben a 6 két lényegesen kül önb özö módon
is előáll felb onthatatlan elemek szorzataként :

6 = 2 . 3 = [1 + H J[l - H j.

Ennek megfelelöen a (6) fóideál is kétféleképpen bomlik földe álok szoraa tára:

(6) = (2)(3) = (1 + H)(l - H).
It t mindegyik tényező tová bb bontható két felb onthat atlan ideál szorzatára:

(2) = (2, 1 + H )(2,1 - H ) = (2, 1 + H)' ;
(3) = (3, 1 + H)(3,1 - H);

(1 +H) = (2,1 + H)(3, 1 + H);

(1 - H) = (2,1 - H)(3, 1 - H) .
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Így a (6) föídeél a következőképpen áll elő felbonthatatlan ideálok swrzata­
ként :

(6) = (2, l + H)'(3, l + H)(3, l - H).

Vegyük észre, hogy a fellépö felbonthatatlan ideálok t ulajdonképpe n a 6
elemnek a felbonthatatlan tényezőkre való kétféle Ielbontéséb öl származna k:
például a (3, 1 + H) ideál t úgy is felfoghatjuk mint a bal oldali 3 és a
jobb oldali 1 + A tényezőben "ideális számként megbújó közös osztót", és
tulajdonképpen az ilyen "rej tett tényezők" segitségével finomíto ttuk a fenti
két kü lönbözö felbontást a (6) föideélnak egy közös felbontés évé.

A tovább iakban a felb onthatatlan ideál és a prímid eál ekvivalenciája alap­
ján mindk ét fogalomra a prímideál elnevezést fogjuk használ ni.

A 11.5.8 Téte l alapján bevezet hetjük az ideálok kanonikus alakját : Ha
A i (O) és A i (l) , akkor

,
A = /fl ... p:r = IIFf' ,

i=1

ahol P l , ... .P; k űlőnb ö z ö prímideálok és a l , ... ,ar pozitiv egészek.
Az ideálok legnagyobb közös osztójának (lásd a 11.4.4 Definíci ót és a

11.4.5 Tétel t ), illetve legkisebb közös többszörösének (lásd a 11.4.5 felada­
tot) kanonikus alakjára is az egész számoknál megszekott képlet érvényes: az
ideálokban szerepl6 mindegyik primideált az elöforduló minimális, illetve ma­
ximális hatványon kelJ venni, és értelemszer űen PO = (1). A bizonyitás is
ugyanúgy tö r té nik, min t az egész szá moknál.

Végü l a 11.5.5 és 11.5.8 T ételek alkalmazásaként bebizony ítjuk. hogy E(d)
minden ideálja "majdnem f6ideál":

11 .5 .9 T ét el T 11 .5 .9 I
E({) minden ideálja generálható legfeljebb két elemmel. "

Bizonyítá" Nyilván feltehetjük , hogy A i (O) és A i (l).
A 11.5.5 T étel ezerint létezik olyan B =f (O) ideál, amelyre AB = (tb).

Olyan h) Iöideélt keresünk, amelynek az AB = (tb) ideállal vett legnagyobb
közös osatola A , ekkor ugyani s a 11.4.5 Téte l (illet ve az azt követő 2. meg­
jegyzés) alapján

(8)
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Legyen Pl , .. . , Pr az összes olyan prfmideál , amely A és B közü l legaIAbb
az egyiket osztja, és legyen az A kanonikus alakja

•
A = }f' .. .p:r = II If' .

i=1

ahol az el őbbleknek megfelelően előfordulhat 0"= 0, azaz PP= ( l) is, ha Pi
csak a B- nek oszt6ja.

Tekints ük a kö vetkez ő ideálokat:

•
c= II pl+Qj 1

i = 1

és c, = pt i Il p/+o' , j = 1,2, .. . ,r.
ilj

Ekkor
c; I C , azaz de CtC; .

VAlasszunk olyan 1'1, .. . , "'fr elemeket, amelyekre

Megmut atjuk, hogy

de 1; V. C , j = l ,2 •. . . •r .

"'fj E p/+o ; l

1'i E Pt i ,
"ri ~ pl +Qj .

ha j # i l (9a )

(9h)

(9c)

Ha j #- i , ak kor rr: I c, miatt c, ~ ~1+Q;, és (gy "'fi E c, alapj án
"'fj E PiH a" amivel (9a).t belát tuk . Hasonlóan igazolható (9b) is.

A (gc) képlétet indi rekt bizonyitj uk. Ha li E p/+a.l akkor ezt (9a)-val
összevetve az adódik, hogy

•
'"ti E nPt1+0 1

•

t=l

(10)

A 11.4.5 feladat szer int ideálok metszete éppen a legkisebb közös többszörösük,
azaz

• •npl +C' 1 = Ikk t (Pl1+O
I , " " p~+o~) = II p/ +Ctl = c, (11)

t=l t=l
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A (10) és (11) összefüggésekből kapjuk, hogy 1'i E C, ami ellentmond a 1'i
választásának.

Megmutatjuk, hogy a

l' = 1'1 + ...+ 1'r

elem eseten az AB és h ) ideálok legnagyobb kösös osztój a A, és így (8) valóban
teljesül.

Azt kell igazolni, hogy AB és (1') legnagyobb kő z ö s osztój ának a kanonikus
alakjában

(i) a Pi-ken kív ül más prímideál nem fordulhat elő, és

(ii) a p; kitev öje éppen O'i (i = 1,2, ... , r ).

Az (i) felt étel teljesül , hiszen AB kanonikus alakjában csak a p; prímide­
álok szerepelnek.

Mivel A I AB, ezért AB kanonikus alakjában a Pi kitevöje legalább O'i .

Ennek alapján (lü -hös elég azt belátni, hogy h) kanonikus alakjában a Pi
kitev öje pontosan Q i> azaz

(iii) pr' I b ), de

(iv) pi +-' lb)·
[iii): A (üa) és (9b) feltétel szerint

I t E Pt i, t= 1,2 , ... ,r,

azaz a 1'-t előállító összeg minden tagja eleme Pti-nek. Mivel Pt ideál, ezért
l' E Pti is telj esül, és így

azaz pr ' l b)·

[iv): A (9a) és (9c) feltétel ezerint

~,' E p.,l+Q; . ha ' -" t'I J r ,

azaz a 1'-t elöállít öösszeg tagjai pontosan egy tag kivételével elemei P/+Q;-nek.
Mivel p.l+Q; ideál ezért "v ri p 1+Q; és fgy

I ' I 'ji: t ,

azaz
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Feladatok
Valamennyi felad at E(tJ) ideálj aira vonat kozik.

11.5.1 Bizonyít suk be, hogy egy cl:' E E(tJ) elemhez és egy A ideálhoz akkor
és csak akkor létez ik olyan II ideál , amelyre AB = (a), ha o: E A.

11.5.2
a) Mutassuk meg, hogy bármely o: E E(iJ) escten ct I N(a).

h) Bizonyítsuk be, hogy E(t?) -ban bármely A i= (O) ideál végte len sok
egész számot tartalmaz, amelyek egy (f6)ideált alkotnak Z-ben.

11.5.3 Igazoljuk, hogy bármely A t- (O) ideálnak csak véges sok oszt ója van.

11.5.4 Tekints ük egy adott E (iJ ) pr ímideáljait.

a) Bizonyít suk be, hogy minden prímideál pontosan egy pozitiv prím-
számot tartalmaz.

b ) Mutassuk meg, hogy aprímideálok száma Végtelen .

c} Lehet-e egy prímszám két különböz6 pr fmidcálnak is eleme?

d ) Lehet-e egy prímszám végte len sok kű lö nb öz ö prímideálna k is eleme?

11.5.5 Bizonyítsuk be, hogy E(t?)-ban bármely két ideál szorzata megegye­
zik az összegük és a metszetük szorzatával.

11.5.6 Mutassuk meg, hogy bármely a, (3 E E(íJ) eset én a{3 E (a 2,{32).

11.5.7 Tekint sük az E(yC5) gy ürüt .

a) Bontsuk fel a (21) fóideált prímideálok szoraatéra.

b) Melyek azok a p> Oprfmsa ámok, amelyek eset én (P, l + ..;=5) prím­
ideál?

M "c) Melyek azok a p> O prímszámok, amelyekre alkalmas a egész szám­
mal (p, a + ..;=5) prímideál?

11.5.8 Bizonyít suk be, hogy E(t?) elemeire akkor és csak akkor érvényes a
számelmélet alaptétele, ha minden prímideál Iőide á l .

M 11.5.9 Egy egész együtthat ós, nemkonstans polinomot primitívnek neve­
zünk, ha az együttható i relatív prímek. Vezessük le a 11.5.1 Téte lbó l
az alább i két állítást:

a) (A Gauss-lemma első alakja.) Két primitív polinom szorza ta is pri­
mitív .

b ) (A Gauss-lemma második alakja.) Ha egy H egész együtthatós po­
linom felírható az F és G racionális együtt hatós polinomok szorza­
tak ént. H = FG , akkor H előáll H = FtG1 alakban is, ahol FI és
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C l olyan egész együtthatós polinomok, amelyek az F-nek , illetve a
G-nek (racionál is) konstansszorosai .

Megjegyzés: Az a) és b) állitás könnyen levezet hető egymás ból, ezért
szokás mind ket t öt Gauss-Iemmanak nevezni. Az irodalom egy részé­
ben azonban csak az a) állítást illet ik ezzel az elnevezéssel.

11.6 . Osztályszám

Ebben a pontban is feltesszük , hogy iJ algebrai szám, és E(iJ ) nemnulla ide­
áljai közöt t egy ekvivalenciarelációt vezetünk be. Az így keletkező ekviva­
lenciaosztályok száma fontos secrepe t játszik E(iJ) számelmélet i vizsgálata­
nál. Befejezésül , az ideálokró l tanultak alkalmazá.sa.ként megmutatjuk, hogy
az x2 + 17 = y3 d iofan tikus egyenletnek nincs megoldása.

11.6 .1 D efinlció I D 11 .6.1 I
Az A '" (O) és B '" (O) ideálok ekvivalensek, ha léteznek olyan (o ) '" (O)

és (/3) '" (O) föidcálok , amelyekre

(o )A = (/3) B . "

J elölés: A ..... B .
A továbbiakban mindig eleve feltesszük, hogy a szereplö ideálok egyike

sem nulla (be leértve a f6ideálokat is).
Az ekvivalencia néhány egyszenl , de fontos tulajdonság át az alábbi tétel­

ben foglaljuk össze.

11. 6.2 T ét e l I T 11 .6 .2 I
(i) A 11.6.1 Definfcióban definiált ..... valóban ek vivalenciarel áci ó, azaz refle-

xív, szimm et rikus és tranzitív.

(ii) A -B, G- D => AG -BD.

(iii) A - B <==> AG - B G.

(iv) A - ( l ) <==> A föideá l. "

Bizonyítás: (i) Mivel (I) A = A , ezért A ..... A. A szimmet ria nyilvánvaló a
definícióból. Végül, ha A ..... B és B ..... C, azaz alkalmas nemnulla földeálokkal

(a) A = (iJ)B (-Y) B = (o)G,
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akkor
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(a~)A = ({3~)B = ({3. )G.

(H) Ha A '" B és C '""" D , azaz alkalmas nemnulla földeálokkal

akkor

(a)A ~ ({3 )B és

(ae)AG = ({3ÜBD .

(iii) Mivel G # (O) , ezért (a)A = ({3)B _ (a) AG = ({3)BG.

(iv) Ha A = (e), akkor (I)A ~ (l )(e) ~ (e)( l ) miatt A - (1). Megfor­
dítva, ha A - (1) , azaz A(a) = (1)({3) = ({3) , akkor a 11.4.3b feladat ezerint
A föideál. _

A ...... ekvivalenciareláci6 alapján E(t9) nemnulla ideáljai diszjunkt osztá­
lyokba sorolhatók. Bizonyitás nélkül közöljük az alábbi alapvető tételt :

11 .6 .3 T éte l
E(1'J) ideá losztályainak a száma véges . ...

I T 11 .6.3 I

Az E(t?) ideálosztályainak a számát h(t? )-val jelöljük.
Az alábbi táblázatb an néhány negatív t-hez tartozó E(.fi) esetén megad­

juk az osztályszámot:

t

h(Vi)

Könnyen adódik, hogy E({) elemeire akkor és csak akkor érvényes a szám­
elmélet alaptétele, ha h(~ ) = l (lásd a 11.6.2 feladatot ).

Most megmutatj uk. hogy tetszőleges E(t?)-ban egy (nemnulla) ideál h(t9)­
ad lk hatványa mindig főideál :

11.6.4 T étel I T 11.6. 4 I
Legyen E(,'}) ideálosztályainak száma h(iJ) és A f; (O) tetszőleges ideál.

Ekkor Ah (t'I) földe ál. ...
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Bizonyítás: Az Euler- Fennat-t étel (2.4.1 Tétel) bizonyítás ánál Iétott gondo­
latmenetet követjük. Legyen h(t?) = h és

(1)

a k ülönb öz ö ideálosztályok egy-egy reprezentánsa.
Megmutatjuk, hogy ekkor

(2)

is mind különb öz ö ideálosztályokba esnek. Ha ugyanis AAi ...... AAj , azaz
alkalmas (e) t (Oj és (Tj t (O) földeálokkal

(ejAAó = (TjAA; •

(3)

AA ,
AA ,

akkor az A i- (O) ideállal tö rt é nő egyszerűsítés után Ai ...... Aj , azaz (a feltétel
miatt) i = j adódik .

Mindezek alapján a (2)·ben felsorolt ideálok rendre ekvivalensek valami­
lyen sorrendben az {I j-bell ideálokkal. Ez azt jelenti , hogy minden 1 :::; i :::; h­
hoz létezik egy és csak egy olyan 1 ::; j :::; h, amelyre A Ai ...... Aj . J elöljük ezt
az Aj .t Bi-vel:

AAh ...... Bh .

Itt aBI , . . . , B h. ideálok az A l •... , Ah ideálok egy permutációját alkotják.
A (3)·beli ekvivalenciákat összeszorozva, a l1. 6.3j (ii) Tétel alapján azt

kapj uk, hogy

(4)

Használjuk fel most a 11.6.3 Tétel (iii) és (iv) állítását: (iii) ezerint a (4)
ekvlvalenci át az összes Ai i- (O) ideállal egyszerűsíthetjük, és az így keletkez ő

A h. "" (1) ekvivalenciáb ól (iv) ezerint következik, hogy Ah föídeél . •

A fejezetet annak il1usztr álásAval zárjuk, hogy az ideálok segítségével
gyakran olyan diofantik us egyenleteket is kezelni tudunk , ahol a megfelelö
b ővít é s algebrai egészeire nem érvényes a számelmélet alaptéte le.
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11.6.5 T étel I T 11.6 .5

Az x 2 + 17 = y3 dio fantikus egyenlet nek nincs megoldása. "

Bizonyítás: Haso nló alakú diofantik us egyenletek már korábban is szerepe l­
tek : ilyen volt az x2 + 4 = yJ (7.5.10 feladat ), illetve az x2 + 243 = yJ
(7.7.11 feladat ). Ezeknél a bal oldalt a Gauss-, illetve Euler-egészek körében
szoraatt é bont ot t uk, majd a számelmélet alap téte lének felhasználásával kimu­
tattuk, hogy mindkét tényező egy köbszám egységszerese, végül ennek alapján
meghatározt uk a megoldásokat .

A mostani egyenlet esetén azt a nehézséget kell athida lnl, hogy az

lx + ,/- 17I1x - '/- 17J = y' (5)

szorzattá bontás után nem járhatunk el a korábbi példák mintájára, mert
E (v -17)-ben nem érvényes a sz ámelmélet ala ptétele. Ezért az elemekre vo­
natkozó (5) egyenletrő l át kell térni a megfelel ő föideélok közötti egyenletre:

(x + ,/- 17)(x _ ,/- 17) = (y)' . (6)

Megmu tatjuk, hogy az (x + ) - 17) és (x - / - 17) ideálok relatlv prímek.
Tegyük fel indirekt , hogy van egy P prímideál közös osztój uk. Ekkor P osz­
tója (V)3_nak is, és mivel P prfmideál , ezért (v)-nak is. Az osztha tóságoknak
megfelel ő tartalmazésok alapján

x + ,/-17 E P, x -,/- 17E P és yE P.

Ekkor

'/- 17[[x - '/- 17J - lx + '/-17J] = 2 · 17 = 34 E P

is igaz.
Megmutatjuk, hogy y és 34 relatív prtmok (az egész számok körében ).
Ha 17 I y , akkor az erede t i egyenletb ől kapj uk, hogy x is osztható 17­

tel, ekkor azonban a 17-nek x2 + 17 pontosan az első , y 3 viszont legalább a
harmadik hatványával osztha tó, ami lehetetlen .

Ha 2 I V, akkor x páratlan, és az egyenlet balolda la 2, a jobb oldala
viszont O maradékot ad 8-ca1 osztva, ami szintén lehetetlen.

Ezzel beláttuk, hogy y és 34 relatív prfmek. Ekkor alkalmas u és v egész
számokra 1 = VU + 34v. Mivel 34 és Y is eleme P-nek , ezért az l is eleme
P-nek , azaz P = (1) , am i ellentmond annak , hogy P prfmideál.
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Igy a (6) egyenlőség ba l olda lán szereplö két (fő) ideál valóban relatív
prím. Az ideálokra vona tkozó egyértelmű pr tmfaktor iaáci ób ól (11.5.8 Tétel)
következik , hogy míndket ideál egy alkalmas ideá l köbe, azaz (példáu l)

(x +v'- 17) ~ A' . (7)

Mivel E(J- 17). ben az ideálosztályok száma h(J- 17) = 4, ezér t a 11.6.4
Tétel szerint A4 föide ál, A4 = hl így (7)-et A-val b eszoroava

A(x + V'=T7) ~ b)
adódik, amiből a 11.4.3b feladat alapján kapjuk, hogy A föideal, azaz A = (a).
Ekko, (7) átí rha t ó az

(x + v' - 17) = (a') , azaz x + v' - 17 = ",' (8)

alakba, ahol e egység E(v'- 17)-hen. Az E (v'-17) egysége i csak a ±l, és
ezek maguk is köbszámok, továbbá - 17 == - 1 (mod 4) miatt E( J - 17) elemei
a + bJ- 17 ala kúak, ahol a és b egész számok. Ezért (8) tovább ekvivalens
azzal, hogy

x + v' - 17 = {3' = la+ bv'-171' .
A köbre emelest elvégezve és a képzetes részeket összehasonlít va

1 = 3a'b - 17b' ~ bl3a' - 17b' I

adódik. Innen b = ± 1, azonban a- ra nem kapunk egész értéket, tehát az
x 2 + 17 = y3 diofantikus egyenletnek nincs megoldása. _

Feladatok

11.6.1 Igazoljuk, hogy E( A)-ban a (2, A) és (3, A) ideálok ekviva­
lensek .

11.6.2 Bizonyítsuk be, hogy E(t9) elemeire akkor és csak akkor érvényes a
számelmélet alaptétele, ha h(t9) = 1.

M 11.6.3 Tegyük fel, hogya k > O egész és h = h(t9) relatív prtmek . Bizonyít ­
suk be az alábbi állításokat :

a) Ak _Bk _A -B.

b) Ha Ak íöídeal , akkor A is földcal.

11.6.4 Oldjuk meg az alábbi d iofantikus egyenleteket :

a) x 2+5 =y3 ;

b) 17x2 +1 = y3;
c) x 2 + 74 = y3j

M d) x' + 35 =y'.



EREDMÉNYEK ÉS ÚTMUTATÁSOK

1. Számelméleti a lapfogalmak

1.1.

1.1.1 A hatjegyú szám a háromjegyú szám lOO l-szerese, és 1001 osztható
9l-gyel.

1.1.2 Mutassuk meg, hogy az 0 2 - b2 = (o - b)(a + b) szoraatban mindk ét
tényező páros és (pontosan) az egyik osztható 4-gyel.
Másik lehetőség , (2k + l )' - (2m + l )' = 4k(k + 1) - 4m(m + 1) jobb
oldalán mindkét tag oszt ható 8-cal.

1.1.3 bm = IODb + lOe +a = 10 . abc- 999a.

1.1.4 Szorozzuk be 50 + 9~t alkalmas egész számmal úgy, hogy ehhez a 23
megfelelő többszörösét hozzáadva éppen 30 + tob-t kapjunk.

1.1.5 Igaz, h), d), fl.
1.1.6

(i) Használjuk az c" _ b A = (a _ b)(an - 1 + an- 2b+ . . .+ bn- 1 ) azonosságot .
(ii)-(iii) Alkalmazzuk (i)-et b helyett -b-vel.

1.1.7 c = ±3.

1.1.8 11" +2 + 122"'+1 = 12(144" _ lln) + 133 · lln,
Bizonyíthatunk te ljes indukcióval is.

1.1.9 n = 4k + 2. (Belátható, hogy ez az összes megfelel6 n .)

1.1.10 A (b - 1)2 1bk - l oszt hatóság ekv ivalens b- l l bk- 1+ bk- Z+ .. .+ l
teljesülésével. It t a jobb oldalt írjuk át

(b' - l _ l ) + (b'- ' -1 ) +... + (l - l ) + k

alakba, ekkor az első k t ag mindig oszt ható b - l -gyel.

1.1.11 Ha a 2: b, akkor 211 + 1 = 211
-

b (2b - 1) +211
-

b+ 1. Az eljárást folytatva
kapj uk, hogy van olyan d < a, amelyre 2b - 1 12d + 1. Innen 2b - l :5
:5 2d + l :5 2b

-
1 + l , amiből a kivánt b :5 2 adódik . - Egy másik út:

Ha b-nek van egy c > l páratlan osztója, ak kor 2c - l I211C - 1, továbbá
2c_l 12b- l 124+ 1 12oc+ l, ahonna n 2c_ l 12, ami ellent mondás. Ha b
oszt ható 4-gyel, ak kor 15 = 24_ 1 12b - 1 l 24 +l , ez azonban lehetetlen ,
ugyanis 3 l 2" + l <==> a páratlan és 5 124 + l <==> a = 4k + 2.
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1.1.12
a) a = bq alap ján lal = Ibl ·lql ~ Ibi· l , ha q f' O.
b) Az a) rész alapján a osztóinak a száma legfeljebb 2 · Ial.

1.1.13 Használjuk fel, hogy egy pozitiv egész számnak önmagán kívül a leg­
nagyobb pozitiv osztója legfeljebb a szám fele, a következő pedig leg­
feljebb a szám harmada lehet. - Válasz:

a) a pozitiv páros számok;
b) a 3-mal, illetve a 4-gyel osztható pozitiv számok (csak 3k = k + k + k ,

4k = 2k + k + k és 6k = 3k + 2k + k lehet séges).

1.1.14 Jelölje a szám számjegyeit az egyes helyi értékt ól (azaz "hátulról")
kezdve ao, ... , a~ , ekkor a szám

Használjuk fel a következőket :

a) lD k - l mind ig osztható 9-cel.
h) k ~ 2 esetén lDk osztható 4-gyel, illetve 25·tel.
c) k ~ 3 eseté ri lDk osztható 8-cal, illetve l25-tel.
d) Ha k páratlan , akkor lOk + l , ha pedig k páros, akkor lOk - 1 osztható

l l -gyel.

1.1.15 Nem létezik, vizsgáljuk a 3-mal való oszthatóságot .

1.1.16 Létezik: bizonyítsuk be teljes indukcióval , hogy bármely k-ra lét ezik
(pontosan egy) olyan k-jegy ii szám, amelyben csak az l és 2 számjegyek
fordulnak elő, és amely osztható 2k_val.

1.1.l7 h) G) egész szám.

1.1.18 Minden n > l-re az első ját ékosnak van nyerő st ratégiája.

1.1.19 írjuk fel a számokat egy kett6hatvány és egy páratlan szám szorzata­
ként , és használjuk a skat ulyaelvet. - Okoskodhatunk teljes induk­
cióval is.

1.1.20 A O= O· q felírásban q nem egy é rtelmű.

1.1.21 a) n = 4k + 2. h) n = H.

1.1.22
a) Osztható; a hányadosuk (a nevező gyökte lemtése után) ilyen alakra

hozható.
b) 1+ v'2 11.
c) 1 + v2 hatványai megfelelnek .
d ) Végtelen sok.
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e) Ha ± l ~ c2 - 2d' ~ (c + d/2)(c - d/2) , akkor c + d/2l 1.
A megfordításhoz mutassuk meg, hogy ha c + d-/2 I r + sJ2, akkor
eZ - 2d? l r 2 - 2 8 2 ,

f) Ha lenne ezeken kívül is egység, akkor azt alkalmas ± (l + J2)k-val
beszorozva egy olyan ti + vV2 egységet is kapnánk , amelyre

l < u + v/2 < l + /2.

It t e) felhasz ná lásával ti és v előjelének mind a négy lehetséges érté k­
rendszeréből ellentmondáshoz jutunk.

g) Mindkét lehetőség végtelen sokszor előfordul : ez lényegében e)-ből kö­
vetkezik.

1.1.23 d) (ii) és (iv) bármely integritási tartományban igaz, (i) és (i ii) pedig
po ntosan akkor, ha létezik egys égelem. (Ha nincs egységelem, akkor
a lb, b ia <= a ~b =O. )

1.2.

1.2.1 Válasz: 97.
Út mutatás : A h áromjegy ü szám osztója a két szám k ülönb s ég ének .

1.2.2 Mivel csak m-fé le osztási maradék lehet , ezért lesz végtelen sok olyan
kettőhatvány, amelye k azonos maradékot ad nak rn-mel oszt va .

1.2.3 Tekintsük a Cl , Cl + C2 , ••• -ci + C2 + ...+ Cn számok n-nel való osztési
maradékait .

1.2.4 Ha m az adott szám, akkor vegyük azokat a legfeljebb m + l -jcgyú szá­
mokat , amelyeknek minde n számjegye l -cs: 1, 11, 111, ... Ezek kö­
zött biztosan lesz két olyan, amelyek azonos maradékot adnak m-mel
osztva, így a k ülönbs ég ük osztható m-mel és a kívánt alakú .

1.2.5 Jelöljük 4'k-nak rn-mel való osztési maradékát Tk-vaL Az (Tk ,Tk+1)
párok csak m 2 k ülönb öz ö értéket vehetnek fel, ezért lesz olyan t > s,
amelyre (r t ,rt+d = (rs, rHd. Lássuk be, hogy ekkor bármely k-ra
(Tk , Tk+d = (rkH- s, TkH - s+d , azaz az Tn marad ékok peri ódi kusan
ismétlődnek (t - s periód us szerint ). Mivel ro = 0, ezért bár mely j -re
Tj (t_s) = 0, azaz ml 4'j (t- s)'

1.2.6
a) Mínden szám 3k vagy 3k ± 1 alakú, ezek négyzete 3s , illetve 3s + 1

alak ú, azaz egy négyzet szám 3-mal osztva O vagy 1 marad ékot ad hat.
b) 0, l. c) 0, ± 1. d) 0, 1,4.
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1.2.7 Vizsgáljuk az összeg maradékát 3-mal vagy 4-gyel osztva.

1.2.8
a) Nincs. Vizsgáljuk a 4-gyel és az 5-te l való osztás i maradékot .
b) Az a) részhez hasonlóan megmu tatható, hogy a nyolc- vagy többjegyú

számok között nincs ilyen négyzet szám, továbbá a négy- vagy hatjcgytl
ilyen számok utolsó jegye csak 4 lehet . Ez utóbbiakn ál vizsgáljuk a 11­
gyel, illetve a 111(3 = 37-tel való oszth atóságot . - Válasz : az egyetlen
ilyen négyzet szám a 7744.

1.2.9 Mutassuk meg, hogy egy számnak és bármely páratlan kitev öjü hat­
ványának ugyanaz a maradéka 3-mal oszt va.

1.2.10 Válasz: 16 (azaz a szorzat minden esetbe n osztható 216_nal, és vannak
olyan számok, amikor 217_nel már nem ).

1.2.11 A lJTiJ = k egyenlőség pontosan a k 2 :s n < (k+ 1)2 számokra teljesül.
Ezek közül éppen a k 2 , k 2 + k és k 2 + 2k oszt ható k-val. - Válasz:
3(10' - l ) = 299997.

1.2.12 La + bJ - (laJ + LbJ) = O vagy l.

1.2.13 Nem. Például 12 = 4q + r eseten Iri ~ 4.

1.2.14 Legyen a számrendszer alapszáma t. Ha d I t - l , akkor egy szám
d-vel való osztási maradéka megegyezik a számjegyei összegének az
osatasi marad ékával. Ha d I t k, akkor az osztési maradék megegyezik
az utolsó k számjegyből álló szám oszt ási marad ékával. Ha d I t + 1,
akkor az osztási maradék megegyezik a számjegyek vált akozó el őjelű

összegének az osztási maradékával (az egyesek helyén álló számjegyet
pozitiv előjellel kell venni).

1.2.15 Ez t ulajdonképpe n az előző feladatnak a t = 100, d = 99 speeiélis
esete.

1.2.16 Vizsgáljuk a 9-cel való osztési maradékot . - Válasz: 8.

1.2.17 A 9-es számrendszerbeli jegyeket egyenként át írjuk 3-as számrendszer­
beli (esetleg O-val kezdődő ) k étjegy ü számokká. - Hasonló meggon­
dolás alkalmazható minden olyan eset ben, amikor az egyik alap a má­
sikna k (pozitiv egész kitev ős] hatványa.

1.2.18 Válasz: n = 8.
Útmut atás: A t J :s n :s (t + 1)2 - 1 feltételből t = 2 ad ódik .

1.2.19 A Celtételekből rögtön adódik , hogy a jobb oldali szo rz ótényezö 1102. A
részlet szorzatok összeadásáb ól látszik, hogy a számrendszer alapszáma
t :s 4, a szorzat utolsó jegye mia t t viszont t páratlan, így t = 3.
Hason ló meggondolásokból kapjuk, hogy az első szorzó té nyezö 2102.
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1.2.20 A t I 735, t ~ 6 és t < 10 feltételekMI t = 7.

1.2.21
a) Az 1, 2, 4, . .. , 29 súlyokkal 2 10 - 1 = 1023 grammig bezárólag minden

egész gramm lem érhet ö. Ez a lehető legtö bb: egy m éres során minden
egyes súlynál két lehetőség között vélasathatunk: betesszük a serpe­
nyőbe vagy nem tesszük be. Igy tíz súllyal legfeljebb 210 - l -féle értéket
lehet lemérni (az l -et azon eset miatt kell levonni, amikor egy ik súlyt
sem tesszük be a serpenyőbe).

b) Az 1, 3,9 , . . . ,39 súlyokkal (310 - 1)/2 grammig minden egész gramm
lemérhet6: a hármas számrendszerbeli felírásnál a 2-es számjegyeket
n- l-esekre" kell átváltani. Ennél jobb súlykészlet nincs: a m ér éseknél
minden súlyra 3 lehetőség van (egyik serpeny ő - másik serpenyő ­
egyik sem), azonban a két serpenyő szimmetriája miatt az így kapott
számot g-vel el kell osztani.

1.2.22 A keresett határérték log2 1ü = 3.3219 . . .

1.2.23 Az 1.2.2 Tétel bizonyítását kell é r telemszer űen m ódosttani .

1.3.

1.3.1 14 = 3794 . (- 44) + 2226 . 75.

1.3.2
a) A (3n + 5, 7n + 12) = d jelöléssel d 1-7(3n + 5) + 3(7n + 12) = I, és

Igy d w L.

b) A (3n' + 1,4n' + 3) = d jelöléssel d I - 4(3n' + l) + 3(4n' + 3) = 5,
továbbá 5l3n2 + 1, és így d = 1.

c) Az (n !- l ,(n + l) l- l) ~ d jelölésseld I (n +I)! -I -(n +l)(n !- I) ~ n ,
és így d In ! - (n l - l ) ~ 1.

d ) A (7" - 2,7" +1 - 5) = d j el öléesel d I (7"+1 - 5) - 7(7" - 2) = 9,
továbbá 7" - 2 = (2 ·3 + l )" - 2 = 3k + l - 2 = 3k - l , tehát d nem
lehet oszt ható 3-mal.

1.3.3 1, ha n páratlan, és 2, ha n páros .

1.3.4 a) 5 vagy l a . b) 5, 15 vagy 45.

1.3.5 6, 10, 15 vagy 21, 66, 77 stb.

1.3.6 Igaz: a) , c).

1.3.7 Válasz: (a,b). - Útmutatás: b I ka <= ( o~b) l k.
1.3.8

a) Igaz: mivel (a+n,b+n) l (a+ n)- (b+ n) = a-b, biztosan megfelelnek
azok az n-ek, amelyekre a + n = k(a - b) + 1 alakú.
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b) Igaz . c) Hamis, ellenpélda a = 1,b = 4.

1.3.9
a) Végtelen sok; ha u , v ilyen számpár , akkor bármely t egésszel az

u + tb, v - ta számpár is megfelel.
b) l.
c) (a,b) .

1.3.lD b) Használjuk fel, hogy ó és Ól kölcsönösen osztják egymást.

1.3.11 Előszö r lássuk be, bogy e(a,b) I (ca,eb). Ezután a e(a,b)q = (ca,cb)
egyenlőségben mut assuk meg, hogy q egység.

1.3.12
a) Pontosan azoknak, amelyek a lD-hez relat ív prímek (azaz nem osztha­

tók sem 2-vel, sem 5-tel). - Útmutatás: Használjuk az 1.2.4 felad at
gondolat menetet , majd az 1.3.9 Tételt .

b) A legkisebb ilyen a 310 00 dar ab l -esből álló csupaegy. - Út mutatás:
Igazoljuk k szerinti teljes indu kcióval , hogy a 31;; -nal osztható legkisebb
csupaegy éppen 31;; darab l -esből áll.

1.3.13 Használj uk fel többször az r I s => c" - 1 IclJ - 1 összefüggést , valamint
az (n , k) = nu + kv el őá l l ítást.

1.3.14
a) Mutassuk meg, hogy ha (n, k kettóha tványok és például) k < n, akkor

al;; + 1 I an - 1.

b ) a(n ,l;; ) + 1, ha n / (n , k) és k/(n , k ) páratlan, egyébként pedig 1, illet ve
2, aszer int , hogy a páros, illetve páratlan.

1.3.15 A máso dszomszédok is rela tív prtmek. A harmadszomsz édok közül a
3-mal oszt ható index űek legnagyobb közös osztója 2, a többiek relatí v
prímek.

1.3.16 Használjuk fel a !pf11+n = !pf11-1!pn + !pf11!Pn+l azonosságot. Ebből a
k I n ==> !Pl;; I !Pn állítást az n/k szer-int i teljes ind ukcióval igazol­
hatjuk. A megford ításhoz és a legnagyobb közös osztóra vonatkozó
állításhoz lássuk be, hogy ha a = bq + r, akkor (!Pa, !Pb) = (4'b ,4',.),
- Egy másik lehetőség: Mu tassuk meg, hogy bármely m- re az m- mel
osztható Ffbonacci-számok indexei éppen a legkisebb ilyen t ulajdon­
ságú nemnulla Fibonacci-szám indexének a többszörösei.

1.3.17 A két szakasz hosszát a- val és b-vel jelöljük, k és n pedig alkalmas
pozitív egészeket jelentenek.

a) Ha a/b = k/n, akko r a/k = b/ n közös mér ték. Megfordítva, ha c közös
mért ék, azaz a = ke, b = ne, akko r a/b = k/ n .

b) Végtelen sok; bármely n- re egy közös mérték n-edrésze is közös mért ék.
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c) A maradékos osztás megfelelője: annyiszor felmérjük a kisebbik sza­
kaszt a nagyobbikra , ahányszor csak lehet , azaz a = bq + r , ahol q
pozitiv egész, T valós, éi OS r < b. Ha a két szakasz összemérhető,

a = ke, b = ne (ahol c közös mérték) , akkor az a-val és b-vel végzett
euk lidesz i algorit mus t ulajdonképpen ugyanaz, mint a k és n egész szá­
mokkal végzett euk lidesz i algorit mus, tehát véget ér. Megfordítva, ha
a szakaszokkal végzett euklideszi algoritmus véget ér, akkor az utolsó
nemnulla marad ék közös mérték lesz.

d ) Ilyen "kit ünte tett" közös mérték létezése az euklideszi algorit musb61
következik.

e) Az ABe n négyzet b hosszúságú oldalát mérjü k fel A-hól az a hosszú­
ságú AC átl6ra. Az igy kapott E pontra AE = b és EG = r. Álllt­
sunk E-ből mer ölogcst az átl6ra, ez messe a B C oldalt F-ben. Ekkor
r = EG = EF = Fll . Ha most az algoritmus következő lép ésében
b-t osztjuk maradékosan r-rel, akkor először BF-et Ielm érve B e-re,
ezután az EFe egyenl öszárú derékszögú háromszög e F át fogójét és

e E oldalát kell marad ékosan elosztanunk. Ezzel azonban a kiindu­
lás i helyzet ísmet lödört meg kisebb méretekben: egy (kisebb) négyzet
átlóját és oldalát kell összehasonlítanunk. Ez azt mutatja, hogy az
euklideszi algoritmus a végtelenségig folyta tód ik.

1.4.

1.4.1 Eredmény, a) és b) 3. c} 5. d) 7.
Út mutatás: Vizsgáljuk a 3-mal, 5-tel, illet ve 7-tel való osztási mara­
d ékokat .

1.4.2 Nem létezik; ha a d differencia pozitiv, és c > l a számtani sorozat
tetsz őleges eleme, akko r például a c + cd elem biztosan összetett.

1.4.3 Válasz: 3 éves. - Út mutatás: Vizsgálj uk a 3-mal való osztési mara­
d ékoka t . - M egj egyzés : A két nagyobb unoka élet korá ra nem t udunk
következtetni, példáu l a 3,5, 7, illetve 3, 7, ll , illetve 3, 13, 17 számhár ­
masok mindegyike megfelel a felt ételekn ek. Megoldatlan prob léma,
hogy létezik-e végtelen sok ilyen t ulajdonságú szá mhár mas. A feladat
állítása éppe n az volt , hogy akármelyik ilyen számhár mas legkisebb
eleme szükségképpe n a 3.

1.4.4
a) Alkalmazzuk az a -l l ak - 1, illet ve k = r s eseten az ar - l Iak - l

oszthatóségokat .
b ) Ha k = rs , ahol s páratlan, akkor ar + I I ak + l.
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1.4.5 Eredmé ny: t = 2, k = 1.
Útmutatás: Vizsgáljuk a t + l -gyel vagy t-vel való oszthat óságe t .

1.4.6 Eredmény: a), d ) és e) n = 1. b) n = 2,4. c) Nincs ilyen n.
Útmutatás: a)-nál vizsgálj uk a 3-mal való osztha tóságot , a másik négy
kifejezést pedig bontsuk szorzat tá.

1.4.7
a) Ha n = ab, ahol O< a ~ b, akkor a ~ .;n, így csak a = 1 lehet.
b ) Ha ennek a legkisebb d osztónak lenne egy nemtriviális pozitív s osz­

tója, akkor s In is igaz és 1 < s < d, ami ellentmondás .
c) Ha n = dk , ahol d az l-nél nagyobb osztók közül a legkisebb, akkor a

b) rész ezer int d pr ím , és az a) rész felhasználás ával kap juk, hogy k is
prim.

1.4.8 Has ználjuk ki a 17 prim t ulaj donságát.

1.4.9 A felb ontha ta tl anok a 4k + 2 alakú számok, pr ímek pedig nincsenek.

1.4.10
a) Vizsgálj uk a p Ip2 oszthatóságot (és használjuk fel az 1.1.23a felada t

megold ásánállá tott gondola t menetet is).
b ) Ugyanúgy okoskodhatunk, mint az 1.4.3 Téte l bizonyít ásának L részé­

ben.

1.5.

1.S.l Ha a= Pl .. . Pr, akkor Ipil ~ 2 miat t lal ~ 2T
•

1.5.2
a) A 2t , ±2k és 2k p alakú elemek , ahol t tetszőleges páratlan szám és p

tetszőleges párat lan, az egészek körében felb onthatatlan szám.
b) Péld ául 22 .31998.

1.5.3 Első bizonyít ás : nem igaz a páros számok körében , hogy egy felbont­
hatatlan szükségképpe n prím (sót , egyál talán nincsenek pr ímek).
Második bizonyítás : a legu tolsó lépésben szereplö Pl I qi - Pl =} Pl Iqi
kövétkezt etés a páros számok körében nem érvényes, hiszen it t Pllpl.

1.5.4 1000 = 20 . 50 = 10 . 10 . 10.

1.5.5 Felhas ználjuk, hogy V nemnulla elemei egy é rtelműen felírhat ók 2k Sm t
alakban, ahol a k és m kitev ők tetszőleges egészek és t a lO-hez rela tív
prim egész.

a) Egységek: ±2kSm . - Felbonthata tlanok: 2k5m p, ahol p i- ±2, ±S az
egészek körében felbonth atatlan szám.
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h) A 2k Sm t felbont ása V -ben t ulajdonképpen t felbontá.sát jelent i az egész
számok körében .

c) Legye n f (2' 5m t ) = Iti és f (O) = O.
1.5.6 Az utolsó lépésben PI I QlQ3 ... q. adódik, és ennek lehetetlenségéhez

még egyszer fel kell használni az indukciós feltevést a = QlQ3 ... qv-te.

1.5.7 Legyen a = ±p~1 ... p~r I ahol a Pi számok páronként k ülönbözö pozitiv
felbontheta tl anok és ki > O, to vábbá k = kl + ... + kr. Ekkor a
felbontások száma 2k - 1k!J{k1!•••kr !).

1.5.8 Az ab felb ontha ta tl an tényezőkre bontásá t állítsuk el ö a és b felbontá­
sáb ól, és használjuk fel, hogy az ab Celbontásában szerepelnie kell a p
egys égezeresének is.

1.5,9 A megfelelő Pl , P2,PJ értékhármasok: 5,2,2; - 5, -2, - 2; 5,2, - 3;
5, - 3, 2; - 5, - 2, 3; - 5, 3, - 2. - Útmu tatás : Az átalakttás ut án
kapott P2P3 = (Pl-P2-P3 )(P2+P3) egyen l ős é g a szám elmélet alaptétele
ezerint csak úgy teljesülhet , ha p2 +P3 = ±P2, ±P3, ± 1 vagy ±P2P3.

1.5.10 Válasz: 2 és 3. - Útmut atás: Legyen x3+y3 = pQ
• Itt feltehet ő , hogy

x és y rela tí v prfmek. Bontsuk a bal oldal t szorzattá, ekkor mind két
t é nyező szükségkeppen a p-nek hatvanya . Fejezzük ki innen xv-t .

1.6.

1.6.1 Akkor és csak akkor k-adi k hatvány, ha a kanonikus alakj ában minden
prim kitev öje osztható k-val.

1.6.2
a) Legyen p az ab szorzat a t é nyez őj é nek egy tetszdleges prtrnoszt öja.

Mivel (a , b) = l , ezért pÁb, vagyis a p ugyanakkora kitev ővel szerepel
az a és az ab kanonikus alakjában. Ezután használjuk fel az 1.6.1
felad ato t .

b ) Ha a szorzat nem nulla , akkor a két t ényez ő egy-egy k-ad ik hatvány
egységszerose lesz.

c) A t ényea ökr öl azt kell feltenni , hogy páronként relatív prímek .

1.6.3 Az 1.6.2a feladatra támaszkodj unk .

1.6.4 Válasz: 3 és 7. - Út mutatás: A számlálót bontsuk szorzattá, majd
alkalmazzunk az 1.6.2a feladat hoz hasonló gondola t menetet.

1.6.5
a) Ha al I a és bl I b, akkor az oszt hatóság elemi t ulajdonságai alapján

albi I ab. A megford ításhoz az 1.6.2 T ételt használj uk fel. Tekintsük
az ab egy tetsz őleges p prfmosztóját, és legyen a p kitev6je a, b, illetve
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c kanon ikus alakj ában rendre a , (3, illetve I (ezek között a O is előfor­

dulhat). A c 1ab felt étel szer int I ::; a + (3, és azt kell megmutatni ,
hogy I előáll, = a' + {J' alakban, ahol O::; a' ::; a és O::; {J' ::; (3.

b) Alkalmazzuk az al -ban látott gondolatmenetet, és használjuk fel, hogy
a és {J közül az egyik O. - Egy más ik lehetőség: Legyen albi = a2b2,
aho l ai Ia és bi I b. Ekkor al I a2b2 , továbbá (a l,b2) = 1, te hát al Ia2'
Ugyanígy a fordí tott oszt hatóság is teljesül , ezért (a pozit ivitás miatt)
a l = a2·

c) Például a és b tetszőleges c > 1 közös osztója előáll c = 1 · c = c . 1
alakban.

d ) Használjuk az a) , illetve b ) részben láto t t gondolatmenetet .
el (a,b) Icl [a, b].

1.6.6 Használjuk az 1.6.2 Téte lt .

1.6.7 al 230 . b) 210.3'. c) 2'·3 ·5· 7 ~ 840.

1.6.8 A keresett n-ek a négyzetszámok. - Útmutatás: Használjuk fel a d(n)
kép let ét és az 1.6.1 feladatot. - Egy másik lehetőség: Kép ezzün k
oszt6párokat j minden d In osztóhoz párosítsuk az n /d komplementer
osztót, és vizsgáljuk meg, mely eset ben ford ul elő , hogy egy osztó és a
komplementer osat ója megegyeznek.

1.6.9 Válasz : 20. - Útmutatás: Vizsgáljuk meg, hogy egy ad ott sorszámú
zár hoz mely őrök nyúlt ak hozzá, és alkalmazzuk az el özö feladatot.

1.6.10 b) Egyenl őség akkor és csak akkor teljesül , ha n kanonikus alakjában
minden prim kitevöje páratlan.

1.6.11
aj - b] Vizsgáljuk meg, hány olyan osztója lehet n-nek, amely nagyobb, mint

n/2, illetve n/3.
c) Képezzünk osztópárokat , amelyek szorzata n, ezekben a kisebbi k (pon­

tosabban a nem-nagyobbi k) elem legfeljebb ..;n. - Egy másik lehető­

ség: Alkalmazzuk az a) és b ) részben látot t gondolatmenetet általában
n /k-ra, és válassz uk meg k értékét opt imálisan.

1.6.12 Válasz: n d(n )/2 . - Útmutatás: Képezzünk oszt ópérokat .

1.6.13 Válasz: n + 1. - Útmutatás: (i) n + 1 darab osztó valóban meg­
adható, mert 2iSn- i , i = 0,1, .. . ,n (az egyetlen ) megfelelő választás.
(ii) Több osztó már nem lehet jó, ugyanis bármely n + 2 osztó között
a skatulyaelv alapján található (legalább) kettő olyan, amelyekben az
5 kitev öje azonos, és így ezek valamelyike osztója lesz a más iknak.

1.6.14
al a Ib.
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bj 8.
c) 2T

, ahol r a b/a különböző prímosztóinak a száma .
(A b) és c) résznél az x,y és y,x számpárokat x f= y esetén különbö­
zöknek tekintettük.)

1.6.15 Az (a.b)[a, b] = ab azonosság (1.6.6/ lI L Tétel) bizonyításához hasonló
gondolat menetet lehet alkalmazni.

1.6.16 Iga" b ), d) .

1.6.17
aj a l ia, bl l a + b => a I b, ugyanígy b Ia.

b) , d) Osszunk le (a, b)-vel , és használjuk fel az 1.6.16b feladato t .
c) Például a = lOk, b = ISk, vagy a = u(u + v ), b = v (u + v ).

1.6.18 Mind a feltétel, mind pedig az állítás azzal ekvivalens, hogya és b
bármely közös prfmoszt6ja ugyanakkora kitev ővel szerepel a és b ka­
nonikus alakjában.

1.6.19 Legyen egy tetszőleges p prim kitev6je a , b, illet ve c kanonikus alak­
jában rendre a , {3, illetve I (ezek között a O is előfordulhat). Ekkor
az al-b eli azonosság hoz azt kell igazolni , hogy max(o,min({3, , ») =
= min (max(o, .B) ,max (a , , ») . Ennek helycsséget kül ön-kül őn ellen­
őrizzük le abban a három eset ben, amikor o a három kitevő közül a
legkisebb, a köz épsö , illetve a legnagyobb. Hasonlóan bizonyíthatunk
a b) résznél is.

1.6.20
a) Az előző felad at jelöléseivel élve, mindkét feltét el azza l ekvivalens , hogy

o, {3 és , közül kettő egyenlő, és a har madik ezekn él nem kisebb.
b ) Végte len sok.
c) Az al-bell állítás megfelelője igaz marad, ha a legnagyobb közös osz­

tó t mindenhol legkisebb közös többszörösre cseré ljük. A kit evökre ez
azt jelenti, hogy o , {3 és , közül kettő egyenlő , és a harmadik ezek­
nél nem nagyobb. - A megoldásszám az abc kűlönb ő z ö pnmosztói­
hoz tartozó 6 értékek szorzata, ahol 6 = 30 + l , ha o = {3 = " és
6 = 2 min(a , {3, , ) + l egyébként . (A megoldás akkor és csak akkor
egy értelmű, ha (a,b,c) = 1.)

1.6.21 Bontsuk minél jobban szorzattá p4 - I -et , és kü lön-külön igazoljuk a
I ő-tal , a 3-mal és az ő - tel való oszth at óságet .

1.6.22 Bont suk szorsatt á a6 - b6·t , és külön-kü lön igazoljuk a Sccal, a 7·tel és
a ü-cel való oszthatóságo t.

1.6.23 A kifejezést bont suk szorzattá, és a 360 prímhatvány tényezőire külön­
külön mutassuk meg az oszthatóságot.
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1.6.24 Az osztó kanonikus a lakjában a megfelelő tényezőkre külön-külön iga­
zoljuk az oszthatósAgot . Használjuk fel az a - b I arn - bm típusú
oszthatósá.gokat , valamint a Iül -gye l való oszthatósá.ghoz a binomiá.lis
tételt.

1.6.25 a) 275. b) Nem végződik nullára.

1.6.26 a) Az n ! kanonikus alakjában bármely p prím kitev öje kisebb, mint n :
ha p' $; n < p.+l , akkor

b) c = 2, n = 2' .
1.6.27

a) m~ (nlk)(;:: ). Innen k I nl;: :), és mivel (k,n) = l , ezért

k I (;::). Ez azt jelent i, hogy m in = (; ::) Ik egész szám.

h) Nem igaz, ellenpélda (~O) .

c) (cl) n = prím. (c2) n = 2' . (c3) n = 2' - 1.

d) Nincs: kl;) = nl;::) . Innen n I kl;)· Ha (n ,ml = I lenne, akkor
ebből n I k következne, ami lehetetlen.

1.6.28 A megfelelő roamárlétsaámok éppen a kett öhatványok.

1.6.29 EIs6 megoldas: Megfelel egy olyan prím , amely az adott n ! + k szám
kanonikus alakjában magasabb hatványon szerepe l, mint a k-ban .
Második megoldas: Mindegyik szám nak van n / 2-nél nagyobb prímosz­
t6ja, és ez semely ik másik számnak sem oszt6ja.

1.6.30 9.

1.6.31 A négyzetmentes számok (azaz amelyek nem oszt hat6k semmilyen egy­
nél nagyobb egész szám négyzetével).

1.6.32 Dizonyítsunk ind irekt . Vezessük vissza a feladatot ar ra az eset re, ami­
kor a két k-adi k hatvány relatfv prím, majd mutassuk meg, hogy a
különbségük oszt6ja mindkét k-ad ik ha tv ány 2-szeresének, és így a 2­
nek is, ami lehetet len.

1.6.33
a) Indirekt: (a /b )S = 100 => aS = l00bs, majd vizsgaljuk a két olda l

kanon ikus alakj ában az 5 (vagy a 2) kitev őj é t .

b) Indirekt : 6a/ b = 18 => 6a = 18", itt feltehető a , b > O. Vizsgálj uk a
két oldal kanonikus alakjában a 2 és a 3 kitev őj ét .

1.6.35 a) Nem létezik. b) Létezik .
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2. Kongruenciák

2.1.

2.1.1 Alkalmazzuk a Pl p éld ánál látott módszert.

2.1.2 Válas" 999. - Útmuta tA.<;, 999 " - l (mod 1000).

2.1.3 A ll-gyel való oszthat ósági szabály bizonyítása:

10 " - l (mod ll ) => 10' " (_ l )' (mod ll ),

és igy

asas 1 ... al aO= aslO" + a , _1108-1 + ... + a l lO + ao ==
es ao - a l + ca ± ... + (_ 1)8a" (mod 11).

2.1.4 Iga" a), d), e), h).
2.1.5 Válasz : 50. - Út mutatás: A négyzetszámok lehet séges ut olsó számje­

gyeit a Iül-féle számjegy, azaz a 101 szerint i összes maradék négyzetre
emel és é b ől kapjuk meg. Határozzuk meg, hogy így hány páronként
inkongruens érték kelet kezik , ehhez vizsgáljuk meg, hogy a négyzet re
emel éskor milyon egybeesések történnek. Használj uk fel a 2.1.4h fela­
datot .

2.1.6 A "tétel" hamis, például G) ~ (:) . A bizonyít ásban ott a hiba, hogy
egy (egész é r té kű) tört számlálójába nem szabad azzal kongruens ér­
téket helyettesít en i, még akkor sem, ha az új tö rt is egész szám lesz.

2.1.7 Az a es b (mod m) kongruencia Ielhasan élés éval Iássuk be, hogy az
(afn _ bfn)j(a _ b) = afn - 1 + afn - 2b + ... + bfn - 1 kifejezés is osztható
m -mel.

2.1.8 Mut assuk meg, hogy a sa b (mod 3), majd ennek felhasználásával
lássuk be, hogy (an - bn)j(a - b) relatfv prim a 3-hoz.

2.1.9
b) A legcgyszen1bb, ha k ezer int i indukcióval bizonyítunk, felhasználva

a)-t és az (~) = (n; l) + (~ .::::~ ) azonosságot. - Egy másik lehető­

ség: a törte kkel kap csolat os problémák elkerülése érdekében érdemes
á tszorozn i a k! nevez övel; mivel (k!,p) = l , ezér t Igya bizony ítandó­
val ekvivalens kongruenciahoz jutunk, változatlan modulus mellet t . A
"tört mentes" a lak a p- j sa -j (mod p) kongruenciák összeszorzésava l
igazo lható.

c) A b) résznél jelzet t bármelyik módszer értelemszerű mődosítésa célhoz
vezet.
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2.1.10 Válasz: p = 5. - Ű tmutatés: LAssuk be , hogy (':l " 3 (mod p).

2.1.11
a) A p-vel történő egysze rüsttes után a nevezőben (p - l)! marad, ami

relatív prem a p-hez, tehát a vele történő beszerzés ekvivalens kong­
ruenciához vezet. Ez utóbbi helyességet az elözö két feladat mintájára
igazolhatjuk.

b)--e) Hasonló módszerrel bizonyíthatunk , mint az a) résznél .

2.2.

2.2.1 a) 3. b) 5. c) 2.
Út mutatás : A modulus relatív prím a megadott elemekhez, és oszt6ja
azok különbségének.

2.2.2 a) 6 2 . 5 m - 2 . m! h) 6 · 5 ",(m )-1 ·!p(m) !
(Két maradékrendszert akkor is különb özönek teklntett ünk , ha csak
az elemek sorrendjében különböznek.)

2.2.3 Mindkét tulajdonság csak a számtani sorozat differenci áj é t ől függ, je­
löljük ezt d-vel.
a) d l m. b) (d,m) = l.

2.2.4
a) m páratlan.
b) Minden m jó.
c) m = 2.
d ) (m, lO) = l.
c) m = 2.
f ) m ~ 3'.
g) m négyzet meates.

(Az a) és d) kérdés a 2.2.3b feladat spec iál ls esetének is teklnthet ö.}

2.2 .5
a) (m, 15) = l.
b) Minden m j ó.
c) m = 2.
d ) (m , 20) ~ 2.
e) Minden m jó. - Ez a 2.2.4g bizonyításában saereplö gondolatmenet­

hez hasonlóan, de annál jóval egyszerűbben igazolható.

2.2.6 Igaz: b) .
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2.2.7
a) A maradék O, ha m páratlan , és m/2. ha m páros. - Útmutatás:

Lássuk be, hogy a maradék nem függ att61, hogy melyik te ljes mara­
dékrendszer t választottuk, ezután vizsgáljuk meg például a legkisebb
nemnegatfv vagy a legkisebb abszolút értekü maradékok rendszerét. ­
Egy másik lehet őség: ál líts uk ügyesen pár ba a teljes maradékrendszer
elemeit.

hl Használjuk fel az a) részt . - Pár at lan mcselé n mindig tudunk pél­
dát mutatni arra is, hogy az ai + bi elemek teljes maradékrendszert
alkot nak, és arra is, hogy nem alkotnak teljes marad ékrendszert.

c) Egy redukált maradékrendszer elemeinek az összege O maradékot ad ,
ha m > 2. - Az a j + bi összegekre ugyanaz a válasz, mint teljes
maradék rendszer esct ő n.

2.2.8 a) m párat lan vagy oszt ha tó 4-gye!. h) m párat lan .

2.2.9
a) m = 2k • - Út mutatás : Pontosan akkor kapunk teljes maradék-

rendszer t, ha a megadott számok páronként inkongruensek , azaz
(;+ 1)+(;+2)+ .. .+j = (;+j+ I)(j-;)/2 semmilyen O::; ; < j::; m- I
eseten sem lehet osztható m- mel. Ha m = 211: , ak kor a két t é nyező ellen­
tétes parit ásá t kihasználva lássuk be, hogy ilyen oszt hatóság sohasem
áll fenn . Ha viszont az Jn nem kert öhatvány, azaz m = 211: (2s + l ), ahol
8> O(a k kitevő lehet Ois), akkor (2' - 8)+ (2' - 8+ l ) + ... +(2' +8)
osztható (OOt egyenlő) m-mel. Itt a legnagyobb t ágra biztosan teljesül
az előírt 211: + s < m feltétel, azonban a legkisebb tagnál 211: - s :s; O
előfordulhat. Eb ben az esetben az elözö összeg tagjai közül hagyjuk el
az összes negatfvat , a (- l)-szereseiket és a o-t; ekkor már egy, a megfe­
le lő határok közé CSÓ, és továbbra is m-mel oszt ható "t iltott" összege t
kap unk.

b) m páros.

2.2.10 Igaz, a), c), e) .
Út muta tás cl- hez és el-hez: Mutass uk meg, hogy mindkét állítás kö­
vetkezik az alábbiból:
Ha (r, k) = I, akkor létezik olyan s, hogy s == r (mod k) és (s, m ) = 1.
Ennek igazolása: Ha az m minden prímosztója oszt ója a k-nak is, akkor
(r, k ) = l => (r ,m) = l , és ekkor s = r megfelel. Egyébként legyenek
ql , .. . ,qt az m olyan prfmosztói, amelyek nem osztó i a e-nak, és tegyük
fel, hogy ezek közül éppe n ql , ' .. , qj oszt6ja az r -nek (j = O és j = t
is lehetséges). Ekkor s = r + qj +l . .. qfk megfelel.
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2.2.11 b) Válasz: m /(o,m).
Útmutatás: ar , + b sa ari +b (mod m) <==> r i es ri (mod m j (a, m)) .

2.2.12
a) (a,m) = 1 vagy 2, ha m = 4k + 2 alakú, és (a, m) = l , egyébként.
b) Pl · . .. · P~ Ib, ahol Pl , ' " , P~ az m összes k ülönb özö prtmoszt ő ja .

2.2.13 (k , m) = l.

2.2.14 c) Használjuk fel a b) részt.

2.3 .

2.3.1 Allitsuk párba egy (ügyesen választott) reduká.lt maradékrendszer ele­
meit, vagy használjuk rp(n) képlet ét .

2.3.2
a) ~,4, 6.
b) 5, 8, 10, 12.
c) Nincs ilyen n .
d) öl , 77, 93, 99, 122, 124, 154, 18ö, 198.

2.3.3
a) 1285 = 5 · 257. - Útmutatás: rp( 211 ) = 210 , ezért a keresett szám

legfeljebb 211 . Ennél kisebb megfelel ő tulajdonságú számot csak 2/0: + 1
alakú prímek szorzata adhat .

b) 3 11. - Útmutatás: Használjuk fel, hogy (i) 2 . 3 10 + 1 nem prim
(oszt ba tó 17-tel), továbbá (ii) ba egy pe> 2) prfmre :Ji I p - l, akkor
p~2 · :V + l.

2.3.4 100, 80, 50, 40.

2.3.5
a) Használjuk fel k és n kanonikus alakját és a rp-függvény képlet ét . Vi­

gyázzunk arra, hogy mindkét szám kanonikus alakjában csak pozitiv
kitev ők szerepeljenek.

b) Következik az a) r é szből .

c) A legkevesebb számoléssal úgy érünk célhoz, ha a

", ( o, b» ", ([o, b]) = (",(o), ,,,(b» [",(a), ,,,(b)]

azonosságot igazoljuk.
2.3.ö A ",(o)/",(b) ~ o/ b egyenlőség átí rható a következő alakba:

(1)
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Ha a és b prfmoszt6i megegyeznek , akkor (1) nyilván teljesül. A megfor­
dít ás igazolásához indirekt tegyü k fel, hogy (1) valamely más eset ben
is te ljesülne. Hagyju k el a közös 1 - 1/ p = 1 - l /q tényezőket , majd
szorozzuk be mindkét oldalt a közös nevez ővel (azaz a megmaradt p-k
és c-k szoreataval). Ekkor a p-k és q-k közül a legnagyobb csak az
egyik oldalnak lesz osztója, ami ellentmondás.

2.3.7 Igaz , a).

2.3.8 Legyen a k kanonikus alakja k = n;=lp~i , (Ji > O. Ekkor megfelel

n=ITp·' aho l or > {f3., ha p. In;~ l (Pj - I ) ;
. . ' Pi + 1, egyébként .
1=1

2.3.9 Használjuk fel, hogy ha T > l , akkor az r I n és (r, n) = 1 felt ét elek
kizárják egymást. - Egyenlőség akkor és csak akkor teljesül , ha n = 1,
4 vagy prím. - Útmutatás: Minde n más eset ben található olyan
l < r < n, amelyre (r , n) > l , de r ln; pé ldául n - p megfelel, ahol p
az n legkisebb prímosztója.

2.3.10
aj , c) Hassználj uk <p(n) k éplet ét .

b) Ekkor az (1) táblázat oszlopai nem alkotnak teljes maradékrendszert
modu lo b.

2.3.11
a) Az n legkisebb pr ímoszt ójának a többszörösei b iztosan nem relatfv

prfmek az n- hez. - Egyenlőség akkor és csak akkor teljesül, ha n egy
prímszám négyzete.

b) [bl ) n prím. (b2) 10. (h3) 15, 49. (b4) Nincs ilyen n .

2.3.12 1,2 és 3. - Útmutatás: Mutassuk meg, hogy cp(n ) In <=> n = 2Q 3iS ,
ahol cr :::: O és f3 = O, vagy cr > Oés f3 > O.

2.3.13 Bizonyít sunk indirekt ; használjuk a Ip-függvény képlet ét. ekkor az egy­
szerüsít ések után megmaradó legnagyobb prímosztó csak az egyik ol­
dal nak lesz osztója.

2.3. 14 Egyszer űs í tsilk az I / n , 2/n, . .. ,n/n törteket, és számoljuk össze, hogy
egy adott nevező hányszor fordul elő.

2.3.15 A <p(n) képletenek fclhasan élás ávalléssuk be, hogy <p(n) 2 ,(ii/2 .
Egy másik lehetőség : az n prímosztóin kivü l mínde n pr ímszám relat ív
prim az n-hez, és n- ig "sok" prímszám van (lásd az 5.4 pontot).
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2.3.16 Jelölje 2 = P I < 1'2 < ... a (pozitiv) prims zámok sorozatát, és legyen Pi
a legkisebb olyan prim, ame ly nem osztója a k-nak. Ekkor n = (pj - l )k
megfelel.

2.3.17 Legyen 2 = P I < P2 < ... < Pl OOO az első 1000 prímszám, és jelölje P
ezek szorzatát . Ekkor az ni = P (Pi - l )fPi számok megfelelnek .

2.3.18 Válasz: n::; 3. - Út mutatás: Hasonlí tsuk össze a 2 kitevőjét rp(n!) és
k! kanonikus alakjában.

2.3.19 tn = 2k vagy P vagy 2p, ahol P > 2 prim.

2.4.

2.4.1 Hasanáljuk fel, hogy tp(n) ::; n miat t tp (n) I nl. - A felad ato t meg­
oldhatjuk az Euler- Fermat-tétcl nélkü l is. Az 1,2, 22 , ••• , 2n számok
között a skatulyaelv alapján található két olyan, amelyek kongruensek
modulo n: 2; sa 2j (mod n) , ahol O::; i < j ::; n. Mivel (2, n) = l , ezért
2i .vel egyszert1sitheWnk, és igy 2j - i es l (mod n) , ahol 1::; j - i ::; n .
Innen j - i I n! alapján következik a feladat állítása.

2.4.2 Válas" 49.
Útmutatás: (1793, 102 ) = l miat t 1793k.,., ( l OO) == 1 (mod 100). Számit­
suk ki <p( IOO)-a t és haszn áljuk fel, hogy 1793 " - 7 (mod lOD).

2.4.3 Alkalmazzuk (többször) a kis Fermat-t ételt p = 13-ra .

2.4.4 Lássuk be, hogy a két szám közül az egyik osztható 7-teJ.

2.4.5 Határozzuk meg az osztó kanonikus alakját , és minden primhatvány­
t ényezőre külön igazoljuk az oszthat6ságot az Euler-Fermát-t étel fel­
használásával. Ne felejtsük el azokat az eseteket is megv ízsgálni, am i­
kor ez a prímha tvány az a-hoz nem relat ív prim.

2.4.6 Lássuk be, hogy egy 3D-ad ik hatvány csak O vagy I maradékot adhat
l I -gyel, illetve ű-cel osztva.

2.4.7 Mut assuk meg, hogy egy 88-adik hatvány csak O vagy l maradékot
adhat 23-mal osztva.

2.4.8 Ha r. és rs egyike sem kongruens O-val mod p, akkor az r : p
-

J sa r~P-J

(mod p) kongruenciát ri rrvel beszo roeva, a kis Fermat-tétel felhasz­
nálásával r. == r j (mod p), azaz i = j következik.

2.4.9
a) A 2.4.1B T étel bizonyitásának a mintájára válasszuk külön a pÁa és

p Ia eseteket.
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h) Jelölje k az m kanon ikus alakj ában elöfordul ö kitevók maximumát .
Ekkor i,j ~ k, i == i (mod rp(m» ~ ai es a j (mod rn]. - Út mutatás:
Lássuk be, hogy az m kanonikus alakjában szereplö minden egyes pU
prfmhatványt ényezöre a i == aj (mod pa ). Ehhez használjuk fel, hogy
,,(P0) I ,, (m) (lásd a 2.3.5a feladatot ).

2.4.10 Igaz: a), c) .
a) Használjuk az Euler-Fermát-t ételt (a = 133, m = 1000), vagy alkal­

mazzuk a 2.4.1 feladat nál vázolt módszer megfelelő m ödostt és ét .
h) Vizsgáljuk a 4-gyel való oszt het öságot .
c) Ind uljunk ki a 136' es 136 (mod 1000) __ 136' - 1 " l (mod 125)

összefüggésből .

2.4.11 Út mutatás : a' "a (mod d) __ a'-I ss l (mod df (a,d)) .

2.4.12 A csupaegyek a (101: -1 )/9 alakú számok, tehát azokat az tn-eket kell
meghatározni , amelyekre lot == l (mod 9m) teljesül alkalmas (pozitív)
k-val.

2.4.13 Elég azt megmutatni, hogy n 2 + l -nek bármely p páratlan, pozitiv
primoszt6ja 4k + 1 alak ú. Ennek belátás éhoz az n2 == - l (mod p)
kongr uenci át emeljük (p - 1)/ 2-edik hatványra, és használjuk a kis
Fennat-t ételt.
A feladato t megoldhatjuk a kis Fermat-tétel nélkül is. Tegyük fel in­
d irekt , hogy Iétesne egy 4k - l alakú a pozitív egész és egy olyan n,
amelyre a l n2 + 1. Vegyük a legkisebb ilyen a-t . Az ellentmondást
úgy fogjuk kihozni, hogy találunk egy a-nál kisebb b pozitiv egészt ,
amely szinté n 4k - l alakú és osztója egy 82 + l a lakú számnak .

Mivel az a I n 2 + 1 oszthatóság csak az n-nek az a-val vet t osztás i
maradékától függ, ezért feltehető, hogy O ~ n ~ a - l (sőt azt is
elötrhatnán k, hogy Ini ~ a/ 2 teljesüljön).

Legyen n 2 + 1 = aq. Ekkor aq = n2 + l $; (a _ 1)2 + 1 < a2 , tehát
(O<)q < a.

Ha n páros, akkor az n 2 + l szám 4k + 1 alakú, és így a q szám
4k - l alak ú.

Ha n páratlan, akkor az n2 + l szám Sk + 2 = 2(4k + l ) alakú , és
így a q/2 szám 4k - 1 alakú. ~

Azt kaptuk, hogy az a-nál kisebb q, illet ve q/2 pozitív szám is
osztója n2 + l -nek, am i ellent mondás.

2.4.14 A kis Fermat-tétel alapján n40 es n 4 (mod 19), így a felt étel a4 == _ b4

(mod 19) alakba frh ató. Ezt a kongruenciát emelj ük 9-edik hatványra .

2.4.15 Az a) és b) áll í tésb ő l az m = p speciálls eset be n éppen a kis Fermat­
tétel másod ik alakját kapjuk. A c) állítás azt mutatja, hogy van olyan
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összetett m is, amely nél am sa a (mod m ) teljesül minden a-ra . (Az
ilyen összetett számokat univerzális álprímek nek vagy Carmichael­
szám oknak hívjuk , és ezekkel részletesebben az 5.7 pontban foglal­
kozunk. ) - Út mutatások:

a) Négyzetmentes mesetén az m minden p prímosztójára lássuk be, hogy
a'P(m )+l == a (mod p). Ha az m nem négyzetmentes , azaz osztható egy
p prímszám négyzetével, akkor például a = p-re nem teljesül a szóban
forgó kongruencia.

h) Használjuk fel a 2.4.9b feladat eredményét .
c) Vizsgáljuk az a 1729 == a (mod k) kongruenciákat, ahol k az 1729 egy

r:;' tetszőleges prim(hatvány)osztój a.

2.4.16 2.4.lB: Nyilván elegendő aP == a (mod p) teljesülését egy teljes mara­
dékrendszer elemeire, azaz például a = 1, 2, . . . . p- re belátni. Tegyük
fel, hogy a kongruencia valamely a = k-ra teljesül , ekkor (k + l )P-t a
binomiális tétel ezerint kifejtve kapjuk, hogy a kongruencia a = k+ l -re
is érvényes.
2.4.lA: Legyen (a, p) = l. Ekkor az (imént igazolt) aP sa a (mod p)
kongruenciát szabad a-val egyszerűsíteni , azaz aP - 1 == l (mod p) is
fennáll.

2 .5 .

2.5.2
a) x '" ll, 28, 45 (mod 51).
hj x '" 9,3 8,67,96 (mod ll6).
c) x '" ion + I llllk (mod 55555), OS; k S; 4.
d ) x == (2k+3 + 4)/3 (mod 2k+2 + l ), ha k páros, és nincs megoldas, ha k

páratlan.
e) x == 0, II (mod 19). - Útmutatás: A kis Fermat-tétel alapján az

x( Sx + 7) == O (mod 19) kongruenclához jutunk. Ezután ismét hasz­
ná ljuk fel, hogya 19 prim.

f) x es 79 (mod 100). - Útmutatás: Mivel (27, 1000) = l , ezér t csak
olyan megoldás jöhet sz ő ba, amely rela tív prím a 100-hoz. Így hasz­
nál hatj uk az Euler-Fennat-t ételt.

2.5.3 A l 3x == 31 (mod 49) kongruenciab ől 25 és 74 adódik .

2.5.4 Válasz: 67.
Útmutatás: Az Euler-Ferm át-t ételb ől 3280 == l (mod 100), így a
3x == l (mod 100) kongruenciát kell megoldani.

2.5.5 Elégséges, a), c), f}.
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2.5.6 Igaz , a), h).

2.5.7 m.

EREDMÉNYEK 2 .6.

2.6.

2.6.1
a) 93.
h) Az x sa 4 (mod 12), x sa 8 (mod 15) kongruenciarend szer nem oldható

meg.

2.6.2 a) Akármi lehet. h) 3 vagy 7.

2.6.3 Alkalmazzuk a Pl példánál bemutatott eljárást : Alak íts uk át minde­
gyik kongruenciat olyan szimultán kongruencíarondszerr é, amelyb en a
modulusok az erede t i modulus kanonikus alakjában szerepló pr ímhat­
ványok. Ne felejtsük el, hogy az egyes primhatvány modulusú kongru­
enelék vizsgálata során általában két esetet érdemes megkülönböztetni
aszerint , hogy a keresett x megoldás relat ív prtm-e a modulushoz, vagy
sem. - Eredmények:

a) X" 20 (mod 176).
h) X" 60 (mod 333) és X" 208 (mod 333).
c) X" 91 (mod 105).

2.6,4 a) l. h) 2.

2.6.5 A kérdéses mod ulo 1000 kongruencia helyett vizsgáljuk a mod ulo 125
és modulo 8 adódó szimultán kongr uenciarendszert . - Válasz: 016.

2.6.6 1166.

2.6.7 a) 25, 76. h) 376, 625.

2.6.8
a) Válasz: 36. - Útmutatás: Az x2 == x (mod 1020 } . kongr uencia he­

lyett vizsgáljuk a megfelel ő prímhatvány modulusok szerinti saimult án
kongruenciarend szer t . Mutassuk meg, hogy egy prímhatvány modu­
lusra nézve az x (x - l ) es Okongruencia megoldássz áma 2.

b) Válasz: 135. - Útmutatás: Hat ározzuk meg az x3 sa x (mod 1020)
kongruencia megoldásszámát az al-beli eljáráshoz hasonló módon.

2.6.9 Mivel egy napban 24 . 60 = 1440 perc van, teh át az x == 393831

(mod 1440) kongrucnclát kell vizsgálnunk. 1440 = 25 . 32 . 5 alapjá n
ehelyett a 25, 32 fu> 5 modulusokra nézzük a kongruenci át . - Válasz:
13 óra 21 perc.

2.6.10 A 2.2.14b-c feladat megoldáséhoz hasonlóan járhatunk el.
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2.6.11 Legyenek Pl , ... , PK különböző prímszámok, és tekintsük az x + i sa O
(mod P; ), i = 1, 2, ... , K szimultán kongruenciarendszert .

2.6.12
a) Egy-egy megold ás x = a + b + c, illetve x = ab + be + ca.
b) Szükségesség: Alkalmazzuk a 2.6.1 T éte lt a két kongruenci éböl álló

részrendszerekre. - Elégségesség: Legyen a = da lo b = dblo C = del>
ahol alobl és Cl p áronk ént relatív prímek, és x = dz l . Osszuk el
valamennyi kongruenclát d-vel (a modulusokat is beleértve). Az fgy
kapott szimultán kongruenciarendszerben X I az isme retlen és a l , b l és
CI a modulusok . Mivel a mod ulusok páronként relatív prfmek, ezért
ez a kongruenciarendszer megoldható, és fgy megoldha tó az eredeti
rendszer is.

2.6.13 Szükségesség: Alkalmazz uk a 2.6.1 Té te lt a két kongruenciab ól álló
részrendszerekre. - Elégségesség: Bizonyftsu nk k szerinti t eljes in­
d ukcióva!' A k - l -re vonatkozó indukciós feltevés szerint az első k - l
kongruenciab ól áll ó részrendszer megoldható, legyen C egy megoldás .
Ekkor elég az

x == C (mod [ml, . . . ,mk-ID, x == ck (mod mk)

kongruenciarendszer megoldhat6sá.gát igazolni. A 2.6.1 Tétel krit ériu­
mának az ellenőrzéséhez használjuk fel az I .6.19b feladat több tagra vo­
natkozó ál talánosítását, valami nt 1 ::; i ::; k - l -re az (mk , m,J I ck - ci

és mi I ci - C feltételek teljesülését .

2.6.14 Nincs. - Út mutatás: A kongruencia megoldásszáma megegyezik a
prfm(hatvány)t ényez6k szerint i szimultán kongruenciarendszerben sze­
replö kongruenclák megoldásszámainak a szorzatával.

2.6.15
a) Szükségesség: A rendszer elemszáma rp(k ) = n. A O (mod n ) el6állftá­

sához használt c számra n I c, továbbá (c, k) = l , ezért (k, n) = l.
Elégségesség: Legyen r i , . . . ,rn tetszőleges teljes maradékrendszer mo­
du lo n , S i , ••• , 8 n tetszőleges redukált maradékrendszer mod ulo k (a
feltétel szerint rp(k) = n ). Ekkor (k,n ) = l miatt az

x es r i [mod n ), x == S i (mod k), i = 1,2, ... , n

szimult án kongruenci arendszerek megoldhatók, és ezek egy-egy megol­
dása. a kívánt tulajdonságú számhalmaz t szolgál tat .

b) A szü kségesség nyilvánval ó. Az elégségesség bízonyüása (k,n) = l ese­
té n az a) rész mint Ajára tö rténhet, az általános eset ben azonban úgy
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kell a két redukált maradék rend szer elemeit összcpé rosít ani, hogy az
így l é trej öv ő szimult án kongruenciarendszerek megoldhat ók legyenek.
Anna k ígazolásé hoa, hogy az ilyen párosít ás tényleg megvalósftha tó , a
következő á llítást kell belátni: ha d I n, akkor egy modulo n redukált
maradékrendszer elemeiből minden mod ulo d redukált maradékosz­
tályba ugyanannyi elem esik.

2.6.16
a) Először mutassuk meg, hogy bármely n-re és i i- j -re (ai + n , aj +n)

csak az S = (UI -U2)(UI -U3)(U2 -a3) csst ói közül kerülhet ki. Legyen
ezután p az S tetszőleges prímoszt6ja, és válassz uk meg n-et modulo p
úgy, hogy az ai + n számok közül legfeljebb egy legyen osztha tó p-vel
(p > 3-ra akár az is elérhető , hogy al + n , a2 + n és a 3 + n egy ike
se legyen oszt ható p-ve l). Az S k ülönb özö pr ímosztóira így ad ódó
kong ruenciák egy szimultán kongruenc iarendszert alkot nak, amely a
mod ulusok páronként relatív prím volta miat t biztosan megoldha tó.

bj Például 1,2,3, 4 megfelel.
c) F inomftsuk az al -beli eljárást úgy, hogy az S = TIl <i<j <4(ai - a j )

szorzat páratl an prímosztóit és a 4-et tekintjük modufiiscknak .
d) Most olyan n-et kell választani, hogy az S bármely p prímosztójával

az a i + n számok közül legfeljeb b kettő legyen oszt ható.
e) Öt szám esetén mindkét á llítás igaz, ha t számra viszont már mindket t ö

hamis .

2.7.
2.7.1

a) Válasz: 2, ha m = 4, és O, ha m > 4. Útmutatás: Ha az
m felírh ató két k ülönb özö, l -nél nagyobb egész szám szorzataként ,
akkor ezek mindket ten szercpclnck tényezőként (m - l )!-ban, t ehát
m I (m - l )!. Hátravan még az m = p2 eset, ahol p prím . Ha. p > 2,
akkor p és 2p is szerepel tényezőként (m - lll-ban .

b ) Válasz: 2, ha m = 4; p -l , ha m = 2p, ahol p > 2 prím , és Oegyébként .
- Út mutatás: Először lássuk be, hogy ha m = pat, ahol p It és t > 2,
akkor lp(m);::: pa , Ebből követ kezik, hogy az m = 2a , pa és 2pa (ahol
p > 2 prím) esetek kivételével a keresett maradék O. Ha m = pa vagy
2pQ, ahol cl ;::: 2, akkor a (lp(m )) ! szorzatban pa - l és 2pa - 1 is szerepel,
ezért rn ] (lp(m)) !. Hasonlóan, ha. m = 2Q

, ahol cl ;::: 3, akkor 2a - 1

és 2 is szerepel tényezőként (lp(m)) !-ben. Végül az m = 2p esetben
a (lp(m ))! = (p - l)! szorzat maradékát vizsgáljuk külön modulo p és
modulo 2.
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c} Válasz: - l , ha m = 4, pO vagy 2po, ahol p > 2 prim, és l egyébként.
- Útmutatás: A Wilson- tételre adott párba állításos bizonyítás módo­
sltásánál a fő nehézséget az jelenti , hogy (a legtöbb) összetett m eseten
r? == l (mod m) nem csak c == ± l (mod m) eset én te ljesül. A párba AI·
litásnál a red ukált maradékrendszer azon c elemei okoznak probl émát ,
amelyeknek "önmaga a párja", azaz r? es l (mod rn ]. Jelöljük ezek
halm azAt H -val. Ekkor a keresett r mar adék megegyezik a H ·beli
elemek szorzaté nak a maradekaval. Ha m = 4, pO vagy 2po, ak kor
H-ban csak c es ± l (mod m) szerepel, és így r == - 1 (mod rn}. A
többi eset ben a kínai maradéktétel segítségével lássuk be, hogy H ·nak
több, mint két eleme van. Legyen d ~ l (mod m) a H tetszőleges

eleme, és állít suk párba (csak) H elemeit a c l-t cd (mod m ) megfelel­
tetessel. In nen r sa d vagy l (mod m) adód ik. A H ·beli párba állítás t
most egy másik d' ~ l (mod m) elem ezer int elvégezve kapj uk, hogy
csak r es l (mod m) lehetséges.

2.7.2 Válasz: 7 és 17. - Útmutatás: Ha m pr im, akkor használjuk fel a
Wilson-tételt . Ha m összetett és m - 6 ~ m/2, akkor (m - 6)! nem
lehet relatí v prím az m-hez.

2.7.3 Azt. kell igazolni, hogy az a1blt ... ,ambm szorzatok nem alkotnak teljes
maradékrendszert modulo m.

a} Legyen m prím, m = p. Ha a p = as = bj elöállüásnál i i- i , akkor
ajbi == ajbj == O (mod p). Ha p = a j = bj , akkor a több i a j elem,
illetve a többi bj elem red ukált maradékrendszer t alkot modu lo p, és
megmutatj uk, hogy az a jbj szorza tok viszont nem alkotnak azt. A
Wilson-tétel alapján

II a j bj '" II aj II bj es (-1)(- 1) = I te- - I (mod p) ,
jf- i jf-i jf-i

tehát az ajbj (j I- i) szorzatok nem alkothatnak red ukált marad ék­
rendszert modu lo p.

h ) Először mutassuk mcg, hogy ha k Im, akkor a k·val osztható a-kat és
b-ket eleve "egymással kell összeszorozn i". Ha m nem négyzetmentes,
azaz van olyan p prím, amelyre p2 I m , akkor az el özö ész revétel alapján
bármely a ibi szorea t vagy relatív prím a p-hez, vagy pedig osztható
p2.tel, tehát példáu l a (p}m maradékosztály nem lesz reprezentálva. Ha
m négyzetmentes, és p az m egy páratlan primosztója, ak kor lássuk be,
hogy az m/ p-vel osztható a és belemek egy-egy teljes maradékren dszer t
al kotnak modulo p, és vezessük vissza a feladatot az a) részre.
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2.7.4 A (p - l )! sa - l (mod p ) kongruencíéban a p - c > (p - 1)/2 tényezők

helyére frjunk -c-t , majd a "négyzetgyö kvonás ná l" használjuk ki p
prfm tulajdonságát.

2.7.5 A (p2 - t j l-bol pp- l ·et kiemelve p + 1 darab modulo p red ukált ma­
radékrendszer szorzata marad (a p + l-edik a p-vel osztható számok
együtt hatóibó l keletkezik).

2.7.6 (p - 3)/ 2.

2.7.7 Válasz: 10000. - Út mutatás: Vizsgáljuk külön a maradékot modulo
101 és mod ulo 100, majd oldjuk meg a kapot t saimult én kongruencia­
rendszer t .

2.7.8 Válasz: 3,4, 5, 9. - Útmutatás: Először "ej ts ük ki a faktoriálist": az
első szám alkalmas többszörösét a másod ikból levonva kapj uk, hogy
a keresett d legnagyobb közös oszt6 oszt6ja 3n(n + 3)-nak . Ennek
alapján mu tassuk meg, hogy ha n ~ 4, akkor d = 3. Használjuk fel,
hogy (n + 2)! maradéka O vagy - 1 modulo n + 3.

2.7.9 Mindkét kérdésre m ~ 3 a válasz. - Útmutatás: Nyilván elég megmu­
tatni, hogy m > 3-ra nem létesik ilyen alakú redukált maradékrendszer .
Ha m = p > 3 pr ím, akkor csak l! , 2!, ... , (p - l )! jöhetne szóba, de
a Wilson-tétel alapján (p - 2)! == l l. Ha m összetett és p a legkisebb
prtmosat öja , ak kor egyrészt p ~ k ese t én (k !, m ) '# 1, másrészt egy­
szenlen igazolható, hogy p ~ lfI(m), tehá t a faktoriálisok között csak
lfI(m)-nél kevesebb olyan van , amely relatfv prfm az m-hez.

2.7.1Q A Sf-gyel való oszt hatóságot nem befolyásolja , ha az összeget a dl -hez
relatfv pr ím (ala2a3)27 számmal beseorozzuk. Ezután használjuk fel
a Wilson- és a kis Fermát-tételt .

2.7.11 Válasz: O, ± 1. - Útmutatás: LAssuk be, hogy ha a számtani sorozat
egyik eleme sem osztható p-vel, akkor az elemek vagy redu kált mara­
dékrendszert alkotn ak modulo p, vagy pedig mind azonos maradékot
adnak p- vel oszt va. Ennek megfelelöen használjuk fel a Wilson- , illet ve
a kis Ferm át-t ételt .

2.7.12 V álasz: x = 1, z = 2. - Útmutatás: Az el- ben minden l s: i ~ x- l
tényez6 helyére frjuk a vele kongruens - (z - i) számot, ekkor

xl (z - x) ! '" (- 1)"-'x(z - l)! (mod z )

adódik. Ezután használj uk fel a Wilson-t ételt , illetve a 2.7.1a felada.
tot.
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2.7.13 Válasz: p :s: 5. - Útmutatás: Tegyük fel indirekt , hogy egy p > 5
prímre (p - l )! + 1 = pk teljesül. Ezt átalakítva a

pk _ l
(p _ 2)! = -- = p' - l + p' - 2 +... + 1 (1)

p - l

egyenlős éget nyerjük. Vizsgálj uk (l )-et modulo (P- l ): a 2.7.1a felad at ,
illet ve p es l (mod p - l ) alapján Oes k (mod p - l ) adó dik. Innen azt
kapjuk, hogy k ~ p - l , azonban ekkor pk ~ pp- l> (P - l )! + l, am i
ellent mondás.

2.8 .

2.8.1 Páros tn-ek esete n.

2.8.2
a) A 13x == l (mod 100) kongruenciát kell megoldani. - Válasz: (77).
b ) 100 - '1'(100) - 1 = 59.
c) 19.
d) Van.

2.8.3 Válaszok:
a) 2. b) 4. c) 8.
d) Legyen m = 2"' t , ahol t páratlan, és jelölje t k űlönb öz ö prímosztói­
nak a számát k . Ekkor a kereset t érték 2\ ha o' :s: l ; 2k+l , ha o' = 2;
és 2k +2 , ha o' '2: 3.

Út mutatás: Az x 2 == 1 (mod m ) kongruencia megoldásszám át kell
meghatározni . Vizsgáljuk először azt a speciálls esetet , am ikor m egy
pár atlan prím hat ványa, illetve kett őhatvány. majd általános m eset én
térj ünk át az m kanon ikus alakjában szereplö prímhatvány tényezők

szerinti szimultán kongruenciarendszerre.

2.8.4
al- b ) Használjuk a nullosztó definícióját vagy a 2.8.5 T ételt.

c) Ezek az rn-ek a prímhatványok.
d) Az összeg (O), ha m páratlan, és (mj2), ha m páros. A szorzat (2), ha

m = 4, és (O), ha m > 4.
e) Pontosan a nem négyzetmentes számok ilyenek, azaz amelyek legalább

egy pr ímszám négyzetével oszt hatók.

2.8.5
a) Először be kell látni, hogy a műveletek ,jól vannak definiálva", azaz két

ilyen maradékosztály összege és szoreata megint ilyen tfpusú maradék­
osztály. A műveleti azonosságok az összes modulo 20 maradékosztály
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köréb en érvényesek, te hát a H részhal mazon is "automati kusan" te lje­
sülnek. Nullelem a (Oleo, a (4sho ellentettje a (- 4s h o = (20 - 4sho·
Egységelern a (16ho , a (l 6ho és a (4ho ínvcrzc önmaga, a (Slae és a
(12ho pedig egy más invcrzei.

b) Bármely (a) E K·ra (a) 4o(2ü)40 = (0)40, tehá t valóban minden elem
nullosztó. Ebből következik , hogy nem létezhet egys égelem. és K nem
lehet test. (Az, hogy K kommutatfv gyűrű, az a) részhez haso nlóan
igazolh ató.)

c) Legyen 1 < k < m és k I m .
(i) Ekkor a modulo m marad ékoszt ályok közül a "k-val osztha­

tó k" a maradékosztályok közötti összeadásra és szorzásra egy
R kommutatív gyűrűt a lkot nak.

(H) Ha (k ,m/ k ) = 1, akk or ez az R gyünl egységelemcs.
(iii) Ha (k ,m/ k) = 1 és mik prím, akkor R tes t.
(iv) Ha (k,mik) f; l , akkor R mind en nemnulla eleme nullosztó,

és így már egységelem sem létezik.

2.8.6 Csak a köbre cmclósscl nincs semmi probléma. Részlet esen az alábbi­
akat mondhatjuk:

a) Ln ko: a jobb oldalon á lló maradékosztály álta lában függ attól, hogy
az (a)m és (b)m maradékosztá lyból melyik repreze ntáns t választottuk.

b ) Köbre emelés: értelmes a definíció.
c) K öbgyökvonés : a jobb oldalon álló marad ékosztály á ltalában függ at­

tól, hogy az (a)m maradékosztálybó l melyik reprezentánst választot­
tuk , sőt további problémát jelent , hogy egy ad ott maradékosztálynál
már az is függhet a rep rezentán s választ ásától , hogy (/li egyáltalán
egész szám-c.

d) Számtani közép: hasonló a helyzet , mint ej -nél. - Ha finomabb vizs­
gá la tot akarunk végezni, akkor ér demes a páros és páratlan m ese­
té t megkülönböztetni . Ha m páratlan és a két maradékosztályb ól
olyan rep rezen tánsokat veszünk, amelyekre (a +b)/2 egész szám (ilyen
re preze nté nsok mindig vannak), akkor ez egy é rtelműen megh atározza
a ((a + b)/2)m marad ékosztalyt , tehát ily módon (kissé erőltetetten)

értelmezhetj ük bármely két maradékosztá ly számtani közep ét . Ha m
páros, akkor a két maradékosztá ly bármely két reprezentánsára egy for­
mán igaz , hogy (a +b)/2 egész szám-e vagy sem, azo nban ((a+b) /2)m
az első ese tbe n scm lesz egy é rtelmű. Ez azt jelenti, hogy páros mcse­
té n sehogyan sem tudj uk két maradékosztály számtani közepét a fent i
m ódon értelmez ni.

e) Hatványozás : a jobb oldalon á lló maradékosztály á lt alában függ attól,
hogy a (b)m marad ékosztályból melyik repreze ntáns t választottuk.



EREDMltNYEK 3.1. 521

2.8.7 Kövess ük - é rtelemszer ű módosftásokkal - a 2.4.1 T ételre adot t bi­
zonyítás gondo latmenetét. Legyen G összes eleme 91, ' " ,9k' Elösz őr

mutassuk meg, hogy ekkor a91 ,' .. , a9k is kiadja a csoport összes ele­
mét . Ebb61követ kezik, hogy (a91)(a9z) ... (a9k) = 9192"' 9k. Ezt az
egyenl őséget 9192' " gk inverzével beszorozva a feladat állftását kap­
juk.

2.8.8 A Wilson-t étel bizonyítás ának a mintájára párosítsunk minden elemet
az inver zével . Ebb61 azonnal következik az állftás, ha (e-vel együt t )
legfeljebb két olyan elem van, amelynek a négyzete az egys égelem. Ha
kett őn é l több ilyen elem van , akkor ezek körében csináljunk egy másféle
párosít ast .

3 . Magasabb fokú kongruenciá k

3.1.

3.1.1 a) 2. b ] 4. cl O. d) 60.

3.1.2 Alkalm azzuk a Zm gy űrüre azt a tételt , hogy egy (kommutatív) gyürü
feletti polinom akkor és csak akkor osztható x - c -val, ha a megfelelő

polinomfüggvénynek az a gyöke.

3.1.3 Csak c) igaz .

3.1.4 a) PI. f = x'(x - l ) ... (x - ll ). b) 37 · 36 · (::l·
3.1.5 Ha i megoldas , akkor J (i )p- I es O (mod p), ha pedig nem megoldas,

akkor a kis Fermat-t étel miatt j(i)p-I es l (mod p).

3.1.6 Használjuk fel a Wilson-tételre ebben a pontban adott b izonyítást: a
kereset t szorzat ( - l)j+lap_l _j, ahol ap_l_ j a bizonyításban szereplö
f polinom megfelel ő együ tthat ője .

3.1.7 Írj unk J -ben xp - 1 helyére mindaddig l -er, am íg ez csak lehet séges.

3.1.8 Kezeljük a kérdést a Zp test feletti polinomok körében. It t az J po­
linomhoz tartozó polinomfüggvénynek p helyettesftési értéke van. A
Lagrange- vagy Newton-féle inter poláció egy olyan g polinom létezé­
sét gara nt álja, amelynek a foka legfeljebb p - l vagy g a nullpolinom,
és a g-hez tartozó polinomfüggvény az adott helyeken az előre mega­
dott érté keket veszi fel, vagyis jelen eset be n minde n helyettest tési ér­
téke ugyanaz , mint az J -hez tartozó megfelelő helyet tesítési érték. ­
Az interpoláciős polinom elöállítaséra többféle eljárás ismert , azonban
min dcnképpen szű kség van hozzá az J összes helyettes ítesi érté kére,
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tehát eleve ismernünk kell magukat a gyököket és Igy a megoldásszá­
mot is. En nek megfelelőerr az interpolációs polinom nem használható
a megoldássz árn megkeres és éhez.

3.1.9 Tegyük fel, hogy a 91 és 92 polinom is megfelel, és teki ntsük a
h = 91 - 92 polinomot. A feltét elek alapján a h modulo p vett foka
legfeljebb p - I lehet , ugyanakkor a h(x) = O (mod p) kongr uencia­
nak minden c megoldása, azaz a megoldas sz ám p. Az ellentmondás
csak úgy oldh ató fel, hogy h-nak modulo p nincs foka, azaz h mind en
együ t th atója osztható p-vel.

3.1.10 A 3.1.3 Téte lre adott első bizonyitást módosítsuk a 204.I5b feladat
felhasználásával.

3.2.

3.2 .1 al l. b} 2. c) 12.
d ) 46. (Azt, hogy nem 23 a rend , minden számolás nélkül is megmu­
tathatjuk 43 = _ 22 (mod 47) és a kis Fermat-tétel felhas zn álás ával. )

3.2.2 Csak a c) esetben van ilyen a szám.

3.2.3 9, 21 és 63.

3.2.4 Használjuk az (ai)! = ait összefüggést és a 3.2.2 Téte l (i) állítását.
Ennek alapján a legnehezebb c) rész (amelynek a) és b) speciális esete)
a következőképpen igazolható:

l - ( i )' _ it ( d) k I . k I i k I= a - a mo m {::::::::} i t {=} (i, k) t( i ,k) {=} (i,k) t .

3.2.5
a) 10 és 30 (mutassunk példát is ar ra, hogy míndkett ö valóban el őfordul) .

bj 36.

3.2.7 16.

3.2.8
a) p l a3 - 1 ~(a - l)(a2 +a + l) , de pJa - 1.

b) Válasz: 6. - Útmutatás : Az a) rész alap ján (1 + a)2 es a (mod p).

3.2.9 16.
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3.2.10
a) (A kongr uenciák az m modulusra vonatkoznak ):

523

a n ss l <:==:} om(a ) l n} ()I ( k) ~ a (n .k ) =_ l .
a' " 1 <=> Om(a> I k <=> Om a n , -

b) Az a) rész alapján an - 1 és a k - 1 közös osztó i ugyanazok, mint
a (n ,k ) _ 1 oszt ói.

3.2.11 Ind irekt tegyük fel, hogy m > 2-re an es 1 és ak es -l (mod m)
teljesü l. Ekkor om(a ) I n miatt om(a) párat lan, továbbá a2k == l
(mod m) alapján om(a ) I 2k . Innen om(a) I k , azaz a k == l (mod m)
követ kezik , ami ellent mondás.

3.2.12 Ha a" == -l (mod p), akkor az előző feladat útmutatásához hasonló
módon kapj uk, hogy op(a ) páros. Ez az állítás p helyett tetszőleges

m > 2 modulusra is igaz. A megford ításn ál legyen op(a ) = 2k , ekkor
ak es -l (mod p). Ez a rész összetett. modulusra ált alában nem igaz,
legyen például m = 15 és a = 4.

3.2.13 b) Használjuk fel, hogy a k == l (mod [m, n]) akkor és csak akkor igaz,
ha az ak es l [mod m ) és ak es 1 [mod n) kongruenciák egyszerre
te ljesülnek.

3.2.14 Válasz: 7. - Útmutatás: Az x2 == l (mod 1000) kongruencia x ~ l
(mod 1000) megoldásainak a számát keressü k. A mod 1000 kongruen­
cia helyett vizs gálju k az x2 sa l (mod 125), x2 == l (mod 8) szimultán
kongruenciarendszert .

3.2.15
al Mivel (a b)lu,u) = a lu,ulblu,ul es l . 1 = l (mod ml, ezért o(ab) I [u,vJ.

Ebből következik, hogy ha o(ab) = uv, ak kor (u , v ) = 1. A megfor­
d ításhoz tegyük fel, hogy (ab)' == l (mod m}; azt kell belá tni, hogy
ekkor uv I t. A kongru enciát u-edik hat ványra emelve kapjuk , hogy
1 == a'ubtu == blu (mod ml. Innen o(b) = v I tu, és (u, v) = l miatt igy
v I t . Hasonlóan adód ik, hogy u l t , te hát uu = [u,vJ I t.

b) Az a) részben már megmu tat tuk, hogy o(ab) I [u, vJ . A másik oszt­
hat6ságot az a) rész második felében látott gondolat menet mintájára
igazolhatjuk.

3.2.16 Legyen d = (o( a ),o(b)) . és emeljük a kongruenciát o(a )/ d-edik, illet ve
o(bl/d-ed ik hatványra.

3.2.17 Vegyük észre , hogy modulo an - l az a rendje éppen n .
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3.2.18 Mutassuk meg, hogy ha ab es l [mod m), akkor om(a) = om( b),
és így om(a ) + orn (b) páros szám. Külön kell kezelni, ha itt a == b
(mod rn), vagyis aZ == l (mod rn}; ez azt jelenti , hogy om(a) = 2 (am i
pá ros szám) vagy a es l (mod m) (amelynek a rendje l ).

3.2.19
a) A maradék l , ha a es l (mod p), és Oegyébként.
b) A maradék l, ba o(a) páratlan, és - l , ba o(a) páros.

3.2.20
a) Legyen az a/ b racionális szám tizedest ő rt-alakja a/b = O,CIC2C3 ""

ekkor a ci t izedesjegyeket a következő maradékos osztáso kból kapj uk:

lOa =Clb+ r l,

lOrl = C2b + ra,

IOr z = C3b + ra,

ahol O ~ rl < b,

ahol 0 ~ r2 < b,

ahol 0 ~ r3 < b, (1)

Ha itt valamelyik ri = O, akkor az eljárás véget ér, és véges t izedes tör­
tet kapunk . A több i eset ben, mivel mindegyik r i csak az 1,2, . .. ,b - l
ér tékeket veszi fel, ezér t lesz olyan h < j, amelyre rfi = rs - Ekkor ( l)
ala pján Ch+l = Cj +l, rh+l = rj+l, és így Ch+ Z = Cj+z, rh +Z = rj+z

st b., vagyis ekkor végtelen szakaszos t izedes törtet kapunk.
A megfordí táshoz tegyük fel, hogy a O< o:' < l valós szám t izedes-­

tört-alakja véges:

illetve végtelen szakaszos:

(2a)

o:' = O, UIUZ'" ukUl'" Vn Vl ' " Vn··· , (2b)

ahol Ul Uz ... Uk a Hem ism ét lődő rész (a tiszta szakaszos esetben ez
hiényaik , azaz k = O), Ul ••• Un pedig a (legkisebb ísmet lödö) szakasz.
A (2a) esetben o:' = Ul ' " Uk / lOk, a (2b) esetben pedig O:'(lOn +k _ lOk)
lesz egész szám.

b) Ezt lényegében már az a) részben bel át t uk.

c) Egy tiszta szakaszos t izedes tört az ej -ban látot t eljárással egy IOn-l
ncvez őjű (közönséges) törtté alakítható, a b az ennek (eset leges) egy­
szerűsítésével kapott tört nevezöje, t eh át (b, 10) = l.
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A megford ításhoz tekintsük az (Ll-beli eljárást , legyen TO = a , ekkor

T O ss a (mod b),

TI == lOa (mod b) ,

T2 == lOTI == 10 2a (mod b) ,

és ugyanígy á lt a lában Ti es lOia [mod b).
Az T h = Tj (h < j) egyenlőség a lOh a es l (}i a (mod b) kongru enciát

jelenti , ami (Iüc, b) = 1 miatt ekvivalens l (}i - h es l (mo d b) teljesü l ő­

sével. E z azt jelent i, hogy lesz olyan i > O, amelyre Ti = TO = a, vagyis
a szakasz rögtön a tizedesvessző után kezdődik, a szakasz hossza pedig
annyi, ahány modulo b páronként inkongr uens hatván ya van a lO-n ek,
azaz 0, (10).

d ) Az ekviva lencia az előző két r észb ő l a "maradékelv" szerint következik,
hiszen a kimarad t racioná lis számok adják a kimarad t vegyes szakaszos
esete t. Itt a nem ism ét löd é rész, illet ve a szakasz hosszára vona tkozó
á llítást a c) résznéllá tot tak mintájára igazolhatj uk .

3 .3 .

3.3.1 Azok nak a redukált maradékosztályoknak az elemei, amelyek egy-egy
rep rczentánsa: a) 3, 5; b) 3, 7; c) 5, 11.

3.3.2 Megfelel például az x == 2 (mod 11), x == 3 (mod 14) szimultán kong­
ru enciarendszer megoldása: x ss 101 (mod 154).

3.3.3
a ) Kövessük a 3.3.5 Tétel bi zonyít ásában az (Ll ) és (L2) rész gondola t me­

net ét . Először keressünk egy prim itív gyököt modulo 5, ilyen péld áu l a
2. Ez után nézz ük meg, hogy a 2 primití v gyök-e modulo 25; ehhez elég
25- 1 t= 1 (mod 25) teljes ülésé t ellenőrizni, ami valóban fennáll. Mivel
a 2 primitív gyök modulo 52, ezért pri mití v gyök minden ő -hatvá nyra

is.
b) Keressük a szá mot a = 2 + 5t alak ban. Az a akkor nem lesz primitív

gyö k mo d 25, ha l es (2 + 5t )5- 1 '" 24 + 4 . 8 . (5t ) (mod 25), azaz
t == l (mod 5). Innen a == 7 (mo d 25). Lássuk még be, hogy ha a nem
primitív gyök modulo 25, akkor nem lehet az modulo 625 sem; ehhez
a 3.3.2 Tételt érdemes has ználni .

3.3.4 Igaz , h), d) , e) , fl.



526 E REDMÉNYEK 3 .3.

3.3.5
a) Ha g primitív gyök, akkor g (p-l )/2 ss -l (mod p), és így

(919,) (, -1)/'" (- 1)(- 1) ~ 1 (mod p).

b) Mu tass uk meg, hogy ha g primitív gyök és gh == l (mod p ), akkor h is
primi tív gyök. Ennek alapján megfelel egy ilyen g és h pár, valam int
egy t tetszőleges pr imitív gyök, hiszen ght es t (mod p).

c) Ezek a 2k + l a lakú pr imek, az ún. Fermat-pr lmek (ekkor a k kitevő

szükségképpen 2-hatvány, lásd az 1.4.4 feladatot ).

3.3.6 Legyen p > 2 prfm, g primitív gyök mod p. Ekkor az l , g . . . , gP- 2
elemek redukált maradékrendszert alkotnak mod p , és így

(p -l)! " 1 · 9 · ... · 9r-' = (9(, - 1)/ , ), - 2 " (- 1)'- ' = - 1 (mod p) .

3.3.7 Az összeg maradéka O, Ita p - Ilk, és p - l , ha p -l I k. - Útmut atás :
A kereset t maradék nem változik, ha az 1, 2, ... , p - l számok helyett
egy másik redukált maradékrendszert vizsg álunk . Ennek megfelelöen
érdemesebb az l k + l ' + ... + g (p -2)k összeget tekinteni , ahol g pr i­
mitiv gyök mod p. Ha gk == l (mod p ), akkor az összeg marad éka
nyilván p - l , egyébként pedig használjuk fel a (Véges) mértani sorozat
összegképlet ét.

3.3.8 Válasz: l , ha p > 3, és 2, ha p = 3. - Út mutatás: Állítsuk párba
a primitív gyökökct úgy, hogy az egy pár ba tartozó elemek szorzata l
maradékot adjon.

3.3.9
al Használju k fel a 3.2.4c feladatot .
b) Tekintsü k az a) részben saereplö j = t(p - l )jd értékeket a O~ j < p- l

feltétel mellett: ekkor O~ t < d és (t , d) = l miatt ezek száma lp(d) .

3.3.10 Az egyik irány könnyen következik a 3.2.4a feladatból. A megfordf­
táshoz induljunk ki abból, hogy a és b egy g primitív gyök alkalmas
hat ványaival kongruensek modulo p , és használjuk fel a 3.2.4c fela­
datot . - Más ik lehet ős é g: (c,p) = l escten az összes op(c)-ed renda
elem száma megegyezik a c hat ványai között el őforduló op(c)-cdrenda
elemek szám éval.

3.3.11 Minden állttás érvénybe n marad, ha p - l helyére rp(m)-et írunk .

3.3.12
a ) Vegyük észre , hogy elég a következő ősszefü ggést igazoln i:

52° ·
s

= 1 + t2a- 1, ahol t páratlan (és o ~ 3) ,

és ezt bizonyítsuk be Q szerint i te ljes indukcióva!.



EREDM~NYEK 3.4 . 527

b) A kongruencia már mod 4 sem teljesül.
c) A megadott számok relat ív prímek rn-hee, számuk r.p(m). továbbá a fel­

adat a) és b) részéből könnyen adódik. hogy páronként inkongruensek
modulo m.

3.3.13 Legyen 9i primit ív gyök mod pi; , i = 1. 2. .. . , r . Ekkor megfelel, ha
U i az x == 9i (mod pi ;), x == 1 [mod m / pi l ) szimultán kongruen­
ciarendszer megoldása. - PAros rn csct én használj uk fel a 3.3.12e
feladatot is. Legyen az Tn kanonikus alakj ában a 2 ldtevöje a. Ha
a = l . akkor a képlét en semmit sem kell változtat ni. Ha Q = 2. akkor
a képletben a hatv ányok szoraatá t egy u j tenyezővel kell kiegészíteni,
ahol O :$ j < 2 = r.p(4) . Ha Q 2: 3, akkor egy uiv" kiegészí tő tényező

kell. ahol O :$ j < 2 és O :$ k < 2,,- 2. Itt az u , illetve v érté keket
az x sa - l (mod 2" ), x sa l (mod m / 2Q

) , illet ve az x == 5 (mod 2") ,
x == l (mod m / 2") szimult án kongruenciarendszerek megoldásaként
kaphatjuk meg.

3.3.14
a) Egy tetszőleges F egész egyiitthat ös poli nom eseté n jelölje deg F az F

fokszámát , N (F) ped ig az F (x ) ss O(mod p) kongruencia megoldássza­
mát . A 3.1.2 Tételből követ kezik, hogy N (F) :$ deg F . Ha xp - 1 - l =
= fh , akkor a kis Ferm at-t étel és p prím volt a miatt egy redukált ma­
radékrendszer minden eleme kielégíti az f (x ) == O (mod p) és h(x) == O
(mod p) kongruenci ák közül (legalább) az egyiket , ezért

p - l ~ N U ) + N (h) ~ deg j" + dcgh = p - 1 ,

így minden hol egyenlőség te ljesül. Tehát valóban NU) = deg f .
b) Alkalmazzuk az f i polinomokra az a) részt .
c) Egy c elemre akkor és csak akkor teljesül op(c) = qIJ, ha h (c) es O

(mod p), de h (c) t O (mod p). Ilyen c lét ezése a b) rész alapján
követ kezik.

d) Legyen a d kanonikus alakja d = q~ l q~~ . A c) rész alapj án létezik
olyan Ci, amelyre Op(Ci ) = qfl (i = 1,2, , r ). Ekkor a 3.2.15a feladat
ezer int Op ( CI ' " c,.) = d.

3.4.

3.4.1 A feltétel szerint p 173 - 2 = l l · 31, azaz csak p = II és P = 31 jö het
szóba. A 7 primitív gyök mod 11, de nem primi tív gyök mod 31, és
így egyedül p = 11 felel meg a felt ételeknek.
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3.4.2 a) O. b) (p - 1)/2 . c) (p + 1)/ 2.

3.4.3
a) Kétféleképp en is előá llí tunk olyan g·hatvAnyokat , amelyek az ab SZOf ­

sattal kongruensck mod p:

g ind (ab) ss ab es g ilLd a . g ind b = g ind a + ind b (mod p) ,

és így az első és utols6 tagban a g kitevői kongruensek mod p -L
h) Az a) részhez hasonló gondolatmenetet alkalmazunk:

g ind(a
Jo

) =: ak sa (gind a) k = l -inda (mod p ) .

3.4.4 Az előző feladatnál l átot t módon bizonyí t hatunk.

3.4.5 op(a).

3.4 .6 Ez a 3.3.4 Tétel (i) á llít ásának az átfogalmazésa.

3.4.7
a) Az előző felad at alap ján mindkét felt étel azzal ekvivalens, hogy a pri­

mi tív gyök mod p.
b) A 3.2.4c feladat alapján op(a) = (p - ll / lind a , p - l ), bármelyik

prirnitfv gyök szerint képeztü k is az indexet.

3.4.8 Használjuk fel a 3.4.6 felad atot .

3.4.9 Indulj unk ki a 3.4.7b feladathoz adot t útmutatásból.

3.4.10 Egy-egy táb lázat fels ő sorában a mod p redukált maradékosztályok
legkisebb pozitív reprezentánsait soroljuk fel növekv ő sorrendben, az
alsó sor ban pedig rendre ezeknek az elemeknek a 9 alapú ind exei sze­
repelnek.

a) p ~ 7, g ~ 3,
l 2 3 4 5 6
O 2 l 4 5 3

bj p ~ ll, g ~ 2,
l 2 3 4 5 6 7 8 9 10
O l 8 2 4 9 7 3 6 5

c) p =17, g ~3,

l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 13 14 15 16
O 14 l 12 5 15 II 10 2 3 7 13 4 9 6 8

3.4.11 Ha p I a , akkor a megfelel ő k számok a p t öbb ezörösei . Legyen most
(a, p) = l és 9 egy prim ití v gyök mod p. Ekkor az x es 9 (mod P) l
x == indga (mod p - l ) szimultán kongruenciarendszer megoldásait
vehetjük k-nak .
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3.5.

3.5.1
a) Nincs megoldása.
b) x es 51 (mod 101). - Útmutatás: Használjuk fel a kis Fermat-tételt.
c) x == ± 2 (mod 23). - Útmutatás : A szokásos redukció ut án az x 2 == 4

(mod 23) kongruencia adódik.
d) x =o O,±6,±7 (mod 17).
e) x =o 0,2, 5,6 (mod 13).
f) x == ± 5 (mod 11). - Útmutatás: Mivel x es O(mod 11) nem megoldás ,

ezért a redukciónál x 20 helyére l írható.

3.5.2
a) Válasz: 12. - Útmutatás: Az x 30 == 1 (mod 73) és x45 == 1

(mod 73) kongruenci ák m égoldássz ám ának összegéből le kell vonni a
közös megoldások számá t , azaz az x(30,45) ss 1 (mod 73) kongruenci a
megoldássz ámát .

b) Válasz: (k + 1,30), ha 31 1k + l , és (k + 1,30) -l , egyébként.
Útmutatás: A bal oldal (Xk+l - l )j (x - 1) alakba írható. így a kér­
déses kongruencia megoldásai x == l-től esetleg elt ekintve azonosak
az X k +1 == 1 (mod 31) kongru encia megoldásaival. Külön meg kell
vízsgálni , hogy az x == l (mod 31) milyen k esoté n lesz megoldása az
eredeti kongruencianak.

3.5.3 a =o O, ±1(mod p).

3.5.4 A megoldhatóság feltétele: (k,p - l ) I indgg 1. Ekkor a megol-
d ésszám (k ,p - l ) ~ 1.

3.5.5 x == Cbi (mod p), i = 1, ... , r.

3.5.6 a) 1. b ) ± 1.

3.5.7 A keresett feltétel: (k,p - l ) = 1.
3.5.8 A 3-ra és a 3t - 1 alakú prímekre.

3.5.9 Használjuk a 3.5.3 Tételben szereplö két kritérium bármelyikét vagy a
3.5.2 Defin íciót (az ut óbbi eset ben a b) résznél a kis Fer mat-t ételre is
szükség van) .

3.5.10 (k ,p - l ) ~ 2.

3.5.11
a) Válasz: l , ha p - l I k , és O egyébként . - Útmutatás: Legyen

d = (k ,p - 1). A k-adik hatványmaradékok g r d alakban Irhat ők ,

ahol O S r < (p - l ) j d. Használjuk ezután a véges mértani sorozat
összegképleté t. - Egy másik lehetőség: A 3.3.7 feladatban szereplö
összegb en minden k-adik hatványmaradék (k,p- l)-szer fordul elő. -
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Egy harmadik út: Vegyük észre, hogy a k·adik hatványmarad ékok

éppen a Zp feletti X ( '~;~1 1 - 1 polinom (egyszeres) gyökei, és használjuk
fel a gyökök és együtt hat6k közötti összefüggést .

p -l
h) Válasz: - l , illetve l , aszerint, hogy (k,p -l) páros, illet ve párat lan.

Útmutatás: Állítsuk párba a k-adik hatványmaradékokat úgy, hogy az
egy párba tartozó elemek sw rzata l maradékot adjon. - További Ie­
het6ségek: írjuk fel a k-adik hatványmaradékokat az a) részhez adot t
elsö útmutatás szerint , illetve alkalmazzuk az a) részhez adott harma­
dik út mu tat ást .

3.5. 12 Lásd a 3.5.9 feladathoz adott útmutatást. - Ált alánosít ás : a ak­
kor és csak akkor lesz egyszerre k-ad ik és n-ed ik hat ványmar ad ék. ha
[k,nl-ed ik hatványmared ék.

3 .6 .

3.6.1 Egy olyan homogén lineáris egyenlet rendszernek, amelyben az ismeret­
lenek száma nagyobb az egyenletek száménál . mindig van nemtriviális
megoldása. (Ez nemcsak mod ulo p, hanem bármely más test felett is
érv ényes. )

3.6.2 Alkalmazzuk a Chevalley-t ételt .

3.6.3
a) A kínai maradéktétel szerint elegendő a problémái egy pa pr imhatvány

modulusra megoldani. Ha a > l , ak kor az X I = pro /
21, X2 = xJ = o

választás megfelelő . Ha cr = l , akkor (pl. a Chavalley-t étel alapján) az
xi + x~ + x~ == O (mod p) kongruencianak van nemtriviális megoldása.
Itt feltehető lXi I ::5 p/2, ezért O< xi+x~+x~ < p2, tehá t az xi+x~+x~
összeg (amely a feltétel szerint p-vel osztható) p 2-tel már nem lehet
osztható.

b) Az al-beli eljárás t kell egyetlen esetben finomítan i: ha cr > 1 és párat­
lan, akkor legyen XI = p (o-I )/2 yi, és az Yi-kre alkalmazzuk az elöbb
il = l -re látot t gondolatmenetet.

3.6.4 A p = 2 eset nyilván való. Ha p > 2, akkor a Chevalley-tétel szerint
léteznek olyan Ui egészek, 1 ::5 i ::5 5, amelyek a E :=l xt ss O (mod p)
kongr uencia egy nemtriviális megoldását adják. Ha itt pl. Ul 't O
(mod p), ak kor Vi = U~- 2Ui is megoldás és VI ss 1 (mod p). A többi
vi-rlSl is feltehet ö le.] ::5 (P- 1)/2. Ennek megfelelöen :E~= l vt osztható
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L' , (P - I)' p'0 < v · < 1 +4 - - < - .t- 2 4
;= 1

531

3.6.5
a) A Cj számban a qi prím kitevöje legyen "'tij (1 :5 i :5 k , l :5 j :5 l) .

Az h(Xl' " " Xtl = L:~= l "'ti j X; polinomokra és p = 3-ra alkalmazzuk
a Chevalley-téte lt .

h) itt t ~ (m - I )k + I a megfelelő feltétel.

3.6.6 El ősz ör azt igazoljuk , hogy ha az állítás igaz n = r -re és n = s-re,
akkor telj esü l n = t -s-re is. A 2rs - l számból vegyünk tetszőleges

2r - l-et , ekkor az r-re vonatkozó állítás szerint kiválaszthatunk r
olyat , amelyek összege osztható r -rel. A maradék 2rs - l - r számból
ismét vegyünk tetszőleges 2r - l-et , ezek között is van r darab olyan,
amelyek összege osztható r -rel. Lássuk be, hogy ily módon 2s - l
darab olyan r-es csoport keletkezik, aho l minden csoport elemeinek az
összege osztható r-rel. Alkalmazzuk ezután az s-re vona tkozó állítást
ezen összegek r -edrészére.

Ennek alap~án elér az n = ft = prim esette l foglalkozni. Legyen
fl = L;~~ Cj~- , h = L:j~~l ~- 1, és alkalmazzuk a Chevalley­
tételt .

3.6.7
a) Indirekt tegyük fel, hogy az egyet len megoldás Xj = aj, j = 1,2, ... , t.

Ekkor a Cbevalley-tételre adott bizony ítésben csak a G polinom defi­
nfcióját kell módosftani: legyen most

,
G(x" .. . ,x, ) = II {1 - (x; -0; )'-').

j = l

b) Legyen a mogoldásszá m s, a megoldások !11' .. . , Q." . Mínden g, megol­
dásh oz készftsük el az a) résznek megfelelöcn megadott Gv polinernot
(v = l , ... , s). Legyen G = L:~=l Gv. Ekkor a Chavalley-t éte l bizo­
nyítását követve F· = G adódik . A foksz ámokat összehasonlítva ebböl
azt kapj uk, hogy G-ben az (X1 ••• Xt )p- l tag együtthatója csak Olehet
modulo p, azaz s(- I )' "O (mod p).



532 EREDMÉNYEK 3.6.

3.6.8
a) Az A mátrix determin ánsa

- b a O O
O - b a O
O O - b O ~ (-W-I + (_ 1)'-20p - l " O (mod p) ,

a O O - b

tehát r (A ) :s p - 2. Másrészt a bal felső elemhez tartozó aldetermináns
(-W- 2 "t O (mod p), tehát r (A) ~ p - 2. Vagyis r( A) ~ p -2, és a
megoldásszárn p - l - (p - 2) = 1. (Az eredményt természete sen jól
ismerjük a 2.5.5 T ételb öl.)

b) A kérd éses mátrix minden eleme l , t ehát a rangja l, és igy a megol­
désszám p -2 (vö. a 3.5.3 feladattal) .

c) Az a) részhez hasonlóan igazolható, hogy a rang p - 2, és így a meg­
oldásszám 1. A megoldás könnyen láthatóan x es aP-

2 (mod p). A
megoldásszám a 3.5.7 feladatból is következik.

3.6.9 Azt kell belátnunk. hogy a mátrix det ermínánsa O (mod p).
a) A sorok összege O.
b) Az i-ed ik sort s i-vel jelölve SI + S2 - S3 - 8 4 + S s + .. . = O.

3.6.10 J elölje a K önig-Rados-t ételb en a három polinomhoz tartozó mátrixa­
kat Af , Ag, illetve Ah' Az Af mátrixból a sorok permutálásával úgy
kapjuk meg Ag-t , hogy az utolsó sorból iesz az első , miközben a többi
sor egymáshoz viszonyítot t helyzete nem változik. Az Arből úgy ju­
tunk el Ah-hoz, hogy tükrözünk a föátl óra, majd az utolsó sorból első

sor t csiná lunk. Mivel ezek az átalakítások a mát rix rangját nem változ­
tatják meg, a három kongru encia megoldásszáma azonos. - Könnyen
megoldh at juk a feladatot a K önig-Rados-t étel nélkül is. Ha (j ,p) = 1,
akkor f(j) == j g(j ) (mod p ), és így az első két kongruenciának ugyan­
azok a megoldásai. Hasonlóan igazolható, hogy

f( o) " o (mod p) <=> h(o- ' ) " O (mod p),

ahol a-l az a mul tiplikatfv invcrzét jelenti : aa- l es 1 (mod p).

3.6.11 A 3.1.3 Tételben leirt redukciós elj árással kiküszöbölhetjük a p - l -nél
magasabb fokú tagokat. Továbbá könnyen eld önthet ö, hogy x == O
(mod p) mikor megoldas , ezért elég a p-hez relatív prím megoldások
keresésére szorttkozní. Ebben az esetben a kis Fermat -t étel alapján
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xp - l helyére l -et írha tunk. Ha a kapott h = do +dlx +... +dp_2Xp-2
polinomhan minden dj oszt ható p-vel, akkor h(x) == O(mod p) nyilván
minden x-re teljesül. Végül, ha do sa ... sa dt- l == O (mod p), de
dt ~ O (mod p), akko r a hl = h/x i. polinomra mar alkalmazhatjuk a
König-Rados-t ételr , és a h(x ) " O (mod p), ill. h.(x ) " O (mod p)
kongruencléknak ugyanazok a redukált maradékosztályok lesznek a
megoldásai .

3 .7.

3.7.1 a) l. h) O. c) 12. d) 73. e) 15.

3.7.2 Használjuk a 3.7.1 Tételt .

3.7.3
a) A megoldhatóság feltétele a == 1 (mod ll ), a megoldássz árn l ű .

Útmut atás: Használjuk a kis Fermat-t ételt és a 3.7.1 Téte lt .
h) A megoldhatóság feltétele a == 1 (mod 8), a megoldásszám 4.

3.7.4 Az állítás leolvasható a 3.7.1 Tételre adott biaony ítasb öl.

3.7.5
a) X" 32 (mod 7').
h) Nem oldható meg.
c) X " 2 + 49j (mod 7' ).

4 . Legendre- és J a cobi-szimbólum

4. 1.

4.1.1 Elsó bizonyítás: Az x 2 sa e2 (mod p) kongruencia megoldható; az egyik
megoldás x es c (mod p).

Második bizonyítás: (C2)(P-l )f2 = eP-l es I (mod p) .

Harmadik bizonyitás: (C; ) = (~) 2 = I.

4.1.2 a) l. h) - 1. c) - 1.

4.1.3 Az összeg O, a szorzat l ,ha p == I (mod4),és -l , hap =: - I (mod 4).

4.1.4 Az x 2 es a (mod p) kongruencia megoldása szükségképpen kongruens a
± I, ±2, . . . , ± (P;l) redukált maradékrendszer valamelyik j eleméve l,
és fgy valóban a es lil2 (mod p). Továbbá mind a megadott elemek,
mind pedig a kvadratikus maradékok száma (P-1)/2, ezér t a megadott
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elemek között már nem lehetnek kongruensek. Ez utóbbi közvetl enül
is bizonyítható: Indirekt , ha valamely 1 :$ u < v :$ (p - 1)/2 cscté n
u2 es v2 (mod p}, akkor p I (v - u)(v + u) , de itt l :$ v - u < v + u :$
:$ (p - 1) , tehát egyik tényező sem osztható p-vel, ami ellentmond p
prím voltának .

4.1.5 Megmutatjuk, hogy a sa b sa O (mod 77), és így 5929 = 772 I a2 + b2•

Indirekt okoskodva, ha például a nem osztható (mondj uk) 7-tel, ak­
kor 7 prím volta és 7 I a2 + b2 miatt b sem osztható 7-tel. Ekkor
a 2 == _ b2 (mod 7) és (-71) = - 1 felhasználásával az alább i módon
jutunk ellent mondásra:

1 = G)' = (~) = (-n= (~I) (~)' = - L

4.1.6 Használjuk fel a Wilson-tételt .
4.1.7 (±a(P+1)/4)2 = a (p+! ) / 2 = a · a(p-l )/2 es a · 1 = a (mod p).

4.L8 a) Ha op{a) = 2' - l, akkor (a')' "a (mod p). h) p = 4k + 3.

4.L9
a) Ha op(g) ~ p - l , akkor g(P-1 )/' ct 1 (mod p ).
b) p = 2k + l (ezek az ún . Fermat-prtmek, lásd az 1.4.4 feladatot és az

5.2 pontot).

4.1.10 32.

4.Lll
a) Mivel p+ 1 = 4k , így 1 = (~) = (~) = (':) = (~)'(~) = (~) .
b) Bizonyftsunk az a) részhez hasonlóan.

4.1.12 Hap :$ l l , akkor legalább az egyik kongruencia zf ss O(mod p) Upusú.
Egyébként használjuk ki , hogy a jobb olda lak szorzata négyzetszám,
és így a megfelelő öt Legendre-saimb ólum szorzat a szü kségképpe n 1.

4.1.13
a) x ss 1 és 6 (mod 13). - Út mutatás: Alkalmazzuk a teljes négyzetté

kiegészítést.
h) X " - 3 (mod 17).
c) x == O, ±8 (mod 23). - Útmutatás: Az X 25 helyére a kis Fermat-tétel

alapján x3 írható. Az x kiemelése után egy másodfokúra visszavezet­
het ö negyedfokú kongruencia adódik.

d ) Nincs megoldás. - Útmutatás: x == O (mod 19) nem megoldás , fgy
ekvivalens lépést végzünk, ha x-szel sacraunk és X 18 helyére l- et frunk .
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4.1.14
a) Alkalmazzuk a Legendre-szimbólum multiplikativítás át .
b) Legyen n (p) = n és r a legkisebb olyan egész, amelyre r n > p. Ekkor

0 < r n - p < n, ezért 1 = (rn,.- p) = (r; ) = - (~), és igy r ;::: n . Ezt
felhasználva (r - l)n < p-b ől adódi k az állítás.

4.1.15
a) (%) = l , ha (i ,p) = l, és O, ha p js.
b) Mutassuk meg, hogy ha S(a ,p)-ben i helyére mindenütt ai-t írunk,

akkor egyrészt az összeg nem változi k, másrészt (~) = 1 kieme lése
után az új összeg éppen S(l ,p)-vel egyenl ő .

c) Rögzített i-re az i +a értékek teljes maradékrendszert alkotnak mod p,
és igy az ezekhez tartozó Legendre-szimb6lumok összege a 4.1.3 feladat
alapján O.

d) Az elözö három r éssb öl következ ik.

4.1.16
a) Vegyük észre , hogy (~) + l értéke aszerint 2, O, illetve 1, hogy c kvad­

ratikus maradék , kvadratikus nemmaradék, illetve osztható p-vel.
b) Az a) részb ől következik a 4.1.3 és 4.1.l5d feladatok, valam int a (-;'l) _re

tanultak felhasználásával.

4.2.

4.2.1 Megoldható: c), e) , fl . - A cl-nél használjuk fel a Wilson-tételt ,
az összetett mod ulusok eseten pedig akkor és csak akkor oldható meg
a kongruencia, ha a modulusok minden prímhatvány osat ójára nézve
létezik megoldás.

4.2.2
a) p = Sk + l vagy Sk + 3. _ Útmutatás, (";,') = (";,')@.
b) p = l 2k ± 1 vagy p = 3. - Útmutatás: A reciprocitási tétel alkal­

mazásánál az számít, hogy p > 3 mível kongruens mod 4, utána pedig
az, hogy p mivel kongruens mod 3. Ezért aszer int érdemes az eseteket
megkülönb öztetni , hogy p mivel kongruens mod 12.

c) P = 6k + l vagy p = 3.
d ) p = 5k ± l vagy p = 5.
e) p = Sk ± l vagy 8k + 3. - Útmutatás: Bontsuk szorzattá x 4

- 4-et.
f) p = 4k + 1. - Útmutatás: Alkalmazzuk a 3.5.1 Tételt , vizsgáljuk az

eseteket a p-nek a S-cal való osztési maradéka szerint , és használjuk fel
a (";,' ) és (~) képletét .
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g) Minden p-re. - Útmutatás: Használjuk fel az e) és f ) részt , vagy
alkalmazzuk a 3.5.1 Tételt .

h) A 24k + 17 alakú pr lmek kivételével minden prfmre.

4.2.3 Kövessük a 4.1.5 feladatra adott útmutatást, felhasználva , hogy az
1999 prim és ("i9) = - \.

4.2.4 A feltétel ekvivalens azzal, hogy (2c)8 == _ 27 (mod 4310°). Az
x 8 == _ 27 (mod 43) kongruencia mcgoldhat6ságához has ználjuk fel
a 3.5.1 Tételt , valam int , hogy (:;;) = 1. A 43100 modulusra a 3.7.2
felad at (vagy a 3.7.1 Tétel ) ala pján t érhet ünk át. Végül a kapott ma­
radékoszlályoknak a modulus párarlanséga miatt biztosan van páros
eleme is.

4.2.5
a) Ha 8c' " l (mod p ), akkor

l ~ m~ C;') = G)'ar = G) .
A másod ik állítást indirekt bizonyitj uk: Ha 8c2

- l minden prtmté­
nyczöje 8k + l alakú volna, akkor ezek ( megfele lő multiplicit éssal vett )
szorzata, azaz maga a 8c2 - 1 is 8k + 1 alakú lenne, am i ellent mondás.

h) Az a) részhez hasonlóan okoskodhatunk (most (:) = 1 adódik) .

c) A (-;,') felhaszoálásával kapj uk, hogy c' + 4 miudeu (páratIao) p

prímoszt ójára p ss l (mod 4). Ez azt jelent i, hogy p =. 1 vagy 5
(mod 8) és (mod 12) is . Mivel c' + 4 " 5 (mod 8) és (mod 12), ezér t
nem te ljesülhet minden prímosztőra p ss 1 (mod 8) , illetve (mod 12).

4.2.6
a) A reciprocit ási tétel alapján

ahol r a 4k - 1 alakú Pi-k száma, továb bá (; ) pontosan akkor páratlan,
ha r = 2 vagy 3.

b) A feltétel ezerint minden i t: j-re (E.1.) = 1. így a reciprocitási tétel
pi

miatt a Pi prfmek között legfeljebb egy lehet 4k - 1 alakú.

4.2.7
a) A középsö számot c-vel jelölve, az összeg

s = (c - 9)' + (c - 8)' + ...+ (c + 9)' = 19(c' + 30)
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alak ba írható. Mivel ( ~;O) = - 1, ezért S a 19-nek pontosan az els ő

hatványával osztható, és így nem lehet te ljes hatvány.
b) Az a) részhez hasonlóan elég belátnunk , hogy a = (1 - p2 )/ 12 kvadra­

tikus nemmaradék mod p. Vegyük észre, hogy (;) = (3:0) = (~) .

4.2.8 PéldAni J = (x' + I )(x ' - 17)(x' + 17) megfelel.

4.3.
4.3.1 a) l. b) - 1. c) - 1. d) l.

4.3.2
a) Legyen m = Pl " ' Pr ' Ha az x 2 ss a (mod m) kongruencia megoldh ató,

akkor minden i-re az x 2 == a (mod pd kongruencia is megoldható, te hát
míndcn i-re (;.l = l , és [gy (;;,) = (;,l ...(;J = l.

b) Például m = 9, a = 2, vagy m = l 5,a = 8 st b.
c) m = p21c+1 (ahol P prim, k ~ O) .

4.3.3 A p = 2 eset nyilvánval ó. Egyébként p;: I (mod 4), ekkor (";.') = l ,
te hát elég az a,b > O esetet nézni. Legyen (mondjuk) az a pár atlan,

ekkor (a > Lcset én] (;;) = (;;) = ("' ;tb') = (b; ) = l.
4.3.4 Mlndkét összeg - 1.

Út mutatás b)-hez: Lássuk be, hogy (21c:1) = (2i~J

4.3.5
a) Ha a ss I (mod 4), akkor (;;,) = (;;') = (~) = (~) . Ha a = 2't,

ahol k ~ 2 és t páratlan, akkor m == n (mod 4) miatt a reciprocitás
egyformán működik a t , m és t,n párra, továbbá k 2: 3 esct én m sa n
(mod 8) miat t (;;.) = W, ba ped ig k = 2 (vagy tetsz ő leges páros
szám) , akk or nincs sz ű kség (~) .re , illet ve (~) -re.

b) Mindkét eset be n megfelel tetszőleges (az a-hoz relat ív prim, l -nél na­
gyobb, páratlan) m és n = m + 2a.

4.3.6
a) O vagy rp(m). - Út mutatás: Ha minden (;;;) = 1, akkor az S összeg

nyilván lf'(m) . Egyébként legyen c tetszőleges olyan szám, amelyre
(;;;) = - 1, és írj unk r helyére minden hová cr-et . Az igy keletkező S '
ősszegr öl léssuk be, hogy egyrészt S' = S , más részt S' = -S.

b) -1 , ha m egy 4k + 3 alakú prim párat lan hatványa, és l minden más
esetben .

4.3.7
a) m nógyzetszám. - Út mut atás: A négyzetszám ok nyilván megfelelnek.

Ha m nem négyzetszám , akkor van olyan P prfmosztója, amely páratlan
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hat ványon szerepe l az m kanonikus alakjá ban, azaz m = pkt , ahol
(t,P) = l és k páratlan . Legyen c egy kvadra ti kus nemmaradék mod p.
Ekkor az x es c (mod p), x == 1 (mod t) szimultán kon gru enciarendszer
egy a megoldás ára (;';;) ~ - \.

b) a n égyzetszám. - Útmutatás : Az a) részhez hasonlóan bizonyít ha­
tunk, használjuk fel a recíp rocitás t is. Ne felejts ük el, hogy a lehet
páros és/vagy negatív szám is.

5. Prímszámok

5.1.

5.1.1 Ha valamilyen m > 1 mod ulu sra (például) rr, ... , r j teljes maradék­
rendszer modulo m, akkor bármely n-re az n+rt , ... ,n+ rj számok
is t eljes marad ékrendszer t a lkotnak modulo m, és így biztosan van kö­
zöttük m-mel oszth ató. Ha m In+ri és n + r j > m, akkor n+ri nem
lehet prím.

5.\.2
a) Legyen n ;::: 7 páratlan. Ekkor n- 3;:: 4 páros , és így n- 3 = Pl +P2 ,

te hát n = 3 + Pl + P2.
b) Ha. egy páros szám három prím összege , akkor az egyik prím szükség-

képpen a 2, továbbá n -2 = Pl + P2 {:=} n = 2 + Pl + P2.

5.1.3 Minden n ;::: 8. - Minden n ;::: 40, valami nt n = 18, 24, 30, 34 és 36.
5.1.4 Csak az 5 és 2 pár ilyen.

5.1.5 c) Használjuk fel, hogy ha (P,d) = 1, akkor a számtani sorozat első P
tagja teljes maradékrendszer mod ulo p.

5.1.6 M ersenne és Ferma t : Az 1.4.4 feladatban láttuk, hogy ha k összetett ,
ak kor 2k - 1, ha pedig k nem kettöhatvány, akkor 2k + 1 b iztosan
összetett.
n2 + l : Ha n > l páratlan, akko r n 2 + l > 2 páros , és általában, ha
k < n == k (mod k2 +1 ), akko r né-l- I == k2 + 1 es O (mod k2 + 1), te hát
ekkor n2 + l összetett .
Csupaegy: A k darab l -esből álló szám is biztosan összetett, ha k
összetet t .
333 .. . 31: Ezek a számok (l Ok - 7)/ 3 alakúak, és 2 .:s k .:s 8 esct én
prímek. Azonban ha k = 2 + 30T, akko r a kis Fermat-t étel alapján
10' - 7 '" 10' - 7 (mod 31), és így (3, 31) ~ l mia tt

10' - 7 _ 10' - 7 ~ 31 '" O (mo d 31),
3 3
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teh át ilyenkor mlndig 31-gyel osztha tó számot kapunk. Ugyanígy adó­
dik , hogy például végtelen sok l7 -tel oszt ható van közöt t ük: a 10
primitlv gyök mod ulo 17, tehát létezik olyan s , amelyre 10' == 7
(mod 17), és ekko, k = s + 16r esete n 17 1(10' - 7)/3.
Fibonacd: Minden harmadik elem páros, slit tetsz őleges m-re végtelen
sok m-mel osztható van közöt tük (lásd az 1.2.5 feladatot ).

5.1.7 Használjuk fel az ún. interpolációs polinomokra vonatkozó tételt : Bér­
mely k helyen tetsz őlegesen előírva a helyettesítesi értékeket, pontosan
egy legfeljebb k- 1-edfok ú megfelelő polinom létezik (amelynek egy üt t­
hatói az ado tt testből valók ).

5.1.8
a) Ha a " b (mod J(b», akko , na) " O (mod J(b».

(b l) Az állitás átfogalmazható arra, hogy ha g egész együtthatós poli nom ,
ak kor gen) nem lehet minden n-re egy pr ímszám rögzitett konstanssze­
rosa . Ennek bizonyítása az aj-hoz hasonlóan történhet .

(b2) Ha egy komplex együtthatos polinom a fokszámánál több racionális he­
lyen racionális értéket vesz fel, akkor sz ű ks égk é ppen racionális együtt­
hatós . Ez például az interpoláciös polinomok segítségével igazolha tó.

(b3) Egy kivételével minden változónak adjunk rögzített egész értéket, ezzel
a feladatot visszavezettük az egyváltozös eset re .

5.1.9
a) Az 5.1.1 Tétel bizonyitásának gondolatmenet é b ő l n szerint i teljes in­

dukcióval következik.
,J

h) A l102 ej egész szám "végén" éppen Pi áll.
c) A c számot (valószínü leg) csak úgy tudjuk megadni, ha már előre is­

merjük (az ép pen a c segitségével meghatározni remélt) prlmszámokat .

5.1.10 P I. K ~ (lO')! megfelel.

5 .2.

5.2.1
a) A könnyen adódó Fn+1 = Fn(Fn - 2) + 2 összefüggést felhasználva

bizonyítsunk teljes indukcióval.
b) Támasz kodj unk az a) részre.
c) Mindegy ik Fermat-szam nak van olyan pr ímt ényez öje, amely semelyik

másik Fennat-számnak sem lehet oszt ója.
d ) Az n-ed ik prfmszám nem lehet nagyobb Fn_ 1-né1.
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5.2.2 Ha F" prím, akkor mutassuk meg, hogy (i;), illetve U~) értéke - 1.
A megford ítás pontosan ugyanúgy igazolható, mint az 5.2.2 Tételben.

5.2.3 A feltétel saükségességét ugyanúgy igazolhat juk, mint az 5.2.2 T étel­
ben . A megford ításn él okoskodj unk indirekt; ekkor feltehető, hogy
K,,·nek létezik egy q $: ..;K" prímoszt6ja. Mutassuk meg, hogy
oq(3) = 2" vagy 5 ·2" . Innen kapjuk, hogy 2" 1q -L Ezt a q $; ..;J?;.
feltétellel összevetve ellentmondásra jutunk.

5.2.4 Használjuk fel a <peN ) képlet ét .

5.2.5 Válasz: 5. - Út mutatás: Először mutassuk meg, hogy k szűks égk ép­

pen kett őhatv ány. Ezután használjuk fel az 5.2.1a feladatot és azt a
tényt, hogy Fs osztható 641-gycl.

5.2.6 Az 5.2.3 Tétel alapján a legkisebb szóba jövő primek a 47, a 233, a 223,
illetve a 431, és az ismételt négyzetre emelesek m ödszer ével ellenőriz­

hetjük, hogy ezek valóban osztó i a megadot t Mersenne-szamoknak.

5.2.8 Ha 22" == - l (mod q2), akkor az 5.2.1 Tétel bizonyitásához hasonló
módon 0,, (2) = 2n +l I <p(q' ) = q(q - l ) adódik. Ebből kapjuk, hogy
oq1(2) I q - l , és igy valóban 2q- 1 es l (mod q2). A Mersenne-számokra
vonatkozó állít ás hasonlóan igazolha tó.

5.2.9 A (8, 9) péron kivül csak azok a párok lesznek megfelelők, amelyek
egyik tagja egy Fermar- vagy Mersenne-prtm, a másik tag pedig a
megfelelő kettőhatvány.

5.2.10 Ha k I n teljesül H·ban, akkor egyrés zt alka lmas a és b egészekkel
n/ k = a + bJJ, másrészt n/k racionális. Innen JJ irracionalitésa
miatt következik, hogy b = Oés a egész szám. Az állí tás más ik iránya
nyilvánvaló.

5. 3.

5.3.1 Válasz: 6003. (A redukált maradékosztályokb an végte len sok, a 9999
prímosztói által rep rezent ált maradékosztályokb an ped ig egy-egy (po­
zitív) prím találha tó.)

5.3.2 A problémát az jelent i, hogy az A = 4Pl . .. pr + l számnak nem feltét­
lenül van 4k + l alakú prtmoszt öja, mer t lehet , hogy páros sok 4k + 3
alak ú prím szorzata.

5.3.3
a) Kövessük az 5.3.2 Tétel bizonyítás énak a gondolatmeneté t .



E RED MÉNYEK 5 .4. 541

b)-h) Járjunk el az 5.3.3 Tétel bizonyitásának a mintájára. Az egyes esetek­
ben mindig vizsgáljuk meg, milyen alakú pr ímoszt ói lehetnek a követ­
kező ala kú számoknak la c) , d ), f) és h) résznél használjuk fel a 4.2.5
feladatot]:
b) n 2 + 2; c) n2 + 4; d) n2 - 2 vagy 8n2 - 1;
el 5n' - l ; f j n' + 4; g) (2n)' + 3; hj 12n ' - l.

5.3.4 Végtelen sok; a 10 OOOk + 4321 számtani sorozat ról van szó.

5.3.5 Indirekt tegyük fel, hogy a szóban forgó t izedes tört szakaszos lenne,
k hosszúságú szakasszal. Azonban végtelen sok prím van, amelynek
az utolsó 2k jegye l-es, és olyan prim is végtelen sok van, ame lynek
az utolsó 2k jegye 3-as, ezért a szakasznak egyrészt csupa l -esből ,

másrészt csupa 3-asból kellene állnia, am i lehetetlen .

5.3.6 A feltétel: (a,b,c) = 1. A ssü kségess ég nyilvánvaló. Útmutatás az
elégségességhez: Legyen (a ,b) = s, ekkor (s; c) = 1. A Dirichlet­
tétel alapján van olyan k , amelyre a + bk = sp, ahol p egy c-nél na­
gyobb prim. Ezután alka lmazzuk ismét a Dirichlet-t ételt az sp + cn,
n = O, 1, . . . számtani sorozatra.

5.3.7
a) Például a p = 8 'Icl' k + 1 alakú primekre (~) = 1. Ennek igazolásához

felhasználh atjuk lel kano nikus alakját és a Legend re-ss imbólum (vagy
a J acobi-szimbólum) tulajdonságait. (Gondolj unk arra az esetre is,
amikor c páros és/vagy negatív szám.]

b) Válasz: c nem négyzetszám. - Út mutatás: használjuk fel a 4.3.7b
feladatot (vagy az ott látot t megoldás gondclatmenet ét).

5.3.8 Legyenek Pl>'" ,Pn- l kű lö nbö z ö prímek. Ekkor alkalmas k egész
számra az / = x(l + k(x - pd .. . (x - Pn-d) polinom megfelel:
VI = P l, . .. , Vn_l = P n - l, Vn = 1.

5.3.9 Legyenek a és d rögzített relatív prim pozitív egészek. Vá lasszunk
olyan r nemnegativ egészt, amelyre al = a + r d összetett szám. Ekkor
bár mely s pozitív egészre (a l, dS) = 1, és így a feltétel szerint létezik
olyan ks, amelyre Ps = al + ks ds prím. Ezek a Ps primek valamennyien
egyben a + k d alakúak is, és (ks f:. O miatt ) szükségképpen végte len
sok k ülönbözö van közöt tük .

5.4.

5.4.1 Írjuk fel az a és b számot a = laJ + {aj , illetve b = lbJ + {bj alakhan,
aho l O~ {a j , {b} < l. Ekkor a + b = lel + lbJ + {aj + [ ő } . Ha itt az
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utolsó két tag összege l -nél kisebb, akkor la+bJ = [c] + lbJ , ba ped ig
l és 2 közé esik, akkor la + bJ = laJ + lbJ + l.

5.4.2 Lássuk be, hogy elég x egész értékeire szorit koznunk, majd haszn áljuk
fel, hogy csak véges sok olyan poziti v egész van, amely kisebb, mint
(az 5.4.3 T étel álta l garantált) xo.

5.4.3 Alkalmazzunk az 5.4.2 Tétel bizonyitásAhoz hasonló gondolatmenetet .
A 1r(pn) = n ősszefű ggésböl és a 1l"(x)-re adott felső becslésb ől azonnal
adódik, hogy Pn > (I /C2) ' n . log n, ha n elég nagy. A másik ir ányú
becslés kicsit bonyolultabb, itt szükségünk van a logg, < (1 + E) logn
egyenlötlenség igazolás éra is. Eredmény: b ármely e > Oesetén minden
(E-tól is fű ggöen] elég nagy n-re Pn < (I/cl + e ) . n · Iog n .

5.4.4 A felad at két része könnyen következik egymásból: az a) rész a h) rész
logari tmizált változata. Az a) rész igazolás ához támaszkod hatunk a

log n · ~(n) ~ L log p ~ log j' (n}. (~(n) - ~(f(n)))

p$n

egyenlötlensegekre, ahol például az f (n ) = n/( logn)2 választás célhoz
veze t.

5.4.5 A (Hi) a (iv)-nek logar itmizált alakja. Az (i)~(ii) , illetve (i)~( iii) kö­
vetkeztetés ugyanúgy igazolha tó, mint az 5.4 .2 T éte l, illetve az 5.4.4
feladat. A megfordftásoknál is hasonló gondolatmenetet érdemes kö­
vetni.

5.4 .6
a) A felső becslés azonnal adód ik az S(n ) ~ n · 1I'"(n) ősszefűggésb öl és

1I"(x) felső becs léseb ől . Az alsó becslés igazolásához indulj unk ki az
S en ) ~ (~(n) - ~(cn)) . (cn) egyenlöt lens égb öl, ahol O < c < l , és a
pr ímsz ámt étel segítségével mutassuk meg, hogy található olyan CI > O,
amelyre 1I" (n) - 1I" (cn) > d . n/ logn. (A pr ímszámt étel helyett hasz­
nálhatjuk az 5.4.3 Tételt is, ekkor a c értékét elegendöen kicsinek kell
választ anunk ahhoz, hogy megfelel ő c' létezését biztosítani tu djuk.)

b) A Pk ...... klog k összefüggés alapján mutassuk meg, hogy

Kin} j,Kln)
S (n ) - L k log k - t log t dl.

.10:=2 2

Használjuk fel, hogy

J I d
2t2 logt -t2

togtt = 4 és
n

~(n) - -1 - 'ogn
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5.4.7 Használjuk fel, hogy egy ado tt N-ig "sok" prímszám van, és így ezekb ől

sok kéttagú összeg, illetve k ülönbség képeabet ö, ugyanakkor az így
keletkezö páros számok "kevesen" vannak , ezért a skatulyaelv alap ján
legalább az egyik páros szám sokféleképpen áJI elö ilyen összegként ,
illetve különbségként .
Nézzük mindezt részletesebben az összegekrc, a különbségek is haso n­
lóan tárgyalhatók. Bármely két , N -nél nem nagyobb páratlan prim­
szám összege egy 2N-nél nem nagyobb páros szám. Az ilyen összegek
száma

(
~ (N ) - l + l) _ N' ,

2 2(log N )'

a 2N-né l nem nagyobb páros számok száma ped ig N . Ezért (elég nagy
N csetén] van olyan páros szám, amely legalább

N > K
3(log N )'

-Iélck éppen áll elö két prímszám összegeként .

5.4.8 A képlet ala pja a Wilson-tétel és a megford ítása: j > l eset én
j I (j - l )! + l {::=} j prím. - A 1r(n) gyakorlati kiszámítására ez a
formula nem használható, mert már a faktoriálisok, illetve ezek osztési
maradékainak meghatározására sem ismerü nk gyors algoritmust.

5.5.
5.5.1 Használjuk fel a Csebisev-tételt .

5.5.2 Írjuk fel a nagyobbik számot n = p + (n - p) alakban, ahol p a leg­
nagyobb prim n-ig, majd ismételjük meg ugyanezt n helyett n - p-vel
stb . Az eljárás addig folytatható, amig a "maradék" Ovagy 1 lesz. Az
n-et vagy n - l- et ily módon e l őállító primek a Csebisev-tétel alapján
mind kü lönb özök.

5.5.3
a) Az l -es számjeggyel kezdöd ö k + l -jegytl számok lQk :5 n < 2 . lQk

alakúak , és ezek közöt t a Csebisev-tétel szer int minden k-t« található
primszám .

b) A Csebisev-té tel helyett támaszkodj unk az 5.5.5 T étel (A) részére.

5.5.4
a) Legyen p olyan prim , amelyre n / 2 < p :5 n . A törteket közös ne­

vez6re hozva a közös nevező is, és pontosan egy tag kivételével az
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összes számláló is osztható p-vel. Ezért az összeg nem lehet egész
(csak olyan törtként ír ha tó fel, amelynek a nevez öle oszt ható p-vel).
- Az állítás bizonyitható a Cseb isev-tétel felhasználása nélkül is, ha
az lkkt (l, 2, ... , n) közös nevezóben és az igy adódó szá mlál ökban a 2
kitevőjét vizsgáljuk.

b ) Ha n ~ 2k - l , akkor az a) részre adott [b ármelyik) bizonyftás étvihetö .
Ha n < 2k - 1, akkor az összeg kisebb, mint l.

5.5.5 Mivel e; )= (2~: k) ' ezért feltehet6, hogy k < n . Ekkor

(2n) = (2n) .(2n - kj (n +l ) .
n k (k+ l) n

A jobb oldali tö rtnél a sz émlál ö és a nevem is n - k darab tényező szor­
zata, és a számláló bármely tényezője nagyobb, mint a nevező bármely
tényezője . Ennélfogva a tö rt nagyobb, rnint l .

5.5.6 A mod ulusok páronk ént relatív prf mek, ezért a kongru enciarendszer
megold ható. A megoldások egy redukált maradékoszt ályt alkot nak
modulo m = Pl . . . PKql ' . . q« , amelyb en a Dirichlet- tétel szerint ta­
IAlhat6 (végtelen sok) P > m prímszám . A kongru enciarendszer konst­
ru kciójána k megfclclöc n p- j osztható pj -vel, p+j ped ig q;-vel, továbbá
p - j > Pj , p + j > qj , teh át valamennyi p ± j összetett szám.

5.5.7
a) A e nn) száml á l őjénak a P az egy ik tényezője, viszont a nevező és a

számláló többi t ényezéje nem oszt ható p-vel.
b ) Mind a számláló, mind a nevem a p-nek pontosan a második hat­

ványával oszt ható (a számlálóban a 3p és 4p, a nevezőben a p és 2p
t ényezökben szerepel a p ). - Általánosítás : Ha 2n f (2k +l ) < p ~ n / k
és p > 2k , akkor e:) nem oszt ható p-vel.

5.5.8 Jelöljük L-lel az n és 2n közötti prtmek számá t. Az 5.5.3 Tétel bizo­
nyítés ában szerepl ő C az 5.5.7a feladat szer int éppe n az n és 2n közöt ti
prhnek szorzata, ennélfogva C < (2n )L, M ásr észt a bi zonyítésban sze­
repl ö (6) egyenlőtlenségből elég nagy n-re C > 4n / 4 követ kezik, hiszen
az ottan i (7) jobb oldalán azerepl ö különbségben a kivonand6 elhanya­
golható a kisebbítend öhöz képest . A C·re most felir t két egyenlőt len­

ségbői kapj uk, hogy 4n/ 4 < (2n) L, ahonnan logaritm álássa l adódik a
feladat ál lítása elég nagy n- re, majd az 5.4.2 feladat mi nt ájára minden
n ~ 2-re.
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5.5 .9
a) Használjuk fel, hogy elég nagy n eseten az (n, n + nZ/ 3 ) intervallum

tartalmaz prímsz ámot .
b) A qn = la3" J feltétel ekvivalens

'vq. ~ a < '~,jqn + l (l)

telj esülésével . Válasszuk meg a q« prfmeket rendre úgy, hogy ( l) azt
jelentse, hogy o egy egymás ba skatulyézott intervallumsorozat minden
intervalluménak eleme. Ez megtehető, mert az egymásba skatulyázott­
ség ekvivalens a q~ ~ qn+l < (qn + 1)3 - l egyenlötlenséggel.

c) A b)-beli képletben a po ntos értéke nem ismert, csak o létezését tudtuk
igazolni.

5.5.10
a) Az 5.5.5 Tétel (ll) részének bizony ít ésa t követve azt kapj uk, hogy al­

kalmas c > O mellett az (n, n + clog n) intervallum végtelen sok n-re
nem tartalmaz prfmszAmot.

h) Az 5.5.1 Tétel bizonyítása szerint n = (K + 1)!+ l cseten az (n,n+ K)
intervallum prím ment es. Fejezzük ki a K-t az n segítség ével. Ehhez
használjuk fel az ml-ra vonatkozó alábbi becsleseket :

(A felső becslés nyilvánvaló, az alsó becslés pedig könnyen igazolha tó
te ljes indukci óval.) Ezeket az egyenl őtlenségeket (vagy a Stirlíng­
formulát ] logar ltmálva log m! - m log m adódik. A jelen esetben
ez azt jelenti, hogy log n - K log K , ahonnan azt nyerjük , hogy
K -lognjlog logn.

Ezzel azt igazoltuk, hogy bármely E: > Oeset én végtelen sok olyan n
pozitív egész létezik, amelyre az (n,n + (1 - E:) log n /log log n) inter­
vallum nem tartalmaz primszámot.

c) A jelzett megjegyzés szer int, ha n - l a K + l-nél nem nagyobb prfmek
szorzata, akkor az (n,n + K ) intervallum prímmentes. Az 5.4.5 Lemma
szer -i nt n ~ 4K +l , az 5.4.4b feladat szerint pedig n < e(l +c )( K+l) is
igaz (ez utóbbihoz felhasználtuk a pr ímszámtételt ). Innen K > clogn
adódik, vagyis az a) -be li eredményt kapjuk, illetve az élesebb becslést
felhasználva az 5.5.5 Téte l (8) részének állí tása adódik.

5.5.11 Alkalmazzunk az 5.5.5 Tétel (8) részének bizonyításához hasonló gon­
dolatmenetet (te rmészetesen most fordítot t irányú egyenlöt lenségekr öl
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van szó). Az egyetlen lényeges eltérés t az jelenti, hogy Pi < N miat t
log pj > logN nem teljesü l (erre a (15) megfelel őj én é l lenne szükség}.
Ezen például az alábbi módon segíthet ünk: Ha N > Pi > N f (log N )2,
akkor elég nagy N -re logPi > (l - r/) log N . Ezér t a (13)-nak megfelelő

egyenlőtlenségeket ezekre a prfmekre érdemes felírni és összegezni.

5 .6 .

5.6.1 Divergens: a) , c) , e).
Az egyes sorozatoka t jelölje rendre A, B , ,F , az n- né l nem nagyob b
elemek számát ped ig rendre A(n) ,B (n ), ,F (n ). Ekkor

B(n) ~ vn; E (n) ~ c,n; F( n) ~ c,vn,
ahol a Ci-k alkalmas pozitív konstansok (amelyek a eJ kivételével függ­
nek L-től) . A D sorozat ra

D (n) ~ c.(logn)k

teljesül, ahol k az L-nél kisebb prímek száma; itt lényegesen egyszer űbb

annak a gyengé bb eredménynek az igazolás a , hogy

c5(log n) ' < D (n) < c6(log n) k .

5.6.2 Csak c) di vergens. - A megfelelő integrálok:

a) f~ = - 100. b) f dx = 2;
X I ,OI XO,OI ' x( logx) 2 log x

f dx
c) l l 1 = loglog log x .

x·ogx · og ogx

5.6.3 Divergens : b) . - Az 5.6.1 Tétel első bizonyít ásáh oz hasonló gondo­
latmenetet érdemes alka lmaz ni.

5.6.4
a) Konvergens: rendezzük á t a számokat a legkiseb b pr írnosztöik ezer int

(ezek a feltétel szerint mind k ülönb özök}, ekkor an ~ P~ , tehát
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h} Konvergens: A feltétel alapján an ~ 221ogn = n21og 2. Mivel
0 = 2 log 2 > 1, ezért

ee l cc l
" - $" - < 00 .L- a L- n Q
n=1 n n=1

c) Divergens: elég nagy n- re an < cn, ahol C = 101001.

d) Lehet konvergens, és lehet divergens.
e) Konvergens: Rend ezzük át a számokat az osztóik száma szer int , ek­

kor a felt étel szerínt d(an) ~ n . Az L6.Ile feladat alapján ebből

n $; 2~, azaz an ~ n2 /4 következik . Ezután használj uk fel, hogy a
négyzetszámok reciprokösszege konvergens.

5.6.5 Nem érdemes; az összeg nagyságát aránytalanu l befolyásolhatja az els ő

néhány tag. Példáu l, ha a köbsa ámok hoz hozzávesszük a 2-t és a
3-at , akkor a reciprokösszeg már nagyobb lesz a négyzetszámok re­
ciprokösazegen él, ugyanakkor a köbszámok lényegesen gyorsabban nő­

nek, mint a négyzetszámok, tehát a köbszámok(nak a 2-vel és a 3-mal
kib ővített] sorozata ritkább a n égyzetszámok én ál.

5.6.6 Az 5.6.1 T étel harmad ik bizonyitásához hasonló gondolatmenetet ér­
demes alkalmazni.

5.6.7 Ha az aj sorozat nem tart Q- hoz, ak kor könnyen adódik, hogy a vég­
telen sor divergens, a végtelen szorzat ped ig O. Ezért a tovább iakban
feltehetj ük, hogy az aj sorozat Q-hoz tart. A végtelen szorzat logeri t­
musat véve kapjuk , hogy

cc

Il (1 - aj ) = O =>
j :: 1

co

L - log(1- aj) = 00 .
j=1

Használjuk fel, hogy O< aj < 1/2 eset én aj < - log(1 - aj) < 2aj .

5.6.8 A bizonyitandó egyenl őtlenségge l ekvivalens, ha a két oldal logaritmu­
sára igazoljuk a megfelel é cgyen16tlcnséget . Ehhez használjuk fel az
5.6.2 Tételt és azt , hogy O < a $; 1/ 2 eseten - Iog( l - a) jó l közelit­
het ö a-val.

5.6.9
a) Divergens: az n = 2p alakú számokra np(n) = 4p , és már a:Ep l / (4p)

sor is divergens.
h) Konvergens. - Legyen q rögzitett prímszám és Sq azon n egészek

reciprokösszege, amelyekre P(n) = q. Mutassuk meg, hogy

l ls, ~ ;; II I_! .
p:5 q p
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Az 5.6.8 feladat alapján ekkor Sq < c(log q) /q. Innen kapj uk, hogy

~ 1 '" S, '" logq
L. nP(n ) = LJ - < cL-'- < 00 .
n = 2 q q q q

5.7.

s. 7.1
a) Az algoritmusban szerepe l az Tk = r k + l qk + 2 + Tk+2 lépés. It t a jobb

oldal első t agjában szereplö szorzatot THI> Tk+2 és qk+ 2 ~ l felhasz­
nálásával csökkentve a kívánt Tk > 2 r k + 2 egyenlőtlenség adódik.

b ) 2 10g,&.
c) A legkisebb b-hez akkor jutunk, ha (a, b) = r&_l = l és a qi hánya­

dosok a lehető legkisebbek, azaz q" = 2, a többi qi pedig 1. Ekkor az
algori tmus egyenlöségei a végéről kezdve a következ6 ala kot ölt ik:

ahonnan a Fibonacci-sz ámok képzési szabá lya szer int r 8 _ j = lr'j+l , é'>

b = <Ps+! -

5.7.2 Az eljárás során a "számláló" és a "nevező" legnagyobb közös osztója
nem változik (még a "számláló" felezésekor sem, hiszen a "nevező"

és így a legnagyobb közös osztó is páratlan ). Az eljárás euklideszi
algor itmus jellege miatt végül el kell jutnunk (a, b) = d-hez. Ez a d
érték a "számlálóba" kerül, hiszen az egyes lépések végén ott jelennek
meg az új számok. Ekkor a v "nevezőre" (d,v) = (a, b) = d teljesül,
te hát d Iv.

s.7.3 341 ~ 11 . 31. Ekkor

",(ll) 1340 => 2340 ,, 1 (mod 11), és

2' " 1 (mod 31) => 2340 " 1 (mod 31).

Ebből következik, hogy 2340 == 1 (mod II ·31), vagyis a 341 kettes
alapú álprím. Ugyanakkor

3340 es 310 1; 1 (mod 31) => 3340 1; 1 (mod 341) ,

tehát a 341 nem hármas alapű álpr lm.
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5.7.5 Mivel p páratlan, ezért

aP - l aP +I
n= --'--~

a -l a + l
= (aP- 1 + aP- 2 + .. . + 1)(aP - 1 _ aP- 2 + .. . + 1) ,

ahonnan kapjuk, hogy n páratlan és összetett . Az an- 1 es 1 (mod n )
kongruencia abból követ kezik, hogy a2p ss 1 (mod n ) és n sa 1
(mod 2p); ez utóbbi az n(a2 - l ) = a2p - l egyenlőség modulo p
vizsgá latábó l és n páratlanságából adódik.

5.7.6 561 = 3 ·11 · 17. Így (0,561) = l = a560 '" l (mod 561) igazolásához
elég bel átni a kongruencia fennállását a 3, a 11 és a 17 modulusokra,
ez pedig a kis Fermat- tét el felhasználásával könnyen adódik.

5.7.7 (a)=> (b ): Ha n nem n égyzetmentes, akkor az 5.7.4 Tétel bizonyít ásá­
nak idevágó részét követve (de az ottani (2) képlétet értelemszerűen

kihagyva) ellent mondásrajut unk. Ha p In, akkor vegyünk egy olyan g
primi tív gyököt mod p, amely relatív prím n-hez (ez ut óbbi feltétel tel­
jesülését az 5.7.4 Tétel bizonyít ásában többször alkalmazot t saim ult én
kongruen ciarendszeres eljárással biztosíthatjuk). Ekkor

(g, n ) = l = gn-l sa l (mod n) =
= gn-l es l (mod pl = o, (g) = p - l I n - l.

(b) => (c): Mivel n négyzetmentes, ezért elég az n minden p prímosz­
tójára igazolni az an == a (mod p) kongruenci át . Ha p I a , akkor ez
nyilvánvalóan teljesül , ha pedig (P, a) = 1, akkor a kis Fermat-t étel
és p- l l n - l alapján an

- 1 == 1 (mod p), amiből a bizonyít andó
kongruencia a-val való szorzással ad ódik.

(c)=> (a): Ha (a, n) = 1, akkor az an == a (mod n) kongr uenciát a-v al
egyszerűsítve kapjuk, hogy an- 1 es 1 (mod n ).

5.7.8 Használjuk fel az 5.7.7 feladat b) feltét elét.

5.7.9
a) Ha véletlenül 1 < (a, n ) < n adódik, akkor ezzel nemcsak n össze­

tettségét igazol tuk , hanem sikerült az n egy nemtriviális osztóját is
el őállítanunk . (Ennek azonban igen kicsi az esélye, lásd a b) részt .)

bl Nagyjáb61 1O- 100 •

5.7.10 Ekkor (a - 1, n) [illetve (a + 1, n )I egy nemtriviális osztó .

5.7.11 Először egy pr ímteszt tel megállapítjuk, hogy az n prím-e. Ny ilván elég
azzal az esettel foglalkoznunk , amikor n páratlan összet et t szám.
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Elösz őr egy gyors algoritmussal meg tudjuk állapítani, hogy n teljes
hat vány-e: megv izsgAljuk, hogy ~ egész szám-e , ahol 2 ~ k ~ log2n .
Ha n = mk, akkor elég m-et faktorizál nunk. A feladat feltétele tn-re is
te ljesül, hiszen !p(m) I <pen) miatt a tp(n ) á ltalunk ismert többszö röse
a <p(m)-nek is többszöröse. Igy a tovább iakban feltehetjük, hogy az n
nem teljes hatvány.

Válasszunk (mon dj uk) 1000 véletlen nIa értéket , és szám ftsuk ki
(a ,n)-et . Ha (a,n) > l , akkor az 5.7.9 feladat alapján az n-et két
nemtriviális osz t öja szoraa tá ra tudj uk bontani.

Ha (a,n) = l , akkor tekintsük az 5.7.5 Tétel alapöt letéhez hasonlóan
az

e ! la , a ,a , ...

sorozatot, ahol e-r ő l t udjuk, hogy osztható <p(n)- nel. Az els ő elem
modulo n maradéka az Euler-Fennat-t étel ezerint 1. Az 5.7.5 T é­
te l bizony ítas énak "négyzetmentes" részében tulajdonképpen csak azt
használtuk ki, hogy az n nem prlmhatvány, ennek mint ájára most is
megmutatható, hogy egy mod ulo n redukált maradékrendszer eleme­
inek legalább a felére a maradékok sorozata olyan, hogy valahány 1
után egy ± l -t6l kü l ő nb ö zö maradék következik. Ekkor az 5.7.10 fela­
dat alapján az n-et fel t udjuk bontani.

Ha n = n ln2 , ahol Ili > 1, akkor ismételj ük meg az egész eljárást
n l-re és n2-re (t;(nil I <pen) miatt ugyanaz az e továbbra is hasz­
nálható), majd haso nlóan folytassuk mindaddig, amíg megkapj uk az
n prtmt ényezös felbontásAt . Mivel a prímtényezök száma legfeljebb
log2n, és minden egyes szorzat ra bontás lépésszámigénye legfeljebb
c log2 n , ezért a kanonikus alakot legfeljebb c(log2n)2 lépésben meg­
kapjuk, ahol c alkalmas konstans.

5.7.12 Nem alkalmas , ugyanis nem ismerünk gyors algor itmust a fakt oriálisok,
illetve ezek osstási maradékainak meghatározásara.

5.7 .13
a) Kövessük az 5.7.4 Tétel bizonyításának azt a részét , amikor azt iga­

zolt uk, hogy ha van tanú, akkor legalább annyi tanú van, min t cinkos.
b) Legyen n > 1 páratlan szám. Válasszunk (mondj uk) 1000 véletlen

a 't O (mod n) értéket , és mindegyikre vizsgálj uk meg, hogy an- 1 es 1
(mod n) teljesül-e. Ha legalább egy esetben nem teljesül, akkor az n
biztosan összetett . Ha mind az 1000 eset ben te ljesül, akkor 2- 1OOO· nél
kisebb annak a valösztnüsége, hogy az n nem prím és nem univerzális
álprím.
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5.7.14 J elölje R a kipróbál t a-k számát. Ha n prim, akkor mindig ± 1 mara­
dékot kapunk, és 2- R a valószimlsége an nak, hogy minden maradék l.
(Ennél a tesztnél te hát a "másik irányban" is tévedhet űnk, azaz egy
primet is tévesen összetett számnak v élhet űnk. ) Ha n összetett , akkor
az 5.7.4 és 5.7.5 Tételek bizonyít ásához hasonlóan járhatunk el.

5.7.15 Módositsuk értelemszerűen az 5.2.3 feladat útmutatásánál szereplö
gon dolatmenetet.

5.7.16
a) Lássuk be, hogy On (a) = n - l.

b) Legyen n - l kanonikus alakja

n 1 _ " P' "- - Pl .. . r .

A felt étel a lapján p~i I On (ai). Ek kor (pl. a 3.2.4c felad at szer int)
léteznek olyan bi számok, amelyekre On (bd = p~i , ahonnan a 3.2 .I5a
felad a t a lapján kapjuk, hogy on(bl . . . br) = n- l.

c) Tegyük fel indirek t , hogy n összetett, ekkor létezik egy q :5 vii
prtmosat ója . Ezután ismételjük meg a b) rész gon dolatme netet az
n helyett a q modulusr a. Azt kapjuk, hogy van olyan b, amelyre
oq(b) = c > ..;n ~ q, ami ellent mondás.

5.7.17 Azt kell igazoln i, hogy ha egy a-ra jó sorozatot kapunk, akkor

a(n- l )J2 == (~) (mo d n) (' )

is teljesül.
Ha ar := l (mod n), ak kor kön nyen adódik , hogy (*) mindkét oldalán

1 áll.
Rát érve az a2j r es - l (mo d n) esetre, az a (n- l)/2 marad ékának

a meghatározás a most sem jelent neh ézséget . Ezu tán mut assuk meg,
hogy ha q az n primosztója , akkor oq(a) a 2i +1· nek pára tlan több­
szöröse , és igy 2i +l l q - l is teljesül. Ezek alapján bizony it suk be,
hogy (:) értéke (q - 1)/2;+1 paritás ától függ, majd az n kanonikus

alakjának segitségével írj uk fel (*) ér tékét . Végül, ha az n kanonikus
alakjában a q primek helyére beirjuk a 2J+1 1q - l felt ételb ől adódó
alakot, akkor a b eszorzást elvégezve és egy alkalmas kett őhatvány sze­
rinti oszt hatós áget vizsgálva megkapj uk , hogy (*) valóban a (*). nak
megfelel ő ér téket veszi fel.
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5.8.
5.8.1 Ekkor ez egy alá írás nélkül i, névtelen levél, amelyet akár egy harmadik

fél is ham isfthatott A nevébe n.

5.8.2 T invertálhatósága azt jelenti, hogy az rt == s (mod N) kongruen­
ciának bármely s eset én (r -ben) pontosan egy megoldása van. Ez a
kongruencia ekvivalens az

rt es s (mod p), rt == s (mod q) (1)

szimu ltán kongruenciarendszerrel. Az (l )-beli két kongruencianak a
3.5.7 feladat szer int akkor és csak akkor van minden s-re pontosan egy
megoldása, ha (t,p - l ) = (t, q - l ) = l , azaz ha (t , ",(N)) = l.

5.8.3
a) Elég megmutatni, hogy a szóban forgó kongr uencia mod p és mod q

is fennáll . Nézzük például mod p. Ha p I r, akkor mindkét oldal O-val
kongruens, ha ped ig (p,r) = 1, akkor

r1+ k<p(N) es r(rP-1)k(q- l) sa r v l = r [mod p).

b) v ss I (modfp- I,q-l]).

5.8.4 Nem okoz gondot, hiszen csak azt használjuk fel, hogy az r P == r
(mod p) kongruencia minde n r -re te ljesül (lásd az 5.8.3a feladatot ).
Természetesen ekkor a <p(N)-nek vélt (p - l )(q - 1) szorzat valójában
nem ",(N) .

5.8.5 Legyen s ss rt (mod N) , ahol s és t ismert, és r értékét szer ét nénk
meghat ározn i. Emeljük s-et a t-edik hatványra , majd az ered ményt
megint a t-edik hatványra st b., amíg ismét s-sel kongr uens számot nem
kapu nk:

•st es s (mod N) . (2)

Mivel (t ,<p(N» = 1, ezért az 5.8.2 feladat szeri nt a (2) kongruenciáb ól
lehet t-edi k gyököt vonni , azaz

tk - 1 _
s =r (mod N).

Ez azt je lent i, hogy ha (2) elég kis k-re bekövetkezik, akkor r-et meg
tudjuk határozni . Ha t k == 1 (mod <p(N)), akkor az 5.8.3a feladat
szerint (2) biztosan te ljesül , ezért nem szabad, hogy a t modulo <p(N)
vett rendje kicsi legyen .
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egyenl öségek alapján tudja a megadott ér téket kiszám ítan i. Más ezt
(remélhetőleg) nem tudja megcsinál ni , hiszen nem ismeri kA és kB
egyikét scm.

5.8 .7
a) Tegy ük fel indirekt, hogy két részösszeg egyenlő. A közös tagokat

kiejt ve elérhetjük, hogy a két összegben együttvéve is csupa k űl ön­

b özö tag szerepe ljen. Ekkor az el öfordul ő legnagyobb tag a (6) feltétel
szerint egymagában is nagyobb már, mint a teljes más ik összeg, ami
ellentmondás.

b ) Tegy ük fel ind irekt , hogy bizonyos ~·kre és drkre l: ~ = E dj . Ekkor
(7) ala pján l: rc; =- E rcj (mod m ). Az (r,m) = 1 feltétel miatt
r -rel egyszeriIsithetünk, azaz E ca ss E Cj (mod m). Végül, mivel

m > E:':-C: ca, ezért a kongruencia helyett egyenlőség is írh ató, ami
ellentmond C összeginjekt ivitás ána k.

c) K özv étl en ül következik az összeginjekt ivit ás definíciójáb ól.

d) Az u előállítás á hoz a Ói értékekre van szükség, vagyis ar ra, hogy a
megadott v az összeginjektf v sorozat mely tagjainak az összege. A (6)
sorozatnál ehhez alkalmazzuk a mohó algoritmust, azaz vegyük mindig
a lehető legnagyobb ca -t . A (7) sorozatnál az rx == ~, illetve rx es v
(mod m) kongr uenciák legkisebb pozitfv megoldásai megadják a c;· ket
és a megfelelő v'-t , amelyekre már alka lmazhatjuk az el özö eljárást.

6. Számelmélet i fű ggvények

6 .1.

6.1.1 A multiplikat ivitás lgazoláséhoa alkalmazzuk a d(n) függvény képle­
tét (1.6.3 Tétel), vagy használjuk fel az 1.6.5a·b feladatot . A te ljes
multiplikativitás cáfolásához elég egyet len olyan a,b szampár, amelyre
d(ab) -I d(a)d(b) és (a, b) -I l.

6.1.2
a) , c) f (n ) és h(n ) se nem additfv , se nem multiplikatfv .

b) g(n ) teljesen multiplikatfv.
d) k(n) additfv , de nem teljesen additfv.
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6.1.3 Mul tiplikatfv h nem létezik . A feltételek ala pján

0 = h(6) = h(2)h(3) => h( lO)h(15) = h(2)h(5) h(3)h( 5) = Of 3 .

Additív, sőt te ljesen additív h viszont végtelen sok létezi k. A felt éte­
lekb ől adódó

O= h(2) + h(3) , 1 = h(2) + h(5 ), 3 = h (3) + h( 5)

egyenlet rendszer t megoldva kapjuk, hogy h(2) = - 1, h(3) = l és
h(5) = 2. Válasszuk h(7) értékét egy c param éternek. a többi p prfmre
ped ig legyen h(P) = 0, ekkor cgyértelml1en meghatározható a h teljesen
additív függvény, amely ezeket a feltételeket kielégíti: Ha

akkor
hín ) = - 0 l + az + 203 + 004 ·

6.1.4 Ha van ilyen J i=- O mul tiplikatfv függvény, akkor a 6.1.6 Tétel sze­
r int /(1) = 1, és ha az n kanonikus alakjában szereplö prím ha tványok
qj , · · · , qw. akkor a 6.1.7 Téte l alapján csak f en) = Cj ... eu, lehetsé­
ges. Az ily módon a Cj · k segitségével definiált fűggvényr öl mutessuk
meg, hogy valóban multiplikativ. Az addi tív esetben és a b) résznél is
hasonlóan kell eljárni.

6.1.5 Igaz: a) , d ).

6.1.6
a) A szükséges és elégséges feltét el I(k) = O.
h) Most is J (k ) = O a szükséges és elégséges feltétel. Az elégségesség

bizonyítás ához vegyük a , b és k kanon ikus alakját , és a 6.1.7 T étel
alapján lrjuk fel g(a) = I (ka), gib) = I( kb) és g(ab) = I (kab) értékét.
Használjuk fel, hogy (a,b) = 1 miatt a k bármely pr tmoszt ója az a és
b közül legfeljebb az egyiket osztja.

c) A teljesen multiplikaUv eset ben J (k ) = l vagy Oa sz ű kséges és elégsé­
ges feltétel. A multiplikaUv esetben ez csak szű kséges, de nem elégsé­
ges: legyen p éldéul

I (n) = {O,
l ,

ha n" 4 (mod 8);
egyébként,

k=4,
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ekkor I(k) = O, de g nem mu lt iplikatlv, pl. g(3)g(2) ~ °f 1 = g(6).
Szü ks éges és elégséges feltétel: f (k ) = l vagy f(kn) = O mlnden n- re
(ez ut óbbi a g = O függvényt jelent i).

6.1.7
a) Hasanáljuk fel az ab = (a, bHa,b] össze függést.
b) HasznAlju k fel a számok kanonikus alakj át .
c) Azok az j -ek, amelyek előállnak egy additfv és egy konstans függvény

összegekent.
d ) A szóban forgó egyenlőséget a multiplikatfv függvények konstansszoro­

sai mindig kielégftik. Ha feltesszük, hogy /( 1) =F O, akkor ezek adják az
összes megoldást. Az ált alános ese tbe n az összes megoldást az a lábbi
fű ggvények szolgáltatják :

() {
O, ha K I n;

l n = cg(K)' haK l n ,

ahol g(n ) multiplika tfv, c konstans és K rögzített pozitív egész .

6.1.8 Az ál lítás a multipli kat ivi tás és addi t ivitás definíciójának közvetlen
követ kezménye.

6.1.9
a), e) Azonnal követ kezik a defin íci6kból.
b)-d) Először mutassuk meg, hogy az j g szorzat akkor és csak akkor te ljesen

additív, illetve additív , ha j (a)g(b) + j (b)g(a) = O minde n a,b, illet ve
minden relatív prím a,b esetén teljesül. - Válasz d l-re: Ha f t=- O és
g =F O, akkor j és g egy vagy két prím ha t ványai t ól eltekintve minden
prímh at vány helyen O, és a máso dik ese tbe n az adott két prím hatva­
nyain felvett ftiggvényértékekre is szoros szabályszerűség ér vényes.

f ) Következi k a 6.1.6 Tételb ől .

6.1.10
a) Kőavetlenű l következik a dcfín íci ökb ól.
b ) A feltétel Atalakft ható az (f(a) - g(a») (f(b) - g(b») = °egyenlöségg é.

A mult ipl ika tfv esetbe n a két függvény egy p prím hat ványain esetleg
eltérő é rté k ű lehet , minden más prfmha t vény helyen viszont azonos
értéket kell felvenniük.

6.1.11 Ha j = O, akkor a feltétel alapj án g = O is igaz , és az ál lítás trivi á­
lisan teljesül. Egyébként az 1 helyen felvett függvényértékek alapj án
a két függ vény összege csak az l konstans lehet . Az j = 1 - g függ­
vényre a multipli kat ivit ás t fel írva a g ad ditivitása a lapj án az adód ik,
hogy (a,b) = 1 esctő n g(a)g(b) = O. Ebből következik , hogy esetleg
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egy p prím hatványaitól elte kintve minden prímhatvány helyen a g ér­
téke O, az J értéke pedig 1, és így p"( n eset én g(n) = O és f(n ) = 1.
Innen azonnal adódik, hogy p%n eset éri (/1000 + glOOO)(n) = l és
(flOOOgl000}{n) = O, amiből a kívánt multiplikativitás , illetve additivi­
tás könnyen leolvasható.

6.1.12 A 6.L9d feladat megoldásához hasonló gondolatmenetet érdemes al­
kalmazni. Most a következő egyenl öségekböl lehet kiindulni :

a) Ha h = J- g, ahol/és g multiplikatív , akkor bármely (a,b) = 1 esetén

(I(a) - 1) (I(b) - 1) = (g(a) - l )(g(b) - 1) .

h) Ha h = fg, ahol f multiplikattv és g additív, akkor bárm ely (a,b) = 1
eseten

f (a)g(a )(I(b) - 1) + f(b)g(b) (I(a ) -l) = O.

6.1.13
a) Mutassuk meg, hogy végt elen sok páro nként relatív prím helyen a függ­

vény értéke O.
b) Legyen f (l) = f (2) = 1 és f(n) ~ O, ba n > 2.
c) Ha létezik végtelen sok kűlönböz ö p prím és I/p > 0, ame lyre f(pvp ) f:. 0,

akkor ezek segítségével az a) részhez hasonlóan megmutatható, hogy
a függvény min den függvényértéket végtelen sok helyen vesz fel. Ezért
csak véges sok ilyen p létezhet , és ekkor ezek maximuma megfelel
K -nak.

6.1.14
a) Hami s. Ellenpélda: f(n) ~ 3, ha 21 n , de 41n , és f(n) ~ Oegyébként .

Ez az f add itfv , továbbá f (4 )+ f(8) = f(3 2) is te ljesül , de nem teljesen
ad dit ív, mcrt pl. f(2) + f( 6) # f(12 ).

b) Igaz. Ha (c,ab) ~ 1, akko, (ca,b) 2 (a, b) > 1 és

f«ca)b ) = f(e(ab)) ~ f(e) + f (ab) = f(e )+ f(a) + f(b) ~ f(ca) + f( b).

c) Hamis. Ez más megfogalmazásban ugyanaz, mint az a) állítás.
d) Igaz. A bizonyítás a b)-nélláto tt módon történhet.
e) Hamis. Ellenpélda: f(l) ~ f( 2) = 1 és f(n) = O, ha n > 2.

Érdemes vég iggondolni, miért változot t meg a válasz a dl-hez képest:
ott az f( ab) # fra) + f(b) egyenlötlenséghea f( e)-t hozzáadva az
egyenlőtlenség továbbra is érvényes marad, ezzel szemben ha el-né l az
f (ab) # f( a) f (b) egyenlötleneéget fre) = O-val szeroasuk meg, akkor
már egyenlőséget kapunk.
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6.1.15 Ered mény, 'I'2(n) = n npl. (1 - 2/p ) (ahol p prtmct jelöl).

Út mutatás: Bizonyítsuk be, hogy !p2(n) multi plikat tv, ehhez szimultán
kongruenciarendszereket érdemes felhasználni. Ezután elég a függvény
érté két a prímhat vány helyeken meghatározn i.

6.1.16 Lássuk be, hogy a bal és a jobb oldalon á1l6 függvény egyaránt mul­
t iplikativ (a bal oldali összegnél az előző feladathoz hasonl6 gondolat­
menetet érdemes alkalmazn i). Ennek alapján elég az egyenlőséget a
primhatvány helyeken igazolni.

6.2.
6.2.1 Legyen a , illetve b összes pozitiv osstója al " . . , ar, illetve bt , . .. , b8 •

Az 1.6.5a-b feladat ezerint (a, b) = l eseté n az ajbj számok kiadják ab
összes pozitiv osztóját , és mindegyiket csak egyszer . Így

r 8 r 8

o (ab) = I:I: aibj = (I:ai) (I:bj) = o (a )o(b) .
i= 1 ; = 1 i=1 j=1

Ezután a mult ipl ikat ivit ás alapján elég a a -függvény értékét a prfm­
hatvány helyeken meghatározni.

6.2.2 Használjuk fel a Iűggv ények képlet ét . vagy pedig támasz kodjunk az
1.6.5a· c feladatra.

6.2.3 Mivel 31n;p(n ), ezért az n minden p prímoszt6ja 3k - 1 alak ú. Legyen
egy ilyen p kitevöje az n kanonikus alakjában a . Ha o páratlan, akkor
a (p° )_b61kiemelhet ő l +p, és igy a(n ) oszt ható 3-mal, am i ellentmond
a feltételnek . Ezért minden p kitev ője páros, tehát az n négyzetszám .

6.2.4 Legyen az n kanonik us alakja n = Pl t ... p~ ~ . Ekkor minden olyan k
megfelel, amely re

P·,' ; +1 _ l IP'.,0 ; +1 - l , . 1t = , . .. , r.

Ez teljesül , ha minden i-re

a i + l I kaj + I , azaz aj + l I (k - l )a i '

Így biztosan megfelel, ha a k - l tetszőleges közös többszöröse az a i+ l
számoknak .

6.2.5 Válasz: n . - Út mutatás: Az osztók reci prokösszegen él hozzunk közös
nevezőre, és használjuk fel, hogy ha d végigfut az n osztó in, akkor n/ d
is végigfut az n oszt éin .
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6.2.6
a) Válasz: A négyzetszámok és a négyzet számok kétazeresei . - Útmu­

tatás: Használjuk fel a a(n) képle tének tö rtmentes alakját. - Másik
lehetőség : Legyen n = 2k t , aho l t páratlan. A feladat szempontjából
csak n páratlan oszt6i, azaz t osztói számítanak; az t kell megvizsgálni ,
mikor lesz det) páratlan. Az 1.6.8 feladat szer lnt ez po ntosan akkor
teljesül, ha t n égyzetsz ám.

b) Válasz: Különböző Mcrsenne-pr tmek szorzatai. - Útmutatás a szük­
ségességhez: Legyen az ti kanonikus alakja n = pf l . . .P~". Ekkor

,
2k = a(n) = nO+ Pi + p; + o • • + p~j).

i =l

Itt mind en tényező maga is kett öhatv ány, és így páros is , tehát minden
Pi > 2 és mind egyik a i páratlan. Ekkor 1 +Pi kiemelhető :

,
2k = II(1 + Pi)( l +p; + p; + o • • + pi, - l ) .

i=l

A jobb oldalon minden t é nyez ő kett6hatvány, ezért Pi Merscnno-prtm.
Azt kell még igazolni , hogy a i = 1. Tegyük fel indirekt , hogy vala­
melyik a i > 1. Ekkor az 1 + p~ +Pt + ... + pf i - 1 t ényezöb öl (annak
p árcssága miatt) 1 + p~ kiemelhet ő , és l + p~ is kett őhatvány. Ez
azonban nem lehetséges, mert l +p~ már 4-gyel scm osztható.

6.2.7 Elsó megoldás: a (n) =I- 2p, ahol P egy 3k - 1 alakú páratlan prím.

Második megoldás: a(n) =I- 3! , ha s > 1.

Harm adik megoldás: Használjuk fel, hogy a a -függvény "rit kán" vesz
fel páratlan ér téket.

Negyedik megoldás: Az 1,2, ... , N érté keket a a -függvény csak az
1,2 , ... , N helyek valamel yikén veheti fel . Mutassuk meg, hogy ezen
x :::; N helyek közül is "sokszor", mondjuk r esetben a(x ) > N . Ekkor
a 17 (1), . . . , a (N) függvényértékek közül legfeljebb N -r darab lehet ki­
sebb vagy egyenlő, min t N , vagyis az 1,2, . .. ,N számok közül legalább
r darab nem szcre pel a a -függvény értékk észleté ben.

Ötödik megoldás: Mutassuk meg, hogy "sok" olyan X i =I- X j pár van,
amelyre a(xd = a(xj) , majd alkalmazzunk a negyedik megoldáshoz
hasonló gondolatmenetet.

6.2.8 Csak n = l felel meg.
Út mut atás: Lássuk be , hogy ha n ~ 2, akkor n! < a(n !) < (n + l )!.
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6.2.9 Használjuk fel, hogy ti = ab eseten a és b közü l az egyik nagyobb vagy
egyenlő, mint ,;n. - Egyenlőség pontosan akkor teljesül , ha az ti egy
prfmszám négyzete.

6.2.10
a) (a l) n prtm. (a2) Nincs megoldás. (aJ ) n ~ 10, 49.

(a4) n = 21.
b) Csak c = l eset én.
c) Ha c = 2k + l > 7 és 2k = p + q, ahol p és q kűlönb ő z ö prímek, akkor

ti = pq megfelel.

6.2.11
a) (al ) n prím. (a2) Nincs megoldás . (aJ) n = 4.

(a4) n=6.
b) Csak c = 2 cseten .
c) c = 4k , ahol k > 3.

6.2.12
a) Végtelen sok. - Ha tal álun k egy megfelel ő ao, bo párt, és p az ao és

bo közös prímosztója, akkor ak = aopk, bk = bopk is megfelel. Ki indu­
lásn ak vehető példáu l ao = 6, bo = 8 vagy l1() = 12, bo = 14 stb.

b} Végtelen sok. - Ha n felfrható ti = PI + 1'2 = P3 + p" alakban, ahol
a Pi számok k űlőnb őzö prfmek, akkor a = PIP2, b = P3P" megfelel.
Az 5.4.7 feladathoz hasonlóan igazolható, hogy végtelen sok ilyen ti

létezik (azaz amelyik legalább kétféleképpen írható fel két k ülőnb ő z ö

prfmszám összegeként) . - Megjegyezzük, hogy ugyanez a gondolat­
menet az a} résznél is alkalmazha tó, ott azonban cgyszerúbben is célhoz
értünk.

6.2.13 Használjuk fel, hogy az l -en és n-en kívül az ti minden minden osztója
legfeljebb n/2, iIlctvc legalább 2.
Egyenlőség : a) n = l vagy prím; b} és c} n =4 vagy prím.

6.2.14 Válasz: ti = 6. - Útmutatás : Az előző feladat gondola tmenetet kell
finomítani .

6.2.15
a} Ha.sanáljuk fel az (a l ) egyenl őt lensé ghez a fű ggv é nyek keplct ér, az (a2)­

höz pedig azt, hogy a (fl(n ) az n bizonyos osztóinak előjeles összege.
Mind két eset ben az egyenlőség pontosan akkor teljesül , ha ti prím.

b) Mutassuk meg, hogy ha n kanonikus alakja ti = p~ l ... p~ ~ , akkor

<1(n )",(n ) = Il' (I - _1_ ) ~ Il' (1- ~) .n' p~.+1 p2
i=l l i = 1 I
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A (b1) á llítás ebből Pi ~ i + 1 alapján következik.
A (b2) állításhoz igazoljuk , hogy

. f a(n)<p(n) - ,. n (1 _2-)
l n 2 - Im 2 '

n N -+oo P
p'5. N

majd használjuk fel az 5.6.6 feladat ot .

6.2.16 Legyen az n kanonikus alakja n = 2°p~ 1 . . .p~r , ahol Pi > 2 (itt a = O,
illet ve r = O is lehet ). Mutassuk meg, hogy m inde n ai = 1, a ::;: 2
és r ::;: 1. Ebböl következik, hogy n = 1,2,4, p, 2p vagy 4p, ahol p
páratl an prim. Ezeket behelyettesítve könnyen igazolha tó, hogy csak
a megad ot t n értékek teljesítik a feltét elt .

6.2.17 Mindkét függvény csak a Oés ± 1 értékeket veszi fel.

6.2.18
a) 3. - Útmutatás: Négy egymást követ ő egész szám közül valamelyik

osztható 4-gyel.
b) Akármilyen sok. - Út mutatás: Lásd a 2.6.11 felada tot .

6.2.19 Legyen az n-edi k primitív egységgyökök összege S(n) . Elég belá t ni,
hogy S(n) multi plikatív, továbbá S(P° ) = JJ(P0) bármely pO prímhat­
ványra . Az S(n) mulfíplikativitás ához mutassuk meg, hogy (a, b) = 1
esetén egy a-adik és egy b-edik primitív egységgyök szorzata a b-edik
primitív egységgyök, és minden ab-edik primi tív egységgyök egyért él­
müen felí rhat ó ilyen szorzat alakban. - A felada t az összegzési és
megfor dít ási függv ények segitségével is megold ható, lásd a 6.5.9a fela­
datot .

6.2.20 O.

6.2.21
a) Haszn áljuk fel a függvények képlet ét . vagy ped ig azt , hogy az n osztói a

multiplicítással számolt prímosztók bizonyos részhalmazainak felelnek
meg. - Ha n négyzetmentes , akkor mindkét helyen egyenlőség teljes ül,
egyébkén t ped ig mindkét helyen szigorú egyenlőtlenség ál l.

b) kw (n ) S; d,(n ) S; kO (n ).

6.2.22 Igaz , a).

6.2.23 Hasonlóan j árhat unk el, mint a a-függvé ny esetében, lásd a 6.2.2 T étel­
nek és a 6.2.8 Téte l a -ra vonat kozó részének a bizonyít ását, vagy p edig
a 6.2.1 felada tot . Eredmény: Ha az n kanonikus alakja n = p~l ... p~r

és 1/ i- 0, akkor
r r v (o, +I ) l()-n(1+ " + '" + + "a,) - nP; -av n - Pi Pi . .. Pi - v 1

i= l i= 1 ~
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6 .3.

6.3.1 Használjuk fel a 6.3.2 Tételt.

6.3.2
a) Ha az n kanonikus alakja n = n~= l pf;, akkor a 2n = a(n) felt étel a

" "2II pr' ~ II(l+ p,+ .. . + pr')
i=l i=l

(l)

egyenlőséget jelenti. Az (1) baloldala a 2-nek pontosan az első hat­
ványával osz tható, ezért a jobb oldal tényezői közül az egyik 2-vel
osztható, de 4-gyel már nem , a többi tényező pedi g pár atlan. Ez azt
jelenti , hogy egyetlen Cti kitevő lesz páratlan és az ehhez tartozó Pi
prim biztosan 4k + 1 alakú , a többi ct j kitevő pedi g páros.

b) Az a) rész szerint n = s2p, ahol P egy 4k + 1 alakú prim. Ebből azonnal
következik , hogy n sa 1 (mod 4). Ha 3 I s , akko r 9 I n , tehát n es 9
(mod 36). Ha 3,f s, akkor P t- 3 miatt 3 ,fn . Mivel P kit evöje az n
kanonik us alakjában páratlan, ezér t 1 + p I a(n), és így 3,fp + 1. Ez
azt jelenti, hogy csak p sa 1 (mod 3) lehet séges, tehát n = s2p es l
(mod 3). Az n sa 1 (mod 4) kongruenci ával együtt ebből azt kapjuk ,
hogy n sa l (mod 12).

6.3.3
a) A bizonyítandó 2po > a (po ) egyenlőt lenség ekvivalens átalak ításokkal

a pO(p - 2) > - l alakra hozható .
h)

a (p"q') (l l )( l l )--";0-;,.,-'- ~ l + - + . .. + - l + - + ... + -a <
po q" p p..... q qJJ

< -.E.- . _ q_ < ~. ~ < 2.
p - l q -I -24

c) Példák b övelked öre: legyen n kanonikus alakja n :=t pf ;, ahol Pi az
i-ed ik pámtlan prímszám (tehát P l = 3, P2 = 5 stb.) és Ctl 2: 3, a
többi Cti pedig tetszőleges pozitív egész.
Pé ldák hi ányosra. k darab olyan k ű l ö nb ö z ö qi prim szoraata , amelyekre

1 +~ < t12 .
q,

d ) Mutassuk meg, hogy ha a > 1, akkor

a ran ) a rn )-->-- .
an n

(2)
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A (2)-t legegyszer űbben annak alapján igazolhatjuk, hogy ha n összes
osztője dl l .. .• d, . akkor az tUÍj számok az an kül önb özö osztó i. és így
a(an) > au(n). Másik két lchet6ség, ha a (7 képlet ét használj uk , illet ve
azt a té nyt, hogy a(m) /m az m szám oszt6 inak a reciprokösszege.

el Egy hiányos számot tetszőleges b övelked ö számmal megszorozva bő­

velkedi) számot , egy elég nagy prímszámmal szorozva ped ig hiányos
számot kap unk.

6.3.4 A 6.2.6a feladat alapján egy ilyen szám csak n = 2Q t2 alakú lehet . Azt
kell még igazoln i, hogy a = O. A a(n) = 2n + 1 feltételt átalakí t va

(20 +1
- 1)(,,(t' ) - t' ) = t' + l (3)

adód ik. Ha Q' ;:::: l , akkor (3) bal oldalának első tényezője 4k -1 alakú ,
és így létezik 4k - l a lakú prímosztója. Ez azonban ellent mond anna k,
hogy egy tZ + l a lak ú számnak nem lehet 4k - l a lakú pr ímosztója.

6.3.5
a) A 6.3.2 T étel bizonyításéhoz hasonló gondolat menetet lehet alkalmaz ni .
h ) Azt kell belátni, hogy ekkor u(n ) is páratlan. írjuk fel u (n )-et u(n ) =

= 2v w alakban, ahol w páratlan, és mutass uk meg, hogy v ~ 1 eseten
ellent mon dásra jutunk.

c) Tegyük fel, hogy pO saupert ő kéletes , és írjuk fel u(P°) kanonikus alak­
jának felhasználásával u(u (P° )) ért ék ét .

6.3.6
a) Az n osztóinak har monikus közepe

nd(n)
- ,,(n) .

b) Az a) rész alapján elég azt igazolni, hogy ha n tökéletes szám, akkor
d(n) páros, azaz n nem lehet négyzetszám . Ez valóban igaz, hiszen ha
n n égyzetsz ám. akkor a(n ) páratlan , és igy a(n) # 2n.

c) Tegyük fel indirekt, hogy 1 + p + . .. + pO IpO(a + l ). Mivel
(l +p + .. . + po, pO) = l, ezért l + p + . .. + po la + 1. Ez azonban
lehetet len , hiszen l + p + .. . + pO > a + l .

d) Legyen n = PIP2"' Pr , ahol Pi prim és PI < 1'2 < ... < Pr . Ha
mindegyik Pi páratlan, akkor a

P1 + ! P. + !
- 2- · · · - 2- IPl . . .Pr
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osztha tóság azért nem te ljesülhet , mer t (Pl + 1)/ 2 a jobb olda l minden
tényez6jé hez relatív pr ím.
Ha Pl = 2, akkor sz ű kségk é ppen pa = 3. Az n = 6 harmonikus
szám, ha ped ig az n-nek további prfmt ényczöí is vann ak , ak kor az
el özö esethez hasonlóan j uthatunk ellent mondásra.

6.3.7
a) Ha a < b és a (a ) = a(b) = a + b, akkor a(b) = a + b < 2b és

a la ) = a + b > 2a.
b) Tegyük fel indirekt , hogy a = 2k és b barátságos számpár . Ekkor

a(2') = 2<+1 - l ~ a(b) = 2' + b,

ahonnan b = 2k - l , továbbá b és a(b) páratlansága miatt b = u2 •

Az fgy adódó 2k - l = u2 egyenlőség azo nban már modulo 4 sem
teljesülhet , ha k ~ 2.

6 .4 .

6.4.1 Az S1 (n ).re vonatkozó völgytétel szó azorint a 6.4.1 Tétel mint ájára
bizonyíthat ó, a d,d n ) escten annyit kell vá.1toztatni, hogy a szimultán
kongruenciarendszer modulusai 2 K +k és 3 K +k, az w(n) -hez pedig két
olyan relatív prím mod ulust érdemes válasz tani, amelyek mindegyike
K + 2 darab különböző prímszám szoraara.

A a(n) völgytételénél bármely elég nagy prím megfelel n-nek, hiszen
ekkor a(n) = n + l , ugyanakkor n + l és n - I párcssága miat t

n- l
a(n - l ) > (n - l ) +-­

2

n+ l
és a(n + l ) > (n + l ) + - 2- '

Ugyanfgy bizonyith ató a lp(n) -re vonat kozó hegytétel is.
A többi függvény hegyléteiénél és r.p(n ) völgytételénél a 6.4.2 Tétel

bizonyft ásához hasonlóan n-et az első r prímszám szorzatának érdemes
választani.

A dk(n ) és a( n) hegyté tele, illetve a lp(n) völgytétele a 6.4.2 Tétel
bizony ít ésának értelemszerű módosításaval igazolható.

Végül, az O(n) és wen) függvények eset én, a 6.4.2 Tétel bízonyüásé­
nak a jelöléseivel élve, azt kell megmu tatni, hogy r - .s > K . Ez abból
következik, hogy

< r - K - I r - K
n_ PI· · ·PK+IPr < Pr,
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ha r elég nagy, ugyanakk or

6.4.2 Kövessük a 6.4.5 Tétel bizonyításának gondolátmenet ét.

6.4.3
a) Megfelel például , ha n az első 101 prím szorzatának elég nagy hatványa.
b ) Legyen n az első r prímszám szorzata. Ekkor az 5.4 pont ered ményei

alapján

és fgylog n '" pr '" r log r ,
log n

r-
Iog log n

adódik. Ebből d(n) = 2r miatt a feladatban megadott becslést kapjuk .

6.4.4 Legyen O(n ) = s, azaz n = qv . .. Q3' ahol qi = qj is előfordulhat .

Ekkor qi ;::: 2 miatt n 2:: 28. - Egyenlős ég pontosan ak kor teljesül, ha
n kett őhatvány.

6.4.5 Lássuk be, hogy adott r eseten az első r prímszám szorzata a legkisebb
olyan n, amelyre w(n) = r. Ez azt jelenti, hogy w(n ) az n függvényében
m ért maximális nagyságrendjét az ilyen alakú számokon ér i el. Ha n
az első r prím szorzata, akkor 6A.3b-hez hasonlóan kap juk a felad at
állít ásait .

6.4 .6
a) Alkalmazzuk a 6.4.6 T ételt az nO,99/!f'(n) függvényre , vagy használjuk

fel a d(n)rp(n) 2. n összefüggést és a 6.4.5 Tételt .
b) ",(n) 2: n(n) - w(n) .
c) Legyen n tetszőleges olyan egész, amelyre w(n ) = r, és legyen nr az

első r prímszám szorzata. Mutassuk meg, hogy

",(n) > ",ln,)
n - nr

log log n 2. log log nr .

Ennek alapján az állítást elég az nr számokra igazolni.
A prfmszámok eloszlásáról tanult eredményeket felhasználva kapjuk,

hogy

log ("'ln,») = log Ír(1 - ~ ) = t log (l - ~) 2:
nr i ==l p, i == l p,

r 1 r 1 1
2: - L - - L -, > - L - - 2 > - Iog log p, - c-2 ,

i == l p, i == l Pi p< p ,. P
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",(n, ) 1
-- >

nr c' log pr

Ezután vegyük figyelembe a log log nr '" logpr összefüggést (am i
log nr '" Pr -ből a mind két oldal végtelenhez tar tása miatt jogos . joga­
ri t málással" adódik).

d) Alkalmazzuk a 6.4.6 Tételt a a(n)fn1,Ol függv ényre . vagy használj uk
fel a a (n) S nd(n) összefüggést és a 6.4.5 Té telt .

e) a (n )fn az n osztóinak a reciprokösszege, és így

a (n ) S t~S I+ logn.
n j = l J

f) Ac) részhez hasonlóan kell bizonyítani .

Megjegyezzük, hogy a 6.2.15a felad at alapján a a (n )-re vonatkozó ál­
lít ások közv ét len ül is következnek a r.p(n)-re vonat kozó megfelelő álli­
t ásokb ól (és a 6.2.15b feladat szerint ez fordítva is "majd nem" igaz) .

6.4.7 Használjuk fel, hogy

. 1
a) hm II (1 - - ) = O;

n-e cc P
p::5n

. 1
h) hm II (I +-) = 00 .

n-e-cc P
,<n

6.4.8
a) Legyenek Vb V2, '" azok a prímek, amelyekre k I Vi - l , és legyen

B; = Vl"'Vr '

Ha (n, Er) > l , akkor az n oszt ható valamelyik vi-vel, és így

k IVi - 11",(n ) .

Ezek szerint k Ar.p(n ) legfeljebb azokra az n-e kre ford ulhat elő , amelyek
a Dr- hez relatfv primek. Az ilyen n-ek száma N-ig nagy N esete n
körülbelül

",(B,) N.
B,

így elég megmutatni, hogy bármely é > Q-hoz találha tó olyan r , hogy

Ez az 5.6.7 felad at alapján követ kezik abból, hogy L::l l l vi divergens.
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b) Ha wen) nagy, akkor <p(n) osztható a 2·nek egy nagy ha tványával,
tehát eleve kevés ilyen ep(n) ér ték keletkezik. Ha wen) kicsi, ak kor
ep(n ) > cn, aho l c (kis pozitiv) konstans, és {gy ha !fl(n) ~ N . akkor
n < N / c. De ezekre az n-ekre (is) az al rész szerint tp(n ) majdnem
mindig osztható egy elöre megadott nagy k-val (ez a k lehet a már sze­
repelt ket t6hat vá.ny is), azaz ismét csak kevés tp(n ) érték keletkezhet .

6.4.9
al A 6.4.8a felad at hoz hasonlóan bizonyftha tunk. Legyenek w l ,W2 . , ..

azok a primek, amelyekre k l W i + l , és legyen Cr = Wl ' " w- .
Ha az n valamelyik Wi· nek pontosan az első hatvényával osztha tó,

akkor

k I W i + l Ia(n) .

Ezek szerin t k ,fu(n) legfeljebb azokra az n-ekre fordulhat elő , amelyek
vagy relat ív prfmek Cr-hez, vagy pedig Cr valamelyik prtmt ényezöjé­
nek a négyzet ével is oszt hatók. Ezek az n-ek bizonyos maradékosztá­
lyokba esnek mod C;. Az ilyen mod C; maradékosztályok számának és
C;-nek az aránya

Mutassuk meg a 6.4.8a feladatban látott módon, hogy ez az arány
tetsz őlegesen kicsi lehet , ha r elég nagy.

b) Itt egyszerűbb a dolgunk , mint a lp{n)-nél volt , ugyanis cr{n) :$ N -b61
következik, hogy n :$ N . Ennek megfelelöcn a lp{n)-nél látot t bizo­
nyításnak csak az utolsó lépésére van szükség: mivel cr{n) majdn em
mindi g osztható egy elöre megadott nagy k-val, ezért csak kevés cr{n)
érték keletkezhet .

6 .5 .

6.5.1 A dj {n) függvények definfci6jáb61következik.

6.5.2

a) Tegyük fel, hogy J mult iplikaUv, és legyen (a,b) = 1. Az J+ mul­
t iplikativitá.sának igazoléséhoz Ielhaszn éljuk , hogy az 1.6.5a-b feladat
szer int ab osztóit egyértelműen el őállíthatj uk az a és a b egy-egy osz­
tójának szorzataként (amelyek nyilván szintén relat ív prfmek). Ennek
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alapján

j+(ab) = L f (d) = L f(a ,b,) =
dla b ada,bdb

567

= L f (a,)f(b,) = (L f(a,) )(L f(b,)) = j+(aW(b) .
al la,b db ada bdb

A megford ítást hasonló módon igazolhatjuk n = ab szerinti teljes in­
dukcióval vagy a Mőbíus- féle megfordítási formula felhasz ná lás éval.

b) Ha 1 helyére I+-t írunk, akkor éppen az a)-beli állításhoz jutunk.

6.5.3
a) 1 = Oés a 6.5.1 Definíció utáni példáknál definiált e(n). - Útmutatás:

Mutassuk meg, hogy egy p prímre j+ (p') = (j+ (P ))' csak f(P) = O
eseten teljes ülhet.

b) 1 = O. - Út mutatás: Vizsgáljuk az 1+ függvény értékét rendre az
alábbi helyeken: PIP2, PIP3, P2P3 , pi P2' P~P2 stb., ahol Pl , P2, P3 külön­
böző prtmek, és olvassuk le ebből, hogy 1 értéke minden prímhatvány
helyen nulla.

6.5.4
a) Használjuk fel a 6.5.2 feladatot .
b) Következik az a) részbó l és 1 teljes multiplikat.ivitásából. Az I(n ) = n

esetben a(n), illetve lp(n) képletét nyerjük.

6.5.5

- { c ha n = l ; b) g(n) = { l , ha n = 2;
a) f(n) = O: ha n > 1. O, ba n,.. 2.

- { l ha n prímhatvány ; d) ';'(n) = { l, ha n prím;
c) í! (n) = O: egyébként. O, egyébként.

6.5.6 Legyen n kanonikus alakja n = n~= l p~i . Ekkor

r r ai

f(n) = L M' ) = L L jüJ!') = L j(r!' ) .
i=l i= ll3i =O fia In

Innen i egy ér te lm üségéböl következik, hogy ha k nem prímhatvány,
ak kor nk) = O.

6.5.7 A Möbius-fé le megford ítás i formula szerint ez az I(n) = n függvény.
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6.5.8 A Möbius-féle megfordí tás i formula ezerint

<p(n) = LI' (d) ~ .
din

6.5.9
a) Jelöljük az összes n-edik egységgyök összegé t T(n)-nel, az n-edik pri­

mi tí v egységgyökök összegét ped ig S (n)-nel. Ekkor S+(n) = T(n ) =
= e(n) miatt S(n) = j.t (n) . (Egy másik bizonyítás t a 6.2.19 felad atban
vázolt unk. )

b ) J elöljük az összes n-edik egységgyök, illetve az n-edik pri mití v egy­
séggyökök k-adik hatványainak összegé t Tk(n )-nel, illet ve Sk(n) -nel.
Ekkor Sk(n) ~ T,(n) és

T,(n) = { n, ha n I k;
0, ha nl k.

írjuk fel S k(n )-et a Möbius-féle megford ít ási formula seglts égévcl, és
használjuk fel a 6.5.8 felad atot is . - Más ik lehet ős ég : Mivel Sk(n ) és
a feladatban megadott függvény is multiplikatfv, ezért elég az egyen­
l ös é g ű ket a prímhatvány helyeken igazolni.

c) Térjünk át a modulo p testre. J elöljük az x k es 1 (mo d p) kongruencia
megoldásainak összegét V (k) -val, a k-adrendt1 elemek összegét pedig
U(k)- val. Mut assuk meg , hogy U+(n) = V (n), t ovábbá d l p- l eseten
V (d) = e(d). Ebből vezessük le, hogy d I p - lesetén U(d) = I' (d), és
[gy spec iál isan U(P -l) = I'(p - l ) .

6.5.10 a) '1'( 1)'1'(2) ... <p(n) . b) n l. c) l. d) O.

6.5.11 A 6.5.4 Tétel bizonyít ása átvihető erre az általános esetre is.

6.6.

6.6.1 d, (n ).
6.6.2 Az összeadással közismerten min den ren dben van, a szorzás ezerep ét

betölt ő konvolú cióra az asszociativitás , a kommutativitás és az egység­
elem létezése a 6.6.2 T ételb ól követ kezik, és az

(f +g), h ~ (f' h) + (g, h)

diszt ribut ivitás is könnye n ellenőrizhető (a "szorzás" kom mutativitása
miatt elég az egyi k oldali disztributi vitást igazolni ). Nulloszt ómentes­
ség: Lássuk be , hogy ha k, illet ve m a legkisebb olyan poziti v egész ,
amelyre f (k) OF O, illetve g(m) OF O, akkor (f' g)(km) # O.
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6.6.3 Válasz: k . - Út mutatás: Írjuk fel minden n-re a (g . g • . . . • g)(n ) =
= I (n ) egyenlőséget, ebből n = l-re

g(l) = ti1( 1)

adódik, majd n = 2,3, ... cset éri rendre egy é rtelm űen meghatározha­
tók a g(2),g(3), ... függv ény ért ékek .

6.6.4
a) A 6.5.2 feladat útmutatásá.hoz hasonló gondolatmenetet lehet alkal­

mazni.
b) Ha I = O vagy g = O, akkor az állítás igaz, ezért a továbbiakban

felte hetjük , hogy 1(1) = gel) = 1. Ha I . g te ljesen mul tiplikatlv ,
akkor az

U ' g)(P' ) = (U , g)(P» a

egyenlös égb öl bármely p prlmre 1(P)g(P) = 0, és Igy I és g teljes
mul tiplikativitása miatt minden n > l-re is I (n )g(n ) = O adódik. A
megford ítéshoz mutassuk meg, hogy az 1(P)g(p) = O felt é telb ől

U' g)(P') = 1(P' ) + gtp' ) = (U , g)(P ») '

következik.

6.6.5 Az egyik lehetőség , ha kihasználjuk. hogy az egyenlőség mindkét olda­
lán mult iplikatlv függv ény ál l, [gy elég az egyenl őséget a prfmhatvá.ny
helyeken igazolni. Elegánsabb azonban a konvol úcíö tulajdonságaira
támaszkodni: Legyen gen ) = n , ekkor (1. 1{J = (g . 1) • (lJ. g) = g . g,
tehát

L a(d)<p(J ) = (a . <p )(n) = (g . g)(n) = L k · ~ = nd(n ).
d in k in

6.6.6
00 J(n ) 00 I (n) l 00 l" 1- 1-" 1- 1'- <C"- <00~ n~ - ~ n"o n~ -"o ~ n~ -"o .

n _l n= l n= l

6.6.7 Alkalmazzuk a 6.6.4 Tételt .

6.6.8 Használjuk fel a 6.6.1 feladatot és a 6.6.4 Tételt .

6.6.9 Írj uk fel a u , illetve lJ függvényt összegzési, illetve megfordítási függ­
vényként , és alkalmazzuk a 6.6.7 feladatot .
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6.6.10
a) A jobb oldal definíció szerint a

(1 )

szorzat határétéke, ha N -t 00. Az (l l-ben szereplö véges sok abszolút
konvergens sor szorzésá t elvégezve a számelmélet alaptétele és J mul­
t iplikativit ása miat t azokból az J(n )/ ns ért ékekb ől álló FN(S) végtelen
sort kapj uk , ahol az n minde n prímosztója kisebb vagy egyenl ő , mint
N . Mivel az

F( s) = ::;:... f (n )
L., n'
n = l

sor abszolút konvergens, ezért

lim FN(s) ~ F( s).
N~oo

b) Az J teljes multiplikativitása miatt

és így az aj-beli képlet jobb oldalán most végtelen m ártaní sorok állnak.

6.6.11 Az egyenlőség követ kezik a (-függvény szorzat-el öállttásé b ól és abból,
hogya }.L-függvény M (s) Dir ichlet-sora a ( -függvény reciprcka. ­
Másik lehet ős ég : Alkalmazzuk a 6.6.lOa feladatot az J = fJ. függv ényre.

6.6.12
a) Válasz: "iT4 / 36. - Útmutatás: Használj uk fel a 6.6.Ba feladatot .
b) Válasz: 5rr4 /72 . - Útmutatás: A lf!( n) függvény T (s ) Dirichlet-sorát

a 6.6.10a feladat alapján végte len szorzattá alakítva, majd a szoraat
t é nyez őik ént fellép ő végtelen sorokat kiszámítva lássuk be, hogy

T ( ) ~ ( '(s)
8 «(2s) .

6.6.13 Válasz : 15/ rr2 . - Útmutatás: Alkalmazzuk a 6.6.10a feladatot az
J = 1fJ.1 függvényre, majd lássuk be , hogy az így kapott végte len szorzat
érté ke « 8)/«(28).
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6.6.14

al f: {(nl:: ~ f: f(n)(f: x'" ) = f: x' (2:: /(d» = f: r (klx' .
n=1 n= l ;=1 k=l .I lk k = 1

h ) Alkalmazzuk a feladat a) részét a~, illetve ep függv ényre és x = 1/2·re.
Eredmény: (bIl i /2; (b2l 2.

6. 7 .

6.7.1 V álasz: 1. - Út mutatás: A 6.7.5 Tétel második bizonyítás ához ha­
sonló meggo ndolásokkal kapjuk, hogy ez az összeg az 1, 2, ... , n egészek
közül azoknak a szám át hat ároaza meg a logikai szitaformula segitsé­
gével, amelyek egyetlen prímmel sem oszthatók. Nyilvá n csak egye tle n
ilyen pozitív egész van : az l , tehát az összeg érté ke l. (A "tanuisAg":
id őnk ént a dolgok elb onyolítása is hasznos lehet ; most is az történt,
hogy egy nyilvánvaló darabszámot bonyolu lt képlettel is meghatároz­
t unk, és éppen ez tette lehet övé a bonyolult képlet egyszerű alakjának a
megtal élés ét .] - Más ik l ehetőség- miután a választ [né há ny n kipró­
bálása után) megsej tettük, az eredmény helyességet teljes indukcióval
is igazolhatjuk .

6.7.2 Válasz: 6/ 11"2. - Út mutatá.s: Jelölje K (n) az 1, 2, ... ,n egészek közöt t
a n égyzetmentesek számát. A feladat ekkor a

I
. K (nl
.m-­

"-+00 n

határérték vizsgalate. A 6.7.5 Tétel második bizonyítás éhoz hasonlóan
a logikai szitaformula segítségével lássuk be, hogy

Vegyük észre, hogy az egészrész elhagyésakor legfeljeb b .;n nagyságú
"hibat ag" keletkezik, ami az

"f6taghoz" képest elhanyagolható.
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6.7.3
a) Válasz: (logn)2j2. - Útmutatás: A 6.7.2 T ételt a dJ = d2 * l konvo­

I úcióra alkalmazva
n

D3 (n ) = I>(j) l~j
j= l J

adód ik. Az n-nel való osztás és az egészrész elhagyása után (a keletkező

hibat agtól eltekintve) a t dU)

j =l J

összeget kell megbecsülni . Ehhez felhasználjuk a d(n) középert ékére
vonatkozó 6.4.3 T ételt . Az ottani jelölésekkel d(j ) = D(j ) - D( j - l ).
Rendezzük át az (1) összeget ennek megfelelöen, majd alkalmazzuk
D (j )-re a 6.4.3 Tétel t , ekkor hibatagoktól eltek intve a

t log } _ln log I dl _ log' n
j 2 t 2

k =2

ered ményhez jutunk. Ne felejt sük el azt is megmutatni, hogy a hiba­
tagok clhanyagolha t ók ehhez a föteghoz képest .

b) Válasz ,
n U

, ( " + I )

" +1
Útmutat ás: Kövessük a 6.7.3 T éte l bizonyításának gondolatmenete t.
Legyen Iv (n) = nV

, és alkalmazzuk a 6.7.2 Tételt a Ov = 1* Iv konvo­
lúcióra, ekkor

ri l j J
Eu(n) = LI>u

j= l k=l

adódik. Ezután a jo bb olda l k szerint í belső összegét becsüljük a szo­
késes m ódon az integrálkritérium mal (lásd az 5.6.1 Tétel első bizonyí­
tását . illetve az 5.6.2 feladatot ).

6.7.4 Mivel a o köz ép ért ékfüggv énye "viszonylag kicsi". ezért az 1,2 • . . . , n
számok között "sok" olyan i van, ame lyre (pé ldá ul) a(i ) ~ 2n. A
6.4.9 feladat alap ján "kevés" ilyen a(i) érték van. ezér t valamelyiket a
függvénynek sok helyen fel kell vennie.
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6.7.5
a) Az alsó becslés rJ(i ) 2: w(i) miatt nyilvánvaló. A felső becsléshez lrjuk

be n (i ) és wei) elöállítasát a megfordítás i függvényeik segitségével (lásd
a 6.S.Se-d feladatot ), ekkor a szokásos összegátrendezéssel, majd az
egészrészt elhagyva azt kapj uk, hogy

t (rJ (i ) - w(il) < n E'; ,
.=1 r~n

ahol :L'-vel azt jelöljük , hogy csak azokra az r értékekre kell az összeg­
zést végezni, amelyek a primek egynél nagyobb kitev6j ű hatványai. Az
5.6. l b feladat megoldásánál beláttuk, hogy ez az összeg kisebb l -nél.

b) Ez az a) r észb ól és az említett t ötelekb öl követ kezik.

6.7.6 Használjuk fel a 6.2.21a felad atot , és alkalm azzuk a Hardy- Ramanujan­
té telt w-ra és (a 6.7.5b felad at alapj án ) n -ra.

6.7.7 A {meglep ö) válasz: O. - Út mutatás: Használjuk fel, hogy a Hardy­
Ramanujan-tétel megfelelője érvényes n -ra is (lásd a 6.7.5b feladatot ).
Tegyük fel, hogy i = ab, ahol a és b kisebb, mint ..;n. Ekkor a "legtöbb
eset be n" rJ(a ) és rJ(b) is , körülbelül"

log log vii ,.." log log n ,

és fgy n (i) ,.." 2 log log n . Ilyen i azonban (ismét a 6.7.5b feladat szerint)
csak kevés van.

6.7.8 A pontos tételt úgy kapj uk, ha a 6.7.7 Tételben az w helyére az (el6írt
tu lajdonságokkal rendelkez ő] f -et , a log log i helyére pedi g a

E ffp )

p< i P

értéket írjuk. A bizonyftás ugyanúgy történik , mint a 6.7.7 (és 6.7.7A)
Tétel esete n.

6 .8 .

6.8.1 Rögzített m és k = 1, 2, . .. mellett az f (m k ) = k f(m ) számsorozat
csak úgy lehet korla tos. ha f (m ) = O.

6.8.2 Legyen m rögzített, és tekin tsük azokat a k poaittv egészeket , ame­
lyekre (k , m ) = l. Ekkor f (m ) ~ f( km) - f( k) . A Cauchy-féle kon­
vergenciekrit érium szer int bármilyen E > O eseten elég nagy k mellett
If (km) - f(k)l < c te ljesü l, és Igy csak f (m ) = O lehet séges.
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6.8.3 Az alábbi Iű ggv ények felelnek meg:

f =0; {

l , ha n = l ;
hr(n) = r, ha n = 2;

0, ha n > 2,

ahol c tetszőleges valós szám és O~ r ~ 1.
Út mutatás: Ha a függvény mindenhol pozitiv értéket vesz fel, akkor
a logari tmusára alkalmazhatj uk a 6.8.1 Tételt , és így a fenti gc függ­
vényeket nyerjük. Ha a függvény valahol a O értéke t veszi fel, akkor
minden nagyobb helyen is O-t kell felvennie; ennek alapján mutassuk
meg, hogy a legkisebb olyan hely, ahol a ű-t veszi fel, nem lehet na­
gyobb , mint 3. Ebből az J = O mellett a fenti h r függvényeket kapjuk.
Végül könnyen adódik , hogy a függvény sehol sem vehet fel negatív
értéket.

6.8.4 Ekkor a - f függvény kielégíti a 6.8.1 Tétel bizonyításában szereplö
(1) feltét elt .

6.8.5 Az f valós és képzet es részére külön-külön alkalmazható a 6.8.1 Tétel.

6.8.6
a) Megfelel például a

kl, 2kll 2k2, 3k2 1 3k3, 4k3, ... , jkj, (j + I )kj , ...

sorozat, aho l (kj,j(j + 1)) = 1 és a kj számok (az előirt bn elemek hez
képest ) elegend6en nagyok. Ha a sorozat elemein az 1példáu l monoton
növő, akkor az additi vitás miatt

fUl + f(k j) ~ fU kj) ~ f((j + I )kj ) = fU + 1) + f(k j) ,

ahonnan I(kj ) kivonása után I(j) ::; I(j + 1), azaz 1 monotonítása
adódik. Ezután a 6.8.1 Tételből következik, hogy I(n) = clog n .

b) Megfelel példáu l a

sorozat, ahol a d l , d2 , ••• számsorozatban minden l -nél nagyobb egész
végte len sokszor fordul elő, továbbá (cj ,dj) = 1 és a Cj számok (az
előirt bn elemekhez képest) elegendöen nagyok. Legyen m > 1 rögzitet t
és é > O tetszőleges. Ekkor a sorozat konst rukciója, 1 additivitása és
a felad at feltétele miatt van olyan (nagy) j, amelyre m = dj és

If (m)1 = If(cjdj) - f(cj) 1-c e,

tehát csak I (m) = O lehets éges.
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7. Diofantikus egye n letek

575

7.1.

7.1.1 Háromféleképpen. (10000 ~ 201 . 47 + 7 ·79 = 122 . 47 + 54 . 79 =
= 43 · 47+ 101 · 79.)

7.1.2 14.

7.1.3 Het félek éppe n. - Útmutatás: A 7x + 13y + l Sz = 500, x +y+ z = 50
egyenletrendszerből p éldául x -et kikü szöbölve a 6y + 8z = 150, majd
ezt 2-vel osztva a 3y + 4z = 75 diofant ikus egyenlet hez j ut unk. Ennek
olyan megoldásait keressük, ahol y :2: O, z :2: O, továbbá x :2: O miatt
y+z S 50.

7.1.4 9.

7.1.5 Az ax +by = c diofantikus egyenletet b #- Oesct őn egy x, y egész szám­
pár pontosan akkor elégíti ki, ha x megoldása az ax es c (mod b)
lineáris kongruencian ak (és y értéke ekkor egy é rtel műen adódik az
egyenletböl]. Vegyük észre, hogy a 2.5.4 Tétel bizonyi tásában sze­
replö (5) kép let (a jelölések "konverziója" után) éppen a 7.1.1 Tétel
(1) képletének az xf_re vonatkozó részével azonos. (Nem feltétlenül
szükséges a bizonyít ásra támaszkodn i, elég csak a 2.5.4 Tétel állítását
felhasználni, ekkor azo nban kicsit nehézkesebb a gondolatmenet.)

7.1.6 a) O vagy 00. h) O vagy I.

7.1.7 x = - 3 - 5u -IOv, y = 3u+3v+ l, z = 2v + 1. - Útmutatás: A két ­
ismeret lenes esethez hasonlóan az egyik ismeretlent kifejezve, majd a
t örtb öl a biztosan egész é rté k ű részt leválasatva és alkalmas új ismeret­
lent bevezetve csökkentsük az együtthat ök abszolút értékét mindadd ig,
amig a tört nevez éje 1 lesz. Ezutá n az igy adódó két egész paraméterrel
írjuk fel az eredeti ismeret lenek érté keit .

7.1.8 Egy lehetséges út , ha a 7.1.1 Tétel után vázolt megoldás i algoritmust
ált alános ítjuk (ezt alkalmazt uk az előző feladat nál is), ebből a meg­
oldhatóságra vonatkozó állítás is kihozható. - Egy másik lehetőség

a k szerint i teljes ind ukció. A k ismeret lenes al x l + ... + ak xk = c
egyenletet a következőképpen vezethetj ük vissza k - l ismeret lenesre:
Legyen d = (ak_b ak) , ekkor ak_lxk_l + akXk alakban éppen d több­
szöröse i, azaz a dy számok állnak elő. Így az eredeti egyenlet helyett
vizsgálhatj uk a k - l ismeret lenes alXI + ... + ak _2xk _2 + dy = c
egyenlete t , amelyre már alkalmaz ha tjuk az indukciós feltételt.

7.1.9 Ha az egyenlet megoldható, ak kor az egyenlet bármely megoldása nyil­
ván megoldása a kongruenciának is tetszőleges m modulus eseten .
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Ha az egyenlet nem oldha tó meg, akkor (al ,'" , ak)lc, és ekkor az
m = (a t, .. . , ak) modulusra nyilván a kongr uencia sem oldható meg.

7.1.10 Ez pontosan akkor igaz, ha az a i számok relatív prímek és talá lható
közöttük pozitív. - Útmutatás: A feltét el saü ksegess ége nyilvánvaló.
Az elégségességhez tegyük fel, hogy például a l > O. Ha valamely
co-ra sikerül pozitív egészekből álló megoldást találni, akkor Xl értékét
növelve és a többi X i értékét változatlanul tartva, a eo-lal reprezentált
modulo al maradékosztály minden eo-ná l nagyobb elemére is kapunk
megfelelő megoldás t . így elég azt megmu ta tni, hogy minden modulo
a l mar adékosztálynak van olyan c eleme, amelyre lét ezik pozitív egész
megoldás . Ehhez használjuk fel, hogy az

(1)

d iofantikus egyenlet (a 2.5 pontban pont osan megfogalmazott értelern­
ben) "ekvivalens" az

a 2x 2 + .. .+ ak x k =c (mod a d (2)

kongruenciáva l. Oldjuk meg a (2) kongruenciát c = 1, 2, . . . , al -re.
(Biztosan létezik megoldás. mert (a l , " " ak) = 1 miat t (1) bármely
c-re megoldható az egész számok kör ében. ) Mivel kongruenciaról van
szó, nyilván az is feltehető , hogy mind az al darab kongruencia eseté­
ben a kap ott X2 ,'" ,Xk értékek mind egyike pozitív.

7.1.11
a) Legyen a > b, és alkalmazzuk az el özö feladat alapötle tét. Eszerint

ha egy c összerakh ató, akkor nyilván bár mely pozitív t-vel c + tb is
összerakha tó. Igy a feladat megoldásához mind egyik modulo b mara­
dékosztál yban meg kell keresni a legkisebb összerakha tó elemet . Mivel
(a, b) = 1, ezér t a Oa , l a , 2a, . .. , (b - l )a elemek te ljes maradékrend­
szert alkotnak mod ulo b, vagyis az egyes maradékosztályok legkisebb
összerakható elemei b,a , 2a, . .. , (b - l )a . Ez azt jelenti , hogy a leg­
nagyobb nem összerakható szám az nutolsóként belépő" (b - l )a-val
reprezentált maradékosztály (b - l )a - b = ab - a - b eleme.

b) Válasz : (a - l )(b - 1)/ 2. (Ez biztosan egész szám, hiszen (a , b) = 1
miatt a és b kö a ű l legalább az egyik páratlan.) - Út mutatás: Mutas­
suk meg, hogy ha két pozitív egész összege ab - a - b, akkor közülük
az egyik összerakható, a mási k pedig nem.

7.1.12 A megoldásho z kényelmesebb a felad atot . fordítot t'' szemlélet tel, "ösz­
szeállítás" helyett "szétvágásra" át fogalmazni: egy adott kocka a) min­
den elég nagy n , illetve b) n ~ 48 eseten ez étv ághat ó pontosan n darab
kockára .
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a) Mivel egy kockából könnyen csinálhatunk 8, illetve 27 kis kockát , ezek
egy más utáni alkalmazásával egy kocka 1+7x +26y részre is bontható,
aho l x és y tetszőleges nemnega tiv egészek. A 7 és a 26 relatív prfmek,
és így valóban minden elég nagy n előállítható ilyen alakban.

b) Mivel egy kockát 8 részre vágva, a kis kockák számát mindig t udj uk
7-tel növelni, ezért elég az állítást a 48 és 54 közötti n-ekre igazoln i.

48: 48 = 27 + 3 . 7, azaz a kockát vágjuk 27 részre, majd 3 kis
kockát 8-8 részre.

49: egy 6 oldalú kocka alsó felét bonts uk 4 darab 3 oldalú kockára,
a felső sorá t 36 darab egységkockára, a fennmaradó két sor t
pedig 9 darab 2 oldalú kockára.

50,50 = 7 · 7 + 1.
51: egy 6 oldalú kocka alsó felét és még egy nyolcad át bontsuk 5

darab 3 oldalú kockára, a megmarad t részből kiválaszt hatunk
5 darab 2 oldalú kockát és marad még 41 darab egységkocka.

52: egy 4 oldalú kockáb ól vegyünk ki egy 3 oldalú részt , ekkor
marad 37 egységkocka, ezekből kettőt 8-8 részre osztva összesen
52 kockára bontottuk az eredeti kockát .

53: 53 = 1 + 2 . 19 + 2 . 7 alapján elég olyan eljárás t mutatni ,
amely lű-cel növeli a kockák darabszámát ; egy 3 oldalú kockát
bo ntsunk egy 20ldalúra és a megmaradó 19 egységkockára.

54: egy 8 oldalú kocka háromnegyedét bontsuk 6 darab 4 oldalú
kockára, a marad ékból leválasztható 2 darab 3 oldalú és 4 darab
2 oldalú kocka, valam int marad 42 darab egységkocka.

7.2 .

7.2.1 Mutassuk meg, hogy ha x 2 + yZ = zZ, akkor x , y és z között t alál­
ható 3-mal, 4-gyel, illetve 5-te l oszt ha tó. Nézzük például az 5-te l való
oszthat óságet . Egy négyzetszám 5-te l osztva O, l vagy - l maradékot
ad. Tegyü k fel indirekt, hogy x , y és z egyike sem oszt ható 5-tel, ek­
kor x Z + yZ = zZ bal oldala O-val vagy ± 2-vel kongruens modulo 5, a
jobb oldal viszont ± l -gyel, ami ellent mondás. A 4-gyel, illetve 3-mal
való oszthatóság is hasonlóan igazolható. (Mindhá rom oszt ha tóságnál
az egyenlet helyett a 7.2.1 Tétel szer int i karakte rizéelót használva is
hasonlóan bizonyíthatunk.)

7.2.2 Válasz: 8, 15, 17. - Útmutatás: Az xy/2 területképlet alapján
xy = 120. A 120 összes lehetséges felbont ását megvizsgálva csak a
8· 15 esetben lesz x Z + yZ n égyzetsz ám. - Más ik lehet ős é g : A 7.2.1
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Tétel alapján a 60 = tPmn(m - nHm+ n} egyenlelet kell megoldani
az ott megadott (4) feltételrendszert is figyelembe véve. így egyed ül a
d = l , m = 4, n = l eset lehetséges.

7.2.3 Válasz : 6, 8,10 és 5, 12,13. - Útmutatás: A 7.2.1 Tétel alapj án a
te rület tPm n(m - n)(m + n}, a ker ület pedig

d(2m n + (m' - n') + (m' + n' )) = 2md (m + n) .

Ezek egyenlösege az egyszerúsítések után a dn(m - n) = 2 egyenie­
tet jelenti . Ennek a 7.2.1 Tétel (4) feltételét is kielégft ö megoldásai
d = m = 2, n = l , illetve d = l , n = 2, m = 3. - Mási k lehet ős é g: Az

x y
2 = x+ v+ z,

d iofantikus egyenlet rendszert kell megoldani. Az első egyenletből át ­
rendezessel kapott (XV/ 2) - z = x + y egyenlőséget emeljük négyzetre ,
ekkor a másod ik egyenlet felhasználásával és xg-na l történő egyszertI­
sftés után z = (XV/ 4) - 2 adódik. Ezt az első egyenietbc visszahe­
lyet tes ítve, átrendezés és szorzattá alak ítás utAn az (x - 4){y - 4) = 8
egyenlet hez jutunk. Mivel x és 11 pozit ív, ezért (a tényezők sorrendjétől

eltekint ve) csak az 1 · 8 és 2 · 4 elöáll ítés ad megoldást .

7.2.4 Válasz: minden k ~ 3-ra. - Útmutatás: Használjuk a 7.2.1 Tételt .
Lássuk be, hogy az 1 és a 2 nem áll íthat ó elő az ott megadott x ,
y, illet ve z alakok egyikeként sem. A 2-nél nagyobb számok eseten
pedig a képletben szerepl ö d szorz ó miatt elég azt igazolni , hogy a
4 és a párat lan sz ámok elöé llnak ilyen alakban: 4 = 2 · 2 · 1, illetve
2r + 1 = (r + 1)' - r' .

7.2.5 Ha x, y , z primit ív pitagorasai számhérmes, akkor {y _ x)2, z2 és (x + y )2
rela tív primek, és számtani sorozato t alkot nak.
M egjegyzés : Az u2+ v2 = 2w2 diofantikus egyenlet O< u < w < v és az
x 2+y2 = z2 pitagoraszi egyenlet O< x < y < z megoldás ai kölcsönösen
visszavezethetők egymás ra, az u = y - x , v = x + y, w = z, illetve a
fordított irányú x = (v - 11.) / 2, Y = (u + v)/2, z = w helyettesttessel
(x-re és y-ra egész számokat kapunk, mivel u és v szükségképpen azonos
paritású) . Ennek alapjéri az u 2 + V2 = 2w2 egyenlet összes megoldás át
is felírhatjuk három egész paraméter segitségével.
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7.3.

7.3.1 Mivel az x és y előjele most nem számít, ezért az összes egészek kö­
rében kapott megoldásokat négyesével csoportosftva kapunk egy-egy
"Iényegesen k ű l őnb ő z ö megoldás t", kivéve az y = Oesetet (amely csak
akkor fordul elö, ha n négyzetszám). Ennek megfelelöen a "lényegesen

kül önb özö megoldások" száma rf~n} l , ahol f (n) a 7.3.1 T ételben

megadott megoldésszém.

7.3.2 Két megoldás van : a süte mény t a tepsi oldalaival párhuzamosan 6,
illetve 8, vagy pedig 5, illetve 12 részre kell vágni (az elsö esetben 48,
a második esetbe n 60 szelet keletkezik). - Útmut atás: Ha a tepsi
oldalaival párhuzamosan x, illetve y részre vágu nk, akkor xy/2 éget t
és (x - 2){y - 2) nem égett szelet keletkezik. Az így kapott egyenlet
az (x - 4)(y - 4) = 8 alakra hozható. - Másik lehet öség: A tepsi fala
mentén körbehaladó "sorban" összesen 8-cal több szelet van, mint a
k ö vetkez ő (szintén "körbefutó") sorban. Ez azt jelent i, hogy ennél a
két sorn él beljebb is összesen 8 szelet van, amelyek egy 2 x 4-es vagy
egy 1 x 8-as téglalapot alkotnak.

7.3.3 A 2/p = l / x + l / y egyenlet a (2x - p)(2y - p) = p' alakra hozható. ­
Ottlik Géza megold ása: Az egyenletet xy- na l beszoroava kapjuk, hogy
valamelyik ismeretlen oszt ható p-vel, mondjuk x = kp . Ezt vísszahe­
lyettcsí t ve fejezzük ki y-t , és lássuk be, hogy p = 2k - 1. Innen x és y
is egyértelmű.

7.3.4 Pontosan azok, ahol a nevezőnek van nem 4k + l alak ú poaitt v osz t öja.

7.3.5 Az
1 1 1- =-+­
u 2u 2u

egyenlős é g alapján elég megmu tatni , hogy a megadott n -ekre 4/ n fel­
írható két vagy három természetes szám reciprokának az összegeként .

4 l 1
n = 28: - = - + -

n s s

n = 48 - l :

n =88 - 3:

n = 248 - 15:

4 1 1
;; = ~ + ~,;-;(4",'---,1")

4 l 1 1
;; = 2, + ,(S, - 3) + ;;:2'--;(;;-S''---- 3''')

4 1 1
;; = S- .,--- 5 + ;c24;-:,-'----1~5
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4 1 1 1
n = 248 - 7, ;; ~ 68 + 8(248 _ 7) + "68""(""24~8---7"')

7.3.6 Indu ljunk ki az a/b = l j b+ l / b+ . . .+1/ b ("rossz") el öállítasb ól, majd
alkalmazzuk elég sokszor például az

1 1 1- ~ -- + ....,...-'-".
n n + l n(n +l)

azonosságot .

7.3.7 Nincs. - Útmutatás: Az x 4 - 4 = yS diofantikus egyenlet bal oldalát
szorzattá bontva, a két tényező páratlan x eseten relatív prím, és így
k ű lö n-külön is ötödik ha t ványok, a különbségük 4, ami lehetetlen. Pá­
ros x-re pedi g az egyenlet bal oldala nem osztható 8·cal, a jobb oldal
viszont igen.

7.3.8 Az egyetlen megoldás x = y = s = t = O. - Útmutatás ; A fela­
dat egyszerűen visszavezethető az egész megoldások keresésére, sőt (az
indi rekt feltételezett nemt riviális megoldásról) az is fel tehető , hogy
(x ,Y, S , t) = 1. Ekkor a pari tást vizsgálva ellentmondásra jut unk.
- Más ik lehetőség : Egy nemtriviális egész megoldás olyan szabályos
há romszög höz vezet, amelynek mindhárom csúcsa rácspont . Terület i
megfontolásokkal mutassuk meg, hogy nincs ilyen há romszög.

7.3.9 Az összeg 3-mal osztha tó , de 9-cel nem.

7.3.10 H , ± 6.

7.3.11 A feladat "csúnya" megoldása: Legyen a hat szám n, n + 1, .. . , n +5,
és osszuk ezeket minden lehetséges módon két csoportba. Azt kell
igazolni , hogy az így adódó egyenlete k egyikének sincs egész megol­
dása. Mivel egy egész együt t hatós polinom egész ( sőt rac ionális) gyökei
könnyen megkereshet ök, ezért a felad at megoldása csak ném i tü relmes
számolást igényel. Természetesen nem kell mln den lehetőséget sz ámí­
tásba venni, például a tényezőnként i összehasonlításból látszik, hogy
n(n+ 1)(n + 4) minden n ~ Ocseten kisebb , mint (n + 2)(n+ 3)(n+ 5),
és más hasonló megfontolások is alkalmaz hatók.

Lényegesen "elegánsabb" a következő gondolatmenet: Mivel a hat
szám közül három oszt ható 2-vel, további egy 3·mal, és legfeljebb to­
váb bi egy 5-te l, ezért n > 1 esete n a számok valamelyikének van 5-nél
nagyobb pr ímosztója. Ezzel a prfrnmel a többi szám egyike sem lehet
osztható, így ez a prím csak az egyik szorzatnek lehet osetója.

Harmadik lehetőség : Ha a számok valamelyike osztható 7-tel, akkor
az előzőleg lá tot t módon készen vagyun k. Egyébként a hat szám redu­
kált maradékrendszert alkot modu lo 7. Ha létesne két egyenlő szorzat,
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akkor a hat szám szorza ta négyzet szám lenne. A hat szám szorzata
- I maradékot ad 7-tel oszt va, viszont egy négyzetszám nak nem lehet
ez a maradéka. .

A harmadik megoldás a W ilson-tétel és a ("';,1) Legendre-sa imb ő lum

felhasználásával átvihető a 6 helyett 106-ra (mivel a 107 egy 4k - I
a lak ú prímszám). Az el~ megold ás (elvileg vagy jól programozott
sz ámít ógép segftségével) átvihető a 10&-ra vagy bármely konkrét da­
rabszámra . Lényegében a második megoldás is általá nosí tható : Syl­
vester és Schur egy klasszikus tétele ezer int k darab k-nál nagyobb
egymást követő egész szám valamelyikének mind ig van k-nál nagyobb
prfmosztója , fgy ez a prfm a két részszor aa t közül csak az egyiknek
lehet osztój a. A fennmaradó esetekbe n a Csebisev-tétel biztosí t olyan
prfmszámot , amely csak az egyik r észszorza tn ak oszt ója.
Végül megjegyezzük, hogy maga az állftás hat helyett tetszőleges k

egymást követő egész escten is igaz . Ez következik abból a nehéz
t étclböl , hogy egymást kö vet ő pozi tí v egészek szorzata sohasem lehet
teljes ha tvány (lásd az 1.6.3 felad athoz fűzött megjegyzést).

7.3.12 Csak páros tn-re van megoldás : n = m + 1 és x = y = 2m/2 .
Út muta tás: Az egyenletet (x , y) segítség ével átírva mut assuk meg,
hogy csak x = y lehetséges . Ebben az eset be n az egyenlet a

(3)

alakra hozható. Ekkor nyilván x = 2' . Ezt (3)-ba visszaí rva lássuk be,
hogy m =2s és n = m +1.

7.3.13
a) Az (x + 5)(y+ 3) = 22 alakból könnyen leolvasható a 2d(22) = 8 darab

megoldás .
b) Nincs megoldás . Az egyenletet modulo II érdemes vizsgálni.

cl - e) Csak a triviál is x = y = z = O megold ás létezik. A ,jó" modulusok:
c)-néI 3 vagy 8; d )-néI 5, 7, 8 vagy 23; e)-nél ll.

f) x = ± l, z = -2. - Út mutatás: a bal oldal két t é nyezője bármely x
egész szám esetén relatív prim, ezért kü lön-külön is köbszámok.

g) x = ± l , Y = O. - Út mutatás: Egyszer ű átalakítások ut án azt kap­
juk, hogy két szemszedos szám szorzata "majd nem" negyedik hat vány.
Ezen az úton to vábbhalad va , alkalmas kongr uenciavizsgála tok után
még egy szorzattá bontás ra van szükség.

h) y = x , valamint x = 2, Y = 4 és x = 4, Y = 2. - Út muta tás:
Írjuk á t az egyenletet (x , y) segitségével, vagy ped ig logaritmálás után
használj uk fel az f ez ) = z/ Iog z (valós) függvény viselkedését.
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i) x = 5, Y = 1. - Útmutatás: Vizsgáljuk az egyen letet modulo 31, és
használjuk fel a hat ványmaradékokr ól tanultakat.

7.3.14
a) Nincs ilyen számren dszer . - Út mutatás: x > O esetén 1 + x + x 2

mindig két szomsz édoe négyzetszám közé esik.
h) A 3-as számrendszer az egyetlen megoldás. - Útmutatás: x > 3

eset éri 4(1 + x + x2 + x3 + x4 ) két szomsz édos négyzetszám közé esik.
c) Nincs ilyen számrendszer. - Útmutatás: A megfelelő kifejezés két

re latív pr ím tényező sacraatára bontható, és közülük az egyik nem
lehet n égyzetsz ám.

7.4.

7.4.1 l + i Ia + bi <=> a " b (mod 2).

7.4.2
a) a = If! {:::::=> fr = ::re,
b) Az a) r észből következik.
c) Következik akár a Gauss-felbonthatatlan, akár a Gauss-prím definíció­

jából, vagy pedig a 7.4.15 T ételb öl.

7.4.3 A 7.4.2a feladat szetint o: I ct {:::::=> ct I Ct, vagyis ekkor a = Ea,
ahol é egység. Mutassuk meg, hogy it t a két oldal abszolút értéke
mindig egyenlő , a szögek összehasonl ításából pedig arg(a) = k . 450
adódik. Ez pontosan azt jelenti , hogya a koordinátatengelyek vagy
pedig az y = ±x egyenesek valamelyikén helyezkedik el. (Az a = én
egyenl őségb ől az e = ± l, ±i esetek végigpróbálásával is ugyanerre az
ered ményre jutunk.)

7.4.4
a) Használjuk fel, hogy az a/ b rac ionál is szám akkor és csak akkor Gauss­

egész, ha egész szám.
b) Ha (a, b) = d az egész számok körében , akkor azt kell igazolni , hogy az

at = a/d és bl = b/d számok a Gauss-egészek körében is rela tív prímek.
Ha egy f Gauss-egész kösös osat ója al -nek és bt-nek, akkor Nb) az
egész számok körében közös oszt óje N(ad = a~-nek és N (bd = b~­

nek, amiből következik, hogy Nb) = l , tehát, egység . (Egy másik
lehetőség, hogy alkalmas ti és v egész számokkal l = al ti + btv , és így
, Iat és , Ibt esetén szü ks égképpen f iL)

7.4.5 Igaz : aj , c] .
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7.4 .6 (Természe tesen a megadot t ered mények helyett azok bármelyik egy­
ségszerese is helyes.]

a) 2 - i. - Útmutatás: alkalmazzuk az euklideszi algo ritmust.
b) 2. - Útmutatás: haszn áljuk fel, hogy l - i és 2 + i Gauss-primek,

továbbá 2 = «1 - i )' és 2 + i139.
c) 1+i. - Útmutatás: A keresett ó legnagyobb közös osztó osztője a két

sz ám összegének és kü lönbségének is, ahonna n (4 + i, 2 + i ) = 1 miatt
6 I 2 adódik. Innen 6 = 1 vagy 2 vagy 1 + i . Végül mut assuk meg,
hogy az elsö két eset nem lehetséges.

7.4 .7
a ) [ga" (al) .
b) (a, a ) = (a , b) vagy (a, a ) = (l + i)(a, b).

7.4 .8 Mut assuk meg, hogy {3 akkor és csak akkor barátja a-na k, ha {3 = { ö

és (a ,a) = 1. Igy a -na k (Ovagy) 4 barátj a van, és könnyen adódik az
al -beli felt étel is.

7.4.9 3'(2+ i)' (2 - i)( l + i)'( - [ - 4i ). - Útmutatás, É,demes elösz ő r a 91).
et kiemelni és a 7.4.15 Tétel ezerint Gauss-prtmek szorzatára bontani.
A fennmaradó rész 3 +29i = 11"1 • • • 1I"r felbontá.sá.nak a meghatározas á­
hoz té rjünk At a no rmákra r 850 = N(1I"1) .. . N(1I"r) ' A 850 kanon ikus
alakjá bő l kapjuk, hogy r = 4, és a 1I"i Gauss-prűnek nermái 2, 5, 5
és 17. Innen 11"1 = 1 + i , 11"2 = 11"3 = 2 + i vagy 2 - i , asze rint hogy
(3 + 29i )/ (2 + i) Gauss-egész-e vagy sem ( 11"3 = 11"2 nem lehet, miért?)
stb.

7.4.10 Igaz, b), c} , ej .

7.4.11 Bizonyítsunk N (o ) szerint i teljes indukcióval. A kulcsl épés: Ha az o
két különböz6 felbontása Gau ss-primek szorzatAra

0= 11"1 ' " 1I"r = {!l ' " (!~ , ahol

akkor létezik olyan E: egység, hogy N (1I"d ~ N ({!d eset én az

a l = EO - 1I"1 {!2 ••• fl.

Gauss-egészre N (a d < N(o), és a l -nek is két különböz6 felbontása
van Oauss-prlmek szorzatára.
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7.5.

7.5.1 r~n) l, ahol r (n) a 7.5.1 Tételben megadott megoldásszárn (ha az

egyenlet nem oldható meg, akkor r(n) = O). - Út mutatás: Az x és
y felcser éléseb öl, illetve az el őjelek változtatásával kapot t megoldások
nem adnak "lényegesen k ülönb özö" megoldást . Ez általában 8 lehető­

ség, kivéve azokat a megoldásokat, amikor x és y valamelyike O, vagy
x = y (ezek csak az n = k2 , illet ve n = 2k2 esetekbe n fordulhatnak
eI6).

7.5.2 16.

7.5.3 Válasz: 7. - Út mutatás: A Sk + 6 alakú számok nem Irha tök fel
két négyzetszám összegeként vagy különbségeként , te hát r ~ 7. Azt
kell még igazolni, hogy végtelen sok esetben teljesül, hogy két egy mást
kővet ö 8k + 6 alakú szám között mind a hét szám előáll a kívánt m ódon.

7.5.4 A 7.5.1 Tétel szerint az a2 + b2 kanonikus alakjában szere plö 7 és 11
p rfmek kitevöje páros, azaz legalább 2 kell hogy legyen . - Más ik
lehet ős é g : a 7 és a II Gauss-p rtmek, te hát

7 1a' + b' = (a + bi )(a - bi) => 71a + bi vagy 71a - bi =>
a +bi a -bi

=> -- vagy -- Gauss-egész ~ 7 I a és 7 I b,
7 7

és ugyanez érvényes a ll -re is.

7.5.5 Akkor és csak akkor van megoldás , ha az n kanonikus alakjában min­
den 4k - l a lakú prím kitevöje páros és a 2 kit cvöje nem 1. Ekkor a
megoldásszárn ugyanaz , mint a 7.5.1 Tételben , ha n osztha tó 4-gyel,
és az ottani értéke fele, ha n páratlan.

7.5.6 Akkor és csak akkor van megoldás, ha n nem osztható 4-gyel és nincs
4k - l alakú prfmosztója. Ebben az esetben a megoldásszám 2r+2 ,

ahol r az n páratlan (4k + l alakú) prímoszt óinak a száma.

7.5.7
a) Annak rnegfelelöen , hogy k az átfogó, illetve az egyik befogó hossza,

az x 2 + y2 = k2 , illetve x 2 _ y 2 = k 2 diofant ikus egyenletek "lényegesen
kül önb özö", pozitív egész x ,y megoldásainak a számá t kell meghatá­
rozni . A 7.5.1 Tétel (és a 7.5.1 feladat) alapján az első egyenlet nél ez
a megoldásszám

(2iJl + 1) ... (2iJ, + I ) - I
2
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(l)

ahol /31, ... , /3r a k kanonikus alakjában szereplö 4t + l a lakú primek
kit ev öi. A másod ik egyenlet nél pedig a 7.3.1 Tétel (és a 7.3.1 feladat)
felhasználásával kapjuk, hogy a keresett megoldássz árn

~(d(k2) - 1) ha k páratlan;

~(d( ': ) - 1) ha k paros .

b) A 7.5.6 feladat alapján az átfogó akkor és csak akkor lehet k hosszú­
ságú, ha a k > l szám minden primosztója 4t + l a lak ú, és ekkor a
háromszögek száma 2w (k ) - 1. Hasonló gondolatmenettel adódik, hogy
k akkor és csak akkor lehet egy befogó hossza, ha k > l páratlan vagy
pedig 4 1k, és mindkét eset ben 2w{k )- 1 ilyen háromszög létezik .

A fenti meggond olások helyett a primitív pit agoraszi számhármaso­
kat karaktensal ó 7.2.1 Tétel alkalmazása is célhoz vezet.

7.5.8 Először tegy ük fel, hogy egy 4k - l alakú q pr ím az n kanonikus alak­
jában a 2w - l pára tlan kitevővel szerepel. Ekkor az egyenletnek nincs
megoldása, teh át azt kell igazolni , hogy n (poz itiv) páratlan osztóinak
a fele 4k + l , a másik fele pedig 4k - l alakú. Az n tetszőleges páratlan
osztója felírható tq" alakban, ahol (t , 2q) = 1 és OS u $. 2w - 1. Ekkor
(bármely O $. j $. w - l esetén) a tq2 j és tq2j +1 osztók közül az egyik
4k + l , a másik pedig 4k - l alakú.

Most vizsgáljuk azt az esetet , amikor az n kanon ikus alakjában
minden 4k - l alak ú ql' prím kitevöje páros, jelöljük ql' kitevőjét 2wl'­
vel. Ekkor a 7.5.1 Tétel alapján azt kell megmutatni, hogy

,
d'(n) - d"(n) ~ II ({3"+ 1) ,

,..=1
ahol a /3,.. értékek az n kanonikus alakjában szereplő 4k + l alakú
p rímek kitevői. Végezzük el az előző párosít ast a q1 szer int , ekkor
csak azok a (poz itív páratlan) osztók maradnak ki , amelyekben a q1
kitevöje 2wI ' Ezekre az oszt ékra ismételjük meg az eljárást, most a
qz szer int st b. így végül azok a (pozitiv) páratlan osztók maradnak
meg, amelyekben mindegyik ql' kitevöje 2wl" Ezeknek az osztóknak
a száma egyrészt nyilván az (1) jobb oldalán szerepl ö érték, másrészt
ezek az osztók valamennyien 4k + 1 alakúak, tehát a számuk éppen
d'( n) - dl/(n ). - A feladat állítását egy lép ésben is bebi zonyít hatjuk,
ha a fl = d'( n ) - dl/(n) k ű lönbs é get az alábbi módon írjuk fel:

, .
D = L (- 1)':+ . +, ; ~ II ({3"+ l ) II (l - l + .. .+ (-1)', ).

o :s; tl~ :s;tl.. jJ=l 11= 1

o:s;...,. ~:s; ...,. ~
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7.5.9 Válasz: 1r. - Útmutatás: Vegyük észre , hogy I + L: 7=1 r (i ) éppen
az or igó körüli ..;n sugarú kör belsej ébe vagy határára eső rácspon­
tok száma. Mutassuk meg, hogy ezeknek a rácspontoknak a száma
aszimptotikusan egyenlő a kör te rület ével (ha n --t (0).

7.5.10 Az összes megoldas : x = ±2, y = 2 és x = ± ll,y = 5. - Útmutatás :
Az egyenlet bal oldalát a Gauss-egészek körében bontsuk szorzattá, és
vizsgáljuk meg a két tényező legnagyobb köaös osztójának lehetséges
értékeit. Ebből kide riil, hogy mind két t é nyez ő egy-egy Gauss-egész
köbe . Végül végezzük el a köbre emelést, és haso nl ítsuk össze a képze­
tes részeket.

7.5.11 cr = a + bi akkor és csak akkor nem írható fel ilyen alakban, ha b
páratlan , vagy a == b == 2 (mod 4). - Útmutatá.'i: Alkalmazzuk a 7.3.1
Tétel bizonyításállak gondolat menete t .

7.5.12 A kanonikus alakban szereplö Gauss-prtmek helyettesíthetők bárme­
lyik egységszeresü kkel (és ezt a "külön egység" módosít ás éval kom­
penzálhatj uk).

7.S.13 Igaz, aj , c).

7.5.14 Válasz: 5/6. - Útmutatás: Jelölje F (N ) az 1, 2, ... , N egészek kö­
zött azoknak a számát , amelyek nem Irhat ék fel három négyzetszám
összegeként. Mutassuk meg, hogy

F (N) = lN + lj lN +4j lN+4
2j

8 + 8 ·4 + 8 . 42 + .. . ,

és innen

7.5.15 Válasz: 10. - Útmutatás: A három-négyzet szém-t étel segit ségével
igazoljuk, hogy 10 pár atlan négyzetszám minden esetben elég, és a
két-négyzetszám-tétel alapján mutassuk meg, hogy végtelen sok 8k+2
alakú számhoz lO-nél kevesebb páratlan négyzetszám nem elég.

7.5.16 Ha n = 4k(8m + 7), akkor n - (2k)2 előáll há rom négyzetszám össze­
geként .

7.5.17 Egy n pozitív egész akkor és csak akkor nem áll elő így, ha.
n = 4k (16m + 14) alakú. - Útmutatás: Mutassuk meg, hogy n
akkor és csak akkor áll elő a kívánt alakban, ha 2n felírható három
négyzetszám összegeként.
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7.5.18 Megoldható. - Útmutatás: Azt kell megmutatni, hogy a megadot t
szám felfrható négy olyan négyzetszám összegeként , amelyek közül leg­
alább az egyik osztható Scmal.

7.5.19 Chevalley teteléböl (illetve a 3.6.2 feladatből] következik , hogy az
X 2 + y 2+ Z 2 == O(mod p) kongruencianak létezik nemt riviális X , Y, Z
megoldása . Ha példáu l Z 't O (mod p), akkor a kongruenciát p > 2
eset éri Zv- 3• mal rnegszorosva kapjuk, hogy

1 + c2 + d2 == O (mod p), ahol c = X Z (p-3 )/2 és d = Y Z(p-3)/ 2 .

7.5.20 A 7.5.5 Lemma helyett az x 2 + 1 sa O (mod p) kongruencia megoldha­
töságára, a 7.5.4 Lemma helyett ped ig az

azonosság ra t ámaszkod hat unk. Megjegyezzük, hogy m páratlanségát
it t fólösleges igazolni (bá r a bizonyítás ugyanúgy megy), továbbá (2)
a Gauss-egészek normáira vonatkozó N (o: )N(/3) = N ({Jii) azonosság
kifejtett alakja.

7.5.21
a) Képezzük azokat a d. = G§. - í vektorokat , ahol ti és í megfelel ő kom­

ponenseire

O ~ Si < Ui , O $: ti < Vi. i= l ,2, ... , k

teljesül. A skatulyaelv alapján ezen 4. vekto rok között lesz kett ö, ame­
lyik kongruens mod ulo p, és ekkor az ezekhez tartozó ti. illetve ! vek­
torok különbsége megfelel ;t-nek, illetve &-nek.

b) Az a) részt alkalmazzuk a

k = 2, c ~ ( c d)
- d c

eset re, ahol 1 + él + f12 == O (mod p). Innen azt kapj uk, hogy

c) A 2p esetben ugyanúgy járhatunk el, mint amikor a 7.5.3 T étel biro­
nyítása során m pératlanságát igazoltuk.
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Ha 3p = ai + a~ + ai + a~. akkor legyen b, az ai legkisebb abszolút
értékű maradéka modulo 3, és alkalmazzuk a 7.5.4 Lemma (10) azo­
nosságát . A 9p-nek az így adódó felíráséban mind a négy n égyzetszám
osztható 3-mal , teh át 9-cel való osztás utén azt kapj uk, hogy a p is
"szép". (Ebben a lépésben tulajdonképpen a 7.5.3 Tétel bizonyítását
ismételtük meg az m = 3 speciálls eset re.)

7.6.

7.6.1 Ha n előáll s darab 600-adik hatvány összegeként , akkor n ugyanennyi
2QO-adik hat vány összege is, hiszen

7.6.2 A 7.6.5 Tétel bizonyítás ához hasonlóan alkalmas mod ulusok ezerinti
kongruencíék adják a megoldás kulcs ét .

(a l) Bizony ítsuk be j szerinti teljes indukcíöval, hogy a 31·16Í alakú számok
nem álltthet ök el6 IG-nál kevesebb negyedik hatvány összegéből.

(a2) A 64t + 32 alakú számok nem Irhat ök fel 31 nyolcadik hatványból.
(aJ) A 7.6.1 feladathoz hasonlóan következik, hogy G(24) ~ G(8).
(a4) A 625t + 125 alakú számokhoz nem elég 124 század ik ha tvány.
(a5) Vizsgáljuk a 625t + 312 alakú számokat .

b ) Az (a l)-(aJ) részt a k = 2r és k = 3 · 2r esetekre általánosfthatj uk,
ahol r ~ 2. Mutassuk meg, hogy a k csak O vagy 1 maradékot ad hat
mod ulo 2r +2, ennek igazolásához használjuk fel, hogy erre a modulusra
nem létezik primitív gyök.

Az (a.4) rész a. k = Ip(pa) eset re általánosít ha tó, ahol p > 2 prfm
és ll:' ~ 2. A bizonyításhoz (a 7.6.5 Tételnél látott módon) az Euler­
Fermat-t ételt érde mes alkalmazni .

Az (a5) a k = ~lp(pa ) esetre általánosítható, ahol p > 2 prim és
ll:' ~ 2. Lássuk be és használjuk fel, hogy bármely a-ra

a 'P(p"' )/2 =: O vagy ± l (mod pa) .

Ily módon a fenti esetekben a következ ő alsó becsléseket nyerhetjük
G(k)-ra (p > 2 prfm, ll:' ~ 2 és r ~ 2):

G(3 . 2' ) ~ G(2' ) ~ 2' +' ; G(p° _ pO-l ) ~ pa;

pa _ p a -I pa _ 1
G( 2 )~ -2- '
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Megjegyezzük, hogy a 7.6.4 Té te l mellet t mindössze ezek az alsó becs­
lések ismertek G(k)-ra.

7.6 .3 Legyen R elég nagy szám, és képezzük az

x~ + ...+ Xi+l ' Xi egész, O::; xi ::; R, i = 1,2, ... , k + 1

összegeket. Mutassuk meg, hogy sokkal több összeg van, mint ahány
kü lönböz öértéket felvehet nek. Ebből következik, hogy kell lennie olyan
n-nek, amely sokféleképpen előáll ilyen összeg alakban.

7.6.4
a) A baloldalon a m áveletek elvégzése és összevonások ut án csak at és

ala; (i < j) típusú tagok mar adnak, és ezek mín degyike 6, illetve 12
együt thatóval szerepel. Ugyanezt kapjuk, ha a jobb oldalon elvégezzük
a négyzet re emelest .

b ) Legyen n = 6q + r , ahol O ::; r ::; 5. A 7.5.3 Tétel alapján
q = xi + x~ + x~ + x~. Írjuk fel mind a négy Xi-t ismét négy négy­
zetszám összegeként. Ezután az aj-beli azonosságo t alkalmaz va azt
kapjuk, hogy 6q el ő áll 48 negyedik hatványból, a maradék r pedig
legfeljebb 5 darab 14 tag összege.

7.6 .5 A 8t+6 alakú számok nem állnak elő x 2±y2 alakb an , tehát két négyzet­
szám nem elegendő . Az állítás másik részének igazolásához rendezzük
át az x 2 + y2 _ z 2 = n diofantikus egyenlet et Z2 _ y2 = x 2 - n alakba,
ezután válasszuk meg x ért ékét tetszőlegesen, csak arra ügyelve, hogy
x2 - n ne legyen 4t + 2 alakú (bármely n esetén vagy az összes páros
vagy az összes páratlan szám biztosan megfelel x-nek , esetleg mind
a párosak, mind a páratlanok jók). Végül használjuk fel a 7.3.1 Té­
telt (és azt, hogy ha egy szám e lőáll két négyzetszám kü!önbségeként ,
akkor a negatívja is). A m ásik diofantikus egyenlet eseten hasonlóan
járhatunk el.

7 .7.

7.7.1
a) Ha m = qk , akkor

b) Az a) részből következik, mivel bármely k > 2 eset en k-nak létezik
páratlan prímosztója vagy 4 I k ,
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7.7.2
a) Nincs mego ldás, ez a Fermat-eejt és k = 4 esetéből következik.
b) Végtelen sok megoldás van . Keressü nk x = 2''', Y= 28 , z = 2)' alakú

megoldásokat , ekkor a

egyenlet hez jutunk . Az a = 41/, f3 = 31/ választás mellett a 121/+ 1 = 51
feltét elnek kell teljesül nie.
Megjegyzés: A fenti gondolatmenetek az alábbi x k + ym = ZR t ípusú
diofantikus egyenletekre általánosítha tó k:

(i) Ha (k ,m , n) ~ 3, akkor nincs pozitív egész megoldás .
(ii) Ha (km ,n) = 1, akkor végtelen sok pozitív egész megoldás van.

7.7.3 Az összes megoldás: k = 2, x = y = z -L

7.7.4
a) Nincs megoldas: v isszavezethető a Fermat-eejt és k = 4 esetére.
b) Az összes rnegoldés: x = vwd, V = uwd, z = uvd, ahol u , v , w

(primití v) pitageraszi számhármas (w az "á tfogó") és d tetszőleges

pozití v egész . - Útmutatás: Azt , hogy ezek valóban megoldások, be­
helyet tes ítessel ellenőrizhetjük. Megfordítva, tegyük fel, hogy x , y,
z mego ldás. Most is elég az (x, Y,z) = 1 esettel foglalkozni . Legyen
(x ,V) = w, (x, z ) = v és (V, z) = u. Lássuk be, hogy u, v és w pá­
ronként re latív prímek, és így x = VW Xl> V = uWYI és z = uVZll aho l
Xl , YI és zi páronként rela tív pr tmek . Ezeket az egyenlét be beírva,
mu tassuk meg, hogy Xl = Yl = ZI = 1, továbbá u2 + v2 = w 2•

c) Az összes megoldas: X = a2d, y = b2d, z = (a + b)2d, ahol a, b, d
pozití v egészek és (a,b) = l is feltehető (ez utóbbi a megadot t para­
mét eres előáll í tás egyé rte lmüségéhez kell). - Út mutatás : Ez a felad at
is visszavezethet6 az (x , y , z) = l eset vizsgá latára, ekkor a kéts zeri
négyzet re emelés után kapott

(
z - X - y ) 'xy =

2

egyenlet ben (x,y) = l , és így x és y (relatív pr ím) négyzetszámok.
d) Az összes megoldás: x = a3d , y = b3d, z = (a + b)3d, ahol a, b, d

pozitív egészek és (a,b) = 1. - Útmuta tás : Az első köbre emelésnél

x + y + 3{Íx{IY( {Íx + {lY) ~ z
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adódik, itt YtX + {lY helyére írjuk be .ifZ-t, majd átrendezés után
ismét emeljünk köbre. kkapott

(' _X_Y)'
xyz =

3

egyen let baloldalán a három t ényez ő páronként rela tív prim, te hát
kűlön-külőn köbszámok.

7.7.5 Használj uk fel a primitív pitageraszi szá mhá rmasok karakterizéci óját .
a) Az x"+tl = Z2 egyenlet vizsgálatánál az x2 = 2m n vagy x2 = m2 _ n 2

felt ételnek . az x 2 + y2 = z" eset ben pedi g z2 = m 2 + n 2-nek kell
teljesülnie. Az m és n érté keket végtelen sokféleképpen meg lehet
választani úgy, hogy 2m n, m 2 - n 2 , illet ve m 2 + n 2 négyzetszámo k
legyenek (és emellet t m > n > 0, (m ,n) = 1 és m 't n (mod 2) is
fenn álljon],

b) Alkalm azzunk végtelen leszállást .

7.7.6 Az összes megoldas : x = ± 1, y = ± l. - Út mutatás: Az egyenlet
átírható x"+ (y2 _ 1)2 = y" alakba.

7.7.7 Csak a hetes számrendszer ilyen. - Útmutatás: Sorozatos szorzattá
bontások és a primitív pitagorasal számhármasok karaktenaaclój énak
felhasználás ával az egyen lete t visszavezehetj ük a 7.3.13g és 7.7.6 fela­
datokr a.

7.7.8 Hasonlóan járhatunk el, mint a 7.4.3 feladat nál. - Válasz: A 0, va­
lamint azok az Euler-egészek, amelyeknek mint komplex számoknak a
szöge 7f / 6--nak egész számú többszöröse. Ugyanez más alakban meg­
adva : a

c, <w, c(1+ 2w), c(1+ w), c(1 - w), c(2 + w)

Euler-eg észek , ahol c tetsz ő leges egész szám .

7.7.9 Legyen o' = a + lx..J, fl = c + dw, ekkor a feladatban szereplö azonosság
éppen az

lal' ' IPI' ~ laPi'
egyenlőség kifejtet t alakja. (Az azonosságot természetesen beszorsés­
sal és a két oldalon keletkez6 tagok összehasonlü áséval is ellen6 rizhet­
j ük, azonban ez a megoldás egyrészt "csúnya", másrészt nem derül ki
bel öle a felad at háttere.)
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7.7.10
a) A két egyenlet kap csolatá t az Euler-egészek norm éjénak felhasználá­

sával lehet a legegyszer űbben megmutatni .

b) Az egyenlete k akkor és csak akko r oldhatók meg, ha az n Z-beli kano­
nikus alakjában mínden 3t - 1 alak ú prímszám páros hatványon fordul
elő .

A megoldásszámnál a csak a sorrendbe n vagy előjelben k ülönb özö
megoldásokat is különbözőknek te kint jük. Tegyük fel, hogy az egyen­
letek megoldh atók , és legyen

,
L = II (fJ" + I) ,

1' '''''l

ahol {JI ,' .. ,Pr az n Z-b eli kanonikus alakjában a 3t + 1 alakú prim­
számo k kitevöi (ha n-nek nincs ilyen alak ú primoszt ója, akkor L = 1).

Ekkor az x 2 _xy +y2 = n egyenlet megoldásszáma 6L , az x 2+ 3y2 =
= n egyenlet ö pedig 6L , ha 4 1n, és 2L , ha n páratlan. [Az n nem lehet
48 + 2 alakú, mert a 2 (mint 3t - l alakú prímszám) az n kanon ikus
alakjában sz ü ks égkő ppen páros kitev ővel szerepe l.]

Az x 2 - xy + y2 = n-re vonatkozó állít ást a k ét-n égyzetszám- t étel
(7.5. 1 Tétel) bizonyításához hason lóan igazolhatjuk.

A másik egyenlet megoldás számát visszavezet hetjük az előző ered­
ményre. Ehhez létesíts ünk kölcsönösen egyértelmű megfelelte tes t (pé l­
dául az a) rész bizonyításának a mintájára] az x2 + 3y2 = n diofantikus
egyenlet megoldásai és az x 2 - xy + y2 = n egyenlet olyan megoldásai
között, ahol x páros. Ennek alapján a 4 I n eset be n azt kell belátni,
hogy az x 2 - xy + y2 = n egyenletnek csak olyan megoldásai vannak,
ahol x páros. Végül , páratlan n eseten az állítás abból követ kezik,
hogy egy n normáj ú Euler-egész hat egys égezerese közül pontosan két
eset ben lesz a szóban forgó x érték páros.

7.7.11 Az összes megold as: x = .±l O, y = 7. - Útmutatás: Kövessük a 7.5.11
feladat megoldásának gondolatmenetet. Első lépésként az egyenlet bal
oldalát bontsuk szorzatt'á az Euler-egészek körében, ekkor a két tényező

a legnagyobb közös osztójukban szercplö Eulor-prtmekt öl és esetleges
egységtényezökt öl elt ekintve kűlön-k ű lö n is köbszám .

7.7.12
a) J elölje k~ egy modulo J-l teljes maradékrendszer elemszamát. Legyen

R az Eu ler-egészek rornbuszrácsa . A jL-vel oszt ható Euler-egészek egy
olyan RI' rombuszrácso t alkotnak, amely R-ből fl-vel való szorzással
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kelet kezik. így R~·ben az alaprombusz oldalait a lkotó "vektorok" ~

és wIJ. Az R I-' rács bármely ilyen alaprombuszába cső Euler-egészek
egy te ljes maradékrendszer t a lkot nak modulo u. Ebből következik,
hogy k~ "körülbelül" az R~, illet ve R rácsokat generáló alapro mbuszok
területeinek az aránya, azaz IJll2 = N(I1) . A "körülbelül"-től úgy lehet
megszabadulni , hogy tekintj ük a két rácsnak egy H nagy sugarú körbe
vagy nagy oldalú n égyzetbe st b. eső rácspontja inak a számát. Legyen
H te rület e T , az R, illetve RI-' rács H·beli rácspontjainak a száma
n , illetve n~, az alapromb uszok területe pedig t , illetve tw Mivel R~

bármely alaprombuszába k~ Euler-egész esik, ezért T --t 00 mellett

Más rész t

tehát

k" -
n

n"

T T T
n- - n" - tN (~ ) ,t t"

n 1:
t",

~ N(~) .- T
~

n" '"
t

(3)

(4)

A (3) és (4) alapján a kl-' és N(IJ- ) konstansok aszimptotikusan egyen­
lők , és így szükségképpen egyenlők is.

b) Az a) rész szer int az elemek darabszáma megfelelő , így csak azt kell
igazolni, hogy az elemek páronként inkongruensek modulo ts, Ehhez
használjuk fel, hogy

I' I j => p = N(~) I j' => p Ij.
c) Alkalmazzuk az Euler- Fermat-t étel (2.4.1 Tétel) bizonyít ásánállá tott

gondolatmenetet.

7.7 .13 Nincs mego ldás. - Út mutatás: Az egyen letet uvw-vel beseorozva
u2w +v2u = w2v adód ik. Az u2w = c és v2u = d jelölést bevezetve az t
kapj uk , hogy cd(c + d) = (uvw)3. A szokásos módon elérhető, hogy
a bal oldal tényezői páronként relatív prfmek legyenek, és így c, d és
c + d (nemn ulla) köbszámok, ami ellentmond a Fermat-aej t és k = 3
eseté nek.

7.7 .14 A pi tagorasai számhármasok képlete szeri nt a háromszög terület e

d'mn(m +n)(m - n),

ahol m > n > O, (m ,n) = 1 és m:t n (mod 2).
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a) A terület pontosan akkor négyzetsz ám, ha mn(m + n )(m - n) négy­
zetszám . A Ielt ételekb öl következik, hogy a négy tényez6 (pozitív és)
páronként relatfv prím, és így k ű lőn-k ű lő n is négyzetszámok. Ez el­
lentmond a 7.7.3 Lemmanek.

hl A feltétel szerint d = l , és így az ellizö gondolatmenet hez hasonlóan
kapjuk, hogy m, n és m + n köbsaámok, ami ellentmond a 7.7.10
Téte lnek.

cl Végtelen sok ilyen háromszög létezik, söt minden pit ege rasai három­
szöghöz t al álha t ó hozzá. hasonló ilyen háromszög: ad ott m , n esetén d
értékét válasszuk m n(m + nHm - nl-nek. - Ugyanez a paraméteres
jellemzés nélkü l is elmondható: Ha egy há romszög területe T , akkor
az oldalakat T -szeresre nagyírva az új háro mszög területe T 3 lesz.

d) Ha k páros, akkor al-ból követke zik, hogy a terület nem lehet k·adik
ha tvány. Ha k páratlan , akkor hl-hez, illetve CH lCZ hasonlóan kapjuk,
hogy relatív prfm olda lak esetén a terület nem lehet k-ad ik hatvány,
azonban minden pitagoraszi háromszöghöz található olyan hozzá ha­
sonló háromszög, amelynek a területe k·adik hatvány.

7.8 .

7.B.l Ha m = O, ak kor x = ± l és y tetszőleges, ha m = - 1, akkor x = ± l ,
Y= O, illet ve x = O, y = ± l , ha pedig m S: -2 vagy m = k2 > O, ak kor
x = ± l , y = O. - Útmutatás: Az m = k2 eset ben az (x- ky)(x+ky) =
= 1 szorzattá bontásból kapjuk, hogy mindkét t é nyez ő 1, illetve -L

7.B.2 A l Oy2 + l = x2 Pell-egyenletr ől van szó, tehát végtelen sok ilyen
négyzetszám létezik.

7.B.3 Ha az x2 - m y2 = r egyenlet egy megoldását az x2 - my2 = 1 PeU·
egyenlet egy megoldásával (a 7.B.2 T étel bizonyít áséban látott rnódon)
összeszorozzuk, akkor ismét az x 2 _ m y2 = r egyenlet egy megoldásához
j utunk.

7.8.4 Végtelen snk megoldas: (a l ), (a2), (b l). Nincs megoldas : (b2) (ez
utóbbi az x2 _ 3y2 = - 1 egyenlet modulo 3 vagy modulo 4 vizsgálat ából
következik).

7.B.5 Végte len sok. - Útmutatás: Az n(n - 1) = 2y2 egyenletet 4-gyel
szorozva a z 2 - By2 = l Pell-egyenlethez jutunk (a z = 2n - l feltétel
nem jelent megszortt ást, mert a z 2 - By2 = l egyenletnek eleve csak
olyan megoldásai lehetnek, ahol z páratlan). Másik lehetőség: n és
n - l közül az egyik n égyzetszám, a másik egy négyzetszám kétszerese,
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és az fgy adódó u 2 - 2v 2 = ± 1 egyenletek mindegyik ének végte len sok
megoldása van.

7.8.6 Végtelen sok. - Út mutatás: Az x2 + (x + 1)2 = z2 egyenletet z-vel
szorozva a (2x + 1)2 - 2z2 = - 1 egyenlethez jutunk. Másik lehető­

ség: a primitív pitagoraszi számhármasok paraméteres előállításának

felhasz ná lása is az u2 - 2v2 = ± 1 egyenletekhez vezet .

7.8.7 Nincs megoldás : a), b ), d ), e) . Végte len sok megoldás van: c), fl .
- Útmutatás: A megoldhatatlansagot egy alkalmas modulus szerinti
kongruenciával lehet kimutatni. A 8 mind a négy esetben megfelel ilyen
modulusnak , emellett még (a felsorolás sorrendjében) a 3, 7, 9, illetve
3 választás is célhoz vezet . A c) eset ben x = 4, Y = 1 megoldas, így
a 7.8.3 feladat ezerint végte len sok megoldás létezik . Az f ) eset 3-mal
való szoraás után ekvivalens a Z2 - 6y2 = 3 d iofant ikus egyenlet te l.
Ennek z = 3, Y = l megoldása, teh át végtelen sok megoldás van .
Világos, hogy minden megoldásban 3 I z, tehát x = z / 3 is egész szám
lesz.

7.8.8 Az egyenlet akkor és csak akkor oldh ató meg, ha p == 1 (mod 4) vagy
p = 2. - Útmutatás: A saüks égesseg az egyenlet modulo 4 vizsgá­
latból azonnal adódik. Az elégségességhez teki ntsük az x 2 - py2 = 1
egyenletnek azt az x > O, y > O megoldását, ahol x minimális. Mutas­
suk meg, hogy x csak párat lan lehet , és írjuk át az egyenletet

(5)

alakba. Az (5) baloldalán a tényezők egyike négyzetszám, a más ik
pedig egy négyzets zám p-szerese. Innen u2 - pv2 = ± 1 adódik , az x
minimalitása miatt azonban a + előjel nem lehetséges.

7.8.9 Az előjelekre vonatkozó állítás nyilvánvaló. A kongruanel ékra vo­
natkozó rész igazolásához vegyünk egy olyan nemtriviális megoldást ,
amelyben (x ,y,z) = 1. Mutassuk meg, hogy (z , a) = (y ,a) = 1. Az
egyenletet bz2('>' ( la l)- l L gyel beszorozva és modulo lal tekint ve ekkor a

kongruenci át kapjuk . A másik két kongruencia ugyanígy adódik .

7.8.10 Végtelen sok. - Útmutatás: Nyilván sz üks éges, hogy 28k2 + 1 négy­
zetszám legyen, ez végtelen sokszor teljesül. Mutassuk meg, hogy
minden ilyen esetben 2 + 2V28k2 + 1 is négyzetszám lesz. Ehhez az
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r 2 -1 = 28k 2 egyenlőséget osszuk el 4-gyel és a bal oldalt bont suk szor­
zat tá, ekkor a keletkező tényezők olyan szomszédos egészek, amelyek
egyike n égyzetsa ám, a másik pedig egy négyzet szám 7-szerese. Végül
lássuk be, hogy szükségképpen az (r + 1)/2 tényező négyzetszám , és
így a feladatban megadott 2r + 2 is n égyzetsz ám.

7.8.11 Ha x = u2 , akkor az egyenlet átí rható (u2 _ 1)(u2 + 1) = 2y2 alakba.
Lássuk be, hogy ekkor u2 - l négyzetszám , ami u ::p ± l esetén lehe­
tetlen . (Ez az egyenlet szerepelt a 7.7.7 feladat megoldásában is.]
Az y = v 2 eset megegyezik a 7.3.13g feladattal.

7.9.6 IT" ( .) .
i= l l - X l

7.9.7 A feladat állításait mind alkalmas bijekció megadásával, mind pedig a
generátorfüggvények segitségével igazolhatjuk.

7.9.

7.9.1 Ha az n + l partíciójában szerepel l -es, akkor egy l -est hagyju nk el,
egyébként pedig a legkisebb tagot csökkentsü k I-gyel. így nyilván n
minden partícióját legfeljebb kétszer kapjuk meg. A másod ik módon
csak olyan par tíciókat kapha tunk, amelyekben legfeljebb egy darab
l -es fordul elő , tehát n > l-re nem kapjuk meg n minden partícióját .
Ezért egyenlőség csak n = l-re teljesül.

7.9.2 al 00 . hl - 00.

7.9.3 A 7.9.5 T étel alap ján ezek a (3k2 ± k )/ 2 alakú számok.

7.9.4 2,,- 1. - Útmutatás: Tekintsük az n egy n = X l +X2+ . . . +xr előáll ítá­

sá t (ahol r és Xl, ••• , X r pozitív egészek), és mé rj űk fel a [0,n j interval­
lumban az origóból kiindulva egymás ut án rendre az X l , ... , X r hosszú­
ság ú szakaszokat. Ez azt jelent i, hogy az interval lumori az 1,2, . .. , n - l
pontok közül néhányat kijelöltünk osztópont nak (esetleg az összeset ,
esetleg egyet sem). Az n előállításal és az osztópont-halmazok között
kölcsönösen egyértelmű megfelelt etés áll fen n. Ezért a keresett el ő állt­

tásszám megegyezik egy n - l elemű hal maz összes részha lmazainak a
számáva l.

7.9.5 Az n egy r -tagú előállításában minden összeadand óból vonjunk ki l -et ,
ekkor az n - r egy legfeljebb r tagból álló elöállttás ét kapjuk (a tagok
száma ak kor lesz r -nél kevesebb, ha az eredeti előáll ításban szerepelt
l -es). Mutassuk meg, hogy igy kölcsönösen egyérte lmű megfeleltetés
jött lét re a kétféle par tíciók között .

x"
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a) Bijekció: Tekintsük n-nek egy n = X l + ... + X r előáll ítását , ahol az
X i számok mind kűlönböz ök. Mindegyik Xi egyértelműen felírható 2a t
alak ban, ahol 0: ;::: O és t páratlan . Az azonos t értékeket kiemelve
egy n = I U l + 3 U 2 + 5U3 + ... egyenlőséghez jutunk, ahol minden U j

nemnegatív egész. Ezt tekinthetj ük az n olyan partíciójának , amelyben
U l darab l- es, U2 darab 3-as st b szerepe l.

Illuszt rációs példa: Induljunk ki a 23 = 10 + 6 + 4 + 3 part ícióból.
Ekkor

23 = 2' .5+2' .3+2' .1+2° .3 = 2' .5+ (2' +2°)-3+2 ' .1 = 1·4+3 ·3+2 ·5

ezerint a 23 = 5 + 5 + 3 + 3 + 3 + l + l + 1 + l partícióhoz jutunk.
Mutassuk meg, hogy ily m ódon egy bijekciót ad tunk meg az n kétféle

partíciói között .

Generátorfiiggvény: A megfelelő generátorfüggvények

00

V (x ) ~ II (1 + Xi)
i= 1

Ha V( x )-et átí rjuk az

cs
00 1

W (x ) ~ II ( ,
l - X J

j = 1
') .

. I _ X 2i

(1 + x') = 1 .
- x'

azonosság felhaszn álásával, akkor az egyszor űs í t é sek után éppen W(x)­
et kapj uk. A precíz igazolásh oz vagy formális hatványsorokkal és for­
mális végtelen szoraatokkal kell dolgozni, vagy pedig gondosan meg
kell vizsg álni a végtelen szorzatokban a határátmenetnél fell ép ő prob­
lémákat.

b ) A bijekcióhoz a tagokat most kat alakban kell felírni, ahol k l t.
A generat orfüggvények:

00

V,(x ) = II(1 + xi + ... + (xi)' - ')
i =l

7.9.8 Első megoldás: A 7.9. 6 feladat szerint

x'

és
00

W, (x) = II "(1--'--"
t= 1
,~

(l-x)( l -x') ... (1 - x' )
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sorfej tésébe n xn együtthatója az n olyan partícióinak a száma, ahol
a legnagyobb tag r , így ezeket az együt that ókat r ezer int összegezve
valóban p(n) adódik.
Második megoldás: xn egy üttha t ój át csak a jobb oldali összeg első n
t agja befolyásolja, ami közös nevezőre hozva

1
-1 + .,,--=-"";"-...,.,---c7

(1 - x)( 1 - x' ) ... (1 - xn)

A 7.9.2 Tétel alapján itt x" együtthatója megegyezik az n-nek az
1,2, ... , n összeadandókból képzet t partfciói számával, ami éppe n pen) .

7.9.9 Az U (x ) = TI~ l (1 - Xi ) egyenl ős ég logari tmusának vegyük a derivált­
ját:

U' ( ) 00 . í - l
X ""' -~X

U(x ) ~ L.- 1 x i
1=1

(6)

(A té nyezönkénti logaritmálás és a tagonként i deriválás lxi < 1/2. re
jogos. ) Szorozzuk be (6)-ot - xU(x )-szel, és használjuk fel, hogy

L
= ixi L= . , L= .- - o~ i (x' + x • + ...) = u(j)x' .

l - x'
i= l i=l j=l

Ekkor
oc

- xU' (x) = U(x ) L u(j) x;
j= l

(7)

adód ik. Végül frjuk be (7)-be az

U (x ) = 1 - x - x 2 + XS + x 7 _ X 12 _ x l S + .
x U'(x) = - x - 2x 2 + 5xs + 7x 7

- 12x 12
- 15x1S + .

képleteket , és szeroazuk össze a (7) jobb oldalán álló két hatványsort .

8. Diofantikus approximáció

s.i.
8.1.1

a) Közös nevez őre hozva a számláló as - br i- O, ezért las - brl ~ 1.
h) Az las - brl = 1 egyenl ős é g végtelen sokszor teljesül, mer t az as - br =

= ± 1 d iofantikus egyenleteknek végtelen sok megoldása van.
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8.1.2 Mivel d = o: - r]s =F 0, ezért elég nagy k eseté n ldl > 1/ {k s )2.

8.1.3
a) Bármely s > l -re legfeljebb egy darab s nevez öj ü tö rt lehet megfelelő .

b) Az a) részből következik .

8.1.4
a) Bármely k-ra vagy egy 2k , vagy pedig egy 2k +1 nevez őj ű tört megfelel.
h) ,, ~ 1/ 3.
c) Bármely k-ra van ilyen 3k nevez öj ű t ört .
d) ,,~ 1/ 2.
e) A Vii-t jól approxím ál ó r/s tö rtek négyzetei megfelelnek.
f ) ,, ~ (1 + V5)' /4 .

8.1.5 Használjuk fel, hogy az a -t jól közelit6 törtekre r 2 ....., a s2 •

8.1.6 A 8.1.6 Tételhez hasonlóan bizonyfthatunk. A "gyöktelenit éshez" a
felad atban szereplö különbséget .;2 + r/s-sel érdemes beszorozni .

8.1.7 Ha r/s jól közelít i a-t , akkor
a) a{r / s ) + b jól közelít i ao + b- t;
b) r2 j s2 jól közelíti 0:2_et .

8.1.8 a) O és 1. - b ) és c) A te ljes (- 1, 1) intervallum.

8.1.9
a) Az i-ed ik elem köré raj zoljunk egy é/ 2i hosszúságú intervallumot .
b ) Számosság: Kölcsönösen egyértelmű megfelel tet és l étesíthető az ilyen

"harmados" törtek és a [O, 1)-beli összes valós szám kettes a lep ú szám­
rendszer szer int i . kettedes'' törtként való felír ása között (a 2-es jegy
helyet t l -est kell írni) . - Nullm é rt é k űs é g : A Cantor-halmazt úgy kap­
juk, hogy a [O, l) inte rvallumból elhagyj uk a köz éps ö har mad át , majd
mindk ét megmarad t inte rvallumnak a középső har madát , majd a négy
megmar adt int ervallumnak a köz épsö harmadát stb. Az első m lép és
után a megmaradt int ervallumok össahosssa

l 2 2m - 1 l l _ (~ )m

1- 3 - 9 - · · · - ~ = 1 - 3 · l 32 ~ O, ha rn ce co.
3

8.1.10
a) Azonnal következik a definicióból.
b) A k darab halmaz mindegyikét fedjük le é/k összhossz úságú int erval­

lumsorozattal.
c) Az i-edik halmazt fedjük le é/2i összhosszúságú intervallumsorozattal

(i = 1,2, . . .) .
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d) Bármely halm az előáll az egy pontból álló részhalm azainak egyesíté­
seként , és ezek a részhalmazok nyilván nullmért ékück. Ez az egyesítés
például a Can tar-h almaz eseten is nullmértékű , a [0, l j intervallum ese­
tén viszont nem az.

8.2.

8.2.1
a) A 8.2. 1 Téte l mindkét bizonyít ása átvihető a térb eli esetre is, a máso­

dik b izonyításnál ehhez természetesen a 8.2.2 Lemma térbel i vál toza­
tára van szükség.

h ) Az n-d imenziós eset ben azt kell feltenni, hogy H térfogata legalább
2n 6.. (Ekkor é, az alapparalelepipedon n oldalának koordinátavekto­
raiból képzett determináns abszolút értékét jelenti. )

8.2.2 A 8.2.1 Tételre adot t mindkét bizonyítás gondolatmenete alkalmas
az állítás igazolásara, a második bizony ításnál ehhez a 8.2.2 Lemm a
alábbi általánosítására van szü kség (ezt az ottani jelölések segitségével
fogalm azzuk meg) : Ha a K p halm azok közül bármely r + 1 darab met­
szete az üres halmaz, ak kor t s: r t:::... Bármelyik b izonyít ás gondolat­
menetéből r darab olyan nemt riviális rácspont adó dik, amelyek közül
semelyik ket tő sem egymás t ükörképe az O középpontra , a további r
darab ot pedi g ennek az r rácspontnak az O-ra vonatkozó t ükörképe i
biztosítj ák.

8.2.3 Kövessük a 8.2.4 Tétel gondolatmenetét. Ha p = 3k + 1 alakú prím­
szám, akkor alkalmas c-vel c2 == - 3 (mod p). Ekkor a 8.2,4 Tétel b izo­
nyításában szereplö (6) rács pont jaira p I x2 + 3y2 . A Minkowskl-t éte lt
a megfelelő ellip szisre alkalmazva egy olyan nemtriviális rácspontot ka­
pu nk, amelyre x 2 + 3y2 < 3p. Mivel x 2 + 3y2 = 2p a modulo 3 feltétel
miatt nem teljesülhet , így saű kségk é ppen x 2 + 3y2 = p.

8.2,4 A 8.2.1 Téte l jelölései szerint most L a szokásos n égyzet r ács. te hát
t:::.. = 1, H pedig az

egyenesek által határolt paralelogramma, ennek területe 4bIb2/ IDI. A
feladat állítása ezért Minkowski tételéből következik.

8.2.5 A tér beli Minkowski-té te l (lásd a 8.2.1a felad atot ) felhasználásával a
8.2.3 Tétel bizonyításához hason ló gondolat menetet lehe t alkalmaz ni.
Ehhez te kintsük az

x = sal - rI , z= s
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rácsot, itt az alapparalelepipedon térfogata f:!:. = 1. Az approxím ációs
feltételt átírhatjuk a Izx21 < c2 , Izy21 < c2 alakba , ahol c= 2/ 3. Ezen
nem konvex (és nem korlátos) térbeli halmaz helyett a számtani és
mertani közép közötti egyenlörlenséget is felhasználva vegyük alkalmas
a > 1 értékekre az

l ,=, lzl + 2'lxl ~ v 12,
a

oktaé dereket .

~ Izl + 2' lvl s vi2•

c) 2, 4, 4, 4, ...

8 .3.

8.3.1 a) 4, 1, 4, 2. b) l , 1,2, 1,2, 1,2, ...
d)l, l ,l,l, ...

8.3.2 a) 43/30. b] (1 + .j'j) /2 .
8.3.3 Használjuk fel a 8.3.3 Tételben megadot t r n/Sn törtek jó közelít ését ,

és azt, hogy (ll ) alapján (Sn _ b Sn) = 1.

S.3.4 A 8.3.ld feladat szer int (1 + ../5)/ 2 minden lánctörtjegye l- es, és így
a S.3.3 T ételben szereplö rn /S" törtekre a (Sa)-(Sb) rekurz ió szerint
Tn = 1,0" +2 és Sn = I,On + l'

8.3.5 Használj uk fel a 8.3.4 Lemmában szcreplö (8a) , (Sb) és (10) képleteket .

8.3.6 Az eredet i számot o-vel , a "tisztán" peri odikus résab öl nyer t számot
(i-val jelölve az

és 13 = L (CM_k+} ,. · ' , cM, {i )

véges lánctörteket kapjuk. Ezekb ől a felad at álli tésa az emeletes törtek
lebontása és további étrendezések után adódik .

8.4.

8.4.1 Súrúek: b), d ), r), g) .

8.4.2 Raj zoljunk minden egyes O < r < l racionális szám körül megszám­
lálható sok olyan zár t intervallurnot , amelyek benne vannak [O, l)-ben
és a hosszuk Il-hoz tar t , majd az összes fgy kapott intervallumot ren­
dezzük egyet len J i , J2, ' " intervallumsorozatba. Egy Ui számsorozat
törtrészeinek mindenütt sűrűs ég é hez azt kell igazolni, hogy mindegyik
J, intervallumban található legalább egy {Ui}.
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Ezek után az a-t egymás ba skatulyázott zArt intervallumok közös
pontjaké nt fogjuk megkapni. A kiind ulás i inte rvallum legyen (mond­
juk) Ho = [2, 31. Ha a H"_ I intervallum már adott, akkor Hic-t a
R t._ I kő vetkez ö részintervallumán ak definiáljuk: választunk egy olyan
nk kitev6t , amelyre a Hk_rbeli x elemek m -adik ha tványai klt öltenek
egy két egész szám közötti te ljes T ínte rvallumot, és Hic-ba azokat az
x-eket tesszük, amelyekre

znl< E T {x"'} E Jk .

Az így gyártot t H" intervallumok közös pontja megfelelo-nak .

8.4.3 Ha egy Pn pont "nagyon közel" van a k-dimenziós egységkocka egy
Q = (Vl, ... ,Vk ) pontjához, akkor minden l :::; j :$ k-ra [noj ] -Vj

"kicsi" abszolút é r t é k ű , és igy ezek tetszőleges lineáris kombinációjának
az abszolút értéke is kicsi. Az 1, Ol>' . . , a k lineáris összefügg ösége
eseten ily módon a v;-k alkalmas lineári s kombin ációjára egy olyan
feltét el nyerhet ö, amely nem te ljesülhet tetszőleges Q-ra.

8.4.4
a) Képezzük az új sorozat elemeit úgy, hogy mindig a régi sorozat legelső

olyan, még fel nem használt tagját vesszük, amelynek törtrésze rendre
az aláb bi intervallumakba esik:

b) Például minden második tagnak olyan elemet vegyünk, amelynek na­
gyon kicsi a tör t része.

8.4.5 Igaz , b ), c) .

8.4.6
a) Legyen k tet sz ölogcs egész szám. Ha lD" :$ m < lDH I , akkor

l
{Igm} > 2 <=> m> 1O' v'iii.

Ez azt jelent i, hogy az (1/ 2, l ) intervallumba a tört részeknek jóval
több, mint a fele esik, ha n = lD,HI (és jóval kevesebb, mint a fele, ha
n~ l lOkv'iiiJ).

b) Az 1/ (21f) arány irrac ioná lis, ezért az (fvmértékben mért) n szögek a
8.4.5 T étel szerint egyenletes eloszlásúak az egységkörő n. Ennek alap­
ján a {sin n} értékek egyenletes eloszlása azt jelentené, hogy azok az
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x val65 szá mok, amelyekre {sinx} a [O, l ] intervallum egy el őre mega­
dott d hosszúságú I részintervallumába esik, az egységkör kerü letének
a d-szeresét foglalják el. Könnyen látható azonban, hogy ez példáu l az
I = fl/2, ../3/2J intcrvallumra nem teljesül.

9 . Algeb ra i és t ranszcendens számok

9.l.

9.1.1
a) Egy jó polinom x20 - 7.
b) Emeljük négyzet re az a - 3 = v2egyenl és őget .

c) Az a-J3 = ../2 egyenlőséget négyzetre emelve, majd az eredményt át­
rendezés után ismét négyzet re emelve egy megfelel ő egész együtthatós
polinomot olvashatunk le.

d ) Az o - ../2 = ~ egyenl6séget emeljük köbre, majd az eredményt
át rendezés után emeljük négyzetre.

e) Az o = ~ + ~ egyenlőséget emeljük köbre, ezután a jobb oldalon
keletkez6 "köbgyökös" rész átalakltható:

f) Az előzökhö z hasonló módon, többszöri négyzetre emel össel "kiküszö­
bölhetjük" a gyökjeleket.

9.1.2 Tegyük fel, hogy o gyöke az f (x ) = ao + aix + ... + o" x" racionális
együtthatós polinomnak , ahol a" i- O. Ekkor a megadot t számok
rend re gyökei az alábbi, seinten az el őírt t ulajdonságú polinomoknak:

a) J(-x) = ao - aix + a2x2 + ... + (- l) "x"j
b) f (x ) (egy valós együtthatós polinomnak o-val együtt ö is gyöke);
c} xJ( l /x) = an+ an_ Ix + , . .+ aoxn (a i- Omiatt fel tehet ő , hogy ao i- O);
d) f (x - r ) = ao + a, (x - r ) + ... + an(x - r )n;
e) f( x / r ) = ao+ al (x / r ) + . . . + a,,(x/r )n (nyilván feltehető, hogy r i- O);
f ) f (xk ) = aO+ ai x '" + ... + anx""'.

9.1.3 Ha « 2) = 'Tr2 / 6 algebrai lenne. akkor az el6z6 feladat e) és f) része
szerint 'Tr is algebra i lenne.

9.1.4 Tegyük fel indi rekt , hogy f (o) = ao + ala + ... + 0,,0" algebrai,
azaz léteznek olyan nem csupa nulla bo,bl , • • • • b. racionál is számok,
amelyekre
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A mtlveleteket elvégezve kapjuk, hogy a gyök é egy racionális együtt­
hatös, nemnulla polinomnak , ami ellentmondás.

9.1.5 Ha van ilyen h, akkor h minden gyöké, fgy speciállsan g minden gyöke
is algebrai. Megford ftva, ha g (mult iplicitással számolt) gyökei az
o't. ... , a r algebrai számok, és a j gyöke egy h egész együt thatós, nem­
null a polinomnak (j = l , ... , r ), akkor a 11 = ft ... Jr polinom megfelel
a felteteleknek.

9.1.6 Az álltt ás azonnal kövctkczik az algebrai szám és a lineáris összefüggés
definíciójából.

9.1.7 Az a komplex szám gyöke az alábbi komplex, illetve valós együtthatós
polinomnak: a) x - a j b) (x - a)(x - a).

9.2.

9.2.\
a)-e) A fokszám megegyezik deg o-val, kivéve ha ej-ben r = D. Ennek igazo­

lásához válasszuk a 9.1.2 feladat útmutatásában szercplö J polinomot
m a-· nak, és lássuk be, hogy ekkor az útmutat ásban az J segítségével
megadot t J( - x ) st b. polinomok is irredu cibilisek Q felett .

f) deg if<> ~ k deg a .

9.2.2 El ösző r keressü nk egy olyan J racionális együt tha tós (nemnulla) poli­
nemet , amelynek az adott a szám gyöke, majd vizsgáljuk meg, hogy
J irreducibilis-e Q felett . Ha J irred ucibilis, akkor J = ma- és fgy
deg a = deg J. Ha J redu cibilis, akkor bontsuk irreducib ilisek szorza­
tára, és keressük meg, melyik t ényezőnek gyöke az o . - Az irredu­
cibi litést gyakran ellen6rizhetjük a Schönemann-Eisenstein-kritérium
segítségével. illetve másod- vagy harmadfokú polinom eseten elég azt
megvizsgálni , hogy a polinomnak léteaik-e racionál is gyökc.

a) 7.
b) 3. - Fejezzük ki 1/ 2 = cos Süt -ot cos200 segíts égével.
c) 3. - Lásd a 9.1.l e feladat nál szerepl ö útmutatást.
d) 2. - A "nagy" négyzetgyök alatt "teljes négyzet" secrepel .
e) 4.
f ) 4. - A számhoz adjunk hozzá l-et , és az fgy kapott négytagú összegre

alkal mazzuk a mér tani sorozat összegképlet ét.

9.2.3 Ha a = r + VS, ak kor a gyöke az (x - r)2 - s másodfokú, a Q felett
irredu cibilis polinomnak. A megford ításhoz használjuk fel a másodfokú
egyenlet megold6képletét .
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9.2.4
a) Használjuk fel, hogy ha o: algebrai és r racionális , akkor deg(o:+ r ) =

= deg o: (lásd a 9.2.ld feladatot ).
b) Ha az o: komplex szám nem valós, akkor az s (o:+ r) számok min de­

nütt sürűek a komplex sa émsíkon , ahol r és s végigfutnak a racionális
számokon.

9.2.5
a) Bármely i-re deg O:i S deg J.
b) Egyenlőség pontosan akkor teljesül, ha J irreducibilis Q felett.
c) írjuk fel J-et (a Q felett) irreducibil is polinomok szorzataként : J =

= ft ... j,,, ahol J reducib ilitása miatt k 2: 2. Legyen deg /; = n j .
Ekkor nl + ... + nk = n és

n •

L deg o i = Ln~.
i : 1 j= l

(l)

Lássuk be, hogy az (l) jobb oldalán szereplö összeg akkor max imális,
ha k = 2, és n l és n 2 közül az egyik l , a másik n - L

9.2.6 ma = x6 + 5xs + lOx2 + 5x - 10. - Útmut at ás: A feltételekből

J = gm a , ahol degg = 1. Ebből következik, hogy J -nek van rac ioná lis
gyöke. Határozzuk meg ezt a gyököt , ezután osszuk le J-et a megfe­
lelő gyöktényezővel (ez utóbbit a leggyorsabban a Horner-elrendezessel
végezhetj ük el).

9.2.7 Használj uk fel, hogy {ma, mp] l J, továbbá ha ma i- ma, ak kor a
minimálpolinomok irreducibi litása miatt (ma, m lJ) = l .

9.2.8 Ha J irred ucib ilis lenne, ak kor a feltételekből J = ma I g következne.

9.3.

9.3.1
a) Legyen II algebrai és fl transzcendens . Ha o + fl algebrai lenne, akkor

fl = (o + fl ) - II is algebrai lenne, ami ellentmondás .
b ) Például 11" + ( l - 11") algebrai, 11" + (l + 11" ) transzcende ns.
c) Az összeghez képest annyi a változás, hogy egy algebrai és egy t ransz­

cendens szám szorzata lehet algebrai is, mégped ig abban a kivételes
esetben , amikor az egyik tényező O.

9.3.2
a) o: és fl algebrai .
b) o: és (J t ranszcendens.
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c) ll:' és {3 közül legalább az egyik transzcend ens (mutassunk példát a
többféle lehet ős é g mindegyikére) .

d ) o' és 13 algebrai, vagy a = O és f3 transzcendens.
e) Q; és f3 transzcendens .
f) Q és f3 t ranszcendens, vagy pedig közülük az egyik Oés a más ik transz­

cendens.
g) ct és {3 közül legalább az egyik t ranszcendens.
h) ct" és {3 algebrai . - Útmutatás: az ct + {3 = c, af3 = d "egyenlet­

rendszert" oldjuk meg, ekkor a másodfokú egyenlet megoldóképletéből

(vagy a 9.3.6 Tétel alapján) kapj uk, hogy ct és f3 is algebrai.

A racionális-irracionális esetben csak dl-nél és hl-nál van változás; ek­
kor az alábbi megoldásokat kapjuk, ahol r > Oés s racionális számok:

d ) a = O és {3(", O) tetsz őleges , vagy a = Jr és {3 = 'Jr(", O);
h) a = s + Jr és {3 ~ s - Jr.

9.3.3 Algebrai: b).

9.3.4 Használjuk fel al-nál a 9.3.2a feladatot, b j-nel ped ig a 9.3.3 Tételt.

9.3.5 Algebrai ; a), b ).

9.3.7 Lássuk be, hogy 19 n irracionális , majd használjuk fel a 9.3.5 Tételt.

9.3.8 Tegyük fel, hogy valamely k f:- m pozitív egészekre ok + f3k = C és
o'" + 13"' = d, ahol c és d algebrai számok, amelyek közül legalább az
egyik nem nulla. Innen

és így f3 gyö ké egy algebrai együtthatós nemnulla polinomnak, azaz
a 9.3.6 T ét el alapján maga is algebrai. Ugyan így kapjuk , hogy o is
algebrai , és ekkor valóban minden n-re o n + (:J" is algebrai.

9.3.9 Alg ebrai : Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan pozitív egész létezik,
amely az c -nak nem racionális hatvanya. Ezek a 9.3.5 Tétel szerint az
o- nak sz ükségképpen tran szcendens kitev öjü hatvanyai .
Transzcendens : Az o-nak kontinuum sok transzcendens kitev őj ű ha t­
ványa van, és ezek közül csak megszám lálható sok lehet algeb ra i szám.

9 .4 .

9.4.1 b) A 9.4.2 Tételben megadott szám Liouville-szám, és így az a) r ész­
ből következik, hogy végtelen sok Liouville-sz ám van. - Kontinuum:
A 9.4.2 Tétel bizonyításához hasonlóan adódik, hogy a lQ- k ! sorozat
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tetszőleges végtelen részsorozatából képzett végtelen sor is Liouville­
szám.

9.4.2
a) Legyen J = fI ··· Jk az J felbontása Q felett irreducibilis polínomok

szoreatára. Ekkor a szöban forgó (12) diofant ikus egyenlet a

9; (Y . Z) = ynj /; (~ ) = b; . j= 1, 2, . . . ,k

egyenletrendszerekre vezethet ő vissza , ahol TI; "'1bj = b. így b #-O
esete n csak véges sok ilyen egyenletrendszer t kapunk, és ezek minde­
gyikének (sör már akármelyik egyenlet nek is) a (z eredet i) 9.4.4 Tétel
szerint csak véges sok megoldása lehet . Ha b = 0, akkor legalább az
egyik bj = 0, teh át ismét csak véges sok egyenletet kell nézni, és ezek
mindegyik ének csak véges sok megoldása lehet.

b) A 9.4.4 Tétel bizonyít ásában csak ezeket a t ulajdo nságokat használtuk
fel.

9.4.3 Kövessük a 9.4.4 Tétel bizonyításának a gondo latmenetét. Ha Zi/Yi ­

nek nincs korlá tos részsoroeata, akkor cseréljük meg Zi és Yi szcrepét,
azaz f (Z;/Yi ) helyert tekints ük f (Y;/Zi )-t . A 9.4.3 T étel (ii) állítását
elég (például) a ,.. = 0,99 speei élis esetbe n alkalmaz ni .

9.4.4 Használjuk fel, hogy ha az J polinomnak o többszörös gyöke, akkor o
gyöke az f deriváltjának is.

9.5 .

9.5.1 Alkalmazzun k a 9.5.1 Tétel bizonyításához hasonló gondolat menetet.

9.5.2
a) Írj uk fel sin l -re, illet ve cos I-re a sin x , illetve cos x hat ványsoráb ól

adódó végte len sort, és alkalmazzuk a 9.5.1 Tétel gondolat meneté t .
b ) Bizonyíts unk ind irekt a 9.5.2 Tétel bizonyításának a mintájára: az

ottani l integrálban sin{7l"x) helyére tegyünk sin{rx)-et , és a legyen
most az l / r , cos r és sin r racionális számok közös nevezéje.

c) Fejezzük ki sin(2x)-et és cos(2x)-et tg x seg ítség ével. Innen lát szik,
hogy ha tg r racionális, akkor sin(2r) és cos(2r) mindket ten rac ion éli­
sak , am i ellentmond a h) résznek.

9.5.3 Használjuk fel, hogy a 9.5.2 Tétel bizonyftásában minden második par ­
ciál is integrálásnál sin 11'" = sin O= Omiat t a "kiintegrAlt rész" O. Ebből

adódik, hogy két parciális integrálast együttesen egy lépésnek te kintve ,
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tulajdonképpen mindig csak összesen egy új Il kiintegrált tag" kelet ke­
zik, amelynek "nevez6je" mindig :n-2-szerese az elözönck. így a 7[2 = a/b
indirekt feltevésből kiindulva a

integrál vizsgálatával a 9.5.2 Tétel gondolatmenetét követve ellentmon­
dásra fogunk jutni.

9 .6.

9.6.1 Az Q minim álpol inomja ugyanaz , mint az o' minimálpolinomja, a má­
sik három szám pedig rendre el őá ll íthat ó e -ból és a -ból a következő

m üveletek segitségével: összeadás ; kivonás és i-vel való szorzés; szoraas
és négyzetgyökvonás.

9.6.2 Csak c) algebrai egész. - Útmutatás dl-hez: Tegyük fel indirekt ,
hogy cos 10 algebrai egész, és mutassuk meg, hogy ekkor sin 10 is az,
s6t az összegzés i képletek alapján bármely k egészre cos kO és sinkDis
algebrai egész. Ez azonban példáu l k = Sü-ra nem igaz.

9.6.3 Igaz : a j, c) , ej , fl, hj.

9.6.4 Lét ezik , például x = y = 1, z = v'2 megfelel.

9.6.5 Igaz: a) , c) , d).

9.6.6 Mivel o algebrai szám, ezért alkalmas ai egész számokra

ahol

Ezt a~- l _gyel szorozva és átalakitva kapjuk, hogy ano algebrai egész,
azaz o előáll egy algebrai egész és az an egész szám hányadosak ént . Ha
ezt o helyet t l /o~ra alkalmazzuk , akkor az ad ódik, hogy o felírható
egy egész számnak és egy algebrai egésznek a hányadosaként (ha o = O,
akk or ped ig ez triviálisari igaz).

9.6.7 Az o (normált, egész együtthatós) minim álpo llnomj éban a konst ans
tag ± 1.

9.6.8
a j Megfelel például tin = (/2 _l)n.
b ) Legyen tin ~ y<i.
c) Legyen az a algebrai egész minim álpolinomja ao + a tX + ... +

+ an_t Xn- 1+ x fl (ahol min den ai egész), ekkor o / b min imálpolinomja
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ao + a1bx + ... + an_1b" -lXn- 1+ bnxn. Ezt normalva a konstans tag
csak úgy lesz egész, ha b" I au , tehát csak véges sok ilyen b egész létezik
(hiszen o '# O miatt ao '# O) .

9.6.9 Míndkét kérdésre igen l ö a válasz, megfelel például cos ifi + i sin ifi, ahol
a) cos';?~ 1/ 3; h) cos ';? = Ji - l.

9.6.10
a) A 8.4.1 T étel alapján példáu l az a + b v'2 alakú számok, ahol a és b

egész szám, mindenütt súrúek a számegyenesen.
b) A másodfokú egyenlet megold öképlet éböl adódik , hogy bármely nem

valós más odfokú algebrai egész valós része csak 2 nevezöj ü tört lehet ,
ezér t a másodfokú algebrai egészek nem lesznek minde nütt s ür űek a
számsíkon. A negyedfokúak viszont igen: az (a + bJ2) + i (c + dJ2)
alakú számok, ahol a , b, c és d egész szám, "általában" negyedfokú
algebrai eg észek , és mindcnütt sűrűek a síkon.

9.6.11
a) Mivel racionáli s r esetim o: = cos r O+i sin r Oegységgyök. és így algeb­

rai egész, ezért 2Re o = 2 cos rO is algebrai egész. Ha 2 cos rO emellett
még racionális is, akkor csak egész szám lehet . Igy cos r" ér téke O,
± 1/ 2 vagy ± l. - A feladatot megoldhatjuk az algebrai egészek fel­
használása nélkül is. Ha r racionális, akkor van olyan n pozitív egész,
amelyre nr a 360-nak egész számú többszöröse, azaz coslnr") = 1. A

cos(no) = 2cos(n -1)0 ) coso - cos(n - 2)0)

összefüggés alapján igazoljuk te ljes indukci öval, hogy 2 cos(no) a
2 cos o -nak egy egész együt thatós, normált polinomj a. Ebb61követ ke­
zik, hogy ha cos(nrO) = l , akkor 2cos r Ogyöke egy egész együttha tós,
normál t polinomnak. Egy ilyen polinom racionál ls gyökei csak egészek
lehetnek, tehát 2 cos rO egész szám.

b) Az r és sin r" értékek közül legalább az egyik irracionális, kivéve ha
T olyan egész szám, amely a 3O-nak páratlan többszöröse vagy pedig
osztható 180-nal.

Tegyük fel, hogy tg r " érte lmezve van, azaz az r nem párat lan több­
szöröse 90-nek. Ekkor az r és tg r " értékek közül legalább az egyik
irracioná lis, kivéve ha r olyan egész szám, amely a 45-nek páratlan
többszöröse vagy ped ig oszt ha tó l 80-nal.

A szinuszra vonatkozó állítás azonna l adódik az a) részből és a
sin rO = cos(90 - r)O ősszefüggésböl, a tangenere vonatkozó állí tás
pedig ezután a 9.5.2c) feladathoz adott útmutatás ezerint következik.
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10. Algebrai szám t estek

10.l.

lD.1.1 Az L ~ T ~ M bővítésiáncban a fokszámtétel szer int valamelyik lánc­
szem elsőfokú.

10.1.2 a) 2. b) 00. c) 00 .

10.1.3
a) Az egyik irány nyil vánvaló, a másik pedig következik a 9.3.6 T ételb ól.
b ) (b l ) l. (b2) 2. (b3) 2. (b4) 3.

10.1.4
a) Iga" (al ).
b) me.u 1m t'} ,L és degM19 ::; deg j, {) .

10.2 .

10.2.1 A 10.2.2 Tétel ala pján a Q (a ) = Q(,B) egyenlős éghez elég azt igazolni,
hogy a E Q (IJ) és lJ E Q (a ).

10.2.2
a) Ez legegyszer űbben a lD.2.2 Tételből következik.
h) Q (a ) a ltér a Q feletti Q ({) véges dimenziós vektorterben. és egy véges

dimenziós V vektortér egy U alterére U = V pontosan akkor teljesül,
ha dim U = di m V .

c) A {) és cl' számok pontosan a megadot t felt étel cset en fejeabet ök ki
kölcsönösen egymással a 10.2.1 Definfcióban megadott m ódon.

10.2.3 Igaz: h) , d ). (Ezek igazolásánál ne felejtkezzünk el arró l, hogy {)
transzcendens szám is lehet .)

' 10 'fi 1 »r: ) 9 1 ' 10 2 »r:
10.2.4 a) 12 + 2 v 2 + 9v 4. b) 2 v4. c 17 - 17 v2 + 17 v4.

10.2.5 a) 4. b) 10. c) 7. d ) 4.
Útmutatás: Az alá bbi két észrevételt érdemes felhasználni: (i) Ha o'

eleme egy véges b övít ésnek, akkor deg o' oss t ója a b övtt és fokának.
(H) Ha o' algebrai és egy k·adfokú szám eleme Q (O')-nak , akkor
k [ deg c.

10.2.6 a) 0. b) Q(ij7). c) Q(J5).
Út mutatás b)-hez: Használj uk fel, hogy Q (.if7) része a metszetnek,
továbbá a metszet (Q felet ti ) foka oszt6ja mindk ét b őv ít é s fokának.
- Mási k lehetőség : A metszet egy tetszőleges elem ét írjuk fel a 10.2.3
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Tételnek megfelelöen egyrészt mint Q(~)-beli , másrészt mint Q(?11)­
beli elemet. Mindkét előáll ítast tekintsük most mint ugyanannak a
Q( 1{I7)-beli elemnek a 10.2.3 Tétel szerinti felirását, ekkor ennek az
e lőállításnak az egy értelmüség éb öl adódik a jelzett eredmény.

10.2.7 a) Q . hl Q (?'3). c) Q (v'2 ).

10.2.8 Ind uljunk ki a ldl = l-ból adódó

ősszefü ggésb ől. (A bizonyítás során ne feledkezzünk el arról, hogy 19
transzcendens szám is lehet .)

lO.2.9 A b ővít é sek és a fokszámok vizsgálatából vezessük le, hogy Q(a ) =

= Q(VS). (Használjuk fel a 10.2.5 és 10.2.3 Tételeket, valamint a
10.2.2 felad atot .)

1O.2.lO Válasz: k , illetve k/ 2 (ez utóbbi természetesen csak páros k ese­
tén fordulhat eI6). - Útmutatás: Alkalmazzuk a fokszámtételt a
Q ~ Q (JJ' ) ~ Q (JJl b ővítésl áncra. (Páros k esetén mutassunk pél­
dát mindkét lehetőség megvalösuláséra.)

lO.2.11 Válasz: ± 1. - Útmutatás: A 10.2.8 feladathoz hasonló gondolatme­
netet alkalmazva tekintsük a Q ~ Q (Re dl ~ Q (d ) b övítésléncot . ­
Másik lehetőség: Mutassuk meg, hogy 19-nak és l / l9-nak ugyanaz a
minimálpolinomja, és ennek felhasználásá.val lássuk be, hogy az l vagy
a - 1 gyöke ennek a minímálpolinomnak.

10.2.12 Az al rész a 10.2.6 (vagy a 9.3.1), a hl rész pedig a 10.2.7 (vagy a
9.3.6) Tételre adott bizonyít ásból következik.

10.2.13
a) A {:: irány nyilvánvaló, a => irány pedig abból adódik, hogy 19 transz­

cendenciája miatt (91h2 - 92hd(19) = Ocsak a 91h2 - 92hl = Oesetben
lehetséges.

b) Az a) rész alapján a
g(x) g(11 )
h(x) .... h(d)

megfeleltetés bijekció a Q feletti algebrai törtek és Q(l9) között, a
ml1velettartás pedig nyilvánvaló.
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10.3.

10.3.1
a) A 10.3.5 Tétel b izonyít ásának E(J2) részéhez hasonlóan igazoljuk,

hogy E (..j3). ban a norma abszolút értéke szer int elvégezhető a mara­
dékos osztás .

(b 1) Mindkét felbontásban felbonthatatlanak szerepelnek, ezek azonb an
csak egységtényezőkben különböznek:

5+ 3/3 ~ (2+/3)(1+/3) és - 4+ 3/3 = (2 - /3)(1 +2/3).

(b2) Mindkét felbontásban szerepe l olyan tényező , amely nem felbonthat at ­
lan.

c) Alkalmazzuk a 10.3.8 Tételt . - Az összes prímet (egységszerestől

eltekintve) a pozitív prímszámok felbont ásából nyerjük:
(cl) 3 ~ (/3)' ; 2 ~ d l + /3)' , ahol E ~ 2 - /3 egység.
(c2) Ha p es ± 5 (mod 12), akkor p prím.
(e3) Ha p es ± 1 (mod 12), akkor p két prím szorzata , amelyek nem egymás

egys égezerese l.
d) Megoldha tóság eseté ri a megoldásszám végtelen, lásd a 7.8.3 felada­

tot . Az egyenlet akkor és csak akkor oldhat ó meg, ha n kanonikus
alakjában minden 12k ± 5 alakú prí mszám kitev6je páros, továb bá a
2, a 3 és a 12k - l alakú prímszámok kitevőjének az összege is pá­
ros. - Útmutat ás: Használjuk fel a c) rész eredményét , és kövessük a
két-négyzetszám-té te l bizonyít ásának gondolat menetét . Vegyük figye­
lembe, hogy minden egység nerm ája + 1. A 2, a 3 és a 12k - l alakú
prímszámok kitevőjét azért kell vizsgálni, mert az ezeknek a pr imszá­
moknak a felbon tásából származó E( ..j3)-be li pr ímek nerm ája negatív,
így ha a sz óban forgó kitev őö sszeg páratlan , akkor n helyett - n áll el ő

x2 _ 3y 2 alakban.

10.3.2
a) A Gauss-egészekhez hasonlóan igazolható, hogy a nor ma ezerint elve­

gezhet6 a maradékos osztás .
b) A 10.3.8 Tételből követ kezik, hogy az összes primet (egys égszerest öl

eltekint ve) a pozitív prímszámok felbontásából nyerjük, a következő­

képpen :
(bl ) 2 = - (H )' .
(b2) Ha p == 1 vagy 3 (mod 8), akkor p prim.
(b3) Ha p == 5 vagy 7 (mod 8), akkor p két prím szorzata, amelyek nem

egymás egységszeresei .
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c) Válasz, x = ± 5, y ~ 3. - Útmutatás ' Az (x + A)(x - Al = yJ
bal oldalán a két t ényez ő közös prímosztója csak M lehet, ebből

azonban következik, hogy x páros, ami az eredeti egyenlet modulo 4
vizsgálatával ellentmondásra vezet. A két tényező igy relatí v prím, és
mivel az egységek csak a ± 1, amelyek maguk is köbszámok , ezért mind­
két t ényez ő teljes köb . Az eredmény ezután az x+M = (a+bM)3
egyenl őségben a M együtt hatójának összehason lításából adódik.

10.3.3 Tekint sük például az alábbi felb ontásokat :
a) (1 + Vl5)( 1 - Vl5) ~ (-2) . 7.
b) (1+ )26)(1 - )26) = (-5) . 5.
c) (2 + H)(2 - H ) = 2 ·5.
dl (2 + J - IO)(2 - J - IO) ~ 2 ·7.

10.3.4 Kövessük a Gauss-, illetve Éuler-egészeknél látott gondo lat menetet
(7.4.8 Tétel). Ha t t l (mod 4), akkor E( Vt) elemei egy téglalaprá­
csot alkotnak a komplex szárnsíkon, ahol az 'la lapt églalap" vízszintes
oldala 1, függ öleges oldala pedig Jjtf hosszúságú. Amaradékos osz­
t áshoz arra van szükség, hogy a rácspontok köré raj zolt egységköt ök
belseje tart almazza Q (Ji) minden elemet. Ez biztosan teljesü l, ha a
körök lefedik az egész síkot, azaz Jjtf < ./3, vagyis t = -1 vagy - 2,
t ovábbá bizt osan nem teljesül , ha az 1/2 abszcisszáj ú függőleges egye­
nesen egy szakasz lefedetIen marad, azaz Jjtf > ./3, vagyis t < - 3
(mivel -3 es 1 (mod 4) , ezért t = - 3 most nem jö het szóba). Ha­
sonlóan okoskodhat unk a t sa 1 (mod 4) esetben is, ekkor egy olyan
paralelogramm arácsról van szó, ahol az alapparalelogramma vízszin­
t es oldala 1 hosszúságú, a magassága ~ Jjtf, és a vízszintes oldalhoz
tartozó magasság talppontja az oldal fe lezőpontjában van.

10.3.5 Használjuk rel a 1O.3.8/ (vii) Tételt .

10.3.6 Lássuk be, hogy bármely O < n < k -2 eset en n 2 + n + k = N(a n),
ahol an felbonthatatlan E(.,j 4k + 1)-ben. Ebből vezessük le, hogy ha
valamely n -re N(a n) nem lenne prímszám, akkor N (an) kétféleképpen
bom lana felbonthatatlanok szorzet ára.

10.3.7 A felbonthatatl anság azonnal adódik a norma t ulajdonságaiból. - Az
állítás másik részéhez először lássuk be, hogy a feltétel alapj án minden
{3 E E (Vt)-hez l éteai k olyan b egész szám, amelyre a I {3 - b. Ekkor a
pr ím volt a a következőképpen igazolható:

a I{37 =} a Ibe =} ± p = N(a) Ib' c' =}

=} p I b vagy p I c =} a Ib vagy a I c =} a I {3 vagy a 17,
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10.3.8 Mivelj32ja 2 algebrai egész, ezért a négyzetgyöke, /3ia. is az. Emellett
(J/a E Q (v'i), t ehát (J/a E E(v'i) is teljesül.

10.3.9
a j 5 ~ - (,;::5)' .
h ) A 10.3.6 Tétel bizony ít ás ában lát tuk, hogy a 2 felbont hata tlan , to­

vábbá

2 16 = (1 + H)(I- H) , de 21 1 ± H,
t ehát a 2 nem prim.

c) Használj uk fel a 10.3.7 Té telt, és azt , hogy (-;,5) = - 1 pontosan a
megad ott alakú p prímszámokra teljesül.

d ) Az, hogy ezek nem prtmek , az előzőkből következik, a felbonth atat lan ­
ság pedig azért igaz, mert egy ilyen p (sőt általában egy 108 ± 3 alakú
szám) nem lehet egy E (A)-beli elem norm ája.

e) Azt kell igazolni, hogy ezek a p prfmek el6állnak normak ént . azaz (egész
a, b-vel) p = a2 + 5b2 alakban, hiszen ekkor p = (a+bH)(a-byC5) .
Az x2 == - 5 (mod p) kongruencia megoldhatóságát felhasználva a 8.2.4
Tétel bizonyítás ának a mínt éjára vagy a 7.5.21a feladatban szereplő

T hue-lemma segítségével mutassuk meg, hogya p-nek egy kis több­
szöröse előáll a2 + 5b2 alakban, majd ebből vezessük le, hogy akkor
maga a p is felírható így.

10.4.

10.4.1
aj ±v'2 ± V3.
b) v'2(±l ± i}.
c) cos 200, cos 1400, cos 2600

•

d ) cos kO+i sin P, ahol l ~ k ~ 360, k egész és (k, 360) = l.

10.4.2
a) A () minimálpolinomjára a gyökök és együttha tók közötti összefüggést

alkalmazva kapj uk, hogy ()(l ) + t9 (2) raci oná lis, és igy t9 (2) E Q (t9{1 ») '
b) Létezik olyan ()(j), amely valós szám, tehát Q (t9 (j») ~ R , és így

Q(~ (;) ) # Q(~ ) .

c) A Q ,; Q (~(j) ) n Q(~ (k » ) ,; Q (~ (j» ) böv ttéslancban a két láncszem
fokának a szorzata 3, így az állításhoz csak azt kell igazolni, hogy
bármelyik két Q (t9(j) ) különböző . Lássuk be, hogy ha a három Q (t9(j))
közül valamelyik kettő megegyezik, akkor a harmad ik is ugyanez kell
hogy legyen . Ez azonban ellent mond a feladat b) részének .
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10.4.3 (Az R.K. röv idítés a relatív konjugáltakat jeldli.]
a) R.K., 1 ± V'2, l ± iV'2. N(a) =-1.
b) KK. : 1 ± J2 kétszeres multiplicitéssal. N({3) = 1.
c) R.K., (I ± V'2)(1 + ,;2), (I ±iV'2)(I - ,;2). Nb) = -1.

lD.4.4 Kövessük a lD.3.4 Tétel bizonyításának a gondo látmenet ét . (Figyel­
jünk ar ra, hogy az é relatív konjugált jai általában nem elemei Q (t9 )­
nak , viszont a szorzatuknak az é-nal vet t hányadosa már igen.]

10.4.5
a) Például (3 + 4i )/5 megfelel.
b) Legyen a másodfokú bővítés Q (0) alakú, ahol t n égyzetmentes egész

és t t- 1, és legyen p > 2 egy olyan prim , amelyre (~) = 1. Ekkor
az x2 - t == O (mod p), és fgy az x2 - t == O (mod p2) kongruencia is
megoldható , azaz létezik olyan c egész szám, amelyre (c + 0 )jp nem
algebrai egész, de a normaja egész szám.

IQ .5 .

10.5.1 a) - 4. b) - 3. c) - 108. d) 2n- 1n n (_ I )(n- l )(n- 2)/ 2.
Útmutatás dl-hez: A keresett d iszkrimináns egy Vandermonde-dcter­
mináne négyzete, ezt a determináns önmagával való (sor-osz lop) szor­
sás éval érde mes kiszám ítani.

10.5.2
a) Ekkor

ahol C egész elemű mátrix, és igy a lD.5.3j(iii) T étel szerint

b) Az a) rész szerint a két diszkrimináns egymásnak kölcsönösen pozití v
egész számszerosa.

10.5.3 A másodfokú bővítések Q (0) alakúak, ahol t négyzetmentes egész
szám és t t- 1. A kerese tt diszkrimináns 4t , ha t ot 1 (mod 4), és t , ha
t " l (mod 4).

lO.5.4 A 10.5.2 feladatnál látott gondolatmenetet érdemes alka lmazni.
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10.5.5

a) A keresett feltétel : a, b, c, d E Z és I~ ~ I= ± l.

b) Legyen w = cos(21fj3) + i sin(21fj3). Ekkor az a + bw és c +dw Euler­
racionálisok pontosan akkor alkotnak egész bázis t , ha a, b,c, d-re telje­
sül az a) résznél megadott felt étel.

lD .5.6 Azokban a Q (Vi) b övit ésckben , ahol (t n égyzetmentes egész szám,
t ", 1 és) t " l (mod 4).

10.5.7 Közvetl enül következik a diszkrimináns definíci ój áb ól. - Másik lehe­
tőség : Alkalmazzuk a 1O.5.3j (iii ) T éte lt az Q i = t9 i - 1 szereposztás­
sal , és használjuk ki, hogy 6.(1, t9, ... , t9n- 1) egy olyan Vandermonde­
determináns négyzete, amelynek a gener átora l valós számok.

10.5.8
a) Példáu l Q (i )-ben 1/2 és 2i megfelel.
b ) Használj uk fel, hogy ha az rl , , r n racionális számok szorzata l ,

akk or 6. (r I 0'1 , ... , r n Qn) = L).(0' 1, , Qn)'

ll. Ideálok

11.1.

11.1.1 a) (2). b) (1 + i) . c) Nem ideál .
d ) (1 + i ). e) Nem ideál. f) (7).

11.1.2 a) (2x - 1). b) (Ix' - 2l1x' - 3]). c) Nem ideál.
d ) (x - 3,2). e) Nem ideál .

11.1.3 Legyen R tes t és I f:- O ideál R-b en . Azt kell igazolni, hogy ekkor
I = R. Ha a f:- O eleme I-nek és b tetszőleges eleme R-nek, akkor
az osztás elvégezhet ösége miatt van olyan c E R, amelyre ca = b,
azaz b E I , vagyis I = R. - A megford ításn ál vegyünk R-ben egy
a f:- Oelemet. Ekkor a feltétel ezerint (a) = R, tehát bármely b E R-re
b E (a). Ez azt jelenti , hogy alkalmas c-vel ca = b teljesül , vagyis
elvégezhető R-ben az osztás, és fgy R valóban test.

11.1.4 Legyen I = (621/ k 1, ... , ~n 21/k,,), ahol ~l, ... , ~n E E . Ekkor I min­
den eleme ~21/m alakú, ahol é E E és m = [kl , ' " , kn ]. Mivel (például)
21/ {m +l ) nem lehet ilyen alakú , ezért I f:- K , vagyis K nem generálható
véges sok elemmel.

11.1.5 Mutassuk meg, hogy az egyik ideál generátorai kifejezhetők a másik
generátorainak a segitségével, és viszont.
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11.1.6
a) al: 4, a2: 9, a3: 5.

Test: a2, a3.
b) Ha c '=F 0, ak kor Gf (a) elemszáma N(a), és G /(O') akkor és csak akkor

test, ha o' Gauss-pr ím. - Útmutatás: A "modulo o' maradékoszt á­
Iyok" számának meghat ározásához lásd a 7.7.12 feladathoz adott út­
mutatást. A másik állítás ahhoz hasonlóan bizonyítható, ahogyan azt
ígazo ltuk , hogy Zf (m) akkor és csak akkor test, ha m prím (2.8.4 Té­
tel, természetesen azt is végig kell gondolni , hogy az ehhez felhasz ná lt
valame nnyi korábbi tétel megfelelője is átvihető a Gauss-eg észekre ).

11.1.7
a) Alkalmazzu nk ahhoz hasonló gondo latmenetet , mint amikor (a 11.1.3

Tétel utáni Példák között) azt igazolt uk. hogy Z[x]-ben (2, x) nem
föide ál.

b ) bl: 2, test. b2: 6, nem test . b3: 121, test.

11.1.8
a) Test : a2.
b) T [xl f(f) test <==> f irreducibil is T felett.
c) A faktorgyúrúnek 4 eleme van (a maradékosztályok az ao + aIX ma­

radékokkal reprezentálhat ók, ahol ai = O vagy l ), és egyszerűen ellen­
őrizhető, hogy a három darab '=F Oelemnek létezik inverze. - Másik
lehetőség: A faktorgyúrű izomorf S = Z2[X]/ (X2+ x + l )-gyel, ahol Z2
a modulo 2 maradékosztályok teste. Ekkor S a feladat b) része alapján
test .

11.1.9
a) Kövessük a 11.1.6 Téte l utáni Példánál a t9 = J2 speciális eset ben

látot t gondolatmenetet. A bizonyítás lényege: Q [x]-nek az (mil) fő­

ideá l szerinti egy-egy maradékosztályát egyértelműen jellemzi az ado tt
osztályba eső pol inomoknak az mil polinommal való osatas i maradéka,
és az ezekkel a maradékokkal való számolásnál az egyetlen "szabá ly"
az , hogy az mil többszö rösei "nem számítanak". Ez pontosan meg­
felel a Q (t9 )-beli elemek szokásos felírásának és az ottani (kizárólag
az mil(t9) = Oösszefüggést felhasználó) számolásnak. - Másik lehető­

ség' A Q[x]-ből Q (~)-ba az f .... f(~ ) lek épezés gyürü homomorfizmus,
amelynek a képe Q (t9 ), a magja pedig az mil által generált föideá l. Igy
az állitás következik a gyűrűk homomorfizmust étel éb öl.

b) Az a) rész általánosítását szem előtt tartva legyen M = L [xlf(J). Az
f irreducibilit ását felhasználva igazolható, hogy M test, továbbá a
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konstans+(f) maradékosztályok halm aza megfelel L--nak , az x + (f)
maradékosztály pedig é- nak.

11.1.10
a) Az állít ást elég f6ideálokra igazolni , ugyani s ha o: E I , akkor (a) ~ I

miatt az I szerint i maradékosztályok száma legfeljebb annyi, mint az
(a ) szerint i maradékosztályok száma . Legyen tehát Q =ft O, és mutas­
suk meg, hogy "modulo 0:" csak véges sok maradék lét ezik. Legyen
WI , •.• ,wn egész bázis E('l?)-ban . Ekkor bármely <E E E (19 ) felírhat ó
~ = kl wI + ... + knw n alakban, ahol ki E Z, i = 1, ... , n . Mivel
o: l N (o:), ezért minden modulo ct' maradékosztálynak van olyan ~

reprezentánsa , ahol O~ ki < IN (a)I, i = 1, . .. , n .
b) Ekkor az R/Aj faktorgyűrűk elemszáma szigorúa n monoton csökken.

Ez azonban lehe tetlen, hiszen A2 i= O miatt R IA2-nek csak véges sok
eleme van.

c) Ha egy I t O ideál nem lenne végesen generált , akkor léte zne benne
ideáloknak egy szigorúan növő

lánca .

11.2.

11.2.1 a ) (5). b) (60).

11.2.2 a) 4. b) 16.

11.2.3 Fogalmazzuk át a felad atot oszthatóságra a 11.2.1 Tétel felhasznála­
sával.

11.2.4
a) A 2 és az 1 + A egyaránt közös osztók , nincs azonban olyan közös

osztó, amely ezeknek többszöröse lenne.
bl (2), (l +Ml, (l ).
c) Például " ~ 2, (3 = l + M .

11.3.

11.3.1
a) A normált minimálpolinomjuk egész egy ütt hat óa és a konstans tag 1

vagy - l (lásd a 9.6.7 feladatot).
b) ,, =.jii..jii..
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11.3.2
a) Ha a i- O és b tetszőleges, vala mint ha a = b = O.
b) Mlnden a !- O egység, és fgy eleve nem léteznek felbonthatatlanok,

illetve prfmek .
c) Alaptétel: az all üés "üres", hiszen a ű-t ó l és egységekt ől k ülö nb ő zö

elemekre vonatkozik, ilyenek azonban tes tben nincsenek. - Föideál­
gyűrű: testben csak a triviális (O) és (1) ideálok léteznek (lásd a 11.1.3
feladatot ) , és ezek valóban földeálok. - Euklideszi gyűrú: mivel eivé­
gezhet ö az osz tás, ezér t mind ig el é rhető, hogy a marad ék O legyen (és
így "tetszőleges" függvény megfelel j -nek).

11.3.3
a) Ez a 2.
b) Az eljá réssa l rnost egy egységet kapu nk, és annak nincs felbonthatatlan

osz tója.
c) Az 1.5.5c feladat út mutatásához hasonlóan konstruálhatunk megfelelö

f -et .
d ) (O) , (1), (2) , (2') , (2') , ...

11.3.4 A 11.1.1 Definíció követelményeinek a teljesü lését kell ellenőrizni .

11.3.5 Útmutatás a sz űksegesseghez: Ha R[x) föideálgy ür ü, akko r tetszőleges

a kons tans polinommal (a, x) is ft'Sideál .

11.3.6 Mutassuk meg, hogy ha c !- O olyan elem, amelyre j (c) minimális,
ak kor c egység. Ekkor c I c is teljesül , azaz alkalmas e-vel ee = c. A
nullosat ömentesség felhasználás ával igazolj uk , hogy e egységelem.

11.3.7 Igaz, a}.

11.3.8 A legkisebb abszolút érték ű maradék szerint i maradékos osztás kielégft i
a feltételt , azaz h. (b i' O és) a ~ bq + r, ahol Iri::; IbI/ 2, akkor
fer) < f eb).

11.3.9
a ) Elösaör mutassuk meg, hogy R minden ideálj a végesen generá lt, majd

léssuk be, hogy (a, b) = (d), ahol d = lnko{a, b}.
b) Követ kezik az a) részb ő l a 11.1.103 felad at alapj án.

11.3.10 Az "akkor" részre vonatkozóan lásd a 10.3.4 feladatot és az ahhoz tar­
tozó útmutatást. Megford ítva, ha valamely t < -3-ra E(0 ) euklidesz i
gyúrü , akkor tekintsü nk egy olyan {3 i- O, ± l elemet , amelyre j ({3) mi­
nimélís . Mutassuk meg, hogy N({3) :s: 3. Ebb61 már következik, hogy
(t < - 3 esetén) csak t = - 7 és t = - ll lehetséges.
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11 .4 .

11.4.1
a) A 11.4.3 Definíció el ötti Pl vagy P2 példákban szereplö A és B ideálok

esetén H nem ideál. (Pl eseten például 2 . 3 + [x+ 3J[x - 2] = x2 + x,
P2 eseten pedig 3 ·3 - [1+ yC5][I- YC5] ~ 3 nem áll elő ab alakban.)

b ) Ha A = (a) , akkor

" " "
L aibi = 2 ) rio]bi = cl L: Tibi = ab.
i=1 ; = 1 i =l

11.4.2
a) , h) A bizonyítás ugyanúgy történ ik, mint az egész számoknál.

c) A 11.4 .2 Tét el (iv) állításá ból következik.
d) Használj uk fel cl-t .
e) A szü ks égességhez legyen A = (1), és használjuk fel ej-t .

11.4.3
a) Ha ct = 13" ak kor a 11.4.2 Tételben a (iii) állítás bizonyításából kap­

j uk, hogy (a) = (fJ)b). Megfordítva, ha (fJ)C = (a) , akkor a 11.4.1b
feladathoz adott út mutatás szerint ((3)0 minden eleme, így spec ialisan
cl is osztható .B-val.

h) Az a) r észb ól adódó I = a//3 elem megfelel a felté te leknek.

11.4.4
a) Azt kell igazolni, hogy D ideál, D tartalmazza A-t és B-t , valam int ha

C tetszőleges olyan ideál , amelynek része A és B , akkor D ~ C.
b) Ellentett ' A <;; A + II = (O) => A = (O).
c) Az A(B ,C) ideál elemei :L7=1 ai fbi+Cí] alakúa k, igy a záróje lek felbon­

tása után kap juk, hogy ezek (A B, AC )-nek is elemei. A másik irányú
tartalmazáshoz vegyük észre, hogy (AB, AC) elemeit

n k n k

L aib, + L ajCj = L a;[bi + OJ+ L aj [O+ CjJ
i =1 ;=1 i = l j=1

alakba írva A(B ,C)-beli elemeket kapu nk.

11.4.5 A legkisebb közös többszörös olyan közös többszöröse A-nak és B·
nek, amely min den közös többszörösnek osstó ja. Ezt (5) alapján a
tartalmazásra átfogalmazva M a legbővebb olyan ideál, amely része
A-nak és B -nek, azaz M = A n B.

11.4.6 Például Z[xJ-ben A = (x), II ~ (2, x) megfelel.
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11.4.7 A (12) => (ll) irányt bizonyítsuk ind irekt , a megford ításhoz pedig
alkalmazzuk (ll )-et az A = (a), B = (b) szereposztással.

11.4.8
a l) Csak a két triviális osztója létezik.
a2) Az egyetlen nemt riviális osztó az a l -beli ideál.
a3) Két nemtriv iális osztója van: (2, l +H) és (3, l + H).
b) b.l: (2, l + H); bz : (1).
c) Felbonthatatlan ideál: cl , c3.

11.4.9 Igaz, b), c), d ).

11.4.10
a) A ~ (2, x) , E = (4, x') , C ~ (4, 2x , x') .
b) A 11.4.l b feladat alapján (a )E ~ {ab I b E E }, (a)C ~ {ac I c E C} ,

és a t- 0, valamint R nullosst ómentessége miatt a b = a c => b = c.

11.4.11
a) Ellenőrizzük az ideál definíciójában foglalt ak teljesülését .
b) Lássuk be, hogy I maximális ideál, azaz rendelkezik a (9) tulajdon­

ságggal. Ebből könnyen adó d ik, hogy a megadott hannon kívül I -nek
nincs több felbontása. Végül , az I . I = I egyenlőség igazolásához
használj uk fel, hogy X O = x o/2x o/ 2 .

11.4.12
a) Ha P = AB , akkor egyrészt P <; A és P <; B, másrészt a (12)-vel

ekvivalens (ll ) tulajdonság miatt A <; P vagy B <; P . Innen kapj uk,
hogy P = A vagy P = B .

b) Ilyen például Z[xJ-ben a (4, x) ideál.
c) Tegyük fel indirekt , hogy M max imális ideál és mégis van olya n a ~ M ,

h ~ M , amelyre ab EM. Jelölje (a, M), illet ve (b ,M) az a-t és az
M- et , illet ve a bot és az M -et tartalmazó legsz űkebb ideált . Az M
maximall tása folytán (a, M) = (h, M) = R. Ekkor

R ~ R R ~ (a, M )(b, M ) S; (ab, M) ~ M ,

ami ellentmondás.
d) Ilyen például Z[x]-ben az (x) ideál.
e) A maximális ideálra vonat kozó állít áshoz mutassuk meg, hogy általá­

ban bijekció létesí thető az It-nek az I-t tar talmazó ideáljai és az RII
faktorgy űr ű ideáljai között, majd használjuk fel a 11.1.3 feladato t. A
prtmideálra vonatkozó állítás azonna l adód ik a (12) feltét elnek az RII
fakt orgyúr üre történő átfogalmazásab ól.
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11. 5.

11.5.1 Mind két feltétel ekvivalens A I (a) fennállásával.

11.5.2
a) A N (a)ja hányados egyrészt algebrai egész, más részt eleme Q({) ~nak.

b ) Az a) rész (vagy a 11.5.5 Tétel) szerint A~ban található nemnulla egész
szám, így ekkor ennek az egész számú többszörösei is elemei A-nak. Az
állítás másik részéhez lássuk be , hogy az összes A-beli egész számot a
legkisebb ilyen pozitív egész (egész számú) tö bbszöröseként kapjuk.

11.5.3 Következik a 11.5.8 Tételből.

11.5.4
a) A 11.5.2 feladat alapján bármely P prfmideálban van c > l egész

szám. Bontsuk fel c-t pr fmszámok szoraatára. Mivel P pr fmidcál,
ezért ezen prímszámok valamelyike sa űks é gképpen eleme P-nek. Ha P
tartalmazna két különböző pozití v primszámot , akkor az ezek alkalmas
egész számokkal képzet t kombinác iójaként előálló l -et is tartalmaz ná,
ami lehetetlen .

b ) Következik az a) r é szb ől .

c) Igen .
d ) Nem, ez következik a 11.5.3 feladatb ól.

11.5.5 Használjuk fel az ideálok legnagyobb közös osztójáról és legkisebb kö­
zös többszöröséről tanultakat.

11.5.6 írjuk fel többféleképpen az (a )2 és (fJ)2 ideálok legnagyobb közös osz­
tójá t .

11.5.7
a) (21) = (3,4 +R)(3,4 - R)(7,4 +R)(7,4 - R). [Természe­

tesen ezek a prímideálok más generátorokkal is megadhatók, például
(3, 4 + R) ~ (3, 1 + R) = (3, 1 - 2R ) = (2 - R, 1+ R )
stb.I

b) p = 2 és 3.
c) p = 2, 5, valamint a 2Dk + 1, 2Dk +3, 2Dk + 7 és 2Dk + 9 alakú prlmek.

11.5.8 Mindkét tulajdonság azzal ekvivalens, hogy E(<J) minden ideálja fő­

ideál (lásd a 11.3.9b feladatot, a 11.4.2( (iii) Tételt és a 11.5.8 Tételt ).

11.6.

11.6.1 (2 , A)(3 + A ) = (3 , A)(2 - A ).
11.6.2 Mindkét felt ét el ekvivalens azzal , hogy E(<J ) f6ideálgyt1rű (vö. a l1.3.9b

feladattal ).
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11.6.3 Használjuk fel, hogy alkalmas u és v pozitiv egészekkel ku = 1 + hv.

11.6.4
a) Nincs megold ás.
b] x ~ O, y = l.
c) x = ± 985, Y = 99.
d) x = ± 36, Y = ll. - Ne felejt sük el, hogy - 35 ss l (mod 4) miat t

a + bv - 35 E E(V - 35) eset én a és b nem felt ételenül egész számok.



MEGOLDÁSOK

1. Számelméle t i a lap fogalmak

• 1. 1.18 Mivel bármely n-re csak véges sok ,j á ték" lehe tséges, és mindegyik
játék az egyik játékos győzelmével végződik, ezért valamelyik já tékosnak biz­
tosan van nyerő st ra tég iája. Megmutatjuk, hogy ez mindig az első játékos.
Indirekt tegy ük fel, hogy valamilyen n-re a máso dik j át ékosnak, Tündének
lenne nyerő st ratégiája. Ez azt is jelenti, hogy ha Csongor dl = l- gyel kezd,
akkor Tünde t ud olyan d2 = r -et mondani , majd tovább úgy játszani , hogy
nyerjen. Ekkor viszont Csongor dl = r -re l kezdve nyerne, hiszen pont osan
ugyanúgy kell játszan ia, mint Tűnd ének az el őbb (az előző játékhoz képest
legfeljebb a még fel nem használt l -es szám okozhatna eltérést , azonban az
1 most sem választha tó későbbi lép ésben , hiszen már dl = r -nek oszt ója).
Ellent mond ás ra jutottunk, te hát bármely n > l -re a kezdő já tékosnak van
nyerő stratég iája. - Vegyük észre, hogy a bizonyítás csak a nyerési lehető­

ség tényét adja a kezdő részére, a konkrét st ratégia megtervezésére semm ilyen
információt sem nyúj t . Bonyolult szcrkezet ü n-ek eseté n nem is ismeretes, ho­
gyan kell Cson gornak op timálisan játszania (és ebbe n az esete k óriási számára
te kintette l egy számítógép sem t ud raj ta segíteni).

• 1.1.2 2 f) Mivel az 1 + ./2 egység , tovább á egy egység negat ívja és minden
(egész kitev őj ű ] hatvanya is egység, ezér t a megadott számok valóban egysé­
gek. A megford ításhoz ind irekt tegyü k fel, hogy ezeken kivül is létezik egy e
egység. Ezt szükség cseten - 1-gyel beseorozva egy Ó > O egységet kapunk .
Ekkor létezik olyan k egész , amelyre (1 + ./2)k < Ó< (1 + ./2)k+ I . Az egyen­
löt lens éget az (1 + ./2)-k' egységgel beszorozva egy olyan u + v./2 egységhez
jutunk , amelyre l < ti + v./2 < l + ./2. Itt u és v előjele nyilván nem le­
het azonos (és egyikük sem lehet nulla). A tovább iakban felhasználjuk, hogy
lu2 - 2v21= 1. Ha u2 - 2v2 = - 1, akkor [J = v./2 - u = l f( u + v./2) miatt
O < II < 1. Ugyanakk or v > O, U < O eset éri [J > 1, illet ve v < O,u > O
esetén II < O ad ódik , am i ellentmondás. Ugyanígy jutunk ellent mondásra az
u2 _ 2v2 = 1 esetben is.

• 1.1.23 a ) Ha e egységelem, akkor e nyilván egység is. Megford ítva, legyen
e egység. Ekkor e I e , azaz van olyan q, amelyre e = eq. Megmu tatjuk, hogy q
egységelem. Tetszőleges c-re ee = cqc, azaz e(e-qc) = o. A nulloszt ómentess ég
miatt c = qc, azaz q valóban egys égelem.
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• 1.3.11 Mivel (a , b) 1a , ezért c(a, b) I ca , ugyanígy c(a, b) l cb. Ez az t jelenti,
hogy c(a, b) közös oszt6ja ca-nak és cb-nek, ennélfogva c(a , b) oszt6ja ca és cb
kitüntetett közös osz t6jának, (ca , cb). nek is. Ennek alapján alkalmas q egésszel
c(a, b)q = (ca , cb) . Azt kell még megmutatnunk, hogy q egység.

Mivel c(a, b)q = (ca ,cb) I ca , ezért q(a ,b) I a , ugyanigy q(a, b) I b. Ez
azt jelent i, hogy q(a,b) közös oszt ója a-nak és ő-nek , ennélfogva oszt6ja a
kitüntetett közös oszt ójuknak is, azaz q(a, b) I (a, b). Innen q I l , tehát q
valóban egység.

• 1.3.13 Mivel (n, k) I n, ezért a (n ,k ) - l I an - l , ugyanígy a (n ,k ) - l l a k - 1.
Ez az t jelenti , hogy a (n.k) - l közös oszt6ja an - I-nek és a k - I -nek.

Most a kitüntetett tulajdonságot igazoljuk, vagy is azt, hogy an _ l és a k _l

bármely d közös oszt6ja osztja a{n,k)_l·et is. Az (n, k) = nu+kv előáll ításban

u és v nyilván ellentétes el6jelűek, ezért feltehet ő, hogy (n,k) = nr - ks, ahol
r, s pozitiv egészek . Ekkor

innen

d l an - l I an,. - l és d Iak - l Iak , - l ,

Itt d az utolsó szorzat elsö t ényezöj éhee , a k' _hez rela t ív prim, hiszen d Iakt_ L
Ezért d szükségk éppen osztja a második tényezőt , a {n ,k ) - l -e t .

• 1.4.5 Ar ra fogunk támaszkodni, hogy a k páratlansága miatt bármely c
eseten CI' + (t + 1 - c)' osztható c+ (t + 1- c) = t + l- gyel.

Legyen elösző r t páros. Ekkor az

(i' + t' ) + (2' + (t - l)' ) + ... + «(t/2)' + (l + (t/2»')

csoportosításb ól az ol özöek alapján lá tszik, hogy a saoban forg6 összeg osztható
t + l -gyel . Ezér t csak úgy lehet prim, ha érté ke éppen t + 1. Azonban

l ' + 2' + 3' + ... + t' ~ l + 2 + . . . + t = tet + 1)/ 2 ~ t + l ,

és egyenlőség csak akkor teljesül, ha t = 2 és k = l , és ekkor II + 21 = 3
val óben prím.

Ha t páratlan, akkor a helyzet csak annyiban változ ik, hogy az összegnek

van középs6 tagja, {(t+1)/2) k, tehát az e16z6 gondolatmenet alapján az összeg
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osztható (t + 1)/ 2-vel. Ugyanakkor az összeg nagyobb, mint (t + 1)/ 2, vagyis
sohasem lehet prím .

A felad at egyetlen megoldása tehát t = 2, k = l .
Haso nló gondolatmenettel érhet ünk célhoz úgy is, hogy t + 1 helyett a

t-vel való osztha tóságot vizsgáljuk.

• 1.5 .8 Legyen p felbonthatatlan és tegy ük fel, hogy p Iab. Azt kell igazolnunk,
hogy ekkor p I a és p I b közül legaláb b az egyik fenn áll.

Ha a = 0, akkor p Ia. Ha a egység, akkor p I b.
Ha a és b nullától és egys égt ől különböz6k, akkor bontsuk fel öket felbont­

hatetlanok szorzatára:

a = UI " ,U/n b = Vl " ' Vm ,

Innen kapjuk, hogy ab = U l ' " UkUl ' " Vm .

A p I ab felt ételb ől ab = ps alkalmas s egésszel. Bonts uk fel s-et felbont­
hatatlanok szorzatéra: s = WI ' " W n• ekkor ab = ptL/ l ' " Wn·

A számelmélet alap tétele sacrint az eő-rc kapott két felbontás lényegében
ugyanaz, tehát a p meg kell hogy egyezzen valam elyik Ui vagy Vj alka lmas
egys égezeresével. En nek megfelelőori p Ia vagy p Ib teljesül.

• 1.5 .10 A 2 és a 3 megfelel, példáu l 2 = 13 + 13, illetve 32 = 23 + 13.
Megford ítva, tegyük fel, hogy x3 + y3 = pQ. Az egyenletet {X, y)3_nal

leosztva egy hasonló típusú egyenlet keletkezik, aho l (az új) x és y már relatív
prlmek (és az új a esetleg kisebb, mint az eredeti volt ).

SzorzattA bontás után (x + y )(x2 - xy + y2) = pQ adódik, ahonnan a
számelmélet alaptétele (és a pozit ivitási feltételek) szerint azt kapjuk, hogy

x+y=P",

Az (x + y)2 - (x 2 - xy + y2) = 3x y azoncsságba {ll-et beírva nyerjük , hogy

p2tJ _ p'" = 3xy .

Ha "I = 0, akkor

l = x 2 - xy + y2 = (x _ y )2 + xy ~ xy ~ 1 . l = l

(2)

ala pján x = y = l és P = 2.
Ha 'y > O, akkor (2) szerint p I 3xy. Ha itt p I x , akkor p I x + y(= P")

miat t p I y is teljesül, ami ellentmond an nak , hogy x és y relatív primek.
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Ugyanígy p I y is ellentmondásra vezet . Ezért csak p I 3, azaz p = 3
lehe tséges.

• 1.6.3 a) Indirekt tegyük fel, hogy valamilyen x, z > O és k ;::: 2 egészekre
x(x+ 1) = zk. Mivel (x , x+ 1) = 1, ezért az 1.6.2a feladat ezerint léteznek olyan
u és v pozitív egészek, amelyekkel x = uk és x + 1 = v k. Innen v k - uk = 1.
Ez azonban lehetet len , hiszen

v k _ u k ;::: (u + l )k _ uk > k Uk- 1 > 1.

• b) Az előző gondolatmenetet kell egy kicsit módosítani. A három tényező

általában nem lesz páronként relatív prím, azonban a köz éps ö szám relatív
prím a másik kett6höz, és így (x - l )x (x + 1) = z\ (x , x2 - 1) = 1 alap ján
x = uk , x 2 - 1 = v k. Ekkor (u2)k - v k = 1, ami lehet etlen.

• c) Először megmutatjuk, hogy négy egymást követő pozitív egész szorzata
nem lehet négyzetszám , azaz (x;::: 2-re)

(x - l) x (x + l )(x + 2) = z2 (1)

nem teljesülhet. Legyen x(x + l) = 2y, ekkor (x - l )(x+ 2) = 2y - 2, és igy (1)
átírha tó y(y - 1) = ( z f 2) 2 alakba. Az a) részb en látt uk, hogy két szomsz édos
pozitív egész secreara nem lehet négyzetszám, és ezért (1) sem állhat fenn .

A továb biakb an legyen k ;::: 3, és tegyük fel indirekt, hogy négy egymást
követő pozitív egész szorza ta k·adik hatvány. A négy tényező közöt t található
olyan, amelyik a másik háromhoz relatív prím: a két köz éps ö szám közül a
páratlan biztosan megfelel. Ekkor a b). ben látott gondolatmenet szer int mind
ez a tényező, mind pedig a másik három tényező szorzat a k-adik hatvány. Ez
azt jelent i, hogy

vagy

(u' - l )(u' + l )(u' + 2) = v' (2)

(u' - l )(u' + l )(u' - 2) ~ v'. (3)

Megmutatjuk azonban, hogy k ;::: 3-ra (2) és (3) bal oldala két szomszédos
egész szám k-ad ik hatványa közé esik, vagyis nem lehet k-adik hatvány.

Vizsgáljuk először (2) bal oldalát , ez u 3k + 2u 2k - uk - 2. Belát juk, hogy

(U3)k < U3k + 2U2k _ Uk _ 2 < (11. 3 + n-.
Itt az első egyenlőtlenség nyilvánvaló, a második pedig az alábbi módon kö­
vetkezik (k ;::: 3):

(11.3 + l )k > U3k + ku3(k- l ) > u 3k + 2u2k > u 3k + 2U2k _ uk _ 2.
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Tekintsük most (3) bal oldalát , ez U
3k

- 2 U
2k - U k + 2. Azt igazoljuk,

hogy
(u3 ) " > u31; _ 2U2k _ Uk + 2 > (uJ _ l )k .

Az elsö egyenl6tlenség most is nyilvánvaló. A másod ik egyenlőtlenség k = 3
eseten (uJ_ l){u3_3) > O-val ekvivalens, ami igaz. Ha k;:::: 4, akkor a második
egyenlötleneéget írjuk át

(uJ)k _ (uJ _ l )k > 2u 2k + tl - 2

alakba. Ennek fennállását a következőképpen láthatjuk be:

(uJ)" _ (uJ _ l )k = u3(k - l ) + u 3( k - Z)(u3 _ 1) + ... + {uJ _ 1)"- 1 >

> u J k - 3 + u J k - 6 > ti . u2k + Uk > 2u2k + II - 2 .

• 1.6.4 Tegyük rel, hogy 2P- 1 - l = n 2p. Mivel p = 2 nem megfelel ő , ezért
p - l páros, és az egyenlet át írható

(2(P-1l/' _ 1)(2(p- 1l/ ' + l ) = n'p

(i)2 (p- l )/ 2 + l = pv2,és

alakba.
A bal oldalon a két tényező relatfv prim, ezért a következö két eset lehet­

séges :

illetve
2 (p - l )/ 2 _ 1 = pu2 és (ii)

Az (i) esetben az első egyenl őség baloldala p > 3-ra -t-gyel osztva 3-at ad
marad ékul . és így nem lehet négyzet sz ám. Vagyis csak p = 3 lehet séges, ami
valóban ki is elégíti a feladat feltéte leit .

A (H) esetben a másod ik egyenlős ég átírható 2(p- l )/ 2 = (v - l )(v + 1)
alakba. Ez csak úgy lehet, ha v - 1 és v + l mindket tcn ket t öhatvé nyok. Mivel
a kiilönbségük kettő , ezér t csak a 2 és 4, azaz v = 3 jöhet szóba. Az innen
adódó p = 7 valóban ki is elégít i a feladat feltételeit .

A feladat összes megoldása tehát p = 3 és P = 7.

• 1.6.10 Első megoldá" Ha n = l , akko, A(I ) = B (I ) = d(l ) = l , teh át
ekkor egyenlőség teljesül. Legyen n > 1, és legyen az n kanonikus alakja
n = pf ' ...p~ r , ahol 0 i > O. A négyzetmentcs osztókat az jellemzi, hogy ben­
nük minden Pi kitevöje O vagy 1, tehá t A (n ) = 2r

. A negyzetszémosatökban
minden p; kitev6je páros, tehát B(n) = ( I + L,,';2J) . . . ( l + L"./ 2J).
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Az a) rész állítása azonnal ad ódik a 2(1+ tai /2 J) ;::: a i +1 egyenl őtlens ég­

ből (páros ai esetén itt >, páratlan a i esetén = áll), hiszen i = 1,2, ... , r -re
a bal oldalakat összeszorozva A(n )B (n) , a jobb oldalakat összeszorozva den)
ad ódik . így az is látszik, hogy egyenlőség pont osan akkor teljesül , ha minden
i-re 2(1 + LO:i / 2J) = ai + 1, azaz ha mind en a i páratlan.

• Másodi k megoldás: Egy számból a maximális négyzet szám oszt óját levá­
lasztva a számelmélet alaptétele alapján kapjuk, hogy minden pozitív egész
egyér telmúen írh a tó fel egy négyzetszám és egy négyzetmentes szám szorza­
ta ként. így n minden osztója is egy é rtelműen írha tó fel n egy négyzetszám
oszt óján ak és egy négyzet mentes osztójának a szorzataként , teh át d(n ) :$
:$ A(n)B(n). Egyenlőség akkor á ll fenn, ha az ilyen szorzatként adódó számok
valamennyien osztói az n-nek. Ha n -ben valamelyik Pi pr ím kitevöje páros
a i = 2m , akkor a PlmPi szorzat már nem lesz osztója n-nek. Hasonlóan lát­
ható, hogy ha viszo nt n-ben minden pr ím kitevóje páratlan , akkor minden
ilyen szoraat n -nek osztója. Vagyis egyenlőség pontosan akkor telj esül, ha n
kano nikus alakjában minden prím kitev öje pára tl an .

• 1.6.28 A megfelelő rozmárlétszámok éppen a kettőhatványok. Ha a fejet
- l -nek, az írást -l- L nek vesszük, akkor a felad ato t a következőképpen fogal­
mazhatjuk át. Legyen xllx2 , • .• , Xn mindegyike l vagy - 1, és kép ezzük az
XIX2 , X2X3,"" XnX l számokat , majd ugyanezt az eljárást ism ételgessük. A
felad at azt kérdezi , hogy milyen n escte n j utu nk el gara ntáltan a csupa I -b öl
á lló soroza t hoz.

Lás suk be először , hogy pára tl an n > l -re a já ték nem felt étlenül ér véget .
A számok szoraata minden lépésben az előző számok szorzatának a négyzete ,
tehá t a másodi k lépéstől kezdve biztosan + 1. Emiatt a - l -ek száma minden
lépésbe n páros kell legyen. Ha eredet ileg nem a csupa l-esből és nem a csupa
- d-csb öl indultunk ki, akkor a játék véget érése előtt minden számnak - l -nek
kell lennie, ami páratlan sok - 1 lenne, te hát nem valósulhat meg. (Innen az is
lá tszik, hogy pára tl an n-re a já ték csakis akkor ér véget , ha a csupa +1 vagy
a csupa - 1 sorozat volt a kezdő helyzet .)

Legyen most n = r t , ah ol t > l páratl an. Ha a kiinduló helyzet periodi­
kus t ezer int (és nem minden elem azonos), akkor a páratl an esetre látottak
biztosítják, hogy a já ték nem ér véget .

Végül megmutatjuk, hogy n = 2k escté n ajáték biz tosan véget ér. Néhány
lépést felírva megsejthet ö, majd r szerinti teljes indukcióval vagy a Pascal­
háromszög alapján bizonyítha tó, hogy az r-edi k lépés ben a soroza t unk első

tagja

(l)
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ahol Xj ·t i > n-re az XI = xn+l = X2 n+l = ... l X2 = X n + 2 = ... st b. módon ér­
telmezzük (mindez nemcsak kett6hatványokra, hanem bármely n-re érvényes).
Ezt most r = n = 2k _ra alka lmazva kapjuk, hogy (l )-ben minden kitevő pá­

ros, hiszen xl-é 2, a többi xi-nél ped ig U~~l) ' ami páros (lásd az 1.6.27 felada t
(c2) részét ). tgy a szorzat négyzetszám, vagyis + 1. Hasonlóan kapj uk, hogy
az n-edik lépésben kapott többi szám is + 1, tehát a játék (legkésőbb ekkorra
biztosan) véget ért.

• 1.6 .29 Els6 m egoldás: Legyen l S k S n. Ekkor n! +k > k miatt választha­
t unk olyan p pr ímszámot, hogy nl + k a p-nek magasabb hatványával osztható,
mint k . Legyen például pO 1k , po+1 lk, és p o+1 I n !+ k (ahol o ~ Oegész) .
Ál1ltj uk, hogy p nem oszt ője az n! + t (t = 1, 2, ... •n, t t- k) számoknak.

Ha p > n , akkor ez nyilvánvaló, hiszen ekkor n darab egymás utáni szám
közül p legfeljebb egynek lehet osztója. Tegyük fel tehát , hogy p ~ n. Ha még
p I n! + t is fennállna (ahol 1 ~ t ~ n és t i- k) , akkor p l n ! miatt p I t , és így
kt In ! miatt pa+l I n! következne, ami ellentmond an nak , hogy pa+l In !+ k
és pa+11 k .

• Másod ik m egoldás: Először megmutatjuk, hogy mindegyik n! + k számnak
(1 ~ k ~ n) van n / 2-nél nagyobb prímosztója . Sőt , belát j uk, hogy az
n!+k = k(n!/k+ 1) alakban a második tényező egy tetszőleges p prímosztójára
p > n/ 2. Tegyük fel indirekt , hogy p ~ n/ 2. Az n!/ k szám az l -tó l n-ig ter­
jedő számok közül a k kivételével a többi n - l -nek a szorzata. Mivel p ~ n/2
miatt n! tényezői között p és 2p is szerepel, így nl /k-ban ezek közül legalább
az egyik megmarad (k = 2p eseten a p, k = p esetén a 2p , más k-re pedig
mindkett ö], tehát n!/k osztha tó p-vel. Emi att n!/ k + l nem lehet osztható
p-vel, ami ellentmondás.

Most be látjuk, hogy az n !+k számok egy-egy n /2-nél nagyobb tetszőleges

prímosztója megfelel a feladat feltételeinek. Eh hez elég azt igazolni, hogy egy
n /2-nél nagyobb q prímszám legfeljebb egy darab n! + j -nek lehet oszr ója
(1 ~ j ~ n) . Ha q ~ n , akkor ez abból következik, hogy n szomszédos szám
közül legfeljebb egy osztható q-val. Ha n/2 < q < n, akkor q szerepel n l-ban,
tehát ha q osztöja n! + j-nek, akkor oszt őja (n! + j) - n! = j -nek is. Mivel
2q > n ~ j > O, ezért ez csak úgy lehetséges, ha q = j , tehát a j most is
egyértelműen meghatározot t .

• 1.6 .30 A keresett maximum értéke 9.
Először megmutatjuk, hogy a 9 elé rhető. Legyenek Pl ,P2 ,. • • , P4991 kü­

lönböz ö prímszámok, és jelölj e P ezek szorzat át . Ekkor az alábbi 5000 szám
megfelel a feltételeknek:

ai = P IP i , i = 1, 2, .. . , 4991; hj = Pj ,j = 1, 2, . . . , 8 és ~ = pg·PIO ··· ··P4991·
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Itt a bl. ~, ' .. ,bg számok páronként relatí v prtmek. Belá tj uk továbbá,
hogy bármely tí z számnak a legkisebb közös többszöröse éppen P. Egyrészt P
m indegyik a i-vel és bj-vel oszt ha tó , igy P-nél nagyobb érték nem jöhet szóba,
másrészt két (vagy több) at -nek, illetve az összes brnek a legkisebb közös
többszöröse P , és bármely tfz szám között vagy megt a lálható az összes bj ,
vagy pedi g szerepel legalább két ai.

Most bebizonyftjuk, hogy tfz páronként rela t ív prim szám már nem for­
dulha t el ö. Tegyük fel indirekt , hogy a Cl , C2 , • •• , cse» kül önb öz ö pozitfv ege­
szck közül bármely tfznek a legkisebb közös többszöröse ugyan az a C szám,
és (mo ndjuk) Cll C2, ... ,CIO páronként relatív pr-írnek . Ekkor CI ,C2, .. . , CIO
legkisebb közös többszöröse C = Cl . C2 • • • •• CIO ' Tekin tsük most cu-et. A fel­
t étel ezerint C2 , C3 ," " CIO , Cll legkisebb közös többszöröse is C. Ez az t jelent i,
hogy Cl l-nek csak olyan prímoszt ói lehetnek , am elyek Cl, " " CIO valamelyi­
k öbon már előfordultak, továbbá Cll a Cl prímtényezdit pontosan ugyan azon
a hatványon kell hogy tartalmazza, mint amelyiken azok a cl -be n szerepel­
tek (hiszen ezekkel a prímekke l - a páronként relatív primség miatt - a
C2 t . . . , CIO számok egyike sem osztható). Ismételj ük meg ugyanezt a gondo­
latmenetet arra a Uz számra, amikor a Cll-hez a CI t C2 t . . . , CIO számok közül
rendre mindig másik kilencet veszünk hozzá, és igy képezzük a legkisebb kö­
zös többszöröst. Innen kapjuk , hogy csak Cll = C lehetséges. Ugyanez adódik
cia-re is, ami ellent mondás , hiszen a számaink nak kül önb özöknek kell lenniük .

• 1.6 .34 I. Először belá tjuk t hogy az S(i ) értékek között (i ;::: 2 eseté n] csak
(poz itiv) összetet t számok szere pelnek. S(i ) -=F 1, mer t S(i ) ;::: i ;::: 2. Továbbá
S(i ) nem lehet prím , mert egy olyan, k ülönb özö pozitiv egészekből képezett
szorza t , amelynek a legnagyob b tényezője prím, nem lehet négyzetszám, hiszen
a szorzat ennek a primnek csak az első hatványával osz tható.

II. Most megmutatjuk, hogy i < jesetén S(i ) -=F 8 (j ). Ind irekt tegyük
fel, hogy S(i ) = S (j ) = n. Ekkor vannak olyan i = bl < b2 < ... < br = n és
j = Cl < C2 < ... < Ca = n számok, hogy a blb2 ••• b, szorza t és a CIC2 ' " ca
szorza t is n égyzetsz ám . Szorozzuk ezeket össze, maj d hagyjuk el a kétszer
e lőforduló tényezők mindkét példányát (azaz a b lb2 . . . b r CIC2 ... Ca szorzatot
leosztjuk azon számok szoreat ának a négyzetével , amelyek mind a b-k, mind
ped ig a c-k között szerepclnek).

Az fgy kap ott szorzat tényezői között i < j miatt biztosan megtalálha tó
az i, ugyanakkor hiányzik az n . Nyilván ez a szorzat is négyzetszám, amelynek
a legkisebb tényezője i , legnagyobb tényezője viszont n -n él kisebb. Ez azonban
ellent mond S(i ) definIciójának .

III . Végül az t igazo ljuk , hogy minden n összetett szám fellép az S(i ) ért é­
kek között. Tekintsük ehhez az összes olyan Ul < U2 < .. . < U k számhalmaz t,
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amelyre Uk = n és az UIU2 . . . u,!; saorzat négyzetszám . Ilyen számhalmaz bis­
tosan létezik: ha n négyzetszám , akkor a k = l , U I = n választás megfelel,
egyé bként pedig vegyü k hozzá n -hez azokat a prfmeket , amelyek n prímt énye­
zős Celbontásáb an páratlan hatványon szerepelnek.

Tekints ük most Ul l ehető legnagyobb értéket, legyen ez rn. Bebizonyitjuk,
hogy S(m) = n .

Indirekt tegyük fel, hogy vannak olyan VI < Vz < ... < u, egészek, ame­
lyekre VI = m , VIU2 ••• v, n égyzets zám és u, < n. Ekkor a II. pon tban létett
gondo lat menet hez hasonlóan képezzük az u-k és a v-k szorzat át , majd ebből

elhagyjuk a kétszer előforduló tényezők mindk ét példányát . Az így kapott
szorza t tényezői közöt t megmarad az n, de hiányzik az m . Vagyis ez a szorzat
egy olyan négyzet szám , amelynek a legnagyobb tényezője n , de a legkisebb
tényezője nagyobb m-nél. Ez viszont ellentmond m válas ztásának.

• 1.6.3 5 a) Nem létezik.

• Els6 bizonyítás : Indirekt tegyük fel, hogy az a + kd , k = 0, 1, 2, ... számtani
sorozat megfelelne. Legyen p olyan pr im, amely nem osztója d-nek. Ekkor
könnyen láthatóan az a + kd számok k = 1,2, ... , p2_re csupa különb özö ma­
radékot ad nak p2_tel osztva. Ez azt jelenti, hogy ezek a számok minden lehet­
séges maradékot kiadnak p2-tel osztva, így speciállsan a p maradékot is. Egy
teljes hatvány azonban nem lehet m p2 +p alakú, hiszen egy ilyen szám p-nek
pontosan az első hatványával oszth ató.

• Második bizonyítás: Egy d differenciájú számtani sorozatnak N -ig kb. N/d
eleme van, azo nban N -ig csak ennél jóval kevesebb teljes ha tvány található:
legfeljebb Nl /2+Nl/3+Nl/4 +... $; N l /2+ IOg2 N ·N l/3 < 2m ,ha N nagy.
Ez azt jelent i, hogy ha N-et mcgfelelöen nagyra választj uk, akkor "nincs elég
sok" teljes hatvány ahhoz, hogy a számtani sorozat minden tagja az legyen .

• Harmadik bizonyítás : Felhasználjuk a számtani sorozatok prfmszámaira vo­
natkozó Dirichlet- tét clt , amely szerint (A, D) = l esetén az A + kD szá mtani
sorozat végtelen sok prtmsz ámot tartalmaz (5.3.1 Tétel). Eszer int a + kd~ből

m = (a , d)-t kiemelve a + kd = m( A + kD ) végtelen sokszor lesz mp alakú,
amely elég nagy p prfm eseté n nem lehet teljes hatvány.

• Negyedik bizonyítd.s: Ha a számtani sorozat elsö tagja (amelyről felte hetjük,
hogy l- nél nagyobb) a = br , ahol r > 1 a lehető legnagyobb hatványkitevő,

akkor némi számolás után adódik, hogy az a + (a2(("- I )d tag nem lehet teljes
ha tvány.

• b ) Létezik . Teljes indukcióval bizonyftunk: Tegyük fel, hogy a~ I , ... , a~"
egy d dlfferenciáj ú számtani sorozat, és legyen ennek n + l- edik tagja
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s = a~" + d. Ekkor minden tagot sk1k1 •••k" · nel beszorozva egy teljes hat­
ványokb61álló n + 1 tagú számtani sorozatot nyer ünk.

2 . K ongruenciák

• 2.2 .4 f) Akkor és csak akkor létezik modulo tn teljes maradékrendszer csu­
pacgyekb öl, ha tn = 31: alakú.

Tegyük fel először, hogy tn-nek van egy p i 3 primosztója, és mégis
lennének olyan csupaegyek. amelyek minden lehetséges maradékot kiadnának
modulo m . Ekkor nyilván modulo p is létrejönne minden lehetséges maradé k,
vagyis l éteene modulo p is teljes maradékrendszer csupaegyekből .

Ennek a modulo p teljes maradékrendszernek az elemeit szorozzuk meg
9-cel, és az ered m ényhez adj unk hozzá l -et . Mivel (9,p) = l , ezért fgy ismét
egy teljes maradékrendszert kapunk modulo p, amelynek az elemei tfzha lvá­
nyok. Ezek azonban ncm adhatnak ki minden maradékot p-vel osztva: ha
p = 2 vagy 5, akkor csak a nulla maradék jön létre, más p esetén pedi g a nulla
maradék biztosan nem jön létre.

Ez az ellentmondás mutatja, hogy ha m nem háromhatvány, akkor ilyen
csupaegyek nem léteznek.

Legyen most m = ak. Belát juk, hogy ekkor az elsö m darab csupaegy
mind különb özö maradékot ad m-mel osztva (és igy a megfelel ő darabszám
miet t te ljes maradékrendszer t alkot modulo rn] ,

Tegyük fel indirekt , hogy valamely l ~ i < j ~ tn-re a j -ed ik és az i-ed ik
csupaegy k ű l önbsége oszt ható lenne 3k · val. Ekkor (3k , 10) = l miatt ennek
a különbségnek a lOi -edrésze, ami éppen a j - i-edik csupaegy, is osztható
lenne 3k · val. Másrészt viszont r szerinti teljes indukcióval igazolható, hogy
3r -rel legelöször a 3r -cdík csupaegy osztható (lásd az 1.3.12b feladatot ). Ebből

ak = m ~ j - i < m követ kezik, am i ellent mondás.
így m = ak valóban megfelel a feladat feltét eleinek .

• g) Akkor és csak akkor létezik modul o m teljes maradékrendszer teljes hatva­
nyokból, ha m négyzetmentes , azaz csupa k ű l ö nb ő z ö prímszám szorzata (vagy
m = 1).

Ha m nem négyzetmentes, tehát valamely p prtmre m osztható p2. tel,
akkor például a p maradék nem jöhet létre: ennek a maradékosztálynak min­
den eleme p-nek pontosan az első hatványával osztha tó, és így nem lehet teljes
hatvány.

Az állítás másik felének igazolásához először megmutatjuk, hogy bármely
p primhez és bármely c-hez van olyan s > O, hogy éH - c osztható p-vel. Ha
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c osztható p-vel, akk or ez tetszőleges s-re nyilvánvaló. Minden más eset ben
is c hatványai csak véges sokféle maradékot adhatnak p-vel oszt va, ezért van
olyan r < t, hogy p oszt6ja ct - cr = cr- l(ct-r+l - cl-nek és így (Pl C) = 1
miat t ct - rH - c-nek is.

Legyen most m = Pl'" Pro Pi i- Pj _ Belátjuk , hogy tetszőleges c-hez
van olyan T > 0, hogy cT+! és c azonos maradékot adnak m-mel oszt va,
azaz cT+! - c oszt ható m-mel. Tekints ük a c-hez és a Pi-khez tar tozó előző

bekezdésb eli S i kitev öket, ezek szorza ta megfelel T -nek .
Végül tekintsünk egy Cl • . . . , Cm te ljes maradékrendszer t mod ulo m , ahol

Ci > 1. Az előbbiek ezerint minden Ci -hez létezik olyan ki > l, amelyre
ci sac:i (mod m). Ekkor a C;i teljes hat ványole teljes marad ékrendszer t alkot­
nak modulo m .

• 2.2.8 a) Pontosan akkor t udnak összegyűlni , ha m páratlan vagy osztható
4-gye!.

Ha m páratlan , akkor a legnagyobb fán levő m ókus maradjo n ott, a két
szomszédja egy lépésben odaugrik , a két másodszomszédja két lépésben oda­
ugrik stb .

Ha m osztható 4-gyel, akko r a fent i lépések után csak a legnagyobb fával
szemközt i fán marad egy m ókus, amely páros sok ugrással eljut a legnagyobb
fára, miközben egy másik mókus ide-oda ugrál a legnagyobb fa és valamelyik
szomszédja közöt t .

Végül, ha m páros , de 4-gyel nem oszt ható, akkor a mókusok nem t ud­
nak összegyűlni. Tekintsük ugyanis, hány ugrással jut hat el egy-egy m óku s
vala mely kijelölt fára. Ezeknek az ugrásszámoknak az összege mind enképpen
páratlan , tehát a feladat feltételei szerint nem valósft ható meg.

• b) Pontosan a páratlan tn-ekre lesz m óku sgy úlös .
Az a) -beli gondo lat menetek továbbra is érvényesek, ha m nem oszt ható

4-gye!.
A 4-gycl osz tható (illetve tetszőleges páros ) m-ekre számozzuk meg a fá­

kat sorban l - től m- ig. Minden helyzetben adjuk össze azoknak a fákn ak a
sorszá mait. amely fákon m ókus ül, mégpedig minden sorszámot annyiszor ,
ahá ny mókus található az ado tt fán. Ennek az összegnek az m- mel vet t ma­
radéka nem változik az ugrálás során. A kiindulás i helyzetben ez a maradék
1 + 2 + . . . + m = m(m + 1)/ 2 = rn . (m/2) + m / 2 maradéka, ami m/2 (ill
hivatkozhattunk volna a 2.2.7a feladat eredményére is). Ha mind en mókus
ugyanazon a fán tanyázik, akkor a maradék nyilván O, tehát ez az állapot nem
jöhet létre.
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• 2.2.1 2 a) Ha (a, m) = l, akkor az ari számok redukált mar adékrendszert
alkot nak , tehát páronként inkongruensek mod ulo tn.

Belátjuk, hogy m = 4k + 2 esctén (a , m) = 2 mellet t is fennáll a pá­
ronként i inkongr uencía. Tegyük fel, hogy ari sa arj (mod rn}. A 2,L3 Tétel
egyszerúsftési szabálya szerint ekkor

Továbbá (ri , m ) = (rj , m ) = l miatt r i és 'rj páratlanok , tehát

Ti =rj (mod 2).

(l )

(2)

(3)

Mivel (m/2 , 2) = l , ezért az (1) és (2) kongruenciákb ól r i =Tj (mod m) ,
vagyis i = j következik.

Most azt mutatj uk meg, hogy a fentiekt61 eltekintve az ari számok nem
lesznek páronként lnkongruensek mod ulo m .

A vizsgálatot két esetre bontjuk: (A) Az m-nek és az a-nak létezik egy
közös p > 2 primosztója; (B) 21a és 41m .

Az (A) esetben

a . (; +1) =0 ·1 = a · (2;+l) (mod rn} .

Ha it t (mip + l , m) = l , akkor alkalmas i f:- j-re

m
ri es 1 't - + 1 es r j (mod rn] , de ari sa arj (mod rn}.

p

Ha (2m lp + l , m ) = l , akkor is ugyanígy kapjuk, hogy az aTi számok nem
lesznek páronként inkongruensek modulo m .

így az (A) eset lezárásához elég azt igazolni, hogy m Ip + 1 és 2mlp + l
közül legalább az egyik relatív prím az tn- hez.

Legyen (m/p+ I ,m) = d. Ekkor d Ip(m /p + l ) - m = p, az az csak d ~ p
vagy d = l lehetséges. Ugyanígy adódik, hogy (2ml p + I ,m) = p vagy L

Mindkét legnagyobb közös osztó azonban nem lehet p, ugyanis

2(m /p + l ) - (2m /p + l ) = l

miatt m i p + l és 2m l p + 1 relatív prímek.
Végül, a (13) eset ben (m /2 + 1, 2) = 1 miatt (3)-ból a fenti ekhez hasonlóan

kapjuk, hogy az ari számok nem lesznek páronként ínkong rue nsek modulo m.
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Most még egy bizonyítást mutatunk a feladat állításának arra a részére,
hogy az a r i számok csak a megadott esetekben lehetnek páronként ínkongr u­
ensek modulo m . Ehhez az Euler-féle <p-függvényt fogjuk felhasználni.

Legyen p az m tetszőleges prfmosztója. Az ri számok száma ((J(m), és ezek
(legfeljebb) rp{m/p) -féle maradékosztályba eshe tnek modulo mfp. Ha tehát
1.p(m) > rp(mfp) , akkor bizt osan van olyan ri és r j (i i- j) , amelyek azonos
marad ékot ad nak m/ rrvel osztva, és így ha p Ia , akkor m I ari - arj' Vagyis,
ha az ari számok min d különböző maradékot adnak m-mel osztva, akkor az
a-nak az rn-mel csak olyan p közös primosztója lehet , amelyre rp(m) = ({J(m/p).

A c-függvény képlet éb ól (lásd a 2.3.1 Tételt ) könnyen adódik, hogy

<p(m) = p<p(mlp), ha p' Im, és <p(m) = (p- I)<p(mlp), ha (p,mip) ~ l .

Igy a tp(m) = I.p(m fp) egyenlőség pontosan akkor teljesül , ha p = 2 és
(2,mj2) = 1. Ez azt jelenti, hogy ha az ari számok páronként inkongruensek,
és a és m nem relatív prfmek, akkor csak az az eset lehetséges, hogy m páros
és nem oszt ható 4-gyel, továbbá. (a, m) = 2.

• b) Mivel az T. + b elemek száma <p(m), és nyilván páronként inkongruensek
modulo m, ezért akkor és csak akkor alkot nak redukált maradékrendszert , ha
valamennyien relatfv prtmek ru-hez.

Legyen az m összes különböző prímoszt6ja P b'" . p«. Először azt lá tjuk
be, hogy ha Pl · .. .. Pa Ib, akkor (ri + b, m) = 1.

Ez valóban igaz, hiszen bármely 1 ~ j ~ s esető n

Pj I b, Pj ,fT; => Pj ,fT; + b ,

vagyis r i + b-nck és rn-nek nin cs közös prímosztója.
Most megmu tatjuk, hogy más b értékek nem felelnek meg, azaz található

hozzájuk olyan i, amelyre (r i + b, m) f= 1.
Tegy ük fel, hogy a pj prlmek közül pontosan a Pl, . .. ,Pk osztój a a

b-nek. Itt a feltét el szarint k < s. Ha a b egyik Prvel sem osztható, akkor ezt
tekint hetjük a k = O esetn ek.

Legyen v = Pk+l "'P" - b. Ekkor (v ,m) = l , ugyanis v nem osztható
egyik Pj -vel sem, hiszen bármegyik j-re a Pk+l . . . p"- b különbségnek pontosan
az egyik tagja oszt ható Prvel.

Ez azt jelenti , hogy van olyan i , amel yre ri es v (mod rn]. Ugyanakkor
ri + b sa v + b = Pk+l ... p" (mod rn}, te hát r i + b nem relatív prím az m-hez.
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• 2.2 .13 Akkor és csak akkor léteznek ilyen maradékrendszerek, ha (k,m) = 1.

Elégségesség: Tegyük fel, hogy (k, m) = 1, és legyen

ai = 1 +ki. i = 1, 2•. . . , m, illetve bj = l + m j, j = 1, 2, ... ,k.

A 2.2.4 Tétel alapján ezek valóban te ljes maradékrend szerek mod ulo m ,
illetve modulo k.

Megmutatjuk, hogy az aibj szersatok teljes maradékrendszert alkot nak
mod ulo mk. Mivel a számuk mk, tehát csak a páronként i inkongruenciát kell
belátni .

Tegyük fel, hogy

(l + ki)( l + mi) '" (l + kr)( l + ms) (mod mk).

A beszorzások elvégzése után mindkét olda lból l-et kivonva és az mk-val oszt-
ható tagokat elhagyva a .

ki + mj == kr + m s [mod m k ) (l )

kongruenciahoz jutunk.
Tekintsük (l)-et most csak modulo m , ekkor ki ss kr (mod m ) adódik.

Mivel (k ,m) = 1, ezért ezt k-val végigosztva i == r (mod rn], azaz i = r
következik. Ugyan így kapjuk, hogy j = s.

Szüks égess ég: Tegyük fel, hogy (m, k) i 1. Azt kell igazo lnunk, hogy az
al , .. . ,arn (modulo m), illetve bl, ... , bk (mod ulo k) teljes marad ékrendsze­
rekb öl képzett aibj szorzatok nem alkotha tn ak teljes maradékrend szer t mod ulo
mk.

Legyen p az m és a k egy közös prtmoszt öja. Ekkor az a j , illetve bj elemek
között mIp, illetve k fp darab p-vel osztható található.

Az aibj szorzat pontosan akkor osztható p-vel, ha egy tetsz ő leges ai- t
egy p-vel oszthat ó brvel szorzunk meg, vagy fordítva , de így kétszer számol­
t uk azokat a szorzatokat, ahol mindkét ténycz6 oszt ha tó volt p-vel. Ebb61
következik, hogy az aibj azorza tok közül

k mm k 2mk mk
m ·-+k · ---·-=----

p p p p P p2
(2)

a p-vel oszthatók száma. Ugyanakkor egy modulo mk te ljes maradé krendszer­
ben a p-vel oszthatók száma mkf p, ami (p > l miatt) nem egyenl6 (2)-vel,
tehát az ai bj szorzetok nem alkothatnak teljes maradékrendszert mod ulo mk.
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• 2.2.14 a) Szükségesség: Ha (a , b) = d > l , akkor T-b en csak d-vel osztható
számok szerepe lnek, tehát például a redukált maradékosztályok egyáltalán nin­
csenek reprezcntalva.

Elégségesség: T elemszáma ab, így csak a páronkénti inkongrue nciát kell
igazolni . Ha

ilb + ha == i2b+ha (mod ab),

akkor ez a kongruencia modulo a is te ljesül: i lb sa í 2b (mod a). Itt (a, b) = 1
miatt egyszerűsí t hetü nk b-vel, ekkor i l es i z (mod a), vagyis i l = i 2 adódik .
Hasonlóan kapj uk, hogy JI = h·
• b) A szükségess ég, valam int az elégségességnél a páronként i inkongruencia
igazolása ugyanúgy történik , mint az a) részbe n. Az elégségességnél azt kell
még belátni , hogy (a,b) = 1 esctő n R minden eleme valamelyik redukált ma­
rad ékoszt ályba tartozik, és valamennyi red ukált maradékosztályna k valóban
szerepel reprczentá nsa R-ben. Más szóval:
(A) R elemei rela tív prímek ab-hcz ; és
(B) ha (u , ab) = 1, akkor van R-nek olyan v eleme, amel yre u es v (mod ab).

(A) igazolásához tekints ük ab egy tet szölegos p prímosztójá t , és mutassuk
meg, hogy p nem osztój a rib + s je-nak.

Mivel p prím és (a , b) = 1, ezért az alábbi két eset lehet séges:

(o ) p I a és p Ab, (lj) P Aa és p lb.

Az (cr) eset ben p,(b és p ,(ri , és ezért p prím volta miatt p ,(rib , ugyanakko r
p I sja, teh át valóban p,(rib + s ja. Hasonlóan intézhető el a ({3) eset is.

Végül (E) igazolásához legyen (u , ab) = 1, és írjuk fel az u számot

u = rb+sa (l)

alakban. Ez megtehető , hiszen (a, b) = 1 miatt az u = bx + ay diofantikus
egyenlet megoldható.

Az (1) előállításban (r ,a) = l , hiszen különben (r, a ) nem triviális közös
osztója len ne u-nak és ab-nek. Ezért van olyan i, amelyre r ss ri (mod a).
Hasonlóan kapj uk, hogy van olyan j, amel yre s ss Sj (mod b).

Megmutatjuk, hogy R-nek az így ad ódó v = rib + s ja eleme kongruens
u-val modulo ab. A

v - u = (rib+ sj a) - (rb + sa) = (ri - r )b + (Sj - s )a

előállítás végén szereplö összeg első tagj ában ri - r osztható a-val, a második
tagban pedig Sj - S osztható b-vel, tehát v - u valóban oszt ható ab-vel.
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• c) Egyrészt a b)-beli R halmaz elemszáma r.p(a)r.p(b), másrészt (a,b) = 1
eseten R redukált maradékrendszer modulo ab, tehát elemszáma rp(ab).

• 2 .3 .18 Az n ~ 3 egészek nyilván megfelelők.

Megmutatj uk, hogy n > 3-ra r.p(n!) = k! nem te ljesülhet . Ez n = 4-re
nyilvánvaló, a továbbiakban legyen n ~ 5.

Jelölj ük A(j)-vel a 2 kitevőjét a j! kanonikus alakjába n.
Mivel a feltétel szerint k < n, ezért

A(k) ~ A(n) . (1)

Másrészt r.p(n!)-ban biztosan szerepelnek a 2A(n )- 1 , 3- l és 5- 1 tényezők,

ezér '
A(",(n!» 2: (A(n) - 1) + 1 + 2 > A(n ) . (2)

Az (1) é, (2) egyenlőtlenségekből A(",(n!» > A(k) adód ik, így a ",(n !) = k!
egyenlőség valóban nem teljesül het .

• 2 .3 .19 Akkor ils csak akkor létezik olyan számtani sorozat. amely redukált
maradékrendszer modulo rn, ha m ket t öhe tvany, prím vagy egy prfmszám
kétszerese.

Elégségesség: Ha m = 2"'. ak kor 1, 3, .. . •2'" - 1. ha m = P. akkor 1, 2, ... ,p- l ,
ha pedig m = 2p (ahol p > 2), akkor p +2, p +4, ... , 2p - I, 2p+ 1, ...• 3p -2
megfelel.

Szükségesség: Ind irekt . tegyük fel, hogy m nem a fent i alakú, és mégis talál­
tunk egy olyan

a,a +d,.. . , a + (",(m) - l)d (1)

számtani sorozato t . amely redukált maradékrendszer modulo m.
Legyen p az m egy páratlan pr tmosat ója .
Ha p Id, akkor az (1) számtani sorozat, vagyis a red ukált maradékrend szer

minden eleme a-val kongruens modulo p. Ez azonban az (l )m és a (- l)m
redu kált maradékosztályokat reprezentáló elemekre egyszerre nem teljesülhet,
ngyan is 1 't - 1 (mod p).

Ha (P.d) = 1, ak kor az a.a + d•... ,a + (p - l )d elemek te ljes maradék­
rendszert alkotnak modulo p. Igy ezek közöt t lesz p-vel osztható is, ami nem
relatí v prtm az tn-hez. Ez azt jelenti . hogy es az elem nem szerepelhet ( l)-ben.
Ez csak úgy lehetséges, ha p - l ~ 11'(m) - 1, azaz

p 2: ",(m). (2)
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írjuk fel tn-et m = tp alakban, ahol a felt ételek szerint t > 2. Ekkor
Ip(t) 2: 2 és a 2.3.lOa feladat felhaszn álás ával kapjuk, hogy

<p(m) ~ <p(tp) 20 <p( t )<p(P) 20 2(p - l ) > p ,

ami ellentmond (2)-nek.

• 2.5.7 EIsó megoldás: Ha (a,m) = d, akkor a b = d, 2d, .. . , (mjd)d, összesen
mld darab b értékre f(b) = d, a többi l :5 b :s tu-re pedig nincs megoldás ,
tehát I( b) = O. Ez ért a kereset t összeg L:;':" I(b) = (m /d)d = m .

• M ásodik megoldás: Az x = 1, 2, ... , m számok mindegy ike pontosan egy
darab b esetén lesz az ax es b (mod m) kongruencia megoldása, ennélfogva
L:;:'1!(b) = tn. Ez a meggondolás nemcsak lineáris kongruenci ákra, hanem
tetszőleges magasabb fokú h polinomot véve a h(x) ss b (mod m) kongruenci­
Akná l is ugyanígy érvényes.

• 2.6.9 Az útmutatásnak megfelelöen az x es 393837 (mod 1440) kongruen ciár6l
van szó, és 1440 = 25 . 32 . 5 alapján ehelyet t a 25, 32 és 5 modulusokra adódó
kongruenciarendszert vizsgáljuk.

Mivel 39 es - 1 (mod 5) és 3837 páros, így x ss 1 (mod 5).
Mivel 3 l 39, ezért x == O (mod 9).
Végü l, 39 " 7 (mod 32) és 7' ~ 49' ss 17' es l (mod 32), továbbá 41 3837 ,

ennélfogva x ss l (mod 32).
Ennek rnegfelel öen az

X" 1 (mo d 5), X" O (mod 9) , X" 1 (mo d 32)

szimultán kongruenciarendszert kell megoldan i.
Az első és utolsó kongruenciab ól x == 1 (mod 5 . 32 = 160), azaz

x = 160z + 1. Ezt a középsö kongruenci ába vissaahelyett es ít ve 160z + 1 == O
(mod 9), ahonnan z sa 5 (mod 9), vagyis z = 9t + 5. Innen

x ~ l 60(9t + 5) + l = l440t + 801, tehát X" 801 (mod 1440) .

A keresett pontos id ő te há t 13 óra 21 perc.

• 2.8.5 c) Az útmutatásban jelzett négy állítást bizonyítj uk.

(i) A műveletek ,jósága", az azonoss ágok teljesülése, a nullelem és az
ellentett létezése az a) pontban látottak mint ájára igazolható.



M EGOL DÁSOK 2 .8. 641

(ii) Legyen m = tk, ahol a feltéte lek szarint t > 1 és (t, k) = 1. A sz óban
forgó maradékosztályok (rk)m , ahol a :s; r :s; t - L (Ha más r -eket veszünk,
akkor is ugyanezeket a maradékoszt ályokat kapjuk, csak más reprezent ánsok­
kal.)

Az (sk )m maradékoszt ály pontosan akkor lesz egységelem. ha

(sk)m(rk)m ~ (rk)m , azaz srk'" Tk (mo d tk) , T ~ O, 1 . .. , t - l. (1)

Ha az (l )-beli kongr uenci a r = l -re teljesü l, vagyis

sk' " k (mod tk) , (2)

akko r (2)-t r-rel beseorozva kapjuk, hogy (l) minden r-re fennáll . Ez az t
jelenti, hogy (2) is ekvivalens azzal, hogy az (sk )m maradékoszt ály egységelem .

A (2) kongruenci át k-val eloszt va a vele ekvivalens sk == l (mod t) kong­
ruencia t kapj uk. Az egységelem lét ezéséhez tehát azt kell belátnunk. hogy az
xk == l (mod t) lineáris kongruencia megoldható. Ez pedig (t , k) = 1 miatt
valóban igaz.

(iii) A feltétel szerint (t , k) = l és t prím. (i) és (H) alapján már csak az t
kell igazolni , hogy minden 1 :s; r :s; t - l cset éri az (rk )m maradékosztálynak
létezik inverze. Legyen (sk)m az egységelem, és keressük (rk)m ínverzét (u k)m
alakban:

(Tk )m(uk)m = (sk)m , azaz Tuk' " sk (mo d tk ). (3)

A (3)-beli kongruenciát k-val elosztva a vele ekvi valens ukr == s (mod t) kong­
ruenci ához jutunk. így azt kell belát nu nk, hogy az xkr == s (mod t) lineári s
kongruencia megoldható. Mivel (t ,k) = l és t prím volta miatt (t, r) = 1,
ezért (t , kr) = l is teljesül , tehát a kongruencia valóban megoldható.

Megjegyzés: A fenti gondo lat menet finomításával az is be látható, hogy ha
(t , k) = 1, de t összetett, akkor nem kapunk testet . S6t, ennél általánosabban
az is igaz, hogy bármely (t, k) = 1 eset én az R gyűrű "teljesen ugyanolyan".
mint a modulo t maradékosztályok gyűrűje (pontos megfogalmazásban ez azt
jelenti , hogy a két gyűrű izomorf, azaz létezik közöttük egy kölcsönösen egyér­
telmű. m üvelettart ó leképezés).

(iv) Használjuk a korábbi jelöléseket. Az (rk)m i- (a)m maradékosztály
pontosan akkor nullosztó, ha van olyan (vk) m i- (a)m . amely re

(Tk)m(vk)m ~ (O)m, azaz Tvk' " O (mo d tk ) . (4)

A (4)-beli kongruenci át k-val elosztva a vele ekvivalens vkr == a(mod t) kong­
rucncí át kapjuk. így azt kell belát nunk. hogy az xkr == a (mo d t ) lineári s
kongruenciának van v ~ a (mod t) megoldása is. Mivel a megoldásszám
(t , kr) > 1, ez valóban teljesü l.



642 MEGOLDÁSOK 3 .3 .

3 . Magasabb fokú kongruenciák

• 3. 2. 6 Tegyük fel, hogy Op (a) = o p e-a) = k. Ekkor

l =- a' es (-a)' = (-l)'a' =- (- l) ' (mod p) , (l )

tehát k páros, k = 2t . Innen adódik, hogy p Ia2t - 1 = (at _ l) (at + l) , amiből

p prím tulajdonsága és t < op(a) miatt p I at + 1, azaz at ss -1 (mod p)
következik. Ugyanfgy kapjuk , hogy (_ a)t sa - 1 (mod p). Innen az [L j-hez
hasonló gondolatmenet tel azt nyerjü k, hogy t is páros, azaz valóban 4 l op(a ).

A megfordításhoz legyen op(a) = 48. Ekkor ( _ a)4~ = a4
& == 1 (mod p)

miatt r = ope-a) I 48. Tegyük fel indirekt, hogy r < 48. Ha r páros, akkor
l es (-at = c" (mod p) ellent mond op(a) = 48-nek. Ha r páratlan, akkor
r I s és 1 sa (_ a)2T = a2r (mod p) miatt ugyanígy ellentmondásra jutunk.

Megjegyezzük , hogy a megfordítás összetett modulus eset én is igaz (a bi­
zonyftásban sem használtuk ki, hogya modulus prim), a másik irány azonban
nem igaz, pé ldául 0 21 (8) = 02d - 8) = 2.

• 3.2.9 A felt ételb ól (a,p ) = 1, tehát Op (a) létezik. A kis Fermat-t étel szer int
1 es a2p - 2 = a2p - lOa8 == _ a8 (mod p), teh át a S == - 1 (mod p). Ezt négy­
zetre emelve kapjuk , hogy a 16 == 1 (mod p). A 3.2.2 Tétel (i) állítását (és a
p > 2 miatt fennálló 1 =t - 1 [mod p) inkongruenciát ) felhasználva azt nyerjük,
hogy op(a) 116, de op(a)JS, tehát op(a) = 16.

• 3. 3.10 Ha a == bT (mod p) és b == aS (mod p ), akkor a 3.2.4a feladat alapján
op(a) és op(b) kölcsönösen osztják egymás t, tehát egyenlök.

A megfordításhoz vegyünk egy g primitív gyököt , legyen a == s" (mod p),
illet ve b =- g' (mod p). A 3.2.4c feladat alapján ekko, op(a) = (P- l) / (p-l , u),
illetve op(b) = (p- l )/ (p - l , v). A rend ek egyenlősége miatt innen (p - l , u) =
= (p - l , v) következik.

Az a és b szerepe szimmetrikus , így elég olyan r létezését igazolnunk,
amelyre a es bT (mod p ). Ez a kongruencia átí rható gU es gVT (mod p ) alakba,
amely az u es vr (mod p-l ) lineár is kongruenciaval ekvivalens (ahol r az
ismeretlen) . Ez a lineáris kongruencia a (p - l ,v) = (p - l , u) 1 u feltétel
teljesülése miatt valóban megoldható .

Az r létezését az aláb bi módon is belát hatjuk: Legyen op (b) = k. Ek­
kor egyrészt a 3.3.9 feladat (vagy a 3.3.3 Tétel második bizonyítása) szerint
az összes k-adrendú elem száma r.p(k) , másrészt a 3.2.4b feladat alapján a
b,b2, . . . ,bk elemek között is r.p(k) darab k-adrendú elem található, tehát ezek
adják az összes k-adrendű elemet.
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M egjegyzé8: Hasonlóan igazolható a következ ő által ánosabb eredmény is:
Op(a) I op(b) ak kor és csak akkor te ljesül, ha van olyan r pozitív egész, amelyre
a" b' (mod p).

• 3 .4.9 Először tegyük fel, hogy indga = ind h b. A 3.2.4c feladat alapjá n
ekkor

p - l p - l
op(a) = ) = = op(b) .

(ind,a ,p-l (indhb ,p- l)

Most tegyük fel megfordítva, hogy op(a) = op(b), és legyen g egy tetszöle­
ges primitív gyök mod p , indg a = r , indg b = s . Ismét a 3.2.4c feladat alapján
kapj uk, hogy ekkor (r,p - l ) = (s,p - l ).

Az Ind, b = r feltételt teljesítő h primitív gyököt h := gl: (mod p) alakban
keressük, ahol (k, p - 1) = 1 a 3.3.4 Té tel (i ) eüneee szer int . Ekkor a feltétel
Atírhat6 a

9' "b"h'" (9')' = 9" (mod p)

alakba, ami
S" kr (mod p - l ) (l)

fennállás ával ekvivalens. Az (1) összefüggés a k-ra nézve egy lineáris kongru­
encia, amely (r, p - l ) = (s ,p - l ) I s miatt megoldható.

Azt kell még rncgmutatnunk, hogy van olyan k megoldás is, amely p - I­
hez relatív prfm.

J elöljük az (r , p - 1) = (s , p - 1) számot d-vel. Ekkor (l)-et d-vel egysze­
rúsft ve a vele ekvivalens

s r ( P-l );j "k . ;j mod -
d

- (2)

kongruenciahoz jutunk. A (2) bal olda la relatív prim a modulushoz, hiszen
(s / d, (p - l l / d ) = 1. Ezért a jobb oldal is relatív prim a mod ulushoz, tehá t
(k, (p - ll /d) = l is te ljesül.

Ha p - l minden prímosztója szerepel m ár (p - l l /d-ben is, akkor innen
(k,p - 1) = 1 következik, tehá t készen vagyunk. Ellenkez ő eset ben legyen Q
a p - l azon prfmosztóinak szorzata, ame lyek relatív primek (p - l l / d-hez és
ko a (2) kongruencia egy tet szölegos megoldása. Ekkor az

(
p - l)x sa ko mod -

d
- , x" l (mod Q)

szimultAn kongruenciarendszer megoldásaként kapott k minden feltételnek ele­
get tesz: továbbra is kielégít i az (l) kongr uenciát és emellet t relatív prfm
p - l -hez.
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(I)

. 3.5. 12 Első bizonyítás: Ha az a szám lOO-adik hatvénymarad ék. azaz pIa
és van olyan w, amelyre a == w 100 (mod p), akkor a es (W 5)20 == (w2 )50

(mod p), tehát a egybe n 20-adik és 50-edi k hatványmaradék is.
A megford ít áshoz tegyük fel, hogy az a szám 20-aclik és 50-edi k hat vány­

maradék is, vagy is pIa és van olyan u és v, amelyre u20 == vSü == a (mod p).
Ekkor utOO es a S (mod p) és VIOO es a2 (mod p). Ezeket az a . (a2 ) 2 = aS egyen­
lőségbe beírva a (v 2 ) 100 == u t OO (mod p) adódik. Mindkét oldalt (vp - 3 ) l OO_z a l

szorozva a kis Fermat-t étel miatt kapjuk, hogy a sa (VV - 3U)100 (mod p) , tehát
az a valóban lOO-adik hat ványmarad ék.

• Második bizonyítás: A 3.5.3 Tétel ll indexes" kri t ériuma ezerint az alább i
ekvivalenci át kell igazolni :

. { (20,p - l ) ! ind a
(100, p - 1) Imd a <=> (50,p - 1) I ind a

It t (20,p - 1) I (100,p - 1), illet ve (50, p - 1) I (100,p - 1) miatt az egyik
irány nyilvánval ó.

A megfordítás hoz azt kell megmutatnunk , hogy ha (20, p - l ) I ind a és
(50,p - 1) I inda , akkor (l OO,p - l ) I ind a is teljesül. Ha 25A'p - 1, illetve
4Jp - 1, akkor (100,p- l) ~ (20,p - 1), illet ve (IOO,p -1) = (50,p - 1), te há t
készen vagy unk. Ha 25 Ip - l és 4 l p - l , akkor (Sa,P - 1) = SO I ind a és
(20,p - 1) = 20 I ind a , tehát [50, 20] = 100 = (lOO,p - l ) I ind a .

• Hasonló módon nyerhetünk egy harmadik bizonyítást a 3.5.3 Téte l "hat vá­
nyos" kr itériuma alapján , ezt nem részletezzük .

• Az útmutatásoknál már megfogalmaztuk a feladat ált alánosítás át: a akkor
és csak akkor lesz egyszerre k-adik és n-edik hatványmarad ék, ha [k,n j-edik
hatvénymarad ék.

Mind h árom bizonyít ás átv ihető az általános esetre is. Ekkor a "nehezebb
iránynál" az első bizonyításban az a-(a2 )2 = a 5 alapjául szolgáló l = l .5 - 2 ·2
egyenlőség helyére az 1 ~ b([k ,nl/k ) - e([k ,nl / n ) előáll ítás lép , a másodi k
(és harmadik) bi zonyításnál pedig a [(k ,p - l ), (n ,p - 1)] = ([k, nj, p - l )
összefüggést lehet felhasz nálni (lásd az 1.6.19b feladatot ).

• 3. 7.3 b ) Bebi zonyítjuk , hogy pára t lan a és k 2: 3 eset én az

x 2 sa a (mod 2k
)

kongruencia akkor és csak akkor oldható meg, ha

a" 1 (mod 8) ,

és megoldhatóság eset én a megoldásssam 4.

(2)
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Mivel páratlan c-re c;2 ss l (mod 8) , ezért (2) az (l) kongruencia megold­
hatóségának szükséges feltétele.

Most azt igazoljuk, hogy megoldhatóság esetén a megoldásszám 4. Tegyük
fel, hogy egy rögzített (páratlan) c- ra x sa c (mod 2k ) megoldása ( l)-nek.
Ebben az ese tben d akkor é; csak akkor megoldas, ha

2' 1d' - e' = (d -e)(d +e) . (J)

Mivel c és d páratlan, ezért mindkét tényez6 páros szám. Megmutatjuk azon­
ban, hogy c+ d és d - c nem lehet egyszerre -t-gyel oszt ható. Ellenkező esetben
ugyanis 4 I (d - c) + (d + c) = 2d is teljesülne , ami ellent mond d páratlansá­
gának.

Ebből az következik , hogy (3) po ntosan akkor érvényes, ha a d - c és d + c
közül (pontosan) az egyik oszt ható 2k - 1_gyel. Innen d == ±c (mod 2k - 1) , azaz
(l )-re valóban négy (páronként inkongruc ns) megoldás t kapunk mod 2k :

x e c, x == c+ 2k - 1, X== - c, X== _ c + 2k - 1 .

Végül belátj uk , hogy (l ) megoldhatóságához a (2) feltétel nemcsak saü k­
séges, hanem egyben el égséges is.

Nyilván elég a mod 2k páronként inkongruens l $. a < 2k értékekre sza­
rít kozni. Ekkor egy mod 2k redukált maradékrendszer minden eleme pontosan
egy ilyen a eseten lesz az (l) kongruencianak megoldása. Ez az t jelenti, hogy
a kongruencia 1p(2k) /4 = 2k - 3 darab a-ra lesz megoldható. Mivel a (2) Iel­
tételt éppen ennyi a teljesíti , ezért az (l ) kongruenciának ezek mindegyikére
megoldhat6nak kell lennie.

4. Legendre- és Jacobi-szimbólum

• 4. 1. 13 a) (Valamennyi kongruencia a 13 modulusra vonatkozik.) Elő­

ször elérjük, hogy a másodfokú tag együ t thatója 1 legyen . Ehhez a kong­
ruenciá t megszorozzuk - 4-gyel (mivel (4, 13) = l , ezért ez ekvivalens lépés):
- 12x2 - 20x - 20 es O, azaz x2 + 6x + 6 es O. Most alakítsun k teljes négyzetté:

(x + J)' " J " 16 <=> x +J" ±4 <=> X" l és 6.

A -4-gyel való szorzás helyett oszthat unk is 3-mal, ha előtte a többi tag
együtt hatóját 3-mal osathat ókra cseréljük: 3x 2 + 5x + 5 == 3x 2 + 18x + 18 == 0,
é; [gy x2 + 6x + 6 es O.
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Egy újabb lehetőség, hogy az eredet i kongruenciér bcszorozzuk 4 . 3-mal,
és ezután alakitunk teljes négyzetté:

36x' + 6üx+6ü = (6x+5)'+35= O = (6x+5)'= 4 = 6x + 5 =±2 .

Ezután a Gx == - 3 és 6x sa - 7 lineáris kongruencíákat kell megoldani.

• 4 .2 .8 Az útmutatásban szereplö f = (x2 + 1)(x2 -17)(x2 + 17) polinomnak
nyilván nincs racionál is gyöke.

Az f( x) ss O (mod m) kongruencia megold hatóságához a kínai marad ék­
tétel szerint elég igazolni, hogy az f(x ) == O (mod pk) kongruencia megoldha tó
minden pk prlmhatványra .

Az x 2 es 17 (mod 21c ) kongruencia megoldható, mert 17 es 1 (mod 8), lásd
a 3.7.3b felad at megoldását.

Ha p > 2, akkor

(~1) (~) (-;7) = (-;7)' = 1
miatt az J-et alkotó három t ényez ő közül legalább az egy iknek létezik megöl­
désa mod p. Innen p páratlansAga miatt a 3.7.2 felad at (vagy a 3.7.1 Tétel)
alapján adódik, hogy mod pic is létezik megoldás .

• 4.3.7 b ) Megmutatjuk, hogy éppen a négyzetszámok a kereset t a értékek.
A négyzetszámok valóban megfelel ők, ugyani s ha a = 92, akkor

(:) = ( :) = (~)' = l.

A megford ítéshoz tegyük fel, hogy a nem négyzetszám. Legyen el ösz ő r

a > o. Ekkor van olyan prím, amely páratlan hat ványon szerepel az a kanoni­
kus alakjában.

Ha a 2 ilyen prím, azaz a = 2i t , aho l i és t páratlan, akkor legyen m az
x == 5 (mod 8), x sa 1 (mod t) szimult án kongruenciarendszer egy (pozitfv)
megoldása. Ekkor (t > l-re)

Ha egy p > 2 pr ím kitevöje páratlan, azaz a = 2 i piv, ahol i ~ O, j
páratlan és (v, 2p) = 1, akkor legyen m az x es l (mod 8), x == l (mod v ),
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x == c (mod p) szlmultén kongruenciarendszer egy (poz itív) megoldása, ahol c
egy kvadrari kus nemmaradék mod p. Ekkor

( :) = (:); (~) ~Y = i . (:)<-1)= (-l)m= -1 .
Legyen végtil a < O. Ha lal nem négyzetszám , akkor járj unk el a fen tiek

szerint . Ha a = _ 8 2 , akkor bármely 4k + 3 alakú m megfelel (amely páratlan,
l -nél nagyobb és relatív prím a-hoz):

(_8')_(-1) (8)' _- _ - - _ _ 1.
m m m

5. P rimszámok

• 5.1.5 c) Ind irekt tegyük fel, hogy p < n a legkisebb olyan prim, amelyre
(P, d) = 1. Ekkor a prímekből á lló számtani sorozat első p tagja , a , a + d, . . . ,
a+(p - l )d teljes maradékrendszer modulo p , és így van közöttük p-vel osztható,
am i a feltétel sze rint csak maga a p lehet, azaz p = a + j d. Ha itt j > O, akk or
p minimalitása mia t t az a prím oszt6ja d-nek, tehát a osztőja minden tagnak,
ami ellent mond ezek prím voltának . Ezért csak p = a lehetséges, ekkor viszont
a számtani sorozat p + l-ed ik tagja , a + pel= p(l + d) nem prí m .

• 5. 2.5 Gauss tétele szerint azt kell megvizsgálnunk , mely 2k -1 alak ú számok
Irhat ök fel különböző Fermat-p rfmek szorzatek ént .

Először megmutatjuk, hogy k szü kségképpe n kettöhatvény, Indirek t te­
gyük fel , hogy k-nak létezik egy q pára tlan pr tmosat öja . Ekkor 2q - 1 I 2k - 1
is teljesül. Továbbá az 5.2.3 Téte l ezerint 2q - 1 mind en prímosztója 2rq + 1
alakú, ami q páratlanságá miatt nem lehet Fermat-prím. Ez viszont ellent­
mond annak, hogy 2k - 1 mínd en prímoszt6ja Fermat -prlm.

Legyen tehát k = 2n+l . Ekkor az 5.2.la feladat alapj án 2k - 1 =
= FoFt . . . Fn . Ha O ~ n ~ 4, akk or kapjuk, hogy 2k - 1 val6ban csupa
kü l őnbözö Fermát-prím szorzata , tehá t ez az öt k érték megfelel. Ha azonban
n ;::: 5, ak kor 2k - 1 oszt ható Fs-tel , és így 641-gyel is, ami nem Fermat-prtm.

Összefoglalva, szabá lyos 2k - l-szög akkor és csak akkor szerkeszt het ö, ha
k = 2, 4, 8, 16 vagy 32.

• 5 .2.7 Tegyük fel először , hogy 2p + l I Afp , és legyen q a 2p + l tetszőleges

prfmoszt6ja. Ek kor q I U p is te ljesül, ezér t az 5.2.3 Tétel szerint q = 2pk + l
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alakú. Mivel q l 2p + l , így csak q = 2p + 1 lehet séges, vagyis 2p + 1 prím. Azt
kell még igazolni, hogy p == 3 (mod 4). Nyi lván p i- 2. Ha p es 1 (mod 4) állna
fenn , akkor ebből q = 2p + 1 == 3 (mod 8) és így (%) = - 1 követ kezne. Ez

azonban ellentmond anna k, hogy a 2p + 1 IMI' feltét el átírha tó a 2 (q- l )/ 2 es 1
(mod q) alakba.

A megforditáshoz legyen q = 2p + 1 prím és p ss 3 (mod 4). Ekkor q == 7
(mod 8) , ezért (~) = 1, azaz 2 (q-l )/2 es l (mo d q), am i éppen a bizonyítani

kívánt 2p + l I MI' oszthatóságot jelenti .

• 5. 2. 9 A számpár páros eleme csak kett őhatvány lehet .
Vizsgáljuk először azt az esetet, amikor n + 1 = 2a és n = q{3 (ahol q

pár atlan prím, a , (3 ~ 1). Ekkor Za = ql3 + 1.
Ha f3 = l , akk or q Mersenne-prfm.
Ha {3 páros, akkor a jobb oldal 2 maradékot ad 4-gyel osztva, ami lehe­

tet len .
Ha {3 > 1 páratlan, akkor a jobb oldal (q+ 1)(q6- 1 - qP-2 ± .. .+ 1) alakba

írha tó. Mivel itt a második tényező egy l -n él nagyobb páratlan szám, ez nem
lehet kett öhatvány, tehát ismét ellentmondásra jutot tunk .

Tegyük most fel, hogy n = 20" és n + 1 = qP. Ekkor 20" = qP - 1.
Ha {3 = 1, akkor q Fermat-prím.
Ha {3 páros, akkor a jobb oldal (qP/2 - 1)(qfJI 2 + 1) alakba írható. Itt

mindkét tényező maga is kett öhat vány, a k ülönbs ég ük kett ö, teh át csak a 2 · 4
szorzatról lehet szó. Ekkor 20" = 8, qP = 9.

Végül , ha {3 > 1 páratlan , akkor a jobb oldal (q _ l)(qP-l + qO - 2+...+ 1)
alakba írha tó. Mivel itt a második tényező egy l- n él nagyobb párat lan szám,
ez nem lehet ket t öhatvány, tehát ellentmondásra jutottunk.

Az összes megfelel ő számpár te hát a következő: (8,9) ; (Mp , M p + 1), ahol
M p Mersenne-pr ím; (22 n ,Fn ) , ahol Fn Fermát-pr ím.

• 5 .5 .9 a) Ha n = k 3 , akkor (k+ l )3 = n+3n2/ 3 +3n 1/ 3+ l > n+n2
/ 3• Az 5.5.4

Tétel (A) része szerint minden elég nagy n- re n és n + n2/ 3 között található
primszám , tehát a (kJ, (k + 1)3) inte rvallum is tartalm az prfmszámot .

• b) Az útmutatásban vázolt gondolatmenetet fogjuk követ ni. Előál1 ftunk egy
qn prfmszámsorozato t , amelyhez találh ató lesz olyan a, hogy

teljesü ljön . Legyen

(1)

és dn = 3\fqn + 1.
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Ezzel a jelöléssel ( l) éppen azt jelenti , hogy
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(2)

A q" pr ímeket úgy fogjuk megválasztani, hogy [Cn, d.a] egy egy másba skat u­
lyázott zárt interva llumsorozatot alkosson, azaz minden n-re

teljesüljön . A (3) egyenl ötlenséget 3,,+1-edik hatvényre emelve a

q~ :s qn+! < (q" + 1)3 - 1

(3)

(4)

felt ételhez jutunk .
Ennek megfelelöen legyen ql egy nagy prímszám, q2 egy olyan prím, amely

qt és (ql + 1)3 közé esik, és általában, ha qfl~et már klválasztot tuk, akkor q,,+ l
legyen egy olyan prfm, amely eleget tesz (4)-nek. Ilyen q,,+! pr ímet a felad at
a) része ezerint mindig találunk (ha ql-et elegendöen nagyra választottuk ).

Ily mód on tehát egy egymásba skat ulyázot t [Cn ,dn ] zárt intervallumso-­
rozato t kaptunk . Ennek van közös pontja, jelöljük ezt Q-val. Megmutatjuk,
hogy Q megfelel a feladat álUtásának.

Az Q konst rukci6ja szerint minden n-re cn :s o :s dn, és nekünk a hajszál­
nyival élesebb (2) egyenlör lenségre van szükségü nk. Az jelenthetn é problémát,
ha valamely n -re o: = d.a teljesülne. Mivel azonban a dj számok (3) és (4) mi­
att szigoruan monoton csökkennek, ezér t o :s d.a+! < d.a, tehát o: = d.a nem
fordulhat elő.

• c} A b) rész bizonyítaséban lá t tuk, hogy csak o: létezését tudj uk garan­
tá ln i, o: konkrét értékét nem t udjuk megadni. Sőt, a helyzet t ula jdonképpen
ennél is sokkal fur csább: elóbb "gyártanunk" kellett végtelen sok alkalmas prf­
met ahhoz, hogy olyan o -t biztositsunk, amelynek segftségével ut ána az l0 3"J
"képIetb61" visszakapjuk ugyanazokat a pr ímeket . amelyeket az Q elkészítésé­
hez fel kellett hasz nálnunk.

• 5.6.1 Jelölje az a), b), ... részekben szereplö számsorozatokat rendre
A = {a lt a 2, . . .}, B = {bl'~ ' . .. } stb. , és ezek be n az n-nél nem nagyobb
elemek szá má t A(n), H(n) stb.

• a} Nyilván an = Ln, tehát

és A(n) lLJ -L·
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• b) Mivel pozitív tagú sorról van sz6, a t agokat tetszőlegesen át rendezhetj ük.
Csoportos ítsuk a teljes hatványokat aszer int , hogy melyik számnak a hat vanyai
(így bizonyos hatványokat többször is megsz ámolunk. pl. 64 = 43 = 82). Ekkor

R ét érve B (n) vizsgálatára, megmutatj uk , hogy it t lényegében csak a
négyzet számok számítanak, a magasabb hatványok száma ehhez képest el­
hanyagolha tó.

Rögzített k > 1 kltev öre az l -nél nagyobb és n-nél kisebb vagy egyenlő

k-adik hatványole száma l {!nj - 1. Így bizonyos számokat (például a 64-et)
több k-nál is figyelembe vettünk, továbbá csak olyan k értékek jöhetnek szóba,
amelyekre 2k :s: n, azaz k :::; Llog2 n] . En nek megfelelöen

L l og~"J

lYnJ - 1 '" B (n) '" yn + L: t'n s yn + (!og,n)t'n .
k =3

Innen .jn-nel való osztással kapj uk, hogy B (n ) "" .;n.
• c) A négyzetmeates számok között megtalálhatók a prlmek is, és már ez
utóbbiak recip rokösszege is divergens.

• cl) Az 5.6.1 Tétel harmadik bizonyit ásának mint ájára adódik, hogy

(
1 1 1 )IT 1+ - + 2 + ...+-;;

p<L P P P

ahol
azaz

A m ár tani sorozatokat összegezve és felülről becsül ve azt kapjuk, hogy

1 1"' - < II ­LJ d · - l _ l ·
dj$n J p<L P

Mivel itt a jobb oldal független az n-WI, ezért a L:~l l/dj sor konvergens.

Áttérve D (n ) becsl és ére, legyenek Plt ... ,Pk az L-nél kisebb prfmek. Ek­
kor a D sorozat tagjainak kanonikus alakja

(1)
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Ha d S n, akkor (l )-ben nyilván minden i-re

651

Po:; < n. - . azaz
log n

0 <0 · < -- o
- I - log Pi

Ebb ől következik, hogy

D (n) <
,
II ( log n )
i=l 1 + log pi

< c(logn)' .

ahol c alkalmas konstans.
A D (n) alsó becs léséhez vegyük észre, hogy ha (l)-ben mind en i-re

PO: j < t'ti, _ va, azaz
log n

O S oi S
k l

,
ogPi

akkor d :::; n. Innen az elözökhöz hasonlóan adódik , hogy alkalmas d kons­
tanssal D (n) > c' {log n }".

Az aszimptotika igazolásához az (l) logaritmizált alakj ával dolgozunk:

log d = 01 log Pl + ... + Ok IOgpk .

Ekkor D (n) azoknak az (01 , ' " , Ok ) szám k-asoknak a száma, ahol

o l log Pl + ... + ak IOgPk ~ log n és mindegyik ai nemnegativ egész. (2)

A bizonyítás t el öszőr L = 6-ra részletezzük, utána ped ig jelezn i fogjuk,
hogyan vihet ő át ez a gondolatmenet tetszölegos L-re.

Ha L = 6, akkor k = 3; a 2, 3 és 5 prímekről van sz ö. Ekkor (2) szerint
D (n) az

(3)

egyenlőtlenség nemnegativ egész (0 10 02 ,0 3) megoldásainak a száma.
Az Xl log 2 + x2 log 3 + x3 log 5 = log n egyenlőséget úgy is felfoghatjuk,

mint a térben egy síknak az egyenletét. Ekkor az

XI log 2 +x2 log 3 +X3 1og 5 S lúg n, X · > 0.-
egyenl őt lens égrendszert annak a Gn háromoldalú g ű l á nak az (X ll X2,X3 ) pont­
jai el égít ik ki, amelyet a fenti sik és a koordinátatengelyek pozitív félegyenesei
határolnak.
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Az egész koordinátáj ú (Xl , Xz, X3) pontok ép pen a szokásos (egységnyi ol­
dalú, az origót is tartalmazó) kockarács pontjai a térb en . Esze rint (3) nem ne­
gatív egész megoldásainak a száma éppen a Cn gúlába eső rácspontok száma.

Szemleletesen világos (és könnyen igazo lható, vö. a 7.5.9 feladattal) , hogy
nagy n eset én a Gn gúlába eső rácspontok száma "kör ülbelül" a Gn gúla tér­
foga ta . Precíz fogalmazásban ez azt je lenti, hogy n -+ 00 mellett a rács pontok
száma és a gúla térfogata aszimptot ikusari egyenlő .

A Cn gúla V (Gn) térfoga ta az orig óból kiinduló három páronként merö­
leges él szoraaté nak az egyhatoda. Min dezek alapján

D (n) _ V (G
n

) = (log n) '
6 . log 2 -Iog S - Iog ő

'Ietsz öloges L esetőn is hasonlóan kell eljár ni: (2) szorlnt ekkor a
k-dimenziós térben keressük a megfelelő "gúla" (ún. saímplcx) rács po ntja i­
nak a számát , ami asz imptotikusan egyenlő a gúla t érfogatával. Ebben az
esetbe n

D (n) _ V(G
n

) = (log n) '
k !TIp<L logp

• e) Ezek közöt t a számok közöt t megtal álhat ók az L-nél nagyobb prf mszámok
is, és már ez utóbbiak reciprokösszege is divergens .

Az E(n) becsléséhez vegyük észre, hogy itt éppen azokró l a számokról
van szó , amelyek az L-né l nem nagyo bb prímek mindegyik éhez relatfv prtmek.
Legyen M = TIpS; L p. Ekkor az előbbiek ezerint bármely Megymást követ ő

egész szám között az E soroza tnak p ontosan tp(M) eleme található. Ennek
megfelelően

ha tM ~ n < (t + I )M , akkor t<p(M) ~ E (n) ~ (t + 1)<p(M) .

Az E(n)-re és az n-re vonatkozó egyenl ötl ens égekb öl kapj uk, hogy

t<p(M) < E( n) <
(t + I)M - n

(t + 1)<p(M )
tM

Mivel t = lnjMJ, ezért ha n -+ 00, akkor t is a végtelenhez , t j( t + 1) és
(t + l )j t pedig l-hez t art. Ez azt jelenti, hogy

lim E(n) = <p(M) = II (1 - ~) ,
n -+oo n M p

p<L

azaz E(n) - n II (I- ~) .
p<L P
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• f) A négyzetteljcs számok reciprokaiból képzett 2:;':11/ h sor konvergenciá­
ját kétféleképpen is beb izonyítjuk. (Egy harmad ik bizonyítás az 5.6.7 feladat
alapján adhatő.]

Elsó bizonyítás: Az 5.6.1 Tétel harmadik bizonyitásához hasonlóan adódik,
hogy

ahol
pV, ~ n < p", +l , azaz vp = [log, nJ .

It t az egyes t ényezökben az l után m ártani sorozatok ál lnak, ezeket összegezve
és felülről becsül ve azt kapjuk, hogy

Ha Pk a k·ad ik prím, akkor k > l eseten Pk(Pk - l ) > P~ - l ' Ennek alapján a
(4) jobb oldalán a p =Pl = z-nok megfelel ő

l 3
1+ -= -

2 · 1 2

t ényez őt változatlanu l hagyva és k > l eseté n a P = Pk-nak megfelel ö t ényez őre

az
1 l

1+ < 1+-,-
p, (P, l ) P' - l

becslést alkalmazva a (4) jobb oldalára a következő Ielsö becslést nyerjük:

Második bizonyítás: Először megmutatjuk, hogy minden négyzet teljes szám
felírható egy négyzetsz ám és egy köbszám szorzataként . Legyen az J n égyzet­
teljes szám kanonikus alakja

J _ q" ' q""- 1 . . . r l lli ~ 2 , i = 1, 2, ... , r.

A Ili kitev ők Ieltrhat ök Ili = 2a j + 3(jj alakban, ahol a j, /3i ~ O (példá ul/3i
aszerint legyen O vagy l , hogy Ili páros, illet ve páratlan ). Ekkor

ahol a= I1 q~' és b= I1 <t." .
i= 1 i=1

(5)
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(6)

(5}-h61 következik, hogy a négyzetteljes számok reciprokösszege kisebb, mint a
négyzetszámok reciprokösszegének és a köbszá.mok reciprokösszegének a szor­
aata, ami igazolja a konvergenciér.

Az F(n) becsléséhez (S)-öt fogjuk felhasználni. Lá t tuk , hogy az is elér­
het ö, hogy minden {Ji = O vagy l , vagyis a b n égyze tmentes. Az is azonnal
adód ik, hogy ilyen feltételek mellett az f = a2b3 elöállüáa már egyértelmű,

vagyis minden négyzetteljes szám egyé rtelműen frható fel egy négyzetszám­
nak és egy négyzetmentes szám köbenek a szorzataként. Nyilvánvaló tovább á,
hogy az l kivételével az ilyen a2b3 azorzatok valóban n égyzetteljesek .

Mindezek alapján F (n )-et úgy kapj uk meg, hogy az n- nél nem nagyobb
ilyen a2b3 szorzatok sz ám áb ól l -et levonunk . Egy ilyen szorza tban b négy­
zctmcntcs és b s ?'7i, valamint rögzItett b mcllctt 1 s a :$: Jn/ b3 • Ennek
megfelelöen

F( n ) = - 1+ z=' lJf,j ,
1> :5 VR

ahol E/-vel azt jelöljük , hogy csak a négyzetmentcs b érté kekre kell az összeg­
zést végezni.

A (6) jobb oldalát az egészrészek felbontása után

, l.,;;; z= /il12 + U(n)
b::5VR

alak ba Irhatj uk, ahol az U(n) hibatag a más ik részhez képest elhanyagolható,
ugyani s

lU(n) I s 1+ z=' l s 1+ Vr> .
b::5 Vft

Ebből következ ik, hogy

F(n ) - c";;;, ahol

00
r l

c=LbJ / 2 "
b= }

• 5.6.6 Az (l- l/p~ ) -} tényezőket írju k fel végte len mér tani sorként , és hasz­
náljuk fel, hogy két pozitiv tagú konvergens sor (vagy Altalában két abszolút
konvergens sor) "ugyanúgy szorozható össze, mint az t a véges sok tagból álló
összegek szorzésáná l megszoktuk". Ebből következik, hogy

l (1 l) l11 - -. = 11 1+--.+,,+ ... = z= "
P::5n 1 -p. p:5n p p JEW,,)
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ahol Wn azoknak a számoknak a halmaza, amelyek minden prfmosztója kisebb
vagy egyenlő, mint n . Nyilván

l ce l"' - <"'- oL ·, L "
JE W" J ;;1 J

(7)

Mivel (7) bal oldala n ~ XI esetén a jobb oldal hoz tart , ezért

lo n l lo L l
,m -- = lm - =

n-+ oo l - .!.. n -ecc j'
p:5" p' JE W"

• 5. 7.4 A feltétel szerint az n összetett számra

2n
- ' :; l (mod nl

= ( s) o

( l)

teljesül. Azt ken belátnunk, hogy 2" - l is összetett , ez azonnal következik n
ősszetettség é ből (lásd az 1.4.4a felad atot ), továbbá hogy

22" - 2 == l (mod 2n - l ) (2)

is fennáll.
Mivel nyi lván 2" es l (mod 2" - l ), ezért (2)-höz elég megmu tatni , hogy

n 12" - 2. Ez azonban azonnal következik ( l ) · ből.

• 5 .7.17 Legyen az n > l páratlan szám kanonikus alakja

- o l a .n- ql . . . q, , és n - l = 2k r, ahol r páratlan.

Azt kell igazolnunk. hogy ha egy a-ra

2 4r 2~ - 2r .. _ I 2~-1 .. -l
ar , a r,a , . . .• a = a- '- , a r= a ""T""

jó sorozat , azaz ezek modulo n vett legkisebb abszolút értékű maradékai között
előfordul - l vagy pedig ar maradéka l , akkor

is fenná ll.

0-' (0)a""T"" sa ;; (mod n) (" )
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Ha a r == 1 (mo d n) , akkor egyrészt ezt a kongruenciát 2k - 1 hatványra
emelve kapj uk, hogy a(n-l)/ 2 sa 1 (mod n), másrészt

ahonnan r páratl anságá miat t (;) _ 1 következ ik. így (*) ekkor valóban
teljes ül.

Tegyük most fel, hogy

a2ir =: _ 1 (mod n) , ahol O ~ j :S:k -2 . (3)

Ekkor (j < k - 1 miatt) a (n-l )f 2 sa 1 (mod n). Azt kell igazolni , hogy (~) = 1
is teljesül.

A (3) kongruenci ét mod qi tekintve , majd négyzetre emelve kapjuk, hogy

Ez azt jelenti, hogy

és

és

i H
a2

r == l (mod qd .

vagyis
Oq,(a) = 2 j+l r ; . ahol ri Ir .

Mivel qi prím, ezért (4).bő!

(4)

(5)

következik, továbbá Oq; (a) I q -l alapján azt is kapjuk, hogy alkalmas hi-vel

(6)

Az (5) és (6) összefüggések felhasz nálásával

(:) sa a (q; - 1)/2 = a 2i r
( h ( = (a2irif l _(_ l)h ; (mod qd (7)

adódik. A (7) alapján

(~) = TI (;.)"' ( - l)~;• •",h, ,
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vagyis (~) = l- hez azt kell megmutatni, hogy 'E:=1O ihi páros. Mivel minden
Ti páratlan , ez azzal ekv ivalens, hogy 'E:=1 OiTi h i páros.

A (6) felhasználásával

,
II(1 + 2;+' rihi )" ' .
i=l

(8)

A (8) jobb oldalán a beszorzást elvégezve a legtöbb tag osztható lesz 2j +2-vel:

,
n = l + 2

j +1 L Oi Tihi + 2 j +2C .
i= l

Mivel n - l = 2k r , azaz n = 1 + 2k r , ezért (9) -ből

,
2kr - 2j+1 '"' OT-h · + 2j+2C

- L l 1 l ,

i = l

majd 2 j+1_gyel történő egyszerűsíté s után

,
2

k
-

j
-

1
T - 2C = L OiTihi

i=l

(9)

(10)

következik. A (10) bal oldala j < k - I miatt páros, tehá t a jobb oldalon álló
2::= 1 O iTihi összeg is valóban páros.

Végül az
2 k -1 n- I

a r = a """2 =: - 1 (mod c.)

eset be n is ugyaní gy járhatunk el. Ekkor (~) = - l·et kell igazolnunk , ami
2::=1 0 iTihi páratlanságával ekvivalens . Ekkor j = k - I-nek megfelelöen (10)
bal oldalán T - 2C áll, am i T pératlans éga miat t valóban párat lan.

6 . Számelméleti függvények

• 6 .1 .7 a) Az ab = (a,b)[a , b] egyenlőség és a te ljes addit ivitás miatt az f(ab )
függvényér téket kétféleképpen kiszámítva éppen a kívánt

egyenlőséget kapj uk.

fra) + f(b ) ~ f ((a,b)) + f( [a ,b]) (1)
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• b ) Legyen a és b kanonikus alakja

_ (>1 0 2 O,. J.., b __ 8 1 _Ih. -Dr
a- Pl P2 · ··Pr ~ - Pl P2 - " ' P1' ,

Ekkor

ahol Oi~ O, /3j~ O.

la b] - p max (a l ,P d p max (a 2.tl2) pmax (a ,. •.s,,)
, - 1 2 ... T •

Innen a 6.1.7 Téte l alapján kapjuk, hogy

,
f(a) + f eb) = L f (Pr ' ) + f (p1')

; =1

és

(2)

,
f ((a , b)) + f ( la ,b)) = L f (p:"i"(a•.••l ) + f(p:,,~(a •.',». (3)

i = 1

(Mindez / (1) = Omiatt akko r is érvényes, ha a kitev ők között a O is elöfordul.]
Mivel tetszőleges két valós szám egyike a két szám minimuma, mási ka

pedi g a két szám max imuma, ezért az Oi.f3i és min ío,•.8d, max(o ill1i ) ér­
tékek bármely i eset én megegyeznek. En nélfogva (2)-ből és (3)-b61 azonnal
következik (l) .

• c) Megmutatjuk, hogy a feltételt az f = g + c alak ú függvények elégítik ki,
ahol g additív, c pedig konst ans.

Mivel az additív függvé nyekr ől már láttuk, hogy megfelelnek, ezért azon­
nal adódik, hogy a fenti alakú függvények is jók .

Megfordí t va, tegyük fel, hogy az j függvényr e (l) bármely a , b ese té n
teljesül, és pr óbáljuk elöallttani j -et a keresett j = g + c alakban, ahol g
add itív és c konst an s.

A g(l ) = O felt ételb ól kapj uk, hogy c értéke csak /( 1) lehet. Ennélfogva
azt kell igazolnunk, hogy a g(n) = j (n) - j( l) függvény additív . Ez azt jelent i,
hogy bármely (a, b) = l esctő n

f (ab ) - f (1 ) = (I(a) - f el )) + (I (b) - f ( l)) ,

azaz
fe l) + f(ab) = f (a ) + f(b) . (4)
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Mivel (a,b) ~ l miatt [a, b] = ab, ez ért (4) bal oldalán f( I), illetve f( ab)
helyére I«a,b)) , illetve I([a,bJ) írha tó. Ennélfogva (4) azonnal következik
( l ) -ből.

• cl) Az előzőkhöz hasonlóan igazolhatj uk, hogy az

f( a)f(b) ~ f ((a,b))f([a , bJ) (5)

egyenlőség minden a, b eset én telj esül a teljesen multiplikatfv , sőt a mul tipli­
katfv fű ggv ényekre, valamint ezek konst ansszorosaira, továbbá, hogy 1(1) i= O
eset én ez utóbbiak adj ák az összes lehetséges j-ee.

Vizsgáljuk most az 1(1) = Oeset et . Ha 1 = O, akkor (5) nyilván teljesül.
Tegyük fel, hogy 1 i= O kielégíti (5)·ö t , és legyen K a legkisebb pozitív egész,
amelyre f (K ) '" O.

Ha K %n , akkor

f( K) f(n) = f ((K ,n))f([K , n]). (6)

Mivel a feltétel szerlnt (K ,n) < K , ez ér t f «( K,n)) ~ 0, továbbá f( K) '" 0, és
így (6) alapján f en) ~ O.

Legyen most h(n) = f( Kn ). Ekkor h is kielégíti (5)·öt bármely a, b eset én:

h(a )h(b) ~ f( Ka) f( K b) = f ((K a, K b))f( [Ka,KbJ) ~

~ f( K (a,b» f (K [a , bJ) = h((a, b»)h([a, bJ) .

Továbbá h(l) = I(K ) i= O, ezért h egy multiplikatfv függvény konstansszerosa.
Összefoglalva , azt kaptuk , hogy

f( ) {
O, ha K l n;

n = cg ( j;), ha K l n , (7)

ahol g(n ) multiplikattv , c konstans és K rögzitett pozitfv egész. Megfordítva,
könnyen adódik, hogy a (7)-beli 1 függvényekre (5) valóban teljesül minden
a, b esetén. A (7) tartalmazza az j(l) i= O, illetve 1 = O eseteket is, amikor
K = 1, illetve c = O (vagy g = O). Ezzel beláttuk , hogy a (7) képlet adja az
összes keresett függvényt .

• 6. 1. 9 cl) A feladat megoldásában az olyan additív függvények játszanak sze­
repet , amelyek egy vagy két prim hatványaitól eltekintve minden prímhatvány
helyen Oér téket vesznek fel.

Legyen p tetszőleges prímszám. Nevezzünk házi használatra egy h addi­
tfv függvényt p-talpú nak, ha h a p ha tványain tetszőleges értéket vehet fel,
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a többi pr ímhatvány helyen viszont csak o-t. Egy általános n helyen fel­
vett függvényértéket innen a következöképpen kapunk meg: az n felfrha tó
n = tp'" alakban, ahol (t ,p) = l , ekkor h(n) = h(PQ). (Ez az o' = Oeset ben
is helyes, hiszen az additivitás miatt hel ) = O.) Az ilyen függvényeket úgy is
jellemezhetjük, hogy minden (c,p) = 1 esetén h(c) = O.

Haso nlóképpen definiálj uk a (P, q)-talpú függvényeket, ahol p és q kül ön­
bö eö prfmek: ekkor a h additív függvény a p és q ha t ványa in tetszőleges értéket
vehet fel, a többi pr imhatvány helyen viszont csak o-t. Egy általános n helyen
felvett függvényértéket innen a következőképpen kapunk meg: az n felírhat ó
n = tpOq" alakban, ahol (t ,pq) = l , ekkor h(n) = h(p°) + h(q"). Az ilyen
függvényeket úgy is jellemezhetjük, hogy minden (c,pq) = 1 eset éri h(c) = O.

Rét érve a feladat megold ására, ha I = Ovagy g = O, akkor nyilván minden
teljesül.

Most megmutatj uk, hogy ha I és g is p-talpú (ugyanazzal a p pr ímmeI),
akkor Ig is add itfv.

Azt kell igazolni, hogy bármely (a, b) = 1 eset én fennáll

(lg )(ab) ~ (lg)(a ) + (lg)(b) .

Ha a és b egyike sem osztható p-vel, akkor a (8) mindkét olda la o.
Ha a = tpa , ahol o > O, (t , p) = l , akkor (a. b) = 1 miatt plb, és fgy

(lg)( b) ~ O, (lg)(a ) = (lg )(ab) = f(p° )g(P° ) ,

(8)

tehát (8) ekkor is te ljesül.
További megoldásokat kapunk . ha f és g is (p,q)-talpú (ugyanazokkal a

P. q prtmekkel] , és létezik olyan c, hogy

g(p0) = ef (p0 ) , g(q") = - ef (q" ) , 0./3 = 1,2,3, .. . (9)

Ekkor (8) Igazolása az elözöek mintájára történhet , ha a és b közül lega­
lább az egyik se p-vel, se q-val nem oszt ha tó.

A fennmaradó eset ben a = tpa és b = sq6 (vagy ford itva), ahol (ts, pq) =
= 1. Ekkor (9)-et is felhasználva kapjuk. hogy

(lg)(a) = f(P°)g(P°) = e( (J(pO))' ,

(lg)(b) = f (q" )g(q" ) = - e((j (q" ))' ,

(lg)(ab) = (J(p0) + f(q" ))(g(pO) + g(q")) ~

= (J(pQ) + f (q" » (ef (pa ) - ef (q" )) ,

ahonnan (8) leolvasható.
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Összefoglalva, eddig a következ ő megoldásokat talált uk:
I. f ~ O vagy g ~ O.

II . 1 és g tetsz őleges p-talpú függvény.
II I. 1 és g olyan (p, q)-talpú függvények, amelyek kielégít ik (9)-et.

Most azt igazoljuk , hogy a fent iekben az összes megoldás t megadtuk,
vagyis ha l, g és f g is ad ditív , akkor az / ,g függvénypár ezen három tipus
valamelyikébe tartozik.

Tegyük fel, hogy / ,g és f g is add itiv .. Ekkor bármely (a,b) = 1 esete n
fennáll

f( o)g(o) + f(b) g(b) ~ f(ob )g(ob) = (f(o) + f( b»)(g(o) + g(b») ,

azaz
f( o)g(b) + f( b)g(o) = O. (10)

(ll)

Feltehetjük, hogy / =f:. O és g =f:. o. Az l és g fű ggv ények prímhatvány
helyeken felvett értékeit fogjuk vizsgálni. Két esetet különbözte tünk meg:
(A) Van olyan p" primhatvány, amelyre f(P") " Oés g(p") ~ O.
(B) Bár mely w pr ímhatványra f(w) = O <==> g(w ) = O.

Az (A) eset ben alkalmazz uk (lO)-et az a = pO: és b = r 'Y értékekre , ahol
r a p-t öl különb öz6 prím. Ekkor g(r'Y) = O adódik. Ez azt jelent i, hogy a g
függvény p-talpú. Mivel g i- O, ezért van olyan K , amelyre g(pl<.) i- O. Ekkor
(lO)-et az a = pl<. és b = r 'Y értékekre alkalmazva kapjuk, hogy /(r'Y) = O.
Eszer int az / is p-talpú , vagyis egy II. tipusú f, g párról van szó.

Térjünk át a (B) eset re, és legyen a pO: olyan pr ímh atvány, amelyre
f (p") " O és g(P") " O. Ha az f függvény p-talpú , akkor a (B) fel tétel
szeri nt a g is az, t ehát ismét a II. tipusú I.» párhoz juto t tunk .

így feltehetjük, hogy van egy qO prímhatvány is, ahol q a p-től különböző

prim és f( q') " O, g(q') " O.
El ösz őr megmu tatj uk , hogy f és g is (p, q)-talp ú, vagyis tetszőleges, a

p- tó l és q-tól különböző r pr ím eseté n minden -r-ra / (r'Y) = g(r'Y) = O teljesül.
Tegyük fel ind irekt, hogy van olyan r-", amelyre f(r 'Y) i- O.
Ha f(o )f(b) " O, akkor (10) átl rha tó a

g(o) g(b)
f (o) ~ - f( b)

alakba. Alka lmazzuk (l l)-et rend re a pO: , qB és r 'Y számokból képezett párokra.

gtp" ) g(q') g(r') gtp" )
f(P" ) = - f( q') = f(r ') ~ - f(P") ,

ami ellent mond g(pO:) i- O-nak .
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Végül (9) igazolásához alkalmazzuk (ll)-et először a = v", b = q8 sze­
reposztással, és legyen a két oldal közös értéke c. Ezután az a változat lanul
tartása mellett legyen b = q"' . ahol v végigfut az összes olyan kitevön, amelyre
f(qU ) i- 0, majd hasonló módon, rögzített b = q8 mellett legyen a = PP az
összes olyan n-vel, amelyre f~) t- O. Ekkor (ll )-M I éppen a (9) összefüggé­
sek adódnak.

Ezzel megmutattuk, hogy az I, g függvénypár III. rípusú .

• 6.1.13 a ) Tegyük fel, hogy az f additív függvény k különb özö értéket vesz
fcl. Ezek között f el ) = O miatt szerepel a O is.

Előszö r azt igazoljuk, hogy bármely k darab, páronként relatív prím
a1,a2," .. ,ak szám közül kiválasztható néhány (esetleg csak egy, eset leg az
összes), amelyek szorzatán az J ér téke O.

Tekintsük az

függv ény ért ékeket . Ha ezek mind k ü l ö nbőz ök, ak kor secrepel között ük a O
is, tehát készen vagyunk. Ha pedig van köztük két egyenlő, azaz valamilyen
l $ i < j ::; k-te: /(ala2 ' " aj) = J(ala2' " ad, akkor

0= /(a la2 .. . aj) - / (a la2 ... a,) =

= (/(a,) + /(0,) + ... + f (aj » - (/(a,) + /(0, ) + ... + f (a.» =

= f(",+,) + ... + f (aj ) = f (a;+1 ... aj) .

Legyen most b tetszőleges . A b-nél nagyobb prlmek sorozatát osszuk be k
hosszúságú blokkokba. Ekkor az elözöek szerint bármely r- re az r -edik blokk
néhány alkalmas pr ímjének a c- szersatá t véve /(c,.) = o. Igy (b, c,.) = l miatt
/(bc,.) = f(b) + f(c,.) = f( b), tehát az f( b) értéket a függvény végtelen sok
helyen felveszi.

. 6.1. 15 Nyilván f.P2( 1) = 1. Egy n = po. prímhatványra (j ,pO. ) # l {:::::::> p I j,
ezért az i = rp, illetve i = rp - 1 alakú számok escten lesz (i , po. ) # l, illet ve
(i + l ,po. ) # 1. Ennek mcgfclelöen f.P2(p0. ) meghatározásához az 1, 2, ... , po
számok számából le kell vonni a

l 2 l 2 o l 0- ' l o o.-lp- ,p, p- ,p, · · · . P- = p p -, p=p p

számok számát . vagyis
(12)
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(13)

Most belát juk, hogy rpz(n) multiplikatív. Legyen (a, b) = l és

l s: Ul < U2 < ... < u, s: a, illet ve l s: VI < V2 < ... < V, s: b

az összes olyan szám (l és a, illet ve l és b között), amelyre

(ui , a) = (Uj + l , a ) = l , illetve (vj ,b) = (Vj + l ,b) = 1.

Ekkor tehát r ~ ",, (a) és s = ",, (b).
Tekintsük az

x == U j (mod a)

x == Vj (mod b)

ss irnul t án kongruenciarend szert. Mivel (a, b) = l , ez ért ennek a rendszernek
bá rmely i = l , . . . l 'P2(a), j = l , .. . , 'P2(b) esetén pontosan egy megoldása van
modulo ab. Jelöljük wij -vel az l S Wij :s: ab feltételt is klcl égttö (egy értel­
múen meghat ározot t ) megoldás t. Ezzel összesen 'P2(a)'P2 (b) da rab Wi j szarnot
definiáltunk.

Megmutatjuk, hogy

(wij, ab) = (Wij + l , ab) = l , (14)

és ezek adj ák az összes ilyen tulajdonságú számot l és ab közöt t . Ebből követ­
kezik, hogy a Wij értékek száma rpz(ab), amit az el öeökkel összevetve éppen a
kivánt mult iplikativitás adódik.

A (14)· hez azt kell belátni , hogy Wjj és Wi j + l az a-hoz és ~hez is relatív
prtmek. Mivel Wij es ui (mod a), ezért

(Wij , a) = (Ui,a) = l és (Wi j + l , a) = (Ui + l , a ) = l .

Hasonlóan adódik, hogy (wi; ,b) = (Wij + l ,b) = l is teljesül.
M05t tegy ük fel, hogy l :s c :s ab és (c, ab) = (c + l , ab) = l. A,t kell

igazolni , hogy alkalmas i-vel és j -vel c = Wij ' Legyen c legkisebb pozitiv
maradéka c-val, illetve b-vel osztva d , illetve d' . Ekkor

(c' , a ) = (c, a) = l és (c' + l , a ) = (c+ l , a ) = l.

Ez azt jelent i, hogy alkalmas i-vel d = Ui. Hasonlóan kapjuk, hogy d' = Vj.
Ebből következik , hogy c megoldása a (13) szimultán kongruenciare nd­

szem ek, tehá t c = Wij' Ezzel 'Pz(n ) mult iplikativit á.sának a bizonyítását befe­
jeztük.

Végül , legyen az n kanonikus alakja n = ru, pf' . Ekkor a multi plikat i­
vitás és (12) felhasználásával kapjuk, hogy

",,(n)~ rr (pf ' - 2Pf' -1)=n II (l-~)
i=1 pIn p

p prim
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. 6.2.7 Első megoldás: Megmutatjuk, hogy a(n) t- 2p, ahol p egy tetsz őleges

6k - 1 alakú prim.
Tegyük fel indirekt , hogy valamilyen n pozitiv egészre a(n) = 2p. Legyen

az n kanonikus alakja n = qr l
• •• q~r , ekkor

2p = u(n) = IIu(q").
; ::= 1

Mivel a 2 nem szerepe l a a-függvény értékkészletében, ezért r = 1, azaz n = qa:
(ahol q pr ím), és

2p = l + q+ q2+ 0 '0 + { " . (1)

Mivel (1) baloldala páros, ezért q > 2 és ct páratlan , így (l) jobb oldalán
kiemelhető 1 + q. Nyilván l + q t 1,2, p , tehá t csak 1 + q = 2p lehetséges (és
ekkor a = 1). A felté tel szerint 2p ss 1 (mod 3), ezért innen 3 I q adód ik. Ez
azt jelent i, hogy q = 3, vagyis p = 2, am i ellent mondás.

Ugyanígy igazolható az is, hogy a(n) =I- 2p, ahol p egy 3-nál nagyobb
Sk - 2 alakú pr ím vagy egy tetszőleges 7k - 3 vagy llk - 5 alakú prim st b .

• Második meqoldiie, Megm utatjuk, hogy a(n ) i- 3\ ha s > 1.
Most is indirekt bizonyit unk. A a-függvény mult iplikativ it ásáb ól ad ódik,

hogy az n kanonikus alakjában szcrcplö bármely qCf prímhatványra a(qCf) = 3t

(ahol 1 ~ t ~ s), azaz

(2)

Vizsgáljuk először a q = 2 esetet , ekkor (2) átí rható a

(3)

alakba. Ha Q = l , akkor t = l és megoldást kapunk. Ha Q > l , ak kor (3) bal
oldala 8-cal osztva 3-at vagy l -et ad marad ékul, a jobb oldal ped ig 7-et , ami
ellentmondás.

A továbbiakban felt ehetjük tehát , hogy q > 2 és t > 1. A (2) egyenlőséget

modulo 2, illetve modulo 3 tekintve azt kapj uk, hogy Q páros, továbbá q =: l
(mod 3) és Q =: 2 (mod 3). Ezért (2) jobb oldalán kiemelhető 1+ q+ q2, ami Igy
szinté n a 3-na k hatvanya. Ez azonban lehetetlen, mert 1+ q +q2 nem osztha tó
m ár 9-cel sem (ezt például a q es 1,4 és 7 (mod 9) esete k behelyettesítésével
ellenőrizhetjük) .

Ezzel megmutattuk, hogy a 2 az egyet len prfmhatvány, és így a 2 az
egyetlen olyan n is, amelyre a(n) a 3-nak hatvanya. Ez azt jelenti , hogy
s> l -re a (n ) = 3&nem lehetséges.



MEGOLDÁ SOK 6.2. 665

(4)

• Harm adik megoldás : Azt mutatjuk meg, hogy a "legtöbb" páratlan szám
nem szere pel a o-függv ény értékkészletében.

Legyen N tetszőleges ("nagy") egész szám, és vizsgáljuk meg, legfeljebb
hány olyan x van, amelyre a(x) egy 2N · nél kisebb páratlan szám. Ekkor
egyrészt nyilván x < 2N , továbbá a 6.2.6a feladat ezerint x csak négyzetszám
vagy egy négyzetszám kétszerese lehet . A 2N-nél kisebb négyzetszámok száma
l ../2N t] , a 2t2 alakú számok száma pedig l ../N - lJ. Ennek megfelelöen a
sz óba j övö x-ek száma kisebb, mint (../2 + 1)..fN. A 2N ·nél kisebb páratlan
számok száma ugyanakkor N . Ez azt jelenti , hogy a 2N-nél kisebb páratlan
számok közül legalább

nem secrepel a c -függv ény értékkészletében. (A (4). bc li függvény "nagyon
er ősen" tart a végte lenhez, mert a második tag "elha nyagolha tó" az N-hez
k épest .}

• Negyedik megoldás : Legyen N tetsz őleges egész, és vizsgáljuk meg, legfeljebb
hány olyan x van, am elyre O'(x) :s N . Ekkor egyrészt nyilvén x :s N , másrészt
a 2N/ 3·nál nagyobb s páros számok nem j ók, mert ezekre 0'(8) ;::: 8+s/ 2 > N .
A 2N/ 3 és N közötti páros számok száma

l ~j -l~ j < - 2 ,

ezért a szóba jö v6 x-ek száma legfeljebb 5N / 6 + 2. Ez azt jelenti, hogy az
1, 2, ... , N számok közül legalább N/6 - 2 nem szerepel a c- függv ény érték­
készlet ében .

• Ötödik megoldás : A negyedik megoldáshoz hasonló gondo lat menetet al­
kalmazunk , de most nem azt használj uk ki, hogy bizonyos x :s N·ek ese­
t én a(x ) > N , hanem azt , hogy "sok" olyan xi i- Xj pár van, amelyre
O'(xil = a(xj ). Ilyen párok pé ldául a 6t és a lIt , ha (t, 66) = 1. Ezek száma
N-ig körülbelül .

N '1'(66) = 0,027 . .. N.
66 · 11

Mivel az x :s N helyek közül legalább ennyi esetbe n a c -függv ény értéke
"összeesik", ezért legalább ennyi szám ki kell hogy maradjon a függvény ér­
tékkésalet éb öl.

• Megjegyzés: A feladat állítása jelentösen élesü het ö. a "legtöbb" egész szám
hiányaik a a -függvény ért ékkesalet éb öl, vagyis az értékkészlet a természetes
számoknak egy "ritka" részsorozatát alkotja. Ez pontosan a következ6t jelent i.
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Legyen U(N) azoknak az y ~ N ér tékeknek a száma, amelyek előfordulnak a
a -függvény ért ékkészletében. Ekkor IimN-+oo U(N )j N = O. A bizonyításhoz a
prírnszámoknak a számtani sorozatokban való eloszlásáró l szóló eredményeket
kell felhasználni, lásd a 6.4.8 és 6.4.9 feladatokat .

• 6.2.8 Az n = l érték nyilván megfelel. Megmutatjuk, hogy más megoldás
nincs. Ha n :::: 2, akkor

a(n!) II ( l l l) II p II v--= 1+ - + - + ...+- < --< --= n .
n! p p2 pa p p - l - v- l

p~n p$ n 2$v$n

Innen n! < a(n!) < n· n l < (n + l )!, azaz a(n!) f:. kl.

.6.2.17 b ) Megmutat juk, hogy g(n) értéke csak Oés ± 1 1ehet .
Ha n nem négyzetrnentes, akkor az összeg minden tagja 0, tehát g(n) = Q.

A továbbiakban tegyük fel, hogy n négyzetmentes.
Ha. n az összes 100-nál kisebb prímmel oszt ható, akkor g(n) = J.t (n) = ± 1.
Egyébként legyen S az összes olyan 100-nál kisebb pr ím szorzata, amelyek

nem osztói n -nek. Ha (n,k) i- 1 vagy k nem négyzetmentes, akkor ,,(nk) = 0,
ezért

g(n) ~ L: ~(nk) = L: ~(n)~(k) = ~(n) L: ~(k) = O
kiS k iS ers

(az utolsó lépésb en a 6.2.4 Tételt használtuk).

• 6.3.5 a) Ha n = 2P -
1

, ahol 2P - 1 Mersenne-prím, akkor a(n) = 2P - 1 és
a(a(n) ) = 2' = 2n.

A megfordításhoz tegyük fel, hogy n páros és saupe r tök életes. Legyen
n = 2k t , ahol k 2: 1 és t páratlan.

Ekkor a(n) = (2k +l - l )a (t ), ahonna n k 2: 1 miatt következik , hogy
(2k +1 _ l )a (t) és a (t) a a(n)-nek két k ülönbö z ö osztója. így

2k+l t = 2n = a(a(n)) 20 (2'H - l )a(t ) + a(t) ~ 2' +l a(t ) .

Ez csak úgy lehet séges , ha a( t ) = t, azaz t = 1, továbbá a(n)-nek a megadott
két számon kívül nincs más pozitív osztója, azaz a(n) = 2k +1 - 1 prím.

• b ) A 6.2.6a feladat ezerint egy páratlan n pontosan akkor négyzet szám , ha
a(n) páratlan. Igy elég belátni, hogy egy páratlan n seupertö kéletes szám
eset én a (n ) páratlan .
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Tegyük fel ind irekt, hogy n saupertökéletes és a(n) = 2u w, ahol w párat­
lan és v ~ 1. Ekkor

2n = u(u(n )) = (2"+' - i )u(w),

ahon na n alkalmas z-vel a(w) = 2z és n = (2v+1 - I) z követ kezik. Innen v ~ 1
alapján azt kapjuk , hogy

a(n) ~ (2,,+1 - l )z + z = 2"+1 Z,

ugyanakkor
a (n ) = 2t1 w < 2Ua (w ) = 2"+l z,

ami ellent mondás. (A w < a (w ) egyenlőtlenség abból adódott, hogy a(w) = 2z
miatt w i=- l .)

• c) Tegyük fel, hogy pa saupertökéletes, ahol p páratlan prim. Legyen a(p° )
kanonikus alakja n j=1q:i, azaz

•
a(p°) = l +p+ ..,+pa = IT qji .

;=1
(5)

Ekkor
•

2p" = a(u(p" )) = IT (l + qj +... + qt ' ). (6 )
;=1

A (6) jobb oldalán szereplö t ényezök közül pontosan egy páros, legyen ez
mondjuk az elsö t ényea ö. Ez azt jelenti, hogy

1..+1 - l
l + qi +.. .+~l = 1 = 2p' 'Ii , (7a)

q, l

továbbá

(7h)j = 2, ... ,s ,
{j ' qji+1 _ 1

I +q; + ... + q;' = =p'YJ ,
q; - I

ahol a li kitevők alkalmas pozitív egészek. (A bizonyítás lépései az s = 1
eset ben is helyesek lesznek.]

A (7.) és (7b) egyenlöségekb öl következ ik, hogy

j = 1,2 , . . . , s . (8)
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(7a)-ból azt is kapj uk, hogy /31 páratlan, és így l + qi + ... + q~1_b61
kiemelhető 1 + qi - Ennek alapján 1 + qt = 2p6 alakú, ezért

ql ,, -l (modp) .

(7b) szerint j ;::: 2 eset én a {Jj kitev ő páros , tehát

K ~ (Ih + 1) . .. (13, + 1) páratlan.

Szorozzuk be (S)-öt Q1 ' " qa-sel:

(9)

(10)

(11)

Tekintsü k (ll)-et rnodulo P, ekkor (S) és (9) felhasználásával l == - Q2'" o,
(mod p), azaz

Q2 ••• q, es - 1 (modp)

adódik . Emeljük (12)-t a K -adik hatványra. Ekkor (lD) alapján

(q, . . .q, )K ,, _1 (mod p) .

Ugyanakkor j ~ 2 => {Jj + l j K és (8) felhasználásával azt kapjuk, hogy

(q, ... q,)K " 1 (mod p) ,

ami (p> 2 miatt ) ellentmond (13)-nak.

(12 )

(13)

• 6.4.8 b) Az útmutat ásban vázolt gondolatmenetet követjük.
Legyen E > O tetszőleges . Azt kell igazolni , hogy ha N elég nagy, ak­

kor az 1, 2, .. . , N számok közül legfeljebb EN darab szerepel a r.p-függvény
értékkésaleteben.

Rögzítsük le az r pozitív egész értékét úgy, hogy

2" 2> -
e

te ljesüljö n.
A !pen) értékkészletét osszuk két csoportba.: Hr be tartozzanak a 2r-rel

osztható függv ényértékek , H2-be pedig azok, amelyek nem oszthatók 2r-rel.
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A H l halmaz N-nél nem nagyobb elemeinek a száma nyilván

lNJ< EN .
2' 2

669

(14)

A feladat állításához fgy elég megmutatni, hogy elég nagy N eseten a H 2

halm az N -nél nem nagyobb elemeinek a száma szinté n legfeljebb eN/2.
Ha wen ) ~ r+ l , akkor 2r l!p(n ), tehát minden ilyen n esetén !pen ) E H l '
Igy a továbbiakban elég az olyan n-eket vizsgálni, amelyekre wen) :s; r .

Ebbe n az eset ben
<p(n) = 11( 1 - ~ )

n p
PIn

nyilván akko r a legkisebb , ha ar. n kanon ikus alakjában éppen az első r pr ím­
szám, Ph ' .• ,Pr szerepel. Ekkor (14)-et a

, l
ilU- - l =c
,:1 P i

jelölés segítségével
<p(n) ~ ne

alakba írhatj uk.
A (15) egyenlőtlenségből az következik, hogy ha !pen) :s; N , akkor

vagyis H2-nek az N-nél nem nagyobb elemei csak a

<p( I), <p(2), .. . , <p(N ')

(15)

függvényértékek közül kerülhetnek ki, ahol N' = lN/eJ .
A feladat a) része szen nt létezik olyan no, hogy ha N' > no, akkor az

1,2, ... , N ' számok között legfeljebb

aN' < eN
2 - 2

olyan van, amelyre !pen) nem osztható 2r _rel, és fgy nyilván legfeljebb eN / 2
darab H2-be tartozó !pen) érték keletkezhet.
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. 6 .6 .12 a) Mivel d(n ) = (1* l )(n), ezért a. 6.6.4 T étel ezerint a d(n) Dir ichlet­
sora D(s) = (2 (8), és így speci álísan s = 2-re

D (2) ~ f d~~) ~ , ' (2) ~ (~' )' .
n:: 1

• b) Jelöljük a J2(n) függvény Dir ichlet-sorát T (s}-sel. Mivel tP (n ) mult ipli­
katív, ezért a 6.6.lOa feladat ezerint

T (s) = f d~~) = II(f d'~' )) ~ II(f (k ~.I ) ' ) . (16)
n=l p k=O P p k =O P

Legyen

ekkor (16) és (17) alapján

00

H(x ) = 2) k+ l )' x ' ,
k =O

1
T (s) ~ II H(- ) .

p'
p

(17)

(IS)

Feltesszük, hogy 8 > 1, ekkor p ~ 2 miatt H (x )-et a O< x < 1/ 2 tartomány­
ban vizsgáljuk. A H (x ) végtelen sor hoz úgy jutunk el, ha a

00 1
L xi

= l _ X
j=O

végtelen m értaní sort t agonként deriválj uk.

az eredményt megszorozzuk x-szel:
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majd ismét t agonként derivál unk:

~ .2 j - l _ l + x
LJ J x - (1 _ )3'
j=::ol X

671

(19)

A hatványsarok deriválásáról sz ól ó tétel szer -int az előbbi levezetésben szerepl ö
lépések példáu l lxi ~ 1/ 2 esete n helyesek voltak, és így a fenti egyen löségek
igazak.

A k = j - l helyet tesítés mutatja, hogy (19) baloldalán éppen H(x ) áll.
A jobb oldalon szerepl ö tör t számlálóját és nevezőjét l - x-szel bővítve így

1 - x 2

H (x ) = (1 x)'

adódik. A (20). at {l Sl-ba beírva azt nyerjük, hogy

T s = II 1 - ph = ( 4(s)
( ) (1_ .L)' «2s)', "

A (21) képletet s = 2-re alkalmazva kapjuk, hogy

(20)

(21)

. 6 .7.4 Az útmutatásban jelzet t gondolatmenetet követjük.
Először megmutatj uk , hogy ha n elég nagy, akkor az 1, 2, ... , n számok

között több, mint n/2 olyan i van, amelyre a (i) ~ 2n. Legyen t azoknak az
i értékekne k a száma, amelyekre ez nem teljesül, ekkor azt kell igazolni, hogy
t < n / 2. Erre a t darab "rossz" i-re a a (i ) > 2n, a több i i-re ped ig a triviál is
a(i) > O becs lést alkalmazva azt kapjuk , hogy

a (l ) + a (2) +...+a(n) > 2tn .

Másrészt a 6.7.3 Tétel szerint elég nagy eset én

a( l ) + a(2) + ... + arn) < n'.

(22)

(23)

A (22) és (23) egyenlőtlenségekből azonna l adó di k, hogy valóban t < n / 2.
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Legyen most k tetszőleges. A 6.4.9 feladat alapj án elég nagy n eset én az
1,2, .. . , 2n számok között legfeljebb

2n
4k

olyan j ér ték szerepel, amely benne van a a -függvény érté kkészletében. Mivel
az előző bekezdés ezerint t öbb , mint n/2 olyan i van, amelyre a a (i) egy ilyen
j függvényérték, ezért a skatulyaelv alapján kell lennie olyan j -nek, amelyet a
a -függvény legalább

helyen vesz fel.

n
2

2n = k
4k

7. Diofantikus egyen letek

• 7.1.4 Jelöljük a szóban forgó huszadik századi évsaámct M-meI. El ösaör
megmutatj uk , hogy A és II nem szület hettek mindket ten 1899 után.

Indirekt tegy ük fel, hogy mégis ez lenne a helyzet . Legyen A szület ési éve
19uv , B születési éve pedig 19xz (nyilván egyikük sem szület hetet t 2000-ben) .
Ekkor a feltétel ezer int

M = 1900 + lOu + v + l + 9 + u + v = 1910 + lIu + 2v = 1910 + Llz + 2z .

Ezt á trendezve lI (u - x) = 2(z - v) ad ódik, amib ől kapjuk, hogy 11 Iz-v.
Mível lz - v] ~ 9, ezér t csak z - v = O lehetséges. Ha azonban z = v, akkor
u = x is teljesül, ami ellent mondás, hiszen A és B k ű lönb ö z ö korúak.

Hasonlóan adódik , hogy A és B nem sz ület hettek mindket ten 1900 el őtt :

ha a seü let ésí évsz ámuk 18uv , illet ve 18x z , akkor

M = 1800 + lOu + v + l + 8 + u + v = 1809 + 11u + 2v = 1809 + 11x + 2z

ugyanfgy ellentmo ndásra vezet .
Ez azt jelenti , hogy (mondjuk) A sz ű let ésl évszáma 19uv , B· é pedig 18x z .

Ekkor

M = 191O+11 u+2v = 1809+11x +2z , vagyis 101 = 11(x - u )+2 (z - v ).

Innen egyrészt x - II pára tlan , másrészt z - v ~ 9 miatt

101 - 18 7
X- ll~ 11 > ,
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vagyis csak x - ti = 9 lehetséges. Ebb ől

x = 9, ti = O és z = v + 1 (v = O, 1, .. . , 8),

és ezek az értékek (alkalmas M mellett ) ki is el égítik a feladat felté teleit. így
a korkülönbség

19uv - l 8x z = (1900 +v) - (1890 +v +1) = 9 év.

• 7.3.8 Megmutatjuk, hogy a triviális x = y = s = t = O érté krendszeren
kívü l nincs más megoldás.
• Első megoldás: Tegyük fel ind irekt , hogy létezik egy nemtriviális racioná­
lis megoldás. Ekkor a nevez ök legkisebb közös többszörösével vegigszorcava,
majd szükség esete n az így adódó egész számok legnagyobb közös oszt ójával
végigosztva olyan egész megoldáshoz jutunk, ahol (x , y , s, t ) = l .

Vizsgáljuk a számok paritás át . A feltét el alapján

t2+s2 +x 2 == t2+(s +X)2 = (y + t )2+x2 == y2 +t2+x2 (mod 2),

tehát 8 és y azonos parit és ú.
Ekkor az egyenletrendszert modulo 4 nézve azt kapjuk, ugyanilyen pari­

tású t , 8 + x , y + i és x is.
Mind a hat szám nem lehet páratlan, mcrt ha y és i páratlan, akkor y + t

páros.
Mind a hat szám páros sem lehet , hiszen (x ,Y, 8 , i) = 1.
Ezzel ellent mondásra jutottunk.

• Második megoldás: Most is indirekt bizonyítunk. Az e16z6 megoldáshoz
hasonlóan feltehetjük, hogy ekkor létezik egy nemt riviális egész megoldás is.
Ennél a szóban forgó négyzetösszegek érté ke nem lehet nulla.

Tekintsük az egész koord inát ájú négyzetrácsban a (0, 0), az (8, y) és az
(8 + x , - t ) koordin étáj ú rácspontokat. A feltétel éppen azt jelenti, hogy ezek
egy szabályos háromszöget alkotnak .

Rácsp ontok azonban nem alkot ha tna k szabályos háromszöget , ugyanis az
öket befoglal6 rácstéglalap és a "sarokháromszögek" területe is nyilvánvalóan
racionális, ugyanakkor a szabályos háromszög területe az oldala négyzetének
V3/4.szerese, az oldal négyzete pedig (P itagorasz tétele alapján) egész szám.

• 7.3. 10 Legyen a 8 szám számtani közepe 8 . Ekkor 2s = t, ahol t páratlan
egész, továbbá a 8 szám köb ének összege

(s-D'+(s-D'+(s -D' +(s_D'+(H D' +(s+D'+
+ (8+~)3 + (8 + ~)3 = 883+ 1268= i3 + 63t.
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így a t3 + 63t = v3 egyenlet olyan megoldás ait keressük, ahol v egész és
t pára tlan egész. Ha a (v, t) pár megoldas , akkor a (-v, - t ) pár is megold as ,
ezért elég a t > O megoldásoka t keresnünk.

Nyilván v > t, továbbá (t + 5)3 > t3 + 63t = v3 , t ehá t v < t + 5. Ennek
a lapján (figyelembe véve, hogy v szű ks égképpen páros) csak v = t + l és
v = t + 3 lehet séges.

Az elsőből nem kap unk megoldás t , a másod ikból t = l és t = 3 adód ik.
A keresett köbszámok ennek megfelelően 64 = 43, 216 = 63 , -64 = (_ 4)3 és
- 216 ~ (_6)' .

• 7.3.13 g) Az x = ± l , Y = O értékek nyilván kielégítik az egyenletet. Meg­
mu ta tjuk, hogy más egész megoldás nincs.

Indirekt bizonyít unk. Nyilván feltehe tjük, hogy x > 1.
Az egyenletet (x + l )(x -l) = 2y4 alakba írva látszik , hogy x pár atlansága

mia tt x + 1 és x - l páros , ezért y is az , y = 2u . Az egyenlet mindket olda lát
4-gyel oszt va

(1)

adódik . Az (l) baloldalán két szomszé dos pozitív egész szám szorzata á ll,
ezért a t ényezök relatív prtmek is. így egyikük egy negyedik ha tvány, a más ik
pedig egy negyedik ha tvány 8-szorosa. Mivel a két szám elté rése 1, te hát

vagy

Az utóbbi ese t nem lehetséges, mert egy négyzetszám nem ad hat - 1 mara­
dékot 8-cal osztva. Az elsö esetben átrendezés és szorz attá bontás után a
(w2 + 1)(w2 - 1) = 8z4 , azaz a

w
2
+ 1 (w2 _ 1) = (2z2)'
2

(2)

összefüggéshez j utunk.
Meg muta tjuk, hogy a (2) baloldalán á lló két (pozitív) tényező relatív

prím . Jelölje a legnagyobb közös osztójukat d. Mível (w2 + 1)/2 páratlan ,
ezért d is csak pára tl an lehet . Továbbá

tehát va lóban d = 1.
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Ez azt jelenti, hogy (w 2 + 1)/2 és w 2 - 1 kü lön-külön is négyzetszámok.
Két pozitív négyzetszám különbs ége azonban nem lehet l , tehát w 2 - l nem
lehet n égyzetsz ám, és így ellentmondásra jutottunk.

• h ) Megmu tatjuk, hogy az összes megoldás: x = y , valamint x = 2, y = 4 és
x = 4, y = 2.

Ezek nyilván megoldások . így azt kell igazolni, hogy y > x eset éri x = 2
és y = 4.

• Első bizonyít ás: Legyen (x ,y) = d, ekkor x = da , y = db, ahol (a,b) = 1.
Ezt az egyenlétbe visssaír va, majd d-ed ik gyököt vonva

(da)' = (db)" , azaz b > a miatt (3)

adó d ik. Innen kapjuk, hogy a I ba, de ez (a, b) = l miatt csak a = l esetén
lehetséges. Ekkor (3) a

,I-l = b (4)

egyenlete t jelenti. Itt b > a = l , és igy d > 1. Ha d > 2, akkor bármely
b > l -re db-l> b, és d = 2 eset én is csak úgy teljesülhet (4), ha b = 2. Innen
valóban a kívánt

és

értékeket kapjuk.

• Máso dik bizonyít ás: Ha y > x > l , akkor az egyenlet ekvivalens az

x y
log x log y

egyenlet tel. Mivel az f ez) = z/log z függvény az l < z < e intervallumban
salge rúan monoton fogy, és z > e-re szigorúan mono ton nő, így két különböző

egész helyen csak akko r vehet fel azonos értéket, ha a kisebbik hely a 2. Ez
azt jelenti, hogy csak x = 2 lehetséges. Ekkor y = 4 megfelel, továbbá az f
függvény z > e-re saigerúan monoton , ezért más y már nem lehet jó .

• i) Az x = 5, Y = 1 értékek nyilván megfelelnek . Megmutatjuk, hogy más
megoldás nincs.

Az egyenlet fennállása eseten az

yS ,, 2" (mod 31) (5)
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kongruenciának is teljesülnie kell. Mivel az eredeti egyenletből nyilvánvaló,
hogy 311v,ezért (5) miatt a 21: szű kségké ppen ötöd ik ha tványmaradék modulo
31. Ekko r a 3.5.3 Tétel szerint

A (6)-ból követ keaik, hogy

(6)

0,,(2) = 51 6x, ezért 51 X , azaz x= Su .

Ezt az eredet i egyenlétbe visszaírva az t kapjuk , hogy

(2" )' - y' = 31, (7)

teh át két (pozitiv) ötödik ha t vány k ű lönbsege 31. Azt , hogy (7) egyedül a
25 _ 15 eset ben valósulhat meg, ahhoz hason lóan igazolhatjuk, ahogyan a
II. mód szer példájának megold ésa során az a3 - b3 = 7 egyenlete t kezelt ük:
vagy azt használjuk fel, hogy minden más esetben két pozitív ötödik hat vány
különbsége nagyobb, mint 31, vagy pedig a (7) bal oldalát szorzattá bo ntva
bizonyft unk .

• 7.5 .10 Az egyenlet bal oldalát bontsuk szorzat tA: (x + 2i )(x - 2i ) = y3.
Legyen Ó = (x + 2i, x - 2i), ekkor

.1 (x + 2i ) - (x - 2i) = 4 = (- 1)(1 +i)'.

Ebből következik, hogy ~ = (1 + ir.ahol OS: r ::; 4.
A konjugélás t ulajdonságaiból adódik (lásd a 7.4.2a felad atot ), hogy

(l + i)' I x + 2i => (l - i )' I x - 2i. (8)

Az l + i és l - i egymás egys égszcrcsei, ezért (8)-ból követ kezik, hogy az l + i
kitcvöje x + 2i és x - 2i kanonikus alakjában egyaránt r . Az (x + 2i )(x - 2i )
szorzat (a Gauss-egészek körében is) köbszám, te hát a kanonikus alakjában
minden Gauss-prím, így az l + i kitev ője is oszt ható 3-mal. Ez azt jelenti ,
hogy 3 I 2r , tehát r = 3t (azaz r ~ O vagy 3) .

A fent iek alapján

x +2i x - 2i (Y) '
(l + i)" . (l - i)" = 2'

és (
x +2i X - 2i )

(l + i)" '( l i)" = l.
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Innen a számelmélet alaptételéből következik, hogy x + 2i és x - 2i is "köb­
sz émck" egységszeresei, és mivel a Gauss-egészek körében minden egység köb­
szám, igy x + 2i és x - 2i maguk is köbszémok.

Ekkor
x + 2i = (e + di )3 = e3 - 3ed' + (3e'd - d3)i . (9)

A képzetes részeket összehaso nlítva 2 = d( 3c2 - cf2 ) adódik . Innen d = ± 1
vagy ± 2, és ezeket visszahelyettes ítve csak a d = l és d = - 2 esetben kapunk
c-re egész érté ket , míndkétszer c = ± l.

Vég ű l (9)-bt'51x = eJ - 3ccf2 , ahonnan az x = ±2, y = 2 és x = ± ll, Y = 5
megoldásokat nyerj ük.

• 7.5 .11 A e + 'ljJ2 = o egyenletet vizsgálj uk, ahol o adott Gauss-egész, és e
és 'IjJ az "ismeret len" Gauss-egészek.

Az egyenlet bal oldalát szorzat tá bontva (e + t,biHe - 1/;i) = o adód ik,
teh át

Innen
< = ., +.' , ., ~ . , - ., .
~ 2 ~ 2i

Mivel i egység , továbbá Ól + Ó2 = (Ól - Ó2) +2óz, ezér t e és t,b pontosan akkor
lesznek Gauss-egészek, ha

21· , - ·" (10)

Legyen a = a + bio
EIt'5ször azokat az eseteket tekintjük, amikor alkalmas Ól , Óz osztópárra

(10) teljesül (tehát a felírható e+ ",' alakban).
Ha a páratlan és b páros, akko r a Ól = a , Ó2 = l választás kielégít i (lO)-et :

21(a - l)+ bio
Ha 4 I a és 4 1b, ak kor a Ól = o /2, Ó2 = 2 választás megfelel, hiszen ekkor

Ól és 152 külön-külön is oszt hatók 2-vel.
Ha a és b párosak, és közülük pontosan az egyik osztható 4-gyel, akkor

a kanon ikus alakjában az 1 + i Gauss-prím pontosan a második hatványon
szerepel, teh át

a = (I + i)' (e +di), ahol I + i,(e + di , azaz e;;! d (mod 2) .

Ekkor a

. , ~ 1:i = (e + di)( 1 + i ),



678

válasz tás megfelel ő . Ugyanis

M EGOLDÁSOK 7 .7 .

Ól - Ó, = (I +i)(c- I) + di),

továbbá
c - l es d (mod 2) => 1 + i I c - l + di ,

tehát Ól - &2 osztható (-iHl + i) 2 = 2-vel.
Most megmutatj uk, hogy a többi eset ben a nem áll e16 e+ 'ljJ2 alakban.
Ha a == b es 2 (mod 4), akkor fr kanonikus alakjában az 1 + i Gauss-prim

pontosan a harmadik hatványon szerepel. Ez azt jelenti, hogy bármely <h, Ó2

osztópárnak pontosan az egyik eleme osztható (- iH l + i )2 = 2-vel, te hát (10)
nem teljesülhet.

Végül , ha b páratlan, akkor a + bi fe (Xl + X2i )2 + (YI + Y2i) 2, ugyanis a
jobb oldal képzetes része páros, míg a hal oldalé páratlan.

Összefoglalva, azt látt uk be, hogy o: = a + bi akkor és csak akkor nem
írható fel e + 'ljJ2 alakban, ha b páratlan, vagy a == b == 2 (mod 4).

• 1.5.17 Azt igazo ljuk, hogy n pontosan akkor áll e16 a kívánt alakban, ha 2n
felírh ató három négyzetszám összegeként. Ebből a h árom- n égyzetszém- t étel
alapján következik, hogy azok az n értékek "rosszak", amelyekre

n = 4'(16m + 14) .

Ha n előáll az előírt alakban, azaz n = 2x2 + y2 + z2 , akkor

2n ~ (2x )' + (y +z)' + (y - z )'.

Megfordít va, ha 2n = a2 +b2 + c2 , akkor feltehet ő , hogy a páros és b és c
azonos paritású , és ekkor

_ (a)' (b +c)' (b -C)'n- 2 - + -- + --
2 2 2

. 7.7.5 b) A végtelen leszállás módszer ét alkalmazz uk. Tegyük fel indirekt,
hogy az

X4 +y4 = Z' (ll )

d iofantikus egyenletnek létezik poz itív egész megoldása (megoldáson a továb­
biakban mindig csak pozitív egész megoldást fogunk érte ni) , és te kintsük azt
az xo, Yo , Zo megoldást, ahol Zo min imális. Megmutatj uk, hogy létez ik egy
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olyan z i , YI, ZI megoldás, ame lyre ZI < Zo , és ez ellentmond Zo minimali t á­
sának.

Ha (xo, Yo, zo) = d > l , akkor

YO
d '

is kielégít i {l l l-et, és zo/rfl < Zo ellentmond Zo mínímalításának.
Ebből következik, hogy Xo, Uo és Zo relatív prímek, és a szokásos módon

igazolható, hogy páronként is relatív prímck.
A fent iek alapján x5, YŐ és Zo primitív pitagoraszi számhármas t alkot­

nak. Ezért

ahol

' -2Xo - mn

uő =m2-n2

Zo = m2 + n 2

(12a)

(12b)

(12c)

m>n> O, (m,n) = 1 és m 't n (mod 2) .

A (12b) egyenletet modulo 4 vizsgálva kapjuk, hogy az m és n közül most m
a páratlan és n a paros; n = 2n l . Ezt (12a)-ba be írva kapj uk, hogy

(XO)'"2 =mnl ,

Ebből következik, hogy

ahol (m,nd = 1.

és aho l (u,v) ~ l. (13)

A (13)-.1 (12b)-be beírva kapj uk, bogy

Y& = (U2)2 _ (2V2)2 ,

azaz Yo, 2v2 és u 2 primitív pitagoraszi számhármast alkot.
hogy

2v2 = 2rs

u2 = r 2 + S2

Ebből következik,

(14.)

(14b)

ahol (r, s ) = 1. A (14a)-b61 igy azt nyerj ük, hogy r = t2 , s = w2 , és ekkor
(14b) átí rható az



680 M EG OLDÁSO K 7 .7.

alakba. Ez azt jelenti, hogy X l = t ,YI = W , ZI = II megoldása (ll)-nek,
továbbá (12c) és (13) alapján

ami ellent mond Zo minimalitás énak .

• 7.7.7 Legyen a számrendszer alapszáma x . Ekkor az

(15)

diofant ikus egyenlet olyan megoldásait keressük, ahol x 2: 2. Bebizonyítjuk,
hogy az egyetlen ilyen megoldás x = 7, Y = 20. (Könnyen látható, hogy x ~ 1
esetén csak az x = O és ± 1 ér té kekból kapunk egész megoldás t. )

A (15) bal oldalá t szorzat tá bontva

(x + l )(x' + l ) = y' (16)

adódik . Jelöljük a (16) baloldalán szereplö két tényező legnagyobb közös
osztóját h· vai , ekkor

h I (x' + l ) - (x + l )(x - l) = 2, tehát h = l vagy 2.

Ha h = l , akkor eé-c I (és e-l- I is) négyzetsz ám. x2+ 1 = Z2. Ez azonban
(x t- O miat t ) lehet etlen .

A h = 2 eset ben

x + 1 = 2u2 és (u> l , v > l ). (17)

Az első egyenlet b ól x = 2u 2 - 1, ezt a második egyenlet be beírva kapjuk , hogy

(18)-b ól át rendezés és 2-vel való osztás ut án

(u')' + (u' - l )' = v'

(18)

(19)

adó d ik. A (19) egyenletből u > 1, v > Oés (u2 , u 2 - 1) = 1 alapján következik ,
hogy
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pr imitív pitegorasszi számhármast alkot nak . Innen azt nyerjük, hogy (a "szo­
kásos" tulajdonságú alkalmas m és n egészekkel] vagy

u2 _ 1 = 2m n,

vagy pedig fordított szereposetással

és

(20a)

(20b)

(2l a)

(2l b)

teljesül.
Nézzük elősz ör a (20a)-(20b) esetet . A (20a) egyenlet és (m,n) = l

alap ján u, n és m primitív pitagorasai számhármas. Mivel a feltételek szerint
u pár atlan, ezér t

n = 2rs és

Ebből következik, hogy
m- n = (r - s)2.

A (20a) egyenletből (20b)-t kivonva

(22)

azaz (23)

adódik. (22) alapj án (23) átírható a küvetkező alakb"

(r - S)'I - 1 = 2n2 .

Bontsuk (24) ba l oldalát szorzattá:

( r - s)' + 1)( , - s)' -l) = 2n' .

(24)

(25)

A (25) bal oldalán a két t ényező k ű l ő nbsége 2, mindket tényező páros, Igy a
legnagyobb közös osztój uk 2. Mivel egy páratlan szám négyzete 4-gyel osztva
1 maradékot ad , ezért az elsö tényező (páros, de) 4-gyel már nem osztható.
Míndebb öl következik, hogy

(r - s)' + l = 2" és
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Ez utóbbi azonban (w i- O miat t ) lehetetl en. Ezzel beláttuk, hogy a
(20a) - (20b) eset nem valósulha t meg.

Rátérve a (21a)-(21b) esetre, most u páros, és így (21b) modulo 4 vizsgá­
latából kapjuk , hogy szükségképpe n m páros és n páratlan . Mivel (m, n) = 1,
ezért (21a)-h61 következik , hogy

A (26)-ot (21b)-be beírva a

- b'n - , és így (26)

egyenlet hez j utunk , amelyből átrendezés ut án

(27)

adódik. A (27) bal oldalát szorzattá bontva a két tényező páros és k ülönbs ég ük
2, tehá t a legnagyo bb közös oszt6j uk 2. Így az alábbi két lehetőség van:

vagy

és

és

(28)

(29)

A (28)-be li két egyenletet egymás ból kivonva 2-vel való osztás után

adódik . A 7.3.13g feladat szerint ebből d
lehetséges.

(29)- ből hasonló módon a

o következik, ami most nem

egyenlete t kapjuk. A 7.7.6 feladat szerint ekkor c = ± l, d = ± 1. Ezt (29)-be
visszaírva kapjuk, hogy 2a2 + b2 = 3, ahonnan a2 = b2 = 1. így (26) alapján
u2 = 4, és végül (17) miatt x = 7.

• 7.7.10 a) Tegyük fel először , hogy az

(30)
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d iofanti kus egyenlet megoldható, legyen x = a, y = b egy megoldás. Ekkor

n = a' + 3b' = a' + (biV3)' = N (a + biV3) = N(a + b(! + 2w)) =

= N(a + b + 2w) = (a + b)' - (a + b)2b+ (2b)' ,

te hát x = a + b, y = 2b megoldása az

x2_xy+y2=n (31)

d iofantikus egyenletnek.
Legyen most x = c, y = d megoldása (31)-nek. Ha van olyan a , b egész

szám, amelyre
c = a + b és d = 2b, (32)

ak kor az előző gondo latmenet megfordításával kapj uk, hogy x = a, y = b
megoldása (30)-nak . (32) pontosan ak kor teljesül, ha d páros. Mivel az n =
x 2 - xy + y2 egyenlet x-ben és y-ban szimmet rikus, ezért az is megfelel, ha c
páros. Végül, ha c és d is párat lan , akko r

n = c2 _cd+ d2 = N (c + dw) = N (c + dw2 ) =

= N(c - d - dw) = (c - d)' - (c- d)(-d) + (-d)' ,

tehát x = c - d, Y = -d is megoldása (31)-nek, és itt c - d már páros.
Természetesen a fent ieket az Euler-egészek felhasználása nélk ül, "trükkös"

átalakítások formájában is el lehet mondani .

• 7.7.11 A 7.5.10 feladat megoldásának gondolat meneté t követj ük. Az

egyenlet bal oldalát az Euler-egészek körében szorza ttá bonth atjuk:

(x + 9i V3 )(x - 9iV3) ~ y3 .

Legyen

a = x + 9i V3 = x + 9 + ISw, ekkor o"= x - 9iV3 .

(33)

(34)

Belátj uk, hogy a és o" is egy-egy köbszém egységszerese (köbszámokon most
Euler-egészek kőb ét értjük) .
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Legyen (} = (a ,a) , ekkor ó oszt6ja az

,, -a = 18iV3 = 2(iV3)'

Euler-egész nek.
A (33) egyenlet modulo 8 vizsgálatából adódik, hogy x szükségk éppen

páros, tehá t 2,( x + 9, és így 2%0:. Ebbő l következik, hogy a 2 E uler-prim nem
oszt6ja é-nak, vagyis

Mivel

ahol • = iV3 é, os r :::; 5.

'!r
S I a <=} 'if S Ia,

továbbá 11" és 1f egymás egységszeresei, ezért 11" kitev ője az o: és fr "kanonikus
alakjában" egyaránt r. Mivel (34) szerint az aa szorzat kőbszám , ezért a
kanonikus alakjában a 11" kitevöje osztható 3-mal. Ez azt jelenti, hogy 3 l 2r,
tehát r = 3t (azaz r = O vagy 3). Ebböl következik, hogy Ó (valamelyik
egységszerese) szü ks égképpen köbszám: ó = rl.

A fent iek alapján

o a (Y )'
r 3'r3 = 72 '

ahol

Innen a számelmélet alapt ételéból következik , hogy (x ± 9iV3)/T3 , és így
x ± 9iV3 is kobszámok egységszeresei. (Az egys égt é nyez ő nem hagyható el,
mert az E uler-egészek köréb en nem mi nden egység köbszám.)

Ekkor
o: = x + 9+ 18w = t (e+ dw)3 . (35)

Mlvel a - 1 köbszám, ezért (35)-öt elég az t = l , w és w2 esetekben megvizs­
g élni.

A E = 1 esetben w3 = 1 és w2 = - 1 - w figyelembevételével kapjuk, hogy

Ekkor (35)-ben az nw-mentes rész", illetv e w együt t ható it ősszehasonlítva

x + 9 = e3 +d3 _ 3cd2

18 =3e2d -3cd2

(36.)

(36b)
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ad ódik . (36b) ekvivalens a cd(c - d) = 6 diofantikus egyenlet tel. amelynek az
alábbi (c, d) számpárok a megoldásai:

(3, 2); (3, l ); (-1, 2); (- l , - 3); (- 2, l ); (-2, - 3).

Ezeket (36a)-ba behelyettes ít ve az x = ±1O értékeket kapj uk, és ekkor (33)
szerint y = 7.

Az E = w esetben teljesen hason lóan (36b) helyet t a

(37)

diofant ikus egyenlet hez j utunk. Megmutatj uk, hogy ennek nincs megoldása.
Vizsgáljuk (37)-et modulo 3. A kis Fermat-t étel ezerint bár mely a-ra

a3 == a (mod 3), igy

0== c3 + d3 == c+ d (mod 3).

Ha 3 I c, akkor 3 l d, és igy (37) jobb oldala oszt ha tó 27-tel, a baloldal
viszont nem.

Egyébként c = 3r + l és d = 3s - l , vagy ford ít va, és így

c' + <1' = (3r+ l )' + (3s _l)' = 27(r' +s' + r' - s') + 9(r+s),

tehát a (37) átrendezésével kapott

egyen let jobb oldala oszt ható 9-cel, a baloldal viszont nem.
Ezzel beláttuk , hogy a (37) diofant ikus egyenlet nem oldható meg.
Végül az F: = w2 eset (37) helyet t a

18 = _c3
- d3 + 3cd2

diofantikus egyenlétre vezet , amelyről az előzőve l egyező módon látható be,
hogy nincs megoldása.

Összefoglalva, azt kap tuk, hogy az x2 + 243 = y3 diofantikus egyenlet
összes megoldása : x = ± 10, y = 7.
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8. Diofantikus approx imáció

.8.1.8 c) Megmutatjuk , hogy egy (! valós szám akkor és csak akkor írható fel
h(a) = {c}? - {a 2} alakban , ha - 1 < g < 1.

A szükségesség azonnal adódik abból, hogy bármely c-re O~ {c} < 1.
Az elégségességhez legyen O :::; {) < l , k pozitiv egész és a: = k + D. Ekkor

{a }2 ~ D2 és {a 2} ~ {D2 + 2kD}. (1)

(2)o~ ~ < - k+ v'k'+l,azaz0 ~ ~2 +2k~ < l,

akkor (1) alapján

h(a) ~ {a} 2 _ {a 2} ~ ~2 _ {~2 + 2k~ j ~ ~2 _ (~2 + 2k~) ~ -2k~. (3)

Ha

Figyelembe véve (2)-t

o~ - u «> - 2k (- k + v'k'+l) (4)

adódik. Ekkor (3) és (4) alapján a h(a) = - 2kfJ értékek közöt t a

(- 2k (- k + v'k'+l) ,O]

intervallum minden pontja előfordul. Mivel

- 2k (- k + v'k'+l) ~ -;,;.." = ;-;--r,- ,;2;=;::" -; - 1
k +vk2 + 1 l + J l + k 2 l

ha k ~OO ,

ezért a hín) értékek a teljes (- 1,0] interval1umot kiadják.
Ha az elöző gondolatmenetet (2) helyett a

2k ~ D2 + 2k~ < 2k + 1, azaz - k + .,)k 2 + 2k ~ ~ < 1

feltételt k ielégitő {)· kra megis mételjük, akkor azt kapjuk, hogy a h(a) értékek
között a [0, l ) intervalum minden eleme is fellép .

• 8.3.5 A 8.3.4 Lemma (8a) , (8b) és (IQ) képlet ei alapj án

Tn8n_ 2 - Tn _28n = (enTn-l + Tn _2)Sn _2 - Tn -Acnsn -l + SOl _2) =

= en(rn - l Sn - 2 - Tn -2Sn - d = (-l) 01 Cn .

Ezt snsn_2· vel osztva a feladat állítását kapjuk.
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• 8.3.6 A feltétel szeri nt

Legyen
(J = L (CM -k+lt· .• I CAl , CM - k + lt· •• I CAl" . •) •

Ekkor

687

és (3 = L (CAI _ k+l , · . · • CM ,(3) .

Ezeket az "emeletes törteket kifej tve"

illetve

adódik. aho l az ui-k alkalmas egész számok. Az első egyenlöségb öl fejezzük
ki f3-t o: segitségével, és ezt helyet tesftsük be a m ásodik egyenl őségbe. Ekkor
át rendezés ut án egy olyan egész együtthatós másodfokú egyenlethez jutu nk,
amelynek az o: gyöke. (Mivel végtelen l á nct ö rtr ől van szó, ezért az o: irracio­
nális, és így elsőfokú egész együtthatós egyenlet nek nem lehet gyöke.)

• 8.4.1 a) Mivel (I + /2)n + (1- /2)n egész szám és limn~oo (l - /2)n = O,
ezér t p áros n-re az {( l + J z)n} törtrészek [r észjsorozata l -hez, pá.ratlan n-re
pedig O-hoz tar t , és fgy nem lehet mindenütt sü rü [O, l j-ben.

• b) A sorozat szomszédos elemeinek a különbsége o-hoz tar t:

l
Vn+T - vii = Vn+T "fii -+ O,

n+ l+ n
ha n-+ oo .

Ezért a szomszédos elemek tört részeinek a k ülönbsége is o-hoz tart, kivéve,
amikor a törtrész "visseaugrik" az l közel é b ő l a Oközeléb e. Ebb öl következik,
hogy a törtrészek mindenü tt sűrűek [O, l j-ben.

• c) Mivel

h/n' + I}= / n' + I-n=~ -+0, ha n-+oo ,
n + l + n

ezért {.,Jn2 + l } nem lehet mindenütt sűrű [O. l j-ben .
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• d) Mive l
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V2n2 + l -n..j2 --t O, ha n -+ 00 ,

és {nV2 } a 8.4.1 Tétel szerint mindenütt sür ü [O, l]. ben, ezért {J2n2 + l }
is mindenütt sürü [O, Ij-ben.

• e) Aszinuszfüggvény period ikussága miat t a sorozat csak véges sok (181)
különb özö értéket vesz fel, ezért a törtrészek sorozata nem lehet mindenütt
sűrű [O, l j-ben .

• f) Mivel 71" irraciona litása miatt az 1/(271"} arány is irracionális, ezért az (iv­
m ért ékben mért ) n szögek a 8.4. 1 Tétel szerint mindenüt t sűrűn helyezkednek
el az egys égkörön. A szinuszfüggvény folytonossága miatt ezért a sin n érté­
kek is mindenütt sűrűek aszinuszfüggvény [-1, 1] érté kkésaleteben, és így a
törtrészek mindenűtt súrúck [O, l j-ben.

• g) Mivel

1
Ig(n +l) -lg n =lg(I + - ) -+ 0, ha n-+ oo ,

n

ezért a b) résznél adott indoklás szerint a törtrészek sorozata mindenütt sűrű

[O, l l-ben.

• 8 .4 .3 Induljunk ki abból, hogy a Pn = ({nCt' I },{nCt'2}, . .. , {nak}) pon­
tok mindenütt s ür üek, vagyis a k-dimen ziós egységkocka bármely (VI , " " Vk)
pontjának tetszőleges kicsi környezetében találha tó egy P« pont. Ez azt je­
lent i, hogy bármely e > O-hoz létezik olyan n, hogy

I{naj } - vj l < e,

vagyis alkalmas rj egészekre

Ino · - v -- r ·l < eJ J J ,

j = 1,2, . . . , k,

j = 1,2 , ... ,k. (5)

Azt kell igazolnunk, hogy az 1, al , ... , a k számok lineárisan függetlenek. In­
direkt bizonyí tu nk : feltesszük, hogy léteznek olyan nem csupa nulla co, ... , Ck
racionális számok, amelyekre

CO +C1Ct'1 +",+ CkCt'k = 0. (6)

A (6) egyenlőséget a cj -k nevezőinek legkisebb közös többszörösével beszorozva
elérhető, hogy (6) eg ész cj-kkel is teljesüljön.
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A megoldás kulcsa az, hogy az (5) ala pján nkicsi" abszo lút értékű

n Oj - Vj - "i számoknak és O = n· l - n-nek a Cll"" Ck, eo számokkal vett
lineár is kombinác iója is kicsi abszo lút értékű lesz:

k k

ic. (n · 1- n) +L Cj (nelj - Vj - rj )1< t L ICjl = t '. (7)
j = 1 j=1

Másrészt (7) bal oldala az abszo lút érték nélkül

k k

n(eo +I: CjO'j ) - I: Cj Vj - M
j=1 j=1

alakba írható, ahol M egész szám. A (6), (7) és (8) alapján

k

II: Cj Vj +MI < é '

j=1

adódik, tehát

(8)

k

{I:CjVj} < é '

j=1

vagy
k

{I: CjVj } > l - é' .
j=1

Ez tetszőleges v I"", Vk eseten nyilván lehetetlen, és így ellentmondásra ju­
tot tunk .

9 . Algebrai és transzcendens számok

• 9.2 .8 A feltétel szerint J i= O, továbbá J -nek létezik gyöke, tehát J nem
lehet (nemnulla] konstans polinom.

Tegyük fel indirekt , hogy J irreducibilis Q felett. Ekkor J a gyökei mini­
málpolinomja, azaz

J = m Ct = m p.

Mivel g(O' ) = O, ezért mCt J l g. Ekkor viszont J minden gyöke g-nek
is gyöke, tehát g({3) = O. Az így kapott ellentmondás bizonyítja, hogy J
reducibi lis Q felet t .

(A felté telekből g reducibilitás ára vagy irr educibilit ására nem tudunk kö­
vetkeztetni, míndkét eset megvalósulhat .)
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• 9 .3 .6 Tegyük fel, hogy r és cos c algebrai. Ekkor eín e = ±Jl cos- r.p és
i is algebrai , tehát az r , cos 'P, sin lj' és i számokból az összeadás és szorzás
segitségével képzett o: is algebrai.

Megford ítva, tegyük fel, hogy Q algebr ai. A 9.3.3 Tétel alapján ekkor
r cos r.p és r sin e is algebrai. Innen r = J(r cos <p)2 + (rsin<p)2 is algebrai .
Ezt felhasználva kapjuk, hogy cos e = (r coslp) jr is a lgebra i.

• 9 .4 .1 a ) (a l) Legyen h = a/b , ahol b > O és a egész számok. Mivel Q'

Liouville-szám, ezért tetszőleges n-hez létezik olyan r/s tört, amelyre

l a - ~ I < _1 .
s s2n

(1)

A már többször alkalmazott meggondolás ezerint n -+ 00 mellett a megfelelő

s értékek is a végtel enhez tartanak , így feltehetjük, hogy s > b.
Az (1) egyenl őtlenség átírható

alakba, és így az 8 > b feltételt is felhasználva

1
,2.

1
< s2n <

1
(bs)'

adódik. Ez az t jelenti, hogy az

R as + br
~

S bs

t örtr é

I<h+ a)- ~ I < ; .

teljesül. Ezze l belá ttuk, hogy h + a Liouvllle-szám.

• (a2) A ha-ra vonatkozó állítást az el özöekhez hasonlóan igazolhatjuk.

• (a3) Megmutatj uk, hogy ha rls ,j ól" közelíti Ct-t , akkor (r/s)k "majdnem
ilyen jól" közelíti a k_t. Induljunk ki az

, (r) ' ( r)( " ' 2( r) (r)'-1)ck -:; = a-:; 0: - +a- :; + ...+ :; (2)
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azonosságb ól. Ha r]s (bármilyen értelemben) közel van a -hoz, akkor (2) má­
sod ik tényezőjének értéke közel van kak-l_hez, tehát abszolút értékben egy
csak az o-tő l és k-tól függ ö c korlát alat t marad. Ebből következik, hogy ha

la- ;1 l
< skn '

akkor

lok - :: I <
c

(sk)n
.

(3)

(4)

Mivel a Liouville-szám , ezért (3), és így (4) is tetsz ő leges n-re elérhető, azaz
ok is Liouville-szám.

• (a4) Azt fogjuk igazolni, hogy ha r]s ,jól" közeUt i o -t , akkor s/r ,jól"
közeliti l / o-t . (Ha r < 0, akkor s/r helyett a (-s)/(-r) alakot vessaiik.]

Az (l) egyenl őtlenség

alakját felhasználva

Isa - ri <
l

s 2n- l

(5)

adód ik {nyilván feltehető r i- O) . Tudjuk, hogy ha n ~ 00, akkor a megfelelő

s értékek Végtelenhez és az r ]s törtek o-hoz tar tanak, ezért feltehet ő, hogy

és1;1 <lol+1< s
Az (5) és (6) egyenl ötlenségekb öl kapj uk, hogy

s]o] ::>: l. (6)

(7)

Mivcl a Liouville-szém, ezért (l) , és [gy (7) is tetszdleges n-re el érhet ő , azaz
l Ia is Liouville-szám .

• 9 .4.4 Tegyük fel indirekt , hogy egy a komplex szám többszörös gyöke az f
polinomnak. Ekkor a gyök é az f deriváltjának, r -nek is. Mivel f irreducibi lis
Q felett, ezért f az a (egyik) minimálpolinomja. Igy 1'(0) = D-b61 következik,
hogy f I r. Ez azonban (f' i- Oés) deg j" < deg f miatt lehetetlen.
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• 9.6.5 a) Az állítás igaz. Tegyük fel indi rekt , hogy J minden gyöke algebrai
egész, azaz f gyökt ényez ös alakja C [x]-ben

f = (x - a,) (I - (2) ... (I - an) ,

ahol mindegyik O j algebrai egész. A szorzást elvégezve kapjuk, hogy az J
egy üttha tói az o j -kb öl összeadás, kivonás és szorzás segítségével állnak elő.

Mivel az algebrai egészek gyúrűt alkotnak , így f minden együtthatója algebr ai
egész. Az együt thatók egyb en racionáli s számok is, tehát szükségképpen egész
számok, ami ellentmond az J-re vona tkozó felt ételnek.

• b) Az állítás hamis. Példáu l az

1 13f = (I2 - 6)(I 2 - - ) = I ' - _ I 2 + 3
2 2

polinom normált , racionális együtthat6s, nem minden együt thatója egész, és
mégis van olyan gyöke, a J6 (és a - V6), amely algebrai egész.

• c) Az állitás igaz . Mivel j Irreducibilis Q felett , ezér t valamenny i gyökének
mínímálpolínomja. A 9.6.1 Definíció alapján így egyik gyök scm lehet algebrai
egész.

• cl) Az állít ás igaz. Legyen o az J poli nom egyetlen olyan gyökc, amely nem
algebrai egész. Mivel J (o) = O, ezért m, I J, és így mo minden gyöke J -nek
is gyöke. Az mo egyik gyöke sem algebrai egész, továbbá mo -nak (a 9.4.4
feladat szerint] nem lehet több szörös gyöke, ezért a feladat feltétele csak úgy
te ljesülhet , ha mo: els őfokú . Ez azt jelent i, hogy o racionális szám, tehát J -nck
valóban létezik racionális gyöke.

10. A lgebra i számtestek

. 10.2.5 a) Legyen a ="ft + 3; és M = Q (a ), ekkor deg c ~ deg(M , Q ).
Tekintsük a következő bővitésláncot :

Q '; K '; L, ahol és L ~ K(i ). (1)

Belátjuk, hogy M = L és így deg o: meghatározásához az L : Q b ővít é s fokát
kell meghatároznunk.

Az L definíci ója alapj án J7 E L és 3i E L , továb bá L test, ezér t
a ~ "ft +3i E L, és így M '; L.
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A másik irányú, L ~ M tartalmazáshoz azt kell igazolni , hogy ..;7 E M
és 3i E M . Mivel

(V7 - 3i)(V7 + 3i) ~ 16,

ezért a E M , tehát

azaz
_ 16
0 = - ,

o

ro; 0 +0v7 = Re o = -- E M
2

és
a-Ci

3i = -2- E M .

Rátérve deg(L : Q) meghatározására, megmutatjuk, hogy az (1) b övtt és­
láncban mindkét láncszem foka 2. Nyilván deg(K : Q) = deg .j7 = 2. Mivel
L f:. K (hiszen K mindon eleme valós, L viszont tartalmazza az i-t ), ezért
dcg(L : K ) ~ 2. Ugyanakkor deg(L : K) = degK i ::; deg i = 2, tehát valóban
deg(L : K) = 2.

Ezután a fokszámtételbői következik, hogy

deg o = deg(L : Q ) = deg(K : Q ) . deg(L : K ) = 4.

• 10 .2 .7 Jelöljük Q (O) valós elemeinek halmazát V-vel: V = Q (O) n R.

• a) Mivcl iJ = ~(cos 1 44°+isin 1 44°) gyöke azx5 - 3, a racionális test felett
irreducibilis polinomnak , ez ér t a Q(t1) bővítés foka 5.

Tekintsük a Q <; V <; Q(iJ ) b őv ítésláncot . A fokszámtétel alapján

5 ~ deg(Q (O) : Q ) = deg(Q (O) : V ) · dcg(V : Q ),

és Igy deg(Q (O) : V ) = l vagy 5. Mivel V csak valós számokb61áll, Q (O) pedig
tartalmaz nem valós komplex számokat is, ezért Q(iJ ) f:.. V . Ebből következik,
hogy deg(Q (O) : V ) f l , vagyis csak deg( Q(O) : V) = 5 lehetséges. Ekkor
deg(V : Q) ~ l , azaz V = Q .

• b ) Megmutatjuk, hogy V = Q ( ?'J) .
Mlvcl -y3 valós és

?'J = - (i if:l)' = - O' E Q (O),

ezért Q ( ?'J) \; V .
Tekintsük a

b ővítésl áncot .

Q \; Q ( ?'J) \; V \; Q (O) (2)
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Mivel {J = i~ gyöke az x6 + 3, a racionális test felett irreducibilis poli­
nomnak, ezért deg(Q (D) , Q ) = 6.

Hasonlóan adódik, hogy deg(Q (?':i) , Q) = 3.
Így a foksz ámt ételt a (2) b övtt ésl áncra alkalmazva kapjuk , hogy

2 ~ deg(Q (D) , Q ( ?':i )) ~ deg(Q (D) , V ) · deg(V , Q (?':i)).

Az a) részn él l étot t módon adódik, hogy Q (D) l' Q ( ?':i) , és Igy

deg(V , Q ( ?':i» = l , azaz V = Q (?':i).

• c) Mivel a vi két értéke egy más negatí vja, ezért ugyanahhoz a b ővít éshez

jut unk bárme lyik érték escten. Válassz uk például a

értéket .
Megmutatjuk, hogy V = Q (v'2) .

Első megoldás: Mivel

; = (Ji)' ~ D' E Q (D) ,

ezért (3)-b61 következik, hogy

(3)

v'2 E Q (D),

Tekintsük a

tehát Q (v'2) ~ V.

Q ~ Q (v'2) ~ V ~ Q (D)

b ővítésl áncot . Az el özö rés zekhez hasonlóan adódik, hogy

deg(Q (D) , Q ) = 4, deg(Q (v'2) , Q) = 2 és V l' Q (D).

Ebb61 a fokszámtét el felhasználásával kapjuk, hogy

deg(V, Q (v'2)) ~ l , azaz V = Q (v'2).

Második megoldás : A 10.2.3 Tétel szerint Q(iJ ) elemei egyértelmúcn fel­
Irha tö k racionális ai számokkal

r: ( ")' ( ")' 1 + ; . - 1 + ;
o = oO+ a l Vt+ a2 VI + 03 V I = °0+ °1 J2 +021+ °3 J2

alakban .

(4)
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Az o akkor és csak akkor valós, ha a képzetes része O, azaz

al +a3
,12 + 0,= 0.

Mivel ..;2 irracionális, ez pontosan akkor teljesül , ha

695

és

Ezt (4)-be visszahelyettesüve kapjuk, hogy o akkor és csak akkor valós, ha

azaz a E Q (V2).

Ezzel beláttuk , hogy V = Q (,12).
Harmadik megoldás: Az állítás a 10.2.8 feladatból is következik.

• 10.2 .8 Mivel 101 = l , ezért ii = 1/t1, és igy

o+ii I I
ReO=-2-= 2(0 +;J) ' (5)

Ebből követkeaík, hogy Re O E Q (O), és így Q (Re O) <; Q (O). Mivel nyilván
Q (Re O) <; R , ezért

Q (Re O) <; Q (O) n R. (6)

A másik irányú tartalmazáshoz legyen c a Q(t9 ) tetszőleges valós eleme:
c = g(O)/ h(O) [ahol g, h E Q[xJ, h(O) i O). Ekkor

h(O)c = g(O) .

A (7) egyenlőséget konjugálva, c E R alapjén

(7)

h(ii)c = g(ii) (8)

adódik. Tegyük fel egyelőre, hogy h(O) + h(ii) i O. Ekkor (7)-et és (8)-.t
összeadva , majd c-t kifejezve azt kapjuk, hogy

g(O) + g(ii) g(O) + g(I /O)
c = = .

h(O)+ h(O) h(O ) + h(I /t1)
(9)

Felhasználva, hogy t9 k + t9 - k felírható t9 + (1/ t9), azaz 2Re 19 racionális együtt­
hatős polinomjaként , (9)-b61 azt nyerjük, hogy c E Q(Re 19) . Ezzel beláttuk ,
hogy

Q (O) n R <; Q (Re O).
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h(D) + h(ii) = h(D) + h(1/D ) = O (10)

eset vizsgálata. Ekkor azo nnal adódik, hogy d algebrai szám. Az alábbi gon­
dolatmenet nemcsak (10) fenn állása, hanem tetsz őleges f} algebrai szám cselén
érvényes.

Felhasználva (6)-ot, tekintsük a

Q (Rc D) ,; Q (D) n R '; Q (D) (ll )

b ővít és l áncot . A feladat állítása I) = ± 1 eselén nyilvánvaló, igy fel tehetjük ,
hogy f} nem valós szám. Megmutatjuk , hogy ekkor (ll)-ben az egész lán c is,
és a második láncszem is másodfokú bővítés , ezért a fokszámtétel a lapján az
els ő láncszem elsőfok ú , azaz a két sz öban forgó b övítés megegyezik.

Mivel a (l l ) lánc elsö két eleme csak valós számokból áll, a harmad ik
viszont nem, ezért az egesz JAne és a másodi k láncszem is legalább másodfokú.
Igy elég belátni, hogy az egész l ánc (legfeljeb b másodfokú b övttés .

A [Dl = l feltétel miatt Im D = ± l - (ReD) ' , ezért

D = Re D+ ilmD = Re D+ J(ReD)' l

(Im19 '# O miatt pontosan) másodfokú elem Q(Ret'l) felett. Így valóban
deg( Q (D) ' Q (Re D» = 2.

• 10 .2 .11 Megmutatjuk , hogy az egysegkörön a ± l-en kIvül nincs páratlan
fokú algeb rai szám.

• Első bizonyítás : A 10.2.8 felad at megoldása során beláttuk, hogy ha f) al.
gebrai szám és 1191= I , ak kor

Q (Re D) ,; Q (D),

és {) t:- ± l eseten a b őv í t é s foka 2.
Ez azt jelenti , hogy a

Q '; Q (ReD) ,; Q (D)

b ővítés l ánc másod ik láncszemének a foka 2, és Igy a fokszámtétel szer int

deg é = deg(Q (D) , Q) páros.
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• Második bizonyítás: Egy valós együtthatós polinomnak egy komplex szám
és a konj ugáltja ugyananny iszoros gyöke, ezért lDl = l esct én l it? =:j9 is gyöke
a D minimálpolinomjának. Ebb ől mIJ irreducibilitása miatt következik, hogy

(12)

Könnyen adódik (lásd például a 9. 1.2c feladathoz fűzött út mutatást), hogy
ha {) minimálpolinomja

akkor I lf) (egyik) minimálpolinomja

(ao i' O).

(13.)

(13b)

A (12) felt éte lb ől követ kezik, hogy a (13b) polinom a (13a) polinomnak egy c
racionális szárnszorosa. A konstans tagok és a főegyütthatók összehasonlítá ­
sából kapj uk, hogy

an = cao és ao =CUn ,

és így C = ± 1. Ennek felhasználásával a tö bbi együt tható összehasonlításé b ól
az adódik, hogy vagy

j = 0, 1, ... ,n,

vagy pedig
j = 0,1 , ... ,n.

Ha deg 19 = n pára tl an , akkor az első esetbe n

n (n - ll/2

m, (- l) = L a;(- lV ~ L a; ((-1 ); + (-1)"-;) ~ o,
j=O j=O

a második esetbe n ped ig

n (n- ll/2

m.(l) ~ L a; ~ L (a; +an_j) = O.
j = O j=O

Ez azt jelenti, hogy rna-nak a - 1 vagy az l racionális szám gyöke. Mivel mIJ
irred ucibilis Q felett , ezért ez csak úgy lehetséges ha f) = - l, illetve 1.
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• 10.3.5 Ha. t négyzetmentes összetett szám, akkor létezik olyan p > 2 prím­
szám, amelyre p I t.

Indirekt tegyük fel, hogy E( .jt)-ben igaz a számelmélet alaptétele. Ekkor
a 10.3.8 Tétel (vii) állítása szerint p felbomlik E (/il -ben, és így létezik olyan
o: = a+b.,fi, amelyre N(a) = a2 + Itlb2 = p. It t a és b egészek vagy 2 nevezöj ü
törtek, t ehát u = 2a, ti = 2b biztosan egész, és

(14)

Ha ti = 0, akkor u2 = 4p , ami lehetetlen .
Legyen Iti = kp. Mivel k ~ 2, ezért lvi ~ 2 csetőn (14) bal oldala nagyobb

a jobb oldalná l.
Maradt a [v] = l eset . Ekkor u2 = (4 - k)p, ami k = 2, 3 és k ;::: 5 mellett

nyilván lehetetlen , továbbá t n égyzetmentess ége miatt k i=- 4.
Ezzel megmutattuk, hogy (14) nem teljesülhet , és így ellentmondásra j u­

tottunk.

• 10 .3.6 Az útmutatásban jelzett gondolatmenetet követjük.
Legyen t ~ - 4k + l és an ~ n + (l + .ji)/ 2. Ekko,

( 1+ .ji ) ( l+.ji) ( l - .ji)N(an) ~Nn + 2 ~ n + 2 n + 2 ~ n' + n + k. ( 15)

Megmu tatj uk, hogy O :s: n :s: k - 2 cset én a n felbonthata tlan. Tegyük fel
indi rekt , hogy (valamely n-re) a n = f3'"'/ , ahol f3 és 'y egyike sem egység. Mivel
a n-nek nem lehe t ± l· től kül önb özö olyan oszt6ja, amely egész szám, ezért

l + .ji
{3 =bo +b, 2 '

l+.ji
"( =CO +C1

2

Ebből következik, hogy

és ugyanígy Nb) ;::: k. Ekkor azonban

k' S N ({3)N(-y) = N(an) < N(ak_') ~ (k - l )' + (k - l ) + k = k' ,

ami ellent mondás.
Ezze l beláttuk , hogy O :s: n :s: k - 2 cseten a n felbonth atatlan. Ebből

következik , hogy a n is felbonthatatlan .
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Tegyü k fel most indirekt, hogy valamely O ::; n < k - 2-re f (n) nem
prímszám, azaz

A (15) és (16) ősszefüggésekből ekkor

ahol r , s > l . (16)

(
l + Ji)( 1 - Ji)

n + 2 n + 2 = rs (17)

adódik. A (l7) baloldalán két felbonthatatlan szám szorzata áll. így a szám­
elmélet alapté te le szerint a jobb oldalon álló két , egys égt ő l különböző t ényez ő

is felbonthatatlan, mégpedig valamelyik bal oldali t énycz ö egységszerese kell
hogy legyen. Ez azonban lehetet len, hiszen a ± I-ten kűlönb ö z ö r egész szám
nem lehet osz tója C\:'n·nek vagy on-nak .

• 10 .3.9 e) Az útmutatásnak megfelelöen azt fogjuk igazolni , hogy ha p =: 1
vagy 9 (mod 20), akkor van olyan a, b egész, amelyre

p = a' + 5b' = (a + bH )(a - bH ).

Erre két bizonyítás t adunk. Mindkett öben felhasználjuk, hogy ('-;,5) = 1

miatt létezik olyan c egész , amelyre p Iél + 5.

• Elsó bizonyítás: A 8.2.4 Tétel b izonyításénak gondolatmenetet követjük.
Tekints ük a síkon az x = pu + ev, y = v koordi nátéj ú pontokat, aho l u és v
egymástól függetlenül befutják az egész számokat. Ezek a pontok egy parale-­
logrammarácsot alkotnak, amelyben az alapparalelogramma terü lete ~ = p.

Bármely rácspont eseten

azaz p I x 2 + 5y2 .

Alkalmazzuk Minkowski t étel ét az x2 + 5y2 ::; 4V5p/ 1r egyenietű , origó
körüli 4p = 4~ területű (zárt) ellipsaísre. A tétel szerint ez az ellipszis az
origón kívül is tartalmaz legalább egy (x , y) rácsp ontot . Igy erre arácspontra
teljesül

p l x' + 5y'

te há t x2 + 5y2 = P vagy 2p.

x' + 5y' :; 4v'5p < Jp,
~
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Az x 2 +5y2 = 2p egyenlőség azonban nem állhat fenn, mert 5-tel oszt va a
bel oldal lehetséges maradékai Oés ± l , a jobb oldalé pedig ± 2, hiszen p == ± l
(mod 5) . Ezért szűkségk é ppen x 2 + 5y2 = p.

• Második bizonyítás : Legyen p I él + 5. Belátj uk. hogy a ey es x (mod p)
kongruenciének létezik olyan x, y megoldása, ahol O < [s], Iyl < ,;p. Ez a
7.5.2130 feladatban szerepl ö T hue-lemmab öl következik, a k = l, II = V = rJP1
és C = c szereposetással .

Ekkor

és

Megmutatj uk , hogy van olyan a , b egész, amelyre aZ + 5bz = p.
Ha. x 2 +5y2 = Sp, akkor 5 I X, azaz x = Sz, és így 25z 2 + 5y2 = Sp, vagyis

Sz2 + y 2 =p.
Ha x 2 + 5y2 = 4p , akkor a modulo 4 maradékok alapján x és y is páros,

x = 2a , y = 2b, és igy 4a 2 + 20bz = 4p , azaz a2 + 5b2 = p .
Az x 2 + 5y2 = 3p vagy 2p egyenlőség a két oldal modulo 5 maradékainak

kiilönböz6sége miatt nem teljesülhet .
Végül , az x 2 + 5y2 = p eset azon nal a kivánt állitAst jelenti .

• 10 .5 .6 Tekintsünk egy általános Q (..fi} másodfokú b őv ítést , ahol t négy­
zetmentes egész szám és t t: 1. Megrnutatj uk, hogy Q (..fi}-ben akkor és csak
ak kor létezik a kivánt t ulajdonságú egész bázis, ha t e l (mod 4).

Elégségesség: Ha t == l (mod 4), akkor az

l+1t
WI =

2
és

1 - It
W2 = 2

választás megfelel.
Eh hez azt alábbiakat kell megmutatni:

(i) minde n a E Q (.;l} egyértelm űen felírható racioná lis Cj számokkal

alak ban;
(ii) a akkor és csak akkor algebrai egész, ha Cl és C2 egész szám;

(iH) wI· nek és w2-nek ugyanaz a minimálpolinomja.

(i) Tudjuk, hogy a egy é rtelműen előáll

o =a+ bvt

(18)

(19)
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alakban, ahol a és b racionális számok. Hasonlitsuk össze (18)-at és (19)-et :

b
r. _ l +Jt l - Jt _ c, + c, c,- c, r.

a +vt -cI 2 + C2 2 - 2 + 2 vt .

A (19) előállítás egyértelmüsegé böl látseik, hogy (18) pontosan akko r teljesül,
ha

CI + C2
a=

2

Cl = a + b

és

és

b = CI- C2

2 '

C2 =a -b.

(20a)

(20h)

Ezzel a megfele lő (racionális) Cl és C2 létezését és egy értelm üség ét beláttuk.

(ii) A 10.3.2 Tétel szer int a t ss l (mod 4) esetben Q akkor és csak akkor
algebrai egész, ha

ahol u,v E Z és u =: v (mod 2). (21)

Azt kell igazolnu nk , hogy a (21) feltétel ekvivalens azzal , hogy Cl és C2 egész
számok.

Ha a és b a (21)-ben előirt alakú, akkor (20b)-ből következik , hogy

u + v
CI = --

2
és

u - v
C2=--

2

egész számok.
Megfordítva, ha Cl és C2 egész, akkor u = CI + C2 és v = Cl - C2 azonos

paritás ú, és így (20a) szerint a és b eleget tesz (21)-nek.

(iii) A két szám közös minimálpolinomja

2 l - t
(x -Wd(X- W2)=X -x+-

4-·

Szükségesség: Ind irekt tegyük fel, hogy valamely t ~ l (mod 4) eseten
létezik a megadott tulajdonságú Wt. w2 egész bázis.

Az WI és w2 egymás Q feletti konjugáltjai, tehát

WI = r + 80 és W2=r -sVt, r , s E Q.

Mivel Wl és W2 algebrai egész és t t l (mod 4), ezért (a 10.3.2 Tétel alap ján)
r és 8 egész számok, továbbá WI és W2 lineáris függetlensége miatt s i- O.
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Az l algebrai egész, te hát alkalmas CI és C2 egész számokkal elö kell ál lnia

1 = CIWl + C2W:l = (C l + c2)r + {Cl - C2)Sv't

alakban . Ez pontosan akkor teljesül , ha

és

Az s ::/:- O felt é telb ől kapjuk, hogy Cl = C2. és igy

l = (C l + c2)r = 2clr,

ami egész Cl és r ér tékekre lehetet len.

ll. Ideálok

• 11.1.8 a) El ősz ör megmutat juk, hogy az a l és aJ gyürü nem test , mivel
találhat ó bennük nullosztó.

Jelöljük I -vel R [x]-ben az x 2 - 2 által generál t föide ált : 1 = (x 2
- 2).

Ekkor az R [x]/ I faktorgy űr űben az x + .Ji. és x - ,J2 polínomok által
reprezentált (nemnulla) maradékosztályok szorzata a nulla maradékosztály:

[x+ h+ I)[x- h+ l] = [x +h)[x- h] + 1=x' - 2+ I = O+ I.

Ez azt jelent i, hogy x + h + l és x - h + l nullosatő k R [x]/ I- ben , és Igy
R [x)/ l nem lehel test ,

Haso nló a helyzet a C [xl/ (x 2 + l ) Iektorgyür üben: itt az x + i és x - i
polinomok által reprezentál t (nemnulla) maradékosztályok szorzata nu lla .

Most megmu tatjuk , hogy az a2-be n megadot t R[xl/ (x2 + 1) faktorgy űr ű

test, mégped ig a komplex számtesttel izomorf
A 11.1.6 Téte l utáni példa gondolat menetét követj ük. Most azok a (valós

együtthatós) polinomok kerülnek az (x 2 + 1) föídeél szerint egy marad ékosz­
tályba , amelyek ugyanazt a maradékot adják x 2 + l -gyel osztva. Ily módon
minden maradékosztály egy értelm űen jellemezhet ő egy nmarad ékkal", azaz egy
legfeljebb els őfok ú a + bx (valós egyű tthatós] polinommal (idesorolva a O po­
linomct is, amely magát az ideált reprezentálja).

A marad ékosztélygy ür üben tulajdo nképpen ezekkel a maradékokkal szá­
molunk, azaz pl. két maradékosztály szorzásakor ezeket a maradékokat össze­
szorozzuk és vesszük a szorza t nak az x2+ l -gycl való osztasi maradékát . Ennek
megfelelöen az összeadást az

[a + bx) + [c +dx] = [a +c] + [b+dJx,
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[a + bxJlc + dxJ= ac + lad + bcJx + bdx' =

= ac+ lad + bcJx - bd+ bdlx' + l j = [cc - bd] + [ad+ bcJx

szabály szerint kell végezni , azaz pontosan ugyanúgy, ahogyan a komplex ssá­
moknál (képzeljünk az "xYl

bet ű helyére mindenhol ,,"YI betüt ).
Ezzel belát tuk, hogy az R [x]/ (x2 + 1) marad ékoszt élygy ür ü test és izomorf

C·vel.

• b ) Bebizonyítj uk. hogy az R = T [x]/(f ) fak torgyűrű akkor és csak akkor
test, ha J irred ucibilis T felett.

Szükségesség: Tegyük fel ind irekt , hogy J nem irreducib ilis T felett. Ekkor
J = 0, vagy J egység, vagy pedig J reducibilis T felett . Megmutatjuk, hogy
R egyik esetben sem test .

Ha J egység, akkor (J) = (1) = T [x], te h át R-nek csak egy eleme van, ha
pedig f = 0, akkor (f ) = (O) , tehát R azonosnak tekinthető T [xJ-szel, vagyis
R ezekben az esetekben nyilván nem test.

Ha J red ucibi lis, azaz létezik olyan g és h nemkonstans polinom , amelyre
f = gh, akkor R-ben a g és h polinomok által reprezentált mar adékosztályok
szorzata a nulla maradékosztály :

[g + (f)JIh + (f)J = gh + (f) = f + (f) = 0 + (f) .

Ugyanakkor g + (f ) és h + (f) egyike sem a nulla marad ékosat ály, hiszen
n »es t t «.

Ez azt jelent i, hogy red ucibil is J esetén Jő-ben találhatók nu lloszt ók. és
fgy R nem lehet test.

Elégségesség: Azt kell igazolni, hogy ha J irred ucibilis T felett, ak kor az
R = T lx]/ (f ) faklorgyűrű lesi.

Az R gyűrű kommutatfv, tov ábbá az 1+ (f ) maradékosztály egységelem
(a szorzás ra nézve). Azt kell még belát ni, hogy minden nemnulla elemnek
létezik inverze.

A 10.2.3 Tétel bizonyft ásának I. részéhez hasonló gondolatmenetet alkal­
mazu nk.

Legyen u + (f) egy tetszőleges nemnulla mar ad ékoszt ály, azaz JÁu. A
v + (f ) maradékosztály pontosan akkor lesz az u + (J) inverze, ha

lu + (f)JIv + (f)J =uv + (f) = 1+ (f) • vagyis f li - uv.

Ez azt jelenti, hogy létezik olyan w E T [xJ polinom, amelyre

1 = uv + fw . (1)
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Az (1) egyen letben II és J adottak, v és w pedig az ismeretlenek; igy
az invertálhatóság kérdését egy polinomokra vonatkozó "d iofant ikus" egyenlet
megoldhat öságára fogalmaztuk át.

Amint a 10.2.3 Tétel bizonyi tásában már megindokoltuk, az ( l) díofant i­
kus egyenlet (az egész számokra vona tkozó 1.3.6 Tétellel összhangban) akkor
és csak akkor oldható meg, ha II és f legnagyobb közös osztója oszt6ja az
l -nek, azaz ti és J relatív prfmck. Mivel /irreducibilis és f ,.f u, ezért ez
valóban teljesül.

• c) Az 1 = (2, x2 +x + 1) ideál szet -int i maradékosztályok reprezentálásához
a polinomoknak az ideál mindkét generátoreleme szerint vesszük a maradékát .
(Mivel g = x2 +x + 1 normált polinom, ezért az egész együ ttbat ös polinomok
körében is el t udunk osztani bármely polinomot maradé kosan g-vel.)

Ennek megfelelően minden marad ékoszt álynak van olyan reprezentAnsa,
amely legfeljebb elsőfokú (vagy a O polinom ) és valamennyi együttha tója O
vagy 1. Igy az alábbi négy polinomot kapjuk:

O, l , X , l + x.

Könnyen adódik, hogy ezek közül már semelylk kettő sem esik ugyanabba
a mared ékoszt ályba (azaz scmclyík két polinom különbsége sem eleme az I
Ide álnak].

Ez azt jelenti, hogy az R = Z[x)/ (2,x2 + x + 1) faktorgy űr űnek négy
eleme van, és ezek rend re a fent i négy polinommal rep rezentálhat6k.

Az R gyúrú nyilván kommutatív és az 1 + I maradékosztály egység­
eiem. Az egységelem inverze önmaga, a másik két nemnulla elem ped ig egymás
lnverze :

[x+ l][1+x+ l] = x[1+xj + 1 = I + [x' +x+ l - 2] + l = I + l ,

hiszen x2 +x+ l- 2 E l .
Ezzel belát t uk , hogy az R gy űr ű test.
Egy másik lehetséges bizonyítást a feladathoz adott útmutatásnál vázol­

tunk.

• 11.3.5 Ha R test , akkor R[x] (a fokszám ezerint i maradékos osztAsra nézve)
euklideszi gyürü , és így a 11.3.5 Tétel alapján föideálgyür ü is.

A megfordítéshoz tegy ük fel, hogy R[x] Iöídeé lgyürü . Azt kell igazolni,
hogy R test , azaz bármely a 'I- Oelemnek létezik inverze.

Tekintsük R[xJ-ben az a nemnulla konstans polinom és az x ál tal gene­
rál t I = (a,x) ideált. A feltétel szer int I föideál, azaz alka lmas g E R [x ]
polinommal I = (g).
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M ível x E (a,x) = (g), ezér t g I x . tgy g = E vagy g = EX , ahol E egység
(azaz olyan konstans polinom , amelynek létezik lnverze R[x ]-ben, vagy am i
ugyan az, az E-nak mint R-beli elemnek létezik ínverze R-ben ). A g I a felt étel
miatt g f:. EX, azaz csak g = E lehetséges. Ekkor (g) = (1).

Mivel (a ,x) = (1), ez ért alkalmas h , t E R [x] polinomokkall = ah + xt.
Ebből kövct kezik, hogy h konst ans tagj ának és az c-na k a szorzata l, tehát
a-nak valóban létezik invcrze.

• 11.3 .9 a ) A 11.1.lOb feladathoz adot t út mut atás alapján azonnal adódik,
hogy R minden ideálja végesen generá lt.

Ha (a , b) = (d), akko r (a, b, c) = (d,c) . En nck megfelcl6cn elég azt belátni,
hogy bár mely, két elemmel generált (a, b) ideál földcél.

Ha itt valamelyik gener étorelem O, akkor az áll írés nyilvánvaló. tgy felte­
hetjük , hogya és b egyike scm O.

A számelmélet ala pt ételöböl következik, hogy létezik luko]«, b}, jelöljük
ezt d-vel. A 11.2.2j(iii) Tétel ezer int (a, b) = (d) fennállásához d = lnko{a , b}
mellett azt kell még megmutat ni, hogy alkalmas u. v E R elemekre d = au +bv.
Ezt d-vel oszt va a vele ekvivalens

egyenlőséghez jut unk, ami más megfogalmazásban azt jelent i, hogy alkalmas
u-val az l és a l U elemek ugyanabba a (bd ezerinr i merad ekosat élyba esnek.
Ezt kell teh át be lát nunk.

Vegyünk a (bd szerinti véges sok maradékoszt ály mindegyik éb ől egy-egy
elemet (azaz egy te ljes maradékrendszert modulo bd, legyen ez r i, ... , rn '
Megmut atjuk, hogy ekkor a l r h ' . . , a lr n is teljes marad ékrendszer modulo bl .

Ha al Ti és al r j ugyanabba a (bd szerinti marad ékosztályba esnek, akkor
alri - alrj E (bd, azaz bl Ial (r i - r j}. Mível al és bl relat ív prímck, ezért a
számelmélct alapt étel éb ő l követ kezik, hogy ekkor bl I r i - "i - Ez azt jelent i,
hogy r i - r j E (bd , vagyis i = j .

Eszel igazolt uk, hogy az a1 r i>'" , a l rn elemek kül önb özö maradékosztá­
lyokba esnek, és fgy valóban minden maradékosztályt repreze ntáln ak. Ebből

speciállsan az is következik, hogy van olyan i , amelyre al r i ugyanabba a ma­
radékosztályba esik, mint az l , és ezt kellett igazolni .

• 11.3 .1Q A megadott öt t érték escten E ( ..;t) -ben a norma szerint elv égezhető
a maradékos osztás, ennek igazolását a lD.3.4 feladat hoz ad ott útmutatásban
vázo lt uk.

A megfordításhoz tegyük fel, hogy E(..;t) euklideszi gytlrtl. Nyilván elég
a t < - 3 esettel foglalkozni, ekkor a ± l -en kfvül nincs más egység E(..;t )-ben.
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Legyen fJ egy olyan, a o-t61 és az egységektől (azaz ± l -tó l) kü lönbözó
elem, amelyre f(l3) (az f (O) = Oés az f (±i) érté kekt ől eltekint ve) a legkisebb.

A fl kiválasztásából következik, hogy bármely ~ E E(Ji) elemet ,B-val ma­
rad ékosan osztva a maradék csak Ovagy ± l lehet . Ez más megfogalmazásban
azt je lenti, hogy bár mely ~ cselé n ~. ~ + l vagy e- l osztható ~val.

Speciálisan, ha e= 2, akkor azt kapjuk, hogy {J I 2 vagy PI 3 vagy f3 l l.
Az utolsó eset nem fordulhat elő, hiszen f3 =F ± l.

li a (3 12, akkor N ({3) I N (2) ~ 4, azaz W ({3 ) # I mlat t ] N ({3) ~ 2 vagy
N ({3) ~ 4. Belátjuk, bogy csak N ({3) ~ 2 1cbetséges.

A N {(3 ) = 4 feltétel (a {J 12 oszt hat óséggal együ tt} azt jelenti, hogy a f3
a 2 egységezercse . Ennek az eshet őségnek a kizárásához igy elég egy olyan e-t
mutatni , amelyre a 2 a e,e+ 1 és e- l elemek egyikének scm oszt ója.

Ha t 't 1 (mod 4), akkor e = Vi, ha pedig t == 1 (mod 4), akkor
e= (1+ .fi)/2 nyilván ilyen tu laj donságú. {Felhasznéltuk az E(.fi ) elemeinek
előállitá.sára vonat kozó lD.3.2 Tét elt .)

Ezzel megmutattuk, hogy ha (J I 2, ak kor N (fJ) = 2. Teljesen hasonlóan
kapjuk, bogy a (3 I3 esetb en N ({3) = 3.

Legyen először t :t l (mod 4). Ekkor (J = c+ d..;i., ahol c és d egész. Mivel
N(IJ) nem n égyzetszém, ezért d #:- O, és fgy

3 ~ N({3 ) = c' + Iti ·d' ~ O+ Iti · 1 ~ Iti, t ;::: - 3,

amit kizártunk.
Ha t '" 1 (mod 4), ak kor (3 ~ c + d(1 + /i )/2 alakú, abol c és d egész.

Most is d #:- O, és így

( d)' á' 1+ ltl
3 ~ N ({3 ) = c+ "2 + It l·"4 ~ - 4-' azaz t ;::: - ll,

vagyis (t < - 3-at és t sa l (mod 4)-et figyelembe véve) t = - 7 vagy t = - 11,
amint állftottuk.

• 11.4 .8 a) Az alábbi két tényt többször is fel fogjuk használni:
(i) E(H) ideáljaira te ljesül az oszt hatóság és a fordított irá nyú tartal­

mazás okvivalenciája, ezért elég azt megvizsgálnunk. hogy a megado tt ideálo­
kat mely ideálok tartalmazzák.

(ii) - 5 es 3 (mod 4), ezért a lD.3.2 T étel szcrlnt E(H) elemei u +vH
alak úak , ahol u és v egész számok.

• a l) Először megmu tatj uk, hogy

0 + bN E (2, l + N ) => a'" b (mod 2). (. )
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(Ennek a feladatnak a megoldásánál számok helyet t más jeleket használunk
a kepletsz ámozáshos, annak érdekében, hogy mondjuk a (2) föidcál és a (2)
kép let azonos jelölése ne okozhasson zavert.)

Ha a és b páros, akkor

ha pedig a és b páratlan, akkor

[
a - l b - l ]a+ bR ~ 2 - 2- + - 2-R + [l + R ] E (2, l + R).

Tegyük fel megfordí tva, hogy a + bA E (2, l + A ), azaz alkalmas
a, (3 E E (R) elemek kel

a+bR ~ 2a + [l + R ]{3.

A (+) egyenlőséget 1 - A · te l beseorozva kapj uk, hogy

[a+bR][ l - R ] = 2[1 - R ]a+ 613·

Ebből következik, hogy

2[ [a+bR] [l - R ] ~ la+ 5bj + lb- ajR.

(+)

Ez azt jelenti, hogy a+ 5b és b- a páros szám, vagyis a és b azonos paritésú .
Ezzel (*j-ot beláttuk.
Térjünk rá most az [ = (2, 1 + A) ide él osatóira. Nyilván I I I és

(1) I I , Megmutatjuk, hogy J- nek nincs több oszt6ja (vagyis I felbonthatatlan
ideál, és így pr tmide ál).

Tegyük fel, hogy egy A ideálra A I f és A i- I . Ekkor f C A szigorú
tartalmazással. Azt kell igazolnunk, hogy A = (1), azaz 1 E A.

Legyen c +dA E A \ L, Ekkor (*) miatt c és d kül önb özö parit ású .
Ha c páratlan és d páros, akkor ismét (*) alapján kapj uk, hogy

c - I + dR E [ C A,

és így
1= [c+dR] - [c- l + dR] E A.



708 M EGOLDÁSOK 1 1.4 .

Ha d páratlan és c páros, akkor hasonló módon adódik, hogy

A = [e + dA] - [e + [d - l lvC5] E A,

és így
1 = [AJ[AJ + 3 . 2 E A.

• a2) A (2) föíde álnak nyilván oszt ója önmaga és az ( l ) ideál. Emellet t (*)
alapján a (2, l + A) ideál egy nemtriviális osztó. Megmutatjuk , hogy
(2)-nek nincs több oszt ója.

Tegyük fel, hogy egy B idealra B I (2) és B l' (2). Ekkor (2) C B szigorú
tartalmazással.

Legyen u + vA E B \ (2).
Ha u páratlan és v páros, akkor u -l + vA E (2) , és így

l = [u+vA] - [u- 1+vA] E B , tehát B = (l ).

Ha u páros és v páratlan, akkor hasonló módon adódik, hogy

A = [u + vvC5] - [u + [v - 1] vC5] E B ,

amiben ismét

1 = [AJ[A]+ 3 ' 2 E B ,

következik.
Végül , ha u és v is páratlan , akkor

B = (l)

I + A = [u+vA]_ 2[U; 1+ V; l A] E B .

Ez azt jelenti , hogy (2, 1 + .;=5) ~ B, amiből az al ) rész felhasználásával
következik, hogy B = (2, l + A) vagy B = (l ).

• a3) Megmutatjuk , hogy az (l + A) föide álnak az alábbi négy (különböző)

osz tója van:

(1), (l + A), (2, l + A) és (3, 1 + A).

Ezek valamennyien osztók, hiszen tartalmazzák az (l + .;=5) föideált .
A (2, 1 + A) ideál nemtriviális osztó, ugyanis egyrészt

1+ A12_ (2, l + A) l' (l + A),

másrészt az al j-bel i (. ) képlet szerint (2, l + A ) l' (l) .
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Ugyanígy adódik, hogy (3, 1 + A) is nemtriviális osztó, ekkor (*)
helyett a hasonló rnódon igazolható

a + bH E (3, 1 + H j <==> a '" b (mod 3j (.. j

összefüggést ér demes felhasz n álni.
Végü l (például) (.)-ból és (.. j-bó l kapjuk, hogy

(2, 1 + H ) fo (3, 1 + Hj .

Most belátjuk, hogy ha a C ideál osztója az (1+H) Iöídc álnak, akkor
C a fent i négy ideál valamelyikével egyenlő.

Tegyük fel, hogy G I (1 + H) és G fo (1 + H) , ekkor (1 + H) C G
szigorú tartalmazással. Legyen

Ekkor egyrész t

másrészt

r+ sH E G \( l + H j.

r -s = [r+sH] -s [l+ H ]E G,

6 ~ [1 + H ] [1 - H ] E (1 + Hj C G.

('V)

(bj

Jelöljü k d-vel a 6 és r - s egész számok legnagyobb közös oszt ój át . Ekkor
alkalmas t és w egész számokra d = 6t + [r - s]w, és így (~) és malapján
d E G.

Ha d = 1, akkor 1 E G, te hát G ~ (lj.
Ha d = 2, akkor 2 E C , és így (2, l + H) ~ C. Az a l) rész alapján

ebb öl következik, hogy G ~ (2, 1 + H ) vagy G = (1).
Ha d = 3, akkor 3 E C , és így (3, I + H ) ~ C. Az a l) részhez hasonlóan ,

(**) felhasználásával könnye n igazolható, hogy ekkor C = (3, 1 + H) vagy
G ~ (1).

Végü l be látjuk, hogy d i- 6. Ha ugyanis d = 6, azaz 6 1r - s, akkor

r+ sH ~ [r- 'J+ '[l +H ] E (1 + H) ,

ami ellentmond (\l)-nak.

• 11 .4 .9 a ) Az állítás hamis, például E(H)-ben a 2 felb onthata tl an elem,
azonban a (2) nem felbonthata tl an ideál.
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• b) Az állítás igaz. A felt étel alapján ct nem lehet egység vagy O. Tegyük
fel, hogy Q' = fi,. Ekkor (et') = (,6)(,) , és így (O:') felbont hatatlansága miatt
(/3) ~ (1) vagy b) ~ (1), azaz {3 vagy ~ egység.

• c) és cl) Mindkét állítás igaz. Mivel

(a ) ,. (O) <==> a,. O és (a) ,. (l) <==> a nem egység,

ezért a továbbiakban feltehetjük, hogy (o) nemtriviális ideál.
Felhaszná ljuk az oszt ha tóság és a fordított irányú tartalmazás ekviva lcn­

ciáját. Ennek mcgfclclöen

(a) pr ímideá l <==> [{3~ E (a ) => {3 E (a) vagy ~ E (a) ] <==>
<==> [ a I {3~ => a I {3 vagy a I~ ] <==> a pr ímelem.

• 11.5.7 c) Megm utatjuk , hogy egy p > O prímszám hoz akkor és csak akkor
tal álhat ó olyan a egész szám, amelyre a (p, a + A) ideál primi deál, ha
p = 2, p = 5, vagy pedig p a 20-szal osztva 1, 3, 7, illetve 9 maradékot ad.

• Először azt igazoljuk , hogy a felsorolt p értékek valóban rendelkeznek az
előírt t ulajdons ággal.

• A p = 2 eset ben a = l megfelel: h = (2, 1 + ..;=5) pr ímideál (lásd a 11.4.8
feladatot ).

• A p = 5 ese tbe n a = O megfelel: Is = (5, ..;=5) = (..;=5) pr ímideál. Ez a
11.4.9c-d feladat alapján azzal ekvivalens, hogy ..;=5 prímelem E( ..;=5)-ben.
így azt kell igazolnunk , hogy

R I [a+bR][c+ dR] => R Ia+bR vagy R lc+dR. (2)

Mivel ..;=5 önmagának oszt ója , ezért (2) ekvivalens az alábbi felt étel teljesü­
lés ével .

(3)

Egy egész szám könnyen láthatóan pontosan akkor osztható N-tel, ha 5-te l
osztható , tehát (3) átí rha tó a következő alakba:

5 lac ===}5 la vagy 5 1c . (4)

Az 5 az egész számok körében pr ím, ezért (4), és így (2) is valóban teljesül.
(Célhoz érhettünk volna a lD.3.7b felad at felhasználásával is.)
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• Legyen most p egy 2ük + l , 2ük + 3, 2ük + 7 vagy 2ük +9 alakú pozitív prím­
szám. A Logcndre-saimb ólum tulajdonságainak a felhasználásával könnyen
adódik, hogy ezek éppen azok a pr ímck, amelyekre (-;,5) = 1. Ez azt jelenti,
hogy az

x 2 ss - 5 (mod p)

kongrue ncia megoldható, vagyis létezik olyan a egész szám, amelyre

p Ia2 + 5. (5)

Megmut atjuk, hogy az Ip = (P, a + R ) ideál felbonthatatlan ideá l, és
így prímideál. Ehhez azt kell igazolni, hogy Ip i- (1), Ip i- (O) , továbbá Ip
csak triviális módon bonthat ó két ideál szorzatára. Ez utóbbi teljesüléséhez a
11.4.6 Definíció ut án adott ekvivalens át fogalmazások szerint elég azt belátni,
hogy bármely A idcalra

Nyilván Ip i' (O).
Ha Ip = (1) te ljesülne, akkor alkalmas a , {3 E E(A) elemekkel az 1

előá llna

l ~ ap + iJ la + R]

alakban. A (7) egyenlős éget a - R -te l beszorozva kapjuk , hogy

a - R = ala - R ]p+iJ[a2 + 51 ·

(7)

(8)

Mivel (5) alapján (8) jobb oldala osztható p-vel, ezért a baloldal is, vagyis

a l '"- - - v-SE E (R ) ,
P p

ami nyilván lehetetlen . Ezzel belát tuk , hogy Ip i- (1).
A (6) tulajdonság igazolásához tegyük fel, hogy egy A ideál valódi m ódon

tartalmazza az Ip ideál t . Megmutatjuk, hogy l E A , azaz A = E (R ).
Vegyünk egy tetsz őleges

elemet. Ekkor

lc+ dR ]- dla+ R ] = c - da E A.

(9)

(10)
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Ha p I c - da, azaz alkalmas u egész számmal

c = da+up, akk or c+ dR = d ia + R] + up E Ip ,

ami ellentmond (9)-nek.
Ebből következik, hogy c-da nem lehet oszt ható a p prtrnszámmal, vagyis

c - da és p (az egész számok körében) rela tí v prfmek. Ekkor alkalmas v és w
egész számokkal

1 = v[c - da] + wp. (11)

Mivel p € A és (10) alapján c - da E A, ezért (ll) szerint l € A, amint
állitottuk.

• Most megmutatjuk, hogy a felsorolásb61 kimarad t , azaz a 20k + ll , 2Qk + 13,
2Qk+ 17 és 2űk + 19 alakú (pozitív) p prtmsaámokhoz nem található olyan a
egész szám, amelyre (p, a +Al prímideál .

Ezekre a p prf mszámokra (-;'S) = - l, és igy a 10.3.7 T étel alapján ezek

a p ér tékek Eh/=5)-ben is pr ímek. A 11.4.9c feladat szerint ekkor (P)
pr ímide ál.

Tegyük fel indi rekt , hogy alkalmas a egész számra (p, a+.;=5) prfmideál
len ne. Mivel

(P) ~ (P, a +R), és így (p, a+R )I(P ) ,

továbbá (P, a + R ) és (P) is pr ímideél, ezé" csak (P, a + R) = (P)
lehetséges. Ez az t jelenti, hogy a + ..;=s E (P), és igy

p la +R,

ami lehetetlen .

~ + ~R E E (V-5),
p P

• 11 .5 .9 Elörebocsátjuk, hogy a 11.5.1 Tétel érvényes marad akkor is, ha
algebrai egész helyett mindenhol egész számot írunk. Ez abból következik,
hogy ha fl és v egész számok, akkor az u I v oszt hatóság pontosan akkor
teljesül az algebrai egészek körében, mint amikor az egész számok körében.
Tekintsük ugyanis az uw = v egyenlőséget . Ha w egész szám, akkor nyilván w
algeb rai egész is. Megfordftva, ha w algebrai egész, akkor mivel (u i:- Oesetén)
w = v/u racionálls is, ezért w szü kségképpen egész szám.

A továbbiakban a 11.5.1 THeinek ezt az egész számokra vona t kozó spe­
cíálís ese tét fogj uk használni.
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• a) Legyen a két primit ív polinom

713

I(x ) = ao + aIx + ... + a f11 x f11

és a szersat uk

és g(x ) = bo + b1x+ ... + bnxn,

f(x)g(x ) = CO + CIX + ...+ cf11+nx
f11 +n.

Tegyük fel indirekt , hogy J( x )g(x ) nem primitív polinom, azaz létezik olyan
p prímszám, amelyre

p l k , k = O, l , ... ,m+ n.

Ekkor a 11.5.1 Tétel (fent jelzett speciális esete) szerint

i = 0, 1, .. . ,ml j = O, l, . .. ,n.

Mivel f és g is primitív polinom, ezér t van olyan i, illetve j, amel yre

és p,(bj .

Ebből p prímtulajdonsága szerint következik, hogy p l Uibj , ami ellent mondás.

• b) Legyen az F , illetve G polinomb an az együt that6k nevezőinek legkisebb
közös többszöröse r, illet ve s. A H = FG egyenlőséget t = t -s-sel beseorozva
kapjuk , hogy

tH (x) = F, (x )G, (x ), aho l F,(x), G, (x ) E Z[x] . (12)

Ha t = 1, akkor készen vagyunk. Ha t > 1, akkor legyen p a t egy tetsz őleges

prfmosztój a. Ekkor p oszt ója az F2(x) G2(x ) polinom minden együ tthat ójá nak .
Ha p nem osztója scm az F2(x) polinom minden együtthatójának, sem

pedi g G2 (x) minden együt thatójának, akkor az a) részben látott módon el­
lentmondásb a kerülünk a 11.5.1 T étellel. így p osztója mondjuk F2 (x ) minden
egy ütthet ój ának, F2 (x ) = pF3 (x ).

A (12) egyenlete t p-vel egyszerűsítve

t, H(x ) = F3(x)G, (x), F3 (x ), G,(x) E Z[x],
t

tI = ­
p

adódik. Ha tI = 1, akkor készen vagyunk , egyébként ismételjük meg az eljárást
mindaddig, amíg a H polinom egy kívánt előáll ítását kapjuk.
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• 11 .6.3 a ) Mivel k és h relatfv prfmek, ezért léteznek olyan u és v poz itív
egészek, amelyekre ku = 1 + hu. Ekkor

azaz alkalmas (a ) és ({3) nemnulla föideálokra

(a )A' U = ({3) B 'U . (13)

Írj uk be (13)-ban Ah , illet ve B h helyére az AAht> , illetve BBh" elöáll ítést, és
használjuk fcl, hogy A h" és B h" föideél, legyen A int = b), Bhv = (6). Innen
kapj uk, hogy

(ar)A = ({3.)B, azaz

• b ) Az a) részt specialisan II = ( l )-ra alkalmazva A ..... (1) adód ik, és [gy a
11.6.2/ (iv) Tétel alapján A fIlideál.

• 11 .6.4 d ) Megmutatjuk, hogy az x 2 + 35 = yJ diofanti kus egyenlet összes
megoldása x = ± 36, Y = ll.

A 11.6.5 Tétel bizony ítás ának a gondo la tmeneté t követjük. Fel fogjuk
használni , hogy E (V- 35)- be n az ideálosztá lyok száma h('; - 35) = 2 (lásd a
11.6.4 Tétel előtt megadott táb lázatot ). Ebb öl az is követ kezik, hogy
E(,j-35)-ben nem érvényes a számelmélet alaptétele.

Az egyenlet bal oldalát E(J-35)-ben szorzattá bontjuk :

[x + J -35 )[x - J-35] = y' . (14)

Mivel E (J-35)-ben nem érvényes a számelmélet a laptétele, ezért (14)- r61 át
kell terni a megfelel ő földeálo k közötti egyenletre:

(x + J-35)(x - J - 35) = (y)'. (IS)

Megmutatjuk, hogy az (x + V - 35) és (x - V - 35) ideá lok rela tív prfmek.
Tegyük fel indirekt , hogy van egy P prímideál köeös oszt ój uk. Ekkor P osz­
t öja (y)3. nak is, és mi vel P prímideál , ezért (y)-nak is. Az oszthat óségoknak
megfelelő tartalmazások alapján

x + J -35 E P, x-J-35E P és yE P.

Ek kor

is igaz .

J-35 [Ix - J-351- lx + J-35 JI = 2 . 35 = 70 E P
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Megmutatjuk, hogy y és 70 relatív prímek (az egész sz ámok körében).
Ha 7 l y, akkor az eredeti egyenletb ő l kapjuk, hogy x is osztható t -tel ,

ekkor azo nban a 7-nek x 2 + 35 pontosan az első , y3 viszont legalább a harmadik
hat ványával oszt ható, ami lehetetlen .

Ugyanígy kapjuk, hogy 5/y.
Ha 2 I y, akkor x pára tlan, és az egyenlet baloldala 4, a jobb oldala

viszont Omaradékot ad g-cal osztva, ami szintén lehetetlen.
Ezzel beláttuk, hogy y és 70 relatlv prfmek. Ekkor alkalmas r és s egész

számokra l = yr + 70s. Mivel 70 és y is eleme P -nek, ezért az l is eleme
P-nek, azaz P = (l ), ami ellentmond annak, hogy P prtmidoál.

Így a (15) egyenlőség bal oldal án szerepl ö két (fő) ideAl valóban rela tí v
prím. Az ideálokra vonatkozó egyértelmű prfmfak to rizációból (11.5.8 Tétel)
következik, hogy mind két ideál egy al kalmas ideál köbe, azaz [p éldá ul]

(x + J -35) ~ A3 . (16)

Mivel E (v -35)-b en az ide áloszt ályok száma h(V-35) 2, ezért a 11.6.4
Tétel ezeri nt A2 föid eél, A2 = (I) . Ezt a (16) egyenlőségbe beírva

(x + J-35) = h)A

adódik, amiből a l1.4 .3b felad at alapj án kapjuk, hogy A föideél, azaz A = (o) .
Ekkor (16) átírhat6 az

(x + J - 35) = (,,3), azaz x + "; - 35 = é 0
3 (17)

alakha, ahol E egység E (J -35)-ben . Az E(J-35) egységei csak a ±1, és ezek
maguk is köbs zámok. Ezért (17) tovább ekvivalens azzal, hogy

x + J - 35 = íI' = [o+ bJ-35j 3 , (18)

ahol - 35 = l (mod 4) miatt a és b egész számok vagy pedi g a = u/2 és
v = b/ 2, ahol ti és v páratlan egészek.

A köbre emelest elvégezve és a képzetes részeket összehasonlítva

l ~ 30'b - 35b3 = b[30' - 35b' J (19)

adód ik.
Ha a és b egész szá mok, akkor innen b = ± l , azonban a-ra nem kapunk

egész értéket .
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Ha a = u/ 2 és v = b/2 , ahol u és v páratlan, akkor (l9)-et 8-cal szorozva
adód ik, hogy

8 = 0[3u' - 350' 1.

Mivel v pára tlan, ezért

v= ± l

Innen u = ± 3 és v = -1 . Ezeket az értékeket (18)-ba vlsszahelyettesttve és
a valós részeket ősszehasonl ítva kapjuk , hogy

x = uru' - 1050' J = 1'36
8

és y= ?'!x2 + 35 = IL



TÖRTÉNETI NÉVTÁR

A könyv során több helyen kitértünk a számelmélet történetének néhány vo­
natkozására. A következö össze foglalóban ábécérendben megadjuk a könyv.
ben név szerint említett legtöbb matematikus születés í és halálozás i évsza­
mát, nemzeriséget, valamint röviden utalun k számelmélet i munkásságukra.
Ez a kis történeti kitekintés szükségszerúen szubjekt ív, több okból is . Elő­

ször is, csak olyan matematikusok szerepelnek benne, akik a számelméletnek
a könyvben tárgyait fejezeteivel kapcsolatba hozhatók, azok történetébe n sze­
repet játszottak. Ebb61 az is következik, hogy a számelmélet sok jelent6s
kuta t ója kimaradt . Másod szor, a felsorolt matemat ikusoknak sem felt étl enül
a legjelent ösebb ered ményeit tudj uk említe ni, még kevésbé mélta.tn i, nem be­
szélve a matematika egyéb te rü lete in végzet t munkéseégukról . Így az al ábbi
összefoglaló semmiképpen sem tekinthet ő az adott matematikusok fontosságát,
szerepét bemutató elemz ő ér tékelésnek, hanem csak olyan válogatésnek, amely
a könyvben tárgyalt számelmélet i anyaghoz némi történeti hátteret kölcsönöz.

Chevalley, Claud e (ej tsd: svalé) , 1909- 1984, fran cia. Jelentös ered ményeket
ért el az algebrai számelméletben .

Csebisev, Pafnutyij Lvov ics , 1821-1894, orosz . Elsők ént igazolta, hogy
(2 ~)n és 2n között mindig találhat ó prfmszám, és meghatározt a az x-nél nem
nagyobb prfmek számának nagyságrendjét. A val6szfnúségszámftásban fontos
szerepet játszó Csebisev-egyenI6tlenség, amelyhez a Hardy-Ramanujan-t étel
Turán-féle bizonyítása is kapcsolódik , késöbb a val6szfnúségszámftás szé mel­
méleti a lkalmazásainak egyik kiindulópontjává vált.

Dedeklnd, Richard, 1831-1 916, német. A Kummer által bevezetett ideálfo­
galmat a gyűrűk mind algebrai, mind pedig számelmélet i szempontból t ö rt én ő

vizsgálat ának egyik alapvet é eszközévé fejlesztette tovább .

Diophantosz , Lsz. 250 körül élt Alexandriában, görög. Róla nevezték el az
olyan (altal ában] egész egy üt that óa algebrai egyen leteket, am ikor a megoldá­
sokat az egész (esetl eg a rac ion ális) számok körében keressük . Az ő nevét
őrzi a dio fantikus egyenletek vizsgálatában fontos szerepct j átszó diofant ikus
approximáció is.

D irichlet, P eter Lejeune (ejtsd: dirislé vagy dirichlé}, 1805- 1859, német.
Hatékonyan alkalmazta az anallzis módszereit a szá melmélet ben. B ébizonyí­
to rta azt a késöbb róla elneveze tt tételt, hogy ha egy számtani sorozat elsö
eleme és differenciáj a relatív prímek, akkor a sorozat végtelen sok prfmszámot
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tartalmaz. A Dirichlet-sorok a számelmélet i függvények vizsgálatának ma is
fontos eszközei.

E r atoszthe nész , i.e. 2761- 194?, görög. A számelmélet ben a prímszémtébl á­
zatok készítésére használt cratoszte neszi szita 6rzi a nevét.

Erdős P á l, 1913- 1996, magyar . A XX. századi matematika egyik legnagyobb
hatású alakja. MAr 18 éves korában nemzetközi ism értségre tett szert Csebi­
sev tételére ado tt egyszerű bizonyításával. A számelmélet területén nevéhez
Iüzödik többek között az ún. vélet len módszerek bevezetése, a kombina torikus
számelmélet sza mos kérdéskörének és a számelmélet i fiiggvények karak ter lzá­
előjanak elindítása.

E u k lidész , Le. 300 körül élt , görög. Elemek d ma hatalmas munkáján több
évezred matem ati kusa í nevelkedtek. Az Elemek 13 könyvéből 3 te ljesen szám­
elméleti témáj ú . Ezekben secrepe l többek között a páros tökéletes számok elö­
állí tására vonatkozó kép let , valam int annak a bizonyít ása, hogy a pr ímszámok
száma végtelen . Nagy számok legnagyob b közös osztójának a meghatározására
ma is az euklideszi algorit must használjuk.

Euler, Leonhard, 1707- 1783, svájci. Hatalmas formátumú matematikai
polih isztor, az ana lit ikus módszerek mestere . A számelmélet ben ő vezette
be a e-függvé nyt , a kis Fermat-tétel általánosításaként felfedezte az Euler­
Ferm át-t ételt , és felépítette a másodfokú kongruenciák elméletét. Megoldotta
a Fer mat-eej tés köb ökre vona t kozó speeié lis esetét. Megmutatta, hogy a prím­
számok recip rokösszege di vergens. Jelentős ered ményeket ért el a part tci ök
vizsgAlatában.

Fer m at , P ierre (ej tsd: fermá), 1601- 1665, francia. A modern számelmé­
let megteremt ője (noha "hivatalos" foglalkozását tekintve jogász volt ). Hires
sej tése több , mint 350 évig megoldatlan maradt , miközben a bizonyítására in­
d ítot t kísérletek szamos hatékony, új módszerrcl gazdagíto tták a ma temat ikAt.
V ég űl Andrew Wilcs igazolt a a Fcr mat-sejt ést 1994·ben . Fer mat nevét őrzi a
kongruencíék elméletében alapvető kis Fermat-t étel (amelyet később Euler él­
talánosított) , valam int a Format-prím fogalma is. Lényegében Fermat oldotta
meg először , mely számok állnak elő két négyzetszám összegeként , valam int ő

mutatta meg, hogy a Pell-egyenletnek végtelen sok megoldása van.

G auss , Carl Friedrich, 1777- 1855, német . Minden idők talán legnagyobb,
legsokoldalúbb matematikusa. 1801·ben jelent meg Disqui sitiones arithmeti­
eae c. könyve, amelyben többek között a másodfokú kongruenciák elméletének
részletes tárgyalása szerepe l. Gauss vezette be a kongruenclákn él ma is hasz­
nálatos jel ölésrendszert. valam int a róla elnevezett Gauss-egészeket , amelyek
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később mintéul seolgéltak az algebrai számtestek vizsgálat ához. Gausstól szér­
mazik a három-n égyzetszám-t étel , valamint a szabályos sokszögek euklideszi
szerkeszt hetöségére vonatkozó tétel is.

Gelfo n d , Alekszandr Oszipov ics , 1906-1968, orosz. O és Schneider igazol­
t ák (egyidejűleg , de egymástól függet lenül) Hilber tnek azt a sejt éser, hogy egy
(O-tól és l-t ő l különb öz ö] algebrai szám irracion ális a lgebrai kitev ös ha t vanya
mind ig transzce ndens.

G o ld b ach, C h rist ia n , 1690-1764, német. Eu lerhez írott egyik levelében
szerepel a prímszámokra vonatkozó híres Goldbach-sejtes.

H adamard, J acqu es (ejtsd: ád ámár}, 1865-1963, francia. O és de la vallee
Poussin igazolták elsőként (egyidej űleg , de egymástól függetlenül ) a prímszám­
tételt .

H ardy, G eo ffrey , 1877-1947, angol. Analitikus módszerek alkalmazásával
jelentős eredményeket ért el a prímszámelméletben és az ad ditfv számelmélet­
ben. Ramannjan felfedezője és munkatársa.

H ermite, Cha rles (ejtsd : cr mit} , 1822-1901, francia. Elsőként igazolta 1873­
ban , hogy e t ra nszce ndens .

Hilbert , D avid , 1862- 1943 , német . Az 190o-as párizsi matemati kai kong­
resszuson tartott híres elöadéséban 23 problémakört vázolt fel, amelyeket a
matemat ikai kutatások szempontjából kiemelked ő fontosságúnak tartott, és
ezzel (is) óriás i hatást gyakorolt a huszadik század matematikájára. A Hilbert­
problémák köző rt tö bb számelméleti is található. Hilbert bizonyíto tta be el­
sőként a Waring-problémakörben szcrcplö g(k) létezését .

J acobi, Carl, 1804-1851, német. A számelméletbe n a Legendre-seimb ólum
által ánosításaként kapott Jacobi-salmbölum 6rzi a nevét .

K almár László , 1905- 1976, magyar. Kutat ási területe elsősorban a mate­
matikai logika volt . Erdős Pálla l közösen egyszerű bizony ít ást adtak az x-ig
terjedő prímszámok számának felső becsl és ére.

K önig Gyula, 1849-1913, magyar. Els ősorban halmazelmélettel foglalko­
zott. Leg érdekesebb számelméleti eredménye a Rádos Guszt ávval közösen el­
ért K önig- Rádos- t étel, amely a prím modulusú magasebb fokú kongruenciák
megoldhatöségára , illetve megoldásszámára vonatkozik.

K ronecker, Leopold, 1823-1891, német. Az algebrai b őv ítések ideáljaival
kap csolatban ért el jelentoo eredményeket.
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Kummer , Ernst , 1810-1893, német. Bevezette az ideálokat, amelyek segít­
ségével jelentős előrehaladást ért el a Fermar-sej tessel kapcsolat ban.

Lagra nge , J oseph Louis (ejtsd: lágranzs), 1736- 1813, francia. Nevezetes
számelméleti munkéss ága a négy-négyzet szám-t ét el első bizonyítása.

Lemé, Gabriel, 1795-1 870, francia. Az utókor számára leginkább egy, a
Ferm at-sejt ésre adott hibás b izonyítása által vált híressé .

Lege ndre , Ad rien-M arie (ejtsd: lözsandr), 1752-1 833, francia. Nevét őrzi

a másodfokú kongruenciáknál szereplö Legend re-salmb ólurn, valamint az n!
kanonikus alakjára vonatkozó Legendre-formula.

Lindem ann, Ferdinand , 1852- 1939, német . Bebizonyította 1882·ben , hogy
11" transzcendens , és ezzel lezárta a(z euklideszi ér telemben vett) körn égyszö­
gesít és kétezer éves problémáját.

Liouville , J oseph (ej tsd : liuvil ), 1809- 1882, fran cia. Elsőként konstruá lt
transzcendens számot. Nagy érdemeket szerzett azzal, hogy (a 21 éves ko­
rában párbajban megölt ) Galois (ej tsd : galoá) hevenyészett matematikai ha­
gyatékának feldolgozásával felisme rte és közkinccsé tette Galois korszakalkotó
felfedezéseit.

Lucas , Edouard (ejtsd: l üká), 1842- 1891, fran cia. Hatékony eljárást dol­
gozot t ki a Marscnne-számok prímtesztelésére. A számítógépek ma is ennek
a Lehmer által továbbfejlesztett változatát használják nagy Mersenne-prlmek
keresés éhez .

Mersenne , M a rin (ejtsd: merszen}, 1588-1648, francia. Kiváló tudomány­
szervezö, aki kit erjedt levelezést folyt atot t Fermat-val , Descar tes-tal és a kor
szamos m ás kiemelkedő t ud ós ával. A később róla elnevezet t pr fmek elsősorban

a tökéletes számokkal való kapcsolatuk miatt érdekelté k. Az ilyen primekről

1644-ben közzétett list ája meglepőerr kevés hibát tartalmaz (a list a ellenőr­

zésének matematikai és tech nikai eszközeire több, mint két száz evet kellett
várni).

M in kowsk i, H ermann, 1864-1909, német . Nevezetes rácsgeometriai tételé­
vel a geomet r iai számelmélet megteremt ője .

Möbius , Ferdinand , 1790-1 868, német. Az általa bevezetett ,u-függvény
igen fontos szere pet játszik a számelméleti függv ények vizsgálatánál, valamint
a pr ímszámelméletben (emellet t a Möbius-szalag is az 6 nevét viseli).
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Poussin , C harles de la Vallée (ej tsd: pusszen , d ö la valé), 1866- 1962,
be lga . O és Hadamard igazolták elsőként [egyidej űleg, de egymástól függet le­
nül) a prímszámtételt .

Rádos G usztáv, 1862- 1942, magyar. Legérdekesebb számelméleti eredmé­
nye a K önig Gyuláva l közösen elért K önig- Rádos-t étel.

Ramanujan , Srinivasa (ejtsd: ramanudzsan), 1887-1 920, indi ai. Zseniális
intuíciójú matematikus, aki valósatnüleg elsősorban képzési hiányosságai mi­
att nem volt képes matemat ikai ered ményeit a szokásos bizonyítási lépésekre
bont va megindokolni. Hardy segítségével a cambridge-i egyetemen ki tudta
bontakoztatni képességeit . Napl ő l még ma is új kutat ások forr ásait jelentik .

R ényi A lfréd , 1921-1970, magyar. A Magyar Tudoményes Akadémia Ma­
tematikai Kutató Intézetének megalap ít ója és első igazgatój a, a magyar való­
saínüs égszámítésí iskola megteremt ője . A számelmélet területén a Goldbach­
sej tessel kapcsolatban ért el je lentős új ered ményeket.

Riemann, Bernhard, 1826-1 866, német . A pr tmszá mt étel bizonyításához
vezető út kidolgozója, az ő elvei alap ján igazolta a tételt egymástól függetlenül
Hadamard és de la Vallée Poussin 1896-ban . Euler gondolatait továbbfej lesztve
Riemann rámutatott a róla elnevezett zétafügvény központi jelentőségére a
prímszámok eloszlásának vizsgálatában. Eh hez a függvényhez kapcsolódik a
ma is megoldatlan Ricmann-sejt es.

Schneider , Theodor 1911- , német . O és Gelfond Igazoltá k [egyidejűleg,

de egymástól függetlenül) Hilbertnek az algebrai számok irracioná lis algebrai
kitevös ha tványaira vonatkozó problémáját .

S(ch)nirelmann, Le v Gyemidovics , 1905--1938, orosz. Az általa beveze­
tet t sűrűségfogalom segttsegével jelentös ered ményeket ért el a Goldbach-sej tés
vizsgálatában.

T hue, Axel, 1863- 1922, norvég. Fontos eredményeket ért el a diofant ikus
approximációban és a d iofan tikus egyenletek terület én.

Turán P ál , 1910-1976, magyar. Első jelentős ered ménye a Hardy-Rama­
nujan- t ételre adott egyszert1 bizonyítása volt , amely később a valószínt1ség­
számítás számelmélet i alkalmazásainak kiindulópontjává vált . Elsősorban az
anali tikus számelmélet és a partíciók területén végzett kiemelkedő munkásaé­
goto
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V inogredov, l van M atvej evics , 1891-1 975, orosz. Lényegében bebizonyí­
totta a "páratlan" Goldbach-sejt ést, azaz , hogy minden elég nagy pára tlan
szám el ő á l l három prímszám összegeként. Jelentösen javította a Waring­
problémakörben szcrcpl ő G(k) függvényre korábban ad ott becsléseket is.

Waring, Edwa rd, 1736-1 798, angol. Az ő nevét viseli az egész számok k-adik
ha tv ányok összegeként történő el öál líthat ós ég át vizsgáló Waring-problémakór.

Wilson, J ohn , 1741- 1793, angol. Nevét a (p - l )! modulo p marad ékár ól
szóló tétel 6rzi.
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P rímszámok 2-1733

2 127 283 467 661 877 1087 1297 1523
3 131 293 479 673 881 1091 1301 1531
5 137 307 487 677 883 1093 1303 1543
7 139 311 491 683 887 1097 1307 1549

11 149 313 499 691 907 1103 1319 1553
13 151 317 503 701 911 1109 1321 1559
17 157 331 509 709 919 1117 1327 1567
19 163 337 521 719 929 1123 1361 1571
23 167 347 523 727 937 1129 1367 1579
29 173 349 541 733 941 1151 1373 1583

31 179 353 547 739 947 1153 1381 1597
37 181 359 557 743 953 1163 1399 1601
41 191 367 563 751 967 1171 1409 1607
43 193 373 569 757 971 1181 1423 1609
47 197 379 571 761 977 1187 1427 1613
53 199 383 577 769 983 1193 1429 1619
59 211 389 587 773 991 1201 1433 1621
61 223 397 593 787 997 1213 1439 1627
67 227 401 599 797 1009 1217 1447 1637
71 229 409 601 809 1013 1223 1451 1657

73 233 419 607 811 1019 1229 1453 1663
79 239 421 613 821 1021 1231 1459 1667
83 241 431 617 823 1031 1237 1471 1669
89 251 433 619 827 1033 1249 1481 1693
97 257 439 631 829 1039 1259 1483 1697

101 263 443 641 839 1049 1277 1487 1699
103 269 449 643 853 1051 1279 1489 1709
107 271 457 647 857 1061 1283 1493 1721
109 277 461 653 859 1063 1289 1499 1723
113 281 463 659 863 1069 1291 1511 1733



724 T ÁBLÁZAT OK

Prímszámok 1741 -3907

1741 1993 2221 2437 2689 2909 3187 3433 3659
1747 1997 2237 2441 2693 2917 3191 3449 3671
1753 1999 2239 2447 2699 2927 3203 3457 3673
1759 2003 2243 2459 2707 2939 3209 3461 3677
1777 2011 2251 2467 2711 2953 3217 3463 3691
1783 2017 2267 2473 271 3 2957 3221 3467 3697
1787 2027 2269 2477 2719 2963 3229 3469 3701
1789 2029 2273 2503 2729 2969 3251 3491 3709
1801 2039 2281 252 1 2731 2971 3253 3499 3719
1811 2053 2287 2531 2741 2999 3257 35 11 3727

1823 2063 2293 2539 2749 3001 3259 3517 3733
1831 2069 2297 2543 2753 3011 3271 3527 3739
1847 2081 2309 254 9 2767 3019 3299 3529 3761
1861 2083 2311 2551 2777 3023 3301 3533 3767
1867 2087 2333 2557 2789 3037 3307 3539 3769
1871 2089 2339 2579 2791 3041 3313 3541 3779
1873 2099 2341 2591 2797 3049 3319 3547 3793
1877 2111 2347 2593 2801 3061 3323 3557 3797
1879 2113 2351 2609 2803 3067 3329 3559 3803
1889 2129 2357 2617 2819 3079 3331 3571 3821

1901 2131 2371 2621 2833 3083 3343 3581 3823
1907 2137 2377 2633 2837 3089 3347 3583 3833
1913 2141 2381 2647 2843 3109 3359 3593 3847
1931 2143 2383 2657 2851 3119 3361 3607 3851
1933 2153 2389 2G59 2857 3121 3371 3613 3853
1949 2161 2393 2663 2861 3137 3373 3617 3863
1951 21 79 2399 2671 2879 3163 3389 3623 3877
1973 2203 2411 2677 2887 3167 3391 3631 3881
1979 2207 2417 2683 2897 3169 3407 3637 3889
1987 2213 2423 2687 2903 3181 3413 3643 3907
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Prím ténye zös fe lbontás
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Az alábbi táblázatban megadjuk az l 100-nál kisebb , 2-vel, 3·mal és 5-tel nem
osztható poz itiv összetett számok prímtényez6s felbontását .

49 = 72

77 = 7 ·11

91 = 7 · 13

119 = 7 · 17

121 = ll '

133 = 7 ·19

143 = 11 ·13

161 = 7 · 23

169 = 132

187 = 11 · 17

203 = 7 · 29

209 = 11 ·19

217 = 7·31

221 ~ 13 ·17

247 = 13 ·19

253 = 11 · 23

259 = 7 ·37

287= 7 ·41

289 = 17'

299 = 13 · 23

301 = 7 · 43

319 = 11 · 29

323 = 17 · 19

329= 7 · 47

341 = 11 · 31

343 = 7'

361 = 19'

371 = 7 · 53

377 ~ 13 · 29

391 ~ 17 · 23

403 = 13 · 31

407 = 11 ·37

413 = 7 · 59

427 = 7 · 61

437 = 19 · 23

451 = 11 · 51

469 = 7 ·67

473 = 11 · 43

481 = 13 · 37

493 = 17 · 29

497 = 7 · 71

511 = 7 ·73

517= 11 ·47

527 = 17 · 31

529 = 23'

533 = 13 · 41

539 =7' ·11

551 = 19 · 29

553 = 7 ·79

559 = 13 · 43

581 = 7 · 83

583 = 11 · 53

589 =19 · 31

611 = 13 ·47

623 = 7 · 89

629 ~ 17 · 37

637 = 7' . 13

649= 11 · 59

667 ~ 23 · 29

671 ~ II . 61

679 ~ 7 · 97

689 = 13 · 53

697 = 17 · 41

703 = 19 · 37

707 = 7 ·101

71 3 = 23 · 31

721 = 7 · 103

731 = 17 · 43

737= 11 · 67

749 = 7 · 107

763 = 7 · 109

767 = 13 · 59

779 =19 · 41

781 = II · 71

791 = 7 · 113

793 = 13 ·61

799 ~17 · 47

803 = 11 · 73

817 ~ 19 · 43

833 ~ 7' · 1 7

841 = 292

847= 7 . 112

851 ~ 23 ·37

869 = 11 · 79

871 = 13 · 67

889 = 7 · 127

893= 19· 47

899 = 29 · 31

901 = 17 ·53

913 = 11 · 83

9 1 7 ~ 7 · 131

923 = 13 ·71

931 = 7' · 19

943= 23 · 41

949 ~ 13 · 73

959 = 7 · 137

961 = 31'

973 = 7 ·139

979 =11 · 89

989= 23 ·43

1001 = 7 · II . 13

1003 ~ 17 · 59

1007 = 19 · 53

1027 = 13 · 79

1037 = 17 ·61

1043 = 7 · 149

1057 = 7 · 151

1067 = ll · 97

1073 ~ 29 ·37

1079 = 13 · 83

1081 = 23 · 47

1099 = 7 · 157
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Mersenne-számok

Mersenne-számoknek az Mp = 2P - l alakú számokat nevezzük, ahol p > O
prímszám. Ezekkel részletesen foglalkozunk az 5.2 pontban, és ott megt alál­
ható a jelenleg ismert 38 ilyen alakú prím listája is .

Az alábbi táblázatban megadjuk a 10 és 100 közötti kitevőkhöz tartoz ó
Merscnne-számok prtmt ényezös felbontás át.

211_1 = 23 · 89

2' 3 - l = 8191

217 - l = 131 071

219 _ 1 = 524 287

2" -l = 47 · 178481

2" - l = 233 . 1103 . 2089

231 -1 = 2 147 483 647

237 - l = 223 ·616318 177

241 _ l = 13367 ·164511353

2" - l = 431 ·9719 ·2099863

2" - l = 2351 · 4513 · 13 264 529

2" - l ~ 6361 · 69431 · 20394401

259 - l = 179951 · 3203431 780337

261 - l = 23058430092 13693951

267 - l = 193707721 · 761 838 257 287

271 - l = 228479 ·48 544121 ·212 885 833

273 - l = 439 ·2298 041 · 9 361973 132 609

2" - l = 2687 . 202029 703 . 1113491 139767

283 - l = 167 . 57912 61411 3 275 649 087 721

2" - l = 618970019642690 137 449562111

297 - l = 11447 . 13842 607 235 828 485 645 766 393
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Fermat-számok
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Format-számoknak az Fn = 22" + l alakú számokat nevezzük, ahol n > O
egész, ezekkel részletesen foglalkozunk az 5.2 pontban.

A O~ n ::; 4 értékekre Fn prím:

Fo = 3, FJ = 257, F. = 65 537.

Egyel őre n ;;:: ő-re nem találtak prtmct a Fermar-számok között .

Az Fs , F6 és F7 prtmt ényczös felbontása a következő :

F, = 641 ·6700417

F, = 274 177 · 67 280 421 310721

F, = 59649589 1274972 17 · 5 704 689 200 685 129 054 721

Ezeken kivül még n = 8, 9 és II eset én ismert az Fn prfmtényez6s felbontása.

F14-ről megmutatták, hogy összetett, de nem tudták még egyetlen valódi osz­
t6ját scm meghatározni.

F24 a legkisebb olyan Fermet-saám, amelyről nem ismert, hogy prím-e vagy
összetett .



T Á RGY MUTAT Ó

A tárgymutató elsődleges célja, hogy segítséget nyúj tson a könyvben (több
helyen ) előford uló fogalmak, elnevezések. jelölések magyarázatának vissaake­
res ésé ben.

Ennek megfelclöen a tárgymutatóban (ált alában) csak az első előfordulási

hely adatai szerepelnek. A fogalom, elnevezés után megadjuk a könyvben
használ t tipikus jelölését (ha van ilyen), majd annak a definíciónak . tételnek
st b. a számát , ahol a fogalom, elnevezés, jelölés magyarázata megt alálha tó ,
végül zárójelben odaírjuk az oldalszámot is.

A definfción kív ül gyakran a szóban forgó fogalom hoz kapcsolódó fontos
tételeket is jelzü nk. például na (n)" esetébe n a 6.2.1 Defin íció mellc t t a függ­
vény képletét t ar talmazó 6.2.2 Tételre is uta lunk. Más esetekben a fogalom­
hoz kapcsolódó tételeket külön sorokban listázzuk . például az "á tl agérték"-nél
rendre megadjuk, hogy a nevezetesebb számelméleti Iüggvények átlagértékeiről

mely tét elek sz ólnak.
Ha egy fontos fogalom több terület en is előjön, akkor általában ezek mind­

egyikét felsoroljuk. lásd például az "egység" vagy a "norma" esetében. (Ha a
jelölésben nincs eltérés, akkor azt nem ismételjük meg minden sorban.)

A definíciószám, tételszám stb. után egy ,,-", illetve ,,+ " je l szerepel, ha
az adott fogalmat nem a jelzett dcfiníci óban, tételben st b., hanem (közvet­
len ül) azt megel özöen , illetve követően a szövegbe n (külön szárnczás nélkül)
vezetjük he. Így pl. a "triviális osztó"-nál 0 1.4.1- arra utal , hogy a t riviális
osztó értelmezése az 1.4.1 Definíció e lőtt (az előző oldal alján) tö rt énik.

A tárgymuta tóh an 0 3.2.1 jelent i a 3.2.1 Definíciót , és a D betű helyett
T , L, F rendre a megfelelő számú tételre, lemm ára, felad atra utal. Az 1.3.3
Tétel bizonyítását B1.3.3-mal , az 1.2 pontban szcreplö 3. példát 1.2.P3-mal,
az 5.8 pontot 5.8-cal jelezzük. Ez utóbbi je lent het i akár az egész ponto t ,
akár annak egy részét , az eligazodásban ilyen kor a megjelölt oldalszámok se­
gít het nek. Pé ldául a "titkosírás" esc té ri az 5.8 pont {fcladatok nélküli) teljes
213-217 oldalszáma fel van t üntetve, ugyanakkor a . Diffie-Hellman-elv'vn él
csak a 213-214 oldal szerepcl. Az "RSA-séma" konkrétan össze van foglalva
az 5.8.1 Tételben, így a tárgymutató is azt jelzi.

A a(n) függvényre vonatkozó "á tlagos nagys ágrendr-nél T6 .7.3+ azt mu­
tatja, hogy a magyarázat a tétel kimondása után (még a bizonyítás előtt)

található , ugyanakkor az "algebrailag zárt test" esetébe n B9.3 .6+ arra utal ,
hogy az értelmezés a 9.3.6 Tétel bizonyítása után keresendő.

A jelölésekkel kapcsolatos legfontosabb információkat a 12-13. oldalon
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a "Technikai t udniva lók" c. rész is tarta lmazza, de az alábbiakban ezeket is
megism ételj ük.

A defin iciók stb. szamozásá nal az első szám mindig a fejezetet , a második
a fejezeten belül a ponto t , a har madik pedig a ponto n be l ül a sorszámot jelöli.
A definíciók és tételek sorszámozása egy ponton belül folyama tos, te hát pl. az
1.1.2 Definíció után az 1.1.3 Tétel következ ik. Az illusztrációs példák, képletek
st b. (sima, egy számmal történő) számozása pontonként újrakezdődik.

Külön is kiemelünk néhá ny fontos jelö lést , amelyek a könyvben leggyak­
rabban szereplö fogalmakat érintik . Megkülönböz tetj ük a (valós) számok alsó
és felső egészrészét , és ezeket l J, illet ve r l jelöli , így pl. l1rJ = 3, r1rl = 4, a
[1r] je lölést nem használj uk. A számok törtrészét { } jelöli, tehát {c} = c- lcJ.
Az oszth atóságra, a legnagyobb közös osztóra és a legkisebb közös többszö rösre
a szekésos jelöléseket használjuk, tehát pl. 7 142, (9, IS) = 3, [9, 15] = 45. A
[ ] szögletes zárójel legkisebb közös többszöröst. zárt inte rvallumot vagy egy­
szerüen záróje let jelöl (ez utóbbi különösen a ll. fejezet ben jellemző, ahol a
( ) kerek zárójel ideált jelent ; a megkülönböztetés érdekében itt a legnagyobb
közös osztóra is az lnko{a , b} je lölést használjuk).

A polinomok és függvények jelölésére többnyire az (argument um nélküli )
j , g st b . je lölés szerepel, de helyenként az f (x) , g(x) st b . írás mód is előfordul.

A polinomok fokszámát (az angol degree szónak megfelelőcn) "deg"·ge l jelöl­
jük, te há t pl. deg(x3 + x) = 3. A szekésos módon Q, R , illetve C rendre a
racionális , a valós, illetve a komplex számok testét, Z, Zrn, illetve T[x] pedig
az egész számok, a modulo m maradékosztályok, illetve a T feletti po linomok
gyűrűjét je lenti. A testb őv ít é sekn é l Q (19 ), illet ve E( 19) a racionális test 19-val
való egyszerű b6vít ését , illet ve (algebrai 19 esetén} az ebbe n található algebrai
egészek gyűrűjét jelent i, E-vci pedig az összes algebrai egész gyűrűjét je löljük.
A p betűt sainte kizárólag a (poz itív) prfmszámok jelölésére tartjuk fenn.

A (Véges vagy Végtelen) szorzatok és összegek jelölésére gyakran használ­
juk a TI és L: je leket , például

"TI ",Pi '
i =l

TI P,
v:5:n

lL p2
p

rendre a prl
•• • p~ ~ szorzatot , az n-nél nem nagyobb (poziti v) prfmszámok

szorzatát, illetve a (pozitív) prfmszárnok négyzetének reciprokösszegét jele nti.
Megemlítjük még, hogy a könyvben a definíciók, illet ve a tételek meg­

fogalmasasá na k a végén It áll, a bizonyítások befejezését pedig _ jelzi. A
felad atok kitűz é s én él szerepl ő ", "", illet ve M jelek rendre arra utalnak,
hogy a feladat nehéz, kiemelkedően nehéz , illetve részletes megoldás található
hozzá a "Megoldások" c. fejezetben .
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B9.3.6+ (387)
05.7.3 (204)
0 5.7.3 (204)

B1.2.1 (20)
8.1 (348-355)

T 9A.I (389), T9A .3 (392)
8.1 (348- 355)

F8.1.1 (355)
T8.1.3, T8.1.4 (350-351)

06.7.1 (259)
T 6A. 3 (238), T6AA (240)

T6.7A (262)
T6 .7.6 (266)
F6.7.5 (273)
T6 .7.3 (260)

T6 .7.4+ (262)
T6 .7.3+ (260)

additív számelméleti függvény 0 6.1.4 (220)
- - - karakterizációja T 6.8.1 (274)
alapparalelogramma (rácsé) T B.2.1 (357)
alaptételes gyúrú Tll.3.1 (460)
algebrai egész 09.6.1 (402)
- elem (egy L test felett) DlO.1.4 (409)
- - foka degj,~ 010.1.5 (410)
- - minimálpolinomja m" ,L OlD.1.5 (410)
algebrai szám 09.1.1 (376)
- - approximációja T9 A.I (389), T9A .3 (392)
- - foka deg o 09.204 (381)
- - minimálp olinomja mo 09.2.1 (380)
- - oormája ( Q(~)-bao) N(a) 010.404 , TIO.4.5 (436-4 37)
- - Q feletti konjugáltja ~ (j) 01004.1 (433)
- - relallv konjugáltja J(~(j) DlOA.2, TIOA.3 (434-4 35)
algebrai számtest = Q egyszerű algebrai b övítése
algebrailag zárt test
álprtm (a alapu)
- (univerzális)
als ó egész rész l J
approximáció (diofant ikus)
- , algebrai számé
- , irracionál is számé
- l racionális számé
- , szimultán
át lagérték, át lagérté kfüggvény
-. d(n )-é
- , <p(n)-é
- , w(n)-é
- , íl (n )-é
- , a(n)-é
át lagos nagyságrend , cp(n)-é
-- . a(n)-é

barátságos számok
Bertrand-posztul átum (Csebisev-tétel)
binom kongruencia
b övelked ö szám

F6.3.7 (236)
T5 .5.3+ (181)

T3 .5.1 (122)
F6.3.3 (235)
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O e komplex számok
Carmíchael-szam
Cheval ley-t étel
cinkos

0 5.7.3 (204)
T 3.6.1 (126)
B5.7.4 (206)

T1. 3.6

Csebisev-egyenl őtlenség

Csebisev-téte l
csoport
csupaegy

d(n) = n (pozitív) oszt ólnak a száma
dk (n )
dcg = fok(szám)
Difflc-Hellm an-clv
diofantikus approximáció
- egyenlet
- - , lineáris
Dirichlet-sor F{s )
Dirichlet-tétel (prímszámok számtani sorozatokban)
diszkrét logaritmus = index ind a, índ, a
diszkrimináns (Q(D) -é)
- (Q(D)-beli elem-n-eseké)

B6.7.7+ (272)
T5.5.3 (181)
B2.8.5+ (99)
F1.3.12 (32)

T 1.6.3 (44)
06.2.6, T6.2.7 (227)

5.8 (213- 214)
8.1 (348- 355)
T I. 3.6- (29)

(29), T7.U (280)
0 6.6.3 (255)
T5.3.1 (168)
03.4.1 (119)

BlO.5.4+ (445)
010.5.2 (441)

(396)
(399)

T9.5.1
T9.5.3

(439), T I0.5.4 (442)
B1.2.1 (20)
B1.2.1 (20)

0 8.4.3, T8.4.4 (373- 374)

F7 .3.6 (293)
0 1.1.2 (15), 07.4.6 (296)

0 1.1.2, TI.1.3 (15-1 6)
T7.7.6 (324)

07.4.6, T 7.4.7 (296- 297)
T IO.3.4 (423)
FI. 1.23a (20)l , e

E = összes algebrai egész gyűrűje

e irrac íonalitésa
e transzcendenciája
Eel?) = a Q{t1) b őv ítés algebrai egészeinek gyűrűje

egész báz is (Q (D)-ban) WI , ' " ,W. DlO.5.1
egészrész (alsó) l J
- , felső l ]
egyenletes eloszlás
egyértelmű prtmfaktorlaácló,
egyértelmű prímfelbontás = számelmélet alaptétele
egyiptomi tőrt

egység E

- (egész számoknál)
- (Euler-egészekn él]
- (Gauss-egészekn él)
- (másodfokú b övítéseknél]
egységelem (szorzásnál)
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egyszer ű algebrai bőv ítés Q(D)
- b ővítés

ekv ivale nciarelác ió
ekvivalens ideálok
elemi szimmetrikus pol inom
eratosztenesai szita
euklideszi algoritmus
- gyűrű

Eu ler-egész o' = a + bw
Euler-féle e-függvény Ip(n)
Euler- Fermat-tétel
Euler partfciós téte le
Euler-prím
Euler-racionális

faktorgyűr ű = maradékosztálygytlnl RII
felb onthatatlan ideál
- szám
Ielsö egészrész r l
Fermat-prfm FOl
Ferm at-sejtés
- a 3 kítevöre
- a 4 kítevöre
Fermat-szám FOl
- (prIm)oszt6 i
- prfmtes ztje
Fermat-tétel ("kis")
({J(n) = Euler-féle rp-függvlmy
Piboneccí-szám lpn

fok, fokszám (egy L test folett algebrai eleme]
- (algebrai számé) deg c
- (polino mé modulo m )
- (testbövttésé) deg(M : L)
fokszámtétel
Iöideál (a)
Iöidcálgy úr ü
Frobenius-probléma

g(k)
G(k )

010.2.1 (412), TIO.2.3 (413)
010.2.1, TIO.2.2 (412)

B2.1.2+ (55)
Dl1.6.1 (489)

T9.3.1+ (383)
T 5.1.2 (153)

B1.3.3 (26)
Dl 1.3.4 (463), T11.3.5 (465)

07.7.4 (323)
02.2.7 (62), T2.3 .1 (67)

T2.4 .1 (71)
T 7.9.5 (342)
T7.7.7 (325)
9.6.P3 (403)

T II. 1.6 (451)
Dl1.4.6 (472)

01.4.1 (34)
B1.2.1 (20)

F1.4.4 (36), 5.2 (158)
T7.7.1 (319)

T7.7.1O (327)
T7.7.2 (320)

5.2 (158)
T5 .2.1 (159)
T5.2.2 (160)

T 2.4.1A, T2.4.1B (72)
02.2.7 (62), T2 .3.1 (67)

F1.2.5 (23)
degLD DlO. 1.5 (410)

09.2.4 (381)
0 3.1.1 (102)

DlO.1.2 (408)
T IO.1.3 (408)
011.1.2 (448)

Dl 1.3.2, Tl1.3.3 (461-462)
F7.1.1l (284)

07.6.1 (314)
07.6.3 (315)
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Gauss-egész o' = a + bi
Gauss-felbonthatatlan 11"

Gauss- lemma (másodfokú kongruenciáknál)
- (primitív polinomoknál)
Gauss-prim 71"

Gauss-racionális
Gelfond-Schneider-tétel
generátorfüggvény [part.ícióknál]
Goldbach-sej tes

gyűrű R
- • alaptételes
- , euklideszi

hányados [marad ékos osztásn ál] q
Hardy- Ramanujan-tétel
harmonikus sz ám
három-négyzetszám-tétel
hatványmaradék (k-ad ik)
hatvány-nemmarad ék (k-adik)
hatványozás ismételt négyzet re emelessel 3.2.P
hegyt étel
hézag a szomszédos prímek között
hiányos szám

ideál I
- , elem (ek) által generált (a) , (a l , ... , ak)
- , felbonthatat lan
- , legszűkebb

- , maximális
- , triviális
- , végesen generált (a l, . . . , ak)
ideál szerinti maradékosztály a + l
ideálok ekvivalcnciája
- legkisebb közös többszöröse
- legnagyobb közös osztója (A, B)
- oszt hatós ága B I A
- összege A + B
- szorzata AB
ideálosztály
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D7.4.1 (295)
D7,4.1O (299)
T 4.2.1 (141)

FI 1.5.9 (488)
D7,4.11 (299), T 7,4.15 (301)

9.6.P3 (403)
T 9.3.5 (386)

7.9 (339-340)
5.1 (154)

B2.8.2+ (97)
TI 1.3.1 (460)

Dl1.3 ,4 (463). Tl1.3.5 (465)

B1.2.1+ (21)
T 6.7.7, T 6.7.7A (268)

F6.3.6 (236)
T 7.5.2 (306)

D3.5.2, T 3.5.3 (124)
D3.5.2 (124)

(107- 108), B5.7.1 (200- 201)
T6,4.2 (237)

5.5 (18(}-j85)
F6.3.3 (235)

011.1.1 (447)
01 1.1.2, Dl1.1.4 (448-449)

01 1.4.6 (472)
Tl 1.1.3 (448), TI1.1.5 (450)

DI 1.4.6+ (472)
11.1.P4 (448)
011.1.4 (449)
T I 1.1.6 (451)
011.6.1 (489)
F11.4.5 (475)

011.4,4, T11 ,4.5 (471)
01 1.4.3 (470)

F I 1.4,4b (474)
011.4.1, T I 1.4.2 (467- 468)

TI1.6.3- (490)
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irreducibilis = felbo nthat atlan
ismételt négyzetre emelés m ódszere
izo lált prim

ikerprfmek
Im = kép zetes rés z (komplex számé)
index ind a , indg a
inkongruens = nem kongruens 't
integr itési tartomány
inverz (szorzásnál)
irracionális szám approx imáci6ja
irracionali tás bizonyftása, e
- - , ?"ti
-- , loga b
- - l ..;2 (geometriailag)
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Jacobi-szimbólum (",)
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5.1 (154)

0 3.4.1 (119)
02.1.1+ (54)
F1.1.23 (19)

T2 .8.3- (98)
8.1 (348- 355)
T9 .5.1 (396)

F1.6.33a (53)
FL6.33b (53)
FU.17e (33)
T9 .5.2 (396)

3.2.P (107-108) , Il5.7.l (200-201)
T5.5.2 (180)

04.3.1 (147)

k·adik hatványmaradék
k-ad ik hatvány-nemmaradék
kanonikus alak
- - (Gauss-egészeknél)
- - (ideá lc kná l)
- - (legkisebb közös t öbbszöröse)
- - (legnagyobb közös oszt öé)
- - (módositott )
- - (n !-é)
- - (osztöe)
karakteria é c i ő (additív sz ámelm élet i függvényeké]
képzetes másodfokú b őv ít é s

két- n égyzetszá m-t éte l

kinai maradéktétel
kis Fermat-t étel
kitüntetett közös osz tó (a,b)
kommutatfv csoport
- test T
kongruencia a sa b (mod m)
- (o + bJ3 alakú saámo kn ál}
- (Euler-cgészeknél)
- . bino m

0 3.5.2, T3 .5.3 (124)
03.5.2 (124)

T1.6 .1 (42)
B7.5.1 (305)

Tl1.5.9- (485)
T1.6 .6 (46)
T1.6 ,4 (44)

T1.6.1+ (42)
T 1.6.8 (48)
T 1.6.2 (43)

T6 .8.1 (274)
T IO.3.1+ (418)

T7.5 .1 (304)
T2 .6.2 (84)

T2,4 .IA , T 2,4.1I1 (72)
01.3.2 (26)

Il2.8.5+ (99)
T2.8.3+ (98)

02.1.1 (54)
B5.2,4 (164)
07.7.8 (325)
T3.5.1 (122)
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kongruencia, lineáris
- , másodfokú
- , prfmhatvány modulusú
kongruencia megoldásszáma
konj ugál t (Q feletti) ~U )

- {relat ív) f(~U»

kon volúci ö f * g
König- Rados-t étel
köresatasi polinom l)m
középérték(függvény) = Atlagért6k(függvény)
közös osztó, legnagyobb (a,b), lnko{a, b}
- - , kitüntetett (a,b)
közös többszörös, legkisebb
Kroncckcr-t étel (ideáloknál)
kvadratikus maradék
- nemmaradék
- reciprocitási tétel
kvAzitökéletes szám
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02.5.1, 1'2 .5.3- 1'2.5.5 (74- 77)
0 4.1.1 (137)
TV.I (133)
02.5.2 (75)

010.4.1 (433)
Dl0.4.2, T IO.4.3 (434-4 35)

06.6.1 (252)
T3 .6.2 (129)
B5.3.4 (169)
0 6.7.1 (259)

0 1.3.1 (25), 0 7.4.9 (298)
01.3.2 (26)
01.6.5 (45)

Tl1.5.5 (480)
0 4.1.1 (137)
0 4.1.1 (137)
T4.2.3 (143)
F6.3.4 (235)

lánctör t 8.3 (364)
lánctörtjegy 0 8.3.1 (364)
Legend re-formula = n! kanonikus alakja T1.6 .8 (48)
Legendre-szimb ölum (~) 0 4.1.3 (138)
legkisebb abszolút é rté kű maradék r T1.2.IA+ (21), 0 2.2.2+ (60)
- közös többszörös [a,b], lkkt (a , b) 0 1.6.5 (45)
- - - kanonikus alakja T1.6 .6 (46)
legkisebb nemnegatfv maradék T B l. 2.1+ (21), D2.2.2+ (60)
legnagyobb közös m ér t ék Fl.3 .17d (33)
-- osztó (a , b), Inko{a , b} 01.3.1 (25), 0 7.4.9 (298)
- - - (egész számoknál) (a, b), lnko{a , b} 0 1.3.1 (25)
- - - (Gauss-egészeknél) (a, /l) 07.4.9 (298)
- - - (ideá loknál) (A,B ) Dl 1.4.4, T I 1.4.5 (471)
- - - kanonikus alakja Tl.6.4 (44)
l egsz űkebb ideál T l1. 1.3 (448) , TI1.1.5 (450)
- (rész)test T IO.2.2 (412)
lineáris diofantikus egyenlet ax + by = c T l. 3.6 (29), T7.l.1 (280)
- kongruencia ax == b (mod m) D2.5.1, 1'2 .5.3-1'2 .5.5 (74- 77)
Liouville approxíméclós tétele T9.4.1 (389)
Liou ville-szam F9.4.1 (395)
Lucas-Lehmer-teszt = Mersenne-szémok prtmteszt]e T5.204 (163)
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8\.2.1+ (21)
0 4.J.l (137)

T\.2.1A+ (21), 02.2.2+ (60)
8 \.2.1+ (21), 02.2.2+ (60)

T\.2.1, T\.2.1A (20-2 1)
01\.3.4 (463)

T7.4.8 (297)
T 1\. \.6 (451)

0 2.2.1 (60)
0 2.2.6 (62)

Tl \.\.6 (451)
TI.8.2 (97)

0 2.2.8, TI.2.9 (63)
0 2.2.2, T2 .2.3 (60-61)

2.6.P2- (88- 89)
10.3 (418- 431)

TIO.3.1+ (418)
TIO.3.1+ (418)

TIO.3.2 (420)
0 4.1.1 (137)

01\.4.6+ (472)
T6 .5.3 (248)
T6 .5.2 (247)

0 2.5.2 (75)
F \.4.4 (36), 5.2 (158)

5.2 (158)
T5.2.3 (162)
T5.2.4 (163)
T5 .7.5 (209)

mO ,L 010.\.5 (410)
0 9.2.1 (380)
T8.2.1 (357)

0 2.J.l + (54)
T6.5.3 (248)
06.2.3 (226)
TI.8.3- (98)
06.\.2 (220)
06.2.3 (226)

R/l

a + l

r

Q(Jt)

marad ék (maradékos osztásnAl)
- , kvadratikus
- , legkisebb abszolút é rté kű

- , legkisebb nemnegatív
maradékos osztás (egés z szAmoknál)
- - (euklideszi gyü rü be n)
- - [Gauss-egészcknél]
marad ékoszt ály (fakto rgyúrúnél)
- (kongruenciáná l) (a) , (a)~

- , reduká lt
marad é koszt á lygy űr ű (ideál szerint i]
- (modulo m) Zrn
marad ékrendsaer, redukált
- , teljes
maradékszámrendszer
másodfokú bővítés

- - • képzet es
- - , valós
másodfokú bővítés algebrai égészei
- kongruencia
maxim ális ideál
megfordítási formula
- függvény j
megoldásszám (kongrucnciáé)
Mersenne-prtm M p

Marsenne-sz ám Mp

- (prím)osztó i
- prímtesztje
Miller- Lenstra- Rabin-teszt
minimAlpo linom (egy L test felett algebrai eleme]
- (algebrai számé) m Q

Minkowski-t étel
modulus (kongruenciáé) m
Möbius-Iéle megfordüási formula
Möbius-függvény pen)
multiplikatí v inverz
- számelmélct i függ vény
p(n) = Möbius-függvöny
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n! kanonikus alakja [Legend re-formula)
négy-négyzetszám-tétel
n égyzetmentes szám
négyzetteljes szám
norma (egyszer ű algebrai b övít ésbcn )
- [Euler-eg észe}
- (O auss-eg észé)
- (kvaternióé)
- (másodfokú bővftésben )

nullm ért ékü halmaz
nullosztó

nyilvános jelkulcsú titkosírás

N(a )

T1.6 .8 (48)
T7.5.3 (307)
F1.6.1O (50)

F5.6.1f (196)
D IOA A (436)

D7.7.5 (324)
D7A .2, T 7A.3 (295)

07.504 + (308)
DIO.3.3 (422)

D8.U (353)
T2 .8.5- (98)

5.8 (213- 217)

D6.2.5 (227)
D6.2.5 (227)
F6.3.6 (236)

T11.6.3 (490)
DI.1.1 (15), D7AA (296)

DI.1.1 (15)
D7.4A (296)

D11.4.3 (470)
D6.2.1, T6 .2.2 (225)

T1.6 .3 (44)
D6.5.1 (247)

b ia
IJ l a

bia

wen) = n különböző (pozitiv) prímosztóinak a száma
n (n) = n .,összes" (pozitív) prímosztóinak a száma
Ore-sz ám
osztályszám
osztható(ság) , osztó
- , - (egész számoknál)
- , - [Gauss-cgészeknél]
- , - (idcáloknál) B I A
osztók összege a(n)
- száma den)
osztókra vonatkozó összegzési függv ény

összegzési függv ény
~zemérhet6ség

D6.5.1 (247)
F1.3.17 (33)

0 1.1.3+ (16), 01.4.3+

Pn: általában az n-edik prímszámot jelöli
p(n) = n partfcióinak a száma
páronként relatív prím
páros számok számelmélete
partíció
Pel l-egyenlet
Pepin-teszt = Fermát-számok prfmtcsztje
11'" irracionalitása
~(x)

- alsó és felső becslése
pitagoraszi számhármas

D7.9.1 (339)
D1.3.8 (30)

(35), 0 1.5.1- (38)
07.9.1 (339)

T7 .8.1 (333), T 7.8.2 (336)
T5 .2.2 (160)
T9.5.2 (396)

T5.4.1- (171)
T 5A .3 (174)
T7.2.1 (285)
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polinom, körosatás i ~m

-, prim itív
polinom derivált ja I'
- fok (szám }a modulo m
- többszörös gyöke
prim, primszám p
prfmhatvány modulusú kongruencia megoldása
prlmidcál
primit ív gyök (modulo m) 9
- pit agorasai számhármas
- polinom
prímk épletek
prtmosat ök száma (" különböz6k") wen)
- - ("összes") n (n)
prfmszámok számtani sorozatokban
pr ímszámt étel
prfmteszt [Fermat-saámé)
- (kis Fermat-tétel alapj án)
- {Mersenne-sz ámé]
- (Miller- Lenstra- Rabin)
- [Solovay- St rassen}
pszeudoprím = álprim

8 5.304 (169)
F11.5.9 (488)

T3.7.1 (133), 8 5.304 (169)
D3.1.1 (102)
8 5.304 (169)
D1.4.2 (34)

T3 .7.1 (133)
D11.4.7 (472)

03.3.1, T3 .3.2 (110-111)
T7.2.1 (285)

F11.5.9 (488)
5.1 (155)

D6.2.5 (227)
D6.2.5 (227)

5.1 (155), T5.3.1 (168)
TM.1 (172)
T5 .2.2 (160)

T5.7.2 (203)
T5.2A (163)
T5 .7.5 (209)
T5.7A (204)
D5.7.3 (204)

Q = racionális számok
Q egyszerű (algebrai) b övttőse Q (U)
Q feletti konjugált (algebrai számé)

DIO.2.1, T 10.2.2, TIO.2.3 (412-4 13)
U(j) DIOA.1 (433)

R = valós számok
rac ionális szám approximác iója
Re = valós rés z (komplex számé)
reciprocitási tétel
redu kált maradékosztály
- maradékrendszer
relatlv konjugált (Q(U)-ban) f (U(J»
- prim
- - , páronként
relatív prímség valósaínüs ége
rend (modulo m ) o(a), o.... (a)
Riemann-féle zéta-függv ény «(5)
Riemann-sejtes

F8.l.! (355)

T4 .2.3 (143)
D2.2.6 (62)

D2.2.8, T2.2.9 (63)
DIO.4.2, T IO A.3 (434-435)

D1.3.7 (30)
D1.3.8 (30)

T6 .7.5 (263)
D3.2.1 (106)

F5.6.6 (197), T6.6 A- (255)
T6.6A - (256)
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Roth approximációs tétele
RSA-séma

Smith-determináns
Solovay- St rasse n-teszt
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T9.4.3 (392)
T5.8.1 (217)

T6.5.4 (249)
T5.7.4 (204)

T1. 5.1 (37), T7.4.13 (300),
F1.3 .17 (33)

11.3 (459-465)
T 1.5.1 (37)

T7.4 .13 (300)
11.3 (459-465)
T l 1.5.8 (483)

(424) , TIO.3.6 (427)
T5.7.1 (200)
D6.1.1 (219)

T 1.2.2 (21)
5.1 (155), T5.3.1 (168)

D6.2.1, T6.2.2 (225)
T9 .3.H (383)

T9.3.2 (383)
T 8.1.3, T8. 1.4 (350-351)

2.6 (81-90)
F6.3.5 (236)

szakaszok összemérhetősége

számelmélet alapté tele
- - (egész számoknál)
- - (Gauss-egészeknél)
- - {gyűrűben általában)
- - {idc álokna l)
- - (másodfokú b övít ésok algebrai cgészoiro) T IO .3.5
számelméleti algoritmusok lépésszáma
- függv ény

szám rendszeres felírás
szá mtani sorozatok primszámai
a (n) = fl (poz itiv) oszt6inak az összege
szimmetrikus polinom
- polinomok alap tétele
szimultá n approximác ió
- kongruenciarendszer
saup ertökélet es szám

T : általában kommutatfv tes tet jelöl
T[x] = a T test felet ti polinomok gyü rüje
tanú
teljes maradékrendszer
teljesen additív számelméleti függvény
- multiplikativ számelméleti függvény
test T
- , algebrailag zárt
tcstb övít ós M : L
- , egyszerű Q (~ )

- , egyszerű algebrai
- , m ásodfokú Q (Ji)
- , véges
tcstb övnés foka deg(M : L)
testb őv ítések fokszámtétele
Thue approximációs tétele

B5.7.4 (206)
D2.2.2, T2.2.3 (60-61)

D6.1.5 (220)
D6.1.3 (220)

T2 .8.3+ (98)
B9.3.6+ (387)
DI O.1.1 (407)

D IO.2.1, TIO.2.2 (412)
DlO.2.1 (412), TIO.2.3 (413)

10.3 (418- 431)
DIO.1.2 (408)
DlO.1.2 (408)
TIO.1.3 (408)
T 9.4.3 (392)
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Thue-Iemma
titkosírás
tizedes tört
totálisan additív számelmélet i függvény
- multiplikativ számelméleti függvény
többszörös
tökéletes szám
törtrész { }
transzcende ncia bizony ítása, e
-- , lg n
transzcendens szám
- - létezése
t riviális ideál
- oszt6

uni verzális álprí m

valós másodfokú bővítés

véges bővítés

végtelen leszállás
- szorzat
völgy tétel

Waring-problémakör
Weyl tétele
Wiles tétele (Ferm at-scjtés )
Wilson- tétel

z = egész számok
Zon = modulo :m marad ökoszt álygyür ü
zéta-függvény ((,q )

P7.5.21a (313)
5.8 (213-217)
P3.2.20 (110)
D6.1.5 (220)
D6.1.3 (220)

Dl. l.1 (15), D704 o4 (296)
D6.3.1, T6 .3.2 (234)

B8.1.2 (349)
T9 .5.3 (399)
P9.3.7 (388)
D9.1.2 (377)

T9 .1.3 (377), T904.2 (391)
I1. 1.P4 (448)
D1.4.1- (33)

D5.7.3 (204)

T IO.3.l+ (418)
DIO.1.2 (408)
B7.5.3+ (310)

P5.6.6, P5.6.7 (198)
T604 .1 (237)

7.6 (313- 318)
T8.404 (374)
T7.7.1 (319)

TI.7.1 (93), B3.1.2+ (103)

T2 .8.2 (97)
P5.6.6 (197), T6.604 - (255)
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