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Bevezeto

A feladatlap-gy(ijtemény elsGsorban a kdzépiskolai matematika-tananyag gyakorldsdnak céljabol
késziilt. A tematikus sorrendben felépiilé feladatlapok segitik az 6rai munkét, a szakkori, illetve
korrepetdl6é foglalkozast, az 6nédllé gyakorlast vagy a kozépszinti matematika-érettségire vald
felkésziilést.

A feladatlapok a 12. évfolyamos kerettanterv tananyagat kovetik.

A feladatlapok feldolgozdsat két fontos egység segiti. Az els§ egységcsoport a minden nagyobb
téma el6tt a témahoz kapcsolodé elméleti emlékeztetd. Ezek a részek az adott témdhoz tartozé de-
finicidkat, tételeket, illetve a fontosabb eljarasokat, mddszereket tartalmazzak. A masik alapvetd
egység pedig a feladatlap-gy@jtemény végén taldlhaté megolddsok, amelyek az eredményeken
til az azokhoz vezetd fontosabb 1épéseket is magukban foglaljik.

A feladatlap-gy(jtemény készitésekor elsddleges cél volt, hogy lehet6leg minden feladatot a fel-
adatlap oldalain oldjon meg a tanuld.

Tartalom




1. feladatlap

Sorozatok

EMLEKEZTETO

sorozat: Szamsorozaton olyan fiiggvényt értiink, amelynek értelmezési tartomanya a pozitiv egész szdmok halmaza, az érték-
készlete a valés szdmok részhalmaza. A sorozat jelolése: a,, b,, ... Példdul a; = 7,1 jelentése, az a jelli sorozat 8. tagjdnak
értéke 7,1.

sorozat megadasa:

1. Egyértelmii utasitdssal: Kapcsos zardjelpar kozott szerepel az utasitas. Példaul a, = {Egymast kovetd, hdrommal nem oszthatd
pozitiv egész szamok.}. A sorozat els$ ot tagja: a, = 1;a, =2;a: =4;a,=5;a; = 7.

1
2. Képlettel: A sorozat altalanos (n-edik) tagjat az n sorszdmmal fejezziik ki. Péld4ul a, = 3n* + 1 A sorozat elsg Ot tagja:
n

1 1 1 1 1
a, = 35, a, = 125, as =27z, a, =48§, as =75€

%z

3. Rekurziv modon: Megadjuk a sorozat néhdny kezdd tagjat és egy szabalyt, amellyel az éltaldnos tag az el6z6 tagokkal eldal-
lithat6. Példaul a sorozat els6 harom tagjaa, = 1;a, =1;a;=1;a, =a,_, +2a, , +a, .

A sorozat 4. tagjat az a, = a; +2a, +a, = 1 +2 - 1 + 1 = 4 szabdllyal allithatjuk eld.

as=a,+2a,+a,=4+2-1+1=7,

as=as+22a,+a;=7+2-4+1=16;....

a, [
n
sorozat abrazoldsa: a,=2~— 2
1) Koordindta-rendszerben: A sorozatok elemei pontok a koor- 1
dindta-rendszerben, a pontok x koordindtdi a sorszdmok, y koor- —0,5
dindtdi a sorozat értékei. 0 X
2 3 4 R 6"
05 d
j_l
,_
. . e z 21, 4 Z an = _——
2) Szamigyenes.en. A sorf)zat tagjainak értékét a szdmegyenes ) 4 as a, as a, a "
megfelelS helyein helyezziik el. t ¥ ¥ ¥ 3¢ t
-2 -1 0 1 2

Fibonacci-sorozat: Nevezetes rekurziv sorozat. Az els6 két tag

P

1, 1, minden tovabbi tag pedig az el6z5 két tag Osszege.
a=1, a=1, a,=a,,+a,,. 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ....

FELADATOK

1.1. Add meg a sorozat els6 hét elemét!

a) {A sorozat elsd tagja 1. A mdsodik tag az elsd tag és a 2 Osszege. Minden kovetkezd tag
egyenld az el6z0 tag és az el6z0 tagot kovetd paros szdm Osszegével.}

a = 5 = ;o 3= 5 a4 = 5
as = 5 Qe = ;o ar =

b) {A sorozat els6 tagja 1. A mésodik tag az els6 tag €s a 3 Osszege. Minden kovetkezd tag
egyenld az el6z6 tag és az el6z6 tagot kovetd paratlan szam Osszegével.}

a, = , = , a3 = sy Ay = 5

as = ;o Qg = , a7 =

Sorozatok
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c) {A sorozat elsd tagja 2. A kovetkezd tag az el6z0 tag ellentettje.}

a = ; I = ;o a3 = s A= ;
as = ; Qs = ;o 4 =

d) {Egymast kovet6 pozitiv paros szdmok 0,1-del csokkentett értéke.}

a, = ; I = ;a3 = ;o a4 = ;
as = 5 Qg = NS

e) {Egymast kovetd pozitiv ottel oszthaté szamok.}=

a = ; = ;a3 = ;o a4 = ;
as = NS o a7 =

1.2. Add meg a sorozat els6é hét elemét!

a) a, =2"—20
a, = , = , a3 = RS >
as = s dg = a7 =
b) b, =n*—10
a = 5 = ;o A3 = > a4 = 5
as = ; Ge = s A=

2n +3
c) ¢, =

n+1
a, = 5 = 5 a3 = ;a4 = ;
as = ;o dg = , A=
d) a,=(—1)"-n
a, = o h = o a3 = ;o a4 = ;
as = , dg = , a7 =

_ n—1

e) a, =(-2)
a, = 5 = 5 a3 = ;a4 = ;
as = ;o g = , A=

1.3. Add meg képlettel a kovetkezd sorozatokat!

a) {Az egymadst kovetS pozitiv szdmok hdromszorosai.}. a, =..........c.coiiiiiiiiiiiiii...

b) {Az egymast kovetS pozitiv szdmok négyzete.}. D) = e
c) {Az egymast kovetd pozitiv szdmok faktoridlisa.}. G e e
d) {3,5,7,9,11,13,15,...}. Ay =
e) {1,—4,7,—10,13,—14,17,...}. T e

1. feladatlap




1.4. A kovetkez6 sorozatokba ird be a hidnyzé tagokat (a sorozat 3. és 5. elemét)! Ird fel a
képleteket is!

1 1 1
a) 2; ) N ;1= Ay = e
2 4
b1t 2 4L, 6l b
2, 9 e e s e e s s b) 2, --------------- b) b) n " e s e s s s 0 00000000008
1 1 1
1; e e e T P ——= P
<) 2 4 6 ¢
1 3 5
d) 0; e DT e = ... dy =i
) 2 4 6
1.5. Allapitsd meg a rekurziv sorozatok 8. tagjat!
a) a; =1, a, =3, a,=a,_; +a,_,.
ag =
b) a, =0, a, =1, a, =2a,_, +a,_,.
ag =
c)a =1, a=-1, a,=a,,+a,,.
ag =

1.6. Abrizold grafikonon a kivetkezd sorozatok elsé négy elemét!

1
a) a,=2— — b) b, = —2+2
n 2

y YA




&) ¢ = (~1y" @ d=4-(3)

2
y y
. —1
0 2 3 4 3 6~ 0 2 3 5 x

1.7. Abrizold szdmegyenesen a kovetkez sorozatokat!

2
a)a,,=—4+§n b)b,=4—n
1 1 1 1 1 1 1 x 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -4 -3 -2 -1 0 1 3 5
) ¢, = (=1) d) d 6
c)c,=(=1D". — =
" " n-(n+1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 x 1 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -4 -3 -2 -1 0 1 3 5

1.8. Keress a grafikonnal abrazolt sorozatokhoz megfeleld képletet!

a) a, = n =
" b) b
y YA
1 1
0 0
2 3 1 3 6 * 2 3 5
-1 -1
c) c, = d) d, =
y y
—1
1
0
2 3 4 3 6 * 0
. 2 3 3
-1

1. feladatlap




1.9. Tagja-e a kovetkezd sorozatoknak a 64? Ha igen, akkor hanyadik tagja az adott sorozatnak?
a) a, =n’ b) b,=1+3n

1
c)c,=2+4n —2) d) dn=§.2"—1

1.10. Dontsd el, hogy az a, sorozat 8. tagja tagja-e a b, sorozatnak!

2 1. 19
n = n2— g, b) a, =4n —7: b, = n’ — 39,

@) a, = 4 8

2. feladatlap

Szamtani sorozat 1.

EMLEKEZTETO

szamtani sorozat: A szdmtani sorozat barmelyik tagjinak (a masodikt6l kezdve) és az azt 9> b, ‘ ‘

megel6z6 tagjanak a kiilonbsége dllandé. Az éllandét differencidnak (d) nevezziik. 3 l:n jt 2
a, —a,_, =d. Példaul a —2, —1, 0, 1, 2, 3,... sorozat szdimtani sorozat, mivel az egymadst —2

kovetd tagok kiilonbsége: —1 — (=2)=1,0—-(-1)=1,1-0=1,2—-1=1,3—-2=1... 1
allandé. (Az dbran ez az a, sorozat.) De szdmtani sorozat a 2, 2, 2, ... sorozat is, mert az -0
egymast kovetd tagok kiilonbsége 0. (Az dbrdn ez a b, sorozat.) - ¥ 4 5 6N
_1 “~ -~ -~
-2
a,=—-2+m—-1)=n-3
a, 1

a szamtani sorozat n. tagja: A szamtani sorozat n. tagjdnak képlet alakja: a, =

= a, +(n — 1)d, ahol a, a sorozat els6 eleme, d a sorozat differencidja. Példdul a sorozat -3
1 1 .

elsé tagja a, = 4, kiilonbsége d = 3 A sorozat altaldnos tagja a, = 4 — E(n —1). A 10. 2

-1
1

tag a,p =4 — 5(10 —1)=-0,5. —0 ] T >
-1 T ‘? 4} 9 (?

n. tag mint szamtani kozép: 1) A szamtani sorozat barmelyik tagja (a méasodiktdl kezdve) ‘ ‘ ‘

o+ a,, . . ) . Lo
két szomszédjanak szdmtani kozepe: a, = %, ahol n > 2, n € N*.) A szdmtani sorozat barmelyik tagja két azonos
n—m + n+m
tavolsdgra (m € N*) 1év6 szomszédjanak (amennyiben léteznek) szamtani kozepe: a, = %, aholn >2,n e N*.

Sorozatok



FELADATOK

2.1. Ird fel a szamtani sorozatok 4ltaldnos tagjat, és szamitsd ki a megadott tagokat!

a) A sorozat elsé tagja —5, és a differencia 2,2. b) A sorozat elsd tagja 6, és a differencia —0,7.

7 T Dy =
[ b7 o o i it eeeretraessasesasesascnansnenanannnans
o) ettt it tenenensnesssaseansossnsasnsannns b16 i ittt teeratesaaeransnansnasrrasnsaeenens

c) A sorozat elsé tagja 4, és a differencia 0.  d) A sorozat els6 tagja 0, és a differencia —0,5.

G e Ay =
08 Dttt ittt ttaeeratesaacosancnessnacnsannnas d6 o o i i tteeretneessasesasessscnansnassnacnsans
ClO) = v e v vveeonososoacesensnensssssnsnsnansnens d51 i ittt et sacnsaseranssansnacnsasnsaannons

2.2. Dontsd el, hogy az alabbi sorozatképletek koziil melyek szamtani sorozat képletei? Ameny-
nyiben szdmtani sorozat, hatirozd meg a elsd tagjat és kiilonbségét is!

a) a, =2n* —3n; b) b, = 4n;
T S d=...coiiiiiii... b=, d=....coiiiiiiiii...
c) c,=7—3n; d)dn—n2_1§

+1
Cl =i d=..coiiiiiiiiiiia.. di=.ooiiiiiiiiiia, d=.oiiiiiiiiiiiii..
0 e =" 1 Dh=ae"
L A= Fim A=
8) 8. =5: wh =0
81 e, A= By = A=

2. feladatlap




2.3. A szdmtani sorozat két tagjabél hatdrozd meg a sorozat elsé tagjat és differenciajat! ird fel
az 4ltaldnos tagjit, majd hatdrozd meg a 20. elemét!

34 86
a) a5=14; a9=58. b) bg=—, b21=—.

3 3
B D ettt ittt tetenenesasaeesacssesnasnsannns bl o ittt teetetneeasaeesasesascnansnansnacnsans
A= A=
P Dy =
o) — e et tetnteenerensoesssoseansossnsasnsannns bz() i ittt teeratesaaeransnansnasrrasnsaeenens
C) Cs = 87, Cyy = 7 d) d2 = —0,3, d15 = —19,8
O T d1 o o i i tteeretneessasesasessscnansnassnacnsans
A= A=
G e A
(6 e T T T Y dzo ittt eteettaaossasssasssasssasssnssssasanass

2.4. Egy szamtani sorozatrdl tudjuk, hogy a harmadik és az 6todik tagjanak Osszege 43. A ne-
gyedik és a hatodik tag 6sszege 37. Mekkora a sorozat 100. tagja?

2.5. Egy szamtani sorozat els6 harom tagjanak osszege 30. A 10. és a 20. tag Osszege 540.
Mekkora a 30. tag?

2.6. A Kirdly utcdra az 57. szamu haznal kanyarodott rad egy taxi. Hanyadik haz lesz a keresett
163. szamu haz, feltéve, ha nincs osztott és iires telek?

Sorozatok



2.7. Hany 6-tal oszthat6 szam taldlhato 1000 és 2000 kozott?

2.8. Kairoly egy bal tombolasorsoldsan csak 13-mal oszthaté szelvényeket volt hajland6 vasa-
rolni. Mennyi zsetont fizetett a szelvényekért, ha darabja 20 zsetonba keriilt, és az 501-t61 750-ig
tarté tombbdl megvasarolta az dsszes szelvényt?

2.9. A szamtani sorozat két tagja ismert. Hatarozd meg az ismeretlen tagjat!
a)a5=—5;a7=—1;as= b)b1=6,b3=16,b2=

c) co=—T;c0=27;¢;5= d) dy=0;d;,=1;ds=

3. feladatlap

Szamtani sorozat 2.

EMLEKEZTETO

a szamtani sorozat els6 n tagjanak osszegképlete: S, =

2a, +(n — 1)d L . .. B 2a, +(n — 1)d
— -n. Példaul az a, = 10 — 2(n — 1) sorozat elsd 20 tagjdnak Osszege Sy = —

-20 =20.

a +a,

-n, ahol a, a sorozat elsd, a, a sorozat n. tagja. Az 6sszegképlet

masik alakja: S, =
_2-10+(20 = 1)(=2)
- 2

FELADATOK

3.1. Egy szamtani sorozat elsd tagja 100, a differencidja 5.

a) Mekkora az els6 100 tag 0sszege?
b) Mekkora a kovetkezd 100 tag Osszege?

3.2. Egy szamtani sorozat 6todik tagja 30, nyolcadik tagja 54. Mekkora az els6 20 tag dsszege?

3. feladatlap




3.3. Egy szamtani sorozat kezd§ tagja 4, differencidja —2.
a) Hanyadik tagja a sorozatnak a —50?

b) Hény tagot kell osszeadni, hogy —2646-ot kapjunk?

3.4. Hany gépkocsi fér el abban a parkoldban, ahol az els§ sorban 16 auté és minden tovabbi
sorban 3-mal tobb autd fér el? Az utolsé sorban 31 auté parkolhat.

3.5. Gyerekek épitSkockabdl az dbran lathatd ,,varakat” épitették. Hany épitékockat hasznéltak
fel, ha a var mindkét esetben nyolc emelet magas?
b)

3.6. Mennyi 93-t6] 172-ig a pozitiv egész szamok Osszege?

3.7. Mennyi a hdromjegy(i paratlan szamok Osszege?

3.8. Mennyi az 1000 és 2000 k6zé es6 héttel oszthaté szamok Osszege?

3.9. A horgéaszegyesiiletben 8 tag van. Egyesiileti taldlkozékor mindenki kezet fog mindenkivel.
a) Mennyivel n6 a kézfogasok szdma, ha 5-tel n6 a tagsig 1étszama?

Sorozatok



b) Hanyan lesznek akkor az egyesiiletben, amikor a kézfogdsok szdma 136 lesz?

3.10. Kati egyforma méretti fehér és piros korongokat illesztett
egymds mellé az dbran ldthat6 modon. Eldszor letett egy fehér ko-
rongot (1.), majd félkor alakban 4 piros korongot tett koré (2.), és
igy tovabb. A 10. iv letevése utdn hany piros és hany fehér koron-
got tartalmaz az alakzat?

4. feladatlap

Mértani sorozat 1.

EMLEKEZTETO

mértani sorozat: A mértani sorozat barmelyik tagjdnak (a méasodikt6l kezdve) és az azt meg-

el6z0 tagjanak a hanyadosa allandd. Az dllandét hdnyadosnak (kviciensnek) (q) nevezziik.
n . . 2 4 8 16
& q.Példaul az 1, 2, 4, 8, 16, ... sorozat mértani sorozat, mivel g = — = = = - = — =
a,_ 1 2 4 8

... =2 = allandé.

a mértani sorozat n. tagja: A mértani sorozat n. tagjanak képlet alakja: a, = a, - ¢"~', ahol
a, a sorozat elsd eleme, g a sorozat hanyadosa. Példdul a sorozat elss tagja a, = 7, hanyadosa
q = 4. A sorozat dltaldnos tagja a, =7 -4""'. A 10. tag a, = 7 - 4° = 1 835008.

n. tag mint mértani kozép: 1) Ha a hanyados nem negativ, akkor a mértani sorozat barme-
lyik tagja (a mdsodiktdl kezdve) két szomszédjanak mértani kozepe: a, = \/a,_; - a,.., ahol
n > 2,n € N*. 2) A mértani sorozat barmelyik tagja két azonos tavolsagra (m € N*) 1é-
v szomszédjanak (amennyiben léteznek) mértani kozepe: a, = \/ad,_, - Qpim, ahol n > 2,
n e N*.

FELADATOK

(N

10 =9-43

ol o

-8

-7 = Lo

-5

—4

-3 °

21

L ;9
HEERRERE
ER=n=-s

4.1. Ird fel a mértani sorozatok 4ltaldnos tagjat, és szdmitsd ki a megadott tagokat!

1
a) A sorozat els6 tagja —5, és a hdnyados 2. b)) A sorozat elsé tagja 16, és a hdnyados —3

By S e Dy =
QG ittt tieettaeeteaesaeaseneancnannns b3 o ittt et et aessaassasssasesasensannaeenann
) = ettt it ietetentneeseaesenssaassaansasnns b6 e
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c) A sorozat elsé tagja 4, és a hanyados —10. d) A sorozat elsd tagja —1, és a hanyados 0,1.

Gl St e e Ay =
08 Dttt ittt ttaeeratesaacosancnessnacnsannnas d6 o o i i tteeretneessasesasessscnansnassnacnsans
[T T d21 e

4.2. Dontsd el, hogy az aldbbi sorozatképletek koziil melyek mértani sorozatok képletei!
Amennyiben lehetséges, hatdarozd meg a mértani sorozat kezdeti tagjat és hanyadosat is!

a) a, =2n° — 5n; b) b, = —n;




4.3. A mértani sorozat két tagjabol hatdrozd meg a sorozat elsé tagjat és hanyadosat! ird fel az

altaldnos tagjat, majd hatdrozd meg a kérdezett elemét!

5 5
a) a5=48; a7=192. b) b3=_ﬁ, b5=—%.

7 T Dy =
[ b7= ...........................................
1
c) cs=~/3; c6 = —. d) d, = 6; d, = 486.
) 5 6 ﬁ ) 2 6

4.4. Egy mértani sorozatrdl tudjuk, hogy a harmadik és az 6todik tagjdnak 6sszege 90. A ne-
gyedik és a hatodik tag 6sszege 270. Mekkora a sorozat 2. tagja?

4.5. Egy mértani sorozat els6 harom tagjanak 0sszege T A elsd és a negyedik tag kiilonbsége

21
3 Mekkora az 6todik tag?

4.6. Egy mértani sorozat 6todik tagja 20,25. A sorozat hanyadosa 1,5.
a) Mekkora a sorozat hatodik tagja?

b) Mekkora a sorozat elsé tagja?

4. feladatlap




4.7. A a,=3-2"" mértani sorozatnak hany tagja esik 50 és 500 kozé?

4.8. Kezdetben 5 amdba volt a tiptalajon. Ez az am&bafajta két 6ranként osztodik.
a) Héany 6ra mulva lesz 2560 am8ba a mintaban?

b) Hény 6ra milva lesz 100 000 darab am&ba a mintdban?

4.9. A mértani sorozat két ismert tagjanak segitségével hatarozd meg az ismeretlen tagjat!
a) a5=—18;a7=—2;a6= b) b1=1,b3=49,b2=

c) cio="T; c0=28; 5 = d) dy=—7;d; =128; ds =

5. feladatlap

Mértani sorozat 2.

EMLEKEZTETO

P ,, . .. < q" —
a mértani sorozat elsé n tagjanak osszegképlete: S, = a,

1 .
T ahol a, a sorozat elsd tagja, g # 1 a sorozat hdnyadosa.

10 _
Példdul az a, = 10 - 3"~ mértani sorozat els§ 10 tagjdnak dsszege S = 10 - 3

T = 295 240.

FELADATOK

5.1. Egy mértani sorozat elsé tagja 100, a hanyadosa 5.
a) Mekkora az els6 5 tag 0sszege?

b) Mekkora az els6 5 tag 0sszege, ha a hanyados —5?

Sorozatok




355 3
5.2. Egy mértani sorozat elsé Ot tagjanak Osszege TR a sorozat hdnyadosa 7 Mekkora a

sorozat elsd tagja?

2 5
5.3. Egy mértani sorozat negyedik tagja R A sorozat hanyadosa 3

a) Mekkora a sorozat elso tagja?
b) Az els6 tagtél kezdve hany tagot adjunk Ossze, hogy 864,5-et kapjunk?

5.4. Nagy feliiletti, 0,1 mm vastagsdgu papirlapot tobbszor egymds utan félbehajtunk.
a) Mekkora lesz a vastagsdga a tobbszordsen félbehajtott papirlapnak az 5. hajtogatds utdn?

b) Hany hajtogatds utdn lesz a papir vastagsdga nagyobb, mint 10 cm?

5.5. Egy mértani sorozat elsé két tagjdnak Osszege 16, a negyedik és 6todik tagjdnak Osszege
432. Mennyi a sorozat elsd ot tagjanak Osszege?

5.6. A Vilagvaros egyik divathdzdban megfigyelték, hogy a sikeres ruhamodellbSl minden hé-

7

napban az el6z6 honap elkelt mennyiségének mdsfélszeresét adtdk el. MegkozelitSleg hany ruhét
adtak el fél év alatt, ha az els6 honapban 32 darabot adtak el?

5.7. A Vildgviros egyik iizlete végkidrusitast tart. Minden héten a még meglevd arukészletének
harmada fogy el.

a) Mekkora volt az drukészlet, ha 8 hét utdn még 256 darab aru maradt?

b) Osszesen mennyi drut adtak el a nyolc hét sordn?

5. feladatlap




5.8. Tamas képregény-gyijteményét rendezgeti. Amikor az elsé oszlopba 93 darabot rakott és

o7z

minden tovabbi oszlopba hdromszor annyit, mint az el6z&be, akkor 5 tjsdgoszlopot kapott. Aztdn

7z

az elsd oszlopba 11-et tett és minden tovdbbi oszlopba az el6z6 oszlop kétszeresét. Ekkor hany
Ujsagoszlop sziiletett?

6. feladatlap

Vegyes feladatok

6.1. A 16 és a 625 kozé iktass be 3 szamot gy, hogy
a) szamtani,

b) mértani sorozat alkossanak!

6.2. Egy novekvs szamtani sorozat masodik tagja 9. Az elss, a hatodik és a harmincegyedik
tag mértani sorozatot alkot. Mekkora a szdmtani sorozat 10. tagja?

6.3. Egy mértani sorozat hanyadosa 2. Ha az els6 tagot 1-gyel, a harmadikat 3-mal, a negyediket
8-cal csokkentjiik, egy szamtani sorozat 3 egymdst kovetd tagjat kapjuk. Mekkora a mértani
sorozat elsd tagja?

6.4. Egy szamtani sorozat els6 harom tagjanak osszege 39. Ha az els6 tagot 5-tel, a harmadik
tagot 6-tal csokkentjiik, a negyedik tagot 25-tel noveljiik, akkor az igy kapott 3 szdm mértani
sorozatot alkot. Mekkora az eredeti sorozat differencidja?

Sorozatok




6.5. Egy hdaromjegy(li szam szamjegyei mértani sorozatot alkotnak. Ha a szamot 4-gyel csok-
kentjiik, a szdmjegyek szdmtani sorozatot alkotnak. Az eredeti szdm szdmjegyeinek Osszege 13.
Melyik ez a szdm?

6.6. A szodrakozott professzor elfelejtette telefonja négyjegyi PIN kodjat. Arra emlékszik, hogy
az elsd 3 szam szdmtani, de az utolsé harom mértani sorozatot alkot. A k6zEépsd két szam Osszege
egyenld az els6 szdmmal és az utolsé két szam Osszege feleakkora, mint az elsd szdmjegy. Mi
lehetett a professzor PIN kédja?

7. feladatlap

Kamatos kamat szamitasa

EMLEKEZTETO

kamatos kamat szamitasa: Az alapfeladat: A bankba tett ¢ (Ft vagy mds pénznem) évi t6késitéssel, p%-kos kamatlabbal, n év
elteltével a téke kamatos kamattal novelt értéke T = t(l + 110%0) (Ft vagy més pénznem) lesz.
kamattényezg: A 1+ % kifejezést, ahol p a kamatldb, kamattényez6nek nevezziik.
n 5
10
Példaul 120000 Ft 10%-o0s kamatldbbal 5 év milva T = t(l + 1%) = 120000 - (1 + m) =193261,2 Ft. A betét tehdt

193261,2 — 120000 = 73 261,2 Ft-tal novekedett.

FELADATOK

7.1. Bankba tett 360 000 Ft-unk egy év alatt 388 880 Ft-ra novekedett.
a) Mennyi az éves kamat?

b) Hény forintunk lesz 5 év milva, ha nem nytlunk a betéthez?

c) Hany év alatt dupldzédna meg a pénziink?
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7.2. Egy varos lakossaga évente atlagosan 3%-kal novekszik. A jelenleg 900 000 lakosu varos-
ban hanyan éltek 15 évvel ezel6tt?

7.3. Egy szarvasmarha tenyésztd telepen az éves szaporulat 6%. Harom évente eladjik az éllo-
mény 4%-at. Mekkora lesz az allatdllomany 11 év mulva, ha jelenleg 3200 egyedbdl all?

7.4. 500000 Ft kolcsont szeretnénk felvenni. Mennyi lesz a havi torlesztorészlet, ha a kolesont
6 évre vesziink fel évi 12,5%-o0s kamat mellett?

7.5. Mekkora lesz a havi kamat, ha az éves kamat 9%?

7.6. Janudrban a fiatal munkavallalé kezdd fizetése 130000 Ft. A kovetkezd lehetSségek koziil
vélaszthat.

A: A fizetése fél évig nem valtozik, majd a kovetkezd félévben havonta 7000 Ft-tal emelkedik.
B: A fizetése az elsd évben havonta 2%-kal emelkedik.
a) Melyik esetben lesz nagyobb az éves jovedelem?

b) Mennyi lesz az oktéber havi fizetése A, illetve B esetben?

Térgeometria

8. feladatlap

Teriiletszamitas 1.

EMLEKEZTETO

sikidom Keriilete: A sikidom keriilete egyenld a hatdrolévonalai hosszdnak 6sszegé- K=a+b+c+d
vel. A kertilet jele: K, k. A kertilet mértékegysége: [K] = m.

sokszog teriilete: A sokszog teriilete a sokszoghoz hozzarendelt pozitiv szam, amelyre
teljesiil a kovetkezd két feltétel:

a) Az egybevdgo sokszogek teriilete egyenld;

b) Ha egy sokszog véges sok OsszetevG-sokszog egyesitésébdl 4ll, akkor teriilete
egyenld az Osszetevd-sokszogek teriiletének Osszegével.

A teriilet jele: T, t. A teriilet mértékegysége: [T] = m’.

teriiletegység: Az egységnyi oldali négyzet teriilete.

téglalap keriilete, teriilete: A téglalap két szomszédos oldala a és b. A téglalap ke- a a

rillete: K = 2(a + b), teriilete: T =a - b.

négyzet keriilete, teriilete: A négyzet oldala a. A négyzet keriilete: K = 4a, teriilete: b )
T=a’.

Térgeometria



paralelogramma Keriilete, teriilete: A paralelogramma két szomszédos oldala a és
b. A paralelogramma keriilete: K =2 (a +b), teriilete: T =a - m, = a - b - siny, ahol a m
m, a paralelogramma magassiga. ¢

b
haromszog keriilete, teriilete: A hiromszog hirom oldala a, b és c.
B bsi c
A héaromszog keriilete: K = a + b + ¢, teriilete: T = a; , T = @, T =rs, a
abe ) o — ZAYR
T = TR’ ahol s a kertilet fele, r a hdromszogbe irhaté kor sugara, R a hdromszog b
koré irhaté kor sugara.
2 2 . o Py 3 . Z e s e 3 2
szabalyos haromszog Keriilete, teriilete: A hiromszog oldala a. A haromszog keriilete: K = 3a, teriilete: T = Ta .
c
trapéz Keriilete, teriilete: A trapéz két parhuzamos oldala (alapja) a és c, két szdra a/\, b
+
pedig b és d. A trapéz keriilete: K =a + b +c +d, teriilete: T = a4 Cm. AN
a
c
szimmetrikus trapéz keriilete, teriilete: A trapéz két parhuzamos oldala (alapja) a b b
m
a+c
és c, szarai pedig b. A trapéz keriilete: K = a +2b +c, teriilete: T = m. A BN
a

konvex deltoid keriilete, teriilete: Az abra jeloléseivel a deltoid keriilete: K =2(a+b),

e-f

teriilete: T = ——.
2

rombusz Keriilete, teriilete: Az dbra jeloléseivel a rombusz keriilete: K = 4a, teriilete:

r=¢f
2

FELADATOK

8.1. A téglalap alaku asztal oldalai 40 cm és 60 cm hosszisaguiak.
A haziasszony egy négyzet alaku teritst tett ra az dbrdn lathaté mo-
don. (A teritd atlésan pont atéri az asztalt.) A terit§ az asztal hany
szazalékat fedi be?

ol N
N\ L

8.2. Az tthenger éthajtott a
fogkrém tubusén, és a kovet-
kezd alakzatot kaptuk. Lega- Sem |34 cm
1abb mekkora teriiletli fémlap-
bodl késziilt a tubus? "1 --

12 cm !

13,5 cm

15 cm
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8.3. Trapéz alaku kerti medencében hat darab 60 cm
széles és 180 cm hosszu gumimatrac fér el az dbran
lathaté médon.

a) Mekkora a medence alapteriilete?

b) Mekkora a medence alapjdnak keriilete, ha a gumimatracok pont harmadolé pontban érintik
egymast?

8.4. Egy paralelogramma 8,4 cm és 5,2 cm
hosszi oldalaira kifelé azonos magassagu tégla-
lapokat rajzolunk. A paralelogramma oldalai ko-
zotti hajlasszog 74°. Mekkora az alakzat tertilete
és kertilete, ha a téglalapok Osszteriilete 120%-a
a paralelogramma teriiletének?

7~ 2

8.5. Az dbran lathaté zold szind utjelzé

tabla szélére 5 cm széles fehér csikot fes- \ ————— "\  F
tenek. Hany szazaléka a fehér teriilet a zold
teriiletnek? 32 cm
: E 16 cm
| ' 54 cm i o o )
L 46 cm L
: 54 cm : |
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8.6. Mekkora az abran lathaté telek a) teriilete és b) keriilete?

8,7m 10,2 m 10,2 m

16,4 m

"~ 85m

9. feladatlap

Teriiletszamitas 2.

EMLEKEZTETO

kor Keriilete, teriilete: Az r sugari kor keriilete: K = 2, teriilete: T = 7.
1
360°

korcikk Keriilete, teriilete: Az o szog(, r sugari korcikk keriilete: K = (2 + lgwa") r, terilete: T = a’r’.

FELADATOK

9.1. a) Mekkora a 10 cm oldali szabédlyos haromszog koré és

7 7

a hdromszogbe irt kor éltal kozbezart korgyfird teriilete?
b) Oldd meg a feladatot 4ltaldnos a hosszisagu oldal esetén is!

9.2. Mekkora a 9,6 cm és 6,8 cm atl6ji rombuszba irhaté kor
és a rombusz altal kozbezart alakzat teriilete?

9. feladatlap




9.3. Az a befogéju egyenld szard derékszogli haromszogbdl kivagjuk a beirhaté korét. Mekkora
teriiletd rész marad?

9.4. Mekkora a szakaszok €s korivek éltal hatdrolt épiilet
a) alapteriilete és b) az alapjanak keriilete x-szel kifejezve?

40°
X

2,5x

9.5. Hat darab egyforma r = 6 cm sugard konzervet kétféleképpen csomagolunk be. Hany sza-
zalékkal igényel nagyobb teriiletet a masodik megoldas az elsé megoldashoz képest?

4 N

N Y, /

1. csomagolas 2. csomagolés

9.6. a) Mekkora a keriilete €s teriilete az r = 10 cm sugard korbe irt szabdlyos 6tszognek,
hatszognek €s hétszognek?

Térgeometria




b) Milyen tendenciat figyelhetiink meg a szabdlyos sokszOg csucsainak szdma és a sokszog
keriilete, illetve teriilete kozott?

10. feladatlap

Test részeinek kiszamitasa 1.

EMLEKEZTETO

sikmetszet: A test és a testet elmetsz§ sik dltal meghatdrozott sik alakzat.

P
pont és pont tavolsaga: A pontokat 9sszekotd szakasz hossza. Ha a két pont egybeesik,
akkor a tdvolsaguk 0.
Q
pont és egyenes tavolsaga: A pont, és a pontbdl az egyenesre bocsétott merdleges P
talppontjanak a tavolsiga.
T e
pont és sik tavolsaga: A pont, és a pontbdl a sikra bocsétott merdleges talppontjanak P
a tavolsdga.

egyenes és egyenes tavolsaga: a) Két metsz6 egyenes tdvolsaga 0. b) Két parhuzamos P P
egyenes tavolsdgat megkapjuk, ha az egyik egyenes tetszdleges pontjanak és a mdasik
egyenesnek a tdvolsagat hatdrozzuk meg.
By
T f
egyenes és sik tavolsaga: a) A sik és a sikot d6f6 egyenes tdvolsdga 0. b) A pérhu- P -
zamos egyenes €s sik tdvolsdga egyenls az egyenes egy tetszSleges pontjdnak és a sik
tdvolsdgaval.
S
T
! S
sik és sik tavolsaga: a) Két egymadst metsz$ sik tavolsdga 0. b) Két parhuzamos sik
tdvolsdga egyenl$ az egyik sik egy tetszleges pontjdnak és a mdsik sik tdvolsdgdval. iP
1 Sl
|- .
*
T, S2
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két kitérd egyenes tavolsaga: Az egyik egyenessel parhuzamost hiizunk a mdsik egye-
nes egy tetsz6leges pontjan 4t. A kitérs egyenesek (e és f) tdvolsdga egyenlS az egyenes
és a két metszd egyenes dltal kifeszitett sik tavolsdgaval.

f

N

e
’
e

FELADATOK |

10.1. Hatdrozd meg a kockdk kovetkez$ sikmetszetének alakjat! Az O, P, Q, R, S, T, U
és V pontok oldalfelezd pontok. (A metsz6 sikot csak harom pontjaval adjuk meg, de ez nem
feltétleniil jelenti azt, hogy a sikmetszet haromszog alaku lesz!)

a) A metsz0 sik: RPT. b) A metsz0 sik: EFC. c¢) A metsz6 sik: HFA.
H G H G H G
1%
E T E E
F F F
D D D
R c c c
P
A B A B A B
d) A metsz6 sik: OPG. e) A metsz0 sik: OPS. f) A metsz6 sik: OPU.
H G H G H U G
V T
E E S, E
F ' F F
D D D
c c c
P P P
A 9 B A 0 B A O B
10.2. A téglatest oldalai 10 cm, 6 cm és 4 cm. G és F c H F
pontok élfelezd pontok, H pedig az él harmadolépontja. N NN
Mekkorék a kovetkezd szakaszok hosszai: RVEERNERAN
AB = 6 cm \\\\‘\‘\\\\
B — AN \\\‘ \\
AC= T T \:\“ G4 cm
10 cm A
AF =
AH =
FG =
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10.3. Hatarozd meg az a oldali kocka kovetkez$ szakaszainak hosz-
szat! G és F pontok élfelezd pontok, H pedig az él harmadolépontja.
AB =
AC =
AF =
FH =

FG =

10.4. Adott az 5 cm oldali kocka. Milyen tavol van a BE egye-
nes a kocka A; C; D; F; G; H pontjait6l?

10.5. Adott az a oldali kocka. Milyen tavol van a CE egyenes
a kocka A; B; D; F; G; H pontjaitdl?

10.6. Hatiarozd meg az a = 10 cm éld kocka pontjai altal meg-
hatdrozott aldbbi egyenesek tdvolsdgat!

a) A BF és GH egyenes tavolsaga?

b) A BF és DH egyenes tavolsaga?

c) A BF és AH egyenes tdvolsiga?

d) A BF és AG egyenes tavolsidga?

10. feladatlap
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Test részeinek kiszamitasa 2.

EMLEKEZTETO

két egyenes hajlasszoge: a) Két metsz§ egyenes hajlasszoge egyenld a metszéspontjukbél

kiindulé két félegyenes derékszognél nem nagyobb hajlasszogével. b) Két kitér§ egyenes e
hajldsszoge egyenld az egyik egyenessel parhuzamos, a masik egyenest metszd egyenes és

a masik egyenes hajlasszogével.

(é4
M f
egyenes és sik hajlasszoge: a) Egymassal parhuzamos sik és egyenes hajlasszoge 0°. /e
b) A sikot dof6 egyenes €s a sik hajlasszoge egyenlS az egyenes és a sikon levs me-
r6leges vetliletének a hajlasszogével.
S\
N
e M T e’
e
m
sikra merdleges egyenes: Egy sikra akkor és csak akkor merGleges egy egye- /f
nes, ha a sik 0sszes egyenesére merdleges. Tehat, ha az egyenes a sik két nem
parhuzamos egyenesére merdleges, akkor a sikra is merdleges. M
1
mle S
= mlS e
mLf

két sik hajlasszoge: a) Két parhuzamos sik hajlasszoge 0°. b) A sikok
metszésvonaldnak egy tetszGleges pontjaba hizott, a metszésvonalra
merSleges egy-egy egyenesének a hajlasszoge.

[N

FELADATOK

11.1. Hatdrozd meg az a = 12 cm ¢€ld kocka pontjai altal meghatarozott aldbbi egyenesek
hajlasszogét! Az I pont élfelezd pont.

H G H G H G
E E E
F F F
I I I
a D a D a D
c C c
A B A B A B

a) A BF és EG egyenes hajlasszoge?

b) A BF és EC egyenes hajlasszoge?

Térgeometria



c) A BF és BH egyenes hajlasszoge?

d) A BF és HI egyenes hajlasszoge?

e) Az AG és HB egyenes hajldsszoge?

11.2. Hatdrozd meg a téglatest pontjai dltal meghatéro-
zott alabbi egyenesek hajlasszogét!

a) A HF és a DF egyenes hajldsszoge? fa

4 cm C

A 10 cm B
b) A HF és a H A egyenes hajlasszoge?

c) Az AF és az FG egyenes hajldsszoge?

d) Az AF és az FH egyenes hajlasszoge?

11.3. Hatdrozd meg az a = 8 cm €ld kocka pontjai altal megha-
tdrozott alabbi egyenesek €s sikok hajlasszogét! H G

a) Az FH egyenes és a BCG sik hajldsszoge?

b) A DF egyenes és a BCG sik hajlasszoge? ¢

c) Az AG egyenes és az ABC sik hajlasszoge?

d) Az AB egyenes és az AGE sik hajlasszoge?
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11.4. Hatarozd meg a téglatest pontjai dltal meghataro-

H G
zott aldbbi egyenesek €s sikok hajldsszogét!
a) Az FH egyenes és a BCG sik hajlasszoge? F F
4 cm D C
6 cm
A 10 cm B

b) A DF egyenes és a BCG sik hajldsszoge?

c) Az AG egyenes és az ABC sik hajlasszoge?

d) Az AB egyenes és az AGE sik hajlasszoge?

11.5. Hatarozd meg az a = 20 cm €1l kocka pontjai altal meg-
hatdrozott aldbbi sikok hajlasszogét! H G

a) Az EFGH sik és a BDHF sik hajlasszoge? E
F
a D
b) Az EFGH sik és az ACF sik hajldsszoge? ¢
A B
11.6. Hatdrozd meg a téglatest pontjai altal meg- H G
hatdrozott aldbbi sikok hajlasszogét!
a) Az ABGH ¢és az ABCD sik hajlasszoge? £ fa
D
Scm C
8 cm
b) A BFHD és az ABCD sik hajlasszoge? A 12 cm B

c) A HFBD és az ACGE sik hajlasszoge?

Térgeometria




12. feladatlap

Hasab felszine és térfogata 1.

egyenes

EMLEKEZTETO fedolap
poliéder: Kizdrdlag sokszoglapokkal hatérolt test. /~.,,,/ . kotd
hasab: Hizzunk parhuzamost egy sokszog minden // //"f///

hatdrolépontjabdl, a sokszog sikjdval nem parhuza- 7
mos egyenessel. Ezeket a parhuzamos egyeneseket ‘///////Z{’//// ////

messiik el a sokszog sikjdval parhuzamos sikkal. Az oldallap
igy kapott térbeli alakzat a hasab.

alaplap

alaplap: A hasab alaplapja a kiinduldsi sokszog.

feddlap: A hasdb alaplapjaval parhuzamos sikkal valé metszéssel kapott sokszog.

alkoté: Az egyenessel parhuzamos egyenesek az alaplap és fedGlap kozé esG szakasza.

oldallap: Az alkotdk 4ltal meghatdrozott paralelogramma alakud siklapok.

palast: Az oldallapok Osszessége.

egyenes hasab: Olyan hasib, ahol a sokszog sikja és az alkoté merSleges egymadsra.

hasab magassaga: Az alaplap és a fedGlap tidvolsdga. Az egyenes hasdbnal a hasdb magassdga egyenl$ az alkoté hosszaval.
halozat: A hasdb egy sikba kiteritett oldal-, alap-, és fedGlapjai.

téglatest: Téglalap alapd egyenes hasib.

kocka: Olyan téglatest, amelynek minden éle egyenld.

négyzetes hasiab: Négyzet alapi egyenes hasdb.

hasab térfogata: A haséb alaplapteriiletének és a magassaganak szorzata: V =T, - m.

hasab felszine: Az alaplap, a fedGlap és a palast teriiletének az dsszege: A =2T, + P.

egyenes hasab térfogata: A hasédb alaplapteriiletének és a magassdgénak szorzata: V =T, - m.

egyenes hasab felszine: Az alaplap, a fedGlap és a palast az alaplap keriiletének és a magassag szorzata: A =2T, +m - k.

téglatest térfogata: V = abc, ahol a, b, és ¢ a téglatest éle. I

téglatest felszine: A =2(ab + ac + bc), ahol a, b, és c a téglatest éle.
kocka térfogata: V =a’, ahol a a kocka éle.
kocka felszine: A = 647, ahol a a kocka éle.

Szabadlyos 6toldald hasab
FELADATOK

12.1. A téglatest alakd szoba hossza 5,5 méter, szélessége 4,2 méter és magassaga 3,8 méter.
a) Hény kobméter a szoba térfogata?

b) Mekkora a szoba felszine?

c¢) Legaldbb mekkora feliilet(i tapéta sziikséges a falakra, ha a nyildszarok Osszteriilete 8 m*?

12.2. A kocka testatlgja v/ 12 cm. Mekkora a kocka felszine és térfogata?

12. feladatlap




12.3. A négyzetes oszlop alaplapjanak atléja 12 cm, a testatldja 13 cm. Mekkora a négyzetes
oszlop térfogata és felszine?

12.4. Mekkora egy egyenl$ szari haromszog alapi egyenes hasédb felszine és térfogata, ha az
alaplap alapja 6 cm és szdra 8 cm, és a test magassdga 5 cm?

12.5. A téglatest alapjanak élei 5 cm és 15 cm. Mekkora a téglatest felszine, ha a térfogata
600 cm’?

12.6. A kocka felszine 20%-kal novekedett. Hany szazalékos a térfogatvaltozas?

12.7. A téglatest €leinek ardnya 2:3:4. Hany szazalékkal viéltozik a téglatest felszine és tér-
fogata, ha a legkisebb él 50%-kal, a kozépsd él 100%-kal n6, mig a harmadik €l véltozatlan
marad?

Térgeometria




13. feladatlap

Hasab felszine és térfogata 2.

FELADATOK

13.1. A 20 méter hosszid, 5 méter széles és 1,6 méter mély medence kidsasakor hany kobméter
foldet mozgattak meg a munkdsok? Hany négyzetméter feliiletet kell kicsempézni?

13.2. Egy szabalyos haromszog alapi hasab alaku tolltart alapéle 8 cm, hossza 20 cm. Mek-
kora a tolltart6 térfogata és felszine?

13.3. Egy édességet tarold egyenes doboz alaplapja 10 cm és 25 cm oldald paralelogramma.
Az oldalak hajlasszoge 85°. A doboz magassidga 8 cm. A doboz attervezésekor a hajlasszoget
75°-osra véltoztattdk. Mekkora lett a magassag, ha a doboz térfogata azonos maradt?

13.4. Mekkora a szabdlyos hatoldald hasab felszine és térfogata, ha alapjanak oldaléle 10 cm,
a magassaga pedig 20 cm?

13.5. Mekkora a szabdlyos nyolcoldald hasab felszine és térfogata, ha alapja koré irhat6é kor
sugara 2,5 cm, a magassaga pedig 8,2 cm?
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13.6. Mekkora a szabdlyos otoldald hasab felszine és térfogata, ha alapjaba irhat6 kor sugara
5 cm, a magassaga pedig 25 cm?

14. feladatlap

Henger felszine és térfogata

EMLEKEZTETO

henger: Hizzunk parhuzamost egy zart sikgorbe min-
den hatdrolépontjabol, a gorbe sikjdval nem parhu-
zamos egyenessel. Ezeket a parhuzamos egyeneseket
messiik el a gorbe sikjaval parhuzamos sikkal. Az igy
kapott térbeli alakzat a henger.

fed6lap

ot(’) \

a henger alkotdja: Az egyenessel parhuzamos egyenesek az alaplap és fedSlap kozé es6 szakasza.

alaplap: A henger alaplapja a kiinduldsi zért sikgorbe.

[

feddlap: A henger alaplapjdval parhuzamos sikkal val6
metszéssel kapott sikgorbe.

a henger palastja: Az alkot6k éltal meghatdrozott feliilet.

egyenes henger: Olyan henger, ahol az alaplap sikja és az alkoté merSleges egymadsra.

a henger magassaga: Az alaplap és a fedSlap tdvolsidga. Az egyenes hengernél a magassag egyenls az alkot6 hosszdval.
korhenger: Kor alapi egyenes henger.

egyenes henger térfogata: A henger alaplapjdnak teriiletének és magassdgdnak szorzata: V = mr’m.

egyenes henger felszine: Az alaplap, a fedSlap és a paldst teriiletének az Gsszege: A = 2mwr(r +m).

FELADATOK .

14.1. Kartonlapbdl ajandék szamara korhenger alakd dobozt szeretnénk késziteni. Az alapkor
sugara 10 cm, a henger magassdga 5 cm. Mekkora a korhenger térfogata és felszine?

Térgeometria



14.2. Korhenger alaki konzervdoboz térfogata 2,3 dl, alapkorének atmérGje 6 cm. Mekkora a
konzervdoboz felszine?

14.3. Korhenger alaku kendcstégely felszine 314,2 cm?, magassaga 5 cm. Mekkora az alapko-
rének 4tmérdje?

14.4. Mekkora annak a korhengernek a magassdga, amelynek alapkore 5 cm sugard, és a fel-
szinének mérdszama egyenld a térfogatdnak mérdszamaval?

14.5. Egy 8 cm oldalhosszisdgi négyzetet megforgatunk a ~ —— | T~
szemkozti oldalfelezd pontjain dthalado tengely koriil. Mekkora

az igy kapott henger felszine és térfogata?

14.6. Hany kobméter betonbdl késziilt az a
betoncsS, amelynek hossza 6 méter, a kiilsé

7 z

atmérdje 1 méter, belsé dtmérdje 86 cm?
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14.7. Mekkora a it—o kozépponti szogl, 4 cm sugard korcikk alapd, 1,5 cm magassagu sajt

térfogata és felszine?

15. feladatlap

Gula felszine és térfogata

EMLEKEZTETO

gula: Kossiik 0ssze egy sokszog minden hatdroldpontjat, egy
nem a sokszdg sikjaban 1évS ponttal (esiicesal). Az igy kapott
térbeli alakzat a gila.

alaplap: A gila alaplapja a kiindulasi sokszog.

alkoté: A gula csticsat és az alaplap sokszogét Osszekotd sza-
kasz.

oldallap: A sokszog oldala és a csucs 4dltal meghatdrozott ha-
romszog alaku siklap.

paldst: Az oldallapok Gsszessége.

Gul Szabdlyos otoldald gl
gila magassaga: A csiicsbol az alaplapra bocsatott merSleges va zabityos blotaatt gia

szakasz hossza.

tetraéder: Haromoldald gila.

szabalyos n-oldald gila: A gila alapja szabdlyos n-oldald sokszog és a gila magassdganak a talppontja a sokszog kdzéppontja.
T, -m

gila térfogata: A gila alaplapteriiletének és a magassdg harmaddnak szorzata: V = 3

gila felszine: Az alaplap és a palast teriiletének az Gsszege: A =T, + P.

szabalyos tetraéder felszine: A = V3a®.

2
szabalyos tetraéder térfogata: V = —a’.

12

FELADATOK

15.1. A gizai piramis kozel szabalyos, négyzet alapi gila, amelynek alapéle 229 méter, ma-
gassdga 145 méter.

a) Mekkora a piramis térfogata, és paldstjanak teriilete?

Térgeometria



b) Mekkora szdget zarnak be az oldallapok az alaplappal?

15.2. a) Mekkora a 10 cm oldald szabalyos tetraéder felszine és térfogata?

b) Mekkora szoget zar be két oldallap egymadssal?

15.3. 5 méter és 6 méter oldalu téglalap alapu toronyra 8 méter magas gula alaku tetd késziil.
Koriilbeliil mennyi cserép kell r4, ha egy cserép teriilete 16 dm®?

15.4. Az abran lathat6 egyenlGszari derékszogli haromszog ala-
pu gula alaku 2,3 dl-es iidits papirdobozt szeretnénk késziteni.

a) Mekkora legyen az x?

b) Rajzold le a tetraéder halojat!

¢) Mekkora a felszin?
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15.5. Egy gila alapja szabdlyos hatszog. A hatszog koré irhat6 kor atmérgje 10 cm. Mekkora
a gula felszine és térfogata, ha magassdga 30 cm?

15.6. Egy egyenldszard haromszog alakud satorlap alapja 2 méter, szdra 3 méter.

a) Hat satorlapot 6sszekotve milyen magas riddal kell kozépen megtdmasztani, hogy kifesziiljon
a sdtor?

b) Mekkora a sétor térfogata?

¢) Mekkora feliiletet kell vizhatlanitd viasszal bed6rzsdlni?

16. feladatlap

Kup felszine és térfogata

EMLEKEZTETO

gula: Kossiik 0ssze egy zart sikgorbe (vezérgirbe)
minden hatdrolépontjdt, egy nem a sikgorbe sikjaban
1évé ponttal (esiicesal). Az igy kapott térbeli alakzat
a kap.

alaplap: A kip alaplapja a kiindulasi gorbe.
alkoto: A kip cstcsét és a sikgorbét osszekots sza-
kasz.

palast: Az alkotok éltal leirt feliilet a paldst.

magassag: A cstics és az alaplap tdvolsaga. Korkip Egyenes korkip

Térgeometria




korkip: Olyan kdp, ahol az alaplap kor.
egyenes korkip: Olyan korkidp, amelynek magassdgénak talppontja egybeesik az alapkor kozéppontjaval.
wTrim
3
egyenes korkup felszine:. Az alaplap és a paldst teriiletének az dsszege: A=ar’ +mra =ar(r +a).

FELADATOK

16.1. Egyenes korkdp alapkorének sugara 0,5 méter, magassiaga 1,2 méter. Mekkora a kiip
felszine és térfogata?

egyenes korkip térfogata: A henger alaplapjanak teriiletének és a magassag szorzata: V =

16.2. Az egyenes korkip magassdga 10 cm, térfogata pontosan 1 liter. Mekkora a kip felszine?

16.3. Iskolai demonstraciés egyenes korkip alkotéja 6 cm, felszine 150 cm®. Mekkora a térfo-
gata?

16.4. Mekkora az egyenes korkidp alakid pohar Grtartalma, ha fed6korének atmérGje 6 cm, és
alkotéja 4 cm?
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16.5. 30 cm sugard félkorbdl egye-

nes korkipot hajtogatunk. Mekkora az
igy kapott kip alapkorének teriilete, és
mekkora a kip magassaga?

16.6. Egyenes korkip magassaga az alapkor r sugardnak a fele. Mekkora a korkup térfogata és
felszine?

16.7. A 4 cm és 6 cm befogdju derékszogli haromszoget megforgatjuk el6bb a 4 cm-es majd a
6 cm-es befogdja mint tengely koriil. Mekkora az igy kapott kipok térfogatdnak a kiilonbsége?
Mekkora a kippalastok teriiletének a kiilonbsége?

17. feladatlap

Csonkagula felszine és térfogata

EMLEKEZTETO

csonkagiila: A kidpot az alaplappal pdrhuzamos sikkal el-
metszve két testet kapunk. Az alaplap és a sikmetszet kozotti
test a csonkagtila.

alaplap: Azonos a kiindulasi gila alaplapjaval.

feddlap: A kiinduldsi gildbdl az alaplap sikjdval parhuza-
mos sikkal kimetszett alakzat. A fedGlap és az alaplap hasonld
alakzat.

alkoté: A kiinduldsi gila cstcsat és az alaplap sokszogét
0sszekots egyenes alaplap és a fedSlap kozé ess része.
oldallap: A csonkagiila alkotéi dltal meghatdrozott sikidom. Az oldallap trapéz, mivel az alaplappal és a fed6lappal kozos oldalai
parhuzamosak.
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palast: Az oldallap-trapézok Osszessége.

csonkagiila magassaga: Az alaplap és a fedGlap tdvolsaga.

szabalyos n-oldali csonkagiila: Szabdlyos n-oldald giildbdl keletkezett csonkagiila.
csonkagiila térfogata: V = % (Ta + T, - T + 7}), ahol m, a csonkagila magassdga, T, az
alaplap teriilete, 7; a fed6lap teriilete.

csonkagiila felszine: Az alaplap, a fedGlap és a paldst teriiletének az sszege: A= T, + T; + P,
ahol T, az alaplap teriilete 7; a fed6lap teriilete, P a palast teriilete. T

FELADATOK

17.1. A szabalyos négyoldali csonkagila alaplapjanak az €éle 10 cm, a fed6lap éle pedig 6 cm.
A két lap tavolsdga 3 cm. Mekkora a csonkagiila felszine és térfogata?

17.2. A betontuské formdja szabalyos négyszog alapu csonkagila. A csonkagula alaplapjanak
éle 30 cm, a fedSlap éle pedig 15 cm. A tuské magassdga 20 cm. Hany darab betontuské onthet6
ki 5 m’ betonbdl?

17.3. A szabalyos haromszog alapu gila alaku siitemény alapéle 6 cm, magassaga 9 cm. Mek-
kora lesz a siitemény térfogata, miutdn Kati a siitemény tetejét a magassagénak felsé harmadaban
vizszintesen levagta?
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17.4. A szabadlyos négyoldali csonkagiila oldala az dbran lat-
hat6 trapéz.

10 cm

12 cm 12 cm

a) Mekkora az oldallap magassdga?

15 cm

b) Mekkora a csonkagila felszine?
c) Mekkora a csonkagila magassdga?
d) Mekkora a csonkagila térfogata?

17.5. Szabdlyos 6tszog alapu virdgvaza méreteit megmértiik. Az alaplapjanak éle 6 cm, a fedd-
lapjdnak éle 4 cm, magassdga 20 cm. Mennyi viz fér a vdzdba?

17.6. Tamas 1épcsds piramis modellt készitett az iskola szamara. ﬂ
>

A piramis minden 1épcsdje négyzet alapi szabdlyos csonkagula. ’ = ‘
A piramis legfels ,,1épcsdjének’ alapéle 5 cm, fedSlapjanak ol-
dala 4 cm, magassdga 2 cm. Minden alul 1év6 piramis a felette \/

1évének 1,35-szoros nagyitottja. Tamds 0sszesen tiz ,,1épcst” ké-
szitett.

a) Mekkora az igy kapott piramis 0ssztérfogata?

b) Legaldbb mekkora teriiletli papirt haszndlt fel 6sszesen, ha sta-
tikai okokbdl a guldk aljit is bevonta papirral?
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18. feladatlap

Csonkakup felszine és térfogata

EMLEKEZTETO

csonkakiip: A kipot az alaplappal parhuzamos sikkal
elmetszve két testet kapunk. Az alaplap és a sikmetszet
kozotti test a csonkakup.

alaplap: Azonos a kiindulési kip alaplapjaval.
fedélap: A kiinduldsi kipbdl az alappal parhuzamos

sikkal kimetszett alakzat. A fed6lap és az alaplap ha-
sonl6 alakzat.

alkoté: A kiindulasi giila csicsét és az alaplap sokszo-
gét 6sszekots egyenes alaplap és a fed6lap kozé ess Kérkip Egyenes korkip
része.

palast: A csonkakup alkotdi dltal meghatdrozott idom.

csonkakiip magassaga: Az alaplap és az oldallap tdvolsdga.

korkip: Olyan kip, ahol az alaplap kor.

egyenes csonkakorkiip: Olyan csonkakip, amelyet egyenes korktip elmetszésével kapunk.
A tovabbiakban csak csonkakiip néven emlitjiik.

egyenes csonkakip térfogata: V = %(R2 + Rr +r?).

egyenes csonkakip felszine: Az alaplap, a fedSlap és a paldst teriiletének az Gsszege:

A=nm [R2 +r’+(R+ r)a]. Ahol R az alaplap sugara, r a fed6lap sugara, m a csonkakup
magassaga és a az alkot6 hossza.

FELADATOK

18.1. A csonkakip alapkorének atmérdje 18,52 cm, fedSkorének atmérdje 12,78 cm, magassiaga
6,74 cm. Mekkora a csonkakup felszine és térfogata?

18.2. Csonkakup alaku tal alapkorének sugara 10 cm, fedokorének sugara 13 cm. Mekkora
legyen annak a henger alakd tdlnak az atmérGje, amelynek a magassiga is és a térfogata is
azonos a csonkakup alaku taléval?
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18.3. Az édbran lathaté szimmetrikus trapézt a szimmet-
riatengelye koriil megporgetjiik. Mekkora az igy kapott
csonkakup felszine és térfogata?

18.4. A kup alapkorének atmérdje 10 cm, magassdga 8 cm. Milyen magassagu kupot kell a
csucsardl levagni, ha azt akarjuk, hogy az igy kapott csonkakip térfogata az eredeti térfogat
82%-a legyen?

18.5. Egy csonkakip térfogata 5000 cm’, az alapkor sugara 6,5 cm, magassiga 44 cm. Mekkora
a fed6lap sugara?

18.6. Egy csonkakip térfogata 450 cm’, magassdga 5 cm. Az alap- és fed6kor sugardnak Kii-
16nbsége 4 cm. Mekkora a két sugar?
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19. feladatlap

Gomb felszine és térfogata

EMLEKEZTETO

gomb: A tér egy O pontjatdl r tdvolsagra 1évE pontok halmaza.
gomb kozéppontja: Az O pont.
gomb sugara: Az r tavolsag.

4
gomb térfogata: V = ?JIR3.

gomb felszine: A =47 R’.

FELADATOK

19.1. A megkozelitSleg gomb alakd Fold kozepes sugara Rpyq = 6371 km. Mekkora a Fold
térfogata és felszine?

v

19.2. A nagymama 20 cm atmérdjd, 10 cm magas henger alakd tdlban keveri ki a tirégombdc
alapanyagit, és a tal pont tele van. Legfeljebb hiany darab 4 cm atmérdjti egész gombdc késziilhet
a masszabol?

19.3. Az 10 liter térfogati gombnek mekkora a felszine?
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19.4. A félgomb felszine 1 m*>. Mekkora a térfogata?

19.5. Az (rallomas sulytalansagi allapotdban egy 2,3 cm és egy 3,1 cm sugard gomb alaki
vizcsepp egyesiilt egy nagyobb gombbé.
a) Mekkora lett az 4j gdmb sugara?

b) Az Gj gobmb felszine mennyivel lett kisebb a két eredeti gomb Osszfelszinéhez képest?

27 2z

19.6. A gomb alaki mezdgazdasagi viztarozo tartdly kiils6 atmérgje 3 méter, falanak vastagsaga

0,5 cm.
a) Hany tonna vizet tarol, ha a tartdly 5%-a biztonsagi okokbol levegdt tartalmaz? A viz stirlisége

7 7

.. k
b) Uresen mekkora a tomege, ha a tartaly 2800 —% stirliségli anyagbdl késziilt? (m = p- V, ahol
m

m a test tomege, V a test térfogata és p a test anyaganak stirtisége.)

Térgeometria



20. feladatlap

Testben Iévo testek

FELADATOK

20.1. A kocka felszine 181,5 cm?.
a) Mekkora a koré és a beleirhaté gomb térfogatanak kiilonbsége?

b) Mekkora a koré és a beleirhaté gomb felszinének kiilonbsége?

20.2. Az 5 cm és 9 cm parhuzamos oldali szimmetrikus trapéz érinténégyszog. A trapézt a
szimmetriatengelye koriil megforgatjuk.

a) Mekkora az igy kapott csonkakip térfogatdnak €s a beirhaté gomb térfogatdnak a kiilonbsége?

b) A gomb eltavolitasaval kapott alakzatnak mekkora a felszine?

20.3. A 12,56 cm’® keresztmetszetdi, 1 méter hosszi fahengerb6l minimdlisan mennyi anyag
eltdvolitdsaval kaphatunk a lehetd legnagyobb és legtobb fagoly6t?
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20.4. Mekkora a gomb felszine, ha a gomb belsejébe irt egyenes korkip alapkorének sugara
10 cm, alkotéja 28 cm?

20.5. Egy henger alaki pohar alapkorének sugara 2 cm. A pohdrban 4 cm magasan 4ll a viz.

Py

Mennyivel véltozik a viz magassdga, ha a pohdrba négy darab 1 cm atmérgjd acélgdmbot do-
bunk?

20.6. Az abran lathat6 alakzatot az dbran jelzett szimmetriatengelye |
koriil megforgatjuk. Mekkora lesz a kapott test térfogata és felszine? <N

|
|
|
|
| 18,6 cm
|
|
|
|

Térgeometria



21. feladatlap

Testek darabolasa és 0sszetevése

FELADATOK

21.1. a) A 8 cm oldald négyzetet megporgetjikk az atléja koriil. Mekkora az igy kapott test
felszine és térfogata?

b) A 12 cm és 16 cm befogdju derékszogli haromszoget megforgatjuk az atfogédja koriil. Mekkora
az gy kapott test felszine és térfogata?

21.2. 10 cm és 6 cm oldald deltoidot megforgatjuk a szimmetriatengelye koriil. A deltoid nem
szimmetriadtlja 6 cm hosszd. Mekkora az igy kapott test térfogata €s felszine, ha a deltoid

a) konvex;
b) konkav?

21.3. 5 cm alapt és 10 cm szard egyenl szart haromszogbdl kivagjuk I
a befrhat6 korét. Az igy kapott alakzatot megforgatjuk a szimmetriaten-
gelye koriil. Mekkora az igy kapott test felszine és térfogata?

10 cm

A A

Sq:m
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21.4. A gyerekek €pit6jatékbol allitottak Ossze a képen lathaté ,,varat”. Mekkora a ,,var” 0ssz-
térfogata?

2 egység

2 egység

1 egység
2 egység

1 egység 2 egység

e T A

Térgeometria




21.5. 10 cm oldald kockardl leszeltiik az egyik cstcsat az dbran lathaté médon. Mekkora a
maradék kocka térfogata? 4
a) b) 2

4!

NSRS

TR

21.6. 10 cm sugari, 6 cm magas egyenes hengerbdl kivagunk |

6 cm fed6kor( és 4 cm alapkord 3 cm magas csonkaktipot az dbran (‘a

5 4 mé 5 5 7
lathat6 médon. Mekkora a maradék test térfogata? k «~<

22. feladatlap

Logika
EMLEKEZTETO

allitas: Olyan kijelent6 mondat, amelyrdl egyértelmiien eldonthets, hogy igaz vagy hamis. Az éllités jele: A, B, ... .

logikai érték: Igaz vagy hamis.

logikai miiveletek: Allitisokra vonatkozé miiveletek.

negacio (tagadas): Az A dllitas negécidjan a ,,Nem igaz, hogy A” dllitast értjiik, amely igaz, ha A nem igaz, és nem igaz, ha A
igaz. Jele: —A.

konjunkcié (és): Az A és B konjunkciGjan az ,,A és B” éllitast értjiik, amely akkor és csakis akkor igaz, ha A is és B is igaz.
Jele: AN B.

diszjunkcié (megengedd vagy): Az A és B diszjunkcijan az ,,A vagy B” éllitast értjiik, amely akkor és csakis akkor hamis,
ha A is és B is hamis. Jele: AV B.

implikacio: Az A és B implikédcidjan a ,.ha A, akkor B” dllitdst értjiik, amely akkor és csakis akkor hamis, ha A igaz de B
hamis. Jele: A = B.

ekvivalencia: Az A és B ekvivalencidjan a ,,A akkor és csakis akkor, ha B” allitast értjiik, amely akkor és csakis akkor igaz, ha
A és B egyszerre igaz vagy egyszerre hamis. Jele: A < B.

A = B allitas megforditasa: Az A = B dllitds megforditdsa B = A. Az dllitds megforditdsa nem azonos az 4llitas tagaddsdval.
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FELADATOK

22.1. A kovetkezd kijelentések koziil valaszd ki az allitdsokat, és hatdrozd meg a logikai érté-
kiiket!

a) Spanyolorszag févarosa Madrid.

b) A balna nem hal.

c) Az Oscar-dijat igazsdgosan adjak.

d) A 13 szerencsétlen szam.

e) Egyiptom legnagyobb folydja a Nilus.
f) Magyarorszag zaszlaja haromszind.

22.2. Allapitsd meg a kovetkezd kijelentések logikai értékét!
a) Minden primszdm pdratlan.

b) Van tengelyesen szimmetrikus paralelogramma.

¢) Minden rombusz deltoid.

d) Van 7-re végz6d6 négyzetszam.

e) Ha egy szam oszthat6 8-cal, akkor oszthat6 4-gyel is.

f) Minden 5-re végz8ds szam Osszetett szam.

g) A 24-nek tobb osztdja van, mint a 32-nek.

7 oz

22.3. Ird fel a kovetkezd llitds megforditasat! Dontsd el, hogy az dllitas és megforditdsa koziil
melyik hamis!

Ha egy négyszog hurnégyszog, akkor van derékszoge.
Megfordités:

22.4. Készitsd el A V B, illetve A A B értéktablazatat!
A B AVB|AAB

22.5. Logikai tablazat segitségével igazold, hogy
a) (AN B)=—-AV —B,; b) -(AV B)=—A A B!

7 2z

22.6. Fogalmazd meg a kovetkezd allitasok tagadasat!
a) Minden kutya ugat.

b) Van sz&ke haji svéd.
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c) Ha esik az es6, moziba megyiink.

d) Reggelire tojast esziink és tedt iszunk.

e) Este szinhdzba megyiink vagy koncertre.

Ismétlo feladatok (valogatas a kozépiskolai anyagbal)

23. feladatlap

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Halmazok, statisztika, logika

FELADATOK

23.1. Adottak az A :=[—1;5] és a B :=[3;7] halmazok. Add meg és dbrazold szamegyenesen
az kovetkez6 halmazokat!

a) ANB

b) AUB

c) A\ B

d) B\ A

23.2. Hany olyan 800-ndl nem nagyobb szdm van, mely relativ primszam a 800-zal?

23.3. Sorold fel a harom alapszinbdl (piros, sarga, kék) all6 halmaz 6sszes részhalmazat!




23.4. Adott az alabbi harom halmaz
A := {12 oszt6i}; B := {egyjegyl primek} C := {az (x —1)(x —3)(x+2) = 0 egyenlet megoldésai}
a) Készits Venn-diagramot!

b) Mekkora | AN BN C|?

¢) Ird fel a (B U C) N A halmaz elemeit!

7 7z

23.5. Fogalmazd meg a kovetkez§ allitdas megforditdsat, illetve tagadasat! Karikdzd be az alli-
tasok logikai értékét!
Allitds: Ha egy szdm primszdm, akkor pératlan.

Megfordités: I/H
Tagadds: I/H
23.6. Egészitsd ki az értéktablazatot!

A B —-AAB AV —-B

i i i

i h i

h i

h h h

23.7. Egy dobokockat 20-szor feldobunk. A dobasok eredményét tablazatban rogzitettiink:

dobésok értéke 1 2 3 4 5 6
dobdsok gyakorisidga 2 7 3 4 0 4

a) Mennyi a dobasok mddusza?

b) Mennyi a dobdsok medianja?

c) Mennyi a dobdsok atlaga?

d) Mennyi a dobdasok relativ gyakorisdga?

e) A dobasok hany szdzaléka legalabb 5?

Ismétid feladatok (valogatas a kdzépiskolai anyagbol)



23.8. Egy 32 f6s osztalyban a testvérek szamat vizsgaltak. Az alabbi diagram mutatja a felmérés

végeredményét.
12
10
- 8
6
o
< 4+
a ]
2_
0 } } } } []:1
0 1 2 3 4

Testvérek szdma
a) Az osztdly hany szdzalékdnak van legfeljebb 2 testvére?
b) Mennyi az ,,egykék” relativ gyakorisidga?
c) Mennyivel tér el a medidn az 4tlagtol?

d) Véletlenszerlien kivalasztva két gyereket az osztdlybdl, mennyi a valdszintisége, hogy mind-
kettének legaldbb 3 testvére van?

24. feladatlap

Szamok, szamelmélet, algebra

FELADATOK

24.1. Abrizold Venn-diagramon az R, Q, Z, N halmazokat!

24. feladatlap




24.2. Tortek esetében a gyakorlat dont arrdl, hogy normal tort vagy tizedes tort alakban hasz-
ndljuk-e 6ket. Ird 4t a kovetkezd szamokat a nekik megfelel6 masik alakba!

Normaltort Tizedestort
6
a) g
1
b __
) 8
) 32
¢ 7
d) 1,4
e) -8,3
Yi 0,17
g) 2,0006
5
h _Z
J 9
i) 131,8
) 105
J) T

24.3. Dontsd el a kovetkezd allitasokrdl, hogy igazak vagy hamisak-e!
a) Ha egy szdm oszthaté 3-mal, akkor pdratlan.

b) Nincs 10-nél nagyobb péros prim.

c) Egy négyzetszam nem végzddhet 2-re.

d) Ha két szam relativ prim, akkor legaldbb az egyik prim.

e) Ha egy szamnak pontosan 3 osztdja van, akkor négyzetszam.

24.4. 1rd fel csokkend sorrendben a kovetkezd szdmokat!

1

R 1
27, log, s 5i-logs 2, 100;; 472,

Ismétid feladatok (valogatas a kdzépiskolai anyagbol)



24.5. Tekintsiik a 637x 12y tizes szamrendszerbeli szamot! Mit irhatunk x és y helyébe, hogy
a) a szam oszthat6 legyen 15-tel?

b) a szam oszthat6 legyen 24-gyel?

c) a szdm oszthat6 legyen 18-cal?

24.6. Egyszer(sitsd a kovetkezd torteket a valtozok megengedett értékei mellett!
24718728
360-485

(a2b3)—2 . (a7b5)3 _

b) (a3b)4 . (a5b2)3

24.7. Hozd egyszeriibb alakra!
x*+xy Xy

a)

x2—xy x’y+xy? B




b) 5x? —10xy +5y* x> —y*

x—y "3x +3y

1 1
24.8. Add meg a [—5; —§i| intervallum 3 elemét!

25. feladatlap

Fliggvények

25.1. Ird fel annak az elséfoki fiiggvénynek a
hozzéarendelési szabdlyat, amelynek grafikonja az
x tengelyt 2-nél, az y tengelyt 5-nél metszi!

a) Mekkora szoget zar be az egyenes az x ten-
gellyel?

b) Mely x-ekre pozitiv a fiiggvény?

25.2. Abrazold kozos koordindta-rendszerben az
fx)=—|x +4|+5és g(x) = (x — 3)> — 2 fiigg-
vényeket!

a) Mennyi f(—2), (400), g(5), g(— Z) értéke?

3
f(=2)= £(400) = ¢(5) = g<_ Z) _
60 Ismétl6 feladatok (valogatas a kézépiskolai anyagbol)



b) Hol teljesiil, hogy f(x) = g(x)?

c) Milyen széls6értéke van a fiiggvényeknek?

d) Hatdrozd meg azt az intervallumot, ahol g(x) szigordan monoton csokken?

25.3. Rajzold be a koordinatatengelyeket!

a) fl(x) = = — 1)7 +2 b) g)=1% — 113

d)i —[+2 \

=
N
n

=

+

u
|

c) h(x)=+x +3 -1

25.4. Adj meg olyan fiiggvényt, amelynek
a) értelmezési tartomanya R", értékkészlete y € [2; ool;

b) zérushelyei x, = =3 és x, = 6;

¢) maximuma van az x = —2 helyen és maximumadnak értéke y = 5.
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(x+3)—2, hax<-1
25.5. Adottazf(x)=1+x+1+2, ha—1<ux<38-
—lx —6|+7, ha8 <x
a) Abrizold a fiiggvényt a [—5; 15] intervallumon!

b) Hol metszi a fiiggvény az y tengelyt?

27 2 2z

c) Hatarozd meg a fliggvény lokadlis és abszolut szEéls6értékhelyeit az adott intervallumon!

25.6. Abrizold kozos koordinata-rendszerben!
fx)=2"—5; g(x)=—-2""+1; h(x) =log,(x — 3); i(x)=log%x +5.

a) Melyek a szigordan monoton ndvekedd fliggvények?
b) Szamitsd ki a logaritmusfiiggvények zérushelyeit!

¢) Szamitsd ki f(—4), f(2), g(=2), g(4) értékét!

f(=4)= f2)= g(=2)= gé) =
Ismétid feladatok (valogatas a kdzépiskolai anyagbol)




26. feladatlap

Els6- és masodfoku egyenletek,
egyenletrendszerek, egyenlétlenségek

FELADATOK

26.1. Abrédzold szamegyenesen a megolddshalmazokat!
2 2

a) —=4; b) —>0;
X X
2

c) — <2
X

26.2. Mekkora a kovetkez6 egyenletek megolddsainak szorzata egyiitt?
3 4x —3 X
P—4=0; b =—1; +1=2.
@) x ) i1 3 2

A szorzat értéke:

26.3. 0Oldd meg grafikusan a kovetkezd egyenlStlenségeket!
a) x =3 —2<—x*+6x —5; b) |x =2|+2> |x +4] —2;
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c) Vx+2-2<|x —2|—4.

26.4. Van-e a kovetkez6 egyenletrendszereknek megolddsa az egész szamok halmazan?
2x —y=3 x*+y*=40

a) ; b) .
x+2y=14 xy =12

26.5. Add meg intervallumokkal a kovetkez$ egyenl6tlenségek megoldésait!

a) x> +x —2>0;

b) x*+6x +10>0;




_ 0;
c) x—5<
d) _x+420;

3—x

e) x + x| <2.

27. feladatlap

Logaritmikus, exponencialis, trigonometrikus
egyenletek, egyenletrendszerek, egyenlétienségek

FELADATOK

27.1. 0Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket a valds szamok halmazan!

1
a) lgx =1g5+1g17; b) log,;x = —5;

2
c) 3 =—; d) sin (x + %t) = g, x € [0;2m];
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e) cosx < 0; f) (l>x_5 > 2

1
| > ——.
g) log,x )

27.2. 0ldd meg az egyenletet a valés szimok halmazan! 4cosx + 1 = 4sin’x

27.3. Van-e egész megoldasa a kovetkez6 egyenleteknek?
a)log2<«/x+1—1)=3; b) 36" — 4.6 — 12 =0.

27.4. Abréizold szamegyenesen!
a) sin’x > cos’x; b) (x —4)* > 2~




28. feladatlap

Szoveges feladatok

FELADATOK

28.1. Diophantosz sirfelitrata alapjan allapitsd meg, hany
évig élt!

,Itt nyugszik Diophantosz. Mily csoda! Sirkove is még
nagy tudomdnyaval hirdeti élte korat:

Egyhatodat gyermekkornak rendelte az isten.

Orcdjéra pehelyt tett feleannyi utan.

Eltelt egyheted és faklyat gyujtott lakodalmén.

Muilik 6t év s fidval dldja meg ekkor a ndszt.

Jaj, késon sziiletett, jaj, vézna fit! Feleannyit éltél,
mint apad, s maris a maglya emészt.

Négy évig gyaszat tudomannyal csillapitotta,

S élete hosszat im: — latod e bolcs sorokon.”

28.2. Egy kétjegyii szam szamjegyeinek Osszege 8. Ha a szamjegyeket felcseréljiik és az igy ka-
pott szambdl kivonjuk az eredetit, akkor 10-zel tobbet kapunk a szdmjegyek 0sszegénél. Melyik
ez a szam?

s

28.3. 2 liter 60%-0s malnaszorp-stiritményhez hany liter vizet kell onteni, hogy 20%-os iidit6t
kapjunk?

28.4. Horcsog papa az Osszegyjtott buzaszemeket 3 hét alatt, horcsog mama 24 nap alatt, a
kis horcsog 40 nap alatt enné meg. Ha mindharman egyszerre esznek a bizabdl, hany napig elég
az eleségiik?

28. feladatlap




28.5. A 200 és az 5 szamokhoz keresiink egy harmadikat, amelyet az els6vel 6sszeszorozva egy
négyzetszamot ad, mig a mdsodikkal szorozva ennek a négyzetszdmnak a négyzetgyokét adja.

28.6. Hany oldald az a sokszog, amelynek atléinak szama 114-gyel tobb, mint az oldalak sza-
manak 25-szorose?

28.7. Legaldbb hany f6s az az osztdly, ahol biztosan van
a) két olyan tanuld, akinek ugyanannyi foga van?

b) 6t olyan tanuld, akinek a hét ugyanazon napjan van a sziiletésnapja?

¢) négy olyan tanuld, aki ugyanabban a hénapban tinnepli névnapjat?

28.8. Egy matematika-versenyen az iskola tanuldinak 20%-a indult. Mindenki legaldbb egy
feladatot megoldott a kitlizott két feladat koziil. Az elsét a versenyzdk 60%-a, a masodikat a
65%-a oldotta meg. Csak a masodikat pontosan 80-an tudtdk megoldani. Hany {&s az iskola?

Ismétid feladatok (valogatas a kdzépiskolai anyagbol)




29. feladatlap

Kombinatorika és valdsziniliségszamitas

FELADATOK

29.1. Egy pénzérmét egymas utdn négyszer feldobunk. Mennyi annak a valdszintisége, hogy
a) mind a négyszer irdst kapunk?

b) harom fejet és egy irast kapunk?

29.2. Egy konyvespolcrdl levesziink 10 konyvet, majd véletlenszerlien visszatessziik Oket.

sz

Mennyi annak a valdészintisége, hogy a koztiik 1év6 két verseskotet egymds mellé keriil?

29.3. 6 fiubdl és 4 lanybdl egy 5 f6s csapatot kell kidllitani ugy, hogy a csapat ,,vegyes” legyen.
Hényféle 0sszedllitas lehetséges?

29.4. A morzedbécé pontokbdl és vonalakbol all. Hany jelet allithatunk Ossze, ha egy jel
a) pontosan 4 egységbdl all?

b) legteljebb 3 egységbdl 4ll?

29.5. Hanyféleképpen szallhat be 12 gyerek egy 3, egy 4 és egy 5 személyes cs6nakba?

29. feladatlap




29.6. Harom kockaval dobva minek nagyobb a valészintisége, hogy a dobott 6sszeg 9 vagy 10?

29.7. Egy granatalma szallitmanynak a 12%-a romlik meg széllitas kozben. 400 darabbdl tala-
lomra kivesziink 80 almdt. Mennyi a valészintisége, hogy

a) nem lesz kozottiik romlott?

b) mind romlott lesz?

¢) pont 9 romlott alma lesz kozte?

29.8. A 2,5,6,7, 8 cm hosszi szakaszok koziil taldlomra kivalasztunk harmat. Hany esetben
lehet beldliik haromszoget szerkeszteni?

Ismétid feladatok (valogatas a kdzépiskolai anyagbol)




30. feladatlap

Geometria

FELADATOK

30.1. Egy derékszogli haromszog befogdi 10 cm és 24 cm. Szamitsd ki a haromszog
a) keriiletét;

b) teriiletét;

c) a koré és a beirhaté kor sugardt;

d) magassdgainak hosszat;

e) sulyvonalainak hosszit;

f) szogeit!

30.2. Mekkora sugaru korrel lehet egy 10 cm? teriiletii szabalyos haromszoget befedni?




30.3. Az abran lathaté tejesdoboz a €lének hosszisaga
12 cm.

a) Legalabb hany ilyen doboz kéne ahhoz, hogy 1000 liter
tejet szallitsunk benniik?

b) Hany m* speciélis papir kell 1000 doboz elkészitéséhez?

30.4. Egy mez$ kozepén 4allé 15 m magas vadaszlesbdl az 6z fejét 12°-os depresszidszog (viz-
szintessel bezart szog) alatt 1latjuk. Milyen messze van tSliink, ha magassaga kb. 80 cm?

30.5. A Nap sugara kb. 109-szeres a Fold sugaranak. Hanyszorosa a Nap térfogata, illetve
felszine a Fold térfogatdnak, illetve felszinének?

30.6. Az ABCD hirtrapéz alapjai 8 cm €s 5 cm. Magassaga a hosszabbik alap 45%-a.
a) Mekkorak a hozza hasonlé trapéz adatai (oldalak, szogek), ha a hasonlésag ardnya A = 5?

b) Mekkora az eredeti trapéz koré irhatd kor sugara?
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30.7. Milyen magas a pisai ferde torony, ha a fiiggdlegestdl 5,5° szogben hajlik el, és a d6lési
irdnyban eltdvolodva 150 m-t, a torony csticsat 20,4°-o0s emelkedési szog alatt latjuk?

30.8. Két kiilonboz6 falubdl egyidejtileg ,,UFO-t” lattak. Az egyikbdl 50°-os, a mésikbdl 18°-0s
emelkedési szogben lattdk. A két falu tdvolsdga 65 km. Milyen tdvol lehetett az egyik, illetve a
masik falutdl az észlelt targy?

31. feladatlap

Vektorok, koordinatageometria

FELADATOK

31.1. Az ABCD négyzetben E és F harmadol6pont, G felez6pont.

D E F c
Hatarozd meg a és b segitségével a kovetkezd vektorokat!
— —
AE = AF = b G
— —>

A a B
— —
BF = DG =

31.2. Egy derékszogli haromszog atfogdjanak végpontjai (—4;5) és (2;—1). Hol lehet a 3.
csics? Hany megoldds van?

31.3. Egy négyzet atldjanak végpontjai: A(2; —5) és C(6; 1).
a) Mekkora a négyzet teriilete?
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b) Ird fel a masik tlé egyenesének egyenletét!

c) Mekkora a négyzet koré irhatd kor sugara?

31.4. Az x*+y* + 10x — 6y + 30 = 0 egyenletl korrel koncentrikus kor sugara 6 egység.
a) Mi a korok kozos kozéppontja?

b) Hol metszi a nagyobb kor a y tengelyt?

7

c) Mekkora a két kor dltal meghatarozott korgydr( teriilete?

31.5. Az AB szakasz két végpontjanak koordinatiai A(—7;2) és B(3; —6).
a) Ird fel az A-hoz kozelebbi harmadolépont koordinatdit!

b) Ird fel a szakaszfelezé merGleges egyenletét!

Ismétid feladatok (valogatas a kdzépiskolai anyagbol)




¢) Szamitsd ki a szakasz hosszat!

31.6. A 2x +5y — 9 =0 egyenletl egyenesnek
a) add meg egy normalvektoréat!

b) add meg egy irdnyvektorat!

c) add meg a vele parhuzamos, origdn dtmend egyenes egyenletét!

31.7. Adott az A(2;3) pont, az e:5x — 7y + 11 = 0 egyenletli egyenes és a k: x> +y> + 10x —
— 6y + 30 = 0 egyenletli kor. Hatdrozd meg az alakzatok kolcsonos helyzetét! (Példaul a pont
rajta van-e az egyenesen, az egyenes metszi-e a kort, stb.)




Megoldasok

1. feladatlap

11. ag)a=1l,a,=142=3;a;=3+4=7;a,=7+8 =15, a5 = 15+16 =31; a, = 31+32 = 63;
a; =63+64 =127.
b)a=1,a,=1+3=4;a,=4+5=9,a,=9+11=20; a5 =20+21 =41; a, =41 +43 = 84,
a; = 84 +85=169.

c)a=2a,=-2;a:=2;a,=-2;0as=2; as =—2; a;, =2.

d) a=2-01=19,a,=4-0,1=3,9;a;=6—-0,1=59;a,=8-0,1=7,9;a; =10—-0,1 =9,9;
a,=12-0,1=11,9;a, =14 - 0,1 = 13,9.

e) a, =5; a, =10; a3 = 15; a, = 20; as = 25; as = 30; a; = 35.

1.2. a) a,=—-18;a,=—16;a;,=—12; a, = —4; as = 12; ac = 44; a, = 108.
b) b, =-9;,b,=—6;, b;=—1; by =6; bs = 15; bg = 26; b; = 39.

5 7 9 11 13 15 17
¢) C1=5;Cz=§;03=1§6‘4=?;05=€;06=7;C7=§-
da=—1,a,=2;a;=—3;a,=4;as=—-5;,a,=6; a;, = —7.

e)a =1,a,=-2,a,=4;a,=-8; as =16; as = —32; a;, = 64.

13. a) a,=3n;b) b,=n*c) c,=n';d) d,=3+2n—1)=2n+1;e) e, =(=1)"'Bn —2).

1 1 1 1 1 1 1 1
1.4. q) 03=15;05=1§;an=1+;;b) b3=3§;b5=55;bn=n+5; c) €= 3365 =2
1 2 4 —1
e= (1 id) di=Sids= idy =
n 3 5 n
1.5.
l.tag | 2.tag | 3.tag | 4.tag | 5.tag | 6.tag | 7.tag | 8. tag
a) 1 3 4 7 11 18 29 47
b) 0 1 2 5 12 29 70 169
c) 1 —1 0 —1 —1 -2 -3 -5
1.6.
a) vy b) vy
5|7y
3 3 4 5 6 -1 1 L
2 2
—1 1x 0* T
0 2 3 4 5 6 "
1
0 3 4 S 6 * -1 2
3
2

Megoldasok



c) v d) v
—2 2x
1 x x 1 e Lo
2 |- 1
4 8 E
0 2 3 4 5 6~ 0 2 3 4 5 6~

1.7. A sorozat tagjainak szdmegyenesen valé dbrazolasakor az egyik legfontosabb szempont,
hogy a tagok sorszdma és értéke jol megallapithat6 legyen! Példaul a jol leolvashaté érték esetén
nem irjuk ki a jelolés mellé.

a)
1 a=-2 2
a1=—3§ a5=—§
N R N T T B B
_ 1 as=0
az——2§ a4__1_
b)
b b b b b b b b
¢ ¥ x X * * * * "
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 *
c) 4 2
C5——§ C6—§
L e
% " o s © >
Z4 3 22 |—1 0 T 2 3 4
4
C3——§ =1
d) |
d =5
\d=1 d, =3
t > ¥ ¥
-4 -3 -2 -1 0‘ 1 2 3 4 *
3
d, = —
AET))

1n
18. a)a,=2-":b) by=n—-20) ¢, =(-1) - 15:d) d,=4-(5)

1.9. Tegyiik egyenl6vé a sorozat altalanos tagjat 64-gyel, és az igy kapott egyenletet oldjuk
meg n-re. Amennyiben n pozitiv egész szdm, igy a vélasz igen, és n adja meg a tag sorszdmat.
a) n* = 64. n, = —8, nem j6 megoldés. n, = 8, a sorozat 8. tagja 64.

b) 1+3n =64; 63 =3n; n=21. A sorozat 21. tagja 64.

c) 2+4(n—2)=64;4(n —2)=62; n —2=15,5; n = 17,5. Nincs a feltételnek megfeleld tag.

d) g 2" = 64; 2" = 512; 2"7" = 2°; mivel az exponencidlis fiiggvény szigordan monoton

fiiggvény, n — 1 =9; n = 10. A sorozat 10. tagja 64.

1. feladatlap — megoldas 77
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1.10. Szamitsuk ki az els6 sorozat 8. tagjanak értékét, majd tegyiik egyenlévé a masodik sorozat
altaldnos tagjat ezen értékkel! Ha pozitiv egész szdmot kapunk akkor igen, ellenkezd esetben nem

a valasz.

8+2 10 5 1 19 5
a) ag=——=—==-.b,=-n*— —n=>;2n*—19n =10; 2n* — 19n — 10 = 0; n, = —0,5,
8 8 4 4 8 4

nem megoldés; n, = 10 megoldas. Igen.
b) ag=4n —7=4-8—7=25;,b, =n* — 39 = 25; n* = 64. n; = —8, nem megoldas. n, = 8,
megoldas. Igen.

2. feladatlap

21. a)a,=-5+n—1)-22;a=-54+(06—-1)-22=6;a,=—-5+20—1)-2,2=36,8.
b) by=6—(n—1)-0,7; by =6+ —1)-(—0,7) = 1,8: by = 6+ (16 — 1) - (—0,7) = —4,5.
C) C, :4, Cg :4, C100:4.

d) d,=mn—1)-(=0,5);ds=(6—1)-(=0,5) = -2,5; ds; = (51 — 1) - (=0,5) = =25.

2.2. A szamtani sorozat dltalanos alakja az n sorszam els6foku vagy nullafoki fiiggvénye. Ha
ilyen a képlet, akkor csak at kell alakitani dgy, hogy az elsd tag és a differencia leolvashat6
legyen. Sokszor csak atalakitds utan deriil ki, hogy szamtani sorozatr6l van-e sz6. Amennyiben
be szeretnénk latni, hogy az adott sorozat nem szamtani, elegendd belatni, hogy az egymast
kovetd elemek kiilonbsége nem allandé.

a)a,=—1,a,=2,a;=9.a, —a, =3, a; — a, =7. Nem szamtani sorozat.
b) Szamtani sorozat: b, =4+ (n — 1)4; b, =4, d =4.
¢) Szamtani sorozat: ¢, = 10 — 3(n — 1); ¢, = 10, d = —3.

—Dn+1
d) d, = % —n—1=04+1-(n—1), n % —1. Szamtani sorozat. d, =0, d = 1.
n
(n —D(n+1) . ) ) ) .
e) e, = —1 - n+1,n #1. Az els6 tagra nem értelmezett, igy nem szdmtani sorozat.
n —

1 1 1 1
Hh :4—§,fz=4,fa=4+§.f2—fl = g,ﬁ—fzz—g.Nem szamtani sorozat.

g) g, =5. Szamtani sorozat. g, =5, d = 0.

3n+1 4 3 4 3

h) n = —+ —(n — 1). Szamtani sorozat. h, = —, d = —.

5 5 5 5 5
i)iy=—1,i,=2,i3=-3.i,— 1, =3, i — i, = —5. Nem szamtani sorozat.

2.3. A sorozat dltaldnos tagjaba helyettesitsiik be az ismert tag értékét és sorszamat! Amennyi-

ben két tag adott, akkor kétismeretlenes els6foki egyenletrendszert kapunk, amely megoldasaval

megkapjuk az elsd tagot, és a differenciat.

a) l4=a,+5—-1)d;58=a,+(9—1)d.a;=-30,d=11.a,=-30+(n —1)-11; ay = 179.
34 86 4 4 82

b) ?:b1+(8— 1)d; ?:b1+(21— 1)d. b, :2,d:§. b,=2+(n — 1)-§,b20:?.

c)8T=c;+5—-1)d;7T=c;+21 —1)d. ¢, =107,d = =5. ¢, =107 — 5(n — 1); cp = 12.

d —03=d+Q2—-1)d; -198=d,+(15—1)d.d, =12,d = —-1,5.a, = 1,2 —1,5n — 1);

ay = —27,3.

2-4- 43 = a3+a5 = a, +2d+a1 +4d = Za] +6d, 37 = a4+a<, = a, +3d+a1 +5d = Za] +8d.
Az egyenletrendszer megoldasa: a, = 30,5, d = —3. Az a, = 30,5 — 3(n — 1) altalanos tagbol
a0 = 30,5 —3-99 = —2665.

Megoldasok



2.5. 30 =a +a2+a3 =a +a1 +d+a] +2d = 3(1] +3d; 540 = a10+a20 =a, +9d+a| +19d = 2a| +28d.
Az egyenletrendszer megoldésa: a;, = —10, d = 20. Az a, = —10 + 20(n — 1) éltaldnos tagbol
az = —10+20 - 29 = 570.

2.6. A hazszamok j6 esetben szdmtani sorozatként kovetik egymast, ahol a differencia 2.
A sorozat 1. tagja 57, az n. tagja pedig 163. A sorozat dltaldnos tagjdba vald behelyettesités
utén n kifejezhet6: 163 =57 +2(n — 1); n = 54 a keresett hiz.

2.7. A 6-tal oszthaté szamok olyan szamtani sorozatként kovetik egymadst, amelynek differen-
cidja 6. A feltételt kielégitd legkisebb szam 1002, ez a sorozat elsd eleme, a legnagyobb szdm
1998, amely a sorozat n. tagja. 1998 = 1002 + 6(n — 1); n = 167. Tehat 167 a vélasz.

2.8. A 13-mal oszthaté szamok szamtani sorozatot alkotnak, a differencia 13. A feltételnek
megfeleld szelvények sorszdma koziil a legkisebb 507, a legnagyobb 741. 741 = 507 +13(n — 1);
n = 19. Kéroly 19 - 20 = 380 zsetont fizetett.
as+a; —5-—1 bi+b; 6+16
29 = = = —3, b b = = =
a) ag 3 ) ) b, 2 2
Cio+tcyy —T1+27 d;+d; 0+1

= = =10;d) ds = = =0,5.
c) cis 3 > ;d) ds 7 5 5

11;

3. feladatlap

+
3.1. A 100. tag: aye = 100+ 99 - 5 = 595. Az elsé 100 tag Ssszege: Sy = - 2““)0 100 =
100 + 595 ) )
= — 100 = 34750. A 200. tag: apo = 100+ 199 - 5 = 1095. Az els6 200 tag Osszege:
; 100 + 1095
Sp = 820 500 = ————200 = 119.500. A két 6sszeg kiilonbsége adja meg a kovetkez?

100 tag 6SSZegét: SZOO—lOl = S200 - 5100 = 119 500 - 34 750 = 84 750

3.2. Az 6todik €s a nyolcadik tag: as = 30 = a, + 4d; ag = 54 = a, + 7d. Az egyenletrendszer
megolddsabdl: a; = —2,d =8.a, = -2+ (n — 1) - 8; a, = 150. Az elsd hisz tag Osszege:

24150
P Y % .20 = 1480,

3.3. A sorozat dltalanos tagja: a, =4 —2(n — 1). =50 =4 — 2(n — 1) egyenletbdl n = 28.
b) S, = a, +a, - 44+4—-2(n—1) - w
2 2 2

— 2646 = 0. A pozitiv megoldas n = 54.

n=5n—n*=—-2646. n> — 5n —

3.4. A szamtani sorozat dltaldnos tagja: a, = 16 + 3(n — 1) = 31. n = 6 sor van a parkoléban.
16 + 31

6 =

-6 = 141 gépkocsi fér el a parkoldban.

3.5. a) Az épitSelemek szama szamtani sorozatot alkot, ahol az els6 tag 1, a nyolcadik tag 8

1+38
és a differencia 1. S5 = — 8 = 36 db épitdkocka.

b) Az épitéelemek szama szdmtani sorozatot alkot, ahol az els6 tag 1, a sorok szdma 8, a diffe-

1+15
rencia 2. A 8. tag:ag=1+2-7=15. 85 = - 8 = 64 db épitékocka.

3.6. A szamok szamtani sorozatot alkotnak, elsé elem 93, a tagok szama 172 — 93 + 1 = 80.

93 +172
Sso = — 80 = 5300.

3. feladatlap — megoldas

79



80

3.7. A legkisebb hiaromjegy(i paratlan szdm a 101, a legnagyobb 999, a differencia 2. 999 =

101 + 999 . ..
=101+2-(n —1),n =450. Si50 = — 450 = 247500 a szdmok Osszege.

3.8. A legkisebb feltételnek megfeleld szam az 1001, a legnagyobb 1995, a differencia 7. 1995 =

1001 + 1995
=1001+7-(n —1),n =143. S50 = + - 143 =214214 a szdmok 0Osszege.

3.9. a) Az els6 tag 7 emberrel fog kezet, a masodik mar csak 6-tal és igy tovabb. A kézfogdsok

szama csokkend szamtani sorozatot alkot, az elsé elem 7, az utolsé 1 és a differencia —1. S; =

7+1 ) 3 3 5 3 L 13-12
= 7 = 28 a kézfogdsok szdma. 13 fos tagsag esetén

= 78 lenne a kézfogdsok

szédma, ez éppen 50-nel tobb, mint 8 f6s tagsdg esetén.

m+
b) Legyen m az els6 ember kézfogédsainak szdma! Ekkor S, = 5 -m = 136. Innen m* +m —

— 272 =0. A pozitiv megoldids m = 16. Az egyesiileti tagok szdma 17.

3.10. A szamtani sorozat minden masodik tagjat tekintve is szamtani sorozatot kapunk, amely-
nek a differencidja a kiinduldsi sorozat differencidjdnak kétszerese. Fehér korongok szdma: 1; 7;

1+25
13; 19; 25. Az 0sszeg: Siner 5 = -5 = 65. Piros korongok szdma: 4; 10; 16; 22; 28. Az
4+28

0sszeg: Spiros 5 = -5 =280.

4. feladatlap

41. a)a,=-5-2""a,=—-5-2"=—160; a, = —5 - 2° = —2560.

1 n—1 1 2 1 5
b)bn:16<__> ,b3:16(——) :4,b6:16<__> :_0’5
2 2 2

c) c,=4-(—10y""" cg=—4-107; co = 4 - 10%,
d) d,=—0,1""dy=—0,1"= =107 dy, = —0,1* = —107%.

4.2. Egy sorozatrdl belathatjuk, hogy nem mértani sorozat, ha taldlunk harom egymast kovetd
elemet, amelyre nem teljesiil a mértani sorozat af =a,_, - a,, feltétele.

a) A sorozat els6 harom eleme: —3; 6; 39. A feltétel alapjan, 36 # —3-39, a sorozat nem mértani
sorozat.

b) A sorozat elsd hdrom eleme: —1; —2; —3. A feltétel alapjn, (—2)* #(—1) - (—3), a sorozat
nem mértani sorozat.

¢) A sorozat elsd hdrom eleme: 1; 4; 27. A feltétel alapjan, 4> # 1 - 27, a sorozat nem mértani
sorozat.

d) A sorozat d, = 3 - 3" mértani sorozat alakra hozhatd, innen a, = 3, ¢ = 3. e¢) A sorozat
e, = 10 - 5"~' mértani sorozat alakra hozhat6, innen a, = 10, g = 5.

6 2
f) A sorozat els6 harom eleme: 2; 4_1; 7 A feltétel alapjan, (Z) Zz2- 77 a sorozat nem mértani

sorozat.
g) A sorozat g, =5 - 1"~ mértani sorozat alakra hozhat6, innen a, =5, g = 1.

2 n—1 2
h) A sorozat h, =1 - <§> mértani sorozat alakra hozhatd, innen a, = 1, g = 3
i) A sorozat i, = (—1) - (—1)""" mértani sorozat alakra hozhat6, innen a, = —1, g = —1.

Megoldasok



4.3. A sorozat altalanos tagjaba helyettesitsiik be az ismert elemet €s az ismert sorszamot! A két
egyenletbdl a sorozat els6 tagja €s a hdnyadosa kiszdmolhato.

a) 192 = a, - q¢°, 48 = a, - ¢*. A két egyenlet hdanyadosa: ¢*> = 4; ¢, = —2, ¢, = 2. A sorozat
48
(+2)*
as; = 96; ag, = —96.

elsé tagja: a, = = 3. Két sorozat is van: a,;, =3 -2""; a,, =3 - (—2)""". A kérdezett tag:

5 5 1 1 1
b) e b -q, ~7 = b, - q*. A két egyenlet hanyadosa: g> = gh="30=7 A sorozat
5
_ - 5 5 1\7-! 5 1\"!
elsd tagja: b1: 27 3 = ——. Két sorozat is van: bnl :__'(_> ;bn2:__'<__) A
(+5) .
:l: _
3
kérdezett t b P >
érdezett tag: b, = — 301 = — 5.
R T A T Y
1 ! )
¢) % _ .qs, ﬁ = ¢, 'C]4- A két egyenlet hényadosa; q= g A sorozat els6 tagja: c = {4 =
(3)
1 n—1 1 7 3
= 81+/3. A sorozat ¢, = 81/3 - (g) . A kérdezett tag: c5 = 81/3 - <§> = %

d) 486 = d, - q°, 6 = d, - q. A két egyenlet hdnyadosa: ¢* = 81; ¢, = —3, ¢, = 3. A sorozat

6 6
elsd tagja: d;; = 3 =-2,d,= 3 = 2. Két sorozat is van: d,; = =2 - (=3)""';d,, =2-3""".

A kérdezett tag: ds; = —162, ds, = 162.

4.4. 90=a;+as,90=a,-g°+a,-q*,90=a,-q°-(1+q*); 2710 =a,+ae, 270 =a, - ¢’ +a, - q°,

270 -q®-(1+¢g*
270 = a, - q¢° - (1 + g¢*). A két egyenlete hdnyadosa: _ara U+g ), g = 3. Az elsd tag:
90 a-q*- (1+g?

90
a, = ———— =1. A masodik elem: a, = 1-3*"' =3.
32.(1+3?%
21 21 21 21 21
4.5. T = a, +a, + as, T =a +a -q+a -q° T =a/(l +q +qg°). 3 =a, — aa, 5 =
21

=a, —a -q, < a (1 —q?), < a,(1 —g°) =a, (1 —q)(1+q +q?). A sorozat hdnyadosat
1 l—g)l+qg+qg>) 1 1

a két egyenlet hanyadosaként kaphatjuk meg: 5= il al(lqj-(q +Z]2) 1 ), 5 = 1 —-—gqg,q = 5

21 21
= 2’al= 1 1
4d+q+q7) 4(1+—+—>
24

4.6. a) A sorozat hatodik tagjat megkaphatjuk, ha az 6todik tagot megszorozzuk a hanyadossal:
as =as-q =20,25-1,5 =30,375.
as 20,25

b) A t elsé tagja: a, = — = 4.
) A sorozat elsd tagja: a; 15

Az a,

3. Az 6t6dik t 3 (1>4 3
=3. Az 6todik tag: as =3 - (= | = —.
i £ ds 2) T 16

4.7. A sorozat 6. tagja teljesiti el6szor az 50-nél nagyobb feltételt: as = 3-2° = 96. A sorozat 8.
tagja teljesiti utoljara az 500-nél kisebb feltételt: ag = 3 - 2’ = 384. Tehét a sorozat hdrom tagja
esik a megadott tartomanyba.

4.8. Az am&ba osztéddsa mértani sorozatot kovet, ahol n a szaporodasi periddusokat mutatja:
a,=5-2".

4. feladatlap — megoldas

81



82

a) A kérdés, hogy hdnyadik tagja a sorozatnak a 25607 2560 = 5 - 2", 512 = 2", 2° = 2". Mivel
az exponencidlis fiiggvény szigordan monoton, n = 9. Kilenc osztédas sziikséges, amely 18 éra
mulva kovetkezik be.

e . . . 1g20000
b) 100000 =5-2", 20000 = 2". Vegyiik mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat: n = ———— =

g2
= 14,29. Tehat valamivel tobb, mint 28 6ra, és kevesebb, mint 30 6ra.

4.9. Hasznéljuk a mértani sorozatra érvényes a: = a,_; - a,,, Osszefiiggést!
a) a6=im=im=i6; as = —6 vagy a, = 6.

b) by ==+b, -by=+1-49=+7; b, = —7 vagy b, = 7.

¢) 15 = £ /Cro - Cp = V7 - 28 = £14; )5 = —14 vagy ¢, = 14,

d) ds = :I:\/d3 -d; = :I:\/(—7) - 28; nincs ilyen mértani sorozat!

5. feladatlap

S 51 S sy 1
=" _100 =78100; b) Ss = a, L -t
q—1 5—-1 q—1 —-5-1

51. a) Ss5=a,- = 52100.

35
g —1 355 (1)—1_355_ 781 20

g—1 64 T3 T ed U256
4

5.2. S5 =a

250 <5>3 250 125 16
—a,- LY
2

— a-——,a; =
3

5.3. a) A sorozat elsé tagja: a; = a, - q°; 3= 2 =3

Sn
4= . ge45=—. 2/ .
qg—1 3 é—l
2

1729 16 2 5\ 15561 S5\ 15625 5\" /5\° 5\" )
102 (3] <1} S5 () -1 (3 () (3
2 3 3 2 64 2 64 2 2 2

alis fiiggvény szigordan monoton; n = 6. A sorozat elsd hat tagjanak 0sszege 864,5.

b) Az elsd n tag Osszege: S, = a,

5.4. Az n. hajtogatds utan a papir vastagsaga: a, = 0,1 - 2".
a) as=0,1-2°=0,1-32=32 mm.
b) 10 cm = 100 mm. 100 = 0,1 - 2", 1000 = 2". Vegyiik minkét oldal logaritmusat!

3
1g1000=n -1g2.n = = 9,966. A 10. hajtogatés utdn lesz 10 cm-nél vastagabb.
g

5.5. Hatdrozzuk meg a sorozat esd tagjat, és a hanyadost! 16 = a, +a,, 16 =a, +a, - q; 16 =
=a(l1+q). 432 =a,+as, 432 = a,q’ +a, - ¢*; 432 = a,¢°(1 + g). A két egyenlet hdnyadosa:
432 aiqg’(1+q) q5—1_4 3 -1
16  a(l+q)’ g—1 ~ 3-1
keresett 0sszeg.

27=q°,q=3;16=a,(1+q),a, =4. 8 =a, =484 a

5.6. Az eladott ruhdk szama olyan mértani sorozatot alkot, amelynek els6 eleme 32, a hdnyados

3\ 6
6_1 <—)—1
9 _30.32/

q_l é_l
2

1,5, és az els6 hat tagjanak Osszegére vagyunk kivancsiak. S¢ = a,

Megoldasok



36 —2°

=132. 21° = 36 _ 26 = 665 darab ruhat adtak el.

2

5.7. a) Ha a készlet harmada fogy el, akkor a készlet kétharmada marad meg. Ekkor a mértani

2 n—1 2 8
sorozat a, =a, -q" ' =a, - <§) , g =256=aq, - (5) . a, = 6561 darab aru volt kezdetben.

b) Az elfogyott mennyiséget megkapjuk, ha a teljes készletbdl kivonjuk a maradékot:
6561 — 256 = 6305 4rut adtak el.

3 -1
5.8. A mértani sorozat elsé eleme 93, a hanyados 3. A képregények szama Ss = 93 - =

3—1
P |
1:11253.2"—1:

= 11253. A 1) mértani sorozat els6 eleme 11, a hanyados 2. S, =11 -

= 1023, n = 10 oszlop sziiletik.

6. feladatlap

6.1. a) A szamtani sorozat elsd tagja 16, 6todik tagja 625. A sorozat differencidja az as = a, +
+(5—-1)d, 625 =16+(5—1)d,d = 152,25. a, = 16+152,25 = 168,25; a; = 16+2-152,25 = 320,5;
as=16+3-152,25 =47275.

b) A mértani sorozat elsS tagja 16, 6todik tagja 625. A sorozat hdnyadosa az as = a,-q”~"', 625 =
';

5 5 5\? 5\’
=16-¢* g = :I:E. Az egyik sorozat: a, = 16- 3 =40;a,=16- <§> =100; a, =16 <§> = 250.

5 5\? 5\?
A masik sorozat: a, = 16 - (— 5) =—40;a;=16- <— 5) =100; a, = 16 - (— 5) = —250.

6.2. A szamtani sorozat 2. tagja: a; +d =9, innen a;, =9 —d. Az 1. tag a,; a 6. tag as = a, +5d,
a3l.taga; =a,+30d. Az 1. tag 9 —d; a 6. tag as =9 +4d; a 31. tag a;; =9 +29d. A mértani
sorozat: (9 —d)(9+29d) = (9+4d)*, 81 —9d +261d —29d* = 81 +72d + 16d*, 0 = 45d* — 180d,
0=d*—4d =d(d — 4).

d, = 0 nem novekvl sorozat. d, =4,a,=9—-d=9—-4=5. A10. taga,, =5+4(10—-1) =41.

6.3. A mértani sorozat felhasznalt tagjai a,; a; = a, - 4 és a, = a, - 8. A szamtani sorozat elsé
harom tagja: b, =a, — 1; b, =a; —3 =4a, — 3; b = a, — 8 = 8a, — 8. A harom egymadst kdvetsd
tag kozotti Osszefiiggés: a, — 1 + 8a, — 8 = 2(4a, — 3). A sorozat elsd eleme a, = 3.

6.4. A szamtani sorozat els6 harom tagjanak Osszege: a, +a,+a; =a,+a,+d +a, +2d =3a, +
+3d =39.a,+d = 13. Innen a, = 13 — d. A szadmtani sorozat hdrom tagja: a,; a; = a, + 2d;
a, = a;+3d. Behelyettesités utin: a, = 13—d; a; = 13+d; a, = 13+2d. Végezziik el az elemekkel
a megfeleld miveleteket! by = 13 —d —5=8—-d; b; =13+d —-6=T+d; b, = 13+2d +
+25=38+2d. frjuk fel a mértani sorozatra vonatkoz6 sszefiiggést! (8 — d)(38 +2d) = (7+d)’.
304 + 16d — 38d — 2d* = 49 + 14d + d*. Atrendezés utdn 0 = d* + 12d — 85. Két sorozat létezik.
Az els6 sorozat differencidja d, = 5, a masodik sorozat differencidja d, = —17,

6.5. Jeloljiik a haromjegy(i szamot a kovetkezdképpen abc. A mértani sorozat: a, b, ¢; a szam-
tani sorozat a, b, ¢ — 4. A hdrom egyenlet: 1. a - ¢ = b*, mert mértani sorozat; 2. a + ¢ — 4 = 2b,
mert mértani sorozat; a + b + ¢ = 13. A két utols6 egyenletet vonjuk ki egymdsbol: —4 — b =
= 2b — 13, b = 3. Helyettesitsiik be az egyenletekbe: a +c = 10ésa-c =9. Ac =9 —a
behelyettesités utdn a(10 —a) =9. 0 =a* — 10a +9 = (a — 1)(a — 9). A megoldésok a, = 1,
c1=9;a,=9, c, = 1. A feltételnek megfeleld szamok: 139 és 931. A 931 utolsé szamjegyébdl
nem lehet kivonni 4-et. A keresett szam 139.

6. feladatlap — megoldas
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6.6. A kédszam jelolése abed. Irjuk fel az egyenleteket! I. A szamtani sorozatra: a + ¢ = 2b;

II. a mértani sorozatra bd = ¢*; lIl. b+c =a; IV. c+d = 62—1. Az 1. és III. egyenletbdl b +2c = 2b,

b = 2c. Visszahelyettesitve a III. egyenletbe a = 3c. A IV. egyenletbdl d = %, a ¢ csak paros

szam lehet. ¢ = 2 esetén a szdm 6421. ¢ = 4 esetén mar nem négyjegyd a szam.

7. feladatlap

71. a) A tSke t =360000 Ft, n = 1 év a periddus, a kamatos kamattal novelt téke 388 880 Ft.

n 1
T= z<1 + i) . 388 880 = 360000 - (1 + i) _Innen p = 8,02% az éves kamatldb.
100 100

8.02
b) 360000 - 1+
) ( " 7100

5
) = 529448 Ft lesz 5 év mulva a pénziink.

n 8’02 n )
¢) T = t(l + %) , 720000 = 360000 - (1 + 100) , 2 = 1,0802". Vegyiik mindkét oldal

g2
_82 8,98 ~ 9 év miilva dupldazédik meg a pénziink.
1g 1,0802

logaritmusat: n =

7.2. A probléma megoldashoz hasznalhat6 a kamatos kamat szamitdsanak képlete, ahol a ka-
matos kamattal novelt tékének a 900 000 {6 felel meg, a kamatlabnak a 3%, az eltelt évek szama
15.

n 3 15
T= z<1 + 1%) 900000 = ¢ - (1 + ﬁ> 1 =577675 ~ 580000 £6 ¢lt 15 évvel kordbban.

7.3. A szaporulat novekedése, és az eladds csokkenése a kamattényezSben egyesiti hatdsat:

6 11 _4 3
3200 - <1 4 ﬂ) - (1 4 ﬂ) — 3200 (1 4 —) . (1 4 —) _ 5374 szarvasmarha lesz 11 év
100 100 100 100

mulva a telepen.

7.4. 500000 - 1,125° = 1013 643 Ft-ot kell visszatériteni 72 hénap alatt, ez kb. 14 078 Ft-os
torlesztérészletet jelent.

9 1 h 12 h 12 h
75. T= t(l + —> _ t(l + —> 1,09 = (1 + —> 100721 = 14+ —— h =0,721% a
100 100 100 100

havi kamat.

7.6. A két fizetési mod Osszehasonlitasara az éves jovedelem kiszamoldsa utdn van maéd.

A esetben az els6 félévben 6 - 130000 = 780000 Ft a jovedelem, a kovetkezd hat honap els6
fizetése 130000 + 7000 = 137000, az utolsé6 130000 + 6 - 7000 = 172000 Ft, a jovedelem

137000 + 172000
; -6 =927000. Az éves jovedelem 780000 + 927 000 = 1707 000.

2 n—1
B esetben a havi fizetése 130000 - (1 + m) mértani sorozat szerint alakul. Az Osszeg

q" —1 5 —1 1,022 — 1

=100 - = 78100, S, = 130000 - ——— = 1743572 Ft.
qg—1 5—-1 1,02 —1

a) A masodik fizetést érdemes valasztania.

b) Az oktéber havi fizetése A esetben 130000 + 4 - 7000 = 158 000 Ft,

B esetben 130000 - 1,02° = 155362 Ft.

Sn:al

Megoldasok



8. feladatlap

AN
8.1. Az asztal teriilete: 60 - 40 = 2400 cm”. A teritd a oldald négyzet alakd,
60 602
igy a V2a hosszisagu 4tl6 60 cm. a = E = Tf =302 cm. A négyzet 1

teriilete a> = (30+/2)* = 1800 cm?. A terits lelogé két kis haromszoge négyzetté tehets dssze,
amelynek 4tlja 60 — 40 = 20 cm. A kis négyzet oldala 10\/5, teriilete 200 cm?, az asztalon 1év5

=60,7%.

1600
terit teriilete pedig 1800 — 200 = 1600 cm®. A lefedett teriilet 5400

8.2. A tubus teriilete harom alakzatbdl tevddik
ossze: 1. A nagy téglalap teriilete 12 -5 = 60 cm?;
2. a trapéz magassdga 13,5 — 12 = 1,5 cm, terii-

+ 5+3,4 )
Jete £2€ -1,5=6,3 cm?; 3. a kis

-m =
téglalap teriilete 3,4 - (15 — 13,5) = 34 -1,5 =
= 5,1 cm’. A tubus egyik oldaldnak teriilete 60 +
+6,3+5,1 =71,4 cm®, mindkét oldal dsszteriilete
2-71,4=142,8 cm®.

12 cm !
13,5 cm

-ms=s====r

15 cm

8.3. a) A medence alapteriilete egy trapéz. A
trapéz magassdga harom gumimatrac szélességé-
vel egyenld, igy 3 - 0,6 = 1,8 méter. A trapéz
hosszabbik alapja 1,8 - 4 = 7,2 méter. A teriilet |

1,8 +7,2 ) 4-18m
T : 1,8 = 8,1 m-.

b) A medence keriiletének kiszdmoldsdhoz sziikséges a trapéz két szaranak kiszdmoldsa.

x=,/1,8+1,8 =1,8-v/2 méter, y = /2 - 1,82 + 1,8 = 1,8 - /5 méter.

A keriilet 4- 1,8 ++/5-1,8+1,8++/2-1,8=15,57 m.

8.4. A paralelogramma teriilete 8,4 - 5,2 - sin 74° = 41,99 cm?,

a paralelogramma keriilete 8,4 + 5,2 + 8,4 + 5,2 = 27,2 cm. xx 8,4 m T
A paralelogramma oldalai melletti téglalapok 0Osszteriilete 740
1,2-41,99 = 50,39 cm®. A téglalapok x oldalat az Osszteriilet- 52m
bdl kaphatjuk meg: 50,388 =27,2-x, x = 1,8525 cm. Az alak-
zat keriilete 27,2 + 8 - 1,8525 = 42,02 cm. Az alakzat teriilete: - x
41,99 + 50,39 = 92,38 cm’. x x
8.5. A tabla két egybevagé paralelogram- v———————————--"-""""j}~""----
mabodl tehetd Ossze. Ezen paralelogrammak \
teriilete 54 - 16 = 864 cm’. A féltdbla \ \
belsejében zolden maradt paralelogramma ARDE 2em
magassaga 5 cm-rel csokkent, 11 cm lett, E b E
viszont az alapjdnak hossza nem kétszer / Scm I 16 cm
5 cm-rel csokkent, hanem 2 - x-szel. Az g, CE ___:r _______ -
ABCA hasonl6 az ADEA-gel, mert mind . 54 cm o
a két haromszog derékszogl, és a megfe- : : 46 cm ' :

! 54 cm : !

lel6 szaraik merSlegesek egymadsra, ezek a
merdleges szard szogek egyenldk egymas-

sal. A hidromszogek egy-egy szoge egyenld. Az AB oldal V82 +16% = 17,89 cm hosszusagu.

8. feladatlap — megoldas
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17,89
A megfelel6 oldalak ardnya %C =

11-(54—2x)=11-42,88 = 471,68 cm’. A fehérre festett teriilet 2 - (864 —471,02) =2-392,98 =
= 785,96 ~ 786 cm’.

. Innen x = 5,59 cm. A z0ld paralelogramma teriilete

10,2 m . 10,2 m :

5]

10,2 m
G

a; A
4,1 m t,
Y

Cs 5,7 m
Is

A

'\ 42m  85m ! 16,4 m !

a) Az abréan vastag nyilakkal jelolt a, és a, tavolsagok: a, = (10,2 +5,7) — (7,2 +4,6) = 4,1 m,
a, =(8,7+10,2+10,2) — (8,5 +16,4) = 4,2 m. El6szor a téglalaprdl levagott részek Osszteriiletét
érdemes kiszdmolni, és aztdn kivonni a téglalap teriiletébdl. A téglalap teriilete (8,7 + 10,2 +

8,7-7,2
+10,2)(10,2 + 5,7) = 29,1 - 15,9 = 462,69 m*. A levigott teriiletek: ¢, = 5= 31,32 m?,

10,2102 53 41
- % =52,02m, 5 =4,6-42=1932m%, t, =4,1-42=1722 m> t; = = ; LA

= 17,425 m*. A levagott részek oOsszteriilete t, + 1, +t; + 1, +ts = 31,32 + 52,02 + 19,32 + 17,22 +
+ 17,425 = 137,305 m?. Az alakzat teriilete 462,69 — 137,305 = 325,385 m>.

b) Az alakzat keriilete a hatdrol6 szakaszok Osszege, amelyek koziil a derékszogli haromszogek
atfogoit kell kiszamolni:

¢ =+877+72*=11,29 m, ¢, =,/10,2* + 10,2 = 14,42 m, ¢; = \/4,1> + 8,5 = 9,44 m.

Az alakzat keriilete: 11,29 + 10,2 + 14,42 +5,7+ 16,4 + 9,44 + 4,6 + 4,2 = 76,25 m.

9. feladatlap

3
9.1. a) A hdromszog teriilete T = %az =253 = 43,3 cm’. A fél-

3 T
keriilet s = 7a = 15 cm. A hdromszogbe irhaté kor sugara r = — =
s
43,3 3 1000 S
= = 2,89 cm; a koré irhaté kor sugara R = a = V3
15 AT 4-433 By
= 5,77 cm. A korgyri teriilete a koré frhat6 és a beleirhat6 kor teriile- a
tének a kiilonbsége: m R* — mr? = 78,35 cm®.
3
b) A feladat altalanos megoldédsa. 1. megoldds: A hdromszog teriilete T = Taz, félkeriilete
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3 T a 3 .
s = A beirhaté kor sugara r = — = = £a. A koré irhat6 kor sugara R = g
2 s é 6 4T

a’ 3
= = £a. A koré és beleirhaté kor teriiletének kiilonbsége Ty — T, = nR* — mr® =

4. —a
4
\/’ 2 f 2 ,
() -n(a) =3

3
2. megoldés: A szabdlyos haromszog oldalfelez6 merSlegese €s szogtelezdje egybe esik a Ta

hossziisdgi magassigdval, amely egyben a haromszog silyvonala is. Igy a beirhaté és a koré
irhat6 kor kozéppontja egyarant a haromszog sulypontja. A beirhat6 kor sugara a sulyvonal oldal

V3 3

és sulypont k6zé es6 szakasza r = 3 Ta = ?a A koré irhaté kor sugara a silyvonal cstics
2 3
és sulypont kozé esd szakasza R = 3 \é_ = %_a A koré és bele irhaté kor teriiletének
3 3 7
kiilonbsége Ty — T, = R> — v’ = n(£a>2 — ﬂ<£a>2 =—a>
3 6 4

. 9,6 - 6,8
9.2. A rombusz teriilete T, pus, = e f = =

irhat6 kor sugara a félatlok éltal kijelolt derékszogli O A B hdromszog
atfogbéhoz tartozé magassaga, amelyet megkapjuk, ha a derékszogi

B
= 32,64 cm’. A
2 a
e 2 f 2 '
rombusz oldala a = <§> + <§) =,/3,4> +4,8%> = 5,88 cm. A bele- \K/
e

e f
) . 3,4-4,8 5,88 -
hdromszog teriiletét kétféle modon irjuk fel: 2 5 2 1 2“, = = momo=r =
= 2,78 cm. A rombuszba irhat6é kor teriilete Ty, = r> - = 24,2 cm®. A két teriilet kiilonbsége
Toombusz — Tior = 32,64 — 24,2 = 8,44 cm®.
. 2 A
9.3. A hdromszog teriilete Tgomsse = % = %.
A hdaromszog atfogdja V2a.
2a ++/2 2+4/2
A haromszog félkeriilete: s = a 2[a = ;/_a. a V2a
a2
néromszo E a
A beirhat6 kor sugara r = E = )
: ST (24 v2)a 2442 \‘
c a B
2
A nevezd gyoOktelenitése utan r = 5 a A beirhat6 kor te-
2
2-V2 v (2-+2 6— 22 3—
rillete Thoy =T - r* =01 - ( \/_a) :yrua2 T [a S R——— 0,27a
2 4 2
. .. N . a’ 3— 2 _ 1 B ﬂ( ) 2
A két teriilet kiilonbsége Thsomsse — Tior = 5~ T > a a’> =~ 0,23a’.

9. feladatlap — megoldas
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9.4. a) Az alapteriilet harom alakzat, egy téglalap és két
korcikk teriiletének Osszegére bonthatd. A téglalap teriilete
t =2,5x - x =2,5x*. A t, korcikk teriilete az x sugart kor terii-

3,5x i
T 7 ’ -
letének negyede t, = sz, a korcikk ive i, = Ex. A t; korcikk t ?
3.5 tvének h . a®-m 40° 7 o .
sugara 3,5x, az ivének hossza i; = r=—m-—-X =
8 >~ 7180 180- " 2 25x o0
Tr 7 X b g
. —x . —x
T . 497 -
= —ux, a teriilete t; = Lr = Lol = 9 2 = x2. 2,5x 2
9 2 2 2 36
5 7 497 90 + 587 45 + 2971
A hédrom teriilet Osszege t, +1, + 13 = =x> + —x° + x? = x? = x2.
2 4 36 36 18
b) Az épiilet hatarolévonalainak 0sszege
T 1 231 126 + 237
X+25x+—x+—x+35x=Tx + X = x ~ 11,01x.
2 9 18 18

9.5. a) A konzerv sugara r. Az els6 csomagolds alapteriilete olyan téglalap, amelynek oldalai
4r és 6r. A teriilet igy T; = 4r - 6r = 24r*. A masodik csomagoldsmod téglalapjanak egyik

s N NN

%
-/

4

s
E
.
-
\_

oldala 7r, a masik oldala r +m +r = 2r + m, ahol m a 2r oldalhosszu egyenl6 oldali haromszog
magassiaga. m = ?% = /3r, igy a téglalap masik oldala 2r + V3r = (2 + \/g)r A masodik
csomagolasmod teriilete T, = 7r - (2 + \/g)r = 7(2 + x/g)rz. A két csomagolasmod teriiletének
kilonbsége T — Ty = 7(2 + v/3)r? — 24r* = (7+/3 — 10)r”. A Kiilonbséget osszuk el az elsd

o n-T (WB-10) 7310
csomagolas teriiletével = = o

= 0,0885. Tehat a novekedés
T 24r?
8,85%-0s.

9.6. Az n-oldalu szabdlyos sokszog n darab egybevagd haromszog-
re bonthatd. A haromszogek egyenl6 szaraak, hiszen széraik a kor r

360°
sugara, az alapja a sokszog a oldala. A szarszdg nagysiga o = ,
n
) ) . . a . 360° )
a haromszog alapja a =2 - r sin > = 2. rsin g a haromszog ma-
n
. a 360°
gassdga m =r cos — =r - COS
2 2n
. 360° 360°
0 2 - rsin - T - COS
. . . . a-m n 2n
A sokszog keriilete k =n-2-r sin , ateriiletet =n- =n- =
2n 2 2
, . 360° 360°
=n-r°-sin - COS .
2n 2n
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n k:n-2-rsin3600 t:n-rz-sin36oo-cos36oo
2n 2n 2n
58,78 cm 237,76 cm’
60 cm 259,81 cm?
60,74 cm 273,65 cm?

b) A keriiletértékek novekednek, az oldalszam novelésével a kor keriiletéhez (2rz = 62,83 cm)
kozelitenek. A teriiletértékek is novekednek, a kor teriiletéhez (r’zw = 314,16 cm?) kozelitenek.

10. feladatlap

10.1. a) Négyzet; b) téglalap; c) szabdlyos haromszog;
H G H G H G
v
E T E E
F F
D
R c c D c
P
A B A B A B
d) trapéz; e) téglalap; f) szabdlyos hatszog.
H G H G H U G
v
E E S T E
F F F Y
X
D D
c D c c
P P P
A 0 B A 0 B A 0 B
10.2. Az AB szakasz lapatlé AB =v/42 + 102 =+/116 = c

= 10,77 cm. A tobbi szakasz felfoghat6 a megfelel6 ol-

dald téglatestek testatlojaként. AC = V42 + 62+ 10% =

= V152 = 1333 cm. AF = V#+62+5 = V71 = g¢em
20\* /868 B

— 877 cm. AH = |42+ 62 + (?> =[5 =982 em

FG =2+ 6%+ 5% =465 = 8,06 cm.
10.3. AB = Va?+a? = «/za; AC = ~a*+a?+a? = x@a; AF =

- \/(ﬁa)z + (%)2 = \'/29"2?%2 = %a; FH = [2a> + (%)2 = @a;

a
6 B
FG = %a.

10. feladatlap — megoldas
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10.4. Az ABFE négyszog négyzet, amelynek atléja a BE egye-
nes, az AF szakasz is atl6ja. A négyzet atl6i merSlegesen met- H G
szik egymast, ezért az A pont és F pont tdvolsiga d(A; EB) = .’ e
2 52 ~F

= d(F;EB) = %a = T[ cm. A CB és a HC oldal mer6-

leges az ABEF oldalra, igy annak minden egyenesére, ezért az a
EB egyenesre is. d(C; EB) = d(H;EB) =a =5 cm. A BGE .
€s DBE egyenl$ oldali hdromszdg magassaga a keresett két t4- Z .’

AR
\
)
AN

N

AN

A
Q

volsdg. A haromszog oldala a kocka lapatl6ja V2a hosszisagu.

d(G;EB) =d(D;EB) = ? -V2a = S*T@ cm.

10.5. A hdrom 4dbra alapjan lathaté hogy mind a hat csics azonos tdvolsagra van a kocka CE
testatlgjatol, E tdvolsdg megegyezik a CEG derékszogli haromszog dtfogdhoz tartozd magas-
sdgaval. A derékszogli hiromszog egyik oldala megegyezik a kocka a élével, a masik oldala

lapatlgjaval, a harmadik oldala pedig a kocka V3a testatlgjaval. E tavolsagot megkaphatjuk a

aw/ia:\/ga-m ﬁ

derékszogli haromszog teriiletének kétféle kiszdmoldsaval T = ,m=—=a=
2 2 &
V6 56
=—a=——cm
3 3
H G H G H G
E E : E E
F // F /
al ) D a ) a /)
C K c D c
A B A B A B

10.6. a) Az EF él parhuzamos a H G egyenessel, igy HG parhuzamos az EFB sikkal. A sik
és az egyenes tdvolsidga az FG él. d(BF; GH) =a = 10 cm.
b) A DH él parhuzamos a BF éllel. A tdvolsaguk pont az FH lapatls. d(BF; DH) = V2.a=

= 10v/2 cm.

c) Az AH szakasz parhuzamos a BG szakasszal, igy a BFG sikkal is. A sik és egyenes tavol-
siga AB él. d(BF; AH)=a =10 cm.

d) A BF szakasszal parhuzamos az AG szakaszt tartalmaz6 ACGE sik. A sik és BF tavolsaga

2
fél lapétls. d(BF; AG) = ga =542 cm.

H G H G

E_~ [ |___ >~ E S

F F

J /. I
C D C

,,,,,,,,,,, i
A B A B
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11. feladatlap

111
H G H G H G
E E E
J F 5 F F
a D a D a D €
C C C
A B A B A B
H G H G
V2
E E E
F
]
\iz
a D 1 a
C D C
A B A B

a) A BF éllel parhuzamos az AE él. Az AEG < =90°. A keresett szog 90°.
b) A BF éllel parhuzamos az AE él. A0 = AEC < az EAC derékszogili haromszog hegyesszo-

3
ge. coso = 7 - £ A keresett szog 54,7°.
V3a 3
¢) A BF él metszi a BH testatlot. Aze = FBH < az FBH derékszogli hiromszog hegyesszoge.
3
cose = a £ A keresett szog 54,7°.

x/§a:3

d) A BF €l metszi a HI szakaszt. Az ¢ = HIF 4 a HIF derékszogli haromszog hegyesszoge.

2
tgp = {a = 24/2. A keresett szdg 70,5°.

2
e) A HB testatlo O-ban metszi a AG testatlot. AzA = HOG <« a HOG egyenld szari harom-

3\ 3\ 3 3 3
szog csucsszoge. Koszinusztétellel: a* = (%a) +(fa> —2(%51) (%a) cosi,a’ = Za2+

2

3 3 3 1 3 1
+-a*—2--a’cosh, a’ = ~a* — ~a’cosA, —= = —= cosAi, cosA = —. A keresett szog 70,5°.
4 4 2 2 2 2 3
11.2. H 10 cm G H 10 cm G
6 cm 6 cm
E - E ¢ .
) F P F
4 cm D C 4 cm D C
A B A B

a) A HF és a DF egyenes hajlasszoge?

A HF lapitlé hossza HF = vHG?+ EH? = +/10?+6* = /136 cm. A DF testitlé hossza
DF = VHG?*+ EH*+ HD? = V10 + 6 + 42 = 4/152. Az FHD derékszogli haromszogben
/136

cosd = ——, 0 =18,9°.
V152
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b) Az AHF hiromszogre alkalmazzuk a koszinusztételt! HF = vHG? + EH? = V10 + 6* =
=136. HA=vVHE?* + HD? = /6 + 4 = /52. AF = VAE* + EF> = V4 + 10> = V/116. A
koszinusztétel: AF? = HA?+ HF>—2-HA-HF -cose. 116 =52+136 —2-+/52-+/136 - cose,
—72=-2-4/52-136-cose, ¢ =64,7°.

c) Az AF lapatl6 és az FG €l derékszoget zar be egymassal.

d) Az AFH hiromszogre alkalmazzuk a koszinusztételt! A b) feladat adataival irjuk fel a ko-
szinusztételt! HA> = AF?+ HF* —2- AF-HF -cos¢. 52 = 116+ 136 — 2 - /116 - /136 - cos ¢,
—200=—-2-+/116-136 - cosp, ¢ =37,2°.

11.3.

H G H G
E 9 E E
()

a D a D

c c
A B A B

H G H G

E E E

c c
A B A B

a) A HG él merdleges az adott sikra, igy HFG < = 45° a kérdéses hajlasszog.
b) A DC él merdleges BCG sikra. A keresett hajlasszog DFC <. A DFC derékszogli harom-
szogre alkalmazzuk a tangens szogfiiggvényt! A DC = a, mert él, CF = v2a, mert a kocka

2
a i, £ =353°.

J2a 2
c) A GC él merbleges ABC sikra. A keresett hajlasszog a GAC <. A GAC derékszogil ha-

romszogre alkalmazzuk a tangens szogfiiggvényt! A GC = a, mert él, AC = v2a, mert a kocka

2
_a — £’ ¢ =35,3°.
\/Ea 2

d) Az AC lapatl6 45°-os szoget szoget zar be az AB éllel. A keresett hajlasszog 45°.
11.4.

lapétldja. tge =

lapatlgja. tgp =

H 10 cm G H 10 cm G
6 cm p 6 cm
E 0 E E
4 cm 4 cm e
D D
C C
A B A B
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H 10 cm G H 10 cm G
6 cm 6 cm

E E

4 cm F
D / KC // c

A B A B

a) A HF szakasz H pontjdnak a sikra es mer6leges vetiilete a G pont. A keresett szog a HFG
10

derékszogii haromszog d szoge. tgod = < 0 =59°.

b) A DF szakasz D pontjanak a sikra es6 mer&leges vetiilete a C pont. A keresett sz6g a DFC

10
derékszogli haromszog ¢ szoge. Az FC = VFG?>+ GC? = /62 +4% = /52 cm. tge = E’

e =54,2°.
c) Az AG szakasz G pontjanak a sikra esé merdleges vetiilete a C pont. A keresett szog a GAC

4
derékszogi hiromszog ¢ szoge. Az AC = VAB*+ BC? =+/10>+ 62 = /136 cm. tgp = «/T—6’
¢ =189

d) Az AB szakasz B pontjanak a sikra es6 merSleges vetiilete a T pont. A keresett szog meg-

6
egyezik a BAC derékszogli haromszog A szogével. tghd = 10 A =31

11.5 H G H G

\ N
a §§ c ’ \\\\@?%&}%j%\\x\‘\\ c
) \\ A ,;::{\\\\\\\\\\\\ %

a) A sikok metszésvonaldra bocsatott sikbéli mer6legesek hajlasszdge 90°.

b) A BDHF sik szimmetria sikja a kockdnak, igy a keresett szog az OF és a H F szakasz altal
bezart szog, amely az OF T derékszogli haromszog € szoge, hol a T pont az O pont merSleges

FH JFG*+ GH?* 2042 20
= = 2\/_=10x/§.tge= =«/§,

2 2 1042

\

vetillete az FH-ra! Az FT =

e =54,7°.
G

11.6. a) A sikok k6zds metszésvonaldra bocsatott

sikbéli mer6legesek a GB és CB szakaszok. A kere- £ \\\\j&\\\\\\\\\\\\\\\\\\\&i\

sett sz0g a GBC derékszogli haromszog 0 szoge. \\%

A 12 cm B
H G H G
0]
E E
F F
D D
5cm C 5cm C
8 cm 8 cm
A 12 cm B A 12 cm B
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b) A két sik merSleges egymasra.

c) A két sik metszésvonaldra merdleges sikbéli szakaszoknak, az OH és az OE szakasz haj-
EH?>+ HG? 62 + 10? 136

v = v = v = +34. Az

2 2 2
EOH hiromszogre frjuk fel a koszinusztételt! EH> = OE* + OH> — 2 - OE - OH - cos¢.

8
36=34+34—-2-34-cosp, —32=—68 - cos¢p, cosp = L ¢ =619

lasszoge (p) a keresett szog. OH = OFE =

12. feladatlap

12.1. Legyena =5,5,b =42 é c =3_8'a) V =abc =
=5,5-4,2-3,8=287,78 m’ a szoba térfogata.

b) A=2(ab+ac+bc)=255-42+42-38+55-3,8)= b
= 119,92 m* a szoba belsé feliilete.

c) A tapéta feliilete a szoba oldalfeliileteinek és a nyildsza-
rok feliiletének a kiilonbsége: 2(4,2 - 3,8 + 5,5 - 3,8) — 8 = p

= 65,72 m>. a

12.2. Az a éll kocka testatldja \/ga, tehat v/3a = V12 = 2\/§, a = 2 cm. A kocka felszine
A=6a’=6-2>=24 cm’, a kocka térfogata V =a’ =2° =8 cm’.

12.3. A négyzetes oszlop négyzet alapu hasab. Az alap négyzetének lapatldja V2a =12, innen

12

a=5= 6+/2 cm. A testtls (ﬁa)2 +b2=13,1224b*=13%, b* =132 —122=25.h =5 cm.
2

Az alapteriilet T, = a® = (6+/2) =362 =72 cm”. A térfogat V = T, b =725 = 360 cm’.

A felszin A =2T, +4ab = 144 +4 - 65/2 -5 = 144 + 120+/2 = 313,71 cm’.

a 2
12.4. Az egyenl$ szarti haromszog magassaga m, = ,/b* — (5) =
-m, 6455
= /82 —32 = 4/55 cm. Az alaplap teriilete T, = a 2m == i
= 3/55 cm?. A térfogat V = T, -m, = 3/55-5 = 15¢/55 = 111,24 cm’. b 04 b
A felszin A=2T,+P=2-T,+(a+2b)m = 64/55+22-5=154,5 cm’. 4 4
2 2

12.5. Legyena =5 cm, b = 15 cm. A téglatest alapja T, = ab =5 - 15 = 75 cm’. A térfogat
V=T,-c600=75-c,c=28cm. A téglatest felszine A =2T,+(a+b+a+b)c=2-T75+
+(5+15+5+15)8 =470 cm”.

12.6. Az a éli kocka felszine 6 - a*. 20% novekedés utdn (1 +0,2)6a” lett a felszin. Legyen
b az 1j élhossz, ekkor 1,2 - 6a® = 6b*, 1,2a* = b*, b = \/1,2a. Az 1ij és a régi térfogat ardnya

3 } 3
& = b— = ﬂ = ( 1,2)3 = 1,31. Tehat 31%-kal nétt a térfogat.
Vrégi a? a’
12.7. Legyen x az ardnyossagi tényezd! Ekkor a téglatest oldalai a = 2x, b = 3x, ¢ = 4x.
A régi téglatest térfogata Vi = abc = 2x - 3x - 4x = 24x°.
A régi téglatest felszine Ay, = 2(ab+ac+bc) =2(2x - 3x +2x - 4x +3x - 4x) = 52x2.
Az 4j téglalap oldalai: d =a - 1,5=2x - 1,5=3x,e=0-2=3x -2 =06x, f =c = 4x.
Az j téglatest térfogata Vi = def = 3x - 6x - 4x = 72x°.

Megoldasok



Az tj téglatest felszine Ay = 2(de +df +ef) =2(3x - 6x +3x - 4x + 6x - 4x) = 108x°.

Ag 108x? )
A felszin névekedésének mértéke y e 52)62 = 2,077, innen a novekedés mértéke 1,077
régi X
. . .. L L. Vﬁj 72x° . .. . Py
vagyis 107,7%. A térfogat novekedésének mértéke Vo= e s 3, innen a novekedés mértéke
régi X

2, vagyis 200%.

13. feladatlap

13.1. A medence térfogatdval megegyez6 V = 20-5-1,6 = 160 m® foldet mozgattak meg.

A téglatest alaki medencének a fels6 lapjat nem kell kicsempézni, igy a kicsempézendd felszin

A=ab+(a+b+a+b)c=20-5+50-1,6=180 m’ feliiletet kell kicsempézni.

V33
4

13.2. A tolltart6 alaplapjanak teriilete T, = e 8% = 16+/3 cm’. A tolltarté felszine

A=2T,+(a+a+a)ym=2-16v/3+24-20 = 5354 cm’.
A tolltart6 térfogata V = T, -m = 16 - /3 - 20 = 554,3 cm’.

13.3. Az doboz alaplapjanak eredeti teriilete Tieqeq =
=a-b-siny =25-10-sin85° = 249 cm’. A doboz
eredeti térfogata Vieei = Toreqen ™ = 249-8 = 1992 cm’.
Az 1j alapteriilet Ti; =a - b - sinyg =25-10-8in75° =
=241,5 cm’. A doboz 4j magassaga Vi = Ty - My,

Vereaeds 1992

mﬁj = = = 8,25 cm.
T;; 241,5
13.4. A hasédb alaplapja szabdlyos hatoldali sokszog, ezért hat egybevagd szabdlyos harom-
3 3
szogre bonthat6 fel. Egy hdromszog teriilete Tisomsmse = %az = T 10 = 25v/3 cm®. Az alaplap

teriilete T, = 6 - Thrgomesse = 6 - 25+/3 = 1504/3 cm®. A hasdb térfogata V = T, -m = 150/3 - 20 =
=3000+/3 = 5196,2 cm>. A haséb felszine A = 2T, +6a -m =2 -150+/3 + 60 - 20 = 1719,6 cm”.

13.5. Az alaplap 8 egybevigd egyenld szard haromszogre bont- a
hat6 fel. A szdrak megegyeznek a koré frhaté kor sugardval, 67,5°

(e}

csucsszog pedig = 45°. Haszndljuk a koszinusztételt!

a>*=R*+R —2R- R -cos45°,

2
a?=2R? — 2R2§, a’ = (2 - ﬁ)RZ, a =191 cm.

A hdaromszog teriilete

180° — 45°

a-R-sin——— . °
1,91-2,5-5in67,5
néromszé = 2 = - d oL = 2721 sz.
¢ 2 2

T, = 8 - Thsomswe = 8 - 2,21 = 17,68 cm’. A hasédb térfogata V = T, - m, = 17,68 - 8,2 = 145 cm’.
A haséb felszine A=2-T,+8a -m, =2-17,68+8-1,91-82=160,7 cm®.

13. feladatlap — megoldas

95



96

13.6. A hasab szabdlyos 6tszogi alapja 6t egyenld szaru, egybevago
haromszogre bonthat6 fel. Egy hdromszog alaphoz tartozé magassé- ‘
ga pont a bele irhat6 kor sugara, a csucsszoge 72°. Az alapél fele ‘

% =r-tg36° =5-0,727 = 3,64, a = 7,27 cm. A hiromszog te- a

a-r 127-5 5
= = 18718 cme. 7:1 =35- T;léromszég =
2
=5-18,18 = 90,88 cm’. A hasab térfogata V = T,-m, = 90,88 - 25 =
= 2272 cm’. A hasab felszine A=2-T,+5-a-m, =2-90,88 + -
+5-7,27-25=1091 cm’.

rﬁlete T;léromszijg =

14. feladatlap

14.1. Helyettesitsiik be az adatokat a henger megfelel§ Osszefiiggéseibe! A henger térfogata
V=ar‘m=m-10*-5= 1571 cm’. A henger felszine A =2rxr(r+m)=2-7 -10-(10+5) =
=300 =942,5 cm’.

14.2. A korhenger alapkorének sugara az atmérGjének a fele: r = g = g = 3 cm. A henger
térfogata V = 2,3 dl = 0,23 1 = 0,23 dm’ = 230 cm’. A henger magassagit a térfogatosszefiig-
gésbdl hatdrozhatjuk meg: V =xr°m, 230=m7 -3*-m, m = % = 8,13 cm. A henger felszine
A=2ar(r+m)=2-7-3-(3+8,13) = 66,787 =209,8 cm’.

14.3. A henger felszinének Osszefiiggésébdl A = 2mr(r + m), 3142 = 2nr(r +5). A =
= 3,142 kerekitett értékével el lehet osztani mind a két oldalt: 100 = 2r* + 107, 0 = r* + 5r — 50.
Megoldasok: r; = —10 cm, nem lehet hosszusag értéke, r, = 5 cm az alapkor sugara. Az atmérd
d=2-r=10 cm.

14.4. Felhasznélva a két mér8szdm egyenl8ségét: wr’m = 2xr(r + m), rm = 2(r + m), 5m =

=10+2m,m=?=3,33 cm.

14.5. A henger sugara a négyzet oldaldnak fele r = % =4 cm, a magassiga a négyzet oldala
2
m =a =8 cm. A henger térfogata V =xr’m =x <%> a="g = 402,1 cm’. A henger felszine
3
A=2nr(remy=2-7- 5 (% +a> = Tﬂaz =301,6 cm,

1
14.6. Az atmérdkbol felezéssel készitiink sugarat: A kiilsé henger sugara R = 5 m. A belsd

0,86 .
henger sugara r = — = 0,43 m. A betoncsé kiilsé henger térfogatabdl kivonjuk a bels6 henger

térfogatat. Viges = TR*m = 1 - 0,57 -6 = 4,71 m’. Vi = wr'm =z - 0,43% - 6 = 3,49 m’.
A térfogatok kiilonbsége adja meg a beépitett beton térfogatit Viys — Vi = 4,71 — 3,49 =
=1,22 m’.

~ 2
o a-rr 10 % : ,
14.7. A korcikk teriilete Tigeie = 5 = 5 =5 = 2,51 cm”. A keresett térfogat

V = T - m = 2,51 -1,5 = 3,765 cm’. A sajt felszine A = 2 T + <4 +4+4. f_O) - 1,5 =
=2-.251+13,88=189 cm’.
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15. feladatlap

15.1. a) A piramis alaplapjanak teriilete T, = a’
T .
= 229" = 52441 m’. A piramis érfogata V =~ "
_ 52441145

3 = 2534648 m’. A paldst négy egybe-

vago egyenld szard haromszogbdl dll, amelynek alapja

2
a négyzet oldala, magassaga pedig m, = ,/m? + (%) -

= /1452 +114,5% = 184,76 m. Az oldallap hiromszog

a-m, 229-184,76

teriilete 7T, = 5 =21155 m*. A paldst teriilete P =4 - T, = 84620 m>.
< S m, 145
b) Az alaplap és oldallap hajlasszoge tga = 4 = 1125 a =51,7°.
5 2

15.2. a) A szabilyos tetraéder felszine A = v/3a> = 100+/3 =

= 173,2 cm’. A szabdlyos tetraéder térfogata V = —a’ =

12
2
= %1000 =117,9 cm’.

b) A hajlasszog meghatdrozdsahoz irjuk fel a koszinusztételt a
DEC héromszogre. CD* = DE* + EC* —2- DE - EC - cosa,

3 3\?2 3 \? 3 3
10? = (£1o) . (£1o> _2. (£1o> - (ilo) . cosa,
2 2 2 2
1
100 =150 — 150 - cosa, —50 = —150 - cosa, cosa = 3 a =70,53°.

15.3. A tet6 paldstja két-két egybevagd haromszog-
bdl all. A haromszogek magassaga m, =,/8% + 2,52 =

= 8,38 m. m, = +/82 + 32 = §,54 m. A haromszogek
a-m 6-8,38

teriillete T, = R 2514 m*, T, =
b- 5-8,54 .
= 2m2 =5 = 21,35 m’. A tetd paldstjanak
osszteriilete: P =2-T,+2- T, = 92,98 m* = 9298 dm’.
9298 : 16 = 581,125, tehét 582 darab cserép kell a tetlre. V2x

2
15.4. a) A tetraéder alapteriilete T, = % A tetraéder

X o =
]:1 —-—X 3
térfogata V = 3m = 27 = % (x oldalu kocka térfo- T T
gatdnak hatoda.). A tetraéder oldalélét kiszdmolhatjuk X :
2,3 dl =230 cm’. T,
3 X

230 =—, x’ =1380, x = 11,13 cm.
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b) A tetraéder harom egybevigd, egyenld szari (x) derékszogl haromszogbdl és egy egyenld
oldald (v/2x) haromszdgbél 4ll.

V3 2
~~(v2x
3443
+ ) (V) - +fx2:293,1 cm?’.

2

c) A tetraéder felszine A=3-T,+T,=3- all
2 2 2

D

15.5. A hatszog koré irhaté kor sugara R = >

= 5 cm. A szabdlyos hatszog oldala egyenld a
koré irhat6é kor sugardval, igy a = R =5 cm. Az

alaplap 6 darab egybevagé egyenld oldali harom- i,
szogbdl all. Egy haromszog teriilete Thgomsise =
V3 =

= Taz = 10,83 cm’. A hatszdg teriilete T,

= 6 Thgomswe = 65 cm’. A gila térfogata V =

T, - 65 - 30 L
- 3'"’ = .= = 650 e, A gila palistja
hat egybevagd, egyenld szari haromszogbdl dll. Ezen haromszogek alaphoz tartoz6 magassaga

3 2 ALY
m, = \Jm? +m? = J 30° + (% : 5) = /918,75 = 30,31 cm. Egy oldallap teriilete T, = - 2’" -

~5-30,31
)

15.6. Az igy kapott sitor oldaléle 3 m, alapé-
le 2 m. Az alap koré irhaté kor sugara szintén
2 m. Tekintsiik a sator dbrdn l4thaté sikmetsze-
tét! A metszeten olyan egyenld szard haromszog

amelynek szara 3 méter, alapja pedig az alaplap
koriil irhaté kor atmérGje 4 méter.

m,
a) A haromszog magassdga, ami egyben a sator Ma N/
magassdga is m, = v/3% — 22 = /5 = 2,24 méter. ' i
3 3
b) A sétor alapteriilete T, = 6 - £a2 =6- £22 = 6+/3 = 10,4 m*. A sétor térfogata V =

4 4
T, -m 10,4-224 3 . ) . 3
3 = 3 =7,77T m’. c¢) A hat darab satorlapot kell vizhatlanitani. Egy lap magassdga

-m, 2-2,83
m, = /32 — 12 = +/8 = 2,83 méter. Egy lap teriilete T, = L >
bevonando feliilet hatszor egy lap teriilete P =6 - T, = 16,97 m”.

=75,78 cm®. A giila felszine A= T, +6- T, = 65+ 6 - 75,78 = 519,68 cm’.

m,

= 2,83 m’. A viasszal

16. feladatlap

16.1. A kip alkotéja a = vVr2+m? = /0,52 + 1,22 = 1,3 m. A kip felszine A = wr(r +a) =
wrim 0,512

=m-0,5-(0,5+1,3)=2,83 m>. A kiip térfogata V = 3 3 =0,314 m’.

16.2. Az 1 liter = 1 dm’ = 1000 cm®. A térfogat dsszefiiggésébe helyettesitsiik be a térfogat és
2 ar?- 10

magassag értékét, és kifejezhetjiik az alapkor sugardt! V = : m’ 1000 = d ,r =977 cm.
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A kup alkotéja a = vVr2+m? = /9,777 + 10> = 13,98 cm. A kup felszine A = wr(r +a) =
=m-9,77-(9,77 + 13,98) = 728,97 cm’.
16.3. Haszndljuk a kip felszinére vonatkozd Osszefiiggést! A = wr(r + a), 150 = mwr(r + 6),

47,75 = r(r +6), 0 = r*+6r — 47,75, megolddsok koziil r, = —10,53 nem megold4s, r, = 4,53 cm
arim,

lapkd .m, = ~a*—r? =,/6>—4532 = 393 cm. A kip térfogata V = =
az alapkor sugara. m a*—r cm up térfogata 3
_mw-453.393
D —

= 84,45 cm’.

6

3= 3 cm. A pohdr magassdga m = va> —r? =
mwrim, g -3%-2,65
3 3

16.5. A félkor ivének hossza lesz az alapkor keriilete 7w - 30 = 27 - r, r = 15 cm az alapkor

16.4. A fed6kor sugara az atmérd fele r =

=42 -3 =.T= 2,65 cm. A térfogat V = =24,93 cm’.

sugara. Az alkoté megegyezik a félkor sugardval, igy a magassig m = va? — r2 = /302 — 152 =
= 15+/3 = 25,98 cm. Az alapkér teriilete r’z = 15 - = 706,86 cm’.

[(1\? 5
16.6. A feltétel alapjan m = g Az alkoté a = v/m? +r? = (%) +r2= gr. A kip felszine

A=nr(r+a)= nr(r + ﬁr) = nr2(1 + ﬁ) A kup térfogata V = mrim = il 2 = nr3-
2 2 3 3 6
16.7. Az els0 kip alapkorének sugara r; = 6 cm, magassaga .
m, = 4 cm, alkotdja a = m = 7,21 cm. Az els6é kip rfl=4/cm a
wrim w6 -4 -7

. _ _ 3 4 i N
térfogata V, = 3 3 150,8 cm’. A paldst teriilete Crl e —

a-i a-2mr ) Lt 1 v
P = = =aumnr,=721-m -6 =1359 cm”. A masodik kdp alapkorének sugara

r, =4 cm, magassdga m, = 6 cm, alkotdja a = \/r; + m} =7,21 cm.
wrym, w-42-6
33
A palést teriilete P, = a,tr, = 7,21 - - 4 = 90,6 cm®. A két
térfogat kiilonbsége V, — V, = 150,8 — 100,5 = 50,3 cm’. A két
paldst teriiletének kiilonbsége P, — P, = 135,9 — 90,6 = 45,3 cm’.

A masodik kip térfogata V, = = 100,5 cm’.

17. feladatlap

17.1. A csonkagila alaplapjanak teriilete 7, =
=a’ = 100 cm?. A feddlapjénak a teriilete T; = / y
= ¢* = 36 cm’. A csonkagiila magassdga meg- c \

egyezik a fedSlap és alaplap tdvolsagaval, igy

m,
3 cm. Az oldallap trapéz, amelynek magassa- e
a a
_ 2
gamoz\/(azc> rmi=V2+3 =13 = y

. a+c 5
= 3,61 cm. Az oldallap teriilete T, = Tmo =28,9 cm”.
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, , _m _ 3 _ 3
A csonkagila térfogata V = ?(Ta + T T+ T) = 5(100 ++/100-36 + 36) = 196 cm”.
A csonkagula felszine A= T, + T, + P=T,+ T; + 4T, = 100 + 36 + 4 - 28,9 = 251,6 cm’.

17.2. A csonkagila alaplapjanak teriilete 7, = a® = 900 cm’. A fedSlapjdnak a teriilete 7, =
=c? =225 cm®.

S m, 20
A csonkagiila térfogata V = ?(Ta +JT. - T+T) = ?(900+«/9oo 1225+225) = 10500 cm’ =
= 0,0105 m’.

> 5 =476,2 ~ 476 db betontuské 6nthetd ki.

ff

17.3. A siitemény alaplapjanak teriilete 7, = = ~ 236 = 9+/3 cm?. A leharapott giila alap-

lapjanak teriilete a maradék csonkagila fedSlapjanak terulete. A két kup magassdganak ardnya

5 m® betonbél

>

T,
1 : 3, a teriiletek ardnya 1 : 9. A fed6lap teriilete T; = 9 - 3 cm’. A csonkagila magassiga
' 6
6 cm. A csonkagtla térfogata V = Q(Ta + T, - 7}+Tf) = —(9\/§+\/ 9V3- \/§+\/§) =26+/3 =
3 3
=45 cm’.

—c\? 15 —10\?
17.4. a) Az oldallap magassaga m, = \/bz — (a 7 C) = \/122 — ( > ) =11,74 cm.

+ 15+10
b) Az oldallap teriilete T, = %mo = >

= a*> = 225 cm’. A feddlap teriilete T; = ¢* = 100 cm’.

- 11,74 = 146,75 cm®. Az alaplap teriilete T, =

A csonkagula felszine A=T,+ T, + P=T,+ T, +4T, = c -
=225+ 100+ 4 - 146,75 = 912 cm®. ¢) Az csonkagila c
a—c
magassiaga m, = \/mj — ( ) V11,742 =252 =
b m, [|M b
=11,47 cm.
ny
d) A csonkagila térfogata V = —(T1,+,/ T, - T,+T;) =
) g g 3 ( V h f) - -

Q

11,47
= 3 (225+\/225-100+100):1816,1 cm’.

17.5. Az alaplapi szabalyos 6tszog 6t egybevago egyenld szard
haromszogre bonthato.

a
n 3
Egy hdromszdg magassaga m, = La =—— =4,13 cm. Egy
tg — tg 36°
2
, . . a-mg 6- 4>13 2
haromszog teriilete Tigomszse = > = > = 12,39 cm”.

Az alaplap teriilete T, = 5 - Thgomsse = 61,95 cm’. A fed6lap sza-
balyos 0tszog szintén 6t egybevagd egyenld szard haromszogre
bonthatd.

C
Y 2
Egy hidromszog magassaga m, = La = - = 2,75 cm. Egy hdromszog teriilete Thsomsioer =
te — tg 36
2
-m, 4-2]15
_ M _ =5,5 cm’. A fedSlap teriilete T} =5 - Thgomuser = 27,5 cm’.
2 2
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A véza térfogata V = m?(T +JT. T+ T) = ?(61,95 +/61,95 27,5 +27,5) = 871,5 cm’.

A vazaba 0,87 liter viz fér.

17.6. A legfelsd csonkagiila alaplapjanak teriilete T, = a* = 25 cm’. A fed6lapjénak a teriilete

_ 2
T; = ¢* = 16 cm’. Az oldallap trapéz, amelynek magassiga m, = \/ (a C) +m?=,/0,52+22 =

2
. a+c 5+4 ) .
4,25 = 2,06 cm. Az oldallap teriilete T, = 5 m, = 5 2,06 = 9,27 cm”. A csonkagula

: 2,06
térfogata V = m?(T +JT. T+ T;) = T(25 ++/25 16 +16) = 41,9 cm’. A csonkagiila
felszine A=T,+ T, +P=T,+ T; +4T,=25+16+4-9,27=78,1 cm’.

a) Hasonl6 testek térfogatinak ardnya a hasonlésdg kobe. Igy az n. csonkagila térfogata V, =

=V [(1,35)3]'1_l = 41,9 - 2,46"~" mértani sorozat n. tagjaként kaphaté meg. Az els6 10 tag
"—1 2,46 — 1
9 =419- 2~ =232894 cm’.
q—1 2,46 — 1

b) Hasonld testek felszinének ardnya a hasonlésdg négyzete. Igy az n. csonkagiila felszine A, =

Osszege Sjp =a -

=A- [(1,35)2]”_178,1 -1,82""" mértani sorozat n. tagjaként kaphat6é meg. Az els$ 10 tag dsszege
n __ 1 1,8210 _
4= —78,1. 22~ 37884 cm’ & 17,7 m’,
qg—1 1,82 -1

18. feladatlap

D 18,52
18.1. A csonkakup alapkorének sugara R = 5= é =
21 5. 2 d 12,78 a m, a
= 9,26 cm, fed6korének sugara r = 5= = 6,39 cm.

2

A csonkakup térfogata R_r, R
2

(9,26> + 9,26 - 6,39 + 6,39%) = 1311,1 cm’.

. . R—r\? 9,26 — 6,39\?
A csonkakup alkotéja a = ( > ) +m? = <f) +6,74* = 6,89 cm.

Felszine A = 7 [R2 +r2+(R+ r)a] = [9,262 +6,392 + (9,26 + 6,39) - 6,89] = 736,4 cm?.

6,74 -1

mi 5 2
V=T(R +RI"+I")=

18.2. A csonkakip alaki tdl térfogata V = %(RZ +Rr+1) = %(102 +10-13+13%) =

= mT 399 = 133ms, ahol m a tdl magassdga. A henger alaku tdl térfogata Vieyeer = nr,fm, ahol

r, a henger alapkorének sugara, m a magassaga. A két térfogat egyenlSségébdl 133ma = wrim
r; = 133. A henger sugara r, = 11,53 cm.

14 ‘
18.3. A kapott csonkakip alapkorének sugara R = 5 = 4 cm
4 |
= 7 cm, fed6korének sugara r = 5 = = 2 cm, alkotéja 7 cm ! 7 cm
a = 7 cm, magassiga m, = \/ < ) V24 = :
14 -4 14 ‘cm
=49 cm. 2 "

18. feladatlap — megoldas
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49 .1

T 7" .
A csonkakup térfogata V = mT(RZ +Rr+r?) = T(72 +7-2+2% =343,8 cm’, a csonkakiip

felszine A = n[R2 +r2+(R+ r)a] = n[72 +224+(7T+2)- 7] = 364,4 cm>.

10 : 5.8
18.4. Az alapkor sugara r = 5 = 5 cm. A kip térfogata V = 7”3mt - 3 =209,44 cm’.

A levagott kip térfogata az eredeti kip 100%—82%=18%, V, = V -0,18 = 37,7 cm’. A magassdg

€s az alapkor sugara kozotti Osszefiiggés a nagy haromszog és a kis haromszog hasonldsagabdl
Tk 7 - (0,625m,)* -

kovetkezik ’% - % r = 0,625m,. V, = rg m_ -0, 3’"1) il

m; = 4,52 cm, tehdt 4,52 cm magassagu kupot kell levigni.

=377 cm’, m; = 92,2,

18.5. A térfogat Osszefiiggésébdl hatarozhatjuk meg a fed6kor sugarat. V = ?(R2 + Rr +
44 .

3
18.6. A két sugdr kozotti osszefiiggés R = r + 4. A térfogat Osszefiiggésébe helyettesitsiik be

+7r) = (6,5 +6,5-r +r?) =5000, r* + 6,5r — 66,26 = 0. A fed6kor sugara r = 5,5 cm.

5.
a két sugarat! V = %(RZ Y Rr 47 = T”((r FAY 4 (r+4) - r 4 r7) = 450, 37 + 127 —

—69,94 =0. Az r; = —7,22 cm nem megoldas. A fed6kor sugara r = 3,22 cm, az alapkor sugara
R=322+4="722cm.

19. feladatlap

4 4
19.1. A Fold térfogata V = ?R3 = 763713 = 1,083 - 10"> km’. A Fold felszine A = 4n R* =
=4m - 6371 =5,1 - 10* km’.
19.2. A tir6gombéc alapanyaganak térfogata a henger alaku tal térfogataval egyezik meg. A

20
henger sugara r = 5 = 10 cm. A tdl térfogata Vi = wr’m =z - 10> - 10 = 3141,6 cm’. Egy

. A . 4w, , 3141,6
gombdc térfogata V, = —R’ = —2° = 33,51 cm’.
3 3 33,51

= 93,75 ~ 93 db tur6gombdc

készithetd.

4r
19.3. A gomb térfogata 10 liter = 10 dm’. A térfogatbél kifejezhetd a gomb sugara V=7R3,

3-V
R = e 2,387, R = 1,337 dm. A gomb felszine A = 47 R* = 47 - 1,337% = 22,46 dm’.
7T
19.4. A félgomb felszine a gomb felszinének felébdl és egy R sugaru kor teriiletébdl all, A =
471 R? 5 ) ) ot 4 e . W .. 2 A
== +n R =37R"; 1 =3nR". A felszinbdl kifejezhetd a gomb sugara, R™ = o 0,1061,
7T
4yrR32 _ 2m-0326°
= 3 =

R = 0,326 m. A félgomb térfogata a gomb térfogatdnak a fele V =
=0,0726 m®. A félgomb térfogata 72,6 dm’.

dorr} b -2,3
3=

19.5. Az els6 vizcsepp térfogata V| = = 50,97 cm’. A masodik vizcsepp

dory 4w 3,10

3 = 124,79 cm’. Az egyesiiléssel kapott csepp térfogata V; =

térfogata V, =
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33‘/’5

= Vi + V, = 175,76 cm’. Az 4j gdmb sugara r; = - = 3,475 cm. b) A felszinvaltozas

7T
A+ Ay — Ay =dar] +4ar; — 4o =4 (r] +r; — 1)) = 35,49 cm’.
19.6. a) A gomb kiilsé sugara R = 5 =5 = 1,5 m. A belsé gomb atmérSje d = D —
d 299 4y’
—2-0,005 =2,99 m, igy sugara r = 5= = 1,495 m. A tartdly belsd térfogata V, = 3r =

4 - 1,495° 5%
_ A Lo ° ) -0 = 0,95 - 14 - 1000

3 100%
A e Lk g AR Am - 150
13300 kg. A viz tomege 13,3 tonna. b) A tartdly kiils6 térfogata V, = 3 - 3 =

= 14,137 m’. A tartaly faldnak térfogata V, — V, = 14,137 — 14 = 0,137 m’. A tartdly faldnak
tomege térfogatanak és stirliségének a szorzata, 0,137 - 2800 = 383,6 kg.

= 14 m’. A tartdlyban 1év8 viz mennyisége (1 —

20. feladatlap

20.1. A kocka felszine A = 6a?, 181,5 = 6a?, 30,25 = a’,
a = 5,5 cm a kocka éle. A kockdba irhat6 gomb a kockat a

lapjainak kozéppontjdban érinti, igy a sugara a kocka élének

5,5
=5 = 2,75 cm. A beirhaté gomb térfogata V, = r

dor® 4w -2,75°
33

A, =4xr? = 4 - 2,75* = 95,03 cm®. A koré irhaté gombot

a kocka a csucsaiban érinti, igy sugara a kocka testitl6janak

V3 G

a fele R = Ta = 4,776 cm. A koré irhaté6 gomb térfogata

3 3
V, = 4n3R _dm-476 451,76 cm’. A koré irhaté gomb
felszine A, = 4mr? = 4 - 4,76* = 284,72 cm”.
a) A két térfogat kiilonbsége V, — V, = 451,76 — 87,11
= 364,65 cm’.
b) A két felszin kiilonbsége A, — A, = 284,72 — 95,03 =
= 189,69 cm®.

fele r =

= 87,11 cm’. A beirhaté gomb felszine

20.2. Az érinténégyszog szemkozti oldalainak Osszege egyenld. A két egyenl$ szar Osszege

. 2
5+9 = 14 cm, igy egy szdr 7 cm. A trapéz magassiga m = \/bz — (a C) =7? =22 =

2
= 4/45 = 6,71 cm. A csonkakup alapkorének sugara R = % =5 = 4,5 cm, fed6korének su-
5
gara r = % =5 = 2,5 cm, magassiga 6,71 cm, alkotéja 7 cm. A csonkakup térfogata V., =

6,71 -

4,5° +4,5-25+25% = 265,26 cm’, a csonkakip felszine
A, =7[R*+r°+(R+r)a) = w[4,5 +2,5° +(4,5+2,5)- 7] = 237,19 cm’. A beirhat6é gémb sugara

. "y m 6,71 drp® 4w - 3,355°
a trapéz magassiganak fele p = 5= 5 = 3,355 cm. V, = 3 - 3

A felszine: A, = 4w p” = 4 - 3,355 = 141,45 cm’.

mmw  _, )
= —(R +Rr+r) =
3

= 158,19 cm’.

20. feladatlap — megoldas
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a) A térfogatok kiilonbsége V., — V, = 265,26 — 158,19 = 107,07 cm’.
b) A keresett testfelszin a gomb és a csonkaktp felszinének Osszege. A felszinek Osszege
Ay + A, =237,19 + 141,45 = 378,64 cm’.

20.3. A fahenger keresztmetszetéb6l megkaphatjuk az alapkorének
) A [12,56 o dr’ ( X X :@
sugarit r = = o 2 cm. Egy goly¢ térfogata V, = =

3

_47{-23

100
= 33,51 cm’. A goly6 atmér6je 4 cm, igy a kifaraghat6 goly6k szdma = - 25 db.

A fahenger térfogata V, = wr’m = - 2*- 100 = 1256,64 cm’.
A fahulladék térfogata V, — 25V, = 418,89 cm’.

20.4. A korkdp magassdga m = v/a? —r? = /28> — 102 =
= 26,15 cm. A gdomb sugara az R* = r* + (m — R)* Ossze-
fliggésbodl szamolhato ki.
R = 10>+ (26,15 — RY, 523R = 783,8, R = 15 cm.
A gomb felszine A = 4w R* = 2827,4 cm’.

4 4
20.5. Egy acélgomb térfogata V, = EN S = ?0,53 =
= 0,524 cm’. A pohérban 1évé viz térfogatvéltozdsa 4- V, =
= 2,096 cm’. A pohar alapkorének teriilete T, = mr® =

- 2 P f s o 4V 2,096 .
= 12,56 cm”. A vizszint magassdganak valtozdsa T ~ 1256 - 0,167 cm. A viz 4,167 cm

magasan fog allni.

12,4
20.6. Az alakzat végein 1év6 korok sugara r = —

= 6,2 cm.

A kozépen 1év6 téglalap magassidga 18,6 —2-r = 18,6 —2-6,2 =
= 6,2 cm. A test felszine egy teljes gomb és a kozépen 1évd

|
I
|
N
N
|
henger paldstjdnak dsszegébdl tevédik dssze: A = 4mr*+2mwrm = N
N
I

|m 18,6 cm

= 2nrQ2r + m) = 724,6 cm’. A test térfogata egy teljes gomb
térfogat és a kozépen 1év6 henger térfogatdbodl tevddik Ossze V =

4.7-[”3 2 2 4 3
= 3 +Tr°'m=aar <§r+m>=1747cm.

21. feladatlap

21.1. a) A megporgetés soran két egybevagd forgaskipot kapunk,
amelyek alapkorének sugara és magassaga egyardnt a négyzet atloja-

2. ar?
nak a fele. r = m = %. A forgéstest térfogata V =2 - rm
V2 \2V2
(T4 T v
-6

a

I

2
3

pont a négyzet oldala. A palast felszine A = 2(wr - a) = V2ma® =
= 284,34 cm’.

= 379,15 cm’. A kiipok alkot6ja
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b) A derékszogii hiromszog 4tfogdja ¢ = Va2 + b2 =122 + 162 =
= 20 cm. Az atfogéhoz tartoz6 magassagat megkapjuk ha kétfé-
a-b m-c

leképpen irjuk fel a haromszog a teriiletét: 7T, = - = 5 m
a-b 12-16 , o
m=——= 0 - 9,6 cm. A forgatas soran két kupot kapunk,
c
és mindegyiknek az alapkorének a sugara megegyezik a derékszo- m,

gli haromszog alaphoz tartozé magassagdval r = m = 9,6 cm. Az
Ossztérfogat

ar’-m, @r*-my, ar’-(m+m) ar’c 719,620
V=V+Vs= + = = =
3 3 3 3 3

Az alakzat felszine a kipok paldstjainak Osszege:
A=P+P=a-r-a+mn-r-b=mw-r-(a+b)=m-9,6-28 =844,5 cm’.

21.2. A forgéaskipok alapkorének sugara a nemszimmetriaatl fele r =

= g =3 cm. A kipok magassdga meghatdrozhat6 az alkotébdl és az alap- {

kor sugardb6l. m; = va? —r? = /62 =32 =52 cm. m, = /b2 —r? =

=410? —32=9,54 cm.

a) Konvex esetben az Ossztérfogat (¢ = m; + m, = 14,74); V = V, +
arr-m, wr*-my, @wr’-(m+m) awric w3%-14,74

V, = = = — = =
st 3 3 3 b

= 138,92 cm’. Az alakzat felszine a kdpok paldstjainak Osszege: A = P, +
27 -r-a 2m-r-b

+P= 5 = =xg-r-(a+b)=m-3-16=150,8 cm”.
b) Konkav esetben a két kip térfogatanak kiilonbségét kell szdmitani V = e

ar’-m,  wr*-m, art-|lm —m,| 73*-434 - 2
= Vi = Vil = - - = -

3 3 3 3
27 -r-a 2m-r-b

= 40,9 cm’. A két felszin megegyezik A = P+ P, = 2r 2 2r =
=x-r-(a+b)=m-3-16=150,8 cm”. b

b+b 10+10+5
21.3. A haromszog félkeriilete s = rora +2 * = 12,5 cm.

A hdromszdg magassiga m = /b* — = /10> —=2,52 = 9,68 cm.

A héaromszog teriilete ¢t = % = 24,2 cm®. A befrhat6 kor és a gomb sugara

S
S

t
r, = .= 1,94 cm. A test felszine egyenl6 a kip felszinének és a gomb

felszinének Gsszegével A = A, + A, = 75 - (% " b) +dmr? = 98,17 +

+ 47,29 = 145,46 cm’. A test térfogata egyenld a kiip térfogatdnak és a ‘ ‘
gomb térfogatanak kiilonbségével

YRS

Tr’m 47U’
3 3

V=V, -V, = = 63,36 — 30,58 = 32,78 cm’.

21. feladatlap — megoldas
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xrim w05 -1
3 3
=1,333, V4=a2m=22~1=4; V5=

21.4. A kiilonboz6 testek térfogatai: 'V, =
a’m _ 2%-1 dr’  4m 0,5
33 3.2 3.2

mw ., 2 l-7 2 2 2 2
Vi = T(R +Rr+r°) = T(l +1-0,5+0,5)=1,833; V,=arm=m -1°-1 = 3,142.
A térfogatok osszege V=V, + V,+ Vs + V. + Vs + Vi + V; = 12,403.

=0,262; V,=ar’m =m0,5 -2 =

= 1,571; V; =

= 0,262;

K
MN——]
N/
L \
\A V;
L
N~
21.5. ) ) b) 3

al a
2
a a

a
2
z pd M 7 s a : a a2 /.
a) A levéagott test egy gula, amelynek alapja a besatirozott teriilet: T, = — =3 A gila
a2
) . o ) T..m 3% a )
magassdga a kocka éle, a gila térfogata tehat: V, = 3 -3 T ¢ A kocka térfogata
P05
Vi =a’. A kérdéses térfogat V, = V, — V, =a’ — % = 8a3 =833,3 cm’. b) A levagott test egy
a a
Z.Z )
gula, amelynek alapja a besatirozott teriilet: T, = % = %. A gula magassdga a kocka élének
a’ a
L,m_7g§ 5 _a
a fele, a gula térfogata tehat V, = 3 m_38 3 2 - Z—S. A kocka térfogata V, = a’. A kérdéses
. a® 47
térfogat V, =V, — V, =a’ — 18 ch =979,17 cm’.

21.6. A henger térfogata V, = wr’m =m - 10> - 6 = 1884,96 cm’. A csonkakup térfogata V., =
3.

= %(R2 +Rr+r?) = Tﬂ(42 +4-6+6%) =238,76 cm’. A test térfogata a térfogat kiilonbsége

V,=V,— V., =1646,2 cm’.
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22. feladatlap

22.1. a) lIgaz dllitas. b) Igaz dllitas. ¢) Nem dllitas. d) Nem allitas. e¢) Igaz éllitas. f) Igaz al-
litas.

22.2. @) Hamis, hiszen a 2 pdros prim. b) Igaz, a téglalap ilyen. ¢) Igaz allitds. d) Hamis.
e) Igaz. f) Hamis, hiszen az 5 primszam. g) Igaz, hiszen a 24-nek 8 osztdja van, a 32-nek meg 6.

22.3. A megforditds: Ha egy négyszognek van derékszoge, akkor az hirnégyszog. Egyik alli-
tds sem igaz, mivel egy négyszog akkor hirnégyszog, ha a szemkozti szogei 180°-ra egészitik

egymadst, és ennek nem feltétele a derékszog 1€éte.

22.4. B |AVvVB|AAB
i i i
h i h
i i h
h h h

22.5. a) (AN B)=—-AV —B;

A B —A —-B AAB |~(AAB)|-AvV-B
i h h i h h
h h i h i i

h i i h h i i

h h i i h i i

A kétféle érték mind a két esetben megegyezik, igy valéban azonossagot kaptunk.

b) ~(Av B)=—=A A —B.

A B —A —-B AvB |—-(AvB)|—-AA—-B
i h h i h h
h h i i h h

h i i h i h h

h h i i h i i

A kétféle érték mind a két esetben megegyezik, igy valéban azonossigot (De Morgan-azonos-
sdgot) kaptunk.

22.6. a) Nem minden kutya ugat. Vagy van olyan kutya, amelyik nem ugat.
b) Nincs sz8ke haju svéd. Vagy minden svéd nem szoke.

c) Bar esik az es6, nem megyiink moziba.

d) Reggelire nem tojast esziink vagy nem tedt iszunk.

e) Este nem megyiink szinhdzba és nem megyiink koncertre sem.

22. feladatlap — megoldas
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23. feladatlap

23.1.
a) [3,5] M b) [—1;7] UB
=10 3 It =10 3 T
¢) [-1;3 B d) 15;7] &
TSRO TSROy
. . 3 800
23.2. Olyan szamokat keresiink, amelyek sem 5-tel, sem 2-vel nem oszthaték. 800 — - =
800 800
— —— + —— = 320. Tehat 320 ilyen szdm van.
5 2-5
23.3. ; {piros}; {sarga}; {kék}; {piros, sarga}; {piros, kék}; {kék, sarga}; {piros, sarga, kék}.
23.4. A halmazok a) 12 oszt6i egyjegyli primek

A:={1,2,3,4,6,12}; B := {2,3,5,7); C := {=2,1,3)}.
b) JANBNC|=1;¢) (BUc) NA={1;2;3).

23.5. Megforditas: Ha egy szdm pdratlan, akkor prim-
szam.

Tagadas: Lehet egy szam primszdm, mégis paros.

Az eredeti 4allitds hamis, hiszen a 2 paros primszdm. A
megforditds hamis allitds, mivel a 15 pdratlan, de nem
primszdm. A tagadas igaz, hiszen a 2 prim is és paros is.

23.6. A B —AAB AV B AV —B
i i h i i
i h h i i
h i i i h
h h h h i

23.7. a) A dobasok mddusza 2. b) A dobdsok medidnja 3.
1-242-7+3-3+4-4+45-0+6-4 65

c) A dobdsok atlaga: 20 =20 = 3,25.
d) A dobasok relativ gyakorisdga egyenl$ a gyakorisdg és az 6sszdobdsszdm hdanyadosa:
dobasok értéke 1 2 3 4 5 6
dobésok gyakorisaga 3 =0,1 l =0,35 i =0,15 i =0,2 g =0 i =0,2
20 20 20 20 20 20

4
e) Az 5-6s vagy a 6-os dobds a jo. 20" 0,2 relativ gyakorisag, 20%.

23.8. A gyakorisagtablazat: Testvérek szdama | O 1 2 3 4

Diakok szama 4 7 10 9 2

21 7
a) o =0,65625, 65,6%-nak van legfeljebb 2 testvére. b) ) =0,21875, 21,9%-nak van ponto-
san 1 testvére.
Megoldasok



, ., . 0-4+41-74+2-10+3-9+4-2 62 . .
c) Az éatlagos testvérszam % =3 = 1,9375. A novekvd sorba

rendezés sordn kozépen két 2 testvérrel rendelkez6 tanulé van, igy azok atlaga is két testvér.
A median 2. A median és atlag kiilonbsége 2 — 1,9375 = 0,0625. d) Harom vagy tobb testvére

2)

11 gyereknek van. A valdszinliség p = N - 0,11, tehat 11% a valoszintisége.
(3)
24. feladatlap

24.1. A halmazok elhelyezkedése az dbran lathato.

. ) 14 7
24.2. a) 1,2. b) —0,125. ¢) 4,571428. d) 0°-5
e) A végtelen szakaszos tizedestort dtalakitdsanal a szamot el-
nevezziik x-nek: x = 0,3. A kifejezés mindkét oldalat meg-
szorozzuk a szakasz hosszdnak megfelel6 tizhatvannyal, jelen

esetben egy hosszisagt szakasz révén 10-zel: 10x = 3,3. A két egyenletet kivonjuk egymasbdl:

. . 1 : 1
10x —x=0,3-10—-0,3,9x =3, x = 3 Végiil felirjuk a szdmot tort alakban.: —8,3 = —85.

. . . 17
f) x=0,17,x100 —x =0,17 - 100 — 0,17, 99x =17, x = —

99
20006 3 . 1318 4
=2 . h) =05, i) ——=131-. j) 26,25.
10000 5000 10 5

24.3. a) Hamis, hiszen a 6 paros és oszthaté 3-mal. b) Igaz, hiszen az egyetlen paros prim, a 2,
kisebb, mint 10. c¢) Igaz. d) Hamis, hiszen a 15 és a 16 nem primszam €s mégis relativ primek.
e) Igaz, mert csak a primszdm négyzeteként eldéllithaté szamoknak van 3 osztdja.

g)

, 1 s 5 |
24.4. 27 = 3; log, T = —4; 52 = glossi 5; harmas szamrendszer 100; = 9; 472 =

1

1 R | 1
= (272 =27' = —. A csokkend sorrend: 100;; +/27; 5'7°%2%; 472; log, —.
2 16

24.5. a) Az ottel oszthatdésag miatt y csak 0 és 5 lehet. A harommal valé oszthatésag miatt a
szamjegyek Osszege oszthato 3-mal. Ha y = 0, akkor x =2; 5; 8. Hay =5, akkor x =0; 3; 6; 9.
b) A 8-cal val6 oszthatésdg miatt az utolsé 3 szamjegybdl képzett szamnak kell 8-cal oszthatonak
lenni. y csak O és 8 lehet. A harommal valé oszthatésdg miatt a szdmjegyek Osszege oszthatd
3-mal. Ha y =0, akkor x = 2; 5; 8. Ha y =8, akkor x =0; 3; 6; 9.

c) A 2-vel val6 oszthatésag miatt y csak 0, 2, 4, 6, és 8 lehet. A 9-cel val6 oszthatésag miatt a
szdmjegyek Osszege oszthatd kell legyen 9-cel. Ha y = 0, akkor x = 8. Ha y = 2, akkor x = 6.
Ha y =4, akkor x =4. Ha y = 6, akkor x =2. Ha y = 8, akkor x = 0; 9.

(2°.3)5-(2-3%)%.(23-3%)* 215.35.23.36.212.38 ) 32.

248 @) ey T wanmx 2 BT
@*h*)? - (a’b%)’ _ a—*b=%a2'p" ot 1

b) (a3b)* - (a’h?)} - a2b*a5ho =a b = a.p’

24.7. a) x(x +y) Xy I

x(x—y) xy@+y) x—y
24. feladatlap — megoldas 109



S5 —y)  (x—y)-(x+y)  Sx—y) 304y s

b : — . =
) Ty 3G +y) x—y G-y @x+y)

15 10
24.8. Legyen az intervallum-hatdrolok kozds nevezSje példdul 30. Ekkor [ .y ——}, a két

300 30
hatdrolé kizitt 14 13 12 11
atarold kozott van a 30° 30° "30° 30"

25. feladatlap

25.1. Az y = mx + b alakbdl b = 5, mivel ott metszi az \ Y
y tengelyt. Helyettesitsiik be a (2;0) pontot! y = mx + 5,

5 5 5
0=2m+59m=__-y=__.x+5. \ y=—§x+5

2 2

(9]

5
a) Az egyenes meredeksége m =tga = —5; a = —68,2°. \

Az egyenes az x tengely pozitiv irdnydval 180° — 68,2° =
= 111,8°-ot zér be. \
b) x <2.

\

.y

25.2. a) f(—2) = 3; £(400) = —399; g(5) = 2; Wl ot ap 4

3 15\2 193 1

——)=(-—=) =2=—=12—.
g( 4) ( 4 ) 16 16
b) A két fiiggvény x, = 2-ben és x, = 3-ban met- fEF—lx +H+5 \ |
szi egymast.
c) Az f(x) = —|x + 4| + 5-nek maximuma van \ /
x = —4-ben és y =5 a maximumérték. Az g(x) =
= (x — 3)> — 2-nek minimuma van x = 3 helyen \
és y = —2 a minimumérték. \ /
d) 1-0033]. =

W
—
~—

—2
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25.3. @fx)=—&TDi+2 b) §)= X — 113

—-—
—_—

I
d) ix) = ——|+2 \
c) h(x)=~x +3 -1 X \ Y
y
-
/// —
; [ ———
1
0 X :
\ o x

25.4. a) Példaul f(x):R* — R, x > (x — 1)2+2. b) Példdul f(x):R — R, x > (x +3)(x — 6).
¢) Példdul f(x): R — R, x > —(x +2)> +5.

25.5. a) y
b) y = 3-ban metszi. 5 e
c) Abszolit minimumhely x = —3; 15, mini- —
mumérték y = —2. Abszolit maximumhely
x = 8, maximumérték y = 5. Lokalis maxi- \ / !
mumhely x = —5, maximumérték y = 2. -5 0 8 *
-2
{
25.6. a) f(x) és h(x). Y \I
b) log,(x — 3) = 0, log,(x — 3) = log, 1, \
mivel szig. mon. fv. x —3 =1,x =4 a
zérushely. /
=1 1 8]

logix +5 = 0, log;x = =5, log,x = ()=T0gy ¥

2 N 2 2 ~ —
log. (—) , mivel szig. mon. fv., x =32 [

2\ 2 ==
a zérushely.

1 ° :
) f(=4) =2 —5=—4_1f(2) =22~ /
2 h(x)=log,(x ~ 3)
—5=27;8(-2)=-2""+1=-1;g4) = - “ 7
= 2" 4= 127 F@=p"2
g(x)=—=2""+1

25. feladatlap — megoldas




26. feladatlap

1= 1

26.2. Mekkora a kovetkez6 egyenletek megolddsainak szorzata?

3
a) x> —4=0,x —2)(x+2)=0,x, =2, x, = —2. b) 1=—1,3=—(x+1),3=—x—1,

X+
X3 = —4
4x — 3 x 24x —-3) 10 5x 4 3
C) 3 +1:§,T'l‘ﬁzE,2(4x—3)+10:5x,8x+4:5x,X4:—g.Anegy
. 4 64
gyok szorzata (—2)-2-(—4) - ( — §) = —3
26.3. Abrizoljuk az egyenl6tlenség két oldaldn sze- Y
repl6 kifejezéseket mint fiiggvényeket! K —3]—2 _(— 3744
a) A jobb oldali mésodfoku kifejezést teljes négy-
zetté alakitjuk: —x?+6x —5 = —(x>—6x)—5 =
= [ =37 -9] -5 = ~(x —37+4. A keresett N/ \

tartomdny [1;5].

b) A keresett tartomany ]—oo; 1]. c) A keresett tartomény [—2; —1[ U ]7; ool.
y y
x=2[+2
1 Vx+2-2 —T
///
1 = >
0 X
e+dl -2 lx +2[-4

26.4. a) A masodik egyenletbdl fejezziik ki x-et: x = 14 — 2y; helyettesitsiik be az els6 egyen-
letbe 2(14 — 2y) —y = 3! Az egyenlet rendezése utin y =5 és x = 4. Van egész megoldis.

112 Megoldasok



12
b) Fejezziik ki a masodik egyenletbdl x-t! x = —, majd helyettesitsiik be az elsé egyenletbe
y

144
—+y* =40, y* — 40y + 144 = 0. Az egyenlet megolddsa utdn y* = 4 és y* = 36 egyenleteket
y

kapjuk, melyek megolddsai: y;, =2 ¢ésx;, =6; y, = —2¢ésx, = —6; y; =6¢és x3 =2; y, = —6 és
x; = —2. Van egész megoldas.

26.5. a) Az x> + x — 2 = 0 mdsodfokd egyenlet megoldésai Y
x; = —2 és x; = 1. A megolddshalmaz |—oo; —2] U ]1; ool.

hajlanak, ezért a megolddsa a teljes valds szamhalmaz: R. //

b) Az x*+6x+10 = 0 nincs megoldésa, de a parabola 4gai felfelé \\

W

c) Az egyenl6tlenség akkor negativ, ha a nevezd pozitiv:
O0<x—5,x>5,]500].

3
)

1 X
—4 0 3 /5

d) Az egyenlbtlenség példdul szamegyenes segitségével oldhat6
meg, innen leolvasva a megolddshalmaz |—oo; —4] U ]3; ool.

e) Oldjuk meg grafikusan! |x| < 2 — x. A megolddshalmaz Y
]—o0; 1].

X

27. feladatlap

27.1. a) Igx =1g(5-17), mivel szig. mon., x = 85. b) log,, x = log,; 25~ %, mivel szig. mon., x =
1
=3 c) 3" =37 mivel szig. mon., x = —4. d) A egyenlet valés szdmon értelmezett megoldésai
Tn n 3 7
X + 37 + 2k és x + 3= 7 + 2km (k € 7Z) egyenletek megolddsai. Innen x, = BT +

S . . 3 23w R4
+ 2k, x, = 1 +2km, k € Z. A tartomdnyba es6 megoldasok x;, = T ésx, = —.¢e) A

3
koszinuszfiiggvény negativ, ha % +2km <x < 7% +2km, k € Z.
1 x=5 1 —1
f) (E) > <5> , mivel szig. mon. csokken, x —5 < —1, x < 4. A megoldashalmaz |—o0;4].

| 1 1
g) logyx >log, 972, mivel szig. mon. novekszik, x > 3 A megoldashalmaz [5’ oo[.

27. feladatlap — megoldas




27.2. A sin’x +cos’x = 1 azonossdg alkalmazdsival 4cosx + 1 = 4(1 — cos’x), 4cos’x +

3 1 1
+4cosx — 3 = 0. A megoldasok koziil a —3 nem jo, az 3 alkalmas. A cosx = 3 egyenlet
5
megolddsai x, = % 2%k, X = ?” + 2k, ahol k € Z.

27.3.
a) Kikotés: vx+1 —1 > 0é x +1 > 0. A feltétel: x > 0. Az egyenlet 4talakitdsa utdn
log, <Vx +1— 1) = log, 8, mivel szig. mon., v/x +1 — 1 = 8, x = 80 a megoldas, ami egész.

b) (6°) —4-6"—12=0, (6")* —4-6" — 12 =0, a —2 nem megold4s; 6 = 6, mivel szig. mon.,
x =1, ami egész.

27.4. a) sin®x —cos’x > 0, sin’x > cos’x, |sinx| > |cosx]|. y
/
——-O=—0| OO0 OO0 O——0—— T BE
) dol =1\ o 1
T e d g
4 Z‘ ﬂ 4 1_1
T
I 1 3
Megoldas 1 +km <x < e +km, k € Z.
b) (x—4)* > 2*. A grafikonrdl leolvashaté, hogy ]—o0; 2]. ¥ \ /

Y

x <2 l (x |— 4)° /
0123 ! —
T 3 5 >
—2
|
28. feladatlap
X
) o A X g X X
28.1. Legyen x Diophantosz éltének ideje! Irjuk fel az egyenletet 3 + £} + 7 +5+ 5 +4=x,
75x L
= + 9 =x, x = 84 évet élt Diophantosz.

28.2. A kétjegyii szdm 10x +y alaki. A szdmjegek Gsszege x +y = 8, innen y = 8 — x. Irjuk
fel az egyenletet! 10y +x — (10x +y)=10+x +y, 8y =10+ 10x. 88 —x) =10+ 10x, x =3,
y =5. 35 a keresett szam.

28.3. 2 liter 60%-o0s malnaszorpben a szorp mennyisége 2 - 0,6 = 1,2 liter. x liter vizet hozza-
ontve x + 2 liter 20%-o0s szorpot kapunk. (2 +x) - 0,2 = 1,2, x = 4 liter vizet kell hozzaonteni.

t t t
28.4. 1 nap alatt az apa 21 részét, az anya e a gyerek 20 eszi meg a buizaszemeknek. Az

t t t
egyenlet o1 + o + 20°- 1, 40t + 35t + 21t = 840, t = 8,75. J6 kozelitéssel 9 napig étkezhetnek.

Megoldasok



28.5. Legyen x a harmadik szdm! 200x = (5x)°. x; = 8 vagy x, = 0, tehat 8 vagy 0 a harmadik
szam.

_3
M=) g 2 25n. n(n — 3) — 228 = 50n. n® — 53 —

— 228 =0, a —4 nem megoldés, 57 oldald a sokszog.

28.6. Irjuk fel az osszefiiggéseket!

28.7. a) Elvileg 33 lehetséges fogszdma lehet egy tanulénak, attdl fiiggben, hogy hany foga
van. A gyerekek szdma 33 + 1 = 34.

b) A hét minden napjan sziilessen 4 gyerek, a kovetkezd mar a kérdéses helyzetet allitja el6:
4.-7+1=29.

c) Minden hénapban legyen hdarom névnapos, a kovetkezd tanuldé valamelyik hénapban a ne-
gyedik lesz: 3-12+1 =37.

28.8. Legyen x a versenyen induldk szdma! Az els6 feladatot 0,6x tanulé oldotta meg, a ma-
sodik feladatot 0,65x tanul6 oldotta meg, mind a két feladatot 0,6x + 0,65x — x = 0,25x. Csak
a masodik feladatot megolddk szdma 0,65x — 0,25x = 0,4x = 80, x = 200. Az iskola tanuléinak
otode indult a versenyen. Az iskola tanuldinak szama 5 - 200 = 1000 {6.

29. feladatlap

29.1. a) Egy dobdsndl 2 lehetSség van, fej vagy irds. Négy dobdsndl 2 -2 -2 -2 =2* = 16
a lehetGségek szama. Csak egyféleképpen lehet mind a négy dobas irds. A keresett valoszinG-

1
ség p = 6= 0,0625, 6,25%. b) A harom fej és egy irds négyféleképpen johet ki. A keresett
4
valdszinliség p = 6 = 0,25, 25%.

29.2. A 10 konyvet 10! médon tehetjiik vissza. Mivel a két konyv egymds mellett van, igy
egy egységnek tekinthetd, bar felcserélhetd a két konyv, tehat 2! - 9! mdédon tehetjiik vissza.

21.91
—? = 0.2, 20%.

A keresett valoszintiség p = T

10
29.3. A 10 tanul6bdl 5-6t (5 ) = 252 moédon vélaszthatunk ki. Nem vegyes vdlasztds csak a

6
fidk koziil valaszthato ki (5) = 6. A kedvezs esetek szama 252 — 6 = 246.

29.4. a) 4 egységbdl 4ll6 jelkészlet 2* = 16 jelbdl 4ll. b) Legfeljebb 3 egységbdl 4ll6 jelkészlet
23 +22+2 = 14 jelbdl 4ll.

12
29.5. Az otszemélyes csonakba 12 gyerek koziil valaszthatunk ( 5 ) modon. A maradék 7 gye-

7
rek koziil iil be a négyszemélyes csonakba (4), €s a maradék harom gyerek beiil a hdromsze-

12 7
mélyes csonakba. A lehet6ségek szama (5 ) . (4) =27720.

29. feladatlap — megoldas

115



116

29.6. A 2170f (1101](321521 al ;/lal(/)Sanl/jbb,' hiszen 0 eldallitisa 10 elallitdsa
Osszesen 27-féleképpen lehet megtenni, szem- > darab ” darab
ben a 9 0sszegli dobds 25 lehetdségével. 1Pus ard 1Pus ara

6,2, 1 6 6,3, 1 6
29.7. A 490 alma koziil nagy valdszintiséggel 5.2.2 3 6.2.2 3
48 romlott és 352 nem romlott.

) 400 5,3, 1, 6 5,4,1 6
Az Osszes eset (80 ) 4.4, 1 3 5.3.2 6
a) Az egy alma sem romlott eseteinek szdma 4,3,2 6 4,4,2 3

(352) 3,33 1 4,3,3 3
352 80 A . A .
( %0 ) A keresett valészintiség p = Osszesen: 25 Osszesen: 27

400\
80
b) 48-bdl nem lehet 80-at kivalasztani, igy ez egy lehetetlen esemény, valdszintisége 0.

48\ (352
c) A 9j6 és 71 rossz kivélasztasanak lehet6ségei szama: (9 ) < 71 ) A keresett valdszinliség
48\ (352
_\9/\71
-~ [400\
80

5
29.8. Az 0sszes lehet6ség a kivélasztasra (3) = 10. A haromszog egyenl6tlenségnek viszont

hirom eset nem tesz eleget ((2, 5,7), (2,5,8), (2,6, 8)). fgy a kedvez6 esetek szama 10 —3 =7.

30. feladatlap

30.1. A hdaromszog atfogdja

c=+a?+b> =10 +242 =26 cm. 0 c
= cm

a) Akeriilletk =a+b+c =10+24+26 =60 cm. ¢

. a-b 10-24
b) A teriilett = — = ———
2 2

c) A koré irhaté kor sugara az atfogd fele R =

L t ot 2t 2-120
A bele irhat6 kor sugarar = - == —=——=4cm.
s ko k 60
2
d) A magassagok: m, = b =24 cm; m, = a = 10 cm. Az atfo-
gbhoz tartozé magassdg kiszamolhat6 a teriiketképletbdl ¢ = 2
_c-m, 24‘_2-120

,m=——=———=9723 cm.
2 c 26

=120 cm?. ' b =24 om

=13 cm.

[\ o)

2
e) A sulyvonalak: Az a oldalhoz tatozé sulyvonal s, = /b + (%) = 24>+ 5% = 24,52 cm;

b 2
s, =4/a’+ <§) =+/10% + 122 = 15,62 cm; A koré irhat6é kor sugardval esik egybe, s, = 13 cm.

Megoldasok



10
) A hegyesszogeit valamelyik szogfiiggvénnyel kaphatjuk meg: tga = 4. —, a = 22,62°.
f gyessz0g y gfiiggvénnyel kaphatj g tg iy,

B =90°—a = 67,38".

2 4t
30.2. A szabalyos haromszog teriiletképlete t = ? Innena haromszog oldala a = % =
40 ) ) NP 2 )
= % = 4,8 cm. A szabdlyos hdaromszog koré irhat6é kor sugara a magassagdnak g—ad része:
2 V3 3
R=2.Y3_ V3 e amrem
3 2 3
30.3. a) Az alakzat egy a éld kocka fele, igy térfogata V = 5
> 1000 000 al N\
= % =5 = 864 cm’. 1000 liter tej 1000000 cm’. e a | B V2a
=1157,4 ~ 1158 db. a4 " ,
a* a’
b)AfelszinA=t1+t2+t3+t4+t5=a2+a2+\/§a2+5+5= a“ . NP
a
= (3+v/2)a’ = 635,65 cm’. Az 1000 db doboz teriilete dsszesen V2a

635650 cm?, igy minimum 63,565 m® feliilet(i papir kell.

30.4. A tavolsdg a derékszogli haromszog befogdja,
15-0,8 14,2 14,2
tg12° = = , X = = 66,81 m.
X X tg 12°

12°

15 m

30.5. Mivel a Fold és a Nap egyarant gomb alakd, igy a 109 a hasonldsag aranya. A felszin
esetében a hasonlésdg aranya 109° = 11 881-szeres a felszin. A térfogat esetében a hasonlésig
ardnya 109° = 1295 029.

30.6. A trapéz magassagam = 045-a =0,45-8 = 3,6 cm.
A b oldal kiszdmolhat6 az ATD derékszogli haromszogbdl

_ 2
b= \/m2 + (a . C) = 36 +15 =39 cm. Az e a6 ki- b/ |m e

D c=5cm

szdmolhat6 e = \/m? + (a — 1,51 = \/3,6> + 6,5 = 7,43 cm. B
-m 8 . 3,6 A T a=8cm B

Az ABD hdromszog teriilete ¢ = a-m = 14,4 cm’.

2 2
A trapéz koré irhaté kor megegyezik az ABD haromszog koré irhaté korrel, aminek sugara

b .3.9.74
r=4bre 83974 0 em.
4.1 4. 144
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30.7. Legyen x a torony magassaga!

A torony vizszinteshez képesti d6lésszoge
90° — 5,5 = 84,5°. A torony alja, a hely
ahol allunk és a torony teteje hdromszog
harmadik szége 180°—84,5°—20,4° = 75,1°.

X sin 20,4° ) 150 m
= — , x = 54,1 méter magas a torony.
150 sin75,1°

30.8. Az A falubdl az ,,UFO” magassaga h = x - tg 50°,
a B falubdl az ,,UFO” magassaga h = (65 — x) - tg 18°.
A két egyenléségbdl x -tg50° = (65 —x)-tg18°,
x - 1,192 = (65 — x) - 0,325, x = 13,94 km.

Az A falutdl a = = 21,68 km-re volt az ,,UFO”.

[rjuk fel a szinusztételt

A X 65 —x B

X
cos 50°

65 —
A B falutél b = = 53,69 km-re volt az . UFO”,
cos 18°

31. feladatlap

2a — b — — — E F

31.1. AF = b+ AF = b+ AG=a+7: GE=AE—AG= " ¢

a by b 2a — — — 2a a
=Q+——<g+—> =———;BF=AF—-AB=b+——-a=b——;

2 2 2 3 3 3 b G
—_— > —> b b h
DG=AG—-—AD=a+=—b=a— —.

2 2
31.2. A harmadik cstcs Thalész tételének megforditdsa értelmében A a B
azon a koron van, amelynek dtmér6je a derékszogli haromszog At-
a+b

H
fogéja. A kor kozéppontja a szakasz felezGpontja F = f = — = (—1;2), a sugara |AF| =

= []i—Q| = ‘(3; —3)’ = /32 +(—3)* = +/18. A lehetséges C csucsok a (x + D+ (y —2)° =18
egyenletl koron vannak. Végtelen sok megoldas van.

—
31.3. @) A négyzet dtl6janak hossza |AC| = al = |(4:6)] = VA2 +62 = /52 =2/13. A

étlé_zf 2J_f
V2O V2 V2 V2

=x?=126.b) A masik atl6 dtmegy az AC 4tl6 felez8pontjan F = f=

négyzet oldaldnak a hossza x = = +/26. a) A négyzet teriilete t =

a+c

= (4; —2), az egyenes

—
normdlvektora n = AC(4;6). A keresett egyenes 4x +6y =4-4+6-(—2)=4,2x+3y=2.¢) A
atlo 2+/13
aro T =V 13

négyzet koré frhat6 kor sugara az 4tldjanak fele r = - =

31.4. a) Alakitsuk teljes négyzetté a kor egyenletének ismeretleneket tartalmazé tagjait!
(x+52 =25+ =32 —=9+30=0, (x +5)*+(y — 3)* = 4. A kor kozéppontja C(—5;3).
b) A nagyobb kor egyenlete (x +5)° + (y — 3)* = 36. Az y tengelyen 1év3 pontok koordindtdira
igaz, hogy x = 0. Helyettesitsiik be az egyenletbe 5° + (y — 3)> = 36, (y — 3)* = 11. Az egyenlet

megoldésai y, =3+« 11, y, =3 — +/11. A metszéspontok E1(0;3 + +/ 11), E2<O;3 — &/ 11).

c) A korgyfird teriilete a két kor teriiletének kiilonbsége r =7 - 6° — 7 - 2° =1 - 32 = 100,53.

Megoldasok



31.5. a) Az osztépontra vonatkozé képlettel a keresett harmadolépont koordinatai

I _2a_+Q_2-(—7;2)+(3;—6)_( 1 2)
=7 3 3 - 37 3)

e o a+b ) -
b) A szaksz felezGpontjanak koordinatdi F = f = > = (—2;—2). A normalvektor az AB

—
vektor n = AB(10; —8). Az felez6merd&leges egyenlete 10x — 8y = 10 - (=2) — 8 - (=2) = —4,
S5x —4y = -2.

— —
¢) A szakasz hossza az AB vektor hossza |AB‘ =,/10% + (—8)> = 12,81.

31.6. a) Az egyenes egy normdlvektora n(2;5). b) Egy iranyvektora: v(5; —2). ¢) A parhuza-
mos origdn dtmend egyenes egyenlete 2x + Sy = 0.

31.7. Az A pont és e egyenes viszonya behelyettesitéssel allapithaté meg: 5x — 7y + 11 =
=5-2—-7-3+11=0. Az egyenesnek pontja A. Az A pont és k kor viszonya behelyettesitéssel
dllapithaté meg: 2* +3*+10-2 — 6 -3+ 30 = 452 0. Az A pont nem pontja a kirnek. Az
e egyenes és k kor viszonya az egyenletrendszer megolddsdval dllapithaté meg. Fejezziik ki az

1
egyik ismeretlent az egyenes egyenletébdl x = Y s Helyettesitsiik be a kor egyenletébe

Ty — 11\? Ty — 11
( Y : ) +y2410. 2 < — 69 +30 = 0. Az egyenlet dtalakitva 74y + 46y + 321 = 0.

A mdésodfoku egyenletnek nincs megolddsa, az egyenes nem metszi a kort.

31. feladatlap — megoldas
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